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Vorwort zur zweiten Auflage

Es laBt sich wohl behaupten, daB die Geschichte der Wi haften die Wi haft
selbst sei. Man kann dasjenige, was man besitzt, nicht rein erkennen, bis man das,
was andere vor uns besessenen, zu erkennen weiB.

J. W. Goethe

Kommunist kann einer nur dann werden, wenn er sein Gedichtnis um alle die
Schitze bereichert, die von der Menschheit gehoben worden sind.
V. I Lenin

Der iiberaus rasche Fortschritt der Historiographie der Mathematik hilt unverindert
an. Die Autoren haben sich bemiiht, die seit dem Erscheinen der ersten Auflage
erzielten Fortschritte — soweit sie fiir die hier beriihrten Themenkreise von Belang
sind — durch Neuschrift, Textrevision, zusitzliche Anmerkungen und Erweiterung
des Literaturverzeichnisses in einer Weise zu erfassen, die an eine strenge Limitierung
des Buchumfanges gebunden war

Allen meinen Mitautoren an den ,,Vorlesungen‘ gilt ein aufrichtiger Dank fiir
konstruktive Zusammenarbeit. Vor allem aber bin ich meinem Kollegen Prof. Dr. sc.
W. Purkert fiir eine griindliche und kritische Durchsicht ganz auBerordentlich
verpflichtet. Ein weiterer herzlicher Dank gilt den Mitarbeitern des VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, die sich nach Kriften um diese revidierte Ausgabe
bemiiht haben.

Leipzig, Herbst 1987 H. WuBing



Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 1960 fiir Lehrerstuden-
ten der Fachrichtung Mathematik/Physik an der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig gehalten habe. Mit dem Jahre 1978 wurde der BeschluB des
Ministeriums fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR wirksam, an den Universitiaten
und Hochschulen der DDR fiir Studenten der Mathematik ebenfalls Vorlesungen
zur Geschichte der Mathematik einzufiihren. Beiden obligatorischen Vorlesungen
wird gleich viel Zeit eingerdumt, und ihre Lehrprogramme sind iiberdies dhnlich
aufgebaut.

Es lag daher nahe, den Kern meiner Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik
fiir Lehrerstudenten zur Grundlage eines Lehrbuchs zur Geschichte der Mathematik
zu machen, das sowohl fiir den Lehrerstudenten als auch fiir den Mathematik-
studenten geeignet sein konnte. Die diesem Buch zugrunde gelegte Auswahl des
historischen Stoffes orientiert sich streng an dem im Herbst 1977 vom Ministerium
fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR verabschiedeten ,,Lehrprogramm fiir das
Lehrgebiet Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik zur Ausbildung in der
Grundstudienrichtung Mathematik*.

Der Leser mége also bedenken, daB hier kein vollstindiges Bild der Geschichte der
Mathematik entworfen werden konnte, sondern daB nur Ausschnitte geboten werden,
freilich solche, die bei aller Liickenhaftigkeit und trotz des heschrinkten Raumes
doch — wie ich hoffe — einen zusammenhingenden Eindruck von den wesentlichen
Epochen und einigen hauptsichlichen Inhalten im historischen Entwicklungsgang der
Mathematik vermitteln. Dennoch sind Liicken unverkennbar, schmerzliche Liicken,
wenn man die gesamte Geschichte der Mathematik vor Augen hat.

Das Buch ist gemidB den im Lehrprogramm vorgesehenen 16 Doppelstunden in
15 ,,Vorlesungen* gegliedert (die 16. Doppelstunde ist laut Lehrprogramm einem
Beleg vorbehalten). Damit sind Stoffkomplexe gekennzeichnet, die in sich ge-
schlossene Themenkreise behandeln. Die unterschiedlichen Umfinge sollten nicht
irritieren: Aus jedem hier dargestellten Stoffkomplex sollte der Lehrende auswihlen
und andererseits den Studenten fiir das Selbststudium und die Vorbereitung auf
Seminarvortrige, Klausuren, Hausarbeiten usw. beraten kéonnen.

Es war mein besonderes Anliegen, durch Einfiigen von Originalzitaten (freilich in
deutscher Sprache und unter Gebrauch des heutigen Druckbildes) die Denk- und
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Sprechweise hervorragender Mathematiker aus allen Perioden der jahrtausendelangen
Entwicklung der Mathematik hervortreten zu lassen. Demgegeniiber tritt das bio-
graphische Element in diesem Buch fast ganz zuriick; ich hoffe, auf diese Weise den
problemgeschichtlichen Zusammenhang historischer Entwicklungsgange betonen zu
konnen. Zum Ausgleich wurde dem Anhang ein Personenverzeichnis beigegeben.

Dieses Buch kann und will keine Bibliographie mathematischer und mathematik-
historischer Literatur vermitteln. Allein schon aus Raumgriinden muBten Angaben
zur weiterfilhrenden Literatur auf ein Minimum beschrinkt bleiben; sie wurden
getrennt in allgemeine weiterfithrende Literatur (LA) und in Literaturangaben (L),
die spezifisch fiir die 15 Vorlesungen sind. Der Leser sei ferner ausdriicklich darauf
hingewiesen, daB in der traditionsreichen Reihe ,,Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften auch von vielen bedeutenden Mathematikern kommentierte Ab-
handlungen in deutscher Sprache erschienen sind, daB es neben einer Fiille wissen-
schaftshistorischer Zeitschriften zwei speziell mathematikhistorische Schriften-
reihen (Istoriko-matematiteskije issledovanija, Moskau/Leningrad, und Historia
mathematica, Toronto) gibt, daB das Handbuch von K. O. May ,,Bibliography and
Research Manual of the History of Mathematics*, Toronto 1973, den Zugang zur
mathematikhistorischen Forschung erleichtert. Fiir die mathematischen Sachver-
halte selbst sei auf mathematische Wissensspeicher verwiesen, z. B. auf das ,,Lexikon
der Mathematik*, Leipzig 1977, und auf die Béinde der Studienbiicherei Mathematik
fiir Lehrer.

Es bedeutet ein gewisses Risiko, auf — notwendigerweise — relativ begrenztem
Platz an Druckseiten diesen Versuch eines Lehrbuchs der Mathematikgeschichte der
Offentlichkeit zu iibergeben, zumal die Historiographie der Mathematik in rascher
Entwicklung befindlich ist und die Mathematikgeschichte gemi8 dem Lehrprogramm
auf dem Hintergrund der allgemeinen Geschichte der Naturwissenschaften verstind-
lich gemacht werden soll. Die hier vorgelegte Diktion wird und mu8 mit anderen
Auffassungen und mit zahlreichen neu zu erwartenden Forschungsergebnissen kon-
frontiert werden; mir sind daher insbesondere Zuschriften und MeinungsauBerungen
herzlich wollkommen, die — iiber den Hinweis auf Irrtiimer und Fehler hinaus —
prinzipielle Einwiinde vorbringen. Gemeinsame Diskussion ist nétig und wird ihrer-
seits zur Entwicklung der Historiographie der Mathematik in der DDR beitragen.
Doch schon in der hier vorgelegten Fassung steckt ein gutes Teil Gemeinschafts-
arbeit.

Besonderer Dank gilt meinen tschechoslowakischen Freunden Dr. L. Novy und
Dr. J. Folta aus Prag fiir die kritische Durchsicht des Rohmanuskripts und fiir Ver-
besserungsvorschlige. Viele Anregungen und sachliche Kritik verdanke ich meinen
jiingeren Kollegen am Karl-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der Medizin und Natur-
wissenschaften an der Karl-Marx-Universitit Leipzig: Dr. S. Brentjes, H.-J. Ilgauds,
K.-H. Schlote, R. Siegmund-Schultze und Dr. R. Tobies haben aktive Hilfe in
vielfiltiger Form geleistet und selbst die Niederschrift von Teilabschnitten iiber-
nommen. Dr. sc. P. Schreiber (Greifswald) und Dr. J. Wilke (Berlin) haben freund-
licherweise ebenfalls als Autoren schwieriger Kapitel mitgewirkt.

Selbstindige Abschnitte vertreten S. Brentjes (Die Mathematik in den Léindern
des Islam; Entstehung und Entwicklung der linearen Optimierung), H.-J. Tlgauds
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(Personenregister), K.-H.Schlote (Die Herausbildung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung; Zur Entwicklung der Algebra seit der Jahrhundertwende; Zur Entwick-
lung der modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung), P. Schreiber (Entstehung und Ent-
wicklung der Mengenlehre ; Zur Geschichte der mathematischen Logik), R. Siegmund-
Schultze (Zur Entstehung und Entwicklung der Funktionanalysis), J. Wilke (Zur
historischen Entwicklung der programmgesteuerten Rechentechniky).

Einer ganzen Reihe von Kollegen und Freunden bin ich fiir Rat und Tat bei der
Niederschrift und Durchsicht des hier vorgelegten Manuskripts zu tiefem Dank ver-
pflichtet, insbesondere Prof. Dr. G. Asser (Greifswald), Prof. Dr. W. Engel (Rostock),
Dr. G. Harig (Berlin), Prof. Dr. D. Ilse (Berlin), Prof. Dr. O. Krétenheerdt (Halle),
Dr. O. Neumann (Jena), Dr. G. Maibaum (Dresden), Prof. Dr. K. Manteuffel (Magde-
burg), Dr. W. Purkert (Leipzig), Dr. P.Schreiber (Greifswald), Dr. L. Stammler
(Halle). Freundlich-kritische Hilfe aus allgemein-historischer Sicht wurde mir von
Dr. H. Brost (Berlin) und Dr. K. Holzapfel (Leipzig) zuteil.

Nicht zuletzt geht mein Dank an den VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin und da besonders an den Verlagsleiter Dr. L. Walter, Herrn W. Arnold und
Frau B. Mai, die mir in vielerlei Hinsicht ein hohes MaB an Entgegenkommen er-
wiesen haben und ohne deren wohlwollendes Dringen, im Bunde mit Prof. Dr.
W. Engel, dem Vorsitzenden der Mathematischen Gesellschaft der DDR, dieses Buch
nie vollendet worden wiire. In technischer Hinsicht bin ich Frau I. Liidtke und Frau
B. Burkhardt in Berlin und Frau B. Schlag, Frau S. Schénau und Frau E.-M. Forster
in Leipzig zu hohem Dank verpflichtet.

Leipzig, 31. Mai 1978 H. WuBing
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Ziele der Historiographie der Mathematik

Zur Entwicklung der Wissenschaftsgeschichte
als wissenschaftliche Disziplin

Die Geschichte der Naturwi haften und der Mathematik oder, allgemein ge-
sprochen, die Wissenschaftsgeschichte, ist heute eine recht umfangreiche, eigen-
stindige und in lebhafter Entwicklung befindliche Wissenschaft, mit eigenen Pro-
blemstellungen und Methoden. Es gibt auf der Erde, insbesondere in den sozialisti-
schen Liandern und einigen hochentwickelten kapitalistischen Staaten, eine Fiille
wissenschaftshistorischer Zeitschriften, viele Institute fiir Wi haf hichte;
es gibt eine Internationale Union fiir Geschichte und Philosophie der Wlssenschaiten
und eine Internationale Akademie fiir Wissenschaftsgeschichte, es werden nationale
und internationale Kongresse, Tagungen zur Geschichte spezieller wi haftlicher
Disziplinen veranstaltet (Anm. 1.1). Der iiberaus bemerkenswerte Aufschwung der
Geschichte der Naturwissenschaften und der Mathematik steht, insbesondere nach
dem zweiten Weltkrieg, ganz deutlich in kausaler Beziehung zu der einfluBreichen
Stellung, die Mathematik und Naturwissenschaften — freilich unter ginzlich ver-
schiedenen gesellschaftspolitischen Zielstellungen — in den sozialistischen und den
skonomisch hochentwickelten kapitalistischen Staaten erreicht haben. Uber Produk-
tion, Bildung, Erziehung und Ideologiebildung beeinflussen heutzutage Mathematik
und Naturwissenschaften in hohem MaBe und in vielféltiger Weise die gesellschaft-
liche Entwicklung von Staaten und Staatengemeinschaften; in diesem Sinne erhalten
die Wissenschaften iiberhaupt — nicht nur Matheratik und Naturwissenschaften —
eine echt geschichtsbildende, welthistorisch relevante Funktion. Die Forderung von
Mathematik und Naturwissenschaften wird daher zum Gegenstand von politischen
Fiihrungsentscheidungen auf staatlicher und sogar internationaler Ebene. Diese
Entscheidungen aber miissen sich auf historisch angelegte und begriindete Unter-
suchungen mit prognostischer Zielstellung stiitzen; die Zukunft ist sozusagen die
Extrapolation vergangener und gegenwirtiger Entwicklungsginge. Dieser Aspekt
verbindet, wie bei jeder historischen Wi haft, Vergangenheit mit Zukunft und
macht Geschichte zu einer gesellschaftlich notwendigen Wissenschaft: Vom Stand-
punkt der marxistischen Geschichtswissenschaft hat die Historiographie nicht das
Endziel, Tatbestinde der Vergangenheit blo8 zu inventarisieren, sondern auch und
vor allem aus ihnen SchluBfolgerungen zu ziehen, um die Lehren der Vergangenheit
fiir die Gestaltung von Gegenwart und Zukunft nutzbar zu machen.

Diese Grundaufgabe aller Historiographie ist bei der Herausarbeitung des histo-
rischen und dialektischen Materialismus wihrend des 19. Jh. von den Wortfiihrern
der Ideologie der revolutioniren Arbeiterklasse betont worden. Gerade daher richte-
ten Marx und Engels ihre Aufmerksamkeit auch auf die Geschichte der Mathematik,
der Naturwissenschaften und der Technik, weil dort Beziehungen zur Entwicklung
der Produktivkriifte aufzudecken waren, Beziehungen, die von der biirgerlichen
Historiographie bis dahin kaum beriicksichtigt worden waren. So schrieb Marx 1844 :
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,»Die Geschichtsschreibung selbst nimmt auf die Naturwissenschaft nur beildufig Riicksicht,
als Moment der Aufklirung, Nutzl.\chkelt einzelner groBer Enbdeckungen Aber desto prak-
tischer hat die Naturwi ft vermittelst der Industrie in das menschliche Leben ein-
gegriffen und es umgestaltet und die menschliche Emanzipation vorbereitet ... Die Industrie
ist das wirkliche geschlchtllche Verhiltnis der \atur und daher der Naturwissenschaft zum
Menschen; wird sie daher als exoterische Enthiillang der hlichen Wesenskrifte gefaBt.
8o wird auch das menschliche Wesen der Natur oder das natiirliche Wesen des Menschen ver-
standen.** ([L 1.8], S. 543)

Marx und Engels haben in einer Vielzahl von Schriften und AuBerungen die Kraft
der Betrachtungsweise des historischen Materialismus auch an wissenschafts-
historischen Themen demonstriert ; dies wird uns in diesen ,,Vorlesungen‘ oft be-
gegnen. Auch Lenin hat mit Nachdruck auf die Geschichte der Wissenschaften ver-
wiesen. So heiBt es z. B. im ,,Philosophischen Nachlaf*:

»Die Fortfithrung des Werkes von Hegel und Marx muB in der dialektischen Bearbeitung der
Geschichte des Denk der Wi haft und der Technik bestehen.* ([L 1.7],

GemiB dieser Maxime wurde, noch auf unmittelbare Anregung von Lenin, in den
ersten Jahren der jungen Sowjetmacht im Zusammenhang mit dem Neuaufbau der
Sowjetischen Akademie der Wissenschaften in Moskau ein Institut fiir Geschichte
der Naturwissenschaften und Technik gegriindet; es ist heute ein fiilhrendes Welt-
zentrum der Wissenschaftsgeschichte.

Aspekte der Mathematikgeschichte

Seit altersher ist unter Mathematikern ein betrichtliches MaB an TraditionsbewuBt-
sein anzutreffen, ein ausgepriigtes Gefiihl dafiir, den Vorgingern Dank zu schulden
und verpflichtet zu sein, deren Werk weiterzufiihren. So gesehen reichen die Anfinge
der Mathematikgeschichte bis zu dem sog. Mathematikerkatalog des Griechen
Eudemos von Rhodos aus dem 4.Jh. v. u. Z. zuriick. Gerade bedeutende Mathe-
matiker haben auch die Kontinuitit des inneren Zusammenhanges der Entwicklung
der Mathematik sehr klar gesehen und bewuBt betont, indem sie in hochst frucht-
barer Weise historische Betrachtungen mit der Darlegung ihrer eigenen Ergebnisse
verbanden. So gehdren beispielsweise die einleitenden Abschnitte, die Lagrange
seinen Arbeiten vorangestellt hat, auch zu den Kostbarkeiten mathematikhistorischer
Literatur. Man hat in diesem Sinne sogar gesagt, daB keine wissenschaftliche Disziplin
mehr verlieren wiirde als die Mathematik, wenn man sie von ihrer Geschichte trennen
wiirde.

Seit der europiischen Aufklirung kann man davon sprechen, daB sich die Mathe-
matikgeschichte zu einer eigenstindigen Untersuchungsrichtung zu formieren
begann; die Darstellungen der Geschichte der Mathematik von Kistner (1796/1800)
und Montucla (1799/1802) markieren Hohepunkte auf dem Wege der Mathematik-
geschichte zur wissenschaftlichen Disziplin.

Die biirgerliche Historiographie der Mathematik hat wihrend des 19. und noch
withrend des 20.Jh. hervorragende Ergebnisse erzielt, allerdings im wesentlichen
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beschrinkt auf Problemgeschichte und Personengeschichte und auf die ErschlieBung
derartiger Quellen (Anm. 1.2). Die vierbindige Mathematikgeschichte von Cantor
(1880/1908) war lange Jahrzehnte das Standardwerk. Indessen darf nicht iibersehen
werden, daB sich auch in der Historiographie (Anm. 1.3) der Mathematik des 20. Jh.
bei einigen biirgerlichen Autoren Tendenzen zum philosophischen Idealismus, zum
Irrationalismus, Mystizismus und zur reaktioniren Geschichtsschreibung finden und
daB es nur wenige Autoren gibt, die sich bewuBt gegen eine europazentristische Be-
trachtungsweise wenden.

Die marxistische Historiographie der Mathematik beruht methodo]oglsch auf dem
historischen und dialektischen Materialismus. Danach ist jede Wissenschaft eine
gesellschaftliche Erscheinung. Auch die Mathematik ist eine spezifische Form des
gesellschaftlichen BewubBtseins. Sie ist mehr als das Ergebnis der Tradierung von
Kenntnissen und Erkenntnissen, von Theorien und Methoden; sie ist zugleich
geformt von den materiellen und ideellen Interessen der jeweils herrschenden Klassen;
sie ist das Produkt wissenschaftlicher Institutionen und wissenschaftlicher Schulen
und auch abhingig von der sozialen Stellung des Wissenschaftlers und seiner Welt-
anschauung; und Mathematik ist schlieBlich auch Objekt der Wissenschaftspolitik.

Mit anderen Worten: Die Mathematik ist kein autonomes Gebiet, sondern inte-
grierter Bestandteil des gesellschaftlichen Lebens, d.h., Mathematik stand und
steht in stdndiger Wechselbeziehung mit der Produktion und Reproduktion der
materiellen und ideellen Grundlagen des gesellschaftlichen Lebens.

Es ist diese weitgreifende, auf die Erfassung aller fiir die Entwicklung der Mathe-
matik relevanter gesellschaftlicher Ursachen gerichtete Methode, es ist die bereits
erwiesene prinzipiell groBere Leistungsfihigkeit, die die marxistische Historiographie
der Mathematik — bei allem ideologischen Gegensatz — auch in Staaten wie GroB-
britannien, Frankreich und den USA eine stark beachtete, ja geachtete Stellung
erringen lieB.

Die international bekannten sowjetischen Wissenschaftstheoretiker Mikulinskij
und Rodnyj definieren — sehr anspruchsvoll — das Ziel der Wissenschaftsgeschichte
folgendermaBen; es gilt speziell auch fiir die Historiographie der Mathematik:

,,Die Aufgabe der Wissenschaftsgeschichte besteht darin, die fortachreitende Entwicklung der
Wissenschaft in all ihrer Konkretheit und in ihren Wechselbeziehungen mit der anderer
gesellschaftlicher Erscheinungen aufzuzeigen und auf dieser Grundlage die allgemeinen Ge-
setzmiiBigkeiten sowie die konkreten Wege und Bedingungen, die den wissenschaftlichen und
technischen Fortschritt gewahrleisten, sichtbar zu machen.** ([L 1.12], S. 90)

Diese ,,Vorlesungen* versuchen, im Rahmen des vorgegebenen Umfangs, den viel-
filtigen Aspekten nachzugehen und gerecht zu werden, denen die Historiographie der
Mathematik Aufmerksamkeit schenken mu8, um den Gang der Entwicklung der
Mathematik wirklich, wissenschaftlich, d. h. auf die Ursachen eingehend, erfassen
zu kénnen. Es handelt sich im wesentlichen um folgende Aspekte der Entwicklung
der Mathematik :

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktivkrifte
— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktionsverhiltnisse
— Problemgeschichte, Begriffsgeschichte, innerwissenschaftliche Zusammenhinge
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— Beziehungen zur Entwicklung der Naturwissenschaften

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Philosophien und Ideologien

— Geschichte und EinfluB wissenschaftlicher Institutionen und Organisationsformen
— Biographisches

— Bibliographisches

Nach marxistischer Auffassung liegen in der Entwicklung der Produktivkrifte die
letzten Endes entscheidenden Triebkrifte fiir die Entwicklung der menschlichen
Gesellschaft und damit auch fiir die Entwicklung der Wissenschaften. Der direkte
Zusammenhang zwischen der Entwicklung der Produktivkrifte und der Entwicklung
der Naturwissenschaften und der Mathematik wird durch viele historische Fille doku-
mentiert. Aus diesem Zusammenhang erklaren sich Hauptrichtungen der européischen
Mathematik wihrend der Renaissance; nur bei Beriicksichtigung der Entfaltung der
Produktivkrifte erklirt sich letzten Endes die mit dem Ubergang zur Mathematik
variabler GroBen verbundene wissenschaftliche Revolution der Mathematik wihrend
des 17. und 18. Jh. und die gianzlich neue gesellschaftliche Stellung der Mathematik
im Gefolge der Industriellen Revolution des 18. und 19. Jh. Und die Entstehung vieler
Disziplinen der modernen Mathematik wie Spieltheorie, Informationstheorie, Theorie
der linearen Optimierung hingt direkt mit der Verwandlung der Mathematik in eine
unmittelbare Produktivkraft zusammen und beriihrt sogar schon das Verhiltnis der
Mathematik zu den Produktionsverhiltnissen (Anm. 1.4). Solche historischen Uber-
legungen vermitteln auch ein tieferes Verstindnis dafiir, was unter ,,Praxis fiir die
Mathematik zu verstehen ist.

Selbstverstindlich darf man nicht in Primitivismen verfallen und siamtliche Ur-
sachen fiir die Entwicklung der Mathematik im Okonomischen suchen. Der Marxis-
mus erkennt die innerwissenschaftlichen Entwicklungsmomente an, unterstreicht
die Rolle der Weltanschauung, wiirdigt die Leistung der Personlichkeit, wei um die
psychologischen Bedingungen von Kreativitit; diese und andere Faktoren wirken
im Sinne objektiver Ursachen fiir die Entwicklung. Die verschiedene Weltsicht fiihrte
bei Agyptern, Mesopotamiern, Griechen, Indern, Chinesen, Arabern und den Euro-
péern des Mittelalters oder der Neuzeit zu erheblichen Unterschieden in der Philo-
sophie und sogar in den behandelten mathematischen Problemen und den zu ihrer
Lésung benutzten Methoden.

Es entspricht lediglich der notwendigen Beschrinkung im Umfang dieses Buches,
wenn hier das biographische Element, die Schilderung des Suchens und Forschens,
der leidenschaftlichen Parteinahme fiir den Fortschritt der Wissenschaft zuriick-
tritt. Auch die bedeutendsten Gelehrten waren Menschen aus Fleisch und Blut und
lebten unter konkreten — giinstigen und ungiinstigen — Lebensumstéinden, vertraten
politische Ansichten, verfolgten Ziele, besaBen Meinungen und Weltanschauung.
Fiir die Beurteilung, fiir die Einordnung der Mathematiker in die Geschichte gilt
das Wort Lenins, wonach historische Personlichkeiten nicht danach zu beurteilen
sind, was sie, gemessen an den heutigen Erfordernissen, nicht geleistet haben, sondern
danach, was sie im Vergleich zu ihren Vorgingern Neues und Positives geleistet
haben. Die weiterfiihrende, in die Zukunft wirkende Leistung hebt Euklid und
Archimedes, Newton, Leibniz, Euler, GauB und Cantor aus der groBen Schar gleich
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sich Miihender und angestrengt Arbeitender heraus und sichert ihnen fortdauernde
Achtung.

Ohne Begriffsgeschichte — z. B. Geschichte der Begriffe Funktion, Raum, Grenz-

wert, Integral, Gruppe, Korper, Wahrscheinlichkeit, Zahl —, ohne Problemge-
schichte und ohne die Geschichte spezieller mathematischer Disziplinen wiirde das
Bild von der Entwicklung der Mathematik der Kernsubstanz nach verfehlt bleiben
miissen. Hier tritt deutlich und iiberzeugend Dialektik des Denkens zutage ; konkrete
Beispiele stehen fiir die Allgemeingiiltigkeit des dialektischen Materialismus. Gerade
der Begriffsgeschichte hat Lenin eine bedeutende Rolle zugewiesen; so schrieb er
im Jahre 1915:
»,Der Begriff ... enthiillt im Sein ... das Wesen — dics ist wirklich der allgemeine Gang aller
menschlichen Erkenntmsse (a]]er Wlesenschah) iiberhaupt, Dies ist der Gang sowohl der Natur-
wissenschaft, als auch der politischen Ol ie und der Geschichte. Insofern ist die Dialektik
Hegels die Vemllgememerung der Geschichte des Denkens. Es muB eine auBerordentlich dank-
bare Aufgabe sein, dies konkreter, eingehender an der Geschichte der einzelnen Wi haften
zu verfolgen.* ([L 1.7], S. 315)

In der Entwicklung der Mathematik — und das hat die Historiographie der Mathe-
matik entsprechend zu beriicksichtigen — tritt ganz besonders deutlich die Einheit
des Historischen mit dem Logischen zutage: Jede Kenntnis, jede Erkenntnis wurde
in einer konkreten historisch-gesellschaftlichen Situation gewonnen. Der Typ der
Mathematik, ihre Zielstellung und Methoden waren anders in den friihen Klassen-
gesellschaften des alten Agypten oder Mesopotamiens, wo es sich noch fast durchweg
um empirisch gewonnene oder nach Art von Rezepten gehandhabte Mathematik
handelte, anders wiederum in der Periode der ionischen Naturphilosophie, in der die
Mathematik als Wissenschaft geboren wurde, wieder anders in der europiischen
Feudalgesellschaft, in der auch die Mathematik als Magd der Theologie verstanden
wurde, durchgreifend anders in der friihbiirgerlichen Gesellschaft der Renaissance,
der Epoche des Manufakturkapitalismus und der Industriellen Revolution, in der
die Mathematik wenigstens in Umrissen die gesellschaftliche Funktion einer Produk-
tionspotenz erreichen konnte, dies wiederum im historischen Vorgriff auf die Rolle
der Mathematik als Produktivkraft in der heutigen Epoche des Ubergangs vom
Kapitalismus zum Sozialismus/Kommunismus.

Diese Uberlegungen weisen noch auf einen anderen Zusammenhang hin, auf die
engen Bindungen, ja auf das Ineinandergreifen von Mathematik und Naturwissen-
schaften. Eine historische Grundwahrheit sollte man sich bei aller notwendigen Be-
schrinkung vor Augen halten: Die heutige fein siuberliche Trennung von Mathe-
matik und Naturwissenschaften (die erkenntnistheoretisch-philosophisch natiirlich
véllig berechtigt ist) entspricht wohl in der Hauptsache pragmatischen Griinden,
dem Zwang zur Meisterung der Erkenntnisfiille in Lehre und Forschung. Die eigent-
liche historische Entwicklung kennt eine solche Trennung nicht, sondern vielmehr
eine enge Bindung, teilweise in Personalunion. Folgerichtig kann die Historiographie
der Mathematik nur auf dem Hintergrunde der Historiographie der Naturwissen-
schaft die historische Wahrheit vermitteln. Von Galilei bereits stammt jenes pro-
grammatische Wort, daB das Buch der Natur in der Sprache der Mathematik ge-
schrieben sei. Und wie wire der Mathematiker Kepler vom Astronomen Kepler zu
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trennen? Wie wiire sonst die wissenschaftliche Leistung von Newton einzuschitzen
oder die von GauB und von Hilbert?

Uberhaupt zeigt die Geschichte der Mathematik die enge Verflechtung der Mathe-
matik mit anderen Wissenschaften. Je niher man an unsere Gegenwart herankommt,
um so deutlicher wird der enge Zusammenhang zwischen der Entwicklung der Mathe-
matik und der Entwicklung gesellschaftswissenschaftlicher Disziplinen, z. B. der
Okonomie; man denke an die Entwicklung solcher Disziplinen wie Statistik, mathe-
matische Optimierung, Spieltheorie.

Sehr alt ist die enge Beziehung zwischen Mathematik und philosophischem Denken;
sie ist quellenmiBig schon seit der Zeit der griechisch-hellenistischen Antike belegbar:
Man denke an die Bedeutung sowohl der materialistisch orientierten ionischen
Naturphilosophie als auch der pythagoreischen Schule bei der Herausbildung der
Mathematik als Wissenschaft, man denke an den Zusammenhang zwischen Mathe-
matik und dem philosophischen System des objektiven Idealismus bei Platon, an die
Stellung der Mathematik innerhalb der Erkenntnistheorie des Aristoteles, an die
Rolle philosophischen Denkens bei der Herausbildung einer Mathematik der verinder-
lichen GréBen, an die Schwierigkeiten bei der Bewiiltigung des Begriffes des Unend-
lichen etwa bei Grenziibergingen, an das enge Wechselverhiltnis zwischen euro-
piischer Aufklirung und mathematisch-naturwissenschaftlichem Denken, an die
Beziehungen zwischen Philosophic und Mathematik bei Descartes und Spinoza, bei
Leibniz, Kant, Cantor und Hilbert.

Ziele der Vorlesung ,,Geschichte der Natur-
wissenschaften/Mathematik

Die Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik nehmen an den Hochschulen und
Universititen der DDR einen festen Platz im Ausbildungsprogramm der Diplom-
lehrer fiir Mathematik/Physik und der Diplommathematiker ein. Selbstverstindlich
verfolgen diese Vorlesungen keinen Selbstzweck, sondern haben Erziehungsaufgaben
zu erfiillen, die weit iiber eine bloBe Kenntnisvermittlung hinausgehen. Der Minister
fiir Hoch- und Fachschulwesen in der DDR, Prof. Dr. h. ¢. H.-J. Béhme, hat die
Aufgabe der Vorlesungen zur Geschichte der Naturwissenschaften und zur Geschichte
der Medizin (die Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik sind ein Teil des
gesamten wissenschaftshistorischen Lehrprogramms in der DDR) im Sommer 1977
folgendermaBen bestimmt :

,»Wir erwarten von der Ausbildung in der Wi haff hichte, daB sie zur weiteren Aus-

pmgung des sozmhstnschen BewuBtseins unserer Studenten beitriigt, daB der untrennbare Zu-

h gesellschaftlicher und wissenschaftlicher Entwicklung im historischen

ProzeB tiefer studlerc und erfaBt und damit auch das grundlegend Neue der Stellung der

haft und der gesellschaftlichen Verantwortung des Wissenschaftlers im Sozialismus

bewuBter wird. Deshalb verlangt die inhaltliche Erarbeitung und die Durchfithrung dieser
Lehrveranstaltung besondere Sorgfalt und Unterstiitzung.* ([L 1.3], S. 227)
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Es hat lange und ausfiihrliche Beratungen gegeben, ehe ein Lehrprogramm fiir das
Lehrgebiet ,,Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik‘ aufgestellt und im
Herbst 1977 in Kraft gesetzt werden konnte. Verschiedene Variationen haben zur
Wahl gestanden; mit den giiltigen Lehrprogrammen hat man sich fiir das chrono-
logische, das historische Vorgehen entschieden. Das bedeutet: Es sollen Stand,
Reichweite, Methoden und Perspektiven der Mathematik in den jeweiligen Gkono-
mischen Gesellschaftsformationen dargestellt werden, und zwar als Teil des gesell-
schaftlichen Lebens der entsprechenden Perioden. Dabei soll im Interesse eines
marxistischen Geschichtsbildes auf die Darlegung der Wechselwirkung der Ent-
wicklung der Mathematik mit der Entwicklung der Produktivkrifte, mit der Ent-
wicklung der Naturwissenschaften und des philosophischen Denkens besonderer Wert
gelegt werden. Die ,,Vorlesung zur Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik*
dient somit auch zur Vorbereitung auf die im Studienplan nachfolgende Lehrver-
anstaltung ,,Philosophische Probleme der Mathematik‘.

Indessen kann — schon aus Zeitgriinden — nicht die Entwicklung der gesamten
Mathematik beriicksichtigt werden. Es werden hier solche Teilgebiete der Mathe-
matik historisch dargestellt, die ihrerseits Gegenstand der mathematischen Vor-
lesungen gemiB den beiden giiltigen Studienprogrammen fiir die Mathematik-
ausbildung sind. In der Anordnung des Stoffes, also der Verteilung des Stoffes auf
156 Vorlesungen, wird das Lehrprogramm fiir das Lehrgebiet ,,Geschichte der Natur-
wissenschaft/Mathematik* zugrunde gelegt.

Themengruppe 1: Einfithrung in das Fachgebiet.

Themengruppe 2: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in den
altorientalischen Klassengesellschaften und der klassischen an-
tiken Sklavereigesellschaft.

Themengruppe 3: Die Naturwissenschaften, inshesondere die Mathematik, in der
feudalen Gesellschaftsordnung.

Themengruppe 4: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Epoche des Ubergangs vom Feudalismus zum Kapitalismus.

Themengruppe 5: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Zeit der Industriellen Revolution und der Festigung des Kapita-
lismus.

Themengruppe 6: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Periode des entwickelten Kapitalismus und des Ubergangs zum
Monopolkapitalismus.

Themengruppe 7: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Epoche des Ubergangs vom Kapitalismus zum Sozialismus/
Kommunismus.

Dem Lehrprogramm entsprechend entfallen auf die sieben Themengruppen die
folgenden Vorlesungen:

Themengruppe 1: Vorlesung 1
Themengruppe 2: Vorlesungen 2, 3, 4
Themengruppe 3: Vorlesung 5
Themengruppe 4: Vorlesungen 6, 7, 8, 9
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Themengruppe 5: Vorlesungen 10, 11
Themengruppe 6: Vorlesungen 12, 13
Themengruppe 7: Vorlesungen 14, 15

Literaturhinweise

Es gibt eine riesige Fiille mathematikhistorischer Literatur; sie umfa8t Mono-
graphien, spezielle Forschungsergebnisse in Zeitschriftenartikeln, populdrwissen-
schaftliche Darstellungen und erscheint in allen entwickelten Staaten der Erde.
Gegenwirtig sind die Sowjetunion, die USA, Frankreich, GroBbritannien, Italien,
Kanada, die BRD, Osterreich, die Schweiz, die DDR, die Niederlande, Dinemark,
die CSSR und Indien Linder mit besonders deutlich ausgewiesenen mathematik-
historischen Aktivitaten. In vielen Lindern der Erde werden mathematikhistorische
Vorlesungen gehalten, die ihren Niederschlag zum Teil auch in Lehrbiichern gefunden
haben.

Im folgenden wird fiir Studierende aus der DDR eine beschrinkte Auswahl von
Literatur zur Geschichte der Mathematik angegeben, die begleitend zu diesen ,,Vor-
lesungen* gelesen werden sollte; spezielle Literatur wird den jeweiligen Vorlesungen 1
bis 15 hinzugefiigt. Fiir die hier folgende Auswahl an grundlegender weiterfiihrender
Literatur waren die AnpaBbarkeit an Lehrveranstaltungen, die Einschitzung der dem
Studenten zum Selbststudium zur Verfiigung stehenden Zeit, der Gebrauchswert fiir
die dem Studium nachfolgende Berufstitigkeit, aber auch die Verfiigbarkeit maB8-
gebend.

Bernal, J. D.: Die Wi haft in der Geschichte. 3. Auflage. Berlin 1967 (= [LA 2])
Struik, D. J.: AbriB der Geschichte der Mathematik. 6. Auflage. Berlin 1976 (= [LA 32])

Autorenkollektiv unter Leitung von A.P.Julkevié: Geschichte der Math ik (russ.).
Bd. 1 und 2, Moskau 1970; Bd. 3, Moskau 1972 (= [LA 11])

Tropfke, J.: Geschichte der El th tik. 7 Binde. Bd. 1 bis 4, 3. Aufl., Berlin 1930/
40; Bd. 5 bis 7, 2. Aufl., Berlin 1921/24. Bd. 1. 4. Aufl., Berlin/New York 1980 (= [LA 33])

Kedrovskij, O. I.: Wechselbeziehungen von Philosophie und Math ik im geschichtlich

Entwicklungsp 8. (Ub g aus dem Russischen.) Leipzig 1984 (= [LA 19])

Biographien bed der Math iker. Ed. H. WuBing, W. Arnold. Berlin 1975, 3. Aufl. 1983
(=[LA3)

Schrif ihe zur Geschichte der Naturwissenschaften, Technik und Medizin. NTM. Leipzig,
seit 1960. Begriindet durch G. Harig 1, A. Mette 1. Ed. R. Sonnemann, D. Tutzke, H. WuBing.

Tstorik iteskije issled ija (russ.). Moskau —Leningrad, seit 1948

Historia mathematica. San Diego, New York, Boston, London, Sydney, Tokyo, Toronto. Seit
1974
d haftl

Biographienreihe: Biographien herv Naturwi tler, Techniker und Medizi
Teubner-Verlag Leipzig. Ed. D. Goetz, E. Wichtler, I. Jahn, H. Remane, H. WuBing

Biographien bedeutender Physiker. Ed. W. Schreier. Berlin 1984 (= [LA 4])
Geschichte der Naturwi haften. Ed. H. WuBing. Leipzig 1983 (= [LA 12])
Philosophenlexikon. Ed. E. Lange, D. Alexander. Berlin 1982 (= [LA 28])
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Anfdnge der Mathematik

Die Anfinge

Die Geschichte der hlichen produktiven Titigkeit, des Denkens und der
Sprache begann mit dem Auftreten des homo sapiens um 50000 v. u. Z. und der seit-
dem bis etwa 10000 v. u. Z. erfolgenden H bildung der Urgesellschaft. Mit dem
homo sapiens lag aus bxologmcher Sicht der moderne Menach vor alle folgenden Ent-
wicklungen sind Ergebnisse sozialer Pr i

Abb. 2.1. G trische Orn te auf TongefaBen der jingeren
Steinzeit

In der Auseinandersetzung mit seiner Umwelt kam der Mensch der Urgesellschaft
auch zu ersten mathematischen und astrc ischen Kenntnissen. Archiologische
Funde (Waffen, TongefiBe, Webereierzeugnisse u.a. m.) weisen vollendete geo-
metrische Ornamente auf, und Unt hungen an noch existierenden Gentilstimmen
geben uns Anh&ltspunkte, daB bereits damals Ansitze von Zahlensystemen und
Kalend bekannt waren (Abb. 2.1).

Die erste Etappe auf dem Weg zum Zahlbegriff war das Erkennen solcher Unter-
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schiede wie viel und wenig, groBe und kleine Anzahl, die begriffliche Unterscheidung
von Eins und Viel. In der Folgezeit scheinen daraus Zweier- und Dreiersysteme ent-
standen zu sein, Noch heute benutzen Stamme Melanesiens, Australiens, Siidamerikas
und Siidafrikas Zweiersysteme.

Obwohl der Einzelmensch der Friihzeit nur in Besitz weniger Zahlworte war,
konnte gemeinschaftlich doch eine groBe Zahl erfaBt werden, z. B. beim Zihlen von
Viehherden. An Hand seiner 10 Finger zihlt die erste Person die vorbeilaufenden
Tiere ab, die zweite Person zéihlt mit ihren Fingern, wie oft bei der ersten beide Hinde
voll waren, usw. Drei Personen kénnen so sicher bis 1000 zihlen, obwohl jeder
einzelne Mensch nur bis 10 zihlen kann.

Anfangs waren dxepenutzten Zahlworte von den gezihlten Gegenstinden abha,nglg \
Die Fidschi-Insulaner sagen z. B. bole fiir 10 Kihne, aber karo fiir 10 Kokosniisse.

In einem langen Proze8 vollzog sich die Ablosung des Zahlwortes von der konkreten
geziihlten Mengg. Einen der historischen Schritte stellt die Zuordnung zwischen ver-
schiedenen konkreten Mengen und einer Reprisentationsmenge dar. Dabei haben
hauliche Reprisentatic — 5 Finger einer Hand, 10 Finger, 20 Finger
und Zehen, 12 Knochel — auch ben der Herausbildung arithmetischer Operationen
eine wesentliche Rolle gespielt, ebenso wie bei der Wahl einer(Basis fiir das Zahlen-
system (Abb. 2.2). Die Azteken zihlten zur Basis 5, die Agypter zur Basis 10, die

eer |11 (M1 H IIIIITTTT
l

Zehner —— —

Abb. 2.2. Chinesische sog. Bambus-
Hunderter wie Einer ziffern. Zahlensystem zur Basis 10

Kelten und Grusinier zur Basis 20; Reste davon gibt es in der mesopotamischen
Mathematik und sogar noch heute in der franzésischen und dénischen Sprache
(beispielsweise franz. 80 = 4 - 20; quatre-vingt).

Alle diese Entwicklungen im Zahlbereich setzten bedeutende Erkenntnisse und
beachtliche Abstraktionsleistungen bei den Menschen der Urgesellschaft voraus:
eineindeutige Zuordnung zwischen abstrakten Zahlworten und der Quantitit kon-
kreter Dinge, additiver Aufbau der Zahlenreihe, Benutzung einer Zahl als Basis
eines Zahlensystems. Am Ende der Urgesellschaft — die Urgesellschaft endete in
verschiedenen Gebieten der Erde zu unterschiedlichen Zeiten, am friihesten in den
Stromtéilern des Euphrat, Tigris, Nil, Indus, Huangho — lagen nachweislich ent-
wickelte Zahlensysteme vor.

Agrarische Revolution

Im 8. Jt. v. u. Z. begann in einigen geographischen Regionen der Erde mit der Ab-
16sung der Jagd- und Sammelwirtschaft durch Ackerbau und Viehzucht (erste gesell-
schaftliche Arbeitsteilung) eine entscheidende Verinderung im Verhaltnis der Men-
schen zur Natur und zugleich im Verhiltnis zwischen den Menschen. In seiner Be-
deutung ist dieser Umwilzungsproze8, den man als agrarische Revolution bezeichnet,
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kaum zu iiberschitzen. Er fiihrte zur Auflésung der Urgesellschaft und zur Ent-
stehung einer auf Agrarproduktion beruhenden Klassengesellschaft, des Privateigen-
tums und des Staates. Mit dem Ubergang zur Klassengesellschaft ist auch der Uber-
gang von mathematischen und astronomischen Kenntnissen zu entsprechenden ge-
sellschaftlichen Erkenntnissen verbunden; die spitere Herausbildung von Wissen-
schaften wurde eingeleitet.

Mit der Agrarproduktion verstirkte sich die Notwendigkeit, sich in Zeit und Raum
zu orientieren. Es galt, landwirtschaftliche Termine (Aussaat, Ernte u. i.), periodisch
wiederkehrende Ereignisse (Uberschwemmungen des Nils, des Indus) festzulegen und
vorauszusagen, FeldgréBen zu bestimmen, Berechnungen zum Bau von Bewisse-
rungskanilen durchzufiihren u. é. m. Das fiihrte z. B. zur Beherrschung der arith-
metischen Grundoperationen, zu geometrischen Aufgaben, zur weiteren Ausbildung
der Zeitrechnung und des Kalenderwesens. Noch in der letzten Phase vollzogen sich
weitere gesellschaftliche Arbeitsteilungen, eine zweite mit der Herausbildung einer
breiten Schicht von Handwerkern und eine dritte, die Entstehung einer sozialen
Gruppierung von Hindlern und Kaufleuten.

Vor allem Handwerk und Handel und die damit verbundene Entwicklung der
Produktivkrifte ermdéglichten und stimulierten in einer auf Agrarproduktion be-
ruhenden Klassengesellschaft die Herausbildung und Weiterentwicklung wissen-
schaftlicher Erkenntnisse. Fiir die konkrete Form und das Niveau der erzielten Er-
gebnisse erwies sich — bei im Prinzip gleichem Entwicklungsstand der Produktiv-
krifte — die Weltanschauung der jeweiligen Vélker von groBer Wichtigkeit. Trotz
aller Unterschiede kann man aber feststellen, daB die Mathematik der auf Agrar-
produktion beruhenden Klassengesellschaft ein bestimmtes Niveau nicht iiberschritt,
auch nicht zu iiberschreiten brauchte: Sie war im wesentlichen elementare Mathe-
matik der konstanten GroBen.

Unsere Kenntnisse iiber die Entwicklung der Mathematik bei den verschiedenen
Vélkern sind sehr unterschiedlich. Kennen wir die altdgyptische Mathematik nur fir
einen ziemlich engen Zeitraum, so ermdglicht uns das wesentlich reichhaltigere
Quellenmaterial aus den mesopotamischen Kulturen, gewisse Entwicklungslinien
der dortigen Mathematik zu charakterisieren. Die Entwicklung der griechisch-
hellenistischen Mathematik konnen wir sogar aus inneren Griinden — d.h. nicht
nur infolge duBerer historischer Ereignisse — periodisieren.

Dagegen wissen wir fast nichts iiber die mathematischen Kenntnisse der Indus-
kultur (man schrieb auf Palmblittern und dhnlich leicht verginglichem Material),
der Perser und anderer altorientalischer Vélker. Schwer datierbar sind auch die
mathematischen Kenntnisse der vedischen Inder und die der Chinesen vor dem
6.Jh. v. u. Z., da hier die miindliche Tradierung des erworbenen Wissens iiberwog
und die schriftliche Fixierung erst relativ spit einsetzte (in Indien z. B. erst im
5.Jh.u. Z.).

Die Wissenschaftstraditionen vieler ehemals kolonialer Vélker, z. B. Siidostasiens,
Lateinamerikas und Afrikas, sind von den europiischen Kolonialherren nicht er-
forscht oder ihre Zeugnisse vernichtet worden; das trifft z. B. auf das Kulturgut der
Mayas zu. So ist es eine schwere Aufgabe, die vor diesen Vélkern bei der Erforschung
ihrer eigenen kulturellen und wissenschaftlichen Errungenschaften steht. GroB8e Be-
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miihungen zur Entwicklung der Wissenschaftsgeschichte, die auch bereits von be-
achtlichen Erfolgen gekront wurden, gibt es z. B. in Japan, in Indien, in den ara-
bischen Lindern, im Iran, in einigen afrikanischen Staaten und vor allem in den be-
treffenden Unionsrepubliken der UdSSR.

Mathematik im alten Agypten und in Mesopotamien

Agyptische Mathematik

Kenntnisse iiber die agyptische Mathematik vermitteln fiinf mathematische Papyri,
von denen die bedeutendsten der sogenannte Papyrus Rhind (benannt nach dem
Englander Rhind, der ihn kaufte) und der Moskauer Papyrus (benannt nach seinem
jetzigen Aufbewahrungsort) sind. Diese beiden mathematischen Dokumente ent-
standen wahrscheinlich im (18. Jh. v. u. Z., obwohl sie auf Grund ihres Inhalts auf
iltere Vorlagen zuriickgehen miissen. Neben den mathematischen Papyri gibt es
noch andere, z. B. juristische Dokumente, die indirekt iiber die gesellschaftliche
Stellung der Mathematik Auskunft geben. Der Ubergang von der Urgesellschaft zur
Klassengesellschaft vollzog sich im Niltal Anfang des 3. Jt. und war ca. 2800 abge-
schlossen. Bauwesen (Pyramiden), Holzbearbeitung, Schiffbau, Weberei, Metall-
verarbeitung machten bedeutende Fortschritte, die Schrift entwickelte sich.

Der gesellschaftliche Differenzierungsproze8 hatte den Stand der sog. Schreiber
hervorgebracht. Sie stellten die Verwaltungsfachleute des Staates dar, waren teilweise
mit betrachtlicher Macht ausgestattet und gehérten der herrschenden, ausbeutenden
Schicht an. Sie trieben die Steuern ein, dirigierten riesige Arbeitsheere, iibten die
Gerichtsbarkeit aus und — sie praktizierten mathematische Kenntnisse: Probleme
der Feldver g, ondere nach den stindig wiederkehrenden Niliiber-
schw ngen, Berechnungen der Steuern und Abgaben, Berechnung der GroBe
von Vorratsbehiltern, Projektierung von Bauwerken usw. Mit derartigen Fragen
befassen sich auch die mathematischen Papyri (Anm. 2.1).

Interessant sind auch Dokumente zur gesellschaftlichen Stellung der Schreiber:
So ermahnt ein Schreiber einen anderen, seine Kenntnisse zu erweitern, unter Ver-
weis auf die wichtige Stellung des Schreibers:

»Man gibt Dir einen See auf, den Du graben sollst. Da kommst Du zu mir, um Dich nach dem
Proviant fiir die Soldaten zu erkundigen und sagst: ,Rechne ihn mir aus.’ Du lé8t Dein Amt im
Stich, und es fillt auf meinen Nacken, daB ich Dir seine Ausiibung lehren mu8 ... Denn sieh,
Du bist ja der erfahrene Schreiber, der an die Spitze des Heeres steht. Es soll (also) eine Rampe
gemacht werden, 730 Ellen lang und 55 Ellen breit, die 120 Késten enthilt und mit Rohr und
Balken gefiillt ist; oben 80 Ellen hoch, ... Man erkundigt sich nun bei den Generilen nach dem
Bedarf an Ziegeln fiir sie, und die Schreiber sind allesamt versammelt, ohne daB einer unter
ihnen etwas weiB. Sie vertrauen alle auf Dich und sagen: ,Du bist ein erfahrener Schreiber,
mein Freund; so entscheide das schnell fiir uns ... ([L 2.9], S. 120)

Die mathematischen Bezeichnungen und Begriffe weisen noch ganz deutlich auf
ihren Ursprung aus dem Konkreten hin: So ist das Schriftsymbol (Hieroglyphe)
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fiir ,,zerbrechen‘ synonym mit Subtraktion. Die Variable, d. h. die gesuchte GroBe
in Gleichungen, wird mit dem Zeichen fiir Haufen, Menge wiedergegeben. Ein kleines

HohlmaB, némlich v?'?ll\o_des Scheffels, wurde durch die Hieroglyphe o bezeichnet und

diente zur Bezeichnung des Stammbruchs. Spiter wurde aus o ein Punkt, und eine
Zahl mit dariibergesetztem Punkt bezeichnete den entsprechenden Stammbruch:

. 1
3=—.
3

Das System der Zahlen war dezimal aufgebaut, stellte aber kein Positionssystem

dar: Jede der Zehnerpotenzen — bis 10* — besa8 ein Indxvndualzelchen die Zahlen
Wurden durch deren Reihung gebildet (Abb. 2.3; Abb. 2.4).

@ ] ﬁ Abb. 2.3. Agyptische Individualzeichen

fiir Zehnerp bis 10® und ,,Viel*
@ ﬂ ﬂ | Abb. 2.4. Die Zah] 2246 durch Reihung der

Indlvulnn g

Die Rechentechnik der Addition und Substraktion war einfach durch Abzéhlung
zu bewiltigen. Multiplikation und Division beruhten hauptsichlich auf fortgesetztem
Verdoppeln und ﬁ albieren. Der Schreiber strich die zu addierenden Posten an:

Beispiel1: 13.12 /1 12

2 24
/4 48
/9 96
156
Beispiel 2: 21:8 1 8
/2 16
/2 4
4 2
/8 1
24248

Bemerkenswerterweise war die Bruchrechnung auf dem Rechnen mit Stamm-

briichen aufgebaut. Demgemi8 stellte fiir den Schreiber %kein Ergebnis, keine Zahl
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dar, sondern eine Divisionsaufg&be mit der Losung 3 + 15. Folgerichtig enthdlt der

n=75,...,101, in Stammbriiche. Bei genauer Betrachtung (Anm. 2.2) zeigt sich
sogar, daB stets eine ,,kanonische‘* Zerlegung verwendet wird, die z. B. die Zerlegung

= % + 1 vermeidet.

Welche Haupttypen von Problemstellungen kommen nun in den Texten vor?
Eine groBe Rolle spielen die sog. p§w-Rechnungen: p§w kommt von idgyptisch
,,kochen* (psf). Das Wort wird gebraucht zur Kennzeichnung der Brot- und Bier-

hersbellung. Das Verhiltnis g = -ll- der verwendeten Getreidemenge bzu der Anzahla

der Brote bzw. der Bierkriige ist ds.nn ein MaB fiir die Qualitit von Brot bzw. Bier.
Die péw-Rechnungen zielen darauf ab, einé der drei GroBen aus den beiden anderen
zu berechnen, wobei noch Umrechnungsverhaltmsse der einzelnen Getreidearten,
b = ub’, zu beriicksichtigen sind.

»Form des Berech von 13 Scheffeln oberigyptischen Getreid

Wenn man Dir nennt 13 Scheffel oberdgyptischen Getreides,
(sie) umrechnend in

18 Kriige Bier, (als Kriige von) Spelt —

Dattelersatz (— Bier). Siehe

(1 Krug) Spelt-Dattelersatz (— Bier)

ist 21/;. Rechne du mit 215, um

zu finden 13. Siehe: er hat gesagt: eine (einfache Zahl) 13

ist diese 13 Scheffelzahl. Es entstehen 6 mal.

Rechne du mit 6, um zu finden 18.

Es entstehn 3 mal. Siehe: es ist das Backverhiltnis

3. Du hast richtig gefunden.* ([L 2.6], S. 92)

Vergleichsweise abstrakter ist der Typ der sog. hau-Rechnungen, die auf die Auf-
l6sung von Gleichungen hi laufen. Die Hieroglyphe fiir Haufen, Menge steht an
Stelle der zu bestimmenden GréBe. Es folgt ein besonders klares Beispiel einer linearen
Gleichung; die Ubertragung in heutige Formelsprache ist ohne Schwierigkeiten
moglich:

, Form der Berechnung eines Haufens, gerechne!‘\l — ms,l | zugammen mit

(@ Er ist gekommen bis 10. Der Haufe nun nennt sich?
Berechne du die GroSe dieser 10 iiber dieser 4. Es entsteht 6.

Rechne du mit 1 %, um zu finden 1. Es entsteht %.
Berechne du %- von diesen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 nennt sich.

Du hast richtig gefunden.* ([L 2.6], S. 114)

Es soll also die Gleichung i z + 4 = 10 aufgelost werden. Im ersten Schritt rechnet

der Schreiber -g-z 10 — 4 = 6. Das Reziproke von —:;- |st —. Mit diesem Fak-
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tor werden beide Seiten der Gleichung multipliziert: 1.z = z 6 = 4. Der Schrei-
ber erhilt die Losung z = 4. s

Eine Passage aus einem anderen mathematischen Dokument erfordert die Behand-
lung des Gleichungssystems

% + y* = 100, y=%x

mit der Lésung z = 8, y = 6. Dies bedeutet das Auftreten des pythagoreischen
Zahlentripels 2 - 3,2 - 4,2 . 5. Aber es gibt keinen Beleg dafiir, daB die altégyptischen
Mathematiker den Sachverhalt kannten, den wir heute als Satz des Pythagoras
bezeichnen. Dagegen werden mehrfach und sehr durchsichtig arithmetische und
geometrische Reijhen behandelt; in lakonischer Form z. B. folgendermaBen:

»Inventar eines Haushaltes:

T'Hiuser 2401 Getreideihren
49 Katzen 16807 hekat (ein GetreidemaB)
343 Miuse zusammen: 19606 ([L 2.12], S. 121, engl.)

Der Sinn der Aufgabe, in dem sich auch die Verehrung der Agypter fiir Katzen
widerspiegelt, ergibt sich daraus, da8 ein Hauswesen aus 7 Héusern besteht ; in jedem
Haus leben 7 Katzen, jede von ihnen friBt 7 Mause, von denen jede 7 Ahren gefressen
hiitte, aus jeder von ihnen wiren 7 hekat Getreide als Ernte hervorgegangen.
SchlieBlich seien noch einige Bemerkungen zur altégyptischen Geometrie gemacht.

Es gab ein Aquivalent fiir den Begriff des Winkels. Einfache und z zusammengesetzte
Flidchenzerlegungen und Berechnungen geradlinig begrenzter Flichen sowie Volumen-
bestimmungen wurden vorgenommen. Die Berechnung der Kreisfliche wurde meist

2
mit dem Niherungswert = ~ 3 geleistet, gelegentlich auch mit ;- A (%) . Das
Glanzstiick der altigyptischen Mathematik stellt die exakte Angabe des Volumens
eines Pyramidenstumpfesdar, dieauf die Anwendungder Formel V = % (a®+ ab + b?)

hinauslduft (Abb. 2.5). Der Text liBt keine Entscheidung dariiber zu, ob ein gerader
oder ein schiefer Pyramidenstumpf gemeint ist und wie das Ergebnis gefunden wurde.

Mesopotamische Mathematik

In Mesopotamien, dem ,,Zwischenstromland‘‘ zwischen Euphrat und Tigris, begann
der Ubergang zur Klassengesellschaft im 5.Jt.; mit der Entstehung sumerischer
Stadtstaaten im 4. Jt. war er abgeschlossen. Von den Sumerern wurden die Grund-
lagen fiir das kiinftige hohe Niveau der mesopotamischen Mathematik gelegt. Aus
einer der sumerischen Stddte, Uruk besitzen wir die ersten mathematischen Texte.
Weitere erhaltengebliebene Tontafeln mathematischen Inhalts stammen aus der
Zeit des altbabylonischen Reiches, ca. 1800—1530 v. u. Z. (Anm. 2.3).

Inder Mitte des 3. Jt. geniigte die Stadtstaatstruktur den auf groBraumige Organi-
sation angewiesenen Erfordernissen der Bewisserungswirtschaft nicht mehr; es ent-
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Abb. 2.5. Originaltext zur Pyramidenstumpfaufgabe. Aus dem Moskauer Papyrus

stand das erste GroBreich, das der semitischen Akkader. Diese kniipften an die wissen-
schaftlichen Traditionen der Sumerer an und fihrten sie weiter. Auf diese Weise
erhielt sich die sumerische Wissenschaft unter der Herrschaft der Babylonier, Assyrer
und sogar noch der Perser.

Gegen Ende des 2.Jt. ging die auf FluBtalbewisserung beruhende Stromtal-
zivilisation Mesopotamiens zugrunde. Das politische Zentrum verlagerte sich nach
Vorderasien und in die Agiiis; das wissenschaftliche Zentrum verschob sich in die
Agiis. (Zur gleichen Zeit erlebten Indien und China groBe wissenschaftliche Bliite-
zeiten.) Dennoch blieb z. B. Babylon infolge der relativen Toleranz der persischen
Eroberer noch jahrhundertelang ein bedeutendes Kulturzentrum. Dies schuf die
Méglichkeit zur Weitergabe des mesopotamischen Wissensschatzes an Perser, Phoni-
zier und schlieBlich sogar noch an die Griechen.

Gemessen an der dgyptischen stand die mesopotamische Mathematik auf einem
wesentlich hoheren Niveau. Aber auch hier war sie primir von den gesellschaftlichen
Anforderu.ngen gepragt Typisch fiir Mesopotamien war ein ausgebreitetes System

ung; folgencht:g nehmen Wasserbauprobleme wie Kanalbau,
T"' bau, Feldver g einen hervorragenden Anteil in den mathematischen
Texten ein. Hervorzuheben ist auch der auBerordentlich hohe Stand der Rechen-
technik, die, wie sich noch zeigen wird, schon Ziige echter algebraischer Verfahrens-
weisen enthilt. Diese auffillige Erscheinung erklirt sich wohl auch daraus, daB
Mesopotamien gezwungen war, einen ausgedehnten Handel — Holz, Steine, Erze —
zu unterhalten, da es kaum entsprechende natiirliche Reichtiimer besa8.

Im Unterschied zu Agypten sind aus Mesopotamien verhiltnisméBig viele mathe-
matische Dokumente erhalten geblieben; sie waren in Keilschrift auf Tontéfelchen
geschrieben (Abb. 2.6). Ubrigens hat man bei Ausgrabungen ganze ,,Bibliotheken*

von Keilschrifttafeln gefunden, die u.a. Wi haftliches, Gesetze, Verwaltungs-
vorginge, aber auch Heldensagen und Religidses enthalten, z. B. eine Vorform der
Smtﬂntlegende der Bibel.

Die mathematischen Dok te sind so zahlreich und stammen aus so verschie-
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denen Zeiten, da8 es (im Unterschled zur altidgyptischen Mathematik) méglich wurde,
die Entwicklung der pot Mathematik iiber einen langen Zeitraum
wenigstens in Umrissen zu rekonstruieren. Ungefihr 60 Keilschrifttafeln sind tiber-
setzt; dazu kommen noch ca. 200 Zahlentafeln. Mehrere tausend Tafeln sind noch
nicht entziffert bzw. in einer modernen Sprache ediert.

'W

-o 7

(’"’

Abb 2.6. Ausachmtt aus dem Keilschrifttext BM 85194 (ca. 9,6 cm X 9,6 cm).

zur Berechnung der Breite der Grabensohle bzw. Dammkrone bei ring-
fornngem Wall

Einer der bemerkenswertesten Ziige der babylonischen Mathematik besteht darin,
daB sie ein hervorragendes Zahlensystem entwickelt hat, und zwar ein Positions-
gmr Bagis 60. Dazu wurden ewei Zeichen verwendet, ein Keil | und ein

aken ‘ ; der Keil steht fiir die Einheit, der_Haken fiir das Zehnfache, Aus den
beiden Zeichen werden durch Reihung die 60 Ziffern kombiniert; also bedeutet
etwa

{

i
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soviel wie 23. Alle Ziffern und Zahlen sind aber zugleich mk Sexsgeslma]system zu
verstehen - r ‘bedeutet soviel wie 1- 60« und { soviel wie 10 - 60% mit & ganz 2 0.
Eine Zahl wie

{
T
q(

kann also, da im Babylonischen kein ,,Komma** existierte sowohlals1 - 60% 4 54 .60
+ 1-60 + 22 oder auch als 1-60 + 54-60° + % + ng gelesen werden. Die
Bruchrechnung kann somit sozusagen im Bereich der ganzen (positiven) Zahlen
durchgefiihrt werden. ’

Bei praktischen Rechnungen ergibt sich bei dieser groBen Basis eines Positions-
systems die gemeinte Zahl aus deren GréBenordnung oder aus dem Sinn der jeweiligen
Aufgabe. Listiger war der Umstand, daB im Positionssystem nicht besetzte Stellen
schwer deutlich gemacht werden konnten, da kein Zeichen fiir die Null existierte;
man half sich durch Zusammenziehen zusammengehériger Ziffernbestandteile. In der
spiten babylonischen Mathematik, vermutlich seit dem 6. Jh. v. u. Z., also seit der
Perserzeit, kam ein inneres Liickenzeichen, eine Art Nullzeichen, auf.

Das sexagesimale Positionssystem war auBerordentlich leistungsfihig und allen
spiteren Zahlensystemen der Antike iiberlegen (Anm. 2.4). Daher wurde es u. a. von
den griechisch-hellenistischen Mathematikern dort verwendet, wo viele und ausgiebige
Rechnungen durchgefiihrt werden muBten, d. h. insbesondere in der Astronomie.
Mit dem hellenistischen Mathematiker und Astronomen Ptolemaios (2. Jh. u. Z.) hat
sich das sexagesimale Zahlensystem in der Astronomie durchgesetzt ; er schrieb:

,»Im allgemeinen werden wir die Ansitze der Zahlen nach dem Sexagesimalsystem machen,
weil die Anwendung der Briiche (d. h. der gewdhnlichen, im griechischen Zahlsystem be-
zeichneten Briiche; Wg) unpraktisch ist.* (L 2.11], I, 8. 25)

Mit der Ubernahme durch die griechisch-hellenistische Astronomie gelangte das
Sexagesimalsystem nach Europa und damit auch die Einteilung des Vollwinkels in
360 Grad, der Grad zu 60 Minuten von je 60 Sekunden.

Indessen hat das Sexagesimalsystem einen Nachteil: Das kleine Einmaleins geht
bis' 59 mal 59. Das babylonische Zahlensystem hat daher nur dann einen hohen
Gebrauchswert, wenn geniigend viel Multiplikationstafeln vorhanden sind. Tat-
siichlich sind diese Tafeln auch gefunden worden; sie gehorten offenbar zum Hand-
werkzeug der babylonischen Schreiber-Mathematiker

* Es wunden auch Reziprokentafeln — gefunden Tafeln, die die Division mittels

£ =b.-— nuf Multiplikation zuruckfuhren ferner Quadratwurzeltabellen, Kubik-

a

wu.rzelta.bellen, daneben noch Tafeln n? + 3. Die Berechnung der Quadratwurzeln
hah nach der Rech wei aV_- 2-f—b~a—+—-——l<a,+£),wenn

a? die groBte noch unterhalb N liegende Quadratzahl ist. “® 2 e

Auch die babylonische Geometrie zeigt eine bemerkenswerte abstrakte Durch-
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dringung der praktischen Probleme: Die Bestimmung der Flichen von Feldern ist
kombiniert mit Rechnungen. Die Gesamtertrige der Lindereien erscheinen abhingig
auch vom ,spezifischen* Ertrag, als Funktion der Giite des Bodens. Bei Berech-
pungen von Dimmen mit trapezformigem Querschnitt wird nach der Neigung der
Boschung, nach der Breite der Dammkrone, nach der Zahl der benétigten Arbeiter
bei einer vorgegebenen mittleren Arbeitsleistung (einer Art Norm) und anderem mehr
gefragt. Berechnungen von ringférmigen Wallbauten, Tempelfundamenten, Brunnen-
ziegeln treten auf, — und immer wieder Kanalbauten. Ein Beispiel (gi§ ist ein
LingenmaB, SAR ein RaummaB):

,»Bin kleiner Kanal. 6 gi§ seine Linge

2 Ellen obere Weite, 1 Elle untere Weite

1 1/2 Ellen seine Tiefe

1/3 SAR Erde die Leistung,

18 Leute. Die Tage sind was? ...

11 Tage (und) ein 4-tel (sind) die Tage.* {(L 2.7), I, S. 512)

Aus der Analyse der Rechengiinge geht hervor, daB — ‘iiber die aus Agypten be-
kannten elementargeometrischen Kenntnisse hinaus — Proportionalititen am
Dreieck und unter der Bezeichnung ,, Béschungswert* ein auf den trigonometrischen
Kotangens hinauslaufendes Verhiltnis benutzt wurden Im allgemeinen wurde(7>

durch(3)u_l_genahert, in spiteren Texten durch\3§. Der mit dem Satz von Thales

ausgedriickte Sachverhalt war weit vor Thales in der mesopotamischen Mathematik
bekannt.

Der pythagoreische Lehrsatz war seinem Inhalt nach zeitlich weit vor Pythagoras
in der mesopotamischen Mathematik gebraucht. In der Friihzeit wurde er nur bei
konkreten Fragestellungen verwendet. So lautet eine Aufgabe beispielsweise (die
Zahlenangaben sind sexagesimal):

»»Ein Balken (?) von der Liénge 0;30 (der gegen eine Mauer oder éhnliches steht) ist um 0;6
mit der Spitze herabgerutscht. Wie weit hat sich das untere Ende von der Wand entfernt?*
(L 2.7, 11, 8. 47)

Aber die mesopotamische Mathematik ist dariiber hinaus auch zum Verstindnis des
theoretischen Gehalts des pythagoreischen Lehrsatzes vorgedrungen. Die Aufgabe,
rationalzahlige Lingen von Seiten rechtwinkliger Dreiecke zu bestimmen, fithrt auf
die Angabe der Zahlen _mLa,b cmita=17*—38% b=2r3,c=1*+s%7,8>0,
ganz. Eine solche vollstindige Ubersicht tritt uns erst wieder am Ausgang der Antike
bei Diophantos von Alexandria entgegen. Die aus der pythagoreischen Schule stam-
mende Methode zur Angabe ganzzahliger Tripel ist in dem babylonischen Verfahren
als Spezialfall enthalten.

Ein zweites Moment der mesopotamischen Mathematik verdient ebenfalls eine
etwas ausfithrlichere Erorterung, nimlich der schon als algebraisch zu bezeichnende
Charakter der Rechentechnik. Die jiingeren Keilschrifttexte zeigen insgesamt eine
starke Neigung zur Ideographie, d. h. zu einer mit Symbolen durchsetzten Kurz-
schreibweise. Fiir die mathematischen Texte bedeutete das den aufkommenden
Gebrauch feststehender Fachtermini und -zeichen, z. B. jJal* bzw. kab* fiir Sub-
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traktion bzw. Addition und zur Konstatierung der Gleichheit zweier Seiten. Das
folgende Beispiel, das die Auflésung biquadratischer Gleichungen fordert, verdeut-
licht die Struktur solcher Aufgaben (Zahlenangaben sexagesimal):

,,Lidnge mit 3 vervielfacht

Breite mit 2 vervielfacht

addiert quadratisch

Fliche (der) Linge addiert und so 4,56,40
Fliiche (der) Linge mit 2 vervielfacht
addiert und so 5,11,40

Fliche (der) Linge subtrahiert 4,26,40

mit 2 vervielfacht

substrahiert und so 4,11,40.* ([L 2.9], S. 71)

Bezeichnet man Linge und Breite mit x bzw. y und ,,iibersetzt* in heutige Schreib-
weise (mit sexagesimalen Zahlenangaben), so erhilt man

3z + 2y)2 + 22 = 4, 56,40
' + 222 = 5,11, 40
—z? =4,26,40
—22% =4,11,40
Gemeint ist eine Gruppe von Aufgaben; die erste lautet
(3z + 2y)% + 2% = 4, 56, 40
(32 + 2y)? + 222 =5, 11,40

in der entsprechenden GréBenordnung der sexagesimalen Zahlen, die anderen beiden
Aufgaben kombinieren die erste Zeile mit der dritten bzw. vierten. Fiir die erste
Aufgabe bedeutet das in heutiger Schreibweise

(3r + 2y)2 + 22 = 4 - 602 -L 56 - 601 + 40 - 60°
(3x + 2y)? + 222 = 5. 602 + 11. 60t + 40 - 600,

man erhilt dann z = 30 - 60°, y = 20 - 60°. (Einer Sexagesimalpotenz niedriger ent-
spricht die Lésung z = 30 - 601, y = 20 - 602, die rechte Seite wiirde hier bedeuten
460! + 56 - 60° + 40 - 60-1.) In sexagesimaler Schreibweise haben also alle Auf-
gaben die Losung z = 30, y = 20.

Die Analyse der Rechengiinge zeigt eine erstaunliche Geschicklichkeit beim Um-
formen von Gleichungen : Es werden zweckmiBige HilfsgroBen eingefiihrt. Es werden,
wenn mehrere Variable auftreten, Variable eliminiert. Im Grunde rechnete der
babylonische Schreiber fast ebenso, wie wir es heute tun.

In einigen Texten aus der jiingeren Zeit, zwischen 1000 und 800 v. u. Z., sind die
Aufgaben offensichtlich von den Lisungen her, sozusagen von riickwirts, verfagt
worden, also, wie etwa beim obigen Beispiel, aus tiefer Einsicht in die Struktur des
Aufgabentyps. Diese Erscheinungen weisen nun schon deutlich auf eine hohere
Etappe der Entwicklungsgeschichte der Mathematik hin, wie sie schlieBlich in der
ionischen Periode der griechisch-hellenistischen Mathematik Gestalt annehmen
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konnte: Das praktische, handgreifliche Problem tritt in den Hintergrund, die Mathe-
matik }6st sich ab von ihren direkten Urspriingen und beginnt sich zu verselb-
stindigen, auf Grund ihrer eigenen inneren Dynamik zu formieren.

Der Hohe der abstrakt-algebraischen Denkweise entsprechen auch die in der
babylonischen Mathematik bewiltigten Probleme. Arithmetische und geometrische
Reihen treten auf. Lineare, quadratische, kubische und biquadratische Gleichungen
werden in verschiedenartigsten Formen behandelt. Einmal tritt sogar der Fall einer
Gleichung vierten Grades auf, die simtliche Glieder und vier reelle positive Lésungen
besitzt. Gleichungssysteme werden geldst, bis zu 10 Gleichungen mit 10 Variablen.
Es existieren ferner Texte, die transzendente Fragestellungen und Methoden ent-
halten; diese treten uns entgegen bei Zins- und Zinsesaufgaben und entsprechenden
Umkehrproblemen, die — in unserer Sprechweise — Logarithmieren und Lésung
von Exponentialgleichungen erfordern. Dazu werden Tabellen der Form (an,
n = 2,3, ..., 10, benutzt und auch ,interpoliert*. Hier zeigt sich eine friithe Vorform
des naiven Stetigkeits- und Funktionsbegriffs.

Als Widerspiegelung der gesellschaftlichen Zustinde sind sog. ,,Verteilungsauf-
gaben‘ recht haufig: Verteilung der Abgaben bei Feldern mit unterschiedlichem
spezifischem Ertrag, Berechnung der Entlohnung bei abzuliefernden Ziegeln ent-
sprechend der beim Transport zuriickgelegten Entfernung, u. a. m. Die Verteilung
eines Erbes — in Geld oder Felderflichen — an Briider fiihrt auf arithmetische
Reihen; der Erbteil wurde nach der Reihenfolge der Geburt gestaffelt. Typisch ist
etwa die folgende Aufgabe, die die Bestimmung des Anfangsgliedes und der Differenz
einer arithmetischen Reihe erfordert :

,,10 Briider; 1 % Minen Silber.

Bruder iiber Bruder hat sich erhoben (hinsichtlich seines Anteils).
‘Was er sich erhoben hat, wei ich nicht.

Der Anteil der 8-ten (ist) 6 Schekel, Bruder iiber Bruder

um wieviel hat er sich erhoben.* [(L 2.7], II, S. 240/241)

Die Losung wird richtig zu 0;1,36 Minen Silber angegeben.
Die Rechenvorschrift zur Bestimmung der Summe der ersten zehn Quadrate
wiirden wir heute — verallgemeinert — so schreiben:

"
Si=2 14 om 5k
k=1 3 k=1

Die Behandlung quadratischer Gleichungen strebte das Ziel an, das Problem auf
Normalformen zuriickzufiihren. So fiihrt schon ein altbabylonischer Text (in mo-
derner Formulierung) auf das Gleichungssystem

xy +z—y =183, r+y=27.

Nach Einfithrung der neuen Variableny’ = y + 2ergibtsichz -y’ = F',z + 3y = a,
eine der babylonischen Normalformen. Als Losung erhélt der Schreiber

x=-;—a+b, y'=%a—b mit b=|/(% )Z_F',
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Allgemein wurden fiir Gleichungen mit einer Variablen folgende Normalformen an-
gestrebt (bei stets positiven Koeffizienten):

az="b; 2®=a; 224+ar=0b; 22—ax="b; 2*=aqa;
2z + 1) =a.

Fiir Gleichungen mit zwei Variablen handelte es sich um die Typen
zt+y=a, z-y="5; r—y=a, r-y=2b;
z+y=a, 22+ =b; r—y=a, 2*+y*=>b.

Die mesopotamische Rechentechnik hat sich unter Verwendung vorziiglicher
Rechentafeln an recht komplizierten, durch die gesellschaftliche Entwicklung deter-
minierten Problemen entfaltet. Dariiber hinaus wurden Problemstellungen behandelt,
die schon als Resultat der innerlogischen Entwicklung der Mathematik anzusehen
sind. Die potamische Rechenkunst erreichte ein Niveau, das bereits Ziige
echten algebraischen Denkens aufweist und erst am Ausgang der Antike wieder an-

nihernd erreicht, im islamischen Osten seit dem 10. Jh. und im christlichen Europa
sogar erst wihrend der Renaissance iibertroffen werden konnte.




Vorlesung 3
Klassische Antike: lonische Periode. Athenische Periode

Griechischer Rechner am Tisch ius-Vase)
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Die Mathematik in der griechisch-hellenistischen Antike

In der Zeit von der Mitte des 2. Jt. bis zum 8./7. Jh. v. u. Z. vollzogen sich im Osten
des Mittelmeerraumes — in Kleinasien, im Vorderen Orient, in Griechenland und
Agypten — weitreichende skonomische, politische und soziale Verinderungen.

Gesellschaftliche Verinderungen

Die politische Geschichte in jener Zeit und in jenem geographischen Raum verlief
stiirmisch. Um die Jahrtausendwende blieb Agypten in der Entwicklung zuriick und
verlor seine ehemalige Machtposition. Hethiter und Assyrer hatten michtige Reiche
errichtet, doch im 6. Jh. v. u. Z. eroberten schlieBlich die Perser den ganzen Vorderen
Orient und bedrohten Griechenland.

“Seit der Mitte des 2. Jt. waren aus dem Norden griechische Stimme — vor allem
Dorer und Ionier — auf das griechische Festland, die Inseln der Agiis sowie in
Kiistenregionen Kleinasiens eingewandert und hatten die dort ansissigen Stimme
verdringt oder unterjocht. Spiter kam es zur Griindung einer Vielzahl griechischer
Pflanzstidte an den Kiisten des Schwarzen Meeres, Siiditaliens, des dstlichen Mittel-
meeres und Siidfrankreichs. Die Phénizier, die etwa auf dem Gebiet des heutigen
Libanon ansissig waren, kolonisierten Teile der afrikanischen Nordkiiste. Eine ihrer
Siedlungen, das im 9. Jh. gegriindete Karthago (nahe dem heutigen Tunis), wurde so
michtig, daB es im 3. und 2. Jh. v. u. Z. mit den Rémern einen Kampf um die Vor-
herrschaft im Mittelmeer fiihren konnte.

Mit der seit dem 12./11.Jh. rasch zunehmenden Verwendung des Eisens als
Gebrauchsmetall, das bedeutende Vorteile gegeniiber der Bronze aufwies, konnten die
Produktionsmittel und Waffen wesentlich verbessert werden. Die einfachen Werk-
zeuge wie Hammer, Sige, Schere und Zange erreichten bereits damals ihre heutige
Standardform; Schiffbau, Bergbau, Topferei, Weberei, Metallverarbeitung und
andere Bereiche der materiellen Produktion konnten Fortschritte erzielen.

Auch in Griechenland wurde eine héhere Produktivitdt erreicht, die an einigen
Stellen eine iiber den Bedarf der unmittelbaren Umgebung hinausreichende Produk-
tion erméglichte. Waren wurden zum Handelsobjekt im GroBmaBstab. Die rege
Handelstétigkeit begiinstigte die konomische Entwicklung der kiistennahen Re-
gionen und fiihrte auch in diesem geographischen Raum zur Herausbildung einer be-
sonderen Schicht von Héindlern und Kaufleuten. In den griechischen Handelsstidten
bildete sich die Struktur der polis als Staatsform heraus, die das Aufblithen der
Kultur und mit ihr das Entstehen von Philosophie und Mathematik begiinstigt hat.

Seit dem 8./7.Jh.v.u.Z. bildete sich in Griechenland die antike Sklaverei-
gesellschaft heraus. Dies zog eine Verschirfung der Ausbeutung nach sich. Sklaven
— als beseelte oder sprechende Werkzeuge bezeichnet — wurden sogar zur Grundlage
einiger Teile der Produktion. In Athen z.B. gab es zur Zeit der Hochbliite im
5.Jh. v.u. Z. bei schitzungsweise 320000 Einwohnern nur 172000 juristisch Freie;
von ihnen waren aber nur rund ein Drittel im Besitz der athenischen Biirgerrechte und
konnten somit aktiv am politischen Leben teilnehmen. Andererseits aber bot diese
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Verschirfung der Ausbeutung einer zunehmenden Anzahl von Menschen — natiirlich
unter den Sklavenhaltern — die Méglichkeit, sich aus dem unmittelbaren Produk-
tionsprozeB herauszulésen und sich mit Kunst, Kultur, Philosophie und Wissenschaft
zu beschiftigen. Sie vertraten die Ideologie der Sklavenhalter, und die von ihnen
entwickelte Wissenschaft und Philosophie diente den Interessen der herrschenden
Schichten.

Mit dem 8. und 7.Jh. bildete sich zundchst in den 1omsch-gnechxschen Stadt-
staaten Kleinasiens — in enger Beriihrung mit der mesopotamischen w haft-
lichen Tradition und iranischen Ideologie — eine geistige Atmosphire heraus, die
der Entstehung wissenschaftlichen Denkens giinstig war. Und so vollbrachten die
Griechen, unter den neuen Gkonomisch-politischen Bedingungen und begiinstigt
durch geographische und klimatologische Umstiinde, die groBe Leistung, aus einer

eine systematische, logisch-deduktiv dargelegte, eigenstiandige ge Wi haft Mathe-
matik mit spezifischen Zielsetzungen und Methode?:'géﬁia?ht zu haben. Das von
ihnen geschaffene System der Geometrie wurde auf zwei Jahrtausende das groBe
Vorbild fiir den deduktiven Aufbau einer wissenschaftlichen Disziplin schlechthin
und sollte sogar noch in der Neuzeit die Entwicklung der Mathematik nach Stil und
Inhalt prigen.:

Periodisierung

Fiir die griechisch-hellenistische Mathematik kann man (Anm. 3.1.) nach Methode,
Inhalt und Umfang vier ziemlich deutlich getrennte Perioden unterscheiden (Abb. 3.1).

Eine erste Friih- bzw. Vorbereitungsperiode wird wegen ihres engen Zusammen-
hanges mit der ionischen Naturphilosophie ionische Periode genannt und ist auf die
Zeit vom Ende des 7.Jh. bis zur Mitte des 5. Jh. zu datieren. In dieser Periode
erfolgte die Herausbildung der selbstindigen Wissenschaft Mathematik.

Eine zweite Periode, die auf die Zeit von etwa 450 bis etwa 320/300 anzusetzen ist,
wird athenische Periode genannt. Das Zentrum der mathematischen Aktivititen
befand sich in Athen, dem damals Gkonomisch, politisch und kulturell einfluB-
reichsten griechischen Stadtstaat. In dieser Periode erhielt die antike Mathematik
eine ganz eigentiimliche innere Struktur, einen besonderen Charakter, der als ,,geo-
metrische Algebra‘ bezeichnet wird.

In einer dritten Periode, der hellenistischen, die ungefahr viereinhalb Jahrhunderte,
bis zur Mitte des 2. Jh. u. Z. dauerte, erreichte die Mathematik der Antike ihre Hoch-
bliite, und da ganz besonders in der Zeit bis 150 v. u. Z. Gelegentlich spricht man von
der alexandrinischen Periode, da in dieser Periode Alexandria den unbestrittenen
Mittelpunkt des mathematischen Lebens in der antiken Welt darstellte.

Am Ausgang der Antiké wurde auch die Mathematik vom allgemeinen Niedergang
der Wissenschaften bei der Auflésung und dem schlieBlichen Zusammenbruch der
Sklavereigesellschaft betroffen. Die Produktivitdt erlosch, Wissen ging verloren.
Dennoch konnten bedeutende Teile der antiken Mathematik von den Gelehrten des
Orients bewahrt werden.
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Abb. 3.1. Mathematische Zentren des Mittelmeerraumes wiahrend der Antike

1 Syrakus, 2 Kroton, 3 Elea, 4 Neapel, 5 Tarent, 6 Elis, 7 Athen, 8 Stageira, 9 Abdera, 10 Byzanz
(Konstantinopel), 11 Chalkedon, 12 Nikaia, 13 Kyzikos, 14 Pergamon, 15 Chios, 16 Samos,
17 Smyrna, 18 Miletos, 19 Knidos, 20 Rhodos, 21 Perge, 22 Chalkis, 23 Gerasa, 24 Alexandria,
25 Kyrene

lonische Periode

Seit dem 7. Jh. hatten sich die grichisch-ionischen Stadtstaaten an der Kiiste Klein-
asiens und den vorgelagerten Inseln zu bedeutenden wirtschaftlichen, politischen
und kulturellen Zentren entwickelt. In Miletos, einer der einfluBreichsten Handels-
stidte, wirkten die hervorragendsten der ionischen Naturphilosophen, unter ihnen
Anaximandros, Anaximenes und Thales.

Die ionischen Naturphilosophen vollzogen bei spontaner materialistischer und
dialektischer Grundhaltung den Ubergang von der Sichtung und Sammlung der
Naturerscheinungen zur Suche nach den Ursachen der Erscheinungen. Sie kamen —
mit der Vorstellung eines Urstoffes — dicht an die Konzeption eines Materiebegriffs
als einer philosophischen Kategorie zur Bezeichnung der objektiven Realitit heran.
Es handelte sich bei der ionischen Naturphilosophie um den welthistorischen Wende-
punkt, wo auf die Frage nach dem letzten Grund der Welt eine Antwort ohne Bei-
mengung von Mystik angestrebt wird, aus dem Versuch heraus, die Welt nicht nur zu
beschreiben, sondern auch zu erkliren.

Gerade dies gilt insbesondere fiir die wihrend der ionischen Periode noch ganz in
die Philosophie (im urspriinglichen Wortsinn: Liebe zur Weisheit) eingebetteten
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mathematischen Kenntnisse: Es wird das Wesen der Definition erkannt. Beweise
fiir Sitze werden gefiihrt auf Grund der Einsicht in den mathematischen Sach-
verhalt. Der mathematische Erfahrungsschatz, der zum Teil aus Mesopotamien und
aus Agypten iibernommen werden Lonnte, erhielt nun eine logische Struktur, und es
kam zur klaren begrifflichen Unterscheidung von Voraussetzung, Satz und Beweis.
Die Wissenschaft Mathematik wurde geboren.

Thales von Miletos

Der Uberlieferung nach stand Thales am Anfang dieses Prozesses. Er war ein iiber-
aus interessanter und vielseitiger Mann und galt schon in der Antike als einer der
sieben Weltweisen. Es soll ihm gelungen sein, die Sonnenfinsternis vom 8. Mai 585
vorauszusagen, und wihrend einer Reise als Kaufmann nach Agypten soll er die
Héhe der Pyramiden aus deren Schattenlinge bestimmt haben.

Spiitere Berichte schreiben Thales die folgenden mathematischen Sétze zu, die
— um es zu wiederholen — lingst in Gebrauch waren, nun aber explizit ausgesprochen
oder sogar bewiesen wurden: Jeder Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter
Winkel; die Kreisfliche wird vom Durchmesser halbiert; im gleichschenkligen
Dreieck sind die Basiswinkel kongruent ; zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iibereinstimmen. Moglicherweise hat
er auch den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck ausgesprochen und bewiesen.

Demokritos von Abdera

Demokritos von Abdera gehort ebenfalls zu den Schrittmachern bei der Heraus-
bildung der Wissenschaften. Er war zweifellos vor Aristoteles der vielseitigste und
kenntnisreichste Philosoph iiberhaupt und ein auBerordentlich scharfsinniger Denker.
Unter Verschdrfung der Ansichten seines Lehrers Leukippos hat Demokritos eine
materialistisch orientierte Atomtheorie durchgebildet, die bis in unsere Zeit nach-
wirkt (Anm. 3.2). Leider aber ist das Werk des materialistischen Philosophen durch
die Vertreter der spiter zur Vorherrschaft gelangenden idealistischen Philosophie,
durch Platon und seine Anhinger insbesondere, weitgehend unterdriickt worden.
Nach seinen eigenen Worten hitte, wie die Legende berichtet, Platon am liebsten alle
Werke von Demokritos verbrennen lassen.

Von der Vielzahl seiner Schriften sind im wesentlichen nur noch die Titel bekannt;
sie umfassen Natur, Musik, Ethik, bildende Kunst, Architektur, Astronomie. Auf
Mathematik beziehen sich u. a. die Abhandlungen ,,Uber die Beriihrung von Kreis
und Kugel®, ,,Uber Geometrie*, ,,Uber Zahlen*, ,,Uber Ausbreitungen‘‘ (d. h. Ab-
bildung der Kugeloberfliche auf die Ebene). Demokritos hat sich geriihmt, nicht
einmal die dgyptischen Schnurspanner hitten ihn im ,,Zusammenstellen von Linien
iibertroffen. Seine Reisen haben ihn moglicherweise nach Agypten, Persion, Babylon,
vielleicht sogar nach Indien und Athiopien gefiihrt.

Eines der wenigen erhaltengebliebenen Fragmente der Schriften von Demokritos
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beschiftigt sich mit der Zerlegung eines Kegels durch Parallelschnitte zur Basis in
diinne Scheiben. Es lautet in Rekonstruktion:

,»Wenn ein Kegel parallel zur Grundfliche durch Ebenen geschnitten wird, wie soll man sich
die entstehenden Schnittflichen vorstellen, gleich oder ungleich? Sind sie ungleich, dann werden
sie den Kegel ungleichmiBig machen, da er treppenartige Einschnitte und Vorspriinge erhilt;
sind sie dagegen gleich, so werden auch die Schnitte gleich sein, und der Kegel wird die Er-
scheinung eines Zylinders darbieten, insofern er aus gleichen, nicht aus ungleichen Kreisen
bestehen wird, was doch sehr ungereimt ist.* ([L 3.5], S. 412/413)

Von einer atomistischen Grundhaltung ausgehend gelang es Demokritos, die
Volumina von Pyramide und Kegel erstmals richtig anzugehen, wenn auch ohne
Beweis. So jedenfalls berichtet uns viel spiiter Archimedes in seiner ,,Methodenlehre®.
Er verweist auch darauf, daB Demokritos mit seiner Denkweise einen bedeutenden
Anteildaran habe, daB Eudoxos fiir diese Sitze strenge Beweise habe angeben kénnen.
Auch Archimedes fiihlte sich in dieser Tradition stehend. Demokritisches Gedankengut
ist somit trotz der spiteren Vorherrschaft des philosophischen Idealismus lebendig
geblieben.

Weiter schreibt man Demokritos die Erfindung des Gewélbebaues, Untersuchungen
iiber Gesetzmi8igkeiten der Perspektive bei der Biihnenmalerei, die Feststellung
der Ganzzahligkeit von Seitenlingen am Monochord bei Tonintervallen und anderes
mehr zu. Seine Auffassung, daB die (ganze) Zahl das MaB aller Dinge sei, ist zum
Unterschied von der — formal fast gleichlautenden — Ansicht der pythagoreischen
Schule vollsténdig materialistisch: Die Zahl dient dem Erfassen der Natur.

Hippokrates von Chios

Von den weiteren, namentlich bekannten Mathematikern der ionischen Periode
— u.a. Oinopides von Chios — verdient Hippokrates von Chios eine ausfiihrliche
Wiirdigung. Bei ihm zeigen sich interessante mathematische Ergebnisse und zugleich
neue Aspekte der gesellschaftlichen Stellung des Wissenschaftlers in der antiken
Welt. Hippokrates war der beriihmteste Geometer des 5.Jh. Er kannte den Zu-
sammenhang zwischen Peripheriewinkel und Bogen. Er konnte das regelmiBige
Sechseck, den Umbkreis zu einem Dreieck u. a. m. konstruieren. Er verwendete den
Begriff der Ahnlichkeit, er wuBte, daB sich die Flachen &hnlicher Figuren wie die
Quadrate iiber den entsprechenden Seiten verhalten. Er kannte Verallgemeinerungen
des pythagoreischen Lehrsatzes fiir das stumpf- und das schiefwinklige Dreieck.
Er konnte jedes Polygon in ein flichengleiches Quadrat verwandeln.

Dariiber hinaus stammt wohl von Hippokrates eine erste zusammenfassende Dar-
stellung der Geometrie unter dem Titel ,,Elemente*, und zwar nach dem seitdem
klassisch gewordenen Darstellungsschema: Voraussetzung, Satz, Beweis. Er fithrte
dort auch die Bezeichnungsweise bei geometrischen Figuren — fiir Punkte, Strecken,
Flichen — mittels Buchstaben ein. Doch sind diese ,,Elemente‘‘ durch die spéteren,
ausfithrlicheren ,,Elemente‘“ des Euklid verdringt worden. Immerhin aber diirfte
der Inhalt der Biicher I, II, IIT und IV der Euklidischen ,,Elemente‘ auf diese Vor-
lage von Hippokrates zuriickgehen.
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Der Name von Hippokrates ist auch sehr eng mit einem der beriihmtesten klas-
sischen Probleme der Mathematik verkniipft, dem Problem der Wiirfelverdoppelung
oder dem sog. Delischen Problem. Nach einem Spruch des Orakels von Delos werde
eine Seuche erléschen, wenn die Einwohner einen ihrer wiirfelformigen Altire dem
Rauminhalt nach verdoppelten. Dies bedeutet — in unserer Schreibweise — die
Konstruktion der Lénge einer Strecke z gemiB der Beziehung

3 —
28 = 2% bzw. z=a)?2,

wenn a die Kantenlinge des Ausgangswiirfels bedeutet. Die Legende berichtet weiter,
daB sich die Delier vergeblich an die Mathematiker gewandt hitten; kein Wunder,
diese Konstruktion ist — wie man jetzt wei — (mit Zirkel und Lineal) nicht méglich.
Hippokrates aber fand immerhin heraus, daB das Delische Problem mit der Aufgabe

Abb. 3.2. Die eine Art von Mondchen des Hippo-
krates: Fliche M, + Flache M, = Fliche Drei-
eck A\ ABC

dquivalent ist, zu einer Strecke « und einer doppelt so groBen 2a zwei mittlere Pro-
portionalen z und y zu konstruieren, also die Proportionena:z =2:y = y:2a zu
16sen. Diese bewunderungswiirdige Leistung wurde noch iibertroffen durch die Ent-
deckung der ,,Mdéndchen®, d. h. solcher krummlinig begrenzter Flichen, fiir die sich
mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat konstruieren 1aBt. Hippokrates
fand fiinf verschiedene Typen quadrierbarer Mondchen (Abb.3.2; Abb. 3.3). Die
Entdeckung war so populir, daB sogar eine entsprechende Schrift von Hippokrates
teilweise iiberliefert worden ist. Dieses Fragment ist das dlteste authentische Stiick
griechischer Mathematik.

4

Abb. 3.3. Ein weiterer Typ von Méndchen des Hippo-
krates

Hippokratos soll als Kaufmann beim Seehandel sein gesamtes Vermogen eingebiift
haben. Dann aber habe er seinen Lebensunterhalt durch Verbreitung von Wissen, als
Sophist (d. i. Weisheitslehrer) bestritten; das Neue daran ist der Umstand, daB man
fiir Wissensvermittlung eine Entlohnung erhielt : Der aufkommende Berufsstand der
Sophisten bezeichnet ein so gestiegenes gesellschaftliches Interesse an Kenntnissen,
daB Wissenschaftler zu einem auch 6konomisch selbstindigen Stand werden konnten,
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Allerdings wurde in spiteren Zeiten der Name Sophist zu einem Schimpfwort,
als nidmlich mit der weiteren Durchbildung der Sklavereigesellschaft auch die
geistige Arbeit, die auf produktive Titigkeit gerichtet war, wie jede (bezahlte) Arbeit
abgewertet wurde, da sie von Sklaven oder Unfreien ausgefithrt wurde. Andererseits
deutet sich mit den Sophisten die spitere Herausbildung der sog. Philosophen-
schulen an. Platon und seine Schiiler trafen sich in einem dem Halbgott Akademos
gewidmeten Hain; die Platonische Schule ging daher als ,,Akademie‘ in die Geschichte
der Wissenschaften ein. Aristoteles und seine Anhiinger pflegten beim Spazieren-
gehen wissenschaftlich-philosophische Fragen zu erortern; nach der Peripatos ge-
nannten Wandelhalle im Lyzeum hieBen sie Peripatetiker. Die Schule der Stoa, die
der Kyniker und andere sind fiir die Geschichte der Mathematik weniger bedeutend.

Weiterfiihrung der mesopotamischen arithmetisch-algebraischen
Traditionen. Die pythagoreische Schule

Die Anfiinge der griechischen Mathematik waren durch eine eigenartige Mischung
arithmetischer und geometrischer Vorstellungs- und SchluBweisen gekennzeichnet;
es entspricht eher unserer heutigen Einteilung der Mathematik als den historischen
Gegebenheiten, wenn Geometric und Arithmetik/Algebra getrennt behandelt
werden.

Die mesopotamische arithmetisch-algebraische Tradition ist in der griechischen
Mathematik niemals abgerissen. Die Quellen zeigen, daB Ergebnisse inhaltlich iiber-
nommen worden sind : So finden sich dieselben Normalformen fiir Gleichungssysteme
und quadratische Gleichungen, Beispiele mit denselben Zahlenkoeffizienten, die Ver-

1g u. a. des arithmetischen, des geometrischen und des harmonischen Mittels,
und anderes mehr.

Die weiterwirkende mesopotamische arithmetisch-algebraische Tradition wird
besonders deutlich an Pythagoras von Samos und seiner Schule. Der Uberlieferung
nach hat Pythagoras nach lingeren Aufenthalten in Agypten und Mesopotamien,
wo er mit verschiedenen Mysterienkulten in Beriihrung kam, in Unteritalien einen
politisch-religiosen Geheimbund gegriindet, der zeitweise eine groBe politische Macht
besaB und die Interessen der Sklavenhalteraristokratie gegen die Sklavenhalter-
demokratie vertrat. Der Orden erlosch um die Mitte des 4. Jh.

Der Bund zeigte typische Merkmale einer religiosen Sekte: Konspiration, Vor-
schriften iiber Kleidung, Nahrung und Bestattungszeremonien, Seelenwanderungs-
lehre u. a. m. Insofern unterschieden sich die Pythagoreer nicht vonden vielen anderen
religiosen Gruppierungen der damaligen Zeit. Das Spezifische dieses Bundes bestand
darin, daB die Vereinigung mit dem Géttlichen durch Versenkung in die wunderbaren
Gesetze der Zahlenwelt erreichbar sein sollte, da das Wesen der Welt in der Harmome
der Zahlen bestehe. Die urspriingliche Zielstellung des Bundes war religidser Art.
Kls Nebeneffekt sozusagen aber leisteten die Pythagoreer einen bemerkenswerten
Beitrag zur Entwicklung der Mathematik, sowohl im positiven als auch im nega-
tiven Sinne.

Zu den Positiva gehort es, daB mathematische Sitze — wie auch bei den Mathe-
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matikern der ionischen Naturphilosophie — auf Grund von Postulaten bewiesen
wurden und Eigenschaften und GesetzmiBigkeiten im Bereich der Zahlen abstrakt
formuliert wurden. Das Hauptverdienst bestand darin, nun auch noch das Studium
des Quantitativen, des zahlenmiBig ErfaBbaren, zu einem Bestandteil der Beschrei-
bung der Welt gemacht zu haben.

Doch wiegen auch die negativen Einfliisse historisch schwer. Nach pythagoreischer
Ansicht sind Zahlen nicht das Ergebnis eines von Menschen vorgenom: Ab-
straktionsprozesses von der objektiven Realitiit, sondern selber objektive Gegeben-
heiten, ausgestattet mit Eigenschaften wie HaB und Liebe, ménnlich und weiblich.
GroBe Verehrung genoB z. B. die ,,Tetraktys*, die heilige Zehnzahl, die aus 1, 2, 3
und 4 zusammen gebildet wird (Abb. 3.4). Bei dem Pythagoreer Philolaos heiBt es:

,»Die Wirksamkeit und das Wesen der Zahl muB man nach der Kraft beurteilen, die in der
Zehnzahl liegt. Denn sie ist groB, alles vollendend, alles wirkend und Anfang und Fiihrerin
des gottlichen, himmlichen und hlichen Lebens ... Ohne diese aber ist alles unbegrenzt
und undeutlich und unklar ... Denn die Natur der Zahl ist kenntnisspendend, fithrend und
lehrend fiir jeglichen im jeglichem Dinge, das ihm zweifelhaft oder unbekannt ist.* ([L 3.3],
S. 243)

e e o o Abb.3.4. Die heilige Zehnzahl (Tetraktys)

Und in einem anderen Fragment schreibt er:

,»Und in der Tat hat ja alles, was man erkennen kann, eine Zahl. Denn ohne sie léBt sich nichts
erfassen oder erkennen.‘ ([L 3.5], S. 240)

Ubrigens galt die Eins den Pythagoreern nicht als Zahl, sondern als ,,aller Dinge
Anfang*, als die ,,Quelle und Wurzel der ewigen Natur*.

Mit den Pythagoreern begann der sich in vielfiltiger Weise wihrend der Antike
zeigende EinfluB des philosophischen Idealismus auf die Mathematik. Die Philosophen
und Mathematiker der spiteren Zeit stellten sehr klar heraus, daB sich die ,,theore-
tischen Forschungen (der Pythagoreer) frei von materiellen Einfliissen im Bereich
des reinen Denkens bewegten®, so heiit es etwa im sog. ,,Geometerkatalog*, einer
Art Geschichte der Mathematiker der Antike, die von einem spitantiken Wissen-
schaftler verfaBt wurde.

Man kann mit ziemlicher Sicherheit annehmen, daB der Bund schon zwischen 500
und 450 in zwei Gruppierungen zu zerfallen begann. Wihrend die sog. Akousmatikof
das Hauptgewicht auf die Bewahrung der noch auf Pythagoras zuriickgehenden
heiligen Riten und Gebote (der akotismata) legten, bildete sich in der zweiten Gruppe,
der der Mathematikoi, trotz aller Verzerrungen durch eine falsche Ideologie ein
echtes Interesse an der Mathematik (Anm. 3.3) heraus. Schilt man den rationalen
Kern, d.h. den mathematischen Bestandteil der innerhalb der pythagoreischen
Zahlenmystik erzielten Ergebnisse heraus, so ergibt sich etwa das folgende Bild;
freilich ist zu bedenken, daB Quellen und Uberlieferung liickenhaft und gelegentlich
widerspriichlich sind.
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Zu den frithesten Beschiiftigungen der Pythagoreer gehoren die sog. figurierten
Zahlen : Dreieckszahlen, Quadratzahlen, Rechteckzahlen und andere mehr (Abb. 3.5).
Durch Figurenlegen konnten so, beinahe experimentell, die Summen der Reihen

n 1 n
Sv=—(m+1)n, X (2 —1)=n2,
=1 2 vo1

n

3% = nn+1), Z(3v—2)=%(3n— 1

=1 =l

gefunden werden. Mit Sicherheit auf die mesopotamische Mathematik zuriickgehend
ist der Gebrauch des arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittels,

1
eventuell auch die Ubernahme des Lésungstripels z = 0 (m?—1),y=m,

z= % (m? + 1) fiir die Gleichung z2® + 32 = 2.

Abb. 3.5. Figurierte Zahlen: Dreiecks-,
Quadrat-, Rechteck- und Fiinfeckzahlen

Relativ frithen Datums ist die sog. ,,Lehre von Gerade und Ungerade“; sie ist
spiter in das Buch IX der ,,Elemente* von Euklid eingegangen. Dort werden Sitze
bewiesen wie: Jede Summe gerader Zahlen ist gerade. Die Summe einer geraden
(ungeraden) Anzahl ungerader Zahlen ist gerade (ungerade). Eine ungerade Zahl
teilt, wenn sie eine gerade Zahl teilt, auch deren Hilfte. Der Héhepunkt der pythago-
reischen Lehre von Gerade und Ungerade ist der noch von Zahlenmystizismus
gefirbte Satz, daB Zahlen der Form 2%(1 + 2 4- 22 + ... 4 2n) vollkommen sind,
wenn der Klammerausdruck eine Primzahl ist ; dabei heiBt eine Zahl a vollkommen,
wenn sie gleich der Summe ihrer Teiler, einschlieBlich der 1, aber auBer a selbst ist
Die Pythagoreer selbst gaben 1, 6, 28, 496 und 8128 als Beispiele an.

Spiiteren Datums als die Lehre von Gerade und Ungerade ist die Lehre von den
Zahlenverhiltnissen und die Teilbarkeitslehre. Diese Teile gingen ein in das Buch VII
der ,,Elemente*‘.

Bei der pythagoreischen Auffassung von der Unteilbarkeit der Eins, die ja nicht
einmal als Zahl galt, muBte ein Aquivalent fiir Briiche gefunden werden, namlich das
des Zahlenverhiltnisses. Statt einen Bruch zu kiirzen ,,kiirzte* man Zahlenverhalt-
nisse. Das Gleichnamigmachen von ,,Nennern* fiihrte zwangsliufig zur Untersuchung
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von Zahlen bzw. in der Ausdrucksweise von
Euklid zur Bestimmung ,,der kleinsten Zahl, die von diesen Zahlen gemessen wird*“.
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Die Lehre von den Proportionen, d. i. den Verhiltnissen natiirlicher Zahlen, beruhte
dabei auf der Definition:

y,Zahlen stehen in Proportionen, wenn die erste von der zweiten Gleichvielfaches oder derselbe
Teil oder dieselbe Menge von Teilen ist wie die dritte von der vierten.* ([L 3.4], IIL., S. 2)

Die Teilbarkeitslehre fuBte auf den folgenden Definitionen: ,,Primzahl ist eine Zahl,
die sich nur durch die Einheit messen la8t.” ,,Gegeneinander prim sind Zahlen, die
sich nur durch die Einheit als gemeinsames MaB messen lassen. Der Satz iiber
die Existenz unendlich vieler Primzahlen erscheint bei Euklid allerdings erst in
Buch IX der ,,Elemente*: ,,Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von
Primzahlen.” Statt der (heute iiblichen und méglichén) abstrakten Formulierung
eines Satzes iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung tritt der — beweis-

¢

Abb. 3.6. Beweis des Satzes iiber die Winkel-

4 e summe im Dreieck

technisch im w tlichen die gleichen Dienste leistende — Satz auf: ,,Teilt eine
Primzahl ein Produkt zweier Zahlen, so teilt sie eine dieser Zahlen. Bewiesen wird
dieser Satz unter Verwendung des Begriffs ,,groBter gemeinsamer Teiler; dessen
Eigenschaften werden mit Hilfe des euklidischen Algorithmus gewonnen.

Die Nachrichten iiber die friihpythagoreische Geometrie sind recht unsicher.
Pythagoras konnte den Kern des sog. pythagoreischen Lehrsatzes in Babylon kennen-
gelernt haben; ein Beweis diirfte von ihm oder seinen Schiilern stammen. Aus dieser
Zeit wird wohl auch der noch heute verwendete Beweis des Satzes iiber die Winkel-
summe im Dreieck unter Verwendung des Begriffes Wechselwinkel herriihren
(Abb. 3.8).

Abb. 3.7. Pentagramm. Ordenszeichen der Pythagoreer;
im Mittelalter als DrudenfuB mit mystischer Bedeutung,
sieche Goethes ,,Faust‘. Im Pentagramm teilen sich die
Seiten nach dem Goldenen Schnitt

Die Pythagoreer der Friihzeit kannten bereits Wiirfel, Tetraeder und Dodekaeder,
moglicherweise sogar noch die beiden anderen reguliren Polyeder, Oktaeder und
Tkosaeder. Erstaunlich ist die Kenntnis des Dodekaeders; dies hingt vielleicht damit
zusammen, daB der in Italien vorkommende Schwefelkies als Dodekaeder kristalli-
giert. AuBerdem deutet auf das Dodekaeder, d. h. den durch regelmiBige Fiinfecke
begrenzten Zwolifichner, auch als Ordenszeichen der Pythagoreer hin, das Penta-
gramm (Abb. 3.7).
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Am Ende der ionischen Periode wirkte der den Pythagoreern nahestehende
Archytas von Tarent, Herrscher dieses siiditalienischen Stadtstaates, durch den
Platon mit der Mathematik und einer philosophisch-idealistischen Ideologie in Be-
rilhrung kam. Mit Archytas, der selbst wesentliche Beitrige zur Mathematik, ins-
besondere zur Teilbarkeitslehre, geleistet hat, ging die bedeutendste Phase des
pythagoreischen Bundes zu Ende. Mit seinem Wirken hingt es eng zusammen, da8
sich damals als bindendes El t des pythagoreischen Bundes eine Art iibergreifende
mathematisch orientierte Ideologie ausbildete, wonach die Interpretation der Welt
als Ganzes und insbesondere auch die Mathematik auf Ganzzahligkeit und Verhilt-
nisse ganzer Zahlen gegriindet werden kénne. Nach verbreitetem Sprachgebrauch in
der Historiographie der Mathematik sei sie auch hier als ,,arithmetica universalis*

bezeichnet.

Der Zusammenbruch der arithmetica universalis

Mit groBer Sicherheit ist anzunehmen, da8 noch innerhalb der pythagoreischen Schule
—und zwar nicht spiter als 420 v. u. Z. — die Entdeckung gemacht worden ist, dag
sich itig nicht de (inkc rable) Strecken existieren: Strecken
messen sich nicht, sind zueinander inkommensurabel, wenn die Linge der Strecken
nicht ganzzahlige Vielfache der Lange einer als Einheitsstrecke aufgefaBten dritten
Strecke sind (Anm. 3.4) (modern ausgedriickt: Es gibt irrationale Zahlen). Diese
Entdeckung, die mit der Vorstellung einer arithmetica universalis unvertriglich
ist, trug — neben hauptsichlich politischen Ursachen wie der Bindung der Pytha-
goreer an die Sklavenhalteraristokratie und die Tyrannenherrschaft — zum Zerfall
des Bundes der Pythagoreer bei.

Im allgemeinen wird heute von der mathematikhistorischen Forschung die fiir die
Pythagoreer niederschmetternde Entdeckung des Irrationalen mit dem Pythagoreer
Hippasos von Metapontum in Verbindung gebracht. Jedoch weiB man nicht genau,
an welchem mathematischen Gegenstand das Irrationale entdeckt worden ist; neue
Forschungen setzen die Entdeckung mit dem Pentagramm in Beziehung. Uber
Hippasos wird niamlich berichtet, er habe ,,zuerst die aus zwolf Fiinfecken zusammen-
gesetzte Kugel 6ffentlich beschrieben und sei deshalb als ein Gottloser im Meere um-
gekommen.* ([L 3.19], 8. 320/321)

Jedenfalls steht es fest, daB das regelmiBige Fiinfeck diejenige mathematische
Figur ist, an der sich die Inkommensurabilitit relativ leicht beweisen léBt, und zwar
mit der altbekannten Methode der ,,Wechselwegnahme* (Anm. 3.5):

Die Diagonalen (Abb. 3.8) eines regelmiBigen Fiinfecks bilden wieder ein regel-
méBiges Fiinfeck und so fort. Dann gelten in den durch Schachtelung entstandenen
Fiinfecken die Beznehungen AE = 4B und B'D = B'E und deshalb 4D — 4E
=BE und analog AE =ED' =EA’ und BE =BD=DBE und deshalb
AE — B'E = B'A’ und so fort, ohne daB ein Ende eintritt : Die Differenz zwischen
der Diagonalen und der Seite des groBeren Fiinfecks ist gleich der Diagonalen des
kleineren Fiinfecks; die Differenz zwischen der Seite des groBeren Fiinfecks und der
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Diagonale des kleineren Fiinfecks ist gleich der Seite des kleineren Fiinfecks; die
Differenz zwischen der Diagonale des kleineren Fiinfecks und dessen Seite ist wieder-
um gleich der Diagonale des niichst kleineren Fiinfecks — und sofort ins Unendliche.
Der ProzeB der Wechselwegnahme kann fortgesetzt werden, und es kann deshalb
kein groBtes gemeinsames MaB fiir die Diagonale und die Seite des regelméBigen
Fiinfecks gefunden werden: Es existieren zueinander inkommensurable Strecken, in
diesem Fall Seite und Diagonale.

E A

Abb. 3.8. Beweis fir die Existenz inkom-
mensurabler Strecken am Pentagramm

Man nimmt heute nicht mehr an (Anm. 3.5), daB die Inkommensurabilitit am
Quadrat entdeckt worden ist. Der Beweis, da8 Seite und Diagonale eines Quadrates
zueinander inkommensurabel sind (ein Beweis, der modern gesprochen, auf die
Irrationalitit von ]/5 hinauslduft), diirfte vielmehr, da er — wenn man ihn nach
einem #hnlichen Verfahren wie bei der Wechselwegnahme durchfithren will — etwas
komplizierter verlduft, einer spiteren Zeit angehéren. Das Quadrat mit der Diagonale
wiirde 8o erst im Nachhinein als Objekt zur Feststellung eines bereits anderswo
erkannten Sachverhalts gedient haben. Der Beweis wird mit der Lehre von Gerade
und Ungerade gefiihrt, steht aber isoliert am Ende von Buch X der ,,Elemente‘ und
verliduft, wenn man vom Sprachgebrauch absieht, so, wie er heute in vielen Lehr-
biichern gefiihrt wird.

Athenische Periode

Im 5. und 4. Jh. erreichte Athen, gestiitzt auf den Attischen Seebund, die fiihrende
Stellung unter den griechischen Stadtstaaten, insbesondere nach dem Sieg iiber die
Perser. Unter dem Staatsmann Perikles erfuhr die Sklavenhalterdemokratie ihre
héchste Ausprigung. Der langanhaltende Peleponnesische Krieg (431 —404) zwischen
Athen und Sparta und ihren jeweiligen Verbiindeten zog ganz Griechenland in Mit-
leidenschaft und endete schlieBlich mit dem Sieg Spartas und der Restaurierung der
Sklavenhalteraristokratie. SchlieBlich fiel das geschwiichte und zerstrittene Griechen-
land der Eroberung durch seinen nérdlichen Nachbarn, Mazedonien, zum Opfer;
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338 v. u. Z. besiegte der mazedonische Konig Philipp Athen. Sein Sohn, Alexander,
errichtete dann ein gewaltiges Reich, das bis nach Indien, Zentralasien und Agypten
reichte.

In dieser historisch kurzen Zeit von nur wenigen Jahrzehnten erlebte Athen eine
kulturelle Hochbliite. Die Akropolis wurde errichtet, Praxiteles schuf Meisterwerke
der Bildhauerkunst, es entstanden die Biihnenwerke von Aristophanes, Sophokles
und Euripides, die noch heute aufgefiihrt werden. Sokrates, Platon und Aristoteles
begriindeten einfluBreiche Philosophenschulen. Der philosophische Idealismus, ins-
besondere der Platons, erreichte mit der Riickkehr der reaktioniren Sklavenhalter-
aristokratie an die Herrschaft Ubergewicht iiber die materialistischen Traditionen
der ionischen Naturphilosophie.

Die Platonische Ideenlehre und ihr EinfluB auf die Entwicklung
der Mathematik.

Platons Bekanntschaft mit der Mathematik riihrte aus der Zeit seines Aufenthaltes
bei Archytas her. Seitdem betrachtete Platon die Mathematik als das Beispiel einer
Wissenschaft, die ihre Ergebnisse durch bloBes Denken finden konne. Diese philo-
sophische Grundhaltung bedeutete einerseits eine Verstarkung der methodischen
Grundlage der Mathematik, die auf Definitionen und Voraussetzungen aufbauend
deduktiv ihre Beweise fiihrt. Sie bedeutete andererseits die Verstirkung des philo-
sophischen objektiven Idealismus. Platon legte beispielsweise in sei Dialog
»Staat* seinem ehemaligen Lehrer Sokrates die Worte in den Mund :

»Ich glaube nimlich, du weiBt bereits, daB die, die sich mit Geometrie und mit Rechnungen
und derartigem beschéftigen, das Gerade und das Ungerade und die Figuren der drei Arten
von Winkeln und anderes hiermit Verachwistertes bei jeder Untersuchung voraussetzen und
solches also, gerade als wiiBiten sie es, zu Voraussetzungen machen, dabei aber eben keinerlei
Rechenschaft weder sich selbst, noch einem anderen iiber diese Dinge, a]s wiren sie jedem
klar, zu geben fir nétig halten und, aus solchem dann ihren A h d, sofort
das iibrige durchgehen und zugestandenermaBen bei jenem enden, auf dessen Erwigung sie
ausgegangen waren ... Nicht wahr also, dann weiBt du auch, daB sie hierzu die sichtbaren
Formen anwenden und iber diese ihre Begrindungen vornehmen, indem sie dabei aber nicht
diese selbst im Sinne haben, sondern iiber jenes nachdenken, dem diese sichtbaren Formen
dhnlich sind, da sie ja um des Quadrates an und fiir sich willen die Begriindungen vornehmen
und um des Durchmessers an und fiir sich willen, nicht aber um dessentwillen, den sie eben
zeichnen, und ebenso auch bei den iibrigen Figuren jene einzelnen, die sie bilden und zeichnen,
wovon es auch Schatten und Abbilder im Wasser gibt, eben nur als Abbilder benutzen, weil
sie ja jene anderen an sich selbst seienden zu schauen suchen, die man wohl nicht in anderer
Weise als eben durch das Nachdenken schauen kann.* ([L 3.11], 8. 252—253)

Diese Stelle ist charakteristisch fiir Platons Ideenlehre. Hier zeigt sich die Fehlein-
schitzung der Abstraktionstitigkeit des menschlichen Denkens durch den Plato-
nischen objektiven Idealismus. Demnach ist jeder konkrete Gegenstand — Stuhl,
Schrift, ein gezeichnetes Dreieck — nur das schlechte, verderbte Abbild einer objek-
tiven Idee wie etwa ,,Stuhl®, ,,Schrift*, ,,Dreieck*. Bei der Idee ,,Dreieck* z. B. gilt
der Satz iiber die Winkelsumme wirklich, bei jedem aufgezeichneten Dreieck aber,
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dem schlechten Abklatsch der Idee, wird die Nachpriifung Abweichungen ergeben.
In Wahrheit ist es natiirlich so, daB das Denken die notwendigerweise bei der Zeich-
nung bewirkten Ungenauigkeiten als unwesentlich wegla8t (d. h. abstrahiert) um
zum Begriff ,,Dreieck* zu gelangen.

Dem menschlichen Denken kommt in Platons System dann nur die Aufgabe zu,
den Grad der Ubereinstimmung zwischen der erhabenen, vollkommenen Idee und
ihrem realen, kiimmerlichen Abklatsch festzustellen. In seinem philosophischen
System, das auch die Verachtung der Sklavenhalter fiir Arbeit und produktive
Titigkeit widerspiegelte, ist es nur folgerichtig, wenn aus der Mathematik alle
mechanischen Hilfsvorstellungen und Geridte verbannt wurden. So kam es, da8 die
griechisch-hellenistische Mathematik die Konstruktionshilfsmittel Zirkel und Lineal
betonte, soweit sie unter direktem EinfluB Platons stand. (Wihrend der helleni-
stischen Periode insbesondere sind auch komplizierte Kurven — Quadratrix, Kon-
choide, Kissoide — studiert worden, die iiber Zirkel und Lineal hinausgehende
Konstruktionshilfsmittel erfordern.)

Der restriktive EinfluB Platons ist direkt nachweisbar. Platon selbst sagte iiber den
Sinn und Zweck des Mathematiktreibens: Weil ,,die Kiinste (d. h. die handwerklichen
Fertigkeiten, Wg) ... simtlich niedrige Gewerbe* sind, miisse man ,,jene, die in dem
Staate an dem GroBten teilhaben sollen, dazu iiberreden, daB sie zur Rechenkunst
sich wenden*, und zwar

»,80 lange, bis sie zur Anschauung der Natur der Zahlen durch die Denktitigkeit selbst gelangt
sind, nicht um des Kaufens und Verkaufens willen wie Handelsleute und Kramer sie betreiben,
sondern um des Krieges willen und darum, daB die Seele selbst eine Erleichterung finde und
von dem Werden hinweg zur Wahrheit und zur Wesenheit hiniibergewendet werde.* ([L 3.11],
S. 269)

AufschluBreich ist ferner u.a. ein Bericht des rémischen Historikers Plutarchus
iiber die Ansicht Platons zur Verwendung mechanischer mathematischer Hilfsmittel
(auBer Zirkel und Lineal).

»,Platon selbst tadelte die Leute um Eudoxos und Archytas und Menaichmos, weil sie es
unternommen hatten, die Wiirfelverdoppelung auf mechanische Einrichtungen zuriickzufiih-
ren, wie wenn es nicht méglich wire, fiir den, der es iiberhaupt versucht, rein theoretisch zwei
mittlere Proportionalen zu finden. Dadurch wird nimlich das Gute an der Geometrie zugrunde
gerichtet und zerstért, indem diese sich wieder zum Sinnlichen zuriickwendet, statt sich nach
oben zu erheben und die ewigen, unkorperlichen Bilder zu erf bei denen verweilend Gott
ewig Gott ist." (In der Interpretation von van der Waerden, [L 3.14], S. 267/268)

Unverkennbar hat die Platonische Auffassung die Verwendung der Mathematik im
Produktionsproze gehemmt oder da, wo sie eintrat, abgewertet. Doch kann bei
aller historisch-kritischen Distanz gegeniiber der Rolle des objektiven Idealismus fiir
die Entwicklungsgeschichte der Mathematik kein Zweifel daran bestehen, da8 die
hohe Wertschiitzung der Mathematik durch Platon und die Platonische Schule — der
Uberlieferung nach habe iiber dem Eingang zur Akademie der Satz gestanden, kein
der Mathematik Unkundiger mége dort eintreten — zur Durchbildung, Weiterent-
wicklung und Tradierung gerade der auf héchstem theoretischem Niveau betriebenen
Wissenschaft Mathematik Entscheidendes heigetragen hat.
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Die geometrische Algebra

Auf diesem allgemeinen Hintergrund begann die Suche nach Mitteln, die inneren
Schwierigkeiten der Mathematik dieser Zeit zu iiberwinden: Es existieren zueinander
inkommensurable Strecken, man kann sie konstruieren. Aber es gibt keine natiirliche
Zahl und kein Verhiltnis von Zahlen, das ein arithmetisches Aquivalent des geo-
metrischen Objekts sein kénnte (Anm. 3.7).

Ein Ausweg aus diesem inneren Widerspruch hitte die Herausarbeitung des
Begriffs der irrationalen Zahl sein kénnen. Doch wurde dieser Weg in der Antike
nicht beschritten, da Grenziiberginge in allgemeiner Form damals begrifflich noch
nicht gemeistert wurden. So schritt die antike Mathematik vielmehr in einer anderen
Richtung voran, durch die Herausarbeitung der sog. Methode der ,,geometrischen
Algebra“. Der didnische Mathematiker und Mathematikhistoriker Zeuthen hat 1886
diesen Typ von Mathematik, der algebraische Probleme mittels geometrischer Kon-
struktionen behandelt, mit dieser Bezeichnung recht treffend charackterisiert.
(Anm. 3.8)

o X Abb.3.9. Flichenanlegung zur Lésung einer
linearen Gleichung

c

Einige Beispiele werden das Wesen der geometrischen Algebra verdeutlichen. So
tritt der durch die Beziehung )_': ab, = a Z b, mit E’ b, = b bezeichnete Sachverhalt
in der Sprechweise der geomemschen Algebra folgendermaﬂen auf:

»»Hat man zwei Strecken und teilt die eine von ihnen in beliebig viele Abschnitte, so ist das
Rechteck aus den beiden Strecken den Rechtecken aus der ungeteilten Strecke und allen
einzelnen Abschnitten zusammen gleich.** ([L 3.4), I, S. 34)

Die binomische Formel (a + b)? = a% + 2ab + b2 erscheint in der Gestalt:

»Teilt man eine Strecke, wie es gerade trifft, so ist das Quadrat Giber der ganzen Strecke den
Quadraten iiber den Abschni und zweimal dem Rechteck aus den Abschnitten zusammen
gleich.** ([L 3.4], I, S. 35)

Die sog. Methode der ,,Flichenanlegung* erfiillte den spezifischen Zweck, Glei-
chungen aufzuldsen; sie ist das Kernstiick der geometrischen Algebra. Der einfachste
Fall besteht in der Aufgabe, an eine gegebene Strecke ¢ in Form eines Rechteckes
eine Fliche anzutragen, die flichengleich ist mit einem vorgegebenen Rechteck der
Fliche a - b. Die Losung der Aufgabe erfolgt durch die Konstruktion in Abb. 3.9;
sie ist offenbar identisch mit der Losung der Gleichunga - b = ¢ - z in der Variablen .

Nichtlineare Gleichungen erfordern Flichenanlegungen, bei denen die zu kon-
struierende Fliche einen Flicheninhalt besitzt, der um eine gegebene Fliche kleiner
oder gréBer als eine vorgegebene Fliche ist : Flichenanlegung mit Defekt bzw. Uber-
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schuB. Diese Fille entsprechen der Auflésung des Gleichungssystems vom Typ
z-y=F,z+y=2abzw.z-y=F,z — y = 2a.

Auch terminologische Fragen sind interessant: Das griechische Wort ,,parabolé*
(urspriinglich: danebenwerfen, danebenlegen) erhielt die Bedeutung des Fachaus-
druckes fiir Flichenanlegung. Die Worte ,,élleipsis und ,,hyperbolé” bedeuten
Defekt (Mangel) bzw. Exze8 (UberschuB). Demnach liegt die normale parabolé
zwischen der Flichenanlegung mit élleipsis bzw. der Flichenanlegung mit hyperbolé.
Aus diesem Sachverhalt erwuchs spiter, endgiiltig bei Apollonios in dessen Kegel-
schnittslehre, der Gebrauch der Worte Ellipse, Parabel, Hyperbel.

Die folgende Ubersicht unterrichtet iiber die in den ,,Elementen* des Euklid
mittels geometrischer Algebra behandelten Typen quadratischer Gleichungen:

Goldener Schitt Gleichung 22 = a(a — z) Buch II, 6
Einfache Flichenanlegung Mittlere Proportionale Buch VI, 5
(parabolisch) Gleichung 22 = F =a - b

(Elliptische) Flichenanlegung Gleichungssystem Buch VI, 8
mit Defekt z-y=F, z+y=2a

bzw. Gleichung (22 — z) = F

(Hyperbolische) Flichen- Gleichungssystem Buch VI, 9
anlegung mit Exze8 z-y=F, r—y=2a

bzw. Gleichung x(z — 2a) = F

Theodoros von Kyrene

Historisch gesehen tritt uns die geometrische Algebra als erfolgreicher KompromiB8
im Umgang mit irrationalen GréBen entgegen, der den Fortbestand der griechisch-
hellenistischen Mathematik ermdglicht hat. Die entscheidenden Leistungen zur
Durchbildung und Ausformung der geometrischen Algebra wurden von drei Mathe-
matikern vollbracht, die, ankniipfend an Ergebnisse der Pythagoreer, der Plato-
nischen Schule nahestanden oder aus ihr hervorgegangen sind, von Theodoros von
Kyrene, von Theaitetos und von Eudoxos von Knidos.

Platon 1Bt im Dialog ,,Theaitetos* den schon betagten Theodoros mit dem hoch-
begabten Jiingling Theaitetos zusammentreffen. Die Szene spielte im Jahre 399 in
Athen. Das Thema des Dialogs ist das Problem der Irrationalititen.

. Theodoros hier zeichnete uns etwas aus der Lehre von den Quadraten und bewies fiir die
Quadrate von drei und fiinf FuB Inhalt, daB die der Seitenlinge nach dem Quadrate von einem

FuB Inhalt nicht kommensurabel seien, und so zog er jedes einzelne heran bis zum siebzehn-
fiiBigen Quadrat. Bei diesem hielt er zufdllig inne.* ([L 3.10], S. 117)

Diese Stelle verdeutlicht: Theodoros bewies, modern formuliert, da8 ]/§, ]/g, ceey }/ﬁ

irrationale Zahlen sind. Die Passage gibt aber keine sichere Auskunft, wie der Beweis
gefithrt wurde. Eine geistreiche Vermutung von Anderhub erklirt es, wieso Theodoros

gerade bei Vﬁendet-e. Seine Methode bestand demnach aus einer fortgesetzten An-
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wendung des Satzes von Pythagoras zur Konstruktion der Strecken mit den Lingen
¥3,75, ..., Y17 und dann in der Anwendung der Methode der Wechselwegnahme.
Aus der Zeichnung wird sofort klar, warum Theodoros bei Vﬁ aufhorte (Abb. 3.10).

Abb. 3.10. Konstruktion zum schrittweisen Nachweis
der Irrationialitidt von }/5, ¥s5, ... V17

Theaitetos und die Klassifizierung der quadratischen Irrationalititen

Nachdem der éltere Theodoros seinen Bericht gegeben hat, liBt Platon den jungen
Theaitetos (Anm. 3.9) eine Grundidee vortragen:

,,Nun fiel es uns (Theai und einem and athenischen Jiingling, Wg) bei, da ja die
Quadrate in ihrer Menge unendlich schienen, zu versuchen, sie in einem gemeinsamen Begriffe
zusammenzufassen, um mit ihm all diese Quadrate bezeichnen zu kénnen ... Alle Zahlen
schieden wir in zwei Klassen: in solche, die dem Produkt aus gleichen Zahlen entsprechen;
sie verglichen wir nach ihrer Gestalt mit dem Quadrat und nannten sie quadratisch und gleich-
seitig ... Die Zahlen dazwischen aber, zu denen die Drei und die Fiinf und jede gehért, die dem
Produkt aus gleichen Zahlen nicht entsprechen kann, sondern dem Vielfachen einer groSeren
Zsahl und einer kleineren oder einer kleineren und einer groBeren, so da8 in ihrer Darstellung
immer eine groBere und eine kleinere sie umschlieBt, verglichen wir mit der lénglichen Gestalt
des Rechtecks und nannten sie oblonge Zahlen ... Alle Linien, die ein nach Seiten und Flichen
k bles Quadrat bilden, besti wir als Lingen; die aber ein ungleichseitiges
Vieleck bilden, als solche Quadrate, die an Liinge mit jenen nicht kommensurabel sind, jedoch
der Fliche nach, deren Quadrat sie bilden. Und mit den Kubikzahlen ist es auch @hnlich.*
([L 3.10}, S. 117/118).

Uber die Angabe spezieller Fille irrationaler Streckenlingen durch Theodoros hinaus-
gehend wurde demnach eine prinzipielle Einteilung getroffen, die zwei Klassen von
Irrationalititen erfaBte: Diejenigen Strecken, die ein Quadrat erzeugen, dessen
Flicheninhalt zwar eine ganze Zahl, jedoch keine Quadratzahl ist, haben kein ge-
meinsames MaB mit der Lingeneinheit ; sie sind inkommensurabel zu 1. Entsprechen-
des gilt fiir den Raum.

Dieser Teil des Dialoges war zugleich eine Art Programm zum umfassenden Stu-
dium der Irrationalititen. Man kann mit groBer Sicherheit annehmen, da8 dies noch
von Theaitetos selbst durchgefiihrt worden ist; seine Ergebnisse bilden den Inhalt
des Buches X der ,,Elemente. Buch X ist auch fiir einen heutigen Mathematiker
sehr schwierig, zumal dort die komplizierten arithmetisch-algebraischen Sachverhalte
der Klassifizierung gewisser Typen von Irrationalititen in geometrischer Form vor-
genommen werden und das alles ohne den Gebrauch von Formeln und Symbolen.
Benutzt man die moderne Sprechweise, so wird dort die Kommensurabilitit von
Strecken als eine Aquivalenzrelation behandelt. Dann werden verschiedene Typen
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von Irrationalititen behandelt, die auf die Untersuchung von Wurzelschachtelungen

hinauslaufen, etwa vom Typ V}/Z-l- VB. Ferner werden — alles dies durch geo-
metrische Konstruktionen! — Identititen bewiesen, die in heutiger Symbolik

V'/—-—/—'_V]/Z-i-[/a—b l/Va—}/a—b
at)b= +
2 2
= =0 1/t b a—b
VVaj:]/a b—l/—2 j:‘/ 5
entsprechen.

In engem AnschluB an Buch X werden im Buch XIII Ergebnisse iiber spezielle
Klassen quadratischer Irrationalititen auf das Studium regulirer Polyeder ange-
wendet. Das Buch XIII endet mit dem Nachweis, daB es genau fiinf regulire Polyeder
gibt: Wiirfel, Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Ubrigens wurden sie
nach Platon benannt, weil er sie in seinem Dialog ,,Timaios* als Grundform der
Elemente bezeichnet hatte: Platon ordnete den Wiirfel der Erde, das Oktaeder der
Luft, das Tetraeder dem Feuer und das Ikosaeder dem Wasser zu; der Weltschépfer
habe dabei die Welt in Form eines Dodekaeders angelegt (Abb. 3.11). Das mathe-

matische Hauptwerk der Antike verbindet sich also mit einer weltanschaulichen
Aussage.

und

\ /1
/A [H) &

Abb. 3.11. Die fiinf reguliren Polyeder, die Platonischen Weltkorper

Eudoxos von Knidos

Nach Theodoros und Theaitetos stand noch immer die arithmetische Bewiltigung
des Problems der Irrationalitéiten aus; sie wurde von Eudoxos geleistet.

Eudoxos von Knidos war ohne Zweifel der bedeutendste Mathematiker seiner
Zeit. Dariiber hinaus hatte er sich auch als Astronom, Rhetor, Arzt und Geograph
ausgezeichnet. Im Scherz nannten ihn seine Freunde Eudoxos, den Beriihmten.

Eudoxos schuf eine GréBenlehre, die auch irrationale Gré8en einbezog, allerdings
ohne explizit bis zum Begriff der Irrationalzahl vorstoBen zu konnen. War bisher
der Begriff der Proportion an die Voraussetzung gebunden, daB die im Verhaltnis
stehenden Zahlen ein gemeinsames MaB besitzen, so befreite sich Eudoxos in einem
kithnen gedanklichen Schritt von dieser Einschrinkung und definierte:

»»Man sagt, daB GréBen in demselben Verhiltnis stchen, die erste zur zweiten wie die dritte
zur vierten, wenn bei beliebiger Vervielfiltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten
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den Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise entsprechend genommen,
entweder zugleich groBer oder zugleich gleich oder zugleich kleiner sind. ,,... die dasselbe
Verhiiltnis habenden GréBen sollen in Proportionen stehend heifien.* ([3.4], 11, S. 17)
Verwendet man die uns vertraute Formelschreibweise, so heiBt dies: Wenn a : b
= ¢ :d, dann folgt fiir beliebiges natiirliches m,n = 1: Aus na > mb folgt stets
ne > md, aus na = mb folgt stets nc = md, und aus na < mb folgt stets nc < md.

Diese Definition der Proportion bhenétigt keinerlei Voraussetzungen iiber die
Kommensurabilitit der GroBen. Zugleich ist sie geeignet, alle bekannten Sétze iiber
Proportionen beweisen zu kénnen — eine Leistung, die es in weiteren Sitzen ge-
stattet, die Verbindung zwischen der geometrischen Algebra, der Proportionenlehre,
der Ahnlichkeitslehre einerseits und einer das Inkommensurable, Irrationale um-
fassenden GroBenlehre andererseits in mathematisch korrekter Weise herzustellen.
Dieses Ergebnis von Eudoxos ist in das Buch V der ,,Elemente* eingegangen.

Auf dieser neugewonnenen sicheren Basis konnte sich die Mathematik wahrend
der niichsten Periode zu einer staunenswerten Hohe entfalten. Doch war es noch
ein weiter Weg bis zum exakten Begriff der Irrationalzahl.
hang damit hat Eudoxos bei der Grundlegung einer
Art Analysis Pionierarbeit geleistet. Seine Methode erhielt im 17. Jh., wihrend der
Suche nach weitreichenden infinitesimalen Methoden, den etwas ungliicklichen
Namen ,,Exhaustionsverfahren‘ (lat. exhaurire, ausschopfen). Ihr liegt die Vor-
stellung zugrunde, etwa den Flicheninhalt krummlinig begrenzter Figuren durch
Ein- bzw. Umbeschreiben von Polygonen annihern zu kénnen, und zwar im Sinne
beliebig guter, ,,erschépfender Anniherung. Eudoxos stiitzte sich bei der als ,,geo-
metrische Analysis* zu bezeichnenden Methode auf einen Satz, der die beliebig gute
Annéherung an eine zu messende GroBe fixiert. Dieser tritt in Buch X der ,,Elemente*
auf; Beispiele zur Exhaustion von Flichen und Kérpern — u.a. Kreis, Kegel,
Kugel — werden dann in Buch XII behandelt. Der Satz lautet:

Im ittelbaren Zusa

»Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher (gleichartiger) Gré8en von der groBeren ein
Stiick groBer als die Hilfte weg und vom Rest ein Stiick groBer als die Hilfte und wiederholt
dies immer, dann muf} einmal eine GréBe iibrig bleiben, dic kleiner als die kleinere Ausgangs-
groBe ist. ([L 3.4], IV, S. 1)

Diesem Satz und der Eudoxischen GriBenlehre liegt ein Axiom oder Postulat zu-
grunde, dem spiiter Archimedes unter Berufung auf Eudoxos die folgende Fassung
gab:

.»Die groBere von zwei gegebenen GroBen, sei es Linie, Fliche oder Korper, iiberragt die kieinere

um eine Differenz, die, geniigend oft vervielfacht, jede der beiden gegebenen GroB8en iiber-
trifft. (L 3.2, S.9

Ein Beispiel soll zeigen, wie Eudoxos von dem ,,MeBbarkeitssatz‘‘ Gebrauch machte;
dazu sei die Berechnung der Kreisfliche aus dem Buch XII der ,,Elemente* gewihlt.
Der Sachverhalt wird, wie schon bei Hippokrates, so formuliert: ,,Kreise verhalten
sich zueinander wie die Quadrate iiber den Durchmessern.*

Zwei Kreisen mit den Flichen f und F und den Durchmessern d und D werden
dhnliche regelmiBige Vielecke mit den Flichen f, bzw. F, einbeschrieben. Dann ist
fa < fund F, < F. Da sich, nach einem vorher bewiesenen Satz, dhnliche Vielecke in
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Kreisen verhalten wie die Quadrate iiber den Durchmessern, hat man f, : F, = d%: D2,
Angenommen, f wire nicht proportional d?, sondern etwa d?: D2 = (f — ¢): F,d. h.
fa: Fy=(f — ¢) : F, wobei ¢ eine Fliche nicht gré8er als das einbeschriebene Quadrat
/s bedeutet, dann kénnte man durch geniigende Verdoppelung der Ecl hl »
erreichen, daB f, > f — ¢ wird, im Widerspruch zu f, < f. Genauso widerlegt man
die andere bei Nichtproportionalitit mégliche Beziehung f,: F, = f: (F — §). Also
muB der Satz als richtig angenommen werden.

Mit diesen Ansitzen zur Behandlung von geometrisch existierenden Grenzwerten,
die auf einem exakten, indirekten Beweis durch ,,Ausschopfung® beruhen, schuf
Eudoxos gedankliche Mglichkeiten, die bereits in der darauffolgenden hellenistischen
Periode der antiken Mathematik, insbesondere bei Archimedes, ihre Fruchtbarkeit
offenbaren und noch bis weit in die Mathematik der Neuzeit hineinreichen sollten.
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Hellenistische Periode

Die Zeit vom Regierungsantritt (336 v.u.Z.) Alexander des GroBen bis zur Eroberung
Agyptens durch die Romer (30 v. u. Z.) war durch weitreichende Anderungen des
gesellschaftlich-politischen Lebens gekennzeichnet, durch bedeutende neue Er-
rungenschaften der Produktionstechnik, des Militirwesens und des Bauwesens sowie
durch eine Ausweitung der Handelstatigkeit auf einem fiir die damaligen Verhdltnisse
riesigen Territorium, das Mazedonien, Griechenland, Klein- und Mittelasien, Siid-
und Westeuropa, Nordafrika und Teile Indiens umfaBte.

Insbesondere spricht man auch von einer Kultur und Wissenschaft des Hellenis-
mus. Sie entstand durch Verschmelzung und Durchdringung der kulturell-wissen-
schaftlichen Ergebnisse der Griechen (d. h. der Hellenen) mit den verschiedenen
Kulturen der Vélker jenes groBen Territoriums; so war der Mazedone Alexander
durch seinen griechischen Lehrer und Erzieher, den Philosophen Aristoteles, in den
Traditionen der griechischen Wi haft aufg h Die hellenistische Kultur
und Wissenschaft blieb bestimmend in den aus Alexanders GroBreich hervorgegan-
genen Nachfolgestaaten und wirkte bis weit in die Zeit des romischen Imperiums
hinein. Die Mathematik jener Zeit bildete einen integrierenden Bestandteil der
hellenistischen Kultur und Wissenschaft und léste sich, wie andere Wissenschaften
auch, aus der Philosophie heraus.

Alexandria. Das Museion

An giinstiger Stelle, an der Miindung eines Nilarmes, war im Jahre 331 v.u. Z.
eine der vielen ,,Alexanderstidte gegriindet worden, die noch heute Alexanders
Namen trigt : Alexandria in Agypten. Sie wurde zur Hauptstadt des Ptolemierreiches,
des bedeutendsten der Nachfolgestaaten des Alexanderreiches, der von Alexanders
Tod bis zum Tode Cleopatras, der letzten Konigin, auf dem Territorium Agyptens
Bestand hatte. Alexandria wurde das wissenschaftlich-kulturelle Zentrum der Welt
des Hellenismus und der Romerzeit. In Athen gab es die Platonische Akademie, das
Lyzeum des Aristoteles und den sog. Garten des materialistischen Philosophen
Epikur — aber Alexandria besaB das Museion. Es handelte sich hierbei um das erste
staatlich gegriindete und unterhaltene Forschungs- und Lehrzentrum iiberhaupt,
mit Horsilen, Arbeits- und Speiseriumen, mit einer dazugehérigen ganz auBer-
ordentlichen Bibliothek von ca. 400000 Papyrusrollen (die in spiteren kriegerischen
Auseinandersetzungen mit den Romern vernichtet wurde), mit Sternwarte, bota-
nischen und zoologischen Giirten. Kopisten waren angestellt, um die Biicher zu
vervielfiltigen.

Von rund 300 v. u. Z. bis rund 150 u. Z., also nahezu ein halbes Jahrtausend,
haben die bedeutendsten damaligen Wissenschaftler mit dem Museion und Alexandria
in Verbindung gestanden. Viele wirkten dort oder hatten dort studiert. Dies trifft
auch auf die Mathematiker der hellenistischen Periode, u.a. auf Euklid, Era-
tosthenes, Archimedes, Apollonios, Heron, Ptolemaios, Diophantos zu.
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Euklid von Alexandria

Von Euklid stammt das zweifellos erfolgreichste mathematische Buch der Welt-
geschichte, die ,,El te (Abb. 4.1). Mehr als zwei Jahrtausende, in England bis
in die jiingste Vergangenheit hinein, hat man nach den ,,Elementen” Geometrie
unterrichtet. Von seinem Autor dagegen weiB man wenig, nicht einmal seinen
Geburtsort. Es diirfte nur feststehen, daB er in Alexandria gewirkt hat und dort
um 300 (die Datierungen schwanken) v. u. Z. die ,,Elemente* niedergeschrieben hat.

Die ,,Elemente* (griech. stoicheia) waren nicht, wie der Titel vermuten lassen
konnte, fiir Anfinger bestimmt, sondern fiir Lernende auf fortgeschrittenem Niveau
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(Anm. 4.1), Fast die gesamte damalige Mathematik wurde dort zusammengefaGt.
Jedoch fehlte, ganz im Sinne Platons, der Bezug auf die Anwendungen der Mathe-
matik.

Die ,,Elemente‘‘ bestehen aus 13 Biichern. In spiterer Zeit sind noch zwei weitere
Biicher hinzugekommen, Buch XIV von Hypsikles (2. Jh. v.u. Z.) und Buch XV,
vermutlich von Damaskios (5. Jh. u. Z.). Die Tabelle informiert zusammenfassend
iiber Inhalt und Ursprung der einzelnen Biicher der ,,Elemente‘ von Euklid.

Buch Inhalt Inhaltlich her-
rithrend von
I Vom Punkt bis zum pythagoreischen
Lehrsatz -
—_ ] )
11 Geometrische Algebra § o
g £E3
11 ] Kreislehre o &S
: 59
v e, Ein- und umbeschriebene regelmiSige 2 2 ‘f;’.
23 Vielecke SE&
a3
v Gl Ausdehnung der GroBenlehre auf Eudoxos
Irrationalititen
VI Proportionen, Anwendung auf Planimetrie | ?
VII o 5 Teilbarkeitslehre, Primzahlen .
-1 ]
=]
VIII E: g Quadrat- und Kubikzahlen, geometrische §
© Reihen 4
— =5 -
IX 23 Lehre von Gerade und Ungerade &'
X R Klassen quadratischer Irrationalitdten, Theaitetos
rodg .
EaER Flichenlegungen
XI - |Elementare Stereometrie ionische Periode
XI1 Exhaustionsmethode: Pyramide, Kegel, Eudoxos
] Kugel
— o €
XIII a2 Regulire Polyeder Theaitetos

Aufbau der ,,Elemente**

Euklid baut sein groBartiges Lehrwerk auf Definitionen, Postulaten und Axiomen
auf; es folgen Lehrsitze mit Beweisen, Problemstellungen und Hilfssitze.

Die Definitionen der Grundelemente der (Geometrie — Punkt, Linie, Strecke,
Fliche — sind anschaulicher, beschreibender Art. So heiBt es etwa:

»Ein Punkt ist, was keine Teile hat". ,,Eine Linie (ist) breitenlose Liinge‘. ,,Eine Grenze ist
das, worin etwas endet.* ([L 4.5], 1, 8. 1)
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Dies sind nicht eigentlich Definitionen, sondern Beschreibungen. Wer z. B. noch
nicht den Begriff des Punktes aus der Anschauung mittels Abstraktion gewonnen
hat, kann ihn aus dieser Definition auch nicht erwerben. Die weitaus groB8ere Zahl
der Definitionen aber ist durchaus streng; Eigenschaften werden maBgebend fiir die
Definition. Beispielsweise:

,»Von den vierseitigen (geradlinigen) Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und recht-

winklig ist. ,,Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man
sie nach beiden Seiten ins unendliche verlingert, auf keiner einander treffen.* ([L 4.5], I, S. 2)

Dann folgen fiinf Postulate (heute allerdings werden Postulat und Axiom als weit-
gehend synonym verstanden). Sie sind geometrische Festlegungen. In den ersten
drei wird postuliert, daB man jeden Punkt mit jedem durch eine Strecke verbinden,
jede begrenzte Linie geradlinig zusammenhingend verlingern und Kreise mit be-
liebigem Radius und Mittelpunkt schlagen darf. Dadurch werden die Konstruktions-
hilfsmittel, ganz im Sinne Platons, auf Zirkel und Lineal fixiert. Das vierte Postulat
legt fest, daB alle rechten Winkel gleich sind. Das fiinfte postuliert (Abb. 4.2),

,,daB, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daB innen auf
derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei
geraden Linien bei Verlingerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.* ([L 4.5), I, S. 3)

Abb. 4.2. Zur urspriinglichen Fassung des sog. Parallelen-
postulats

Mit diesem Postulat ist die Existenz hochstens einer Parallelen (immer zu einer vor-
gegebenen Gerade durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt) fixiert; die Existenz
wenigstens einer Parallelen wird von Euklid bewiesen. Damit ist die Existenz genau
einer Parallelen gesichert.

Das fiinfte Postulat erhielt wegen dieses Zusammenhanges spiter die Bezeichnung
,,Parallelenpostulat* (oder sogar Parallelenaxiom). Es wurde bereits in der Antike
viel diskutiert, weil es nicht dasselbe MaB an Selbstverstindlichkeit und Anschaulich-
keit zu besitzen schien wie die anderen vier. Man hat daher schon in der Antike ver-
sucht, dieses Postulat als Theorem zu verstehen, es also zu beweisen. Man wei8 seit
der Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie, daB dies nicht mdoglich ist; um so
mehr ist der Weitblick von Euklid zu bewundern.

Ubrigens gibt es bei Euklid noch keine Axiome oder Postulate der Anordnung;
diese werden anschaulich implizit gebraucht. Hier schuf erst Pasch im 19. Jh. be-
griffliche Klarheit.

Den fiinf geometrischen Postulaten folgen bei Euklid logische Axiome; sie stehen
ganz deutlich unter dem Eindruck der etwa zur gleichen Zeit durch Aristoteles voll-



68 Vorlesung 4

zogenen Durchbildung der formalen Logik. In spiteren Texteditionen treten neun
Axiome auf; von Euklid selbst stammen die folgenden:

,»Was demselben gleich ist, ist auch unter einander gleich." ,,Wenn Gleichem Gleiches hinzu-
gefiigt wird, sind die Ganzen gleich.* ,,Die Doppelten (Halben) von demselben sind einander
gleich.* ,,Was einander deckt, ist einander gleich.* (Dieses Axiom ist Grundlage der Kongruenz-
geometrie.) ,,Das Ganze ist groBer als der Teil.* ([L 4.5}, 1, 8. 3)

Euklid als Forscher

Tritt uns Euklid in den ,,Elementen‘‘ als ein vorziiglicher Systematiker bekannten
mathematischen Stoffes entgegen, so hinterlieB er auch eine ganze Reihe eigen-
stindiger Forschungsergebnisse. Einige dieser Abhandlungen sind allerdings nur dem
Thema nach bekannt, andere sind nur in arabischer Ubersetzung erhalten geblieben.
Es seien wenigstens einige Titel genannt:

,sUber die Zerlegung von Figuren®, ,,Porismen* (d. h. Sitze, mit denen man etwas
,finden* kann), ,,Pseudaria* (Uber Trugschliisse). Die ,,Ded ‘“ (Gegebenheiten)
untersuchen, welche Teile einer Figur und deren Beziehungen — GroBe, Lage usw. —
bestimmt sind, wenn andere Teile nach GroSe, Lage usw. vorgegeben sind. Eine
Kegelschnittslehre Euklids in vier Biichern ist verlorengegangen, da sie durch die
spitere und ausfiihrlichere des Apollonios verdringt wurde. Ferner gibt es Schriften
von Euklid zur mathematischen Physik, ,,Optika* (Perspektive), ,, Katoptrika*
(Spiegelbilder), ,,Sectio Canonis“ (Musiktheorie), ,, Phainomena‘ (theoretische
Astronomie, Sphirik).

Insgesamt hat Euklid damit den gesamten mathematischen Lehrstoff, wie er in
der platonischen Schule vorgeschrieben war, zusammengefa8t.

Archimedes als Mathematiker

Mit Archimedes erreichte die Mathematik der Antike ihren Hohepunkt. Sein Ge-
dankenreichtum auf allen Gebieten der Math. tik, in Astronomie, Hydrostatik,
Mechanik und Technik verlieh ihm schon in der Antike ein hohes Ansehen, noch ge-
steigert durch die Erfindung duBerst wirkungsvoller Verteidigungswaffen, mit deren
Hilfe seine Vaterstadt Syracus auf Sizilien den rémischen Belagerern zwei Jahre
Widerstand leisten konnte.

Seine zahlreichen Abhandlungen weisen ihn als einen tiefgriindigen originellen
Denker im Bereich der Mathematik aus und zugleich als Begriinder der mathema-
tischen Physik.

In der,,Quadratur der Parabel* gelingt Archimedes die exakte Flichenberechnung
eines Parabelsegments, indem er eine unendliche geometrische Reihe summiert.
Nach Ergebnis und Methode rechnen wir dies heute zur Integralrechnung. ,,Uber
Kugel und Zylinder*, ,,Uber Konoide und Sphiroide** beschiftigen sich u.a. mit
der Inhaltsbestimmung von Bogenlingen, Oberfliche und Volumen der Kugel und
ihren Segmenten und Sektoren, mit Rotationsellipsoiden und Rotationshyperboloiden
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sowie den Schwerpunkten dieser Flichen und Kérper. ,,Uber Spiralen* studiert
Flichenverhiltnisse an der nach Archimedes benannten Spirale. Andere Schriften,
u. a. ,,Das Buch der Lemmata®, ,,Die Konstruktion des reguliren Siebenecks' und
,,Uber halbregelmiBige Korper sind teilweise oder ganz verlorengegangen oder nur
in arabischer Ubersetzung erhalten geblieben. Bedeutsam ist ,,Die Sandzahl* (oder
,»Der Sandrechner), in der alle Zahlen bis A" mit 4 = (108)!*" eine Benennung
erhalten und die unbegrenzte Fortsetzbarkeit der Zahlenreihe ausgesprochen wird.
In der nur teilweise erhaltenen ,,Kreisrechnung‘ findet Archimedes die Abschatzung

322 3—.
n<"<°%

Im engeren Sinne physikalischen Inhaltes sind die Abhandlungen ,,Uber das Gleich-
gewicht ebener Flichen oder iiber den Schwerpunkt ebener Flichen®, ,,Uber schwim-
mende Korper”, ,,Uber den Brennspiegel“ (verloren).

Man hat sich lange gefragt, wie es Archimedes méglich war, eine solche Fiille
komplizierter Probleme zu lsen. Eine erst im Jahre 1906 wiederaufgefundene Ab-
handlung, die sog. ,,Methodenlehre* (Methode der mechanisch herleitbaren Sitze)
gibt dariiber Auskunft: Archimedes hat durch mechanisch-physikalische Uber-
legungen und Anaslogien den Inhalt der Sitze gefunden und dann erst den exakten
mathematischen Beweis ausgearbeitet. Archimedes sagt:

,-Ich bin ... iberzeugt, daB die Methode nicht weniger niitzlich ist zum Beweis der Theoreme
selbst. Denn Einiges von dem, was mir auf ,mechanische' Weise klar wurde, wurde spéter auf
geometrische Art bewiesen, weil die Betrachtungsweise dieser (,mechanischen‘) Art der (stren-
gen) Beweiskraft entbehrt. Denn es ist leichter, den Beweis zustande zu bringen, wenn man
schon vorgreifend durch die ,mechanische' Weise einen Begriff von der Sache gewonnen hat,
als ohne eine derartige Vorkenntnis.

Deshalb wird man einen nicht geringen Verdienstanteil an der Entdeckung jener Theoreme,
fiir die Eudoxos zuerst den Beweis fand — iiber Kegel und Pyramide, da8 der Kegel der 3. Teil
des Zylinders und die Pyramide der 3. Teil des Prismas mit derselben Basis und Hohe ist —,
dem Demokritos zubilligen miissen, der die Sitze iiber diese Figuren aussprach, wenn auch
ohne Beweis. ([LA 1], S. 56)

In der ,,Methodenlehre findet Archimedes auf Grund mechanischer Erwigungen,
indem er das Parabelsegment als mit Masse behaftet gedanklich am Waagbalken
aufhiingt und auswiegt, den Flicheninhalt des Segments. Der strenge mathematische
Beweis ist in der Abhandlung ,,Quadratur der Parabel® enthalten. Dort betont
Archimedes mit Recht, es handele sich um ein Problem,

,-das bisher noch nicht, jetzt aber durch mich in Angriff genommen worden ist; und zwar habe
ich die Losung zuerst durch Methoden der Mechanik gefunden, alsdann durch Methoden der
reinen Geometrie ... Ich zeige nimlich, daB der Inhalt jedes Parabelsegments ein Drittel
groBer ist, als das Dreieck, das mit ihm gleiche Grundlinie und Héhe hat.* ([L 4.2], S. 7)

Beim strengen Beweis fithrt Archimedes zunichst eine Reihensummation durch:
,»In einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten % ist die um den dritten Teil des kleinsten

Gliedes vermehrte Summe aller Glieder % mal so groB wie das groBte'. ([L 4.2], S. 26)
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Sind a, b, ¢, d, ¢, ... Glieder der Reihe, dann ist
4

1 1 1 4 1
b4 —p— =—a, —c¢c=—c=—>0,...
t3b=3t=3® cFf3°c=3°"3
Durch Addition folgt
bteotdtetrbttetrtatrtectatbteta.
3 3 3 3 3
. 1 1 1 . "
Indem man a addiert und 3 b, 3 c, 3 d subtrahiert, erhilt man

a+b+c+d+e+%e=%a q.e.d.

Natiirlich tritt bei Archimedes das Wort ,,Summe einer unendlichen Reihe‘ nicht
auf. Und doch ist es dem Wesen der Sache nach eine echte Grenzwertbestimmung
einer Folge von Partialsummen, der sich von einer endlichen Gr6Be um weniger als

Abb. 4.3. Zur Quadratur eines Parabel-

¢ segmentes durch Archimedes

eine beliebig kleine GroBe unterscheidet. Glanzvoller noch ist der eigentliche Beweis:
Dem Parabelsegment (Abb. 4.3) iiber AC wird das Dreieck ABC einbeschrieben:
H halbiert AC, HB ist parallel zur Achse der Parabel. Durch 4B und BC werden
wieder Parabelsegmente abgeschnitten, auf sie wird das Verfahren wieder ange-
wendet ; man erhilt die Dreiecke ADB und BCE. Aus den Eigenschaften der Parabel
folgt, daB A\ ABC viermal so groB ist wie die Summe dieser beiden Dreiecke. Nach
dem nichsten Schritt erhdlt man vier Dreiecke, deren Summe ein Viertel der Flichen-
inhalte der beiden vorigen ausmacht, usw.

Angenommen, der Satz wiire falsch, dann miiBte der Flicheninhalt des Segmentes

entweder groBer oder kleiner als % des Flicheninhaltes K vom Dreieck ABC sein.

Es sei zuniichst Segment > il /\ vorausgesetzt. Bei dem Verfahren der einzu-
beschreibenden Dreiecke 3

,,wird es moglich sein, ... soweit fortzuschreiten, daB die Summe der iibrig bleibenden Rest-
segmente kleiner ist als die Differenz, um die das Segment die Fliche K ubertrifft. Daraus
wiirde folgen, daB das eingeschriebene Vieleck (d. i. eine Partialsumme @ + b + --- + ¢, Wg)
groBer ist als die Fliche K. Dies ist aber oglich. Denn da gewisse Flichen vorhanden sind,
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die eine geometrische Reihe mit dem Quotienten fi- bilden, ..., so ist klar, daB die Summe

aller Flichen kleiner ist als % von der groBten*. ([L 4.2], S. 27/28)

Die andere Uberlegung fiihrt ebenfalls zu einem Widerspruch. Der Satz ist damit
bewiesen.

Appollonios von Perge. Die Kegelschnittslehre

Der nur wenig jiingere Apollonios von Perge, der ebenfalls in Alexandria studiert hat
und sich lange in Pergamon in Kleinasien aufhielt, hat Archimedes an Tiefe und
Originalitit des Denkens nicht ganz erreicht. Doch gehort er ebenfalls zu den heraus-
ragenden Mathematikern. Von jhm stammt u.a. eine achtbindige Kegelschnitts-
lehre, die den Titel ,,Konika (von griech. konos, Pinienzapfen, Kegel) trug. Die
ersten vier Biicher sind in griechischer Sprache erhalten geblieben, die nichsten
drei in arabischer Ubersetzung, Buch 8 ist verschollen.

Kegelschnitte waren schon vor Apollonios untersucht worden. So hatte Menaichmos
Hyperbeln und Parabeln zur Lésung des Delischen Problems verwandt, und Aristaios
hatte Kegelschnitte als Schnittfiguren von Kegeln und Ebenen studiert. Aber erst
Apollonios schuf eine einheitliche Herleitung aller Kegelschnitte — Ellipse, Parabel,
Hyperbel — durch ebene Schnitte ein und desselben Kegels.

Die Apollonische Kegelschnittslehre, die ein erstaunliches Niveau besaB, muBte
ohne Koordinatengeometrie und ohne Formelschreibweise auskommen und ist daher
verhiltnisméBig umstandlich und schwer durchschaubar. Um so héher ist natiirlich
der Scharfsinn von Apollonios einzuschitzen, der in den Biichern 6 bis 8 haupt-
sichlich eigene Forschungsergebnisse dargestellt hat. Nach heutiger Terminologie
behandelt Apollonios die folgenden Themenkreise:

Buch 1: Erzeugung der Kegelschnitte durch Schnitt eines Kreiskegels. Mittelpunkt,
Durchmesser und konjugierte Durchmesser der Kegelschnitte
Buch 2: Achsen und Asymptoten der Hyperbel

Buch 3: Brennpunkte, Theorie von Pol und Polare. Projektive Erzeugung der
Kegelschnitte

Buch 4: Anzahl der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte (Beweis, daB es hiochstens
vier Schnittpunkte gibt)

Buch 5: Normale und Subnormale. Kriimmungsmittelpunkte

Buch 6: Ahnliche Kegelschnitte

Buch 7: Spezielle Eigenschaften der konjugierten Durchmesser

Buch 8 (Rekonstruktion): Determination von speziellen Konstruktionsaufgaben

Apollonios hat noch auf einem anderen Gebiet eine weit nachwirkende Leistung
vollbracht, dem der theoretischen Astronomie. Nach Platons Auffassung muBten die
Bewegungen der Planeten auf vollkommenen Bahnkurven, also auf Kreisen statt-
finden; diese Ansicht wurde zum idealistischen Vorurteil, auf dem die antike Astro-
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nomie aufzubauen hatte. Durch héchst scharfsinnige Kombinationen von Exzentren
und Epizykeln (Abb. 4.4) gelang es Apollonios, die komplizierten Planetenbewegungen
mittels kreisformiger Bewegungen anzunihern und so das Platonische Dogma
(scheinbar) zu retten.

Abb. 4.4. Epizyklische Bewegung von Planeten:
Der Planet P bewegt sich auf einem Kreis,
dessen Mittelpunkt M sich seinerseits auf einem
Kreis um die Erde E bewegt

Ptolemaios als Mathematiker

Mit Hilfe dieses geometrischen Ansatzes und auf der Grundvorstellung von der im
Mittelpunkt der Welt stehenden Erde, die von den Planeten (unter ihnen die Sonne)
umlaufen wird, wurde die hellenistische Astronomie durchgebildet (Anm. 4.2). Sie
fand ihre schlieBliche Ausformung in dem bewunderungswiirdigen Werk ,,Almagest‘
(eine arabische Version des griechischen Titels, der ,,Die groBe Zusammenfassung*
bedeutete) des Ptolemaios, das ein gewaltiges empirisches Material geistig ver-
arbeitete. Innerhalb der damaligen Beobachtungsgenauigkeit deckte sich die mathe-
matische Theorie mit dem Ablauf der Planetenbewegungen. Dies macht es auch
verstindlich, warum das astronomische System des Ptolemaios eineinhalb Jahr-
tausende lang unangefochten Anerkennung, ja Bewunderung erfuhr und warum
erst in einem zidhen und opferreichen Kampf dem heliozentrischen System des
Copernicus zum Sieg verholfen werden konnte, in einer Auseinandersetzung, die
iiber den wissenschaftlichen Gehalt hinaus noch eine auBerordentlich brisante
ideologischer Komponente besaB, die den Widerstand orthodoxer und reaktionérer
Kreise gegen Copernicus und seine Lehre nach sich zog.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB der ,,Almagest* auch eine recht gut
entwickelte ebene und sphirische Trigonometrie enthilt, die auf Vorarbeiten ins-
besondere von Menelaos von Alexandria zuriickgreift. Doch ist die hellenistische
Trigonometrie auf der Sehnenrechnung aufgebaut, d.h., an der Stelle der heute
iiblichen trigonometrischen Funktionen wird eine Funktion verwendet, die — modern
ausgedriickt — durch

ch (2x) = 2sin &

zu definieren wire. Dabei bedeutet ch die Abkiirzung von chorda, Saite (Abb. 4.5).
In anderen Werken verwendete Ptolemaios die stereographische Projektion der
Kugel auf die Ebene, versuchte das Euklidische Parallelenpostulat zu beweisen und
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beschaftigte sich mit Optik, Mechanik und Harmonielehre. Ptolemaios trat dariiber
hinaus auch als Geograph und als Verfasser eines beriilhmt gewordenen astrolo-
gischen Werkes hervor.

Abb. 4.5. Zum Zusammenhang zwischen Sehnen-
und Sinustrigonometrie

Heron von Alexandria

Schon an das Ende der hellenistischen Periode gehoren noch zwei weitere Mathe-
matiker, deren Leistungen im gewissen Sinne ganz untypisch fiir die Mathematik
dieser Zeit sind. Dennoch stellten sie wichtige Bestandteile und keineswegs Rand-
erscheinungen dar.

Bis zu einem gewissen Grade war das von Heron hinterl math
Werk ein Gegenstiick zu den ,,Elementen* des Euklid. Handelte es sich dort um den
Hohepunkt der Platonischen Auffassung von Mathematik, so vertrat Heron eine
Mathematik, die der Befriedigung praktischer Belange diente. Das ist auch insofern
bemerkenswert, als im allgemeinen sonst die in der Sklavereigesellschaft verachtete
Produktion nicht zum Gegenstand schriftlicher Uberlieferung wurde. Erst in der
Renaissance wird sich dies @ndern, fiir die Antike aber sind solche Fille sehr selten.
Heron gehérte zu den Ausnahmen wie etwa auch die zehn Biicher iiber Architektur
von Vitruvius am Beginn unserer Zeitrechnung.

Herons Beruf wiirden wir heute etwa als den eines Ingenieurs bezeichnen. Er hat
viele Schriften verfaBt; zumindest sind unter seinem Namen Gegenstinde wie
»Dioptrica* (Vermessungsinstrumente) (Abb. 4.6), ,,Belopoiika‘ (Geschiitzkunde),
,»Mechanica‘‘ (Mechanik, d. h. Beschreibung und mathematische Theorie der ein-
fachen Maschinen Hebel, schiefe Ebene, Keil, Flaschenzug, Winde usw.), Schriften
iiber Wasseruhren, Gewélbe, Automaten sowie die berilhmten ,,Pneumatica‘ (d. i.
Druckwerke) iiberliefert, in denen allerhand sinnreich konstruierte, aber fiir die Pro-
duktion bedeutungslose Apparate beschrieben werden, die durch Dampfdruck oder
Luftdruckunterschiede in Bewegung gesetzt werden: Trompeten schmettern,
Tempeltiiren 6ffnen sich, Tiernachbildungen trinken oder Vogel zwitschern. Ubrigens
zeigen sich hier Grenzen der damaligen Gesellschaftsordnung: Zwar war die Kraft
des Dampfes erkannt, aber es bestand keine gesellschaftliche Notwendigkeit, diese
neue Energieform fiir die Produktion auszunutzen, solange mit den Sklaven genug
menschliche Arbeitskraft zur Verfiigung stand.

Von den eigentlich mathematisch orientierten Schriften Herons seien die ,,Metrica‘“,
d.i. drei Biicher iiber Vermessungslehre, ,,Geometrica‘ (Flichenberechnungen) und
»Stereometrica‘ (Volumenberechnungen), erwihnt.

Herons Schriften haben durch ihre vorbildliche Darstellung eine weite Verbreitung
gefunden. Durch dauernden Gebrauch immer wieder erginzt, verindert und neu

g0k




Abb. 4.6. Vermessungsgeriit (Diopter) von Heron (Rekonstruktion)

redigiert, wurden sie zum Standardwerk der praktischen Mathematik der Folgezeit.
So beruhen auf Heronischen Vorbildern etwa die FeldmeBmethoden der romischen
Agrimensoren, die im Tro8 der romischen Heere mitzogen und eine Weltkarte des
romischen Weltreiches mit iiberraschend genauen Entfernungsangaben anfertigten.

Zugleich verdient es hervorgehoben zu werden, daB einige mathematische Schriften
Herons eine strenge, auf Definitionen, Sitzen und Beweisen beruhende Darstellungs-
weise besitzen und auch Ergebnisse enthalten, die iiber Euklid hinausgehen. Bei-
spielsweise stammt von ihm (oder Archimedes) die Heronische Dreiecksformel fiir den
Flicheninhalt eines Dreiecks,

F=]/s(s—a)(s—b)(a—c),
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wo 8 = ‘%ﬂ die halbe Summe der Dreiecksseiten bedeutet. Bei Heron tritt
am Fall der Kaliberberechnung eines Geschiitzes die rechnerische Behandlung einer
Gleichung dritten Grades auf. Sehr ausfithrlich werden auch neue Methoden zur
niherungsweisen Berechnung von Wurzeln entwickelt.

Und schlieBlich tritt bei Heron eine Weiterfiilhrung der materialistischen Linie
in der Philosophie der Mathematik zutage. So besaB Heron eine — fiir seine Zeit —
bemerkenswert klare Vorstellung vom Wesen der Mathematik :

,»Wo die Grundlagen der Geometrie herstammen, léBt sich durch die Philosophie zeigen. Damn
wir nicht gegen die Regeln verstoBen, ist es schicklich, die Definition der G trie

Die Geometrie ist also die Wissenschaft von Figuren und GréBen und ihren Veranderungen,
und ihr Zweck ist, hiervon zu handeln; die Methode aber ihrer Darstellung ist synthetisch;
sie fingt nimlich mit dem Punkte an, der ohne Ausdehnung ist, und erreicht iber Linie und
Fliache den Korper. Ihr Nutzen dient geradezu der Philosophie; das ist ja auch die Meinung des
gottlichen Platon, wo er sagt: ob diese Lehren schwer oder leicht sind, durch sie geht der

Weg ... Die G trie hat ihre D: llung durch Abstraktion aufgeb sie nimmt némlich
den physlachen Kaorper, der drei Dlmenslonen hat und Stoffhchkext und durch Entfernung
seiner Stofflichkeit hat sie den math hen Korper gebildet, der solide ist, und durch

Abstraktion hat sie dann den Punkt erreicht, ... Wie der alte Bericht uns lehrt, haben die
meisten Menschen sich mit Vermessung und Verwilung von Land abgegeben, woraus der
Name G ie (Land g) ent: den ist. Die Erfindung aber der Vermessung ist von
den Agyptern gemacht; denn wegen des Steigens des Nils wurden viele Grundstiicke, die

tlich zu lich durch das Steigen, viele auch noch nach dem Fallen, und es
war dem einzelnen nicht mehr moglich, sein Eigentum zu unterscheiden; daher haben die
Agypter diese Vermessung erfunden, bald mit dem sog. MeBband, bald mit der Rute, bald auch
mit anderen MaBen. Da nun die Vermessung notwendig war, verbrei sich der Geb h
zu allen lernbegierigen Menschen''. ([L 4.6], S. 173/175/177)

Diophantos von Alexandria

Mit dem Werk des Diophantos, der zur Mitte des 3. Jh. u. Z. gelebt hat, tritt eine
weitere Unterstromung mathematischer Entwicklung wihrend der Antike wieder
zutage. Bei ihm zeigt sich, daB iiber einen langen Zeitraum hinweg die algebraischen
Denkweisen Mesopotamiens weitergefiihrt worden sind, eine Bestdtigung iibrigens
dafiir, daB die hellenistische ,,Welt‘kultur auch im wissenschaftlichen Bereich durch
enge Berithrung verschiedener regionaler Kulturen entstanden ist. Die geistige Ver-
wandtschaft von Diophantos mit der Mathematik Mesopotamiens ist so eng, da8 sogar
in mesopotamischen Texten und bei Diophantos auftretende Aufgaben ganz auBer-
ordentlich dhnlich sind, bis ins Detail hinein. Diophantos hat wenigstens drei mathe-
matische Schriften verfaBt. Die wichtigste ist eine aus 13 Teilen bestehende ,,Arith-
metica‘, die aber nur in unterschiedlicher Form, teils griechisch, teils arabisch iiber-
liefert wurde (Anm. 4.3). Es handelt sich um eine vom Einfachen zum Schwierigen
fortschreitende Aufgabensammlung bestimmter und unbestimmter Aufgaben, deren
Losung demonstriert wird, ohne da8 allerdings eine allgemeine Theorie dargeboten
wiirde. Lediglich im ersten Buch der ,,Arithmetik* erléutert Diophantos, wobei er
sich an einen gewissen Dionysios wendet, ein wenig Sinn und Methode seiner Ab-
handlung:
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,»Da ich weiB, mein sehr verehrter Dionysios, daB Du voller Eifer bist, die Lésung arithmetischer
Probleme kennenzulernen, so habe ich versucht, Dir die Wi haft der Arith ik, mit den
Elementen beginnend, zu erkliren. Vielleicht erscheint der Stoff etwas schwierig, da er Dir noch
nicht vertraut ist und da es dem Anfinger manchmal an Selbstvertrauen fehlt. ([L 4.4], 8. 5)

Spiiter heiBt es zur Methode, wie man Gleichungen 16st:

,»Wenn nun bei irgend einer Aufgabe dieselben allgemeinen Ausdriicke auf beiden Seiten der
Gleichung, aber mit ungleichen Koeffizienten stehen, so muB man Gleiches von Gleichem
substrahieren, bis zuletzt ein eingliedriger Ausdruck einem anderen gleichgesetzt ist. Sollten
irgend welche allgemeinen Ausdriicke auf einer Seite oder auf beiden Seiten als abzuziehende
Zahlen stehen, so muB man dieselben auf beiden Seiten addieren, so daB auf jeder Seite nur
hinzuzufiigende Zahlen sich befinden. Darauf hat man wieder Gleiches von Gleichem zu
subtrahieren, bis auf jeder Seite nur ein Ausdruck iibrig ist. In dieser Weise wird so lange mit
dem Ansatze der Aufgaben verfahren, bis woméglich auf jeder Seite nur ein Glied sich befindet.
Spiiter werde ich ... auch noch zeigen, wie die Aufgabe geldst wird, wenn zuletzt ein zwei-
gliedriger Ausdruck einem eingliedrigen gleich ist.* ([L. 4.4], S. 7—8)

Diophantos verwendete feststehende Abkiirzungen fiir die Variable und fiir die
Potenzen der Variablen von z® bis z-¢, fiir Gleichheit, fiir Substraktion. In rech-
nerischer Form wurden alle Typen quadratischer Gleichungen, kubische und bi-
quadratische Gleichungen, Bruchgleichungen, Gleichungen in mehreren Variablen
(unbestimmte Gleichungen, die spiter den Namen diophantische Gleichungen er-
hielten) behandelt. Als Lésungen wurden auch Bruchzahlen zugelassen. Der alge-
braische Charakter der ,,Arithmetica‘ schlieBt auch eine hervorragende Umformungs-
technik der Gleichungen ein, so zum Beispiel die Substitution von Hilfsvariablen.
Es verdient festgehalten zu werden, daB sein Werk sogar noch im 16. und 17.Jh.
wesentliche Impulse bei der Begriindung der modernen Mathematik geliefert hat
(Anm. 4.3).

Die Mathematiker der alexandrinischen Schule

Mit Euklid, Archimedes, Apollonios, Ptolemaios, Heron und Diophantos wurden
herausragende Math iker der hellenistischen Periode einzeln behandelt. Es ver-
steht sich, daB die Anzahl der Mathematiker weitaus groBer war.

In Alexandria wirkte zu Lebzeiten von Archimedes zum Beispiel Eratosthenes von
Kyrene, der seit dem Jahre 235 v. u. Z. Vorsteher des Museions war, u. a. das nach
ihm benannte Verfahren zur Aussonderung der Primzahlen (Sieb des Eratosthenes)
beschrieb und ein Verfahren angab, den Erdumfang zu bestimmen. AuBerdem kon-
struierte er eine mechanische Vorrichtung zur Losung des Delischen Problems der
Wiirfelverdoppelung.

Dem Kreis der alexandrinischen Mathematiker gehérten wahrscheinlich auch
Nikomedes und Diokles an, die mit der Konchoide bzw. Kissoide Kurven angaben,
welche beim Problem der Wiirfelverdoppelung zeichnerische Losungen erméglichten.
Dionysodoros beschiftigte sich mit Kugelteilungsaufgaben, Hypsikles studierte Ober-
flichen und Volumina halbregulirer Korper und schrieb das Erginzungsbuch XIV
zu den ,,Elementen. Zenodoros bewies, daB von je zwei Polygonen das mit der
groBeren Eckenzahl den gréBeren Flicheninhalt besitzt, daB der Kreis von allen
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Flichen gleichen Umfanges den groSten Inhalt (isoperimetrisches Problem) und daB
die Kugel von allen Kérpern gleicher Oberfliche das groBte Volumen besitzt. Hier
liegen ganz friihe Ansitze zur spiteren Variationsrechnung.

Die reichen mathematischen Traditionen der alexandrinischen Schule blieben noch
in der Verfallsperiode der Sklavereigesellschaft lebendig; es entstanden sogar noch
einige bemerkenswerte Einzelleistungen.

Die Mathematik am Ausgang der Antike

Im Romischen Reich erlebte der Typ des Sklavenhalterstaates seine stirkste Aus-
priigung. Im 1. Jh. v. u. Z. spitzte sich der Widerspruch zwischen Produktivkriften
und Produktionsverhiltnissen zu. Sklavenaufstinde, insbesondere der unter Sparta-
cus (74—71 v. u. Z.) brachten das rémische Weltreich zeitweise an den Rand des
Abgrundes. Auch der Ubergang von der Republik zur Militirmonarchie konsolidierte
die gesellschaftlichen Verhiltnisse nur voriibergehend. Im 5.Jh. u. Z. brach das
Imperium zusammen.

Um sich greifende Stagnation und Zersetzung hatten entsprechende Riickwir-
kungen auf die Wissenschaften, darunter auf die Mathematik. Neben einer Neubele-
bung der mystischen Ansichten der pythagoreischen Sekte durch Neuplatoniker und
Neupythagoreer erkennt man auch ein anderes Symptom. Wissen ging zwar noch
nicht direkt verloren, aber es fiel den Wissenschaftlern sichtlich immer schwerer, den
Spitzenleistungen friiherer Perioden inhaltlich zu folgen. Darum wurde es iiblich,
ausfiihrliche Kommentare — zu Euklid, Archimedes, Apollonios usw. — zu ver-
fassen. Sie hatten die Aufgabe, Deflmtxonen zu erliutern, knappe Beweise ausfiihr-
licher darzustellen, den geg gen Zusammenhang der Sitze zu verdeutlichen,
usw. Einige solcher Kommentare stellen ernstzunehmende, teilweise hervorragende
wi haftliche Leistungen dar, die sogar noch neuentdeckte Ergebnisse enthalten.

Pappos von Alexandria

Dieser letzte herausragende Mathematiker der Antike hat sich auch als Geograph
und Astronom ausgezeichnet. Ideologisch stand er dem Neoplatonismus nahe. Von
ihm st en u. a. K¢ tare zum ,,Almagest und zum Buch X der ,,Elemente‘,
Das Hauptwerk von Pappos stellt ein groBangelegtes, allerdings teilweise verloren-
gegangenes Werk — ,,Collectio’ (Sammlung) — dar, in dem sehr viele mathematische
Werke fritherer Zeit referierend behandelt wurden, darunter solche, deren Originale
verlorengegangen sind.

Dariiber hinaus enthilt die ,,Collectio’ auch eigene Forschungsergebnisse von
Pappos, darunter Ansitze zur projektiven Geometrie. So lautet der Satz von Pappos
(Abb. 4.7): Auf zwei Geraden g, und ¢,, seien sie nun parallel oder nicht, seien je
drei Punkte A4, B, C bzw. 4’, B', C' gewihlt. Die Verbindungsgeraden AB’, AC',
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BA’', BC', CA', CB’ schneiden sich in den Punkten X, Y, Z, die auf einer Geraden
liegen. Die ,,Collectio enthilt auch die spiter nach dem Schweizer Mathematiker
Guldin des 16./17. Jh. benannten Regeln iiber die Schwerpunkte rotierender Korper.

A B ¢ g1

Abb. 4.7. Zum Satz von Pappos

Der Untergang der antiken Mathematik

Die wissenschaftliche Tradition friiherer Zeiten konnte sich trotz widriger Umstinde
noch einige Zeit behaupten.

In Athen an der platonischen Akademie schrieb Domninos eine Arithmetik. Unter
Proclos Diadochos im 5. Jh. u. Z. gelangte die Akademie sogar noch einmal zu einiger
Bedeutung. Ein umfangreicher Kommentar zum Buch I der ,,Elemente* enthilt
den beriihmten sog. ,,Geometerkatalog*, eine Aufzihlung griechisch-hellenistischer
Mathematiker. Inzwischen aber war, nach dem Mailinder Edikt von 313, das Christen-
tum zur Staatsreligion im Romischen Weltreich geworden. Damit geriet die Pflege
Platonischer Philosophie immer mehr in Widerspruch zum Totalitéitsanspruch der
christlichen Ideologie; 529 wurde die Akademie auf Befehl des christlichen Kaisers
ITustinian ,,als Stitte heidnischer und verderbter Lehren‘ gewaltsam geschlossen.

Schon vorher war die alexandrinische Schule untergegangen. Nach Pappos waren
noch zwei weitere Mathematiker hervorgetreten. Theon von Alexandria und seine
Tochter Hypatia schrieben Kommentare zum ,,Almagest* und zu Euklid bzw. zu
Apollonios und Diophantos. Leider sind ihre Schriften simtlich verschollen. Hypatia
fiel einem Mordanschlag christlicher Fanatiker zum Opfer; mit ihr erlosch die
alexandrinische mathematische Schule.

Die wissenschaftlichen Erben der antiken Mathematik

Die antike Mathematik ist nicht spurlos untergegangen, sondern erlangte im Gegen-
teil auf verschiedenen historischen Wegen eine bis in unsere Gegenwart reichende
Wirkung.

Geringfiigige mathematische Kenntnisse wurden iiber den Neuplatonismus zum
Bestandteil christlicher Bildung und gingen in das Quadrivium, einen Lehrabschnitt
an mittelalterlichen Universitéiten, ein.

Einiges iiber das Elementare Hinausgehende wurde von den ostrémischen, byzan-
tinischen Gelehrten bewahrt. Als schlieBlich, nach der Eroberung Konstantinopels
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1453 durch tiirkische Vélker, byzantinische Gelehrte mathematische Werke der
Antike im Urtext nach Italien brachten, fanden diese enthusiastische Aufnahme, da
dort die friihkapitalistische Entwicklung eine hohe Aufnahmebereitschaft fiir
mathematisch-naturwissenschaftliche Kenntnisse geschaffen hatte.

Das Hauptverdienst bei der Bewahrung der antiken mathematischen Kenntnisse
kommt jedoch den Gelehrten des Islam zu: Viele Vertreter der griechisch-helleni-
stischen Wissenschaft waren wegen der Unduldsamkeit der christlichen Kirchen nach
arabischen und indischen Lindern ausgewandert und fiihrten dort die griechisch-
hellenistische mathematische Tradition weiter. Sie wurde insbesondere zum Funda-
ment der Mathematik in den Lindern des Islam. Diesem Umweg verdanken wir es,
daB eine Vielzahl von mathematischen Ergebnissen der Antike vor dem Verlust
gerettet worden ist.



Vorlesung 5
Nichteuropdischer und europdischer Feudalismus

Arabisches mathematisches Manuskript (14. Jh.). Satz des Pythagoras
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Vorbemerkungen

Nach dem Zusammenbruch der Welt der Antike und dem Untergang der griechisch-
hellenistischen Mathematik vollzog sich die Entwicklung der mathematischen Wissen-
schaften hauptsichlich in den Landern des Fernen, Mittleren und Nahen Ostens. In
diesen Kulturzentren wurden wichtige und weitreichende mathematische Erkennt-
nisse und Methoden gefunden, die zum unverlierbaren Bestand der heutigen Welt-
mathematik geworden sind.

Es besteht eine Reihe von Gemeinsamkeiten der Mathematik in diesen Landern.
Im Vergleich zur Mathematik im christlichen Herrschaftsbereich bis etwa zum
13./14. Jh. hin stand die Mathematik dieser Linder auf einem hohen Niveau, und
da wieder besonders in den Lindern des islamischen Bereichs.

Vom Inhalt her war diese Mathematik — eingegliedert in eine wechselvolle poli-
tische Geschichte und gebunden an die durch Landwirtschaft, kiinstliche Bewisse-
rung, Handwerk und Handel im wesentlichen geprigte gesellschaftliche Struktur
— vorwiegend auf die Bewiltigung des Numerischen orientiert und hat eine Fiille
von Algorithmen zur Losung arithmetischer, algebraischer und geometrischer Pro-
bleme hervorgebracht. Gebiete wie kaufméinnisches Rechnen, numerische Verfahren
der Algebra, Niherungsverfahren, Zahlentheorie und Trigonometrie — im Zu-
sammenhang mit hochentwickelter Astronomie — wurden besonders durchgebildet.
Verglichen mit der Mathematik der griechisch-hellenistischen Antike besaB die
Mathematik dieser Linder im allgemeinen nicht deren abstrakte, deduktiv angelegte
oder gar axiomatisch begriindete innere Struktur, wie auch die Gliederung des Stoffes
in mathematischen Sammelwerken stirker durch die sachlich-praktischen Probleme
als durch die innere Systematik der Teilung in verschiedene mathematische Diszi-
plinen bestimmt wurde. Dies entsprach jedoch — wie auch im mittelalterlichen
Europa — gerade den Bediirfnissen der Benutzer der mathematischen Kenntnisse,
denen der Kaufleute, Erbschaftsregler, Landvermesser, Beamten, Bauleute usw.;
diese bendtigten klare, stets zum Ziele filhrende Regeln. Im Bereich der Forschung
dagegen wurden sehr wohl, gestiitzt auf logische Deduktionen, beweisende Verfahren
verwendet.

Mathematik in China

Die wechselvolle politische Geschichte Chinas — Kampf regionaler Herrscher um
Vormachtstellung, politische Einigung, Aufstieg zur beherrschenden GroBmacht
Ostasiens, Emporkommen und Verfall verschiedener Dynastien, die Eroberung durch
die Mongolen — umfaBt vier Jahrtausende. Der Ubergang zur Klassengesellschaft
vollzog sich in China in der 2. Hilfte des 2.Jt. v.u.Z. Die Sklavereigesellschaft
Chinas wird auf die Zeit vom 16. Jh. v. u. Z. bis ins 2. Jh. u. Z. datiert ; der endgiiltige
Ubergang zur Feudalgesellschaft geschah im 3.Jh.u.Z. und wird bis zum Ein-
dringen der Europier in der Mitte des 19. Jh. gerechnet.
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Einige Informationen iiber frithe mathematische, insbesondere arithmetische
Kenntnisse gibt es aus der Mitte des 2. Jt. v. u. Z.; sie stehen im Zusammenhang mit
einem schon hochentwickelten Kalenderwesen. Aus der nachfolgenden Zeit aber fehlen
g rte historische Quell

Aus der Zeit der frithen Han-Dynastie (206 v. u. Z. bis 24 u. Z.) stammt eine zu-
sammenfassende Darstellung ,,Mathematik in neun Biichern. In die Zeit der spiten
Han-Dynastie (Ende 220 u. Z.) fillt ein bedeutender Aufschwung der Naturwissen-
schaften: Damals wirkte der bedeutendste Astronom der chinesischen Antike,
Zhang Heng, der einen drehbaren Himmelsglobus und ein Planetarium konstruierte
und die Kugelgestalt der Erde sowie die raumliche und zeitliche Unbegrenztheit des
Weltalls lehrte. Auf ihn gehen ausgedehnte Berechnungen des Wertes von = zuriick.
In jener Zeit wurde ein erster Seismograph konstruiert, und die Handelsbeziehungen
reichten bis zum rémischen Weltreich. Seit dem 1. Jh. drang der Buddhismus aus
Indien nach China vor; die wissenschaftlichen und ékonomischen Verbindungen nach
Indien vertieften sich.

Zu Beginn der Feudalperiode kam es zu einem Aufschwung der Naturwissen-
schaften und der Mathematik. Neben der Fortentwicklung der ,,Mathematik in neun
Biichern* durch Mathematiker wie Liu Hui (3. Jh.), Sun-zi (3 ./4.Jh.), Liu Zhuo
(6. Jh.) und andere gelang chinesischen I ieuren die Konstruktion des GroBen
Kanals von 1700 km Linge, der den *\‘oxden mit dem Siiden verband. Im Jahre 725
fand die groBe Gradmessung unter dem Astronomen Nan Gong-yue statt, der u. a.
Interpolationsverfahren fiir astronomische Zwecke entwickelte. Eine dritte Bliite-
zeit chinesischer Technik und Wissenschaft fillt in die Periode der Sung-Dynastie
(960—1279): Buchdruck mit beweglichen Lettern, Gebrauch des Kompa8 und des
SchieBpulvers, die Vervollkommnung des Kalenders, ein ausgedehntes Netz von
astronomischen und geographischen Observatorien sowie die Erarbeitung einer gro8-
angelegten Enzyklopiddie kennzeichnen jene Zeit. Von den mathematischen Diszi-
plinen erreichte besonders die Algebra eine hohe Bliite; hier sind die Mathematiker
Quin Jiu-shao, Li Ye und Yang Hui des 13. Jh. hervorzuheben.

Nach der Eroberung Chinas durch die Mongolen im 13.Jh. weiteten sich die
wissenschaftlichen Kontakte chinesischer Gelehrter nach Mittelasien, d. h. zu den
arabischen Wi haftlern aus; chinesische algebraische Kenntnisse wurden dort
bekannt und arabische astronomisch-mathematische Kenntnisse und Gerite ge-
langten nach China.

Die eigenstindige mathmatisch-naturwissenschaftliche Entwicklung stagnierte
seit dem 16./17. Jh. und blieb seitdem wesentlich hinter der Westeuropas zuriick.
Erst nach einer Periode der halbkolonialen Ausbeutung im 19./20. Jh., mit der Ent-
wicklung Chinas zur biirgerlichen Republik und mit der Griindung der VR China
konnte auch die Mathematik in Chinas AnschluB an die Weltwissenschaft gewinnen.
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Rechenmethoden im alten China

Im alten China waren verschiedenartige Ziffernschreibweisen in Gebrauch. Neben
Hieroglyphenziffern erfreuten sich vom 2. Jh. v. u. Z. bis zum 12./13. Jh. u. Z. ins-
besondere die sog. Stidbchen- oder Bambusziffernschreibweise (Abb.5.1), die im
13. Jh. modifiziert wurde, weiter Verbreitung.

Beim System der Stibchenziffern handelt es sich um ein Dezimalsystem; aller-
dings fehlte die konsequente Anwendung der Null. Die aus Indien stammende Null
diirfte zu Anfang des 8. Jh. nach China gelangt sein. Sehr friih, bereits im 2. Jh.
v. u. Z., wurden auch dezimale MaBsysteme in China eingefiihrt, und in deren Gefolge
gewannen dezimale Unterteilungen von Zahlen allméhlich mathematischen Charak-
ter. Jedenfalls war spitestens im 13. Jh. der Begriff des Dezimalbruches im abstrak-
ten Sinne voll ausgebildet; die chinesischen Mathematiker gehoren zu den Weg-
bereitern des durchgehenden weltweiten Gebrauches der Dezimalbriiche; im arabisch-
islamischen Bereich setzte erst al-Kasi im 15. Jh. und im europiischen Bereich der
Niederldnder S. Stevin im 16. Jh. diese weitreichende mathematische Neuerung durch.
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Abb. 5.1. Altchinesisches Manuskript. Binomialkoeffizi in Bambusziffern
geschrieben
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Beim Stibchenrechnen konnten die Chinesen zu hoher Virtuositit gelangen; es
erstreckte sich auf die vier Grundrechenarten, auf das Radizieren und auf numerische
Losungsverfahren fiir hohere algebraische Gleichungen.

Seit altersher war in China eine spezifische Form des Abakus, der sog. Suanpan
(wortlich : Rechenbrett) in Gebrauch; es ist jedoch nicht bekannt, wann der Suanpan
frithestens entwickelt worden ist. Gegen Ende des Mittelalters setzte sich der chine-
sische Suanpan — wie iiberhaupt groBe Teile der chinesischen Mathematik — auch
in Japan durch; dort wurde er Soroban genannt.

Die ,,Mathematik in neun Biichern**

Die ,,Mathematik in neun Biichern‘‘ ist das dlteste zusammenfassende Stiick der
chinesischen Mathematik. Dabei bleibt aus Mangel an Unterlagen unklar, wann und
wo und von wem es geschrieben wurde; infolge der Tradition der miindlichen Uber-
lieferung kénnte der Text sogar bis ins 3. Jh. v. u. Z. zuriickreichen. In einer Bearbei-
tung durch Liu Hui aus dem Jahre 263 ist die ,,Mathematik in neun Biichern*
erhalten geblieben. Es wurde in spiteren Zeiten noch mehrfach kommentiert, 656 als
offizielles Lehrbuch fiir die Ausbildung héherer chinesischer Beamter eingefiihrt und
zum erstenmal 1084 gedruckt.

Vom Inhalt her ist dieses Sammelwerk weitgehend den praktischen Bediirfnissen
angepaft und behandelt daher die verschiedenartigsten Problemgruppen in Form von
Aufgaben mit Losungsanweisungen: indessen gehen einige Teile mit hohem An-
spruch an den Leser weit iiber das Verstindnis des Praktikers hinaus. Es werden
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Abb. 5.2. Anfinge der Integralrechnung in Japan (um 1660)
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Wirtschafts- und Verwaltungsprobleme wie Feldvermessung, Kanal- und Deichbau,
Befestigungsbau, Steuerberechnung, Aquivalente zwischen verschiedenen Getreide-
arten, Arbeitsleistungen, Transportwege, kiinstliche Bewisserung u.v.a.m. be-
handelt. Dem mathematischen Kern nach liuft dies hinaus auf Berechnung geradlinig

begrenzter Flichen, des Kreises (= entweder angenihert durch 3 oder 3%), auf

pythagoreische Dreiecke, auf elementare Stereometrie, auf Proportionenlehre, Drei-
satz, unbestimmte lineare Gleichungen, auf das Ziehen von Quadrat- und Kubik-
wurzeln, Auflésung von algebraischen Gleichungen und — als Héhepunkt — ein
algorithmisch durchgearbeitetes Verfahren (genannt fang-cheng) zur Behandlung
linearer Gleichungssysteme. Um das Verfahren als stets zum Ziele fiihrend gestalten
zu konnen, rechnete man bei der Abarbeitung des Verfahrens mit negativen Zahlen,
obwohl negative Losungen zu diesem Zeitpunkt noch nicht als Lésungen von Glei-
chungen oder Gleichungssystemen akzeptiert wurden. Zu Beginn des 7. Jh. drangen
die negativen Zahlen, eine hervorragende Errungenschaft der chinesischen Mathe-
matik, sogar in die indische Mathematik ein. Die Behandlung von Gleichungssystemen
wurde im 17. Jh. im AnschluB an chinesische Vorbilder durch den japanischen Mathe-
matiker Seki Shinsuke Kowa im Jahre 1683 in der Weise ausgebaut, die der unseren
mit Hilfe von Determinanten und Matrizen dhnelt. Seki ist auch der Schépfer einer
relativ weitentwickelten Infinitesimalrechnung (Abb. 5.2).

Die chinesische algebraische Schule des 13. Jahrhunderts

Im AnschluB an Ergebnisse aus dem 11. Jh. erreichte die chinesische algebraische
Schule im 13. Jh. mit den Arbeiten von Quin Jiu-shao, Li Ye, Yang Hui und Zhu
Shi-jie einen Hohepunkt. Die chinesischen Algebraiker schufen mit der ,,Methode des
Himmelselementes‘ (tian-yuan shu) ein stets funktionierendes Verfahren zur nume-
rischen Auflésung von algebraischen Gleichungen héheren Grades mit numerischen
Koeffizienten, das die sog. Hornersche Methode weiterentwickelte (Anm. 5.1). Es ist
u. a. in den 1247 erschienenen ,,Neun Biichern iiber Mathematik‘* von Quin Jiu-shao
enthalten; dort werden auch zahlentheoretische Ergebnisse vermittelt. Weitere
herausragende Einzelwerke jener Periode sind der ,,Meeresspiegel der Kreisberech-
nung* (1248) von Li Ye und der ,,Jaspisspiegel der vier Elemente® (1303) von
Zhu Shi-jie.

Die Reichweite der chinesischen Algebra jener Periode ist beeindruckend: Es
finden sich in den obengenannten und weiteren Werken auch Behandlungen von
nichtlinearen Gleichungssystemen, Summationen endlicher, insbesondere hoherer
arithmetischer Reihen, die Verwendung der Null, das spiter nach Pascal benannte
Zahlendreieck und die Binomialkoeffizienten sowie Interpolationsverfahren, die im
engen Zusammenhang mit einer vorziiglichen Astronomie entwickelt wurden.
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Die Mathematik des alten Indien

Da die Tradierung mathematischer — wie auch anderer wissenschaftlicher — Kennt-
nisse iiber sehr lange Zeit ausschlieBlich miindlich erfolgte und viele Fragen zur
politischen Geschichte Indiens noch ungeklirt sind, ist es duBerst schwierig, ein zu-
sammenhiingendes Bild der Entwicklung der Mathematik bei den Vélkern des
indischen Subkontinentes zu zeichnen.

Im 4. Jt. v. u. Z. vollzog sich im Nordwesten, im Gebiet um den Indus, erstmals
auf indischen Territorium die Herausbildung der Klassengesellschaft. Einige solcher
Stadt- oder Induskulturen sind niher erforscht, u. a.die Amri-Kultur (Ende des 4. Jt.)
und die Harappa-Kultur (ca. 2500 — 1500).

Die bedeutendsten Stidte waren Harappa, Mohenjo Daro und Kot Diji (heute in
Pakistan gelegen) sowie Lothal und Riipar (heute in der Indischen Union gelegen).
Handel und Handwerk bliihten in den Stadtstaaten; Handelsbeziehungen reichten
nach Mesopotamien, Bahrein, Persien, Afghanistan, Zentralasien und Arabien.

Es gab eine Schrift, die allerdings bisher noch nicht entziffert werden konnte.
Dennoch kann man aus archéologischen Funden einige Informationen iiber die den
Angehérigen der Induskulturen bekannten mathematischen Kenntnisse ablesen.

Das Zahlensystem war dezimal. Die Ziffern 1 bis 4 wurden durch eine Gruppe verti-
kaler Kerben dargestellt, die Ziffern 5, 8, 7 als zwei entweder horizontal oder vertikal
gekerbte Gruppen und die Ziffer 9 durch drei vertikale Gruppen dargestellt. Die
Reprisentation der Ziffer 8 wurde nicht gefunden. Einige dieser Zeichengruppen
finden sich auch in den Schreibweisen der spiteren Kharosthi- und Brahmi-Zahl-
systeme wieder. Zur Ausfithrung arithmetischer Operationen wurde méglicherweise
ein Rechenbrett benutzt ; Reste eines Abacus sind in Mohenjo Daro gefunden worden.

An geometrischen Figuren waren Dreieck, Quadrat, Rechteck, Kreis, Kegel,
Zylinder, Wiirfel u.a.m. bekannt. Ineinandergreifende Kreise traten bei Indus-
kulturen als geometrische Ornamente auf. Aus Verzierungen an Vasen, Reliefs u. i.
kann man schlieBen, daB die Menschen der Induszivilisationen gewisse Kenntnisse
iiber Projektionen und Ahnlichkeiten gehabt haben, daB sie Strecken halbieren und
dquidistant teilen konnten, Kreise zu halbieren und zu vierteln vermochten, Kreis-
segmente und -sektoren, konzentrische Kreise und parallele Linien konstruieren
konnten. Jedoch ist es nicht bekannt, wie die Flichen- und Rauminhalte der elemen-
taren geometrischen Figuren berechnet worden sind.

Im frithen 2. Jt. gingen die Stiadte im Indusgebiet zugrunde. In der zweiten Hilfte
des 2. Jt. (méglicherweise auch frither) drangen in mehreren Wellen aus dem Nord-
westen arische Stimme (von Arya, urspriingliche Bedeutung: die Fremden) nach
Indien ein und unterdriickten die Ureinwohner. Zwischen 1000 und 600 v.u.Z.
verlagerte sich das politische Geschehen nach dem Osten ; das Zweistromland zwischen
Yamuna und Ganges trat in den Mittelpunkt. Hier bildete sich zum zweitenmal auf
indischem Boden die Klassengesellschaft heraus, nachdem die ehemals nomadi-
sierenden Arier seBhaft geworden waren.

Im 6. Jh. v. u. Z. wurde Magadha in Ostindien zum michtigsten Reich. Hier lebte
Buddha, der eine der groBen Weltreligionen und eine bedeutende Philosophie be-
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griindete, die, als ideologischer Reflex sozialer Konfrontationen, sich rasch aus-
breitete und auch in China und anderen asiatischen Lindern FuB faBte. Es ent-
wickelten sich politische, militdrische und kulturelle Wechselbeziehungen zu den im
Nahen Osten neu entstandenen GroBreichen Assyrien, Babylon und Persien. Spiirbare
kulturelle Impulse ergingen an Indien aus der im Gefolge der Eroberungsziige Alexan-
der des GroBen sich ergebenden Beriihrung mit der hellenistischen Kultur. Der Ver-
fall und schlieBliche Untergang der Sklavereigesellschaft in Indien vollzog sich seit
dem 2. Jh. v. z. Z., voriibergehend unterbrochen durch die Herausbildung groBerer
Staatsgebilde.

Wiihrend des Bestehens des Gupta-Reiches (begriindet 320 u. Z.) in Nord- und
Mittelindien erlebten auch Kunst und Wissenschaft eine eindrucksvolle Bliite. Es
gab wissenschaftliche Zentren, dhnlich denen mittelalterlicher européischer Universi-
taten; am berilhmtesten war das von Nalanda, wo Philosophie und Theologie, aber
auch naturwissenschaftliche Disziplinen und deren Anwendungen gelehrt wurden
und wo sich Studenten aus ganz Indien, aus China, Tibet, der Mongolei, aus Buchara,
Japan und Korea einfanden. In jener Periode war indischen Astronomen die Kugel-
gestalt der Erde bekannt; das Sonnenjahr wurde in 12 Monate zu je 30 Tagen einge-
teilt, und man verwendete ein Schaltjahr.

Im 6./7. Jh. bildete sich in Indien eine Feudalgesellschaft mit spezifischen Ziigen
heraus. Die relativ schwachen indischen Staaten vermochten sich nur schwer oder
gar nicht auslindischer Eroberer zu erwehren; so gab es schwere kriegerische Aus-
einandersetzungen mit China. GroBe Teile Nordwestindiens gerieten unter islamische
Herrschaft. Unter diesen schwierigen duBeren Bedingungen konnte sich die indische
Naturwissenschaft und insbesondere die indische Mathematik vom 8. bis 16. Jh.
— bis zur Eroberung durch die Europier — dennoch auf einem beachtlichen hohen
Niveau halten und weiterentwickeln.

Die Mathematik stand in Indien schon seit frithester Zeit in hohem Ansehen.
Zahlenkult und Buddhismus sind eine enge Verbindung eingegangen; auch gehérte
es zu den religiosen Uberlieferungen, daB Buddha selbst schon mit acht Jahren
Lesen, Schreiben und Rechnen als Hauptelemente der Bildung erworben habe. Bei
der Brautwerbung habe dann Buddha sich einer mathematischen Priifung unter-
werfen miissen und dabei die Aufgabe gelost, die Atome einer Meile anzugeben.
Dabei gelang es ihm, eine Methode der Fortsetzung der Zahlenreihe anzugeben; die
gesuchte Riesenzahl gab er (nach unserer Schreibweise) mit 384 - 73 an!

Aus dem 3. Jh. ist uns ein Loblied auf die Mathematik iiberliefert :

,,Da.s Rechnen ist bei allen Arbeiten niitzlich, die mit weltlichen, kultischen oder and
Dingen zusa hingen. Die Wi haft des Rech wird hoch

geachtet in der Lehre der Liebe, in der Lehre vom Reichtum, in der Musik und im Drama, in

der Kochkunst, in der Medizin, in der Architektur, bei der Silb g, in der Dichtk

und Poesie, in der Logik und Grammatik sowie in anderen Dingen. Sie wird verwendet im

Zusa h mit der Bewegung der Sonne und anderer Hi lskérper, im Zusa

mit den Finsternissen und den Kon)unkt.xonen der Planeten sowie im Zusammenhang mit der

Richtung, der Lage und der Zeit und mit dem Lauf des Mondes. Die Anzahl, die Dnrchmesser

und Umfinge der Inseln, Ozeane und Berge, die AusmaBe der Ansiedl und der Gebaude,
der Weltbewohner, der Réume zwischen den Welten, der Welt des Llchbes, der Welt der Gotter
und der Bewohner der Hélle und andere igfache Ver gen, all das wird mit Hilfe

der Mathematik bewerkstelligt.* ([L 5.5), I, S. 5; deutsch zitiert [LA 17], S. 92)
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Quellen

Die Uberlieferung mathematischer Kenntnisse reicht zuriick bis in die Zeit der Ent-
stehung der religios-philosophischen Biicher des ,,Veda“, also — nach allerdings um-
strittenen Angaben — bis ins 2. Jt. v. u. Z. Zu diesen frithen Quellen gehéren die sog.
Schnurregeln (Sulba-stitra); hierbei handelt es sich u.a. um Vorschriften geome-
trischen Charakters zum Bau von Altiren, wobei Schniire und Bambusstibe ver-
wendet wurden.

Die Hauptwerke der indischen Mathematik sind jedoch zwischen dem 2. (oder 5.)
Jh. u. Z. und dem 16. Jh. entstanden. Die anhaltende Aufwirtsentwicklung wurde
mit dem Eindringen der Europier abgebrochen, und die heimischen Traditionen
wurden nach kurzer Zeit fast vollstindig zerstort (Abb. 5.3).

Es sollen einige wichtige Quellen genannt werden. Da wire zunéchst ein in der
Nihe des Dorfes Bakhsali (Nordwestindien) aufgefundenes, auf Baumrinde geschrie-
benes Manuskript iiber Algebra und Arithmetik, das eventuell sogar schon um 200
entstanden sein konnte.

Aus dem 5. (oder 4.) Jh. stammt ein anonymes astronomisches Werk ,,Sirya
siddhanta‘ (Lehre von der Sonne); im Anschluf daran entstanden spiter weitere
Lehrwerke (= Siddhantas). Eine davon ist die ,,Puli$a siddhanta‘ (Lehre des Pulisa),
in der im astronomischen Zusammenhang trigonometrische Kenntnisse vermittelt
.werden, moglicherweise in Anlehnung an hellenistische Vorbilder.

Im Jahre 499 verfaBte der 23jihrige Aryabhata in Versform eine Abhandlung iiber
Teile der damaligen indischen Astronomie und Mathematik. Dieses Werk unter dem
Titel ,,Aryabhatiya* ist — nicht zuletzt durch Kommentare seines Schiilers Bhas-
kara I. — von groBem EinfluB auf die weitere Entwicklung der indischen Mathematik
gewesen. Daran lehnt sich z. B. das Verswerk ,, Brimasphuta siddhanta‘“(Vervoll-
kommnung der Lehre Brihmas) eng an, das etwa 628 von Brahmagupta verfaBt
wurde und Arithmetik, Algebra und Geometrie behandelt.

Die mathematischen Abhandlungen von Mahavira und von Sridhara seien nur
erwiihnt. Der um 11560 geschriebene ,,Siddhanta-§iromani‘‘ (Der Kranz der Wissen-
schaften) des bedeutenden Mathematikers und Astronomen Bhaskara II. sei jedoch
hervorgehoben; dieses aus vier Teilen bestehende und Arithmetik, Geometrie,
Algebra sowie Astronomie behandelnde Sammelwerk stellt in seiner Breite der
Themen und der Sicherheit des methodischen Aufbaus, bei dem abstrakte Darstellung
mit praktischer Aufgabenstellung sich geschickt erginzen, den Hohepunkt der
indischen Mathematik dar.

Jahrhundertelang galt der ,, Kranz der Wissenschaften‘ als Grundlage aller mathe-
matischer Studien in Indien, und weitere Fortschritte wurden in gewissem Sinne als
bloBe Fortsetzung verstanden. Dazu gehéren ausfiihrliche Kommentare durch
Ganesa und Krsna im 16.Jh. sowie das ,,Tantrasamgraha‘ (Wissenschaftliches
Sammelwerk) von Nilakantha Somasutvan zu Anfang des 16.Jh., in dem u.a.
Potenzreihenentwicklung z. B. von arctan z und gut konvergierende Reihenentwick-

lungen fiir —;i auftreten. Allerdings konnten diese und andere Ansitze, die einer Vor-

h

geschichte der Infinitesimalmathematik zuzur sind, in der eigenstindigen
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Abb. 5.3. Altindisch h isches M. kript (vermutlich 10. Jh. u. Z.)

indischen Mathematik nicht ausreifen. Die Griinde fiir die UngleichmaBigkeit
zwischen Asien und Europa liegen einerseits in der inneren politischen und 6kono-
mischen Stagnation der asiatischen Linder, andererseits aber auch in ihrer gewalt-
samen Einbeziehung als Kolonien in das kapitalistische europiische Wirtschafts-
system. Das alte Indien konnte nicht — wie Europa — den Ubergang zum Kapitalis-
mus vollziehen, aus dem sich ein Aufschwung der materiellen Produktivkrifte, die
Herausbildung der klassischen Naturwi haft und schlieBlich entsprechende
Forderungen an eine Mathematik variabler GréB8en ergaben. Also kann und muB man
aus dem Beispiel der indischen (aber auch der chinesischen) Mathematik auf die
letztlich entscheidende Rolle der Entwicklung der Produktivkrifte schlieSen.
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Indische Geometrie

Es gab, wie schon die ,,Schnurregeln* ausweisen, gediegene geometrische Kenntnisse :
Inhaltsbestimmung geradlinig begrenzter Flichen, Satz des Pythagoras, Niherungs-
rechnungen fiir Diagonalen (z. B. fiir ﬁ), die Erweiterung der Heronischen Drejecks-
formel auf Sehnenvierecke u. a. m. kennzeichnen die Reichweite der ebenen Geo-
metrie. In der riumlichen Geometrie konnten u. a. Pyramidenstumpf und niherungs-
weise Volumen sowie Oberfliche der Kugel berechnet werden; dabei fanden u. a. die

Niéherungswerte ZSZ oder 284;03 oder 3 %fﬁr n Verwendung.

Es ist interessant, daB sich solche Berechnungen auch in der indischen Mathematik
mit infinitesimalen, sc gen atomistischen Uberlegungen verbanden, &hnlich denen,
wie sie in Europa etwa bei Keppler auftreten. Zum Beispiel erklart ein Kommentar
zu Bhéskara, daB man eine Kugel als eine Gesamtheit nadelférmiger Pyramiden auf-

fassen konne, deren Spitzen im Kugelmittelpunkt zusammenlaufen.

Indische Trigonometrie

Die griechisch-hellenistische Antike hatte eine hochentwickelte Trigonometrie her-
vorgebracht. In der indisehen Mathematik vollzog sich — im Zusammenhang zur
Astronomie — eine Umgestaltung der Trigonometrie, der Ubergang von der Sehnen-
trigonometrie zur Sinustrigonometrie. Der Zusammenhang zwischen beiden Trigono-
metrien ist iiber die Beziehung

ch (26) = 2sin o

leicht herzustellen und scheint daher auf den ersten Blick nicht von groBer Bedeutung
zu sein. Und doch griff diese Umstellung tief in die kiinftige Entwicklung ein, weil
die grundlegenden Zusammenhinge zwischen Seiten und Winkeln eines Dreiecks
besonders einfach mit den Funktionen der Sinustrigonometrie formuliert werden
konnen.

Indien wurde so zum Ursprungsland der modernen Trigonometrie. Bereits in der
,»Aryabhatiya* treten — modern ausgedriickt — die trigonometrischen Verhiltnisse
Sinus, Kosinus und Sinus versus auf (Anm. 5.2). Um 500 u. Z. wurden trigonome-
trische Formeln verwendet; am Beginn des 10.Jh. wurden die Funktionen sin «,
cos x und 1 — cos « in allen vier Quadraten betrachtet.

Indessen kam es noch nicht zur Ausbildung eines geschlossenen, systematischen
Aufbaus der Trigonometrie. Es blieb bei der Behandlung von Einzelproblemen, bei
Methoden von Fall zu Fall. Immerhin aber fiihrte dies in impliziter Form zu Ergeb-
nissen, die wir heute als allgemeine Sitze verstehen, z. B. zum Sinussatz und sogar
zum allgemeinen Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie.

Tafeln sind von wesentlicher Bedeutung fiir die praktische Anwendung der Tri-
gonometrie. Auch von indischen Mathematikern wurden Tafelwerke erarbeitet; die
frithesten Tafeln fiir den Sinus und den Sinus versus sind bereits in der ,,Siiryasid-
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dhanta* und in der ,,Arayabhatiya* enthalten. Fiir beide Funktionen sind je 24 Werte
angegeben. In der ,,Krone der Wissenschaften‘ findet sich eine von Grad zu Grad
fortschreitende Sinustabelle.

Die indische Trigonometrie verdankte ihre Entwicklung den Bediirfnissen der
Astronomie; die eigentlichen Ergebnisse der indischen Astronomie aber gelangten
nicht wesentlich iiber die der griechisch-hellenistischen Antike hinaus. Numerische
Probleme der Astronomie fiihrten gegen Ende der selbstindigen indischen Mathe-
matik, zu Beginn des 16. Jh., sogar noch zu einem bemerkenswerten Ergebnis, das
in Europa erst im 18. Jh. erzielt werden konnte.

Dem siidindischen Mathematiker Nilakantha Somasutvan gelang die Herleitung
der unendlichen Potenzreihe fiir den Arcustangens. Dabei wurden eine Art infini-
tesimales Dreieck, die Entwicklung einer gebrochen rationalen Funktion in eine
unendliche Potenzreihe und gliedweise Integration verwendet (Anm. 5.3).

In diesem Zusammenhang ergab sich auch eine bemerkenswert gute Niherung

fiir =, die mit 13(;423:58 angegeben wurde und bis auf neun Dezimalen genau ist.
Ubrigens war sich Nilakantha vollig dariiber im klaren, daB = — also das Verhiltnis
des Kreisumfanges zum Kreisdurchmesser — irrational (inkommensurabel zur Ein-

heit) ist :

,:Ist der Durchmesser, der mit Hilfe irgendeiner Ma B it wird, mit dieser Einheit
kommensur&bel 80 laBt sich der Kreisumfang nicht genau mit Hilfe der gleichen MaBeinheit
messen; ist jedoch in Bezug auf irgendeine MaBeinheit der Kreisumfang meBbar, so 1i8t sich
der Durchmesser nicht mit Hilfe dieser Einheit messen.** ([LA 17], S. 167)

Die Herausbildung des dezimalen Positionssystems

Trotz dieser im einzelnen bemerkenswerten Leistungen der indischen Geometrie
und Trigonometrie war der allgemeine Charakter der indischen Mathematik durch
die Betonung des Rechnerisch-Algorithmischen und den hohen Stand von Arithmetik
und Algebra gekennzeichnet. Die indischen Mathematiker haben mit der Heraus-
bildung des dezimalen Positionssystems und der Ziffernschreibweise eine wissen-
schaftliche und kulturelle Leistung von weltweiter Bedeutung vollbracht. Heute wird
auf der ganzen Erde nach indischer Weise gerechnet.

Die indische Zahlweise war vom Ursprung her im w lichen dezimal angelegt.
Im Sanskrit geb es fixierte Worte fiir die ,,Ziffern* 1 bis 9 und die Zehnerpotenzen.
Die Zahlenreihe wurde in religidsen Zusammenhingen erstaunlich weit fortgefiihrt ;
80 wird Buddha die Bezeichnung einer Zehnerpotenz zugeschrieben, die wir heute
als 10421 bezeichnen wiirden.

Die urspriinglichen Ziffern- und Zahlensysteme im schriftlichen Verkehr weisen
moglicherweise Einfliisse der benachbarten kulturellen Zentren auf; hier hat die
historische Forschung noch ein weites Betitigungsfeld. So wurden vom 4 Jh. v. u. Z.
bis zum 3. Jh. u. Z. im heutigen Afghanistan und in Westindien die sog. Kharosthi-
Ziffern verwendet, bei denen sich ein Dezimalsystem mit einem Vierersystem iiber-
kreuzt. In weiten Teilen Indiens waren mehr als ein Jahrtausend lang im wesentlichen
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die sog. Brahmi-Ziffern in Gebrauch, bei denen es Individualzahlen fiir die neun
Einerziffern, die neun Zehner,,ziffern“ usw. gab.

Heute nimmt man im allgemeinen an, daB das dezimale Positionssystem eine im
wesentlichen selbstindige Leistung der indischen Mathematik darstellt, ermoglicht
durch Kombination giinstiger Voraussetzungen: Existenz von neun Ziffern bei
festem Gebrauch von Zahlensystemen, traditionelles Zehnersystem mit ausgeprigtem
Sinn fiir systematischen Aufbau der Hierarchie der Zehnerpotenzen. Bei der Ein-
fithrung der Null hat méglicherweise auch die Tatsache eine Rolle gespielt, daB dxe
indischen Astronomen das innere Liickenzeichen des babylonischen Sexag
systems kannten.

Im 6. Jh. u. Z. war das dezimale Positionssystem bereits weit verbreitet, seit dem
7. Jh. war auch die Null gebriuchlich, ein Punkt oder spiter ein kleines Ringlein.
Bei den Indern hieB die Null siinya (d. h. leer). Bei der Ubersetzung ins Arabische
wurde darauf ag-gifr (d. h. die Leere); daraus entstand das Wort Ziffer. Die Zahl-
schrift erhielt ihre Bezeichnung also nach dem Wesen der Sache, nach der Null!

Das vollausgebildete dezimale Positionssystem drang mit den indischen Ziffern
lings der Handelswege relativ rasch nach Osten und Westen vor; bereits im Jahre 662
wies ein syrischer Gelehrter auf ,,sinnvolle Entdeckungen (der Inder) in der astrono-
mischen Wissenschaft* hin, auf ,,Entdeckungen, die scharfsinniger sind als die der
Griechen und Babylonier* und sagt, daB ,,ihre Zahlenschreibweise, die mit Hilfe
von neun Zeichen vorgenommen wird, iiber jedes Lob erhaben ist. ([LA 17])

Bereits wenig spiiter, im Jahre 773, fiihrte ein indischer Mathematiker die ,,Sid-
dhéanta* des Brahmagupta am ‘Abbasiden-Hofe in Bagdad ein; von nun an werden
Teile der indischen Mathematik fester Bestandteil der hochentwickelten arabisch-
islamischen Mathematik. Das indische Ziffernsystem tritt seinen Siegeszug an, zu-
néchst in der arabischen Welt.

Arithmetik und Algebra in der indischen Mathematik

Die Kenntnis der arithmetischen Eigenschaften der Zahl Null war fester Bestandteil
der indischen Mathematik, ebenso wie sichere algorithmische Verfahren zur Beherr-
schung der negativen Zahlen, der Bruchrechnung, des Wurzelziehens und beispiels-
weise der Dreisatzrechnung, der Neunerprobe usw.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB die indischen Mathematiker die Algebra
als das der Arithmetik Ubergeordnete auffaBten; die Algebra (nach unserer Auf-
fassung wiirden wir auch einige Erkenntnisse der Zahlentheorie dazurechnen) stand
daher in hohem Ansehen. So erklirte z. B. Bhaskara II.:

,,Die Lehre vom Rechnen mit Unbekannten ist die Quelle fiir die Lehre vom Rechnen mit
bekannten GroBen.* Und: ,,Die Mathematiker erkliren, daB die Algebra eine Rechnungsform

ist, die von einem Beweis begleitet wird: andernfalls giibe es keinen Unterschied zwischen der
Arithmetik und Algebra." ([LA 17], S. 122/123)

Die Hochachtung vor der Algebra, die die allgemeine Grundlage der gesamten
Mathematik verkorpert, durchzieht die indische Mathematik ; bei Brahmagupta und
Bhaskara II. finden sich geradezu Loblieder auf die Algebra. Und Narayana schrieb:
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,,Wie diese gesamte sichtbare und unendliche Welt aus Brahma entspringt, so folgt aus der
Algebra die gesamte Arithmetik mit ihrer unendlichen Vielfalt." ([LA 17], S. 123)

Es ist bei dieser Grundeinstellung verstiandlich, daB die indische Algebra auf einem
hohen Niveau stand. Es gab u. a. eine feste Symbolik, die sich an den Anfangsbuch-
staben der entsprechenden Worte orientierte; die unbekannte GréBe (die Variable)
hieB ,,yavat-tavat®, das ist ,,soviel-wieviel, d. h. beliebige Menge.

Zum algebraischen Rechnen gehorten der Umgang mit Irrationalititen, Klammern
und mit Polynomen. Lineare und quadratische Gleichungen wurden mit verschie-
denen Verfahren behandelt; auch negative Zahlen wurden — anders als in der
hellenistischen Mathematik — als Gleichungslésungen anerkannt. Auch war bekannt,
daB eine quadratische Gleichung im allgemeinen zwei Losungen besitzt. Auch lineare
Gleichungssysteme traten recht hiufig auf. Im astronomischen Zusammenhang, bei
der Bestimmung der Bewegungsperioden von Himmelskérpern, wurden bei ver-
schiedenartigen Typen unbestimmter Gleichungen ganzzahlige Ldsungen gesucht.
Dabei wurden unter anderem auch Kettenbruchentwicklungen verwendet.

Die Mathematik in den Ldndern des Islam

Ende des 6. und Anfang des 7. Jh. bildete sich auf der arabischen Halbinsel eine
monotheistische Religion, der Islam, heraus, die sowohl von den nomadisierenden
Beduinen als auch von den handel- und gewerbetreibenden Stimmen der Stadte
angenommen wurde. Sie entstand aus einer sozialen Protestbewegung des kauf-
minnischen Mittelstandes gegen die herrschende Aristokratie Mekkas und bildete
die ideologische Grundlage fiir den von jhrem Begriinder Muhammad ibn ‘Abdallah
(ca. 570—632) auf den Triimmern der patriarchalischen Stammesgesellschaft ge-
schaffenen zentralisierten Staat und fiir die von seinen Nachfolgern unternommenen
weitreichenden Eroberungen. Es formierte sich ein arabisches Grofreich, das den
Vorderen Orient, groBe Teile Zentralasiens, ganz Nordafrika und die Pyrendenhalb-
ingel umfaBte. Die Entwicklung der Wissenschaften erlebte unter der ‘Abbasiden-
dynastie (750 bis Mitte des 13. Jh.) ihre erste Glanzzeit. In der Bliitezeit (750 bis
10. Jh.) entstand in Bagdad ein bedeutendes wissenschaftliches und administratives
Zentrum. Wirtschaftliche Grundlage fiir diese Entwicklung war das hohe Niveau
des Bewiisserungswesens auf dem Lande sowie des Handwerks und Handels in den
Stidten. Dabei wirkte sich auBerdem die Vielfalt der zum ‘Abbasidenstaat gehérenden
Volksgruppen und deren z. T. sehr hochentwickelte Kenntnisse im Handwerk und
in den Wissenschaften positiv auf die rasche Entfaltung einer neuen islamischen
Kultur und Wissenschaft aus. Darum ist es auch besser, d.h. der historischen
Situation angemessener, von der Kultur und Wissenschaft des Islam oder in den
Lindern des Islam statt von arabischer Wissenschaft zu sprechen. Das Arabische
erfiillte die Funktion der Verwaltungssprache und war die Sprache der Wissenschaft ;
dhnlich verhielt es sich mit dem Latein wihrend vieler Jahrhunderte in Europa,
unbeschadet der Tatsache, daB die verschiedensten Volksgruppen und National-
sprachen existierten.
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Auch nach dem Niedergang der ‘Abbasidendynastie hielt der Aufschwung der
Wissenschaften noch unter einzelnen lokalen Dynastien an, z. B. unter den Buyiden
im Irak, den Fatimiden in Agypten, den Samaniden und verschiedenen Turk-
dynastien in Mittelasien und unter den ‘Umayyadenchalifen in Spanien und Nord-
westafrika. Im 13. Jh. brachen jedoch diese Reiche im Osten unter dem Ansturm der
Mongolenheere und in Spanien im Kampf gegen die christliche Reconquista zu-
sammen. Die Wissenschaften erlebten zwar im Osten nach der Islamisierung der
Mongolen und unter chinesischem EinfluB noch einmal eine gewisse Bliite, jedoch
traten bereits Stagnationserscheinungen auf. Im 15. und 16.Jh. fielen dann die
meisten arabischen Gebiete unter die Herrschaft der Osmanen, zwar in einzelnen
Bereichen bestehende Traditionen fortfiihrte und z. T. auch belebte, aber insge-
samt mit der in Europa stattfindenden Entwicklung nicht Schritt halten konnte.

Historische Etappen der Entwicklung der Mathematik in den Lindern
des Nahen und Mittleren Ostens

Bei der Mathematik des Islam hat man es mit einem Entwicklungszeitraum von mehr
als einem halben Jahrtausend zu tun, und das in einem geographisch auBerordentlich
ausgedehnten Gebiet. Probleme des Bauwesens, der Geodisie, des Erbrechtes, des
Handels, des Staatshaushaltes, der Astronomie und Astrologie, Geographie und der
Optik beeinfluBten nachhaltig die Entwicklung der islamischen Mathematik. Geht
man ins Detail, so kann man deutlich drei Entwicklungsetappen unterscheiden.

In einer ersten Phase wurde das aus der griechisch-hellenistischen Antike, aus
Persien, Indien und Agypten noch verfiigbare kulturelle und wissenschaftliche Erbe,
darunter die mathematischen Schriften zusammengetragen und in die arabische
Sprache iibertragen. Unter den Kalifen al-Mansir, Harin-ar-Radid — dem Held
der Mérchen aus 1001 Nacht — und deren Nachfolgern entwickelte sich Bagdad
zu einem Zentrum der Kultur.

Al-Ma’miin richtete eine Art Akademie, das ,,Haus der Weisheit* (Bait al-hikma)
ein, zu dessen Pflichten es gehorte, systematisch die iiberlieferten Quellen durch
Ubersetzung ins Arabische zu erschlieBen. Dem ,,Haus der Weisheit* waren u. a. eine
Bibliothek und ein astronomisches Observatorium angeschlossen; Kopisten sorgten
fiir Abschriften der Biicher, und es wurden umfangreiche astronomische und geo-
graphische Forschungen durchgefiihrt. Daneben kniipfte man an das iibernommene
Erbe auf Gebieten an, die aus moderner Sicht der Physik, Chemie, Medizin, Pharma-
kologie, Biologie, Mineralogie und Philosophie zuzuordnen sind. In einigen Wissens-
zweigen konnte dabei das antike Niveau durch neue Fragestellungen, Untersuchungs-
objekte und Methoden nicht nur bereichert und vertieft, sondern auch qualitativ
verandert werden. Wihrend einer zweiten Etappe, deren Beginn etwa auf die Mitte
des 9. Jh. zu datieren ist, bildete sich auf der Grundlage stark einsetzender Kommen-
tierungstitigkeit zu den erschlossenen Quellen eine eigenstindige mathematische
Kultur herauns. Sie umfafte Probleme der Arithmetik, der Zahlentheorie, der Geo-
metrie, der Niherungsrechnung, der Trigonometrie und der Algebra. Ihre hervor-
ragendsten Vertreter waren Muhammad b. Miisad al-Hwarizmi, al-Kindi, Tabit b.
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Qurra, Qusta b. Liga und al-Mahani. Im 10., 11. und 12. Jh. schlieBlich nahmen
astronomische Berechnungen und Niberungsmethoden der Algebra und Trigono-
metrie immer groBeren Umfang an. Deshalb riickten zunehmend Probleme der
numerischen Mathematik in den Mittelpunkt des Interesses. Diese Zeit wird vor
allem Abii Kamil, al-Battani, Abu‘ll-Wafa’, Ibn al-Haitam, al-Karagi, al-Biriini und
al-Hayyam geprigt.

Im 13. bis 15. Jh. widmete man sich dann vorrangig numerischen Fragen. Dafiir
ist moglicherweise der EinfluB intensiver Kontakte zu China maBgebend gewesen.
Die beiden bedeutendsten Mathematiker dieser Zeit waren Nasir ad-Din at-Tisi
und al-Kasi.

Unter dem EinfluB der griechischen Quellen auf Forschungsmethoden und -stil
zeichnen sich die Werke der islamischen Mathematiker durch das Bemiihen aus, die
behandelten Probleme systematisch und vollstindig darzulegen und Sitze zu be-
weisen. Der EinfluB der indischen und chinesischen Mathematik spiegelt sich in den
arabischen Texten u. a. durch die umfangreichen und zahlreichen praktischen Bei-
spiele, Aufgabentypen und Methoden wider.

Auch regional war die Mathematik in den islamischen Lindern nicht einheitlich.
Man unterscheidet im allgemeinen die ostarabische und die westarabische; die west-
arabische Mathematik erreichte insgesamt nicht das Niveau der ostarabischen.
Defiir war sie ausschlaggebend fiir die Ubermittlung der mathematischen Errungen
schaften der Griechen, der Inder und der Araber nach Europa.

Die Algebra des al-Hwarizmi und seiner Nachfolger

Die Algebra des aus Choresm (Chiva in der heutigen Usbekischen SSR) stammenden
al-Hwiarizmi (das heiBt der Choresmier) ist in einer arabischen und mehreren latei-
nischen Handschriften erhalten. Diese Schrift, die in der Entwicklung der Mathe-
matik einen bedeutenden EinfluB ausgeiibt hat, befa8t sich mit der Auflésung von
linearen und quadratischen Gleichungen mit Zahlenkoeffizienten. Der Verfasser
unterscheidet bei den quadratischen Gleichungen sechs Normalformen, auf die alle
Typen zuriickgefiilhrt werden; alle Koeffizienten der Normalformen sind nicht-
negativ, und der Koeffizient der hochsten Potenz ist 1. Der Titel der Algebra von
al-Hwarizmi lautet ,,Al-Kitab al-muhtasar fi hisib al-gabr wa-l-muqabala‘““. Dabei
bedeuten kitab soviel wie Buch, hisib soviel wie Rechnen, al-gabr etwa ,,Erginzung*
und muqabala etwa ,,Gegeniiberstellung*.

Ein Beispiel wird das verdeutlichen. Al-Hwarizmi behandelt z. B. die Gleichung

222 4+ 100 — 20z = 58.
Der erste Schritt der Auflésung besteht in der ,,Erginzung®, in der ,,Auffiillung*:
222 + 100 — 20z + 20z = 58 + 20z.

Auf beiden Seiten der Gleichung wird, modern ausgedriickt, der lineare Term 20z
addiert. Noch einmal wird aufgefiillt: 222 + 100 — 68 = 58 — 58 4 20z. Und dann
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erfolgt die ,,Gegeniiberstellung‘ 222 + 42 = 20z; dies fiihrt auf die Normalform
z?2 4+ 21 = 10z.

Die Bezeichnung der ersten Operation ,,al-gabr wurde spiter auf die gesamte
Lehre von den Gleichungen ausgedehnt; durch Latinisierung des arabischen Wortes
entstand so die Bezeichnung ,,Algebra‘“. Und aus dem Namen des Verfassers, der
ein Buch fiir stets zum Ziele filhrende Auflosungsverfahren geschrieben hatte, ent-
stand das mathematische Fachwort ,,Algorithmus®.

Interessant ist iiberdies ein Blick auf die Absichten, die Zielstellung der Algebra
von al-Hwarizmi. Er wolle, so sagt er, ein kurzgefaBtes Buch schreiben

»von den Rechenverfahren der Erginzung und Ausgleichung mit Beschrinkung auf das An-
mutige und Hochgeschitzte des Rechenverfahrens fir das, was die Leute fortwéhrend not-
wendig brauchen bei ihren Erbschaften und Vermichtnissen und bei ihren Teilungen und
ihren ProzeBbescheiden und ihren Handelsgeschiften und bei allem, womit sie sich gegenseitig
bef: von der A g der Lindereien und der Herstellung der Kanile und der Geo,
metrie und anderem dergleichen nach seinen Gesichtspunkten und Arten*. ([LA 33], II, S. 65)

Charakteristisch fiir das Vorgehen der Mathematiker im islamischen Mittelalter ist
das Bemiihen, die Richtigkeit ihrer Lésungen nachzuweisen. Al-Hwarizmi wendet
sich dafiir der Geometrie zu und gibt Plausibilititsbetrachtungen an. Mit Tabit
b. Qurra’s Arbeit ,,Qawl fI tashih masa’il al-gabr bi’l-barahin al-handasiya‘ (etwa:
Uber den geometrischen Richtigkeitsnachweis bei Problemen der Algebra) wird
diese Vorgehensweise fortgefiihrt, auf den Boden des strengen Beweises in geome-
trischer Sprache unter direktem Riickgriff auf Buch II der ,,Elemente* des Euklid
gestellt und fiir Generationen mittelalterlicher Mathematiker zum methodischen
Leitbild. Ebenfalls noch im 9./10. Jh. setzten, aus unterschiedlichsten Quellen kom-
mend (Arithmetisierung der Biicher IT und X der ,,Elemente‘, wachsende numerische
Anspriiche der Trigonometrie, mathematisch-philosophische Auseinandersetzungen
um die Klassifikation der Teilbereiche der Mathematik, den Zahlbegriff oder die
Beweismethodik, Entwicklungen in der Zahlentheorie, Ubersetzung der ,,Arith-
metik* von Diophant und anderes), Tendenzen zur Arithmetisierung der Algebra
ein.

Sie erreichten in den Werken von al-Karagi und as-Samaw’al im 11. und 12. Jh.
einen Héhepunkt, der in der Beweistechnik die schrittweise Ablosung der geome-
trischen Vorgehensweise durch algebraische Formulierungen und Uberlegungen
bedeutete. Insbesondere wurde, falls man ginzlich auf geometrische Betrachtungen
verzichtete, eine naive, noch unvollstindige Art der ,,vollstindigen Induktion*
benutzt. Damit verbunden waren Fortschritte sachlicher Natur. Beispielsweise war
das sog. Pascalsche Dreieck bereits al-Karagi bekannt, ohne daB dieser sich als Urheber
darstellt. Implizit wurde der Zahlbereich bis auf algebraische Zahlen erweitert. Die
Kenntnisse iiber die Anwendbarkeit der bekannten Verkniipfungsregeln auf Poly-
nome, insbesondere der zu Schwierigkeiten fithrenden Operationen des Dividierens
und Radizierens, wurden vertieft. Neben den natiirlichen Zahlen wurden, modern
gesagt, simtliche rationale Zahlen als Exponenten zugelassen, wobei z. B. der heutigen

2

Schreibweise =z~ 3 etwa der Ausdruck ,,Seite des Kubus vom Quadrat des Teils
entspricht. Ein dritter Aspekt der Entwicklung der Algebra bestand im zunehmenden
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Allgemeinheitsgrad der Aussagen, obwohl gerade diese Tendenz zahlreichen Schwan-
kungen unterworfen war und hiufig Briiche, Stagnationen oder gar Riickschritte
aufwies.

Ob al-Hwarizmi eigenstindige Leistungen auf dem Gebiet der Algebra vollbracht
hat, ist bis jetzt nicht bekannt, aber er wirkte als hervorragender Kompilator des
angesammelten Wissens, und seine Arbeiten bildeten die Grundlage fiir die Unter-
suchungen seiner Nachfolger.

An den Werken Abi Kamils ist hervorzuheben, da8 er, obwohl er auch nur bis zur
Behandlung quadratischer Gleichungen vorst3B8t, mehr als nur eine Unbekannte ein-
fiihrt (al-Hwarizmi benutzte nur eine Variable), hohere Potenzen der Unbekannten
verwendet, auf die klassische Forderung der Dimensionstreue verzichtet (dieser Weg
wurde jedoch von den arabischen Autoren nicht weiter verfolgt, sondern erst von
Descartes wieder aufgegriffen), die quadratischen Irrationalititen als Zahlen, d. h.
als Objekte der Arithmetik, auffaBte und algebraische Identititen in Worten all-
gemein formulierte und ihre Giiltigkeit am Zahlenbeispiel nachwies.

Ebenso wie seine Vorginger stellte al-Karagi zunichst die Grundoperationen mit
Monomen, Polynomen und Irrationalititen sowie die Auflésung linearer und qua-
dratischer Gleichungen dar. Des weiteren finden sich bei ihm die Summation ver-
schiedener arithmetischer Reihen und der Reihen

n n 2 1 n n 2
Ek2=(2k)(——n+—) und 2k3=(2k)
= k=1 /\3 3 k=1 k=1
mit Beweisen und Beweisversuchen. Neu bei ihm ist, neben den oben erwihnten
Beitriigen, da8 er die quadratische Erginzung rein arithmetisch angab und mit der
systematischen Untersuchung von Gleichungen der Form az?* + ba® = ¢,az® + ¢ = bz,
bxn + ¢ = az®, ax?*m = bantm  ca® begann.

Eine hervorragende Leistung der islamischen Algebraiker besteht in der Schaffung
einer geometrischen Theorie der Auflésung kubischer Gleichungen. Im 9.Jh. be-
gannen Bagdader Gelehrte, angeregt durch eine Aufgabe des Archimedes, mit der
Behandlung kubischer Gleichungen. Die griechische Antike kannte zwar eine geo-
metrische Methode zur Ermittlung der Wurzeln einer Gleichung dritten Grades,
wandte diese aber nicht auf einen gréBeren Problemkreis an und schuf auch keine
allgemeine Theorie dafiir. Das blieb der islamischen Mathematik vorbehalten und
hier insbesondere dem Perser al-Hayyam. Nachweislich seit der ersten Hilfte des
7. Jh. traten auch in chinesischen mathematischen Schriften Betrachtungen iiber die
Losung numerischer kubischer Gleichungen auf.

Der erste islamische Mathematiker, der sich moglicherweise um eine derartige
Theorie bemiihte, kann Ibn Lait, ein Zeitgenosse Biriinis, gewesen sein. Seine Arbeit
blieb jedoch nicht erhalten.

Das Werk des al-Hayyam dagegen blieb erhalten und gehort zu den groBten Er-
rungenschaften der arabischen Mathematik. Er 16ste das Problem der kubischen
Gleichungen mit Hilfe von Kegelschnitten und behauptete anscheinend als erster, da8
sich diese Gleichungen mit Hilfe von Zirkel und Lineal losen lassen. Al-Hayyam
bemiihte sich auch um die rechnerische Losung kubischer Gleichungen, jedoch ohne
Erfolg.
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Die Vielzahl und Wichtigkeit der Aufgaben, die zu Gleichungen dritten Grades
fithrten, erforderten auch neue Methoden zur numerischen Lésung. In diesem Zu-
sammenhang schuf al-Kasi ein duBerst einfaches, sehr genaues und schnell konver-
gierendes Iterationsverfahren. Ein analoger Algorithmus fand zur Losung der Glei-
chung ¢t = 6 — m sin 6 (t und m fest; 6 gesucht) Anwendung. Die Gleichung spielt
bei der Erstellung von Tabellen in der Theorie der Parallaxe eine Rolle. Der Algorith-
mus 6y(t) =t + msint, 6,(() =t + msinb,,...,0,(t) =t + msinb,,(¢) zu ihrer
Losung trat zum erstenmal bei al-Haba¥ al-Hasib auf, wobei dieser sich moglicher-
weise auf indische Quellen stiitzte. Im 17. Jh. wurde die obige Gleichung von Kepler
bei der Untersuchung der Planetenbewegungen hergeleitet. In nahezu allen erhaltenen
algebraischen Abhandlungen des islamischen Mittelalters fehlt die Verwendung und
Entwicklung einer algebraischen Symbolik. Das betrifft vor allem die dstlichen Ge-
biete. Im Magrib und in Andalusien dagegen scheint es eine lange andere Tradition
gegeben zu haben, iiber die allerdings erst neueste Forschungen mehr Klarheit ge-
bracht haben. Seit dem vorigen Jahrhundert war jedoch die recht fortgeschrittene
Symbolik von al-Qalasadi, der in Granada gewirkt hat, in Europa bekannt.

Bei ihm wird beispielsweise die Quadratwurzel mit dem ersten Buchstaben des
Wortes gidr (Wurzel) bezeichnet, der iiber die Zahl geschrieben wurde. In den
Gleichungen wurden erste Potenz, Quadrat und dritte Potenz der Variablen (Unbe-
kannten) mit den Anfangsbuchstaben der Wérter 8ai’ (Ding), murabba‘ (Quadrat)
und ka‘b (Kubus) bezeichnet und iiber die Koeffizienten gesetzt. Ein Gleichheits-
zeichen ist auch vorhanden.

Die Ausbreitung der indischen Ziffern und die Arithmetik in den
Lindern des Nahen und Mittleren Ostens

Ebenso wie auf dem Gebiet der Algebra haben die Abhandlungen al-Hwarizmis zur
Arithmetik die folgenden Generationen arabischer Mathematiker nachhaltig beein-
fluBt. Sie dienten als Ausgangspunkt fiir viele weitere Untersuchungen. Sie wurden
ko tiert und iibernc und sie dienten zur Schulung junger Mathematiker.

Al-Hwiarizmi war der erste arabische Mathematiker, der das dezimale Stellenwert-
system mit den indischen Ziffern und die darauf beruhenden Rechenoperationen be-
schrieb und erkléirte. In welcher Form die Ziffern bei al-Hwarizmi verwendet wurden,
ist unbekannt, da sie in den lateinischen Ubersetzungen nicht eingetragen und keine
arabischen Versionen erhalten sind.

Uberhaupt ist vieles iiber die Geschichte unserer Ziffern noch nicht geklirt; als
gesichert gelten nur die folgenden Tatsachen: Nach der Eroberung Agyptens, Syriens
und des Irak driickten arabische Texte Zahlen entweder in Worten oder mit dem
griechischen Alphabet aus. Die wortliche Ausdrucksweise blieb iiber Jahrhunderte
erhalten, wihrend spitestens im 12. Jh. das griechische Alphabet vollig aus den
Handschriften verschwunden war. Seit dem 8. Jh. werden auch Buchstaben des ara-
bischen Alphabets verwendet.

In der ersten Hilfte des 10. Jh. entstanden die ostarabischen Ziffern und ein be-
sonderes Zeichen der Null. Diese Ziffern sind wahrscheinlich die indischen Brahmi-
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Ziffern in etwas verinderter Gestalt. Bis auf Modifikationen der Ziffer 5 und der Null
haben sich die ostarabischen Ziffern in den arabischen Lindern bis heute erhalten.
Etwa um 950 entstanden auf der Pyrenienhalbinsel die westarabischen Ziffern, die
heute noch in Marokko benutzt werden. Insgesamt vollzog sich die Einfiihrung der
neuen Ziffern in den islamischen Lindern jedoch auf Grund bestehender Tradition
ziemlich langsam.

Eine groBe Rolle spielten in der arabischen Arithmetik Briiche, Irrationalzahlen
und Proportionen. Die im Rechnungs- und Finanzwesen hiufig auftretenden Briiche
wurden auf Stammbriiche zuriickgefiihrt und in der Regel als Sexagesimalbriiche
dargestellt. Das sexagesimale Stellenwertsystem erreichte bei den Arabern einen
héheren Entwicklungsstand als im Altertum.

Der zunehmende Umfang trigonometrischer und planimetrischer Berechnungen,
vor allem die Aufstellung immer genauerer astronomischer Tafeln veranlaBten
arabische Mathematiker in wachsendem MaBe, sich mit Irrationalzahlen zu beschif-
tigen. Als Grundlage benutzten sie die antike Theorie der quadratischen Irrationali-
titen, die sie arithmetisierten. Dabei entwickelten sie auch die antike Verhiltnislehre
weiter und erweiterten den Zahlbegriff auf die positiven reellen Zahlen.

Die Theorie der quadratischen Irrationalititen und die Verhiltnislehre waren zwei
der Hauptprobleme des Euklid. Aber auch beziiglich des dritten, der Lehre von den
Parallelen, sind bei den islamischen Mathematikern Fortschritte zu verzeichnen.
Insbesondere sei auf die Werke al-Haitams, al-Hayyams und at-Tisis verwiesen, in
denen sich implizit allererste Ansiitze fiir nichteuklidische Theorien befinden. Ins-
gesamt waren die ,,Elemente das von den Arabern am meisten benutzte und be-
arbeitete Werk der griechischen Antike. Zwischen dem Ende des 8. Jh. und der Mitte
des 15. Jh. wurden die ,,Elemente“ von etwa 50 islamischen Mathematikern iiber-
setzt, bearbeitet und kommentiert.

Einige Kommentare und Bearbeitungen der ,,Elemente‘‘ wurden von Philosophen
verfaBt, z. B. von al-Farabi. Er wandte sich den ,,Elementen‘ deshalb zu, weil die
in ihnen betrachteten Grundbegriffe der Arithmetik und Geometrie eine groB8e Rolle
in der Philosophie des Aristoteles gespielt haben.

Die Herausbildung der Trigonometrie als selbstindiger
Wissenschaftszweig

In den Untersuchungen der Mathematiker und Astronomen der Linder des Nahen
und Mittleren Ostens nahm die Trigonometrie einen breiten Raum ein. Sie stellte
die Verbindung zwischen der Mathematik, der Astronomie, dem Kalenderwesen und
der Lehre von der Sonnenuhr, der Gnomonik, dar. Sie forderte die Entwicklung in
anderen mathematischen Teilbereichen, z. B. die Beschiftigung mit den Irrationali-
titen und den numerischen Verfahren zur Losung algebraischer Gleichungen. Aus-
gangspunkt fiir die arabischen Arbeiten zur Trigonometrie war die Ubersetzung einer
der indischen ,,Siddhantas* durch al-Fazari 733 in Bagdad. Im 9. Jh. iibersetzte und
kommentierte man den ,,Almagest‘ von Ptolemaios und die,, Sphirik‘ von Menelaos.

Die Mathematiker der islamischen Lénder fiihrten die trigonometrischen Ver-
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hiiltnisse Tangens und Kotangens ein und erforschten deren Eigenschaften sowie die
der Verhiiltnisse Sinus und Kosinus, beschiftigten sich mit allen Typen ebener und
sphirischer Dreiecke und bauten so Schritt fiir Schritt die Trigonometrie zu einem
geschlossenen selbstindigen Wissenschaftszweig aus.

Der Tangens und der Kotangens waren den Arabern im 9. Jh. bekannt. Sie wurden
in dieser Zeit auch erstmalig tabelliert. Abu’l-Wafa’ definierte dann alle trigono-
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Abb. 5.4. Arabische Ausgabe des Almagest von Ptolemaios (13. Jh.)

metrischen Funktionen einheitlich am Kreis, wihrend bisher die trigonometrischen
Verhiiltnisse am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrt worden waren. Wichtig fiir die
Entwicklung der Trigonometrie war das Hauptwerk des al-Biriin ,,Kanon ... iiber
die Astronomie und die Sterne*, da hier die Erkenntnisse der Vorginger Birinis
iibersichtlich zusa gefaBt, erginzt und durch eigene Leistungen des Gelehrten
bereichert wurden. Fiir Beweise wurde zunachst der Satz des Menelaos benutzt, der
seit dem 10. Jh. allmahlich durch den neugefundenen Sinussatz verdringt wurde.
Im 13. Jh. war auch der Kosinussatz bekannt. Er wurde durch al-Halili virtuos

eingesetzt.
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Ein zweiter Aspekt dieser Herausbildung der Trigonometrie zu einer selbstandigen
mathematischen Disziplin war ihre Ablésung aus der Astronomie. Er schlug sich in
der Entstehung spezieller trigonometrischer Abhandlungen nieder. Thren Héhe-
punkt fand diese Entwicklung in dem ,Kitdb a3-3akl al-gita‘ (1260; etwa: Ab-
handlung iiber das vollstindige Vierseit) von Nasir ad-Din at-Tiisi At Tisi vereinte
in dieser Arbeit die beiden oben genannten Aspekte, indem er in ihr einen vollstin-
digen und systematischen Aufbau der Trigonometrie von den Grundbegriffen und
-beziehungen bis zu Verfahren fiir die Losung aller typischen Aufgaben seiner Zeit
gab. Von ihm stammen auch wichtige neue Ergebnisse, z.B. die Berechnung
schiefwinkliger Dreiecke aus den drei Seiten und aus den drei Winkeln. Sein Werk
iibte auf Regiomontanus einen entscheidenden Einflu8 aus, und die Arbeiten des
letzteren waren die Grundlage fiir die Entwicklung der Trigonometrie in Europa.

Bedeutendes leisteten die arabischen Wissenschaftler auch bei der Berechnung
trigonometrischer Tafeln; an Genauigkeit gingen sie weit iiber die z. B. von Ptole-
maios hinaus (Abb. 5.4). Die vollstindigsten und genauesten Tafeln stammen von
al-Biriini, Ibn Yiinis, al-Halili, al-Kasi, at-Tisi, al-Marwazi, einem Schiiler des
‘Umar al-Hayyim und aus dem Observatorium des Ulugbék aus Samarkand. Bei-
spielsweise weist die Sinustafel von al-Birani eine Schrittweite von 15’ auf und ist
auf acht Dezimalen genau. Al-Kaii gab, modern geschrieben, den Wert 2r
= 6,2831853071795865 an.

Die Mathematik im europdischen Feudalismus

Der romische Sklavenhalterstaat ging nach erbitterten sozialen Kimpfen der unter-
driickten Klassen und unter dem Ansturm der duBeren Feinde zugrunde. Die poli-
tische Auflésung des romischen Weltreiches ging einher mit dem Verfall der Wirt-
schaft. Fernhandel und stddtisches Handwerk verfielen, Stidte und StraBen zerfielen.
Zum Zentrum der Wirtschaft wurde das Dorf. Es bildete sich vom 5. bis 11. Jh. der
europiische Feudalismus heraus, der durch Naturalwirtschaft, die Bindung der
Bauern an den Boden (Leibeigenschaft), auBerskonomischen Zwang und ein niedriges
Niveau der Technik gekennzeichnet ist. Dazu kam in den ersten Jahrhunderten die
wissenschaftsfeindliche oder zumindest wi haftsuninteressierte Haltung der
christlichen Kirche. Bei den sog. Kirchenvitern (2.—5.Jh.) (patres) fand sie pro-
grammatischen Ausdruck. Tertullian sah in der Philosophie, d. h. in der helleni-
stischen Wissenschaft, die eigentliche Quelle der Ketzerei und betonte den uniiber-
briickbaren Unterschied zwischen Glauben und Wissen: ,,Wibegier ist uns nicht
nétig, seit Jesus Christus; auch nicht Forschung, seit dem Evangelium.*

Von den Autoren der Patristik hat Augustinus, Bischof in Nordafrika, am nach-
driicklichsten die Haltung der Kirche zur Naturwissenschaft und Mathematik fiir die
kommenden Jahrhunderte gepriigt. Zwar betont auch er die Uberfliissigkeit und die
moglichen Gefahren des Studiums der ,,heidnischen* Wissenschaft. Eine andere
Sache aber sei die Aneignung niitzlicher Kenntnisse und Fertigkeiten, da man keine
genauen Angaben iiber den Zeitpunkt der Errichtung des Gottesreiches machen
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kénne und man sich daher auf die Eroberung der bestehenden Welt fiir das Wort
Gottes einstellen miisse. Der Erwerb wissenschaftlicher Giiter durch die Heiden
beweise nur die UnrechtméBigkeiten ihres Besitzes. Erst die Christen konnen — nach
Augustinus — davon den richtigen Gebrauch machen, nimlich den, die Offenbarung
Gottes in der Natur zu erweisen. Aber es bleibe die Hauptbedingung jeder Beschif-
tigung mit der Wissenschaft, daB jede Wissenschaft der Heiligen Schrift unterworfen
sei, da diese alle Fihigkeiten des menschlichen Geistes iibertreffe. Seitdem war im
christlichen Herrschaftsbereich das Primat des Glaubens vor dem Wissen fixiert.
Es konnte erst nach miihevollen und opferreichen Kdémpfen zuriickgedringt und
schlieBlich iiberwunden werden.

Unter diesen Umsténden ist es nicht verwunderlich, daB die europiische Mathe-
matik im Friihfeudalismus auf einem duBerst niedrigen Niveau stand. Sie beschrinkte
sich auf elementares Abacus-Rechnen und auf ein verwickeltes System des Finger-
rechnens, auf elementare FeldmeBkunst und auf die Berechnung (sog. Computus)
beweglicher kirchlicher Feiertage, wie z. B. des Osterfestes.

Die Karolingische Friihrenaissance

Eine sichtbare Wiederbelebung von Wirtschaft, Kultur und Wissenschaft setzte in
Europa erst mit dem 8./9. Jh., mit der Festigung der feudalen Gesellschaftsordnung
ein. Bessere Ausnutzung der tierischen Energie durch Kummet und Hufeisen, ver-
mesgerte Pflugschar u. a. m. trugen wesentlich zur Erhohung der Produktivitit in
der Landwirtschaft, dem Hauptwirtschaftszweig der Feudalordnung bei. Wind- und
Wassermiihlen milderten den chronischen Energiemangel wihrend der Feudalzeit.
Als sich unter der Herrschaft der Karolinger das Frankenreich zu einem michtigen,
feudalen GroBreich im christlichen Europa herausgebildet hatte — Karl der GroBe
wurde 800 zum Kaiser gekront — zeigten sich Formen einer organisierten Bildungs-
politik. Karl, der selbst zeitlebens trotz aller Anstrengungen nie wirklich Schreiben
und Lesen erlernen konnte, bemiihte sich im Interesse der Stirkung seines Staates
darum, das Bildungsniveau der Geistlichkeit und der héheren Beamten anzuheben.
Er zog 781 den aus England stammenden Ménch Alcuin von York an seinen Hof.
Auf dessen Initiative wurde in Tours eine stindige hohere Bildungsstitte einge-
richtet, an der auch mathematisches Wissen vermittelt wurde. In St. Gallen und
Fulda entstanden Kloster, die sich um die Pflege wissenschaftlicher Ideen bemiihten.
Alcuin selbst gilt als Verfasser einer Ssmmlung mathematischer Aufgaben ,,Propo-
sitiones ad acuendos juvenes* (Aufgaben zur Ubung der Jugendlichen), die deutlich
an Vorlagen orientalischer und antiker Herkunft ankniipft, z. B. an eine bei Heron
auftretende Aufgabe iiber das Fiillen eines Wasserbehilters. Geometrische Aufgaben
schlieBen an rémische Vorbilder an und benutzten nur duBerst grobe Niherungen fiir
Fliachenberechnungen und fiir den Wert von . Beispielsweise wird die Kreisfliche
durch die Quadratwurzel aus einem Viertel des Kreisumfangs angenéhert.

Wihrend des 9. und 10.Jh. erlebten die christlichen Staaten Armeniens und
Grusiniens eine Periode kultureller Bliite. Kalenderrechnung und antikes mathe-



104 Vorlesung 5

matisches Wissen, wie es teilweise durch die islamische Kultur vermittelt worden
war, wurden systematisch gepflegt. Es entstand ein eigenstindiges Positionssystem
zur Bezeichnung der Zahlen.

Die Mathematik im Hochfeudalismus

Mit dem Auseinanderbrechen des GroBreiches der Karolinger wihrend des 9.Jh.
erlitt die Entwicklung auch der Wissenschaften in West- und Mitteleuropa einen
voriibergehenden Riickschlag. Der neue Aufschwung ging von Italien, insbesondere
von Oberitalien aus, wo im AnschluB an noch lebendige Traditionen aus der Zeit
der Antike die besten Voraussetzungen fiir einen erneuten Aufschwung von Hand-
werk und Handel bestanden.

Die europiische Feudalgesellschaft erreichte im 12. und 13. Jh. ihre Bliitezeit. Der
Aufschwung der materiellen Produktion zeigte sich auch in der Landwirtschaft, war
aber vor allem an das Handwerk in den Kléstern und insbesondere in den Stiddten
gebunden, die sich in allen Teilen West-, Siid- und Mitteleuropas — bis hin in das
Gebiet der jetzigen VR Polen — zu 6konomischen Hauptzentren entwickelten. Das
Handwerk spezialisierte sich in neuen Organisationsformen, den Ziinften. Der sich
ausdehnende Fernhandel brachte die christliche Welt auch in engere Beziehungen
zur Kultur des Islam, insbesondere in Spanien und Sizilien ; dort lernten die Europier
u. a. die Ergebnisse der islamischen Mathematik kennen.

Der neu erreichte Stand der Produktivkrifte und der Produktionsverhiltnisse
schuf nach und nach eine Atmosphire der Aufnahmebereitschaft fiir kulturelle und
wissenschaftliche Giiter aus der entwickelten Kultur und Wi haft des islamisch
Bereiches, trotz ideologischer Gegensiitze und blutiger militéirischer Verwicklungen
in den sog. Kreuzziigen.

Nach Europa gelangten u. a. der Kompa8 sowie Erkenntnisse zur Herstellung von
Seide, Papier und SchieBpulver, Erfahrungen bei der Gewinnung von Stahl und neue
Webverfahren ; nach Damaskus sind ,,Damaszener Klingen (bei Waffen) und ,,Da-
mast‘‘ benannt worden. Auch wissenschaftliche Kenntnisse erreichten Europa, u. a.
Philosophie (Aristoteles), Astronomie, Optik und Alchimie bzw. Chemie.

Einer der markantesten Fille der Begegnung des lateinischen Mittelalters mit der
Welt des Islam auf dem Gebiet der Mathematik reprisentiert sich in dem franzé-
sischen Ménch Gerbert, der 999 unter dem Namen Sylvester II. den pipstlichen Thron
bestieg. In Spanien lernte er die arabischen Ziffern kennen. Er verwendete sie aber
noch sinnwidrig, indem er Rechensteine des Abacus mit ihnen beschriftete. Immer-
hin aber verdankt man Gerbert die erste uns iiberlieferte schriftliche Darstel-
lung des Abacus-Rechnens.

Umfangreichere Teile der islamischen Mathematik flossen seit dem 12. Jh. nach
Europa ein, solche, die — urspriinglich antiker Herkunft — nun aus dem Arabischen
ins Lateinische iibersetzt wurden, und solche, die das Ergebnis eigenstindiger Ent-
wicklung im Bereich des Islam darstellten. Dabei spielte die Ubersetzerschule von
Toledo eine hervorragende Rolle; Vermittlersprachen wie das Hebriische oder
Kastilische wurden zwischen das Arabische und Lateinische eingeschaltet. Um 1140
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wurde beispielsweise das Rechenbuch des al-Hwarizmi durch Johannes von Sevilla
ins Lateinische iibertragen, und damit wurden die indisch-arabischen Ziffern im
Prinzip zuginglich. Eine arabische Euklid-Auswahl wurde durch Adelard von Bath
um 1150 iibersetzt. Die systematische ErschlieBung der mathematischen Texte,
unter bewuBtem Riickgriff auf den griechischen Originaltext, wird aber erst wihrend
der Periode der Renaissance erfolgen.

Ansidtze eigenstindiger mathematischer Entwicklung in Europa

Im 12. und 13.Jh. waren Genua, Pisa, Venedig, Florenz und Mailand michtige
Handelsstidte, deren Beziehungen bis in den Vorderen Orient und nach Nordafrika
reichten. Die weltberiihmten Reisen der Venezianerfamilie Polo bis nach China
erweiterten den geographischen Horizont der Europier betrichtlich.

Fiir die Vertreter des aufkommenden Handelskapitals erlangte die Rechenkunst
einen hohen unmittelbaren Gebrauchswert. So verfafte Leonardo Fibonacci von Pisa
als einer der ersten Europier eine systematische Darstellung des Rechnens mit den
indisch-arabischen Ziffern, das er bei seinen Geschiftsreisen in den Orient und nach
Nordafrika kennengelernt hatte. Dieses Buch wurde 1202 niedergeschrieben und
trug den Titel ,,Liber abbaci‘ (Buch vom Abacus), aber er ist irrefiihrend : Vom Rech-
nen auf dem Abacus ist nicht die Rede, sondern vom Ziffernrechnen. Es zeugt von
dem beginnenden Siegeszug der indischen Ziffern, da8 Rechnen und Ziffernrechnen
zu synonymen Ausdriicken geworden sind. Leonardos Buch zeigt sogar noch mehr:
Die Aneignung wissenschaftlicher Kenntnisse war nicht linger beschrinkt auf Geist-
liche und Klosterstuben. Die in Umrissen erst deutlich werdende neue Klasse, die
Bourgeoisie, wird sich anschicken, das feudale Bildungsprivileg zu durchbrechen.

Die Griindung von Universititen. Die Scholastik

Die eigentliche, offizielle Wissenschaft wihrend der Periode des europiischen Feuda-
lismus konnte sich jedoch nur unter kirchlicher Oberhoheit entfalten. Gegen Ende
des 11. Jh. hatte die Kirche erkannt, daB im Interesse ihrer eigenen politischen und
6konomischen Macht die Geistlichkeit Lesen, Schreiben und Rechnen lernen und da8
sie zur Formulierung ihrer ideologischen und materiellen Anspriiche wissenschaft-
liche Bildung erwerben miisse. Anfangs wurde das gestiegene Bildungsbediirfnis von
Domschulen befriedigt. Einige von ihnen, etwa die von Chartres und Reims, erreich-
ten ein bemerkenswertes Niveau. An anderen formierten sich nach dem Vorbild der
Ziinfte Vereinigungen von Lehrenden und Lernenden, von Lehrern und Schiilern mit
dem Ziel, sich die Gesamtheit (universitas) aller Wissenschaften anzueignen. Die
erste und berithmteste dieser Universititen, nimlich die von Paris, wurde 1160 von
der Kirche als Lehranstalt anerkannt, also nicht gegriindet. Erst spitere Universi-
titen wurden bewuBt ins Leben gerufen, z. B. Oxford und Cambridge nach Pariser
Muster als von der Kirche organisierte Formen christlicher Gelehrsamkeit. Andere
wieder wurden — freilich gebunden an die schlieBliche pipstliche Anerkennung —
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von weltlichen Herrschern gegriindet, z. B. Neapel; hier wirkten zweifellos auch Vor-
bilder aus der Welt des Islam mit, wo die Wissenschaft staatliche Forderung erhalten
hatte.

An den mittelalterlichen Universititen bildete sich eine Form des Wissenschafts-
betriebes heraus, die wir als scholastische bezeichnen. Scholastik bedeutete im ur-
spriinglichen Sinne des Wortes ,,Schullehre, d. h. die systematische Vermittlung
des Wissensstoffes in Form von Vorlesungen und Disputationen. Die Vorlesungen
muB man sich allerdings nicht im heutigen Sinne vorstellen, sondern eher als Ver-
lesen von Schriften der Kirchenviter, von theologischer und wissenschaftlicher
Literatur. Danach folgten deren Auslegung und Interpretation.

Nach dem Besuch einer Lateinschule wurde der Student im Alter von 10 bis
12 Jahren immatrikuliert, d. h. in die Matrikel (das Verzeichnis) eingetragen. Das
Studium begann mit einem Lehrgang der Ficher des Triviums, d. h. der drei sprach-
lich-philosophischen Fiacher Grammatik, Rhetorik und Dialektik (,,trivial® ist also
das, was am Anfang kommt). In einer zweiten Stufe des Universititsstudiums
wurde — nach spitantikem Vorbild — das Quadrivium, d. h. eine Gesamtheit von
vier Fichern gelehrt : Arithmetik, Geometrie, Astronomie und Musik.

In diesem Rahmen erfolgte die naturwissenschaftliche Ausbildung. An den hoheren
Fakultiten — Medizin, Jus und Theologie — kam man auf Mathematik und Natur-
wissenschaften nicht mehr zuriick. Die Ficher des Triviums und Quadriviums wurden
unter dem Namen der ,,sieben freien Kiinste*“ (artes liberales) zusammengefaBt ;
diese Fakultdt hieB demnach Artistenfakultit. Unter den Bedingungen der Klassen-
gesellschaft des Feudalismus hat man die ,,freien Kiinste* freilich zu verstehen als
die ,,Kiinste der Freien*; Leibeigene fanden nicht den Zugang zu den Universititen.

Das Niveau der mathematisch-naturwissenschaftlichen Ausbildung war fast durch-
weg sehr bescheiden. Das elementare Rechnen mit den vier Grundrechenarten um-
faBte die ganzen positiven Zahlen; aber schon die (nicht aufgehende) Division bot
oft genug uniiberbriickbare Schwierigkeiten; man ,,geriet in die Briiche®. Ahnlich
elementar waren die vermittelten Kenntnisse aus der ebenen Geometrie und Stereo-
metrie. Die Astronomie war mit der Astrologie durchmengt und lehrte auf geo-
zentrischer Basis Elementares iiber die Bewegung von Sonne, Mond und Planeten.
Arithmetische und astronomische Kenntnisse reichten aus, um den Kalender zu
fiihren und die beweglichen kirchlichen Feiertage zu berechnen. Die Lehre schlieBlich
von der Musik — Musik spielte in der christlichen Liturgie eine groSe Rolle —
kniipfte an pythagoreische Vorstellungen an. Stehen die Liangen der Saiten von
Musikinstrumenten in ganzzahligen Verhiltnissen, so entstehen Tonintervalle wie
Oktave, Quarte, Quinte usw. Die Untersuchung dieser Verhiltnisse lief auf die Ver-
wendung von Proportionen hinaus.

Auf dieser durchaus sehr bescheidenen Lehrbasis hat die Hoch- und Spitscholastik
an einigen Universititen Leistungen hervorgebracht, die das normale Niveau weit
iiberschritten.

Roger Bacon, einem in Oxford wirkenden Franziskaner-Ménch, der wegen seiner
materialistischen Denkansiitze verfolgt und eingekerkert wurde und wegen seiner
Universalbildung als einer der fiihrenden Gelehrten des Mittelalters einzuschitzen
ist, waren — also im 13.Jh. — die ,,Elemente‘ von Euklid, der ,,Almagest* von
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Ptolemaios und Ausschnitte des Werkes von Apollonios, Hipparchos und Archimedes
bekannt.

Schon der Abstiegsperiode der Scholastik gehort der Oxforder Magister Thomas
Bradwardine an, auf den u. a. im AnschluB an die Kreisquadratur des Archimedes
Uberlegungen iiber Stetigkeit sich #ndernder GroBen, Arten des Unendlichen und
anderes mehr zuriickgehen, also zu Grundfragen der Mathematik, freilich noch ganz
implizit in theologischer Umhiillung. Hieran schloB sich ideengeschichtlich die sog.
Theorie der Formlatituden von Nicolaus Oresme an.

Trotz dieser und anderer Teilergebnisse nahm die Mathematik — ers wenn
man die engen inneren Beziehungen zwischen ihr und der sich wihrend der Scho-
lastik hohen Ansehens erfrenenden Logik bedenkt — doch insgesamt eine nur be-
scheidene Stellung ein. Es gab im allgemeinen nicht einmal an der Artistenfakultit
spezielle Lehrstiihle fiir Mathematik. Eine grundlegende Wandlung des Inhaltes, des
Umfanges und der gesellschaftlichen Reichweite der Mathematik wird erst mit der
Entfaltung des europiiischen Stidtebiirgertums im 15. Jh. einsetzen.

1:nh
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Die Renaissance

Im 14. und 15. Jh. begannen sich in Teilen Siid-, West- und Mitteleuropas Elemente
des Frithkapitalismus herauszubilden. Der allmihliche Ubergang zur friihbiirger-
lichen Gesellschaft war begleitet von tiefen sozialen Widerspriichen, von Erhebungen
der Stadtbewohner und der Bauern gegen die Feudalherren, von zahllosen Kriegen
und von der Entstehung der Nationen und Nationalstaaten. Das duBere Bild wurde
geprigt von einem bisher nicht gekannten Aufschwung der handwerklichen Produk-
tion, von der zunehmenden Ablésung der Naturalwirtschaft durch die Geldwirt-
schaft, vom Aufbliihen der Stidte, aber auch von girenden geistigen und religiésen
Bewegungen, vom Zusammenbruch des mittelalterlichen Weltbildes und nicht zu-
letzt von einer glanzvollen Entfaltung von Kunst und Wissenschaft.

Das Streben der sich formierenden neuen Klasse, des Biirgertums, war 6konomisch
orientiert und determiniert und zielte daher auf eine Entwicklung der Produktiv-
krifte und damit auf hierfiir dienliche Kenntnisse iiber die Natur ab. Das Interesse
des Biirgertums an einer diesseits orientierten und praktischen Zwecken dienenden
Wissenschaft richtete sich zunéchst auf ein Kennenlernen der aus der Antike iiber-
lieferten Kenntnisse und Wissenschaften, auf Aneignung und Nutzung von Kultur
und Wissenschaft der als ,,Goldenes Zeitalter empfundenen Antike, duBerte sich im
Bemiihen um deren Wiedergeburt (Renaissance).

Die Triger der neuen Ideologie — Dichter, Gelehrte, Publizisten, Philosophen —
bezeichneten sich als Humanisten, als Verkiinder einer dem Menschen und seinen
irdischen Lebensbedingungen dienlichen Weltanschauung und Lebensweise. Der
Riickgriff auf die Reinheit antiken Denkens, erreichbar nur durch die Wiederher-
stellung textkritisch iiberpriifter antiker Schriften in der Originalsprache, forderte
klassische Philologie, historisches und philosophisches Denken und erschlo8 im 15.
und 16. Jh. Schriften von Archimedes, Ptolemaios, Euklid, Apollonios, Diophantos
und anderen Mathematikern der Antike den europdischen Gelehrten. Der Buch-
druck mit beweglichen Lettern, eine Geschichte machende Erfindung des Mainzer
Goldschmiedes Gutenberg, unterstiitzte die relativ rasche Verbreitung des aus der
Antike {ibernommenen und des neuerworbenen Wissens. Auch im gesellschaftlichen
Uberbau, in Philosophie, Gesellschafts- und Staatstheorie, Ethik, Pidagogik und
Literatur, driickte sich der Ubergang zur neuen Gesellschaftsordnung aus. Nicolaus
von Cues und Giordano Bruno, Machiavelli und Thomas Morus, Thomas Miintzer,
Ulrich von Hutten und Erasmus von Rotterdam, Martin Luther und Philipp Me-
lanchthon, Petrarca, Michelangelo, Boccaccio, Rabelais, Cervantes und Shakespeare
leisteten — jeder mit seinen Mitteln — wesentliche Beitrige zur Herausbildung
neuer weltanschaulicher Inhalte.

,»E8 war (so beurteilte Engels die Renaissance, Wg) die groBte progressive Umwilzung, die die
Menschheit bis dahin erlebt hatte, eine Zeit, die Riesen brauchte und Riesen zeugte, Riesen an
Denkkraft, Leidenschaft und Charakter, an Vielseitigkeit und Gelehrsamkeit. Die Minner, die
die moderne Herrschaft der Bourgeoisie begriindeten, waren alles, nur nicht biirgerlich be-
schrinkt. ... Auch die Naturforschung bewegte sich damals mitten in der allgemeinen Revo-
lution und war selbst durch und durch revolutionir; hatte sie sich doch das Recht der Existenz
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zu erkimpfen. Hand in Hand mit den groBen Italienern, von denen die neuere Philosophie
datiert, lieferte sie ihre Martyrer auf den Scheiterhanfen und in die Gefidngnisse der Inqui-
sition ..., ([L 6.13], S. 312/313)

Neue gesellschaftliche Stellung der Naturwissenschaft

BloBe Aneignung und Wiedererweckung des wissenschaftlichen Erbes der Antike
geniigten den wachsenden ideologischen und 6konomischen Bediirfnissen der Bour-
geoisie schon im ausgehenden 15. Jh. nicht mehr. Eine Fiille neuer Einsichten konnte
im 16. Jh. erzielt werden, im Bereich der Produktionsverfahren und der Produktions-
mittel, bei der geographischen ErschlieBung der Erde, in Wissenschaft und Kunst.
Es wurde offensichtlich, daB die Antike iibertroffen werden konnte und iibertroffen
worden war. Tiere, Pflanzen, Erdteile waren entdeckt worden, von denen sich bei den
Alten nicht einmal eine Andeutung fand. Es gab Brillen, Rdderuhren, SchieBpulver,
Feuerwaffen, Spinnriider, Papier, Buchdruck, es gab bedeutende Fortschritte im
Bauwesen, im Schiffsbau, im Bergbau und in der Metallurgie. Diese Entwicklung
ging charakteristischerweise nicht zuriick auf die lateinisch schreibenden Gelehrten
an den unter kirchlicher Oberaufsicht stehenden Universititen, die in unfruchtbar
gewordener Scholastik verharrten. Es waren vielmehr die unter der Sammelbezeich-
nung ,,arteflm“ oder ,,virtuosi‘‘ auftretenden Handwerker, Kaufleute, Rechenmeister,
Biich ter, Zeugmeister, Architekten, bildenden Kiinstler usw., denen die
entscheidenden Anstoﬂe zZu verdanken waren und die sich der systematischen
Erforschung und Darstellung der Produktion in ihren Nationalsprachen zuzuwenden
begannen. Man spricht daher geradezu von der ,,wissenschaftlich-literarischen Ent-
deckung der Produktion“ (Anm. 6.1).

Die neue Auffassung vom Sinn und Nutzen der Wissenschaft vermochte sich mit
dem Erstarken des Friihkapitalismus durchzusetzen und ergriff in zunehmendem
MagBe auch die Vertreter der Universitiatswissenschaft. Der durch die Praktiker er-
worbene Schatz naturwissenschaftlicher und mathematischer Kenntnisse wurde von
den Vertretern der offiziellen Wi haft, die traditionsgeméB auf die Systemati-
sierung des Wissens orientiert waren, theoretisch durchdrungen. Es kam zu einer
Art Begegnung von Praxis und Theorie, zu einem stufenweisen Zusammenwachsen
mit revolutiondren Folgen: Am Beginn des 17. Jh. wurden bereits die Grundlagen
der klassischen Naturwi haft gelegt.

Hand in Hand damit ging auch ein Erstarken des philosophischen Materialismus
in den Naturwissenschaften selbst. Man fing an, die Rolle des Experimentes zu er-
kennen. Man kann die Leistung eines Gelehrten der damaligen Zeit geradezu daran
messen, wie weit er bereit war, Sinneswahrnehmung und Beobachtung iiber die
Berufung auf die Autorititen der Scholastik zu stellen und sich von der Vorherr-
schaft aristotelisch gepriigter mittelalterlicher Wissenschaft zu losen.
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Neue gesellschaftliche Forderungen an die Mathematik

Von einigen gesellschaftlichen Sphiren im Friihkapitalismus ging eine deutliche Um-
und Neuorientierung der Mathematik nach Inhalt und Methode aus.

Mit dem Ubergang von der Natural- zur Geldwirtschaft und der sprunghaften Er-
héhung des Geldumlaufes wurde eine Vielzahl von Problemen aufgeworfen: Buch-
haltung, Zahlenschreibweise, Umrechnung verschiedenartigster Wihrungs-, Ge-
wichts- und MaBeinheiten ineinander, Zins- und Zinseszinsrechnung, Erweiterung des
Zahlenbereiches, Ausbildung von zweckmiBigen Rechenverfahren (Abb. 6.1).
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Abb. 6.1. Rechenstube mit Abacus. Rechenbiichlein von Jakob Kébel, 1614, Titel-
blatt
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Im 15. und 16.Jh. nahm die Astronomie einen raschen Aufschwung, der in der
Publikation des weltbewegenden Werkes ,,De revolutionibus® (1543) durch Nicolaus
Copernicus und der Ablésung des geozentrischen durch das heliozentrische Weltbild
gipfelte (Abb. 6.2). Die Grundannahme der Astrologie vom EinfluB der Gestirne auf
das irdische Leben, auch auf das individuelle Schicksal, war in der Renaissance
unbestritten: Trotz ihrer Unwissenschaftlichkeit wirkte die Astrologie objektiv wie
ein starkes gesellschaftliches Bediirfnis. Und da man beim Versagen eines Horosko-
pes nicht auf Fehler im astrologischen System, sondern auf die Ungenauigkeit der
Sternbeobachtungen schloB, erhielt sogar die beobachtende Astronomie echte Im-
pulse von dieser Seite.

v manthe i e hev ablggabs-

jm:—-? :'L':n ::;l:i:do Vad m..:‘f'ql. ba-
vavem foghoee e ] -.ﬁ.‘—.'.c-rwwu:m .
b g by, ST

(R g, 2 P fope
= - S s O oma combmes &
e XXK Army 1deog Tonoh
G T N
Ve S \“Z',"'Z'
| / %‘,y, X Anovi e 1~

\.
N
N
~N
AN T~
~ )
g el
o dedhromg motesy sery e
OTanbaen Promns Satvwvmg -
o b "'-:r{z:"ww el vewe
Mors wele 9o 10 1wt - Quarks m ovdimr diwed yrmeh
0 loerm opbirth-  m g te7iE cxom ovbe Lomery;
""""'"""'"'Q-Th(chmmvm-/' 4
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Die Schiffahrt, die sich von den Kiisten lésen und die hohe See erreichen konnte,
erforderte neue Kenntnisse und Fertigkeiten der Navigation und im Schiffsbau; hier
ergaben sich Forderungen an Trigonometrie und die Bewiltigung hydrostatischer,
mathematisch-physikalischer Probleme. Dazu traten hydrotechnische Probleme der
Binnenschiffahrt, die aus dem Bau von Kanilen und Schiffsschleusen und der Flug-
regulierung erwuchsen.

Das aufkommende und sich rasch entwickelnde Geschiitzwesen (Abb. 6.3) stellte
die Geschiitzmeister vor eine Reihe ballistischer Fragen. Die Flugbahn der Geschosse

Die ey Budbfenmeifteren

Abb. 8.3. Richten eines Geschiitzes (1547). Die Flugbahn ist aus Strecken
und Kreisb aol gesetzt
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wurde, ein erster bedeutender Fortschritt, aus Geradenstiicken und Kreisbogenteilen
zusammengesetzt gedacht ; erst im 17. Jh. sollte nach langen Bemiihungen von Galilei
und Cavalieri die Flughahn als parabolisch erkannt werden.

Im Bauwesen waren schwierige Fragen zu bewiltigen; die Konstruktion von
Festungen erforderte bei zunehmender Durchschlagskraft der Geschosse auch den
Bau in die Tiefe und forderte damit Ansatzpunkte zur darstellenden Geometrie, d. h.
der Kunst, Dreidimensionales in einer Zeichenebene darzustellen.

Nicht zuletzt enthielt die bildende Kunst der Renaissance zahlreiche mathema-
tische Momente. Reprisentative Gebiiude, Bildwerke, Statuen und Gemilde
muBten, sollten sie dem wiederbelebten antiken Schénheitsideal geniigen, nach
»kanonischen Regeln komponiert sein‘: Thre Teile hatten in bestimmten GréBen-
verhiltnissen zu stehen. Dabei spielte der beriihmte sog. Goldene Schnitt eine her-

Abb. 6.4. Handzeichnung von Leonardo da Vinci zu den GroBenverhiltnissen des
menschlichen Kopfes (Beschriftung in Spiegelschrift)
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vorragende Rolle (Abb. 6.4). Die Beriicksichtigung der Perspektive auf Gemiilden,
die neben dem Streben um realistische Darstellung zu den Errungenschaften der
Renaissance-Kunst gehért, fiihrte zur Entdeckung einiger Grundelemente der
darstellenden Geometrie wie Fluchtpunkt und Fluchtgerade.

Im ganzen erreichte die Mathematik im unmittelbaren Zusammenhang mit der
Herausbildung friihkapitalistischer Verhéltnisse im 15. und 16. Jh. eine prinzipiell
neue gesellschaftliche Stellung : Mathematik war nicht linger bloBes Bildungselement
im System kirchlich-scholastischer Gelehrsamkeit, eingegliedert in das Studium der
sieben freien Kiinste. Nun, in der Renaissance, begannen die Reprisentanten des
Friihkapitalismus, die in der Mathematik verborgene Produktionspotenz zu erkennen.

Im Ergebnis der an die Mathematik gestellten gesellschaftlichen Anforderungen
schritt die Mathematik im 15. und 16.Jh. in drei Hauptrichtungen voran: Die
Trigonometrie wurde zum geschlossenen System ausgebaut. Die Rechenmethoden
wurden verbessert. Das Rechnen selbst wurde algebraisiert.

Ausbau der Trigonometrie zum geschlossenen System

Die Entwicklung der Trigonometrie in Europa kniipfte an Ansitze aus der Antike
und an Kenntnisse aus dem islamischen Kulturgebiet an. Die Aufmerksamkeit galt
zuniichst astronomischen und trigonometrischen Tafeln. Anfangs spielten die 1260/
1266 auf Befehl des Konigs Alfons X. von Kastilien berechneten sog. alfonsinischen
Tafeln eine bestimmende Rolle. Jedoch erwiesen sie sich als nicht geniigend genau
und umfangreich.

Die astronomisch-mathematische Schule in Wien.
Johannes Regiomontanus

Wiihrend des 14./15. Jh. entwickelte sich in Wien eine herausragende astronomisch-
mathematische Schule. Der Magister Johannes von Gmunden, sein Nachfolger Georg
von Peurbach sowie dessen Schiiler und Freund Regiomontanus, unstreitig der be-
deutendste Mathematiker des 15. Jh., lehrten dort.

Eine Neubearbeitung der alfonsinischen Tafeln hatte schon Johannes von Gmunden
fiir notwendig erachtet; sie wurde durchgefiihrt von Peurbach, zusamm®n mit
Regiomontanus. Auf Peurbach geht auch die Anregung an Regiomontanus zuriick,
die in antiken, in islamischen und europiischen Schriften verstreuten trigono-
metrischen Sitze, Ergebnisse und Hilfstabellen zu ordnen und systematisch dar-
zustellen. Im Mathematischen wie bei der Bewiltigung der Sprachschwierigkeiten
sah sich Regiomontanus vor eine groBe Aufgabe gestellt. Zeitweise in Italien lebend
schrieb er 1462/63/64 vier Biicher seines umfassenden Werkes ,,De triangulis omni-
modis libri quinque‘ (Fiinf Biicher iiber alle Arten von Dreiecken) nieder; das fiinfte
ist nicht iiber das Entwurfsstadium hinausgekommen. Erst 1533 wurde das Werk
aus dem NachlaB im Druck herausgegeben und hat, trotz dieser Verzogerung, die Ent-
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wicklung, die Gestalt und den Aufbau der ebenen und sphérischen Trigonometrie bis
in die Gegenwart hinein entscheidend gepriigt. Neben einer Fiille von geometrischen
Konstruktionsaufgaben wird in ,,De triangulis ... zum erstenmal in Europa die
ebene und sphirische Trigonometrie als eine von der Astronomie unabhingige, selb-
stindige mathematische Disziplin dargestellt. Es handelt sich um Sinustrigonometrie
und nicht um die in der Antike iibliche Sehnentrigonometrie. Regiomontanus verwen-
dete, im AnschluB an den jiidisch-europdischen Mathematiker Levi ben Gerson, den
Sinussatz, an anderer Stelle auch den Sinussatz der sphirischen Trigonometrie. Zu
Beginn des fiinften Buches formulierte Regiomontanus, freilich noch in einer recht
schwerfilligen verbalen Fassung, den Seitenkosinussatz der sphirischen Trigono-
metrie. SchlieBlich machte Regiomontanus auch von der Tangensfunktion Gebrauch
und schuf 1464/67 eine gradweise fiinfstellige Tangententafel mit dezimaler (!)
Unterteilung.

In einer deutschen Ubersetzung des lateinischen Originals, die ein wenig dem

modernen Sprachgebrauch angepafBt ist, lautet der Kosinussatz der sphérischen
Trigonometrie bei Regiomontanus folgendermaBen:
»In jedem sphirischen Dreieck, das aus GroBkreisen besteht, ist das Verhiltnis des sinus
versus eines beliebigen Winkels zu der Differenz derjenigen zwei sinus versus, deren einer zu
der dem Winkel gegeniiberliegenden Scite, deren anderer zu der Differenz der einschlieBenden
Seiten gehort, ebendasselbe wie das Verhiltnis des Quadrats des sinus totus zu dem Rechteck,
das aus dem sinus der einschlieBenden Seiten gebildet wird.* ([LA 33], V, S. 139)

An diesem Beispiel der ausschlieBlich verbalen Formulierung eines mathematischen
Satzes wird der groBe Fortschritt deutlich, der aus dem Gebrauch der Formelsprache
fiir die Mathematik erwichst. Bei der ,,('bersetzung* der Formulierung des Regio-
montanus in Formelschreibweise ergibt sich

sin vers «: [sin vers @ — sin vers (b — ¢)] = (sin tot):sind - sinc.

Der sinus versus ist eine heute ungebriuchliche Schreibweise fiir 1 — cos, und
sin tot ist dem Werte nach gleich 1. Mit diesen Umformungen erhilt man dann den
(Seiten-) Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie in der heute geliufigen Form

cosa = cosb-cosc + sinb-sinc- cosa.

Das wissenschaftliche Werk von Regiomontanus umfafte, neben astronomischen
Arbeiten, weitere Tafelwerke, eine kritische Auseinandersetzung mit Néaherungs-
l6sungen fiir die Berechnung der Kreisfliche (Kreisquadratur), die von dem Philo-
sophen und Kleriker Nicolaus von Cues stammten, und weiterhin eine Manuskript
gebliebene Abhandlung iiber sternférmige Vielecke sowie Studien tiber die notwendig
gewordene Kalenderreform.

Prosthaphairesis. Trigonometrische Tafeln
Das wissenschaftliche Erbe von Regiomontanus wurde nicht voll ausgeschépft, da

einiges aus dem NachlaB verlorenging. Als erster fand der Niirnberger Werner, ein
Pfarrer und Liebhaberastronom, den Zugang zu Regiomontanus’ Schriften und ver-
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faBte eine eigene Trigonometrie. Dort findet sich — wenn man unsere heutige Formel-
schreibweise benutzt — die Beziehung

8in « - 8in =—;—[cos (a6 — B) — cos (x + B)],

mittels der die Multiplikation trigonometrischer Funktionswerte auf Addition bzw.
Subtraktion zuriickgefiihrt werden kann. Sie leistet also dem Prinzip nach ganz
dasselbe wie das spitere logarithmische Rechnen. Aus diesem Ansatz Werners ent-
wickelte sich die Methode der sog. Prosthaphairesis, die, nach weiterer Verbesserung,
bis ins 17. Jh. als Grundlage astronomischer Rechnungen diente.

Mit der Leistung von Regiomontanus war die Trigonometrie im européischen
Raum abermals als mathematische Disziplin begriindet. Die folgenden Jahrhunderte
brachten Ausgestaltungen, methodische Verbesserungen, Einfiihrung moderner Be-
zeichnungen und die Verfeinerung der Tafeln. Copernicus fiihrte 1542 in einer ge-
sonderten ,, Trigonometrie’* die Sekansfunktion ein. Der Wittenberger Mathematik-
professor Rhaeticus, Schiiler und Freund des Copernicus, schuf 1551 im ,,Canon
doctrinae triangulorum* (Tafel der Lehre von den Dreiecken) eine von 10" zu 10"
fortschreitende siebenstellige Tafel der trigonometrischen Funktionen. Dort werden
zum erstenmal die Seiten des rechtwinkligen Dreieckes zur Definition der sechs
trigonometrischen Funktionen benutzt. Ubrigens enthilt ,,De revolutionibus* von
Copernicus selbst Darstellungen der ebenen und sphirischen Trigonometrie. Am Ende
des 16. Jh. berechnete Vieta im ,,Canon‘‘ alle sechs Winkelfunktionen, von Minute
zu Minute fortschreitend.

Auch sonst hat Vieta bedeutenden EinfluB auf die Entwicklung der Trigonometrie
genommen. Er hat, darunter auch im ,,Canon*, die sphirische Trigonometrie syste-
matisch auf dem Sinussatz und einem — leicht modifizierten — Kosinussatz auf-
gebaut; dabei treten auch die spiter nach Napier benannten Formeln auf. Vieta
wurde auch zum Schépfer einer eigentlichen Goniometrie. Bei ihm traten algebraische
Umformungen unter Verwendung von Symbolen mit dem Ziel der Umformung
trigonometrischer Bezichungen auf, bewuBt ohne Riickgriff auf eine Figur. Das reicht
von den sog. Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen, iiber die Ent-

sin nt

wicklung von cos nt und als Summe von Funktionen von cos ¢ bis hin beinahe

zum Satz von Moivre.

sin ¢

Zyklometrie

Bemerkenswert sind auch die zyklometrischen Untersuchungen Vietas. Beispielsweise
gab er fiir = eine unendliche Produktdarstellung an. Hier reihte sich Vieta ein
in eine lange Reihe entsprechender Arbeiten, die der Berechnung von = galten und,
im Zusammenhang mit dem klassischen Problem der Kreisquadratur, dem Problem
nachgingen, ob der Kreis (Fliche oder Umfang) ,,exakt’ meBbar sei. Zu den be-
merkenswertesten Leistungen auf diesem Gebiet gehort die Berechnung von zunéchst
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20, spiter 35 Dezimalstellen von m durch Ludolph van Ceulen; noch in Biichern vom
Ende des 19. Jh. wird darum oft = als Ludolphsche Zahl bezeichnet.

Im 17. Jh. aber war das Problem ,,exakte Messung* noch nicht klar formulierbar
und die Erkenntnis noch nicht ausgesprochen, daB die Quadratur des Kreises (mit
Zirkel und Lineal) auf die Frage hinauslduft, ob sich © durch einen Ausdruck dar-
stellen laBt, der nur Quadratwurzeln, und diese in endlicher Anzahl, enthilt. Die
Bezeichnung ,,transzendente Zahl* (im Sinne von: ,,iiber irrational hinausgehend*)
diirfte auf Leibniz (1679) zuriickgehen. Euler bezeichnete 1748 = als ,,transzendente
GroBe“. Liouville konnte 1844 Zahlen angeben, die nicht Wurzeln algebraischer Glei-
chungen sind und schlieBlich bewies Lindemann 1882 die Transzendenz von =: Die
Zahl = ist nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung und die Konstruktion einer
Strecke der Liinge = kann auch nicht bei Hinzunahme beliebiger algebraischer
Kurven gelingen.

Die Lehre von der Perspektive

Zu den zentralen geometrischen Problemen der Renaissance gehorte die Suche nach
Moglichkeiten, das Dreidi ionale in der Zeichenebene darzustellen. Hieran waren
Kiinstler, Architekten, Ingenieure und Festungsbaumeister von ihren praktischen
Problemen her dringlich interessiert; aus den Kreisen dieser Gruppe der artefici
kamen auch die Losungen der Grundprobleme der darstellenden Geometrie und
hervorragende Biicher iiber die Anwendungen der Methoden perspektivischer Dar-
stellung in ihrem Beruf.

In den Kreisen der Maler und Baumeister der Friihrenaissance — Giotto, van Eyck,
Brunelleschi, Alberti — wurden erste Erfolge bei der Meisterung des Problems der
Perspektive erzielt. Den hinsichtlich der kiinstlerischen Meisterschaft reifsten Aus-
druck fand die neue Kunst der Perspektive bei Leonardo de Vinci in Italien und
Diirer in Deutschland.

Leonardo hatte selbst eine zusammenfassende ,,Perspektive geschrieben, doch
ging das Manuskript verloren. Herausragend waren seine Illustrationen zu einem
Werk des italienischen Geistlichen und Mathematikers Luca Pacioli, das dieser unter
dem Titel ,,Proportio divina‘ (Gottliches Verhéltnis) iiber den Goldenen Schnitt
verfaBt hatte.

Diirer lernte nach 1500 die Erfolge der Italiener auf dem Gebiet der Perspektive
kennen und verfaBte ein fiir Kiinstler, Handwerker und Ingenieure bestimmtes
Lehrbuch dieses Gegenstandes, das unter dem Titel ,,Underweysung der Messung
mit dem zirckel und richtscheyt* (Lineal) erstmals 1525 in Niirnberg im Druck er-
schien. Zwei Jahre spiter erschien Diirers Festungskunde ,Etliche underricht zu
befestigung der Stett Schloss und flecken*. Im Jahre darauf publizierte er eine An-
weisung zur Beriicksichtigung der Proportionslehre bei kiinstlerischer Darstellung
des menschlichen Korpers.
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Ausbau der Rechenmethoden

Mit der Entwicklung des Friihkapitalismus stieg das Bediirfnis nach Beherrschung
der Zahlen und des Rechnens sprunghaft an. Dem konnten die Klosterschulen und
Domschulen nicht mehr gerecht werden.

Die Rechenmeister

So entwickelte sich in den vom Friithkapitalismus erfaBten Lindern ein neuer Berufs-
stand, der des Rechenmeisters. Im Auftrage der Stadtverwaltungen fiihrten sie die
kommunalen Rechenarbeiten durch und unterhielten oft eigene ,,Rechenschulen®, in
denen gegen Entgelt der Umgang mit Zahlen und ihren Schreibweisen, Addition,
Substraktion, Multiplikation und Division, die Anwendungen auf Probleme des tig-
lichen Lebens bei Kauf, Tausch und Geldgeschiften und manches andere mehr
gelehrt wurden.

Eines der Hauptgebiete war die sog. ,,Practica welsch* (franzosisch-italienische
Praktik) oder ,,Arte dela Mercadantia* (Kunst der Kaufmannschaft), d. i. das kauf-
minnische Rechnen. Es wurde in Mitteleuropa mit dem Ursprungsland (Italien/
Frankreich) in Verbindung gebracht, da es sich dort, in den am weitesten fort-
geschrittenen Liandern des Friihkapitalismus, am stirksten durchgebildet hatte. So
kam es, daB die noch heute verwendeten Grundworte der Geldwirtschaft italienischen
Ursprungs sind: Saldo, Diskont, Bilanz, Kredit, Valuta, netto, tara, Konto und
sogar Bankrott. Dem mathematischen Inhalte nach handelte es sich bei dem kauf-
ménnischen Rechnen um Umrechnungen der verschiedensten Wahrungen, Lingen-
und Raumma@e ineinander, um einfachen und mehrfachen Dreisatz, um Zins- und
Zinseszinsrechnung, um die Kunst der doppelten Buchfiihrung.

Rechenmeister (Anm. 6.2) und Rechenschulen gab es iiberall, in Italien, Frankreich,
England, den Niederlanden, Deutschland, Bshmen, Polen, in den Stédten aller ent-
wickelten europiischen Linder. Sehr hiufig legten die Rechenmeister ihren Lehrstoff
schriftlich nieder. Diese ,,Rechenbiichlein‘ gehérten charakteristischerweise — neben
Bibeln, Kalendern und politischen Flugschriften — zu den friihesten Druckerzeug-
nissen und bezeugen das hohe gesellschaftliche Interesse an Rechenfertigkeit. Fiir

die damalige Zeit erreichten sie demgeméiB auch er. liche Verbreitung und hohe
Auflagen.
Bei der groBen Volkstiimlichkeit der Rech ister und Rechenbiichlein ist es

nicht verwunderlich, daB sie noch heute in der Erinnerung fortleben. Von den deut-
schen Rechenmeistern erreichte Adam Ries einen geradezu legenddaren Ruf: Noch
heute rufen wir ihn mit den Worten ,,Nach Adam Ries ist zwei und zwei vier zum
Kronzeugen fiir die Richtigkeit eines Rechenergebnisses an. Ries wirkte als Rechen-
meister, aber zugleich als Bergschreiber im Erzgebirge, in Annaberg vor allem,
in einem Zentrum des europiischen Frithkapitalismus. Auch wurde er von erz-
gebirgischen Stidten mit der Ausarbeitung von ,,Brotordnungen®, d. h. der Fest-
setzung des Verhiltnisses von Brotgewicht und Brotpreis beauftragt.

Ahnliche ,,Rieses gab es auch anderswo; auch dort entstanden vorziigliche



Ausbau der Rechenmethoden 121

Rechenbiicher: Etwa vom Jahre 1483 stammt das sog. ,,Bamberger Rechenbuch*,
dessen Verfasser (Ulrich Wagner?) noch nicht eindeutig 'identifiziert ist. Die 1489 in
Leipzig gedruckte ,, Behende und hiibsche Rechenung auf allen kauffmannschafft* hat
den aus Bohmen stammenden Widmann zum Autor. 1514 erschien Kdbels erstes
Rechenbuch ,,Eyun Newe geordnet Rechenbiichlein®, 1545 von Jacques Peletier
die ,,Arithmetica‘* in franzosischer Sprache, und viele andere mehr. Auch Schriften
von N. Tartaglia und R. Recorde aus England gehéren in diese Gruppe von Rechen-
biichern.

Die Uberwindung des Abacus-Rechnens

Ries hat drei wesentlich verschiedene Rechenbiicher geschrieben, die wegen ihrer
hervorragenden pidagogischen Darstellung und der engen Verbindung zum Leben
des Volkes noch bis weit ins 17.Jh. nachgedruckt wurden: ,,Rechnung auff der
Linihen* (1518), ,,Rechnung auff der Linien und Federn* (1522), ,,Rechenung nach
der lenge auff den Linihen und Feder* (1550).

Die Wendung ,,nach der lenge‘* bedeutet nur soviel wie ,,ausfiihrliche Darstellung*.
Die Ausdriicke ,,auf den Linien* bzw. ,,auf der Feder* aber weisen auf einen wesent-
lichen historischen Tatbestand hin, auf den grundlegenden Unterschied zwischen zwei
Rechenverfahren: Das Rechnen mittels den auf den Linien des Abacus hin und her
geschobenen Rechensteinen bzw. das schriftliche Rechnen (Feder!) mit den indisch-
arabischen Ziffern.

Beide Rechenmethoden hatten ihre Vorziige und wurden daher von den Rechen-
meistern gelehrt. Das Abacus-Rechnen konnte auch von Personen ausgefiihrt werden,
die Lesen und Schreiben nicht beherrschten. Auch benétigte man kein Papier, das
damals sehr teuer und selten war. Mancherlei &uBere Verbesserungen — Rechen-
tische, Rechentiicher; Bezeichnung der waagerecht angeordneten Linien mit Wah-
rungseinheiten — erleichterten noch die Handhabung.

Die indisch-arabische Zahlenschreibweise stieB auf verschiedene Widerstinde,
gesellschaftliche und innermathematische. Zunichst wirkte die tausendjihrige Tra-
dition des Abacus-Rechnens hemmend. Einige Vertreter der Kirche lehnten die
Ziffern, die aus nichtchristlichen Kulturkreisen stammten, als ,,heidnisch* oder gar
als ,,Teufelswerk* ab; dies fiihrte beispielsweise 1299 zum Verbot der indisch-
arabischen Ziffern in Florenz. Auch boten diese Ziffern bessere Moglichkeiten zur
Filschung etwa in der Buchhaltung als bei der Verwendung der rémischen Zahlen
(Anm. 6.3)

Aus heutiger Sicht darf man auch nicht die Schwierigkeiten unterschitzen, die
sich dem Verstindnis des Positionssystems entgegenstellten, insbesondere dem Ge-
brauch der Null. Es muBte als ein Widersinn empfunden werden, fiir das Nichts auch
noch ein Zeichen einzufiihren. Und von der Stellung dieses Nichts hing der Wert der
anderen Ziffern ab! Dazu waren die neun Ziffern schwer erlernbar, zumal sie erst nach
und nach einheitliche Gestalt gewannen (Abb. 6.5). In jener Zeit gab es eine Menge
von Merkverschen, um die Ziffern und die Null einpriigbar zu machen. In einer Stra8-
burger Handschrift aus dem 15. Jh. heifit es:
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,»Hab achtung neun sein der figur/

On all beschwer auszusprechen pur.

Bei solchen ferner merk auch mich

Ein nulla steht vnaussprechlich

Rund vnd formirt recht wie ein o/

Wirt dann dasselb versteht also

Ayner deutlichen fiirgemalt

Bringts zehenmal so vil als bald.

Mit den kanstu recht numeriren

All Zal aussprechen und volfiren* ([L 6.15], II, S. 257)

(Zum Verstindnis: ,,fiirgemalt* heiBt so viel wie von rechts heran dazugeschrieben;
entsprechend édndert sich der Stellenwert der davor stehenden ,,Figuren, d. h. der
Ziffern 1 bis 9 (Anm. 6.4).)

[-==xrfers > ]

Brahmi
\?Ji‘l (7r0°

Indisch { Gwalior)
1338y IE 9TCe
Sanskr/t Devanagarl flndlsch)

u#.cssﬂzs /rr‘r'o[qv/\y ]
Wesfarabrsch (Gobar) Ostarabisch(nochheute tiirkisch ua.)
[155p2a[6 ~» ¢ 9]

11.Jh.(Apices)

[ 121345 ls 7890 Abb. 6.5. Stammbaum
unserer heutigen
15. Jh. 16.7h. (Diirer) Zahlzeichen

|'!314l6—\17°

Zu Ende des 15./Anfang des 16. Jh. befand sich die Auseinandersetzung zwischen
den ,,Abacisten und den ,,Algorithmikern*, den Anhingern der beiden grundver-
schiedenen Rechenmethoden, auf dem Hohepunkt. Zwar blieben Rechentische noch
lange in Gebrauch (in einigen Gebieten Deutschlands noch bis ins 18. Jh.), aber all-
mihlich setzte sich das schriftliche Rechnen mit den indisch-arabischen Ziffern
durch. Die Entscheidung fiel in den Handelskontoren und in den Schreib- und
Rechenstuben der Kaufleute; dort trat am deutlichsten zutage, daB man mit diesen
Ziffern zugleich rechnen und die Biichern fiihren konnte.

Ein ganz anderes Problem bestand darin, die schriftlichen Rechenverfahren selbst
durchzubilden und ihnen einen geniigend groBen Grad an Beherrschbarkeit und
Ubersichtlichkeit zu geben. Am schwierigsten erwies sich natiirlich die Division;
es hat jahrhundertelang gedauert, bis sich unser heutiges Verfahren des Unterwirts-
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dividierens durchsetzen konnte. Noch im 17. Jh. war die Bruchrechnung an
Universititen ein Stoffgebiet, das nur mit allergroBter Miihe gemeistert werden
konnte.

Dezimalbriiche

Als Folge des VorstoBes der Tiirken nach Mitteleuropa gelangten einige Andeutungen
iiber die in den &stlichen Lindern verwendeten Dezimalbriiche, die ,tiirkischen
Zahlen“, nach Mitteleuropa, wo sich unabhingig davon ebenfalls &hnliche Grund-
ideen herausgebildet hatten, u.a. in der Wiener astronomischen Schule. Die end-
giiltige Einfithrung der Dezimalbriiche verdankt man dem Niederlinder Stevin,
einem Ingeni und vielseitigen Naturforscher, der in dem 1585 veroffentlichten
kleinen Biichlein ,,De Thiende‘ erklirte:

,,Thiende ist eine Art der Rechenkunst, durch welche man alle unter den Menschen als not-

wendig anfallende Rechnungen mittels ganzer Zahlen ohne Briiche erledigt: sie wird gefunden
aus der Zehnerreihe, bestehend in den Ziffern, durch die irgendeine Zahl geschrieben wird.

Erlauterung.

Es sei eine Zahl gegeben Eint deinhundertundelf, in Ziffern so geschrieben: 1111, in
welcher sich zeigt, daB jede 1 der zehnte Teil der nichst vorangehenden ist. Ebenso ist auch in
2378 jede Einheit der 8 der zehnte Teil von jeder Einheit der 7, und ebenso bei allen anderen.
Aber da es iiblich ist, daB Dinge, von denen man sprechen will, Namen haben, und da diese
Rechenweise aus der Beachtung einer solchen Thienden-Reihe gefunden ist, ja wesentlich
in der Thienden-Reihe besteht, wie es sich im folgenden klar zeigen wird, so nennen wir ihre
Behandlung treffend und kurz die Thiende. Durch diese werden alle uns vorkommenden Rech-
nungen besonders leicht durch ganze Zahlen ohne Briiche ausgefiihrt, wie nachher klar be-
wiesen werden wird.* ([L 6,17}, S. 13)

Stevin fiihrte eine spezielle Symholik ein: Fiir den Dezimalbruch 6,3759 beispiels-
weise wiirde er

6 @30 7050 90

geschrieben haben. Die Bedeutung der eingeringelten Zahlen ist klar: () bedeutet den
zehnten Teil der ganzen Zahl, usw.

In den weiteren Teilen von ,,De Thiende* werden die Grundrechenarten gelehrt,
werden Anwendungen auf Landmessung, Tuch g, Weir g und auf
Astronomie vorgenommen, werden Anweisungen fiir Miinzmeister und Kaufleute
gegeben. SchlieBlich fordert Stevin, logische Folge seiner Dezimalbruchrechnung,
auch MaBe und Gewichte dezimal zu unterteilen, eine Forderung, die damals freilich
noch nicht durchgesetzt werden konnte.

Logarithmisches Rechnen

Die Geschichte des Logarithmierens beginnt mit dem Vergleich zwischen der arith-
metischen und der geometrischen Reihe, wobei die arithmetische Reihe sozusagen
die Logarithmen, die geometrische die Numeri darstellt.

Eine erste derartige Andeutung findet sich bereits bei Archimedes. In der ,,Sand-
rechnung* faBt er eine Regel in Worte, die wir mit der Formel a® - a™ = «**™ wieder-



124 Vorlesung 6

geben wiirden. Am Ende des 15. Jh. parallelisierten Chuquet in Frankreich und
Luca Pacioli die Folgen

012345 ..,
1 a a? a% at a® ...,

und man formulierte das Gesetz, daB sich als Produkt zweier Glieder der unteren
Folge wieder ein Glied dieser Folge ergibt, das zugeordnet ist der Summe der zuge-
ordneten Glieder der oberen Folge. Am weitesten schritt auf diesem Wege der luthe-
rische Prediger Stifel voran, und zwar in seiner beriihmten ,,Arithmetica integra‘
(Gesamte Arithmetik) von 1544. Stifel erfaBte sehr deutlich die im Folgenvergleich
liegenden Moglichkeiten, daB namlich durch Riickgriff auf den arithmetische Folge
die jeweils einfachere Rechenart eingesetzt werden kann. So schreibt Stifel:

,»»Man konnte ein ganz neues Buch iiber die wunderbaren Eigenschaften dieser Zahlen schreiben,
aber ich muB mich an dieser Stelle bescheiden und mit geschlossenen Augen daran voriiber-
gehen.**

Und weiter heiBt es sogar:

Addition in der arithmetischen Reihe entspricht der Multiplikation in der geometrischen,
ebenso Subtraktion in jener der Division in dieser. Die einfache Multiplikation bei den arith-
metischen Reihen wird zur Multiplikation in sich (d. h. Potenzierung, Wg) bei der geometrischen
Reihe. Die Division in der arithmetischen Reihe ist dem Wurzelausziehen in der geometrischen
Reihe zugeordnet, wie die Halbierung dem Quadratwurzelausziehen.* (Zit. [LA 33], 2, S. 171)

Dem Prinzip nach hat Stifel offensichtlich das Wesen des logarithmischen Rechnens
erfaBt. Eine andere Frage aber war es, die beiden Folgen mit geniigend nahe stehen-
den Gliedern zu berechnen, so daB wirklich brauchbares mathematisches Handwerks-
zeug entstehen konnte. Hier leistete der Schweizer Urmacher und Feinmechaniker
Biirgi Pionierarbeit. Umfangreiche Rechnungen im Zusammenhang mit dem Bau
astronomischer Gerite lieBen ihn nach Verbesserungen der Prosthaphairesis suchen.
Bei der Lektiire eines Rechenbuches von Jacob stieB er auf die von diesem wieder-
gegebenen AuBerungen Stifels. Zu Anfang des 17. Jh. begann Biirgi, der im Kontakt
mit Kepler stand, die Berechnung umfangreicher Tafeln; eine von 2" zu 2" fort-
schreitende Sinustafel ging verloren. Eine ausfiihrliche Tafel des Vergleiches arith-
metischer und geometrischer Folgen erschien 1620 unter dem Titel ,,Arithmetische
und geometrische Progre8-Tabulen*. Natiirlich fehlen bei Biirgi alle unsere heutigen
Fachausdriicke wie Logarithmus, Basis, Exponent, Numerus. Er nennt die Glieder z,
der arithmetischen Folge ,,rote Zahlen“, die Glieder y, der geometrischen Folge
»8chwarze Zahlen®, weil sie rot bzw. schwarz gedruckt wurden. Die roten Zahlen
sind also die Logarithmen, die schwarzen danach die Numeri. Wenn man die Biir-
gischen Tafeln nachrechnet, so erkennt man, da Biirgi — sozusagen instinktiv —
als Basis seines Logarithmensystems eine Zahl verwendet hat, die nahe bei e liegt.
Trotz des dringlichen Zuredens von Kepler — der Erfinder (also Biirgi) habe in zu
groBer Bedichtigkeit und Zuriickhaltung das Kind seines Geistes im Stich gelassen,
statt es fiir die Offentlichkeit zu erziehen — konnte sich Biirgi erst spit zur Publika-
tion entschlieBen, zu spit. Die ,,ProgreBtabulen‘ erschienen 1620 in Prag; durch die
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Folgen des DreiBigjihrigen Krieges wurde fast die gesamte Auflage zerstort. Das
Buch erzielte keine Wirkung.

Dariiber hinaus war ihm ein anderer mit der Verffentlichung von Logarithmen-
tafeln zuvorgekommen, der schottische Edelmann Napier (oder Neper). Ausgehend
von einem speziellen mechanischen Problem gelangte auch Neper zur Aufstellung von
Logarithmentafeln. Neper veroffentlichte seine Tafeln von 1614 an in Edinburgh
unter dem Titel ,,Mirifici logarithmorum canonis descriptio*. Hier tritt zum ersten-
mal das aus dem Griechischen abgeleitete Fachwort ,,Logarithmus auf, das etwa
,,Verhiltniszahl®, ,,Rechnungszahl* bedeutet. Das Buch hei8t also etwa ,,Beschrei-
bung einer Tafel wunderbarer Rechnungszahlen Diese Tafel zielte direkt auf eine
Vereinfachung der trigonometrischen Rechnungen und enthilt die siebenstelligen
Logarithmen der Winkelfunktionen Sinus und Kosinus sowie deren Differenzen, also
den Logarithmus des Tangens von Winkeln, die von Minute zu Minute fortschreiten.

Die Neperschen Logarithmen erregten groBe Bewunderung. Logarithmische Tafeln
verbreiteten sich relativ rasch als Rechenhilfsmittel, zumal sich auch Kepler fiir
logarithmisches Rechnen einsetzte und seinerseits, zusammen mit seinem Schwieger-
sohn Bartsch, einem Astronomen, eigene Tafeln berechnete. Der Ubergang zu den
dekadischen Logarithmen schlieBlich wurde durch den Englinder Briggs vollzogen,
dem Inhaber eines naturwissenschaftlichen Lehrstuhles an dem den praktischen Be-
diirfnissen verpflichteten Gresham-College in London. In gemeinsamen Diskussionen
einigten sich Neper und Briggs auf die Annahme log 10 = 1.

Briggs machte sich mit Feuereifer an die Berechnung der Tafeln; von 1617 an
erschienen in Teilen 14stellige Logarithmen, die nach und nach von anderen Autoren
ergiinzt, verbessert und praktischer gestaltet wurden. Um die Mitte des 17. Jh. hatten
die Logarithmen die prosthaphairetische Methode verdringt.

Die Berechnungsverfahren von Neper, Briggs und anderen waren éuBerst mithsam
und beruhten auf komplizierten, geschickt gehandhabten Interpolationen. Eine
neue, bequemer beherrschbare Methode der Logarithmenberechnung konnte erst
durch Verwendung unendlicher Reihen gefunden werden. Die Definition des Loga-
rithmus als Potenzexponent kam erst im 18. Jh. auf. Die Auffassung, daB das Loga-
rithmieren neben dem Radizieren eine zweite Umkehrung des Potenzierens darstellt,
wurde schlieBlich erst von Euler herausgearbeitet.

Algebraisierung

Hatte sich auf der Grundlage eines starken gesellschaftlichen Bediirfnisses die
Berufsgruppe der Rechenmeister herausgebildet, so kam es nach und nach zu einer
algorithmischen Verarbeitung und zur theoretischen Durchdringung sowohl der
alten, aus der Antike iibernommenen wie auch der neuen Rechenverfahren und
mathematischen Schriften.
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Die Co8

Diese Zwischenstufe zwischen bloBer Rechenkunst und vollzogener Algebraisierung,
bei der bereits erste mathematische Symbole und Kunstwérter verwendet wurden,
bezeichnete man als ,,CoB*; die Verfasser entsprechender math tischer Schriften
als Cossisten‘‘. Das Wort ,,CoB‘‘ leitet sich her von der Bezeichnung fiir ,,Ding*,
»Sache* fiir die gesuchte GréBe, die aus Gleichungen zu bestimmen war und die
anfangs verbal, eben als ,,Ding‘ notiert wurde. Lateinisch hie8 dies res, italienisch
cosa, deutsch CoB.

Natiirlich war die Grenze zwischen den Rechenmeistern und den Cossisten flieBend.
Anfangs erfanden die Autoren Abkiirzungen nach eigenem Geschmack. Nach und
nach aber biirgerten sich verbindlich werdende Bezeichnungen ein, beginnend mit
denen fiir die ersten Potenzen der Variablen und fiir die Operationen der Addition
und Substraktion. Die CoB erlebte selbst eine innere und &uBerlich an ihren Sym-
bolen sichtbar werdende Entwicklung, die in die Algebraisierung einmiinden sollte.
Geographisch gesehen war sie, wie die Entwicklung des kaufménnischen Rechnens
auch, von Oberitalien ausgegangen, wurde dann durch deutsche, niederlindische,
englische und franzdsische Cossisten weitergefiihrt und gelangte mit dem Auftreten
von Vieta zu einem vorldufigen AbschluB (Anm. 6.5). Im Jahre 1494 erschien die
»Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni e Proportionalita* des Italieners
Pacioli, eine fiir lange Zeit mustergiiltige Zusammenf: ( ) des damaligen
Wissens. In der ,,Summa‘ treten im ersten Teil die Zelchen p (von italienisch piu)
fiir plus und 7 (von meno) fiir minus sowie R fiir die Quadratwurzel auf. In gewissem
Sinne wird dort sogar mit positiven und negativen Zahlen gerechnet; die Rechen-
regeln fiir die vier Grundrechenarten werden dort in Form kleiner Merkverse — natiir-
lich ohne tiefere Begriindung — gegeben.

Im Deutschen Reicl_} erschien 1525 eine bedeutende ,,CoB“ aus der Feder von
Rudolff, die von Stifel 1553/54 verbessert und erweitert wurde, nachdem dieser
selbst 1544 seine hervorragende zusammenfassende ,,Arithmetica integra ver-
offentlicht hatte. Stifel faBte negative Zahlen ausdriicklich als Zahlen kleiner als
Null auf, studierte im AnschluB an Euklid allgemeine Irrationalititen des Typs

]/a +i/l->, kannte das arithmetische Dreieck, das unter dem Namen Pascalsches
Dreieck in die Mathematik auftritt, verwendete im AnschluB an Widmann die
Zeichen + und —, prigte die Bezeichnung Biomialkoeffizienten und kannte deren
additives Bildungsgesetz.

Diese ,,Arithmetica integra‘ machte Schule. Andere bedeutende cossische Schriften
der Folgezeit sind stark davon inspiriert, so der ,,Whetstone of Witte (Wetzstein
des Verstandes, 1557) von Recorde, eines Arztes und zeitlang Direktor der Konig-
lichen Gruben und Miinze, der ,,Arithmetisch-cubbiccossische Lustgarten von
Faulhaber und andere mehr, auch in Frankreich und den Niederlanden.
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Auflésung von Gleichungen dritten und vierten Grades

Noch Pacioli hatte in seiner,,Summa‘‘ zwar fiir die lineare und die quadratische Glei-
chung rechnerische Auflésungsverfahren dargelegt, doch hatte er die (algebraische)
Auflésung der kubischen Gleichung fiir unméglich erklirt. Diese fand indes ein Pro-
fessor namens Scipione del Ferro an der Universitit von Bologna schon um das Jahr
1500, also nur wenige Jahre nach Paciolis pessimistischer AuBerung. Doch publizierte
del Ferro nicht dariiber. Davon ganz unabhingig entdeckte 1535 der aus sehr armen
Verhiltnissen sta de Rech ister Tartaglia die Auflésung der kubischen
Gleichung, der Typen a2® = px + g und 2® + ¢ = pz (p, ¢ > 0).

Zur demaligen Zeit war es iiblich, 6ffentliche Rechenwettbewerbe abzuhalten,
wobei sich die Konkurrenten gegenseitig Aufgaben in der Hoffnung stellten, der
andere werde daran scheitern. Als Tartaglia die ihm vorgelegten kubischen Glei-
chungen iiberraschenderweise doch auflosen konnte, erwarb er sich betrichtliches
Ansehen und Ruhm, der bis zu dem Professor fiir Mathematik und Medizin in Venedig,
Cardano, gelangte, der seinerseits lange vergeblich nach der Lésung der kubischen
Gleichung gesucht hatte. Cardano bat Tartaglia immer dringlicher um Ubermittlung
der Losung, die Tartaglia indes anfangs nicht geben wollte und als eine Art Zunft-
geheimnis der Rech ister betrachtete, das den Gelehrten an Universititen nicht
zustehe. Erst 1539 iibermittelte Tartaglia an Cardano das Lésungsverfahren unter
der Bedingung, daB er dies als Geheimnis bewahren werde. Doch Cardano brach den
feierlichen Eid und publizierte es 1545 in seiner Schrift ,,Ars magna ...“ (Die Kunst
oder iiber die algebraischen Regeln). Die natiirliche Folge war ein mit groBer Er-
bitterung gefiihrter, ganz Italien bewegender Streit zwischen Tartaglia und den
Anhingern von Cardano, in dem sich zugleich auch die Konfrontation zwischen der
neuen Wissenschaft und der traditionellen Universititsgelehrsamkeit widerspiegelte.

Trotz des Plagiates von Cardano an Tartaglia war die ,,Ars magna‘‘ ein bedeutendes
Buch. Es enthilt unter anderem die von Cardanos Schiiler Ferrari gefundene Auf-
l16sung der Gleichung vierten Grades. In der ,,Ars magna‘ werden kubische Glei-
chungen auf Normalform gebracht, und zwar deutlich in dem Bestreben, Fall-
unterscheidungen zu vermeiden. Losungen von Gleichungen dritten und vierten
Grades werden daraufhin untersucht, ob sie reell ausfallen. Und schlieBlich hat sich
Cardano in einem nachgelassenen Werk mit dem Auftreten imaginirer Gré8en beim
Losen kubischer Gleichungen beschéftigt.

Der stark algebraisch orientierten mathematischen Schule Oberitaliens gehorte
auch Bombelli an, ein in Bologna wirkender Ingenieur, der in seinem Buch ,,L’Alge-

bra‘‘ (geschrieben um 1560, Druck 1572) an Ausdriicken der Form |/a +1b in
impliziter Form die Multiplikationsgesetze fiir komplexe Zahlen auseinandersetzte
und wesentliche Einsichten beim casus irreducibilis erzielte. Auch das Wort Algebra
(Anm. 6.6) hatte sich durchgesetzt und bezeichnete eine neben der Geometrie und
dem Rechnen selbstindig gewordene mathematische Disziplin, etwa im Sinne des
Rechnens mit mathematischen Symbolen und Zeichen, die fiir konkrete Zahlen
stehen, insbesondere, wenn Buchstaben dafiir verwendet werden. Bombelli war der
letzte bedeutende italienische Algebraiker dieser Periode. Durch die Verlagerung der
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6konc hen Schwerpunkte, durch beginnende Refeudalisierung und reaktioniren
Klerikalismus muBte Italien im 17.Jh. seine fiihrende Stellung auf wissenschaft-
lichem, darunter mathematischem Gebiet abgeben. Die Entwicklung der Algebra
wurde in zunehmendem MaBe von Autoren in Deutschland, den Niederlanden, in

England und Frankreich bestimmt.

Vieta

Hatte Cardano in der ,,Ars magna‘“ seine Entdeckung mitgeteilt, daB eine Gleichung
dritten Grades drei Wurzeln besitzen kann, so hatte der Niederlinder Girard 1626
— ohne Beweis — den Fundamentalsatz der Algebra ausgesprochen, daB jede
Gleichung n-ten Grades n Wurzeln besitze.

Der bedeutendste Algebraiker jener Periode war jedoch zweifellos der Franzose
Viéte (oder latinisiert: Vieta); er ist geradezu zum Symbol der sich konstituierenden
Algebra geworden. Daneben hat er Bedeutendes in Geometrie und Trigonometrie
geleistet.

Natiirlich handelt es sich bei Vieta um eine Algebra im Friihzustand, die sich
in Terminologie und Bezeichnungsweise noch erheblich von moderner Algebra un-
terscheidet.

Vieta war sich durchaus des Nutzens der ausgedehnten Verwendung von Symbolen
bewuBt. So pries er seine neue Kunst in einer Schrift mit dem Titel ,,In artem
analyticam Isagoge (etwa: Einfiihrung in die algebraische Kunst) im Jahre 1591
mit den Worten an:

»So ist auch die Kunst, die ich nun vortrage, eine neue oder doch auch wieder eine so alte
und von Barbaren so verunstaltete, daB ich es fiir notwendig hielt, alle ihre Scheinbeweise zu
beseitigen, damit auch nicht die geringste Unreinheit an ihr zuriickbleibe und damit sie nicht
nach dem alten Moder rieche, und ihr eine vollkommen neue Form zu geben, sowie auch neue
Bezeichnungen zu erfinden und einzufiihren. Da man allerdings bisher an diese zu wenig
gewohnt ist, wird es kaum ausbleiben, daB viele schon von vornherein abgeschreckt werden
und AnstoB nehmen. Zwar stimmten alle Mathematiker darin iiberein, daB in ihrer Algebra
oder Almucabala, die sie priesen und eine groBe Kunst nannten, unvergleichliches Gold ver-
borgen sei, aber gefunden haben sie es nicht. So gelobten sie Hekatomben und riisteten zu
Opfern fiir Apollo und die Musen fir den Fall, daB einer auch nur das eine oder andere der
Probleme l6sen wiirde, von deren Art ich zehn oder zwanzig ohne weiteres darlege, da es
meine Kunst erlaubt, die Lésungen aller mathematischen Probleme mit gréBter Sicherheit zu
finden.* (L 6.18, S. 34/35)

In der Tat war der durch Vieta erzielte Fortschritt betrichtlich, auch wenn er nicht
jedes mathematische Problem l6sen kann, wie er im Uberschwang seiner Begeisterung
behauptete.

Vieta schuf eine einheitliche Bezeichnungsweise. Durchgehend bezeichnete er die
Variablen (Unbekannten) durch die Vokale 4, E, I, O, U einschlieBlich ¥ und die
bekannten Gré8en durch die Konstanten B, C, D, ... Einheitlich verwendete er +
und — als Operationssymbole, er gebrauchte den Bruchstrich und verwendete das
Wortchen ,,in‘ als feststehendes Kurzzeichen der Multiplikation. Doch benutzte er
noch nicht das von Recorde eingefiihrte Gleichheitszeichen, sondern driickte die
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Gleichheit zweier Terme verbal durch ,,aequibitur* oder ,,aequale* aus. Zusammen-
gehorige Terme schrieb Vieta untereinander und verband sie mittels geschweifter

Kl n. Beispielsweise wiirde Vieta den Ausdruck
BA BA — BH
iy
D + F
in der Form
BinA
B IBA + ————BI;‘"H aequale B

geschrieben haben ([L 6.18], S. 10). Auf dieser neuen einheitlichen Grundlage hat
Vieta eine Menge wesentlicher Ergebnisse am mathematischen Detail erzielen
konnen: interessante Gleichungslésungen, unter anderem beim casus irreducibilis,
und die Einsicht in den Aufbau der Gleichungskoeffizienten aus den Losungen.

In der ,,Isagoge* und einer anderen bedeutenden, aber erst aus dem NachlaB
herausgegebenen Schrift ,,Ad logisticam speciosam notae priores (Erste Kenn-
zeichen einer prachtvollen Rechenkunst, 1631) hat Vieta auch die algebraische Um-
formungstechnik weit entwickelt: Auflosen, Abspalten von Faktoren, Verwandlung
unbestimmter Ausdriicke in vollstindige Quadrate, Transformationen von Glei-
chungen durch neu eingefiihrte Variable, Rationalmachen der Nenner und anderes
mehr werden virtuos gehandhabt.

Vietas Leistungen wurden jedoch von den Zeitgenossen nicht recht gewiirdigt. Wie
er vorausgesehen hatte, wurden sie von der Vielzahl der neuen Kunstwérter und
iiberhaupt von dem hohen Abstraktions- und Symbolisierungsgrad abgestoBen. So
kam es, daB Vietas Bedeutung erst nach seinem Tode erkannt wurde, als die Ent-
wicklung der Algebra, ohne direkt auf ihn aufzubauen, in der von ihm gewiesenen
Richtung weitergegangen war.
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Zur gesellschaftlichen Stellung der Mathematik
und der Naturwissenschaften

Im Zeitraum von der Mitte des 16. Jh. bis zum Ende des 18. Jh. herrschte die Epoche
des Verfalls des Feudalismus und des zunichst allméhlichen, dann beschleunigten
Ubergangs vom Feudalismus zum Kapitalismus. Am Beginn standen die ersten
erfolgreichen biirgerlichen Revolutionen in den Niederlanden und in England; die
Epoche endete mit der groBen biirgerlichen Revolution 1789 in Frankreich. In
diesen eineinhalb Jahrhunderten von ungefihr 1630/40 bis 1780/90 erlebte Europa
eine bewegte kriegerische, politische Geschichte. Der DreiBigjihrige Krieg warf das
Heilige Romische Reich Deutscher Nation in seiner 6konomischen und politischen
Entwicklung weit zuriick. Die traditionellen Kolonialmichte Portugal und Spanien
wurden in vielen Teilen der Welt von den biirgerlichen Staaten England und Nieder-
lande verdringt, die sich ihrerseits in einem lang dauernden Kampf mit dem stérksten
feudalabsolutistischen Staat, mit Frankreich, befanden, der unter dem ,,Sonnen-
konig* Ludwig XIV. zur kontinentaleuropiischen Hegemoniemacht aufgestiegen
war. Und wihrend PreuBen seine Positionen ausbauen konnte, wurde RuBland seit
der Regierungszeit des Zaren Peter I. zur GroBmacht.

Der Charakter der Ubergangsepoche vom Feudalismus zum Kapitalismus zeigt
sich besonders deutlich an der Entstehung, am Aufschwung und an der Weiterent-
wicklung des Manufakturkapitalismus, an neuen, hoheren Formen der Arbeits-
teilung in den Manufakturen und an der Wirtschaftspolitik jener Epoche, des Mer-
kantilismus. Das junge Biirgertum hatte in den Niederlanden und England einen
echten Anteil auch politischer Macht erobern konnen; in den absolutistischen Staaten
Kontinentaleuropas fiihrte das MiBverhiltnis von 6konomischer Stirke und gleich-
zeitiger politischer Diffamierung auf revolutionire Positionen. Die Aufklirung, be-
stimmende Ideologie der aufstrebenden Bourgeoisie im Kampf gegen den Feudalis-
mus, besaB auch eine starke mathematisch-naturwissenschaftliche Komponente.

Grundeinschitzung der Mathematik dieser Periode

Die reifer und stirker werdende Bourgeoisie wandte in ihrem Streben nach 6konomi-
scher und politischer Emanzipation vom historisch iiberlebten feudalistischen
System ihre Aufmerksamkeit auch den Naturwissenschaften und der Mathematik zu,
und das mit zunehmender Emanzipation in immer stirkerem MaBe: Im 15./16. Jh.
waren die Fortschritte der Mathematik als Ergebnis direkter gesellschaftlicher An-
forderungen zustande gekommen. Nun aber ergingen die Forderungen der Gesell-
schaft an die Mathematik in zunehmendem MaB8e indirekt, durch Vermittlung jener
Probleme, die sich bei der Weiterentwicklung der materiellen Produktivkrifte und
der Produktionsinstrumente einerseits und andererseits durch die Fortentwicklung
der Naturwissenschaften ergaben. Es ist dabei kein Widerspruch zu dieser Ein-
schiitzung, sondern geradezu die dialektische Erginzung, daB zugleich auch aus
innermathematischen Entwicklungsgiingen starke Ansté8e fiir die Entwicklung ent-
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sprangen, getragen von Fragestellungen, die die innere Dynamik der Mathematik
als die einer bereits hochentwickelten und weitreichenden selbstindigen Wissenschaft
von sich aus aufwarf.

In der Mathematik konnten wihrend des 17. und 18. Jh. drei wesentlich neue
Errungenschaften erzielt werden, erstens die analytische Geometrie, zweitens die
Infinitesimalmathematik (Differential- und Integralrechnung, Potenzreihen) und
drittens schlieBlich die Herausbildung eines Fundamentalbegriffes der Mathematik,
des Funktionsbegriffes. Es handelt sich im Grunde um den entscheidenden Ubergang
von einer Mathematik statischer, konstanter GréBen zu einer Mathematik veridnder-
licher GroBen: Die Mathematik vollzog im 17. und 18. Jh. mit dem Ubergang zur
Mathematik der Variablen eine wissenschaftliche Revolution, gleich revolutionir in
den Zielstellungen wie in den Methoden und in der Tragfihigkeit und Reichweite
der neuen Verfahren.

Die Entwicklung der materiellen Produktivkrifte als Reizmittel
fiir die Entwicklung der Mathematik

Die Mathematik variabler GréBen stellt die mathematische Widerspiegelung eines
Grundproblems dar, des Bewegungsproblems: Es ging um die gedankliche und rech-
nerische Bewiltigung der Bewegungsablaufe, um die Auffindung und Durchbildung
eines Kalkiils zur mathematischen Beherrschung von Bewegungsproblemen. Hier
lag die Aufgabe von drei bis vier Mathematikergenerationen, von Descartes und
Fermat bis Leibniz und Newton, d.h. von der Mitte des 17.Jh. bis zum ersten
Drittel des 18. Jh.

Das Wort ,,Bewegung‘ umschlieSt viel, sowohl zentrale naturwissenschaftliche
Fragestellungen — freier Fall, Wurf, Planetenbewegung — als auch Bewegungs-
probleme der praktischen Mechanik jener Zeit und damit die Entwicklung der
Produktionsinstrumente. Aus beiden Sphiren ergingen entscheidende Impulse an
die Herausbildung einer Mathematik der Variablen.

Die Bindung an Fragestellungen der Mechanik insbesondere war im BewuBtsein
fast aller Mathematiker des 17. und 18. Jh. ausgepriigt und 1aBt sich deutlich nach-
weisen. Gerade die bedeutendsten Mathematiker wandten sich direkt der mathe-
matischen Behandlung praktisch hanischer Probl zu.

Die Konstruktion aller moglichen Mechanismen bewegte immer wieder erfinderische
Geister: Windmiihlen, Pumpwerke, Papiermiihlen, Secilzugaggregate, Tretrider,
Krine, Maschinen zur Wasserhaltung und zur Férderung in Bergwerken, Flug-
maschinen, Unterseeboote, Wagen, die ohne Pferde fahren, Schleifmaschinen,
Gesteinsbohrmaschinen beim Tunnelbau, Schiffshebewerke, Schaufelrider zum
Schiffsantrieb und die verschiedenartigsten Maschinerien fiir die Manufakturen
wurden entworfen, ausprobiert, verbessert, in Gang gesetzt. Dazu trat die Jagd nach
dem Perpetuum mobile, einer unaufhérlich und damit unerschopflich Kraft spenden-
den Vorrichtung, die das physikalische Gegenstiick zum ,,Stein der Weisen* in der
Chemie darstellte.
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Es gab in den 6konomisch fortgeschrittenen Lindern Europas eine schon recht
starke Gruppe von ,Mechanici“, von Wasserbau- und Festungsbaumeistern, von
Schiffsbauern, Bergwerk- und Bauingenieuren, die durchaus auch theoretische
Interessen und Kenntnisse besaBen. Vielfdltig traten in ihrem Wirkungsbereich
Probleme auf, von denen man wuBte oder ahnte, daB sie einer mathematisch-physi-
kalischen Behandlung bedurften. Ganz typisch hierfiir ist die sich aufdringende Un-
tersuchung der Kraftverhiltnisse an beweglichen Teilen von Maschinerien, Wasser-
ridern (Abb. 7.1) usw. Oft genug konnten nur auf empirischem Wege niherungsweise
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Bestimmungen vorgenommen werden: Teils war die Mathematik noch nicht weit
genug entwickelt, teils war sie den in der Praxis Stehenden noch nicht bekannt.
Jedenfalls dringte die Entwicklung der materiellen Produktivkrifte und insbe-
sondere die der Produktionsinstrumente deutlich zu einer Weiterentwicklung des
theoretisch-mechanischen Denkens und damit auch der mathematischen Methoden.
Marx hat diesen Zusammenhang so ausgedriickt :

»»Sehr wichtig wurde die sporadische Anwendung der Maschinerie im 17. Jahrhundert, weil sie
den groBien Mathematikern jener Zeit praktische Anhaltspunkte und Reizmittel zur Schopfung
der modernen Mechanik darbot.* ([ L 7.12], S. 369)

Entwicklung der Naturwissenschaften

Im Jahre 1604 hatte Galilei die Gesetze der Fallbewegung aufgefunden. Fiinf Jahre
spiter, 1609, veroffentlichte Kepler in seiner ,,Astronomia nova‘‘ (Neue Astronomie)
die ersten beiden, spiter nach ihm benannten Gesetze der Planetenbewegung. 1638
publizierte Galilei die ,,Discorsi ..., die erste Darstellung einer Wissenschaft von
der Dynamik, d. h. der Bewegungslehre.

Der Niederlinder Huygens beschéftigte sich mit Problemen des StoBes, und ihm
gelang 1656 die Konstruktion der Pendeluhr.

Fallbewegung, Planetenbewegung, Pendelschwingungen und StoBvorginge stellten
um die Mitte des 17. Jh. Zentralprobleme der Mechanik dar. Die Erkenntnis und
Durchbildung der gemeinsamen theoretischen Grundlage aller dieser zundchst als
wesensverschieden aufgefaBten Teilfragen der Dynamik verdankt man Newton. Im
Jahre 1687 erschienen die ,,Philosophiae naturalis principia mathematica* (Mathe-
matische Prinzipien der Naturphilosophie, d.h. nach damaligem Wortgebrauch:
der Naturwissenschaft), die einen herausragenden Markstein in der Entwicklungs-
geschichte der Naturwissenschaften darstellt. Hier wurde der Aufbau einer wissen-
schaftlichen Mechanik, sogar auf axiomatisierter Grundlage, vollendet. Die Newton-
sche Mechanik bildete dann fiir mehr als zwei Jahrhunderte die Grundlage der
gesamten Physik und groBer Teile der Naturwissenschaften.

Zwischen 1600 und 1609 hatten hollindische Brillenmacher mehr oder weniger
zufiillig das Fernrohr entdeckt. Galilei erfand das Fernrohr nach und erkannte, da
damit ein vorziigliches wissenschaftliches Instrument gefunden war. Als erster
richtete Galilei das Fernrohr auf den Himmel und machte auf Anhieb sensationelle
Entdeckungen, die zur Uberwindung des alten mittelalterlichen Weltbildes bei-
trugen. Er fand, daB der Mond Berge und Tiler besitzt, eine Entdeckung, die im
schirfsten Widerspruch zur aristotelischen Denkweise stand. Die Sonne muBte nach
Aristoteles makellos sein — und Galilei sah Sonnenflecken. Die Bewegungen der
Himmelskérper muBten auf vollkommenen, d.h. kreisformigen Bahnen vor sich
gehen — und Kepler erkannte, daB die Planetenbahnen ellipsenférmig sind. Galilei
entdeckte auch, da8 der Planet Jupiter Monde besitzt, und sah darin eine wesent-
liche Stiitze fiir das copernicanische Weltbild : Jupiter und seine Monde bilden ein
kleines Sonnensystem in dem Sinne fiir sich, daB Himmelskorper um einen Mittel-
punkt kreisen, der nicht die Erde ist. Die Ergebnisse der Naturwissenschaften
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standen im deutlichen Gegensatz zur aristotelischen Philosophie und zur christlichen
Dogmatik; sie wirkten revolutionar.

Im Jahre 1619 erschien ein weiteres Hauptwerk von Kepler, ,,Harmonice mundi*
(Weltharmonie), in dem das dritte Gesetz der Planetenbewegung formuliert wurde.
1655 erkannte Huygens die Struktur des Saturnringes. 1675 wurde die beriihmte
Sternwarte Greenwich gegriindet, die den Nullmeridian durch ihren eigenen Standort
festlegte. Sie erhielt vom britischen Kénig bei der Griindung einen ganz konkreten
Auftrag im Interesse der Hochseeschiffahrt, nimlich nach sicheren Methoden zur
Bestimmung der geographischen Linge zu suchen. (Die Bestimmung der geogra-
phischen Breite dagegen ist sehr einfach durch Messung der Sonnenhéhe.) Doch blieb
dieses Problem, das auf die Konstruktion von Uhren einen groBen EinfluB ausiibte,
noch bis zur Mitte des 18. Jh. ungelost. Erst der englische Uhrmachter Harrison
konnte verlaBliche Schiffschronometer herstellen. .

Im Jahre 1676 wies der Dine Romer die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit
durch Beobachtungen der Jupitermonde nach. Es folgten weitere astronomische
Entdeckungen, so die 1705 von Halley geleistete Bahnberechnung des nach ihm be-
nannten Kometen sowie die Entdeckung der Aberration des Lichtes durch Bradley.

Im 17. und 18. Jh. stellte die Mechanik die am weitesten entwickelte naturwissen-
schaftliche Disziplin dar. Optik und Wirmelehre hatten trotz vieler Einzelerfolge
eine tragfihige theoretische Grundlage noch nicht erlangen kénnen; elektrische Er-
scheinungen waren eben erst entdeckt worden.

Von den anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen wie Chemie, Biologie, Geo-
graphie gingen zwar weniger direkte Anforderungen an die Mathematik aus als von
Mechanik und Astronomie. Aber auch die Entwicklung jener anderen Zweige der
Naturwissenschaft, die zu jener Zeit als eine Ganzheit verstanden wurde, gehért zum
gesellschaftlichen Hintergrund der Fortschritte der Mathematik.

Ein neuer Erdteil, Amerika, wurde erschlossen, und Australien wurde aufgefunden.
Hochseeschiffahrt und Kolonialisierung stellten hohe Anforderungen an die Karto-
graphie. 1618 entdeckte der englische Arzt Harvey den Blutkreislauf, 1620 der Nieder-
linder Snellius das Brechungsgesetz. Um 1640 konstruierte der Magdeburger Biirger-
meister Guericke eine wirkungsvolle Luftpumpe und konnte damit in der Folgezeit,
wie schon der Galilei-Schiiler Torricelli mit seinem Quecksilberexperiment, ein wei-
teres altes Dogma widerlegen, die Behauptung némlich, daB es kein Vakuum gebe,
daB in der Natur ein ,,horror vacui‘ (Abscheu vor dem leeren Raum) herrsche. 1646
wies Pascal bei Auswertung einer spektakuliren Bergbesteigung nach, daB der Luft-
druck mit der Hohe abnimmt, und bald darauf, 1654, entdeckte Guericke die Verén-
derlichkeit des Luftdruckes mit dem Wetter.

Von hier aus fiihrt eine direkte Linie zur wissenschaftlichen Wetterkunde. Eine
andere Entwicklungsrichtung kniipfte ebenfalls an jene damals sensationellen
Experimente an: Uber eine Kette technischer Erfindungen fiihrte hier der Weg
vom SchieBpulvermotor von Huygens iiber die atmosphirischen Maschinen von
Papin, Savery und Newcomen bis zur Dampfmaschine von Watt.

Mit Hilfe eines weiteren neugefundenen wissenschaftlichen Instrumentes, des
Mikroskopes, entdeckte man die roten Blutkérperchen und die AufguBtierchen; die
Biologie der Kleinlebewesen nahm ihren Anfang. Linné systematisierte die Pflanzen-
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und Tierwelt. Die Chemie lste sich aus Medizin, Botanik und Physik heraus und
formierte sich zu einer naturwissenschaftlichen Arbeitsrichtung mit selbstindigen
Zielen.

Die Wissenschaftliche Revolution

Naturwissenschaften und die Mathematik traten wihrend des 17. und der ersten
Hiilfte des 18. Jh. im direkten und indirekten Zusammenhang mit der gesellschaft-
lichen Entwicklung wihrend der Ubergangsepoche vom Feudalismus zum Kapitalis-
mus in eine Periode rascher Entwicklung ein. Auf einigen Gebieten — Mathematik,
Mechanik — konnten nach Inhalt und Methode revolutionire Umgestaltungen voll-
zogen werden. Auf anderen Gebieten wurden fundamentale neue Einsichten erzielt
und neue Ziele abgesteckt, die indes erst in der darauffolgenden Periode, der In-
dustriellen Revolution, erreicht werden konnten. Diese im ganzen gesehen durch-
greifende Neuorientierung der Mathematik und der Naturwissenschaften wihrend des
17. und der ersten Hilfte des 18.Jh. bezeichnet man in der Historiographie der
Wi haften allgemein als ,,Wi haftliche Revolution*.

Die gesellschaftliche Stellung des Naturwissenschaftlers.
Die Griindung von Akademien

Auch die neu erreichte gesellschaftliche Stellung des Naturwissenschaftlers gehort zu
den Merkmalen der Wissenschaftlichen Revolution.

Giordano Bruno, ein Anhinger des Copernicus, wurde im Jahre 1600 in Rom auf
dem Scheiterhaufen hingerichtet. Galilei starb im Gewahrsam der Inquisition.
Descartes muBte emigrieren, um Verwicklungen mit kirchlichen Dogmatikern zu
entgehen, aber Newton wurde geadelt und erhielt 1727 ein Staatsbegribnis — eine
iiberaus bemerkenswerte Wandlung in einem reichlichen Jahrhundert, innerhalb
von vier Generationen. Diese unterschiedlichen Lebensschicksale spiegeln jedoch
nicht lediglich den Ablauf der Zeit wider, sondern zugleich unterschiedliche Reife-
grade im sich entwickelnden Friihkapitalismus und differenzierte gesellschaftliche
Zustinde; die englischen Gelehrten hatten daher ganz andere, erweiterte Wirkungs-
moglichkeiten als ihre Vorldufer auf dem Kontinent.

Es wuchs die Anerkennung der gesellschaftlichen Niitzlichkeit der von den Natur-
forschern erzielten Ergebnisse, zugleich aber auch das SelbstbewuBtsein der Natur-
forscher, gepaart mit einer Erstarkung des materialistisch-philosophischen Denkens
unter den Naturforschern. Galilei wagte 1613 den Ausspruch daB die naturwissen-
schaftliche Wahrheit iiber den Buchstabentext der Bibel zu stellen sei. Der Natur-
forscher jener Zeit, der Anspruch auf diesen Titel haben wollte, studierte nun die
Natur, wie er sie vorfand, nicht, wie sie auf Grund christlicher und scholastischer
Dogmen sein sollte, er studierte sie im Vollgefiihl der Niitzlichkeit der Naturwissen-
schaften fiir den Menschen, nicht mehr, um Gottes Schopfungsplan zu er:thiillen.

Die Entwicklung des gesellschaftlichen Lebens und die Stirkung des allgemeinen
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Interesses an den Naturwissenschaften brachten auch neue Organisationsformen der
Wissenschaft hervor. Die Universititen, im Feudalismus die eigentlichen wissen-
schaftlichen Zentren, traten jetzt immer mehr in ihrer Bedeutung zuriick. Statt
dessen begannen die artefici, die virtuosi und andere Praktiker, die an den Universi-
titen keine Heimstatt finden konnten, sich zu organisieren und zu gruppieren, um sich
gemeinsam und systematisch der neuen Naturwissenschaft zu widmen, Ergebnisse
auszutauschen und sich gegenseitig zu unterstiitzen. Die Anhinger der neuen Natur-
wissenschaft, im bewuBten Gegensatz zum mittelalterlich-scholastischen Universitits-
leben, traten nach und nach regelmiBig zusammen und gaben sich den Status wissen-
schaftlicher Gesellschaften, die in freilich miBverstandener Ankniipfung an das antike
Vorbild des 6fteren als ,,Akademien‘ bezeichnet wurden. Dies ist der gesellschaftliche
Ausgangspunkt fiir das Entstehen der Akademien, die wihrend des 17. und 18. Jh. die
bestimmende Organisationsform der wissenschaftlichen Arbeit werden sollten
(Anm. 7.1).

Eine der beriihmtesten friihen italieni 1 wissenschaftlichen Gesellschaften ist
die 1601 in Rom gegriindete Accademia dei Lincei. Der Name bedeutet Akademie
der Luchsdugigen, der Scharfsichtigen, ein Symbol des Kampfes zwischen Wissen-
schaft und Unwissenheit. Ausdriicklich waren Priester von der Mitgliedschaft aus-
geschlossen. Galilei aber z. B. war dort Mitglied; er wurde auch zum geistigen Weg-
bereiter einer schlieBlich 1657 in Florenz unter dem Namen ,,Accademia del Cimento*
(Akademie der Experimente) gegriindeten Gesellschaft, die jedoch durch Interven-
tionen der Kirche bald aufgelést wurde.

Die britische Akademie trigt noch heute den Namen ,,Royal Society*. Ihre Ent-
stehung kniipfte an den britischen Staatsmann und Naturforscher Francis Bacon
an, der in einem Buch unter dem Titel ,,Nova Atlantis‘ einen Inselstaat schilderte,
welcher von einer Vereinigung von Gelehrten zu einem gliickvollen Leben gefiihrt
wird. Begeisterte Anhinger der neuen Wissenschaft und Bacons trafen sich seit
1644/45 ziemlich regelméBig in London, im sog. Gresham College, das von dem wohl-
habenden Manufakturwarenhindler Gresham mit dem Ziel gegriindet worden war,
Kaufleute und Seeleute auszubilden. Darum standen dort Naturwissenschaften
Rechenkunst, Geometrie, Navigation und Astronomie in hohem Ansehen. Am
Gresham College fanden die englischen Freunde der Experimentalwissenschaft zu-
nichst eine bleibende Heimstatt, zumal einige von ihnen dort selbst Professoren
waren. Dem aktiven Kern der Gruppe gehorten u. a. der Architekt Wren an, der die
beriihmte St.-Pauls-Kathedrale schuf, der einfallsreiche Experimentator Hooke, der
vielseitige Naturforscher Boyle sowie die Mathematiker Viscount Brouncker und
Wallis. Diese Initiativgruppe nannte sich ,,Invisible (oder philosophical) College‘;
sie wurde zur Vorstufe der Royal Society. Das ,,Unsichtbare Kollegium* gab sich
1660 als private Vereinigung eine Art Statut und erhielt schlieBlich 1662 durch den
englischen Konig ein Privileg, d. h. die Erlaubnis, nun auch offiziell und unter der
Schirmherrschaft der englischen Krone sich den Naturwissenschaften widmen zu
diirfen.

Ahnlich verlief die Griindung einer Akademie in Deutschland. Eine Gruppe von
Arzten schloB sich kurz nach dem Ende des 30jihrigen Krieges zusammen und erhielt
schlieBlich 1687 vom damaligen deutschen Kaiser Leopold ein Privileg. Diese ,,Aka-

h
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demie der Naturforscher®, die ,,Leopoldina“, besteht noch heute, arbeitet sehr
erfolgreich und hat jetzt ihren Sitz in der DDR, in Halle.

Auch in Frankreich gab es Gruppen von Anhingern der neuen Wissenschaft.
Ihnen gehérten beispielsweise die Mathematiker Pascal, Fermat und Desargues an;
Descartes stand mit einigen Mitgliedern verschiedener Gruppen in brieflicher Ver-
bindung. Die Griindung der Pariser Akademie verlief aber im absolutistischen Frank-
reich anders als in England. Der michtige Finanzminister Colbert, Hauptvertreter
des Merkantili begriindete 1666 in Paris die Akademie in einem feierlichen
Staatsakt; es gab materielle und finanzielle Zuwendungen und fiir ihre Mitglieder
eine Art Gehalt.

Das franzosische Beispiel einer vom Staat eingesetzten und unterhaltenen Aka-
demie hat dann in anderen absolutistischen Staaten Europas als Vorbild gewirkt. So
wurden, unter aktiver Beteiligung von Leibniz, Akademien in Berlin (1700) und
St. Petersburg (1724) gegriindet, aus denen die heutige Akademie der Wissenschaften
der DDR bzw. die Sowjetische Akademie der Wissenschaften hervorgegangen sind.

Der absolutistische Staat stellte den Akademikern diejenigen Aufgaben, die in
seinem 6konomischen oder militirischen Interesse lagen. Fiir die Mathematik waren
es Probleme der Ballistik, der Navigation, des Schiffsbaues, der Kartographie, der
Verbesserung der wissenschaftlichen Instrumente (Uhren, KompaB, Fernrohr,
Mikroskop), Festungsbau, Technologie in Manufakturen und Bergwerken. Dazu kam
von Seiten der absolutistischen Herrscher ein gewisses Reprisentationsbediirfnis. Es
galt geradezu als MaB der Stirke eines Staates, wieviel beriihmte Gelehrte und
Wissenschaftler bei Hofe aufgeboten werden konnten. Das Interesse der Herrscher
am wissenschaftlichen Glanz ihrer Akademiker schuf andererseits den Wissen-
schaftlern, darunter auch den Mathematikern, denjenigen Spielraum, den sie be-
nétigten, um auch den aus innerwissenschaftlicher Entwicklung entspringenden
Problemen nachzugehen und das Biindnis mit der progressiven Aufklarungsphilo-
sopie festigen zu konnen. Aus der Vielzahl der Akademien in Europa ragten im
18. Jh. die Akademien in London, Paris, Berlin und St. Petersburg hervor. An ihnen
wirkten auch die bedeutendsten Mathematiker jener Periode.

Geschichte der analytischen Geometrie

Die entscheidenden Schritte zur Herausbildung dessen, was wir analytische Geo-
metrie nennen, wurden nahezu gleichzeitig, in den 30er Jahren des 17. Jh., von zwei
franzosischen Gelehrten getan, von Fermat und Descartes. Beide schlossen an Vor-
arbeiten an; die von ihnen geschaffene Form der analytischen Geometrie muBte noch
weiterentwickelt werden und erhielt erst im Laufe des 19. Jh. im wesentlichen die
heute bekannte Gestalt. So kann und muB man fiir die Geschichte der analytisch
Geometrie drei Etappen unterscheiden: Entstehung, Herausbildung und Durch-
bildung der analytischen Geometrie, sowohl nach ihrem Ideengehalt als auch nach
ihren Methoden.
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Aus der Entstehungsgeschichte der analytischen Geometrie

Das Wesen der analytischen Geometrie besteht in einer wechselseitigen Durch-
dringung von Geometrie und Algebra. Demnach umfaBt die Entstehungsphase der
analytischen Geometrie auch die antike Kegelschnittslehre, weil sich auch bei
Apollonios Ansitze zur Uberwindung bloBen geometrischen Denkens zeigen. Zur
Vorgeschichte hat man auch Vorformen der Verwendung von Koordinaten zu
rechnen. So bezeichneten beispielsweise die antiken Astronomen Hipparchos und
Ptolemaios Orte auf der Erdoberfliche, indem sie — dhnlich wie wir — deren ,,Linge‘
und ,,Breite** (gemessen von Ost nach West bzw. von Nord nach Siid) angeben, be-
zogen jeweils auf ihre Wirkungsstitten, die Insel Rhodos bzw. die Stadt Alexandria.

So etwas Ahnliches wie Koordinaten verwendete auch Heron von Alexandria,
wenn er bei Vermessungen im Gelinde zu einer festen Standlinie Parallelen fest-
legte, um so die zu bestimmende Fliche in leichter zu berechnende Trapeze und Drei-
ecke zerlegen zu kénnen. Nach Herons Vorbild verfuhren die rémischen Agrimensoren

Abb. 7.2. Lineae ordinatae bei Heron, eine Vor-
stufe der Ver dung von Koordi

(Feldmesser). Diese Parallelen zu einer Standlinie hieBen ,.lineae ordinatae* (geord-
nete Linien; Abb. 7.2). Auch wurden die rémisc hen Feldlager schachbrettartig an-
gelegt und die Truppen auf das ,,Koordinatensystem* verteilt. Solche spontan ver-
wendeten, in praktischem Zusammenhang auftretende ,, Koordinaten* findet man
ferner bei Bauplinen der bedeutendsten Baumeister der Renaissance, so etwa bei
Alberti.

Nicolaus Oresme

In gewissem Sinne gehort zur Vorgeschichte der analytischen Geometrie auch die
sog. Theorie der Formlatituden, die von Nicolaus Oresme, Bischof von Lisieux in
Frankreich, herriihrt.

In der Gedankenwelt der aristotelischen Physik stehend, befaBte sich Oresme mit
der graphischen Darstellung von Quantititen und Qualititen, besonders mit der
Darstellung sich éndernder Intensititen solcher GréBen wie Wirme und Kilte,
Feuchtigkeit und Trockenheit, Bewegung. Dazu zeichnete (Abb. 7.3) Oresme eine
Strecke (Basis oder extensio oder longitudo genannt), die die untersuchte GroBe
(etwa Bewegung) versinnbildlichen sollte. Senkrecht dazu wurde durch Strecken die
Stiirke (Latitudo oder intensio genannt) jener GréBe aufgetragen. Auf diese Weise
erhiilt man Flichen (figurae oder formae genannt). Sind die latitudines konstant, so
erhilt man ein Rechteck, im Falle ihrer gleichmiBigen Abnahme oder Zunahme aber
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Trapeze. Auf diese Weise gelang es Oresme, eine anschauliche Vorstellung etwa von
einer gleichbleibenden oder gleichférmig abnehmenden Geschwindigkeit beim Be-
wegungsvorgang zu bilden. Solche Figuren oder Formen haben wihrend der Scho-
lastik bei den schwierig sich gestaltenden Bemiihungen um eine wissenschaftliche
Dynamik eine groBe Rolle gespielt. Heute nennen wir die von Oresme entwickelte
Methode in Anlehnung an den Sprachgebrauch seiner Schiiler ,,Theorie der Form-
latituden®.

3 5
2 =
ES 3
E -~
extensio extensio
Abb. 7.3. Zur Theorie der Formlatituden. Links graphische Repri ion etwa
einer Bewegung mit k Geschwindigkeit, rechts einer gleichformig abneh-

menden Geschwindigkeit

Es handelte sich bei Oresme um eine figiirliche Darstellung gewisser physikalischer
GroéBen, noch nicht aber um analytische Geometrie oder gar um eine Vorwegnahme
des Funktionsbegriffes. So fehlte bei ihm gerade der Versuch, die graphische Dar-
stellung mit Algebra zu verbinden.

Herausbildung der analytischen Geometrie

Die Bereitstellung algebraischer Methoden gehdrt zu den innermathematischen
historischen Voraussetzungen fiir die analytische Geometrie; eine ihrer historischen
Wourzeln liegt also in der Entwicklung von der Co8 bis zu Vieta. Eine weitere histo-
rische Wurzel hat man in der Ubernahme der antiken Kegelschnittslehre und deren
Einordnung in neue Zusammenhénge zu erblicken.

Mit dem Anfang des 17. Jh. trat in der Lehre von den Kegelschnitten eine ent-
scheidende Wende ein: Kegelschnitte waren in der Antike eine mathematische
Angelegenheit gewesen, ein bloBes gedankliches System, frei — wenn man vom
Kreis absieht — von physikalischen Beziigen. Nun aber erhielten die Kegelschnitte
mit der Entwicklung der Naturwissenschaften und der Produktivkrifte eine objektive
Existenz: Ellipsen und Parabeln waren Bahnkurven wirklicher Bewegung von
Himmelskorpern bzw. Geschossen. Alte Untersuchungsergebnisse wurden in ganz
neue, erweiterte wissenschaftliche Zusammenhiinge hineingestellt. Die Folge war
— und man mag dies geradezu als historische G aBigkeit formuli — ein
bedeutender Aufschwung einer traditionellen wissenschaftlichen Disziplin.

Zu den Fortschritten der Kegelschnittslehre kann man auch die Bemiihungen von
Fermat rechnen, die Biicher V bis VII der ,,Conica‘ von Apollonios zu rekonstruieren.
Gregorius a Santa Vincentio, ein Jesuit, beschiftigte sich mit einer zusammen-
fassenden Darstellung der Ergebnisse von Apollonios und der neu erzielten Einsichten
zur Kegelschnittslehre. Sein in den zwanziger Jahren entstandenes Manuskript
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konnte wegen der Kriegswirren des 30jihrigen Krieges erst 1647 zum Druck ge-
langen. Zu diesem Zeitpunkt war das ,,Opus geometricum‘* bereits iiberholt.

Die entscheidenden Schriften zur analytischen Geometrie waren schon geschrieben
bzw. sogar gedruckt. Sie stammten von Fermat und Descartes und zeichneten sich
durch die objektiv notwendig gewordene Verschmelzung von Algebra und Geometrie
aus. Beide befaBten sich um etwa dieselbe Zeit mit denselben Fragen. Heute steht
fest, daB Descartes seine Ergebnisse frither zum Druck bringen lieB (1637), daB aber
Fermats erst 1679 aus dem NachlaB veroffentlichte Schrift schon vor 1637 nieder-
geschrieben wurde. AuBerdem bestanden wesentliche Unterschiede im Anliegen und
in den Methoden zwischen den Ergebnissen beider Begriinder der analytischen Geo-
metrie.

Descartes loste sich von den teilweise ungeschickten Bezeichnungen der Vietasch
Algebra. Doch behielt er das der alten Geometrie verhaftete Ziel noch bei, mittels
geometrischer Methoden Gleichungen aufzulésen. DemgemiB ist die neue Methode
der analytischen Geometrie bei Descartes nur sozusagen implizit vorhanden; man
muB sie aus den von ihm durchgefiihrten Beispielen herauslesen.

Fermat dagegen zielte auf eine ginzlich neue Behandlungsweise der Kegelschnitts-
lehre und dariiber hinaus der Lehre von den geometrischen Ortern ab und strebte
daher eine systematische, explizite Darlegung der neuen Methoden an. Dagegen blieb
er bei den Bezeichnungsweisen von Vieta stehen.

René Descartes

Der aus Nordfrankreich stammende Descartes wurde Hauptvertreter des philo-
sophischen Systems des Rationalismus, einer spezifischen Form des objektiven
Idealismus. Descartes stellte als Ausgangspunkt seiner Philosophie den Satz ,,Cogito,
ergo sum* (Ich denke, also bin ich) auf und leitete damit die Existenz der Welt nicht
aus gottlicher Offenbarung, sondern aus der Kraft des menschlichen Verstandes
(ratio) her, der sehr wohl imstande sei, die Welt zu erkennen. Diese antitheologische
Philosophie brachte Descartes in Gegensatz zur katholischen, spiter auch zur
protestantischen Kirche. Die mathematische Leistung von Descartes entsprang aus
seiner rationalistischen Philosophie. Daraus resultieren seine Bemiihungen um klare
Begriffe, um scharfe Definitionen, um einpriigsame Bezeichnungen fiir die Philosophie
wie fiir die Mathematik, die ihm gleichzeitig auch als Muster wissenschaftlich-
rationaler Methoden entgegentrat. So ist es auch verstindlich, daB er sich des neuen
Werkzeuges der Algebra bemiichtigte, das mehr Klarheit beim Gebrauch von Be-
griffen und mehr Sicherheit bei Rechnungen ermdéglichte. Descartes wurde seinerseits
zu einem Verfechter konsequenter Anwendung mathematischer Symbolik, auch beriet
er sich mit anderen Mathematikern iiber die Wahl der Symbole. Auf Descartes geht
die noch heute iibliche Vereinbarung zuriick, die Unbekannten (Variablen) mit den
letzten Buchstaben des Alphabets zu bezeichnen. Er gebrauchte durchgehend die
Zeichen + und —, die Potenzschreibweise, das Quadratwurzelzeichen y. Noch alt-
modisch ist dagegen der Gebrauch des Zeichens 3 (Verschleifung der Anfangsbuch.
staben ae von aequetur) statt des Gleichheitszeichens.
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Descartes hatte zu Anfang der dreiBiger Jahre eine groBangelegte Darstellung
seiner Philosophie samt einer Naturerklirung aus mechanischen Prinzipien vollendet,
der er den Titel ,,Le monde* (Die Welt) gegeben hatte. Wegen der Verurteilung von
Galilei (1633) aber wagte Descartes nur die Publikation relativ ungefihrlicher Teile.
Im Jahre 1637 erschien anonym, in den Niederlanden, der ,,Discours de la méthode*.
Darin entwickelte Descartes zunichst seine allgemeine rationalistische Methode und
wandte sie als Probe auf ihre Tragfihigkeit auf drei Fachgebiete an, auf die Lehre
vom Strahlengang, auf die Lehre von den Meteoren und atmosphirischen Erschei-
nungen und auf die Geometrie. Dieser Teil des ,,Discours ... ist eine der Geburts-
urkunden der analytischen Geometrie.

Welche Vorstellung liegt nun der Geometrie von Descartes zugrunde? Eine Schar
paralleler, nicht notwendig @quidistanter Geraden schneidet auf einer Geraden, die
nicht parallel zu denen der Schar liegt, Strecken ab, die von einem Punkte 4 an ge-
messen werden (Anm. 7.2). Auf jeder Parallelen der Schar liegt eine Strecke, und
zwar mit einem Endpunkt auf der Geraden. Wenn dann eine von Scharparallele zu

-
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/ Abb. 7.4. Grundvorstellung der Geometrie
A[ N T ! von Descartes

Scharparallele sich nicht déndernde Beziehung besteht zwischen den von 4 an gemes-
senen Strecken und den Strecken auf den Parallelen, so heiBt diese Beziehung eine
Gleichung der Kurve. (Das Wort ,,Gleichung einer Kurve‘ tritt in der ,,Geometrie‘
allerdings nur ein einziges Mal auf.) Die Strecken auf den Parallelen der Schar heiSen
bei Descartes ,,appliquées par ordre‘‘ bzw. lateinisch in spiteren Aufgaben ,,omnes
ordinatim applicatae* (alle der Reihe nach Hinzugefiigten) oder kiirzer ,,applicatae®.
So entstanden die gleichbedeutenden Fachworte Applikate bzw. Ordinate; das erste
ist inzwischen auBer Gebrauch gekommen (Abb. 7.4).

Das Ziel von ,,La Géométrie‘‘ besteht darin, eine geometrische Basis fiir die Losung
algebraischer Probleme zu errichten.

»»Alle Probleme der Geometrie kénnen leicht auf einen solchen Ausdruck gebracht werden,
daB es nachher nur der Kenntniss der Linge gewisser gerader Linien bedarf, um diese Probleme
zu construiren. Wie sich der arithmetische Calciil auf die Operationen der Geometrie bezieht.
Und gleichwie sich die gesammte Arithmetik nur aus vier oder fiinf Operationen zusammen-
setzt, namlich aus den Operationen der Addition, der Subtraction, der Multiplication, der
Division und des Ausziehens von Wurzeln, welches ja auch als eine Art von Division angesehen
werden kann: so hat man auch in der Geometrie, um die gesuchten Linien so umzuformen, dass
sie auf Bekanntes fithren, nichts anderes zu thun, als andere Linien ihnen hinzuzufiigen oder
von ihnen abzuziehen; oder aber, wenn eine solche gegeben ist, die ich, um sie mit den Zahlen
in nihere Beziehung zu bringen, die Einheit nennen werde, und die gewohnlich ganz nach
Belieben angenommen werden kann, und man hat noch zwei andere, eine vierte Linie zu
finden, welche sich zu einer dieser beiden verhilt, wie die andere zur Einheit, was dasselbe ist,
wie die Multiplication; oder aber eine vierte Linie zu finden, die sich zu einer der beiden ver-
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hilt wie die Einheit zur anderen, was dasselbe ist wie die Division; oder endlich eine oder zwei
oder mehrere mittlere Proportionalen zu finden zwischen der Einheit und irgendwelchen
anderen Linien, was dasselbe ist wie das Ausziehen der Quadrat- oder Cubikwurzel u.s.w. —
Und ich werde mich nicht scheuen, diese der Arithmetik entnommenen Ausdriicke in die Geo-
metrie einzufihren, um mich dadurch verstindlicher zu machen.* (L 7.7], S. 1/2)

Das folgende Beispiel der Multiplikation wird die Tragweite des eben entwickelten
Programms verdeutlichen (Abb. 7.5):

[] A 8
Abb. 7.5. Zur geometrischen Multiplikation von Strecken bei Descartes

,,Es sei zum Beispiel 4B die Einheit und es wire BD mit BC zu multipliciren, so habe ich nur
die Punkte 4 und C zu verbinden, dann DE parallel mit CA zu ziehen und BE ist das Product
dieser Multiplication.* ([LA 1], S. 140)

In diesen harmlos klingenden Passagen lag damals etwas wirklich durchgreifend
Neues: Unter den mit Buchstaben bezeichneten Strecken 4B, BD usw. waren nicht
nur die geometrischen Strecken, sondern zugleich die den Strecken (unter Zugrunde-
legung einer Einheit) entsprechenden Zahlenwerte zu verstehen. Er kann also in
diesem Sinne von der Multiplikation von Strecken sprechen, eine Redeweise, die im
Sinne der antiken Geometrie vollstindig sinnlos ist. Oder: Ausdriicke wie a2, a®
stellen eine Zahl dar und bedeuten nicht Flichen- bzw. Rauminhalte. Somit befreit
er sich von dem hemmenden Prinzip der Dimensionst Nach klassischer Auf-
fassung wire etwa ein Ausdruck }a2? — ¢ ganz sinnleer. Dritte Wurzeln kann man
nur (als Problem der Bestimmung der Kantenlinge eines Wiirfels) aus Ausdriicken
der Dimension 3 ziehen; jetzt handelt es sich um das Wurzelziehen aus einer Zahl
(die eine geometrische Bedeutung haben kann).

Auf dieser theoretischen Basis traf Descartes die Unterscheidung zweier wesent-
licher verschiedener Typen von Aufgaben:

1. ,,Bestimmte Aufgaben“. In unserer Sprechweise bedeutet dies die Auflésung von
algebraischen Gleichungen durch geometrische Konstruktion.

2. ,,Unbestimmte Aufgaben‘. Wir wiirden heute von der Konstruktion geometrischer
Orter bzw. von der Gleichung einer Kurve bzw. von der Abhingigkeit von
Variablen sprechen.

Der erste Fall tritt ein, wenn man ,,genau so viel Gleichungen aufstellen* kann wie
man ,,gesuchte Linien* hat; hat man weniger Gleich als g hte Linien, so
handelt es sich um eine unbestimmte Aufgabe (Abb. 7.6; Abb . 7)

,,La Géométrie” miindet in einen dritten Teil, in dem Descartes sozusagen die
algebraischen Friichte seiner geometrischen Untersuchungen erntet : Er unterscheidet
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Abb. 7.6. Beispiel einer ,,bestimmten‘* Aufgabe bei Descartes. Lésung der Gleichung
22 =az + b%, b= LM > 0,a > 0. OM ist eine der gesuchten Lésungen, die positive.

bei Wurzeln von Gleichungen wahre (d.h. positive) und falsche (d.h. negative)
Losungen. Er spricht davon, daB es Gleichungen n-ten Grades mit » Lésungen gibt;
aber er bezieht keine klare Haltung zu dem von Girard 1629 formulierten Fundamen-
talsatz der Algebra. Descartes wei, daB jede ganzzahlige Losung einer algebraischen
Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten das absolute Glied teilt. Ferner formuliert
er die folgenden Regeln (eine schwache Form der sog. Cartesischen Zeichenregel):
Die Anzahl der positiven Wurzeln einer algebraischen Gleichung ist hichstens gleich
der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten. Die Anzahl der negativen
‘Wourzeln ist héchstens gleich der Zeichenfolgen. (Anm. 7.3) Diese Regeln sind richtig;
ein Beweis stammt von GauB aus dem Jahre 1828.

Von einer entwickelten analytischen Geometrie kann bei Descartes also noch keine
Rede sein: Es gibt z. B. kein explizit gehandhabtes Koordinatensystem. Dennoch
hat Descartes mit der Verschmelzung von Geometrie und Algebra einen bedeutenden,
in die Zukunft wirkenden Beitrag geleistet.

Abb. 7.7. Beispiel zur ,,unbestimmten‘‘ Aufgabe bei Descartes. Das von Pappos
bereits formulierte, aber noch ungeléste Problem ,,Locus ad quattuor lineas‘* (Geo-
metrischer Ort zu vier Linien): Gegeben vier Geraden a, b, ¢, d. Gesucht der geo-
metrische Ort aller Punkte P mit folgender Eigenschaft: Von P aus werden nach
den vier Geraden und vorgegebenen Winkeln «, §, ¥, 6 Geraden gezogen; dann soll
P4 -PB =PC - PD gelten. Der geometrische Ort ist stets ein Kegelschnitt. Des-
cartes withlt eine Gerade, etwa a, als feste Bezugsgerade aus, wihlt einen Anfangs-
punkt O und fiithrt dort eine Einheit ein. 04 etwa wird als eine Variable behandelt.
Als sozusagen zweite Achse wihlt er die durch A und P gehende Gerade, die Appli-
kate (Hinzugefiigte); sie nimmt die Stelle der zweiten Variablen (Ordinate) ein
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Pierre de Fermat

Weiter als Descartes gelangte Fermat im Hinblick auf eine systematische Darstel-
lung. Doch darf man sich vom Reifezustand der analytischen Geometrie auch bei
Fermat keine iibertriebenen Vorstellungen machen.

Sein juristisches Amt in Toulouse muB ihm offensichtlich viel Zeit zur Beschifti-
gung mit Mathematik gelassen haben. Er war unstreitig einer der bedeutendsten
Mathematiker iiberhaupt. Er gehorte zu den Schrittmachern der Infinitesimal-
mathematik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Besonders berithmt wurden seine
Beitriige zur Zahlentheorie; es sei an den sog. kleinen Fermatschen Satz und an den
bis heute unbewiesenen sog. groBen Fermatschen Satz erinnert, daB die Gleichung
z" + y" = 2" fiir alle » = 3 nicht in ganzen Zahlen 16sbar ist.

Zur analytischen Geometrie hat Fermat eine kurze Abhandlung hinterlassen, ,,Ad
locos planos et solidos isagoge* (Einfiihrung in die ebenen und kérperlichen [geo-
metrischen] Orter). Der Titel ist, nach heutiger Terminologie, miBverstindlich. Bei
den kérperlichen Ortern handelt es sich insbesondere nicht um analytische Geometrie
des Raumes. Vielmehr schlieBt sich Fermat an eine aus der Antike iibernommene
Einteilung der ebenen geometrischen Orter an — ebene Orter: Gerade und Kreis;
korperliche Orter: Parabel, Hyperbel, Ellipse; lineare Orter: alle anderen Kurven.
Die linearen Orter behandelte Fermat nicht. Er unterschitzte bei weitem die Schwie-
rigkeiten, die sich dem Studium héherer Kurven entgegenstellten, da er glaubte, daB
deren Studium auf das der Kegelschnitte reduziert werden konne, daB also die
Kurven beliebiger Ordnung auf Kurven zweiter Ordnung zuriickgefithrt werden
konnen. (Erst viel spiter, 1643 und 1650, hat Fermat diese Meinung korrigiert und
ist zu einigen gedanklichen Ansitzen einer analytischen Geometrie des Raumes
vorgestoBen).

Die ,,Isagoge* beginnt mit den folgenden Worten:

,»Es ist kein Zweifel, daB die Alten sehr viel iiber Orter geschrieben haben. Zeuge dessen ist
Pappos, der zu Anfang des 7. Buches versichert, daB Apollonios Gber ebene, Aristaios iiber
korperliche Orter geschrieben habe. Aber wenn wir uns nicht tiuschen, fiel ihnen die Unter-
suchung der Orter nicht gerade leicht. Das schlieBen wir daraus, daB sie zahlreiche Orter nicht
allgemein genug ausdriicken, wie man weiter unten sehen wird.

Wir unterwerfen daher diesen Wissenszweig einer besonderen und ihm eigens angepaSten
Analyse, damit in Zukunft ein allgemeiner Zugang zu den Ortern offen steht.* ([L 7.8), S. 7)

Dann kommt ohne weiteren Ubergang die entscheidende Stelle, in der das Prinzip
der analytischen Geometrie erstmals ausgesprochen wurde:

»Sobald in einer SchluBgleichung zwei unbel GroBen auftreten, hat man einen Ort,
und der Endpunkt der einen GroBe beschreibt eine gerade oder krumme Linie. ... Die Glei-
chungen kann man aber bequem versinnlichen, wenn man die beiden unbekannten GréBSen
in einem gegebenen Winkel (den wir meist gleich einem Recht h ) a !

und von der einen die Lage und den einen Endpunkt gibt.* ([L 7.8], 8. 7)

Die Gleichung z. B. der Geraden wird von Fermat so behandelt (zur Erinnerung:
Fermat benutzt die Schreibweise von Vieta, d. h.,Vokale bedeuten die Veridnder-
lichen, Konsonanten wie B und D im nachfolgenden Text Konstante) (Abb. 7.8):
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Abb. 7.8. Zur Gleichung der Geraden bei Fermat
N A 2z M

,+NZM sei eine der Lage nach gegebene Gerade, N ein fester Punkt auf ihr. NZ sei die eine
unbekannte GréBe A, und die an sie unter dem gegebenen Winkel NZI angesetzte Strecke ZI
sei gleich der anderen unbekannten GroBe E. Wenn denn DA = BE, so beschreibt der Punkt
eine der Lage nach gegebene Gerade.* Dann kommt der Beweis: ,,Es ist némlich B: D = 4: E.
Daher ist das Verhiltnis von A zu E fest, und da auBerdem der Winkel bei Z gegeben ist,
kennt man die Form des Dreiecks NIZ und damit den Winkel INZ. Der Punkt N ist aber
gegeben und die Gerade NZ der Lage nach bekannt. Also ist die Lage von NI gegeben. ..."
(L 7.8, §.7/8)

Dazu noch eine Bemerkung: Statt der modernen Form DA = BE schrieb Fermat
D in A aequetur B in E.

Auf dhnliche Weise bewies Fermat, daB eine Gleichung der Art AE = Z planum
(Dimensionsproblem ) eine Hyperbel, AZ = DE eine Parabel, E* = DA eine Parabel,
B® — A? = E? einen Kreis, A2 + B? = E? eine Hyperbel darstellt. Insgesamt lieferte
so Fermat einen im wesentlichen vollstindigen Beweis des folgenden Satzes:

,»Wenn ... keine der unbekannten GréBen die zweite Potenz iiberschreitet, wird der Ort eben
oder korperlich ... ((L 7.8}, 8.7)

Modern ausgedriickt: Kurven zweiter Ordnung stellen stets Kegelschnitte dar;
freilich kannte Fermat noch nicht die ausgearteten Fille.

Fermats Zielstellung liuft also darauf hinaus, die Identitit eines durch eine alge-
braische Gleichung definierten geometrischen Ortes mit schon bekannten Kurven
nachzuweisen. Seine Methode besteht aber noch nicht darin, aus der Gleichung der
Kurve deren Eigenschaften herzuleiten,

Durchbildung der Methoden der analytischen Geometrie

Die Durchbildung der Methoden der analytischen Geometrie erfolgte recht langsam.
Einerseits waren die Ideen zu neuartig, andererseits die konsequente Verwendung
neuer Symbole noch zu ungewéhnlich. Fermats Arbeit, die anfangs nur in Abschriften
zirkulierte, wurde erst 1679 gedruckt; der ,,Discours* mit , La Géométrie* wurde
auf den pipstlichen Index der verbotenen Biicher gesetzt.

Zunichst nahm die hollindische mathematische Schule die analytische Geometrie
in der von Descartes stammenden Form auf: van Schooten fiihrte interessierte junge
Mathematiker in ,,La Géométrie* ein und gab 1649 eine lateinische Ubersetzung des
urspriinglich franzésisch geschriebenen Werkes heraus.



148 Vorlesung 7

Dann ging die analytische Geometrie in die in raschem Aufschwung befindliche
englische Schule ein. Newton brach mit dem Tabu negativer Koordinaten; auf ihn
geht die Verwendung des ,,cartesischen‘ Koordinatensystems zuriick. Er gab 1676
eine groBangelegte Klassifikation — in allen vier Quadranten! — der Kurven dritter
Ordnung.

Einen weiteren wesentlichen Schritt vorwirts beim konsequenten Ausbau der
Grundprinzipien der analytischen Geometrie tat Euler mit seiner ,,Introductio in
analysin infinitorum* (Einfiihrung in die Analysis der unendlich kleinen GroBen,
1748). Der fachspezifische Ausdruck ,,analytische Geometrie* stammt iibrigens
wohl erst von Lacroix, der ihn 1796/99 in seinem Lehrbuch ,,Cours de mathématiques
verwendete.

Wiibrend des 19. Jh. wurde die analytische Geometrie mit weitreichenden alge-
braischen Hilfsmitteln — Determinanten, Matrizen, Gruppen, Vektoren — aus-
geriistet. In den Hinden von Mébius, Pliicker, GraBmann, C. G. J. Jacobi, Cayley,
Sylvester, Hamilton, Hesse, Salmon und vielen anderen erhielt die analytische Geo-
metrie schon damals wesentliche Ziige der heutigen im Schul- und Hochschulunter-
richt verwendeten Gestalt.

Zur Geschichte der frishen
mechanischen Rechenmaschinen

In der Antike waren Rechenbrett und Abacus in Gebrauch; sie dienten insbesondere
dem kaufminnischen Rechnen. Indem man Rechensteine auf Linien, die Wihrungs-,
Gewichts- oder Wareneinheiten bedeuten, legte und verschob, vermochte man
— recht bequem iibrigens — Rechenginge zu vollziehen (aus dem lateinischen Wort
calculi fiir Rechensteine wurden spiter die Fachausdriickte Kalkiil, kalkulieren),
In verschiedenen Formen — als Rechenbrett, Rechentisch, Rechentuch — ist diese
alte Art des Rechenhilfsmittels in Europa noch weit bis ins 17. Jh. verwendet worden.
Sogar unsere heutige sog. Kinderrechenmaschine beruht noch auf demselben Prinzip.
Auch in anderen geographischen Regionen sind dhnliche Rechengerite in Gebrauch
gewesen bzw. sogar heute noch in Verwendung, in China, in Japan, in Teilen der
Sowjetunion.

Erste mechanische Rechenhilfsmittel

hioht

Die eigentliche G der mechanischen Recher hi beginnt jedoch erst
im europdischen Friihkapitalismus. Es ist nur ein scheinbarer Widerspruch, daB
dieselbe Ursache — das enorm gestiegene Rechenbediirfnis — sowohl zur Ablésung
des Abacus-Rechnens durch das Ziffernrechnen auf dezimaler Grundlage als auch zur
Entwicklung mechanischer Rechenhilfsmittel beigetragen hat.

Der auch um die Entwicklung der Logarithmen verdiente Napier entwickelte zu
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Beginn des 17. Jh. die nach ihm benannten Rechenstibchen, mit denen sich Multi-
plikationen recht leicht ausfiihren lassen. In der 1617 vorgestellten Form handelte es
sich um einen Satz von 10 ebenen Stiabchen, auf denen (Abb. 7.9) das kleine Einmal-
eins fixiert war; von anderen Erfindern wurden spiter gegeneinander drehbare
Zylinder benutzt.

3 1716
7
6\/2\/2
1
913 1/8
1 2
2 /4|4
7 3
5150
1 3
81/6|/6
27 7 42 Abb. 7.9. Prinzipskizze zum Gebrauch der Neperschen Stib-
chen. Die Ziffern in benachbarten Diagonalfeldern werden
2 4 addiert und liefern die Ziffern des Multiplikationsergebnisses.
4 6178 Bei piel: 316 - 6 ergibt sich aus den Ziffern der 6. Zeile der zu
2 5 den Ziffern 3, 1 und 6 gehérenden Stibchen: also 1/8 0/
7914 6+3/6,d h. 1896.

Fast so alt wie die Erfindung der Logarithmen ist die der Rechenstibe oder
Rechenschieber. Sie gehen vermutliche zuriick auf einen Professor am Gresham-
College, auf Gunter, der um 1620 durch Aneinanderlegen zweier logarithmisch unter-
teilter Skalen Multiplikationen ausfiihrte. Diese ,,Gunterschen Skalen‘ (Gunter’s
scales) wurden bald fiir praktische Zwecke durchgebildet und erhielten schon um die
Mitte des 17. Jh., insbesondere durch Ideen von Oughtred, Wingate und Partridge,
nahezu die heutige Grundform des Rechenstabes. Sie besaBen schon damals eine be-
wegliche Zunge und fiir Navigationszwecke Skalen fiir die Logarithmen der trigono-
metrischen Funktionen.

Friilhe Rechenmaschinen

Den entscheidenden Schritt zur Idee und Konstruktion von wirklichen Rechen-
maschinen, die selbstindig Ubertrige von einer (Dezimal-) Stelle zur anderen vor-
nehmen, hat um 1623/24 bereits Schickardt, Professor der Astronomie und biblischen
Sprachen in Tiibingen, vollzogen. Lange Zeit war seine Leistung in Vergessenheit
geraten. Erst in jiingerer Vergangenheit (1957/58) hat man nach seinen Beschrei-
bungen das von ihm entwickelte Rechengerit nachgebaut; es besaB ein sechsstelliges
dezimales Addierwerk mit Zehneriibertragung sowie ein Multiplizierwerk und ver-
wendete zylindrische Nepersche Rechenstibchen. Die von Schickardt selbst gebauten
Maschinen sind jedoch simtlich verlorengegangen, wenn sie je wirklich existiert
haben.
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Lange hat man geglaubt, daB der franzésische Mathematiker Pascal als erster
eine Rechenmaschine konstruiert habe. Der kaum Zwanzigjihrige entwickelte um
1640/41/42 Additions- und Subtraktionsrechenmaschinen, um seinem Vater, einem
hohen koniglich-franzosischen Steuereinnehmer, die Rechenarbeit zu erleichtern.
Obwohl Pascal mehrere Exemplare herstellte und dabei eine Menge technischer
Finessen erfand, war doch der Stand der Feinmechanik zur damaligen Zeit noch so
gering, daB kein zuverlissig arbeitendes Exemplar der ,,Pascaline hergestellt
werden konnte.

Ahnlichen Schwierigkeiten begegnete auch Leibniz bei der technischen Durch-
bildung seiner Vierspeziesrechenmaschine. Bei einem Aufenthalt in London an der
Royal Society im Winter 1673 fiihrte er ein noch unfertiges Exemplar vor, und zwar
im Wettbewerb mit einer Maschine des jungen Englinders Morland. Diese, die auf
einer Kombination von Neperschen Stiben und Gunterschen Skalen beruhte, arbei-
tete zuverlissiger als die noch unausgereifte Maschine von Leibniz, aber Leibniz
besaB wohl damals schon die iiberlegenere technische Idee. Er machte seine ent-
scheidende technische Erfindung, die der Staffelwalze, im Sommer 1674 wihrend
seines Pariser Aufenthaltes. In dem franzésischen Handwerker Olivier fand Leibniz
den eigentlichen Vollender seiner Vorstellungen.

Allerdings kam es erst im 18.Jh. zur wirklichen praktischen Verwendung von
mechanischen Rechenmaschinen, und zwar mit Konstruktionen, die von dem Italie-
ner Poloni, dem Wiener Braun, dem deutschen Mechaniker Leupold und dem
deutschen Pfarrer Hahn stammten, der am Ende des 18.Jh. Vierspeziesrechen-
maaschinen serienmiBig herstellte.
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Wissenschaftliche Revolution:
Herausbildung der Infinitesimalmathematik

Titelblatt der Fluxi hnng von Newton. I. Newton: Method of Fluxions,
London 1738
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Herausbildung infinitesimaler Methoden

Die Herausbildung weitreichender infinitesimaler Methoden gehért zu den wichtigsten
Merkmalen der Wissenschaftlichen Revolution in der Mathematik wihrend des
Zeitraumes von etwa 1620 bis etwa 1730.

Die Problemsituation

In oberflichlichen Darstellungen wird es oft so hingestellt, als hitten Newton und
Leibniz die Differential- und Integralrechnung einfach erfunden. Dies steht im
Widerspruch zu den historischen Tatsachen. Es gab vielmehr eine lange Reihe von
Vorgiingern und Wegbereitern, ebenso wie es eine Fiille von tastenden Versuchen
gab, die beim Umgang mit Variablen und Grenzwerten auftretenden Probleme zu
bewiltigen und in eine handhabbare Form zu bringen.

Die Durchfiihrung strenger Grenziibergiinge, freilich in geometrischer Einkleidung,
reicht bis in die Antike zuriick. Seit der WiedererschlieBung des antiken mathe-

tischen Wi hatzes wihrend der Renaissance und noch weit bis ins 17. Jh.
wirkten die von Archimedes herriibrenden Ergebnisse und Verfahren als methodisches
Vorbild. So lassen sich direkte Einfliisse von Archimedes nachweisen bei Kepler,
Galilei, Torricelli und Cavalieri, die den Reichtum der archimedischen Denkweise
und deren Tragweite demonstrieren konnten.

Aus der groBen Zahl einfallsreicher Mathematiker, die da und dort, im Prinzipiellen
wie im besonders bemerkenswerten Spezialfall, Wesentliches zur Herausbildung der
Infinitesimalmathematik geleistet haben, seien einige Hauptvertreter hervorgehoben :
die Italiener Commandino, Valerio, Galilei und seine Schiiler Cavalieri und Torri-
celli, der Deutsche Kepler, der Schweizer Guldin, die Niederlinder Gregorius a S. Vin-
centio und Huygens, die Franzosen Lalouvére, Roberval, Fermat, die Englinder
Wallis, Barrow und Newton, der Deutsch-Englinder Mercator und der Schotte
Gregory und nicht zuletzt Leibniz.

Beziiglich der Methoden, mit denen die neuen Fragestellungen mit noch tradi-
tionellen Verfahren in jener Herausbildungsphase der Infinitesimalmathematik an-
gegriffen wurden, kann man eine grobe Einteilung treffen, indem man zwischen
geometrischen und arithmetisch-algebraischen Methoden unterscheidet. Die heutige
Einteilung — Differentialrechnung, Integralrechnung, Theorie der unendlichen
Reihen, Theorie der Differentialgleichungen usw. — ist aus der Sicht einer einiger-
maBen entwickelten Analysis getroffen. In der Herausbildungsperiode der Infini-
tesimalmathematik gruppierten sich dagegen die infinitesimalen Aufgabenstellungen
— deren mathematische Struktur noch weitgehend unbekannt war — stirker um
Sachprobleme.

Da sind zuniichst mechanisch-physikalische Probleme, wie sie u. a. beim Wurf,
beim freien Fall und bei der Planetenbewegung auftreten und die Behandlung von
Bewegungsvorgingen, insbesondere von beschleunigten Bewegungen, erfordern.
Diese Problemgruppe hiingt direkt mit dem Fortschritt der Naturwissenschaften und
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der raschen Entwicklung der mechanischen Produktionsinstrumente im Friih-
kapitalismus zusammen.

Ferner handelt es sich um mechanisch-geometrische Probleme, wie etwa solche der
Flichen- und Volumenberechnung und der Bestimmung der Schwerpunkte von
Flichen und Kérpern.

Und schlieBlich gab es eine Gruppe solcher in einem gewissen Sinne engeren geo-
metrischen Fragestellungen, daB das Studium von Kurven, Flichen und Kérpern
als abstraktes, als mathematisches (und nichtp hysikalisch-mechanisches) Problem
aufgefaBt wurde. In dieser Problemgruppe dominierte das Tangentenproblem, als
die Aufgabe, fiir eine ganz beliebige Kurve in einem beliebigen Punkte die Tangente
zu finden.

Tangentenproblem und Inhaltsbestimmung sollten sich als Schliisselprobleme fiir
die Entwicklung des differentiellen bzw. integralen Denkens erweisen. Aber es muBte
erst erkannt werden, daB Tangentenproblem und Flicheninhaltsproblem inhaltlich
zueinander inverse Probleme sind: Der Fundamentalsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung muBte erst entdeckt werden.

Geometrischer Grenziibergang

Das Fallproblem erwies sich, wie die Geschichte der Physik lehrt, als Zentralproblem
fiir die Herausbildung der Dynamik und damit der klassischen Mechanik. Das Gesetz,
wonach sich beim Fall die zuriickgelegten Wege wie die Quadrate der Zeiten ver-
halten, stand im direkten Gegensatz zur aristotelischen Physik. Galilei konnte es
durch eine Kombination scharfsinniger Deduktion und geschickter experimentell
Nachpriifung finden und bestatigen. Es war dieser fruchtbare Wechsel von Deduktion
und Induktion — demonstriert in Galileis Schriften ,,Dialog* (1632) und ,,Discorsi‘
(1638) —, der Galilei sowohl zu einem der Wegbereiter der klassischen Naturwissen-
schaft als auch der neueren Mathematik werden lieS. Programmatisch hat daher
auch diese naturphilosophische Haltung von Galilei gewirkt, wie er sie z. B. so aus-
driickte:

»Die Philosophie (d. i. etwa: Naturwissenschaft, Wg) steht geschrieben in dem groBen Buch,
das uns fortwihrend offen vor Augen liegt, dem Universum, aber man kann sie nicht begrei-
fen, wenn man nicht die Sprache verstehen und die Buchstaben kennen lernt, worin es ge-
schrieben ist. Es ist geschrieben in mathematischer Sprache, und die Buchstaben sind Drei-
ecke, Kreise und andere geometrische Figuren; ohne diese Mittel ist es dem Menschen un-
moglich, ein Wort davon zu verstehen; es ist nur ein sinnloses Herumirren in einem finsteren
Labyrinth.« ([L 8.5], Bd. VI, S. 232, deutsch zitiert nach [L 8.3], S. 403)

Aber nicht nur in Italien stand das Fallproblem im Mittelpunkt des Interesses.
Aus der erfolgreichen mathematisch-mechanischen Schule in den Niederlanden ist
— neben Stevin und Girard — Beeckman hervorzuheben, der um 1618 in Kontakt
mit Descartes das Fallgesetz mit Hilfe eines geometrisch vollzogenen Grenziiber-
ganges fand, dies zeitlich sogar noch vor Galilei (Anm. 8.1). Bei der Behandlung des
Fallproblems machte Beeckman zwei Voraussetzungen physikalischer Art:

1. Er denkt sich die Schwerkraft nicht kontinuierlich wirkend, sondern so, daB sie
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jeweils nach Verlauf einer gewissen kleinen Zeitspanne v dem fallenden Korper
gewissermaBen einen kleinen Ruck gibt (,,sij treckt met kleyne hurtkens*).

2. Eine einmal erzeugte Geschwindigkeit besteht unverindert fort, solange es keine
duBeren Ursachen gibt, die sie vernichtet ; dies liuft auf eine Art Trigheitsgesetz
hinaus.

Es werde zunichst Ruhe vor Jeweils nach der Zeitspanne v wird durch die
Rucke eine Geschwindigkeit y ‘zusitzlich erzeugt. Im ersten Zeitabschnitt ist der
zuriickgelegte Weg yr, im zweiten Zeitabschnitt ist der zuriickgelegte Weg 2yr,
usw. Nach einem Zeitabschnitt von ¢, = n,r wird also der Gesamtweg

mm + 1) yr

8(t) =yr(1 + 24 oo 4 my) = 3

sein. Nach dem Zeitabschnitt ¢, = n,7 ist also der Gesamtweg

ng(ny + 1)
=2

8(ty) = 2

Fiir das Verhiltnis der Wege findet man dann

()  m(mi+1) P44t

8t)  mne+ 1) L3+t

Fiir 7 — 0 geht das ruckweise Ziehen in eine kontinuierliche Bewegung, in die wahre
Fallbewegung iiber. Bei v — 0 erhilt man

3(‘1) — lm W+ hr N
r->o 8(t) 0 '22 +hr

Das ist das Fallgesetz: Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der
Fallzeiten.

Nun konnte aber Beeckman den eben angedeuteten, rechnerisch ausgefiihrten
Grenziibergang nicht vollziehen; diese Methoden standen ihm noch nicht zur Ver-
fiigung. Beeckman behalf sich daher mit einem geometrischen Verfahren, das auf der
Interpretation einer graphischen Darstellung beruht, die ein wenig an die Theorie
der Formlatituden von Oresme erinnert (Abb. 8.1). Setzt man 04 =7, OC =y,
OA, =mr=14, OA, Tyt = 8,80 sind die Dreiecke in der Treppenfigur graphische
Reprisentationen fiir die Wege, da die Wege — bis auf einen Proportionalitits-
faktor — als Produkt von Zeit und Geschwindigkeit zu messen sind. Also gilt

) _ A 04,4¢
st) A 04,4,*

Die wahre Bewegung entsteht fiir r — 0, also bei ,,Gléttung‘‘ des Treppenzuges. Dies
ist die geometrische Form des Grenziibergangs. Da sich nun bei dhnlichen Dreiecken
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die Fliacheninhalte wie die Quadrate gleichliegender Seiten verhalten, folgt

st;) 04,2 42

d. h. das Fallgesetz.

0ty y Geschwindigheit
Az
1
AT Af
AT AN
Zeit
Abb. 8.1. Zur graphischen Herleitung des Fallg durch I. Beeck

Die Exhaustionsrechnung

Hatte Commandino schon 1568 wesentliche Teile der Archimedes-Schriften der
Gelehrtenwelt zugiinglich gemacht, so schrieb er 1666 ein Buch iiber Rauminhalte
und Schwerpunkte von Koérpern unter Verwendung der antiken Grundideen. Com-
mandinos Schiiler Valerio konnte in einem dreibindigen Werk ,,De centro gravitatis*
(Uber den Schwerpunkt) vom Jahre 1604 u.a. das Volumen der (Halb-) Kugel
bestimmen, indem er den Kugelinhalt mit eingeschriebenen Kegeln und Zylindern
anniherte. Auf dhnliche Weise vermochte er auch, Volumen und Schwerpunkt des
Rotationsellipsoides und des zweischaligen Rotationshyperboloides zu ermitteln.
Dem Verfahren nach lehnten sich Commandino und Valerio und andere Mathe-
matiker eng an die Exhaustionsrechnung der Antike an, indem sie z. B. Flichen mit
gekriimmten Begrenzungen durch um- und einbeschriebene Rechtecke (Treppen-
figuren) zusammensetzten und so fiir den wahren Flicheninhalt obere bzw. untere
Schranken angaben. Die Vermehrung der Rechteckstreifen lieferte bessere Schranken.
Dies alles erinnert an die heutige Integralrechnung. Man sollte sogar annehmen, da8
der Ausbau der Methode der Exhaustion auf direktem historischem Wege zur Inte-
gralrechnung hitte filhren miissen. Dies ist jedoch nicht der Fall. Der Gang der
Geschichte war auch hier nicht glatt und ohne dialektische Spriinge : Die Exhaustions-
rechnung stellte wohl eine erste, methodisch sogar in sich geschlossene Form eines
Teiles der Infinitesimalmathematik dar. Historisch aber ist ihr Inhalt erst iiber
weitere Zwischenetappen indirekt in die moderne Integralrechnung eingegangen.
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Kepler und die Infinitesimalgeometrie

Kepler war von allen Wegbereitern der Infinitesimalrechnung der vielleicht phan-
tasievollste; auch sein astronomisches Lebenswerk trigt die Ziige einer faszinierenden
Mischung von Phantasie und naturwissenschaftlicher Exaktheit, von Mystizismus
und rationellem Denken, von Neuplatonismus und Naturbeobachtung.

Von Keplers Beitrigen zur Infinitesimalmathematik ist seine sog. ,,FaBrechnung*
am aufschluBreichsten. Kepler selbst berichtet mit dem ihm eigenen hintergriindigen

Zinnew difier biicblein)

weldhes innbelt/voicman durch den Quadaaten
auffFesncs yeden lands Lich cin Régten 38be
reyten, vfi damit yetlichs vnbetante vag
Vifierer,ond folches innbale crbens
nen (ol Auffenew gebeffert
ond geimcrt,

Abb. 8.2. Aus einem Visierbiichlein von J. Frey, Niirnberg (15. Jh.)
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Humor iiber den AnlaB zu dieser Schrift ,,Nova stereometria doliorum vinariorum*
(Neue RaummeBkunst der Weinfisser):
,,Als ich im November des letzten Jahres (1613, Wg) meine Wiedervermahlung feierte, zu

einer Zeit, da an den Donauufern bei Linz die aus Niederésterreich herbeigefiihrten Wein-
fisser nach einer reichlichen Lese aufg It und zu einem annehmbaren Preise zu kaufen

waren, da war es die Pflicht des neuen Gatten und sorglichen Familienvaters, fir sein Haus
den nétigen Trunk zu besorgen. Als einige Fisser eingekellert waren, kam am 4. Tag der Ver-
Liufer mit der MeBrute, mit der er alle Fisser, ohne Riicksicht auf ihre Form, ohne jede weitere
‘Uberlegung oder Rechnung ihrem Inhalte nach bestimmte. Die Visierrute wurde mit ihrer
metallenen Spitze durch das Spundlich quer bis zu den Rindern der beiden Béden eingefiihrt,
und als die beiden Liingen gleich gefunden worden waren, ergab die Marke am Spundloch die
Zahl der Eimer im Fasse. Ich wunderte mich, daB die Querlinie durch die FaBhilfte ein Ma8
fiir den Inhalt abgeben kénne, und bezweifelte die Richtigkeit der Methode, denn ein sehr
niedriges FaB3 mit etwas breiteren Béden und daher sehr viel kleinerem Inhalt kénnte dieselbe
Visierlinge besitzen. Es schien mir als Neuverméhltem nicht unzweckmaBig, ein neues Prmup
mathematischer Arbeiten, numlwh dle Genaulgkelt dieser beq und all

Bestimmung nach g h d zu erforschen und die etwa vorhandenen
Gesetze ans Licht zu bringen.* ([L 8 9], S. 99/100)

Damit wird die Visierkunst, d. h. die Ausmessung des Inhaltes von Fissern, von
Kepler einer wissenschaftlichen Behandlung unterworfen. Er kommt zu dem Ergeb-
nis, daB ein aus einem Zylinder und zwei Kegelstiimpfen zusammengesetzter Hohl-
kérper hinsichtlich der Inhaltsbestimmung mittels Visierrute nicht wesentlich von
einem FaB mit gekriimmten Dauben abweicht — und zwar bei 6sterreichischer Bau-
art, dagegen wesentlich bei Fissern rheinischer Konstruktion, die bauchiger waren
(Abb. 8.2; Abb. 8.3).

Abb. 8.3. Zur Keplerschen FaBregel in der Originalform

Doch ist mit der Berechnung von FaBinhalten nur ein Teil des Anliegens der ,,FaB-
rechnung* erfiillt. Kepler zeigt, daB und wie viele verschiedene — niamlich 92 —
Rotationskorper durch Rotation der Kegelschnitte um verschied Achsen ent-
stehen. Diesen neuen Korpern, deren geniherte Volumenbestimmung er angab,
verlieh er Namen des tiglichen Lebens; Apfel, Zitrone, Spindel, Kiirbis, Birne,
Pflaume usw.

Damit ging Kepler der Zahl der behandelten Korper nach weit iiber Archimedes
hinaus. Auch fiir die praktischen Belange leistete Kepler unmittelbare Hilfe, indem
er der mit Beweisen arbeitenden lateinischen Schrift 1616 in deutscher Sprache ein
fiir das tiigliche Leben besti Visierbiichlein unter dem Titel ,,Auszug aus der
Uralten Messekunst Archimedis ... folgen lieB, das ohne Begriindung Vorschriften
zur Inhaltsbestimmung und Anfertigung von Fiassern, zum Vergleich von unter-
schiedlichen Gewichts-, Lingen- und Getreidemafen enthilt.

Auch methodologisch hat Kepler eine neue Etappe der Entwicklung der Infinitesi-
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Imath 451,

geleitet. Durch ihn wurde der bis dahin vorwiegend im philo-
sophischen Sinne gebrauchte Begriff des Unendlich-Kleinen voll in die Geometrie
eingefiihrt ; man spricht daher bei Kepler geradezu von Infinitesimalgeometrie. So
heiBt es zur Flichenbestimmung des Kreises:

»»Der Umfang des Kreises BG hat so viele Teile als Punkte, nimlich unendlich viele; jedes Teil-

chen kann angesehen werden als Basis eines gleichschenkligen Dreiecks mit den Schenkeln 4B,
80 d&B in der Kreisfliche unendlich viele Dreiecke liegen, die sémtlich mit ihren Scheiteln im

Mi A Ben. Es werde nun der Kreisumfang zu einer Geraden BC aus-
gestreckt So werden also die Grundlinien jener unendlich vxelen Dreiecke oder Sektoren samt-
lich auf der einen Geraden BC abgebildet und neb geordnet.* ([L 8.9], S. 101)

Die Kreisfliche wird also durch eine ,,unendliche Anzahl*“ von gleichschenkligen
Dreiecken ersetzt gedacht. Der Inhalt der Kreisfliche ist dann gleich dem Inhalt des
Dreiecks ABC (Abb. 8.4). Auf dhnliche Weise verfuhr Kepler bei der Volumen-
bestimmung der Kugel:

,,Die Kugel besteht aus unendlich vielen Kegeln, deren Scheitel im Mittelpunkte zusammen-

treffen, und deren auf der Oberfliche gelegene Grundflichen durch Punkte ersetzt sind.*
((L 8.9), 8. 101)

B8 A
Abb. 8.4. Infinitesimalgeometrie Keplers bei der Kreisflichenbestimmung

Ubrigens hat Kepler mit erstaunlichem Scharfsinn seine infinitesimalg, trischen
Ideen bei der Berechnung von Ellipsensegmenten im Zusammenhang mit astrono-
mischen Studien angewandt. Nach heutiger Formelsprache ist dies dquivalent mit

der Integration

I3 M
fr’dtp:fb(a+ecosu)du=b(au+esinu),
0 o

wobei r = a + e cos u die Brennpunktsgleichung der Ellipse mit der exzentrischen
Anomalie u bedeutet.

Keplers Methoden lassen von unserem Standpunkt aus natiirlich Strenge ver-
missen; auch Kepler selbst war sich der Unzuldnglichkeit der SchluBweisen bewuBt.

Die Methode der Indivisibeln

Die neue Konzeption der Infinitesimalgeometrie kennzeichnet den Beginn einer
zweiten Etappe der Infinitesimalmathematik. Ein Galilei-Schiiler, Cavalieri, hat
vielleicht am deutlichsten die bei Kepler noch verborgenen Méglichkeiten erkannt.
Zum anderen kniipfte Cavalieri bewuBt an die antike materialistische Tradition von
Demokritos an, insbesondere an die Vorstellung der Atome, der unteilbaren Bestand-
teile der Materie.
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Auch wiihrend des Mittelalters hatten, freilich in theoretischer Einhiillung, Vor-
stellungen iiber unteilbare GroBen eine gewisse Rolle gespielt. Aus dem griechischen
Wort atomis (xvou:o, unteilbar) wurde durch Ubersetzung ins Lateinische indivisibel,
nicht teilbar. In der naturphilosophischen Bedeutung als kleinster Teil des Kon-
tinuums diirfte das Fachwort ,,Indivisible’ im 14. Jh. von dem englischen Schola-
stiker Bradwardine geprigt worden sein. Auch bei Kepler sind diese Vorstellungen
iiber Indivisible nachweisbar; gelegentlich spricht er davon, daB Kérper zu Kérpern
gewordene Flichen darstellen, indem die Flichen geflossen sind ; die Flichen nehmen
sozusagen die Rolle der Unteilbaren hinsichtlich des Korpers ein.

Diese und andere Ansitze nun hat Cavalieri zu systematisieren versucht. Im Jahre
1635 erschien sein Buch ,,Geometria indivisibilibus continuorum ...*“ (Geometrie der

Abb. 8.5. Zum Cavalierischen Prinzip in der
Originalform

kontinuierlichen Indivisibeln, nach einer gewissen neuen Methode vorgebracht); 1653
folgte eine verbesserte Ausgabe. Dieses Buch ist gelegentlich so eingeschitzt worden:
Wenn es auf Biicher einen Preis fiir Dunkelheit und Unversténdlichkeit geben wiirde,
8o hiitte Cavalieri hoch dotiert werden miissen. In der Tat ist es schwer, eine klare
Vorstellung von Cavalieris Ansichten und Methoden zu erhalten ; insbesondere erklirt
der Autor nicht genau, was unter einer Indivisiblen im mathematischen Sinne zu
verstehen sei. Cavalieri hat daher spiter, wegen der ihm gemachten Vorwiirfe, das
folgende Bild gebraucht: Ebene Figuren sind aufzufassen als ein Gewebe aus paral-
lelen Fiden. Korper sind als Biicher aufzufassen, welche aus zueinander parallelen
Blittern bestehen. Doch besteht ein Unterschied : Die Fiden bzw. Blitter sind nur
in endlicher Anzahl vorhanden, und sie besit zum Unterschied von den Indivi-
sibeln, eine endliche Dicke.

Man kénnte Cavalieris sehr verschwommene Ideen vielleicht so wiedergeben: Die
Indivisibeln sind unendlich diinne Gebilde, die eine um Eins kleinere Dimension be-
sitzen als das von ihnen in ihrer Gesamtheit gebildete stetige Ganze.

In welcher Weise gebraucht nun Cavalieri die Indivisibeln? Welches ist seine Me-
thode? Wie also sieht das auch heute noch, z. B. im Schulunterricht benutzte,
Cavalierische Prinzip in der Originalfassung aus?

Cavalieri unterstellt (Abb. 8.5), daB sich bei jeder geschlossenen ebenen Figur eine
Gerade A als Beriihrungslinie (regula, d. h. Latte, Leiste, Lineal) denken li8t, welche
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nur einen Punkt (vertex, d.h. Scheitel) mit der Berandung gemeinsam hat. Zur
regula gibt es unendlich viele parallele Geraden und schlieBlich wieder eine, die
tangens opposita (die gegeniiberliegende Beriihrende) B, die die Figur abschlieBend
beriihrt. Nun denkt sich Cavalieri durch 4 eine Ebene % und durch B eine weitere,
zu ¥ parallele Ebene B gelegt. % bewegt sich parallel zu sich selbst, bis % in B iiber-
geht. Diese Bewegung bezeichnet Cavalieri als ,,FlieBen* — die Grundvorstellung
»flieBender GroBen‘* wird in der weiteren Geschichte der Infinitesimalmathematik
eine liche Rolle spielen, insbesondere bei Barrow und Newton. Die Durch-
schnittsmengen (Geraden) der flieBenden Ebenen mit der ebenen Figur bilden in den
Worten von Cavalieri die ,,Gesamtheit der Geraden der Figur* (omnes liniae figurae)
— diese Wendung wird von Leibniz wieder aufgegriffen werden.

Fiir den Raum geht Cavalieri dhnlich vor; die Stelle der regula nimmt eine Ebene
ein. Die regula erzeugt beim FlieBen die ,,Gesamtheit der Ebenen des Korpers®
(,;omnia plana solidi®).

0

D| 8 A

£

Abb. 8.6. Zur Berechnung des Kugelvolumens nach Cavalieri. Die Schnittfigur zeigt
eine Halbkugel mit umbeschriebenem Zylinder, dem ein Kegel einbeschrieben ist

SchlieBlich formuliert Cavalieri sein Prinzip, ausgedriickt in zwei Fundamental-
sitzen.

1. Die Gesamtheit der Indivisibeln eines und desselben Gebildes ist unabhingig von der
Regula.

2. Ebene Figuren oder auch Kérper stehen in d lben Verhiltnisse wie die G hei
ihrer Geraden bzw. Ebenen, welche nach irgend einer Regula genommen werden.* ([L 8.1},
S. 113, deutsch zitiert nach [LA 7], Bd. II, 1892, S. 761)

Cavalieri benutzte diese Siitze wie eine Art von Axiom und war sich dabei ihres
heuristischen Charakters bewuBt. Er hat seine Methode im wesentlichen als eine
pragmatische Anleitung betrachtet, als eine Methode also, die darum gut und richtig
sei, weil sie richtige Ergebnisse liefere.

Zur Berechnung des Kugelvolumens z. B. geht Cavalieri so vor (Abb. 8.6): Einer
Halbkugel wird ein Zylinder umbeschrieben und dem Zylinder ein Kegel einbe-
schrieben. Eine Ebene, die senkrecht auf dem Radius OF steht, schneidet dann
Kreise aus mit den Radien AC, AD und AB, wobei CA? -+ A0* = CO? gilt. Wegen
40 = 4B und CO = DA hat man CA? + AB? = DA Also ist — indem man sich
diese Gleichung mit n multipliziert denkt — der Flicheninhalt des Schnittkreises
der Halbkugel zusammen mit dem des Schnittkreises des Kegels gleich dem Flichen-
inhalt des Schnittkreises des Zylinders. Die Ebene war in ihrer Lage nicht beschrinkt.
Was fiir das eine Tripel der Quadrate der Indivisibeln gilt, so schlieBt Cavalieri, gilt
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auch fiir deren Gesamtheiten. Also wendet er sein Prinzip an und erhilt Viyge + Viegel

. 2
= Vaytinder- D& Vzyiinger = 3V geger i8t, folgt Viyge = 3 Vartinger

Damit hatte Cavalieri natiirlich kein neues Ergebnis gefunden; schon Archimedes
war ja auf diesen Satz besonders stolz gewesen. Neu war bei Cavalieri nur die auf
sy tischem Gebrauch der Indivisibeln beruhende Methode. Immerhin aber ge-
langte er unter Anwendung einiger Kunstgriffe zu Integrationen, die wir durch

a a
fa:’d:c=%a’ und fz‘dz:%a‘
o [

ausdriicken wiirden. Durch InduktionsschluB bewiltigte er schlieBlich 1847 die
Integrationen

d 1
fdy =
fz o=

o

a"! fir n=2,83,...,9.

Diese Integrationen iiber Potenzfunktionen waren freilich in der Zwischenzeit auch
andernorts ausgefiihrt worden, z. B. durch Fermat und Wallis.

In der italienischen Mathematikerschule der ersten Hilfte des 17. Jh. ist Torri-
celli eine herausragende Personlichkeit ; er spielte auch in der Geschichte der Physik
z. B. bei der Widerlegung des alten Aristotelischen naturphilosophischen Axioms
vom horror vacui eine entscheidende Rolle. Als einer der letzten direkten Schiiler
von Galilei iibernahm er die SchluBredaktion der Galileischen ,,Discorsi* nach den
Anweisungen seines erblindeten Lehrers.

Torricelli war bestens vertraut sowohl mit der Exhaustionsmethode als auch mit
der Indivisibelnmethode. Unter Benutzung beider Verfahren und durch deren Kom-
bination leistete er auf elf verschiedene Arten die Quadratur der Parabel und schlie8-
lich die der Zykloide. (Das Wort Zykloide stammt von Galilei).

y

Abb. 8.7. Volumen eines Rotationshy-
perboloides, erstes Auftreten eines un-
igentlichen Integrals bei Torricelli

x
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Bei der Behandlung der Wurfparabel zeigte sich Torricelli ganz unter dem Einflug
von Galilei. Nach dessen Vorbild faBte Torricelli die geometrischen Kurven, speziell
die Parabel, als mathematische Reprisentation wirklicher physikalischer Bewegungen
auf, speziell der Bewegung eines geworfenen Korpers. Gerade diese mechanische
Interpretation leitete Torricelli zum Begriff der Einhiillenden einer Kurvenschar: Er
betrachtete die durch Variation des Abwurfwinkels entstehende Schar von Wurf-
parabeln und fand die Sitze, daB die Einhiillende der Schar ebenfalls eine Parabel
ist und daB der geometrische Ort der Scheitelpunkte aller Parabeln der Schar wie-
derum eine Parabel ist.

Eine weitere mathematische Entdeckung Torricellis fiihrte sogar zu schweren
Zweifeln an der Richtigkeit der Mathematik iiberhaupt. Torricelli gelang namlich
die Kubatur des Rotationshyperboloides; das ist der erste Fall des Auftretens eines
uneigentlichen Integrals. In unserer Formelschreibweise fand Torricelli, da

o

1 1

E —dz==.-—

1[:2 o=
a

ist, daB also der Rauminhalt eines sich ins Unendliche erstreckenden Kérpers endlich,
und zwar gleich dem Rauminhalt des Zylinders der Hohe a und dem Radius 1 ist.
a

Dieses Ergebnis muBte damals im héchsten MaBe paradox wirken (Abb. 8.7).

Die Arithmetisierung der Indivisibelnmethode

Die Methode der Indivisibeln konnte nicht zu allgemeiner Anerkennung gelangen;
zu fragwiirdig und logisch ungesichert waren ihre SchluBweisen. Dazu kamen sach-
liche Mingel: Die Indivisibelnmethode in der von Cavalieri gegebenen Form war
kaum geeignet zur Berechnung von Oberflichen und versagte bei der Bestimmung
von Bogenlingen. Es kam darauf an, bei Beibehaltung des Kernes des integralen
Denkens sich von der geometrischen Form zu 16sen und die Infinitesimalmathematik
rechnerisch-algebraisch durchzubilden.

An der Losung dieser Aufgabe hat sich eine groBe Anzahl der Mathematiker in den
30er und 40er Jahren des 17. Jh. beteiligt, unter ihnen Gregorius, Roberval, Fermat.
So vermochte Fermat unter Verwendung Archimedischer Grundgedanken eine groBe
Klasse von Funktionen durch Streifenzerlegung zu quadrieren, nimlich die Gruppe
der allgemeinen Parabeln

CRCE

der allgemeinen Spiralen

=G
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und der allgemeinen Hyperbeln

BT -

wobei m und n zueinander teilerfremde natiirliche Zahlen sind und m > = ist. Modern
ausgedriickt laufen die von Fermat verwendeten Verfahren hinaus auf Wechsel
der Integrationsvariablen, auf gliedweise und partielle Integration — dies allerdings
verborgen unter einer Fiille von Kunstgriffen und miihsamen Rechnungen.

Um eben diese Zeit, um die Mitte des 17. Jh., erzielte Huygens weitreichende neue
Ergebnisse; er lehnte die Cavalierische Indivisibelmethode als unexakt ab und besann
sich wieder auf die strenge Archimedische Exhaustionsmethode. Huygens gelang die
Rektifikation der Parabel, die Komplanation von Rotationsflichen zweiter Ordnung,
und schlieBlich stellte er um 1673 eine Theorie der Evoluten und Evolventen auf.

a a

Abb. 8.8. Zur Herleitung des Pyramidenvolumens mittels der Indivisibelnmethode

Jedoch vermochte er sich spiiter nicht der durchgebildeten Infinitesimalrechnung
anzuschlieBen, weder in der Form der Fluxionsrechnung von Newton noch in der
Form des Calculus von Leibniz.

Ein typisches Beispiel soll die Arithmetisierung der Indivisibelnmethode verdeut-
lichen, die bis an die rechnerische Beherrschung von Grenziibergingen heranfiihrte.
Es stammt von dem Englinder Wallis, der auch als Arzt, Logiker, Theologe und
Philologe hervorgetreten ist. Wallis hatte sich urspriinglich mit Algebra befaBt, ehe
er mit den Arbeiten von Cavalieri und Torricelli zur Infinitesimalmathematik be-
kannt wurde und sich mit Quadraturen und Kubaturen beschiftigte. Nach einer
Reihe von Einzelarbeiten erschien 1656 die zusammenfassende ,,Arithmetica infini-
torum‘* (Arithmetik der unendlichen GroBen). Der Titel ist gut gewihlt. Wohl ver-
folgt Wallis dasselbe Ziel wie etwa Cavalieri, nimlich Kubaturen und Quadraturen.
Wiihrend aber Cavalieri seine Methode geometrisch gestaltete, kam es Wallis im
Gegenteil darauf an, méglichst rechnerisch zu verfahren.

Cavalieri hatte bewiesen: Die Gesamtheit der Indivisibelnquadrate eines Parallelo-
gramms verhdlt sich zur Gesamtheit der Indivisibelnquadrate eines beliebigen,
durch eine Diagonale herausgeschnittenen Dreiecks wie 3 : 1. Nach heutiger Schreib-
weise hatte Cavalieri also sozusagen die ,,Grenzwerte*

2 2 2
lim ¥ a? = limna? baw. lim [(1) + (—23-) 4ot (E) }
n—00 n—00 n—00 n n n
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bzw. deren Verhiltnis

i (12 2 o o

n—>00 n - n?

zu untersuchen. Cavalieris Satz ist stereometrisch interpretierbar; die Volumina des
entstehenden Prismas bzw. der entstehenden Pyramide verhalten sich wie 3: 1, der

obige Grenzwert hat also den Wert (Abb 8.8).

Wallis arbeitete nun den engen Zusammenhang zwischen dem von Cavalieri be-
trachteten und stereometrisch bestimmten Grenzwert und dem Quadraturproblem
der Parabeln heraus (Anm. 8.2). Er erkannte, modern ausgedriickt, die Aquivalenz
von

1
umw=i mit fx’dz=—1—,
Py n-n? 3 3
[

also die Aquivalenz des Ergebnisses von Cavalieri (links) mit der Parabelquadratur
nach Archimedes, um sogleich nach kiihner Induktion fiir die Quadratur (Integra-
tion) der allgemeinen Parabel y = 2™ (m > 0, ganz) die folgende Aquivalenz zu
behaupten:

1
limlm+2m+...+7,m= 1 (..fzmd1=
+1
o

+1°

00 n-n™

Den Beweis fiir den linken Grenzwert fiihrte Wallis, im Unterschied zu Cavalieri,

1
rechnerisch. Fiir m = 3 etwa setzte er voraus, daB vy herauskommt, und rechnete
firn=1,23,...:
5
T

7

1= ,
3

+

©|»
NS

1
=, +

cnl"’

3
T

w =
-
(=

Er bestimmte also den Grenzwert

1420\ 1
33(4 + -.2')=Z'

,»Der Bruch, um welchen f:- ibertroffen wird, hat zum Nenner offenbar stets um 4 zunehmen-

de Zahlen und wird stetig kleiner, so daB er endhch k]emer als jeder beliebige angebbare Wert
wird, und wenn man bis ins Unendliche die V geradezu verschwindet.

Und an einer anderen Stelle gebraucht Wallis die Formulierung

,,der Unterschied (zum wahren Wert, Wg) wird kleiner als jede nur angebbare GroBe. ([LA 9],
Bd. II, S. 823)
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Damit hatte Wallis das allgemeine Resultat

1

fa:"'dr: L
m+1

J

fiir m > 0, ganz.

Nun nahm Wallis wiederum eine groBangelegte Induktion vor: Er behauptete die
1

; m_1+1 fiir alle
m % —1, also fiir alle positiven und negativen, ganzen und gebrochenen und sogar
irrationalen m, mit Ausnahmen von m = —1.

Mit dieser Induktion stand Wallis unter dem philosophischen EinfluB von Bacon,
dem groBen Verfechter der Methode des Aufsteigens vom Speziellen zum Allgemei:
Es handelte sich also keineswegs um mathematische oder vollstindige Induktion;
diese ist erst von Pascal als mathematische Neuerung aufgebracht worden. Wallis
dagegen hatte die Induktion im Ba hen Sinne als allgemeines wissenschaftliches
Prinzip benutzt und daher auch gar nicht die Notwendigkeit empfunden, den Satz
allgemein zu beweisen. Fiir irrationale Exponenten hiitte er natiirlich auch gar nicht
die Moglichkeit dazu besessen.

Das Buch von Wallis, die ,,Arithmetica infinitorum®, enthilt iibrigens das be-
rithmte unendliche Produkt

n 1-3.-3.6:6-7-7---

4 2-4.4-6.6.8.8...°

Richtigkeit dieser Beziehung fiir alle Potenzfunktionen f z™dz =

Dort wird das heute verwendete Zeichen oo fiir Unendlich eingefiihrt, die liegende
Acht, als Symbol einer in sich geschlossenen, also unendlich lange durchlaufbaren
Figur. Auch findet sich das Fachwort ,,Interpolation’ wohl zum erstenmal bei
Wallis.

Und schlieBlich gelangte Wallis sogar unter Verallgemeinerung des Problems der
Kreisflichenberechnung zur Betrachtung der allgemeinen Integrale

1

em) = | (1- :c-‘l'-)” dz
0

in Abhingigkeit von den beiden Parametern k und n.

Das Tangentenproblem

Bei der Betrachtung der Methoden und Ergebnisse von Wallis meint man geradezu,
die Differential- und Integralrechnung hitte nun gleich ,,herausspringen miissen.
Dies war jedoch nicht der Fall. Es war noch eine andere Komponente historisch not-
wendig, nimlich die Diskussion und Beherrschung des Tangentenproblems und die
Hinwendung zu Extremwertproblemen.

Dieser Problemkomplex ist insbesondere von Fermat sehr weit vorangebracht
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worden, und zwar schon zu einem relativ frithen Zeitpunkt; um 1628/29 fand er eine
Methode, einfache Extremwerte zu berechnen. Und schlieBlich verband Fermat um
1662 seine Extremwertbetrachtungen mit physikalischen Fragestellungen; u.a.
gelangte er zur Konstatierung des kiirzesten bzw. extremalen Lichtweges bei der
Lichtbrechung.

Urspriinglich hatte er sein Verfahren nur fiir ganzrationale Funktionen entwickelt ;
aber spiter sprach er es in voller Allgemeinheit aus. Freilich fehlt eine strenge Be-
griindung; die Methode rechtfertigt sich durch den Erfolg. Gewéhnlich ruft er daher
in solchen Abhandlungen mit berechtigtem Stolz aus: ,,Eine allgemeinere und
schonere Methode kann man wohl nicht angeben.*

Abb. 8.9. Zur Bestimmung eines einfachen
b————— 1 Extremwertes durch Fermat

Das folgende Beispiel stammt aus der Abhandlung ,,Die Methode zur Bestimmung
eines Meximums und Minimums*‘ (Abb. 8.9):
. Die Strecke AC ist im Punkte E so zu teilen, daB das Rechteck AEC ein Maximum wird.
Die Strecke AC sei mit B bezeichnet, fiir den einen Teil von B setzen wir 4, also ist der noch
iibrige [Teil von B] gleich B — A und das aus den beiden Absc} bildete R
gleich BA — A?, hierfiir soll der groBte Wert gefunden werden. Setzen wir r tir den einen Teil
von B neuerdings A + E, so ist der noch iibrige Teil gleich B — A — E und das aus den
beiden Abschni gebildete Rechteck gleich

B-A—A*+B-E—24-E — E*,
dies ist niherungsweise gleichzusetzen obigem Rechteck
B-A — A%
Nach Wegfall der gemeinsamen Glieder erhiilt man
B-Ew~2A-E + E.
Wird alles durch E dividiert, so bleibt
B~ 24 +E.
Wird E gestrichen, so ergibt sich
B=24.
Also ist zur Lésung der Aufgabe B zu halbieren.* ([L 8.4], S. 2)

Dies alles erinnert schon stark an die heutige Bildung des Differentialquotienten,
Auch bei Fermat wird sozusagen der Funktionswert an einer um E benachbarten
Stelle gebildet, dann wird durch das noch als von Null verschieden vorausgesetzte £
dividiert, und erst dann wird E = 0 gesetzt; mit E multiplikativ behaftete Terme
verschwinden.

Aus der Methode zur Bestimmung der Maxima und Minima entwickelte Fermat
ein Verfahren, um die Kurventangenten zu konstruieren (Abb. 8.10). Beispielsweise
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(der Leser mége sich nicht dadurch verwirren lassen, daB im nachfolgenden Text
GroBbuchstaben sowohl als Strecken als auch zur Bezeichnung der Eckpunkte von
Strecken verwendet werden; dadurch wird weitgehende Annéherung an Fermats
Original erreicht) sei an eine quadratische Parabel mit dem Scheitel D in B eine
Tangente zu legen. Dann gilt wegen der Exgenscha.(ten der Parabel CD : DI >BC?:OI.
Aus Ahnlichkeitssitzen folgt BC:: OI* = CE*: IE?, also CD: DI > CE*:1E*. Es
ist CD =D gegeben, und CE =4 ist gesucht. Wenn man CI = E setzt (also
wieder ein biBchen éndert), dann ist

D:(D — E) > A2: (42 + E? — 24E).

Verfihrt man nun geméB der Fermatschen Extremwertmethode, so erhilt man
schlieBlich DE? — 2DAE ~ — A%E. Nach Division durch E folgt DE 4 A2 ~ 2DA.
Man streicht den Ausdruck DE. Dann ist A2 = 2DA4, also A = 2D. Damit ist die
Tangente konstruierbar.

Abb. 8.10. Tangentenkonstruktion an
die quadratische Parabel nach Fermat

Pascal und das charakteristische Dreieck

Beziiglich der Tragweite der Fermatschen Ta t thode gab es aufgeregte
Auseinandersetzungen, insbesondere mit den Anhangem von Descartes. Dadurch
auch riickte das Tangentenproblem in den Mittelpunkt des Interesses und wirkte
somit beschleunigend auf die Herausbildung der Infinitesimalrechnung.

Noch ein weiterer franzosischer Gelehrter, Pascal, hat einen wesentlichen Beitrag
zur Bewiiltigung des Tangentenproblems geleistet, der zu einem direkten Ausgangs-
punkt bei der Erfindung der Differential- und Integralrechnung durch Leibniz
werden sollte.

Im Jahre 1659 war von Pascal in Paris eine Schrift erschienen, ,,Traité des sinus
des quarts du cercle* (Abhandlungen iiber die Sinus des Viertelkreises). Leibniz nun,
der sich zu Anfang der 70er Jahre in Paris aufhijelt, bemerkte in dieser Abhandlung,
wie er sich ausdriickte, ,ein groBes Licht, das der Autor (also Pascal, Wg) selbst
nicht gesehen habe“.

Bei der Berechnung des statischen Moments eines Viertelkreisbogens wird Pascal
auf die folgende (modernisierte) Figur (Abb. 8.11) gefiihrt: Gegeben sei ein Kreis-
quadrant ABC, E der FuBpunkt des Kreisradius AE und D der FuBpunkt des Lotes
von E auf die z-Achse. Mit einem Tangentenstiick GH wird ein (kleines) rechtwink-
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liges Dreieck FQH konstruiert, dessen Katheten parallel zu den Koordinatenachsen
liegen. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke A\ AED und A HGF gilt die Proportion
AE :ED = HG: GF. —

Anders ausgedriickt: Die beiden Rechtecke mit den Seiten AX und GF bzw. HG
und ED sind flichengleich. Und beilsufig macht Pascal die Bemerkung: Fiir kleine
Dreiecke kann der Bogen der Kurve durch die Tangente ersetzt werden.

c H
7] £
(4y) 4s)
o
FTEINC
Abb. 8.11. Pascal und das charakteristische
! Dreieck
A [ ]

Leibniz erkannte nun, daB entsprechende Proportionen bzw. entsprechende
Flichengleichheiten nicht nur fiir den Kreisbogen, sondern fiir jede Kurve gelten;
man hat nur den Kreisradius durch die Kurvennormale zu ersetzen. Leibniz nannte
das — infinitesimal klein gedachte — Dreieck /\ FGH mit den Seiten Az, 4y und
4s ,,triangulum characteristicum‘ (charakteristisches Dreieck); wir sprechen heute
vom Anstiegs- oder Steigungsdreieck.

Durchbildung der infinitesimalen Methoden

Die Herausbildung ausgereifter infinitesimaler Methoden setzte die genaueste Kennt-
nis der antiken und der von Kepler und Cavalieri stammenden geometrischen
Methoden ebenso voraus wie die Vertrautheit mit den algebraischen Methoden von
Vieta, Descartes und Fermat. Historisch folgten so die Etappen des Ausbaus der
antiken Verfahren zur Exhaustionsrechnung, die Theorie der Indivisibeln und deren
Arithmetisierung aufeinander. Parallel dazu erfolgte die Behandlung der Tangenten,
der Quadratur der allgemeinsten Parabeln sowie die Hinwendung zu Extremwert-
aufgaben.

Dies alles gehorte zu den logisch-historischen Voraussetzungen fiir den dialektischen
Umschlag in die Durchbildung der infinitesimalen Methoden; er konnte daher erst
nach 1660 vollzogen werden. Mit der Ausbildung der Fluxionsrechnung durch Newton
und schlieBlich mit der Erfindung des Calculus durch Leibniz sollte die Infinitesimal-
mathematik nach Form und Inhalt einen gewissen vorlidufigen AbschluB erreichen.

Das 18. Jh. sah den weiteren Ausbau der infinitesimalen Methoden, die volle Her-
ausbildung des Funktionsbegriffs und die Anfinge héherer Gebiete der Analysis,
wie z. B. die Theorie der Differentialgleichungen und die Variationsrechnung, dies
alles begleitet von ideologischen und methodologischen Auseinadersetzungen um
das Wesen des sog. Unendlich-Kleinen.
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Mit Walis hatte die Infinitesimalmathematik auf der britischen Insel bereits einen
hervorragenden Vertreter gefunden. Ein jiingerer Landsmann, Barrow, verdient es
ebenfalls, aus der groBen Zahl der Pioniere der Infinitesimalmathematik heraus-
gehoben zu werden. Er fand, daB das Quadraturproblem und das Tangentenproblem
zueinander inverse Probleme sind ; in moderner Formulierung bedeutet dies die Ent-
deckung des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung (Anm. 8.3).

Isaac Newton und die Fluxionsrechnung

Bereits als Student lernte Newton von seinem Lehrer Barrow die eine mathematische
Grundkonzeption jener in Entwicklung befindlichen Infinitesimalmathematik
kennen, namlich die der ,,flieBenden GréB8en*, die dieser u. a. in seinen ,,Lectiones
mathematicae* (Mathematische Vorlesungen) von 1664/66 vorgetragen hatte. Als
Newton die wegen des verheerenden Pestzuges geschlossene Universitit Cambridge
verlieB und in sein Heimatdorf fliichtete, reiften dort in lindlicher Stille — als er
schon im Besitz der wesentlichen Ideen der modernen Naturwissenschaft und Mathe-
matik war — wihrend der Jahre 1665/67 neben den Grundvorstellungen zur Gravi-
tation, zur Lichttheorie auch die zur Infinitesimalmathematik heran. Dort schuf er
die Grundlagen sowohl zur Fluxionsrechnung als auch zur Theorie der unendlichen
Reihen. Freilich hat es noch lange gedauert, bis Newton diese Ideen in systematischer
Form der wissenschaftlichen Offentlichkeit zuginglich machen konnte und wollte.
Dabei stand Newtons Leistung auf dem Gebiet der Infinitesimalmathematik im aller-
engsten Zusammenhang mit der Vollendung des Aufbaus der klassischen Mechanik.
Daher bemerkt Engels:

»Die erste Periode der neueren Naturwissenschaften schlieBt — auf dem Gebiet des Unorga-
nischen — mit Newton ab. Es ist die Bewiiltigung des gegebenen Stoffes, sie hatte im Bereich
des Math ischen, der Mechanik und Astr ie, der Statik und Dynamik, GroBes geleistet,
besonders durch Kepler und Galilei, aus denen Newton die Folgerungen zog.** ([L 8.16], 8. 485)

PATRN

Von Newtons Beitrigen zur Infinitesimalmathematik k¢ im w
drei selbstindige Abhandlungen in Betracht, dazu einige lingere Passagen aus den
,»Principia““.

Da ist zunichst eine ,Reihenlehre. Sie wurde méglicherweise bereits 1665/66
im wesentlichen skizziert, aber erst 1711 im Druck publiziert. Da ist ferner der
»Tractatus de quadratura curvarum®, ausgearbeitet um das Jahr 1676 und publiziert
1704 als Anhang zu den ,,Optics“. Da ist weiter eine zusammenfassende Darstellung
der Fluxionsrechnung, die, um 1671/72 zunichst in lateinischer Sprache nieder-
geschrieben, erst 1736, nach Newtons Tode, in englischer Sprache als ,,The Method
of Fluxions and Infinite Series* erschien.

Und schlieBlich geht Newton im Abschnitt I des Buches I der ,,Principia“ auf
seine ,,Methode der ersten und letzten Verhiltnisse* ein, wo theoretisch-mathe-
matische Grundlagen fiir die rechnerisch-mathematische Behandlung physikalischer
Probleme bereitgestellt werden sollen. Er will sich von der antiken Methode der
Bestimmung von Grenzwerten mittels indirekter Beweise ebenso 16sen wie von der
schwer durchschaubaren Methode der Indivisibeln. Vielmehr bemiiht er sich um eine
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Grundlage fiir echte Grenziiberginge; er findet sie durch den folgenden Lehrsatz,
den er nach Art eines Prinzips benutzt:

,,Grossen, wie auch Verhdltnisse von Groéssen, welche in einer gegeb Zeit sich bestindig
der Gleichheit nihern und einander vor dem Ende jener Zeit niher kommen konnen als ]ede
gegebene Grosse, werden endlich einander gleich.** ([L 8.27], S. 46)

»,Ich habe ... (dies, Wg) vorausgeschickt, um kiinftig der weitlaufigen Beweisfilhrung mittelst
des Widerspruchs, nach der Weise der alten Geometer, iiberhoben zu sein. Die Beweise werden
némlich kiirzer durch die Methode der untheilbaren Gréssen (d. h. der Indivisibeln, Wg). Da
aber die Methode des Untheilbaren etwas anstéssig ist und daher fiir weniger geometrisch
(d. i. mathematisch, Wg) gehalten wird, so zog ich es vor, die Beweise der folgenden Sitze auf
die letzten Summen und Verhiltnisse verschwindender und auf die ersten werdender Grossen
zu begriinden, ...* ([L 8.27], 8. 53)

,,Jene letzten Verhaltnisse, mit denen die Gréssen verschwinden, sind in der Wirklichkeit nicht
die Verhiltnisse der letzten Gréssen, sondern die Grenzen, denen die Verhiltnisse fortwiahrend
abnehmender Grossen, sich bestindig nahern, und denen sie niher kommen, als jeder angeb-
bare Unterschied betrigt, welche sie jedoch niemals iiberschreiten und nicht frither erreichen
konnen, als bis die Grossen ins Unendliche verkleinert sind.* ([L 8.27], S. 54)

Man kann nicht umhin, die klare Einsicht Newtons in die mit einem Grenziibergang
verbundenen logisch-begrifflichen Schwierigkeiten zu bewundern, eine Aufgabe, um
deren Bewiiltigung er ein Leben lang vergeblich gerungen hat.

So griindete Newton seine Infinitesimalmathematik auf Analogien zur Kinematik,
wie iiberhaupt seine Form der Infinitesimalrechnung letztlich auf physikalisch-
mechanischen und naturphilosophischen Grundkonzeptionen beruht.

Nach Newton gibt es eine objektiv existierende, unabhingig von allen Gescheh-
nissen verlaufende Zeit. Alle Korper bewegen sich in einem objektiv existierenden
Raum, der unabhiingig ist von allen darin befindlichen Kérpern. Alle verinderlichen
GroBen, also auch die mathematischen GroBen, sind in dem Sinne physikalische
Gro8en, daB sie von der objektiv verlaufenden Zeit abhangen. Durch ,,FlieBen in der
Zeit*, durch stetige Bewegung, entstehen aus Punkten Linien, aus Linien Flichen,
aus Flichen Korper usw. Newton steht also voll in der Traditionslinie Demokritos,
Kepler, Cavalieri, Wallis, Barrow. Diese flieBenden mathematischen Gré8en nennt
Newton Fluenten (d. h. FlieBende). Thre Geschwindigkeiten, die wir heute als Ab-
leitungen einer Variablen nach der Zeit bezeichnen wiirden, heiBen ,,Fluxionen‘.

»»1ch betrachte hier die mathematischen GréBen nicht als aus duBerst kleinen Teilen bestehend,
sondern als durch stetige Bewegung beschrieben.* ([L 8.19], S. 3)

., Die unbestimmten GroBen betrachte ich im folgenden als in stetiger Bewegung wachsend
oder abnehmend, d. h. als flieBend oder abflieBend. Und ich bezeichne sie mit den Buchstaben
2, ¥, z, v und ihre Fluxionen oder Wachst,umsgeschwmdxgkeicen driicke ich durch dieselben
Buchstaben mit Punkten versehen aus, also durch z, 3, z, 9. Von diesen Fluxionen gibt es wieder
Fluxionen oder mehr oder weniger rasche Anderungen Man kann sie die zweiten Fluxionen
von z, y, 2, v nennen und so bezeichnen: %, 7, £, #.** ([L 8.19], 8. 7)

Der dritte wichtige Begriff der Newtonschen Fluxionsrechnung ist das ,,Moment
einer GroBe‘‘. Newton beschreibt es als einen ,,gerade noch wahrnehmbaren Zuwachs
einer GréBe‘ und bezeichnet es mit o. Demnach ist o das Moment der Zeit, zo das
Moment der Fluente z und o das Moment der Fluxion z; dies letztere wiirde etwa
dem heutigen Differential entsprechen.

Auf diesen Grundkonzeptionen beruht Newtons Fluxionsrechnung, die durch ihn
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sowohl zu einem weitreichenden mathematischen Hilfsmittel bei der Bewiltigung
physikalisch-mechanischer Probleme als auch zu einer in sich geschlossenen mathe-
tischen Theorie ausgestaltet wurde. Newton behandelt drei groSe Themenkreise:

1. Die Beziehung zwischen den Fluenten untereinander ist gegeben. Zu bestimmen
ist die Beziehung zwischen ihren Fluxionen. Dies ist das Grundproblem der
Differentiation.

2. Eine Gleichung ist vorgegeben, in der neben Fluenten auch Fluxionen von Gréien
enthalten sind. Gesucht sind die Beziehungen zwischen jenen Fluenten. Dies ist
das Grundproblem der Integration. Es schlieBt ausdriicklich mehr ein als die
Bestimmung der Stammfunktion, zugleich nimlich auch das der Integration von
Differentialgleichungen.

3. Anwendungen der Fluxionsrechnung, u.a. auf die Bestimmung der Tangenten
an Kurven, auf die Berechnung von Maxima und Minima und des Kriimmungs-
maBes von Kurven, auf die Quadratur und Rektifikation von Kurven.

Das Integrations- (Quadratur-) Problem erscheint als Umkehrung der Differentiation
(Fluxionenbildung). Da die Bildung der Fluxionen rechnerisch relativ einfach,
sozusagen routinemiig zu vollziehen und auch auf Irrationalititen wie z. B. Wurzel-
funktionen auszudehnen ist, stellt Newton in ,,Quadratura curvarum* eine Tabelle
von Integrationsergebnissen auf, die er durch inverse Interpretation von Differentia-
tionen gewonnen hat.

Bei dieser Grundauffassung — Integration lediglich als Umkehrung des Differen-
zierens — ist es noch lange geblieben. Erst im 19.Jh. wurde die Integration als
selbstiindige, d. h. von der Differentiation unabhiingige mathematische Operation
eingefiihrt.

Die folgenden Beispiele stammen aus der ,,Method of Fluxions“. Es soll die Glei-
chung 23 — az? + axy — y* = O differenziert werden; z und y hat man sich als
Variable in Abhingigkeit von der Zeit zu denken. Bei Newton heift es:

,,Sei nun irgendeine Gleichung 2° — az? + azy — y® = 0 gegeben und ersetze z -+ zo fir
z und y + yo fir y, dann ergibt sich
2 + 3zo0z? + 32%0z + #%0°
— az® — 2azoz — az%00
+ azy + azoy + ajox + aijoo
— ¥* — 3yoy* — 3yooy — yoo*
Nun ist nach Voraussetzung 2® — ax® + azy — y* = 0, welche demnach gestrichen werden.
Die verbleibenden Terme werden durch o dividiert, es bleiben
32? 4 3i%z + z%00 — 2axz — ai’o + azy
+ ayz + azyo — 3yy* — 3y%oy — yP00 = 0.

=0.

Aber da vorausgesetzt war, daBl o unendlich klein ist und daB es die Momente der GréBen
reprisentieren kann, werden die Terme, die damit multipliziert sind, nichts sein in Anbetracht
des Restes. Deswegen verschmiihe ich sie und es bleibt

3ix? — 2aiz + aty + ayx — 3yy: = 0.
[L 8.18), S. 24/25, engl.)
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Das folgende Beispiel zeigt die Integration einer Gleichung, die sowohl Fluenten als
auch Fluxionen enthilt: Fiir gy = 2y 4 #Zyy gibt Newton als Lisung die Reihen-
entwicklung

— 1 15 27
y—z+3;ra 5z+7x +

an. (Vgl. S. 178)

Die Folgegeschichte der Infinitesimalmathematik war im 18.Jh. stark belastet
von einem mit groBer Erbitterung gefiihrten Streit um die Prioritit der Entdeckung
der Infinitesimalrechnung zwischen den Anhingern von Newton bzw. Leibniz, einem
Streit, der bis weit ins 20. Jh. von nationalistischen Emotionen begleitet war. Es
steht heute einwandfrei fest, daB Newton und Leibniz beide selbstindig, also unab-
hingig voneinander zur Infinitesimalmathematik gelangt sind. Newton fand die
Fluxionsrechnung, bevor Leibniz zur Differentialrechnung und Integralrechnung
vorstieB ; aber Leibniz hat zuerst dariiber publiziert (Anm. 8.4).

Es gab wiihrend der 70er Jahre auch einiges an Briefwechsel zur Infinitesimal-
mathematik zwischen Newton und Leibniz, der allerdings von Seiten Newtons mit
Zuriickhaltung gefiihrt wurde. So teilte Newton im Jahre 1676 seine Fluxions-
rechnung nicht direkt mit, sondern nur in Form zweier Anagramme, also in durch
Buchstabenversetzung verschliisselter Form. Das erste Anagramm lautete

6a cc d ae 13e ff 7i 31 9n 40 4q rr 4s 9t 12v x.

Der hierin verborgene Text heiBt ,,Data aequatione quotcunque fluentes quantitates
involvente fluxiones invenire et vice versa“ (Bei gegebener Gleichung zwischen
beliebig vielen flieBenden GroBen deren Fluxionen zu finden und umgekehrt).
Leibniz muBte das Anagramm unverstindlich bleiben, obwohl er selbst um eben diese
Zeit die Differential- und Integralrechnung gefunden hatte. Man hat einmal gesagt,
daB es eines viel groBeren Scharfsinns bedurft hitte, dieses Anagramm aufzulésen,
als selbstindig die Differential- und Integralrechnung zu erfinden.

G. W. Leibniz und die Erfindung des Calculus

War Newton bei der Entwicklung der Fluxionsrechnung von physikalisch-mecha-
nischen Gesichtspunkten geleitet worden, so ging Leibniz — neben dem gedanklichen
AnschluB an die Indivisibeln-Theorie — von einer stark philosophisch-erkenntnis-
theoretisch gepriigten Gedankenwelt aus. Aus der Begegnung dieser zwei Ideenkreise
ging die Differential- und Integralrechnung hervor, der ,,Calculus*, wie man damals
sagte.

Leibniz besaB eine fast unglaubliche geistige Beweglichkeit und einen schier un-
erschopflichen Gedankenreichtum. Seine Leistung umfat Mathematik und Theologie,
Physik und Biologie, theoretische Logik und Geschichtswissenschaft, Wissenschafts-
organisation und Erkenntnistheorie.

Wiihrend der Jahre 1672 bis 1676 weilte er als Diplomat in Paris und eignete sich
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dort in einem Sturmlauf ohnegleichen die damals neueste Mathematik an. Seit seiner
Studienzeit hatte Leibniz die Idee einer allgemeinen Begriffeschrift vorgeschwebt,
mit deren Hilfe es mdoglich sein sollte, aus allen denkmoglichen Aussagen, welche
durch Kombination von durch Buchstaben symbolisierten Begriffen erhalten werden
kénnen, durch eine Art formaler Rechnung die wahren Aussagen auszusondern.
GewiB war dies eine Utopie, aber es war eine groBartige Idee, die auf die Entwicklung
der spiteren mathematischen Logik hindeutete.

Ubrigens ist es dieser Ansatzpunkt, der Leibniz — neben Descartes und Euler —
zu einem der bedeutendsten Gestalter der modernen mathematischen Symbolik
werden lieB. Von ihm stammt die Forderung:

,,Bei den Bezeichnungen ist darauf zu achten, daB sie fiir das Erfinden bequem sind. Dies ist

am meleben der Fall, so oft sie die innerste Natur der Sache mit Wenigem ausdriicken und
abbild So wird némlich auf wunderbare Weise die Denkarbeit vermindert.*

(IL 8.14), S. 74)

GemiB dieser Maxime beriet sich Leibniz mit zahlreichen Mathematikern iiber die
Wahl der Symbole. Auf ihn gehen die Zeichen d und f (das Wort Integral wurde von
den Gebriidern Bernoulli vorgeschlagen), die Verwendung von Indizes und Doppel-
indizes, die Schreibweise fiir die Proportion mit Doppelpunkten und Gleichheits-
zeichen, eine Art Determinantenschreibweise u.a.m. sowie der Fachausdruck
»Funktion* zuriick.

Leibniz hatte seines schlechten Gedichtnisses wegen die Gewohnheit, auch Ideen
und Absichten schriftlich zu fixieren. Die so erhaltene Notiz vom 29. Oktober 1676,
niedergeschrieben in Paris, dokumentiert eine Sternstunde in der Geschichte der
Mathematik, die Geburt des Calculus:

,»Es wird niitzlich sein, statt der Gesamtheiten des Cavalieri: also statt ,Summe aller y* von
nun an f y dy zu schreiben. Hier zeigt sich endlich die neue Gattung des Kalkiils, die der Addi-

tion und Multiplikation entspricht. Ist dagegen [y dy = v gegeben, 80 bietet sich sogleich
das zweite auflésende Kalkiil, das ausd yz wieder y macht Wie nimlich das Zeichen f die

Dimension vermehrt, so vermindert sie dau d. Das Zeichen [ aber bed eine S d eine
Differenz.* ([L 8.29], S. 46) (Anm. 8.5)

Leibniz trug sich lange mit der Absicht, eine zusammenhingende Darstellung der
Infinitesimalmathematik, eine ,,scientia infiniti‘ zu schreiben, doch lieBen dies die
weiteren Lebensumstéinde nach 1676 nicht zu. Thm blieb nur die Publikation von
Einzelergebnissen, die freilich bedeutend genug waren. So gab er 1682 die unendliche

Reihe fiir % nebst dem Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen bekannt und

behandelte das Brechungsgesetz der Optik als Extremwertproblem. Im Jahre 1684
erschien die wegweisende Abhandlung ,,Nova methodus...“ (Neue Methode der
Maxima, Minima sowie der Tangenten, die sich weder an gebrochenen, noch an
irrationalen GroBen st6Bt, und eine eigentiimliche darauf beziigliche Rechenart).
Sie enthilt eine Art Definition des Differentials, ohne Beweis die Differentiations-
regeln fiir Summe, Produkt, Quotient und Potenz, die Kettenregel, ferner die Be-
dingungen dv = 0 fiir die Extremwerte und ddv = 0 fiir die Wendepunkte. Zum
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erstenmal tritt das Wort ,,Differentialgleichung* auf; es folgen geometrische An-
wendungen. Zwei Jahre spiter wurde das Integralzeichen zum erstenmal im Druck
verwendet. Daneben stehen Arbeiten, in denen die Tragweite des neuen Kalkiils an
Beispielen — elastischer Widerstand eines Balkens, Isochrone, Ma8 der Kraft,
Kettenlinie u. a. m. — demonstriert wird. Das Zeitalter der Infinitesimalmathematik
hat begonnen.

Der groBe Vorzug der Leibnizschen Infinitesimalrechnung bestand in ihrer kalkiil-
miiBigen Handhabbarkeit ; darauf beruhte ihr schlieBlicher Sieg iiber die Newtonsche
Fluxionsrechnung.

Leibniz war sich der Unbestimmtheiten und logischen Widerspriichlichkeiten
seines Differentialbegriffs und des Umgangs mit den ,,unendlich kleinen GréB8en
sehr wohl bewuBt. Es gibt zahlreiche unterschiedliche, ja sogar gelegentlich sich
widersprechende AuBerungen von Leibniz iiber den Umgang mit dem Unendlichen;
die folgende Passage stammt aus dem Jahre 1702.

, Um daher diese subtilen Streitfragen zu vermeiden, begniigte ich mich, da ich meine Er-
wigungen allgemein verstindlich machen wollte, das Unendliche durch das Unvergleichbare
zu erkliren, d. h. GréBen anzuneh die unvergleichlich groBer oder kleiner als die unsrigen
sind. Auf diese Weise nimlich erhélt man beliebig viele Grade unvergleichlicher GroBen,
sofern ein unvergleichlich viel kleineres Element, wenn es sich um die Feststellung eines unver-
gleichlich viel groBeren handelt, bei der Rechnung auBer acht bleiben kann. So ist etwa ein
Teilchen der magnetischen Materie, die das Glas durchdringt, einem Sandkorn, dieses wiederum
der Erdkugel, die Erdkugel schlieBlich dem Firmament nicht vergleichbar ...

Hierbei ist jedoch zu beriicksichtigen, daB die unvergleichlich kleinen GréBen, selbst in ihrem
populiren Sinn genommen, keineswegs konstant und bestimmt sind, daB sie vielmehr, da man
sie 5o klein annehmen kann, als man nur will, in geometrischen (d. h. mathematischen, Wg)
Erwigungen dieselbe Rolle wie die Unendlichkleinen im strengen Sinne spielen. Will niamlich
ein Gegner unseren Sitzen die Richtigkeit absprechen, so zeigt unser Kalkiil, daB der Irrtum
geringer ist, als irgendeine angebbare GriBe, da es in unserer Macht steht, das Unvergleichbar-
kleine — das man ja immer so klein, als man nur will, annchmen kann — zu diesem Zwecke
hinlénglich zu verringern ... und zweifellos liegt darin der strenge Beweis unserer Infinitesimal-
rechnung.* ([LA 1], S. 165/166)

GewiB stecken in dieser Passage rationale und dialektische Denkelemente, die der
Aufhellung der schwierigen begrifflichen Probleme bei den Grenziibergingen hitten
dienen konnen; sie laufen auf Ansitze einer Konzeption des Unendlich-Kleinen als
einer potentiell verschwindenden GréBe hinaus.
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Ausbau der infinitesimalen Methoden

Die Fiille der begrifflichen Schwierigkeiten demonstriert die GroBe der geistigen
Leistung dreier Generationen von Mathematikern, die eine durchgreifende wissen-
schaftliche Revolution in der Mathematik vollzogen haben. Daher bemerkt Engels:
,»Von allen theoretischen Fortschritten gilt wohl keiner als ein so hoher Triumph des mensch-
lichen Geistes wie die Erfindung der Infinitesimalrechnung in der letzten Hilfte des 17. Jahr-

hunderts. Wenn irgendwo, so haben wir hier eine reine und ausschlieBliche Tat des mensch-
lichen Geistes.* ([L 9.20], S. 530)

Entstehung einer Theorie der unendlichen Reihen

Bereits vor dem 17. Jh. hatte es Beispiele fiir den Umgang mit unendlichen Reiben
gegeben. Der junge Leibniz, im Vollgefiihl seiner mathematischen Ambitionen,
hatte ,,Summen* von unendlichen Reihen gesucht und sogar hochtrabend verkiindet,
er konne die Summe jeder unendlichen Zahlenreihe angeben, — wobei er die Schwie-
rigkeiten natiirlich bei weitem unterschitzte. Aber es gelang ihm z. B. die Summation
der Reihe der reziproken Dreieckszahlen: Gesucht sei die Summe der Reihe

1 1 1 1
Ai— 4 —f — o — 4 ..
ittt T
Dann ist

1 1.1 1 1
A —
2 2+6+12+20+ !

Diese Reihe vergleicht Leibniz mit der Reihe
1 1 1 1 1
Bi—t—4+—4+—=—4+=+4 -
1 + 2 * 3 + 4 + 5 +
bzw. mit

1 1 11 1
—_1:—= _— —_— —_— —_ e
B 2+3+4+5+6+

Durch Addition von B — 1 und % A erhilt er

1 1 1 1
B 1+2A—1+2+3+4+ = B.
Also hat 4 die Summe 2. Das Ergebnis ist tatsichlich richtig, aber seine SchluB-
weisen sind heute vollsténdig unhaltbar; z. B. ist die zum Vergleich herangezogene
Reihe B divergent!
Den historischen Ansatzpunkt, der zu einer Theorie der unendlichen Reihen
fiihren sollte, hat man jedoch im Quadraturproblem zu suchen: Hatte Wallis durch

eine groBangelegte Induktion das Quadraturproblem fiir alle Potenzfunktionen
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y = 2™ (m ganz oder gebrochen, rational oder irrational) bewiltigen kénnen, so
bereitete der Ausnahmefall m = —1 allerlei Kopfzerbrechen. Der Zusammenhang
zur Logarithmusfunktion muBte erst hergestellt werden.

So verdffentlichte der Englinder Lord Brouncker 1668 eine Reihenentwicklung,
die er durch geometrische Quadratur eines Flichenstiicks unterhalb der Hyperbel
z -y =1 erhielt. In heutiger Schreibweise entspriche das der Reihenentwicklung

1

dx 1 1 1
—me—L gy Lt
/1+x "= tratie T

In demselben Jahr noch erschien eine Arbeit von Gregory, die sich mit der Quadratur
des Kreises und der Hyperbel befaBte. Dort treten die Worte ,,divergent und
,.konvergent‘‘ (von lat. vergere, sich nihern) als Fachtermini auf.

Uberhaupt war 1668 ein fiir die Theorie der unendlichen Reihen entscheidendes
Jahr: Der aus Holstein stammende, aber in England lebende N. Mercator (Kauff-
man) gab ein Buch unter dem Titel ,,Logarithmotechnica* heraus, das den Zu-
sammenhang zwischen Logarithmusfunktion und Hyperbelquadratur herausarbeitete.

x
Da die allgemeine Integrationsregel f z™dz = ! 1 z™*! fiir m = —1 versagt,
m
0

ging Mercator von dem Integranden
algebraischer Divisionsregeln

1
1+ 2

Dann griff Mercator auf die Integration der Parabeln zuriick, indem er ohne zu
z6gern die unendliche Reihe gliedweise integrierte:

TR und bildete durch formale Anwendung
- z

=1—-z+22—-2242¢— +---.

z
1 2 2 xt
f1+zd” ety gt T
0
er erhielt so eine Reihenentwicklung, die In (1 + z) entspricht.

Die Publikationen von Brouncker, Gregory und Mercator iiber logarithmische
Reihen erfolgten zeitlich nach dhnlichen Entdeckungen anderer Wissenschaftler,
z. B. von Hudde und Newton. Aber die ,,Logarithmotechnica* von Mercator loste
eine Art Kettenreaktion aus: Weitere Publikationen folgten rasch, und Newton
entschloB sich, eine bereits in Teilen vorhandene zusammenhingende Darstellung
der Reihenlehre bei der Royal Society zu hinterlegen und damit seine Verdienste um
das neue Gebiet zu dokumentieren. Dies geschah 1669; die Abhandlung trigt den
Titel ,,De analysi per aequationes numero terminorum infinitas* (Uber die Analyse
mittels der der Zahl ihrer Glieder nach unendlichen Gleichungen).

Newton kniipft bei seinen Untersuchungen zur Reihenlehre speziell an Barrow und
an die ,,Logarithmotechnica‘ an. Aber er geht weit dariiber hinaus. Seine eigenen
bedeutenden Ergebnisse und die systematische Anordnung des Stoffes begriindeten
bereits eine selbstindige Theorie der unendlichen Reihen.
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Newtons unmittelbare Absicht bestand noch in zwei Zielen, in der Quadratur
komplizierter Kurven und in der Auflésung von Gleichungen. Hierzu wird als Haupt-
mittel die Reihenentwicklung eingesetzt; im Falle der Quadratur mit nachfolgender
gliedweiser Integration. Mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten findet er
beispielsweise fiir die Gleichung y® + a?y — 2a® 4 azy — 23 = 0 in zwei Variablen
die Reihenentwicklung

z2

x
Y- gt L Tt

Dies unterstellt, daB z einigerma8en klein ist. Allerdings hat Newton noch keine
Konvergenztheorie, aber er besitzt mathematischen Instinkt genug, um gelegentlich
die Reihenentwicklung zu unterscheiden ,,fiir kleines z* und ,,fiir sehr groBes z*.
So gibt er zum Beispiel fiir die Gleichung

v 4azy+ 22y —a® — 228 =0
und ,sehr groBes z* eine Reihenentwicklung nach fallenden Potenzen, nimlich

a a? 131a®
4 + 64z + 51222
Insgesamt ist der Spielraum der Methoden in Newtons ,,De analysi...“ bereits
auBerordentlich groB. Man begegnet dem Verfahren der Reihenumkehrung und der
Methode der unbestimmten Koeffizienten. Mit Reihenentwicklungen werden Wurzeln
gezogen, Quadraturen und Rektifikationen vorbereitet, und es werden Reihen-
darstellungen fiir spezielle Funktionen gegeben, u. a. fiir die Exponentialfunktion,
die Logarithmusfunktion und die trigonometrischen Funktionen.
Merkwiirdigerweise findet sich in ,,De analysi...“ die Binomialentwicklung
nicht, obwohl Newton damals lingst in deren Besitz war und ihre groBe Tragweite
erkannt hatte. In einem Brief an Leibniz von 1676 hat Newton spiter geschildert,

+ ..

y=z—

wie er von der Kreisquadratur, also vom Integral [ }/1 — 22 dz ausgehend, zur all-
gemeinen Binomialreihe gelangt ist. Bei Newton tritt sie in der Form
= —n m — 2n

(P+PQ~ = Pr+ 2 40+ 2" B0 +
n 2n 3n

Q-+ -

auf ; dabei bedeuten m und = beliebige positive ganze Zahlen. (Dabei bezeichnet 4 das
erste, B das zweite, C das dritte Glied der Reihe, usw. Durch Einsetzen erhélt man
die heutige Schreibweise.)

Insgesamt ist Newton imstande gewesen, die Gesamtheit aller Integrale der Form
f azd(b + cz*) dz (4, u,» ganzzahlig) durch Reihenentwicklung mit nachfolgender
A+1

gliedweiser Integration zu bewiltigen. Die Reihenentwicklung bricht ab, wenn

positiv und ganz oder wenn it+1

+ v ganz ist.

w
Es scheint, daB auch Gregory bereits um 1668/70 im Besitz der Taylorschen Reihe
gewesen ist. Uberhaupt hat Gregory, der friih verstorben ist, fiir die Infinitesimal-
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mathematik, speziell fiir die Reihenlehre, Bedeutendes geleistet ; u. a. gab er Reihen-
entwicklungen fiir arctan z, 1: cos z und In tan z. Gregory gehért auch zu den selb-
sténdigen Entdeckern des Fundamentalsatzes der Infinitesimalrechnung.

Wiihrend des ganzen 18. Jh. ist die Reihenlehre ein breit und weit behandeltes
Thema geblieben. Auch auf dem Kontinent wurden wesentliche Ergebnisse zur
Reihenlehre gefunden, etwa durch die Gebriider Bernoulli, durch Euler. Doch handelte
es sich mehr um einen Ausbau in die Breite statt in die Tiefe, also um eine Aus-
schépfung der bereits im 17.Jh. eréffneten Moglichkeiten fiir Quadratur, Rekti-
fikation, Komplanation, Auflésen von Gleichungen, Reihenentwicklung von Funk-
tionen und Lésen von Differentialgleichungen im Zusammenhang mit astrono-
mischen und mechanischen Problemen. Dies ging Hand in Hand mit dem Ausbau
der formalen Seite der Reihenlehre, die 80 zu einem verldBlichen und weitreichenden
Hilfsmittel und Bestandteil der Analysis wurde. Doch fehlte es noch an einer Kon-
vergenztheorie.

Herausbildung des Funktionsbegriffs

Bis zu einem gewissen Grade kann man die Rechentafeln der babylonischen Mathe-
matik, einige Tendenzen der Kegelschnittslehre bei Apollonios oder die astrono-
mischen Tafeln des ,,Almagest‘‘ ebenso als Vorstufen der Herausbildung des Funk-
tionsbegriffs betrachten wie etwa auch die Theorie der Formlatituden des Nicolaus
Oresme im europdischen Mittelalter.

Doch soll man bei all solchen ,,Vorstufen‘‘ nicht iibersehen, da8 der Durchbruch
zum wirklichen Funktionsbegriff erst mit dem Ubergang von der Mathematik
statisch betrachteter GroBen zur Mathematik mit Variablen erfolgen konnte, also
erst an der Wende vom 16, zum 17. Jh, Vieta, Fermat und Descartes unterschieden
bewuBt zwischen konstanten und verinderlichen GréB8en. Insofern hat die Ent-
stehung der analytischen Geometrie direkt zur Herausbildung des Funktionsbegriffs
beigetragen. In diesem Zusammenhang schrieb daher Engels:

,»Der Wendepunkt in der Mathematik war Descartes’ variable Grofe. Damit die Bewegung und
damit die Dialektik in der Mathematik, und damit auch sofort mit Notwendigkest die Differential-
und Integralrecknung, die auch sofort anfingt und durch Newton und Leibniz im ganzen
und groBen vollendet, nicht erfunden.* ([L 9.20], S. 522)

Zwar traten die ,,Variablen bei Descartes nur, wie wir heute sagen wiirden, in
algebraischen Ausdriicken auf. Dann aber setzte sich die Konzeption der ,,flieBenden
GroBen* (Fluenten, in der Sprechweise von Newton) durch und bildete zusammen
mit der iiberragenden Rolle, die die Potenzreihenentwicklung in der Mathematik
zu spielen begann, den innermathematischen Hintergrund zur Herausbildung des
Funktionsbegriffs.

Der Sprachgebrauch Funktion (von lat. functio; fungor, functus sum bedeutet
soviel wie ausfiihren, eine Verpflichtung erfiillen) geht auf Leibniz zuriick. In einer
Abhandlung von 1673 spricht er anfangs noch von der ,,relatio‘ (Beziehung) zwischen
»Applikaten* (d. h. Ordinaten) und Abszissen, um dann fortzufahren, da8 ,,andere
Arten vonLinien in einer gegebenen Figur irgendeine Funktion verrichten* (Anm.9.1).
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In Abhandlungen, die Leibniz 1692 und 1694 publizierte, verwendete er ,,Funk-
tionen* (lat. functiones, franz. fonctions) bereits in einem erweiterten Sinne, und
zwar fiir beliebige Arten von geraden Strecken (Abszissen, Ordinaten, Sehnen, Ab-
schnitte von Tangenten, Normalen, Subtangenten, Subnormalen), die von einem
festen Punkt oder von Punkten einer gegebenen Kurve abhiingen. In eben diesem
Sinne gebrauchte Jakob Bernoulli das Wort Funktion noch im Oktober 1694. Eine
neue Etappe der Herausbildung des Funktionsbegriffs wurde durch den Briefwechsel
von Leibniz mit Johann Bernoulli zwischen 1694 und 1698 eingeleitet; Bernoulli

prach in Ubereinsti g mit Leibniz von ,,Gré8en, die irgendwie aus unbestimm-
ten und konstanten GroBen gebildet sind (1694), wihrend in eben diesen Jahren
Leibniz u. a. die Begriffe Konstante, Variable, Koordinaten, Parameter und alge-
braische sowie transzendente Gleichung in nahezu demselben Sinne fixierte, wie wir
sie heute gebrauchen.

Eine erste explizite Definition des Begriffs ,,Funktion®, die die verschiedenen
Aspekte des sich herausbildenden Funktionsbegriffs in sich aufnahm, stammt von
Johann Bernoulli aus dem Jahre 1718.

»Definition: Man nennt Funktion einer verinderlichen GréBe eine GréBe, die auf irgendeine
Weise aus eben dieser veranderlichen GréB8e und K Zusa g ist.* ([L 9.5],
Bd. II, S. 241, franz.)

Dort findet sich auch die Verwendung des Buchstabens ¢ als Funktionszeichen; falls
es sich um die Funktion der Variablen z handelte, schrieb Johann Bernoulli gz.
(Die Bezeichnung f und die Verwendung der Klammern bei f(z) gehen auf Euler
zuriick.)

Das Selbstverstindnis der Analysis als einer mathematischen Wissenschaft von
Variablen und ihren Funktionen scheint erst von Euler ausdriicklich formuliert
worden zu sein, und zwar in seinem beriihmten Lehrbuch ,,Introductio in analysin
infinitorum‘* (Einfithrung in die Analysis der unendlichen kleinen GréBen) von 1748.
Dort findet sich eine Prézisierung des Bernoullischen Funktionsbegriffs (Anm. 9.2):

,,Eine Funktion einer verinderlichen GréBe ist ein analytischer Ausdruck, der in beliebiger
Weise aus dieser veranderlichen GroBe und aus Zahlen oder k GroBen
gesotzt ist.* ([L 9.18], S. 18, lat.)

Dieser Definition hatte Euler eine Bestimmung von ,,Variable* vorausgeschickt :

,,Eine variable GroBe ist eine unbesti oder allg ine GroBe, die in sich ohne Ein-

hrinkung alle besti Werte einschlieBt ... Daher schlieBt eine verinderliche GroBe
ohne Einschrinkung alle Zahlen ein, sowohl positive als auch negative, sowohl ganze als auch
gebrochene, sowohl rationale als auch irrationale und tra dente. Sogar Null und imaginire

Zahlen sind nicht von der Bedeutung einer veranderlichen GréBe ausgeschlossen. ([L 9.18]),
8. 17/18, lat.)

Mit dem Bernoulli-Eulerschen Funktionsbegriff war eine erste Etappe der Heraus-
bildung des Funktionsbegriffs abgeschlossen. Freilich stieB sich diese Festlegung
schon bald an neuen mathematischen Sach- und Problemkreisen: Indem Euler den
Terminus ,,analytischer Ausdruck* gebraucht hatte, war die Frage aufgeworfen, ob
jede beliebig zeichenbare kontinuierliche oder diskontinuierliche Kurve, mit Knicken,
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Uberkr gen, ev llen Unterbrechungen usw., als Bild einer ,,Funktion*
aufzufassen sei. Damit war zugleich die Frage gestellt, welche Arten von analytischen
Ausdriicken zugelassen seien. Wihrend des 18. Jh. verdichtete sich der Bedeutungs-
inhalt von analytischer Ausdruck auf algebraische Gleichung und (unendliche)
Potenzreihe.

Gerade die beiden Fragen — willkiirlicher Kurvenzug, Art des analytischen Aus-
drucks — wurden sozusagen hochaktuell, als um die Mitte des 18. Jh. die schwingende
Saite einer mathematischen Behandlung unterworfen wurde und neben Potenzreihen
auch trigonometrische Reihen auftreten. Hiermit wurden Diskussionen eingeleitet,
die schlieBlich um die Mitte des 19. Jh. im Zusammenhang mit der Verschirfung der
Grundlagen der Analysis zu einem verallgemeinerten Funktionsbegriff fiihren sollten.

Weiterentwicklung der Infinitesimalmathematik

Zu Ende des 17. Jh. lagen mit Fluxionsrechnung und Calculus zwei ,,Infinitesimal-
mathematiken‘ vor, die, der Reichweite nach einigermaBen dquivalent, sich doch
der duBeren Erscheinungsform nach ginzlich verschieden darboten.

Wihrend auf den britischen Inseln die Fluxionsrechnung ihre fithrende Rolle
sogar noch bis in den Anfang des 19. Jh. halten konnte, setzte sich auf dem Konti-
nent die Leibnizsche Form der Infinitesimalrechnung verhiltnisméBig rasch durch,
und zwar insbesondere wegen der geschickten und einprigsamen Bezeichnungen.
Vielleicht ein wenig hamisch hat Leibniz dies spiiter dahingehend kommentiert, sein
Calculus ,,ermégliche der MittelmiBigkeit Probleme anzugreifen, die bisher nur den
Hochbegabten zuginglich gewesen* ([L 9.25], S. 122) seien. Positiv interpretiert
zeigt diese Bemerkung doch sehr treffend, um wie viel groBer die Méglichkeiten der
Mathematik selbst und um wie viel leichter der Zugang zur héheren Mathematik
nun geworden war.

Mehrere Generationen von Mathematikern haben am Ausbau der infinitesimalen
Methoden gearbeitet. Da wiren in der ersten Generation der franzdsischen Mathe-
matiker de 'Hospital zu nennen sowie vor allem Johann Bernoulli und dessen Kreis,
dem sein Bruder Jakob Bernoulli, sein Neffe Nikolaus sowie seine Séhne Nikolaus
und Daniel Bernoulli angehorten. Sie wirkten teilweise noch zu Lebzeiten von
Newton und Leibniz und sind durchaus als Pioniere der Infinitesimalmathematik zu
verstehen.

Zur iiberragenden Gestalt der Mathematik des 18. Jh. wuchs der Schiiler Johann
Bernoullis, der aus Basel stammende Euler heran; ihm verdankt man die nahezu
unglaubliche Anzahl von mehr als 860 Originalabhandlungen und eine groSe Anzahl
pidagogisch hervorragender, zusammenfassender Darstellungen von Gebieten der
Mathematik und ihren Anwendungsbereichen.

Das ausgehende 18. Jh. schlieBlich brachte auf dem Kontinent eine Reihe bedeu-
tender Mathematiker hervor; in erster Linie seien hier im Zusammenhang mit der
Analysis d’Alembert, Riccati, Lagrange, Clairaut, Monge, Legendre und Laplace
genannt.
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Ausbau der Fluxionsrechnung

Die britischen Mathematiker schufen im 18.Jh. zusammenfassende Darstellungen
der Fluxionsrechnung. Die bedeutendste dieser Art ist der zweibiindige ,,Treatise of
Fluxions* (1742) von Maclaurin, eine Antwort zugleich auf die Attacken des reak-
tioniren Bischofs Berkeley gegen die Infinitesimalmathematik. Bei Maclaurin findet
sich auch die nach ihm benannte Reihe, sogar mit Ansitzen echter Konvergenz-
betrachtungen. Allerdings war diese schon frither (1715) von Taylor, zeitweilig
Sekretir der Royal Society, aufgestellt worden, sogar in der allgemeineren, nach
Taylor benannten Form, in der die Entwicklung einer Funktion an einer der Stelle z
benachbarten Stelle sich durch eine unendliche Reihe wiedergeben 1d8t, wobei in den
Termen dieser Reihe die Ableitungen erster, zweiter, ... Ordnung auftreten. Mit den
spiiter von Lagrange eingefiihrten Bezeichnungen schreiben wir heute

2
flo+B) = f@) +h-f@) + = @) + -

Lagrange gab iibrigens auch eine Form des Restgliedes beim Taylorschen Satz an.

Trotz aller im einzelnen erzielten wertvollen Beitrige, zu denen am Ende des
18. Jh. u. a. noch Landen und Waring beisteuerten, standen die britischen Mathe-
matiker unter dem Druck einer nationalistisch gefirbten Verehrung ihres groB8en
Landsmannes Newton und zugleich der Ablehnung des Ausliénders Leibniz, dem
zudem in einer nicht griindlich genug gefiihrten Untersuchung von englischer Seite
der offizielle Vorwurf des Plagiates an Newton gemacht worden war. Die teilweise
selbstverschuldete Isolierung von der sich stiirmisch entwickelnden Infinitesimal-
mathematik Leibnizscher Prigung fiihrte dazu, daB die britische Analysis deutlich
hinter der des Kontinents zuriickblieb. Erst zu Beginn des 19. Jh. sollte hierin eine
Wende eintreten; eine Gruppe jiingerer Wissenschaftler, der u. a. Peacock, Babbage
und J. Herschel angehérten, griindete 1812 eine sog. ,,Analytische Gesellschaft*,
die gegen alle Widerstinde die allgemein verbreitete Leibnizsche Infinitesimalrech-
nung gegen die Fluxionsrechnung durchzusetzen vermochte.

Erste zusammenfassende Darstellungen der Infinitesimalmathematik

Leibniz hatte — aus Mangel an Zeit und Gelegenheit, aber wohl auch wegen einer
gewissen geistigen Sprunghaftigkeit — nur Einzelabhandlungen, freilich iiberaus
bedeutende, geliefert. Er erfiillte die historische Funktion eines groBen Anregers,
die in die Herausbildung einer Schar begeisterter Anhéiinger des neuen Calculus ein-
miindete. Noch vor der Jahrhundertwende waren so — durch eine gliickliche Ver-
bindung des kalkiilmiBigen Elementes mit den mathematischen Grundideen, durch
die von Leibniz vorgezeichnete Synthese von Form und Inhalt — die meisten Er-
gebnisse gefunden, die zum heutigen Grundbestand der Differential- und Integral-
rechnung gehoren, und war der Weg zur Theorie der Differentialgleichungen und zur
Variationsrechnung geoffnet.

Bereits 1696 erschien die erste zusammenhéingende Darstellung der Leibnizschen
Infinitesimalmathematik aus der Feder des franzosischen Adligen de I'Hospital,
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eines Liebhabermathematikers. Seine ,,Analyse des infiniment petits* enthilt u. a.
die Differentiationsregeln algebraischer Ausdriicke, Bestimmung der Tangenten, der
Extremwerte, der Wendepunkte, der Evolventen und Enveloppen.

Die Vorlage, d. h. der eigentliche mathematische Inhalt dieses Buches, geht jedoch
auf Johann Bernoulli zuriick, der um 1691/92 gegen Honorar den Feudalherrn
de ’Hospital in die neue Infinitesimalmathematik eingefiihrt hatte (Anm. 9.3).

Johann Bernoulli, urspriinglich Mediziner, und sein 13 Jahre dlterer Bruder Jakob,
ein Theologe, hatten sich unter dem Eindruck der Leibnizschen Veroffentlichungen
iiber Infinitesimalmathematik dieser neuartigen Disziplin mit ungeheurer Begeiste-
rung zugewandt. Jakob iibernahm 1687 eine Professur fiir Mathematik in Basel,
Johann dagegen 1695 eine entsprechende Professur in Groningen in Holland. Nach
dem frithen Tode Jakobs trat Johann 1705 dessen Nachfolge in Basel an und wirkte
dort bis zu seinem Tode im Jahre 1748. Ungliicklicherweise kam es zwischen den
beiden Briidern zu Eifersiichteleien, die sich schlieBlich zu immer schlimmeren
und bésartigeren gegenseitigen Beleidigungen steigerten. Jakob war wohl der tiefere,
der griindlichere Denker, withrend Johann mit Eleganz und Einfallsreichtum — und
auch durch seine lingere Schaffenszeit — noch stirker als Jakob auf die weitere
Entwicklung gewirkt hat.

Johann Bernoulli unterrichtete seine Sohne Nikolaus und Daniel gemeinsam mit
Euler; Basel war so eine Zeitlang die Hochburg der modernen Mathematik. Alle
drei Studienfreunde — Nikolaus und Daniel Bernoulli, Euler — gingen in den
20er Jahren an die vom Zaren Peter I. ins Leben gerufene Akademie nach St. Peters-
burg, wo bald ein mathematisches Zentrum d, insbesondere durch das Wirken
von Euler. Er begann dort bereits in den 30er Jahren eine Folge von Lehrbiichern zur
Infinitesimalrechnung und ihren Anwendungen zu publizieren, eine Titigkeit, die
Euler auch withrend der Zeit seines Aufenthaltes an der Berliner Akademie (1741 bis
1766) und wihrend der sich anschlieBenden zweiten Petersburger Schaffensperiode
mit groBem Erfolg fortsetzte. Man kann sogar sagen, daB der eigentliche moderne
Typ des mathematischen Lehrbuches, der von den Grundlagen eines Gebietes in
systematischer Darstellung zur Front der Forschung fiihrt, erst von Euler begriindet
worden ist.

Euler eroffnete 1734 bzw. 1736 die Reihe seiner Lehrbiicher mit einer zweibindigen
»»Mechanik*, die erstmals auf der Basis der Infinitesimalrechnung als durchgreifender
mathematischer Methode geschrieben war. Es folgten eine ,,Rechenkunst® (1738
gedruckt) und ein Werk iiber das ,,Schiffswesen* (gedruckt 1749). Bereits in die
Berliner Zeit fiillt ein Lehrbuch der Berechnung der Planeten- und Kometenbahnen
(erschienen 1744). Und dann folgten drei aufeinander abgestimmte Lehrbiiches zur
Infinitesimalrechnung, die ,,Introductio in analysin infinitorum* (,,Einfiihrung in
die Analysis der unendlich kleinen Gré8en, 2 Binde, 1745 geschrieben, 1748 ge-
druckt), die ,,Institutiones calculi differentialis...” (,,Unterweisungen der Diffe-
rentialrechnung ..., 1748 niedergeschrieben, 1755 erschienen) und ,,Institutiones
calculi integralis...” (,,Unterweisungen der Integralrechnung...“, 1763 verfaft,
1768 bis 1770 in drei Teilen erschienen). Der Zeit seines zweiten Petersburger Aufent-
haltes gehort die ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra‘ (1770) sowie ein Lehrbuch
der Optik an.
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Die ,,Introductio ...* vereinigt in sich nach Eulers Absicht alles, was notwendiger-
weise vorzuschicken sei, damit man die Infinitesimalrechnung erlernen kann:
Funktionsbegriff, Einteilung und Umformung der Funktionen, Entwicklung von
Funktionen in unendliche Reihen, Funktionen mehrerer Verinderlicher, Exponential-
und Logarithmusfunktion und deren Reihendarstellung, trigonometrische Funktionen
und deren Beziehungen untereinander, Kettenbriiche u. a. m. Im zweiten Band gibt
Euler eine Einteilung der Kurven und deren Eigenschaften; er behandelt Kegel-
schnitte, Asymptoten, Kurven dritter und vierter Ordnung, Koordinatentrans-
formationen, Flichen und deren Eigenschaften, usw.

Die ,,Differentialrechnung beginnt mit einer ausfithrlichen Theorie der Diffe-
renzen; auf ihr wird die Differentialrechnung aufgebaut als Rechnung, die bei klein
werdenden Differenzen sozusagen ,,entsteht*. Die Verhaltnisse der Zuwichse einer
Verinderlichen sollen unter der Vora g ,,beiderseitigen Nullseins* unter-
sucht werden. Demnach ist die Differentialrechnung die Methode, das Verhiltnis
der verschwindenden Zuwiichse oder Inkremente zu bestimmen, welche die Funk-
tionen verdnderlicher GréBen erhalten, wenn die verdnderlichen GréBen, deren
Funktionen sie sind, um ein verschwindendes Inkrement vermehrt werden.

Eulers Vorstellung iiber die Differentiale liuft darauf hinaus, daB diese definitive
Nullen sind. Da es aber unendlich viele Ordnungen von unendlich kleinen GriBen
gibt — die zwar alle gleich Null werden —, so gibt es echte Verhiltnisse mit geo-
metrischer Bedeutung; dies ermdglicht Infinitesimalrechnung.

Abgesehen von diesen logisch-begrifflichen Schwierigkeiten enthilt die Differential-
rechnung Eulers einen modern anmutenden Apparat der Infinitesimalrechnung:
Differentiale aller Ordnungen, Differentiation der algebraischen und transzendenten
Funktionen, Losen von Differentialgleichungen, partielle Differentiation, Extrem-
werte usw. Ahnlich modern wirkt die ,, Integralrechnung®, die auch Eulers Meister-
schaft bei der Beherrschung des Formalen offenbart.

Alle Lehrbiicher Eulers sind mit wunderbarer Klarheit geschrieben und mit
groBitem methodischem Geschick aufgebaut. Die ,,Vollstindige Anleitung zur Al-
gebra‘ soll Euler sogar seinem Diener, einem Schneidergesellen, diktiert haben und
nicht eher den Text endgiiltig verabschiedet haben, bis dieser Laie den Inhalt
ganz habe begreifen konnen.

Die somit im echten Geiste der europiischen Aufklirung geschriebenen Lehr-
biicher Eulers haben eine kaum zu iiberschitzende Wirkung auf die Entwicklung der
Mathematik selbst ausgeiibt, aber auch eine hervorragende Rolle bei der Ausbildung
der naturwissenschaftlichen Komponente in der europdischen Aufklirung gespielt.

Neuve Méglichkeiten durch die Infinitesimalmathematik

Mit der Durchbildung und dem Ausbau der Infinitesimalmathematik konnte ein
groBes Feld von Anwendungen der Mathematik neu erschlossen werden oder wenig-
stens der Weg in Richtung ihrer mathematischen Behandlung angebahnt werden. So
zeigt sich ein zweites Spektrum praktischer, insbesondere mechanischer und astro-
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nomischer Probleme, an denen die Mathematiker des 18. Jh. ihre eigene Kraft und
die Leistungsfihigkeit des neuen Kalkiils erproben konnten.

Newtons ,,Principia‘ und die allgemeine Gravitationslehre gaben zusammen mit
der Infinitesimalrechnung den Weg frei zur mathematischen Behandlung einer Fiille
astronomischer Probleme: Bahn der Planeten und Kometen, Stérungsrechnung,
Dreikérperproblem, Bewegung des Erdmondes und der Monde des Jupiter, Sonnen-
und Mondfinsternisse, Stabilitit des Sonnensystems und vieles andere mehr. Mit den
franzésischen Meridi ingen 1735 in Peru und 1736/37 in Lappland unter
Maupertuis konnte erwiesen werden, daB die Erde an den Polen abgeplattet ist, so,
wie es aus Newtons Gravitationstheorie folgte. Damit war zugleich die andere, lange
Zeit sogar vorherrschende Naturphilosophie widerlegt, die Cartesische Wirbeltheorie,
nach der die Erde an den Polen hitte verlingert sein miissen. Im Jahre 1743 konnte
Clairaut, der in Peru dabei gewesen war, die Monographie ,,Théorie de la figure de la
terre** der Offentlichkeit iibergeben. Zugleich entwickelte sich die karthographische
ErschlieBung der riesigen Kolonialgebiete zu einem Gebiet starker mathematischer
Aktivititen. Dies alles lieferte bereits im 18. Jh. Ansatzpunkte fiir die rasche und
weit fortgeschrittene Entwicklung der Differentialgeometrie, die im 19. Jh. durch
GauB eine zusammenfassende Darstellung erhielt.

Anfinge der Variationsrechnung

Schon Leibniz und die Bernoullis hatten wechselseitig sich und ihren Fachkollegen
mit den Problemen der Kettenlinie, Isochrone und Brachystochrone Aufgaben
gestellt, die das Aufsuchen spezieller Kurven zum Ziel hatten und deren Lésung
bereits Fragestellungen der Variationsrechnung beantwortete. Jakob Bernoulli er-
kannte als erster das Wesen dieser Aufgabenstellung, da8 es nicht um die Auffindung
von Argumentstellen ging, an denen eine Funktion Extremwerte annimmt, sondern
darum, aus einer unendlichen Anzahl von Vergleichsfunktionen eine solche Funktion
oder Kurve aufzufinden, ,,welche irgend eine Wirkung am besten hervorbringt*.

Bereits wihrend des 18. Jh. entwickelte sich unter den Hiénden der Bernoullis,
Eulers, Lagranges und anderer aus diesen Ansitzen heraus die Variationsrechnung
zu einem erstaunlichen Niveau. Konkrete Einzelprobleme wurden mathematisch
behandelbar: Elastizitit, z. B. neutrale Faser und Knicken von Balken, das all-
gemeine isoperimetrische Problem, die Behandlung geoditischer Linien auf konvexen
Oberflichen, die Figur von Rotationskérpern bei Bewegung im widerstrebenden
Mittel und vieles andere mehr. Dariiber hinaus wurde, vom Fermatschen Problem
des kiirzesten Lichtweges ausgehend, das allgemeine mathematisch-physikalische
Prinzip der kleinsten Wirkung aufgestellt und leidenschaftlich diskutiert, da es in
enger Beziechung zu philosophisch relevanten Problemen des Aufklirungszeitalters
stand.




186 Vorlesung 9

Beginn einer Theorie der Differentialgleichungen

Wieder andere innermathematische und praktische Fragestellungen (z. B. Schwin-
gungsprobleme) lieferten Motivationen fiir eine sich entwickelnde Theorie der Dif-
ferentialgleichungen, sowohl der gewéhnlichen — die schon Newton und Leibniz im
Ansatz in ihre Infinitesimalrechnung einbezogen hatten — als auch der partiellen
Differentialgleichungen.

Es ist erstaunlich, bis zu welchem MaBe bereits im 18. Jh. die Theorie der Diffe-
rentialgleichungen vorangebracht werden konnte: Leibniz behandelte seit 1693
Differentialgleichungen erster Ordnung durch Separation der Variablen. Er und die
Briider Bernoulli bewiltigten zum Ende des Jahrhunderts die nach Jakob Bernoulli
benannte Differentialgleichung

¥ + Pla)y = Q) - y"

Johann Bernoulli benutzte zu Anfang des 18. Jh. das Verfahren des integrierenden
Faktors. Insbesondere Euler beschiftigte sich mit einer zusammenhiéngenden
Losungstheorie der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung; den fiir die homo-
gene Gleichung mit konstanten Koeffizienten zum Ziel fiihrenden Ansatz y = et*
machte er 1743 bekannt. Zwar fand Euler spiter noch Behandlungsformen auch fiir
die inhomogene Differentialgleichung; die heute gebriauchliche Methode der Variation
der Konstanten publizierte Lagrange im Jahre 1777, obwohl sie auch von Euler
gelegentlich verwendet wurde. Die spiter nach Bessel benannte Differentialgleichung
behandelte bereits Euler. Die Riccatische Differentialgleichung und die Legendre-
schen Polynome sprechen fiir sich. Euler und Clairaut studierten Integrabilitits-
bedingungen und stieBen auf die Methode der Integration vollstindiger Differentiale.
d’Alembert u. a. gelangten weit bei der Behandlung von Systemen linearer Differen-
tialgleichungen. Die Begriffe allgemeine, singulire und partikulire Losung wurden
bereits zur Mitte des 18.Jh. geprigt und dafiir geometrische Interpretationen
gegeben.

Auf dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen wurden bereits im 18. Jh.
wichtige Grundtatsachen entdeckt, insbesondere konnten die wichtigsten Typen
linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung in ihrer physikalischen
Bedeutung erkannt und studiert werden. d’Alembert (1749) und Euler stieBen bis
zur Erkenntnis vor, daB die Schwingung einer Saite durch Angabe der Anfangs- und
Randbedingungen vollstindig bestimmt ist. Um 1755 schlug Daniel Bernoulli fiir die
Differentialgleichung der schwingenden Saite eine neuartige Losung vor. Er ging
von der Einsicht aus, da8 der Ton einer schwingenden Saite von dem Grundton und
einer Folge von Oberténen gebildet wird, und schlo8 so, daB die Losung durch eine
trigonometrische Reihe

y=asin2+bsin£?+csin3ﬁ+n~
&

reprisentiert sei. Die Mehrzahl seiner Kollegen bezweifelte jedoch die Allgemein-
giiltigkeit dieses Ansatzes; Daniel Bernoulli aber erhob diesen Ansatz gar in den
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Rang eines allgemeinen Prinzips und beriihrte damit die Definition eines Grund-
begriffs der Mathematik, die des Inhalts und Umfangs des Begriffs Funktion. Jeden-
falls vertrat Daniel Bernoulli die These, daB man bei entsprechender Wahl der
Parameter a,bd,c,...,,8,7,... jede beliebige Kurve bzw. Funktion durch eine
Reihe des obigen Typs darstellen konne. Seine Theorie, sagte er, eréffne die Moglich-
keit, in der Natur existierende Bewegungen, die keinerlei Gesetz unterworfen zu
sein schienen, auf einfache isochrone Bewegungen zuriickzufithren.

Bei allen groBartigen Erfolgen in der Behandlung von Differentialgleichungen
waren grundlegende Fragen offen geblieben; z.B. fehlten Existenzbeweise und
Konverg gen fiir durch Reihenentwicklung gewonnene Lésungen.
Hier blieb noch ein groBes Arbeitsgebiet fiir kiinftige Mathematikergenerationen.

Infinitesimalmathematik und Anwendungen

Im Jahre 1736 erschien Eulers Lehrbuch der Mechanik. Schon der ausfiihrliche Titel
enthilt den Hinweis, daB eine neue Ara bei der mathematischen Behandlung der
Bewegungsprobleme begonnen hat: ,,Mechanica, sive motus scientia analytice
exposita’* (Mechanik oder die Wissenschaft von der Bewegung auf analytische Weise
dargestellt). Statt der synthetisch-geometrischen Methode, die bis dahin vorherr-
schend gewesen war und noch den ,,Principia“ von Newton als mathematisches
Instrumentarium gedient hatte, wird nun systematisch die Infinitesimalmathematik,
die Analysis, zur Behandlung mechanischer Probleme herangezogen. In diesem
Sinne hat Eulers ,,Mechanik von 1736 eine programmatische Wirkung auf Mathe-
matiker und Naturforscher seiner Zeit ausgeiibt; Euler wurde zum Schrittmacher.
Seine sog. zweite Mechanik, fast 30 Jahre spiter (1765) unter dem Titel ,, Theoria
notus“ (Theorie der Bewegung) erschienen, stellte eine erweiterte, systematische
Behandlung der Punktmechanik mit analytischen Methoden dar, die u. a. auch zur
Behandlung von Kreiselbewegungen (Prizession der Aquinoktion) iiberging.

Die Himmelsmechanik wurde zu einem bevorzugten Feld der Anwendung der
Infinitesimalmathematik ; dort vermochte sie geradezu iiberwiltigende Erfolge bei
der minutiésen Beschreibung der Bewegung von Planeten und Erdmond zu erzielen.
Dariiberhinaus gab es einige praktische Fortschritte bei der Anwendung der Infinite-
simelrechnung, im Artilleriewesen etwa, beim Entwurf energiespendender Wasser-
riider oder Turbinen hohen Wirkungsgrades, bei der Bestimmung giinstiger Formen
von Schiffsriimpfen und der Verteilung der Masten auf Segelschiffen. Im Jahre
1738 konnte Daniel Bernoulli seine ,,Hydrodynamica‘ publizieren; Euler lieferte
Standardwerke des Artilleriewesens und der praktischen Schiffsbaukunst, die in der
Praxis zu groBer Bedeutung gelangten.

Dennoch blieb insgesamt gesehen der Nutzen der Infinitesimalmathematik fiir die
Produktionspraxis noch beacheiden. Die analytische Behandlung mechanischer Pro-
bleme der Bewegung insbesondere muBte starke Vereinfachungen und Idealisierungen
vornehmen, auf die Beriicksichtigung von Reibung, Materialeigenschaften etwa
verzichten und ging daher oft genug an der Beschreibung wirklicher Ablaufe vorbei.
Dazu kam die Wirkung der Produktionsverhiltnisse des Feudalabsolutismus, die
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ihrerseits mit dazu beitrugen, daB die gesellschaftliche Kluft zwischen handwerk-
licher Praxis und der im Umfeld der Herrschenden angesiedelten Wissenschaft nicht
geschlossen werden konnte. So existierten — in zwei ziemlich deutlich getrennten
gesellschaftlichen Schichten — einerseits eine auf empirisch-handwerklicher Grund-
lage sta t weitentwickelte Ingenieurkunst und andererseits eine akademische,
d. h. vorwiegend an den Akademien betriebene hochgeziichtete, ausgefeilte Mathe-
matik. Erst mit der Ende des 18. Jh. einsetzenden Industriellen Revolution und der
beginnenden Verwandlung der Wissenschaft in eine Produktivkraft konnte bewuBt
auf eine Begegnung von Mathematik und Technik hingearbeitet werden.

Auseinandersetzungen um die Infinitesimalmathematik

Es gehort zur Dialektik der Geschichte, daB das Zeitalter der europiischen Auf-
klirung von Aktionen der philosophischen Dunkelménner und der politischen
Reaktion begleitet war. Auch die Mathematik stand im Brennpunkt ideologischer
Auseinandersetzungen. Den Ansatzpunkt lieferten die zweifellos bestehenden be-
grifflichen Unklarheiten beim Umgang mit dem Infinitesimalen; aus ihnen wurde der
Versuch abgeleitet, idealistisch-philosophische Positionen zu stiitzen und auszubauen.
Bekanntlich hat Marx ausfiihrliche mathematische Studien getrieben, u. a. auch
zu historischen Problemen. Fiir jene Zeit spricht er direkt von einer ,,mystischen
Periode* in bezug auf Grundlagenfragen der Infinitesimalmathematik, in bezug also
auf den Streit zwischen den Anhiingern der Infinitesimalmathematik und denen der
traditionellen Denkweise.
,»Also: man glaubte selbst an den mysterisen Charakter der neu entdeckten Rechnungsart,
die wahre (und dabei namentlich auch in der geometrischen Anwendung tberraschende)
Resultate lieferte bei positiv falschem mathematischen Verfahren. Man war so selbst mystifi-
ziert, schitzte den neuen Fund um so hoher, machte die Schar der alten orthodoxen Mathe-
matiker um so hirntoller und rief so das gegnerische Geschrei hervor, das selbst in der Laien-
welt widerhallt und nétig ist, um den Neuen den Weg zu bahnen. ([L 9.19), S. 168)
Gelegentlich wirken die damaligen ideologischen Einkleidungen mathematischer
Probleme heute grotesk. Zum Beispiel betrachtete der italienische Ménch und
Mathematiker Grandi die Reihe

1—141—14 —....
Da bei verschiedener Klammersetzung
entweder (1 —1)4+ (1 —1)+4 .- oder 1 —(1—-1)—(1—1)—..,

diese Reihe entweder 0 oder 1 als Summe ,,ergab‘, interpretierte Grandi dies in einer
durchaus ernst gemeinten Abhandlung als Beweis fiir die Moglichkeit Gottes, die
Welt aus dem Nichts zu schaffen. Andere Mathematiker wieder wiesen der Reihe

1
unter diesem Dilemma die Summe 0 zu.

Der Dichter Swift kleidete seine Angriffe gegen die Infinitesimalrechnung in seine
Geschichten von ,,Gullivers Reisen‘‘ (1726) ein. Die Auseinandersetzungen zwischen
fortschrittlichen englischen Naturwissenschaftlern und dem Bischof Berkeley, dem
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Begriinder des idealistisch-philosophischen Systems des Empiriokritizismus, stellten
einen typischen historischen Fall des ideologischen MiSbrauchs naturwissenschaft-
lich-mathematischer Ergebnisse dar; auch dann, wenn man weiB, daB Berkeley
berechtigte Kritik an unklaren Punkten der Fluxionsrechnung geiibt hat.

In einer 1734 erschienenen Druckschrift ,,The Analyst ...” (,,Der Analytiker, oder
eine Erorterung, gerichtet an einen ungliubigen Mathematiker, worin untersucht
wird, ob der Gegenstand, die Prinzipien und die SchluBweisen der modernen Analysis
deutlicher begriffen oder einleuchtender hergeleitet sind als die religiosen Geheimnisse
und Glaubenspunkte®) fiihrte Berkeley einen scharfen Angriff gegen aufklérerisches
Denken; der hier apostrophierte ungliubige Mathematiker war der als freidenkerisch
geltende Astronom und Mathematiker Halley. Wohl gibt Berkeley zu, da8 die christ-
lichen Glaubensgrundsitze nicht eigentlich bewiesen seien, aber er weist den Anspruch
der Naturwissenschaften und der Mathematik, eine bessere Wissenschaft als die
Theologie zu sein, energisch zuriick. Ganz im Gegenteil: Die atheologisch oder
antitheologisch sich gebirdende Mathematik sei 8o unsicher in ihren Grundlagen, da8
man, wenn man schon die Mathematik als Wissenschaft bezeichne, erst recht die
Theologie als sichere Wissenschaft akzeptieren miisse.

»,E8 muB in der Tat anerkannt werden, daB der groBe Autor der Fluxionsmethode (also Newton,
Wg) die Fluxionen benutzt wie ein Geriist bei einem Bau, bestimmt beiseite gelegt zu werden...,
sobald endliche Linien gefunden sind, die ihnen proportional sind. Aber diese endlichen Ver-
haltnisglieder werden gef mit Hilfe von Fluxionen. Was also durch solche Proportionen
und ihre Glieder erreicht wird, ist den Fluxionen zuzuschreiben — we]che daher zuerst ver-
standen sein miissen. Und was sind diese Fluxionen? Die Geschwindigkeiten von h

den Zuwiichsen. Und was sind diese verschwindenden Zuwiichse? Sie sind weder endliche
GroBen, noch unendlich kleine GréBen noch auch nichts. Diirfen wir sie nicht die Gespenster
abgeschiedener GroBen nennen?* ([LA 31], S. 337/338, deutsch zitiert [(LA 1], S. 158)

Und schlieBlich:

,,Aber wahrlich braucht jemand, der eine zweite oder dritte Fluxion, eine zweite oder dritte
Differenz vertrigt, so diinkt mich, in gar keinem Punkt der Theologie etwas am Zeuge zu
flicken.* (Deutsch zitiert [LA 32], S. 133)

Die Fluxionsrechnung fand aber alsbald Verteidiger, so u. a..Jurin, Sekretir der
Royal Society und Robins, einen Militdringenieur, der auch ein beriihmtes Buch
iiber mathematische Prinzipien des Artilleriewesens geschrieben hat. SchlieSlich
lieferte der ,,Treatise of Fluxions* von Maclaurin iiberzeugende Beweise fiir die
Leistungsfihigkeit der Infinitesimalmathematik.

Ahnlich wie in England gab es auch in Holland eine Kampagne gegen den Leibniz-
schen Calculus, die durch Nieuwentijt, Biirgermeister von Purmerend nahe Amster-
dam, vorgetragen wurde.

Auf dem Kontinent vertraten die der politisch-philosophischen Bewegung der Auf-
klirung nahestehenden oder sie offen unterstiitzenden Mathematiker die progressive
Seite, insbesondere Euler, Condorcet, Clairaut, Lagrange, Laplace. Unter ihnen ragt
hinsichtlich der bewuft progressiven Absichten d’Alembert hervor, der zusammen
mit Diderot seit 1751 die ,,Encyclopédie* (Enzyklopédie oder nach Vernunftsgriinden
geordnetes Worterbuch der Wissenschaften, Kiinste und Gewerbe) herausgegeben
hat, die von ungeheuer ideologischer Wirkung war und wesentlich zur Vorbereitung
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der GroBen Franzosischen Revolution von 1789—1795 beigetragen hat. d’Alembert
verfaBte einen guten Teil der mathematischen Artikel der Enzyklopidie selbst,
darunter den beriihmten Beitrag zum Stichwort ,,Grenze®, in dem eine exakte
Definition des Grenzwerts gegeben wird.

Zwei Originalzitate, niedergeschrieben am Anfang des 19. Jh., geben — vielleicht
gerade aus einem schon historisch gewordenen Abstand — dem unbedingten Ver-
trauen in die Kraft der Vernunft, der weitgehenden Gleichsetzung von Aufklirung,
mechanischen Materialismus und leistungsstarker Mathematik, besonders nach-
haltigen Ausdruck. So heiBt es bei Laplace:

,-Eine Intelligenz, welche fiir einen gegebenen Augenbhck alle in der Natur wirkenden Krifte

sowie die gegenseitige Lage der sie El kennte, und iberdies um-
fassend genug wiire, um diese gegebenen GréBen der Analysis zu unterwerfen, wiirde in derselben
Formel die Bewegungen der groBten Weltkorper wie des leich Atoms umschlieBen ; nichts

wiirde ihr ungewiB sein und Zukunft wie Vergangenheit wiirden ihr offen vor Augen liegen. Der
menschliche Geist bietet in der Vollendung, die er der Astronomie zu geben verstand, ein
schwaches Abbild dieser Intelligenz dar. Seine Entdeckungen auf dem Gebiet der Mechanik
und G ie, verbunden mit der Entdeckung der allgemei Gravitation, haben ihn in
Stand gesetzt, in demselben analytischen Ausdruck die vergangenen und zukiinftigen Zu-
stinde des Weltsystems zu umfassen.* ([L 9.16], S. 1/2)

Der fortschrittliche Physiker Arago, der als Sekretir der Pariser Akademie eine Reihe
von hochst lesenswerten Elogen (Lobreden) auf verstorbene Akademiemitglieder
hielt, driickte sich 1842 so aus:

»Finf Geometer, Clairaut, Euler, d’Alembert, Lagr&nge, Laplace, theilten sich die Welt,
deren Dasein durch Newton entschleiert war. Sie erf dieselbe nach allen Richtungen,
drangen in Regionen vor, welche man fiir unzulinglich halten konnte, und ermittelten zahllose
Erscheinungen, welche durch die Beobachtung noch nicht aufgefunden waren; es gelang ihnen
endhch und das lst lhr unvergnnghcher Ruhm, die verstecktesten und gehelmvaollsten

der h Bew: gen an ein einziges Prinzip, an ein einziges Gesetz zu
]mupfen Die Geometrie hatte die Kuhnhext iiber die Zukunft zu verfiigen; und der Verlauf
der Jahrhunderte bestitigt unwandelbar die Ausspriiche der Wissenschaft.* ([L 9.2], S. 372)

Aber auch eine andere Komponente der Aufklirung, die Uberzeugung vom Fort-
schritt der Menschheit nicht nur durch Vernunft und Denken, sondern auch durch
Verbesserung der Produktion mit Hilfe der Wissenschaft, wird von fortschrittlichen
Mathematikern ausgedriickt. d’Alembert selbst schreibt in der Vorrede zur GroBen
Enzyklopidie:

,»Das Werk, das wir begonnen haben und zu Ende zu fithren wiinschen, hat einen doppel
Zweck: Als Enzyklopidie soll es, soweit moglich, die Ordnung und Verkettung der mensch-
lichen Kenntnisse erkliren, und als nach Vernunftsgriinden geordnetes Worterbuch der
Wlssenschafmn, Kiinste und Gewerbe aoll es von jeder Wnseenschaft und jeder Kunst — ge-
hore sie zu den freien oder den h h — die all Grundsi enthalten, auf
denen sie beruhen, und die lich B d }mt,en, die ihren Umfang und Inhalt
bedingen.* ([L 9.28], S. 343)

Die Orientierung auf die Erfassung der Gewebe, d. h. der materiellen Produktion,
und vor allem auf die Erhellung der der Produktion zugrunde liegenden naturwissen-
schaftlichen Kenntnisse — das alles erinnert schon an die heraufziehende Zeit der
Industriellen Revolution. Sie wird auch an die Mathematik quantitativ und qualitativ
neue Forderungen stellen.
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Zur gesellschaftlichen Stellung von Mathematik
und Naturwissenschaften

Im letzten Drittel des 18. Jh. setzte in England die Industrielle Revolution ein; sie
ergriff Frankreich und Westeuropa, in den 30er Jahren Deutschland und die USA
und zur Mitte des Jahrhunderts RuBland.

Das Wesen der Industriellen Revolution

Die Industrielle Revolution leitete eine sprunghafte Entwicklung der Produktiv-
kriifte und eine tiefgreifende Umgestaltung der Produktion ein (Anm. 10.1), deren
Wesen im Ubergang von der handwerklichen Arbeit in kapitalistischen Manufakturen
zur maschinellen Produktion in Fabriken bestand. Ihr lagen zwei technische Revolu-
tionen zugrunde, das Aufkommen der Werkzeugmaschinen und der Einsatz der
Dampfmaschine als Antriebskraft. Die Kombination beider sowie das Vorhandensein
freier Lohnarbeiter, der Ruin der kleinen Handwerksproduktion und die Existenz
bedeutender Kapitalien im Gefolge der urspriinglichen Akkumulation erméglichten
das Fabriksystem und die Ausbildung der kapitalistischen Produktionsweise.

Auch in Manufakturen waren Maschinen benutzt worden. Jedoch nicht darin
bestand die revolutionierende Neuerung und auch nicht in der Auflosung des Pro-
duktionsvorganges in eine Vielzahl von Handgriffen und Verrichtungen durch die
manufakturelle Arbeitsteilung. Der Kernproze8 der Industriellen Revolution bestand
vielmehr in der Einfithrung von werkzeugfiihrenden Maschinen, die an die Stelle der
Menschen treten konnten, die ihre GliedmaBen und von Hand zu fithrende Werkzeuge
gebrauchten. ,,Eine Maschine, um ohne Finger zu spinnen‘ — so pries der englische
Erfinder J. Wyatt die erste Spinnmaschine an. Eine Geschichte der Technik wiirde
diesen KernprozeB der Industriellen Revolution im einzelnen verdeutlichen, bei der
Spinnmaschine und beim Webstuhl, bei der Supportdrehbank und bei der Fris-
maschine, bei Erfindungen also, die noch im 18. Jh., Anfang 19. Jh. gemacht wurden
und die Schrittmacher bei der durchgehenden Einfiihrung der Werkzeugmaschine
wurden.

Neue gesellschaftliche Forderungen an die Naturwissenschaften

Die Industrielle Revolution begann, neue und zunehmend nachhaltigere Forderungen
an Mathematik und Naturwissenschaften zu stellen. Maschinenbau, Briicken, Eisen-
bahnen, Waffen, Schiffe und Bergwerke erhthten sprunghaft den Bedarf an Eisen,
Stahl, Nichteisenmetallen, Kohle und anderen Grundmaterialien: Hiittenleute,
Chemiker und Ingenieure waren auf den Plan gerufen. Die Gewinnung von Textil-
hilfsstoffen wie Schwefelsiure, Soda, Bleichmittel und Farben bildete ein weiteres
Hauptbetitigungsfeld der Chemiker.

Probleme der Konstruktion von Maschinenelementen, der Kraftiibertragung, der
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Reibung, der Prizisionsmechanik und der Energiegewinnung brachten Physiker
und einen Teil der Mathematiker in engere Beziehungen zur materiellen Produktion
als je zuvor. Dazu kam das breite gesellschaftliche Interesse an schnell, zuverlassig
und iiber weite Entfernungen arbeitenden Nachrichtenverbindungen.

Die rasch sich ausdehnenden Industriestidte, in denen das sich entwickelnde
Industrieproletariat unter menschenunwiirdigen Bedingungen zu hausen gezwungen
war, warfen Probleme auf wie die der Versorgung mit bisher noch nicht gekannten
Mengen an Lebensmitteln, Wasser, Heizmaterial und anderem mehr, solche des inner-
stidtischen Verkehrs, der Beleuchtung von StraBen und Fabrikationsriumen, des
Hoch- und Tiefbaus. Nicht zuletzt schuf die Notwendigkeit der Bereitstellung ge-
niigender Mengen Lebensmittel fiir eine rasch wachsende Bevélkerung eine Vielzahl
von Berithrungspunkten zwischen Naturwissenschaft und Landwirtschaft.

Aber auch die Riickwirkungen sind deutlich: Unter den Bedingungen der In-
dustriellen Revolution erhielt der Naturwissenschaftler eine neue soziale Stellung:
Die sich entwickelnden kapitalistischen Produktionsverhiltnisse boten die Moglich-
keit, eine naturwissenschaftliche Entdeckung im groB8en Stil profitbringend auszu-
werten; nicht wenige gingen von nun an den Weg vom Naturwissenschaftler zum
kapitalistischen Unternehmer, z. B. der Sodafabrikant Leblanc und der Elektro-
ingenieur W. Siemens.

Neues Wechselverhiltnis zwischen Naturwissenschaften und Produktion

Es verdient festgehalten zu werden, daB die Industrielle Revolution ohne die Natur-
wissenschaften ausgelost wurde, und zwar in dem Sinne, da8 sie nicht kausal an der
Initialphase der Industriellen Revolution beteiligt war. Die Schrittmacher der tech-
nischen Umwilzungen — Wyatt, Kay, Hargreaves, Arkwight, Wood, Maudsley,
Whitwey und Crompton — standen als Erfinder, Ingenieure, Uhrmacher, Weber,
Geistliche, Feinmechaniker usw. auBerhalb der Traditionen bisheriger akademischer
Naturwissenschaft.

Sogar noch mehr: Die Wissenschaftliche Revolution des 16./17. Jh. stellt sich dar
als Emanzipation einiger Zweige der Naturwissenschaften (Astronomie, Mechanik,
Teile der Optik, Geographie, bedeutender Teile der Mathematik) aus dem Produk-
tionsprozeB heraus in Form wirklicher, wissenschaftlicher Widerspiegelungen der
Natur und ihrer GesetzmiBigkeiten. Freilich stand die emanzipierte Naturwissen-
schaft, die sich auf der Grundlage ihrer eigenen Forschungsmethode auch nach
eigenen, systeminneren GesetzmiBigkeiten zu entwickeln begann, nun als etwas
Selbstiindiges, auch als soziologisch Getrenntes, dem ProduktionsprozeB gegeniiber.
Ein Neubeginn der Begegnung von Naturwissenschaft und Produktion auf hoherer
Ebene wurde mit dem Ubergang vom Manufaktur- zum Fabriksystem wihrend der
Industriellen Revolution eingeleitet. Tatsichlich schuf erst der vollzogene Ubergang
zur Industriellen Revolution, schufen erst etablierte groBe Industrie- und Fabrik-
systeme erweiterte Moglichkeiten zur Rezeption der Naturwissenschaften durch die
materielle Produktion.

Als duBerst aufmerksamer Beobachter seiner Zeit hat Marx der quantitativ und
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qualitativ neuen Phase in der Stellung der Naturwissenschaften zum Produktions-
prozeB bedeutende Aufmerksamkeit gewidmet und dabei u. a. drei Momente hervor-
gehoben: Die vorhandene Naturwissenschaft wurde — mit fortgeschrittener In-
dustrieller Revolution — bewuBt in den Dienst des kapitalistischen Produktions-
prozesses gestellt. Was die Eigentumsverhaltnisse an den Naturwissenschaften, d. h.
die Stellung der Naturwissenschaften innerhalb der Produktionsverhiltnisse betrifft,
so spricht Marx mehrfach direkt von der Exploitation der Wissenschaft durch den
Kapitalismus. An einer Stelle driickt er sich so aus:

,»Die Wissenschaft kostet dem Kapitalismus iiberhaupt ,nichts, was ihn durchaus nicht hindert,
sie zu exploitieren. Die ,fremde’ Wissenschaft wird dem Kapital einverleibt, wie fremde
Arbeit.* ([L 10.18), S. 407)

Zum anderen lieferte die Produktion innerhalb der groBen Industrie die inhaltlichen
und okonomischen Méglichkeiten und Notwendigkeiten, die noch weitgehend em-
pirisch betriebenen Produktionsverfahren wissenschaftlich aufzukliren und zu durch-
dringen; damit wurden fiir weitere naturwissenschaftliche Zweige Moglichkeiten der
Emanzipation geschaffen. Und schlieBlich deuten die so entwickelten Produktivkrifte
auf die kommende Verwandlung der Wissenschaft in eine unmittelbare Produktiv-
kraft hin.

Mit anderen Worten: Bei anhaltender Herausbildung neuer selbstindiger Zweige
der Naturwissenschaften (Chemie, Geologie, Biologie in Teilen) und einer Einschmel-
zung naturwissenschaftlicher Teilbereiche in technische Wi haften (technisch
Zeichnen, technische Mechanik, Maschinenlehre u. a.m.) tritt in der Periode der
Industriellen Revolution eine quantitativ neue Form des Wechselverhiltnisses zwi-
schen Produktion und Naturwissenschaften auf, die man als ,,Stufe der Applikation‘
bezeichnen kénnte: Unter der allgemeinen Devise der ,,Anwendung von ... auf ...

den groBe Gebiete der Mathematik und Physik (Infinitesimalmathematik, dar-
stellende Geometrie, Mechanik, Wirmelehre, Optik), bedeutende Teile der anorga-

hen und organischen Chemie, Teile von Zoologie, Botanik und Geologie der
Produktion an die Seite gestellt.

Grundtendenzen der Entwicklung der Naturwissenschaften

Am Vorabend der europiischen Revolutionen von 1848 analysierten Marx und Engels
im ,,Kommunistischen Manifest‘‘ Folgen und Ursachen der Industriellen Revolution.
Dort heiBt es unter anderem:

,,Die Bourgeoisie hat in ihrer kaum hundertjihrigen Klassenherrschaft massenhaftere und
kolossalere Produktionskrifte geschaffen als alle vergangenen Generationen zusammen. Unter-
jochung der Naturkrifte, Maschinerie, Anwendung der Chemie auf Industrie und Ackerbau,
Dampfschiffahrt, Eisenbahnen, elektrische Telegraphen, Urbarmachung ganzer Weltteile,
Schiffbarmachung der Flisse, ganze aus dem Boden hervorgestampfte Bevolkerungen —
welch friitheres Jahrhundert ahnte, daB solche Produktionskrifte im SchoB der gesellschaft-
lichen Arbeit schlummerten.* ([L 10.17], S. 467)

Die Naturwissenschaft hat das Ihre dazu beigetragen. Die sich stiirmisch entwickeln-
den Produktivkrifte hatten den Naturwissenschaftlern eine Fiille von Anregungen
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gegeben und ihnen zugleich ein neues, ungeahnt weites Anwendungsfeld bereitet.
Dies bildete den Hintergrund, auf dem Mathematik und Naturwissenschaften ihren
innerwissenschaftlichen "riebkréften folgen und sich rasch entwickeln konnten.

Im Zusammenhang mit der zutage tretenden gesellschaftlichen Relevanz der
darstellenden Geometrie kam eine sowohl in die Breite als auch in die Tiefe gehende
Aus- und Durchbildung der Geometrie zustande: Die nichteuklidische Geometrie
léste eine Revolution in den Grundlagen der Geometrie aus. Projektive Geometrie,
analytische Geometrie und synthetische Geometrie traten als gesonderte mathema-
tische Disziplinen mit spezifischen Arbeits- und Forschungsmethoden hervor. Die
Methoden der Analysis, d. h. der Differential- und Integralrechnung sowie der Theorie
der unendlichen Reihen, erfuhren eine kritische Durchleuchtung und logische Analyse
der Grundbegriffe. Noch nicht in expliziter Form, aber doch schon einen anderen,
spiteren Typ der Mathematik ankiindigend, traten in der Algebra gewisse Formen
strukturellen Denkens auf. Noch immer lagen die Hauptzentren der Mathematik in
den industriell fortgeschrittenen europiischen Lindern; fiir die eigenstindige Ent-
wicklung der Mathematik (und der Naturwissenschaften) in den USA waren Vor-
aussetzungen geschaffen. In der Physik entwickelten sich neben der klassischen
Mechanik weitere ihrer Gebiete — Elektromagnetismus, Optik und Thermodyna-
mik — zu selbstindigen ausgedehnten Forschungsgebieten. Die Entdeckung und
Formulierung des Energieprinzips deckte einen Fundamentalzusammenhang allen
Naturgeschehens auf. Zugleich wurde im Gefolge der GroBen Franzosischen Revo-
lution in zahlreichen Lindern der Erde das metrische MaBsystem eingefiihrt.

Neben den engen Beziehungen zwischen Chemie und Produktion, die sich bereits
in den frithen Phasen der Industriellen Revolution manifestiert hatten, vollzog sich
in den theoretischen Grundlagen der Chemie eine wissenschaftliche Revolution; sie
wird durch die Namen Lavoisier und Dalton symbolisiert. Neben die anorganische
trat die organische Chemie und zerstorte das alte Dogma von der grundsitzlichen
Trennung zwischen der belebten und unbelebten Natur. Die Aufstellung des perio-
dischenSystems der Elemente eroberte der Chemie ganz neue auBerordentliche Formen
der Reflexion und Selbstreflexion iiber den inneren Zusammenhang und die Einheit
der Naturkrifte. In den biologischen Wissenschaften wirkte die Entdeckung der Zelle
als der Grundstruktur pflanzlichen und tierischen Lebens in @hnlichem Sinne basis-
bildend und vereinheitlichend fiir eine ganze groBe naturwissenschaftliche Disziplin.
Zugleich wurde eine Fiille von Einzeleinsichten gewonnen, die, auf dem Wege iiber die
Physiologie, zusammen mit der Chemie fiir die Medizin eine naturwissenschaftliche
Grundlage zu schaffen begann. Astronomie, Kosmogonie, Paldobotanik, Paldozoologie
und geologische Wissenschaften bewiesen iiberzeugend, daB die Erde auch eine Ge-
schichte in Zeit und Raum besessen haben muBte. So trat auch hier der Entwick-
lungsgedanke als bestimmendes gedankliches Prinzip hervor, so, wie seit der Mitte des
19. Jh. mit der Abstammungslehre der Mensch als Produkt der Natur erkannt wurde.
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Neue Organisationsformen der Wissenschaft

Neben einer stiirmischen Entwicklung der Naturwissenschaften tritt wiahrend der
Periode der Industriellen Revolution eine Gruppe neuer Wissenschaften hervor, die
der Ingenieur- und technischen Wi haften. Sie bildeten sich im Beriihrungsfeld
zwischen den Naturwissenschaften und den Bediirfnissen der Entwicklung der
materiellen Produktivkrifte heraus, die bis zum Ausgang des 18. Jh. noch weitgehend
auf empirischer oder halbempirischer Grundlage befriedigt worden waren.

Die sich konstituierenden technischen Wissenschaften fanden ihre Heimstatt an
einem neuen Typ wissenschaftlicher Zentren, dem der polytechnischen Schulen, der
seine Entstehung den neuen gesellschaftlichen Forderungen der Industriellen Revo-
lution an Wissenschaft und Technik verdankt.

»Ein auf Grundlage der groBen Industrie naturwiichsig entwickeltes Moment dieses Um-
willzungsprozesses (der Industriellen Revolution, Wg) sind polytechnische Schulen...*
((L 10.18], S. 512),

Das Urbild aller Polytechnischen Schulen und aller spiter daraus hervorgehenden
technischen Hochschulen, die Ecole Polytechnique in Paris, wurde 1794, noch im
Feuer der Revolution, ins Leben gerufen und setzte gleich anfangs ganz neue MaB-
stibe fiir die Ausbildung des mathematisch-naturwissenschaftlichen Nachwuchses,
und zwar im direkten Klasseninteresse der franzésischen Bourgeoisie. Das Geheimnis
ihres Erfolgs bestand in der Orientierung auf fortgeschrittenste Mathematik und
Naturwissenschaften und auf die bewuBt angestrebte Verbindung von Theorie und
Praxis. Der Unterricht war reichlich mit praktischen Ubungen verbunden und unter-
schied sich damit grundséatzlich vom Universitétsstudium und dem wissenschaftlichen
Leben an den Akademien jener Zeit.

Die Pariser Polytechnische Schule wuchs bald iiber ihre nationale Zielstellung
hinaus. In den ersten vier Jahrzehnten ihres Bestehens, also bis in die 30er Jahre des
19. Jh., konnte sie mit Recht als das fiihrende Forschungs- und Lehrzentrum der
Erde fiir Mathematik und Naturwissenschaften gelten. Dort wirkten u.a. Monge,
Lagrange, Laplace, Poisson, Cauchy, Poinsot, Poncelet, Ampére, Gay-Lussac, Malus,
Fresnel, Dulong, Petit, Dumas, Berthollet, Vanquelin, Thénard — alles klangvolle
Namen. Die Leistungen dieser Ménner nehmen einen hervorragenden Platz in der
Geschichte der Mathematik, Physik und Chemie ein.

Alle Professoren der Pariser Polytechnischen Schule waren verpflichtet, ihre
Vorlesungen in Form von Lehrbiichern zum Druck zu bringen. So entstand eine
Fiille h der systematischer Darstellungen des modernen mathematisch-
naturwxsaenscha,fthchen Lehrstoffes und nicht zuletzt deswegen erreichten fran-
zdsische Mathematik und Naturwissenschaften eine bedeutende Ausstrahlungskraft
auf Europa und die USA.

Zugleich aber gab es an der Pariser Polytechnischen Schule heftige Auseinander-
setzungen dariiber, ob das hohe theoretische Niveau der Vorlesungen und Lehrbiicher
dem Ausbildungsziel, der Heranbildung némlich von Militér- und Zivilingenieuren,
angemessen sei. Cauchy beispielsweise sah sich stindigen Angriffen ausgesetzt, sein
,,Cours d’Analyse‘ sei unnétig schwierig; er verteidigte sich mit dem Argument, da
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gerade groBte begriffliche Strenge und Schiirfe den Lehrstoff leichter erlernbar und
beherrschbar machen.

Jene Diskussionen zwischen Mathematikern und in der Praxis Stehenden dariiber,
wieviel und welche Art von Mathematik fiir die Ausbildung von Ingenieuren und fiir
die Praxis notwendig oder iberfliissig sei, sind iibrigens seit dem Beginn der In-
dustriellen Revolution wihrend des ganzen 19.Jh. mit groSer Vehemenz gefiihrt
worden. Auch heute werden. — bei rasch sich entfaltenden Forderungen der Praxis
an die Mathematik und bei sich aus der Entwicklung der Mathematik ergebenden
neuen Moglichkeiten ihrer Anwendung — ganz dhnliche Fragen wie wihrend der
Industriellen Revolution erértert: Es handelt sich naturgemidB um ein grundsitz-
liches Problem, das unter neuen gesellschaftlichen Umstiinden stiindig neu diskutiert
werden muB.

Die Pariser Polytechnische Schule machte Schule. Hand in Hand mit der Ausbrei-
tung der Industriellen Revolution wurden in fast allen 6konomisch fortgeschrittenen
europiischen Staaten polytechnische Schulen cingerichtet, in Prag, Wien, Karlsruhe,
Miinchen, Dresden, Stuttgart, Hannover, Kassel, Ziirich, Lissabon, Kopenhagen,
Riga und anderswo, wobei natiirlich — értlich und regional geprigt von Traditionen
und #duBeren Vorbedingungen, von Personen und staatlichen Institutionen, vom
unterschiedlichen Reifegrad der Produktivkréfte und Produktionsverhéltnisse — das
Pariser Grundmuster mehr oder weniger stark variiert wurde. Aus vielen dieser poly-
technischen Schulen sind zur Mitte des Jahrhunderts Technische Hochschulen her-
vorgegangen.

Die Forderung nach Lehrbarkeit der Mathematik

Waren vor Beginn der Industriellen Revolution groBe Teile der Mathematik im all-
gemeinen nicht systematisch in die Sphire der unmittelbaren materiellen Produktion
einbezogen worden, so wurden mit der fortschreitenden Industriellen Revolution
zielbewuBt Versuche unternommen, die Potenzen der Mathematik als Fundament der
technischen Wi haften in den ProduktionsprozeB zu integrieren. Dies betraf
— neben dem Inhalt der Mathematik — auch den Lehrstil und die Fragen der Aus-
bildung. Die durch die gesellschaftliche Entwicklung sich zuspitzende Diskrepanz
zwischen den von den jungen Ingenicuren an den polytechnischen Schulen ge-
forderten relativen Hochstleistungen und einer bei dem bisherigen akademischen
Lern- und Lehrstil nur durch lange Erfahrung oder ganz auBergewshnliche Begabung
zu erwerbenden Konnerschaft und Fihigkeit setzte die Forderungen auf Lehrbarkeit
der Mathematik, der mathematischen Behandlung der Mechanik und anderer Teile
der Physik in ihre historischen Rechte cin. Es kam darauf an, Kunstgriffe bei der
Losung zu vermeiden und statt dessen prinzipiell gleichliegende Probleme auch mit
gleichen Methoden anzugreifen.

Die Forderungen nach Lehrbarkeit und Anwendungsbereitschaft der Mathematik,
speziell der Analysis, bedeuten letztlich auch eine von der gesellschaftlichen Ent-
wicklung inaugurierte Unterstiitzung innermathematischer Tendenzen: Ausmerzung
des intuitiven Gebrauchs solcher Begriffe wie Funktion, Stetigkeit, Differential, der
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schwankenden Behandlung von Reihenkonvergenz usw. Der allgemeine Lehrsatz,
der aus der Aufdeckung des prinzipiellen Sachverhalts hervorgeht, muBte im Péda-
gogischen zur Regel werden, zum Rechenrezept, zum analytischen Kalkiil, zum
Formalismus, zum Verfahren, das stets zum Ziel fiihrt. Im Ergebnis vergroBerte sich
abermals — wie schon einmal mit der Erfindung des Calculus — spiirbar die Anzahl
der die hohere Mathematik Ausiibenden. Eine entscheidende neue Basis fiir die Ent-
wicklung der Mathematik im 19. Jh. wurde so gewonnen.

Zur Geschichte der darstellenden Geometrie

Die Herausbildung der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie war direktes
Produkt der Industriellen Revolution. Sie nahm an der. Pariser Polytechnischen
Schule und nach deren Vorbild an den spiteren Technischen Hochschulen einen
zentralen Platz ein. Thre Entstehungsgeschichte aber reicht weit zuriick.

Wiihrend der Antike bereits verwendete man fiir zu errichtende Bauwerke Aufrisse
und Grundrisse; dies wird z. B. in dem hervorragenden Werk ,,De architectura*
des romischen Baumeisters Vitruvius erwiahnt, das seinerseits wihrend der Renais-
sance neue Anregungen fiir die Lehre von der Perspektive gab. Fiir diese Periode ist
besonders Diirer als bahnbrechend fiir die Verwendung der Normalrisse in Baukunst
und darstellender Kunst zu nennen. Die italienische Schule der Kiinstleringenieure
um Alberti, Francesca und Leonardo pflegte insbesondere die Zentralperspektive.
Wiihrend des 17. und 18. Jh. leisteten vorwiegend franzosische Mathematiker und
Ingenieure — Desargues, Bosse, Frézier — aber auch britische Mathematiker wie
Taylor und Colson wesentliche Arbeiten, die Grundbegriffe und Methoden der
Zentralperspektive entwickelten. Das Werk ,,Die freye Perspective, ... (1759) des
elsiissischen Naturforschers Lambert behandelte die Darstellung des Dreidimen-
sionalen in der zweidimensionalen Zeichenebene mit Methoden der projektiven
Geometrie.

Die Begriindung der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie
durch G. Monge

Alle diese Vorstufen der darstellenden Geometrie miindeten jedoch nicht in einen
systematischen Aufbau ein. Diesen entscheidenden Schritt vollzog erst Monge.

Er stand wihrend seiner Lektorentiitigkeit an der franzosischen Militdringenieur-
schule in Méziéres in den hervorragenden Traditionen des franzésischen Festungs-
baues, als dessen beriihmtester Vertreter de Vauban in ganz Europa als unbestrittene
Autoritit galt. Und doch verlieB Monge gerade dort die traditionellen Methoden der
Projektierung im Bauwesen und fand um 1766/70 durchgingig anwendbare kon-
struktive Verfahren fiir die Darstellung von Kérpern in zwei Bildebenen. Aus Griin-
den militdrischer Geheimhaltung durfte Monge zuniichst nichts zu diesem Gegenstand
publizieren. Erst die franzésische Revolution, der sich Monge begeistert anschlo8,
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befreite ihn von diesem Zwang. Offentliche Vorlesungen iiber darstellende Geometrie
fanden groBen Zuspruch; 1798 erschien sein schrittmachendes Lehrbuch ,,Géométrie
descriptive', mit dem — trotz einiger naturgeméBer Unzulinglichkeiten — die dar-
stellende Geometrie den Rang einer selbstindigen zusammenhingenden mathe-
matischen Disziplin erhalten konnte.

Als Ziel der darstellenden Geometrie bezeichnete Monge die Aufgabe, sowohl drei-
dimensionale Gebilde in einer Ebene darzustellen als auch die Eigenschaften und
MaBe der Figur aus deren Darstellung zu entnehmen. Als Methode wandte Monge
im wesentlichen die Orthogonalprojektion an; das Verfahren ist im Prinzip das
heute verwendete.

Monge hatte 1795 eine programmartige Rede gehalten, als er mit Vorlesungen iiber
darstellende Geometrie begann. Seine Lieblingsgedanken finden sich denn auch im
Lehrbuch ,,Géométrie descriptive* bei passenden (und unp den) Gel heit
eingeschoben. Artikel 103 zum Beispiel handelt von der Nitzlichkeit des Unterrichts
in darstellender Geometrie an den Mittelschulen. Dies zeigt u. a., wie stark Monge
in den Grundideen der Industriellen Revolution stand :

»Dieser Unterricht wiirde ... in sicherster Weise zu der fortschreitenden Hebung der nationalen
Industrie beitragen ...”* ([ 10.20], S. 143)

Die Rede von 1795 zeigt deutlich, daB er das Wesen der aufk 1den hi
miBigen Produktion erkannt hatte. Allgemein seien die Ergebnisse der Natur-
forschung immer weiteren Kreisen bekannt zu machen, da gerade diese Kenntnisse
fiir den Fortschritt der Industrie von Wichtigkeit seien, insbesondere um die nationale
(franzdsische) Industrie vom Ausland unabhingig zu machen. Kenntnis derjenigen
Maschinen sei nétig, welche Naturkrifte zu benutzen méglich machen oder dazu
dienen konnen, Handarbeit zu vermindern und die Arbeitsprodukte gleichférmiger
und genauer zu machen. Zur Erreichung dieser Ziele sei aber die Kenntnis der dar-
stellenden Geometrie, der ,,fiir den Ingenieur unerliBlich notwendigen Sprache*, von
ganz besonderer Bedeutung:

,,Die darstellende Geometrie muB einst einen der Hauptzweige der nationalen Erziehung
bilden.** ([L 10.20], S. 122)

»»--- Wir halten es ... fiir niitzlich, an einigen Beispielen zu zeigen, wie die Analysis durch die
darzustellende Geometrie in der Losung einer groBen Anzahl von Aufgaben ... ersetzt werden
kann.* ([L 10.20], S. 122)

Monge hilt darstellende Geometrie fiir leichter lehrbar als Analysis und Algebra.
,,Géométrie descriptive als Ei des Columbus fiir Bau- und Befestigungskunst, fiir
den Bergwerksingenieur, fiir den Feldherrn, fiir die Geodisie, fiir die Malerei! Darum
sind in der ,,Géométrie descriptive die Anwendungsbeispiele der Theorie nicht
kiinstlich aufgeprigt, sondern aus der Praxis herausgegriffen und als praktische Auf-
gaben formuliert, fiir Fortifikation, Verwendung eines Fesselballons, in der Technik,
bei der Konstruktion von Maschinenelementen, Gewdlben, Farbton und Helligkeit
von Bildern, usw. Durch Monge wurde die darstellende G trie zum allgemei
verwendbaren Mittel der Verstindigung iiber Konstruktionen. Die Arbeit von Monge
wurde weitergefithrt von Hachette, der, als Professor an der Pariser Polytechnischen
Schule, die darstellende Geometrie auch auf das technische Zeichnen im Maschinen-
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bau anwandte. Seitdem hat das technische Zeichnen, eine auf Konstruktions-
bediirfnisse zugeschnittene spezifische Form der darstellenden Geometrie, mit der
Industriellen Revolution ihren Siegeszug angetreten. Heute gehéren darstellende
Geometrie bzw. technisches Zeichnen zu den Grundelementen der Ausbildung fiir alle

haft

wi tlichen Disziplinen.

=)

Die Herausbildung der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Schon in der Antike tritt der Gedanke auf, daB die Naturgesetze durch eine sehr
groBe Anzahl von zufilligen Ereignissen zur Geltung kommen, z. B. in dem Gedicht
»De rerum natura® von Lukrez. Die Aufdeckung der GesetzmiBigkeiten, auf deren
Auftreten zahlreiche individuelle Einfliisse einwirken, die nicht oder fast nicht mit-
einander verbunden sind, war auch das Ziel jener Gelehrten, die die Entstehung der
Wahrscheinlichkei hnung wesentlich beeinfluBten. So schrieb Huygens 1657,
daB er sich nicht nur mit Spielen beschiftigte, sondern da8 er die Grundlagen einer
,tiefsinnigen und hochinteressanten neuen Theorie* vortrage.

Die mit Gliicksspielen zusammenhingenden Probleme bildeten den Anla8 dafiir,
daB sich bedeutende Gelehrte mit Fragen der Zufilligkeit von Ereignissen u.a.
beschiiftigten. Die eigentlichen Ursachen liegen jedoch in der Herausbildung friih-
kapitalistischer Wirtschaftsverhiltnisse und den dabei auftretenden Fragestellungen
z.B. im Versicherungswesen, der Bevélkerungsstatistik und der Auswertung von
Beobachtungen.

Zur Vorgeschichte

Aus der Vorgeschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung seien Pacioli, Tartaglia,
Cardano und Galilei erwihnt, die spezielle wahrscheinlichkeitstheoretische Aufgaben
meist im Zusammenhang mit Gliicksspielen behandelten. Der Chevalier de Méré, ein
leidenschaftlicher Spieler, der sich aber auch ernsthaft fiir Wissenschaft interessierte,
regte Pascal durch ein konkretes Problem an, sich mit der Wahrscheinlichkeit dieses
oder jenes Spielausganges zu beschiftigen. Pascal filhrte 1654 dariiber einen Brief-
wechsel mit Fermat. Mit diesem Briefwechsel, in dem einige Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung aufgestellt wurden, beginnt die Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zu einer selbstindigen mathematischen Disziplin. Als
Huygens 1655 in Paris weilte, erhielt er von dem Briefwechsel Kenntnis. In seinem
Buch von 1667 ,,De ratiociniis in ludo aleae* (Uber Berechnungen beim Wiirfelspiel)
stellte er die von Pascal und Fermat behandelten Fragen iiber Gliicksspiele ausfiihr-
lich dar, behandelte dariiber hinausgehende éhnliche Probleme und nannte eine Reihe
von ungeldsten Aufgaben. Huygens benutzte dabei nicht den Begriff ,,Wahrschein-
lichkeit*, sondern verwandte, wie Pascal, den ,,Wert der Hoffnung* — heute als
Erwartungswert bezeichnet. Zu diesem Zeitpunkt lieB jedoch der relativ niedrige
Entwicklungsstand der Naturwissenschaften nur wenige konkrete Anwendungen zu.
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So betrachtete Graunt die Sterbewahrscheinlichkeit in Abhingigkeit vom Lebens-
alter. Witt und Halley stellten auf der Grundlage dhnlicher Uberlegungen Tabellen
fiir Rentenzahlungen auf. Newton nutzte wahrscheinlichkeitstheoretische Gedanken
in der Historiographie und der Fehlerrechnung und hat sich auch in einem unver-
offentlichten Manuskript (um 1665) mit geometrischen Wahrscheinlichkeiten befaBt.

Wesentliche Fortschritte in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sind mit dem Namen Jakob Bernoulli verbunden. In seinen Arbeiten findet man
Betrachtungen iiber erzeugende Funktionen, die Lésung und Verallgemeinerung
einiger Huygensscher Probleme (z. B. Ruin eines Spielers) und die Definition der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als ,,Grad seiner GewiBheit*, die sich von der
GewiBheit, ,,wie ein Theil vom Ganzen* unterscheidet. Sein Hauptverdienst ist wohl
der Satz von Bernoulli, auch Gesetz der groBen Zahlen genannt. Die Bedeutung dieser
Leistung griindet sich dabei nicht auf die Formulierung des Sachverhaltes — dazu
findet man schon bei Cardano einige Anhaltspunkte —, sondern darauf, daB Ber-
noulli als erster der beobachteten Tatsache, daB sich die relative Haufigkeit an die
Wahrscheinlichkeit annihert, eine exakte theoretische Erklirung gab. Darin unter-
scheidet er sich von vielen in seiner Zeit und auch spiter wirkenden Autoren, die den
Fakt, daB sich unwesentliche Erscheinungen eines Ereignisses bei der Mittelung iiber
eine groe Anzahl von Beobachtungen ausléschen, zwar zur Kenntnis nahmen, ihn
aber als Offenbarung der gottlichen Ordnung ansahen und keine theoretische Be-
griindung suchten.

Jakob Bernoulli faBte seine Resultate zur Wahrscheinlichkeitsrechnung in der
,»Ars conjectandi‘ (Kunst des Vermutens) (1713 postum verdffentlicht) zusammen.
Dort findet man auch 'im Zusammenhang mit Permutationen und Kombinationen
Aussagen iiber die Binomialverteilung (Bernoullisches Schema) und die Bernoulli-
schen Zahlen.

Es folgten einige Jahrzehnte, in denen sich zahlreiche Wissenschaftler wahrschein-
lichkeitstheoretischen Problemen zuwenden. So publizierte de Moivre 1718 ,,The
Doctrine of Chances und 1730 die ,,Miscellanea analytica* (Analytische Beitrige).
Im ersten Buch stellte er die Methoden zur Losung von Aufgaben, die mit Gliicks-

len im Zusa hang stehen, systematisch dar und vervollkommnete sie. In der
2 Auflage (1738) defmxerte de Moivre ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, das mit
der spiteren klassischen Definition durch Laplace im wesentlichen iibereinstimmt.
Th. Simpson gab 1740 eine wahrscheinlichkeitstheoretische Aufgabe an, die fiir die
Kontrolle der Produktion wichtig ist. Euler verband theoretische Probleme der
Vélkerkunde und des Versicherungswesens mit Fragen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung und N. Bernoulli formulierte das ,,Petersburger Spiel*, mit dessen Lésung
sich viele bedeutende Gelehrte beschiftigten. Bei seinen Untersuchungen zur Theorie
der Beobachtungsfehler warf D. Bernoulli als erster die Frage nach der Berechnung
der Wahrscheinlichkeit von Hypothesen auf, wenn schon Beobachtungsergebnisse
vorliegen. Die Lésung dieser Aufgabe stammt von Bayes, der auBer den nach ihm
benannten Formeln noch weitere Ausdriicke zur Lésung spezieller Probleme her-
leitete. Und es sei noch der franzésische Naturforscher Graf Buffon erwihnt, der im
groBen Umfange geometrische Wahrscheinlichkeiten betrachtete, z. B. beim Nadel-
problem.
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P. S. Laplace

Ein neuer Aufschwung der Wahrscheinlichkeitsrechnung setzte an der Wende vom
18. zum 19. Jh. ein. Angeregt vor allem durch naturwi haftliche Fragestell

aus Ballistik, Astronomie, Theorie der Beobachtungsfehler entwickelten Lap]aoe
und Poisson spezielle analytische Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
erzielten damit wertvolle Resultate. Laplace faBte seine Forschungsergebnisse in der
,,Théorie analytique des probabilités* (1812) zusammen. Die Einleitung zu diesem
Werk bildete der auf der Grundlage seiner 1795 gehaltenen Vorlesung entstandene
,»Essai philosophique sur les probabilités“ (1814 erschienen). Dort definierte er das
MaB der Wahrscheinlichkeit :

,,Die Theorie des Zufalls ermittelt die gesuchte Wahrscheinlichkeit eines Ereigni durch
Zuriickfiihrung aller Ereignisse derselben Art auf eine gewisse Anzahl gleich méglicher Fille,
.. und durch Bestimmung der dem Ereignis giinstigen Fille. Das Verhiltnis dieser Zahl zu
der aller méglichen Fille ist das MaB dieser Wahrscheinlichkeit, ... ([L 10.14], S. 4)

Eigentlich ist dies gar keine Definition, sondern nur eine Rechenvorschrift, wie man
in gewissen einfachen Fillen (wenn nimlich ,,gleichmégliche Ereignisse* vorliegen)
die Wahrscheinlichkeit ermittelt. In dem ,,Essai‘ kommt auch Laplaces mechanisch-
materialistischer Standpunkt zum Ausdruck. Er lehnte theologische und teleologische
Erklirungen der Naturerscheinungen ab und bekimpfte sie. Viele spiitere Ent-
deckungen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung finden sich schon bei Laplace. So
diskutierte er Gliicksspiele, geometrische Wahrscheinlichkeiten, den Satz von Ber-
noulli und dessen Beziehungen zur Normalverteilung und in Verbindung mit der
Fehlerrechnung die Methode der kleinsten Quadrate, die unabhingig von ihm auch
von Legendre und GauB entdeckt wurde. Sehr oft wandte er erzeugende Funktionen
an, insbesondere zur Losung von Differenzengleichungen (Einfiihrung der ,,Laplace-
Transformation*), und bewahrte die Sitze des unbekannten Bayes vor dem Ver-
gessen, indem er ihnen eine klare Formulierung gab. Laplace stellte als erster die
Hauptsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung systematisch dar, bewies jene Sitze,
die heute Siitze von Moivre-Laplace heifien, und nutzte seine Resultate fiir praktische
Probl z. B. statistische Untersuchungen, Astronomie (Normalverteilung).

Die Normalverteilung und deren Anwendung in der Theorie der Beobachtungs-
fehler verkniipft sich oft mit dem Namen von GauB, der sie — ebenso wie Laplace —
selbstiindig entdeckte; doch war sieschon von Moivre untersucht worden. Die Bezeich-
nung Normalverteilung stammt eventuell von dem belgischen Mathematiker und
Astronomen Quételet, einem Schiiler von Laplace, der sich groBe Verdienste um die
Vereinheitlichung der Methoden der beschreibenden Statistik erworben hat. Poisson
verallgemeinerte sowohl das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen als auch die
Sitze von Moivre-Laplace auf den Fall unabhingiger Versuche, wobei die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses von der Nummer des Versuchs ab-
hiingig ist. In diesem Zusammenhang leitete er auch eine neue Wahrscheinlichkeits-
verteilung — die Poisson-Verteilung — her.

Merkwiirdigerweise setzte nach Laplace und Poisson zur Mitte des 19. Jh. eine
Stagnation in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein, besonders in
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den westeuropiischen Lindern. Beide Gelehrte hatten durch eigene Beitrige Irr-
tiimer hinsichtlich der Einsatzmdéglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
fordert, indem sie ihre Anwendung auf ,,moralische Wissenschaften empfahlen,
etwa um den Wahrheitsgehalt eines Gerichtsurteils zu erfassen. Diese Anwendungen,
bei denen meist das Wesen der gesellschaftlichen Erscheinungen miBachtet wurde,
fithrte natiirlich zu MiBerfolgen, und die Begeisterung fiir die Wahrscheinlichkeits-
rechnung muBte einer Enttduschung Platz machen.

Algebra als Auflésungstheorie
algebraischer Gleichungen

Mit dem ausgehenden 16. und dem beginnenden 17. Jh. hatte die Algebra einen ge-
wissen AbschluB erreicht ; der Name Vieta symbolisiert den Inhalt jener ersten Ent-
wicklungsetappe der Algebra.

Eine zweite Periode der Algebra

Schon im 15.Jh. waren Verfahren zur rechnerischen Auflosung der allgemeinen
algebraischen Gleichungen dritten und vierten Grades gefunden und versffentlicht
worden. Die Suche nach Auflésungsverfahren fiir die allgemeine algebraische Glei-
chung hoheren als vierten Grades in Radikalen, d. h. durch Wurzelschachtelungen,
stellte anderthalb Jahrhunderte lang, bis zum Ende des 18. Jh., das beherrschende
Thema der Algebra dar. Dies — und allgemeiner die Suche nach Losungsverfahren
fiir Gleichungen — machte den Begriffsinhalt von ,,Algebra‘“ in einer ganzen histo-
rischen Periode aus.

Das allgemeine Auflésungsproblem fiir algebraische Gleichungen offenbarte aller-
dings erst im 18. Jh. seine wirklichen Schwierigkeiten. Der deutsche Naturforscher
und Mathematiker von Tschirnhaus erwarb sich einen fast legendiren Ruf als ge-
schickter Algebraiker. Die nach ihm benannte Transformation gestattet es, das
zweithochste Glied einer algebraischen Gleichung mittels Variablentransformation
zu beseitigen. Eine zeitlang glaubten er und andere Mathematiker — sogar noch
Ende des 18.Jh. —, daB sich jede algebraische Gleichung in Radikalen auflésen
lassen miisse; es schien nur auf die Entdeckung eines geniigend wirksamen Kunst-
griffs anzukommen. Doch alle Hoffnungen zerschlugen sich; alle Transformationen
und Resolventen, d. h. 16sende Ersatzgleichungen, versagten.

Nur langsam keimte die Einsicht in den wahren Sachverhalt. Lagrange sprach
1770/71 die Vermutung aus, da man mit den bis dahin bekannten algebraischen
Mitteln die Auflésung nicht leisten konne. Einen wahren Zugang zum Problem werde
man finden, wenn man rationale Funktionen der Wurzeln der Ausgangsgleichung
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auf die Anzahl der Werte hin untersucht, die sie bei allen méglichen Vertauschungen
der Wurzeln annehmen. Dieser beachtliche VorstoB deutet auf die Galoissche Glei-
chungstheorie hin.

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Alle Losungsverfahren unterstellten dabei die Existenz der Wurzeln der Gleichung.
Zwar hatte schon Girard 1629 den fundamentalen Satz ausgesprochen, daB eine
Gleichung n-ten Grades genau n Wurzeln besitze, und d’Alembert hatte, neben
anderen Mathematikern, 1746 einen schon weitreichenden Beweisversuch fiir den
Fundamentalsatz der Algebra unternommen. Doch erst GauB vermochte einen voll-
stindigen Beweis zu erbringen; der erste, nahezu korrekte, wurde zum Gegenstand
seiner Doktordissertation 1799.

GauB vermied beim Existenzbeweis von 1799 noch den expliziten Gebrauch der
imaginiren bzw. komplexen Zahlen, weil diesen nach allgemeiner Auffassung der
Mathematiker noch einige Unklarheiten anhafteten ; die schon Oktober 1797 gefundene
Beweisidee beruhte allerdings bereits auf der geometrischen Reprisentation der
komplexen Zahlen.

Auf den Fundamentalsatz der Algebra ist GauB spiter noch mehrfach zuriick-
gekommen. Er fand noch weitere drei Beweise und veroffentlichte sie in den Jahren
1815, 1816 und 1849. Der Beweis von 1816 verwendete ausdriicklich komplexe
Zahlen. Es ist interessant zu lesen, wie gerecht GauB (1816) iiber seine Vorginger
urteilte, zugleich aber das Wesen seines eigenen Beitrages herauszuheben verstand.

,»Der hier ausgesprochene Lehrsatz, der wichtigste in der Theorie der Gleichungen, hat bekannt-
lich mehrere der ersten Geometer vielfiltig beschiftigt. Die v h Vi he, einen
vollkommen strengen Beweis davon zu geben, von D’ALEMBERT, EULER, FONCENEX
und LAGRANGE, sind von dem Verf. gegenwirtiger Abhandlung bereits in einer vor sechszehn
Jahren erschi Schrift zusam 1lt und einer Priifung unterworfen. So sehr man den
Scharfsinn, welcher jene Arbeiten auszeichnet, anerkennen muss, so ist doch nicht zu leugnen,
dass sie alle mehr oder weniger Licken iibrig lassen, wodurch die Beweiskraft zerstort wird,
und wenn gleich durch LAGRANGE'’S tiefeindri U hungen dem grossten Theile
jener Mingel abgeholfen worden ist, so kénnen doch auch die Bemiihungen dieses grossen
Geometers eben so wie die scharfsinnige Art, wic spiter LAPLACE diesen Gegenstand behan-
delt hat, gerade von dem Hauptvorwurfe, welcher alle jene versuchten Beweise trifft, nicht
freigesprochen werden. Dieser besteht darin, dass man die Sache so genommen hat, als sei
bloss die Form der Wurzeln zu bestimmen, deren Existenz man voraussetzte, ohne sie zu
beweisen, eine Schlussart, die gerade hier bloss illusorisch, und in der That eine wahre petitio
principii ist. Alle die erwihnten Beweise sind rein analytisch, auch den von D’ALEMBERT
nicht ausgenommen, obgleich er in einer geometrischen Einkleidung erscheint, die aber fiir
die Sache selbst ganz gleichgiiltig ist; und man kénnte daher sich fast zu dem Schlusse ver-
leiten lassen, als sei jene Voraussetzung, deren Unzulissigkeit iibrigens den genannten Analysten
selbst entgangen ist, bei einer analytischen Behandlung gar nicht zu vermeiden gewesen. Der
Verf. vorliegender Abhandlung hatte in der oben erwihnten Schrift diesen Gegenstand auf
eine ganz verschied Art behandelt, und einen hochst einfachen neuen Beweis gegeben,
welcher das Eigenthiimliche hat, dass er sich zum Theil auf die Geometrie der Lage griindet,
und ibrigens in Ansehung der Strenge nichts zu wiinschen iibrig zu lassen scheint. Zugleich
hatte er aber schon damals erklirt, das er keineswegs fiir unméglich halte, auf rein analytischem
Wege zu einem vollkommen strengen Beweis zu gelangen, und sich die ausfiihrliche Entwick-
lung seiner Ideen auf eine andere Zeit vorbehalten.* ([L 10.7], S. 105/106)
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Unméglichkeit der Auflésbarkeit der Gleichung fiinften Grades

Wiihrend noch bis weit ins 19. Jh. hinein angebliche Lésungen in Radikalen fiir die
allgemeine Gleichung fiinften oder héheren Grades gesucht und publiziert wurden,
reifte unter fiihrenden Mathematikern die Einsicht in den wirklichen Sachverhalt.
Hatte Lagrange die Losung immerhin noch fiir méglich gehalten, so sprach Gau8
1799 in seiner Dissertation und nochmals ganz entschieden 1801 die GewiBheit aus,
daB die Gleichungen héheren als vierten Grades nicht in Radikalen 16sbar sind :

,Bel 14

ch sind alle Bemih der gréssten Geometer, die allgemeine Auflésung der
Glelchungen, welche den vierten Grad uberstelgen, oder (um genauer zu definieren, was man
will) die Reduction der h Gl gen auf reine Gleich zu finden, bisher stets
vergeblich gewesen, und es bleibt kaum zweifelhaft, dass dieses Problem nicht sowohl die
Krifte der heutigen Analysis iib gt, als vielmehr etwas Unmdgliches erreichen will.
{(L 10.6], S. 433)

In demselben Jahr, 1799, hatte der Italiener Ruffini — ohne daB GauB davon
gewuBt hatte — einen Beweis fiir den Satz unternommen, daB die allgemeine Glei-
chung fiinften Grades nicht in Radikalen losbar ist. Sein zweibindiges Lehrbuch der
Algebra ,,Teoria generale...“ (Allgemeine Theorie der Gleichungen, in der die
Unmoglichkeit der algebraischen Auflésbarkeit der Gleichungen héheren als vierten
Grades bewiesen wird) behandelte hauptsichlich dieses Problem, und zwar mit Hilfe
einer Lehre von den Permutationen, die bereits zum tragenden Bestandteil einer
Auflésungstheorie algebraischer Gleichungen aufgeriickt ist. So bestimmte er,
modern ausgedriickt, fast alle Untergruppen der symmetrischen Gruppe &;s. Auf
dieser Grundlage gelangte Ruffini zu einem, allerdings noch nicht liickenlosen,
Nachweis, daB die allgemeine Gleichung fiinften Grades nicht in Radikalen auflésbar
sein kann. Der entsprechende Beweis dagegen fiir die Gleichungen sechsten und
hoheren Grades ist iiberaus unvollkommen geblieben, auch in spiteren Arbeiten von
Ruffini.

Ruffini und seine Ergebnisse blieben verhiltnisméa8ig lange unbekannt. So erfuhr
der andere Entdecker der Nichtauflosbarkeit hoherer Gleichungen, Abel, erst etwa
1826 von Ruffini, zu einem Zeitpunkt, als er selbst zu diesem Thema zu publizieren
begonnen hatte. Abel war stark inspiriert von der Behandlung der Kreisteilungs-
gleichung durch GauB. Er kannte ferner die Arbeiten von Lagrange genau. Schon
1824, im Alter von 22 Jahren, veréffentlichte er einen Beweis des Satzes iiber die
Nichtauflosbarkeit der Gleichung fiinften Grades in Radikalen, 1826 konnte er den
Satz fiir alle den vierten Grad iibersteigenden Gleichungen beweisen. Und schlieBlich
gelangte Abel 1828 — durch Umkehrung der Fragestellung — weit auf dem Wege
voran, die gesamte Klasse der durch Radikale 16sbaren algebraischen Gleichungen zu
bezeichnen.

Einer der von Abel bewiesenen Hauptsitze lautet folgendermaBen; er stammt aus
der erst postum 1829 gedruckten Abhandlung ,,Mémoire sur une classe particuli¢re
d’équations résolubles algébriquement®‘:

,,Obwohl die algebraische Auflésung der Gleich im Allg i nicht méglich ist, gibt
es doch besondere Gleichungen aller Grade, welche eine solche Auflésung zulassen. Dieser Art
sind zum Beispiel die Gleichungen von der Form z® — 1 = 0.




206 Vorlesung 10

Allgemein habe ich den folgenden Satz bewiesen:
Wenn die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades unter einander derart verbunden sind,
dass sich diese séimtlichen Wurzeln rational mittelst einer von ihnen, die wir mit z bezeichnen,
ausdriicken lassen; wenn man ferner, falls durch
Bz, 81z
zwei beliebige andere Wurzeln bezeichnet werden,
90,z = B8z
hat, so ist die betreffende Gleichung immer algebraisch auflésbar. Ebenso kann man, wenn
man annimmt, daB die Gleichung irreductibel sei und ihr Grad ausgedriickt werde durch
PR R RN
WO &y, &y, .., & VON einander unnbhangxge Primzahlen sind, die Auflésung dieser Gleichungen

zuriickfahren auf diejenige von v; h vom Grade «,, v, Gleichungen vom Grade «,, vy
Gleichungen von Grade ag, u. 8. w.** ([L 10.. 2] S. 29/30)

Abel geht bereits durchaus gruppentheoretisch vor. Er gelangte zum Begriff der
Permutationsgruppe, wenn er auch die Gruppe einer Gleichung noch nicht explizit
aufstellte und das von ihm verwendete Wort ,,le groupe* noch im Sinne des normalen
Sprachgebrauches von Zusammenfassung auftritt, d. h. noch nicht als scharf defi-
nierter mathematischer Fachterminus. Implizit findet sich bei Abel auch der Begriff
des Rationalitiitsbereiches (Kérpers).

Die gruppentheoretische Formulierung des Auflésungsproblems

Ahnlich wie Abel, aber noch radikaler, vollzog Galois, der auch im politischen Bereich
mit revolutiondrem Elan auf republikanischer Seite stand, eine Umorientierung der
Mathematik, die auf den Beginn des strukturellen Denkens in der Mathematik,
insbesondere der Algebra hinauslaufen sollte. Dies wird besonders deutlich in der
Galoisschen Auflésungstheorie algebraischer Gleichungen, die wegen ihrer Schonheit
und Schwierigkeit zu den besonders eindrucksvollen Stiicken der Mathematik
gehort.

Der entscheidende Gedanke von Galois besteht darin, daB jeder algebraischen
Gleichung eine eindeutig bestimmte (Permutations-) Gruppe zugeordnet wird. Aus
ihrer Struktur kann man ablesen, ob eine Gleichung in Radikalen lgsbar ist. Galois
hat dies erkannt, insbesondere, welche entscheidende Rolle dabei die ,,ausgezeich-
neten Untergruppen‘ spielen, die man heute Normalteiler nennt.

Damit hatte Galois die Losung eines jahrhundertelangen Problems gefunden,
freilich mit Methoden und Uberlegungen, die der Mehrzahl der damaligen Mathe-
matiker unorthodox und fremdartig vorkommen muBten. Es war daher keine vor-
sitzliche bose Absicht, daB die franzésische Akademie eine seiner Arbeiten mit dem
Bemerken zuriickreichte, der Autor mége seine Ergebnisse klarer darlegen und vor
allem ausfiihrliche Beweise beibringen.

Der friihe Tod hinderte Galois iiberdies an einer ausfiihrlichen, fiir andere durch-
sichtigen Darstellung seiner Ergebnisse. Im Jahre 1846 sind die wichtigsten Arbeiten
von Galois, von denen einige nur notizenartigen Charakter trugen, aus dem NachlaB
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herausgegeben worden, zunichst allerdings ohne spiirbare Resonanz. Erst die nichste
Generation der Mathematiker fithrte die von Galois skizzierten Ideen in allen Einzel-
heiten durch. Knapp vierzig Jahre nach dessen Tode, 1870, veréffentlichte der fran-
z6sische Mathematiker Jordan ein umfangreiches Lehrbuch der Substitutionen-
theorie, in das die insbesondere von Cauchy in den 40er Jahren des 19. Jh. weiter-
entwickelte Theorie der Permutationsgruppen einging und das die Galoissche Auf-
l6sungstheorie algebraischer Gleichungen in geschlossener Form darstellte. Im Vor-
wort hat Jordan die Verdienste von Galois gewiirdigt :

,»Galois war dazu ausersehen, die Theorie der Gleichungen auf ein sich Fund zu
stellen ... Das Problem der Auflésung, das frither der einzige Zweck der Theorie der Gleichungen
zu sein schien, erscheint nun als das erste Glied einer langen Kette von Fragen, die sich auf
die Transformation irrationaler Zahlen und auf ihre Einstellung beziehen. Indem Galois seine

1l i Methoden auf diese dere Aufgabe anwandte, fand er ohne Schwierigkeiten
die charakteristisch Eig ft der Gruppen von Gleichungen, die durch WurzelgroBen
lssbar sind. Doch in der Hast der Formulierung lieB er mehrere grundlegende Lehrsitze
ohne ausreichende Beweise ... Es gibt drei grundlegende Begriffe ...: den der Primitivitit, auf
den schon in den Werken von GauB und Abel hmgewneaen wurde der der Transitivitit, der bei
Cauchy auftaucht; und schlieBlich die U heid infachen und zusammen-
gesetzten Gruppen. Der letztere Begriff, der wichtigste von den dreien, ist Galois zu verdanken.*
({L 10.9], S. 325/326)
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Industrielle Revolution: Grundlagen der Analysis.
Zahlsystem. Funktionentheorie

Titelblatt C. F. GauB: Disquisitiones arithmeticae, 1801
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Verschdrfung der Grundlagen der Analysis

Trotz aller groBartigen Erfolge war die Analysis, die nach Eulers Worten ,,ruhmvolle
Erfindung*, mit dem unbehaglichen Gefiihl von der Fragwiirdigkeit ihrer logischen
Prinzipien belastet geblieben.

Die Konstatierung der Mangel

Bis zum Ende des 18.Jh. wurde die Diskussion im ganzen gesehen unter philo-
sophischer Flagge gefiihrt. Es war ein erster erfolgreicher Schritt in die richtige
Richtung, daB sich die Diskussion der mathematischen Kernfragen aus der Um-
klammerung durch eine unzureichende Philosophie befreien konnte oder, wie es Marx
ausdriickte, daB es gelang, ,,von den infinitesimalen Methoden den mystischen
Schleier herunterzureiBen‘.

Auf der eigentlichen, der mathematischen Ebene ging die Diskussion dem Kerne
nach um die begriffliche Bewiiltigung des mathematischen Unendlich, wie es bei der
Verwendung der Sprechweisen ,,unendlich kleine GroBe*, ,,unendlich gro8*, ,,Summe
einer unendlichen Reihe‘‘ usw. auftrat. Galt es also, eine breite mathematische und
naturwissenschaftliche Praxis logisch abzusichern, so wurde die Lage vollends un-
haltbar, als schlieBlich sogar direkte innermathematische Widerspriiche auftraten,
2. B. bei der kritiklosen Verwendung divergenter Reihen (Anm. 11.1).

Darum stellten z. B. 1782 die Gottinger Universitit und 1784 die Berliner Aka-
demie Preisfragen beziiglich der Ursachen der Mingel bei den infinitesimalen Metho- -
den. Charakteristisch war dabei die Forderung, die Strenge — nach dem groBen Vor-
bild der Geometrie — diirfe nicht zu einer unertriglichen Langatmigkeit der Dar-
stellung fiihren, sei es in Lehrbiichern oder sei es im miindlichen Vortrag.

So forderte etwa das Berliner Preisausschreiben ,.eine lichtvolle und strenge
Theorie dessen, was man Unendlich in der Mathematik nennt*:

,,Die héhere Geometrie (d. h. Mathematik; im 18. Jh. werden Mathematik und Geometrie oft
als synonyme Begriffe verwendet, Wg) benutzt hiufig unendlich groBe und unendlich kleine
GroBen; jedoch haben die alten Gelehrten das Unendliche sorgfiltig vermieden, und einige
berithmte Analysten unserer Zeit bekennen, daB8 die Worter unendliche GréSe widerspruchs-
voll sind. Die Akademie verlangt also, daB man erklire, wie aus einer widersprechenden An-
nahme so viele richtige Sitze entstanden sind, und daB man einen sicheren und klaren Grund-
begriff angebe, welcher das Unendliche ersetzen diirfe, ohne die Rechnungen zu schwierig oder
zu lang zu machen.* ([LA 7], Bd. 4, S. 645)

Diese wichtige begleitende Forderung nach kalkiilmaB8iger Durcharbeitung der
Grenziiberginge hatten trotz gedanklich richtiger Ansitze Maclaurin im ,,Treatise
of Fluxions* und d’Alembert in der ,,Encyclopédie‘ nicht erfiillt. Die bemerkens-
werte Schrift ,,Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitesimal (1797) des
franzgsischen Mathematikers und Revolutionirs L. N. M. Carnot erklirte die Richtig-
keit der Differentialrechnung so, daB sich die bei der Herleitung der Sitze gemach-
ten Fehler gegenseitig aufheben. Diese Auffassung war jedoch der Tendenz nach auf
Sanktionierung bestehender Methoden gerichtet.
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Von Lagrange, der iibrigens die Anregung zur Preisfrage der Berliner Akademie
gegeben hatte, stammt ein interessanter Losungsversuch fiir die Grundlagenproble-
matik der Analysis, den Marx in seinen historisch-mathematischen Studien als
,,algebraische Differentialrechnung* bezeichnet hat. Die bereits seit 1772 konzipierten
Grundideen nahm Lagrange in sein berilhmtes Lehrbuch ,,Théorie des fonctions
analytiques (1797) auf. Der vollstindige Titel ist ein Programm: ,Theorie der
analytischen Funktionen, enthaltend die Prinzipien der Differentialrechnung, befreit
von jeglicher Betrachtung der unendlich kleinen GréBen, der Verschwindenden, der
Grenzwerte und der Fluxionen und reduziert auf die algebraische Analyse (analyse
algébrique) endlicher Gré8en* (franz.).

Bei Lagrange werden die ersten bis n-ten Ableitungen einer Funktion y = f(x)
als Koeffizienten der Taylorentwicklung definiert. Damit schien die Schwierigkeit
beseitigt. Allerdings beruhte der Ansatz von Lagrange auf dem Irrtum, daB jede
Funktion eine konvergierende Potenzreihenentwicklung besitzt. Bald darauf wurde
diese Grundannahme bestritten und widerlegt; das Problem war wieder offen.

Die exakte Fassung des Grenzbegriffs

Die Forderung nach Klirung der Grundlagen der Analysis verband sich notwendiger-
weise mit einer Diskussion des Funktionsbegriffs; dies hatte im Grund der VorstoB8
von Lagrange ebenso gezeigt wie die im AnschluB an das Studium von Saiten-
schwingungen und Wirmeausbreitungsproblemen vorgetragene Behauptung Fou-
riers, alle Funktionen seien in Form trigonometrischer Reihen darstellbar.

Zu Beginn des 19. Jh. trat die Diskussion der Grundlagen der Analysis in eine
zweite Etappe ein; von der Konstatierung der Mingel zur Bewiltigung der Schwierig-
keiten. Das Gebot der Stunde lautete nun: Einzeluntersuchungen! Begriffsanalyse!
Befreiung von unkontrollierbaren logischen und psychologischen Voraussetzungen'
Das Ergebnis bestand in der Erkenntnis, daB Angabe des Definitionsbereichs,
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Existenz der hoheren Ableitungen, Entwickelbarkeit
in eine konvergente Potenzreihe nicht einander implizierende Eigenschaften einer
Funktion einer (reellen) Variablen sind, sondern vielmehr aufeinanderfolgende
Stufen von Eigenschaften darstellen, die die Méglichkeit der Klasseneinteilung der
Funktionen nach inneren Griinden eréffnen.

Der Beitrag von B. Bolzano

Die entscheidenden Schritte auf diesem Wege verbinden sich im BewuBtsein der
heutigen Mathematiker im allgemeinen mit dem Namen Cauchy. Daran ist soviel
richtig, daB dessen ,,Cours d’Analyse* (1821), der sich mit Erfolg um eine exakte
Bestimmung grundlegender Begriffe der Analysis bemiihte, eine groBe Wirkung auf
die nachfolgende Entwicklung ausgeiibt hat. Der historischen Gerechtigkeit aber sei
die Leistung des béhmischen Sozialethikers und Mathematikers Bolzano betont, der
in einigen Punkten sogar zeitlich von Cauchy zu entscheidenden Einsichten vor-
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gestoBen ist. In einer kleinen Schrift ,,Der binomische Lehrsatz, ... (1816) stellt
er fest:

»5-+. Wie ich ... auch statt der so genannten unendlich kleinen GréB8e mich durchgéngig ... des
Begriffes solcher GroBen bediene, die kleiner als jede gegebene werden konnen, oder (wie ich
sc¢ 1r Vermeidung der Eintonigkeit zuweilen gleichfalls nenne, obwohl schon minder eigent-
lich) der GroBen, welche so klein werden konnen, als man nur immer will. Hoffentlich wird
man den Unterschied zwischen den GroBen dieser Art und dem, was man sich sonst unter dem
Nahmen des unendlich Kleinen denkt, nicht verkennen.* ([L 11.3], S. IV—V)

In einer anderen Schrift Bolzanos vom Jahre 1817, die den strengen Beweis des
Zwischenwertsatzes enthilt, findet sich zum erstenmal in der Geschichte der Mathe-
matik eine strenge Definition fiir ,,Stetigkeit einer Funktion* mit der explizit ge-
duBerten Absicht, den bis dahin nur intuitiv oder unter Berufung auf die Anschauung
gebauchten Begriff streng zu fassen, damit er so der Einpassung in eine systematische
Darstellung der Analysis fihig werde. Bolzano definiert,

»,daB eine Function /(z) fiir alle Werthe von z, die inner- oder auBerhalb gewisser Grenzen
liegen, nach dem Gesetze der Stetigkeit sich dndre, (...) daB, wenn z irgend ein solcher Werth
ist, der Unterschied f(z + w) — f(z) kleiner als jede gegebene GroBe gemacht werden konne,
wenn man w 8o klein, als man nur immer will, annehmen kann.* ([L 11.5], S. 7/8)

Sieht man davon ab, daB Bolzano den Gebrauch des Absolutzeichens noch nicht
kennt, so hat man hier eine Definition der Stetigkeit, wie sie heute jedem Mathe-
matiker selbstverstindlich scheint (Anm. 11.2). Bolzano war auch der erste, der das
heute nach Cauchy benannte und von ihm 1821 zuerst gebrauchte (Anm. 11.3) not-
wendige und hinreichende Konvergenzkriterium fiir unendliche (Funktionen-)
Reihen formuliert hat. Es beruht bei Bolzano bereits auf einem — freilich noch ver-
kappten — Gebrauch von Partialsummen.

Es war eine echte mathematikhistorische Sensation, als in den 20er Jahren unseres
Jahrhunderts bei der ErschlieBung des Nachlasses von Bolzano festgestellt wurde,
daB er in einer ,,Functionenlehre* als erster ein Beispiel einer in einem ganzen
Intervall stetigen, aber dort nirgends differenzierbaren Funktion angegeben hat, und
das 45 Jahre vor WeierstraB, dem bis zu dieser Entdeckung die Prioritit zuge-
sprochen worden war. Uberdies enthilt die ,,Functionenlehre” noch viele weitere
beachtenswerte Ergebnisse, z. B. iiber den Zusammenhang von Monotonie und
Stetigkeit von Funktionen.

Der Beitrag von A. L. Cauchy

Bolzano hat zu seiner Zeit kaum Anerkennung finden konnen: Aus politischen
Griinden war ihm 6ffentliches Wirken untersagt ; aber er hat wohl auch jene aus der
Industriellen Revolution entspringende Forderung nach Lehrbarkeit der Mathematik
nicht erkannt. Cauchy dagegen stand — trotz seiner in politischen Dingen extrem
konservativen Haltung — ganz in dieser Entwicklung, die die kalkiilméBige Durch-
arbeitung mit dem Durchbruch zur Strenge verband.

Im Jahre 1821 erschien Cauchys ,,Analyse Algébrique*, die den ersten Teil des
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offiziellen Lehrbuches der Pariser Polytechnischen Schule darstellte, des ,,Cours
d’Analyse®. Er habe es abgefaBt ,,zum gréBeren Nutzen der Zoglinge und kénne
daher nicht umhin, ,,die Haupteigenschaften der unendlich kleinen GréBen, Eigen-
schaften, die die Basis des Infinitesimalkalkiils bilden, bewuBt zu machen®. Er sihe
sich auch der Strenge der Lehrmethode wegen genétigt, mehrere Lehrsitze aus-
zusprechen,

,,die auf den ersten Blick vielleicht ein wenig hart (dure) erscheinen. Zum Beispiel, ... daB eine
divergente Reihe keine Summe hat.** ([L 11.10], S. I, franz.)

Durch Cauchy wurde das Axiom von Eudoxos-Archimedes — in arithmetischer
Form — endgiiltig Grundlage der Infinitesimalrechnung; die Forderungen nach
Strenge und nach Handhabbarkeit werden dann im Zusammenwirken mit dem
— spiteren — formalen Apparat der §-s-Sprache erfiillt werden. Es wird nun un-
notig, sich auf die geometrische Veranschaulichung oder auf die mechanische Deutung
der Stetigkeit zu berufen. Demselben Kalkiil wird bei Cauchy die Grenzwertbildung,
z. B. beim Differentialquotienten, unterworfen. Derselbe Kalkiil gestattet es — und
damit wurde ein Beweisversuch von Ampére widerlegt —, Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit als einander nicht implizierende Eigenschaften nachzuweisen: Aus der
Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.

Cauchy fithrte die Sprechweise ein, daB die Glieder einer Folge unendlich klein
oder beliebig klein werden. Er definierte den Limes superior und den Limes inferior
einer Folge und stellte den Zusammenhang mit dem eventuell existierenden Grenz-
wert der Folge her. Das von GauB schon 1812 benutzte Majorantenkriterium wurde
von Cauchy ausdriicklich als allgemeines und weitreichendes Konvergenzkriterium
benutzt und hijeraus unter Verwendung der geometrischen Reihe das Wurzel-
kriterium abgeleitet. Cauchy stellte 1833 auch klar, daB das Kommutativgesetz fiir
die Glieder einer unendlichen Reihe nur fiir absolut konvergierende Reihen unein-
geschriinkt gilt, woran dann 1857 Dirichlet ankniipfte. Die Bedingung der absoluten
Konvergenz zweier Reihen erwies sich auch als hinreichend dafiir, daB die durch
gliedweise Multiplikation entstehende Produktreihe ebenfalls, und zwar gegen das
Produkt der Grenzwert der einzelnen Reihen konvergiert.

Weitere, von Cauchy und von Abel, Dirichlet, Fourier, Cebysev, Olivier, Stokes
und anderen gefundene Siitze zur Theorie der unendlichen Reihen betreffen auch
schon das Konvergenzverhalten allgemeiner Funktionenreihen und nicht nur das
von Potenzreihen. Sie erschlieBen die funktionalen Eigenschaften — wie Stetigkeit,
Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit — der durch die Reihe definierten Funktion
(der Summe) aus den Konvergenzeigenschaften der Reihe und den funktionalen
Eigenschaften ihrer Glieder. Entscheidend fiir die Bewiiltigung solcher Fragen ist
bekanntlich der Begriff der gleichméBigen Konvergenz. Bei Cauchy war diese Liicke,
die ihn gelegentlich zu Fehlern verfiihrte, noch geblieben. Die hieraus entspringenden
Unsicherheiten konnten erst nach Aufdeckung der vollen Tragweite dieses Begriffs,
in der zweiten Hilfte des 19. Jh., behoben werden. Und schlieBlich betonte Cauchy
die entscheidende methodische Rolle des Existenzbeweises in der Analysis, sei es
fiir die Reihensumme oder fiir die Losung von Differentialgleichungen.

Durch Cauchy wurde eine Entwicklung eingeleitet, die die Integralrechnung
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— bisher nur als Umkehrung der Differentialrechnung aufgefa8t — zu einer selb-
stindigen, von der Differentialrechnung unabhingigen mathematischen Disziplin
werden lieB. Sie wurde iiber Dirichlet und Jacobi, iiber Riemann, Weierstra8, Heine,
Borel, Lebesgue und andere zur Untersuchung derjenigen Klasse von Funktionen,
die ein Integral (im Riemannschen oder Lebesgueschen usw. Sinne) besitzen. Weiter-
gefiihrt im strengen Stil der franzosischen Schule hat diese fruchtbare Denkhaltung
noch die Herausbildung der Mengenlehre und der Funktionanalalysis beeinfluBt.

Neufassung und Verschirfung des Funktionsbegriffs

Der Bernoulli-Eulersche Funktionsbegriff hat eine bedeutende, positive Rolle bei
der Konsolidierung der Analysis wihrend des 18.Jh. gespielt. Euler hatte von
»analytischem Ausdruck‘ bei der Definition des Funktionsbegriffs gesprochen; durch
Aufzihlung wird erliutert, was etwa ,,analytischer Ausdruck‘ bedeutet: Gebrauch
aller algebraischer Operationen, Bildung der Logarithmus- und der Exponential-
funktion, die Operationen des Bildens einer unendlichen (Potenz-) Reihe.

Die Wortbildung ,,analytische Funktion* hatte demnach urspriinglich den Sinn:
Funktion, die in der Analysis verwendet wird. In dem prizisierten Sinne als einer
durch eine Potenzreihe gebildeten Funktion scheint ,,analytische Funktion zuerst
von den franzosischen Mathematikern aufgebracht worden zu sein; bei Lagrange
jedenfalls ist dieser Ausdrucksweise vollsténdig fixiert, zumal seine ,,Théorie des
fonctions analytiques“ von 1797 zugleich als SchluBstein der Grundlegung der
Analysis gedacht war.

Es wird oft iibersehen, daB sich bei Euler auBer dem an Beroulli orientierten
Funktionsbegriff noch ein anderer, wesentlich verallgemeinerter Funktionsbegriff
findet. In seiner , Differentialrechnung‘ von 1755 spricht er allgemein von einer
Funktion gewisser GréBen von anderen GréBen, wenn sich die letzteren in Abhingig-
keit von den ersteren indern.

,»8ind nun GroBen auf die Art von einander abhiingig, daB keine davon eine Veranderung er-
fahren kann, ohne zugleich eine Verinderung in der anderen zu bewirken: so nennt man die-
jenige, deren Verinderung man als die Wirkung von der Verinderung der anderen betrachtet,
eine Funktion von dieser; eine Benennung, die sich so weit erstreckt, daB sie alle Arten, wie
eine GréBe durch eine andere bestimmt werden kann, unter sich begreift. Wenn also z eine
verinderliche GroBe bedeutet, so heiBen alle GroBen. welche auf irgend eine Art von z ab-
hiingen, oder dadurch bestimmt werden, Funktionen von z...* ({L 11.17], 8. XLIX).

Freilich vermochte sich dieser in die Zukunft weisende Eulersche Ansatz (Anm. 11.4)
damals noch nicht durchzusetzen. Erst die Diskussion mathematischer Schwierig-
keiten zunehmender Haufigkeit und Tiefe wirkte mit der entsprechenden historischen
Durchschlagskraft. Euler schon hatte die Frage aufgeworfen, ob sich jede mit der
Hand willkiirlich hinzeichenbare Kurve als Bild einer Funktion auffassen liBt; diese
heftig diskutierte Frage muBte unter den Bedingungen der Mathematik des 18. Jh.
unentschieden bleiben.

Eine andere, ebenso heftig diskutierte Frage war die, ob die Einteilung der Funk-
tionen in stetige (d. h. zusammenhingende), nicht stetige und gemischte Funktionen
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angemessen sei und ob gegebenenfalls eine ,,gemischte Kurve‘ beispielsweise nach
Art der ,,Sigeblattkurve® (Abb. 11.1) durch eine Funktion wiedergegeben werden
konne. Die Diskussionen wurden aktualisiert durch die Behandlung der Differential-
gleichungen der schwingenden Saite und der der Warmeausbreitung. Bereits Anfang
des 19. Jh. und dann spiter 1822 in seiner ,,Theorie analytique de la chaleur* vertrat
Fourier die Meinung, daB jede Kurve — also auch jede nicht zusammenhéngende
Kurve — als Bild einer durch eine trigonometrische Reihe bestimmten Funktion
darstellen lasse, und stieB dabei zunichst auf groBe Bedenken bei seinen Kollegen.

NN

Abb. 11.1. ,,Sigeblattkurve

Fourier bewies auch seine Einsicht in die sich hieraus ergebenden Konsequenzen
fiir einen neuzufassenden Funktionsbegriff, indem er 1822 in seiner ,,Wirmelehre*
von einer Funktion als von einer Folge von beliebigen Werten sprach und davon,
daB die Ordinaten keinesfalls einem einzigen mathematischen Gesetz folgen, d. h.
also nicht durch denselben mathematischen Ausdruck wiedergegeben werden miissen.
Als Resultat aller weitgespannten intensiven Diskussionen wurde klar, daB die
Identifizierung von Funktion mit analytischem Ausdruck nicht linger aufrecht-
zuerhalten war und statt dessen die gegenseitige Abhingigkeit von GréBen zum
Prinzip der Definition des Funktionsbegriffs erhoben werden miisse.

Der erste deutliche Ausdruck dieser Wendung, die in eine zweite Etappe in der
Geschichte des Funktionsbegriffs fiihren solite, findet sich in einer Arbeit von
Lobadevskij aus dem Jahre 1834 iiber trigonometrische Reihen. Dort heiBt es:

,,Der allgemeine Begriff erfordert, daB eine Funktion von z eine Zahl genannt wird, die fiir
jedes z gegeben ist und sich fortschreitend mit x dndert. Der Wert der Funktion kann gegeben
sein entweder durch einen analytischen Ausdruck oder durch eine Bedingung, welche ein Mittel
darbletet alle Zahlen zu priifen und eine davon auszuwiahlen oder schlieBlich kann die Ab-

toh

dngig b aber unbek bleiben.* (Deutsch zitiert nach [L 11.37], S. 77, engl.)

Die Verwendung des Wortes ,fortschreitend* (oder allmahlich, postepenno im
russischen Original) deutet an, daB Lobagevskij noch immer ausschlieBlich stetige
Funktionen vor Augen hat; der entscheidende Schritt aber, der Verzicht auf die
formelmiBige Zuordnung der Ordinaten zu den Abszissen, weist den Weg zur mo-
dernen Definition. Die von Dirichlet 1837 in der Arbeit ,,Uber die Darstellung ganz
willkiirlicher Funktionen durch Sinus- und Cosinusreihen* gegebene Definition der
Funktion stimmt mit der von Lobagevskij inhaltlich fast genau iiberein. Auch
Dirichlet definiert eine stetige Funktion einer sich stetig indernden Variablen;
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dabei wird die Bindung an ein einheitliches Bildungsgesetz fallengelassen ([L 11.14],
S. 135/136).

Den letzten, entscheidenden Schritt tat schlieBlich der deutsche Mathematiker

Hankel, der — neben der Forderung nach einem die Funktion definierenden Formel-
ausdruck — schlieBlich auch auf die Bindung des Funktionsbegriffs an die Stetig-
keit verzichtete:
., Eine Funktion heiBt y von z, wenn jedem Werte der verinderlichen GréBe z innerhalb eines
gewissen Intervalls ein bestimmter Wert von y entspricht; gleichviel, ob y in dem ganzen
Intervalle nach demselben Gesetze von z abhingt oder nicht; ob die Abhingigkeit durch
mathematische Operationen ausgedriickt werden kann oder nicht.* ([L 11.22], S. 49)

Diese Definition, die bis weit ins 20. Jh. allgemeine Grundlage der Analysis war,
findet sich in seiner von tiefem historischen Verstandnis geprigten Einleitung iiber
die Entwicklung des Funktionsbegriffs zu der Abhandlung ,,Untersuchungen iiber
die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen* vom Jahre 1870. Um
eben diese Zeit gelangte Cantor, ausgehend von ganz benachbarten Fragstellungen,
zur Mengenlehre; auf mengentheoretischer Grundlage wird im 20.Jh. ein neuer,
noch allgemeinerer Funktionsbegriff entwickelt werden, der ihn als Teilmenge des
cartesischen Produkts zweier (oder mehrerer) Mengen mit bestimmten Eigenschaften
festlegt. Es wiire jedoch falsch, diese weitere Verallgemeinerung des Funktions-
begriffs ausschlieBlich dem EinfluB der Mengenlehre zuzuschreiben; dazu war der
EinfluB anderer mathematischer Disziplinen, insbesondere der sich entwickelnden
mathematischen Logik zu groB. So kam Dedekind 1887 auf der Grundlage seiner
algebraischen, zahlentheoretischen und mengentheoretischen Studien zu einem all-
gemeinen Begriff der Abbildung einer Menge (nicht notwendig Zahlenmenge) in eine
andere, wobei er die Vorstellungen dazu bereits in den Jahren 1872 bis 1878 ent-
wickelte. Er beachtete jedoch kaum den Zusammenhang dieses Begriffs mit der
damals iiblichen Definition der Funktion und wandte sich dann den eineindeutigen
Zuordnungen von Mengen zu, die Cantor bereits in seiner Arbeit von 1874 betrachtet
hatte. In seinen 1895 bis 1897 publizierten Arbeiten zur transfinitiven Mengenlehre
gab Cantor eine Definition der Funktion, die in ihrer Allgemeinheit und ihrem Wesen
den Dedekindschen Vorstellungen entspricht.

In dieser Zeit kamen auch Vertreter der mathematischen Logik zu einem all-
gemeinen Funktionsbegriff. So beschiftigte sich de Morgan im Jahre 1850 mit
Relationen, und C. 8. Peirce stellte sie bereits als Elementpaare dar und begann 1880/
1890 mit ihrer Klassifizierung. Schréder gab im Rahmen seiner Betrachtungen zur
Theorie der Abbildungen im Jahre 1895 jene Eigenschaften an, die unter den Rela-
tionen die Funktionen charakterisieren. Die Definition der Funktion als Teilmenge
des cartesischen Produkts von Mengen mit gewissen Eigenschaften formulierte sinn-
gemiB Peano im Jahre 1911, wobei er sowohl an die Forschungen zur Theorie der
Funktionen als auch zur mathematischen Logik ankniipfte; Peano hatte bereits
1887 vektorwertige Mengenfunktionen untersucht.
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Aufbau des Zahlensystems

Neben der Verschirfung der Grundlagen der Infinitesimalrechnung gehérte auch der
strenge Aufbau des Zahlensystems zum schwierigen Weg der Grundlegung der
Mathematik im 19.Jh. Bis zu einem gewissen Grade kehrte sich dabei der ProzeB
der Entwicklung der Begriffe gegeniiber der historischen Entwicklung um: Hatte
sich die Menschheit seit ihrem Beginn nach und nach neue Zahlenbereiche erobert
und hatte sie den Umgang mit natiirlichen, gebrochenen, negativen, irrationalen
und schlieBlich komplexen Zahlen beherrschen gelernt, so erfolgte die strenge Grund-
legung des Zahlensystems sozusagen von oben nach unten : Die Theorie der komplexen
Zahlen wurde auf die der reellen Zahlen, die der irrationalen auf die der gebrochenen
Zahlen zuriickgefiihrt, diese wieder auf die axiomatisch begriindete Theorie der
natiirlichen Zahlen.

Schrittweise Ausdehnung der Zahlbereiche

Die Verwendung der natiirlichen Zahlen und der Briiche geht bis in die Antike
zuriick; trotz der Leistung von Eudoxos hatte die Antike jedoch nicht zur An-
erkennung des Irrationalen als Zahl vorstoBen kénnen. Die bewuBte Verwendung
negatwer Zahlen erfolgte bereits innerhalb der chinesischen, der indischen und

lich in der islamischen Mathematik. In Europa erlangten negative ganze und
gebrochene Zahlen erst im Friihkapitalismus unter Kaufleuten und Rechenmeistern
volle Anerk g. Lange dagegen war die Frage umstritten, ob etwa Zahlenwerte,
die sich durch Radizieren oder bei geometrischen Konstruktionen als Lingen ergeben,
wirkliche Zahlen sind. Beispielsweise findet man im Jahre 1544 bei Stifel die scharf-
sinnige Uberlegung:

,»Mit Recht wird bei den irrationalen Zahlen dariiber disputiert, ob sie wahre Zahlen sind oder
nur fingierte. ... Denn bei Beweisen an geometrischen Figuren haben die irrationalen Zahlen
noch Erfolg, wo uns die rationalen im Stich lassen, und sie beweisen genau das, was die ratio-
nalen Zahlen nicht beweisen konnten, jedenfalls mit den Beweismitteln, die sie uns bieten.
Wir werden also veranlaBt, ja gezwungen, zuzugeben, daB sie in Wahrheit existieren, namlich
auf Grund ihrer Wirkungen, die wir als wirklich, gewi und feststehend empfinden.

Aber andere Griinde veranlassen uns zu der entgegengesetzten Behauptung, daB wir namlich
bestreiten miissen, daB die irrationalen Zahlen Zahlen sind. Namlich wenn wir v hen, sie
der Zihlung zu unterwerfen und sie mit rationalen Zahlen in ein Verhiltnis zu setzen, dann
finden wir, daB sie uns fortwihrend entweichen, so daB keine von ihnen sich genau erfassen
léBt ... Es kann aber nicht etwas eine wahre Zahl genannt werden, bei dem es keine Genauig-
keit gibt und was zu wahren Zahlen kein bekanntes Verhiltnis hat. So wie eine unendliche
Zahl keine Zahl ist, so ist eine irrationale Zahl keine wahre Zahl, weil sie sozusagen unter einem
Nebel der Unendlichkeit verborgen ist.** ([L 11.32], deutsch zitiert [L 11.20], S. 68/69)

Gleichzeitig hat Stifel offenbar den zahlenartigen Charakter irrationaler Zahlen er-
faBt, wenn er feststellt :

,»Nun fallen ... unendlich viele gebrochene Zahlen zwischen je zwei aufemanderiolgende ganze
Zahlen und ebenso fallen auch unendlich viele irrationale Zahlen zwischen je zwei aufei
folgende ganze Zahlen. ([L 11.32], deutsch zitiert [L 11.20]), S. 69)
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Eine vollstindige Anerkennung der irrationalen Zahlen als Zahl findet sich in
Europa bei Stevin; vom Standpunkt seines dezimalen Positionssystems fiir alle
Zahlen muBte dies sogar einigermaBen zwangsliufig erscheinen. Jedoch schuf erst
die Herausbildung der Methoden der analytischen Geometrie durch Fermat und
Descartes die Vora g zur allgemeinen Anerkennung der irrationalen Zahlen:
Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht eine Zahl. SchlieBlich fixierte Newton,
im Anschlu8 an Barrow, in der ,,Arithmetica universalis* (1673/83; Druck erst 1707)
einen allgemeinen Zahlbegriff:

,»Unter Zahl verstehen wir nicht sowohl eine Menge von Einheiten, sondern vielmehr das ab-
strakte Verhiltnis irgendeiner GroBe zu einer anderen GroBe derselben Gattung, die als Ein-
heit angenommen wird. Sie ist von dreifacher Art; ganz, gebrochen und irrational; ganz, wenn
die Einheit sie miBt; gebrochen, wenn ein Teil der Einheit, dessen Vielfaches die Einheit ist,
sie miBt; irrational, wenn die Einheit mit ihr inkommensurabel ist.* (Deutsch zitiert [L 11.20].
8. 71/12)

Der Weg zu den komplexen Zahlen

Noch miihsamer war der Weg zur Anerkennung der komplexen Zahlen. Hatten
bereits die Mathematiker der Renaissance erste, sogar ziemlich intensive Beriihrung
mit komplexen Zahlen gehabt, so fanden diese im 17. und 18. Jh. weite Verbreitung,
ohne daB freilich begriffliche Klarheit iiber deren Wesen erreicht werden konnte.
Beispielsweise war sich Girard dessen bewuBt, da8 man nur unter Heranziehung der
komplexen Zahlen den Fundamentalsatz der Algebra in voller Allgemeinheit aus-
sprechen kénne, daB nimlich eine algebraische Gleichung des Grades » auch genau »
Waurzeln habe; umgekehrt folge nur aus diesem Umstand eine Art Existenzberechti-
gung fiir den Gebrauch der komplexen Zahlen. In demselben Zusammenhang priigte
Descartes den Begriff ,,imaginire‘ (eingebildete, vermeintliche) Zahl, wobei er
zugesteht, daB man noch keine rechte Vorstellung von solchen ,,Zahlen‘ habe. In
,,La Géometrie* von 1637 heiBt es:

»»Endlich bemerken wir, dass sowohl die wahren wie die falschen (positiven wie negativen, Wg)
Wourzeln einer Gleichung nicht immer real, sondern manchmal nur imaginir (seulement
imaginaires, Wg) sind, d. h. man kann sich zwar allemale bei jeder beliebigen Gleichung so
viele Wurzeln, wie ich angegeben habe (niémlich soviele, wie der Grad der Gleichung ist, Wg)
vorstellen, aber manchmal giebt es keine Grossen, die den so vorgestellten entsprechen.
([L 11.13], S. 79)

Leibniz fand u. a. 1875 die Beziehung

Yr+V=3+)1-y-3=6

die in seltsamer Weise das Komplexe mit dem Reellen verkniipfte und die die ,,Ab-
sonderlichkeiten*“ beim Umfang mit den ,,eingebildeten* Zahlen betonte. So erklirt
sich seine geradezu mystische Einschitzung der imaginiren Zahlen als einem

,» Wunder der Analysis, dem monstrum der idealen Welt, einer feinen und wunderbaren Zu-
flucht des géttlichen Geistes, beinahe einem Zwitterwesen zwischen Sein und Nichtsein.*
([LA 33], Bd. II, S. 109)
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Euler fiihrte 1777 das Symbol i ein und rechnete, ,,wie wenn i2 = —1 sei*: das
Symbol i und die Bezeichnung ,komplexe Zahl*“ setzten sich jedoch erst durch,
nachdem GauB davon Gebrauch gemacht hatte. Euler hatte die imaginire Zahl
— einigermaBen unbestimmt — folgendermaBen definiert :

»»Eine GroBe heiBt imaginir, wenn sie weder groBer als Null, noch kleiner als Null, noch gleich
Null ist. Das ist etwas Unmdgliches, wie z. B. ¥=1 oder allgemein a + b Y=1.* (Deutsch
zitiert [L 11.20], S. 66)

Euler konnte zeigen, daB die Menge der komplexen Zahlen a + ib gegeniiber den
vier Grundrechenarten sowie dem Potenzieren und dem Radizieren abgeschlossen
ist und daB bei geeigneter Festsetzung sogar alle damals bekannten transzendenten
Operationen, darunter das Logarithmieren, nicht aus dem Bereich der komplexen
Zahlen herausfiihren. So wagte er die Behauptung:

,»Wir werden ohne zu schwanken behaupten, daB allg in alle i ind GroBen, wie kom-
pliziert sie auch sein mogen, stets auf die Form M + N J—1 gebracht werden konnen.*
(Deutsch zitiert [L 11.20], S. 66)

Gerade durch Euler und seine Virtuositit des formelmi8igen Rechnens war der
Gebrauch der komplexen Zahlen fast zur Selbstverstindlichkeit geworden; erst zu
Ende des 18. Jh. begann die Klirung der begrifflichen Schwierigkeiten im Umgang
mit dem Komplexen.

Geometrische Interpretation der komplexen Zahlen

Der Weg zur vollstindigen Anerkennung der komplexen Zahlen fiihrte iiber deren
geometrische Interpretation. Bereits 1685 hatte Wallis iiber eine geometrische
Reprisentation reflektiert, aber erst der norwegische Geodit Wessel wies einen
erfolgreichen Weg dahin, indem er gerichtete Strecken arithmetischen Operationen
unterwarf und diese ganz allgemeinen Uberlegungen nach Art eines Vektorkalkiils
im Zwei- und Dreidimensionalen auf Zahlen der Form a + &b mit ¢ =Vj an-
wandte. Doch blieb eine von Wessel 1796 ausgearbeitete und 1799 sogar gedruckte
diesbeziigliche Abhandlung ohne direkte Wirkung. Ahnlich erging es entsprechenden
Uberlegungen von L. N. M. Carnot in seiner ,,Géométrie de position‘ (1803) und der
bereits in sich abgerundeten Abhandlung ,,Essai sur une maniére de representer les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques‘‘ (1806) des schweize-
rischen Buchhalters Argand.

Es bedurfte der Autoritit von GauB, um den komplexen (imaginiren) Zahlen den
letzten Hauch von Mystik und angeblicher Unklarkeit zu nehmen. Hatte GauB beim
ersten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra in seiner Dissertation noch den
expliziten Gebrauch der komplexen Zahlen vermieden, so griindete er 1831 mit ent-
schiedenen Worten seine Untersuchung zur Theorie der biquadratischen Reste auf
komplexe Zahlen:

,,Der Verf. nennt jede Grosse a + bi, wo @ und b reelle Grossen bedeuten, und i der Kiirze
wegen anstatt Y —1 geschrieben ist, eine complexe ganze Zahl, wenn zugleich a und b ganze
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Zahlen sind. Die complexen Grossen stehen also nicht den reellen gen, sondern enthalt

8

diese als einen speciellen Fall, wo & = 0, unter sich ... ([L 11.18], S. 171)

Die Versetzung der Lehre von den biquadratischen Resten in das Geluet der complexen
Zahlen konnte vielleicht manchen, der mit der Natur der i ind i ver-
traut und in falschen V 11 davon bef: ist, anstossig und unns,turhch schemen,
und die Meinung veranl dass die Unt: hung dadurch gl leichsam in die Luft gestellt
sei, eine schwankende Haltung bekomme, und sich von der Anschaulichkeit ganz entferne.
Nichts wiirde unbegriindeter sein, als eine solche Meinung. Im Geg il ist die Arithmetik
der complexen Zahlen der anschaulichsten Versinnlichung fihig, ... So wie die absoluten
ganzen Zahlen durch eine in einer geraden Linie unter gleichen Entfernungen geordneten Reihe
von Punkten dargestellt werden, in der der Anfangspunkt die Zahl 0, der niichste die Zahl 1
u. 8. w. vertritt; und so wie dann zur Darstellung der negativen Zahlen nur eine unbegrenzte
Verlingerung dieser Reibe auf der entgegengesetzten Seite des Anfangspunktes erforderlich
ist: 80 bedarf es zur Darstellung der complexen Zahlen nur des Zusatzes, dass jene Reihe als in
einer bestimmten unbegrenzten Reihe befindlich ungesehen, und pamllel mit 1hr auf belden
Seiten eine unbeschriinkte Anzahl éhnlicher Reihen in gleichen Ab von an-
genommen werde, so dass wir anstatt einer Reihe von Punkben ein System von Punkten vor
uns haben, die sich auf eine zweifache Art in Reihen von Reihen ordnen lassen, und zur
Bildung einer Eintheilung der ganzen Ebene in lauter gleiche Quadrate dienen ... ([L 11.18],
S. 174)

Dann folgen weitere Ausfiihrungen, die auf das, was wir heute als GauBsche Zahlen-
ebene bezeichnen, hinauslaufen:

,»Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch diese kurze Darstellung der Haupt-
momente einer neuen Theorie der sogenannten imaginiren Grossen einen Dienst zu erweisen.
Hat man diesen Gegenstand bisher aus einem falschen Gesichtspunkt betrachtet und eine ge-
heimnisvolle Dunkelheit dabei gefunden, so ist dies grossentheils den wenig schicklichen Be-
nennungen zuzuschreiben. Hitte man +1, —1, Y—1 nicht positive, negative, imaginire (oder
gar unmogliche) Einheit, sondern etwa directe, inverse, laterale Einheit genannt, so hitte
von einer solchen Dunkelheit kaum die Rede sein kénnen.* ([L 11.18], S. 177/178)

Arithmetische Interpretation der komplexen Zahlen

Schon bei Cauchy hatte die Idee angeklungen, die komplexen Zahlen als Paare
reeller Zahlen aufzufassen. Doch erst der bedeutende irische Mathematiker Hamilton
hat diesen Schritt explizit getan und dabei eine Theorie der komplexen Zahlen auf
durch Definition festgelegte Rechenoperationen gegriindet. Er deutet komplexe Zah-
len als Paare (a,, @,), (by, by), ... und definiert Addition und Multiplikation durch die
Gesetze

(a1, @s) + (b1, by) = (a1 + by, @z + by)
bzw.

(a1, @2) + (b, by) = (@1by — ashy, arby + ashy);
Hamilton gelingt auf Grund dieses Ansatzes der Nachweis, daB, modern ausgedriickt,
die Zahlenpaare hinsichtlich der so definierten Operationen einen Kérper bilden, der

zum Bereich der von GauB geometrisch definierten Zahlen isomorph ist und den man
den Kérper der komplexen Zahlen nennt. Diese Ergebnisse fand Hamilton 1833;
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im Jahre 1837 wurden sie unter dem Titel ,, Theory of Conjugate Functions, or
Algebraic Couples; ...* publiziert.

Bekanntlich entsteht nur bei der obigen Definition der Multiplikation ein kommu-
tativer Korper. Es scheint sicher, daB schon GauB diesen Sachverhalt erkannt hat,
der darauf hinausliuft, daB der Korper der komplexen Zahlen der groBte kommuta-
tive endliche Erweiterungskérper der reellen Zahlen ist. Einen vollstindigen Beweis
dieses Sachverhaltes gab Frobenius allerdings erst 1878.

Hamiltons Untersuchungen miindeten zur Mitte des 19.Jh. in Studien iiber
nichtkommutative Verkniipfungen. Die von ihm aufgebaute Theorie der Quater-
nionen (der hyperkomplexen Zahlen mit vier Einheiten) erreichte durch seine Be-
miihungen und unter den Hinden dogmatischer Schiiler die weit iiber die echte
Bedeutung hinausgehende Stellung einer Art ,,Glaubensbekenntnis®, einer Art
,;orthodoxer Lehre des mathematischen Credo* (F. Klein), indem versucht wurde,
die Theorie der Quaternionen zur Basistheorie der gesamten Geometrie, woméglich
der Mathematik iiberhaupt zu machen.

Die auf lange Sicht positive Wirkung von Hamiltons VorstoB lag eher in der Rich-
tung, daB die Verkniipfungen (zwischen abstrakt aufgefaBten Elementen) selbst
zum Gegenstand der Untersuchung gemacht wurden; insbesondere wurden nicht-
kommutative Verkniipfungen in den Blickpunkt der Untersuchungen geriickt. Von
Boole und Cayley in GroBbritannien, von B. Peirce und seinem Sohne C. S. Peirce
in den USA, von GraBmann und Hankel in Deutschland ging eine Entwicklung aus,
die noch im 19. Jh. zum Beginn der Strukturalgebra sowie zur Herausbildung der
mathematischen Logik und der axiomatischen Methode, zugleich aber auch zur
logischen Begriindung fiir das Zahlensystem beitrug.

H. Hankel und das Permanenzprinzip

Hankel hob, ankniipfend an Hamilton, in seiner ,,Theorie der complexen Zahlen-
systeme** (1867) hervor, daB die Gesetze der Verkniipfung nicht Eigenschaften der
Zahlen sind, sondern daB vielmehr umgekehrt die durch Definition fixierten Ver-
kniipfungsgesetze den entstehenden Zahlenbereich gleichsam schaffen. Diesen Grund-
gedanken wandte Hankel insbesondere auf den schrittweisen genetischen Aufbau des
Zahlensystems an, indem er forderte, daB bei einer Bereichserweiterung die in einem
Zahlenbereich geltenden Rechengesetze sich auch auf den erweiterten Zahlenbereich
iibertragen miissen, beispielsweise beim Ubergang von den rationalen zu den reellen
Zsahlen. Gedacht ist dies allgemein als ein heuristisches Prinzip. (Die Theorie der
Quaternionen lehrt z. B., daB die formale Ubertragung von Verkniipfungsgesetzen
keineswegs stets moglich ist.)

Dies ist der Grundgedanke des Hankelschen ,,Prinzips der Permanenz formaler
Gesetze*. In seiner originalen Fassung lautet es folgendermaBen:

,»Wenn zwei in allg il Zeichen der arithmetica universalis ausgedriickte Formen einander
gleich sind, so sollen sie einander auch gleich bleiben, wenn die Zeichen aufhéren, einfache
Grossen zu bezeichnen, und daher auch die Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt
bekommen.* ([L 11.21), S. 11)
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Wie man sieht, hat Hankel einen wichtigen Schritt auf dem Wege zur modernen Auf-
fassung des Begriffes,,Zahl‘ zuriickgelegt : Die Art der Verkniipfung und die daraus
abgeleiteten ,,Rechenregeln zwischen mathematischen GroBen sind dafiir ent-
scheidend, daB diese GroBen ,,Zahlen‘‘ genannt werden kénnen. Geradediese abstrakte
formalistische Auffassung ist dann spiter, am Ende des Jahrhunderts, von Hilbert
mit Hilfe der von ihm entwickelten axiomatischen Methode durchgebildet worden,
und zwar explizit in der Abhandlung ,Uber den Zahlbegriff vom Jahre 1900.
Entsprechend verfuhr Hilbert fiir die Grundlagen der Geometrie.

Aufbau einer Theorie der irrationalen Zahlen

Mit der geometrischen und arithmetischen Interpretation der komplexen Zahlen war
der Aufbau des Zahlensystems auf eine Grundlegung der Theorie der reellen Zahlen
zuriickgefiihrt. Logischerweise muBte der néchste historische Schritt demnach darin
bestehen, die irrationalen Zahlen mit Hilfe der (vorausgesetzten) rationalen Zahlen
zu begriinden.

Dies geschah auf zwei unterschiedlichen Wegen. Der eine wurde von Dedekind
beschritten und noch selbst vollendet; durch die nach ihm benannten ,,Schnitte
im Bereich rationaler Zahlen werden die irrationalen Zahlen erzeugt. Dedekind
konzipierte die Grundideen im Herbst des Jahres 1858 und publizierte deren Durch-
filhrung in dem grundlegenden Biichlein ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen* (1872),
das einen Hohepunkt im ProzeB der Grundlegung der Analysis markiert. Uber seine
Motive und Zielstellungen hat sich Dedekind riickblickend so geduBert :

,»Ich befand mich damals (1858, Wg) ... zum ersten Male in der Lage, die Elemente der Diffe-
rentialrechnung vortragen zu miissen, und fithlte dabei empfindlicher als jemals friiher den
Mangel einer wirklich wissenschaftlichen Begriindung der Arithmetik ... Fir mich war damals
dies Gefiihl der Unbefriedigung ein so iiberwiltigendes, daB ich den festen EntschluB faBte, so
lange nachzudenken, bis ich eine rein arithmetische und véllig strenge Begriindung der Prin-
cipien der Infinitesimalanalysis gefunden haben wiirde.* ({L 11.11}, S. 3/4)

»»Die bisher iibliche Einfiihrung der irrationalen Zahlen kniipft nimlich geradezu an den Begriff
der extensiven GroBen an — welcher aber selbst nirgends streng definirt wird — und erklirt
die Zahl als das Resultat der Messung einer solchen GréBe durch eine zweite gleichartige. Statt
dessen fordere ich, daB die Arithmetik sich aus sich selbst heraus entwickeln soll. DaB solche
Ankniipfungen an nicht arithmetische Vorstellungen die niichste Veranlassung zur Erweiterung
des Zahlbegriffes gegeben haben, mag im allgemeinen zugegeben werden ...; aber hierin liegt
ganz gewiB kein Grund, diese fremdartigen Betrachtungen selbst in die Arithmetik, in die
Wissenschaft von den Zahlen aufzunehmen. So wie die negativen und gebrochenen rationalen
Zahlen durch eine freie Schopfung hergestellt, und wie die Gesetze der Rechnungen mit diesen
Zahlen auf die Gesetze der Rechnungen mit ganzen positiven Zahlen zuriickgefihrt werden
miissen und kénnen, ebenso hat man dahin zu streben, daB auch die irrationalen Zahlen durch
die rationalen Zahlen allein vollstindig definiert werden.* ([L 11.11], S. 9/10)

Einen anderen Weg als Dedekind gingen Cantor, der Begriinder der Mengenlehre,
und kurz vor und unabhiingig von ihm der Franzose Méray um das Jahr 1872. Im
AnschluB an ausfiihrliche Uberlegungen, die WeierstraB in seinen Vorlesungen vor-
getragen hatte, fiihrte Cantor im Bereich der rationalen Zahlen sog. ,,Fundamental-
reihen* ein. (Cantor spricht von ,,Reihen‘, wo wir heute ,,Folgen‘‘ sagen wiirden.)
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Fiir diese Fundamentalfolgen definierte Cantor Gleichhejt und Rechenoper
Da bei entsprechender Wahl der Definitionen die Fundamentalfolgen s.na,logen
Rechengesetzen geniigen wie die rationalen Zahlen, werden sie von Cantor ebenfalls
als ,,Zahlen‘‘ bezeichnet, auch dann, wenn sie keine rationale Zahl als Grenzwert
besitzen. Die Fundamentalfolgen mit rationalem Grenzwert kénnen mit den rationalen
Zshlen identifiziert werden; die Fundamentalfolgen ohne rationalen Grenzwert
liefern die irrationalen Zahlen.

Cantor hat seine Auffassungen im Jahre 1883 als Teil seiner ,,Grundlagen einer
allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre* dargestellt und mit denen von Dedekind ver-
glichen:

’,Zur Definition einer irrationalen reellen Zahl gehért stets cine wohldefinierte unendliche
Menge erster Michtigkeit von rationalen Zahlen; hierin besteht das gemeinschaftliche aller
Definitionsformen, ihr Unterschied liegt in dem Erzeugungsmoment, durch welches die Menge
mit der durch sie definierten Zahl verkniipft ist und in den Bedingungen, welche die Menge zu
erfiillen hat, damit sie als Grundlage fiir die betreffende Zahlendefinition sich eigne.* ([L 11.8],
S. 184)

Die von Cantor gegebene strenge Definition der irrationalen Zahlen ist 1892 von
dem Zahlentheoretiker Bachmann in seinen ,,Vorlesungen iiber die Theorie der
Irrationalzahlen* in der Weise modifiziert worden, daB statt der Fundamentalfolgen
Intervallschachtelungen benutzt werden. Die Dezimalbriiche kénnen als spezielle
Intervallschachtelungen oder auch als Fundamentalfolgen aufgefaBt werden.

Selbstverstindlich sind alle drei Definitionen der irrationalen Zahlen dquivalent.

Theorie der rationalen und der natiirlichen Zahlen

Den logischen Erfordernissen gemiB hitten nun, nach der Zuriickfiihrung der
irrationalen Zahlen auf die rationalen, zunichst die rationalen Zahlen auf die natiir-
lichen Zahlen gegriindet werden miissen; doch wich der historische Gang der Dinge
von innerwissenschaftlichen Bediirfnissen zeitlich ein wenig ab.

Im Jahre 1888 erschien Dedekinds mit Recht beriihmtgewordene kleine Schrift
,»»Was sind und was sollen die Zahlen®, in der er unter dem EinfluB der Cantorschen
Mengenlehre und der sich etablierenden mathematischen Logik — aber ohne noch
von dhnlichen Bemiihungen Bolzanos zu wissen — einen genetischen Aufbau des
Begriffs der natiirlichen Zahl vollzog, der sich auf die Grundbegriffe ,,System‘ (d. h.
Menge) und Abbildung stiitzte. Im Vorwort heiBt es:

,»Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis geglaubt werden. So ein-
leuchtend diese Forderung erschemt S0 ist sie doch, wie ich glaube, selbst bei der Begriindung
der einfachsten Wi haft, jenigen Teiles der Logik, welcher die Lehre von den
Zahlen behandelt, auch nach den neuesten Darstellungen noch kei gs als erfiillt

. Verfolgt man genau, was wir bei dem Zihlen der Menge oder Anzahl von Dingen tun, so
wird man auf die Betrachtung der Fihigkeit des Geistes gefithrt, Dinge auf Dinge zu beziehen,
einem Dinge ein Ding entsprechen zu lassen, oder ein Ding durch ein Ding abzubilden, ohne
welche Fihigkeit iiberhaupt kein Denken méglich ist. Auf dieser einzigen, auch sonst ganz un-
entbehrlichen Grundlage muB nach meiner Ansicht ... die gesamte Wissenschaft der Zahlen
errichtet werden. ([L 11.12], S. III/IV)
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Einen anderen Weg beschritt der Italiener Peano. Ein Jahr spiter, 1889, stellte er
in dem Biichlein ,,Arithmetices principia, nova methodo exposita‘ (Prinzipien der
Arithmetik, nach einer neuen Methode dargelegt) ein Axiomensystem fiir die natiir-
lichen Zahlen auf, das im wesentlichen mit dem heute gebrauchten identisch ist.
Wenn auch die von Peano verwendeten Symbole von den jetzigen abwichen, so
war sich doch Peano — im Riickgriff auf die formalen Auffassungen innerhalb der
britischen algebraischen Schule und bei GraBmann — der mit der Formalisierung
verbundenen Vorteile und sogar deren historischer Notwendigkeit bewuBt :

»Die Grundlagenfragen der Mathematik sind zwar bis heute von Vielen behandelt worden,
haben aber noch keine befriedigende Lésung gefunden. Die Schwierigkeit entspringt haupt-
sichlich aus der Mehrdeutigkeit der Sprache. Deshalb ist es wichtig, die Worte, die wir be-
nutzen, aufmerksam abzuwiigen. Diese Prifung habe ich mir vorgenommen ... Alle Begriffe,
die in den Grundlagen der Arithmetik vorkommen, habe ich durch Zeichen angegeben, so daB
jeder Satz lediglich durch diese Zeichen ausgesprochen wird ... Durch diese Bezeichnungen
nimmt jeder Satz die Form und Prizision an, die den algebraischen Gleichungen eigen ist,
und von den so geschriebenen Sitzen werden andere abgeleitet, und zwar durch Prozesse, die
der Losung der Gleichungen dhnlich sind.* ([L 11.30], S.21; deutsch zitiert [L.11.20], S.130/131)

Dagegen erfolgte die Definition der rationalen Zahlen durch Paarbildung aus natiir-
lichen Zahlen erst 1895 durch Weber in dessen ,,Lehrbuch der Algebra“:

,,Die natiirlichen Zahlen bilden eine geordnete Menge; zwischen zwei auf einander folgenden
ihrer Elemente liegt kein weiteres Element. Eine solche Mannigfaltigkeit heisst eine discrete.
Eine geordnete Menge von der Eigenschaft, dass zwischen je zwei Elementen immer noch
andere Elemente gefunden werden, heisst dicht. Eine dichte Menge kann man bilden, wenn
man die natiirlichen Zahlen in Paaren zusammenfasst, und diese Paare als Elemente einer

Menge auffasst. Diese Paare sollen Briiche genannt und mit m:n oder ™ bezeichnet werden,
n

und zwei solche Briiche m : » und m’: n’ werden einander gleich gesetzt, wenn mn’ = nm’ ist.
Fasst man alle unter einander gleichen Briiche zu einem Element zusammen, so erhilt man
eine Manniggfaltikeit, die geordnet ist, wenn man noch festsetzt, dass m : n groBer als m’: n’
ist, wenn mn’ > nm’ ist." [L 11.33], S. 4/5)

Damit sind die positiven rationalen Zahlen erklirt. Durch Dedekindsche Schnitte
werden die positiven reellen Zahlen erzeugt; schlieBlich entstehen die negativen
reellen Zahlen durch eine Art ,,Umkehrung* der GriBenbeziehung.

Abstrakte Fassung des Zahlbegriffs

Mit der Entwicklung des strukturellen Denkens in der Algebra erhielt der Zahl-
begriff schlieBlich noch eine abstraktere, allgemeingiiltige Kennzeichnung. Hatten
bereits Kronecker und Dedekind den Korperbegriff in seiner zentralen Stellung fiir
die Algebra herausgestellt, so entwickelte Steinitz in seiner ,,Algebraischen Theorie
der Korper* (1910) eine abstrakte Korpertheorie. Dort wird unter anderem bewiesen,
daB sich jeder Integritéitsbereich in einen Korper einbetten liBt; der Ubergang von
den (positiven und negativen) ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen ist nur ein
Spezialfall.,

Steinitz hatte an Hilbert angekniipft, der seinerseits im Jahre 1900 in der Ab-
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handlung ,,Uber den Zahlbegriff* einen axiomatischen Aufbau des Zahlensystems
vorgenommen hatte. Dort heiBt es:

»,In der Theorie des Zahlenbegnﬂes gestaltet sich die axiomatische Methode wie folgt: Wir
denken ein System von Dingen; wir nennen dxese Dmge und bezeichnen sie mit a,b,¢.

Wir denken diese Zahlen in gewi deren genaue und vollstandlge
Beschreibung durch die folgend Axxome chieht. ([L 11.23], S. 181)

Es folgen die bekannten sechs Axiome der Verkniipfung, die sechs Axiome der Rech-
nung, die vier der Anordnung und die zwei der Stetigkeit (Archimedisches Axiom
und Axiom der Vollstindigkeit). Dann fihrt Hilbert fort:

,,Einige der Axiome ... sind Folgen der iibrigen, und es entsteht so die Aufgabe, die logische
Abhiéngigkeit der ten Axiome zu erdrtern ..."* ([L 11.23], S. 183)

»»In diesem Nachweis (der Widerspruchsfreiheit der aufgestellten Axiome, Wg) erblicke ich
zugleich den Beweis fiir die Existenz des Inbegriffes der reellen Zahlon ... Die Bedenken,
welche gegen die Existenz des Inbegriffes aller reellen Zahlen und unandhcher Mengen uber-
haupt geltend gemacht worden sind, verlieren bei der oben g A jede
Berechtigung: unter der Menge der reellen Zahlen haben wir uns ... zu denken ... ein System
von Dingen, deren gegenseitige Berechnungen durch das obige endliche und abgeschlossene
System von Axiomen ... gegeben sind, und iiber welche neue Aussagen nur Giiltigkeit haben,
falls man sie mittelst einer endlichen Anzahl von logischen Schliissen aus jenen Axiomen ab-
leiten kann.* ([ 11.23], S. 184)

Indessen zeigte sich zu Beginn des 20. Jh., gerade im Zusammenhang mit der Ent-
wicklung der Mengenlehre und den Schwierigkeiten in den Grundlagenfragen der
Mathematik, daB sich durchaus begriindete Einwinde gegen diesen formalisierten
Aufbau des Zahlbegriffs ergaben. Neue Antworten, insbesondere hinsichtlich des

Beweises der Widerspruchsfreiheit des oben bezeichneten Axio ystems, auf die
aufgeworfenen komphznerten Fre,gen gab das 20. Jh.; sie stehen in enger Beziehung
zu schwierigen erk hen Probl )

Theorie der Funktionen komplexer Variabler

h

Bereits im 17. und 18. Jh. hatte das sozusagen unbefangene, naive R mit
komplexen Zahlen und sogar mit Funktionen komplexen Argumentes eine weite
Verbreitung gefunden, erstaunlich, wenn man bedenkt, da8 der Gebrauch komplexer
Zahlen und erst recht die Verwendung komplexer Variabler in keiner Weise theo-
retisch gesichert waren.

Friihe Beispiele des Gebrauchs komplexer Variabler

Newton hatte versucht, die Anzahl der komplexen Wurzeln einer algebraischen
Gleichung zu bestimmen. In Diskussionen wihrend der Jahre 1712/13 fiihrten Leibniz
und Johann Bernoulli die Logarithmusfunktion mit imaginirem Argument ein. Aber
erst Euler vermochte den damals sich sehr kompliziert darbietenden Sachverhalt
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véllig zu durchschauen, daB nur fiir positive reelle Zahlen der Wert der Logarithmus-
funktion reell ausfillt, wihrend fiir alle anderen Werte, fiir negativ reelle und fiir
komplexe Argumente, der Funktionswert nicht mehr reell ist. Doch blieb Eulers
Ergebnis noch lange umstritten; d’Alembert z. B. suchte zu beweisen, da8 In (—1)
= 0 ist.

Der englische Mathematiker Cotes, der wesentlichen inhaltlichen Anteil an der
Edition der zweiten Auflage von Newtons ,Principia‘ hat, fand 1714 einen be-
merkenswerten Zusammenhang zwischen der Logarithmusfunktion und den trigono-
metrischen Funktionen, den wir heute als

ix = In (cos & + i8in «)

wiedergeben wiirden. In derselben Richtung bewegten sich die Ergebnisse des als
Hugenotte in der englischen Emigration lebenden franzésischen Mathematikers
de Moivre, der u. a. 1738 in einer speziellen Form den heute nach ihm benannten
Lehrsatz

(co8 & + isin &)® = cos nx + isin na

bekannt machte. Zur Mitte des 18. Jh. sprachen N. Bernoulli, d’Alembert und Euler
unabhingig voneinander den Satz aus, daB sich jede Funktion von beliebig vielen
komplexen Variablen a; + ib; stets auf die Form P + iQ bringen laBt. Beim Studium
der Bewegung eines Korpers durch ein homogenes, gewichtsloses ideales Medium
gelangte d’Alembert 1752 zu den heute nach Cauchy und Riemann benannten
Differentialgleichungen, und Euler konnte gegen Lebensende zeigen, daB Real- und
Imaginirteil einer differenzierbaren Funktion komplexen Arguments den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen geniigen. Laplace schlieBlich ging bewuBt den
Weg durch das Komplexe, um dann durch Vergleich der Real- und Imaginirteile
komplexwertiger Ausdriicke Integrale zu berechnen.

Beginn des systematischen Aufbaus einer Theorie
der Funktionen einer komplexen Variablen

Zum systematischen Aufbau einer Theorie der Funktionen komplexer Variabler,
die den Begriff der Funktion in den Mittelpunkt zu riicken hatte, konnte es jedoch
erst im 19. Jh. kommen, nachdem iiber den Begriff der komplexen Zahl einigermaBen
Klarheit hatte erzielt werden konnen. Uber die Tragweite der der Lésung harrenden
Fragen hat GauB im Jahre 1811 in einem Brief an den mit ihm befreundeten Astro-
nomen Bessel reflektiert :

s Zuvorderst wiirde ich jemand, der eine neue Function in die Analyse einfiihren will, um eine
Erklarung bitten, ob er sie schlechterdings bloss auf reelle GréBen (reelle Werthe des Argu-
ments der Function) angewandt wissen will, und die imaginiren Werthe des Arguments gleich-
sam nur als ein Uberbein ansieht, oder ob er meinem Grundsatze beitrete, dass man in dem
Reiche der Grossen die imaginiren @ + b Y—1 = a + bi als gleiche Rechte mit den reellen
geniessend ansehen miisse. Es ist hier nicht von praktischem Nutzen die Rede, sondern die
Analyse ist nur eine selbstindige Wissenschaft, die durch Zuriicksetzung jener fingirten
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Grossen ausserordentlich an Schénheit und Riindung verlieren und alle Augenblicke Wahr-
heiten, die sonst allgemein gelten, héchst listige Beschrinkungen beizufiigen genothigt seyn
wirde.* ([L 11.19], S. 366)

Dann wirft GauB die Frage auf, was unter einem Integral f @(z) dz zu verstehen sei,
wenn z als komplexe GréBe aufgefaBt wird. Da man in der komplexen Zahlenebene
auf unendlich vielen Wegen von der unteren Grenze des Integrals zur oberen ge-
langen kann, erhebt sich die von GauB in ihrer tiefen Bedeutung erkannte Frage,
wieweit der Wert des Integrals vom gewihlten Integrationsweg unabhingig ist:

»Ich behaupte nun, daB das Integral [ z.dz nach zweien verschiedenen Ubergiéngen immer
einerlei Werth erhalte, wenn innerhalb des zwischen beiden die Uberginge reprisentirenden
Linien eingeschlossenen Flichenraumes nirgends gz = oo wird. Diess ist ein schoner Lehr-
satz, dessen eben nicht schweren Beweis ich bei einer schicklichen Gelegenheit geben werde.**
([L 11.19], S. 367)

Zur systematischen Darstellung einer Theorie der Funktionen komplexen Argu-
ments ist GauB nicht gekommen, obwohl er, wie die zitierte Briefstelle zeigt, bereits
1811 im Besitz des Hauptsatzes der Funktionentheorie, des"Cauchyschen Integral-
satzes gewesen ist und er, wie weiter aus dem Brief hervorgeht, die Mehrdeutigkeit
der durch Integrale darstellbaren Funktionen als durch die von einem geschlossenen
Integrationsweg eingeschlossene Pole verursacht begriff:

» Ubrigens ist zugleich ... klar, wie eine durch [ pz.dz erzeugte Function fiir einerlei Werthe
von z mehrere Werthe haben kann, indem man nemlich beim Ubergang dahin um einen

solchen Punkt , wo gz = oo entweder gar nicht, oder einmal, oder mehreremale herumgehen
kann. ([L 11.19], S. 367)

Auch Poisson hat sich 1815 mit Integrationsproblemen bei Funktionen komplexer
Variabler befaBt, dhnlich wie GauB auch beim konkreten Fall des logarithmischen

d
Integrals f——z .
z

Der Beitrag von A. L. Cauchy zur Funktionentheorie

Die Geschichte einer systematisch aufgebauten Funktionentheorie beginnt so erst
mit Cauchy, einem der vielseitigsten und produktivsten Mathematiker iiberhaupt.
Cauchy durchlief verschiedene Etappen: Ankniipfend an Euler suchte er nach
Losungen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und vertrat dabei
anfangs die noch dem 18. Jh. verhaftete Auffassung, da8 jede Gleichung zwischen
komplexen GroBen nichts anderes darstelle als eine symbolische Schreibweise fiir
zwei Gleichungen zwischen reellen GréBen. Die Wendung trat 1825 ein mit der Arbeit
»»Mémoire sur les intégrales definies prises entre des limites imaginaires‘.

Cauchy wiirdigt dort die von seinen franzésischen Kollegen Laplace und Brisson
und die von dem jungen russischen Mathematiker Ostrogradskij bei bestimmten
Integralen mit komplexen Grenzen erzielten Ergebnisse. Cauchy stellt aber fest,
keine der

iiber die verschiedenen Zweige der Integralrechnung
1lt, den ein bestimmtes Integral zwischen i iné

,»bis jetzt veroffentlichten Abhandlungen
hat den Grad der Allgemeinheit festg
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Grenzen zuliisst, und die Zahl der Werthe, die es annehmen kann. Das ist gerade die Frage, die
den Geg d unserer Unt: hungen bilden wird.* ([L 11.9], S. 4)

Das methodische Vorbild fand Cauchy 1825 noch in der Variationsrechnung; dort
werden verschiedene Kurven zur Konkurrenz zugelassen, hier entsprechen sie ver-
schiedenen Integrationswegen. Es dauerte noch bis 1840, ehe Cauchy alle gedank-
lichen und rechnerischen Schwierigkeiten beim Umgang mit Kurvenintegralen
bewiltigt hatte und seine Untersuchungen mit dem fundamentalen Satz kronen
konnte, daB das Integral

1
o ¢ f(z) dz

gleich der Summe aller Residuen der Funktion f(2) ist. Hierin ist speziell das Ergebnis
enthalten, daB der Wert des Integrals vom Integrationsweg unabhiingig ist, sofern
keine Pole (oder andere Singularititen) umschlossen werden.

Einen anderen Zugang zur Theorie der Funktionen komplexer Variabler eréffnete
Cauchy mit mehreren Untersuchungen zur Potenzreihenentwicklung von Funktionen.
Sie fiihrten u. a. 1831 zur Entdeckung, da8 die Reihenentwicklung in einem Kreis
konvergiert; dabei bestimmt die ,,nichstgelegene‘* Singularitiit den Konvergenz-
radius.

SchlieBlich sei noch eine aus dem Jahre 1846 stammende Arbeit von Cauchy
erwihnt. Durch sie wurden von einem hoheren Gesichtspunkt aus grundleg
Eigenschaften der Umkehrfunktionen von Integralen algebraischer Funktionen
durchschaubar, z. B. die mehrfache Periodizitit der elliptischen Funktionen. Uber-
haupt erwies sich dies als ein entscheidendes innermathematisches Entwicklungs-
moment fiir die Funktionentheorie, daB némlich durch die Betrachtung im Kom-
plexen ein wesentlich tieferes Verstindnis fiir die im Reellen geltenden Beziehungen
erzielt werden kann.

Cauchys Untersuchungen wurden zunichst im wesentlichen von zweien seiner
Landsleute weitergefiihrt, von Laurent und Puiseux; u. a. wurden Reihenentwick-
lungen nach positiven und negativen Potenzen in einem durch Singularititen be-
grenzten Kreisring in die Funktionentheorie einbezogen.

B. Riemanns Beitrag zur Funktionentheorie

Ahnlich wie d’Alembert und Cauchy ging Riemann von physikalischen, insbesondere
hydrodynamischen Vorstellungen aus; dazu traten die Grundgedanken der konformen
Abbildung, die bei GauB schon 1822 weitgehend ausgeformt waren.

Riemann hatte bereits wihrend seiner Berliner Studienzeit 1847/49 die Absicht
geiiuBert, die Theorie der Funktionen komplexer Variabler auf die der partiellen
Differentialgleichungen zuriickzufiihren. Stellt w(z) mit w = u + iv die komplexe
Funktion w der komplexen Variablen z = z + iy dar, so folgt aus der Giiltigkeit der
sog. Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou v Ou 2

% oy oy oz
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fiir Real- und Imaginirteil u(z, y) bzw. v(«, y) (deren partielle Ableitungen existieren
und stetig sind), daB w(z) eine nach z differenzierbare Funktion ist. Falls die zweiten
partiellen Ableitungen stetig sind, so erfiillen Real- und Imaginirteil beide die
Laplacesche Differentialgleichung. Diese weitreichenden Ergebnisse, die den inneren
Zusammenhang zwischen Funktionentheorie, Potentialtheorie und Theorie der
partiellen Differentialgleichungen herstellen und den Weg zu vielfiltigen Anwen-
dungen in Naturwi haft und Technik eréffneten, hat Riemann in seiner 1851
verteidigten Dissertation ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen
einer verinderlichen komplexen GroBe‘ entwickelt, ja sogar direkt zur Definition des
Begriffs der Funktion /(z) einer komplexen Variablen benutzt. Zur Interpretation
von Mehrdeutigkeiten der Funktionen, die sich bei Fortsetzung ergeben, entwickelte
Riemann die weitreichende Idee der , Riemannschen Fliche*, die sich als hervor-
ragend geeignet erwies, schwierige Probleme der hoheren transzendenten Funktionen
zu veranschaulichen. Riemann selbst hat noch Bedeutendes in dieser Richtung ge-
leistet; so erschien u.a. 1875 postum die schrittmachende Arbeit ,,Theorie der
Abelschen Funktionen®.

Der Beitrag von K. WeierstraB zur Funktionentheorie

WeierstraB geriet schon wihrend seiner Studienzeit und seiner Titigkeit als Gym-
nasiallehrer ganz in den Bannkreis der von Abel und Jacobi aufgeworfenen Problem-
stellungen zur Theorie der elliptischen Funktionen und der hyperelliptischen Inte-
grale, deren Umkehrfunktionen heute als Abelsche Funktionen bezeichnet werden.
Er stellte sich das Ziel, eine vollstindige Theorie der Abelschen Integrale und Abel-
schen Funktionen aufzustellen:

,,Dlese Grossen einer ganz neuen Art, fiir welche die Analysis noch kein Beispiel hatte, wirklich

llen und ikre Eig haften niher zu ergriinden, ward von nun an emc der Haupt-
aufgaben der Mathemahk an der auch ich mich zu versuchen entschlossen war, ..." ([L 11.34],
S. 224)

Zwar konnte WeierstraB 1853 die allgemeine Losung des Jacobischen Umkehr-
problems publizieren, doch arbeitete er in den nachfolgenden Jahren vorwiegend am
strengen Aufbau der reellen Analysis. Die in Berlin gehaltenen Vorlesungen, un-
mittelbar von aktueller Forschungsarbeit getragen, wandten sich seit dem Ende der
60er Jahre der Funktionentheorie zu. Nachschriften und zahlreiche Schiiler — unter
ihnen Mittag-Leffler, Kovalevskaja, Schwarz, Cantor — verbreiteten das WeierstraB-
sche Gedankengut in alle damaligen Zentren der Mathematik auf der Erde.

WeierstraB nahm, freilich auf einer héheren Ebene, den von Lagrange in den
Mittelpunkt gestellten Begriff der ,,analytischen Funktion wieder auf. Durch eine

. . . 1\ . .. .
konvergierende Potenzreihenentwicklung (z — ) bzw. B {—) wird eine Funktion
z

definiert; ihre Werte innerhalb des Konvergenzkreises bilden das ,,I< unLuons-
element‘. Durch analytische Fortsetzung werden die Funktionsel i
verkniipft, und es entsteht so die analytische Funktion als ,,Inbegriff aller aus einem

der
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Funktionselement entstehenden Fortsetzungen‘‘. Der von Weierstra8 eingeschlagene
Weg zur Gewinnung des ,,analytischen Gebildes* der Funktion entspricht also in
rechnerischer Form weitgehend dem mehr anschaulich-geometrischen Vorstellungs-
inhalt der Riemennschen Fliche. Wihrend Riemann weitreichende Ideen von groBer
intuitiver Kraft entwickelt hatte, zeichnete sich WeierstraB insbesondere durch
meisterhafte Beherrschung des analytischen Apparates und bis dahin unerreichte
mathematische Strenge aus. Trotz oder gerade wegen der verschiedenen gedanklich-
methodischen Ansatzpunkte von Riemann und WeierstraB erginzten sich beide
Grundbetrachtungsweisen zum Aufbau einer Theorie der Funktionen komplexer
Variabler weitgehend. Gegen Ende des 19. Jh. erreichte die Funktionentheorie einen
gewissen Grad innerer Vollendung, wenn auch eine Vielzahl von schwierigen Fragen
bei der Behandlung hoherer transzendenter Funktionen offenblieb.

Im iibrigen erhielten die mit der Theorie der Funktionen reeller und komplexer
Variabler aufgeworfenen Fragen, die am Ende des 19. Jh. zur erneuten Verschirfung
des Begriffs ,,Funktion‘ fiihren sollten, mit der Entwicklung der Funktionalanalysis
eine tiefere und weiterreichende Interpretation.
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Neunzehntes Jahrhundert: Anwendungen der Mathematik.
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Titelblatt J. Cl. Maxwell: Treatise on Electricity and Magnetism, 1873
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Zur gesellschaftlichen Stellung von Mathematik
und Naturwissenschaften

Eine neue Periode in der Entwicklung der Mathematik und der Naturwissenschaften
wurde in den fithrenden industriellen Zentren der Erde — England, Frankreich,
Deutschland, Italien, RuBland, USA und spiter in Japan und weiteren européischen
Staaten — wihrend der zweiten Hilfte des 19. Jh. eingeleitet. Die sich verstirkende
Abhiingigkeit der Naturwissenschaften und der Mathematik vom Ausbau der In-
dustrie und damit von den herrschenden Klasseninteressen der Bourgeoisie beruhte
auf der immer deutlicher werdenden Moglichkeit der ,,Exploitation der Wissen-
schaften* (Marx). Zugleich aber veranlaten die sich einstellenden Erfolge bei der
Anwendung von Naturwissenschaften und Mathematik die herrschende Klasse,
direkt und indirekt Mittel zu deren Forderung bereitzustellen, seitdem — wie es
spiiter der fithrende deutsche Physikochemiker Ostwald ausdriicken sollte — ent-
deckt worden war, daB das Entdecken mit einem auBergewshnlichen kommerziellen
Erfolg organisiert werden kann.

Die Verwandlung der Wissenschaft in eine Produktivkraft

Marx hat der gesellschaftlichen Funktion der Wissenschaft, insbesondere der Natur-
wissenschaft, bei der Entwicklung und Festigung der kapitalistischen Produktions-
weise groBe Aufmerksamkeit gewidmet und deren Verwandlung in einen selbstiin-
digen Faektor des Produktionsprozesses, in eine bewuBt genutzte gesellschaftliche
Produktivkraft hervorgehoben:

»Die Natur baut keine Maschinen, keine Lokomotiven, Eisenbahnen, electric telegraphs,
selfacting mules etc. Sie sind Produkte der menschlichen Industrie; natiirliches Material,
verwandelt in Organe des menschlichen Willens iiber die Natur oder seiner Betitigung in der
Natur. Sie sind von der hlichen Hand geschaffene Organe des menschlichen Hirns:

indlichte Wissenschaft. Die Entwicklung des capital fixe zeigt an, bis zu welchem
Grade das allgemeine gesellschaftliche Wissen, knowledge, zur unmittelbaren Produktivkraft
geworden ist, und deher die Bedingungen des gesellschaftlichen Lebensprozesses selbst unter
die Kontrolle, des general intellect gekommen und ihm geméB umgeschaffen sind. Bis zu
welchem Grade die gesellschaftlichen Produktivkrifte produziert sind, nicht nur in Form des
Wissens, sondern als unmittelbare Organe der gesellschaftlichen Praxis, des realen Lebens-
prozesses.'* ([L 12.15), S. 594)

Seit der Mitte des 19. Jh. wurde die Naturwissenschaft unverzichtbarer Bestand-
teil des kapitalistischen Produktionsprozesses. Die weitere Entwicklung des Verhilt-
nisses von Naturwissenschaft und Produktion verlief seitdem in zwei Hauptrich-
tungen: Wahrend einerseits die gegenseitige Wechselwirkung beider gesellschaftlicher
Sphiiren stéindig enger wurde, losten sich andererseits groBe weitere Teile der Natur-
wissenschaften vollstindig aus der materiellen Produktion heraus. Gerade das letztere
ermdglichte umgekehrt erst die wissenschaftliche Durchdringung und Gestaltung
des Produktionsprozesses. Nur so ist es historisch verstindlich, daB gerade auch
hochentwickelte, abstrakte mathematisch-naturwissenschaftliche Disziplinen —
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wieder dem Produktionsproze8 angeschlossen — ihre durchgreifende Wirkung in und
fiir die Produktion entfalten konnten und konnen. In der Periode der Herausbildung
und Etablierung des Kapitalismus der freien Konkurrenz entwickelten sich Teile der
Naturwissenschaften und der Mathematik zu einem revolutionierenden Element der
kapitalistischen Produktion; umgekehrt erreichten Teile der Naturwissenschaft
einen bedeutenden theoretischen Vorlauf vor der Produktion, nicht zuletzt durch die
Institutionalisierung der Naturwissenschaften direkt innerhalb der Produktions-
sphire, z. B. durch Industrielaboratorien.

Die den ProduktionsprozeB revolutionierende Wirkung der Naturwissenschaften
griff iiber die Entwicklung der Produktivkrifte sogar hinein in die Umgestaltung der
Produktionsverhiltnisse und hat damit das Ihre zur Herausbildung des Imperialis-
mus beigetragen; man denke z. B. an die Entwicklung der chemischen GroBindustrie
und der elektrotechnischen Industrie.

Hauptentwicklungsrichtungen der Naturwissenschaften

Die neue gesellschaftliche Stellung von Mathematik und Naturwissenschaften — die
sich auch im Organisatorischen und am sozialen Status des Wissenschaftlers nach-
weisen lieBe — bildete die Basis fiir den raschen sowohl qualitativen als auch quanti-
tativen Aufschwung der Naturwissenschaften und der Mathematik zwischen 1860/70
und dem ersten Weltkrieg — trotz aller Verzerrungen und Deformationen durch die
imperialistische Wissenschaftspolitik, die konomischen und zunehmend militéri-
schen Interessen Vorrang vor innerwissenschaftlichen und humanistischen Bediirf-
nissen einrdumte.

Die Spannweite der Biowissenschaften umfaBte die Evolutionstheorie (Darwinis-
mus), Physiologie, Mikrobiologie, Biochemie, Zytologie, Genetik und Embryologie.

Die Chemie, gestiitzt auf das periodische System der Elemente, stieB zur Neu-
fassung der theoretischen Grundbegriffe Atom, Molekiil, Isotopie und zur Theorie
‘der chemischen Bindung vor; erste Atommodelle wurden aufgestellt. Erstaunen-
erregend waren die Fortschritte der organischen Chemie bei der Strukturaufklirung
der Naturstoffe und solcher Naturprozesse wie Girung, Atmung und Assimilation
sowie bei der Synthese von Farbstoffen. Technische GroBsynthesen von Ammoniak
und Salpetersiure, von Essig, Alkohol, Kautschuk, aber auch von Giftgasen und
Sprengstoffen wurden zur Grundlage groSer profitbringender Industrien und be-
reiteten den Weg zur Entstehung méchtiger Chemiemonopole.

Die physikalische Chemie, im Grenzgebiet zwischen Chemie und Physik, trug
wesentliche Erkenntnisse iiber Katalyse, Photolyse, Kolloidchemie und Reaktions-
kinetik bei, die ihrerseits entscheidende Grundlagen fiir technische GroB8synthesen
bereitstellten.

Die Experimentalphysik entwickelte Teildisziplinen wie Elektrochemie, ent-
deckte Elektronen, Ionen und Radioaktivitit und Rontgenstrahlen, setzte elektro-
dynamische Grundeffekte in handgreifliche Praxis um, die in eine elektrotechnische
Industrie einmiindete. Die mathematisch orientierte Physik umfaBte kinetische
Gastheorie und Thermodynamik, Maxwells mathematische Formulierung des
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Elektromagnetismus und der Lichttheorie, die Diskussionen zur Athertheorie; mit
der Entdeckung der Radioaktivitit, der Anerkennung des Feldes als Existenzform
der Materie, der Entdeckung des Wirkungsquantums und Einsteins Relativitits-
theorie vollzog die Physik um die Jahrhundertwende eine durchgreifende wissen-
schaftliche Revolution ihrer Grundlagen, die die von Galilei und Newton geprigte
klassische Physik in sich einschloB, aber zugleich aufhob.

Hauptentwicklungsrichtungen der Mathematik

Wihrend der zweiten Hilfte des 19.Jh. setzte sich der Differenzierungsproze
innerhalb der sich rasch entfaltenden Mathematik fort. Aus den groBen traditionellen
Gebieten Geometrie, Algebra und Analysis spalteten sich — nach Inhalt oder Methode
oder regionalen Traditionen — spezielle Arbeitsrichtungen ab und gewannen den
Charakter selbstindiger mathematischer Disziplinen bzw. Teildisziplinen, z.B.
algebraische Geometrie, Gruppen- und Kérpertheorie, Topologie, Zahlentheorie,
Invariantentheorie, die Theorien der gewéhnlichen und der partiellen Differential-
gleichungen, Variationsrechnung, Rand- und Eigenwertprobleme, Potentialtheorie,
Differentialgeometrie, Theorie der elliptischen Funktionen und der héheren Trans-
zendenten.

Am Ende des 19., Anfang des 20. Jh. bot sich die Mathematik als eine in allen fort-
geschrittenen Staaten der Erde hochentwickelte und hochgeschitzte wissenschaft-
liche Disziplin dar. Rasch war die Zahl der Mathematiker gestiegen. Eine Vielzahl
von Fachzeitschriften verffentlichte eine stindig steigende Anzahl von Forschungs-
ergebnissen und Anwendungen der Mathematik. Es gab Gesellschaften und Ver-
einigungen von Mathematikern auf nationaler Ebene; seit 1897 wurden internationale
Mathematikerkongresse durchgefiihrt. Noch vor der Jahrhundertwende begann die
Herausgabe der groBangelegten vielbandigen ,,Encyklopidie der mathematischen
Wissenschaften. Ein internationales Autorenkollektiv stellte dort nicht nur die
reine Mathematik dar, sondern auch deren Anwendungen auf Mechanik, Physik,
Astronomie, Geodisie und verschiedene Zweige der Technik.

Es hat nahezu Symbolcharakter, da8 Hilbert, einer der bedeutendsten Mathe-
matiker, um die Jahrhundertwende auf dem zweiten Internationalen Mathematiker-
kongre8 in Paris im August 1900 mit seinem beriihmt gewordenen Vortrag ,,Mathe-
matische Probleme* im Vollgefiihl des Erreichten seinem Vertrauen in die Zukunft
lebendigen Ausdruck gab und das am Vorabend einer ausgedehnten Diskussion um
Antinomien in der Mengenlehre und um eine Krise in den Grundlagen der Mathe-
matik. Und noch viel weniger vermochten Hilbert und die Mehrzahl der Wissenschaft-
ler jener Zeit das Elend vorauszusehen, das Imperialismus und erster Weltkrieg den
Vélkern bereiten wiirden.

So, im vollen Glauben an die humanistischen Werte der Menschheit, vermochte
Hilbert in seinem Vortrag von 1900 dreiundzwanzig mathematische Grundprobleme
zu formulieren, mit denen er, wie die weitere Entwicklung bestitigen sollte, fast
durchgiingig Zentralfragen der Mathematik des 20. Jh. getroffen hat.

»»Zu einer solchen Musterung der Probleme scheint mir der heutige Tag, der an der Jahrhundert-
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wende liegt, wohl geeignet; denn die groBen Zeitabschnitte fordern uns nicht bloB auf zu
Riickblicken in die Vergangenheit, sondern sie lenken unsere Gedanken auch auf das un-
bekannte Bevorstehende.

Die hohe Bedeutung bestimmter Probleme fiir den Fortschritt der mathematischen Wissen-
schaft im allgemeinen und die wichtige Rolle, die sie bei der Arbeit des einzelnen Forschers
spielen, ist unleugbar. Solange ein Wissenszweig UberfluB an Problemen bietet, ist er lebens-
kriftig; Mangel an Problemen bedeutet Absterben oder Aufhéren der selbstindigen Entwick-
lung.* ([L 12.11], S. 22/23)

Und schlieBlich miindete Hilberts Vortrag ein in sein wi haftsoptimistisches
Credo:
,-Diese Ub gung von der Losbarkeit eines jeden mathematischen Problems ist uns ein

kriiftiger Ansporn withrend der Arbeit; wir horen in uns den steten Zuruf: Da ist das Problem,
suche die Losung. Du kannst sie durch reines Denken finden, denn in der Mathematik gibt es
kein Ignorabimus. ([L 12.11], 8. 34)

Mathematik und Anwendungen

Industrielle Revolution und Festigung der kapitalistischen Produktionsverhdltnisse
hatten auch der Mathematik im 19.Jh. eine neue und erweiterte gesellschaftliche
Funktion zugewiesen. Man muB sich ferner vergegenwiirtigen, daB die Mathematik
— sozusagen als Grundlagenwissenschaft — im 19. Jh. eine zentrale Stelle im Aus-
bildungsgang der Ingenieure an den Technischen Hochschulen einzunehmen begann,
daB Mathematik und Naturwissenschaften an den Universititen aus ihrer bisherigen
Nebenrolle herauswuchsen und starke Fachrichtungen entstanden, da8 es zur
Griindung von selbstéindigen mathematischen und naturwissenschaftlichen Instituten
kam und daB auch an den allgemeinbildenden héheren Schulen (Gymnasien, Ober-
realschulen usw.) die Mathematik zu einem Hauptfach avancierte.

Analysisbetonte Anwendungsbereiche der Mathematik

Neben den direkten begegnen wir einer Fiille von indirekten Wechselbeziehungen
zwischen der Mathematik und der gesellschaftlichen Entwicklung. Pauschalisierend
konnte man von einer vermittelnden und vermittelten, aktiven und passiven Rolle
der Mathematik im Begegnungsfeld der materiellen Produktion einerseits und den
Natur- und Technikwissenschaften andererseits sprechen.

Nach Lage der Sachprobleme und dem Reifegrad der materiellen Produktivkrifte
nahmen dabei einige Zweige der hoheren Analysis eine bevorzugte Stellung ein. Es
handelte sich dabei nicht schlechthin um Anwendung, also um die bloe Ubertragung
bekannter mathematischer Sétze auf praktische Probleme. Vielmehr warfen aus der
Praxis (im weiteren Sinne) abgeleitete Probleme tiefliegende mathematische Frage-
stellungen auf, die bei solchen mathematischen Gebieten wie Theorie der gewohn-
lichen und der partiellen Differentialgleichungen, Potentialtheorie, Variations-
rechnung und der Theorie der unendlichen Reihen zu einem beachtlichen Ausbau
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nach Breite und Tiefe fiihrten. Die analysisbetonten Anwendungsbereiche der
Mathematik kénnte man etwa in folgender Weise klassifizieren: Theoretische
Mechanik, Schwingungs- und Elastizititstheorie, Warmetheorie und Thermo-
dynamik, Elektromagnetismus und Elektrodynamik.

Hauptelemente der theoretischen Mechanik im
neunzehnten Jahrhundert

Bereits im 17. und im 18. Jh. waren Variationsprinzipien mit physikalischer Bedeu-
tung bekannt, z. B. das Prinzip des kiirzesten Lichtweges (Fermat) und das Prinzip
der kleinsten Wirkung (Leibniz, Maupertuis, Euler, d’Alembert, Lagrange).

Die formale Vollendung der Newtonschen Punktmechanik verdankt man Lagrange;
1788 erschien der erste Band der ,,Mécanique analytique®. Dort finden sich die
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen erster und zweiter Art; diese Differential-
gleichungen enthalten in sich die gesamte Dynamik der (reibungsfrei gedachten)
Punktmechanik als Wechselwirkung zwischen Massenpunkten unter dem EinfluB
von Gravitation und Kriften. Es kennzeichnet die neu entstandene Situation,
sowohl den bereits vorhandenen Reifegrad der theoretischen Mechanik als auch die
Tragweite der mathematischen Methoden, wenn Lagrange als Ziel der ,,Mécanique
analytique’* angibt :

..Die Theorie der Mechanik und der Kunst, die sich darauf beziehenden Probleme zu lésen, auf

allgememe Formeln zuruckzufuhren, deren einfache Entwicklung alle fiirr die Losung jedes
P; twendigen Gleichungen ergibt.* ([L 12.13], S. 6)

Und voller Stolz heiit es im Vorwort:

,,Die Methoden, welche ich auseinandersetze, crfordern weder Konstruktionen noch geo-
metrische oder h he Betrachtungen, sondern nur algebraische, einem regelmaBigen und
gleichférmigen Gange unterworfene Operationcn. Alle, welche die Analysis lieben, werden mit
Vergniigen sehen, daB die Mechanik ein neuer Zweig derselben wird, und werden mir Dank

wissen, daB ich die Herrschaft derselben in dieser Weise ausgedehnt habe.* ([L 12.13], S. 6)
Also: die Mechanik als Teil der Analysis, der Mathematik!

Hatten die Variationsprinzipien in der Periode der Aufklirung auch eine wichtige
philosophische Funktion ausgeiibt, indem sie einer teleologischen Naturerklirung
einen mathematisch-rationalen ,,Beweis“ zu liefern schienen, so riickten sie im
19. Jh. ebenfalls in den Vordergrund, da von dort aus der Weg zur deduktiven
Behandlung der theoretischen Mechanik maoglich wurde. In diesem Sinne gab es eine
Fiille entsprechender Arbeiten, so bei Lagrange (Prinzip der kleinsten Wirkung), bei
GauB (Prinzip des kleinsten Zwanges), vor allem aber bei Hamilton und Jacobi, die
die groBe Tragweite der Variationsprinzipien auch fiir andere Teile der Physik, z. B.
die Optik, herausstellten und ihnen zugleich eine elegante Form verliehen. Hamilton
veroffentlichte 1834/35 seine ,,General Method in Dynamics*; Optik und Dynamik
erscheinen dort als Teile der Variationsrechnung. Jacobi hielt seine ,,Vorlesungen
iiber Dynamik‘ in den Jahren 1842/43. Um diese Zeit wurde die kanonische Form
der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichungen, die den Zusammenhang zwischen
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der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, der Variationsrechnung und dem
Fundament groBer Teile der Physik vermittelte, allmihlich zum Gemeingut der
Mathematiker. Routh, Rankine, J. J. Thomson und Maxwell in GroB8britannien,
Helmholtz und Hertz in Deutschland, Ostrogradskij und Bunjakovskij in RuBland
— um nur einige herausragende Vertreter zu nennen — dehnten den Anwendungs-
bereich der theoretischen Mechanik am Ende des 19. Jh. weiter aus, auch auf Elektro-
dynamik und Thermodynamik.

Allerdings bestand noch bis weit ins 20. Jh. eine bedeutende Kluft zwischen dieser
anspruchsvollen Mathematik einerseits, die nur relativ wenigen Spezialisten ver-
traut war, und dem mathematischen Niveau der Ingenieurausbildung. Nur in den
seltensten Fillen wurde die mathematische Physik direkt produktionswirksam, und
es bedurfte einer starken Anstrengung, die Leistungsfihigkeit der hoheren Analysis
fiir die Praxis — oder, besser gesagt, die Notwendigkeit eines aufwendigen mathe-
matischen Ausbildungsweges in der Ingenieurausbildung — zu verdeutlichen. Klein,
einer der Pioniere der Anwendung der Mathematik in der GroBproduktion und
Begriinder der Gottinger Aerodynamischen Versuchsanstalt, forderte noch 1919
fiir die Naturwissenschaften und die Mathematik :

,»Nicht Naturerkliren — was sie letzten Grundes nie kann — sondern Naturbeherrschen ist
ihre eigentliche Aufgabe. Es darf nie vergessen werden, daB es eine schaffende Technik gibt,
welche die Ansidtze der theoretischen Wissenschaft in die Tat umsetzt.* ([LA 20], Bd. I,
S.199)

Mathematische Physik

Im Beriihrungsfeld zwischen Mathematik und Physik entwickelte sich wihrend des
19, Jh. die mathematische Physik als ein Gebiet relativer Selbstindigkeit. Im
gewissen Sinne lagen hier — neben der rechnenden Astronomie — die Haupt-
anwendungsgebiete der Mathematik, indem die Kraft der héheren Mathematik an
verschiedenen Gebieten der Physik erprobt werden konnte. Andererseits erhielt die
Physik als ganzes eine andere, nahezu deduktive Struktur, dhnlich, wie sie in friiherer
Zeit vergleichsweise nur die Mathematik bei Newton besessen hatte.

Einige einschligige, herausragende Ereignisse werden diesen Aspekt der Mathe-
matik des 19. Jh. verdeutlichen. Cauchy z. B. war in hervorragender Weise (um 1835)
am Aufbau einer mathematischen Theorie der Dispersion beteiligt, zu einer Zeit, als
Young und Fresnel die Wellentheorie des Lichtes zu neuem Leben erweckten. Navier
stellte die Differentialgleichungen der Elastizitéit auf; hier und spiter bei Hamilton
liegen praktische Ansatzpunkte der kiinftigen Vektor- und Tensorrechnung.

Mit der kleinen Schrift von S. Carnot ,,Réflexions sur la puissance motrice du
feu ... (1824) begann die mathematische Durchdringung der Wirmelehre und deren
Wechselwirkung mit konstruktiven Verbesserungen an Dampfmaschinen, sei es in
Fabriken, Lokomotiven, Hochseeschiffen. Clapeyron z.B. schuf die heute fast
selbstverstandlich erscheinende Darstellung physikalischer Zusa héinge in Form
von Diagrammen. Die Arbeiten von Clausius, Lord Kelvin, Kirchhoff, Planck und
anderen zur Mitte und gegen Ende des 19. Jh. markieren wichtige Stationen auf dem
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Wege zur theoretischen Thermodynamik, die ihrerseits — indirekt — im 20. Jh.
noch zur Quantenphysik hinfiihren sollte.

Mathematiker, insbesondere der franzisischen Schule im Wirkungsbereich der
Ecole polytechnique, waren wihrend der 1. Hilfte des 19.Jh. auch in fithrender
Stellung an der Etablierung der technischen Mechanik als selbstéindiger technischer
Wissenschaft beteiligt. Poncelet schrieb 1826 einen ,,Cours de mécanique appliquée
aux machines‘; drei Jahre spater erschien von Coriolis ebenfalls eine ,,Mechanik der
Maschinen‘. Diese und #@hnliche Darstellungen zielen — ganz anders als noch die
»Mechanik* von Lagrange — auf die mathematische Beschreibung der Kraft- und
Bewegungsverhiiltnisse an wirklichen Maschinen, also unter Beriicksichtigung der
Reibung. Dupin in Belgien, Helmholtz in Deutschland mit der Wirbeltheorie, Green,
Stokes und W.Thomson in GroBbritannien, Ostrogradskij, Bunjakovskij und
Cebysev in RuBland und noch viele andere fiihrten diese Entwicklung auf mathe-
matischer Seite weiter; von seiten der theoretisch orientierten Maschineningenieure
seien aus Deutschland Redtenbacher, Reuleaux und Weisbach hervorgehoben, die
teilweise mit den Mathematikern in enger Partnerschaft an Technischen Hoch-
schulen zusammenarbeiten.

Der wihrend des 19.Jh. erzielte Fortschritt — der allerdings vielfach erst im
20. Jh. in der ingenieurwissenschaftlichen Praxis wirksam wurde — konnte fiir das
Gebiet, der technischen Mechanik so gekennzeichnet werden.

Euler schon hatte, bei der Behandlung von Schiffsbewegungen, eine Grundidee
formuliert, die zu dem fiihren sollte, was das 19.Jh. als ,,Systemmechanik* be-
zeichnen wird: Fiir jeden Korper, Maschine usw. sind die Gleichungen fiir Schwer-
punkte und Momente aufzustellen, dabei aber die Reaktionskrifte im Innern des
Systems zu eliminieren. Auf dieser theoretischen Grundlage, ausgeriistet mit der
analytischen Mechanik in der Form von Lagrange, Jacobi, Hamilton, wurden reale
Systeme unter Einschlu8 der Reibung der mathematischen Behandlung unterworfen
und so Konstruktionsunterlagen bereitgestellt. Eine breite Palette praktischer Pro-
bleme wurde der Mathematik erschlossen: Kolbenmotoren, Pumpen, Regulatoren,
Turbinen, Gebldse, elektrische Maschinen, Werkzeugmaschinen, Reibungsgesetze,
Maschinengetriebe, Schwungrider, Kraftiibertragung, Torsionsprobleme, Stabilitit,
Knickfestigkeit, Lagerreibung, Seil- und Kettenantrieb, Fahrzeugbau, Schienen-
filhrung, Bremsen, Lokomotivbau, Schiffsschwingungen, Schwingungsdampfung,
Forderanlagen und vieles, vieles andere mehr.

Uberaus interessant verlief auch der ProzeB der mathematischen Durchdringung
von Elektrodynamik und Elektromagnetismus. Bei Coulomb und Ampére finden
sich infinitesimale Betrachtungen. Faraday entwickelte seine Vorstellungen iiber die
Wechselwirkung von flieBenden Stromen und Magneten lings Kraftlinien in einem
,,Feld““ noch ganz intuitiv und anschaulich, noch ohne den entsprechenden mathe-
matischen Apparat. Diese schwierige, auf der Theorie partieller Differentialglei-
chungen beruhende Ausarbeitung der Theorie des Elektromagnetismus, die auch die
Lichttheorie einschlo8, wurde schlieBlich von dem Schotten Maxwell vollbracht ; sein
zweibindiger ,,Treatise on Electricity and Magnetism* erschien 1873. Und bald
begannen Poincaré und Lorentz die Grundlagen der klassischen Mechanik — noch
unbeabsichtigt — zu erschiittern, als sie nach dem beriihmten Experiment von
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Michelson (1881) iiber die Unabhingigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der Erd-
bewegung die riumliche Gruppe der sog. Lorentztransformationen aufstellten; mit
der speziellen und der allgemeinen Relativititstheorie Einsteins zu Anfang des
20. Jh. werden sich Mathematik und Physik auf einem wiederum erhohten Nivean
begegnen.

Zur Entwicklung der Algebra
im neunzehnten Jahrhundert

Aus Platzgriinden koénnen nur einige markante Erscheinungen und Strémungen der
Algebra dieses Zeitraums geschildert werden.

Theorie der Determinanten und Matrizen

Die Auflésung linearer Gleichungssysteme gehort zu den dltesten mathematischen
Problemen und bemerkenswerterweise sogar im direkten praktischen Zusammen-
hang. Man findet daher lineare Gleichungssysteme z. B. in der mesopotamischen und
in der mittelalterlichen chinesischen und japanischen Mathematik. Im europdischen
Mittelalter und in der Renaissance gab es Ansitze zur Behandlung linearer Glei-
chungssysteme u. a. bei Leonardo Fibonacci und Cardano.

Es scheint aber, daB erst Leibniz eine allgemeine Losungsmethode angestrebt und
dabel zur Determ.mante gelangt ist. Im Jahre 1693 gab er auch Beispiele von Glei-

gssystemen mit al i Koeffizienten und verwendete die Indexschreib-
weise.

Die Leibnizschen Ideen gerieten jedoch in Vergessenheit. 1750 veréffentlichte der
Schweizer Cramer seine ,,Introduction & I’analyse des lignes courbes algébriques*.
Dort wird mit Hilfe determinantenihnlicher Ausdriicke eine einwandfreie Methode
zur Auflésung eines Systems von n Gleichungen mit » Variablen gegeben. Eine Reihe
der bedeutendsten Mathematiker des 18. und 19. Jh. fiihrte diese Untersuchungen
weiter, unter ihnen Bezout, Vandermonde, Laplace, Lagrange, Cauchy, Jacobi.
Laplace beispielsweise lehrte die Entwicklung der Determinanten, Lagrange wendete
Determinanten in der analytischen Geometrie an, Cauchy fand den Multiplikations-
satz und verwendete die quadratische Anordnung der Elemente. Insbesondere durch
die Arbeiten von Jacobi, die 1826 einsetzten, wurden Determinanten zum Gemeingut
der Mathematiker und fanden neben dem historischen Ausgangsproblem der Algebra
— dem linearen Gleichungssystem — bald auch in Geometrie und Analysis aus-
gedehnte Verwendung.

Allerdings war es Jacobi noch nicht gelungen, allgemeine Kriterien fiir die Losbar-
keit eines Systems von # linearen Gleichungen mit m Variablen anzugeben, da ihm
der Begriff ,,Rang einer Matrix‘‘ noch fehlte. Das Verdienst der ersten Einsicht in
die Zusammenhinge gebiihrt dem irischen Mathematiker Sylvester, der Matrizen
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einfiihrte und ihren Rang verwendete (freilich ohne dieses Wort zu gebrauchen).
Sylvesters Freund und Kollege, Cayley, schuf den Matrizenkalkiil und bemerkte
auch, daB Matrizen eigentlich nur Abkiirzungen fiir lineare Substitutionen sind.

Am Ende des 19. Jh. bildeten schlieBlich die US-Amerikaner B. Peirce und C. S.
Peirce, der Deutsche Frobenius, der Franzose Hermite und andere den Matrizen-
kalkiil im Hinblick auf die verschiedenartigsten innermathematischen Anwendungen
als weitreichende, in sich geschlossene mathematische Disziplin durch. Die Matrizen-
rechnung wurde in den Hinden von Born und Heisenberg am Ende der 20er Jahre
des 20.Jh. sogar zum entscheidenden mathematischen Hilfsmittel der Quanten-
mechanik.

Der Quaternionenkalkiil. Die Vektorrechnung

Neben dem Problem der Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen wurde die
Geometrie zum Ausgangspunkt der Quaternionentheorie. Kénnen Drehungen im
dreidimensionalen Raum durch #hnliche ,,Zahlen‘‘ beschrieben werden wie Dre-
hungen in der Ebene durch die komplexen Zahlen?

Nach angestrengtem Nachdenken gelangte Hamilton 1843 zur Erfindung der
Quaternionen, d. h. viergliedriger ,,Zahlen*

a + bi + ¢j + dk.

In zwei Monographien ,,Lectures on Quaternions* (1853) und ,,Elements of Quater-
njons* (1866), lehrte Hamilton die algebraische Theorie der Quaternionen — bei der
das Kommutativgesetz aufgegeben werden muBte — und deren Leistungsfahigkeit
in Geometrie und Mechanik; allerdings wurden die beiden Biicher auch zum Aus-
gangspunkt eines véllig iibersteigerten Quaternionenkultes. Riickblickend, 1858,
duBerte sich Hamilton so:

.Morgen wird der fiinfzehnte Geburtstag der Quaternionen sein. Sie traten ins Leben oder
ans Licht, voll erwachsen, am 16. Oktober 1843, als ich mit Lady Hamilton nach Dublin
wanderte und heraufkam zur Broughambriicke. Das bedeutet, daB ich damals und dort
fiihlte, dal sich der galvanische Stromkreis geschlossen hatte und die Funken, die von ihm
gesprungen waren, die fundamentalen Gleichungen zwischen I, J, K waren, genau 8o, wie ich
sie seitdem verwendet habe. Ich zog auf der Stelle ein Notizbuch, welches noch existiert,
heraus, in welches ich eine Eintragung dazu machte; bereits in diesem Moment fiihlte ich, daB
es der Miihe wert sein konnte, die Arbeit fiir wenigstens 10 (oder auch 15) kommende Jahre
aufzubringen. Aber dann ist es auch fair zu sagen, daB es deshalb war, weil ich fihlte, da8 in
diesem Augenblick ein Problem geldst, ein intellektuelles Bediirfnis befriedigt worden war,
welches mich seit wenigstens 15 Jahren verfolgt hatte. ([LA 21], S. 779, englisch)

Trotz dieses subjektiven Uberschwanges liegen bei Hamilton echte historische Wurzeln
der Vektoranalysis. Er fiihrte selbst die Bezeichnung und das Symbol ,,Nabla‘ ein
und beteiligte sich an hervorragender Stelle am Ausbau des Formalismus der sym-
bolisierten Feld- und Vektorrechnung, die durch Begriffe wie Gradient, Divergenz,
A4-Operator, curl (= rot) usw. gekennzeichnet ist. Dies spielte seinerseits eine ent-
scheidende Rolle beim Aufbau der elektromagnetischen Lichttheorie durch Maxwell.

Von dhnlichen Fragestellungen wie Hamilton ausgehend schlug in Deutschland
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GraBmann einen anderen Weg ein. Er lieB sich in seiner 1844 erstmals erschienenen
»Linealen Ausdeh lehre“ von Leibnizschen Ideen einer ,,characteristica uni-
versalis® leiten und baute eine geometrisch-algebraische Theorie allgemeiner, nicht
mehr notwendig kommutativ verkniipfter Gré8en auf, die — modern ausgedriickt —
schon nahezu einer axiomatischen Betrachtung des n-dimensionalen Vektorraumes
entspricht. Da GraBmann auBerordentlich abstrakt vorging, eine Vielzahl von
Symbolen verwendete und noch dazu die damals iibliche Vorstellung von der Drei-
dimensionalitit des Raumes verlassen hatte, war das Werk seinen Zeitgenossen
praktisch unverstindlich. Dennoch sind gegen Ende des Jahrhunderts, als durch
Vermittlung von Gibbs und Klein die Gegensitze zwischen den Anhangern Hamiltons
und GraBmanns, zwischen den ,,Quaternionisten‘‘ und den ,,Bivektorianern®, ab-
gebaut worden waren, auch viele Elemente der Arbeit von GraBmann in den Aufbau
einer Vektor- und Tensorrechnung eingeflossen.

Den eigentlich ihnen zukommenden Platz erhielten die Quaternionen, als Frobenius
zeigen konnte, daB sie die einzige nichtkommutative Divisionsalgebra endlichen
Ranges iiber dem Korper der reellen Zahlen bilden. Als Poincaré und E. Cartan
Untersuchungen einleiteten, die zum Kalkiil der éuBeren Differentialformen fiihrten
und dabei die Analogie zum GraBmann-Kalkiil bemerkt wurde, wurde auch die
GraBmannsche Lehre in die moderne Mathematik integriert. Um die exakte Begriin-
dung des Begriffs des Vektorraumes endlicher oder unendlicher Dimensionen iiber
dem Korper der reellen Zahlen hat sich von 1888 an Peano besondere Verdienste
erworben.

Die mehr formale Seite der Erweiterung des Bereiches der reellen Zahlen zu
»hyperkomplexen* Systemen betrachteten — neben den schon angefiihrten Mathe-
matikern — Hankel, Study, Molien, Dedekind, WeierstraB und B. Peirce, die bei
Wedderburn und Dickson in den englischsprachigen Lindern und bei E. Noether
und Artin in Deutschland in die Theorie der Algebra und schlieBlich in die sog.
,,Moderne Algebra‘‘ des 20. Jh. einmiindete.

Die britische algebraische Schule

Um die Mitte des 19. Jh. iibertraf die Mathematik in GroBbritannien auf einem gro8en
Teilgebiet, dem der Algebra, erstmals wieder nach einem Jahrhundert des Nach-
hinkens die Mathematik im kontinentalen Europa. Dabei handelt es sich um eine
betont formale Algebra in dem Sinne, daB weniger die Art der Elemente als vielmehr
die Art der Verkniipfungen zwischen nicht niher erklirten abstrakten GréBen in den
Vordergrund geriickt wurde.

Eine Dreiergruppe von Mathematikern kann man als Wegbereiter der englischen
algebraischen Schule betrachten: Peacock, de Morgan und D. F. Gregory suchten in
den 30er Jahren einen neuen Zugang zur Algebra. Ihre Ideen wurden vielleicht am
klarsten von Peacock fromuliert. In einem Report iiber Zustand und Fortschritt
verschiedener Zweige der Analysis aus dem Jahre 1834 heiBt es, daB die symbolische
Algebra

»ihrem Wesen nach eine Wissenschaft von Symbolen und deren Kombination werden kénnte,
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aufgebaut nach ihren eigenen Regeln, welche durch deren Interp ion auf Arith und

alle anderen Wissenschaften angewandt werden kénnte.* ([L 12.17), S. 192, englisch)

Aus der Gruppe der hervorragenden Vertreter der englischsprachigen Algebraiker
der niichsten Generation sei Cayley, ein iiberaus fruchtbarer und vielseitiger Mathe-
matiker, hervorgehoben. Er stieB, ausgehend von einer scharfsinnigen Theorie der
Invarianten und Kovarianten von Formen — er nannte sie ,,quantics” —, schon
Mitte des 19. Jh. bis zu einer weitgetriebenen abstrakten Auffassung des Gruppen-
begriffs vor, indem er die Gruppe als System definierender Relationen zwischen
abstrakten Elementen einfiihrte. Speziell kénnen diese Elemente Permutationen
sein; damit stellte Cayley den AnschluB an den durch Cauchy in den 40er Jahren
vollzogenen systematischen Aufbau der Permutationstheorie her, in welchem sich
ebenfalls bereits Ansitze abstrakter Gruppentheorie erkennen lassen. Hinsichtlich
der Wortbildung ,,Gruppe (engl. group, franz. le groupe) nahm Cayley ausdriicklich
bezug auf Galois.

Bereits 1854 hatte Caylsy die Gruppentafel eingefiihrt. So heiBt es in einer Arbeit
,»On the Theory of Groups as Depending on the Symbolic Equation §* = 1 unter
anderem:

,,Eine Menge von Symbolen
LB ..oy

die alle untereinander verschieden und derart beschaffen sind, daB das Produkt von je zwei
beliebigen (unabhingig von der Reihenfolge) oder das Produkt irgendeines davon mit sich
selbst zur Menge gehort, soll eine Gruppe heiBen. Es folgt, daB, wenn die ganze Gruppe mit
irgend einem der Symbole von links oder von rechts multipliziert wird, man im Effekt einfach
die ganze Gruppe reproduziert; oder, was das gleiche bedeutet, daB, wenn man die Symbole
der Gruppe miteinander multipliziert, so daB eine Tabelle folgender Form entsteht

linke Faktoren

1 .3 B
rechte 1 1 & B
Faktoren « o o2 B

8 8 of | B

derart, daB sowohl jede Zeile als auch jede Spalte alle Symbole 1, «, 8, ... enthilt. Es folgt
auch, daB das Produkt irgendeiner Anzahl von Symbolen mit oder ohne Wiederholungen und
in jeder beliebigen Reihenfolge ein Symbol der Gruppe ist.** ([L 12.3], S. 124, engl.)

Um 1878, als die umfassende Bedeutung des Gruppenbegriffs hervorgetreten war,
die sich iiber die Auflésungstheorie algebraischer Gleich hi auch in Geo-
metrie und in der Theorie partieller lefcrentlalg]elchungen offenbart hatte, wandte
sich Cayley erneut der Gruppentheorie zu. Dann heiBt es bei ihm:

»Eine Menge von Symbolen «, §, y, ... derart, daB das Produkt af je zweier von ihnen (in
jeder Reihenfolge, af oder fx) ein Symbol der Menge ist, ist eine Gruppe ... Eine Gruppe wird
definiert mittels der Gesetze der Verkniipfung (combination) ihrer Symbole.* ([L 12.4],
S. 402, engl.)
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Von weiteren Mathematikern der algebraisch-geometrisch orientierten englisch-
sprachigen Schule seien noch der Ire Salmon genannt sowie der Englander Clifford.
Salmon trat inshesondere durch hervorragende Monographien und Lehrbiicher her-
vor, in denen die analytische Geometrie methodisch durch breite Verwendung
algebraischer Mittel neu fundiert wurde.

Jener Ideensphiire abstrakter Auffassungen entsprang iiberdies auch ein berithmtes
Biichlein von nur 84 Seiten, das 1854 erschienen ist. Es trug den Titel ,,An Investi-
gation of the Laws of Thought, ...”“ und hatte zum Verfasser den Englinder Boole.
Ankniipfend an Ideen des mittelalterlichen Denkers Raymundus Lullus und solche
von Leibniz vertrat dort Boole die Idee, daB man alle Operationen der Sprache — als
Ausdruck des Denkens — durch Systeme von Zeichen (Begriffssymbole, Operations-
symbole, identisches Zeichen) darstellen kénnen miisse. Mit dem damals freilich
kaum beachteten Versuch der Formalisierung des Denkens und der Mathematik
wurde Boole zum Wegbereiter der mathematischen Logik.

Im letzten Drittel des 19. Jh. begannen die in der britischen Schule entwickelten
Ideen auch in anderen Lindern FuB zu fassen. B. Peirce in den USA beispielsweise
entwickelte im Anschluf an Beitrige seines Sohnes C. 8. Peirce zur mathematischen
Logik weitgreifende Ansiitze zur allgemeinen linearen assoziativen Algebra. In
Deutschland bezog sich Hankel mit seiner ,,Theorie der complexen Zahlensysteme*
vom Jahre 1867 und dem Permanenzprinzip bewuB8t auf Hamiltons abstrakte Auf-

gen in dessen ,,El ts of Quaternions* von 1866. Uberhaupt verdankt die
gerade in Deutschland in den 70er und 80er Jahren besonders deutlich werdende
Tendenz zur Herausbildung der mathematischen Logik als selbstindig werdender
mathematischer Disziplin Vieles der britischen algebraischen Schule des 19. Jh.

Herausarbeitung algebraischer Grundstrukturen

Es ist bemerkenswert, daB bereits im Laufe des 19. Jh. einige algebraische Grund-
strukturen wie Gruppe, Korper, Ideal herausgearbeitet worden sind, da8 also die
moderne Strukturmathematik der Gegenwart in ihrer algebraischen Komponente
bis ins 19. Jh. zuriickreicht. Freilich geschah dies, wenigstens im Anfang des 19. Jh.,
weitgehend in impliziter Form. So laufen z. B. die Theorie der Komposition der
quadratischen Formen oder die Theorie der Kreisteilungsgleichung bei Gau ebenso
wie einige Sitze bei Abel auf eine implizite Theorie abelscher Gruppen hinaus. Bei
Galois finden sich Sitze, die wir heute der Theorie endlicher Korper (Galois-Felder)

zurech Die weitausgebaute Theorie der Permutationsgruppen bei Cauchy kam
einer abstrakten Gruppentheorie schon ziemlich nahe; andere Beispiele lieBen sich
hinzufiigen.

Zur Mitte des 19. Jh. und dann verstirkt in den 60er und 70er Jahren setzte eine
Phase ein, in der der abstrakte begriffliche Inhalt von algebraischen Grundstrukturen
herausgearbeitet wurde. Dedekind, der auf diesem Wege schon sehr friih weit voran-
geschritten war, hatte sich — wie Dirichlet 1856 an Kummer berichtete — ,,ganz
in Galois und Abel vertieft‘. Dedekind diirfte 1856 in einer Vorlesung als erster die
Galoissche Gleichungstheorie in moderner Auffassung vorgetragen haben, indem er
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die Galois-Gruppe als Automorphismengruppe des entsprechenden Normalkérpers
betrachtete ([L 12.20], [L 12.21}). Auf Dedekind geht auch die abstrakte moderne
Auffassung des Idealbegriffes zuriick und er prigte das Wort ,,Kérper®. (Kronecker
gebrauchte statt dessen das Wort ,,Rationalititsbereich*)

In zeitlich dichter Folge konnte — durch Dedekind, durch Cayley u.a. — der
abstrakte Gruppenbegriff herauspripariert werden. Bei Kronecker z. B. heiBt es in
einer zahlentheoretischen Arbeit aus dem Jahre 1870, daB er sich ,,um Einfachheit‘
und um das ,,deutliche Hervortreten des allein Wesentlichen* bemiihe. Dann folgt
eine implizite, axiomatisch fixierte Definition des Begriffs der endlichen abelschen
Gruppe; zugrunde gelegt wird eine abstrakte Verkniipfung zwischen nicht naher

s h + El 4+

,,E8 seien
6,607,607, ...
Elemente in endlicher Anzahl und so beschaffen, dass ich aus je zweien derselben mittels
eines bestimmten Verfahrens ein drittes ableiten la8t. Demnach soll, wenn das Resultat dieses
Verfah durch { angedeutet wird, fiir zwei beliebige Elemente 6’ und 6/, welche auch mit
einander identisch sein ko ein 6 existi Iches gleich: f(6’, 6”’) ist. Ueberdies soll:
f(6’,0) = §(6”, )
(6", (6", 6)) = ((6, 6”), 6")
und aber, sobald 6”” und 6’ von einander verschieden sind, auch
(6, @) nicht identisch mit §(6,6)
sein, Dies vorausgesetzt, kann die mit (6", 6”’) angedeutete Operation durch die Multiplikation

der Elemente 6’6"’ ersetzt werden, wenn man dabei an Stelle der vollkommenen Gleichheit
eine blosse Aequivalenz einfithrt.” ([L 12.12], S. 275/276)

Ganz deutlich werden in abstrakter Form die Abgeschlossenheit des endlichen
Systems gegeniiber der zugrunde gelegten Operation, das Kommutativgesetz, das
Assoziativgesetz und das Gesetz iiber die eindeutige Umkehrbarkeit der Operation
fixiert.

Neben der Zahlentheorie wirkten ferner Geometrie und Algebra als historische
Wourzeln bei der Herausbildung des abstrakten Gruppenbegriffs.

Unter Berufung auf die methodologischen Ansichten von Hamilton, Netto, Gra8-
mann, Hankel und Schréder vollzog v. Dyck 1882/83 den Ubergang zum abstrakten

Gruppenbegriff :

,»Es ist die Absicht ..., die bisher studirten Eigenschaften einer Gruppe in ihrer abstracten
Formulirung zu veriolgen Dabei wird msbesondere die Frage zur Geltung kommen, in wie weit
diese Eigenschaften durch alle Ersch gaf der Gruppe einen invarianten Charakter
tragen, was zur exacten Fixirung ihres eigentlichen gruppenth ischen Inhaltes fihrt.*
((L 12.7), 8. 70)

Und an anderer Stelle beispielsweise :

.. damit werden alle holoedrisch isomorphen Gruppen in eine einzige Gruppe begriffen ..
und: ,,... das Wesen der Gruppe driickt sich nicht mehr an € einer specxellen Da.rstellungsform
ihrer Opemtnonen aus, sondern lediglich in der g g lben zu einander.*
(L 12.6), 8. 1)
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Die moderne Auffassung von der Existenz algebraischer Grundstrukturen ist schon
wenige Jahre spiter, 1895/96, in das ,,Lehrbuch der Algebra‘ von Weber einge-
gangen; sie wurde sogar zur Grundlage der Betrachtungsweise. Dadurch erklirt
sich auch der groBe Erfolg dieses Buches, das von einer ganzen Generation von
Mathematikern benutzt wurde und sozusagen den Inhalt einer ganzen Periode der
Algebra geprigt hat. Erst das Buch von van der Waerden, die ,,Moderne Algebra‘
(1930/31), wird eine nichste Entwicklungsetappe der Algebra in dhnlicher Weise
markieren.

Der von Weber erreichte Standpunkt tritt in den folgenden Passagen deutlich her-
vor:

,»E8 war meine Absicht, ein Lehrbuch zu geben, das, ohne viel Vork
den Leser in die moderne Algebra einfithren und auch zu den héheren nnd achwxengeren
Partien hinfiihren sollte, in denen das Interesse an dem Gegenstande erst recht lebendig wird.*
([L 12.25], 8. V)

»Es sind hauptsichlich zwei groBe allgemeine Begriffe, von denen die moderne Algebra be-
herrscht wird. Die Existenz und Bedeutung dieser Begriffe konnte allerdings erst erkannt
werden, nachdem die Algebra bis zu einem gewissen Grad fertig und zum Eigentum der Mathe-
matiker geworden war. Erst dann konnte in ihnen das verbindende und fithrende Prinzip
erkannt werden.

Es sind die Begriffe der Gruppe und des Kérpers, zu deren Erklirung wir jetzt fortachreiten.
Der allgemeinere Begriff ist der der Gruppe, mit dem wir also beginnen.* ([L 12.26], S. 180)

,»»Eine Gruppe wird zum Koérper, wenn in ihr zwei Arten der Composition méglich sind, von
denen die erste Addition, die zweite Multiplication genannt wird.** ([L 12.23], S. 526)

Historisch gesehen liegt mit dem abstrakten Gruppenbegriff der fritheste Fall der
Emanzipation einer algebraischen Struktur vor. Und so entstanden die ersten Mono-
graphien auf abstrakter Grundlage. Es sind dies die noch auf endliche Gruppen
beschriinkten ,,Eléments de la théorie des groupes abstraits® (1904) des Franzosen
des Séguier und die ,,Abstraktnaja teorija gruppe* (1916) von O. Ju. Schmldt dem
Stammvater der beriihmtgewordenen russisch-sowjetischen grupp
Schule, der auBerdem ein erfolgreicher PoIa.rforscher war.
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Die Entwicklung der hheren Geometrie
im neunzehnten Jahrhundert

Vom Ende des 19. Jh. her betrachtet, schien sich das 19. Jh. fiir die Mathematik als
das Jahrhundert der Geometrie darzubieten. GewiB hidlt diese Einschitzung einer
vertieften historischen Analyse im heutigen Blickfeld nicht stand, aber tatsichlich
nahm die Geometrie wihrend des 19.Jh. nach Inhalt, Umfang, Gestaltung von
Methoden und innerer Struktur eine iiberaus rasche Entwicklung.

Die hohe Wertschéitzung der Geometrie im 19. Jh. ist auch als Reflex des gesell-
schaftlichen BewuBtseins der Mathematiker auf die dominierende Rolle der dar-
stellenden Geometrie an polytechnischen Schulen und Technischen Hochschulen zu
verstehen. In diesem Sinne gab der hohe mit der darstellenden Geometrie sich offen-
barende Nutzen im AusbildungsprozeB der Ingenieure den Nihrboden ab fiir die
Entfaltung der Geometrie wihrend des 19. Jh. Der michtige, von Monge und der
Pariser Polytechnischen Schule ausgehende Impuls an die Geometrie verkorperte
sich geradezu in Poncelet und in der Entwicklung der projektiven Geometrie.

Zugleich aber bildete die Geometrie wiihrend der ersten Hilfte des 19. Jh. Ent-
wicklungsginge aus, die zwar nicht direkt aus der Entwicklung der projektiven
Geometrie entsprangen, dennoch aber aus der gegen Ende des 18. Jh. eingeleiteten
Umwilzung der gesamten Geometrie resultierten. Tatsichlich handelte es sich bei der
Entwicklung der Geometrie vom Ende des 18. bis zur Mitte des 19. Jh. nicht um die
bloBe Abfolge einer Entwicklungsrichtung, sondern um die Entfaltung einzelner der
Geometrie innewohnender, selbstindig werdender Tendenzen in scheinbar diver-
gierenden Richtungen. Fundamentale Denkbestimmungen in und iiber Geometrie
horten auf, durch Gewohnheitsrecht bestimmt zu sein: Begriffe wie Koordinate,
Linge, Parallele und Entfernung, die Denkgewohnheit vom Punkt als Ausgangs-
element aller Geometrie, ja, die ganze Auffassung von Geometrie als MeBkunst
konnten und muBten verallgemeinerungsfihig bzw. kritikbediirftig sein, seit die
Geometrie — verstanden nach Inhalt, Methode und Zielstellung im Sinne der jahr-
tausendealten euklidischen Tradition — einmal in Bewegung geraten war.

Auf dem Wege zur nichteuklidischen Geometrie

Schon seit der Antike besaB das fiinfte Euklidische Postulat, das sog. Parallelen-
postulat, eine deutliche Ausnahmestellung. Seither gab es Versuche, dieses Postulat
mit Hilfe der anderen zu beweisen; auch aus dem Bereich der islamischen Mathe-
matik sind &hnliche Versuche bekannt, z. B. bei at-Tiisi im 13.Jh. Die Kette der
Beweisversuche reicht bis zu Legendre und seinem bedeutenden Lehrbuch ,, Eléments
de géométrie® (1794).

Trotz aller vergeblichen Beweisversuche waren am Ende des 18.Jh. zwei prin-
zipielle Einsichten erzielt worden: Hinsichtlich des Aufbaus der Euklidischen Geo-
metrie ist das Parallelenpostulat mit einer Reihe anderer Grundannahmen dquivalent,
z. B. mit der, daB zu jedem Dreieck ein #hnliches beliebiger GroBe existiert (Wallis,
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1693), oder mit der, daB die Winkelsumme im Dreieck gleich zwei Rechten ist
(Saccheri, Lambert, Legendre). Die Umkehrung des Parallelenpostulats ist jedoch
beweisbar: Wenn zwei einander schneidende Gerade von einer dritten geschnitten
werden, so bildet die schneidende Gerade auf der einen Seite innere Winkel (also im
Innern des entstehenden Dreiecks), deren Summe weniger als zwei Rechte betrigt.

Diese beiden Einsichten fithrten zur gedanklichen Wende. Statt des Versuchs, das
Parallelenpostulat direkt zu beweisen, wurde der Beweis indirekt versucht: Aus der
Annahme, daB das Parallelenpostulat falsch sei, wollte man einen Widerspruch
herleiten.

Der Italiener Saccheri stellte in dem 1733 publizierten Biichlein ,,Euclides ab
omni naevo vindicatus* (Der von jedem Makel befreite Euklid) zwei Hypothesen auf,
die des spitzen und die des stumpfen Winkels: Wenn in einem Viereck A BCD an den

Eckpunkten der Basis AB zwei gleichlange Senkrechte 4D und BC errichtet sind,

D (A

'\ / Abb. 13.1. Zur Hypothese des spitzen bzw.
: stumpfen Winkels

A

5o sind die beiden iibrigen Winkel bei C und D aus Symmetriegriinden gleich groB.
Nach Euklid sind sie rechte Winkel; die beiden Hypothesen lauten: Es sind spitze
bzw. stumpfe Winkel (Abb. 13.1).

Tatsiichlich schien es Saccheri gelungen zu sein, die Hypothese des stumpfen
Winkels widerlegt zu haben, unter der Voraussetzung, daB Geraden unendlich lang
sind. Die Hypothese des stumpfen Winkels fiihrte némlich Saccheri zu dem SchluB,
daB die Geraden eine endliche Linge haben miissen. Es ist dies ein véllig korrekter
SchluB, Saccheri aber hielt dies fiir einen Widerspruch — hier ganz euklidisch
denkend — und interpretierte sein Ergebnis als Widerlegung der Hypothese des
stumpfen Winkels. Saccheris Argumentation zur Widerlegung der Hypothese des
spitzen Winkels ist indes fehlerhaft.

Auch der elsissische Naturforscher Lambert hat sich mit einer 1766 nieder-
geschriebenen, aber erst 1786 aus dem NachlaB verdffentlichten ,,Theorie der
Parallellinien mit dhnlichen Uberlegungen wie Saccheri beschéftigt und aus ihnen
ziemlich weitgehende Konsequenzen gezogen, die auf Ergebnisse zur nichteukli-
dischen Geometrie hinauslaufen. Jedenfalls duBerte er sich sogar iiber die Unbequem-
lichkeiten dieser ungewshnlichen Geometrie, daB nimlich die herkémmlichen trigo-
nometrischen Tafeln ungiiltig wiirden, daB es dann zwischen Figuren keine Ahnlich-
keit und Proportionalitdt mehr gibe und daB es dann um die Astronomie iibel
bestellt wiire.

Gegen Ende des 18. Jh. herrschte ein ziemlich weitverbreitetes Interesse an den
Grundlagenfragen der Geometrie, wenn auch die unbedingte Richtigkeit der Eukli-
dischen Geometrie niemand ernstlich in Abrede stellen wollte. So ist bekannt, da8
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der Gottinger Mathematiker Kistner, einer der Lehrer von GauB, systematisch
Schriften gesammelt hat, die sich mit der Theorie der Parallelen, wie man damals
sagte, beschiftigten. Die (indirekten) Beweisversuche fiir das Parallelenpostulat
hielten noch bis weit ins 19. Jh. an; scharfsinnige, aber eben letztlich doch am Ziel
vorbeigehende Beitrige lieferten u.a. Taurinus (1823) und Schweikert (1818), zu
einer Zeit also, als GauB — als erster — lingst zur vollen Einsicht in das Wesen der
nichteuklidischen Geometrie gelangt war, ohne sich freilich dariiber oéffentlich zu
duBern.

GauB und die nichteuklidische Geometrie

Bereits als Fiinfzehnjihriger begann GauB, sich mit den Grundlagen der Geometrie
zu beschiftigen. Schon 1792 fragte er sich, dhnlich wie Saccheri und Lambert, wie
eine Geometrie beschaffen sein wiirde, in der das Parallelenpostulat nicht giiltig ist.
Es scheint, daB GauB schon um diese Zeit oder bald danach anders als andere vor ihm
eingesehen hat, daB das Parallelenpostulat a priori unbeweisbar ist. Dies war ein
kithner erkenntnistheoretischer Schritt, der auf die damals noch nicht vorhandene
Unterscheidung von Geometrie und Raum hinauslief, auf die Unterscheidung
zwischen Geometrie als mathematischer Disziplin und einer Raumwissenschaft im
Sinne einer Wissenschaft vom objektiv existierenden, physikalischen Raum.

Damit gelangte GauB immer stiirker in Gegensatz zu der vorherrschenden Natur-

philosophie Kants. Dieser hatte — obwohl er in jiingeren Jahren noch mehrdimen-
sionale Geometrie und eine Art Riickkopplung von Raum und Sinneswahrnehmung
wenigstens erortert hatte — in der groBen EinfluB gewinnenden ,,Kritik der reinen
Vernunft* (1781) den dreidimensionalen euklidischen Raum als schlechthin denk-
notwendig erklart :
,»Geometrie ist also eine Wissenschaft, welche die Eigenschaften des Raumes synthetisch und
doch a priori bestimmt. Was muB die Vorstellung des Raums denn sein, damit eine solche
Erkenntnis von ihm méglich sei? Er muB urspriinglich Anschauung sein ; denn aus einem bloBen
Begriffe lassen sich keine Sitze, die iiber den Begriff hina hen, ziehen, welches doch in der
Geometrie geschieht ... Aber diese Anschauung muB a priori, d. i. vor aller Wahrnehmung eines
Gegenstandes, in uns angetroffen werden, mithin reine, nicht empirische Anschauung sein.
Denn die geometrischen Sitze sind insgesamt apodiktisch, d.i. mit dem BewuBtsein ihrer
Nothwendigkeit verbunden, z. B. der Raum hat nur drei Abmessungen; dergleichen Sitze
aber konnen nicht empirische oder Erfahrungsurtheile sein, noch aus ihnen geschlossen
werden.* ([ 13.20], S. 53/64)

Nach langem gedanklichen Ringen gelangte GauB um 1816/16 zu der Einsicht, daB
auch die nichteuklidischen Geometrien richtig sind, also Geometrien, die mit einem
Postulat aufgebaut werden, das eine Negation des Parallelenpostulates impliziert.
Uber die wirkliche Struktur des Raumes miissen Erfahrung, Experiment und damit
Physik und Astronomie entscheiden. Damit hatte GauB eindeutig eine Position im
Sinne des naturwissenschaftlichen Materialismus bezogen; in seiner Sprechweise
klingt dies (1817) so:

,/Ich komme immer mehr zu der Uberzeugung, dass die Nothwendigkeit unserer Geometrie
nicht bewiesen werden kann, wenigstens nicht vom menschlichen Verstand noch fir den
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hlichen Verstand. Vielleicht kommen wir in einem anderen Leben zu anderen Einsichten
in das Wesen des Raums, die uns jetzt unerreichbar sind. Bis dahin muB man die Geometrie
nicht mit der Arithmetik, die rein a priori steht, sondern etwa mit der Mechanik in gleichen
Rang setzen ...*. ([L 13.11], Bd. VIII, 8. 177)

Auch die Abgrenzung gegen Kant wird bewuBt vorgenommen, allerdings wiederum
lediglich brieflich:
Gerade in der Unméglichkeit zwischen X (Euklidischer Geometrie, Wg) und § (nichteu-
klidischer Geometrie, Wg) & priori zu entscheiden, liegt der klarste Beweis, daB Kant Unrecht
hatte zu behaupten, der Raum sei nur Form unserer Anschauung. ([L 13.11], Bd. VIII, S. 224)

GauB hat keine zusammenhingende Abhandlung oder Darstellung zur nicht-
euklidischen Geometrie hinterlassen. Doch geht aus vielfiltigen brieflichen Mit-
teilungen an vertraute Freunde — Bessel, Schumacher, Gerling — hervor, da8 er
tiefe Einsichten in dort geltende Sachverhalte besessen hat (Anm. 13.1). In einem
Brief an Schumacher (1831) heifit es:

s .. enthélt die Nicht-Euklidische G ie durchaus nichts widersprechendes, wenn gleich
diejenigen [, die sie kennen lernen], viele Ergebnisse derselben anfangs fiir paradox halten
miissen, was aber fiir widersprechend zu halten nur eine Selbsttiuschung sein wiirde, hervor-
gebracht von der fritheren Gewok die Euklidische G trie fiir streng wahr zu halten.

In der Nicht-Euklidischen Geometrie gibt es gar keine iihnlichen Figuren ohne Gleichheit, z. B.

die Winkel eines gleichseitigen Dreiecks sind nicht bloss von %— R, sondern auch [bei ver-
schiedenen Dreiecken] nach Massgabe der GréBe der Seiten unter sich verschieden und kénnen,
wenn die Seite iiber alle Grenzen wichst, so klein werden, wie man will.* ([L 13.11], Bd. VIII,
S. 216)

»In der Euklidischen Geometrie gibt es nichts absolut grosses, wohl aber in der Nicht-Eukli-
dischen, diess ist gerade ihr wesentlicher Charakter, und diejenigen, die diess nicht zugeben,

setzen eo ipso schon die ganze Euklidische Geometrie; aber, wie gesagt, nach meiner Uber-
zeugung ist diess blosse Selbsttiduschung.* ([L 13.11], Bd. VIII, 8. 217)

GauB hat sich nur vertraulich iiber nichteuklidische Geometrie geduBert. Er
scheute wohl Auseinandersetzungen — ,,das Geschrei der Bootier —, in die er un-
vermeidlich verwickelt worden wire. Desto aufmerksamer aber beobachtete er die
Entwicklung auf diesem Gebiet, deckte freundschaftlich-streng Fehler bei angeb-
lichen Lésungsversuchen fiir das Parallelenpostulat bei seinem Jugendfreund, dem
Mathematiker W. (Farkas) Bolyai, und bei dem befreundeten Astronomen Schu-
macher auf, korrespondierte mit und iiber die Ansiitze von Taurinus und Schweikart.
Besonders aufmerksam verfolgte GauB den Gang der Dinge, als zwei weitere Mathe-
matiker — Lobagevskij im fernen Kasan und der Sohn Johann (Janos) seines Jugend-
freundes Bolyai — unabhingig voneinander und von ihm den mutigen Schritt der
Veroffentlichung zur nichteuklidischen Geometrie taten.

Janos Bolyai und die nichteuklidische Geometrie
Der Vater Bolyai hat seinen Sohn mehrfach mit eindringlichen Worten vor der

Beschiftigung mit dem Parallelenproblem gewarnt, vor den ,,gefahrvollen Klippen,
wo noch ein jeder Schiffbruch erlitt”, vor dem ,,unheimlichen Schlachtfeld“, vor
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dieser ,,allem Streben des Forschergeistes trotzenden, uneinnehmbaren Felsenburg.
Der Sohn lie8 sich allerdings nicht abbringen von seiner Leidenschaft. Urspriinglich
auch mit der Hypothese des spitzen Winkels, also einem indirekten Beweis fiir das
Parallelenpostulat befaBt, gelangte Janos Bolyai Ende der 20er Jahre zu Grund-
einsichten der nichteuklidischen Geometrie. Nach einigen Diskussionen mit dem
Vater erschien die nichteuklidische Geometrie von Janos als ,,Appendix* (Anhang)
zu einem Lehrbuch der Geometrie (,,Tentamen*) seines Vaters im Jahre 1832. Dort
schreibt Janos Bolyai im Vollgefiihl seiner Leistung:

»So ist das Wesen des XI. Axioms (des Parallelenp lats, Wg) vollendes ergiiindet und die
intrikate Materie der Parallelen vollkommen durchdrungen, und die bis zur Stunde (fiir die

nach Wahrheit dirstenden Geister) so ungliickselig geherrscht habende, die Lust zur Wissen-
schaft benehmende und Zeit und Kraft so Vielen geraubt habende totale Sonnenfinsternis fiir

immer verschwunden. Und es lebt in dem Verf. die (vollk geli te) Uberzeugung
(desgleichen er auch von jedem einsichtsvollen Leser erwartet), daB durch Aufklirung des
Gegenstandes Einer der allerwichtig, und allergli d Beitrage zur wahren Bereiche-

rung der Wissenschaft, zur Bildung des Verstandes und somit zur Hebung des menschlichen
Schicksals gemacht wurde.* (Zit. nach [L 13.31), S. 65)

Indessen erfiillten sich die Hoffnungen von Janos Bolyai nicht. Seine Arbeit
konnte sich nicht durchsetzen, teils wegen des schwierigen Gegenstandes, wohl aber
auch wegen der zu knappen, sogar stellenweise ungeschickten Darstellungsweise.
Und obwohl GauB gegeniiber dem Vater und anderen Janos lobte und ihn als ,,Genie
erster GroBe‘ bezeichnete, so nahm GauB doch — zur Verbitterung von Janos —
nirgends &ffentlich fiir den jungen Geometer Partei. Erst im nachhinein konnte
Janos Bolyai die verdiente Anerkennung zuteil werden.

N. I. Lobacevskij und die nichteuklidische Geometrie

Ahnlich erging es Lobatevskij hinsichtlich seiner Beitrige zur nichteuklidischen
Geometrie. Er tat den mutigen Schritt der Bekanntgabe der ganz unkonventiellen
geometrischen Ergebnisse als erster. Bereits im Februar 1826 trug er an der mathe-
matisch-physikalischen Abteilung der Universitdt Kasan iiber nichteuklidische
Geometrie vor. Diese Ergebnisse erschienen aber erst 1829/30 in einer Kasaner Zeit-
schrift und brachten ihm iiberdies — ganz wie es GauB fiir sich vorausgesehen hatte —
in Konflikt mit Anhéngern der reaktioniren, idealistischen Philosophie. Dennoch
lieB Lobagevskij, hochverdient um die Entwicklung der Kasaner Universitit, nicht
nach in seinen Bemiihungen, seinen Ideen zur Anerkennung zu verhelfen. Im Jahre
1835 folgte eine neue Darstellung der nichteuklidischen Geometrie unter dem Titel
» Jmaginire Geometrie“. Diese Arbeit erschien 1837, ins Franzosische iibersetzt, in
der berithmten deutschen mathematischen Zeitschrift ,,Crelles Journal®, wiederum
ohne spiirbare Resonanz. Ahnlich erging es Teilarbeiten, die 1835—38 in Kasan
erschienen.

Und schlieBlich vermochte Lobadevskij auch mit einer deutschsprachigen Arbeit
,»Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien* (1840) nicht die er-
hoffte Anerkennung zu erringen. Der Gegenstand selbst war noch immer umstritten;
nach der Vorgeschichte galt die Beschiftigung mit der Parallelentheorie geradezu als
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verdichtig, dhnlich fast wie die Behauptung, die Quadratur des Kreises gelost zu
haben.

GauB diirfte die Arbeiten von Lobagtevskij erst um 1837 kennengelernt haben.
Die 1840 gedruckte Arbeit lobte GauB gegeniiber Schumacher sehr, als geschrieben
»auf eine meisterhafte Art in dcht geometrischem Geiste; iibrigens wurde Loba-
&evskij 1842 auf Vorschlag von GauB zum korrespondierenden Mitglied der Géttinger
Sozietit der Wissenschaften gewihlt.

In der Schrift von Lobagevskij aus dem Jahre 1840 heiBt es:

»In der Geometrie fand ich einige Unvollkommenheiten, welche ich fir den Grund halte,
warum diese Wissenschaft, so lange sie nicht in die Analysis iibergeht, bis jetzt keinen Schritt
vorwirts thun konnte aus demjenigen Zustande, in welchem sie uns von Euclid iberkommen
ist. Zu den Unvollkommenheiten rechne ich die Dunkelheit in den ersten Begriffen von den
geometrischen GroBen, in der Art und Weise wie man sich die Ausmessung dieser GréB8en
vorstellt, und endlich die wichtige Liicke in der Theorie der Parallelen, welche auszufiillen,
alle Anstrengungen; der Mathematiker bis jetzt vergeblich waren ... Die erste Voraussetzung
(in allen geradlinigen Dreiecken ist die Summe der Winkel gleich 180°, Wg) dient als Grundlage
der gewohnlichen Geometrie und der ebenen Trigonometrie. Die zweite Voraussetzung (Winkel-
summe < 180°, Wg) kann ebenfalls zugelassen werden, ohne auf irgendeinen Widerspruch in
den Resultaten zu fiihren, und begriindet eine neue geometrische Lehre, welcher ich den
Namen: Imaginire G geben habe, und welche ich hier darzustellen beabsichtige
bis zur Entwicklung der Glelchungen zwischen den Seiten und Winkeln der geradlinigen und
sphirischen Dreiecke.* (zit nach [L 13.31], S. 73/74)

Und schlieBlich geht Lobagevskij sogar noch auf die Frage ein, wie weit die ge-
wohnliche (d.i. Euklidische) Geometrie die Struktur des Raumes beschreibt. Er
beantwortet sie im Sinne der materialistischen Erkenntnistheorie:

s, Demnach gibt es kein anderes Mittel als die astr ischen Beobachtungen zu Hiilfe zu
nehmen, um iiber die G igkeit zu urtheil welche den Berech der gewohnlich
Geometrie zukommen. Diese Gensulgkelb erstreckt sich, wie ich in einer meiner Abhandlungen
gezeigt habe, sehr weit, so daB z. B. in Dreiecken, deren Seiten fiir unsere Ausmessungen zu-
ginglich sind, die Summe der drei Winkel noch nicht um den hundertsten Theil einer Secunde
von zwei Rechten verschieden ist.‘* (zit. nach [L 13.31], S. 74)

Der Beitrag von B. Riemann zur Grundlegung der Geometrie

Die nichteuklidischen Geometrien, wie sie von GauB, Lobagevskij und J. Bolyai bis
zu einem gewissen Grade bereits durchgebildet worden waren, waren — wie wir sie
heute nennen — hyperbolische Geometrien. Durch Riemann wurde der Weg frei fiir
den anderen Typ der nichteuklidischen, der elliptischen Geometrie. Riemann namlich
warf das Problem ,,Raum‘ im allgemeinsten Sinne auf, durch die analytische Be-
trachtung einer beliebigen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit; dies — insbesondere
die Beschreibung der MabBverhiltnisse durch Differentialformen — sind Uber-
legungen, die spiter in den analytischen Apparat der Relativititstheorie eingeflossen
sind.

Riemanns Habilitationsvortrag ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen‘* (1854) (Anm. 13.2) gehort wegen seiner Klarheit und tiefen Ge-
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dankenfithrung zu den hervorragendsten Bausteinen in der Entwicklungsgeschichte
der Mathematik. Dort heiBt es:

,»Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff des Raumes, als die ersten Grundbegriffe
fiir die Constructionen im Raume als etwas Gegebenes voraus. Sie giebt von ihnen nur Nominal-
definitionen, wihrend die wesentlichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten. Das
Verhiltniss dieser Vora gen bleibt dabei im Dunkeln; man sieht weder ein, ob und in
wie weit ihre Verbindung nothwendig, noch a priori, ob sie méglich ist.

Diese Dunkelheit wurde auch von Euklid bis auf Legendre, um den berithmtesten neueren
Bearbeiter der Geometrie zu nennen, weder von den Mathematikern, noch von den Philosophen,
welche sich damit beschiftigen, gehoben. Es hatte dies seinen Grund wohl darin, dass der all-
gemeine Begriff mehrfach ausgedehnter Grossen, unter welchen die Raumgrossen enthalten
sind, ganz unbearbeitet blieb. Ich habe mir daher zuniichst die Aufgabe gestellt, den Begriff
einer mehrfach ausgedehnten Grosse aus allgemeinen Gréssenbegriffen zu konstruiren. Es wird
daraus hervorgehen, dass cine mehrfach ausgedehnte Grésse verschiedener Massverhiltnisse
fihig ist und der Raum also nur einen besonderen Fall einer dreifach ausgedehnten Grosse
bildet. Hiervon ist aber eine nothwendige Folge, dass die Sitze der Geometrie sich nicht aus
allgemeinen Grossenbegriffen ableiten lassen, sondern dass dle;emgen Eigenschaften, durch
welche sich der Raum von anderen denkbaren dreifach ausgedehnten Gréssen h t.
nur aus der Erfahrung entnommen werden kénnen. Hieraus entsteht die Aufgabe, die ein-
fachsten Thatsachen auf: hen, aus denen sich die Massverhiltnisse des Raumes bestimmen
lassen — eine Aufgabe, die der Natur der Sache nach nicht véllig bestimmt ist; denn es lassen
sich mehrere Syst infacher Thatsachen angeben, welche zur Bestimmung der Mass-
verhiltnisse des Raumes hinreichen; am wichtigsten ist fiir den gegenwirtigen Zweck das von
Euklid zu Grunde gelegte. Diese Thatsachen sind wie alle Thatsachen nicht notwendig, sondern
nur von empirischer Gewissheit, sie sind Hypothesen; man kann also ihre Wahrscheinlichkeit.
welche innerhalb der Grenzen der Beobachtung allerdings sehr gross ist, untersuchen und
hienach iiber die Zulassigkeit ihrer Ausdehnung j; its der Grenzen der Beobachtung, sowohl

g ]

nach der Seite des Unmessbargrossen als nach der Seite des Unmessbarkleinen urteilen.«
[L 13.33), S. 272/273)

Die Anerkennung nichteuklidischer Geometrien

Die Anerkennung der nichteuklidischen Geometrie erfolgte nur langsam. Mit der
Veréffentlichung des Briefwechsels von GauB erwies sich, da8 der ,,Princeps mathe-
maticorum‘ von der Moglichkeit nichteuklidischer Geometrien iiberzeugt gewesen
war. Seiner Autoritit folgend befaBte man sich nun ernsthaft mit LobaZevskij und
Bolyai und mit dem Zusammenhang zu Riemanns VorstoB. Aus den Unterlagen
konnte man sogar schlieBen, daB GauB, Lobatevskij und Bolyai von der inneren
Widerspruchsfreiheit nichteuklidischer Geometrien iiberzeugt gewesen waren; ein
Beweis aber fehlte. Er war gefunden, als es gelang, Modelle nichteuklidischer Geo-
metrien aufzustellen.

Im Jahre 1868 konnte der Italiener Beltrami zeigen, daB auf Flichen konstanter
negativer Kriimmung die Gesetze der nichteuklidischen Geometrie gelten, und 1871
gab Klein (im AnschluB an Cayley und dessen projektive MaBbestimmung) ein
ebenes Modell der nichteuklidischen Geometrie an. Ein weiteres Modell stammt von
Poincaré.

Das Kleinsche Modell sieht folgendermaBen aus: Fiir ,, Ebene* steht das Innere
einer Ellipse, fiir ,,Gerade* jeder im Inneren der Ellipse liegende Sehnenabschnitt,
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fiir ,,Punkt* jeder Punkt im Innern der Ellipse (Abb. 13.2). Ist in der Ellipse eine
Gerade g mit den ,,Endpunkten” 4 und B (die selbst nicht zu den Punkten des
Modells gehoren) und ein Punkt P auBerhalb von g gegeben, dann gibt es durch
P zu g beliebig viele ,,Parallelen‘, nimlich alle Geraden, die nicht in den Winkel-

Abb 13 2 Zu Kleins ebenem Modell der
ie, projektive

MaBbestimmung

/
A g B8

raum des Winkels APB hineinreichen. Bei Klein heiBt es in der Arbeit ,,Uber die
sogenannte Nichteuklidische Geometrie (Vorldufige Mitteilung)*:

»Das Bediirfnis, die sehr abstrakten Spekulationen, welche zur Aufstellung der dreierlei Geo-
metrien (der euklidischen und der beiden nichteuklidischen, Wg) gefithrt haben, zu versinn-
lichen, hat dahin gefiihrt, Beispiele von MaBbesti hen, die als Bilder der
genannten Geometrien aufgefaBt werden konnten, und dumit zugleich die innere Folgerichtig-
keit jeder einzelnen in Evidenz setzten .

Die fraglichen Bilder betrachten als Objekt der MaBbestimmung die Ebene resp. den Raum
selbst und benutzen nur eine andere MaBbestimmung als die gewohnliche, welche, im Sinne
der projektivischen G trie, als eine Verallgemeinerung der gewshnlichen MaBbesti
erscheint.* ([L 13.22], Bd. 1, S. 246/247)

Von Klein stammen auch die Bezeichnungen elliptische, parabolische (d.i.
euklidische) und hyperbolische Geometrie. Beziiglich der Existenz der Parallelen
gelten dann die Aussagen:

elliptische Geometrie : keine Parallele,
euklidische Geometrie:  genau eine Parallele,
hyperbolische Geometrie: beliebig viele Parallelen.

Als Modell einer elliptischen Geometrie hat man etwa die Geometrie auf der Fliche
einer reellen Kugel, wenn man ,,Ebene* durch Kugeloberfliche, ,,Gerade* durch
GroBkreis auf der Kugeloberfliche und ,,Punkt durch ein paar diametral gegen-
iiberliegender Punkte interpretiert.

Mit Kleins Modell der hyperbolischen nichteuklidischen Geometrie hatte sich
16 Jahre nach dem Tode von GauB die nichteuklidische Geometrie im Kreise der
fortgeschrittenen Mathematiker iib gend ihre mathematische Existenz erobern
konnen; freilich hielten verworrene Diskussionen, u. a. in Philosophenkreisen und
unter Laien, noch weit bis ins 20. Jh. hinein an.

Zur Entwicklungsgeschichte der projektiven Geometrie

Die Ansiitze der projektiven Geometrie reichen bis in die Antike zuriick (Anm. 13.3)
und erfuhren im 17, Jh. eine Neubelebung. Es seien nur Pascal und der franzésische
Baumeister und Geometer Desargues genannt; er formulierte den Satz, daB die
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Schnittpunkte der drei Seiten zweier in einer Ebene perspektiv gelegener Dreiecke
auf einer Geraden liegen (Abb. 13.3).

Indessen ging der entscheidende Impuls fiir die Herausbildung der projektiven
Geometrie zur selbstindigen Disziplin von der darstellenden Geometrie aus. Dort war
es iiblich geworden, zwischen metrischen und ,,deskriptiven‘ Eigenschaften zu unter-
scheiden ; unter letzteren verstand man solche der Lage, d. h. der Inzidenz, welche bei
(Orthogonal-) Projektion erhalten bleiben.

Die weitere Entwicklung wurde von direkten Monge-Schiilern getragen: Carnot
hob in seinen Schriften (1801), (1803) die Forderung hervor, eine ausschlielich auf
das Projizieren beschriinkte Geometrie aufzubauen. Dies gelang Poncelet, der mit
seinem ,,Traité des propiétés projectives des figures* (1822) bereits eine zusammen-
hingende Darstellung der projektiven Geometrie schuf.

N
\
/w‘ Abb. 13.3. Satz von Desargues. Ein frithes Beispiel
eines Satzes der projektiven Geometrie

Poncelet stellte den allgemeinen Begriff der Zentralprojektion an die Spitze und
traf die grundsitzliche Unterscheidung zwischen ,,projektiven* und ,,nichtprojek-
tiven Eigenschaften von Figuren, d.h. solchen Eigenschaften, die bei Zentral-
projektion stets erhalten bleiben bzw. im allgemeinen zerstért werden. Poncelet
erkannte die Bedeutung des Dualititsprinzips und gab sogar die allgemeine metrische
Funktion projektiven Charakters an, aus der z. B. die projektive Invarianz des
Doppelverhiltnisses von vier Punkten auf einer Geraden folgt.

Neben der franzosischen Schule um Gergonne machten sich insbesondere vier
Mathematiker in Deutschland um Durchbildung und Weiterentwicklung der projek-
tiven Geometrie verdient, der aus der Schweiz stammende Steiner, v. Staudt, Mobius
und Pliicker, wenn auch mit unterschiedlichen Vorstellungen. Wihrend die beiden
ersten als Angehdrige der synthetischen Geometrie auf den Gebrauch rechnerischer
Methoden verzichteten, trugen Mobius und Pliicker zum Ausbau der analytischen
Geometrie bei und fijhrten u. a. homogene Koordinaten und Linienkoordinaten in die
Mathematik ein. (Ubrigens kam es zwischen den beiden verschiedenen Schulen der
projektiven Geometrie zu wiitend ausgetragenen Streitigkeiten.)

Poncelet, Mobius und Steiner hatten zum Aufbau der projektiven Geometrie noch
metrische Betrachtungen herangezogen; noch immer beruhte das fiir die Definition
projektiver Koordinaten entscheidende Doppelverhiltnis auf einer metrischen
Begriffsbestimmung. Erst v. Staudt schloB mit der,,Geometrie der Lage* (1847) und
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nachfolgenden ,,Beitrigen‘ diese Liicke. Und schlieBlich beseitigte Klein 1871 die
letzte Inkonsequenz, indem er die auf dem (metrikfreien) Doppelverhiltnis beruhende
Definition der projektiven Koordinaten metrikfrei angab.

Das Erlanger Programm

Das Ergebnis der Entwicklung im Gebiet der Geometrie bestand bald nach der Mitte
des Jahrhunderts in der Aufhebung der bis dahin scheinbar unabdingbaren Koppe-
lung von Geometrie und Metrik, in der Herausbildung der nichteuklidischen Geo-
metrie, in einer Erweiterung des traditionellen kartesischen Koordinatenbegriffs
und in einer Wendung zum Abstrakten durch den Ubergang zur beliebig hohen (aber
endlichen) Dimension.

Alles in allem bot sich den Geometern der ersten Hilfte des 19. Jh. das Bild einer
sich stiirmisch entwickelnden Geometrie, wobei die ehemals vorhandene innere
Geschlossenheit der Geometrie mehr und mehr zerfiel. Um die Mitte des Jahrhunderts
herrschte eine gewisse Ratlosigkeit iiber den inneren Zusammenhang der einzelnen
»Geometrien* und ,,geometrischen Methoden“.

Die Losung der entstandenen Divergenz brachte das sog. ,,Erlanger Programm®,
eine Klassifizierung der Geometrie mit gruppentheoretischen Methoden, dessen
Grundideen von Lie und Klein stammen und das Klein schlieBlich ausarbeitete. Der
Name ,,Erlanger Programm* stammt daher, daB Klein 1872 bei seinem Eintritt als
Uuiversititsprofessor in die philosophische Fakultit der Universitit Erlangen gemiB
dortiger Tradition einen programmartig angelegten Vortrag zu halten verpflichtet
war; der originale Titel lautete ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geome-
trische Forschungen‘.

Kleins Absichten zielten erklirtermaBen auf die Wiederherstellung der Einheit der
Geometrie ab; dies wurde zum Motiv der Ausarbeitung des ,,Erlanger Programms*:

,»Mein Interesse war schon von meiner Bonner Zeit (Studienzeit bei Plueker, 1865—1868 Wg),
her darauf geri im Wid ite der sich befehdend S das
gegensemge Verhiltnis der ncbeneinander herlaufenden, éuBerlich einander unéhnlicher und
doch in ihrem \Vesen nach verwandter Arbeitsrichtungen zu v hen und ihre Gegensi
durch eine einheitliche G tauff g zu Innerhalb der Geometrie gab es in
dieser Hinsicht noch viel fiir mich zu tun.* ([L 13. 22] Bd. 1, S. 52)

Erst nach 1872 hat Klein bei historischen Studien bemerkt, da8 die von ihm selbst
geleistete gruppentheoretische Klassifizierung der Geometrie vor ihm bereits in
Angriff genommen worden war, und zwar durch den Leipziger Mathematiker Mobius,
freilich in impliziter Form. Dieser hatte in dem 1827 erschienenen Buch ,,Der bary-
centrische Calcul... — das iibrigens eine hervorragende Rolle bei der Weiterent-
wicklung der analytischen Geometrie spielte — ,,geometrische Verwandtschaften
zweier Figuren®, wie er sich ausdriickte, systematisch untersucht und sich so um die
Einheit der Geometrie bemiiht. In der Vorrede zéhlt Mébius folgende geometrische
Verwandtschaften auf: Gleichheit, Ahnlichkeit, Affinitit und Kollineation, und er
stellt ihr gegenseitiges Verhiltnis klar: Gleichheit und Ahnlichkeit, 8o sagt er, unter-
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scheiden sich nicht wesentlich — diese Feststellung entspricht den Eigenschaften
der sog. Hauptgruppe des ,,Erlanger Programms*‘.

Allgemeiner sind die Affinititen, welche speziell die Ahnlichkeiten und Gleich-
heiten in sich enthalten — dies entspricht dem gegenseitigen Verhiltnis von affiner
Gruppe zur dquiformen (oder Haupt-) Gruppe. Noch allgemeiner schlie8lich sind die
Verwandtschaften der Kollineation; auch hier nimmt Mobius die Enthaltens-
aussage der affinen Geometrie in der projektiven Geometrie vorweg. Man sieht, wie
erstaunlich weit Mobius auf dem Wege zum ,,Erlanger Programm*‘ vorangeschritten
war, mittels eines systematischen Studiums geometrischer Verwandtschaften,

,einer Lehre, welche in dem hier gebrauchten Sinne die Grundlage der ganzen Geometrie in
sich fasst, die aber auch eine der schwierigsten sein méchte, wenn sie in voller Allgemeinheit
und erschopfend vorgetragen werden soll*. ([L 13.26], Bd. 1. S. 9)

Die Leistung von Mébius ist um so erstaunlicher, als damals, 1827, die Gruppen-
theorie iiberhaupt noch nicht konstituiert war. Klein dagegen lernte sie um 1870
kennen und sah bald deren Méglichkeit fiir die angestrebte Klassifizierung der
Geometrie, nachdem er es vorher auf invariantentheoretischer Grundlage versucht
hatte.

Klein geht im ,,Erlanger Programm* von der Definition der Gruppe als einem
»System in sich geschlossener Transformationen‘ aus; dann wird der Begriff der
Hauptgruppe erliutert :

,,Dxe Geometrie kann sich ... iiberhaupt nur mit solchen Eigenschaften der riumlichen Gebilde

f: welche unabhingig sind von der Stelle im Raum, die von den Gebilden eingenommen
wird, sowie von der absoluten GréBe der Gebilde. Auch kann sie nicht (immer ohne Zuhilfe-
nuhme eines dritten Korpers) zwischen den Eigenschaften eines Kérpers und denen seines

iegelbild heiden. Durch diese Sitze ist eine Gruppe raumlicher Transformationen
charakterisiert — sie mag die Hauptgruppe genannt werden —, deren Transformationen die
Gesamtheit der geometrischen Eigenschaften eines Gebildes unberuhrt lassen.* ([L 13.22],
Bd. T, S. 318)

Der Gruppenbegriff erweist sich als eine Art Zauberstab, um Ordnung, in der Geo-
metrie zu schaffen. Jeder ,,Geometrie* wird eine Gruppe ,,adjungiert*, wie sich Klein
ausdriickt :

,Nur ist nicht mehr ... eine Gruppe vor den iibrigen durch ihre Bedeutung ausgezeichnet;
jede Gruppe ist mit jeder underen gleichberechtigt. Als Verallgemeinerung der Geometrie ent-
steht so das folgende umfassende Problem:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben man soll
die der Mannigfaltigkeit angehori Gebilde hinsichtlich solcher Eij haften un

die durch die Transformationen der Gruppe nicht geéndert werden.* ([L 13.22], Bd. I, S. 463)

,,Ersetzt man die Hauptgruppe durch eine umfassendere Gruppe, so bleibt nur ein Teil der
geometrischen Eigenschaften erhalten .... In diesem Satz beruht die Eigenart der hier zu be-
sprechenden neueren geometrischen Richtungen und ihr Verhiltnis zur elementaren Methode.
Sie sind dadurch eben zu charakterisieren, daB sic an Stelle der Hauptgruppe eine erweiterte
Gruppe réumlicher Umformungen zugrunde legen. Ihr gegenseitiges Verhiltnis ist, sofern
sich ihre Gruppen einschlieBen, durch einen entsprechenden Satz bestimmt. Dasselbe gilt von
den verschiedenen hier zu betrachtenden Behandlungsweisen mehrfach ausgedehnter Mannig-
faltigkeiten.* ([L 13.22], Bd. I, S. 465/466)



Die Entwicklung der hheren Geometrie im neunzehnten Jahrhundert 259

Damit ist die gruppentheoretische Untersuchungsmethode dargelegt: Dem Uber-
gang zu einer umfassenderen Gruppe entspricht also der Ubergang zu einer ,,irmeren*
Geometrie. Durch Einschrinkung der Transformationsgruppe gehen alle (klassi-
schen) Geometrien aus der projektiven Geometrie hervor. Diese Zusammenhinge
pflegen wir heute (fiir die klassischen euklidischen Geometrien) in Form des folgenden
Schemas zu verdeutlichen:

dquiforme  affine projektive
Gruppe Gruppe Gruppe
Lage zerstort zerstort zerstort
GroBe zerstort zerstort zerstort
Orthogonalitit erhalten zerstort zerstort
Parallelitit erhalten erhalten zerstort
Inzidenz erhalten erhalten erhalten
dquiforme  affine projektive
G trie G trie G trie

Die Wirkung des ,,Erlanger Programms*‘

Die mit dem ,,Erlanger Programm‘ vollzogene gruppentheoretische Klassifizierung
bedeutete — wenigstens aus historischer Sicht — eine echte Zasur fiir die Entwicklung
der Geometrie (Anm. 13.4), zugleich aber auch wegen der zutage tretenden fusionie-
renden Kraft des Gruppenbegriffes einen Einschnitt bei den gegen Ende des 19. Jh.
sich entwickelnden Ansdtzen strukturellen mathematischen Denkens.

Das ,,Erlanger Programm* hat dazu beigetragen, die Tragweite axiomatisch
fixierter Voraussetzungen in der Geometrie aufzudecken. Obwohl Klein an diesem
ProzeB keinen Anteil genommen hat — er stand der modernen mengentheoretisch
begriindeten und axiomatisch aufgebauten Mathematik, wie sie sich zu Beginn des
20. Jh. herauszubilden begann, sogar ziemlich skeptisch gegeniiber —, ist er doch
zum Initiator der strengen Auffassung in der Geometrie geworden, die in Deutsch-
land mit Pasch einsetzte und dann von Hilbert fiihrend vertreten wurde.

Axiomatisierung der Geometrie durch D. Hilbert

Bereits bei Lambert und bei Lobatevskij finden sich Bemerkungen, daB die Grund-
legung der Geometrie auch eine Neubestimmung ihrer Grundbegriffe nétig mache.
Diese Forderung ging parallel mit &hnlichen Uberlegungen in anderen Gebieten der
Mathematik, z. B. der Analysis und zugleich zeitlich parallel mit dem Hervortreten
der mathematischen Logik am Ende des 19. Jh.

Es scHeint, daB der deutsche Mathematiker Pasch als erster einen Versuch unter-
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nommen hat, den Forderungen nach einem in diesem modernen Sinne strengen
Aufbau der Geometrie nachzukommen. Fiir die projektive Geometrie der Ebene
wurde diese Absicht in dem Buch ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie der Ebene**
(1882) in Angriff genommen. Die folgende Passage verweist darauf, daB Pasch die
Mathematik und speziell die Geometrie historisch-erkenntnistheoretisch als durch
Abstraktion von der objektiven Realitit entstanden auffaBt und dabei gerade im
Interesse des wissenschaftlichen Fortschrittes betonte, daB Mathematik und speziell
Geometrie bei ihrem axiomatischen Aufbau nicht mehr auf Anschauung und Ver-
sinnlichung zuriickgreifen diirfen (Anm. 13.5):

,»Die Mathematik stellt Relationen zwischen den mathematischen Begriffen auf, welche den
Erfahrungsthatsachen entsprechen sollen, aber weitaus in ihrer Mehrzahl der Erfahrung nicht
unmittelbar entlehnt, sondern ,,bewiesen‘‘ werden; die (ausser den Definitionen der abge-
leiteten Begriffe) zur Beweisfiihrung nothwendigen Erkenntnisse bilden selbst einen Theil der
aufzustellenden Relationen. Nach Ausscheidung der auf Beweisen gestiitzten Sitze, der Lehr-
sitze, bleibt eine Gruppe von Sitzen zuriick, aus denen alle iibrigen sich folgern lassen, die
Grundsitze; diese sind unmittelbar auf Beobachtungen gegriindet, freilich auf Beobachtungen,
welche seit undenklichen Zeiten sich unaufhérlich wiederholt haben, welche klarer erfasst
werden, als die irgendeiner anderen Art, und mit denen die Menschen deshalb lingst so vertraut
geworden sind, daB ihr Ursprung in Vergangenheit gerathen und Gegenstand des Streites
werden konnte.

Die Grundsitze sollen das von der Mathematik zu verarbeitende empirische Material voll-
stindig umfassen, so das man nach ihrer Aufstellung auf die Sinneswahrnehmung nicht mehr
zuriickzugehen braucht. ... ([L 13.27], S..17)

Es muss in der That, wenn anders die Geometrie wirklich deductiv sein soll, der Prozess des
Folgerns iiberall unabhiingig sein vom Sinn der geometrischen Begnffe, wne er unabhingig
sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten Sitzen, bezieh Definiti
niedergelegten Beziehungen zwischen den geometrischen Begriffen diirfen in Betracht kom-
men.* ([L 13.27], S. 98)

Damit gehort Pasch zu den groBen Wegbereitern der modernen Geometrie. Offen-
sichtlich ist bei ihm ein Grundgedanke bereits klar ausgesprochen, den Hilbert bald
darauf zur Maxime seiner Methode gemacht hatte.

Hilbert verzichtete bewuBt auf eine Definition der Grundbegriffe der Geometrie
wie Punkt, Gerade, Ebene; stattdessen treten Beziehungen zwischen nicht néher
definjerten Elementen in den Vordergrund. Diese Beziehungen werden axiomatisch
festgelegt.

In der entscheidenden Arbeit von Hilbert, den ,,Grundlagen der Geometrie von
1899, einer Festschrift iibrigens aus Anla8 der Enthiillung des GauB-Weber-Denk-
mals in Géttingen, heiBt es:

»,Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systems
nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit 4, B, C, ...; die Dinge des zweiten Systems nennen
wir Geraden und bezeichnen sie mit a, b, ¢, ...; die Dinge des dritten Systems nennen wir
Ebenen und bezeichnen sie mit «, 8, y, ...; die Punkte heiBen auch die Elemente der linearen
Geometrie, die Punkte und Geraden heiBen die Elemente der ebenen Geometrie und die
Punkte, Geraden und Ebenen heifen die Elemente der raumlichen G trie oder des R
er denken die Punkte, Geraden und Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und be-
h diese Bezieh durch Worte wie ,liegen‘, ,zwischen’, ,parallel’, ,kongruent‘
,stetig'; die genaue und vollstindige Beschreibung erfolgt durch die Axiome der Geometrie.*
([L 13.16], S. 2)
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Hier tritt die formalistische Auffassung Hilberts sehr klar zutage; die Verkniipfungen
entscheiden, die ,,Elemente‘‘ selbst bleiben undefiniert und werden nur mit Riick-
sicht auf Tradition und Gewohnheit mit Worten belegt, die dem Sprachgebrauch der
Geometrie entstammen. Hilbert hat, im Scherz zwar, aber doch véllig im Ernst
beziiglich seines Anliegens erklirt :

,»Wenn ich unter meinen Punkten irgendwelche Systeme von Dingen, z. B. das System Liebe,
Gesetz, Schornsteinfeger ... denke und dann nur mecine simtlichen Axiome als Beziehungen
zwischen diesen Dingen annehme, so gelten meine Sitze, z. B. der Pythagoras, auch von diesen

Dingen.* Oder noch drastischer: ,,Man muB jederzeit an Stelle von ,Punkten‘, ,Geraden’,
,Ebenen‘, ,Tische, ,Stiihle, ,Bierseidel‘ sagen kénnen.* ([L 13.2], S. 403)

Von Hilbert stammt auch die Einteilung der Axiome nach fiinf Axiomgruppen:

I.  Acht Axiome der Verkniipfung,
II. Vier Axiome der Anordnung,
III. Fiinf Axiome der Kongruenz,
IV. Das Axiom der Parallelen,

V. Zwei Axiome der Stetigkeit.

Der von Hilbert gebahnte Weg erwies sich von groBer Tragweite, sowohl fiir die
Geometrie selbst als auch fiir den Fortschritt der Mathematik in methodischer
Hinsicht.

In der Folgezeit sind andere, modifizierte Axiomensysteme zum Aufbau der Geo-
metrie vorgeschlagen und zur Grundlage von Lehrbuchdarstellungen gemacht
worden; damit wurde ein weites Feld geometrischer Grundlagenforschung ersffnet,
das auch heute noch viele interessante Fragestellungen enthilt, die wiederum inter-
essant sind fiir methodische Uberlegungen, z. B. im Schulunterricht (Anm. 13.6).

Die moderne Auffassung von Axiomatisierung

Hilbert hat diese Gelegenheit auch benutzt, um herauszuarbeiten, welche Forderun-
gen an ein Axiomensystem — zum Aufbau irgendeiner mathematischen Theorie —
zu stellen sind.

Das Axiomensystem muB erstens widerspruchsfrei sein. Fiir die Geometrie 16ste
Hilbert dieses Problem, indem er das Prinzip der Schaffung eines Modells betonte
und die Axiome der Geometrie auf die Arithmetik zuriickfiihrte, von denen er
voraussetzte (was bis heute noch nicht vollstindig bewiesen ist), daB diese wider-
spruchsfrei seien.

Das Axiomensystem soll zweitens vollstandig sein. Es soll also in einem gewissen
Sinne geniigend umfangreich sein, so, da8 der Inhalt der dadurch begriindeten
Theorie im wesentlichen eindeutig festgelegt ist. Dies gilt z. B. fiir die Hilbertschen
Axiome der Geometrie.

Die Axiome sollten ferner aber auch voneinander unabhingig sein. Ist das nicht der
Fall, dann besitzt das Axiomensystem eine Art Schonheitsfehler; dieser ist allenfalls
noch hinzunehmen, wenn man sich iiber die jeweiligen Abhingigkeitsbezichungen
genau im klaren ist. Die Hilbertschen Axiome garantieren den Aufbau der (ebenen)
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euklidischen Geometrie. Der Nachweis, daB nichteuklidische Geometrien méglich
sind und daB Modelle dafiir existieren, zeigt, daB das Parallelenaxiom von den
anderen Axiomen der euklidischen Geometrie unabhéngig ist.

Zu Beginn des 20. Jh. zeigte sich, daB man wesentliche Teile der euklidischen bzw.
nichteuklidischen Geometrie auch unabhingig von Stetigkeitsaussagen aufbauen
kann; deren Unabhingigkeit war bereits von Hilbert erkannt worden.

Mit Hilbert erfuhr der von Euklid einst beschrittene Weg der Axiomatisierung der
Geometrie seine Vollendung. Die geometrischen Grundbegriffe werden nur noch
implizit, d. h. durch die zwischen ihnen geltenden Beziehungen definiert. Der Ver-
zicht auf den Versuch einer expliziten Definition, die Untersuchung der Reichweite
der einzelnen Axiome bzw. Axiomengruppen und die Zuriickfiihrung des Beweises
der Widerspruchsfreiheit von Geometrien auf die Arithmetik verschob das Problem
der Grundlegung der Geometrie in den Bereich der Grundlegung der Arithmetik
und schloB damit die Geometrie an die allgemeinen erkenntnistheoretischen Fragen
der Grundlagen der Mathematik an, wie sie zu Beginn des 20. Jh. diskutiert wurden.
Zugleich erfuhren die erkenntnistheoretisch-mathematischen Forderungen an ein
Axiomensystem erweiterte und verschirfende Prizisierungen.

Entstehung und Entwicklung der Mengenlehre

Die Vokabel ,,unendlich* tritt seit altersher in der Geschichte der Mathematik auf.
Doch erst nach Uberwindung bedeutender gedanklich-begrifflicher Schwierigkeiten
war es zu Anfang des 19.Jh. gelungen, den exakten Grenzwertbegriff herauszu-
arbeiten. Dem Gebrauch des Unendlichen lag die Vorstellung von einem Proze8
zugrunde, der in beliebig vielen, sozusagen unendlich vielen, Schritten zur Annihe-
rung an einen endlichen Wert fiihrt. Das Unendliche existiert, um die Sprechweise
von Aristoteles zu gebrauchen, nur als potentielles Unendlich. Zwar gibt es zu jeder
Zahl noch eine groBere, aber das Unendliche kann nicht wirklich erreicht werden.
Analoges gilt auch fiir das Unendlich-Kleine, fiir einen bis ins Unendliche fortzu-
setzenden TeilungsprozeB.

Diese Auffassung war allgemeine Auffassung der Mathematiker bis zur Mitte des
19. Jh. GauB hatte sie in die Worte gekleidet :

»»-++ 80 protestire ich ... gegen den Gebrauch einer unendlichen Grésse als einer Vollendeten,
welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche ist nur eine fagon de parler
(Sprechweise, Wg), indem man eigentlich von Grenzen spricht, denen gewisse Verhiltnisse
so nahe kommen als man will, wihrend andern ohne Einschrinkung zu wachsen verstattet ist.*
([L 13.11], Bd. VIII, S. 216)

Gegen die Autoritit von GauB muBte diejenige Wissenschaft sich durchsetzen,
die sich mit dem ,,Aktual-Unendlichen* beschiftigte. Allerdings sind in neuerer
Zeit berechtigte Zweifel daran geduBert worden, ob man GauB hier zu Recht so
weitgehend interpretiert (Waterhouse, W. C.: Gauss and infiniti. In: Historia mathe-
matica, 6, 1979, p. 430—436).
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Aus der Friihgeschichte der Mengenlehre

In der Antike verwies Proclos Diadochos auf das folgende Paradoxon: Die Kreis-
fliche wird vom Durchmesser in zwei gleiche Teile geteilt. Der unendlich groBen
Zahl moglicher Durchmesser entspricht also quasi eine doppelt unendlich groBe
Anzahl von Halbkreisflichen.

Ahnliche Paradoxa iiber das Unendliche finden sich in mittelalterlichen Texten,
gelegentlich in theologischer Einkleidung, aber auch in Form mathematischer Bei-
spiele. Bei konzentrischen Kreisen etwa lassen sich die Punkte der Peripherie ein-
eindeutig den Radien zuordnen, und doch hat der groBere Kreis ,,mehr* Peripherie-
punkte als der kleinere Kreis.

Ein besonders schones Beispiel der Behandlung des Aktual-Unendlichen stammt
von Galilei aus den ,,Discorsi (1638); nach heutiger Terminologie stellte er eine ein-
eindeutige Zuordnung zwischen den natiirlichen Zahlen und ihren Quadraten her
und bemerkte dazu, daB die Menge der natiirlichen Zahlen einer ihrer echten Teil-
menge ,,gleichzusetzen* (wir wiirden sagen: ,,gleichmichtig*) ist.

Am weitesten, vor Cantor, gelangte Bolzano auf dem Wege zur eigentlichen

Mengenlehre. In seiner aus dem NachlaB herausgegebenen Schrift ,,Paradoxien des
Unendlichen* (1851), deren Bedeutung insbesondere Cantor selbst wiirdigend her-
vorgehoben hat, stieB Bolzano zur klaren Einsicht in einen Sachverhalt vor, den
wir heute mit dem Begriff Gleichmichtigkeit von Mengen so beschreiben, da8 unend-
liche Mengen gleichmichtig sind, obwohl die eine Menge als echte Teilmenge in der
anderen enthalten ist.
,»Schon bei den bisher betrachteten Beispielen des Unendlichen konnte uns nicht entgehen,
dass nicht alle unendlichen Mengen in Hinsicht auf ihre Vielheit ein(an)der gleich zu achten
seien ; sondern dass manche derselben grasser (oder kleiner) als eine andere sei, d. h. die andere
als einen Theil in sich schli (oder im Gegentheile sich selbst in der andern als bloBer Theil
befinde). Auch dieses ist eine Behauptung, die Vielen paradox klingt ..., ([L 13.3], S. 27)

.-Ubergehen wir nun zur Betrachtung einer héchst merkwﬁrdigen Eigenheit, die in dem Ver-
hiltnisse zweier Mengen, wenn beide unendlich sind, vnr kann, ja lich immer
vorkommt, die man aber bisher zum Nachtheil fiir die Erk i ichtigen Wahr-
heiten der Metaphysik sowohl als Physik und Mathematik iibersehen hat, und die man wohl
auch jetzt, indem ich sie aussprechen werde, in einem solchen Grade paradox finden wird,
dass es sehr nothig sein diirfte, bei ihrer Betrachtung uns etwas linger zu verweilen. Ich
behaupte nimlich: zwei Mengen, die beide unendlich sind, konnen in einem solchen Verhilt-
nisse zueinander stehen, daB es einerseits moglich ist, jedes der einen Menge gehérige Ding mit
einem der anderen zu einem Paare zu verbinden mit dem Erfolg, dass kein einziges Ding in
beiden Mengen ohne Verbindung zu einem Paare bleibt, und auch kein einziges in zwei oder
mehreren Paaren vorkommt; und dabei ist es doch andererseits moglich, dass die eine dieser
Mengen die andere als einen blossen Theil in sich fasst, so dass die Vielheiten, welche sie vor-
stellen, wenn wir die Dinge derselben alle als gleich, d. h. als Einheiten betrachten, die iy
faltigsten Verhiltnisse zu einander haben.‘* ([L 13.3], S. 28/29)

G. Cantor und die Begriindung der Mengenlehre

Es verdient festgehalten zu werden, daB Cantor von konkreten mathematischen
Problemen ausging. Erst spiter, als er mit seiner Mengenlehre auf vielfdltiges Un-
verstiindnis stieB, zog er philosophische — genauer gesagt objektiv-idealistische —
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und gelegentlich metaphysische und sogar theologische Argumentationen zugunsten
des Aktual-Unendlichen heran.

Cantor war seit seiner Berliner Studienzeit bei Weierstra8 mit der strengen Anf-

fassung iiber die Grundlagen der Analysis vertraut. Spiter dann in Halle wurde er
von seinem Kollegen Heine auf schwierige offene Fragen in der Theorie der trigono-
metrischen Reihen hingewiesen; dies fiihrte ihn zur Theorie der Punktmengen. In
die Friihzeit von Cantors mathematischer Titigkeit gehort auch die Begriindung der
Theorie der Irrationalzahlen durch Fundamentalfolgen. Seit 1873 drang Cantor
Schritt um Schritt in die Geheimnisse des Aktual-Unendlichen oder, wie er sagt, des
,,Bigentlich-Unendlichen‘ ein. Cantor hat den fiir die Mengenlehre entscheidenden
Unterschied zwischen dem Potentiell- und dem Aktual-Unendlichen 1886 in die
Worte gekleidet :
,»Wenn man sich iiber den Ursprung des weit verbreiteten Vorurtheils gegen das actual Un-
endliche, den ,horror infiniti‘, in der Mathematik volle Rechenschaft geben will, muB man vor
allem den Gegensatz scharf ins Auge fassen, der zwischen dem actualen und potenzialen Un-
endlichen besteht. Wihrend das potenziale Unendliche nichts anderes bedeutet, als eine un-
bestimmte, immer endlich bleibende veranderliche Grésse, die Werthe anzunehmen hat,
welche entweder kleiner werden als jede noch so kleinc oder groBer werden als jede noch so
groBe endliche Grenze, bezieht sich das actuale Unendliche stets auf ein in sich festes, con-
stantes Quantum, das grosser ist als jede endliche Grésse derselben Art. (zit. nach [L 13.24],
S. 249)

Bereits 1873 erkannte er, daB sich zwischen der Menge der natiirlichen Zahlen und
der Menge der positiven rationalen Zahlen eine eineindeutige Zuordnung herstellen
1dBt und daB die Menge der reellen Zahlen nicht abzihlbar ist. Damit waren sozu-
sagen GréBenordnungen im Transfiniten gefunden; man konnte diese Entdeckung,
die er 1874 in der Arbeit ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen alge-
braischen Zahlen‘ bekanntmachte, als Geburtsurkunde der Mengenlehre bezeichnen.

Indem Cantor diese Uberlegungen auf die Geometrie ausdehnte, stie8 er 1877, im
Briefwechsel mit Dedekind stehend, zu der ihm fast nicht glaubhaften Erkenntnis
vor, daB die Menge der Punkte des Einheitsquadrates eineindeutig auf die Menge der
Punkte der Einheitsstrecke abgebildet werden kann. Damit war die festgefiigte
altgewohnte Vorstellung von ,,Dimension‘ umgestoBen, zumal sich das Cantorsche
Ergebnis auf Gebilde beliebiger Dimensionen erweitern lie8.

Bald darauf ging Cantor zur zusammenhingenden Darlegung seiner Ergebnisse
iiber. Von 1879 bis 1884 erschienen sechs Arbeiten unter dem gemeinsamen Titel
,»Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten“. Dort finden sich u.a. die
Definitionen der abgeschlossenen, der dichten, der in sich dichten, der perfekten und
der zusammenhingenden Menge sowie die Grundlagen der Theorie der transfiniten
Zehlen, die in den 1895/97 veroffentlichten , Beitrigen zur transfiniten Mengenlehre*
systematisch begriindet und ausfiihrlich dargestellt wurde.

Hatte Cantor bis dahin die Termini ,,Inbegriff* oder ,Mannigfaltigkeit” ge-
braucht, so ging er nun zur Verwendung des schon von Bolzano benutzten Begriffs
»»Menge* iiber. Die beriihmte Cantorsche Definition lautet:

,,Unter einer ,Menge‘ vi hen wir jedo Zusam f M von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von 3
genannt werden) zu einem Ganzen.* ([L 13.6], S. 282)
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In der Arbeit von 1895 wird iibrigens auch definiert:

»»»Miichtigkeit' oder ,Kardinalzahl* von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe
unseres aktiven Denkvermégens dadurch aus der Menge M hervorgeht, daB von der Beschaffen-
heit ihrer verschiedenen Elemente M und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert
wird.** ([L 13.6], S. 282)

Es ist also eine gewisse Vorsicht geboten, da die Cantorsche Originalfassung der
Definition von Michtigkeit von der heutigen abweicht.

In der sechsten Arbeit, 1884, formulierte Cantor das Problem, das ihn schon lange
beschiiftigt hatte — er hatte dieses Problem erstmals in einer Arbeit von 1878 er-
wihnt — und das zu 16sen ihm trotz aller heiBen, ja gelegentlich verzweifelten Be-

ithungen nicht gelingen wollte, das Kontinuumproblem. Er stellte — modern
formuliert — die Frage, ob es zwischen der Michtigkeit der Menge der natiirlichen
Zahlen und der Méchtigkeit der Menge der reellen Zahlen noch eine Kardinalzahl gibt.
Diese Frage konnte erst 1963 beantwortet werden.

Vieles an der Mengenlehre in der von Cantor gegebenen Form hat sich als zeit-
bedingt, notwendigerweise als noch zu unprizise und vielleicht sogar als naiv er-
wiesen; die weitere Entwicklung hat die nétigen Korrekturen angebracht. Dennoch
hat Cantor wie nur wenige vor ihm die Entwicklung der Mathematik beeinfluBt, und
es ist vielleicht sogar gerechtfertigt, die mengentheoretische Umgestaltung der
Grundlagen der Mathematik und deren schlieBliche mengentheoretische Durch-
dringung als eine Revolution der Mathematik zu Anfang des 20. Jh. zu bezeichnen.
Mit Recht hat Hilbert die Mengenlehre als ,,die bewunderungswerteste Bliite mathe-
matischen Geistes und iiberhaupt eine der héchsten Leistungen rein verstands-
miiBiger menschlicher Titigkeit* gewiirdigt.

Kampf um die Anerkennung der Mengenlehre

Cantor hatte vorausgesehen, daB es Auseinandersetzungen um die Mengenlehre
geben werde; 1883 schrieb er:

»,Dabei verhehle ich mir kemeswegs, daB ich mit diesem Unwmehmen (Aufba,u emer all-
gemeinen Mengenlehre, Wg) in einen gewissen Geg tz zu weitverk

iiber das mathematische Unendlich und zu hiufig vertretenen Ansichten iber das Wesen der
ZahlgrséBe mich stelle.* ([L 13.6], S. 165)

Insbesondere in Kronecker erwuchs Cantor ein erbitterter Gegner, der, ohne einen
stichhaltigen Einwand vorweisen zu kénnen, Cantor fortgesetzter Fehlschliisse be-
schuldigte. Kronecker lieB sich — nach einer AuBerung Hilberts — von einer dog-
matischen Haltung leiten, die auf der Uberzeugung beruhte, daB es das Aktual-
Unendliche nicht giibe. Schon der Gebrauch unendlicher Reihen erschien ihm ver-
dichtig, da er transfinite SchluBweisen fiir unzuléssig hielt.

..Und ich glaube auch, dal es dereinst geli wird, den g Inhalt aller dieser mathe-
matischen Disziplinen (Algebra, Analysis, Zahlentheorie, Wg) zu ,,arithmetisiren’, d. h. einzig
und allein auf den im eng Sinne g Zahlbegriff zu griinden, also die Modifi-

cationen und Erweiterungen dieses Begriffes (namentlich die Hinzunahme der irrationalen und
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continuirlichen GréSen) wieder abzustreifen, welche zumeist durch die Anwendungen auf
Geometrie und Mechanik veranlaBt worden sind.* ([L 13.23], Bd. 3/1, S. 253)

Man geht nicht fehl in der Annahme, daB der schwere psychische Zusammenbruch
Cantors im Jahre 1884 durch die beleidigenden AuBerungen Kroneckers mitver-
schuldet worden ist; Kronecker hatte sich sogar dazu hinreiBen lassen, in der Offent-
lichkeit Cantor als ,,Verderber der Jugend‘‘ hinzustellen.

In der Sache selbst, in der Ablehnung der Mengenlehre, sah sich Cantor anfangs
einer energischen, aber doch sachlichen Skepsis der Mehrheit der Mathematiker
gegeniiber, die sich von der traditionellen Auffassung des Unendlichen nicht zu l6sen
vermochten. Der einfluBreiche Poincaré driickte eine weitverbreitete Auffassung aus,
wenn er noch 1909 meinte, daB es ,,gar kein Aktual-Unendlich gibe, sondern mit
dem Unendlichen nur die Méglichkeit bezeichnet sei, unaufhorlich neue Objekte zu
schaffen, wie zahlreich auch die schon geschaffenen Objekte seien.

Dagegen fand Cantor in Dedekind, dem Englinder Young und dem schwedischen
Mathematiker Mittag-Leffler warmherzige Forderer seiner Ansichten. Auf dem
ersten internationalen MathematikerkongreB 1897 in Ziirich vermochte der deutsche
Mathematiker Hurwitz, einer der Lehrer von Hilbert, in iiberzeugender Weise die
Bedeutung mengentheoretischen Denkens in der Funktionentheorie zu demon-
strieren. Gegen Ende des 19. Jh. waren die Vorbehalte gegen die Mengenlehre bereits
weitgehend aufgegeben worden. Doch schuf die Entdeckung von Antinomien eine
neue Situation. Cantor selbst hatte schon friih erkannt, da$ unbeschrinkte Mengen-
bildung zu logischen Widerspriichen fiihrt, seine Unterscheidung zwischen ,,konsisten-
ten Vielheiten (Mengen) und ,,inkonsistenten‘‘ oder ,,absolut unendlichen Vielhei-
ten* jedoch nur in Briefen, u. a. an Hilbert, klar ausgedriickt. Im Jahre 1897 publi-
tierte Burali-Forti die Antinomie der Menge aller Ordinalzahlen, 1902 entdeckte
Russell die von der Menge aller Mengen, die nicht Element von sich selbst sind. Die
Diskussion um die Mengenlehre lebte wieder auf, zumal nach dem 1904 von Zermelo
verdffentlichten Beweis des auf das Auswahlaxiom gegriindeten und schon von
Cantor behaupteten Wohlordnungssatzes und nachdem 1908 der intuitionistische
hollindische Mathematiker Brouwer die Anwendung des grundlegenden Satzes vom
ausgeschlossenen Dritten fiir unzulissig erklart hatte.

Die Aufdeckung der — unbestreitbaren — Grundlagenschwierigkeiten wurde
unter dem Eindruck der schweren gesellschaftlichen und ideologischen Krisen in
einigen imperalistischen Staaten zur Existenzkrise der gesamten Mathematik hoch-
gespielt. In dieser schwierigen Situation wandte sich Hilbert gegen jede Form der
Dramatisierung und priigte 1926 das Wort :

. Fruchtbaren Begriffsbildungen und SchluBweisen wollen wir, wo immer nur die geringste
Aussicht sich bietet, sorgfiltig nachspiiren und sie pflegen, stiitzen und gebrauchsfihig machen.
Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.* ([L 13.18],
S. 170)
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Axiomatisierung der Mengenlehre

Von verschiedenen Seiten her wurde die Beseitigung der Schwierigkeiten in Angriff
genc die beim hrinkten Umgang mit mengentheoretischen Begriffs-
bildungen entstehen kénnen.

Als Hauptweg zur Rettung der Mengenlehre hat sich ihre Axiomatisierung er-
wiesen. Es gibt heute verschiedene Axiomensysteme der Mengenlehre, die sich zum
Teil nicht nur in mehr oder weniger formalen Einzelheiten oder in der Hinzunahme
oder Fortlassung einzelner Axiome unterscheiden, sondern auch in den ihnen prin-
zipiell zugrunde liegenden inhaltlichen Vorstellungen. Gemeinsam ist allen diesen
Systemen, daB die naive Vorstellung, jeder formulierbaren Eigenschaft H(x) von
Objekten 2z entspreche eine Menge {z | H(z)}, durch eine weit vorsichtigere, schritt-
weise, durch Axiome geregelte Mengenbildung ersetzt wird, wobei stets alle bisher
bekannten Antinomien vermieden werden, andererseits die zugelassenen Mengen-
bildungsaxiome den Nachvollzug aller in der Mathematik benétigten Mengenkon-
struktionen gestatten.

Ein erstes derartiges Axiomensystem stellte bereits 1908 Zermelo auf. Es wurde in
den 20er Jahren von Fraenkel und Skolem erginzt. Ein anderes System, das ab 1925
von v. Neumann vorgeschlagen und spiter u. a. von Gédel und Bernays weiter-
entwickelt wurde, unterscheidet sich vom erstgenannten vor allem durch die Ein-
beziehung von sog. Unmengen in der Betrachtung, wobei Unmengen gerade solche
Gesamtheiten sind, deren Zulassung als Element weiterer Gesamtheiten zu Anti-
nomien fiithren wiirde. In allen axiomatischen Systemen der Mengenlehre treten
einzelne umstrittene Axiome auf, die nicht in gleicher Weise wie die iibrigen Axiome
allgemein anerkannte Vorstellungen iiber den Mengenbegriff prézisieren, die jedoch
fiir den Beweis gewisser mathematischer Sitze im Rahmen der Mengenlehre unerli8-
lich sind. Zu diesen umstrittenen Axiomen gehoren insbesondere das Auswahlaxiom,
die Kontinuumhypothese nebst ihrer Verallgemeinerung fiir hohere Miachtigkeiten,
das Fundierungsaxiom und gewisse Aussagen iiber die Existenz ,,sehr groBer*
Mengen bzw. ,,unerreichbarer Kardinalzahlen. Diese Axiome, an denen, wie wir
heute wissen, ,,die‘ Mengenlehre sich jeweils in dhnlicher Weise gabelt wie die Geo-
metrie am Parallelenaxiom, l6sten umfangreiche Grundlagenuntersuchungen zur
Mengenlehre aus, deren Ergebnisse zu den bewunderungswertesten Leistungen der
Mathematik im 20. Jh. gehéren. Als erstes zeigte Fraenkel bereits 1922 die Unab-
hiingigkeit des Auswahlaxioms von einem Grundsystem mengentheoretischer Axiome.
Godel bewies 1938, daB sowohl das Auswahlaxiom als auch die verallgemeinerte
Kontinuumhypothese widerspruchsfrei zu einem Grundsystem von Axiomen hinzu-
genommen werden kénnen, falls dieses Grundsystem selbst widerspruchsfrei ist.
Sierpinski zeigte Anfang der 40er Jahre, daB aus der verallgemeinerten Kontinuum-
hypothese das Auswahlaxiom folgt (Anm. 13.7).

Eine lange Reihe dhnlicher Resultate, u. a. auch iiber das Fundierungsaxiom und
die Unabhingigkeit verschied theoretischer Definitionen des Begriffs
,endliche Menge*, wurde 1963 durch die Leistung des Amerikaners Cohen gekront,
der mit einer vollig neuen Methode die Unabhingigkeit der Kontinuumhypothese
von allen vorangehenden Axiomen einschlieBlich des Auswahlaxioms bewies. Cohen
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l6ste damit ein Problem, welches bereits Hilbert in seinem berithmten Problemvortrag
von 1900 als grundlegend fiir die Entwicklung der Mathematik im 20. Jh. genannt
hatte. Ein Problem in bezug auf die genannten (und analoge) Ergebnisse der ,,Meta-
mengenlehre besteht bis heute darin, daB diese Ergebnisse sich auf verschiedene
axiomatische Ansitze beziehen und sich im allgemeinen nicht ohne weiteres auf
ardere axiomatische Systeme der Mengenlehre iibertragen lassen. So muB das
Kontinuumproblem vom Standpunkt stéirker eingeschrinkter Mengenbildungsaxiome
(etwa des Systems der einfachen Typentheorie) nach wie vor als ungeldst betrachtet
werden.

Wihrend die Resultate der mengenthcoretischer Grundlagenforschung die neo-
platonischen Vorstellungen Cantors von der objektiven Existenz der Mengen und
der a-priori-Definitheit aller ihrer Eigenschaften als unhaltbar erwiesen, trat die
axiomatische Mengenlehre ihren Siegeszug als einheitliche Grundlage und metho-
discher Rehmen der gesamten Mathematik an. Eine besonders verdienstvolle Rolle
spielte in den Anfingen dieses Prozesses der mengentheoretischen Durchdringung der
Mathematik Hausdorff, der sowohl die von Cantor begriindete Theorie der Punkt-
mengen wesentlich voranbrachte als auch die daraus hervorgehende abstrakt-
axiomatische mengentheoretische Topologie mitbegriindete. Sein 1914 erstmals
erschienenes Lehrbuch ,,Grundziige der Mengenlehre* erlebte viele Auflagen,
Bearbeitungen und Ubersetzungen.

Philosophisch-mathematische Schulen

Es ist nun geboten, iiber einige philosophisch-mathematische Stromungen zur Be-
griindung der Mathematik zu berichten, die sich etwa um die Jahrhundertwende zu
entwickeln begannen und mehr oder weniger intensiv bis in die Gegenwart wirken.
Obwohl diese Stromungen sich unter dem Eindruck der durch Antinomien er-
schiitterten, um ihren Bestand ringenden Mengenlehre relativ schnell entfalteten,
kann man die Antinomien der Mengenlehre nicht als alleinige Ursache dieser Er-
scheinung ansehen, da einerseits Keime aller drei im folgenden zu besprechenden
Denkweisen bereits vor der Entdeckung der Antinomien, ja zum Teil schon lange vor
der expliziten Entstehung der Mengenlehre nachweisbar sind, andererseits jede dieser
Grundhaltungen einen objektiv vorhandenen Aspekt der Mathematik widerspiegelt,
der auch unabhingig von den Grundlagenproblemen der Mengenlehre friiher oder
spiter ins BewuBtsein der Mathematiker dringen muBte. Withrend der grundsitzliche
Fehler aller Anhinger einer dieser Richtungen in der (letzten Endes durch biirgerliche
philosophische Einfliisse bedingten) Verabsolutierung jeweils eines dieser Aspekte
bestand, haben sie andererseits simtlich die mathematische Grundlagenforschung
um wertvolle inhaltliche und methodische Gesichtspunkte und Resultate bereichert
und zu #uBerst fruchtbaren neuen mathematischen Theorien gefiihrt.

Es ist heute iiblich, die drei Richtungen als Logizismus, Formalismus und Intuitio-
nismus zu bezeichnen und alle an den Grundlagenauseinandersetzungen beteiligten
Mathematiker jener Zeit in diese Klassifikation ,,einzuordnen. Wenn hier auch aus
Griinden der Ubersichtlichkeit dieser Einteilung gefolgt wird, so muB doch eindeutig
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gesagt werden, daB viele filhrend an der Entwicklung der mathematischen Grund-
lagenforschung beteiligte Mathematiker, hiufig sogar das einzelne Werk, sich einer
solchen ,,Abstempelung‘‘ entziehen und daB iiberhaupt die iibergroBe Mehrzahl der
Mathematiker diesen Auseinandersetzungen fernblieb.

Am wenigsten entfernte sich der Logizismus von den Positionen Cantors. Die
Logizisten — als Vorldufer dieser Denkweise sind vor allem Frege, Peano und Dede-
kind anzusehen — beharrten auf dem Standpunkt, daB die Mengenlehre und damit
die gesamte in sie einbettbare bzw. in ihr darstellbare Mathematik ein Teil der Logik
sei, daB das Reich der Mengen und allgemeiner der Relationen eine Art objektiver,
vom menschlichen BewuBtsein unabhiingiger Realitit besitze und daB die auf-
getretenen Antinomien lediglich durch eine noch unzureichende Erfassung und
Widerspiegelung dieses Reiches verursacht seien. Als Hauptvertreter des Logizismus
unternahmen Russell und Whitehead in dem 1910—1913 erschienenen dreibandigen
Werk ,,Principia mathematica‘ einen Neuaufbau der Mengenlehre und weiter Teile
in ihr dargestellter Mathematik, in dem alle bisher bekannten Antinomien durch
eine hierarchische Schichtung der Relationen (insbesondere Mengen als einstellige
Relationen) vermieden werden: Der Typ einer Relation ist stets hoher als die Typen
aller Dinge, die in dieser Relation stehen, und in die Definition einer Relation diirfen
nur Objekte eines niedrigeren Typs eingehen. Wihrend dieses System, duBerlich
betrachtet, nichts anderes als eine Axiomatisierung der Mengenlehre ist und (insbe-
sondere in vereinfachter Form als einfache Typentheorie) heute noch zu diesem
Zweck dient, ist der philosophische Logizismus von der als nichstes zu besprechenden
formalistischen Auffassung der Mengenlehre durch die objektiv idealistische Auf-
fassung von den Mengen und Relationen unterschieden und daher heute unter dem
Eindruck der oben besprochenen Resultate iiber die Gabelbarkeit der Mengenlehre
an bestimmten Axiomen im wesentlichen erloschen.

Durch die auch von den Logizisten benutzte Formalisierung der mathematischen
Ausdrucks- und Beweismittel 18t sich jede mathematische Theorie nach Wahl einer
geeigneten Sprache und eines in dieser Sprache formulierten Axiomensystems als
eine Menge von ,,Zeichenreihen* auffassen, die aus den Axiomen mittels formalisierter
logischer SchluBregeln nach und nach erzeugt werden. Hilbert formulierte um 1900
das nach ihm benannte Programm, wenigstens fiir solche Theorien wie die Mengen-
lehre und die Arithmetik der natiirlichen und der reellen Zahlen, auf deren gesicherte
Widerspruchsfreiheit die Widerspruchsfreiheit vieler anderer mathematischer Theo-
rien mittels Modellkonstruktion zuriickgefiihrt werden kann, einen finiten Wider-
spruchsfreiheitsbeweis durch strukturelle Untersuchung der Zeichenreihen und der
formalisierten Beweisregeln zu fithren. Die Bemiihungen, dieses Hilbertsche Pro-
gramm zu realisieren, fithrten zur Beweistheorie als einem Zweig der mathematischen
Logik, deren Hauptverdienst in der Herausarbeitung des syntaktischen Aspekts der
Mathematik besteht, Nach anfinglichen Erfolgen (insbesondere durch Gentzen,
Ackermann, v. Neumann) wies Godel 1930 die prinzipielle Undurchfiihrbarkeit des
Hilbertschen Programms nach. Obwohl die mathematische Grundlagenforschung
durch dieses Resultat in neue Richtungen gelenkt wurde, entwickelte sich die Beweis-
theorie weiter und fiihrte auch in den vergangenen Jahrzehnten zu bedeutenden
Resultaten. Gegeniiber diesen inhaltlich und methodisch fruchtbaren Tendenzen ist
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der philosophische Formalismus, dem freilich die Mehrzahl der Beweistheoretiker
mehr oder iger deutlich anhiingt, durch die Verabsolutierung des syntaktischen
Aspekts und der axiomatischen Methode charakterisiert. Hilbert selbst gab dieser
Haltung, die die Mathematik letzten Endes zu einem inhaltslosen Spiel mit Zeichen-
reihen degradieren will, durch einige iiberspitzte Formulierungen Nahrung. In
seinem bereits mehrfach erwihnten Problemvortrag von 1900 sagte er:

»In dem vorliegenden Falle, wo es sich um die Axiome der reellen Zahlen der Arithmetik
handelt, ist der Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Axiome zugleich der Beweis fiir
die mathematische Existenz des Inbegriffs der reellen Zahlen oder des Kontinuums. ... Freilich
der Inbegriff der reellen Zahlen, d. h. das Kontinuum ist bei der eben gekennzeichneten Auf-
fassung nicht etwa die Gesamtheit aller moglichen Dezimalbruchentwicklungen oder die Ge-

theit aller moglichen Gesetze, nach denen die Elemente einer Fundamentalreihe fort-
schreiten konnen, sondern ein System von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch die
auf; liten Axiome geregelt werden und fiir welche alle und nur diejenigen Tatsachen wahr
smd die durch eine endliche Anzahl logischer Schliisse aus den Axiomen gefolgert werden
konnen. Nur in diesem Sinne ist meiner Meinung nach der Begriff des Kontinuums streng
logisch faBbar.* ([L 13.17], S. 38/39)

Die Kritik der Intuitionisten an der klassischen Mathematik ging in der ersten, vor
allem durch Kronecker reprisentierten Phase von der Ablehnung des Aktual-
Unendlichen und aller darauf beruhend theoretisch tischen Gedanken-
konstruktionen aus, richtete sich in der zwelten von Brouwer begriindeten Phase
gegen die klassische Logik, insbesondere das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten,
und miindete nach der von Heyting 1930 vorgenommenen Prizisierung der intuitio-
nistischen Logik und der kurz darauf von Kolmogorov gefundenen Deutung dieser
Logik als einer Logik der konstruktiven Beweise in eine ganze Palette von Spiel-
arten konstruktiver Mathematik. Der positive Grundzug des Intuitionismus und der
aus ihm hervorgegangenen konstruktiven Mathematik besteht in der Neubesinnung
auf den ,,Verfahrensaspekt* der Mathematik, die insgesamt seit der Antike mehr
und mehr zu einer ,,schéne Sitze beweisenden Wi haft ausgeartet war.

Da die konstruktive Mathematik in enger Beziehung zu den Grundlagen der
programmgesteuerten Informationsverarbeitungs- und Rechentechnik steht, hat sie
sich von den drei behandelten Strémungen am lebenskriftigsten erwiesen. Anderer-
seits wiirde die Behandlung der gesamten Mathematik nach den Prinzipien des
Konstruktivismus diese erheblich komplizieren und inhaltlich verarmen. Die Praxis
zeigt, daB auch der konstruktive Aspekt der Mathematik nicht allein die Vielfalt der
mathematischen Begriffe, Methoden und Inhalte adiquat widerspiegeln kann.

In der axiomatisch fixierten Mengenlehre liegt heute ein wichtiges, gesichertes
Fundament der gesamten Mathematik vor, zumal wenn man bedenkt, daB die Mathe-
matik und ihre Methoden spezifische Formen der Widerspiegelung der objektiven
Realitiit darstellen. Doch sind auch heute noch mit der Mengenlehre und den Grund-
lagenproblemen der Mathematik schwierige erkenntnistheoretisch-philosophische
Fragen verkniipft, deren prinzipielle Losung auf der Basis des dialektischen Ma-
terialismus gegeben wird.
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Zwanzigstes Jahrhundert: Mathematische Logik.
Moderne Algebra

Mathematische Probleme.

Vortrag, gehllk\n af dem i e Mathamatiker. K ongeef
zu Paris 1900.
Von

D. Hilbert.

‘Wer von uns wiirde nicht gern den Schleier liften, unter dem
die Zukunft verborgen liegt, um einen Blick zu werfen auf die
bevorstohenden Fortschritte unsrer Wissenschaft und in die Ge-
heimnisse ihrer Entwickelung wihrend der lﬂnﬂ.ipn Jabrhan-
derte! Welche besonderen Zicle werden es sein, denen die fib-
renden mathematischen Geister der kommenden Guehkdhr nach-
streben? welche nenen Methoden und nemen Th
die neuen Jahrbunderte entdecken — auf dem lul(n und reuben
Felde mathematischen Denkens?

Die Geschichte lehrt die Stetigkeit der Entwu.hlug der
‘Wissenschaft. Wir wissen, daB jedes Zeitalter eigene Probleme
bat, die das kommende Zeitalter list oder als unfruchtbar zur
Beite schiebt und durch neue Probleme ersetzt. Wollen wir eine
Vorstellung gewinnen von der muthmaSlichen Entwickelung mathe-
matischen Wissens in der niichsten Zukunft, so miissen wir die
offenen Fragen vor unserem Geiste passiren lassen und die Pro-
bleme tberschauen, welche die gegenwirtige Wissenschaft stellt,
und deren Lisung wir von der Zukunft erwarten. Zu einer sol-
chen Musterang der Probleme scheint mir der beutige Tag, der an
der Jabrhundertwende liogt, wihl geeignet; denn’'die groBen Zeit-
abachnitte fordern uns nicht blos auf zo Rtickblicken in die Ver-
gangenheit, sondern sie lenken unsere Gedanken such anf das un-
bekannte Bevorstebende.

Die hohe Bedentung bestimmter Pnblamo fir den Fortachritt

Titelblatt der Abhandlung von D. Hilbert ,,Mathematische Probleme* (Vortrag,
gehalten auf dem Internationalen Mathematiker-Kongre8 zu Paris 1900)
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Die gesellschaftliche Funktion der Mathematik
und der Naturwissenschaften

Die GroBe Sozialistische Oktoberrevolution des Jahres 1917 leitete eine welthistorische
Wende ein. In einem heroischen Alleingang wurden in den 20er und 30er Jahren in
der Sowjetunion die Grundlagen einer sozialistischen Gesellschaft errichtet. Der
zweite Weltkrieg unterbrach das grandiose Aufbauwerk und forderte von der Sowjet-
union die grBten personellen und materiellen Opfer. Nach dem Sieg iiber die Ag-
gressoren in Europa und Asien und der Entstehung weiterer sozialistischer Staaten
gingen die USA und ihre Verbiindeten zur Politik des Kalten Krieges, der kono-
mischen, politischen und militdrischen Erpressung gegeniiber der Sowjetunion und
den sozialistischen Staaten iiber. Die energische Friedenspolitik der Sowjetunion, im
Bunde mit allen progressiven Kriften der Erde, erdffnete die reale Moglichkeit,
einen weltweiten verheerenden militirischen Konflikt zu vermeiden; die endgiiltige
Uberwindung des menschheitsgefahrdenden Imperialismus wird jedoch noch weitere
Anstrengungen aller Friedenskrifte erfordern. Gegenwirtig kommt der Erhaltung
des Friedens und den 6konomischen Anstrengungen der sozialistischen Staaten die
wesentliche Rolle zu. Dies alles erh6ht die gesellschaftliche Rolle und Verantwortung
der Wissenschaft, sowohl der Mathematik und der Naturwissenschaften als auch der
Gesellschaftswissenschaften.

Tendenzen der Entwicklung der Naturwissenschaften

Zu Ende des 19., Anfang des 20. Jh. vollzog sich in der Physik eine wissenschaftliche
Revolution. Elektromagnetische Feldtheorie, Entdeckung des Elektrons und der
Radioaktivitdt, Quantenvorstellung und Relativitéitstheorie zerstérten die Grund-
prinzipien der klassischen Newtonschen Physik und 6ffneten den Weg zur modernen
Physik des 20. Jh. mit ihren weitreichenden Folgen. Dieser Umsturz war — #dhnlich
wie bei der durch die Mengenlehre bewirkten wissenschaftlichen Revolution in der
Mathematik — von philosophischen Auseinandersetzungen begleitet, von einem
voriibergehenden Abgleiten in idealistische Positionen bei einem GroBteil der
Physiker und ging einher mit einem verbreiteten Gefiihl von ciner Krise der Physik.
Lenin urteilte so:

»Das Wesen der Krise der modernen Physik besteht in der Zerstérung der alten Gesetze und
Grundprinzipien, in der Preisgabe der auBerhalb des BewuBtseins existierenden objektiven

Realitdt, d. h. in der Ersetzung des Materialismus durch Idealismus und Agnostizismus.‘
([L 14.13], S. 257)

Trotz aller noch bis in unsere Gegenwart reicher.den Auseinandersetzungen zwischen
materialistischen und idealistischen Auffassungen konnte die Physik, getragen von
einer faszinierenden innerwissenschaftlichen Dynamik und von praktischen Problem-
stellungen, zwischen den beiden Weltkriegen und danach hervorragende Ergebnisse
erzielen ; Stichworte wie Atommodelle, Quantentheorie, Unbestimmtheitsbeziehung,
Kernspaltung und Kernenergie, Elementarteilchen, Transistor, Hochenergiephysik,
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Festkorperphysik deuten diese Entwicklung an. Der Abwurf der beiden amerika-
nischen Atombomben auf Japan im Jahre 1945 zeigt aber auch den MiBbrauch der
Ergebnisse der Physik durch imperialistische Krifte.

Auch die anderen naturwissenschaftlichen Disziplinen — organische und anor-
ganische Chemie, Biochemie, Biologie, Astronomie, Geowissenschaften — erzielten in
der Periode des mit der Oktoberrevolution eingeleiteten Ubergangs vom Kapitalismus
zum Sozialismus weitreichende Ergebnisse und erreichten ein bisher noch nicht
dagewesenes Entwicklungstempo. Man schitzt, daB sich die Menge der erzielten
Einsichten in die GesetzmiBigkeiten der Natur alle 8 bis 10 Jahre verdoppelt.

Die wissenschaftlich-technische Revolution

Mathematik und Naturwissenschaften erreichten nicht nur ihrem Inhalt und Umfang
nach wihrend der jetzt betrachteten Ubergangsperiode vom Kapitalismus zum
Sozialismus qualitativ neue Entwicklungsstufen. Dies gilt auch hinsichtlich der
Formen ihrer Wechselbeziehungen zur Entwicklung der materiellen Produktivkrifte.
In einigen Bereichen — man denke an ch GroBsyntt von Kautschuk,
Plasten und Arzneimitteln, an elektrische und elektronische Industrie, an hoch-
entwickelte Kommunikationsmittel, an Weltraumflug, an Mikroelektronik, Roboter-
technik, Biotechnologie und anderes mehr — ging das Wechselverhéltnis von Wissen-
schaft und Produktion weit iiber eine auf wissenschaftlicher Grundlage betriebene
Produktion hinaus und lief und liuft heute geradezu auf eine Verschmelzung von
Wissenschaft und Produktion hinaus. Gelegentlich spricht man auch von ,,Produktion
mittels Wissenschaft* oder von ,,Integration der Wissenschaften in die Produktion*.

Die junge Sowjetmacht hat von Anbeginn an die volle Tragweite der Wissenschaft
fiir den Aufbau der neuen Gesellschaftsordnung erkannt und entsprechende wissen-
schaftlich-organisatorische MaBnahmen ergriffen. Noch unter den auBerordentlich
schwierigen Bedingungen einer von Krieg und Konterrevolution zerriitteten Wirt-
schaft, inmitten einer Welt von Feinden, wurden am 8. Februar 1918 auf direkten
Befehl Lenins ,,Thesen zum Projekt der Mobilisierung der Wissenschaft fiir die
Bediirfnisse des staatlichen Aufbaus‘ ([L 14.21], S. 62/63) aufgestellt.

In wenigen Jahrzehnten wurde die Sowjetunion zu einer GroBmacht der Wissen-
schaft. Heute arbeiten mehr als ein Drittel aller Wissenschaftler der Erde in der
Sowjetunion.

Insbesondere nach dem Ende des zweiten Weltkriegs erlebt die Menschheit einen
erneuten stiirmischen Aufschwung von Wissenschaft und Technik. Dieser weltweite
ProzeB, der sowohl in den sozialistischen als auch in kapitalistischen Staaten sowie
in einigen Entwicklungsléndern eingesetzt hat, wird im allgemeinen als wi haft-
lich-technische Revolution gekennzeichnet. Sie vollzieht sich also gegenwiirtig und
fiir die nihere, iiberschaubare Zukunft unter unterschiedlichen Produktionsver-

hiltnissen. In einer Einschitzung der wi haftlich-technischen Revolution von
Anfang 1986 heiBt es:
,»Die wi haftlich hnische Revolution nahm vor etwa drei Jahrzehnten ihren Anfang.

Seit den siebziger Jahren hat sie im internationalen MaBstab eine neue Stufe erreicht, die nicht
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nur dadurch gekennzeichnet ist, daB sich ihr Tempo stindig beschleunigt, sondern vor allem
dadurch, daB eine Reihe von Schlisseltechnologien in den Vordergrund tritt, deren Anwendung
zu einer revolutionierenden Umwiilzung der Produktivkrifte praktisch in allen Bereichen der
Volkswirtschaft fiihrt.* [L 14.19, S. 371]

Auch dje sozialistische Gesellschaftsordnung in der DDR hat sich den wissenschaft-
lichen, technischen und sozialen Herausforderungen gestellt, die aus der wissenschaft-
lich-technischen Revolution resultieren. In der gegenwirtigen Phase kommt es auch
in der DDR darauf an, die Entwicklung des wissenschaftlich-technischen Fortschritts
und die wissenschaftlich-technische Revolution mit den Vorziigen eines humanistisch
orientierten Gesellschaftssystems zu verbinden.

Einige allgemeine Aspekte der Mathematik
des zwanzigsten Jahrhunderts

Mit der iiberaus raschen Entfaltung der Produktivkrifte wihrend des 20. Jh. nahm
auch die Mathematik einen schnellen Aufschwung, obwohl diese Entwicklung durch
schwere okonomische Krisen im kapitalistischen Teil der Welt und durch zwei
imperialistische Weltkriege empfindlich unterbrochen wurde.

Die Zahl der Mathematiker und der sich der Mathematik bedienenden Wissen-
schaftler verdoppelte sich seit Beginn des Jahrhunderts etwa alle 10 bis 15 Jahre.
Beim Internationalen Mathematikerkongre8 1966 in Moskau, einem glanzvollen
wissenschaftlichen Ereignis, gab es mehr als 4000 aktive Teilnehmer.

Ungefihr alle 10 Jahre verdoppelt sich die Zahl der mathematischen Publika-
tionen. Im Jahre 1962 haben mehr als 4100 verschiedene Autoren zur Mathematik
publiziert ; gegenwirtig werden auf der Erde ungefahr 25000 mathematische For-
schungsarbeiten jihrlich referiert. Hoher noch ist die Zahl der Ergebnisse, da ein
Teil der Arbeiten der Geheimhaltung unterliegt. Dazu kommen die Darstellungen
des bekannten Stoffes in Lehrbiichern, Lehrbriefen, Schulbiichern und in Fachzeit-
schriften fiir Naturwissenschaftler aller Fachrichtungen, Lehrer, Ingenieure und
Okonomen.

Die tiefgreifenden gesellschaftlichen Umwilzungen des 20.Jh. bewirkten auch
deutliche Verschiebungen der Zentren der mathematischen Wissenschaften auf der
Erde. Wihrend der ersten anderthalb Jahrzehnte unseres Jahrhunderts, d. h. bis
zum ersten Weltkrieg, befanden sich die bedeutendsten mathematischen Zentren in
Europa und da besonders in Deutschland und Frankreich. Die Forscher der USA
orientierten sich noch weitgehend an ihren europiischen Lehrern; die Lander Asiens,
Afrikas und Lateinamerikas standen in kolonialer Abhingigkeit und konnten noch
keinen wesentlichen Beitrag zur Entwicklung der Weltwissenschaft leisten. Als Folge
des ersten imperialistischen Weltkriegs, der zudem auch in den Kreisen der Mathe-
matiker — besonders in Deutschland — zu einer Welle des Chauvinismus gefiihrt
hatte, zerbrach die internationale Organisation der mathematischen Wissenschaften
und ging die Vorrangstellung der Mathematik in Frankreich und Deutschland
verloren.

Zwischen den beiden Weltkriegen entstand mit den USA ein mathematisches
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Weltzentrum. Ankniipfend an hervorragende Traditionen und groBziigig gefordert,
vermochten die russisch-sowjetischen Mathematiker — man denke an Luzin, Kol-
mogorov, Keldys, P. S. Alexandroff, Pontrjagin, Schmidt, Gelfond — in einem
heroischen Anlauf erfolgreiche mathematische Schulen aufzubauen, so in Moskau,
Leningrad und Kiev, aber auch schon in solchen wissenschaftlichen Zentren wie
Thilissi und Taschkent, die erst unter der Sowjetmacht entstanden. Im Zeitraum
zwischen den beiden Weltkriegen begannen sich auch in anderen Liandern wie z. B.
Indien, Japan, Kanada, erfolgreiche mathematische Gruppierungen zu formieren.

Waiihrend der Zeit des Faschismus erlitten Deutschland, Italien, Ungarn und andere
Linder betrichtliche Verluste durch die Emigration rassisch und politisch Verfolgter,
die ihrerseits wesentlich zur VergréBerung des mathematisch-naturwissenschaftlichen
Potentials der USA beitrugen. Es sei hier erinnert an Einstein, Noether, Artin, Weyl,
v. Neumann, v. Mises, Courant, Neugebauer, Tarski, Godel, Bernays, Born, Bohr;
viele andere wiiren noch zu nennen. Wihrend des zweiten Weltkriegs wurden auch
den mathematischen Schulen in den von faschistischen Truppen besetzten Lindern
schwere Schidden zugefiigt, insbesondere in der Sowjetunion, Polen, der Tschechoslo-
wakei und Jugoslawien, wo die Faschisten sogar zur Politik der physischen Aus-
rottung der Wissenschaftler iibergingen.

Anders als in der Zeit nach dem ersten Weltkrieg konnten bald nach dem Ende
des zweiten Weltkriegs die internationalen Beziehungen auf dem Gebiete der Mathe-
matik wieder gekniipft werden.

Gegenwiirtig gibt es zwei mit Abstand fithrende mathematische Zentren auf der
Erde, die Sowjetunion und die USA. In den 60er Jahren entstanden leistungsfihige
mathematische Schulen in Indien, China, Afrika, in Kanada, Japan, Australien,
Siidamerika. Die frazésische Mathematik hat eine fiihrende Stellung zuriickgewonnen.
In den sozialistischen Lindern Europas, unter ihnen in der DDR, gibt es international
stark beachtete Gruppierungen von Mathematikern.

In der Zeit nach dem zweiten Weltkrieg hat sich neben dem an Universititen und
Akademien beschéftigten Mathematiker ein neuer Mathematikertyp herausgebildet,
der des Industriemathematikers. Es gibt ferner zahlreiche mathematische Gruppen
an industriellen oder staatlichen Forschungseinrichtungen; ihre Forschungsvorhaben
sind auf Spezialfragen der Physik, Chemie und Biologie, der Technik und Okonomie
zugeschnitten und ergeben sich aus den Zielstellungen sozialistischer Produktions-
verhiltnisse. In entwickelten kapitalistischen Liandern existieren staatliche, vielfach
an Einrichtungen der Armee angeschlossene wissenschaftliche, darunter mathe-
mathische Zentren, deren Arbeitsrichtungen zunehmend in die Abhingigkeit von
staatsmonopolistischen Interessen geraten. Daneben gibt es zahlreiche nichtstaatliche
mathematisch — naturwissenschaftlich — technische Forschungsinstitute, die von
groBen kapitalistischen Unternehmen finanziert werden und deren Profitinteressen
dienen.

Seit dem zweiten Weltkrieg haben sich die Schwerpunkte der inhaltlichen Arbeit
der Mathematiker deutlich verschoben, einerseits bei den Anwendungen unter dem
EinfluB der jeweiligen herrschenden Gesellschaftsordnung und gestiitzt auf die
stiirmische Fortentwicklung der maschinellen Rechentechnik, andererseits auch in
der Grundlagenforschung der Mathematik. So gibt es eine Anzahl von Hauptarbeits-
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gebieten, die zwar schon im 19. Jh. angelegt wurden, deren volle Ausprigung aber
erst im 20.Jh. erfolgte. Daneben gibt es mathematische Disziplinen, die erst in
jiingster Zeit entstanden sind und iiberraschende Anwendungen gefunden haben oder
direkt den Praxisforderungen entsprangen.

Jener ersten Gruppe kann man zurechnen die Strukturmathematik, die allgemeine
Algebra, die Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Eindringen stochastischer Be-
trachtungsweisen in viele Gebiete der Mathematik, die mengentheoretische Durch-
dringung der gesamten Mathematik, die Funktionalanalysis, die mathematische
Logik, die Topologie, die Umgestaltung der numerischen Methoden durch das ge-
stiegene Leistungsvermégen der modernen Rechenanlagen, die auBerordentlich enge
Verbindung von Mathematik und Physik in groBen Bereichen der theoretischen
Physik.

Zu jener zweiten Gruppe neuer mathematischer Disziplinen gehéren die Spiel-
theorie und die Operationsforschung, deren Fragestellungen auf Gkonomische und
militdrische Probleme zuriickgehen. Aus der Zusammenarbeit von Ingenieuren,
Physikern und Mathematikern ist die Informationstheorie hervorgegangen. Einigen
dieser neuen Zweige, die oft auch der Kybernetik als einer iibergreifenden wissen-
schaftlichen Disziplin zugeordnet werden, ist einerseits die enge Verwandtschaft mit
der Wahrscheinlichkeitsrechnung eigentiimlich; andererseits héngen ihre realen
Anwendungsmoglichkeiten in Wissenschaft, Technik und Okonomie sehr stark vom
Leistungsvermégen der zur Verfiigung stehenden Rechenanlagen ab.

Doch darf man beim Blick auf die neuen Zweige der Mathematik nicht die Tatsache
verkennen, daB auch die friiheren traditionellen, sozusagen klassischen Disziplinen
der Mathematik im 20. Jh. weiter ausgebaut wurden und eine ungeheure inhaltliche
Bereicherung erfuhren. Charakteristisch fiir die heutige Zeit ist eher der Umstand,
daB die Grenzen zwischen den einzelnen mathematischen Teildisziplinen flieBend
geworden sind und an deren Beriihrungsflichen neue und interessante Problem-
gruppen und Forschungsgebiete entstehen.

Heute ist die Mathematik eine iiberaus umfangreiche, auBerordentlich verzweigte

und auf der ganzen Erde erfolgreich betriebene Wissenschaft, die in engen Bezie-
hungen zu allen Sphiren des gesellschaftlichen Lebens steht (Anm. 14.1). In einem
sowjetischen Sammelband zur Mathematik (1967) wurde versucht, den auBerordent-
lich vielschichtigen ProzeB der Entwicklung der Mathematik der Gegenwart in
wenigen Worten zu schildern:
, Vor unseren Augen verliuft der ProzeB einer qualitativen Verinderung der Mathematik;
es werden enge Bezichungen zwischen Zweigen der Mathematik entdeckt, die friher weit
voneinander entfernt zu sein schienen; neue mathematische Disziplinen entstehen. Die Schaf-
fung der elektronischen Rechentechnik hat die Auff; gen von Grund auf verindert, die
man von der Effektivitdt verschied math ischer Verfahren hatte. Sie hat ferner
den Anwendungsbereich der Mathematik in einem bisher nie gekannten AusmaB erweitert.
Die Beziehungen zwischen der Mathematik und den anderen Wissenschaften entwickeln sich
stindig. Waren sie frither im wesentlichen auf Mechanik, Astronomie und Physik beschrankt,
8o dringen jetzt mathematische Methoden immer tiefer in die Chemie, Geologie, Biologie,
Medizin, O} ie und Sprachwi haft ein. Allg, i beknnnt ist die Rolle der Mathe-
matik bei der Entwicklung neuor technischer Rich wie Radioelektronik, Kernenergetik,
Weltraumflug. Die alte Behauptung, dafl die Mnthemuuk die Konigin der Wissenschaft sei,
gewinnt somit einen um vieles tieferen Inhalt.* (zit. nach [LA 32], S. 241)
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Zur Geschichte der mathematischen Logik

Die mathematische Logik ist von anderen Wissenschaftszweigen, in deren Benennung
das Wort Logik vorkommt, vor allem durch zwei Merkmale abgrenzbar. Erstens ist
sie ein Teilgebiet der Mathematik, d. h., ihre Methoden der Begriffsbildung und
Erkenntnisgewinnung sind typisch mathematisch. Zweitens sind ihre Fragestellungen
vorrangig auf die eigenen Grundlagenprobleme der Mathematik zugeschnitten,
obwohl ihr Anwendungsbereich wie allgemein der der Mathematik natiirlich wesent-
lich umfassender ist und von den Naturwissenschaften und technischen Disziplinen
iiber die Philosophie bis zu den Sprach- und Rechtswissenschaften reicht. Daher ist
es fast selbstverstandlich, daB sich die mathematische Logik erst spit, um die Mitte
des 19. Jh. herauszubilden begann.

Aus der Frithgeschichte der mathematischen Logik

Die in diesem Sinne noch junge mathematische Logik besitzt jedoch traditionsreiche
Vorldufer. Es ist iiblich, die antike und mittelalterliche formale Logik und die ver-
geblichen und verfrilhten Bemithungen von Leibniz um einen universellen logischen
Kalkiil in Darstellungen der historischen Entwicklung der mathematischen Logik
einzubeziehen, obwohl tatsichlich alle diese Vorldufer nur einen sehr geringen Ein-
fluB auf die Entwicklung der modernen Logik ausgeiibt haben bzw. ihre Begriffe
und Ergebnisse — hiufig nur in Ansitzen — von historisch interessierten Logikern
erst nachtriiglich und miihevoll in neuzeitliche Konzepte eingeordnet wurden.

Die traditionelle Logik 1Bt eine Untergliederung in Satz- und Regellogik erkennen,
die in der modernen Logik kaum noch eine Rolle spielt. Gegenstand der Regellogik
war die Aufstellung und Rechtfertigung von zuléssigen bzw. stichhaltigen Schlu8-
oder Beweisregeln syntaktischer Art, Gegenstand der Satzlogik die Ermittlung von
Tautologien, d. h. Sitzen, die allein auf Grund ihrer grammatischen Struktur stets
wahr sind.

Die Regellogik wurde von Aristoteles begriindet. Er stellte alle zulissigen Schlu8-
weisen zusammen, bei denen im Bereich von Aussagen der vier Formen: alle 4 sind B;
einige 4 sind B; einige A sind nicht B; kein A4 ist ein B aus jeweils zwei Voraus-
setzungen auf eine Behauptung geschlossen werden kann, also z. B.: Aus den Voraus-
setzungen ,,alle 4 sind B* und ,,alle B sind C* folgt ,,alle 4 sind C*. Philosophen der
antiken Schulen von Megara und der Stoiker begriindeten etwa zur gleichen Zeit
die Satzlogik, indem sie, ausgehend von einer richtigen Auffassung der Implikation
als zweistelliger Funktion im Bereich der Wahrheitswerte ,,wahr*, , falsch*, zahl-
reiche allein mittels Implikation formulierbare Tautologien fanden wie z. B. (in
moderne Formelsprache iibertragen) p—p, p—>(g—>p) (P—>9 —>(g—>7)
— (p — 1)) u.a. Diese Ansitze einer formalen Regel- und Satzlogik gingen in den
festen Bestand philosophischer Bildung des Mittelalters cin. Sie wurden wihrend
vieler Jahrhunderte in einer heute kaum noch vorstellbaren Weise mit mystisch-
religiésen Spekulationen verquickt, jedoch ihrem sachlichen Inhalt nach nur wenig
weiterentwickelt.
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Leibniz entwarf in den Jahren 1679 bis 1690 in mehreren Arbeiten das Projekt
einer ,,logica mathematica‘ mit drei Bestandteilen:

a) ,,characteristica universalis“, d. h. ein System von Bezeichnungen fiir Grund-
begriffe, aus denen sich Formeln zur Bezeichnung beliebiger Objekte und Sach-
verhalte kombinieren lassen;

b) ,,calculus ratiocinator®, d. h. Verfahren zur Arithmetisierung der in der charac-
teristica universalis dargestellten Aussagen, dem Anliegen nach etwa der in der
modernen Logik verwendeten Gédelisierung entsprechend ;

c) ,,ars judicandi®, d. h. ein Verfahren zur rechnerischen Entscheidung iiber die
Wahrheit beliebiger in der characteristica universalis dargestellter Aussagen mit
Hilfe des calculus ratiocinator.

Obwohl derartige Programme im Prinzip schon im 13.Jh. bei dem spanischen
Theologen Raymundus Lullus und auch nach Leibniz bis zum Beginn des 19. Jh. bei
verschiedenen Philosophen wieder auftauchen — u.a. bei Wolff, Lambert und
Maimonides —, blieben diese Ideen bei den eigentlichen Begriindern der modernen
Logik zunichst weitgehend unbekannt bzw. unbeachtet. So wurden die erwihnten
Schriften von Leibniz erst durch den franzésischen Mathematiker Couturat wieder-
entdeckt und 1901 veroffentlicht.

Eine eigenartige Zwischenstellung zwischen Vorliufern und Begriindern der
modernen Logik nimmt Bolzano ein. Einerseits waren in seiner Schaffensperiode in
der ersten Hilfte des 19. Jh. die objektiven Bedingungen fiir das Entstehen einer
,,Metamathematik‘‘ nahezu herangereift, was sich in der fast gleichzeitigen Wieder-
holung verschiedener seiner Beitrige zu den Grundlagen der Mathematik bei anderen
Mathematikern ausdriickt. Andererseits wurden seine Arbeiten auf Grund ungiin-
stiger Lebensumstinde den Zeitgenossen kaum bekannt und iibten so keinen un-
mittelbaren EinfluB auf die Entwicklung aus. Bolzanos Schriften zur Mathematik
und deren logisch-methodologischen Grundlagen enthalten neben vielen Beitrigen
zur Prézisierung der Analysis und wesentlichen Grundiiberlegungen zur Mengenlehre
auch wichtige Bausteine der mathematischen Logik. Er erkannte als erster klar den
pridikaten- bzw. relationenlogischen Bau der in der Mathematik verwendeten
Sprache und die Méglichkeit verschiedener Interpretation der darin vorkommenden
Grundbegriffe und definierte in diesem Zusammenhang so grundlegende Begriffe
wie den der Widerspruchsfreiheit eines Systems von Voraussetzungen.

Herausbildung der mathematischen Logik als selbstindige Disziplin

Am Anfang der kontinuierlichen Entwicklung der Logik als mathematischer Theorie
stehen jedoch einfachere Probleme als die von Bolzano bereits in Angriff genommenen.
Boole entwickelte in mehreren zwischen 1847 und 1854 erschienenen Arbeiten den
noch heute aktuellen Begriff der Booleschen Algebra als einer Struktur mit Addition,
Subtraktion, Multiplikation und zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1. Die
Axiome der Booleschen Algebra erweisen sich als aussagenlogisch allgemeingiiltige
Ausdriicke, wenn man 0 und 1 als Wahrheitswerte falsch bzw. wahr, die Addition
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z 4 y als entweder x oder y, die Subtraktion x — y als  und nicht y und die Multi-
plikation z - y als z und y deutet. Boole arbeitete die weitgehende Analogie zwischen
den in der Booleschen Algebra und den in der iiblichen Arithmetik geltenden Ge-
setzen heraus. Seine Theorie gipfelte in der Ermittlung von zu einer vorgegebenen
Formel dquivalenten kanonischen Normalformen. Gleichzeitig mit Boole und unab-
hingig von ihm begann de Morgan mit Veroffentlichungen zur Algebra der Logik. Er
bemiihte sich u. a. um die Kldrung der pridikatenlogischen Natur der Aristotelischen
SchluBweisen und suchte diese zu verallgemeinern. Jevons ersetzte die Boolesche
Addition durch die Alternative und die Subtraktion durch die Negation und gab
der Booleschen Normalformentheorie damit im wesentlichen die heutige Gestalt.
C. 8. Peirce und Schréder bezogen die Quantifizierung in den von Boole und Morgan
vorgezeichneten algebraischen Aufbau der Logik ein, indem sie die Generalisierung
als unendliches Produkt und die Partikularisierung als unendliche Alternative
deuteten. Schroder beschiiftigte sich erstmals systematisch mit dem allgemeinen
Relationsbegriff und studierte grundlegende Eigenschaften von Relationen wie Re-
flexivitdat, Symmetrie, Transitivitit, Moglichkeiten der Verkniipfung von Relationen
u. i. Sein Hauptwerk ,,Vorlesungen iiber die Algebra der Logik* erschien in drei
Binden zwischen 1890 und 1905. Zu den Pionieren der Logik zahlt weiterhin Frege,
der in seiner Arbeit ,,Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildeten Formel-
sprache des reinen Denkens® (1879) eine formalisierte priadikatenlogische Sprache
entwickelte. Frege wendete diese Sprache auch auf konkrete mathematische Fragen
an, u. a. in ,,Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgeleitet* (1893/1903).
Freges Formalismus konnte sich jedoch wegen seiner eigenwilligen und unpraktischen
Schreibweise nicht durchsetzen.

Einen groBen EinfluB auf die Prizisierung und Formalisierung der gesamten
damaligen Mathematik im Sinne der mathematischen Logik iibte Peano aus. Von
1895 bis 1908 gab er die Zeitschrift ,,Formulaire de Mathématiques* heraus, deren
einziger Inhalt in formalisierter Sprache niedergeschriebene mathematische Sitze
und ganze Theorien und in Ketten von logischen Schliissen aufgeloste mathematische
Beweise waren. Diese ,,logizistische‘ Tendenz fand ihre konsequente Verwirklichung
in der von Russell und Whitehead vertretenen sogenannten logizistischen Richtung
der Begriindung der Mathematik, wobei insbesondere Russell durch eine personliche
Begegnung mit Peano im Jahre 1900 auf diesen Weg gefiihrt wurde.

Zur Geschichte der neueren mathematischen Logik

Die mathematische Logik, deren Entstehung urspriinglich wesentlich durch die Not-
wendigkeit gefordert wurde, in der Mathematik immer kompliziertere Begriffe und
Sachverhalte sprachlich korrekt auszudriicken, wirkte zu Beginn unseres Jahr-
hunderts bereits erheblich auf die begrifflich-sprachliche Korrektheit auch solcher
Mathematiker zuriick, die sich den logizistischen Tendenzen zur vollen Formali-
sierung der Mathematik nicht anschlossen. Sie leistete damit einen ganz wichtigen
Beitrag fiir das richtige Verstindnis der axiomatischen Methode und der struktur-
theoretischen Auffassung der Mathematik (Anm. 14.1).
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In den zwanziger Jahren bildeten sich bedeutende Schulen der mathematischen
Logik vor allem an dsterreichischen und polnischen Universititen, zu deren hervor-
ragendsten Vertretern Tarski und Godel neben vielen anderen bedeutenden Logikern
und Mathematikern zéhlen. Tarski erreichte mit seinem Werk ,,Der Wahrheitsbegriff
in den formalisierten Sprachen* (1935) einen gewissen AbschluB der einst von
Bolzano eingeschlagenen Richtung und Auffassung der Logik als Methodologie der
deduktiven Wissenschaften. In Weiterfilhrung dieser ,,semantischen* Linie der
Logik entwickelte sich in den letzten Jahrzehnten vor allem die Modelltheorie als
selbstindiges Grenzgebiet zwischen mathematischer Logik und allgemeiner Algebra.
Die Moglichkeiten, aber auch die Grenzen der formalisierten axiomatischen Methode
zeigte vor allem Godel mit seinen Arbeiten ,,Die Vollstindigkeit der Axiome des
logischen Funktionenkalkiils* (1930) und ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme‘ (1931). Der Faschismus unter-
brach die kontinuierliche Entwicklung der genannten Schulen. Viele an den mathe-
matischen Grundlagenuntersuchungen fithrend beteiligte Mathematiker wurden auf
Grund ihrer jiidischen Abstammung oder ihrer Zugehérigkeit zur polnischen Nation
ermordet ; andere konnten noch emigrieren.

Neach dem zweiten Weltkrieg hat sich das Schwergewicht der Forschung auf dem
Gebiet der mathematischen Logik und der mathematischen Grundlagenunter-
suchungen in Zentren der USA und der Sowjetunion verlagert. Vor allem unter dem
Eindruck der Gédelschen Resultate, aber auch beeinfluBt durch die Kritik der
Intuitionisten an der klassischen Mathematik, wandte sich die Mehrzahl der auf
diesem Gebiet arbeitenden Mathematiker Fragen der effektiven Berechen- und Ent-
scheidbarkeit zu. Die mathematische Logik entwickelte sich insgesamt mehr und
mehr zur ,,Metalogik: An die Stelle der Konstruktion konkreter formalisierter
Sprachen und bestimmter logischer Kalkiile treten Fragen wie: Was ist eine formali-
sierte Sprache? Wie sieht ein geeigneter Oberbegriff fiir formalisierte Sprachen aller
Art (d. h. Aussage- und Befehls- bzw. Programmsprachen) aus? Was ist eine korrekte
Begriffsdefinition? Was ist allgemein ein logischer Kalkiil, und wie muB8 er beschaffen
sein, damit fiir ihn gewisse Sitze (etwa das Analogon zum Gdodelschen Vollstindig-
keitssatz) gelten?

Daneben wurden Grundvoraussetzungen der klassischen mathematischen Logik
wie Extensionalitit und Determiniertheit der Begriffe, Zweiwertigkeit u. a. modi-
fiziert und die so modifizierten Logiken, deren Untersuchung von den mehr philo-
sophisch und sprachtheoretisch orientierten Logikern immer angestrebt, aber von
den Mathematikern zunichst als zu kompliziert und fiir die damals aktuellen mathe-
matischen Grundlagenprobleme nicht wichtig beiseite geschoben wurde, nun mit
gereiften mathematischen Methoden neu aufgegriffen. Vor allem die Anwendung der
mathematischen Logik in der programmgesteuerten elektronischen Rechentechnik
wihrend der letzten Jahrzehnte bewirkte einen gewaltigen ZufluB von Forschungs-
kriften und finanziellen Mitteln, eine sprunghafte Zunahme des Interesses breiter,
sonst vorwiegend technisch interessierter Kreise an der Logik und dementsprechend
eine Flut von mehr oder weniger einfiihrenden Lehrbiichern iiber verschiedene Teil-
gebiete der. Logik, auf spezielle Anwenderbediirfnisse und Voraussetzungsniveaus
zugeschnitten.
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Entwicklung der Algebra seit der Jahrhundertwende

Die klassische Algebra hatte mit den Arbeiten von Weber und Hilbert einen gewissen
AbschluB gefunden. Andererseits sind um die Jahrhundertwende bereits viele An-
sitze und Ideen kiinftiger Entwicklungen erkennbar. Die Hauptmerkmale des
folgenden Prozesses bestehen in der Hinwendung zum Abstrakten, der durchgehenden
Benutzung der axiomatischen Methode und in der sich wie in der gesamten Mathe-
matik auch in der Algebra vollziehenden mengentheoretischen Durchdringung.

Die Herausbildung der sogenannten Modernen Algebra

Ein erster bedeutender Schritt wurde um 1904 von den Mathematikern um Hunting-
ton, Moore und Dickson getan. In ihren Arbeiten wurden einzelne algebraische Struk-
turen, wie Gruppe, Korper, Algebra, abstrakt betrachtet und eine axiomatische
Definition gegeben. Diese Studien waren Teil umfangreicher Untersuchungen zur
axiomatischen Methode. Es dominierten Fragen wie Widerspruchsfreiheit bzw.
Unabhingigkeit der Axiome usw. Sehr bald riickte auf dieser Basis der algebraische
Gesichtspunkt in den Vordergrund. 1907/08 begriindeten Dickson und vor allem
Wedderburn mit seinen zentralen Struktursitzen die moderne abstrakte Algebren-
theorie. Wenig spiter schrieb Steinitz in seiner ,,Algebraischen Theorie der Kérper
(1910) programmatisch :

,,Eine Ubersicht iiber alle méglichen Kérpertypen zu gewinnen, und ihre Beziehungen unter-

einander in ihren Grundziigen festzustellen, kann als Programm dieser Arbeit gelten.*
(I 14.22), 8. 5)

Fiir ihn stand im Gegensatz zu Weber der Kérperbegriff selbst im Mittelpunkt der
Forschung. Indem er die mit den Korperaxiomen erfate Vielfalt an Kérpern
systematisierte, konnte er sein Ziel in vollem Umfang erreichen. In diesem Zu-
sammenhang definierte Steinitz viele wichtige Begriffe der Korpertheorie, z. B.
Erweiterungskérper, Adjunktion einer Menge, Primkoérper, dquivalente Erweiterung,
einfache Erweiterung u. a. Charakteristisch ist auch die Verbindung von Algebra
und Mengenlehre. Insgesamt sind die Arbeiten von Wedderburn (1908) und Stei-
nitz (1910) die ersten Veroffentlichungen, die weitgehend dem Stil der ,,Modernen
Algebra‘ gerecht werden. Der allgemeine Ringbegriff wurde erst 1914 von Fraenkel
eingefiihrt, also lange, nachdem sich der Korperbegriff durchgesetzt hatte und man
schon zahlreiche Beispiele fiir Ringe kannte. Aber auch Fraenkels Veréffentlichung
ist nur einem sehr speziellen Ringtyp gewidmet.

So wurde es das unbestrittene Verdienst von Emmy Noether, Artin und den
Algebraikern ihrer Schule, wie Hasse, Krull, Schreier, van der Waerden, in den
20er Jahren die Auffassungen von einer modernen Algebra als Theorie algebraischer
Strukturen voll durchgesetzt zu haben. Es ging ihnen dabei wesentlich um die Auf-
deckung der abstrakten Begriffe, die den einzelnen algebraischen Theorien gemeinsam
waren. Die Ansichten dieser Algebraiker driickten sich beispielsweise in den Worten
van der Waerdens aus, mit denen er die Maxime E. Noethers charakterisiert :
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»Alle Beziehungen zwischen Zahlen, Funktionen und Operationen werden erst dann durch-
sichtig, verallgemeinerungsfahig und wirklich fruchtbar, wenn sie von ihren besonderen
Objekten losgelést und auf allgemeine begriffliche Zusammenhinge zuriickgefiihrt sind.*
([L. 14.26], S. 469)

In ihren Forschungen kniipften sie vor allem an die Arbeiten von Dedekind und
Steinitz an. Diese beiden Mathematiker hatten in der Kérpertheorie eine Tendenz der
s, Linearisierung*‘ begriindet, und diese Tendenz wurde zu einem charakteristischen
Merkmal der von E. Noether, Artin und ihren Schiilern geschaffenen Algebra. So war
bei E. Noether die Idealtheorie eine Anwendung der Modultheorie. Die Wahl des
abstrakten Modulbegriffs als Ausgangspunkt idealtheoretischer Forschungen fithrte
in natiirlicher Weise dazu, daB Konstruktionen der linearen Algebra wie Quotienten-
und Produktbildung angewandt wurden. In diesem Zusammenhang wurden durch
die Arbeiten von E. Noether und Krull die von Poincaré 1903 und Wedderburn 1807
definierten Rechts- und Linksideale einer Algebra zu neuem Leben erweckt und
fest im Begriffssystem der Algebra verankert. Mit der Unterscheidung zwischen ein-
seitigen und zweiseitigen Moduloperationen traten nun nichtkommutative Strukturen
als Untersuchungsobjekte auf, die die kommutativen als Spezialfall enthalten. Die
homologische Algebra verstirkte die obige Tendenz der Linearisierung weiter,
wobei H. Cartan 1948 mehrere grundlegende Begriffe dieser Theorie bei der Unter-
suchung spezieller Moduln formulierte.

Ende der 20er Jahre waren somit drei Siulen der modernen Algebra — Gruppen-,
Kérper- und Algebrentheorie (Theorie hyperkomplexer Systeme) — in ihrer ab-
strakten und axiomatischen Form entwickelt. Durch diese Gliederung in ihre Grund-
strukturen war die Algebra zu einem iibersichtlichen Zweig der Mathematik geworden.
Aber hiufig betrachtete man die algebraischen Begriffe und Methoden als zweitrangig
gegeniiber denen der Analysis. Diese Situation wurde durch van der Waerden und
sein Buch ,,Moderne Algebra‘“ (1930/31) entscheidend geindert. Das Ziel dieses
Buches, das den damaligen Entwicklungsstand reprisentierte und die neuesten
Forschungsergebnisse von E. Noether, Artin und ihrer algebraischen Schule zu-
sammenfaBte, charakterisierte der Autor so:

,,Die ,abstrakte‘, ,formale‘ oder ,axiomatische' Richtung, der die Algebra ihren erneuten Auf-
schwung in der jiingsten Zeit verdankt, hat vor allem in der Korpertheorie, der Idealtheorie,
der Gruppentheorie und der Theorie der hyperkomplexen Zahlen zu einer Relhe von neu-
artigen Begriffsbildungen, zur Einsicht in neue Zusa hi und zu weitreichend
Resultaten gefuhrt In diese ganze Begriffswelt den Leser einzufiihren, soll das Hnuptzlel
dieses Buches sein." ([L 14.25), S. 1).

Dieses hervorragend geschriebene Buch, dessen Nachauflagen heute noch zu den
besten Algebralehrbiichern zihlen, hinterlieB bei den Mathematikern einen sehr
starken Eindruck. Algebraische Probleme nahmen scheinbar plétzlich einen zentralen
Platz unter den mathematischen Forschungen ein.

Die folgenden Jahre kann man als eine Bliitezeit der abstrakten Algebra be-
zeichnen. So kniipften Birkhoff, v. Neumann u. a. an die grundlegenden Arbeiten von
Dedekind zur Verbandstheorie an und bauten die Theorie weiter aus, um sie ins-
besondere bei der Liosung algebraischer Fragen anzuwenden. Die Axiomatisierung
anderer mathematischer Disziplinen war in dieser Zeit schon so weit fortgeschritten,
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daB es méglich wurde, die algebraischen Methoden auf viele Gebiete sehr nutzbringend
anzuwenden. Die grundlegende Voraussetzung hierzu war die Herausarbeitung des
algebraischen Substrats der jeweiligen Theorie, um ihre algebraischen Grund-
strukturen und deren eventuell vorkommenden Mischungen klar zu kennen.

Die Betonung des abstrakten strukturellen Denkens wurde durch die Mathe-
matiker der Bourbakigruppe noch verstirkt. In den ,,Eléments de Mathématique,
die ab 1939 erschienen, versuchten sie, die gesamte Mathematik durch weitere Axio-
matisierung und Formalisierung neu aufzubauen. Ausgehend von den Begriffen der
Menge und der Funktion entwickelten sie die Mathematik als Lehre von den Struk-
turen und den Abbildungen zwischen ihnen. Bei der damit verbundenen Suche nach
den logisch einfachsten, mathematischen Strukturen fanden sie die algebraischen
als zu den Grundstrukturen gehorig heraus. Die seit der Herausbildung der ,,Modernen
Algebra‘ betriebene Analyse der algebraischen Strukturen fiihrte zu einer starken
Hinwendung zu rein begrifflichen Beweismethoden und zu einer Vielzahl von Pro-
blemen, die eine stiirmische Entwicklung stimulierten. Gleichzeitig wurden der
Formelkalkiil und die expliziten Algorithmenprozesse zuriickgedringt, was sich
auch in einem teilweisen Ubergang von konstruktiven Beweisen zu reinen Existenz-
beweisen ausdriickt. Die Tendenz zur weiteren Abstraktion setzte sich bis in die
80er Jahre fort, wovon etwa die 1960 erschienene ,,Algebra* von Birkhoff und
MacLane zeugt. In diesem Buch benutzten die Autoren insbesondere die Sprache
der Kategorientheorie, deren Anwendung auf die einzelnen mathematischen Diszi-
plinen eine wesentliche Vereinheitlichung der Mathematik bewirkte.

Mit der Konstruktion und der verstirkten Nutzung elektronischer Datenverarbei-
tungsanlagen wurden jedoch in der Algebra wieder Bestrebungen spiirbar, die sich
an praktischen Erfordernissen orientierten. Verschiedene algebraische Strukturen
(z. B. Gruppoid, Halbgruppe, Verband u. a.), die ein gewisses Schattendasein gefiihrt
hatten, gelangten nun zu groBerer Bedeutung. Gleichzeitig bemiihte man sich erfolg-
reich um den Einsatz der modernen abstrakten Theorien (z. B. universelle Algebra)
zur Losung der praktischen Probleme. Bei der Suche nach effektiveren und genaueren
Algorithmen stieB man oft auf Fragen, die zur ,klassischen“ Algebra gehéren; es
entstand die ,,neue numerische Algebra““. Die Algebra unserer Zeit ist also durch eine
Vielfalt von Wechselwirkungen und Anwendungen gekennzeichnet, wobei ,,moderne‘
und ,,klassische‘‘ Ideen standig vermischt und neugestaltet werden.

Entwicklung spezieller Gebiete der neueren Algebra

Der Grundgedanke der Theorie der p-adischen Zahlen, iiber die Hensel erstmals
1899 versffentlichte, beruht auf der Anwendung der Potenzreihenmethode in Zahl-
korpern. Trotz der anfinglich mangelhaften Fundierung wirkten Hensels Ideen
duBerst anregend auf die weiteren Forschungen. Einerseits sind sie Ausgangspunkt
der Untersuchungen, die Steinitz bzw. Fraenkel zum abstrakten Korper- bzw.
Ringbegriff fiihrten; andererseits lieferten sie ein Beispiel fiir einen bewerteten
Korper, der 1913 von Kiirschak allgemein definiert wurde.
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In den folgenden Jahren erlangte der Bewertungsbegriff eine groSe Bedeutung in
Zahlentheorie, Arithmetik und Algebra, wie Ostrowski 1932 in einer umfangreichen
Arbeit darlegte. Fiir die zahlentheoretischen Anwendungen sind insbesondere die
Komplettierungen eines algebraischen Zahlkérpers wichtig. Ausgehend von einer
Henselschen Idee benutzte Chevalley 1936 die Einbettung eines algebraischen Zahl-
korpers in das Produkt seiner Komplettierungen und die damit verbundene Maog-
lichkeit, durch die Einfithrung einer geeigneten Topologie die Theorie der lokal-
kompakten Gruppen anwenden zu kénnen, in zahlentheoretisch fruchtbarer Weise.
Bereits 1918 hatte Ostrowski alle Bewertungen des rationalen Zahlkorpers bestimmt,
wiihrend Hasse, F. K. Schmidt, Teichmiiller und Witt bis Mitte der 30er Jahre alle
Bewertungen beliebiger Korper klassifizierten. Eine weitere Verallgemeinerung der
Bewertungen stammt von Krull, der 1932 statt der reellen Zahlen eine geordnete
Gruppe als Wertebereich der Bewertung annahm. Spiter wurde die Bewertungs-
theorie von van der Waerden, Zariski und seinen Schiilern erfolgreich in der alge-
braischen Geometrie eingesetzt.

Wichtige Fortschritte wurden 1927 in der Theorie der reellen Kérper durch die
Versffentlichungen von Artin und Schreier erzielt. Eines der bemerkenswertesten
Ergebnisse bestand darin, die Existenz einer Ordnungsrelation iiber einem Korper
als rein algebraische Eigenschaft dieses Kérpers nachzuweisen.

Eine Neubegriindung und eine Formulierung mit den Begriffen der abstrakten
Algebra erhielt die Galoistheorie, die eine Zuordnung zwischen den Zwischenkérpern
eines normalen Erweiterungskérpers und den Untergruppen der zugehérigen Galois-
gruppe herstellt. Im Prinzip deutete Dedekind bereits um 1857 erstmals die Elemente
der Galoisgruppe nicht als Substitutionen, sondern als Korperautomorphismen.
Diese Auffassung vertraten dann auch Hilbert, E. Noether und Artin und deren
Schiiler.

Steinitz hatte andererseits in seiner fundamentalen Arbeit das korpertheoretische
Fundament fiir eine Galoistheorie geliefert, die nicht auf Zahl- und Funktionenkorper
beschriinlkt war. In seiner Vorlesung (1926) lehrte Artin die Galoistheorie als Struktur-
theorie der normalen Erweiterungskérper, also ganz im Sinne der Hilbert-Noether-
schen Vorstellungen. Aber erst in seinem Buch ,,Galois Theory* (1938) konnte er den
»Makel*, die Verwendung des primitiven Elements beim Beweis des Hauptsatzes
der Galoistheorie, beseitigen.

Die Galoistheorie hatte auch Lie schon im 19. Jh. zur Schaffung seiner Theorie der
kontinuijerlichen Gruppen angeregt. Lie hatte die Idee, da8 es fiir Differential-
gleichungen ebenfalls eine Galoistheorie geben miisse. Der Begriff der Lieschen
Gruppe wurde dann zu dem der topologischen Gruppe erweitert. Wichtige Ideen zu
dieser Entwicklung lieferten Hilbert und Brouwer. Der Begriinder der Theorie der
topologischen Gruppen war Schreier (1925). Hier hat man ein Beispiel fiir die Alge-
braisierung der Mathematik, insbesondere der Wechselwirkung zwischen der auf-
strebenden abstrakten Algebra und anderen Gebieten der Mathematik (Analysis,
Topologie). Dies ist ein wesentlicher Grund fiir die stiirmische Entwicklung, die die
topologischen Gruppen einschlieBlich der Lieschen Theorie in den letzten Jahr-
zehnten genommen haben. Die Entwicklung dieser Theorie erforderte tiefgehende
Untersuchungen in den verschiedensten Einzeldisziplinen, doch die erzielten Fort-
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schritte geben zusammen mit dem verbesserten oder neu geschaffenen algebraischen
Apparat oft AnlaB zu wertvollen Anwendungen in den Einzeldisziplinen. Diese
gegenseitige Beeinflussung wird etwa in der Theorie der Mannigfaltigkeiten deutlich.
Weyl nutzte eine Idee von Hurwitz zur Integration iiber Gruppen systematisch aus
und vollendete 1927 die von E. Cartan schon vor der Jahrhundertwende begonnenen
Forschungen zur Struktur der einfachen Lieschen Gruppen und ihrer irreduziblen
Darstellungen. Zu Beginn der 30er Jahre leisteten Haar, v. Neumann und Pontrjagin
auBerordentlich wichtige Beitrige zur Integration nach einem invarianten MaB auf
lokal kompakten Gruppen und wandten dies erfolgreich bei Strukturuntersuchungen
topologischer Gruppen an. Weitere Fortschritte sind mit den Namen Gleason,
Montgomery und Zippin verbunden, die u. a. 1952 das 5. Hilbertsche Problem lésten.

Als weiteres Beispiel der Wechselwirkung zwischen Algebra und Topologie sei die
algebraische Topologie, die um die Jahrhundertwende mit der Einfiihrung der
Fundamentalgruppen eines topologischen Raumes und der Betti-Gruppen ihren
Anfang nahm, wenigstens genannt. Auch das interessante und vielschichtige Problem
der Strukturuntersuchung von Gruppen und Algebren kann nur erwihnt werden.
Dabei war es wieder der modultheoretische Ausgangspunkt, der es E. Noether er-
laubte, die Darstellungstheorie der Algebren als priméir gegeniiber der Darstellung von
Gruppen zu charakterisieren und damit die Verbindung zwischen diesen beiden
Problemkreisen herzustellen. Die Darstellungstheorie fand schon in den 20er Jahren
erfolgreiche Anwendung in der Quantenphysik und erwies sich in der Folge auch in
der Funktionalanalysis und in der Theorie der fastperiodischen Funktionen als sehr
niitzlich.

Die Geschichte der modernen Algebra wurde von einer Vielzahl von bedeutenden
Mathematikern getragen; stellvertretend fiir viele andere seien hier noch A. Weil,
Macaulay, H. Cartan, Grothendieck und Serre genannt.
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Zur Entstehung und Entwicklung
der Funktionalanalysis

Die moderne Funktionelanalysis hat ihren Vorldufer in jener sog. ,,Funktional-
rechnung‘‘ (calcul fonctionnel), die um die Jahrhundertwende ihr Anwendungsgebiet
in der Analyse von Abbildungen von Funktionenmengen in Zahlenmengen sah. Diese
Arbeitsrichtung wurde insbesondere in Frankreich gepflegt. Hadamard, der Schopfer
des Prinzips der topologischen Dualitét, prigte den Ausdruck ,,fonctionnelle’ und
trug erste Gedanken einer verallgemeinerten Analysis auf dem I. Internationalen
MathematikerkongreB 1897 in Ziirich vor. Nach einem von wichtigen Entdeckungen
gefiillten Zeitraum fiihrte der Ungar Riesz 1910 mit Hilfe seines Darstellungssatzes
fiir Funktionale sog. ,,adjungierte Operatoren* in den Réumen der zur p-ten Potenz
Lebesguesummierbaren Funktionen (L?) ein. Das war der Beginn der abstrakten
Operatorentheorie, die einen inhaltlichen Schwerpunkt der Funktionalanalysis
darstelit.

Unter Funktionalanalysis versteht man heute eine ,,allgemeine‘ Analysis, die die
Verallgemeinerungen aller Grundbegriffe der klassischen Analysis wie Grenzwert,
Konvergenz, Stetigkeit, Differenzierbarkeit usw. auf den Fall der Abbildung einer
Menge in die andere bei immer allgemeineren Annahmen beziiglich dieser Mengen
behandelt. Damit gelingt es der Funktionalanalysis, die verschiedensten mathe-
matischen Probleme unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zu betrachten, von den
fiir die Aufgabe unwesentlichen speziellen Bedingungen zu abstrahieren und durch-
gingige Losungsverfahren zu verwenden. Die Funktionalanalysis durchdringt sich
in vielen Fillen mit anderen mathematischen Disziplinen wie Topologie, Algebra
und Geometrie und benutzt teilweise deren Methoden.

Die Anfinge der Funktionalanalysis

Die Anfinge der Funktionalanalysis lagen in Italien. Ascoli versuchte 1884, den
Bolzano-WeierstraBschen Héufungsstellensatz auf Funktionenmengen auszudehnen,
und erhielt so seinen Satz iiber die Kompaktheit einer gleichgradig stetigen und
gleichmiBig beschrinkten Funktionenmenge. Dieser Satz ist dann von Arzeld auf
Kurvenmengen ausgedehnt worden. Andererseits war Volterra vor allem von physi-
kalischen Problemen inspiriert, als er 1887 seine ,,Linienfunktionen‘‘ (funzioni di
linee) einfiihrte; eine solche ist z. B. die Energie eines Stromes in Abhingigkeit von
der Gestalt des Drahtes, der sich in einem Magnetfeld verschiebt oder verbiegt.
Der Durchbruch zur vollen Allgemeinheit gelang erst den franzosischen Mathe-
matikern um Hadamard und seinem Schiiler Fréchet. Ihr Ausgangspunkt war die
Variationsrechnung: Wenn namlich z. B. unter allen zuléssigen Konkurrenzfunk-

b
tionen y(z) diejenige gesucht wird, fiir die das Integral f f(z, y, y') dz einen Extrem-

a
wert annimmt, so bedeutet das nichts anderes, als da8 ein Funktional, dessen De-
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finitionsbereich eine Menge von Funktionen y(z) ist, auf Extremwerte untersucht
wird. .

Um die Jahrhundertwende konnte die Mengenlehre internationale Anerkennung
erreichen, in Frankreich sogar etwas friiher als in Deutschland; sie befruchtete vor
allem in methodischer Hinsicht entscheidend die Entwicklung der Funktional-
analysis. Es wurde durch die Arbeiten von Borel, Baire und Lebesgue aus der Zeit
der Jahrhundertwende die grundlegende Bedeutung der Mengenlehre fiir ein tiefer-
gehendes Studium der reellen Funktionen, z. B. mit Hilfe der MaBtheorie, erwiesen.

Hier kniipften die Funktionalanalytiker unmittelbar an. In seiner beriihmten
,»Pariser Thése* von 1906, der Dissertation, die eines der markantesten Ereignisse
in der Geschichte der Funktionalanalysis darstellt, bemiihte sich Fréchet um eine
noch weitergehende Verallgemeinerung des Begriffs der stetigen Funktion. Gestiitzt
auf die Cantorsche Punktmengentheorie als allgemeine Grundlage heiBt es bei
Fréchet:

,»»Die erste Verallgemeinerung, die sich in natiirlicher Weise ergab, ist die des Begriffes der
stetigen Funktion. Wenn man aber wiinscht, ihn auf Operationen deh deren Variabl
von willkiirlicher Natur sind, dann muB man zuerst wissen, was unter benachbarten Elementen
oder unter Grenzwert einer Folge von Elementen verstanden wird.* ([15.11], S. 2, franz.)

Und ferner:

»9++- Wir werden sagen, daB ein Funktional U in einer Menge E von Elementen willkiirlicher
Natur (Zahlen, Kurven, Punkte usw.) definiert ist, wenn jedem Element 4 von ¥ ein durch U
bestimmter Zahlenwert U(4) zugeordnet wird.* ([L 15.11}, S. 1, franz.)

Ganz folgerichtig ging Fréchet zur Aufstellung von Axiomen fiir abstrakte Riume
iiber, also fiir ,,Réume*‘, deren Elemente abstrakt waren; bisher hatte man konkrete
Objekte — Zahlen, Funktionen, Vektoren usw. — vor Augen gehabt.

Die Herausbildung der selbstindigen Funktionalanalysis

Fréchets Ideen, die auf eine qualitativ héhere Stufe der Abstraktion hinausliefen,
waren damals etwas véllig Neues und Ungewohntes. Dennoch wurden sie auf-
gegriffen und weiterentwickelt von Mathematikern, die ohnedies schon der Mengen-
lehre nahestanden, z. B. von Hausdorff in Deutschland und von Riesz.

Um eben diese Zeit, zu Anfang des Jahrhunderts, wurde die Theorie der linearen
Integralgleichungen zur zweiten historischen Wurzel der modernen Funktional-
analysis. Im Wintersemester 1900/1901 hielt ein Student aus Uppsala in Géttingen
einen Vortrag iiber die von dem Schweden Fredholm entwickelte Theorie der Integral-
gleichungen; auch dort findet sich ein Keim unserer heutigen Konzeption von
Funktionenriumen.

Fredholm behandelte Integralgleichungen vom Typ

b
f(s) = @ls) + [ K(s, 1) glt) dt
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mit unbekannter Funktion ¢(z) und gegebenem Kern K (z, t). Fredholm setzte dieses
Problem — #hnlich wie auch Volterra — in Analogie zum linearen Gleichungssystem

n
¢P+2qu¢q=’p’ p=12,..,n,
q=1

fiilhrte den Grenziibergang n — oo durch, indem er eine Verallgemeinerung des
Cra hen Determinantenlosungsverfahrens anwendete, und wies schlieBlich nach,
daB die so erhaltenen Funktionen die Ausgangsgleichung 16sen.

Hilbert griff die Anregung auf und begriindete mit seinen sechs beriihmt gewordenen
Abhandlungen iiber Integralgleichungen (zwischen 1904 und 1910) eine deutsche
Schule der Funktionalanalysis. Hilbert erkannte den weitreichenden Ansatz, den
Fredholm vollzogen hatte, als er zu einer Analysis mit einer unendlich groBen Zahl
von Variablen iibergegangen war. Hilbert baute diesen Ansatz — unter Wiirdigung
der Verdienste von Fredholm, C. Neumann, Volterra, Poincaré — systematisch aus,
sowohl im Hinblick auf das auslésende Grundproblem, das der Behandlung von
linearen Integralgleichungen, als auch im Hinblick auf eine allgemeine Theorie der
linearen Funktionale im Hilbertschen Folgenraum, die auch die Theorie der Integral-
gleichungen in sich enthalten miisse:

»»Die Methode, die ich ... anwende, besteht darin, daB ich von einem algebraischen Problem,
némlich dem Problem der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form von 2
Variablen in eine Quadratsumme ausgehe und dann durch strenge Ausfihrung des Grenz-
iiberganges fiir » — oo zur Losung des zu behandelnd ! Problems gel

Dieselben Theoreme iiber Integralgleichungen mit symmetrischem Kern werde ich ... auf einem
anderen Weg mittels der Methode der unendlich vielen Variablen entwickeln.* ([15.17], S. 3)

Gerade diese bewuBt angestrebte methodisch einheitliche Gestaltung von Analysis
und Algebra, der Versuch, einen zusammenfassenden Gesichtspunkt in einer als ein-
heitlichen Organismus aufgefaften Mathematik in den Vordergrund zu stellen, lieB
Hilbert einen groBen EinfluB auf die nachfolgende Entwicklung gewinnen. Seine
Schiiler auf diesem Gebiet, insbesondere Riesz und E. Schmidt, dehnten die Giiltig-
keit der Sétze und Methoden auf noch allgemeinere Funktionenklassen aus. Riesz
bewies 1907 in der Arbeit ,,Uber orthogonale Funktionensysteme* mit Hilfe des sog.
Satzes von Fischer-Riesz, daB der Hilbertsche Folgenraum isomorph zum Raum der
nach Lebesgue quadratisch integrierbaren Funktionen ist, daB also diese beiden
Réume nicht mehr unterschieden werden miissen. E. Schmidt dagegen fiihrte die
geometrische Sprechweise in die Untersuchungen iiber den Hilbertraum ein; von
ihm stammen Begriffe wie Orthogonalitiit, Norm und Projektion.

Mit dem Satz von Fischer-Riesz (1907) wurde auch der Wert der Ideen von Lebes-
gue deutlicher; von nun an sollte die Integrationstheorie eng mit der Funktional-
analysis verbunden bleiben. Arbeiten von Radon (1913), Fréchet (1915) und Daniell
(1917) erwiesen die Bedeutung der Untersuchung positiver linearer Funktionale fiir
eine Theorie der Integration auf abstrakten Réumen; der funktionalanalytische
Zugang zur Integrationstheorie war geschaffen.

Andererseits blieben diese Auffassungen, Ideen und Methoden wegen ihres hohen
Grades an Abstraktion durchaus nicht unbestritten. So berichtete der Englinder
Young, der sich friihzeitig der Mengenlehre verschrieben hatte, von einem prominenten
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(aber ungenannt gebliebenen) franzosischen Mathematiker, der sich noch 1900
weigerte zu glauben, daB Funktionen f(z, y), die einzeln in z und y stetig sind,
Unstetigkeiten besitzen konnen.

Der Weg zur Anerkennung der abstrakten Denkweise war miihsam. Fréchet selbst
hatte betont, daB eine allgemeine Theorie nicht deshalb niitzlich ist, weil sie allgemein
ist. Vielmehr konnte erst ein langer Umgang mit den Begriffen und Methoden der
Funktionalanalysis deren Anerkennung herbeifiihren, indem die fusionierende Kraft
ihrer Sitze und Methoden an einer Vielzahl von Fillen erwiesen wurde.

Weiterentwicklung der Funktionalanalysis

Gerade dies macht den Inhalt einer dritten historischen Etappe der Funktional-
analysis aus. Unterstiitzend in dieser Richtung wirkten auch die ersten Anwendungen
der Funktionalanalysis. Die Entwicklung der Quantenmechanik zum Beispiel zeigte
1923, daB die beobachtbaren GroBen eines atomaren Systems durch lineare symme-
trische Operatoren im Hilbertraum reprisentiert werden konnen. Die von Hilbert
15 Jahre zuvor definierten Eigenwerte des Operators, der hierbei die Energie re-
prisentiert, konnten z. B. als Energieniveaus von Elektronen eines Atoms gedeutet
werden.

Mit Hausdorffs ,,Grundziigen der Mengenlehre* (1914), in denen der Begriff des
topologischen Raumes eingefiihrt wurde, begann die moderne mengentheoretische
Topologie; sie ist z. B. fiir die Theorie der linearen topologischen Riume, die spiter
im Zusammenhang mit den verallgemeinerten Funktionen bei Sobolev und Schwartz
besondere Bedeutung erlangte, von grundlegender Wichtigkeit. Besonders verdient
es die 1922 im Druck erschienene Arbeit des polnischen Mathematikers Banach
»Sur les opérations dans les ensembles abstraits ... hervorgehoben zu werden. Hier
schuf Banach eine einheitliche Methode fiir die (lineare) Funktionalanalysis, wobei er,
ebenso wie vorher Fréchet, auf konkrete Vorstellungen iiber die Natur der Elemente
des Raumes ganz verzichtete. Er axiomatisierte die vollstindigen linearen normierten
Réiume abstrakter Elemente; sie tragen heute seinen Namen. Die verschiedenen
Hauptrichtungen der Funktionalanalysis wie etwa die von v. Neumann 1929 be-
griindete abstrakte Theorie des Hilbertraumes und die Theorie der Operatoren in
ihm stellen einen weiteren Ausbau der von Fréchet, Hausdorff und Banach gegebenen
Ansitze dar, wobei den Mengen der abstrakten Elemente zusitzlich gewisse Struk-
turen aufgepriigt wurden.

Der obigen Arbeit von Banach, mit der er 1920 promovierte, kommt in der Ge-
schichte der Funktionalanalysis eine entscheidende Rolle zu. Sie schuf die Basis fiir
die rasche Entfaltung der Funktionalanalysis in den 20er und 30er Jahren, an der
z. B. Steinhaus und der Banach-Schiiler Schauder sowie Luzin, Kolmogorov, P. S.
Alexandroff, Birkhoff, Kellogg, v. Neumann, Stone und andere fithrend beteiligt
waren. In die Zeit vor dem zweiten Weltkrieg fillt das Entstehen neuer Teildisziplinen
der Funktionalanalysis, die neben den schon traditionell gewordenen bald in den
Mittelpunkt der Aufmerksamkeit gelangten. Es seien nur die Theorie der normierten
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Algebren (Gel'fand, 1940) und die Theorie der halbgeordneten Riume erwihnt, die
um 1935 von dem sowjetischen Mathematiker Kantorovié begriindet wurde.

In den zwanziger Jahren — zur Zeit der Schaffung des Banachreumes und der
Anwendung der Funktionalanalysis auf die Quantenmechanik — glaubten viele
Mathematiker, in der Funktionalanalysis eine Art Vorstufe fiir eine ,,Zukunfts-
mathematik‘ erblicken zu kénnen, die mit allgemeinen Methoden die Mehrzahl der
speziellen mathematischen Probleme losen konnte. Diese Vermutung oder Hoffnung
hat sich nicht bestitigt. Vielmehr zeigte sich nach einiger Zeit ein gewisser Mangel an
neuen Anwendungsméglichkeiten auf die groBen klassischen Probleme der Analysis;
diese kénnen offenbar nur mit verfeinerten, speziellen Methoden geldst werden.

Dessenungeachtet hat die Funktionalanalysis heute, gerade wegen der Allgemein-
giiltigkeit und groBen Reichweite ihrer Methoden, sowohl in der reinen als auch in
der angewandten Mathematik einen festen Platz gefunden. Insbesondere in der
Mechanik wiichst der EinfluB der Funktionalanalysis noch stindig an.

Zur Entwicklung der modernen
Woabhrscheinlichkeitsrechnung

Zu Beginn des 19. Jh. hatte in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Stagnation eingesetzt. Unfruchtbare Auffassungen wirkten besonders in Westeuropa
noch lange Zeit nach, trotz bedeutender Erfolge der Wahrscheinlichkeitsrechnung in
der kinetischen Gastheorie, in Fehlerrechnung und Ballistik.

Die russische wahrscheinlichkeitstheoretische Schule

Lediglich RuBland bildete eine Ausnahme. Zwar sind auch hier negative Einfliisse
spiirbar, z. B. bei Bunjakovskij, aber die Ideen von CebySev wirkten so stark, daB es
in Petersburg (Leningrad) zu einer Weiterentwicklung und zur Herausbildung einer
russischen Schule der Wahrscheinlichkeitsrechnung kam. So verfaBte Bunjakovskij
das erste russische Lehrbuch zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und tat damit viel
fiir die Verbreitung der Lehren von Laplace und Poisson, doch propagierte er darin
auch die unbegriindete Anwendung auf Gerichtsurteile und andere Fragen des
gesellschaftlichen Lebens. Unter Cebysev wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
einer strengen mathematischen Disziplin. Diese Forderung nach mathematischer
Strenge verwirklichte er beispielsweise dadurch, da8 er unklare Formulierungen und
unsachgemiBe Anwendungen ausmerzte und daB er nach genauen Abschitzungen
der Abweichungen von den GrenzgesetzmiiBigkeiten suchte, wobei diese Unglei-
chungen bei einer beliebigen Anzahl von Versuchen gelten solliten. Weiter verdanken
wir Ceby3ev den Grenzwertsatz fiir Summen unabhingiger ZufallsgrBen, die Mo-
mentenmethode, eine Verallgemeinerung des Gesetzes der groSen Zahlen sowie die
Tatsache, daB er den Begriffen ,,ZufallsgréBe‘‘ und ,,Erwartungswert‘ einen zentralen
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Platz im Begriffssystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuwies und sie entspre-
chend ausnutzte. Cebyiev war auch ein ausgezeichneter Lehrer und scharte viele sehr
gute Schiiler um sich. Auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind dabei
besonders Markov und Ljapunov zu nennen. Ljapunov wandte als erster die charak-
teristischen Funktionen in der Theorie der Grenzwertsitze an. Der Ljapunovsche
Grenzwertsatz wurde spiter durch Bernitejn, Chindin, Feller, Lévy und Linnik
verallgemeinert. Auf Markov gehen u. a. die ,,Markovschen Ketten‘ zuriick. Diese
bilden zusammen mit den Ideen und Untersuchungen von Poincaré und Bachelier
den Ausgangspunkt fiir die Theorie der zufilligen Prozesse, um deren Schaffung sich
Kolmogorov und Chingin sehr verdient machten. Die Theorie der zufilligen Prozesse
filhrte auf Grund zahlreicher mathematischer Resultate und der groBen Anwendungs-
moglichkeiten in der Naturwissenschaft zu einem Aufschwung in der Entwicklung der
Wahrscheinlichkei hnung. Es wire jedoch falsch, diese Fortschritte nur im
Zusammenhang mit der Theorie der zufilligen Prozesse zu sehen. Denn auch diese
Theorie verdankt ihre Fundierung jenen Ideen der Mengenlehre und der Funktionen-
theorie, die die weitere Profilierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auBerordentlich
beeinfluBten. Die neuen Methoden aus der Theorie der reellen Funktionen finden wir
zuerst besonders in den Arbeiten der franzdsischen Mathematiker Borel, Lévy und
Fréchet. Die Ausnutzung der analytischen Mittel und Methoden erlaubte es auch, die
Behandlung der immer vielfiltiger werdenden Probleme aus Physik, Technik und
Okonomie zu erweitern und die Untersuchung einer Reihe klassischer Aufgaben
abzuschlieBen. Auch in dieser Zeit blieb die russische Schule der Wahrscheinlichkeits-
rechnung fithrend. In England und den USA waren bereits unter Pearson, Fisher und
Wald leistungsfihige Zentren der mathematischen Statistik entstanden, wihrend
in diesen Stasten die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine vergleichsweise geringe
Rolle spielte.

Nach der Oktoberrevolution ging aus der Moskauer funktionentheoretischen
Schule unter Luzin ein weiteres Zentrum der Wahrscheinlichkeitsrechnung hervor.
An der Spitze standen Chintin, Kolmogorov und Sluckij, wihrend Bernitejn in
Leningrad wirkte. In Gegensatz zu den Vorkriegsjahren wurde auch die mathe-
matische Statistik stark gefordert.

Auf dem Wege zur Axiomatisierung

So groB die Erfolge in der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu Beginn des 20. Jh. auch
waren, die logischen Grundlagen waren noch nicht geniigend entwickelt und auf-
geklirt und boten so die Méglichkeit zu vielen MiBdeutungen und fehlerhaften An-
wendungen, z. B. beim Bertrandschen Paradoxon. Immer stirker wurde die Laplace-
sche Definition der Wahrscheinlichkeit als unzureichend erkannt. So forderte Hilbert
aus Einsicht in dieses Dilemma die Prizisierung der Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung mittels der axiomatischen Methode.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde vom Proze8 der Axiomatisierung relativ
spiit erfaBt. Die ersten Schritte unternahmen Poincaré und Borel. Von Borel stammt
der Hinweis auf den Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
der MaBtheorie, der sich fiir die weitere Entwicklung als sehr fruchtbringend erwies.



294 Vorlesung 15

1917 veriffentlichte Bernitejn den ersten systematischen Aufbau der Axiomatik der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, den er spiter noch ausbaute und ausfiihrlich darlegte.
Sein Axiomensystem basiert auf dem qualitativen Vergleich zufilliger Ereignisse
nach ihrer groBeren oder kleineren Wahrscheinlichkeit. Dieser Ansatz wurde auch von
Koopman und Glivenko weiterbearbeitet, wobei letzterer 1939 zeigen konnte, daB
dieser Ansatz, der auf der Betrachtung vollstindiger normierter Boolescher Algebren
beruht, mit der Axiomatik Kolmogorovs iibereinstimmt. Einen weiteren Versuch der
axiomatischen Charakterisierung unternahm v. Mises. Seine Ideen weckten des
Interesse bei vielen Mathematikern und Naturwissenschaftlern und losten sehr
heftige, durchaus fruchtbringende Diskussionen aus. v. Mises, der die Wahrscheinlich-
keitsrechnung als mathematische Naturwissenschaft, nicht als Disziplin der Mathe-
matik betrachtete, kniipfte an Arbeiten zur ,,KollektivmaBlehre* an und schuf eine
Theorie auf der Basis des Konzepts der relativen Haufigkeit. Der grundlegende
Begriff ist der des Kollektivs:

,»Zuerst muB ein Kollektiv da sein, dann erst kann von Wahrscheinlichkeit gesprochen werden.‘
([L 15.30], S. 14)

,»Kollektiv ist eine unendliche Folge von Beobachtungen, deren jede mit der Feststellung eines
Merkmals endet. Die relative Haufigkeit, mit der ein Merkmal auftritt, besitzt einen Grenzwert
(Existenz des Grenzwerts, K.-H. S.), und dieser éndert sich nicht, wenn durch Stellenauswahl
eine Teilfolge herausgehoben wird (Regellosigkeit, K.-H. 8.).* ([L 15.30], S. 75)

Das ,Kollektiv stellt also ein Modell fiir das Auftreten zufélliger Ereignisse dar,
wobei gewisse Bedingungen erfiillt sein miissen. Mit diesem Konzept, einschlieBlich
der darin geforderten Bedingungen, und vier von ihm eingefiihrten Operationen
konnte v. Mises einen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung geben, der die
klassischen Sitze enthielt, aber recht umstindlich war. In dieser Theorie fiihrte er
bereits 1919 mehrdimensionale Verteilungsfunktionen ein. Da die theoretischen
Grundlagen wie auch praktische Realisierung AnlaB zu Kritiken gaben, erscheint es
verstiandlich, daB sich der Kolmogorovsche Zugang durchsetzte und die v. Misessche
Theorie in den Hintergrund gedringt wurde. Erst in den 60er Jahren regten Fort-
schritte in der Algorithmen- und Komplexititstheorie neue Studien zur Konvergenz
von relativen Hiufigkeiten und der Definition von Zufallsfolgen an. Durch die Ar-
beiten von Fine, Kolmogorov und Schnorr wurde gezeigt, daB das v. Misessche
Modell in modifizierter Form gleichberechtigt zu anderen Theorien als Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung angesehen werden kann, insbesondere bewies
Schnorr, da8 die Kolmogorovschen Axiome aus dem modifizierten Hiufigkeitsmodell
ableitbar sind.

Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
durch Kolmogorov

Unmittelbar an die Ideen von Borel kniipfte Lomnicki an und publizierte 1923 eine
Axiomatik auf der Grundlage der mengentheoretischen Konzeption. Doch in allen
solchen Versuchen zum axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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blieben grundlegende Probleme ungelést und wurden nicht einmal mathematisch
exakt formuliert. Dies betraf vor allem die axiomatische Begriindung der Rechen-
operationen mit Ereignissen und ihren Wahrscheinlichkeiten und die Definition
grundlegender Begriffe wie ZufallsgroBe, mathematische Erwartung und bedingte
Wahrscheinlichkeit. 1933 stellte Kolmogorov in der Monographie ,,Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung“ das heute noch iibliche Axiomensystem auf. Im Vor-
wort bemerkte Kolmogorov zur axiomatischen Begriindung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung:

»Vor der Entstehung der Lebesgueschen Mn,B- und Integrationstheorie war diese Aufgabe
ziemlich hoffnungslos. Nach den Lebesg Un hungen lag die Analogle zwischen
dem MaBe einer Menge und der Wahrscheinlichkeit eines Ereigni sowie zwischen dem
Integral einer Funktion und der mathematischen Erwartung einer zufilligen GroBe auf der
Hand. ... Um, ausgehend von dieser Analogie, die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden,
hatte man noch die MaB- und Integrationstheorie von den geometrischen Elementen ,welche bei
Lebesgue noch hervortreten, zu befreien. Diese Befreiung wurde von Fréchet vollzogen.*
(IL 15.21], S. III)

Die Axiomatik von Kolmogorov ist nicht die einzig mogliche. Doch wird bei ihm
nicht nur eine logisch einwandfreie Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gegeben, sondern es ist auch méglich, die neu entstandenen Begriffe und Probleme
in einem einheitlichen und einfachen System zu erfassen. Wichtig war, daB er in
diesem Rahmen ,fiir Anwendungen interessante Probleme* durch die Betrachtung
von Wahrscheinlichkeiten im unendlichdimensionalen Raum behandeln konnte.
Durch seinen Hauptsatz wurde es mdglich, die phinomenologische Theorie der
stochastischen Prozesse in den axiomatischen Aufbau einzuordnen. Dies macht die
Bedeutung und die Leistungsfihigkeit seines Ansatzes aus. Die Wahrscheinlichkeits-
rechnung wurde damit als mathematische Disziplin fest in das Gebdude der Mathe-
matik integriert und gestattete nun insbesondere die Anwendung hochentwickelter
moderner mathematischer Theorien.

Seit der Aufklirung ihrer Grundlagen nahm die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine
stiirmische Entwicklung sowohl hinsichtlich der Theorie als auch der Anwendungen
dieser Theorie. Aus der Vielzahl der einzelnen Aufgaben aus Naturwissenschaft,
Technik und Okonomie wurden die grundlegenden Gesichtspunkte herausgefiltert,
um viele konkrete Probleme mit den allgemeinen Methoden der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu 18sen. Unter den zahlreichen Zentren, die sich mit wahrscheinlichkeits-
theoretischen Fragestellungen beschiftigen, nimmt die Sowjetunion weiterhin einen
fiihrenden Platz ein.

Entstehung und Entwicklung der linearen Optimierung

Die Entstehung und Entwicklung der mathematischen Theorie der linearen Opti-
mierung héngt eng mit der Entwicklung des industriellen Produktionsprozesses
sowohl im Kapitalismus als auch im Sozialismus zusammen. Entscheidend fiir die
Konstituierung der linearen Optimierung als eine selbstiindige Teildisziplin waren



296 Vorlesung 15

Skonomisch-technische Probleme, die in den verschiedensten Bereichen der Industrie
und Landwirtschaft auftraten und deren Losung zur Erhéhung der Effektivitit der
Produktion und zur weiteren Rationalisierung beitrugen. Dieser Schritt zur Konsti-
tuierung der linearen Optimierung als selbstéindige mathematische Teildisziplin wurde
vom Ende der dreiBiger bis zum Ende der vierziger Jahre des 20. Jh. vollzogen. Er
begann in der Sowjetunion durch Arbeiten Leningrader Mathematiker und Okonomen
und wurde durch amerikanische Mathematiker, Okonomen und Militarfachleute
beendet.

Zur Vorgeschichte der linearen Optimierung

Quesnay war der Begriinder der physiokratischen Schule der biirgerlichen politischen
Okonomie, die wihrend des 18. Jh. groBe Bedeutung erlangte. Die Physiokraten
fragten nach der Ent.atehung der Nationalprodukts und seiner Verteilung zwischen
den Klassen und versuchten Bedingungen fiir eine stabile Wirtschaft aufzudecken.
Die bedeutendste Leistung war das ,,Tableau Economique® von Quesnay. Die wich-
tigste Erkenntnis, die dort ihren Ausdruck fand, bestand in der Darstellung des
Produktionsprozesses; die Zirkulation wurde nur als eine Form des Reproduktions-
Pprozesses gewertet.

Fiir die Geschichte der linearen Optimierung ist das ,,Tableau Economique* von
Bedeutung, da es das erste lineare Modell zur Beschreibung wirtschaftlicher Be-
ziehungen darstellt. Obgleich es noch kein Optimierungsmodell ist, da eine lineare
Zielfunktion fehlt und die Verflechtungsbeziehungen in Gleichungsform gegeben sind,
finden sich doch bereits gewisse Optimalititsvorstellungen in dem Sinne, daB nach
den Bedingungen gefragt wird, die mindestens erfiillt sein miissen, um von einer
stabilen Wirtschaft sprechen zu konnen (Anm. 15.1).

Im Rahmen der politischen Okonomie fiihrte die Entwicklung iiber mehrere
Etappen, die mehr oder weniger — als Bestandteile mathematisch-6konomischer
Methoden und Modelle — zur Geschichte der linearen Optimierung gerechnet werden
miissen. In die erste Entwicklungsrichtung gehéren das Paretosche Optimierungs-
kriterium und die Diskussion dinischer, osterreichischer und deutscher konomen
in den dreiBiger Jahren des 20. Jh. iiber die Gleichgewichtsmodelle der Lausanner
Schule der Grenznutzentheorie. In dieser Zeit erschien auch das Modell einer expan-
dierenden Wirtschaft von v. Neumann. Diese Arbeit ist besonders wegen der Fest-
stellungen zur Dualitdt der beiden durch v. Neumann formulierten Aufgaben und
der in ihnen verwendeten Variablen fiir die Geschichte der linearen Optimierung von
Bedeutung. v. Neumman sollte dann Ende der vierziger Jahre auch einer der ersten
sein, der den Zusammenhang zwischen der linearen Optimierung und der Spieltheorie
entdeckte.

Eine zweite Linie zeigte sich in der Entstehung der Witrschaftswissenschaft im
20. Jh., insbesondere in der Schaffung empirischer 6konomischer Modelle zur Behand-
lung 6konomisch-technischer Probl und von Fragen der Planung und Bilanzie-
rung. Auf diesem Gebiet wurden gleichzeitig Schritte in den USA und in der UdSSR
unternommen. Dabei liegen der von Leontief 1939 an Hand der amerikanischen
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Wirtschaft geschaffenen Input-Output-Methode Erkenntnisse von sowjetischen
Verflechtungsbilanzen aus den Jahren 1924/25 zugrunde. Das Leontief-Modell
seinerseits bildete die Grundlage fiir die von Danzig 1947/48 im Auftrag der US-
AIR FORCE (USAF) geschaffenen linearen Optimierungsmodelle.

Zwischen Leontiefs und Dantzigs Modellen liegt zeitlich aber noch die Entwicklung
eines Modells der Transportoptimierung durch Koopmans, der es im zweiten Welt-
krieg im Auftrag des Combined Shipping-Board’s der USA und GroBbritannien zur
Minimierung der Verluste in der Handelsschiffahrt wihrend des faschistischen U-
Boot-Krieges schuf. Er erkannte zwar das dem Modell zugrunde liegende mathe-
matische Problem und einige seiner Eigenschaften, es gelang ihm aber erst nach
seiner Bekanntschaft mit Dantzigs Ideen, diese Erkenntnisse in mathematisch
formalisierte Algorithmen umzusetzen.

In der Sowjetunion wurden in den 20er und 30er Jahren gewaltige Anstrengungen
zur Rekonstruktion der Industrie und damit auch des Verkehrswesens unternommen.
Das fiihrte zu der Frage, wie man rationale Transportpline entwickeln kénne und
was darunter zu verstehen sei. Tolstoj schuf dazu aus der Sicht eines Okonomen drei
mathematische Methoden, die das Transportproblem in Netzwerkform behandelten.
Aus mathematischer Sicht waren diese Methoden jedoch in ungeniigendem MaBe
formuliert, die Voraussetzungen ihrer Anwendbarkeit nicht klar genug heraus-
gearbeitet und mathematische Beweise der getroffenen Behauptung fehlten vollig.
Diese Schritte wurden erst Anfang der vierziger Jahre durch Kantorovi¢ und Gavurin
vollzogen.

Eine dritte Linie der Vorgeschichte der linearen Optimierung hat man in der
Bereitstellung entsprechender mathematischer Hilfsmittel zu erblicken. Dies betraf
vor allem die Grundlagen, die Theorie linearer Ungleichungssysteme und die Theorie
konvexer Mengen, insbesondere konvexer Polyeder. Bei Fourier fiihrte die Beschifti-
gung mit linearen Ungleichungssystemen direkt zur Formulierung und Losung einer
dreidimensionalen linearen Optimierungsaufgabe. Er scheint der erste gewesen zu
sein, der die allgemeine Aufgabe der linearen Optimierung formulierte und sie im
Fall von drei Variablen loste. Seine Lésung erfolgte auf geometrischem Weg und
stellt eine geometrische Version der Simplexmethode von Dantzig dar. Fourier
behauptete auch ihre Giiltigkeit fiir den n-dimensionalen Fall. Die Art und Weise
seines Vorgehens liBt seine tiefe Einsicht in die Struktur und das Wesen von linearen
Optimierungsaufgaben erkennen, womit er seiner Zeit weit vorauseilte. Allerdings
erkannt er nicht die Bedeutung dieser besonderen Klasse linearer Ungleichungs-
probleme. AuBierdem gab er die Losungsschritte nur verbal an und bewies die von
ihm aufgestellten Behauptungen nicht.

An Fourier ankniipfend stellte sich Farkas Ende des 19.Jh. die Aufgabe, eine
Theorie der linearen Ungleichungssysteme zu entwickeln. Das wichtigste Ergebnis
dieser Bemiihungen vom Standpunkt der Geschichte der linearen Optimierung aus
war ein Satz, der heute als sogenanntes Farkas-Lemma (oder das schwache Farkas-
Minkowski-Weyl-Theorem) eine Schliisselstellung einnimmt. Die zweite Bezeichnung
dieses Satzes verweist auf zwei Mathematiker, die sowohl auf dem Gebiet der Theorie
linearer Ungleichungssysteme als auch auf dem Gebiet konvexer Mengen Bedeutendes
geleistet haben. Minkowski wurde 1896 durch das Studium eines beriihmten Problems
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der Zahlentheorie zur Erkenntnis der Wichtigkeit konvexer Mengen gefiihrt. In
diesem Zusammenhang schuf er auch wesentliche Begriffe sowie zwei Sitze zur
Theorie linearer Ungleichungen. Von ihm stammen u. a. eine erste Definition einer
konvexen Menge, der Stiitzebene, des Eckpunktes, des Polarkérpers u. &. Im Jahre
1935 publizierte Weyl eine Arbeit, in der er den Versuch unternahm, eine Theorie end-
licher konvexer Kegel mit finiten Methoden zu entwickeln. Das hervorragendste
Ergebnis bestand in der Formulierung und dem Beweis iiber die beiden dquivalenten
Darstellungsmoglichkeiten konvexer polyedrischer Kegel als Loésungsraum eines
endlichen Systems linearer Ungleichungen bzw. als endlicher Durchschnitt linearer
Halbrdume; Vorarbeiten dazu stammen von Minkowski.

Neben diesen vier Mathematikern wurden noch von anderen Mathematikern im
20. Jh. wichtige Beitriige geleistet, sowohl zur Theorie konvexer Mengen als auch zur
Theorie linearer Ungleichungssysteme. Aber zur Formulierung einer linearen Opti-
mierungsaufgabe ist niemand vorgedrungen. Dieser Schritt der Zusammenfithrung
der Forschungen auf theoretischen Gebieten der Mathematik und zu angewandten
Fragen sollte der Phase des Konstituierungsprozesses der linearen Optimierung als
selbstindige mathematische Teildisziplin vorbehalten bleiben. In die Vorgeschichte
der linearen Optimierung fallen auBerdem noch einige Arbeiten, die in keine der bisher
behandelten Entwicklungstendenzen eingeordnet werden konnen, sondern singulire
Erscheinungen darstellen. Dahin gehéren z. B. die Behandlung eines stetigen Trans-
portproblems durch Monge (1776) beim Festungsbau sowie die Formulierung des
klassischen Transportproblems in Matrixform durch Hitchcock (1940).

Der Beginn des Konstituierungsprozesses der linearen Optimierung
als selbstindige mathematische Teildisziplin in der UdSSR

Tm Sommer 1939 erschien an der Leningrader Staatlichen Universitiit eine 65seitige
Broschiire eines erst 27 Jahre alten, aber schon durch zahlreiche wissenschaftliche
Publikationen bekannten Mathematikers unter dem Titel ,,Matematieskie metody
organizacii i planirovanija proizvodstva“. In der Einleitung nannte der Autor
Kantorovi¢ als die Ursachen seiner Beschiftigung mit mathematischen Methoden
der Organisation und Planung der Produktion die durch die Entwicklung der soziali-
stischen Volkswirtschaft entstandenen Anforderungen an die Gestaltung des Pro-
duktionsprozesses. Er verwies darauf, daB der weitere Aufbau der sozialistischen
Volkswirtschaft die allseitige Ausnutzung aller vorhandenen Reserven in der Produk-
tion sowie maximale Produktionsergebnisse erfordert. Um diese Aufgabe zu erfiillen,
schrieb der Autor, gibt es zwei Wege — ein Weg besteht in der stindigen Verbesserung
der Technik, der andere Weg in der Verbesserung der Orgenisation und Planung der
Produktion. Kantorovié wandte sich der zweiten Moglichkeit zu und erkannte, daB
sich viele konkrete Aufgaben mathematisch modellieren lassen und daB all die
konkreten Modelle durch eine allgemeine mathematische Struktur charakterisiert
sind; es geht darum, eine lineare Funktion unter linearen Nebenbedingungen minimal
(maximal) werden zu lassen.
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Die Arbeit Kantoroviés ist die erste mathematische Arbeit, in der diese allgemeine
mathematische Struktur herausgearbeitet, eine allgemeine — wenn auch noch nicht
vollstindige — Losungsmethode angegeben und die Bedeutung dieses Typs mathe-
matischer Probleme untersucht wird. Man kann sie demzufolge als die Geburts-
urkunde der linearen Optimierung bezeichnen.

Allerdings sollte der GeburtsprozeB dieser neuen Teildisziplin nicht geradlinig und
einfach verlaufen. Nachdem die lineare Optimierung erste Entwicklungsschritte
unter Leitung Kantorovi¢s gegangen war — die mathematischen Grundlagen wurden
im Zusammenhang mit Forschungen zur Funktionalanalysis genau studiert, ein
vollstandiger Algorithmus fiir die Aufgabe der klassischen Transportoptimierung
wurde entwickelt, die diskrete Transportaufgabe wurde durch die stetige Formu-
lierung ergénzt, man wandte sich der unmittelbaren Anwendung der gewonnenen
Erkenntnisse im ProduktionsprozeB zu u.a.m. —, iiberfielen die faschistischen
Truppen die UdSSR. Das hatte zur Folge, daB die Mehrzahl der jungen Wissen-
schaftler, die in dieser oder jener Form mit der linearen Optimierung verbunden
waren, an die Front gingen, um ihre Heimat zu verteidigen. Andere, wie z. B. Kan-
torovi¢, wurden zur Erfiillung anderer kriegswichtiger Aufgaben im Hinterland ein-
gesetzt. Dadurch wurde eine Fortsetzung der Forschung zur linearen Optimierung
fiir einige Jahre nahezu unméglich gemacht.

Hinzu kamen noch zwei weitere hemmende Faktoren fiir die kontinuierliche und
breite Entfaltung der Theorie der linearen Optimierung. Zur Uberpriifung der Effek-
tivitit der geschaffenen Losungsverfahren und zur tatsichlichen praktischen Nutzung
der linearen Optimierung erwiesen sich Computer als wesentliche Hilfsmittel. Uber
Computer verfiigten aber die sowjetischen Universititen und Institute der Akademie
der Wissenschaften erst seit der zweiten Halfte der fiinfziger Jahre, d. h. zu einem
Zeitpunkt, als die Herausbildung der linearen Optimierung zu einer selbstéindigen
mathematischen Teildisziplin in den USA bereits seit fiinf Jahren vollzogen war.
Dazu kam, da8 in der Periode des Personenkults die mathematischen Methoden in
der Okonomie ideologisch in Verdacht gerieten, geradezu als idealistisch oder als un-
marxistisch charakterisiert wurden und so zur Stagnation verurteilt wurden. So
wurde der ProzeB der in der UdSSR schon weit fortgeschrittenen Konstituierung der
Theorie der linearen Optimierung nicht dort, sondern in den USA abgeschlossen.

Der AbschluB des Konstituierungsprozesses in den USA

In den USA fiihrten im wesentlichen zwei Griinde zur Auslésung der Geburt der
linearen Optimierung.

Wiihrend des zweiten Weltkrieges wirkten amerikanische Wissenschaftler im
Rahmen der US-Armee als Fachleute zur Erhéhung der Kampfkraft der Armee.
Nach dem zweiten Weltkrieg war es vor allem die Leitung der US-AIR FORCE, die
bei der Fiihrung des Kalten Krieges gegen die sozialistischen Lénder ein groBes
Interesse an der Fortsetzung der wissenschaftlichen Forschung fiir die Luftwaffe
aufbrachte. Es wurden Forschungs- und Planungsabteilungen innerhalb des Ober-



300 Vorlesung 15

kommandos der US-AIR FORCE gebildet, und 1948 entstand ein bedeutendes
Forschungszentrum.

Speziell arbeitete die US-AIR FORCE an dem Problem der Planung der 6kono-
mischen Ressourcen, der Mobilisierung fiir einen Krieg sowie der Planung des Kriegs-
ablaufes. Dabei wurde festgestellt, daB diese Planungsarbeiten sehr aufwendig sind,
oft die erforderlichen Daten nicht zur Verfiigung stehen und die fertigen Pline i. a.
nicht mehr verwendet werden konnen, da sich im ProzeB ibrer Aufstellung wesent-
liche Bedingungen verindert hatten. Als 1946 Wood, ein Mitarbeiter der Planungs-
abteilung der US-AIR FORCE, vorschlug, die Planungsarbeit zu mechanisieren,
stieB dieser Vorschlag auf groBe Resonanz bei den Verantwortlichen im Ober-
kommando.

Mit Dantzig wurde ein Mathematiker, der bereits iiber Erfahrungen in der Planung
fiir die Luftwaffe verfiigte, fiir die Realisierung dieser Idee gewonnen. Er bekam
eine groBe Unterstiitzung durch das Oberkommando. So wurden z. B. unter beson-
derer Beriicksichtigung des von Dantzig geleiteten Forschungsprojektes SCOOP
(Wissenschaftliche Berechnungen von optimalen Programmen) durch das National
Bureau of Standards (NBS) Rechner fiir die US-AIR FORCE entwickelt. Dafiir
zahlte die USAF allein 1947 $400.000 an das NBS. Dantzigs grundlegende Idee
bestand in dem Versuch, das Planungsproblem mathematisch zu modellieren, nach
einer allgemeinen mathematischen Strulktur zu forschen und dann geeignete mathe-
matische Losungsverfahren zu entwickeln. Die Kontakte mit anderen amerikanischen
Wissenschaftlern (beispielsweise v. Neumann, Leontief, Koopmans, Hurwicz u. a.)
bestitigten die Richtigkeit seines Vorgehens. Besonders die Gespriche mit v. Neu-
mann, Koopmans und Hurwicz wirkten sich fruchtbar auf die Forschungen Dantzigs
aus. Sie fiihrten ihn zu wichtigen Erkenntnissen, z. B. zur Kenntnis des von Koop-
mans behandelten Transportproblems, zu einer weiteren, effektiver scheinenden
geometrischen Interpretation eines Verfahrens, das von Dantzig Simplexverfahren
genannt wurde, sowie zur Erkenntnis des Zusammenhangs zwischen Matrixspielen
und den von Dantzig untersuchten Problemen.

In den Jahren 1947/48 beendete Dantzig die mathcmatische Modellbildung. Sein
Modell verallgemeinerte das von Leontief geschaffene Bilanzierungsmodell. Es war
dynamisch und erlaubte die Auswahl einer optimalen Variante. Im Dezember 1947
und Januar 1948 l6ste Dantzig das von Stigler formulierte Diétproblem mit Hilfe
der Simplexmethode auf Rechnern des National Bureau of Standards.

Dieser Test beeinfluBte nachhaltig die weitere Entwicklung der linearen Opti-
mierung in den USA. Mit dem Nachweis der Effektivitit des Simplexverfahrens
durch diesen Rechnertest konzentrierte sich die weitere Forschung auf dieses von
Dantzig entwickelte Modell und auf Methoden, die der Simplexmethode &hnlich
waren. Untersuchungen zur physikalischen Modellbildung wurden eingestellt. Im
Sommer 1948 fiihrte die von der USAF gegriindete Forschungseinrichtung ,,RAND
Corporation* ein Sommerseminar zu Planungsfragen durch. Wihrend dieses Seminars
trat Dantzig erstmalig mit Vortriigen zur linearen Optimierung vor einem groBeren
Kreis von Wissenschaftlern auf. In einem Gesprich mit Koopmans wurde der Name
fiir die neue Disziplin geboren: ,,linear programming. Im Jahre 1949 erschienen die
ersten Publikationen von Dantzig und Wood, und im September fand in Chicago die-
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erste Konferenz statt, die sich vorrangig mit linearen Optimierungsproblemen
beschiftigte; dies bildete den AbschluB des Konstituierungsprozesses der linearen
Optimierung als selbstdndige mathematische Teildisziplin.

Zur historischen Entwicklung
der programmgesteuerten Rechentechnik

Anfinge der Programmsteuerung

Der englische Erfinder Charles Babbage stellte 1821 den Mitgliedern der Royal
Astronomical Society die Idee einer Maschine vor, die auf der Berechnung der Dif-
ferenzen zwischen Zahlen beruhte, daher ,,Differenzmaschine* (Difference Engine)
benannt. Als Modell sollte sie bei der Berechnung von Pramien fiir Versicherungs-
gesellschaften dienen (1859). Babbage erkannte schon in der Phase des Entwurfs den
begrenzten Einsatz der ,,Difference Engine“. Er begann eine ,,Allzweckrechen-
maschine‘‘ zu konstruieren, die nach seiner Meinung der ,,Entlastung des menschlichen
Intellekts dienen sollte. Diese ,,Analytical Engine* bestand aus fiinf Bestandteilen,
die im wesentlichen bei den elektronischen Rechenanlagen heutiger Bauart noch
anzutreffen sind:

1. Eingabe, um Informationen (Zahlen) in die Maschine zu transportieren. Babbage
benutzte Lochkarten, die Jacquard 1801 fiir die automatische Steuerung von
Webstiihlen entwickelt hatte;

2. Speicher, der als ,,Gedéichtnis fiir die Rechnung der benétigten Zahlen und
Programminstruktionen fungieren sollte. Babbage sah dafiir Lochkarten und
Rider auf Spindeln vor;

3. Arithmetische Einheit (,,mill“), um arithmetische Operationen vgrzunehmen;

4. Leitwerk, das mit Hilfe eines Programms die Steuerung der Rechenvorginge
iibernehmen sollte. Die arithmetische Einheit und das Leitwerk sind in unseren
Tagen in Form einer Zentraleinheit (CPU) zusa gefat;

5. Ausgabe, fiir die Babbage Lochkarten bzw. einen automatischen Typensatz fiir
eine gedruckte Ausgabe erwog.

Die unzulingliche mechanische Technik gestattete es zum Leidwesen von Babbage
nicht, zuverlissig, funktionstiichtig und 6konomisch vertretbar zu bauen.

Man kann Babbage zu Recht als geistigen Vater der modernen programmge-
steuerten Rechentechnik bezeichnen. Aus dem NachlaB seiner langjihrigen Mit-
arbeiterin, Auguste Ada, Grifin von Lovelace, Tochter von Lord Byron, sind uns
Kommentare zur ,,Analytical Engine® iiberliefert, in denen sie den ,ersten Pro-
grammierfehler von Babbage bei der Berechnung von Bernoulli-Zahlen (1843)
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nachweist. Sie gilt als erste ,,Programmiererin‘ der ,,Analytical Engine*, die nach
ihrer Auffassung algebraische Muster genauso wie der Jacquard-Webstuhl Blumen-
und Blittermuster webe.

Einen zweiten Markstein in der Geschichte der friihen programmgesteuerten
Rechentechnik bildet die ,,Statistikmaschine von Hollerith, die 1890 fiir die elfte
amerikanische Volkszahlung eingesetzt wurde. Hollerith benutzte elektrischen Strom
bei den elektrischen Schaltungen fiir seine Lochkartenmaschinen, die als Zahl-,
Sortier-, Tabellier- und Mischmaschinen verwendet wurden. Die Hollerith-Maschine
vereinigte in sich einige Funktionen moderner Rechenanlagen, war aber nur fiir
bestimmte Operationen konzipiert. Ubrigens entstand aus der Hollerith-Gesellschaft
der Computerkonzern ,,JBM*, der heute auf dem kapitalistischen Markt eine iiber-
ragende Stellung einnimmt.

Erste programmgesteuerte Rechner

Erst in den 30er Jahren unseres Jahrhunderts war die Technik so weit entwickelt,
dafl man ernsthaft an die Verwirklichung der Ideen von Babbage gehen konnte. In
den USA, Deutschland, GroBbritannien und Frankreich setzte unabhingig von-
einander der Bau programmgesteuerter Rechner ein. Militdrische Geheimhaltung
seit Anfang des zweiten Weltkrieges fiihrte zu einer noch stirkeren Isolierung der
Forschungsgruppen und verhinderte einen wissenschaftlichen Gedankenaustausch.
Die Franzosen Valtat und Couffignal (1933/1938) befaBten sich mit der bindren
Codierung von Rechenanlagen. Shannon legte 1938 mit seiner Arbeit zu bindren
Logikschaltungen ein Fundament fiir weitere Entwicklungen. Die theoretischen
Konzepte von Turing (,,Turingmaschine) und Church (1936), wonach alle formali-
sierbaren mathematischen Probleme auf einer programmgesteuerten Rechenanlage
bewiltigt werden konnen, waren fiir die Computerentwicklung richtungweisend.

In Deutschland begann 1936 (erstes Patent 11. April 1936) der Bauingenieur Kon-
rad Zuse in enger Zusammenarbeit mit dem Nachrichteningenieur Helmut Schreyer,
einen programmgesteuerten Relaisrechner zu bauen, um baustatische Berechnungen
zu automatisftren. Im Jahre 1941 wurde der erste funktionsfahige programmge-
steuerte elektromechanische Relaisrechner (Z 3) der Welt durch Zuse fertiggestellt;
Lochstreifen dienten als Eingabemedium. Diese Rechenmaschine konnte eine
Reihe von Programmen abarbeiten, z. B. Programme zum Losen linearer Glei-
chungssysteme und Spezialprogramme der Aerotechnik. Der Rechner Z 3 wurde
1944 durch einen Bombenangriff auf Berlin zerstort, ein verbesserter Z4 im
Jahre 1945 vollendet. Diesen charakterisierte Zuse als Babbage-Booleschen Typ, weil
das von Babbage erfundene Prinzip der Programmsteuerung auf Boolesche Variable
angewendet wurde. Zuse war an der Entwicklung spezieller ProzeBrechner in der
Flugzeugindustrie beteiligt. Mit der Niederlage des deutschen Faschismus wurde die
Forschung an diesen Projekten zum gréBten Teil vorerst eingestellt.

Die Zuse-Rechner zeichneten sich durch einige Neuerungen aus. Zuse nutzte die
duale Darstellung von Zahlen und Operationen unter Verwendung von Binir-
operationen, fithrte das Gleitkomma ein und gebrauchte als erster die logischen
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Grundoperationen ,,UND*, ,,ODER‘ und ,,NEGATION®. 1945 entwickelte er eine
allgemeine algorithmische Sprache, das ,,Plankalkiil* fiir eine universelle Digital-
rechenanlage. Parallel zu Zuse arbeiteten Forschungsgruppen in den USA und Eng-
land an dhnlichen Rechenanlagen. Unter strengster Geheimhaltung bauten 1943
englische Wissenschaftler — die Leitung hatte Newman — den ersten elektronischen
Rechner der Welt, den ,,Colossus 1, der von Turing fiir eine kryptographische Auf-
gabe programmiert wurde. Mit Hilfe des ,,Colossus 1 wurden Nachrichten, die die
deutsche Codier hine ,,Enigma‘ verschliisselte, automatisch entschliisselt.

In den USA entwickelten u.a. Aiken an der Harvard-Universitit (Harvard
Mark I) 1944 und Stibitz bei der Bell Corporation elektromechanische Rechenanlagen,
die an Leistungsfiihigkeit den Zuse-Rechnern entsprachen. Eckert und Maichly von
der Universitit Pennsylvania errichteten den mit 18.000 Réhren bestiickten Elec-
tronic Numerical Interpretor and Calculator (ENIAC). Zum ersten Mal wurde die
hohe Schaltgeschwindigkeit von Elektronenrohren im groBen Stil fiir das auto-

ische Rechnen ausg zt. Dieser 30 Tonnen schwere GroBrechner erwies sich als
Spezialrechner und konnte nur mit groBem Arbeitsaufwand umprogrammiert werden,
Im Juni 1945 trat John v. Neumann der Projektierungsgruppe eines neuen Rechners,
des Electronic Discrete Variable Automatic Computers (EDVAC), bei. Seine Be-
richte zu diesem Projekt stellten einen Wendepunkt in der Computerentwicklung dar,
obwohl die EDVAC-Anlage erst Anfang der fiinfziger Jahre gebaut wurde. Der
Mathematiker v. Neumann hatte die revolutionire Idee, an die Stelle der starren
Programmsteuerung eine interne Programmsteuerung zu setzen. Der Programm-
ablauf sollte wie die zu verarbeitenden Daten codiert und in der Maschine gespeichert
werden. Das aus einer Folge von Einzelbefehlen bestehende Programm enthielt
bedingte Befehle, die Vorwiirts- und Riickwirtsverzweigungen ermdéglichten. Jeder
Programmbefeh]l konnte von der Maschine selbst, wie jeder andere Operand, ge-
éndert werden. Dadurch wurden die Voraussetzungen fiir eine moderne flexible,
sequentielle Datenverarbeitung geschaffen, die als ,,v.-Neumann-Architektur* in
die Computergeschichte eingegangen ist. Dieses Konzept der Steuerung durch ein
gespeichertes Programm wurde bei dem eletkronischen Digitalrechner des Typus
,,Manchester Mark I (1948) zum ersten Mal realisiert.

Die Entwicklung der Computertechnik wahrend der letzten Jahrzehnte

Eine Periodisierung der Entwicklung der Computertechnik wahrend der letzten
vier Jahrzehnte ergibt etwa das folgende Bild.

Um 1945 war das Versuchsstadium beendet ; die Idee eines programmgesteuerten
Rechners hatte sich als realisierbar erwiesen. Die Produktion der Rechenanlagen der
ersten Generation begann mit der ENIAC. Diese erste Generation, im Zeitraum von
1946 bis 1955/58, war gekennzeichnet durch einen Schaltungsaufbau mit Elektronen-
rohrentechnik und wies Operationszeiten im Millisekundenbereich bei Schaltungs-
einheiten auf. Ihr Einsatz erfolgte im wi haftlich-technischen Bereich, vor-
wiegend jedoch im militarischen. Der Bau war auBerordentlich teuer. In der DDR
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begann die Entwicklung mit den Rechenanlagen ZR 1 und OPREMA und in der
Sowjetunion mit BESEM 1 und URAL.

Mit dem Bau der EDSAC-Anlage im Jahre 1949 durch Wilkes in Cambridge
(England) wurde eine Schliisselerfindung, die Entwicklung der Software, gemacht.
Sie bestand in der Einfiihrung von Programmierkonzepten, wie Standortprogrammen
und Hilfsmitteln, die zum Auffinden von Programmierfehlern dienten (Betriebs-
system).

Im Jahre 1948 lieBen Brittain, Shockley und Bardeen in den Bell Telephone
Laboratories den Transistor patentieren. Ende der fiinfziger Jahre ersetzte man beim
Bau von Rechenanlagen der zweiten Generation die Rohrentechnologie durch Tran-
sistoren. Damit wurde der erste Schritt zur Miniaturisierung gemacht. Diese zweite
Generation von Computern (1955/38—65) — dazu gehorten IBM 1401, IBM 7090,
NCR 304, Siemens, UNIVAC-Familie — wurde verstirkt fiir kommerzielle Zwecke
eingesetzt. Gegeniiber dem internationalen Entwicklungsstand zeitlich verzogert
kam in Industrie und Wirtschaft der DDR mit dem R 300 ein Rechner aus eigener
Produktion verstirkt zum Einsatz. Die Operationszeiten dieser Rechner lagen im
Durchschnitt im 100-Mikro-Sekundenbereich bei 10 Schaltungseinheiten/cm3. Mit
dem PDP 8 von der Digital Equipment Corporation wurde 1960 der erste Mini-
computer in Serie gebaut. Nach 1955 setzte mit ALGOL, COBOL und FORTRAN
die Entwicklung von problemorientierten Sprachen im Softwarebereich ein.

Rechner der dritten Generation (1965 bis ca. 1975) wurden mit integrierten Schalt-
kreisen (MSI) ausgestattet. Die Operationszeiten liegen im Mikro-Sekundenbereich
mit ca. 1000 Schaltungseinheiten/cm?®. Es entstanden sogenannte Familiensysteme
von EDVA, die im Baukastensystem ausbaufihig sind und hohe Programmkom-
patibilitit besitzen. IBM S/360 und 370, ICL 1900 stellen leistungsfihige infor-
mationsverarbeitende Systeme dar, die sich durch ein hochentwickeltes Betriebs-
system, IBM OS oder ICL George3, auszeichnen. Datenferniibertragung und
Vernetzung zu Datenverarbeitungssystemen sind Kennzeichen dieser Entwicklungs-
stufen bei den GroBrechnern. Die sozialistischen Staaten schufen ein einheitliches
System der elektronischen Rechentechnik (ESER), welches ein modulares, aufwirts
kompatibles Familienkonzept darstellt. Die Anlage EC 1057 (R ESER-Reibe III)
stellt gegenwiirtig die hochste Entwicklungsstufe der ESER-Familie dar.

Als Intel 1971 den ersten Mikroprozessor — ein Siliziumblédttchen von 6 Millimeter
Kantenlinge besaB ein Aquivalent von 2250 Transistoren — entwickelte, eroffnete
sich eine neue technologische Dimension in der Hardwareproduktion. Schon 1972
spezialisierte sich die Firma ,,Unimation* auf die ausschlieSliche Produktion von
Industrierobotern. Etwa ab 1976 bildete sich die vierte Computergeneration heraus.
Die integrierten und héchstintegrierten GroBschaltungen (LSI und VLSI) lieBen eine
neue Generation von Supercomputern, so die CRAY-Organisation, CDC Cyber
205-Familie, (Hitachi) HAP-1-System u. a. entstehen. Einige Supercomputer — mit
16 Prozessoren susgeriistet — erreichen nahezu eine Milliarde Gleitkommaopera-
tionen in der Sekunde, und die Abarbeitung erfolgt im Parallelbetrieb. Die IBM-
Systeme 3033 bzw. 3081 sowie das Fujitsu-M-380-System beinhalten eine Vielzahl
von Software- und Architekturinnovationen, die aber im wesentlichen noch in der
v.-Neumann-Konfiguration liegen.
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In der vierten Generation tritt besonders der Personalcomputer (PC), als arbeits-
orientierte Rechentechnik mit billigem Hauptspeicher, Floppy oder kleinem Win-
chesterspeicher ausgestattet, in Erscheinung. Der PC ist ein nutzerfreundliches und
preisgiinstiges Massenprodukt sowie fiir fast alle denkbaren Anwendungsbereiche
geeignet.

Die ,,Home-Computer* (Kleincomputer) haben die weiteste Verbreitung gefunden.
Obwohl diese Rechner zu 809, fiir Unterhaltung (Spiele, Musik, Grafik) genutzt
werden, solite man ihre Bedeutung nicht unterschitzen. Sie bringen Kindern und
Jugendlichen ,,spielend“ neue Technik und neue Denkweisen niher. Diese jungen
Menschen, die wahrscheinlich in ihrem produktiven Alter in der ,,Informations-
gesellschaft* leben werden, iiberwinden fast problemlos die Schwellenangst, die
hiufig Erwachsene bei der Nutzung von Computern erleben. Home-Computer von
Atari, Commodore, Schneider und Sinclair u. a. haben auf Grund ihrer Anwender-
freundlichkeit groBe Marktanteile in dieser Branche des internationalen Computer-
marktes erobert. Die aus der DDR-Produktion stammenden Modelle des KC 85
sowie der KC 87 werden fiir Lehre und Ausbildung (Schule) verwendet. Die anspruchs-
volleren Biiro-, Personal- ungd Arbeitsplatzcomputer finden als individuelle Arbeits-
mittel vorwiegend im kommerziellen Bereich ihre Anwender und werden zum
geistigen Handwerkzeug im komfortablen Dialogverkehr zwischen Mensch und
Maschine. In der DDR werden die Biirocomputer BC 5120, 5130, der Personal-
computer PC 1715, der 16-Bit-Rechner AC 7100 produziert, und zur Zeit wird an der
Entwicklung eines 32-Bit-Rechners gearbeitet.

Leicht erlernbare Sprachen (BASIC) und neue Dimensionen der Computergrafik
erleichtern den Umgang mit dieser Klasse von Computern.

Ausblick

Im Jahre 1979 wurden in Japan Pline zur Entwicklung der finften Computer-
generation vorgestellt, die z. T. Anfang der neunziger Jahre verwirklicht werden
sollen. Das japanische Konzept kann man als ,,eine Computerideologie* bezeichnen,
weil neben den technologisch-wirtschaftlichen Aspekten auch soziale Auswirkungen
der Mensch/Maschine-Beziehung zur Dikussion gestellt werden. Es soll ein Computer-
system entwickelt werden, das ,,zugleich niitzlich und liebenswiirdig* sein soll. Der
Kerngedanke in der Entwicklung zum System der fiinften Generation besteht darin,
daB bisher unabhingige Stromungen in der Computerwissenschaft/Informatik und
angrenzende Wissenschaftsbereiche (Linguistik, Bionik u.a.) zusammengefiihrt
werden sollen, um zu einem hochkomplexen Wissenverarbeitungssystem zu gelangen.
In Zukunft sollen ,intelligente’ Computer als selbstorganisierende Systeme, die
damit eine kiinstliche Intelligenz besitzen, entwickelt werden. Dafiir miissen Exper-
tensysteme, Wissensbanken und Inferenzprozessoren (Entscheidungssysteme) sowie
Problemlésungsmaschinen konzipiert werden.

Bei der fiinften Generation wird besonderes Gewicht auf DatenfluBarchitekturen
gelegt, um von der traditionellen v.-Neumann-Konfiguration abzuriicken. Die
,»Softwarekrise* in den letzten Jahren (das Softwareangebot wurde immer uniiber-
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schaubarer) erforderte neue Wege der Symbolverarbeitung und Veriinderungen in der
logischen Programmierung (PROLOG, LISP). Neue, benutzerfreundliche Ein- und
Ausgabemethoden mit automatischer Sprach- und Mustererkennung und Ver-
arbeitung der natiirlichen Sprache sollen den Mensch-Maschine-Dialog gestalten.
Innovationen sind auch bei der Herstellung der Hardware zu erwarten.

Eine Reihe von wissenschaftlichen Disziplinen und Technologien — Elektronik,
Biologie (Genforschung), Psychologie (kognitive Prozesse), Methoden der Wissens-
vermittlung, fuzzy-sets-Logik, neue formalisierte Methoden des SchlieBens, Mathe-
matik, Sprachforschung, Robotik, Sensortechnik u. a. — miissen kombiniert werden,
um die zukiinftige Computergeneration hervorzubringen. Insofern sind zur Zeit keine
quantitativen und qualitativen Grenzen der weiteren Entwicklung erkennbar. Der
Computer unter Einsatz der Mikroelektronik bleibt weiterhin eine der groBen
technologisch-wissenschaftlichen und sozialen Herausforderungen unseres Jahrhun-
derts und stellt ein wesentliches Merkmal in der gegenwirtigen Entwicklungsetappe
der Wi haftlich-Technischen Revolution dar.
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Dezimalkomma
log. fiir Logarithmus s
Wurzelhaken mit dariibergesetztem Exponenten }’, 2
Ungleichheitszeichen >, <
Potenzschreibweise a3, b*
das Zeichen oo
[ und dz
Uberstreichung von Buchstaben
Buchstaben mit Indizes
determinantenéhnliche Ausdriicke, Multiplikationspunkt
Proportionsschreibweise a: b =c¢: d
Funktionssymbole
Funktionszeichen f(z)
R
1 n

e fiir Grenzwert lim (1 + —)

n—>c0 n
Determinantenschema
Symbole sin, cos

¥, Dif ichen 4

Symbol i (fiir Y —1)
einheitlicher Gebrauch von «, 8, y fiir Dreieckswinkel

1) Angelehnt an J. Tropfke [LA 33], Bd. II, 8. 115—118.
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A.nm 1.1. In der DDR gibt es, W'Ae in vielen Staaten der Erde, ein ,,Nationalkomitee fiir
hichte und Philosophie der W haften*, die ,,Schriftenreihe fiir Geschichte der Natur-
wnasenschaften, Technik und Medizin (NTM)*“ und gréBere naturwissenschaftshistorische
Institutionen in Leipzig, Berlin, Dresden, Jena, Rostock. Innerhalb der Mathematischen
Gesellschaft der DDR existiert eine Fachsektion Geschichte, Philosophie und Grundl der
Mathematik, die regelmiBig Konferenzen organisiert. Beim Ministerium fir Hoch- und Fach-
schulwesen der DDR arbeitet ein Wissenschaftlicher Beirat fiir Wissenschaftsgeschichte

Anm. 1.2. Aus der Vielzahl biirgerlicher Mathematiker, die Bleibend, lei haben, seien
die folgenden herausgehoben: O. Becker, F. Cajori, M. Cantor, S. Gunther, H. Hankel, G. Loria,
0. Neugebauer, G. Sarton, H. Sucer, P. Tannery, J. Tropfke, H. Wieleitner, H. Zeuthen. —
Nach dem zweiten Weltkrieg sind besonders M. Daumas, J. E. Hofmann, J. Itard, M. Kline,
K. O. May, D. J. Struik, R. Taton, K. Vogel, B. L. van der Waerden hervorgetreten — Die
Mathematlkgeschlchte in der DDR verdankt in sachlicher und persé icht der
Mat in der Sowj dere A. P. Juékevn‘, sehr viel.

hicht.

4

Anm, 1.8. Das Wort ,,Geschichte der Mathematik* ist doppeldeutig. Der Klarheit wegen soll
begrifflich unterschieden werden, und zwar die Geschichte der Mathematik als objektiver, in
der Zeit ablaufenden historischen ProzeB8 von der Historiographie der Mathematik, also der
historischen Wissenschaft vom EntwicklungsprozeB der Mathematik

Anm. 1.4. Die Erforschung der historischen Wechselbeziehungen zwischen der Entwicklung
der Mathematik und der Entwicklung der Produktivkrifte gehort zu jenen Gebieten der

Historiographie der Math tik, die von der biirgerlichen Historiographie bisher vernach-
lassigt oder sogar bewuBt ausgelassen wurden, wie auch umgekehrt dieses Gebiet besonders
fruchtbare und inter te Ergebnissc gezeigt hat. Man kann ohne Ubertreibung sagen, daB

die marxistische Hlstonographxe, die ihrem Wesen nach der Entwicklung der Produktivkrifte
besondere Aufmerksamkeit widmet, auch fiir die Historiographie der Mathematik den Weg zu
einer qualitativ neuen Entwicklungsstufe eréffnet hat.

Anm. 2.1. Neugebauer, ein hervomagender Kenner der a]tagyptlschen Mathematik, schreibt
dazu: ,,Uberhaupt ist es, g ht h ein . gr d licher Fehler, die ,mathemati-
schen' Texte als eine besondere Textklasse von den i brigen Papyri zu In Wirklichkei
gehoren sie zum praktischen Handwerkszeug der Schreiber, die ja im Verwaltungswesen des
alten Agypten eine so wichtige Rolle gespielt haben.* ([L 2.9], S. 120)

Anm. 2.2, Niheres bei Neugebauer [L 2.9], S. 137—166.

Anm. 2.8. In Anbetracht der wechselvollen politischen Geschichte des Zwei landes ist es
gerechtfertigt, von mesopotamischer Mathematik zu sprechen, statt den traditionellen Aus-
druck ,,babylonische** Mathematik zu gebrauchen.
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Anm. 2.4, Im auBerwi haftlichen Bereich rechnet man in der Anhke auf dem Abacus,
seit der ionischen Zeit mit dem attischen (oder herodiani ) Z y , in der helle-
nistischen Zeit vorwiegend nach dem jingeren milesischen Zahlensystem. Die rémischen Zahl-

zeichen waren zum kalkilmiBigen Rechnen ebenfalls ungeeignet. Naheres vg]. etwa [LA 36].

Anm, 8.1, Zur Periodisierung der antiken Mathematik gibt es verschiedene Auffassungen.
Einen Uberblick iiber die Probleme gibt [L 3.3].

Anm. 8.2. Zu Demokrit und iiberhaupt zur jonischen Naturphilosophie vgl. etwa die ,,Ge-
schichte der Philosophie‘, herausgegeben von der Sowjetischen Akademie der Wissenschaften,
Bd. 1, Berlin 1959 (Uber g aus dem Russischen). Vgl. ferner [L 3.8].

Anm. 8.8. Diese Bezeichnung leitet sich davon her, daB die Pythagoreer vier ,,mathémata‘’,
d. h. systematisch geordnete Lehrficher unterschieden, die simtlich auf der Vorstellung einer
nach Zahl und MaB geordneten Welt beruhen: Zahlentheorie (arithmetika), Geometrie (geo-
metria), Musiklehre (harmonika) und Astronomie (astrologia). — So erklirt sich schlieBlich
auch der Name ,,Mathematik*‘,

Anm. 8.4. Zu Anfang von Buch X der ,,Elemente** definiert Euklid: ,,Kommensurabel heiBen
GroBen, die von demselben MaB gemessen werden, und inkommensurabel solche, fiir die es kein
gemeinsames MaB gibt.** ([L 3.4], IV. Teil, S. 1).

Anm 8.5. Die ,,Wechselwegnahme** spielte in der griechischen Mathematik in methodischer
Hinsicht eine zentrale Rolle; mit ihr wurde z. B. auch das groBte gemeinsame MaB (groBter
gemeinsamer Teiler) zweier Zahlen bestimmt. Die Methode der Wechselwegnahme verliuft so:
Man nehme (bei zwei verschieden groSen GréBen @ und b, @ < b) die kleinere von der groBeren
weg; bei den so erhaltenen Gré8en b — a und a nimmt man wieder die kleinere von der groBeren
weg, usw. Das Verfahren bricht nicht ab, wenn die GréBen inkommensurabel sind. Dieser Satz
wird von Euklid in Buch X bewiesen. Seine Formulierung lautet: ,,MiBt, wenn man unter zwei

gleichen GroBen abwechselnd immer die kleinere von der groBeren wegnimmt, der Rest
niemals genau die vorhergehende GroBe, so miissen die GroBen inkommensurabel sein.*
([L 3.4], IV. Teil, 8. 2)

Anm. 3.6, Diese Meinung wurde iiberzeugend durch K. von Fritz (The discovery of incommen-
surability by Hippasus of Metapontum, Annals Math. 46 (1945), 242—264; Ubersetzung aus
dem Englischen von Karl Nicolai in [L 3.19], S. 271 —307) und S. Heller ([L 3.7), Wieder-
abdruck in [L 3.19], S. 319—354) vorgetragen.

Anm. 8.7. Fir dxesen inneren Widerspruch in den Grundlagen der griechischen Mathematik

hat der f osi Mat tikhi iker Tannery 1887 die Bezeichnung ,,logischer Skandal*
geprigt. Heute spricht man auch von einer Grundlagenkrisis; andere Autoren bestreiten
terminologisch das Vorhand: in einer echten Krisis damals ebenso wie bei den Grundlagen-

schwierigkeiten zu Anfang des 20. Jh. Jedenfalls entstanden Probleme, die mit den gegebenen
mathematischen Mitteln einer Zeit nicht gelost werden konnten; der Ausweg muBte durch
innere Wei icklung der Mathematik im Methodologischen etwa gesucht werden.

Anm. 8.8. In jiingeren Arbeiten werden von einigen Autoren Begriff und historische Tragweite
der geometrischen Algebra relativiert. Vgl. dazu [L 3.3] und [L 3.13].

Anm, 8.9, Die Lesart dieser Stelle ist u i Vgl. dazu insb dere A. Szab6 [L 3.13].

Anm. 4.1, Elementarmathematik bedeutete also urspriinglich die Mathematik im Sinne der
Euklidischen ,,Elemente‘; erst spiter, nach dem erstaunlichen Ausbau der Mathematik, der
die ,,Elemente* inhaltlich weit hinter sich lieB, trat ein Bedeutungswandel ein: El tar-
mathematik als niedere (= elementare) Mathematik.

Anm. 4.2. Es gab, allerdings nicht weitergefiihrte, Ansitze fiir heliozentrische Weltbilder auch
wihrend der Antike, so bei Aristarchos von Samos wihrend der hellenistischen Zeit.
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Anm. 4.8. Von den 13 Biichern der ,,Arithmetik‘, von denen Diophantos selbst spricht, sind
sechs griechisch iiberliefert worden. In jiingster Zeit nun sind fehlende Teile in arabischer
Sprache gefunden worden; sie werden als Biicher IV bis VII eingeordnet. Vgl. dazu [L 4.9]
und [L 4.11].

Anm. 4.4. Vgl. zur Wirkungsgeschichte von Diophantos die B ire I. G. Ba’makova:
Diophant und diophantische Gleichungen. Berlin oder Baael/Stuttgm 1974 (Ubersetzung aus
dem Russischen).

Anm. 5.1. G nach dem lischen Mathematiker Horner, der diese Methode 1819
bekannt hte, etwa zur gleich \ Zeit wie Ruffini in Italien,

Anm. 5.2. Interessant ist die Herkunft der Bezeichnung ,,sinus*: Die Sinuslinie hie8 urspriing-
lich ardhajiva, d. h. halbe (ardha) Bogensehne (jiva). Spiter sprach man lediglich von jiva.
Daraus wurde in der arabischen Literatur giba, ein Fremdwort fiir das Arabische, das dann
gleichgesetzt wurde mit dem echt arabischen Wort gaib (Busen, Kleiderausschnitt). Bei der
Ubersetzung der arabischen Fachliteratur ins Lateinische wurde daraus im 12.Jh. sinus
([LA 17}, S. 163/164).

Anm. 5.8. Vgl. dazu ausfiihrlich A. P. Juskevi¢ [LA 17], S. 167—174.
Anm. 6.1. Der Ausdruck geht auf G. Harig [L 6.9] zuriick.

Anm. 6.2. Fiir Einzelheiten sei u. a. auf folgende Schriften verwiesen: H. Grosse: Historische
Rechenbiicher des 16. und 17. Jahrhunderts. Leipzig 1901. Dazu Erginzungen von I. G.
Spasskij in Ist.-matem. issled. 5 (1952), 269—420. P. Treutlein: Das Rechnen im 16. Jahr-
hundert. In: Abhandl zur Geschichte der Mathematik 1, Leipzig 1877 ([LA 16], I,
S. 142—145). K. Vogel: Der Donauraum, die Wiege mathematischer Studien in Deutschland.
Miinchen 1973.

Anm 0.3. Ausfiihrlich kann man sich iiber Historisches zur S ibweise der Ziffern, uher dle
i bei der Bewiilti| der Null und iber die Entwicklung der Wortb
nungen fiir die Ziffern in [L6. 15] und [LA 33], Bd. 1, informieren.

Anm 6.4. Das Wort ,,Ziffer* selbst hat eine sehr bewegte Geschichte, in der sich des 6fteren
del voll: haben. Das indische Wort fiir leer — ,,sunya‘ — erhielt im
Amblschen die Bezeichnung ,,ag-gifr‘. Es wurde la.tmmert zu ,,zephu-um“ oder ,,cifra** und
bedeutete ,,figura nihil* (Figur des Nichts). Im Franzdsi hi ,,chiffre’. Es
wurde zu ,,cifra‘ in der lateinischen Fachsprache der Neuzeit. (Wegen des schwierigen, bei-
nahe geheimnisvollen Churakters dor Null-Ziffer erhielt ,,chiffre* den noch heute gebrauch-
hchen Nebensinn von Gehei ichen.) Da die fofer Null das Kernstiick der neuen Zahl-
11 ierte im deutsch b h bald ,,Ziffer* alle zehn
Ziffern. Im Enghschen dagegen heiBen die Ziffern noch heute wHfigures*. Dns lateinische Wort
»nulla®, abgeleitet von ,nullus‘* (keiner, niemand, nichts) tritt seit dem '15. Jh. als arith-
metischer Fachausdruck auf, und zwar in der Verbindung ,,nulla figura*, keine Figur, d. h.
kein Zahlzeichen. Aus der Verselbstindigung des Adjektivs wurde im deutschen Sprach-
gebrauch die ,,Null*.

Anm. 6.5. Die Geschichte der Co8 ist ein hochinteressantes und fiir die Forschung lohnens-
wertes Gebiet. Der Herkunft mancher mathematischer Symbole, z. B. des Wurzelzeichens,
ist noch immer nicht eindeutig geklirt. — Fir Einzelheiten der Entwicklung der math
tischen Symbole im Rahmen der CoB vgl. etwa [LA 33], Bd. II, und [L 6.4].

Anm. 6.6. Niheres iiber das Aufkommen des Wortes Algebra und der algebraischen Termino-
logie findet man in [LA 33], Bd. II, S. 48 —54.

Anm. 7.1. Ausfihrlich wird die Geschichte der friihen wi haftlichen Gesellschaften bei
M. Ornstein [L 7.14] d 11
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Anm. 7.2. Aus dieser Vorstellung entwickelte sich nach dem Ende des 17. Jh., msbesondere im
AnschluB an Leibniz, das Wort ,,absci *, ,,Ab hnittene*, zum math hen Fach-
ausdruck.

Anm. 7.8. Bei Descartes heiB8t es: Es konnen so viele wahre (dh. positive) Wurzeln vorhanden
sein, als die Anzahl der Wechsel der Vorzeichen + und — betrigt, und so viele falsche (dh.
negative), wie oft zwei Zeichen + oder zwei Zeichen — aufeinander folgen. Vgl. [LA 33], Bd. 1,
4. Aufl. S. 491 —494.

Anm. 8.1, Vgl. dazu E. J. Dijksterhuis [L 8.3], S. 3661f.

Anm. 8.2. Genau dieser Grenzwert tritt auf, wenn man im Sinne des Riemannschen Integral-

begriffs fiir die Parabel y = 2? beim bestimmten Integral f 22 dz die Obersumme bildet und
zur Grenze iibergeht.

Anm. 8.8. Zum Fundamentalsatz bei I. Barrow vgl. etwa G. Kropp [L 8.11), S. 151 —154.

Anm. 8.4. Vgl. zum Priorititsstreit etwa J. E. Hofmann [L 8.6] und G. W. Leibniz. Schriften
und Briefe. Dritte Reihe, Erster Band. Berlin 1976.

Anm. 8.5. Die gewihlte deutschsprachige Fassung stiitzt sich auf C. J. Gerhardt: Die Ent-
deckung der hoheren Analysis. Halle 1855, S. 125/126, und auf M. Cantor [LA 7], Bd. III,
1898, S. 159/160.

Anm. 9.1. Zur komplizierten Geschichte des Funktlonsbegrifls vgl. die griindliche Analyse
von A. P. Juskevi& [L 9 31] — Die zltlerte Stelle heiBSt im Original ,,... ex aliis linearum in
figura data functi is.' (Zitiert nach [L93l], S. 56.) Dazu
schreibt D. Mahnke 1926 ,,Lelbmz gebraucht allerdings in der vorliegenden Handschrift
(Methodus tangentium inversa, seu de functionibus, August 1673) fiir diese gesetzliche Be-
ziehung, in der die Ordinate einer Kurve zu ihrer Abszisse ... steht, noch nicht das Wort
Funktlon aber wie der Anfang der Hnndschnft beweist, hat er den Funktionsbegriff schon im

Sinne gebildet und b t ihn mit dem Worte relatio. Auch an der vorliegenden
Stelle, bei der allgemeinen Formulierung der dem umgekehrten T: problem #hnlich
Probleme, hat das Wort Funktion noch nicht ganz den heutigen mathematischen Sinn, sondern
eher den, den wir in der Sprache des tiglichen Lebens mit ihm verbinden; es bedeutet also
etwa die ,Verrichtung', die ein Glied eines Organismus oder ein Teil einer Maschine zu leisten
hat, seine Aufgabe, Stellung oder Wirkungsweise. ,In figura functi facere’ bed also
z. B.: die Kurve beriihren, auf ihr senkrecht stehen, ihre Subtangente oder Subnormale bilden
usw., wobei natiirlich immer ein begrenztes Stiick der so oder so ,funktionierenden Linie,
z. B. das Tangentenstiick zwischen Berithrungspunkt und X-Achse, in Betracht zu ziehen
ist." (D. Mahnke: Neue Einblicke in die Entdeckungsgeschichte der hoheren Analysis, Abh.
Preuss. Akad. Wiss., Phys.-Math. K1., 1926, S. 47)

Anm. 9.2. Der besonderen Bedeutung wegen die Originalpassage: ,Functio quantitatis
variabilis est expressio analytica quomodocunque composita ex illa quantitate variabili et
numeris seu quantitatibus constantibus.* ([L 9.18], S. 18)

Anm. 9.8. Das 1691/92 niedergeschriebene Manuskript Johann Bernoullis zur Differential-
rechnung ist ebenso erhalten geblieben wie seine Integralrechnung.

Anm. 11.1. Vgl. dazu H. Burkhardt: Uber den Gebrauch divergenter Reihen in der Zeit von
1750—1860. Math. Annalen 70 (1911), 169 —206.

Anm. 11.2, Dabei geht aus den von Bolzano g Beispielen als ,,
Funktionen hervor, daB stetige Funktionen fiir 1hn Funktionen waren, die nach heutiger
Terminologie stetig und reellwertig sind. Bolzano schreibt fx statt f(z).

Anm. 11.8. Vgl. dazu A. L. Cauchy [L 11.10], S. 124—126.

;¢ hageichnet.




Anmerkungen 313

Anm. 11.4. Eine dhnlich allgemeine Formulierung des Funktionsbegriffs findet sich iibrigens
auch bei dem franzosischen Politiker und Mathematiker Condorcet in der 1779 erschienenen
iiberarbeiteten Fassung seiner Vorlesung zur Integralrechnung von 1765.

An.m 18.1. Eine grundhche Analyae der von GauB, Lobalevskij, J. Bolyai u. a. geleisteten
it zur nich ie findet man bei H. Reichardt [L. 13.31}. — Vgl. dazu
auch MfL Bd. 6 und 7.

Anm. 18.2. In bewuBter Anlehnung an Riemanns Vortrag legte Helmholtz der Géttinger
Gesellschaft der Wissenschaften 1866/68 die Abhandlung ,,Ueber die Thatsachen, welche der
Geometrie zugrunde ]iegen“ vor Von Helmholtz stammt z. B. auch das heute noch oft heran-

iber die V 11 It denkender, ideal zweidi ionaler
Wesen, welche sich in einer Kugelwelt bewegen: Die spezielle Beschaffenheit der Umgebung
prigt den denkenden Wesen die naiv verwendeten geometrischen Axiome auf.

Anm 18.8. Der Satz von Desargues findet sich nach dem Zeugnis von Pappos schon in den
verl ngenen ,,Pori ‘ des Euklid und der Satz von Pascal seinem wesentlichen

»

Inhalt nach in den ,,Konika‘* des Apollonios.

Anm. 18.4. Die dem ,,Erlanger Programm*‘ nachfolgende Entwicklung hat gelehrt, da8 es
Geometrien gibt, die sich nicht in seinen Rahmen einordnen lassen. Man unterscheidet daher
— nach Untersuchungen von Cartan, Schouten und Veblen aus den 20er Jahren — vielfach
Kleinsche Riume von anderen Riumen als solche, die aus einer Punktmenge mit einer ge-
gebenen Transformationsgruppe bestehen; die Invari heorie solcher Raume heiBt eine
Kleinsche Geometrie.

Anm. 18.5. Man vergleiche die Meinung von Pasch mit der von Lenin. Im ,,Philosophischen
NachlaB* heiBt es iiber Axiome: ,,Die praktische Titigkeit des Menschen muBte das BewuBt-
sein des Menschen milliardenmal zur Wiederholung der verschiedenen logischen Figuren
fihren, damit diese Figuren die Bedeutung von Axiomen erhalten konnten.* (L 1.7], S. 181)

Anm, 18.6. Einen b d Weg des axiomatischen Aufbaus der Geometrie schlug F. Schur
1909 vor: Er ersetzte die Hilbertschen Kongruenzaxiome durch Axiome der Bewegung.

Anm. 18.7. Als Folge des zweiten Weltkrieges konnte dieses Resultat erst 1947 publiziert:
werden.

Anm. 14.1. Im Jahre 1974 hien ein dubB: | ter Sammelband ([LA 22), in dem sich
fiilhrende Mathematiker aus aller Welt zu Inhalt, Methode und Zweckbestimmung der Mathe-
matik sowie iiber deren Wechselbeziehung zu anderen Wissenschaften duBern. Das Spektrum
der dort geduBerten Meinungen ist auBerordentlich breit, einig aber sind sich die Autoren
darin, daB die gesellschaftliche Relevanz der Mathematik gerade in jiingster Zeit bedeutend
zugenommen hat und noch zunehmen wird. Auch iiber das Verhiltnis traditioneller und mo-
derner Gebiete der Mathematik in unserer Zeit der sich stiirmisch entfaltenden Produktivkrifte
gibt es mehrfach Reflexionen, u. a. von L. Budach. Es heiBt da: ,,Der moderne Produktions-
prozeB und die modernen Wissenschaften stellen, wie wir sahen, an die Mathematik ungeheuer
viele neue Anforderungen. Die Zahl der Mathematiker aber ist begrenzt. Man fragt sich, ob
man da die traditionellen Gebiete der Mathematik — z. B. die Zahlentheorie, die Algebra, die
Geometrie — iiberhaupt noch aufrechterhalten soll und kann. Um diese Frage zu beantworten,
muB man den komplizierten gesellschaftlichen ArbeitsprozeB erforschen, in dem neue mathema-
tische Resultate produziert werden. AuBer AuBerungen profilierter Mathematiker ist dariiber
z. Z. noch nichts bekannt. Eines scheint jedoch sicher zu sein: sind aus der Konfrontation der
Mathematik mit der Wirklichkeit (oder mit anderen Wissenschaften) neuartige mathematische

Frag gen hervor gen, 8o fithren diese zu neuen mathematischen Theorien, die sich

indest fiir eine gewisse Zeit — eij tindig entwickeln und dazu keiner direkten An-
regung aus der erkhchkelt mehr bediirfen. In dieser Zeit aber nimmt die neue Theorie
Anr gen aus Nachbarget auf (die ihrerseits aus Problemen der Wirklichkeit geschopft

haben). Sie ist nicht auf ein Endprodukt orientiert, wie das in der Industrieforschung notwendig
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ist; i th tische Kriterien — z.B. nicht un lich auch #sthetische Gesicht:
punkte — entscheiden, welche Entwicklungen fortgefihrt und welche Anregungen aufgenom-
men werden, und gerade dadurch kann die ,reine Mathematik* Modelle fiir kiinftige Bedirfnisse
der Gesellschaft schaffen.* ([LA 22], S. 341)

Anm. 14.2. So zeigt z. B. ein Vergleich verschiedener Auflagen von Hilberts ,,Grundlagen der
Geometrie'* Korrekturen in der Formulierung von Axiomen und Sitzen, die nur durch wach-
sende Einsicht in den pridikatenlogischen Bau der Sprache und die Gesetze der Logik erklir-
bar sind. Beispielsweise lautet das erste Anordnungsaxiom 1899: Wenn 4, B, C Punkte einer
Geraden sind und B zwischen 4 und C liegt, so liegt B auch zwischen C und 4. Gemeint ist
aber, wie aus dem Zusammenhang hervorgeht, eine wesentlich andere Aussage, die ab 1930
wie folgt formuliert wird: Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkt 4 und einem Punkt C
liegt, so sind 4, B, C drei verschiedene Punkte einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen
C und 4.

Anm. 16.1. Eine positive Kritik der Quesnayschen Ideen wurde von K. Marx gegeben. Vgl.
K. Marx: Theorien iiber den Mehrwert, 1. Teil, Berlin 1956, S. 306/307. Vgl. ferner etwa
J. Kuczynski: Fr is Q Ol ische Schriften, Bd. I, 1756—1769, Okonom.
Studientexte Bd. 5, Berlin 1969.
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Abel, Niels Henrik, * 5. 8. 1802 Finné (Sid-
norwegen), 1 6.4.1829 Froland (Sidost-
norwegen), als Stipendiat in Paris, Berlin
und Italien, fundamentale Arbeiten zur
Reihenlehre, iiber ellip Funktionen
und zur Algebra. 205—207, 213, 229, 243,
244

Abi Kamil, * um 850, 1 um 930, wirkte in
Agypten, algebraische Schriften, 96, 98

Abi-l-Wafa, * 10.6.940 Buzgan (Persien),
1 997/8 Baghdad, titig in Baghdad, trigo-
nometrische Arbeiten. 96, 101

Ackermann, Wilhelm, * 29. 3. 1896 Schéne-
becke, t24. 12. 1962 Minster, Professor in
Miinster, mathematische Logik. 269

Adelard von Bath, lebte im 11./12.Jh.,
wirkte in Toledo, Ubersetzer, Schriften
iiber das Abakus-Rechnen. 105

Aiken, Howard Hathaway, * 8. 3. 1900 Ho-

boken (N.J.), t14.3.1873 Fort Lauder-
dale, Professor in Ca.mbndge (Mass.) und
Miami, Computer(-Sci ), Elektronik. 303
al-Battanl, *vor 858 Harran(?), t929,
wirkte in ar-Rakka am Euphrat, Astronom,
trigonometrische Arbeiten. 96
Alberti, Leone Battista, * 18. 2. 1404 Genua,

Noginsk (Bogorodsk), t 16. 11. 1982 Moskau,
Professor in Moskau, Mengenlehre, Topo-
logie. 275, 291

d’Alembert, Jean Baptiste le Rond, * 16. 11.
1717 Paris, t29. 10. 1783 Paris, Mitglied
der Akademie seit 1741, Mitherausgeber
der Encyclopedxe, Arbeiten zur Dynamik,

heorie, Integralrech 181,
186 189, 190, 204, 210, 226, 228, 236

Alexander der GroBSe, *356v.u. Z.,1323v.
u. Z., Kénig von Mazedonien. 4, 64, 88

al-Farabi, *870(?) bei Farab am Syr-Darja
1950 Damaskus, titig in Baghdad und
Damaskus, Philosoph, kommentierte die
,,Elemente‘‘, Musik. 100

al-Fazarl, tum 777, wirkte in Baghdad,
konstruierte die ersten arabischen Astrola-
bien, Astronom. 100

Alfons X., * 1226, 1 1284, K6nig von Kastilien
und Léon, Trigonometrie. 116

al-Habas, * Mary (Turkmenien, UdSSR),
tum 870, Astronom, titig in Baghdad,
schuf trigonometrische Tafeln. 99

al-Hayyam, * 15. 5. 1048? Nischapur (Persien)
1 4. 12. 1131? Nischapur, wirkte in Baghdad
und Isfahan, Proportionentheorie, Paralle-

t April 1472 Rom, Physiker, Techniker,
Mathematiker. 119, 140, 198

al-Biriinl, *4.9.973 Biruni (Usbekistan,
UdSSR), tnach 1050 Ghasna, titig in
Rai, Gurgen, in Choresm und in Ghasna,
theoretische und angewandte Trigonome-
trie, mathematische Geographie. 96, 98,
101, 102

Alcuin, * um 735 York, t19.5.804 Tours,
Ménch, seit 781 am Hofe Karls des GroBen,
baute ein Schulsystem auf, schrieb Auf-
gabenbiicher. 103

Alexandrov, Pavel Sergeevid, *7.5.1896

lenpostulat, Gleichungen, berihmter Dich-
ter. 96 98, 100, 102

al-Hwarizmf, *780 in Choresm, f um 850,
tiitig in Choresm und Baghdad, verbreitete
die indischen Ziffern, Schriften zur Algebra,
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al-Karagl, tzwischen 1019 und 1029, titig
in Baghdad, algebraische Arbeiten. 96 —98

al-KaJt, * nach 1350 KaSan (Persnen) t22. 6.
1429 Samarkand, tstlg in So,markand
Astronom,
Berechnungen. 84, 96 99, 102

al-Kind!, * um 801, 1 um 866 Baghdad, titig

arith
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in Baghdad, Philosoph, gab eine Beschrei-
bung der indischen Arithmetik. 95

al-Mahanl, * Mahan (Persien), {um 880,
titig in Baghdad, kommentierte die
s, Elemente‘ des Euklid, Verhiltnislehre,
Astronomie. 96

al-Mansiir, * 745, T 776, Abbasidenkalif. 95

al-Marwazi, siehe 'l-Fath

al-Qalasadi, * 1412 Basta (Spanien), t Dez.
1486 Béja (Tunesien), wirkte in Granada
und Tunis, Arithmetik, algebraische Sym-
bole. 99

Ampére, André Marie, *22.1.1775 Lyon,
110. 6. 1836 Marseille, tdtig in Lyon,
Bourg und Paris, Elektrodynamik, Diffe-
rentialgleichungen. 196, 213, 238

Anaximandros, * um 611 v.u. Z., { um 546
v. u. Z., griechischer Philosoph, Astronom.
44

Anaximenes, *um 584 v.u.Z., fum 525
v. u. Z., griechischer Philosoph. 44

Apollonios von Perge, *um 262 v.u.Z.
Perge, fum 190 v.u.Z. Pergamon?,
Kegelschnitte, Astronomie. 57, 64, 68, 71,
72,7678, 107, 110, 140, 141, 146, 179, 313

Arago, Dominique Frangois Jean, *26.2.
1786 Estagel, t2.10.1853 Paris, wirkte
in Paris, Geodasie, Astronomie, Analysis.
190

Archimedes, *um 287 v.u.Z. Syrakus,
1212 v. u. Z. Syrakus, wirkte in Syrakus,
,»»Integralrechnung‘, Hebelgesetz, ,,Archi-
medisches Prinzip“. 19, 46, 60, 61, 64,
68—71, 74, 76—77, 98, 107, 110, 123, 152,
155, 156, 161, 162, 163, 164, 213, 225

Archytas, * um 400 v.u.Z. Tarent, 1.365
v. u. Z., mathematische Erkenntnistheorie
52, 54, 55

Argand, Jean Robert, *18.7.1768 Genf,
1 13. 8. 1822 Paris, lebte in Paris, komplexe
Zahlen, Fundamentalsatz der Algebra. 219

Aristaios, lebte um 330 v. u. Z., Kegelschnitte,
regelmiBige Korper. 71, 146

Aristarchos von Samos, *um 310, 230
v. u. Z., Vertreter des heliozetrischen Welt-
bildes, arbeitete zur Sehnenrechnung. 310

Ansbophanes, ‘um 445 v. u. Z., tum 386

v. u. sdiendichter. 54
Armboteles ‘384 v u Z 1322 v.u.Z,
d P ilosoph. 21, 45,

48, 54, 64, 67 100 104, 135, 136 140, 153,
161, 262, 277, 279

Arkwright, Richard, * 1732, t 1792, englischer
Erfinder

Artin, Emil, * 3. 3. 1898 Wien, 1 20. 12. 1962

Hamburg, Professor in Hamburg und
Princeton, Algebra, Zahlentheorie. 241,
275, 281, 282, 284

Aryabhata, * 476, 1 ?, Verfasser eines Werkes
iber Mathematik und Astronomie. 89, 91,
92

Arzeld, Cesare, * 6. 3. 1847 Stefano di Magra,
1 15. 3. 1912 Stefano di Megra, Professor
in Palermo und Bologna, Analysis. 288

Ascoli, Giulio, * 20. 11. 1843 Triest, t12.7.
1896 Mailand, Professor in Mailand, Ana-
lysis. 288

as-Samaw’al, * Baghdad, tum 1180 Ma-
ragha (Iran), wirkte in Maragha, Algebra,
Astronomie, Medizin. 97

Asser, Giinter, *26.2.1926, Professor in
Greifswald, mathematische Logik

at-Tiasi, *18.2.1201 Tds (Persien), 1 26. 6.
1274 bei Baghdad, tiitig in Tas, Baghdad
und Maragha, Astronomie, Trigonometrie,
Parallelenlehre, Musik. 96, 100, 102, 248

Augustinus, Aurelius, * 364, 1430, Bischof
in Afrika, Philosoph. 102, 103

Babbagse, Charles, * 26. 12. 1792 Teignmouth,
t18.10.1871 London, Privatgelehrter,
Erfinder, Konstrukteur von Rechenanla-
gen. 182, 301, 302

Bachelier, Louis, *11.3.1870 Le Havre,
128.4.1946 Saint-Servan-sur-Mer, Pro-
fessor in Besancon, Wahrscheinlichkeits-
rechnung. 293

Bachmann, Paul, * 22. 6. 1837 Berlin, 1 31. 3.
1920 Weimar, Professor in Wroclaw und
Miinster, mustergiiltige Darstellungen der
Zahlentheorie seiner Zeit. 223

Bacon, Francis, * 1561, 11626, englischer
Philosoph und Wissenschaftstheoretiker.
138, 165

Bacon, Roger, * um 1214, 1 1204, englischer
Philosoph, Kalenderreform, Optik. 106

Baire, René-Louis, * 21. 1. 1874 Paris, 1 5. 7.
1932 Bassens prés de Chambéry, Professor
in Montpellier, Dijon und Paris, Theorie
der reellen Funktionen. 289

Banach, Stefan, * 30, 3. 1892 Krakéw, t 31. 8.
1945 Lwow, Professor in Lwow, Funktional-
analysis. 291, 292

Bardeen, John, * 1908, amerikanischer Phy-
siker. 304

Barrow, Isaac, * 1630 London, t4.5.1877
London, Professor in London und Cam-
bridge, seit 1669 als Theologe titig, Optik,
Infinitesimalrechnung. 152, 160, 169, 170,
177, 218, 312
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Bartsch, Jacob, * 1600 Lauban/Lausitz (heute
Luban), 1 26. 12. 1633 Lauban, Schwieger-
sohn Keplers, berechnete Logarithmen. 125

Basmakove, Izabella Grigor’evna, * 1921,
Professor in Moskau, Geschichte der Mathe-
matik. 311

Bayes, Thomas, * 1702 London, t 17. 4. 1761
Turbridge Wells, Geistlicher, vorwiegend
in London titig, gab grundlegende Unter-

zur Wahrscheinlichkeitsrech-

nung. 201

Becker, Oskar Joachim, *5.9.1889 Leip-
zig, t13. 11. 1964 Bonn, titig in Freiburg
und Bonn, Philosophie und Geschichte der
Mathematik. 309

Beeckman, Isaac, * 10. 12. 1588 Middelburg,
+19. 5.1637 Dordrecht, Mediziner, ma-
thematisch-physikalische Schriften. 153,
154, 156

Beltrami, Eugenio, * 16.11. 1835 Cremona,
t18. 2. 1900 Rom, Professor in Bologna,
Pisa, Pavia, Rom, Analysis, Differential-
geometrie, Potentialtheorie. 254

Berkeley, George, * 1685, t 1753, englischer
Geistlicher, Philosoph. 182, 188, 189

Bernal, John Desmond, * 1901, {1971, eng-
lischer Kristallograph und Wissenschafts-
theoretiker

Bernays, Issak Paul, * 17. 10. 1888 London,
+18.9.1977 Zirich, titig in Géttingen
und Zirich, mathematische Logik, Philo-
sophie. 267, 275

Bernoulli, Daniel, *8.2.1700 Groningen,
1 17. 3. 1782 Basel, Professor in St. Peters-
burg und Basel, Schriften zur Analysis und
Hydrodynamik. 183, 186, 187, 201

Bernoulli, Jakob, *27.12.1654 Basel,
1 16. 8. 1705 Basel, seit 1687 Professor in
Basel, grundlegende Arbeiten zur Analy-
sis. 180, 181, 183, 185, 186, 201, 301

Bernoulli, Johann, * 6. 8. 1667 Basel, { 1. 1.
1748 Basel, Professor in Groningen und
Basel, lieferte grundlegende Untersuchun-
gen zur Infinitesimalrechnung und zur
Mechanik. 179—181, 183, 185, 186, 202,
225, 312

Bernoulli, Nikolaus I, *21.10. 1687 Basel,
129. 11. 1759 Basel, Professor in Padua
und Basel, Analysis, Wahrscheinlichkeits-
rechnung. 181, 183, 214, 226

Bernoulli, Nikolaus II, *6.2.1695 Basel,
+31.7.1726 St. Petersburg, Professor
(Jura) in Bern und Professor (Mathematik)
in St. Petersburg, Arbeiten zur Analysis
181, 201

Berndtejn, Sergej Natanovi®, *6.3.1880
Odessa, t26.10.1968 Moskau, Professor
in St. Petersburg, Charkov u.nd Lenin-
grad, Wahrsch g Ap-
proximati theorie, iff ialglei
gen, Funktionentheorie. 293, 294

Berthollet, Claude Louis, * 1748, 11822,
franzosischer Chemiker. 196

Bertrand, Joseph Louis Francois, *11.3.
1822 Paris, t 6. 4. 1900 Paris, Professor in
Paris, Geometrie, Lehrbiicher. 293

Bessel, Friedrich Wilhelm, * 1784, 1 1846,
deutscher Astronom. 186, 226, 251

Betti, Enrico, *21.10.1823 bei Pistoia,
111. 8. 1892 Pisa, Professor in Pisa, Alge-
bra, Funktionentheorie. 285

Bezout, Etienne, * 31.3.1730 Nemours,
127. 9. 1783 Basses-Loges, titig in Paris,
algebraische Gleich Determi

Bhaskara 1., lebte im 7. Jh., verlieh der sil-
benhaften Ziffernschreibweise Stellenwert-
charakter, Astronomie. 89

Bhaskara II., * 1115, 1 1185 ?, Verfasser von
»,Der Kranz der Wissenschaften‘‘, Astrono-
mie. 89, 91, 93

Birkhoff, George David, * 21. 3. 1884 Over-
isel (Michigan), t12.11.1944 Cambridge
(Mass.), Professor in Cambridge (Mass.),
Mechanik, Relativitdtstheorie, Differen-
zen- und Differentialgleichungen. 282, 283,
291

Blumenthal, Otto, *20.7.1876 Frankfurt
(Main), t Nov. 1944 in KZ Theresienstadt,
Professor in Aachen, Funktionentheorie,
Kugelfunktionen

Boccaccio, Giovanni, * 1313, 11375, italie-
nischer Dichter. 110

Bohr, Niels Henrik David, * 1886, {1962,
Professor in Kopenhagen, Physik. 275

Bolyai, Farkas, * 9. 2. 1775 Bolya, 1 20. 11.
1856 Maros-Vésérhely, Professor in Maros-
Vésérhely, Arithmetik, Geometrie. 251,
252

Bolyai, Janos, *15.12.1802 Xolozsvar,
127.1.1860 Maros-Vésédrhely, kurzzeitig
osberrelchlscher Offmer, Mitbegriinder der

klidisch ie. 251—254,

313

Bolzano, Bernard, * 5. 10. 1781 Prag, 1 18. 12.
1848 Prag, Professor der Religionsphilo-
sophie in Prag, grundlegende Arbeiten zur
Analysis und Mengenlehre. 211, 212, 223,
263, 264, 278, 280, 288, 312

Bombelli, Rafael, *Jan. 1526 Bologna,
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t 1572, Ingenieur, rechnete als erster mit
komplexen Zahlen. 127

Boole, George, * 2. 11. 1815 Lincoln, 1 8. 12.
1864 Cork, Professor in Cork, einer der
Begriinder der modernen formalen Logik.
221, 243, 278, 279, 294, 302

Borel, Felix Edouard Justin (Emile), *7.1.
1871 Saint-Affrique, t3.2.1956 Paris,
Professor in Paris, grundlegende Arbeiten
zur Funktionentheorie und zur Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. 214, 289, 293

Born, Max, * 1882, t 1970, deutscher Physi-
ker. 240, 275

Bosse, Abraham, * 1602 Tours, 1 14. 2. 1676
Paris, Professor der Perspektive in Paris,
Schriften zur Perspektive. 198

Boyle, Robert, * 1627, 11691, englischer
Chemiker. 138

Bradley, James, * 1693, t 1762, englisch

Bruno, Giordano, * 1548, 11600, italieni-
scher Philosoph. 110, 137

Budach, Lothar, * 14. 11. 1935 Berlin, Pro-
fessor in Berlin, Algebra, Berechnungs-
theorie. 313

Buddha, Gautama, lebte im 6./5. Jh. v. u. Z.,
indischer Philosoph. 83, 87, 88

Biirgi, Joost, *28.2.1552 Lichtensteig
(Schweiz), * 31. 1. 1632 Kassel, beriihmter
Uhrmacher und Instr tenb , titig
in Prag und Kassel, Mitentdecker der
Logarithmen. 124

Buffon, Georges Louis Leclerc Compte de,
* 1707, 1 1788, franzésischer Naturforscher.
201

Bunjakovskij, Viktor Jakovlevig, * 4. 12. 1804
Bar, 1 30. 11. 1889 St. Petersburg, titig m
St. P g Analysis, Zahlenth
‘Wahrscheinli hnung. 237, 238, 292

Astronom. 136

Bradwardine, Thomas, * um 1290 Hortfield,
126. 8. 1349 Lambeth, Theologe, Profes-
sor in Oxford, Erzbischof von Canterbury,
Schriften zur Theorie des Kontinuums.
107, 159

Brahmagupta, * 598, lebte in Ujjayini, Ver-
fasser der ,,Vervollkommnung der Lehre
Brahmas", arithmetische und geometrische
Arbeiten. 89, 93

Brattain, Walter Houser, * 1902, amerikani-
scher Physiker. 304

Braun, Antoni, Instrumentenmacher in Wien
und Prag, baute um 1726 dxe erste funk-

Viersp

48 obtd

150

Briggs, Henry, * 1561 Warley Wood bei
Halifax, t26.1.1630 Oxford, Professor
in London und Oxford, fihrte die Berech-
nung dekadischer Logarithmen durch.
125

Brisson, Mathurin Jacques, * 1723, 11806
franzosischer Physiker und Wissenschafts-
theoretiker. 227

Brouncker, William Lord Viscount, * 1620
Castle Lyons (Irland), t 5. 4. 1684 London,
fiilhrender Politiker, Mitbegriinder und
erster Prisident der Royal Society, Ar-
beiten zur Reihenlehre. 138, 177

Brouwer, Luitzen Egbertus Jan, * 27. 2. 1881
Overschie, T 2. 12. 1966 Blaricum (Nieder-
lande), Professor in Amsterdam Topolo-
gio, Logik, pe il Mathematik
266, 270, 284

Brunelleschi, Filippo, * 1377, 1 1446, italie-
nischer Baumeister und Bildhauer. 119

Burali-Forti, Cesare, *13. 8. 1861 Arezzo,
t21. 1. 1931 Turin, tétig in Turin, Arith-
metik, mathematische Physik. 266

Burkhardt, Heinrich, * 10. 10. 1861 Schwein-
furt, t2.11.1914 Minchen, Professor
in Ziirich und Miinchen, Analysis, Algebra,
Potentialtheorie. 312

Burnside, William, *2.7.1852 London,
1 21. 8. 1927 West Wickham (Kent), Pro-
fessor in Greenwich, Gruppentheorie

Byron, George Noel Gordon, Lord, * 1788,
1 1824, englischer Dichter. 301

Cajori, Florian, *28.2.1859 St. Aignan
(Schweiz), * 14. 8. 1930 Berkeley, titig in
New Orleans, Colorado Sprmgs und Berke-
ley, Geschichte der Math 309

Cantor, Georg, *3.3.1845 St. Petersburg,
1 6. 1. 1918 Halle, Professor in Halle, Be-
griinder der neueren Mengenlehre. 19, 21,
216, 222, 223, 229, 263 —266, 268, 269, 289

Cantor, Moritz, *23.8.1829 Mannheim,
1 10. 4. 1920 Heidelberg, Professor in Hei-
delberg, Geschichte der Math ik. 18,
309, 312

Cardano, Girolamo, *24.9.1501 Pavia,
121.9.1576 Rom, Mediziner, arbeitete
iber Wahracheinlichkeitsrechnung, versf-
fentlichte die Losung der kubischen Glei-
chung. 127, 128, 200, 201, 239

Carnot, Lazare Nicolas Marguerite, * 13. 5.
1753 Nolay, t2.8.1823 Magdeburg, In-
genieur, geometrische und analytische
Arbeiten. 210, 219, 256

Carnot, Sadi, * 1796, t 1832, franzésischer
Thermodynamiker. 237
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Cartan, Elie, Joseph, * 9. 4. 1869 Dolomieu,
1 6. 5. 1951 Paris, Professor in Paris, Grup-
theori T i Tensorrech

Geomebne. 241, 285, 313
Cartan, Henri Paul, * 8. 7. 1804 Nancy, Pro-
fessor in Strasbourg und Paris, Gruppen-
theorie, algebraische Geometrie. 282, 285
Cauchy, Augustin Louis, * 21. 8. 1789 Paris,
1 22. 5. 1857 Sceaux, Professor in Paris,
grund.legende Arbeiten zur Infinitesimal-
und th h Physik.
196, 207 211 214, 220,226 —228, 237, 239
242, 243, 312
Cavalieri, Bonaventura, * 1598 ? Mailand,
1 30. 11. 1647 Bologna, Jesuit, Professor
in Bologna, wichtiger Vorlaufer der In-
finitesimalrechnung. 115, 152, 158—164,
168, 170
Cayley, Arthur, *16.8.1821 Richmond,
1 26. 1. 1895 Cambridge, Professor in Cam-
bridge, Invaria.ntentheorie, Matrizen, alge-
braische G ie. 148,
221, 240, 242, 244, 254
Cebyéev, Pafnuti Lvovid, * 16. 5. 1821 Oka-
tovo, t8.12.1894 Petersburg, seit 1859
Professor in Petersburg, Wahrscheinlich-
Zahlentheorie, angewandte
Mathematik. 213, 238, 292, 293
Cervantes, Saevedra, Miguel de,
1 1616, spanischer Dramatiker. 110
Ceulen, Ludolph van, *28.1.1540 Hildes-
heim, t 31. 12. 1610 Leiden, titig in Breda,
Amsterdam und Leiden, berechnete Nihe-
rungen fir =. 119
Chevalley, Claude, *11.2.1909 Johannes-
burg, titig in Paris, Rennes, Princeton
und seit 1939 in New York, Algebra. 284
Chingin, Aleksandr Jakovlevi&, * 19. 7. 1894
Kondrovo, *t18.11.1969 Moskau, Pro-
fessor in Moskau, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Analysis, Statistik, Informations-
theorie, Pidagogik. 293
Chuquet, Nicolas, * ? Paris, t um 1500, Medi-
ziner, lebte in Lyon, Potenzrechnung,
mathematische Symbolik. 124
Church, Alonzo, * 14.6.1903 Washington,
Professor in Princeton, Logik. 302
Clairaut, Alexis Claude, *7.5.1713 Paris,
1 17. 5. 1765 Paris, Akademiemitglied, geo-
ditische, astronomische und Schriften zur
Analysis. 181, 185, 186. 189, 190
Clapeyron,  Benoit-Pierre- Eunle,
1 1864, franzosischer Ingenieur. 237
Clausius, Rudolf Julius Emanuel,
1 1888, deutscher Physiker. 237

PP

* 1547,

* 1799,

* 1822,

Cleopatra, *69 v.u.Z., 130 v. u. Z., letzte
agyptische Konigin. 64

Clifford, William Kingdon, * 4. 5. 1845 Exe-
ter, t3.3.1879 Madeira, Professor in
London, Biquaternionen, Abelsche Funk-
tionen, Philosophie. 243

Cohen, Paul, * 2. 4. 1934 Longbranch (New
Jersey), Professor in Stanford, Mengenlehre
mathematische Logik. 267, 268

Colbert, Jean-Baptiste, * 1619, 1683, fran-
zdsischer Staatsmann. 139

Colson, John, *?, ft20.12.1760, titig in
Rochester und Cambridge, Arbeiten zur
Arithmetik. 798

Commandino, Federigo, 11509 Urbino,
1 3.9.1575 Urbino, titig in Urbino und
Rom, Herausgeber der Werke antiker
Mathematiker. 152, 155

Condorcet, Marie Jean Antoine de, * 17. 9.
1743 Ribemont, t27.3.1794 Bourg-La-
Reine, Sekretdir der Akademie zu Paris,
Schriften zur Analysis, Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Philosophie. 189, 313

Copernicus, Nicolaus, * 1473, 11643, pol-
nischer Astronom, Naturforscher. 72, 113,
118, 137,

Coriolis, Gaspard Gustave de, * 1792, 1 1843,
franzosischer Physiker. 238

Cotes, Roger, * 10.7. 1682 Burbage, 1 5. 6.
1716 Cambridge, Professor in Cambridge,
Analysis, mathematische Physik. 226

Couffignal, Louis, * 16. 3. 1902 Monflanquin,
Professor in Paris, Rechentechnik, Kyber-
netik. 302

Coulomb, Charles Augustin, * 1736, 1 1806,
franzosischer Physiker. 238

Courant, Richard, *8.1.1888 Lublinitz,
127.1.1972 New Rochelle, Professor in
Miinster, Gottingen und seit 1934 in New
York, mathematische Physik. 275

Couturat, Louis, * 17. 1. 1868 Paris, 1 3. 8.
1914 bei Melun, titig in Caen und Paris,
Logik, Wissenschaftsgeschichte. 278

Cramer, Gabriel, * 31.7.1704 Genf, 14.1.
1752 Bagnols bei Nismes, Professor in
Genf, Determinanten. 239, 290

Crelle, August Leopold, * 17.3. 1780 Eich-
werder, t6.10.1855 Berlin, hoher Be-
amter, forderte viele Mathematiker. 252

Crompton, Samuel, * 1753, t 1827, englischer
Erfinder. 193

Dalton, John,
Chemiker. 195
Damaskios, lebte im 4.Jh., Verfasser des

*1766, 11844, englischer



Biographischer Anhang 337

Buches XV der ,Elemente’ des Euklid.
66

Daniell, Percy John, * 9. 1. 1889 Valparaiso,
125. 5. 1946 Sheffield, Professor in Hou-
ston und Sheffield, Funktionalanalysis, In-
tegralbegriff. 290

Dantzig, George Bernhard, * 8. 11. 1914 Port-
land, Professor an der Stanford Universi-
tét, Statistik, Programmierung. 297, 300

Daumas, Maurice, *11.10.1910 Béziers,
118. 3. 1984, wirkte in Paris, Technik-
geschichte, Geschichte der Chemie. 309

Dedekind, Richard, *6.10.1831 Braun-
schweig, t12. 2. 1916 Braunschweig, Pro-
fessor in Braunschweig, grundlegende alge-
braische und mengentheoretische Arbeiten.
216, 222—224, 241, 243, 244, 264, 266, 269,
282, 284

Demokritos von Abdera, *460 v.u.Z,
1371 v.u. Z., Atomistik, Inhaltsberech-
nung. 45, 46, 69, 158, 170, 310

Desargues, Girard, * 21. 2. 1591 Lyon, 1 1661
Paris, Architekt, Mitbegriinder der synthe-
tischen Geometrie. 139, 198, 255, 256, 313

Descartes, René, *31.3.1596 La Haye,
1 11. 2. 1650 Stockholm, wirkte in Frank-
reich, der Schweiz, Italien, Holland und
Schweden, Mlbbegrunder der neuen ana-
Iytischen G trie, il hisch
Schriften. 21, 97, 131, 133, 137 139 142
bis 147, 153, 167, 168, 173, 179, 185, 216,
218, 257,312

Deuring, Max Friedrich, *9.12. 1807 Got-
tingen, 1 20. 12. 1984 Gottingen, Professor
in Marburg, Hamburg und Géttingen,
Algebra

Dickson, Leonard Eugene, * 22. 1. 1874 In-
dependence, t17.1.1954 Harlingen (Te-
xas), Professor in Chicago, Gruppentheo-
rie, Algebren, Zahlentheorie. 241, 281

Diderot, Denis, * 1713, 1 1784, franzosischer
Philosoph und Schriftsteller. 189

Dijksterhuis, Eduard Jan, * 28. 10. 1892 Til-
burg, t18. 5. 1965 Bilthoven, tatig in Til-
burg, Amsterdem und Leiden, Geschichte
der Naturwissenschaften. 312

Diokles, lebte um 200 v. u. Z., geometrische
Arbeiten. 76

Dionysodoros, wird von Heron zitiert, arbei-
tete iiber Kugelteilung. 76

Diophantos, lebte um 250 in Alexandria,
arbeitete iber Arithmetik und Zahlen-
theorie. 36, 64, 75, 76, 78, 97, 110, 311

Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, * 13. 2. 1805
Diiren, t5.5.1859 Gottingen, Professor

in Berlin und Gottmgen, Begrunder der
analytischen Zahlenth gr
Arbeiten zur Analysis und Potentialtheorie.
213216, 243

Domninos von Larissa, lebte um 450, schrieb
iiber Arithmetik. 78

Diirer, Albrecht, *21.5.1471 Niirnberg,
1 6. 4.1528 Niirnberg, berihmter Maler,
setzte sich mit der Perspektive theoretisch
auseinander. 119, 198

Dulong, Pierre-Louis, * 1785, 11838, fran-
z6sischer Chemiker und Physiker. 196

Dumas, Jean-Baptiste, * 1800, t 1884, fran-
zosischer Chemiker. 196

Dupin, Pierre-Charles-Frangois, * 1784,
11873, franzésischer Mathematiker und
Okonom. 238

Dyck, Walter von, *8.12.1856 Miinchen,
1 5. 11. 1934 Miinchen, Professor in Leip-
zig und Miinchen, Kulturgeschichte, Diffe-
rentialgleichungen, Gruppentheorie. 244

Eckert, John Presper, * 9. 4. 1919 Philadel-
phia, tétig bei staatl. Behérden u. der
Industrie der USA, Computer. 303

Einstein, Albert, * 1879, 11955, deutscher
Physiker. 234, 239, 275

Engels, Friedrich, * 1820, 1 1895, Begrinder
des wissenschaftlichen Sozialismus. 16, 17,
110, 169, 176, 179, 194

Epikur, *342/41 v.u.Z., t271/70 v.u. Z.,
griechischer Philosoph. 64

Erasmus von Rotterdam, * 1466, 1 1636, nie-
derlandischer Humanist und Schriftsteller.
110

Eratosthenes von Kyrene, * um 276 v. u. Z.,
t um 195 v. u. Z., wirkte in Alexandria,
mathematische Geographie, Zahlentheorie.
64,76

Eudemos von Rhodos, lebte um 300 v. u. Z.
auf Rhodos, Philosoph. 17

Eudoxos, * um 408 v..u. Z. Knidos, t 356
v.u.Z. Knidos, Urheber der Biicher V
und VII der ,,Elemente’ des Euklid,
geniale Theorie des Irrationalen. 46, 55,
57, 59—61, 66, 69, 213, 217

Euklid von Alexandria, * um 365 v.u. Z.,
t um 300 v.u.Z., wirkte in Alexandria,
Verfasser der ,,Elemente, Arbeiten zur
Optik und zur Musiktheorie. 19, 46, 51, 57,
64—68, 7274, 7678, 97, 100, 105, 106,
110, 126, 248—255, 257, 262, 310, 313

Euler, Leonhard, * 15. 4. 1707 Basel 118.9.
1783 St. Petersburg, Akad glied in

Berlin und St. Petersburg, bedeutendswr
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Mathematiker des 18.Jh., grundlegende
Arbeiten zur Infinitesimalrechnung, Zahlen-
theorie, Variationsrechnung, Algebra, an-
gewandten Mathematik. 19, 119, 125, 148,
173, 175, 179—181, 183, 184, 186, 187,
189, 190, 204, 210, 214, 219, 225—227, 236,
238

Euripides, * um 480 v.u. Z.,, 1406 v.u. Z,,
griechischer Dramatiker. 54

Eyck, Jan van, * um 1390, { 1441, nieder-
lindischer Maler. 119

Faraday, Michael, * 1791, t 1867, englischer
Naturforscher. 238

Farkas, Julius, * 28. 3. 1847 Sarosd, t 27. 12.
1930 Pestzentlorine, Professor in Cluj,
mathematische Physik. 297

Faulhaber, Johann, * 5. 5. 1580 Ulm, t 1635
Ulm, Kriegsbaumeister und Lehrer in Ulm,
beriithmter Cossist. 126

Feller, William, * 1. 7. 1906 Zagreb, t 14. 1.
1970 New York, titig in Kiel, Providence,
Ithaca und Princeton, bedeutende Arbeiten
zur Wahrschein]ichkeiutheorie, Opem-

Diff trie. 293

Fermat, Pxerre *20. 8. 1601 Beaumont-de-
Lomagne, t12.1.1665 Castres, Jurist,
tdtig in Beaumont und Toulouse, Mitbe-
griinder der analytischen Geometrie und
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, grund-
legende Arbeiten zur Infinitesimalrech-
nung und zur Zahlentheorie. 133, 139, 141,
142, 146, 147, 152, 161—163, 165—168,
179, 185, 200, 218, 236

Ferrari, Ludovico, *2.2.1522 Bologna,
t Okt. 1565 Bologna, Entdecker der Auf-
l6sung der biquadratischen Gleichung. 127

Ferro, Scipione del, *6.2.1465 Bologna,
t Okt./Nov. 1526 Bologna, lehrte Mathe-
matik in Bologna, entdeckte die Methode
zur Auflésung kubischer Gleichungen. 127

Fibonacci (Leonardo von Pisa), * 1170 Pisa,
tnach 1240 Pisa, Kaufmann, birgerte
die indischen Ziffern in Europa ein, be-
arbeitete zahlenth ische Probl, 105,
239

Fine, Terence Leon, * 9. 3. 1939 New York,
Elektronik, Wahracheinlichkeitsrechnung.
294

Fisher, Ronald Aylmer, * 17. 2. 1890 London,
+29. 7. 1962 Adelaide, Professor in London,
Cambridge und Adeleaide, Statistik. 293

Foncenex, Frangois Daviet de, * 1734 Tho-
non, t1799 Casale, Offizier, Schriften zur
Mechanik und iiber komplexe Zahlen. 204

Fourier, Jean-Baptiste-Joseph de, *21.3.
1768 Auxerre, t16.5. 1330 Pans. Pro-
fessor in Paris, grundl Us
gen lber trigonometrische Reihen und zur
mathematischen Physik. 211, 213, 215, 297

Fraenkel, Abraham, * 17. 2. 1891 Minchen,
¥ 15. 10. 1965 Jerusalem, Professor in Kiel
und Jerusalem, Mengenlehre, Philosophie
der Mathematik. 267, 281, 283

Francesca, Piero della, * um 1416, {1492,
italienischer Maler, Arbeiten zur Perspek-
tive. 198

Fréchet, René Maurice, * 2. 9. 1878 Maligny,
14.6.1973 Paris, Professor in Paris,
Funktionalanalysis, Wahrscheinlichkeit
rechnung. 288—291, 293, 295

Fredholm, Erik Ivar, * 7. 4. 1866 Stockholm,
117. 8. 1927 Morby, Professor in Stock-
holm, Integralgleichungen, Potentialtheo-
rie. 289, 290

Frege, Gottlob, * 8. 11. 1848 Wismar, 1 26. 7.
1925 Bad Kleinen, Professor in Jena,

i Logik, fihrender Vertreter
des Logizismus. 269

Fresnel, Jean-Augustin, * 1788, 1 1827, fran-
zésischer Physiker. 196, 237, 279

Frey, Johann, lebte um 1450 in Niirnberg,
Eichmeister. 157

Frézier, Amédée Francois, * 1682, Chambery,
1 16. 10. 1773 Brest, Ingenieur, Arbeiten
zur Stereometrie und zur darstellenden
Geometrie. 198

Fritz, Kurt von, 20.Jh., Geschichte der
Mathematik. 310

Frobenius, Georg, * 26. 10. 1849 Berlin,
+3.8.1917 Berlin, Professor in Ziirich
und Berlin, bedeutungsvolle Arbelten zur
Algebra, b d zur Grupp
221, 240, 241

Galilei, Galileo, * 1564, t 1642, italienischer
Physiker und Astronom. 20, 115, 135
bis 138, 143, 152, 153, 158, 161, 162, 200,
234, 263

Galois, Evariste, *25.10.1811 Bourg-la-
Reine, 131.65.1832 Paris, studierte in
Paris, einer der Begriinder der neueren
Algebra. 204, 206, 207, 242—244, 284

Ganeéa, * 1507 Nandod (Indien), Kommen-
tator, Astronom. 89

GauB, Carl Friedrich, * 30.4.1777 Braun-
schwelg, t23. 2 1855 G&ttmgen, Professor
in G M
der Neuzext, fu.ndamontale Arbeiten zur
Zahlenth P ie, nicht-
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euklidischen Geometrie, Analysis, ange-
wandten Mathematik, Physik und Astro-
nomie. 19, 21, 145, 185, 202, 204, 205, 207,
209, 213, 219—221, 226—228, 236, 243,
250—255, 260, 262, 313

Gavurin, Mark-Konstantinovi&, * 16. 11. 1911
Mir, Professor in Leningrad, Funktional-
analysis, Operationsforschung. 297

Gay-Lussac, Joseph-Louis, * 1778, t 1850,
franzdsischer Chemiker und Physiker. 196

Gel'fand, Israil’ Moiseevig, * 20. 8. 1913 Ge-
biet Odessa, Professor in Moskau, Funk-
tionalanalysis. 292

Gel'fond, Aleksandr Osipovig, * 24.10. 1906
St. Petersburg, 1 7.11.1968 Moskau, seit
1931 Professor in Moskau, Zahlentheorie,
Funktionentheorie. 275

Gentzen, Gerhard, * 24. 11. 1909 Greifswald,
t4.8.1946 Prag, Professor in Gottingen
und Prag, mathematische Logik. 269

Gerbert von Aurillac, * um 940 Aquitaine,
t12.5.1003 Rom, Geistlicher, seit 999
Papst Sylvester II, filhrte den Abacus ein
lieB astr ische Gerite h llen. 104

Gerhardt, Carl Immanuel, * 1816, 1 1899,
Geschichte der Mathematik. 312

Gergonne, Joseph Diaz, * 19, 6. 1771 Nancy,
1 4. 5. 1859 Montpellier, Professor in Nimes
und Montpellier, Mitbegriinder der neueren
projektiven Geometrie. 256

Gerling, Christian Ludwig, * 10. 7. 1788 Ham-
burg, t15.1.1864 Marburg, Professor in
Marburg, Geodisie, Geometrie, Astrono-
mie. 251

Gerson, Levi ben, * 1288 Bagnols, t20.4.
1344, wirkte in Siidfrankreich, entdeckte
das Prinzip der vollstindigen Induktion,
erfand den Jakobstab, trigonometrische
Arbeiten. 117 .

Gibbs, Josiah Willard, * 1839, t 1903, nord-
amerikanischer Physiker. 241

Giotto di Bondone, * um 1266, 1 1337, italie-
nischer Maler und Baumeister. 119

Girard, Albert, * 1595 St. Mihiel, 1 8. 12. 1632
Leiden, niederlindischer Mathematiker,
ihm wird die erste Fassung des Funda-
mentalsatzes der Algebra zugeschrieben.
128, 145, 153, 204, 218

Gleason, Andrew Mattei, * 4. 11. 1921 Fresno
(Kalifornien), Professor in Cambridge
(Mass.), topologische Gruppen, Banach-
Algebren. 285

Glivenko, Valerij Ivanovig, * 2. 1. 1897 Kiev,
+ 15. 2. 18940 Moskau, Professor in Moskau,
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung, Analysis. 294

Gmunden, Johannes von, * um 1380 Gmun-
den (Traunsee), 1 23. 2. 1442 Wien, lehrte
m Wlen, erster ,,Berulsmathemahker“ 116

ko, Boris Vladimirovi&, *1.1.1912
Ul]a,novsk, Professor in Moskau, Wahr-

Godel Kurt, * 28. 4. 1906 Brno, 1 14. 1. 1978
Princeton, Professor in Wien und seit
1938 in Princeton, der fiihrende Vertreter
der mathematischen Logik der Gegenwart.
267, 269, 275, 278, 280

Goethe, Johann Wolfgang von,
1 1832, deutscher Dichter. 5, 51

Grammateus (eigentl. Schreyber, Heinrich),
*um 1496 Erfurt, t?, lehrte in Wien,
Schriften zur CoB

Grandi, Guido, * 1. 10. 1671 Cremona, 4. 7.
1742 Pisa, Professor in Pisa, Schriften zur
Analysis und iiber héhere Kurven. 188

GraBmann, Hermann, * 15.4.1809 Stettin
(heute Szczecin), 126.9.1877 Stettin,
Gymnasiallehrer in Stettin, grundlegende
Arbeiten zur Vektoralgebra, Tensorrech-
nung, Physik und Sprachwissenschaft. 148,
221, 224, 241, 244

Graunt, John, * 24. 4. 1620 London, 1 18. 4.
1674 London, titig als Handler, Lehrer,
Verwaltungsbeamter, Mitglied der Royal
Society, Arbeiten zur Bevélkerungsstati-
stik. 201

Green, George, *Juli 1793 Nottingham,
1 31. 5. 1841 Sneinton, eigentlich von Beruf
Miiller, titig in Cambridge, mathematische
Physik, Potentialtheorie. 238

Gregorius a Sancto Vincentio, *8.9. 1584
Briigge, t27.1.1667 Gent, Jesuit, lehrte
Mathematik in Rom, Prag und in Spanien,
Schriften zur Analysis und zur Astronomie.
141, 142, 152, 162

Gregory, Duncan Farquharson, * 13. 4. 1813
Edinburgh, 123.2.1844 Edinburgh,
wirkte in Cambridge, Algebra. 241

Gregory, James, *Nov. 1638 Drumoak,
t+ Okt. 1675 Edinburgh, Professor in
St. Andrews und Edinburgh, Arbeiten zur
Reihenlehre und zur Optik 152, 177,178,179

Gresham, Thomas, * 1519, 11579, briti-
scher Kaufmann. 125, 138, 149

Grothendieck, A. * 1928, Algebra. 285

Giinther, Siegmund, * 6. 2. 1848 Nirnberg,
13.2.1923 Miinchen, titig in Ansbach
und Miinchen, Geschichte der Math
und Geographie. 309

Guericke, Otto von, * 1602, 1 1686, deutscher
Physiker. 136

* 1749,
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Guldin, Paul (Habakuk), *12.6.1577 St.
Gallen, t3.11.1643 Graz, Professor in
Rom, Wien und Graz, fand 1641 die ,,Gul-
dinsche Regeln‘. 78, 152

Gunter, Edmund, * 1681 Hertfordshire,

1 10. 12. 1626 London, Professor der Astro-
nomie in London, erfand den Rechenstab,
Tabellenwerke. 149, 150

Gutenberg, Johann, * um 1396, 11468, Er-
finder des Buchdrucks mit beweglichen
Lettern. 110

Haar, Alfred, *11.10.1885 Budapest,
1 16. 3. 1933 Szeged, Professor in Buda-
pest und Szeged, MaBtheorie, Analysis.
285

Hachette, Jean Nicolas Pierre, * 6. 5. 1769
Mézidres, t16.1.1834 Paris, tdtig in
Mézlérea, Collloure und Pans, theoretlsche
M ie,

Harrison, John, * 1693, { 1776, englischer Er-
finder. 136

Hariin-ar-Ra#id, lebte im 8./9. Jh., Abbasi-
denkalif. 95

Harvey, William, * 1578, t 1657, englischer
Anatom und Arzt. 136

Hasse, Helmut, * 25. 8. 1898 Kassel, t 26. 12.
1979 Ahrensburg, Professor in Halle,
Marburg und Géttingen, algebraische Zah-
lentheorie. 281, 284

Hausdorff, Felix, * 8. 11. 1868 Breslau (heute
Wroclaw), t26.1.1942 Bonn, Professor
in Leipzig, Greifswald und Bonn, Mengen-
lehre. 268, 289, 291

Heisenberg, Werner, * 1901, 11976, deut-
scher Physiker. 240

Heine, Heinrich Eduard, * 16. 3. 1821 Berlin,
1 21.10. 1881 Halle, Professor in Halle,
Arbeiten iiber Kugelfunktionen und zur
Potentialtheorie. 214, 264

msthemausche Phymk 199

Hadamard, Jacques Salomon, * 8. 12. 1865
Versailles, 1 17.10. 1963 Paris, Professor
in Paris, Analysis. 288

Hahn, Hans, * 27. 9. 1879 Wien, 1 24. 7. 1934
‘Wien, Professor in Bonn und Wien, Men-

lehre, Funkti heorie, reelle Funk-

tionen, Logik

Hahn, Philipp Matthdus, *25.7.1739
Scharnhausen, t2.5.1790 Echterdingen,
Pfarrer, entwickelte seit 1768 Rechen-
maschinen. 150

Halley, Edmond, * 1656 ?, T 1743, englischer
Astronom und Geophysiker. 136, 189, 201

Hamilton, William Rowan, * 4. 8. 1806 Dub-
lin, t 2. 9. 1866 Dunsink bei Dublin, Pri-
sident der Koniglich-Irischen Akademie
seit 1837, theoretische Optik, Mechanik,
Quaternionenkalkiill. 148, 220, 221, 236
bis 238, 240, 241, 243, 244

Hankel, Hermann, *14,2.1839 Halle,
1 29. 8. 1873 Schramberg, Professor der
Mathematik in Leipzig, Erlangen und
Tibingen, Arbeiten zur Analysis, Algebra
und Geschichte der Math ik. 216, 221,
222, 241, 243, 244, 309

Hargreaves, James, t 1778, englischer Weber,
konstruierte erste brauchbare Wagenspinn-
maschine. 193

Harig, Gerhard, * 1902, t 1966, deutscher
Wissenschaftshistoriker. 311

Harriot, Thomas, * um 1560 Oxford, t2. 7.
1621 London, titig in Amerika und Lon-
don, arbeitete iiber Gleichungen und mathe-
matische Physik. 308

Heller, Siegfried, *1.12.1876 Rohrbach,
1 9. 6.1970 Schleswig, Zahlentheorie, Ge-
schichte der Mathematik. 310

Helly, Eduard, *1.6.1884 Wien, 1 28.11.
1943 Chicago, titig in Wien und Chicago,
Mengenlehre

Helmholtz, Hermann von, * 1821, 11884,
deutscher Physiker. 237, 238, 313

Hensel, Kurt, *29.12.1861 Konigsberg
(heute Kaliningrad), t 1. 6. 1941 Marburg,
Professor in Marburg, Zahlentheorie. 283,
284

Hermite, Charles, *24.12.1822 Dieuze,
1 14. 1. 1901 Paris, Professor in Paris,
Arbeiten zur Algebra und Analysis, bewies
die Transzendenz von e. 240

Heron von Alexandria, lebte im 1. Jh., ange-
wandte Mathematik. 64, 73—76, 91, 103,
140

Herschel, John Frederick, * 1792, 1871,
englischer Astronom, Physiker und Che-
miker. 7182

Hertz, Heinrich Rudolf, * 1857, 1 1894, deut-
scher Physiker. 237

Hesse, Ludwig Otto, *22.4.1811 Konigs-
berg (heute Kalmmgrad), 1 4. 8. 1874 Miin-
chen, Professor in Konigsberg, Hnlle, }Iel-
delberg und Miinchen, Invari
analytische Geometrie, Determinanten. 148

Heyting, Arend, *9.5.1898 Amsterdam,
t 9. 6. 1980 Lugano, Professor in Enschede
und Amsterdam, intuitionistische Mathe-
matik. 270

Hilbert, David, *23.1.1862 Kénigsberg
(heute Kaliningrad), t14.2.1943 Gét-
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tingen, Professor in Kénigsberg und Géttin-
gen, fundamentale Arbeiten zur Zahlen-
theorie, iiber Integralgleichungen und
mathematische Physik, iiber die Grund-
lagen der Geometrie. 21, 222, 224, 225, 234,
235, 259262, 265, 266, 268—271, 281,
284, 285, 290, 291, 292, 313, 314

Hipparchos von Nicéda, * um 190 v.u.Z.,
tnach 127 v. u. Z., bedeutendster Astro-
nom der Antike, fiihrte die Trigonometrie in
die Astronomie ein. 107, 140

Hippasos von Metapontum, lebte um 450
v.u.Z., verbreitete die Kenntnis des
Irrationalen. 52

Hippokrates von Chios, lebte um 440 v. u. Z.,
Geometrie. 46, 47, 60

Hitchcock, Frank Lauren, * 6. 3. 1875 New
York, t29. 5. 1957 Los Angeles, Professor
in Cambridge (Mass.), angewandte Mathe-
matik. 298

Hofmann, Joseph, Ehrenfried, *7.3.1900
Miinchen, 1 7.5.1973 Ginzburg, Profes-
sor in Berlin, Freiburg, Tiibingen und
Karlsruhe, fiihrender Vertreter der Ge-
schichte der Mathematik. 309, 312

Hollerith, Hermann, *29.2.1860 Buffalo
(New York), t17.1.1929 Washington,
Ingenieur, entwickelte die ersten elektro-
mechanischen Rechenanlagen. 302

Hooke, Robert, * 1635, 11702, englischer
Physiker. 138

Hopf, Heinz, *19.11.1894 Gribschen,
13.6.1971 Zollikon (Schweiz), tdtig in
Géttingen, Princeton und seit 1931 in
Ziirich, algebraische Topologie

Horner, Willtam George, * 1786 Bristol,
1 22.9. 1837 Bath, wirkte in Grosvenor
Place, Bath, Algebra, gab 1819 sein Lo-
sungsverfahren fiir algebraische Gleichun-
gen an. 86, 311

1'Hospital, Giullaume-Frangois-Antoine de,
* 1661 Paris, t2.2.1704 Paris, Privat-
gelehrter, verfaBte die ersten Lehrbiicher
der Analysis. 181, 182, 183

Hudde, Johann, * 1628 Amsterdam, t 15. 4.
1704 Amsterdam, Biirgermeister von Am-
sterdam, Schriften zur Analysis. 177

Huntington, Edward Vermiliye, * 26. 4. 1874
Clinton (New York), t25.11.1952 Cam-
bridge (Mass.), seit 1919 Professor in Cam-
bridge (Mass.), Logik, Mechanik. 281

Hurwicz, Leonid, 20.Jh., amerikanischer
Mathematiker. 300

Hurwitz, Adolf, *26.3.1859 Hildesheim,
+18. 11. 1919 Zirich, Professor in Konigs-

berg (heute Kaliningrad) und Ziirich, Funk-
tionentheorie, Algebra. 266, 285
Hutten, Ulrich von, * 1488, 1 1523, deutscher
Publizist und Dichter. 110
Huygens, Christiaan, * 14. 4. 1629 Den Haag,
1 8. 7. 1695 Den Haag, lebte in den Nieder-
landen und Paris, arbeitete iiber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und  Analysis,
entdeckte den Saturnring und den Orion-
nebel, stellte die Wellentheorie des Lichts
auf. 135, 136, 152, 163, 200, 201
Hypathia, * um 370 Alexandria, 1 415 Ale-
xandria, letzte Vertreterin der alexandri-
ischen Math ik hule, Philosophin.

78

Hypsikles, lebte im 2. Jh. v. u. Z. in Alexan-
dria, Verfasser des Buches XIV der ,,Ele-
mente'‘ des Euklid. 66, 76

ibn al-Haitam, *965, tum 1040 XKairo,
wirkte in Kairo, optische Arbeiten, Paral-
lelentheorie. 96, 100

ibn Lait, lebte im 11. Jh., Beitrige iiber ku-
bische Gleichungen. 98

ibn Qurra, * 836 Harran, t 18. 2. 901 Bagh-
dad ?, titig in Bagll:dad, Arbeiten zum
Parallelenpostulat, U antiker
Autoren. 95, 97

Itard, Jean, *16. 6. 1902 bei Serriéres, t 8. 5.
1979 Paris, wirkte in Alencon, Marseille
und Paris, Geschichte der Math tik. 309

Tustinian, * 482, { 565, byzantinischer Kaiser.
78

Jacob, Simon, *in Coburg,
Frankfurt (Main), beriihmter
meister, 124

Jacobi, Carl Gustav Jakob, *10.12.1804
Potsdam, t 18.2.1851 Berlin, Professor
in Konigsberg (heute Kalini d), spater
in Berlin als Akademiemitglied tatig,
Arbeiten zu elliptischen Funktionen, Dif-
ferentialgleichungen, zur analytischen Me-
chanik. 148, 214, 229, 236, 238, 239

Jacquard, Joseph-Marie, * 1762,
franzosischer Ingenieur. 301, 302

Jevons, William Stanley, * 1. 9. 1835 Liver-
pool, t13.8.1882 Hastings, Professor in
Manchester und London, Logik, Okono-
mie, Philosophie. 279

Johannes von Sevilla, wirkte im 12. Jh. in
Toledo, Ubersetzer und Kompilator. 105

Jordan, Camille, *5.1.1838 Lyon, t20./
21. 1. 1922 Mailand, Ingenieur, Professor

t24. 6. 1564
Rechen-

11834,
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in Paris, Schriften zur Algebra, besonders
zur Gruppentheorie. 207

Jurin, James, * 1684, 1 1750, englischer Me-
diziner. 189

Juikevid, Adol’f-Andrej Pavlovié, * 1906,
Professor in Moskau, Geschichte der Ma-
thematik. 309, 311, 312

Kistner, Abraham Gotthelf, *27.9.1719
Leipzig, 1 20. 6. 1800 Gottingen, Professor
1n Leipzig und Géttmgen Arbeiten zur

ie und Geschichte der Math
nk. 17, 250

Kant, Immanuel, * 1724, 11804, deutscher
Philosoph. 21, 250, 251

Kantorovi%, Leonid Vital'evi&, *19. 1. 1912
St. Petersburg, t April 1986, Professor in
Leningrad, Arbelben zur Funkuon&lsnaly
sis, th Ok
lehre. 292, 297 —299

Karl der GroBe, * 742, 1 814, deutscher Konig
und rémischer Kaiser. 103

Kay, John, * 1704, 1 1764, britischer Erfin-
der. 193

Keldys, Mstislav Vsevolodovi&, * 10. 2. 1911
Riga, t24.6.1978 Znkovka bei Moskau,
Professor in Moskau, Arbeiten zur Funk-
tionentheorie, Potentialtheorie und iiber
Rechenanlagen. 275

Kellogg, Oliver Dimon, * 10.7.1878 Lin-
wood, T 26. 8. 1932 Hills of Maine Professor
in Cambridge (Mass.), Potentialtheorie,
Integralgleichungen. 291

Kelvin, Lord, eigentlich Thomson, William,
* 1824, 11907, schottischer Physiker. 237,
238

Kepler, Johannes, *27.12.1571 Weil der
Stadt, t15.11.1630 Regensburg, wirkte
in Prag, Linz und Sagan, fundamentale
Arbeiten zur Astronomie, Probleme der
Infinitesimalrechnung. 20, 91, 99, 124, 125,
135, 136, 152, 156 —159, 168, 170

Killing, Wilhelm, *10.5.1847 Burbach,
+11. 2. 1923 Miinster, Professor in Miin-
ster, Arbeiten zur Algebra und Geometrie

Kirchhoff, Gustav, * 1824, t 1887, deutscher
Physiker. 237

Klein, Felix, * 25. 4. 1849 Diisseldorf, 1 22. 6.
1926 Gottingen, Professor in Erlangen,
Miinchen, Leipzig und Géttingen, Arbeiten
zur Gruppenthoone, Geschichte der Ma-

isch und haf

in New York, Topologie, Elektrotechnik,
Elektrodynamik, Pidagogik, Geschichte
der Mathematik. 309

Kobel, Jakob, * 1470 Heidelberg, t 31. 1. 1533
Oppenheim, Rechenmeister, Graveur,
Bildschnitzer und Dichter, Elementar-
mathematik. 112, 121

Kolmogorov, Andrej Nikolaevit, * 25. 4. 1903
Tambov, t20. 10. 1987, Professor in Mos-
kau, fundamentale Arbeiten zur Analyum,
Wahrscheinlichkeitsrech T
270, 275, 291—295

Koopman, Bernard Osgood, *19.1.1800
Paris, Professor in Cambridge (Mass.)
und New York, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Operationsforschung. 294

Koopmans, Tjalling, * 28. 8. 1910 Graveland
(Niederlande), titig in Genf und seit 1940
in den USA, mathematische Okonomie.
297, 300

Kovalevskaja, Sofia Vassilevna, * 15. 1. (3. 1.
1850 Moskau, 1 10. 2. (29. 1.) 1891 Stock-
holm, Professor in Stockholm, Analysis,
Kinematik. 229

Kronecker, Leopold, *7.12.1823 Liegnitz,
1 29. 12. 1891 Berlin, Professor in Berlin,
Arbeiten zur Idealtheorie, Zahlentheorie,
iber elliptische Funktionen. 224, 244,
265, 266, 270

8 polog!

Kropp, Gerhard, *1910, tdtig in Berlin
(West), Geschichte der Wissenschaften
312

Krsna, kommentierte 1580 das Werk von
Bhéskara II. 89

Krull, Wolfgang, * 26. 8. 1899 Baden-Baden,
t12. 4. 1971, seit 1928 Professor in Er-
langen, Algebra. 281, 282, 284

Kuczynski, Jiirgen, * 1904, Professor in Ber-
lin, Wirtschaftsgeschichte. 314

Kiirschak, Josef Andreas, * 14. 3. 1864 Buda-
pest, t26.3.1033 Budapest Professor
in Bud t, Variatic 28.

Kummer, Emst Eduard, * 29. 1. 1810 Sorau,
+14. 5. 1893 Berlin, Professor in Breslau
(Wroclaw) und Berlin, Funktionentheorie,
Geometrie, Zahlentheorie. 243

Lacroix, Sylvestre Francois, *28.4.1765
Paris, t24.5.1843 Paris, Professor in
Rochefort, Besancon und Paris, Verfasser
sehr geschatzter Lehrbiicher, vorwiegend
zur Infi Irech

politisch sehr einfluBreich. 221, 237, 241
254, 255, 257259, 313
Kline, Morris, * 1. 5. 1908 New York, Prof.

Lagrange, Joseph Louis, * 25 1. 1736 Turin,
1 10. 4. 1813 Paris, Professor in Turin,
Berlin und Paris, grundlegende Arbeiten
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1 hanik Tnfing

zur Hi I Irech-
nung und analytischen Mechanik. 17,
181, 182, 184, 186, 189, 190, 196, 203 —205,
211, 214, 229, 236, 238, 239

Laguerre, Edmond Nicolas, * 9. 4. 1834 Bar-
le-Duc, t 14. 8. 1886 Bar-le-Duc, Professor
in Paris, hohere Theorie der Kurven

Lalouvére, Antoine de, * 24. 8. 1600 Rieux,
1 2. 9.1664 Toulouse, Jesuit, Lehrer der
Mathematik, Vorldufer der Infinitesimal-
rechnung, 152

Lambert, Johann Heinrich, * 26. 8. 1728 Mul-
house, t25.9. 1777 Berlin, Akademiemit-
glied in Berlin, bewies die Irrationalitdt
von =, Begriinder der Photometrie, Arbei-
ten zur Himmelsmechanik, Physik, Philo-
sophie. 198, 249, 250, 259, 278

Landen, John, * 23. 1. 1719 Peakirk, 1 15. 1.
1790 Milton, Verwaltungsbeamter, Schrif-
ten zur Analysis und Astronomie. 182

Laplace, Pierre-Simon, *28.3.1749 Beau-
mont-en-Auge, t 5. 3. 1827 Paris, seit 1767
Professor in Pans, grundlegende Arbeiten
zur Hi ik, Wahrscheinlich
kei h E h des Weltalls.
181, 189, 190 196, 201, 202 203, 204, 226,
227, 229, 239, 292, 293

Lasker, Emanuel, *24.12.1868 Berlin-
chen (heute Berlinek, Kreis Myslibérz,
VR Polen), t13.1.1941 New York,
1894—1921 Schachweltmeister, Arbeiten
zur Idealtheorie

Laurent, Pierre Alphonse, * 18. 7. 1813 Paris,
t2.9.1854 Paris, Offizier, seit 1846 in
Paris tétig, Funktionentheorie. 228

Lavoisier, Antoine Laurent, * 1743, t 1794,
franzésischer Chemiker. 195

Lebedev, Sergej Alekseevis, *2.11.1902
Gorki, t3.7.1974 Moskau, Professor in
Moskau, elektronische Rechenanlagen,
Energetik. *

Lebesgue, Henri Léon, * 28. 6. 1875 Beau-
vais, 126.7.1941 Paris, Professor in
Rennes, Poitiers und Paris, Begriinder der
modernen Theorie der reellen Funktionen.
214, 288, 289, 290, 295

Leblane, Nicolas, * 1742, 11806, franzosi-
scher Chemiker. 193

Legendre, Adrien-Marie, * 18. 9. 1752 Paris,
+9. 1. 1833 Paris, Professor in Paris, Arbei-
ten zur Zahlentheorie, Analysis, Parallelen-
theorie, Kosmogonie. 181, 186, 202, 248,
249, 254

Leibniz, Gottfried Wilhelm, * 1. 7. 1646 Leip-
zig, t14.11.1716 Hannover, wirkte in

Paris, London, Berlin und Hannover, Mit*
decker der Infi Irech Be-

gru.uder der neueren mathematischen Lo-
gik, grundl de whil hische Arbeiten.
19, 21 119,133, 139 150, 152, 160, 163, 167,
168, 172—174, 176, 178—183, 185, 186,
218, 225, 236, 239, 241, 243, 277, 278, 312

Lenin, Vladimir II'i&, * 1870, 1 1924, Begriin-
der der Sowjetunion. 5, 17, 19, 20, 272,
273, 313

Leonardo von Pisa siehe Fibonacci

Leonardo da Vinci, * 1452, t 1519, italieni-
scher Mealer und Techniker. 115, 119, 198

Leontief, Vasilij, * 1906, tatig in Cambridge
(Mass.), mathematische Okonomie. 296,
297, 300

Leopold I., * 1658, 1 1705, deutscher Kaiser.
138, 139

Leukippos, lebte um 450 v. u. Z., griechischer
Philosoph. 45

Leupold Jacob, * 25. 7. 1674 Planitz, 1 12. 1.
1727 Leipzig, Mechaniker, Okonom und
Bergkommissar, Schriften zum Maschinen-
wesen. 150

Lévy, Paul Pierre, *15.9.1886 Paris,
t 15. 12. 1971 Paris, Professor in St. Etien-
ne und Paris, Arbeiten zur Analysis, Funk-
tionalanalysis, = Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. 293

’l-Fath, lebte im 12.Jh. in Merv, Physiker
und Astronom, erarbeitete trigonometri-
sche Tafeln. 102

Lie, Marius Sophus, *17.12.1842 Nord-
fjordeide, 1 18.2.1899 Kristiania (Oslo),
Professor in Kristiania und Leipzig, Trans-
formationsgruppen. 257, 284, 285

Lindemann, Ferdinand von, *12.4. 1852
Hannover, 6. 3. 1939 Miinchen, titig in
Wiirzburg, Freiburg, Kénigsberg (heute
Kaliningrad) und Miinchen, bewies 1882
die Transzendenz von . 119

Linné, Carl von, * 1707, t 1778, schwedischer
Naturforscher. 136

Linnik, Jurij Vladimirovié, * 8. 1. 1915 Bela-
ja Zerkov, t 1972, Professor in Leningrad,
Arbeiten zur Zahlentheorie und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. 293

Liouville, Joseph, *24.3.1809 St.-Omer,
+8.9.1882 Paris, Professor in Paris,
Analysis, Geometrie, Zahlentheorie. 119

Lui Hui, lebte im 3. Jh., chinesischer Kom-
mentator. 83, 85

Lui Zhuo, * 544, 610, Kommentator, be-
arbeitete Interpolationsprobleme. 83

Li Ye, *1192 Ta-hsing (heute Peking),
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1 1279 Provinz Hopeh, chinesischer Lehrer
und Beamter, Untersuchungen zur Geo-
metrie und iber algebraische Gleichungen.
83,86

, Aleksandr Michailovi¥, * 6. 6. 1857
Jaroalavl t3.11. 1918 Odessa, Professor
m Cho,rkov und St Pet.ersburg, Differen-

ialtheorie, Wahr-
schemhchkeltsrechnung. 293
Lobatevskij, Nikolai Ivanovi, * 2.12.1792
Nishni-Novgorod (heute Gorki), t24.2.
1856 Kasan, Professor in Kasan, einer der
Begriinder der nichteuklidischen Geome-
trie. 215, 247, 251—254, 259, 313
Lomnicki, Anton Marjan, * 17. 1. 1881 Lem-
berg (Lwow), t Juli 1941 Lwow, Professor
m Lwow, Arbeiten zur Wahrschemhch-

deen und Edinburgh, Analysis, Algebra,
Astronomie. 182, 189, 210

Meahavira, lebte im 9. Jh. in Maisor, geome-
trische und arithmetische Untersuchung
89

Mahnke, Dietrich, * 1884, 1 1939, Geschichte
der Mathematik. 312

Maimonides, Salomon, * 1753, 1 1800, litaui-
scher Philosoph und Logiker. 278

Malus, Etienne, Louis, * 1775, 11812, fran-
z6sischer Physiker. 196

Markov, Andrej Andreevié, * 14. 6. 1856 bei
Rjasan, t20.7.1922 Petrograd (heute
Lemngrad), Professor m St. Petersburg,
Wah

Zohlenth

rie, Analysis. 293
Marx Karl, * 1818, 11883, Begriinder des

g, Kartographie,

294

Lorentz, Hendrik Antoon, * 1853, 11928,
niederlindischer Physiker. 238, 239

Loria, Gino, *19. 5. 1862 Mantua, f 30. 1.
1954 Genua, titig in Genua, Untersuchun-
gen zur G ie und Geschichte der
Mathematik. 309

Lovelace, Augusta Ada, Grafin von, * 1815,
t 1852. 301, 302

Ludwig XIV., * 1638, t 1715, franzosischer
Konig. 132

Lukrez, Lucretius Carus, *um 96 v.u. Z.,

%55 v.u.Z, roémischer Philosoph und
Dichter. 200
Lullus, Raymundus, *um 1232 Palma

(Mnllorce,), 11316 Palma, Theologe und
gische Unt h 243,

278
Luther, Martin, * 1483, 11546, deutscher
Philosoph und Theologe. 110

Luzin, Nikolej Nikolaevis, *9.12.1883
Tomsk, t28.2. 1950 Moskau, Professor
in Moslk F theorie, Mengen-

lehre, Differential- und Integralgleichungen.
275, 291, 293

Macaulay, Louis Floyd, * 21. 8. 1924 Trave-
lers Rest (S.C.), seit 1963 Professor in
New Brunswick (New Jersey), Topologie,
abstrakte Raume. 285

Machiavelli, Niccolo, * 1469, t 1527, italie-
nischer Politiker und Philosoph. 110

MacLane, Saunders, *4.8.1909 Norwich
(Conn.), Professor in Chicago, Topologie,
Logik. 283

Maclaurin, Colin, * Febr. 1698 Kilmodan,
+ 14. 1. 1746 Edinburgh, Professor in Aber-

haftlichen Soziali 16, 17,

135 188, 193, 194, 210, 211, 232, 314

Mauchly, John William, * 30.8.1907 Cin-
cinnati, titig an der Univ. Philadelphia,
dann bei staatl. Behorden u. in der Indu-
strie, Rechenanlagen, Geophysik, Stati-
stik. 303

Maudslay, Henry, * 1771, t 1831, britischer
Techniker. 193

Maupertuis, Pierre Louis Moreau de, * 28. 9.
1698 St. Malo, t27.7. 1759 Basel, Akade-
miemitglied in Paris und Berlin, Geodasie,
Analysis. 185, 236

Maxwell, James Clerk, * 1831, } 1879, eng-
lischer Physiker. 231, 233, 237, 238, 240

May, Kenneth Ownsworth, * 1915, 11977,
wirkte in Toronto, Geschichte der Mathe-
matik. 309

Melanchthon, Philipp, * 1497, 1 1560, deut-
scher Theologe und Philosoph. 110

Menaichmos, lebte um 350 v. u. Z., behandelte
das Delische Problem mit Kegelschnitten.
55,71

Menelaos von Aléxandria, lebte um 100,
Sphirik, Astronomie. 72, 100

Méray, Charles, * 12. 11. 1835 Chalon,
+2.2.1911 Dijon, Professor in Dijon,
gab eine Theorie der reellen Zahlen. 222

Méré, Antoine Gombauld Chevalier de (Bros-
sin, George), * 1610, 1 1685. 200

Mercator, Nicolaus, *um 1619 Holstein,
1 14. 1. (?) 1687 Paris, lebte in Kopenhagen,
London und Paris, Reihenlehre, Astrono-
mie. 152, 177

Mertens, Franz, * 20. 3. 1840 Schroda (Polen),
1 5.3.1927 Wien, Professor in Wien, Al-
gebra, Zahlentheorie

Meschkowski, Herbert, * 13. 2. 1909 Berlin
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ferentialgleich Geo-

Professor in Berlin (West), G ie,
Geschichte der Mathematik

Michelangelo, Buonarroti, * 1475, 11564,
italienischer Bildhauer, Maler, Baumeister,
Dichter. 110

Michelson, Albert Abrahem, * 1852, t 1931,
nordamerikanischer Physiker. 239

Mikulinskij, Semjon Romanovié, * 1919, so-

etischer Wi haftshistoriker. 78

wj 2

Minkowski, Hermann, * 22. 6. 1864 Alexotas,
1 12. 1. 1909 Géttingen, Professor in Ko-
nigsberg (heute Kaliningrad), Zirich und
Gottingen, mathematische Physik, Zah-
lentheorie. 297, 298

Mises, Richard von, *19.4.1883 Lwow,
1 14.7.1953 Boston, Professor in Stras-
bourg, Dresden, Berlin, Istanbul, Cam-
bridge (Mass.), angewandte Mathematik,
Wahrscheinlichkeitstheorie,  Philosophie.
275, 294

Mittag-Leffler, Géosta, * 16.3.1846 Stock-
holm, *t7.7.1927 Djursholm, Professor
in Helsingfors und Stockholm, Analysis.
229, 266

Mébius, August Ferdinand, *17.11.1790
Schulpforta, t26.9.1868 Leipzig, Pro-
fessor in Leipzig, grundlegende Arbeiten
zur analytischen Geometrie. 148, 256 —258

Moivre Abraham de, *26.5.1667 Vitry,
127.11.1754 London, Privatlehrer in
London, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 118,
201, 202, 226

Molin (Molien), Fedor Eduardovi&, * 10.9.
1861 Riga, t25.12.1941 Tomsk, titig

analytische
metrie. 216, 241, 279

Morland, Samuel, *1625 Sulhamstead,
+30.12. 1695 Hammersmith, als Politi-
ker titig, erfand das Sprachrohr und eine
Rechenmaschine. 150

Morus, Thomas, * 1477/78, 1 1535, englischer
Humanist und Staatsmann. 110

Miintzer, Thomas, * 1490, t 1525, deutscher
Theologe und Revolutionir. 110

Muhammad ibn’ Abdallah, * um 570, 631,
Prophet. 94

Nan Gong-yue, lebte im 8.Jh., Astronom,
leitete 725 die erste Gradmessung in
China. 83

Narayana, lebte im 14.Jh., algebraische
Arbeiten. 93

Napier (Neper), John, * 1550 Merchiston
Castle b. Edinburgh, t4.4.1617 Merchi-
ston Castle, entdeckte um 1594 die Log-
arithmen. 118, 125, 148, 149, 150

Navier, Claude Louis Marie Henry, * 10. 2.
1785 Dijon, t21. 8. 1836 Paris, wirkte in
Paris, Analysis, Mechanik. 237

Neil, Paul, * 1613, 1 1686, englischer Adliger,
Mitglied der Royal Society

Netto, Eugen, *30.6.1846 Halle, t13.5.
1919 GieBen, Professor in Strasbourg, Ber-
lin und GieBen, Algebra, Kombinatorik.
244

Neugebauer, Otto, * 26.5. 1899 Innsbruck,
Professor in Kopenhagen und seit 1939
in Providence (Rhode Island), antike

in Dorpat und Tomsk, Algebra. 241 Mathematik und Astr 275, 309
Molod&i, Vladimir Nikolaevi&, * 1908, Ge- Neumann, Carl, *7.5.1832 Kénigsberg
hichte und Philosophie der Math ik (heute Kalini d), t27. 3. 1925 Leipzig,

Monge, Gaspard, * 9. 5. 1746 Beaune, 1 28. 7.
1818 Paris, arbeitete in Mézi¢res und Paris,
Schépfer der modernen darstellenden Geo-
metrie, Arbeiten zur Statik, zur Theorie
hoherer Kurven und Flachen. 181, 191,
196, 198, 199, 248, 256, 298

Montgomery, Deane, *2.9.1909 Weaver
(Minn.), Professor in New Haven und Prin-
ceton, Topologie. 285

Montucla, Jean, Etienne, * 1725, t 1799, Ge-
schichte der Mathematik. 15, 17

Moore, Eliakim Hastings, * 26. 1. 1862 Ma-
rietta (Ohio), t30. 12. 1932 Chicago, Pro-
fessor in Chicago, Geometrie, Algebra,
Zahlentheorie, Integralgleichungen. 281

Morgan, Augustus de, * 27. 6. 1806 Madura
(Indien), t18.3.1871 London, Professor
in Cambridge und London, Algebra, Dif-

Professor in Halle, Basel, Tiibingen und
Leipzig, mathematische Physik, Mechanik,
Kugelfunktionen. 290

Neumann, John von, * 28. 12. 1803 Budapest,
18.2.1957 Washington, wirkte in Ber-
lin, Hamburg und Princeton, Mengen-
lehre, Q hanik, Rech \!
Spieltheorie. 267, 268, 275, 282, 285, 291,
296, 300, 303—305

Newcomen, Thomas, * 1663, 11729 eng-
lischer Ingenieur. 136

Newman, Maxwell Herman Alexander, * 7. 2.
1897 London, Professor in Manchester,
Canberra, Madison, Houston, Algebra,
Logik, Topologie, Rechenanlagen. 303

Newton, Isaac, *4.1.1643 (25.12.1642)
Woolsthorpe, t20.3.1727 (31.3.1727)
Kensington, wirkte in Cambridge, Begriin-
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der der klassischen Physik und Himmels-
hanik, Mitentdecker der Infinitesimal-

rechnung. 19, 21, 133, 137, 148, 151, 152,
160, 163, 168—172, 174, 177—179, 181,
182, 185—187, 189, 190, 201, 218, 225,
226, 234, 236, 272

Nieuwentijt, Bernard, *10.8.1654 West-
graftdijk, t30.5.1718 Pumerend, Medi-
ziner, Biirgermeister von Purmerend, Ana-
lysis. 189

Nicolaus von Cues, * um 1401 Kues bei Trier,
t11.8.1464 Todi (Italien), Geistlicher,
seit 1448 Kardinal, Kreisquadratur, Kalen-
derreform. 110, 117

Nikomedes, lebte um 250 v. u. Z. ?, Entdecker
der Konchoide. 76

Nilakaptha Somasutvan, * 1444 Tr-k-Kan-
t:y'ur (Kerala Ind.len) 1nach 1501 lebte

Ostwald, Wilhelm, * 1853, t 1932, deutscher
Physiko-Chemiker und Wissenschaftstheo-
retiker. 232

Oughtred, William, * 5. 3. 1575 Eton, t 30. 6.
1660 Albury, Pfarrer in A]bm'y, Algebra,
Tri ie, Instr 149

Pacioli, Luca, * um 1445 San Sepolcro, 1 1517
San Sepolcro, Franziskaner, titig in Peru-
gia, Rom, Neapel, Bologna, Venedig,
schrieb Gesamtdarstellungen der Mathe-
matik seiner Zeit. 119, 124, 126, 127, 200

Papin, Denis, * 1647, t 17122, franzosischer
Techniker. 136

Pa.ppos von Alexandna, lebte um 320 be-

Arn'e
Werke. 77, 78 145, 146, 313
Pareto, Vilfredo, * 1848, 1 1923, italienischer

in twicklungen.
89, 92
Noether, Emmy, *23.3.1882 Erlangen,

1 14. 4. 1935 Bryn Mawr (Penn ), Professor
in Gottingen und seit 1933 in Bryn Mavwr,

Ol 296

Pascal, Blaige, * 19. 6. 1623 Clermont-Fer-
rand, 1 19. 8. 1662 Saint-Etienne du Mont,
Privatgelehrter, phllosophlsche und mathe-
matische Schnften, emer der Begriinder der

grundlegende Arbeiten zur Inv:
theorie und zur modernen Algebra. 241.
275, 281, 282, 284, 285

Novy, Lubo¥, * 1929, tachechischer Mathe-
matikhistoriker

Nunez (Nonius), Pedro, * 1502 Alcdcer do
Sol, t11.8.1578 Coimbra, Professor in
Coimbra, stellte erste Theorie der Loxo-
dromen auf

Oinopides von Chios, lebte um 475 v. u. Z.,
elementare geometrische und astronomi-
sche Arbeiten. 46

Olivier, franzdsischer Mechaniker, Gehilfe
von Leibniz. 150

Olivier, Theodore, * 21. 1. 1793 Lyon, 1 5. 8.
1853 Lyon, Offizier, spiter Professor in
Paris, darstellende Geometrie. 213

Oresme, Nicolaus, * um 1320 Allemagne bei
Caen, t 1382 Lisieux, Geistlicher, seit 1377

Wahrsch g. 86, 97, 126,
136, 139, 150, 165, 167, 168, 200, 255. 313

Pasch, Moritz, *8.11.1843 Breslau (heute
Wroclaw), *20.9.1930 Bad Homburg,
Professor in GieBen, Arbeiten zu den
Grundl der Math ik. 67, 259, 260,
313

Patridge, Seth, gab 1657 dem Rechenstab
die heutige Form. 149

Peacock, George, * 9. 4. 1791 Denton, 1 8. 11.
1858 Ely, Professor in Cambridge, arith-
metische und algebraische Arbeiten. 182,
241

Peano. Giuseppe, * 27. 8. 1858 Spinetta bei
Cundo, t20.4.1932 Turin, Professor in
Turin, formale Logik. 216, 224, 241, 269,
279

Pearson, Karl, * 27. 3. 1857 London, t 27. 4.
1936 Coldharbour, Professor in London,
. il Statistik. E ik. 29.

h

Bischof von Lisieux,
Reihenleh .

Pot.
Potenzr

he Physik*.

107, 140, 141, 154, 179

Ostrogadskij, Michail Vasilevis, * 24. 9. 1801
bei Poltava, t1.1.1862 Poltava, Profes-
sor in Petersburg, Analysis, Variations-
und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mecha-
nik, 227, 237, 238

Ostrowski, Alexander Markowitsch, * 25.9.
1893 Kiev, t20.11.1986 bei Lugano,
1927—1958 Professor in Basel, Algebra,
Analysis. 284

Peirce, Benj * 4. 4.1809 Salem, t 6. 10.
1880 Cambridge (Mass.), Professor in
Cambridge (Mass.), Arbeiten zur Astrono-
mie, iiber Algebren und zur Geodisie. 221,
240, 241, 243

Peirce, Charles Sanders, * 10.9. 1839 Cam-
bridge (Mass.), t19. 4. 1914 Milford, tétig
in Baltimore, Cambridge (Mass.) und Bo-
ston, Begriinder des amenka.mschen Prag-

he Physik.

Logik,
216, 221, 240, 243, 279
Peletier, Jacques, *25.7.1617 Le Mans,
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t Juli 1582 Paris, Mediziner, verdffent-
lichte Schriften iiber Arbeiten von Euklid
und Nunez. 121

Perikles, *491 v.u.Z., 1429 v.u. Z., grie-
chischer Staatsmann. 53

Peter I., * 1672, 1 1725, russischer Zar. 132,
183

Petit, Alexis, * 1791, t 1820, franzdsischer
Physiker. 196

Petrarca, Francesco, * 1304, 11374,
nischer Dichter. 110

Peuerbach, Georg von, * 30. 5. 1423 Peuer-
bmh t8.4.1461 Wien, lehrte in Wien,

he und ast ische Schriften.

italie-

116

Pfatf, Johann Heinrich, * 22. 12. 1765 Stutt-
gart, t21.4.1825 Halle, Professor in
Helmstedt und Halle, Infinitesimalrech-

in Metz und Paris, Begriinder der neueren
projektiven Geometrie. 196, 238, 248, 256
Pontrjagin, Lev Semenovig, * 3. 9. 1908 Mos-
kuu, seit 1935 Professor in Moskau, grund-

de TUnt h zur T
heorie, Diffe ~.|-L

Grupp
275, 285
Praxiteles, lebte um 380 v. u. Z., griechischer
Bildhauer. 54
Proclos Diadochos, *410 Byzanz, t485
Athen, Leiter der Akademie in Athen, Ver-
fasser des ,,Geometerkatalogs*. 78, 263
Ptolemaios, Klaudios, * nach 83 Ptolemaios,
fnach 161 Astronomie, Geogmphle, ma-
he Physik, Tri ie. 35,
64, 72, 73, 76, 100, 101, 102 107, 110, 140
Puiseux, Victor Alexandre, * 16.4. 1820
A il, 1 9. 9. 1883 Frontenay, Profes-

nung, Kombinatorik

Philipp von Mazedonien, * 382 v. u. Z., Kénig
von Mazedonien. 54

Philolaos von Tarent, lebte um 430 v. u. Z.,
Zahlenmystik. 49

Planck, Max, * 1858, t 1947, deutscher Phy-
siker. 237

Platon, *427 v.u.Z., t348. v.u.Z., grie-
chischer Philosoph. 21, 45, 48, 52, 54, 55,
§7—569, 64, 66—68, 7173, 75, 7778

Plicker, Julius, *16.7.1801 Elberfeld.
122.5.1868 Bonn, Professor in Halle
und Bonn, grundlegende Arbeiten zur
algebraischen Geometrie, erfolgreicher Ex-

i Iphysiker (G ladungen). 148,

Pﬂ
256, 257
Plutarch, * um 46, t nach 119, griechischer
Historiker, Schriftsteller und Philosoph. §5
Poincaré, Jules Henri, * 29. 4. 1854 Nancy,
117.7.1912 Paris, Professor in Paris,
bahnbrechende Arbeiten zur Funktionen-
theorie, Topologie, Himmelsmechanik, ma-
thematischen Physik, Philosophie der Ma-
thematik. 238, 241, 254, 266, 282, 290, 293
Poinsot Louis, * 3. 1. 1777 Paris, 1 5. 12. 18569
Paris, Professor in Paris, Mechanik, Zah-
lentheorie. 196
Poisson, Siméon-Denis, * 21.6. 1781 Pithi-
viers, t25.4.1840 Paris, Professor in
Paris, Mechanik, Infinitesimalrech
mathematische Physik, Wahrscheinlich-
keitsrechnung. 196, 202, 203, 227, 292

sor in Rennes, Besangon und Paris, mathe-
he Physik, Funkti heorie, Astro-
nomie. 228
Pythagoras, * um 560 v.u.Z. Samos, 1 um
480 v.u.Z. Metapontum, Zahlenmystik
21, 32, 36, 46, 48—52, 57, 58, 66, 77, 81, 91,
106, 261, 310

Quesnay, Frangois, * 1694, ¥ 1774, franzdsi-
scher Okonom und Mediziner. 296, 314

Quételet, Lambert-Adolphe-J *22.2.
1796 Gent, 1 17. 2. 1874 Brussel Professor
in Gent und Briissel, astronomische, stati-
stische und physikalische Schriften. 202

Quin Jiu-shao, lebte im 13. Jh., chinesischer
Verwaltungsbeamter und Militir, Ver-
fasser der ,,Neun Bicher iber Mathema-
tik** (1247). 83, 86

Qusta ibn Luqo,, lebte um 880 in Baghdsd
und Ar Astr
Medizin, U’bersetzungen. 96

Rabelais, Frangois, * um 1494, { um 1553,
franzosischer Arzt und Schriftsteller. 110

Radon, Johann, *16.12.1887 Tetschen,
(heute Degin), T 25. 5. 1956 Wien, Professor
in Breslau (heute Wroclaw) und Wien,
Variati h Funktionalanalysis.
290

Rankine, William John Macquorn, * 1820,
t 1872, schottischer Ingenieur. 237

Recorde, Robert, * ?, 1' 1568 London, Medi-

Poleni, Giovanni, *23.8.1683 Venedig, ziner, h i ith ische Schrif-
1 !5 11. 1761 Padua, Protessor in Padua, ten. 121, 126
ickelte eine R 150 Redtenbacher, Jacob Ferdinand, * 1809,
Poncelet, Jean-Victor, *1.7.1788 Metz, 1'1863 deutscher Ingenieur. 238
t22.12.1867 Paris, Offizier, Prof Reg t (Miller, Joh ), *6.6.
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1436 Konigsberg (Franken), 1 8.7.1476
Rom, wirkte in Wien, Buda, Niirnberg und
Rom, begriindete die neuere Trigonometrie,
bedeutende astronomische Tafeln. 102,
116—-118

Reichardt, Hans, *2.4.1908 Altenburg,
Professor in Leipzig und Berlin, Zahlen-
theorie, Algebra. 313

Reinhold, Erasmus, * 22.10. 1511 Saalfeld,
+ 19. 2. 1553 Saalfeld, Professor in Witten-
berg, erarbeitete Planetentafeln

Reuleaux, Franz, * 1829, t 1905, deutscher
Ingenieur. 238

Rhaeticus, Georg Joachim, * 15. 2. 1514 Feld-
kirch, t14.12.1574 Kaschau (Kogice,
CSSR), Professor in Wittenberg, berechnete
trigonometrische Tafeln. 118

Rhind, A. Henry, lebte im 19. Jh., englischer
Archiologe. 29

Riccati, Vincenzo, * 11. 1. 1707 Castelfranco,
1 17. 1. 1775 Treviso, Professor in Bologna,
Differentialgleichungen, Physik. 181, 186

Riemann, Bernhard, * 17. 9. 1826 Breselenz,

Russell. Bertrand, * 18.5.1872 Trelleck,
t2.2.1970 Plas Penrhyn, vorwiegend in
Cambridge titig, formale Logik, Philoso-
phie. 266, 269, 279

Saccheri, Girolamo, * 5. 9. 1667 San Remo,
1 25. 10. 1733 Mailand, Jesuit, Professor
in Mailand, Turin und Pavia, nichteukli-
dische Geometrie. 249, 250

Salmon, George, * 25.9. 1819 Cork, t22.1.
1904 Dublin, Professor in Dublin, analy-
tische Geometrie. 148, 243

Sarton, George Alfred Léon, * 1884, 11956,

hichte der Naturwi haften. 309

Savery, Thomas, * um 1650, {1715, Berg-
mann, englischer Erfinder. 136

Schauder, Juliusz Pawel, * 21. 9. 1899 Lwow,
t Sept. 1943 (durch die Gestapo ermordet),
Professor in Lwow, Funktionalanalysis.
291

Scheffers, Georg Wilhelm, * 21. 11. 1866 Al-
tendorf, t12.8.1945 Berlin, Professor in
Berlin, darstellende Geometrie, Beriih-

t20.7.1866 Selasca, titig in Gotting
epochale Arbeiten zu den Grundl der

ru
Qohioler

d, Wilhelm, *22.4.1592 Herren-

Geometrie, zur analytischen Zahlentheorie
und zur Analysis. 214, 226—230, 253,
254, 312, 313

Ries, Adam, * 1492 Staffelstein, 1 30. 3. 1559
Annaberg, Rechenmeister in Erfurt und
Annaberg, bedeutender Cossist. 120, 121

Riesz, Frigyes (Frédéric), * 22. 1. 1880 Gyor,
t28. 2. 1956 Budapest, Professor in Ko-
loszvar, Szeged und Budapest, Funktional-
analysis. 288 —290

berg, t23. 10. 1635 Tiibingen, erst Geist-
licher, dann Professor (Hebriisch, Mathe-
matik) m Tubmgen, bauoe 1623 die erste
Ver

g

Vi

technik. 149
Schmidt, Erhard, *14.1.1876 Dorpat,

1 6. 12. 1959 Berlin, Professor in Berlin,

Integralgleichungen, isoperimetrische Pro-

bleme, Zahlentheorie, Topologie. 290
Schmidt, Friedrich Karl, * 22. 9. 1901 Diissel-

Roberval, Gilles Persone de, * 10.8.1602 dorf, t25.1.1977 Heidelberg, Professor
bei Genlis, t27.10. 1675 Paris, seit 1627 in Jena, Miinster und Heidelberg, Algebra.
Professor der Philosophie, spa.ter der 284
Mathematik in Paris, Infini Irech- Schmidt, Otto Jul'evi&, * 30.9. 1891 Mogi-

nung, Kinematik. 152, 162
Robins, Benjamin, * 1707 Bath, 1 29. 7. 1751
L

lev, t7.9. 1956 Moskau, Professor in Mos-
keu, Gruppentheorie, beriihmter Polar-

Fort St. David, B der
Kc ie, Infinitesimalrech 189

Rodnn, N.J., 20. Jh., sowjetischer Wissen-
schsftstheoreuker 18

Romer, Olaf, * 1664, t 1710, dénischer Phy-
siker. 136

Routh Edw&rd John, * 1831, 1 1907, kana-

i uuuPhyslker 237

Rudolfi Chrlstoif * 15007 Jauer, t1545?
Wien, war wahrscheinlich in Wien titig,
Arbeiten zur Co8. 126

Ruffini, Paolo, *22.9.1765 Valentano,
1 10. 5. 1822 Modena, Mediziner, Professor
in Modena, Gruppentheorie. 205, 311

forscher. 245, 275
Schnorr, Claus-Peter, * 4. 8. 1843, deutscher
Math Y heinliohkei Y

Wah

nung, Statistik. 294

Schooten, Frans van, * um 1615 Leiden,
1 29. 5. 1660 Leiden, Professor in Leiden,
gab Werke von Descartes heraus, alge-
braische Arbeiten. 147

Schouten, Jan Arnoldus, * 28. 8. 1883 Nieu-
wer Amstel, T 20. 1. 1971 Zwolle, seit 1914
Professor in Delft, Tensorrechnung, Feld-
theorie, Gruppentheorie. 313

Schreiber, Peter, * 1938, titig in Greifswald,
Grundlagen der Mathematik
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Schreier, Otto, * 3. 3. 1901 Wien, 1 2. 6. 1929,
wirkte in Hamburg, Algebra. 281, 284

Schreyer, Helmut, deutscher Nachrichten-
ingenieur. 302

Schréder, Ernst, *25.11.1841 Mannheim,
1 16. 6. 1902 Karlsruhe, Professor in Karls-
ruhe, mathematische Logik. 216, 244, 279

Schumacher, Heinrich Christian, * 1780,
t 1850, deutscher Astronom und Geodit.
251, 253

Schur, Friedrich Heinrich, * 27. 1. 1856 Ma-
ciejwo, t18.3.1923 Wroclaw, Professor
in Wroctaw, Geometrie. 313

Schur, Issai, * 10. 1. 1875 Mohilev (Dnjepr),
110. 1. 1941 Tel Aviv, Professor in Bonn
und Berlin (1919—1933), Algebra

Schwarz, Hermann Amandus, *25. 1. 1843
Hermsdorf, t30.11.1921 Berlin, Profes-
sor in Berlin, Funktionentheorie, Differen-
tialg ie, Variati h 2

Schwartz, Laurent, *5.3. 1915 Paris, Pro-
fessor in Paris, Distributionen, mathema-
tische Physik, reelle Funktionen. 291

Schweikart, Ferdinand Karl, *28.2.1780
Erbach, 117.8.1859 Konigsberg (heute
Kaliningrad), Jurist, Professor in GieBen,
Charkov, Marburg und Kénigsberg, Paral-
lelenproblem. 250, 251

Séguier, Jean Armand Mariede, * 10. 11. 1862
Paris, t19.4.1935, Privatgelehrter in
Paris, Gruppentheorie. 245

Seki, Shinsuke Kowa (= Takakazu), * 1642?
Fujioka?, 1 24. 10. 1708 Edo (Tokio), Tem-
pelmathematiker, Determinanten, Potenz-
reihen. 86

Serre, Jean-Pierre, * 15. 9. 1926 Bages, Pro-
fessor in Paris, Algebra. 285

Shakespeare, William, * 1564, t 1616, eng-
lischer Dramatiker. 110

Shannon, Claude Elwood, * 30. 4. 1916 Gay-
lord, Mich., Professor in Cambridge (Mass.),
Informationstheorie, Kybernetik, ange-
wandte Mathematik. 302

Shockley, William Bradford, * 1910, engli-
scher Physiker. 304

Siemens, Werner von, * 1816, 1 1892, deut-
scher Elektrotechniker. 193

Sierpiniski, Waclaw, * 14. 3. 1882 Warschau,
1 21. 10. 1969 Warschau, Professor in War-
schau, Mengenlehre, Funktionentheorie,
Zahlentheorie. 267

Simpson, Thomas, * 20. 8. 1710 Market-Bos-
worth, +14.5.1761 Market-Bosworth,
Professor in Woolwich, Analysis, Astrono-
mie. 201

Skolem, Albert Thoralf, * 23. 5. 1887 Sands-
vaer, 123.3.1963 Oslo, Professor in
Bergen und Oslo, Logik, Algebra, Zahlen-
theorie. 267

Sluckij, Evgenij Evgen’evié, *19.4.1880
Novoje, Jaroslaver Gebiet, t 10.3.1948
Moskau, Professor in Kiev und Moskau,
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 293

Snellius (Snel), Willebrord van Royen, * 1580
Leiden, t30.10.1626 Leiden, Professor
in Leiden, Inhaltsberechnungen, Naviga-

ionstheorie, Grad kte das
Brechungsgesetz. 136

Sobolev, Sergej L’vovi&, *6. 10. 1908 St. Pe-
tersburg, Professor in Moskau, Funktional-
analysis. 291

Sokrates, *470 v.u. Z., 1399 v.u.Z., grie-
chischer Philosoph. 54

Sophokles, * um 496 v.u. Z., 1406 v. u. Z.,
griechischer Dramatiker. 54

Spartacus, lebte im 1. Jh. v. u. Z., rémischer
Sklave, Fiihrer des bedeutendsten Sklaven-
aufstandes. 77

Sridhara, lebte im 9.—10. Jh. in Indien, gab
klare Darstellungen der zeitgendssisch
Mathematik. 89

Staudt, Christian von, * 24. 1. 1798 Rothen-
burg, t1.6.1867 Erlangen, arbeitete in
Nirnberg, Wiirzburg und Erlangen, Voll-
ender der synthetischen Geometrie. 256

Steiner, Jakob, *18.3.1796 Utzenstorf
(Schweiz), t1.4.1863 Bern, Professor
in Berlin, synthetische Geometrie. 256

Steinhaus, Hugo Dyonizy, * 14. 1887 Jaslo,
1 25. 2. 1972 Wroclaw, Professor in Lwow,
Funktionalanalysis. 291

Steinitz, Ernst, *13.6.1871 Laurahiitte,
129.9.1928 Kiel, Professor in Breslau
(heute Wroctaw), Berlin und Kiel, Arbei-
ten zur Algebra (Korperbegriff). 224, 281,
282, 283, 284

Stevin, Simon, * 1548 Briigge, 1 um 1620 Den
Haag, Quartiermeister der hollindischen
Armee, fiihrte in Europa die Dezimalbriiche
ein, entdeckte das hydrostatische Parado-
xon. 84, 123, 153, 218

Stibitz, George Robert, * 30.4.1804 York,
Pa., Professor in Hanover (Indiana),
titig auch in der Industrie, Computer,
Physiologie, Medizin und Mathematik. 303

Stifel, Michael, * um 1487 Esslingen, 1 1567
Jena, erst als Pfarrer tatig, seit 1569 an der
Universitit Jena, gab ausgezeichnete Dar-

tellungen der Mathematik seiner Zeit.
124, 126, 217
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Stigler, George Joseph, * 17. 1. 1911 Renton
(Washington), Professor in Providence und
New York, mathematische Okonomie.

Stokes, George Gabriel, * 13. 8. 1819 Skreen
(Irland), 1 1. 2. 1803 Cambridge, Professor
in Cambridge, mathematische Physik. 213,
238, 300

Stone, Marshall Harvey, *8.4.19803 New
York, Professor in Cambridge (Mass.) und
Chicago, Mengenlehre, Funktionalanalysis.
291

Struik, Dirk Jan, * 1894, Professor in Cam-
bridge (Mass.), Geschichte der Math tik

Teichmiiller, Oswald, *18.6.1913 Nord-
hausen, seit Herbst 1943 vermiBt, Dozent
in Berlin, Algebra und Zahlentheorie. 284

Tertullian, Septimus Lorens, *um 160,
+ nach 220, friihchristlicher Schriftsteller.
102

Thales von \hlet *um 624 v.u.Z, fum
546 v.u. Z., griechischer Naturphilosoph,
Elementarmathematik. 36, 44, 45

Theaitetos von Athen, *um 417 v.u.Z,
1 368 v. u. Z., wirkte in Athen, Irrational-
zahlen, regelmiBige Korper. §7—59, 66

Thénard, Louis-Jacques de, * 1777, t 1857,

Differential ie, Quant: hanik.

franzosischer Chemiker. 196

309
Study, Eduard, *23. 3. 1862 Coburg, t 6. 1.
1930 Bonn, Professor in Marburg, Greifs-
wald und Bonn, Geometrie, Gruppentheo-
rie, Philosophie der Mathematik. 241
Sun-zi, lebte im 3. oder 4. Jh., K

Theodoros von Kyrene, * um 465 v.u. Z.,
t nach 399 v. u. Z., Irrationalzahlen. 57
bis 59

Theon, lebte um 370 in Alexandria, Trigono-
metrie, Astronomie. 78

Th Joseph John, * 1856, t 1940, eng-

83
Suter, Heinrich, * 1848, t 1922, Lehrer in
Ziirich und Aarau, Geschichte der Mathe-
matik. 309
Swift, Jonathan,
Satiriker. 188
Sylvester, James Joseph, * 3.9.1814 Lon-
don, t15. 3. 1897 London, Jurist, Profes-
sor der Mathematik in Woolwich, Balti-
more und Oxford, Invariantentheorie, Ma-
trizen, Determinanten. 148, 239, 240
Szab6, Arpad, 20.Jh., Professor in Buda-
pest, Geschichte der Mathematik

* 1667, t 1745, irischer

Tannery, Paul, * 1843, t 1804, franzosischer
Ingenicur, Arbeiten zur Geschichte der
Mathematik. 309, 310

Tarski, Alfred, *14.1.1902 Warschau,
1 26. 10. 1983 Berkeley Professor in War-
schau und seit 1939 in den USA, mathe-
matische Logik. 275, 280

Tartaglia, Nicold, * um 1500 Brescia, 1 13. 12.
1557 Venedig, lehrte in Verona, Brescia
und Venedig, fand die Losung der kubi-
schen Gleichung, ballistische Arbeiten.
121, 127, 200

Taton, René, 20. Jh., Professor in Paris, Ge-
schichte der Mathematik. 309

Taurinus, Franz Adolph, * 165. 11. 1794 Bad
Kénig (Odenwald), t13.2.1874 Koln,
Jurist, Schriften zur nichteuklidischen
Geometrie. 250, 251

Taylor, Brook, * 18.8.1685 Edmonton,
+29.12.1731 London, Privatgelehrter,
Analysis, Physik. 182, 198, 211

lischer Physiker. 237

Thomson, W., siehe Lord Kelvin

Tolstoj, A.N., 20.Jh., sowjetischer Oko-
nom. 297

Torricelli, Evangelista, * 16. 10. 1608 Faenza,
1 25. 10. 1647 Florenz, Mitarbeiter Gali-
leis, erzeugte das erste kiinstliche Vakuum,
erfand das Barometer, Infinitesimalrech-
nung. 136, 152, 161—163

Treutlein, Josef Peter, *26.1.1845 Wieb-
lingen, t26.7.1912 Karlsruhe, wukte in
Karlsruhe, EI ta ie, G
der Mathematik. 311

Tropfke, Johannes, * 1866, t 1939, wirkte in
Berlin, Geschichte der Mathematik. 309

Tschirnhaus, Ehrenfried Walther von, 1 10. 4.
1651 Kieslingswalde, t11.10. 1708 Dres-
den, Priv: lehrter, Infinitesimalrech-
nung, Gleichungen, Physik, Technik, Phi-
losophie. 203

Turing, Alan Mathison, * 23. 6. 1912 London,
17.6.1954 Manchester, titig in Cam-
bridge und Manchester, Logik, Computer,
Algebra. 302. 303

Ulugbék, * 1394 Sultdniyya, 11449 bei
Samarkand, Enkel des Mongolenherrschers
Timur, begriindete die Hochschule von
Samarkand, astronomische Arbeiten. 102

Valerio, Luca, * 1552 Neapel, t17.1. 1618
Rom, Professor in Rom, Analysis, mathe-
matische Physik. 152, 155

Valtat, Raymond, 20.Jh.,
Rechenanlagen. 302

Vandermonde, Alexandre-Théophile, * 28. 2.

tatig in Paris,
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1735 Paris, t1.1.1796 Paris, titig in
Paris, Determinanten. 239

Vauban, Sébastien Le Prestre de, * 1633,
%1707, franzésischer Militari jeur. 198

Vauquelin, Nicolas Louis, * 1763, 11829,
franzosischer Chemiker. 196

Veblen, Oswald, * 24. 6. 1880 Decorah (Iowa),
110.8.1960 Brooklin (Maine), Professor
in Chicago und Princeton, Geometrie. 313

Vieta (Vitte), Frangois, * 1540 Fontenay-le-
Comte, *23.2.1603 Paris, Jurist, wirkte
in Paris, Schopfer der Buchstabepalgebra.
118, 126, 128, 129, 141, 142, 146, 168, 203

Vitruvius, Pollio, lebte im 1.Jh. v.u.Z,
Architektur, Technik, ,,technisches Zeich-
nen*. 73, 198

Vogel, Kurt, * 1888, 1 1985, deutscher Mathe-
matikhistoriker. 309, 311

Voltaire, Frangois-Marie, eigentlich Arouet de,
* 1694, 11778, franzgsischer Philosoph
und Schriftsteller

Volterra, Vito, * 3. 5. 1860 Ancona,  11. 10.
1940 Rom, Professor in Pisa, Turin und
Rom, Fu.nkt)onulanalysxs, Integralglei-

Vari

tische Physik. 288, 290

‘Waerden, Barthel Leendert van der, *2.2.
1903 Amsterdam, Professor in Leipzig,
Amsterdam und Ziirich, grundlegende alge-
braische Arbeiten, Geschichte der Mathe-
matik. §5, 245, 281, 282, 284, 309

Wald, Abraham, * 31. 10. 1902 Cluj, t 13. 12.
1950 Nilgiri-Berge (Indien) bei Flugzeug-
absturz, Professor in New York und Chapel
Hill, Wahrscheinlichkei h Stati-
stik, mathematische Okonomie. 293

Wallis, John, *3.12./23.11.1616 Ashford,
+8.11./28.10. 1703 Oxford, erst Geist-
licher, dann Professor der Geometrie in
Oxford, Reihenlehre, analytische Geome-
trie. 138, 152, 161, 163—165, 169, 170,
176, 219, 248

‘Wantzel, Pierre Laurent, * 5. 6. 1814, t 21. 5.
1848, titig in Paris, Zahlentheorie, Diffe-
rentialgleichungen

Waring, Edward, * um 1736 bei Shrewsbury,
115. 8. 1798 Plealey, Professor in Cam-
bridge, Analysis, Zahlentheorie. 182

Watt, James, * 1736, 1 1819, englischer Tech-
niker. 136

Weber Heinrich, *5.3.1842 Heidelberg,
+ 17. 5. 1913 Strasbourg, Professor in Ber-
lin, Marburg, Géttingen und Strasbourg,
Algebra und Zahlentheorie. 224, 245, 281

Wedderburn, Joseph, *26.2.1882 Forfar
(Schottland), t 9. 10. 1948 Princeton, Pro-
fessor in Princeton, Analysis, Algebren,
Matrizen. 241, 281, 282

WoeierstraB, Karl, * 31. 10. 1815 Ostenfelde,
1 19. 2. 1897 Berlin, erst Lehrer, seit 1856
Professor in Berlin, Erneuerer der Analysis.
212, 214, 222, 229, 230, 241, 264, 288

Weil André, *6.5.1906 Paris, tidtig in
Strasbourg, Sao Paulo und seit 1947 in
Chicago, Zahlentheorie und Algebra. 285

Weisbach, Julius Ludwig, * 10. 8. 1806 Mit-
telschmiedeberg, t24.2.1871 Freiberg,
Professor in Freiberg, angewandte Mathe-
matik, darstellende Geometrie. 238

Werner, Johann, *14.2.1468 Niirnberg,
t Mai 1528 Niirnberg, Geistlicher, wirkte in
Rom und Niirnberg, Begriinder der pro-
sthaphairetischen Methode, astronomische
und geographische Arbeiten. 117, 118

Wessel, Caspar, * 8. 6.1745 Vestby, 1 25.3.
1818 Kopenhagen, Landmesser, gab 1797
eine geometrische Theorie der komplexen
Zshlen. 219

Weyl, Hermann, *9.11.1885 Elmshorn,
1 8. 12. 1965 Ziirich, Professor in Gottingen
und Ziirich, Integralgleichungen, Feld-
theorie, Relativitiatstheorie, Geometrie,
Philosophie der Mathematik. 275, 285, 297,
298

Whitehead, Alfred North, * 15. 2. 1861 Rams-
gate, 130.12.1947 Cambridge (Mass.),
Professor in Cambridge, London, und seit
1924 in Cambridge (Mass.), Logik, Alge-
bra, Philosophie. 269, 279

Whitwey, H., lebte im 18.Jh., englischer
Techniker. 193

Widmann, Johann, * um 1460 Eger, t nach
1498 Leipzig, hielt algebraische Vorlesun-
gen in Leipzig, schrieb das erste deutsche
algebraische Buch. 121, 126

Wieleitner, Heinrich, * 31. 10. 1874 Wasser-
burg, t27.12.1931 Miinchen, tdtig in
Augsburg und Minchen, Theorie der Kur-
ven, Geschichte der Math ik. 309

Wiener, Norbert, *26.11.1894 Columbia
(Missouri), t18.3.1964 Stockholm, Pro-
fessor in Cu.mbndge (Mm ), Begrunder
der Kyb ti )y
Analysis, P ialtheorie, Phil hi

Wilkes, Maurice Vincent, * 26. 6. 1913 Dud-
ley, Professor in Cambridge, Computer,
Geophysik. 304

Wingate, Edmund, * 1593 Bedford, {1656
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London, Jurist, ab 1624 Lehrer in Paris,
verbesserte den Rechenstab. 149

Witt, Ernst, *26.6.1914 Augustenburg/
Alsen, Professor in Gottingen und Ham-
burg, Algebra. 284

Witt, Jan de, *24.8.1625 Dordrecht,
1 20. 8. 1672 Den Haag, GroBpensionir von
Holland, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 201

Wolff, Christian, * 24. 1. 1679 Breslau (heute
‘Wroctaw), t 9. 4. 1764 Halle, Professor in
Halle und Marburg, Logik, Analysis,
Physik. 278

Wood, Connias, lebte im 18. Jh, englischer
Techniker. 193

Wood, M., *19.2.1914 Washington, titig
in Washing Rech ik th
tische Okonomie. 300

WuBing, Hans, * 15. 10. 1927, Professor in
Leipzig, Geschichte der Mathematik

‘Wren, Christopher, * 20. 10. 1632 East Knoyle,
+ 25. 2. 1723 London, Professor in London
und Oxford, Astronomie, Geometrie, Ar-
chitektur. 738

Wyatt,” John, * 1700, 11766,
Erfinder. 192, 193

englischer

Yang, Hui, lebte im 13. Jh., Kommentator.
83, 86

Young, William Henry, * 20. 10. 1863 Lon-
don, t7.7.1942 Lausanne, Professor in
Cambridge, Géttingen, Kalkutta, Liver-
pool, Abrystwyth und Lausanne, Analysis,
Mengenlehre. 237, 266, 290

Zariski, Oscar, *7.5. 1899 Kobryn (Polen),
Professor in Baltimore, Algebra. 284

Zenodoros, lebte um 180 v. u. Z., fihrte iso-
perimetrische Untersuchungen durch. 76

Zermelo, Ernst, * 27. 7. 1871 Berlin, t21. 5.
1953 Freiburg, Professor in Gottingen,
Ziirich und Freiburg, Mengenlehre. 266, 267

Zeuthen, Hieronymus Georg, *15.2.1839
Grimstrup, t 6. 1. 1820 Kopenhagen, Pro-
fessor in Kopenhagen, Geometrie, Ge-
schichte der Mathematik. 56, 309

Zhang Heng, * 78, t 139, Astronom, Arbeiten
zur Kosmogonie. 83

Zhu Shi-jie, lebte im 13. Jh., Wanderlehrer,
algebraische Schriften. 86

Zippin, Leo, *25.1.1905 New York, Pro-
fessor in Flushing (New York), Topologie,
Gruppentheorie. 285

Zuse, Konrad, * 22. 6. 1910 Berlin, Ingenieur,
tiitig vorwiegend in Berlin, stellte die erste
program te Rech \! her.
302, 303




