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Vorwort zur zweiten Auflage

Fiir den Autor ist es immer sehr erfreulich, wenn sein Buch schnellen Absatz findet.
Dies zeigt den richtig eingeschitzten Bedarf und das Interesse der Nutzer. Er kann
sicher sein, daf es auch gelesen und im Fall eines Lehrbuches auch benutzt wird.
Vieles Lesen und Benutzen fordern dann naturgemaB auch zunichst verborgene
Maingel ans Licht und erzeugen Hinweise zur Verbesserung. Solche erhielt ich mit
groBem Dank fiir den numerischen Teil von den Herren Prof. PrL (Berlin) und
Zmerke (Halle) sowie fiir den Teil Mikroelektronik von den Herren Prof. GERDES

(Rostock) und SoaMIDT (Dresden).
Der Abschnitt iiber Tasch hner wurde nach den inzwischen selbst gewonnenen
Erfahrungen in der Ausbildung erginzt und geindert. Hier unterstii mich Herr

Dr. WiNKLER (Dresden). Die Tasch h vertreten durch den Typ SR 1, haben
nun ihren Platzin der Schule ab Klasse 7. In der Lehrerausbildung muB8ihr Einsatz von
hoherer Warte aus beleuchtet werden. Insbesondere gilt das fur die Eigenarten des
Rech mit begrenzter Stell hl und fiir Tasch h Itatanzeigen, die
oft von dem intern verwendeten Zahlsystem und der internen Stellenanzahl abwei-
chen. Letzteres gilt sogar bei Kleincomputern und deren Programmiersprachen.
Seit dem Erscheinen der ersten Auflage ist die Entwicklung auch beziiglich des

Einsatzes von Klei putern (KC 85/1 vom VEB Kombinat Robotron und KC 85/2
vom VEB Kombinat Mikroelektronik) in der Lehrerausbildung und sogar in Schulen
in groBen Schritten vorangel Das Umsetzen der Prog in die BASIC-

Version der genannten Computer ist sehr einfach. Lediglich bei den FOR-TO-NEXT-
Zyklen ist zu beachten, daB die KC — ahnlich wie z. B. auch Commodore — den
Zyklustest nachgestellt durchfiihren und daB Variablennamen nur aus zwei Zeichen
bestehen diirfen.

Zum Buch sind von der Zentralstelle fiir Rationalisierte Lehrmittel (ZRL) Erfurt
des Ministeriums fiir Volksbildung zwei Foliensitze und eine Programmkassette
fiir den KC 85/1 beziehbar.

Dresden, Sommer 1987 I. 0. KERNER



Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

Um der Bedeutung der Numerischen Mathematik und des algorithmischen Aspekts
in der Mathematik einerseits und der Entwicklung der Mikroelektronik sowre der
damit zunehmenden Verbreitung der Tasch hner und Vid puter -
seits Rechnung zu tragen, erteilten die Herausgeber der Studienbiicherei, Reihe
,,Mathematik fiir Lehrer*, den Auftrag, einen Band des vorgelegten Titels abzufassen.
Mathematiklehrer wissen aus der tiglichen Praxis, daB der Taschenrechner schon
nicht mehr im Mathematikunterricht lgnonert werden kann. Der 8. Pidagogische
KongreB 1978 hat zu der in di g entstehenden auch ok i-
schen Problematik Stellung genommen und in den Grundziigen die kiinftigen Schritte
fixiert. In einer Gruppe von Schulen des Bezirkes Dresden wurden methodisch-
didaktische Schulversuche zum Einsatz von Taschenrechnern in 7. Klassen durch-
gefiihrt, und wi haftliche Untersuchungen im Auftrag der Akademie der Pad-
agogischen Wissenschaften zum ,,Fiir-und-Wider” und zum ,,Wann-Wo-Wie* liefen
an bzw. wurden verstirkt fortgesetzt. Eine resultierende MaBnahme ist dieses Buch,
denn bei einer sorgfiltig abgewogenen Einfiihrung und Nutzung der Taschenrechner
in der Schule (ab 1984 in den EOS und ab 1985 in den POS) muB8 man wohl mit der
Information der Lehrer und erst recht der zukiinftigen Lehrer beginnen.

Unter Kleinstrechnern im Sinne des Titels verstehen wir Tisch- und Taschenrechner,
wobei der Kreis bis auf die progra.mmlerba.ren Heim- oder Videocomputer ausgedehnt
wurde. de die letztg erlauben im Einsatzbereich der Numerischen
Mathematik besondere Moglichkeiten der Demonstration. Dariiber hinaus kénnen
sinnvoll die verschiedensten Probleme aus der ingenieurtechnischen oder 6konomi-
schen Praxis oder auch aus anderen Gebieten bearbeitet werden. Da im wesentlichen
Rechner des Typs ,,HC 900“ bzw. ,,Z 9001 vom VEB Kombinat Mikroelektronik
bzw. VEB Kombinat Robotron und ZX Spectrum von Sinclair Research Ltd. in den
Darstellungen zugrunde gelegt wurden, hoffen wir auch auf eine Nutzung des Buches
auBerhalb der Volksbildung in Industrie, Forschung und Verwaltung — iiberall dort,
wo diese niitzlichen Geriite vorhanden sind. Derartige Kleinstrechentechnik erlaubt es,
viele Aufgaben rascher und billiger zu bearbeiten, als es im Verkehr mit einem Rechen-
zentrum, welches groBere Computer betreibt, moglich wire. Das unvermeidliche
Hin und Her bei der Programmentwicklung und Programmkorrektur mit der Ein-
ordnung in den Stapelbetrieb verursacht selbst bei einem Rechenzentrum im eigenen
Betrieb oft tagelange und mitunter auch wochenlange Bearbeitungszyklen sogar fiir
kleine Programme. Abhilfe wird erst zukiinftig durch Datenendstellen und Dialog-
terminale geschaffen werden. Jetzt aber ist es durch Kleinstrechentechnik schon
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moglich, sofort am Arbeitsplatz, in der Werkstatt oder sogar im freien Feld ein
Programm zu erstellen und auch fehlerfrei zu machen, was je nach Problem eine
Arbeit von Minuten oder wenigen Stunden ist. Die Kleinstrechentechnik hat sich auf
diese Weise schon einen groBen Freundes- und Nutzerkreis erworben und auch die
Rechenzentren von vielen Miniproblemen befreit. Die Programmierung erfolgt in
BASIC, ist also leider noch sehr hi ientiert. Das mindert die Universalitit
der im Buch enthaltenen Beispielprogramme, die bei einer mehr problemorientierten,
wenn auch einfachen Sprache gréBer wire. Kleinstrechentechnik- mit problemorien-
tierter Programmiersprache ist dringend erforderlich und wiirde eine effektivere
Nutzung der Geréte ermoglichen.

Es kann nun gewi8 nicht in kurzer Frist jede Schule mit einem Klassensatz Ta-
schenrechner oder jedes mathematische Kabinett bzw. jeder Fachunterrichtsraum
mit einem programmierbaren Tischrechner ausgestattet werden, ebensowenig wie
es sehr bald Schulcomputer oder Terminalanschliisse an Rechenzentren in den
Schulen geben wird. Die jetzigen Lehrerstudenten und Absolventen werden aber rund
40 Jahre im Beruf stehen. Das heiBt, ihr berufliches Wirken reicht betrichtlich in
das niichste Jahrtausend hinein. Dies gilt um so mehr, wenn man bedenkt, daB sie
dabei junge Menschen auf deren Titigkeit im Arbeits- und Produktionsproze8 vor-
bereiten.

Im gegenwiirtigen Zeitpunkt konzentrieren wir uns auf die Lehreraus- und Weiter-
bildung. Die genannten Gerite finden sich deshalb an Universititen und Hochschulen
und werden selbstverstindlich such fiir die Ausbildung und Forschung anderer
Disziplinen und Wi haft tat

Im vorliegenden Buch wird besonders der dynamische algorithmische Aspekt der
Numerischen Mathematik hervorgehoben. Es werden Losungsverfahren vorgestellt
und gegeneinander beziiglich der Effektivitit abgewogen. Wegen der notwendigen
Beschrinkung des Umfangs muBte auf eine ausfiihrliche Behandlung der analytischen
oder besser funktionalanalytischen Seite verzichtet werden. Der kunitlge Lehrer
soll durch dieses Hervorheben der numerischen Verfahrenstechnik
auch in der Schulmathematik nach Ansatzstellen zur Vermittlung elner slgonth-
mischen Denk- und Arbeitsweise zu fahnden. In der Tat gibt es diese iiberaus zahl-
reich in allen Gebieten. Es sei hier nur auf die Méglichkeiten zur Klarung der Schiiler-
fragen verwiesen: Wir berechnet man Quadratwurzeln, Kubikwurzeln oder héhere
Waurzeln? Wie sind die Zahlenwerte in Logarithmen- und Funktionentafeln gefunden
worden? Wie sind = und e auf so viele Stellen berechnet worden? Die Stoffauswahl
aus der Numerischen Mathematik fiir den Inhalt dieses Buches wurde vom giiltigen
Lehrprogramm fiir die Mathematik-Fachlehrerausbildung bestimmt. Entsprechend
dem Titel sind Kapitel zur Kleinstrechentechnik hinzugefiigt. Diese reichen von
einer Klassifizierung der Taschenrechnertypen iiber Hinweise, wie man mit einfa-
cheren Geriten doch noch niherungsweise und mit relativ wenigen Tastungen zu
den Werten einfacher transzendenter Funktionen kommt (Logarithmus, Exponen-
tialfunktion, Winkelfunktionen, Arcusfunktionen) und wie in mikroelektronischen
Geriiten intern schnell, d. h. mit 2 bis 3 Divisions- oder Multiplikationszeiten, diese
Werte berechnet werden, bis zu Informationen iiber die physikalisch-technische Seite
der Mikroelektronik.

8 gt
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Der Taschenrechner im Mathematikunterricht konnte diesen revolutionierend ver-
andern. Er ist in einfachen Formen sogar schon recht friih einsetzbar. Spielend er-
kennt der Schiiler die Wirkung einfacher und el tarer arithmetischer Gesetze
wie die der Kommutativitit, der Assoziativitit und der Distributivitit. Er wird
vertraut mit der Dezimalbruchdarstellung der Zahlenwerte. Die Ubungsphasen kén-
nen bereichert werden mit dem, was wirklich geiibt werden soll, da belastende arith-
metische Kleinarbeit vom Taschenrechner erledlgt wird. Auch die Abschnitte iiber
Tafelarbeit, Rechenstab und logarithmiscl h konnten gekiirzt, eventuell
sogar gestrichen werden. Der Wegfa.ll von Tafeln und Rechenschiebern kompensiert
teilweise die Kosten eines Taschenrechners. Behandelte Aufgaben werden wirklich-
keitsniher. Es konnen auch , krumme* Eingangsdaten verwendet werden. Rechen-
gang und Resultate brauchen nicht mehr ,,aufzugehen®, was bisher das einzige Mittel
der Aufgabenkonstrukteure war, die eigentlich unwesentliche arithmetische Arbeit
zu reduzieren. Damit entfillt fiir den Schiiler das unsachliche Kriterium ,,aufgegan-
gen“ fiir die Korrektheit seiner Losung.

Ich méchte nur noch zu einem Argument der Skeptiker, Warner und Pessimisten
Stellung nehmen, welches lautet: ,Mit dem Einsatz der Taschenrechner wird die
ohnehin in weiten Kreisen der Bevdlkerung sehr gering entwickelte Fihigkeit zu
arithmetischer Arbeit noch mehr verkiimmern. Man wird abhéngig von einem Hilfs-
mittel. Versagt dieses oder ist nicht zur Hand, so kann man iiberhaupt nicht mehr
selbst rechnen. An diesem Argument ist im letzten Teil etwas Wahres. Ich bin
aber mit vielen Fachkollegen der Meinung, daB mit den Taschenrechnern die Be-

itschaft zum Rech vielmeh h wird, da die wegen der arithmetischen
Arbeit abschreckende’ Wirkung vieler Probleme verblaft.

Bei der Herstellung und Abf; ng des Textes habe ich viel Unterstiitzung und
Hilfe erhalten. Vor allem danke ich Herrn Prof. Dr. W. ENGEL, Rostock, fiir die
grundlegende Anregung sowie Herrn Prof. Dr. G. Magss, Rostock, und Herrn Prof.
Dr. M. ScuNEIDER, Karl-Marx-Stadt, fiir zahlreiche Ratschlige und verbessernde
Hinweise. Herrn Prof. Dr. H. GERDES, Rostock, danke ich fiir die Durchsicht des
Abschnitts iiber Mikroelektronik. Meinen Kollegen von der Pédagogischen Hoch-
schule Dresden, insbesondere Herrn Dr. H. BaucH, Frau Dr. E. Staai (fiir die
Durchsicht des Abschnittes Statistik) sowie beziiglich schulpraktischer und schul-
methodischer Informationen Herrn Dr. S. SCHNEIDER, habe ich fiir Hinweise und
Diskussionen zu mathematischen Teilfragen herzlich zu danken.

Die Herstellung des Typoskripts besorgten fleiBig und mit personlichem Engage-
ment Frau W. Scamipr, Frau E. FoRgER und meine Frau. Auch ihnen sei fiir diese
nicht immer leichte, 6fteren Anderungen unterworfene Arbeit herzlich gedankt.
Ebensolcher Dank gebiihrt fiir das Anfertigen vieler Zeichnungen den Mitarbeitern
Frau M. Scamipr, Herrn G. MokroNowsKI und Frau H. TANNER. SchlieBlich ist den
Mitarbeitern des Verlages, vertreten in Frau B. Mar, fiir die verstindnisvolle Zu-
sammenarbeit und den Mitarbeitern der Druckerei fiir die sorgfiltige Arbeit im
ProzeB der Herstellung aufrichtig zu danken.

Dresden, im Dezember 1986 Imuo O. KERNER
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1. Einfihrung

1.1.  Algorithmisches Denken in der Schulmathematik

Bei der Durchsicht der Mathematiklehrbiicher und Lehrpline fiir Schulen bemerkt
man bald eine Bevorzugung der iunktlonalen (und zwar in expliziter Formelgestalt)
und formelméBig: hiinge, und d folge wird auch diese Denkweise
entwickelt und gefomlert Nach einer langen ,,euklidischen® Periode im Schulmathe-
matikunterricht wurde diese nach einer Forderung von FELIXx KLEIN um 1900 durch
Einfiihrung und Forderung des funktionalen Denkens abgelost. Entsprechend der
stiirmischen Entwicklung der Mathematik im 18. und 19. Jahrhundert, insbesondere
der Analysis, war das auch eine zwingende und folgerichtige Entscheidung. Jetzt
aber stehen wir offenbar wiederum an der Schwelle einer Anderung — oder besser
Erginzung — des mathematischen Denkens und eben auch der Schulmathematik.
Diese legt in jungen Menschen den Grundstein ihrer mathematischen Bildung, und
fiir sehr groBe Teile der Bevilkerung vermittelt lediglich die Schule einen Einblick
in die Mathematik als ein Ergebnis menschlicher Geistes- und Denkgeschichte iiber-
haupt.

Es ist Anliegen und Aufgabe der Schule, den jungen Menschen in verschiedenen
ausgewihiten Wi gebieten die Ergebni hlichen Forschens und h
licher Arbeit bleibend und nachhaltig zu vermitteln, um sie fiir das Leben vorzu-
bereiten und ihnen ein Weltbild zu geben, welches der Realitit nach dem gegenwiir-
tigen Erkenntnisstand mdoglichst gut entspricht.

In Gesellschaftswi haften und Naturwissenschaften folgt man sehr genau
dieser Richtlinie. Beispielsweise haben sich die Lehrinhalte der Biologie um die
Mikrobiologie, der Physik und Chemie um Kernphysik, Raketentechnik und hoch-
polymere Kunststoffe erweitert. )

Auch in der Mathematik hat man Reformen im Schulstoff durchgefiihrt. Beispiels-
weise wurde eine Umstellung des Grundwissens auf die Mengenlehre vorg
Das entsprach véllig einem modernen Stand der mathematischen Wissenschaft und
spiegelte sich in gleichartigen Prozessen in anderen Lindern wider.

1.1.1.  Algebraische Gleichungen

Durch die Entwicklung von Hochleistungsgeriten fiir die praktische numerische
Arbeit (elektronischen Rechengeriiten oder Datenverarbeitungsanlagen) im Wechsel

spiel zwischen Anforderung und Angebot hat sich auch eine Riickkopplung auf die
Mathematik selbst ergeben. Wihrend man in der Schule jedenfalls oft zufrieden ist,
wenn man fiir eine Aufgabenklasse eine ,,Losungsformel* entwickelt hat, in welche
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dann aktuelle Aufgabenparameter lediglich einzusetzen sind, werden in programm-
gesteuerten Automaten ,Rechenverfahren“ oder Algorithmen abgearbeitet. Ein
typisches Beispiel fiir das Formeldenken ist die Vermittlung der Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen:

#+pr+q=0,
2
x1,2=—%:l:l/%—q mit p%®—4¢ =0.

Im Lehrplan werden natiirlich Durchfiihren und Uben der Herleitungen und der
Beweise zur Festigung exakter mathematisch logischer Denkprozesse gefordert.
In der Praxis bleibt aber lediglich die Formel im Gedéchtnis.

Viele mathematische und vor allem auch wirklichkeitsnahe Probleme entziehen
sich jedoch einer formelmédBigen Behandlung oder Lésung. Das kann man sogar
— und jedem Schiiler verstindlich — bereits am Problem der Gleichungsauflésung
zeigen. Die lineare Gleichung

ar +b=0, a=+0,

hat eine beinahe triviale Losung. Dies wird auch schon in der 6. Klasse gelehrt.
Fiir die quadratische Gleichung ist die Lésungsformel oben angegeben. Sie ist im
Stoffplan der 9. Klasse enthalten. Fiir die kubische Gleichung

B tat+br4+c=0
und die Gleichung vierten Grades
A tad b2+ ex+d=0

gibt es noch Losungsformeln, allerdings keine, in die man einfach die Koeffizienten
einsetzt, sondern es sind Formelsitze, die in mehreren Schritten und mit Fallunter-
scheidungen abzuarbeiten sind. Sie bilden auch keinen Bestandteil der Schulmathe-
matik mehr ([29], S. 260). Fiir die allgemeine Gleichung fiinften oder héheren Grades
weill man seit GarLois (1831) und fast gleichzeitig durch ABEL, daf sie durch ,,Wurzel-
ziehen formelmiBig* nicht 16sbar sind. Sie besitzen aber im konkreten Fall Losungen,
wie es nach dem Fundamentalsatz von GAuss (1799) bekannt ist. Man kann sie auch
berechnen, aber eben i. a. nicht durch eine Formel, sondern durch einen Algorithmus,
der i. a. Naherungswerte ergibt. Man braucht also gar nicht zur hoheren Analysis wie
Integralen und Differentialgleichungen zu greifen, wenn man die Notwendigkeit
von mathematischen Verfahren den Formeln gegeniiberstellen will.

Mit der Berechnung von Niherungswerten, dem Abschitzen verbliebener Rest-
fehler und dem Verhalten der Berechnungsalgorithmen befaBt sich die Numerische
Mathematik. Durch die Existenz von Rechenautomaten kann man auch real die tat-
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sichliche Rechnung ohne ermiidende langwierige, oft fehlerbehaftete menschliche
Arbelt durchfiihren, und durch die Existenz kleiner leistungsstarker mikroelektro-
Taschen- und Tischrechner kann man diese Rechnungen selbst daheim, im
Schu]zlmmer oder am Arbeitsplatz ohne oft langdauernde Konsultationen, kono-
he und verwaltungstechnische Vorbereitungen, viel Hin und Her und Warte-
zeiten bei einem Rechenzentrum erledigen bzw. vorfiihren.

1.1.2.  QUICKSORT und Sortieren durch Mischen

Abgesehen von den numerischen Algorithmen, deren Herleitung und Vorfithrung
natiirlich die Entwicklung einer algorithmischen Denkweise bei jungen Menschen
unterstiitzt, gibt es auch viele nichtnumerische Aufgaben, die im téglichen Leben
eine mehr oder minder groBe Bedeutung besitzen, deren Behandlung aber in der
Schulmathematik unterbleibt, weil es fiir sie keine Losungsformeln dern Lo-
sungsalgorithmen gibt, wobei auch die zur Verfiigung stehende Zeit eine Rolle spielt.
Ein solches Problem und Standardbeispiel ist das Sortieren der Elemente einer
Menge nach einem vergleichbaren Merkmal (in einer Ordnungsrelation), im einfach-
sten Fall von Zahlen. Sortiert wird iiberall. Mit sortierten Mengen kommt man stiindig
in Beriihrung: Telefonbuch, Kont n, Materialk hlen, KFZ-Ni n
Patientennummern, Kundennummer beim Postzeitungsvertrieb, bei der Energie-
versorgung, Personalkennzahlen u.v.m. Die Aufgabenstellung des Sortierens ist
jedem Schiiler verstandlich, wird sie doch fiir sehr kleine Mengen schon im Vorschul-
alter trainiert, und auch bei wenig Interesse fiir Mathematik werden Kartenspiele
mit darin enthaltenen Sortiervorgingen fleiBig und mit Ausdauer geiibt. Einen ein-
fachen Sortieralgorithmus, z. B. auf der Basis der Auswahl des Minimalelements,
auszudenken, zu formuli oder indest intuitiv auszufiihren gelingt wohl allen
Schiilern. Hier kann man ansetzen und den Aufwand 4 untersuchen, der quadratisch
von der Anzahl » der Elemente abhingt:

A ~n?.
Von Interesse ist es dann, Sortieralgorithmen zu zeigen, die wesentlich weniger Arbeit
verursachen, ndmlich z. B. QUICKSORT oder Sortieren durch Mischen mit dem
Aufwand (im Mittel)
A~nXlgn.
Zwei Beispiele an dieser Stelle geniigen zur Erliuterung dieser Verfahren.

QUICKSORT (quick (engl.) = schnell, Schnellsortieren)

— Von einer gegeb zu sorti den El folge wird das erste als ,,Trennelement*
und alle and: El werden davor (wenn sie kleiner oder gleich sind)
oder dahinter (wenn sie groBer sind) angeordnet. Das Tr ) t steht dann an der

richtigen Stelle.
— Mit den beiden nun entstandenen Teilfolgen, welche durch das Trennelement getrennt
sind, wird ebenso verfahren.
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— Eine Teilfolge aus nur einem Element ist natirlich fertig sortiert.
— Eine Teilfolge aus zwei Elementen benétigt zum Sortieren nur noch einen Vergleich.

8 12 5 14 3 10 4 7 16 6 11 2 13 1 6 9

5 3 7 6 21 68 12 14 10 15 11 13
3421'376681011 9141513
2 1 E[ t 2 60 xl? 9 oz on 15
1 2 3.4 5 66 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Die Trennelemente und in Quadram eingefaBt, und die Trennung der Teilfolgen wurde durch
krechte Striche g
Die Tragweite der Aufwandformel wird b ders bei groSem n deutlich:

n nt nlgn atnlgn
100 10000 200 50fach
1000 10¢ 3000 300fach
1000000 1012 6. 108 160000fach
Sortieren durch Mischen
Der Name des Verfah t #chst beim Schiiler Sct In und Verwund , da

er vom K.n,ttwnsplelen gewohnt lst daB durch Mischen gerade das Gegenteil des Sortlerens
imlich eine moglichst groBe Unordnung. Ahnlich ist es auch beim Betonmischen fiir
die Bestandteile Zement, , Sand und Wasser. Hier aber handelt es sich um einen gesteuerten

Mischvorgang zweier bereits sortierter Teilmengen, den man beaser durch das Wort ,,einord-

nen" kennzeichnen sollte.

— Von emer zu sortierenden El folge werden Zweierfolgen aus aufeinander-
folg: Element, gebildet und diese entsprechend jeweils einem Vergleich durch evtl.
Tauschen sortiert.

— Zwei benachbarte Teilfolgen werden gemischt.

— Wenn eine Folge der beiden zu mischenden ausgeschopft ist, kann der Rest der anderen
einfach iibernommen werden.

8:12'5:14 3:10'4:7 15:6|11:2 13:l| 6: 9
8 12: 5 14|3 10:4 7 6 15: 2 11 1 13: 6 9
5 8 12 14:3 4 7 10 2 6 11 15: 1 6 9 13
3 4 5 7 8 10 12 14: 1 2 6 6 9 11 13 15
1 2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Der Mischvorgang (zweite Anweisung des Algorith bedarf vielleicht noch einer Erlaute-
rung. Im oblgen Zshlenfeld sind dle zu mischenden Partner eines Paares benachbarter Teil-
folgen durch einen Doppelpunkt getrennt. Die Paare selbst sind durch senkrechte Striche
voneinander getrennt.

Als Beispiel fiir das Mischen zweier Folgen betrachte man das Paar

5 8 12 14:3 4 7 10,

d. h. also den Ubergang von der dritten zur vierten Zeile im Schema. Man stelle sich die beiden
Teilfolgen als zwei Warteschlangen vor einem Tor vor, an dem jeweils das kleinere Element
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von den unmittelbar vor dem Tor stehenden eingelassen wird. Dann entstehen die folgenden
Arbeitsphasen:

T5 8 12 14
0. Schritt (Anfang)
134 710
T5 8 12 14
1. Sobritt 3
Sohri 1407 10
i
5 8 12 14
2. Schritt 3 4
17 10
. T8 12 14
3. Schritt 3 4 5
1710
. T1a
7. Schritt 3 4 5 7 8 10 12
J

Im 8. Schritt ist dann das Ende erreicht. Man erk auch die natiirliche Wirkung der dritten
Anweisung aus dem Algorithmus: Wenn alle El te einer Wartesohlange durch das Tor
getreten sind (hier nach dem 6. Schritt), kann der Rest der and Schlange einfach hindurch-
treten (hier die Elemente 12 und 14).

1.1.3. Damenproblem

Eine weitere wichtige algorithmisch l6sbare Aufgabenklasse ohne Einsatz der Nu-
merik ist das sog te ,,Aufgabenltsen” selbst. Ein sehr schones und einpriigsames
Beispiel dafiir ist das D problem oder Konigi problem aus der Theorie des
Schachspiels: Auf einem Schachbrett sind acht Kéniginnen so zu stellen, daB sie

sich g itig nicht schlagen! Wieviel solche Stellungen gibt es? Man weiB heute,
daB es 92 Stel]ungen gibt, von denen einige allerdings geometrisch quva.lent sind,
da sie durch Drehung und Spiegelung an verschied Achsen der hervor-

gehen. Diese Aufgabe wurde 1848 in einer Schachzeitung gestellt. GAuss befaBte
sich mit ihr und gab 72 Losungen an. Im Jahre 1850 wurde die Gesamtanzahl der
Lidsungen bekannt. Nach einem verhiltnismiBig einfachen Algorithmus kann man
alle Stellungen finden (man verwende die acht Bauern symbolisch als Damen):

0. In der Reijhe a stelle eine Dame auf al.
1. In der niéchsten Reihe (anfangs also b) stelle eine Dame auf das erste mogliche Freifeld
(nicht bedroht von den bereits stehenden Damen, anfangs also b3).

. Wiederhole Schritt 1, soweit man mit den Reihen kommt.

3. Wird Reihe h erfolgreich erreicht, so ist eine Stellung gefunden ; dann findet man die niichste
Stellung durch Aufsuchen des niichsten Freifeldes in Reihe h.

4. Gibt es in einer Reihe kein Freifeld mehr, so geht man eine Reihe zuriick und sucht dort
nach dem nichsten Freifeld.

5. Das Ende ist ereicht, wenn es in der Reihe a fiir die erste Dame kein Freifeld mehr gibt.

N

Nach diesem Algorithmus findet man in fiinf bis zehn Minuten die erste Stellung

a bcdef gh
15 86 3724
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durch manuelles Nacharbeiten der Schritte (Abb. 1.1 und 1.2). Der Algorithmus la8t
sich programmieren, und ein Rechenautomat findet in kiirzester Zeit alle 92 Stel-
lungen, so daB heute mit moderner Rechentechnik und algorithmischer Denkweise
leicht und schnell eine Aufgabe gelost werden kann, an der Gauss scheiterte. Dieser
Vergleich ist zwar dreist, aber durch die inhaltliche MaBlosigkeit der Formulierung
wird doch eine reale Tendenz deutlich. Moderne Technik steigert nicht nur in Physik,
Chemie, Biologie die wissenschaftlichen Potenzen, sondern auch in der Mathematik.

8 % 870

7 7 .

6 6 7%

5 5 .

4 . 4

3 . 3

2 2 .
1 1

abcde f gh ab cde f gh

Abb. 1.1, Erste Stellung der Damen  Abb. 1.2. Erste auffindbare Stellung
nach dem Algorithmus, bei der in  von acht Damen

Reihe f keine Dame mehr gestellt

werden kann

1.1.4. GroBter gemeinsamer Teiler, Euklidischer Algorithmus

Wo findet man heute in der Schulmathema®ik Ansitze zum algorithmischen Denken
oder direkt Algorithmen?

Neben der Tatsache, daB jedes Ausfiihren einer arithmetischen Operation bereits
das Abarbeiten eines Algorithmus ist und daB auch das Einsetzen von Parametern
und Ausfiihren von Formelrechnen einen Ablauf darstellt, sind Algorithmen vor-
wiegend in den Konstruktionsbeschreibungen der G trie zu finden. Die zeichne-
rische oder konstruktive Geometrie widersetzt sich naturgemi8 einer formelmiBigen
Behandlung. In anderen mathematischen Teilgebieten sind Algorithmen im Stoff-
plan der Schule nur spirlich vertreten. Es gibt aber ein historisch bedingtes Stan-
dardbeispiel, welches einen Einstieg erméglicht. Das ist der Euklidische Algorithmus
zur Bestimmung des groBten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen. Zur Losung
dieser Aufgabe gibt es keine Formel, sondern eben nur eine Arbeitsvorschrift, deren
Befolgung am Ende das gewiinschte Resultat liefert. Da dieser Algorithmus im
Mathematiklehrbuch Klasse 6, in MfL Bd. 1, S. 144, und MfL Bd. 9, S. 18, ausfiihr-
lich dargestellt ist, werden hier lediglich einige Ergéinzungen angefiigt, und zwar aus
der Sicht praktischer rechentechnischer Algorithmenabarbeitung. Ohne Formelan-
wendung kann man den Algorithmus verbal so formulieren:

0. Der gréBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a und b werde mit GGT(a, b) oder
anb bezeichnet (die erste Schreibweise gibt ihn als Wert einer Funktion von zwei Para-
metern oder Argumenten an und die zweite als Wert einer Formel mit dem Operator ).
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1. Die gréBere beider Zahlen (der Dividend) werde modulo der kleineren (dem Divisor) zerlegt
und der Rest bestimmt (natiirlich ist der Rest kleiner als der Divisor).

2. Schritt 1 wird wiederholt, wobei der Divisor zum Dividenden und der Rest zum Divisor
gemacht wird.

3. Der ProzeB endet, sobald ein Rest verschwindet, d. h. sobald die fir die Modulooperation
notige Division aufgeht. Der letzte von Null verschiedene Rest ist dann der gesuchte Wert
von GGT(a, b) oder von a mb.

Zur rechentechnischen Realisierung i die vier arithmetischen Gr

schlecht. Man benétigt entweder eine sogenannte hlige Division (Op

Resultat ganzzahliger Anteil des gewéhnlichen Quotienten (in ALGOL 60 durch dss Zeichen -+ +

oder div dargestellt)) oder die Operation ganzer Anteil einer Zahl (in ALGOL 60 durch die

Standardfunktion entier (x), vgl. MfL Bd. 9, 3.1., in der Mathematik durch GauB-Klammern

[2] und bei vielen Taschenrechnern durch die Taste ,,int x“, integer (engl.) = ganzzahlig,

dargestellt). Dann errechnet man den Rest

r=a—adivhbxb oder r=a — entier (afb) xb.
Im Zahlenbeispiel @ = 144 und b = 32 ist
r=144 — 144div 32 % 32 = 144 — 4 % 32 = 144 — 128
=16

d 4
P

nur
hlig,

oder
r = 144 — entier (144/32) » 32 = 144 — entier (4.5) »x 32
= 144 — 4 % 32,
dann weiter wie oben.
Man lasse sich bitte durch das B verschied Bezeich mit gleicher Bedeu-
tung nicht verwirren. In der Praxis treten diese Bezeichnungen alle auf. Noch einfacher wird

das Verfahren, wenn man durch das verwendete Rechenhilfsmittel eine Modulo- oder Rest-
operation mod angeboten erhilt:

r=amodb,
r = 144 mod 32 = 16.

Der Algorithmus lautet dann sehr einfach:
1. Bilde einen Rest
r:=amodb;
wenn r = 0, dann ist
GGT = b und STOP,
sonst Schritt 2.

2. Nimm als neues a das alte b (a := b), als neues b den in Schritt 1 errechneten Rest (b := r)
und wiederhole Schritt 1.

Dies liefert bei Ausfithrung das Rechenschema in Form einer Tabelle:

b r=« modb

pd

144 32 16 letzter Rest ungleich Null
32 16 0 ist GGT(144, 32) oder 144 N 32
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Dabei geben die Pfeile das Ubernehmen der Zahlenwerte an. Hierbei ist es noch listig, jede
Zahl zweimal zu schrelben Es geniigt sogar eine Spalte r, wobei sich ein neuer Wert jeweils
aus zwei ittelb gehenden ergibt (Rekursion oder Iteration),

rii=r_ymodr_,,

mit ry :=a und r, := b:

3 r
1 144
2 32
3 16 letzter Rest ungleich Null ist GGT(144, 32) oder 144 N 32
4 0
Der Index i ist dabei kein Vektorkomponentenindex, sondern ein Rekursi oder Iterati

index. Man braucht jeweils nur die letzten drei Zeilen der letzten Tabelle oder die letzte Zeile
der dreispaltigen Tabelle, die anderen konnen vergessen werden. Das ist von Bedeutung fiir den
Speicherbedarf bei evtl. Progrnmmieren.

Die Restbildung wird vielleicht als komplizi funden, b ders von Schiil Durch
Riickfiihrung oder Ennnerung an den Zusammenhang der Division mit der einfachen Subtrak-
tion kann man den Rest sehr einfach gewinnen. Dieser Gedanke geht auf NrooMacHUS (um 100)
zuriick. Der Divisor wird, so oft es geht, vom Dividenden abgezogen, und dann verbleibt der
Rest, sobald der Dividend kleiner als der Divisor geworden ist. Zur Fortsetzung wird dann
einfach die Rolle beider Werte vertauscht.

Dies gibt fiir das Zahlenbeispiel die wirklich sehr einfache Tabelle

a:=a—b b

144 32
112

80

48

16

32 16 letzter Rest ungleich Null ist GGT(144, 32)
16 .
0

Hier kann der Einwmd erwartet werden: Ist es nicht moglich, daB unangenehm viele
Subtrakti bis zur F llung eines neuen Restes notlg werden? Moglich ist das schon,
aber man untersuche, wie hnu.ﬁg solch eine kombination auftritt. Der-
artige Abschitzungen sind auch typisch fur die Untemuchnng der Effektivitit von Algorith-
men. Es sind dies die Verhalt gen fir ungiinstig gelagerte Fille (worst case
behaviour).

Abb. 1.3 zeigt den Anteil des Gebietes aller Punktkoordinaten-Kombinati a > b (Winkel-
raum 45°), bei denen hochstens zwei Subtraktionen nétig sind. Natiirlich sind nur die ganz-
zahligen Gitterpunkte zu betrachten. Aber als MaB fir ihre relative Hiufigkeit wird das Ver-
hiltnis der Off winkel g was eine Abschitzung liefert. Es ist

arctan 3 = 71.57°,
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woraus sich der Offnungswinkel des schraffierten Gebietes zu 26.57° ergibt und damit schlieB-
lich das Verhiltnis 0.59. Also in 599, aller Fille, d. h. mehr als der Hilfte, geniigen zwei Sub-
traktionen. Daraus kann man schlieBen, daB der vereinfachte Algorithmus ohne Division auch
effektiv genug ist.

k=3 k-2 k=1

Y
()
%>3
_g_ <1 Abb. 1.3. Zur Abschi g der bendtigt
Subtrakti bei der Besti g desgroBten
3+ f f i Teilers von a und b. Fiir Werte-
2t Geblet kombinationen (a, b) im schraffierten Gebiet
sind héchstens zwei Subtrakti nétig. Ein-
1H gezeichnet sind die Geraden a = kb mit
y ¥ k=123
1 (6)

Ein Programm (Tastenfolge) z. B. fiir den Taschenrechner MR 610 ist leicht zu dberlegens

1. b (< a) eintasten

2.x—>M b in den Speicher fithren
3. CE Eingabe (b) 16schen

4. a eintasten

5 —

‘6. MR Speicherriickruf von &
7. = a — b in der Anzeige;

wenn @ — b > b, dann Wiederholung ab Schritt 5,
wenn ¢ — b = b, dann ist GGT = b, STOP,
wenn 0 < @ — b < b, dann Schritt 8
8. xeM Speichertausch mit Anzeige, d. h., nun iibernimmt a -- b die Rolle von a,
weiter bei Schritt 5.

Hier muB der ausfiihrende Mensch durch Tastendriicken und Beachten der Fille in Schritt 7
den Algorithmus selbst steuern und ausfithren. Der Taschem-echnel' nimmt ihm lediglich die
aufwendigen Arbeiten des Subtrahierens und Noti von Z: ten ab.

Ein echtes P mit automatisch ablaufenden Zyklen und Entscheidungen ist das

folgende in der Pr iersprache BASIC (einige Informationen iiber BASIC werden in 1.3.

ben), lches bei K is einiger englischer Worter ,,von selbst** versténdlich ist:

19 INPUT a, b

20 IF a = b THEN GOTO 109
30 IF a < b THEN GOTO 69
49 LET a=a—Db

50 GOTO 20

60 LET h=a

7 LET a=b)

80 LET b=h

99 GOTO 49
169 PRINT” GGT = *“; a
116 STOP

BOg!
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Die Zeilen 60 bis 80 (im Programm werden die Nullen zur U, heid vom GroBbuchst:

ben O durchstrichen) besorgen das Vertauschen des mittlerweile verinderten @ mit b. Dazu
ist eine HilfsgroBe 4 notwendig. Die — bei hen BASIC-Versi weglaBbare — Befehls-
angabe LET sorgt fiir die D g des Gleichheitszeichens als dy isches Zuweisungs- bzw.

Ergibtzeichen (in ALGOL und PASCAL als := geschrieben).
Natiirlich ist in einem GGT-Programm nach NicomacHUs keine Sicherheit dagegen gegeben,
doch in einen Fall mit sehr vielen Subtraktionen zu geraten. So liefert

a = 2000000000 und b = 999999999
nach zweimaliger Subtraktion des b die neuen Werte
a=1999999999 und b=2,

wonach dann 499999989-mal die zwei zu subtrahieren wire, was auch in Heimcomputern sehr
lange dauert. Besonders schnell arbeitet das nun folgende Programm. Man sollte unbedingt

hen, es zu v )} Esb die BASIC-Funktion INT fiir ,,ganzer Anteil von‘‘ und
stellt mit ihrer Hilfe den Rest der Division her:
19 INPUT a, b

20 LET a = a — b % INT (a/b)
30 IF a = ¢ THEN GOTO 60
40 LET b =b — a % INT (b/a)
50 IF b < > # THEN GOTO 29
60 PRINT a + b

78 STOP

1.2.  Diskrete Arithmetik.
Zahlendarstellung und numerische Effekte

Im Schulunterricht wird der Schiiler im Fach Mathematik beim Kennenlernen der
Zahlen und des Rechnens schrittweise von den natiirlichen (ganzen positiven) Zahlen
iiber negative und rationale Zahlen (Briiche) zu den reellen gefiihrt. Der zuerst diinn
besetzte Zahlenraum wird immer mehr gefiillt und schlieBlich zum Konti

Dabei bleibt der letzte Schritt zu den reellen Zahlen problematisch. Einmal sind die
Mittel der Einfiihrung, der Dedekindsche Schnitt oder die Intervallschachtelung, den
Schiilern fremd und damit dem Lehrer unlieb, und zum anderen kommt der Schul-
unterricht nicht recht iiber das bloBe Einfiihren hinaus. Jede praktische arithmetische
Arbeit verwendet dann doch nur rationale Zahlen in der Form endlicher Dezimal-
briiche. Es ist natiirlich unbestritten, daB als Abrundung des Zahlbegriffs reelle
Zahlen notig sind. Sie sind aber ein abstrakter Begriff, auch wenn am Beispiel von
¥2 im Unterricht nachgewiesen wird, daB dies als Linge der Diagonale eines Quadrats
der Seitenlinge 1 auftritt. Man kann mit ihnen symbolhaft (}/§, 7, e) hantieren und,
wie es in der Analysis geschieht, Weiteres fruchtbringend aufbauen. Die gesamte
Lehre von den reellen Funktionen, der Begriff der Stetigkeit, der Differential- und
Integralkalkiil werden fiir das Kontinuum der reellen Zahlen entwickelt. (In der
Topologie kommt man beim Aufbau des Begriffs der Stetigkeit auch ohne reelle
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Zahlen aus.) Aber unsere arithmetische Darstellung von Zahlen in Form der Dezimal-
bruchschreibweise erlaubt es nicht, eine reelle nichtrationale Zahl (ﬁ, x, e) aufzu-
schreiben. Wir sind gezwungen, die Notation an irgendeiner Stelle abzubrechen.
Uns sind nicht einmal ,weit hinten“ liegende Stellen bekannt. Wir kénnten sie
berechnen, aber wir tun es wegen der Nutzlosigkeit nicht. Im praktischen Leben
rechnen wir sogar nur mit einer Teilmenge der rationalen Zahlen, mit zwei-, drei-, ...,
zehn-, zwolfstelligen Dezimalbriichen, je nach verlangter Genn.ulgkelt. Die arith-
metischen Hilfsmittel im mathematischen Schulunterricht b ten bisher die
Rechengenanigkeit auf drei (Rechenstab) und vier (Tafelwerk) Stellen. Die Um-
stindlichkeit ihrer Handhabung begrenzten dariiber hinaus Umfang und Hiufigkeit
arithmetischen Trainings. Dieses ertrank schon bei halbwegs praktischen Beispielen
(in den Aufgaben) in ermiidender und eigentlich stupider Ziffernrechnerei, in Stab-
schieben und Tafelblittern.

Erst der Taschenrechner bringt hier im Unterricht eine Abhilfe. Er erlaubt die
Intensivierung der Ubungsphase jedes Stoffabschnitts. Er bietet die Moglichkeit
wirklichkeitsnaher und ungekiinstelter Zahlenbeispiele und macht dem Schiiler das
unsachliche Kriterium des ,,Aufgehens einer Rechnung fiir die Korrektheit seiner
Arbeit zunichte. Er ist fiir arithmetisch Unbegabte, die es zweifelsfrei bei sonst guter
mathematischer Veranlagung gibt, eine Arbeitsprothese, wie sonst eine Brille, ein
Horgerit, ein Gebi oder ein kiinstliches Bein.

Soviel Lobendes man also iiber den Einsatz des Taschenrechners in der Schule
sagen kann, man muB sich iiber gewisse arithmetische Konsequenzen véllig klar
sein. Dies gilt besonders fiir den leitenden und den BildungsprozeB fiihrenden Lehrer.

1.21. Computerzahlen

Alle Computer und auch die Taschenrechner miissen sich in ihrer Zahlendarstellung
auf eine kleine endliche Anzahl von Ziffernstellen beschrinken. Ublich sind 8, 10
und 12 dezimale Ziffern. Wenn die Rechner auch im Innern, in der unserem Zugriff
entzogenen internen Logik, dezimal arbeiten, entsteht zunichst kein weiteres Pro-
blem. Das der Schaltungstechnik am besten angepaBte Zahlensystem ist jedoch das
Dualsystem, und viele Rechner arbeiten intern in diesem System. Nur im Verkehr
mit dem bedienenden Menschen, also in der Ein- und Ausgabe, wird dann das Dezi-
malsystem verwendet. Durch die Umrechnung von einem System in das andere
(Konvertierung) entstehen Fehler. Zum Beispiel liefern alle Briiche, in deren Nen-
nern nur die Primfaktoren 2 und 5 auftreten, abbrechende Dezimalbriiche. Wenn
sie nicht zu lang sind, haben sie eine gute Chance der exakten Darstellung in einem
Dezimalcomputer. Aber nur die Briiche mit Zweierpotenzen im Nenner brechen im
Dualsystem ab. Bei allen anderen periodischen mu im Rechner die Darstellung
kiinstlich beendet werden, sei es durch Abbruch oder sei es durch eine Rundung.
Auf alle Fille entsteht ein Fehler. Bei Mikroprozessoren wird durchweg das Dual-
system bevorzugt, und zwar meist nur mit acht Stellen (1 Byte), gelegentlich mit 16.
In gréBeren Rechnern findet man 16, 24, 32,48 oder 64 Dualstellen, und das dezimale
Aquivalent reicht von 4 oder 5 bis zu 16 bis 20 Ziffernstellen.
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Festpunktdarstellung

Der Rechner verwende m Ziffern zur Darstellung einer Zahl, ein Vorzeichen und einen
Trennungspunkt fiir das Trennen von ganzem und gebrochenem Anteil. Als Ziffern-
vorrat werde (0, 1,...,9), also das Dezimalsystem benutzt. Wenn die Lage des
Trennungspunktes fixiert oder festgelegt ist, spricht man von Festpunktdarstellung.

Im englischen Sprachbereich — und von dort kam fast die gesamte Technologie der Com-
puter — wird ein Dezimalpunkt lle eines Dezimalki verwendet. Im Schulunterricht
gebriuchlich ist

1000000,36 oder 1000 000,36,

lisch 4 R

gegen in eng Li mit g des K.
1,000,000.36  oder  1000000.36,

und diese letzte Form gilt fiir Computer.

In der Computerarithmetik und sogar in der Numerischen Mathematik hat es sich einge-
biirgert, den Dezimalpunkt zu ver den. In #lterer deutscher Literatur findet man auch
Festkommadautellung Der Punkt bietet unbesttentbare Vorteile. Bei einer Funktion f(z, y)
mit mehreren Variablen wird das Komma zur Trennung in der Liste der Vsrin.blen verwendet

4

Bei aktuellen konkreten Variabl ten f(3.4, 7.2) kann bei B g des D«
kein Zuord: bl tehen bzw. man braucht nicht plétzlich doch zum Semikolon als
Trennzeichen ﬁberzngehen

Der Einfachheit halber (und weil es im Prinzip gleichgiiltig ist) wird der feste
Dezimalpunkt ganz an den Anfang gelegt. Ist beispielsweise m = 4, d. h., vier Stellen
nach dem Dezimalpunkt stehen zur Verfiigung, so gibt es fiir den Betrag einer dar-
stellbaren Zahl z die Moglichkeiten

0.0000
0.0(}0 1
0.9999
Die Null vor dem Punkt ist ohne Informationsgehalt und kénnte wegbleiben. In der
Anzeige vieler Taschenrechner wird sie auch weggelassen. Es ist also allgemein
0]zI=1—-10"<1
mit einem endlich groBen (wenn auch kleinen) Abstand
Az = 10"
zwischen benachbarten darstellbaren Zahlen.

Auf der Zahlengeraden liegen die Computerzahlen (positiv, negativ und Null)
diskret. Sie bilden eine endliche Menge, deren Michtigkeit 2 - 10™ — 1 ist. Sie ist als
Menge abbrechender m-stelliger Dezimalbriiche eine endliche Teilmenge der rationa-
len Zahlen, die ihrerseits ja unendlich gro8, wenn auch abzihlbar ist. Fiir die Ab-
solutbetriige gibt es deshalb ein kleinstes Element und ein gréBtes Element:

[2mia] = 0, [Zmax] = 1 — 107™.
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Es wird noch einmal ausdriicklich darauf verwiesen, da8. die darstellbaren Com-
puterzahlen diskret auf der Zahlengeraden liegen (Abb. 1.4), wihrend die Gesamtheit
der rationalen Zahlen dort zwar dicht, aber noch nicht kontinuierlich liegt (vgl.
MfL Bd. 4). In einem solchen Zahlenbereich sind nicht mehr alle arithmetischen

1 | I cee 1 1 1

0 0% 21074 1-210* 1-107* 1

0 0.0001 0.0002 0.9998 09999 1
Abb. 1.4. Die diskret auf der Zahl den i den Comp hlen der Fest-
ktd 1l imal vier Ziffern, die Eins gehért nicht mehr zum

Bereich)

Operationen ausfithrbar. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division ratio-
naler Zahlen ergeben wieder eine rationale Zahl. Die Menge der rationalen Zahlen
bildet einen Korper. Fiir die Computerzahlen der Festpunktdarstellung gilt das
nicht:

0.5802 + 0.8217 — Uberlauf, Zahlbereich wird verl
0.3249 + 0.2134 = 0.5383 liegt im Zahlbereich

0.5802 % 0.8217 = 0.476'75034 ist nicht darstellbar, muB auf
0.4768 verkiirzt werden.

(Weitere Beispiele und Folgerungen siehe 1.2.2.)

Ein Uberlauf wird wohl immer zum Abbruch der Rechnung fiihren. Das Verkiirzen
verletzt im allgemeinen elementare arithmetische GesetzmiBigkeiten, die den Schii-
lern vermittelt wurden und die nun bei dem sonst so wunderbaren Hilfsmittel
Taschenrechner nicht mehr voll giiltig sind. Solche verletzbaren Gesetze sind bereits
das Assoziativgesetz der Addition bzw. der Multiplikation

(@+b+c=a+(+0),
(@axb) Xc=axX({®Xo),

und das Distributivgesetz
aXb+c)y=aXbtaXec.

Im néichsten Abschnitt werden dazu Beispiele angegeben. Als Folge der Verletzung
solcher elementaren Gesetze, also letztlich als Folge der diskreten Arithmetik, stellen
sich dann auch Abweichungen von tieferliegenden mathematischen Aussagen beim
numerischen Rechnen ein. Ein den Schiiler verbliiffendes und ihm verstindliches
Beispiel wird durch die folgenden leicht iiberpriifbaren Identititen geliefert:

1 1

99—70}/§=mv—§=m.
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(Den ersten Ubergang erreicht man durch das sog te Rationalmachen, das in der
Schule oft als Anwendung und Ubung der Formel (a + b) (& — b) = a® — b? auitritt,
und den zweiten durch A Itiplizi und Anwendung der Wurzelgesetze bzw.
durch Anwendung des binomischen Satzes und Anwendung der Wurzelgesetze.)
Rechnet man zehnstellig, so erhalt man (je nach verwendeter Rundungsmethode auch
andere) mit

0.005050660000,  0.005050633885,  0.005050633890
zwar unterschiedliche Ergebnisse, aber die Fehler liegen fiir praktische Anwendungen
doch ,,geniigend weit hinten“. Rechnet man fiinfstellig (beim Nachpriifen nicht

zehnstellig rechnen und nur das Endresultat fiinfstellig anzeigen lassen, sondern nach
jeder Operation fiinfstellig verkiirzen), so ergibt sich

0.0060000,  0.0050507,  0.0050508.

Fiinfstelliges Rechnen bedeutet ,,5 Stellen nach dér ersten geltenden Ziffer*! Bei
dreistelliger Rechnung, wie sie bei Verwendung eines Rechenstabes nétig wire, erhilt

man sogar
0.300,  0.00306,  0.00506,

wobei der erste Wert um zwei GroBenordnungen falsch wird und gegeniiber dem
zweiten und dritten den 30000fachen Fehler zeigt.

Dieses Beispiel macht aogar aufmerksam nuf die Ta.tuohs, daB das im Schulunterricht

pfohl und bei R g oft geforderte hen, wenn sich dabei Dif-
fe isch h dezu schiidlich ist. Man sollte auf das Vermeiden von
Dxﬁeronzen fut glowhgroBer (99 Y 70 V— 98 99494934) Zahlen orientieren und die Schiiler
auf ent: Um

Fiir groBe z-Werte:

1 1 1

T z+1l zzt+1)

1 1 2 2
x+l+z—l—;=z(z'—l)’
ori-fo= —t—,

Ve+1+ 7z
Weti -

}I—z = T_——__l——'
(W ri+Viz) 71+ 72

Beim Subtrahieren fast gleichgroBer Zahlen in endlich g Zahlendarstell
heben sich die vorderen bedeutsamen Stellen weg, was man Slellemuah&chung nennt
und nur die letzten Stellen verbleiben. Da diese oft ungenau sind, kann das Ergebnis
bis zur Unkenntlichkeit verfialscht werden. Bei nachfolgender Multiplikation mit
einer geniigend groSen Zahl werden wieder alle Stellen ,,aufgefiillt”, und eine nicht

mehr vorhandene Genauigkeit wird vorgetiuscht. (Weiteres dazu siehe in 1.2.2.)
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Gleitpunktdarstellung

Bei der Festpunktdarstellung ist man auf den Zahlenbereich (—1, +1) beschrinkt,
was fiir viele Aufgaben sehr listig ist, da man die Zahlenwerte (auch alle Zwischen-
resultate) so transformieren muB, da8 sie in diesen Bereich fallen. Unter dem Namen
»,Kommaautomatik* bieten einfachere Taschenrechner die Fihigkeit an, das Komma
— oder besser gesagt den Dezimalpunkt — innerhalb der zur Verfiigung stehenden
Ziffern zu verschieben und bei Resultaten an der richtigen Stelle zu liefern. Ist etwa
wieder m = 4 die Stellenanzahl, so kénnen nun Zahlen der Form

10000
0001 Az = 104
9999
1.000
1'?01 Az = 1073
9.999
10.00
1001
99.99
100.0
10011 4, — 10
999.9
1000.

10001,y

9999.
dargestellt werden. Der Zahlbereich ist erheblich vergroBert :
0 2| <10 — 1.

Die Zahlen liegen weiterhin diskret auf der Zahlengerade, aber nicht mehr dquidi-
stant. Die Abstinde schwanken zwischen

Az = 100"  und Az =1,

wobei sie sich von Stufe zu Stufe um den Faktor 10 (Basis des verwendeten Zahl-
systems) vergrofern. Um Null herum liegen die Zahlen recht dicht, aber an den Gren-
zen des Zahlbereichs verhiltnismiBig diinn, so da8 dort ziemlich groBe Absch
der Zahlengeraden bei notwendigen Verkiirzungen von Resultatziffernfolgen auf
eine darstellbare Zahl gezogen werden mii (Abb. 1.5).

hiohh

leitend

Der Gedanke der Kommaautomatik, also des ver en oder g
Kommas, ist verallgemeinerungsfihig. Man kann das Komma, d. h. den Dezimal-
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punkt, iiber den Rand der Ziffernfolge hinaus verlagern, wenn man einen Skalie-
rungsfaktor in Form einer Zehnerpotenz (oder Potenz der Basis des verwendeten
Zahlensystems) hinzufiigt.

0 025 050 075 100 125 150 175

1 i _r
1.29 l | o112
‘ I“’,’“% ’ ,0.110-2"
01042 0.101-2
0.100- 2 ; 0.100-2"
0.111-2"
01102
0.101-271

0.100-27"
0.111.272
0.110-272
L—0.101-22
L— 0.100-272
15 Die diskret auf der Zahlengeraden liegenden Comp hlen der Gleitpunkt
11 Um eine maBstibliche Zeich oglichen, wurde als Basis 2,
also das D“ 1 , als Ziffer hl m = 3 und als Exponentenberelch —-2<E
< 1 gewahlt

Man erreicht damit eine Zahlendarstellung, die Schiilern bereits aus dem Chemie- oder
Physikunterricht bekannt sein dirfte:

Loschmidteche Zahl = 6.022 - 10% mol-,
Plancksches Wirl —6626.10%7.5

889!

als Anzahl der Molekiile in einem Molvolumen (bei Gasen 22.4 1) bzw. Proportionalititsfaktor
fiir die Energie der Lichtquanten E = kv, wobei » die Frequenz des Lichtes ist.

Da die Basis des verwendeten Zahlsystems immer bekannt ist, seine stindige
Angabe demnach redundant ist, wird sie in der Regel bei der internen Zahlendar-
tellung im Comp weggel. Auch bei einer Zahlenanzeige oder beim Druck
fehlt meist die Basis. Es erscheint lediglich der Exponent, zur besseren Erkennung
wohl etwas abgesetzt, z. B.

6.022 23, 6.626 —34

fiir die beiden oben angegeb Zahlenwerte. Dieser Exponent ist auch die Kennzahl
(ganzer Anteil) des Logarithmus der darzustellenden Zahl, und deshalb ist fiir diese
Schreibweise auch der Name halblogarithmische Darstellung bekannt, halblogarith-
misch deshalb, weil von der Ziffernfolge selbst kein Logarithmus gebildet wird. Dessen
ungeachtet wird die Ziffernfolge trotzdem Mantisse wie beim Logarithmus genannt.
Diese Gleitpunktdarstellung ist nicht eindeutig, z. B. bedeuten die Angaben

6.022 23, 6022 22, 6022 21

alle dieselbe Zahl, Diese Mehrdeutigkeit wird in der Regel durch eine zusitaliche
Normalisierungsvorschrift beseitigt. Meist verlangt man, daB die Mantisse M dem
Betrag nach im Bereich oder Intervall 0.1 < |[M| < 1 oder 1 < |M| < 10 liegt. Das
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bedeutet entweder, daB der ganze Anteil Null ist und die erste Ziffer nach dem Dezi-
malpunkt verschieden von O sein muB oder aber daB der ganze Anteil eine von 0
verschiedene Ziffer sein muB. Die beiden Beispielzahlen wiirden nach diesen Vor-
schriften die Formen

0.6022 24, 0.6626 —33
oder, wie schon gehabt,
6.022 23, 6.626 —34

annehmen. Im ersten Fall wird dann oft noch die iiberfliissige, weil stets vorhandene
und damit redundante Null weggelassen:

6022 24, 8626 —27

In Taschenrechnern bevorzugt man die zweite Form mit einer echten Ziffernstelle
vor dem Dezimalpunkt. Allerdings geht durch diese Normalisierung die Darstellungs-
méglichkeit fiir die Null verloren. Diese bekommt eine Sonderstellung und wird mit
der Mantisse Null und dem Exponenten Null angegeben. Es sind auch andere Ex-

ponentenwerte dabei iiblich, wodurch ,Nullen unterschiedlich igkeit*
angezeigt werden konnen. Als Mantissenlingen sind 6, 8, 10 und 12 Stellen “iblich
und als Exp t gaben zwei Stellen, so daB der Exponentenbereich —99 < £
< 499 ist.

Werden bei Comp als Exp tenbereich E verwunderliche ,,krumme* Angaben ge-
macht, z. B. —19 < E < +19, so verbirgt sich dahinter meist eine interne Zahlendarstellung
im Dual- oder Oktalsystem, welche sechs Dualstellen bzw. zwei Oktalstellen fiir den Exponenten
reserviert,

—111111 £ E £ +111111  dual,
-1 SES+1 oktal
(—63<FE < +63 dezimal),
und es ist 2% & 1029,

1.2.2. Numerische Effekte

hareich £

Durch den Exponenten kann also der Zahl 80 greich konstruiert
werden, daB fiir die maisten praktischen Rechnungen keine Uberschreitungen auf-
treten und man relativ ohne Sorge einen arithmetischen Proze8 ablaufen lassen kann.
Diese Sorglosigkeit gilt aber nur relativ, denn manchmal duBert sich ein Computer
trotz fehlerfreier Bedienung und technisch fehlerfreier Arbeit in den Schaltelementen
mit ginzlich falschen und damit offensichtlich falschen Resultaten. Dieser Fall ist
noch der angenehmste, denn offensichtlich falsche Ergebnisse kann man leicht aus-
sortieren. Die Angelegenheit wird sehr problematisch bei verfilschten Resultaten, die
noch im Plausibilititsbereich liegen, aber hohe Fehler aufweisen. Leider ist das
méglich, und diese Tatsache verlangt vom Computerbenutzer — auch vom Anwender
der Taschen- und Tischrechner — eine kritische Einstellung, ein gutes numerisches
Verstindnis und stindige Resultatkontrolle. Gewarnt sei vor kritikloser Akzeptierung




30 1. Einfithrung

der Computerergebnisse und blinder Computer- bzw. Elektronikgliubigkeit! (Einige
Beispiele zum geschilderten Sachverhalt wurden bereits in 1.2.1. vorgefiihrt.)

Letzten Endes riihrt dieses Verhalten der Rechnerarithmetiken vom diskreten und
endlichen Zahlenraum her. Die Mathematik, genauer die reelle Analysis, ist auf der
Basis des Kontinuums entwickelt worden. Elementare Rechengesetze und auch tiefer-
Li de bzw. hohere Aussagen legen den Korper der reellen Zahlen zugrunde. Im
Computer arbeitet man mit einer Teilmenge der rationalen Zahlen, die keinen Korper
im strengen Sinne bildet, obwohl sie dafiir weitgehend ein gutes Modell abgibt.
Gerade die an sich so vorteilhafte Gleitpunktdarstellung der Zahlen sorgt bei den
hoheren Exponenten fiir eine gihnende Leere auf der Zahlengeraden. Nimmt man
als Beispiel zehn Manti tellen an, so ist

Azgay = 0.0000000001 X 10% = 10%°

der groBtmogliche Abstand zweier ,,benachbarter Zahlen. Selbst in der Lingen-
einheit Angstrém (10-7 mm) gezihlt, wire dies noch ein Abstand von 10% Licht-
jahren, lige also in Bereichen der Abmessungen unserer Galaxis oder gar des uns
bekannten oder optisch erreichbaren Universums. Das ist natiirlich weit vom Kon-
tinuum entfernt. Ungeheuere Bereiche mii durch Rundung zusammengezogen
werden. Die Rundungsvorschrift gewinnt dadurch eine eminente Bedeutung, die

Mantisse Exp
(-[43508[+[03]
[+160 2 T4]+[0 1]

(-] 350 8+[0 3] Abb. 1.6. Ausrichten der Operanden und Verlust von Ziffern bei
(+[00602[+[03] @leitpunktaddition

weit iiber ihre vertraute mindere Wirkung im tiglichen Leben hi geht. Durch die
nun existierenden Computerarithmetiken praktisch angeregt, beginnen Mathematiker
die zugehdrigen algebraischen Strukturen, nun keine Korper mehr, sondern deshalb
Raster genannt, genauer zu untersuchen [30, 33].

Im Zahlenbeispiel der Abb. 1.6 sind die Ziffern 1 4 der Mantisse des absolut klei-
neren Operanden verloren und werden auch durch Rundung nicht gerettet. Es ist
also numerisch stets besser, erst mehrere kleine Zahlen fiir sich zu summieren und
dann diese Summe zu einer groBeren Zahl zu addieren, als jede der kleinen Zahlen
einzeln zur gréBeren Zahl zuzuschlagen.

Wie das Beispiel aus Abb. 1.6 deutlich macht, denke man bei jeder Addition und
Subtraktion daran, daB ein sogenanntes Ausrichten der Ziffernfolgen zur Herstellung
gleicher Exponenten nétig ist. Dadurch werden vom kleineren Operanden Ziffern
abgestoBen, gehen also fiir die weitere Rechnung verloren. Lediglich durch eine
Rundung finden sie noch gewisse Beriicksichtigung.

Abb. 1.7 zeigt ein Op d ter fir zweistellige (dyadische) Operati Nur durch die
Gitterpunkte werden Op denkomnibinati gezeigt. Man sieht dadurch deutlich den
Unterschied zu dem das ganze Quadrat liickenlos ausfiillende und dariiber bis ins Unendliche

ichend idi ionale Op denkonti der Analysis.
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o111:2' 175 1.75
0.110-2' 1,50 1.50
0.101-2" 1.25 125
N

0.100-2' 1,00} 34} 1.00
0.111-2°

0.110-2° 0.75 0.75
0.101-2°

0.100-2° 0.50 0.50
0.100-2"" 25 0.25
0.100-22 042 ;I ‘\: 0.125

050 075 100 1.“25 150 Jw

S — -
0125 0.25
Abb. 1.7. Ein Operand fiir istellige Operati Eingetragen ist die
Gerade z + y = 1.25 im Kontinuum. Im Raster ergeben sich neun exakte Summen
dieses Wertes (o), und 22 entstehen durch Rundung (X)

Damit die zeichnerische D: llung technisch mdglich ist, wurde eine Gleitpunktdarstellung
mit drei Stellen im Dualsystem und dem Exp bereich —2 < F < 1 gewihlt, wie sie
bereits auch in Abb. 1.5 gezeigt wurde.

Eingetragen ist die Gerade

z+y=125,

aber im Zahlenraster ist es keine Gerade, sondern nur eme endhche Punktmenge aus neun
El ten. Durch Rund wird 22 wei Op die im K

nicht die Summe 1.26 b|lden, ebenfalls d|eser Wert als Summe zugeordnet. Dabei wird bei
diesem Beispiel trotz sy hrift nur viermal abgerundet.

Beispiele
1. Verletzung des Assoziativgesetzes der Additi

¢}

@+b)+c=a+(b+c).
Bei dezimaler vierstelliger Rechnung mit
a=04872.10%, b =04671-10"2, c¢=04023.10"2
und bei Rundung ergibt sich
links 0.4872 - 10? und  rechts 0.4873 - 102,
Der Unterschied scheint unbedeutend, ist jedoch eine Ubertretung des Gesetzes.
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2. Verl g des Assoziativgesetzes oder K tivgeselzes der Addition im grofBen
(global). Die Summe
8=
P

werde fiir verschiedene n ,,von vorn®, d. h. beginnend mit ¥ = 1, und ,,von hinten“,
d. h. beginnend mit k = n, berechnet. Bei zehnstelliger Rechnung ergibt sich

n S(vorwiirts) S(rickwirts)

10 2.928968254 2.928968254
100 5.187377520  5.187377519

1000 5.485470857  5.485470865

Dabei ist die Riickwirtssumme korrekter; bei ihr werden nicht so viele Ziffern ab-
gestoBen, da auch die Zwischensammen vorerst noch klein sind.

3. Numerisches Differenzieren, Grenzwertbildung. Es wird in der Analysis gelehrt,

daB der Differentialquotient der Gr t des Diff juotienten ist,
111/_ = lim ﬂ/
dx g0 4z’
und daB man aus Berechnungen des Diff quotienten um so bessere Naherungs-

werte des Differentialquotienten erhilt, je kleiner man Az wiihlt. Beim Einsatz von
Taschenrechnern ist man geneigt, dies experimentell nachzupriifen oder vorzufiihren.
In [29] findet man fiir die Funktion

y==,

deren Ableitung konstant gleich 1 ist, die numerischen Werte fiir die Ableitung an
der Stelle z, = 1.

Die Comp h v ht, den G ik

& gang

.z + A~z
= ljim =T 0 ¢
% A0 k

numerisch zu simulieren. In Abb. 1.8 wird der qualitative Verlauf von

(k-1
W= h

im Bereich von A = 10~ bei zehnstelliger Rechnung geze:gt Im Zihler gehen Ziffern der Dar-
stellungen fiir 4 gegeniiber 1 verloren, wenn als R infach Abbruch gi wird
— anderenfalls kann bei Aufrundung auch W groBer als 1 werden. Unterhalb von 10-* wird
sogar W = 0.

Es handelt sich hierbei auch wieder um die bereits als gefihrlich genannte Sub-
traktion fast gleichgroBer Zahlen.
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NN

_~

M———__NP
mr————-——
mr——————

W —

[10'1’1

von y = z an der Stelle 2, = 1

g
g

Abb. 1.8. Ni isch simuli

4. Eine Aussage iiber alternierende Reihen. Die Reihenentwicklung fiir e*,
z | 2
6’—1+ﬁ+5+ ey

ist bekanntlich bestindig konvergent, d. h., sie konvergiert fiir alle z. Fiir negative
wird daraus eine alternierende Reihe. Fiir diese gilt [35], daB der Abbrechfehler
kleiner als der Betrag des ersten vernachlissigten Gliedes ist. Diese Aussage scheint
fiir numerische Berechnungen besonders giinstig zu sein, braucht man doch nur den
Betrag des niichsten Reihengliedes zu beobachten. Wenn er unter ein vorgegebenes
¢ sinkt, welches die Rech igkeit bestimmt (beispielsweise 10-8), 8o bricht man
ab und kénnte sicher sein, dsB dann auch das Resultat die gewiinschte Genauigkeit
begitzt.

Tab. 1.1 zeigt die mu&ohhch auf dlese Welse erhaltenen Resultate [29, 30]. Zwischen —4
und —5 wird erstmalig die analytisch ge iiber das Fehlerverhalten nicht

mehr bestitigt. Bei —12 ist keine Ziffer des Resultats mehr ncht.ig Bei —13 steigen die Werte
der alternierenden Reihe sogar wieder an, und bei —50 wird ein Etgebnis gelwfert das um 33

GréBenordnungen falsch ist. Alles das lmgt tiirlich an dem verwend ter und
der diskreten, hier 10stelligen Gleitp ithmetik. Bei der math ischen, vom Konti
Tab. 1.1. Vergleich exakter, d. h. auf neun geltende Ziffern d Werte von
¢ mit denen aus der alternierenden Reihe und dem amlytuwh gesicherten Abbruch-
kriterium. Es wurde 10stellig mit der G 10-® gerechnet. Bei der
angegebenen Anzahl von Gliedern konnte sbgebroohen werden
z alternierende e absoluter Anzshl der
Reihe exakt Fehler Glieder
-1 3.6787944 - 101 3.6787944 . 101 10-¢ 12
—10 4.4802480 - 10~ 4.5399929 - 10~ 6.107 41
—-11 1.7772109 - 10-% 1.6701700 - 10-® 10-¢ 43
—12 3.6000740 - 104 6.1442123 . 10~¢ 3.10-¢ 46
—13 4.7107442 - 10-¢ 2.2603204 - 10 2-10~¢ 49
—20 2.1825203 - 102 2.0611536 - 10 2-10" 69

—50 1.1589190 - 101t 1.9287498 - 10~ 2. 10t 151
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der reellen Zahlen ausgehenden Formulierung wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB alle
zur Berechnung benutzten Zahlen beliebig genau vorliegen. Um z.B. e = 1.929 - 10-22 zu
berechnen, miissen nlle Werte nnd Zwisch auf 22 Stellen nach dem
D Ipunkt bekannt sein. Die R glieder (—50)%/k! wachsen aber erst einmal bis zum
fianfzigsten Glied stindig an. Es wu'd dabei eine GréSe von 2.92 - 10% erreicht. Diese 21 Ziffern
vor dem Dezimalpunkt und weitere 21 danach miissen sich wihrend der Rechnung aufheben,
damit das korrekte Ergebnis erzielt werden kann. Also miiBte man fiir eine korrekte Resultat-
ziffer etwa 43stellig arbeiten. Tatsichlich wurde 10stellig gerechnet, und somit wird der zu-
nichst verwunderlich erscheinende Fehler von 33 GroBenordnungen plausibel.

Fiir eine numerisch richtige Abbruchbedingung kann die numerisch richtige Angabe
der GréBenordnung G des Abbrechfehlers 4

6(d) = G(max (g, |2//109)

verwendet werden, wobei g, das erste vernachlissigte Glied ist, z der groSte Zwi-

d der Rechnung und « die Stellenzahl in der verwendeten dezimalen
Gleitpunktarithmetik. Erst wenn a sehr groB ist, reduziert sich diese Regel auf die
mathematisch-analytische Formulierung, denn dann ist immer |g,| der griBere
Partner.

[ vz

+[ 1%

s .

+ [ : /7

I
* Fehlerstel
€ e‘r ete - letztes Glied

+ | | 1%
Summe [ — 17
Abb. 1.9. Graphische Vi haulichung der E hung des Fehlers benn Abbruch

Iternierender k g Reihen unter Verwend einer Gleitp

arithmetik

Die Skizze aus Abb. 1.9 zeigt, daB das letzte Glied bereits kleiner als die Wertigkeit der
letzten Ziffer der Summe ist. Trotzdem liegt der Fehler wesentlich weiter vorn, weil von einem
Zwischenglied unbekannte Ziffern (schmiflert) auf diese Stelle wirken. Tatsiichlich berechnet
der numerische Praktiker e-Pot: mit neg; Exp ten nicht nach der alternierenden
Reihe, sondern er berechnet die e-Potenz mit dem entsprechenden positiven Exponenten und
bildet davon den Kehrwert gemil =% = 1/e*.

Die Beispiele fiir die Auswirkung der diskreten oder Rasterarithmetik im Gegen-
satz zur Arithmetik und Analysis im Kontinuum der reellen Zahlen lassen sich
beliebig vermehren. Mit der Vorfithrung einiger davon sollte eine Warnung vor
kritikloser Anwendung moderner Rechengeriite, auch vor kleinen Taschenrechnern,
ausgesprochen werden. Bei allen praktischen Anwendungen sind Fehleruntersu-
chungen notwendig, um die geschilderten Effekte zu erkennen und evtl. zu vermeiden.
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1.3.  Charakterisierung von Taschenrechnern
1.3.0. Formelschreibweisen

Im tiglichen Leben und im Beruf sind wir heutzutage bei der Durchfiihrung arith-
metischer Rechnungen auf das sogenannte ,,Infixgystem* gepriigt. Dies bedeutet,
daB die arithmetischen Operatoren (+, —, 3 oder -, [ oder :) zwischen den Operanden
stehen, z. B.

a+b, aXb,
was historisch, durch ja.hrhundertelange Gewohnung entstanden und schlieBlich

durch unsere Schulbildung auf uns gek« ist. Taschenrechner, welche diese
Gewéhnung des rechnenden Menschen beriicksichtigen, damit nuch einen groBen
Interessentenkreis ansprechen und fiir den Einsatz in der Schule vielleicht als be-
sonders geeignet erscheinen, verwenden auch die Infixmethode, die gewshnlich als

braische Logik bezeichnet wird. Die einfach von ihnen lassen dann aber aus
Grunden eines billigeren inneren Systems (weniger aufwendige Steuerung) die uns
ebenfalls sehr vertraiuten Vorrangbeziehungen (Hierarchien) der Rechenarten un-
beriicksichtigt, es sind dies die in 1.3.1. betrachteten Rechner.
Es gibt jedoch auch andere Formelschreibweisen, und weil diese EinfluB auf be-
stimmte Taschenrechnertypen haben, miissen sie und die zugehérige Umwandlung
hier behandelt werden. Es handelt sich um die Prdfiz- und die Postfizsysteme, bei
denen die Operatoren vor bzw. nach den Operanden stehen.

Normale Infixdarstellung:

a+bXc bzw. (@a+b) K¢
Funktionsschreibweise:
ADD(a, MUL(, ¢)) bzw. MUL(ADD(a, b), ¢)

Daraus Prafixdarstellung durch Wegl der ,,technischen* Zeichen und Ope-
ratorverwendung :

+aXbc bzw. X +abe

Methodisches Hilfsmittel zur Umwandlung sind die Rechenbidume und die zuge-
hérigen sogenannten Durchldufe (Abb. 1.10). An jeden Knoten st6B8t man dreimal :
Das erste und das dritte Beriihren liefert die Reihenfolgen

+ aX¥be abc X +
bzw.
X+ a be ab+ ¢ X

also die Prifix- bzw. die Postfixdarstellung.

Fiir Arbeitsgruppen oder fakultative Kurse ist der folgende Hinweis gedacht: Pra-
fix- und Postfixdarstellungen von Formeln sind klammerfrei und benétigen keine
Vorrangregeln (Hierarchien).



Abb. 1.10. Rechenbéume mit Durchldufen

1 ist das Umschreiben bekannter G aBigkeiten in diese Form:
Kommutativgesetze
ab+ =ba+ ab+ba+ =
abx =ba » oder soger absxba x =
Assoziativgesetze
’ ab+c+ =abe+ + ab+c+abe+ + =
abxcx =abcx x oder sogar abxcxabex x =
Distributivgesetz

ab+tc* =acxbex + odersogar ab+cxacxbcx =
Binomische Formel

ab+2%=a212a%bx +b2%+

odersogar ab+2ta212a % bx +b2¢+ =
Uber Hinweise zur Methodik der Arbeit mit Tasch h im Ui icht siehe [77].

1.3.1.  Infixrechner (algebraische Logik) ohne Hierarchie

Man rechnet mit ihnen wie bei den Kopfrechnungen auf Zuruf mit Wiederholungen
(Kettenrechnungen) in den unteren Schulklassen:

3+4—-5+4+17=
liefert das korrekte Resultat 9. Die Niederschrift der Aufgabe entspricht der Tasten-
bedi sfolge des Rech Infixrechner erkennt man &uBerlich an der Taste

»=". Das Eintasten einer Zahl in das Anzeige-, Eingabe- und Resultatregister X
wird durch einen Operator oder Driicken der Taste ,,=‘ beendet. Gewdhnlich, auBier
zu Beginn, 16st ein Operator das Ausfiihren der zuvor eingetasteten Operation aus,
deren Resultat dann in der Anzeige X erscheint und als neuer erster Operand zur
Verfiigung steht (Kurzweg-Technik im Gegensatz zu immer verlangtem Driicken
der Taste ,,‘=“ .

Tasten 34+4—-54+7=
Anzeige X 33475279
Register Y 03377229

(Register Y 0030702 0)

Zu Beginn dagegen fithrt das Tasten einer Operation den Inhalt x von X in ein
zweites Register Y iiber.
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Beim Eintasten eines neuen (zweiten) Operanden muB der alte (erste) Operand
oder das alte Resultat in diesem Register Y aufbewahrt werden. Dieses Register im
Rechenwerk des Tasch hners ist dem Benutzer nicht sichtbar. Entweder driickt
das Betii.ﬁgen einer Operatortaste den Inhalt der Anzeige (Resultat) als ersten
Operanden fiir den Operator in das Register (diese Methode wird bevorzugt), oder
aber dies geschieht erst beim Beginn des Eintastens des zweiten Operanden (oben
in Klammern gesetat).

Das Register Y hat nach AbschluB der Tasten 4 + 2 + 3 =
Operation bei unterschiedlichen Tasch

rechnern unterschiedliche Inhalte. Es kann X 4426309
1. den ersten Operanden halten, Y 4 4 6 6 6oderd
2. ebenfalls das Resultat beinhalten, oder 0

3. auf Null geldscht sein. .

Das Register Y wird zur Konstantenbildung herangezogen (siehe 1.3.6.). Die Aufgabe
3X4+2XB=

liefert nicht, wie die Hierarchie es fordert, 22 als Resultat, sondern 70:
Tasten 3X4+2X5=
Anzeige 33412215 570.

Das kann auch als Test zum Typ verwendet werden.’

Will man Produkte von S oder S von Produkten

(a3, + @5) X% (b, + b;) oder a; X @y + by X by,

korrekt berechnen, so mu man

— umformen,

— Zwischenergebnisse notieren,

-
— LW

Ein Taschenrechner mit einem Speicher, gewohnlich durch eine Taste M (memory
(engl.) = Erinnerung, Gedichtnis, Speicher) oder durch M+ bzw. M— erreichbar,
ist anderen iiberlegen. Die Tastenfolgen wiirden lauten:

1. C  léschen (clean) 2. C 16schen (clean)
MC Léschen des Speichers MC Loschen des Speichers
a; Eingabe a,  Eingabe
+  Addition %  Multiplikation
a,  Eingabe a, Eingabe
= erste Summe = erstes Produkt
M+ erste Summe nach M M4 erstes Produkt nach M
b,  Eingabe b, Eingabe
+  Addition * Multiplikation
b,  Eingabe b, Eingabe
=  zweite Summe = zweites Produkt
>  Multiplikation +  Addition .
M  erste Summe aus M zuriick M erstes Produkt aus M zuriick

Resultat Resultat
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Bei der Division von Summen muB man zuerst den Divisor (Nenner) errechnen und
speichern,

(@1 + a5)/(by + bs),

da dieser dann als zweiter Operand aus M geholt werden kann.

Errechnet man zuerst den Dividenden (Zihler), so ist eine Taste ,,1/x* (Kehrwert)
von groBem Vorteil. Ein Rechner mit dieser Taste ist wiederum besser.

Interessant, wenn auch etwas miih ist das Umf von Ausdriicken so,
daB sie mit Taschenrechnern mit algebraischer (Infix-) Logik, aber ohne Hierarchie
in einem Zug l6sbar werden.

Summe von Produkten

Die normal notierte arithmetische Umstellung wiire

(@0 3% a) + O % b) = % b 0,

woraus die Tastenfolge ohne Klammern
@y X Gafby + by K by =

entsteht. Dies 14Bt sich verhiltnismiBig einfach fortsetzen:
(@) X% @a) + (by X by) + (e1 ¥ €2} + (dy K dy) =

b,
(«%ﬁ“wm*éwo*;—:wo*d,

Tastenfolge ohne Kl
@1 K Gofby + by K byfos + €1 K cafdy + dy K dy =

h

einer S von Quotienten:

Ein wenig einfacher gestaltet sich das B

a*d

(@) + (old) + (el = (B2 40 % L 1oy

Tastenfolge ohne Klammern:
a X db+cxfld+elf=
Produkt von Summen
Es wird zuniichst in eine Summe von Produkten umgeformt,

(@) + @) X (by + by) = a1 X by + @y X by + a2 % by + 6, X by,

und dmn wm bel dleser weiter verfahren. Man erkennt den Vorteil auch nur eines
und es wird deutlich, daB das technische Hilfsmittel
Arbelt und Methode beeinfluBt.
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1.3.2.  Infixrechner (algebraische Logik) mit Hierarchie

Schon bald wird in der Schule (Klasse 2) gelehrt, daB unter den arithmetischen
Operat: eine Vorrangbeziehung, eine Prioritdt oder Hierarchie, gilt. Die Multi-
pllkahon und Division werden gegeniiber Addition und Subtraktion bevorzugt
behandelt. Das ist von der Sache her vollig unbegriindet. Es stellt lediglich eine
Ubereinkunft, eine praktische Verabredung, dar, welche Klammerungen einspart.
In der Mathematischen Logik bzw. den Grundlagen der Mathematik werden alge-
braische Strukturen und ihr Aufbau behandelt, bei denen man entweder keine Vor-
rangbeziehungen festlegt oder diese erst spéiter und eben aus technischen Griinden
sparsamer als durch Verwendung von Klammern fixiert. Die Arithmetik ist eine
algebraische Struktur von vielen. Taschenrechner, welche die arithmetischen Hie-
rarchien automatisch befolgen, sind etwas aufwendiger konstruiert und scheinen
dem Nutzer zunichst einfacher in der Handhabung zu sein. Da sie aber nicht er-
moglichen, die Hierarchie durch Klammerung wieder aufzuheben, verliert sich der
Vorteil recht bald. Wenn schon die Hierarchie befolgt wird, sollte der Rechner auch
zugleich — moglichst mehrere — Klammerniveaus beriicksichtigen kénnen und
damit genauer die algebraische Struktur der Arithmetik reflektieren.

Von diesem Typ ist der Schulrechner SR1. Er hat zwei zusitzliche erra,rchle-
stufen:

0. Stufe: + —  plus minus
1. Stufe: >/  mal durch
2. Stufe: y=x hoch

Da.s hat zur Folge, daB er zu den X- und Y-Registern im Rechenwerk noch zwei
Register Z und T benotigt. Die Aufgabe 3 + 4 X 28 = 131 wird z. B. wie folgt
abgearbeitet :

3+ 4 % 2 y5 = Tastenfolge
X 33 44 2 2 5 (32 128) 131 Ameige
Y 3, 3,4y 4 2 2, (4, 3,) 128
z 3, 3, 4 4 (3,) Registerinhalte
T 3, 3,

Die noch nicht ausgefiihrten Operationen den ebenfalls gespeichert, d. h. tiefer in
den Stapel von Registern gedriickt, wenn eine neue Operation hoherer Hierarchie
folgt. Neue gleiche oder niedrigere Hierarchie 158t aus dem Stapel alle gleichen oder
héheren Operati aus. Beim Gleichhieitszeichen werden alle restlichen Operationen
erledigt. Das geht so schnell, daB es dem Auge verborgen bleibt (Klammern in der
Tabelle).

Die Tastenbezeichnung y= fiir das Potenzi ist nun verstindlich. Aus metho-
dischen Griinden wire ein Pfeil oder POT oder HOCH o. é. freilich besser.

Ubrigens arbeitet y* nach der Formel

exp (z-Iny).
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Daraus wird klar, da.B negatlve y (Basis) zu Fehlern fiihren, da8 aber auch rationale z
(Exp ten, W ) méglich sind. Auch die deutliche Wartezeit auf das
. Resultat wird verstandlich.

Fiir die Abituraﬁ:fe: Man hiite sich, den Grenzwert von
-
y'=(l+-l-) fir » > oo,
n

d.h. die Zahl e, mit der Taste y* und groBem m vorzufihren! Es ist dann nimlich
In 1+L)=L, und maz~lnyvird»~L= 1 und dann natiirlich exp 1 = e. Es kommt

zwar richtig heraus, aber es wiire eine Vorti des beabsichti Effekts. Dieser wird
nur durch Verwenden der Multiplikations- oder noch besser der Quadriertaste, z. B. durch
zehnmaliges Driicken der Taste x? fir » = 1024, erreicht und korrekt demonstriert.

Man beachte: Zu groB darf » auch wieder nicht sein! Beim SR 1 ist z. B. fiir n > 10°
I+L=l und In1=0,
A
woraus exp 0 = 1 und nicht e entsteht.

Konstantenbildung beim SR 1

Im SR1 wird als Konstante das letzte Zwisch bnis (eventuell unsichtbar) vor
dem Resultat und die letzte vor dem Resultat a,usgef\ihrte Operation genommen. Im
obigen Beispiel ist das 4 128. Diese Operation kann in der Tastenfolge schon lange
zuriickliegen.

Methodischer Hinweis zum Ersatz von Klammern

Von Lehrern, welche bereits Erfahrung im Einsatz der Taschenrechner im Schul-
unterricht haben, wird hiufig die Ansicht vertreten, daB automatisches Befolgen
der Hierarchie durch den Rechner fiir den Lern- und UbungsprozeB nachteilig ist.
Die Schiiler wiirden beispielsweise bei der Aufgab

5+6x3
dann ohne Taschenrechner viel ofter zu dem falschen Resultat (5 + 6) % 3 =33
durch einfaches Befolgen der Operationen von links nach rechts — wie beim Ein-
tasten — kommen.

Die Hierarchie ist bei diesen Rechnern haufig durch die Resultattaste ,,.—
durchbrechen, so daB8 man gewisse Klammerungen wirkungsmaBig ausfiihren kann,
ohne eine Klammertaste zu besitzen. Wird die Aufgabe 5 + 6 % 3 = in dieser
Folge getastet, so ergibt sich korrekt 23. Tastet man 5 + 6 = %3 =, so ergibt sich

= (6 + 6) ¥ 3.

1.3.3. Infixrechner (algebraische Logik) mit Klammerung

Jede Klammerung legt einen momentanen Vorrang fiir die eingeklammerte Opera-
tion fest. Es gibt nun Taschenrechner mit einem und mit mehreren Klammerniveaus,
die sich obendrein noch darin unterscheiden, daB sie die iibliche Hierarchie der
Operatoren (3¢ und - vor + und --) beriicksichtigen oder nicht. Wie bei der einfachen
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Hierarchie verlangt jedes Klammerniveau im Tasch hner ein weit Regist:

Rechner mit Klammertasten verlangen zwar mehr Tastenbedienungen, sind aber im
Ablauf der Operationen logisch einfacher iiberschaubar. Das Prinzip wird an einer
. Aufgabe fiir einen Rechner mit zwei Klammerniveaus ohne Hierarchie (d. h., Multi-
plikation und Division miissen zusitzlich geklammert werden) vorgefiihrt. Dieser
Rechner ist einem mit Hierarchie und einem Klammerniveau gleichwertig. Die
Klammertasten tragen die Bezeichnungen [( und )], und sie diirfen nur zweimal ge-

hachtelt betitig . Ein solcher Rechner ist der MR 610.
DleAnfgubelnutet
6+2x%3 6
i_i.*(s__)*s-p-a:
3 2
und wird mit Kl n linear geschrieben zu

(B+(2%3)+3)%(B—(6+2) %8)+3=

6 +( 2 %3 )/ 3 %(8—(6/]2)
X 66 02236123 4038380862462 3
Y 6,0 0 2,2,6,12 12, 4,0 0 8.0 0 6 6 8_
Z 6,6, 6,6, 4,4,4,8_8_8_8_4,
T

¥5 ) + 3 = Tastenfolge
X 55 2100 3 103 Anzeige
Y  5,5,4,100, 100, Registrierinhalte
Z

Das Resultat ist 103. In der arithmetisch geklammerten Niederschrift der Aufgabe
treten sogar drei Klammerniveaus auf. Da diese Klammerungen aber am Anfang
am tiefsten sind und der Rechner bei jeder Operatortaste eine noch anstehende
Operation abarbeitet, kommt man bei der Bedienung mit zwei Niveaus aus. Bei der
Anwendung erkennt man wiederum trotz Bemiihen der Hersteller Differenzen zur
iiblichen gewohnten Notation. Am bequemsten fiir den Nutzer sind demnach Rechner
mit Hierarchie und mehreren Klammerniveaus. Es werden gegenwiirtig bereits bis
zu 20 Klammerstufen angeboten, was praktisch véllig ausreicht, sogar wohl nur mit
- Miihe auszuschépfen sein wird.

Konstantenautomatik beim MR 610

Die Regeln lauten :

1. Konstantenoperation ist die letzte ausgefuhm Operation vor dem Resultat (im
Beispiel Addition).

2. Konstante ist bei Addition, Subtraktion und Division der zweite Operand, d. h.
Inhalt von X (im Beispiel 3). Konstante ist bei Multiplikation der erste' Operand,
d. h. Inhalt von Y.
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Anzahl der Zusatzregister

Die verfiigbare Technologie stellte ein Rechenwerk-Chip mit vier Registern her. Diese
konnten in der Steuerungsschaltung zur Beachtung von zwei Hierarchiestufen (SR 1)
oder zwei Klammerniveaus (MR 610) benutzt werden. Bei H Hierarchiestufen und
K Klammerniveaus erhoht sich der Registerbedarf multiplikativ, im wesentlichen
durch H % K.

1.3.4.  Gemischte Infix-Postfix-Rechner (arithmetische Logik)

Die technische Konstruktion einer Rechenwerklogik in Taschenrechnern ist dann
besonders einfach, d. h., auf Zusatzschaltungen lediglich wegen hlicher Kon-
ventionen wird wextgehend verzichtet, wenn die Additions- und Subtraktionstaste
nachgestellt (postfix) werden. Da bei ihrer Betitigung das Resultat sichtbar wird,

sind diese Tasten durch -i_‘“ bzw. :“ gekennzeichnet, und an diesen Tasten sowie
der fehlenden Resultattaste ,,=* erk t man Rechner mit dieser gemischten Technik.
Eine gemischte Technik hegt vor, da die Multiplikations- und die Divisionstaste
in der Infixform, also zwischen den Op den, verwendet

Aus der Aufgabe 7 — 4 = wird bei diesen Rechnern die Tastenfolge

14,

worauf die Anzeige 3 sichtbar wird. Man spricht deshalb auch vom nachgestellten
,»Vorzeichen‘. Eingetastete Operanden werden je nach der Operation oder besser
je nach dem Postfixzeichen zum Resultatregister im Rechenwerk addiert. Diese
Rechner kénnen auf eine Vorzeichenwechseltaste, d. h. einen monadischen Minus-
operator (monadisch bedeutet: Wirkung nur auf einen Operanden (im Gegensatz zu
dyadischen Operatoren fiir zwei Operanden)), verzichten. Aus —4 4 7 = wird
namlich einfach

4:7f,
und wieder erscheint die Anzeige 3. Ein solcher Taschenrechner ist der MR 201.

1.3.5. Postfixrechner

Ganz k quente Bedi gsvorschriften nach logisch klarer Rechenwerkschaltung

verlangen die Postfixrechner. Ein Operator wird immer seinen zwei Operanden nach-
gestellt. Aus 7 + 4 = wird

74 +.
Da aber der Rechner das Ende der Eingabe des ersten Operanden erkennen mu8
(7 und nicht etwa 74), gibt es dafiir eine spezielle Taste (ENTER oder 1), woran (und

an der fehlenden Resultattaste ,,—‘) diese Rechner schon am Tastenfeld erkennbar
sind: Die Tastenfolge ist also

44+
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Die Postfixschreibweise wurde nicht etwa erst mit den Computern oder gar erst
mit den Taschenrechnern entwickelt. Die Mathematik, insbesondere die Logik,
kennt sie bereits seit J. Lurasiewicz (1878—1956, polnischer Mathematiker, Be-
griinder der ,,Warschauer Schule* der Mathematischen Logik). Man nennt sie deshalb
auch die polnische oder Warsch Schreibweise. Zuerst wurde das Prinzip sogar als
Prifixschreibweise, d. h. vorangestellter Operator, entwickelt, weshalb die Post-
fixschreibweise meist wumgekehrte polnische Notation (UPN) genannt wird. Der
Vorteil dieser Schreibweise besteht darin, daB man keine Pnontatsvembredungen
und keine Kl n benétigt, weshalb man auch von ki freier S

spricht.
Die Aufgabe 7 + 4 ¥ (3 — 2) = wird zu

TH4T3E2— X+,
und (7 4+ 4) ¥ 3 — 2 = wird zu

TM4+3x2—.

Auch Infixrech hen K¢ i an die Postfixschreibweise. Diese erfolgt
beispielsweise beim Vorzeichenwechsel (Taste ,,+/—) und bei den Funktionen, die
in der Folge

5 SIN

fiir sin(5) getastet werden. Selbst die Mathematik kennt einen Postfixoperator,

das Zeichen ! fiir die Fakultit.
Postfixrechner benutzen fiir die Arithmetik einen sogenannten Keller oder Stapel
(atack) von Registern. Meist sind es drei oder vier. Sie werden oft mit X, Y, Z, T
ichnet, wobei X zugleich das Anzeigeregister am Stapelende ist. Man stelle sich

diese Sta.pel- oder Kellerregister wie in Abb. 1.1 vor.

Inhalt von T Inhalt vonT
geht verloren wird kop:ert
} @
Y
X Cx
Eingan Eingabe von a Wirkung einer
9 ﬂusgang (naghemer Operation) Operutpon )

Inhalt von T
gehf verloren

T

X
Wirkung von
ENTER ~bzw. 4

Abb. 1.11. Arbeitaprinzip eines Stapels von vier Rechenwerkregist

P
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Tt 2z z y y 7 7 7 7 7
Z |z y y 7 7 4 4 7 7 7
Y |y 7 7 4 4 3 3 4 7 7
X 7 7 4 4 3 3 2 1 4 1
Taste |7 § &4 § 3 ¢ 2 - * +
T t z z z z z2 2z z
$ z y y z y z y z

7 7 y 11 y 3 y
X ; 7 4 11 3 33 2 A
Taste [7 ¢ 4 + 3 * 2 -

Abb. 1.12. Inhalte der Stapelregister wiihrend der Abarbeitung der Aufgaben
744 % (3 —2) = und (7 + 4) ¥ 3 — 2 =. Die Ergebnisse sind 11 bzw. 31

Die Abarbeitung der oben notierten Beispielaufgaben zeigt die Abb. 1.12. Bei der
ersten Aufgabe wird ein Keller der Tiefe 4 benotigt. Da die Tischrechner K 1001/2/3
nur drei Kellerregister besitzen, kann bei ihnen diese Aufgabe nicht einfach in UPN
eingetastet werden. Man miiSte z. B. umformen in (3 — 2) % 4 + 7, woraus

3424 xT+

mit Kellertiefe 2 entsteht. Ein Rechner dieses Typs ist z. B. der sonst etwas veraltete
KONKRET 600.

1.3.6. Taschenrechner mit Konstantenbildung

Industrie und Handel bieten Tasch hner mit sog ter Konstantenlogik oder
sogar Konstantenautomatik an. Diese Geriite sind besonders fiir Aufgaben geeignet,

bei denen eine groBere Zahl mit derselben GroBe, eben der Konstanten, und
einer Operation — meist wird es die Mu]txphkatlon sein — verarbeitet werden soll.
Diese Aufgabenart tritt besonders in &k hen Bereichen auf (verschied

Wi gen mit d lben Preis multiplizieren, von verschiedenen Betriigen den-

selben Prozentsatz bilden usw.), jedoch lassen sich solche Aufgaben natiirlich auch
in Technik und Wissenschaft finden.

Tasch h mit Konstantenbildung sind also niitzliche Geriite, aber fiir den
Gebrauch in der Schule kann man auf diesen Vorzug durchaus verzichten.

Die Konst logik der einzelnen Tasch hner ist Aeln‘ vnelﬁltlg angelegt. Llegt keme
Aut»omlnk vor, 8o erfolgt die K bildung, d. h. das Ein: hern eines Op
ein b d K gister, erst nach Betétigen einer K te K. Der Rech
ist dann auf K bild 1t und bleibt es, bis die K-Taste zurickgestellt wird.

Es gibt Rechner, welche den ersten Operanden, und andere, welche den zweiten Operanden
als Konstante speichern. Andere verfahren nach anderen Vorschriften, so da8 die folgende
Ubersicht einen Einblick gibt. Stets aber muB man bei dem vorliegenden Geriit die Bedie-
nungunleimng genau lesen und den oft nicht vollig klaren Text durch Beispiele und Test-
h des hen Aufbaus der Geriite regelrecht erforschen.
1. K h mﬁ oglich nur bei Multiplikation und Division.
2. K h ist méglich bei allen vier Rechenarten.

3. Die Verwendung des ersten Op denals K ist giinstig fiir Aufgabender Art k- a;.
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4. Die Verwend des iten Op den als Konstante ist giinstig fiir Aufgaben der

Art a - k*,

— Konst, wird isch glich wenn das Y-Rogufer, d. h. das zweite
Register im Rechenwerk, bei der Bedi der Itattaste ,,=* nicht geldscht wird.
Sein Inhalt wird dann i in das Komt&ntenregmter ﬁbergefﬁhn.

Rech mit Konst 8in ischer oder arithmetischer

Inglk) ohne Hierarchie und Klnmmerungen
— Bel Komtantenrechnung nach Wumh (K-Taste) wird gewdhnlich der Inhalt des X- oder
in K iiber
— Rechnor mit Postfixlogik (UPN-. Roolmer) haben nie b d K logik. Bei
ihnen kénnen Konstanten aus dem Stapel gezogen werden, wenn dieser bis zum AnstoB
gefiillt war (siche Abb. 1.11). Die GroBe z kann nach einer weiteren Operation als Kon-
stante verwendet werden (siehe auch Abb. 1.12, erstes Beispiel; die Sieben kann nach dem

Resultat als K. beliebig oft verwendet werden).
5. Die Verwendung des ersten “oder zwelten Op den als Konstante b ht beziiglich
nicht einheitlich in einem R zu erfolg (“ di leitung!).

Dne Fortsetzung der Konstantenrechnung, d.h., das weitere Verwenden der K
(was ja der Sinn der Konst.mkt:on m,), aber auch der ‘Ubergang zu einer neuen Konstanten,
wird wiederum von den ei iedlich behandelt

6. Die Konsts.nte und die bei ihrer Bildung getastete Operntlon werden durch die Resultat-
taste ,,=“ wieder verwendet bzw. ausgeloat. Dies ist eine sehr klare und vonnuehende
Arbei ise. Eine neue K te wird bei Betiitigen einer Operationstaste gebil

7. Die Konstante wird mit jeder Operati te wieder verwendet. Diese wele Moghchke:-
ten bietende Variante hat oft den Na.chtell daB nicht die eben getastete Op
die zuvor getastete uugelbot wird. Beim Wechsel der Operation ‘muB sehr wfgepal!t werden,
und o gibt zahlreiche Fehl lichkeiten. Eine neue Konstante wird nach der Resultattaste

* und einer neuen Operatlonsmte gebildet.

8 M.nschform, die Konstante wird bei der Resultattaste und jeder Op i wieder
verwendet. Die Operationstast; hé gen um einen Bedlenungptakt der Ausfiithrung nach.
Beim Ubergang von der Taste ,,= »=" zu einer Operation wird eine neue Konstante gebildet.

1.3.7.  Leistungsklassen der Taschenrechner

Wenn auch die Bedienungslogik hier ausfiihrlicher dargestellt wurde, ist sie Jedoch
(abgesehen von der Infixlogik mit Hierarchie und geniigend hoher KIl

telung oder abgesehen von Postfixlogik mit genugender Stapelhohe — also abge-
sehen von den kostenintensiveren Geriiten) von geringer Bedeutung fiir die Einstu-
fung in eine Leistungsklasse.

Gegeniiberstellungen der Tastschritte in den einzelnen Logiken zeigen bei unter-
schiedlichen Aufgaben auch unterschiedlich giinstiges Verhalten (d.h. weniger
Tastungen). Die Postfixlogik schneidet jedoch sehr oft giinstig ab. Dafiir verlangt sie
aber das Umdenken in der Arithmetik und wird wegen des nétigen Uberlegens lang-
samer und wegen der ungewohnten Denkweise zumindest anfangs mehr Fehler
verursachen. Bis auf den Infixrechner mit Hierarchie und Klammerungen (geniigend
viele) verlangen aber alle anderen Logiken ebenfalls ein Umdenken oder doch Be-
achten von Besonderheiten, so da8 dieser oft zitierte Nachteil der Postfixrechner
Allgemeingut fast aller Typen ist. Wegen der im Mittel geringeren Tastzahl ist der
Postfixrechner bei den obersten Leistungsklassen, ndmlich den programmierbaren
Taschenrechnern, leicht bevorzugt. Das gilt aber auch nur, solange der Programm-
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speicher vom Hersteller noch klein gehalten wird. Mit zunehmender Steigerung der
Speicherkapazitit versiegt auch dieser Vorteil der Postfixschreibweise.

Entscheidender als die Logik des Rechners ist unbedingt die Zahlendarstellung.
Fiir viele Bereiche wird die sog te Festk larstellung (Festpunkt zu sagen
wire besser; ein Taschenrechner verwendet meist den Dezimalpunkt, vgl. 1.2.1.)
ausreichend sein, und auch sechs oder acht Dezimalstellen werden geniigen.

Da der Dezimalpunkt im Tasch hner nicht etwa so fixiert ist wie im mecha-
nischen Tischrechner, sondern eher in der Weise einer Komma-Automatik von ganz
links bis ganz rechts variieren kann, hat man.einen Zehlenbereich von 10* bis 10-*
(k = 6 oder 8) zur Verfiigung, jeweils k-stellige Zahlen. Beim Einsatz fiir technische
und wissenschaftliche Berechnungen sollte man beim Taschenrechner aber Wert auf

die sogenannte wissenschaftliche Zahlend g — gemeint ist die Gleitpunktdar-
stellung (vgl. 1.2.1.) legen.
Die 4 g mit Bedi gsfunkti ist ein weiteres und sehr wichtiges

Merkmal fiir die Lelstungsemstuiung eines Taschenrechners. Dies ist auBerdem schon
einfach duBerlich durch Betrachten des Tastenfeldes erkennbar. Von den besonders
einfachen Geriten, die nur die vier Grundrechenarten anbieten, soll hier mcht ge-
sprochen werden.

Erste niitzliche Zusatztasten bzw. -funktionen sind

Xey Registerwechsel im Rechenwerk
Austausch crster und zweiter Operand
(wichtig bei Subtraktion und Division, wo es kein Kommuta-

tivgesetz gibt)

+/— Vorzeichenwechseltaste, monadisches Minuszeichen, fiir ne-
gative Operanden

1/x, x2, Vx niitzlich, da sehr hiufig

% fiir viele Zwecke von Vorteil

CE Loschtaste fiir irrtiimlich zuletzt eingegebene Ziffer (clean
entry), man braucht nicht die gesamte oft lange Zahl neu
einzutasten

M,M+,M—,M —x Verwendung eines Speichers (memory)

Q h

STO, RCL Verwendung von mehreren n (store = speichern
recall = zuriickrufen), wobei dann natiirlich noch eine
Adresse (d. h. Nummer des Speichers, siehe MfL Bd. 9, 2.1.)
anzugeben ist.

Die bis hier genannten Tasten gehoren eigentlich zu einer Mindest- oder Grundaus-
stattung.

Am Tastenfeld ist ferner die verwendete Bedi logik leicht erkennb

Infixrechner (algebraische Logik)
an der Resultattaste ="
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Infix-Postfix-Rech (arithmetische Logik) 4 _«
an den Tasten _ und _
Postfixrechner (UPN)
am fehlenden ,,=* und an ENTER oder 1
Klammerungen (und )
[(und)].

Von der Grundausstattung ausgehend werden nun eine Vielzahl von problem-
orientierten Funktionen in der Mittelklasse der Gerite angeboten. Das fangt bei den
mathematischen Funktionen

SIN, C()S, TAN, LN, LOG, EXP, xv, SIN-1, COS™1, TAN-1

an (der Exponent —1 deutet Umkehrfunktion an, auch oft mit der Taste ARC
erreichbar) und setzt sich bis in die Spitzenklasse mit Hyperbel- und Areafunktionen
fort. Ferner werden Umwandlungen von kartesischen Koordinaten in Polarkoor-
dinaten, Minuten und Sekunden in Dezimalbruchteile und umgekehrt angeboten.
Auch verschiedene statistische Grundrechnungen findet man: Mittelwert, Streuung
und sogar lineare Regression. Manche Hersteller rithmen sich fiir 70 und mehr Tasten-
funktionen. Oft sind aber dabei eine groBere Anzahl fiir européische Verhiltnisse
unnétiger Umrechnungen wie gallon in Liter, foot und inch in Zentimer usw.

Die Spitzenklasse der Taschenrechner wird durch die programmierbaren gebildet
und unter diesen wieder durch diejenigen, welche schon das Stadium der Maschinen-
programnsierung hinter sich lieBen und nutzerfreundliche Hilfsmittel wenigstens
auf dem Assemblerniveau anbieten. Es gibt sogar Gerite, welche bereits eine ein-
fache hohere Programmiersprache (BASIC) anzuwenden gestatten. Technisch wird
die gegenwiirtige Spitzenklasse durch austauschbare Funktionenmoduln, Magnet-
kartenein- und -ausgabe sowie AnschluBméglichkeiten von Peripheriegeriten (Druk-
ker, Magnetbandkassetten) gekennzeichnet.

Zahlendarstellungen in Taschenrechnern

Der Schulrechner errechnet Resultate mit maximal neun Stellen, von denen minimal
acht, die letzte gerundet, angezeigt werden. Erfolgt die Resultatangabe in Gleitpunkt-
darstellung, so werden sogar nur fiinf Ziffern gezeigt. Im Rechner sind aber die Werte
neunstellig gespeichert ! Wie 148t man sich die verborgenen Ziffern vorfiithren? Be-

kanntlich ist % = 0.142857 ein periodischer Bruch. Das Resultat von ,,1 + 7 =

wird als 1.4285-01 in der Anzeige dargestellt. Multiplikation mit 10 (Beseitigung des
Exponentenanteils) liefert schon 1.4285714, also acht Ziffern, und in diesem Fall
schon die volle Periode. Subtraktion der ersten Ziffer (Resultat in der Anzeige
4.2857-01) und erneute Multiplikation mit 10 zeigt 4.2857143, also mit der bisher ver-
borgenen neunten Ziffer ,,3*, die aus ,,28‘ gerundet wurde. Eine Wiederholung des
Verfahrens (jetzt Subtraktion von 4 und Multiplikation mit 10) beférdert keine neue
Ziffer mehr in die Anzeige. Dieses Verfahren kann man allgemein anwenden, um fest-
zustellen, ob ein Rechner intern mehr — und wieviel mehr — Stellen verwendet, als
er anzeigt.
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‘Wenn Taschenrechner sowohl Fest- als auch Gleitpunktanzeige besitzen, sind sie
gewdhnlich so konstruiert, daB vom intern berechneten Resultat moglichst viele
geltende Ziffern in die Anzeige gebracht werden. Das ist beim SR1 und auch beim
MR 610 der Fall. Somit zeigt der MR 610 bei der achtstelligen Anzeige

% = 0.0078125 denn die acht Stellen reichen,

L 3.90625,,-03 denn bei Festpunktanzeige wiirden die Stellen

268 nicht reichen,

sin 45° = 7.0710678,,-01 um eine Stelle mehr als bei 0.7071067 anzuzeigen,

8in 30° = 0.5 was niemanden wundert,

sin 33° = 5.4463904,,-01 als irrationale Zahl mit einer Stelle mehr als bei
0.5446390,

sin 34° = 0.5691929 doch wieder zum Staunen, denn auch das ist

eigentlich eine irrationale Zahl; aber das interne
SIN-Programm liefert in acht giiltigen Ziffern
0.55919290, und es besteht kein Grund fiir das
Unmsteigen suf Gleitpunktdarstell

-3

Nun sind die Anzeigen
6129 = 0.3591657 und ¥0.128 = 3.5777088,,-01

ebenso erklirbar.

Beim SR1 gilt dieselbe Uberlegung, und dieselbe Reaktion tritt ein. Aber: Seine
Anzeige nimmt drei Stellen fiir die Angabe der Zehnerpotenz fort ! Also statt — wie
beabsichtigt — mehr anzuzeigen, kommt es oft vor, daB er sogar weniger anzeigt.
Die Beispiele vom MR 610 werden beim SR1 zu

21756 = 3.9062-03 eine Stelle fehlt noch,
sin 45° = 7.0710-01 drei Stellen fohlen,
sin 33° = 5.4463-01 drei Stellen fehlen,
Y0128 = 3.5777-01 drei Stellen fehlen.

,,Fehlen“ bedeutet ,,fehlen in der Anzeige*. Intern hat der SR 1 sie wie der MR 610
berechnet, und man kann sie sich zeigen lassen, wie es oben beschrieben wurde.

1.3.8.  Technische Charakterisierung der Taschenrechner

Ein recht entscheidendes Merkmal ist die Stromversorgung. Sie ist mit Batterien,
Netzteil oder ladbaren Akkumulatoren méglich.

Alle heutigen Gerite arbeiten mit duBerst geringem Stromverbrauch (s. u. LCD-
Anzeige) und Batterien langer Lebensdauer, die 2000 Betriebsstunden und mehr
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////
1

Abb. 1.13. Die Ziffern 5, 8 und 9 in der Anzeige mit LED Balkensegmenten. Bei
der Ziffer 8 sind alle sieben Segmente verwendet

garantieren, oder sogar Solarzellen. Bei diesen — und zu ihnen gehéren die Typen
SR1, MR411 und MR610 — entfallen die Forderungen nach einem Netzteil.

Ein weiteres in die Betrachtung einzubeziehendes Element ist die Anzeige. AuBer-
lich machen sich dltere Gerate durch die beiden zum Einsatz gebrachten Techniken
roter oder griiner Leuchtziffern kenntlich.

Die rote LED- (light emitting diode) Anzeige wird durch Leuchtdioden (Halb-
leitertechnik) gebildet. Ein Ziffernfeld hat sieben Segmente (vgl. Abb. 1.13) oder
seltener 5.7 = 38 Leuchtpunkte. Die Lebensdauer ist hoch. Es werden 100000
Stunden oder 10 Jahre angegeben. AuBerdem ist die Leuchtdiode stoBsicher. Heute
werden die von Digital-Quarz-Uhren bekannten Fliissigkristallanzeigen LCD (liquid
crystal display) angewendet, da diese extrem wenig Energie verbrauchen. Da8 sie
nur bei Lichteinfall arbeiten und auch eine groBere Triigheit aufweisen, diirfte kaum
storend sein. Bei diesen Geriten reicht eine Batterie ein bis zwei Jahre, so daB ein
NetzanschluB entbehrlich wird. Das Problem des Energieverbrauchs der Anzeige
— er stellt den weitaus groBten Anteil dar — hat zu oft gepriesenen automatischen
Sparschaltungen gefiihrt. Nach einigen Sekunden Anzeige schaltet sie sich ab. Das
ist aber gefahrlich, da man bei solchen Geriten das Ausschalten leicht vergiBt.

1.3.9. Kurze Information zu BASIC

Die zur Verfiigung stehenden Klei p oder Vid puter sind in der Pro-
grammiersprache BASIC (beginner all purpose symbolic instruction code) und einem
zugehdrigen Betriebssystem bedienbar. Man kann sie, natiirlich auch unter Zuriick-
weichen auf den Basisbaustein Mikroprozessor U 808 D oder 8080, in direktem
Maschinencode im Hexadezimalsystem (16er System) bzw. in der zugeordneten
A bl he progr i Da dies aber eine Sache fiir Fachleute bzw. Hobby-
enthusiasten ist, bleibt es gewiB auf diesen nicht zu groBen Kreis begrenzt. Ein Lehrer
und auch Schiiler werden im allgemeinen doch BASIC bevorzugen.

Der Einstieg in BASIC ist sehr bequem, wie schon die zwei Beispiele fiir den GGT

in 1.1.4. zeigten. Diese Programmiersprache ist ,nutzerfreundlich®. Die meist:
Sprachelemente erkliren sich sozusagen selbst. Formeln kénnen in BASIC nun
wirklich fast genau in der iiblichen Notation geschrieben werden. Die U hied

liegen lediglich in der Linearisierung, in der unbedingt notwendigen Angabe jeder
- Operation — auch bei Multiplikation — und der konsequenten Klammerung aller
Funktionsparameter:

nicht otb ad + ¢) sin 2
c

sondern (a + b)/e a¥ (b+¢) sin(x)
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Der Programmautor braucht sich nicht um Speicherplat isungen fiir Variable
oder Variablenfelder (in BASIC-. Dlalekten sind meist nnr Vektoren, oft auch Matrizen,
verfiigbar) und deren Ad zu n. Er schreibt symbolisch Namen fiir
Variable auf. Fiir grundlegende Funuuuwl gsel te von Algorith namlich

Zyklen und Entscheidungen, bietet BASIC spezielle Formullerungshllfen an.

Wihrend der Einstieg in BASIC fast immer ohne Schwierigkeiten gelingt, wird
man bei der Lésung komplizierterer Probleme mit notwendigerweise komplizier-
teren Algorithmen zunehmend Miihe haben. Die Programme werden immer uniiber-
sichtlicher, ihre Korrektur oder Abinderung 168t Fehler an anderen Stellen aus, die
vielen Spriinge GOTO lassen ein strukturelles Gefitze, ,,Spaghett,l-l’rogmmme“
entstehen. BASIC ist eben auch sehr hi den, was zu der
Formulierung im Vorwort gefiihrt hat. Echte hohere Programmlerspmchen, wie
z. B. PASCAL, oder in diese Richtung zielende Aufbauversionen zu BASIC, wie
z. B. das in Danemark fiir den Schulgebrauch entwickelte COMAL, sind dann zu
bevorzugen. Man hat in héheren Programmiersprachen (ALGOL, PASCAL, COBOL
u. a.) zwar mehr Miithe am Anfang, ehe man das erste Programm schreiben kann,
aber der Lern- und Arbeitsaufwand fiir das tiefere Eindringen und das Anfertigen
komplizierterer Programme ist geringer als in BASIC.

Man kann selbstverstindlich auch in BASIC diszipliniert und gut strukturiert
programmieren. Tausende von Programmen beweisen das. Das aber muB antrainiert
und anerzogen werden, wihrend andere gute Programmiersprachen einen solchen
guten Programmierstil aus ihrer Anlage heraus fordern und férdern [80].

So konfus manche BASIC-Programme strukturiert sind, so konfus hat sein Pro-
grammierer eben auch gedacht, als er durch ,,Hackerei®, d. h. durch dauerndes lokales
Korrigieren und Andern das Programm ,zum Laufen brachte. Das ,,Hacker*-
Unwesen muB ein Lehrer bekampfen; am besten ist, wenn er es gar nicht erst auf-
kommen laBt.

Die meisten Heimcomputer bieten BASIC an, deshalb ist es in diesem Buch als
verfiigbar verwendet worden. Alle gegeb sind in dem BASIC-
Dialekt eines speziellen Videc testet worden und haben erfolgreich gear-
beitet. Das Umschreiben in a.ndere Dmlekte oder Versionen diirfte kaum Probleme
bereiten.

Ein BASIC-Handbuch hat meistens einen Umfang von etwa 100 Seiten. Hier ist
lediglich ein Uberblick oder eine Zusammenfassung méglich.

Numerische Variable

Angabe durch einen Namen, der entweder aus einem Buchstaben allein oder auch
weiteren Buchstaben und Ziffern besteht (oft aber maximal zwei Zeichen):

a X ai x1

Variable werden einfach durch Ergibtanweisungen oder Eingabeanweisungen einge-
fithrt.
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Numerische Konstante

Zahlenwerte im Dezimalsystem dargestellt:
1 125 ganze Zahlen
b 1.5 Dezimalbriiche, Festpunktzahlen
1.25E-11 Gleitpunktzahlen

Vektoren, indizierte Variable (numerisch)

Angabe durch einen Namen, der nur aus einem Buchstaben besteht. Vor dem Gebrauch
des Namens muf eine Dimensionsdefinition im Programm stehen:

DIM h(15) der Vektor h hat 156 Komponenten, welche durch Indizes
aus dem Bereich 1 (auch 0) bis 15 unterschieden werden
h(7) ist die Angabe der Komponente von A mit Index 7
Ausdriicke oder Formeln

Die Schreibweise ist weitgehend identisch mit der iiblich Not.ntion, aufgebaut aus
einfachen oder mdmerben Variablen (Feldkomp ten), Konst , Operati
symbolen (+ — % / 1), Klammern (nur runde) und Funktlonsnsmen

Jede Variable, einfach oder indiziert, muB vor dem Gebrauch oder ihrem ,,ange-
wandten Auftreten* in einer Formel ein einfiithrendes oder ,,defmxemendes Auitreten“
auf der linken Seite einer Ergibtanweisung oder als A t einer Eingab ©i.
sung erlebt haben. Dadurch hat sie einen Wert erlmlt.en, der nun in der Formel ver-
wendet werden kann, um den Wert der Formel zu bestimmen.

Funktionen

Mit x ist ein beliebiger Ausdruck bezeichnet, d Wert den Beschrinkungen der
Funktion entsprechen muB8.

ABS(x) absoluter Betrag von z

INT(x) ganzer Anteil von z

SQR(x) Quadratwurzel (square root von x)

SIN(x) Sinus von z (z in BogenmaB8)

COS(x) Cosinus von z

TAN(x) Tangens von x

ASN(x) Arcussinus von z (Wert in BogenmaB)

ACS(x) Arcuscosinus von z

ATN(x) Arcustangens von

RND Erzeugung einer Zufallszahl (random)
SGN(x) Vorzeichen (signum) von z

LN(x) Logarithmus von x

EXP(x) Exponentialfunktion von z
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Anweisungen

Anweisungen werden nach dem Eintasten mit einer vorgeschriebenen Taste, z. B.
ENTER, bestétigt. Sind sie korrekt formuliert, werden sie sofort ausgefiihrt, anderen-
falls erfolgt eine Fehlermeldung. Werden Anweisungen mit einer Anweisungsnummer
(am Anfang oder ganz links) emgegeben, so werden sie nach ENTER nicht abge-

arbeitet, sondern zu €inem Prog entspr d der Anweisung Zusam-
mengestellt.

Ergibtanweisung

Eine Ergibtanweisung beginnt mit LET, dem die Variable folgt, der etwas zuge-
wiesen werden soll, dann ein Gleichheitszeichen und dann ein Ausdruck. Im einfach-
sten Fall ist der Ausdruck eine Konstante.

LETx =1

LETh(7) = 1.2E4 + x

Ergibtanweisungen konnen als , definierende Auftreten‘ der links stehenden Variablen
betrachtet werden. (In manchen BASIC-Versionen kann LET weggelassen werden.)

Eingabe/Ausgabe- Anweisungen

Um Werte von auBen einem Programm zur Verfiigung zu stellen, gibt es die INPUT-
Anweisung. Sie kann mehrere durch Komma oder Semikolon getrennte Parameter
in Form einfacher oder indizierter Variabler haben. Bei Abarbeitung einer INPUT-
Anweisung

INPUT a,b,c,d
werden am Bildschirm vier Zahlenangaben, z. B.

35 —18
—1.5E3 0.5

in zwei, auch drei Spalten erwartet. Jede Angabe ist mit ENTER zu beenden. Die
Variablen a, b, ¢ und d haben nach dem ENTER nach 0.5 die Werte 35, —18, —1500
und 0.5. Diese Werte kann man durch die Ausgabeanweisung

PRINT a,b,c,d
in obiger Anordnung erscheinen lassen. Bei Abarbeitung einer INPUT-Anweisung
INPUT a;b;c;d
werden die Zahlenwerte in zusammenhingender Gestalt, aber zeitlich beim Eintasten
durch ENTER unterbrochen, am Bildschirm erwartet.

35 — 18 — 1.5 E30.5
Bei der Ausgabe

PRINT a;b;c;d
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erscheint
35 — 18 — 156088.5 (auch Standardabstdnde mdglich).

Es gibt noch eine andere Eingabeanweisung
READ
mit durch Komma Variabl ben, die jedoch ihre einzul d

&

Werte aus einer — meist am Ende eines Progra.mmes befindlichen — Datenliste
holt.

READ a,b,c,d
und

DATA 35, —18, —1.5 E3, 8.5
gehoren Die Datenliste kann linger als die Parameterliste sein. Dann
wird von der Stelle an weiter eingelesen, wenn eine neue READ-Anweisungsabarbei-
tung erfolgen soll, an der aufgehért wurde.

Variable in Eingabeanweisungen dienen als ,,definierende Auftreten* dieser Varia-

blen, denn auf diese Weise erhalten sie einen Wert, mit dem in ,,angewandten Auf-
treten* weiter gearbeitet werden kann.

Zyklen
In BASIC gibt es nur eine Zyklenform:
FOR i = 5TO 17 STEP 2

NEXT i
Anstelle des ¢ kann irgendeine Variable (einfach) stehen (nach dem FOR ist es ein
definierendes Auftreten), anstelle der 5 (Anfangswert), 17 (Endwert) oder 2 (Schritt-
groBe) konnen irgendwelche Ausdriicke stehen. Die Formulierung STEP 1 kann
weggelassen werden. Die Anweisungen anstelle der drei Punkte werden z-mal wieder-
holt, wobei

2 — INT (Endwert — Anfn.ngswer’c)

SchrittgroBe
ist. Es kann also durchaus z < 0 sein! Dann wird der Zyklus nicht durchlaufen
(doch Vorsicht: bei gewissen Interpretern einmal).

Entscheidungen oder Verzweigungen
In BASIC gibt es nur eine Entscheidungsform

IF Bedingung THEN Anweisung
Die Anwelsung wird ausgefiihrt, wenn die Bedingung erfiillt ist, anderenfalls wird
sie iiber In den meisten Fillen ist die Anweisung eine Sprunganweisung, es

et )

wird also gesprungen oder nicht, d. h., es geht ,geradeaus weiter. Wird ,,nach

oben* (zu kleineren Anweisungsnummern) gespr so ent ¢ ein Zyklus.

Wird ,,nach unten* (zu groBeren Anweisung 6 n) gesprungen, so wird ein
Programmteil ausgelassen.
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Bedingungen

Im einfachsten Fall ist eine Bedingung ein Vergleich:

a<b
Anstelle von a oder b konnen auch komplizierte Ausdriicke, aber auch einfach
Konstante stehen, und anstelle des < ko

<= = >= > <>
fisr
= = = >
ftreten. Solch fachen Bedingungen ko noch mit logischen Operatoren

NOR OR AND
zu komplizierteren zusammengesetzt werden. So entsteht aus 2 < z < 10 in BASIC
2<=2zANDz < =10

Sprunganweisung

Die Sprunganweisung lautet
GOTO n n
wobei n n eine im Programm auftretende Anweisungsnummer ist. Dort wird die

Arbeit fortgesetzt bzw. bei einem sofort abzuarbeitendem Sprung (vom Bediener
am Bildschirm ausgelést) aufgenc

Stoppanweisung und Pause

Eine STOP-Anweisung 1a8t das Programm an dieser Stelle halten (die Arbeit kann
dort durch eine MaBnahme des Bedieners fortgesetzt werden):

STOP
Eine PAUSE-Anweisung unterbricht das Programm fiir n Zeiteinheiten (meist
Sekunden), was zur Anzeige von Programmnachrichten oder Zwischenwerten giinstig
ist:

PAUSE n
Zeichenketten
Fiir INPUT und PRINT ist es zur Information des Bedieners giinstig, wenn Zeichen
ketten auf dem Bildschirm erschei Eine Zeichenkette wird in " (Anfithrungs-

striche) eingeschlossen. Die Zeichenkette zwischen den Anfiihrungsstrichen wird
abgebildet.

INPUT "a ="; 8, b =";b
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1Bt zunachst
a =
erscheinen. Nach Eingabe des a-Wertes 18 (beendet mit ENTER) wird
a=18 b=
erscheinen. Dieser Aufforderung konnte mit dem b-Wert 1.5
a=18 b=15
(noch ohne ENTER) geniigt werden. Nach ENTER ist der Schirm wieder leer,
aber o und b haben diese Werte. Die Anweisung
PRINT ”a = ”;a,”b=";b
erzeugt, wenn die Werte zuvor nicht etwa verandert wurden, auf dem Bildschirm
a=18 b=15

Weitere BASIC-Befehle

In Tab. 1.2 sind die bis jetzt erwahnten BASIC-Standardwirter als Bestandteile
von Anweisungen alphabetisch geli Es sind kei egs alle, z. B. fehlen noch
Bezeichnungen, welche man zur Definition und zum Gebrauch von Unterprogrammen
(Subroutinen) und Funktionen benéstigt.

Ferner enthilt jeder BASIC-Dialekt oder jede Version der Sprache noch Befehle,
die speziell von dem verwendeten Grundgerit bestimmt werden. Das sind Befehle
zum Anfertigen von Zeichnungen, zum Erzeugen von Ténen, zur Text- oder Zeichen-
kettenverarbeitung, zur farbigen Gestaltung des Bildschirmes u. a. m. Alle solchen
speziellen Befehle und Moglichkeiten hat man der betreffenden Betriebsanleitung
bzw. dem zum Gerit gehérenden BASIC-Handbuch zu

ABS  DATA IF NOT (RUN) TAN

ACS DIM INPUT OR SGN THEN

AND (ENTER) INT PAUSE  SIN TO

ASN  EXP LET PRINT 8QR

ATN  FOR LN READ  STEP

CO8  GOTO NEXT  RND STOP
Betriebssystembefehle

Zur Zusammenstellung des Programms, seiner Kontrolle und Korrektur, zum Auf-

ruf des Programms, zu seiner Unterbrechung oder seinem Abbruch gibt es Befehle,

die hier nicht Geg d der Betracht g sein k Ferner gibt es Befehle zur

Aufbewahrung (externe Speicherung) von Progr auf Kassetten iiber Record

und auch zur Einfiillung solcher Konserven suriick in den Computer
In Tab. 1.2 sind in Klammern zwei Betriebssystembefehl

im Text erwihnt wurden.

welche

&



2. Numerische Mathematik mit Kleinstrechnern

21.  lterationsalgorithmen

Eine ganz wesentliche Arbeitsmethode der numerischen Mathematik ist die Iteration
bzw. sind die Algorithmen, welche sie benutzen (iterare (lat.) = wiederholen).
Zunichst wn-d eine Einstiegsmethode geschildert, die unter Verwendung auch
infacher T: h in der Schule oder mit dem Schiiler eingesetzt werden
konnte. X
Man kann den Taschenrechner, wenn er nur die Quadratwurzeltaste hat, zum
Berechnen ,,h6herer* Wurzeln veranlassen! Das wird alle Besitzer einfacher Taschen-
rechner (ohne xv-Taste) interessieren.

Beispiel

Berechnung der dritten Wurzel z = i/;‘ (a gegeben und z gesucht).

Eine Umformung ist nétig, wobei zugleich auch die Rechengesetze fiir Wurzeln
wiederholt und angewendet werden:

#=a Beseitigung der Wurzel

2 =ax  MaBnahme (hier Multiplikation mit z), damit der Exponent von x eine
Zweierpotenz wird.

22 = Yaz
z= V}/a—z Fortgesetztes Quadratwurzelziehen (Wurzeltaste) liefert «, eine Rechen-
formel ist gefunden.

Da aber auf der rechten Seite auch noch das gesuchte z auftritt, ergibt sich folgender
Algorithmus fiir das Beispiel :

1. Einen Startwert (eine nullte Niherung) fiir  schiitzen,
2. Formel zur Berechnung eines neuen (néchste bessere Niherung) 2 anwenden:

'~

3. Formel wiederholen (Schritt 2), indem das errechnete neue 2 nun rechts eingesetzt
wird.

Der Schritt 3 in Verbindung mit Schritt 2 beinhaltet das Iterieren, es entstehen fortlaufend
neue iterierte Werte fiir z. Oft wird diesen Werten auch ein Index gegeben: zy, 2,, 2,, ... Aber
man mache sich frei von der Vorstellung, daB dadurch die Elemente oder Komponenten eines
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Vektors bezeichnet werden. Diese Indizes hier sind Iuﬂmmumdoua nnd haben einen dynami-
schen oder zeijtlichen Inhalt. Um dies b ders zu en, g ht man auch die
Schreibweisen

Zior Zan Tz +-+
200, 20 g
und konnte dann in der Iterationsformel auf das Ergibtzeichen verzick Der Algorithmus
nimmt dann folgende Form an: .
1. z'® gchitzen,
2. 20+) = YYaz® fiar §i=0,1,2,...
oder etwas deutlicher wieder mit Ergibtzeichen
1. z® schitzen

2. 29 := VYaz®
3. 29 := 2 und Schritt 2 wiederholen.

Hier bedeutet der Schritt 3 das Umbenennen des neuen iterierten Wertes z(*) in einen alten,
der dann in der Formel auf der rechten Seite eingesetzt wird

oder

Eine Tastenfolge fiir einen Ta.schenrechner (MR 410) ist leicht zu finden. Man
stelle durch

Eingabe a

MC

M+

Eingabe Schétzwert z(©®

den Radikanden @ in das Speicherregister.

Die Tastenzyklen aus den Operationen

* ~

MR

Fy

Fy
zeigen dann beispielsweise fiir @ = 8 und 2(® = 1 bzw. 2® = 3 die Zahlenwerte
der Tab. 2.1, denn nach jedem Zyklus steht im x-Register der neue iterierte Wert.

Nach dem elften Zyklus bzw. der elften Iteration @ndert sich der angezeigte Wert

nicht mehr. Er steht fest (fix) und heit auch Fizpunkt der Iteration. Dieser Wert
ist die Losung der gestellten Aufgabe. (Bei einem Taschenrechner mit Konstanten-
rechnung lieBe sich der Zyklus verkiirzen.) Es liegt einmal ein zu kleiner und einmal
ein zu groBer Startwert vor. Die Anniherung an die Losung oder an den Fixpunkt
erfolgt einmal von ,unten®, d. h. von zu kleinen zu immer groBer werdenden Nihe-

rungswerten, und einmal von ,,0ben“, d. h. von zu grofien zu immer kleiner werden-
den Néaherungswerten.
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Tab. 2.1. Naherungswerte fir J8 nach der Iterationsformel z := }¥8z

Pt )
0 1 3
1 1.681799 2.213364
2 1.915207 2.051331
3 1978456  2.012711
4 1.904502 2.003170
5 1.908647 2.000792
6 1.999662 2.000198
7  1.899915 2.000049
8 1.999979 2.000012
9  1.809995 2.000003
10 1.999999 2.000001
11 2.000000 2.000000
12 2.000000 2.000000

Bei der Aufgabe z = V; wurde die Iterationsformel
emm

hergestellt. Das Wesentliche war dabei die Isolierung eines z auf der linken Seite,
gleichgiiltig ob und in welcher Stellung noch weitere = rechts verbleiben.

Erste Regel zur Herstellung einer Iterationsformel

‘
Aligemein muB man aus einer Aufgabe

glz)=0 (1
eine tterierfahige Formel
z = f(x) 2

durch Isolierung eines z herstellen.

Im speziellen Beispiel der Aufgabe

glz) =z — i’; =0
wurde diese Isolierung zunéchst durch die Umformung
P =a

vorbereitet. Das weitere Ziel, da8 der Exponent des z eine Zweierpotenz sein soll,
kann auch durch Division erreicht werden,

= alz,

und man erhilt die Iterationsformel

z = Yajz
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mit nur einer Quadratwurzel. Die Rechnung mit einem Taschenrechner erfordert nun
den Tastenzyklus

1z

nach Einstellung desselben Anfangszustandes.

Die Zwischenresultate sind in Tab. 2.2 fiir die gleichen Startwerte wie in Tab. 2.1
und fiir @ = 8 gezeigt. Man erkennt, da8 man ,lang ““ zur Losung kommt und
daB die Naherungswerte alfernieren, d. h. abwechselnd zu groB und zu klein sind.

Tab. 2.2. Néherungswerte fiir V§ nach der Iterationsformel z := ¥8/z.
Die Iteration ist auch nach neun Schritten noch nicht zum Stillstand gekommen

P 20
0 1 3

1 2.828427 1.832993
2 1.681793 2.213364
3 2.181015 1.901160
4 1.915207 2.061331
5 2.043794 1.974818
[] 1.978456 2.012711
7 2.010860 1.893675
8 1.974 592 2.003170
9 2.002709 1.998417

Mit der gezeigten Methode lassen sich alle hoheren Wurzeln einfach berechnen.
Beispielsweise kann man fiir

Z==}/¢-l oder g(z)=x—V;=0

die iterierfahigen Formeln
z=)Yajz oder z= V afax
erhalten, je nach den Umformungen
»=a oder ® =a
= afx z16 = g?
2% = Yajz 21 = alax
® =alaz
2 = }aYaz

z? = Va}’a—x
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Bei solchen Rechnungen und Vorfiihrbeispielen dazu stellen aufmerksame Schiiler

sofort die Fragen:

— Wie erkennt man das Erreichen des Iterationsendes, da man in realen Fillen
den Wert des Fixpunktes ja nicht kennt und dieser auch irgendeine gewi8 nicht
ganze Zahl sein wird?

— Wie schnell kommt man zum Ziel?

oder sogar

— Kommt man mit dieser Methode immer zum Ziel?

Die Antwort auf die erste Frage ist einfach. Man beobachte die Zwischenwerte oder

iterierten Werte und achte dabei auf die Ziffernstellen, die sich nicht mehr d&ndern.

Wenn alle angezeigten Stellen (oder so viele, wie es fiir eine geforderte Genmugkelt

ausreichend ist) ,,stehen, hat man den Fixpunkt (im Rah der Recheng g

keit, hier Stellenzahl des Tasch hners) erreicht

Oft wird in der Literatur der Fixpunkt durch einen Stern, also z* bezeichnet. Der

Abbruch oder das Ende der Iteration erfordert also den beobachtenden eingreifenden

Menschen. Dies wire fiir umfangreiche Iterationsprobleme ein nicht haltbarer Zu-

stand. Er muB geindert werden in einen automatischen Abbruch, der vom Rechner

selbst ausgeldst wird. Ein Weg dazu fiihrt iiber die zweite Frage, deren Beantwortung
etwas aufwendiger ist und auch neue Begriffsbildungen erfordert.
Dazu betrachte man in Tab. 2.1 und in Tab. 2.2 das Fehlerverhalten
'z( 0 — z‘l ’

was ja durch die Kenntnis des Fixpunktes z* = 2 moglich wird. Die Zahlenwerte

sind in Tab. 2.3 angegeben. Man erkennt, daB fiir die Fehlerwerte nach Tab. 2.1

von Schritt zu Schritt anniihernd eine Vierteilung und nach Tab. 2.2 eine Halbierung

eintritt. Bezeichnet man den Fehler jeweils mit £#, also

6O = |20 — g%,

Tab. 2.3. Fehlerverhalten |z¥ — z*| der iterierten Werte aus Tab. 2.1 und 2.2.
Der Fixpunkt ist 2* = 2

i 2 — Vy8z® 2041 = Y8z
Ja® — 2% 2 — 2% le® — 2% |9 — ¥
0 1 1 1 1
1 0.32 0.21 0.83 0.37
2 0.075 0.051 0.32 0.21
3 0.022 0.013 0.18 0.10
4 0.0055 0.0031 0.085 © 0.051
5 0.0014 0.00079 0.044 0.025
[ 0.00034 0.00020 0.022 0.013
7 0.000085 0.000049 0.011 0.0063
8 0.000021 0.000012 0.0054 0.0032
9 0.000005 0.000003 0.0027 0.0016
10 0.000001 0.000001
11 0 0
12 0 0
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und den Faktor der Fehlerverkleinerung als Konvergenzfaktor g, so ist

£+ — gt
oder auch
9D — 2] — glat — 2% ®)

(konvergent (lat.) = zusammenlaufend, sich zueinander neigend). Fiir die Iterations-
formel der Tab. 2.1,
2 = Yas,
ist also der Konvergenzfaktor ¢ = %, und fiir eine Iterationsformel der Tab. 2.2,
z =}8/z,

ist der Konvergenzfaktor ¢ = —;—

Zweite Regel fiir ein Iterationsverfahren

Damit also ein Iterationsverfahren konvergiert, d. h. zu einem Fixpunkt laufende
Werte produziert, muB es einen positiven Konvergenzfaktor

g<1
haben, und je kleiner dieses ¢ ist, desto besser oder schneller konvergiert das

Verfahren, desto héher ist seine Konvergenzgeschwindigkeit.
Der neue Restfehler nach einem Iterationsschritt hingt linear vom alten Fehler ab,
£+ — ggth)|
und deshalb spricht man von linearer Konvergenz.

Es erhebt sich sofort die Frage nach der Konstruktion méoglichst guter oder schneller
Iterationsformeln, also nach Formeln mit moglichst kleinem (positiven) Konver-
genzfaktor ¢ und nach Methoden zur Berechnung oder Abschitzung von g.

Noch besser als jede noch so gute lineare Konvergenz ist aber, wenn der neue Fehler
quadratisch bzw. noch stirker vom alten Fehler abhingt,

eien) = 9600y
oder allgemeiner
gy + g0y mit  p> 1. )

Dle Kenngriiﬂe P helBt Konvergenzordnung, und sobald p = 2 ist, kann man von
gorithmen® sprechen, da sie traumhaft schnell zum Fixpunkt gelangen.
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Beispielsweise kannten bereits die Sumerer oder Babylonier 2000 Jahre v. d. Z. folgende
Iteration fir ﬁ, die wir heute mit dem Namen NEwTON verbinden (vgl. MfL Bd. 9, 1.1.),
allerdings fiihrten sie nur einen Iterationsschritt aus:

1
Ty =5 (z(u + ,%‘)) . (8)

Beim Fixpunkt muB8 natiirlich

oot 2)

2 )
gelten, woraus sich leicht

a a
2t =g*+ — z*=—, 2% =qa, 2*=Va
z* z*

wie gewiinscht ergibt. Zur Untersuchung des Fehlerverhaltens setzt man

zo =VYa(l + e),
wobei also
o = B0 = Ya
W =
Ya
der relative Fehler ist, in die Iterationsformel ein und erhiilt nach kurzer Rechnung

2.
zn ="Va (1 + 2—“——“: S(n)) .
Es ist also
L)
21 + ewy)

Eivn) =
oder bei positiven &;,
&
fm < 5 ®
und das bedeutet nach dem oben Gesagten quadratische Konvergenz.

Das ,,traumhaft schnelle Konvergieren verdeutlicht die folgende Uberlegung.
Ist etwa bereits

ey A 107F,
d. h., sind schon k Dezimalstellen korrekt, so ist

Ena1) N 10—")
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und es sind dann 2k Dezimalstellen korrekt. In jedem Schritt verdoppelt sich die
Anzahl korrekter Ziffern des gesuchten Ergebnisses. Ein kleines BASIC-Programm
demonstriert dies sehr schén:

16 INPUT a, x8

20 LET x1 = (x0 + a/x0)/2
36 PRINT x1

40 LET x0 = x1

50 STOP

60 GOTO 20

Das Programm wird mit RUN (und ENTER) gestartet. Nach der Eingabe vona = 2
und z, = 1 (und ENTER) stoppt es nach Anzeige des ersten iterierten Wertes. Die
Arbeit wird bei

60 GOTO 26

also beim Befehl 20 fortgesetzt, wenn der Betriebssystembefehl CONTINUE (setze
fort) gegeben wird. Auf diese Weise erhilt man die Werte der Spalte z¥ aus Tab. 2.4.
(Es kann sein, daB in manchen BASIC-Versionen nicht zehn Ziffern angezeigt werden.
Dann kénnen mit

36 PRINT INT (x1 X 1608)/1608, x1 — INT (x1 3 1000)/1906

sehr oft weitere, sonst in dem Standardformat der Zahlenanzeige unterdriickte Ziffern
,»hervorgelockt* werden. Man suche die neue Anweisung 30 zu verstehen!)

Tab. 2.4. Quadratische K genz der Iterationsformel z: = (a/z + z)/2
fiar }/; und a = 2. Die jeweils bereits (fast) korrekten Ziffern sind fett gedruckt

Y z® el®

o 1

1 1.50 0.09

2 1.416666667 0.002

3 1.414215687 0.000002
4 1.414218568 0

5 1414213563

2.1.1.  Konstruktion von lterationsverfahren

Die bereits formulierte Regel zur Konstruktion einer iterierfahigen Formel z = f(z)
aus einer gegebenen Aufgabe g(z) = 0 geniigt leider nicht in allen Fallen, obwohl
nun schon einiges zur Konvergenz gezeigt wurde. Es ist noch nicht deutlich geworden,
wie die Konvergenz gesichert werden kann.
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Man betrachte beispielsweise die Aufgabe
gz)=alnz+bxr+c=0,
woraus man die iterierfahige Form
_e Inz+¢ _
b

leicht herstellt. Durch aktuelle Wahl zweier Parameterkombinationen (g, b, ¢) erhilt
man zwei spezielle Aufgaben:

f(z)

1. Aufgabe 2. Aufgabe

a=2 a=2

b= -2 b=—-02

¢ = 3.802776422 ¢ = —1.697224578

Diese Parameter wurden gewihit, da dann in beiden Fillen die Losung 2* =3
existiert, wovon man sich leicht iiberzeugt :

1. In3 — 3 + 1901387711 = 1.098612289 — 3 { 1.901387711 =0,

2. In3 — 0.3 — 0.798612289 = 1.098612289 — 0.3 — 0.798612289 = 0.
Die beiden aktuellen Iterationsvorschriften lauten

1. z :=Inx 4 1.901387711,

2. z := 10In z — 7.986612289,

und die Rechenergebnisse der Iterationen jeweils fiir den Startwert z(® = 2 zeigt
Tab. 2.6.

Tab. 2.5. Iterationswerte fir die Iteration z := Alnz + B
in zwei Parameterkombinationen (siehe Text)

H 1. Fall 2. Fall
20 20

2 2
2.59 —-1.05
2.85

2.95

2.98

2.99

3.00

3.00

NI~ O

Im Fall 1 wird der Fixpunkt 2* = 3 erreicht. Im Fall 2 versagt die Iteration im
zweiten Schritt, da der Definitionsbereich von f(z) (hier von In z) verlassen wird.
Das Versagen der Iteration im zweiten Fall besagt dabei nicht etwa, daB kein
Fixpunkt der Iteration existiert. Setzt man niamlich z* = 3 in die Iterationsformel
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ein, so erhilt man auch wieder z* = 3. Der Fixpunkt existiert. Der durch die Formel
beschriebene Iterationsvorgang ist nicht konvergent.

Woran liegt das? Vier Skizzen werden den Sachverhalt verdeutlichen. Aus Abb. 2.1a—e
erkennt man in Form einer Plausibilititsbetrachtung:

a) Beim Fixpunkt z* und in dessen Umgebung ist 0 < f’(z) < 1, d. h., der Kurvenanstieg
ist < 45°. Der Fixpunkt ist anziehend, gleichgiiltig, ob z, < z* oder z, > z* ist. Die Konver-
genz erfolgt monoton von links bzw. rechts.

b) Beim Fixpunkt 2* und in dessen Umgebung ist 1 < (%), d. h., der Kurvenanstieg ist
> 45°. Der.Fixpunkt ist nach beiden Seiten abstofend. Die iterierten Werte z; divergieren
(laufen auseinander).

¢) Beim Fixpunkt 2* und in dessen Umgebung ist —1 < f'(z) < 0, d. h., der Kurvenabfall
ist < 45°. Der Fixpunkt ist anziehend. Die Konvergenz ist alternierend.

d) Beim Fixpunkt z* und in dessen Umgebung ist f'(z) < —1, d. h., der Kurvenabfall ist
> 45°. Der Fixpunkt ist alternierend abstofend. Die iterierten Werte z; divergieren.

e) Verliduft y = f(z) im schraffierten Bereich, so konvergiert das Iterationsverfahren 2 = f(z).
Hinreichend dafiir ist, daB bei z* und in seiner Umgebung |f'(z)| < 1 gilt.

Aus Abb. 2.1 1iB¢ sich die Zusammenfassung ableiten, daB es bei der Konvergenz einer Itera-
formel auf den Anstieg, d. h. auf die Ableitung der Funktion /(a:) belm anpunkt und in

dessen Umgeb Eln iehende I"lxpunkt (eme h
ziehende Abbddlmg oder eine k g It 1z = f(z)) liegt vor, wenn
) =g<t (W]

beim Fixpunkt z* und in dessen Umgebung gilt und der Startwert z, aus dieser Umgebung

genommen wird. Die Aussage b tet (schérfer als oben f liert), daB |f'(z)| beschrinkt

sein muBl und daB diese Schranke kleiner als 1 sein muB. Wird diese Schranke tatsichlich an-

genommen, ist es also die klei ogliche obere Schranke (obere Grenze von f(z) im Intervall,

mpremum), o lst dieses ¢ der Konvergenzfaktor des Verfah und d b wurde auch
zur B hnung gewihlt.

Beispiele
1. Die Iterationsformel z = |/}az = (a2 = f(x) liefert
1) = 7 (azy ¥,
fiir @ = 8 und z* = 2 ergibt sich

2]/ _1
l(ﬂ)_zl/(s-2)’_4<l’

und in Tab. 2.3, linker Teil, wurde auch ¢ = % erkannt.

2. Die Iterationsformel z = m = (afz)V? = f(z) liefert

() = % (afz)2 - (1/%);
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fiir @ = 8 und z* = 2 ergibt sich
21 1
) =4]/=—==<1,
If @)l 2 1=32
and in Tab..2.3, rechter Teil, wurde auch ¢ = % erkannt.

3. Bei der Berechnung von fiinften Wurzeln konnte man umformen auf die Tters-
tionsformeln

x = }/a_/;: oder z=l/Wa_T¢;.

Fir @ = 32 ist dann z* = 2, und der Konvergenzfaktor errechnet sich folgender-
maBen:

1(z) = (afe)s f(z) = ai¥azyise
|/'(.”)| = .i. (afz)~34 - 12 @) = % (@)-um
1 1 1 11/a/a
- ¥ ‘EV?V?V?V;
1 1
¥ =— <1 (¥ = — < 1
Fati=7< f'=*) T
-1 -1
=% LTS
Die zweite Formel hat also ein vierfach stirkeres Konvergenzverhalten.
4. Die Iterationsformel x = —% fiir die Aufgabe
alnz+4+bx+4+c=0
liefert
a
o =[]
und fiir die beiden oben betracht Fille entstehen d mit
a=2 a=2
= —2 b=—-02
z*=3 z* =3
die Ungleichungen
1 10
e =5 <t re =3 >1

damit ist der Grund fiir das Versagen der Iteration im Fall 2 aufgedeckt.
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2.1.2.  Fixpunktsatz von Banach

Der Fixpunktsatz von BaNacH (vgl. MfL Bd. 4 und MfL Bd. 9, 4.1.1.) bildet eine
der wichtigen theoretischen Grundlagen fiir Iterationsverfahren oder kontrahierende
(zusammenziehende) Abbildungen. Er gehort zur Funktionalanalysis, die ihrerseits
zum theoretischen Fund t der ischen Mathematik beitriigt und diese vom
Stand eines beinahe empirischen Wissens in den des exakten, mit mathematischer
Strenge begriindeten gehoben hat. Es gibt allerdings eine Einschrinkung fiir den
Einsatz von numerischen Rechenhilfsmitteln. Die Funktionalanalysis macht u. a.
Aussagen iiber Elemente sogenannter vollstindiger Riume (z. B. des Raumes der
reellen Zahlen). Das sind Riume, in denen die Grenzelemente  der Folgen z; mit

lim |z, — zg| =
n w0

also der Cauchy-Folgen, ebenfalls zum Raum gehéren, d. h., solche Réume haben
keine ,,Locher. Fiir vollstindige Réume mit einer Norm, d. h. also fiir Banachriume,
gilt auch der Fixpunktsatz. Aber der Zahl Icher den Rechenhilfsmitteln
zur Verfiigung steht (darstellbare Maschi hlen), ist kein B hraum. Es werden
ja nur endlichstellige Dezimalzahlen, also nur eine endliche Teilmenge des auch
schon nicht vollstindigen Raumes der rationalen Zahlen, verwendet. (Der Lehrer
denke an den in der Schule gefiihrten Beweis, da8 }/E nicht zu den rationalen Zahlen
gehort. Aber man kann eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen konstruieren, deren
Grenzwert J/2 ist.)

Der Zahl der Rechengeriite hat d h nicht einfach nur Locher, sondern
er ist nicht einmal iiberall dicht besetzt. Die Elemente des Raumes sind durch
(z. T. sogar betrichtliche) Abstinde getrennt. Es ist ein diskreter Raum. Damit gilt
die Grundvoraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes nicht mehr, und man
kann auch nicht die Giiltigkeit erwarten. Jedoch bildet der Raum der Computer-
zahlen bei 6-, 8- oder 10stelliger Genauigkeit fiir viele Anwendungsfiille ein geniigend
gutes , Modell eines Banachraumes*, und man kann sehr oft (aber eben nicht immer!)
die Aussagen des Fixpunktsatzes verwenden.

Beziiglich der Cauchy-Folgen in einem disk Zahl 1iBt sich arg
daB ein solcher Raum vollstindig ist. Ist z; eine Folge mit

lim |2y — 2| =0,
n,m—>00
dann bedeutet dies, daB von einer Stelle k an alle Elemente z; mit i > k den gleichen Wert z*
haben miissen. Das muB dann eintreten, sobald

1% — @il <dia
wird, wenn d,,;, der minimale Abstand zweier benachbarter Zahlen im diskreten Raum ist.
Damit ist z* als Grenzelement auch Element des Raumes. In der Praxis begniigt man sich
jedoch mit Folgen, welche der Forderung

lim [z, — z,| < &

N, m—>00
genugen, d. h., die z; konnen noch in den letzten infemstellen schwanken. Es gibt fir sie
keinen Fxxpunkt kein Gi 1 dern ein ,,G vall méglichst eng benachbarter

Werte*“. Man verlangt also nicht die Vollstindigkeit im urspriinglichen Sinn.
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Fiir einen Banachraum wird auBer der Existenz einer Norm auch verlangt, da8
er ein Vektorraum ist, und das heilt, es miissen insgesamt zehn Forderungen [32]
beziiglich einer Addition und Vervielfachung seiner Elemente erfiillt sein. Fiir Zahlen-
riume in Rechenanlagen gelten diese Forderungen, z. B. das Assoziativgesetz, nicht
in allen Fillen, so da8 sich ein weiterer Grund fiir vorsichtiges Anwenden der aus der
Funktionalanalysis gewonnenen Aussagen ergibt. Formulierung und Beweis des
Banachschen Fixpunktsatzes diirften fiir den Schulunterricht und sicher sogar fiir
Arbeitsgemeinschaften zu I liziert und speziell sein. Der Mathematiklehrer

3
h

aber miiBite sich gut mit seinen Aussagen und K q vertraut

Bemerkungen zu den Vor tzungen und Aussagen des Satzes. Die oben aus
der geometrischen Ansch g gewc Konvergenzbedingung (7) fiir die Ite-
rationsformel (2) wird im Fixpunktsatz durch die schwiichere Lipschitz-Bedingung

If@) — fl@alll = gll2r — 24l mitg <1 ®)
bei z,, x, aus der Umgebung von z* ersetzt.

Diese allgemeine Formel bed peziell fir den R;, daB nicht die Ableitung, aondern der
Diffe ient oder, haulich geometrisch, nicht der Anstieg der T

der der Sehnen belohrinkt sein muB. (Im Raum R, der reellen Zahlen kann als Norm (Doppel-
triche) die (einfache Striche) verwendet werden.)

Die beid ltenden Fehlerabschit

& )

13
aprioric  |2* — 20 < 1—q—q 2 — ()| ®

a posteriori: [#% — 29| < qu 2® — 61| (10)

erlauben aus der Kenntnis des Unterschiedes zwischen Startwert und erstem ite-
rierten Wert, also nach einem einzigen Iterationsschritt (d. h. sehr friih, a priori (lat.)
= von vornherein), bei bekanntem ¢ (Lipschitz-Konstante) eine Aussage iiber den
Fehler nach dem i-ten Schritt zu machen bzw. bei Uberwachung der Unterschiede,
d. h. der Anderung, der iterierten Werte von Schritt zu Schritt (also spiter, a poste-
riori (lat.) = im nachhinein) ebenso. Man kann also die erste Formel bereits nach
dem ersten Iterationsschritt benutzen, um abzuschitzen, wieviel Schritte nétig sind,
bis eine gewiinschte Recheng, igkeit erzielt ist. Das bedeutet Aufldsung der Formel
nach .
Mit den Bezeichnungen

|z" —_ x“)l = &), Ia:“) —_ x((—l)l =d¥ (Differenz d)

>
wird ¢ g 7o (l q), also

o0
i (7 01— 0

11
8 n)
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Beispiel .
Bei der Berechnung von z = i/; mit @ = 8 und der Iterationsformel

32=Vﬁ

war ¢ = % Mit dem Startwert 2(® = 1 ergab sich 2V = 1.68, also d¥ = 0.68

(vgl. Tab. 2.1). Wieviel Iterati hritte sind mindestens nétig, um den Fixpunkt
«* auf sechs Stellen genau zu berechnen? Es ist also e = 10-8,
-8, — )
i Ig (10-%-0.75/0.68) 5.96

= =9.90.
1g0.25 ~0.60

Es sind ¢ = 10 Schritte nétig, um diese Genauigkeit zu garantieren, und Tab. 2.1
bestitigt dies auch.

Die logarithmische Rechnung wurde hier mit einem Taschenrechner durchgefiihrt.
Dieser liefert negative Logarithmen direkt und nicht in der Form

1g (1.07-10-%) = 0.04 — 6, 1g0.25 = 040 — 1,

- wie men es bei Tafelverwendung gewohnt ist. Da die Formel einen Quotienten von
Logarithmen enthilt, ein U, hnungsfaktor sich also h kiirzt, kann man auch
sofort und eben ohne Umrechnung natiirliche Logarithmen benutzen, wenn etwa
der Rechner keine dekadischen anbietet :

n &0
7o 1—g)
=2
Ing
Im Beispiel ergibt sich dann
i —13.72 —9.90,
—1.39

natiirlich der gleiche Zahlenwert.

In der praktischen Rechnung schitzt man jedoch kaum a priori die Anzahl der
Iterationsschritte ab, sondern iiberwacht wihrend der Rechnung die Differenzen
d® zwischen aufeinanderfolgenden Iterationswerten und bricht die Rechnung
gemiiB der a-posteriori-Formel ab. Ist nimlich ein bestimmtes ¢ als zuléssiger Rest-
fehler gefordert, so 1aBt man iterieren, bis die Bedingung

4 go<, (12)
1—¢

erfiillt ist, denn dann ist auch ¢® < &.
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1

Dieses allgemein angewendete Verfahren fiihrt auf die Vorschrift fiir Iterations-

verfahren mit einer Abbruchbedingung:
~— Aus der Aufgabe
glz) =0
bilde man eine iterierfahige Form

z = f(z)

— Man schiitze einen Startwert z(®
— Man wende die Iterationsformel

20 = f(z®)
an und bilde

d = g — 2]

ja: STOP, z geniigt der geforderten Genauigkeit |z* — 2| < ¢;

nein: Man wiederhole die Iterationsformel mit z( als 2.

Es hat sich in der Rechenpraxis eingebiirgert, an Stelle von
gd <e

1—¢
als Abbruchtest einfach

d=<e

eV}

@)

und bestimme (im Rechenintervall) fiir f(x) die Lipschitz-Konstante ¢ < 1

(12)

zu nehmen, weil die Bestimmung einer mdglichst scharfen Lipschitz-Konstanten
oft schwierig und umstindlich ist. Das widerspricht der Aussage des Fixpunktsatzes
und ist unter Umsténden auch gefihrlich. Man muB in jedem Fall gesondert iiber-
legen, ob diese vereinfachte Testvariante fiir den Abbruch berechtigt ist. Sie ist er-
laubt bei ¢ < 1/2 und bei mindestens quadratisch konvergenten Verfahren (z. B.

Newton).
Gegenbeispiel

0
Die Reihe 3’ 1 bzw. die Folge der Partialsummen
k=1

8, =

L
Ma
&‘Ii—

k=1
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ist bekanntlich divergent. Sieht man davon ab und bildet eine Iterationsformel fiir
ihre Berechnung,

3

2=

1 .
8wy = a1y + - mit  d =
und ist e = 10~* gefordert, so liefert der zulissige Abbruchtest

<10% d.honz>10¢

s |=

und damit einén endlichen und somit falschen Resultatwert.

Es ist aber durchaus richtig, daB das Bestimmen einer méglichst scharfen Lipschitz-
Konstanten eine listige Arbeit sein kann. Hier hilft eine Uberlegung weiter. Es ist
nicht nur )

lim £® = lim d® = 0,
i 00

i—00

sondern auch

PG U
lim = lim T =
so daB der Quotient aus zwei aufeinanderfolgenden Diffi iterierter Werte
das ¢ immer besser annihért. Die Abbruchbedingung wird damit
46+
A+ £
1— o (12)

Im obigen Gegenbeispiel der divergenten Reihe ergibe sich bei diesem (besseren)
Test fiir die linke Seite

1
ot
11—

n+1

und das kann nie kleiner als ¢ werden, so daB kein Abbruch erfolgt und ein Stopp
bei Maschinenrechnung erst bei einem Uberlauf des zur Verfiigung stehenden Zahl-
bereiches eintritt. Das reflektiert auch besser die Divergenz der Reihe. (Infolge der

endlichen Maschi ithmetik wiirde allerdings trotz beliebig vieler Iterationen
kein Uberlauf entstehen, da die Addition eines Gliedes 1 < I(l)-—; (m-stellige Maschi-
n

nenzahlen) keinen Beitrag mehr zur Partialsumme liefert.)
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21.3. Regula falsi (1. Form)

Unter der Benutzung der Sekanten des Graphen der Funktion g(z) aus der Aufgabe
g(z) = 0 kann ein Itera.tlonsveriahren konstruiert werden, welches mit ,,gréBerer
Wahrscheinlichkeit” kontrahierend ist als die durch irgendeine Isolierung von z aus
g(z) algebraisch gewonnenen. Da ein anschaulicher Sachverhalt vorliegt, ist die ent-
stehende Formel auch schon lange bekannt.

y=g9(x)
Sekante
Abb. 2.2. Zur Herleitung der regula
falsi. Der Punkt mit der Abszisse zg
ist der feste Bezugspunkt. Die Werte
Zg» 2y, ... bilden die Iterationsfolge,
die gegen die Losung z* konvergiert

“xt
Anstelle des Schnittpunktes des Bildes von y = g(x) mit der z-Achse wird der
der Sekante bestimmt (Abb. 2.2). Die Punkte (2, y) der Sekante geniigen der Beziehung
Y=Y _%—Ys
T—a & —7p

Dabei ist (xp, y3) ein festgehaltener Bezugspunkt. Fiir den gesuchten Schnittpunkt
z, ist y; = 0, und daraus erhilt man

—z,
—py— %,
Y% — Y
oder
Zy —
@ = 7 — —2 2 g(g,) (13)
9(@s) — glz3)
als Iterationsformel. Die Werte x, und zp sind die ,,falschen® Werte, welche zur
Berechnung eines b benutzt werden, daher anch der Name der Regel. Man

iiberpriife nun das Konvergenzverhalten.
Es ist fiir die Iterationsvorschrift

z—2p 2pg(z) — zg(25)
T = e ' T o —gten)
fe _ (za'@) — g(za) (9(x) — 9(p)) — 9'(2) (z29(2) — 29(x3)
(9@) — glaa)* ’
oty  002) ) G — )
g(xp)
Pan) = |1+ L8 @ — o), (19

g(xp)
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wobei die Bedingung |f'(z*)] < 1 z. B. fiir g(z3) > 0, ¢’(z*) > 0 und 2* < x5 bei
passenden Zahlenverhiltnissen wie etwa in Abb. 2.2 erfiillt werden kann.
Beispiel
1. Die Aufgabe g(z) = aIn 2 + bz 4 ¢ = O fiihrt bei
a=2,b= —2und ¢ = 3.802775422
fiir den Bezugswert x5 = 4 zu der Vorschrift

zo— 4
=g —— ¢ (Inxy — 1.901387711
=% lna:,—zo—ln4+4( %o =% + )
_xo_(:co—4)(lnz.,—zo+1.901387711)

In 2y — z, + 2.613705639

Die Rechenergebnisse sind fiir den Startwert , = 2 in Tab. 2.8 dargestellt. Es
zeigt sich ein Konvergenzfaktor ¢ < %) Fiir die gleiche Aufgabe erhielt man in
isch isoliert d

Tab. 2.6 nur ¢ ~ —;— Dort war ein x lediglich algeb

Tab, 2.6. Rechenergebnisse nach der regula falsi
fiir die beiden im Text genannten Beispiele. Im
Vergleich zu Tab. 2.5 liegt nun beim ersten
Beispiel ein besserer Konvergenzfaktor vor; im
zweiten Beispiel wurde Konvergenz erreicht. Der
Fixpunkt ist 2* = 3

[ Beispiel 1 Beispiel 2
i z

0 2 2

1 2.9099 3.24

2 2.9941 2.942

3 2.99962 3.014

4 2.999976 2.9965

5 2.9999984 3.0008

6 2.99999988 2.99979

7 3.00005

8 2.9999879

9 3.0000029

2. Die gleiche Aufgabe mit
a=2,b= —0.2und ¢ = —1.597224578
und ebenfalls mit 25 = 4 fiihrt zu der Vorschrift

(2o — 4) (In 7 — 0.1z, — 0.798612289)
In z, — 0.1z, — 0.986294 361

T =%
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Die Rechenergebnisse sind fiir den Startwert z, = 2 ebenfalls in Tab. 2.6 dargestelit.

Jetzt zeigt sich ein Konvergenzfaktor ¢ ~ l In Tab. 2.5 bei nur algebraisch isolier-
tem z wurde keine Konvergenz registriert.
3. Abschitzung der Konvergenzfaktoren in
a) Beispiel 1:
1 2
2* —zp=8—4=-—1 und g'(a* = —‘—l=——,
z 3
glzg) = —0.712317928,
—0.667

_ 0667 _ itiv,
o713 0.063 positiv,

g=1

daher monotone Annéherung an 2*. Dieses ¢ stimmt recht gut mit dem beobachteten
Wert iiberein.

b) Beispiel 2:
2*—zp=—1 und ¢'@@*)= zl, — 0.1 = 0.23333333
g(zs) = 0.187682072,

0.2333

_ 22993 (.24 negativ,
0.1877 negativ

g=1

daher alternierende Anniherung an z*. Das |g| stimmt gut mit dem beobachteten
Wert iiberein.

2.1.4. Iterationsverfahren nach Newton

Anstelle der Sekant Iche ja auBer dem iterierten Punkt noch einen Bezugspunkt
oder doch stets zwei Punkte des Graphen der Funktion g(x) aus der Aufgabe g(z) = 0
benétigt, kann man die Tangente verwenden und braucht dann nur noch einen Punkt
(Abb. 2.3). Allerdings wird bei diesem auch noch die Ableitung der Funktion berech-
net. Der Gedanke geht auf NEwToN (1700) zuriick, und deshalb wird das Verfahren
auch nach ihm benannt.

Die Punkte (z, y) der Tangente durch den Punkt (2, y,) der Funktion y = g(x)
geniigen der Beziehung

% =¢'(x,),
T— %
Y

Abb. 2.3. Zur Herleitung des Iterations-
verfahrens nach NEwrox
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wobei man sich zu erinnern hat (Stoff der 11. Klasse), daB der Steigungswinkel o,
der Tangente durch

tan o = g'(,)
festgelegt ist. Der Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse ist durch (z;, y,)
mit y, = 0 bestimmt, d. h.

moz 1
—Y% U'(-"o),
gy Yo )
AR T e T g
oder
| oy = 2 — L% (18)
g'(2)

und das ist die gesuchte Iterationsvorschrift. Hier liefert das Uberpriifen der Kon-
vergenzeigenschaften
9(@)
g'(z)’
@)} —g"@ g g"@=) g
(@) (@)
und nun fiir = z* wegen g(z*) = 0
fe=0<1, (17)

aber es muB g'(z*) % 0 sein.

Das ist besonders gut, es ist kein ¢ ungleich Null angebbar. Bie Konvergenz ist
iiberlinear. NEwWTON hat einen , Traumalgorithmus‘ gefunden. Fiir eine nun nétige

genauere Untersuchung des Verhaltens dieses wichtigen und praktisch sehr oft ange-
wandten Verfahrens rechnet man mit Verwendung der Taylorentwicklung von f(z):

2= fla) =z —

fley=1— (16)

) = ) + %) 2o — ) + L2 2y — 242 + Of(ay — 249,

Dabei wurde die O-Symbolik nach LANDAU benutzt. Sie besagt, daB hier der gesamte Rest der
Taylorentwicklung fér z, — 2* — 0 sich nicht ,,schlimmer* als ¢(z, — 2*)* verhilt oder,
genauer, daB es ein positives ¢ gibt mit der Eigenschaft

[Rest] < ofzy — z%2.

Da 2, = f(z,), * = f(z*) und f'(x*) = 0 gilt, wird

x —a* = f”(Tz‘) (2 — z*)* + 0((% — ,,t)a)

bzw.
{'=*)

5 % + 0. (18)

& =
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Aus (18) erhiilt man durch nochmaliges Diff i an der Stelle z = 2*
. 7%
¥y —
rem =22, 19)

und damit ist auch
9" (*)
29 (%)
Es steht demnach der neue Fehler & in quadratischer Relation zum alten . Wie
schon friiher iiberlegt, liefert also das Newtonverfahren in der Nihe der Losung pro
Tterationsschritt eine Verdopplung der Anzahl korrekter Ziffern. Aber es muB
¢'(z*) = 0 sein. Ist g’(z*) = 0, so liegt beim Fixpunkt eine Tangente parallel zur
z-Achse vor (Schulstoff 11. Klasse). Das bedeutet fiir g(z) mindestens eine Doppel-
nullstelle, und eine ganz dhnliche Rechnung mit Hilfe der Taylorentwicklung zeigt,
daB dann nur lineare Konvergenz vorliegt.

& + O(ed). (20)

& =

Beispiel
1. Es werde wieder die Aufgabe
glx)=alnz br+ ¢
mit a = 2, b = —2, ¢ = 3.802775422 betrachtet. Da g'(z) = — + b sehr einfach

ist, entsteht die Iterationsvorschrift

_Inz — x, + 1.901387711
1.
Zo

=%

Die Rechenergebnisse werden in Tab. 2.7 gezeigt. Die quadratische Konvergenz
reduziert drastisch die n6tigen Rechenschritte.

Tab. 2.7. Rechenergebnisse nach dem Newton-Verfahren
fiir die beiden im Text genannten Beispiele. Die Ver-
dopplung der Anzahl korrekter Zifferstellen pro Schritt
infolge quadratischer Konvergenz geht in der Nithe des
Fixpunktes wegen der endlichen Maschinenarithmetik
meist wieder verloren

i Beispiel 1 Beispiel 2

z; z

2 2
3.189 2.76
3.0027 2.987

3.00000059  2.999958
3.000000000 2.999999999

WO
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2. Die gleiche Aufgabe mit @ = 2, b = —0.2, ¢ = —1.597224578 liefert
_Inz, — 0.1z, — 0.798 612 289

1 o1

Zo

Die Rech bnisse sind ebenfalls in Tab. 2.7 enthalten.

&

T =%

3. Das Newton-Verfahren eignet sich zur iterativen Wurzelberechnung. Die Auf-

gabe
i/; —z=0
ist dquivalent zu der Aufgabe
glz)=2" —a=0.
Die Ableitung ist leicht zu berechnen, g'(z) = nz"~!, und das liefert die Iterations-
vorschrift
w—a np—r+a

R S I

1 a
I = - ((n — 1)z + F) (Heronsche Formel) (21)
0
als eine einfache Rechenvorschrift mit quadratischer Konvergenz zur Berechnung

der n-ten Wurzel, die iibrigens schon dem in Alexandria lebenden Griechen HERON
(um 130) bekannt gewesen sein soll. Fiir » = 2, d. h. fiir Quadratwurzeln, erhilt man

I o = %(f’o + x;:)’ (8)

also die bereits den Sumerern in Babylon vor 4000 Jahren bekannte Formel. Fiir
n = 2 ist ein Beispiel in Tab. 2.4 enthalten. Fiir » = 3 und ¢ = 8 sowie firn = §
und @ = 32 enthilt Tab. 2.8 die Resultate jeweils mit dem Startwert z, = 1. Die

3 ]
Tab. 2.8. Rechenergebnisse fiir ¥8 und 132 nach der Heronschen Forme!

3, 5
i B 132
z; z;
0 1 1
1 3.33 7.2
2 246 5.76
3 2081 4.62
4 .2.0031 3.7
5 2.0000049 3.00
6  2.000000000 2.48
7 2.15
8 2.020
9 2.00040
10 2.000000 156
11 2.000000000
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Werte zeigen deutlich, daB die fiir quadratisch konvergente Verfahren typische Ver-
dopplung der Anzahl korrekter Ziffern pro Schritt erst einsetzt, wenn der Fehler
Kkleiner als 1 ist. Zuvor ist der Faktor |g”’(z*)/¢’(z*)| von Bedeutung.

Ein Programm zur Nullstellenberechnung nach dem Newton-Verfahren ist in Tab. 2.9 ent-
halten. Es werden dabei zwei Unterp 1 von g(z) und von g’(z) ver-
det. Diese befinden sich zwischen 200 und 290 bzw. zwischen 300 und 390. Der Nutzer

Tab. 2.9. BASIC-Programm fiir das Newton-Verfahren

19 REM Newton
20 INPUT "Startwert x0 = * ;x8, "Epsilon =*; e
36 GOSUB 2090
40 GOSUB 309
50 LET x1 =x8 — y0 [ ys
69 IF ABS (x1 — xf) < e THEN GOTO 99
70 LET x0 = x1
88 GOTO 30
99 PRINT “Nullstelle =*; x1
168 STOP
260 REM Funktion yf = g(x0)
290 RETURN
360 REM Ableitung von g(xf) = ys
390 RETURN

hat die Moglichkeit, dort seine speziellen Anweisungen firr die jeweils vorliegende Aufgabe
einzufiigen. Zu Beginn verlangt das Programm Eingabe eines Startwertes z, und einer Ge-
nauigkeitsschranke ¢ oder e, wie diese im Programm genannt wird. Fir die Nullstellen-
berechnung der kubischen Parabel

y=2>—2:*—2/2+56
wurden beispielsweise eingefiigt bzw. eingegeben
210 LET y# = x0 »x x0 % x0 — 2% x0 % x0 —x0/2 + &
310 LET ys =3 % x0 > x0 — 4 % x0 — #.5
und
x0 =35 e = 0.0001
worauf auf dem Bildschirm
Nullstelle = —1.3074384

hien. (Im Pr wurden die P in Produkte aufgeloet, da der Potenzoperator f,
shnlich wie die Taschenrechnertaste x¥, iiber Logarithmus- und Exponentialfunktion arbeitet.
Bei negativer Basis st68t man also auf einen Argumentfehler!)
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Ein zusitzlicher Priifdruck des Funktionswertes y, fiir das letzte z,

PRINT "yf = “; y&

lieferte
¥ = —0.000000909

Méchte man alle iterierten Werte wahlweise sehen, so kann man im Programm noch
25 INPUT "Zwischendrucke?*; a$
55 IF a$ = "j* THEN PRINT "x = “; x1

einfiigen. Es wird dann zu Beginn noch nach der Entscheidung gefragt (j fiir ,,ja* und jede

andere Taste fiir ,,nein‘; das Doll; ichen $ ist im ver deten BASIC-Dialekt eine Kennung
fiir Zeichenketten- bzw. Text-Variable). Bejahendenfalls erhilt man die Zwischenwerte

z= 3.8 z = —10.85 z=—147

z= 259 r= —1.05 z = —1.322

z= 176 z= —4.56 z = —1.3076

z= —0.18 z= —295 z = —1.3074384

z = —16.56 z= —1.97 z = —1.3074384
deren Aufeinanderfolge rech ich ist. Beim gewihlten Startwert spri die it

Werte zunichst suchend hin und her, bis einer in den Anzlehungabemch ﬁillt Die quadra-
tische Konvergenz wird wirksam ab

zr = —1.322.
Das Newton-Verfahren wird gern zur Berechnung von Poly Ustellen heran-
gezogen. Die Prog zur Berechnung von g(z) und g'(x) folgen in diesem Fall
dem ten Horner-Sch das aber auch schon NEWTON bekannt gewesen

sein so]l Das Polynom =-ten Grades g(z) = P,(z), gewShnlich in der Form
Py(x) = apz® + @y 2" 1 + -+ + ayx + ay =.§: az* (22)
geschrieben, 18t sich schneller fiir gegebenes = wertmii8ig berechnen, wenn die Form
Pyz)=(-(0+a)z+a )z + - +a)z+a (23)
verwendet wird. Dies fiihrt auf das einfach zu handhabende Schema

“u aul @ a
+ +
0 / / /
ET | . D Resultat

VA wxschenresu]ta.te

Dabei wird in den Senkrechten addiert, und diese Surhmen, mit z, multipliziert,
werden in Pfeilrichtung iibertragen.
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Hiilt man bei einem kleinen Rechner mit Postfixarithmetik der Kellertiefe 3 die Koeffi-
zeiten a; in Speicherregistern 0 bis #, 8o ist fiir einen x,-Wert die Befehlsfolge zur Abarbei
des Schemas

ung

R>xn

+

*
R>xn—1

+

*
Ro>x1

+

2
R->x0
+

Dabei ist die Anfangsbesetzung des Kellers mit x, im Register y und z und 0 im Register x
anzusetzen. Es entsteht also ein Zyklus aus drei immer gleichen Befehlen, bei dem sich nur die
Registeradresse jeweils um 1 verringert.

Die Nutzung des Horner-Schemas geht jedoch noch weiter. Die Zwischenresultate
unter dem Strich sind némlich die Koeffizienten des Polynoms P,_(x), welches der
Beziehung

Py(z) = Py y(z) (z — %) + Polxo) (24)

geniigt, die Ableitung P:,(z) = P,_,(2) (x — z) + P,-4(x) nimmt also an der Stelle
z = 2 den Wert

Pi(zy) = Pai(0) (25)
an. Demzufolge kann einfach unter Benutzung der Zwischenresultate wiederum
nach dem Horner-Schema auch der Ableitungswert berechnet werden.

Beispiel
Py(z) = 32® — 42* + B2 — 172 — 51 und 2z,=2

3 0 —4 5 —17 —51
0 6 12 16 42 50

2 3 8 8 21 2 —1=PQ
0 8 24 64 170

2 3 12 32 8 195 = P2)

Ohne diese einfache Beziehung hiitte man wie folgt zu rechnen:
Pi(z) = 1624 — 1222 + 10z — 17

B 0 —12 10 —17
0 30 60 96 212

2 15 30 48 106 195 = Pi(2)
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Das ergibt natiirlich dasselbe Resultat. Zur Berechnung einer Nullstelle des Polynoms
Py(z) erhiilt man also mit dem Startwert 2, = 2 eine erste Naherung

1
=24 = —2005...
n=2+15

Die Folge der iterierten Werte ist hier

2,

2.005,
2.005098675,
2.005098663,
2.006098663,

und fiir den letzten ist Pg(z) = —0.8 - 10-7, und unter diesen Polynomwert kommt
man hier bei 10stelliger Rechnung nicht, denn bei 2.005098664 ist der Wert sogar
1.2.1077,

Weitere Nullstellen miiBte man aus dem Polynom P,(z) mit den Koeffizienten

3,

6.015 295989,

8.061261950,
21.16362556,
25.43516731

gewinnen, und diese Koeffizienten sind natiirlich ungenau, da die abgespaltene Null-
stelle ungenau ist, wie oben gezeigt wurde. Auf diese Weise entstehen immer groBere
Fehler, und jede Nullstelle muB am Ursprungspolynom nachiteriert werden.

Ein Programm fiir einen Posthxneohner fiir das auf die beschriebene Weise erweiterte
Hor Sch wird die Z 1 nun nicht mehr im Keller aufsammeln kénnen,
sondern benutzt fiir sie zwei Register P und P’. Dabei sind dann die Zwischenresultate aus P
die Koeffizienten fir P’.

Anfang: R—>x =n

x—>R P

x—>R P Hochster Koeffizient ist in den Registern
Zyklus: R—>x « Multiplikation mit # in den Registern

x—>R x P

x—>R » P’

x—>R &k k-ter Koeffizient von P

x—>R+P Zwischenresultat von P ist Koeffizient von P’

R>x P

x—>R+ P Zwischenresultat von P’

Der Zyklus muB fiirr P’ einen Durchgang eher als fiir P verlassen werden, und zwar nach der
Additionsstelle.

Es wurde hier von der oft bei Poatﬁxrechnern ngebots Regi ithmetik Gebrauch
gemacht: Mit den Inhalten des ob gi und des adressi isters wird die
Operation ausgefiihrt, das Resultat im adressierten Register abgelegt, wihrend der Inhalt des
obersten Kellerregisters erhalten bleibt.
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Mit zwei Infixrechnern (z. B. Schulrechner SR 1) und vorhand Hi hi ung,
jedoch nur mit je einem Speicher M, kann das erweiterte Horner-Sch kollektiv'* bearbei
werden (z befindet sich im Speicher M):

Gy

* a,
MR *
+ MR
@1 +
= - Ghy
%* =
MR *
+ MR
+ MR
4 +
= - aj

* =
MR

+

%

Jeweils bei einem ,,=*-Zeichen werden eine Multiplikation mit # und eine Addition mit dem
neu eingegebenen Koeffizienten ausgefiihrt. Die dabei entstandenen Resultate des ,linken*

Rechners wurden als Koeffizienfen in den hten* Rechner iiber Bei einem Rech-
nertyp ohne Hierarchie (z. B. MR 610) driickt man nicht die ,,=*-Taste, sondern verharrt
zum Ubertragen des Zwischenresultats nach der ,,»*-Taste; denn nach dem Driicken dieser
Taste wurde die Addition des zuvor eingetasteten Koeffizi durchgefiihrt und das Ergebnis
angezeigt.

Tab. 2.10. BASIC-Programm fiir das erweiterte Horner-Schema
zum AnschluB an das Newton-Programm in Tab. 2.9

210 LET y® = 0: LET ys = 8
220 FOR i =6 TO 1 STEP —1
230 LET ys = ys % x0 + y0
240 LET yf = y9 » x0 + a(i)
250 NEXT i

Du BASIC-Prognmm fir das erweiterte Horner- Schems in Tab. 2.10 ist fiir sechs Koeffi-
eines Pol legt und berechnet den F' t und den Ableitungswert,
so daB das Prog far die Ableit g (300 bis 390 in Tab 2.9) leer bleiben kann. Es wird
zur Berech das Vorhandensein eines Koeffizi a v g Diese Be-
dingung erfiillt man mit
21 DIM a(6)
22 FOR i =6 TO 1 STEP —1
23 READ af(i)
24 NEXT i
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und fiir das genannte Beispiel mit den Daten
400 3,0, —4, 5, —17, —51
als Zusitze zum Newton-Programm in Tab. 2.9.

Bei Polynomen héheren Grades konnen im Horner-Schema erhebliche Stellen-
ausloschungen durch Subtraktion auftreten. Es ist also Vorsicht bei der Benutzung
der Ergebnisse geboten, und strenge Kontrolle ist angebracht. Das Horner-Schema
kann auch zum doppelzeiligen fiir die Behandlung komplexer Argumente erweitert
werden, worauf hier verzichtet wird (vgl. [29], S. 2591f.; [32], S. 107ff.).

2.1.5. Regula falsi (2. Form)

Bei einer Kurve geht eine Sekante in eine Tangente iiber, wenn die beiden Kurven-
punkte, welche die Sekante bestimmen, gegeneinander streben. Das kann man bei
der regula falsi ausnutzen, indem man den Bezugspunkt nicht mehr starr hilt, son-
dern durch den iterierten Punkt (:c,-, g(z,—)) ersetzt: Die Sekante wird durch jeweils
zwei aufeinanderfolgende iterierte Werte (und zugehérige Funktionswerte) bestimmt :

Zos Tis gy Ty oo
—
—

Da diese Werte konvergieren, streben die Sekanten gegen eine Tangente, und diese
Form der regula falsi wird dem Verfahren von NEWTON im Verlauf der Rechnung
immer &hnlicher. Man wird also bessere als nur lineare Konvergenz erwarten diirfen.
Tatsichlich zeigt eine dhnliche Rechnung (Verwendung von Taylor-Entwicklungen,
vgl. MfL Bd. 9, 4.1.4., und [32]) wie beim Newton-Verfahren, daB der Konvergenz-
grad (Konvergenzordnung (4))

! +2VE = 1.62 (26)

p=

ist, also zwischen 1 (linear) und 2 (quadratisch) liegt.

Diese Zahl ist iibrigens das Verhiltnis des ,,Goldenen Schnittes* (vgl. MfL Bd. 8) und cha-
rakterigiert auch das Wachstum der Fib izahlen. Diese Bemerkung dient nur als Hinweis
darauf, daB interessante Zahlen in hied Gebi der Mathematik auftreten.

Die Iterationsformel lautet jetzt (vgl. regula falsi 1. Form) bei Ersatz des Bezugs-
punktes durch einen iterierten Wert

Zay — (o)
Tyg) = Ty — ——— g(zy). (27
I ® =T~ ) — gz ) )

Es muB bei der Anwendung dieser Formel pro Iterationsschritt ein neuer Funktions-
wert g(z;,) berechnet werden. Zweimaliges Anwenden liefert wegen des Konvergenz-



2.1. Iterationsalgorithmen 85

grades 1.62 dann oft bessere: Werte als ein Newton-Schritt, denn 1.62% = 2.62 ist
groBer als 2. In einem Newton-Schritt miissen auch zwei Funktionswerte, g(z(,)
und ¢'(z), berechnet werden.

Abb. 2.4 zeigt das Verhalten der Vorgehensweise gemi8 (27). Es kann im Verlauf
der Rechnung durchaus eintreten, daB zwei aufeinanderfolgende iterierte Werte
auf derselben Seite des Fixpunktes liegen (im Bild z; und #,) und Funktionswerte
gleichen Vorzeichens (vgl. auch Tab. 2.11) liefern (im Bild positiv). Wenn man glaubt,
dies sei ein Nachteil, und eine ,,Verbesserung® einfiigt dahingehend, daB von den
aufeinanderfolgenden iterierten Werten immer derjenige durch den neuen Wert

¥
()
o N
X2 X ox
Abb. 2.4. Zur regula falsi (2. Form)
ersetzt wird, der einen Funkti t mit dem gleichen Vorzeichen liefert, so gibt

man in iiberraschender Weise den Konvergenzgrad 1.62 auf und fillt zuriick auf lineare
Konvergenz. Man erkennt dies schon aus Abb. 2.4, denn dann wird z, zum festen
Bezugspunkt 2. Obwohl man also durch diese ,,verbesserte‘ Vorgehensweise den
Fixpunkt immer zwischen den iterierten Werten einschlieBt, was optisch oder an-
schaulich besser zu sein scheint, ist diese in der Praxis verbreitete Variante der regula
falsi schlechter.

Tab. 2.11 zeigt fiir das schon 6fter demonstrierte Beispiel

gz)=alnz+bzx+c=0
mita=2,0= —2undc= —21n3 4 6 = 3.802775422, also leicht verindert auf
Inz — z + 1.901387711 = 0

mit dem Fixpunkt 2* = 3 die bessere Konvergenz gegeniiber der regula falsi 1. Form
in Tab. 2.6, Beispiel 1.

Die regula falsi 2. Form gibt durch die Tatsache, daB zwei vorhergehende iterierte
Werte zur Berechnung eines neuen verwendet werden, den AnlaB zu einer neuen
Begriffsbildung.

Tterationsformeln der Gestalt

T = [0, Ty o0y Tpmg)
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nennt man n-stufig (vgl. MfL, Bd. 8, 4.1.4., und [57] unter diesem Stichwort). Die
oben angegebene Fassung des Banachschen Fixpunktsatzes miiBte fiir solche Ver-
fahren noch verallgemeinert werden, was natiirlich moglich ist.

Die regula falsi 2. Form ist also ein zweistufiges Verfahren.

Tab. 2.11. Iterierte Werte und zugehorige Funktions-
werte fiir das im Text angegebene Beispiel zur regula
falsi 2. Form. Die Funktionswerte zeigen, daB der Fix-
punkt z* = 3 nicht immer zwischen zwei aufeinander-
folgenden iterierten Werten liegt. Es miiBten sonst
die Funktionswerte im Vorzeichen alternieren

o 9(z;)

o 1 0.90

1 2 0.59

2 3.94 —0.67

3 2901 0.057

4 2995 0.0035

5  3.0000215 —0.0000143
6  3.0000000 6.4.10°
7 3.0000000 0

21.6. Bisektion

Beim Einsatz von Taschenrechnern, besonders bei nichtprogrammierbaren, wird
man die lingeren Tastenfolgen fiir die beschriebenen Iterationsverfahren (diejenigen
fiir g(x) und evtl. g’(x) kommen noch dazu) als listig empfinden. Auch kann man sich
allzu leicht dabei vertippen. Man wird sich dann auf die Berechnung von g(x) fiir
mehrere z beschrinken und nur den Verlauf der Funktionswerte beobachten. Hat
man %, und z, mit der Eigenschaft g(x,) < 0 und g(z,) > 0 gefunden, so muB nach
dem Satz vom Zwischenwert (MfL Bd. 4) fiir stetiges g(x) jeder Wert zwischen g(z,)
und g(z,) wenigstens einmal angenommen werden und also auch eine Nullstelle
zwischen ihnen liegen. Man kann sie nach ,,AugenmaB‘ linear interpoliert schitzen
mit z,. Man kann aber auch einfach die Mitte des Intervalls (%, 2,) nehmen:

1
1:=?(3a+1‘1)~

Jedenfalls wird z, dieses Intervall in zwei Teile ,,zerschneiden*, und daher kommt
der Name dieser Methode (bi = Vorsilbe fiir zwei, sezieren = schneiden, Sektion =
Teil, Schnitt). Man berechnet dann g(z,) und priift das Vorzeichen. Ist

glx,) > 0, 8o wird das neue Intervall (z, 2;) := (x, 2,),

g(z5) < 0, so wird das neue Intervall (z,, %) := (;, 7).

Auf diese Weise wird das die Nullstelle einschlieBende Intervall immer kleiner.
Abb. 2.6 veranschaulicht das Verfahren. Der Konvergenzfaktor ist offensichtlich
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0.5, und nach drei bis vier Iterationsschritten gewinnt man eine neue korrekte Resul-
tatstelle. Das Verfahren geniigt demnach fiir die oft nur praktisch geforderte Ge-
nauigkeit von zwei bis drei Stellen.

Tab. 2.12 zeigt die Rechenwerte fiir die Aufgabe

g(z) =Inz — = + 1901387711 = 0,

wenn als Startintervall (2.8, 3.1) genommen wird.

y 9tx)

X X3 Xy
X5 Xz nx

Abb. 2.5. Zum Bisektionsverfahren. Die Intervalle sind (2, x;), (%, Z3), (73, 25),
(24> 23), (%4, %), die Linge von (z,, ;) ist 1/16 der Linge von (2, x,)

Tab. 2.12. Zum Bisektionsverfahren. Das Startintervall
ist (2.8, 3.1), und den néchsten z;-Wert erhdlt man immer
als Mitte des betrachteten Intervalls

x; glz;) Intervall

0 28 0.13 -

1 3.1 —0.07 (29, %)
2 295 0.03 (%> 2;)
3 3.025 —0.02 (%2> %3)
4 2987 0.01 (@4, 23)
5 3.006 —0.004 (%4, 25)
6 2997 0.001 (g» 25)

21.7. Konvergenzverbesserungen

Fiir prog ierbare Rechner, aber auch fiir nichtprogrammierbare, lohnt es sich,
iiber Beschleunigungen der Konvergenz nachzndenken. Man verkiirzt dadurch die
Rechenzeit bzw. verringert die Anzahl der Iterationsschritte. Besonders bei Hand-
rechnungen mit nichtprogrammierbaren Taschenrechnern wird man fiir raschere
Konvergenz wegen der verringerten Tastenbedienungen dankbar sein.

Die folgende Methode hat schon HuyaENs (1654) bei der iterativen Berechnung
von 7 angewendet. Sie wurde erst 1936 von KoMMERELL wieder aufgegriffen und
1955 von dem Norweger ROMBERG vervollkommnet.
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Verbesserung linearer Konvergenz — Schema von Romberg

Bei linearer Konvergenz mit dem (sogar evtl. schlechten) Konvergenzfaktor 0 < ¢
(d. h. also, ¢ liegt zu nahe bei 1) gilt die a-posteriori-Fehlerformel (10) aus dem Fix-
punktsatz von Banaca

¥ — D) oy N g (D) — gw),
-9

die hier ohne Absolutstriche und mit dem ,,ungefihr-gleich*-Zeichen geschrieben
wurde. Daraus erhilt man

ma) f T g gy M,
1—¢ 1—¢

und da dies nur ungefihr den Fixpunkt liefert, hat man statt dessen einen besseren
iterierten Wert

I zoen - X0 — 0 (28)
1—¢
Die Folge der Z® konvergiert zwar ebenfalls linear gegen z*, jedoch ist nun
7=¢
der Konvergenzfaktor, und das ist wegen ¢ < 1 besser als zuvor.

Tab. 2.13 zeigt fiir das Beispiel der Berechnung von }/8 nach der Formel z := V}le
mit dem Startwert z, = 3 (vgl. Tab. 2.1) die Verbesserung. Tatsichlich erkennt man

auch den besseren Konvergenzfaktor 1_16 = 0.0625. Die Werte Z; werden wegen

1
= — gemif
q9 48’“
z, lz
_ T dz; — x;,
= )
1— —
4
gewonnen.

Bei alternierender Iteration ist —1 < ¢ < 0, also ¢ negativ, und dies ist in der
Formel der Konvergenzverbesserung zu beachten. Beispielsweise erhilt man fiir
1
1=-7
4z + 7y
-
Man kann nun auf die %;, welche mit. ¢? linear konvergieren, eine éhnliche (s. u.)

Uberlegung anwenden — dies war der Gedanke von ROMBERG — und erhilt eine
neue, wiederum besser konvergente Folge (mit ¢*) usw. Es soll nun der Iterationsindex

2 =
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Tab. 2.13. Verbesserung li Kon Durch Rundungsfehler und Stellen-
auslosch bei der Subtraktion fast her GroBen ergeben sich die falschen
Werte in den letzten beiden Zeilen der vierten Spalte

$ E Fehlerquotient z; Fehlerquotient

[ 3 — - -

1 2.213363839 0.21 1.051 151785 —

2 2.051330793 0.24 1.997319778 0.0649

3 2.012711007 0.248 1.999837745 0.0605

4 2.003170206 0.249 1.999989939 0.0620

5 2.000792081 0.2499 1999999373 0.0623

6 2.000197991 0.24996 1.999999 961 0.0622

7 2.000049496 0.24999 1.969999998 0.0513

8 2.000012374 0.25 2.000000000 0

mit ¢ (tiefgestellt) und der Romberg-Index miit » (hochgestellt) angegeben werden.
Mit r = 0 werden die Werte nach der urspriinglichen Iterationsformel bezeichnet,
und die in Tab. 2.13 dazu berechneten verbesserten Werte wiirden r = 1 haben. Fiir

die Romberg-2-Werte gilt

nnd da dies mit ¢* konv;argiert, erhiilt man fiir die Romberg-3-Werte

22 — 2t — glafl)
L
22 — gl
@ — = — ¢ty 3
Ti-g
Diese werden dann mit ¢* konvergi
o 200 — gty
T l — q'

Somit ist allg

(29)

Tab. 2.14 zeigt den Effekt dieser dulerst wirkungsvollen Methode, die auch unter

dem Namen Eztrapolation zur Grenze oder.Richard:

ist (vgl. (18], {29], [32]).

Tab. 2.14. Romberg-S

h

fir die Tterati

Tt

Spalte gilt ¢ =

in der dritten Spalte g = —

-Extrap

(1927) bekannt

z= VE, z* = 2, In der nullten
1. 1. . 1
ik der ersten Spalte ¢ = Tl der zweiten Spalte ¢ = u und

N z?’ z?’ z}" z:,:) xﬁ"

0 3 — - — —

1 2.213363839 1951151785 — - -

2 2.051330793 1.997319778 2.000397645 — -

3 2.012711007 1.999837745 2.000005609 1.999999387 —

4 2.003170206 1.999989939 2.000000085 1.999999997 1.099999999
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Zur Herleitung der Romberg-Formel muB man wissen, daB die iterierten Werte 2 bei
linearer Konvergenz mit dem Kovergenzfaktor ¢ sehr oft der Beziehung

7 = 2% + ag’ + ang™ + ag™ +

geniigen. Es kommt dabei gar nicht auf die K is der Koeffizi a; an. Fir den un-
mittelbar vorhergehenden iterierten Wert gilt also

x§21 = 2% + a,¢" 1 + a4y + gyt 4.
und es ergibt sich

 — g = (1 —g)z* +a, L Lt

z?) = 2% — a1 — a,q‘“‘(q + 1) — -
Daraus erkennt man den Konvergenzfaktor ¢*. Bildet man

— 1 g —
¢ +a
P

—q2

A - gl = (= @ a 4o L gt
oder *
D = 2% 4 gyl + o,
so erkennt man nun den Konvergenzfaktor ¢%. In dieser Weise verfihrt man weiter. Die Bauart
der erhaltenen Entwicklungen macht auch deutlich, daB die Werte z{” mit wachsendem
abwechselnd gréBer und kleiner als 2* sein werden. Dies bestitigt ein Blick auf Tab. 2.14.
Natiirlich kommt es dabei auch auf die Vorzeichen der unbekannten a; an. Tab. 2.14 1a8t
demnach vermuten, da8 fiir diese spezielle Iteration a, positiv, a, positiv, a, positiv, a, positiv,
aber a; negativ sein wird. Die in Tab. 2.14 genannten Werte von ¢ erhiilt man nach (3) nihe-
rungsweise als Fehlerquotient.

Konvergenzbeschleunigung durch Ubergang autf quadratische Konvergenz

Es werden zwei Verfahren vorgestellt. Das erste Verfahren geht auf Arrkex (MfL
Bd. 9, 4.1.3.) und auf STEFFENSEN ([32] 8. 102) zuriick. Der Ubergang von beliebiger
(schlechter) linearer Konvergenz auf quadratische ist #uBerst verlockend, da dann
in jedem Iterationsschritt die Anzahl korrekter Ziffern verdoppelt wird. Jedenfalls
geschieht dies, sobald der Fehler wesentlich kleiner als 1 geworden ist.

=
-———— é———-

Abb. 2.6, Zur Herleitung der Steffensen-Konvergenzbeschleunigung
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Abb. 2.6 zeigt die Anpiherung der Iterationswerte bei linearer Konvergenz an
den unbekannten Fixpunkt z*. Durch Herausdrehen der beiden Anderungen

l#i — Tl =1 =@ &, |~z =q1 — )&,
die ja bekannt sind, entsteht eine Figur, die das Anwenden des Strahlensatzes ge-
stattet. Es ist

tana= A—ge_dl—9sa _, —q
& gei
und aus der Ubersichtsfigur mit @ = |#; — %44, b = |%j41 — ;.o ist © zu bestimmen.
Ein besserer iterierter Wert Z; ergibt sich also aus

T =Zin + 2.

Der Strahlensatz besagt, da3 s ¢ +2 ist. Daraus erhilt man z = i und
schlieBlich b z a—b

5 = z?+1 — TiZivp . (30)

2Tjgy — T — Ting

Dies 1Bt sich mit

Ax; = Ty — 5, APy = Az — A% = iy — 22540 + %
wegen der leicht nachzurechnenden Formel

= (€i4g — 2i)?

z =2 - —

) Pome— 2+

auch als

P (4z;)® (31
| B=ai— )

schreiben, und deshalb nennt man diesen ProzeB zum Gewinnen schneller konver-
gierender Iterationswerte auch den Aitken-A%-Prozef (1926). Diese Werte konver-
gieren allerdings noch linear, wie es auch Tab. 2.15 ausweist, mit dem Faktor ¢
Hier setzt nun aber der Gedanke von STEFFENSEN (1933) ein. Unter Beachtung der
urspriinglichen Iterationsformeln
Zipy = f(@) und 3,0 = f(z:00) = f{f(z)

wird daraus eine neue Iterationsformel gewonnen:
I 2y = (f=)ff — =if{f(=) z (Ha:) — =)

i+ T =T — .
2f(x:) — = — f{(f(:)) ) — H=) + (2 — fle2))

Auf der rechten Seite (zweite Form ist numerisch giinstiger) kommt nur noch z; vor,
also kann

T4y = Flz;)

(32)

geschrieben werden, und eine ausfiihrliche Betrachtung (fiir das zweite Verfahren
wird sie unten vorgefiihrt) zeigt, daB diese Iteration quadratisch konvergent ist. Der
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Mehraufwand an Arbeit ist allerdings betrichtlich. Diese Formel oder dieses Ver-
fahren ist ein typisch mehrstufiges Verfahren:

Aus ejnem iterierten Wert

z;
werden durch Anwenden der Formel f zwei weitere hergestellt:

7 = f(=:),

o = f(=}).
Dann wird die Rechenrunde abgeschlossen durch Benutzen dieser drei Werte in einer
anderen Formel:

o = = w

i+1 P p—_ .

In Tab. 2.15 wird die Leistung dieses Verfahrens fiir die Iteration z = V}/-S—z demon-
striert.

Da in der Steffensen-Formel Differenzen fast gleicher Werte auftreten, ist Vor-
sicht geboten. Rundungsfehler kénnen das Eintreten der quadratischen Konvergenz
sabotieren. In der Literatur wird fiir dieses Verfahren dann auch oft das Anwenden
doppelt genauer Rechnung empfohlen. Das verbietet sich natiirlich bei Kleinst-
rechnern.

Zur Herleitung der Formel von STEFFENSEN wird zur Uberleg\mg auch eme andere Figur

herangezogen (vgl. [32] 8. 102), die b ders iiberzeugend bei alterni ist
(Abb. 2.7). Die Sekante durch die Punkte

(%0 Hz) und (2, f(z))) bzw.  (H2o), F(f(zo)))

¥y — M=) _ f(zo) = l(f(%))
T— % — Haz)

ist

Tab. 2.15. Anwendung der Aitken-A%-Methode und der Steffensen-Konvergenz-
3
beschleunigung fiir die Berechnung von }/§ nach der urspringlichen Iteration

z= V}'ﬁ mit ¢ = % Die A*-Methode von AITKEN liefert ¢ = Il(_i' die von

STEFFENSEN quadratische Konvergenz

[ z, = fV8x;_,  ArTREN STEFFENSEN
Zi Zi

0 3 — 3

1 2.213364 — 2.009296567

2 2.051331 2.009297 2.000001337

3 2.012711 2.000626 2.000000000

4 2.003170 2.000039

5 2.000792 2.000003

6 2.000198 2.000000

7 2.000049
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und ihr Schnittpunkt %, mit der Geraden y = 2 ergibt sich aus
# — M) _ flma) — (f(z))

H—7 #y — f(o)
durch Auflésung wieder in Gestalt der bereits angegebenen Formel (32).
y 4 Tangente

y-r

Abb 2.7. Zur Herlextung der Steffensen-
g (Sel ) und

AVl

A

| I | Sekante der nwh Steff"'-"‘ Newton-Kombi
| [ (T,

nh n x

a

Das zweite n.ngekﬁndlgte Verfahren benutzt die Skizze aus Abb. 2.7 und dabei
aber, dem Gedanken von NEwToN folgend, die T: t telle der Sekante. Man
kann dieses Verfahren das SNK- Ver/ahren (Ste/femm-N ewton-K ombination) nennen,
Die Tangente an die Kurve y = f(:;) im Punkt (.t., /(a:‘.)) ist

— (o)

= f'(x0),
z— 2
und der Schnittpunkt mit y = z liefert z{ aus Abb. 2.7, das aber nun mit z, bezeich-
net werden soll. Die Auflosung nach z, liefert eine b , sogar quadratisch konver-
gente Formel F(z):
T — /(Io) = ),
2 —
/(%) — J'(@o) %

=0 0 _ P 33
I Zy 1— /(=) (o)« (33)

(Natiirlich mu8 f'(z,) #+ 1 sein.) Diese Formel bietet den Vorteil, daB keine Diffe-
renzen fast gleicher Zahlen auftreten. Allerdings muB eine Ableitung gebildet wer-
den.

Die Formel (33) hat einen dhnlichen Aufbau wie (28) beim Romberg-Verfahren,
da g = f'(x,) ist. In (28) liegt aber nur lineare Konvergenz mit ¢ vor, wihrend (33)
quadratische Konvergenz anbietet. Zunichst sieht man leicht ein, daB der Fixpunkt
z* von x = f(x) auch Fixpunkt von x = F(z) ist:

f@*) — f*)z* _a* — fa¥) et

o= 1—fl@% 1—f(@*
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Die Taylorentwicklung von F(x) an der Stelle = 2* mit ¢ = 2, — 2* liefert

F(xy) = F(z* + &) = F(a*) + F'(z*) ¢ + O(¢?),

und da (mit Verzicht auf Argumente und Indizes)

F'(z)=

===+ G- (=20
a—ry r—fy

ist, ergibt sich wegen f(z*) — 2* = 0 auch F'(z*) = 0 und damit

Flag) =z, = 2* + 0(¢*) oder |z, — «*| = O(jzg — z*[*).

Beispiel

Als Beispiel wird wieder die Iterationsformel z = V}/S_z zur Berechnung von i/ﬁ
mit dem Startwert 2, = 3 genommen. Sie ist linear konvergent mit dem Konvergenz-

faktor ¢ = %

== flo) = Gope = VJB2, flo) =260 % = 5 VV?,

Vg_%l/ﬁ _ 5% )yBm
1 V_E PR

Die hier entstandene Formel 1Bt sich leicht auf Kleinstrechnern programmieren
bzw. auf Taschenrechnern ,,durchtasten*. Tab. 2.16 zeigt die guten Resultate.

Tab. 2.16. A dung der K genzbe-
schleunigung nach der Steffensen-Newton-

K

=
bination fir die Berechnung von }8

nach der urspriinglichen Iteration 2 = V}’T‘l_:;
Die Abweichung beim Schritt 3 ist auf Run-
dungsfehler zuriickzufihren

i

WD =O

z

3

2.035456741
2.000076643
1.999999999
2.000000000
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2.2.  Interpolation
2.21. Einfihrung

Unter Interpolation versteht man das ,,Zwischenschalten von Werten einer Funk-
tion, die nur an diskreten Stellen bekannt ist (siehe 2.2.2.). Entweder sind diese Stel-
len durch tabulierte Werte gegeben und man braucht zwischen diesen liegende Werte,
oder die bekannten Funktionswerte wurden durch Messungen gewonnen und man
sucht nach einem stetigen funktionellen und méglichst dkonomisch auswertbaren
Zusammenhang, um Zwischenwerte durch Berechnung zu gewinnen. Es kann auch
sein, daB der funktionelle Zusammenhang zwar bekannt, seine Realisierung aber
so aufwendig ist, daB man eine einfachere Berechnung fiir Zwischenstellen sucht.

Die mit der Interpolation und ihren Verfahren verbundenen Namen von Wissen-
schaftlern, LAGRANGE und NEWTON, aber auch GAuss, LAPLACE, STIRLING, BESSEL
und GREGORY, deuten darauf hin, daB die oben geschilderte Problemstellung bereits
im 17. und 18. Jahrhundert eine Rolle spielte, aber bis in die Gegenwart ihre Bedeu-
tung behielt. Das Problem entstand mit der damaligen Entwicklung der geoditi-
schen (Erd g), astronc hen, nautischen (sphérische Geometrie) und techni-
schen Wissenschaften. Fiir den praktischen Rechengebrauch wurden umfangreiche
Tafelwerke der verschiedensten Zusammenhiinge hergestellt. Deren Produktion und
auch ihre Nutzung benétigten die Interpolation. Die Entwicklung elektronischer
Rechengerite macht zwar die Interpolation elementarer transzendenter Funktionen
(sin, tan, lg, exp) unnétig, selbst Taschenrechner bieten diese als Tastenfunktionen
an, jedoch bleibt sie weiter bedeutungsvoll fiir den bereits genannten Sachverhalt
diskreter MeBwerte oder komplexerer Zusammenhiinge. Solche liegen beispielsweise
bei numerischer Werkzeugmaschinensteuerung speziell fiir die Fertigung von Zahn-
ridern (Evolventen-Abwiilzkurven riumlich) vor.

Bereits in der Schule werden im math tischen und naturwi haftlichen Unterricht
Tafelwerke fiir einfache Funktionen verwendet (Klasse 7 Wum]funktmn, Klasse 9 Logarith-
men, Klasse 10 Winkelfunktionen). Auch fir die 6k Berech der Zi i

rechnung gibt es Tafeln.

Fiir das Aufsuchen von Zwischenwerten sind Interpolationen — und seien es meist auch
nur grobe lineare Schiitzungen — unerliBlich. Im Schulunterricht wird zwar meist auf echtes
(lineares) Interpolieren verzichtet, und der Stoffplan sieht es auch nicht mehr vor. Der Lehrer
sollte aber auf Schiilerfragen nach den Zwischenwerten vorbereitet sein.

Ein Ausschnitt aus einer vierstelligen Logarithmentafel ist

2t | ... 3304 3324 ...
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d. h.
Ig 2.140 = 0.3304, Ig 2.150 = 0.3324,

und die vierte Stelle del Argumente ist durch lineare Interpolation zu herﬂckslohhgen (»in
die Tafel hinein*, Auf; gen von Funl (Logarith ) Wemn) bzw zZu gewmnen (,,8us
der Tafel heraus*, Aufsuchen von Arg: ten zu den gegeb ten). Es sei

x=2.1
‘i--latzte 2Ziffer

Abb. 2.8. Bei der Herleitung der li Interpolationsf 1 kann der Strahlensatz
verwendet werden:
Ay: Az = gesuchte Differenz : letzte Ziffer — d:z

beispielsweise Ig 2.143 ht. Abb. 2.8 zengt den Sachverlnlt. Entweder man benutzt nun
die Auauge des Strahlensatzes oder ver ken aus der analytischen Geometrie,
hier die Gleichung der Geraden durch zwei Punkte:

Y= _%—u_dy _Tefeldifferonz

z—=x 2z — % Az 10
Dabei ist die Tafeldifferenz in Einheiten der letzten Tafelstelle zu neh Im Beispiel ist also
Ay = 20.
Die Az-GroBe wird in Einheiten der gegeb Stelle t. Man erhilt zur Interpolation
4
y-n=Le-= )
z
oder zum besseren Merken
l unsere Differenz = T__afeldli:)ferenz - neue Ziffer, 2)
im Beispiel
i=2.3_s.
10

Diese Differenz ist nun laut Abb. 2.8 zum Wert y, zu addieren, und zwar in Einheiten der
letzten Stelle. Damit erhiilt man

1g 2.143 = 0.3304 + 0.0006 = 0.3310.

Auf vier Stellen gerundet liefert ein Taschenrechner denselben Wert. In diesem Bereich der
Logarithmusfunktion und mit vierstelligen Werten geniigt lineare Interpolation fir eine
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Argumentdichte mit drei Stellen, und so ist die Schilertafel auch aufgebaut. In VIelen Tafel-
werken sind am Rand Interpolationshilfstifelch thalt dxe das bei hiufi

listig werdende Rechnen mit der oben ang Int f 1 (l) oder (2) vermel-
den helfen. Sie sind unter den Ubemhnﬁon der Tafeldiff 1gog

die Ziffer und unsere Differenz. Fiir das Beispiel:

20
Ziffer|1234 5 6 7 8 9

4y |246810]2141618

Will man umgekehrt das Argument 2 zu einem gegebenen Logarithmus aufschlagen,
Ig 2 = 0.3315,

8o muB man ,,unsere Differenz¢ = 11 Einheiten bilden, findet dazu die Ziffer 5 (oder 6) und
erhilt
z = 2.145 (oder 2.146).

Der gleiche Wert ergibt sich natirlich auch aus der Interpolationsformel. Ein Tasch h

liefert nach Rundung ebenfalls den Wert 2.145. Ein gemuenr Wert wiire 2.1454, so daB der
nach Interpolati f ) ierbare Wert 2.146 doch schon ein wenig ungenau ist.
Das ist auch verstindlich, d& dle Loganthmusfnnktwn eben keine lineare Funktion ist. Man
kann nun den Gedanken verf — und mi werden auch Schiiler nach héherer Ge-
nauigkeit fragen — und lle der E:i geraden bei | Interpolation eine Parabel,
kubische Parabel oder Kurven noch héh diger Pol; ver den, um auch das Krim-

halten der Graphen der Funkti besserm““"' Natiirlich mi
dmm aln Stiitze anstelle von nur zwei Punkten deren drei, vier oder mehr einbezogen werden.
Man kann als Resultat fir dle eingesetzte Mehrarbeit bei quadratischer und kubischer Inter-
lation auf hohere G: igkeit hoffen, und bei den in der Praxis meist auch nur auftretenden

,,gnurtlgen“ Funktionen trift das auch zu.

2.2.2. Aligemeine Interpolationsaufgabe

Bereits in anderen Binden dieser Reihe (MfL Bd. 4, 2.7., MfL Bd. 9, 4.2.1.) findet
man eine Einfiihrung bzw. detailliertere Angaben zur Interpolation. Die Interpola-
tion ist eine spezielle Form des Funktionsersatzes bei méglichst geringem Fehler, d. h.
letzten Endes der Approximation oder Funktionsanniherung, in einem vorgegebenen
Intervall (a, b) fiir das Argument. Es wird oft iibersehen, daB die Angabe des Intervalls
wichtig ist. Bei der Interpolation wird fiir die Forderung eines kleinen Fehlers (und
zuniichst unter Verschweigen einer Angabe wie dieser gemessen werden soll) verein-
fachend gefordert, daB die Differenz zwischen interpolierter (gegebener) und inter-
polierender (konstruierter) Funktion an mehreren Stellen 2; Null wird :

y(z) — yplzs) = 0 fiir i = O(1)n. @

Die Gesamtheit dieser Stellen wird Ref g t. Die Gleichungen (3) bilden die
Interpolationsbedingung. Die Konatruktlon der Interpolatlonsfunktlon eriolgt dabei
als Linearkombination von Funktionen eines ebenfalls vorgegeb Sy von

Basisfunktionen

9o(®), 91(2), - .., gal2), - .-
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Beispiele fiir solche Sy sind die Potenzfunkti
Lz, 2%...,
Winkelfunkti (trig trische Interpolation)

1, sin 2, cos z, sin 2z, cos 3z, ...
oder Exponentialfunktionen
1,65 e7%, ¥, e 2%, |,

Ganz beliebig diirfen aber diese Funktionen nicht gewihlt werden (s. u.). Die zu
konstruierende Linearkombination ist

%) =k20 agi(x), )
und die Koeffizienten 4, sind so zu besti daB die Interpolationsbedingung (3)
erfiillt wird:
y(x:) - 2 agz), ©=0(1)m. ®)
=0

Das ist nun ein lineares Gleichungssystem fiir die a;. Seine Losbarkeitsbedingung
ist

Jo(@o)  g1(zo) cee Galwo)

H= go(:)  gil(m) cee Gal)

go(a)  @lx) ... galza)

+0, (6)

und das muB fiir jede Referenz aus dem Intervall (a, b) gelten. In der Referenz

also indest lauter hiedene Werte stehen, z; 5= z, fiir ¢ & j. Diese
Haarsche Bedingung (8) ist eine Bedingung fiir das gewihlte System von Basisfunk-
tionen und das Intervall. Es ist also, wie schon gesagt, beides nicht beliebig wiihlbar,
sondern muB dieser Bedingung geniigen. Auch hier ist die Angabe des Intervalls
(a, b) wichtig.

ware das Sy
z, 28,8

zur Interpolation im Intervall (—1, 1) nicht geeignet. Dieses Intervall enthilt die Null, und
wenn die Null als zugehdrig zu einer Refi gesehen wird, ist H = 0, wodurch die Haarsche
Bedingung verletzt wird. Es liBt sich dann mit diesem Sy von Basisfunkti und ejner
Referenz mit Null, z. B. (—1, 0, +1), nicht immer eine Interpolationsfunktion konstruieren.
Ist etwa y = 5 (konstant), so nimmt das zu lésende Gleichungssystem (5) die Form

5= —a,+ay—a,,
5=0,
§=0a,+ay+a,
an, und das ist widerspriichlich wegen 5 = 0.
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Fiir die Poténzfunktionen als Interpolationssystem liefert die Haarsche Bedin-
gung eine spezielle Determinante, die Vandermondesche Determinante (vgl. MfL Bd. 9,
3.3., Aufg. B). Mit go(z) = 1, gy(x) = =, ..., gal®) = 2* (» 4 1 Funktionen) ist

P T S
1 2 ... 2t o

()

1 =z, 22 ... a8

fiir die Referenz aus n + 1 Punkten (2, z;, . . ., 2,). Auch hier sicht man deutlich,
was schon allgemein galt, da namlich die Referenz lauter unterschiedliche Werte
haben muBl. Anderenfalls wiren zwei Zeilen identisch und damit ¥V = 0. Die Vander-

desche Determinante liBt sich durch geschickte Spaltenkombinationen verhilt-
nismiBig leicht in eine Produktda.rstellung umformen :

Man multipliziert der Reihe nach die vorletzte, drittletzte, ..., erste Spalte mit z, und sub-
trahiert die Produkte von der letzten, vorletzten, ..., zweiten Spalte. Dadurch entsteht

10 [ . 0
v 1 2 —x zl — gy ... &} — zea}? .
1 24—z 4’.—1.:6. N
Nach dem Streichen der ersten Spalte und ersten Zeile (Entwicklungssatz fiir D inanten)
und H heben der g F (xy — %)y «++» (x, — %,) aus der neuen ersten bis
zur letzten Zeile entsteht
| B
V| ... T (@ — zy),
1 = 2| k=

also auBer dem Produkt der herausgehobenen Faktoren wieder eine Vandermondesche Deter-
minante mit einer um 1 verringerten Ordnung. Es fehlen die Funktion z* und der Ref
punkt z,. Fiihrt man dies nun weiter, so erhilt man

V= [T — 20 IT (5 — ) -+ [T (@t — 2ng)- |‘
k=1 k=2 k=n—1 1

Da nun
1z,
Il :c: Y =2y — 20y
jst und man die Produkte f kann, ht die bel Formel
-1 =
V=1 11 (z»—z;)—ﬂ(zp—zw (8)
j=0 k=j+1 k
]<

Eas ist also V == 0, wenn kein Faktor Null wird, d. h., wennmderReierenzzg + ayfirk + 7
gilt. Es folgt aber auch, daB viele dichtliegende Wem in der Referenz zu eine zhemen V-
Wert fithren und damit das Gleichungssystem (5), dessen Koeffizientendeterminante V fir den
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Spezialfall der Potenzfunkti ist, achlecht konditioniert ist. Das ist hier bereits ein erster
Hinweis darauf, da8 die Interpolation durchaus nicht immer besser werden mu8, je mehr und
je dichter die Referenz bestiickt ist.

y Yo (1)

|
| ! :
| | |
| | |
1 1 1 I
a b x

Abb. 2.9. Die im Intervall (a, b) zu interpolierenden Funktion y(z) und die Inter-
polationsfunktion y,(z) erfiillen fiir die gegebene Referenz (hier acht Punkte) die
Bedingung (5)

Abb. 2.9 zeigt noch einmal den Sachverhalt, da8 die interpolierende Funktion an
den Referenzstellen mit der interpolierten Funktion iibereinstimmt. Sie wird durch
diese Funktionswerte gestiitzt. Die Punkte (r;, y(z;)) oder einfacher notiert (x;, y;)
heiBen Stitzpunkte und die Werte x; aus der Referenz auch Stiitzstellen.

2.2.3. Interpolation nach Lagrange

Das Gleichungssystem (5) kann natiirlich zur Bestimmung der Koeffizienten a; in
der Linearkombination des Interpolationspolynoms benutzt werden. Es gibt aber
auch Konstruktionsansitze fiir dieses Polynom, welche das bei mehreren (vielen)
Stiitzstellen doch aufwendige Losen des Gleichungssystems vermeiden und auf der
Grundforderung interpolierende Funktion geht durch die Stitzpunkte beruhen. So
hat der franzosische Mathematiker J. L. LAGRANGE (1736—1813) allgemeine Basis-
polynome konstruiert, die jeweils an allen Stiitzstellen bis auf eine den Wert 0 haben
und an der Ausnahmestiitzstelle den Wert 1. Basisfunktionen nach LAGRANGE :

Il (= — =)
=0
Lizy=isk zsz fir k= 0(1)n. 9
IT (2 — ) '
i

Es sind dies also » + 1 Polynome vom Grad n, da der Faktor x — x, im Zahler Z,
fehlt (im Nenner N, fehlt natiirlich der Faktor z; — 2, = 0). An allen Stiitzstellen
x = z; mit ¢ = k tritt ein Faktor 2; — z; = 0 auf, und es ist

Ly(z;) =0 fiird & k.
Wenn aber 2 = z, ist, haben Zahler und Nenner die gleiche Form, und es ist

Li(zy) = 1.
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Abb. 2.10 zeigt zwei solche Basispolynome nach LAGRANGE. Mit diesen Eigenschaf-
ten der Basisfunktionen und fiir die zu interpolierende Funktion y = y(z) mit

=ylx,) fir k=0(1)n

nimmt das Gleichungsgystem (5) der Interpolationsbedingungen folgende Gestalt
an:

1 0 o0 0 ay Yo
0 1 0 0 a; %
0 0 1 0 al=lwnl
0o 0 o ... 1/ \a, ”

Es ist also ein Diagonalsystem und liefert sofort die Losung
=y, fir k=0(1)n.

Die gesuchten Koeffizienten der Systemfunktionen sind also einfach die y-Werte
der Stiitzstellen.

[ ARAY

Abb. 2.10. Zwei Bagispolynome nach LAGRANGE m qlnlltttlver Dmﬁellung L,(z)
fir finf Stitzstellen und Ly(x) far vier Sti
durch e markiert

Damit kann nun das Interpolationspolynom in der Form
-
Ypl@) = ,;2:' YeLu(a) 10
=0

angesetzt werden.

Das Interpolationspolynom y,(x) tritt hier nicht in der ﬁbllchen nach z-Potenzen geordneten
Form auf. Es ist aber identisch mit dem in der allgemei g llung der Interpolation
geforderten Polynom.

Beispiel
Im Beispiel wird eine Referenz mit dquidistanten Stiitzstellen verwendet. Das ist
aber bei der Lagrangeinterpolation nicht erforderlich. Man kann die Stiitzstellen
auch in beliebiger Reihenfolge numerieren. Natiirlich wird man meist — so
auch hier — ein Ordnungsprinzip dabei beachten. Hier wurden sie der Groe nach
numeriert.

Intervall (—1, 2); Referenz (—1, 0, 1, 2) = (x,, 24, 23, 3)
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Das erste der zugehorigen Basispolynome nach LAGRANGE ist

-z =z =) _se—1)E—2)
(o — 71) (w0 — ) (g — 23)  (—1) (—2) (=3)

Le) =
= -—-%z(z— 1)@ —2), (1
und die drei anderen
L=5E+DE-1E-2),

Lo =5 @+ Dale—2),

Ly(z) = % 4+ 1ax—1)

werden ebenso gewonnen.
Es ist fiir dieses Beispiel iibrigens
Ly(z) = Ls(1 — 2),
Lyw) = L1 — x),

wovon man sich leicht iiberzeugt und was bei numerischer Auswertung ein Vorteil
ist, weil nur noch L, und L, berechnet zu werden brauchen. In der Anwendung der
Tafelverfeinerung (s. u.) wird dies ausgenutzt werden.

Rechentechnische Aufbereitung und Autwand bei der Interpolation nach Lagrange

Bei der rechentechnischen Aufbereitung sind die Arbeitsanteile, welche bei jeder
Interpolation wieder auftreten, vorbereitend ein fiir allemal zu erledigen, und der
Arbeitsanteil, der speziell fiir jede Interpolation anfillt, ist moglichst gering zu halten.
Als Vorbereitung kann man so alle Nenner N; der Lagrange-Hilfspolynome berech-
nen und die Stiitzwerte y; durch diese dividieren, y; = y;/N;. Man arbeitet nach fol-
gendem Schema:

vi z dyz; dy%; -o Bay N, ¥

Yo Zo To— Ty — Ty To — Ty N, %/No

% Lot T — 2 T — % Lo i) N, NN

Ys Ty Ty — %3 T2 — X Ty — 2y N, ¥/ Ny (12)
Yn Zn Ty — Ty Ty — % Ty — Ty N, Yn/Ny

Bei den Differenzen d,x; in den Spalten lauft der Minuend stets von z, bis z, und
der Subtrahend von z, an aufwirts, wobei die Z&hlung wieder bei 0 beginnt, sobald
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n erreicht ist, also modulo #» + 1 durchgetiihrt wird. Der Index & ist die Punkt-
nummerndifferenz in den Spalten. Fiir die Nenner gilt

L]
N; =[] dwz;.
o

Sie sind also als die Zeilenprodukte aller Differenzen herzustellen. Fiir y; ist die
Rechenvorschrift bereits genannt. Damit ist die Vorbereitung abgeschlossen.

Bei der Auswertung der Lagrange-Interpolationsformel (9) fiir 2 < z; bedient man
sich des folgeiiden Schemas:

i ® z—=x ZL=Pllz—=x) Zi¥;

Yo T T—3 Z, Zyyy
A z T—n Z, Zy,
¥ g T— 2 Z, Zys (13)
T%l ;’n ;" — 2y .Zn .zlyl
P=l'7(-"f‘—9;) S=Z.'ZM
i=0 i=0

Es wel:den also die Zihler Z; der Lagrange-Basispolynome fiir z zur Vermeidung allzu
vieler Multiplikationen mit Hilfe des Spaltenproduktes

P =ﬁ(z — ;)
i=0

gebildet, welches fiir jeden Zahler einen anderen Faktor z — z; zuviel enthilt, und
dieser wird wegdividiert. Die auszuwertende Summe

8 = y,(x)

entsteht dann als Skalarprodukt der Spalten Z; und y;. Ein Rechenbeispiel wird
weiter unten nachgeholt.

Fiir die Auszihlung der benétigten Operationen gilt also ebenfalls, daB man zwi-
schen einmal zu leistendem Vorbereitungsaufwand und dem Aufwand pro Inter-
polati t zu unterscheiden hat. Als Vorbereitungsaufwand kann man bei der
Lagmnge—lnterpo)ntlon das Berechnen der Nenner N, in den Basispolynomen
ansehen. Es erfordert

N(N — 2) Multiplikationen
und
N(N — 1) Subtraktionen,

da es N Stiick der L(x) gibt, denn es gibt N = n 4 1 Stiitzstellen (z,, ..., z,). Fir
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die Berechnung eines Interpolationswertes benétigt man dann fiir die N Zahler Z,
wieder

N(N — 2) Multiplikationen
und

N(N — 1) Subtraktionen
oder bei geschickterer Auswertung (erst N Differenzen bilden, dann diese alle multi-
plizieren und schlieBlich jeweils eine Differenz wieder herausdividieren)

N, Subtraktionen,

N — 1 Multiplikationen,

N Divisionen.
Fiir die Auswertung der S; ko die Divisi mit den vorbereiteten Nennern

auch schon vorbereitend auf die y, angewendet werden. Es entstehen die Werte
yi = Yx/Ny, und es verbleiben somit nur noch

N Multiplikationen mit den yj
und
N — 1 Additionen.

Fir die Auswertung in Kleinstrechnern kann man sicher auf Beachtung der
Unterschiede in der Operati it bei arithmetischen Operationen verzichten und
nur deren Anzahl als Ma8 fiir den Aufwand nehmen.

Eigentlich sind auch Hilfsoperationen wie Speichern oder gar Notieren von Werten
bedeutungsvoll. Fiir die Lagrange-Interpolation bendtigt man bei N Stiitzstellen
als Vorbereitung

2N? — 2N arithmetische Operationen
und pro Interpolationspunkt (bei geschickter Arbeitsweise)

BN — 2 arithmetische Operationen.

Der Aufwand wiichst also linear mit der Stiitzstell hl. Den geringsten Arbeits-
aufwand pro Iterationspunkt erhilt man freilich, wenn das Interpolationspolynom
nicht in der Lagrangeschen Gestalt, sondern geordnet nach z-Potenzen vorliegt.
Dann kann das Horner-Schema benutzt werden, und pro Punkt hat man nur noch
2N — 1 Operationen auszufiihren. Dazu ist allerdings ein groBerer Vorbereitungs-
aufwand nétig. AuBer den ¥ (man gewinnt sie nach dem oben gegebenen Schema)
benétigt man alle Koeffizienten a; aus den Umordnungen

Liw) = 3

und muB diese noch fiir alle ¥ zusammenfassen. Es gelingt dies noch verhiltnismiBig
einfach nach den Formeln (14) und einem Schema, das man sich aus der Bauart
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und der rekursiven Entstehung der Koeffizienten herleitet, wenn man zwei Lagrange-
polynome ausfiihrlich notiert:
fiir zwei Stiitzstellen

(z— @)y + (& — 7o) y1 = (9, + ¥1) = — (=oy; + 2%0),
fiir drei Stiitzstellen
(& —2) (@ — 2 4 + (@ — 20) (& — 2) 4] + (2 — =) (2 — 21) 95
= (4 + ¥ + ¥2) 2 — (@yp + 7oy + Ty + Ty + Ty — TYR) T
+ (et + ToTay; + Tot1yy)-
Das Ausfiillen des Schemas beginnt mit den beiden Schritten

i a; ] i a; b;
n+1 0 1 n+1 0- 1

n 0 0 n % —zy
n—1 0 0 n—1 ] []
. . und . . .
0 0 0 0 0 0

—%o % — %

—% —

Diese beiden Schritte haben nur rechenorganisatorische Bedeutung. Dabei sind die
unten stehenden —z, und y; Multiplikatoren fiir die in den Spalten a und b aufzu-
bauenden Polynomkoeffizienten a; und b;.

Man bildet ein neues Schema nach den Formeln:
Gpyy =0, byyy =1,
a; i= —@ua + byt +a;  fiir . i =n(—=1)0

(14)
(Multiplikator y} fiir die Spalte b) und dann

by = —bizy + b; fiir i =n(—10
(Multiplikator —z, fiir die Spalte b),

also geht man von oben nach unten und kann natiirlich beim Auftreten der Nullen
abbrechen. Diese Formeln sind eng verwandt mit den Ausdriicken (in Spalte b; sind
sie es genau), nach denen man bei Kenntnis der Nullstellen die Polynomkoeffizienten
herstellt, und zwar unter Ausnutzung der Vietaschen Beziehungen zwischen beiden.
Das beschriebene Verfahren kann Vieta-Lagrange-Kombination oder kurz VLK-
Interpolation genannt werden. Es entsteht fiir k = 1
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. a; b;
n+1 0 1
» %+ % —% — %
n—1  —zyi—zy T
n—2 0 0
0 0 0
—y %
—z,

und in der Spalte a erkennt man die Koeffizienten fiir zwei Stiitzstellen. Unter dem
Schema sind bereits die neuen Multiplikatoren vermerkt. Geht man nun wiederum
wie eben erliutert vor, so entsteht fiir £ = 2

i a; b;

n41 1

" !/o+.'/1+ﬁ —%y — 7y — 7y
n—1  —yZ — Y7 — Ty — — Zo¥i — TYo z,2y + ZoZy + 717,
n—2 z.m’l+zzz,sé+m.-/ )

n—3. 0 (]

] 0 0

und hier sind nun die Koeffizienten des Polynoms mit drei Stiitzstellen erkennbar.
So fiahrt man weiter fort bis , und y;, wobei das letzte Schema keine neuen b; mehr
zu enthalten braucht. Ein Beispiel wird unten angegeben. Beim A den mit
einem programmierbaren Rechner wird man nur zwei Vektoren a und b speichern und
beziiglich 4 ,,vorwirts* rechnen, um durch neue Werte noch benétigte Werte nicht
zu iiberspeichern: im k-ten Schritt also i = (n — k)(1)n.

Tafelverfeinerung
Eine Anwendung der Lagrange-Interpolation. Diese A dung ist méglicherweise
das urspriingliche Anliegen von LAGRANGE g Fiir kompliziert und aufwendig

berechnete Funktionswerte sollen neun Zwmchenwerte auf emfa,chere Weise und
genau genug gewonnen werden. Dazu wird eine kubische Interpolation, also mit
vier Stiitzstellen genommen. Das betrachtete Tafelintervall wird auf (—1, 2) mit der
Referenz (—1, 0, 1, 2) abgebildet, so daB der mit Zwisct ten aufzufiillende Teil-
bereich auf (0, 1) fillt. Die Funktionswerte erleiden dabei keinerlei Verinderung.
Die Intervalltransformation bringt aber den Vorteil, daB die Hnlfsfunkhonen Ly(z)
und L,(z) fiir die neun Werte z = 0.1(0.1)0.9 im voraus berech
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Tab. 2.17. Funkti te zweier spezieller Hilfspolyn
nach LAGRANGE, die zur Tafelverfeinerung verwendet werden
z Ly(z) Ly(=)
0 0 1 1
01 —0.0285 0.9405 0.9
02 —0.048 0.864 0.8
03 —0.0695 0.7738 0.7
04  —0.064 0.672 0.6
0.5  —0.0825 0.5625 0.5
06 —0.056 0.448 0.4
0.7  —0.0455 0.3315 0.3
08 —0.032 0.216 0.2
09 —0.0185 0.1045 0.1
1 0 0 0
Ly(2) Ly(=) z

Es werden zwar vier Hilfspolynome benétigt, aber es sind gerade die vier gemaB (11)
im obigen Beispiel g ten, fiir welche die bereits genannten bequemen Bezie-
hungen

Li@) =Ll —2) und Ljz) = Lyl — z)

gelten. Tab. 2.17 zeigt die errechneten Werte. Man schreibt leicht Progi oder
Tastenfolgen fiir die Funktionen Ly(z) und Ly(z). Es ist

Ly(z) = z(z — 1) (x — 2)/(—6)
L=+ @—-1)F—22=0c"—1)k—2)2
Ein BASIC-Pr zur Berechnung von Ly(z) und L,(x) ist in Tab. 2.18 ent-

(4

halten. Seine Arbeit ist an zwei Stellen beach t. Die Lauf isung in Zeile 10
enthalt als obere Grenze ,,1 + halbe Schrittweite®. Da der interne Mikroprozessor

Tab. 2.18. BASIC-Programm zur Berechnung
der Lagrange-Hilfspolynome in Tab. 2.17

19 FOR z = 9 TO 1.05 STEP 6.1

20 LET LO = —x » (x — 1) % (x — 2)/6
30 LET L1 = (x % x — 1) % (x — 2)/2
40 PRINT L8, L1

50 NEXT x

66 STOP

im Dualsystem arbeitet (8-Bit-Prozessor), werden Dezimalzahlen nicht immer exakt
dargestellt. Die obere Grenze 1 wird deshalb schon nach dem zehnten Zyklus gering-
fiigig iiberschritten, wodurch die Funktionswerte fiir z = 1 nicht mehr berechnet
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werden wiirden. Bei der oberen Grenze 1.05 werden sie wie gewiinscht geliefert, lauten
aber  78E.41  baw. —47E-10

statt glatt 0. Es haben also auch die anderen im Computer errechneten Funktions-
werte auf der zehnten bzw. elften Stelle nach dem Dezimalpunkt geringe Abweichun-
gen. Die in einem Comp realisierte interne Arithmetik beeinfluBt die Ergebnisse.
Das muB gegeb falls durch Zusatziiberl beachtet werden. Hier erhalt
man: Die in Tab. 2.17 angegebenen Resultate sind exakt und nicht durch Rundun-
gen verfilscht,

Nun soll konkret die lg-Funktion zwischen z, = 2.14 und z; = 2.15 in einer Tafel
verfeinert werden. Dieser Bereich wurde bereits in der Einleitung zur Interpolation
fiir lineare Interpolation verwendet. Zur Demonstration der erreichbaren G igkeit
wird zehnstellig gerechnet. Der Tafelausschnitt ist

o z Zo Z3
z e 3 4 5 6

2.1 ... 328379604 330413773 332438460 334453751

und zwischen 2, und z, werden neun Werte eingeschoben. Diese erhiilt man durch
ein Skalarprodukt aus den vier angegebenen Funktionswerten und vier Werten aus
Tab. 2.17. Das Resultat verdeutlicht Tab. 2.19. Die verwendete kubische Interpola-
tion liefert hier also drei bis vier Dezimalstellen mehr als die lineare, d. h., der Inter-
polationsfehler ist 1%, bis 0.1%, des Fehlers aus der linearen Interpolation.

Tab. 2.19. Tafelverfeinerung nach LAGRANGE fiir y = Ig x im Intervall (2.14, 2.15).
Zum Verglelch mnd zehnmll:g gerundeta exakte Werte angegeben; sie zeigen, da8
hier die kubisok tellige G igkeit liefert, wihrend die lineare
Interpolation nur mnf bis sechs Stellen bringt

z Yplz) gz linear
interpoliert

2.140 0.330413773

2.141 0.330616667 0.330616667 0.330616242
2.142 0.330819466  0.330810467 0.330818711
2.143 0.331022171 0.331022171 0.331021179
2.144 0.331224781 0.3312241781 0.331223648
2.145 0.331427297 0.331427297 0.331426117
2.146 0.331629718 0.331629718 0.331628585
2.147 0.331832044 0.331832044  0.331931054
2.148 0.332034277 0.332034277 0.332033523
2.149 0.332236416 0.332236416 0.332235991
2.150 0.332438460

Beispiel

Die bei der Tafelverfeinerung demonstrierte Genauigkeit der (kubischen) Inter-
polation nach LAGRANGE darf nicht zum Glauben fiihren, da$ dies immer so giinstig
abliuft. Bei der Approximation von Funktionen mit Hilfe der Interpolation kann
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man bése Uberraschungen erleben. Gegeben sei z. B. das Polynom fiinften Grades
¥ = ps(x) = 4a® + 40a* + Ba2® + 502* — 6z — 60.

Es soll im Bereich (0, 1) kubisch interpoliert werden unter Verwendung der Refe-
renz (—1, 0, 1, 2). Mit dem Horner-Schema erhélt man rasch die zugehérigen y;-
Werte. Das oben empfohlene Rechensch nach (12) und (13) nimmt die Gestalt aus
Tab. 2.20 an und zeigt Rechnung und Rechnungsgang. Der erhaltene Wert — 30.24
ist jedoch sehr ungenau, da der exakte Wert — 12.6428 ist. Uber das Fehlerverhalten
von Interpolationspolynomen ist spéiter noch einiges zu sagen.

Tab. 2.20. Interpolation des Polynoms
Ps(z) = 42* + 4024 4 52° + 502* — 6z — 60

an der Stelle z = 0.8 mit einem kubisck Poly iiber der Referenz
(—1,0, 1, 2). Der exakte Funktionswert ist p,(O 8) = —12 5428

4 ¥ z dyz dy; dyz; ¥; i = yilN;

0 27 —1 -1 -2 -3 —6 —4.5

1 —60 0 —1 -2 1 2 —30

2 33 1 —1 2 1 -2 —18.5

3 936 2 3 2 1 6 156

i vi z; z—x Z; = Pl(z — z) Z;- 9

0 —4.5 —1 1.8 0.192 —0.864

1 —30 0 0.8 0.432 —12.96

2 —16.5 1 —0.2 —1.728 28.512

3 156 2 —1.2 —0.288 —44.928

P = 0.3456 8= —30.2¢4

Da in di Beispiel die Refe mit der aus dem Anwendungsfall , Tafelver-

{feinerung* iibereinstimmt und der gewiinschte Interpolationswert fiir z = 0.8 auch
auf dem Verfeinerungsraster liegt, konnte die dort vorbereitete Tab. 2.17 verwendet
werden. Es ergibt sich natiirlich derselbe Wert,

—0.032-27 = —0.864

+0.216 - (—60) —12.96

40.864 - 33 +28.512
—0.048-936  —44.928 = —30.24,

und es treten dieselben Zahlenwerte auf wie in der letzten Spalte des zweiten Teils
der Tab. 2.20.

Tab. 2.21 zeigt das Umordnen nach z-Potenzen bei der VLK-Interpolation (14)
und danach die Auswertung fiir 2 = 0.8 nach dem Horner-Schema.
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Tab. 2.21. Umordnung der Lagrange-Interpolati )\ nach
z-Potenzen, wie im Text zur VLK-Interpolation besch Es

y = 1052* 4 90z* — 102z — 60.

Die anschlieBende Auswertung nach dem Horner-Schema liefert
natiirlich wieder —30.24

+ oa by
4 0 1
3 0 0
20 0
10 [
00 (]
—zg=1 ¥ = —45
—zg=1
[ b t a b
4 0 1 4 0 1
3 —45 1 3 —345 1
2 0 0 2 -30 0
1 0 0 1 0 0
0 0 o 0 o (1}
—2,=0 ¥ = —30 23 = —1 va = —16.5
-z, =0 —zy = —1
i o b; [N
4 [ 1 4 o
3 —51 0 3 105
2 —12 -1 2 90
1 30 - 0 1 —102
0 0 0 —60
z3=—2 g3=1566
105 90 —102 —60
(1} 84 139.2 29.76
0.8 | 105 174 37.2 —30.24

2.2.4. Interpolation nach Newton

Auf NEwTON (1643—1727), also noch vor LAGRANGE, geht ein anderer spezieller
Ansatz des Interpolationspolynoms zuriick, der ebenfalls das Auflésen des Glei-
chungssyst 5) v idet und auBerdem den groBen Vorteil bietet, daB eine
Erweiterung der Referenz durch Hinzunahme einer (oder mehrerer) neuen Stiitz-
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stellen einfach durchfiihrbar ist und keine neue Rechnung von Anfang an auslost.
Die vorgelegte Referenz sei wieder (o, @y, ...,%,) in einem Intervall (a, b). Der
Newton-Ansatz fiir das Interpolationspolynom ist mit den Basisfunktionen

Piz) =[] (x — =), (15)
k=0

@) = 3 80 [T & — 2) = 3 8:0Pics(2) (16)
i=0 k=0 i=0

oder optisch einpriigsamer (P_,(z) = 1 gesetzt)
Ypl®) = 800 + 8102 — Zo) + 80(& — 2o} (x — 21} + -+ + 8po(® — Zo) -+ (¥ — Tpa).

Es ist also ebenfalls ein Polynom n-ten Grades. Es sei ausdriicklich aufmerksam
gemacht, daB die Stiitzstelle z, hier nicht explizit auftritt. Sie ist lediglich (wie die
anderen Stiitzstellen auch) bei der Berechnung der Koeffizientenwerte s;, beteiligt.
An dieser Konstruktion des Interpolationspolynoms erkennt man das leichte Er-
weitern um eine weitere Stiitzstelle «,.,. Es gibt lediglich ein neues Glied

8us1,0( — Zo) o+ (& — 24y) (. — 2,),

und es ist dabei gleichgiiltig, wo z,,; in der geordneten Folge der Stiitzstellen liegt,
denn auch bei der Newton-Interpolation brauchen die Stiitzstellen nicht dquidistant
zu liegen und nicht geordnet numeriert zu werden.

Die Koeffizienten 8;p werden nun aus der Interpolationsbedingung (3) fiir die zu
interpolierende Funktion y = y(z)

Y =yl@) = ypl@) fir  k=0(ljn

g Dabei I t vorteilhaft zum Tragen, daB das Newton-Interpolations-
polynom fiir z = z, jeweils nach dem Glied mit s, abbricht, da danach stets der
Faktor (z; — z;) = 0 auftritt.

Das Gleich y (6) der Interpolationsbedi gen nimmt fir die Newton-Basis-
funktionen die folgende Gestalt an:

10 0 .. 0 400 Yo

1 z,—2 0 . 0 830 EA

1 23— 2 (X — %) (g —2) ... O 39 | = v |-(17)

1 2y — % (% — %) (2 — 7)) oo (@ — %)+ (T4 — Zp1) a0 Yn

Es hat also Dreiecksgestalt und ist deshalb leichter auflosbar. Man erhilt
fiir & = 0 (erste Interpolationsbedingung)

Yo = Yp(%o) = 800,
%00 = Yo
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fiir k = 1 (zweite Interpolationsbedingung)
= Yp(1) = 809 + 810(%1 — Zo) = Yo + 810(%1 — %),

8o = H eine Steigung (Sekantenanstieg),

fiir & = 2 (dritte Interpolationsbedingung)
Y2 = Yp(@a) = 809 + 819(Ts — %) + 830(%3 — Tp) (2s — 71)

=y.+!‘{—!'-(z.—z.)+tn(=:—z.)(x.—z.).

und es ist die Auflésbarkeit nach s, erkennbar. Da aber hler bezelu dxe Ubeuichtlwhken
i die

verloren zu gehen droht, verwendet man eine
man GaUss verdankt:

LY _ g =ay

T, — T

oder allgemein
Ye — Yi

[@42p-1] = 81410
Tp — gy

und nennt dies Steigungen erster Ordnung. Formal kann man noch

Sk = Y =[] (18)
als Steigung nullter Ordnung bilden. Es ist dann
— [
L) [24g-1]
Ty — Tp—y
die Steigung erster Ordnung als Diff quotient aus den Steig: nullter Ord:
erhiltlich.
Man priift nun, allerdings schon mit etwas Miihe, nach, da8
242y] —
o = [242,] — [21%] = [2az120)
Ty — %o
und damit eine Steigung zweiter Ordnung ist. Allgemein findet man
oo = (i - %)
als Steigung i-ter Ordnung mit der rekursiven Berechnung dieser Steig;
= foukn = Sing 19)
8y =
" Tk — T (

sowie den Anfangswerten (18)

Sok = Yk-
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Praktisch berechnet man sie nach einem Steigungsschema und der Formel (19):

k £ 1~=0 1 2 .o n
Yi/oot &k ¢ o Sk
0 Zo % [21%,] [2:2:%] [ZZn-1 -« %]
1 2 21 [s2,] [EXN] -
2 3 Y [257,] [EXXN| - (20)
n—1 Tu-1 Yn1 [Z4Za-1] - -
» Ty Yn — — -
Es ist also

sy = [apy .. Ti]s

und die gewiinschten Koeffizienten s;, sind in der obersten Zeile des Schemas zu
finden. Die Formel der Berechnungsvorschrift (19) kann verbal wie folgt beschrieben
werden: Die neue Steigung s;, in der Spalte s und Zeile k¥ des Schemas erhilt man
aus der Differenz zweier Steigungen der vorhergehenden Spalte ¢ — 1, und zwar aus
der nachfolgenden Zeile ¥ + 1 und derselben Zeil® , welche durch die z-Differenz
aus dem z-Wert i Zeilen weiter voran und demjenigen aus derselben Zeile k dividiert
wird.

Nimmt man einen weiteren Punkt z,,, zur Referenz hinzu, d. h. einen weiteren
Stiitzpunkt (Zs41, ¥+1), 80 Werden die Spalten 2, und g, um einen Wert verlingert
und dann im Schema eine ,,Diagonale” nach rechts oben dazugerechnet, bis man
schlieBlich den neuen Koeffizienten 8,:,,, am oberen Rand erhilt. Alle anderen
Koeffizienten bleiben unberiihrt, was gerade den Vorteil des Newton-Interpolations-
polynoms ausmacht. Es ist dabei auch ohne Belang, ob die Punkte der Referenz
aquidistant und geordnet vorliegen. Er erhilt lediglich die letzte Nummer, d. h.
den letzten Index.

Bei der rechentechnischen Aufbereitung braucht man nur die Vektoren der zy, 8;
und y, zu speichern, mehr nicht. Am Platz der letzteren wird man nach und nach die
Diagonalelemente entstehen lassen und jeweils das letzte (a.o) im Schritt ¢ an den
Vektor s; abfiilhren. In PASCAL ergabe das den folgenden Pr hnitt:

fori:=0ton
do begin
fork:=i — Idownto0
do y[k]:= (yik + 1] — y[kD)/(z[k + ] — =[k));
i1 := y10)
end
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Diese Rechenvorschrift erzeugt in den Vektoren y und s; der Reihe nach folgende
Werte (fiir n = 3):

Anfang
k t=0 =1 =2 1=3
y
21a
0 Y% [212] e [EXEN (318)
1 % n (e ] e
2 Y Y Y2 [252,]
3 Ys Ys Ys Ys
Schritte
i i=0 i=1 i1=2 i=3
8
21b,
0 % Y Yo Yo @1b)
1 [21%] [212] [212%]
2 [B2ize]  [24%1%)
3 [232571%0)

Der. Aufwand an Operationen fiir diese Vorbereitung zur Interpolation nach NEwTON
wiichst quadratisch mit der Anzahl der Stiitzstellen N = n + 1. Fiir jede Einzel-
abarbeitung der Formel (19) sind zwei Subtraktionen und eine Division, also drei
Operationen, notig. Bei der Anwendung von Kleinstrechnern, bei denen die Opera-
tionszeit im wesentlichen durch die Tastenbedienung bestimmt wird, kann man auf
Beachtung der unterschiedlichen Operationszeiten verzichten. Im Schritt ¢ finden, wie
man oben sieht, ¢ Formelanwendungen statt, und es gibt N — 1 = n Schritte. Somit
werden

:—,'Mz——l) Operationen
benotigt.
Fiir die Auswertung des gewonnenen Interpolationspolynoms kann man ein dem
Hc Sch dhnliches Sch verwenden:

Newion-Horner-Kombination (NHK)

Tn-1 Tn-3 k2t Ty
4o Sn-1,0 810 800
+ + + + (22)
s |0 anlE — ams) e — z,) ay(x — z)
% Ox-1 a 8y = Yp(2)

Die Polynomkoeffizienten ;o werden wie im Horner-Schema mit dem héchsten voran
aufgeschrieben, versetzt dariiber die n Stiitzstellen z,_, bis 2,. Wie beim Horner-
Schema wird vertikal addiert. Aber vor der jeweiligen Multiplikation mit z ist dieser
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Wert durch Subtraktion um z; zu verringern. Fiir die Auswertung sind also bei jedem
interpolierten Wert

3(N — 1) Operationen

nétig. Der Aufwand ist somit wieder linear beziiglich der Referenzlinge, aber es gibt
den Faktor 3 gegenilber 2 bei der VLK-Interpolation.

Die New I ! polynome ké mit hsender Refe linge (Hi h
neuer § kte) auch rekurs heinander berechnet werden. Man startet mit einem Po-
lynom nullten Grades (komtant) bei nur einer Stitzstelle z, und y, = y(z,) -

y‘,?’(z) = Yo = Soe- (23)

(Es muB jetzt zur Unterscheidung der Polynome ein oberer Index mitgefiihrt werden.) Hat
man bereits ein Polynom n-ten Grades mit n + 1 Stiitzstellen (,, ..:, z,)

n i—1 n
Y@) = X8 IT (@ — z) = X 8iapia(2)
i=0 k=0 i=0

heats " Iches die Bedingung

Ya) =y far k=0(t)n

erfillt, so erhdlt man mit dem neuen Referenzwert z,., und der zusitzlichen S funkti

Pal®) = [I (2 — z) = (x — ) Py (@)
das neue Interpolationspolynom vom Grad » + 1 rekursiv,
(n+1) t-),+lmq.—_vpﬁﬂ)_ 2), 24
¥ @) = yp'(=) PREN) Pal) (24)
und man erkennt deutlich, wie der neue Stiitzpunkt (244, ¥5+,) hierbei wirksam wird. Jedoch
ist diese Formel im Nachteil gegeniiber der Berechnungsvorschrift im obigen Steigungsschema
(20) beziiglich des Aufwandes oder nach dem kleinen PASCAL-Text fir (21a, b). Dasneue
Interpolationspolynom y{#**)(z) erfillt alle Bedingungen
Yo (g) =y far k=0(1)n +1,
denn es ist p,(2;) = 0 fir k = 0(1)n, und das verbleibende y{™(x) erfillte die ersten n + 1
Bedingungen. Fir die letzte Bedingung erhiilt man leicht
Y @an) = ¥ @ana) + taa = 9 ne) Pu(@nt1) = Yut1e
PalZys1)
Beispiele
1. Fiir das Intervall (—1, 2) seien fiir n = 3 die Referenz (—1, 0, 1, 2) und die
Funktionswerte (0, 0, 1, 0) gegeben. Das Sch fiir die Berechnung der Koeffizien-
ten des Newton-Interpolationspolynoms
Yp() = 8g0 + 810(x + 1) + 8g9(x + 1) & + 8yo(x + 1) 2(x — 1)
zeigt Tab. 2.22. Es ist also

1 1
Be) =gzt ) — szt h@E-1,
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Tab. 2. 22 Bemlmung der K.oeffmenwn 8;o (oberste Zeile)

eines Newt. g poly nach der Formel (19)
k E 1=0 1 2 3
Y& = Sok L13 Sk 83k
(] -1 0 0 0.5 —0.5
1 [ ] 1 —1 -
2 1 1 —1 - -
3 2 0 - — -

und das stimmt iiberein mit der Lagrange-Basisfunktion Ly(x) bei vier Stiitzstellen.
Durch Ausklammern erhilt man

1) = 5 2l + (1= e — 1)

1
=—g e+ 1)z —2) = L)
(vgl. (11)).
Tab. 2.23. Kubische Interpolation des Polynoms

y = 4% + 402* + 52% + 504 — 6z — 60
bei z = 0.8 und mit der Referenz (—1, 0, 1, 2) nach NEwrToN

E =z i=0 1 2 3
Ye =134t 4 Sok S5k

0 1 27 —87 90 1056

1 0 —60 93 406

2 1 33 903 —

3 2 936 - -

z 1 0 —1

™ 105 20 —87 27

0 —21 55.2 —57.24

z=08 1056 69 —31.8 —80.24

> 2. Das Polynom

¥ = 4a% + 4024 + 52° + 502* — 62 — 60

soll wie schon bei der Lagrange-Interpolation an der Stelle z = 0.8 fiir die Referenz
(—1, 0, 1, 2) kubisch interpoliert werden. Die y-Werte sind (27, —60, 33, 936).
Tab. 2.23 zeigt die Berechnung der Koeffizienten und die Auswertung nach der an-
gegebenen Newton-Horner-Kombination (22). Natiirlich ergibt sich derselbe inter-
polierte Wert —30.24, den man auch bei der Lagrange-Interpolation erhielt (vgl.
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Tab. 2.20). Das entstehende Interpolationspolynom nach NEwWTON lautet
Yp(x) = 27 — 87(z + 1) + 90x(z + 1) 4 1052z(x + 1) (x — 1).

Die Interpolationsrechnung nach NEwroN wird besonders einfach, wenn dquidistante
Stiitzstellen mit Az =k der GroBe nach geordnet in der Referenz vorliegen. Das Schema
der Steigungen oder dividierten Differenzen wird dann zum einfachen Differenzen-
schema, und die Polynomkoeffizienten werden gemi8

Sko = .1_ .Aﬁ‘
k! B
berechnet. Sie ihneln in der Bauart sehr den Taylor-Koeffizienten
1dy
k! dat’

Das Differenzenschema ist

k Ye Ayx My, - A,

0 Y% Ay, Ay, A%y,

1 Y Ay, A%y, -

2 Ys Ay, A%y, - (25)

n—1 Y Ay - -

n Yn — — -
und es ist

Ay = Ay, — A Yy, fiir E=0(1)n — ¢ und = 1(1)n; (26)
auBerdem gilt

A% = Y. (27

In Tab. 2.24 wird das Beispiel 2 der Interpolation

Tab. 2.24. Diff hema fir das Poly
y = 42° + 402% + 52 + 502® — 6z — 60
auf der Referenz (—1, 0, 1, 2) mit dquidistanten Werten

k Y Ay Ay Ay

0 27 —87 180 630
1 —60 93 810 -
2 33 203 - _
3 936 - - -
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nach NEwroN unter Beathtung der vorliegenden dquidistanten Stiitzstellen mit
h = 1 noch einmal vorgerechnet. Mit den Werten (27, —87, 180, 630) ergeben sich
die Polynomkoeffizienten (859, 810, 820, 830) = (27, —87, 90, 105), wie sie bereits in
Tab. 2.23 direkt erhalten werden konnten.

2.2.5. Aitken-Neville-Interpolation

In dhnlicher und verwandter Weise zur rekursiven Konstruktion (23) und (24) immer
héher-gradiger Newton-Interpolationspolynome hat AITKEN (um 1925) ein Verfahren
entwickelt, das auf folgender Idee beruht. Es sind zwei sich iiberschneidende Refe-
renzen mit je ¢ Stiitzstellen gegeben, und dazu hat man bereits fiir die vorgelegte zu
interpolierende Funktiony = y(x) auch zwei Interpolationspolynome vom Grad 7 — 1:

e wnd g,

Zur Unterscheidung beider dient der untere Index. Dieser gibt die Nummer der
Stiitzstellen an, an der die jeweilige Referenz fiir das Interpolationspolynom endet.
Die zweite Referenz geht also aus der ersten durch Weiterriicken um eine Stelle
hervor. Die Uberschneidung betrifft i — 1 Stellen:

1. Referenz |
' 2. Referenz —}
+ . . H [ R . N
+ + +— + + t + t + +
pr 1 Py
@y z ' Do X B e Teg eg A
{ Lp-ir1
X

i

Natiirlich sind die Interpolationsbedingungen
YWPe) =y, fir j=k—dik—1,
yW ) =y; fir j=k—i+ Uk

erfiillt. Dann gewinnt man nach AITKEN ein neues Interpolationspolynom i-ten Gra-
des durch ¢ 4 1 Punkte:

(2 — Z4-y) YD) — (2 — ) i (2)
Ty — Tg1 ’

yP(z) = (28)

und die Interpolationsbedingungen
Wiz) =y, fir  j=k— ik

sind dann erfiillt, wie man unter Verwendung der erfiillten Bedingungen fiir die Vor-
géngerpolynome iiberpriift. Diese rekursive Konstruktionsvorschrift liefert Lagrange-
Interpolationspolynome, wenn man nach den y; ordnet. Man erkennt unmittelbar
die Zihlerbestandteile # — 7, und die Nennerbestandteile z, — ;_; der Lagrange-
Basisfunktionen Ly(z). In Abb. 2.11 ist das Uberschneiden der Teilreferenzen be-
sonders deutlich im Fall der quadratischen Parabeln zu sehen. Die bei der Inter-
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polation an der Stelle z = Z auftretenden Rechenwerte sind durch X markiert; vgl.
dazu Tab. 2.25.
Fiir den Anfang der Rekursion (28) setzt man

¥(x) = % (29)

d. h. konstant als y-Werte in der k-ten Stiitzstelle, an. Die Ausnutzung der Aitken-
Interpolations-Rekursion durch NEVILLE besteht nun darin, da man fiir einen
vorgegebenen 2-Wert = = ¥ den Wert (%) des Interpolationspolynoms berechnet,
ohne die einzelnen Rekursionspolynome (und auch das letzte nicht) zu kennen. Es
werden also keinerlei Koeffizienten als Losung des Systems (5) berechnet. In der
Formel (28) werden vier Subtraktionen, zwei Multiplikationen und eine Division,
insgesamt also sieben arithmetische Operationen, benétigt. Das Rechenschema hat
die folgende Gestalt :

E oz i=0 1 2 ceom
™ Y y@ oy
0 % Y% — - -
1 ot 143 u" - - (30)
2 25 v o v _
N S T

Die Formel (28) ist demnach -n(n + 1)/2-mal anzuwenden, so da8 sichbei N = n 4 1
Stiitzstellen fiir jeden interpolierten Wert ein Aufwand von

—;—n(n +1)= -%- N(N — 1) Operationen

ergibt. Man kann den Aufwand driicken, wenn man allgemein die Nenner z;, — 2;_;
vorbereitend berechnet und fiir jede Einzelinterpolation die Zihlerbestandteile
% — ;. Aber er bleibt quadratisch mit N. Das zeigt die Einsatzgrenzen der AN-
Interpolation. Hat man nur einen einzigen Wert zu interpolieren, so kann man sie
getrost anwenden. Aber bei jedem weiteren Wert empfiehlt es sich, eine Vorberei-
tungsrechnung durchzufiihren und dann das erhaltene Interpolationspolynom mit
nur linearem Aufwand auszuwerten. Dabei ist die VLK-Interpolation die Variante
mit dem geringsten Aufwand.

Tab. 2.25 zeigt den Rechengang zur Interpolation der Funktion y = lgz an der
Stelle = 2.147 mit n = 3, also mit vier Stiitzstellen. Es ergibt sich der Wert

0.331832045,

der mit dem interpolierten Wert nach der Lagrange-Interpolation zur Tafelverfeine-
rung aus Tab. 2.19 gut iibereinstimmt. Es handelt sich ja auch um das gleiche Inter-
polationspolynom, nur daB es bei der AN-Interpolation nicht explizit erscheint.
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Abb. 2.11. Zur Aitken-Neville-Interpolation sind die abschni i Interpola-

tionspolynome fir eine Referenz mit vier Punkten schematisch dargestellt. Es
endet mit einer kubischen Parabel

Tab. 2.25. Aitken-Neville-Interpolation fiir die Funktion y= lg z bel T= 2 147
auf der Referenz (2.13, 2.14, 2.15, 2.16). Bei iquidi AL rt
sich der Aufwand etwas, da 2; — z;_; fiir jeweils eine Spalte im Rechenschema kon-

stant ist

k z Y. i=0 y,i=1 yP,i=2 ¥ i=3

[ 2.13 0.328379604

1 2.14 0.330413773  0.331837692

2 2.15 0.332438460  0.3318310564  0.331832050

3 2.1 0.334463761  0.331833883  0.331832041 0.331832045

— 0.01 0.02 0.03

Bei der Berechnung mit dem programmijerbaren Tischrechner oder Tasch h
braucht man nur einen Vektor y mit N = » + 1 Komponenten und nicht etwa eine
Matrix, die dem gesamten Rechenschema entspricht. Der Vektor wird anfangs mit
den y{” = y,-Werten gefiillt. Dann rechnet man nach folgendem PASCAL-Programm-
Ausschnitt (z = 7):

fork:=1ton

dofori:=I1ton —k+ 1

do yli — 1] := ((z — ali — 1] — (z — a[k + ¢ — 1)) X% yliD/(afk + i — 1]
—ofi — 1)
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Dadurch entstehen im Vektor y der Reihe nach die Spaltenwerte des Rechenschemas,
und zwar jeweils von y[0] beginnend, so daB das Resultat am Ende aus y[0] abgefragt
werden kann. Nicht weiter benutzte Werte werden am Anfang des Vektors y iiber-

P t und bleiben am Ende gewi Ben als Rech iill zuriick. Die urspriing-
lichen y-Werte gehen also verloren. Sollten entgegen der Empfehlung nach Formel
(28) und Schema (30) mehrere Interpolationen durchgefiihrt werden, so mu8 man
dies beachten. ’

2.2.6. Interpolationsfehler

Das Beispiel der Interpolation eines Polynoms fiinften Grades durch ein Polynom
dritten Grades (vgl. Tab. 2.20, 21, 23) machte schon deutlich, daB es beim Inter-
polieren auch groBere Fehler geben kann. Der echte Funktionswert war —12.5428,
und der interpolierte Wert ergab —30.24. Wie kann man den Interpolationsfehler
abschiitzen, damit man eine Aussage iiber die Giite der Interpolation erhilt?

An den Stiitzstellen z; ist der Fehler oder das Restglied

R(z) = y(x) — yylz)

nach Konstruktion Null. Man kann zum Polynom y,(z) ohne Verletzung der Inter-
polationsbedingungen ein Polynom (n + 1)-ten Grades addieren, welches selbst an
allen Stiitzstellen den Wert Null annimmt. Das Restglied kann man also in der Form

Rlx) =S JT (& — )
k=0
ansetzen. In der Gleichung

y(@) = yp(2) + R(z)

zwischen interpolierter und interpolierender Funktion sowie dem Restglied interes-
siert nun der Faktor §, der natiirlich auch variabel, d. h. § = S(z), sein kann. Der
Bestandteil

"
Hu—m

im Restglied legt wegen sexdel- Bauweise den Gedanken nahe, das Newton-Inter-

polations-Rech Steig h oder Differ h (Beispiel Tab.

2.22) zu verwenden, und zwar mlt beliebigem Z als (letztem) Zusatzwert m der 2;-
Spalte. Man erhilt dann rechts oben eine zusitzliche Steigung oder einen Koeffi-
zienten (%o, ... Z,Z] = Su41,0 bzw. im Differ h einen Zusat t A%+lg.,
Da dieses Z oder y(Z) beliebig ist, kann man diese Rechnung natiirlich nicht real
vollziehen. Man weiB aber nun, da8 R(z) von der Form

R(@) = [ovts .. 28] q @— =) 31)
oder
Riz) = — Am’na—m (32)

[CER
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ist. Nach einer Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Folgerung
aus dem Satz von RoLLE) gibt es immer einen solchen Wert Z im Innern des Inter-
valls, der im entsprechenden Taylor-Entwicklungsglied mit der (n + 1)-ten Ableitung

d'*’ly(i)
dzl#‘l
fiir die Kompensation des Fehlers sorgt. Eine Abschitzung fiir den Interpolations-
fehler erhilt man demnach durch Abschitzung der (n + 1)-ten Ableitung, die

natiirlich dann auch existieren muB, der zu interpolierenden Funktion und des
Produktbestandteiles des Restgliedes.

-

Abb. 2.12. Der Produktanteil II (2 — z;) des Restgliedes R(z) fiir die Interpolation

durch Polynome hat in der ,,Mnte“ der Ref den kleinsten E t. Die
Skizze zeigt qualitativ den Produktanteil fiir die Referenz (—1, 0, 41, +2)

Eine niahere Untersuchung zeigt (vgl. Abb. 2.12), daB der Produktbestandteil
,»in der Mitte* das kleinste Maximum hat. Das war auch der Grund fiir die gewihlte
Lage des Verfeinerungsintervalls im Anwendungsbeispiel der Lagrange-Interpolation
(vgl. Tab. 2.19).

Schitzt man nun z. B. das zu interpolierende Polynom (vgl. Tab. 2.20) beziiglich
seiner (n + 1)-ten Ableitung (dort also der vierten Ableitung) im Intervall (—1, 2)
ab, so erhilt man

Py(x) = 425 + 4024 + B2 + 502 — 6z — 60,
PP(x) = 480z + 960 = 480(x + 2).

Also hat das Restglied die Gestalt (es muB durch 4! dividiert werden)
R(x) =20 + 2) (x + D2z — 1) (z — 2),

und fiir die Interpolationsstelle + = 0.8 ist dies
R(0.8) = 6.912(Z + 2).

Der hier bekannte Interpolationsfehler

—12.5428 + 30.24 = R(0.8)
= 8.912(Z + 2)
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erlaubt die Berechnung der Stelle Z (auf vier Stellen gerundet):
z = 0.5604.

Anderenfalls muB man fiir Z den ungiinstigsten Fall im Intervall wiihlen, hier wiire er
% = 2, und man erhilt dann den schlimmstenfalls zu erwartenden Fehler 27.648.

Der grotmogliche Interpolationsfehler fiir y = Ig # auf der Referenz (2.13, 2.14,
2.15, 2.16) ist demnach

213)(1:—214)(:¢—216)(z—216)|
4-74-In10 '
und die rechte Seite wird im Zihler im Interpolationsintervall (2.14, 2.15) fiir
2 = 2.145 am gréBten, der Nenner wird fiir 7 = 2.13 am kleinsten. Das liefert
|R(x)| = 2.967 - 10711,
also einen Wert, der in der Rechnung von Tab. 2.19 noch unter den Rundungsfehlern

bei zehnstelligen Werten liegt. Es ist also zu erwarten, daB dieses Beispiel der Tafel-
verfeinerung auch bei 11- bis 12stelliger Arbeit noch exakte Werte liefern wiirde.

Ry < ==

2.2.7. Bemerkungen zu weiteren Interpolationsverfahren

Das verwendete Diff h (25) bei der Newton-Interpolation nennt man
Sch der absteigenden Differenzen. Es zeichnet sich dadurch aus, daf die
obersten Spaltenwerte alle den Index k¥ = 0 teagen. Man kann die Differenzenformel
auch so mit Indizes versehen, d. h. eine andere Numerierung der Werte einfiihren,
daB die untersten Spaltenwerte alle denselben Index k = n tragen. Es ist dann ein

h der aufsteigenden Differenzen (ML Bd. 9, hintere und vordere Differenzen,
und [29]). Die im Schema bei konkreter Rechnung einzut: den Zahlenwerte sind
dabei identisch! SchlieBlich kann man das Schema so ordnen, daB die Differenzen
,,auf Liicke stehen, und halbzahlige Indexwerte dafiir einfiihren. Dann spricht man
von zentralen Differenzen (MfL Bd. 9, 4.2.5., und [29]). Auch dann sind die Zahlen-
werte natiirlich wieder dieselben wie in den anderen Schemata. Weitere spezielle
Interpolationsformeln ordnen die Stiitzstellen um, transformieren sie auf ganz-
zahlige Werte u. d. Mit diesen speziellen Formeln sind die eingangs erwihnten Namen
GREGORY, GAUSS, LAPLACE, EVERETT, STIRLING und BESSEL verbunden (MfL Bd. 9,
4.2.5., und [29]).

Liegt eine groBere Anzahl N von Stiitzstellen vor, so werden die Berechnungen
(der Aufwand der Vorbereitung wiichst mit N?) doch recht umfangreich. Man hat
deshalb einer stiickweisen oder intervallweisen Interpolation mit Polynomen nied-
rigeren Grades den Vorzug gegeben. Dabei geht man ebenfalls aus Aufwandsgriinden
nur selten iiber den Grad 3, also kubisch, hinaus. Man kann Interpolationsstiicke dabei
mit Knicken (stetig) aneinander stofen lassen oder glatt (stetige erste Ableitung)
mit gemeinsamer Tangente in den StoBstellen.

Bezeichnet man das Interpolationsstiick mit Intervall (z;, 2;,,) mit Si(z), so gibt
man fiir glatten Anschluf nach HERmMITE

Sp(@e1) = Sp1(@hy1) = ¥ (Tinr) (33)
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mit den Ableitungswerten der zu interpolierenden Funktion y(x) in den Stiitzstellen
an den Rindern der Teilintervalle vor. Bei den sogenannten Splines verlangt man
lediglich

Sixp) = S;H(zkﬂ)' (34)

aber mit unbekannten Werten an diesen Stellen. Das Erfiillen der Bedingung (34)
gelingt schon bei Interpolationspolynomen vom Grad 2. Praktisch haben Splines vom
Grad 3 grofSiere Bedeutung erhalten. (Zur Hermite-Interpolation vgl. [29] Bd. 2,
5.3., und [32], 5.4.2.; zu Splines vgl. MfL Bd. 9, 4.2.4., und [32], 5.4.3., sowie [3].)

Die Forderung nach stetiger erster Ableitung kann sowohl bei der Hermite-Inter-
polation als auch bei den Splines auf hohere Ableitungen erweitert werden. Praktisch
beschrinkt man sich oft auf stetige erste Ableitung.

Man kénnte vermuten, daB eine Interpolation fiir jede einigermaBen gutartige
Funktion immer besser wird, je mehr Stiitzstellen vorliegen und je dichter sie das
Interpolationsintervall belegen. Das gilt in der Tat schon fiir stetige Funktionen,
d. h., sie sind bereits gutartig genug. Aber man kann die Referenzen dabei nicht
beliebig auffiillen. Es gibt lediglich immer eine Verfeinerungsmaglichkeit der Refe-
renzen, so daB der Interpolationsfehler im ganzen Intervall gegen Null strebt ([49]
8.374; [32], 5.3.). Andererseits kann man fiir jede Verfeinerungsvorschrift der
Referenzen immer eine sogar stetige Funktion finden, fiir die der Interpolations-
fehler nicht iiberall verschwindet ([49] S.372; [29] Bd.2, Abschn.4, Satz von
FaBER). Beispielsweise hat BERNSTEIN ([49] 8. 375; [32], 5.3.) fiir die einfache Ver-

feinerungsvorschrift immer enger liegender dquidistanter Stiitzstellen, d. h. 4z = %,

im Intervall (—1, 1) und den Potenzfunktionen als Basisfunktionen der Interpolation
als eine solche Funktion

y = lz|

nachgewiesen. Fiir sie gilt sogar, daB der Fehler (auBerbeiz = —1,z = Oundz = 1)
an keiner Stelle z im Intervall gegen Null geht.

2.3.  Numerische Integration

In der Schule (Abiturstufe K1. 11 und 12) werden Anfangsgriinde und gewisse Grund-
kenntnisse der Integralrechnung vermittelt. Es wird dabei einerseits von der Um-
kehroperation zum Differenzieren und andererseits (ohne es direkt zu nennen) vom
Riemannschen Integralbegriff gesprochen (MfL Bd. 4).

Das erstere fiihrt auf Operationen mit Funktionen als Argumenten und gewissen
anderen Funktionen als Resultaten:

2 o) =fe), [ fla) = = gla). (W

Dabei sind die Op des Diff i und Integrierens einstellig, d. h., sie haben nur
ein Argument und werden recht tindlich geschrieben, was in der Geschichte oder Ent-
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wicklung der Mathematik seine historischen Ursachen hat. (Die Integralrechnung geht auf
G. W. LemNiz (1680) und etwas spiiter auf NEwToN zuriick. LzieNiz hat auch die noch
heute blichen Rechensymbole entwickelt.) Von groBerer Bedentung ut aber M dlese Ope
ratoren mit Funktionen arbeiten. Das ist fir die ung
bis zum K | dieser Operati etwas vollsta dig Neues.

Es wird in der Schule vom bestimmten und vom unbestimmien Integral gesprochen.
Dabei ist das bestimmte durch eine Flichenvorstellung (Abb. 2.13) festgelegt, und
es liBt sich aus dem Riemannschen Integralbegriff herleiten. Das unbestimmte

flx)

y

a b x

Abb. 2.13. Das bestimmte Integral einer Funktion f(z) in den G von a bis b
ist die schraffierte Fliche. Flichenteile unterhalb der x-Achse wiirden negativ
gewertet werden

Integral dagegen ist die bereits erwihnte gewisse Funktion. Das bestimmte Integral
wird durch Angabe der Integrationsg; kenntlich g ht, und es haben sich
dazu ganz bestimmte Schreibweisen fest eingebiirgert :

b
F = [ j(z) dz = g(@) [} = g(b) — gla). @

Mit sol(;hen Grenzen kann das unbestimmte Integral als Funktion der oberen Grenze
geschrieben werden, wobei man der Integrationsvariablen zur besseren Unterscheidung
eine andere Bezeichnung geben sollte:

z

[1&) 8 = g(8) 12 = 9@) — gla). ®
Die willkiirlich eingesetzte untere Grenze a fiihrt zu einem willkiirlichen Wert
¢ = —gl(a), so daB

[ Ha)dz = gla) + ¢ o
geschrieben wird und die Inlegrationskonstante eingefiihrt ist (beim Differenzieren
liefert sie den Beitrag Null). Das ¢ kann also sogar auBerhalb des Wertebereichs der
Funktion g(x) liegen.

In der Schule werden dann sowohl eine Reihe von Integrationsformeln, z. B.

fz'dz= ™
7+ 1
f-!-dz=lnz+e.
z

foouzdz=sinz+c,
fe’dz=¢'+c,

-1,
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als auch Rechenregeln des Integrierens, z. B.
f cf(z)dz = ¢ f f(z) dz (konstanter Faktor),
f (u(z) + v(z)) dz = f u(z) dz + f v(z)dz  (Integral einer Summe),

J lx) v'(2) dz = u(z) v(z) — [ w(z) v(@)dw  (partielle Integration als Ersatz
fiir eine fehlende Regel zum
Integral eines Produktes)

vermittelt und damit zahlreich Funktionen erfolgreich integriert. Im
Grundkursabschnitt iiber das Integrieren (MfL Bd. 4) wurde fiir die groSe, aber nicht umfas-
sende Klasse der rationalen Funktionen die Methode der Partialbruchzerlegung vermittelt.
Damit ist eine groBere Klasse von Funktionen geschlossen oder formelmiBig integrierbar.
Jedoch ist dies nicht der Fall fiir alle nachweislich infegrierbaren Funktionen, und die Partial-
bruchzerl (nicht zu verwechseln mit der partiellen Integration; s. 0.) ist i. a. auch schon
duBerst aufwendig und umsténdlich. Dies gilt beim Auftreten mehrfacher Nullstellen bei der
Nennerfunktion der rationalen zu integrierenden Funktion, denn dann kommen Rekursions-
formeln zum Einsatz, und es gilt besonders beim Auftreten mehrfacher konjugiert komplexer
Wurzeln.

Der Lehrer muB also eine Antwort wissen auf die zu erwartende Schiilerfrage:
,»Wie berechnet man die Integrale von integrierbaren Funktionen, bei denen aber
alle bekannten Integrationsverfahren versagen?“

Die gleiche Frage entsteht natiirlich viel zwingender bei Problemen aus der Praxis,
denn dann wird das Integral zur Beantwortung oder Losung einer konkreten Aufgabe
benétigt. Solche Integrale gewinnt man unter A zung der Ri hen Idee
auf numerischem Weg, genihert, aber stets mit der erforderlichen Genauigkeit.
AuBerdem kénnen Funktionen, die lediglich tabellarisch gegeben sind, nur durch
numerische Verfahren integriert werden.

2.3.1. Der Riemannsche Gedanke und die Newton-Cotes-Formeln
Stufenformel

Die in Abb. 2.13 gezeigte schraffierte Fliche laBt sich niherungsweise durch Anlage
von ,Stufen* oder Rechtecken berechnen (Abb.2.14). Es wird zur Zihlung der
Stufen und Streifen, die als gleichbreit (iquidistante Einteilung) eingefiihrt werden,

folgender Ansatz g ht :
zo=a, z,=b, Ax=h=b_a,
n
=2+ k-h mit k=01)n.
Dann ist

F=lim 3 fa)-h,
n—>00 k=0

und oft wird darauf verwiesen, daB diese Formel fiir die heute iibliche Schreibweise
des Integrals verantwortlich ist. Das Summenzeichen wird zum stilisierten S (Inte-
gralzeichen), und das 4z = k wird zum dz.
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Niherungswerte erhilt man fiir endliche #, und deshalb gehért zur Wahrung des
Gleichheitszeichens stets ein Rest R, oder Fehlerglied R, zur Formel. Da diese Fehler-
glieder sich beziiglich » in den einzelnen im folgenden zu vermittelnden Formeln
éndern, dient ein oberer Index zur Unterscheidung:

=.z_‘lf( b_a).b__‘.l+}e:"
I n
b—a

—o
I FehSfa+kh+R mit he % (Recheckrege). ®)
k=0

Trapezformel

Die Anschauung (Abb. 2.14) lehrt, daB die Rechteckregel bei ton st d
f(z) stets zu kleine Integralwerte liefert. Anschaulich besser als die Rechteckregel
wird es sein, wenn man die zu integrierende Kurve (als Bild der zu integrierenden
Funktion) durch einen Polygonzug annihert und somit anstelle von Rechtecken nun
von Trapezen ausgeht (Abb. 2.15).

fx) flx)

[]
,W ........ XV" n \h/,,z ....... x,,{h/ Xn

Abb. 2.14. Zur Herleitung der Rechteckregel. ~ Abb. 2.15. Zur Herleitung der Trapezregel.
Es gibt n Streifen oder Rechtecke mit der  Es gibt n Trapeze mit der Breite oder Hohe

Breite h = —2 p=b=e
n
Das erste Trapez hat die Fliche
= % (o) + f(z1)), G)

das zweite Trapez die Fliche
Fy = % (fz) + fza)),
das k-te Tnpez die Fliche
=3 (l(ﬂ-—,) + f(zs),
das vorletzte 'l‘n.pez die Fliche

Fyy= % (H@a-a) + flza-1))s
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und das letzte Trapez hat die Fliche
Fy= % (’(%-ﬂ) + /@) s

die Hohe oder Breite der » Trapeze ist
- b—a
n

A

Nun ergibt sich die Summe aller Trapeze:

"
F=3XF +R,
k=1

F=2 3 (e + flon) + BE.
k=1

Niheres Betrachten dieser Formel oder auch der oben angegebenen Aufzihlung der Trapez-
fliichen zeigt, daB f(z,) = f(a) und f(z,) = f(b) nur einmal vorkommen, alle anderen f(z;) fiir
k= 1(1)n — 1 aber zweimal, denn diese Seiten sind rechter und linker Trapezrand zugleich
fiir zwei benachbarte Trapeze.

Dies ergibt also:
h n—1
| F= 2 (f0) +10) + b ) + BY (Trapeareel m
=1
mith = — a, 2; = a + kh (zum Restglied vgl. (24)). Der Unterschied der Trapez-

n
regel zur Rechteckregel besteht also lediglich darin, da8 in ihr

% {(b) zuviel und % f(a) zuwenig
enthalten ist. Die numerische Auswirkung dieser Tatsache aber ist betrichtlich.

Simpson-Regel

Nun kénnen wir diesen Gedanken weiter verfolgen — NEWTON und CoTES haben
es getan — und statt der

Geradenstiicke durch jeweils 2 Punkte
nun
Parabelstiicke durch jeweils 3 Punkte,

durch Polynome n-ten Grades definierte Kurven durch jeweils #» + 1 Punkte

nehmen und diese exakt integrieren. Es wird also bei der Entwicklung der Formel-
gruppe nach NEwWTON-CoTEs zuniichst fiir f(z) eine Ersatzfunktion aus Polynomen
zusammengesetzt und diese dann exakt integriert, Dies wird vorgefiihrt fiir den
einfachen Fall, daB Parabeln benutzt werden, die durch dquidistante Punkte (d. h.,
die Abszissen sind dquidistant) gehen.
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grange-Tnterpolationspol sotel, Die Bosisfonk
(e —m) (2 — ) _

o) = -

L=l —m@—z) 1 .,

“’( ey ey ol

—HlE—z) _
Ly(z) = Py v P (2’ (%o + 23) z + 2421),

und damit wird d:e Inﬁerpolntlomparabal (Abb. 2.16)
¥ = ¥eLo(2) + 91L4(2) + yaLs(z)

Die Parabel wird durch ein L I lati 3} d
sind

(1 + @) + 2,73),

— (%o + 23) T + Z47), (8)

gewonnen.
4
Parabel Y Parabel
% f(x)
0 X & X -1 1 )3

h h

Abb. 2.16. Zur Herleitung der Simpson-Regel fiir die numerische Integration. Die zu
integrierende Funktion f(z) wird durch einen Parabelbogen ersetzt. Die Referenz
dazu ist (2, 7, Z,) und dquidistant mit z;, — 2o = A

Zum I.ntegneren von z, bis 2, wird dieses Intervall auf die Linge 2 gedehnt und dann nach
(=1, +1) Die Ordinaten oder Funkti Iten. Es wird also

die Fliche um den Faktor llb zu groB, und dies wird durch Mnltlpllkntlon mit A kompensiert.
Fir den betrack Fliich teil F; gilt d h

z, z,
Fi=yg, [ Ly@)dz + 3 f Lyjz) dz + yy [ Ly(z) dz
Ze z zy

=hiwn }ILG(-") dz + y, Z}I‘;(-‘t) dz + 3, }lL;(Z) dz).
Dabei haben die tumf‘ormieMn Li(=) die einfache Fon:n
L@ =5 @ -,
i@) = —(@=*—1),

®
i@ = 3 @+ ),

und deren Integrale werden
1 I 1
1
I,=—2-f(a:'—x)dz=-6-(l 1)——1-
-1
2 4
L= —242=2,
1 3 T 3 (10)
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Damit ist Fy = % (yo + 41 + ¥5), was auch als

2k
F = iy (Yo + 491 + %3) (11)

geschrieben wird. Diese letzte Form 148t den Nenner 6 fiir die sechs Funktionswerte
in der Klammer erscheinen. Es entsteht ein Mittelwert der y-Werte, und deshalb
werden die Formeln der Newton-Cotes-Gruppe auch Mittelweriformeln genannt,
denn diese Eigenschaft tritt bei allen auf. Der Faktor 24 gibt die Breite des Parabel-
bereiches an. Die Formel (11) nennt man auch Keplersche Fafregel.

Bevor zu dieser Namenswahl eine Bemerkung folgt, ichst noch die Zi
fassung aller Teilflichen, wodurch die Simpson-Regel (um 1750) entsteht:

/2
F =.z; F, + E}.
Die einzelnen F; sind die den einzelnen Parabelbogen zugeordneten Flichen, und bei
einer Streifenteilung in # Teile werden immer zwei Streifen zu einer Parabel gehoren.
Damit das bis zur letzten Parabel funktioniert, muB » eine gerade Zahl sein, und es
gibt dann »/2 Parabeln.

a b X
X \,\"1/ Xy \x,/ Xy oovoeonn X0z @ I
1.Parabel 2.Parabel 4 -te Parabel

Abb. 2.17. Zur Herleitung der Simpson-Regel. Zu jedem Parabelbogen gehdren drei
Stiitzstellen. Die inneren Randwerte gehoren dabei jeweils zu zwei Parabeln

Abb. 2.17 zeigt, was bei dieser Z fiigung zu beachten ist. Die duf Randwerte
des Intervalls z, = a und z, = b kommen nur einmal vor. Die zugehérigen Funktmnswerte
sind y, und y,, die also von der ersten und der letzten Parabel st; Alle and
Randstellen der einzelnen Parabeln miissen doppelt gezihlt werden und liefern den Bemag

n—2

2 2 -
k=2,4,6,...

SchlieBlich geben die Mittelpunkte aller Parabelintervalle den Beitrag

n—1
4 X %
k=135,...
und somit entsteht insgesamt
2k n—2 . R=1 s
F=—((yo+yn)+22y,+4zyk)+R, (12)
6 k=246,.. k=135,

a>|§

((a)+/(b>+2 z f(a+kh)+f:§:f(a+kh))+lis (13)

I F=
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mith=b

% und n gerade als Simpson-Regel (zum Restglied vgl. (25)). Es ist

dabei eigentlich merkwiirdig und unbefriedigend, da8 die inneren Teilungspunkte
unterschiedlich bewichtet werden miissen. Es deutet sich hier bereits eine negative
Eigenschaft der Newton-Cotes-Formeln an, auf die spiter noch deutlicher hinge-
wiesen werden wird.

Keplers FaBregel

Wie bereits gesagt, lduft die Simpson-Regel fiir nur einen Parabelbogen auch unter
diesem Namen. JOEANNES KEPLER lebte von 1571 bis 1630. Wie damals iiblich, sorgte
auch er fiir sich und seine Familie durch das Einlagern von jéhrlich einigen Fissern
Wein. Es wunderte ihn aber bald die Volumenvermessungstechnik der FaBmacher

]

|

F—-

Abb. 2.18. Zur Zeit KEpLERS wurde das FaBvolumen durch eine Rute gemessen, die
man durch das Spundloch steckte. Es gibt aber zwei extrem gestaltete Fiisser mit
derselben Rutenlinge ! und dem Inhalt 0. KEPLER idealisierte das FaBprofil durch
eine Parabel

" (Kiifer) bzw. der Weinlieferanten. Es wurde mit einer Rute durch das an der dicksten
FaBstelle gelegene Spundloch zum Rand hin gemessen (Abb. 2.18). Man kann sich
aber leicht zwei Extremfisser mit dem Inhalt Null und derselben Rutenlinge !
denken. Das eine hat die Lange 2/ und die Dicke 0, und das andere hat die Dicke I
und die Linge 0. Also iiberlegte sich Kepler mit Hilfe einer Parabel, durch die er das
FaBprofil annaherte, auf dhnliche Weise, wie oben vorgefiihrt, eine bessere Regel
zum Berechnen des Volumens von Fissern. Wegen der Symmetrie gilt

2k
F= 5 (2rBoden + 47spuna) (14)

Es wird damit zunéichst die halbe Querschnittsfliche und noch nicht das Volumen
berechnet. Das Volumen ergibt sich vielmehr mit H = 2A zu

H:;
V= E?’ (3% 0den + 82puns + Hoodentspuna)s (18)
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und KxpLER kannte zu d Berechnung Verfahren éhnlich den Guidinschen Regeln
(GuLpIN 1577—1643), wobei sich das Volumen von Rotationskdrpern als Produkt
der halben Querschnittsfliche mit dem Weg des Flichenschwerpunktes ergibt.

Die 3/8-Regel

Ohne es vorzurechnen, wird noch eine weitere Formel der Newton-Cote&Gruppe
genannt.
Durch Interpolation mit kubischen Parabeln in den Teilintervallen entsteht die

3/8-Regel:
F——(f(a)+l(b)+3 T fa B +3 T fat b

+2 T fa+ kh)) + B9 (16)

k=3,8,9,...

mith:b

—-° und # durch 3 teilbar (zum Restglied vgl. (26)), die wegen ihres

"Faktors so heiBt. Es ist auch wieder eine Mittelwertsformel, denn fiir den Einzel-
bogen gilt (z. B. fiir F,)

F1=§(yo+3.'h+3!/z+.’/:)- (17)

Es werden also acht Funktionswerte gemittelt.

‘Wiederum ist es stérend, daB unterschiedliche Gewichte auftreten. Auf diese Weise lassen sich
beliebig weitere Formeln aufstellen Jedoch bel der Inherpolahon des Grades 8, wenn jeweils

acht Streifen faBt tmalig nicht nur terschiedliche, sond
sogar neganve Gewmhbe tmf Das ist nun sehr hon, da j ja ein besti Integral (Rie-
i t einer S ist. Tatsichlich sagt ein Satz von Kusmin

[49] aus, daB die nach dem Verfeinerungsproze8 von NEwToN-CoTEs fiir gewisse Integranden
erhiltlichen Werte nicht gegen das Integral konvergieren. Unter dem VerfeinerungsprozeB
wird dabei tanden, daB im g Intervall (a, b), iiber dem integriert werden soll, der
Graph der Funktion erst durch eine Gerade, dann durch eine Parabel, dann durch eine kubische
Parabel usw. ersetzt wird. Die Werte, die man nach den in den obigen Formeln beschriebenen
Verfeinerungsprozessen (ein, zwei, drei, ... Trapeze, ein zwei, drei, ... Parabeln und ein, zwei,
drei, ... kubische Parabeln) erhilt, konvergieren jedoch gegen das Integral.

2.3.2. Restglieder oder Integrationsfehler

Die Herleitung des Restgliedes wird fiir den Spezialfall der Trapezregel und den
Flichenanteil F,, also fiir den ersten Streifen, vorgefithrt. Bei anderen Formeln
gelingt es dann auf dhnliche Weise durch Mitnahme von immer mehr Gliedern der
Taylorentwicklungen und Ansatz von immer mehr y;-Werten (Funktionsstiitzwerten).
Zur weiteren Vereinfachung wird dieser Streifen vom Intervall (a, a 4 &) auf (0, A)
verlegt. Es ist also

A
= [ f@) dz = Mawys + arg) + By (18)
]
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mit ¥, = f{a) und y; = f(a + k). Die Koeffizienten @, und @, sind uns schon aus (6)

mit den Werten % bekannt. Hier werden sie noch als unbekannt ang

dann kann gleich noch eine weitere Methode zum Gewinn der Mittelwertformeln
vorgefiihrt werden. (Der obere Index T, am Restglied verweist auf die Tatsache,
daB es sich um den Fehler beim ersten Streifen handelt.)

Nach TayLor erhélt man fiir den linken Teil von (18) iichst durch Entwickl bei
2, = 0 und Integration

fle) = o) + @) 2+ 1'@) 2 + 0,

3
[ f@ydz = [f(a) s+ F@S + @D+ o(z')]'
0 0

=h (t(a) +10) =+ @) 5'—) + OM). (19)

Die rechte Seite von (18) findet man ebenfalls mit Hilfe der Taylorentwicklung bei z, = 0
fir z = h:

Moot + @) = b (a./(a) + af(0) + 6 @) b + arf (@) ;) + 0(). @0)
Durch Vergleich der Koeffizienten bei f(a) und f'(a) erhélt man
a,+a=1 und a,=%. (21)

so(hBancha.=%iat.

Damit ist hier aus (18) die Trapezregel (7) gewonnen worden. Das Restglied ergibt sich
nun aus

A
B3 = [ ferde = 5 ot ) = @ (G- 5) + 00
[

= — 45 1) + O

oder, da bei Ver d des Restgliedes der Tayk icklung im Intervall (0, &) bzw.
(a, @ + h) eine Stelle & exutlert,
T, = e —
By 12/ (&) A (22)
Der Gesamtfehler ist somit
) L)
By =—— X f'@), (23)
12 45

denn diese Uberlegung gilt fiir jeden Streifen. Eine Abschitzung gelingt mit dem
Maximalwert max |f’| der zweiten Ableitung von f(z) im Intervall (a, b):

h*n
RT| < — 4
IRyl = T max |f|
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oder,dah:b—a

ist,

|RY| S o0 ') max |f’| fiir die Trapezregel (7). (24)

Das heiit nun, daB eine Verdopplung von n den Fehler auf den vierten Teil driickt.
Der Konvergenzfaktor bei Verdopplung von » ist also

-1
9= 1
Ganz mit derselben Gedankenfolge erhilt man
RS = ¢ SOn) max |f®| fiir die Simpson-Regel (13) (25)
und
|RE® < (b80n max |f@®| fiir die 3/8-Regel (16). (26)

Es ist dabei bemerkenswert, daB beim Ubergang von der Trapez- zur Simpson-Regel
die dritte Ableitung iibersprungen wird. Daraus ist noch eine SchluBfolgerung zu
ziehen. Es ist nach der Konstruktion der Simpson-Regel, welche ja Interpolations-
parabeln verwendet, klar, da8 Parabeln mit dieser Formel auch bei beliebig breiten
Streifen und auch schon bei n = 2, also nur einer Parabel zur Interpolation, exakt

y

by a b x

Abb. 2.19. Bei der Integration einer kubischen Parabel p, erhiilt man bei Verwendung
der Simpson-Regel exakte Werte. Die punktierten Differenzfliichen zur Parabel p,
heben sich stets auf

integriert werden. Liegt aber f(z) als zu integrierende Funktion in Form einer ku-
bischen Parabel vor, so ist die vierte Ableitung konstant Null, demnach auch das
Restglied Null, und kubische Parabeln werden mit der Simpson-Regel auch bei
Einsatz nur einer Interpolationsparabel und beliebig breitem Integrationsintervall
exakt integriert (Abb. 2.19). Dies kann der Lehrer bei Schiileriibungen zur Inte-
gration gut verwenden. Die Schiiler haben gegebene kubische Parabeln zu integrie-
ren, der Lehrer kann unter Kenntnis der Simpson-Regel die Rechenarbeit fiir sich
auf dreimaligen Einsatz des Horner-Schemas reduzieren. Beim gliedweisen Integrie-
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ren kommt man zwar mit zweimaligem Einsatz des Horner-Schemas aus, man hat
jedoch die Integrationsarbeit und beim Horner-Schema oft mit Bruchrechnung zu
tun.
Beiai)iel

Ha) = 623 — 428 + 62 — T

ist von —1 bis +7 zu integrieren. Man nimmt b = 7—_2(;—-—1) =4, also ist % = 4/3
= 1.333. Das Horner-Schema ist fiir = —1, 2 = 3 und « = 7 anzuwenden:
5 —4 6 -7
0 -5 9 15
-1 |6 -9 15 -2
] [ 15 33 117
3 5 11 39 110
] 0 35 217 1561
718 31 223 1564

Also ist

7
F=fl(1')dx=-§(—22+4-110+1554)=%-1972:2629%
-1

= 2629.333.

Der bereits erwiahnte Nachteil der Formeln der Newton-Cotes-Gruppe wird wie-
derum deutlich beim Ubergang zur 3/8-Regel. Sie zeigt trotz erhohten Aufwandes
nur dasselbe Konvergenzverhalten wie die Simpson-Regel, und in der Abschitzung
fiir den Fehler ist der Faktor sogar schlechter.

2.3.3. Romberg-Verfahren

Aus den Fehler- oder Restgliedern kann man das Konvergenzverhalten der betref-
fenden Formel beziiglich »n abl Eine entsprechende Bemerkung wurde bei der
Trapezregel emgefugt Der Konvergenzfaktor ist dort ¢ = 1/4. Diese Erkenntnis
kann zu einer Konvergenzverbesserung oder -beschleunigung ausgenutzt werden,
wie sie bereits im Abschnitt iiber Iterationsverfahren als Extrapolation zur Grenze
beschrieben wurde. Gerade bei der numerischen Integration wurde dieser Gedanke
von dem Norweger RomBERG (1955) verwendet. Wird also die Anzahl n der Teil-
streifen verdoppelt, so erhilt man aus den Integralnidherungswerten nach der Trapez-
formel, 7', und 7',,, einen besseren Wert S,,:

4Tu - T,

B =—

@7
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Die Folge der S-Werte konvergiert dann mit ¢ = L . Ebenso erhilt man wiederum
bessere Werte Ry, : 18
1685, — S,

Ry = 15

. (28)

B~

Diese Werte konvergieren mit ¢ =

Beispiel

Zur Demonstration der Leistungsfihigkeit der einzelnen Formeln wird das Integral
mit bekanntem Ergebnis

.fsinzd:v= —cosz |j = —(cosw — cos0) = —(—1—1)=2

numerisch ausgewertet. Tab. 2.26 zeigt die Resultate, und es ist iiberraschend, da8
der erste Romberg-Schritt bis auf Rundungsfehler die Werte der Simpson-Regel
liefert (deshalb wurden diese Werte auch schon mit 8 bezeichnet). Eine Nachrech-

x

Tab. 2.26. N ische A tung des Integrals 2 = [sinzdz. Es ist n = 25,

0
Die T, werden nach der Trapezformel berechnet, die S, daraus durch einen Romberg-
Schritt und die R, daraus wiederum durch einen Romberg-Schritt

¢ n  Trapesformel R 8
Ty Sy Sy R,

o 1 0 - - -

1 2 1570796327  2.094305103 2094305103  —

2 4 1896118898 2004559755  2.004569755  1.998570732

3 8 1074231603 2000269171  2.000269170  1.999983131

4 16 1993570345  2.000016502  2.000016591  1.999999753

5 32 1998393360 2000001044 2000001041  2.000000006

nung anhand der oben angegeb Konvergenzverbesserungsft 1 bestiitigt dieses
Ergebnis. Es ist also besser, die Trapezformel zu verwenden und diese einmal nach
RoMBERG zu verbessern, als die kompliziertere Simpson-Regel zu nehmen. Der
niichste Romberg-Schritt liefert dann aber nicht etwa wiederum die nichsten Newton-
Cotes-Formelwerte, némlich die der 3/8-Regel, sondern dann ergeben sich neue bessere

Werte.

Es 1éBt sich nachweisen (STIEFEL [29], Bd 2, 8.225, 230): Werden die Romberg-Werte
auf eine lineare Kombination der urspr llenwerte y zuriickgefiihrt,

"
.’: Yk
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so sind alle Koeffizienten a; positiv (solch eine Riickfiihrung auf die y; war z. B. notwendig,
um nachzupriifen, daB die ersten Romberg-Werte die Simpson-Werte liefern). Da weiterhin
gilt (STERLOV 1916 [49]): ,,Eine Interpolationsquadratur mit nicht negativen Koeffizienten
konvergiert (mit wachsenden Teilungszahlen n) fiir jede stetige Funktion*, kann man folgern,
daB dies fiir das Romberg-Verfahren im b d gilt. Dags Romberg-Verfahren ist deshalb
in der Praxis von groBer Bedeutung, es kann fiir numerische Integrationen stark empfohlen
werden. Allgemein 1iBt es sich durch die folgenden Formeln beschreiben :

I T sind die Trapezwerte fiir n = 2¥ Streifen,

Ty — Toes (29)
™1 .

Die T);-Werte sind also die Simpson-Werte S, von (27), und die T';;-Werte stimmen mit den
R, von (28) diberein.

Rechentechnische Aufbereitung

Bei der Verdopplung der Stiitzstellenanzahl (Tab. 2.26) filit auf, daB man fiir die
Errechnung der Funkti jeden zweiten Wert wiederum zu berechnen
hat, obwohl man dies schon einen Schritt zuvor tat. Die Skizze verdeutlicht das
fiir den Ubergang von 8 zu 16 Teilabschnitten:

a x EN 2y Xy £ N 25 b

Jedes zweite Kreuz (X) deckt sich mit einem der senkrechten Striche. Ist also fiir
n = 2% bei der Trapezregel

b— b—a"? . b —
T === (f@) + /) + - Tfiz) mit z=a+j— (30)
i=

und bei 2n = 21

To.t+1— mit 3«/,'=“+fb—a

(31)

80 ist die alte Funktionswertsumme in der neuen enthalten, denn es ist

T = o fiir j=11)n—1. (32)
Somit ist ’

b— 22—
Topn =2 Tu+ 22 % f( “), (33)
2 2n  j=13s,.

so daB man den vorherigen T'o,-Wert verwendet und lediglich die Summe der neu
hinzutretenden Funktionswerte berechnet.

Man beginnt mit
k=0, n:=1, h:=b—a, To:= %(l(a) + 1(B))
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und rechnet dann pro Verfeinerungsschritt

ni=2xmn, h:=h2,

1 s—1 .
Topss = 3 T +4b Y fla+jh), (34)
j=135,...
k:=k+ 1.

Man kann eine ganz dhnliche Uberlegung fiir die Verfeinerung der Simpgon-Regel
anstellen ([29] Bd. 2, S. 222), erhilt dann aber eine kompliziertere Vorschrift.

Das BASIC-Programm in Tab. 2.27 benutzt als Speicherfeld nicht etwa eine
Matrix (Dreiecksmatrix) zur Speicherung der Romberg-Werte (vgl. Tab. 2.26),
sondern einen Vektor, der stets nur die letzte Romberg-Zeile enthilt. Dabei wird
nach einer Idee von BAUER (Algorithm 60 CACM) der neue Trapezwert stindig als
letzte Komponente angefiigt, und die Romberg-Schritte werden dann riickwirts
zithlend durchgefiihrt. Nach jedem Zyklus k steht der beste Integralwert demnach
in T [1). Es werden N = 2r Streifen als Maximum zugelassen, a und b sind die Inte-
grationsgrenzen und f(z) die zu integrierende Funktion. Das Resultat ist F':

beginarray T [1:r + 2;
real k,s;
integer j, k, n, p;
h:=b—a;n:=1,
T 1] := b % (fl@) + /b))/2;
kzyklus: for k := 1 step 1 until r + 1

do

begin
8:=0;h:=h[2;n:=2Xn;
t S neuer Funktic te;

for j:=1step 2 until n — 1
do s —s+l(a+7*"),
t neuer Tr p t;

Tik + 1] :=Tik)2 + h X 8;p :=1;

romberg: for j := k step —1 until 1
do
beginp :=4 X p;
T[jl:== T+ 11 % p— T[D/(p—1)
end romberg

end kzyklus;

F:=TI[1]
end
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Tab. 2.27. BASIC-Prog zum Romberg-Verfah
der numerischen Integration

5
19
29
30
49
50
69
K4
80
99
95

199
110
1156
120
136
149
150
169
165
179
176
180
199
200
219
220
239

260

INPUT “a =“; a, “b="; b, “r =";r
LETA=0b—a:LETn=1:

DIM T(r 4 2): REM f(a)

LETz=a

GOSUB 588

LET s = y: REM f(3)

LETz=5

GOSUB 568

LETs=s+y

LET T(1) = h » 82

REM kZyklus

FORk=1TOr+1

LET s =0:LETh=A/2:LETn=2x%n
REM S neuer Funkti rte:
FOR j =1TO=n — 1 STEP 2
LETz=a+jxh

GOSUB 580

LETs=s+y

NEXT j

REM neuer Trapezwert:
LETT(k+1)=Tk)/2+ hxs
REM Romberg

LETp=1

FOR j =k TO t STEP —1
LETp=4x%p

LET 7() = (T( + 1) = p — T({)/(p — 1)
NEXTj

NEXT &

LET F =T(1)

STOP

Aus einer solchen Algorithmen-Dokumentation als Programm-Modell in einer
. héheren Programmiersprache (hier ALGOL 60 — entnommen aus der Algorithmen-
sammlung der Zeitschrift ,,Communications of the Association of Computing Machi-
nery“ — aber es geht auch jede andere, z. B. PASCAL oder auch FORTRAN)
adaptiert man relativ leicht ein BASIC-Programm fiir einen Heimcomputer. Die
recht bequeme Umsetzung in BASIC demonstriert, daB BASIC trotz vieler und auch
schwerwiegender Einschrinkungen doch zu den hoheren Programmiersprachen
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geziihlt werden kann. Altere Typen programmxerbarer Tischrechner oder auch viele
programmierbare Tasch ne; gen in einer ASSEMBLER-Sprache
programmiert werden. Die Transparenz solcher Tastenfolge-Programme ist sehr
gering. Beispielsweise ist das Programm fiir das hier zu betrachtende Romberg-
Verfahren 2!/, Druckseiten lang (Robotron K 1001/2/3 bzw. Hewlett-Packard-
Tischrechner) und besteht aus ca. 240 Tastensymbolen.

Das in Tab. 2.27 niedergelegte BASIC-Programm verwendet dieselben Variablen-
bezeichnungen wie die ALGOL-Vorlage. Formeln ohne Aufrufe von Nichtstandard-
Funktionen haben dieselbe Gestalt. Beim Aufruf des Integranden f(z) muB in BASIC
oft der Parameter oder das Funktionsargument als Wert einer Variablen z bereit-
gestellt werden. Nach dem Subroutinen-Sprung ,,GOSUB 680 arbeitet das frei
programmierbare Unterprogramm mit diesem 2 und errechnet

y = f(x).

Das Resultat als Wert einer Variablen y steht dem Hauptprogramm nach der Riick-
kehr ,RETURN* unmittelbar nach dem Subroutinen-Sprung zur Verfiigung.
Dieses Verfahren der Parametervermittlung iiber Variable als ,,Tote Briefkisten®
ist eine der Schwichen von BASIC. Aber in diesem Beispiel ist alles noch gut iiber-
schaubar.

Zum Test wurde als Unterprogramm der Integrandenfunktion einfach

500 y = SIN (z)
516 RETURN

verwendet. Einige BASIC-Versionen bieten die Moglichkeit der Funktionsdefinition
mit bequemef Parametervermittlung. Derartige Funktionen konnen dann wie
Standardfunktionen in Formeln benutzt werden.

Statt der Zeilen 500 und 510 kann man im vorliegenden Programm

508 DEF FNf(z) = SIN =
und dann statt 30 bis 90 viel einfacher

99 LET T(I) =k % (FNf@a) + FNf(b))/2
und ebenso statt 130 bis 150

168 LET s =8 + FNf(a + j % h)

schreiben.
Gibt man nach der Aufforderung aus Programmzeile &

a=0 b="PI
r=4

ein, d. h. 1iBt man 16 Trapezstreifen zu, so &uBert sich das Programm mit dem
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Druck
Integral = 2,
wenn
245 PRINT “Integral =*“; F
eingefiigt wird.
Zur Kontrolle der Zwischenwerte gemiB Tab, 2.26 fiige man
91 PRINT 18, T(1)
171 PRINT (k+ 1) X% 16 + k, T(k + 1)
215 PRINT j X% 10 + k, T(j)
ein. Man erhilt dann die Werte aus Tab. 2.28 mit einem Vermerk der zugehérigen

(7, k)-Kombination als zweistellige Dezimalzahl.
Man kmm ein Programm wie das aus Tab. 2.27 leicht als Unterprogramm in

en Rechnungen einsetzen. Statt der Zeile 5 wird man a, b und r als
Parameter zur Verfiigung stellen, d. h. vor einem Aufruf mit Werten versehen, und

den STOP-Befehl wird man durch
256 RETURN

ersetzen, worauf man den Integralwert als Wert von F zur Verfiigung hat. Um
die Arbeitsgenauigkeit noch steuerbar zu machen, wird man — bei geniigend gro8
vorgegebenem r — nach Eingabe oder Parametervermittlung ein e (fiir €) noch ein-
fiigen bzw. iiberschreiben :

212 IF ABS (T(j + 1) — T(j)) < ¢ THEN GOTO 246
246 LET F = T(j)

Es wird dann der erste Zwischenwert, der die Genauigkeitsbedingung erfiillt, als
Resultat zuriickgegeben.

Tab. 2.28. Zwischenwerte aus dem BASIC-Prog far die Romberg-Integrati
x
im Beispiel f sin z dz. Die Werte aus Tab. 2.26 tauchen in and Anordnung wieder
auf o
k
o 1 2 3 4 b=r+1
j=86 1.9983934
5 19935703  2.0000010
4 1.9742316  2.0000165  2.0000001
3 1.8061189  2.0002602 1.9999997  2.0000000
2 1.5707963  2.0045597 1.9999831  2.0000000  2.0000000
1 0 20043952 1.9985707 2. 6 2 2.
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2.3.4.  Andere Integrationsformeln

Hermite-Formeln (1878)

In diesen Formeln werden nicht nur die Funktionswerte der zu integrierenden Funk-
tion, sondern auch die Ableitungen benutzt. Grundgedanke ist dabei wie schon bei
der Interpolation, daB fiir die Ersatzpolynome in den Stiitzstellen nicht nur die
Funktionswerte, sondern auch die Ableitungswerte mit denen der zu ersetzenden
Funktion iibereinstimmen, so daB die Teilpolynome auch stetig in den Ableitungen,
d. h. ohne Knicke glatt aneinanderstoBen. Die der Trapezformel von NEwTON-COTES
entsprechende Formel ist z. B.

F =% (fo) + ) + h:gf(a b+ () — FO) + B (39)
mit
he b—a
-
und dem Restglied
|RY| = (b72_o:‘)‘ mex |f@].

Im Beispiel
x
F = f sin z dz
1

2
bedeutet das lediglich eine Korrektur von L gegeniiber der Trapezregel. Tab. 2.29
veranschaulicht die Auswirkung. 6

Aus dem Konvergenzfaktor (siche Restglied) erkennt man schon das gleiche
Verhalten wie bei der Simpson-Regel. (In [29] Bd. 1, 4.9.1., und Bd. 2, 8. 218, ist
beziiglich dieser Hermite-Regel eine noch verbliiffendere Gegeniiberstellung ange-
geben.) Solche Formeln zeigen die Wirksamkeit und Effektivitit des Einsatzes
tiefergehender mathematischer Kenntnisse auch oder gerade im Zeitalter leistungs-
starker Computer.

Man muB dem Argument gegeniibertreten, welches das Verwenden schwacher, aber
leicht einsichtiger Formeln empfiehlt, da der schnelle Computer die Mingel der
Formel komp Es ist vielmehr so, daB es fiir jedes Hilfsmittel auch die Kosten-
frage gibt, und auBerdem kann man bei jedem Computer an die Leistungsgrenze
stoBen.

In jedem Fall lohnt sich die Suche nach besseren Verfahren, und diese wird sogar
durch die sich seit Existenz der Computer anbietende Chance der Realisierung
kriiftig stimuliert.
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Tab. 2.29. Vergleich der Trapezregel nach NEwTON-CoTES mit
x
der Trapezregel nach HERMITE fiir das Beispiel f sin 2 dz
[

kE =n NewroN-Cores HERMITE

0 1 0 1.844934067
1 2 1.570796327 1.982027144
2 4 1.896118898 1.998927277
3 8 1.974231603 1.999933 698
4 16 1.993570345 1.999995869
5 32 1.998393369 1.999999750

GauB-Formeln

Die GauB-Formeln zur numerischen Integration sind ebenfalls Mittelwertformeln.
Es treten allerdings keine Ableitungen auf. Die Grundidee besteht darin, da8 in der
Formel

ft(z)az G fla) + RS
i=1
(das Intervall ist auf (—1, +1) normiert) nicht nur die Gewichte C;, sondern auch
die Lagen der 2; variabel sind. Es gelingt mit dieser Variante, bei » Stiitzstellen noch
Polynome bis zum Grad 2n — 1 exakt zu integrieren, d. h., fiir diese Polynome ist

RS 0.

Man erinnere sich, daB die Simpson-Regel mit drei Stiitzstellen noch kubische
Polynome exakt integrierte. Eine GauB-Formel mit drei Stiitzstellen integriert
Polynome bis zum Grad 5 exakt. Aber die Lage der Stiitzstellen ist kompliziert. Es
sind die Nullstellen der sogenannten Legendreschen Polynome (vgl. [29], Bd. 2,
8. 213ff.). Stiitzstellen und Gewichte bis zu » = 40 findet man bei KroNrOD (1964)
37] |md S'moun (1966) [69]. Man argumentiert, daB beim Einsatz von Computern
die Funk tber g fiir ,,einfache* kqmdlsta.nte Stiitzstellen ebenso auf-
wendig lst wie fiir die ,,komplizierten Legendre-Polynom-Nullstellen. Aber die
dquidistanten Stiitzstellen konnen einfach berechnet werden, die Nullstellen der
Polynome miissen gespeichert werden. Das verdoppelt zwar nur den Speicheraufwand
gegeniiber den Newton-Cotes-Formeln, bei denen nur die Gewichte gespeichert zu
werden brauchen, aber bei Kleinrechnern wie Tisch- und Taschenrechnern verbietet
sich das vorldufig noch wegen der kleinen Speicherkapazitit. Bei Vid putern
ist das Einlesen der Nullstellen von einer Kassette listig.

Es gibt auBer den genannten Typen von Formeln zur numerischen Integration
natiirlich noch weitere, deren Einsatz besonders bei speziellen Differentialgleich
zu empfehlen ist (z. B. Differenzenformeln, die auier den Funktlonswerten noch
Werte aus der Differenzentabelle (siche 2.2.) verwenden).
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2.4.  Lineare Gleichungssysteme

In MfL Bd. 10, 6.1. (auch in [29]) sind direkte und indirekte Verfahren zur Losung line-
arer Gleichungen beschrieben und erliutert worden. Insbesondere wird dort auf das
Verfahren der Pivotisierung zur Vermeidung numerischer Schwierigkeiten verwiesen.

Bei drehb Windmiihl ten Bockwindmiihlen, nennt man den Hauptzapfen
oder die sehr kriftige Drehachse der Mihle Pivot. Solche Miihlen kann man beispielsweise im
Dorfmuseum Riga, aber auch bei uns sehen.

Auf Beachtung solcher und anderer numerischer Effekte'und die zugehorigen Gegen-
maBnahmen kann und muf dchst in der vorliegenden Darstellung verzichtet
werden.

Zwar sind die Speichervolumen der Kleinstrechner noch recht beschrinkt, so
daB einmal die behandelbaren Aufgaben noch klein bleiben, und zum anderen diirfen
die Programme nicht zu umfangreich werden. (Beispielsweise kann gezeigt werden,
daB beim Robotron K 1003 oder Hewlett-Packard-Tischrechner unter Verwendung
des reinen GauB-Algorithmus der Umfang eines Gleichungssystems kaum iiber '
10 X 10 méglich ist.) Jedoch lohnt sich die automatische ,,Bekimpfung* schlechter
Kondition und Pivotisierung offenbar doch, denn schon wenige und sogar , kleine®
Beispiele zeigen, wie oft Nullen in der Diagonale entstehen. Dabei ist eine Pivot-
suche aus dem gesamten Restfeld fast immer unnétig, denn eine Multiplikation
einer Zeile mit einem geniigend groBen Faktor kénnte diese stets zur Pivotzeile
machen, wenn itberhaupt von Null verschiedene Elemente in der Zeile auftreten.
Multiplikationen mit Faktoren oder auch Linearkombinationen von Gleichungen
éndern dabei nichts an der Losung des Systems. Eine Pivotisierung ist im Prinzip
nur sinnvoll, wenn man sie auf eine zuvor skalierte (equilibrierte) Matrix anwendet,
d. h., wenn man die Koeffizienten in allen Gleichungen auf die gleiche GréBenordnung
gebracht hat. Die Rechenstrategie (hier die Reihenfolge der Gleichungen oder
Zeilen, in denen man Koeffizienten vom Wert Null zur Herstellung der Dreiecks-
gestalt erzeugt) wird yon der Pivotauswahl beeinfluBt. GroBe Verbreitung in der
Praxis hat die sogenannte Zeilenpivotisierung gefunden, bei der jeweils aus der
k-ten Restspalte (Elemente [ fur i = (k + 1) (1)n) im Schritt k das Pivotelement
gesucht wird. Jede Rechenstrategie fiihrt zu anderen Rundungsfehlern. Problema-

tisch bleiben immer diejenigen Rechengiinge, bei denen sich in den Matrixelementen
Stellen durch Subtraktion ausléschen. Eine optimale Strategie wire eine solche mit
den igsten Auslésch

Was an dieser Stelle aber als erstes gezeigt werden soll, ist die Methode, wie man
von einer problemorientierten Algorithmusformulierung — etwa in ALGOL 60 —
wieder zu einer BASIC-Form oder gar maschinenorientierten Form kommt. Dieses
deduktive Vorgehen ist hier einmal absichtlich gewihlt worden, da Algorithmen-
formulierungen in héheren Programmiersprachen oft bereits vorliegen und man vor
die Aufgabe gestellt wird, diese in eine solche Form zu bringen, daB die Abarbeitung
mit einem Kleinstrechner und dessen Programmiersprache erméglicht wird. Ferner
wird hier der Gebrauch von Indexregistern und des Befehls IND in der Programmie-
rung ausfiihrlich erliutert, der haufig bei programmierbaren Taschenrechnern PTR
mit groBem Speicher vorhanden ist.
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2.4.4. Lésung eines linearen Gleichungssystems nach Gauss mit Hilfe
eines Kleinstrechners

Bekanntlich besteht der GauB-Algorithmus aus zwei Hauptschritten, der Herstel-
lung der Dreiecksgestalé und der Berechnung der Unbekannten, der sogenannten
Riickrechnung.

Aus dem ALGOL-Programm

Gaup:
begin inleger n; read (n);
beginarraya(l:n,1:n+ 1), 2[1:n];
integeri,j, k; real f;
read (a);

Dresecksgestalt for i := 1 step 1 until n — 1
do fork :=1i+ 1step 1 untiln
do begin f := alk, iljafs, §]; alk, 5] := 0;
forj:=i+ 1step 1untiln 4 1
do a[k, j] := afk, j] — aft, j] X /
end Dreiecksgestalt;

Riickrechnung: z{n] := a[n, n + I1}/a[n, n};
for i :=n — 1 step—1 until 1
do begin
(3] :=a[i,n + 1];
fJork ;=i + 1step 1untiln
do afi] := z[i] —als, k] % 2{k];
ofs] = afilals, i)
end Riickrechnung ;
print (2)
end
end Gauf

erhiilt man zunichst durch Auflésung der Laufanweisungen die FluBbilder in Abb.
2.20 und Abb. 2.22. Bereits beim ALGOL-Prog wurde ang daB die
rechte Seite des Systems als (» + 1)-te Spalte im Koeffizientenschema enthaiten
ist.

Im Kleinrechner liegt das Datenfeld linear gespeichert vor. Gerade die Umsetzung
mehrdimensionaler Felder (Matrizen) in eine linearisierte (vektorielle) Gestalt ist
ein gewdhnlich als schwierig empfundener Proze8.
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I := A(ay)

TZ := [+n
TS = I+n?
™ i= [+n?-9
—"M1: K:=I+n+1
—=M2: J1:=1
J2:= K
fi= ay/ay
api= 0
. M3: J1 = J1+1
2-"1 . J2 := J2+1
——————e k= i+
= Az =Gy *f
f 1= ay/a; 1 <712
= 0
joi= i+t
P J ! K:=K+n+1
Jimj+1 ayi=ay-g;«f — K < TS
i d:)n +1
TZ = TZ+n+1
kimk+1-(Q)ek% n TS 1= TS+1
I:=K +n+2
—i:-i‘fo—fé)n-r L et <M
Abb. 2.20 Abb. 2.21
J1:=TZ+n
X1 1= Arz/qy
I :=]-n-2
= M4:—J1:= J1-1
Xp = a"'w/,m Tz - TZ-n-1
Xy9= Orz
i -1 K= +1
T K G J2:= J141
l’ ko= +1 MB:—xyp:= Xyy-ax* Xy
Xi = X =iy * X K = K+1
k =k +1 J2 := J2+1
k <n K < TZ
<X o= oafa Xy = Xy/qy
i1 I = 1-n-2
ioaq —Q—! T A (ag)
Ende
Abb, 2.22 Abb. 2.23
Abb. 2.20. FluBdi: zur der Dreieck It der Koeffizienten-
matrix eines lmeuen Glelohnnguysbeml gemﬁB GauB- Algonthmns nach Aufldsung
der Lauf: im ALGOL-Pr (siehe Text)

Abb. 2.21. Maschmenonenhertes FluBdiagramm entsprechend Abb. 2.20

Abb. 2.22. FluBdi zu

der Unbek eines li

chungssystems gem;B GauB-Algorithmus ‘nach Auflésung der Laufanwewungen im

entsprechenden ALGOLPrognmm (uehe Text)

Abb 2.23. Maschi ti

hend Abb. 2.22

P
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Nimmt man zeilenweise Speicherung an und zugleich in jeder Zeile als letztes
Element das Element der rechten Seite, dann lautet die Adressierungsfunktion

Alay) =Alay)+ 0+ 1)E—-1)+j—1. (1)

Die Elemente der rechten Seite sind als a;, ,4, enthalten, so daB j bis » 4 1 lduft.
An Stelle der Indizes ¢, j, k soll im Programm mit nur einem Index gearbeitet
werden. Fiir die Rechenanweisung

1= — @ X% f,
welche mit j in der innersten Schleife liuft, werden zwei Indexregister 11 und 12
fiir

dlay) + + ) (k—1) +j—1 (Zeile k)
und

A+ +1)E-1)+j—1 (Zeile 1)
eingefiihrt. An Stelle von j := j + 1 werden

I1:=11+1 und I2:=12+1
realisiert. An Stelle von ¢ := ¢ 4 1, welches zum Aufruf der Diagonalelemente a;;
dient, wird I := I + n + 2 genc Der Anfangswert fiir k ist nicht mehr ¢ + 1,
sondern es gilt K := I 4+ n + 1, und es ist auch nicht mehr j := ¢ + 1, sondern

11:=1, I2:=K.

1 n n+1
i X
1 xx\l._l__. X
X X x X X «as X
kX .
x .
x .

Abb. 2.24. Zur Veranschaulichung der Werte-
folgen fiir die TestgroBen T'Z Zeilenenden und

'S Spalts den sowie der Ad folge fir
die Diagonalelemente

n|x xxx

Fiir die AbschluBtests der Zeilen-, Spalten- und Matrixzyklen werden drei Test-
groBen T'Z, T'S und TM eingefiihrt, die mit den Anfangswerten

TZ := A(ay,) +n, TS :=TZ+n?, TM :=TZ+n*—3 2
versehen werden, wobei sich TZ und T'S gemi8
TZ:=TZ+n+1, T8:=TS+1 3)

dndern miissen. Somit erhilt man die maschinenorientierten FluBdiagramme in
Abb. 2.21 und 2.23, und daraus stellt man Programme her.
Abb. 2.24 dient zur Veranschaulichung der Adressenfolgen der Diagonalelemente

Alay) = Alay) + (6 — 1) (n + 2),
A@iy1,141) = Alai) + (0 4 2),
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der Zeilenenden nach (3) fiir 72

A(aran) = 4dlay) + kn + 1) - 1,

A(Bgs1,041) = Alog01) + (n + 1),
der Spaltenenden nach (3) fiir 7'8

A(@,,)) = Alan) +7* + (G — 2),

Alay, ) = 4(an;) + 1
Man iiberzeugt sich an einem Beispiel mit » = b und 4(a,,) = 132 nach Tab. 2.30
von der Korrektheit der Tests. (Wegen der Schrittweiten == 1 sind als TestgroBen
Werte aus Intervallen von Schrittweitenlinge méglich.)

Ganz #hnliche Uberlegungen fiihren zum Prog; teil der Riickrech Vom

problemorientierten FluBdiagramm in Abb. 2.22 gelangt man zu einem maschinen-

orientierten in Abb. 2.23. Nach der Umsetzung in ein Programm schlieBt sich noch
der Druck der Resultate an. Dieser kleine Abschnitt bedarf kaum einer Erliuterung.

Tab, 2.30. Werteprotokoll der TestgroBen TM (Matrixende), 7'Z (Zeil de) und
TS (Spaltenende) sowie der Indizes I und X fiir ein Beispiel mit # = 5 und A(a,,)
= 132. Die Speicherbelegung ist mit Markierung der Werte far I, 7S und 7'Z eben-

falls angegeben
™M T2z TS I K Bemerkungen
154 137 157 132 138 1. Spalte
144
150
156
162 Test K < T'8.negativ
143 158 139 145 2. Spelte
151
157
163 Test K < T8 negativ
149 159 146 152 3. Spalte
158
164 Test K < T'S negativ
155 160 1563 159 4. Spalte
165 Test K < T8 negativ
161 161 160 Test I < TM negativ, Ende
Speicherplitze der Elemente ay;:
I 133 134 135 136 wr\ T
138 140 141 142 143 |
144 145 147 148 149 ) TZ
150 151 152 154 155
156 {187 158 159 160 161

« 8. »
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Tab. 2.31. BASIC-Programme zum Lésen linearer Gleichungssysteme
nach Gavss

4

-]

[

2TLIZISELE

119
120
130
149
150
160
170
189
185

260
219
220
230

318
400

REM Gauss-Programm 1

INPUT “n =*; n

LET NI =n % n + n: DIM a(NI1): DIM z(s)

FOR i =1TO NI

READ af(s)

NEXT i

REM Dreiecksgestalt:

LETTZ =14+8:LETT8=TZ +n%xn: LETTM =T8
FORI=1TOTM STEP» + 2
FORK=I+n%+1TOTS8 — 1STEPn + 1

LETJ2 =K
LET / = a(K)/a(l)
LET a(K) = 0

FORJ=I+1TOTZ
LETJ2=J2 +1

LET a(J2) = a(J2) — a(J) x |
NEXT J

NEXT K
LETTZ =TZ +n+1
LET T8 =T8S + 1

NEXT I
REM Rueckrechnung:
LETTZ=TZ—-n—1

LETI=I—-n-2
LET z(n) = o(TZ)/a(I)
LETJIi=n—1
FORI=I—n—2TO1STEP —n —2
LET TZ = TZ — n -- 1: LET 2(J1) = a(TZ): LET J2 =J1 + 1
FORK=I+4+1TOTZ — 1
LET 2(J1) = 2(J1) — a(K) x 2(J2)
LETJ2=J2 4+ 1
NEXT K
LET z(J1) = z(J1)/a(I)
LETJI=JI1—-1
NEXT 1
STOP
DATA 3,4, —5,1, —35,

5,8, —13, —5, —67,

3,6, —1,10, —31,

9,8, —19, —2, —75
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Tabelle 2.31 (Fortsetzung)

4 REM Gauss-Programm 2
5 INPUT “n =*“;n

10 DIM xz(n): DIM a(n, n + 1)

20 FORi=1TOn

30 FORj=1TOn +1

46 READ af(s, )

50 NEXT;j

66 NEXT ¢

65 REM Dreiecksgestalt:

7 FORi=1TOn—1

89 FORk=:4+1TOn

99 LET f = a(k, )/a(i, <): LET a(k, i) = 0
160 FORj=:+1TOn +1

118 LET a(k, j) = a(k, j) — a(i, §) %
120 NEXT;
130 NEXT k
140 NEXT
145 REM Rueckrechnung:
1580 LET z(n) = a{n, n + 1)/a(n, n)
166 FORi=n —1TO 1STEP — 1
1780 LET 2(i) = a(i, n + 1)

189 FORk=i+1TOn

199 LET z(5) = z(i) — a(i, k) = 2(k)
280 NEXT k
210 LET (i) = x(i)/a(s, ¢)
220 NEXT i
230 STOP
Daten wie bei Gauss-1

In vielen BASIC-Versionen gibt es nur die Moglichkeit zur Dimensionierung
(Befehl DIM) eindimensionaler Zahlenfelder, d. h. von Vektoren. Aber statt mit
Adressen kann dann doch mit einem Index gearbeitet werden. Das bedeutet, daB
in den soeben angestellten Uberlegungen

Aay) =1

als erster Indexwert einzusetzen ist. In den Laufanweisungen im BASIC-Programm
konnen vorteilhaft die oben festgelegten TestgroBen und Schrittweiten verwendet
werden. So entsteht das Programm 1 in Tab. 2.31.

Es gibt aber auch BASIC-Versionen mit der Méglichkeit zur Dimensionierung
zweidimensionaler Zahlenfelder, d. h. von Matrizen. Diese Dialekte erlauben schon



2.4. Lineare Gleichungssysteme 151

einen weiteren Schritt auf dem Weg zu besser problemorientierten Sprachen. Das
Programm 2 in Tab. 2.31 ist dem ALGOL-Vorbild viel dhnlicher.
Bei der Programmierung mit einem PTR oder dlteren Tischrechner i hi

mn
orientierter oder ASSEMBLER-ihnlicher Form durch Angabe der Tastenfolgen
muB man die soeben veranschaulichten Adressenwerte in Indexregistern bereit-
stellen. Ein Speicherabrufbefehl fiir ein Matrixelement lautet dann z. B.

MR INDI1 oder R—x INDI1

und bedeutet, daB der Inhalt des Indexregisters I1 (Il ist eine Registernummer
oder -adresse) dem Befehl MR bzw. R — x als Adresse zu geben ist, ehe er ausgefiihrt
wird. Hat etwa I1 den Wert 141, so wird

MR 141 bzw. R —>x 141

ausgefiihrt. Im Beispiel aus Tab. 2.30 wird demnach a,, aus dem Speicher geholt.
Die Indexfortschreibung findet durch das Verindern des Inhalts vom Register I1
statt. Der Befehl zum Speicherabruf bleibt dabei unverindert.

Mit einem Tischrechner-Programm nach Abb. 2.21 und 2.23 wurden Testbeispiele
mit g hlig oeffizient hten Seiten und Losungen gerechnet. Es ergaben
sich dabei fiir

n= 2 3 4 5 6 7 8 9
Rechenzeiten in Sekunden (Aufwand 4)
A= 6 12 23 38 59 88 123 166
. 4 o foloend immt -
so daB der Quotient ¢ = e die folg Werte :
g= 017 0.15 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16

Man kann demnach fiir einen PTR bzw. einen HC in Abhiingigkeit von der Aufgaben-
groBe n (= Anzahl der Gleichungen) mit einem Aufwand 4 (= Rechenzeit) nach der
Beziehung

A = 0.16(n® 4 3n® 4 8n) s 4)

rechnen. Diese Formel spiegelt den Aufbau des GauB-Algorithmus wider (vgl.
Abb. 2.20 und 2.21), der drei geschachtelte Zyklen enthilt, so daB der innerste Zyklus
n3-mal durchlaufen wird. Die Koeffizienten des quadratischen und des linearen
Gliedes, 3 und 8, wurden empirisch durch Probieren gefunden. Sie beriicksichtigen
auBer den arithmetischen Operationen auch die vielen Speicherungen, Transporte
und organisatorischen Befehle des Programms.

Mit den Programmen aus Tab. 2.31 wurden ebenfalls Zeitstudien angestellt.
Zuniichst lauft das Zahlenbeispiel aus Tab. 2.32, wenn nach Zeile 5 » = 4 eingegeben
wird, mit den Daten aus Zeile 400 in 1.5 s, Man wird sich natiirlich die Lésung durch
emgeschobene PRINT-Befehle zeigen lassen. Wegen der fiir die Tests sehr umfang-

hen Zahleneingaben oder Datenlisten wurden mit einem BASIC-Pseudozufalls-
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hleng, tor g hlige Werte zwischen —50 und +50 erzeugt. Es ergaben sich
mit der im Hei ter mitlaufenden internen Zeitmessung:

Gauss-1 Gauss-2
n= 2 t= 0488 t=  034s
3 0.86 0.68
4 1.60 1.24
3 242 2.08
6 3.72 3.24
7 5.42 4.82
8 7.60 6.82
9 10.32 9.32
10 13.62 12.36
20 91.78 = 1:31.78 85.20 = 1:25.20
50 1312.88 = 21:52.88 1205.12 = 20: 0.512

Damit wurde festgestellt, daB der Heimcomputer mit BASIC etwa 16mal schneller ist
als der programmierbare Tischrechner mit dem Tastenfolgeprogramm, welches ja
nahe der Maschinensprache ist. Ferner erweist sich Gauss-2 als ein wenig (etwa 10%,)
schneller als Gauss-1, was auf schnell in Maschi prache ablaufende, fiir BASIC
intern bereitstehende Ad berechnungsfunktionen aus den Indexwerten zuriick-
gufiihren ist. In Gauss-1 muBten diese Funktionen teilweise in BASIC-Befehlen aus-
gedriickt werden. Offenbar ist Gauss-2 auch iibersichtlicher als Gauss-1.

Der Heimcomputer bot 48 kByte an und nahm eine Aufgabe mit » = 88 noch an,
withrend er n = 89 als zu groB ablehnte. Es geht daraus hervor, da8 er 5 Byte/Zahl
verwendet. Die damit mégliche hohe G: igkeit in der Zahlendarstellung duBert
sich in den kleinen Defekten, die sich beim Einsetzen der gefundenen Ldsungen in
die Ausgangsgleichungen %eigten :

n =10 groBter Defekt = 10-2
20 10-¢
50 10-8

Dabei lagen diese Defekte in denjenigen Gleichungen, deren rechte Seite Null sein
sollte. Nur die notwendige Stellenausléschung hob den Defekt in vordere Positionen.
Heimcomputer, welche nur 4 Byte/Zahl einsetzen, schaffen beziiglich der Rechen-
genauigkeit oft schon den Fall = = 10 nicht mehr.

2.4.2.  Mechanisierter GauB-Algorithmus nach Banachiewicz

Fiihrt man den GauB-Algorithmus mit einem Tasch hner ohne geniigend groBen
Speicher durch, so hat man stindig die jeweiligen neuen Belegungen der Matrix
und der rechten Seite zu notieren. Solch hiufiges Kopieren ist besonders beim Rech-
nen mit vielen (sechs, acht oder zehn) Stellen listig und fehleranfillig. Es wird
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Tab. 2.32. Ausfillen des R (
beim Ldsen eines linearen Gleichungssystems nach dem
Algorithmus von GAvss-BANACHIEWICZ

henfeld

(Arbeitaf Tar)

i

a) 4 b Zeilensumme
3 4 =5 1 —35 | —32
(] 6 —-13 -5 —-87 =173
3 6 -1 10 -31 —13
9 8 —19 -2 -5 | -7
b) F r Zeilensumme
3 4 =5 1 | -35 | —32
2
1
3
°) F r Zeilensumme
3 4 -5 1 —35 | —32
2 | -2 -3 -1 3| -9
1 -1
3 2
d) F r Zeilensumme
—32
-9
10
e) F r Zeilensumme
3 4 -5 1 —-35 —32
2 -2 -3 -7 3| —9
1 -1 1 2 7 10
3 2 2 5 10 15
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vermieden durch den mechanisierten GauB-Algorithmus oder Algorithmus von Gaup-
Banachiewicz (1938; T. BaNacHIEWICZ, 1982—1954, polnischer Mathematiker; zur
Benennung vgl. [72]).

Bei der Erzeugung der Dreiecksgestalt werden die Werte in den Zeilen erst ge-
bildet, wenn man sie endgiiltig festlegen kann. Dazu mii die entsprech
Multiplikatoren der vorher erzeugten Zeilen gemerkt werden. Dies gelmgt auf den
Stellen der Matrix, die zu Null gemacht werden sollen. In Tab. 2.32 ist dies in einem
einfachen Beispiel vorgefiihrt. Das Rechenfeld F zerfillt in einen linken (unteren)
Teil L, der die Multiplikatoren der Zeilen enthilt, und einen rechten (oberen) Teil R,
in dem die Dreiecksform der Koeffizientenmatrix entsteht. Die Rechenformeln sind:

Erster Rechenschritt (Start)
Erste Zeile von (F, 7) bzw. (R, r) wird iibernommen:
Fy; = Ry = A4y fiirj = 1), (6)
7, :=b; rechte Seite;
erste Spalte von F bzw. L enthilt die Multiplikatoren
Fy = L := Ay/R,, fiiri = 2(1)n. (6)
(Es ist zwar R,; = 4,,, aber aus Griinden der Symmetrie zu den Formeln fiir die
weiteren Schritte wurde R,, gewihlt.)
Zuweiter Rechenschritt
Zweite Zeile von (F, r) bzw. (R, r):
Fyy = Ry; := Ag; — Ly Ry; fiir j = 2(1)n,

7y 1= by — Lymy;

zweite Spalte von F bzw. L:

Fis = Lig := (4is — LyRys)[Ryp fiir i = 3(1)n.
Hier wurde beachtet, daB die Faktoren nicht einfach aus den 4;, gewonnen werden
konnen, da diese Werte inzwischen durch das Bilden der hier nicht sichtbaren Nullen
in der ersten Spalte modifiziert wurden. Die Abwandlung der Werte wird im Zihler
des Quotienten nachgehoit.
k-ter (allgemeiner) Rechenschritt
k-te Zeile von (F, r) bzw. (R, r):

k-1
Fki = Rki = Aki - 2 L,,,R,;,
k-1 p=t (7
1 i=by — 3 Lipre  fiir j = k(1)n;
p=1

k-te Spalte von F hzw. L:

k=1
Fy=Ly:=Apu— X LiyRpi) | Ry fiir ¢ = k& + 1(1)n. (8)
p=1
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Dieser allgemeine Rech: hritt ist fiir die Zeilen (7) fiir ¥ = 2(1)z und fiir die

Spalten (8) fiir ¥ = 2(1)n — 1 durchzufiihren.

Die Formeln gelten sogar fiir k = 1 und erfassen ebenfalls das Bilden der ersten
Zeile und Spalte, da eine Summe mit kleinerer oberer als unterer Grenze einen leeren
Wert (Null) ergibt. In Tab. 2.32 erkennt man die Relheniolge, in der die Elemente
von R und L gebildet den. Wie sie entsteh deutlicht Abb. 2.25:

a) Die Sknlarprodukte fiir die Elemente der k-ten Zeile von R entstehen aus den
k — 1 Elementen der k-ten Zeile von L mit den jeweils k¥ — 1 Elementen in den
Spalten von R.

b) Die Skalarprodukte fiir die Elemente der k-ten Spalte von L entstehen aus den
k — 1 Elementen der k-ten Spalte von R mit den jeweils ¥ — 1 El ten in
den Zeilen von L. Dividiert wird durch das neue Dmgona.lelement, welches durch
einen Kreis markiert ist.

(Die Angaben 4, B,C, D, AS, AZ,TS,TZ,TM, I, 11, 12 sind konstante bzw. variable

Adressen- oder Indexwerte und beziehen sich auf ein evtl. zu erzeugendes PTR-

oder BASIC-Programm mit Vektorform der Matrix.)

AS
p AS. 2 8 A k 8
XXX e M :
L p XXX .ee X .., R . |71
L.l P2 Lo
T xxx M &
Akax..-.lxxxx o X|1Z
12
c ™
a)
Abb. 2.25. Bilden der Elemente im Rechenfeld fiir das Verfahren nach Gauss-
BANACHIEWICZ

Die notigen Skalarprodukte lassen sich mit einem Taschenrechner selbst mit nur
einem Speicher recht bequem bilden. Nach der Subtraktion von 4;; (und eventueller
Division durch Ry,) trigt man den Resultatwert in das Rechenfeld F ein.

In dem Beispiel nach Tab. 2.32a—e ist das Verfahren erldutert:

a) Urspriingliche Aufgabe Az = b.
b) Erster Rechenschritt im Rechenfeld: Die erste Zeile bleibt unverindert. Die
erste Spalte enthilt die Koeffizienten fiir die erste Zeile, mit denen Nullen in der
ersten Spalte erzeugt werden konnen.

Zweiter Rechenschritt im Rechenfeld: Die zweite Zeile wird gebildet. Der Koeffi-
zient fiir die erste Zeile ist bekannt (2). Die zweite Spalte (unter der Diagonalen)
erhilt danach die Koeffizienten fiir die zweite Zeile, mit denen Nullen in der
zweiten Spalte erzeugt werden kénnen. Dazu muBite aber der Multiplikator fiir
die erste Zeile beachtet werden.

und e) Dritter und vierter Rechenschritt im Rechenfeld : entsprechen dem zweiten
Schritt.

c

A

d
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Die Zeilensummen sind als Kontrolle (s. u.) mitgefiihrt worden. Die Determinante
der Koeffizientenmatrix hat als Produkt der Diagonalel te der Dreiecksmatrix
im Beispiel den Wert —30.

Pivotisierung

Fiihrt man eine Pivotisierung durch (aus der néichsten gerade errechneten Zeile),
so kann man die Niederschrift eines neuen Rechenfeldes kaum vermeiden, es sei
denn um den Preis eines immer uniibersichtlicher werdenden Rechenablaufs, da die
neuen Spalten nicht mehr der Reihe nach von links nach rechts zu bilden sind.

Die beiden in Tab. 2.33 dargestellten Rechenabliufe unterscheiden sich in der
Behandlung der not digen Spaltenvert

Links wurden die Spalten wirklich vertauscht wodurch neue Niederschriften
des Rechenfeldes F nétig wurden. AuBerdem muB im Kopf von F die Lage der
urspriinglichen Indizes vermerkt werden, damit die Nummern der Unbekannten
korrekt festgestellt werden konnen.

Rechts werden die Kopien des Rechenfeldes vermieden. Dafiir wird der Ablauf
uniibersichtlicher. Im Kopf ist vermerkt, in welcher Reihenfolge die Faktoren'aus B
zu entneh sind. In kehrter Reihenfolge ergeben sich bei der Riickrechnung
die Unbekannten, hier also zuerst z;.

Die Zeilensummen sind als Kontrolle mitgefiihrt worden. Die in der Tabelle ange-
gebenen zwei- bis vierstelligen Werte stammen aus mehrstelliger Rechnung und sind
gerundet.

Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat als Produkt der Diagonalelemente
der Dreiecksmatrix den Wert 30(—1)® = —30, da drei Spaltenvertauschungen vor-
genommen wurden.

Rechenkontrollen

Sobald man kein vollstindiges Programm fiir die doch recht umfangreiche Rechen-
und Schreibarbeit zur Verfiigung hat, ist die Moglichkeit von Fehlern sehr gro8.
Das Durchfiihren von Kontrollen ist dringend zu empfehlen. Hier beim Verfahren
von GAUSs-BANACHIEWICZ bietet sich eine Zeilensummenkontrolle an: Eine zusitzliche
Spalte mit den Zeilensummen wird mitgefiihrt, und in jedem Schritt kann kontrolliert
werden, ob die Werte die Eig haft der ,,Zeil mme‘‘ noch bewahrt haben. Die
Elemente dieser Spalte werden wie Elemente von R, d. h. nach den Formeln (7),
behandelt. In Tab. 2.32 und 2.33 sind diese Kontrollspalten enthalten.

Rechenaufwand

Das manuelle Rechnen, auch mit Unterstiitzung eines Taschen- oder Tischrechners,
zum Losen eines linearen Gleichungssystems schon der Ordnung 5 ist eine betrécht-
liche Arbeit. Selbst geiibte Arbeiter mit guter Konzentrationsfahigkeit werden etwa
eine Stunde benétigen.

Bei Systemen der Ordnung 10 bis 15 wird oft ein ganzer Arbeitstag verbraucht,
und bei der Ordnung 20 diirfte im allgemeinen die Grenze der Leistung eines aus-
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filhrenden Menschen erreicht sein, denn dann reicht die sonst vertretbare Fehler-
quote von 1%, Fehltastungen aus, um den Rechenablauf einfach nicht zum Ende
gelangen zu lassen. Diese Bemerkungen stiitzen slch auf Erfahrungen, die beispiels-
weise in den frither mit elektr hanischen Ti hi ausgeriisteten
Rechenbiiros des VEB Carl Zeiss Jena gesammelt wurden. Auch aus dieser Sicht ist
also das Einfiihren von programmierbaren Tischgeriiten notwendig.

Mehrere rechte Seiten

In der Praxis miissen 6fter Gleichungssysteme mit zwar denselben Koeffizienten,
aber mit unterschiedlichen rechten Seiten gelost werden. Sind gleich zu Beginn die
rechten Seiten — man wird sie als zusitzliche Spn,lten mitfithren — alle bekannt, so
kénnen sie ohne Schwierigkeit in die Rech den, d. h., beim ProzeB
der Herstellung der Dreiecksgestalt werden ebenfal.ls alle rechten Seiten bearbeitet.
Lediglich die Riickrechnung ist dann noch mehrfach durchzufiihren.

Werden zusiitzliche rechte Seiten erst nachtriglich bekannt, so kann man mit den
Koeffizienten aus L in einfacher Weise die Vorbereitung der neuen rechten Seiten
nachholen. Ist eine solche neue rechte Seite durch den Vektor b gegeben, so erhilt
man

k-1
ri=b, — X Ly, firk = (1)n, (9)
p=1
und dann kann mit r und R die neue Riickrechnung durchgefiihrt werden.

2.43. Herstellung eines BASIC-Programms

Als Vorlage zur Herstellung des gewiinschten BASIC-Programms wird ein ALGOL-
Programm fiir das Herstellen der Matrizen L und R nach dem Verfahren von Gauss-
BANACHIEWIOZ mit Gewinnung der Pivotelemente aus den Zeilen und Druck des
Absolutwertes der Determinante angegeben. In vielen Fillen ist die Vorlage eines
Programms in einer hoheren Programmiersprache vorteilhafter als ein Programm-
ablaufplan (PAP). Auch in der Praxis findet man als Vorlage eher ein Programm zur
Algorithmusbeschreibung, beispielsweise aus der Literatur.

GauB-Banachiewicz-Matrizen mit Pivots aus Zeilen:
Vorblock:

begin integer n; read (n);
Hauptblock:
begin array a[l: n, 1: 2], v[1:2];
integer i, j, k; real f, g;
read (a);
Jor i := 1 step 1 until n do v[i] :=i;
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Matrizen L und R:
fork :=1 step 1 until n — 1
do
begin
Pivot aus Zeile:
f := abs (alk, k]); g :=k;
fJorj:=k+ 1 step 1 untiln
do if | < abs(alk, 7))
then begin f := abs(alk, ]); g =
end Pivot aus Zeile;
Spaltentausch: if g + k then
begin j := v[k); vk] := vfg]; vlg] :=7;
for i :=1 step 1 until n
do begin f := a[i, k];
afi, k] := ali, g]; ali, 9] := |
end
end Spaltentausch ;
Spalte aus L:
g :=alk, k];
forj:=k+ 1 step 1 untiln
do begin f := alj, k];
Jori:=1step1 untilk — 1
do | := [ — alj,i] X% afs, k]; alj, k] := fjg
end Spalte aus L;
Zeile aus R:
for j:=k+ 1 step 1 untiln
do begin { := alk + 1,3];
Jori :=1 step 1 until k
do | :=f—alk + 1,i] X afi,j); alk + 1,7] :==f
end Zeile aus R
end Matrizen L und R;
Absol t der Determ:
fi=1
fork :=1 step 1 until n
do [ :=[ X [k, k];
print (f)
end Hauptblock
end GaupB-Banachiewicz Mairizen Vorblock
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ALGOL-Programm fiir die Riickrechnungen zum Bestimmen der Werte fiir die
Unbekannten (hier werden die bereits hergestellten GauB-Banachiewicz-Matrizen
L und R sowie der Vektor der Spaltenvertauschungen v und die Dimension n als

lobale GriBen
Riickrechnung Gaup-Banachi und Druck:
begin Wb[I:"]; ‘”tege"riy k; m‘/;
read (b);
Vorbereitung rechte Seite:
for i := 2 step 1 until n
do begin f := bi];
fJorj:=1 step 1 until i — 1
do | :=f —blj] X ali, j1;
bi) :=f
end Vorbereitung rechte Seite ;
1ok, Ba': A .-
bn] = binljafn, n);
for i :=n — 1 step —1 until 1
do begin f := b[s];
forj:=i+ 1 step 1 untiln
do f :=f — a3, 7] X% bj);
B3] := flafs, i)
end eigentliche Riickrechnung;
Beachtung der Spaltenvertauschung und Druck:
Jori :=1 step 1 until n

do if i = i]
then print (b[s])
else begin for j := i, v[j] while i + v[j]
do k := v[j];
print (b{k])
end Druck

end Riickrechnung und Druck

Die Beuchtung der Spaltonvertauschungen ist eine gute Ubung im algorithmisch-
Denken. Beim Beispiel aus Tab. 2.33 ergab sich der Vertauschungs-

i |1234
v |3421

dy
vektor
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Es gilt also in keinem Fall ¢ = v;, und die Abarbeitung liuft in den else-Zweig ein.
Tab. 2.34 zeigt als Ablaufprotokoll die Werte der beteiligten Variablen. In b, steht
am Ende des Suchzyklus das verlangte z,.

Tab. 2.34. Werteprotokoll fiir die am Suchproze
fir die Reihenfolge der Unbekannten beteiligten
Variablen. Ausgangswerte firr v siche Rechenbei-
splol Tab. 2.33 links, Programmteil siehe ,,Riick-

GauB-B: hiewicz und Druck®, Ab-
schnitt ,,Buchtnng der Spaltenvertauschung und
Druck*

LR "R ) v k
1 3 1 3 3

3 2 2

2 4 4

4 1
2 4 2 4 4

4 1 1

1 3 3

3 2
3 2 3 2 2

2 4 4

4 1 1

1 3
4 1 4 1 1

1 3 3

3 2 2

2 4

Inverse Matrix

Die ,eigentliche Riickrechnung* fiir das System Az =150, x = 4% nwh GAvss-
BANACHIEWICZ ist nichts anderes als die Auflésung des speziellen Drei mi

4
Rx=r, z=R"1,

wobei 7 sei its aus dem gegeb b durch
(B+Lyr=b r=E+L71b

entstand. Dabei ist E die Einheitsmatrix, d. h., (£ + L) ist die mit Diagonaleinsen
ergiinzte linke Matrix L (vgl. Rechenbeispiel Tab. 2.33d).
Es gilt also

z=RYE + L)b

oder
A =RYE + L) (10)

und damit auch die interessante Zerlegung von 4 in ein Produkt:
=(E+L)-R. 11)
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Man kann demnach aus den L und R die inverse Matrix 4~! gewinnen. Am einfach-
sten gelingt das durch n-maliges Auflésen nach spezielk hten Seiten, welche die
Spalten der Einheitsmatrix-E bilden. Die gefundenen Losungen sind die Spalten der
inversen Matrix 471, da dann

AA'=F (12)

gilt. Das Programm dazu besteht lediglich noch aus dem Erzeugen der » rechten
Seiten und dem Aufruf des Programmteils ,,Riickrechnung GauB-Banachiewicz
und Druck®, und zwar mit Einsprung an der Stelle ,,Vorbereitung rechte Seite*.

Inverse Matriz:
begin array b[1: n); integer i, j;
for i ;=1 step 1 untiln
do begin for j .= 1 step 1 until n
do bj] := 0;
b[i) :=1;
goto Vorbereitung rechte Seite ;
rr:
end
end Inverse Matriz
Fiir den nétigen Riicksprung muB der Programmteil der Riickrechnung am Ende
modifiziert werden durch

.end druck;
goto rr
end Riickrechnung und Druck

Es muB also ein Sprungbefehl eingefiigt werden. (Natiirlich darf bei echten ALGOL-
Programmen nicht in Blécke hineingesprungen werden. Die notierten Programme
oder Programmteile dienen hier auch nur als Algorithmenbeschreibung und als Vor-
lage zur BASIC-Programmierung. Bei derZ tellung eines echten ALGOL-
Programms miissen die Sprachregeln beachtet werden. Beispielsweise wird man
die Teile als Prozeduren umformen und dann aufrufen.)

Tab. 2.35. Inverse Matrix der Koeffizi ix zum Zahlenbeispiel aus Tab. 2.32
a) /—16.20 6.73 4.87 —0.60 b) —486 202 146 —18
480 —1.60 —1.30 -—0.10 1 144 —48 -39 -3
—580 2.60 1.80 —0.40 30y —174 8 54 —12
140 —0.80 —0.40 0.20 42 —2¢4 —12 6

Tab. 2.35 enthdlt die errechneten Werte der Komponenten der inversen Matrix
zum Zahlenbeispiel aus Tab. 2.32; sie zeigt

a) errechnete Werte, auf zwei Nachkommastellen gerundet ;
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b) exakte Werte; der Wert der Determinante ist —30, im Matrixfeld stehen also
die negativen Adjunkten der Elemente der Koeffizientenmatrix; der Vergleich
mit a) zeigt, daB nur bei a7 und a;3 periodische Dezimalbriiche auftreten.

Durch analoge Uberlegungen, wie sie zur Herstellung des Programms aus Tab. 2.31
durchgefithrt wurden, kommt man — ausgehend von den ALGOL-Programm-Vor-
lagen — zu dem BASIC-Programm aus Tab. 2.36 fiir das Aufldsen eines linearen
Gleichungssystems nach Gavss-BaNAcHIEWICZ mit Zeilenpivotisierung, evtl. mehre-
ren rechten Seiten und Berechnung der inversen Matrix. Die bereits in. Abb. 2.25
enthaltenen Bezeichnungen und einige andere, die man fiir ein PTR-Programm
bzw. fiir eine BASIC-Version mit eindimensionalen Feldern braucht, haben folgende
Bedeutung:

A Anfangsadresse der Matrix oder Adresse von a,,
N Anzahl der Gleichungen n

TM = A(a,,) +n® — 1 Matrixende, Adresse von a,,

D =Anh+1)TM Ad der Diagonalel te Gy

B = A(a,;) +n — 1  Ende der ersten Zeile, Adresse von a,,

TZ =Bn)TM Zeilenenden, Adressen von a;,

C = A(ay) + n{n — 1) Ende der ersten Spalte, Adresse von a,,

TS =C()TH Spaltenenden, Adressen von a,;

A8 = A(1)B Spaltenanfinge, Adressen von a,;

AZ = A(n)C Zeilenanfinge, Adressen von a;,

I Indexwerte fiir Zeilen- oder Spaltenanfinge
11,12 Indexwerte fiir Zeilen- und Spaltenelemente

Das BASIC-Programm aus Tab. 2.36 zelgt zwar die relativ emfache Umsetzung aus
einer Vorlage in einer héheren Progr sprache, jedoch eben auch die Mingel
dieser Sprache, wenn es sich um Verzweigungen mit fthen-else-Elementen oder
Zyklen mit while- bzw. repeat-Elementen (letztere gibt es in PASCAL) handelt.
Man vergleiche dazu die Zeilen 680 bis 740.

Gibt man n = 4 ein (Zeile 20), so wird mit den Daten aus Zeile 900 die schon mehr-
fach gezeigte Losung des Gleichungssystems geliefert. Di 1 wird die rechte Seite
als letztes Wert-Quadrupel eingelesen. -

Will man die inverse Matrix haben, so é#ndere man das Programm nach den An-
gaben unter dem Strich. Dadurch werden die Zeilen 515 bis 750 zu einer Subroutine.

Hat man schon eine Losung des Systems errechnet, liegen also bereits die GauB-
Banachiewicz-Matrizen L und R vor, so startet man mit

GOTO 768
Hat man noch die urspriingliche Matrix 4 vorliegen, so startet man mit
GOTO 185
MuB man auch 4 noch eingeben, so wird
RUN
richtig sein, aber dann mu das Datenfeld bei 900 entsprechend vorbereitet sein.
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Tab. 2.36. BASIC-Programm zum Lésen linearer Gleichungssysteme

nach GauB-Banachiewicz mit Pivotisierung

5 REM Gauss-Banachiewicz-Pivot:

16 REM Vorblock:

20 INPUT “n =*“;n

30 REM Hauptblock:

40 DIM a(n, n) : DIM v(n)

50 FORi=1TOn

60 LET v(i) =1

7 FORj=1TOn

80 READ af(s, j)

90 NEXTj
168 NEXT ¢
185 REM Matrizen L und R:
119 FORk=1TOn —1
126 REM Pivot aus Zeile:
130 LET f = ABS(a(k, k)): LET g =k
140 FORj=k+1TOn
150 IF {> = ABS8(a(k, j)) THEN GOTO 170
160 LET f = ABS(a(k,j)): LET g =j
179 NEXT;j
180 REM Spaltentausch:
190 IF g = k THEN GOTO 246
2060 LET j = v(k): LET v(k) = v(g): LET v(g) = j
216 FORi=1TOn»

220 LET f = a(s, k) : LET a(s, k) = a(i, 9) : LET a(s, g) = |

230 NEXT

249 REM Spalte aus L:

250 LET g = a(k, k)

260 FORj=k+1TOn

270 LET f = a(j, k)
FORi=1TOk—1
LET f = f — a(j, §) » a(s, k)
NEXT ¢

LET a(j, k) = fjg

NEXT j

REM Zeile aus R:
FORj=k+1TOn
LET f =a(k + 1, 7)
FORi=1TOk

LET f = f — a(k + 1, 4) % a(s, )
NEXT ¢

LET a(k + 1,5) = |

ge8BECERE

gg3
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Tabelle 2.36. (Fortsetzung)

400
410
415

430
440

470
480
490

519
516
520

549

570

580

599

619

19
720
730
149
750

NEXT j

NEXT k&

REM Absol t der Determinant.
LET /=1

FORE=1TOn

LET f = f % ABS(a(k, k))

NEXT k&

PRINT ,,Det =*; f

REM Rueckrechnung und Druck:
DIM b(n)

FORi=1TO=n

READ b(s)

NEXT ¢

REM Vorbereitung rechte Seite:
FOR:=2TOn

LET f = b(s)
FORj=1TOs—1
LET f = f — b(j) * a(é, §)
NEXT j

LET b(s) = f

NEXT i

REM eigentliche Rueckrechn
LET b(n) = b(n)/a(n, )
FORi=n—1TO1STEP —1
LET f = b(3)

FORj=i4+1TO=n

LET { = { — afs, /) % b(j)

NEXT j

LET b(s) = f/a(s, 1)

NEXT ¢

REM Beachtung der Spaltenver h

FORi=1TOn

IF i(yv(s) THEN GOTO 760

PRINT b() : GOTO 740

LET j = ¢: LET k = v(j)

IF ¢+ = v(j) THEN GOTO 730

LET k = v(j) : LET j = »(j): GOTO 718
PRINT b(k)

NEXT ¢

STOP

g und Druck:

490
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Tabelle 2.36. (Fortsetzung)

516 GOTO 760

515 REM Inverse Matrix:
750 RETURN

760 FORp=1TOn
77 FORg=1TOn
780 LET b(g) =0

799 NEXTgq

800 LET b(p) =1

819 GOSUB 515

820 NEXT p

830 STOP

909 DATA 3,4, —5,1,

* 6,6, —13, —5,

3,6, —1, 10,
9,8, —19, —2,

—35, —67, —31, —75

Das in Tab. 2.33 rechts gezeigte Verfahren des Nicht-Tauschens der Spalten spart
den Aufwand der Zeilen 180 bis 230. Aber man mu8 natiirlich in einem Vektor v
die Reihenfolge der zu verarbeitenden Elemente notieren. Aus einem Matrixelement
a(i, j) in den Rechnungen wird dann a(i, v(j)).

Es muB noch vermerkt werden, daB die Anzahl der arithmetischen Operationen
bei den Verfahren von GauB und von GauB-Banachiewicz gleich ist. Lediglich ihre
Reihenfolgen sind anders. Das erlaubt bei GauB-Banachiewicz in den Zeilen 200
und 370 den Einsatz einer nichtindizierten Hilfsgro8e f. Dadurch wird mehrfach
das Berechnen von Adressen aus Indizes vermieden, wodurch der Computer ent-
lastet wird. Hierin liegt der Nutzen des GauB-Banachiewicz-Verfahrens auch beim
Computereinsatz, obwohl es urspriinglich fiir elekt hanische Tischrechner mit
einem Speicherwerk erdacht wurde.

Das Herstellen der beim GauB-Banachiewicz-Verfahren auftretenden Skalar-
produkte gelingt mit einem elektronischen Rechner mit Hierarchie, z. B. SR1,
einfach durch die Tastenfolge

a4 X b t+a X b+t X b=
und, wenn keine Hierarchie vorliegt, z. B. MR 610, durch
(3, X by) 4 (@ ¥ by) + - + (an X by) =
oder mit Verwendung eines Speichers

X b =M+CL ayXb=M+CL .. a,X%b=+MR=
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2.4.4. Das Austauschverfahren

Einen anderen Ldsungsgedanken, der sich aber als verwandt mit dem aus dem
GauB-Algorithmus erweist, verfolgt das Austauschverfahren. Es wurde schon von
C.JoRDAN (1832—1922) beschrieben und von E. STIEFEL 1960 niher untersucht sowie
der praktischen Anwendung unter Einsatz von Computern wieder erschlossen.

Durch die Verwendung und Benutzung beim Aufgabenlésen in der linearen Opti-
mierung (Simplexverfahren) erlangt das Austauschverfahren eine besondere Bedeu-
tung (MfL, Bd. 10, 7.4.).

Anstelle der Aufgabengleichung

Az = —r (13)

wird nun
y=Az+r (14)

betrachtet. (Damit hier ein ,,+“-Zeichen geschrieben werden kann, muBte die rechte
Beite r in der Aufgabengleichung (13) negativ eingetragen werden.) Es werden nun
fortlaufend gewisse Komponenten von y gegen Komponenten von z ausgetauscht.
Dieses geschieht durch Auflésen einer der Gleichungen nach der z-Komponente und
Substitution dieser Auflésung in die anderen Gleichungen.

Diese Grundidee findet auch im'SchﬁIuntarﬁeht bei der Substitutionsmethode zum Losen
I leiah A 3

- g

3 —dz =1,
2z, + 6xy = 18.
" Aus der zweiten Gleichung erhilt man
z =9 — 3z,,
und dies, in die erste eingesetzt (substituiert), liefert
27— 8z — 4y =1,
13z, = 26,

also eine Gleichung mit einer Unbekannten. Die Losung lautet in diesem Beispiel
=2 und z,=3.
Im hier betrachteten all ineren Fall entsteht aus (14) die Gleichung

z=By+s, (15)
und fiir y = 0 (Nullvektor) wiire

r=28 (16)
die Losung der urspriinglich gestellten Aufgabe (13):

0= Az +r. (13"
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Ist dagegen r = 0, so erkennt man beim Austauschverfahren aus y = Az mit der
Lésung = By die inverse Matrix

B=4" (amn

und kann mit ihr durch eine einfache Matrix-Vektor-Multiplikation fiir beliebiges y,
d. h. fiir beliebige rechte Seite eines linearen Gleichungssystems, die Losung er-
halten.

Beschreibung des Austauschverfahrens

Am einfachsten ist es, die y; genau gegen die x; auszutauschen, d. h. gegen die gleich-
numerierten Komponenten. Um aber Null-Koeffizienten in der Matrix vorzubeugen
oder bei sehr kleinen Koeffizienten unerwiinscht ischen Effekten zu ent-
gehen, wird als Austausch- oder Pivolel ¢ immer dasjeni| Ich
absolut am groBten ist. Es wird dann y, gegen z, getauscht Rechentechmach sollen
die Elemente von B = 4! auf dem Platz von 4 und die Elemente von s auf dem
Platz von r entstehen. AuBerdem soll r als (n + 1)-te Spalte von 4 zéhlen.

Sch vor dem Austausch:

Austauschspalte ¢

Austausch- - + Gy, + - + Gy + o + 1, =
zeile p : : I
R T A Ry A R (18)

Die Aufl6sung nach z, in der Austauschzeile p ergibt

1 7,
gy — o _af;, .—‘;'_z,, (19)

und dies, in den anderen Zeilen eingesetzt, fiihrt auf das

Sch. nach dem Aust h:
Austauschspalte ¢
Austausch- :1 p ; :r ’
zeile p s +; Yp— oo — tx] —_—— a—: =z, (20)

..+“Ay,+...+M,i+...+(,‘-ﬁ) w
Fad . I A

L
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Dies liefert die folgende Rechenvorschrift in vier Schritten fiir einen Austausch:

Schritt 0: Austauschelement (Pivot) als absolut groBtes Element aus 4 unter
den Elementen suchen, die in noch nicht als Austauschzeilen und
Austauschspalten benutzten Zeilen und Spalten stehen. Dies sei a,,,
dann wird y, gegen z, getauscht.

Schritt 1: Das Austauschelement erhilt den neuen Wert
pivot := ay, := 1/a,, (21)
d. h. Kehrwert des Elements.

Schritt 2: Behandlung der Austauschzeile p

K i= ayy 1= —ay % pivot farj = 11y + 1, @)
aber j =+ ¢.
Schritt 3: Behandlung der anderen Elemente aus 4 und r
aij 1= ay + K; X% ai undj =11 + 1,5 % ¢, (23)

fiir ¢ = 1(1)n, ¢ + p.

(Man beachte in diesem Schritt, daB a,; bereits den neuen Wert hat.
Man wird rechentechnisch diesen Schritt zeilenweise, d. h. fiir laufendes
j, abarbeiten und kann dann im iibergeordneten i-Zyklus jeweils ein
Element der Austauschspalte (Schritt 4) nach Verarbeitung einer Zeile
dndern.)

Schritt 4: Behandlung der Austauschspalte ¢

@iy 1= ajy ¥ pivot fiir i = 1(1)n, (24)
aber i = p.

Wenn man diese Vertauschung n-mal durchgefiihrt hat, steht in der letzten Spalte
(n + 1) von 4 die Losung 8, und auf den restlichen Plitzen stehen die Elemente von
A~1. Man muB aber iiber die Vertauschungen Buch fiihren, um die richtige Numerie-
rung von Zeilen und Spalten nicht zu verlieren.

Aus den Formeln (21) bis (24) erkennt man die Beziehung zwischen GauB- und
Austauschalgorithmus. Das Eliminieren durch (Auflésen und) Substituieren wird
bei Gau$ nur in noch nicht behandelten Zeilen durchgefiihrt, wodurch sich die
bekannte Dreiecksgestalt ergibt und eine Riickrechnung zum Gewinn der Werte
der Unbekannten ndtig wird. Beim Austauschverfahren wird jeweils die gesamte
Matrix behandelt und somit zwar sofort, jedoch in Teile zerlegt, die GauB-Riick-
rechnung mit einbezogen. Bei Handrechnungen, d.h. Benutzung eines Taschen-
oder Tischrechners mit hiufigem Eintasten von Zahlen und Notieren von Zwischen-
resultaten, empfiehlt sich das Mitfiihren einer Probespalte mit dem Wert 1 — S,
wobei S die Zeil me ist. Diese Eigenschaft muB bei jedem Vertauschungsschritt




2.4. Lineare Gleichungssysteme 1m

erhalten bleiben. Die Vorschrift fiir § lautet in der Pivotzeile
8y :=(1—8))a,, +1, also (1 —8,):=—(1—8;)ap,, (25)
und in den anderen Zeilen ¢ = 1(1)n, 5 & p

Sii=8; +ay ¥ (S, —1), albo (1 —8;):=(1—28;)+a;, % (1—8,).
(26)

Ferner ist es praktisch, bei Handrechnungen die Austauschzeile oder Pivotzeile nach
deren Neufestlegung in das alte Schema (vor dem Austausch) als sogenannte Keller-
zeile K zu kopieren, natiirlich ohne das Element a,, in der Pivotspalte. Auf diese
Weise hat man sie beim Berechnen der neuen Elemente sténdig vor Augen. Im
Schritt 2 oder (22) wurde dies mit dem Vektor K bereits demonstriert. Hier liegt so-
gar ein Ansatz zur Effektivititssteigerung (zeitlich) beim Einsatz von Computern.
Im Schritt 3 oder (23) braucht dann némlich mit K; anstelle von a,; nur eine Grifie

mit einem Index aufgerufen zu den, was schnell lisiert den kann.
Beispiel
2y + 22, =8,
z +2 =4,
z + 2y =3.
Sehema 1:
x o, EN r 1—-8
w |0 1 ® -8 | 6
Ys 1 0o 1 —4 3
¥ 1 10 -3 2
X 0 —1/2 4 | -3

Pivot ist a;; = 2. Es wird also y, gegen z, getauscht.

Schema 2:
z 2 %N r 1 -8
25 0 —1/2 1/2 4 -3 <« Diese Zeile kommt
Y i : t —1/2 12 0 0 in K von Schema 1.
s 1 1 0 -3 2
K . 12 -1/2 0 0

Das neue Pivotelement muB aus der linken Ecke gesucht den. Man hat-
die Auswahl unter drei Einsen. Es wird a;, = 1 gewihit. Es wird also y, gegen z,
getauscht.
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Schema 3:
Ys zy Y% r 1 -8
2 0 —12 1z 4 | -3
R 1 12 —12 0 0 < Diese Zeile kommt
Ys 1 —1/2 -3 2 in X von Schema 3.
X —2/3 = 13 2 | —43

Nun bleibt ayy = 3/2 als Pivot fibrig. Es muB noch y, gegen z, getauscht werden.

Schema 4:
Yz Ys %N r 1—-8
zy 1/3 —1/3 1/3 3 —-1/3
z 23 13 —1/3 1 —2/3
EN —2/3 2/3 1/3 2 —4/3 <« Diese Zeile kommt
in K von Schema 3.
Es ist also
1 1 -1 2 1
z=12 und 47! = 3 1 -2 2],
3 1 1 -1
Als Vorlage und Dokumentation einer prog technischen Realisierung
des Austauschverfahrens wird ein ALGOL-Programm mgegeben Das Zur-Verfii-
gung-Halten des Restfeldes, Merken der Indizes bei Vertauschungen und schlieBlich

das Ordnen der inversen Matrix sind nicht einfach zu iiberschauen. Man verfolge
den Ablauf des Programms.

Bemerkung zur Pivotsuche

Bei der Suche nach dem Pivotelement miissen alle bereits verwendeten Austausch-
oder Pivotreihen (Spalten und Zeilen) iibergangen werden. Dazu verwendet man zwei
Indexvektoren i und rj fiir die Angabe der Zeilen- und Spaltennummern im Rest-
feld. Anfangs stehen dort die Indizes 1 bis n. Bei jedem Pivot a,; wird in ri das I-te
Element und in rj das J-te Element gestrichen. Dies geschieht einfach durch Nach-
ziehen der darauffolgenden Elemente. Die Pivotsuche erfolgt dann mit Hilfe der
Indexvektoren ri und rj, in denen die N der noch verblieb Reihen stehen.

Herstellung der korrekten Anordnung

Wihréend des Austauschens fiihrt man zwei Indexvektoren » und ¢ mit, in denen
die Tauschindexpaare vermerkt werden. Ist das Pivotelement a;;, 8o wird im Schritt
r = n(—1)1 das p, gleich I und das g, gleich J gesetzt. Dabei ist aber zu beachten,
daB diese Indizes aus ri; und rj; zu entnehmen sind.

Im Beispiel gelten zum SchluB die Vektoren p = (3, 2, 1) und ¢ = (2, 1, 3) fiir den
Spalten- bzw. Zeilentausch. Praktisch wird dieser Tausch iiber einen Hilfsvektor
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vorgenommen, in welchen die Matrixreihen ausgelagert werden, um dann in der
richtigen Reihenfolge zuriick, ichert zu werden. Beim Spaltentausch z. B, lagert
man die Zeilen der Reihe nach entsprechend » und ¢ aus und speichert sie dann
zuriick (siehe Beispiel unten nach dem Programm).

ALGOL-Programm
procedure Austausch (4, n); value n; integer n; array 4;

t Mit dem Austauschverfahren wird die Matrix A auf threm Plaiz inver-
tiert. Es enisteht also die Kehrmatriz, wobei vorausgesetzt wird, dap die Determinante
von A nicht verschwindet;
begin array ri, rj, p, g, K[1:n);
integer i, j,r, I, J, P, Q; real max, pivot, v;
comment Die Felder ri und rj merken die Zeilen- und Spalt n fir
das Restfeld bei der Maxi oder Pivotsuche. Die Felder p und q merken die
Indizes der Pivot- oder Austauschelemente fiir das spdtere Ordnen;

Anfang: for'i:= 1 step 1 until n
do ri[i]:= rjli]:=1;

Awustauschzyklus:
Jor r:= n step —1 until 1
do

begin

Mazxsuche: maz := 0;

Jor i := 1 step 1 until r

do for j:= 1 step 1 until r
do

begin
v = abs(4[ri[s], rjlj]));
if max < v
then begin
max = v;
P:=p[r]:=nrii]; I:
Q:=qlr]:=rli}; J:
end
end M he, Austauschel ¢ gef

Indizesrestfeld :
for i:= 1 step 1 until r — 1
do ri[i] := ni[i + 1];
fori:=J step 1 until r — 1
do rjli]:= rjli + 1};

I
-

Il
~.

7,
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Austausch:
Austauschelement:
pivot := A[P, Q] := I/A[P, Q);
Austauschzeile:
Jor j:=1step 1 untiln
doifj+Q
then K[j] := A[P, j]:= —A[P, j] X pivot;
Restfeld:
for i:=1step 1 until n
doifi+ P
then
begin v:= A[s, Q]; for j:= 1 step 1 unitil n
doifj=+Q
then A[s, ] := A[i, j] + K[j] % v;
4[5, Q):= v X pivot
end Restfeld und Austausch
end Austauschzyklus;
Ordnen:
Zeilen:  for j:= 1 step 1 until n
do
begin
Jor r:= n step —1 until 1
do K[g[r]]:= A[plr], j1;
for i:=1step 1 until n
do A[i, j}:= K[i]
end Zeilenordnen;
Spalten: for i := 1 step 1 until n
do

begin
for r:= n step —1 until 1
do K[p[r]):= A3, qlr]);
for j:= 1step 1untiln
do A[i, j]:= K[j]
end Spaltenordnen
end Austauschprozedur
Zur Verfolgung des Programmablaufs und zur Erlduterung wird das bereits ver-
wendete Beispiel wieder benutzt (das zugehdrige BASIC-Programm, dessen Korres-
pondenz zur ALGOL-Programmiervorlage man leicht sieht, ist in Tab. 2.37 ent-
halten).
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Ende der Austauschzyklen, da r = 0.
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Tab. 2.37. BASIC-Pr zum Austauschverfahren

&

18 REM “Austauschverfahren’
20 INPUT “a =“;n
30 DIM A(n,n)
40 FORi=1TOn
58 FORj=1TOn
60 READ A(i, j)
78 NEXT;j
86 NEXTs
980 DIM s(n): DIM ¢(n): DIM p(n): DIM g(n): DIM k(n)
180 REM *** Anfang ***
110 FOR:i=1TO=n
120 LET s(i) = s: LET (5) =+
130 NEXT
149 REM *** Austauschzyklus ***
150 FOR r =n TO 1 STEP —1
160 REM *** Maxsuche ***
178 LET max =49
188 FORi=1TOr
199 FORj=1TOr
200 LET v = ABS(A(s(6), 44)))
218 IF max > = v THEN GOTO 250
220 LET max =v: LET gi =¢: LET gj =3
230 LET p(r) = s(i): LET g(r) = ¢(j)
240 LET gp = p(r): LET gq = ¢q(r)
250 NEXT j
260 NEXT s
270 REM *** Ende Maxsuche ***
280 REM *** Indizesrestfeld ***
200 FORi=giTOr —1
300 LET s(i) = s(i + 1)
319 NEXTs
320 FORi=gjTOr —1
330 LET () = ¢ + 1)
349 NEXT:
360 REM *** Austausch ***
360 REM *** Austauschelement ***
370 LET v = 1/A4(gp, gq): Let pivot = v: LET A(gp,gq) = v
388 REM *** Austauschzeile ***
399 FOR;j=1TOn
400 IF j = gg THEN GOTO 420
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Tabelle 2.37. (Fortsetzung)

4180 LET v = — A(gp, j) » pivot: LET A(gp, j) = v: LET k(j) = v
420 NEXT;

430 REM *** Restfeld ***

40 FORi=1TO=n

450 IF i = gp THEN GOTO 520

460 LET v = A(i, 99)

470 FORj=1TOn

480 IF j = g9 THEN GOTO 500

490 LET A(5, j) = A(i,j) + k(j) = v
500 NEXT j

510 LET A(s, gg) = v % pivot

520 NEXTi

530 REM *** Ende Restfeld und Austausch ***
540 NEXT r

550 REM *** Ende Austauschzyklus ***
560 REM *** Ordnen ***

570 REM *** Zeilen ***

580 FORj=1TOn

590 FOR r =n TO 1 STEP —1

68 LET k(g(r) = A(p(r), )

619 NEXTr

620 FORi=1TOn

LET A(, j) = k(s)

NEXT

NEXT j

REM *** Ende Zeilenordnen ***
670 REM *** Spalten ***
FORi=1TOn»

FOR r = TO 1 STEP —1

700 LET k(p(r)) = A, g(r))

719 NEXTr

720 FOR;j=1TO=n

730 LET A(, j) = k(j)

749 NEXT;j

750 NEXT+

760 REM *** Ende Spaltenordnen ***
770 REM *** Ende Ordnen ***

780 REM *** Ende Austauschverfahren ***
799 STOP

800 DATA 0,1,2,1,6,1,1,1,8

ggtg

g8
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Es folgt nun das Ordnen zur inversen Matrix mit Hilfe der Vektoren p und g.
Als Zwischenspeicher wird K benutzt. Beim Zeilenordnen entsteht z. B. bei Spalte 2

G=2)
G1-9)

Erweiterung des Austauschverfahrens

Das Austauschverfahren kann, wie auch der GauB-Algorithmus, allgemein auf
lineare Gleichungssysteme vom Typ n X m angewendet werden. Hat man mehr
Gleichungen als Unbel te, so werden sich spiitestens nach m Schritten Nullzeilen
in der Restmatrix (abgesehen von Rundungsfehlern) ergeben, so daB man kein Aus-
tauschel t mehr besti kann. Das System ist 16sbar, wenn dann auch die
rechten Seiten in den Nullzeilen Nullen zeigen, anderenfalls nicht. Hat man mehr
Unbekannte als Gleich 80 ko héchstens # Austauschzyklen ausgefiihrt
werden. Die verblelbenden Unbekannten stellen dann fiir die Losung frei wihlbare
Parameter dar.

Hat das Gleichungssystem einen Rangabfall, so treten die eben beschriebenen
Verhiiltnisse eher ein. Das A hverfahren ist d h fiir beliebige li
Gleich teme giinstig einsetzbar. Man bemerkt den Rangabfall, ‘wenn vor
Erreichen des n kein Pivot = 0 mehr gefunden wird. Der Rang der Koeffizienten-
matrix ist gleich der Anzahl der ausfiihrbaren Austauschschritte, und diese Anzahl
ist natiirlich identisch mit der groBten Zeilenzahl einer von Null verschiedenen
Unterdeterminante. In der linearen Algebra wird der Rang einer Matrix durch diese
groBtmogliche Zeilenzahl definiert. Hier ergibt sich, wie auch schon beim GauB-
Algorithmus, die Moglichkeit, ihn real zu bestimmen.

Bei beliebi Aufoah $all
=)

y=Az+ R (14)
mit # Gleich m Unbel ten und k rechten Seiten, wobei 7' Austauschschritte
(Rang (4) = T) mdglich sein sollen, ergibt sich folgende detaillierte Darstellung:

1.7 TH+1...m=T+P 1..k 1...k 1...k
1
T Ar Ap zr Ry yr
T+t + = 27
4, Ay zp Ry Yo
a=T+1L
m=T4 P
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Dabei wurde angenommen, da die austauschfihigen z- und y-Komponenten in der
Numerierung vorne liegen, daB die Pivots also immer in der Hauptdiagonale stehen.
Durch Ausfiihren der 7' Austauschschritte entsteht daraus

gy A (10) (RS _(or o
(Az A'N) (xp)+(R2) (y) @

und man muB sich Klarheit iiber den Aufbau der mit einem Strich versehenen,
durch den Rechenvorgang verinderten GroSen verschaffen. Zunichst ist

Ay =0, (29)

da in dieser Restmatrix kein Pivot oder Austauschelement mehr gefunden werden
konnte. Es sind somit L Zeilen von A linear abhingig. Weiter gilt

4= 47, (30)

was man aus dem Spezialfall P =0, L = 0 und R = 0 ablesen kann, denn dann
heiBt die urspriingliche Aufgabe yr = Azxy, und es entsteht durch das Austauschen
2p = Apyr = A7'yr. Wenn man dies jetzt weiB, erkennt man

R, = —A7'R, (1)
aus dem Spezialfall P = 0, L = 0 und y = 0, denn dann hieB die Aufgabe
0 = Ar2r + Ry,

was einerseits 0 = 2y + A7'Ry und andererseits R = zp ergibt. Die Teilmatrix
A} wurde beim Austauschverfahren ebenso wie die rechten Seiten Ry behandelt.
Daraus folgt

Ap = —A7'4p. (32)

‘Sie enthilt die Koeffizienten der frei wiahlbaren zp (Parameter) fiir die P-dimen-
sionale Losungsmannigfaltigkeit aus dem m-dimensionalen z-Raum.

Die Lésungsmannigfaltigkeit beschreibt einen P-dimensionalen Unterraum (an-
schaulich z. B. eine Ebene oder eine Gerade im dreidimensionalen Raum). Aus dem
Spezialfall L = 0 und y = 0 erkennt man nimlich, daB aus

0= rdn () + 2
Zp,
die allgemeine Losung

oy = Ry + Apxp = A7'Rr + A7'Apxp (33)
entsteht. Was aber sind 47, und R}? Speziell fiir R = 0 erhilt man nach dem Aus-

h ichst beliebi
ges y

t fiir

Ayr =y,
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in den unteren L Zeilen. Die y; miissen also eine Linearkombination der 7' and
sein, d. h., sie sind nicht gmz beheblg Daraus folgt, daB 47 m den Zeilen die Koeffi-
zienten der Zeilen-Linea tion enthilt, welche die 1 Abhiingigkeiten
der (A4, Ay)-Teilmatrix beschrelben

Es gilt also

Ay (Ardp) = —(4,4y),
und aus dem Anteil 474y = —A4, erhilt man

Al = —A, 47, (34)
Die lineare Abhiingigkeit zeigt sich darin, daB auch fiir den Anteil 4} die Beziehung
AjAdp = —Ay

erfiillt ist. Fiir B, gilt nun, was bereits fiir y,, gesagt wurde. Es muB 47R; = R, sein
bzw. beim Austausch muB sich

Ry =0 (35)
wegen

Ayr+Ri=y
ergeben. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, d. h., ist R} 4 0, so ist das System (fiir
die betreffende Spalte aus R als rechte Seite) nicht 1sbar. Damit ist aus (27) nun

durch das Aust: hen das folgende Sch entstanden:
1..T TH+1..m=T+P ..k 1...k 1...k
1
P47 —A7'4p yr —A7'Rr 2r
T
T+1 + =
—4,47 0 zp 0 Yo
=T+ 1L
m=T+P (38)

Liegen konkret nicht so iibersichtlich geordnete Verhiltnisse vor, d. h., befindet
sich A7 nicht in der linken oberen Ecke von 4, so entstehen bei der Rechnung trotz-
dem dieselben Komponentenwerte, obwohl sie sich durch Zeilen- und Spaltentausch
an anderen Plitzen befinden.

Beispiel
Im Beispiel wurde zur Wahrung einer ubemchtlwhen Gestalt das Pivot- oder Aus-
tauschelement stets aus dem nichsten Diagc t ent Die Aufgabe
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mit nur einer Spalte in R lautet

3 4 -5 1 3 -1 -2 z 35 A
6 6 —13 —5 2 -2 1 2y 67 ¥
3 6 -1 10 | —1 1 -2 zy 31 ¥s
9 8 —19 -2 —1 2 4 (%)l o |+ =] v

-3 —4 2 —12 7 —6 -3 z4 —4 v

-3 6 20 29 3 0 —13 zq —10 Ve

Zg

Obwohl zu Beginn der Bearbeitung die Anzahl der Austauschmdoglichkeiten (hier
= 4, also Rang(4) = 4) noch mcht bekannt sein muB, sind hier die Grenzen der

Tex]matnzen schon markiert Das Aust hverfahren liefert nun
—16.2 6.73 488 —06 | +394 —64 —27( g, 10 2,
48 —16 —13 —01 | —126 3.1 +9| —13 25
—58 26 18 —04 | +136 —16 9| g, 3 z4
14 —08 —04 02| —28 —02 +2| g |+ 2=l =
-1 —1 1 1 0 0 0 = 0 Y5
-2 1 2 1 0 0 0] x4 0 Ye
Zy

Fiir y = 0 erhilt man die dreiparametrige Losungsmannigfaltigkeit
7= 10 +39.4v, —6.42, —27x,,
Zy = —13 —12.6x5 3.1z +9z,,

= 3 +13.60; —1.65, —9z,,
zy= 2 —28z, —022, +2z,,
24 beliebig, z, belisbig, 2, beliebig

Beispielsweise wird fiir 25 = z = 2, = 1 die spezielle Losung fiir y = 0
=18, z,=—135, 2,=6, z,=1,

gewonnen. Man iiberzeuge sich, daB dieser Losungsvektor das System wirklich be-
friedigt, natiirlich einschlieBlich der linear abhiingigen Gleichungen.

2.4.5. Inverse Matrix und verallgemeinerte inverse Matrix

Mit dem GauB8-Algorithmus und dem Austauschverfahren sind zwei Verfahren zur
Berechnung der inversen Matrix beschrieben worden. Man kann die Inverse 4-1
zu 4 berechnen, wenn die Determinante det (4) = 0 ist. Es gilt dann im Reellen

AA=AA'=E, (37)
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d.h., 47'.. L,wohl Links- als auch Rechtsinverse zu 4 und liefert bei Multiplikation
mit 4 die Einheitsmatrix E.
Bei 16sbaren Gleichungssystemen Az = r liefert eine solche Multiplikation

z=AY

sofort die Losung. Bei allgemeinen linearen Gleichungssystemen mit einer Koeffi-
zientenmatrix vom Typ » X m, eventuellem Rangabfall und méglicherweise ver-
]etzter Losbarkeitsbedingung sucht man nach einer verallgemeinerten Inversen oder

P inversen (auch g-Inverse, von generalized (engl.) = verallgemeinert), die bei
Multiplikation die gewiinschten Resultate erkennen li8t. Dazu gehdren : Trennung der
Unbekannten in abhingige und frei wihlbare (P ter der Lo igfaltig-

keit), Angabe der Koeffizienten in der Mannigfaltigkeit, Aussondern der linear ab-
hiingigen Gleichungen und méglicherweise Anzeige der Verletzung der Losbarkeits-
bedingung. Eine solche Inverse kann natiirlich nicht durch die Gleichung (37)definiert
werden. Derartige Fragen wurden von R.PENRoSE (1955), E.H.MOORE u.a.
untersucht (vgl. [38]). Bezeichnet man die verallgemeinerte Inverse mit 47, so soll
sie nach PENROSE die Bedingungen (im Reellen)

Bedingung 1: 4494 =4,
Bedingung 2:  A9A4A4s = 49,
Bedingung 3:  (449)T = A4,
Bedingung 4:  (494)T = A%4

(38)

erfiillen. Das sind Bedingungen, die eine echte Inverse 4~! immer erfiillt. Bei 4 vom
Typ = X m ist 49 vom Typ m X n. Erfiillt eine verallgemeinerte Inverse die Be-
dingung 1, so nennt man sie innere Inverse (A oder A~). Bei Erfiillen der Bedingung
2 heiBt sie dupfere Inverse (A?). Erfiillt sie die Bedingungen 1 und 2, so heiBt sie
reflexive Inverse (A%?). Die Bezeichnung 4~ wird nicht nur fiir 4?, sondern auch all-
gemein fiir A9 benutzt. Bei der Pseudoinversen 4* nach MOORE-PENROSE und bel
Inversen A3, A4 u. a. ergeben sich gewisse Extremaleigenschaften, beispiel
liefert die Linksmultiplikation eines Gleichungssystems mit einer solchen Inversen
einen Losungspunkt aus der Mannigfaltigkeit, der im Sinn einer gewissen Norm den
geringsten Abstand vom Ursprung hat. Man konnte sogar, falls das System nicht
16sbar ist, nach Inversen fragen, deren Verwendung bei Linksmultiplikation einen
solchen Punkt liefert, dessen normierter Abstand (Defekt) von allen Gleichungen
nach einer gewissen Norm am kleinsten ist oder éhnlich.

Derartige Forderungen sollen hier nicht untersucht werden, obwohl sie mitunter
groBe praktische Bedeutung haben, vielmehr gehe es um die Beantwortung der
weiter oben gestellten mehr algebraischen Fragen. Eine derartige veraligemeinerte
(oder erweiterte; vgl. [29]) Inverse werde mit AX (K = komplette Losungsmannig-
faltigkeit) bezeichnet.

Das Austauschverfahren bietet eine Moglichkeit zu ihrer Herstellung. Die er-
weiterte Inverse AX ist eine Linksinverse vom Typ n X n, wenn 4 vom Typn X m
ist. Ist Rang(4) = 7' und befindet sich die den Rang bestimmende Teilmatrix 47
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in der linken oberen Ecke, so ist
A 0
4K = T . 39
(_ALA;l E) 9
Die linke Spalte stimmt also mit den Werten iiberein, die sich beim Austauschver-
fahren ergeben (vgl. (36)).
Liegt nun das Gleichungssystem

Az+R=0
oder ausfiihrlich
Ap Ap\ [zr Rr
=0 40!
(A,, AN) (’P) * (R,_) “

vor, 80 liefert die Linksmultiplikation mit 4%
AXAxz + AXR =0,

E  A7'Ap\ [xr A7'Rr\
o o))+ =0

80 daB jetzt bei R und der rechten Spalte der Produktmatrix A¥4 die vom Austausch-
verfahren bek ten Werte erscheinen (vgl. (36)).

Die Penrose-Bedingungen (38) werden von AX nicht erfiillt, wie man leicht nach-
rechnet. Wird jedoch die Inverse AX durch Nullzeilen zu A¥ ergiinzt, so daB sie vom
Typ m X n ist, so gilt AAXA4 = A, und sie ist innere Inverse.

Beispiel
Fiir die Aufgabe
Az +R=0
mit 4 und R vom obigen Beispiel ist
—162 673 488 —06]0 0
48 —1.6 —1.3 —01(0 0
X —5.8 2.6 1.8 —04{0 0
AR = 1.4 —08 —04 02{0 o
-1 -1 1 1 |t o
—2 1 —2 1 01

wobei die Trennlinien fiir die Teilmatrizen wieder eingezeichnet sind. Die Multipli-
kation der Aufgabe mit AX von links liefert

AXAxz 4 AXR =0,

1 00 0| —394 84 27 EN —10
0100 126 —-3.1 -9 EX 13
001 0|—136 16 9 z, -3
0001 28 02 —2 2, +1 -2 | =o,
0000 0 0 0 a 0
0000 0 0 0 x4 0

z7

woraus natiirlich dieselbe Losung ablesbar ist.
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2.4.6. Ilterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

AuBer den direkten Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme — zwei unter-
schiedliche Ansitze, nidmlich der Algorithmus von Gauss und das Austauschver-
fahren, wurden besprochen — kennt man auch noch indirekée oder iterative. Bei
diesen wird, wie bereits beim Iterationsverfahren allgemein vorgefiihrt wurde, die
Losung schrittweise immer besser angeniihert. Bei speziellen groBeren Gleick
systemen verhalten sich diese Verfahren sogar gelegentlich besser als die dmekten,
da sie wihrend der Rechnung unvermeidbare Rundungsfehler und deren Auswirkung
wieder eliminieren. Direkte Verfahren sind dazu nicht in der Lage und liefern mit-
unter trotz Rechnung ohne Rechenfehler (ohne ,,Verrechner*) recht ung Re-
sultate. Es wird deshalb bei den direkten Verfahren oft eine zusitaliche Nachitera-
tion empfohlen.

Bei den allgemeinen Iterationsverfahren wurde gezeigt, daB man aus der gege-
benen Aufgabe eine iterierfihige Form herzustellen hat, und ferner, da eine solche
an sich iterierfihige Form nur unter gewissen Bedingungen beim Iterieren auch zur
Léosung, zum Fixpunkt, konvergiert. Diese Eigenschaften findet man bei den itera-
tiven Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme wieder. Jetzt aber ist der
Fixpunkt nicht mehr ein Punkt auf der reellen Zahlengeraden (eindimensional),
sondern es ist ein Punkt im n-dimensionalen Raum. Seine » Komponenten oder
Koordinaten sind die Lésung te der » Unbel ten des Gleichungssystems. Die
hier angedeutete Verallgemeinerung anschaulicher geometrischer Sachverhalte ist
gerade fiir lineare Gleichungssysteme giinstig und bietet auch dem Lehrer bei einer
Beschrankung auf den dreidimensionslen Raum R? giinstige Méglichkeiten, das
6gen bei den Schiilern zu fordern.

&

2.4.7. Jacobi-Verfahren oder Gesamtschritt-Verfahren

C. G. J. Jacosr (1804—1851, Berlin und Konigsberg) stellte eine iterierfahige Form
aus dem System

Az =r
durch additive Zerlegung der Matrix 4 = L + D + R her. L ist dabei die linke
(oder untere), D die diagonale und R die rechte (oder obere) Teilmatrix. Es ist dann

Dr=r—(L+R)z, (42)
und die Isolierung des Vektors « gelingt leicht durch Division mit den Diagonal-
elementen

z=DYr—(L+ R)2), (43)

die also verschieden von Null sein miissen. JAcoBI hat das Gleichungssystem nach
den z-Werten aus der Diagonale aufgelst. Diese Strategie ist nicht zwingend, wenn
auch naheliegend. Man kann jede Gleichung nach emer anderen Unbekannten auf-
16sen. Allerdings kann man durch Gleich vert erreichen, daB die ,,aufge-
losten Unbekannten in der Diagonale stehen.
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In Komponenten schreibt sich die Gleichung (43)
r: "
z=——Y L fir i=1l)n
als iterierfahige Form. Man startet mit

1 2P =0 fir i=1l)n
oder bei Einsparung des sich daraus ergebenden ersten Iterationsschrittes gleich mit

2 =2 fir i = 1()n.
@i
Die Iterationsvorschrift lautet
N »aq.
I 2D = aL ~ DM fir i= 11 (44)
i j=1 B
ki
Abgebrochen wird praktisch oft dann, wenn z. B.
"
I 2 Mhn — z(.‘ﬂl <e (48)
i=1 :
oder wenn
I max [¢#) — 2P < &
i

wird. Als Abbruchbedingung sind auBer diesen Formeln mit Absolutwerten auch
Quadratsummen der Komp tendiffe denkbar, die dann das euklidische
Betragsquadrat des Korrekturvektors pro Schritt bedeuten (vgl. dazu wieder die
geometrische Anschauung). Die Abbruchbedingungen (45) konnen verbessert wer-

den, indem nach 2.1. (12) der Konvergenzfaktor g beriicksichtigt wird.

Beispiel

Das System
3z + 42y — 2, =6,
229 — 62y + 2,=1,

Zo + 27y + 42, =9

wird iterierfahig umgeformt in
xo= (8 —4z, + 2,)/3,
7y =(—T7+ 25 + z,)/6,

Ty= (99— =z —2z, V4.
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Gestartet wird mit z® = (0, 0, 0), so daB = = (2, —1.17, 2.25) ist. Die Konver-
genz ist langsam, nach anfinglichem stirkeren Schwanken der Werte pendeln sie
sich nach etwa 30 Iterationsschritten ein bei

z% = (2,588, —0.035, 1.621),
(D = (2,587, —0.034, 1.620).
Die zehnstellig errechnete Losung ist
zo = 2.686206900, <z, = —0.034482760, =z, = 1.620689655.

Tab. 2.38. Jacobi-Iteration fiir das im Text als Beispiel genannte lineare
Gleichungssy ie hinreichenden Konvergenzkriterien Zeil

oder Spaltensumme sind auch nicht erfillt. Das praktische Durchfiihren
von 30 Iterationen mit zehnstelligen Zahlen ist nur mit einem program-
mierbaren Rechner vertretbar

k o z Zg k Zo L2t Zy

0 0 0 8 2.19¢ —0.014 1458
2 —-1.17 2.25 9 2.504 —0.192  1.708
4306 —0.125 2.33 10 2.826 —0.047 1.720
2.944 0.657  1.236 15 2.605 0.002  1.601
. 0.021 1.186 20 2.566 —0.033 1.612
2.367 —0.457 1.856 25 2.685 —0.038 1.622
3.228 —0.068  1.887 30 2.588 —0.035 1.621
2,720 0.224 1477 31 2.687 —0.03¢  1.620

AW - O
-

Konvergenzbedingung

Es ist die hinreichende Konvergenzbedingung herleitbar, da8 das Jacobi-Verfahren
fiir einen beliebigen Startvektor konvergiert, wenn das Maximum der durch das
jeweilige Diagonalelement dividierten Summen der Betrige der Spaltenelemente
aus der Matrix 4 kleiner als 1 ist oder wenn das Maximum der durch das Diagonal-

element dividierten Summen der Betriige der Zeilenelemente kleiner als 1 ist, also

»
max ¥ || <1 (Spal kriterium) (46a)
ioi=1|%
i
oder
» .
max 3 %l < (Zeilensummenkriterium), (46Db)
ioj=1|8i
(23]

n
was hier auch als max 1 2 laijl <1 geschrieben werden kann.
i 1G] =1
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Auch das Quadratsummenkriterium (MfL Bd. 10, 6.1.3)

i
z Z‘(“") <1 (48¢)
i=1 j=1\@ij
(23]
kann eingesetzt werden, welches keine Maxi bildung verlangt.

Als Faustregel fiir die Priifung auf Konvergenz gilt, daB die Diagonalelemente
betragsmiBig groBer als die Betragssummen der anderen Elemente der Zeile sein
sollen.

Das Zeilensummenkriterium ist leichter iiberpriifbar, denn bei ihm werden die
Elemente einer Zeile durch dasselbe Diagonalelement dividiert. Am besten sind die
Kriterien an der bereits hergestellten Iterierform priifbar, wenn die Matrixelemente
schon durch die Diagonalelemente dividiert wurden.

Beispiel

Das Beispiel von oben lieferte Summe der Betriige
der Zeilenelemente

o= 2 — 133 =z, + 033 2, 1.67

z, = —117 + 033 =z, + 017 =z, 0.5

2= 2256 — 025 z— 05 = 0.75

Summe der Betriige | 0.58 1.83 0.5

der Spaltenelemente

Die Kriterien sind also beide nicht erfiillt, denn die Maxima 1.83 und 1.67 sind beide
groBer als 1. Trotzdem konvergiert die Iteration, wenn auch recht schlecht. Es
handelt sich eben um ein Ainreichendes Kriterium. Es ist in seiner Forderung iiber-
héht. Wenn es erfiillt ist, kann man mit Sicherheit Konvergenz erwarten. Wenn es
nicht erfiillt ist, kann trotzdem noch Konverg vorli b ht aber nicht.
Es war genau die Abswht dieses Beispiels, emen solchen Su.chverhnlt »Konvergenz
trotz verletzter (hinr der) Konverg gung® zu zeigen. Oft kann man
durch Linearkombination von Gleichungen ein équivalentes System leicht herstellen,
welches eines der Kriterien erfiillt. Beim GauB-Seidel-Verfahren in 2.4.8. wird das
vorgefiihrt werden.

Gesamtschritt-Verfahren

In der Uberschrift wurde zum Ausdruck gebracht, daB das Jacobi-Verfahren ein
Gesamtschritt-Verfahren sei, d. h., es wird in jedem Iterationsschritt aus der Gesamtheit
der alten Néherungslosungen eine Gesamtheit neuer Niherungslsungen errechnet :

A2y ... a2 “xlzllal
Nt
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Tab. 2.39. BASIC-Programm zum Jacobi-Verfahren

10

gE58588

60

70
75
80
85

100
119
129
125
126
129
1390
146
1560
160
179
180
1960
200
210
220
239

250
260
279

310
320

REM #5636 k00508528844

REM * *

REM * Jacobi-Verfahren .

REM * *

REM SRR EEESEERS SRS ER RS

INPUT “Umfang:*“; n

DIM a(n, n): DIM r(n): DIM z(n): DIM y(n)
FORi=1TOn

FORj=1TOn

PRINT “a(*“;4;", “ij;*) =*;

INPUT “a(s, j) ="; a(i, j)

PRINT af(s, j)

NEXT j

PRINT “r(*“;4;) =*;

INPUT “r(s) =*; #(s)

PRINT r(s)

NEXT ¢

REM *** Vorbereitung ***

REM **#* Kriterien ***

LET max = 9

FORi=1TOn

LET f = a3, i)

LET (i) = r(s)/f

LET sum = —1

FORj=1TOn

LET a(i, j) = a(s, j)/f

LET sum = sum + ABS a(i, j)

NEXT j

IF max < sum THEN LET max = sum
NEXT ¢

IF max < 1 THEN PRINT *“Zeilensummenkriterium erfuellt*
IF max < 1 THEN GOTO 469

PRINT “Zeilensummenkriterium nicht erfuellt*

LET max = 6
FORj=1TOn

LET sum = —1
FORi=1TOn

LET sum = sum + ABS a(s, j)
NEXT ¢

IF max < sum THEN LET max = sum
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Tabelle 2.39. (Fortsetzung)

330
349
350
369
379

315
380
399
409
401
402

406
406
419
420
430
435

438
449

88

70

8¢

=3

10
20

EEEEEE

o

70
76

gg&s

619
615

NEXTj

IF max < 1 THEN PRINT “‘Spaltensummenkriterium erfuellt*
IF max < 1 THEN GOTO 460

PRINT “Spaltensummenkriterium nicht erfuellt*

PRINT “Soll trotzdem iteriert werden? Druecke Taste ENTER,
sonst STOP*

LET bg = INKEYg

IF bg = “ “ THEN GOTO 375

IF bg = “ STOP “ THEN STOP

REM #*##sssssansasasssen

REM * Tteration .
REM SEESSREEERERREERERER

INPUT “abs. Genanigkeit: *; eps

CLS

FORi=1TOn

LET 2() = 0

NEXT ¢

LET sch =1

LET max = 0: PRINT sch;*. Iterationsschritt‘
FORi=1TOn

LET & = r(s)

FORj=1TOi—1

LET s = s — a(i, j) % (j)

NEXT §

FORj=i+1TOn

LET s = 8 — a(i, j) * 2(j)

NEXT j

LET dif = ABS((i) — s)

PRINT “oB(*3;") =";2(s); “z1("38;") ="; 8
IF max < dif THEN LET max = dif
LET y(s) =&

NEXT i

PRINT “max. Diff. =*; max

IF max < eps THEN STOP

PAUSE 100

CLS

FORi=1TOn

LET z(5) = y(3)

NEXT ¢

LET sch = sch + 1

GOTO 438
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Die 29, 23, ..., 2} werden alle benutzt, um der Reihe nach (Reihenfolge ist eigentlich
g]elchgultlg, es konnte auch zugleich llel, i t geschehen) die 2}, 1, ..., z}
zu berechnen. Diese Werte werden dann ihrerseits insgesamt benutzt, um den nich-
sten Iterationsschritt zu erledigen.

Dieses Vorgehen lit snch auch geometrisch interpretieren. Leider kénnen in
einer iiberschaubaren Zeichnung nur zwei Di jonen verwendet den, also

Bysteme mit zwei Unbekannten.

X
: 8
%
Abb. 2.26. Geometrische V haulichung des Jacobi- oder G h
Verfahrens im R?*

Eine lineare Gleichung stellt eine Hyperebene (Ebene, Gerade) dar. Ein l3sbares
System hat einen gemeinsamen Punkt im R* (R3, R?). Ein Niherungspunkt fiir die
Losung liegt i. a. auf keiner der Hyperebenen (Ebenen, Geraden). Die iterierfihige
Form des Systems nach dem Jacobi-Verfahren berechnet in jeder Zeile eine neue
Punktkoordinate gerade so, da8 unter Beibehaltung aller anderen Koordinatenwerte
eine Gleichung erfiillt wird. Geometrisch bedeutet das, daB man parallel zu den
Achsen bis zur nichsten Hyperebene (Ebene, Gerade) geht. Aus all diesen so gewon-
nenen Koordinaten wird dann ein neuer Niherungspunkt P, P,, ... hergestellt, wie
Abb. 2.26 zeigt. Bei ungiinstigen Winkellagen kann dadurch ein neuer Punkt weit
von der Losung abwandern. Besonders giinstig ist es dagegen, wenn das Syst
orthogonal ist, d. h. die Geraden senkrecht aufeinander stehen und parallel zu den
Achsen ausgerichtet sind. Dies ist die geometrische Bedeutung der iiberwiegenden
Diagonalelemente.

Das Programm zum Jacobi-Verfahren ist in Tab. 2.39 enthalten; es wurde als
Demonstrationsprogramm gestaltet. Wihlt man n =3 (,,Umfang* genannt), so
kann man als Beispiel die Koeffizienten des Gleichungssystems von S. 185 eingeben,
die alle durch Anzeige auf dem Bildschirm bestiitigt werden. Nach Eingabe des
letzten Wertes werden automatisch die Konvergenzkriterien gepriift. Auch wenn
keines von beiden erfiillt sein sollte (beim Beispiel ist das der Fall), kann mit ENTER
trotzdem iteriert werden. Bei Eingabe einer gewiinschten absoluten Genauigkeit
eps = 0.001 werden die Werte der Tab. 2.38 (dort gerundet angegeben) geliefert.
Der Befehl PAUSE 180 sorgt nach jedem Zyklus fiir 2 s Anschauungszeit. Dazu
wird in jedem Schritt die noch vorhandene maximale Differenz der Losungskompo-
nenten zum vorhergehenden Wert angezeigt.




2.4. Lineare Gleichungssysteme 191

Die Programmzeilen 440 bis 510, also lediglich acht Zeilen, enthalten die Itera-
tionsvorschrift (44) des Jacobi-Verfahrens. Alles andere besteht aus Priifung der
Konvergenzbedingung, Priifung zum Iterationsabbruch und — recht wesentlich —
zum Anzeigekomfort.

2.4.8. GauB-Seidel-Verfahren oder Einzelschritt-Verfahren

Es 1d8t sich denken, daB man die Iteration nach JacoBr beschleunigt, wenn man
nicht erst alle neuen Punktkoordinaten abwartet, sondern vielmehr jede neue
Koordinate sofort in die weitere Rechnung einbezieht. Die Jacobi-Formeln verindern
sich nach diesem Vorgehen von Gauss und L. SEIDEL (1874) in folgender Weise:

(L+ D)z =r— Rz, 47
@ = (L+ Dy (r — Ra). 48)

Tab. 240 GauB- Seldel Iteration fir das im Text als
Sie ist im Beispiel
benfalls schlecht konvergent, aber deutlich besser als
das Jacobi-Verfahren. Die exakte Lésung ist immer

isch i aufeinanderfolgende Niherungswerte ein-

zwel

geschlossen
k EN £ z,

o o 0 0

1 2 —0.6 2

2 3.33 0.28 1.28

3 2.06 —0.27 1.87

4 2.98 0.14 1.44

5 2.29 —0.18 1.76

6 2.80 0.06 1.52

7 2.43 —0.11 1.70

8 2.1 0.02 1.56

9 2.50 —0.07 1.66
10 2.65 —0.01 1.59
15 2571 —0.041 1.628
20  2.590 —0.033 1.619
25  2.5855 —0.0348 1.6210
30 2.5864 —0.0344  1.6206
31 2.5861 —0.034¢5  1.6207

Die Matrix L + D ist eine Dreiecksmatrix mit Diagonale, so daB sich das Bilden
einer Kehrmatrix auf eine Riickrechnung oder sukzessive Auflosung vereinfacht.
Besonders deutlich wird das bei den komponentenweise geschriebenen Iterations-
formeln

r i-lg. * a; .
e e A= r L M S ()N (49)
Gii  j=1 @i j=i+1 @i
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Durch den oberen Index (Iterationsindex) k¥ + 1 bei den Komponenten z; bis z;_,
wird deutlich, daB schon neu berechnete Werte zu verwenden sind.

Beispiel

Wieder wird das Beispiel verwendet, das bereits beim Jacobi-Verfahren diente.
Startet man ebenfalls mit 2@ = (0, 0, 0), so erhélt man nun jedoch z® = (2, —0.5, 2).
Tab. 2.38 zeigt die weiteren iterierten Werte.

Konvergenzbedingung

Eine Konvergenzbedingung fiir das GauB-Seidel-Verfahren herzuleiten ist wegen
des komplizierten Rechenganges schwieriger als beim Jacobi-Verfahren. Die dort
genannten Kriterien (46) sind auch fiir das GauB-Seidel-Verfahren hinreichend.
Aber sie sind nun erst recht unnétig grob, d. h. noch mehr Gleichungssysteme liefern
beim GauB-Seidel-Verfahren konvergierende Iterationen (obwohl Spalten- oder
Zeilensummenkriterien nicht erfiillt sind), als das beim Jacobi-Verfahren der Fall
ist. .

Ein praktisch besser brauchbares hinreichendes Kriterium im allgemeinen Fall
zur Priifung auf hinreichend gute Konvergenz ist nach L. CoLLaTz

N n
max _ S <2 mit 8=J |ayl. (60)
i lagl — 8 i=1
i+
Die 8; sind also Zeilensummen ohne’ Diagonalel t. Im vorliegenden Beispiel ist

3—-5°6—-34—3
und damit das Kriterium auch nicht erfiillt. Die Konvergenz ist ja auch nicht gut.
Nach H. SasseNFELD (1951, also erst relativ spit) kennt man ein ebenfalls hin-
reichendes und dem GauB-Seidel-Verfahren angepaBtes Konvergenzkriterium (vgl.
[32] S. 57 und [72] 8. 150): Das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert fiir beliebigen
Startvektor z®, falls

mnx( 5 3 3 )=3>2

max k; < 1
i
gilt; dabei ist
i—1 N n B
=34 k=3 %k + 5 %] me i=20m. 61
j=2 | Gn1 j=1 |Bi; j=it+1 |G

Im vorliegenden Beispiel ist das iterierfahige System
2o =2 — 1.332; + 0.33z,,
7 = —1.17 4 0.3375 + 0.17x,,
2, = 2.256 — 026z — 0.5z,
also ergibt sich
k, =167, k=072, ky=0.8,
und durch k, wird das Erfiilltsein des Kriteriums auch hier gestért.
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Einzelschritt-Verfahren

Wie bereits am Anfang dieses Abschnitts gesagt wurde, besteht der Unterschied des
GauB-Seidel-Verfahrens zum Jacobi-Verfahren darin, daB jeder neu errechnete Wert
sofort wieder in die Rechnung einbezogen wird. Man nennt deshalb dieses Verfahren
auch Verfahren in Einzelschritten im Gegensatz zum G hritt-Verfahren. Man
kann sich den Rechengang wie folgt veranschaulichen:

E I L

2 ad ... a2,
29 ... ,,:

Die zur Berech jeweils benutzten n — 1 K t hieben sich sukzessive
vorwiirts. Es kommt dabei nun natiirlich auf die gew&hlte Rexhenfolge, auf eine
Rechenstrategie, an. Die zufillig vorliegende N zu neh ist

nicht zwingend. Wihlt man beispielsweise im bereits mehrfach vorgeiuhrten Beispiel
die Reihenfolge

T Ty o,
80 ergeben sich im Sassenfeld-Kriterium die Zahlen
ky =048, k, =049, k=080,
deren Maximum kleiner als 1 ist und somit das Konvergenzkriterium erfiillen.

A

%
Abb. 2.27. Geometrische Veranschaulichung des GauB-Seidel- oder Einzelschritt-
verfahrens im R?

Das Einzelschritt-Verfahren 1i8t sich ebenso wie das Gesamtschritt-Verfahren
geometrisch interpretieren. Von einem Punkt fiir die Naherungslosung ausgehend,
lotet man den ,gesamten” Punkt (nicht nur jeweils eine Koordinate éndernd)
parallel zu den Achsen zur niichsten Geraden (Ebene, Hyperebene) und dann von
dort sofort weiter zur nichsten Geraden (Ebene, Hyperebene) gemi8 der gewithiten
Rechenstrategie. Dies zeigt im R? die Abb. 2.27. Auch hier ist es fiic die Konvergenz
giinstig, wenn die Geraden moglichst senkrecht aufeinander stehen und parallel
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zu den Achsen verlaufen. Es werden zwei Strategien gezeigt: Py, Py, P;, P; und P,,
P}, P, P;.

Aus dem Progmmm zum Jacobi-Verfahren (Tab. 2.39) erhiilt man durch die neu
Progr ilen, wodurch die alten iiberschrieben werden,

30 REM* Gauss-Seidel *
550 LET «(i) = s

und Ldschung der Zeilen 590 bis 610 ein Programm zum GauB-Seidel-Verfahren.
Dieses liefert, ang det auf dasselbe Beispiel, die Werte aus Tab. 2.40 (dort ge-
rundet angegeben).

)

2.4.9. Andere Iterationsverfahren

Beim Gesamtschritt-Verfahren von Jacorr und beim Einzelschritt-Verfahren nach
Gavss-SemEL wurde beim Hinweis auf eine geometrische Deutung von ,,Lotungen®
gesprochen, die man natiirlich auch als Projektionen ansehen kann. Diesen Gedan-
ken ausbauend und verallgemeinernd, entstanden eine ganze Reihe von Projektions-
verfahren, die man zusammenfassend bei HousEHOLDER 23] studieren kann. Auch

X 2

2 &

7
» & o
A A
%o

Abb. 2.28. G trische Vi haulick eines Projekti rishrens im R?®.
Es ist giinstig, wenn die Gerad oglichst senkrecht aufeinander stehen, aber man

ist frei von der Forderung, daB die Geraden achsenparallel sein sollen

in [29) und [32] findet man dazu Erlauterungen. Fiir eine Darstellung im R? dient
Abb. 2.28. Es wird dabei jeweils senkrecht auf die nichste Gerade (Ebene, Hyper-
ebene) projiziert. Bei der zeichnerischen Beschrinkung auf den R? in Abb. 2.28 geht
die Moglichkeit verloren, die Projektion auf Unterrdume (z. B. Schnittebenen,
Schnittgeraden) hoherer Dimension vorzuzeigen. Im R? ist das fiir das menschliche
Raumvorstell 6gen noch erfaBbar (drei Schnittgeraden dreier Ebenen,
Kanten einer Drexka.ntfexle, auf die reihum projiziert wird), in h6heren Dimensionen
muB es analytisch erschlossen und abstrahiert werden.

Ein anderes Verfahren ist das des steilsten Abstiegs. Es wird aus der Uberlegung
gewonnen, daf das Minimum der Funktion (quadratische Form)

Qlz) = % xTAdz — ar (62)
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identisch ist mit der Losung des li Gleichungssystems

Az =r.

Auf der Fliche @ strebt man in Richtung des steilsten Abstiegs immer ein passendes
Stiick zum Minimum hin. Die GroBe dieses passenden Stiickes wird durch das Ver-
fahren bestimmt ([29] 8. 147). Diesen Gedanken eines p den Stiickes kann man
auch bei anderen Iterationsverfahren, z. B. Projektionsverfahren, aber auch GauB-
Seidel, benutzen.

Durch einen passenden Faktor, den man Relaxationsfaktor w (Lockerung, Ent-
spannung) nennt, verkiirzt bzw. verlingert — verringert bzw. verstirkt — man die
vom Verfahren eigentlich errechnete Korrektur pro Iterationsschritt. Im Fall @ < 1
spricht man von Unter-, im Fall w > 1 von Uberrelazation. Die Besti g eines
giinstigen Relaxationsfaktors ist wieder ein besonderes Problem ([16]; [32] 8. 20),
das auf eine Eigenwertbestimmung fiir die Koeffizientenmatrix 4 hinausléuft.

2.4.10. Erzwingen der Konvergenzbedingung

Gegeben ist das System
(I) 4z; + 32, + z3= 179,
(IN) 2 + 2+ 2x5= 5.6,
(I10) 7z, + 32, + 425 = 17.2.

Die Faustregel fiir das Zeil kriterium, da8 die Diagonalel te iiber-
wiegen, ist nicht erfiillt. Durch Linearkombination der drei Gleichungen li8t sich
ein #quivalentes System herstell Iches das Kriterium erfiillt. Geometrisch

bedeutet dies Ubergang auf neue Basis- (Hyper-) Ebenen, die fast senkrecht auf-
einander stehen und fast parallel zu den Koordinatenebenen sind. Beispielsweise ist
erreichbar:

)= -0 = (D) + 2(11) = 9%, + 22, + bay = 209,
(II')y = 3(I) + 3(II) — 2(III) = =z, + 62, + a3= 6.1,
(III') = —(I) + 6(II) = 2z + 3z, + 1lzy = 25.7.
Jetzt ist das Zeilensummenkriterium erfiillt; man kann sicher sein, daB das GauB-
Seidel-Verfahren konvergieren wird. Die iterierfahige Form ist
x; = (20.9 — 2z, — bBy)/9,
T=(61— =z — z3)/6,
z3 = (25.7 — 2z, — 3z, )11,
und Tab. 2.41 zeigt die Rechenergebnisse. Fiir solch kleine Systeme, wie sie in den
bisherigen Beispielen vorgefiihrt wurden, ist es vielleicht ratsam, die Koeffizienten

gleich in das Programm eines Kleinstrechners einzuarbeiten. In Tab. 2.41 ist dies
an einem BASIC-Programm fiir Demonstrationszwecke durchgefiihrt.



196 2. Ni ische Mathematik mit Klei h

Tab. 2.41. Die exakte Losung z, = 1.1, z, = 0.5, :c,—2 wn‘d bei zehnstelliger
Rechnung, auf finf Stellen gerundet, nach sechs I icht, nach-
dem die Erfiillung des Konvergenzkriteriums erzwungen wurde

Programm

19 REM “Demonstration*

20 LET 2zl =9:LET 22 =9:LET23=190

30 LET 21 = (20.9 — 2 = 22 — b % z3)/9

40 LET 22 = (6.1 — z1 — 23)/6

50 LET 23 = (256.7 — 2 % z1 — 3 % 22)/11

60 PRINT z1, 22, 23

78 STOP

86 GOTO 38

Forteetzung nach jedem STOP durch CONTINUE

Resultat

|zl 3 3

0 o 0

2.3222 0.6296 1.7424
1.2143 0.5239 1.9727
1.1099 0.5029 1.9974
1.1008 0.5003 1.9998
1.1001 0.5000 2.0000
1.1000 0.5000 2.0000

DB WD =D

2.4.11. Numerische Betrachtungen — Kondition von Gleichungssystemen

Fragt man nach der Auflésung eines li Gleichungssystems

wobei A natiirlich als nichtsingulir (d. h. det(4) 4 0) angenommen ist, nach der
Giite der eigentlich in jedem Fall berechneten Naherungslésung %, gleichgiiltig, ob
ein direktes oder ein iteratives Verfahren benutzt wurde, 8o stiitzt man sich gew6hn-
lich auf den Restfehler oder das Residuum, auch Defekt genannt,

res = r — A%. (53)
Man kénnte aber, wenn die exakte Losung = bekannt wiire, auch vom Ldsungsfehler
e=z—7% (64)
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ausgehen. Dafl die beiden Forderungen kleines Residuum und kletner Losungsfehler
nicht gleichbedeutend sind, hat C.B.MoLER (1969) an einem schonen kleinen
Beispiel gezeigt [30]: Fiir das System

0.780z, + 0.563z, = 0.217,
0.913z, + 0.659z, = 0.254,

das bereits in der Schule behandelt den kann, lautet die exakte Losung

z = (z') = ( :) mit dem Residuum res = (g)

7= (2) = (o)

welches also den groBen Losungsfehler ¢ = ( gg‘;’:) hat, liefert daskleine Residuum
(0.000001)
res={, .

Dagegen liefert das Wertepaar 7 = ( 2%), welches den kleinen Lésungsfehler

0.001
= t ti B, i
£ (0.001) hat, das relativ gro e Residuum
ros — 0.001243'
0.001572/"

Wenn man aber, was meistens der Fall ist, die exakte Losung nicht kennt, wei8
man nicht, inwiefern man der errechneten Losung vertrauen darf. Das Anschauen
des Resid allein geniigt offenbar nicht. Hier hilft nun ein Kriterium von PRAGER-
Orru (60] weiter, welches das verwendete Rechenhilfsmittel einbezieht. Je nach
der verwendeten Stellenzahl der benutzten Arithmetik hat man es mit einer begrenz-
ten Genauigkeit zu tun. Ein Losungsangebot ist akzeptierbar, wenn es im gelieferten
Rundungsbereich liegt. Abb. 2.29 veranschaulicht diesen Sachverhalt. Ihr entnimmt
man auch, daB dafiir offenbar die ,fast lineare Abhiingigkeit” verantwortlich ist,
die sich zeichnerisch in einem ,,schleifenden Schnittpunkt duBert. Allgemein nennt
man solche Systeme ,,schlecht konditioniert* (schlecht veranlagt). Sie haben auch
die unerwiinschte Eigenschaft, daB die Losung sich stark dndert, wenn sich die Daten
(Koeffizientenwerte und rechte Seite) nur wenig éndern. Solch eine geringfiigige
Anderung kann schon eintreten, wenn der exakte Wert 1/3 beim Einsatz eines
Taschenrechners durch 0.333. . . ersetzt werden muB8. Die beiden Gleichungen liefern
Geraden, die im Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht getrennt werden kdnnen.
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Die exakte Losung @ liegt bei (1, —1). Die Niherungslosung O liegt im Rundungs-
streifen und kann akzeptiert werden. Die Néherungslosung + dagegen liegt auSer-
halb und muB verworfen werden. Zur Verdeutlichung ist ein vergroberter Aus-
schnitt rechts gezeichnet worden.

2 5

-1~

Abb. 2.29. A dung des Kriteri von PraGER-OTTLI Zur Akzeptierung bzw.
Ablehnung eines Lo botes li Gleioh t A 1 ist
im Text genannte Beispiel von MoLER

Beispiel [60]
Die Systeme
(M 2, + 0.992, = 1.99,
0.99z, + 0.98z, = 1.97
und, bei geringer Abinderung der rechten Seite durch r = (
(In 2, + 0.99z, = 1.989903,
0.99z, + 0.98z, = 1.970106
haben die exakten Losungen
I z=1, z,=1

—0.000097
0.000106/’

und
(I) =2, =38, =z = —1.0203.

Es ist also die enorme Losungsinderung

go | 20000
~ \—2.0203
. |Ar] . |Az|
verursacht worden. Der relative Fehler W ist zu N um rund gerechnet den
7|

Faktor 40000 vergroBert worden. Dieser Faktor wird Konditionszahl des Gleichungs-



2.4. Lineare Gleichungssysteme 199

systems genannt. Hier ist er groB, und die Kondition ist schlecht. Gute Kondition
liegt vor, wenn der Faktor klein ist. Es ist schwierig, die Kondition eines Gleichungs-

systems von vornherein zu besti Dazu muB die Kehrmatrix berechnet werden,
denn cond(4) wird durch ‘
cond(4) = ||| - [47Y| (58)

definiert. Die Doppelstriche geben ein besonderes Ma8, die Norm, fiir die Matrix an.
Man kann als Norm die maximale Summe der Betriige der Zeilenelemente nehmen.
Da im Beispiel
A1 —9800 9900
9900 —10000,
ist, ergibt sich [|4]| = 1.99 und ||4~|| = 19900, so daB
cond (4) = 39601 ~ 40000

ist, was gut mit obiger Abschiitzung der Fehlervergroberung zusammenpaBt.
Wie sich der Ubergang auf eine Computer-Arithmetik auswirkt, wird in [60] S. 91
noch einmal demonstriert.

Beispiel
Das System
Xy , T3
2.5 _
2 + ) + 3 ,
T , Ty, Xy
2 T3t =%
T | Ty | Xy
o T BT Q|
3 t 4 + [
liefert bei dreistelliger dezimaler Rechnung (z. B. Rechenstab) die Néherungslosung
%©® mit den Komponenten
Ty =421, T,= —233, 7,=225,
withrend
2, =89, = —216, 2,=210

die exakte Losung ist. Als Residuum von Z erhilt man (hier muB zwischenzeitlich
genauer als dreistellig gerechnet werden)

res = (0.475, 0.298, 0.230)..

Iteriert man nun zur Losungsverbesserung #® einmal nach, 8o erhilt man Z¥ mit
den Komponenten

%, = 429, 7, = —236, T, = 228,
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also gegeniiber der exakten Losung scheinbar eine Verschlechterung. Tatsichlich
ist aber doch eine Verbesserung eingetreten, denn in dem withrend der Rechnung
ver deten System den die Koeffizienten 1/3 durch 0.333 ersetzt, und dieses
System hat die Losung (sechsstellig)

¥, = 529542, z = —236.459, = 229.065.

Auch das genaueste Verfahren kann nur die Losung der im Computer tatsichlich
vorhandenen Aufgaben liefern! Inwieweit diese mit der beabsichtigten iibereinstimmt,
muB anderweitig iiberpriift werden.

Die Computer-Arithmetik hat auch den folgenden Effekt der Vervielfachung von
Lasungen.
Beispiel [33]
Das System
0.89z, — 0.872, = 34,
—0.96z, + 0.972, = —3.6

ist eindeutig l6sbar und hat bei zehnstelliger Rechnung ichst die durch Eliminie-
ren gewonnene Losung

2, = 5.907473311, z, = 2.135231317.

Noch fiinfmaliges Iterieren gemiB
2 (0.11 0'87)4: +( 3.4)
0.96 0.03, —3.6
ist notig, um den Fixpunkt
25 = 5.907473312,  zp, = 2.135231320

Rech

zu erhalt. t man jedoch in einer groben zweistelligen Arithmetik (zur Demon-
stration), 8o erhiilt man ll (!) Fixpunkte, die sogar weit vom eben angegebenen ent-
fernt liegen. Zum Beispiel sind zwei davon

2,=63, ;=256 und 2[=179, 2 =41,
wihrend der zweistellig gerundete ,,echte* Fixpunkt
=59, z,=21
bei der Iteration den Punkt (5.9, 2.2) liefert.

25.  Anwendungen aus der Statistik

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die mathematische Statistik sind feste Be-
standteile des Lehrprogramms fiir angehende Mathematiklehrer (vgl. MfL Bd. 11).
Statistische Auswertungen sind nicht nur in Wirtschaft und Technik von Bedeutung,
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sondern auch bei pidagogischen und psychologischen Versuchen [10]. In diesem
Kapitel kann natiirlich weder die zugeh&nge Theone noch einmal vermittelt noch

kann ein vollstindiger Uberblick g Es werden lediglich einige ausge-
wihlte statistische Methoden und Verfahren unter Benutzung kleiner Rechner er-
ldutert. Dadurch soll auch eine gewisse Unsicherheit und B fa genheit in der An-

wendung statistischer Methoden abgebaut werden. Der Einsatz schon kleiner Rechen-
hilfsmittel beseitigt auBerdem die Scheu vor der zwar in der Art einfachen, aber
sehr aufwendigen arithmetischen Arbeit.

2.5.1. Lineare Regression und Trendvorhersage

Es seien zwei (als zufiillig ansehbare) Merkmale von Objekten gegeben, z. B. die
Mathematik- und Physikzensuren (Merkmale) von Schiilern(Elemente). Es soll unter-
sucht werden, ob und wie stark ein Zusammenhang zwischen beiden besteht — wie
stark also beide korrelieren —, und bei Kenntnis des einen Merkmals (oder der zu-
filligen Variablen), z. B. der Mathematikzensur, soll auf den Wert des anderen,
imlich der Physil , riick hl bzw. dieser Wert geschiitzt oder vorher-
gesagt werden. Diese Schﬂtzung nennt man Regression (Riickgriff, RiickschluB).

y

Abb. 2.30. Die Merkmale (z; = Punktuhlen
fiir Mathematikarbeiten, ¥i= P

fiir Physikarbeiten) gruppieren sich offen-
bar um eine Gerade

r———=2

X

Dabei spielt noch die Art des funktionalen Zusammenhangs zwischen beiden
Merkmalen eine Rolle. Es kann sich um eine lineare Abhingigkeit handeln. Natiir-
lich sind auch andere méglich, jedoch kann oft das bei der linearen Regression ent-
wickelte mathematische Verfahren durch geeignete MaBnahmen (Transformationen)
wieder angewendet werden.

Bei den betrachteten Merkmalen muB es sich um mﬂbarc Merkmale Iundeln Es muB far
sie ein MaB geben. Insofern ist das erwihnte Beispiel der Z
i. a. sogenannte ordinalskalierte Daten sind, d. h., s gibt wie im Spottl 2., 3. Platze. Aber
was ist der Unterschied zwischen dem 1. und dem 2. Platz?

In Abb. 2.30 erkennt man einen linearen Zusammenhang zwischen den beiden
Merkmalen. Es soll die in einem gewissen Sinn beste Gerade mit den Parametern m
(Anstieg) und b (Schnittpunkt mit der y-Achse) bestimmt werden. Zunichst ist eine
beliebige Gerade

j=mx—+b
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eingezeichnet worden. Es wird § geschrieben, um den Funktionswert §;, der sich
beim Einsetzen von ; ergibt, vom zugehérigen zufilligen Variablenwert y; unter-
scheiden zu kénnen. Nach der Methode der kleinsten Quadrate von GaAvuss wird
nun diejenige Gerade als beste bezeichnet, fiir die

»
F =‘Z' (i — §)* = Min (1)
=1
gilt. In Abb. 2.30 sind vier solche Differenzen eingetragen. Aus (1) erhilt man mit #;
F = z"(y. — ma; — b)® = Min
i=1

fiir die MeBwertpaare (z;, ¥;), und die notwendigen Bedingungen fiir das Minimum
(eigentlich nur fiir einen Extremwert) sind

» " @
2 (yi — mz; —b)z; =0, .Z;(yi_mi_l’):o' .

i=1
Daraus erhiilt man das lineare Gleichungssystem
L] L] »
mXYa}+b Y=Yy,

i=1 i=1 i=1 3
. . (3
m ) x; + bn =Y.
i=1 i=1
Dividiert man beide Gleichungen durch », so nimmt insbesondere die zweite wegen
der Mittelwerte Z und 7 eine einfache Form an,

ol faiieed
=1

n =1
m-% +b =3,
und daraus ergibt sich sofort
l »
- Xy — T
m=—-————1‘-: , b=y—mz. (4
—rd-=
n i=1

Diese beziiglich der Auswertung wirklich leicht abschreckend henden F L

verli diese Eigenschaft bei Benutzung eines geeigneten, d. h. mit statistischen
Funktionen ausgeriisteten, oder programmierbaren Rechners. Manche fiir statistische
Anwendungen vorbereitete Rechner haben eine ,,J’ +“- und eine ,,J —*“-Taste.
Nach dem Eintasten eines (z;, ¥;)-Paares, wobei beide Werte je nach Typ des Rech-
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ners laut Gebrauchsanweisung getrennt werden, driicke man die Taste ,, 3 +*.
Darauf bildet der Rechner in Registern B, bis Ry,5:

R, =R, +u Summe der z;-Werte,
Rm 1= Reny + i Summe der y;-Werte,
Summe der z}-Werte,
Rh., = Reya + 4} Summe der y?-Werte
(vorliufig noch nicht benétigt),
Byys = Rewy + yizi 8 der gemischten Produkte 2;y;,
Ryyy:= Ry + 1 Anzahl der Paare.

Es werden also sechs Register fiir diese Zwecke bendtigt. Hat man ein falsches Werte-
paar schon auf diese Weise verarbeitet, so wird es noch einmul eingetastet, aber
die Taste ,,J’ —* gedriickt. Dadurch werden in allen R infolge einer Sub-
traktion die aufgelaufenen Summen korrigiert. Sind alle Werto auf diese Weise ein-
gegeben, so berechnet eine Taste REG (Regression) oder mit dhnlicher Bezeichnung
die Werte m und b, die im x- und y-Register angezeigt und auBerdem in zwei Regist:
aufbewahrt werden. Tastet man nun einen weiteren z,-Wert ein und driickt eine
Taste YREG (y-Regression) oder mit entsprechender Bezeichnung (oft einfach y'),
80 liefert der Rechner die Vorhersage, d. h. den Trend, fiir y,:

Yp =mz, + b. (6)

Das ist natiirlich beliebig oft wiederholbar. Ebenso kann man bei Eintasten eines
yo-Wertes den z,-Wert vorhersagen:

2= 2 0~ ). ®

Es wird bei der li R (das miiBte eigentlich @berpriift werden),
daB die beiden Merkmale normalverteilt sind. Wie unten noch deutlich gemacht wird, liefert
die Regreasion von z auf y eine andere Regressionsgerade als bei der Regression von y auf .
Das Verwenden derselben Geraden fiir beide Regressionen in (5) und (6) geschieht in der
Richtung ,,von y auf z* lediglich zur Beantwortung der Frage: ,,Von welchem z aus wiirde die
Regreasion auf y fihren?

In Abb. 2.30 sind demrtlge Vorhersa.gen eingezeichnet unter der Voraussetzung,
daB § bereits die R i ist.

)

Beispiel
] Y z} v ziYs
1 1.5 2.25 2.25 5.08 3.38
2 3.0 3.0 9.0 9.0 9.0
3 4.25 5.5 18.08 30.25 23.37
4 6.0 35 36.0 12.25 21.0
5 8.0 7.0 64.0 49.0 56.0

X 2275 21256 12931 10556 112.76
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Mit n = b ergeben sich daraus
m=062, b=142,

jeweils alle Werte auf zwei Nachkommastellen gerundet. Gibt man , = 12 vor, so
errechnet man

. Yp =889,
und gibt man y, = 11.25 vor, so errechnet man
7, = 16.79.

Derartige lineare statistische Zusammenhiinge zweier Merkmale sind sehr hiufig.
Der oft beobachtete Zusammenhang zwischen Mathematik- und Physikzensuren
wurde schon erwihnt. In Kérperdaten von Schiilern korreliert z. B. die GroBe mit

Abb. 2.32, Beispiele fiir nicht vorhand Abb., 2.33. Beispiel fir nichtlineare Kor-
und fiir negative Korrelation relation, hier vermutlich logarithmisch:
y=mlgz+b

dem Gewicht, in der Biologie oder Landwirtschaft korrelieren Diingergaben mit
dem Ertrag, im Sport die Resultate in Kurzstreckenlauf und Weitspringen. Auch
umgekehrte oder negative Korrelation (Abb. 2.32) beobachtet man: Je bessere Resul-
tate in einer Disziplin, desto schlechtere in der and (z. B. Gewichtheben und
Leichtathletik).
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Es erhebt sich ferner die Frage nach der Giite der gemdB linearer Regression ge-
troffenen Vorhersagen. Eine Regr gerade erhiilt man nach den Formeln (4)
aus jedem Datenmaterial, es sei denn, der Nenner fiir m aus (4) verschwindet. Wenn
die MeSpunkte wie in der Abb. 2.31 ,,gut* oder ,,eng an der Geraden liegen, wird
die Vorhersage auch gut sein. Liegen aber die Punkte nahezu gleichverteilt im Feld
(Abb. 2.32) oder lassen sie einen ganz anderen Kurvenverlauf vermuten (Quadrat,
Whurzel, Logarithmus) (Abb. 2.33), so wird auch die Vorhersage nach der linearen
Regression schlecht sein. Ein MaB fiir die Stirke der linearen Abhéingigkeit zwischen
den z- und y-Werten ist der sogenannte empirische Korrelationskoeffizient (genauer:
Mapkorrelationskoeffizient, MfL Bd. 11, 8.4.). Man erhalt ihn durch folgende Uber-
legung.

Bei der Berechnung der Regressionsgeraden werden die y-Diff der Gerad
punkte zu den MeBpunkten benutzt. Extrem gute Korrelation liegt vor, wenn alle
MeBpunkte auf der Regressionsgeraden liegen. Vertauscht man nun die Rolle der

z- und y-Werte, so muB sich genau dieselbe Gerade ergeben, d. h., zuniichst war
y=mz+b,
und nun wird \
z= My + B,
aber es ist
wot po_d
m m

Also ist in diesem extrem guten Fall
mM =1, (W]

oder, anders gesagt, der Korrelationskoeffizient

1 L
— Yy — 7§
n =1

r= (8)

22

gibt gute Korrelation bei oder in der Niihe von +1 bzw. —1 an. Ist es dagegen ein
Wert in der Néahe von 0, so korrelieren die untersuchten Werte nicht. Gré8ere abso-
lute Werte als 1 kann r nicht annehmen.

Man nennt iibrigens die Werte

1id-m=a,

n i=1

9
lZ"y?—!i’=o§

M i=1
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Tab. 2.42. Prog zur li Reg
5 REM Lineare Regression
10 PRINT “Lineare Regression*
20 PRINT “Werteeingabe*
30 PRINT “Abbruch der Eingabe durch e statt einer Zahl.
Dann Weiterrechnen mit GOTO 289*
40 LETn=290
50 LETsz=#0
60 LETsy=290
7 LETs22=90
80 LETsy2=10
99 LET szy =90
180 INPUT “z =*; 2, “y="; ¥y
165 PRINT AT 5, 9;
119 LETn=2+1
120 LET sz = sz + 2
130 LETsy=sy+y
140 LET 822 =822 + z % z ,
150 LET sy2 =sy2 +y»y
160 LET sxy —sxy +zxy
170 PRINT AT 5, 8; “z(*“; n;*) = “5 2, “y(*; n;*) = 9
186 GOTO 189
190 REM Ende der Eingabe
200 PRINT AT 2, #; “Berechnung von m und b der Regressionsgeraden*‘
219 PRINT AT 2, #; “Berechnung von m und b der Regressionsgeraden*
220 LET sz = sz/n
230 LET sy = sy/n
240 LET 522 = sx2[n — 8% » sx
260 LET sy2 = sy2/n — sy » sy
270 LET sxy = say/n
280 LET m = (sxy — sx % sy)/sx2
290 LET b =3y — m x sz
300 PRINT “m =“;m, “b=";b
3180 PRINT “m =*;m, “b=";b
320 PRINT “Berechnung des Korrelationskoeffizienten*
330 LET r = m x SQR (s22/sy2)
3480 PRINT “r =“; r
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Tabelle 2.42 (Fortsetzung)

360 PRINT “r =%; r
360 PRINT “Trendvorh bei gegeb z: GOTO 380

oder bei gegebenem y: GOTO 420

376 STOP

388 INPUT “z =“;z

399 LETy=mxz+b

400 PRINT “z =“;z,“y="y
419 STOP

420 INPUT “y =“; y

430 LET 2= (y — b)/m

449 PRINT “y =“; 9, “z=“; 2
450 STOP

Varianzen oder Streuungen (in der Stichprobe) der z- bzw. y-Werte, so da$ auch

I r=mZ (10)
Oy

ist. (Oft wird in der Literatur die Stichprobenstreuung mit s}? bezeichnet, wihrend

o2 bzw. o} fir die Normalverteilung als Streuungsangabe vorbehalten bleibt;

vgl. aber (22) beziiglich der empirischen Streuung.) Ein BASIC-Programm ist in

Tab. 2.42 enthalten.

Das Programm aus Tab. 2.42 erklirt sich eigentlich bei der Anwendung durch ein-
gefiigte Textstellen selbst. Es hat dadurch bei der Werteeingabe und bei den Trend-
vorhersagen einen gewissen Dialogcharakter. Auch die Variablennamen gestatten
einen schnellen Bezug zu den Formeln (3), (4) und (8). Es wurde sz fiir Summe der z,
sz2 fiir Summe der ? usw. gewihlt.

Wiihrend der Werteemga.be Werden dle eingegebenen Werte als Bestatlgung
gedruckt. Hier bietet ein He Moglichkeiten als ein Taschenrec
ner, auch wenn dieser die schon erwahnte spezlelle Statistikausstattung besltzt
(Spezielle Statistikbefehle hat BASIC nicht, man muB ein Programm anfertigen.)
Stellt man bei der Bestitigung einen Eingabefehler fest, so mu8 man bei diesem Pro-
gramm mittels sofort ausfiihrbarer Befehle nach einer Unterbrechung mittels e

LET n = n — 1: LET 2 = falsche Eingabe

LET y = falsche Eingabe: LET sz = sz — z

LET sy =8y — y: LET 822 = 822 — x % 2

LET sy2 =sy2 —y X y: LET say = sy — 2 X y

die Werte zuriickstellen und dann mit GOTO 100 fortsetzen. Wenn das ofter passiert,
ist eine Programmergiinzung mit diesen Befehlen anzuraten.
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Am Ende der Rechnung, d. h. eigentlich schon ab Zeile 260, befinden sich unter
den Variablennamen sx2 bzw. sy2 die Varianzen oder Streuungen (9).

Beispiel
Fiir das bereits oben angegebene kleine Zahlenbeispiel ergibt sich
2
. 12931 22758 _ 5.16,
5 25
2
A= 106.56  21.25° _ 3.05,

5.16
= 0.62 |/ — = 0.81.
’ I/ 305

Diese Korrelation erweist sich somit als recht gut. Aber wie sicher ist eine solche
Aussage?

Sicherheit des Korrelationskoeftizienten
Ein psychologischer Vi h testet beispielswei lle Fihigkeiten und mathe-

matische Kenntnisse von Schiilern. Es zeigt sich vielleicht zwischen beiden eine gute
Korrelation. (Die Problematik in diesem Beispiel liegt natiirlich auch in der Frage
nach dem MaB der beiden Merkmale.)

Bei genauerer Betrachtung des Datenmaterials stellt sich aber heraus, daB das
Alter der Schiiler der beherrschende Faktor ist. Altere Schiiler sind offenbar sowohl
manuell gewandter als auch mit besseren mathematischen Kenntnissen ausgeriistet.
Wiihlt man fiir den Test gleichaltrige Schiiler, so kann sich ein ginzlich anderer
(vielleicht auch kein) Zusammenhang zwischen den untersuchten Merkmalen ergeben.
Es ist also Vorsicht geboten, wenn man die Resultate der linearen Regression kritik-
los verwendet. Die Substanz des Datenmaterials ist von Bedeutung, und man mus
sorgfiltig iiberlegen, was man und testen will.

Wenn man nur eine kleine Anzahl von MeBwerten zur Berechnung des Korrela-
tionskoeffizienten verwendet, wird man sich der gefundenen Aussage nicht sehr sicher
sein kénnen. Im obigen Beispiel lagen nur fiinf MeBpaare vor. Der Korrelationskoeffi-
zient war 0.81, ist das eine sichere Aussage? Es gibt eine Moglichkeit, diese Sicherheit
zu priifen. Ohne auf die theoretische Grundlage einzugehen, wird die Vorgehensweise
mitgeteilt:

— Man wiihle eine wiinschenswerte Sicherheit fiir den berechneten Korrelations-
koeffizienten, z. B. 959%,; diese Angabe nennt man Konfide oder Vi
zahl (auch Konfidenzni: oder Sicherheitswahrscheinlichkest).

— In Tab. 2.4 sucht man in der Spalte der gewihlten Konfidenzzahl und in der
Zeile, welche die Anzahl der Mefipaare (Proben) angibt, eine Zahl 7y, ; fiir das
Beispiel steht dort 0.878.
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— 1Ist der errechnete Korrelationskoeffizient r groBer als rpe,, 80 kann man bei der
ahlten Konfid hl sicher sein, daB der Korrelationskoeffizient giiltig ist.
Im Beispiel ist aber 0.81 < 0.878, somit ist r = 0.81 nicht mit 959%, sicher.

Wihlt man die Vertrauenszahl nur mit 90%, so findet man in Tab. 2.43 den Wert
0.803, und es ist 0.805 < 0.81, so daB man sagen kann: Mit 909, Sicherheit ist der
Korrelationskoeffizient 0.81 fiir die Gesamtheit, aus der das Datenmaterial stammt,
korrekt.

Die Werte in Tab. 2.43 werden nach (11)

—
Trew = Vm (11)

Tab. 2.43. Konfidenzwerte oder Testtabelle fir den Korrelationskoeffizienten

Anzahl Konfidenzwerte
MeBpaare 80% 90% 96%, 99% 99.9%,

3 0.951 0.988 0.997 1.000 1.000
4 0.800 0.900 0.950 0.990 0.999
5 0.687 0.805 0.878 0.959 0.991
[ 0.608 0.729 0.811 0.917 0.974
7 0.55¢ 0.669 0.755 0.875 0.951
8 0.507 0.621 0.707 0.834 0.925

9 0.472 0.582 0.666 0.798 0.898
10 0.443 0.549 0.632 0.765 0.872
11 0.419 0.521 0.602 0.735 0.847
12 0.398 0.479 0.5676 0.708 0.823
13 0.380 0.476 0.5563 0.684 0.801
14 0.365 0.457 0.532 0.661 0.780
16 0.351 0.441 0.514 0.641 0.760
16 0.338 0.426 0.497 0.623 0.742
17 0.327 0.412 0.482 0.608 0.725
18 0.317 0.400 0.468 0.590 0.708
19 0.308 0.389 0.456 0.575 0.693
20 0.209 0.378 0.444 0.561 0.679
21 0.201 0.369 0.433 0.549 0.665
22 0.284 0.360 0.423 0.5637 0.652
23 0.277 0.352 0.413 0.526 0.640
24 0.271 0.344 0.404 0.515 0.629
25 0.265 0.337 0.396 0.505 0.618
26 0.260 0.330 0.388 0.496 0.607
27 0.256 0.323 0.381 0.487 0.597
28 0.260 0.317 0.374 0.479 0.588
29 0.245 0.311 0.367 0471 0.579
30 0.241 0.308 0.361 0.463 0.570
31 0.237 0.301 0.355 0.456 0.562
32 0.233 0.206 0.349 0.449 0.554
42 0.202 0.257 0.304 0.393 0.480
62 0.185 0.211 0.250 0.325 0.408

122 0.117 0.150 0.178 0.232 0.284

oo [ 0 0 0 (1}
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errechnet. Dabei ist @ die Anzahl der MeBpaare, welche zur Besti g des Korre-
lationskoeffizienten dienten, und ¢ ist ein Wert, der aus der sogenannten Student-
Verteilung (vgl. (26)) abgeleitet ist.

Lineare Regression und Approximation

Die Aufgabe der linearen Regression ist eine Ausgleichsaufgabe oder Approximations-
aufgabe: Nach der Methode der kleinsten Quadrate (GAuss), und zwar der Quadrate
der Ordinaten- bzw. y-Differenzen, wird die sich am besten anschmiegende Gerade
gesucht. Es erweist sich aber dann, daB die sich ergebende Gerade nicht unabhingig
vom Koordinatensystem ist (Abb. 2.34). Mit anderen Worten: Transformiert man
die aus » Punkten bestehende ,,Punktwolke* so, da die Punkte ihre gegenseitige
Lage nicht éndern — etwa durch eine Drehung —, so ist dann deren beste Approxi-

¥ Y
y
A
/] ®
P
x o\ ¢ x
X “ @
Abb., 2.34. Der senkrechte Abstand zwi- Abb. 2.35. Gerade in Hessescher
schen Punkten und einer Geraden ist von Normalform
der Lage der Punkte in einem Koordina-
- bhingig. Diey-Diff
welche zur B R i

geraden benutzt werd;n, sndern sich

mationsgerade nicht durch dieselbe Transformation (Drehung) aus der ehemaligen
erhiltlich. Im Sinne der Approximation einer Geraden an » Punkte ist das unbe-
friedigend. Bei der linearen Regression jedoch wird dieses Verhalten gerade zur Be-
stimmung der Korrelation ausgenutzt. Die Transformation ist dabei eine Spiegelung
an der Geraden y = x (Vertauschen der z- und y-Koordinaten der » Punkte).
Wenn man eine Gerade sucht, die sich unabhingig vom Koordinatensystem an
eine gegebene ,,Punktwolke* anschmiegt, muB man eine geometrische GroBe finden,
die zu minimieren ist und die vom Koordinatensystem unabhingig ist. Im Fall
der Geraden bietet sich in einfacher Weise der senkrechte Abstand der Punkte von
der Geraden an (Abb. 2.35). Diesen senkrechten Abstand p eines Punktes P (mit
Vorzeichen) erhiilt man bei Geraden leicht aus der Hesseschen Normalform (vgl.
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MfL Bd. 8, 2.5.1.)
atby+d_ 0, (12)
Va* ¥
néamlich

ax, + bz, +d
p= _L_L'*'_ (13)
Vat + b2
Je nach Lage von P in einer der durch die Gerade bestimmten Halbebenen ist p
positiv oder negativ. Der Koordinatenursprung hat den Abstand d.
Nun verlangt man

Zpt=Min, F =Y (a5 + by +d)=Min (14)
=l

i=1

mit der Nebenbedingung
G=a*+b—1=0.

Nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren wird verlangt:
F — G = Min.

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

Wi —A Tm B\ [a
w4 w)|v)=0 (18)
z; A 1 d

£och Qehreihweite heianiel

als Eigenwertproblem, wobei zur ei en weise

1 &
==X
n i=1
bedeutet. Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte ist somit

2 — Mot + o)) + oZoy — (FF; — TFi)! = 0; (16)
also ist

ha=g @+ = > VF—oF T 4Ga; — 5a0-

Fiir das bereits verwendete Beispiel ergibt sich

Ara = % (5.16 4 3.05) + % V(6.16 — 3.06)* + 4(22.55 — 4.65-4.25)% -

=411+ %}/4.45 F41.28 = 4.11 + 3.38
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und daraus
25.86 — 0.73 22.55 4.55\ fa
22.56 2211 — 073 425)[b ) =0.
4.55 4.25 1 d

Die Losung bei Erfiilltsein der Nebenbedingung ist
—0.5949z + 0.8038y — 0.6979 = 0,

und zum Vergleich mit der Regressionsgeraden, deren m- und -Wert 0.62 bzw. 1.42
ist, ergibt sich nun

m = 0.7401, b= 0.8683,
wenn die Gerade in der Form y = ma + b angegeben wird. (Die Gerade, welche sich
aus dem anderen Eigenwert 1; = 7.49 ergibt, steht auf der angegebenen senkrecht.)
Einfache Verallgemeinerungen der linearen Regression

Bei der Berechnung der Regressionsgeraden ging man von der niherungsweise line-
aren Beziehung zwischen zwei Zufallsvariablen ¥ und X aus,

Y=mX+b,
und zur Bestimmung von m und b wurde
L
2 (i — mz; — b)* = Min
i=1
benutzt. Allgemein kann es sich um die Abhingigkeit des zufilligen ¥ von mehreren
anderen zufilligen GréBen X, handeln,
X
Y =k2 mX, + b,
=1

und es kénnen sogar die X; anders als linear in den Zusa h

u
Y =k2:," mefe(Xy, oo Xi)-

Beispielsweise konnte auch sein:

M
Y = Y mXt,

k=0

also nur eine einzige andere Zufallsvariable X, aber in polynomialem Zusammen-
hang mit Y, oder

'8
Y = Y mfilX),
k=0
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wobei nun beliebige Funktionen /,(X ) eme Rolle spielen kénnten. Nach Abb. 2.33
wiirde man auf einen logarithmi hang tippen und fiir die lineare
Regression

Y=mInX + m,

ansetzen. In al]sn Fillen kann man nach dem beschriebenen Verfahren durch Auf-
16sung eines 1 Gleich t die gesuchten m, bestimmen. Dagegen ist
das Berechnen oder das Schhtzen der Gestalt eines funktionalen Zusammenhangs
problematisch und erst recht das Festlegen der Vertrauensgrenzen, d. h. von Test-
groBen entsprechend Tab. 2.42, fiir einen solchen Zusammenhang.

Das Rechenverfahren versagt dagegen oft, wenn der Zusn,mmenbn.ng zwischen ¥
und den X, nicht explizit vorliegt, weil dann meist ein nichtli ystem
entsteht. Hat man beispielsweise eine Punktwolke, die eine Auaykwlueumc oder
einen anderen Kegelschnitt vermuten li8t, so wiire aus der allgemeinen Form

F(X,Y,a)= Y+ a,XY + a,X* + a;X +a,¥ +a;,=0 (17)
zwar noch
V.= -2 to V(“'X + “‘)’ — (Xt + @ X +ay)

explizit zu erhalten, aber die Koeffizienten a,, a,, a3, a, und a5 gehen nicht mehr linear
ein. Hier hilft wieder eine geometrische Uberlegung weiter, die in den Grundziigen
bereits bei der Ausgleichsgeraden unter Beachtung der senkrechten Abstinde vor-
gefiihrt wurde [31].

Werden die Koordinaten (', y’) eines Punktes P’ (auBerhalb des Kegelschnittes
gelegen) in (17) eing t, 8o ergibt sich ein Wert w + 0:

Fz',y',a)=w. (18)

Das Vorzeichen von w charakterisiert ein inneres und ein &u8 Gebiet beziiglich
des Kegelschnittes. Die GroBe w erweist sich als bhiingig von Orth 1-
transformationen 7' des Koordinatensystems. Sie ist eine invariante GréBe:

Ist (u, v) = Tz, y) eine solche Transformation, also etwa
W', v') =Ty,

dann ist

F(TY(u, v), a)=0

die transformierte Gleichung, und es gilt

F(T-Yu', v'), a) = F(TYT(, y), a)=F(z',y,a) = w,

d. h., Einsetzen des transformierten Punktes TP’ (auBerhalb des Kegelschnittes)
in die transformierte Gleichung liefert d lben Wert w 4 0 wie Einsetzen des
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Punktes P’ in die urspriingliche Gleichung. Allerdings geht bei einer solchen Trans-
formation die Normierung des Koeffizienten von y* verloren.

Ist nun ein Kegelschnitt durch » = 5 Punkte gesucht, so 16st man das Ausgleichs-
problem

FQ= ¥ ul = Min,
k=1

um sich vom Vorzeichen des w zu befreien. Dies fiihrt auf das folgende lineare Glei-
chungssystem vom Typ 6 X b in den Unbekannten a;:

FQ _ 1 ows
Su% -0, j=105.
o0, 5" Ta f= 1y

(Es muB bei der vorliegenden Normierung gesichert sein, da das Glied mit y* exi-
stiert.)
Durch sehr einfache Rechnung erhilt man aus (17) und (18):

2lE T

Dies liefert das sy trische Gleichungssystem ausfiihrlich (die Summationen laufen
iiber k = 1(1)n, die Summationszeichen sind der Ubersichtlichkeit halber ‘wegge-
lassen):

(=) (@) (@) @d)  (a) a, — (=)

(g @) D (@) (=) ay — (=i}

(g @) @D (@) (@) a3| = | —(xd) |- (19)
(=h) @y (@w) @) (!Ik) ay —d

() (=D (@) () a; —()

Seine Losung liefert in einem Schritt die Koeffizienten des gesuchten Ausgleichs-
kegelschnittes. Ist n = b, so erkennt man die Gleichungen aus (19) als Linearkombi-
nationen der fiinf Gleichungen

F(zy, yi, a) = 0;

beispielsweise ist die letzte Gleichung aus (19) die einfache Summe dieser fiinf Glei-
chungen. Der Ausgleichskegelschnitt geht dann durch die gegebenen fiinf Punkte.
Ist n < B, so hat (19) einen Rangabfall, und die Lisung; igfaltigkeit bietet alle
Kegelschnitte durch diese n Punkte.
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Das skizzierte Verfahren ist erweiterungsfihig auf Flichen zweiter Ordnung und
iiberhaupt auf alle Gleichungen der Bauart

Flz,y,...,0)=

mit linear enthaltenen Komponenten von a und sonst beliebigem Einbau von z, y, . . .
Dieses Verfahren arbeitet besser als eine auf Quadrate der y-Differenzen bezogene
Ausgleichsrechnung, da dann das entstehende Gleichungssystem, wie bereits oben
gesagt wurde, meist nicht linear ist und iterativ gelést werden muB, und auBerdem
sind die y-Differenzen nicht unabhingig von der Lage des Koordinatensystems.

Beispiel

Fiir die zehn Punkte der Tab. 2.44 wurde der Kegelschnitt mit den Koeffizienten a;
errechnet :

i | a

1 —0.78024333

2 1.1810042

3 —6.4466148

4 —4.4277246

5 10.928 104

7+

5 -

3k

1 o
I L L 1 . S R W——"
1 3 5 7

Abb. 2.36. Beste Ellipse durch zehn Punkte entsprechend Tab. 2.43

Es handelt sich offenbar um eine Ellipse, wie Abb. 2.36 ausweist. In Abb. 2.36 sind
die MeBwerte mit o und die zu denselben Abszissenwerten gehérenden Ellipsen-
punkte mit X markiert. Die Koeffizienten des 1 Gleich t (19)
konnen leicht mit dem ersten Teil des Ptogrammp aus Tab. 2.42 benechnet werden.
Das System selbst kann mit dem Programm aus Tab. 2.31 geldst werden.
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Tab. 2.44. MeBwerte und errechnete Ausgleichswerte einer besten
Ellipse durch zehn Punkte (vgl. Abb. 2.36)

MeBwert  Kegelschnitt (Ellipse)

z Yy Ya Y2

1.0 1.0 3.8566706 1.5512974

1.2 3.8 4.1939034 1.1701132

4.5 7.0 7.0868156 0.85200400
7.0 5.0 5.4783618 4.4110662

5.5 1.5 7.0087270 1.6203360

1.0 2.0 3.6566706 1.5512974

23 6.0 5.8088129 0.41347150
6.0 7.0 6.9245090 2.1846756

8.5 3.0 6.5414028 2.9579034

3.0 0.5 6.4082787 0.36017590

2.5.2. Das Problem der Stichproben

Bei statistischen Untersuchungen groBer Grundgesamtheiten ist man oft auf Stich-
proben angewiesen, und das Problem besteht darin, aus der Untersuchung der Stich-
probe auf die Grundgesamtheit zu schlieBen sowie eine Sicherheit dieser SchluBweise
anzugeben. Wir betrachten zur Veranschaulichung eine véllig iiberschaubare Grund-
gesamtheit von lediglich fiinf Elementen. Die erreichten Punktzahlen der Mathe-
matikarbeiten von fiinf Schiilern seien

4,6,6,7und 8.

Die maximale Punktzahl wire 10 g . Sofort errechenbar sind der Mittelwert 4
und die Streuung ¢ der Grundgesamtheit (Bezeichnungen x und ¢ unter der Voraus-
setzung, daB Normalverteilung vorliegt):

p=@+5+6+7+85=6,

o =)(2* + 12 + 0* 4 1* + 2%)/5 = 1.41.

Entnimmt man aber der Grundgesamtheit: eine kleine Stichprobe, beispielsweise
hier zwei Elemente — natiirlich rein zufillig, und bestimmt deren Mittelwert Z,
mit welchen Aussichten kann man dann den wahren Mittelwert 4 der Grundgesamt-
heit treffen? (Die Entnahme der Stichprobe geschieht durch Entnahme eines Ele-
mentes, Zuriicklegen und Entnahme eines zweiten Elementes. 8o ist z. B. auch
die Stichprobe (8, 8) erklirbar.)

Tab. 2.45 und Abb. 2.37 zeigen, daB der Mittelwert x der Grundgesamtheit fiin{-
mal getroffen wird. Er hat bei den Stichproben in diesem Beispiel die groSte Wahr-
scheinlichkeit. Fiir groBere Grundgesamtheiten, d. h. mehr als 100 Elemente, und
groBere Stichproben, d. h. mehr als 30 Probeelemente, gilt dies dann auch allgemein
(Abb, 2.38). Wiirde man fiir 100 und 30 eine entsprechende Tabelle und Abbildung
entwerfen, so erhielte man 100% = 10% (statt 52 = 25) Positionen, und die Verteilung
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der Mittelwerte Z der Stichproben nihme die Form der Normalverteilungskurve
an. Diese Erkenntnis kann man als Faustregel annehmen.
Betrachtet man die Kistchen in Abb. 2.37, so erkennt man als Chance, mit der

Stichprobe den echten Mittelwert erhalten zn lmsben,-g-5 = 20%. Das ist zundchst
nicht sehr gut. Fragt man aber nach der Chance, einen Mittelwert Z zu erhalten, der
Tab. 2.45. Zweierstichproben aus einer Grundgesamt-
heit von fiinf Elementen und deren Mittelwerte. Die

Stichprobenpaare werden durch Ziehen, Zuriicklegen
und wieder Ziehen gewonnen

8 [ 65 7 7.5 8
7| 556 85~To 15
6 5 55 6. 65>~17
5 | 45 5 55 "6 65
4 4 4.5 5 5.5 "6
4 5 [ 7 8
) 3 , AT
K 3
2 2
1] 11
! ! ]l ! !_Il =it T v
4 45 5|55 6 65|7 75 8 12
M
5.25 6.75
Abb. 2.37. Hiufigkeiten der Stich- Abb. 2.38. Normalverteilung der Stich-
prob ittelwerte bei Zweierstich probenmittelwerte Z bei groBen Stich-
proben aus einer Menge von fiinf proben (> 30) aus groBen Grundgesamt
Grundelementen heiten (> 100)
im Bereich u 4+ 0.75, also im Intervall (5.26, 6.75), liegt, so ergibt sich durch Ab-

zihlen ;—i = 529%,, und das ist schon mehr als die Hilfte aller Fille.

Bei der Normalverteilung (hier der Stichprobenmittelwert ¥) — sie geniigt iibri-
gens der Formel
! _(5—;)'
e Y& (20)
Y = .
fiir die Dichte — gilt, da8 im Bereich (4 — oz, s + 05) sogar 68.26% =1 — -
aller Werte liegen, die # annehmen kann (Abb. 2.39). Das heiit: Wenn man eine
groBere Stichprobe aus einer groBeren Grundgesamtheit entnimmt, so stehen die
Chancen 68.26 zu 100, daB der Stichprobenmittelwert im Bereich +o; des Grund-
bereichmittelwertes u liegt. Mit anderen Worten: Man kann zu 68.269%, sicher sein,
daB der Mittelwert dér Grundgesamtheit x4 irgendwo im Bereich des Stichproben-

mittelwertes +-o; liegt. Dabei kann man o; ungefihr mit a,/ Y gleichsetzen, wobei o,

Mi; B 0’) =
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die Standardabweichung der Stichprobe ist (bei vielen Rechnern mit der Taste
,»S.DEV*, standard deviation, erhiltlich), vorausgesetzt, es war eine groBere Stich-
probe (> 30). In (20) wiire statt u korrekt u; zu schreiben. Aber es gilt x4 = uz,
d. h., der Mittelwert der Grundgesamtheit ist gleich dem Mittelwert aller Stichproben-
mittelwerte,

Abb. 2.39. Die Gesamtfliche unter der Kurve der Normalverteilung ist 1 (100%).
Im Bereich u 4 o3 liegen 68.26%, im Bereich x + 20z etwa 959, der Fliche

Die St g aller Stichprob ittelwerte (engl. variance) ist
N
o.—;:(z.—n)'——Zﬁ—y=. (21)
NS

Die Standardabweichung einer Stichprobe oder empirische Streuung (engl. standard
deviation) ist

5 @ — 2
w=| = (=%

und wird auch mit s, (vgl. (9) und (10)) bezeichnet. Fiir groBe Grundgesamtheiten
ist deren Streuung recht gut durch die Standardabweichung einer gréBeren Stich-
probe von » Elementen zu schétzen:

[
PAPeLy (23)

Va

Mittelwertanalyse mit groSen Stichproben

Anstelle der hier aus den Eigenschaften der Normalverteilung abgeleiteten Sicher-
heit von 68.26%, kann man fiir den aus der Stichprobe erhiiltlichen Mittelwert andere
Sicherheiten oder Vertr hlen (Konfid hlen) wihlen und erhélt dann das
Intervall, in welchem der Mittelwert der Grundgesamtheit (auch Populationsmitiel-
wert) liegt. Fiir eine bequeme Anwendung sind sogenannte z-Werte als Faktoren fiir
die Grenzen des 68.26%-Intervalls in Abhingigkeit von den Konfidenzzahlen &
aufgestellt worden. Man wihlt eine Konfidenzzahl k und erhslt mit dem zugeordneten
2z, daB der Populationsmittelwert x im sogenannten Konfidenzintervall liegt :

pe(izta—:z). (24)
4

n
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Dabei ist Z der Mittelwert der Stichprobe aus » Elementen und o, deren Standard-
abweichung gemiB (22). Bei k = 959, also fiir hohe Wahrscheinlichkeiten, ist
2z~ 2 (vgl. Abb. 2.39 fiir 4 + 20z). Bei hoherer Sicherheit wird das Intervall natiir-
lich gréBer. Die zweite Spalte in Tab. 2.46 liefert z-Werte fiir den Fall, daB man nicht

Tab. 2.46. Konfidenz- oder Vert; hl

k und zugehérige Faktoren z fiir das 68.26%,-
Intervall (¢ 4 oz) in Spalte 1 T'est auf obere
und undere Grenze. In Spalte 2 stehen die
Faktoren z fir den Test auf esne Grenze

k 2-Werte
Spalte 1 Spalte 2

60 0.84 0.26
65 0.94 0.39
68.26 1 0.48
70 1.04 0.53
7% 1.16 0.68
80 1.28 0.84
85 144 1.04
90 1.65 1.28
95 1.96 1.65
99 2.58 2.33

nach dem Intervall fragt, welches das u enthilt (man sagt, Test auf obere und untere
Grenze), sondern man fragt nur nach der oberen (oder unteren) Grenze, so daB x
im Intervall

(-—oo,i + % z) bzw. (s _ %=, +oo) (25)

13 12

liegt (man sagt, T'est auf nur eine Grenze). Natiirlich sind diese z-Werte kleiner, da
die andere Intervallseite unbegrenzt ist, d. h., die dort liegende Fliche unter der
Verteilungskurve geht insgesamt in die Rechnung ein. Solche Tests mit Stichproben
werden vorgenommen, wenn man priifen will, ob der Mittelwert einer Grundgesamt-

heit in einem vorgegebenen Intervall liegt bzw. eine Grenze nicht iiber- oder unter-
schreitet.

Mittelwertanalyse mit kleinen Stichproben

Ist der Stichprobenumfang » < 30, so gilt die Normalverteilung fiir die Mittelwerte
der Stichproben nicht mehr genau genug. Man verwendet dann die sogenannten
t-Kurven oder die Student-Verteilung, welche die Gamma-Funktion I'(z) enthilt, die
fiir ganzzahlige Argumente der Fakultit entspricht:

)
g

2 1

-

() ~ (28)
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Tab. 2.47. Konfid

oder Vertr:

hlen und

horige Faktoren ¢ fiir obere

und untere Grenze 4 + a - ¢{Yn des Intervalls fiir den Mittelwert der Grundgesamt-
heit bei kleinen StichprobengroBen n

1 t-Werte
n —1  Konfidenzzahlen
80% 90% 95% 99% 99.9%
1 3.078 6.314 12,706  63.657 636.619
2 1.886 2.920 4.303 9.925 31.598
3 1.638 2.353 3.182 '5.841 12.941
4 1.533 2.132 2.776 4.604 8.610
5 1.476 2.016 2.571 4.032 6.859
6 1.440 1.943 2.447 3.707 5.959
7 1.415 1.895 2.365 3.499 5.405
8 1.397 1.860 2.306 3.355 5.041
9 1.383 1.833 2.262 3.250 4.781
10 1.372 1.812 2.228 3.169 4.587
11 1.363 1.796 2.201 3.106 4.437
12 1.356 1.782 2.179 3.065 4.318
13 1.350 1.7711 2.160 3.012 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.977 4.140
15 1.341 1,753 2.131 2.947 4.073
16 1.337 1.746 2.120 2.921 4.015
17 1.333 1.740 2.110 2.898 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.845 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2.831 3.819
22 1.321 1.717 2.074 2.819 3.792
23 1.319 1.714 2.069 2.807 3.767
24 1.318 1.711 2.064 2.797 3.745
25 1.318 1.708 2.060 2.787 3.726
26 1.315 1.706 2.056 2.779 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2.771 3.690
28 1.313 1701 2.048 2.763 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.756 3.659
30 1310 1.697 2.042 2.750 3.646
40 1.303 1.684 2.021 2.704 3.551
60 1.296 1.671 2.000 2.660 3.460
120 1.289 1.658 1.980 2.617 3.373
o0 1.282 1.645 1.960 2.576 3.291
dabei ist | der sog te Fretheit:

.

)

hitzt wird:

groBe, f =n — 1, da ein P

1

der Verteilung g

(3)

T(z)

= V("’ —1)= F("—;—l) (1 +

F2 \M2
n — 1)

(vgl. MfL Bd. 11, 5.6.2.; beziiglich I'(z) vgl. MfL Bd. 5, 4.3.2.).

d und hier um 1 kleiner als die Stichproben-

(26
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Tab. 2.48. Wie Tab. 2.47, aber nur far Teet auf eme Gmnze (obere oder untere)

des Mittelwerts der Grundg t bei ki p ngr
/ t-Werte
n —1  Konfidenzzahlen
90% 95% 99% .5%
1 3.078 6.314 31.821 63.857
2 1.886 2.920 6.965 9.925
3 1.638 2.353 4.541 5.841
4 1.533 2.132 3.747 4.604
5 1.476 2.016 3.365 4.032
6 1.440 1.943 3.143 3.707
7 1.415 1.895 2.998 3.499
8 1.397 1.860 2.896 3.355
9 1.383 1.833 2.821 3.250
10 1.372 1.812 2.764 3.169
11 1.363 1.796 2.718 3.106
12 1.356 1.782 2.681 3.055
13 1.350 1.771 2.660 3.012
14 1.345 1.761 2.624 2.977
15 1.341 1.763 2.602 2.947
16 1.337 1.746 2.583 2.921
17 1.333 1.740 2.567 2.898
18 1.330 1.734 2.552 2.878
19 1.328 1.729 2.539 2.861
20 1.325 1.726 2.528 2.845
21 1.323 1.721 2.518 2.831
22 1.321 17117 2.508 2.819
23 1.319 1714 2.500 2.807
24 1.318 1.711 2.492 2.797
25 1.316 1.708 2.485 2.787
26 1.3156 1.706 2479 2.7179
27 1.314 1.703 2473 2,711
28 1.313 1.701 2.467 2.763
29 1.311 1.699 2.462 2.756
30 1.310 1.697 2.457 2.750
40 1.303 1.684 2.423 2.704
60 1.296 1.671 2.390 2.660
120 1.289 1.858 2.358 2.617
oo 1.282 1.645 2.326 2.576

Je groBer der Freiheitsgrad, d. h. je groBer die Stichprobe, desto besser schmiegt
sich die Student-Verteilung der Normalverteilung an (Abb. 2.40). Im Grenzfall
unendlich groBer Stichproben geht die Student-Verteilung in die Normalverteilung
iiber. Praktisch erreicht sie diese bereits bei 30.

Fiir solche kleinen Stichproben sind #hnlich zu den 2-Werten entsprechende
t-Werte, aber natiirlich in Abhéngigkeit von den Freiheitsgraden, tabelliert worden.
Die Arbeit mit ihnen verlduft in gleicher Weise.
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Die letate Zeile in Tab. 2.47 enthiilt einige der z-Werte aus Spalte 1 der vorherigen
Tab. 2.46. Auch die letzte Zeile in Tab. 2.48 entspricht wieder den z-Werten, aber
denen aus Spalte 2 der Tab. 2.46.

Abb. 2.40. Qualm,twel Verha.lten der Normalvertellung (durchgezogen) zu Student-
Verteilungen mit d kleinen Freiheitsg (gestrichelt, punktiert)

2.5.3. Anwendungen

Giitetest mit groBer Stichprobe und zweiseitigem Test

Eme Schule erhilt fiir Schiilerversuche eine groBere Anzahl Packungen mit Ver-

terial (Chemikalien, S& ien o. &.), die nach Angaben des Herstellers 510 g
enthalten sollen Fiir eine Probe werden 40 Packungen nachgewogen (Packung ent-
nehmen, priifen und wieder zuriicklegen!), und es stellt sich ein Mittelwert

Z =508.75 g
sowie eine Standardabweichung (22)
=10.97g

heraus. Sofern diese iiberaus groBe Streuung nicht schon Anla8 fiir eine Reklamation
ist, will die Schulleitung zu 95%, sicher sein, da$8 die festgestellte Abweichung vom
Mittelwert zu einer Reklamation berechtigt. Man entnimmt der Tab. 2.46 fiir zwei-
seitigen Test und fiir die KonfidenzgroBe 959, den Faktor 1.96, und damit liegt mit
95%, Sicherheit der Mittelwert x der Grundgesamtheit im Intervall

(508 75 + % 1 96) (502.56, 514.94).

Da der vom Hersteller angegebene Mittelwert 510 g in diesem Intervall tatsichlich
enthalten ist, liegt kein AnlaB fiir eine Reklamation vor, obwohl der Mittelwert der
Stichprobe einen kleineren Wert zeigt.

Giitetest mit groBer Stichprobe und einseitigem Test

Fiir den Physikunterricht werden zu Schulversuchen N = 5000 Batterien geliefert,
fiir die der Hersteller eine Betriebszeit von 180 Stunden angibt. Zur Uberpriifung
werden 50 Stiick getestet. Es ergibt sich ein Mittelwert

Z=17h
und eine Standardabweichung (22)
.= 18 h.



2.5. Anwendungen aus der Statistik 223

Hier ist die Streuung relativ sogar noch groBer als im ersten Beispiel und konnte fiir
sich bereits AnlaB zu einer Reklamation sein. (Man sieht, daB zur Giitecharakteristik
vom Hersteller nicht nur ein Mittelwert, sondern auch eine Streuungsangabe er-
forderlich wire.) Man will nun beziiglich der gefundenen Abweichung vom Mittel-
wert wieder 959, Sicherheit fiir eine Reklamation haben. Die Schulleitung beauf-
tragt den Physiklehrer, dies zu priifen. Es liegt hier im Vergleich zur oben geschil-
derten Theorie aber noch eine Abweichung vor. Der Test zerstort die Batterien. Die
Stichprobe konnte nicht durch ,,Entnehmen, Priifen, Zuriicklegen, Entnehmen, . . .
gewonnen werden. Es ist also ein Korrekturfaktor notig. Es ist auBerdem ein Test
mit nur einer Grenze, denn eine groBere Lebensdauer als 180 Stunden ist kein Grund
fiir eine Reklamation. Der Tab. 2.46, Spalte 2, entnimmt man nun den Faktor z = 1.65.
Damit wird

N—-—no,
% .\ = (172.06, 177.94), 2
— y;’) ( 94) @7

I‘€<5i

und dieser Bereich enthilt nicht die angegebenen 180 Stunden. Eine Reklamation
ist mit 95%, Sicherheit berechtigt.

Giitetest mit kleiner Stichprobe und zweiseitigem Test

In einem chemischen Betrieb, in dem Schiiler zum ,,Unterricht in der Produktion
(UTP)* arbeiten, wird Farbe hergestellt, die pro Kilogramm 15.5 g der farbgebenden
Substanz enthalten soll. Die Schiiler fiihren zur Kontrolle die etwas aufwendige
Analyse fiir diese 16.6 g durch und erhalten bei den entnommenen acht Proben die
Werte

162, 167, 158, 156, 160, 159, 161, 15.9.
Der Mittelwert ist mit

Z=15.66¢g
etwas zu hoch und die Standardabweichung (22)

o, =037¢g

weist auf eine kleine Streuung, so daB von den Schiilern angenommen wird, der
automatische ProduktionsprozeB sei falsch eingestellt, némlich auf zu hohe Bei-

gung der Farbsubstanz. Der Lehrer priift, ob mit diesen geringen Daten (acht
Proben) eine so schwerwiegende Mitteilung an den Betrieb zu geben ist. Es ist hier
}=mn—1=1, er wihlt 909, Sicherheit und entnimmt der Tab. 2.47 den Faktor
t = 1.895; damit ist

0O,
elz+-2¢t)= 165.40, 15.90),
wele v;) ( )

und dieses Intervall enthilt auch 15.5 g. Damit kann mit 90%, Sicherheit der Ferti-
8 mit der geltenden Einstellung weiterlaufen.

A e
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Giitetest mit kleiner Stichprobe und einseitigem Test

Fiir biologische Schiil he soll ein dabei verwendetes Priparat hochstens 8%,
Alkohol enthalten. Aus fiinf Flaschen werden Stichproben entnommen, und die
Analyse ergibt

7.85%, 8.31%, 8.33%, 7.76%, 7.97%;

2wei Werte liegen recht deutlich iiber 8%,. Soll beim Hersteller des Lehrmittels rekla-
miert werden? Eine Reklamation soll auf Wunsch der Schulleitung zu 959, sicher
sein. Der Biologielehrer errechnet als Mittelwert der Stichprobe (diese Mittelwert-
bildung aus Prozentzahlen ist berechtigt, da in allen Flaschen die gleiche Menge als
Fiillung vorausgesetzt werden kann)

Z = 8.04%
und als Standardabweichung (22)
o, = 0.26%.

Fiir n = 5, d. h. f = 4, und die geforderte Konfidenz 95%, entnimmt er der Tab. 2.48
den Wert ¢ = 2.132 (einseitiger Test). Daraus ergibt sich

u € (1.79%, 8.29%,),
und da die angegeb 8% in di Intervall liegen, kann keine Reklamation mit
959, Sicherheit angebracht den. Fiir eine berechtigte Reklamation miiBte der
gesamte u-Bereich iiber 8%, liegen.

Giitetest mit Alternative

Es kommt 6fter vor, daB ein Giitetest auf der Grundlage einer ja-nein-Entscheidung
(funktionieren oder versagen bei Bauel ten) vorg werden muB. Es gibt
also keine MaBzahl fiir einen Mittelwert. Es ist vielmehr ein Test fiir eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit (hier des Versagens) durchzufithren (vgl. ML Bd. 11, 11.4.5.).
Der Hersteller z. B. von Mikroelektronikchips gibt an, da8 nicht mehr als 129, Ver-
sager in der Lieferung sind. Das ist ein Mengenverhiltnis oder eine relative Héufig-
keit als Schiitzung fiir die Wahrscheinlichkeit. Nun ergab etwa eine Kontrolle von
n = 250 Chips 43 Versager, deutlich mehr als 12%,, niémlich 7 = 17.2%,. Wenn eine

Reklamation zu 909, berechtigt sein soll, mii die angegeb p =12% im
Intervall
(5 + ]/___.7’“ —7 z) 28)
n
43 . 100

liegen (es ist dies eine modifizierte Formel (24) fiir Mengenverhiltnisse, p = ).

Der Wert z wird aus Tab. 2.46 fiir einseitigen Test (groBe Probe, Spalte 2) mit
2 = 1.28 entnommen. Es ergibt sich

p ¢ (14.19%, 20.3%).
Mit 909, Sicherheit ist eine Reklamation berechtigt.
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Es konnte nun sein, daB der Werkleitung 90%, Sicherheit nicht geniigen. Die
Chips stammen etwa aus Importen, und eine Reklamation ist aufwendig und ver-
ursacht auch Arger, wenn sie sich doch als unberechtigt herausstelit. Es werden
also 969, verlangt. Das Konfidenzintervall vergroBert sich natiirlich, denn nun gilt
der Faktor z = 1.65, und damit wird

4 (13.3%, 21.1%),

80 daB auch jetzt noch mit 959, Sicherheit die Herstellerangabe von p = 129, Ver-
sagern iibertrieben giinstig ist. Eine Reklamation ist berechtigt.

Test anf Verinderungen

Statistische Untersuchungen haben oft das Ziel, die Auswirkung einer MaBnahme
zu priifen, d. h. eine Verinderung festzustellen. Das kann z. B. die Auswirkung einer
neuen Lehrmethode sein, gemessen in den Ergebni von Schiilerarbeiten. Das
kann die Anderung im Heilerfolg bei Anwendung eines neuen Arzneimittels sein.
Das kann die Ertragssteigerung bei Anwendung eines neuen Diingers, einer neuen
Bearbeitungsmethode, einer neuen Saatgutsorte sein. Das kann eine Produktivitits-
steigerung auf der Basis eines Verbesserungsvorschlages sein. Viele andere Beispiele
lieBen sich aus vielen Bereichen anschlieBen. Fiir solche Fragestellungen hat die
Statistik den F-Test (F1SHER) und die Konfidenzintervall-Methode entwickelt. Es
gibt dafiir verschiedene Priifverteilungen (y%-, ¢-, F-Verteilung; vgl. MfL Bd. 11,
6.6.), und die entsprechenden Tests fiihren dann die zugeordnetén Namen (y*-, t-,
F-Test; vgl. MfL Bd. 11, 11.4. und 11.5.). In den folgenden Beispielen konnte auch
eln sogenannter y -Homogemtatstest (vgl. Mfl Bd. 11, 11.5.3.) oder ein anderer ver-

ilungsfreier Test ang den. Hier aber sollen normalverteilte Versuchs-
reihen angenommen werden.

Beispiele
1. Zur Priifung eines Verbesserungsvorschlages werden n = 6 Experimente nach
der alten und der neuen Variante vorgenommen. Es ergab sich:

alt neu
3.68 2.68
1.28 045
1.84 0.92
3.68 1.69
1.83 0.05
6.00 0.16
Z =306 Z =099

o, =116 o, =102

Aus den Mittelwerten leitet der Einreicher eine Senkung (etwa des Energieverbrau-
ches) auf 1/3 bei niedrigerer Standardabweichung (22) ab (Tab. 2.49).

Der F-Test verlangt Unterscheidung der Daten in hoke und niedrige, je nach den
Werten der Standardabweichung. Die K ich erfolgt durch H = hoch,

-3
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N = niedrig. Der F-Test (vgl. MfL Bd. 11, 11.4.4.) verlangt unter der Voraussetzung,
daB normalverteilte Versuchsreihen vorliegen, dann weiter den Vergleich des Quo-
tienten

Zihler o}, 312

e= Nenner oy ~ 104

~ 2.99 (29)

mit vorgefertigten F-Werten in Abhingigkeit von Konfidenzangaben. Es spielen
auch die Freiheitsgrade f = n — 1 in den beiden Versuchsreihen eine Rolle. Fiir
k = 95% und f = 5 in Zihler und Nenner findet man in Tab. 2.49a

F = 5.05.
Ist F > Q, dann ist der F-Test positiv ausgefallen, was also hier der Fall ist. Man

kann nun sofort den Verbesserungsbereich errechnen (doppelter ¢-Test; vgl. MfL
Bd. 11, 11.4.2.):

P V(/.,a:..ﬂwzu) (L +l) . 30)

fu + fx Y

Dabei ist ¢ = 2.228 der Testwert aus der Student-Tabelle (Tab. 2.47) fiir f = fy + fx
= 10 und k = 95%, Es ergibt sich somit

A% € (2.06 + 1.86) = (0.20, 3.92),

und das heiBt, daB das neue Verfahren mindestens eine Verbesserung um 0.20 und
hochstens eine von 3.92 bei 959, Sicherheit bringen wird. (Der Maximalwert 3.95
ist hier physikalisch ohne 8inn.)

2. Zwei Versuchsreihen ergaben:

neu alt
n 13 9
z 110.02 101.58
o, 9.91 2.86
o 98.24 8.16

,»hoch* s,niedrig*

Ist eine Verbesserung (Steigerung) in % erzielt worden? Es sieht ganz so aus. Der
neue Mittelwert liegt um fast 109, hoher, allerdings ist auch die Standardabweichung

groBer.
Es wird & = 999, gewiihlt, d. h., man will sehr sicher sein. Dann ist
= B2 120,
8.16

und in der F-Tabelle 2.49b fiir k¥ = 999, steht bei zwolf Freiheitsgraden im Zahler
und acht im Nenner

F =5.67.
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Hier ist nun F < Q und damit der Test nicht erfiillt, d. h., es muB bei der Konfidenz-
intervall-Berechnung noch eine Korrektur angebracht werden. Diese Korrektur
besteht in der Festlegung einer neuen Anzahl von Freiheitsgraden fy nach (31):

_ 1 . _ ":ll/”’l
fe = ET—_+ & mit K= ey 31)
fu Iv

Im Zahlenbeispiel ergibt sich
K =089 und fy=14.73,

und dieses fx wird statt 13 + 9 — 2 = 20 zum Suchen des ¢{-Wertes in Tab. 2.47
verwendet. Man erhiilt durch Interpolation in der Spalte fiir k = 99%,

=2.96.
Damit ergibt sich dann nach (30)
A% € (8.44 1+ 10.12) = (—1.67, 18.56).

Der U hied 0 zwischen den Vi hsreihen ist darin enthalten, also kann nicht
mit 99%iger Sicherheit auf eine bessere neue Reihe geschlossen werden.

Da aber der Wert 0 nahe am Rand des Intervalls liegt, kann man bei Verkiirzung
des Intervalls auf einen deutlichen oder signifikaten Unterschied hoffen. Solche
Verkiirzung erhilt man durch kleineres ¢ und damit Verzicht auf groBe Sicherheit.

Verzichtet man also auf die Schirfe 99%, und ist mit 959, oder gar nur 90%, zu-
frieden, so ergeben sich ¢-Werte von

tyy = 213, fy= 176

(wegen der F-Werte von Fys = 3.28 — und F,, noch kleiner — wird an der Korrektur
zu einem fx nichts geindert). Diese ¢-Werte verkleinern das Intervall,

ATy € (8.44 + 7.28) = (1.16, 15.72),
Agg € (8.44 + 6.01) = (2.43, 14.45),

und man erhilt mit der verringerten Sicherheit eine signifikante Verinderung des
Mittelwertes.




3. Ergdnzungen zu Kleinstrechnern und einige
mikroelektronische Grundlagen

3.1.  Naherungsformeln fiir elementare transzendente Funktionen
fiir den Vierspeziesrechner

Fiir den Gebrauch des Vierspeziesrechner, eines Taschenrechners also, der nur das
Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren kann, ergibt sich fiir den Ein-
satz zur Berechnung elementarer transzendenter Funktionen ein besonderes Approxi-
,mationsproblem. Es sollen nicht etwa die transzendenten Funktionen Sinus, Kosinus,
Tangens, Arcusfunktionen, Logarithmus und Exponentialfunktion nur méglichst
genau berechnet werden — das ist selbstversténdlich méglich —, sondern es sollen
diese Funktionswerte mit mdglichst wenig Tastendriicken im Rahmen einer bestimm-
ten Genauigkeit zur Verfiigung gestellt werden. Wihrend man sonst bei dhnlichen
Approximationsaufgaben, etwa in GroBcomputern, die gewiinschte Genauigkeit
durch Hinzunahme weiterer Glieder in der Approximationsfunktion erreicht, wobei
die Koeffizienten stets in der Stellenzahl vorhanden sind, die die Approximation ver-
langt, ist es gerade diese Stellenzahl, welche den Einsatz derselben Approximations-
formel im Taschenrechner verbietet. Man kann nicht pro Koeffizient zehn oder mehr
Tastendriicke zulassen. Dabei miite man auBerdem stindig die Approximations-
formel auch vor Augen haben, weil man sich drei oder vier zehnstellige Zahlen einfach
nicht merken kann. Es ergibt sich somit durch den Vierspeziesrechner eine ganz neue
Approximationsaufgabe: Konstruktion von Ersatzformeln mit ein-, htchstens zwei-
stelligen ganzen (Vermeiden der Komma- oder Dezimalpunkttaste) Koeffizienten
darin und moglichst wenig Tastendriicke! Da man kaum mit einmaligem Verwenden
des Funktionsarguments in der Formel auskommen wird, empfiehlt sich wenigstens
ein Speicher, d. h., Rechner mit der Funktion M+, M— u. i. (einer Speicherzelle
memory) sind fiir diese Aufgabe besser geriistet als die ganz primitiven. Ein noch
groBerer Vorteil ergibt sich fiir Gerdte mit der Wurzel- und Kehrwertfunktion (rezi-
proker Wert). Das trifft beispielsweise fiir SR 1, MR411 und MR 610 zu.

Ein weiterer Grund fiir notwendige Kenntnis iiber und den Einsatz von Ersatz-
formeln ist in der bedauerlichen Tatsache zu sehen, daB8 viele Taschenrechner, darun-
ter leider auch der SR1 und der MR 610, el tare tr dente Funktionen in
ganz bestimmten kritischen Arg tbereichen nicht nur ungenau, sondern schlicht
falsch berechnen. Ein Beispiel dafiir ist die Logarithmusfunktion in der Nahe von 1,
und zwar dicht unterhalb 1. Nach 3.1.6., (23) muB im Rahmen der Genauigkeit

In(l —2)=—
gé]ten. ‘Wenn man 9.9999999,,-1 eintippt und eine Ziffer (1 ... 9),,-9 addiert, kann
man sich davon mittels der auf S. 47/48 beschrieb Methode iiberzeugen. Statt

der nun erwarteten In-Werte —(9...1),p-09 werden falsch die Werte —(2.0723...
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0.23025) in den Ziffern geliefert. Die Exp tenangabe und damit die GréBenord-
nung des Resultats stimmt. Das Ergebnis ist aber im Betrag etwa um den Faktor
4.343 zu klein. (Vom MR 610 gibt es sogar eme Produktionsserie — Nr. 022... —, bei
der in dieser Rechnung die Exp t anzlich fehlt.) Rechnet man mlt
diesen ,,Resultaten* welter, 80 entstehen bose Folgen

3.4.1.  Sinus
Fiir die Sinusfunktion ist folgende Formel bekannt geworden [62]:

I sin (a) ~ «;-% + 1)'l X 10 — 7) 3% af3. )

Diese Formel gilt fiir @ im Bog 8 und hat b ders giinstige Genauigkeit im
Bereich
0<ax<nj4,

wie Tab. 3.1 zeigt. Die Tabelle gibt auBerdem den Verlauf iiber Argumenten in Grad
an, da dies dem Nutzer meist geldufiger sein wird. Besonderer Wert ist auf den
Bereich in der Nahe von Null gelegt worden, da dort oft auch Taschenrechner, welche
die elementaren transzendenten Funktionen zur Verfiigung stellen, gewisse Fehler
haben. So werden zwar acht bis zehn Stellen korrekt angegeben, aber fithrende Nul-
len nicht beriicksichtigt, so daB der relative oder prozentuale Fehler mitunter, d. h.
je nach Fabrikat, erheblich werden kann.
Die gleiche Formel kann fiir

sin (@) = cos (n/2 — a)

-1/1g|Fehter| korrekte Stellen
025 4
azof 15

T
|
K
|
’\
L1
de®N o

00} — X — el — ———
-
0.00 1 1 L
0 0.5 1.0 15| a(Bogen)
) I 1 L1141 ! !
0 30 45 60 90 a(6rad)

Abb. 3.1. Fehlerkurve zu der verbesserten Niaherungsformel (2) fiir die Sinusfunk-
tion, Der Wert 0.2 bedeutet beispielweise, daB 1/0.2 = 5 Stellen korrekt sind (weitere
Erléuterungen im Text)
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angewendet werden. Die von Taschenrechnern fiir die Kosinusfunktion in der
Néhe von #/2 gelieferten Werte sind jedoch mltunter 80 beschnfien, daB diese Identi-
tit nicht gilt. Man priife also den jeweils vorlieg Tasch diesbeziiglich
nach!

Tabelle 3.1 weist den Sachverhalt genauer aus. Im oberen Teil der Tabelle sind die
von einem Taschenrechner in der Niahe von Null gelieferten Sinuswerte und die in
der Nahe von n/2 gelieferten Kosinuswerte aufgenommen worden.

Man erkennt oft, daB die Konstrukteure Wert auf mehrstellige absolute G
keit legten und nicht auf relative Genauigkeit. Bei einem solchen Taschenrechner ist
Vorsicht bei der Multiplikation und Division mit diesen Funktlonswerten geboten,
da sich dabei die relativen Fehler addieren. Eine etwas aufwendigere Ersatzformel
dafiir mit erheblich hoherer Genauigkeit — ist

. a? -t at
I sm(a)w(((4—2+l) *21—11)*m+l)*a. (2)

Der Fehlerverlauf wird in Abb. 3.1 gezeigt und weist aus, daB bis etwa 25° zehn
Stellen richtig wiedergegeben werden und selbst bei 90° noch vier Stellen korrekt
sind. Der maximale relative Fehler wird nur 0.1%,.

Die Wahl der Formel fir die Abszissenwerte in Abb. 3.1 erfolgte nach dieser Uberlegung:
Der absolute Fehler (Niherung minus exakter Wert) beispielsweise bei /4 ist 0.000000218.
Der dekadische Logarithmus dazu ist —6.66. Wiirde dieser als Abszissenfunktion gewihlt
werden, so hitte man Werte von —oo (bei 0) bis —4.0 (bei z/2) aufzutragen. Nimmt man da-
gegen —1/lg |Fehler|, so liegen die Werte zwischen 0 und 0.25. Dabei weisen groBere Werte
auch optisch auf einen groBeren Fehler. Fiir n/4 erhilt man 0.15, und 1/0.15 = 6.67 gibt bei
der GréBenordnung des Sinus an, daB sechs Stellen korrekt sind.

3.1.2.  Kosinus
Obwohl die Formeln fiir den Sinus wegen der Beziehung
sin (@) = co8 (z/2 — a)

auch fiir den Kosinus genommen werden kinnen, ist dies infolge des Fehlerverhaltens
fiir a-Werte in der Nihe von /2 ungiinstig. Mit den Niherungsformeln fiir den Sinus
erhiilt man gerade in der Umgebung von Null (d. h. #/2 — @ ~ 0) verhiltnismiBig
ungenaue Werte fiir den Kosinus (vgl. Tab. 3.1). Zwei bessere Formeln, d. h. mit
besserem Fehlerverhalten fiir kleine Argumente, sind

at -1 P
eos(u)m«ﬁu) *5—3)*_—4“, ®
at -1 at .
cos(a)%(((ﬁ+l) *28—13)*566—.5)*.: 1. )

Ihr Fehlerverhalten wird in Abb. 3.2 dargestellt. Da
cos (@) = sin (7/2 — a)

gilt, konnen fiir groBere Argumente bei der Berechnung des Sinus besser die Formeln
(3) und (4) statt der Formeln (1) und (2) verwendet werden und umgekehrt.
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3.1.3. Tangens
Hier werden die Formeln

-1

tan(a)w((—-%a’+1) *5+1)*%. (5)
tan@~f((—Lar+1) w8t +1)x 2 41 ®
"W 255 *a )

-1/1g [Fehler| korrekte Stellen

43

030~
Formel (3) N
0.20 5

6
Formel (4) 7
48
X - 19
0.0 %% RN e — — — 110
000 it R
L 4 (Bogen)

Abb. 3.2. Fehlerkurven zu den Niherungsformeln (3) und (4) fiir die Kosinusfunktion

angeboten. Wegen

tan (@) = cot (/2 — @) und cot (a) = 1/tan (a)
sind sie auch fiir die Kotangensfunktion verwendbar. Da die Tangensfunktion bei
7/2 einen Pol hat, sind die Formeln nicht im gesamten Intervall (0, 71/2) zu gebrauchen.
Das Fehlerverhalten in Abb. 3.3 zeigt, daB man bei a = 1.2 (68.76°) bereits einen

Fehler von 1%, oder nur noch zwei korrekte Stellen erreicht.
Viele Taschenrechner liefern, wenn sie die Tangensfunktion zur Verfiigung stellen,

in der Nihe von #/2 inkorrekte Werte. Man priife also jeweils nach. Zur Berechnung
exakter Werte in diesem Bereich verwende man
1 2t b 8
1 2 24 720
t —_
an (a) &~ pr—— prag 4]
1— =4

6 ' 120 5040
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]

d.h.
wn@a Lo
an ey~ = 3 15 045

mit @ = n/2 — x; dabei gilt sogar bei zehnstelliger Rechnung
tan (@) = 1 fir 0<z<107%,
z

mit z2-Gliedern fiir 1075 < z < 0.006,
mit 24-Gliedern fiir 0.006 < z < 0.08,
mit z%-Gliedern fiir 0.06 < z < 0.4.

Die Grenzen errechnen sich aus der Bedingung, daB das jeweils nichsthohere Glied
noch keinen Beitrag in der zehnten Stelle liefert.

-1/1g | Fehler| korrekte Stellen
0.50F 12
43
0.25 44
45
16
48
e i
0.00 u 1 L L
0.0 05 10 15 a(Bogen)
L /S ] h

Abb. 3.3. Fehlerkurven zu den Naherungsformeln (5) und (8) fiir die Tangensfunktion

In der Niihe von Null biiBt der Taschenrechner ein bis zwei Stellen an Genauig-
keit ein. Ein groSeres Fehlverhalten zeigt er bei 0.0005 (0.03°), wo der Tangenswert
Kkleiner als das Argument wird. Der Genauigkeitsverlust betrigt dort sogar vier Stel-
len. Die Niherungsformel () liefert exakte Werte. In der Nihe von =/2 (90°) biiBen
die Taschenrechnerwerte rasch an Genauigkeit ein. Der Verlust beginnt bei = 0.05
(n/2 — z; 87.1°), und bei 10~* (90° — 5.1078) ist keine Stelle mehr korrekt, jedoch
stimmt noch die GroSenordnung. Ab 1071° liefert der Taschenrechner die groBte
darstellbare Zahl, so daB dann auch die GroBenordnungen falsch werden.

Viele Taschenrechner, die die Tangensfunktion zur Verfiigung stellen, liefern auBer-
dem fiir kleine Arg; te nur eine absolute G igkeit beziiglich der Stellenzahl,
nicht aber relative Genauigkeit. Bei Verwendung solcher Funktionswerte in weiteren
Rechnungen ist dann Vorsicht geboten. Exakte Werte fiir kleine Argumente erhilt
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man aus der Beziehung

1 2
— a4 gt
tan(a)~u+3a +15a +

dabei gilt bei zehnstelliger Rechnung
tan(@g)~a fir0<a <1075,

mit dem a3-Glied
mit dem a%-Glied
mit dem a’-Glied

Tab. 3.2. Vergleich von Tasch

17
17 5,
315

fiir 10° < a < 0.001,
fiir 0.001 < a < 0.03,
fiir 0.03 <a <0.1.

®

hnerwerten fir den Tangens in der Nihe von Null

und in der Nihe von #/2 (80°) mit exakten zehnstelligen Werten

a tan (a) tan (a) . tan (a)

(Bogen) (8) exakt (Tastenfunktion) (56) Niherung

0 0 0 0

10—1' lo—l! 10—11 10—1'

10—]1 lo—ll lo—ll lo—ll

10 10— 10-% 105

104 0.1000000003 - 10-* 10+ 0.1000000003 - 10-2
0.0002  0.2000000027 - 10 0.2000000020 - 102 0.2000000027 - 10-2
0.00056  0.5000000417 - 10 0.4999999500 - 10~ 0.5000000417 - 10-2
0.001 0.1000000333 - 10-* 0.1000000300 - 10~ 0.1000000333 - 10~
0.002 0.2000002667 - 10~ 0.2000002600 - 10-2 0.2000002667 - 10-2
0.006 0.500004 1667 - 102 0.5000041600 - 10~ 0.5000041667 - 102
0.01 0.1000033334 - 10* 0.1000033333 . 101 0.1000033335 - 10!
0.02 0.2000266710 - 10~ 0.2000266703 - 101 0.2000266710 - 102
0.06 0.5004170838 - 10~ 0.5004170836 - 10 0.5004170838 - 10-!
0.1 0.1003346720 0.1003346720 0.1003346720

z tan (7/2 — z) tan (7/2 — z)

(Bogen) (7) exakt (Tastenfunktion)

0 ) 9.999999990 - 10

1012 1012 9.999999990 . 10%

101 101 9.999999980 - 10"

101 10t 9.999999990 - 10"

10-°. 10° 8.617199147 - 10*

10 108 9.999821523 - 10¢

10+ 9.999999967 . 10* 9.999985255 - 10°

0.0002 4.999990934 - 10% 4.999995938 - 10?

0.0005 1.999999833 . 10% 1.999999229 - 10®

0.001 9.909096667 - 10* 9.999995153 - 10*

0.002 4.990993334 - 10* 4.999993034 - 10?

0.005 1999983333 - 10* 1.999983289 - 10*

0.01 99.996 66665 99.99666527

0.02 49.993333 16 49.99333291

0.05 19.98333056 19.98333052

0.1 9.066644 424 9.966644 406
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Tabelle 3.2 zeigt Tangenswerte in der Nihe von 0 und in der Nihe von #/2, er-
rechnet nach den Formeln (8) bzw. (7). In der Niihe von 0 sind auBerdem Werte nach
Formel (5) angegeben, und in beid den die gelieferten Werte eines

Taschenrechners notlert

3.1.4.  Arcussinus und Arcuskosinus

Die Formeln

arcsin(a)w«—%a’+l) *10+17)* (9)

27’
arcsin (@) ~ ([[— 220t + 1) 3 180 + 61) ¢ 2 41 (10
2 * 1500 Xa )

kénnen verwendet werden. Wegen

arccos (@) = n/2 — arcsin (a)

gelten sie prinzipiell auch fiir den Arcuskosinus.

-1/lg |Fehler|

korrekte Stellen

3P o & w

0007 0405 05 05 10
—t—— 1 (11 11
05 04 03 0z o

Abb. 3.4. Fehlerkurven zu den Niherungsformeln (8) und (10) fiir die
Arcussinusfunktion

Abb. 3.4 zeigt die Fehlerkurven fiir diese Naherungsformeln.
Mehr als vier richtige Ziffern erhalt man nur fiir a < 0.5; fiir gréBere a, d. h. fir
0.5 < a < 1, sollte man die Transformation

arcsin (@) = #/2 — 2 arcsin (b) (11)
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anwenden, woraus

1—a
2

folgt. Diese Transformation erzeugt fiir

b=

05<aexg1
das b-Intervall
056>b=0,

so da8 die Formeln (9) und (10) wieder mit besserer Genauigkeit verwendbar sind.
In Abb. 3.4 sind die b-Werte auf der a-Achse vermerkt und die entsprechenden
Fehlerwerte eingetragen worden.

Tab. 3.3. Vergleich von Tasch hnerwerten fir den A inus in der Nihe von
Null mit exakten zehnstelligen Werten .

a are sin (a) arc s8in (a) arc sin (@)
(Bogen) (12) exakt (Tastenfunktion) (9) Néherung
0 0 0 0

lo—ll 10—1’ 10—!2 lo—ll

1011 1011 10-1 10-1

108 10~ 10-8 10

10 0.1000000002 - 102 0.9999999900 - 10— 0.1000000002 - 10-2
0.0002  0.2000000013 - 10—* 0.1999999990 - 102 0.2000000013 - 10~
0.0005  0.5000000208 - 10-2 0.4999999580 - 102 0.5000000211 - 102
0.001 0.1000000166 - 102 0.1000000166 - 102 0.1000000167 - 10-2
0.002 0.2000001333 - 10-* 0.2000001333 - 10~ 0.2000001333 - 10-2
0.005 0.5000020833 - 10~ 0.5000020833 - 102 0.5000020833 - 10-2
0.01 0.1000016668 - 10! 0.1000016664 - 10-* 0.1000016667 - 10!
0.02 0.2000133357 - 10! 0.2000133357 - 101 0.2000133357 - 10!
0.05 0.5002085680 - 10! 0.5002085678 - 10-* 0.5002085681 . 10~
0.09 0.9012194501 - 10! 0.9012194494 - 10! 0.9012194452 . 10~
0.1 0.1001674212 0.1001674211 0.1001674201

Taschenrechner, welche die Arcusfunktionen liefern, haben mitunter die Eigen-
schaft, daB fiir kleine Argumentwerte der Arcussi und fiir Arg te in der
Niihe von 1 der Arcuskosinus nicht in der vollen Stellenzahl des betreffenden Gerites
wiedergegeben werden. Dies liegt gewShnlich daran, da8 die verwendeten Néiherungs-
formeln fiir die Mikroprogrammierung des Rechners zwar absolut, aber nicht relativ
die Genauigkeitsbedingung erfiillen. Tab. 3.3 zeigt ein Beispiel fiir dieses Verhalten.
Die korrekten Werte kénnen mit der Reihenentwicklung

3a® Ba’
T

arcsin (@) ~ a + %a_'- (12)
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gewonnen werden; dabei gilt bei zehnstelliger Rechnung

arcsin (@) =a fir0<a <1075,

mit dem a3-Glied fiir 1075 < a < 0.005,
mit dem a5-Glied fiir 0.005 < @ < 0.03,
mit dem a’-Glied fiir 0.03 < a < 0.09.

Der in Tab. 3.3 verwendete Tasch hner befolgt bis @ = 10~ die Regel arcsin (a)
= a. Dann weist er bis @ = 0.0005 einen prinzipiellen Fehler auf, da er arcsin (a) <a
gibt. Der absolute Fehler liegt bei 10-2°, Die weiteren Werte haben dann nur noch
relative Fehler bei 10-19, Die Niherungsformel (9) liefert in der Nihe von Null bessere
Werte als der Tasch hner. Ein Tasch hner mit zehnstelligen Zahlen kann
die Nihe von 1 erst fiir b > 10~1° mit unterschiedlichen Werten erfassen:

a=1-—b.

Tab. 3.4. Vergleich von Tasch hnerwerten fiir den Arcuskosinus mit exakten
Werten. Die exakten Werte sind nach Formel (13) bis b = 0.0001 und nach (13")
fiir b = 0.001 und b = 0.01 errechnet. Fiir b = 0.1 liefert keine der Formeln (13),
(13’) und (14) mehr die exakten Werte

b 1—b arccos (1 — b) arccos (1 — b)
(Tastenfunktion) (13), (13’) exakt
] 1 0 [
101 1—10-1 0 0.4472135955 - 10~
10-10 1—101 0.1414200000 - 104 0.1414213562 - 105
10-° 1—-10-* 0.4472100000 - 104 0.4472135955 - 104
10-¢ 1—10-¢ 0.1414210000 - 10— 0.1414213563 - 10—
10-7 1—10-7 0.4472140000 - 102 0.4472135091 - 102
10-¢ 1—10-¢ 0.1414214000 - 102 0.1414213679 - 10-2
10~ 0.99999 0.4472140000 - 102 0.4472139680 - 102
10-4 0.9999 0.1414225400 - 10! 0.1414225347 - 10~
10-3 0.999 0.4472508700 - 10! 0.4472508716 - 101
10-2 0.99 0.1415394730 0.1415394724
0.1 0.9 0.4510258120

Bessere Werte fiir arccos (@) kann man aus Formel (3) erhalten:

cos(x)%l-—b:—(lej_oso—

a?
3 - +1.
) %5+
Die Auflésung nach dem z in dieser Formel liefert im Bereich 0 < z < 0.2 (vgl. Abb.
3.2) zehnstellig korrekte Werte fiir arccos (1 — b). Zunidchst erhdlt man fiir 22
die quadratische Gleichung

v-(ﬁo-%b)x*+40b=o,
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& &

deren kleinere Wurzel zur Vermeidung der Ausléschung von Stellen durch Sub-
traktion in der Form

oo T

geschrieben wird. Diese Formel gibt bei Entwicklung nach b bis zum linearen Glied,
d. h. bei zehnstelliger Rechnung verwendbar fiir b < 10~4, den Ausdruck

z=m(l+%). (13)

Tabelle 3.4 zeigt den Unterschied dieser exakten Werte zu den von einem Taschen-
rechner gelieferten (Formel (13) bis zur Trennlinie).

Aus der nach dem Glied vierter Ordnung abgebrochenen Reihe fiir den Kosinus,

2 o
—b=1 -4,
cos (z) A~ 1 1 2-i—24

die bei zehnstelliger Rechnung fiir || < 0.07 verwendbar ist, erhiilt man bei Auflésung nach 2

o= 24b (6+6V1——§-b)

bzw. bei Entwicklung bis zum quadratischen Glied

7b*
= 14]
z=12 (1 +tat 238) (14)
Wiahrend (13) nur fiir » < 10 korrekte zehnstellige Werte liefert, mii8te man (14) bisd < 103
verwendm kénnen. Dann wird lber whon z= 0 04 gellefert, 8o daB man in der Nihe der
Giilti der abgeb ng ist.

Fiihrt man (13) bls zum quadratischen Glied weiter, so erhilt man

z =72 (1 +5 70 b’) (13)

3.1.5.  Arcustangens

Hier sind die Formeln

arctan (@) & ((0.8a* 4 1)71 X 5 4 4) X %, (15)

Bat -1 a?
arctan (@) &~ (((T + 1) X 21 + 4) X* pr + l) *a (16)

bekannt geworden. Sie kénnen nur gut verwendet werden fiir
0<a<05,
wie es auch Abb. 3.5 zeigt.
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Abb. 3.5. Fehlerkurven zu den Niherungsformeln (15) und (16) fiir die Arcustangensfunktion.
Die Formeln sind nicht besonders gut. Fiir eine Genauigkeit von drei bis vier Stellen mu8
man mit ¢ unter 0.5 bleiben
Fiir Argumente a > 0.5 spaltet man nach der Additionsformel den Wert
¢ = arctan (0.5) = 0.463647090
ab und verwendet fiir 0.5 <a <1
arctan (@) = arctan (b) + ¢

(e i

Fiir a > 1 nehme man

mit

arctan (@) = % — arctan (-i—). (18)

Die Formeln (17) und (18) sind exakte Umformungen und keine Néherungen. Bei
(18) ist dies sofort zu sehen, und (17) folgt aus der Additionsformel

z—y
arctan (z) — arctan (y) = arctan
(#) — arctan (3) (2)
fiir x = @ und y = 0.5, so daB
a—08 2za-—1

b =10k etz
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B

folgt. Diese Beziehung erhilt man aus (17). Die dort gegebene Gestalt ist aber gleich
auf eine Tastendruckfolge eines Taschenrechners abgestimmt.

Das Verhalten der Formeln (16) und (16) zeigt Abb. 3.5. Fiir den Bereich (0.5, 1.0)
kombiniere man (17) mit den Formeln, fiir (1.0, 2.0) verwendet man (18) und (17)
zusitzlich, und fiir (2, co) kommt man mit (18) als Zusatz aus. Die als ,,besser* be-
zeichnete Formel (16) liefert meist nur eine Stelle mehr. Oberhalb von a = 1 ist sie
sogar schlechter als (15).

Die Anzeigen von Taschenrechnern mit der Arcustangens-Taste sind mitunter
fiir kleine Argumente nicht véllig korrekt, wenn man volle Ausschépfung der Zahlen-
darstellung fiir die Ziffern der Ergebnisse erwartet. Dann liefert schon (15) bessere
Resultate.

Exakte Werte in diesem Bereich kann man aus der Potenzreihe erhalten,
a7

a® a
arcta.n(a):a—§+i——

7 weny (19)

und es gilt fiir zehnstellige Rechnung

arctan (@) = a fir0<a<5-1075,
mit dem a3-Glied fiir 5. 1075 < a < 0.009,
mit dem a5-Glied fiir 0.009 < a < 0.05,
mit dem a’-Glied fir 006 <a<0.1.

Beispielsweise zeigt ein Taschenrechner

arctan (0.0001) = 0.9899999900 - 104,
withrend

0.9999999967 - 104

der zehnstellige Niherungswert ist. Er hat also zwei Stellen an Genauigkeit ver--
loren.

Fiir groBe Argumente gilt
n 1 1 1 1
= == 20
arcten @) = 2~ e V3 ke T iw ®0
und fiir zehnstellige Rechnung gilt
arctan (a) = % fiir 10° < a,

mit dem a-Glied fiir 1000 < a < 10°,

mit dem a®-Glied fir 50 <a <1000,
mit dem a%-Glied fir 16<ax< 50,
mit dem a’-Glied fiir 8<a= 15.
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In diesen Bereichen liefern Tasch h gewohnlich auch die exakten Werte
ohne Stellenverluste.

3.1.6. Logarithmus
In enger Beziehung zu der Reihenentwicklung

a—1 1 fa—1 1 1\%
_ 1 1 21
mo =23 () 5659 ) @

fiir @ > O steht die Niherungsformel

| In (a) & ((—0.6b% + 1) % 5 + 4) % %b (22)

mit b= "—:—i = (a + 1)~ % (—2) + 1, welche fiir 0.7 < a < 1.8 im ungiinstigen
a
Fall mit fiinf bis sechs korrekten Stellen arbeitet.

-1/1g|Fehler|

korrekte Stellen

03} 1
44
02 P
[ %
18
01f — —H— —_— 410

e 1 I}

05 1.0 15 a

030020010 0  0.10 020 b

Abb. 3.6. Fehlerkurve zu der Naherungsformel (22) fir die Logarithmusfunktion

Die Formel (22) ist bemerkenswert stark. Noch bei @ = 10 liegt der Fehler erst in
der dritten Stelle.

Liegt @ auBerhalb des angegebenen Intervalls und will man die Zahl korrekter
Stellen nicht zu rasch sinken lassen, so spaltet man eine Potenz von 2 ab,

In (a) =1In (2* ¥ ¢) = nIn (2) + In (c) ~ 0.6931471806 X n + In (¢),

so daB nun ¢ im lntervall (0.7, 1.6) liegt. Den dekadischen Logarithmus erhilt man
infach aus der B g

1g (a) = In (a)/In (10) ~ In (a)/2.302585093.
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In der Nihe von a = 1 liefern Taschenrechner nicht immer korrekte Werte unter
Ausnutzung der vollen Stellenzahl. Genaue Werte in diesem Bereich erhilt man
durch

2 B
ln(a)=ln(1+z)=z—-;+-§-—z+m, 23)
und es gilt bei zehnstelliger Rechnung

In(l+2)=2= fir0 <z < 101,
mit dem z*-Glied fir 10 < 2 < 1.2-10°8,
mit dem z3-Glied fiir 1.2 - 1075 < z < 0.0005,
mit dem 24-Glied  fiir 0.0005 < z < 0.003.

Beispielsweise liefert ein Taschenrechner -
In (1.00001) = 0.9999900000 - 10-5,
withrend der zehnstellige exakte Wert
1n (1.00001) = 0.9999950000 - 105

ist, was einen fiinfstelligen Genauigkeitsverlust erkennen 1i8t. Die Néherungsformel
(22) liefert in der Nihe von @ = 1 (d. h. b = 0) bessere Werte als der Taschenrechner.

3.1.7. Exponentialfunktion

Als Niherungsformel verwendbar ist

I exp (@) (((% + 1)_'* (—5) + 6) / a— o.s)_' +1, (24)

und zwar fir0 <a < 1.

Abb. 3.7 zeigt das Fehlerverhalten. Bis a = 0.6 werden mindestens fiinf korrekte
Stellen geliefert. Will man fiir @ > 1 genauere Werte haben, so muB eine e-Potenz
mit ganzem Exponenten abgespalten werden:

exp (a) = exp (n + b) = exp (n) - exp (b).
Als Niherungswert fiir ¢ kann man
e = 19371 = 2.718309859

verwenden (der zehnstellige Wert ist ¢ = 2.718281828), so daB der Fehler nur zwei
Einheiten der fiinften Ziffer (0.001%,) betriigt. Der Naherungsbruch fiir ¢ entsteht aus
(24) fiir @ = 1, jedoch statt der in ihm vorkommenden Ziffernfolge 1-9-3-7-1 (Zshler
und Nenner) aus fiinf Ziffern kann man sich auch gleich 2-7-1-8-3 fiir fiinf Ziffern
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'8

von e merken. Obwohl die Formel (24) auch auBerhalb des Intervalls (0, 1) noch
recht gute Werte liefert, versagt sie wegen Division durch Null bei @ = 0. In der
Nihe von a = 0 erhilt man exakte Werte durch die bekannte Reihe fiir exp (a):
a® a® at
=1 e 9
exp (a) +ﬂ+2!+3!+“+ (28)

Fiir zehnstellige Rechnung gilt dabei
exp (@) =1 fiir [a] < 51071,

mit dem a-Glied fir5.10°"! < |a| < 1075,
mit dem a*-Glied fiir 1075 < |a] < 61074,
mit dem a3-Glied fiir 6. 10-* < |a| < 0.005,
mit dem a*-Glied fiir 0.005 < |a| < 0.02.

-1/1g|Fehter]

korrekte Stellen

0.5 2 X

025 4

11

R 05 7020

Abb. 3.7. Fehlerkurve zur Niherungsformel (24) fir die Exponentialfunktion. An
der Stelle a = 1 werden noch fiinf korrekte Stellen fiir ¢ geliefert

3.2.  Schnelle Berechnung transzendenter Funktionen und der
Quadratwurzel

Bereits in den ersten Jahren der Existenz prog teuerter Rech lagen stellte
man dem Anwender neben den arithmetischen Grundopentlonen auch einige trans-
zendente Funktionen (z. B. die Logarithmus- und Exponentialfunktion, die trigo-
nometrischen Funktionen, Arcus-, Hyperbel- und Areafunktionen) und die Quadrat-
wurzel zur Verfiigung. Dies geschah mitunter durch ,feste Verdrahtung®, wie man
den gerdtemiBigen elektronischen Einbau (in der Hardware) nannte, oder durch
Unterprogramme. Besonders die Quadratwurzelberechnung wurde 6fter fest einge-
baut. Dies erfolgte beispielsweise bereits in dem Relaisrechner OPREMA (Optik-
Rechenmaschine) des VEB Carl Zeiss Jena im Jahre 1954. Ein geritetechnischer
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Einbau oder eine Realisierung durch Bauelemente setzt immer eine Mikroprogrammie-
rung voraus, d. h., die Operation wird in elementare Aktionen wie Registerumldufe,
Verschiebungen, Elementaradditionen ganzer Zahlen, Bitabfragen und Schalter-
steuerungen zerlegt. Bei Unterprogrammen werden dagegen die Berech in
Befehlsfolgen des jeweiligen Computers (z. B. Assembler) umgesetzt, in Befehle also,
wie sie dem Nutzer auch zur Verfiigung stehen. In beiden Fillen, d. h., in der Mikro-
programmierung und in der Programmierung, ist man an moglichst schneller Berech-
nung interessiert. Sehr verbreitet und iiblich ist die Berech tr denter
Funktionen und der Quadratwurzel durch Relhenentmcklungen, durch Ersatz-
bzw. Ausgleichsfunktionen und durch Iterationsformeln. Bei Reihenentwicklungen,
d. h. Entwicklungen an einer Stelle — weshalb man diese auch Punktformeln nennt,
ist ein Genauigkeitstest in der Befehlsfolge eingebaut. Somit ist bei einer aktuellen
Anwendung der Zeitaufwand nicht von vornherein bekannt, da der Test manchmal
frither (in der Nihe der Entwicklungsstelle) und manchmal spiter erfiillt ist. Bei
den Ersatzfunktionen hat man zwischen zwei Arten zu unterscheiden:

Erstens kann ihre Konstruktion auf der Grundlage der Methode der kleinsten
Quadrate in einem Intervall erfolgen. Dies ist das Verfahren nach Gauss oder FouriEr
oder die Approzimation im Mittel. Bei dieser Methode ist der Fehler zwischen Origi-
nal- und Ersatzfunktion im Mittel iiber ein Intervall méglichst klein. Das schlieBt
nicht aus, daB in einzelnen Punkten oder kleinen Teilintervallen ein groBer Fehler
existiert. Meist werden als Ersatzfunktion nach dieser Methode Polynome konstruiert,
da deren Auswertung mit der Methode nach HorNER sehr schnell erfolgen kann.
Der Nutzer benétigt dann eine Information iiber die erzielbare Genauigkeit.

Zweitens kann die Konstruktion der Ersatzfunktion nach dem Prinzip der gleich-
mdpigen Approximation erfolgen, das mit dem Namen CEBYSEV (TSCHEBYSCHEFF)
verkniipft ist. Hierbei wird in einem Intervall garantiert, daB die maximale Ab-
weichung der Ersatzfunktion von der Originalfunktion eine gewisse GroBSe nicht
iibersteigt. Auch hier werden gerne Polynome als Ersatzfunktionen konstruiert,
deren Koeffizienten also aus der Bedingung ,,maximale Abweichung minimal im
Intervall von 2, bis z; gewonnen werden. Die gleichmiBige Approximation oder
CEBY3EV-Approximation darf nicht mit der ,,Entwicklung nach CEBYSEV-Poly-
nomen‘‘ verwechselt werden, da letztere nach dem Verfahren von FouriEr erfolgt,
also eine Approximation im Mittel ist. Allerdings schafft eine Entwicklung nach
CEBY3EV-Polynomen eine gute Ausgangssituation fiir eine echte CEBYSEV-Approxi-
mation.

Bei Iterationsformeln, die in einem Unterprogramm realisiert werden, wie es z. B.
oft bei der Berechnung der kaelfunlmonen der Fall ist, muB wie bei der Reihen-
entwicklung im al inen eine G igl hranke b den, so da8
ebenfalls die Arbeltszext von Fall zu Fall unterschledllch lst.

Wie aufwendig die genannten Verfahren sind, kann man bei elektronischen Taschen-
und Tischrechnern optisch wahrnehmen. Wihrend die Resultate der arithmetischen
Grundoperationen praktisch sofort sichtbar werden, dauert die Berechnung der tran-
szendenten Funktionen, die ja sehr hiufig direkt iiber Tastendruck zur Verfiigung
gestellt werden, deutlich linger und manchmal ,,sehr* lange, d. h. einige Sekunden.
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Aber das gilt eben nur manchmal, denn bei einigen Fabrikaten werden auch die
transzendenten Funktionen sehr schnell — in zwei bis drei Grundoperationszeiten
geliefert. Das bei diesen eingesetzte Berechnungsverfahren ist seit 1961 (MEGorrT
[41]) bekannt und kann jetzt voll eingesetzt werden, da die elektronischen Klein-
rechner auf der Basis der mikroprogrammierbaren Mikroprozessoren arbeiten. Jede
Grundoperation des Kleinrechners wird durch ein Mikrounterprogramm in den
Befehlen (Mikrobefehlen) eines Mikropre s realisiert. Die schnelle Berechnung
der transzendenten Funktionen und der Quadratwurzel basiert nun auf einer modi-
fizierten Division oder einer modifizierten Multiplikation. Es entsteht demnach fiir
das Mikroprogramm einer Division oder Multiplikation keine sehr groSe Belastung,
wenn in den einzelnen Subtraktionsrunden des Divisionsablaufs (der Divisor wird
stiindig subtrahiert) oder Additionsrunden der Multiplikation (der Multiplikand wird
stindig addiert) der Dividend und Divisor bzw. der Multiplikand und das Zwischen-
resultat geringfiigig gedndert werden. Die Art dieser Anderung bringt es mit sich,
daB das Resultat der Division oder Multiplikation der eine oder andere transzendente
Funktionswert (oder eine Vorstufe dazu) ist. Das erklirt, wieso transzendente Funk-
tionen in Zeiten berechnet werden konnen, die sich aus wenigen Divisions- und
Multiplikationszeiten zusammensetzen. Das Verfahren ist eigentlich nur fiir Mikro-
programmierung geeignet ; seine Realisierung als Unterprogramm in Nutzerbefehlen
(Assembler) bedeutet eine Zerlegung der Grundoperationen Division und Multipli-
kation in die Grundoperationen Subtraktion, Addition und Verschiebung, d. h. ein
Nachspielen der Mikroprogrammierung auf dem héheren Niveau der_Nutzerbefehle.
Diese Emulation (Simulation eines Computers mit einem Computer) ist bekanntlich
wenig effektiv (vgl. auch 3.3.5.). Somit kommt ein altes Verfahren erst jetzt richtig
zur Wirkung, und es ist angebracht, es aus dem Dunkel der Vergangenheit heraus-
zuholen und neu vorzustellen.

3.21. Normale Division und Multiplikation

Fiir das Verstindnis der spéter zu erliuternden Modifikationen werden zuniichst an
zwei Beispielen die Mikroabliufe der Division und Multiplikation vierstelliger ganzer
Dezimalzahlen vorgestellt.

Multiplikation
Die letzte Multiplikatorziffer steuert die Anzahl der Additionen des Multiplikanden
Multiplikand Produkt Multiplikator
4158 00000000 3024
+ 4158 3
4158
+ 4158 2
8316
+ 4158 1

12474
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12474
+ 4158 0
1. Ziffer verarbeitet, 16632 wiirde negativ werden,
Multiplikand Verschiebung (: 10)
verschieben (» 10) 0302
+ 00041580 1
58212
+ 4158 0
2. Ziffer verarbeitet, 99792 wiirde negativ werden,
Multiplikand Verschiebung (: 10)
verschieben (% 10) 0030
3. Ziffer verarbeitet, wiirde negativ werden,
Multiplikand Verschiebung (: 10)
verschieben ( 10) 0003
+ 04158000 2
4257792
+ 4158 1
8415792
+ 4158 0
4, Ziffer verarbeitet, 12573792 wiirde negativ werden,
Ende Ende
Das in d tstehende Resultat von 4148 - 3024 ist 12573792.

Linge
Bei den’ Vemhlebungen des Multiplikators nach rechts wird die letzte Ziffer jeweils abge-
stoBen.

Division

Der Divisor wird vom Dividenden (von vorn beginnend) subtrahiert. Die Anzahlen
der méglichen Subtraktionen geben die Quotientenziffern. Eine nitige Verschiebung
des Vorganges nach rechts bringt den Ubergang zur niichsten Quotiedtenziffer. Sc-
bald beim Dividenden infolge der Verschiebung am rechten Registerende Nullen
eingezogen werden, ist beim Quotienten der Anfang des gebrochenen Anteils zu mar-
kieren (Dezimalpunkt).

Divisor Dividend Quotient
0416 1257 0000
— 0416
841 1
— 418
425 2
— 418
9 0003
1. Ziffer erarbeitet wiirde negativ werden,
Dividend und Quotient
verschieben (x 10)
0090 003.0

wiirde negativ werden, Dividend und
Quotient verschieben (» 10)

2. Ziffer erarbeitet
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0900 03.00
- o416
484 1
- o416
68 03.02
3. Ziffer erarbeitet wiirde negativ werden,
Dividend und Quotient
verschieben (x 10)
0680 3.020
- o416
264 3.021
4. Ziffer erarbeitet wiirde negativ werden
Ende . Ende

Das Resultat der Division 1257/416 ist 3.021. Der Abbruch bedingt, daB die letzte Ziffer nicht
gerundet wird,

3.2.2.  Schnelle Berechnung des Logarithmus
Man geht aus von der Darstellung

fz) = In (1 + az) = fq.m(l ¥ (l‘—o)')
k=0

Hrz=1,a=lwhddarius
z

1n(1+1)=§q.1n<1+10-'), W

x k=0

1+ % =10+ 100, @
Zz k=0

Es sollen nun 2 und y als n-stellige ganze positive Zahlen gegeben sein, und fiir die
gy soll gelten

0=¢=9,

ebenfalls ganzzahlig, d. h., die g, sind Ziffern des Dezimalsystems. Dann kénnen die
i aus (2) durch eine modifizierte Division errechnet werden:

T o
y+z==z]](1 4+ 10k ®)
k=0
Das groBte mogliche Produkt, d. h., alle g, sind gleich 9, ist bei spezieller zehnstelliger
Auswertung

Pmax = 512 - 2.604738725 = 1333.636467.
Also muB gelten

14 '} = Pmaxs

und das ist eine Bedi g, die im praktischen Einsatz stets gut erfiillt werden kann.
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8 g

Ist etwa die Differenz D;_, bereits berechnet,
j=1
Diy=y— x( T1 (1 + 104 — 1), @
k=0
wobei die g, so gewihlt seien, daB D;_; moglichst klein wird, so sieht man aus (3),

y- z(ﬁ(l + 1040 — 1) o,
daB =

Dy = ﬁé (1 + 1074y ®)
ist. Subtrahiert man von D;_, die GréBe 10~1D;_,, so erhilt man, falls dies méglich
ist,

DP=(1-10)D;,=y—=x ( ﬁl(l + 1075 (1 4 104) — 1)- 6)
Hat man bereits -

D =y — = ([0 + 100 1+ 10— 1),
80 subtrahiert man 10-/D;_,(1 + 10~/)* und erhilt, falls dies noch méglich ist,

DV =y—z (jj:u + 1074 (1 4+ 10-Hpo2 — 1). W)

Fiir den groBtmaoglichen Exponenten a,,, < 9 gelte dann

Di== =D,
und der ProzeB wird fortgesetzt. Zur Beschreibung ist es angebracht,

o =Dy y(1 + 1078, y® =y — D, (1+100 42
zu setzen. Dann erhilt man aus (6) und (7) die Rekursion

y;nﬂi = y(ia) —_ lo—lz;a)’ t(j'”” = z(ia) + 10—;2:(;)_ (8)
Um keinen Stellenverlust zu erleiden, ist es besser,

Y = 107y}
zu setzen, wodurch

y(,gul) = y(lgl) — x?", x}'“ n_ Z(ja) + 10—1x(ia) (9)
entsteht. Fiir den Beginn der Rechnung an der Stelle j gilt

YO = 10y 2 = i, (10)

so daB der letzte Subtraktionsrest y!0: bei der Berechnung der Ziffer ¢; , einmal
nach links zu verschieben ist und der letzte Subtrahend bei dieser Berechnung unver-
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andert iibernommen wird. Der Anfang der gesamten Rechnung erfolgt mit
y=9yP, z=aP.
Aus den Rekursionen (9) und den Bedingungen, daB die y% gerade noch positiv

bleiben sollen sowie die ¢; den Wert 9 nicht iibersteigen durfen, erkennt man die
Tatsache einer modifizierten Division. Die Modifikation erfolgt beim Divisor =,

Tab. 3.5. Zur schnellen Berechnung des Logarithmus

k z v Q und Z&hler k =z v Q und Zshler
0 2000000000 6267956312 0000000000 8207912801 44010571187 1
+2000000000 — 2000000000 + 8268 — 8207912301
1000000000 4267050312 1 8267020660 35742658886 2
+4000000000 — 4000000000 + 8268 — 8267920560
8000000000 0267956312 0000000002 8207928837 27474788817 3
zu klein, + 8268 — 8267928837
82607937106 19206809480 4
1 8000000000 2679563120 0000000020 +_____ 8208 - 8267037105
zu klein, 8267945878 10938872875 5
Verschiebung + 8268 — 8267045378
2 8000000000 26795631200 0000000200 8207953641 2670927002 0002033096
+__80000000 — 8000000000 u kleln,
8080000000 18795681200 1 Verschiebung
+__80800000 —_ 8080000000 7 8267053641 26709270020 0020330060
8160800000 10715631200 2 +_____ 827 — 8267053641
+_ 81608000 — 8160800000 8267054488 18441816379 1
8242408000 2554831200 0000000203 +______827 — 8267054468
zu klein, 82607955295 10178861911 2
‘Verschiebung + 827 — B826%055205
3 8242408000 25548312000 0000002030 8207956122 1005406616 0020330903
+__ 8242408 — 8242408000 zu klein,
8250650408 17805904000 1 Verschiebung
+__8250850 — 8250650408 8 8207056122 19054006160 0203309630
8258901058 9065253602 2 +__ 83 — 8207956122
+__ 8268001 — 8258001058 8267056205 10736110088 1
82071599590 796352634 0000002033 +_____ 83 — 8267950205
zu klein, 8267056288 2518153633 0203309632
Verschiebung zu klein,
4 8267150059 7963526340 0000020330 Verschiebung
u Klein, 0 8267956288 25181538330 2033096320
Verschiebung + 8 — 8267956288
5 8267159959 79635263400 0000203300 8267056296 16913582042 1
+ 82672 — 82671509069 + 8 — 82067056206
8267242631 71363103441 1 8267056304 8645625746 2
+ 82672 — 8267242631 + 8 — 8267950304
8267325308 63100860810 2 377600442 2033096323
+ 82673 — 8267325308 zu kiein, Ende
8267407976 54833535507 3
+ 82074 —_ 8267407976
8207490650 46566127531 4 Es hat sich also Q = 2.033096323 ergeben. Die Multi-
+, 82675 — 8267490650 plikation liefert nun
8267573325 38208636881 5
+ 82676 — 82875733256 j ¢ In(1+10%)
8267656001 30031003556 [}
+ 82677 — 8267656001 0 2 0693147181
8267738678 21763407566 7 1 0 o 30
+ 82677 — 8267738678 2 3 o0
8207821855 13495668877 8 3 3 o0
+ 82678 — 8267821855 & 0 0
8267004033 5227847522 0000203300 FI
u klein, [ |
Verschiebung 8 2 0
9 38 0

6 8267904033 52278475220 0002033090
+ 8208 — 8267904083

8267912301 44010571187 1 In 4.183978156 = 1.419240177



252 3. Ergi zu Kleinstrechnern und einige mikroelek ische Grundlag

& g

der vor jeder Subtraktion zur Berechnung der Stelle j mit 1 + 10~/ multipliziert
wird. Dies geschieht praktisch durch Verschiebung um j Stellen und eine Addition.
Sind n Stellen des ,Quotienten® berechnet, so kann mit vorbereiteten Zahlen
Y
z
berechnet werden. Diese ,,Multiplikation von @ benétigt als Multiplikand fiir die

In (1 4 10-f) gemiB (1) mittels einer modifizierten Multiplikation der Wert In {1+

Quotientenziffer g; den Wert In {1 + ¥ anstelle des sonst zu verschiebenden
z

konstanten Multiplikanden. Ist beispielsweise In 4.133978156 und 10stellig zu be-
rechnen, dann bildet man 1 4 3.133978156 und daraus etwa y — 6267956312
(noch kleiner als 10*%) mit z = 2000000000. Die Rechnung verliuft wie in Tab. 3.5.

Der dort errechnete Wert ist bis auf 10-? korrekt. Fiir die Berechnung des Zehner-
logarithmus sind entweder einfach die Werte Ig (1 + 10~f) fiir die Zusatzmultipli-
kation bereitzustellen, oder es ist eine echte Multiplikation mit 1/In 10 zu ergénzen.
Ist das Paar (2, y) unter der Bedingung y/z < 2'° — 1 (diese Bedingung ist schirfer
als die aus (3) erhiltliche und resultiert aus der Rekursion fiir g, < 9; denn dann
wird maximal (21 — 1)-mal das z subtrahiert) nicht so einfach wie im Beispiel fiir
In 4.133978 156 herstellbar, so sind einige einfache Reduktionen der Gro8enordnungen
durchzufiihren. Beispielsweise ist der Exponent in der Gleitkommadarstellung einer
zu logarithmierenden Zahl sofort ein additiver Beitrag zum Dezimallogarithmus
der Mantisse. Bei der Berechnung des natiirlichen Logarithmus dagegen wird man
vor Addition des Exponenten diesen mit 1/lg e multiplizieren.

Man hitte iibrigens bei k = 8 auf eine echte Division iiberleiten kénnen, da die Anderungen
am Divisor dann nur noch die letzten vier Stellen betreffen, so daB die ersten vier Ziffern des
Quotienten davon nicht beeinfluBt werden:

52278475220

3267904033 oo

3.23. Schnelle Berechnung des Arcustangens

Fiir eine komplexe Zahl z gilt die Eulersche Beziehung
z =2z + iy = Re', w:arctanl, R =YVa® + 42, (11)
x

wenn z im ersten Quadranten liegt. Es gilt offenbar nun

In(z+iy) =In R +ip, ¢ =Im(n(z+ iy), 12)

Im (In (z + iy)) = arctan v,
z

80 daB der Imaginiirteil des komplexen Logarithmus der gesuchte Arcustangens ist.
In dhnlicher Weise wie bei der Berechnung des Logarithmus im vorigen Abschnitt
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wird angesetzt:
ln(+i)=InR— Lgln(l—s.10%), (13)
k=0

d o
Im(ln (@ +iy) = =X g Im(In (1 —§-1074) = — 3 qs,
=) =0
wobei ¢, = arctan (—107%) = — arctan 10~* ist, so daB
y 00
arctan = = Y’ ¢, arctan 10~* (14)
Z k=0
gilt. Aus (13) erhéilt man fiir das reelle R
=@+ ) [ (1—i- 10k, (15)
k=0
Hat man etwa bereits
j—1

BP =2 + iy} = (x 4 iy)‘l_]" (1—4-10"*m (1 —5.10"%)e
berechnet, und zwar so, da8 der Imaginirteil moglichst klein wird, so erhilt man g,
als das maximal mégliche a aus der Rekursion

y(’un = y(in) 10~ jz(a) z(jau) —_ x;a) + lo-}y(a)’ (16)
die einfach aus der Multiplikation

(z(i-l + iy(icl) (1 —4. lo—i) = zliau) + .'y(;ul)
folgt und die angesetzt wird, um mdoglichst oft den Winkel

= 4 arctan 107

zu subtrahieren, damit der Imaginirteil moglichst klein wird. Um keine Genauig-
keitseinbuBen zu erleiden, wird

= 10y
gesetzt, so daB die endgiiltige Rekursion
y(¢+l) y( x}a)’ x(nl) = x(n) + lo-ly (17)

entsteht. Dies ist wiederum die Rekursion einer modifizierten Division, wobei nun
der Divisor anders zu indern ist. Zu Beginn ist

W=y, o'=u=,
und beim Ubergang zur Berechnung der niichsten ,,Quotientenziffer* ist
# ) = 10"["1’ z,!‘:)l = zg‘;)‘
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Tab. 3.6. Zur schnellen Berechnung des A

k z v Q k =z v Q
O 10000000000 5200713348 0000000000 11502685415 92428007124 1
n, + 924 —11502685415
Verschiobung 11502686339 80921221700 2
L 10000000000 52007133480 + 809 —115602688330
+_520071385 —10000000000 11502087148 60418535370 3
10520071385 42007138480 o1 + 894 —11502687148
+_420071335 — 10520071335 11502687842 57015848222 4
10940142670 31487062145 02 + 579 —11502687842
+__314870621 — 10940142670 11502688421 46413160380 5
11255013291 20646910475 03 + 464 —11502688421
+__205460194 —11255018201 11502088885 34910471050 []
1400482485 9201006184 o 349 —11502688885
mkleln, 11502689234 23407783074 7
s n N e o + 234 —11502680234
L ots0s —114b0402h0 LI a0 ane 8
11469774391 81458579355 1 11502680587 402402372
48145858 —11469774301 TAOReROSET dsTE °
11477920249 69988804064 2 Versachiebung
+___0098880 —11477020240 5 11502689587 4024043720 0000048090
11484910120 58510884715 3 u klein,
+___ 5851088 —11484910120 Verachiébung
11490770217 47025965580 4 6 11502680587 40240437200 0000480900
+__ 4702507 —11490770217
11495472814 35535105360 5
+__ 9553520 — 11495472814
11499026334 24039722555 [}
+_ 2408072 —11490026384 E g arctan10-t
11501430308 12540606221 7
+___ 1254070 —11501430306 0 0 45000000000
11502684376 1039265015 0000000048 14 1710593187
zu klein, 2 8
Verschiebung 3 [1] .057 205 760
3 11502684376 10392659150 0000000480 4 9 005729571
ke, I 007
‘erachiebung v
4 11502684376 103926501500 0000004800 L B gy
+ 1030 —11502084376 s 8 o
11502685415 92423907124 1 10 4 O

Es sei 2. B. arctan 0.5200713348 und 10stellig zu berechnen. Dann bildet man
y = 5200713348, z = 1000000000,
und die Rechnung verlduft wie in Tab. 3.8 gezeigt. Von der Stelle k = 6 an wird der Divisor
nicht mehr verindert, da 10-1*. 101° < | ist. Der ProzeB8 wird zu einer echten Division und
liefert nun die weiteren Ziffern
40240437200
11502689587
und eomit entsteht @ = 0.4809034984.

Man hiitte sogar bereits ab k = 4 auf eine echte Division iiberleiten kénnen, denn von da an
éndert sich der Divisor nur in den letzten vier Stellen, so daB die ersten sechs Stellen des Quo-
tienten nicht beeinfluit werden:

103926 591 500

11502684376

Mit vorbereiteten Werten von arctan 10-* ergibt sich somit gemaB Formel (14) das Resultat
arctan 0.5200713348 = 27.47764878 in Grad.

Es ist korrekt mit einem Relativfehler bei 10-19.

= 3.4984,

= 9.034986.
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3.2.4. Berechnung der Quadratwurzel

Hier werden die Ziffern der Quadratwurzel sofort geliefert. Die Methode entspricht
weitgehend der bis 1958 im Schulunterricht der Klasse 8 gelehrten.
Zur Berechnung von

Vl = Y10+ (18)
x k=0
wird
o0 2
y=2(Za 10-') (19)
k=0

gebildet. Sind bereits die Ziffern g, ..., ¢;.; bekannt, so findet man ¢; durch Suchen
des grotmoglichen a in

¥W=y- x(:ii @10 +a- 10")2, (20)
8o daB yi* moglichst klein wird. Mit der Abkiirzung

4 = 22 (:éiq, 10+ 4 a. 10—1) +z 107 @y
erhiilt man leicht die Rekursion aus (20)

YO = g9 107 (22)
und ebenso aus (20)

2t = 2 4 22 1071,

Dies entspricht wiederum einer modifizierten Division, wobei der Divisor vor jeder
Subtraktion um 2z - 10~/ vergroBert wird. Zur Vermeidung von Genauigkeitsverlusten
setzt man besser

yqia) = lofy;-‘”
und erhilt endgiiltig

@+1) — gfa) __ la)

A @)

2D = i 4 22 101,

Beim Ubergang zu einer neuen Ziffer ist zunichst einfach
y;'?l = 10y§"!'.
Aber nach (21) wird

i .
29 =2 5 g 107) + 2+ 1070+ = g9 — . 1071 4 2 1076+,
7 =t i
(24)
2y =2 — 09z 1071,
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Zu Beginn der gesamten Rechnung ist
Wy, =2 (25)

Als"',"wurdeﬁ h Es ist

y = 200000000,
z = 100000000,
2z = 200000000,

0.9z = 90000000.
Die Rechnung verlduft wie in Tab. 3.7 gezeigt. Somit erhilt man den korrekten Wert
V2 = 1.414213562.

Tab. 3.7. Zur schnellen Berech g der Quad urzel
E oz y qQ k z ¥ Q
6 282842100 1007500000 001414210
+ 200000000  —_100000000 + 200 - 282842100
300000000 100000000 1 282842300 724747900 1
- "90000000 kleln, + 200 — 282842300
Yersohiebt 282842500 441906600 2
1 210000000 1000000000 000000010 + 200 — 282842500
+ _20000000  —_ 210000 282842700 150063100 3
000 790000000 1 - 90  xu kieln,
+ 20000000 — 230000000
50 560000000 2 7 282842610 1590681000 014142130
+ _20000000 — 250000000 + 20 - 282842610
270000000 810000000 3 282642030 1807783890 1
20000000 — 270000000 + — 288!
200000000 40000 ‘ 252642060 1024945700 2
— 70000000  su kiein, + 20 — 282842650
- Y 282842670 742108110 3
2 281000000 400000000 000000140 + 20 — 282842070
+_2000000 — 281 282842600 450260440 4
W%% 11:';100:000 1 + 20 — 282842690
—_— m ey r—— rrYeTTITTY
e NG _mmemg  1leaTise 5
3 282100000 1190000000 000001410 Verschiebung
+__200000 - 282100000 8 282842701 1764177500 141421350
1 + 2 - 282842701
+__200000 - 262300000 282842708 1481834790 1
625600000 2 + 2 — 282848708
+__200000 - 282500000 282842706 1108492006 2
232700000 843100000 3 + 2 282842706
+_200000 - 262700000 232843707 915049801 3
252000000 60400000 4 + 2 — 262842707
3u kiein, prorry 084
Versohicbung Iy Y 111117 ‘
W00 “SHA0U000 000014140 SSSEIETIi 349963975 s
0000 821100000 1 o3 e
420000 — 282830000 _eeazms  oTadiam s
282850000 36300000 2 Verschie
m y FYTYYTIIT “T1212640
Vemenitbung o BT _ STIBIEMD 1414218560
5 82841000 383600000 000141420 535309928 1
* zszu:ooo - ?3:15;000 1 —ambid
- #u kiein, m :0&:?1:‘::0 2

— Yerachiebung
6 282842100 1007500000 001414210
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Man erkennt am Verladf der Rechnung, daB man bereits ab k = 5 mit einer echten Division
hiitte rechnen kénnen, denn die Anderungen am Divisor liegen dann in den letzten vier Stellen,
80 daB sie auf die ersten Ziffern des Resultates keinen EinfluB haben:

383600000

—_— = 1.3562.
282841000

Diese finf Ziffern sind tatsiiclilich die noch fehlenden zu den bei k¥ = 5 bereits vorhandenen
1.4142.

3.2.5.  Schnelle Berechnung der Exponentialfunktion
Man geht von der Beziehung

o =1 (1 + 104 (26)

k=0

aus. Diese fiihrt auf

-]
z= Y qIn(l+ 107, @n
k=0
und die ,,Ziffern ¢, miissen fiir gegebenes x als erstes berechnet werden. Da alle g,
also auch gy, kleiner als 10 sein sollen, erhilt man als Beschrinkung

z<10In2 = 6.93 = z,,.

Bei groBeren « wird also eine Reduktion nétig sein, die aber nur das Speichern weniger
Konstanten erfordert, da bereits

%035 o (1 — 10710) 10%

die groBte Zahl ergibt, die in Taschenrechnern dargestellt werden kann. Man wird also
von einem gegebenen z < 230.25, so oft es geht, 6.93* = 48.02 subtrahieren und
ebenso oft den Faktor

401 — 7,16 . 10%
in ein Produkt einbauen und danach den Vorgang mit 6.93 bzw. mit
€89 — 1022.49

wiederholen. Ein anderer Weg, die Schranke zu umgehen, wire die Erweiterung der
Formel (26) bzw. (27) auf ein geeignetes k (k.,;, = —12), jedoch kénnte dies auch
in der Mikroprogrammierung aufwendiger sein.

Die Ziffern g, erhilt man durch eine modifizierte Division, bei der der Divisor
stindig gewechselt wird. Bei der Berechnung der Ziffer g¢; ist er In (1 + 10~f). Diese
GroBen konnen aus demselben (read only memory, ROM) Speicher genommen
werden, der bereits in der Beschreibung der schnell g des Logarithmus
erwihnt wurde.

Ein Beispiel wird mit = 2.000000000 in Tab. 3.8 durchgerechnet. Bereits ab k — 3 erkennt
man, daB die weiteren Ziffern von @ mit denen aus der Spalte z iibereinstimmen. Es ist also
bei 10stelliger Rechnung

Q = 2.642044236.
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Tab. 3.8. Zur schnellen Berech g der Exp ialf
& Divisor z Q H v ]
0 2= 2.000000000 000000000 0 2642044236
0.608147181 — 693147181 1 1
— 008147181 2 [
0.613705639 1 642044236
su klein, 5
Verschiebung 4
1 hil= 6187056390 00000020 3
0.095810180 — 063101708 1 2
— 958101798 2 1
— 958101798 ) )
— 058101798 4 2 42044236
— 958101798 5 3
— 958101768 e 2
418445602 1
xu kle °
3 2044236
2 In1o01= 000000260 1
0.009950381 1 j
2 4 044236
3 5 44238
4 3
2
1
73800 o
3 In1.001 = 000002640 6 7389024798 4236
0.000999500 1 7380 3
2 7389 2
7380 1
7380 o__
7 7380054354 238
4 1n1.0001 = 000026420 739 1
0.000099995 188 °_
8 7389055832 36
4 2
§ In1.00001 = 000264200 4 1
0.000010000 1 T o
2 9 7380050054 °
) 7 5
n 7 4
3
H
h
1. - — =
¢ ]"0_3333311000 1 7389056006
2
3
4

In 1.0000001 = 2368000000 026420440
0.000000100

Der niichste Schritt besteht in der Realisierung der Formel (26). Es sei etwa das
Teilprodukt

-
¥ = If (1 + 1075
k=0

schon berechnet. Setzt man

Y =TT (1 + 1090 (1 + 1077y, @8)
k=0
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80 erhiilt man

2D = @ 4 10710 (29
i i Y5

durch Rekursion.
Beim Ubergang zu einer neuen Ziffer g, ist

y;":)l = y‘,-””, (30)
und ganz zu Beginn ist
w=1 31)

Die Rekursionsvorschrift (29), (30) und (31) hat groBe Ahnlichkeit mit der Multipli-
kation.

Das Ergebnis ist somit (Tab. 3.8)
e = 7.389056096,
und dies ist infolge der Auf- und Abrundungen um ¥3 - 10-* zu klein. Diesen Fehler kann man
verringern, wenn in der Mikroprogrammierung zwei oder drei Schutzstellen (Registerlinge
vergroBern) mitgefithrt werden.
3.2.6. Schnelle Berechnung des Tangens

Zur Berechnung von tan £ wird

T

<< —

2
vorausgesetzt. Mit vorberei Zahlen arctan 107* (sie kénnen aus demselben
Konstantenspeicher genc werden, der bereits bei der Berechnung des Arcus-

tangens verwendet wurde) wird mit einer modifizierten Division
N
z = } g, arctan 10°% (32)
£=0

etwa bis N = 10 gebildet. Mit diesen ¢, werden entsprechend der Formel (13) aus
dem Abschnitt ,,Schnelle Berechnung des Arcustangens‘, die zu

wu+tw=R[](1+i 1075 (33)
k=0
umgeformt ist, die GroBen « und v errechnet, und schlieBlich ist
tan z = vfu. (34)
Dabei ist die Groe R beliebig und wird p d als R = 1 angesetat

Ein Beispiel wird mit 2 = 1.047197551 ~ % in Tab. 3.9 durchgerechnet. Bei k = 5 bilden

die Ziffern in der z-Spalte bereits die noch fehlenden Ziffern des ,,Quotienten“. Somit ist
Q = 1.2624640826.
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Tab. 3.9. Zur schnellen Berechnung des Tangens
k& Divisor z Q i u v Q
0 arctani= 1.047107551 000000000 7 1000000000 830000000 12624640
0.785308164  —0.785398164 1 [} 1000000000 83000000 1262464
261709887 - +1 3
su klein, - +1 2
Verschiebung - +1 1
1 arctan0i= 2617008860 000000010 - +1 0
0.090063653  — 996636525 1 4083000000
—_996686525 2 5 408300000 126246
624620820 +1 5
u kiein, +1 4
‘Verachiebung +1 3
2 arctan00l— 6246208 000000120 +1 2
0.000000067  — 09 1 + 1
- 2 +1 [
Z 3 6408300000
= s . 830 12024
42542 H + 1000000000
—= 1640830
240408108 + _999090004 2
Verschic 26408200904
3 motanooOl- 2464081080 000001260 o !
-— 6
0.000099900 - mmm H +_ 999999952 0
464082648 4640829024
a klein, 3 082 1202
Verschiebung - +_990009916 1
4  arotan0.0001= 4640826480 000012620 000900452 1464062
0000100000 — 299980080 1 - 1 + 900990452 )
909907088 2464082360
¢ 4+4441 3 2 999997088 246408236 126
620330530 - 24641 +_000907988 5
ein, 009973347 406
Vemscnicbung - 124641  + _000973847 4
5  arctan0.00001= 6408205200 000126240 999848706 2246370571
0.000010000 - 224 848 3
099624068 3246228277
—___ 824633 +_ 999624068 2
000200445 4245862345
i u v Q - e + _000200445 1
008874860 5245151790
9 1 1202 — 524515 4908874860 0
_ 0 + 2 998350345 0244026650
- 3+ H 1 998850345 6244020665 12
- +1 —_ 6244027 + 008350348 1
1000000000 3000000000 902106318 1622753010
8 1000000000 300000000 126246408 —__16227530 +_ 99210631 °
- 3 1 1000000000 H 975878788 2614850328
z 0 +1 5 0 975878788 261485038 1
- o 11 A —_261485083 +_ 975878788 0
- 0 +1 3 0714302855  1.287364721
- 0 +1 2
z 0 +1 1
- 0 +1 0
1000000000 8300000000
Zur Bearbeitung des Produktes aus (33) bildet man die Zwischenwerte
N
w® 4 i} = JJ (1 + i 1074 (1 4 4. 1079, (35)

k=j+1

d. h., man beginnt mit der letzten Ziffer g5 von Q. Mit

o) 1= 10
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zur Vermeidung von Stellenverlusten erhilt man die Rekursion

v(jun —_ v;_l) + “‘iﬂ’ u“”“ —_ u(o) lo—yv(o) (36)
und dies sind Formeln fiir eine modifizierte Multiplikation. Der Multiplikand u{*
wird laufend geéindert. Beim Ubergang auf eine neue Ziffer gilt

v =107, u® = ule), (37
und zu Beginn ist

o9 =0, v9=1(=R).

Im Beispiel der Tab. 3.9 andert sich u wegen des Faktors 10-% erst ab j = 4. Es ergibt sich

v _ 1237364721 — 1732

u 0.714392855
Dieser Wert ist bis auf 10-? iibereinstimmend mit }’5, dem Tangens von 60° oder #/3.

3.2.7. Berechnung der iiblichen sonstigen transzendenten Funktionen
‘Wenn mittels der Mikroprogrammierung die Funktionen
In(z), exp(x)=e®, arctan(z), tan(z) und sqrt(z) = }G:

h h AR

berechnet wurden, geniigen wenige Formeln, um die auf T:
sonstigen transzendenten Funktionen ebenfalls zu erhalten. Fiir den dekadischen
Logarithmus und die Exponentialfunktion mit 10 als Basis ist es bereits erwiahnt
worden:

In(2)
In (10)’

Die Hyperbelfunktionen erhilt man leicht aus

Ig () = —— 0¢ = exp (z/lge).

sinh (z) = % (exp () — 1/exp (=),

cosh (z) = % (exp (z) + 1/exp ().

Die trigonometrischen Funktionen ergeben sich aus

sin (z) = ta.n—_—(z;' cos (x) = ——l—, cot () = 1/tan (z)
}/l + tan? (z) }/1 + tan? (z)
oder, wenn man schon auf die Werte « und v aus dem Abschnitt ,,Schnelle Berechnung

des Tangens* (34) zuriickgreift,

2
sin (z) = I/u’—-i”’, cos (x) = I/'ﬁ
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Ebenso einfach findet man die Arcusfunktionen

1 — 2t
22

z?
arcsin (z) = arctan V 5> arccos (z) = arctan l/
—_—

1
Die Areafunktionen oder inversen Hyperbelfunktionen erhilt man aus
Arsinh (z) = In (z + Va2 + 1},

Arcosh (x) = +In (x + Y2? — 1) firz =1
oder besser

Arcosh (1) = +In(1 4+ Yz — 1(fz — 1+ V= + 1)) fir z21.

3.3.  Mikroelektronik

3.3.1.  Physikalische Grundlagen

Die Mikroelektronik basiert auf der Physik der Festkorper oder genauer gesagt der
elektronischen Halbleiter. Deren Erforschung begann schon vor etwa 100 Jahren mit
der Entdeckung des Sperrschichteffektes und setzte sich seit der Entwicklung des
Transistors im Jahre 1948 stiirmisch fort. Wahrend zunachst der Transistor als funk-
tioneller Ersatz schaltender Elektronenréhren (Triode: Anode, Katode, Gitter) noch
eine BaugroBe von 0.25 bis 1 cm? einnahm, konnte in der Folge (Beginn der Entwick-
lung 1960, Beherrschung der Pla.nu-Technologle Ende der fiinfziger Jahre) das Bau-
den. Dies g durch komplizierte technol
Prozesse wie Ondahon, szen, Diffusion, Ionemmplanta.tlon in diinnen oberﬂwhen-
nahen Bereichen mit Dicken zwmchen 10 und 300 nm. Das heiBt, man arbeitet mit
Schichtdicken, bei denen bereits I im sichtbaren Licht auf-
treten, wie man sie bei diinnen Olfxlmen auf Wasser oder bei Seifenblasen in Form von
Farbeffekten kennt, d. h., die Schichtdicken liegen im Bereich der Wellenlinge sicht-
baren Lichtes, und an sich undurchsichtige Stoffe, wie z. B. Aluminium, werden licht-
durchlissig (Wellenldnge sichtbaren Lichtes von 360 nm (violett) bis 780 nm (rot)).
So erreicht man heute Dichten von 10000 bis 180000 Bauelementen pro Chip. Dabei ist
ein Chip ein Trigerplnttchen in der GroBe von 12 bis 40 mm?. Mit wenigen Chips kann
man Schaltungskomp realisieren, die den fritheren groBen Rechenanlagen ent-
sprechen.

In der iiberwiegenden Zahl der Taschenrechner befindet sich beispielsweise ein
einziges Chip, ebenso in einer digitalen Armbanduhr. Solche Chips tragen also bereits
Funktionen, welche nicht nur arithmetische Grundfunktionen, sondern héhere
Funktionen und die g te Rechnerst: beinhalten. Bei der Armbanduh
sind dies Ta.ktgenerator mit Schwingquarz und periodische Zahler fiir Monat, Monats-
tag, Wochentage, Stunden, Minuten, Sekunden, wobei noch Beziehungen zwischen
den Ziahlern beachtet werden miissen (Monatstage 28, 30, 31 in Abhéngigkeit vom
Monat).
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Da diese Chips in einer Massenfertigung, also verhiltnismi8ig billig entstehen,
erdffnen sich neben den beiden erwithnten Anwendungsgebieten zahlreiche weitere
Einsatzméglichkeiten, von denen man sich gegenwiirtig noch kaum eine Vorstellung
machen kann. Die niedrigen Preise der Herstellung diirfen aber nicht dariiber hinweg-
tiuschen, daB die Investitionen fiir die Beherrschung der Technologie enorm sind.

3.3.2.  Grenzschichteffekt und Siliziumhalbleiterdiode

Die Halbleiter besitzen, wie der Name schon sagt, eine elektrische Leitfahigkeit, die
bei Zimmertemperatur zwischen derjenigen fiir Leiter (z. B. Metalle) und derjenigen
fiir Isolatoren (z. B. Marmor oder Bernstein) liegt. Schalttafeln in alteren Physik-
Kabinetten der Schulen sind auf Marmor unter Ausnutzung der Isolationseigen-
schaften montiert. Noch besser isoliert Bernstein, weshalb auch eine durch Reibung
aufgebrachte Oberflichenladung sich nicht ausgleichen und abflieBen kann. So auf-
geladener Bernstein zieht kleine leichte Kérper, etwa Papierschnipselchen, an bzw.
stoBt sie ab. Aus dem Namen elektron, den die Griechen in der Antike dem Bern-
stein gaben, ist (im Zusammenhang mit den elektrostatischen Eigenschaften dieses
Stoffes) der Name Elektrizitdt entstanden. Die elektrische Leitfahigkeit ist der rezi-
proke Wert des spezifischen Widerstandes (Ohm - cm):

Kupfer 1.75 - 1078, Germanium  1072...102,
Aluminium 2.82 - 1078, Marmor 10%,
Silizium 10-1...108, Bernstein 10%,

Die groBen Intervalle bei den Halbleitern riihren daher, da8 ihre spezifischen Wider-
stinde sehr stark von der Temperatur, von Lichteinwirkung und von Verunreini-

bhs Die El te Germanium und Silizium sind typische Vertreter
der Halbleiter und werden auch technisch benutzt. Im periodischen System der
Elemente stehen sie in der vierten Gruppe, da ihre duBerste Schale vier Elektronen
enthilt: .

I 1Iv \4

B C N
Al Si P
Ga Ge | As
In Sn Sb

Die relativen Atommassen von Silizium und Germanium sind 28.06 bzw. 72.60, ihre
Dichten 2.4 bzw. 5.35 g em~3. In einem Kubikmillimeter befinden sich demnach
5.15 - 10 Atome bei Silizium und 4.44 - 10" bei Germanium.

Im reinen Halbleiterkristall (der nur in besonderer Technologie der Einkristall-
herstellung [65] bei kristallographischer Perfektion, d. h. keine Versetzungen u. a.
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gefertigt werden kann), also in durch Fremdatome ungestértem Zustand und auBer-
dem bei tiefen Temperaturen, sorgen die vier sog ten Valenzelektronen des
chemisch vierwertigen Siliziums (bei Ger entsprechend) fiir die feste Bindung
der Atome (Abb 3.8.).

/ N/, \_ﬁ\
\U/ \U/
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j:é -] \Q_
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Abb. 3.8. Kristallgitter eines Silizium-
kristalls in schematischer Darstellung. Alle
Elektronen sind fest eingebaut. Der Kristall
ist elektrisch nicht leitend

i
&
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Abb. 3.10. Kristallgitter eines mit einem
Indiumatom dotierten Siliziumkristalls

Abb. 3.9. Kristallgitter eines mit einem
Arsenatom dotierten Siliziumkristalls in

schematischer Darstellung. Das fiinfte
Elektron aus der duBersten Schale des
Arsens ist frei beweglich. Der Kristall
ist elektrisch leitend durch negative
Ladungstriiger

in schematischer Darstellung. Die drei
Elektronen in der &uBersten Schale des
Indiums lassen ein Loch in der Struktar,
das sich durch Hineinspringen benach-
barter Elektronen wie ein positiver

Ladungstriiger bewegt

Die elektronischen Halbleiter zeichnen sich dadurch aus, da8 bei Zimmertempera-
tur die Energie der Gitterschwingungen ausreicht, um einige Elektronen aus der Gitter-
bildung zu befreien, so daB bei Anlegen eines elektrischen Feldes eine Leitfahigkeit
(Eigenleitung) auftritt.

Durch Einbau von fiinf- bzw. dreiwertigen Fremdatomen (z. B. Phosphor, Bor) in
das Wirtsgitter mit vierwertigen Atomen (Germanium, Silizium) kann man die Leit-
fahigkeit um GréBenordnungen erhéhen (Abb. 3.9 und 3.10).

Den Einbau von Fremdatomen in das Kristallgitter nennt man Dotieren (dotare
(lat.) = hinzugeben). Wird ein Atom der fiinften Gruppe, z. B. Arsen, eingebaut,
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80 bleibt ein freies Elektron (Abb. 3.9). Der Halbleiter wird n-lestend (n von negativ).
Atome, die Elektronen abgeben, nennt man Donatoren (donatio (lat.) = Schenkung).
Das Donatoratom selbst zeigt sich durch die Elektronenabgabe als positive ortsfeste
Ladung.

Bei einer Dotierung von einem As-Atom auf etwa je 107 Si-Atome spricht man von
einer normalen n-Dotierung (n von negativ) und erreicht einen spezifischen Wider-
stand von etwa 5 Ohm - cm. Wird stark dotiert, d. h. mit einem As-Atom auf bereits
10* Si-Atome, also tausendmal stirker, so wird dies n*-Dotierung genannt. Der
spezifische Widerstand féllt auf etwa den hundertsten Teil, 0.05 Ohm - cm.

Wird ein Atom der dritten Gruppe, z. B. Indium, in das Kristallgitter eingebaut,
80 reichen dessen drei AuBenelektronen nicht zum Absittigen der Bindungen in der
Kristallstruktur aus. Es bleibt eine Liicke oder ein Loch. Springen nun Elektronen

p-Zone n-Zone Raumladungszone
+—
4 A4 A A g A& RlaTo] o P
& & 4 5o & &\r|oy o o
4 K & g & &\x|oj oo
a) b)
Abb. 3.11. Ausbildung und schematische Darstellung einer Raumladungszone am

pn-Ubergang eines dotierten Halbleiters (b)

a) In der p-Zone liegt ein elektrisch neutraler Zustand vor, jedoch gibt es im Kri-
stallgefiige ,,Locher*. Auch in der n-Zone liegt ein elektrisch neutraler Zustand
vor, Es gibt dort frei bewegliche Elektr In der Zeichnung sind die Locher
durch ein ,,+* gekennzeichnet, so daB zum Ausgleich die Akzeptoren (4) ein
,»—* tragen. Ebenso sind die frei beweglichen Elektronen durch ,,—* und zum
Ausgleich die Donatoren (D) durch ,,+* markiert

b) Elektronen aus der n-Zone haben einige Locher aus der p-Zone besetzt. Die ,,—
haben sich mit den ,,4* ausgeglichen. Dnrch die ohne Loeher verhleubenden
Akzeptoren A~ und die olme Elek vert D D+
an der G hicht eine R lad

von benachbarten Atomen in solch eine Liicke, so wandert das Loch unter dem Ein-
fluB eines elektrischen Feldes wie ein positiver Ladungskorper durch den Kristall.
Der Halbleiter wird p-leitend. Die Atome, die Elektronen aufnehmen, nennt man
Akzeptoren (acceptare (lat.) = aufnehmen). Dag Akzeptoratom wird durch die Elek-
tr fnahme negativ geladen (Abb. 3.10).

Bei einer Dotierung von einem In-Atom auf etwa je 10° Si-Atome spricht man von
einer normalen p-Dotierung (p von positiv) und erreicht einen spezifischen Wider-
stand von etwa 2 Ohm - cm. Wird stark dotiert, d. h. mit einem In-Atom auf bereits
10* Si-Atome, so sinkt der spezifische Widerstand auf 0.05 Ohm - cm. Die starke
Dotierung mit Indium wird mit p*-Dotierung bezeichnet.

Grenzen eine n-leitende und eine p-leitende Kristall inander, so diffun-
dieren die frei beweglichen Elektronen aus dem n-Gebiet in das p-Gebiet, wo eine
verstirkte Rekombination auftritt und daher die Locher und die Elektronen nach
der Rekombination nicht mehr als bewegliche Ladungstriger zur Verfiigung stehen.
Die negativ gelad Akzept: den nun nicht mehr durch die positiven Locher

P
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(Defektelektronen) kompensiert, und es entsteht eine negative Raumladung im
p-Gebiet der Ubergangszone.

Analog wandern die Locher in dasn-Gebiet und rekombinieren mit den Elektronen,
80 daB diese nicht mehr die ortsfesten positiv geladenen Donatoren kompensieren und
eine positive Raumladung im n-Gebiet der Ubergangszone entsteht. Zwischen posi-
tiver und negativer Raumladung besteht ein elektrisches Feld und somit eine Spm
nung, die Dt)‘/uamwpannung Die verstarkte Rekombination im Ub
bedeutet eine Verarmung an beweglichen Lad triagern, so daB dieses Geblet hoch-
ohmig wird. Das Einstromen der Elektronen in in die Locher des Kristallgefiiges der
p-Zone kommt zum Stillstand. An dem pn-Ubergang entsteht eine an frei beweglichen

ngstrigern verarmte G hicht, die Raumladung (Abb. 3.11).
Legt man nun an einen Siliziumkristall mit einem derartigen pn-Ubergang eine
Spannung nach Abb. 3.12a an, so verbreitert sich einfach die R lad Die
Raumladungszone -—
-— (e ———?
A4 4] 0t vl & & 4&lDP
A | 000" LKAA
s rloog| |l 454
p-Zone n-Zone T p-Zone
-1+ Hyo
I ]
a) b)- ,
Abb. 3.12. Zur Veranschaulichung der Sperr- (a) und DurchlaB8richtung (b) einer
Halbleiterdiode
. mA
1 Dunl-chlnﬂstrom
/

Sperrstrom ~400

Abb. 3.13. Kennlinie fiir eine Siliziamhalbleiterdiode. Man beachte die unterschied
liche Skalierung auf den positiven und negativen Achsen. Bei etwa —110 V schligt
diese Diode durch (Sperrspannungen gibt es von —56 V bis —1000 V)

Elektronen kénnen nicht durchwandern. Der Strom ist (bis auf einen geringen Sperr-
strom, der durch das Befreien von Elektronen in der Raumladungszone durch ther-
mische Anregung zustande t) gesperrt: Sperrichtung.

Legt man dagegen eine positive Spannung (Abb. 3. l2b) an die p-Zone und eine
negative Spannung an die n-Zone, so baut diese die Sp hicht der Raumladungs-
zone ab, und die Elektr: k flieBen: Durchlafrichtung. Es ist dadurch eine
Diode entstanden, die zur Gleichrichtung verwendet werden kann. Der DurchlaB-
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strom beginnt erst dann zu flieBen, wenn die angelegte Spannung in Durchla8-
richtung einen gewissen Schwellenwert, welcher der Diffusionssp g entspricht,
iibersteigt. Bei Silizium ist dieser Schwellenwert etwa 0.7 V bei Zimmertemperatur. .
Auch in Sperrichtung ist stets ein wenn auch kleiner Strom vorhanden. Der Sperr-
strom kann etwa den 107ten Teil des DurchlaBstromes betragen. Jedoch verschwindet
er nie vollig, da immer Ladungstrager an Storstellen des Kristalls vorhanden sind
und in der Realitdt nicht die idealisierten und schematischen Verhaltnisse aus
Abb. 3.11 und 3.12 vorliegen. Da bei einer Erwarmung das Kristallgefiige energetisch
angeregt wird, gibt es mehr Ladungstriger ab, so daB der Sperrstrom tempe-
raturabhangig ist und mit steigender Temperatur auch steigt. Bei einem Um-
schalten von DurchlaB in Sperrichtung tritt eine Verzogerung auf, da der pn-Uber-
gang, d. h. die Raumladungszone, erst von Ladungstrigern ausgeriumt werden mus8,
was in einem Halbleiter eine gewisse Zeit, die Sperrerholzeit, beansprucht. Bei speziel-
len Schaltdioden kann diese Zeit auf 10~° s gedriickt werden. Solche Dioden kénnen
demnach im Mega- oder sogar Gigahertzbereich arbeiten. Bei besonders hoher Sperr-
spannung schlégt eine Halbleiterdiode durch. Abb. 3.13 zeigt eine typische Kennlinie
fiir eine Siliziumhalbleiterdiode.

3.3.3. Transistor
Bipolarer Transistor

Der Transistor ist ein elektronisches Halbleiterbauelement. Ein Transistor (von
transfer und resistor, d. h. ,,iibertragener* (gesteuerter) Widerstand) kann die Funk-
tion einer Triode (Vakuumréhre mit Katode, Anode und Gitter) iibernehmen. Er
kann also als Steuerelement oder Schalter verwendet werden. Seine Funktion als
Verstirker ist in den logischen Schaltkreisen ohne groSe Bedeutung.

Der bipolare Transistor triigt seinen Namen, da beim Zustandekommen seiner
Wirkung sowohl die (fiktiven) positiven Ladungstriiger, die Locher, als auch die

npn - Transistor

Lo [ ] Bosis Kollektor ()
pnp - Transistor ——K . @
I . l — ] 5 j Emitter ()

Emitter  Basis  Kollektor

Abb 3.14. Sct ische D 1 der Lei eines npn- und eines pnp-
sowie das Schaltsymbol | fiir einen Transistor. Erléuterung der Begriffe
Bms Kollektor und Emitter sowie der Funktion im Text

negativen, die Elektronen, beteiligt sind. Ein bipolarer Transistor besteht aus drei
Zonen unterschiedlichen Leitungstyps pnp oder npn (Abb. 3.14).

Im folgenden wird anhand von Abb. 3.16 die Wirkungsweise eines npn-Transistors
erliutert. Fiir einen pnp-Transistor gilt alles analog. Ein Transistor besitzt zwei
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pn-Ubergﬁnge. Einer liegt zwischen Emitter (E) und Basis (B), der andere zwischen
Basis (B) und Kollektor (C). Es wird nun eine Spannung Uz in Sperrichtung zwischen
Basis und Kollektor angelegt. Im Kollektorkreis flieBt ein kleiner Strom I, der Kol-
lektor-Sperrstrom. Wird an den Emitter-Basis-pn-Ubergang eine Spannung in
DurchlaBrichtung Ugp angelegt, so werden Elektronen vom Emitter in die Basis-
zone geliefert (emittiert). Es entsteht der Emitterstrom I. Die vom Emitter in die
Basis i m)merten Elektronen durchwandern das feldfreie Gebiet der Basis, bedingt
durch das Konzentrationsgefille. Da die Basis sehr diinn und wesentlich geringer do-
tiert ist als Emitter und Kollektor, ist die Rekombination der Elektronen in der Basis
sehr gering, so daB der groBte Teil der in die Basis injizierten Elektronen vom elek-
trischen Feld des Kollektor-Basis-Ubergangs erfaBt wird und damit den Kollektor-
strom erhoht. Das Anlegen der Spannung Upgg hat wie ein Schalter fiir den Strom I,
gewirkt.

Die Wirkungsweise des bipolaren Transistors beruht also auf der Injektion von
Ladungstrigern vom Emitter in die Basis. Er ist stromgesteuert. In den Leitungs-
zonen bewegen sich sowohl die Locher als auch die freien Elektronen.

Emitter  Basis Kollektor
13 8 c
n P i n
ele (2
eje o (-]
© &

2\ |
!

Rahmladungszonen
1l

al
Py e v -
% ‘i‘a .
Abb. 3.15. Wirk inzip eines npn-Transi Nihere Erlauterung im Text.
Dargestellt ist nur die In]eknon von Elektronen als Ladungstriger

4o St
= () (w)

e, Raumladungs-
v nnH-m zone im Pﬂq%eﬁ“
SN | iz

e, o~ Senke (draln)}

gAY

Abb. 3.16. Wirk ip eines n-Kanal-Sperrschicht-Feldeffekt-Tr
(SFET). Erhohte negatlve Spannung am Gate (Steuerelektrode) verhindert durch
Verbreiterung der R. den Durchflu8 der Elektronen von der Quelle

zur Senke (R, ist ein AuBenwideuta.nd)
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Unipolar- oder Feldeffekt-Transistor

Im Gegensatz zum bipolaren Transistor arbeitet der unipolare nur mit Ladungs-
trigern einer einzigen Sorte, Elektronen oder Lochern (Abb. 3.16). An den Enden
einer n-leitenden Zone wird eine Spannung angelegt. Elektronen flieBen von der
Quelle (source) zur Senke (drain = Drainage, AbfluB). An den Seiten der n-Zone
sind zwei p-Zonen angebracht, und an diesen liegt eine negative Spannung, so da8
sich an den pn-Ubergingen Sperrschichten oder Raumladungszonen bilden. Wird
die anliegende Spannung erhoht, so vergroSern sich die Raumladungsgebiete und
schniiren den Durchgang der Elektronen schlieBlich ab. Die Steuerelektrode an den
p-Zonen wirkt wie ein Schalter (Tor = gate).

Da hier die Steuerung des Leitungsquerschnittes iiber das elektrische Feld der
Raumladung des in Sperrichtung vorgespannten pn-Uberganges erfolgt, bezeichnet
man diesen Unipolar-Transistor als pn-Feldeffekt-Transistor (pn-FET field effect
transistor). Wird dagegen die Ladungstriigerdichte eines Kanals in der Halbleiter-
oberfliche iiber eine Metallelektrode, die durch eine diinne hochisolierende SiO;-
oder SizN,-Schicht von der Halbleiteroberfliche getrennt ist, gesteuert, so erhalt man
den MOSFET (metal-oxide-semiconductor-FET oder Metall-Oxid-Halbleiter-FET),
auch MISFET (Isolator), derinsbesondere bei der Herstellung hochintegrierter Schal-
tungen eingesetzt wird.

MOS-Transistor (FET) (metal oxide iconductor transistor = Metall-Halbleiter-
Transistor)
Bei di fiir die GroBintegration sehr bedeut Typ beeinfluBt eine Steuer-

spannung die Leitfahigkeit einer diinnen Oberflichenschicht im Halbleiterkristall.
Es gibt zwei physikalische Grundarten des MOSFET-Transistors:

p-Kanal MOSFET,
n-Kanal MOSFET,

und zwei Grundarten der Schaltzustinde:
Anreicherungs-(enh: t)Transistor,

Verarmungs-(depletion)Transistor,

U % AlaGafe(Me'tall(/)

n-Si-Unterlage (Substrat)

Abb. 3.17. Ein p-Kanal MOSFET-Transistor vom Anreicherungstyp im Schnitt
(ndhere Erliuterung im Text). Die negative Gatespannung reichert den Kanal mit
positiven Ladungstrigern, d. h. Lochern, an
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welche zwar beliebig kombiniert werden kénnen, jedoch sind aus technologischen
Griinden die p-Kanal MOSFET-Transistoren vorwiegend vom Anreicherungstyp
und die n-Kanal MOSFET-Transistoren ebenso iiberwiegend vom Verarmungstyp.
Was steckt hinter den genannten vier Begriffen?

Der p-Kanal MOSFET hat eine p*-dotierte Quelle (source) und eine Senke (drain)
auf einem n-dotierten Silizium-Substrat (Unterlage). Zwischender Quelleund derSenke
liegt die Spannung Ups (Abb. 3.17). Zwischen Quelle und Senke befindet sich der
Kanal, der von einer Aluminium (Al)-Briicke, dem Tor (gate), zwischen Quelle und
Senke iiberspannt wird. Damit dadurch Quelle und Senke nicht leitend verbunden
werden, wird durch SiO, (gate-oxid, auch Si;N,) eine Isolationsschicht zwischen-

elegt.
¥ Zwischen Gate und Quelle liegt eine Steuerspannung, Ugs. Beim n-Kanal MOSFET
sind die Dotierungen der Quelle, der Senke und der Unterlage gegeniiber dem
p-Kanal MOSFET vertauscht.

Ist ein MOSFET-Transistor ohne Gatesy g, d. h. nicht leitend, und tritt die
Leitfihigkeit erst bei bestimmter Gatespannung ein, namlich dann, wenn durch das
Gatefeld geniigend Ladungstriger in den Kanal gezogen werden, so liegt der An-
reicherungstyp vor. Ist dagegen der MOSFET-Transistor im Ruhezustand, d. h. ohne

Gatespannung, leitend und kann er bei bestimmter Gatesp g abgeschaltet wer-
den, so ist er vom Verarmungstyp (das Feld der Gatespannung schnurt den Kanal ab).
Als Schwellenspannung wird die Gatesp mindest;

benétigt wird, um einen Kanal zu erzeugen oder zu beseltlgen Sie liegt je nach
Technik zwischen 1V und 4 V.

3.3.4. Technologie
Ziichtung von Silizium-Einkristallen

Die bereits erliuterten physikalischen Grundlagen der Halbleiterelektronik lieSen
deutlich werden, daB diese Effekte keine Storungen in der kristallinen Struktur des

Ziehrichtung

Drehrichtun,
) des Ziehgestdnges

Kristallkeimhalter

Kristallkeim
Einkristall
Platintiegel

Abb. 3.18. Schematische Darstellung der
o Einkristallziich aus einer Sch
Hochfrequenz- d
Sinterkorundmasse hﬂlsp“'g(e nach CZOCHRALSKI
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Siliziumsubstrats erlauben. Die erste Forderung der Mikroelektronik ist deshalb die

. Herstellung chemisch hochreinen, d. h. definiert ,,verunreinigten” oder dotierten
Siliziuins in sogenannten Einkristallen. In solchen Kristallen haben dann alle Atome
iiber die geforderten geometrischen Abmessungen hinweg, d. h. in Zentimeterberei-
chen, die in den Abb. 3.8 bis 3.10 skizzierten Plitze.

In speziellen Betrieben zur Herstellung von Reinmetallen, von Edelstei (eben-
falls Einkristalle), in optischen Betrieben (diese bendtigen ebenfalls Einkristalle) oder
eben Elektronikbetrieben werden Halbleiter-Einkristalle geziichtet (Fototafel, Bild 1).
Die groBte Bedeutung hat dabei gegenwirtig fiir Si das tiegelfreie Zonenschmelz-
verfahren nach KeLk und Goray. Das Silizium in der Schmelze ist hochrein, was
(siehe [65]) nach der chemisch rein hergestellten Grundsubstanz noch durch weitere
phyzikalische Methoden (Zonenschmelzverfahren) erreicht wird. Im Schmelztiegel
(Abb. 3.18) befindet sich dieses Silizium mit den Dotierungszusétzen (etwa 1 mg Arsen
oder Indium auf 1 kg Silizium, d. h. 1:108 fiir das Masseverhéltnis, oder auch anders
je nach Dotierung). An den Kristallkeim am Ziehgestinge lagern sich weitere Atome
geordnet an, so daB man nach einigen Stunden einen Silizium-Einkristall von etwa
125 mm Durchmesser und bis zu 100 cm Lange und den gewiinschten Leit

haften erhalt. AnschlieBend werden diese Stabe mit Dl&mantsagen ‘senkrecht zur
Stabachse und damit etwa parallel zu einer Kristallebene in etwa 0.5 mm dicke
Scheiben zersagt. Durch Polier-, Lapp- (Feinstpolierung) und auch Atzvorginge wer-
den die vom Sagen herriihrenden kristallinen Stérungen an der Oberflache beseitigt.
Damit hat man die Siliziumunterlage (das Substrat), eine runde diinne Scheibe von
5 bis 8 cm Durchmesser zur weiteren Bearbeitung vorliegen [65).

Dotierungstechniken und fotolithogratisches Verfahren

Die fiir die Halbleiterelektronik benétigten kleinen Gebiete in oder auf der Silizium-
unterlage werden durch

Diffusion,
kristallines Aufwachsen,
Aufdampfen,
Oxidation
hergestellt (Abb. 3.19).

Bei der Diffusion wird das Substrat bei etwa 1100°C dampfférmigen Verbindungen
des Dotierungselements ausgesetzt. Relativ langsam diffundieren die entsprechenden
Atome in den Siliziumkristall in eine Tiefe von 3 bis 10 - 10~3 mm ein, je nach Tem-
peratur und Dauer. Diese Technik kann wiederholt auf derselben Stelle im Substrat
angewendet werden, so daB Schichten von p- bzw. n-leitenden Zonen entstehen. Beim
kristallinen Aufwachsen bildet sich auf der Einkristalloberfliche bei etwa 1200°C
in einer Wasserstoffatmosphiire aus einer gasférmigen Silizinmverbindung eine weitere
Kristallschicht. _

Enthilt die Atmosphiire Dotierungsstoffe, so entstehen neue Schichten vom ge-
wiinschten Leitungsverhalten.
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Durch Aufdampfen im Vakuum werden an den gewiinschten Stellen diinne Metall-
filme aus Aluminium, Gold oder Legierungen als Kontaktstellen aufgebracht. Die
Oxidation, welche bei 900 bis 1200°C in einer Sauerstoff- und Wasserdampfatmo-
sphiire stattfindet, iiberzieht Silizium mit einer diinnen, aber sehr dichten und wider-
standsfihigen Oxidschicht 8i0,. In ungefahr einer Stund

wird eine Schi

Hochdotierte n*-Silizium- Einkristallscheibe, Sub-
strat, @ 50-.-75 mm, Dicke 0.3 mm

Aufwachsen einer n-dotierten Silizium-Schicht von
etwa 0.01 mm Dicke (Kollektorschicht)

Oxidation 1; Erzeugen einer SiO,-Schicht von etwa
0.002 mm Stirke

Fotolithografie 1; Atzen von Fenstern in die Oxid-

n* 4 P
(70007, R 2722,
n
n-"
As As

Diffusion zur Erzeugung der Transistorbasis; Indium-
atome diffundieren durch dle 0x1dienswr in den
Kristall und gen die p-leitend

Oxidation und Fotolithografie 2; die Oberfliche wurde
wieder voll oxidiert, und neue Fenster fir die Emitter-
Diffusion wurden geiitzt

Diffusion zur Erzeugung des Transistoremitters;
Arsenatome diffundieren durch die Oxidfenster in den

Abb. 3.19. Schematische Folge der Produkti
ht auf die H

tung,

+
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Bild 1. Ziehen eines Einkristalls
aus der Schmelze nach CzoCHRAL-
sk1 [ADN-ZB/Kiirsten]

Bild 2. Chips fiir die Mikroelek
tronik werden auf runden Silizi
umscheiben simultan zu etwa 200
Stiick hergestellt. Das Trennen
der Chips erfolgt auf einer Gummi-
membran, auf der bei Dehnung
die Chips manipulierbar ausein-
anderriicken [DEWAG-Leipzig/
Mokanski; Neg.-Nr. 140 231]




Bild 3. Mikroprozessor U 808 D im Gehiuse mit Anschliissen, fertig zur Verwendung. Nur die
AnschlieBbarkeit der Kontakte bedingt die gezeigte GroBe (Vergleich mit 1-Mark-Stiick); der
Mikroprozessorchip selbst ist nur 6 mm x 6 mm grol [ADN-ZB/Ludwig 1977]

Bild 4. Chip mit kleinintegrierter Schaltung SSI (small scale integration)



Bild 5. Mikrofoto eines Mikropro-
zessorchips 16 mm?
[ADN-ZB/Werkfoto 1980]

Bild 6. Blick durch ein Mikroskop
auf das ,,Herz eines hochinte-
grierten Schaltkreises mit den An-
schluBverbindungen (im Vergleich
dazu ein Haar) [ADN-ZB/HaBler
1981]




IR R

Bild 7. Mikrocomputer Z 9001 mit Zubehor: Farbfernsehgerav, Kasettenrecorder, BASIC-Modul,
ROM und RAM Zusatzspeicher und Steuerhebel (mit Genehmigung des Herstellers VEB Robo-
tron Meflelektronik ,,Otto Schén‘ Dresden, Bildautor Foto-Darre Dresden)

Bild 8. Moderne Taschenrechner MR 411 und MR 610 vom VEB Kombinat Mikroelektronilk
[ADN-ZB/Ludwig 1981 bzw. 1980]
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von etwa 10~ mm erreicht. Diese Oxidschicht ist bereits fiir die Dotieratome un-
durchléssig. Es besteht somit die Moglichkeit, mit Hilfe der an bestimmten Stellen
abgeldsten (oder an bestimmten Stellen am Entstehen verhinderten) Oxidschicht die
Dotiersubstanzen nur an diesen gewiinschten oxidfreien Stellen der Siliziumober-
fliche einwirken zu lassen. Durch ein fotolithografisches Verfahren konnen die er-
forderlichen, geometrisch genau festgelegten Stellen auf dem Siliziumsubstrat
fixiert werden. Zuniichst wird die oxidierte Siliziumscheibe mit einem Fotolack iiber-
zogen. Dieser Lack wird durch eine Maske hindurch belichtet. Die Maske kann als
Spezialwerkzeug zur Herstellung von mikroelektronischen Schaltungen angesehen
werden. Sie ist wiederverwendungsfihig, aber ihre Herstellung ist auBerordentlich
aufwendig und teuer. Man benétlgt, namlich fiir sie Platten- oder Filmmaterial mit
extrem hoh uflésung gen, ferner optische Gerite hoher Giite und
feinmechanische Emnchtungen sehr groBér G igkeit. Es mii dmlich auf
einem Siliziumtriger von etwa 5 - 6 mm? einige Tausend Schalttransistoren, Wider-
stinde und Kondensatoren erzeugt werden. Die Oxidfenster haben also lediglich

— e -
2 [4 \\ [{ : 0 \
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Abb. 3.20. Der EinfluB der ChipgroBe auf die Ausbeute an funktionstiichtigen Schaltung
(schematisch)

a) Siliziumscheibe mit unvermeidlichen Fehlstellen. Es sei daB jede Fehlstelle
auch zum Ausfall eines Chips fiihrt, wenn sie auf dem Clup liegt; Durchmesser der Scheibe
50 mm .

b) ChipgroBe etwa 16 - 16 mm?, 5 Chips, Ausbeute 3 Chips, 609,

c) ChipgroBe etwa 9. 9 mm3, 14 Chips, Ausbeute 12 Chips, 86%

d) ChipgroBe etwa 6- 6 mm?, 42 Chips, Ausbeute 38 Chips, 909,

Durchmesser einiger tausendstel Millimeter. Nach der Belichtung kann der Fotolack
an den nicht belichteten Stellen entfernt werden. An diesen Stellen wird danach die
Oxidschicht weggeiitzt. AnschlieBend wird auch der belichtete Fotolack entfernt,
und nun ist das Substrat fiir einen Diffusions:, Aufwachs- oder Aufdampfvorgang
vorbereitet. Zur Herstellung einer Schaltung sind jedoch mehrere Diffusions- oder
Aufdampfvorginge nétig. Das erfordert mehrfaches Anwenden der Fototechnik.
Die Masken — es sind natiirlich Masken mit unterschiedlicher geometrischer Struk-
tur — miissen auf 10~¢ Millimeter genau aufgepaBt werden. Dies geschieht unter dem
Mikroskop mit Hilfe von Mikromanipulatoren, die definierte, reproduzlerbare und
kontrollierte Bewegungen auszufiihren gestatten.
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Ein Vorteil der Fototechnik ist, daB die Masken leicht kopiert werden konnen.
Somit werden auf einer Silizi heib leich jeweils je nach ChipgroBe zwischen
80 und 1600 integrierte Schaltungen “stufenweise bearbeitet (Fototafel, Bild 2).
Alle Schaltungen werden auf ihre Funktion hin gepriift. Durch Ritzen mit einem
Diamanten gewinnt man die einzelnen Chips von etwa 6 -6 mm? GroBe. An die
AnschluBpunkte der Schaltung werden feine Gold- oder Aluminiumdrihte von 0.02
bis 0.03 mm Durchmesser gesetzt und an die spiiteren Litfahnen gefiihrt. Ein Ge-
hiuse mit Kunstharz- oder Plastvergu8 bzw. aus Keramik fiir hohere Anforderungen
komplettiert schlieBlich den integrierten Baustein, der nun etwa 3 bis 5 cm lang ist
(Fototafel, Bild 3).

Wie bereits gesagt, ist die Herstellung der Fotomasken recht aufwendig. Man setat
dazu cc t te Zeichen- und Entwurfshilfsmittel ein. Gewdhnlich wird

1 4

eine Zelchnung im MaBstab 1000: 1, d. h. fiir den 6 - 6 mm?*-Chip eine 36 m*-Zeich-

+

X o—i— X
=3 :

-
Abb. 3.21. Die NAND- und NOR-Schaltung in der DTL- und der MOS-Technik

nung, angefertigt. Diese wird dann optisch verkleinert und vervielfiltigt (Fototafel,
Bild 4 und 5). Die 1985 in der GroBintegration VLSI (very large scale integration)
erreichte Schaltungsdichte liegt bei 10# Funktionselementen pro Chip Dabei werden
Masken durch comput teuertes Elekt trahlitzen t oder ersetzt. Auch
andere oder welterentmckelte Techniken des physikalischen Aufba.us und der Schalt-
technik werden zum Einsatz gelangen (vgl. I*L = integrated injection logic, CCD =
ladungsgekoppelte Schaltungen u. a. m. in der Elektronikliteratur). Als erreichbare
Kosten werden jetzt 1 bis 0.1 cent/gate angegeben, so daB in den nichsten Jahren
mit weiteren drastischen Kostensenkungen der mikroelektronischen Gerite gerechnet
werden kann.

Logische Schaltungen in der Halbleitertechnik werden in verschiedenen Versionen
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hergestellt [65]. Nur zur Information seien einige der ,,Logiken* fiir die Baustei
aufgezahlt:

DTL Dioden-Transistor-Logik,

TTL Transistor-Transistor-Logik,

RTL Widerstands(resistor)-Transistor-Logik,

ECL Emitter-gekoppelte(coupled)-Logik,

DCTL direkt-gekoppelte(coupled)-Transistor-Logik,

MOS und C-MOS.
Gewohnlich werden nur wenige logische Funktionen realisiert, um die Variationsbreite

der Fertigung klein zu halten. Bekanntlich (vgl. MfL Bd. 9, 2.4., und [29] Bd. 1,
2.3.) kann man mit der NAND- (negierte Konjunktion oder Sheffer-) oder der NOR-
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Abb. 3.22. Zwei kleine integrierte Bausteine, wie sie von der Elektronikindustrie
der DDR (VEB Kombinat Mikroelektronik) angebot: Der Mik

U 8080 D ist als Baustein nur unwesentlich groBer

a) U 102 D in MOS mit zwei NOR-Schaltungen zu je drei Eingiingen,

b) D 210 C in TTL mit drei NAND-Schaltungen zu je drei Eingéngen,

c) Abmessungsiibersicht — hier fiir einen 10beinigen Baustein

(negierte Disjunktion oder Peirce-) Funktion alle logischen Grundfunktionen dar-
stellen. Abb. 3.21 zeigt die Schaltung fiir

R=zyz und S=zx+y+z2

in der DTL- und der MOS-Version (schaltalgebraische Schreibweise vgl. [29] Teil 1,
2.2.).

Solche einfachen Schaltungen werden in SSI (small scale integration) auch von der
Industrie angeboten. In MOS-Technik wird von der Elektronikindustrie der DDR bei-
spielsweise der Baustein U 102 D mit zwei NOR-Schaltungen mit je drei Eingangen
und in TTL der Baustein D 210 C mit drei NAND-Schaltungen mit je drei Eingéingen
angeboten (Abb. 3.22).
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3.3.5. Mikroprozessor und Mikrocomputer

Seit 1971 gibt es in der Halbleiterelektronik ein neues Bauelement, den Mikroprozes-
sor (Abb. 3.23). Es ist ein hochintegriertes Bauelement. Von der Praxis ist seine Ent-
wicklung angeregt worden oder sogar in Spezialgebieten zwingend erforderlich ge-
wesen (Welt technik). Sei its hat er dann eine iiberaus groSe Anwendbar-
keit und Einsatzbreite offenbart, so daB er wiederum in Wechselwirkung nun die
Praxis stark beeinfluBt. So ist seit seinem Erscheinen der Aufbau altbekannter elek-
tronischer MeBgerite, aber auch ganz profaner Gerite, wie z. B. eines Waschvoll-
automaten, fiir den Ingenieur kein schaltungstechnisches Problem mehr, sondern

eine programmierungstechnische Aufgabe. Das wird nun auch wieder Einflu auf
Fefehlsz&hler—l-—lgielﬂsregls’re;l—j

Spejcher- dressen -und Bef‘ehlsent Elngabe- | Puffer
Adressie- | Indexregister schlisselung Ausgube-
rung Logik

[Arithm. Einheit

und
Logik - Einheit
A
ung
Taktgebung

Abb. 3.23. Die wichti Funktionseinheiten eines Mikrop Alle Struk-
turen des schematischen Bildes sind normalerweise in einem Chip integriert, z. B.
auch beim U 868 D

viele Berufe und die dafiir notwendige Ausbildung haben. Es sind wiederum mehr
Kenntnisse in der Computertechnik und Computer-Programmierung nétig. Im
Prinzip ist der Mlkroprozessor das Herz- und Kernstiick eines Digitalrechners, er
ist ein elektrc 1 t mit Systemcharakter. Ein Mikroprozessor ist eine
integrierte Standa.rdschaltung, die die zentrale Steuer- und Recheneinheit in einem
Mikrocomp (T h oder programmierbarer Tischrechner) oder einer
anderen Automatisierungseinheit bildet. Die Einsatzmoglichkeiten sind sehr viel-
filtig. Sie reichen von der Steuerung fiir Werkzeug hi Belichtungsrech

in Kameras bis zur Haushaltelektronik, wie beispielsweise der Steuerung von Wasch-
vollautomaten. Ein Mikroprozessor ist ein kleiner (16 mm? groBer) Elektronenrechner
mit Zahl- und Befehlswortern von 8 bit == 1 Byte Linge. Der Befehlsvorrat ist sehr
begrenzt. An arithmetischen Operationen kénnen meist nur die Addition und die
Subtraktion ausgefiihrt werden. Aber die Struktur ist so eingerichtet, daB die Wort-
verlingerungen, andere Zahldarstell (andere als nur ganze Zahlen) und auch
héhere Operationen mabropmgrammurl werden konnen.

Als Folge des Einsatzes von Mikroprozessoren ergeben sich zunichst

— drastische Verkleinerung der Geriite,
— drastische Verringerung des Geriitegewichts.
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Die Verkleinerung der GeritegroBe kann durch die Reihe vom Geriteeinschub in
TischkastengriBe iiber einen Schaltungsmodul von Postkartenformat bis zu einem
Mikroprozessor von DaumennagelgroBe in einem wiirfelzuckergroBen Gehiiuse ver-
anschaulicht werden, und alle kénnten von derselben Funktion sein.

Es gibt heute Mikroprozessoren, die mit 4 bit, 8 bit oder sogar 16 bit Wértern
(Zahlen, Befehlen) arbeiten. Es existieren weiter als abgeriistete Bestandteile soge-
nannte 2- oder 4-bit slices (Scheiben), die zu 8-, 16- und 32 bit-Mikroprozessoren
kaskadiert, d. h. gekoppelt werden kénnen.

Auch Kleinrech lagen, wie Taschen- und Tischrechner, werden nicht mehr wie
friiher die groBeren Computer individuell von A bis Z entworfen und gefertigt, sondern
man konzipiert sie unter Verwendung vorhandener Mikroprozessoren, fiir die ein

Tastatur
b

Zusatz- Logik

speicher

Programm- Datenspeicher|
ROM

Abb. 3.24. Schematisches Blockbild eines Mikrocomputers. Das Zentrum bildet der
Mikroprozessor. Seine Stellung ist so angeordnet, daB die Anschliisse nach Abb. 3.23
etwa an der entsprechenden Stelle liegen

Anwendungsprogramm angefertigt wird, welches eben die Funktion eines solchen
Kleinrechners emuliert (emulate = nacheifern (wortlich), Emulation hat die Bedeu-
tung der Nachbildung eines Computers auf einem anderen Computer, also einer
speziellen Simulation; vgl. auch 3.2.). Die Entwicklung von derartigen Taschen-
rechnern oder Tischrechnern ist heute weitgehend als Programmieraufgabe, ins-
besondere auch fiir schnelle Resultatlieferung der mathematischen Standardfunktio-
nen, in die Hiénde von Computerspezialisten und Informatikern iibergegangen;
Elektronikingenieure gehdren selbstverstidndlich zum Entwicklungskollektiv, aber
ihr Anteil bezieht sich mehr und mehr auf Impulstechnik und Stromversorgung als
auf die logischen Strukturen, es sei denn, sie haben sich die entsprechenden Kenntnisse
in Informationsverarbeitung aneignen kénnen.

Ein Mikrocomputer ist eine programmierbare Kleinrechnerschaltung aus LSI-
(large scale integrated)-Bausteinen, von denen einer ein Mikroprozessor ist (Abb.
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3.24). Mikrocomputer kénnen die Funktion groBerer Rechenanlagen ausfiihren.
Die Steuer- und Rechenfunktionen iibernimmt dabei der Mikroprozessor. AuBerdem
enthilt ein gesonderter Halbleiterbaustein das fiir die Arbeit des Mikroprozessors
nétige Programm. Dieser Speicher ist ein nur lesbarer (read only memory ROM)
Speicher. Er kann vom Nutzer des Mikrorechners nicht beeinfluBt werden. Aber oft
ist dieser Baustein auswechselbar.

Der Datenspeicher ist ein Baustem, dessen Elemente beliebig ansteuerbar sind
und deren Inhalte natiirlich g und gespeichert werden ko Man b hnet
diese Speicher als RAM (m.ndom access memory = Speicher mit beliebigem (zufalli-
gen) Zugriff). Alle Teile des Mikrorechners werden durch Datenleitungen verbunden,
die Busse genannt werden. In Abb. 3.24 sind die Busse durch doppelte Linien mar-
Kkiert.

Zur Entwicklung eines Mikrocomputers aus einem Mikroprozessor gehort die ge-
zielte Herstellung des programmspeichernden ROM. Aber auch andere Anwender
eines Mikroprozessors benétigen einen ROM fiir ihre speziellen Zwecke. Die Elektronik-
industrie liefert dazu die allerdings auch aufwendigeren und teureren PROM (pro-
grammierbare ROM), bei denen mit einem Programmiergerit in der ROM-Schaltung
gewisse Diodenstrecken gezielt durchgebrannt werden, und sogar die noch komplizier-
teren EPROM (l6schbare PROM). Letztere konnen mit ultraviolettem Licht wieder
vollig geloscht und einige Male neu programmiert werden, aber nicht beliebig oft.
Da ein Anwender nicht in unnétiger Weise PROM-Bausteine durch Fehlprogram-
mierung verderben will, glbt es fiir GroBrechner geschriebene Emulatoren, welche
Mikropr -Prog; lierend abarbeiten und priifen. Die Herstellung klei-
nerer Mlkroprozessorprogmmme (etwa 1000 Befehle) bis zur fehlerfreien Funktion
bendtigt durchschnittlich 10 Minuten pro Befehl und bei groBeren Programmen mit
10000 Befehlen das Doppelte.

Als Ma8 fiir die Giite oder Leistungsfiahigkeit eines Mikrocomputers verwendet man
seinen Durchsatz, d. h., es wird die Abarbeitungszeit fiir einen genormten Mix von
Befehlen (ein Benchmark-Pr = Einschitzungsprogramm) gemessen. Fiir
Taschenrechnerentwiirfe kann man die angebotene Leistung recht gut an den mathe-
matischen Standardfunktionen abschitzen. Diese konnen mit einer Reihenentwick-
lung (sehr langsam, meist einige Sekunden) durch ein Ersatzpolynom (etwa durch
C‘-ebyéev—Appro:umtlon erhalten und dann nur noch Programmierung des Horner-

schon schneller, aber noch erkennbar langsamer als die arithmetischen
Grundfunktionen) oder durch eine modifizierte Division (vgl. 3.2.) gewonnen werden.
Die letzte Methode berechnet die Funktionswerte ziffernweise, arbeitet genau so
schnell wie die Grundfunktionen und garantiert bei rationalen bzw. ganzzahligen
Werten innerhalb des Zahlenbereiches zifferngenaue und nicht nur approximative
Resultate.

3.3.6. Entwicklungsgeschichte und Prognose

Seit 1960 kennt man die bipolare Mikroelektronik aus der Fachliteratur und auch
in den ersten Einsiitzen. Als zuverlissiges Triigersubstrat hat sich das Element Sili-
zium erwiesen, das heute weitgehend und beinahe ausschlieBlich benutzt wird. Die
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relativ komplizierte Bipolartechnik wurde iilber MOS (im Text beschrieben) zur
CCD-Technik (charge coupled device, im Text nicht beschrieben) und I*L-Technik
(im Text nicht beschrieben, etwa ab 1974), d. h. mit relativ einfachem technischen
Aufbau und damit einfacheren technologischen Prozessen in der Fertigung weiter-
entwickelt. Dadurch wurde eine Verfeinerung der Strukturen und dichtere Packung
der Elemente méglich. Die LSI (large scale integration = GroBintegration) erreicht
gegenwirtig 60000 Elemente pro Chip, wobei die Feinstruktur auf 10-® m fiir die
Leiterbahnen gedriickt wurde. Die MOS-Technik wurde Ende der sechziger Jahre
vetvollkommnet, und etwa um diese Zeit oder danach kann man von LSI sprechen.
Fachleute (vgl. [65] und [69]) rechnen mit Beibehaltung dieser Tendenz der dichte-
ren Packung und Verkleinerung, wobei bis 1985 eine Sattigung von 10% (1 Million!)
Bauelementen pro Chip erreicht wurde. Diese GroBintegration (VLSI very large scale
integration) 148t noch eine interessante Bemerkung zu: Mit 10® Funktionselementen
pro Chip und einer Produktion von jahrlich Millionen von VLSI-Chips erreicht man
Produktionszahlen von Milliarden von Schaltfunktionen! Das hat ohne Zweifel
groBte volkswirtschaftliche Einsatzbedeutung. Die Kostenentwicklung im inter-
nationalen Vergleich weist eine Reduktion auf 1/1000 des Preises fiir eine Schalt-
funktion innerhalb von 10 Jahren aus.
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