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Vorwort

Die Tatsache, dafi Abbildungen oder Funktionen in der Mathematik und ihren An-
wendungen eine sehr wichtige Rolle spielen, spiegelt sich auch im Mathematikunter-
richt wider. Eindeutige Zuordnungen treten namlich sowohl im Arithmetikunter-
richt als auch im Geometrie- und Analysisunterricht auf. Von der Klasse 1 an
beschiftigen sich die Schiiler mit den Rechenoperationen in verschiedenen Zahl-
bereichen. In der Klasse 4 beginnt die Untersuchung geometrischer Abbildungen, und
von Klasse 8 an werden elementare Funktionen recht griindlich untersucht. Ins-
gesamt enthélt der Mathematikunterricht der allgemeinbildenden Schule vielfaltige
Méglichkeiten, das funktionale Denken der Lernenden zu schulen und die Fahigkeit
zu entwickeln, funktionale Abhingigkeiten in Natur und Technik auch selbstindig
erfassen zu koénnen. Wir sind der Meinung, daB diese Moglichkeiten noch zu wenig
genutzt werden. Von dieser Erkenntnis ausgehend, beschiftigen wir uns im vor-
liegenden Buch mit eindeutigen Zuordnungen, und zwar mit binidren Operationen
(Kap. 1 bis 5) und mit elementaren Funktionen (Kap. 6 bis 13). Dabei handelt es
sich im ersten Fall um ausgewihlte Teile der Theorie der Gruppoide und im zweiten
Fall um ausgewihlte Teile der Theorie der Funktionalgleichungen (im Sinne von
J. AczEL (3)).

Bei der Stoffauswahl spielte eine wesentliche Rolle, daB sich die Motivationen fiir
die jeweiligen Untersuchungen dem Mathematikunterricht entnehmen lassen. Da-
durch werden mathems,tische Hintergriinde im Schu]stoﬁ aufgehellt, deren Kenntnis
den Lehrer befihigt, wi VA hinge zu erl Dariiber h werden
bei der Darstellung des Stoffes insbesondere folgende Ziele verfolgt:

— Der Mathematiklehrer lernt iiber die vier Grundrechenarten hinaus eine Vielfalt
binirer Operationen } Dabei ke neben Assoziativitit und Kommu-
tivitdt weitere Eigenschaften binirer Operationen zur Sprache. Viele dieser Ope-
rationen und Eigenschaften sind schon im Mathematiklehrgang angelegt.

— Durch vielfiltige (z. T. recht el tare) axiomatische Unt hungen werden
Beziehungen zwischen den betrachteten Eigenschaften bindrer Operationen bzw.,
elementarer Funktionen hergestellt. Dabei wird das Wissen iiber die Grund-

rechenarten und die elementaren Funktionen abgerundet.
— Axiomatische Unt h iiber Eigenschaften el tarer Funktionen wer-

den bis zur funktionalen Cl?arakterisiemng dieser Funktionen gefiihrt. Diese Be-
trachtungen beinhalten auch, daB das im Mathematikunterricht praktizierte

Verfahren, Eig haften el tarer Funktionen abzuleiten, erginzt wird
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durch die entgegengesetate Sichtrichtung, namlich zu gegeb Ej haften
Funktionen zu finden, die diese .Eigenschaften besi Der zuletzt \¢
Aspekt ist auch bei Anwendungen der Mathematik wichtig.

— Sowohl im algebraisch orientierten ersten Teil als auch im analytisch orientierten
zweiten Teil des Buches werden Bezichungen zu anderen mathematischen Gebie-
ten hergestellt, so z. B. zur euklidischen und Lobagevskijschen Geometrie.

— Wichtige mathematische Grundbegriffe (wie z. B. Gruppe, Aquivalenzrelation,
Isomorphie, Stetigkeit, Monotonie) werden gefestigt und vertieft.

Im Zusa hang mit den g ten Zielen ergeben sich Potenzen fiir die Weiter-

entwicklung des Mathematikunterrichts. Darauf gehen wir in diesem Buch nicht

weiter ein, verweisen jedoch gelegentlich auf entsprechende schulmathematisch

Literatur. Wir haben weder eine vollstindige noch eine sy tische Darstell

der Theorie der Gruppoide bzw. der Funktionalgleichungen angestrebt (vgl. dazu die

Monographien von J. Aczir [3], V.D. BeLousov [21], R. H. BRuck [32] sowie

J. DENES und A. D KEEDWELL [44]). Vielmehr standen die genannten Gesichtspunkte

der Math il bildung im Vordergrund. Wir haben jedoch versucht, dieses

Anliegen so zu verwirklichen, daB zwei systematisch aufgebaute und in sich ge-

hl Teile entstehen, die zudem auch untereinander viele Beziehungen haben.

So treten z. B. Loops, geometrische SchlieBungsbedingungen und Isotopismen in

beiden Teilen auf (siehe Kap. 1, 4, 11). Uberhaupt ist eine enge Verwandtschaft

bereits dadurch gegeben, daB auch in dem Teil iiber Funktlonalglelchungen binire

Operationen untersucht werden, wobei hier aber tlich die Stetigkeit hi

Bei der Arbeit mit diesem Buch ist es méglich, in sich gesch]ossene Lehrveranstal-
tungen anhand ausgewihlter Teile durchzufiihren. Bewéhrt haben sich z. B. folgende
Zusammenstellungen:

a) Kapitel 1, 4, 7 und 11,

b) Kapitel 1 bis 5,

c) Kapitel 6 bis 13.

Bei der Auswahl von Seminarthemen empfiehlt es sich, die Schliisselstellung der

Kapitel 1 und 7 zu beriicksichtigen. Die teilweise recht umfangreichen Literaturhin-

weise sollen auch die Auswahl von Themen fiir weiterfithrende Seminare und fiir

Diplomarbeiten erleichtern. Dabei haben wir auch die bereits erwihnte schulmathe-

mathematische Literatur einbezogen sowie uns bemiiht, leicht zu beschaffende Lite-

ratur besonders zu beriicksichtigen.

Wir danken den Herausgebern, insbesondere Herrn Prof. Dr. S. BREHMER, fiir
zahlreiche konstruktive und kritische Hinweise. Unser Dank gilt weiterhin der
Verlagslektorin Frau E. ARNDT fiir gute Zusammenarbeit und fiir die sachkundige
redaktionelle Bearbeitung des Manuskripts. Dem VEB Druckhaus ,,Maxim Gorki‘
danken wir fiir die sorgfiltige Arbeit.

Berlin, im Winter 1983/84 DIETER ILSE
INGMAR LEHMANN
WoLrcaNG ScHULZ
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1. Algebraische Strukturen mit einer bindren Operation

Strukturen spielen in der heutigen Mathematik eine zentrale Rolle. Wir beschiftigen
uns im folgenden mit besonders einfachen mathematischen (algebraischen) Struk-
turen, nimlich solchen, die durch eine Trigermenge und eine zweistellige Operation
festgelegt sind (vgl. MfL. Bd. 1, 2.7., und MfL Bd. 3, 11.3.). Sie werden Gruppoide
genannt, Halbgruppen und Gruppen sind spezielle Gruppoide. Besonders Gruppen
werden wir mitunter heranziehen, um den Einstieg in ein Problem zu motivieren.

LBt sich auch eine Reihe von Resultaten, die man fiir Gruppen gewonnen hat, auf
Gruppoide (Quasigruppen, Loops) iibertragen, so kann man die Theorie der Grup-
poide heute keineswegs mehr als eine bloBe ,,verallgemeinerte Gruppentheorie* be-
zeichnen.

Auch im gegenwirtigen Mathematikunterricht treten viele Operationen mit z. T.
ganz unterschiedlichen Eigenschaften auf. Neben der Assoziativitit und der Kommu-
tativitdt, die den Schiilern geldufig sind, sind im Mathematiklehrgang z. B. auch
solche Eigenschaften wie Umkchrbarkeit, Kiirzbarkeit oder die Existenz eines neu-
tralen Elements angelegt. Sucht man z. B. Operationen o, die die Eigenschaften

(A) (@aob)oc=ao(boc) (Assoziativitit),

(K) aob= boa (Kommutativitét)

oder

(N) aom=noa=a (Existenz eines neutralen Elements)

besitzen, wobei n ein festes Element ist und @, b, ¢ beliebige Elemente der zugrunde
gelegten Menge sind, so ist die Addition (z. B. in Z) ein Modell fiir alle drei Eigen-
schaften, wihrend die sogenannte ,Mittelpunktskonstruktion“ in einer Ebene ¢
(PoQ = R:& R ist Mittelpunkt der Strecke PQ und Po P:= P fiir alle P, Q € ¢)
wohl eine Realisierung von (K), nicht aber von (A) und auch nicht von (N) darstellt.
Anhand des letzten Beispiels ergibt sich auch schon, da aus der Kommutativitit
einer Operation nicht deren Assoziativitit folgen kann.

Ebenso einfach a8t sich zeigen, daB die Assoziativitit ihrerseits nicht die Kommu-
tativitdt nach sich zieht. Gelingt es, aus gegebenen Eigenschaften (hier zweistelliger
Operationen) eine weitere Eigenschaft abzuleiten, dann gilt die so gewonnene Eigen-
schaft in jedem Modell der Ausgangseigenschaften.

Beispielsweise folgt aus (A) und (K)

(BS) (@od)o(cod) =(aoc)o(bod) (Bisymmetrie)
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fiir alle a, b, ¢ und d, so daB die Addition notwendig auch ein Modell von (BS) ist.
DaB sich umgekehrt die Assoziativitit nicht aus der Bisymmetrie ableiten 148t, zeigt
die zuvor definierte Mittelpunktskonstruktion. Die Bisymmetrie dieser Operation
spiegelt sich in dem bekannten Satz wider, da8 die Mittelpunkte der Seiten eines Vier-
ecks gerade die Eckpunkte eines Parallelogramms sind. Diese Operation ist aber nicht
assoziativ. Auch die Kommuntativitit folgt nicht aus der Bisymmetrie. Das liBt
sich nicht mit der Mittelpunktskonstruktion beweisen. Hier kann man die Substrak-
tion als Gegenbeispiel heranziehen. Sie ist, wie man leicht sieht, bisymmetrisch, aber
nicht kommutativ.

In dem hier skizzierten Sinne kann man also einerseits auf vielfiltige Weise den
Umgang mit Modellen (fiir gewisse Axiomensysteme) pflegen und andererseits auch
die Frage der Ableitbarkeit bzw. der Nichtableitbarkeit von Eigenschaften aufwerfen
(vgl. auch Kap. 61f.).

1.1.  Gruppoide, Strukturtafeln und Cayley-Diagramme

Es sei G eine beliebige Menge. Dann wollen wir unter einer binéren (d. h. zweistelligen)
Operation in G eine Abbildung?) o von der Produktmenge G X G in die Menge G ver-
stehen:

1.1.1.  Definition. o heifit bindire Operution in G:< 0: G X G - G.

Jedem geordneten Paar (z, y) von Elementen x und y aus G wird also durch o
genau ein Element z aus @ zugeordnet. Das Element z nennen wir (in Anlehnung an
die Multiplikation von Zahlen) das Produkt von 2 und y und schreiben deshalb auch
fiir z anstelle von o(z, y) einfach 2 o y. Die Menge G hei8it die Trigermenge der bini-
ren Operation o.

Da wir uns ausschlieBlich mit bindren (zweistelligen) Operationen beschiftigen
werden, verzichten wir im folgenden auf die Angabe der Aritét (Stelligkeit)?).

Wenn die Trigermenge @ einer Operation o nicht leer ist, erhélt man bereits eine
besonders einfache algebraische Struktur:

1.1.2. Definition. @ = (G, o) heit Gruppoid :< G = @ und o ist eine Opera-
tion in G.

Der Begriff ,,Gruppoid‘‘ geht auf H. BRANDT (1886 —1954) [28] zuriick. Die im
Rahmen seiner Untersuchungen iiber quadratische Formen betrachtete Struktur
heiBt heute Brandtsches Gruppoid. In dem hier definierten Sinne hat sich der Begriff
,»Gruppoid‘‘ erst spiter eingebiirgert.

Im Mathematikunterricht wird der Begriff der Operation zwar benutzt, so wird
z. B. schon in der Unterstufe von den vier Grundrechenoperationen gesprochen, eine
prizise Definition des Begriffes erfolgt jedoch nicht.

1) Zur Definition des Begriffs Abbildung vgl. MfL Bd. 1, 2.4. Abbildung und Funktion be-
nutzen wir als synonyme Begriffe.
2) Zur Definition k-stelliger Operationen mit k ¢ N* vgl. MfL Bd. 1, 2.6.
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Die Definition 1.1.1 sichert fiir alle z, y € G sowohl die Existenz des Produkts
x oy in G (Abgeschlossenheit von @ beziiglich o; die Operation o fiihrt nicht aus G
hinaus) als auch die Eindeutigkeit von z o y. Die Subtraktion in N ist in unserem
Sinne also ebensowenig eine Operation wie alle vier Grundrechenarten in der Menge

der Primzahlen. Auch das arithmetische Mittel (z 0 y:= z ; ¥) liefert in N oder Z

keine Operation. Natiirlich gelingt es in all diesen Fillen, durch geeignet gewihlte

Trigermengen (Zahlbereichserweiterungen) Operationen zu erhalten. Im Fall des

Skalarprodukts (in einem Vektorraum), das in unserem Sinne ebenfalls keine Opera-

tion liefert, ist das nicht maoglich.

1.1.8. Beispiele fiir Gruppoide

1. (N*, o) mit z oy : = a¥.

i. (Zl, 'O)tmit zoy:= 2% + y¥, wobei k eine beliebige, aber feste gerade natiirliche Zahle mit
> 18t.

3. Es sei D die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen, die nach einer der iiblichen Regeln
auf m Dezimalstellen (m € N*, beliebig, fest) gerundet sind. Die Operation o ordne jedem Paar
(x, y) derart gerundeter Zahlen das (nach dieser Regel) gerundete Produkt von z und y zu
(R. H. Bruck [33]).

4. Uber @ = {a, b, ¢, d} definieren wir die Operation o durch

a fir z=aodery=a,
zoy

z fir z=y,
z fir z=yundz:=aundy 4 a wobeiz = zundz+yundz+a.

Unter der Ordnung |®| eines Gruppoids (§ = (@, o) verstehen wir (wie in der
Gruppentheorie, vgl. MfL Bd. 3, 12.1.) die Anzahl der Elemente von G, wenn diese
endlich ist. ® heiBt dann ein endliches Gruppoid. Anderenfalls heifit & ein unend-
liches Gruppoid. Das Beispiel 1.1.3.4 ist — im Gegensatz zu den vorangegangenen
Gruppoiden — ein endliches Gruppoid.

Ist ® = (G, o) ein endliches Gruppoid, dann ist o eine von |®|(!®" méglichen
Operationen in G. In diesem Zusammenhang sei vermerkt, daf zwei Operationen o
und * genau dann identisch sind, wenn z o y = x * y fiir alle 2 und y gilt.!) Sie miissen
also notwendig in derselben (endlichen oder unendlichen) Trigermenge definiert
sein.

Es sei @ = (G, o) ein endliches Gruppoid mit @ = {a,, a,, ..., an}, also |G| = m.
Wenn wir die in G definierte Operation o in dem Sinne vollstindig erfassen wollen,
daf8 wir zu jedem geordneten Paar von Elementen z und y auch deren Produkt x o y
kennen, ist es oft vorteilhaft, wenn wir uns auf die zugehérige Strukturta,fel (oder
auch Operationstabelle, vgl. MfL Bd. 1, 2.6.) von ( stiitzen:

o er @ oen

@, e @y

o= A ((2,y) EFXF>x0y =2x+y) (vgl. MIL Bd. 1, 2.4.).
[E37)
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Fiir alle a;, a; € G mit 1 <¢, j < m gilt
Lld.a;:=a;04.

Fiir Gruppen, also eine spezielle Klasse von Gruppoiden, benutzte A.CaYLEY
(1821—1895) als erster (1854) solche Tafeln; in diesem Fall heilen sie auch Gruppen-
tafeln oder Cayley-Tafeln.

Die Strukturtafel eines endlichen Gruppoids & = (G, o) besteht also neben der
(vertikalen) Eingangs- oder Kopfspalte und der (horizontalen) Eingangs- oder Kopf-
zeile aus einem quadratischen Schema (Matrix) mit m? Feldern. Das Element a;; € G
steht im Schnittpunkt der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Die duflere Gestalt der
Strukturtafel ist natiirlich von der jeweils gewéihlten Reihenfolge der Elemente in den
beiden Eingingen abhiingig. Alle demnach mdoglichen Tafeln spiegeln aber dieselbe
Operation wider, 8o da8 wir von der Strukturtafel von ¢ sprechen konnen. Fiir die
Kopfspalte und -zeile verabreden wir dicselbe Reihenfolge der Elemente der Triiger-
menge.

Zur Tlustration betrachten wir die Strukturtafel des Gruppoids aus Beispiel 1.1.3.4:

olabcd

Die definierenden Eigenschaften eines (endlichen) Gruppoids & = (G, o) spiegeln
sich in der zugehérigen Strukturtafel in der Form wider, daB jedes Feld mit genau
einem Element aus G besetzt ist. Damit ist umgekehrt durch eine Tafel, die dieses
Kriterium erfiillt, eine Operation in einer endlichen Menge definiert.

Wenn man einem endlichen Gruppoid & = (G, o) auf eine noch zu beschreibende
Weise einen speziellen Graphen zuordnet, gewihrleistet dieser Graph (wie im Fall der
Strukturtafel) das Ablesen und eine iibersichtliche Anordnung der Produkte z o y fiir
alle x, y € G. Dariiber hinaus erlauben beide Formen der Darstellung oder Veran-
schaulichung, also sowohl Strukturtafeln als auch Graphen, bestimmte Riickschliisse
auf eventuell zu untersuchende Eigenschaften von Gruppoiden. In bestimmten
Fillen erweist sich die graphenthcoretische Darstellung der Strukturtafel iiber-
legen.

Ein (endlicher) gerichteter Graph /" ist durch zwei (endliche) nichtleere Mengen
K und B festgelegt. Die Elemente von K heiien Knoten, die Elemente von B heifien
gerichtete Kanten oder Bogen') des Graphen. Ist b € B, so gibt es zwei Knoten A4(b)
und E(}) in K, die Anfangs- bzw. Endpunkt von b heiBen. Neben Schleifen, d. h.
Kanten, deren Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, lassen wir auch Mehrfach-
bégen, also mehrere Kanten gleicher Orientierung zwischen zwei Knoten, zu.2) Wir
betrachten im folgenden nur endliche Giraphen.

!) Die Bogen haben also einen Durchlaufssinn.
2) Da wir Schleifen und Mehrfachbégen nicht hlieBen, ko wir uns nicht auf die
Definition 1 in MfL Bd. 12, 7.2., stiitzen.
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Ein gerichteter Graph I' = (K, B) heiit kantengefirbt. wenn es eine Abbildung
«: B — K gibt, so daB keine zwei Bogen mit demselben Anfangspunkt dasselbe Bild
bei « haben, d. h., wir fordern

1-1'5; i\ by == by A A(b) = A(bs) = x(by) *+ a(by)).
1,03 €!

Ist b€ B, K € K und «(b) = K, so sagen wir, der Bogen b hat die Farbe K (ist K-
gefirbt). Die Menge aller Farben ist dann als Wertebereich von « eine Teilmenge von
K: W) S K.

Wegen (1.1.5) sind voneinander verschiedene Bogen, die von demselben Knoten
ausgehen, unterschiedlich gefarbt. Gleichfarbige Biden mit demselben Anfangs-
punkt kann es also nicht geben.

Es sei jetzt @ = (G, o) ein endliches Gruppoid. Ein durch eine surjektive') Ab-
bildung «: B — K kantengefiirbter gerichteter Graph I' = (K, B) heiBt Cayley-
Diagramm von &, wenn es eine bijektive?) Abbildung 8: G — K gibt, so da8 fiir alle
z, 9y, z € G folgende Eigenschaft gilt:

Ist 2 0 y = 2, dann existiert (genau) ein Bogen b der Farbe ¥ (= B(y)), der vom
Knoten X (= f(x)) zum Knoten Z (= f(z)) fiihrt (siche Abb. 1), d. h., wir fordern

L16. A (woy =zAB@) =X ABly) = Y ABz) = 2)

z,0.2€6

SV Ab) =XA ;(b) =Y AE®) =2)).
beB

b .
Ogetersi@) Abb. 1

Das Cayley-Diagramm von @& bezeichnen wir mit I'(@).

Die gerichtete Kante b € B in (1.1.6) ist wegen (1.1.5) eindeutig bestimmt. Das
schlieft natiirlich nicht aus, daB zwischen den Knoten X und Z weitere (gleich-
gerichtete) Bogen existieren, die dann aber jeweils paarweise verschieden gefarbt sein
miissen.

Jeder Knoten tritt auch als Farbe auf (Surjektivitit von «). Damit gehen von
jedem Knoten wegen (1.1.8) Bégen aller || Farben aus. In einem Cayley-Diagramm
eines Gruppoids ¢ stimmen also die Anzahl der Knoten, die Anzahl der von jedem
Knoten abgehenden Bogen, die Anzahl der Farben und die Ordnung von & iiber-
ein.

A. CAYLEY benutzte als erster (1878) solche Graphen zur Illustration von Gruppen.
Das Cayley-Diagramm einer Gruppe heifit Gruppengraph, mitunter auch Dehnsches
Gruppenbild nach M. DEEN (1878—1952). Die Ausdehnung auf beliebige Gruppoide
geht auf R. ArTzY (1961) zuriick (vgl. [17]).

1) « ist eine Abbildung auf K.
2) B ist eine 1-1-Abbildung von @ auf K.
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1.1.7. Beispiele?)

1. (G, 0) mit G = {0, 1,2} und z 0 y:= 1 (siehe Abb. 2).
Coyley-D:ugrumm Struk turtafel

—— 0-gefdrbt

- gefarbt

- 2-geférbt

2. (G, o) mit @ = {0, 1, 2} und z o y := 2z (siehe Abb. 3).
Coyley-Diagramm
7N

0-gefdrbt

(Y

\
C (Y

A0
Abb. 3
3. (@, 0) mit @ = {0, 1, 2} und z o y:= |z — y| (siehe Abb. 4).

Cayley- Diagramm Strukturtafei

9.1 2

——— 0-gefdrbt
-gefarbt
-------- 2-gefarbt

(NI =)
N = O
.o =
o - N

Wie im Fall der Strukturtafeln besteht auch hier umgekehrt die Méglichkeit, durch
einen geeigneten Graphen eine Operation in einer (endlichen) Menge zu definieren.

1.1.8. Aufgaben
1. Welche der Zahlbereiche N*, N, Z, @.*, @Q,, @* @, R.* R,, R*, R sind beziiglich der
Bildung des

arithmetischen Mittels zo yi= %_y
geometrischen Mittels®) z0gy:= }/z.y_
harmoniachen Mittels 22y
z+y
quadratischen Mittels zoyyi= V "’_;;y_’

') Wegen der Bijektivitit von f identifizieren wir die Elemente eines Gruppoids @ und die
Knoten des zugehérigen Cayley-Di (®).

2) Im ersten Kapitel steht das Zeichen ,,-* allein fiir die Multiplikation. Dabei benutzen wir
auch solche Schreibweisen wie ,,2z* statt ,,2 - 2*.
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abgeschlossen, welche nicht? Man zeige, daB fiir die Mittelwerte folgende Ungleichung gilt:

ANxogyS2oysroyszcy.
z.y€R,

Wann gilt das Gleichheitszeichen?

2. Man iiberlege sich, welche der 16 Operationen, die sich in der Zweiermenge G = {I¥, F}
definieren lassen, die klassischen Wahrheitsfunktionen représentieren.

3. Die Bildung des groBten gemeinsamen Teilers (ggT) sowie des kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen (kgV) liefert mit den natiirlichen Zahlen als Triigermenge ebenfalls Beispiele fiir Grup-
poide: (N, ) mit zry:=ggT(z,y) und (N, u) mit zu y:= kgV(z, y). Man untersuche,
wie sich die Zahlen 0 und 1 in den Gruppoiden (N, 1) und (N, u) verhalten.

4. Man zeige, daB sich Durchschnitt und Vereinigung (mit der Potenzmenge () einer be-
liebigen nichtleeren Menge M als Trigermenge) ahnlich verhalten wie die Operationen nund u.
Welche El te in P(M) iiberneh dabei die Rolle der 0 bzw. 1 aus Aufgabe 3?

3. Man gebe Strukturtafel und Cayley-Diagramm des Gruppoids (@, ) mit G = {0, 1, 2, 3}
und z ny:= ggT(z, y) an. Warum ist das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) in @ keine
Operation? Man mache sich klar, daB entweder 0 7 0 = 0 oder 0 i 0 = 3 gesetzt werden kann
vgl. I. LEamaxy und W. ScuuLz [104]).

1.2.  D-Gruppoide und K-Gruppoide

Den noch sehr umfassenden Begriff des Gruppoids schrinken wir im folgenden in
der Weise ein, daB wir bestimmte Forderungen an die Operationen stellen bzw. be-
stimmte Elemente der Trigermenge auszeichnen.

1.2.1. Definition. (G, o) heit D-Gruppoid (Gruppid mit Division) :& (G, o)
ist ein Gruppoid und

(D) die Gleichungen a o x = b und y oa = b sind fiir alle a, b € G 1gsbar.

(D) heiBt in Zeichen: A (V aozx=bAV yoa =b).
0,b€G \z€G 34
Die Forderung (D), die also die (nicht notwendig eindeutige) Existenz von L&-
sungen z, y der Gleichungen a 0 2 = b und y o a == b garantiert, erinnert an die Divi-
sion von Zahlen, deshalb auch der Name-D-Gruppoid (vgl. etwa R. H. BRuck [33]).
Wenn ¢ = (G, o) ein D-Gruppoid ist, sagen wir auch, die Operation o ist umkehrbar
(in G).

Nach Definition des Operationsbegriffs zieht jede Anderung der Trigermenge
(Einschrinkung oder Erweiterung) eine Anderung der Operation selbst nach sich.
Demzufolge ist auch bei jeder solchen Anderung die Umkehrbarkeit neu zu unter-
suchen. So ist die Multiplikation in @ z. B. nicht umkehrbar, wohl aber in @*.

An dieser Stelle méchten wir ausdriicklich darauf hinweisen, daB das Potenzieren
(xoy:=a¥) gemiB Definition 1.2.1 nicht umkehrbar ist. In N* hat z. B. weder
loxz =4 noch yo3 =4 eine Losung. Wihlen wir die Menge R, * der positiven
reellen Zahlen als Trigermenge von c, so hat die Gleichung 10z = 4 noch immer
keine Lésung. Aber auch fiir 2 0 x == 1 scheidet z = 0 als Losung aus (0 ¢ R.*).
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Der naheliegende Ausschluf$ der 1 bewirkt nun eine neue Stérung: jetzt hat die
Gleichung a oz = b zwar die Losung z = log,b, aber ,leider* nur fiir den Fall
a # b. Fiir a = b wiire die Lésung die zuvor ausgeschlossene 1. Obwohl diese Schwie-

rigkeiten fiir die Gleichung yoa =b (mit der Losung y = %) nicht auftreten,!)
bleibt dem Potenzieren als Operation die Umkehrbarkeit versagt. Aber auch die
anderen Operationen der Beispiele 1.1.3.1 bis 1.1.3.4 sind nicht umkehrbar.

1.2.2. Beispiele fiir D-Gruppoide

1.(N,o)mit z0y:= |z — y|.

Die Gleichung @ o z = b (und analog y o a = b) hat fiir alle a, b € N stets eine Lésung, nim-
lich 2 = a + b. Fiir @ = b ist die Losung nicht eindeutig: 2, =a + bund 2, = a — b.

2. (C*, o) mit z o y:= 23 - y~* (T. N. TRACEWELL [174]).

Die Gleichung a o z = b hat stets zwei Lésungen (a:- = —) die Gleichung y o @ = b sogar drei
(> =a*-b).

3. Es sei ¢ ein Kegelschnitt?) in der reellen projektiven Ebene =, g eine Gerade, die mit ¢ keinen
Punkt gemeinsam hat. Fiir alle Punkte P, @ € ¢ definieren wir P o Q als den Punkt R € ¢ mit
R = Q, 50 daB dic Geraden g, g(QR) und die Tangente g(PP) einen g ittpunkt S
besitzen: P oQ = R:& g(PP)ng = g(QR)ng. Fir P =Q setzen wir PoP:=P. Iat 9(@8)
ebenfalls Tangente an ¢ (in Q), so setzen wir P o Q := @ (vgl. S. K. STEIN [164)) (siehe Abb. 5).

Abb. 5

(c, o) ist ein D~Gruppond in dem die Glelchung A o X = B fiir alle 4, B € ¢ sogar eindeutig
16sbar ist, die Gleichung ¥ o 4 = B hi i. allg. zwei Losungen (zwei Tangenten!) hat.

Neben der Umkehrbarkeit einer Operation wird uns auch hiufig die Kirzbarkeit
oder Kiirzungsregel®) begegnen.

l) Wenn men Imks- und rechtssext\ge Umbkehrbarkeit u heidet, ist das P i eine
bare Operation in R.*

2) In der projektiven Geometrie kann man nicht mehr zwischen Ellipse, Parabel und Hyper-
bel unterscheiden; man spricht vom einteiligen Kegelschnitt. Wir verabreden
folgende Bezelchnungen g(PQ) ist die Gemde, die durch die Punkte P und Q geht, g(PP) ist die
Tangente an eine Kurve (Kegelschnitt) im Punkt P.

3) Man kann — wie im Fall der Umkehrbarkeit — zwischen links- und rechtsseitiger Kiirz-
barkeit unterscheiden, vgl. etwa MfL Bd. 1, 2.6.
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1.2.3. Definition. (G, o) heiBt K-Gruppoid (Gruppoid mit Kiirzungsregel) :<(@G, o)
ist ein Gruppoid und

(KB) die Gleichungen a oz = b und y o a = b haben fiir alle a, b € G hochstens
eine Losung z € G bzw. y € G.
(KB) heiit in Zeichen: A (aox =aoyvzoa=yoa)>x=y.
a,z,y€G

Mitunter werden wir die Kiirzbarkeit auch in der (kontraponierten) Form be-
nutzen:

AN@+y=>aoxz+aoyrzoa =yoa).
a,z,y€G
Weder die D-Gruppoide der Beispiele 1.2.2.1 bis 1.2.2.3 noch die Gruppoide der
Beispiele 1.1.3.1 bis 1.1.3.4 sind kiirzbar.

1.2.4. Beispiele fiir K-Gruppoide

1.(N* \ {1}, o) mit z oy := a¥.

2. (N, o) mit z o y:= z¥ 4 y¥, wobei k eine beliebige, aber feste natiuliche Zahl mit ¥ > 0
ist.l)

3. (N*, o)mitzoy:=2-y.

z+y fir z=0odery 20,

4. (R, it =
(R, o) mit zoy {2(z+yb fir z2<Oundy<o0.

Anhand der ersten zwei Beispiele wird deutlich, daB die Wahl der Triigermenge
einen EinfluB darauf hat, ob die in ihr definierte Operation kiirzbar ist (vgl. die Bei-
spiele 1.1.3.1 und 1.1.3.2). So ist das Potenzieren in N* nicht kiirzbar, durch den
AusschluB der 1 z. B. 1aBt sich das aher korrigieren.

In der Gruppentheorie wird der Satz bewiesen, daf eine endliche Halbgruppe, in
der die Kiirzungsregel gilt, bereits eine Gruppe ist. Dieses Ergebnis li8it sich auf die
folgende Weise erweitern:

1.2.5. Satz. Ein endliches Gruppoid (G, o) ist genau dann etn K-Gruppoid, wenn es ein
D-Grupporid vst.

Beweis. 1. Es sei (G, o) ein K-Gruppoid der endlichen Ordnung m und a € G.
Wir bilden die m Produkte a o 2, wobei z alle Elemente von @ durchlauft. Wegen der
Kiirzbarkeit sind diese m Produkte alle voneinander verschieden, d. h., sie miissen
selbst die gesamte Menge G durchlaufen. Damit kann jedes Element b € G in der
Gestalt @ o z mit geeignetem x € G angegeben werden. Fiir alle a, b € @ ist also die
Gleichung a o 2 = b mit x € @ 16sbar. Analog zeigt man die Losbarkeit der Gleichung
yoa="b.

2. Es sei (G, o) ein D-Gruppoid der endlichen Ordnung m. Dann ist fiir beliebige,
im folgenden aber feste Elemente a, b € G die Gleichung a o 2 = b 16sbar. Sie habe

1) k kann jetzt auch ungerade sein, vgl. Beispiel 1.1.3.2. Fiir k¥ = 1 erhalten wir die Addition
natiirlicher Zahlen.
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die Losungen z, und z, mit x; == z,. Wir bilden wieder die m Produkte a o x, indem r
alle Elemenbe aus G durthlauft Wenigstens zwei dieser m Produkte sind dann nicht
\(: ver dmlich @ o z, und a © z,. Damitkonnen diese m Produkte
a ¢ v ihrerseits nicht alle Elemente von @ durchlaufen, d. h. aber, es gibt ein ¢ € @,
50 daB aox = ¢ keine Losung in @ besitzt. Das ist ein Widerspruch zur voraus-
gesetzten Umkehrbarkeit der Operation o. Analog zeigt man, da8 auch die Gleichung
yoa =b fiir alle a, b € @ héchstens (und damit genau) eine Losung hat.

Im Fall unendlicher Ordnung sind Unikehrbarkeit und Kiirzbarkeit einer Opera-
tion natiirlich nicht dquivalent. Das zeigen die Beispiele 1.2.2 und 1.2.4.

1.2.6. Aufgaben
1. In welchen der Zahlbereiche N*,N, Z, @;*, Q,, @*, @, R, *, R,, R*, R sind die vier Grund-
rechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division umkehrbare oder (und) kiirz-
bare Operationen?
2. Man zeige, daB dic D-Gruppoide der Beispiele 1.2.2.1 bis 1.2.2.3 nicht kiirzbar, dne l\

Gruppoide der Beispiele 1.2.4.1 bis 1.2.4.4 nicht umkehrbar und die Gruppoide der Beispi
1.1.3.1 bis 1.1.3.4 weder kiirzbar noch umkehrbar sind.

3. Man zcige, daB (Ri*, o) mitz o y: =

(harmonisches Mittel) ein K-, aber kein D-Grup-
poid ist. !I

1.3.  Quasigruppen, lateinische Quadrate und Quasigruppen-Graphen

Fordern wir von einer Operation o eines Gruppoids (@, o) Umkehrbarkeit und Kiirz-
barkeit, so sind sowohl die Existenz als auch die Einzigkeit der Losungen vona oz = b
und y o a = b fiir alle a, b € G gesichert; (G, o) ist D-Gruppoid und K-Gruppoid:

1.3.1. Definition. (Q, c) heiit Quasigruppe :< (Q, o) ist ein Gruppoid und

Q) fiir alle a,b € Q sind die Gleichungen e ox = b und yoa = b eindeutig
18sbar.

Ist (Q, o) ein endliches Gruppoid, so geniigt wegen Satz 1.2.5 eine der beiden
Forderungen (D) oder (KB), damit (@, o) Quasigruppe ist.

Insbesondere brauchen Quasigruppen nicht assoziativ zu sein. Den Ansto§ zur
Untersuchung nichtassoziativer algebraischer Strukturen gaben die Arbeiten der
deutschen Math ikerin R. Mourane (1905—1977). Sie entdeckte 1935 den
Zusammenhang zwischen nichtdesarguesschen projektiven Ebenen und (den nach
ihr benannten) Moufang-Loops. Das sind spezielle Quasigruppen. Die Definition 1.3.1
geht auf B. A. HausMaNN und O. ORE [67] zuriick. Aus der umfangreichen Literatur
iiber Quasigruppen und ihre Anwendungen sei vor allem auf die Monographien von
R. H. Bruck [32), V. D. BeLousov [21] sowie J. DENEs und A. D. KEEDWELL [44]
hingewiesen.

Keines der D- bzw. K-Gruppoide der Beispiele 1.2.2 und 1.2.4 ist eine Quasigruppe
(vgl. Aufgabe 1.2.6.2).
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1.8.2. Beispiele fiir Quasigruppen

1. Subtraktion und Division liefern u. a. de (nicht: iative) Quasigruppen: (Z, —),
@, —), (R, —), (@% 3), (@,* :), (R%, ), (R*', ).

2. (@,0) mit zoy:= 22 + y baw. xoy:= 3z — 2y bzw. z0y:= l(:o: -+ y) (arithmetisches
Mittel), 2
(Ry*,o)mitzoy:==a®-ybzw.zoy:= Vz - y (geometrisches Mittel).

3. Fiir alle Punkte P, Q ciner Ebene ¢ definieren wir P o Q als den Punkt R der Geraden

g(PQ), so daB PR: RQ = a:b gilt mit @, b € Z, beliebig, fest, a = 0, b % 0, a:b = —1. Fir
= Q setzen wir Po P:= P.Im F aII a:b =1 liefert dieses Tenlverhaltms gerade dle schon er-

ihnte ,,Mittelpunktsk uktion*: R ist Mittelpunkt der Streck PQ. Die Fille a:b = —

P

und a:b = ——; fithren auf die Spiegelpunkte von P an @ bzw. von @ an P.

4. In der Menge M = {a, b, ¢} defini wir die Op ion o durch
zoyi= 1% fir 2=y,
v: z fir z=+y, wobeiz==xundz=y.

Man iiberzeuge sich insbesondere davon, daB keine der hier angefiihrten Quasigruppen eine
Gruppe?) ist.

Es sei (Q, o) eine Quasigruppe. Dann erméglicht die Eigenschaft (Q) die Konstruk-
tion weiterer Operationen iiber derselben Trigermenge Q:

1. Zu beliebigen vorgegeb Elementen «, b € Q liefert die Gleichung aoz =b
eine eindeutig bestlmmte Losung x € @, d. h., es liegt eine Abbildung \ von Q X Q in
Q vor: (a, b) = x mit z:= a\b.

2. Analog ordnet die Gleichung y o« -z b jedem geordneten Paar (a,b) € Q XQ
genau ein y € Q zu: (¢, b) — y mit y:= bja.

Damit erhalten wir iiber derselben Triigermenge zwei weitere Operationen, cie so-
genannten Umkehroperationen \ und [ von o. Speziell heiBt \ Linksdivision und |
Rechtsdivision von o. Aus der Definition der beiden Umkehroperationen folgt un-
ittelbar, da dic Gleichungen aob =:¢, a\c =b und ¢/b =« dquivalent sind.
An dieser Stelle sei noch ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 die Definition des
Begriffs ,,Umkehroperation‘ in der Literatur nicht einheitlich ist. Insb dere
folgt unser Mathematiklehrgang in hezug auf diesen Terminus den Vorstellungen von
E. ScHRODER (1841—1902), ohne dafi dieser Begriff im Unterricht jedoch selbst
definiert wird (I. LEnmMany [101]). G. AssEr definiert in MfL Bd. 1, 2.6., die links-
und rechtsseitige Umkehrung (o; bzw. o,) einer kiirzbaren Operation o in gleicher
Weise wie E. SCHRODER [158] (- hzw. +). Setzen wir auch Umkehrbarkeit voraus,
so gilt folgender Z: hang: vy =z o,y =xfyund 2y = 20, y = y\r.

Die oben angegebene Konstruktion der Links- lmd Rechtsdivision hat sich etwa
seit 1950 durchgesetzt.?)

1) Vgl. Definition 1.5.2 mit Aufgabe 1.5.6.4.

%) E. ScRONHARDT (1930), H.Bocaes und G.Y.Ramviom (1937), P.LorENzEN (1940),
I. M. H. ETHERINGTON (1943), T. Evans (1949), H. A. THURsTOX (1952), B. H. NEUMANN
(1953), A.I. Mar’cev (1954), G. PickerT (1955), R. H. BRuck (1958), J. AczéL (1960) und
V. D. BeLousov (1967).
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1.8.8. Beispiele fiir Umkehroperationen
1. Die Umkehroperationen von Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division:

zoy | Tréigermenge ' 2y | aly

z+y Z, Q@ R —x+y | z—y
=y Z Q R z—y | x4y
Xy @*, R* R,* %-y z:y
z:y Q* R* R.*| z:y Xy
Auch die beiden k tiven Operati Addition und Multiplikation, haben also (gema8

obiger Konstruktion) zwei Umkehroperationen; z. B. gilt 3\4 + 3/4.
2. Die Umkehroperati der Operation o mit z oy := 22 + y in @ (Beispiel 1.3.2.2) sind
durch z\y = —2z + y und 2y = % (z — y) gegeben.

3. Es seien P und @ beliebige Punkte einer Ebene ¢. Dann sind die beiden Operationen in ¢,
die durch die Konstruktion der Spiegelpunkte von P an @ bzw. von Q an P definiert werden,
gerade die beiden Umkehroperati der Mittelpunktsk uktion (vgl. Beispiel 1.3.2.3).

In einer Quasigruppe (@, o) sind die beiden Identititen?)
1.34. ao (a\b) =b
und
1.3.5. (bla)oa =b

erfiillt. Davon iiberzeugen wir uns, indem wir in den Gleichungen @ oz =b und
yoa = b ihre ( tig bestimmten) Losungen & = a\b bzw. y = b/a einsetzen.

Es seien jetzt (@, o), (G, O) und (G, *) Gruppoide, deren Operationen den Identi-
titen ao (@ O b) =b und (b*a)oa =b geniigen mogen. Dann muB (G, o) zwar
keine Quasigruppe sein, wohl aber ein D-Gruppoid. Die Identitit ao (e O b) = b
bedeutet namlich fiir das Gruppoid (@, o), daB jede Gleichung der Gestalt aoz = b
fiir alle @, b € @ wenigstens eine Losung hat, ndmlich z = @ O b. Analog zieht die
Identitit (b#*a)oa =b fiir alle a,b € @ die Losbarkeit der Gleichung yoa =b
nach sich. Die Kiirzbarkeit muB deshalb jedoch keineswegs erfiillt sein, wie das
D-Gruppoid (N, o) aus Beispiel 1.2.2.1 lehrt.

Unter zusitzlichen Vor 1aBt sich allerdings erreichen, auch eine

)

Quasigruppe mittels Identititen zu charakterisieren (T. Evaxs [52]).

1.3.6. Satz. Ein Gruppoid (Q, o) ist genau dann eine Quasigruppe, wenn in Q zwet

1) Es seien f und g m- bzw. n-stellige Operationen in derselben Menge M (vgl. MfL Bd. 1,
2.6.). Dann verstehen wir unter einer Identitdt eine Glelch\mg der Form f(z,, 2, +.., Zp) =
9(Y1s Yas -+ +» Ym), die fir beliebige z;, 4 € M mit z =1, 2 »n; §=1,2,..., m wahr ist. Die
Geneulmerung der in einer solch Variablen soll dabel schon durch
das Wort ,,Identitét‘* zum Ausdruck gebncht werden. Im Fall der Assoziativitit (m = » = 3),
der Kommutativitit (m = » = 2) und der Distributivitdt (m = n = 3) spricht man in der
Schule auch von Rechengesetzen.
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weilere Operationen \ und | existieren, so daf neben (1.3.4) und (1.3.5) die folgenden
Identitiiten gelten:

1.3.7. a\(aob) = b,
1.3.8. (boa)a =b.

Beweis. 1. Es sei (@, o) eine Quasigruppe. Wir h: en bereits festgestellt, da8 dann
die Operation o gemeinsam mit ihren beiden Umkenroperationen \ und / die Identi-
titen (1.3.4) und (1.3.5) erfiillt. Es sci nun a\(a 0 ) = c. Dann gilt a o (a\(a 0 b))
=aoc. Wenden wir (1.3.4) auf die linke Seite an, so erhalten wiraob =aoc, so
daB b = c gilt wegen der Kiirzbarkeit von o, also die Identitit (1.3.7) erfiillt ist. Ana-
log zeigt man die Giiltigkeit der Identitét (1.3.8).

2. Es seien (@, o), (@,\) und (Q, /) Gruppoide, deren drei Operationen den Identi-
titen (1.3.4) bis (1.3.8) geniigen. Infolge von (1.3.4) und (1.3.5) ist (Q, o) dann bereits
ein D-Gruppoid. Es ist also nur noch die Kiirzbarkeit von o zu zeigen. Es sei a o x,
=aox, =b. Dann gilt (wegen der Eindeutigkeit von \) a\(a¢ o z,) = a\(a 0 z,),
woraus wegen (1.3.7) sofort z, = x, folgt, d. h., die Gleichung a o z = b hat fiir alle
a, b € Q wegen (1.3.4) wenigstens und wegen (1.3.7) hichstens eine Losung. Analog be-
wirkt (1.3.8) die Eindeutigkeit der nach (1.3.5) existierenden Lésung von yoa =b
fiir alle @, b € Q. Damit ist (Q, o) eine Quasigruppe.

Die in den Identitéten (1.3.4) bis (1.3.8) auftretenden Operationen sind sogar simt-
lich Quasigruppenoperationen, mit anderen Worten, die Umkehroperationen einer
umkehrbaren und kiirzbaren Operation sind ihrerseits wieder umkehrbar und kiirz-
bar:

1.3.9. Satz. Ist (Q, o) eine Quasigruppe, so sind auch (Q,\) und (Q, /) Quasigruppen,
wobet \ und | die Umkehroperationent) von o sind.

Beweis. Wir zeigen, daf (@, \) eine Quasigruppe ist. Fiir (Q, /) verlduft der Beweis
analog.

a) Die Gleichung a\z = b ist fiiralle «, b € Q eindeutig l6sbar: Die Existenz einer
Losung wird durch (1.3.7) gesichert, nimlich 2 = a o b, wihrend die Eindeutigkeit
aus (1.3.4) folgt. Denn mit a\z, = a\z, = b gilt @ o (d\z;) = a o (a\z), also z, = 2,.

b) Die Gleichung y\a = b ist fiir alle a, b € Q eindeutig lésbar: Wegen (a/b)\a
= (a/b)\((a/b) <] b) =b (nach (1.3.5) hzw. (1.3.7)) ist die Existenz einer Losung von
y\a = b gewihrleistet, nimlich y = a/b. Da @ o («\b) = b fiir alle a, b € Q genau dann
erfiillt ist, wenn b/(a\b) = a gilt, ist auch die Kiirzbarkeit garantiert. Mit y,\a = y.\a
gilt ndmlich auch a/(y\a) = a/(y;\a), also y, = y,. Nebenher haben wir die Identititen
1.3.10. (afb)\a = b
und
1.3.11. a/(b\a) = b

von I. A. Mav’cEv [110] erhalten.

1) Wir vereinbaren, da8 in den ersten beiden Kapiteln mit \ und / immer nur die beiden Um-
kehroperati einer Q ichnet werden.

jon o b
igruppenoperation
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Es sei © = (@, o) eine endliche Quasigruppe. Dann wird die Strukturtafel von £
durch folgenden Sachverhalt beschrieben:

1.3.12, Jedes Element der Trigermenge tritt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau
einmal auf.

Das heifit, alle Zeilen und Spalten der Strukturtafel sind Permutationen der Ein-
génge. Eine solche Strukturtafel heiBt lateinisches Quadrat. Umgekehrt definiert jedes
lateinische Quadrat eine Quasigruppenoperation.

Formal lieSe sich zunéchst unterscheiden, daB in jeder Zeile und in jeder Spalte
der Strukturtafel wegen der Umkehrbarkeit der Operation o alle Elemente der Triger-
menge, infolge der Kiirzbarkeit aber auch lauter verschiedene Elemente auftreten
miissen. Da wir Strukturtafeln aber ohnehin nur fiir endliche Gruppoide eingefiihrt
hahen, sind wegen Satz 1.2.5 die Strukturtafeln von D- bzw. K-Gruppoiden ebenfalls
schon lateinische Quadrate. Zum Beweis, daB die Strukturtafel einer endlichen
Quasigruppe ein lateinisches Quadrat ist, nehmen wir an, in der ¢-ten Zeile komme
ein Element b € Q gar nicht vor bzw. trete zweimal auf, etwa an A-ter und I-ter Stelle:

= ey =ay mit k &=1. Im ersten Fall hat dann a; 0z = b keine Losung — im
Widerspruch zur Umkehrbarkeit; im zweiten Fall folgt wegen (1.1.4) b =a;0a;
== a; o, so daB die Kiirzbarkeit a, = a;, also k =1 im Widerspruch zur An-
nahme liefert. In gleicher Weise zeigt man, daB in keiner Spalte ein Element fehlen
bzw. doppelt stehen kann. Umgekehrt iiberzeugt man sich, daB Umkehrbarkeit und
Kiirzbarkeit vorliegen, wenn gleiche Elemente paarweise in verschiedenen Zeilen und
in verschied Spalten steh

1.8.13, Beispiele fiir lateinische Quadrate

1. Das lateinische Quadrat fiir Beispiel 1.3.2.4 hat folgendes Aussehen:

o la b ¢

a |la ¢ b

b e b a

¢ |ba ¢
2. Das folgende lateinische Quadrat definiert in @ = {0, 1, 2} eine Quasigruppenoperation.
Esgilt xoy =2 — ymod 3.

o |0 1 2

0 (0 2 1.

1110 2

21210

Die Umkeh einer Q ion sind selbst wieder Quasigruppen-

operationen (Sntz 1.3. 9) Im Fall endhcher Ordnung sind damit dann aber auch die Struktur-
tafein dieser Umkeh tionen wieder lateinische Quadrate (vgl. dazu Kap. 2).

L. EvLER (1707—1783), der iibrigens auch Ma.thema,tlk]ehrbucher fiir die russn-
schen Schulen schrieb, beschiftigte sich wohl als erster systematisch mit lateini
Quadraten. Ausgangspunkt waren dabei stets Fragen aus der sogenannten Unter-
haltungsmathematik. Da man hierbei anstelle von Zahlen groSe lateinische Buch-
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staben zur Belegung der Felder benutzte, hat sich der Name ,,Lateinisches Quadrat*
bis in unsere Zeit erhalten.

Neben Strukturtafeln haben wir Cayley-Diagramme zur Illustration bzw. Dar-
stellung von Gruppoiden eingefiihrt. Wie spiegeln sich nun Umkehrbarkeit und
Kiirzbarkeit im zugehérigen Cayley-Diagramm eines (endlichen) Gruppoids wider?
Dabei ist es wegen Satz 1.2.5 wieder gleichgiiltig, welche der Eigenschaften (D), (KB)
oder (Q) zum Beweis der folgenden Charakterisierung herangezogen werden. Ein end-
liches Gruppoid Q = (@, o) ist genau dann eine Quasigruppe, wenn fiir das zu-
gehorige Cayley-Diagramm I'() die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1.3.14. Von jedem Knoten fiihrt zu jedem Knoten (einschlieBlich zu sich selbst)
genau ein Bogen,!)
also formalisiert: A \2! (A (b) = K, A E®d) = Kz),
KiKe€K beB
und

1.3.15. in jedem Knoten endet genau ein Bogen jeder Farbe,

in Zeichen: A V! (a(b) =K, AE(}d) = Kz).
KuKyeK beB

Es sei £ = (Q, o) eine (endliche) Quasigruppe. Wir zeigen zunéchst, dag dann im
zugehérigen Cayley-Diagramm zwei beliebige Knoten K, und K, durch wenigstens
einen Bogen verbunden sind. Die Gleichung k, o # = k, mit f(k,) = K, und (k,) = K,
hat eine eindeutige Losung x,, so daB es wegen (1.1.6) (genau) einen Bogen b der
Farbe X, = f(z,) = «(b) gibt, der von K, nach K, fiihrt. Es kann nun aber auch
keinen weiteren Bogen b’ mit einer von X, verschiedenen Farbe geben, der in K,
beginnt und in K, endet. Gibe es einen solchen Bogen b’ mit «(b’) = X', so hitte im
Widerspruch zur Kiirzbarkeit k, o =k, eine weitere Losung 2’ = f-1(X’). Die
Gleichung y o k, =k, mit f(k,) = K, und B(k,) = K, hat ihrerseits fiir beliebige
K, K, € K eine eindeutige Losung y,, so daBl es wegen (1.1.6) (genau) einen Bogen b
der Farbe K, = B(k,) = «(b) gibt, der von Y, = B(y,) nach K, fiihrt. Es bleibt zu
zeigen, daB es nicht mehrere Bégen der Farbe K, geben kann, die in K, enden.
Giibe es einen weiteren Bogen b’ der Farbe K, mit E(b’) = K,, so hitte wieder im
Widerspruch zur Kiirzbarkeit y o k; = k, eine weitere Losung y’. Es sei nun um-
gekehrt I'(Q) ein Cayley-Diagramm eines (endlichen) Gruppoids 9 = (Q, o), das
die Bedingungen (1.3.14) und (1.3.15) erfiillt. Fiir beliebige k,, &, € Q@ mit f(k,) = K,
und f(k,) = K, existiert dann einerseits genau ein Bogen b von K, nach K,, anderer-
seits endet in K, genau ein Bogen jeder Farhe. Die Farbe von b ist also eindeutig
bestimmt: a(b) = X,. Damit ist z, := p~1(X,) die eindeutige Losung von &, o x = k.
Unter den in K, endenden Bégen gibt es nun auch genau einen K,-gefiirbten Bogen b’.
Der Anfangspunkt ¥, von b’ liefert uns die eindeutige Losung y, = ~1(Y,) der
Gleichung y o k, = k,.

1) Damit ist das Cayley-Diagramm einer Quasigruppe ein streng zusammenhangender
Graph. Ein onennerter Graph heiBt streng zusammenhiingend, wenn je zwei Knoten durch eine
Kette aufei gender Bogen (gleicher Orientierung) verbunden sind.
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Aufgrund dieser fiir eine Quasigruppe (@, o) charakteristischen Eigenschaften des
zugehorigen Cayley-Diagramms 1Bt sich (im Unterschied zu beliebigen Gruppoiden)
der graphentheoretische Begriffsapparat entlasten. Da nimlich Mehrfachbogen
nicht mehr auftreten kénnen, lafit sich jeder Bogen durch seinen Anfangs- und End-
punkt beschreiben; es gilt B = K x K. Die kantenfirbende Abbildung « ist dann
sogar einc Quasigruppenoperation in K.

1.8.16. Beispiele fiir Quasigruppen-Graphen

1. Das Cayley-Diagramm der Quasigruppe aus Beispiel 1.3.2.4 (vgl. auch Beispiel 1.3.13.1) hat
folgendes Aussehen (sieche Abb. 6).

2. Das nebenstehende Cayley-Diag (vgl. auch Beispiel 1.3.13.2) definiert in @ = {0, 1, 2}
eine Quasigruppenoperation (siche Abb. 7).

a-bzw. S-geférbt
——— b-bzw.1-geférbt
......... ¢-bzw. 2-geférbt
SN i
\ A / A
M.\ () é&‘" ‘%

-
‘\// .o
Abb. 8 Abb. 7

Die Cayley-Diagramme der Umkehroperationen einer (endlichen) Quasigruppen-
operation sind (wegen Satz 1.3.9) selbst wieder Quasigruppen-Graphen.

1.8.17. Aufgaben

1. Es sei G, die Menge der Eckpunkte eincs regelmiBigen n-Ecks mit n =2k + 1 (k =1,
ganzzahlig). Fir beliebige Punkte P, Q € G, definieren wir P o Q als den Eckpunkt des Poly-
gons, der auf der Mittelsenkrechten der Strecke PQ liegt. Fir P = Q setzen wir P o P:= P.
Man zeige anhand der Strukturtafeln, daB (G}, o) und (Gj, o) Quasigruppen sind, und gebe ihre
Umkehroperationen an. Wie sehen die jeweiligen Quasigruppen-Graphen aus?

2. Man gebe die lateinischen Quadrate und Quasigruppen-Graphen der Umkeh
die Beispiele 1.3.13.1 (1.3.16.1) und 1.3.13.2 (1.3.16.2) an und vergleiche sie.

3. Es sei A ABC ein vorgegebenes Dreieck in der Ebene e. Fir beliebige Punkte P,Q € ¢
definieren wir P o Q als den Punkt R € ¢, daB die Dreiecke A ABC und A PQR gleichsinnig
dhnlich sind; P o P:= P. Man zeige, daB (e, o) eine Quasigruppe ist.

Wiihlt man in der komplexen Ebene fiir die Punkte des Dreiecks A ABCa = 0,b = 1 und
¢ = o - ¢*, wobei « und B beliebige, aber feste reelle Zahlen mit « & 0 und 8 = k - = (k ganz-
zahlig) sind, so erhilt man fiir das Dreieck A PQR

P fiar

r=pog=(1—c)p+ecq
(geometrische Darstellung der Multiplikation im Komplexen).

4. Man zeige, daB man anstelle von (1.3.14) und (1.3.15) auch

a) keine zwei verschiedenen Bégen fiihren von ein und demselben Knoten zu einem anderen
(gemeinsamen) Knoten und

b) keine zwei Bogen derselben Farbe enden in demselben Knoten

fordern kann, um Umkehrbarkeit oder (und!) Kiirzbarkeit einer Operation im zugehdrigen
Cayley-Diagramm zu beschreiben.
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In einem Gruppoid kann es Elemente geben, die sich allen anderen Elementen
geg durch bestimmte Eigenschaften auszeichnen. Man denke z. B. an das
neutrale oder das absorbierende Element in (R, -), némlich 1 und 0. Es gibt nun aber
auch Gruppoide, in denen zwar kein neutrales, wohl aber einseitig-neutrale Elemente
existieren. So ist die 0 in (Z, —) lediglich rechts-neutrales Element.

In den folgenden Definitionen seien n;, n, und n Elemente der Trigermenge G
eines Gruppoids (@, o).

14.1. Definition. n; heiit links-neutrales Element von (G, 0) :&

(Ny) Amoxr ==z,
z€G

n, heiBlt rechts-neutrales Element von (G, o) :&

(Ny) ANzon, ==z,
z€G

n heiflt neutrales Element von (@G, o) :&
(N) Anox =zon==2.
z€G
Ein neutrales Element ist also sowohl links- als auch rechtsneutrales Element.

Das Gruppoid aus Beispiel 1.1.7.1 hat weder ein links- noch ein rechts-neutrales
Element. In Beispiel 1.1.7.2 ist jedes Element rechtsseitig neutral, im Fall des
Potenzierens (Beispiel 1.1.3.1) ist die 1 einziges rechts-neutrales Element; links-
neutrale Elemente gibt es in beiden Fillen nicht.!) Schlielich ist in Beispiel 1.1.7.3
die 0 neutrales Element.

Wir wissen, daB jede Gruppe genau ein neutrales Element besitzt (MfL Bd. 3,
12.1.). Das gilt fiir den allgemeineren Fall eines Gruppoids schon nicht mehr, was die
zZuvor g ten G beispiele beweisen. Allerdings 1Bt sich zeigen, daB ein
Gruppoid (G, o) hochstens em neutrales Element besitzt (MfL. Bd. 1, 2.6.). Hat ein
Gruppoid voneinander verschiedene einseitig neutrale Elemente, so sind sie simtlich
entweder links- oder rechts-neutral. Ist die Operation kiirzbar, so kann es hichstens
ein links- oder (und) rechts-neutrales Element geben (Beweis!).

Die Umkehrbarkeit einer Operation garantiert nicht die Existenz eines (einseitig)
neutralen Elementes (vgl. Beispiel 1.3.13.1). Indessen hat jedes Element a einer
Quasigruppe (@, o) ein eindeutig bestimmtes individuelles links-neutrales Element
mn® und ein eindeutig bestimmtes individuelles rechts-neutrales Element 7,%, da ja
die Gleichungen y oa = a und a o z = « fiir alle a € Q eindeutig losbar sind, d. h.,
es gilt 7, 0@ = a o n,® = a. Im allgemeinen gilt 7,* &='n,°. Die individuellen links-
und rechts-neutralen Elemente bedingen ihrerseits, daB jedes Element einer Quasi-
gruppe (Q, o) vier (i. allg. verschiedene) inverse El te besitzt.

1) Definieren wir zoy:=y in G = {0, 1, 2}, so ist umgekehrt jedes Element linksseitig
neutral, und es gibt keine rechts-neutralen Elemente.
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e 3

Sind in einer Quasigruppe alle individuellen links-neutralen El t Jer
identisch, so ist dieses Element linksseitig neutral (und umgekehrt); analog gilt das
fiir individuelle recht trale El te. Quasigruppen, die ein neutrales Element
besitzen, spielen in vielen Untersuchungen eine wichtige Rolle, ohne da sie schon
Gruppen sein miissen.

1.4.2. Definition. (L, o) heift Loop :& (L, o) ist eine Quasigruppe und besitzt ein
neutrales Element.

Eine Quasigruppe mit einem links-(rechts-)neutralen Element bezeichnet man
auch als eine Links-(Rechts-)Loop. Eine Quasigruppe ist also genau dann eine Loop,
wenn sie Links- und Rechts-Loop ist.

Der Name ,,Loop‘‘ geht auf A. A. ALBERT [12] zuriick. Diese Bezeichnung hat sich
gegeniiber den zuvor benutiten Begriffen ,,Normbereich* (G. Bor [26]) und ,,Union‘*
(E. ScHONHARDT [157]) durchgesetzt. In der franzosischsprachigen Literatur stoBt
man mitunter auch auf den fragwiirdigen?) Versuch ,,Joop‘‘ mit ,,boucle‘* (= Schleife,
Luppe) zu iibersetzen.

Die Quasigruppe (R,*, o) mit zoy : = 22 - y ist eine Links-Loop, (R*, :) eine Rechts-
Loop. Keine der Quasigruppen der Beispiele 1.3.2.1 bis 1.3.2.4 ist eine Loop.

1.4.8. Beispiele fiir Loops

z+yfirz <0odery =0,

. (R, it 1=
LR omitzoy {x+y+(z-y)’ﬁir220undy20,

z+y fir z-9y=20,
bzw.zoy:={ 23 +
2t + ot

fir z-y<0

(K. H. HoFMANN [68]).
Man iiherzeuge sich davon, daB keine der beiden Loops eine Gruppe?) ist.

2. Es sei (@, o) eine Quasigruppe. Fiir beliebige a, b € Q entsteht dann auf die folgende Weise
eine Loop (@, #), in der b o a das neutrale Elemente » ist: z * y := (2/a) o (b\y).

In Satz 1.3.6 haben wir Quasigruppen mit Hilfe dreier Operationen charakterisiert ;
ein analoger Versuch fiihrt auch fiir Loops zum Erfolg. So kann man z. B. auf die
Existenz eines neutralen El ts schlieBen, wenn in einer Quasigruppe (@, c) die
Identitit

144, z/z = yly

erfiillt ist; \ und / sind dabei wieder die beiden Umkehroperationen von o. Wir
definieren n : = z/x fiir ein beliebiges, aber festes x € Q. Wegen (1.4.4) gilt auch (fiir
y = z) 2\z = n. Die Identititen (1.3.4) und (1.3.5) erlauben dann die Umformungen

1) Fragwiirdig deshalb, weil A. A. ALBERT diese Struktur nach einem Stadtteil von Chicago
benannt hat.
%) Vgl. Definition 1.6.2 und Aufgabe 1.5.6.4.
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zon=zo(¥\z) =z und noz = (zfr)ox ==z, d.h,, n ist neutrales Element
von (@, o). Ist andererseits (Q, o) eine Loop mit dem neutralen Element =, so sind die
Gleichungen 7oz = z und y on = n fiir alle z, y € Q eindeutig nach » auflosbar:
wir erhalten n = zfz bzw. » = y\y. Folglich ist n sowohl von z als auch von y un-
abhingig. Es gilt (1.4.4). Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

1.4.5. Satz. Eine Quasigruppe (Q, o) st genau dann eine Loop, wenn die beiden Um-
kehroperationen von o die Identitiit (1.4.4) erfiillen.

Das neutrale Element n einer Loop (L, o) ist zugleich links-neutrales Element in
(L,\) und rechts-neutrales Element in (L, /). Lost man nimlich die Gleichungen
noz = zund y o n = y nach z bzw. y auf, so ergeben sich 7\z = z und y/n = y fiir
alle z, y € L. Dariiber hinaus sind beide Umkehroperationen einer Loopoperation
unipotent. Dabei heiBt ein Gruppoid (@, *) oder eine Operation » unipotent, wenn
die folgende Identitét erfiillt ist:

) Nzxz=y=»y.
z,Y€G

In unserem Fall erhalten wir wegen (1.4.4) einerseits z\x = y\y (= n) und anderer-
seits z/z = yly (=) fiir alle z, y € L. Da in einer Loop (L, o) alle individuellen
links- und rechts-neutralen Elemente (mit dem neutralen Element ) zusammen-
fallen, besitzt jedes Element a nur zwei (i. allg. verschiedene) inverse Elemente.
Die eindeutige Losung von y o a = n definiert das links-inverse Element ~a von a.
Entsprechend liefert die eindeutige Losung der Gleichung @ o 2 = n dasrechts-inverse
Element a1 von a.

Es sei (@, o) ein endliches Gruppoid. Dann spiegelt sich die Existenz eines links-
neutralen El ts in der zugehorigen Strukturtafel in der Weise wider, daB es
(wenigstens) eine Zeile gibt, die mit der Eingangszeile (= Kopfzeile) iibereinstimmt.
Die Strukturtafel in Beispiel 1.1.7.2 weist Ubereinstimmung aller Spalten mit der
Eingangsspalte (= Kopfspalte) auf; hier ist also jedes Element rechtsseitig neutral.
Ein endliches Gruppoid (@, o) besitzt also offenbar genau dann ein neutrales Ele-
ment 7, wenn in der Strukturtafel eine Zeile Z und eine Spalte S mit der Kopfzeile
und -spalte identisch sind. n steht im Schnittpunkt von Z und S (vgl. Beispiel
1.1.7.3).

1.4.6. Beispiel fiir eine endliche (nichtassoziative) Loop
Das folgende lateinische Quadrat definiertin L = {a, b, ¢, d, ¢} einc Loopoperation o:
o l abcde

a |a b cde
b b aecd
c ¢cdaebd
d |d ebdb ac
e e cdbda

Das neutrale Element ist a; (L, o) ist unipotent.
Fiir die Strukturtafel eines unipotenten Gruppoids ist, wie wir sehen, chnraktensmch daB
alle Felder der (von links oben nach rechts unten verlaufenden) tdi \!

Haup
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Element enthalten. In diesem Zi hang sei zugleich erwiahnt, daB ein (endliches) Grup-
poid genau dann kommutativ ist, wenn die zugehorlgs Strukturtafel symmetrisch beziiglich der
Hauptdiagonalen ist (vgl. Beispiel 1.3.13.1).

Im Cayley-Diagrmm I'(®) eines (endlichen) Gruppoids = (G, o) lassen sich diese
Eigenschaften ebenfalls ablesen. Wir benutzen im folgenden die gleichen Bezeich-
nungen wie in 1.1, und 1.3, d. h,, x definicrt die Kantenfirbung und § ordnet den
Elementen von @ die entsprechenden Knoten des Graphen I' = (K, B) zu.

Links-neutrales Element: Es gibt cinen Knoten N, von dem zu jedem Knoten X ein
Bogen der Farbe X ausgeht.

Rechts-neutrales Element: Es gibt eine(n) Farbe (Knoten) N,, so daB jeder Knoten X
eine Schleife der Farbe N, besitzt.

Unipotenz: Es gibt einen Knoten 4 = f(«), in dem von jedem Knoten X = f(z)
(als Anfangspunkt) ein Bogen der Farbe X endet (xox = yoy =a).

K tativitiit: Fir beliebige Knoten X = f(x), ¥ = B(y), Z = p(2) gilt: Wenn in
Z ein Bogen endet, der den Anfangspunkt X und die Farbe Y hat, dann endet in Z
auch ein Bogen mit dem Anfangspunkt Y und der Farbe X (x0y =z2=>yoz =2).

Man vgl. hierzu Abb. 2 bis 5, 9 und 10. Die Beweise seien dem Leser iiberlassen.

1.4.7. Aufgaben

1. Man fithre den Nachweis, daB die beiden Gruppoide im Beispiel 1.4.3.1 tatsichlich Loops
sind. (Hinweis: Dic Quasigruppeneigenschaft kann man auch mit Hilfe der Translationen

(vgl. 1.7.) zeigen. Da die partielle Ableitung %& = ?i (x o a) stets positiv ist, schlieBt man
z 'z

zuniichst auf strenge Monotonie von R4, woraus die Eincindeutigkeit der Translati R,
folgt.)

2. Man zeige, daB keine der Quasigruppen der Beispiele 1.3.2.1 bis 1.3.2.4 eine Loop ist.

3. Eine nichtkommutative Loop besitzt wenigstens fiinf Elemente (vgl. auch Aufgabe 1.5.6.5).

4. Man zeige, daB es in einer Loop (L, o) mit dem neutralen Element » voneinander verschie-
dene Elemente a, b € L geben kann, fiir die aoc =cob =n mit ¢ € L gilt. Warum darf
(L, o) dabei weder kommutativ noch unipotent sein? (Man vgl. auch Aufgabe 1.5.6.6.)

5. Man zeige, daB in einer Loop (L, o) fiir alle z € L zwar (12)~! = ~1(z~1) = 2, i. allg. aber weder
(z1)! = z noch ~}(1z) = z gilt.

1.5.  Halbgruppen und Gruppen

Unter den vielen Identitaten, die in solchen algebraischen Strukturen wie Gruppoid,
Quasigruppe oder Loop erfiillt sein konnen, nimmt die Assoziativitit eine Sonder-
stellung ein. Das driickt sich u. a. auch schon darin aus, daB assoziative Strukturen
einen eigenen Namen erhalten haben. Insbesondere spielen Gruppen und Halbgrup-
pen eine groBe Rolle fiir die Anwendung der Mathematik.

An dieser Stelle sei aber auch darauf hingewiesen, daB sich ein besseres Verstindnis
fiir die Identititen wie Assoziativitdt oder auch Kommutativitit erst erreichen
laft, wenn sie — gerade auch in der Schule — den Charakter von etwas ,,Selbstver-
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sténdlichem‘* verlieren. Deshalb sollte der Schiiler z. B. auch einige nichtassoziative
Operationen kennenlernen.!)

1.5.1. Definition. (H, o) heiBt Halbgruppe :< (H, o) ist ein Gruppoid, in dem die
Assoziativitat erfiillt ist, d. h., es gilt:
(A) A (xoy)oz==zo0(yo2).
z.yz€H

Man beachte, daB eine klammerfreie Schreibweise, wie sie fiir assoziative Operatio-
nen iiblich ist, auch im Fall nichtassoziativer Operationen auftreten kann. Es wird
sogar von beiden Mdglichkeiten, in z o y oz Klammern zu setzen, Gebrauch gemacht.
So versteht man unter x — y — z iiblicherweise (x — y) — z, unter z¥" aber 2",

Eine Halbgruppe mit neutralem Element wird Monoid genannt.

Bekanntlich kann man den Begriff der Gruppe auf verschiedene Weisen einfiihren.
Die Gleichwertigkeit all dieser Definitionen wie auch die Beweise fiir einige der nach-
folgenden Uberlegungen findet man in der einschligigen Literatur zur Gruppen-
theorie. Wir stiitzen uns auf die folgende Méglichkeit (vgl. MfL Bd. 3, 12.1.):

1.5.2. Definition. (G, o) heit Gruppe :< (G, o) ist ein D-Gruppoid und eine Halb-

gruppe.
Eine kommutative Gruppe heifit abelsch.

Durch N. H. ABeL (1802—1829) und E. GaLors (1811—1832) wurde das dem
normalen Sprachgebrauch entnommene Wort ,,le groupe* zum feststehenden mathe-
matischen Fachausdruck. Neben diesen beiden Mathematikern waren insbesondere
L. EvLer (1707—1783) J. L. LacraNGE (1736—1813), P. RurrINI (1765—1822),
C.F. Gauss (1777—1855), A.L.CavcHy (1789—1857), A.CAYLEY (1821—1895)
C. JorpAN (1835—1922), S. Lie (1842—1899) und F. KLEIN (1849—1925) Weg-
bereiter der Gruppentheorie. Ein abstraktes Axiomensystem fiir Gruppen, wenn auch
nur fiir den Fall endlicher Ordnung, geht auf L. KRoNECKER (1823 —1891) [92] zu-
riick. Die Definition der Gruppe gemi8 (1.5.2) findet man z. B. schon bei H. WEBER
(1842—1913) [178] und E. V. Hu~TINGTON (1874—1952) [72]. E. V. HUNTINGTON
diskutierte als erster die Frage der Unabhingigkeit der Gruppenaxiome. Zur Ge-
schichte und Entwicklung des Gruppenbegriffs sei auf H. Wussing [184] verwiesen.

Sowoh! die Umkehrbarkeit als auch die Assoziativitit einer Operation lassen fiir
sich allein noch nicht auf die Existenz eines neutralen Elementes schlieBen. In einer
Gruppe, in der ja nach Voraussetzung beide Eigenschaften gelten, gibt es ‘jedoch
(genau) ein neutrales Element n. Wihrend ferner in einem Monoid jedes Element a

1) Fiir die Kommutativitidt kann man hier auch auf Gegenbeispiele aus seiner Erfahrungs-
welt zuriickgreifen, etwa das Verdiinnen einer Saure: ,,GieBe Wasser in die Séure, dann pas-

siert das Ungeheure!** oder das Zusa von Substantiven: Maul-Tier, Baum-Stamm,
Hunde-Blut, Gift-Schl Uhr-Armband usw. Im Fall der Assoziativitdt kann man die-
selben Operationen heranziehen. So erkennt man beispielsweise beim Zubereiten eines Grogs

den Dillettanten, der den Zucker z im Alkohol e statt 1m heiBen Wasser w auflést: wo (z 0 a)
statt (w o0 z) o a. Fir das Zusammensetzen von Substantiven seien z. B. Middchen-Handels—
Schule und Doppel-Zeit-Wort genannt.
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héchstens ein inverses Element @ besitzt, ist in einer Gruppe (@, o) infolge von (D)
auch die Existenz von @ (= a!) gesichert.?)
(E) A Valoa=aoa!=n.

a€6 a-'eG
Damit ist jede Gruppe aber auch ein K-Gruppoid. Gilt nimlich a0 2, = a o x, fiir
ein beliebiges @ € G, so erhalten wira ' o (@ o z,) = a™! o (a 0 2,), so daB wegen (A),
(IE) und (N) x, = x, gilt. Analog ist o auch rechtsseitig kiirzbar. Die eindeutigen
Lésungen der Gleichungen aox =b und yoa = b (a,b € G, beliebig) kénnen wir
jetzt auch mit Hilfe der inversen Elemente schreiben: z =a\b =al0b bzw.
y =bla=boa™, d h, in einer Gruppe (@, o) haben die beiden Umkehroperatio-
nen\ und / die Gestalt

1583. A (@ly =z loyazx|/y==z0y7).
ZYEC
ZusammengefaBt sind in einer Gruppe folglich die Eigenschaften (A), (D), (KB),
(Q), (N) und (IE) erfiillt. Das gestattet u. a., eine Gruppe als assoziative Quasigruppe
oder als assoziative Loop zu definieren. Besonders hiufig stiitzt man sich aber auf
(A), (N) und (IE) als Axiome zur Einfiihrung des Gruppenbegriffs.
In jeder Gruppe (G, o) gilt auch die Beziehung

1.5.4. A (zoy)t=ytoal.
z,¥€6

Weiter ist eine endliche kiirzbare Halbgruppe schon eine Gruppe, da im Fall end-
licher Ordnung eine kiirzbare Operation auch umkehrbar ist (Satz 1.2.5). Am Rande
sei vermerkt, da man in Anlehnung an Satz 1.3.6 und Satz 1.4.5 den Gruppenbegriff
auch mit Hilfe der Umkehroperationen gewinnen kann; vgl. die Literaturhinweise
in I. LEHMANN [99).

1.5.6. Beispiele fiir Halbgruppen und Gruppen?)

1. (@, o) mit @ = {0, 1, 2} und z o y := z (vgl. Beispiel 1.1.7.2) ist eine Halbgruppe ohne neu-

trales Element. Sie ist nicht kiirzbar und auch nicht kommutativ.

2. (@, o) mit @ = {0, 1, 2} und z o y := min (z, y) ist ein kommutatives Monoid. Es ist nicht

kirzbar; das neutrale Element ist n = 2.

3.(Q,+) mitQ = {0, 1,2} und 2 » y:= 2 + y mod 3 ist eine abelsche Gruppe. Die Operation «

ist gerade die Rechtedivision von o aus Beispiel 1.3.13.2.

4. Im Mathematik icht L u. a. folgende Gruppenoperati vor

— Addition in Z, @, R, Multiplikation in @,*, @*, R,*, R*;

— zoy:= % zy in Ry* (Flicheninhalt vom Dreieck), n = 2 (), 27! = 4,
z

B

— Nacheinanderausfithrung von Verschiebungen (B:
— Addition von Vektoren.

Daneben treten auch Halbgruppen im Schulstoff auf, die keine Gruppen sind, etwa: (N, +),
(N, ), (Z, ), (@3, +), (@4, ), (@, *), (R, ), (N, ggT), (N, kgV), (B(H), n), (B(H), v), (N, min)
und (N, max).

) einer Ebene;

gung

1) In Gruppen bezeichnet man das zu a inverse Element uiblicherweise mita~! (& = ~la = a-1).
%) Fir weitere Beispiele verweisen wir u. a. auf MfL Bd. 3, 11.3. und 12.1.
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1.8.6. Aufgaben

1. Man zeige, daB die im Beispiel 1.5.5.4 genannten Gruppoide (N, n) = (N, ggT), (N, v)
= (N, kgV), (B(HM), n), (B(HM), v), (N, min) und (N, max) tatsichlich assoziativ sind. Welche
dieser Halbgruppen besitzen ein neutrales Element?

2. Welche der Zahlbereiche N*, N, Z, @Q.*, @,, @*, @, R,*, R,, R*, R sind mit der Addition
oder Multiplikation als Operation eine Halbgruppe, ein Monoid, ein kirrzbares Monoid oder
cine Gruppe?

3. Man zeige, daB

a) (R\ {—1},0) mitzxo,y:=a+y + 2y,

b) R\ {1}, 0) mitzo,y:=2 + y — ay,

c) (Ry* \ {1}, o) mit z o, Y=z,

d) (B(M), o)) mit X oy ¥ := (X \ ¥)u (¥ \ X)und

e) (P(M), o) mit Xog Y:=(XuY)\N(XnY)

eine abelsche Gruppe ist. Man gebe das neutrale Element sowie das zu einem Gruppenelement a
gehorige inverse Element z-! an.

4. Man zeige, daB die Gruppoide der Beispiele 1.1.3.1 bis 1.1.3.4, 1.1.7.3, 1.2.2.1 bis 1.2.2.3,
1.24.1, 1.2.4.2 (mit Ausnahme des Falls k = 1), 1.2.4.4, 1.3.2.1 bis 1.3.2.4, 1.3.13.1, 1.3.13.2,
1.4.3.1 und 1.4.6 keine Halbgruppen (und folglich auch keine Gruppen) sind. Insbesondere
beachte man, daB die Nichtassoziativitit der Operatlon aus Beispiel 1.1.3.3 eine bemerkens-
werte Erscheinung im Zusammenhang mit Rech (Tasch hnern) ist.

5. Eine nichtassoziative Loop besitzt wenigstens fiinf Elemente (vgl. Aufgabe 1.4.7.3).

6. Man zeige, daB in einem Monoid (3, o) mit dem neutralen Element » fir alle Elemente
a,b,c€ M gilt: Wennaoc=cob=mn,s0a=> (vgl. aber Aufgabe 1.4.7.4).

1.6. Assoziativititstest

Es sei (G, o) ein endliches Gruppoid der Ordnung m. Lassen sich solche Eigenschaften
wie Kommutativitit oder Unipotenz sehr schnell aus der zugehérigen Struktur-
tafel ablesen, so ist dies fiir die Assoziativitét leider nicht mehr méglich. Anstatt m3
Gleichungen der Form (xoy)oz =z o (y02) zu iiberpriifen, kann man zwar zur
Assoziativitit dquivalente Eigenschaften testen, aber selbst unter der zusitzlichen
Voraussetzung, daB (G, o) Quasigruppe oder sogar Loop ist, erfordert auch ein solcher
Test noch immer einen erheblichen Aufwand.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Assoziativitit einer Loop
(L, o) ist z. B. die sogenannte Reidemeister-Bedingung (vgl. J. AcziL [6]):

(R) AN@OYs =T 0P AZIOYy =T 0 Y3 AZ3OY; =T40Y) > T30 Y, = T, O Ys)-

Es seien z; und ¥y (4,7 =1, 2,3, 4) beliebige Elemente aus L, n sei das neutrale Ele-
ment, und es gelte die Priimisse von (R). Dann schlieBen wir mit Hilfe von (A), (N),
(IE) und (1.5.4) auf die Konklusion
230y, =230 (Y20 YY) 0 (17 0 3y) O Yy = (30 Y2) O (% 0 Ya) ! O (0 Yy)
=@oym)o@oy) ' oWoy) =x0on )o@ T oz)oy,
=24 0Ys,
d. h., (R) ist erfiillt.
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Umgekehrt folgt aus der Reidemeister-Bedingung in einer Loop (L, 0) mit dem
neutralen Element n die Assoziativitdt. Indem wir in (R) z; und y, durch » ersetzen,
erhalten wir zunichst die Bedingung

(R') AN@=ys AT 0y = Yy AZ3O Yo = Ty > T30 Yy = T, 0 Ys).
B
1=2,3,

Mit x; = z, 2, = y und y; = 2 geht die Pramisse von (R’) in y = y,, y o2z = y, und
z 0y, =z, uber, so daB aufgrund der Konklusion zo(yoz) =z30y, =x,0y;
= (x0y,)0ys = (xoy)ozfiir alle z, y, z € L erfiillt ist. Den hier bewiesenen Sach-
verhalt fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

1.6.1. Satz. Eine Loop (L, o) erfiillt genau dann die Reidemeister-Bedingung (R),
wenn sie evne Gruppe ist.

Interessanterweise kann man auch von der Assoziativitit direkt auf die Bedingung
(R’) schlieflen. Es seien z, ¥ und z beliebige Elemente einer Halbgruppe (H, o). Mit
2y =X, ¥y = Yo = y und y, = 2z sowie 2, 0 y3 = y, und x5 0 y, = z, gilt dann

X300y, =20 (r,0y3) =x0(yoz) =(xoy)oz
= (#30Y2) OYs = T, O Y.

Da umgekehrt beim Beweis der Assoziativitit aus (R’) die Voraussetzungen (Q) und
(N) nicht herangezogen werden mufiten, erhalten wir:

1.6.2. Satz. Ein Gruppoid (G,o) erfiillt genau dann die Bedingung (R'), wenn es
eine Halbgruppe 1st.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Frage, wie sich die Assoziativitit
in der Strukturtafel widerspiegelt. Anstelle der Assoziativitit konnen wir jetzt also
priifen, ob die Bedingungen (R) oder (R’) erfiillt sind. Es sei deshalb (L, o) eine end-
liche!) Loop der Ordnung m mit L = {a, = 7, a, ¢y, ..., an}. Unter Beriicksichtigung
von (1.1.4) und geeignet gewihlten Indizes nimmt (R) dann die folgende Gestalt
an:
Fir alle a;, ¢;, € Lmit 1 < 7,8 < 4und 1 <7, 5, < m gilt:

Gug, = @i, A i, = Qig, A Bigj, = @iy, = @ij, = @i, (siehe Abb. 8).

Wihit man also im lateinischen Quadrat zwei Rechtecke derart aus, daB sie in drei
einander entsprechenden Eckpunkten iibereinstimmen (d. h., die durch eine ge-
strichelte Linie verbundenen Felder sind mit jeweils d lben El t b ),
s0 miissen auch die beiden vierten Felder dasselbe Element enthalten. Durch a; = q;,
= n verschiebt sich der ,Quader in Abb. 8 in der Weise, daB wir mit a;, = x,
a;, = aj, = y und a;, =z die Assoziativitit unmittelbar im lateinischen Quadrat

durch (R) wiedererkennen (siehe Abb. 9).

1) Die Sitze 1.6.1 und 1.6.2 gelten auch im Fall unendlicher Ordnung. Strukturtafeln haben
wir jedoch stets als endlich vorausgesetzt.
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Die Bedingung (R) findet man schon bei M. FroLov [57). Thre Benennung nach
K. REIDEMEISTER (1893 —1971) erfolgte aber erst spiter, als man sie im Rahmen der
Theorie der Gewebe als Regularititskriterium geometrischer Gewebe entdeckte
(vgl. etwa W. BLaSCEKE und G. BoL [24], J. AczEL [4]). J. AczEL [6] wies schlieBlich
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nach, daB der Light-Test (1949), bei dem die erzeugenden Elemente des zu unter-
suchenden Gruppoids eine entscheidende Rolle spielen (vgl. D. J. ScHADACH [136],
A. H. Currrorp und G. B. PrEsTON [35]), mit der Bedingung (R’) identisch ist.

Ohne Beweis sei noch mitgeteilt, daB aus der Reidemeister-Bedingung allein schon
die Kiirzbarkeit einer Operation folgt. Man kann auch — wie im Fall von (R’) — auf
die Voraussetzung (Q) verzichten, will man die Assoziativitit nachweisen; die Exi-
stenz eines neutralen Elementes muf8 jedoch gefordert werden (vgl. M. A. TayLOR
[168]).

Neben der Reidemeister-Bedingung liBt sich ein weiteres aus der Theorie der
Gewebe bekanntes Regularititskriterium fiir unsere Zwecke ausnutzen, die soge-

te Th Bedingung (vgl. auch Kap. 11):
(T) AN (@ 0Y =20y A2 0Y; =201 %, 0Ys =230Y,).
L
L)=12;

Wie sich zeigen wird, ist ein Assoziativititstest mit Hilfe der Thomsen-Bedingung
nur dann sinnvoll, wenn die Loop (L, o) kommutativ ist. Sich hiervon vorab zu iiber-
zeugen erfordert allerdings, wie wir wissen, keine groBie Miihe. In Analogie zu Satz
1.6.1 gilt (auch fiir den Fall unendlicher Ordnung)

1.6.3. Satz. Eine Loop (L, o) erfiillt genau dann die Thomsen-Bedingung (T), wenn
ste eine abelsche Gruppe st.
Zum Beweis, daB in einer abelschen Gruppe die Thomsen-Bedingung erfiillt ist,
ziehen wir die Eigenschaften (A), (K), (N), (IE) und (1.5.4) heran:
Boys=moop™o(mon)oy; = @moy)o®moy)o(xoy)
=@oyg)o@oy)ro@oy) = (xom)o (@ ou)o(zoy)
=zomon )o@ ton)cy, =20y,
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Zum Beweis der umgekehrten Richtung setzen wir in (T) 2, = n, wobei n das
neutrale Element von (L, o) sei. Damit folgt aus y, = z,cy, und y; = z; 0y, die
Gleichung ; 0 y3 = 730 ¥, als0 2,0 (¥3 0 y;) = 3 0 (7, 0 %;). Das ist die Identitit
der Links-Permutabilitit (L-P). Sie liefert mit y, =n die Kommutativitit der
Loop (L, o). Unter Ausnutzung von (K) und (L-P) ergibt sich dann z, 0 (y, 0 %;)
=20 (% 0Y) =230 (£, 0¥,) = (¥, 0 y,) 0 7, fir alle z,, x5, 9, € L, d. h., (L, o) ist
eine abelsche Gruppe.

L (S 5"

° Q.- Gy Gy oo Gy .-Gy ol|ln...x e 2Z...
ne=ay n
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n
Abb. 10 Abb. 11

Zur Tlustration betrachten wir die beiden Abbildungen 10 und 11. Mit ¢;, = n
verschiebt sich die Thomsen-Figur in Abb. 10 so, daB fiir¢;, = z,a;, =yund a;, =z
die Assoziativitit in Abb. 11 unmittelbar hervortritt.

Eine weitere Moglichkeit, ein lateinisches Quadrat (mit neutralem Element) auf
Assoziativitét hin zu untersuchen, geht auf H. BRaNDT [28] zuriick. Dieses not-
wendige und hinreichende Kriterium wird mitunter auch Rechteck-Regel genannt
(vgl. etwa A. HaMMEL [65], H. SieMox [162], O. BorUVKa [27]).

Wir zeigen, daB8 diese Regel in einer (endlichen oder unendlichen) Loop mit der
Reidemeister-Bedingung (R) dquivalent ist:

1.6.4. Satz. Eine Loop (L, o) mit dem neutralen Element n ist genau dann eine Gruppe,
wenn sie die Rechteck-Regel

168.8. A zyoyy =n=>z0y, = (1, 09) 0 (2,0 ¥p)
Lu2 el

erfullt.

Beweis. Da in einer Gruppe (L, o) neben (N) und (A) wegen (IE) mit z, 0y, =n
auch y oz =n gilt, erhalten wir 2,0y, =z,0n0y, =m0(m;oy)oy,
=201 0%)0y; = (220%) 0 (z;0¥,), d. h., (1.6.5) ist erfiillt. Umgekehrt gelte
(1.6.5) in einer Loop (L, o), und es seien z, , z und y, beliebige Elemente aus L. Dann
gibt es wegen (Q) eindeutig bestimmte Elemente zy, 25, %, € L mit z, 0y, =n,
zgoyy =z und 2,0y, = y. Wegen (165) gllt;x,oy2 (Zzom) o (@moy,) =x0y.
Weiterhin existieren wegen (Q) ei El te 2y, y3 € L mit 2, 0 g,
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=mnund z, 0 y; =2, so daBl mit x, o y, =y wegen (1.6.5) x; 0 y; = (22 0¥3) © (T, 0 Y3)
= y o z folgt. Wenden wir jetzt die Rechteck-Regel auf n =z, 0y,, z = z3 0 %, und
y ©z =z, O yyan, so erhalten wir einerseits 3 0 y3 = (¥30y,) 0 (R, 0 y3) =z 0 (y02);
fir n =20y, oy =x30y, und z =z, 0y, liefert sie andererseits z30y;
= (23 0 ¥3) O (%1 O y3) = (x 0 y) 0 2. Damit ist die Loop (L, o) assoziativ, also eine
Gruppe.

Zur Illustration der Rechteck-Regel in einem lateinischen Quadrat mit
= {a, =, ay, as, ..., a,) setzen wir in (16.5) =, =a,, 2, =a;, y =a; und
Y2 = a;, 80 daB sich das ,,Rechteck*’ n-z-y-z o y in Abb. 12 ergibt.

ne
la,... Gy ... G...0n o |Gy... Gy . Qg oo Gjy...Om
n=a ne=a
i n% ;i
a) x xoy a
N &
am N
am
Abb. 12 Abb. 13

Wiihlt man also zwei beliebige Elemente z (= a;;,) und y (= @;;,) so aus, daB im
Schnittpunkt der jj-ten Spalte S;, (in der also z aufgesucht worden ist) und der
%)-ten Zeile Z; (in der sich das gewihlte y befindet) gerade das neutrale Element
n (= «4,) steht, dann muB im Schnittpunkt der %,-ten Zeile Z,, und der j,-ten Spalte
8;, das Produkt x o y stehen.

Anhand der Abb. 13 wird noch einmal deutlich, wie durch viermaliges Anwenden
der Rechteck-Regel der Nachweis fiir die Assoziativitit gefiihrt worden ist: n-2-y-z o y,
n-y-2-y 02, N-z-y 0 2-2 © (y 0 z) und n-xr 0 y-2-(x 0 y) © 2.

DaB wir bei diesem Test nicht auf die Quasig haft verzichten konnen,
zeigt die folgende Strukturtafel. In ihr ist zwar dxe Rechbeck-Regel erfiillt, nicht
aber die Assoziativitit:

o l 01 2
0101 2
1 1 21
2 (211

Wie immer man die Assoziativitit in einer Strukturtafel priifen will, der Aufwand
1aB¢ sich aber im Vergleich zu den m3 zu untersuchenden Gleich (zoy)oz
= z o (y o 2) nur geringfiigig mindern (vgl. F. D. HamMMER [66]).

S
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Im zugehérigen Cayley-Diagramm spiegelt sich diese Eigenschaft erfreulicherweise
etwas itbersichtlicher wider. So weist das Cayley-Diagramm I'(§) einer Halbgruppe
9 = (H,0) die folgende charakteristische Eigenschaft auf (vgl. R. ArtzY [17]):
Wenn zwei aufeinanderfolgende Bogen b, und b, mit den Farben X bzw. Y vom
Knoten K, zum Knoten K, fithren, so gibt es auch einen Bogen b, der Farbe X o Y1)
von K, nach K, (siche Abb. 14). Es gilt also

1.6.6. A (A(be) =E({b:) = V A(by) = A(by) A E(bs) = E(bs)
bubeB 5B

A abs) = B(B'x(br) © ﬂ"a(bz)))~

X-gefarot 7 V-gefdrbt,

XoY-gefdrbt
Abb. 14

Zum Beweis der ersten Richtung sei § = (H, o) eine (endliche) Halbgruppe, b, und
b, seien zwei (beliebige) aufeinanderfolgende Bogen im zugehéorigen Cayley-Diagramm,
fiir die die genannten Voraussetzungen zutreffen mégen: «(b) = X, a(by) =Y,
A®b) =K, Eb,) =A(b,) =K, und Epd,) = K,. Mit gk;) =K, (:=1,2,3),
B(x) = X und B(y) = Y erhalten wir dann einerseits die Gleichungen k, oz = &y
und k3 oy = ks, also (k, o 2) o y = k,, andererseits ist aufgrund der Assoziativitit
auch k&, o (x 0 y) = k; erfiillt, so daB es wegen (1.1.6) einen Bogen b; mit dem An-
fangspunkt K,, der Farbe «(b;) = f(20y) = X o Y und dem Endpunkt K, geben
muB.

Es sei umgekehrt I'(§) ein Cayley-Diagramm, das die Bedingung (1.6.6) erfiillt.
Mit den gleichen Bezeichnungen wie zuvor liefert (1.6.6) dann die Gleichungen
kyox =ky, kyoy =k,und k) o (x0y) = ky, 80 daB wirauf (k; oz) oy =k, 0 (x0y)
fiir alle &y, z, y € H stoBen.

Eine andere Variante, die Assoziativitit mit Hilfe des Cayley-Diagramms zu testen,
hat gegeniiber (1.6.6) den Vorteil, daB sie mit rein graphentheoretischen Mitteln aus-
kommt. So kann man auf die zuvor benétigte Kenntnis von Produkten X o Y der
Farben X und Y verzichten, muB allerdings diese Vereinfachung durch andere zu-
siitzliche Voraussetzungen erkaufen: Das Cayley-Diagramm I'(8) einer Loop & =(L,0)
ist genau dann ein Gruppen-Graph, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Wenn
eine Kette von Bogen b,, by, ..., by mit den (nicht notwendig voneinander verschie-
denen) Farben F\, F,, ..., F, ein Kreis ist, d. h. A(b;y,) = E(b;) firalle: = 1,2, ...,
k — 1 und E(b;) = A(b,) gilt, dann ist jede Kette aus Bogen dieser Farbfolge ein

1) Der Einfachheit halber identifizieren wir wieder die Elemente aus H und die (vermége
zugeordneten) Knoten aus K, so daB wir X o Y anstelle von
albs) = Z = Blz) = Plz 0 y) = B(B~1(X) o f=YY)) = B(B-}(a(b))) 0 f~(=(by))

schreiben kénnen.
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Kreis. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. (Hinweis: In einer Loop, die diese
Bedingung erfiillt, gilt fiir alle z,y die sogenannte Rechts-Invers-Eigenschaft
(xoy) oy ! =z, woraus dann auf (z71)~! = x geschlossen werden kann.)

hehlich

Die Beschreibung von Gruppen mittels Cayley-Diagr kann man er
infachen. Dabei spielen dann die erzeugenden Elemente einer Gruppe (vgl.
M{L Bd. 3, 12.2.) eine entscheidende Rolle. Ein orientierter Graph bleibt namlich
trotz Weglassens aller Bogen bestimmter Farben genau dann streng zusammen-
hingend?), wenn die El te, die den verbleibenden Farben prechen, gerade
ein Erzeugendensystem der Gruppe bilden (R. ArTzY [17], H. S. M. CoxETER und
W. O. J. Moser [37), J. DENES und A. D. KEEDWELL [44)). .
Die bisher betrachteten algebraischen Strukturen mit einer bindren Operation
sind in Abb. 15 zusammengestellt.

Gruppoid
Al
L) )
Q
Halbgruppe K-Gruppoid D-Gruppoid
KB) A) KB
) ( o (KB)
Monqid kurzbare Quasigruppe
onQi 8) " Halbgruppe N

kurzbare
Monoid

abelsche
Gruppe

Abb. 15
1.6.7. Aufgaben

1. Man zeige, daB in der angegebenen Strukturtafel zwar die Reidemeister-Bedingung (R),
nicht aber die Bedingung (R’) gilt. Ist die Operation assoziativ?

o|1 2 3 4
111 2 4 3
2|4 312
312 4 31
4|31 2 4

2. Man priife anhand der Strukturtafel oder des Cayley-Diagramms, ob die Quasigruppen aus
Aufgabe 1.3.17.1 Gruppen sind.

1) Vgl. die FuBnote auf S. 27.
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3. Man teste die angegebenen lateinischen Quadrate (oder die zugehérigen Quasigruppen-
Graphen) auf Assoziativitit und K ivitit.

o |1 234586 |123456

1 1 23 456 1 1 23 456

2 (231645 2123 45 61

3131256 4 313416 235

4 /456123 4 |456 132

5|56 6 4 31 2 5156 2 314

6 |6 45 2 31 6 |61 5 2 43
4. Man gebe den vollstindigen Gruppen-Graphen der nach F. KLEm benmnten Vlerergmppe
%R, an und iiberzeuge sich, daB die auf die Farben der erzeug El ierten Cay-
ley-Diag streng héingende Graphen sind.

1.7.  Translationen in Gruppoiden

Der folgende Abschnitt setzt voraus, daB der Leser die Grundbegriffe der Abbildungs-
theorie beherrscht. Dabei folgen wir in unseren Ausfiihrungen der Terminologie von
MiL 1 Bd. 1.

Die bisher betrachteten algebraischen Strukturen (vgl. Abb. 15) lassen sich auch
mit Hilfe ieller Abbildungen, den sogenannten Translationen, beschreiben.

1

1.7.1. Definition. Es sei (@, o) ein Gruppoid, a ein beliebiges, aber festes Ele-

ment aus G. Dann versteht man unter der Links-Translation L, beziiglich a die

folgende Abbildung von @ in sich: L,: z = a o z fiir alle z € G, d. h., jedes Element

des Gruppoids wird von links mit @ verkniipft. Analog heit R;: G — G mit R,(x)
= x o a fiir alle x € @ Rechts-Translation beziiglich a.

Die Operation o garantiert die Eindeutigkeit von L, bzw. R,. Aus der Gleichheit
der Urbilder (z = y) folgt nimlich wegen der Eindeutigkeit von o die Gleichheit der
Bilder (L,,(x) = L4(y) bzw. Ry(z) = R,,(y)). Fiir den Fall, daB wir gleichzeitig mehrere
Operationen in derselben Trigermenge betrachten, vermerken wir die zugehorige
Operation als hochgestellten Index an den Translationen, also z. B. L,'°, L™ usw.
Beziehen wir die Umkehroperationen \ und / einer Quasigruppenoperation o mit in
unsere Untersuchungen ein, so werden wir fiir die Ausgangsoperation diese zusitz-
liche Kennzeichnung meist unterlassen, d. h., wir schreiben dann weiterhin L, statt
L,{C) bzw. R, statt R,

Mit den folgenden Sitzen heben wir, wie angekiindigt, spezielle Klassen von Grup-
poiden mit Hilfe der Translationen voneinander ab. So ist die Surjektivitat der-
artiger Abbildungen allein schon (notwendig und) hinreichend fiir die Umkehrbarkeit,
die Injektivitit dagegen fiir die Kiirzbarkeit einer Operation.

1.7.2. Satz. Ein Gruppoid (G, o) st genau dann ein D-Gruppoid, wenn alle Links-
und Rechts-Translationen Abbildungen von G auf sich sind.

Beweis. 1. Es sei (G, o) ein D-Gruppoid, L, eine beliebige Links-Translation. Wir
haben W(L,) = G zu zeigen. Nehmen wir an, Ls(x) = a o z durchlaufe nicht ganz G.
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Dann existiert ein Element b € @, so daB die Gleichung a o z = b keine Losung hat
im Widerspruch zur Voraussetzung. Entsprechend verliuft der Beweis fiir W(R,) = G.
Alle Translationen sind folglich surjektiv.

2. In einem Gruppoid (G, o) gelte W(L,) = W(R,) = G fiir alle a € G. Da also alle
Elemente von G als Bilder unter den Links- und Rechts-Translationen auftreten,
konnen wir fiir jedes Element b € G solche Elemente (Urbilder) z und y aus G finden,
80 daB L,(x) =aox = b bzw. R,(y) = y o « = b gilt. Damit ist (G, o) ein D-Grup-
poid.

1.7.3. Satz. Ein Gruppoid (G, o) ist genaw dann ein K-Gruppoud, wenn alle Links-
und Rechts-Translationen 1-1-Abbildungen von G in sich sind.

Beweis. 1. Es sei (G, o) ein K-Gruppoid. In der Sprache der Translationen hat die
Kiirzbarkeit folgende Gestalt: Aus der Gleichheit der Bilder (L,(x) = L4(y) oder
R,(x) = R,(y)) folgt die Gleichheit der Urbilder (z = y), d. h., L, und R, sind fiir alle
a € G injektiv.

2. In einem Gruppoid (G, o) seien alle Links- und Rechts-Translationen L, und
R, 1-1-Abbildungen von @ in sich. Dann sind auch die zu L, und R, inversen Korre-
spondenzen L,™! bzw. R,™! eindeutig umkehrbar, und es gilt L, 1 e L, = I bzw.
R,"1e R, = I, wobei o die Nacheinanderausfiihrung von Korrespondenzen (insbeson-
dere von Abbildungen) und I; die durch I := {(z, ): = € G} definierte identische
Abbildung von @ ist.!) Es gilt also

L74. A (LY Lo(@) = 2 A RYBy() = 2).
a,7€G

(Man mache sich klar, daB L,"! bzw. R,™! in einem Gruppoid stets eine Korrespon-
denz, in einem K-Gruppoid sogar eine Abbildung ist, aber keine Translation zu sein
braucht.)

Es sei nun aox = a oy fir beliebige a, z, y € G, also L,(x) = L,(y). Dann gilt
auch Ly} (Lg(x)) = L,"*(Lu(y)), so daB wir mit (1.7.4) auf = = y schlieBen konnen.
Analog wird 2z 0a = y o a mit Hilfe von R,"! auf 2 = y abgebildet. (G, o) ist also
ein K-Gruppoid.

Als unmittelbare Folgerung dieser beiden Sitze erhalten wir damit, dal bijektive
Translationen die Q i haft (Q) widerspiegeln, d. h., es gilt

SLUPP =)

1.7.5. Korollar. Ein Gruppoid (G, o) ist genau dann eine Quasigruppe, wenn alle
Links- und Rechts-Translationen 1-1-Abbildungen von G auf sich sind.

Fiir eine Quasigruppe (Q, o) und ihre Umkehroperationen \ und / halten wir noch
fest, daf zwischen den Translationen in (Q,\) bzw. (Q, /) einerseits sowie den Trans-
lationen in (Q, o) andererseits ein sehr einfacher Zusammenhang besteht. Sind niam-

1) Die Nacheinanderausfithrung g o / (gelesen: g nach f) von Abbildungen f: M — N und
g: N — P ist eine Abbildung von M in P, d. h., es gilt (g o /) (2) := g(f(2)) fiir alle z € M. Will
man sich fir die umgekehrte Reihenfolge, also fiir (g e ) () := f(g(x)) entscheiden, so sollte
man die Abbildungen als Exponenten schreiben: 20¢/:= (29)/ — wie das besonders im eng-
lischen Sprachraum oft anzutreffen ist.
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lich z, y und z beliebige Elemente aus Q mit z o y = z und lésen wir diese Gleichung
nach x bzw. y auf, so erhalten wir y = x\z bzw. z = z/y. Unter Benutzung von
(1.7.4) finden wir damit

L Y2) =L Mwoy) = LY La(y)) =y = 2\z
und
R Y2) = R, Nz oy) = BB, @) = x =2y,

so daB (bei Umbenennung der Variablen) in ciner Quasigruppe (Q, o) die Trans-
lationen in bezug auf die beiden Umkehroperationen \ und /, also L, und R,", sich
durch die inversen Abbildungen der Translationen L, = L,'©’ bzw. R, = R, er-
setzen lassen:

1.7.6. A (LM@) = Ly N z) = a\x A R(2) = R,")(x) = /a).
6.2€Q
Das heiBt also zugleich, daB jede inverse Abbildung einer Translation in einer

Quasigruppe (Q, o) selbst wieder eine Translation beziiglich desselben El tes ist,
jetzt aber in der Quasjgruppe (Q,\) bzw. (Q, /).

Gibt es in einem Gruppoid (@, o) einseitig-neutrale El te, so sind die Trans-
lationen mit diesen Elementen gerade die identische Abbildung I; (und umgekehrt).
Das liest man unmittelbar aus der Definition 1.4.1 ab: #, 0 x = z genau dann, wenn
L, =1I; und zon, =z genau dann, wenn R, =I;. Unter Einbeziehung von
Korollar 1.7.5 kénnen wir damit auch eine Loop allein mit Hilfe von Translationen
charakterisieren.

1.7.7. Korollar. Eine Quasigruppe (Q, o) ist genuu duann eine Loop, wenn es ein
Element n € Q gibt, so daf die Links-Translation L,, die Rechts-Translation R, und die
identische Abbildung 14 zusammenfallen, d. h., es gilt L, = R, = Iq.

Formuliert man solche Identititen wie z. B. Assoziativitit oder Kommutativitt
in der Sprache der Translationen, so lassen sich weitere Strukturen, in unserem Fall
(kommutative) Halbgruppen oder (abelsche) Gruppen beschreiben. Int ter-
weige entspricht dabei der Assoziativitit einer Operation die Vertauschbarkeit von

Links- und Rechts-Translationen.
1.7.8. Satz. Ein Gruppoid (G, o) ist genau dann eine Halbgruppe, wenn L, e R,
= Ry e L, fiir alle a, b € G gilt.
Beweis. Fiir alle a, b, z € G gilt
ao(xob) = (aox)ob < aoRy(z) = Lyx) 0 b & Ly(Ry(2)) = Ry(La(x)),
alsoL,e R, = Ry e L,.

Ein Monoid (M, o) 1a8t sich folglich durch L, = B, = Iy und L,e R, = Ry e L,,
eine Gruppe (@, o) durch surjektive Translationen und ebenfalls L, ¢ R, = R, L,
charakterisieren.

Es sei a ein beliebiges Element einer Gruppe (G, o), @™ sein inverses Element.
Dann ist die inverse Abbildung einer Translation beziiglich a selbst wieder eine



1.7. Translationen in Gruppoid 45

Translation in (G, o), nimlich beziiglich a1, d. h., es gilt L,"* = L,.und R,! = R,.,
fiir alle @ € G. Zum Beweis ziehen wir (1.7.6) und (1.5.3) heran. Fiir alle z € @ gilt
némlich

Ly Yz) = LN@) =a\z =a 1oz = Lsi(z)
und
R, Y z) = R\(z) = zfla =z 0a! = Rpu().

In der Schreibweise der Translationen nimmt die Kommutativitit eines Gruppoids
(G, o) schlieBlich die folgende Gestalt an: Fiirallea,z € Ggiltacz =z0a & Ly(z)
= R,(z), also L, = R,, d. h., jede Links-Translation fdllt mit der Rechts-Trans-
lation beziiglich desselben Elements zusammen. In einer kommutativen Halbgruppe
(G, o), speziell also auch in jeder abelschen Gruppe, gelten deshalb auch L, e L,
=L,eL,und R,e R, = R, e R, fiir alle a, b € G.})

Tabelle 1
(G, o) Eigenschaften der Translationen

surjektiv injektiv L,=1I;|R,=1Ig| LyeRy,=RyeL,| L, =R,
K-Gruppoid - % - - — -
D-Gruppoid X - - - - -
Quasigruppe X X - - - - -
Links-Loop X X X - - -
Rechts-Loop X X - X - —
Loop % X % X — —
Halbgruppe - - - - X -
Monoid - - X x X -
kiirzbare
Halbgruppe - X - - X
kiirzbares
Monoid - x % X X -
Gruppe X X X X -
abelsche
Gruppe X X X X X X

In Tabelle 1 sind noch einmal die (fiir die hier betrachteten Klassen von Grup-
poiden) charakteristischen Eigenschaften der Translationen zusammengefat.

Ist @ = (G, o) ein Gruppoid endlicher Ordnung, so lassen sich die Links- und die
Rechts-Translationen unmittelbar aus den Zeilen bzw. aus den Spalten der zuge-
horigen Strukturtafel ablesen. Wenn (& eine Quasigruppe ist, dann sind nach Korollar
1.7.5 alle Translationen sogar Permutationen von G. Das deckt sich mit der Aussage
in (1.3.12).

1) Diesen beiden Beziehungen entsprechen im iibrigen zwei der 16 méglichen Identitaten, die
man aus der Assoziativitit durch alle méglichen Klammerungen und Vertauschungen der drei
Variablen erhilt (vgl. T. FArac6 [54] und M. Hossz( [70]). Sie stehen fiir die Identitiiten
ao(boc)=bo(aoc) (Links-Permutabilitit) bzw. (@ 0b) o¢c = (@ o¢) o b (Rechts-Permuta-
bilitét).
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Im Cayley-Diagramm eines (endlichen) Gruppoids & = (@, o) sind die Rechts-
Translationen gegeniiber den Links-Translationen ausgezeichnet. Der Grund fiir
diese Asymmetrie liegt in der Definition des Cayley-Diagramms selbst. In (1.1.6)
wird némlich das Element z in 2 o y (= 2) mit einem Knoten, das Element y aber
mit einer Farbe in Verbindung gebracht. Das heift mit anderen Worten, den Anfangs-
punkten der Bogen (Urbilder) werden vermége der Rechts-Translationen die End-
punkte dieser Bégen (Bilder) zugeordnet (vgl. Abb. 2 bis 6).

1.5.9. Aufgaben

1. Man beschreibe die folgenden Identitaten mit Hilfe von Translationen:
(zoy)ox=zo(yox) (Elastizitiit),
zo(zoy) =y (Links-Systemregel),
(zoy)oy == (Rechts-Systemregel),
zo(yoxz)=y (Links-Halbsymmetrie),
(xoy)oz =y (Rechts-Halbsymmetrie),
zo(yoz)=(xoy)o(zo2) (Links-Selbstdistributivitat),
(#oy)oz=(zo0z)o(yoz) (Rechts-Selbstdistributivitit).

2. Wie spiegelt sich die fiir (endliche) Quasigruppen charakteristische Eigenschaft der Trans-
lationen, némlich bijektiv zu sein, im Quasigruppen-Graph wider?

3. Man gebe die Links- und Rechts-Translati der Gruppoide aus den Beispielen 1.1.7.1
bis 1.1.7.3, 1.3.13.1, 1.3.13.2 und 1.4.6 an. Welche dieser Translati sind Per i ?

4. Man zeige, daB ein Gruppoid (G, o) genau dann eine Halbgruppe ist, wenn L, @ Ly = Lgop
(bzw. R, @ Ry, = Ryo,) fiir alle a, b € @ gilt.




2. Parastrophie von Quasigruppen

Ist in einem Gruppoid (Q, o) neben der Existenz auch die Eindeutigkeit der Losungen
der Gleichungen aoxz =b und yoa =b fiir alle a, b € Q gesichert, so besitzt die
Operation o zwei (i. allg. voneinander verschiedene) Umkehroperationen, die Links-
division | und die Rechtsdivision /. Die beiden Umkehroperationen sind in Q selbst
wieder umkehrbar und kiirzbar, d. h., neben (@, o) sind auch (@, \) und (@, /) Quasi-
gruppen (vgl. 1.3.). Diese Tatsache erlaubt, von den bereits bekannten Umkehr-
operationen \ und / wieder deren jeweilige Umkehroperationen zu konstruieren. Zu-
gleich stellt sich die Frage, ob dieser Prozef iiberhaupt noch neue Operationen liefert.
Das ist i. allg. der Fall. Im Héchstfall finden wir allerdings noch drei weitere Opera-
tionen, die von der Ausgangsoperation o sowie deren Umkehroperationen \ und / ver-
schieden sind. Mit diesen so miteinander verbund (maximal sechs) Operationen
wollen wir uns in diesem Kapitel beschéftigen.

21.  Parastrophe Quasigruppen

Es sei (Q, o) eine Quasigruppe. Dann sind (Q,\) und (@, /) wegen Satz 1.3.9 ebenfalls
Quasigruppen. Zwischen der Ausgangsoperation o und ihren beiden Umkehropera-
tionen \ und / besteht dabei der Zusammenhang
Nzoy=z0rz=yozly==2.
z.9,2€Q

Um die weiteren Betrachtungen zu erleichtern, fithren wir voriibergehend neue
Bezeichnungen fiir die Links- und Rechtsdivision einer Operation ein (vgl. V. D.
BeLousov [21]})):

zoly:=z\y und =z loy:=azy.

Die obigen drei dquivalenten Gleich lauten d h jetzt

)

211 A zoy=z&zolz=yozloy=uz.
2.0.2€Q
Wenn wir in dem lawinenartig anwachsenden ProzeB der Konstruktion der jewei-
ligen Umkehroperationen die Links- und Rechtsdivision von o als Operationen der

1) Man beachte, daB die Linksdivision \ bei V. D. BELousov [21] rechte Umkehroperation
von o und die Rechtsdivision / als linke Umkehroperation von o genannt wird.
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ersten Generation bezeich liefert die nichste G tion i weise statt
vier hochstens zwei neue Operationen:

(@) = (@, 07): Die beiden Umkehroperationen von o~ sind (02)~! und ~(o7}).
@, /) = (@, ~%0): Die beiden Umkehroperationen von ~1o sind (~0)~! und ~}(-10).
Dabei gilt aber

2,1.2, (071)1 = "I("lo) =o,

d. h., die Linksdivision der Linksdivision von o ist ebenso wie die Rechtsdivision der
Rechtsdivision von o wieder die Ausgangsoperation o. Zum Beweis ersetzen wir o in
(1.3.4) und (1.3.5) durch o1 bzw. ~lo. Der Vergleich mit (1.3.7) bzw. (1.3.8) liefert
dann aufgrund der Kiirzbarkeit die Behauptung.

Wegen Satz 1.3.9 sind nun auch (@, ~}(0™%)) und (@, (“'0)') wieder Quasigruppen,
so daB wir die jeweiligen Umkehroperationen konstruieren konnen:

(@ ")) = (@, "}(0™Y): Die beiden Umkehroperationen von ~}(o7}) sind (~(c™1))™!
und ~3(-}(071)) = 071 (vgl. (2.1.2)).

@ /) = (Q, ("o)"): Die beiden Umkehroperationen von (~!o)~! sind (("'.>)")‘l
= ~lo (vgl. (2.1.2)) und ~}((~10)7Y).

In dieser dritten G tion tritt aber tatsichlich nur eine neue Operation auf. Es
gilt namlich

213. Az ("(O"))‘l y=z '1((‘10)'1) y=youx.
z,0€Q

Den Beweis fiihren wir, indem wir wiederholt (2.1.1) anwenden: Fiiralle z, y,z € Q
gilt einerseits
z(Fe )y =z NoNe=yoyolz=rsyozr=2
und andererseits
zY (o)) y=zoz(lo)ly=zroz oz =yoyor=z.
Wegen (2.1.3) sind die beiden Operationen (~}(071))-* und ~}((~%0)~) also identisch.
Deshalb setzen wir o* : = (~}(0™))™! = ~}((%o)"?). Folglich gilt
214 Azo*y=youz.
z.yeQ .
In der vierten Generation stoen wir schon auf keine einzige neue Operation mehr.
Um das zu zeigen, geniigt es, die Quasigruppe (Q, o*) zu betrachten:
(Q, c*): Die beiden Umkehroperationen von o* sind (0*)™! = ((“(o"))'l)'l
= "1(071) (vgl. (2.1.2)) und ~Y(o*) = -l(-l(rlo)-l)) = (o)1 (vgl. (2.1.2)).

Die Ausgangsoperation o ist somit im Rahmen der fortgesetzten Bildung der Um-
kehroperationen mit maximal fiinf weit, (von ihr verschied ) Operati
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verbunden, d. h., wir erhalten folgendes 6-Tupel von Operationen in Q: (o,c7},
~lo, “(o71), (“lo)7}, o"‘). Zu jeder dieser sechs Operationen haben wir die beiden zu-
gehorigen Umkehroperationen konstruiert. Damit sind wir auch in der Lage, die drei
dquivalenten Gleichungen aus (2.1.1) auf diese Operationen auszudehnen.

Fiir alle z, y, z € Q gilt

a) xoy=2& zolz=y& zloy=a,
b) zolz=y& e )ly=z20 y oY)z =u,
c) z‘loy¥x® z(o)lz=yo z Y (o)y =z,
d) yloMe=ze y(loY) lz=ze N (NoY)z=y,
0 stz =ye  z(o))ly—ze  y o Y=z
1)) (e =z ey (e ) e =r ez () Y2 =y,
f,) y )y Ne=z20y ( ’(("o)“))‘l =282z “("(("c)“‘)) x=y.

Beriicksichtigen wir die Beziehungen (2.1.2), (2.1.3) und (2.1.4), so bleiben hiervon
insgesamt sechs zueinander équivalente Gleichungen iibrig:

roy=z&zo0lz=yozloy=x

Sy loYz=xsz(o)lr=yoyo*tr=2z.
Unter nochmaliger Einbeziehung von (2.1.4) folgen hieraus

y e Mz=zloy=y(o)*z
und
z(lo)lx =z0lz=2z (0 Y)*x

fiir alle z, y, z € Q, also ~"'(07!) = [* und (“lo)"! = \*.
Kehren wir zu unseren ,,alten‘‘ Bezeichnungen zuriick, so nimmt das erhaltene
8-Tupel von Operationen folgende Gestalt an:

2.1.5. (o,\, /, [*,\*, o%),

withrend die sechs dquivalenten Gleichungen in ihrer endgiiltigen Form dann fol-
gendes Aussehen haben:

2.1.6. A :coy=z=}z\z=y=)z/y=x®y/’i‘z=x©z\‘x=y
z.y.2€Q
Syo*xr=z.

2.1.7. Definition. Die sechs Operationen aus (2.1.5), also einschlieBlich o, heien
die parastrophen Operationen der Ausgangsoperation o. Entsprechend nennt man
(@0, @\, (@) @ /%), @ \*) und (Q, o*) die purastrophen Quasigruppen von
@ 0).

Der Name ,,parastroph‘ tritt erstmalig bei J. B. SHAW [161] auf; eingebiirgert hat
sich diese Bezeichnung jedoch erst durch die Arbeiten A. SADES (vgl. u. a. [153]).
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Den wiederholt durchgefiihrten Proze$ der Konstruktion der Umkehroperationen
einer Operation o, der — wie wir gesehen haben — letztmalig in der dritten Genera-
tion eine neue Operation liefern kann, kénnen wir jetzt wie in Abb. 16 veranschau-
lichen. Die hervorgehobenen Konstruktionen liefern gerade die sechs parastrophen
Operationen von o, d. h., fiir das 6-Tupel (2.1.5) 148t sich eine reduzierte Darstellung
angeben (siehe Abb. 17).

Lo w
~ 1.Generation
C RD
) /\ RD\ /_D

\* o 2.Generation 7% \¥

AWATATANA

/  3.Generation * o¥

LO/\RD (1) LD/\RD
/\ /\f Ji
o /% o ¥\ o s \® o /*\* o 4Generation
Abb. 16 Abb, 17

o

2.1.8, Beispiel fiir sechs voneinander verschiedene p&rastrophe Quasigruppen
Als Ausgangs- Quaalgruppe wa,hlen wir (@, o) mit z oy := 22 + y (vgl. Belsplel 1.3.3.2). Fir
die finf wei P Operati des 6-Tupels (2.1.5) erhalten wir dann

F

2\y== —2z+y, aly:= ?(z -9

1
otyi=—5 @@=y, 2\yi=z—2
und
zo*y:=z+ 2y.

Wiihlen wir die Operationen aus (2.1.5) der Reihe nach als Ausgangsoperationen,
um die jeweils zugehdrigen parastrophen Operationen zu konstruieren, so erhalten
wir stets wieder diese sechs Operationen, mit anderen Worten: Je zwei Operationen
aus (2.1.5) sind zueinander parastroph. Deshalb bezeichnet man den Ubergang
zwischen zwei Operationen aus (2.1.5) auch als Parastrophismus. Behalten wir die
von uns in (2.1.5) gewihlte Reihenfolge der parastrophen Operationen bei (die sich
geméiB Abb. 16 ergibt, wenn man die Generationen von oben nach unten und jeweils
von links nach rechts durchliauft), so erhalten wir insgesamt die folgenden 6-Tupel:?)
219,  (o,\, /, [*,\*, o%),

(0, [* [, 0% \¥),
(1\*, 0, 0%\, %),
(/*, 0% \,\*, 0, ),
(\* /, 0% 0, [%\),
©* *\*\, ], 0).

1) Im Fall von /*, \* bzw. o* muB man den ,,Baum* in Abb. 16 natiirlich fortsetzen.
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Neben der Symmetrie erfiillt die Parastrophie auch die weiteren Eigenschaften
einer Aquivalenzrelation, die Reflexivitit und die Transitivitit. Beides kann man
aus (2.1.9) ablesen.

Es seien jetzt (Q, o) und (Q, O0) parastrophe Quasigruppen. Dann sind wegen
(2.1.8) die Gleichungen zoy =2 und 2z’ O y’ =2’ dquivalent, wobei (x’ y’ zl)

oy z
eine Permutation von {z, y, 2} ist. Folglich lassen sich die sechs parastrophen Quasi-
gruppen von (Q, o) auch mit Hilfe aller Permutationen der Dreiermenge {(x, y, z}
gewinnen (siehe Tab. 2).

Tabelle 2

@, 0) @\ ((29)] @/ @.\® (@, 0%)

roy=z 2=y zZly =2 Yz =z \*z=y yorz =1z

(2,9, 2) (,2,9) (2,9, 2) (¥, 2, 7) (2, 2,9) (y,2,2)

aafl23 (123 {123 123 _[123 (123

"_(123) ”’_(132) "’_(321) “"_(312) "‘_(231) "’_(213)
=1 = @23)| = (13| =132 =(123) = (12

Die lexikographisch geordneten Permutationen n; (¢ =1,2,...,6) geben also
jeweils an, in welcher Weise die Komponenten des (Ausgangs-) Tripels (z, y, z) zu
vertauschen sind.

Beispiel: (Q,0)=(Q,/*), m=(t2%=us2.
312
zoy=z2 RN yrz=z
bzw.
| @y.2) | @22

z | 1. Komp 3. Komp t
y |2.K 1. Komp t
z | 3. Komponente | 2. Komponente

Fiir eine parastrophe Operation von o schreiben wir jetzt anstelle von O zweck-
méBigerweise gleich 7(c). Im einzelnen gilt also

mP) =0, m@)=)\, ms(0) =/,
7(0) = [*,  m(0) =\¥, m(0) = o*.
Da also vermoge der Permutationen =; (z = 1, 2, ..., 6) eine Quasigruppe (@, o) in

eine (zu ihr) parastrophe Quasigruppe (@, 7,(0)) iibergeht, ist #; ein Parastrophismus
von (@, o) auf (Q, ar,-(o)).l) Die Parastrophismen #; (i =1, 2, ..., 8) bilden bekannt-

1) Ein Parastrophismus ist also — im Unterschied zu einem (Homo-, Mono-, Iso-, Auto-,
Endo-, Epi-) Morphismus — keine Abbildung von @ in oder auf sich.
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lich (vgl. MfL Bd. 3, 12.1.) beziiglich der Nacheinanderausfiihrung eine Gruppe, die
zur symmetrischen Gruppe &, oder zu einer ihrer Untergruppen isomorph?) ist.
Betrachten wir jetzt den eingangs wiederholt durchgefiihrten ProzeB der Kon-

struktion der Umkehroperationen einer Quasigruppenoperation o aus gruppentheore-
tischer Sicht, so erweist sich dieses Vorgehen als eine von neun gleichwertigen Még-
lichkeiten, das 6-Tupel (2.1.5) zu gewinnen. Dem Ubergang zu den beiden Umkehr-
operationen \ und / entsprechen niamlich gerade die beiden Parastrophismen x, und
7, d. h., es gilt fiir die erste Generation\ = 7,(0) und / = 74(0). In der zweiten Gene-
ration erhalten wir einerseits

() = 12(72(0)) (712 ® 75) (0) = m(0) =0,

() = ﬂo(nz(o)) = (7 @ 713) (0) = 7w(0) = [*
und andererseits

() = 7’2(”5(0)) = (7, ® 7) (0) = 7y(0) =\*,

(/) = ”s(”s(o)) = (5 ® %) (0) = m(0) = o.
Fiir die dritte Generation liefert schlieBlich =, ® =5 ® 7, bzw. 75 @ 7, ® 7y den Para-
strophismus 77, also die Operation o*. Simtliche Permutationen der symmetrischen
Gruppe &, lassen sich folglich allein durch die beiden Elemente 7, und 7; erzeugen.
Man sagt, die Menge {n,, 7t} ist ein Erzeugendensystem der &; (vgl. MfL Bd. 3,
12.2.). Neben {z,, 75} sind auch (7, 75}, ("2. g} (e wshy {7, by {0 )y {7, T}y
{4, %) und {ms, 7} (minimale) Er y e der &,. Fiir die Gewinnung
parastropher Quasigruppen gilt folghch der

2.1.10. Satz. Es sel (Q,0) eine Quasigruppe. Um das 6-Tupel (2.1.5) der para-
strophen Quasigruppen von (Q, 0) zu erzeugen, geniigt anstelle der sechs Permutationen
7, bis g schon irgendeine der folgenden neun Kombinaiionen von zwei Permutationen:
{72, 3}, {702, 7}, (2 s, {0, 76}, {703, Wb {23, W5, {70, 76}, {7040 W6} oder {25, 7).

Will man unter den sechs parastrophen Operationen von o zwei als (die beiden)
Umkehroperationen auszeichnen, so stehen somit neun Operationspaare zur Aus-
wahl. Klammert man die Ausgangsoperation o selbst aus, so fillt auf, daf} allein die
Kombination {/*,\*} ausscheidet, da eben {7, ts} kein Erzeugendensystem der &,
ist. Viele Autoren haben sich ohnehin neben der Ausgangsoperation o zumeist nur
mit zwei der fiinf parastrophen Operationen \, /, /*, \* und o* beschiftigt und diese.
dann die Umkehroperationen von o genannt. Vorrangig hat man von diesen genann-
ten Operationen jedoch die Links- und Rechtsdivision gewihlt und in der gleichen
Weise wie wir hier bezeichnet (vgl. H. Bocas und G. Y. RaiNicu [25], P. LORENZEN
[107], T. Evans [52], H. A. THURsTON [171], A. I. MaL’cEV [110], R. H. BrUCK [32],
J. AczivL [4], J. AcziL, G. PIckERT und F. Rap6 [11] u. a.).

So vielfaltig die Arbeiten iiber parastrophe Quasigruppen sind, so vielfiltig ist
leider auch die Terminologie. Fiir einige Arbeiten geben wir deshalb die jeweils ge-
wihiten Bezeichnungen in Tabelle 3 (vgl. S. 52/53) wieder.

1) Diese Einschrinkung wird in 2.3. verstindlich werden. (Zu den Begriffen ,,Untergruppe*
und ,,isomorph* vgl. 3.2. und 3.3.)
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Die Bezeichnung ,,parastroph* benutzen u.a.A.Sape [153]), R. ArTzY [18],
J. AcziL [4), V.D. BELousov [22] sowie J. DENES und A.D. KEEDWELL [44].
Synonyme dieses Begriffs sind , koordiniert* (E. ScEONHARDT [157]), ,,adjugate«
(R. A. FisuEr und F. YaTEs [55)), ,,associated” (R. H. BRuck [29]), ,,transposed*
(I. M. H. ETHERINGTON [50]) und ,,conjugate(d) (S. K. STEIN [164], J. DENES und
A. D. KEEDWELL [44]).

Die Vielfalt der Bezeichnungen wird noch dadurch vergroBert, daB einige der
parastrophen Operationen ihren eigenen Namen erhalten haben.

Anmerkung zum Begriff der Umkehroperation tm Mathematikunterricht

Man kann sicher zu Recht unterstellen, daB der gegenwirtige Mathematiklehr-
gang in bezug auf den Begriff ,,Umkehroperation(en)‘ den Vorstellungen von E.
ScHRODER (1873) folgt. Ein Indiz fiir diese Behauptung?!) findet man in der Formu-
lierung: ,,Die Subtraktion ist die Umkehroperation der Addition. Der bestimmte
Artikel ist jedoch nur gerechtfertigt, wenn beide Umkehroperationen der Addition
zusammenfallen. Das ist — im Unterschied zur Links- und Rechtsdivision — fiir die
Schroderschen (Umkehr-) Operationen | und \* aber der Fall. Um das einzusehen,
zeigen wir zunichst, dal in einer kommutativen Quasigruppe (Q, o)

2.1.11. A 2\y = y/x
z.y€Q

gilt. Es seien a, b und ¢ beliebige Elemente aus @ mit @ o b = ¢. Aufgrund der Kom-
mutativitat gilt dann auch b o ¢ = c. Mit (2.1.6) erhalten wir damit einerseitsa\c = b
und andererseits c/a =b, also «\c = c/a. Die Quasigruppeneigenschaft sichert,
daB mit b auch ¢ ganz Q durchliuft, d. h., die Beziehung (2.1.11) ist bewiesen.

Unabhingig davon, ob die Ausgangsoperation o kommutativ ist oder nicht, gilt
wegen (2.1.4) fiir alle z, y € Q auch 2\y = y\*z, so daB fiir eine kommutative
Operation o die parastrophen Operationen [ und \* identisch sind.

Wir haben bereits festgestellt, daB beide Varianten, nimlich einerseits die Opera-
tionen \ und / oder andererseits die Operationen = | = 74(0) und — = \* = 7,(0)
als Umkehroperationen von o auszuzeichnen, gleichberechtigt neben sieben weiteren
derartigen Moglichkeiten stehen (Satz 2.1.10). Das Erzeugendensystem {x,, 7g} ist

o

-

7 ¥ 1.Generation
Iy F Iy T
6 T Mg T
o N o* s% 2.Generation
TAF TAF TAF
VOB Ty T ‘
I* ot ¢ / N\ ©3.Geperation

Abb. 18

1) Man beriicksichtige hierbei allerdings, daB ja weder der Begriff ,,Operation‘‘ noch der
Begriff ,,Umkehroperation* explizit definiert wird.
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insofern sogar effektiver, als man bereits mit der zweiten Generation alle parastrophen
Operationen erzeugt hat (siehe Abb. 18).

Die Kommutativitit der Ausgangsoperation reduziert natiirlich nicht nur das in
Abb. 18 fixierte Schema, sondern auch den ProzeB, dem das Erzeugendensystem
{75, t6) zugrunde liegt. Fiir die Addition (etwa in Z) haben wir die Konstruktion der
parastrophen Operationen fiir die beiden hier diskutierten Wege einander gegeniiber-
gestellt (siehe Abb. 19).

x+y \ Xy
LD ]D ! 1 F
2 Te | M Ty
—xsy x-y { x-y x-y
LD/\RD LD/ \RD | /\rF
Xty Xty X-y X+y : Xty -x+y
H VANG
| s
Vo xty xey

Abb. 19

2.1.12. Aufgaben

1. Man konstruiere die parastrophen Operationen der vier Grundrechenarten Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division (in geeigneten Trig ) — vgl. Beispiel 1.3.3.1.

2. Man gebe die parastrophen Operationen fiir die Quasigruppen aus Beispiel 1.3.2.2 an.

3. Man konstruiere die Parastrophen einer Quasigruppe (@, o) allein mit Hilfe der Parastro-
phismen 7, und n, bzw. 7, und =, (K. Cowik [38], R. ArTzY [18)).

4. Man zeige, daB die Parastrophie eine Aquivalenzrelation ist.

2.2.  Parastrophe lateinische Quadrate

Es sei © = (@, o) eine endliche Quasigruppe mit Q = {a,, ay, ..., @,}. Dann ist die
zugehérige Strukturtafel ein lateinisches Quadrat. Wegen Korollar 1.7.5 wissen wir,
daB dann (und nur dann) die Translationen L, und R, (firallez, j mit 1 < 4,7 < m)
1-1-Abbildungen von Q auf sich sind. Fassen wir die Eingangs- oder Kopfzeile Z, und
die Eingangs- oder Kopfspalte S, als das m-Tupel (a,, a,, ..., an) auf, so kénnen wir
die Zeilen Z; und die Spalten §; des lateinischen Quadrates folgendermafen mit
Hilfe der Links- bzw. Rechts-Translationen von £ darstellen: -

Zi = (@n, Qizs -+ @im) = (Lg(@1), Lafas), ---, Lo (@n))
= L, (@1, az, ..., “u)) = L, (Z,),

8 = (@ps Qay - -+ Omg) = (Ra@1), Ry (@2), .., Ry (@m))
= R, ((a1, @y, --., @m)) = Rq(So).

Wir stellen uns jetzt das Ziel, fiir die parastrophen Quasigruppen von (Q, o) das
jeweils zugehorige lateinische Quadrat zu konstruieren. Dazu geniigt es, wenn wir
alle Zeilen oder alle Spalten des zu bestimmenden lateinischen Quadrates kennen.



2.2. Parastrophe lateinische Quadrate 57

Konstruktion des lateinischen Quadrates von (Q,\): Nach Voraussetzung steht in der
Ausgangstafel im Schnittpunkt der i-ten Zeile Z;'® = Z; und der j-ten Spalte
8,10 = §; das Element «;; € Q: a;;:= a; 0 a;. Im lateinischen Quadrat von (Q,\)
sei dieses Feld mit dem Element b;; € Q besetzt: b := ¢j\a;, d. h., aufgrund der
Beziehung (1.7.6) gilt by = a\e; = LY(¢;) = L;'(@j) bzw., erweitert fir die
ganze ite Zeile ZV der neuen Tafel, ZV = L\(Z,) = L7}(Z,) fiir alle ¢ mit
17 m.

Die Inversen der Links-Translationen der Ausgangsquasigruppe erzeugen folglich
die Zeilen des lateinischen Quadrates von (Q, ).

Konstruktion des lateinischen Quadrates von (@, /): Fiir die zu bestimmenden Ele-
mente ¢;; € Q des lateinischen Quadrates von (Q, /) gilt ¢ij:= a;fa; fiir alle ¢,j
=1,2, ..., m. In Analogie zur vorhergehenden Konstruktion erhalten wir ¢;; = a;/a;
= R‘”(a‘) = R‘ («;) bzw. fiir die j-te Spalte S;/’ der neuen Tafel S;(’ = R‘”(S )
= R‘ (8S,) fiir alle j mit 1 < j < m. Die Spalten der neuen Tafel werden durch die
Inversen der Rechts-Translationen beziiglich o erzeugt.

Konstruktion der lateinischen Quadrate von (Q, o*), (Q,\*) und (Q, [*): Wegen (2.1.4)
erhalten wir die lateinischen Quadrate dieser parastrophen Quasigruppen, indem wir
die Tafeln von (@, o), (Q,\) bzw. (Q, /) an ihrer Hauptdiagonalen spiegeln. Es gilt
nimlich zo* y = y oz, 2\*y = y\z und x/*y = y/z fiiralle z, y € Q.

Tabelle 4

© °) @\ @ @ /™ ©@\*

a;; =a;0a b,, = a; \a, ¢ij = aifa; d,-,- = /‘a, & = a;\*q;
=Lo(a) | =Lze)| =RiNa)| = ajlai = a;\*a;
= Rq/(a;) = Rz ()| = La(a;)

Zi = | La(Z) Lz, (Zo) - Ra} (Zo) -
8; = | Ra,(8,) - R3(8o) - Lz} (S,)

(Fiir alle 4, j mit 1 < 4,7 < m.)

Natiirlich lassen sich die lateinischen Quadrate von (Q, \*) und (Q, /*) auch ohne
den Umweg iiber die Tafeln von (Q,\) bzw. (Q, /) konstruieren. In Tabelle 4 stellen
wir deshalb die Konstruktion aller parastrophen lateinischen Quadrate einer Quasi-
gruppe (@, o) der Ordnung m in der Weise zusammen, daB sich die zu findenden
Zeilen oder Spalten allein aus der Ausgangstafel gewinnen lassen.

2.2.1. Beispiel parastropher lateinischer Quadrate

Nach einem Vorschlag von E.SCHONHARDT [157] lassen sich die Parastrophen einer (end-
lichen) Quuxgmppe auch rdumlich veransch indem man die sechs lateinischen
Quadrate in geeigneter Weise als die Seiten eines Wiirfels auffaBt.
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3. Man konstruiere die Cayley-Diagramme der parastrophen Quasigruppen aus Beispiel

2.2.1.
a) Man iiberlege sich, warum das Cayley-Diagramm von (@, /) unmittelbar aus dem von (@, c)

4. Es sei (@, o) eine beliebige (endliche) Quasigruppe.
abgelesen werden kann.
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b) Man zeige, daB die parastrophen Cayley-Diagramme von (@, ©) und (@, /), von (@, \) und
(@, /*) sowie von (@, o*) und (@, \*) sich einzig und allein durch die Orientierung ihrer Kanten
unterscheiden (Hinweis: | = 74(0), /* = ma(\), \* = mq(0*) (vgl. (2.1.9))).

2.3.  Die Anzahl p der Parastrophen einer Quasigruppe

Schon fiir die Addition (etwa in Z) haben wir festgestellt, daB die Anzahl ihrer (von-
einander verschiedenen) Parastrophen kleiner als 6 ist. Wegen der Kommutativitét
der Addition und (2.1.4) sind + = 7,(+) und m3(+), wegen (2.1.11) und wieder
(2.1.4) aber auch — = m(+) und 7,(~) identisch. Dariiber hinaus fallen auch
»(—) und zg(+) zusammen, so daB insgesamt nur drei voneinander verschiedene
parastrophe Operationen auftreten (vgl. auch die Aufgaben 2.2.2.1 und 2.2.2.2).

Wir werden im folgenden zeigen, daf neben der Anzahl p = 6 und p = 3 nur noch
die Fille p = 2 und p = 1 méglich sind. Da tatsichlich nur diese vier Fille fiir p
auftreten konnen, iiberlegen wir uns anhand der 6-Tupel aus (2.1.9).

Fiirp = 6 verweisen wir auf das Beispiel 2.2.1. Hiersind fiirallex; mit7 = 1,2, ...,6
die parastrophen Operationen =;(0) paarweise verschieden.

Wenn es den Fall p = 5 geben soll, mii zwei der (zunichst formal konstruierten)
sechs parastrophen Operationen zusammenfallen, etwa o* und \. Dann gilt natiirlich
auch 7;(0*) = #;(\) fiir alle = 1, 2, ..., 6. Im einzelnen heiBt das:

1=1:0* =\, 1=2:[*=o0, 1 =6:\* = /¥,

i=5:\=/, T =4:[=o¥ 1=23:0=\%
d. h., insgesamt fallen nicht nur o* und \ zusammen, sondern o*,\ und /. Dariiber
hinaus sind aber auch die parastrophen Operationen [*, o und \* miteinander iden-
tisch. Das folgt unmittelbar aus (2.1.9). Da ndmlich das letzte und zweite 6-Tupel
in (2.1.9) nach Voraussetzung gleich sind, liefert der Vergleich der einzelnen Kom-
ponenten, dafB statt der erwarteten fiinf Parastrophen nur zwei voneinander ver-
schiedene parastrophe Operationen auftreten konnen.

In analoger Weise kann man alle denkbaren Fille des Zusammenfallens parastro-

pher Operationen durchgehen. Im Ergebnis einer solchen systematischen Fallunter-
scheidung erhalten wir dann den

2.3.1. Satz. Es set (Q, o) eine Quasigruppe. Die Anzahl p der voneinander verschie-
denen parastrophen Quasigruppen ist entweder 1, 2, 3 oder 6. Dabei sind folgende Fiille
maoglich:
p=6: o,\, /, [*,\*, o* sind paarweise verschieden.
p=3 (a) o=\ /=/[%\¥=o* abero,/, \* sind paarweise verschieden.
(b) o =/,\=\*[* =o* abero,\, [* sind paarweise verschieden.
() o=o%\=/*/=\*abero,\, | sind paarweise verschieden.
p=2: o =[*=\¥\ =/ = o* aber o und\ sind verschieden.
p=1 o=\=/=[r=\*=o% '
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Beispielefiirdiegenannten Fille:
P = 6: Beispiel 2.2.1 und o, in Aufgabe 2.2.2.2,
p = 3: (a) o, in Aufgabe 3.2.2.2,
(b) o, in Aufgabe 2.2.2.1,
(c) o, in Aufgabe 2.2.2.2 (zyklische Gruppe der Ordnung 4),

p=2:
o1 2 3 4 5
1 1 2 3 435
2 (214353
3 (351 2 4
4 |43 51 2
515 4 2 31

p = 1: o, in Aufgabe 2.2.2.1 und 2.2.2.2 (Kleinsche Vierergruppe).

Die Anzahl p der Parastrophen einer Quasigruppe lat sich auch folgendermaBen
charakterisieren:

2.3.2. Satz. Es set (Q, o) etne Quam'gruppe.'

a) Der Fall p = 3 (a) liegt genau dann vor, wenn die Operation [, nicht aber die
Operation o kommutativ ist.

b) Der Fall p = 3 (b) liegt genuu dann vor, wenn die Operation \, nicht aber die
Operation o kommutativ ist.

c) Der Fall p =3 (c) liegt genau dann vor, wenn die Operation o, nicht aber die
Operation \ (und auch nicht [) kommutativ ist.

d) Der Fall p = 2 liegt genau dann vor, wenn die Operation o (und\) halbsymmetrisch?),
nicht aber kommutativ vst.

e) Der Fall p = 1 liegt genau dann vor, wenn die Operationen o und \ (und [) kom-
mutativ sind oder die Operation o kommutativ und halbsymmetrisch ist.

Beweis. a) Es sei p = 3 (a) erfiillt. Dann folgt aus z/y = z/*y = y/x fiir alle
z,y € Q (vgl. (2.1.4)) die Kommutativitit der Operation /. Wire auch ¢ kommutativ,
so fiele sie im Widerspruch zur Voraussetzung mit o* zusammen. Umgekehrt sei
(@, /) eine kommutative Quasigruppe. Dann gilt zfy = y/z = z/*y fiir alle
z,y € Q (vgl. (2.1.4)), also | = [*. Wegen =;(/) = =;(/*) fir i = 1,2, ..., 6 gilt dann
auch o =\ und \* = o*. Der Fall p = 1 kann dabei ausgeschlossen werden. Fiele
niamlich / mit allen Parastrophen (also auch o) zusammen, so wire o im Widerspruch
zur VC g h falla L t. 5|'v.

Der Beweis von b), c) und e) erfolgt analog.

d) Es sei p =2 erfiillt. Dann sind wegen (2.1.6) und o = /* =\* fiir beliebige
z, Y, 2 € Q die Gleichungen 2oy =2, yoz =z und zox =y dquivalent. Durch
Einsetzen erhalten wir die Identititen (xo y)ox = y und yo (zo y) = x, d. h,, die

1) Das heiBt, die Identititen z o (y o 2) = y (Links-Halbsymmetrie) und (zoy)oz =y
(Rechts-Halbsymmetrie) sind erfiillt. In 2.4. werden wir sehen, daB beide Identititen gleich-
wertig sind.
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Rechts- bzw. Links-Halbsymmetrie. Die Operation o kann nicht kommutativ sein,
da sie sonst im Widerspruch zur Voraussetzung mit o* zusammenfiele. Umgekehrt
sei (@, o) eine halbsymmetrische, aber nichtkommutative Quasigruppe. Dann gilt
fiir alle z,y,2€Q mit zoy =z auch yoz =yo (roy) =z (wegen L-HS) und
zox = (xoy)ox =y (wegen R-HS). Uher den Vergleich mit den zu zoy ==z
dquivalenten Gleichungen y/*z = x und z\*x = y aus (2.1.8) erhalten wir folglich
o = [* =\* Damit gilt dann auch z;(0) = =;(/*) = 7;(\*) fiir : = 1,2, ..., 6, was
fiir die restlichen parastrophen Operationen \ =/ = o* nach sich zieht. Da nach
Voraussetzung o nicht kommutativ sein soll, kann nur der Fall p = 2, nicht aber der
Fall p = 1 vorliegen.

2.3.3. Korollar. Der Fall p = 6 liegt genau dann vor, wenn keine der sechs para-
strophen Operati kommutativ oder halbsymmetrisch ist.

In 2.4. wird sich zeigen, da$l Satz 2.3.2 mit dem von CH. C. LINDNER und D. STEED-
LEY (vgl. [106]) erzielten Resultat gleichwertig ist.

Betrachten wir jetzt die Parastrophismen z;, die in den Féllen p = 1, 2, 3 und 6 zur
Erzeugung der dort auftretenden Operationen nétig sind, so stolen wir gerade auf
die Trigermengen der Untergruppen der symmetrischen Gruppe $;:

P Parastrophismen Untergruppe der €,

6 Ty Ty, Ty Mgy Mgy Ty =N

3 TV Tpy Tg V T, Mg V Ty (e ARD)

3 Ty V Ty g V Tq, Mg V Ty ({35 714> 705}, @)

3 TV g, My V T, Mg V {7y, 7qs ), @)

2 VUV Ty M VMg VT ({;, 75}, @) oder
({71, 73}, @) oder
(1, 7} @)

1 MV VMGV TV T VT ((CAND]

Das erklirt jetzt auch unsere in 2.1. vorweggenommene Feststellung, daB die Para-
strophismen beziiglich der Nacheinanderausfiihrung eine Gruppe bilden, die zur S,
oder zu einer ihrer Untergruppen isomorph ist.

Am Beispiel der Multiplikation (etwa in @*) untersuchen wir abschlieBend, wieviel
voneinander verschiedene parastrophe Operationen existieren. Aus roy:i=zx-y

folgt fiir die beiden Umkehroperationen x\y:= l -y und z/y:= —. Damit gilt
fiir alle 2, y € @* y

ro*y=yor=y-x=x-y==zo0y, also o=o0%,

1

oty =yr=L——.y=2y, also  \=/%,
x x
1 x

¥y =y =—-z=—=aly, also [ =\*.
y

Ferner wissen wir, daB die Multiplikation kommutativ ist, nicht aber ihre beiden
Umkehroperationen. Es liegt also der Fall p = 3 (c) vor.
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2.8.4. Aufgaben

1. Man konstruiere die Parastrophen der durch die folgenden lateinischen Quadrate gegeb
Quasigruppen und entscheide, welcher der Fille p = 1, 2, 3, 6 vorliegt:

o |1 2 3 4 o,IO 12 o,l‘)l

1 14132 0102 0210
2 |34 21 1 (0 21 1 (0o 2 1
3 |12 43 21210 2 |10 2
4 |23 14

2. Man zeige, daB sich die Anzahl p der Parastrophen einer Quasigruppe (Q, o) in der Sprache
der Translationen folgendermaBen widerspiegelt:

p=6: V(L # L' A Ly + Ry),
aeQ

p=3(@): AL, =Ls7*AVL, +R,,
a€Q beQ

p=3(b): AR, =R;'aVL,+ Ry,
6€Q beQ

p=23(c): AL;=R;aVR,+ Ry vL,-'_~L,—‘),
beQ ceQ

a€Q

p=2: ALy =RyAV Ly = Ry,
aeQ beQ .

p=1: AL, =L, = R, = R;). (Hinweis: Man beachte (1.7.6) sowie (2.1.4)).
a€Q

2.4.  Parastrophe Identititen

Wiihrend die Parastrophen einer Quasigruppe selbst immer wieder Quasigruppen sind,
bleiben solche Eigenschaften wie (N), (K) und (A), d. h., die Existenz eines neutralen
El tes, die Kc tativitit bzw. die Assoziativitit, beim Ubergang von einer
Quasigruppe (@, o) zu einer Parastrophen (Q, n(o)) i. allg. nicht erhalten. Das lehrt
uns schon die Addition (etwa in Z). So ist die Subtraktion (als 7g-Parastrophe der
Addition) weder kommutativ noch assoziativ, auch existiert in (Z, —) kein neutra-
les Element. Wir werden jedoch im folgenden sehen, daB jeder Eigenschaft in (Q, )
wieder eine Eigenschaft in (@, (o)) entspricht.

Betrachten wir z. B. die Parastrophen einer Loop (I, 0), so wissen wir bereits aus
1.4., daB das neutrale Element = von (L, o) in (L, ) links- und in (L, /) rechts-neu-
trales Element ist. Dariiber hinaus sind beide Umkehroperationen unipotent. Wenn
wir die restlichen drei parastrophen Operationen von o mit in unsere Uberlegungen
einschlieBen, erhalten wir infolge von (2.1.6) folgende dquivalente Gleichungen:

noz=renz=zozr=nsSrfr=n

o\ =zozrc*n=2x
und
zon=zorz=nezm=zontr=2z

sr\*r=nono*r=2
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fiir alle z € L, d. h., (L,\) und L, (*) sind unipotente Links-Loops, (L, /) und (L, \*)
unipotente Rechts-Loops, wihrend (L, o*) stets wieder eine Loop ist:

2.4.1. Satz. Fiir die Parastrophen einer Loop (L, o) gilt:

(L, o) LY | (&) (L, [*) | (L, \*) | (L, 0%)
;) Ny) (U) (U) ;) ;)
(Ny) (U) ;) (Ny) U) Ny}

Wir haben hier die Eigenschaft (N) der Ausgangsquasigruppe (L, o) bewuBt in
(N;) und (N,) zerlegt. Das erlaubt nimlich, mit Hilfe der 6-Tupel aus (2.1.9) die
sicher naheliegende Frage zu beantworten, welche Eigenschaften die Unipotenz
ihrerseits in den einzelnen Parastrophen nach sich zieht. Wihlen wir etwa (Z, /) als
unipotente Ausgangsquasigruppe, so liefert das dritte 6-Tupel aus (2.1.9) wegen
Satz 2.4.1 fiir die parastrophen Operationen (/) mit 7 = 1, 2, 6, 5, 4, 3 der Reihe
nach (U), (N,), (N}), (N,), (N;) und (U). Will man dieses Resultat dagegen wieder
mittels der dquivalenten Gleichungen (2.1.6) gewinnen, so miissen wir die Unipotenz
0z = y o y einer Quasigruppe (@, o)!) zuniichst in geeigneter Weise umformen. Da
x o z von z selbst unabhiingig ist, gibt es ein Element ¢ € Q, so daB z 0 2 = ¢ fiir alle
x € Q gilt. Umgekehrt kann man im Fall der Existenz eines solchen Elementes ¢ € Q
mit oz = ¢ fiir alle x € Q wieder auf die Unipotenz von o schlieBen. Mit (2.1.6)
folgt mithin

zor=coNc=zScfxr=xSz/fc=1
sd*r=rozro*zr=c,

d. h., ¢ist in (Q, ) und (@, /*) rechts-neutrales, in (@, /) und (Q, \*) aber links-neutra-
les Element. Damit haben wir die SchluBfolgerung aus Satz 2.4.1 bestiitigt:

2.4.2. Korollar. Fiir die Parastrophen einer unipotenten Quasigruppe (Q, o) gilt:
@, °) | @\ | @ ] @ /%) ] @\* ] (@, o*)
o Jen o o oo o

Aus dem bisher Bewiesenen folgt schlieflich, daB die Parastrophen einer unipoten-
ten Loop stets wieder unipotente Loops sind. Diese Parastrophen brauchen deshalb
jedoch nicht zusammenzufallen — vgl. z. B. die Illustration des Falles p = 2 zu
Satz 2.3.1.

Die eben skizzierten Abhingigkeiten zwischen Eigenschaften einer Operation und
zugehdrigen Operationen legen die Frage nahe, ob nicht auch im Fall solcher Identi-
titen wie z. B. der Assoziativitit oder der Kommutativitit eine Aussage iiber ihr
Verhalten beim Ubergang zu parastrophen Operationen gemacht werden kann. Wir
werden im folgenden sehen, daB in jeder parastrophen Quasigruppe (@, z(0)) von
(@, 0), in der nach Voraussetzung (A) oder (K) gelte, wieder eine Identitét erfiillt
ist. Um das einzusehen, stiitzen wir uns auf eine Methode von 8. K. STEIN [164].

1) Wir betrachten jetzt also wieder — wie iiblich — o als Ausgangsoperation.
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Thr liegt der Gedanke zugrunde, daB sich eine Identitit durch eine Kette voneinander
abhiingiger Gleichungen, die alle die Form a ob = ¢ haben, gleichwertig ersetzen
1at.
Es sei also (Q, o) eine assoziative Quasigruppe, d. h. eine Gruppe. Dann 1sen wir
die Assoziativitit
(A) A@oy)oz=2x0(yoz)
z.0.2€Q

schri ise in G) gen auf: (roy)oz=acz=>bundzo(yoz) =zo0c="b.
Damit kdnnen wir (A) durch dic folgende Bedingung, wie S. K. STEIN eine solche
Gleichungskette nennt, ersetzen:

A (xoy=anaoz=baryoz=c=>x0c=">).

z.y.2€Q
ab.ceQ

Umgekehrt kénnen wir aus der Giiltigkeit dieser Implikation auch wieder auf die
Assoziativitit der Operation o schliefen. Nachdem wir die Assoziativitit derart in
Gleichungen zerlegt haben, bereitet es keine Miithe mehr, zu den gewiinschten para-
strophen Operationen von o iiberzugehen. Wegen (2.1.6) nimmt die obige Gleichungs-
kette namlich jeweils folgende Gestalt an:
Firallez, y, 2, a, b, c € Q gilt
@\): 2a=ynrab=zayc=z>2\b=c,
@ /) aly=zablz=anrclz=y=>blc==zx,
@, /%): yra=xArz[*b=anzf*c=y=>c*b =12,
@ \*): a\*s=yab*a =zrc\*y =2z=b\*r =c,
(@Q,0%): yo*r =aunzo*a=bazc*y=c=>cc*x=»b.
Durch Gleich- und Einsetzen erhalten wir wieder Identititen, die wir die zu (A)

phen Identitit Beispiel finden wir bjc = afy fiir die Opera-
tlon /s also blc = (b/z)/(c[z). Das ist d!e Identitdt der Rechts-Transitivitat. Ent-
sprechend erhalten wir, da8 neben der zvs-Parastrophen / auch die z,-Parastrophe \*
rechts-transitiv ist. Die n,-Parastrophe \ und die zg-Parastrophe /* sind links-transi-

tiv,!) wihrend die ny-Parastrophe o* assoziativ ist.2) Im letzteren Fall erhalten wir
also wieder eine Gruppe.

1) Man kann von den vier Glexchungen der Bedmgung in (Q, o) drei behebuge auswahlen, um
auf die verbleibende vierte Glei ert wir b die’
zweite und vierte Gleichung mltemander, 30 erhalten wir zoy=anrzoc= b yoz=c
=aoz=b. Angenommen, es sei @ oz = b’. Dann folgt aufgrund der urspriinglichen Implikation
2z 0c¢ = b'. Nach Voraussetzung ist jedoch z oc = b, so daB b’ = b gelten muB. Anstelle der
oben angegebenen Bedingung fiir (Q,\) ergibt sich damit die Implikation z\a =y A 2\b
=cAy\c =z a\b =z s0 daB wegen a\b = y\c = (z\a)\(x\b) die Links-Transitivitit erfillt
ist. Da wnr auf eine Definition des Begriffs ,,Bedmgung verzichtet haben, kénnen wir hier die

hkeit einer solchen Vertauschbarkeit der Gleichungen nicht beweisen. Man
nberzeuge sich aber, daB dies fiir jede Tdentitit, die wir hier betrachten, erlaubt ist.

2) Wegen (2.1.4) ergeben sich die n;-, 7,- und 71;-Parastrophen von (A) auch unmittelbar
durch ,,Riickwiirtslesen** der n,-, 7,- bzw. 74- Parastrophen von (A) — unter Beibehaltung der
Klammerung.
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Um die parastrophen Identititen iibersichtlicher bzw. ,lesbarer* zu gestalten,
benutzen wir in den folgenden Tabellen anstelle der Operat i 20\
ol ul* \*¥ und ,,0% einen Punkt und verabreden dariiber hinaus die iibliche
Schreibweise zur Klammereinsparung, also zy statt z - y.

2.4.3. Satz. Die purastrophen Identitiiten der Assoziativitit sind:

(@ 0) I @\ | @n | @ /% | @\*) | (@ 0%
(4) (L-T) (R-T) (L-T) (R-T) (4)
zy-z zy - 2z zy-zy 2y - 22 xy -2y zy-2
=r-yz =yz =z =yz =2z =z-yz

Hinter der Rechts-Transitivitit (R-T) verbirgt sich ein bekanntes Rechengesetz
der Subtraktion bzw. Division (als 7,-Parastrophe der Addition bzw. Multiplikation):
@—y)—(k—y)=2—2z und (x:y):(2:y) ==z:2 Aufgrund von Satz 2.4.3
wissen wir jetzt, daB sich diese Eigenschaft zwangsliufig ergibt; die Rechts-Transiti-
vitidt der Subtraktion und Division folgt aus der Assoziativitit der Addition bzw.
Multiplikation. DaB die Umkehrung ebenfalls richtig ist, zeigen die folgenden Uber-
legungen.

Wegen 7t,(m5(0)) = m(\) = o ist die 7,-Parastrophe der Links-Transitivitéit gerade
wieder die Assoziativitit; (A) ist aber wegen n,(n,(o)) = mg(/) = o auch die 4-Para-
strophe von (R-T). Dariiber hinaus folgt aus Satz 2.4.3 mit (2.1.9) fiir alle Parastro-
phen von (L-T) und (R-T) das

2.4.4. Korollar. Die parastrophen Identititen der Links- und Rechis-Transitivitit
sind:

(@, 0) @\ @ (@, /%) @,\* (Q, o*)
(L-T) (a) (L-T) (R-T) (a4) (R-T)
(R-T) (R-T) (A) (A) (L-T) (L-T)

DaB die Assoziativitit die n,-Parastrophe der Links-Transitivitit ist, veranlafte
S. K. STEIN [164] zu der Feststellung, daB die Gruppentheorie zur Theorie der links-
transitiven Quaslgruppen aquivalent ist. Erscheint eine solche Auffassung zunichst
auch etwas Shnlich, so ist sie letz Endes doch die tiefere Ursache dafiir,
daB man Gruppen sowohl mit Hilfe der Links-Transitivitit als auch der Rechts-
Transitivitit axiomatisch charakterisieren kann. Eine solche Einfiihrung des Grup-
penbegriffs ist auch verschiedentlich diskutiert worden (vgl. 5.2.).

In einer kommutativen Quasigruppe (Q, o) fallen wegen (2.1.4) die Operationen ¢
und o* zusammen. Dariiber hinaus gilt wegen Satz 2.3.1 auch stets\ = /*und [ = \*.
Als parastrophe Identititen der Kommutativitit finden wir (nach der Methode von
StEIN) die Rechts- bzw. Links-Systemregel :

(R-SR) (2\y)\y ==
und
(L-SR) 2/(zly) =y.
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2.4.5. Satz. Die parastrophen Identititen der Kommutativitit sind:
@) (=@.o%) | @V (=@/) | @n(=@wW)

(K) (R-SR) (L-SR)
7y =yx ay y==x zToay=y
Umgekehrt ist die Kc ivitit auch eine parastrophe ldentitit sowohl der

Links- als auch der Rechts-Syst gel. Unter Beachtung der Sitze 2.3.1 und 2.3.2
— p = 3 (a), (b) — ergibt sich namlich

2.4.6. Korollar. Die parastrophen Identitiiten der Links- und Rechts-Systemregel

sindi 0,0 (=@V) | @N(=@F) | @W(=@o")
(L-SR) (K) (R-SR)

T @a=@n) | @U(=@W) | @) (=@ o)
(R-SR) (K) (L-SR)

Damit lassen sich jetzt alle in den Sitzen 2.3.1 und 2.3.2 sowie Korollar 2.3.3 auf-
tretenden Fille fiir die Anzahl p der voneinander verschiedenen Parastrophen einer
Quasigruppe (@, o) allein mit Hilfe der Operation o charakterisieren (vgl. auch Cu.
C. LixpNER und D. STEEDLEY [106]). Betrachten wir etwa den Fall p = 3 (a). Wegen
Satz 2.3.2 ist die Operation o nicht kommutativ, wohl aber ihre Rechtsdivision /.
Dann muB infolge von Korollar 2.4.6 die Ausgangsoperation o die Links-Systemregel
erfiillen. Umgekehrt folgt aus der Links-Systemregel fiir o die Kommutativitit von /.
Ist o selbst nicht kommutativ, so konnen wir wieder mit Satz 2.3.2 auf den Fall
p = 3 (a) zuriickschliefien. In analoger Welse lassen sich auch fiir die restlichen Fille
p = 1,2, 3, 6 die Umkehroperationen eli

2.4.7. Satz. Es sei (Q, o) evne Quasigruppe.

a) Der Fall p = 3 (a) liegt genau dann vor, wenn die Operation o die Links-System-
regel erfiillt, aber nicht kommutativ Vst.

b) Der Fall p = 3 (b) liegt genau dann vor, wenn die Operation o die Rechts-System-
regel erfiillt, aber nicht kommutativ ist.

¢) Der Fall p =3 (c) liegt genau dann vor, wenn die Operation o kommulativ ist,
aber keine der beiden Systemregeln erfillt.

d) Der Fall p = 2 liegt genau dann vor, wenn die Operation o halbsymmetrisch, aber
nicht kommutativ ist. X

€) Der Fall p = 1 liegt genau dann vor, wenn die Operation o die K tovitdt
und beide') Systemregeln erfiillt (oder wenn die Operation o kommutaliv und halb-
symmetrisch vst).?)

1) Es geniigt natiirlich schon die Annahme, daB o neben (K) eine der beiden Systemregeln er-
fiillt. Danngilt auch die zweite Systemregel (vgl. die Ausfihrungen im Anschlu8 an Korollar 2.4.9).
2) Wie eng die Identititen (K), (L-SR), (R- SR) (L HS) und (R HS) iber den hier durch die
Parastrophie begrenzten Rahmen hinaus mit wird in 5.2. gezeigt.
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{) Der Fall p = 6 liegt genau dann vor, wenn die Operation o keine der Identitiiten (K),
(L-SR), (R-SR), (L-HS) oder (R-HS) erfiillt.

Beispiele fiir Operationen, die die Links- oder Rechts-Systemregel erfiillen, haben
wir demnach bereits mehrfach kennengelernt. Bemerkenswert ist in diesem Zusam-
menhang sicher, daB in der Kleinschen Vierergruppe 8, (vgl. o, in Aufgabe 2.2.2.2)
neben der Assoziativitit und Kommutativitit auch deren simtliche parastrophen
Identitdten, neben (A) und (K) also (R-T), (L-T), (L-SR) und (R-SR), erfiillt sind.
Dariiber hinaus ist sie auch halbsymmetrisch.

Wir werden sehen, daB man mit Hilfe der Steinschen Methode auf diese Weise in
sehr vielen Fillen Verbindungen herstellen kann zwischen Identitéiten in einer Quasi-
gruppe und Identititen in den zugehérigen parastrophen Quasigruppen. Es kann
jedoch vorkommen, daB8 man auf diese Weise keine parastrophe Identitit erhilt,
s0 z. B. im Fall der Links- und Rechts-Selbstdistributivitat.

Bei der Auswahl der Identititen, fiir die wir im folgenden die zugehérigen para-
strophen Identitéiten angeben werden, haben wir uns auf eine Liste von insgesamt
46 Identititen gestiitzt (vgl. J. DENEs und A.D. KEEDWELL [44] sowie A.SADE
[132]). Viele dieser Identititen sind in der Literatur unter z. T. unterschiedlichen
Gesichtspunkten untersucht worden. Wir werden auf einige dieser Identititen eben-
falls wieder zuriickkommen (vgl. auch Aufgabe 1.7.9.1).

Auswahl einiger Identititent)
(1) xor=uzx (Idempotenz),
(2) zox=yoy (Unipotenz),
3) xoy=yox (Kommutativitit),
(4) zo(xoy) =y (L-Systemregel),

(5) (xoyloy==
(6) zo(yox)=y
(7) (xoy)oz =y

(R-Systemregel),
(L-Halbsymmetrie),
(R-Halbsymmetrie),

®)

ro(xoy)=yor

(Stein-I-Identitét),

9) zo(xoy)=(xoy)oy (Schroder-I-Identitit),
(10) zo(yox) =(xoy)ox (Elastizitét),
(11) zo(yoz) = (yoz)oy (Stein-II-Identitit),
(12) (xoy)o(yoz)==x (Schroder-11-Identitit),
(13) (oy)o(yoz)=1y (Stein-III-Identitit),
(14) zo(yoz)=(xoy)oz (Assoziativitit),
(15) zo(yoz) =zo(zoy) (Zyklische Assoziativitit),
(18) zo(yoz) =(z0z)0y,
(17) zo(yoz) =zo0(yox) (Abel-GraBmann-Identitit),
(18) zo(yoz)=(yozx)oz,
(19) zo(yoz) =yo(xoz) (L-Permutabilitit),
(20) (xoy)oz = (zoz)oy (R-Permutabilitit),

1) Es sei auch noch einmal daran erinnert, daB wir an friiherer Stelle (vgl. die FuBnote auf
S. 24) vereinbart haben, daB in einer Identitit die auftretenden Variablen stets die gesamte
Trigermenge durchlaufen.
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(21) (zoy)oz==zo0(z0y)
(22) (xoy)o(xoz) =yoz

(Eingewandtes Produkt),
(L-Transitivitit),
(R-Transitivitat),
(M-Transitivitit),
(L-Schweitzer-Identitiit),
(R-Schweitzer-Identitit),
(L-Selbstdistributivitit),
(R-Selbstdistributivitit),
(L-abelsche Selbstdistributivitit),
(R-abelsche Selbstdistributivitit),
(Tarski-Identitit),
(Neumann-Identitit),

(23) (xoy)o(zoy) =z0z
(24) (roy)o(yoz) =xo0z
(25) (@oy)o(xoz) =zo0y
(26) (xoy)o(zoy) =zo0x
(27) zro(yoz)=(xoy)o(zxoz)
(28) (zoy)oz=(xo0z)o(yo2)
(29) zo(yoz) =(zxoy)o(z02)
80) (zoy)oz=(zom)o(yo2)
(31) zo(yo(zoa)) =zo0y
(32) zo((yoz)o(yoz) =2

(33) (zoy)o(uow) =(xou)o(yovr) (Bisymmetrie).

Einige dieser Identititen treten in der Literatur unter verschiedenen Namen auf.
In Tabelle 5 stellen wir fiir die von uns ausgewihlten Identititen die zugehdrigen
parastrophen Identititen zusammen. Die Identititen (2), (3), (4), (8), (14), (22) und

Tabelle 5

(@ ©) @\ @/

=2 X =2 =z
Idempotenz Idempotenz Idempotenz

T yr=y T yr=y z-yr=y
ry-z=y y-z=y y-r=y
Halbsymmetrie Halbsymmetrie Halbsymmetrie
zeay =y (zy) (zy - y) = = 2y - yx) = yx
StEIN-1 Z-ay)y==z

zoxY=2YYy rexy=aYy-y zezYy =Y -y
ScHRGDER-I SCHRODER-I ScHRODER-I

z-yr=2xy-z
Elastizitat

(zy - ) (xy - y) = ay

(x-2y)(y-ay) =2y

z-yz=yz-y (xy-z)y == (@y) (z-2y) =y
vy-x=y- -y (@y-9) (zy) == z(y-zy) =y
StEIN-I1

Ty -yr=2 cyp ==z Ty -yxr ==z
SorrHDER-II ScHRODER-1I SCHRODER-II
xy-yxr =y (@y) (y-2y) == (@y-2) (@y) =y
SteIN-1IT (- ya)y =2 yz-y) =y

T Yyz=2-7Y (y-x2)z=1y z(y - zx) = 2y
zyz=y-= (z-y2) (x2) =y TARSKI

Zyklische Assoziativitat

#((y-z2)z) =y
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(23), die weiter vorn ausfiihrlich behandelt worden sind, werden dabei jedoch nicht
noch einmal beriicksichtigt. Fiir einige der verbleibenden Identititen, namlich (1),
(12), (13), (18), (24), (27) und (33), hat bereits S. K. STEIN [164] die zugehorigen Para-
strophen angegeben (vgl. auch V. D. BELousov [20] sowie J. DENES und A. D. KEED-
WELL [44]).

Um Tabelle 5 iibersichtlicher gestalten zu kénnen, setzen wir wieder anstelle der
jeweiligen parastrophen Operation «7(c) einen Punkt als Operationszeichen und be-
achten die Regeln der Klammereinsparung. Dariiber hinaus weisen wir darauf hin,
daB Identititen, die im selben Kistchen stehen, dquivalent sind. In vielen Fillen
ergibt sich die Gleichwertigkeit solcher Identititen einfach durch Umb
der Variablen (vgl. z. B. (11)). Die Aquivalenz der Links- und ReLhts-Halbsymmetne
1aBt sich dagegen folgendermaBen beweisen: zy -2 = (zy)- (y - 2y) =y und - yx
= (yr - y) - (yx) = y. Dabei haben wir zuniichst imal die Identitdt (8) und dann
zweimal die Identitét (7) angewendet. Es geniigt also kiinftig, von Halbsymmetrie zu
sprechen, auch wenn wir die Identititen (6) und (7) weiterhin mit (L.-HS) bzw. (R-HS)
bezeichnen werden.

2.4.8. Satz.) Es gelten die in Tabelle 5 angegebenen Identititen.

1) Ein freies Feld bedeutet, daB die in dieser parastrophen Quasigruppe (@, 7(o)) geltende
Bedingung zu keiner Identitit fiihrt, in der allein dic Operation z(c) auftritt.

@/ @\*) (@ o%)
arr =2x Iz =2 =2
Idempotenz Tdempotenz Idempotenz
Xeyr =y r-yx =y T Yyxr=y
=y zy-x=y zy-z=y
Halbsymmetrie Halbsymmetrie Halbsymmetrie
(xy - y)x =ay (x-2y) (xy) =y Ty y=yx
@y -y =y
rexy=uxy-y zxy=ay-y roay==zy-y
SCHRODER-I ScHRODER-I SCHRODER-1
(xy - ) (2y - y) = 2y (x-ay) (y - 2y) = 2y zoyz=ay-x
Elastizitit
(y-2)y==2 @) @-ay) =y zoyr=yzr-y
(xy - y) (ay) =z oy -xy) =y 2y T =y 7Y
SteIN-11
XYy yr==x Ty -yr ==z Ty -yz =2
ScurODER-II SCHRODER-1I ScHRODER-II
(ay) (y - zy) = = (xy - 2) (ay) = y 2y yr =y
@ yx)y==x 2(yx-y) =y StEIN-IIT
(xy-2z)x =2y z(xy-2zy) =z Yy z=yz-2

(2y) (az- y) =z
(x(zy-2)y =2

xy-z=1z2r-y
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Tabelle 5 (Fortsetzung)

@ ¢) @\ @
zoyz=z2z.y (y-zy)z =2 z(yz - yx) =z
Ty z=y- 2 (xy) (z2-y) =z (z-y2) (xy) =2
(18) (wy-2)2)y == #(y(z-zy)) =z

NEUMANN

zyz=1z-yr

a((x-y2)2) = y

zyz=2z-yxr

ABEL-GRASSMANN (z(zy-2)z=y ABEL-GRASSMANN
X yz=yxr-z r(ry - z) = yz zy-x3z =129y
Ty 2=y -2z L-ScHWEITZER
(18)
zT-yz=y- 22 zoyz=y- 2z
L-Permutabilitit L-Permutabilitat
Ty -z = 2=
R- Permutablllmt R Permutablhht
TYyrz==z- Zy zy .2y =2z (@-yz)z=ay
z-yz =2z R-SCHWEITZER
Eingew: andm Produkt
zy-yz = az cyz=az 2y yz =2z
M-Transitivitidt \i Transitivitit M-Transitivitit
xYy a2z =2y (- yz)z=uxy T yz=yxr- 2z
L-SCHWEITZER Ty-z2=y-z2
(18)
Ty -2y =22 Ty z=2z-2y z(zy - 2) =
R-SCHEWEITZER zoyz=2z-y
Eingewandtes Produkt
z-yz =2y 2z x yz =2y 2z
L-Selbstdistributivitit L-Selbstdistributivitit
Y-z =2z- cz=az-yz
R-Selbstdistributivitit R-Selbstdistributivitit
z.yz=ay. 2 (zy - 22) (y2) = (2y) (2(y - 22)) = 22
L-abelsche (@-y2)y) ((x-y2)2) =«
Selbstdistributivitit
Y-z =z22-yz ((zy - 2) 2) (29) = (xy) (@z - yz) =z
R-abelsche (2(2y - 2)) (y(ay - 2)) = 2
Selbstdistributivitit
2(y - 2z) = zy z(zy - 2y) = 2 zoyz=2z-2y
TARSKI (2y) (2z-y) =z z-yz=y- 22
(z(zy - 2)y =2 Zyklische Assoziativitit
z(yz - yz) =2 z(yz - yz) =z z- yz—zz Y
(@ y2) (xy) =z (z-y2) (xy) = 2 cz=y- 2z
z(y(z-2y) =2z 2(y(z- ay)) =z (IG)
NEUMANN NEuMANN

Y uv = 2u- Yo
Bisymmetrie

zy - uv = 2u
Bisymmetrie

YUY = TU- YV
Bisymmetrie
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@/ @\" (@, o%)

@y -zy)z =2 z(yz-yx) =2z zoyz=zz-y

(xy) (22 - y) =z (x-y2) (zy) =2 TYy-z2=y-2x

(ay-2)z)y =2 2(y(z-xy)) =2 (16)
NEUMANN

Yy z=12y-x (@ y2)z) =y zy-z=zy-x
(elzy-2)z=y

xy -2y =z2x (z-y2z)z =2y r-yz=2z-y

R-SCRWEITZER Ty-z=z-2y

Elngewandtes Produkt

2y-z=2xz- cz=2z-

R- Permutabllltat

R Permutab:lltat

xyz=y 2z z-yz=y- 22
L-Permutabilitit L-Permutabilitit
2(xy-2) =yz Ty -2z =12y T-Yyz=yr- 2
L-SCHWEITZER zy-z2=y-2z
(18)
Xy yz =2z Ty yz = az Ty Yz = a2

M-Transitivitit

M-Transitivitit

M-Transitivitit

ZYyez=2x-2y z(vy - 2z) = yz xYy- 2y =22
royz=1x2-y R-SCHWEITZER
Eingewandtes Produkt
(x-yz)z=1my Yz =yxr-z xy- -7z =129

Ty z=y-x2 L-ScEWEITZER

(18)

Ty 2z =22+ Yyz Yy -z=2x2-yz

R-Selbstdistributivitit R-Selbstdistributivitit
zoyz =2y 2z z-yz =2y 2z
L-Selbstdistributivitit L-Selbstdistributivitit

((2y - 2) z) (29) = 2y

(zy) (22 - y2) =2

ry-z=2x-yz

(2(zy - 2)) (ylay -2)) = 2 R-abelsche
Selbstdistributivitit
(zy - 22) (y2) = = (zy) (2ly - 22)) = 2z zT-yz=uzy-2x
(@ 92)y) ((z-y2)2) == L-abelsche
Selbstdistributivitét
Ty -z2=yz- @y zz)z=y (2y-2)z =2y
Ty -z=28-y (x-y2) (22) = y
“((y-z2)2) =y
xyz =20y (xy - 2zy)x =2 (xy-zy)z =12
Ty z=y- 22 (2y) (zz - y) =2 (xy) (zz-y) =2
(16) (zy-2)7) =2 (@y-2)z)y =2

ZY UL = U Y
Bisymmetrie

TY - uv = TU- YV
Bisymmetrie

Zy - uv = 2u-yv
Bisymmetrie
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2.4.9. Korollar. Die Idempotenz, die Halbsy trie, die Schroder-1-Identitiit, die
Schroder-11-Identitit, die Mittel-Transitivitit und die Bisymmelrie sind parastrophie-
invariante Identititen, d. h., aus ihrer Giiltigkeit in (Q, o) folgt thre Giiltigkest in allen
parastrophen Quasigruppen (Q, mi(0)) mit i = 1,2, ..., 6.

Nicht invariant unter Parastrophie sind dagegen die Kommutativitit, die Links-
oder die Rechts-Systemregel (Satz 2.4.5, Korollar 2.4.6). Interessant ist jedoch, daB
je zwei dieser Identititen, sofern sie gleichzeitig in einer Quasigruppe (@, o) erfiillt
sind, auch in allen parastrophen. Quasigruppen (Q, 7(0)) gelten.

Fall1: In (Q, o) seien (K) und {L-SR) erfiillt. Dann fallen wegen Satz 2.4.5 und
Korollar 2.4.6 sogar alle sechs parastrophen Operationen zusammen, d. h., der Fall
p = 1liegt vor.

Fall2: (K) und (R-SR) ziehen mit derselben Begriindung den Fall p = 1 nach
sich.

Fall 3: Aus (L.-SR) und (R-SR) folgt wegen Korollar 2.4.6 ebenfalls o =\ =/
=% =\* =o*,

Mit Satz 2.4.7e) muB dann auch stets die dritte dieser zueinander parastrophen
Identitéiten gelten. Aus je zwei der Identititen (K), (L-SR) und (R-SR) folgt also die
dritte.)

2.4.10. Definition. Sind in einem Gruppoid (G, o) die Identititen (K) und (L-SR)
erfiillt, so sagen wir auch, das Gruppoid (G, o) (bzw. die Operation o) ist totalsym-
metrisch:

(TS) :& (K) A (L-SR).

Als Fazit unserer Uberlegungen ergibt sich nun einerseits (TS) < (K) A (L-SR) &
(K) A (R-SR) & (L-SR) A (R-SR) und andererseits

2.4.11. Satz. Die Totalsymmetrie ist purastrophieinvariant.

Im Unterschied etwa zur Bisymmetrie (BS), die ja ebenfalls parastrophieinvariant
ist, fallen aber infolge der Totalsymmetrie (TS) alle parastrophen Operationen zu-
sammen, so daB die folgenden Gleichungen allesamt dquivalent sind (vgl. (2.1.6)):

roy=2&202=yH20y =2 yoz==x
Srzox=yoSyor==z.

Dieser vollstindigen Symmetrie verdankt die Totalsymmetrie ihren Namen (vgl.
R. H. Bruek [29]).

Zu einigen schulmathematischen Potenzen

Die Vielfalt an Operationen, die etwa ab Klasse 5 vorliegt und bis hin zu Klasse 12
stindig erweitert wird (vgl. I. LEHMANN [100]), rechtfertigt einerseits ein bewuBtes
Einbeziehen von (ausgewihlten) Operationen in den Unterricht und ermdglicht ande-

1) Man beachte, daB wir uns dabei stets in Quasigruppen befmden An spawrer Stelle
(Korollar 5.2.5) werden wir zeigen, daB wir auf diese Vc

g v
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rerseits zugleich, einige Aspekte zur Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts
im Sinne seiner inhaltlichen Ausgestaltung aufzugreifen. Gerade die Kenntnis zu-
einander parastropher Identititen bietet nun besonders interessante Moglichkeiten,
bestimmte Zusammenhinge und Querverbindungen zwischen Operationen und zuge-
hérigen Umkehroperationen!) bewuBt zu machen.

Am Beispiel einer Gegeniiberstellung der vier Grundrechenarten sei kurz skizziert,
welche neuen Erkenntnisse Schiiler gewinnen kénnen, ohne daB deshalb neuer Stoff
einzufithren wire. Wihrend wohl die meisten Schiiler fiir Addition und Multiplikation
eine Reihe von Eigenschaften aufzihlen konnen, sind sicher nur noch sehr wenige in
der Lage, in gleicher Weise beziiglich der Subtraktion bzw. beziiglich der Division
Auskunft zu geben. Interessant dabei ist, daB die folgenden Eigenschaften den
Schiilern dem Inhalt nach bekannt sind:

(Z, +) (Z, —) Nachweis der
(R*, -) (R*, :) Gleichwertigkeit
Kommutativitit L-Systemregel Satz 2.4.5
Assoziativitit R-Transitivitit Satz 2.4.3
Bisymmetrie Bisymmetrie Satz 2.4.8,

Kor. 2.4.9
rechts-neutrales rechts-neutrales
Element Element Satz 2.4.1
links-neutrales
Element Unipotenz Satz 2.4.1

Was den Schiilern ungewohnt erscheinen wird, sie vielleicht sogar iiberraschen
diirfte, ist dabei die Tatsache, daB die hier genannten Eigenschaften der Subtraktion
und Division aus bestimmten Eigenschaften der Addition hzw. Multiplikation folgen.
Dariiber hinaus sind einander entsprechende Eigenschaften sogar in dem Sinne
gleichwertig, daB es z. B. gleichgiiltig ist, ob man von der Assoziativitit und Kommu-
tativitét einer (Quasigruppen-) Operation o oder aber von der Rechts-Transitivitit
und Links-Systemregel ihrer Umkehroperation / spricht (vgl. I. LEEMANN [103]).
DaB Operation und zugehorige Umkehroperation dieselbe Eigenschaft haben
kénnen, verdient sicher besondere Aufmerksamkeit. Da Addition und Multiplikation
bisymmetrisch sind, miissen wegen der Parastrophieinvarianz der Bisymmetrie auch
Subtraktion und Division bisymmetrisch sein.?) Ein Anreiz fiir eine kleine Beweis-
fithrung ergibt sich aus der folgenden Feststellung. Da die Bisymmetrie einerseits
ans der Assoziativitit und Kommutativitit folgt, andererseits diese beiden Rechen-
gesetze (A) und (K) fiir die Umkehroperation / von o die Identititen (R-T) hzw.
(L-SR) nach sich ziehen, liegt die Vermutung nahe, daB auch aus der R-Transi-

1) Man beachte dabei, daB im Math ik icht telle der Links- und Rechts-
Division \ bzw. / die parastrophen Operationen / und \* als Umkehroperationen von : auf-
gefaBt werden (vgl. 1.3. und 2.1).

%) In diesem Zusammenhang sei auf die Aufgabe 6B der XVI. Olympiade Junger Mathe-
matiker (3. Stufe) hingewiesen, in der es im Prinzip um die Parastrophieinvarianz der Bi-
symmetrie geht.
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tivitdt und der L-Systemregel die Bisymmetrie folgt. Das ist auch tatsichlich der
Fall (vgl. Satz 5.2.11).

SchlieBlich wirft der Vergleich der vier Grundrechenarten auch solche Fragen auf,
die ganz zwanglos zu einfachen und iiberschaubaren Axiomensyst fiir (abelsche)
Gruppen fiihren. So dringt sich anhand obiger Tabelle z. B. einerseits die Frage auf,
welche Eigenschaften — neben (BS) und (N,) — die Addition als eine abelsche
Gruppenoperation auszeichnen, andererseits stellt sich die Frage, welche weiteren
Eigenschaften — neben (BS) und (N,) — der Subtraktion zukommen, so daB sie
gerade eine Umkehroperation einer abelschen Gruppenoperation ist. Mit anderen
Worten: Wie liBt sich eine abelsche Gruppe (@, o) unmittelbar, d. h. allein anhand
der Operation o, aber auch mittelbar, d. h. iiber die Umkehroperationen \ bzw. /
mit Hilfe der Eigenschaften (BS) und (N,) charakterisieren? Eine Antwort geben wir
in Kapitel 5.

2.4.12. Aufgaben

1. Es sei (@, o) eine rechts-transitive Quasigruppe, in der die Links-Systemregel erfiillt ist-
Man zeige, daB die Rechtsdivision cine abelsche Gruppenoperation ist.

2. Man zeige, daB die vier Grundrechenarten siimtlich die Identititen (17), (20) und (33) er-
fiillen.

3.Es sei @ ={0,1,2,...,n — 1}. Man zeige, daB (Q, o) mit z0y:= —(z + y) mod n cine
totalsymmetrische Quasigruppe ist, und dberzeuge sich, daB simtliche parastrophen Opera-
tionen zusammenfallen.

4. Obwohl weder die Identitdt (27) noch die Identitdt (28) par phieinvariant ist (vgl.
Satz 2.4.8), besitzt die Selbstdi: itd¢ dicse Eig haft. Dabei heiBt eine Operation
selbstdistributiv, wenn sie sowohl links- als auch rechts-selbstdistrihutiv ist. (Hinweis: Um
zu zeigen, daB in (Q,\) die R-Selbstdistributivitit gilt, weise man zunichst nach, daB die
Linksdivision \ rechts-distributiv beziiglich oist: (z o y)\z = (2\z) o (y\2) — vgl. V. D. BELOUsOV
[21).)




3. Homomorphie

Die zwei Gruppen der Ordnung 4, die Kleinsche Vierergruppe 8, und die zyklische
Gruppe 3,,

o | 1 2 3 4 o I 1 2 3

1 1 2 3 4 1 1 2 3 4
2 2 1 4 3 2 2 3 4 1
3 3 4 1 2 3 3 4 1 2
4 4 3 2 1 4 4 1 2 3

sind beide kommutativ, daneben besitzen sie aber auch voneinander verschiedene
Eigenschaften. So ist die Gruppe %8, z. B. unipotent, rechts- und links-transitiv, die
Gruppe 8, hat dagegen keine dieser Eigenschaften. Sie 1aBt sich stattdessen, d. h.
im Unterschied zur Kleinschen Vierergruppe, aus einem einzigen El t er
Algebraische Strukturen, die nicht in allen Eigenschaften iibereinstimmen, konnen
nicht isomorph sein. Das heifit in unserem Fall, es a8t sich keine 1-1-Abbildung
zwischen beiden Triagermengen finden, die alle Eigenschaften der Operation o auf die
Operation O (bzw. umgekehrt) iibertrigt. Gerade die Erhaltung aller algebraischen
Eigenschaften macht aber das Wesen der Isomorphie aus.

Neben den Isomorphismen beschiftigen wir uns in diesem Kapitel mit weitcren
Morphismen, vor allem mit Homomorphismen. Die Homomorphie ist eine Ab-
schwichung der Isomorphie.

Im Homomorphieansatz fiir Gruppen') spielt der Begriff des Normalteilers eine ent-
scheidende Rolle. Will man eine analoge Aussage fiir beliebige Gruppoide gewinnen,
0 bendtigt man den Begriff der Kongruenzrelation. Da Kongruenzrelationen spezielle
Aquivalenzrelationen sind, verabreden wir im folgenden Abschnitt einige héufig be-
nutzte Begriffe und Sprechweisen, die eng mit Aquivalenzrelationen zusammen-
hiingen (vgl. auch MfL Bd. 1, 2.5.).

3.1.  Aquivalenzrelationen

Unter einer (biniiren oder zweistelligen) Relation R in einer Menge M verstehen wir
eine Korrespondenz aus M in sich; d. h., R ist eine Teilmenge der Produkt
MXM:RS MxM. Ist diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv (vgl

1) Vgl. ML Bd. 3, 12.5.; in diesem Kapitel werden wir diesen Satz als Spezialfall des
Homomorphiesatzes fiir Gruppoide erhalten.
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M{L Bd. 1, 2.5.), so nennt man R eine Aquivalenzrelation in M. Die Aquivalenzklasse
von x mod R ist die Menge [z] aller derjenigen y € M, die in Relation zu « stehen:

3.1.1. [z)p:={y:y € M AyRx).

Der Index R wird mitunter auch weggelassen.!) Zwei Aquivalenzklassen [z]z und
[¥]r sind genau dann gleich, wenn 2Ry gilt (zum Beweis siche MfL Bd. 1, 2.5):

3.1.2, [z)gr = [y]r © zRy.

Das heift also auch, daB aus y € [z]g sofort [y]z = [*]z (und umgekehrt) folgt. Die
Beziehung (3.1.2) nennt man in der Literatur auch oft , Abstraktionsprinzip*, da
man von den Unterschieden der Elemente innerhalb einer Aquivalenzklasse absieht
und die Klassen selbst als neue Elemente versteht. Mit M /R bezeichnen wir die Menge
aller Aquivelenzklassen mod R:

M|R:= {[x]g: x € M}.

MR heiBt die Faktormenge?) von M nach R. Der Hauptsatz iiber Aquivalenz-
relationen (vgl. MfL Bd. 1, 2.5.) besagt, daB jede Aquivalenzrelation R in M eine
eindeutig bestimmte Kl inteilung in M (oder Zerlegung von M) bewirkt. Um-
gekehrt gehort zu jeder Klasseneinteilung (Zerlegung) von M eine eindeutig be-
stimmt: 1 lation R in M, so daB deren Aquivalenzklassen gerade die
Elemente der Zerlegung sind. Die Zerlegung wird dabei durch die Faktormenge /R
realisiert, d. h., M/R erfiillt die fiir eine Klasseneinteilung charakteristischen Eigen-
schaften.

Die Eigenschaften D(f) = M bzw. W(f) == N einer Abbildung f aus einer Menge .}/
in eine Menge N bringen wir durch die Sprechweise ,,von‘‘ bzw. ,,auf* zum Ausdruck.
In gleicher Weise verfiahrt man auch bei Korrespondenzen, die nicht notwendig ein-
deutig zu sein brauchen. Bevor wir uns jetzt dem Kern einer Abbildung zuwenden,
zeigen wir noch, daB sich diese Eigenschaften, aber auch die Eindeutigkeit und Ein-
eindeutigkeit einer Korrespondenz f noch anders charakterisieren lassen.

3.1.3. Satz. Eine Korrespondenz f aus M in N ist
8.1.4. eine Korrespondenzvon M in N & I, S [l e/,
3.1.6. eine Korrespondenz aus M auf N & Iy S /Q/",
3.1.6. eindeutig, also eine Abbildung < fe ™t S Iy,

3.1.7. eineindeutig < fof 1S Iy und flof S Iy,
wobet Iy; und Iy die identischen Abbildungen von M bzw. N sind.

ur

1) [z]g ist also gerade das volle Bild von {x} bei R, d. h., es gilt [z]z = R({z}), wofir man
kiirzer auch R(z) schreibt. Man beachte, daB R(xr) — im Unterschied zum vollen Bild von {z}
bei einer Abbildung f — i. allg. aus meh El ten besteht

%) @. Asser (MfL Bd. 1, 2.5.) nennt M/R das Restsystem von M nach R. An spéterer Stelle
(2.7.) benutzt er daneben auch das Bestimmungswort ,Faktor-“. J. FLACESMEYER und
L. PromaskA (MfL Bd. 3) sprechen bei Gruppen von Faktorgruppen, bei Ringen und Kérpern
von Restklassenringen bzw. -kérpern. In der Literatur findet man fiir M/R dariiber hinaus noch
die B Ouotient

g v
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Beweis. a) Es sei f eine Korrespondenz von M in N. Dann ist D(f) = M, d. h.,
fiir jedes z € M existiert ein y € N, so daB (x, y) € f und damit (y, z) € /7! gilt. Nach
der Definition der Nacheinanderausfiihrung (NAF) von Korrespondenzen ist folglich
(x, x) € f1 @ ffiir jedes x € M, also I),; S /! e f. Der Riickschlu vervollstindigt den
Beweis von (3.1.4). -

b) Es sei f eine Korrespondenz aus ‘M auf N. Dann ist W(f) = N, d. h., fiir jedes
y € N existiert ein € M,s0 daB (z, y) € f und damit (y, z) € f~! gilt. Die NAF (erst
/71, dann /) liefert dann (y, y) € f o f~! fiir jedes y € N, also Iy < f e /™', Der Riick-
schluB vervollstindigt wieder den Beweis.

c) Es sei f eine Abbildung aus M in N und (y,, y;) € fe /. Danngibt eseinz ¢ M,
so daB (y,, z) € /1 und (2, y,) € f gilt. Folglich ist auch (z, ¥,) € /. Aufgrund der Ein-
deutigkeit von f folgt dann y, = y,, so daB (y,, y,) € Iy gilt, also ist fef1 < I,.
Umgekehrt gelte f @ -1 S Iy, und es sei (x, %) € f und (z, ys) € f fiir beliebige x € M,
Y1, Y2 € N. Dann ist (y,, z) € /!, so daB die NAF (y,, y,) € f @ /1 S Iy liefert. Also
muB y, = y, sein, und f ist damit eindeutig.

d) Wegen (3.1.8) geniigt es zu zeigen, daB die zu f inverse Korrespondenz /-1 aus
N in M genau dann eindeutig ist, wenn /= @ f S I erfiillt ist. Das folgt jedoch un-
mittelbar aus /= @ (f"1)"! = /"1 e f und der Vertauschung von M und N gegeniiber
(3.1.8).

8.1.8. Korollar. Eine Abbildung f: M — N 7st
3.1.9. surjektiv < feo ft = Iy,
3.1.10. injektiv & f2of =1,
3.1.11. bijektiv & foft =Iyundfref=1y.
Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 3.1.3, wenn man beriicksichtigt, daB hier

immer D(f) = M, also I;; < /! of, und die Eindeutigkeit von f, also fe /-1 < I,
vorausgesetzt worden sind.

3.1.12. Definition. Gegeben sei eine Abbildung f: M — N.Dann heit kerf:=f"1ef
der Kern der Abbildung f.

3.1.13. Satz. Der Kern einer Abbildung [: M — N ist eine Aqualenzrelation!)
in M.

Beweis, Wegen /-2 e f & M X M ist ker f eine Relation in M.

ker f ist reflexiv: Nach Voraussetzung gilt D(f) = M. Es existiert also fiir jedes
x €M ein Bild y in N. Mit (z, y) € f gilt zugleich (y, z) € /1. Damit ist nach der
Definition der Nacheinanderausfiihrung von Korrespondenzen (z,z) € f* e/, d. h.
fiir jedes x € M gilt (x, ) € ker /.

1) G. Asser (MfL Bd. 1, 2.5.) nennt deshalb den Kern die durch f induzierte Aquivalenz-
relation und bezeichnet ihn mit R;. J. FLacAsMEYER und L. PrRoHAaska (M{L Bd. 3, 3.4, 6.4.,
12.5.) sprechen bei Linearformen, bei linearen Abbild und H phi vom Kern
und bezeichnen ihn in den beiden erstgenannten Fiillen ebenfalls mit ker.
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ker f ist symmetrisch: Es sei (z, y) € ker f. Dann ist (y, z) € (ker f)~1. Damit ergibt
sich (vgl. MfL Bd. 1, 2.3. (18), (13)) (kerf)y ' = (flef) 1 =fle(f )1 =f"ef
= ker f. Folglich ist (y, z) € ker /.

ker f ist transitiv: Es gelte (z, y) € ker f und (y, z) € ker f. Dann ist (nach der Defi-
nition der NAF) (z, z) € ker f @ ker f. Die Eindeutigkeit von f, die wegen (3.1.6) zu
j e[t < Iy équivalent ist, und die Assoziativitit der NAF liefern dann ker f @ ker f
=flefeflef= flelyef=f"1ef=kerf Damitist (z,2) € ker /.

3.1.14. Korollar. f: M — N ist injektiv genau dann, wenn ker f = Iy,
Der Beweis folgt unmittelbar aus (3.1.10).

Wir zeigen jetzt, daB der Kern einer Abbildung f: M — N gerade aus denjenigen
Paaren (z, y) mit z, y € M besteht, deren Komponenten x und y bei dieser Abbildung
dasselbe Bild haben:

8.1.15. ker f = {(z, y): /() = Hy)).

Es sei (2, y) € ker f = f~1 o f. Dann gibt es ein z € N mit (x,2) € fund (2, y) € /.
Letzteres zieht (y, z) € f nach sich, so daB neben f(x) = z auch f(y) = z gilt. Umge-
kehrt folgt aus f(x) = f(y), daB x und y zueinander dquivalent (mod ker f) sein
miissen.

Da fiir f: M — N der Kern dieser Abbildung f eine Aquivalenzrelation in M ist,
liegt es nahe, die Faktormenge M/ker f zu betrachten. Es sei x € M, beliebig. Dann
ist wegen (3.1.15) klar, daB jedes Element [x]y.,, dieser Faktormenge gerade aus dem
vollen Urbild /~!({y}) besteht, wenn wir f(x) = y voraussetzen. Alle Aquivalenz-
klassen erhalten wir, wenn y den Wertehereich W(f) durchlauft.

3.1.16. Definition. Es sei R eine Aquivalenzrelation in M. Dann heifit kan R:
M — M|R mit x > [x]g die zu R gehorige kanonische (oder natiirliche) Abbildung von
M auf M|R.

Also ordnet kan R jedem El t von M diejenige Aquivalenzklasse zu, in der es
selbst liegt. Sowoh! die Eindeutigkeit als auch die Surjektivitat von kan R sind un-
mittelbar klar. Nach Satz 3.1.13 muB der Kern der Abbildung kan R: M — M|R
wieder eine Aquivalenzrelation in M liefern. Es gilt sogar

3.1.17. ker (kan R) = R.

Hierzu iiberlegen wir uns, daB (z,y) € ker (kan R) wegen (3.1.15) (kan R) (z)
= (kan R) (y) nach sich zieht. Hieraus folgt nach Definition 3.1.16 [z]z = [y]z, so
daB infolge von (3.1.2) xRy gilt. Der RiickschluB vervollstindigt den Beweis.

Fiir eine Abbildung f: M — N hat das Bild von « € M bei der zur Aquivalenz-
relation ker f gehorigen kanonischen Abbildung j := kan (ker f) von M auf die Faktor-
menge M ker f folgendes Aussehen:

f(2) = (kan (ker ) () = [#lyers = (0 ¥ € M A (2, y) € Ker f},
d. h,, es gilt

3.1.18. f(x) = {y:y € M Af(@) = f(y)}.
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Die kanonische Abbildung f: M — M/ker f ordnet also jedem Element z € M die
Menge aller derjenigen y € M zu, die bei der Abbildung /: M — N dasselbe Bild wie x
haben.

Als Spezialfall des allgemei Zerlegungssatzes fiir Mengen (vgl. etwa H. Lt-
GOWSKI [108)) beweisen wir jetzt fiir die Abbildungen f: M — N und f: M — M [ker f
den folgenden Satz:

3.1.19. Satz. Es exustiert eine (eindcutig bestimmte) 1-1-Abbildung g: M[ker f — N
mit ge f = f genau dann, wenn ker | = ker f gilt (siche Abb. 20).1)

M

N -
f gef=f
Fekan(ier £) :/ Start: M
Ziel: N

M/kerf

Abb. 20

Dabei ordnet die Abbildung g jedem Element [x].., der Faktormenge M /ker f
das allen y € [2)y.:s gemeinsame Bild f(z) (=f(y)) aus N zu. Die Abbildung g ist sur-
jektiv (und damit bijektiv) genau dann, wenn f surjektiv ist.

Beweis. 1. Zur Existenz von g: Setzen wir die Existenz einer 1-1-Abbildung
¢: Mker f — N mitg o f = f voraus, so gilt infolge von (3.1.17) ker f = ker (kan (ker )
= ker f.

Um zu zeigen, daB umgekehrt aus ker f = ker f die Existenz einer 1-1-Abbildung
g: Miker f - N mit g e f = f folgt, definieren wir g durch g: = f® f-! und weisen
nach, daf} das so definierte g die im Satz geforderten Eigenschaften hat:

a) g ist evne Korrespondenz aus M[ker f in N. Das folgt aus der Definition der NAF
von Korrespondenzen; f~! ist eine Korrespondenz (von M [ker f auf M), f ist eine ein-
deutige Korrespondenz (von M in N).

b) g st eindeutig, also eine Abbildung (aus M [ker f tn N). Fiir f: M — N gilt wegen
(3.1.6) fef1 S1Iy. Nach Voraussetzung gilt weitcrhin ker f = kerf, also -1 e}
=f'ef Damit ergibt sich geg!=fefle(fefl)yl=Ffeflefef?
=foflefeflc Iyely =1Iy, woraus wieder mit (3.1.6) dic Eindeutigkeit der
Korrespondenz g folgt.

¢) D(g) = M[ker f, d. h., es gilt g: M[ker f -» N. Nach Voraussetzung gelten D(f)
=M und W(f) = M/kerf, so daB wegen (3.1.4) und (3.1.5) neben I, S/ 'ef
auch Iy e,y S f o f~1 erfiillt ist. Das fithrt unsdann auf Iy, S fof 1 =foly 0] !
Cieflefefl=(fef ) e(fef)=gleg,sodaB Dg) = M/ker/ gilt.

d) g Ust injektiv. Wegen b) brauchen wir nur noch zu zeigen, daB g-! eindeutig ist.
Dabei stiitzen wir uns auf die Eindeutigkeit von f, also f ® 7! < Iy ., und ker f
=kerf,d. h,esgiltgleg=(fef ) lefefl=]eflefefl=Ffeflefef!
S Iygjkerr ® Inrikery = Dytjrers- Wegen (3.1.7) ist g damit cineindeutig.

1) Die in Abb. 20 vorg Vi haulichung nennt man ein Diagramm. Sind je
zwei Abbildungen, die durch Verk g lings hied: Wege im Diagramm zwischen
demselben Paar von Endpunkten erhalten werden, gleich, so heiBt das Diagramm kommutativ.

Die Kommutativitit eines Diagrammes wird durch das Gleichheitszeichen signalisiert.
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e) gof =/f. Dazu ziehen wir neben keri = ker f noch die Eindeutigkeit von f
sowneD(/) = M heran,d. h., wirnutzenf e =f1ef,fef 1< I, und Iy Cf lej
aus.gef =feflej=fejlefCIyef=f=felySfeflef=gef.

2. _Zur Einzigkeit von g: Gibe es eine weitere Abblldung ¢1: M[ker { - N mit
grof =/, so wire (ge]) (z) =g(f(z) "9:(/(2)) (9 '/)(I) fiir alle x € M. Da f
surjektiv ist, gibt es zu jedem y € M/kerf ein x € M mit f(x) = y. Fiir alle Elemente
y € M/ker/gilt folglich g(y) = g(F (x)) = gi(f (+)) = g:(y). Da g und g, wertverlaufsgleich
sind, gilt ¢ = ¢,.

3. g [*lkers > f(x). Wegen

Fr={kep 2z € M}, | ={(x [(2): € M}
und der Definition der NAF von Korrespandenzen gilt
g =10 ={({#lers /(@)): z € M}.

4. g surjektiv & f surjektiv. Es sei f surjektiv, d. h. W(f) = N bzw. Iy S fe 1
Wegen D(f) = M gilt I;; = f~! o . Damit erhalten wir

IySfefi=felyeficfeflejefl
=fefle(fefl)t=gegT,

also W(g) = N. Umgekehrt sei g surjektiv, d. h. Iy < g e g1. Mit ker f = ker f und
fef < Iy folgt dann

IySgegi=fejle(fej)yt=fejlefaf!
=foflefefic Ivefeft=fef",
so daB auch f surjektiv ist.

Zur Veranschaulichung der vielen Begriffe und Beziehungen, die wir zum Beweis
von Satz 3.1.19 benétigt haben, withlen wir abschlieBend ein einfaches

8.1.20. Beispiel (vgl. auch MfL Bd. 1, 2.5.)
=1{0,1,2,8), N = {a,b,¢,d}, f: M - N sei durch f(0) = /(2) =a und /(1) = /(3) = b
gegeben (siehe Abb. 21). Es ist
f=10,a),(1,0), (2,0), 3, b)), [ = {(a,0), (b, 1), (a, 2), (b, 3)},
ker f = f o f = {(0,0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (2, 0), (1, 3), (3, 1)},
feft={aa)(b0),
Dify = M,d.-h. Iy S [T ef,
f eindeutig, d. h. fe f-1 S I,
/ nicht surjektiv, denn W(f) = N bzw. Iy & /e[,
f nicht injektiv, denn -2 o f & 1),
Miker f = {[{0], [1}} = {[0], (3} = (1], [2}} = {2, [3]},
f = kan (ker f) = {(0, [0]), (1, (1]}, (2, [0]), (3, (1]},
1 = ([0}, 0), ({11, 1), ([0}, 2), ([1), 3)},
kerf =J-1ef ={(0,0),(1,1),(22),(3,3),(0,2),(2,0), (1, 3), (3, 1)} = ker f,
f e =1 = {0}, (0D, (11, (1]},
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D(/)— M,d. h IM f-ref,

f eindeutig, d. h. o f~1 S Iyjerss

[ surjektiv, d. h. W(7) = M/ker f baw. Iyyjers S f o2
f nicht injektiv, denn f-2 o & I,,,

g=1e]"= ([0} a), (1], b)}, g = {(a, [O]), (b, (1]},
kerg = g~! o g = {([0), [0D). ((1], (1D},
gogt={a,a)bd),

D(g) = M/kerf,d. h. Iyjueer Sgtog,

g eindeutig, d. h.ge gt S 1.

g nicht surjektiv, denn W(g) = N bzw. Iy L geg?,

g injektiv, d. h. g~ @ g S I3/ yerps al80 g7 0 9 = Inpjieess

}=>/~/' iherss

———kerfekerf"

3.1.21. Aufgaben

1. Es sei A(M) die Menge aller Aquwalenzrelnhonen in M, Z(M ) die Menge aller Zerlegungen
von M. Man zeige, daB der Hauptsatz iiber Aquival auch folgendermaBen for-
muliert werden kann: f: 4(M)— Z(M) mit R+ M/R ist eine bijektive Abbildung (vgl.
H. Lvaowskr [108]).

2. Man gebe dic Elemente der Faktormenge M/R an, wenn als Aquivalenzrelation R a) die
identische Abbildung I, bzw. b) die Produktmenge M x M gewihlt wird. .

3. Man untersuche, welche Gestalt im Fall der Injektivitit von f: M — N die Aquivalenzklasse
f (@) = [*)xers aus M/ker f hat.

4. Fiir die Abbildung /: R* — R,* mit 2 > |z| gebe man D(f), W(/), kerf, | = kan (ker /),
R*/ker /, D(I ) W(f), g = /o7, D(g), W(g) und ker g an und untersuche. welche der Abbil-
dungen /, f, g surjektiv, injektiv oder bijektiv sind.

3.2.  Kongruenzrelationen und Faktorgruppoide

Ist R eine Aquivalenzrelation in der Trigermenge G eines Gruppoids (G, -)!), so bleibt
die Frage, ob R in irgendeiner Beziehung zur Operation - steht, zunichst offen. Er-
fiillt R nun aber neben der Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit auch noch die

1) Man beachte, daB das Zeichen ,,-* hier nicht fiir die Multiplikation, sondern fiir eine be-
liebige Operation in einer Menge G steht.
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Vertraglichkeits- (oder Kompatibilitats-) bedingung, so 18t sich in der Faktormenge
G/R auf sehr einfache und natiirliche Weise eine neue Operation definieren.

3.2.1. Definition. Es sei @ = (&, -) ein Gruppoid. Eine Aquivalenzrelation R in G
heiBt Kongruenzrelation in @, wenn sie mit der Operation - vertraglich (oder kompa-
tibel) ist:
3.22. A (aRbAcRd=>a-cRb-d).

8,b,c,deG
Aus (3.2.2) folgt mit aRb und cRc (Reflexivitit) a-c Rb-cund ¢ a R ¢ - b. Die For-
derung

3.23. A @Rb=>a-cRb-cAac-aRc-b)
8,b,c€G

ist sogar dquivalent zu (3.2.2), so daB sie von manchen Autoren zur Definition der
Vertriglichkeit einer Aquivalenzrelation mit einer Operation herangezogen wird. Es
sei aRb und cRd. Dann liefert die zweimalige Anwendung von (3.2.3) a-cRb-c
sowie b-c Rb - d, so daB aufgrund der Transitivitit a - ¢ R b - d folgt.

Die Elemente der Faktormenge G/R, d. h. die Aquivalenzklassen [2], heifien jetzt

+. p N d KV"V' L,

Die Beziehung (3.2.2) erlaubt, in G/R eine Operation * auf folgende Weise zu
definieren:

8.2.4. [z)g * [y]r:= [= - y]g fiir alle [z]z, [¥)r € G/R.

Zur Rechtfertigung miissen wir zeigen, daB diese Definition unabhingig von der
Wahl der Repriisentanten z (€ G) und y (€ @) aus den Kongruenzklassen [r]g bzw.
[¥]r ist. Es seien deshalb z, und x, andere Reprisentanten dieser Kongruenzklassen,
d. h., es gilt [z,)r = [#]z und [y]z = [y]z- Wegen (3.1.2) erhalten wir zunichst
2Rz und y,Ry, so daB , - y; R z - y aufgrund der Vertriglichkeit von R mit - gilt.
Daraus folgt dann (wieder wegen (3.1.2)) [, + 1]z = [« - y]r. Dieser Beweis laBt sich
auch so interpretieren, daB aus der Gleichheit der Urbilder ([z,]g, [¥:1]r) = ()& [¥]r)
die Gleichheit der Bilder [z, - y;]r = [% - y]z folgt. * ist also eine (1-) Abbildung
von G/R X G/R in G/R mit ([z]g, [y]x) — [% - ¥]x. Folglich ist » eine Operation in der
Faktormenge G/R.

Das Gruppoid /R = (G/R, *) heiBt das Faktorgruppoid') von @ nach R.

Es ist klar, daB es zu jedem Gruppoid & = (G, -) mit || > 1 wenigstens zwei
Faktorgruppoide gibt, da sowohl die identische Abbildung I; als auch die Produkt-
menge @ X G Kongruenzrelationen in & sind. Diese beiden extremen Kongruenz-
relationen liefern die Faktormengen @/I; = {{z}:z € G} und G/G X G = {G} (vgl.
Aufgabe 3.1.21.2).

8.2.6. Beispiel

In der Menge @ = {0, 1, 2, 3} ist R = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (2, 0), (1, 3), (3, 1)} eine
1 lation (vgl. Beispiel 3.1.20). Wir definieren in @& durch die nachfolgenden Struk-

Kqui

1) Der Name Faktoroid (z. B. O. BortVRa [27]) ist weniger gebriuchlich.
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turtafeln zwei voneinander verschiedene Operationen:

. o 1 2 3 ° o 1 2 3
0 0 1 2 3 0 3 2 0 1
1 1 0 1 2 1 2 3 1 0
2 2 1 0 1 2 0 1 3 2
3 3 2 1 0 3 1 0 2 3

Wihrend R in (@, -) eine Kongruenzrelation ist (Beweis!), ist R mit der Operation o nicht ver-
traglich. Man wihle z. B. in (3.2.2) a = b = 0, ¢ = 1, d = 3. Im ersten Fall kénnen wir also
auch das zugehérige Faktorgruppoid /R = (G/R, +) konstruieren:

| @ m
© | © m
m Mmoo

Die Bedingung (3.2.3) ist gleichwertig mit (aRb =>a-cRb-c)a (@aRb=>c-aRc-b)
fiir alle a, b, ¢ € G. Die Forderung, die wir hieraus erhalten, indem wir innerhalb
beider Klammern der Konjunktion zur Umkehrung iibergehen, brauchen Kon-
gruenzrelationen i. allg. nicht zu erfiillen. Sie zeichnet aber eine spezielle Klasse unter
den Kongruenzrelationen besonders aus.

3.2.6. Definition. Eine Kongruenzrelation R in einem Gruppoid & = (G, -) heiit
normal, wenn sig die beiden Bedingungen

3279. AN (@a-cRb-c=>aRb),

0,b,c€G
3.28. A (c-aRc-b=>aRb)
a,b,c€G
erfiillt.l)
Ist die Operation in ¢ = (G, -) kommutativ, so geniigt natiirlich eine der beiden
Bedingungen in Definition 3.2.6. '

Die Zahlenkongruenz = (mod m), die durch @ = b (mod m):& m | @ — b definiert
ist (me N,m > 1,a,b¢€ Z), ist in Z beziiglich der Addition normal, nicht aber
beziiglich der Multiplikation.

3.2.9. Satz. Es set O = (G, ) ein Gruppoid, R eine Kongruenzrelation in @. Die
Relation R ist genau dann normal, wenn dus Faktorgruppoid @/R = (G/R, *) ein K-
Gruppoid st

Beweis. Es gelte (3.2.7). Wegen (3.1.2) heifit das, daB aus [a - ¢]z = [b - ¢]z bzw.
mit (3.2.4) aus [a)g * [c]lr = [b]r * [c]z die Beziehung [a]z = [b]r folgt. Analog
zieht (3.2.8) nach sich, daB aus [c] * [a]z = [c]r * [b]r ebenfalls [a]r = [b]s folgt.
Damit ist * kiirzbar. Alle Schliisse sind umkehrbar.

Selbst fiir endliche Gruppoide kann der Nachweis der Vertriglichkeit einer Aqui-
valenzrelation mit einer gegebenen Operation sehr miihselig (und langweilig) sein.

1) Man beachte, daB die Umkehrung von (3.2.3) nicht (3.2.7) A (3.2.8), sondern (3.2.7)
v (3.2.8) ist.
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Im Unterschied hierzu ist der Test, ob eine Kongruenzrelation normal ist,anhand dieses
Satzes sofort aus der Strukturtafel des zugehorigen Faktorgruppoids ablesbar. Wenn
die Strukturtafel ein lateinisches Quadrat ist, ist die Normalitit schon bewiesen. So
ist also z. B. die Kongruenzrelation R in (G, -) aus Beispiel 3.2.5 normal. Das ist auch
insofern interessant, als (G, -) selbst ja kein K-Gruppoid ist. Man kann also durch die
Faktorisierung Eigenschaften gewinnen, die im Ausgangsgruppoid nicht erfiillt ge-
wesen sind. Umgekehrt bleiben durch die Faktorisierung solche Eigenschaften wie
Kommutativitidt, Assoziativitit oder die Existenz eines neutralen Elementes er-
halten. Ist (G, -) etwa kommutativ oder assoziativ, so folgt mit (3.2.4) sofort, daB
auch (G/R, *) kommutativ bzw. assoziativ ist. Gibt es in (G, -) ein neutrales Element n,
so ist [n]g das neutrale Element in (G/R, *) (Beweis!).

Gerade die Tatsache, daB fiir jede Kongruenzrelation in einer Gruppe das zu-
gehorige Faktorgruppoid auch wieder eine Gruppe ist (Beweis!), darf uns jedoch nun
nicht dazu verleiten, etwa alle algebraischen Eigenschaften eines Gruppoids unge-
priift auf das durch die jeweilige Kongruenzrelation induzierte Faktorgruppoid zu
iibertragen. So braucht z. B. schon das durch eine Kongruenzrelation definierte
Faktorgruppoid einer Quasigruppe selbst keine Quasigruppe mehr zu sein.!) Es gilt
aber der

3.2,10. Satz. Ist Q = (Q, -) etne Quasigruppe und R eine Kongruenzrelation in L., so
st das Faktorgruppoid QR = (Q/R, *) ein D-Grupporid.

Beweis. Es seien [a]g, [b]z beliebige Elemente aus Q/R. Die Gléichung « - x = b
hat in £ eine eindeutig bestimmte Ldsung x,, d. h. a2z, =b. Also gilt [« - 2]z
= [b]g bzw. mit (3.2.4) [a]g * [xo)x = [b]r. Die Kongruenzklasse [z,]5 ist folglich eine
Lésung der Gleichung [«]g * [x]x = [b]x. Entsprechend zeigt man, daB die Gleichung
[¥]r * [a]x = [b]g in £/R eine Losung hat. Damit ist O/R ein D-Gruppoid.

Wenn die Quasigruppe £ endlich ist, fiihrt die Faktorisierung wegen Satz 1.2.5
wieder auf eine Quasigruppe. Im Fall beliebiger Ordnung miissen wir zusitzlich die
Normalitdt von R fordern, d. h., es gilt das

3.2.11. Korollar. Ist C. eine Quasigruppe und R eine normale Kongruenzrelation in £,
80 18t das Faktorgruppoid /R ebenfulls eine Quasigruppe.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den heiden vorangehenden Sétzen.

Die Frage, ob eine Kongruenzrelation normal ist, liBt sich in bestimmten Fillen
auch ebenso leicht ohne die Konstruktion des jeweiligen Faktorgruppoids beant-
worten. In speziellen Gruppoiden ist sogar jede Kongruenzrelation normal. Zuvor be-
weisen wir aber noch den folgenden

3.2.12. Satz. Es set R cine Kongruenzrelation in einer Gruppe (G, -). Dann gilt fiir alle
a,b€G:aRb=>a PRb L

Beweis. Es gelte aRb. Daneben gilt dann wegen der Reflexivitit von R auch stets
a ' Ra ' und b-' R b!. Aufgrund der Vertriglichkeit von R mit der Gruppenopera-

1) Wir werden im nichsten Abschnitt auf diese Problematik zuriickkommen.
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tion erhalten wir zuniichst b1-a« Rb1.b, also b™1.-a Rn, wobei n das neutrale
Element der Gruppe ist. Nutzen wir jetzt ein zweites Mal (3.2.2) aus, so ergibt sich
bl.a-a ' Rn-a’}, also b-! Ra'. Die Symmetrie von R liefert damit schlieBlich
al'RbL

3.2.13. Satz. In einer Gruppe (G, -) ist jede Kongruenzrelation R normal.

Beweis. Es gelte a- ¢ Rb - ¢ fiir beliebige «, b, ¢ € G. Da R reflexiv ist, gilt auch
stets c™* Rc™?, so daB mit (3.2.2) a-c-¢c* Rb-c-c), also «Rb folgt. Analog zeigt
man (3.2.8).

Speziell fiir Gruppen lassen sich die Kongruenzrelationen mit Hilfe gewisser aus-
gezeichneter Untergruppen beschreiben bzw. konstruieren. In Anlehnung an MfL
Bd. 3, 12.2,, 12.3,, nennen wir deshalb jede nichtleere Teilmenge K der Trigermenge
@ einer Gruppe @ = (G, -) einen Komplex von @. Sind K und L Komplexe von @,
8o versteht man unter dem Komplexprodukt von K und L die Menge

={k-l:ke KaleL).

Dabei iibertrigt sich die Assoziativitit der Gruppenoperation auf die Komplex
multiplikation. Wir schrelben zu verkniipfende Komplexe (in der prech
Reihenfolge) neb der, verzichten also h ise auf ein eig Opera-
tionszeichen. Fiir K = {a} schreiben wir statt {«} L einfach aL.

= (U, -) heiBt Untergruppe von @, wenn U ein Komplex von ¢ und U selbst
eine Gruppe ist.') Die Komplexprodukte «U und Ua (a € G, beliebig) heiBen dann
Links- bzw. Rechisnebenklasse nach . Die Menge aller Linksnebenklassen liefert
eine Zerlegung von G (ebenso alle Rechtsnebenklassen). Eine Untergruppe # = (N, -)
der Gruppe @& heiBt schlieBlich Normalteiler (odernormale bzw. invariante Unter-
gruppe) von @, falls

3.2.14. AaN = Na

a€G

ist, d. h. alle Linksnebenklassen stimmen mit den entsprechenden Rechtsneben-
klassen iiberein, was bekanntlich fiir eine beliebige Untergruppe nicht stimmt. Die
Menge der Nebenklassen nach einem Normalteiler # = (N, -) bezeichnet man mit
G/ (oder G/N); sie bildet beziiglich der Komplexmultiplikation eine Gruppe (Be-
weis!).

Damit sind wir jetzt in der Lage, den sogenannten Hauptsaiz iiber Kongruenzrela-
tionen in Gruppen zu formulieren.

3.2.15. Satz. Jeder Normalteiler ® = (N, -) etner Gruppe @ = (G, -) definiert durch
3.2.16. AaRb:s aN =bN

a,beG
1) Korrekt miiSte man hier eigentlich (U, - [Ux U) schreib da die Einschrinkung
(vgl. MfL Bd. 1, 2.4., 2.7.) der in @ definierten Op - auf die Teilmenge U gemeint ist.
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genau eine (normale) Kongruenzrelation R in ©. Umgekehrt definiert jede (normale)
Kongruenzrelation R in einer Gruppe & = (G, -) mit dem neuiralen Element n durch

3.2.17. N:=[n)
genau einen Normaltetler @ = (N, ) von &.

3.2.18. Korollar. Die Kongruenzklassen mod R sind gerade die Nebenklassen nach
dem Normalteiler R, d. k., es gilt [a)g = aN fiir allea € G.

Beweis. a) Es sei ! = (N, -) ein Normalteiler von @ = (@, -). Wir zeigen, daB die
durch (3.2.16) definierte Relation R:= {(z, y): tN = yN} eine Kongruenzrelation in
@ ist. Es seien a, b, ¢ und d im folgenden beliebige Elemente aus G.

1. R ist eine Aquivalenzrelation: aN = aN liefert die Reflexivitit. Mit aN = bN
gilt trivialerweise auch bN = aN, d. h. die Symmetrie. Schlieflich gelte aN = bN
und bN = cN. Da die =-Relation transitiv ist, gilt folglich auch aN = cN, so da8
die Transitivitit von R erfiillt ist.

2. R ist mit der Gruppenoperation vertriglich: Es gelte aRb und cRd, also aN = bN
und ¢N = dN. Aus aNcN = bNdN folgt dann unter Ausnutzung von (3.2.14) und
der Assoziativitit der Komplexmultiplikation acNN = bdNN. Da R Normalteiler
ist, gilt insbesondere NN = N (vgl. etwa H. Lucowskr und H. WEINERT [109)), so
daB wir mit acN = bdN insgesamt a - ¢ R b - d erhalten.

b) Essei Reine (normale) Kongruenzrelationin @ = (G, -). Wir zeigen, daB % = (N, )
mit der durch (3.2.17) definierten Menge N:= [n]z = {z: 2 € G A zRn} ein Normal-
teiler von @ ist.

1. N = (N, ) ist ein Gruppoid: Wegen nRn liegt das neutrale Element » in N,
d.h. N # @. Es seien z, y € N. Dann gilt wegen (3.1.1) zRn und yRn. Da R nach
Voraussetzung mit der Grupp ation vertréglich ist, steht auch z - y in Relation
zu n-. n =n. Wegen (3.1.1) bedeubet aberz - y Rn, daB z - y € N gilt. Folglich ist N

2. ‘R = (N, ~) ist etn Monoid: Wegen N = G ist die Assoziativitiit trivialerweise er-
fiillt, so daB % Halbgruppe ist. DaB das neutrale Element n der Gruppe in N liegt,
haben wir bereits gezeigt.

= (N, -) tst eine Untergruppe von &: Es geniigt zu zeigen, daB mit z € N auch
das zu z inverse Element z7! (€ @) in N liegt. Aus zRn folgt wegen Satz 3.2.12
271 R n~! und wegen n~! = n damit ™! R n. Also ist 2! ein Element von N.

4. N = (N, -) ist ein Normalteiler von ®: Dazu zeigen wir zunichst die Aquivalenz
der folgenden Aussagen; wegen Satz 3.2.13 konnen wir dabei (3.2.7) und (3.2.8) be-
nutzen:
z€aN©al-zeNsal: ane—“’_=;)=a al-zRa-n

© 2Ra cpmms v € [a]r
und
(3:2.2)

@z

z€Naoz-alée Noz-a'Rn s>x-al-aRn-a

® 2Ra ez 2 € [a]-
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g

Insgesamt haben wir also gezeigt, daB z € aN & z € Na & z € [a], fir beliebige
a,z € @ gilt. Damit ist (3.2.14) erfiillt. Nebenbei haben wir Korollar 3.2.18 be-
wiesen.

Man kann den Hauptsatz (Satz 3.2.15) auch folgendermaBen formulieren (vgl.
H. Luaowskr [108)): Die durch [n)z > N realisierte Abbildung f von der Menge
aller Kongruenzrelationen R in einer Gruppe & = (G, -) auf die Menge aller Normal-
teiler ® = (N, -) von @& ist eine Bijektion.

Bei der Faktorisierung einer Gruppe & = (@, -) nach einer Kongruenzrelation R
hatten wir festgestellt, daB das Faktorgruppoid /R = (Q/R, ) selbst wieder eine
Gruppe ist. Die Elemente [x]p dieser Faktorgruppe sind nun, wie wir gesehen haben,
mit den Nebenklassen zN identisch, die wir nach dem durch (3.2.18) bestimmten
Normalteiler % == (N, ) erhalten. Man bezeichnet daher die Faktormenge G/R auch
mit G/N (oder G/N), was wir bereits vorweggenommen hatten. Der Komplexmulti-
plikation in G/ entspricht gerade die Operation » in G/R:

[*la* ) = [z-y)a, also zNyN =zyN.

Das neutrale Element der Faktorgruppe ist [n]z = N, das zu [z]g = £V inverse
Element ist [z)g™! == [z7]g = 2 IN.

Die Faktorisierung einer Gruppe nach einer Kongruenzrelation R liuft zwar auf
dasselbe hinaus wie die Faktorisierung nach dem entsprechenden Normalteiler %,
auch werden simtliche Kongruenzrelationen in einer Gruppe durch deren Zerlegungen
nach den verschied Normalteilern erfaBt (und timgekehrt), trotzdem diirfen wir
R und N (die Trigermenge des Normalteilers ) deshalb nicht einfach identifizieren!
R besteht aus geordneten Paaren (z,y) mit z,y € G, aber N aus Elementen von
G:RSGXQ@und NS G.

In Analogie zum Begriff der Untergruppe nennen wir 1 = (U, ) Unterquasi-
gruppe einer Quasigruppe O, = (@, -), wenn U ein Komplex von £ und 11 selbst eine
Quasigruppe ist. Der Begriff des Normalteilers 148t sich nun nicht genauso einfach auf
Quasigruppen iibertragen.!) Gibt es jedoch in 0 = (Q, -) eine normale Kongruenz-
relation R, so legt Satz 3.2.15 nahe, wie eine solche Verallgemeinerung vorgenommen
werden kann.?)

3.2.19. Definition. Es sei = (Q,) eine Quasigruppe, R eine normale Kon-
gruenzrelation in £. Eine Unterquasigruppe Il = (U, -) der Quasigruppe £ heiBt
normai®), falls die Trigermenge U mit einer der Kongruenzklassen mod R zusammen-
fiillt, d. h. ein Element a € @ existiert, so daB U = [a]n gilt.

Ist £ eine Gruppe, so gibt es stets ein solches Element a, namlich das neutrale
Element n. Dann geht U = [a]g in (3.2.17) iiber.

1) Fir beliebige Gruppoide sind diese Schwierigkeiten noch viel groBer (vgl. etwa A. G.
Kvro$ [95]).

2) (3.2.17) selbst steht uns dabei in dieser Form natiirlich nicht zur Verfiigung, da in einer
Quasigruppe i. allg. kein neutrales Element existi muB.

3) Mitunter wird auch hier der Begriff Normalteiler verwendet (etwa R. H. Bruck [32]).
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Die Theorie der normalen Unterquasigruppen kénnen wir im Rahmen dieses
Buches nicht abhandeln. Weitergehende Untersuchungen und Literaturhinweise
findet man z. B. bei R. H. Bruck [32] oder V. D. BELousov [21].

8.2.20 Aufgaben

1. In einem Gruppoid ® == (G, -) sei eine der Identititen (1) bis (33) aus 2.4. erfillt. Es sei
ferner R eine Kongruenzrelation in ®. Man zeige, daB das Faktorgruppoid ®/R = (G/R, %)
dieselbe Identitit erfilllt wie @.

2. Man prife, ob die Aquivalenzrelation R aus Beispiel 3.2.5 mit der Operation O, die durch
x0y:==z+ y (mod4)in @ = {0, 1, 2, 3} definiert ist, vertriglich ist.

3. Warum ist die Zahlenkongruenz = (mod m) in (Z, +) und (Z, —) normal, nicht aber in
(Z, -)? (- ist hier die Multiplikation.)

4. Es sei @ = (G, -) eine Gruppe, it = (N, -) ein Normalteiler von ®. Man zeige, daB die durch
aRb:& a - b~ € N definierte Relation eine normale Kongruenzrelation in § ist.

5. Man zeige: Eine Kongruenzrelation ist in einer Quasigruppe (@, -) genau dann normal, wenn
sie mit den beiden Umkehroperationen von - vertriglich ist.

3.3. Homomorphe und isomorphe Abbildungen

Es seien @ = (G, -) und = (H, o) zwei beliebige Gruppoide. Liegt mit /: @ — H
eine Abbildung zwischen den beiden Trigermengen vor, so braucht dabei f(x - y),
also das Bild des Produkts zweier Elemente z und y aus G, i. allg. nicht mit f(x) o f(y),
also dem Produkt der Bilder von z und y, iibereinzustimmen. Es gibt jedoch Ab-
bildungen, die die Verkniipfungen zwischen den Elementen in ® in dieser Weise auf
die Verkniipfungen zwischen den Elementen in § iibertragen.

3.3.1. Definition. Es seien = (G, -) und § = (H, o) Gruppoide. Eine Abbildung
f: G — H heiflt ein H phismus (oder h phe Abbildung) von & in 9,
wenn f operationstreu (oder relationstreu) ist:

3.3.2. A f(z - y) = f(x) 0 f(y).
z,pe6

Wenn f ein Homomorphismus von @& in § ist, schreiben wir dafiir kurz f: & =
oder & 79 Die Operationstreue von f bedeutet gerade die Kommutativitit des
Diagramms in Abb. 22.

6xG6 ———= G (X, y)r—= xy
(f,f‘)l = lr mit
Flx-y)=
HeH ——e H (o, 1) — (o0
Abb. 22

Ein Homomorphismus f/ von einem Gruppoid & = (G, -) in sich heiBt ein Endo-
morphismus. Die Operationstreue von f hat dann also die Gesalt f(z - y) = f() - f(y)
fiir alle 2, y € G.

Ist f ein Homomorphismus von @ = (G, ) in § = (H, o), so gilt f(G) = {f(x):
z € G} = W(f) S H fiir das volle Bild von G. Sind a und b zwei beliebige Elemente aus
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/(G), so existieren wegen D(f) = G Elemente x und y aus G mit f(z) = a und f(y) = b.
Fiir das Produkt von « und b, das jedenfalls in H liegt, gilt dann a 0 b = f(x) o f(y)
= f(z - ¥), d. h., es gibt ein z € G, nimlich z = z - y, dessen Bild bei f gerade a o b ist.
Damit liegt aob in f(G). Folglich ist f(G) beziiglich o abgeschlossen und somit
(#(@), o) ein Untergruppoid!) von §. Man nennt f(8) = (f(G), o) das homomorphe Bild
von @& (bei f). Wir haben damit folgendes bewiesen:

3.3.3. Satz. Das homomorphe Bild [(®) eines Gruppoids & = (G, -) ist stets wieder evn
Gruppoid.

Die Homomorphie von Gruppoiden ist reflexiv (identische Abbildung I;) und
transitiv. Gilt nimlich ¢ 793 K, so ist g @ f ein Homomorphismus von ¢ in &
(Beweis der Operationstreue!). Die Symmetrie ist i. allg. nicht erfiillt (Gegenbeispiel!).

Man iiberzeuge sich auch, dal es mehrere Homomorphismen von einem Gruppoid
(4 in ein Gruppoid $ geben kann.

3.3.4. Satz. Es sev @ = (G, -) ein Gruppoid, 1n dem eine der Identititen (1) bis (33)
aus 2.4. gilt. Dann ist tm homomorphen Bild {(®) = (/(G), o) von @& (bet etnem Homo-
morphismus von @ = (G, -) in § = (H, o)) dieselbe Identitiit erfiillt wie in &.

Beweis. Es gelte in 8 = (G, -) z. B. die Assoziativitit, und a, b, ¢ seien beliebige
Elemente aus f(G). Dann gibt es in G Elemente z, y und z mit f(z) =a, f(y) =b
sowie f(z) = ¢. Unter Ausnutzung der Operationstreue von f und der Assoziativitit
in ¢ erhalten wir damit

ao(boc) =f(z)o (f(y) o f(2)) = f(x) o fly - 2)
=[x y2) = fay - 2) = f(z - y) 0 [(2)
= (f@) o /() o f(z) = (@0 b} o,
s0 daB die Operation o in /(@) assoziativ ist. Fiir alle iibrigen Jdentitdten verlaufen die
Beweise analog.

Unter der Voraussetzung, dal f ein Homomorphismus von ¢ = (G,-) in
= (H, o) ist, wobei & und $ Gruppoide sind, sind auch die folgenden Aussagen zu ver-
stehen.

3.3.5. Satz. Besitzt & ein neulrales Element n, so 18t f(n) das neutrale Element in f(®).

Beweis. Es sei « € f(G), beliebig. Dann existiert ein x € @ mit f(z) = «. Wegen
x-n=mn-.x=zgitdannao f(n) = f(z) o f(n) = f(x - n) = f(z) = a = f(z) =f(n-x)
= f(n) o f(x) = f(n) 0 a; f(n) ist auch einziges neutrales El t von f(®) (vgl. 1.4.).

&

3.3.6. Satz. Ist & eine Quasigruppe, so ist f(®) ein D-Gruppoid.

Beweis. Um zu zeigen, daB im Gruppoid f(®) = (f(G), o) die Operation o um-
kehrbar ist, betrachten wir die Gleichungen aoz =b und yoa = b fiir beliebige
a,b € f(@). Mit a, b € f(Q) gibt es in G Elemente a, und b,, so daB f(a;) = a hzw.

1) In Analogie zu den Begriffen Untergruppe und Unterquasigruppe heit &, = (G,, -)
Untergruppoid eines Gruppoids ® = (G. ), wenn G, ein Komplex von & und @, selbst ein
Gruppoid ist; d. h. in diesem Falle also, daB @, beziiglich - abgeschlossen sein muB.
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f(b) = b gilt. Da @ nach Voraussetzung eine Quasigruppe ist, haben die Gleichungen
@ - & =b, und y, - a; = b, (eindeutig bestimmte) Losungen z, bzw. y, in G. Folg-
lich haben auch die Gleichungen aoz =b und yoa =b jeweils wenigstens eine
Losung in /(Q), nimlich z = f(z,) bzw. y = f(y,):

aox = f(a)ofx) = fla,-m) = flb)) =b
und
yoa =f(y)ofla)=fy-a)=fb) =b.

Die Einzigkeit der Losungen in f(G) ist i. allg. nicht gesichert. Es gibt in der Tat
homomorphe Bilder von Quasigruppen, in denen die Kiirzbarkeit nicht erfiillt ist.
So ist z. B. die Abbildung f: € — C* mit z > e? ein Homomorphismus von der
Quasigruppe (€, O) mit z O y:= 3x — 2y auf das D-Gruppoid (C*, o) mit zoy
1= 2% . y~? (vgl. Beispiel 1.2.2.2).

Das homomorphe Bild einer endlichen Quasigruppe (Loop) ist wegen Satz 1.2.5
dagegen stets eine Quasigruppe (Loop), withrend das homomorphe Bild einer Gruppe
sogar im Fall unendlicher Ordnung wieder eine Gruppe ist. Da niamlich die Assozia-
tivitat unter Homomorphie invariant ist, ist das homomorphe Bild einer assoziativen
Quasigruppe ein assoziatives D-Gruppoid, folglich eine Gruppe. Dariiber hinaus ist in
einer Gruppe & = (G, -) das Bild des zu z € @ inversen Elements z~! € G mit dem
Inversen des Bildes von z identisch: f(z"!) = (f(z))~*. Da f(®) eine Gruppe ist, exi-
stiert zu jedem Element a € f(G) ein inverses Element a1 € f(G). Wegen « € f(G)
gibt es ein z € G mit f(x) =a. Nun gilt aoa™! =f(n) = f(z- x7) = f(x) o f(z™Y),
also a1 = (f(2))! = f(=™1). .

Ungeachtet der Invarianz der Gruppeneigenschaften unter Homomorphie kann es
indessen homomorphe Abbildungen von einem Gruppoid, das weder assoziativ noch
eine Quasigruppe ist, in oder sogar auf eine Gruppe geben. Wire die Homomorphie
eine symmetrische Relation (und damit eine Aquivalenzrelation), so kénnte dieser
Fall nicht eintreten.

8.8.7. Beispiel

Die Abbildung f: @ - H aus Beispiel 3.1.20!) ist ein Homomorphismus von dem nichtasso-
ziativen Gruppoid (@, -) mit @ = {0, 1, 2, 3} in die Kleinsche Vierergruppe 8, = (H, o) mit
H = {a, b, ¢, d} bzw. auf deren Untergruppe (H,, o) mit H, = {a, b}. Die Operationen sind
dabei durch die nachfolgenden Strukturtafeln gegeben:

| 0o 1 2 3 f:@—>H o|la bic d
0 0 1 2 3 O>a a |a blc d
1 1 0 1 2 1>b b | b aid ¢
2 2 1 0 1 2>a [3 ¢c d a b
3 3 2 1 0 3>b d |d ¢ b a

Werden zwei Quasigruppen homomorph aufeinander abgebildet, so bleibt die
Operationstreue auch zwischen den jeweiligen Umkehroperationen bestehen. Es gilt
sogar der

8.3.8. Satz. Es seien O = (Q, +) und R = (R, o) Quasigruppen. Ist | ein surjektiver

1) Wir haben jetzt nur anstelle von M und N die Buchstaben @ bzw. H gewihlt.
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Homomorphismus') von L auf R, so ist f auch ein surjektiver H -phismus von
Qi = (@ 7)) auf Ry = (B, mi(0)) mit i =1,2,...,6.

Beweis. Der Fall 7 = 1 entspricht der Voraussetzung. Wegen Satz 2.1.10 geniigt
es wieder, die Behauptung fiir die Parastrophismen 7, und =5 zu beweisen. Im Fall
von =, haben wir also zu zeigen, da8 aus (Q, -) '7 (R, o) auch (@,\) '7 (R,\\) folgt,
wobei \ = 7,(-) und \\ = 7,(c) die Linksdivisionen von - bzw. o sind. Fiir beliebige
x,y,2€Q gilt -y =z genau dann, wenn z\z = y ist, so daB f(z - y) = f(z) 0 f(¥)
auch in der Form f(z) = f(x) o f(x\z) geschrieben werden kann. Da nach Voraus-
setzung R = f(Q) gilt und (R, o) eine Quasigruppe ist, erhalten wir hieraus schon die
gesuchte Beziehung f(x\z) = f(x)\\/(z). Mit = und y durchlduft in z .y =z auch z
ganz Q, so dal wir ebenso z und y als unabhingige Variable wihlen kénnen. Analog
zeigt man die Operationstreue von f zwischen | = m;(-) und // = m,(0).

Sind @ = (G, -) und § = (H, o) Gruppoide, fiir die ein Homomorphismus f: §=> §
existiert, so ist f: @ = f(¢) ein surjektiver Homomorphismus. Dessen ungeachtet
konnen @ und f(®) natiirlich unterschiedlich viele Elemente haben. Es gibt nun
allerdings Homomorphismen, die jede Eigenschaft eines Gruppoids (also auch die
Ordnung |®|) auf das homomorphe Bild iibertragen. Das sind gerade diejenigen
Homomorphismen, die die Trigermengen von ¢ und von f(®) eineindeutig aufein-
ander abbilden.

3.3.9. Definition. Es seien & = (G,-) und § = (H, o) Gruppoide. Ein Homo-
morphismus f: @ => § heiBt ein Isomorphismus (oder isomorphe Abbildung) von &
auf §, wenn f bijektiv ist.2) Wir schreiben dann hierfiir /: @ -Z- § oder G .;_. 9.
Damit treffen die fiir die Homomorphismen giiltigen Aussagen natiirlich auch fiir
Isomorphismen zu. Es kann durchaus mehrere Isomorphismen zwischen zwei Grup-
poiden geben.

Ein Isomorphismus / von einem Gruppoid & = (G, -) auf sich heiBt ein Auto-
morphismus; d. h. mit anderen Worten, daB / ein bijektiver Endomorphismus von
@ ist.

Im Gegensatz zur Homomorphie ist die Isomorphie in der Menge aller Gruppoide
eine Aquivalenzrelation (Beweis!). Nach dem Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen
(vgl. 3.1.) liefert die Isomorphie somit eine Einteilung aller Gruppoide in disjunkte
Klassen. Eine solche Klasse isomorpher Gruppoide wird abstraktes Gruppoid ge-
nannt. Isomorphe Gruppoide unterscheiden sich in ihren Eigenschaften nicht, ledig-
lich in der Bezeichnung ihrer El t

Die Isomorphie ist insbesondere auch eine Aquivalenzrelation in der Gesamtheit
aller Gruppoide, an die bestimmte Forderungen (wie z. B. die Gruppenaxiome) ge-
stellt werden. Eine wichtige Aufgabe der Gruppentheorie ist das sogenannte Struktur-

!) Dabei heiBt ein Homomorphismus f: @ => § surjektiv (injektiv, bijektiv), wenn dies fiir
die Abbildung f: @ -> H zutrifft.
2) Mitunter wird nur gefordert, daB / injektiv sein soll. Man spricht dann von einem Iso-
morphismus von @ in §. An dleasr Stelle sei auch angemerkt, daB die (von uns hier nicht ver-
deten) Begriffe M b und Epimorphismus z.T. unterschiedlich definiert
werden (vgl etwa H. LUGOWSET [108], M. A. ArBiB [16] und H. Kurzwem [97]).
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problem, das darin besteht, jede Klasse isomorpher Gruppen so genau zu beschreiben,
daB man die Rechnung in allen Gruppen der Klasse vollstindig beherrscht. Fiir
spezielle Gruppen, nimlich endliche abelsche Gruppen, ist das Strukturproblem ge-
16st.

Mit der folgenden Tabelle geben wir einen Cberblick iiber die Anzahl der abstrakten
Gruppen bis zur Ordnung 12:

Ordnung m r 2 3 4 35 6 7 8 9 10 11 12
Anzahl der

abstrakten

Gruppen t 1 1+ 2 1 2 1 5 2 2 1 3
davon

abelsche 1 2 1 1 1 3 2 1 1 2

Fiir jede Ordnung m gibt es wenigstens eine abstrakte Gruppe, die zyklische Gruppe
3. Ist m Primzahl, so ist 3, auch die einzige. DaB es genau eine abstrakte Gruppe
mit Primzahlordnung gibt, ist also gleichbedeutend mit der (oft benutzten) Formu-
lierung, daB bis auf Isomorphie genau eine Gruppe dieser Ordnung existiert.

Beide abstrakten Gruppen der Ordnung 4, die zyklische Gruppe 3, und die Klein-
sche Vierergruppe B,, sind k tativ. Die kleinste nichtk tative Gruppe ist
die symmetrische Gruppe &, der Ordnung 6.

Zur Problematik der Anzahlbestimmung der abstrakten Quasigruppen und Loops
endlicher Ordnung sei auf die Monographie von J. DENES und A. D. KEEDWELL [44]
verwiesen (vgl. auch E. ScHONHARDT [157]).

8.8.10. Beispiele von Homomorphismen und Isomorphismen

1. Die Abbildung /: R — R mit z > 2z ist

a) ein injektiver Endomorphismus sowohl von (Z, +) als auch von (Z, —). { ist nicht surjektiv.
/ ist kein Endomorphismus von (Z, -)!) bzw. (Z*, :);

b) ein Isomorphismus von (Z, +) auf (G, +) mit G := {x: 2 € Z A 2 | 2} sowie von (Z, —) auf
G, —);

c) ein Automorphismus sowohl von (R, +) als auch von (R, —).

2. Die Abbildung f: R — R mit z > 22 ist

a) ein Endomorphismus von (R, -), (R*, -) und (R¥, :); f ist weder injektiv noch surjektiv. (Ein
typischer Schiilerfehler unterstellt, daB / auch Endomorphismus von (R, +) bzw. (R, —) ist:
(z+y)?=2"+ y*und (z — y)* = 2* — *);

b) ein Automorphismus von (R, -), (R:*, ) und (R,*, :).

3. Die Abbildung f: R — R mit z > 27 ist

a) ein injektiver Homomorphismus von (R, +) in (R, -) sowie von (R, —) in (R*, :). f ist nicht
surjektiv;

b) ein Isomorphismus von (R, +) auf (R,*, -) sowie von (R, —) auf (R;*, :).

4. Die Abbildung /: R — R mit 2 > |2! ist

a) ein Endomorphismus von (R, -), (R*, -) und (R*, :). f ist weder injektiv noch surjektiv. f ist
kein Endomorphismus von (R, +) bzw. (R, —);

b) ein surjektiver Homomorphismus von (R, -) auf (R, ), von (R*, ) auf (R,*, -) sowie von
(R*, :) auf (R,*, :). f ist nicht injektiv.

1) In den Beispielen 3.3.10.1 bis 3.3.10.8 ist - die Multiplikation reeller Zahlen, in Beispiel
3.3.10.9 ist a - ¢ das Skalarprodukt der Vektoren a und g.
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5. Die Abbildung f: R —> R mit 2> a - 2 (a¢ R*, beliebig, fest) ist ein Automorphismus von
z+y
2

das arithmetische Mittel der reellen Zahlen z und y ist. Der
z + z+y\ _ ) + f)

(R, ©), wobei xoy:=

Operationstreue von f entspricht die J he Funktionalgleichung f (——=
deren allgemeinste stetige Lésung gerade f(x) = ax + b (a 5 0) ist (vgl. J. Acth 3)).1)

6. Die Abbildung f: R — R mit > a® (@ € R*, ¢ == 1, beliebig, fest) ist ein Isomorphismus von
z ;- ¥ das arithmetische und z + y:= Y;—y das geometri-

(R, o) auf (R,*, s), wobei z oy :=
sche Mittel der reellen Zahlen 2 und y ist.

7. Die Abbildung sin: R — D, wobei D die Menge der ebenen Drehungen (um einen festen
Punkt) ist, ist ein surjektiver Homomorphlsmus von der additiven Gruppe (R, +) der reellen
Zahlen auf die Gruppe (D o) der cbenen Dreh beziiglich der Nacheinand, filhrung
(vgl. G. PICKERT [135]). sin ist nicht injektiv. Dagegen ist sin (und ebenso cos) kein Endomor-
phismus von (R, +) — ein ebenfalls ,,beliebter** Schiilerfehler: sin (z + y) = sin z + sin y.

8. Es seien M und N beliebige Mengen. Mit (M) := {X: X S M} bezeichnen wir die Potenz-
menge von M. Dann ist die Abbildung f: () — B(M) mit X > M\X ein Isomorphismus
von (B(M), n) auf (B(M), u). Diese Abbildung heiBt de- Morganscher Isomorphismus, da man
zum Beweis der Operationstreue die de-Morganschen Regeln (vgl. MfL Bd. 1, 1.4.) benutzt.

9. Auch das Skalar- und Vektorprodukt lassen sich als Homomorphismen deuten (wobei ein
Faktor dann festbleibt). So bildet /: V' — R mit g +> a - ¢ die Vektoraddition @ operationstreu
auf die Addition reeller Zahlen ab, wihrend g: V — V mit g+> a X (a 3= o) ein Endomorphls-
mus von (V, @) ist. Dabei ist I die Menge der Vektoren des dreidi 1 idi
Vektorraumes.

Es fillt auf, daB eine Reihe von Aussagen, die wir im Zusammenhang mit der
Faktorisierung eines Gruppoids nach einer Kongruenzrelation bewiesen haben, mit-
unter fast wértlich auch auf den Ubergang von einem Gruppoid auf ein homomor-
phes Bild zutreffen. Es ist deshalb sicherlich nicht verwunderlich, da zwischen
Kongruenzrelationen und homomorphen Abbildungen ein enger Zusammenhang
besteht. Darauf gehen wir im folgenden ein.

3.3.11. Satz. Es seten & = (G, -) und = (H, o) Grupy , | etn H phismus
von ® in . Dunn st der Kern des Homomorphismus, also ker f = f' e f, eme Kon-
gruenzrelation in ©.

Beweis. Nach Satz 3.1.13 ist der Kern der Abbildung f: G — H eine Aquivalenz-
relation in G. Bleibt also zu zeigen, daB diese Aquivalenzrelation B = ker f = f-1e f
= {(x, y): f(x) = f(y)} mit der Operation - vertriglich ist. Es gelte deshalb a Rb
und ¢ Rd fiir beliebige «, b, ¢, d € G, also f(a) = f(b) und f(c) = f(d). Folglich ist
fla) o f(c) = f(b) o f(d), so daB wir mit (3.3.2) f(@-¢c) =f(b-d) oder a-c Rb-d er-
halten.

In unserem Beispiel 3.3.7 ist der Kern des Homomorphismus f: (G, -) = (H, o) die
Menge ker f = I; u {(0, 2), (2, 0), (1, 3), (3, 1)}; vgl. Beispiel 3.1.20 und Abb. 21. Dafl
ker f eine Kongruenzrelation in (G, -) ist, hatten wir — nebenbei gesagt — bereits in
Beispiel 3.2.5 festgestellt.

1) Andere bekannte Funktionalgleichungen, wie z. B. die Cauchyschen Grundgleich
fl@ + ) = f(x) + fy), fl=z- y) = f(x) - f(y) und f(z + y) = fx) - f(y), ‘stehen in den Be)splelen
3.3.10.1 bis 3.3.10.3 fiir die Operationstreue von f.
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3.3.12. Korollar. f: @ = § st ein Isomorphismus genau dann, wenn ker f = I und
/(@) = § st
Zum Beweis verweisen wir auf Korollar 3.1.14.

Anschaulich sind also zwei Gruppoide in ihrer Struktur ,jum so dhnlicher, , je
kleiner‘‘ der Kern ker f des entsprechenden Homomorphismus f ist. Das MaB fiir die
Vergroberung, fiir die Deformation der Ausgangsstruktur laBt sich also sehr gut am
Kern ablesen. Im Fall eines Isomorphismus ist die Deformation gleich Null, d. h.,
der Kern ker f schrumpft auf die identische Abbildung zusammen.?)

3.3.13. Korollar. Istf: & => § ein surjektiver Homomorphismus von einem Gruppoid
® = (G, -) auf ein K-Gruppoid = (H, o), so ist die Kongruenzrelation R = ker f in
@ normal. .

Beweis. Es seien a, b und ¢ beliebige Elemente aus G; a - ¢ Rb - ¢ bedeutet dann
fla-c) =fb-c) baw. f(a)o f(c) = f(b) o f(c). Wegen der Kiirzbarkeit in § folgt
hieraus f(a) = f(b); also aRb. Analog folgt aRbausc-a Rc-b.

Ist in Korollar 3.3.13 & (und damit auch §) eine Gruppe, so ist wegen Satz 3.2.15
N = (N,:) mit N:=[ng)e, ein Normalteiler von ®. Dabei gilt N ={x:2€ G
A (@) = f(ng) = ng}, wobei n; bzw. ny das neutrale Element in & bzw. 9 ist. Ferner
stimmen die zur Kongruenzrelation ker/ gehirigen Kongruenzklassen mit den
Nebenklassen nach dem Normalteiler % iiberein (Korollar 3.2.18). Aus diesem Grunde
bezeichnet man die Kongruenzklasse N = [ngl.,, ebenfalls als Kern des Homo-
morphismus f: @ = §. Zur Unterscheidung von ker f schreiben wir dafiic N = [n]xer,
= Ker /. Ist f ein Isomorphismus, so schrumpft Ker / auf die Einermenge {n;} zu-
sammen.

Man beachte stets, daB ker / als Kongruenzrelation eine Teilmenge von G X G,
Ker f dagegen eine Teilmenge von @ ist.

Fiir die Homomorphismen aus 3.3.10., die nicht injektiv sind, geben wir jetzt den
jeweiligen Kern ker f an. Ist das Ausgangsgruppoid eine Gruppe, so fithren wir dar-
iiber hinaus auch N = Ker f an. Ist / injektiv, d. h. ein Automorphismus, ein Iso-
morphismus oder ein injektiver Homomorphismus, so gilt stets ker f = I; und im
Fall einer Gruppe noch Ker f = {ng} (vgl. die Tabelle).

Beispiel ker f = {(z, y): /(=) = f(y)} Ker f = {a: f(z) = f(n)}

3.3.10.2a) IR v {(z, —z): z € R} -
IRe v {(x, —2): z € R%} {t, —1}
IRe v {(z, —2): z € R%} . -

3.3.10.4a), b)| wie bei 3.3.10.2a) wie bei 3.3.10.2a)
3.3.10.7 {(z, y): x = y mod 2n} {z: z = 0 mod 27}
3.3.10.9 & y):a-g=a-y ez L a}
(e 9): a xg = axy} {r: ¢lla)
1) Zur Méglichkeit, H hi mit Hilfe von Zahnridern zu veranschaulichen, sei

auf den Artikel [87] von A. KIRSC‘H verwiesen.
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Jedem Homomorphismus f: & = § entspricht, wie wir gesehen haben, eine Kon-
gruenzrelation in . Ist jetzt umgekehrt in emem Gruppmd eine Kongruenzrelation
gegeben, 80 1Bt sich ihr ihrerseits genau ein H orph d Es gilt
sogar der

3.3.14. Satz. Es set & = (G, -) ein Gruppoid, R eine Kongruenzrelation in &. Dann
st die zu R gehorige kanonische Abbildung kan R: @ — G[R mit z > [z]p ein surjek-
tiver Homomorphismus von & auf das Faktorgruppoid &/R.

kan R: @ = G/R helBt der zur Kongruenzrelation R gehérige kanonische (oder

sivlreh, ) F r

Dieser kanonische Homomorphi kan R 1iBt sich auch als ein Homomorphis-
mus f von @ = (G, -) auf ein Gruppoid § = (H, o) interpretieren. Zu diesem Zwecke
verketten wir ihn mit einem Isomorphismus g: /R <= §, so daB g e kan B = f gilt.
Jede NAF des kanonischen Homomorphi kan R mit einem solchen Isomor-
phismus g ist dann ein surjektiver Homomorphismus f: & => § (siche Abb. 23).

I-F%
xan R\~"%/g  Abb. 23
/R

Beweis. Da nach Voraussetzung R eine Kongruenzrelation in & ist, ist die Exi-
stenz des zugehérigen Faktorgruppoids &/R = (G/R, +) gemiB (3.2.4) stets gewihr-
leistet. Wir haben demnach zu zeigen, daB die kanonische Abbildung kan R: G — G/R
mit « > [x]z operationstreu ist. DaB sie surjektiv ist, versteht sich von selbst. Es
seien x, y beliebige Elemente aus G. Dann gilt kan R(z - y) = [z - ylx = [*]r * [¥]r
= kan R(x) * kan R(y). Ferner ist die Nacheinanderausfiihrung der Abbildungen
kan R: G — G/R und g: G/R — H eine Abbildung /: G — H. Mit g ist offenbar auch
f surjektiv. Die Homomorphie ist eine transitive Relation in der Menge aller Grup-
poide, so daB f auch operationstreu ist.

Wiahlt man, um bei dem Gruppoid (G, -) aus Beispiel 3.3.7 zu bleiben, die Relation
R =1;0{(0,2), (2,0), (1,3), (3, 1)} als Kongruenzrelation, so hat die zu R gehérige
kanonische Abbildung kan R: G — G/R mit z > [z]z dic Gestalt 0 > [0]g, 1 > [1]p,
2 > [0] und 3 > [1]p. Sieist der kanonische Ho phi von (@G, -) auf (G/R, *).
Die Strukturtafel des Faktorgruppoids ist in Beispiel 3.2.5 angegeben.

Ist das Gruppoid & = (G, -) in Satz 3.3.14 eine Quasigruppe und R eine normale
Kongruenzrelation in @, dann ist kan R: G — G/R ein surjektiver Homomorphismus
von & auf die Faktorquasigruppe G/R. Zum Beweis verweisen wir auf Korollar
3.2.11. Ist @ = (G, -) sogar eine Gruppe, so erlaubt der Hauptsatz iiber Kongruenz-
relationen in Gruppen (Satz 3.2.13), die gegebene Kongruenzrelation R durch den
entsprechenden Normalteiler ®# = (N, -) von @& zu ersetzen. Zu jedem Normalteiler

= (N, -) einer Gruppe & = (G, -) existiert also ein Homomorphismus f von ¢ auf
d|e Faktorgruppe &/R = (G/N, *), wobei N = Ker f gilt.

Als AbschluB unserer Betrachtungen zeigen wir jetzt noch, daB Satz 3.3.14 in ge-
wissem Sinne umkehrbar ist, d. h., wir werden zeigen, daB durch die kanonischen
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Homomorphismen eines Gruppoids = (G, -) auf seine simtlichen Faktorgruppoide
alle homomorphen Abbildungen dieses Gruppoids erschopft werden.

3.3.15. Homomorphiesatz fiir Gruppoide. Es seien & = (G, -) und § = (H, o)
Gruppoide, | sei etn surjektiver H pht. ron & auf und / G — G’/ker/ mit
> [Z)yery der zur Kongruenzrda.twn ker f gehérige ka
j = kan (ker f) von ® auf G/ker f. Dunn gibl es einen (emdeunq beahmmlen) Iso-

morphismus g von ®/ker f auf 9, so duf g e | = f gilt (siche Abb. 24).1)

x — f(x)

%—F
f-kunﬂ@b\v yg mit \ /
Q/kerf (£
geF=rf
Abb. 24

Beweis. Wegen Satz 3.1.19 ist das Diagramm in Abb. 20 (M = @, N = H) kom-
mutativ. Folglich gibt es eine (eindeutig bestimmte) 1-1-Abbildung g: G/ker f - H
mit g @ f = /. Da nach Voraussetzung f surjektiv ist, gilt dies auch fiir g. Damit ist ¢
bijektiv. Es seien [2]xers» [¥)kers beliebige Elemente aus G/ker . Dann gilt

9= * [¥]) = g([z - ¥)) = flx - y) = f(2) 0 f(y) = g([=]) © g([¥)),

d. h., g ist operationstreu, also ein Isomorphismus von ¢/ker f auf 9.

Jeder surjektive Homomorphismus / von ¢ auf § 1aBt sich also in den zur Kon-
gruenzrelation ker / gehorigen kanonischen Homomorphismus des Gruppoids & auf
®/ker f und einen Isomorphismus von /ker f auf § (mit []ye,, > f(x)) aufspalten.
Das heiit mit anderen Worten: Das homomorphe Bild § = f/(®) von ® bei einem
surjektiven Homomorphismus f 1aBt sich derart isomorph auf ein bestimmtes Faktor-
gruppoid von @ abbilden, da der Homomorphi / in den kanonischen Homo-
morphismus des Gruppoids @ auf dieses Faktorgruppoid iibergeht. Noch anders ge-
sagt: Die homomorphen Bilder eines Gruppoids ¢ sind (bis auf Isomorphie) gerade
die simtlichen Faktorgruppoide des Gruppoids nach allen Kongruenzrelationen in .

L&Bt man in Satz 3.3.15 die Voraussetzung f(®) = § fallen, so nimmt die Behaup-
tung des Homomorphiesatzes folgende Gestalt an: Es gibt (genau) einen Isomorphis-
mus g von @/ker f auf f(®) und (genau) einen injektiven Homomorphismus?) » von
f(®) in §, so daB hege f = f gilt. Wenn f surjektiv ist, d. h. /(&) = D gilt, ist b
gerade die identische Abbildung Iy von /I, so daB wir wieder g o / = f erhalten.

B
Firunser Beispiel 3.3.7 stellt sich der Homomorphiesatz folgendermaBen dar: f = C ; i :Z) )

1) Wenn man Satz 3.3.11 in den Homomorphicsatz integriert, nimmt er die folgende
Gestalt an: Es seien & = (G, -) und = (H, o) Gruppoide, und {: @ => § sei ein surjektiver
Homomorphismus. Dann gibt es in & eine Kongruenzrelation R, so daf das Faktorgruppoid G/R
isomorph zu § ist.

2) Man sagt auch, /(@) wird 1somorph in & cmgebewet

3) Diese den Per soll bed :0>a,1>b,2>aund
3>b.
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ist ein surjektiver Homomorphlsmus von (@, auf (Hy, °). Der zu ker f = I u {(0, 2),
(2,0),(1,3), (3,1)} g 8! P f = kan (ker f) von (G,-) auf

1 2 3 _ (01 [1]
(G/ker f, ») hat dic Gestalt | = ([0] m [l]) Dann ist g = (a b)

deutig bestimmte) Isomorphismus von (G/ker f, #) auf (H,, o). Man iiberzeugt sich miihelos,

daB
([Ol[l]( 12 3) (0123
@ b) [0 (1 [ 1)) \a & a b
gilt. FaBt man / dagegen als H hi von (@, -) in die Kleinsche Vierergruppe B,

= (M, o) auf, so bleibt g (in der nngegebenen Weise) ein Isomorphismus von (G/ker f, *) auf
(H,. =), wobei H, = f(G) = H gilt. Der injektive Homomorphismus 4 von (f(G), o) in (H, o)

hat dann die Gestalt b = (a
a

der (ein-

:) . Insgesamt erhalten wir somit

(: b) (E:O : Erl]) ([01 [lu [201 [3|1) (2 ; i i)

Sind in Satz 3.3.15 @ und § Gruppen, so entspricht der Kongruenzrelation ker f
nach Satz 3.2.15 genau ein Normalteiler % von . Die durch R induzierte Abbildung
von G auf G/N stimmt dabei mit dem kanonischen Homomorphi 7 = kan (ker f)
iiberein. Mit der Bemerkung in der FuBinote 1 auf S. 96 ergibe sich damit z. B. die
folgende Form des Homomorphiesatzes fiir Gruppen: Ist f: @ => § ein surjektiver
Gr >morphi dann existiert in @ ein Normalteiler R, so da8 die Faktor-

PP | 4

gruppe ®&/% isomorph zu § ist.

Die Theorie der homomorphen Abbildungen bricht mit dem Homomorphiesatz
nicht ab. Beispielsweise lassen sich die aus der Gruppentheorie bekannten Isomor-
phiesiitze ebenfalls verallgemeinern und hier ittelbar anschlieBen. Weitere
Resultate findet der interessierte Leser vor allem bei R. H. Bruck [32] und V. D.

BeLousov [21].

8.8.16. Aufgaben

1. Man zeige, daB das isomorphe Bild einer Quasigruppe stets wieder eine Quasigruppe ist.

2. Man zeige, daB /: R,* > M mit M:= {a:2€ Ra2>1} und z+> 2 + 1 ein Isomorphis-
mus zwischen den Quasigruppen (R.*, :) und (3, o) mit z.oy:= I++:2 ist. (Werden
dabei die jeweiligen recht: tralen El te aufeinander abgebildet?)

3. Es sei @ = (G, -) eine Gruppe. Man zeige, daB f: G — G mit z —> 2! genau dann ein Auto-
morphismus von @ ist, wenn @& abelsch ist.

4. Man zeige, daB es keinen Isomorphismus zwischen den Gruppen (R, +) und (R*,-) und
=¥ auf (R, +) gibt.

keinen Homomorphismus von (R, o) mit z 0y :=

]
5. Jede natiirliche Zahl » > 1 laBt sich auf genau eine Weise in der Form n = 17 2,"* mit paar-

weise verschiedenen anuhlen Pr<pa< o<y und von Null vemchuedenen natiirlichen
Exponenten v, ,, ..., d (Pri 1 (vgl M{L Bd. 1, 3.7.)). Dann
ist /:N — B(N) mit n > {p,", p", .. ,p,'n) und f(0):= N sowie f(1):= @ ein injektiver
Homomorphismus sowohl von (N, r) in (B(N), n) als auch von (N, 2) in (B(N), u), wobei
xy:=ggT(x, y) und U y:= kgV(z, y) gelten (Homomorphismus von SToNE). (Beispiel:
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f12) = {28, 3} = (3,4}, f(16) = {3',5'} = (3,5}, f(1215) = f(3) = {3} und f(12) n /(15)
= {3}.) Man zeige die Eineindeutigkeit und Operati eue von f und iiberzeuge sich, daB die
Zahlen 0 und 1 nicht ausgeklammert werden miissen, wenn man ihre Bilder in der angegebe-
nen Weise definiert.

6. Man gebe einen surjektiven Endomorphismus an, der kein Automorphismus ist.

7. Man zeige, daB verschiedene Kongruenzrelationen isomorphe Faktorgruppoide liefern kon-
nen.



4. Isotopie

Wie die Homomorphie ist auch die Isotopie eine Abschwichung der Isomorphie.
Wiihrend die (Homo-, Endo-, Iso- und Auto-) Morphismen jedoch jeweils aus nur
einer Abbildung bestehen, setzen sich die Topismen!) aus Tripeln von Abbildungen
zusammen. Die Operationstreue der Morphismen wird dabei auf eine sinnvolle Weise
verallgemeinert.

Speziell die Isotopie spielt in der Theorie der Quasigruppen, vor allem aber auch in
der Anwendung dieser Theorie eine groSie Rolle (vgl. 11.2.). In der Gruppentheorie
erweist sich dieser Begriff dagegen als bedeutungslos, da isotope Gruppen stets iso-
morph sind. Dessen ungeachtet muB nicht jedes isotope Bild einer Gruppe selbst
wieder eine Gruppe sein. Dariiber hinaus sind die Topismen ein sehr wirksames Instru-
ment zur Konstruktion neuer Operationen; sie iibertragen dabei i. allg. jedoch nicht
alle algebraischen Eigenschaften der Ausgangsoperationen.

41.  Isotope und Hauptisotope

+.1.1, Definition. Es seien @ = (@, -) und § = (H, o) Gruppoide. Ein (geordnetes)
Tripel T = (f, g, k) bijektiver Abbildungen £, g und k von G auf H heiit ein Isotopis-
mus (oder isotope Abbildung) von & auf § :&

4.1.2. A h(z- y) = f(z) o g(y).
z.y€G

Wenn T = (f, g, k) ein Isotopismus von ¢ auf § ist, schreiben wir dafir T: & & §
oder @ < . Wir sagen auch, @ ist isofop zu § oder § ist ein Isotop (isotopes Bild) von
. In Analogie zur Homomorphie schreiben wir dafiir 7(®) = §.2) Der Bedingung
(4.1.2) entspricht — man vgl. mit Abb. 22 — die Kommutativitit des Diagramms in
Abb. 25,

Fiir die Operationstreue eines Homomorphismus f: & = § gilt bekanntlich die
einprigsame ,,Formel‘‘:

Bild des Produktes = Produkt der Bilder.

1) Wir beschridnken uns im Rahmen dieses Buches auf die Behandlung von Iso- und Auto-
topismen. Zur Homotopie sei z. B. auf V.D. BELousov [21] und N.I. Propax [139] ver-
wiesen.

%) Wirde man in Definition 4.1.1 auf die Surjektivitit der drei Abbildungen f, g und & ver-
zichten, so lieBe sich dennoch — in Analogie zu Satz 3.3.3 — erreichen, daB das isotope Bild
T(®) von ® ein Untergruppoid von § wire.
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Daf wir in gewissem Sinne auch bei Isotopismen bei dieser Merkregel bleiben konnen,
zeigt die folgende Veranschaulichung. Wir miissen uns dabei natiirlich stets bewugt
sein, daf jetzt drei Abbildungen zu beriicksichtigen sind (siehe Abb. 26).

Ist T = (f, g, h) ein Isotopismus von & auf § und stimmen alle drei Komponenten
des Tripels iiberein (f = g = k), so geht (4.1.2)in f(z - y) = f(z) o f(y) iber. T ={{,, /)
ist also ein Isomorphismus von & auf §.

Gx6——= G (*y) ——>x-y
(f.9) = |h mit
M h(xy)=
HxH —5—=H (F0, 9(V) ——> F(x)og(y)
Abb. 25

Abb. 26

Ein Isotopismus T = (f, g, h) von einem Gruppoid @ = (G, -) auf sich heiBt ein
Autotopi: (4.1.2) nimmt in di Fall also die Gestalt h(z - y) = f(z) - g(y) an.
Es gilt 7(®) = @. Sind in einem Autotopismus 7' = (f, g, k) alle Komponenten
gleich, so ist T = (f, f, f) ein Automorphismus von &. Am Rande sei vermerkt, daB
die dritte Komponente k eines Autotopismus Quasiautomorphismus genannt wird.

Ein weiterer Spezialfall, der im folgenden eine groBe Rolle spielen wird, liegt vor,
wenn die dritte (oder Hauptkomponente) eines Isotopismus 7' = (f, g, k) von & auf
§ die identische Abbildung I; von G ist.

4.1.3. Definition. Es seien &, = (G, -) und &, = (@, o) Gruppoide. Ein Isotopis-
mus 7' = (f, g, k) von &, auf ®, heiBt Hauptisotopismus, wenn b = I gilt.
Ist also (@, o) ein Hauptisotop von (G, -), so geht (4.1.2) iiber in

414 Az y = f(x)ogly).

z,y€6
Wegen h = I; miissen &, und ¢, notwendigerweise dieselbe Trigermenge haben.

4.1.5. Beispiele isotoper Gruppoide
1. Das Tripel 7, = (f,, g1, k,) mit den bijektiven Abbildungen f,, gy, ky: G > H mit f, = h,

= (a. G2 O a‘) und g, = G Az G () e ein Isotopismus von &, = (G, :) auf
bl bl b! b3 bﬁ bi bl 4
= (H, o), wobei beide Gruppoide durch die folgenden Strukturtafeln gegeben sind:
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4 a; @y ay

G @ Gy 4y

@ a; a3 @

Beide Gruppoide sind kommutativ und besitzen ein neutrales Element (a, bzw. b,). Sie sind
weder Halbgruppen noch Quasigruppen. Sie sind nicht isomorph, da @, unipotent ist (z - z
= y - y), O aber nicht.

Das Tripel T, = (fs, ga» ;) mit den Permutationen f,, gy, h;: @ — @ mit fy = by = I und

go = (a‘ G2 @ a.) ist ein Hauptisotopismus von @&, = (G, -) auf das Gruppoid @, = (G, #) mit

g Q3 A3 @
. e @ a3 a
@G @ a3 a @
@y @ G @ G
ay G 4, G a4
@ @ @ a; 4

In @, ist a, neutrales Element; @, und (4, sind nicht isomorph.

2. Die nichtassoziativen Quasigruppen ., = (@, -) und & = (R, o) mit den lateinischen Qua-
draten

@ 92 9 % ° | T2 T3 Ny

[} 9% -9 % n n Ty Ty 73
9 5 N % % 6] s 1 T¢ 73
qs @ 2 % O 3 o T3 NN
G 9 9 B O s s T3 T3 N

sind isotop vermége T, = (f,, gy, k) mit f, = b = (ql 92 9s ‘h) und g, = (‘h 92 95 44)
(vgl. T, in Beispiel 1). Ts 71 T2 Ty, T3 T2 Ty Ty,
£, und R sind nicht isomorph. Die Quasigruppe £, = (Q, *) mit dem lateinischen Quadrat

. G 2 B A
'Y @ U 1 O
92 9 95 % G
93 h 2 B U
[ % N U %

ist ein Hauptisotop von £,. Der Hauptisotopismus hat die Gestalt Ty = (f,, gz, ko) mit

,2=('11 9 9 ']c), 92=('l| 9 9 94)’ hy = Io.
i 92 T4 9, 9 % % %

L, ist eine abelsche Gruppe (isomorph zur zyklischen Gruppe 3,), ihr neutrales Element ist
9s-

3. Das Tripel T = (f, g, ) mit f,g, k: R,* > R,* und f = h = Ig,+ sowie g = z > 22 ist ein
Hauptisotopismus von der Quasigruppe (R.*, o) mit zoy:= z.y? auf die multiplikative
Gruppe (R.*, :) der positiven reellen Zahlen. (R,*, o) ist weder kommutativ noch assoziativ
noch eine Loop (vgl. auch Beispiel 11.1.2).
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4.4=(,g b mit f,gh: R*>R* und f:2+>p- -2, g:zr>q-2", h:zr>p-q-2"
(mlt P>, € R.*, beliebig, fest) ist ein Autotopismus der mulupllkntwen Gruppe (R,‘, ‘)
der positiven reellen Zahlen. i(z - y) = f(z) - g(y) ist die vierte Pezid
(vgl. J. AczEL [3)).

5. Das Tripel 4 = (f,¢, k) mit den 1-1-Abbildungen f,g,2:R—>R und f:z+>r-2 + p,

g:x>r-z+ qhiz>r-z+ —(p+q) (mit p, ¢, r € R, beliebig, fest, r == 0) ist ein Auto-
z+y
2

P der nich iativen Quasngmppe (R,0), wobei zxoy:= das arithmetische

Mittel zweier reeller Zahlen ist. h(z o y) = f(x) o g(y) ist eine Veral inerung der Jensen
schen Funktionalgleichung (vgl. J. AczEL [3]).

Die Isotopie ist in der Menge aller Gruppoide eine reflexive und symmetrische
Relation. Die Reflexivitit ist durch T = (I, I, 1) fiir jedes Gruppoid @ = (G, -)
gewihrleistet. Setzen wir 7': & <>  mit 7' = (f, g, h) voraus,!) so liefert das zu 7'
inverse Tripel 7-1:= (f1, g7}, h™}) einen Isotopismus von $ auf &. Mit f(z) = » und
gly) = v bzw. gleichbedeutend damit f~!(x) == 2 und g~'(v) = y erhalten wir z -y
= f"Y(u) - g~}(v), so daB aus (4.1.2)
+.1.6. A kY uow) = f~Yu) g }(v)

w,reH
folgt. Der Doppelpfeil in & 254 9 bringt die Symmetrie auch anschaulich zum Aus-
druck. Es seien «»@ und @0 ® Isotopismen mit & = (@, ), = (H,c) und
® = (K, ») sowie T, (h» s h,) "und T3 = (f2, gas ho). Setzt man

417, T, 0T := (f,0fi, 2001, ha o k),

so ist T, @ T, ein Isotopismus von (& auf ®. Diese Nacheinanderausfiihrung von Iso-
topismen wird also in natiirlicher Weise durch die Nacheinanderausfiihrung der je-
weiligen Komponenten definiert. Wir iiberzeugen uns, da8 7', ¢ T, die Bedingung
(4.1.2) erfiillt:

(20 h) (@)% (g:0q0) (y) = /:(/l(»")) * gz(.(h(.'l)) = h,(/‘(z) o 9!(.’/))
= hy(hr(z - ) = (ha @ by) (x - 9).

Auf diese Weise haben wir zugleich hewiesen, daB die Isotopie transitiv und damit
insgesamt eine Aquivalenzrelation ist. Dasselbe gilt fiir die Hauptisotopie.

Die Bedeutung der Hauptisotopie spiegelt sich in dem folgenden von A. A. ALBERT
[12) gefundenen Satz wider:

4.1.8. Satz. Es seten & = (G,-) und § = (H, o) isotope Gruppoide, d.h., es gelte
T:® < §. Dann ist § zu einem Hauptisotop von & isomorph.

Beweis. Mit T = (f, g, h) als Isotopismus von & auf § ist das Gruppoid (G, »),
dessen Operation * durch - y = (k"1 @ f) (x) * (™! @ g) (y) fiir alle z, y € @ definiert

1) Wir verabreden, daB im weiteren das Tripel 7' stets die Komponenten f, g, h habe. In den
hiervon abweichenden Fillen geben wir die Komponenten ohnehin an.
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wird, offensichtlich ein Hauptisotop von (G, -). Die bijektive Abbildung h~!: H — G
ist dann ein Isomorphismus von (H, o) auf (G, #). Es gilt nimlich fiir alle u, » ¢ H

Y uov) =fYu)- g7 v) = (k71 e /) (f () * (" @ g) (972(v))
= h7Y(u) * h"(2v).
4.1.9. Korollar. Jeder Isotopismus (G, -) =4 (H, o) liipt sich in einen Hauptisotopis-
mus (@, +) *'» (G, *) und etnen Isomorphismus (G, *) ..’.. (H, o) zerlegen.

Mit T = (f, g, k) lassen sich R und S in der Gestalt R = (k"' o f, k"l e g, I¢) und
S = (h, b, h) angeben (sieche Abb. 27). (Mit h~! ist auch h operationstreu, also ein
Isomorphismus.)

(6,°) 0%‘ (Hyo)
A\~ &S T=SeR
(6,7
Abb. 27

Wenn wir in Beispiel 4.1.5.1 nach einem Hauptisotop von &, fahnden, das zu
isomorph ist, wihlen wir als I phi die Abbildung k,"': H — G. Im Ergebnis
erhalten wir gerade das bereits angefiihrte Gruppoid @, = (@, *), das ja ein Haupt-
isotop von ®, ist. Es gilt also 2,7 e f, =I; =f, und h;"1e g, =g,.

Eine Identitit bleibt beim Ubergang zu einem homomorphen Bild erhalten:
Gruppen werden wieder auf Gruppen abgebildet. Einzige Ausnahme war die Quasi-
gruppeneigenschaft (Q). Isotopi verhalten sich in dieser Hinsicht genau ent-

gesetzt. Keine der Identititen (1) bis (33) aus 2.4. ist z. B. isotopie invariant.
Ein Isotop einer Gruppe muf keine Gruppe sein, wie wir in Beispiel 4.1.5.2 bereits
gesehen haben. Es gilt aber (der ebenfalls schon von A. A. ALBERT [12] bewiesene)

4.1.10. Satz. Jedes Isotop einer Quasigruppe st eine Quasigruppe.

Beweis. Es seien £. = (Q, -) und R = (R, o) isotope Gruppoide mit R = T'(T.),
L eine Quasigruppe. Ferner seien «, b beliebige Elemente aus R. Dann hat die Glei-
chung a oz =b wenigstens eine Losung, niamlich x = g(/“(a)\h“(b)). Mit (4.1.6)
und (1.3.4) gilt in der Tat

aox = h{fNa) - g7(=)) = k(@) - g/ @B (B))))
= h(/"(a) . (/"(a)\h“(b))) = h{r"\(b)) =b.

Diese Losung ist aber auch die einzige. Ist ndmlich « 0 2, = a 0 2, (= b), so folgt mit
(4.1.6)

h{fYa) - g4 x)) = h(f (@) - g73(x2))-
Hieraus folgt nacheinander
fH@) - g7 @) = fMa) - 9N @),

gl@) =97 @), W=
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Entsprechend geht man vor und zeigt, daB y = f(h~1(b)/g"}(«)) die eindeutig be-
stimmte Losung der Gleichung y o @ = b ist.

Aus diesem Satz folgt aufgrund der Symmetrie der Isotopie auch, daB das Aus-
gangsgruppoid & bei einem Isotopismus ¢ 2 $ eine Quasigruppe sein muB, wenn
das isotope Bild § diese Eigenschaft hat.

Ahnlich wie im Fall der Homomorphie iibertrigt sich die Isotopie zwischen zwei
Quasigruppen auf die jeweiligen Parastrophen. Dabei hingt allerdings das den Iso-
topismus realisierende Tripel 7 vom Parastrophismus =z; ab.

4.1.11. Satz. Es seien Q = (Q, -) und R = (R, o) Quasigruppen. Ist T = (f, g, h) ein
Isotopismus von £ auf R, so ist ny(T) ein Isotopismus von L; = (@, 7i(-)) auf R;
= (R, mi(0)) mit i =1,2,...,6.

Im einzelnen gilt:

m(T) = (f,9,h): (@, ) & (R, 0),
o(T) = (£, h, 9): (@) & (B,\)),
w(T) = (. 9, ): @, ) & (B, []),
w(T) = (g, b f): (@, /%) & (R, [[%),
(1) = (b, f,9): (@ \*) & (R\\Y),
7(T) = (g, /, h): (@, -*) & (R, o¥).

Beweis. Den Fall ¢ = 1 brauchen wir nicht zu beweisen. Wegen Satz 2.1.10 ge-
niigt es, wenn wir die Fille 7 = 2 und ¢ = 6 betrachten, d. h. die Isotopie zwischen
den einander entsprechenden Umkehroperationen. Infolge der Aquivalenz der
Gleichungen z-y =z, 2/y =« und 2\z =y in £ bzw. wov = w, w//v =« und
w\\w = v in R kénnen wir wie folgt schlieBen:

h(z) = h(z - y) = f(z) 0 g(y) = f(z) 0 g(x\2) =
f@\(z) = g(@\2) fiir alle z, z € Q, d. h. 7,(T") = (£, b, g);
h(z) = h(z - y) = f(@) o g(y) = f(z/y) 0 gly) >
k(z)/1g(y) = f(z/y) fiiralle 2, y € Q, d. h. 7(T) = (R, g, /).

Unter simtlichen Isotopen einer Loop kénnen sowohl Quasigruppen mit als auch
ohne neutrales Element auftreten. Interessant ist nun, da8 unter allen Isotopen einer
beliebigen Quasigruppe sich stets auch Loops befinden (A. A. ALBERT [12]).

4.1.12. Satz. Jede Quasigruppe st zu einer Loop vsotop.

Beweis. Es seien a, b beliebige Elemente einer Quasigruppe (Q, -). Da in einer
Quasigruppe die Links- und Rechts-Translationen bijektive Abbildungen sind (Korol-
lar 1.7.5), definiert T = (R,, L, I5) gemiB (4.1.4) ein Hauptisotop (@, o) von (Q, -),
d. h., es gilt

4.1.13. Az y = Ry(x) o Ly(y) = (x-a)o (b- y)

zyeQ
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und zugleich auch

41.14. A 20y = R, Yx) - Ly My) = (z/a) - (B\y).2)

z,yeQ
Wegen Satz 4.1.10 ist (Q, o) eine Quasigruppe. Wir setzen n :== b . a. Dann ergibt sich
mit Satz 1.3.6 fiir alle x € Q

zon =R, Yz) Ly ' (n) = Ry7Y(2) - Ly (Ly(a)) = Ba™*(z) - Iola)
=R, Y(z) - a = Ry(R, () = Iqla) = '
und analog (zur Abwechslung mit \ und /)
nox = (nfa) - (B\z) = ((b - a)la)- (b{x) =b-(b\z) ==z.

Somit ist » = b - a neutrales Element, (Q, o) eine Loop.?) Damit haben wir gezeigt,
daB es unter den Hauptisotopen einer Quasigruppe stets auch Loops gibt.

Ein Hauptisotop einer Quasigruppe, das eine Loop ist, heiBt ein Loop-Hauptisotop
dieser Quasigruppe (kurz: LH-Isotop). (4.1.13) bzw. (4.1.14) versetzt uns nun dariiber
hinaus in die Lage, ein solches LH-1sotop auch konstruieren zu konnen. Da auerdem
mit @ und b aus Q auch das Produkt b - a ganz Q durchléauft, kénnen wir jedes Element
als neutrales Element der Loop (Q, o) vorgeben.

Interessanterweise erfaft (4.1.13) bzw. (4.1.14) auch schon alle LLH-Isotope der
Quasigruppe (@, -) (R. H. Bruck [32]). Um das zu zeigen, sei (Q, o) ein beliebiges
LH-Isotop von (@, -), » sein neutrales Element. Dann gilt z - y = f(x) o g(y) fiir alle
z, y € Q. Da die Abbildungen f, g: Q — Q bijektiv sind, gibt es Elemente @, b € Q mit
/(b) = g(a) = n. Daraus folgt fiir / und g

 J@) =f@)on =fz)ogla) ==z a = Ry)
sowle
gly) =nogly) =fb)ogly) =b-y = Lu(y)

fiir alle z € Q. Der Hauptisotopismus T = (f, g, Io) geht damit in 7' = (R,, L,. I )
itber. AuBerdem gilt b - a = f(b) 0 g(a) = n o n = n. Wir fassen dieses Ergebnis noch
einmal in dem folgenden Satz zusammen:

4.1.16. Satz. Ist (Q, o) ein LH-Isotop einer Quusigruppe (Q, ), so hat der Isotopismus
die Gestalt T = (R,, Ly, Ig) mit a,b € Q, wobet n =b -« das neutrale Element in
(Q, o) vst.

Die abelsche Gruppe £, aus Beispiel 4.1.5.2 ist ein Hauptisotop von £,. Da ,, als
Gruppe eine Loop ist, muB sich das Tripel 7', in der Gestalt (R, L,, I5) angeben
lassen. Man iiberzeuge sich, daB man mit @ = g; und b = g, die Beziehungen R, = f,
sowie L, = g, erhiilt; b - « = g, ist das neutrale Element.

Es sei @ = (G, -) ein endliches Gruppoid mit @ = {a,, a,, ..., ag}. Ist T = (f, 9. h)

) R,, L, und ihre Inversen sind Translationen in (@, «) bzw. in (@, /) und (@, \), nicht aber in
(@, c) und deren Parastrophen.
%) (4.1.14) haben wir der Konstruktion in Beispiel 1.4.3.2 zugrunde gelegt.
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ein Isotopismus von (¢ auf ein Gruppoid § = (H, o), so muB || = || = m gelten.
Wir kénnen also H = {b,, b, ..., by} fiir dic Trigermenge von § schreiben. (Be-
trachten wir der Einfachheit halber in den Abbildungen f, g, k: G — H nur die ein-
ander zugeordneten Indizes, so kénnen wir diese drei Abbildungen auch als Permuta-
tionen iiber der Menge M = (1,2, ..., m} auffassen.) Ist die Strukturtafel von &
gegeben, so laBt sich die Strukturtafel von § in der Weise konstruieren, da man zu-
nichst alle Zeilen (f) danach alle Spalten (g) und schlieBlich alle Elemente unterein-
ander (k) innerhalb der Strukturtafel (bzw. Indextafel) von & vertauscht. Ersetzt
man anschlieffend noch in allen Feldern a durch b — natiirlich unter Beibehaltung
der Indizes —, so hat man die Strukturtafel von § gewonnen. Im einzelnen erhalten
wir also folgende Gruppoide (bzw. Indextafeln):

Ty =(f, I, In): (M, ) <~ (M, %),
Ty = Iy, 9, In): (M, ») & (M, D),
Ty = Ly, I, b): (M, O) 5 (M, 0)
mit Ty T,0 T, = (f,g,h) =T.
Um einzusehen, daB hierbei nacheinander eine Zeilen-, Spalten- und el weise

Vertauschung vorliegt, seien z, y beliebige Elemente aus M und z nacheinander
z*xy,x O ybzw. zoy:

Tyflx)-y=2, Tyxxgly) =2, Tyxz0Oy=h@).

Wir demonstrieren die Konstruktion isotoper Strukturtafeln anhand der Index-
tafel der Quasigruppe £, = (Q, -) und dem Isotopismus T, = (f,, ¢, k) aus Beispiel
4.1.5.2. Dabei fassen wir jetzt f,, g, und k, als Permutationen von M = {1, 2, 3, 4}

auf: f =h = (1 f ; :) und g, = (; 2 :: :) Dann liefert der Iso-

topismus (M, -) <;—> (M, *) <T=> (M, 0) f» (M, o) die Strukturtafeln
N " L

1 2 3 4 el 12 3 4
2 |3 1 2 4 2 (1112 4 3
31 2 4 3 3 (l21sa 3 1
42 4 3 1 4 [[418 1 2
0|1 2 3 4 o| 1 2 3 4
1|2 o isls 1|1 s 2 3
2[4 2]als el 3 1 a 2
33 4iz)a 3 {2 3 1 4
¢ @ 3ial2 4| 4 2 3 1

(h: 2,9 > 2™, g,: $;™® —~ S310) hy: 1 > 4).
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Halten wir schlieSlich noch fest, da Satz 4.1.12 in der Sprache der Strukturtafeln
folgende Gestalt annimmt: In jedem lateinischen Quadrat kann man durch zeilen-,
spalten- oder elementeweises Vertauschen erreichen, daBl die Tafeleinginge mit einer
Zeile und mit einer Spalte identisch sind (Existenz eines neutralen Elementes).

Die Palette der Moglichkeiten, Isotopismen zur Untersuchung spezieller Klassen
von Gruppoiden oder einer bestimmten Eigenschaft eines Gruppoids einzusetzen,
1aBt sich im Rahmen dieses Buches nicht erfassen. So sind z. B. isotope totalsymme-
trische Loops isomorph, dasselbe gilt fiir kommutative Moufang-Loops (R. H. BRuck
[29, 32]). Es sei auch nur erwiahnt, daB man eine normale Kongruenzrelation R von
einer Quasigruppe (Q, -) auf eine Quasigruppe (Q, o) mit Hilfe eines Isotopismus
T:(Q, ) & (Q, o) iibertragen kann, sofern die Komponenten ¢ von T die Bedingung
xRy & o(x) R o(y) fiir alle z, y € Q erfiillen (V. D. BeLovsov [21]). Die Komponen-
ten der LH-Isotopismen T' = (R,, Ly, I4) geniigen wegen (3.2.3), (3.2.7) und (3.2.8)
dieser Bedingung.

4.1.16. Aufgaben
1. Zur Quasigruppe £. = (Q, -) mit dem lateinischen Quadrat

‘ L 2 3 4 5 6
1 6 1 2 5 3 4
2 4 5 3 2 6 1
3 1 2 5 6 4 3
4 5 3 6 4 1 2
5 3 6 4 1 2 5
(] 2 4 1 3 5 6

gebe man folgende Isotope von £ an:

a) das Isotop T(L) mit ' = (f,g, k) und f = (1 23435 ?),9=(l 2345 6)
1234586 261345

und b =

(4 235 1 e)

b) die Hauptisotope T'y(L) bis T(L) mit Ty = (f, g, Ig), T2 = (£, Iy, 1g), Ty = (Ig. 9, Ip),

wobei f und ¢ wie in a) gegeben sind, und 7'y = (R,. Ig, Ig) sowie T's = (Ig, Ly, 1);

¢) die LH-Isotope 74(£) und T',(£) mit Ty = (R, Ly, I ) sowie T; = (Ry, Ly, I).

d) Man zeige, daB nur die Paare (a, b) mit

H

kommutative LH-Isotope gemiB (4.1.13) bzw. (4.1.14) liefern, alle anderen LH-Isotope also
nicht kommutativ sind.

2. Man zeige, daB eine kommutative und eine nichtk tive Loop zueinander isotop sein
konnen.

3. Man zeige, daB 4 = (f, ¢, k) mit f.g,h: @Q—> @ und f:z+>2(z — 1), g: 2> 22 + 3,
h:z> 2z + 1 ein Autotopismus von (@, +) ist. Ist A auch ein Autotopismus von (@, —)?
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4.2.  Isotope von Gruppen

Eine Loop kann ein Isotop besitzen, in dem selbst kein neutrales Element existiert:
ebenso kann eine Gruppe zu einer nichtassoziativen Quasigruppe isotop sein (vgl.
Beispiel 4.1.5.2), d. h., weder die Existenz des neutralen Elementes noch die Asso-
ziativitdt sind isotopieinvariant. Es gibt jedoch einen Satz von R. H. Bruck [32), der
insbesondere auch aufgrund der folgenden Korollare von Bedeutung ist und diese
beiden Eigenschaften eng miteinander verbindet.

4.2.1. Satz. Sind ein Gruppoid & = (G, -) mit dem neutralen Element ng und eine
Halbgruppe © = (H, o) isotop, so sind beide isomorph.

Beweis. Es sei § = T(®) mit 7' = (f,g, k). Dann gilt wegen (4.1.8) uov
= h(/"(u) . g"(v)). Damit nimmt die Assoziativitit von o wegen k- e h = I die
Gestalt

a) A ("/'l o k) (f2(w) - g7(v)) - g7 (w)
©,7, W€,

=/7w)- (g7 o b) (f(v) - g7 w))
an. Da f, g, h: @ — H bijektive Abbildungen sind, existieren solche uy, w, € H, daB
f(ng) = u, und g(ng) = w, gilt. Fiir diesen Fall liefert a)
(froh) (ng- g7 (v)) - ng =ng - (g7 @ k) (f2(0) - mg).
Daraus folgt aber sofort
b) A(fleheg)(v)=(glehef1) ().
véH

Setzen wir in a) nur /~(u,) = ng, so fiihrt das unter Beachtung von b) auf
(grohef)(v) g w) = (g7 @ k) (f}(2) - g7} (w))
fiir alle v, w € H. Mit f~1(v) = y und g~)(w) = 2 folgt hieraus
¢) y,z/:G(g-l oh)(¥)-z= (gt o k) (y-2).

Setzen wir in a) dagegen nur g~}(w,) = ng, so erhalten wir wieder wegen b)
(freh) (fu) - g7'w) = (w)- (P ok og™l) (v)
fiir alle u, » € H, woraus mit /~!(u) = x und g"}(v) = y
d)  A(freh)(z-y)==z-(f"eh)(y)
z,y€6
folgt. Damit sind wir in der Lage zu beweisen, daB die Abbildung ¢:=/"'eheg1:
H — @ ein Isomorphismus von § auf ® ist. Da /1, k und g~! bijektive Abbildungen
sind, ist auch ¢ bijektiv. ¢ ist auch operationstreu, denn fiir alle u, v € H gilt
puov) =(f1eheg)(uor) = (f"ehegleh)(fu): g7'(v))
5 (froh) (g2 ohef) (u)- g7 ()
= (grohef)(u)-(fToheg™)(v)
" (fPoehegl)y() (f1eheg)(v) =gu) p).
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Mit ¢: § -~ @ ist auch ¢~': ¢ = § ein Isomorphismus. Damit sind ® und § iso-
morphe Monoide, d. h., auch das Gruppoid @ ist eine Halbgruppe, und die Halb-
gruppe © besitzt ebenfalls ein neutrales Element ng. Fiir dieses neutrale Element
gilt ng = g7 (ng) = (g @ k™" 0 f) (ng).

4.2.2. Korollar. Isotope Monoide sind isomorph.

4.2.3. Korollar (Satz von ALBERT). Sind eine Loop (L, -) und eine Gruppe (G, o)
wsolop, so sind beide 1somorph, d. k., (L, -) tst selbst etne Gruppe.

Eine nichtassoziative Loop kann also niemals ein Isotop einer Gruppe sein. DaB es
indessen isotope Loops gibt, die nicht isomorph sind, beweist Aufgabe 4.1.16.1¢). Die
Loops T(X) und 7',(£) sind isotop. Erstere ist kommutativ, die zweite nicht. Auch
isotope Halbgruppen brauchen nicht isomorph zu sein (Beweis!).

4.24. Korollar. Sind zwei Gruppen & = (G, -) und = (H, o) wsolop, so sind sie
isomorph. Dabei besteh: ischen den. Abbildungen f, g, h des Isotopismus T: & & 9

und dem Isomorphismus p: @ ~= § die lélgenden Beziehungen (J. AczEL, V. D. BELov-
sov und M. Hosszv [7]):

Af@) =aop)Arglx) =p@)obahx) =aop@)ob,
266

wobet a 1= f(ng), b:= g(ng) gilt und ng dus neutrale Element von & 1st.
Beweis. Mit (4.1.2) erhalten wir fiir y = ng

h(z) = f(x) o g(ng) = f(x)o b, also f(x) =h(z)ob.
Analog liefert z = ng

g(x) = a1 o h(z).
Dann folgt wieder mit (4.1.2)

hz - y) = f(x) o gly) = h(x) o bt ou o h(y),
was
«loh(x-y)obl =atoh(x)obtoaloh(y)ob!

nach sich zieht. y: @ — H mit z — a~! o h(z) o b~ ist folglich ein Isomorphismus von
& auf . Aus der Definition von y erhalten wir fiir k sofort k(z) = a o y(z) o b, woraus
sich auch die restlichen beiden Beziehungen ergeben.

Aufgrund des Korollars 4.2.4 kann eine nichtkommutative Gruppe kein Isotop
einer abelschen Gruppe sein.

Ist @ = (@, -) eine Gruppe, so gibt es i. allg. unter allen Isotopen von & auch
nichtassoziative Quasigruppen, wie Beispiel 4.1.5.3 beweist. LaBt man jedoch — wie
in der Gruppentheorie — von vornherein nur Gruppen, also iative Quasigruppen
zu, so wird der Begriff der Isotopie bedeutungslos.

Geht man in den Korollaren 4.2.3 und 4.2.4 gemiB Satz 4.1.11 zu den z,- und
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ng-Parastrophen iiber, so ergeben sich aufgrund der Sitze und Korollar 2.4.1 bis
2.4.4 sofort zwei weitere Folgerungen:

4.2.6. Korollar. Sind eine unipotente Links- (Rechts-) Loop (Q, -) und eine links-
(rechts-) transitive Quasigruppe (R, o) vsotop, so sind beide isomorph.

4.2.6. Korollar. Sind zwei links- (rechts-) transitive Quasigruppen (Q, -) und (R, o)
s0lop, so sind beide isomorph.

Ist eine Quasigruppe £ zu einer Gruppe ¢ isotop, so sind alle Loop-Isotope von
£ (das sind alle Isotope von £, die Loops sind) wegen der Transitivitit der Isotopie
auch zur Gruppe @ isotop. Infolgedessen sind sie selbst Gruppen und simtlich unter-
einander und zu ¢ isomorph. Umgekehrt muf aus der Isomorphie aller Loop-Isotope
einer Quasigruppe jedoch nicht die Isotopie dieser Quasigruppe zu einer Gruppe
folgen. Dennoch erweist es sich oft als vorteilhaft, die Gesamtheit aller LH-Isotope?)
einer Quasigruppe zu betrachten. Sind namlich z. B. alle LH-Isotope kommutativ, so
sind sie auch assoziativ (J. AczgL, G. PickERT und F. Rapé [11]). Dafl nicht alle
LH-Isotope einer Quasigruppe tativ sein mii zeigt Aufgabe 4.1.16.1, wo
neben sechs I tativen 30 nichtk tative LLH-Isotope existieren. Dieses
Beispiel lehrt auch, daB aus der Kommutativitét eines LH-Isotops einer Quasigruppe
noch nicht seine Assoziativitit folgt.

Es gibt aber auch andere Moglichkeiten, die Frage, ob eine Quasigruppe zu einer
Gruppe isotop ist, zu entscheiden. So sind z. B. dic Thomsen-Bedingung (T) und die
Reidemeister-Bedingung (R) aus 1.6. derartige Kriterien. Wir schicken voraus, da
beide SchlieBungssiitze — wie diese Bedingungen auch genannt werden — isotopie-
invariant sind.

14.2.7. Satz. Ist in einer Quasigruppe £ = (Q, -) die Thomsen-Bedingung (T) oder
die Reidemeister-Bedingung (R) erfiillt, so st dieselbe Bedingung auch in jeder isotopen
Quasigruppe R = (R, o) von  erfillt.
Beweis. Gelte ® = T(Q) mit T = (£, ¢, k). Mit (4.1.2) geht die Primisse von
(T) in
h(f(@1) © g(ya)) = h(f(z2) © g3n))
AR f@) 0 gys)) = B~ (f(zs) © ()

iiber, so daB8 wegen h e h~1 = I
f(@1) 0 g(y2) = f(x2) © g(sn) A f(m1) 0 glys) = f(=s) 0 g(y1)

fiiralle z;, y; € Q (2 = 1, 2, 3) gilt. Setzen wir f(x;) = w; und g(y;) = v;, so erhalten wir
weiter u, 0 v, = Uy O v A %, O vg = ug 0 v;. Analog liefert die Konklusion von (T)
Uy O vy = uy 0 v,. Wenn z;, y; ganz Q durchlaufen, trifft dasselbe auch fiir u;, v; in
bezug auf R zu. Folglich ist die Thomsen-Bedingung auch in R = (R, o) erfiillt.

1) Da jedes Loop-Isotop zu einem LH-Isotop isomorph ist (Satz 4.1.8), geniigt es, wenn man
sich auf die LH-Isotope beschriinkt.
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Entsprechend zeigt man, daf die Reidemeister-Bedingung (R) unter Isotopie erhalten
bleibt.?)

4.2.8. Satz. Eine Quasigruppe Q = (Q, -) ist genau dann zu einer abelschen Gruppe
isolop, wenn in T. die Thomsen-Bedingung (T) gilt.

Beweis. a) Es sei & = (Q, ) zu einer abelschen Gruppe (R, o) isotop.?) Dann
ist wegen Satz 1.8.3. in (R, o) die Thomsen-Bedingung erfiillt. Aufgrund ihrer Iso-
topieinvarianz (Satz 4.2.7) gilt (T) folglich auch in & = (Q, -).

b) Gelte in £ = (Q, -) die Thomsen-Bedingung. Wegen Satz 4.2.7 ist (T) dann auch
in jedem LH-Isotop (Q, o) von £ erfiillt. (Q, o) ist dann — wieder wegen Satz 1.6.3 —
eine abelsche Gruppe.

4.2.9. Satz. Eine Quusigruppe . = (Q, -) st genau dann zu einer Gruppe isotop,
wenn in O, die Reidemerster-Bedingung (R) gilt.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Siitzen 1.6.1 und 4.2.7.

Ist & = (Q, -) eine bisymmetrische Quasigruppe,®) d. h., gilt fiir alle z, y, u, v € Q
(BS) Ty uv = 2u- Yo,
so ist jedes LH-TIsotop T(L.) von £. mit T = (R,, Ly, Ig) eine abelsche Gruppe (. Gi.

MurpocH [121], R. H. Bruck [29]). Zum Beweis dicser Aussage stiitzen wir uns auf
Satz 4.2.8 und das folgende Ergebnis von K. Tovopa [173]:

4.2.10. Satz. In einer bisymmetrischen Quasigruppe (Q, -) ist die Thomsen-Bedingqung
(T) erfiillt.%)

Beweis. Wegen (BS) und der Primisse von (T) gilt ndmlich x,y, - y,2) = 2,4, - 32,
=TY; - YsTi = TaYs * YoTi = Tl * Yo¥y = TaYp - Yi%; fiir beliebige w;, yi€Q (1 =1,
2, 3). Aufgrund der Kiirzbarkeit gilt damit dann z,y; = w3y,. Folglich ist (T) erfiillt.
4.2.11. Korollar. Jede bisymmetrische Quasigruppe st zu einer abelschen Gruppe
s0top.

Die Umkehrung gilt nicht, da es nichtbisymmetrische Isotope abelscher Gruppen
gibt. Die Quasigruppe (R,*, o) aus Beispiel 4.1.5.3 ist nicht bisymmetrisch, aber ein
Isotop einer abelschen Gruppe, namlich (R.*, ). Dieses Beispiel beweist zugleich,
daB die Bisymmetrie nicht isotopieinvariant ist. Allerdings steht sie in der Frage der
Isotopieinvarianz der Assoziativitit niher als der Kommutativitit. Sie bleibt nim-
lich — wie die Assoziativitdt — erhalten, wenn wir uns auf Loop-Isotope beschriin-
ken:

4.2.12. Korollar. Alle Loop-Isotope einer bisymmetrischen Quasigruppe sind (iso-
morphe) abelsche Gruppen.

1) Auch die Sechseckbedingung (H) aus Kapitel 11 ist isotopieinvariant (vgl. V. D. BELovu-
sov [22]). Alle diese SchlieBungssitze spiclen in der Theorie der Gewebe eine wichtige Rolle.
Da sie jedoch rein algebraischer Natur sind, kénnen wir sie hier mit Gewinn einsetzen.

2) Vgl. hierzu auch Satz 11.2.3.

3) Beispiele fiir bisymmetrische Operationen sind in (5.1.10) angegeben.

4) Da die Sechseckbedingung (H) ein Spezialfall von (T) ist — vgl. 11.2. —, gilt in (Q, )
dann auch die Sechseckbedingung.
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Das folgt aus den Korollaren 4.2.3 und 4.2.11 sowie der Transitivitit der Iso-
topie.

Da aus-der Thomsen-Bedingung die Reidemeister-Bedingung folgt (wie auch die
iibrigen SchlieBungssiitze — vgl. z. B. J. AczEL [4]), ist in einer bisymmetrischen
Quasigruppe neben (T) auch (R) erfiillt.

Bevor wir die Aussage des Korollars 4.2.11 noch weiter prézisieren, zeigen wir, daf
Satz +.2.10 ein Analogon in bezug auf den SchlieBungssatz (R) besitzt. Das wird unter
dem Blickwinkel zueinander parastropher Identititen nahegelegt.

.2.13. Satz. In einer links- (rechts-) transitiven Quasigruppe (Q, -) 15t die Reidemeister-
Bedingung erfiillt.

Beweis. Es sei Q == (Q, ) eine rechts-transitive Quasigruppe. Dann ist wegen
Korollar 2.4.4 die zu Q parastrophe Quasigruppe (Q, /) assoziativ, also eine Gruppe.
Wegen Satz 1.6.1 ist in (Q, /) damit die Reidemeister-Bedingung erfiillt. Die Quasi-
gruppe . = (@, -) léBt sich nun als ein Hauptisotop der Gruppe (Q, /) auffassen:
@, /)<—> (@, ) mit T = (Ig, g, Ig) und g: x — x~!, wobei z~! das Inverse von z in
@ /) 1sl; Satz 4.2.7 liefert dann die Behauptung. Der Beweis fiir die Links-Transitivi-
tit verlduft analog.

1.2.14. Korollar. Jede links- (rechts-) transitive Quasigruppe st zu einer Gruppe 1so-
top.

Mit demselben Beispiel wie im Fall von Korollar 4.2.11 folgt, daB auch hier die Um-
kehrung falsch ist. .

4.2.15. Korollar. Alle Loop-Isotope einer links- (rechts-) transitiven Quasigruppe sind
(tsomorphe) Gruppen.

Fordert man in Satz 4.2.13, daB zusitzlich noch die Rechts- bzw. Links-System-
regel erfiillt sein soll, so kann man wieder auf die Thomsen-Bedi hlieBen. Der
Beweis verliuft vollig analog, nur daB neben Korollar 2.4.4 auch ‘noch Korollar 2.4.6
sowie anstelle von Satz 1.6.1 jetzt Satz 1.6.3 herangezogen werden.!)

4.2.16. Satz. In einer links- (rechts-) transitiven Quasigruppe, in der die Rechts-
(Links-) Systemregel gilt, ist die Thomsen-Bedingung erfiillt.

Es ergeben sich auch die entsprechenden Folgerungen wie im Falle der Sitze 4.2.10
und 4.2.13:

4.2.17. Korollar. a) Jede links- (rechis-) transitive Quasigruppe (Q, -), tn der die Rechts-
(Links-) Systemregel gilt, ist zu einer abelschen Gruppe isotop, und b) alle Loop-Isotope
von (Q, +) stnd (isomorphe) abelsche Gruppen.

Wir kommen jetzt zu der bereits angekiindigten Prizisierung von Korollar 4.2.11.
Sie wird uns in die Lage versetzen, zu einer vorgegebenen abelschen Gruppe (Q, o)

1) Satz 4.2.16 folgt auch unmittelbar aus Satz 4.2.10, wenn wir vorgreifen und Satz 5.2.11
ausnutzen.
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eine zu ihr isotope bisymmetrische Quasigruppe (Q, -) mit Hilfe von Automorphismen
der Gruppe zu konstruieren. Wir haben uns ja bereits iiberlegt, daB nicht jedes Isotop
einer abelschen Gruppe bisymmetrisch sein inuf. Umgekehrt liefert jedes LH-Isotop
einer bisymmetrischen Quasigruppe (Q, -) eine abelsche Gruppe (Q, o) — Korollar
4.2.12. Dariiber hinaus lassen sich dann aber auch stets Automorphismen dieser
Gruppe finden, so daB (Q, -) linear iiber (Q, o) ist, d. h., daB die folgende Bezichung
(4.2.19) gilt (vgl. etwa R. H. Bruck [29]).

4.2.18. Satz von ToYoDA. Ist (Q, -) etne bisymmetrische Quusigruppe, so gibt es eine
abelsche Gruppe (@, o), so dap fiir ein beliebiges, aber festes c € Q

4219. Az.y =fx)ogy)oc
N

gilt, wobet f und g vertauschbare Automorphismen von (Q, o) sind, d. h., es gilt
4.2.20. feg=gef.

Ist umgekehrt (Q, o) eine abelsche Gruppe mit Automorphismen f und g, die (4.2.20) er-
fiillen, so definiert (4.2.19) fiir jedes ¢ € Q eine bisymmetrische Quasigruppe (Q, -).

Beweis. 1. Es sei O = (Q, -) eine bisymmetrische Quasigruppe. Dann ist wegen
Korollar 4.2.12 das LH-Isotop T(Q) = (Q,0) mit T = (R,, Ly, I) eine abelsche
Gruppe. Das neutrale Element von (Q,0) ist » =b:a. Durch f(z):=(z0b)-«
und g(z):=b - (z 0 a) werden, da die Links- und Rechts-Translationen sowohl in
(Q, o) als auch in (Q, -) bijektive Abbildungen sind, zwei 1-1-Abbildungen f und g von
Q auf sich definiert.

a) f und g sind Automorphismen von (Q, °): Da (Q, -) eine Quasigruppe ist, gibt es zu
vorgegebenen Elementen z und a aus Q ein emdeutlg bestimmtes r € Q, o daBr=r-a

gilt. Aus demselben Grund kénnen wir die fc den Gleichungy
x=r-a, y=b-s, l'~3=d~u,

4221, Ja=nf-a=a-n%=b-d,
b=nt-b=b-n°=0b-a.

Dabei ist 7, das individuelle links- und »,* das individuelle rechts-neutrale Element
von z in (Q, -). Dann gilt!) mit (4.2.21), (4.1.13) und (BS) fiir alle z, y € Q

f@)ofy) =(xob)-ao(yob)-a = (raobn?’) -ao (bsoba)-an,®
= (raobns) -ac (baobs) -an,® =rnb-aob's-an,®
=mb.aoba-sn®=rmS - ao0b.sm®=rnbsn0
= rs - n,"n,° =da - n,'n,% = dn,® - an,®
=dn?-a=(daobnb)-a = (rsob)-a

= (raobsob)-a=(xoyob)-a=[fxoy).

1) Zur Kl i ung breden wir, daB die Operanon stirker als die Operation o
bindet. AuBerdem bedeutet ab immer a - b, Damit ist ab o cd eine abkiirzende Schreibweise fiir
(@-b)o(c-d).



114 4. Isotopie

f ist also eine operationstreue bijektive Abbildung, mithin ein Automorphismus
von (Q, o). Analog zeigt man mit Hilfe von (BS), (4.1.13) und (4.2.21) sowie der
Kommutativitit und Assoziativitit von o, daB g(x) o g(y) = g(z o y) firallez, y € Q
erfiillt ist.

b) Die Automorphismen f und g sind vertauschbar: Setzen wir (4.2.19) in (BS) ein,
so erhalten wir

Af@) o gly) o ¢) o g(f(w) o glw) o ¢) o ¢
= f(f(z) 0 g(w) 0 ¢) o g(f(y) o g(v) 0 ¢} 0 c.
Da. (@, o) eine abelsche Gruppe ist, f und g Automorphismen sind, 1i8t sich das auf

(feg)w)olgef) (w) =(feg)w)o(ge/)(y)

reduzieren. Fiir » == gilt nun (gef) (n) = (feg) (n) =n, so daB wir letztlich
(feg) (y) = (g o) (y) fiir alle y € Q erhalten.

2. Es sei (@, o) eine abelsche Gruppe mit vertauschbaren Automorphismen f und g.
Dann ist das durch (4.2.19) definierte Gruppoid (@, -) wegen Satz 4.1.10 eine Quasi-
gruppe; T' = (f7%, k71, I4) mit k(z) := g(x) o ¢ ist namlich ein Hauptisotopismus von
(@, o) auf (Q, -). Wir brauchen also nur noch zu zeigen, da$3 diese Quasigruppe bi-
symmetrisch ist. Fiir alle z, y, u, v € Q gilt (mit (4.2.20))

zy - uv = f(f(@) o g(y) o c) o g(f(w) o g(v) 0 ¢) 0 ¢
=(fef)@o(feg) ) oflc)olgef) (w)olgeg) w)ogl)oc
=(fef)@o(gef)(w)ofc)o(feg)(y)ol(geg) (@) oglc)oc
=(fef)@)o (feg)w)oflc)o(ge/) (y)olgeg) w)ogl)oc
= f(f@) o glw) o c) o g(f(y) o g(v) 0 ¢} 0 ¢ = zu - yv.

AbschlieSend halten wir fest, daB wir neben den beiden SchlieBungssitzen von
THOMSEN und REIDEMEISTER nur noch die Quasigruppeneigenschaft (Q) als Isotopie-
invariante kennengelernt haben.!) Beschrinken wir uns indessen auf Loop-Isotope, so
sind auch die Assoziativitit und die Bisymmetrie invariant (Korollare 4.2.3 und
4.2.12). Fir die Moufang-Identitdt (zy - 2) - y = 2 - (y - 2y), eine Abschwichung der
Assoziativitat, trifft dies ebenfalls zu (R. H. BRuck [30]). Die Kommutativitit
hingegen ist selbst fiir Loop-Isotope nicht invariant. Erst bei der Beschrankung auf
Gruppen (oder Moufang-Loops) liegt Invarianz vor (Korollar 4.2.4). Gilt andererseits
neben der Kommutativitit noch eine der Systemregeln (L-SR) oder (R-SR), also
Totalsymmetrie, dann liegt wieder Invarianz fiir Loop-Isotope vor. Isotope total-
symmetrische Loops sind sogar isomorph (R. H. Bruck [29]).

4.2.22. Aufgaben

1. Man zeige, daB in der Quasigruppe (R,*, o) mit z o y:= —— die SchlieBungssitze (T)
und (R) gelten. Was fillt bei der Konstruktion der Umkehroper&tlonen \\ und // von o auf?

1) Vgl. aber E. FALCONER [563).
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2. Wir haben in Kapitel 1 sowohl mit Hilfe der Thomsen- als auch der Reidemeister-Bedingung
die A iativitit einer Operati Die Substration, etwa in Z, ist — wie man leicht
priift — bisymmetrisch und rechts-transitiv, so daB infolge der Sitze 4.2.10 und 4.2.13 in der
nichtassoziativen Quasigruppe (Z, —) beide SchlieBungssiitze gelten. Ist das ein Widerspruch?
3. Man zeige, daB die Quasigruppen

a) (R,o)ymitzoy:=a-z+b-y+clabceR,abd=+0),

b) (R*, O)mitz Dy:=r-2°-y' (r, 5t € Z, 5, t ungerade)

bisymmetrisch sind und gebe die jeweilige abelsche Gruppe samt Automorphismen an, iber

der (R, o) bzw. (R*, O0) aufgrund des Satzes von Tovopa linear ist (+ ist die Addition, - die
Multiplikation reeller Zahlen).
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Wollen wir uns ein moglichst genaues Bild iiber die Eigenschaften eines Gruppoids
machen, so stehen uns mit der Parastrophie, der Homomorphie und der Isotopie
schon sehr wirksame Hilfsmittel zur Verfiigung. Mitunter lassen sich aber auch schon
ohne derartige Werkzeuge wichtige Einsichten in die Struktur solcher Gruppoide
gewinnen. Im Rahmen dieses Kapitels ist es nicht méglich, etwa alle durch die ver-
schiedenen Identititen definierten Klassen von Gruppoiden zu untersuchen. Deshalb
haben wir uns vorrangig fiir eine Identitit, nimlich die Bisymmetrie, entschieden. In
diesem Sinne hat der folgende erste Abschnitt also auch einen stark exemplarischen
Charakter. Uber weitere Klassen von Gruppoiden kann sich der interessierte Leser
z. B. bei R. H. Bruck [32], V. D. BeLousov [21] sowie J. DENEs und A. D. KEED-
WELL [44] informieren. Im Fall assoziativer Gruppoide bzw. assoziativer Quasi-
gruppen verweisen wir auf die einschligige Literatur zur Theorie der Halbgruppen
bzw. Gruppen.

Ein Schwerpunkt dieses Kapitels ist es, Verzahnungen zwischen Eigenschaften
eines Gruppoids aufzudecken. Die hierbei gewonnenen Erkenntnisse erlauben dann
u. a. (wieder unter besonderer Beriicksichtigung der Bisymmetrie), abelsche Gruppen
auf z. T. neuen Wegen axiomatisch zu charakterisieren. Dabei wird an vielen Stellen
deutlich werden, mit welchem Gewinn die Kenntnis zueinander parastropher Identi-
titen ausgenutzt werden kann.

Zum AbschluB dieses Kapitels zeigen wir, daB sich mit Hilfe totalsymmetrischer
Quasigruppen, die idempotent oder unipotent sind, spezielle endliche Geometrien,
sogenannte Steiner-Tripel-Systeme, erzeugen lassen. Umgekehrt liefert auch jedes
Steiner-Tripel-System eine derartige Quasigruppe.

51.  Bisymmetrische Gruppoide und Quasigruppen

Wir wissen bereits, daB die Bisymmetrie!) unter Parastrophie und Homomorphie
invariant ist (Korollar 2.4.9 und Satz 3.3.4), nicht aber unter Isotopie. Allerdings ist
jede bisymmetrische Quasigruppe zu einer abelschen Gruppe isotop (Korollar 4.2.11).
Da eine abelsche Gruppe bisymmetrisch ist, ist die Bisymmetrie jedoch unter Loop-

1) Dieser Name geht wahrscheinlich auf J. AczEwL [1] zuriick und wurde von J. AczEL und
I. FENYO [9] in die deutschsprachige Literatur eingefilhrt. Im englischen und russischen
Schrifttum heiBt diese Identitit vorwiegend ..mediality* bzw. ,,medial’'nost*. Daneben gibt
es aber auch noch andere Bezeichnungen.
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Isotopie invariant. Der Satz von Tovopa stellt dariiber hinaus eine noch engere
Beziehung zwischen bisymmetrischen Quasigruppen und abelschen Gruppen her.
Weiterhin wissen wir, daB in einer bisymmetrischen Quasigruppe die Thomsen-
(und die Reidemeister-) Bedingung crfiillt ist (Satz 4.2.10).

Die Bisymmetrie, die ei its die Vertauschung der I glieder erlaubt, anderer-
seits aber auch eine bestimmte Klammerung vorschreibt, nimmt eine Zwischen-
stellung in bezug auf die Assoziativitdt und Kommutativitét ein. D. C. MUrRDOCE
[121] nannte sie deshalb auch ,,verallgemeinertes assoziativ-kommutatives Gesetz*‘.
Thre Stellung zu den beiden Identitiiten (A) und (K) wird durch den folgenden
Satz von R. H. Bruck [29] verdeutlicht.

5.1.1. Satz. Ein Gruppoid (G,-) mit dem neutralen Element n ist genau dann bi-
symmetrisch, wenn es assoziativ und kommutativ ist.

Beweis. Fiir alle z, y, 2, u, v € G gilt wegen (N) und (BS) einerseits z - y = nx - yn
=ny-zn=y-rundzy- -z =zy-nz = xn - yz = z - yz und andererseits wegen (A)
und (K)zy-uv =z -(y-uwv) =x-(yu-v) =2x-(uy-v) =2z (u-yv) = xu- yo.

5.1.2 Korollar. Eine kommutative Halbgruppe ist bisymmetrisch (S. K. STEIN [164]).

5.1.3. Korollar. Ein D-Gruppoid mit einem neutralen Element ist genau dann bi-
symmetrisch, wenn es eine abelsche Gruppe ist.

5.1.4. Korollar. Eine Loop ist genau dann bisymmelrisch, wenn sie eine abelsche
Gruppe 73t (R. H. Bruck [29]).

holenh

5.1.5. Korollar. Eine Gruppe ist genuu dann bi trisch, wenn sie st

(S. K. STEIN [164]).
Es gibt also keine nichtkommutativen bisymmetrischen Loops (Gruppen).

Das Resultat von S. K. SteIN (Korollar 5.1.2) kénnen wir auf folgende Weise er-
weitern:

5.1.6. Satz. Ein kommutatives Gruppoid (G, -) ist bisymmetrisch, wenn es assoziativ
oder L-transitiv oder R-transitiv vst.")

Beweis. Fiir alle z, y, u, v € G gilt mit (L-T) und (K) zy - uv = (uzx - uy) - (yu - yv)
= (yu - zu) - (yu - yv) = zu - yv; analog fiir (R-T).

DaB zwei der Identititen (A), (K) und (BS) die dritte nach sich ziehen, gilt nur
fiir den Fall, den Korollar 5.1.2 widerspiegelt. Wenn wir zusitzlich die Kiirzbarkeit:
fordern, konnen wir die Kommutativitit ableiten:

5.1.7. Satz. Ein bisymmetrisches assoziatives K-Gruppoid (@, -) vst kommutativ.

Beweis. Fiir alle z,y,u,v€ G gilt z- (yu-v) =2 (y-wv) =xy - uv = xu - yv
=z-(u-yr) =2z (uy-v), so daB die Kiirzbarkeit y-u = u - y fiir beliebige u, y
€ @ liefert.

1) Das heiBt, wenn eine parastrophe Tdentitiit der Assoziativitit erfillt ist. (,,L‘ steht fiir
»links*, ,,R* fir ,,rechts*).
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DaB damit folglich auch eine bisymmetrische assoziative Quasigruppe stets
kommutativ ist, haben wir bereits in Korollar 5.1.5 festgehalten. Fiir die jeweiligen
parastrophen Identititen gilt damit aber zugleich das

5.1.8. Korollar. Eine bisymmetrische L- (R-) transitive Quasigruppe erfiilltdie R- (L-)-
Systemregel .

Den Beweis liefern die Sitze 2.4.3 und 2.4.5 sowie Korollar 2.4.9.

Im Verein mit der Idempotenz kann man von der Bisymmetrie auf die Selbst-
distributivitdt einer Operation schliefen (O.Frixk [56]). Ein idempotentes bi-
symmetrisches Gruppoid (@, -) erfiillt ndmlich wegen 2 - yz = zz - yz = 2y - 2z und
xy -2 = ay - 22 = 2z - yz sowohl die Links- als auch die Rechts-Selbstdistributivitat.

Mit 2?:= x - x erhalten wir (z-y)? = 2?- y® als einen Spezialfall der Bisymme-
trie. Wir nehmen diese Beziehung zum AnlaB, die m-te Potenz 2™ eines beliebigen
Elementes x eines bisymmetrischen Gruppoids (G, -) zu definieren. In einer (Halb-)
Gruppe ist es wegen des Assoziativgesetzes gleichgiiltig, ob 23 fiir 22 - z oder fiir z - 22
stehen soll. Fiir m Faktoren kann schlieflich 2™ sowohl durch z™-1 . z als auch durch
z - 2™ 1 erklirt werden. Das Ergebnis ist dasselbe. In einem beliebigen bisymmetri-
schen Gruppoid (@, -) liegen schon bei 2* die Dinge anders. Man denke z. B. an die
Subtraktion in Z. Deshalb miissen wir hier bei der einmal festgelegten Reihenfolge in
der induktiven Definition von z™ bleiben. Wir setzen

rl:=zx und 2™l:i=z"™.x,

wobei z ein beliebiges Element aus G und m aus N* ist (vgl. auch MfL Bd. 1, 3.5.).
Von den in abelschen Gruppen geltenden Potenzgesetzen sind zwei schon in bi-
symmetrischen Gruppoiden erfiillt (D. C. MurpocH [120]), némlich (z - y)™ = a™ . y™
und (z™)™ = (z™)™, wobei z, y aus G und m, m, und m, aus N* sind. Die Beweise
werden durch vollstindige Induktion iiber m bzw. m, gefiihrt.

Bevor wir jetzt einige Beispiele bisymmetrischer Operationen anfiihren, erinnern
wir uns, daB die Operation - eines Gruppoids (G, -) eine Abbildung von G X @ in G
ist und deshalb auch als eine zweistellige Funktion ¥ mit D(F) = G X Gund W(F) S G
bezeichnet werden kann. In der Theorie der Funktionalgleichungen nennt man die
Identitit der Bisymmetrie dann entsprechend die Funktionalgleichung der Bi-
symmetrie oder kurz Bisymmetriegleichung. Sie hat dann mit F(z, y):=x -y die
Gestalt

F(F(z, y), F(u,v)) = F(F(z, u), F(y, v)),

wobei z, y, u, v beliebige Elemente aus G sind. In der Theorie der Funktional-
gleichungen wird nun bewiesen (vgl. J. AczEL [3]), daB man unter den zusitzlichen
Voraussetzungen der Kiirzbarkeit und Stetigkeit?) von F simtliche Losungen der Bi-
symmetriegleichung im Bereich der reellen Zahlen angeben kann. Das sind gerade die
quasilinearen Funktionen, d. h., F ist von der Gestalt

5.1.9. F(z, y) =k Ych(z) + ch(y) + ),

1) Man beachte, daB es sich hier um die Stetigkeit einer zweistelligen Funktion handelt.
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wobei h eine reellwertige stetige und echt monotone (einstellige) Funktion ist,!) ¢;, ¢,
und ¢, beliebige, aber feste reelle Zahlen mit ¢,, ¢, + 0 sind (Beweis der Bisymmetrie
von F!).

Solange der Definitionsbereich D(F) der Funktion F ganz R xR ist, konnen wir
unbedenklich das Wort Funktion durch das Wort Operation ersetzen. Andernfalls
aber, wenn D(F) = M X M eine echte Teilmenge von R X R ist, miissen wir immer
erst priifen, ob auch stets F(z, y) € M gilt.

5.1.10. Beispiele bisymmetrischer Operationen

1. Setzen wir in (5.1.9) z o y := F(z, y), 8o ergeben sich fiir eine stetige und echt monotone
Funktion : M - M mit M S R und fiir reelle Zahlen ¢, c,, ¢, mit ¢,, ¢, = 0 z. B. folgende
(stetige) Operationen o in M :%)

a) zoy:=hch(2) + csh(y) + s);

die Operation o heiBt quasilineare Funktion, (M, o) ist ein bisymmetrisches K-Gruppoid.

b) z oy:=h7Y((1 — q) hz) + ghly)) mit g + 0, ¢ = 1

e(a=1—¢q,¢= = 0); z o y heiBt quasilinearer Mittelwert von z und y; in (3, o) gelten
(BS), 1, (L-SD), (R SD ) und (KB).

rh(z) + sh(y)

c)zoy:=h"( Y

)mitr>0,a>0

(c, =; + T = + = 0); zoy heiBt quasilineares Gemchtamdld von z und y, 7

und s heiBen die Gewichte. In (M, o) gelten (BS), (I), (L-SD), (R SD) und (KB).
dzoy:= bt (—"(") B "‘-‘”)

(6, =10y = %, 6y =0;¢9= % in b); » =4 in ¢)). z oy heiBt quasiarithmetischer Mittelwert

von z und y; in (M, o) gelten (BS), (I), (L-SD), (R-SD), (K) und (KB).
e) z oy := h~l(h(z) + h(y))

(¢, = ¢, = 1, ¢; = 0). Fiir h(t) = ¢ ergibt sich die Addition in R, fiir A() = In ¢ die Multipli-
kation in R;*. In (M, o) gelten (BS), (K), (A) und (KB). Wenn es ein neutrales Element n
gibt, dann ist A(n) = 0.

f) z oy := b ((h(z) — h(y))

(¢, =1, ¢, = —1, ¢; = 0). Dieselben Funktionen % wie in e) liefern jetzt die Subtraktion in
R bzw. die Division in Ri*. In (M, o) gelten (BS), (U), (R-T), (L-SR) und (KB). Wenn es
ein rechts-neutrales Element =, gibt, ist A(n,) = 0.

8) x o y:= h"Y—h(z) — hiy))

(¢, =¢; = —1, ¢ =0). In (M, o) gelten (BS) und (TS), also auch (K), (L-SR), (R-SR),
(HS) und (Q) (vgl. 5.2.). Ein neutrales Element kann es nicht geben.?)

1) Da h als echt monoton vorausgesetzt wird, ist  (und damit auch A-?) injektiv.

2) Wie die Menge M konkret aussieht, hiingt von % ab. (Im gesamten Beispiel 5.1.10.1
ist - die Multiplikation.)

%) Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines neutralen Elementes ist ndmlich
¢, = ¢, = 1. Deshalb gibt es auch in den Beispielen b), ¢) und d) kein neutrales Element.
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h)zoy:=c¢2 + ¢y + ¢c5
(k(t) = t; M = R). (R, o) ist eine bisymmetrische Quasigruppe (vgl. auch Aufgabe 4.2.22.3a)).
zoy:=c: 2. yamitc = o

(k) = Int; M = R,*). (R,*, o) ist eine bisymmetrische Quasigruppe (vgl. auch Aufgabe
+4.2.22.3b)).

2. Fir beliebige Punkte P, Q einer euklidi chen Ebene ¢ defini wir P o @ als den Mittel-
punkt R der Strecke PQ. Fiir P = Q setzen wir P o P:= P (vgl. Beispiel 1.3.2.3). In (¢, o) gelten

7 (P°0)°( RQS)'\’( PoR )n{ QoS ) 7

PoR g "
(=D)
Q
Po@
4 (=A)
Abb. 28
(BS), (I), (L-SD), (R-SD), (K) und (Q). K. ivitdit und Idemp liegen auf der
Hand, wihrend sich die Bisymmetrie in dem folgenden Satz widerspiegelt (Beweis!):
Die Mittelpunkie der Seiten eines Vierecks sind die Eckpunkte eines Parallelogramms
(siehe Abb. 28).
Die Selbstdistributivitit der Mittelpunktsk uktion 1aBt sich (im Zusammenhang mit den
Strahlensitzen) folgendermaBen interpretieren: :
Die Verb ken der Seitenmitten eines Dreiecks sind zu jeweils einer Dreiecks-

seite parallel (umi halb so lang wie sie) (siche Abb. 29).

—
_ — TPoa)o( PR\

Abb. 29
Auch die Quasigruppe aus Beispiel 1.3.2.3, deren Operation man als geometrische Inter-
bx + ay T
b T a (vgl. piel 5.1.10.1¢)) auf:

fassen kann, ist bisymmetrisch, idempotent und folglich auch selbstdistributiv. K tivi-
tit liegt jedoch nur im Falla: b = 1 vor.

Das D-Gruppoid (¢, o) aus Beispiel 1.2.2.3 erfiillt die Identititen (BS), (I), (L—SD), (R—SD)
und (L—SR).

Die Operati in den Aufgaben 1.3.17.1 und 1.3.17.3 sind ebenfalls bisymmetrisch.
Weitere Beispiele bisymmetrischer Operationen ergeben sich, wenn wir von ciner bisymme-
trischen Quasigruppe zu ihren parastrophen Quasigruppen iibergehen.

pretation des arithmetischen Gewichtsmittels z oy =
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8.1.11. Aufgaben
1. Man setze in Beispiel 5.10.1d) der Reihe nach A(t) = ¢, k(t) = Int, h(t) == %, h{t) = ¢2.
Welche der uns bercits bekannten Mittelwerte erhilt man? (Vgl. Aufgabe 1.1.8.1.)

2. Inwiefern sind die Operationen O und * mit x O y:= z Y bzw. rey:= V2% - y* in
R.* Spezialfille von Beispiel 5.1.10.1¢)? Tty

3. Man gebe die bisymmetrischen und totalsymmetrischen Quasigruppen (M, o) an, die sich
mit k(t) = ¢ bzw. k(t) = Int in Beispiel 5.1.10.1g) ergeben.

4. Man zeige, daBl den Parametern c,, ¢, und ¢, in den Beispielen 5.1.10.1 h) und i) die folgenden
Eigenschaften entsprechen: ¢, = 1: (N,); ¢; = 1: (N}); ¢; = —1: (R-SR); ¢, = —1: (L-SR);
¢ =1, ¢, =—1: (N,), (L-SR), (R-T); ¢, = —1, ¢; = 1: (N)), (R-SR), (L-T); ¢; = c5: (K);
6 =c,=1: (N), (K), (A); ¢, =¢, = —1: (K), (L-SR), (R-SR), (HS), (TS); ¢, + & = 1,
¢ = 0: (I), (L-SD), (R-SD).

5.2.  Zusammenhinge zwischen ausgewihlten Identititen

Wir haben schon mehrfach festgestellt, daB zwischen einzelnen Identititen sehr enge
Beziehungen bestehen. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daB es ein recht um-
fangreiches Beziehungsgefiige zwischen ausgewihlten Eigenschaften eines Grup-
poids gibt. In diesem Zusammenhang interessiert uns vor allem auch die Frage
der gegenseitigen Ableitbarkeit. Gerade durch Untersuchungen iiber gegenseitige Ab-
leitbarkeit und Nichtableitbarkeit von Eigenschaften biniirer Operationen kann eine
Bewichtung unseres Wissens iiber diese Operationen erreicht werden. Folgt nim-
lich aus der Eigenschaft E, einer Operation - die Eigenschaft E,, nicht aber umge-
kehrt, so ist E, in diesem Sinne fiir die Operation - wichtiger als E,.!)

In Abb. 15 (S. 41) haben wir im iibrigen bereits ein Netz von Beziehungen zwischen
einigen Eigenschaften und den beiden Identititen Kommutativitit und Assoziativi-
tit zusammengestellt (vgl. auch die Sétze 5.1.1, 5.1.6 und 5.1.7 samt Folgerungen).

Die bisher in den einzelnen Kapiteln angefithrten biniren Operationen liefern fiir
alle hier einbezogenen Identititen Modelle. Eine Ubersicht, in der das Erfiillt- hzw.
Nichterfiilltsein dieser Identititen sowie der Eigenschaften (D), (KB), (Q) und (N)
erfafit wird, findet man in I. LEaMANN [102] (vgl. auch Aufgabe 5.2.2.1.1).

Die Halbsymmetrie (HS)?) und die Totalsymmetrie (TS)?) zeigen in gewissen Fragen
ein dhnliches Verhalten wie die Bisymmetrie (BS). So sind z. B. auch sie mit allen hier

1) Uber die Notwendigkeit, die Ableitbarkeit bzw. Nichtableitbarkeit von Eigenschaften
auch verstirkt in den Math tik richt einzubeziehen, siche etwa D. ILse und I. LEn-
MANN [78, 79, 80] sowie P. WIECEMANN [179)]. Insbesondere bieten die zweistelligen Relationen
und Operationen sowie die (einstelligen) elementaren Funktionen viele Potenzen, dic Lehrplan-
forderung, das Beziehungsgefiige zwischen mathematischen Sitzen sechen zu lernen. zu ver-
wirklichen.

2) In 2.4. haben wir gezeigt, daB die Identititen (L-HS)z - yz = y und (R-HS)ay -2 =y
zueinander dquivalent sind.

3) Vgl. Definition 2.4.10.
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aufgefiihrten Ej haften vertriglich!), erlauben andererseits auch eine Beschrei-
bung spezieller abelscher Gruppen. Bevor wir uns aber letzterem widmen, schicken
wir einige ittelbare Folgerungen, die sich anhand dieser Identititen ergeben,
voraus. So sind in einem halbsymmetrischen Gruppoid (wofiir wir im folgenden
kiirzer HS-Gruppoid schreiben) (@,-) die Gleichungen a-b=c¢, b-¢ =a und
¢+« =b fiir alle a, b, c € G einander gleichwertig. Mit a - b = ¢ gilt nimlich auch
b-ab =bec, so daB wegen (L-HS) @ =b - ¢ erfiillt ist. Analog ergeben sich daraus
ca =c-bc, also ¢ - @ = b und weiter a - ca = ab, d. h. wiederc =a - b.

5.2.1. Satz. Ein HS-Gruppoid (G, -) ist eine Quasigruppe.

Beweis (vgl. I. M. H. ETHERINGTON [51), A. SADE [154] ). a) (G, -) ist ein D-Grup-
poid: Fiir alle a, b € G haben die Gleichungen a - x = b und y - a = b jeweils wenig-
stens eine Losung, nimlich z =b.-a und y =a-b:

a-z=a-ba=>b, y-a=ab-a=b.
b) (@, -) ist ein K-Gruppoid: Es sei a-z =a-yoder z-a = y - a fiir beliebige

a, %,y € G. Dann gilt auch ax-a =ay-« bzw. a-za = a - ya, so daB die Halb-
symmetrie jeweils z = y liefert.

5.2.2. Satz. Eine HS-Quasigruppe (Q, -) ist genau dann eine Loop, wenn sie unipotent
Beweis. a) Fiirallewr, y€Qgilt - x =z -nx =n =y - ny = y - y, wobei n das
neutrale Element ist.
b) Wegen der Unipotenz ist z - z (= y - y) von z unabhiingig; wir setzen n:=z . 2.
Danngilt z-n =x-2x =z =a2x-x =n-zfirallez € Q.

5.2.3. Satz. Aus der Total trie folgt die Halb trie.

Beweis. Fiir alle z, y € G eines TS-Gruppoids (@, -) gilt z-yz =z -2y = 4.
5.2.4. Korollar. Ein T'S-Gruppoid ist eine Quasigruppe.

Damit kénnen wir die in 2.4. gewonnenen Aquivalenzen (TS) & (K) A (L-SR)
< '(K)a (R -SR) & (L-SR) A (R-SR) iibernchmen, auch wenn wir dort die Quasi-
gruppeneigenschaft (Q) g 1l vorausg hatten. Mit anderen Worten, es gilt

5.2.6. Korollar. Aus je zwes der Identitiiten (K), (L-SR) und (R-SR) folgt die dritte.?)

Das bedeutet zugleich, daB in einer TS-Quasigruppe alle parastrophen Identititen
der Kommutativitit erfiillt sind. Ferner sind jetzt sogar die sechs Gleichungen

1) Im U hied etwa zur Idemp , die mit der Umpotenz unvereinbar ist. In einer
Q uppe achlieBen sic] p und Assoziativitit g aus; es gibt auch keine
|dempotente Loop (wenn die Ordnung jeweils groBer als 1 sein soll).

2) Beweis ohne Bezug auf (Q):
(K)A(LSR) 3 (R-SR):ay -y =y -2y =y -yzr = .
(K) A(R-SR) = (L-SR):z-2y =2y - s =yx-2 =y,
(L-SR) A (R-SR) = (K): 2y = (yx - (yz - 2)) -y = (y2 - y) - y = y2.
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ab =¢, bc =a, ca =b, ba = ¢, ¢b = a und ac = b zueinander dquivalent, was wir
wegen des Zusammenfallens aller sechs parastrophen Operationen in einer TS-
Quasigruppe schon in 2.4. festgestellt haben.

5.2.6. Satz. In einer HS-Quasigruppe (Q, -) sind die drei Identititen (K), (L-SR) und
(R-SR) dquivalent.

(TS) ﬁS)
71\
R Y
\
\
l \
! \
\
| \
\
(R-SR)
] o (s
— ——Satz 523 — — — Definition von (TS)(TS#{R-SR)
Korollar 5.2.7 Satz 5.2.6
Abb. 30 Abb. 31

———— Definition von (TS),[(K) v(L-SRJ*R-SR) (TS}
Korollor 5.2.5

Abb, 32

Zum Beweis zeigen wir: (K) = (L-SR) = (R-SR) = (K). Fiir alle z, y € Q gilt
xooy=z-yr=y,xy-y=2zy-(xy-z) =rundzy =z- (yr-z) =yz.

.2.7. Korollar. Eine HS-Quasigruppe, in der eine parastrophe Identitiit der Kommu-
tativitiit erfilllt vst, vst totalsymmetrisch.
Die Umkehrung von Satz 5.2.3 ist dagegen nicht richtig.)
Die Sitze 5.2.3 und 5.2.6 lassen sich (einschlieBlich ihrer Folgerungen) besonders
gut an einem Tetraeder veranschaulichen (siehe Abb. 30, 31, 32).

1) Eine HS-Quasigruppe, die nicht totalsymmetrisch ist, findet man in I. LErMan~ [102).
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Analog zu Satz 5.2.6 beweisen wir, dal auch die parastrophen Identititen der
Assoziativitit gleichwertig sind, wenn Halb- oder Totalsymmetrie vorliegt.

5.2.8. Satz. In einer HS-Quasigruppe (Q, -) sind die drei Identitiiten (), (I.-T) und
(R-T) ciquivalent.

Zum Beweis zeigen wir (A) = (L-T) = (R-T) = (A). Fiir alle x, y, z € Q gilt xy-az
=x-(y-xz)=x-(yx-2)=(2-yx) - 2=yz,rz-yz =2z (xy-xz) =xy und ry-z
=xy-(yz-y) =z y2 ’

Als Folgerung aus Satz 5.2.2 ergibt sich, daB auch in einer TS-Quasigruppe genau
dann ein neutrales Element existiert, wenn sie unipotent ist. Beschrinken wir uns auf
eine der beiden Systemregeln, so ist die Unipotenz zur Existenz eines einseitig neu-
tralen Elementes dquivalent.

5.2.9. Satz. Evn Gruppoid (G, -), tn dem die L- (R-) Systemregel gilt, ist genau dann.
unipotend, wenn es evn rechis- (links-) neutrales Element besutzt.

Beweis. a) Wir setzen n,:=z - z. Dann gilt x-n, = x - 22 = x fiir alle r € G,
d. h., n, ist rechts-neutrales Element.

b) Es sei n, rechts-neutrales Element in (@, -). Dann gilt x - x = r - xn, = n, fir
alle z € G, d. h,, z - z ist von « unabhiingig, so daB (G, -) unipotent ist. Analog zeigt
man (U) «gggy=> (Ny). Im Uberblick erhalten wir Abb. 33.

(L—%‘Ul ?’QR—SR)
N

N Abb. 33

Im Fall der Links- oder Rechts-Transitivitit kénnen wir, sofern die Operation
umkehrbar oder kiirzbar ist, sowohl anf die Unipotenz als auch die Existenz eines ein-
seitig neutralen Elementes schlieBen.

5.2.10. Satz. Ein L- (R-) transitives D- oder K-Gruppoid (G, -) ist unipotent und be-
suzt ein links- (rechts-) neutrales Element.

Beweis. a) (D) A (L-T) = (U) A (N,). Es seiy, eine Losungvon y -« =b; a,b € G,
beliebig. Dann gilt b-b = yea - yoa = a - a. Wir setzen n,:=x-x. Fiir alle b€ @
gilt dann n;, - b =n; - yoa = T2 - Y& = Yoo * Yot = Yo-a = b, d. h.,, n; ist links-
neutrales Element in (G, -).

b) (KB) A (I-T) = (U) A (N}). Es sei n;:= x, - xo. Dann gilt 22y - ez = X - X,
d. h. n, - ny = n, also mx - ny = mx - mmn, = x-mny, so daB fiir alle x € G wegen der
Kiirzbarkeit n, - x = x gilt; n, ist folglich links-neutrales Element. Die Unipotenz
folgt aus n; - xx = x - x = zx - xz, wenn wir wieder die Kiirzungsregel anwenden.
Analog beweist man ((D) v (KB)) A (R-T) = (U) A (N,;) — vgl. M. Hosszv [71].
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Um einmal zu illustrieren, wie wir auf den im ndchsten Satz formulierten Zu-'
sammenhang gestoBen sind, rufen wir folgendes in Erinnerung: in einer assoziativen
Quasigruppe gibt es ein neutrales Element, eine abelsche Gruppe ist bisymmetrisch.
Also gilt unter der Voraussetzung (Q): (A) A (K) = (N) A (BS). Dann muB sich aber
z. B. in der wg-Parastrophen dieser abelschen Gruppe folgendes ,,abspielen‘: (R-T)
A (L-SR) = ((N;) A (U)) A (BS). Es bleibt jetzt nur noch zu priifen, ob die Quasi-
gruppeneigenschaft (Q), auf die wir unter Parastrophie immer angewiesen sind, not-
wendig ist.

5.2.11. Satz. Ein Gruppoid (G,-) ist genau dann L- (R-) transitivund erfiillt die R- (L-)-
Systemregel, wenn es unipotent und bisymmelrisch ist sowte evn links- (rechts-) neutrales
Element n; (n,) besitzt.
Beweis. 1. Fiir alle z,y,2€ G gilt ay-2z=2xx-y2=mm - .yz=yz und ry-y
=XY MY = XN YY = ANy T = TL T = W0y ME = 2.
2. Fiir alle z, y € @ gilt
zoz=yz-yr=((yx-y)-y) yr
=(r-y) - y)- (g y)- - 2)
=y -(yx-2)=y-y,
d. h. (G, -) ist unipotent. Wegen Satz 5.2.9 gilt dann auch (N;). Zum Nachweis der
Bisymmetrie stiitzen wir uns auf die beiden folgenden Identititen
a) xy-uv = (ww-y) -z,
b)t) Y-z =zy-x,
die wegen
Ty uv = ((uv cz) - (uw- y)) cuw
=((uv-2)- (- y)-((wr-x)-x)

=(uv -y -z
und
Yy z=xy - mz=mz y) - r=2zy-x

in einem links-transitiven Gruppoid, das die Rechts-Systemregel erfiillt, gelten. Fiir
alle z,y,u,v€@ gilt folglich xy-uv = (uwv.y)-2=(yv-u)-z =axu-yv. Ent-
sprechend zeigt man: (R-T) A (L-SR) & (U) A (N,) A (BS). Anstelle der Identi-
titen a) und b) stiitzt man sich auf xy - uv = v . (v - 2y) und die Abel-Grassmann-
Identitit x - yz2 = z - y.

Wihrend aus der Assoziativitdt und der Existenz eines neutralen Elementes nicht
auf weitere Eigenschaften geschlossen werden kann, erlauben dies die Links- und
Rechts-Transitivitit (als parastrophe Identititen von (A)) in beeindruckender
Weise.

1) b) ist eine parastrophe Identitit der Abel-G Identitét (vgl. Satz 2.4.8).
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5.2.12. Satz. Ein L- (R-) transitives Gruppoid (G,-) mit einem neutralen Element
n 1t etne abelsche Gruppe, in der alle parastrophen Identititen der K tativitit und
der Assoziativitit erfiilll sind, folglich auch die Identititen (U), (BS), (HS) und (TS).

Beweis. Wir zelgen, daB (@, -) eine (unipotente) TS-Loop ist. Da dann alle para-

trophen Oper fallen, sind auch die parastrophen Identitét der

‘Llnks- bzw. Rechts-Transitivitét erfiillt. Die Blsymmeme ergibt sich dann aufgrund
von Korollar 5.1.2, die Halbsymmetrie folgt aus Satz 5.2.3.

Es sei (G, -) also ein L-transitives Gruppoid. Dann gilt mit (N) z-zy = 2n - zy
=ny =y fiir alle 2,y € G, so daB die Links-Systemregel erfiillt ist. Wegen Satz
5.2.9 ist (@, ) dann auch unipotent. Setzen ‘wir in (L-T) z = z, so erhalten wir
zy - 2z = yx. Hieraus folgt mit (U) und (N) die Kommutativitit von (G, -). Damit
ist (@, -) eine (unipotente) TS-Loop. Der Beweis mit (R-T) verlduft analog.

Die bis hierher gewonnenen Ergebnisse ermdoglichen es, eine Reihe dquivalenter
Axiomensysteme fiir unipotente Gruppen?) anzugeben (vgl. I. LERMANN [102]). Wir
begniigen uns hier mit einer Méglichkeit.

5.2.13. Satz. Ein unipotentes Gruppoid (G, -) ist genau dann eine Gruppe, wenn es
bisymmetrisch ist und ein neutrales Element n besitzt.

Beweis. a) In einer unipotenten Gruppe (@, -) gelten trivialerweise (U), (A) und
(N). Da der direkte Nachweis der Bisymmetrie umstindlich ist, schliefen wir mit
zxy=zzx-y=mnn-y=yunday.y = x-yy = x - nn = z zunichst auf die beiden
Systemregeln. Das liefert mit Korollar 5.2.5 die Totalsymmetrie, folglich auch die
Kommutativitit. Wegen Korollar 5.1:2 ist (G, -) dann auch bisymmetrisch. (Dariiber
hinaus sind in einer unipotenten Gruppe auch (HS), (I.-T) und (R-T) erfiillt.)

b) Es gelte in (G, +) (U), (BS) und (N). Dann ist wegen Satz 5.1.1 auch (A) erfiillt.
Unter a) haben wir bewiesen, da8 allein aus (U), (A) und (N) die Totalsymmetrie
folgt, (G, -) mithin eine Quasigruppe (Gruppe) ist.

Da eine abelsche Gruppe bisymmetrisch ist, gilt dies aufgrund der Parastrophie-
invarianz auch fiir ihre Umkehroperationen. In diesem Zusammenhang haben wir uns
in 2.4 gefragt, ob sich diese — ja schon am Beispiel der vier Grundrechenoperationen
leicht feststellbare — Gemei keit von Operation und Umkehroperationen nicht
fiir elementare axiomatische Betrachtungen nutzen 1aBt. Auf den ersten Teil der in
Kapitel 2 gestellten Frage, wann eine bisymmetrische Operation eine abelsche
Gruppenoperation ist, geben bereits die Korollare 5.1.3, 5.1.4 und 5.1.5 eine Antwort
(vgl auch Satz 5.2.13). Wann eine bisymmetrische Operation nun gerade eine Um-

einer abelschen Gruppenoperation ist, wird in I. LEEMANN [99] aus-
fuhrhch behandelt. Wir halten hier nur fest, daB8 z. B. schon die Eigenschaften (U)
und (N,) das Gewiinschte leisten.

1) In der Terminologie der Gruppenth '.c bed Unip gerade, daB jedes (vom
neutralen Element n hied

) Gr t 2 von der Ordnung 2 ist; zur Definition
der Ordnung eines Gruppenel t vgl MfL Bd. 3, 12.2.
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5.2.14. Satz. Es set (G, ]) ein bisymmetrisches Gruppoid. Es gibt genau dann eine
abelsche Gruppe (G, +), so daf

5.2.16. zfy=z-y?
gilt, wenn (G, |) unipotent ist und ein rechis-neutrales Element n, besitzt.

Beweis. 1. Es sei (G, ) eine abelsche Gruppe, also mit Korollar 5.1.5 eine bi-
symmetrische Loop. Dann ist ihre :z5-Parastrophe (G, /) wegen Satz 2.4.1 und Korollar
2.4.9 eine unipotente bisymmetrische Rechts-Loop. Ferner gilt (5.2.15) (vgl. (1.5.3)).

2. Es seien in (@, /) neben (BS) auch (U) und (N,) erfiillt. Aufgrund von Satz 5.2.11
gelten damit auch (R-T) und (L-SR). Dann ist (@, ) mit z-y:= z/(n,/y) eine
abelsche Gruppe:

a) n, ist das neutrale Element von (@, -):

2 - ny = z/(nefny) = 2
und
Ny - X = Nyf(n,[7) = 2.

b) 271 := n,/z ist das inverse Element von z in (@, -):

z-zl= z/("'rl(""v'/"';)) = z[z = nefn, =n,
und
&z = (n,f2)(mef2) = mofm, = .

¢) (G, +) ist assoziativ:

2+ y2 = & {m{ylnf2)) = /((nef2) v 2) (0] )
= z/(('"'v/z)/y) = (I/("r/y))/(((nr/z)/y)/(nr/y))
= (xl(”r/y))/((nr/z)/"v) = (2/(”,/3/))/(”,/2)
=zxy-z.

Damit ist (G, -) eine Gruppe.
d) Nachweis der Beziehung (5.2.15):

zyt =2 (nfy) = z/(ne/(nely)) = 2ly.

Somit ist / die Rechtsdivision der Gruppenoperation -, d. h., (G, -) und (G, /) sind
parastrophe Quasigruppen. Da (@, /) nach Voraussetzung bisymmetrisch ist, zieht
Korollar 2.4.9 die Bisymmetrie der Gruppe (@, -) nach sich. Folglich ist (@, -) auch
kommutativ, also eine abelsche Gruppe.

Ersetzen wir in Satz 5.2.14 (N,) durch (N;) sowie (5.2.15) durch z\y = z71. y, so
erhalten wir den entsprechenden Satz fiir ein bisymmetrisches Gruppoid (G,\).
Die Gruppenoperation wird dabei durch z - y : = (z\n;)\y definiert.

Der Satz von Tovopa (vgl. 4.2.) stellt eine Beziehung zwischen einer bisymmetri-
schen Quasigruppe (@, -) und einer abelschen Gruppe (Q, o) her. Auf besonders ein-
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fache und dabei wieder wechselseitige Weise gehen derartige Quasigruppen aus-
einander hervor, wenn wir in (Q, -) neben der Bisymmetrie auch noch Totalsymme-
trie voraussetzen (I. M. H. ETHERINGTOX [51]).

5.2.16. Satz. Es set (Q, -) evne busymmetrische 1'S-Quasigruppe, a ein beliebiges, aber
festes Element von Q. Dann st (Q, o) mit

5.2.17. zoy:=a-xy

eine abelsche Gruppe, in der a das neutrale Element ist. 1t umgekehrt (Q, o) eine abelsche
Gruppe, b ein beliebiges, uber festes Element aus Q, dann st (Q, -) mit

5218, z.-y:=bo(xcy)?
eine bisymmetrische T'S-Quaazyrume.

Beweis. 1. Das durch (5.2.17) definierte Gruppoid (@, o) ist kommutativ, denn fiir
alle 2,y € Ggilt xoy =a-2y =a-yxr =yoz; aist das neutrale Element: z0a
=aoz =a-axr =2z Das inverse Element von x ist x':=a« -2z, denn es gilt
zloz=zoz'=a-(z (a-2)) =a- (2 (x-aa)) =a-ae = a. SchlieBlich ist o
auch assoziativ:

zo(yoz)=a-(z-(a-y2)) =a-((z-22)- (a- y2))
=a-(-(2x- y2)) =a- (az- (22 y2))
=a-(uz- (xy-22)) =a-((a-zy)- (2 22))

=a-((a-zy)-2) =(xoy)oz

fiir alle z, y, z € Q. Damit ist (Q, o) eine abelsche Gruppe.

2. Aufgrund der in abelschen Gruppen geltenden Gesetze geht (5.2.18) in x-y
=2z loylob iiber. Da die Abbildung /: Q — @ mit x > 2! ein Automorphismus
der abelschen Gruppe (@, o) ist (Aufgabe 3.3.16.3), sind wegen f = g die Beziehungen
(4.2.19) und (4.2.20) aus dem Satz von Tovopa erfiillt. Folglich ist (Q, -) eine bi-
symmetrische Quasigruppe. Weiter erhalten wir fiir alle z, y € Q

z-y=bo(xoyyl=bo(yor)'=y-x
und
x~:cy=bo(xo(bo(xoy)'l))" =boxrloblcroy=y,

so daB (Q, -) auch totalsymmetrisch ist.

Wenn in der Umkehrung a das neutrale Element der abelschen Gruppe (@, o) ist,
dann erhalten wir mit (5.2.18) sofort « - « = b. Haben wir eine bisymmetrische TS-
Quasigruppe (@, -) mit Hilfe dieser abelschen Gruppe (@, o) vermége (5.2.18) dar-
gestellt; dann gilt auch die Beziehung (5.2.17):

a.;y:bo(ao(bo(zoy)"))" =2x0y.

Haben wir kehrt eine abelsche Gruppe (Q, o) iiber (5.2.17) aus einer bi-

)
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symmetrischen TS-Quasigruppe (Q, -) gewonnen, dann gilt unter der Voraussetzung
a-a =bauch (5.2.18):
@oyo(x-y) =a-(@a-xy)-zy) =a-(xy-(xy-a)) =a¢-a=>b.

Hieraus folgt 2 - y = b o (x 0 y)~*. Das heiBt mit anderen Worten: Legen wir die mit
Hilfe von (5.2.17) aus einer bisymmetrischen TS-Quasigruppe (@, -) erhaltene abelsche
Gruppe (Q, o) zugrunde, um mittels (5.2.18) hieraus ihrerseits eine bisymmetrische
TS-Quasigruppe (@, *) zu konstruieren, so fallt (Q, ») genau dann mit der Ausgangs-
quasigruppe (@, -) zusammen, wenn a - a = b gilt.

H. KIESEWETTER [85] setzt in (5.2.16) anstelle der Totalsymmetrie die Halb-
symmetrie und die Kommutativitit voraus. Wegen Korollar 5.2.7 ist dann aber auch
die Totalsymmetrié erfiillt. Dariiber hinaus stellt er die Frage, ob dieser Satz auf
nichtkommutative Operationen verallgemeinert werden kann. Zwar bleibt die Aus-
sage des Satzes (in der Version von H. KIESEWETTER) giiltig, wenn unter der Voraus-
setzung der Halbsymmetrie die Kommutativitit gegen die Links- oder Rechts-
Systemregel ausgetauscht wird — das ist aber wegen Korollar 5.2.7 keine Beant-
wortung der gestellten Frage. Wenn wir in Satz 5.2.16 auf die Kommutativitat (bzw.
die Links-Systemregel) verzichten, gilt der folgende

5.2.19. Satz. Es sei (Q,-) eine bisymmetrische HS-Quasigruppe, ¢ und d seien be-
liebige, aber feste Elemente aus Q. Dann st (Q, o) mit

65.2.20. zoy:=cx-yd
eine abelsche Gruppe, in der n:=d - ¢ das neutrale Element ust.

Beweis. Aufgrund der Halbsymmetrie gilt R,(L,(x)) =cx-c =zfiirallec,z € Q,
also R e L, = Iy (vgl. Aufgabe 1.7.9.1). Daraus folgt einerseits R, = L,"! und
andererseits auch L, = R, fiir alle ¢ € Q. Damit nimmt der aus (3.2.20) abzulesende
Hauptisotopismus 7' = (L, Ry, 1g) von (@, c) auf (@, -) die Gestalt T' = (R, ™2, L%, Io)
an. Damit ist (Q, o) ein LH-Isotop von (@, -) und wegen Korollar 4.2.12 folglich eine
abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist n =d - c.

Es liefle sich mittels (5.2.18) dieselbe Umkehrung wie in Satz 5.2.16 vornehmen.
Die so definierte Quasigruppe wire dann aber nicht nur bisymmetrisch und halb-
symmetrisch, sondern sofort auch kommutativ (und damit totalsymmetrisch). Ist
andererseits die Quasigruppe (@, ) in Satz 5.2.19 auch kommutativ, so geht (5.2.20)
in (5.2.17) iiber. Denn mit a:=c-d ==d-c = n erhalten wir alsoxoy =cx- yd
=cx-dy=cd-zy =a-zxy.

5.2.21. Aufgaben

1. Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit der Tabelle 6 (siche S. 130).
Alle angegebenen Gruppoide sind Quasigruppen.

2. In der Menge M = (0, 1, 2, 3, 4} sei @ die Addition ganzer Zahlen modulo 5. Man gebe die
Strukturtafel von (3, @) an und konstruiere vermége z o y := 2z +- y + 1 (mod 5) die Struk-
turtafel von (M, o). Welche Identitiiten sind in den jeweiligen Gruppoiden erfiillt? (Hinweis:
Satz von Toyopa.)

3. Man zeige, daB das zu z inverse Element 2~! in der abelschen Gruppe (Q, o) aus Satz 5.2.19
die Gestalt ! = d - (dc - cz) hat. Ist die bisymmetrische HS-Quasigruppe (@, -) auch kommu-
tativ, 8o nimmt es die Gestalt ! = 2n - 2 an.
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Tabelle 6 .

Operation Triger- | NN, U I BS SD A L-T R-T K L-SR R-SR HS TS
menge

zoy:=3z+ 2y R B - =
R X—— =X —=—= — — = - - -
R — X == X === = == - - -
R —— X =X === = - = - - -

rxoyi=3z—y+5 R —— - =X - == = =X - - -

zoy:=—x2+2y—3| R —— - =X === - - = X - -

zoy:=Vz-y R,* —— =X X X == = X = = - -

roy:=2z—y R — - T XX X == = =X = - -

roy:=% R;* —— = X X X = = = = — X - -

x

xoy:=z+y R X — =X — X = = X = - - -

xoy:=% R* — X =X ==X = — = X - -

zoyi=2—y R - X X = X.—= == X =X = - -

zoyi= —— R* ——— =X — == - XX X X X

z-
(Gg, ©) — vgl. Seite 28 —— — X X X = = = X X X X X
B, — vgl. Seite 75 X X X — X — X X X X X X X X%

5.3.  Totalsymmetrische Quasigruppen und Steiner-Tripel-Systeme

Mit den folgenden Ausfiihrungen soll demonstriert werden, daB zwischen Quasi-
gruppen und endlichen Geometrien sehr enge und wechselseitige Querverbindungen
bestehen. Dafiir miissen einige Ergebnisse zu endlichen Geometrien hier mitgeteilt
werden. Die Beweise findet man in der angegebenen Literatur.

Sind P und @ endliche disjunkte (nichtleere) Mengen, deren Elemente Punkte
bzw. Geraden genannt werden, so ist mit ] S P X & eine Inzidenzrelation gegeben.
Gilt (P, g) € I bzw. PIg mit P € P und g € &, so sagen wir, der Punkt P indiziert
mit der Geraden g, P liegt auf g oder g geht durch P (vgl. etwa P. DEMBOWSKI
[43).)

Eine endliche regquliire Ebene &,* 1dBt sich dann als eine Inzidenzstruktur (R, &, I)
charakterisieren, die folgende Bedingungen erfiillt (L. SzamMkoLowicz [167], N. K.
PucHAREV [140)):

5.3.1. Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade;

5.3.2. Auf jeder Geraden liegen genau k¥ Punkte und

!) G. Pickert [136] verlangt dariiber hinaus, daB @& cine Menge von Teilmengen von
ist. Die Inzidenz wird dann zur €-Relation der Mengenlehre. (In der Tat betrachten wir im
folgenden auch nur solché Inzidenzstrukturen, in denen die Geraden Punktmengen sind.)
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5.3.3. Durch jeden Punkt gehen genau r Geraden?)
r=zk=2).

2 _
Die so definierte Ebene &,* besitat v — r(k — 1) + 1 Punkte und b = »2 — ——

teraden.?)

Da in einer endlichen reguliren Ebene ¢,* durch einen Punkt P, der nicht auf einer
vorgegebenen Geraden g liegt, 6:=r — k Geraden gehen, die ¢ nicht schneiden?®),
unterscheidet man fiir ¢ =0, 0 = 1 und ¢ = 2 zwischen projektiven, affinen bzw.
Lobabevskij-Ebenent) (N. K. PuCHAREV [140], H. ZEITLER [186]).

Eine endliche regulire Ebene ¢* = (B, &, I) mit k = 3 heiBt ein Steiner-Tripel-
System (kurz: STS). Diese speziellen endlichen Geometrien sind nach dem Schweizer
Mathematiker JAKOB STEINER (1796 —1863) benannt.b)

Wegen k = 3 ist Axiom (5.3.3) entbehrlich, es 148t sich aus (5.3.1) und (5.3.2) be-
weisen. Ein STS ist wegen ¢ = r — 3 fiir » = 3 eine projektive, fiir 7 = 4 eine affine
und fiir » = 5 eine Lobatevskij-Ebene.

Aufgrund der beiden Forderungen, daf3

a) mit je zwei Punkten genau eine Gerade inzidiert,

b) mit jeder Geraden genau drei Punkte inzidieren,

lassen sich folgende Beziehungen ableiten (vgl. N. K. PucEAREV [140], G. PICKERT
[136], H. ZEITLER [187]):

534. v=2r+1,
5.3.5. b = %v(v —1),
3b

536, r =—.
v

Es ist dariiber hinaus sinnvoll, » = 3 zu fordern, so daf8 mit (3.3.4) und (5.3.5) ins-
gesamt die Ungleichungen

53.7. 023, r=1,b21
erfiillt sind.

1) Fordert man in (5.3.1), daB8 mit zwei Punkten stets genau 2 Geraden inzidieren, so erhilt
man einen Blockplan (auch BIBD = balanced incomplete block design genannt). LiBt man
die Forderung (5.3.1) ganz fallen, so liegt nur eine taktische Konfiguration vor (vgl. etwa
H. ZeITLER [188]).

2) Da man die Elemente von @& oft auch als Blocke bezeichnet, hat sich der Buchstabe b
eingebiirgert; v steht in der Statistik fiir Varietiten.

3) d. h. keinen gemeinsamen Punkt mit g haben

4) Will man betonen, daB die Axiome der Anordnung hier keine Rolle spielen, so bezeichnet
man sie auch priiziser als projektive, affine bzw. Lobatevskij-Inzidenz-Ebenen. H. ZEITLER
[186] nennt eine endliche regulire Ebenc &* mit 6 = 2 eine (nichteuklidische) o-Tnzid
ebene.

8) J. STEINER stellte in [165] folgende Aufgabe: ,,Welche Zahl n von Elementen hat die
Eigenschaft, daB sich die Elemente so zu dreien ordnen lassen, daB je zwei in einer, aber nur
in einer Verbindung vorkommen?* — J. STEINER war von 1834 bis zu seinem Tode Professor
an der Universitit Berlin.
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Schon J. STEINER [165) hat 1853 gezeigt, daB
v=1(mod6) oder »=3(mod6)

eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Steiner-Tripel-Systemen ist.
M. RE1ss [147] bewies dann 1859, daf8 diese Bedingung auch hinreichend ist. T. P.
Kmrman [86] hatte dieses Problem zwar schon 1847 geldst, es blieb jedoch zunichst
unbeachtet.!) Demnach existieren STS fiir folgende »:

v=l(mod6)| |7| ]13| ‘19| |25|--~

v=3(mods) |3 | [o| [ws] [at] [

E. Nerro [124] prézisierte diese Aussage, indem er bewies, daB fiir v = 3, 7 und 9 bis
auf Isomorphie genau ein STS existiert, es fiir ¥ = 13 aber immer wenigstens zwei
nichtisomorphe STS gibt. Dabei heiBen zwei STS isomorph, wenn es eine bijektive
Abbildung gibt, die neben den Elementen (Punkten) auch die Tripel (Geraden) in-
einander iiberfiihrt. Fiir weitere Informationen iiber STS sei auf die Bibliographie
von J. Doyex und A, Rosa [46] verwiesen.

5.8.8. Beispiele fiir Steiner-Tripel-Systeme
Le?mitk=3,r=1,v=30b=1(0c= —2)° (siche Abb. 34).

7 9
. 7
4
2 6 4
3 1 2 3
1 2 3
& £ R
Abb. 34 Abb. 35

2. e mitk =r=3,v=> =717, 0 =0 (siche Abb. 34). Dieses STS ist eine projektive Ebene.
Andere (isomorphe) geometrische Modelle findet man in H. ZErTLER [187].

3.elmitk =3,r=4,v=9,b =12, 0 =1 (siche Abb. 35). Dieses STS ist eine affine Ebene.

Die STS mit » = 13 sind dann allesamt Loba&evskij-Ebenen.
Wenn wir uns mit STS beschiftigen wollen, kénnen wir auch auf jegliche geometri-

1) Bekannt ist das Kirkmansche ,,Schulmédchen-Problem*: 15 Madchen eines Pensio-
nates machen einen Spaziergang in 5 Reihen zu je 3 Midchen. Welche Anordnung ist zu
treffen, wenn an 7 Tagen jedes Midchen mit jedem anderen genau einmal in einer Dreier-
gruppe zusammenkommt? & mit k = 3, r = 7, v = 15, b = 35, 0 = 4 I6st diese Aufgabe. Ein
Zahlenmodell fiir dieses STS findet man z. B. in H. ZEIrTLER [186).

2) &% wird nicht als regulire Ebene aufgefaBt, da in diesem Fall die Ungleichungen von
FIsHER nicht erfiillt sind (¥ < r und v < b).
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sche Motivation verzichten (vgl. etwa R.H.Bruck [33], V. D. BeLousov [21],
J. DENES und A. D. KEEDWELL [44]).

5.3.9. Definition. Es sei Q eine aus v Elementen bestehende Menge mit » > 3,
§ eine nichtleere Menge dreielementiger Teilmengen von Q. S heiBt Steiner-Tripel-
System <
Fiir beliebige ¢, b € @ mit a == b gibt es genau ein ¢ € Q, so daB {a, b, ¢} € S gilt.
Ist {a, b, c} eine Dreiermenge, so sind die Elemente a, b und ¢ (nach Definition der
Dreiermenge) paarweise verschieden.

Man kann nun zwischen diesen aus kombinatorischen Frag heraus ent-
standenen und spiiter auch fiir die endliche Geometrie entdeckten STS und speziell
algebraischen Strukturen eine enge Verbindung herstellen. So liefert namlich jedes
STS eine spezielle TS-Quasigruppe. Umgekehrt lassen sich mit Hilfe demrtlger
Quasigruppen auch wieder STS erzeugen. Diesen hselseiti
haben zuerst A. SADE [151, 152] und R. H. Bruck [32, 33] entdeckt 1)

Zusa

S

5.3.10. Satz. Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der idempotenten
T'S-Quasigruppen der Ordnung v und der Menge der STS der Ordnung v.%)

Beweis. 1. Es sei (@, ) eine endliche idempotente TS-Quasigruppe (der Ordnung v).
Da aufgrund der Totalsymmetrie die Gleichung z -y =2z mit den Gleichungen
Yy x=2y-2==2,2-y=2x,2-2=yund z- z = y dquivalent ist (vgl. 5.2.), defi-
niert die Operation - iiber der Menge Q folgendermaBen ein Steiner-Tripel-System S:
drei beliebige Elemente z, y, z € Q sind genau dann eine Dreiermenge {z, y, z} aus S,
wenn z-y =z und z # y gilt. Die Idempotenz sichert dann némlich, daB auch
z =% z und y = z gilt; die Totalsymmetrie, aus der ja auch (Q) folgt, garantiert, daB
zwei beliebige (aber hiedene) Elemente z und y mit genau einem dritten Element
z vermége x - y = z verbunden sind.

2. Es sei umgekehrt S ein STS iiber der Menge @ (mit |Q| = v). Dann 1Bt sich in
Q wie folgt eine idempotente TS-Quasigruppe (Q, -) definieren:

a) Wenn z und y beliebige Elemente aus Q mit z = y sind, ist x - y : = z das dritte
Element der Dreiermenge {z, y, z} aus S;

b) fiir alle z € Q setzen wir x - 2 :=z.

Offensichtlich ist die so definierte Operation idempotent und kommutativ. Da ferner
z =z - y fiir alle x, y € Q mit x == y verschieden von z und y ist, gilt auch z -z =y,
also z - 2y = y. Fir z = y gilt « - xx = x. Damit ist auch die Links-Systemregel er-
fiillt.’ Die Quasigruppeneigenschaft folgt aus Korollar 5.2.4. Folglich ist (Q, -) eine
idempotente TS-Quasigruppe (der Ordnung v).

5.3.11. Korollar. Fiir die Ordnung v (v = 3) einer endlichen idempotenten TS-
Qmw'gmppe (@, *) g¥lt v =1 (mod 6) oder v = 3 (mod 6).

‘) Fir eine Verall, inerung dieses Resultats sei auf N. K. PUCHAREV [141] verwiesen.

?) Wegen der Forderung v 2 3 in Definition 5.3.9 klammern wir die Filley = 1 und v = 2
aus. Die triviale Quasigruppe der Ordnung 1 ist idempotent und totalsymmetrisch, fir v = 2
gibt es keine idempotente TS-Quasigruppe.
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5.3.12, Satz. Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der T'S-Loops der
Ordnung v + 1 und der Menge der STS der Ordnung v.!)

Beweis. 1. Es sei (Q', -) eine (endliche) TS-Loop?) der Ordnung v + 1, d. h., es sei
Q' ={n,qy, 9, ..., q), wobei n das neutrale Element der Loop ist. Wegen der Sitze
5.2.2 und 5.2.3 ist (Q’, -) auch unipotent, so daB x - = = fiir alle z € @’ gilt. Da ferner
fiir alle 2 € Q' auch 2 - n = n - 2 = 2 gilt, kann das neutrale Element = in einer Glei-
chung wie z - y = z nur dann auftreten, wenn nicht alle drei Elemente paarweise ver-
schieden sind. Deshalb definiert die Operation - aufgrund der Totalsymmetrie iiber
der Menge Q:=Q'\ {n} = {g), ¢, ..., ¢} ein Steiner-Tripel-System S (vgl. Satz
5.3.10). Wegen des Ausschlusses von n sind niamlich jetzt in einer Gleichungx -y =z
mit z, y, z € Q alle drei Elemente paarweise verschieden, so daB {, y, z} eine Dreier-
menge ist. Die Totalsymmetrie sichert dariiber hinaus, daB8 zwei verschiedene Ele-
mente aus @ in genau einer Dreiermenge enthalten sind.

2. Umgekehrt sei S ein STS iiber der Menge Q@ = {g,, ¢., - .., ¢,}. Erweitern wir diese
Menge Q durch Hi hme eines El tes 7 zu der Menge Q' := Q u {n}, so laBt
sich in Q' folgendermaBen eine TS-Loop (Q’, -) definieren:

a) Wenn z und y beliebige Elemente aus Q mit x < y sind, ist z - y := z das dritte
Element der Dreiermenge {z, y, z} aus S;

b) fiir alle z € Q setzen wir z-n =n-x:=2z und z- 2 = n - n:= n. Die so defi-
nierte Operation ist kommutativ. Wegen a) gilt z - xy = y fiir alle z, y € Q mit
x = y, wegen b) auch fiir alle 2, y € Q’. Damit ist die L-Systemregel erfiillt. Folglich
ist (Q',) totalsymmetrisch und wegen Korollar 5.2.4 eine Quasigruppe. Da das
adjungierte Element n per definitionem das neutrale Element ist, ist (Q’, -) eine
(unipotente) TS-Loop der Ordnung » + 1.

5.3.13. Korollar. Fiir die Ordnung m := v + 1 (mit v = 3) einer endlichen T'S-Loop
(Q', +) gilt m = 2 (mod 6) oder m = 4 (mod 6).

Die Einschrinkung » = 3 konnen wir jetzt sogar auf v = 1 reduzieren, da es auch
fiir m = 2 eine TS-Loop gibt.

Wiihrend eine idempotente TS-Quasigruppe (mit » > 1) niemals eine Gruppe sein
kann (vgl. die FuBnote 2), ist das im Fall (unipotenter) TS-Loops von ihrer Ordnung
m (= v + 1) abhiingig. So sind z. B. TS-Loops fiir m = 2, 4, 8 und 16 assoziativ und
wegen der Sitze 5.2.3 und 5.2.8 folglich auch L- und R-transitiv. Damit ist auch
die Bisymmetrie erfiillt. Fiir m = 10 und m = 14 ist dagegen weder eine parastrophe
Identitit der Assoziativitit noch die Bisymmetrie erfiillt. Ist eine TS-Loop bisym-
metrisch, so ist sie wegen Korollar 5.1.4 eine abelsche Gruppe. Der Assoziativitit
einer TS-Loop (Q’, -) entspricht dabei in dem durch (@', -) induzierten Steiner-Tripel-
System S die sogenannte Veblen-Young-Konfiguration (vgl. H. ZEITLER [187]) (siehe

1) Die (triviale) TS-Loop der Ordnung 1, aber auch die TS-Loop der Ordnung 2 klammern
wir wegen der Voraussetzung » > 3 aus.

2) V. D. BeLousov [21] nennt eine idempotente TS-Quasigruppe eine Steiner-Quasigruppe
und eine TS-Loop eine Steiner-Loop. Da jedoch Idempotenz und Existenz eines neutralen
Elementes in einer Quasigruppe miteinander unvereinbar sind, ist eine Steiner-Loop keine
Steiner-Quasigruppe. Wir verzichten deshalb hier auf diese Bezeichnungen.
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Abb. 36). Diese Konfiguration ist jedoch nur sinnvoll, wenn Q' mehr als drei Elemente
(Punkte) enthilt. Im STS der Ordnung 7 (Beispiel 5.3.8.2) ist diese Konfiguration fiir
beliebige Punkte 4, B und C erfiillt, im STS der Ordnung 9 (Beispiel 5.3.8.3) dagegen
nicht.

J. W. p1 Paora [129] hat gezeigt, daB eine TS-Loop genau dann assoziativ ist,
wenn im zugehorigen STS beliebige drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte ein
STS der Ordnung 7 erzeugen.!)

A 8 AoB

Ist eine idempotente TS-Quasigruppe bisymmetrisch, so ist sie (vgl. 5.1.) auch
selbstdistributiv. Zum Beispiel sind die idempotenten TS-Quasigruppen der Ordnung
v = 3 und » = 9 bisymmetrisch. Fiir v = 7 ist die Bisymmetrie verletzt. Der Selbst-
distributivitit einer (idempotenten) TS-Quasigruppe (Q, -) entspricht im zugehorigen
STS eine Konfiguration, die H.ZEITLER Parallelitiitsgesetz nennt (vgl. Abb. 29).
Wiihlt man z. B. im STS der Ordnung 7 P =1, Q = 3 und R = 7, so schliefit sich
diese Figur nicht, wohl aber fiir jedes P, Q, R im STS der Ordnung 9.

D

Abb. 37

Neben der Selbstdistributivitit spiegelt sich auch die Bisymmetrie einer idempoten-
ten TS-Quasigruppe (@, -) im mit ihr verbundenen STS auf eine interessante Weise
wider. Fiir ausgewihlte Lagen der (sonst ja beliebigen) Punkte 4, B, C und D aus Q
entsteht namlich der raumliche Eindruck eines Tetraeders. H. ZEITLER nennt diese
Konfiguration deshalb auch Tetraedergesetz?) (sieche Abb. 37). Im STS der Ordnung
9 muB man zwar auf diesen raumlichen Eindruck verzichten, die ,Tetraeder‘‘-

1) In diesem Zusammenhang laBt sich zeigen, daB die Ordnung m einer unip Gruppe
eine Potenz von 2 sein muB (vgl. J. W. p1 Paora [129]).

2) Dem liegt der Satz zugrunde, daB die Verbindungsgeraden der Mitten gegeniiberliegender
Kanten eines Tetraeders sich in einem Punkt schneiden (vgl. auch Beispiel 5.1.10.2).
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Figur schlieBt sich aber natiirlich dennoch fiir alle Punkte 4, B, C und D (vgl. auch
Abb. 28).

Die Bisymmetrie spielt, das sei hier nur erwihnt, bei der Erzeugung affiner Geo-
metrien eine besondere Rolle (vgl. z. B. N. K. PucHAREV [142], A. MITSCEKE und
H. WERNER [119]).

Es gibt, wie wir gesehen haben, nichtbisymmetrische und bisymmetrische TS-
Loops. Letztere sind (unipotente) abelsche Gruppen. Ebenso existieren unter den
idempotenten TS-Quasigruppen neben bisymmetrischen auch nichtbisymmetrische.
Wenn auch die Idempotenz hier die Gruppeneigenschaft generell ausschlie8t, erlaubt
Satz 5.2.16 doch wenigstens, einen Zusammenhang zwischen bisymmetrischen idem-
potenten TS-Quasigruppen und abelschen Gruppen herzustellen. Vermoge zoy
1= a - zy definiert eine bisymmetrische (idempotente) TS-Quasigruppe (@, -) eine
abelsche Gruppe (Q, o).

Aus den Sitzen 5.3.10 und 5.3.12 folgt unmittelbar, wie man direkt, d. h. ohne
STS, aus einer idempotenten TS-Quasigruppe der Ordnung v eine TS-Loop der
Ordnung v + 1 erhilt (und umgekehrt). Von dieser Tatsache hat R. H. BRuck [29]
bereits Gebrauch gemacht, bevor STS und Quasigruppen miteinander in Verbindung
gebracht worden sind. Man kann z. B. die beiden folgenden TS-Quasigruppen der
Ordnung 7 bzw. 8 anhand des STS aus Beispiel 5.3.8.2 gewinnen, man erkennt aber
auch sofort, wie sie wechselseitig auseinander hervorgehen:

n 1 2 3 4 5 6 1
1 2 3 4 5 6 1 nla 1 2 3 4 5 8 7
o
t|[@) 3 2 5 4 7 8 11:@325476
2 {3 [21 6 7 4 5 22131 6 7 4 5
3|2 1387 .6 5 4 33:21@7054
1|5 6 741 2 3 4 a5 6 7[a]1 2 3
5|4 17 6 1[5 3 2 5|51 4 7 6 123 2
6| 7 4 5 2 3[6]1 66:74523@1
716 5 4 3 2 1 [7] 7716 5 4 3 2 1[5
idempotente TS-Quasigruppe (unipotente) TS-Loop

Aus der idempotenten TS-Quasigruppe (G, 3, 0) aus Aufgabe 1.3.17.1 geht auf diese
Weise die Kleinsche Vierergruppe B, hervor (vgl. 8. 75). Das zugehérige STS ist in
Beispiel 5.3.8.1 b

Das STS &2 der Ord.nung 9 (Beispiel 5.3.8.3) kann man auch als ein 4-Gewebe?)
der Ordnung 3 auffassen. Entsprechend 148t sich die affine Ebene ¢,2 als ein 3-Gewebe
der Ordnung 2 interpretieren. Dabei. heiBt eine Inzidenzstruktur (8, ©, I), in der @
in r disjunkte (Parallel-) Klassen ®,, ®,, ..., &, zerlegt ist, ein r-Gewebe, wenn die

1) In deut.schspuch.lgen Arbeiten wird der Begnff ,,Gewebe“ dem Begnff »Netz* (ruemsch
set’, eng : net) — wah i fgrund der gen M von
w. BLASCBR! und G. BoL [24]
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folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind (vgl. etwa P. DEmBowskr [43], V. D.
BeLousov [22]):

a) Zwei Geraden aus verschiedenen Klassen inzidieren nur mit einem Punkt aus 9 ;

b) jeder Punkt aus B inzidiert mit genau einer Geraden ans jeder Klasse.

Zwischen den Geraden zweier verschiedener Klassen wie auch zwischen den Gera-
den einer Klasse und den Punkten einer beliebigen Geraden existiert eine bijektive
Abbildung.

Die Anzahl der durch jeden Punkt gehenden Geraden heifit das Geschlecht r des
Gewebes, die Anzahl der Geraden einer Klasse (Geradenschar) heiit die Ordnung m
des r-Gewebes. (Es gilt m = k.) In einem endlichen r-Gewebe der Ordnung m (= k)
sind die Bedingungen (5.3.2) und (5.3.3) erfiillt. Ferner gelten die Beziehungen v = 42,
b=r-kund r <k + 1. Ein r-Gewebe ist genau dann eine affine Ebene, wenn zwei
beliebige Punkte kollinear sind, d. h. (3.3.1) erfiillt ist. » = k + 1 ist ebenfalls ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, daB ein r-Gewebe eine affine Ebene
ist (vgl. P. DEMBowSKI [43], V. D. BELoUsoOV [22]).

Fiir die Theorie der Quasigruppen sind besonders die 3-Gewebe von Interesse
(vgl. etwa J. AozEL, G. PickerT und F. Rap6 [11), J. AczEL [4], V. D. BELorsov
[22], J. DENES und A. D. KEEDWELL [44], G. PICKERT [136]). Aber auch fiir beliebige
r (2 3) besteht ein Zusammenhang zwischen r-Geweben und Quasigruppen. So ent-
spricht z. B. jedem r-Gewebe der Ordnung m ein System von r — 2 paarweise ortho-
gonalen Quasigruppen der Ordnung 7 (und umgekehrt) (vgl. R. H. Bruck [31]).

SchlieBlich seien noch die Funktionalgleichungen als ein wichtiges Anwendungs-
gebiet der Theorie der Quasigruppen genannt (vgl. J. AczEr [3] sowie die folgenden
Kapitel).

5.8.14. Aufgaben
1. Man gebe eine bisymmetrische TS-Quasigruppe an, die kein STS induziert. (Hinweis:
Beispiel 5.1.10.1g), M endlich (!).)

2. Man zeige, dal die sus dem STS der Ordnung

a) v =9 g t TS-Quasigruppe bisymmetrisch ist und konstruiere hieraus
mit ]'[llfe von Satz 5.2.16 eme abelsche Gruppe,

b) v = 7 gewonnene idempotente TS-Quasigruppe nicht bisymmetrisch ist.

3. Man zeige: Sind zwei STS isomorph, so sind auch die durch sie induzierten idempotenten
TS-Quasigruppen (bzw. TS-Loops) isomorph (und umgekehrt).

4. Man zeige, daB in der aus dem STS der Ordnung 9 gewonnenen idempotenten TS-Quasi-
gruppe jede Links- und Rechts-Translation ein Automorphismus ist.



Funktionalgleichungen



6. Uber gegenseitige Ableitbarkeit bekannter
Eigenschaften einiger elementarer Funktionen

Wihrend bisher Eigenschaften zweistelliger Operationen und ihre Beziehungen zu-
einander im Mittelpunkt der Betrachtungen standen, wenden wir uns nun der Unter-
suchung von Eigenschaften vorrangig einstelliger (reeller) Funktionen zu. Dabei
werden die auch im Mathematikunterricht behandelten elementaren Funktionen eine
besondere Rolle spielen.

Unter den zahlreichen Eigenschaften der elementaren Funktionen befinden sich
stets solche, die der betreffenden Funktion (bzw. Funktionenklasse) allein zukom-
men. Diese Eigenschaften kann man deshalb als typisch bezeichnen. Jede elementare
Funktion hat daneben aber auch Eigenschaften, die sie mit anderen teilt, die fiir die
betreffende Funktion in diesem Sinne also nicht typisch sind. Will man nachweisen,
daB gewisse Eigenschaften fiir eine Funktion f nicht typisch sind, so hat man eine
Funktion ¢ mlt g/ snzugeben, die dlese Eigenschaften ebenfalls besitzt. Der-
artige Unt g 6 fiir eine richtige Ak ierung bei der Behandlung
der elementaren Funktionen niitzlich sein. Entsteht doch beim Lernenden leicht der
Eindruck, daB die meisten der im Unterricht und auch in der Anfingervorlesung be-
handelten Eigenschaften der elementaren Funktionen mit der jeweiligen Funktion
untrennbar verbunden sind, fiir diese Funktionen also typisch sind, und zwar ein-
fach deshalb, weil diese Eigenschaften als besonders wichtig hervorgehoben werden
und kaum Vergleiche mit anderen Funktionen angestellt werden.

6.1.  Aus den Theorien einiger elementarer Funktionen
Im Mathematik-Lehrbuch der Klasse 12 ([114], S. 94ff.) werden zur Wiederholung
folgende Eigenschaften der Sinusfunktion zusammengestellt:
a) Definitionsbereich: —o0 < z < +o00.
b) Wertevorrat: —1 <sinz < 1.
¢) Die Funktion ist periodisch mit der kleinsten Periode 2x.
d) Monotonieintervalle sind: M, (4k+—1)ﬂ:l] (monoton wachsend)
und [M (i“‘—"'}—] (monoton fallend) fir alle ¥ € Z.

e) Die Funktion ist ungerade.
f) Die Funktion hat die Nullstellen & - x mit k € Z.
g) Die Funktion hat keine Pole.
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Keine der hier genannten Eigenachaften ist fiir sich typisch fiir die Sinusfunktion,
in dem Sinne, daB sie nur der Sinusfunktion zukommt. Auch in ihrer Gesamtheit sind *
die Eigenschaften a) bis g) nicht typisch, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir definie-
ren eine Funktion f: R — R durch:

f@) =f(Z + 2kn) =g(F) mit z€R, Te[—a=z], keZ

und

2 _ _ 4
——z—2 fir —asS7T<——

n 2

9(@):= 2; fir —— <<= (siehe Abb, 38).

n 2 2

2 _ T
——ZzZ+2 fir —<zZ<n

n 2

Selbst wenn man den sogenannten trigonometrischen Pythagoras
6.L1. A s(z)? + c(@)? = 1Y)
zeR

als achte Eigenschaft hi immt, eine Eigenschaft also, die man nur in Verbindung
mit den trigonometrischen Funktionen zu sehen gewdhnt ist, kann man doch ein
y
1
P

Abb. 39 Abb. 40

von (sin, cos) verschiedenes Funktionenpaar (s, ¢) derart angeben, daf die Funktion &
die Eigenschaften a) bis g) besitzt und zusammen mit ¢ auch die Eigenschaft (6.1.1).
Wir definieren zunichst:

— —
s(x):= V%z und  ¢(x):= l/l - :x

fiir x € [[0, %:[' (siche Abb. 39).

1) Zur Einsparung von Klammem wurde (s(z))® = s(x)* gesetzt. Die Schreibweise s*(z)
wurde vermieden, um eine Verwech mit s(s(z)) auszuschlieBen.
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In dem Intervall ﬂ:O, 12’-]] gilt (6.1.1), und s ist von der Sinusfunktion verschieden,

denn es gilt z. B. sin % *s % . Die Funktionen ¢ und ¢ kénnen nun so auf die

ganze Achse fortgesetzt werden, daB8 (6.1.1) fiir alle z € R gilt und auBerdem die
Eigenschaften a) bis g) erfiillt sind. Die Funktionen s: R — R und ¢: R - R mit
$(2) = 8(% + 2kx) = 3F) und c(x) = c(T + 2kn) =¢(Z) fiir z€ R, T € [—=,7],

k€ Zund
2 n
2z fur zeflo,2],
Vﬂ z ur :':E[[ 2]]
1/3 (n—7) fir Te ]]3, n:[l,
- n 2
3(Z):=
2 . F 1
_I/.._.- fiir el =2
1:: itr 7 Eﬂ: 2,0[':,
VEa+n fir zeﬂ:—n,——"- ,
n 2
Vl _2%; fir Ze€ I]:o, l:l],
1 2
VY1i-2@-2 fr fe:ﬂi,n]],
. T 2
o(Z):=
Vl + 2 z fir 7€ |:|:—-’-z-, 0[[,
n 2
—1/1 —2arw fir ie[[—n.—ﬁ[[
E 2

(siehe Abb. 40) leisten das Verlangte.

Wir stellen fest, daf die Funktion s wie die Sinusfunktion stetig ist. Man kann
auch differenzierbare Funktionen konstruieren, die alle genannten Eigenschaften der
Sinusfunktion aufweisen und doch von ihr verschieden sind. Welche Eigenschaft kann
man denn nun hinzunehmen, um nur die Sinusfunktion zu erhalten? Diese Frage
werden wir im Kapitel 12 aufgreifen.

Es sei noch einmal betont: Wenn man z. B. feststellt, daB die Periodizitit der
Sinusfunktion fiir diese Funktion nicht typisch ist, dann ist dies in dem Sinne ge-
meint, daB es noch andere periodische Funktionen gibt. Das beeintrichtigt in keiner
Weise die groBe Bedeutung der Sinusfunktion fiir die Beschreibung bestimmter perio-
discher Sachverhalte in der Physik.

Ein weiteres Beispiel fiir die hier behandelten Fragen findet man im Mathematik-
Lehrbuch der Klasse 9 ([115], S. 88). Es wird dort die Erkenntnis formuliert: ,,Die
Graphen der Funktionen y = 2" mit » € {1; 2; 3; ...} bilden eine Schar von Kurven,
die alle die Punkte P,(1; 1), P,(—1; 1) und P,(0; 0) gemeinsam haben und die sym-
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metrisch zur y-Achse sind.* Auch hier sind die genannten Eigenschaften der geraden
Potenzfunktionen nicht typisch fiir diese Funktionenklasse, denn die Funktionen
f,9: R— R mit f(z) = || und g(z) = Vl_x] gehéren nicht zu dieser Schar, haben aber
die genannten Eigenschaften.

Solche Betrachtungen, in denen nichttypische Eigenschaften der elementaren Funk-
tionen hervorgehoben werden, konnen gleichzeitig als Motivation fiir die funktionale
Charakterisierung dieser Funktionen dienen. Wenn man sich namlich bei mehreren
Eigenschaften davon iiberzeugt hat, daB sie fiic die betreffende Funktion nicht ty-
pisch sind (insbesondere bei solchen Eigenschaften, von denen man dies zunichst
nicht erwartet hat), dann wird die Frage nahegelegt, ob es nun unter den Eigen-
schaften auch solche gibt, die die betreffende Funktion allein besitzt, die sie von
allen anderen Funktionen unterscheidet. Damit wird man auf axiomatische Unter-
suchungen gefiihrt. Die Menge der Eigenschaften einer (elementaren) Funktion kann
als mathematische Theorie aufgefaBt werden, die man aus einer Definition durch
Gleichungen, durch Potenzreihen oder auch durch geometrische Uberlegungen ge-
wonnen hat. Aus der damit gegebenen Menge von Aussagen eine Teilmenge so auszu-
sondern, daf} alle anderen Aussagen aus ihr ableithar sind, heiBt diese Theorie zu
axiomatisieren. Man sagt, da$ die betreffende Funktion durch diese Teilmenge von
Aussagen funktional charakterisiert ist. Dies ist bei den elementaren Funktionen
méglich, und zwar jeweils auf recht verschiedene Weise. Wir werden uns in den
Kapiteln 7, 8 und 12 mit diesem Problem beschiftigen. Zuvor sollen noch einige
Beispiele fiir Ableitbarkeitsverhiltnisse innerhalb der Theorie einiger elementarer
Funktionen betrachtet werden.

Es sind die Ableitbarkeitsverhiltnisse zu untersuchen, in denen die Subtraktions-
theoreme der Sinus- und Kosinusfunktionen zum ,trigonometrischen Pythagoras*
(6.1.1) stehen. Die Subtraktionstheoreme der Funktionen sin und cos lauten

sin (x — y) =sinz-cosy — cosx-s8iny
und
cos (£ — y) = cos.x-cosy + sinz-siny.

Wir formulieren diese Eigenschaften der Winkelfunktionen unter Verwendung von
Funktionsvariablen

6.1.2. A s(z — y) = s(x) c(y) — c(z) s(y),
z.yeR

6.1.3. A c( — y) = c(x) e(y) + 8(x) 8(y).

z.yeR
Dadurch gelten SchluBfolgerungen, die wir aus diesen Gleichungen ziehen, nicht nur
fiir das Funktionenpaar (sin, cos), sondern fiir alle Paare (s,¢) von Funktionen
s:R— R und ¢: R - R, die diese Eigenschaften besitzen. Im folgenden wird das
Paar (s, ¢) mit s(x) == 0 und ¢(z) = O fiir alle x € R ausgeschlossen.

Es gilt: Aus (6.1.2) und (6.1.3) folgt (6.1.1). Fiir jedes Paar (s, ¢) mit den Eigen-
schaften (6.1.2) und (6.1.3) folgt zunichst fiir 2 = y= 0 aus (6.1.2) s(0)= 5(0) ¢(0)
— ¢(0) 8(0) = 0, also $(0) = 0, und fiir y = 0 folgt damit aus (6.1.2) s(z) = s(z) c(0)
— ¢(x) 5(0), also s(z) (1 — ¢(0)) = 0.
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Fall1: Aus ¢(0) = 1 folgt s(x) = 0 fiir alle z € R und damit aus (6.1.3) fiiry =0
die Identitit c(z) = c(x) ¢(0), also auch ¢(z) = 0 fiir alle x € R. Diese Funktionen
wurden aber ausgeschlossen, also bleibt nur der

Fall2:¢(0) =1.

Setzt man jetzt in Gleichung (6.1.3) x = y, so erhilt man ¢(0) = c(x)? + s(2) = 1
fiir alle reellen Zahlen z, also (6.1.1).

Die Umkehrung der eben bewiesenen Behauptung gilt dagegen nicht. Aus (6.1.1)
folgt namlich weder (6.1.2) noch (6.1.3). Diese Behauptung beweisen wir mit Hilfe
des weiter oben definierten Funktionenpaares (s, c), das zwar die Eigenschaft (6.1.1),

aber nicht die Eigenschaften (6.1.2) und (6.1.3) besitzt. So gilt z. B. fiir x = Z und
T . . k4 b4 T T 14 F.4
==d h ——=)Fs({=)ec(=)—c[=])s(=)-
y=5 ie Bezie ung:(3 G)TS(:})C(G) 0(3)8(6)
Wir wollen die Ableitbarkeitsverhdltnisse zwischen den Logarithmengesetizen
log, (x - y) = log, x + log, y, log, z- log, x — log, y und log, 1 = —log, z fiir
Yy x
« € R* a =+ 1;x¢R* ye R* untersuchen. Dazu schreiben wir diese Beziehungen
wieder mit Funktionsvariablen und zwar fiir Funktionen f: R,* - R
614 A f(z-y) = flx) + f(y),
z,peR,*

6.1.5. A /(%) = f(2) — /),

zyeR.*
6.1.6. A /(l) = —f(@).
zeR,s \ X

Wir zeigen zunichst, daB (6.1.4) und (6.1.5) dquivalent sind, also, wie man auch sagen
konnte, ,,gleichstarke* Eigenschaften der Logarithmusfunktionen sind.
Aus (6.1.4) ergibt sich (6.1.5): Aus (6.1.4) folgt fiir x = y = 1 sofort f(1) =0

und damit fiirr y = l: Q) =fx)+f l =0, also (6.1.6). Damit erhdlt man

(6.1.5) folgendermafen: f (x . l) = /(z):— / (i) , das heiBt f (i) = f(x) — f(y).
Aus (6.1.5) folgt (6.1.4): Fury r=y=1 erhzilt man aus (6.1.%) sofort f(1) =0,

damit /(:1) = f(1) — f(x) = —f(x), also (6.1.8) und schlieBlich f(x - y) =/<%)

=f(x) —f (%) = f(z) + f(y), also (6.1.4). y

Die Beziehung (6.1.6) folgt also sowohl aus (6.1.4) als auch aus (6.1.5). Umgekehrt
folgt aber aus (6.1.6) weder (6.1.4) noch (6.1.6). Dazu betrachten wir die folgender-
maBen definierte Funktion f: R,* — R,

(x— 1) fir xz21,

—— 2
fla):= _(L _ 1) fir 0<x <1 (siche Abb, 41).
x
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z€eR,*

Wie man leicht zeigt, gilt A f l) = —f(x). Da aber beispielsweise f(6) % /(2)
9 x
+ f(3) und f (5) =+ f(2) — f(3) ist, hat f nicht die Kigenschaften (6.1.4) und (6.1.5).

Die Eigenschaft (6.1.6) ist also eine ,schwichere* Eigenschaff der Logarithmus-
funktionen als die Eigenschaften (6.1.4) bzw. (6.1.5). Zur Ubung kann der Leser
weitere Funktionen bilden, die (6.1.8) erfiillen.

Abb. 41

Bei den Eigenschaften (6.1.1) bis (6.1.6) handelt es sich um Funktionalgleichungen.
Die Variablen s, ¢ und f sind dabei keine Zahlenvariablen, sondern Funktionsvaria-
blen. Losungen dieser Gleichungen sind also Funktionen iiber gewissen Definitions-
bereichen.

Einige Funktionalgleichungen der elementaren Funktionen werden sich im Hin-
blick auf die funktionale Charakterisierung dieser Funktionen als besonders geeignet
erweisen. Da bei unseren Betrachtungen das Anliegen der funktionalen Charakteri-
sierung im Vordergrund steht und dafiir nur ganz bestimmte Funktionalgleichungen
benutzt werden, kann auf eine Definition des Begriffes Funktionalgleichung ver-
zichtet werden.)

6.2.  Aufgaben

1. Man zeige fiir die Eigenschaften 1

a) fix + y) = f(z) - fly), b) flz — y) = f(2):/(y), ¢) f(—x) = — der Exponentialfunktionen
f:R—>R: f(z)

— a) und b) sind dquivalent.

— c) folgt sowohl aus a) als auch aus b).

— Aus c) folgt weder a) noch b).

(Hinweis: Man untersuche die Konsequenz von f(0) = 0.)

2. Man untersuche fiir eine Funktion f: R — R die Bezieh ischen den Ei haf

fl@ + y) = f(z) + /), iz — y) = f(x) — /() und f(—z) = —f(z), die fir alle reellen Zahlen
z und y gelten sollen.

3. Man zeige: Eine Funktion f: R — R ist genau dann eine Losung von f(z + y) = f(z) + f(¥),
wenn sie Losung von f(z + y) — f(z — y) = 2f(y) ist.

4. Man zeige: Eine Funktion f: R — R ist genau dann eine Lésung von f

(z + y) _ @) + Hw)
wenn sie Losung von f(z + y) + f(x — y) = 2f(z) ist. 2

2

1) Auf die hier b Funktionalgleichungen trifft die von J. Acz£L in [3] gegebene
Definition zu.




7. Funktionale Charakterisierungen der linearen Funktionen
f:R — R mit f(x) = c - x mit Hilfe der Funktionalgleichung
flx+y) = ) + f(y)

Bekanntlich versteht man unter Streckenmessung eine Funktion I, die jeder Strecke
eine reelle Zahl zuordnet. An diese Zuordnung werden bestimmte Forderungen ge-
stellt, z. B. die endliche Additivitit: Liegt der Punkt B zwischen den Punkten 4 und
C, so gilt Y(AC) = U(AB) + (BC) (vgl. MfL Bd. 6, 1.1.4.). Entsprechend wird die
Additivitdt bei allgemeineren F gen des Inhaltsproblems formuliert (vgl. MfL
Bd. 5, 4.1.1.). Uber der Menge der reellen Zahlen sind die schon im Mathematik-
unterricht recht ausfiihrlich behandelten linearen Funktionen f: R — R mit f(z)
=c-« (c € R) additiv, denn es gilt wegen des Distributivgesetzes c(z + y) =c- 2z
+ ¢ yfiiralle z, y € R, also f(x + y) = f(x) + /(y). Man nennt diese Beziehung auch
Additionstheorem der linearen Funktionen f: R — R mit f(z) = ¢ - 2 oder Cauchysche
Grundgleichung. Man beachte, daB f fiir ¢ 4= 0 damit ein Isomorphismus von der
Gruppe (R, +) auf sich ist und das Additionstheorem die Operationstreue des Iso-
morphi widerspiegelt (vgl. Kap. 3). Wir -werden uns in diesem Kapitel mit
der Frage nach allen derartigen Funktionen beschiftigen, die dieses Additionstheorem
besitzen, und in diesem Zusammenhang bercits alle wesentlichen Probleme der funk-
tionalen Charakterisierung der elementaren Funktionen diskutieren.

7.1.  Die stetigen Losungen der Funktionalgleichung

fix + y) = f(x) + f(y)
7.1.1. Satz. Es gibt genau eine Funktion f: R — R mit folgenden Eigenschaften:
7-1-2-: .y/tn/(z +9) = /@) + /),

7.1.3 f st stetig,.
7.14. f(1) =c(c€ R).

Beweis (vgl. J. AcziL [3], A.L.Cavcry [34], E. Picarp [133], T.L.Saaty
[150], G. WiswessER [182], D. ILsE [73]). Zunichst ist die Existenz der behaupteten
Funktion gesichert, denn /: R — R mit f(z) = ¢ - z erfiillt die Bedingungen (7.1.2),
(7.1.3) und (7.1.4). Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit wird gezeigt: Fiir jede Funk-
tion, die (7.1.2), (7.1.3) und (7.1.4) erfiillt, gilt:

a) /(0) = 0; denn setzt man = y = 0 in (7.1.2), so erhdlt man f(0) = 2/(0), also
£(0) =0.
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b) Fiir jede reelle Zahl x und jede natiirliche Zahl k gilt f(k - x) = k- f(x). Der
Beweis ergibt sich durch vollstindige Induktion. Wie man ebenfalls leicht bestitigt,
gilt auch f(I-x) =1- f(z) firalle / € Z.

¢) Fiir alle rationalen Zahlen r gilt /(r) = ¢ - r. Dazu untersuchen wir drei Fille:

¢,) r = 0. Nach a) gilt /(0) = 0 und damit f(0) =c- 0.

¢,) r > 0. Dann gibt es natiirliche Zahlen p, ¢ mit r = iy Wegen b) gilt f(g - 1)
q9

=f (q ) =fp-1)=c-p und f(g-r) =¢q-f(r), also g f(r) =c-p und damit
q

fr) =c-r.

¢y) r < 0. Dann ist —r > 0, und man erhilt aus (7.1.2) f(0) = f(r) + f(—r) und
wegen &) f(r) + f(—r) =0, also f(r) = —f(—7) = —c(—7) =c- 1.

d) Fiir alle reellen Zahlen x gilt f(x) == c - x. Es sei x, eine beliebige irrationale Zahl
und (r,) eine Folge rationaler Zahlen mit lim r, = z,. Dann mufl wegen der Stetig-

n—oo
keitsforderung (7.1.3) /(x.,):: lim f(r,) gesetzt werden. Dieser Grenzwert existiert

auch, denn es gxlt hm f(r,,) = hm c-ry, =c- ¥, also f(x) = ¢z fiir alle # € R. Damit
n—>0

ist Satz 7.1.1 bew:esen

7.1.6. Bemerkung. Wir weisen darauf hin, da die Gleichung (7.1.2) iiber der
Menge der rationalen Zahlen nur die Lésungen f: @ — R mit f(r) = ¢ -  besitzt und
die Stetigkeit von f erst fiir die stetige Erweiterung der Losung auf den Bereich der
reellen Zahlen gebraucht wurde. Ebenfalls ohne Stetigkeitsforderung gilt bereits
f(r - ) = r - f(x) fiir alle rationalen Zahlen r und alle reellen Zahlen z. Dazu zeigt
man zunichst, daB jede Losung f von (7.1.2) ungerade ist. Wird in (7.1.2) y durch —z
ersetzt, so ergibt sich f(z + (—z)) = f(z) + /(—z) = f(0) =0, also f(z) = —f(—2).

Es sei nun r eine beliebige positive rationale Zahl mit r = ¥4 (p, g € N*). Setzt man
q
dann y:= %x, so gilt f(p-x) = f(g-y), woraus mit b) p - f(x) = g- f(y), also

7 f(x) = f(y) = f(r - x) folgt. Es sei nun r < 0, dann ist —r > 0, und es gilt f(r - x)
= —f(—r - ) wegen der Ungeradheit von f. Weiterhin ist —f(—r - x) = —(—r) f(x),
da —r > 0ist. Also ist fiir negative rationale Zahlen r auch f(r - ) = r - f(z).

Satz 7.1.1 besagt auch, daf mit (7.1.2), (7.1.3) und (7.1.4) ein Axiomensystem (Ax)
fiir die lineare Funktion f mit f(z) = ¢ - x gegeben ist. Einerseits folgen alle Eigen-
schaften dieser Funktion aus (Ax), denn wir haben ja f(x) = c - z abgeleitet, und
daraus folgen alle weiteren Eigenschaften (z. B. Monotonie, Differenzierbarkeit).
Andererseits folgen aus (Ax) auch nur Eigenschaften dieser Funktion, denn sie ist ja
einzige Losung von (Ax). Somit sind die Eigenschaften (7.1.2) und (7.1.3) zusammen
typisch fiir die Klasse der Funktionen f: R — R mit f(z) = ¢ - z. Da es eine Funktion
1 gibt, die alle drei Axiome von (Ax) erfiillt, ist das System (Ax) widerspruchsfrei.
Wir wollen schlieBlich die Frage untersuchen, ob (Ax) unabhingig!) ist. Zunichst ist
Axiom (7.1.4) unabhingig. Wihlt man namlich f(1) =€ ¥ ¢, so ist f mit f(x) =¢ -«

1) Zu den Begriffen ,,widerspruchsfrei* und ,,unabhingig* siehe auch MfL Bd. 12, 4.3.
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eine Funktion, die die Axiome (7.1.2) und (7.1.3) erfiillt, aber nicht das Axiom (7.1.4).
Auch Axiom (7.1.2) ist unabhiingig, da z. B. die Funktion f: R — R mit f(z) =c - 2®
die Axiome (7.1.3) und (7.1.4) erfiillt, aber nicht (7.1.2). Der Beweis fiir die Unab-
hiingigkeit von (7.1.3) wurde 1905 von G. HaMEL (1877—1954) [64] erbracht, indem
er mit Hilfe einer Basis der reellen Zahlen unstetige Lésungen von (7.2.1) konstru-
ierte. Bevor wir diesen Beweis fiihren, wollen wir uns noch ausfiihrlicher mit der
Stetigkeitsforderung (7.1.3) befassen.

7.2.  Weitere funktionale Charakterisierungen der linearen
Funktionen f: R > R mit f(x) = ¢ - x

Es hat sich gezeigt, daB auch andere (zum Teil schwiichere) Bedingungen als Stetig-
keit ausreichen, um die Stetigkeit von Lésungen von (7.1.2) zu sichern. Wir zeigen im
folgenden die Aquivalenz einiger dieser Bedingungen. Weitere derartige Bedingungen

kénnen dem Literaturverzeichnis in J. AczEL [3] bzw. [5] oder auch W. ScHuLz
[159] entnommen werden.

7.2.1. Satz. Eine nichtkonstante Lisung f: R — R der Funktionalgleichung f(x + y)
= f(x) + f(y) mit f(1) = c ist stetig genau dann, wenn gilt:
7.2.2. f ist in etnem Punkt z, stetig (vgl. M. G. DarBoux [39], J. AcziL [3], T. L.
Saary [150), D. ILsk [73])
oder
7.2.3. f ist streng monoton (vgl. B. N. DELONE und D. A. Raskov [42], J. M. KoLJa-
GIN [90])
oder
7.2.4. Es gibt evn Intervall JO, ¢[ mit & > 0, iiber dem entweder f(x) > 0 oder f(x) < 0
gilt fiir alle x € JO, e[ (vgl. etwa D. ILsE [73])
oder
7.2.5. f ist auf einem endlichen (beliebig kleinen) Intervall beschrimkt (vgl. J. AczEL
[3), E. Prcarp [133), G. S. Youxe [185], D. ILsE [73])
oder
7.2.6. Es gibt einen Punkt der z,y-Ebenc mit einer Umgebung, vn der kein Punkt
(x; f(x)) liegt (vgl. E. Hopr [69], D. TLsE [73)).

Beweis. Die stetigen Losungen f mit f(x) = ¢ - x von (7.1.2) erfiillen die Bedingun-
gen (7.2.2) bis (7.2.6). Es sind noch die Umkehrungen zu beweisen.

Zu (1.2.2): Es sei  eine reelle Zahl mit Z == x, und (z,) eine Folge reeller Zahlen

mit lim , = Z. Dann gilt fiir jede in x, stetige Losung von (7.1.2)
N—>00

lim /(z,) = lim f((z, — T + 20) + (¥ — 2))

=lim f(x, — T + ) + lim f(T — 2o) = f(2o) 4 (T — %) = f(T).

n—00
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Das Additionstheorem bewirkt also, dafl jede seiner Losungen, die an einer Stelle
stetig ist, gleich iiberall stetig und damit nach Satz 7.1.1 eine Funktion / mit f(x)
=c-zist.

Zu (7.2.3): Wir zeigen, da8 aus dem streng monotonen Wachsen von f folgt, daf
f(x) =c -z ist (c > 0). Gébe es ndmlich eine reelle Zahl z, mit f(x,) = ¢ - z,, etwa
f(@o) > ¢ - x,, 50 kdnnte man eine rationale Zahl r finden mit ¢ - 2y < ¢ - 7 < f(z,),
also ¢« xy < f(r) < f(xo). Wegen ¢ > 0 ist xo < r und f(r) < f(%,) im Widerspruch
zum monotonen Wachsen von f. Analog beweist man den Fall, da8 f streng monoton
fallt und ¢ < 0'ist. Weiterhin ist leicht zu sehen, daB es geniigt hitte, Monotonie im
weiteren Sinne zu fordern.

Zu (7.2.4): Wir betrachten den Fall, daB f in JO, [ positiv ist, und beweisen, daB
dann { iiber R streng monoton wachsend ist. Nach (7.2.3) ist f dann stetig. Es seien
2, und z, reelle Zahlen mit z; < z,, und = sei diejenige positive Zah, fiir die 2, + 2,
= a, gilt.

Fall 1: Fir 2, € JO, e[ ist /(@) = f(z; + 75) = fl1) + /(@) > f(@).

Fall2: Ist x, ¢ JO, ¢, so gibt es eine natiirliche Zahl £ mit ff € 10, e[. Damit
erhalt man f(zs) = f() + flaza) = flm) + 1 (k%) = flw) + k- f 3,:—) > fla).
Analog beweist man den Fall, in dem f(z) < 0 fiir alle = € JO, <[ gilt.

Zu (7.2.5): Nach Voraussetzung gibt es ein Intervall I und eine Zahl M > 0 mit
|f(x)! < M fiir alle z € I. Fiir die Hilfsfunktion g: R — R mit g(z):=f(x) —c-x
gilt:

a) g erfiillt die Gleichung (7.1.2), denn es gilt g(z + y) = flx ~y) —c(x + ¥)
=(f@) —c-2) + (f¥) — c- ¥} =g(@) + g(v). -

b) g ist iiber I beschrinkt, denn fiir alle = € I gilt |g(z)| = |f(x) — ¢ - 2| < |f(z)'
+ el - ol = M.

c)g(r) =0fiiraller € @, dennesist g(r) =f(r) —c-r=c-r—c-r=0.

d) g ist iiber der Menge aller reeller Zahlen beschrinkt; ist nimlich z, ¢ I, so gibt
es eine rationale Zahl r derart, daB z, + r € I gilt. Daraus folgt |g(z,)| = |g(%,) + O
= lg(@o) + g(r)] = |g(xo + 1) < M.

e) g ist die triviale Lésung von (7.1.2), d. h. g(z) = O fiir alle z € R. Gibe es eine
Zahl z,, fiir die g(z,) = 4 = 0 gilt, so kénnte eine natiirliche Zahl k gefunden werden
mit k.| A] > M’, und es wiirde |g(k - 2,)] =. |k - g(,)] > M’ gelten im Widerspruch
zu d).

Wegen e) ist f(x) — ¢ - = 0, also f(x) = ¢ - , und das ist die stetige Losung von
(7.1.2).

Zu (7.2.6): Wir beweisen diesen Teil des Satzes indirekt. Wenn / eine unstetige
Losung der Funktionalgleichung (7.1.2) ist, liegen in jeder Umgebung eines jeden
Punktes der x,y-Ebene Punkte (x; /(x)). (Dazu sagen wir auch, die Punkte (x; 1))
liegen in der Ebene dicht.) Im Beweis von Satz 7.1.1 haben wir gesehen, daB f(r)
=c-r (r € @) fiir jede Lésung von (7.1.2) gilt (also auch fiir die unstetigen Losun-
gen, falls es solche Lésungen iiberhaupt gibt). Wenn f also eine unstetige Losung ist,
muB es reelle Zahlen x, und x, derart geben, daf der Punkt (:c, ; /(%)) auf dem Gra-
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phen einer Funktion f mit f(x) = ¢ - z liegt und daB der Punkt (:z; /(r,)) nicht auf
diesem Graphen liegt. Es sei nun (¥o; y,) irgendein Punkt der Ebene. Dann hat das
Gleichungssystem
sz + 82 =,
8- flz) + &' - fixa) = w0
genau eine Losung (s, s'), da nach Voraussetzung fiir die Koeffizientendeterminante
x z,
fa)  fla)
= 0. Sind r bzw. 7’ rationale Naherungswerte von s hzw. s’,soist e* :=r .z, ~ 7' -,
~ X und f@*):=f(r-x; + 0" x) =r-fl@,) + 1 - f(@) > yo (vgl. das genannte
Gleig‘hllngssystem). Der Abstand zwischen f(x*) und y, kann beliebig klein gemacht
werden, falls nur r und r' geniigend nahe bei s bzw. & liegen, wie man der folgenden
Abschédtzung entnimmt:
[F&*) — yol = Ir - f(@) + 1"+ f(x2) — 5 fl@)) — & - fizo)!
=l —slif@)i + b — 8" ()
Damit ist (7.2.8) bewiesen.
Damit ist auch der Satz 7.2.1 vollstandig bewiesen.

=+ 0 gilt, denn f(z,) =c- %, und f(x;) % ¢ -z, ergibt 2./(x;) — zof(2))

Wir wollen nun noch ein Beispiel zu (7.2.6) angeben. Es sei f: R — R eine an
mindestens einer Stelle unstetige Losung von f(z + y) = f(z) + f(y) mit f(1) = 1.

Dann gilt zunichst (siehe Bemerkung 7.1.5) f(r) = 7 fiir alle 7 € @. Es sei z = /2

und f(z) = Vﬁ und y = ]/‘-3 und f(y) = i. Als Punkt der Ebene wihlen wir P(7; 6)
und betrachten das Gleichungssystem

o s 2+s13=7,

an 3-1/5+8’A%=6.

Die Koeffizientendeterminante ist wegeni3 V2 + V3.2 von Null verschieden.
(I) — (II) liefert s’ (}/- — —) =1, also ¢’ € [2,5079; 2,5081]. Aus (II) ergibt sich,

daB s € [1,8779; 1 8782] ist. Die Zahl " = 2,3 ist ein rationaler Naherungswert fur
¢, und r = 1,9 ist ein rationaler Naherungswert fiir s. Fiir z* ergibt sich damit
x* € [6,9; 7,1], und fiir f(z*) gilt f(z*) € [5,9; 6,1]. Mit ' = 2,51 und r = 1,88 er-
gibt sich z* € [6,99;7,02] und f(z*) € [5,99; 6,02].

Bekanntlich ist jede differenzierbare Funktion stetig und jede stetige Funktion
integrierbar.!) Aus den Sitzen 7.1.1 und 7.2.1 folgt, da8 fiir die T.ésungen von (7.1.2)
auch das Umgekehrte gilt: Jede (iiber einem abgeschlossenem Intervall) integrierbare
Lésung ist stetig, und jede stetige Losung ist differenzierbar. Ist ndmlich / iiber

1) Diese Aussage gilt sowohl fiir die Integrierbarkeit nach B. RIEMANN (1826—1866) als
auch nach H. L. LEBESGUE (1875 —1941). Beziehen wir uns ausdriicklich auf den Lebesgue-
schen Integralbegriff, so wihlen wir im Geg tz zum Ri hen Integralbegriff eine
besondere Bezeichnung.




152 7. Lineare Funktionen

einem Intervall [a, b] integrierbar, so ist / dort heschriinkt, also nach Satz 7.2.1,
Teil (7.2.5), stetig. Alle stetigen Losungen sind aber die Funktionen f mit f(x) = ¢ - z,
und diese Funktionen sind auch differenzierbar. Das muB8 sich natiirlich auch direkt
beweisen lassen.

Es sei / eine iiber einem abgeschlossenen Intervall [[a, b] integrierbare Losung der
Cauchyschen Grundgleichung. Wir integrieren diese Funktion von a bis b iiber y und
erhalten einerseits

b b
1@ dy + [ fa)dy =@ - (b —a) +e
und andererseits
1 b ?
[1@ay + [1w)dy = [ fa + y) dy.

Daraus ergibt sich durch die Substitution x + y = ¢

z+b

[royae=j@)- 6 —a +e.
z+a 240

(Da. f eine Losung von (7.1.2) ist, existiert auch das Integral f f(¢)dtfiir jedes z € [a, b]).

z+a

Da f integrierbar ist, ist das Integral eine stetige Flmkti;n seiner Grenzen, woraus
sich die Stetigkeit von f ergibt. Wenn aber f stetig ist, dann ist das Integral sogar eine
differenzierbare Funktion seiner Grenzen. Also ist auch f selbst differenzierbar (vgl.
J. AcziL [3], 4.2.2.). Damit kénnen alle stetigen Losungen der Gleichung (7.1.2) —
iibrigens sehr einfach — bestimmt werden. Es sei ndmlich f eine stetige, also auch
differenzierbare Funktion, fiir die (7.1.2) gilt. Dann folgt durch Differentiation nach
x die Gleichung f'(z + y) =.f'(x) und damit f'(x) = ¢ fiir alle reellen Zahlen z, wobei ¢
eine feste reelle Zahl ist. Dann ist zunichst f(x) = ¢ - x + b und wegen f(0) = 0 (das
folgte ja allein aus (7.1.2)) auch b = 0, insgesamt also f(x) =c - z.

Wir wollen zum AbschluB dieser Betrachtungen noch zeigen, wie man aus der
MeBbarkeit!) auf die Stetigkeit (Differenzierbarkeit) der Lésungen von (7.1.2)
schliefen kann.

7.2.7. Satz. Es set f: R > R eine Losung der Funktionalgleichung f(x + y) = f(x)
+ f(y). Dann gilt: f ist stetig genau dann, wenn f mefbar st.

Beweis?). Da jede stetige Funktion meBbar ist, ist nur noch eine Richtung zu be-
weisen. Es sei f eine meBbare Lésung von (7.1.2) und mit z € R* eine Zahl gegehen.
Wir betrachten die mit f mefbaren Hilfsfunktionen g: R — R und k: R — R mit

1) Zu den Begriffen MeBbarkeit von Funktionen und Lebesgue-Integral. auf die wir hier
nicht ausfiihrlich eingehen kénnen, vgl. H. v. MaNcoLpT und K. Krorp [112], Band 4.

2) Fir diesen Satz gibt es mehrere Beweise. Wir geben hier einen Beweis von A. ALEXIE-
wrcz und W. OrvLIcz [14] an.
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git):= [ty — /(x) <t und h(t):= —l Die Funktion g erfiillt (7.1.2), denn es
gilt 1+ |g@)

o+t =6+ =D+

=) + i) ~ 12y L2,

= -1, +f(‘)—M12—.‘7(’|)+g(’2)

Wegen g(x) = 0 ist g periodisch mit der Periode x, denn es ist g(f + ) := g(t) ~ g(x)
= g(¢) fiir alle ¢ € R. Die Funktion k ist ebenfalls periodisch und aufierdem be-

z z
schriinkt. Daher existiert (£) f h(t) dt. Wir betrachten nun () f h(2t)dt. Die Substitution
0 o

2z
()
u = 2t ergibt -;- f h(u) du. Da h die Periode z besitzt, ist.

o

z Ed
@ f h2l)dt = W f h(t) de.
0 (]
Also gilt

(¥2] v (L) : () ¥ (L 3
f _a f ) dt = f w2ty dt = f S
1+ [g()l 1 — ig(20)]
(] 0 0 0

Mit diesem Ergebnis folgt durch Partialbruchzerlegung

@ [ lg()] dt _w f dt +mf' a
p (1 +21g0)1) (1 + ig))) J 12lol - J 1+ lgwl

Das bedeutet aber, daB g fast iiberall') Nullist, denn der Integrand ist nicht negativ.

Damit gilt f(t) = /(z) t fiir fast alle ¢ bei belichigem, aber festem r € R*. Wihlt

man z = 1, so gilt fur fast alle ¢ die Beziehung f(¢) = f(1) - t. Daraus folgt, da8 es fiir

jedes x = 0 ein ¢, + O gibt mit £(t,) _f@ to und f(to) = (1) - to. Also gilt f(x)
z

= f(1) - z fiir jedes z = 0. Das gilt aber auch fiir x =0, da ja allein aus (7.1.2)

£(0) = 0 folgt. Damit ist Satz 7.2.7 bewiesen.

Auf weitere, mit der Stetigkeit in diesem Zusammenhang dquivalente Bedingungen
sei noch hingewiesen: ,,f hat eine meSbare Majorante‘ (vgl. W. S1ERPINSKI [163]) und
.,/ ist auf einer Menge von positivem Maf einseitig beschrinkt* (vgl. A. OSTROWSKI
[128], H. KESTELMAN [84]).

1) Das heiBt ,,fiir alle 2 bis auf eine Menge vom MaB 0*.
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7.3.  Die unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung
fix + y) = f(x) + f(y) '

Die Siitze 7.2.1 und 7.2.7 legen die Vermutung nahe, da man mit den Funktionen
f: R— R mit f(x) =c¢ - x schon alle Lésungen von (7.1.2) gefunden hat, daB also
nur diese Funktionen additiv sind. So besagt doch Teil (7.2.6) von Satz 7.2.1., daB
die Graphen von unstetigen Losungen in der x,y-Ebcne dicht liegen. Im Jahre 1905
konnte G. HAMEL [64] (vgl. auch E. KaMkE [83]) die Existenz unstetiger Losungen

- nachweisen. Er konstruierte dazu einc Basis der reellen Zahlen, wozu er den Wohl-
ordnungssatz!) benutzte, den E. ZERMELO (1871 —1953) im Jahre 1904 bewiesen hatte
(vgl. E. ZerMELO [189, 190] und E. KaMKE [83]).

7.3.1. Definition?). Eine Teilmenge Rj der reellen Zahlen heiBt Basis (Hamelbasis)
von R iiber Q:&

a) Fiir jede endliche Teilmenge {b,, b,, ..., b} S Rp gilt

m
732 Vb, =0
V=1
nur, wenn r; = r, = -+ = r, = 0 ist mit r, € @ fiir alle ». (Die b, sind also linear
unabhiingig iiber @.)
b) Jede reelle Zahl z ist eine Linearkombination endlich vieler Zahlen b,, b,, ..., bn
(Basiselemente) aus Rp mit rationalen Koeffizienten:

733. 2= 3 rb,.
o=1

Der Nachweis der Existenz einer solchen Basis Rp wird durch transfinite Induktion
gefiihrt (vgl. E. KaMKE [83]). Gegeben sei eine Wohlordnung der reellen Zahlen,
und b sei die erste Zahl beziiglich dieser Wohlordnung, die von Null verschieden
ist; dann soll b Basiselement sein. Es sei x eine beliebige reelle Zahl und R, der zu
z gehorende Abschnitt?) in der Wohlordnung, und fiir alle reellen Zahlen y € R,
sei schon entschieden, ob sie Basiselemente sind oder nicht. Dann wird die Zahl «
genau dann in die Basis Rp aufgenommen, wenn z mit je endlich vielen der schon fest-
gelegten Basiselemente linear unabhiingig iiber @ ist.

Die so definierte Menge R ist als Teilmenge einer wohlgeordneten Menge selbst
wohlgeordnet. Wir haben noch zu zeigen, daB R, wirklich eine Basis der reellen

Zahlen ist.
m
Zu (7.3.1a)): Angenommen, cs wiirde )’ r,b, == 0 fiir irgendwelche endlich vielen

v=1
Elemente von Ry gelten, ohne daB alle Koeffizienten gleich Null sind. Dann gibe es

1) Der Wohlordnungssatz besagt, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann. Eine Menge
M heifdt wohlgeordnet, wenn jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes Element enthilt.

%) Der Begriff der Hamelbasis kann allgemeiner fiir beliebige Vektorraume definiert werden
(vgl. H. v. MaNGoLDT und K. K~orp [112], Nr. 110).

%) Das ist die Teilmenge der reellen Zahlen, die der Zahl z in der gegebenen Wohlordnung
vorangehen.
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unter diesen Zahlen eine nach der urspriinglichen Wohlordnung letzte mit von Null
verschiedenem Koeffizienten. Diese Zahl lieBe sich dann also aus vorhergehenden
Basisel ten linear kombinieren. Das steht im Widerspruch zur Konstruktion der

Menge R;.

Zu (1.3.1b)): Jede reelle Zahl z ist nun entweder Basiselement oder nicht.

Fall1: z € Rg. Dann ist 2 = 1. x eine Darstellung der Form (7.3.3).

Fall 2: z ¢ R;. Dann besteht nach Konstruktion der Menge Rp zwischen z und end-
lich vielen in der gegebenen Wohlordnung vor z liegenden Basiselementen eine
Gleichung der Form (7.3.2), wobei z einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat.
Lost man diese Gleichung nach x auf, so erhilt man eine Darstellung der Form
(7.3.3).

Die Darstellung z = Z‘r,b ist fiir jedes z € R eindeutig bestimmt.!) Gibe es

nimlich zwei verschledene Darstellungen, so erhielte man durch Subtraktion eine
nichttriviale Linearkombination der Null, im Widerspruch zur Konstruktion der
Menge Rg.

Jetzt kénnen wir den folgenden Satz beweisen:

7.3.4. Satz. Es gibt unstetige Lésungen der Funktionalgleichung f(x — y) = f(x) + f(¥)

Beweis. a) Es sei Rp eine Basis der reellen Zahlen. Dann wird f zuniichst fiir die
Basiselemente definiert, und zwar in vollig beliebiger Weise. Ist z eine beliebige

m
reelle Zahl und z = 7 r,b, ihre Linearkombination durch Basiselemente, so wird
o=1

mn
fl):= X rof(By)
v=1
gesetzt. , '
¢
b) Die in a) definierte Funktion f: R -> R ist L{)‘sung der Funkbionalgleichung

(7.1.2). Sind némlich z und y reelle Zahlen mit x = 2 rob, und y = Z‘ 74'b, 2), so gilt

o=1
x+y=2(r,,+r,’)b,,
c=1
und

e+ ) =5 00+ 1) fB) = 5 rfb) + 5 rf(b) = @) + 1)
=1 v=1 v=1

1) In dieser Summendarstellung wird bei der I\umerlerung der Einfachheit halber stets
mit Eins begonnen Diese Numerierung stimmt dann i. allg. mit der von Ry nicht iberein.
Um in der S llung auch die Reihenfolge der b, (1 < » < m) eindeutig zu machen,
ordnen wir diese Basiselemente 80, daB b, auch i in der Wohlordnung von Rp vor by, liegt,
dort aber i. allg. mit anderem Index.

2) Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, daB in beiden Lineark Basis-
elemente auftreten. Das kann durch Einfiigen von Summanden mit dem Koeffizienten Null
erreicht werden.

hinati dieselh
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¢) Die in a) definierte Funktion f: R — R ist stetig, wenn f(b) fiir alle b € Rg so
festgelegt wird, daB f(b) = ¢ - b gilt bei vorgegebenem ¢ € R; denn es ist

flx) = Z ,/(bu)—Zrt cbo=c-Trb =c-x.
v=1
Wird f(b) = ¢ - b fiir wenigstens ein b € Ry gewihlt, so ist f unstetig. Der Graph
liegt dann in der x,y-Ebene dicht (vgl. Beweis von Teil (7.2.6) des Satzes 7.2.1). Da-
mit ist Satz 7.3.4 bewiesen.

Man erhilt auf die angegebene Weise auch alle Losungen f: R — R von (7.1.2),
wie die folgende Uberlegung zeigt: Es sei wieder R, cine Basis der reellen Zahlen und
f: R — R eine beliebige Losung von (7.1.2). Es ist zu zeigen, daB man / auf die im
Beweis gegebene Weise gewinnen kann. Dazu definieren wir folgendermafien cine
Funktion g: R — R. Zuniichst gelte g(b) : = /() fiir alle b € Rg. Damit stimmt g mit /

m
in allen Basiselementen iiberein. Fiir x ¢ Ry mit x = 3 b, wird g(x) := f ryg(by)
=1

o=1 L4
gesetzt. Die gegebene Funktion f, die als Losung von (7.1.2) additiv ist und fiir
die f(r,b,) = rof(b,) gllt (vgl. Bemerkung 7.1.5), hat dann an der Stelle x den Wert

fx) =1 ( 2 b, ,,) Z f(roby) = Z r.f(b,), also ist g = f, und zwar unabhingig da-

von, ob f stetlg oder unstetlg ist.

7.4, Zu Losungen von f(x 4+ y) = f(x) + f(y) iber eingeschrinktem
Definitionsbereich

Bisher haben wir die Losungen der Funktionalgleichung f(z + y) = f(x) + f(y) liber
der Menge der reellen Zahlen betrachtet. Wir wollen jetzt auf einige Probleme hin-
weisen, die bei der Untersuchung der Lésungen iiber eingeschrinkten Definitions-
hereichen entstehen. Dabei beschrinken wir uns darauf, die Menge aller Losungen
f:R. =R von f(x + y) = f(x) + f(y) zu bestimmen. und verweisen auf weiter-
fithrende Betrachtungen bei Z. Daroczy und L. Losoxczr [41].

Zunichst folgt aus dem Beweis von Satz 7.1.1 sofort, daBl alle stetigen (mono-
tonen usw.) Loésungen die Funktionen f: R, — R mit f(x) =¢-x (c € R) sind. Es
liegt nun nahe, zur Besti g aller Lésungen die Konstruktion einer Hamelbasis
fiir die nichtnegativen reellen Zahlen iiber @, zu versuchen. J. AczEL und P. ErRpos
[8] bewiesen aber 1965, daB es keine Hamelbasis der Menge R, iiber @, gibt, daB
cs also keine Teilmenge B’ S R, derart gibt, daB sich jede nichtnegative reelle Zahl
cindeutig als Linearkombination einer endlichen Menge von Zahlen aus B’ mit
nichtnegativen rationalen Koeffizienten darstellen 1idft. Zum Beweis dieser Behaup-
tung werde angenommen, es gibe doch eine solche Basis B'. Wegen des Archimedi-
schen Axioms (vgl. MfL Bd. 2, 6.2.1.) fiir reelle Zahlen gibt es zu beliebigen Zahlen
by, by € B’ eine natiirliche Zahl & mit kb, > b,. Dann betrachten wir die reelle Zahl
y = kb, — b,. Diese Zahl ist groBer als Null und hiitte daher nach der Annahme eine
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&

m
eindeutige Basisdarstellung y = 3 r,b, mit 1, € @, und b, € B'. Daraus folgt
v=1

kby — by = r1iby + 19by + -+ + rmbm
und daraus
(n—k) by + (r2 + 1) by + -+ + rmbm =0,

wobei 7, ~ 1> 0 gilt. Fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung wire r, — £ < 0 not-
wendig. Damit hitte die positive Zahl

= —(n —k) by =(r24+ 1) by + -+ + Tnbn

aber zwei Basisdarstellungen.

Trotz dieses negativen Ergebnisses kann doch die Menge aller Lésungen von (7.1.2)
iber R, recht einfach bestimmt werden, falls man alle Lésungen f: R — R schon
kennt. Zuniichst ist klar, daB die Einschrinkung einer Losung iiber R auf R, eine
Lésung iiber R, ist. Es gilt aber auch umgekehrt, da8 jede Losung iiber R, Ein-
schrinkung einer Losung iiber R ist (vgl. J. AczEL und P. ERDOs [8]). Also kennt man
mit den Losungen f: R — R von (7.1.2) auch alle Losungen /: R, — R von (7.1.2).
Wir beweisen den folgenden Satz:

7.4.1. Satz. Jede Losung f: R, — R der Cauchyschen Funktionalgleichung f(x + y)
= f(x) + f(y) Yst die Einschrinkung einer Losung f: R — R dieser Gleu:hung

Beweis (nach J. AczEL und P. Erpos [8)). Es sei /: R, — R eine Losung. Durch
7.4.2, /\/( —x) = —f(z)

zeR,
erhalten wir eine iiber R definierte Funktion, von der wir zeigen, daB sie Losung von
(7.1.2) ist. Dazu werden sechs Fille unterschieden:
Fall1: x = 0; y = 0. Hier gilt (7.1.2) nach Voraussetzung.
Fall2:2 =2 0; y < 0;x + y = 0. In diesem Fall folgt aus (7.4.2) und der Giiltig-
keit von (7.1.2) fiir nichtnegative Zahlen:
@) =f@+ 9 + (=) =f&+y + /=y =fc+y) — 1),
also f(z + y) = f(2) + f().
Fall3:x < 0;y = 0; 2 + y = 0. Der Beweis verlduft wie im zweiten Fall.
Fall4: r 2 0; y < 0; 2 + y < 0. Aus der Giiltigkeit von (7.1.2) fiir € R, und
(7.4.2) folgt
@) = =H=y) = —f(—& + ¥ + 2) = —(f(—@ + v)) + /@)
=/ +y) — [),

also wieder f(z + y) = /(z) + f(y).
Fall5: 2 <0;y = 0; 2 + y < 0. Der Beweis verliuft wie im Fall 4.
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Fall6: < 0; y <O0. Aus den Voraussetzungen (7.1.2) und (7.4.2) fiir nicht-
negative Argumente schlieBt man diesmal:

J@+y) = —fl—@ + 9) = —f((—=2) + (—y))
= —(f(—=) + (=) = f@) + f¥)-

Damit ist alles bewiesen, denn da sich jede Losung iiber R, zu einer Losung iiber R
fortsetzen liBt, gibt es keine Losung iiber R,, die nicht Einschrinkung einer Lésung
iiber R ist. Es sei noch vermerkt, daB man die Giiltigkeit yon (7.1.2) auch nur fiir
positive reelle Zahlen fordern kann, Man hat dann lediglich noch f(0) := 0 zu defi-
nieren.

7.4.3. Bemerkung. Gelegentlich werden wir die stetigen Losungen der Funktional-
gleichung (7.1.2) iiber einem Intervall I := [0, a]) mit a € R, benétigen. Durch ein-
fache Abinderungen der Uberlegungen in 7.1. erkennt man, daB dies die entsprechend
eingeschrinkten Funktionen f: I — R mit f(z) = ¢ - x sind. Dabei kann das Intervall
I auch einseitig oder beidseitig offen sein.

7.5.  Bemerkungen zur direkten Proportionalitat

Bekanntlich heiBen GréBen zueinander proportional, wenn jeder MaBzahl z der einen
GréBe genau eine MaBzahl y der anderen Gréfe zugeordnet ist und wenn es eine reelle
Zahl ¢ derart gibt, daB je zwei zugeordnete MaBzahlen in der Beziehung y = ¢ -«
stehen. Nun findet man mitunter, auch in der Schulbuchliteratur, folgende Charakteri-
sierung der direkten Proportionalitit:

7.5.1. Werden die Werte der einen Grofe verdoppelt, verdreifacht, ..., so werden
auch die entsprechenden Werte der anderen GroBe verdoppelt, verdreifacht, ...

Bezeichnet man die Zuordnung mit y = f(x), so kann die Formulierung (7.5.1)
durch
782 A Afm-z) =m-fz)

meN zeR,

ausgedriickt werden. Wir wollen zeigen (vgl. D. ILsE [73]), daB (7.5.1) nicht aus-
reicht, daB also die Funktion f: R, — R mit f(z) = ¢ - z durch (7.5.2) nur mit zu-
sitzlichen Forderungen an f charakterisiert werden kann. Eine solche Forderung ist
auch wieder die Stetigkeit.)

Zunichst ist klar, daB f mit f(x) = ¢ -  die Eigenschaft (7.5.2) besitzt. Es bleibt
nachzuweisen, daB diese Funktion auch die einzige derartige stetige Funktion ist:
Aus (7.5.2) folgt f(0) = 0, wenn m = O gesetzt wird,und f(m) =c-m, wenn z = 1

gesetzt wird, wobei f(1) = ¢ ist. Weiterhin erhilt man firaller € @ mit z =r = 2

/( '3) =fp)=c-p =q-/(£),
q9 q9
also f(r) = c - r. Ist schlieBlich x € R, und irrational, (r,) eine Folge mit r, € @ fiir

1) Will man f mit f(z) = ¢- z iiber R charakterisieren, so braucht man in den folgenden
Betrachtungen nur m € Z zu fordern.
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alle n und lim r, = z, so gilt notwendigerweise f(x) = lim f(r,) =lim¢-7, =¢-x,
n—>00 a—>00 n—oo
da f stetig sein sollte.

Statt Stetigkeit geniigt es auch, Monotonie zu fordern. Das beweist man mit den-
selben Uberlegungen, mit denen Teil (7.2.3) von Satz 7.2.1 bewiesen wurde. Da-
gegen geniigt es z. B. nicht mehr, die Positivitit von f zu fordern (vgl. Teil (7.2.4)
von Satz 7.2.1), denn fiir die Funktion f mit

fyi= 1 2. 7. Y2, falls es cine Zahl r € @ gibt mit z =7 J2,
c-z sonst

gilt zundchst fiir ¢ > 0, daB f(z) > 0 ist fiir alle z > 0. Sie hat auch die Eigenschaft
(7.5.2); denn ist das Argument x ein rationales Vielfaches von ﬁ, also z =r- }’5,
so gilt f(m - ) =/(m~r-}/§) =c-2-m-r-]/§ =m(c-2~r~}/§) =m'/(r~}/§)
=m - f(z), weil mit r auch r - m rational ist. Aufierdem ist f eineindeutig. Ist 2 nicht
rationales Vielfaches von }/§ so erhilt man f(m -2) =c¢(m-z) =m(c-z) =m- f(z).

Die Funktion f ist unstetig, z. B. an der Stelle z, == }2. Denn fiir eine monoton wach-
sende Folge (r,) mit r, ¢ @ fiiralle n und hm r,, =z gllt lim /(r,,) = llm CTp=cC+ }/_

aber /(V_) = ¢-2. 2. Die eben betra,chtete Funktion / zelgb daB d|e Formulierung
(7.5.1) nicht die Monotonie von f nnplmert wie man vielleicht auf den ersten Blick
denken kénnte. Die direkte Proportionalitit wird durch (7.5.2) erst dann charakteri-
siert, wenn man noch eine geeignete Regularititsforderung (z. B. Stetigkeit oder
Monotonie) stellt. Dagegen folgt f(r) = ¢ - r allein aus (7.5.2) fiir € Q. Solange man
also die reellen Zahlen nicht zur Verfiigung hat, z. B. in Klasse 6, macht man keinen
Fehler, wenn man aus (7.5.1) die direkte Proportionalitit folgert. Wenn in der
Experimentalphysik bei der Herleitung physikalischer Gesetze (z. B. des Hookeschen
Gesetzes) auch im Reellen so geschlossen wird, so ist das deshalb berechtigt, weil
(stillschweigend) die Monotonie vorausgesetzt wird (z. B. hat jede VergroBSerung der
Last auch eine VergroBerung der Dehnung zur Folge).

Unsere Betrachtungen zeigen, daf die Funktionalgleichungen

fle +y) =fx)+ fy) und fim-z)=m-f(z)

iiber R, (und damit auch iiber R) nicht dquivalent sind. Zwar ist jede Losung von
(7.1.2) auch eine Losung von (7.3.2), wie man durch vollstindige Induktion beweist,
aber nicht jede Losung von (7.5.2) ist auch eine Lisung von (7.1.2), wie die eben defi-
nierte Funktion f zeigt, denn fiir diese ist z. B. f(1) = ¢ und f(}/é) =c-2- V‘;’, aber
/(1 + Vé) = c(l = ]/5) (Fiir den Fall, dal man f iiber R betrachten will, definiert
man f(z) := —f(—=) fiir negative x.)

Im Zusammenhang mit der direkten Proportionalitit betrachten wir noch eine
weitere Abschwiichung von (7.1.2) und (7.5.2), und zwar
7.63 A2 z) =2 f(x))).

zeR,

1) Hier handelt es sich um eine Funktionalgleichung mit einer einzigen A tvariablen
Fir solche Funktionalgleichungen werden wesentlich andere Losungsmethoden benutzt (vgl.
M. Kvczua [93]).
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Durch (7.5.3) ist die direkte Proportionalitit auch mit der Forderung nach Stetig-
keit nicht charakterisiert, wie das folgende Beispiel zeigt (vgl. D. ILSE [73]): Es sei
/: R, — R definiert durch
2.c 4+ (¢ — 2) (x — 2% fiir ¥ <2 < 201, 3,
fle):= {261 ¢" + (d¢ — ¢') (r — 2¥°1.3) fiir 2F1.3 < v < 261,
0 fir »=0,
wobei ¢’ =3¢, ¢ >0, ¢’ > 0 und k € Z ist (siche Abb. 42). Diese Funktion erfiillt
die Gleichung (7.5.3). Dazu betrachten wir eine Zahl z, fiir die es eine ganze Zahl k
gibt mit 2¢-1. 3 < r < 2¢1, Dann gilt fiir die Zahl 2z die Abschétzung 2 -3 < 2x
< 2¥2, also
f@x) =2F.¢' + (4c — ¢') (2x — 2F. 3)
=221 ¢’ + (de — ') (x — 271-3)) =2 f(x).

y
3
2
1+
MR y n y s
331 3 2 3 4 5 6 x
Abb. 42

Es sei nun z eine Zahl, fiir die es eine ganze Zahl k gibt mit 2* < x < 2¥-1. 3, Dann
gilt fiir die Zahl 2 die Abschitzung 2%! < 2x < 2% 3, also

f2x) = 2V ¢ + (¢ — 2) (2x — 2¢*1)
= 2(2*.3 + (¢ — 2) (& — 2!:)) =2 f(x).

Weiterhin ist die Funktion f stiickweise linear, also zwischen den ,Knickstellen*
stetig. Sie ist aber auch an diesen Stellen stetig, wie man leicht nachpriift. SchlieBlich
ist sie verschieden von der Funktion f: R, — R mit f(z) =¢ - 2.

Trotzdem kann man auch mit der Gleichung (7.5.3) die direkte Proportionalitit
charakterisieren, wenn man die Stetigkeitsforderung hinreichend verstirkt. Wir
fordern, daB f an der Stelle 0 rechtaseitig stetig diff ierbar sein soll (vgl. J. AczEL
und H. KieseweTTER [10]). Diese Forderung wird durch Abb. 42 nahegelegt, denn
durch die rechtsseitige Tangent: den die sich gegen Null hiufenden Zacken ,,ge-
glittet ‘.

Es sei f also eine solche Funktion. Dann erhilt man durch Differentiation aus
(7.5.3) fiir eine rechtsseitige Umgebung von Null

7.6.4. f(22) = f'(@).
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Nun gilt: f’ ist genau dann konstant, wenn /' in z = 0 stetig ist. Wenn /' konstant ist,
dann ist /' in = O trivialerweise stetig. Es sei nun f’ in z = 0 stetig und nicht kon-
stant, dann gibt es Argumente z; und z, mit z, % 2, und f'(z,) = ¢, und f'(z;) = ¢,,

wobei ¢, = ¢, ist. Aus (7.5.4) folgt /' 3 =c¢, und f’ z—i = ¢, fiir alle K € N und

damit lim f/ (%) = ¢, und lim (g) = ¢,. Das ist jedoch ein Widerspruch zur Stetig-
k—oo koo

keit von f’ in x =0, denn (g}) und (3) sind Nullfolgen. Man erhilt f'(z) = ¢, also

f(@) =c -z + b und wegen f(0) = 0 schlielich f(z) =c¢ - z.

7.6.  Anwendungen

Wir wollen jetzt noch einige Anwendungen der Funktionalgleichung (7.1.2) bzw.
des Satzes 7.1.1 behandeln.

Bei der Ableitung des Hookeschen Gesetzes wird zunichst experimentell ermittelt,
daB die Verlingerung Al eines Drahtes der Belastung P und (bei gleicher Belastung)
der Linge ! proportional ist, und dann daraus geschlossen, da8 4! auch dem Produkt
1 - P proportional ist (vgl. E. GRIMSEHL [62], §47). In analoger Weise wird im Physik-
unterricht z. B. bei der Herleitung der Grundgleichung der Wirmelehre, bei der
Zustandsgleichung idealer Gase usw. vorgegangen. Dabei taucht (bei Lehrern und
Schiilern) hin und wieder die Frage auf, inwiefern diese oft praktizierte SchluBweise
gerechtfertigt ist, inwiefern man also aus der Tatsache, daB eine GroBe z zu GréBen
z und y proportional ist, auf die Proportionalitit von z zum Produkt dieser GréBen z
und y schlieBen darf. Die GréBe z wird also in dem gerade betrachteten Zusammen-
hang als zweistellige Funktion aufgefaBt, die zu jedem ihrer Argumente proportional
ist, und zwar jeweils bei konstant gehaltenem anderen Argument. Wir betrachten
also zweistellige Funktionen F: R X R — R mit folgenden Eigenschaften:

a) Es gibt Funktionen ¢,: R — R und ¢,: R — R, 8o daB fiir alle reellen Zahlen =
und y folgendes gilt:

&) Fz,y) =a@) =,
8,) F(z,y) = c2) - 9,
b) F(1,1) =¢ (¢ + 0).
Dann gilt:

7.6.1. Satz. Die einzige Funktion F: RX R — R mit den Eigenschaften a) und b)
st die Funktion F mit F(z,y) =c-z-y.})

Beweis (vgl. D. ILSE [77]). Aus a,) und a,) folgt

76.2. A e(y) -z =cy(x) - y.
z,y€R

1) Man beachte, daB die Stetigkeit der Funktion F nicht gefordert zu werden braucht. Die
Stetigkeit von F folgt aus den Voraussetzungen.
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Setzt man hierin y = 1, 8o erhilt man ¢,(1) - z; = ¢,(2;) - 1 und ¢;(1) - 2, = ¢5(x) - 1
fiir beliebige reelle Zahlen 2, und z, und daraus durch Addition ¢,(1) - (z; + =)
= Cy(%;) + C5(22). Andererseits folgt aus (7.6.2) fir y =1 und z =2, + 2, die
Beziehung ¢,(1) - (z; + 2,) = ¢;(z; + ) - 1, so daB sich
A o1 + 22) = ca(®1) + cal@a)
zuze€R

ergibt. Die Funktion F ist wegen a,) fiir jedes feste y eine stetige Funktion von z und
nach a,) fiir jedes feste z eine stetige Funktion von y. Damit folgt wieder aus a,) und
8,), daB ¢, und c, stetige Funktionen sind, also ist c, eine stetige Losung der Cauchy-
schen Grundgleichung, so daB nach Satz 7.1.1 cy(x) = ¢,(1) - z gilt. Damit ergibt sich
aus a,) F(x, y) = cy(1) - - y. Wegen b) ist c,(1) = c. Also ergibt sich F(z,y) =c-x-y.
Diese Funktion geniigt auch den Forderungen a) und b). Der Beweis wird noch
kiirzer, wenn man in (7.6.2) zunichst z = 1 und dann y = 1 setzt. Dadurch erhilt
man ¢;(y) = ¢y(1) - y bzw. ¢y(x) = ¢,(1) - , und daraus wieder F(z, y) =c-z- y.

Nutzen wir die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse fiir eine axiomatische Be-
griindung der Streck g, 80 kénnen wir feststellen, daB es nicht geniigt, nur
die (endliche) Additivitdt zu fordern. Man erhielte dann auch unstetige Abbildungen
der Menge aller Strecken der euklidischen Ebene in die Menge der reellen Zahlen.
Diese Unstetigkeit wiire z. B. so beschaffen (vgl. Teil (7.2.5) von Satz 7.2.1), daB es zu
Strecken mit den ,,iiblichen‘‘ Lingen a und b (etwa a < b) Strecken giibe, deren
,iibliche* Langen zwischen a und b liegen, denen bei der unstetigen Lingenmessung
aber Lingen zugeordnet wiirden, die jede noch so groBe reelle Zahl iibertreffen! Will
man also die gelaufige Streckenmessung definieren, so hat man neben der Additivitit
etwa noch zu fordern (vgl. Teil (7.2.4) von Satz 7.2.1), daB jeder Strecke eine positive
Zahl als Linge zugeordnet werden soll. So wird z. B. in MfL Bd. 6, 1.1.4., verfahren,
wobei ,,positiv’‘ noch zu ,,nichtnegativ' abgeschwicht wird. Das ist méglich, da
durch die Forderung, daB es eine Strecke mit der Liinge 1 geben soll, die triviale
Lésung, die jeder Strecke die Zahl 0 zuordnet, ausgeschlossen wird (vgl. Aufgabe
7.7.1). )

Ein Rechteck, dessen Seitenlingen z und y sind, hat den Flacheninhalt F(x, y)
=z -y. Die Flicheninhaltsfunktion F: R,* X R,* — R hat u. a. folgende Eigen-
schaften:

a) A F(z,y) >0,
z.yeR,*
b) A RF(II + @3, y) = Flay, y) + F(zp, y),
ENEWTL Y
c) A F@, g + y) = Fla, ) + Fl, ),
z.y R
d) F(1,1)=1.

Obwohl es sich hier bei b) und ¢) um ein System von Funktionalgleichungen handelt,
kann man doch leicht durch Zuriickfiihrung aunf die Gleichung (7.1.2) zeigen, daf8
F:R*X R, * - R mit F(x, y) = z - y die einzige Funktion mit den Eigenschaften a)
bis d) ist(vgl. J. AczEL [3], 2.3.2): Fafit man y in b) als festen Parameter auf, so er-
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héilt man eine Funktion f,: R,* = R mit f,(x) := F(2, y). Fiir diese Funktion gilt
fol@ + 22) = fy(®) + fy(x:). Da mit F auch f, fiir alle positiven Zahlen z,, z,
positiv ist, folgt daraus nach Teil (7.2.4) von Satz 7.2.1 f,(z) = ¢(y) -  oder F(z, y)
= c(y) - . Mit diesem Ergebnis ergibt sich aus c)

Fx,pn +92) =cln + 42) -z =c(y) - 2 + c(z2) - x,
also

A el + o) =) + c(v2)-

vuva€eR,
Mit F ist auch die Funktion ¢ positiv, also gilt ¢(y) =a-y und damit F(x, y)
=a-xz-y; wegen d) ist a = 1, so daB man schlieBlich F(z, y) = z - y erhilt.
Die in Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 8, [116], S. 19, gegebene Strahlensatz-

figur (siehe Abb.43) 1Bt folgende Uberlegungen zu (vgl. A.Kimscu [88]). Die

8"
A

Abb. 43

S AV BV

Strecken S4, SB und SC mogen die Lingen x, y bzw. 2 + y haben. Dann betrachten
wir die Strecken SA', SB’ und SC' in Abhingigkeit von z, y bzw. = + v, also f(z),
f(y) bzw. f(z + y). Debei seien die Geraden durch 4 und 4’, durch B und B’ hzw.
durch C und €' jeweils parallel zueinander. Die Strecken 44°, BB’ bzw. CC’ be-
trachten wir ebenfalls in Abhingigkeit von x,y bzw. x 4+ y und bezeichnen die
Langen mit g(z), g(y) bzw. g(x + y). Durch Verschiebung des Dreiecks A\ S44’
lings des Strahls SC’ um die Strecke SB’ ergibt sich f(z + y) = f(x) + f(y) und
g(x + y) = g(x) + g(y). Beide Funktionen sind positiv, also gibt es positive reelle

Zahlen ¢ und ¢’ mit f(x) =c-z und g(z) =¢' - z. Damit gilt —— ]SBl /(y) ¥y

5 /@ =z
= @ —a9 _ lBB ! , also die Behauptung des ersten und zweiten Teils des
184] 9 |44

Strahlensatzes!); vgl. auch MfL Bd. 7, 3.3.2.

7.7.  Aufgaben

1. Man bestimme alle Funktionen f: R — R, fiir die folgendes gilt: u) /\ /(x + y) = {=2) + /).

b) Wenn z > 0, so f(») = 0. (Hinweis: Ma,n zeige zuniichst, daB ]ede in Frage kommende
Funktion monoton ist.)

1) In[116] wird der Beweis des ersten Teils des Strahlensatzes mit Hilfe der nicht bewiesenen
Fliicheninhaltsf | fiir Dreiecke gefithrt. Im Gegensatz dazu wird hier deutlich, daB fir den
Beweis des Strahlensatzes im Rationalen die Additivitdt von f und g geniigt, fir den Beweis im
Reellen aber eine zusitzliche Forderung notwendig ist.
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2. Man bestimme alle streng monotonen Funktionen f:R — R, die f(z + y) + fiz — ¥)
= 2f(z) fiir alle reellen Zahlen z, y erfiillen. (Hinweis: Durch Substitutionen fiir z und y wird
man (fast) auf die Cauchysche Grundgleichung gefiihrt.)
3. a) Man gebe eine stetige Funktion f: R — R mit f(1) = ¢ > 0 an, die fiir alle natirlichen
Zahlen n = 1 und alle reellen Zahlen z die Gleichung f(n - z) = = - f(z) erfiillt und nicht von
der Form f(z) = ¢ - zist. b) Man zeige, daB f: R > Rmit f(z) = ¢ - z die einzige stetige Funktion
mit A A f(n-z) =n-f(z) und f(1) = ¢ sowie f(—1) = —c ist.

neN zeR
4. Man zeige, daB die auf S. 160 definierte Funktion f fiir 3¢ > ¢’ > 2¢ > 0 streng monoton
wachsend ist.
5. Man zeige, daB die Funktionen f: R — R mit f(z) = ¢ - 2% (¢ > 0) die einzigen fiir z = 0
streng monoton wachsenden Funktionen sind, die fiir alle reellen Zahlen f(z + y) + f(z — y)
= 2f(z) + 2f(y) erfiillen.
6. Man bestimme alle stetigen Funktionen f: R,* — R, die f(z + y) = /(LS)_—-I-I;!(?I) fiir alle
positiven reellen Zahlen z und y erfiillen. (Hinweis: Man folge den Beweisschritten von Satz
7.1.1.)
7. Man bestimme alle stetigen Funktionen f: R — R, die f(z +y)=fz) + fly) + k-z-y
fiir fzstes k€ R und alle reellen Zahlen z, y erfiillen. (Hinweis: Man folge den Beweis-
schritten von Satz 7.1.1.)



8. Funktionale Charakterisierungen
der Exponential- und Logarithmusfunktionen
mit Hilfe von Funktionalgleichungen

8.1.  Funktionale Charakterisierungen der Exponentialfunktionen
mit Hilfe der Funktionalgleichung f(x + y) = f(x) - f(y)

Wir greifen jetzt die Problemstellung von Kapitel 7 fiir das Beispiel der Exponential-
funktionen auf. Im Mathematikunterricht der Klasse 9 wird der Potenzbegriff fiir
Potenzen mit natiirlichen Exponenten schrittweise auf Potenzen mit ganzzahligen
bzw. rationalen Exponenten unter Beachtung der Identitét

8.1.1. a?*? =a? . a¢

erweitert. Auf diese Entwicklung stiitzt sich die Definition der Exponentialfunktionen
fiir alle reellen Zahlen. Dann gilt fiir alle reellen Zahlen z, y

8.1.2, a**v =a%.a¥ (a > 0).

Das Logarithmieren als eine Umkehrung des Potenzierens liefert dann die Grund-
lage fiir die Definition der Logarithmusfunktionen.!) Die Exponentialfunktionen
f: R— R mit f(z) = a (@ > 0) erfiillen also (8.1.2). Nun ergibt sich z. B. die Frage:
Sind die Exponentialfunktionen die einzigen Funktionen, die die Eigenschaft (8.1.2)
besitzen? Das ist die Frage, ob die Eigenschaft (8.1.2) typisch fiir die Exponential-
funktionen ist. Dariiber geben die Losungen der Funktionalgleichung

8.13. A flxz + y) = f(=) - [(y)
z,y€R

Auskunft,

Die Funktionalgleichung (8.1.3) ergibt sich auch bei dem Versuch, Wachstums-
bzw. Zerfallsprozesse mathematisch zu modellieren (vgl. A. ENGEL [48]).

Es sei w eine Funktion, die einen solchen ProzeB in Abhingigkeit von der Zeit ¢
beschreibt. w(¢) ist die Anzahl der Individuen bzw. die Masse der betrachteten Sub-
stanz zum Zeitpunkt ¢. Die Beobachtung des Prozesses hat folgende Gesetzma Big-
keit ergeben: w nimmt in gleichen Zeitintervallen um den gleichen Prozentsatz zu
(bzw. ab). Daraus ergibt sich fiir die gleichlangen Zeitintervalle [0, (] und [&, ¢ + k]

wlt) _ w(t+ k)

Tw©)  w(k)

oder auch

w(t +h)  wt) wk)
w(0)  w(0) w(0)

8.1.4

8.1.5.

ens im

1) Das heiBt nicht, daB das Logarithmicren eine Umkehrop ion des P
Sinne von 1.3. ist.
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)

Die Funktion f: R — R mit f(¢) := :0 erfiillt dann (8.1.3). Der Versuch der mathe-

matischen Modellierung eines solchen Prozesses fithrt zu der Notwendigkeit, die
Existenz einer streng monotonen Losung von (8.1.3) zu sichern.

Der folgende Satz, der ebenfalls auf A. L. CAucHY [34] zuriickgeht, ist so formuliert,
daB die Kenntnis der Exponentialfunktionen nicht vorausgesetzt werden mu8.

8.1.6. Satz. Es gibt genau eine Funktion f: R — R, die der Bedingung (8.1.3) und den
folgenden Bedingungen geniigt :

8.1.7. [ ist stetig,

8.1.8. /(1) =a (a« > 0).

Beweis (vgl. etwa D. ILsE [74]). Wir betrachten zunichst den Fall a & 1 und
setzen den Potenzbegriff fiir rationale Exponenten und die in Aufgabe 8.5.1 ge-
nannten Eigenschaften als bekannt voraus') und beginnen mit dem Nachweis, daB
es hdchstens eine Funktion mit den genannten Eigenschaften gibt. Dabei ergibt sich
eine Méglichkeit zur Definition dieser Funktion, woraus schlieBlich auch eine Defi-
nition der Potenz mit reellen Exponenten folgt.

Es sei f: R — R eine Funktion, die (8.1.3), (8.1.7) und (8.1.8) erfiillt. Dann ergibt
sich:

a) Fiir alle Argumente z € R gilt f(z) > 0. Dafiir zeigen wir zuniichst, daB es keine
Zahl z, gibt mit f(z,) = 0. Gibe es eine solche Zahl x,, so wiirde fiir jedes 2 € R

f@) = f(zo + (x — o)) = f(20) - f(x — %) =0
gelten im Widerspruch zu (8.1.8). Weiter gilt fiir jedes 2 € R

x x z\?
rm=1(5+3)=1(3)1(3)=(3)
d. h. f(x) = 0. Da f aber keine Nullstelle besitzt, gilt die Behauptung.

b) Fiir jede reelle Zahl x und jede natiirliche Zahl k = 1 gilt f(k - x) = f(x)*. Der Be-
weis mittels vollstindiger Induktion sei dem Leser iiberlassen. Fiir x = 1 ergibt sich
somit f(k) = f(1)¥ = ak.

¢) Fiir jede reelle Zahl x und jede rationale Zahl r gilt f(r - ) = f(x)". Dazu unter-
suchen wir drei Fille:

¢;) r = 0. Fiir 2 = y = 0 ergibt sich aus (8.1.3) f(0) = f(0)?, also f(0) = 1, da f(x)
> 0 fiir alle x gilt, also /(0) = /(0 - x) = f(x)® in Ubereinstimmung mit der Definition
c®:=tfiirc 0.

cy) r> 0. Es sei r ———(p,qe N#*). Fiir y =r .z ergibt sichnunp-2 =¢-y

und daher auch f(p-z) = /(q y), was wegen b) f(z)? = f(y)? nach sich zieht. Also
ist f(y) = f(x)?/7 oder auch f(r - ) = f(x)".

¢g) » < 0. Dannist —r >0 und 1 = f(0) = /(r cx 4+ (—7) z) =fr-z) - f(—r-2x),
also f(r - 2) = o = /(% = f(x)". Fiir 2 = 1 ergibt sich f(r) = f(1)" = a".

1) Das ist auch die Situation, in der die Schiiler der Klasse 9 die Exponentialfunktion
kennenlernen.
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d) Die Funktion f: @ — R mit f(r) = a erfiillt das Additionstheorem (8.1.3) und
st streng monoton wachsend fiir « > 1 und sireng monoton fallend fiir 0 < a < 1.

Diese Behauptungen sind bekannte Gesetze fiir das Rech mit Potx mit
rationalen Exponenten (sieche Aufgabe 8.5.1).

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt: Wenn es iiberhaupt eine fiir alle
rationalen Zahlen definierte Funktion mit den Eigenschaften (8.1.3), (8.1.7) und
(8.1.8) gibt, dann ist dies die Funktion f: @ — R mit f(r) = a’. Zum Nachweis, daB
diese Funktion das Gewiinschte leistet, miite noch ihre Stetigkeit nachgewiesen
werden. Das folgt aber aus dem spiter ohnehin zu fithrenden Beweis dafiir, daB die
auf alle reellen Zahlen erweiterte Funktion f mit f(x) = a< stetig ist. Diese Erweite-
rung soll nun vorgenommen werden.

e) Definition der Funktion f: R — R mit f(x) = a®.

e;) Wenn (h,) eine beliebige Folge rationaler Zahlen ist mit k2, > 0 und lim 2, = 0,
so ist lim f(k,) = lim a* = 1. Linad

n—>00 A—00

Fall1: h, = - (siche ML Bd. 4, 2.1.3., Beispiel 4).
n

Fall2: Es sei jetzt (h,) eine beliebige Nullfolge rationaler Zahlen mit &, > 0,
wobei o. B. d. A. h, < 1 vorausgesetzt werden kann. Wird nun zu jedem » die groBte

natiirliche Zahl k so bestimmt, da8 &, < T gilt, dann gilt wegen der strengen Mono-

o
tonie von a» (siehe d)) fiir @ > 1 auch ' < al* = J/a. Da a’» stets grofBer als 1 ist,

erhilt man mit lim a = 1 auch lim a* = 1. Fiir 0 <a < 1 kann analog geschlos-
sen werden. ¥~ Linsed

* €,;) Nach diesen Vorbereitungen konnen die Funktionswerte von / an den irratio-
nalen Stellen festgelegt werden. Im Hinblick darauf, daB die erweiterte Funktion
stetig sein soll, muB fiir den Funktionswert f(x,) an einer solchen Stelle z, sicherlich
folgendes gelten: Sind (r,) und (r,, ) monoton wachsende bzw. fallende Folgen ratio-
naler Zahlen mlthm r, = hm re = %o, 8O gult hm /(r,,) = f(,) und lim /(r,, ) = f(xo).

Eine solche Defmmon von f(xo) ist nun ts,l;sachllch méglich. Dazu seien (r,) und
(ra') streng monotone Folgen rationaler Zahlen mit lim r, = z, (r, < #, fiir alle »)

n—00
und limr,” = x, (r,’ > z, fiir alle n), wobei z, eine beliebige, aber fest gewihlte

reellg-)Zu:a,hl ist. Da die zugehorigen Folgen der Funktionswerte (f(r,)) und (f(r,'))
streng monoton (nach d)) und beschrinkt (/(r|) < f(rp) < f(ry') baw. f(r,) < f(ra")
< f(ry’) fiir alle n) sind, gibt es Zahlen ¢ und ¢’ mit lim f(r,) = ¢ und llm for) =c¢'

n—>00 n—

und ¢ £ ¢’ fiira > 1bzw. ¢ = ¢’ fiir0 < « < 1. Esist sogarc = ¢’, dennesgllt
¢ =limf(r,) = hm /((r,, — 1) + r,,) = hm fra —1a) - hm fira) =1.c=c¢
n—oo

wegen (8.1.3), des entsprechenden Grenzwertsatzes und e,).
Damit kann definiert werden: f(z,) = a®:=¢ =c'.
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Somit ist gezeigt, daB es hochstens eine Funktion f: R — R gibt, die den Bedin-
gungen (8.1.3), (8.1.7) und (8.1.8) geniigt. Wir zeigen jetzt, daB die so definierte
Funktion f wirklich die Eigenschaften (8.1.3), (8.1.7) und (8.1.8) besitzt.

f) /: R—> R mit f(x) = a erfiillt die Funktionalgleichung (8.1.3). Es seien z und y
beliebige reelle Zahlen sowie (r,) und (r,’) monoton wachsende Folgen rationaler
Zahlen mit lim r, = z und lim r,, = y. Wegen d) gilt dann a"™*"=" = a'. g™ fiir

n—oo
jedes n. Fiirn = 1,2, . erhalt man auf der linken und der rechten Seite identische
konvergente Folgen, dle h denselben Gr rt besit

lim @+ =lima'» . lima'~, also a**V =a%.av.
RA=>00 n—>00 A—>00

g) f: R — R mit f(x) = a* ist stetrg.

8,) Wir zeigen zuniichst, daB f fiir a > 1 streng monoton wachsend ist. Es seien x
und y beliebige reelle Zahlen mit » < y sowie (r,) und (r,’) Folgen rationaler Zahlen
mit lim r, = z (r, > 2 fiir alle n) und lim ry’ =y (r,’ <y fiir alle n). Wegen x < y

n~*00
gibt es dann eine natiirliche Zahl N, de\'art daB z <7, <7, <y fiir alle n > ‘\o
gilt. Nun ist offensichtlich a* < a" und a’» < av fiir alle natiirlichen n und «’» < a’
fir n > N, (wegen d)). Also gilt «* < a™ < a™ < a¥ fiir n > N,, woraus sich
a* < a¥ergibt. Fiir 0 < a < 1 folgt entsprechend, daB f streng monoton fallend ist.

2.) Es sei z, eine beliebige reelle Zahl und (z,) zunéchst eine beliebige Folge reeller
Zahlen mit lim 2, = z, und z, < , fiir alle n. Nach f) gilt fiir beliebige reelle Zahlen

a0
die Funktionalgleichung (8.1.3), also gilt «® = a®~*». a*. Es geniigt daher zu be-
weigen, daB lim a®~*» = 1 ist. Dazu kann z, — z, < 1 vorausgesetzt und fiir jedes n

das groBte natiirliche k gewidhlt werden mit z, — 2, < % Daraus folgt wegen

1 < a®~* < a/* die Behauptung fiir den genannten Fall, wobei g,) benutzt wird.

Die Folge (z,') konvergiere jetzt von rechts gegen das Argument z,,d. h. lim z," = x,
n—>00
mit z,’ > x, fiir alle n. In diesem Fall gilt ebenfalls lim a*' = a*, denn aus a—*

n—>c0
=a*~% .q% folgt entsprechend lim a=*" = «~%. Das bedeutet aber lim %
e oo @
= L, also auch lim a®’ = a%.
a/" n—>00
h) Fiir f: R — R mit f(x) = a* gilt f(1) = a. Das ergibt sich aus der Definition
von a,

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch fiir « = 1 die Funktion /: R — R mit f(2) = a*
die einzige Funktion ist, die (8.1.3), (8.1.7) und (8.1.8) erfiillt. Damit ist der Beweis
von Satz 8.1.6 beendet. Die konstruierte Funktion f wird Exponentialfunktion mit
der Basis « genannt.

Wie der Beweis von Satz 8.1.6 zeigt, hat (8.1.3) im Rationalen nur die Losungen /
mit f(r) = a’ und damit keine unstetigen Losungen. Weiterhin folgte f(r - ) = f(x)
fiir alle rationalen Zahlen 7 und alle reellen Zahlen z allein aus (8.1.3) und (8.1.8).

Die in Satz 8.1.6 konstruierten stetigen Lésungen von (8.1.3) enthalten die kon-
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stante Losung f mit f(z) = 1 fiir alle reellen Zahlen. Auch f: R — R mit f(z) = 0 ist
eine konstante Losung von (8.1.3). Damit hat man aber auch alle konstanten Losun-
gen von (8.1.3) gefunden; denn ist /: R — R mit f(z) = ¢ eine konstante Lésung von
(8.1.3), dann gilt ¢ = f(x + y) = f(x) - f(y) = ¢ -c = ¢? woraus ¢ =0 oder ¢ =1
folgt.

Die in Satz 8.1.6 formulierte Forderung (8.1.7) kann wie in Satz 7.2.1 durch andere
Forderungen ersetzt werden. Wir geben einige Beispiele an:

8.1.9. f ist an einer Stelle z, stetig (vgl. etwa W. F. Oscoop [127]).
8.1.10. f ist streng monoton (vgl. z. B. MfL Bd. 4, 1.4.).

8.1.11. Fiir alle z € R gilt: Wenn z > 0, so f(z) > 1 (vgl. etwa D. ILsE [74]). (Die
Forderung der Positivitit an f fiir positive Argumente recht hier wegen a) im Beweis
von Satz 8.1.6 nicht aus.)

8.1.12. / ist iiber einem Intervall beschrinkt (vgl. etwa S. MINETTI [118]).
8.1.13. f ist differenzierbar (vgl. etwa P. RossiEr [149]).
8.1.14. fist integrierbar.

Wegen der ausfiihrlichen Betrachtung der entsprechenden Fragestellung in Kapitel 7
und der Moglichkeit der Ubertragung der Beweisgedanken auf Satz 8.1.6 verzichten
wir auf die Beweise.

Unsere Betrachtungen zeigen also, daB die zu Beginn des Kapitels erwihnten
Wachstums- bzw. Zerfallsprozesse durch Exponentialfunktionen beschrieben wer-
den.

Wir geben noch eine Charakterisierung der Exponentialfunktionen mit Hilfe einer
Ungleichung anstelle der Stetigkeitsforderung an. Die dabei benutzte Ungleichung
bringt den Sachverhalt zum Ausdruck, daB die Exponentialfunktionen stets ober-
halb ihrer Tangente im Punkte (0; 1) liegen. Von der Tatsache, daB die Gerade
Tangente fiir die Exponentialfunktionen ist, wird im folgenden jedoch kein Gebrauch
gemacht. Es sei c eine beliebige, aber feste reelle Zahl und /: R —> R eine Funktion,
die (8.1.3) und

S116. Afx)y=21+c -z
zeR

erfiillt. Wir benutzen einige aus Satz 8.1.6 hekannte Eigenschaften, die alle nicht-
konstanten Losungen von (8.1.3) hesitzen.

a) f(z) > O fiir alle z € R,

b) f(0) =1,

c) 1 = f(z) - f(—=) fiiralle z € R,

d) f(r - ) = f(z)" fiir alle rationalen Zahlen r und alle reellen Zahlen z, also auch

/(%) = f(aph fiir k € N*.
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Aus (8.1.15) ergibt sich fiir —z: f(—2z) =2 1 — ¢ - z, also mlt ¢) f(x) S - fiir
alle x mit ¢ - z < 1. Insgesamt gilt daher fiir diese = x

8.1.16. Wennc~x<l,sol+c~x§/(x)§l—‘
—c-z

Aus (8.1.16) ergibt sich die Stetigkeit jeder Losung f an der Stelle Null; denn ist

(x,) eine Folge mit lim z, = 0, so gilt lim (1 + ¢ - z,) = 1 und lim 1 =1

n—oo n—oo n—eo 1 —C- 2,

Dabher gilt auch Inn f(x,) = 1, also lnn /(x,,) = f(0).

Die Stetlgkelt von f fiir jedes x ergnbt sich wie bei (8.1.9).
Aus (8.1.16) ergibt sich nun wie folgt eine Definition fiir eine stetige Losung

f: R— R von (8.1.3). Wir ersetzen in (8.1.16) 2 durch 2 mit k € N*. Fiir diese
Argumente gilt (8.1.16) ebenfalls. Es ergibt sich 1 + ck_x </ (%) < + oder
3 3 Tz
1 =222
1

c- x\¥

c-x\¥
auch wegen d) (I+T) sl =
1- =

(l - T) bekanntlich gegen e=# (vgl. MfL Bd. 4, 2.1.5., Satz 2) und

Fiir k — oo konvergiert
1
ey L - = ¢v. Daher ist f(z) = e,

1
c-x\¥
(-)
(-
k

Fiira:= e istIna = ¢. Fiirc > Oista > 1, und fiirc < 0ist 0 < a < 1, wihrend
fiirc = 0danna = 1ist. Damit ist gezeigt, daB die Funktion f: R — R mit f(x) = e**
die einzige Funktion ist, die den Bedingungen (8.1.3) und (8.1.15) geniigt.

Setzt man die Kenntnis der Exponential- und Logarithmusfunktionen voraus, so
ergibt sich ein Beweis von Satz 8.1.6 durch Zuriickfiihrung auf Satz 7.1.1. Da jede
nichtkonstante Funktion f: R — R, fiir die (8.1.3) gilt, nur positive Funktionswerte
aufweist, kann beziiglich einer Basis « (« € R,*, a = 1) logarithmiert werden, und es
ergibt sich

log, f(x + y) = log, (f() - /(y)) = log, f(x) + log, /(¥).

Fiir g: R > R mit g(z) : = log, f(z) gilt somit g(z + y) = g(x) + g(y). Mit f ist auch g
stetig, und es gilt g(1) = log, /(1) = log, @ = 1. Also istg(x) = z, d. h. x =log, f(x)
oder f(x) = a®.

Wegen 27:=a®l8* (p € R, 2 € R.* « € R.* a 3 1) kann aus Satz 8.1.6 eine
Charakterisierung der Potenzfunktionen f: R.* — R, die A /(:c y) = f(x) - f(y) ge-

z.yeR
niigen, erhalten werden, die dann auf Potenzfunktionen mit D(/) Rbzw. D(f) =
ausgedehnt werden konnen (vgl. etwa D. ILSE [74]).
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8.2.  Die unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung
fix + y) = f(x) - fly)
8.2.1. Satz. Die Funktionalgleichung f(x + y) = f() - f(y) hat unstetige Losungen.

Beweis. Es sei Ry eine Hamelbasis der reellen Zahlen. Dann wird f fiir die Basis-
elemente durch beliebige positive reelle Zahlen definiert. Ist z eine beliebige reelle

m
Zahl und z = 3 r,b, ihre Darstellung durch Basiselemente, so wird f(z) : = [T f(b,)"

v=1 ve1
gesetzt. Die so definierte Funktion f: R — R ist Losung von (8.1.3). Sind nimlich 2

m bd
und y reelle Zahlen mit x = 3 r,b, und y = 3 r,'b,, so gilt
v=1 v=1

f@ + 9) = [T &7 = [T fb- [T B = /@) - ).
v=1 r=1 =1

/ ist genau dann unstetig, wenn fiir mindestens ein Basiselement b, der Funktions-
wert f(b,) = f(1)% definiert wird.

Auf die angegebene Weise erhilt man alle Lésungen von (8.1.3), wie man sich
durch entsprechende Uberlegungen wie nach Satz 7.3.4 verdeutlicht.

Der folgende Satz, der zuerst von E. B. WiLson 1899 [180] bewiesen wurde, be-
schreibt eine Eigenschaft unstetiger Losungen von (8.1.3).

dann liegt in jeder Umgebung eines jeden Punktes der oberen Halbebene ein Punkt des
Graphen von f.

Beweis. Es sei f: R — R eine unstetige Losung der Gleichung (8.1.3). Die Funk-
f(=z)
fay

a) g ist Losung von (8.1.3), wie man sofort nachrechnet.

b) Wenn z ¢ @, dann g(x) = 1, denn fiir r € @ gilt f(r) = f(1)".

¢) Wenn a,b € @, so gla -z + b) = g(x)° fiir beliebige z € R.

Aus gla-x 4 b) =g(a- x) - g(d) = g(x)? - g(b) ergibt sich wegen b) die Behaup-
tung.

d) Es gibt ein 2’ € R mit g(x') & 1; anderenfalls wire f(x) = f(1)* fiir alle z € R
und f damit stetig.

Es sei nun (zq; ,) ein beliebiger Punkt der oberen Halbebene. Dann kann wegen
Yo > 0 und g(z') 1 zu jedem ¢ > O eine rationale Zahl a so gewihlt werden, daB
ig(x’)® — yo! < & gilt. Weiterhin kann eine rationale Zahl b so gewihlt werden, daB
jla - 2" 4+ b) — 24| < e ist. Damit liegt die Zahl @ - 2’ 4 b in der e&-Umgebung von z,,
und g(a - ' + b) liegt wegen c) in der s-Umgebung von y,. Damit kommt der Graph
von ¢ jedem Punkt der oberen Halbebene beliebig nahe. Wegen f(z) = g(x) - f(1)*
iibertriagt sich diese Eigenschaft von g auf /, denn f(1)* ist stetig und immer von Null
verschieden.

tion g: R — R mit g(z) := hat folgende Eigenschaften:
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P 8

83.  Funktionale Charakterisierungen der Logarithmusfunktionen
mit Hilfe der Funktionalgleichung f(x - y) = f(x) + f(y)

Da die Logarithmusfunktionen Umkehrfunktionen entsprechender Exponential-
funktionen sind, ergibt sich aus (8.1.3) fiir die Logarithmusfunktionen

83.1. A fx-y) = f(x) + f(y).
z,yeR,*

Weiterhin gilt:

8.3.2, Satz. Es gibt genau eine Funkiion f: R,* — R, die (8.3.1) sowie den fol-
genden Bedingungen geniigt:

8.3.3. f st stetig,
834, fla) =1(a€ RMa=+1).

Beweis (vgl. etwa D. ILsE [74]). Fiir jede Lésung f: R,* — R von (8.3.1), (8.3.3)
und (8.3.4) gilt:

a) f(1) = 0. Fiir z = y = 1in-(8.3.1) ergibt sich die Behauptung.

b) Fiir jede positive reelle Zahl x und fiir jede rationale Zahl r gilt f(x7) = r - f(x),
insbesondere gilt f(a%) = r.

Es sei « > 0 eine reelle Zahl. Dann gilt

b,) f(&™) = m - f(2) fiir alle natiirlichen Zahlen m. Der Beweis wird mit vollstin-
diger Induktion gefiihrt.

b,) f(x*) =k - f(x) fiir alle ganzen Zahlen k. Es sei k < 0, dann ist —k > 0. Nun
gilt 0= f(1) = flak - a7¥) = f(z*) + f(x7*), also f(z*) = —flx™%) = —(—k) - f(x)
=k f(z).

by) /(1) = 7% f(@) fiir alle natiirlicken Zahlen m = 2. Man setzt in by) V= fiir

ein und erhalt f ((V;)m) =fx) =m- /ﬁ/;), also /('l‘/;) = ml - f(z).
by) f(x") =r . f(x) fiir alle rationalen Zahlen r. Es sei r = 2 it P, q ganzzahlig

und ¢ = 2. Dann gilt f(z") = f(z#l7) = f((@/9)?) = p - f(a*0) = 2 fw) =1 fa)
Insbesondere ergibt sich fiir z = a somit f(a’) = r. q

c) Fiir jede reelle Zahl z gilt f(a*) == x. Da die Funktion g: R > R mit g(x)
=a"(a € R,* a % 1) stetig und streng monoton ist, gilt fiir jede Folge (x,) mit
lim #, =  auch lim a*» = a%, und umgekehrt folgt aus lim a® = «* auch lim z, = x.
n—>oo ~8 A—>00 n—>o0
Also ist f mit f(a®) = 2 (z € R) die einzige stetige Fortsetzung von f mit f(a’) = r
(r € Q), so daB nur diese Funktion f die Bedingungen (8.3.1), (8.3.3) und (8.3.4) er-
fiillen kann. DaB f diese Eigenschaften auch wirklich besitzt, erkennt man wie folgt:
Die Funktion f ist die inverse Funktion oder Umkehrfunktion der Funktion g, so daB
fiir die Funktion f mit a? = y die Beziehung a/¥ = a7 = y gilt. Es handelt sich
also um die Funktion f: R,* — R mit f(x) = log, x. Da f Umkehrfunktion von g ist,
ergibt sich fiir / die Giiltigkeit von (8.3.1), (8.3.3) und (8.3.4) aus der Giiltigkeit von
(8.1.3), (8.1.7) und (8.1.8) fiir g.
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Eine Moglichkeit der Charakterisierung der Logarithmusfunktionen ohne Bezug-
nahme auf die Exponentialfunktionen liefert

8.3.5. Satz. Zu jeder reellen Zahl a mit a > 1 gibt es genau eine Funktion f: R,* — R,
fiir die neben (8.3.1) die folgenden Bedingungen gelten:

8.3.6. f st streng monoton wachsend,

83.7. fla) =1.

Beweis (vgl. J. DIEUDONNE [45]). Wir zeigen dchst, daB es hichstens eine
Funktion f: R,* — R gibt, die den Bedingungen (8.3.1), (8.3.6) und (8.3.7) geniigt.
Im Verlaufe dieses Beweises ergibt sich eine Konstruktion fiir eine Funktion /, mit
der dann die Existenz der behaupteten Funktion nachgewiesen wird. Fiir jede
Funktion £, die (8.3.1), (8.3.6) und (8.3.7) erfiillt, gilt:

a) f(1) = O (siehe a) im Beweis von Satz 8.3.2).

b) Fiir jede positive reelle Zahl x und jede ganze Zahl k gilt f(2*) = k - f(x) (siehe b,),
b,) im Beweis von Satz 8.3.2).

¢) Fiir jede positive reelle Zahl xlciﬂt sich eine Menge von Intervallen [[1-2 , bn + l:I]
m m m

konstruieren, deren Durchschnitt hochstens eine Zahl enthilt. Da a > 1 ist, ist die Folge
(a*) fiir k¥ — oo unbeschrinkt wachsend und die Folge (a~*)ist eine Nullfolge. Daher
gibt es zu jeder Zahl 2™ (z € R,*, m € N¥) eine ganze Zahl k,, mit a*» < 2™ < akntl,
Wegen (8.3.6) ergibt sich daraus f(a*») < f(2™) < f(a*»*1). Wegen b) und (8.3.7)

gilt dann auch k, < m - f(x) < k, + 1 und sch.lleﬂhch i < fe) s —— a4 1 . Fallses
also iiberhaupt eine derartige Funktion f mit den oben gena.nnten Elgenschaften gibt,

so gilt f(z) € u:’ﬁ"-, kn + l:ﬂ fiir jedes positive 2 und fiir jede natiirliche Zahl m > 0.
m’'m  m

Da die Intervallinge 1 betriigt, ist durch den Durchschnitt N I]:L—"‘, L + 1
m m m

meN® m
héchstens eine Zahl erfaBt, wodurch die Eindeutigkeit von f gezeigt ist. Mit Hilfe der
Intervalle I[—— =+ —]] wird nun eine Intervallschachtelung (vgl. MfL Bd. 4,2.1.4.)

definiert, die zur Definition der Funktion f fiihrt.
d) Definition evner Funktion f: R,* — R. Da die Folge km ) nicht monoton wachsend

sein muB, bildet die Menge der Intervalle H:k , L— —]] nicht immer eine Intervall-
schachtelung. Wir definieren daher m.om

|I’|» ’l']l = ![kn by + 1]],
Tm | Tm') 1= B ’ km km 1
| 7m) [ra '] = [n-1» r,,,_,]]nl]:;, ™~ + -":]]
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DarpStmstm STy m<rn'undry,’ —rp < — fur alle m € N* gilt, ist die Folge

der Intervalle [7, 7a'] eine Int/ervallschachtelung. Daher 148t sich bei fest gewéhltem
a > 1 jeder positiven Zahl z durch (r,, | 7,') eine Zahl zuordnen, die f(x) genannt wird?). *
Dabei gilt
838 < <<ty L

m m - m
Wir zeigen nun, daB die so definierte Funktion / die geforderten Bedingungen er-
fiillt.

e) f erfiillt die Funktionalgleichung (8.3.1). Es seien z und y positive reelle Zahlen.
Dann existiert fiir jede natiirliche Zahl m eine ganze Zahl k, und eine ganze Zahl p,,
mit ak» < 2™ < akntl bzw. aPn< y™ < P+l Durch Multiplikation ergibt sich
daraus akm+Pm < (z - y)™ < atmt?=+2, Wegen der Definition von f und (8.3.8) gilt dann
auch

8|
S|=

sf@) s

s |

+

Pm
m

I\

1 n
=, foy=tr 4
m m
und

f"_ﬂ’zgl(x.y)gﬁ_il’l‘"‘_z_
m m

ZusammengefaBt ergibt sich schlieflich —3 Sf@)+ fy) —fz-y9 = 2 fiir jedes
m € N*, woraussich (8.3.1) ergibt. m

f) f erfiillt die Bedingung (8.3.6). Zuniichst zeigen wir: Wenn 2 > 1, so f(z) > 0. Zu
jedem z > 1 gibt es eine natiirliche Zahl m, so daB a < z™ gilt. Nun sei k diejenige

natiirliche Zahl, fiir die «* < 2™ < a*+ gilt. Nach Definition von f gilt dann £ < f(x),

und f(z) ist positiv.

Es seien nun mit » und y zwei reelle Zahlen gegeben, fir die 0 < x < y gilt.
Dann existiert eine Zahl z > 1 mit z - z = y. Dann gilt wegen (8.3.1) f(y) = f(x - 2)
= f() + f(z) > f(x), denn f(z) > 0.

g) / erfiillt die Bedingung (8.3.7). Aus der Konstruktion von f ergibt sich fiir f(a)

die Ungleichung I-cl <fa) k—"’ + 1 fir alle m € N*. Wegen z == a ergibt sich
m m m

km = mund somit 1< fla)< 1 + l fiir alle n € N¥*, woraus f(a) = 1 folgt.
m

Damit ist Satz 8.3.5 bewiesen, und die konstruierte Funktion f: R.* — R heiBt
Logarithmusfunktion zur Basis a. Fir dic streng monoton fallenden Losungen von
(8.3.1) sei auf die Aufgabe 8.5.3 verwiesen.

1) Dne hier gegeb Definition von f erméglicht auch das niherungsweise Berechnen von

ten der vorliegenden Logarithmusfunktion (siehe Aufgabe 8.5.8).

Funk
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" Einen Zugang zur Funktion In liefert
8.3.9. Satz. Es gibt genau eine Funktion f: R,* — R, die die Bedingungen (8.3.1)
und

83.10. A fa)sx—1
zeR,*

erfillt.

Beweis (vgl. M. BARNER [19]). Wir nehmen zunichst an, daB es eine solche
Funktion f gibt. Fiir jede Funktion /, die (8.3.1) erfiillt, gilt:
a) f(1) = 0 (vgl. a) im Beweis von Satz 8.3.2).

b) f (l) = —f(x) fiir jedes positive x, wegen 1 = x - 1 und a).
z z

¢) Fiir jede positive reelle Zahl z und jede natiirliche Zahl m ¢ilt f(z™) = m - f(x) (vgl.
b,) im Beweis von Satz 8.3.2).
d) Fiir jede positive reelle Zahl x und jede natiirliche Zuhl m = 2 gilt die Beziehung

fxtm) = l - f(z) (vgl. by) im Beweis von Satz 8.3.2).
m
e) Fiir jede Funktiorn /, die (8.3.1) und (8.3.10) erfillt, gult

8.3.11. A 1——S/(:¢)<x—1

zEeR,*
Dazu ersetzen wir in (8.3.10) z durch 1 und benutzen b).
x

f) Definition einer Funktion f: R.* — R. Da (8.3.11) fiir alle positiven reellen
2m
Zahlen gilt, gilt (8.3.11) auch fiir ‘}/a: (m € N*), also

/(V‘)< Fz -1

(

Wegen d) gilt / ) = 51; - f(z), also

1—l 21 @) < ]/x—l.

z
Multiplikation mit 2™ liefert

om (1 - L) < f(@) 52..("'/; - 1).
Yz
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Wir betrachten nun die Folgen (a,) und (b,) mit an, =2m [1 — an und b,

om-1 ‘}/z

= 2"'( V= — l) Wir setzen }/z =:2 und deshalb —}z = 2* und erhalten

PR 1__1. _ om-1 l_l — 9gm-1 2_3_14__1_
z P z 22

. 2
=2"‘"(l—£+—l-)=2""l(l—l) =0.
z  2? z

Dabher ist (a,,) monoton wachsend. Entsprechend ergibt sich
bt — by = 271(22 — 1) — 2m(z — 1) = 2%1(z* — 1 — 2z + 2)
=212 — 22+ 1) =271z — 12 2 0.
Dabher ist (b,) monoton fallend. Wegen

b,,.—a,,.=2'-(z—1)—2-(1—l)=2m(z-1—1+l)
z 2z

_-_2»-(,+1_2)=2M(w)=2n._1_.(2_1)z;0
z z

z

ist weiterhin a, < b, fiir alle m € N*, Daher ist b, eine obere Schranke von (a,)
und a, eine untere Schranke von (b,), folglich sind die Folgen (a,) und (b,) konver-
gent. Es ergibt sich lim av,,, =d und }im bn =d’, und es gilt d < d’. Nun ist

by =Gy + }/z und lim ‘}/- = 1 (vgl. ML Bd. 4, 2.1.3., Beispiel 4). Also ergibt sich d’
=limb, = hm (a,,, }/_) =d-1 =d. Daher kénnen wir definieren f(z):=d =d’".

Damit ist bewxesen, daB es hochstens eine Funktion /: R,* — R gibt, die (8.3.1)
und (8.3.10) erfiillt. Nun beweisen wir
8) Die in f) definierte Funktion erfillt die Bedingung (8.3.1). Wegen

2»;((, Lyt — 1) = 2m(zl/2" . yl2" — 1) = 2m(gl/2™ — 1) 412" 4 O2m(yri2 1),
lim 2».((1c Ly)en — 1) =f(z-y),  lim2me™ — 1) = f(y)

und e
lim 2m(z1/2" — 1) y'/2" = f(z) - 1
m—>o0
ergibt sich f(z - y) = f(z) + f(y).
h) Die in ) definierte Funktion erfillt die Bedingung (8.3.10). Wegen

f@Sbasti=2r—1)=2r-1)+@--@-1
=z—1—(z—2fz+1)=@—1)—(fz—1)f<sz—1

gilt (8.3.10).
" Damit ist der Satz 8.3.9 bewiesen.
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Man kann weiterhin zeigen, daB die in Satz 8.3.9 konstruierte Funktion f stetig ist
und f(e) = 1 gilt. Damit ist nach Satz 8.3.2 f = log, = In.

Wird die Bedingung (8.3.10) entsprechend (8.1.15) formuliert, so ergibt sich eine
Charakterisierung fiir alle Logarithmusfunktionen (siche Aufgabe 8.5.7).

Auf weitere Charakterisierungen der Logarithmusfunktionen gehen wir hier nicht
ein und verweisen auf J. RAtz [146].

8.3.12. Bemerkung. Die stetigen Losungen f: R,* — R von f(z - y) = f(2) + f(y)
sind die Logarithmusfunktionen mit f(z) = log, z (@ € R,*, a 4: 1), die bekanntlich

auch differenzierbar sind und die Ableitung /' mit f'(x) = — * haben. Dieser Sach-
x

verhalt gibt die Moglichkeit, die Logarithmusfunktionen als bestimmtes Integral mit
variabler oberer Grenze zu definieren.

8.4.  Zusammenfassung

Wir kénnen feststellen, daB die stengen Losungen der Funknonalgletchungen (8.1.3)
und (8.3.1) mit den diff ierbaren Lisungen dieser Gleichung,

Jede nichtkonstante stetige Losung von (8.1.3) ist streng monoton, daher ver-
mittelt jede Exponentialfunktion einen Isomorphismus der Gruppe (R, +) auf die
Gruppe (R.*,:) (vgl. MfL Bd.3, 12.3.). Jede nichtkonstante stetige Losung von
(8.3.1), also jede Logarithmusfunktion, vermittelt einen Isomorphismus von (R,*, -
auf (R, +).%)

Die zuletzt genannte Tatsache erméglicht die Konstruktion eines Rechenstabes
fiir die Multiplikation.

Fiir die Einfithrung der Exponential- und Logarithmusfunktionen ergeben sich aus
den bisherigen Ausfiihrungen zwei prinzipielle Wege, die auch in der Literatur dis-
kutiert worden sind:

a) ein algebraischer Weg, bei dem die schrittweise Erweiterung des Potenzbegriffes
die tragende Rolle bei der Definition der Exponentialfunktionen spielt und die Log-
arithmusfunktionen als deren Umkehrfunktionen gewonnen werden (vgl. Satz 8.1.6
und Satz 8.3.2).

b) ein analytischer Weg, bei dem die Logarithmusfunktionen als Fliacheninhalts-
funktionen definiert werden und sich die Exponentialfunktionen als deren Umkehr-
funktionen ergeben (vgl. Bemerkung 8.3.12).

Beide Wege sind mathematisch gleichwertig, da sie zu denselben Funktionen
fithren. Sie sind auch auf ihre Realisierbarkeit im Mathematikunterricht vielfiltig
untersucht worden. Im folgenden wollen wir einen mathematischen Gesichtspunkt
der Gegeniiberstellung der beiden Wege weiter verfolgen. Dabei wird sich in Kapitel 9
zeigen, daB bei entsprechender Verallgemeinerung der Problemstellung diese Gleich-
wertigkeit verlorengeht.

1) Vgl. auch 3.3., speziell Beispiel 3.3.10.3, aber auch Aufgabe 3.3.16.4.
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8.5.  Aufgaben

1. Man zeige

a)a*-b*¥ = (a-b)* fiira,b € R* und k € N.

b) (@*)! =a*!fira € R*und k€ N, 1 ¢ Z.
k km

c) aT=am fira € Ry*und k€ Z, 1, m € N*.
d) a* . a! = ak+! fiir a € R* und &, ! € Z sowie fira € Ry* und k,l € Q.
e) Fir beliebige rationale Zahlen k,! mit k < I gilt a* < a!fira > 1unde* > a'fir0 <a < 1.

2. Man zeige durch Rickfihrung auf die Funktionalgleichung
A flz +9) = f&) + /o),
yeR

daB die einzi igen Losungen der Funktionalgleich

8 &S

A flx-y) = fz) + fy)

z,yeR,*

mit f(a) = 1 (¢ € R;y*, a = 1) die Funktionen f: R,* — R mit f(z) = log, z sind. (Hinweis:
Man setze z = @° und y = a®.)

3. Man zeige: Zu jeder reellen Zahl @ mit 0 < @ < 1 gibt es genau eine Funktion /: Ry* — R
mit folgenden Eigenschaften:

a) A /(z y) = f(x) + f(y), b) f ist streng monoton fallend, ¢) f(2) = 1. (Hinweis: Vgl. Satz

4. Man zeige, daB der Korper der reellen Zahlen nur den identischen Aut hii besitazt.
(Hinweis: Man zeige, daB jede Lésung f: R,* — R von f(z - y) = f(z) - /(y) nur nichtnegative
Funktionswerte besitzt.)

5. a) Man zeige, da (I) /\ /\ /(m:) = f(z)™ cine Abschwachung von (0) /\ /(z + y) = f(z)- fy)
ist.
b) Bekanntlich (vgl. A\lfgahe 6.2.1) ist (2) I\ /( —2) = m ebenfalls eine Abschwachnng von

(0). Man zeige, daB (1) und (2) nnabhangng smd

c) Man zeige: Die einzige differenzierbare Losung f: R — R von (1) und (2) mit /(1) =«

(@>0,a % 1) ist f(z) = a®.

6. Man zeige: Jede iiber R bzw. R.* definierte und iiber dem Intervall [1, 2] integrierbare

Losung von f(z + y) = /(z) /(y) bzw /(z y) = /(x) + /(y) ist differenzierbar. (Hinweis: Man
gleiche mit der entsp g in Kapitel 7.)

7. Man zeige: Zu jedem ¢ > 0 glbt es genau eine Funktion /: R,* — R, die die Bedingungen
a) AR/(Z - y) = f(z) + fly), b) ‘\’/(I) < ¢(z — 1) erfiillt. (Hinweis: Vgl. Satz 8.3.9.)
z,yeR,* zeR,*

8. Man berechne mit Hilfe der Intervallschachtelung aus Satz 8.3.5 f(5) fir @ = 10, also
logye 5 = Ig 5 und /(3) fiir a = 2, also log; 3 auf zwei Stellen genau.

9. Man zeige, daB8 die Gruppen (@, *, -) und (@, +) nicht isomorph sind.



9. Verallgemeinerung der Exponential- und Logarithmus-
funktionen unter Beibehaltung der Stetigkeitsforderung

Eine Analyse des Beweises von Satz 8.1.6 zeigt, daB8 zur Konstruktion der Exponen-
tialfunktionen und ihrer Umkehrfunktionen nur benutzt wurde, da die Multiplika-
tion positiver reeller Zahlen eine stetige kommutative Gruppenoperation ist. Dies
legt die Vermutung nahe, daB sich aus jeder zweistelligen Funktion F, die in einer
gewissen Menge A eine stetige kommutative Gruppenoperation ist, einstellige Funk-
tionen f: R — A konstruieren lassen, die einen Isomorphismus zwischen der addi-
tiven Gruppe der reellen Zahlen und der Menge 4 mit der Operation F vermitteln,
fiir die also

A flz + y) = F(f(2), /()
z.yeR

gilt. Solche Funktionen wiirden auch die Konstruktion eines Rechenstabes zulassen
(vgl. 11.1.).

Wir werden sehen, da8 fiir Funktionen F: AX A — A mit den genannten Eigen-
schaften Funktionen f: R — A4 existieren und daf diese in volliger Analogie zur
Konstruktion der Exponentialfunktionen (d. h. durch schrittweise Erweiterung des
Potenzbegriffes) definiert werden konnen. Daher werden wir von verallgemeinerten
Exponentialfunktionen sprechen.

Aus der Funktionalgleichung f(z - y) = f(x) - f(y) 1éBt sich durch eine entspre-
chende Verallgemeinerung die Funktionalgleichung '

A f(F(z, y)) = f@) + f(y)
EATY

gewinnen. Diese Funktionalgleichung werden wir im Zusammenhang mit der Ver-
allgemeinerung des analytischen Weges behandeln. Die Losungen sind dann verall-
. e

- “h 1
g te Logar ji

9.1.  Veraligemeinerung der Exponential- und Logarithmusfunktionen
auf algebraischem Weg mit Hilfe der Funktionalgleichung

fix + y) = F(f(x). f(y))
Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen fiir F' die Funktionalgleichung
9.L1. A f(@ + y) = F(/(), /(y))
z,yeR

eine nichtkonstante stetige Losung f hat. Ist /: R — R eine nichtkonstante stetige



180 9. Verallgemeinerung der Exponential- und Logarithmusfunktionen

Funktion, dann ist W(f) ein (nicht notwendig endliches) Intervall I £ R (vgl. MfLl
Bd. 4, 2.4.2., Satz 2). Ist f auch eine Lésung von (9.1.1), so muB F (wegen der rechten
Seite von (9.1.1)) iiber I X I definiert sein. Dann ist F (wegen der linken Seite von
(9.1.1)) eine Funktion von I X I in I, also cine Operation in [ (vgl. 1.1.).

Mit I < R sei ein offenes Intervall und mit F: I X I — I eine stetige Funktion!)
gegeben. Dann gilt

9.1.2. Satz. Die Funktionalgleichung (9.1.1) hat genau dann eine nichtkonstante
stetige Losung [ mit D(f) = R und W(f) = I (I offenes Intervall), wenn F in I eine
stetige kommutative Gruppenoperation ist.

Beweis (vgl. J. AczEL [3]). Es sei /: R — R eine nichtkonstante stetige Losung
von (9.1.1) mit dem Wertebereich /. Dann gilt: F ist stetig iiber I XI, was sich
sofort aus (9.1.1) ergibt. Wie wir schon gesehen haben, ist F eine Operation in I.
F ist in I auch assoziativ, denn fiir alle f(x), f(y), f(2) € I ist

F(F(f@), 1)), 1)) = Ff@ = y), f2)) = /(= — 9) + 2)
=flx + (¥ + 2)) = F(f(x), fly + 2))
= F(f@), F({), /@)
F ist kommutativ in I, denn fiir alle f(x), f(y) € I ist
Ff@), f(y) =[x + 9) = fly + 2) = F({(y), f(x)).
Da fiir alle f(z) € I wegen (9.1.1) F(/(O), /(x)) = f(x) ist, ist f(0) neutrales Element von
F in I. f{(—x) ist inverses Element von f(z) in I, da fiir alle f(x) € I wegen (9.1.1)
F(f(—z), /(@) = f(0) ist.

Damit ist gezeigt, daB die Existenz eines Intervalls, in dem F eine kommutative
stetige Gruppenoperation ist, notwendig fiir die Existenz einer nichtkonstanten
stetigen Losung f:R — 1 von (9.1.1) ist. Je nach ZweckmaBigkeit schreiben wir
F(u, v) oder u o v fiir u, v € I, so daB (9.1.1) auch als

9.13. A f(x + y) = f(x) 0 ()
z,yeR
geschrieben werden kann.

Es sei nun durch F iiber einem Intervall I = Ja, b[[ (es sei auch I = Ja, cof bzw.
I = J—oo0, bf[ bzw. I = R zugelassen?)) eine stetige kommutative Gruppe (I, o) mit
dem neutralen Element » gegeben. Dann gilt zunéchst

9.1.4. Fiir allev € I und alle k,1 € Z gilt v**! = v* 0 v'3),

Fall1: k, I € N. Das ergibt sich mittels vollstindiger Induktion iiber £ unter Be-
nutzung der Definition von v™, der Assoziativitit und der Kommutativitit von o.

1) Zur Stetigkeit zweistelliger Funktionen vgl. MfL Bd. 4, 2.3.1.

2) Die Beweise konnen auch fiir diese Fiille in gleicher Weise gefiihrt werden.

3) vi=n; v™l:=vmov (mEN); v™:= (v1)"™ (m € Z\N) (vgl. 5.1.). Es handelt sich
also um Potenzbildungen beziiglich der Operation o. Nur wenn MiBverstindnisse méglich er-
scheinen, schreiben wir o™,
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Fall2: k,1 € Z\ N. Der Beweis wird unter Benutzung der Definition der Potenz
auf Fall 1 zuriickgefiihrt: of o of = (v71)% o (¢71)7! = (p71)"(+D = of+,

Fall3: k€ N, 7€ Z\ N. Das ergibt sich mittels vollstindiger Induktion iiber &
unter Benutzung der Assoziativitdt und der Kommutativitit von o.

Fall4: k€ Z\ N, [ € N. Das ergibt sich wegen der Kommutativitit von o aus
Fall 3.

Weiter gilt der Reihe nach:

A) F st streng monoton wachsend in beiden Argumenten. Es geniigt wegen der Kom-
mutativitit von o den Beweis fiir ein Argument (wir wihlen das zweite) zu fiihren.
Es sei v, w € I mit v < w. Zu zeigen ist, daB uw o v < u o w fiir jedes u € I ist. Zu-
nichst gilt nov < now. Gibe es cin w mit uov = uow, so gibe es wegen der
Stetigkeit von o ein ¢ mit tov =t o w (Zwischenwertsatz). Das gilt genau dann,
wenn {1otov =t"lotowist (¢! sei das zu ¢ inverse Element), was » = w nach
sich zieht im Widerspruch zur Voraussetzung.

B) Die Funktion pp:I —1I mit py(v):=1™ (m € N, m > 1) ist streng monoton
wachsend und stetig. Das ergibt sich unmittelbar aus A) und der Stetigkeit von F.

C) Fiir jedes v € I ust die Folge (v™) mit m € N monoton. Ist v > n, so ist (v™) streng
monoton wachsend. Ist v < m, so ist (v™) streng monoton fallend. Ist v = n, so ist (v™)
eine konstante Folge. Das ergibt sich wegen (9.1.4) ausv™ ! =omov 3 o™ on =™

D) Es set v € I = Ja, b[. Ist v > n, so ist lim v™ = b. Ist v < m, so st lim ¢™ = a.

m—-oo m—>00
Jede streng monotone Folge ist konvergent oder bestimmt divergent (vgl. MfL
Bd. 4, 2,1.4.). Im Fall der bestimmten Divergenz ist nichts mehr zu beweisen. Es
sei nun b € R. Angenommen, es existiert ein ¢ mit ¢ € Ja, b[ und lim »™ = ¢. Dann gilt

m—roo
t=ton<tov=Ilimovmorv =lim (™ or) =limov™?! =¢ was ein Widerspruch
. m—>00 m—>eo m—>oo .
ist. Damit ist die Behauptung fiir » > n bewiesen. Entsprechend kann der Beweis
fiir # < n gefiihrt werden.

E) Die Gleichung v™ = u hat fiir jedes u € I und jedes m € N* eine eindeutig be-
stimmite Losung v € I. Fiir festes m ist p, stetig und streng monoton (siehe B)).
Weiterhin gilt lim »™ = b, denn es ist b = lim v < lim v® < b. Entsprechend gilt

b b v—b
lim v™ = a. Also ist der Wertebereich von p, gleich 7, und jeder Funktionswert
r—+a
wird genau einmal angenommen.

Fiir die somit eindeutig bestimmte Zahl v € I ist dann die Schreibweise v := u/m
gerechtfertigt, ebenso wie die Definition u*'™:= (u1/®)* fiirm € N* und k € Z. Esgilt
dann (wt/m)m = y fiir m € N* und u € I. Wie bei der Potenzbildung beziiglich der

1 \ket
Multiplikation ist (ut/m)k = (um) fiir beliebige , m.€ N* und k € Z. Zum Beweis
dieser Tatsache benétigt man, daB (a*)' = a*' fiir « € I, k € N*, I € Z ist (Beweis
durch vollstindige Induktion bei Benutzung der Definition der Potenz und (9.1.4))

1
und uml = (/™ fiir u € I; m, 1 € N*. (Es sei z:= («/®)1/!, dann ist 2/ = «¥/™ und
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1 1 \kt
(#)™ = u = 2™, algo z = uFm.) Damit ergibt sich (um_') = (((u"”')"‘)‘)" = (utimyk,
Man vergleiche die entsprechenden Beweise fiir (R.*, -) in Aufgabe 8.5.1.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun eine Funktion f: R — I konstruieren,
die (9.1.1) erfiillt.

a) Es sei ¢ € I mit ¢ + n. Wir behandeln im folgenden den Fall ¢ > n. Es wird
f(1) := ¢ gesetzt.

b) f(m) := c™ fiir m € N* (vgl. mit b) im Beweis von Satz 8.1.6).

c)/( ) = clle, /(ﬂ 1= cPl fiir p € Z, g € N* mat f(0):=n (= c). Da wegen E)
q9
/(5) —/(:; ll) fiir m, ] € N*, k € Z ist, ist f auf @ korrekt definiert (vgl. mit c)
im Beweis von Satz 8.1.6).
d) Die Funktion f: @ — I mit f(r) = c" erfiillt
d,) das Additionstheorem (9.1.1) und
d,) st streng monoton wachsend fiir ¢ > n und streng monoton fallend fiir ¢ < n.

Zu d,). Es seien r, = % und r, = % mit m,, my € Z und k € N* gegeben.

my+my

f m =c k = (ct¥ym+m, Wegen (9.1.4) und c) gilt

Dann ist f(r; + 75) =
(cMEYmtm) — (alkym o (k)™ = f(r)) o f(ry) = F(f(r)), f(r2)), also (9.1.1).

Zud,). Ist ¢ > n, so ist cV/* > n fiir k € N*. Angenommen, es giibe ein k mit c/* < n.
Dann wire ¢ = (c!/¥)k < n* = n nach B) im Widerspruch zu ¢ > ». Damit erhilt

man f (m : l) =f (%) of (%) >f (%) on=f (1—:-), woraus folgt, daB f iiber @

streng monoton wachsend fiir ¢ > n ist. Fiir ¢ < n wird der Beweis entsprechend ge-
fiihrt. Damit ist d) bewiesen (vgl. mit d) im Beweis von Satz 8.1.6

e) Definition einer Funktion f: R — I.
;) Ist () eine beliebige Folge rationaler Zahlen mit & > 0 und hm h, 0, so
ist hnl /(h,) = hm ch = n.

Falll: b = ; Es gilt hm/( ) = lim ¢V* = n. Da (c/*) monoton fallend und

ko
durch n nach unten beschriinkt ist, existiert lim c/*, Aus der Annahme llm /(Ic)
=d > n ergibt sich koo

o=t () =G var) =2 o)t )
= (i ) = >

was einen Widerspruch darstellt. Also gilt die Behauptung.
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Fall 2: Es sei jetzt (k) eine beliebige Nullfolge rationaler Zahlen mit k; > 0, wobei
o. B. d. A. by < 1 vorausgesetzt werden kann. Wird nun zu jedem k die grofite natiir-

liche Zahl v so bestimmt, daB k < l gilt, so gilt wegen der strengen Monotonie von
v

¢t (siehe d)) fiir ¢ > n auch ¢™ < ¢¥/». Da die linke Seite dieser Ungleichung stets
groBer als n ist, erhdlt man mit lim ¢t/> = n (siehe Fall 1) auch lim ¢* =n. Firc <=
v—00 ko0
kann entsprechend geschlossen werden.
€,) Gegeben seien z, € R, eine monoton wachsende Folge rationaler Zahlen (r;) und

eine monoton fallende Folge rationaler Zahlen (1) mit lim 7, = 2, = lim r,’. Wegen

koo o
der Monotonie und Beschrinktheit von (f(r;)) und (f(r')) existieren g:=lim f(r)
und g’ := lim f(r;’), wobei g < ¢’ ist. Es gilt sogar ¢ = g’ wegen koo
koo

¢’ =lim f(r) = lim f((re' — 7} + )
k—oo k—oco

=lim f(r,' — n)olimf(n) =nog=g.
k—o0 k—o00

Daher ist f(x,) = ¢ := g = ¢’ eindeutig bestimmt, und f ist iiber R definiert (vgl. e)
im Beweis von Satz 8.1.6). Wir zeigen nun

f) Die Funktion f: R — I mit f(x) = c* erfillt (9.1.1). Es seien z, y € R und (),
(r') monoton wachsende Folgen rationaler Zahlen mit lim 7, = z und lim ' = y.

k—co k—oo
Es gilt zunichst fiir jedes k nach d,) f(ry + ') = f(7i) o f(r¢'). Daher gilt auch

lim f(r, + 7') = lim (f(7i) © /() = lim f(r2) 0 lim f(r'),
koo koo koo P,

also

flz + y) = f(@) o fly) = F(f(=z), /()

(vgl. f) im Beweis von Satz 8.1.6).

g) /: R > 1T mit f(x) = c* ist stetrg.

g,) Wir zeigen zunichst, daB f fiir ¢ > n streng monoton wachsend ist. Es seien z
und y beliebige reelle Zahlen mit x < y sowie () und (r;') Folgen rationaler Zahlen
mit hm r, =z (rp > 2 fiir alle £) und hm ' =y (n' <y fir alle k). Wegenz < y

glbt es dnnn eine natiirliche Zahl N, demrt daB z <7 <7’ <y fiir alle k > N,
gilt. Nun ist offensichtlich ¢# < c™ und ¢ < ¢¥ fiir alle natiirlichen Zahlen k¥ und
e < ¢ fiir k > N, (wegen d)). Also gilt ¢* < c™ < ¢ < v fiir k > N,, woraus
sich f(x) < f(y) ergibt.

Fiir ¢ < n folgt entsprechend, daf f streng monoton fallend ist.

g:) Es sei z, eine beliebige reelle Zahl und (z;) zundchst eine Folge reeller Zahlen
mit lim 2, = 2, und 2; < x, fiir alle £. Nach f) gilt fiir reelle Zahlen die Funktional-

k—c0
gleichung (9.1.1), also gilt ¢* = ¢*~*+ o ¢**. Es geniigt daher zu zeigen, daBlim ¢~ =n

koo
ist. Dazu kann z, — z; < 1 vorausgesetzt werden und fiir jedes ¥ das gréBte natiir-
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liche v gewahlt werden mit z, — 2, < l Daraus folgt wegen n < ¢~ < cl/® die
r

Behauptung fiir den genannten Fall, wobei g,) benutzt wird.
Die Folge (2;') konvergiere jetzt von rechts gegen das Argument x,,d. h. lim 2, =z,
[

mit ' > x, fiir alle & In diesem Fall gilt ebenfalls lim ¢** = ¢*, denn aus ¢™*

k—c0
= ¢®' "m0 ¢~ folgt wie eben lim ¢™#¢' = ¢~%. Das bedeutet aber lim (¢7¥)~! = (¢®),
also lim ¢*' = ¢, koo koo

o0
Insgesamt ergibt sich daher die Stetigkeit von / an der Stelle x, (vgl. g) im Beweis
von Satz 8.1.6). Damit ist Satz 9.1.2 bewiesen.

9.1.5. Bemerkung. Jede nichtkonstante stetige Losung f: R — I von (9.1.1) hat
sich als streng monoton erwiesen. Daher existiert zu ihr eine Umkehrfunktion /-1,
die eine verallgemeinerte Logarithmusfunktion ist, denn wenn f: R — I eine stetige
und streng monotone Funktion ist, fiir die f(x + y) = F(/(x), /(y)) gilt, so ergibt sich
fir f(z) =u,f(y) =v bzw. fu) =2 und f(v) =y aus (9.1.1) f(f(z -+ v))
=fYF(f@), /), also z+y=fYFu,v) oder f(w)+ /') =/ F(u,v))-
Damit ist f/~1: 7 — R eine stetige und streng monotone Losung von

9.16. A f(F(z,y) = fl2) + f(y).
zZ,y€A

Satz 9.1.2 besagt auch, daB fiir jede stetige und streng monotone Funktion f: R — I
eine stetige Gruppenoperation o existiert, so daB (9.1.3) bzw .(9.1.1) gilt. Zum Bei-
spiel ergibt sich fiir /: R — I mit f(z) = arctan z und u : = f(x) bzw. v := f(y) die Be-
ziehung F(u, v) = arctan (tan » + tan v). Man bestimme I, n, u™1.

Wir wollen uns nun einen Uberblick iiber alle nichtkonstanten, fiir alle reellen
Zahlen definierten Lésungen, von (9.1.1) verschaffen. Es sei f: R — I eine nicht-
konstante stetige Losung von (9.1.1), und g: R — I sei eine beliebige nichtkonstante
Losung von (9.1.1). Wegen der Voraussctzungen existiert /-1, und mit f(z) = u bzw.
/™ w) =z und f(y) = v bzw. f~}(z) = y ergibt sich f{f(u) + f}(v)) = F(x, v) oder
auch

gz + y) = Flg(x), gv)) = /(f (o)) + /(9))-
Wir definieren nun durch
9.1.7. ‘:\nh(z):= /g())
eine Funktion h: R — R.}) Fiir & gilt

9.1.8. A h(x + y) = h(z) + h(y).
z.yeR

Fall 1: Wenn g stetig ist (oder g ist in einem Punkt stetig, oder g ist auf einem
endlichen Intervall durch Zahlen aus I nach oben bzw. nach unten beschrinkt, oder

1) Man iiberzeuge sich davon, daB b korrekt definiert ist.
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es gibt einen Punkt (z, y) mit z € R, y € / und eine Umgebung dieses Punktes, die
keinen Punkt des Graphen von g enthilt, oder g ist meBbar), dann iibertrigt sich
wegen der Stetigkeit von f-! diese Eigenschaft auf k, und k mit h(z) = c - z (c € R¥)
ist die einzige Losung von (9.1.8) (vgl. 7.1. und 7.2.). Also ist g(z) = f(c - z) wegen
(9.1.7). Damit haben wir auch alle stetigen nichtkonstanten I.Gsungen von (9.1.1)
gefunden.

Fall2: Es sei h: R — R eine unstetige Lésung von (9.1.8) und sei f eine nicht-
konstante stetige Losung von (9.1.1). Dann ist g mit g(x) = f(k(z)) eine unstetige
Losung von (9.1.1), wie man sich sofort iiberzeugt. Also laBt die Funktionalgleichung
(9.1.1) auch unstetige Lisungen zu. Fiir unstetige Losungen gilt

" 9.1.9. Satz. Jede unstetige Losung f: R — I von (9.1.1) liegt dicht in R X I.
Der Beweis (vgl. V. DroBoT [47]) verlduft wie fiir Satz 8.2.2 und wird dem Leser
iiberlassen.

9.1.10. Beispiel. Es sei 7 =1—1, 0o und F(u,v) =uov=u+ v+ u-v fir u,v€l.
Dann hat (9.1.1) die Form f(z + y) = f(z) + [(y) -+ f(x) - /(). (I o) ist eine kommutative
—u

stetige Gruppe mit n = Ound »™! = I (vgl. auch Aufgabe 1.5.6.3). In dieser Gruppe ist

+ u
w°™ = (u + 1)™ — 1 (m € N*), woraus sich schlieBlich /: R — J mit f(z) = (@ + 1)* — 1 mit
a€l, a + 0 ergibt.

9.2.  Verallgemeinerung der Exponential- und Logarithmusfunktionen
auf analytischem Weg mit Hilfe der Funktionalgleichung

flF(x. y)) = f(x) + f(y)

Die in 9.1. gewc verallgemeinerten Exponential- und Logarithmusfunktionen
wurden mit Hilfe der Potenzbildung, also auf algebraischem Weg, konstruiert. Es
ergibt sich die Frage, ob diese Funktionen auch auf analytischem Weg, d. h. in
diesem Fall mit Hilfe des Integralbegriffs, gewonnen werden kénnen. Die Beant-
wortung dieser Frage hiingt sicher von Eigenschaften der Operation o ab. Wenn o die
Multiplikation - reeller Zahlen ist, sind die Wege gleichwertig. Der folgende Satz
zeigt, daB dies auch fiir andere Operationen ¥ = o gilt:
9.2.1. Satz. Essei I S R ein Intervall und F: I X I — I eine Funktion, fir die gilt:
a) F ist Gruppenoperation in I und n das neutrale Element.
b) F hat stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 6, F und 8,F, die tmmer von Null
verschieden sind.t)
Dann st die Funktion f: I — R mit

z

dt
9.2.2. f(z):=k f aFan (k € R¥)

L]
eine iiber I differenzierbare, streng monotone Losung von (9.1.6).

1) Zur Differentiation zweistelliger Funktionen vgl. MfL Bd. 5, 3.2.
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Beweis (vgl. H. RADSTROM [145]). Wir zeigen zunédchst, daB jede differenzierbare
Loésung f: I — R von (9.1.6) von der Form (9.2.2) ist. Es sei » das neutrale Element
der durch F gegebenen Gruppenoperation, d. h., es gilt F(z, n) = F(n, 2) = « fiir
alle x € I. Es ist f(n) = 0, denn fiir y = = folgt aus (9.1.6) /(F(x, n)) = f(z) + f(n),
also f(x) = f(z) + f(n). Fiir jede differenzierbare Losung /: I — R von (9.1.6) ergibt
sich durch Differenzieren nach z bzw. y

f(F@y) 0F @ y) =f@) bzw. [(F( ) 8F y) =f().
Unter Beachtung von b) ergibt sich

o F(z,y)

923. /(@) =~ Fos)
2 )

f).

Indem wir in (9.2.3) y durch n, f'(n) durch k ersetzen und beriicksichtigen, daB

F(x,n) =z, also 9, F(x,n) =1 ist, ergibt sich f'(z)=k- , was wegen

_t
0, F(z, n)
f(n) = 0 zu (9.2.2) fiihrt. Die durch (9.2.2) definierte Funktion f: I — R ist als Inte-
gral einer stetigen Funktion differenzierbar und wegen b) streng monoton.

Es bleibt zu zeigen, daB die durch (9.2.2) definierte Funktion Ldsung von (9.1.6)
ist. Da F eine Gruppenoperation ist, gilt F(=, F(y, z)) = F(F(z, y), z) fiirallez, y,z € I.
Wir differenzieren die Funktion @ mit G(z, y,2) := F(z, F(y,2)) = F(F(x, y), 2)
nach z und erhalten

80(z, y, 2) = 8,F(x, F(y, 2)) - %, F(y, 2) = 8,F(F (=, y), 2).
Fiir 2 = n und y = ¢ ergibt sich

3,F(x, F(s, n)) - ,F (s, ) = 2,F(F(x, s), n),
also 8,F (x, ) - %, F(s, n) = 8,F(F(x, s), n). Daher gilt auch

0,F(z, 5) - 8,F(s,n) — 8,F(F(x, s), n) —o
- 8,F(F(z, 8),n) - 3,F (s, m) -

und

0.2.4, Lfy( Gl 1 )da:
&F(Fx,s),n) 8F(sn)

v
k f M geht durch die Substitution ¢ = F(z, 8) mit gl = 0,F(z, 8)

,F(F(z, 8), n) ds
" Flz.p) at
iiber in k - W Dafiir konnen wir aufgrund der Additivitit des bestimmten
, N

z F(I;) z d

Integrals k dt —k : schreiben. Das beriicksichtigend, ergibt

o, F(t, n) o, F(t, n)

M
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sich aus (9.2.4) unter Verwendung der Definition von f die Beziehung f(F(x, )
— f(@) — Hy) = O fiir alle z, y € I, also (9.1.6)").

Die durch Satz 9.2.1 erhaltenen Funktionen f: I — R sind verallgemeinerte Log-
arithmusfunktionen, die, da sie streng monoton sind, Umkehrfunktionen f~': R — 1
besitzen, die dann verallgemeinerte Exponentialfunktionen sind. Die Umkehr-
funktionen der durch Satz 9.2.1 ermittelten Funktionen sind in der Menge der in 9.1.
gefundenen Funktionen enthalten, denn dort wurden u. a. alle stetigen nichtkon-
stanten Losungen von (9.1.1) bestimmt.

9.2.5. Beispiele

1. Es sei I = R,* und F die Multiplikation der positiven reellen Zahlen. (R,*, -) ist eine Gruppe.

und die partiellen Ableitungen &,F und 9,F sind stetig und immer von Null verschieden. Daher
T

sind die Funktionen f: R* — R mit f(z) = & f th fiir jedes k € R* streng monotone und diffe-
1
renzierbare Lésungen von f(z - y) = f(z) + f(y) (vgl. Bemerkung 8.3.12).

2. Gegeben scien I = J—oo, 1[ und F mit F(z,y) = = + y — z - y. Man zeigt leicht, daB F
in I eine Gruppenoperation ist und daB &, F und &,F stetig und immer von Null verschieden sind.
T

Daher sind die Funktionen f: J—oo, 1[ - R mit f(z) = kf h dt T fiir jedes k€ R,* streng

i
monotone und differenzierbare Lésungen von f(z + y — z-y) = f(z) + f(y).

Man konnte auch folgendermafien versuchen, solche stetigen Gruppenoperationen
F = o auszusondern, fiir die die zugehérigen verallgemeinerten Exponential- und
Logarithmusfunktionen f bzw. /! differenzierbar sind. (Die Differenzierbarkeit von f
war ja notwendig fiir den analytischen Weg!) Wir bilden den Differenzenquotienten

einer stetigen Losung /: R — I von (9.1.1) an der Stelle z und erhalten w

co(z+B) _ ooz €°% 0 ¢ — o7
= Y = % . Konnte man jetzt wie bei der Differentiation der

Exponentialfunktionen ¢°* ausklammern, so wiirde fiir alle diese stetigen Gruppen-
operationen o die Differenzierbarkeit von f an jeder Stelle aus der Differenzierbarkeit
an der Stelle Null folgen. Solche Operationen gibt es aber auBier der Multiplikation der
reellen Zahlen nicht, wie folgender Satz zeigt.

9.2.6. Satz. Die einzy tetigen und zugleich k tativen istelligen  Funk-

t4 ¢

tionen F: RXR — R, die .

9.2.7. A F(z + y,2) = F(x,2) + F(y,2)
z.y.zeR
geniigen, die also beziiglich der Addition distributiv sind, sind die Funktionen F mit
F(x,z) =c-z-z(c€R).

1) Bei dem Beweis sind also gar nicht alle geforderten Gruppenelgenschaiten von F in I
notwendig. Der Satz wurde in dieser Weise f liert, um den Vergleich mit den
in 9.1. betrachteten Funktionen anzustellen.
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Beweis (vgl. J. AcziL [2)). Fiir festes z definieren wir eine Funktion f,: R - R
mit f(z) := F(z, z), die mit F stetig ist. Aus (9.2.7) ergibt sich fiir /.

fx +y) = fix) + £y)

mit den einzigen stetigen Losungen f, mit f.(x) = ¢ - x (vgl. 7.1.), wobei c eine reelle

Zahl ist, die von z abhidngen kann. Also ist F(x,2) = x - ¢(2z). Wegen der Kommu-

tativitdt von F gilt nun ¢(2) - « = F(z, 2) = F(x, 2) = ¢(z) - 2, also — @ c(z) =
z x

fiir alle von Null verschjedenen Zahlen z und z. Daraus ergibt sich ¢(z) = ¢ -z und

F(,z) =c-xr-z, und nur die Festlegungen F(0,2):= F(z,0):= F(0,0)=0

widersprechen nicht der Stetigkeit von F.

9.2.8, Bemerkung. Wir haben in Satz 9.1.2 gesehen, daB auf dem algebraischen
Weg fiir jede stetige kommutative Gruppenoperation F eine streng monotone
stetige Losung f von (9.1.1) konstruiert werden kann. Die Umkehrfunktion /-1 ist
ebenfalls streng monoton und stetig. Da es streng monotone stetige Funktionen gibt,
die keine Differenzierbarkeitsintervalle aufweisen (siche etwa K. KUrsAwWE [96]),
gibt es stetige Gruppenoperationen F (vgl. Bemerkung 9.1.5), deren zugehérige stetige
Losungen f von (9.1.1) iiber keinem Intervall differenzierbar sind. Wenn man den
Riemannschen Integralbegriff zugrunde legt, sind die auf dem analytischen Weg
erhaltenen veraligemeinerten Exponentialfunktionen also eine echte Teilmenge der
auf dem algebraischen Weg erhaltenen veraligemeinerten Exponentialfunktionen.
Auch bei Beriicksichtigung des T.cbesgueschen Integralbegriffs (vgl. H.v. Man-
coLpt und K. Knopp, Band IV, [112]) wird dieses Ergebnis bestitigt. Um dies zu
zeigen, benutzen wir eine auf G.CANTOR (1845—1918) zuriickgehende Funktion
¢: [0, 1] — [0, 1], die folgendermaBen schrittweise definiert werden kann. Im
ersten Schritt wird ¢ auf einem Teilintervall definiert:

c(x) :=% fiir xe:ﬂ—;, %[

Im zweiten Schritt wird ¢ auf zwei Teilintervallen definiert:

——
=
1

t(x):=% fiir xe:l]%,%ﬂ: und c(x) = —

el 2
9’ 9ff -
Im k-ten Schritt wird ¢ auf 2¥-1 Teilintervallen definiert:
1 2 3 8
Von ¢(z):= 2% fir = e:l]??, ‘3_"”: iiber  ¢(z) :=2—‘i fir €]|3k [[

5 . 1 K — 1
o(x):=§ fiir ::61'3 ‘;k[[ bis c(x): _T

fi 3k —2 3k_—1
ir x € T,—T .

und
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Fiir von diesem ProzeB nicht erfalite Zahlen z, aus dem Intervall JO, 1[ definieren
WIT ¢(X,) := sup {¢(x): < z,}. SchlieBlich sei ¢(0) := 0 und ¢(1) : = 1. Die Funktion ¢
ist stetig und monoton wachsend. Die Ableitung von c ist fast iiberall Null,?) und
durch ¢(z + 1) = ¢(z) + 1 kann ¢ zu einer Funktion d: R — R fortgesetzt werden,
die ebenfalls die genannten Eigenschaften besitzt. Die von S. Saks ([155], Kap. III,
§13) konstruierte Funktion h: [0, 1] - [0, 2] mit h(x):= ¥ d‘;‘:”
=1

monoton wachsend und stetig, und ihre Ableitung ist fast iiberall Null. SchlieBlich
ist die Funktion g: JJ0, 2[ — R mit g(x) = x_(IZ__lz) streng monoton wachsend und
differenzierbar. Daher hat die Funktion f: JO, 1[ — R mit f(x) = g(h(.r)) folgende
Eigenschaften:

a) f ist streng monoton wachsend und stetig.

b) Die Ableitung von f ist fast iiberall Null.

¢) 7 und ihre Umkehrfunktion f-! definieren durch F(z, y): = /"(/(x) + /(y)) eine
Funktion F: J0, 1] X Jo, 1[ — Jo, 1f.
f ist fiir die in ¢) definierte Operation F eine stetige und streng monotone Lésung von
(9.1.6), die sich wegen b) nicht als Lebesguesches Integral mit variabler oberer Grenze
darstellen ld8t. Damit ist ein Beispiel fiir eine verallgemeinerte Logarithmusfunktion
gefunden, die auf dem analytischen Weg nicht gewonnen werden kann. Hiermit ist
die am Anfang von 9.2. gestellte Frage negativ beantwortet. Der algebraische Weg
ist verallgemeinerungsfihiger als der analytische Weg.

ist dann streng

!) Eine ausfiihrliche Behandlung der Eigenschaften dieser Funktion findet man z. B. bei
I. P. NaTansox [122], Kap. VIII, § 2.



10.  Verallgemeinerung der Exponentialfunktionen
ohne Stetigkeitsforderung

Da die Stetigkeit von Funktionen im Mathematikunterricht bis Klasse 10 nicht be-
handelt wird, wollen wir eine weitere Verallgemeinerung vornehmen und unter-

hen, welche Aussagen iiber Exponentialfunktionen gelten, wenn auf Stetigkeits-
forderungen verzichtet wird. Dabei werden dividierbare Gruppen?) und ihre Eigen-
schaften eine liche Rolle spielen. Wir geben hier nur einige Definitionen und

Sitze an, die fiir die folgenden Ausfiihrungen von Bedeutung sind.

10.1.  Dividierbare Gruppen

10.1.1. Definition. Eine Gruppe (B, o) heiBt dividierbar < Fiir alle » € B und
fiir alle ganzen Zahlen k = 0 existiert ein v € B, so daB +°* = u gilt.

10.1.2. Beispiele dividierbarer Gruppen

1. Die Gruppe (R.*, ) ist eine dividierbare Gruppe, denn die Gleichung v* = u hat fiir jedes
u € R,* und jede ganze Zahl k =+ 0 eine Lésung v € R, *, die fiir k > 0 durch Vu und fir k < 0

durch — gegeben ist.
“a

2. Die Gruppe (@, +) ist eine dividierbare Gruppe, denn die Gleichung & - v = u hat fiir jedes

% € @ und jede ganze Zahl k =+ 0 eine Losung v = % , die eine rationale Zahl ist.
3. Es sei p eine feste Primzahl. Wir betrachten die Menge
P, = {i i=0,1,2..;k=01,2,..(p'— l)}
pl

und erkliren eine Operation o in P, durch

a+b fir e4b<1,
a+b—1 fir a+b21.
Fiir p = 2 ergibt sich z. B.

aob:={

und

1) Dividierbare Gruppen werden ausfithrlich z. B. bei L. Fucss [58] erértert.
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Man erkennt leicht, daB (P,, o) isomorph zu einer Untergruppe der Faktorgruppe £/3 der
Gruppe £ = (@, +) nach (dem Normalteiler) 3 = (Z, +) ist (vgl. 3.2.). (Pp, o) ist eine divi-
dierbare Gruppe. Die zu ihr isomorphe Untergruppe von Q/8 bezeichnen wir mit Z(p>). Ein
Beweis fiir die Dividierbarkeit von Z(p®) wird in 10.2. gegeben.

4. Die direkte Summe?) Z der Gruppen Z(2%°) @ Z(3%) @ --- @ Z(p>) @ --- ist ebenfalls eine
dividierbare abelsche Gruppe.

10.1.3. Definition. Eine Gruppe (B, o) heiBt torsionsfrei < Fir jedes a € B und
jede ganze Zahl k = 0 gilt: Wenn a°* = n, 80 « = n, wobei n das neutrale Element
von (B, o) ist.

10.1.4. Beispiele

1. Die Gruppe (R,*, ) ist torsionsfrei, denn fiir jede positive Zahl ¢ und jede ganze Zahl
k + 0 gilt a¥ = 1 genau dann, wenn a = 1 ist.

2. Die Gruppe (R*, -) ist nicht torsionsfrei, denn es gilt (—1)* = 1. Die Zahl —1 ist ein Torsions-
element der Gruppe (R®, -).

10.1.5. Definition. Eine Gruppe (7', o) heiit Torsionsgruppe < Jedes Element
der Gruppe ist von endlicher Ordnung.

10.1.8. Beispiel. Jede Gruppe mit endlich vielen Elementen ist eine Torsionsgruppe.

10.1.7. Satz. Jede dividierbare Gruppe (B, o) ust direkte Summe endlich oder unendlich
vieler Gruppen der Form Z(p*™) und einer torsionsfreien dividierbaren Gruppe (D, o).

Fiir einen Beweis verweisen wir auf L. Fucrs [58).

10.2.  Allgemeine Lésung der Funktionalgleichung
flx + y) = F(fx). f(y))

Es sei A eine beliebige Menge (die Elemente von 4 brauchen keine Zahlen zu sein)
und F: A XA — A eine gegebene Funktion. Wir wollen Ldosungen f: R — A4 des
Additionstheorems

102.1. A f(z + ) = F(f@), /)
zyeR

bestimmen, ohne eine Regularititsforderung (wie z. B. Stetigkeit, MeBbarkeit) an /
zu stellen. Als notwendige Bedingung fiir die Existenz von Lésungen f von (10.2.1)
erweist sich

10.2.2. Lemma. Ist /: R > A eine Losung von (10.2.1), so existiert eine Menge B
mit B S A derart, daf (B, o) eine dividierbare abelsche Gruppe vst, wobei o die gegebene
Operation F 1st.

1) Der Begriff der direkten Summe beziiglich der Addition entspricht dem Begriff des di-
rekten Produktes beziiglich der Multiplikation. Zum Begriff des direkten Produktes siehe
MfL Bd. 3, 12.7. Im Fall unendlich vicler Summanden hat man die diskrete und die voll-

indige direkte S zu heiden (siehe L. FucHs [58]). Ist im folgenden von der
direkten Summe unendlich vieler Gruppen die Rede, so ist immer die diskrete direkte Summe
gemeint.
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Beweis (vgl. M. NEagu [123]). Es sei /: R > 4 eine Losung von (10.2.1) und
B:= W(f). Das Additionstheorem (10.2.1) liBt sich auch als

10.23. A f(x + y) = f(x) o f(y)
zyeR

schreiben. Die Funktion f ist ein Homomorphismus von der abelschen Gruppe (R, +)
auf (B, o), und somit ist (B, o) eine abelsche Gruppe (vgl. 3.3.). Es seien nun u = f(x)

€ B und eine ganze Zahl & % 0 beliebig gegeben. Dann gilt fiir » = f ( )6 B die
Gleichung v°* = u, denn es ist

°*=/() /( +o+ ot )—/(x)

wegen (10.2.3). Also ist (B, o) cine dividierbare Gruppe. f(0) ist das neutrale Element
von (B, o). (Hat die Gleichung (10.2.3) fiir x = y = 0 mehrere Losungen, so wihlen
wir eine als neutrales Element von (B, o).) Das inverse Element von f(z), also f(z)?,
ist durch f(—z) definiert.

Hieraus folgt sofort

10.2.4. Korollar. Ist jede Menge B S A, fiir die (B, o) Gruppe ist, endlich, dann ist
f: R — A mit f(x) = [(0) etnzige Losung von (10.2.1).

Beweis. f: R - A mit f(x) = f(0) ist Losung, wie man sich durch Einsetzen in
(10.2.1) iiberzeugt. Es sei k > 1 die Ordnung von (B, o). (Fiir k = 1 gilt trivialerweise
nur f(z) = f(0).) Nach dem Fermatschen Satz der Gruppentheorie (vgl. MfL Bd. 3,
12.2., Folgerung 2) gilt: Fiir alle « € B ist a¥ = f(0). Es sei b %= f(0) ein Element von
(B, o). Fiir jedes a € B gilt a* 5= b. Also ist (B, o) keine dividierbare Gruppe.

Es wird sich zeigen, daB die in Lemma 10.2.2 formulierte notwendige Bedingung
fiir die Existenz von Losungen f: R — 4 von (10.2.1) auch hinreichend ist. Zunichst
gehen wir auf die Frage ein, welche Rolle Torsionsel te bei Problem
spielen. Es sei (B, o) eine dividierbare Gruppe. Dann hat die Gleichung »* = u fiir
jede ganze Zahl k 3 0 und jedes u € B eine (nicht notwendig eindeutige) Losung
v € B. Wir bezeichnen solche Lésungen mit v = »!/*, Nun gilt

10.2.5. Lemma. Es set (B, o) eine dividierbare torsionsfreie Gruppe. Dann hat die
Qleichung v* = u fiir jede ganze Zahl k = 0 und jedes u € B genau eine Léosung
v=ulk€ B,

Beweis. Es seien » € B und k =+ 0 ganzzahlig gegeben. Dann existiert wegen der
Dividierbarkeit von (B, o) ein v € B mit v* = u. Es sei nun w € B mit w = v und
w* = u. Dann gilt (w*)™! = »~! und v* o (w¥)"! = wo u! = n, wobei n das neutrale
Element von (B, o) ist. Da (B, o) eine Gruppe ist, gilt (w*)"! = (w™)*. Also ergibt
sich n =uou! =vFo (w) ! =v*o (w)* = (w!ov) Da (B,o) torsionsfrei ist,
gilt w1 ov = n und somit v = w, was ein Widerspruch ist.

Nun kénnen wir den folgenden Satz (vgl. W. ScHuLz [159]) beweisen.
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10.2.6. Satz. Wenn A eine Menge B derart enthilt, daf (B, o) eine dividierbare
torsionsfreie abelsche Gruppe ist, dann existieren Losungen f: R — A von f(x + y)
= F({(x), j(y)), die mit Hilfe einer Basis der reellen Zahlen gebildet werden kénnen.

Beweis. Es seéi ¢ € B, dann existiert ¢? € B fiir jede ganze Zahl p, da (B, o) eine
Gruppe ist. Wegen der Dividierbarkeit von (B, o) existiert c'/¢ fiir jede natiirliche Zahl
¢ + 0. Wegen der Torsionsfreiheit von (B, o) ist ¢!/¢ eindeutig bestimmt (siehe Lemma

10.2.5). Folglich gibt es fiir jedes ¢ € B und jede rationale Zahl r = 2 in B ein ein-
q
deutig bestimmtes Element ¢’ (c®:==n). Es sei Ry eine Basis von R iiber @ und

Ld
f: Rg — B eine Funktion. Ferner sei z € R, und z habe die Darstellung z = Z 7:b;

i=1
m
mit r; € @ und b; € Ry fiir alle 7. Fiir a, 0a,0--- 0a, schreiben wir auch J] a;).
Dann ist die Funktion f: R — B mit i=1
L
10.2.7. f(z) = I (Fa)
=1

m
eine Losung von (10.2.1). Denn ist y € R und hat. y die Darstellung y —21.
(vgl. die FuBnote 1 auf 8. 155), dannistz + y = E (i + 7i’) b;, und es gilt wegen der
Definition von f und der Tatsache, daB o eine Gruppenopemtlon ist,

e+ ) = 1 (1o)== = 1 (o) o [T (F®a) = i) o i,

also (10.2.3) und somit auch (10.2.1).

10.2.8, Bemerkung. Bei jeder Wahl von | ergibt sich bei fester Wahl der Basis R
von R iiber @ eine Losung f. Wie in Kapitel 7 fiir die Funktionalgleichung f(z + y)
= f(x) + /(y) gibt es prechend keine Losungen von f(x + y) = F(f(z), /(y)), die
nicht von der Form (10.2.7) sind.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB (B, o) Torsionselemente enthdlt und geben
zunichst ein Beispiel an.

10.2.9. Beispiel. Es sei (B, o) die Faktorgruppe der Gruppe % = (R +) nach der Gruppe
3 =(Z, +), o also die iibliche (Komplex- oder) Nebenkl Der )
Homomorphismus f von R auf (R/8, 0)?) ist dann eine Losung von (10.2.3). (R/3, o) besitzt
Torsionselemente. Die Menge der Torsionselemente von R/3 stimmt mit der Menge @/3
iiberein.

Es sei nun (B, o) eine dividierbare abelsche Gruppe mit Torsionselementen. Wie
das Beispiel 10.2.9 zeigt, konnen auch in diesem Fall Losungen /: R — 4 von (10.2.1)
existieren. Die Konstruktion aus Satz 10.2.6 versagt, denn es existieren zwar Ele-

1) Da MiB #ndnit hl. sind, verzichten wir auf ein besonderes Zeichen fir
die Produktblldung beziiglich der Operation o.
2) Vgl. 3.3
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mente ¢’ € B, aber diese miissen nicht mehr eindeutig bestimmt sein, was fiir die
Konstruktion von Losungen f mit Hilfe einer Basis der reellen Zahlen wesentlich ist.

Die Menge T der Torsionselemente von B bildet eine Untergruppe (7', 0) von
(B, o), wie man sich leicht iiberzeugt. Diese Gruppe ist ebenfalls dividierbar, denn fiir
jede ganze Zahl m = 0 und jedes y € B existiert ein z € B mit 2™ = y. Isty € T,
dann gibt es eine ganze Zahl k %= 0 mit y* = n. Daraus ergibt sich (z™)¥ = 2™* =,
alsoxe T.

Wegen Satz 10.1.7 ist (B, 0) = (T, o) @ (D, o), wobei (D, o) eine torsionsfreie
dividierbare abelsche Gruppe und (7', o) eine direkte Summe von Gruppen der Form
Z(p™) ist. Die Losungen f: R — 4 von (10.2.3) stimmen mit den Homomorphismen
von (R, +) in (B, o) iiberein. Daher bezeichnen wir die Menge der Losungen f: R — 4
mit Hom ((R, +), (B, 0)), die mit der iiblichen Addition von Homomorphismen
abelscher Gruppen eine Gruppe bildet. Nun gilt auch (siehe L. Fucus [58]), daB
diese Gruppe isomorph zur direkten Summe der Gruppen Hom ((R, +), (7, o)) und
Hom ((R +), (D, o)) ist. Fiir den Fall (D, o) kénnen wir nach Satz 10.2.6 und Be-
merkung 10.2.8 Losungen angeben. Daher beschéftigen wir uns noch mit der Kon-
struktion von Losungen /: R — 7. Hierzu betrachten wir den Fall (T, o) = Z(p*)
fiir eine feste Primzahl p und untersuchen Z(p*) auf Dividierbarkeit.

Dafiir muB gepriift werden, ob fiir jedes a = i‘ € Z(p™) (v € N, k €'N) und jede
P
ganze Zahl m % 0 ein ¢ = [—r‘- € Z(p™) (s € N, r € N) existiert, so daB &™ = « ist.
P

Wegen {m = (£71)™ kénnen wir uns auf positive ganze Zahlen m beschrinken.
Wegen der Definition der Gruppenoperation in Z(p®) ist {™ = mé. Zu m € N* gibt es
genau eine zu p teilerfremde Zahl m’ € N* und genau ein j € N mit m = m'pi.

Wenn die Klasse ¢ der Bedingung m¢ = « geniigt, gllt[ ] k], und folglich ist
»

i iv]
z:_ﬁ.’—iez Also:stauchlp + & e _ M

rp

€Z.Dam'Mp =ggT(m',p)
=1 ist, muB z:= eZ sein. Jede Losung &= # der Gleichung m¥
= o« kann also in der Form &= —, dargestellt werden, wobei die ganze Zahl

xr wegen m'r =k + Ip' eine Losung der Kongruenz m'z = k mod p* ist. Diese
Kongruenz besitzt wegen m' [ p = 1 stets eine Losung x,,.und jede Losung kann in

der Form z, = x, + tp* mit ¢ € Z dargestellt werden. Fiir die Klassen &,:= [i]

piﬁ
= —zl + i gilt nun wegen m'z, = k mod p* tatsichlich
pi?] P’

_ [ma ] _ [m'=]  [R]
=)= 5] = 5] =
Da es genau p/ Klassen der Form [L] mit ¢ € Z gibt, existieren somit genau pi

Losungen E, der Glelchung mE =a.
t ist nun g t, daB Z(p>) dividierbar ist und die Gleichung mé = «

G
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mehr als eine Loésung haben kann. So hat z. B. in Z(2*) die Gleichung 6 = —1—
die Losungen &, = [—2—] und &, = [%] ,withrend die Gleichung 7¢ = [%] die Lésung

e

Nachdem wir nun einen Uberblick iiber die Anzahl der Losungen der Gleichung
m§ = « haben, definieren wir fiir jede natiirliche Zahl m mit m > 1 eine Funktion
I Z(p™®) — Z(p™), die aus den Losungen von mé = « eine Losung auswihlt. Dabei
konnen wir erreichen, daB fiir jedes z € Z(p™) und alle natiirlichen Zahlen u, v, s
folgende Beziehungen gelten:

10.2.10. (g,,(z))”‘ =z
und
10.2.11. (gy.o(x))** = (9o(2))*

Es sei p die Primzahl, die Z(p®) erzeugt. Fiiralle natiirlichen Zahlena mita[p =1
ist g, eindeutig bestimmt, da aé = « genau eine Losung hat. Zur Festlegung von

gp() bestehen p Méglichkeiten. Wir entscheiden uns fiir g,(x) : = Z Esseim=1. P.

Von den p Méglichkeiten wihlen wir die eine, fiir die (g,,,(x))‘ 1= g,(x) ist. Es sei nun
m = p®, dann bestehen fiir g,.(x) gerade p» Moglichkeiten. Wir entscheiden uns fiir

Gpul(2) := % Firm =1-p* mit l =2,3, ..., p — 1 verfahren wir entsprechend wie

beim =1.p.

Auf diese Weise sind die Funktionen g,, unter Beriicksichtigung der Eigenschaften
(10.2.10) und (10.2.11) definiert. Nun kénnen wir Losungep f von (10.2.1) fiir den
Fall A = Z(p™) mit einer Basis Ry von R iiber @ definieren. Es sei Ry eine Basis

der reellen Zahlen und f: Rg — Z(p™) eine Funktion. Es sei z € R, und z habe die
m N .
Darstellung x = J S b; mit? € Qunds;M¢; = 1, falls s; 3+ 0 und b; € Ry fiir alle
i=1 b i
% ist. Wir definieren nun eine Funktion f: R — Z(p™) mit

L -
f@):= I (@ {f ®0))",
i=1
m g
die eine Lésung von (10.2.1) ist. Denn ist y € R und hat y die Darstellung y = 37 :—‘, b;
. =t
mit :—‘; € Qund s/ M¢’ =1, falls s + 0 und b; € Rp fiir alle ¢ ist, dann ist
i
m et g
sty =28.l. +81lxb‘.

[T O
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Wegen der Definition von f und unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB o eine
Gruppenoperation ist, und wegen der Eigenschaft (10.2.11) der Funktionen g, gilt

fe + ) =T (T
= [T ud 0" o I fauclT o)™

= I (@i 1T (adF@a)" = /) f)-

f ist also bei jeder Wahl von f eine Losung von (10.2.3) und damit auch von (10.2.1).
Weitere Losungen konnen sich ergeben, wenn die Funktionen g, unter Beachtung
von (10.2.10) und (10.2.11) auf andere Weise definiert werden.

Nach Satz 10.1.7 besitzt jede dividierbare Gruppe (B, o), sofern sie nicht torsions-
frei ist, eine Untergruppe (U, o), die isomorph ist zu einer Gruppe Z(p*). Eine
Losung f: R — Z(p*®) kénnen wir daher auch als eine Losung f: R — B von (10.2.1)
ansehen.

Also gilt (vgl. W. Scuurz [160])

10.2.12. Satz. Wenn A eine Menge B enthiilt, die mit der Operation o = F eine
dvvidierbare abelsche Gruppe bildet, dann existieren Losungen f: R — A der Gleichung
fle+y) = F(/\’z),/(y)), die mit einer Buasis der reellen Zahlen angegeben werden
konnen.

Satz 10.2.2 und Satz 10.2.12 zusammengefaBt, ergeben schlieBlich den

10.2.13. Satz. Bsset A eine gegebene Menge und F: A X A —A eine gegebene Funktion.
Die Funktionalgleichung {(z + y) = F(f(2), /(y)) hat genau dann eine Losung f: R — 4,
wenn eine Menge B S A derart existiert, daf (B, o) eine dividierbare abelsche Gruppe
1st, wobe? o die gegebene Operation F ist.

Zur Illustration von Satz 10.2.13. betrachten wir das

10.2.14. Beispiel. Fiir B wiihlen wir die Menge R u {oo} und als F die Operation o, die wie folgt
definiert ist: Fiir alle u, v € R ist

2t " .
wovi=di—ws fir w-v4:1,
oo fir u-v=1.
AuBerdem wird folgend inbart: c0000:=0; coou:=1uooco:= ——l—.falls u € R*;
0000:= 00 00:= 00, (10.2.1) hat dann die Form “

f@) + fy) .
1 — f(=) - f(y)
Die Funktionen f: R — B mit

10.2.15. A f(z + y) =
zyeR

tan 2z fir Ar <+
/) =

© fir Ar =

Brla kez, aeR,
2%k + 1
2

gehoren zur Losungsmenge von (10.2.15).

7, keZ, A€R,
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Wir iberzeugen uns davon, daB (B, o) eine dividierbare abelsche Gruppe mit Torsions-
elementen ist.
K = {e%: 0 < ¢ < 27 ist die Menge der komplexen Zahlen mit dem Betrag 1. In K wird die
Operation - wie folgt definiert:
P ellertes) fir ¢, + ¢, < 27,
elletn-2)  fir @, + @, > 27,
(K, ) ist eine abelsche Gruppe. (K, -) ist auch dividierbar, denn zu gegebenem u = ef¢ und
2
gegebenem natiirlichem m = 0 ist v = e"‘ eine Losung der Gleichung v™ = u. Die Menge

Kp ={e:9p = 2ar ,r €N, mé N* r < m! der m-ten Einheitswurzeln der Elemente aus K
m

ist die Menge der Torsionselemente von K. Die Abbildung g: K — B mit

2 "
glete) = tan s fir ¢ ==,
oo fir o==n

ist ein Isomorphismus und iibertriigt die genannten Eigenschaften von (K, :) auf (B, o).
10.2.16. Bemerkung. Aus Satz 10.2.13 ergibt sich, daB fiir die Existenz von
Homomorphismen von (R, +) auf (B, o) letzten Endes das ,,Radizieren* beziiglich
der Operation o von entscheidender Bedeutung ist und nicht die Stetigkeit oder die
Differenzierbarkeit von o. Die Stetigkeitsforderung in Satz 9.1.2 sichert nur, daB das
,Radizieren‘* eindeutig ist.

10.2.17. Bemerkung. Unter den Losungen f: R—>A4 von A f(z + y) = F((2), 1))

.
gibt es auch Funktionen, die keine Umkehrfunktionen b it , die also nicht ein-
eindeutig sind. Solche Losungen ergeben sich, wenn fiir zwei Basiselemente der
gleiche Funktionswert gewihlt wird. Die eineindeutigen Lsungen / von (10.2.1) be-
sitzen Umkehrfunktionen, die wir als verallgemeinerte Logarithmusfunktionen an-
sehen.

10.3. Aufgaben

1. Man zeige, daB die Menge der p™-ten komplexen Einheitswurzeln mit der Multiplikation
eine zu Z(p>) isomorphe Gruppe bildet, wobei p eine Primzahl und m € N* ist.

2. Es sei B = (R \\ {—1}) u {oc} und o durch

{w fir wevsd,
uov

1—u-v
o fir u.v=1
firalleu,» € R\ {—1}und c00060:= —2;0000:=000:= c0; -1 oco:=ooo(—-;—)
:=0;ooou:=uooo;—2u+ hllsuek‘\{ !——}lst.dehmert
a) Mar; zeige, daB (B, o) eine torsionsfreie dividierbare abelsche Gruppe ist.

b) Welche Form hat f(z + y) = f(z) o f(y)?
¢) Man gebe eine Losung f: R — B von f(z + y) = /(2) o f(y) an. (Hinweis: Man bilde " '
fir p € Z und g € N*.)



11.  Die Funktionalgleichung h(F(x, y)) = f(x} + gly)

11.1.  Rechenstibe, Netztafeln, Fluchtlinientafeln und die SchlieBungs-
bedingung von Brianchon')

In der Klasse 9 (und schon vorher in Klasse 7) wird das Rechnen mit dem Rechenstab
behandelt und nicht nur im Mathematikunterricht genutzt. Aufgrund der Tatsache,
daB die Logarithmusfunktion (zur Basis 10) ein (stetiger und monotoner) Isomorphis-
mus von der multiplikativen Gruppe (R.*, -) der positiven reellen Zahlen auf die addi-
tive Gruppe (R, +) der reellen Zahlen ist kann fiir die zweistellige Operation Multi-

plikation ein Additionsstab gebaut n. Man trigt auf dem unteren Teil des
Stabkorpers und auf der Zunge die logarithmische Skala (zur Basis 10) auf, beschriftet
diese Skalen aber nicht mit den Funktionswerten log,, + = Ig 2, sondern mit den
Argumenten z. Zur Berechnung des Produktes z - y stellt man die 1 der Zunge iiber
die Zahl z des Stabkorpers und liest unter der Zahl y der Zunge auf dem Stabkdrper
das Produkt x - y ab (siche Abb.44). Esgilt ¢ +d =gz +1gy =Ig (x- y).

L |
[ A 0]
L 1 1 1 l
Ve X a4 ¥ 0
Abb. 44

Da es nun fiir jede iiber einem offenen Intervall I reeller Zahlen stetige Gruppen-
operation F eine echt monotone Funktion f: R — I gibt mit f(x + y) = F(/(.r), 1)
(vgl. Kap. 9), konnte man auch fiir jede derartige Operation F = o einen solchen
Stab konstruieren. Die beiden Skalen sind durch die Funktion /-1 gegeben. Fiir be-
liebig gewihlte Zahlen u, v € I gibt es nimlich eindeutig bestimmte reelle Zahlen »
und y mit z = f~}(x) und y = f~Y(v}), und aus Bemerkung 9.1.5 folgt damit /~!(x c 7)
=/f"Yu) + f Y(v). Dabei wiirde man allerdings den Definitionshereich von f !
in geeigneter Weise bzw. fiir den jeweiligen Zweck benotigter Weise einschrinken
miissen. Bei den logarithmischen Rechenstiben kann man sich wegen Ig 10 = m
(m € Z) bekanntlich auf Skalen fiir die Zahlen z mit 1< 2 < 10 beschrinken. So
etwas ist bei Rechenstiben fiir beliebige stetige Gruppenoperationen iiber offenen
Intervallen wegen f-1(c°™) = m (vgl. Kap.9) im Prinzip auch méglich, wird im

1) Die Nomographie ist durch die moderne Rechentechnik weitgehend verdringt worden.
Der enge Zusammenhang aber von Grundbegn{fen dleses inter Gebi der klassischen
Mathematik mit den hier behandelten P dere mit der Multiplikation und den
Logarithmusfunktionen, rechtfertigt wohl die folgenden Ausfithrungen als zusitzliche Moti-
vation fiir die in 11.2. durchzufiihrende Charakterisierung.
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gung

allgemei aber komplizierter sein als das einfache ,Abspalten’ von Zehner-

potenzen.

Fiir die Existenz eines Rechenstabes zu einer Funktion F ist es nun keineswegs
notwendig, da F eine Gruppenoperation ist. Gibt es namlich stetige und streng
monotone Funktionen £, g und k mit
1LLL A K(F(z,y) = f@) + 9(v),

(z.0)€D(F)
s0 trigt man auf dem Stabkorper und auf der Zunge drei durch die Funktionen £, ¢
und % gegebene Skalen auf (siche Abb. 45). Es gilt ¢ + d = f(x) + g(y) = k(F(z, ).

Skalafar A [T Flxyl |
Skala fur g [ A ]
Skatafir £ [ i ]
1 X
o< d ]
Abb. 45
Diese Funktionen F = o sind im allgemei weder iativ noch kommutativ,

wie man aus (11.1.1) sofort erkennt. Wir konnen (11.1.1) auch als verallgemeinertes
Logarithmengesetz bezeichnen. Fiir F = . (Multiplikation positiver reeller Zahlen)
undfiirh = f = g = log, erhélt man ja aus (11.1.1) ein bekanntes und im Mathematik-
unterricht behandeltes Logarithmengesetz.!)

In 11.2. werden wir Klassen zweistelliger Funktionen F charakterisieren, fiir die es
eine Darstellung (11.1.1) gibt. Dabei werden die Funktionen A, f und g wie in 8.1.
([(x) =a’) und in 9.1. (I(x) =a°‘) durch schrittweise Erweiterung des Potenz-
begriffs konstruiert.

Wir wollen die nomographische Bedeutung der Gleichung (11.1.1) noch auf andere
Weise untersuchen.

Nomogramme (z. B. von zweistelligen Funktionen F mit z = F(z, y)) sind gra-
phische Darstellungen, aus denen man eine der Zahlen x, y oder z ablesen kann, wenn
dje beiden anderen gegeben sind. (Wir werden stets voraussetzen, daB F (wie die
Multiplikation) stetig und in beiden Argumenten streng monoton ist.) Additionsstibe
sind solche Nomogramme. Verbreitete Nomogramme, auf die wir hier etwas niher
eingehen wollen, sind Netztafeln und Fluchtlinientafeln.

Zuniichst sei kurz skizziert, wie man zu einer Funktion F mit z = F(z, y) eine
Netztafel konstruiert. Bekanntlich (vgl. MfL Bd. 5) kann man reellwertige Funk-
tionen F, die in cinem Gebiet?) definiert sind, unter gewissen Voraussetzungen durch
eine Fliche im dreidimensionalen Raum veranschaulichen. Diese Fliche ist die
Menge aller Punkte P(x, y, F(x, y)) mit (z, y) € D(F). Zur graphischen Darstellung
von F in der z,y-Ebene denke man sich die Fliche im dreidimensionalen Raum
durch Ebenen z = const geschnitten und die so entstand Schnittkurven (Hohen-,

1) Aufgrund der Voraussetzungen sind die Funktionen f, g und & 1-1-Abbildungen. Deshalb
ist das Tripel T = (f, g, k) ein Isotopismus vom Gruppoid (I, o) auf die abelsche Gruppe (R, +).
wobei I x I der Definitionsbereich von F ist. Vgl. 4.1.

2) Die Funktionen F sind im folgenden stets reellwertig und iiber einem offenen Rechteck
des Raumes R? definiert.
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Schicht- oder Niveaulinien), in denen F jeweils denselben Funktionswert hat, in die
2,y-Ebene projiziert.

Wir werden im folgenden stets voraussetzen, daB F stetig und in beiden Argumenten
streng monoton ist. In diesem Fall sind die Niveaulinien Graphen stetiger und streng
monotoner einstelliger Funktionen. Auf den Beweis dieses anschaulich klaren Sach-
verhalts verzichten wir. Da Niveaulinien zusammenfallen oder keinen Punkt ge-

meinsam haben, bilden sie eine Kur har, die mit den Geraden
« = const und y = const eine Netztafel') bilden (siehe Abb. 46).
y
Z
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Abb. 46
Ein Tripel (xo, yo, %) mit z, = F(2,, yo) ist als Schnittpunkt von drei Kurven
x = 2y, Y = Yo und z = z, gegeben.
11.1.2. Beispiel (vgl. Beispiel 4.1.5.3). Die Funktion mit z = z - y* (z, y € R,*) ist durch eine
Netztafel darzustellen. Die Kurven z = const sind die Hyperbeldste y = ﬁ (vgl. Abb. 47).
z

Aus der Netztafel kann man z bzw. y bzw. 2 bestimmen, wenn z und y bzw. 2 und z bzw. y
und z gegeben sind. Natirlich kdnnen nicht alle Kurven z = const elngezelchnet werden, so

daB man i. allg. interpolieren muB. Solche Interpolati sind b infach, wenn alle
Kurven Geraden sind. Fir die Funktion mit z = z - y 1éBt sich dies durch Logarithmieren
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Abb. 47 Abb. 48

lelcht errenchen Man erhalt lgz=1gz+2-lgy und tragt auf die z-Achse und die y-Achse
he Skalen auf, beschriftet aber diese Skalen wieder mit den Argu-
menten (vgl. Abb. 48). Es ist eine geradlinige Netztafel entstanden. Durch Streckung der
Skala auf der y-Achse im Verhiltnis 2:1 schneiden die Geraden der Schar z = const die Ge-
raden der beiden anderen Scharen unter einem Winkel von 135°.

1) Man sagt auch, daB diese drei Kurvenscharen ein ,,3-Gewebe*, ,, Kurvengewebe' oder
einfach ,,Gewebe* bilden (vgl. etwa W. BLasCHKE und G. BoL [24], J. AozEL [4]). Fir den
endlichen Fall vergleiche man auch 5.3.
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Im allgemeinen Fall besteht die Netztafel einer Funktion F mit z = F(x, y) aus
drei Scharen von Kurven. Eine Schar ist Triger der in Frage kommenden z-Werte,
eine zweite Triger der y-Werte und eine dritte Triiger der z-Werte (vgl. Abb. 49).
Ein wichtiges Problem der Nomographie besteht nun darin, diejenigen Funktionen
auszusondern, deren Nomogramme durch geeignete Transformationen in drei
Scharen von Geraden iibergefiihrt werden kénnen. Man sagt, da8 diese Funktionen
eine Anamorphose zulassen (vgl. Abb. 50). LBt sich das Nomogramm sogar in drei

20

‘ 20=F (%9,%)

Abb. 50

Abb. 51 Abb. 52

Scharen paralleler Geraden transformieren, so spricht man von paralleler Anamor-
phose. In diesem Fall kann man erreichen, daB die Geraden zweier Scharen jeweils
zueinander senkrecht stehen und auBerdem die Geraden der dritten Schar die Ge-
raden der beiden anderen Scharen unter einem Winkel von 135° schneiden. Be-
zeichnet man die Transformationsfunktionen der urspriinglichen Skalen z, y und 2
mit u = f(z), v = g(y) und w = h(z), so gilt fiir w = const auf den Geraden der
dritten Schar w = u + v, also h(z) = h(F(z, y)) = f() + g(y), also wieder (11.1.1).
Umgekehrt besitzt jede Funktion F, fiir die es eine Darstellung (11.1.1) gibt, ein
solches Nomogramm.

Es sei schlieBlich noch angedeutet, wie man von einer gegeb Fluchtlinientafel
auf die Gleichung (11.1.1) kommt. Ein derartiges Nomogramm fiir die Funktion F
mit z = F(x, y) besteht aus drei Kurven (Funktionsleitern), auf die die Skalen fiir
z, y und z aufgetragen sind. Werte x,, y, und z, mit z, = F(2,, %) liegen dann auf
einer Geraden, der Fluchigeraden (die drei Punkte liegen in einer ,,Flucht) (vgl.
Abb. 51). Die Form einer Fluchtlinientafel hingt natiirlich von der Funktion F ab,
von der ein Nomogramm hergestellt werden soll. In bestimmten Fillen ist es mog-
lich, eine Fluchtlinientafel mit drei parallelen Leitern zu konstruieren (vgl. Abb. 52).
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Auf den Leitern, deren Teilung durch die Funktionen f, g und h bestimmt wird, sind
wieder nur die Argumente z, y und z vermerkt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke

BC F‘D h(z) — f2) _ gy) — h(z)

A\ ABC und A\ CDE folgt ~ =75 , also , und daraus

a

h =3
(2) flx) + +b()

oder .
h(z) = h(F(z, y)) = (@) + §(»)-

Also gibt es fiir F auch in diesem Fall einstellige Funktionen A, f und g, so daB
(11.1.1) gilt. Umgekehrt besitzt jede Funktion F, fiir die es eine Darstellung (11.1.1)
gibt, eine Fluchtlinientafel mit drei parallelen Leitern.

Es gibt also fiir zweistellige stetige und in beiden Argumenten streng monotone
Funktionen F genau dann einstellige und streng monotone Funktionen &, f und g mit
(11.1.1), wenn fiir F eine Netztafel mit drei Scharen paralleler Geraden oder eine
Fluchtlinientafel mit drei parallelen Leitern existiert.

Zwischen den Netztafeln und den Fluchtlinientafeln von Funktionen, die eine
Anamorphose zulassen, kann auch ein geometrischer Zusammenhang hergestellt
werden. Dazu bendtigt man den in der projektiven Geometrie so wichtigen Begriff
der Dualitit (vgl. auch MfL Bd. 7). Durch diese Dualitit wird jedem Punkt der pro-
jektiven Ebene eine Gerade dieser Ebene umkehrbar eindeutig zugeordnet (Punkte
und Geraden sind zueinander duale Gebilde). Jeder Punktreihe (Menge aller Punkte
auf einer Geraden) entspricht als duales Bild ein Geradenbiischel (Menge aller Geraden
durch einen Punkt). Der Verbindungsgeraden zweier Punkte P, und P, mit P, % P,
ist der Schnittpunkt der den Punkten P, und P, zugeordneten Geraden g, und g,
zugeordnet. Dabei ist zu beachten, dafl zwei verschiedene Geraden der projektiven
Ebene stets genau einen Schnittpunkt haben.

Es sei nun F mit z = F(x, y) eine Funktion, dic cine parallele Anamorphose zu-
1d8t, die also eine Netztafel besitzt, die aus drei Scharen von Parallelen besteht. Jede
dieser Parallclenscharen hat als Bild eine Punktreihe, also eine Punktschar, die auf
einer Geraden liegt, da alle Geraden der Parallelenschar durch einen Punkt gehen.
Die Geraden x,, y, und z, mit z, = F(x,, y,) haben in der Netztafel einen gemein-
samen Schnittpunkt, also liegen die diesen Geraden zugeordneten Punkte X,, I,
und Z, auf einer Geraden, niamlich auf der Fluchtgeraden. Da sich schlieBlich er-
reichen liBt, daB die den drei Parallelenscharen zugeordneten Punktscharen auf
drei parallelen Geraden liegen, sind also die Fluchtlinientafeln mit parallelen Leitern
die dualen Bilder der Netztafeln mit drei Parallelenscharen.

Gehen die Geraden einer Schar nicht durch einen gemeinsamen Punkt, so liegt die
duale Punktschar nicht auf einer Geraden. Man erhélt unter bestimmten Voraus-
setzungen fur 2 = F(x, y) als duales Bild einer solchen Schar eine gekriimmte Skala.
Die allg Fluchtlinientafeln (vgl. Abb. 51) sind also die projektiven Bilder von
\etzta.feln, die aus drei beliebigen Scharen von Geraden bestehen.?)

1) Weitergehende Ausfilhrungen iiber dicse Zusammenhinge findet man in W. MEYER zUR
CAPELLEN [117] und M. W. PENTROWSKI [130].
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SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB einfache Aufgaben der Nomographie
auch im Mathematikunterricht vorkommen bzw. in ihm angelegt sind. Zum Beispiel
werden die Graphen der elementaren Funktionen gezeichnet, aber an diesen Graphen
werden auch numerische Bestimmungen vorgenommen. So werden etwa quadratische
Gleichungen dadurch gelost, da der Graph der zugehérigen Parabel mit einer
Schablone gezeichnet wird und aus dem Bild die Nullstellen abgelesen werden.

In den unteren Klassen wird mit Diagrammen gearbeitet, die ,,verstiimmelte**
Nomogramme zweistelliger Funktionen darstellen. In Klasse 3 (vgl. Mathematik-
Lehrbuch fiir Klasse 3, [113], S. 72) arbeiten die Schiiler z. B. mit dem in Abb. 53
dargestellten Diagramm. Es handelt sich hier um die graphische Darstellung einiger
Wertepaare der einstelligen Funktion f mit y = f(z) = x — 200. Fassen wir das
Diagramm so auf, da$l den eingetragenen Punkten jeweils die Summe der betreffenden
Koordinaten zugeordnet ist, und zeichnen alle anderen Punkte im ersten Quadran-

y
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Abb. 53 Abb. 54

ten ein, denen jeweils dieselbe Summe zugeordnet ist, so erhalten wir eine Netztafel
fiir die Funktion F mit z = F(x, y) = x + y (vgl. Abb. 54). Fiir festes z = ¢ erhilt
man aus dieser Netztafel eine ganze Reihe von Nomogrammen, in der das der Abb. 53
enthalten ist.

Die bereits angekiindigte funktionale Charakterisierung von Klassen zweistelliger
Funktionen F, die eine Darstellung (11.1.1) besitzen!), erfordert bekanntlich, not-
wendige und hinreichende Bedingungen anzugeben, denen solche Funktionen ge-
niigen miissen. Das sind also Bedingungen, die einerseits aus der Darstellung (11.1.1)
von F folgen und die andererseits die Existenz von Funktionen &, f und g mit (11.1.1)
zur Folge haben. Auf der Suche nach solchen Bedingungen fiir F' wird man folgender-
maBen auf den bereits in 4.2. behandelten SchlieBungssatz von REIDEMEISTER gefiihrt.
An dieser Stelle interessiert uns jedoch eine spezielle Reidemeisterfigur, die soge-
nannte Sechseckbedingung (von CH. J. BRIANCHON (1783 —1864)).

Wir betrachten eine Funktion F mit einer Darstellung (11.1.1), die also eine paral-
lele Anamorphose zuléBt und damit eine Netztafel besitzt, in der die Geraden
z = const die Geraden der beiden anderen Scharen unter einem Winkel von 135°

1) (11.1.1) ist eine Funktionalgleict in der die Funktion F bel t und die Funktionen

h, f und g unbekannt sind. Es geht dann Earum, Klassen von Funktionen F anzugeben, fiir die
(11.1.1) 16sbar ist, d. h. (in der Sprache von 4.2.), es gilt isotope Quasigruppen der Gruppe (R, —)
zu finden. Es sind also Existenzsiitze zu beweisen.
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schneiden. Es sei P ein beliebiger Punkt dieser Netztafel (vgl. Abb. 55). Auf der
Parallelen durch P zur x-Achse withlen wir, ebenfalls beliebig, einen Punkt B. Die
Parallele zur y-Achse durch B schneidet die z-Linie durch P in C. Die Parallelen zur
z-Achse durch C und zur y-Achse durch P schneiden sich in D, und die z-Linie durch
D schneidet die Parallele zur z-Achse durch P in E. Die Parallele zur y-Achse durch E
schneidet die z-Linie durch P in F, und die Parallelen zur z-Achse durch F und zur
y-Achse durch P schneiden sich in G. Aufgrund der vorliegenden geometrischen Ver-
héltnisse liegen B und G auf derselben z-Linie. Das heiBt mit anderen Worten: Die
durchgefiihrte Sechseckkonstruktion mit dem Anfangspunkt B hat diesen Punkt
auch als Endpunkt, das Sechseck schlieBt sich. Wie man sich leicht klar macht, kann
man die schrittweise Konstruktion der Punkte B, C, D, E, F und G in beliebigen

Y
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P 8
2 £

C
] D
X X2 X X

Abb. 55

Geweben nachvollziehen. Allerdings wird man i. allg. nicht erwarten konnen, da8 G
und B auf derselben z-Linie liegen, daB sich das Sechseck schlieBt. Das hingt von der
Funktion F ab, um deren Netztafel es sich handelt. Es gibt Funktionen, bei denen
sich diese Sechsecke schlieBen, und solche, bei denen das nicht der Fall ist (bei denen
man auf diese Weise also gar kein Sechseck erhilt).

Wir wollen die Tatsache, daB sich das Sechseck in Abb. 55 schlieft, daB also @
und B auf derselben z-Linie liegen, wenn dies auch fiir D und E bzw. fiir C, P und F
der Fall ist, mit Hilfe der Kootdinaben dieser Punkte ausdriicken. Da F auf jeder
z-Linie (Ni linie) jeweils d ben Wert hat, gilt also fiir alle (z,, ) (4, 7 = 1, 2, 3)
aus D(F): Wenn F(xh Y2) = F(z, 1) und F(xy, ys) = F(xp, y2) = F(25, 1), 80
F(2y, y3) = F(xy, yo). Das ist gerade die Sechseckbedingung'). Wir werden zeigen,
daB diese Bedingung von jeder Funktion F, die eine Darstellung der Form (11.1.1)
besitzt, trivialerweise erfiillt ist, daB diese Bedingung also fiir (11.1.1) notwendig ist.
DaB sie auch hinreichend ist, wird dann fiir bestimmte Funktionenklassen in 11.2. be-
wiesen bzw. fiir noch umfassendere Klassen mitgeteilt.

Es gibt weitere derartige SchlieBungsbedingungen. Neben den bereits genannten
gibt es z. B. noch die drei Bolschen Bedingungen (vgl. G. BoL [26], G. THOMSEN
[170), W. BrAScHKE und G. BoL [24], J. AczEL [4]). Uber ihre Rolle im Zusammen-
hang mit algebraischen Strukturen findet man iiber das bereits in 1.6. und 4.2. Ge-
sagte hinaus viele weitere Beziehungen sowohl zwischen diesen Schliefungssitzen als

1) Man erhilt sie als Spezialfall der SchlieB: bedi g von Reidemei (vgl. (R) in
1.6. und (R) in 4.2.), indem man z; = z, und y, = y2 setat.
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auch zu anderen algebraischen Strukturen bei J. AczEL [4], S. Goras [60], V. D.
BELousov [22]. Wir wollen hier auf diese (sehr interessanten) Zusammenhinge und
Beziehungen jedoch nicht weiter eingehen. Uns kommt es hier in erster Linie darauf
an, Konstruktionsmethoden fiir die Funktionen &, f und g aus (11.1.1) vorzufiihren
und dabei insbesondere herauszuarbeiten, daB unter bestimmten Vor

iiber F (vgl. Satz 11.2.3) auch hierfiir die von der Definition der Funktion f mlt
f(@) = a* (vgl. Kap. 8) her bekannte schrittweise Erweiterung des Potenzbegriffes
eingesetzt werden kann. Damit haben wir ein weiteres Beispiel fiir die starke Ver-
allgemeinerungsféhigkeit der Potenzbildung. Fiir diesen Zweck bendtigen wir ledig-
lich die Sechseckbedingung. Sie sei hier noch einmal formuliert, und zwar gleich fiic
zweistellige monotone Funktionen F mit dem Definitionsbereich D(F):

11.1.3. Definition. Die zweistellige reellwertige und in beiden Argumenten streng
monotone Funktion F erfiillt in D(F) die Schliefungsbedingung (H)!) (von BRIAX-
CHON): &

A @0 v, @ ) o 0) (10, @ 1), @ 90)s (30 90) € DUF)
Z4, ¥
.7-1.23
AF (@, y2) = F(@o, 1) A Flxy, y3) = Fo, y2) = Fl2s, 11))
= F(zy, y3) = Flas, 1))
(vgl. Abb. 56 und Abb. 55).
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Abb, 56

In dieser Definition wird fiir die r; und die y; (z = 1, 2, 3) keine bestimmte Reihen-
folge gefordert, so daB nicht notwendig x, < x; < 23 und ¥, < . < y; gelten muB
(wie in Abb. 56). Wegen der strengen Monotonie von F sind andererseits auch nicht
beliebige Reihenfolgen méglich.?) Fiir 23 < x; < x, und y; < y, < y, vertauschen
die beiden #uBeren Niveaulinien ihre Rolle, so daB man (geometrisch ausgedriickt)
auch von den beiden oberen Niveaulinien auf die untere schlieBen kann. Dageg
kann man nicht von den beiden &uBeren Linien auf die mittlere schlieBen. Bei der in
11.2. durchzufithrenden Charakterisierung wird es notwendig sein, in der Sechseck-

. 1) Abkiirzung fiir Hexagon (Sechseck). Die Bedi: g (H) wird auch Sechseckbedingung ge-
nannt.

?) Der Leser veranschauliche sich diese Verhiltnisse an Skizzen nach dem Muster der
Abb. 56.
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Figur von den beiden duBeren Niveaulinien und einem Abschnitt der mittleren
Ni linie auf den iten Abschnitt dieser Linie schlieBen zu konnen. Dazu
definieren wir:

11.1.4. Definition. Die zweistellige reellwertige und in beiden Argumenten streng
monotone Funktion F erfiillt in D(F) die Schliefungsbedingung (H'):

A F (1, y2) = F(zo, 1) A F(Z2, y3) = F(2s, ¥2) A F(21, y3) = F(2a, 30))

= Flzy, y2) = Flzs, 1))
(vgl. Abb. 57).
Dann gilt der

11.1.5. Hilfssatz. Die Bedingungen (H) und (H') sind dquivalent.

Beweis (vgl. J. AczEL [4)). a) Aus (H) folgt (H’). Es sei F eine Funktion, fiir die
(H) gilt, und es seien weiterhin (z, %), (22, %1), (X1, ¥a)s (¥2s ¥2), (22, ¥3) und (25, ¥2)
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Abb. 57

beliebige Zahlenpaare aus D(F), fiir die auch (z3, y,) € D(F) ist und die Voraussetzun-
gen von (H') gelten. Dann ist zu zeigen, daBl F(z,, y;) = F(zs, ¥,) gilt. Dazu defi-
nieren wir eine Zahl Z; durch

11.1.6. F(x,, yo) = F(Ts, 1)

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit und der strengen Monotonie von F gibt es
héchstens eine solche Zahl. DaB auch (%, y,) € D(F) gilt, daB also die Niveaulinie
durch (z,, y;) und (2, y,) die Parallele zur z-Achse durch (0, y,) noch in D(F) schnei-
det, ist zundchst nicht sicher. Es wird sich aber zeigen, daB Z; = z, ist, daB es also
insgesamt genau eine Zahl Z; mit (11.1.6) gibt. Nun gelten fiir z,, 2,, T3, ¥, y. und y;
die Voraussetzungen von (H):
F(x1, y2) = Flxy, 1)  und  F(2,, y3) = F(zy, o) = F(T5, 1),
30 daB F(x,, y3) = F(Ts, y,) ist. Mit der zweiten Voraussetzung von (H') folgt daraus
F(xy, y;) = F(Z, y,), also ist aufgrund der Kiirzbarkeit Z; = z;. Damit geht (11.1.6)
iiber in F(x,, y;) = F(3, 1), und das ist die Behauptung von (H').
b) Aus (H') folgt (H). Der Beweis dieser Behauptung wird ganz analog gefiihrt.
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SchlieBlich kann eine SchlieBungsbedingung (H') formuliert werden, in der auf
den ,,oberen Abschnitt* der mittleren Niveaulinie geschlossen wird. Die Formulie-
rung dieser Bedingung und der Beweis der Aquivalenz bleibt ebenfalls dem Leser
iiberlassen. Die Aquivalenz folgt auch unmittelbar daraus, dag (H'*) und (H’) gleich-
bedeutend sind. Man braucht in (H’) nur z; mit z; und y, mit y, zu vertauschen.

Der folgende Satz stellt einen ersten Zusammenhang her zwischen zweistelligen
Funktionen, die eine parallele Anamorphose zulassen, und der SchlieBungsbedin-

gung (H).
11.1.7. Satz. Jede zwerstellige reellwertige Funktion F, fiir die es einstellige, stetige und
streng monotone Funktionen h, f und g gibt mit

1ILLL A Flz,y) =hf(2) + g(y)),
(z.y)ED(F)

erfiillt in D(F) die Bedingung (H).

Beweis (vgl. F. Rap6 [144], J. AczEL [4] sowie Satz 4.2.8). Wir setzen voraus,
daB alle auftretenden Punkte im Definitionsbereich von F liegen. Mit (11.1.1°)
lauten die Voraussetzungen von (H):

B (f(z) + 9(ye)) = B f(a2) + g(w1))

und

h_l(/(xl) + 9(?/3)) = h"(/(z,) - g(yz)) = h"(/(x,) + ﬂ(yx))-

Wegen der strengen Monotonie von % ! sind auch jeweils die Argumente von k!
gleich. Man erhilt durch Subtraktion f(z,) — f(25) = g(¥2) — g(ys) und daraus
BYf(x,) + g(ys)) = h~Y(f(2s) + g(y2)). Das ist die Behauptung von (H): F(x,, y5)
= F(z;, y2).)

Wir wollen anschliefend in 11.2. fiir gewisse Klassen von Funktionen F auch um-
gekehrt beweisen: Wenn sich alle Sechseck-Figuren schlieBen, die im Definitions-
bereich von F liegen, dann gilt (11.1.1). Mit Satz 11.1.7 sind dann diese zweistelligen
reellwertigen stetigen Funktionen mit paralleler Anamorphose durch die Sechseck-
bedingung (H) charakterisiert.

11.1.8. Aufgaben

1. Man zeichne je eine Netztafel fiir die Funktionen F mit
a)z=F(z,y) =2 -y (z,y € Ry¥),

b)z = F(z,y) = 2% 3® (2, y € Ry*),

c)z=F(z,y)=%z~y(z,y€|\¢').

2. Man gebe fir die drei Funktionen aus 11.1.8.1 jeweils Funktionen &, f und g mit k(F(z, y))
= /() + g(y) an.

3. Wie miissen die Skalen auf der z- bzw. y-Achse in Aufgabe 11.1.8.2 jeweils verindert werden,
damit die z-Geraden die z-Achse unter einem Winkel von 135° schneiden?

" b

gen von (H) g ht. Es wurden nur die Voraus-
von THOMSEN (vgl. 1.6. und 4.2.) benutzt.

1) Dazu wurden nicht alle V
+ der SchlieB bedi

& &
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11.2.  Charakterisierung einer Klasse zweistelliger reellwertiger
Funktionen F mit h(F(x, y)) = f(x) + g(y)

Im folgenden betrachten wir stetige Funktionen F:IXI —I mit z = F(z, y),
wobei I ein offenes (nicht notwendig endliches) Intervall Ja, [ ist. Der Definitions-
bereich ist also das (quadratische) Gebiet G ={(z,y):a <z <bra <y < b}.
Solche Funktionen kénnen wir auch wie die Addition und Multiplikation reeller
Zahlen als Operationen bezeichnen (vgl. MfL Bd. 1 und Kap. 1). Wir fordern auBer-
dem, daB diese Operationen (ebenfalls wie die Addition in R und die Multiplikation
in R,*) umkehrbar und kiirzbar sein sollen (vgl. 1.2.). Setzen wir noch o:= F, so ist
also die Struktur (I, o) eine stetige Quasigruppe (vgl. 1.3.).

Die Forderung nach Umkehrbarkeit stellt eine recht starke Einschrinkung dar.
Wir werden am SchluB dieses Kapitels noch einen Satz erwihnen, in dem diese For-
derung fallengelassen wird und (neben der Stetigkeit) fiir F' nur strenge Monotonie in
beiden Argumenten vorausgesetzt wird. DaB es sich dabei wirklich um eine Erwei-
terung handelt, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Jede in beiden Argumenten streng monotone Funktion F mit z = F(z, y) ist
kiirzbar. Aus F(z,y,) = F(z, y,) folgt dann ja y, = y,. Eine solche Funktion mufl
aber nicht umkehrbar sein. So ist z. B. die Funktion F mit F(z,y) =z -y und
X,y € J4, oo (- ist die Multiplikation reeller Zahlen) streng monoton und damit
kiirzbar, aber nicht umkehrbar, denn z. B. hat die Gleichung 5 - z = 10 keine Lésung.

Umgekehrt ist jede iiber einem Intervall I := Ja, b[ stetige und kiirzbare Opera-
tion F (und damit erst recht jede stetige Quasigruppenoperation) in beiden Argu-
menten streng monoton, so da$ diese Funktionen Spezialfiille der in 11.1. betrach-
teten Funktionen sind. Zum Beweis dieser Behauptung sei z € I fest gewihlt, und
es gelte F(z, y,) < F(w, y,) fiir zwei Zahlen y,, y, € I mit §, < y,. Dann ist F fiir
dieses z in y streng monoton wachsend. Gibe es namlich Zahlen 3, ¥, € I mit 3, < 7,
und F(z, ,) = F(z, 7,), so ergibe zunichst dic Gleichheit sofort einen Widerspruch
zur Kiirzbarkeit von F. Im anderen Fall gibe es drei Zahlen ¢,, ¢, und ¢, mit ¢, < ¢,
<ty derart, daB F(z, ) — F(z, ) und F(x, t,) — F(z, t;) verschiedene Vorzeichen
hitten. Es gelte etwa F(z,1,) < F(x,t,) und F(z, t;) > F(z, t;). Aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes gibe es dann fiir jede Zahl ¢ mit Max {F(z, ¢,), F(z, &)} < ¢ < F(x,t,)
Zahlen 7, und 7, mit 3, € Jty, &,[[, 7. € Jta, 5[ und F(x, y,) = F(=, n,) = c. Daraus
wiirde wegen der Kiirzbarkeit von F aber 5, = 5, folgen. Damit ist das streng mono-
tone Wachsen in y fiir ein festes x bewiesen. Dariiber hinaus gilt sogar, da8 F dann
fiir jedes z € I in y monoton wichst. Gibe es nimlich Zahlen z, und z,, so da8 fiir alle
Y ¥ € I mit y <y, und F(zo, 1) < F(zo, ¥2) und F(z, y)) > Flzy, y;) gelten
wiirde, so gibe es wieder wegen des Zwischenwertsatzes ein x, € I mit F(x,, y;)
= F(x,, y,). Damit wire y, = y, wegen der Kiirzbarkeit von F.

Im weiteren Verlauf des Beweises werden wir von der gegebenen Struktur (I, o)
durch folgende Definition zu einer Struktur (I, -) iibergehen:

11.2.1. Definition. Fiir beliebige, aber fest gewihlte Zahlen u, v € I sei H(z, y)
=x-y:=20 y = F(z',y') fiir alle z, y € I, wobei 2’ die Losung der (‘lelchung
« = x' ov und y’ die Losung der Gleichung y = u o y' ist.
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Wie wir aus den Sitzen 4.1.12 und 4.1.15 wissen, ist (Z, -) das durch die Zahlen «
und v eindeutig bestimmte Loop-Hauptisotop von (I, o). Wir wollen das fiir den vor-
liegenden Fall noch einmal beweisen.

Zunichst ist (I, ) eine stetige Quasigruppe, die ein neutrales Element besitzt,
d. h. eine stetige Loop.

Die Funktion H = . ist fiir alle z, y € I definiert, denn die Gleichungen z = 2’ o
und y = u o y’ haben wegen der Umkehrbarkeit und wegen der Kiirzbarkeit von o
eindeutig bestimmte Losungen z’,y’ € I. Der Funktionswert z-y =z’ oy’ liegt
nach Definition von o wieder in I, also ist H = - eine Operation in I. Diese Operation
ist auch umkehrbar und kiirzbar, d. h., fiirallec, d € I haben die Gleichungenc -z =d
bzw. y - ¢ = d eindeutig bestimmte Losungen x € I bzw. y € I. Wir weisen die Rich-
tigkeit der ersten Behauptung nach. Die Gleichung ¢’ ox’ =d, wobei ¢’ durch
¢ = ¢’ o v eindeutig bestimmt ist, hat eine eindeutig bestimmte Lésung z’. Dann ist
die Zahl x mit z = u o 2’ eindeutig bestimmte Losung von ¢ - x = d, denn es gilt

d=cox' =(ov)-(uozx’)=c-x.

Die Zahl n:= u o v ist neutrales Element von (, -), denn sind z, y € I beliebig ge-
wiihlt, so gilt

z-nm=z-(uov) =(x'ov)-(uov)=2x'ov==x
und
ney=(uov)-y=(uov)-(uoy)=uoy =y.

Mit F = o ist auch H = . stetig.

Die Funktionen f: I — I und g: I — I mit f(x):=zx0v = Ry(x) und g(y):=uoy
= L,(y) sind 1-1-Abbildungen von I auf sich, also ist (I, -) ein Loop-Hauptisotop
von (I,0) wegen xoy = (zov):(uoy) =/f(x)-g(y). Von diesem Loop-Haupt-
isotop werden wir zeigen, da8 es isomorph ist zur additiven Gruppe der reellen Zah-
len, woraus dann die Darstellung (11.1.1) fiir F folgt (vgl. den Beweis zum folgenden
Satz 11.2.3).

Dazu wird in (I, -) zunichst der Potenzbegriff definiert und dann das Rechnen mit
diesen Potenzen untersucht. Liegt als zweistellige Operation die Multiplikation der
reellen Zahlen zugrunde, so wird x™ bekanntlich (vgl. MfL Bd. 1 und MfL Bd. 4) fiir
jedes z € R und jedes m € N induktiv definiert durch 2% :=1 (x % 0), 2™+ : = z™. r.

Dann wird z~™:= Lm festgelegt fiir alle € R* und alle m € N. Durch vollstindige
E

Induktion iiber p beweist man anschliefend leicht das Potenzgesetz z? - 29 = xP*4,
Insgesamt wird dabei wesentlich die Tatsache benutzt, daB die Multiplikation eine
kommutative Gruppenoperation ist. In Kapitel 9 haben wir diese Betrachtungen fiir
beliebige kommutative Gruppenoperationen durchgefiihrt.

In einer beliebigen Loop dagegen, die ja weder assoziativ noch kommutativ zu
sein braucht, sind i. allg. schon die Produkte z - (x - ) und (z - z) - z nicht gleich.
Man mu$8 sich also bei der Potenzdefinition zunichst auf eine bestimmte Klammerung
festlegen. Weiterhin gibt es wegen der eindeutigen Umkehrbarkeit der Loopopera-
tion zwar fiir jedes x € I genau ein Linksinverses x, = ~'x mit » = ~'z - x und genau
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ein Rechtsinverses 2, = z™! mit n = z . 27!, aber die Zahlen ~1x und z~! brauchen
nicht gleich zu sein (vgl. 1.4.). Man kann sogar beweiscn, daB es in jeder nichtkom-
mutativen Loop, die mindestens die Ordnung 5 hat, Elemente gibt, deren Rechts-
und Linksinverse nicht identisch sind (vgl. Aufgabe 11.2.7.2).

Die folgende Definition einer m-ten Potenz kann in jeder Loop vorgenommen
werden (vgl. aber auch 5.1., 8. 118).

11.2.2, Definition. Es sei (M, -) eine Loop. Dann wird durch folgende Festsetzun-
gen in (M, -) eine Potenzfunktion p,: M — M mit py(z) = 2™ (x € M, m € Z) defi-
niert :1)

a) 2%:=n,

b) am+l:= ™. x (m € N),

¢) zm:= (z71)™™ (m € Z \ N), wobei x~! das eindeutig bestimmte Rechtsinverse
von z ist.

Jetzt konnen wir folgenden Satz beweisen:

11.2.3. Satz von AczEL. Fiir jede zweistellige reellwertige Funktion F, die

a) iiber einem (beschriinkten oder unbeschriinkten) offenen Intervall reeller Zahlen
I = Ja, b[[ definiert und dort eine stetige, umkehrbare und kiirzbare Operation ist und

b) in I X I die Sechseckbedingung (H) erfiillt,
gibt es einstellige stetige und streng monotone Funktionen h:I — R, f:I — R und
g: I - Rmat (11.1.1) fiir D(F) =1 X I.

Beweis (vgl. J. AczEL [4]). Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgendem Grund-
gedanken. Gegeben ist die Struktur (I, ) = (I, 5), wobei fiir F¥ = o die SchlieBungs-
bedingung (H) gilt. Wir gehen nach Definition 11.2.1 zu (I, H) = (I, -) iiber und
zeigen, daB es fiir diese Struktur eine stetige und streng monotone Funktion h: I — R
gibt mit h(z - y) = k(z) + h(y), die surjektiv ist, so daB also (I, -) isomorph ist zur
additiven Gruppe der reellen Zahlen. Dann gilt fiir die gegebene Funktion F = o

h{F(z, y)) = h(x o y) = h((zov) - (woy))
=hxov) + h(uoy) = f(z) + g(¥)
fir alle z, y € I mit f(x):= h(z c v) und g(y) := h(u 0 y). Die Funktionen / und g
sind mit h stetig und streng monoton.

Es geniigt also zu zeigen, daB (J, ) und (R, +) zueinander isomorph sind. Damit
ist dann iibrigens (I, o) isotop zu (R, +) (vgl. Satz 4.2.8). Dazu gliedern wir die
Uberlegungen in zwei Abschnitte 11.2.4 und 11.2.3.

11.2.4. In der Loop (I, -) gilt fiir den in Definition 11.2.2 definierten Potenzbegriff
das Potenzgesetz 2P - ¢ = 2P*9 fiir alle 2 € I und p, ¢ € Z. (Beweis durch voll-
stindige Induktion iiber p und ¢.)

1) Man beachte im folgenden stets, daB es sich bei diesen Potenzbildungen i. allg. nicht um
die Multiplikation handelt. Dies kénnte (siehe auch Kap. 9) durch Bezeichnungen wie ,,2"™*
zum Ausdruck gebracht werden, worauf wir aber zu Gunsten einer einfachen Schreibweise ver-
zichten wollen.
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11.2.5. Die Struktur (Z, -) ist isomorph zu (R, +) und damit selbst eine kommutative
Gruppe. (Beweis durch schrittweise Erweiterung des Potenzbegriffes.)

Zu (11.2.4) (vgl. auch J. Aczér, G. PIckERT und F. Rap6 [11], G. PICKERT [134]):

1. In der Loop (I, -) sind Links- und Rechtsinverse jeder Zahl x € I identisch.

Zum Beweis wird die Giiltigkeit von (H) in (I, o) ausgenutzt. Es seien u, v € I
beliebig, aber fiir den ganzen folgenden Beweis fest gewihlt. Wir setzen z, := « und
¥z := v und betrachten eine beliebige Zahl x € I. Dann sind durch

&) =z 0v=u0yY
die Zahlen z,, y; € I und durch
B) uwov=z0ys =m0y

die Zahlen z,, y; € I jeweils eindeutig bestimmt.
Nun sind «) und f) gerade die Voraussetzungen von (H), also gilt w0y, = z;0v.
Wir setzen weiterhin F:= z; 02 = u 0 y; und beachten, daB u o v das neutrale
Element von (I, -) ist. Fiir diese Zahl Z gilt

T x=(x300): (oY) =20y, =uov=n"n
und .
r-T=(x,00)-(Uoys) =x0yg=uov=n

(vgl. Abb. 58). Damit ist Z linksinverses als auch rechtsinverses Element von x. Ins-
besondere gilt also 2 - 2! = und (x7!)~!- 27! = n. Daraus folgt wegen der Kiirz-
barkeit von -, daB in (I, -) fiir jedes z gilt: z = (z~1)"! (vgl. Aufgabe 1.4.7.5).

Y yox! x!
§¢)
x EANIY
-n
vy
"N X xx
X u=xn X X
Abb. 58

2. In (I, -) gilt fiir alle x € I und alle p, q € Z das Potenzgesetz x? - 29 = x4,

Wir betonen noch einmal, daB uns fiir den Beweis dieses Gesetzes weder die Kom-
mutativitét noch die Assoziativitit zur Verfiigung steht. Es wird sich herausstellen,
daB (I, -) eine kommutative Gruppe ist, die dazu noch isomorph ist zur additiven
Gruppe der reellen Zahlen. Aber das gilt es ja erst zu beweisen. Zunichst ist von der
in I definierten Operation - bekannt, daB sie umkehrbar und kiirzbar ist, daB ein
neutrales Element existiert und daB die Links- und Rechtsinversen eines Elementes
jeweils identisch sind.

Deshalb wird der Beweis durch vollstindige Induktion iiber p und g gefiihrt, wobei
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vier Fille zu unterscheiden sind. Die Zahl x € I sei wieder beliebig, aber fest ge-
wihlt,

Fall 1: Wir zeigen, daB x? - 29 = 27 fiir alle p, ¢ € N gilt.

Wegen z° = n gilt bereits 20 - 29 = 29 = 299, 2P . 2% = 27 = 2?*% f{iir beliebige
P, ¢ € N und nach Definition 11.2.2 auch x? - 2! = z7+!, Dagegen gilt 27 - 22 = 772
zunéchst nur fiir p = 0. Man hat die Induktion jetzt so zu fiihren, daB aus den be-
reits giiltigen Fillen der Reihe nach a! - 22 = 21%2,22 . 2% = 222, ..., 2P - 2® = 2P+, ...
folgt. Daraus miiite dann weiter z!. x® == z1%3, 22. 3 = 223, .., 2P . 2% = aP*3, ..,
folgen. Das heifit, wir brauchten ein Induktionsschema, durch das fiir jedes g jeweils
vollsténdige Induktion iiber p gefiihrt wird. Oder: Wenn P und Q feste natiirliche
Zahlen sind und die Behauptung sowohl fiir beliebige p und alle ¢ < Q als auch fiir
P — 1und Q + 1 gilt, so gilt sie auch fiir P und Q + 1. Wie der nachfolgende Recht-
fertigungssatz zeigen wird, geniigt weniger. Sind nidmlich P und Q beliebige, aber
fest gewihlte natiirliche Zahlen, dann gilt in (7, -):

Wenn 2P . 2071 = zP+@"1 = zP-1. @  und
ZPH . 291 — gP+@ — zP. 2@ — zP-1. .09 und
ZPHL. 2@ — PRl o gP. gQ+1 — pPrQHl,

Zum Beweis dieser Behauptung definieren wir folgendermaBen Zahlen x,, xy, x5, #1.
Y yYs €13

Pl =z20v, aP=z0v, 2Pl=12nx00,
2! =uoy, a?=uoy, ' =wuoy;,.
Damit gilt (vgl. Definition 11.2.1)
2,0y, = (2, 00) - (O yy) = 2P 1. 20 = 2P. 401
=(@mov) - (woy) =mnoy
(erste Induktionsvoraussetzung) und
20y = (2, 00): (Woys) =P 1.2 =P. 20
= (200) - (O Y,) = X, 0 yp = P*!. 2071
=(z50v): (woy) =20y

(zweite Induktionsvoraussetzung). Wegen der Giiltigkeit von (H) in (I, 0) folgt
daraus z, 0 y; = 3 0 y,. Damit erhilt man bei Benutzung der dritten Induktions-
voraussetzung:
zP . 2 = (2,00) - (UOYs) =2, 0Ys =730 Y
= (23 00) - (w0 y,) = xP+1. 20 = P+,

das ist die Induktionsbehauptung. Die Abb. 59 spiegelt den Zusa hang wider
zwischen dem InduktionsschluB in (7, -) und der Giiltigkeit von (H) in (Z, o).
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Zur Rechtfertigung des angegebenen Induktionsschlusses haben wir zu zeigen, da8
durch ihn die Giiltigkeit von z? . 29 = 2?*¢ fiir alle p, ¢ € N bewiesen ist. Angenom-
men, das wire nicht der Fall. Dann betrachten wir die Menge aller Paare (p, ¢)
natiirlicher Zahlen, fiir die das Potenzgesetz nicht gilt. In dieser Menge gibt es nach

y o P, 041

Xox
)]
\
\
\
\
Pl PN P U
%2
)4 Vi Plasr el
Xy X2 x5 X
Abb. 59

dem Prinzip der kleinsten Zahl genau ein Paar (7, §), so daB 7 zunichst die kleinste
erste Komp te und 7 die klei zu di P gehérende zweite Komponente ist.
Dann wiirden fiir P = p und @ = § — 1 die Induktionsvoraussetzungen

4+,

2P . 22 = P2 = P11, 41
2Pl g2 = Pl = 9P . A1 = 91 @ und 2Pt 2871 = 2PH

gelten. Dies hitte die Giiltigkeit der Induktionsbehauptung 2 .af = 2%+ zur
Folge. Das ist ein Widerspruch, denn (5, §) gehorte zu den Paaren, fiir die das Potenz-
gesetz nicht gelten sollte.
Fall 2: Das Potenzgesetz a7 - 29 = 27+ gilt in (I, -) auch fiir alle p, ¢ € Z\ N.
Der Beweis dieser Behauptung kann mit Definition 11.2.2 auf den ersten Fall
zuriickgefiihrt werden:

a2l = (271)7P . (7)) = (271)" PO = gPe,

Fall3: Es gilt 27 . 29 = 2?*¢ fiiralle p ¢ Nund alleg€ Z\ N.

Wir schreiben 2? . z°f = 2#*(-" (¢ = —r, r > 0) und fithren den Beweis durch
vollstindige Induktion iiber p und r. Es gilt schon 27 - 2! = 27*! und 27 - 2° = 2#*°
fiir beliebige p € N sowie 2?21 =n .21 = 29 Dundz- 27! =n = 2° = 21*(-D,
Daraus muB auf 22271 = g2+(-D, 3. 271 = g3(-D, 2P g7l =2P*D, . ge-
schlossen werden und dann so weiter fiir ¢ = —2, ¢ = —3, ... Sind P und R feste
natiirliche Zahlen, so muB aus der Giiltigkeit des Potenzgesetzes fiir beliebige p und
alle ¢ mit —R<g¢<1 und fiir p =P und ¢ = —R — 1 auf die Giiltigkeit fiir
p =P + 1und ¢ = —R — 1 geschlossen werden. Das gelingt durch folgende Induk-
tion:

Wenn zP-1. z-R+1 — zPH(-R) — zP. R  und
2P 2 RH1 = gPHERML — oPH1 . R ypd

ZP1. g R = gP-14-B) — gP . z~R-1  go P+l g R-1 — gP+(-R),
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Wir definieren wieder Zahlen z,, z,, 23, Y1, ¥2, ys € I duroh folgende Gleichungen

2P l=2x0v, zP=2z0v, aPl=gxo0v, s Bl=uoy,

R =uoy, xFl=uoy,.
Damit gilt in (1, o)
Z10yy = (2, 00) - (O yy) = &P 1. a7 R = gP-1+(-R) = gP. g"R-1
=(x,0v)-(woy) =z,0y
(dritte Induktionsvoraussetzung),
L0 Yy = (Iz o v) . (u o y') = gP . xg~R+1 — pP+H(-R)+1 — 4Pl R
=(r00)- (oY) =x30,
(zweite Induktionsvoraussetzung),
2 0y; = (T, 00) - (wOy;) = 2P 1.z Rl — pP+(-R) — zP. xR
=(z,0v)- (woy,) =x,0y,
(erste Induktionsvoraussetzung).
Damit sind die Voraussetzungen von (H') erfiillt. Nach Satz 11.1.5 gilt mit (H)
auch (H'), so daB wir auf z, 0 y, = x; 0 y, schliefen konnen. Daraus folgt schlieB-
lich die Induktionsbehauptung
Pl Rl = (2300) - (U OY,) =230y, =2, 0,
— 2P . z-R — gP+(-B),
Man zeigt leicht, daB durch diesen InduktionsschluB das Potenzgesetz fiir alle natiir-
lichen Zahlen p und alle negativen ganzen Zahlen g bewiesen ist (vgl. Aufgabe
11.2.7.1).

Es bleibt noch der

Fall4: Es gilt 27 - 29 = z?*¢ fiirallep € Z\ N und alle g € N.

Jetzt benutzen wir die Tatsache, daB in einer Loop, in der Linksinverse und
Rechtsinverse eines Elementes jeweils zusammenfallen, z = (z7!)™! gilt. Mit dieser
Beziehung und der Definition 11.2.2.c) kann dieser Fall auf den dritten Fall zuriick-
gefiihrt werden:

P2l = ((x-l)—l)v. (71)9 = (2 )P . (271)"9 = (z71)" P+,
Dabei kénnen folgende Fille eintreten:

a) p + ¢ > 0; dann ist (z71)~P*® = 27*¢ nach Definition,

b) p + ¢ = 0; dann ist (z71)~P*) = (z71)0 = n = 2 = aP*q,

¢) p + ¢ < 0; dann ist (z71)"P+® = ((271)"1)p*e = gP*9.

Damit ist Teil 11.2.4 des Beweises von Satz 11.2.3 durchgefiihrt.

Zu (11.2.5): Es bleibt also noch zu beweisen, daB die Loop ([, -) isomorph ist zur
additiven Gruppe (R, +) der reellen Zahlen. Wir hahen in Kapitel 9 bewiesen, da8
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jede kommutative stetige Gruppe (I, -) mit I S R zu (R, +) isomorph ist. Die Ana-
lyse dieses Beweises zeigt, daB Kommutativitdt und Assoziativitat fiir beliebige
Gruppenelemente gar nicht benutzt werden, sondern jeweils nur fiir Potenzen ein und

desselben Gruppenel tes. Das wird durch das Potenzgesetz A A 2P . 29 = xP*9,
zel pgeZ

das in Kapitel 9 aus Gruppeneigenschaften bewiesen worden lst,, zum Ausdruck

gebracht. Ist nimlich z eine beliebige Zahl mit 2 € I und sind p, ¢ und r beliebige

ganze Zahlen, so gilt

aP - 28 = gPHe = 24P = x4 . P
und
2P - (29 27) = 2P . 20+ = PO = PO — ZPHT . gt = (2P . 20) . 2T,

Da jetzt fiir den hier zu fithrenden Beweis neben der Umkehrbarkeit und Kiirzbar-
keit der Operation - und der Existenz eines Inversen 271 zu jedemamit2~! - z = z- a1
= n dieses Potenzgesetz zur Verfiigung steht, kann der Teil des Beweises von Satz
9.1.2, in dem die Existenz des behaupteten Isomorphismus nachgewiesen wird, iiber-
tragen werden. Es ist der Reihe nach zu beweisen (der Leser gehe diesen Beweis zur
Cbung noch einmal durch und priife die dabei jeweils verwendeten Voraussetzungen):

A) Die Operation - ist in beiden Argumenten streng monoton wachsend. Hier muf8
vermerkt werden, daB man jetzt k == ! aus der Gleichung ¢ - ¥ = ¢ - [ natiirlich nicht
durch Multiplikation mit ¢-! von links folgern kann, da man dazu die Assoziativitét
braucht. Das folgt aber hier (wie auch dort) wegen der Kiirzbarkeit von - direkt aus
tek=t-1l.

B) Die Funktion p,: I — I mit p,(v):=v™ (m € N, m = 1) ist streng monoton
wachsend und stetig.

C) Fiir jedes v € I ist die Folge (v™) mit m € Z monoton. Ist v > =, so ist (2™)
streng monoton wachsend. Ist v < =, so ist (»™) streng monoton fallend. Ist » ==,
dann ist (v™) eine konstante Folge.

D) Esseiv € I = Ja, b[. Ist v > n, soist lim v™ = b. Ist v < », 80 ist lim o™ == «.

m-»00 m—oo
E) Die Gleichung ™ = u hat fiir jedes « € I und jedes m € N* eine eindeutig be-
stimmte Losung v € I. Wir setzen w!/m:=v und u*/m := (w¥m) fiir m € N* und k € Z.

1\ki
Es gilt (ut/m)k = (um) fiir beliebige , m € N* und k € Z.
Nach diesen \rorbereltungen kénnen wir nun einen stetigen und streng monotonen
Isomorphismus % von (R, +) auf (7, -) konstruieren:

a)Esseic € I und ¢ % n, etwa ¢ > n. Dann wird definiert: 2(0) := n und k(1) : = c.
b) h(m) := c™ fiir m € N*.
c) h (l =it und ki [2):e= crle fiir g € N*, p € Z*,
Damit ist & fiir rationale Argumente eindeutig definiert, denn fiir beliebige rationale
Zahlen r = % (peZ, geN* gilt k (%) = ﬁ(:—;) (s € N¥). Das folgt aus E)

und der Definition von % fiir negative Argumente.
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d) Die Funktion k: @ — I mit h(r) = ¢ erfiillt

d,) fiir alle rationalen Zahlen r,, 7, die Gleichung k(r, + r;) = k(r;) - k(r,) und ist

d,) streng monoton wachsend fiir ¢ > » und streng monoton fallend fiir ¢ < n.

e) Definition einer Funktion : R — 1.

{) Fiir alle w, z € R gilt h(w + 2) = k(w) - k(2).

g) Die Funktion % aus e) ist stetig.

Fiir die stetige und streng monotone Umkehrfunktion k: I — R von & gilt nach f)
Iz - y) = h(z) + h(y). (Man setze z:= h(w) und y:= h(z).)

Nach unseren Bemerkungen zu Beginn des Beweises von Satz 11.2.3 gibt es dann
auch einstellige stetige und streng monotone Funktionen k:I — R, f: I — R und
g: I - R mit h(zoy) = h(F(z, y)) = f(x) + g(y) fiir alle z,y € I. Damit ist der
Satz 11.2.3 vollstindig bewiesen.

Wir wollen uns noch einen Uberblick iiber alle Skalenfunktionen &, f und g ver-
schaffen (vgl. auch Bemerkung 9.1.5). Dazu seien F eine zweistellige Funktion und
(h1s f1s @1), (e, f2, go) beliebige Tripel einstelliger Funktionen, die jeweils die in Satz
11.2.3 vorausgesetzten bzw. behaupteten Eigenschaften haben. Dann gilt also

A hI(F(xr !I)) = h(@) + @)
z.yel

und
A f’z(F(x, y)) = f(x) + g2(y).
Z,Y€.

Da die Funktionen h,, f,, g1, ks, /; und g, streng monoton sind und jeweils das Inter-
fall I auf R abbilden, existieren ihre Umkehrfunktionen, die R auf I abbilden, so daf
wir mit f,(z) = » und g,(y) = v

MY A(@) + @i(y)) = Flz,y)  und ke Yu + v) = F(f, (1), g7 (v))
erhalten. Daraus folgt

hyYu + v) = F(fz_l(“)v 92"('))) = hl-l(’l/!_l(u) + 919:_1(0))
oder?)

by N u + v) = fify M) + gi1g7 ().

Fir hy:=hhy Y, fy:= fif;"! und g;:= g,g,7! ergibt sich daraus die Pexidersche

Funktionalgleichung
/\Rhu(“ + v) = fy(u) + gs(v),

#,0€|
die sich folgendermaBen auf die Cauchysche Funktionalgleichung zuriickfithren
1éBt (vgl. J. AczEL [3]):
Wir setzen u = 0, v = ¢ und dann u = ¢, » = 0 und erhalten
hy(t) = £5(0) + gs(t) und  hy(t) = f5(t) + 5(0)
oder auch

95(t) = hg(t) — f3(0) und  fy(t) = ho(t) — g5(0).

1) Fir die Nacheinanderausfiihrung von Funktionen schreiben wir hier statt f, ® f,~! kiirzer

his™.
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Damit gilt
hy(u + v) = hy(u) — £3(0) + hs(v) — g3(0),
woraus schlieBlich fiir die Funktion &: R — R mit h(f) : = hg(¢) — £5(0) — g5(0)

A h(u + v) = h(u) + h(v)
weeR
folgt. Wegen der Stetigkeit von  ist also h(x) = ¢ - u fiir alle u € R. Durch einfache
Umformungen erhilt man daraus f(z) = c - fo(z) + f3(0), g:1(x) = ¢ - ga(x) + 92(0)
und ky(2) = ¢ - hy(2) + £5(0) + g5(0).
Man priift leicht nach, daB wie fiir h,, f, und g, auch fiir die Funktionen h,, f,
und g,
A I(F(z, y) = h(=) + g.(4)
z.yel

gilt. Sind also h,, f, und g, Skalenfunktionen von F, so erhilt man durch alle Tripel
(a, b, ¢) reeller Zahlen mit ¢ = 0 auch alle Tripel von Skalenfunktionen fiir F.
In 9.1. haben wir die Funktionalgleichung

A f@ + y) = F(/(z), ()
r.yeR

gelost (vgl. Satz 9.1.2). Fiir die Existenz nichtkonstanter stetiger Losungen f dieser
Funktionalgleichung war es notwendig und hinreichend, daf8 F iiber einem (nicht
notwendig beschrinkten) Intervall Ju,b[ eine kommutative stetige Gruppenopera-
tion ist. Es ergab sich, daB8 (JJu, b[[, F) zur additiven Gruppe der reellen Zahlen iso-
morph ist.

Aus Satz 11.2.3 folgt nun direkt, daB jede stetige Gruppe (Ja, b, F) zur additiven
Gruppe der reellen Zahlen isomorph ist, wobei Ju, b ein nicht notwendig beschréiink-
tes offenes Intervall reeller Zahlen ist. Stetige Gruppenoperationen F iiber solchen
Intervallen erfiillen ndmlich zunéchst die SchlieBungsbedingung (H) (vgl. fiir das
Folgende F. RAD6 [144]).

Es seien 2,, 2y, 23, Y1, Y2, Y3 € I = J, b[, und es gelte F(z,, o) = F(zs, y;) und
F(zy, ys) = F(xy, y5) = F(z3, y,). Esist zu zeigen, daB dann auch F(z,, y3) = F(xs, y5)
gilt. Wihlt man noch Zahlen ¢, t, € I mit F(y,, ;) = F(y,, ¢,) (solche Zahlen exi-
stieren stets, da F' eine Gruppenoperation ist), so erhilt man

F(z, F(ya, t2)) = F(F(xy, 3o), b)) = F(F (22, ), 1)
= F(zy, (3, &) = F(z2, F(y2, 1))
= F(F(xy, y2), ) = F(F(z1, ys), ) = F(z, F(ys, 1))
Also ist F(y,, t,) = F(ys, ;). Mit diesem Ergebnis folgt nun
F(F(x,, ysht) = F(r,, F(ys 1)) = F(«"’e' F(ya, 1))
= F(F(zy, o), ta) = F(F(zs5, 1), 1)
= Flzy, F(, &) = F(zs, F(y2, 1)) = F(F(zs, y2), 1)
und damit schlieBlich F(z,, y3) = F(x3, ¥2).
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Also gibt es nach Satz 11.2.3 stetige und streng monotone Funktionen h: I — R,
f:I—-Rundg: I — Rmit

A F(z, y) = h"{f(z) + gy))-
z,yel
Das ergibt mit der Assoziativitit von F
/\e l/h"(/(z) + g() — f(@) = gh: (f(y) + g(2) — g(2).
zy.2

Mit der rechten Seiﬁe dieser Gleichung hingtauch die linke Seite nicht von z ab, so
daB sie sich als Funktion von g(y) auffassen 1aRt:

Au/h-'(/m + g9(¥) — H=) = lgtv).
Al

Daraus wird mit k:= fh~1, r ;= f(x) und s:= g(y)
Ak(r + 8) =7+ I(s)

rscR

und fiir festes s = ¢

A Ic(r +o)=r+ea (a:=1Ue).
Setzt man schlieBlich ' =7 + ¢ und ¢, =¢; — ¢, 80 folgt /\ k(r) =7"4¢, d h.
fR7Y(r') = 7' 4 ¢y, woraus fiir z:= h71(r’)

A f(x) = h(z) + c;

xel

wird.
Analog erhilt man

A g(@) = k@) + o5,
zel

8o daB aus (11.1.1)
A F(z, y) = kY (h(z) + h(y) + c2 + ¢)
zyel

wird. Mit k durchlauft auch k(f) = k(f) + ¢, + ¢; ganz R; also gilt
A F(z,y) = 7&"(7;(:) + l_z(y)),
el

so daB (I, F) isomorph zu (R, +) ist.

Diese Betrachtungen lassen sich auf stetige und streng monotone Halbgruppen
(1, F) ausdehnen. So wird in J. AczEL [3] bewiesen, und zwar wieder durch schritt-
weise Erweiterung des Potenzbegriffs, daB jede derartige Halbgruppe isomorph ist zu
einer additiven Halbgruppe der reellen Zahlen. In der Sprache der Funktional-
gleichungen sagt man dann auch, man habe unter den betreffenden Voraussetzungen
die Assoziativititsgleichung

A F(F(z,y), 2) = F(=z, F(y, 2)
z,y.2€l
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gelost. Dieses Ergebnis erhilt man aber auch .aus einem zum Satz 11.2.3 analogen
Satz von F. Rapé.

11.2.6. Satz. Fir jede zwetstellige reellwertige Funktion F, die

a) tiber einem Gebiet D(F) & R? definiert, dort stetig und in beiden Argumenten streng
monoton ist und

b) in D(F) die Schliefungsbedingung (H) erfiillt,
bt es evnstellige stetige und streng monotone Funktionen h, f und g mit

A hF(z,y)) = f(z) + g(y).
(z.0)ED(F)

In diesem Satz (vgl. F. Rap6 [143] und [144]) sind die Funktionen F aus Satz
11.2.3 mit erfaBt. Die Umkehrbarkeit wird hier nicht mehr gefordert, und es werden
viel allgemeinere Definitionsbereiche als dort zugelassen. Auf den Beweis des Satzes
miissen wir hier verzichten. Es sei nur vermerkt, daB dieser Beweis mit ganz anderen
Methoden gefiihrt wird als der Beweis zu Satz 11.2.3. Man geht von einer Niveau-
linie aus, konstruiert mit Hilfe von (H) weitere Niveaulinien und definiert fiir diese
Linien die Funktionen k, f und g. Das so entstehende Netz von Niveaulinien wird
dann, wieder mit (H), schrittweise verfeinert. Gleichzeitig wird der Definitionsbereich
der Funktionen k, f und g erweitert.

Ist dann eine iiber einem offenen Intervall I definierte stetige, streng monotone
und assoziative Operation F gegeben, so erfiillt sie wieder (H), so daB es aufgrund
von Satz 11.2.6 streng monotone stetige Funktionen &, f und g mit

A F(z,y) = h{f(@) + g(y))
(Z.0)ED(F)
gibt. Wie oben findet man dann wieder h = f = ¢. Natiirlich ist der Wertebereich von
h hier nicht mehr die Menge aller reellen Zahlen.

Auf diese Weise lassen sich noch weitere Funktionalgleichungen l6sen (vgl. F.
Rapé [144]). So zeigt man z. B., daB (iiber offenen Intervallen streng monotone und
stetige) bisymmetrische Operationen (vgl. Satz 4.2.10) die SchlieBungsbedingung
(T) von THoMmsEN erfiillen. Da (H) ein Spezialfall von (T) ist, 1a8t sich wieder Satz
11.2.6 anwenden, und man erhélt

A Fx,y) =h"Ye; - h(@) + co- hy) + ¢3)
(z.y)€D(F)

(h stetig und streng monoton). Unter den angegebenen Voraussetzungen ist damit
die Bisymmetriegleichung gelist. Hierin sind die bekannten Mittelwerte als Spezial-
fiille enthalten (vgl. die Beispiele 5.1.10.1).

11.2.7. Aufgaben

1. Im dritten Fall des Bewelstelles (11.2.4.2) von Satz 11. 2 3 auf S. 213 wurde behauptet, da
durch den dort Indukti B das P 2P . 29 = zP+9 fir alle
natiirlichen Zahlen p » und fiir alle negativen ganzen Zahlen ¢ bewiesen ist. Man beweise diese
Behauptung. (Hinweis: Vgl. den entsprechenden Beweis im ersten Fall.)
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2. Gegeben sei die Menge M = {a, b, ¢,d,¢}. In M wird durch folgende Strukturtafel eine
Operation - definiert:

ab c d e
a ab c d e
b be ac d
c cde b a
d da b e ¢
e ec dabd

\{an zeige, a) daB (M, ) eine Loop ist, b) daB es in (M, -) Elemente gibt, deren Links- und
inverse nicht

3. Man zeige, daB es fiir beliebige stetige und streng monotone Loeungen fi:R* >R und
fo: Ry* — R der Funktlonalglenehung /; f(z - y) = f(z) + f(y) eine reelle Zahl ¢ gibt mit

I,(z) =c- /,(z) (H\nwele Aus 8.3. mssen wir, daB die Logarithmusfunktionen alle stetige

dieser F hung und damit alle Skalenfunktionen der Multiplikation
reeller Zahlen sind. Bekanntlich (vgl. etwa R. BITTNER, D. ILsE, S. KuBIcEK und W. TiETZ
[23)) gilt fiir zwei beliebige Funktionen log,, log, (@ > 0,a + 1,b > 0,b =+ 1) die Beziehung

log, z = «logy x = ¢ logy 2.)

1
log, a



12.  Funktionale Charakterisierungen von Winkelfunktionen

12.1. Die Additions- und Subtraktionstheoreme der Sinus-
und Kosinusfunktionen

Zur Motivation der folgenden Untersuchungen kniipfen wir an die Ausfiihrungen in
Kapitel 6 an. Dort wurde festgestellt, daB zwar aus den Subtraktionstheoremen
(6.1.2) und (6.1.3) der ,,trigonometrische Pythagoras* (6.1.1), umgekehrt aus (6.1.1)
aber weder (6.1.2) noch (6.1.3) folgt. Zum Beweis dafiir wurde das Funktionenpaar
Ed

2
definiert war und dann auf die ganze Achse fortgesetzt wurde. Da fiir diese Funk-
tionen die Subtraktionstheoreme nicht gelten, kénnen sie mit den Funktionen sin
und cos nicht identisch sein. Das erkennt man aber z. B. auch schon daran, da8 die
trigonometrischen Funktionen sin und cos in ihren Extremstellen differenzierbar
sind, die Funktionen ¢ und ¢ aber nicht (die rechtsseitigen und linksseitigen Grenz-
werte der Differenzenquotienten existieren jeweils, sind aber nicht gleich).

Nimmt man zu den Eigenschaften a) bis g) und (6.0.1) noch die Forderung hinzu,
daB ¢ und ¢ iiberall differenzierbar sein sollen, so gibt es wieder Funktionen, die
diese Eigenschaften zwar besi die aber von den Sinus- und Kosinusfunktionen
verschieden sind. Das ist auch dann noch der Fall, wenn man dariiber hinaus Wende-
punkte in den Nullstellen, Konkavitit in den Intervallen [2kz, (2k 4 1) 2] (k € Z)
und Konvexitit in den Intervallen [(2k + 1) =, 2(k + 1) z] fiir s fordert.?) Alle
diese Funktionen, die mit den trigonometrischen Funktionen sin und cos also zahl-
reiche Eigenschaften gemeinsam haben und trotzdem mit diesen Funktionen nicht
identisch sind, erfiillen nicht die Additions- nnd Subtraktionstheoreme von sin und
cos. Das legt nun die Vermutung nahe, daB gerade diese Beziehungen fiir die trigo-
nometrischen Funktionen ,,typisch‘ sind. Inwieweit diese Vermutung zutrifft, wird
in 12.1. und 12.2. untersucht. Wir betrachten folgende Funktionalgleichungssysteme :

(s, c) mit s(z) := l/E z und c(x) 1= Vl _2 x benutzt, das zunichst fiir z € I[O,
F3 T

12.1.1. A 8(x — y) = 8(z) c(y) — s(y) c(x),
EXT

12.1.2, /\nc(x — y) = c(x) c(y) + () s(y)

L€

und

12.1.3. /\:(x + y) = 8(x) c(y) + s(y) c(),

z,p€l

1) Ausfithrliche Vergleiche dieser Art findet man in P. WiECHMANN [179]. Dariber hinaus
sei auf L. VIETORIS [176] verwiesen.
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12.1.4. A c(@ + y) = c(z) cly) — 8(z) s(y)
z,yeR

fiir Funktionens: R - Rundc: R — R.

Wir zeigen zunichst, daB die beiden Systeme nicht dquivalent sind.

a) Aus (12.1.1) und (12.1.2) folgen (12.1.3) und (12.1.4). Vertauscht man in den
Subtraktionstheoremen (12.1.1) und (12.1.2) z mit y, so erhilt man

12.1.5. Fiir alle Losungen s und ¢ von (12.1.1) und (12.1.2) gilt: s ist ungerade und
¢ ist gerade.
Es ist namlich

sy — z) = s(y) c(z) — s(2) e(y) = —(s(2) cly) — 8(y) ¢(z)) = — sz — ¥),

also 8(—z) = —s(z) fiir alle z € R und c(y — z) = c(y) c(z) + 8(y) s(z) = c(z — y)»
also ¢(—x) = c(z) fiir alle z € R.

Ersetzt man jetzt in (12.1.1) und (12.1.2) y durch —y, so folgen (12.1.3) und
(12.1.4).

b) Umgekehrt folgen (12.1.1) und (12.1.2) nicht aus (12.1.3) und (12.1.4). Zum
Beweis dieser Behauptung geben wir das Funktionenpaar (s, ¢) mit s(x) = «* sin bz,
c(x) =a* cosbx (@ >0, a =1, b & 0) an (vgl. O. PERRON [131]), von dem man
leicht zeigt, daB es (12.1.3) und (12.1.4) erfiillt, aber nicht (12.1.1) und (12.1.2).

Die Subtraktionstheoreme der Funktionen sin und cos sind also ,,stirker’‘ als
die Additionstheoreme. Deshalb benutzen wir zunichst die Gleichungen (12.1.1)
und (12.1.2) zur funktionalen Charakterisierung dieser Funktionen, geben dann
aber auch noch Charakterisierungen mit Hilfe der Additionstheoreme (12.1.3) und
(12.1.4) und mit Hilfe von Kombinationen aus (12.1.1) bis (12.1.4) an (vgl. auch
die Aufgaben 12.1.32.1 bis 12.1.32.5). In 12.2. werden wir nachweisen, daB man
dabei ohne eine zusitzliche Forderung zu diesen Gleichungen nicht auskommt. Im
vorliegenden Abschnitt wird dies die Differenzierbarkeit der Funktionen s und ¢
sein. Es geniigen aber auch schwichere Forderungen (vgl. 12.2.).

In diesem Zusammenhang sei auf eine Aufgabe im Mathematiklehrbuch der
Klasse 12 [114], S. 96, hingewiesen, in der die Schiiler aufgefordert werden, aus
den Additionstheoremen der Sinus- und Kosinusfunktionen deren Subtraktions-
theoreme herzuleiten. Die eben durchgefiihrten Betrachtungen zeigen, daB diese
Aufgabe nur unter Benutzung zusitzlicher Eigenschaften der betreffenden Funk-
tionen lésbar ist. (Die Schiiler kénnen die Geradheit bzw. die Ungeradheit der
Funktionen benutzen.)

Wie wir aus Aufgabe 6.2.1 wissen, sind das Additionstheorem

A flx + y) = f(=) - {y)
z,yeR

und das Subtraktionstheorem

A fo — y) =12

z,yeR ()]
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der Exponentialfunktionen zueinander équivalent. Dasselbe gilt fiir die Eigen-
schaften

A flx+y)=f@)+ fy) und A flxz—y)=flz)— Hy)
z,yeR z.y€R

der linearen Funktionen f mit f(z) =c¢-x (¢ € R) (vgl. Aufgabe 6.2.2). Das gilt
iibrigens allgemeiner fiir rationale Additions- und Subtraktionstheoreme (vgl.
A. Kvwacaxki [98], D. ILsE [75]).

12.1.6. Satz. Es gibt genau zwet nichtkonstante Funktionen s: R - Rund c: R — R,
die den Bedingungen (12.1.1) und (12.1.2) geniigen:
A sz — y) = s(z) c(y) — s(y) c(=),
zyeR
A e(z — y) = c(@) e(y) + s() s(y),
z, E
12.1.7. s und c sind fiir alle x € R differenzierbur,
12.1.8. §'(0) =« (a € R).

Beweis. Wir werden Funktionen s und ¢ konstruieren und dann noch zeigen,

daB sie mit den Sinus- und Kosinusfunktionen (den sogenannten ,,Kreisfunktionen‘‘
identisch sind. Zunéchst wird eine Anzahl von Eigenschaften bewiesen, die allein
aus den Subtraktionstheoremen (12.1.1) und (12.1.2) folgen. Mit (12.1.3), (12.1.4)
und (12.1.5) liegen solche Eigenschaften bereits vor. Weiterhin gilt
12.1.9. ¢(0) = 1 und s(0) = 0.
Dazu setzt manz = y = 0in (12.1.1) und (12.1.2): 5(0) = 5(0) ¢(0) — 5(0) ¢(0) = 0;
¢(0) = ¢(0)? + s(0)2%, also c(0) (l — c(O)) = 0. Damit gilt s(0) =0 und entweder
¢(0) = 0 oder ¢(0) = 1.

Aus ¢(0) = 0 erhilt man mit (12.1.2) firy = 0

c(z) = c(x) c(0) + s(z) $(0),
also ¢(z) = O fiir alle z € R. Damit ergibt sich aus (12.1.1) firy = 0

8(x) = 8(x) ¢(0) — 8(0) c(x) =0 fiiralle z¢€R.
Die beiden Funktionen s und ¢ mit s(x) = 0 und ¢(z) = 0 jeweils fiir alle z € R
sind zwar Lésungen von (12.1.1) und (12.1.2), aber konstant, so daB sie nach Vor-
aussetzung ausscheiden. Damit gilt (12.1.9).

Die Funktionen s und ¢ mit s(z) = 0 und ¢(z) = 1 jeweils fiir alle z € R sind ein
weiteres konstantes Losungspaar. Wegen (12.1.9) kann es keine weiteren konstan-
ten Losungspaare geben.

Mit (12.1.9) erhdlt man aus (12.1.2) fiir y = z, den sogenannten trigonometri-
schen Pythagoras:

12.1.10. A s(z)% + c(z)2 =1
zeR
und daraus

12.1.11. |[s(z)| < 1 und |e(z)| < 1fiirallex € R.
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Fiir y = z folgen aus (12.1.3) und (12.1.4) die sogenannten Doppelwinkelformein
12.1.12. /\ s(2x) 2s(z) c(x),

12.1.13. /\ c(2z) = ¢(2)? — 8(x)® = 2c(x)> — 1,
zeR

wobei die letzte Beziehung in (12.1.13) durch Einsetzen von (12.1.10) folgt.
Aus (12.1.4) und (12.1.2) folgt durch Subtraktion

A ez + y) — c(x — y) = —2s(x) 8(y).
z,yeR _ _
Tty ¥_ y, erhilt man dar-

Fiirr+y=iundz—y=y,also =xundx—

aus, wenn man anschlieBend noch Z bzw. 7 in z bzw. y umbenennt:

12114, A () — o(y) = —2s (’ + y) . (t - y)_
z,yeR

2 2
Entsprechend ergibt sich aus (12.1.3) und (12.1.1)

12.1.15. A s(z) — s(y) = 2¢ (’ + y) ¢ (u)
z.yeR 2 2

Analog leitet man ab:

l2114'/\c(z)+c(y)—2c( ;y) (";-”),

12.1.16. A (z) + s(y) = 2s ( z+ !/) . (x - u)
zyeR 2 2

Jetzt benutzen wir die Forderungen (12.1.7) und (12.1.8) aus Satz 12.1.6 und
bilden unter Verwendung von (12.1.15) fiir eine beliebige, aber fest gewihlte Zahl

z€R
2s i c ur:—!—i
, . s(x+h)—sx) . 2/ 2
&'(x) = lim = lim
h—>0 h h—0 h
(h)
‘\z
= lim -llmc(r-{- )
o b A0

¢ (%) 3
Wegen lim =¢'(0) = a und lime¢ (::; + ?) = ¢(x) (denn ¢ ist differenzier-

J— A0

bar, also stetig) gilt
12.1.16. A §'(z) = a - ¢(z).
zeR
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Ganz entsprechend schlieBt man auf
12.1.17. Ac'(x) = —a - 8(z).2)
zeR

Fiir a = 0 erhilt man s'(z) =0 und ¢'(x) = 0 fiir alle z € R. Also ist s(z) =¢,
und ¢(z) = ¢, fiir alle z € R. Damit sind wir auf konstante Funktionen gestoBen,
die aber ausgeschlossen wurden. Deshalb kénnen wir im folgenden stets @ & 0
voraussetzen.

Die Ergebnisse (12.1.16) und (12.1.17) beinhalten, da s und ¢ beliebig oft diffe-
renzierbar sind und daB fiir alle natiirlichen Zahlen » = 0

s(x) = (—1)" a®s(z), 8@ D(z) = (—1)" a®**1c(z),
c(zn)(x) = (—l)" aznc(x)’ 0(2"”)(::) = (_l)-«ﬂ aanls(x)
gilt.

Die Funktionen s und c¢ erfiillen fiir jede natiirliche Zahl » = 0 die Voraus-
setzungen des Taylorschen Satzes (vgl. ML Bd. 5, 3.3.3.). Die Folge der Rest-
glieder (R,) konvergiert in beiden Fillen gegen Null, was man mit (12.1.11) sofort
erkennt. Also werden die Funktionen s und ¢ durch ihre Taylorschen Reihen
dargestellt. Wegen s2(0) =0, s2""1)(0) = (—1)"a®**! (rn =0) und c2”(0)
= (—1)" a?, ¢?**1D(0) = 0 (n = 0) gilt

= (g e = gy 022
12.1.18. s(z) —.é;( 1) @ T 1) und ¢(x) —.é'o( 1) @)

fiir alle reellen Zahlen z.

Damit haben wir gezeigt: Es gibt hichstens ein nichtkonstantes Funktionen-
paar, das die Eigenschaften (12.1.1), (12.1.2), (12.1.7) und (12.1.8) aus Satz 12.1.6
besitzt. Alle bisher bewiesenen Aussagen gelten nur, wenn es solche Funktionen
iiberhaupt gibt.

Nun stellt man mit Hilfe des Quotientenkriteriums leicht fest, daB die Potenz-
reihen (12.1.18) fiir alle z € R absolut konvergieren. Also sind die durch diese
Reihen gegebenen Funktionen s und c fiir alle reellen Zahlen definiert und diffe-
renzierbar, und es gilt §'(0) = a. Es bleibt noch nachzuweisen, daB diese Funktio-
nen auch die Subtraktionstheoreme (12.1.1) und (12.1.2) erfiillen. Das kann man
mit bekannten Regeln iiber das Rechnen mit Potenzreihen beweisen (vgl. z. B.
K. KNopp [89]). Wir geben hier einen anderen Beweis an (vgl. J. D. MaxNcILL

[111)).
Durch Differentiation der Potenzreihen (12.1.18) findet man zunichst s'(z)
=a-¢(z) und ¢'(x) = —a - 8(z). Bildet man die Hilfsfunktionen g,: R —~ R und
g2: R—> R mit
9i(@) 1= s(z — y) — (8(2) e(y) — (=) 3(y))
und

9(2) 1= oz — y) — (c(x) e(y) + 5(2) 5(¥)),

1) Die Subtraktionstheoreme bewirken also, da8 aus der Differenzierbarkeit der Losung &
von (12.1.1) und (12.1.2) an der Stelle 0 die Differenzierbarkeit beider Losungen fiir jedes
z € R folgt.
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wobei y beliebig, aber fest gewihlt sei, und differenziert die Funktion g: R —~ R
mit g(z) : = g;()* + ga(x)? so erhilt man

g'(2) = 201(2) - @ - ga(x) — 2g5(2) - @ - gy(x) = 0

fiir alle z. Daraus folgt g(z) = ¢, (¢, € R). Wegen g(0) = 0 ist g(z) = 0 und damit
auch g,(x) = 0 = gy() fiir alle z € R. Das bedeutet aber, daB die Funktionen s und
¢ die Gleichungen (12.1.1) und (12.1.2) erfiillen. Damit ist Satz 12.1.6 bewiesen.?)

Wir haben die Funktionen s und ¢ rein analytisch definiert und wollen jetzt
noch zeigen, daB sie mit den im Mathematikunterricht aufgrund von geometrischen
Uberlegungen eingefiihrten Funktionen sin und cos identisch sind. Bei di geo-
metrischen Betrachtungen wird im Unterricht eine Reihe von Begriffen (wie
Winkelma8 und Bogenlinge) anschaulich benutzt, deren exakte Behandlung
einen nicht unerheblichen Aufwand mit sich bringt.

Da s und ¢ den Subtraktionstheoremen (12.1.1) und (12.1.2) geniigen, besitzen
diese Funktionen alle daraus folgenden Eigenschaften. Fiir die Identifizierung
dieser Funktionen mit den ,,Kreisfunktionen* sin und cos beweisen wir dariiber
hinaus noch einige weitere Eigenschaften.

12.1.19. Die Funktion c besitzt eine kleinste positive Nullstelle.
Zuniichst zeigen wir, daB ¢ iiberhaupt eine positive Nullstelle hat und betrach-
ten dazu die Zahl ¢ 3 , wobei a = §'(0) = lim ‘%h) ist. Wir kénnen a =+ 0 vor-
a

A0
aussetzen. Es sei @ > 0. Wir erhalten aus (12.1.18)

“(2)-1-G-5)-G-5)-

2k 2k+2 8
Nun ist l:;—(k_+2_)' > 0 fiir alle k¥ € N*. Fiir £ =1 ist das wegen 2 >-6—
2% Qk+2
richtig. Aus i ey Fro ———— erhilt man durch Multiplikation mit 2
2#*1 2!'*8

T> (lc+2)!'

Wegen —— > 0 folgt weiterhin

k + 1 k + 3
2kél 1 2&*! 2k*8 1 2*%3
T EFL G+ ke k3 (it )

fiir jede natiirliche Zahl k& = 1.

1) Von der in Satz 12.1.6 geforderten Differenzierbarkeit wurde nur die Stetigkeit der Funk-
tionen s und ¢ benutzt und die Differenzierbarkeit der Funktion s an der Stelle 0. Auch das li8t
sich weiter abschwiichen (vgl. 12.2.).
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Damit ist

2 22 24 1 2
- —(===)=—== it - .
c(a)<l (2! 4!) 3’ e,soc(a)<0
Da c differenzierbar, also insbesondere stetig ist, gibt es wegen ¢(0) =1 > 0 und

c (z < 0 eine reelle Zahl z, mit ¢(z,) =0 und 0 < z, < 3 Fiir den Fall, daB
a a

a < 0 ist, folgt ¢(—x,) = 0 aus der Geradheit von ¢ (siehe (12.1.5)).

Hitte ¢ keine kleinste positive Nullstelle, dann gibe es eine Folge (w,) mit
w, > 0 fiir alle » € N, lim w, = 0 und ¢(w,) = O fiir alle » € N. Daraus wiirde
lim ¢(w,) = 0 folgen. Dann miiBte aber wegen der Stetigkeit von ¢ auch ¢(0) = 0
n—r00
gelten; das steht aber im Widerspruch zu (12.1.9).

Es gibt also eine kleinste positive Nullstelle der Funktion ¢, die im folgenden
mit w bezeichnet wird.

12.1.20. Die Funktionen s und ¢ sind periodisch und besitzen die primitive Periode
4wld)

Wegen c(w) = 0 folgt aus (12.1.10), daB entweder s(w) = 1 oder s(w) = —1
gilt.

Fall 1. s(w) = 1.

Wir benutzen die Additionstheoreme (12.1.3) und (12.1.4). Dann gilt der Reihe
nach

12.1.21. A s(x + w) = s(x) c(w) + s(w) c(x) = ¢(x),
zeR

[

12.1.22. A s(x -~ 2w) = s{(z + w) + w) = c(x + w) = ¢(z) c(w) — 5(x) s(w)
zeR

= —8(x),
12.1.23. As(x + 3w) = —s(x + w) = —c(x),
zeR

12.1.24. A s(z + 4w) = s((z + 2w) + 2w) = —s(z + 2w) = s(z),
zeR
12.1.25. A c(x + w) = ¢(x) c(w) — s(x) 8(w) = —s(x),
zeR
12.1.26. Ac(z + 2w) = —s(z + w) = —c(x),
zeR
12.1.27. Ac(z + 3w) = —c(z + w) = s(z),
zeR
12.1.28. Ac(z + 4w) = s8(x + w) = ¢(z).
zeR
Die Zahl 4w ist also eine Periode der Funktionen ¢ und c; die Gleichungen (12.1.21)

1) Zur Orientierung sei daran erinnert daB die Funktion /: R —> R mit f(z) = cos az die

kleinste posltlve I\ullstelle w = — besitzt (@ > 0). Dann ist cos — < 0 wegen — << 4
2 on 2a 2a 2a
=—< —, und —_——— xat primitive Periode von f.
a 2a
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bis (12.1.28) werden auch ,,Quadrantenbeziehungen genannt (vgl. etwa R.
BrrrxER, D. ILsk, S. KusicEk und W. TiETZ [23]).

Beide Funktionen miissen eine kleinste positive Periode besitzen. Gibe es nim-
lich zu jeder positiven Periode eine noch kleinere positive, so wiirde daraus, zu-
sammen mit der Stetigkeit, folgen, daB beide Funktionen konstant sind. Nimmt
man z. B. die Existenz einer reellen Zahl z, an mit z, > 0 und s(z,) = b = 0, so
konnte man ja zu jeder Umgebung U(0) der Zahl 0 eine Periode w, und eine natiir-
liche Zahl k derart angeben, daB 2, — k- w, € U(0) ist und s(z, — k - w,) = b.
Wegen der Stetigkeit von s wire dann auch s(0) = b im Widerspruch zu (12.1.9).
Also bleibt nur s(z) = 0 fiir alle € R. Die konstanten Losungen hatten wir aber
ausgeschlossen.

Wegen (12.1.21) haben s und ¢ die gleiche primitive Periode. Wir zeigen, da8
dies die Zahl 4w ist. Dazu nehmen wir an, daB es eine Zahl p < 4w gibe, die pri-
mitive Periode von s und ¢ ist. Wegen (12.1.9) wire dann s(p) = $(0) = 0 und

2 2
¢(p) = ¢(0) = 1. Aus (12.1.13) und (12.1.10) folgten ¢(p) =¢ (%-) -8 (—121) und
2 2
.s(%)2+ c (%) = 1. Hieraus ergibe sich c(-:—) =1 und daraus wiederum mit

2

(12.1.10) s (%)-= 0, also s (12’-) = 0. Wiire nun ¢ (%) = 1, so miifite

ANe (a: + -g) =¢(x) ¢ (%) — () s (%) = ¢(x)

zeR
gelten. Das steht im Widerspruch dazu, daB p primitive Periode sein sollte. Wire

2 2
¢ % = —1, 50 wiirde aus (12.1.13) ¢ (%) = c(%) — ({i) = —1und (12.1.10)

2 2 2
c (%) T+ 3(%’-) =1 folgen, so daB ¢ 1’4—) =0 wire und damit ¢ -1—’ =0. Da
nun 0 < % < w ist, steht dieses Ergebnis im Widerspruch dazu, daB w kleinste

positive Nullstelle von ¢ ist. Damit ist also 4w tatsichlich primitive Periode von
sund c.

Fall 2: s(w) = —1. (Der Beweis erfolgt analog zum ersten Fall.)

Jetzt kann die angestrebte Interpretation der Funktionen s und ¢ vorgenommen
werden (vgl. J. D. Ma~ciLL [111), K. KNorp [89]). Wegen (12.1.5) und der eben
bewiesenen Periodizitdt dieser Funktionen geniigt es, diese Interpretation im

Intervall [0, 4w[ durchzufithren und sich dabei auf den Fall 0 < a =lim %h)

zu bechrénken. Ao
In der euklidischen Ebene sei ein rechtwinkliges kartesisches Koordinaten-
system gegeben. Wir betrachten den Kreis, dessen Mittelpunkt im Koordinaten-

ursprung liegt und dessen Radius r = 1 ist. Er hat die Gleichung
u

12.1.29, 2% + 42 = l,
a
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Wir behaupten, daB dieser Kreis die Parameterdarstellung

12.1.30. = = 1 ce(t), y = 1. s(fymit 0 = ¢t < 4w
besitzt. * ‘

Wegen 22 + 3% = al_z (c(® + s(?) =‘% liegen alle durch (12.1.30) gegebenenl
Punkte (z, y) auf dem Kreis (12.1.29). Umgekehrt gibt es aber auch fiir jeden
Punkt (z, y) des Kreises genau ein ¢, so daB 2 = % ce(tyund y = —:: - 8(¢) gilt.

Wir zeigen zunéchst, de die Funktionen ¢ und s in [0, w]) streng monoton fallend
bzw. streng monoton wachsend sind. Aus der Stetigkeit von ¢, aus ¢(0) = 1 und
daraus, daB w kleinste positive Nullstelle von c ist, folgt ¢(x) > O fiir alle  mit
0 <z < w. Wegen §'(z) = a - ¢(z) ist dann ¢’ in diesem Intervall positiv, also &
selbst streng monoton wachsend (fiir @ > 0ist damit s(w) = 1). Dac'(z) = —a - §(2)
gilt, ist ¢’ in dem betrachteten Intervall negativ und damit ¢ selbst streng monoton
fallend (vgl. MfL Bd. 5, 3.1.4.). Also gibt es zu jedem Kreispunkt (z, y) im ersten

Quadranten (a: € ”:l, 0]], y € I]:O,l:l]) genau ein ¢ € [0, w], so daB z =l- c(t)
a a a
und y = 1 - 8(¢) gilt. Aufgrund der Quadrantenbeziehungen (12.1.21) bis (12.1.28)
a

gibt es dann auch fiir jeden Punkt des Kreises im zweiten Quadranten genau ein
t € [w, 2w], fiir jeden Punkt aus dem dritten bzw. vierten Quadranten genau

ein ¢ € [2w, 3w] bzw. genau ein ¢ € [3w, 4w] mit z = 1 ce(t)und y = —1— - 8(¢).
Anschaulich heiBt das: Durchlauft ¢ das Intervall [0, 4w[, so durchléuft der zuge-
hérige Punkt (z, ), in (—1—,0) beginnend, im mathematisch positiven Sinn den

Kreis (12.1.29) genau einmal.
Dariiber hinaus besteht zwischen dem Parameter t und den Punkten (z, y) des
Kreises folgender Zusammenhang:

2.1.31. Der Kreisbogen vom Punkt (— ) bis zum Punkt (l oT), lus(T))
hat die Liinge 7. a @
Bezeichnet man namlich die Léinge dieses Bogens mit , so gilt (vgl. MfL Bd. 5’

[ EET

Mit (12.1.16) und (12.1.17) ergibt sich

da

———(—a () = —s(t), &

Y1) =
= —(a-c) =t
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und daraus wegen (12.1.10)
T

T
1= j Vst + c(t)? dt = j 1dt =T (siche Abb. 60).
0 [

Speziell fiir T = 4w ergibt sich ! = 4w = 2—1 weil 2ar = 2 der Umfang des
a

Kreises ist. Ist auBerdem ¢ = 1, so wird 4w = 27 und w = — (da,s ist bekanntlich
die kleinste positive Nullstelle der Funktion cos).

Es sei nun ein beliebiges WinkelmaB gegeben. Bei dieser Messung sei s das MaB
des gestreckten Winkels und «, das eines beliebigen Winkels. Dann gilt (siche

Abb.61) 22, dh o =27 Wahle man jetst « =2, also 1 -1
k4 8 a

:|a

= i, so wird a, = 7. Geht man also zu diesem Kreis iiber, so ist «, das MaB des
=

Bogens T (in Lingeneinheiten mit dem —-ten Teil des Radius als Einheit!)). Ist

belspnelswense fiir ¢ = 180° das MaB eines Winkels x5 = 2°, 80 gilt also

- 180° .
o 4 180 x,undfura_—wwd.r =1z

y
(Lc(t), Ls(t) P
A\
(310’ &S %,0)
K i

x

..

~—

Abb. 60 Abb. 61

Im Kreis mit r = > gilt nach Definition der Sinus- und Kosinusfunktionen

R

(siehe Abb. 61) sin «, _l=£~y und cos a, —i=ﬁ-x, also y=£-sin Ay
r 8 ] B

und x» = L. COB . Andererseits war y = l -s(t)und z = l - ¢(t), also in diesem
n a a
Kreis y = — - s(¢) und z = — - ¢(f). Wir erhalten durch Vergleich die angestrebte
n n

Identifizierung s(¢) = sin &, und ¢(t) = cos «,.
Unsere Betrachtungen vor Satz 12.1.6 haben gezeigt, daB die Sinus- und Kosi-
nusfunktionen nicht als differenzierbare Losungen ihrer Additionstheoreme cha-

1) Diese Einheit ist gleich dem 2s-ten Teil des Kreisumfangs, und das ist -2—:5 =

Ao |«
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rakterisiert werden kénnen. Nun kann man zeigen, dafl die Funktionen s: R — R
und ¢: R — R mit s(z) = a sin bz und ¢(z) = a* cos bz (@ > 0) (neben den Funk-
tionen s und ¢ mit s(x) = 0 und ¢(x) = O fiir alle = € R) die einzigen differenzier-
baren Lésungen der Additionstheoreme sind (vgl. etwa D. ILSE [78]). Das legt die
Vermutung nahe, daB man eine Charakterisierung der Winkelfunktionen sin und
cos erhilt, wenn man noch eine Zusatzforderung stellt, durch die |s(x)] < 1 und
le(x)] < 1 fiir alle Argumente erreicht wird. Das ist in der Tat der Fall und wird
z. B. durch (12.1.10) gesichert. Andere derartige Zusatzforderungen, die dasselbe
leisten, sind z. B. A ¢(—z) = ¢(x) (denn ¢ mit ¢(z) = aZ cos bz ist fiir @ = 1 nicht
zeR

c(z) — 1
x

gerade) oder lim =0 (denn fiir ¢ mit ¢(z) = a* cos bz gilt lim f(l)_—l
z—0 =0

=Ina 0, wenna =+ 1).

Weitere Charakterisierungsmoglichkeiten erhdlt man z. B. durch geeignete
Kombinationen eines Additions- oder Subtraktionstheorems mit anderen Eigen-
schaften (vgl. L. ViETORIS [176], P. WIECHMANN [179)).

Auf Charakterisierungen durch Differentialgleichungen gehen wir hier nicht
ein. Es sei nur erwiihnt, daB in M. BARNER [19] eine Charakterisierung mit Hilfe

der Beziehungen (12.1.16) und (12.1.17) (fiir @ = 1) vorgenommen wird.

12.1.82. Aufgaben

1. Durch Angabe geeigneter Funktionen sind die folgenden Aussagen iiber die Additi bzw.
Subtraktionstheoreme (12.1.1), (12.1.2), (12.1.3) und (12.1.4) zu beweisen:

a) Jedes der Systeme ((12.1.1), (12.1.3)), ((12.1.3), (12.1.4)) und ((12.1.1), (12.1.4)) ist unab-
hingig.

b) Aus keinem der in a) angegebenen Systeme folgt (12.1.2).

¢) (12.1.3) ist unabhingig von dem System ((12.1.1), (12.1.4)).

d) (12.1.1) ist bhiingig von dem System ((12.1.3), (12.1.4)).

e) (12.1.4) ist unabhingig von dem System ((12.1.1), (12.1.3)).

f) Aus der Giltigkeit von (12.1.3) und der Geradheit von ¢ folgt nicht die Giltigkeit von
(12.1.4).

8) Aus der Giltigkeit von (12.1.4) und der Ungeradheit von s folgt nicht die Giltigkeit von
(12.1.3).

2. Man zeige:
a) Fir jede Losung (s, ¢) mit s: R > Rund ¢: R - R von (12.1.1) gilt: s ist ungerade.

b) Jede Lésung (s, ¢) mit s: R — R und ¢: R — R von (12.1.3), bei der s ungerade ist, ist auch
Lésung von (12.1.1).

¢) Jede Losung (s, ¢) mit s: R - R und ¢: R — R von (12.1.3), bei der ¢ gerade ist, ist auch
Lésung von (12.1.1).

d) Jede Lésung (s, ¢) mit s: R — R und ¢: R - R von (12.1.4), bei der s ungerade ist, ist auch
Lésung von (12.1.1).

e) Jede Losung (s, ¢) mit 8: R — R und c¢: R — R von (12.1.4), bei der ¢ gerade ist, ist auch
Lésung von (12.1.2).

3. Man zeige:

a) Die Systeme ((12.1.2), (12.1.3)), ((12.1.1), (12.1.2)) und ((12.1.2), (12.1.4)) sind dquivalent.
b) (12.1.2) ist dquivalent dem System ((12.1.1), (12.1.3), (12.1.4)).
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4. Man zeige: (s, ¢) mit s: R — R und ¢: R — R ist genau dann eine Losung von (12.1.2), wenn
es die folgenden Bedingungen erfiillt: .
a) (12.1.1), c ist gerade, /\Rc(O) = c(z) ¢(—=) — s(2) 8(—x),

ze

ez — y) = ¢(z) c(y) fiir alle z, y mit s(r) = s(y) = 0.
b) (12.1.1), (12.1.10), c ist gerade fir alle z mit s(x) = 0,
c(z — y) = c(x) c(y) fiir alle z, y mit s(2) = s(y) = 0.

c) (12.1.3), As(x)® = L (1 — ¢(22)), Ae(x)? = L (1 + e(22)).
zeR 2 2R 2
d) (12.1.4), (12.1.10).

5. Man beweise: Die Funktionen s: R — R und ¢: R — R mit s(2) = sin az und ¢(z) = cos az

(e = 0) sind die einzigen nichtkonstanten Funktionen, fiir die folgende Bedingungen gelten:

(12.1.3), (12.1.4), (12.1.10), s und ¢ sind fiir alle 2 € R differenzierbar, §'(0) = a. (Hinweis:

Wenn der Reihe nach bewiesen wird: s und ¢ haben keine gemeinsamen Nullstellen; ¢(0) = 1,

3(0) =0; A s(x + k) — 8(z) =258 (L)c (z - l) und A ¢(z + k) — ¢(z) = —%(i)c(x+ l).
z.heR 2 2/ zaeR 2 2

s ist ungerade; 8'(x) = a - ¢(), ¢'(x) = —a - 8(), ergibt sich ein AnschluB an Satz 12.1.6.)

12.2.  Aquivalente Regularititsforderungen bei der funktionalen
Charakterisierung der Sinus- und Kosinusfunktionen

In 12.1. haben wir bewiesen, daB die Sinus- und Kosinusfunktionen die einzigen
(nichtkonstanten) differenzierbaren T.osungen ihrer Subtraktionstheoreme sind.
Wir haben aber auch gesehen, daB die beiden Subtraktionstheoreme gleichwertig
ersetzt werden konnen. (In Aufgabe 12.1.32.5 z. B. durch die Additionstheoreme
dieser Funktionen und die Eigenschaft A s(x)? + ¢(z)* = 1.) Es gibt noch eine

el

ganze Reihe weiterer zu den Subtraktionstheoremen iquivalenter Gleichungs-
systeme (sieche P. WIECHMANN [179], woraus auch einige der Aufgaben 12.1.32
entnommen sind). Es sei noch erwihnt, da von den in 12.1. betrachteten
Gleichungen (12.1.1) bis (12.1.4), die von vielen Autoren untersucht worden sind
(weitere Literaturangaben findet man in J. Aczfr [3], [56]), das Subtraktions-
theorem (12.1.2) in dem Sinne ,,am stirksten‘‘ ist, daB es im wesentlichen allein
schon ausreicht, die Sinus- und Kosinusfunktionen zu charakterisieren (vgl.
etwa H. E. VaugHAN [175], S. I. NovoseLov [126]).

Wie wir aus 12.1. wissen, leisten dies die Additionstheoreme (12.1.3) und (12.1.4)
nicht. Auch das Subtraktionstheorem (12.1.1) hat noch andere differenzierbare
Losungen, wie das Paar (s, ¢) mit s(z) = z und ¢(z) = « + 1 fiir alle reellen Zahlen
x zeigt (vgl. P. WIECHEMANN [179)).

Nach den Untersuchungen iiber die Aquivalenz von Funktionalgleichungs-
systemen bei der Charakterisierung von Winkelfunktionen (auf die wir in 12.3.
noch einmal zuriickkommen werden), wollen wir jetzt ein solches System fest-
halten, z. B. die beiden Subtraktionstheoreme, und nach Eigenschaften fragen,
die zur Differenzierbarkeit dquivalent sind. Diese Frage wird einmal durch ent-
sprechende Untersuchungen bei der Charakterisierung anderer elementarer Funk-
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tionen in den Kapiteln 7 und 8 nahegelegt, zum anderen aber auch durch die Tat-
sache, daB fiir den Beweis von Satz 12.1.6 von der fiir s und ¢ geforderten Differen-
zierbarkeit nur die Stetigkeit beider Funktionen und die Differenzierbarkeit der
Funktion ¢ an der Stelle 0 gebraucht wurde. Vielleicht geniigt noch weniger?

Zunéchst iiberzeugen wir uns, daB man nicht ohne eine zusitzliche Forderung
zu den Subtraktionstheoremen auskommt. Diese Gleichungen haben nimlich auch
unstetige Losungen, die in dem Sinne ,,total unstetig* sind, daB ihre Graphen den
Streifen B = {(z,y):2 € RA —1 < y < 1} der x,y-Ebene dicht bedecken. Zum
Beweis dieser Behauptung betrachten wir das fiir alle reellen Zahlen definierte
Funktionenpaar (s, ¢) mit s(x) = sin (f(z)), ¢(x) = cos (/(x)), wobei f eine beliebige
unstetige Lésung der Cauchyschen Funktionalgleichung

A flx + y) = f@) + /()
zyeR
ist. Fiir jede Losung dieser Funktionalgleichung gilt

A flx — y) = (=) — f(y).
z,yeR .

Das folgt aus f(z + (—x)) = f(0) = f(z) + /(—x); damit ist A f(—z) = —f(x).
Also gilt fiir ¢ und ¢ zeR

’l.s"‘ (H= — ) = sin (f(z) — f(y))
' = sin (f(2)) - cos (/(y)) — sin (/(3)) - cos (/(z)),

und das ist (12.1.1). Entsprechend gilt auch (12.1.2). Weiterhin sind die Funktio -
nen s und ¢ unstetig und bedecken aufierdem den Streifen B dicht. Ist namlich
(%o, Yo) € B beliebig gewihlt, dann gibt es ein x, € R, so daB y, = sin , ist. Wegen
der Stetigkeit der Funktion sin gibt es zu jedem & > 0 ein 6 > 0, so daB fiir jedes
z gilt: Wenn [z — 2] < 4, 80 [sin £ — yo| < &. Nach 7.2. bedecken die Graphen der
unstetigen Losungen der Cauchyschen Grundgleichung die Ebene dicht. Ins-
besondere gibt es in jeder Umgebung von x, Zahlen Z derart, daB [f(Z) — z,| < &
gilt. Dann ist aber auch sin (/(Z)) — %| < ¢. Entsprechendes gilt fiir die Funk-
tion ¢.

Man kann zeigen, daB alle Losungen (c, s) der Gleichung (12.1.2) von der Form
c(x) = cos (/(z)) und s(z) = sin (/(x)) sind, wobei f Losung der Kongruenz

A f(z + y) = f(z) + (y) (mod 27)
z,yeR

ist (vgl. J. G. vax pER CorPUT [36]).

Jede Forderung an die Lésungen von ((12.1.1), (12.1.2)), die (anschaulich ge-
sprochen) verhindert, daB die Graphen der Funktionen in B dicht liegen, sichert
also deren Stetigkeit.

Im folgenden Satz werden einige derartige Forderungen, die man auch als Regu-
laritétsforderungen bezeichnet, zusammengestellt und deren Aquivalenz bewiesen
(vgl. auch M. Krarrr [91], E. HopF [69], E. GRUHLKE [63]).
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12.2.1. Satz. Fiir alle nichtk Liosungen s: R — R und c: R — R der Funk-
tionalgleichungen (12.1.1) und (12.1.2)

A s(x — y) = s(x) (y) — 8(y) e(x),
zyeR

A c(x — y) = c(z) c(y) + 8(x) s(y)
zyeR
sind folgende Eigenschaften iiquivalent:
(1) Es bt etn Inlervall [0, ai[ (@, € R,*), in dem die Funktion c streng monoton
fallend wst.
(2) Es gibt ein Intervall [0, u[ (a; € R,¥), in dem die Funktion ¢ monoton fallend
ist.
(3) Es gibt ein Intervall [0, as[ (a3 € R,*), in dem die Funktion s streng monoton
8L,
(4) Es gibt ein Intervall [0, a,[[ (a, € R.*), in dem die Funktion s monoton ist.
(8) Es gibt ein Intervall [0, as[ (as € R.*), in dem s nicht das " orzeu‘hen wechselt.
(6) Die Funktion s ist an der Stelle O stetig.
(7) Die Funktion s ist an der Stelle O rechtsseitig stetig.
(8) Es gibt eine Stelle 2, € R, an der s rechtsseitig stetig ist.
(9) Die Funktion ¢ ist an der Stelle O stetig.
(10) Die Funktion c ist fiir alle x € R stetig.
(11) Die Funktion s ist an der Stelle O differenzierbar.
(12) Die Funktion s ist fiir jedes x € R differenzierbar.
(13) Die Funktionen s und ¢ sind fiir alle x € R differenzierbar.

Zum Beweis benutzen wir Ideen aus H. E. VaveHAX [175), E. GRUHLKE [63).
Wir zeigen, daB (2) aus (1) folgt, (3) aus (2) folgt usw. und schlieBlich (1) aus (13)
folgt. Dabei konnen wir die in 12.1. allein aus (12.1.1) und (12.1.2) (also ohne Regu-
larititsforderung) abgeleiteten Eig haften (12.1.3), (12.1.4), (12.1.5), (12.1.9)
bis (12.1.15’) von & und ¢ benutzen, Wir zeigen zunichst:

12.2.2, Aus (12.1.1) und (12.1.2) folgt: Wenn lim ¢(z) existiert, so ist s an der
Stelle 0 stetig. =0+

Ersetzt man in der Gleichung (12.1.3) z durch 2z und y durch x und beachtet

(12.1.12)‘?‘3(21) = 25(x) ¢(x) und (12.1.13)“/: ¢(2x) = 2¢(x)® — 1, so erhilt man

12.2.3. /\ 0(32) = 8(x) (4e(2)? — 1).

Es sei mm hm c(:c) = g. Fiir diese Zahl g gilt wegen (12.1.13) g = 2¢> — 1, also

g=—= oderg = 1. Fiirg = —l ergibt sich aus (12.2.3) und (12.1.11) lim &(3z)
20+

=0. Andererselts folgt aber nun aus (12.1. 10), llm s(x)2 = %, so daB der Fall

1
g = —— nicht eintreten kann. Fiir g =1 erha]t man aus (12.1.10) lim s(z)?
2 =0+
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= llm (l — ¢(x)?)) =0, also auch lim s(z) = 0. Wegen {12.1. 5) A s( z) = —8(x)

0+
gllt dann lim s(x) = 0, so daB wegen (12.1.9) s(0) = O die Funktlon s an der Stelle 0
stetig ist. =0

Wir kommen nun zum Beweis der Implikationskette.

(1) = (2). (2) ist eine unmittelbare Folge aus (1).

(2) = (3). Es sei (s, c) eine Lésung von ((12.1.1), (12.1.2)) und ¢ im Intervall
[0, «,[ monoton fallend. Es ist zu zeigen, daB es dann ein Intervall [0, as[ gibt, in
dem s streng monoton ist.}) Zunichst zeigen wir

a) Es gibt eine rechtsseitige Umgebung [0, «,’[ von 0, in der s nicht das Vor-
zeichen wechselt.

b) Es gibt eine rechtsseitige Umgebung J0, a,”[ von 0, in der 0 < ¢(x) < 1ist.

Zu a). Wiirde s in jeder rechtsseitigen Umgebung von 0 das Vorzeichen wech-
seln, so gibe es Zahlen e, / € [0, «;[ mit e — /, e + f € [0, a,[ und s(e) s(f) < 0.
Damit wiirde man aus (12.1.2) c(e — f) = c(e) ¢(f) + s(e) 8(f) und (12.1.4) c(e + f)
= c(e) c(f) — s(e) s(f) die Ungleichung c(e — f) < c(e) ¢(f) < c(e + f) erhalten.
Das steht aber im Widerspruch zu (2).

Zu b). Wenn ¢ in [0, a,[ monoton fallend ist, gibt es eine Zahl «,”" > 0 mit
¢(ay’’) > 0. Gibe es namlich eine solche Zahl a,”” nicht, so wire ¢(z) < 0 in einem
Intervall O, @,[. Wir wihlen wieder Zahlen e, f € Jj0, @, mite — /, ¢ + f € JO, @,[.
Dann folgt, wieder aus (12.1.2) und (12.1.4), daB s(e) 8(f) < 0 und s(e) s(f) = 0,
also s(e) s(f) = O gelten wiirde. Es sei 0. B. d. A. s(¢) = 0. Das hiitte c(e — /) =0
= ¢(e + f) zur Folge. Da ¢ monoton fallend ist, wire c(e) = O fiir alle x € e —

e + /], also auch c(¢) =0 und damit c(0) = c(e — e) = c(e) c(e) + s(e) s(e) =0
im Widerspruch zu (12.1.9) ¢(0) = 1. Wegen der Monotonie von ¢ ist ¢(z) > 0 fiir
alle x € [0, «,”’[. Es gilt aber auch ¢(z) < 1 fiir alle z € ]j0, a,”[. Anderenfalls
miiBte es wegen des monotonen Fallens von ¢ ein z, geben mit 0 < x, < a,”” und
¢(x) =1 fiir alle z € [0, z,[. Da die konstante Lésung ¢ mit ¢(x) =1 fiir alle
x € R ausgeschlossen ist, gibt es ein 2, > 0 mit ¢(x;) = 1 und §(z;) & 0 wegen

()% + 8(x,)2 = 1. Dann ist auch ¢ 2) 41 Aus ¢ (ﬂ =1 wiirde niamlich
2 2
8 1) — 0 und daraus wegen (12.1. 1‘3) c(xy) = c(% — .s(x—2') = 1 folgen. Also

gibt es ein & € N mit 2— <z und ¢ % 1 im Widerspruch zur Annahme, da

c(x) = 1 fiir alle z € [0, z,[ gilt. Damlt ist b) bewiesen.

Es sei nun a;:= min(a,’, a,”’). Dann gilt also 0 < ¢(z) < 1 fiir alle x € J0, a,[
und wegen (12.1.10) s(z) = O fiir alle x € JO, ay[. Da ¢ in J0, a,[ nicht das Vor-
zeichen wechselt, gilt also entweder s(x) > 0 oder s(z) < O in diesem Intervall.
Jetzt konnen wir zeigen, daB s in [0, as[[ streng monoton ist.

1) Die Funktion s kann in einer geeigneten rechtssemgen Umgebung von 0 streng monoton
wachsend, aber auch streng monoton fallend sein. Das hiingt von der Zahl a = '(0) ab, die
positiv oder negativ sein kann. Darauf haben die ang 8 b Vor gen aber keinen

EinfluB. Aus der Ungeradheit der Sinusfunktion folgt sin ((—a) ) = —sin az fiir @ > 0. Fir
a>0ists t hsend, fiira < 0 ton fallend.
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Es seien namlich e, f € [0, a,[ beliebig mit e < fund f — ¢, f + ¢ € [0, as[[ ge-
geben. Dann ist nach (12.1.15) s(f) — s(e) = 2¢ (/ -'2- e) 8 (’ ;e)’ also (/) — s(e)
> 0, wenn $(x) > 0 ist fiir alle z € J0, a,[ und s(f) — s(e) < 0, wenn s(z) < O fiir
alle x € JO, a,[ ist. In jedem Fall ist ¢ in [0, a, streng monoton.

(3) = (4). (4) ist eine unmittelbare Folge von (3).

(4) = (8). Nach Voraussetzung ist s in einem Intervall [[0, a,[ monoton. Wenn s
monoton wachsend ist, so konnen wegen (12.1.9) s(0) = 0 keine negativen Funk-
tionswerte von s in [[0, a,[ auftreten. Wenn s monoton fallend ist, so kénnen aus
dem gleichen Grund keine positiven Funktionswerte von s in [0, a,[ auftreten. In
beiden Fillen gibt es also keinen Vorzeich hsel in [0, ,[.

(5) = (8). Die Funktion s mége also in einem Intervall [0, as[ nicht das Vor-
zeichen wechseln. Wir wihlen beliebige Zahlen e, f € [0, as[ mit 0 < e </ < «s.

1= / te < as. Damit folgt aus (12.1.14)
e(f) —cle) = —23(/ 2‘ e)a(/ ; e)’ daB ¢(f) — c(e) < O ist. Also ist ¢ in [0, as]
monoton fallend. Wenn nun (z,) eine monoton fallende Nullfolge ist, dann ist
(c(x,)) eine monoton wachsende Folge, die wegen (12.1. ll) /\ |r(:c)| < 1 auch be-

schrinkt ist, also konvergiert, d. h. lim ¢(z) existiert. Damus folgt nach (12.2.2),
daB s an der Stelle 0 stetig ist. =0t

(6) = (7). (7) ist eine unmittelbare Folge von (6).

(7) = (8). (8) ist eine unmittelbare Folge von (7).

(8) = (9). Es sei s in z, rechtsseitig stetig. Falls s(x,) = 0ist, so folgt aus (12.1.15")
(fiir z = )

lim (s(zo) + 8(y)) = 2 lim (s(w)c(’"—‘y»
vz y—>zet 2 2

2s(x) = 28(x,) - lim ¢ (%’)

et

daB

gilt und damit auch lim ¢ %= ¥) —1,d.h. lim ¢(x) = 1. Da c gerade ist (siehe
Ve 2 d 2 z—0—
(12.1.5)), erhélt man lim ¢(z) = 1, so daB also wegen c(0) = 1 die Funktion ¢ an

20
der Stelle 0 stetig ist. Falls s(x,) = 0 ist, so folgt aus (12.1.10), daB ¢(z,) = O ist.
Damit erhilt man aus (12.1.3)

lim 8(zy + ) = ¢(x,) lim 8(x) + () lim ¢(x),
20+ 20+ 20+

daB hm a(x) =0 ist. Wegen (12.1.10) existiert dann auch l!m t(x)’ und wegen

(12. 1 l?) hm ¢(2x), was die Existenz von lim ¢(x) impliziert. Da,raus folgt schlief-
=0+
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lich (vgl. Beweis von (12.2.2)), daB 11m c(x) = 1, daB also ¢ wegen ¢(0) = 1 an der
Stelle 0 stetig ist.

(9) = (10). Es sei ¢ an der Stelle 0 stetig. Dann folgt aus (12.2.2) sofort, da8 auch
s an der Stelle 0 stetig ist. Fiir eine beliebige, aber feste Zahl z, ist nach (12.1.14)

e

Wegen (12.1.11) A ls(z)| < 1 gilt dann auch |e(z) — o(@)] S 2 o "L;—i") , also

le(zo) — c(z)] = 2

ist llm le(@o) — c(z)l =0,d.h lm1 r(x) = ¢(%,). Die Funktion ¢ ist damit an der

Scelle z, stetig.

(10) = (11). Es sei ¢ fiir alle € R stetig. Wir zeigen zundchst, daB dann auch s
fiir alle z € R stetig ist. Da ¢ insbesondere an der Stelle O stetig ist, folgt aus (12.2.2);
daB s ebenfalls an der Stelle O stetig ist. Damit erhilt man fiir eine beliebige Zahl
xo aus (12.1.15) unter Beachtung von (12.1.11) A |¢(z)] < 1, daB

zcR

Nl
x) o,

also lim s(z) = §(x,). Damit ist s fiir alle 2, € R stetig. Aus der Stetlgkext von ¢
folgt nu;m, daB es ein Intervall JO, as[[ (a5 € R.*) gibt mit s(z) == O fiir alle x € JJO, aq[[.
Zum Beweis dieser Behauptung stellen wir zunichst fest, daB die Nullstellen von s
beziiglich der Addition eine Untergruppe von (R, +) bilden. Sind némlich e und f
reelle Zahlen mit s(e) = 0 = s(f), so erhilt man aus (12.1.1) s(e — f) = s(e) ¢(f)
— &(f) c(e) = 0. Die Annahme, daB es keine Zahl a; mit den angegebenen Eigen-
schaften gibt, hat die Existenz beliebig kleiner Nullstellen zur Folge. Wenn also e
und f mit e < / Nullstellen von s sind, dann ist auch f — ¢ > 0 eine Nullstelle, und
es gibt eine Nullstelle £y mit 0 < x, < f — e. Durch Addition von e ergibt sich aus
dieser Ungleichung e < x, + ¢ < f. Auch iz, + e ist eine Nullstelle, denn die
Nullstellen von ¢ bilden ja beziiglich der Addition eine Gruppe, also liegen die
Nullstellen von ¢ sogar dicht. Wegen der Stetigkeit von s ist dann aber jede relle
Zahl Nullstelle. Wir hatten aber die konstanten Losungen ausgeschlossen. Also
gibt es das behauptete Intervall,

Fiir die Zahlen z,h € R und k € N* mit x = k-h und 0 < k- h < a4 gilt (mit
(12.1.15))

a(%) -’éc(v.h) 516 (w+ 2) $ (l;')
%,,2:, (“I ((2v -; 1) h) _ 8((21; —2 1) h))
- HHEY )-8

].lm |8(x9) — 8(z)} = 2lim (

Tz,

< 2lim s(z" —

17,
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Daraus folgt (s (%) + 0( !))
L
2

"éc(mh)h = (s (z+%) - s(g))@

Fiir h — 0+ erhilt man auf der linken Seite eine Riemannsche Summenfolge, die
wegen der Stetigkeit von ¢ konvergiert. Dieser Grenzwert ist von Null verschieden,
da ¢(z) > O fiir hinreichend kleine z gilt (das folgt aus der Stetigkeit von ¢ und
¢(0) = 1). Da weiterhin auch s stetig ist und s(0) = 0 gilt, erhélt man

h

fc(t) dt = s(z) - lim Lh
o hot g (_)
2

Da auch s(x) = 0 in 0, a,[ ist, existiert der Grenzwert lim
hot (1
2
wert ist von Null verschieden. Die Funktion s ist also an der Stelle O rechtsseitig
differenzierbar. Wegen der Ungeradheit von s ist diese Funktion in 0 sogar differen-
zierbar.

Es gibt in der Literatur verschiedene Beweise dafiir, da8 aus der Stetigkeit der
Losungen von ((12.1.1), (12.1.2)) deren Differenzierbarkeit folgt. Wir verweisen in
diesem Zusammenhang noch auf L. VIETORIS [177] (siehe auch J. AczEL [3), [5],
H. LEnz [105], D. ILsE [76]), wo das Problem auf die Cauchysche Funktional-
glelchung /\ /(z + y) = f(x) + f(y) zuriickgefiihrt wird. Man kann z. B. auch durch

Addmon von (12.1.2) und (12.1.4) zur d’Alembertschen Funktionalgleich
A c(:: + y) + ¢(x — y) = 2¢(x) c(y) iibergehen und dann aus der Tatsache, daB c als

h
2

, und dieser Grenz-

stetlge Funktion eine Stammfunktion besitzt, die Differenzierbarkeit von ¢ beweisen
(vgl. J. AczEL [3]). Daraus folgt unter Benutzung von (12.1.14) die Differenzierbar-
keit von s an der Stelle 0.

(11) = (12). Es sei ¢ an der Stelle 0 differenzierbar und z, eine beliebige reelle Zahl.
Dann erhilt man aus (12.1.15)

Hg)efrs) , o6)

2 o+ — 2

“ma(zo+h)—s(zo) lim 2 2 =lim—2~limc(xo+—h—).
h A0 2

[y A0 13 o kb

2 .
Da die Funktion s an der Stelle 0 differenzierbar ist, ist sie dort auch stetig. Nun
haben wir im Beweisschritt (8) = (9) gezeigt, daB (sogar) aus der rechtsseitigen
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Stetigkeit von s an einer beliebigen Stelle die Stetigkeit von ¢ an der Stelle 0 folgt.
Wie wir ebenfalls schon bewiesen haben ((9) = (10)), ist dann ¢ an jeder Stelle

B

Gleichung die Differenzierbarkeit von s an der Stelle x, und damit an jeder Stelle.

(12) = (13). Die Funktion s sei fiir alle x € R differenzierbar und z, eine beliebige
reelle Zahl. Aus (12.1.14) folgt sofort

stetig. Da auBerdem lim nach Voraussetzung existiert, folgt aus der letzten

h
lim SE H R — @) _ o A2 .1.-.,,,,(,0+ ’_‘),
20 o b o 2

2

Da s iiberall differenzierbar ist, existieren beide Grenzwerte auf der rechten Seite.
Das bedeutet, daB ¢ in x, und damit fiir jedes z € R differenzierbar ist.

(13) = (1). Zum Beweis dieses letzten Schrittes seien nun s und ¢ Funktionen, die
fiir alle z € R differenzierbar sind. Dann ist zu zeigen, daB es ein Intervall [0, a,[
(a1 € R,*) gibt, in dem ¢ streng monoton fallend ist. Im Beweisschritt (10) = (11)
haben wir aus der Stetigkeit von s und ¢ abgeleitet, daB8 s nicht beliebig kleine Null-
stellen haben kann. Also gibt es ein Intervall 0, «,[ (2, € R,*), in dem ¢ keine Null-
stellen hat. Aus der Stetigkeit von s folgt daraus weiter, dafl entweder s(x) > 0 oder
8(x) < O jeweils fiir alle x € 0, a,[ gilt. Es seien nun mit e, f 6 10,a,[ und 0 < e
= 3 € und LT° f + aus dem

[+e + 4\, f : e
< 0, so daB also ¢ in J0, a,[[ und damit auch in [[0, a,[ streng monoton fallend ist.
Damit ist Satz 12.2.1. vollstindig bewiesen.

< f < a, zwei Zahlen gegeben. Dann sind auch die Zahlen ——

Intervall O, a,[, und man erhilt aus (12.1.14) ¢(f) — c(e) = —2s

12.2.4. Aufgabe. Man zeige, daB fiir alle Lésungen s: R — R und ¢: R - R von ((12.1.1),
(12.1.2)) gilt: Es gibt ein Intervall [0, 5[ (b € R,*) mit c(x) > 0 fiir alle z € [0, b[ genau dann,
wenn sgn s(z) = sgn §(2z) fir 2 € o, o[ gilt.

12.3. Die Funktionalgleichungen f(x + y) + f(x — y) = 2f(x) f(y)
und f(x + y) f(x — y) = f(x)* — fy)?

In den Additions- und Subtraktionstheoremen der Funktionen sin und cos treten
die beiden Funktionen jeweils gemeinsam auf. Das fiihrte in 12.1. zu funktionalen
Charakterisierungen dieser Funktionen durch Systeme von zwei Funktionalglei-
chungen, wobei in jeder dieser Gleichungen zwei unbekannte Funktionen vorkamen.
Wie wir in den Kapiteln 7 und 8 gesehen haben, konnen die linearen Funktionen, die
Exponential- und Logarithmusfunktionen jeweils mit Hilfe einer Funktionalglei-
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chung mit esner unbekannten Funktion charakterisiert werden. Wir wollen in diesem
Kapitel zeigen, daB eine solche Charakterisierung sowohl fiir die Sinusfunktionen als
auch fiir die Kosinusfunktionen ebenfalls méglich ist.

Derartige Gleichungen findet man folgendermaBen: Addiert man die Gleichungen
(12.1.2) und (12.1.4), so erhdlt man

1231 A (x4 y) + c(z — y) = 20(2) c(y),)
z,peR

also eine Gleichung, in der nur eine Funktion auftritt. Multipliziert man die Glei-
chungen (12.1.1) und (12.1.3), so erhilt man bei Benutzung von (12.1.10)

12.3.2. A s(z + y) s(x — y) = s(z)? — 3(y)?,
z,yeR
also wieder eine Gleichung, in der nur eine Funktion auftritt.

Im folgenden werden wir alle stetigen Losungen der Gleichungen (12.3.1) bzw.
(12.3.2) bestimmen. Daraus werden sich dann unmittelbar die angestrebten Charak-
terisierungen ergeben. Auf mogliche Abschwichungen der Stetigkeitsforderung
wollen wir hier nicht mehr eingehen. Wie in 12.2. iiberzeugt man sich leicht davon,
daf die Gleichungen (12.3.1) bzw. (12.3.2) auch unstetige Lésungen besitzen. Wenn
/: R —> R eine unstetige Losung der Funktionalgleichung A f(z + y) = f(z) + f(y)

z,y¢l
ist, dann sind die Funktionen ¢: R—> R und s:R - R mvit ¢(z) = cos (/(x)) bzw.
8(x) = sin (/(z)) unstetige Losungen von (12.3.1) bzw. (12.3.2).
Wir wenden uns zunichst der d’Alembertschen Funktionalgleichung zu. Einfache
Rechnungen zeigen, dal neben den Funktionen ¢: R — R mit ¢(z) = cos az (a € R)

auch die Funktionen ¢: R— R mit ¢(r) = cosh u.r::% (e** +¢79%) (a€R)

Losungen von (12.3.1) sind. DaB dies zusammen mit der Loésung ¢, fiir die ¢(x) = 0
fiir alle z € R, schon alle stetigen Losungen von (12.3.1) sind, ist von zahlreichen
Autoren mit unterschiedlichen Methoden (z. B. durch Riickfiihrung auf die Sub-
traktionstheoreme, Beweis der Differenzierbarkeit aus der Stetigkeit und Riick-
fiihrung auf die Schwingungsgleichung y" = ay oder Entwicklung in Potenzreihen)
bewiesen worden.2)

Wir betrachten also stetige Funktionen f: R — R mit (12.3.1) f(x + y) + f(x — ¥)
== 2f(x) f(y) fiir alle z, y € R.

12.3.3. Alle konstanten Losungen von (12.3.1) sind die Funktionen /: R — R mit
f(x) =0 und f(z) = 1.

Setzt man namlich f(x) =k (k € R), so folgt aus (12.3.1) unmittelbar 2k = 242,

1) Diese Gleichung wurde von J. D’ALEMBERT (1717—1783) bereits im Jahre 1750 gelost
und wird d’ Alembertsche Funktionalgleichung g ¢

?) Man vergleiche etwa J. p’ALEMBERT [13], Ju. M. Gaspuk [59], A.L.Cavcny [34],
P. Hopr [69), E. Prcarp [133], J. AcziL (3], [5).




12.3. Zwei weitere Funktionalgleichungen 241

also k£ =0 oder k = 1. Die triviale Losung mit f(z) =0 fiir alle x € R wird im
folgenden auger acht gelassen. Dann gilt

12.3.4. £(0) = 1.

Fiir x = y = 0 erhélt man aus (12.3.1) /(0) = /(0)?, also f(0) = 0 oder f(0) = 1. Aus
1(0) = 0 folgt aber f(z) = 0 fiir alle x € R. Das erkennt man sofort, wenn man y =0
in (12.3.1) setzt.

12.3.5. Jede Losung von (12.3.1) ist gerade.

Das folgt fiir z = 0 aus (12.3.1) unter Benutzung von (12.3.4).

Wir bestimmen jetzt im folgenden Satz 12.3.6 alle stetigen Losungen von (12.3.1),
die Nullstellen besitzen, und dann in Satz 12.3.13 alle stetigen Losungen von (12.3.1),
die keine Nullstellen besitzen.

12.3.6. Satz. Alle stetigen nichtkonstanten Losungen f: R — R der d’Alembertschen
Funktionalgleichung, die (mindestens) eine Nullstelle besitzen, sind die Funktionen f
mit f(x) = cos ax (a € R*).

Beweis. Einen relativ kurzen Beweis, dessen Grundgedanke von A. L. CAUCHY
in [34] entwickelt wurde, findet man in J. AczEL [3]. Wir folgen hier einem Beweis-
gedanken von Ju. M. GAJDUK in [59], bei dem auch solche bekannten Eigenschaften
der Kosinusfunktionen wie die Quadrantenbeziehungen und die Periodizitit aus
(12.3.1) abgeleitet werden. Das erméglicht einen Vergleich mit den entsprechenden
Ableitungen aus den Subtraktionstheoremen in 12.1.1)

Wegen (12.3.4) und (12.3.5) konnen wir voraussetzen, daB f eine positive Null-
stelle besitzt. Zusammen mit der Stetigkeit folgt daraus, daB auch eine kleinste posi-
tive Nullstelle existiert (anderenfalls miiBte ja wegen der Stetigkeit f(0) = 0 gelten).

Sie werde mit % bezeichnet. Dann gilt
12.3.7. A f(x + w) = —f(z).
zeR

Dazu ersetzen wir in (12.3.1)  durch % + z und y durch % und erhalten

A fw + 2) + fle) =2/(ﬂ +z)/(£) —o,
zeR 2 2
also /\ /(w + z) = —f(x). Insbesondere ist f(w) = —f(0) = —1.

12.3.8. Jede Losung von (12.3.1) mit der kleinsten positiven Nullstelle — ist perio-
disch und besitzt die primitive Periode 2w.

1) Wir ziehen diese ausfihrlicheren Betrachtungen mogl\chen knapperen Beweisfiihrungen
vor, um die gegensenlge Ableitbarkeit von Eig haften der Funktionen immer
wieder und in Zusa hé studieren zu konnen.
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Zunichst folgt aus (12.3.7), wenn man z + w fiir z setzt:
Az + 2w) = —f(z + ) = f().
zeR

Insbesondere ist f(2w) = 1. Die Zahl 2w ist auch die kleinste positive Periode von f.
Giibe es nimlich eine kleinere Periode 2¢ (0 < 2¢ < 2w), so miiite f(2¢) = f(2¢c + 2w)
= f(2w) = 1 gelten. Das wiirde fiir z =y =c aus (12.3.1) f(2c) + f(0) = 2f(c)*
liefern, so daB also 1 = f(c)? wiire.

Fall 1: f(c) = 1. In diesem Fall folgt zunéchst aus (12.3.5) und (12.3.7)

12.3.9./("‘;“’) =/(_°';w)=_/(w_c';w)=_/(w;c)~
w

w+c L
2

—C

Aus (12.3.1) erhilt man fiir z = 2

und y =

w+ ¢ w—C
=9 =9,
1) + 10) /( . )/( ~
Wegen f(w) = Z1und (12.3.9) ist damit / (wT—c) = 0 im Widerspruch dazu, daB
-;-’ Kkleinste positive Nullstelle ist.
2
Fall 2: f(c) = —1. Das liefert firz =y = %ans (12.3.1) f(c) + f(0) = 2f (%) ,
also f (-92-) = 0. Es ist aber 0 < % < -;3, also ebenfalls ein Widerspruch.

12.3.10. Esgilt A |f(z)| < 1.
zeR

Setzt man in (12.3.1) zunéchst z = y und denn z =y = % — z, so erhilt man

fiir alle z € R die Beziehungen f(2z) = 2f(x)> — 1 und unter Ausnutzung von (12.3.7)
2 2

und (12.3.5) f(22) = 1 — 2f (% - z) , also f (g - x) =1— f@@), also |f(z)| < 1.

12.3.11. Die Funktionalgleichung (12.3.1) besitzt hochstens eine stetige Losung mit

der kleinsten positiven Nullstell %

Esseienf,: R— R und fy: R — R zwei derartige Losungen von (12.3.1). Dann gibt
es ein b € R* mit f,(b) = f,(b) (etwa b = 1-;—’- oder b = w). Daraus erhdlt man durch

vollstindige Induktion f,(kb) = f,(kb) fiir alle £ € N. Gilt nidmlich f,(mb) = f,(mb)
fiir alle m € N mit 0 < m < fiir eine beliebige, aber fest gewihlte Zahl I € N,
dann gilt auch £,((2 + 1) B) = f,(( + 1) b) (ordnungstheoretische Induktion, vgl. M{L
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Bd. 1, 3.4.). Zum Beweis der Induktionsbehauptung setzen wir in (12.3.1) z = Ib
undy = b:

A(@+ 1)8) + A{1 — 1) b) = 2£,b) 1(B) = 2/2(b) f2(b)
=@+ 1)) + £(C = 1) B).
Durch nochmalige Benutzung der Induktionsvoraussetzung folgt daraus
M+ 1)8) = (¢ + 1) b).
Die Funktionen /, und f, haben auch fiir alle Argumente 2—1:‘ (m € N) gleiche Funk-
tionswerte. Auch das beweisen wir durch vollstindige Induktion. Dazu wird zu-

nichst f, -; =/ k- als Induktionsanfang benétigt. Fir z =y = %iolgt aus
b 2 b 2
(12.3.0) /1) + £(0) = 24 (3) und /4(6) + £2(0) = 2 (3) , also

2 2

12.3.12. f, (%) =/, (%) .
Nun kénnen wir wegen (12.3.8) A f(z + 2w) = f(z) und (12.3. 7) /\ /(x + w) = —/(z)
voraussetzen, daB 0 < b < w is?.lDann gilt aber fiir % sogar 0 < ; = -5 Da -E
kleinste positive Nullstelle, /(0) = 1 und f stetig ist, muB jede Lésung f von (12.3.1)

zwischen 0 und % nicht negativ sein. Damit folgt aus (12.3.12) £, (%) =/ %

. b
Jetzt sei m € N beliebig, und es gelte f, [— - =/ ( ) Dann gilt auch f, (2TI)

=/, ( b ) Firz =y = %L folgt namlich aus (12.3.1)

g 1) = s ol

und daraus

o) = o)

2:1 < % und wegen der Positivitﬁt von f; und f, zwischen 0 und i
Insgesamt ist. damit f; L b) = /2 — b fiir alle k&, m € N.

wegen 0 <

Ist z eine beliebige posmve reelle Zshl, dann gibt es eine Folge von Dualbriichen

(%:ﬂ) mit lim L:L) = % Damit folgt aus der Stetigkeit von f, und f,

m—>c0

llm/,( ) /,( )=/,(x) und hm/z( ) /g( ) folx),

also fy(2) = fa(2).
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Wegen der Geradheit aller Losungen von (12.3.1) stimmen dann f, und f, fiir jedes
x € R iberein.
Da also die d’Alembertsche Funktionalgleichung hichstens eine stetige Iosung

mit vorgegebener kleinster positiver Nullstelle 2 besitzt, andererseits aber f:R—>R
mit f(x) = cos Z 1) eine solche Funktion ist, ist dies die einzige derartige Funk-
w

tion.!) Sie ist durch die genannten Eigenschaften funktional charakterisiert, und
die Funktionen f: R — R mit f(x) = cos ax (@ € R¥) sind, wie behauptet, alle nicht-

konstanten stetigen Losungen von (12.3.1), die Nullstellen besitzen.

12.3.13. Satz. Alle stetigen Losungen der d’Alembertschen Funktionalgleichung, die
keine Nullstellen besitzen, sind die Funktionen f: R — R mit {(x) = cosh ax (« € R)?).

Beweis. Die Eigenschaften (12.3.4) und (12.3.5) gelten fiir alle Losungen von
(12.3.1), konnen also auch fiir den Beweis benutzt werden. Wir zeigen zunichst:
Wenn f eine nichtkonstante stetige Losung von (12.3.1) ist, die keine Nullstellen
besitzt, dann ist f(x) > 1 fiir alle 2 € R*.

Wir stellen fest, daB es keine Zahl z, geben kann mit f(z,) < 0. Sonst hdtte néam-
lich f als stetige Funktion doch Nullstellen, da es ja Zahlen x mit f(x) > 0 (z. B.
£(0) = 1) gibt. Es gibt dariiber hinaus aber auch keine reelle Zahl b = 0 mit 0 < f(b)

< 1. Anderenfalls lieBe sich namlich eine reelle Zahl w so finden, daB f(b) = cos Iy
w
0o<b <% ist, und f wiirde nach dem Beweis von Satz 12.3.6 mit dieser Kosinus-

funktion £ fiir jedes x € R iibereinstimmen, hiitte also doch wieder Nullstellen.
Lassen wir die Lésung f: R — R mit f(x) = 1 beiseite, so kénnen wir also insbe-
sondere f(1) > 1 voraussetzen. Man zeigt nun wie im Beweis zu Satz 12.3.6, daBl
Losungen £, und f,, die an einer Stelle iibereinstimmen, an jeder Stelle gleiche Werte
haben. Da f hier immer positiv ist, entfallen die dort notwendigen Fallunterschei-
dungen. 1
Ist f(1) = ¢ > 1 gegeben, so gibt es genau eine Zahl « € R mit 0 (€ + €% =c.

Also ist f identisch mit der Funktion g: R — R, fiir die g(x) = cosh ar gilt. Damit
ist der Beweis von Satz 12.3.13 beendet.

Die d’Alembertsche Funktionalgleichung hat damit genau die folgenden stetigen
Lésungen /: R — R mit
(1) fl@) =0,
2) f(®) = cos ax (a € R),
3) f(x) = cosh ax (a € R).
Dabei ist in (2) und (3) fiir a = 0 die Losung f mit f(x) = 1 enthalten.

1) Fiir w = a erhilt man also f(z) = cos 2.
2) Fir a = 0 ist hierin die konstante Lésung /: R — R mit f(z) = 1 enthalten.
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Bevor wir im folgenden alle stetigen Losungen f: R — R der Funktionalgleichung
(12.3.2)

A fle + y) fle — y) = fl@)? — fly)?
zyeR
bestimmen, bemerken wir zunichst, daB die Sinusfunktionen?), die hyperbolischen

Sinusfunktionen f: R — R mit f(z) == sinh «x :=—;— (€% — e7%%) (a € R) und die

linearen Funktionen f: R — R mit f(x) = ar (« € R) Lésungen dieser Gleichung sind,
was man durch Einsetzen bestitigt.

Im folgenden Satz 12.3.14 werden wir beweisen, daB das im wesentlichen auch alle
stetigen Losungen sind. In dem Beweis werden die Losungen von (12.3.2) auf die
Losungen der Differentialgleichung y'” =c¢ -y (c € R) (vgl. auch MfL Bd. 5, 5.3.)
zuriickgefiihrt.2)

12.3.14. Satz. Alle nichtkonst stetigen Lisungen f: R — R der Funktionalglei-
chung (12.3.2) sind die Funktionen f mit f(x) = ax, f(x) = b sin az und f(x) = bsinhax
(«t, b € R¥),

Beweis. Die Gleichung (12.3.2) hat als konstante Losung nur f: R — R mit
f(x) = 0. Fiir /() = k folgt ndmlich aus (12.3.2) 42 = k2 — }? = 0, also k = 0. Diese
Lésung ist in den anderen Ldsungen von (12.3.2) fiir a = 0 enthalten.

Fiir alle Losungen f von (12.3.2) gilt

12.3.15. f(0) =0 (x = y = 0in (12.3.2)),
12.3.16. A f(—x) = —f(x).
zeR

Aus (12.3.2) ergibt sich fir 2 =0 wegen (12.3.15) /\/(II) f(=y) = —fy)*,

woraus sich die Behauptung fiir f(y) + 0 ergibt. Es sei nun /(y) . Wir setzen
xr=—y in (12.3.2) und erhalten /\/(0) f(—2y) = f(—y)? —/(z/)2 woraus sich

f(—y) = 0 ergibt, so daB auch in dlesem Fall die Behauptung gilt.

Wegen (12.3.15) und (12.3.16) geniigt es zunichst, die Losungen von (12.3.2) fiir
x € R_* zu kennen. Hat nun f keine Nullstellen w =+ 0, so ist f(z) = 0 fiir alle x € R, *.
Hat f Nullstellen w = 0, so ist entweder f(xr) = O fiir alle z, oder f hat eine kleinste
positive Nullstelle. Da namlich mit x und y auch  — y Nullstelle ist (das folgt aus
(12.3.2), wenn man z durch z — y ersetzt), bilden die Nullstellen beziiglich der
Addition eine Untergruppe von (R, -). Damit ligen die Nullstellen von f dicht,
wenn f keine kleinste Nullstelle hitte, woraus wieder mit der Stetigkeit von f sogar
f(x) = 0 fiir alle x folgen wiirde (vgl. 12.2., Beweisschritt (10) = (11)).

1) Obwohl weder sin (2 + y) = sinz + siny noch sin(z — y) = sinz — siny fir alle
a,y, € R gilt, ergibt sich durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen die Gleichung
sin (z + y) sin (x — y) = sin® z — sin® y, die fiir alle z, y € R gilt

2?) Man vergleiche auch R. A. RosENBAUM und S. L. SEcaL [148], W. H. WiLsox [181] und
J. Aczgw [3). In [3) z. B. wird die Lésung von (12.3.2) auf die Lésung der d’Alembertschen
Funktionalgleichung zuriickgefiihrt. Eine Charakterisierung der Sinusfunktion durch (12.3.2)
ohne Benutzung von Differenzierbarkeitseigenschaften wird in S. THIEL [169] durchgefiihrt.
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Nun zeigt sich, daB eine nichtkonstante stetige Lésung f mit der kleinsten positiven
Nullstelle w, fiir alle reellen Zahlen festgelegt ist, sobald sie auf dem Intervall [[0, w,]
bekannt ist.

12.3.17. Fiir alle Losungen f von (12.3.2) und w € R* gilt A f(z + 2w) = f(z) genau
zeR

dann, wenn f(w) = 0 ist (R. A. RosExBAUM und 8. L. SEaAL [148]).

a) Es sei 2 € R beliebig und w € R* mit f(w) = 0. Wir setzen in (12.3.2) y = w,
und ersetzen dann wir z durch = + w und y durch z. Das ergibt f(z + w) f(z —w)
= f(2)? = fw)? = f(@)* und f(2z + w) f(w) = 0 = f(z + w)* — f(z)?, also

12.3.18. A \fle o+ w)t = )

Damit, gllt auch /\ /(r + w) flxr — w) = f(x + w)? Fir f(x + w) =0 ergibt sich

daraus f(z + w) /(.t — w). Das bedeutet f(x + 2w) = f(z). Fir. fz+w) =0
erhiilt man aus (12.8.18) f(x) = 0, also f(z + w) = f(z), d. h. f(x + 2w) = f(x + w)
= f(x).

b) Es sei w € R* eine Zahl, so daB /\ /(.v + 2w) = f(x) gilt. Jetzt ersetzen wir in

(12.3.2) 2 durch z + w und y durch w und dann z durch z + w und y durch z und
erhalten

12.3.19. A f(z + 2w) f(x) = f(x + w)? — f(w)?,
zeR
12.3.20. /\ /(2: + w) f(w) = f(x + w) — f(z)2.

Unter Benchtung der Voraussetzung folgt aus (12.3. 19) /\ /(w)2 = flx + w)? — f(z)*
und damit aus (12.3.20) /\/(w)’ = f(2x + w) f(w). Ware nun f(w) = 0, so wiirde
A f(w) = {2z + w) gelten, und f wiire damit konstant. Also gilt f(w) =

zeR

12.3.21. Essei w € R* und f(w) = 0. Dann gilt: Wenn / % =0, A f(x + w) = f(z),
zeR

und wenn /(ﬁ) +0, so Af(x+ w) = —f(z) (vgl. R. A. RosENBAUM und S. L.

SEGAL[148)). =R

Es sei w eine Zahl mit den vorausgesetzten Eigenschaften. Dann ist nach (12.3.18)
Az + w)® = f(2)?, also A(flz + w) =f(z) v f(x + w) = —f(z)). Ist nun noch
zeR zeR

/ %) =0, 50 folgt aus (12:3.17) die Behauptung. Ist f (%) + 0, 50 folgt ebenfalls

aus (12.3.17), daB f(x + w) = f(x) ist, also notwendigerweise f(z + w) = —f(z).

Da wir konstante Losungen ausgeschlossen haben, kénnen wir also bei der Be-
stimmung der nichtkonstanten stetigen Losungen von (12.3.2) voraussetzen, da8 f
entweder fiir z € R.* oder fiir z € JO, w,[ das Vorzeichen nicht wechselt. In jedem

b

Fall gibt es eine Zahl b € R,*, 50 da8 f f(z) dx verschieden von Null ist.
°
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12.3.22. Jede stetige Losung f: R — R von (12.3.2) ist differenzierbar (vgl. S. KUREPA
[94]).
Wir ersetzen in (12.3.2) » durch Z

rerto =1(552 1 (5"

Wir integneren iiber y:

b b ?
2 A2
12.3.23. A f(z) f o) dy = f / (I—+ ,,) - f ! (Z y) w
z¢R 2 ?
0 o 0

b
wobei die Zahl b so gewihlt wurde, daB [ /(y) dy + 0 ist.

Y und y durch -

Y und erhalten

+y

0
Auf der rechten Seite von (12.3.23) setzen wir jetzt v = z im ersten Integral,

v = x_;_u im zweiten Integral und erhalten

(+b)2 (z-b)/2
12.3.24. A f(z) j 1) dy = [ 2f()dv + [ 2f(w) dv.
zeR z/2 z/2

Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir stetige Funk-
tionen sind die Funktionen (in z) auf der rechten Seite von (12.3.24) (nach z) diffe-
renzierbar. Damit ist auch die Funktion auf der linken Seite von (12.3.24) und des-
halb auch f selbst (nach z) differenzierbar.!)

12.3.25. Jede nichtkonstante stetige Losung f: R — R von (12.3.2) ist fiir alle z € R
mit f(z) 3= 0 zweimal differenzierbar und geniigt der Differentialgleichung f'(z)
=c-f(z) (c€R)

Zum Beweis benutzen wir Uberlegungen von R. A. RoSENBAUM und S. L. SEGAL
[148] und F. TrssEranD [172]. Wir differenzieren (12.3.2) nach z und setzen an-
122) 1'©)
f@) 2
differenzierbar ist. Es sei jetzt f: R — R eine zweimal differenzierbare Funktion,
die der Gleichung (12.3.2) gentigt. Wir differenzieren nach z:

fe+yhz—y +z+y fle—y) =2/ ]

und anschliefiend nach y:
fe+pfz—yn~fe+pfe—y+f+yfe—y
—fz+y)f'@@—y)=0.

1) Mit henden Uberl haben wir bereits in den Kapiteln 7 und 8 von der
Stetigkeit auf die Differenzierbarkeit der Lésungen bestimmter Iunkhono,lglewhungen ge-
schlossen. Andererseits zexgte slch in Kapitel 9 und wird sich auch in Kapitel 13 zeigen, daB
dies nicht fiir jede Funlk g moglich ist.

schliefend z = y. Das ergibt f'(x) = , woraus gleich folgt, daB f zweimal
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Fiir / gilt also
e+ yfe—y) =fz+y /-y

und damit

ey _re—y

fe+y fe—y

Paraus folgt’ ()) const, also gilt f”(x) =c- f(x), und zwar fiir alle z> 0,
X,

falls / keine Nullstellen w == 0 hat, bzw. fiir alle x € JJ0, w,[[, wobei w, die kleinste
positive Nullstelle von f ist.

Zur Losung dieser Differentialgleichung (vgl. MfL. Bd. 5, 5.3.) unterscheiden wir
folgende Fille:

Fall 1: ¢ = 0. Dann ist f’'(z) = 0, also f(x) = a - x + d. Daraus folgt wegen f(0)
= O dann f(x) = «x.

Fall 2: ¢ & 0. Der Ansatz f(z) = ¢’* liefert 72 =¢, also 2,, = 'y Hier haben
wir noch einmal zu unterscheiden «) ¢ > 0 und ) ¢ < 0. Im Fall x) erhalten wir
f(x) = cler' + c,e""‘. Wegen f(0) = 0 ist ¢, + ¢, =0, also ¢, = —¢,, so daB f(z)
= c.(eﬁ‘ - e"';‘) = 2¢, - sinh ]/;z: gilt. Durch Vertauschung von 4, und 4, ergibt sich
f(z) = 2¢ sinh(—}/z) z. Insgesamt ist also f(z) =b-sinhaz (a,b € R*). Im Fall
B) ist -_0-}/; = ii]/?c, und wir erhalten

f(z) =c¢, Re (e‘ ‘“’) + ¢, Im (e"' "’) = ¢,co8 Vrc x + ¢, 8in V—_cx

Diesmal folgt aus f(0) = 0, daB ¢, = 0 ist, so daB also f(z) = ¢, sin }/_——cx gilt. Es
ergibt sich nach Vertauschung von %, und 2,

f(z) = b -sinaz (a, b € R¥).

Das bisher fiir x mit f(z) % O erzielte Ergebnis gilt auch fiir die Nullstellen von £,
da f stetig sein sollte. Damit ist Satz 12.3.14 vollstindig bewiesen.

12.4.  Anwendungen der d’Alembertschen Funktionalgleichung
in der Geometrie und in der Physik

Zur mathematischen Beschreibung der Statik des Massenpunktes benutzt man den
Vektorraum der an einem Punkt angrclfcnden Krifte (vgl. z. B. Physik, Lehrbuch
fiir Klasse 9 [132] oder E. GRIMSEHL [62]). Dabei wird einer geeigneten Lingenein-
heit eine geeignete Krafteinheit umkehrbar cindeutig zugeordnet, so da8 jeder in
einem festen Punkt 4 angreifenden Kraft eindeutig ein von A ausgehender Pfeil
(eine gerichtete Strecke) entspricht und umgekehrt jedem derartigen Pfeil eine solche
Kraft. Die MaBzahl der Linge des Pfeils ist dann gleich der MaBzahl der zugeord-
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neten Kraft und umgekehrt. Diese Zahl wird wie iiblich Betrag der Kraft ge-
nannt.

Werden diese Betrachtungen in der euklidischen Geometrie durchgefiihrt, so wird
die Resultierende zweier Krifte, deren zugeordnete Pfeile nicht in einer Geraden
liegen, mit Hilfe der ,Parallelogrammregel® bestimmt: Man zeichnet die den ge-
gebenen Kriften K, und K1) entsprechenden Pfeile, die wir ebenfalls mit E,und R,
bezeichnen wollen, und konstruiert das durch diese Pfeile eindeutig bestimmte
Parallelogramm (,,Parallelogramm der Krifte‘‘). Die Diagonale, die vom gemeinsa-
men Anfangspunkt A4 der Pfeile K, und K, zur gegeniiberliegenden Ecke des Paral-
lelogramms fiihrt, ist der der Resultierenden B von K, und K, zugeordnete Pfeil.
Definiert man noch in bekannter Weise die Addition von Kriften gleicher und ent-
gegengesetzter Richtung (deren Pfeile in einer Geraden liegen) und die Verviel-
fachung von Kriften mit reellen Zahlen, so erhilt man den Vektorraum der an einem
Punkt angreifenden Krifte bzw. den Vektorraum der von A4 ausgehenden Pfeile.
Beide sind zueinander isomorph, so daf wir die Krifte mit den ihnen zugeordneten
Pfeilen identifizieren konnen. Hat man die zu K, und &, gehorende Resultierende B
bestimmt, so befinden sich die Krifte — B, K, und K, im Gleichgewicht.2)

Die folgenden Betrachtungen fithren wir im Vektorraum der in einem Punkt an-
greifenden Krifte, die alle in ein und derselben Ebene liegen, durch. Dabei legen wir
die euklidische Geometrie der Ebene zugrunde. Alle benutzten Eigenschaften dieses

‘ektorraumes setzen wir hier als bekannt voraus, heweisen sie also nicht. Bei der
Konstruktion der Resultierenden zweier Krifte mit Hilfe der Parallelogrammregel
spielt das euklidische Parallelenaxiom eine wesentliche Rolle. Wir wollen jetzt einige
bekannte Eigenschaften der Addition von Kriften ((12.4.2) bis (12.4.6)) zusammen-
stellen und dann zeigen, da88 die Zusammensetzung von Kriften mit Hilfe des Paral-
lelogramms der Krifte die einzige zweistellige Operation im zugrunde gelegten
Vektorraum ist, die diese Eigenschaften besitzt. Wir erhalten damit also eine funk-
tionale Charakterisierung der Krifteaddition. Wir werden dabei erkennen, daB diese
Charakterisierung ohne Benutzung eines Parallelenaxioms durchgefiihrt werden kann.
Dadurch kénnen alle dabei angestellten Betrachtungen in die absolute Geometrie
und in die Lobagevskijsche Geometrie iibernommen werden.3) Wir werden auch in
diesen Geometrien durch (12.4.2) bis (12.4.6) jeweils den Vektorraum der an einem
Punkt angreifenden Krifte, die alle in ein und derselben Ebenc liegen, definieren

1) Wir bezeichnen die Krifte, also die Elemente des betrachteten Vektorraumes mit grofien
lnteinischen Buchstaben und einem dariiber gesctzten Pfeil (z. B. K). Sind A bzw. B Anfangs-
bzw. Endpunkt einer Kraft, so werden wir auch 4B schreiben. Die Betriige dieser Kriifte be-
zeichnen wir mit den betreffenden Buchstaben ohne Pfeil, gelegentlich auch durch senkrechte
Striche (z. B. K oder |K|). Die Winkelmessung sei stets so gewiihlt, daB der rechte Winkel das

MaB 12’- hat.

%) —R liegt mit R in derselben Geraden, hat die zu E entgegengesetzte Richtung und den-
selben Betrag wie R.

3) Alle Folgerungen aus den Inzidenz-, Anordnungs- und B gsaxiomen sowie dem
Stetigkeitsaxiom ergeben die absolute Geometrie. Nimmt man zu dieser Geometrie das eukli-
dische bzw. das Lobatevskijsche Parallelenaxiom hinzu, so ergibt sich die euklidische bzw. die
Lobacéevskijsche Geometrie (siehe MfL Bd. 17, Kap. 1. A. P. NorbEN [125]).
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und damit die Statik des Massenpunktes beschreiben kénnen. Es wird sich weiter
zeigen, daB man die Statik des starren Korpers nicht mehr ohne Benutzung eines
Parallelenaxioms beschreiben kann. Auf diese Weise erhalten wir schliellich einen
Zugang zur Lobadevskijschen Geometrie.!)

12.4.1. Satz. Im Vekiorraum der in einer euklidischen Ebene liegenden und in einem
Punkt A angreifenden Kriifte gibl es genau eine zweistellige Operation +, die zwei
Kriften K, und K, (den Komponenten) genau eine. Kraft R (die Resultierende) zu-
ordnet, mit folgenden Eigenschaften:

12.4.2, Der Betrag der Resultierenden von Kriften, die in einer Geraden liegen, st
gleich der Summe bzw. der Differenz der Betriige dieser Krifte, wenn diese Kriifte gleiche
bzi. entgegengesetzte Richtung haben. Die Resultierende liegt ebenfalls in dieser Geraden
und hat tm ersten Fall dieselbe Richtung wie die Komponenten. Haben die Komponenten
im zweiten Fall verschiedene Betriige, so hat die Resultierende die Richtung der Kom-
ponente mit dem groPeren Betrag. Haben sie gleiche Betriige, so ist die Resultierende
0 (0 hat den Betrag 0 und keine bestimmte Richtung). Esist K + 0 =0 ~ R = K fir
alle Kriifte K.

12.4.3. Liegen die Komponenten nicht in einer Geraden, so liegt die Resultierende im
Inneren des von den Kriften gebildeten Winkels?).

12.4.4, Der Betrag R der Resultierenden zwever Kriifte von gleichem Betrag K ist eine
stetige Funktion der Betriige dieser Krifte und der Grife des von thnen eingeschlossenen
Winkels. Hat dieser Winkel die Grofe 2x, so sei R := F(K, «). Der Definitionsbereich

der Funktion F st die ‘Menga aller Paare (K, x) mit K € R,, x € [[O,%il]. Es gelte
F+0firK +0und0 < a <§.

12.4.5. Die Operation + ist assoziativ und kommutativ.

12.4.6. Die Resultierende bildet mit den Komponenten ein gegen Spiegelung an einer
Geraden durch A invariantes System.3)

Beweis. Wir zeigen: Wenn die Komponenten K, und K, von 0 verschieden sind
und auBierdem die GroBe des von ihnen eingeschlossenen Winkels zwischen 0 und =
liegt, so ist die durch die Parallelogrammregel definierte Operation + die einzige
Operation mit den Eigenschaften (12.4.3) bis (12.4.6). Die Sonderfille (12.4.2) lassen
sich als Grenzfille der Parallelogrammregel auffassen.

1) Wir folgen in diesem Abschnitt den entsprechenden Ausfiihrungen in E. Picarp [133],
die sich auf S. D. Poisson [137] und J. ANDRADE [15] stiitzen. Bemerkungen zur historischen
Entwicklung dieser Untersuchungen werden z. B. im Vorwort von S. STRASzZEWICZ [166] ge-
macht. Dort und in J. AczEL [3], [5] befinden sich auch weitere Literaturhinweise.

2) Die GroBe dieses Winkels ist kleiner als 7.

3) Gilt also B = K, + K, und wird die aus diesen Kriiften bestehende Figur an einer Ge-
raden gespiegelt, die den Punkt 4 enthilt, und sind X,’, K,’ und R’ die Bilder von K,, K, bz
R.sogilt B = K’ + K"
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Es geniigt, im Beweis nur Krifte K, und K, mit von Null verschiedenem Betrag
zu betrachten. Wir behandeln der Reihe nach die Fille:

(a) Die gegeb Krifte schliefen einen Winkel der Grofe 2x mit 0 < & < =
ein und haben gleiche Betriige. 2

(b) Die gegebenen Krifte haben beliebige Betrige und schlieBen einen rechten
Winkel ein.

(c) Die gegebenen Krifte sind beliebig.

Zu (a): Fiir die in 4 angreifenden Komponenten E,und &, geltealso K, = K,=: K.
Der von ihnen eingeschlossene Winkel habe die GréBe 2x. In diesem Fall liegt die
Resultierende E auf der Winkelhalbierenden des eingeschl Winkels. Spiegelt
man nimlich an der Winkelhalbierenden, so erhilt man K,” = K, und K,’ = &,.
Dann folgt aus (12.4.6), (12.4.3)und (1245) B’ =K, + K, =K, + K, =K, + K,
= E. Das kann nicht gelten, wenn E nicht auf der Winkelhalbierenden liegt.!)
Damit ist nur noch der Betrag von E zu bestimmen. Nach (12.4.4) ist

124.7. R =F(K, «),

wobei F eine zweistellige stetige Funktion mit K € R,* und « € [[ —]] ist, fiir die
wegen (12.4.2) F(K,0) =2K und F (K, E) =0 gilt.

Wir zeigen zunichst, daB R linear von K abhingt. Dazu betrachten wir die in
Abb. 62 dargestellte Konstellation von Kriften K,’, K,’, K," und K,”, die alle von
A ausgehen, mit K, := K,' = K,"” und K, := K,’ = K,". Es gelte R, := R'+ R/

5/ <

Rz
K
R /{/
£

AR L4
Abb. 62

und E,:= K, + K,”. Die Resultiercnden E, und R, liegen auf der Winkelhal-
bierenden und haben dieselbe Richtung. Also ist nach (12.4.2) R, 4 R, der Betrag
der Kraft B, + R,. Fiir die Gesamtresultierende B der in 4 angreifenden Krifte
gilt dann mit (12.4.5)

1248. R =R, + B, = (B + K\") + (By + K,") = (R + B)+ (B, + K,").

Nun ist nach (12.4.7) einerseits R, = F(K,, a), R, = F(K,, «) und andererseits,
wenn man (12.4.8) beachtet, R = F(K, + K,, «) = F(K,, ) + F(K,, «).

1) Es wiirde hier geniigen zu fordern, daB die Resultierende auf der Winkelhalbierenden
liegt. In Hinblick auf (b) haben wir diese ,,Symmetrieforderung" in der stirkeren Form (12.4.6)
gewiihlt.
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Fiir festes o € ]0, %": geniigt F also beziiglich K der Cauchyschen Grundglei-

chung, wobei F fiir K € R,* definiert und fiir diese K stetig ist. Also gilt F(K, x)
= K- F(1, ») (vgl. Bemerkung 7.4.3). Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen

wir f(x):= 1 F(1, ), so daB wir fiir die Resultierende von Kriften mit gleichem
Betrag

12.49. A A R =2K.f(«)
KeR,* acJo.n/2[0
erhalten, wobei /:]]0, %ﬂ-» R eine stetige Funktion ist. Zur Bestimmung dieser

Funktion / gehen wir von einem System von vier Kriften K,’, K,”, K, und K," aus,
die alle denselben Betrag K haben und von einem Punkt A ausgehen. Weiterhin

Abb. 63

schlieBen jeweils K, und K,” bzw. K, und K,” einen Winkel der Grofe 21
(az € ]!0, %[D ein. Es sei B, := R,’ + R\, By:= K,y +~ E,” und R:= E, - R,
Dann ist R, = Ry=: R. Der Winkel zwischen R, und B, habe die GriBe 28 (siche
Abb. 63), wobei f € || 0, Z | ist. Wir konnen &,", K,”, B, und K, so anordnen, daf

sowoh! f ¢ -“o, l\]: alsauch o + f € ]]o, i[ und f — x € ]]o, ﬁ‘[ ist. Mit (12.4.5)
gilt 12 2 2

E=R +R, =&/ +&")+ R +K,")
=Ry + R+ (B, + Ry,
Nach (12.4.4) und (12.4.9) erhdlt man 2R . f(8) = 2K - /(B + ) + 2K - f(B — ~)»
woraus wegen R = 2K - f(«) folgt, daB fiir f iiber dem Intervall :"0, %ﬂ: die d’Alem-
bertsche Funktionalgleichung gilt: 2f(x) - f() = f(B + &) + /(B — ).
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Da die Funktion f stetig ist und % ihre kleinste positive Nullstelle ist (vgl.

(12.4.2) und (12.4.4)), gilt f(x) = cos z (vgl. Satz 12.3.6).1)
Insgesamt erhalten wir fiir die Resultierende B zweier Krifte K, und K,, die dep-

selben Betrag K haben und einen Winkel mit der GriBe 2« (cc € I[O, £:l]) ein-
schlielen: 2

12.4.10. R = 2K - cos .

Es sei ausdriicklich hervorgehoben, daB wir fiir die Ableitung von (12.4.10) aus
(12.4.2) bis (12.4.6) das euklidischc Parallelenaxiom nicht benutzt haben. Inter-
pretiert man (12.4.10) jedoch in der euklidischen Geometrie der Ebene, so ist die
Parallelogrammregel fiir den Fall (a) bewiesen (vgl. Abb. 64).

Zu (b): Es seien jetzt K, und K, Krifte mit beliebigen Betrigen, der von ihnen
eingeschlossene Winkel habe das MaB % , und es sei B = K, + K,. Wir spiegeln das

aus den Kriften K,, K, und R bestehende System an der durch K, gegebenen Gera-
den (vgl. Abb. 65). Wegen (12.4.6) gilt dann F' =R, + (—R&,) und somit E + B’
= 2K, wegen (12.4.5). Da, R’ das Spiegelbild von E ist, haben beide Krifte den glei-

2 7
A s
#
ﬁl
Abb. 64 Abb. 85

chen Betrag R und schliefen einen Winkel der Grofle 2« ein. Damit liegt die Resul-
tierende 2K, auf der Geraden, auf der K, liegt, und nach (12.4.10) ergibt sich nun
K, = R. cos «. Eine Spiegelung des aus den Kriiften K,, K, und R bestehenden Systems

an der durch K, gegebenen Geraden liefert schlieBlich K, = R - cos (ﬁ - a), also
K, = R - sin «. Insgesamt erhalten wir 2

12411, K, =R-cosx und K, = R-sina.

Durch (12.4.11) sind bei gegebenen zueinander rechtwinkligen Kriften X, und K,
sowohl die GréBe des Winkels « (also die Richtung der Resultierenden) als auch der

1) Einfache Abinderungen des Beweises von Satz 12.3.6 zeigen, daB die d’Alembertsche
Funktionalgleichung, die dort iiber R gelost wurde, auch iiber [0, %]] nur die auf dieses Inter-

vall

kten stetigen Losungen [ mit f(x) = cos az (a = 0), f(z) = cosh az (@ += 0),

14

f(z) = 1 und f(z) = 0 jeweils fiir alle z € [[0‘%]] besitzt (vgl. auch Bemerkung 7.4.3).
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Betrag der Resultierenden eindeutig bestimmt. In der euklidischen Geometrie be-
schreiben diese Formeln die Parallelogrammregel.

Zu (c): Diesen Fall fiihren wir auf den Fall (b) zuriick. Es seien also R, und K,
zwei in einem Punkt 4 angreifende Krifte. Wir zerlegen eine der gegebenen Krifte
(z. B. K, in Abb. 66) so in rechtwinklige Komponenten R’ und K,”, daB K, in der
Geraden von K, liegt. Damit gilt nach (12.45) B = K, + K, = K, + (K, + K,")
= (R, + K,) + R,”, womit E die Resultierende zweier zueinander rechtwinkliger

A

N

-

4
Abb. 66
Krifte ist. Nach (12.4.11) gelten fiir K,’ bzw. K, die Beziehungen K," = K, - cos
und K,” = K, - sin f (wobei g die Grofle des Winkels zwischen R, und K, ist).
Insgesamt erhilt man daraus mit (12.4.11) und (12.4.2) fiir X, K, und R:
124.12. K, + K,-cos p =R-cosa und K, -sinf = R-sinx,
wobei a die GroBe des Winkels zwischen K, und R ist. Wir bemerken, da8 durch

(14.12) auch die Komponenten festgelegt sind, wenn- R, « und B gegeben sind. In
der euklidischen Geometrie beschreiben diese Formeln die Parallelogrammregel.

Abb. 67
Wir iiberzeugen uns noch davon, daffi R und « davon unabhiingig sind, welche der

gegebenen Krifte K, oder K, in rechtwinklige Komp ten zerlegt wird. Es sei
also K, so in rechtwinklige Komponenten &,"und R, zerlegt, daB K,” in der Gera-

den von K, liegt. Die Resultierende % von K, und K, habe den Betrag R und bilde
mit K, den Winkel & (vgl. Abb. 87). Dann gilt

12.4.13. K, -cos p + K, =R -cos (8 — &) und K,-sinf =R -sin(f — &).
Nun ergibt sich aus (12.4.12)

K, -sin g
12404, tano = —2——
1. tena K, + K,-cos
und aus (12.4.13)
K, -sinfp

12.4.15. tan (f — &) =m.
1 2
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Die letzte Beziehung formen wir équivalent um:

= = K, -sin g
ta — ta = (1 + tan X - ta Pt Bl AN
n g nx (14 tan & n f) X, csf+ K,
oder
K, - sin g _ K, -sinf
tanf— ———L__ 14— 7 . ,
 tan B K,-cosf + K, a.na( +K,-cosﬂ+Kg =n f
also
K,-sinfcosf + Ky-sinf — K, -sin fcos 8
K, - cos® 8 + K, -cosf
—tan & K, -cos?f + K,-cosf + K, -sin?f
K, -cos® + K, - cosp
und schlieBlich
12406, tan & — 22 8f
K, + K,-cosf
Wegen 0 < 8 < = kénnen wir vorausset ,daBO<a<%gilt, Anderenfalls be-

nutzen wir den Winkel zwischen E und K, als Richtungswinkel von E. Damit liefert
der Vergleich von (12.4.14) und (12.4.18) « = &. Es gilt aber auch R = R. Aus der
zweiten Gleichung von (12.4.13) folgt nimlich

12407, R = Za-sinf
sin (f — &)

wobei wir « = & benutzen (Man iiberlegt sich, daB8 mit K, =+ (-)., R, + 0 und B+0
auch B = « ist.). Aus (12.4.12) erhilt man durch Einsetzen von K, aus der zweiten
Gleichung in die erste Gleichung

K, +R-sfna .cosf =R-cos«,
sin B
also
K, - sin § = R(cos & sin # — sin « cos f)
oder

K, -sinp
sin (f — «)
und damit wegen (12.4.17) R = R.

Damit haben wir insgesamt gezeigt, daB es hochstens eine istellige Operation
+ gibt, die die Eigenschaften (12.4.2) bis (12.4.6) besitzt. Da nun die durch die
Parallelogrammregel bestimmte Addition von Kriften die Eigenschaften (12.4.2)
bis (12.4.6) hat, wenn man als Grenzfille einbezieht, daB die Komponenten in einer
Geraden liegen bzw. daB mindestens eine Komponente 0 ist, ist Satz 12.4.1 be-
wiesen.
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Wir setzen nun eine Ebene voraus, in der die Axiome der absoluten Geometrie
gelten. Dort betrachten wir die Menge der von einem festen Punkt A ausgehenden
Pfeile (gerichtete Strecken). Die eineindeutige Zuordnung zwischen diesen Pfeilen
und den in 4 angreifenden Kriften wird wie im euklidischen Fall definiert, ebenso
die reellen Vielfachen und der Betrag einer Kraft. In den Eigenschaften (12.4.2) bis
(12.4.6) wird nirgends Bezug genommen auf Parallelitit, so daB wir den folgenden
Satz formulieren:

12.4.18. Satz. In der Menge der in einem Punkt A einer Ebene der absoluten Geo-
metrie angreifenden und in dieser Ebene liegenden Kriifte ist durch die Eigenschaften
(12.4.2) bis (12.4.6) genuu eine zweistellige Operation + defindert.)

Beweis. Der Beweis, daB es hochstens eine Operation gibt, die den Eigenschaften
(12.4.2) bis (12.4.6) geniigt, braucht nicht mehr gefiihrt zu werden, denn im ent-
prechenden Teil des Beweises von Satz 12.4.1 wurden nur Tatsachen benutzt, die
auch in der absoluten Geometrie gelten. Es bleibt noch zu zeigen, da8 die durch
(12.4.12) definierte Operation?), wenn man sie durch Hinzunahme der Sonderfille
(12.4.2) auf alle Komponenten stetig erweitert, die genannten Eigenschaften (12.4.2)
bis (12.4.6) besitzt. Diese Sonderfille sind wieder Grenzfille der durch (12.4.12) defi-
nierten Operation. Das folgt aus (12.4.12), besonders leicht aber aus (12.4.19) —
siehe weiter unten.

Wir wollen hier nur die Assoziativitit der durch (12.4.12) definierten Operation
beweisen. (Die anderen Beweise sind offensichtlicher.)

Zunichst folgt aus (12.4.12) durch Quadrieren und anschlieBendes Addieren

12.4.19. R? = K% + K,* + 2K,K, - cos B.

Die zweite Gleichung von (12.4.12) ist gleichbedeutend mit

12.4.20. ’i‘ _dne
sin g°
Das sind in der euklidischen Geometrie der Kosii ¢z und der St tz fiir Drei-

ecke. Zeichnet man in der euklidischen Ebene das zu K,, K, und B gehorende Paral-
lelogramm, so erhilt man die entsprechenden Dreiecke mit den Seitenlingen K, K,
und R. Die Formeln (12.4.19) und (12.4.20) sind in der absoluten Geometrie natiir-
lich keine Sitze iiber Beziehungen in Dreiecken. Zwar kann man auch hier die durch
R,, K, und R gebildete Figur zu Dreiecken erginzen, erhilt dabei aber im allgeneinen
eine andere Situation als in der euklidischen Geometrie. Die fiir die Anwendung des

!) Die Menge dieser Kriifte bildet mit dieser Operation und der Multiplikation von reellen
Zahlen mit Kriften sogar einen reellen Vektorraum. . .

2) Durch (12.4.12) ist in der Tat eine Operation fiir l?, + 0 und K, + 0 definiert, wobei
die GroBe des Winkels zwischen den durch K, und K, gegebenen Geraden ist, denn bei ge-
gebenen K, = 0, K, + 0 und § € 10, #[[ ergeben sich aus (12.4.12) eindeutig bestimmte Zahlen

«€ ]]0, i;—']: und R, durch die die Resultierende E eindeutig festgelegt ist.
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8 & &

Kosinus- und des Sinussatzes benotigten Aussagen iiber die Gleichheit von Stufen-
und Wechselwinkeln an geschnittetenen Parallelen (vgl. Abb. 68) sind zum euklidi-
schen Parallelenaxiom dquivalent (vgl. ML Bd. 17, 2.1.2.).

Nun zum Beweis der Assoziativitit. Es seien drei beliebige von 4 ausgehende
Krifte K,, K, und K; gegeben, die in der gleichen Ebene liegen. Wir fithren folgende
Bezeichnungen ein (vgl. Abb. 69): B,:= K,+ K,; B,:= K, + K,;; R:=E, + K,
= (B, + K,) + Ry; B := K, + B, = R, + (R. + K;); B, Be, B, By sind in dieser

RYR

Reihenfolge die Grofien der Winkel zwischen K, und K., K, und K,, R, und K,,
K, und R,; ay, &y, &5, , sind in dieser Reihenfolge die GroBen der Winkel zwischen
R, und R,, K, und E,, E, und R, K, und E'. Fiir die Winkel 8, (v =1, 2, 3, 4) und
a, (v =1, 2) gilt

12421, B, =B, + B — % und B, =P + «x;,
8o daB aus (12.4.19)

R* = R*> + K3* + 2R\K; - cos f,

R? = K,® + R® + 2K,R, - cos f,

folgt. Daraus erhilt man durch nochmalige Benutzung von (12.4.19) fiir B2 und R,?
und durch Einsetzen fiir #; und g,

Rt = K,* + K,® + Kj* + 2K,K, - cos f; + 2R, Ky - cos (By + B2 — ),
R? = K2 + K,;* + Kg* + 2K,K, - cos B, + 2K,R, - cos (B + ).
Nun gilt R? = R'? und damit wegen R > 0 auch R = R’ genau dann, wenn
12.4.22. K,K, « cos f; + R K, - cos (B, + B — &)
und
12.4.23. K,K; - cos f, + K R, - cos (B + &)

gleich sind. Man erhilt aus (12.4.22) durch Anwendung der Subtraktions- und Addi-
tionstheoreme fiir cos und sin sowie durch (12.4.12) K, + K, - cos, = R, - cos «,
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und K, - sin g, = R, - sin &,

K, + K, - cos B,
R,

K, - sin ﬁ.)

K,\K, - cos p + R\Ks (‘309 By + Be) -

+ sin (Bi+ Bo) -
= K\K, - cos B + KKy - cos (B, + B2)
+ KoK, (cos By cos (B) + B2) + sin By sin (B, + B2))
= KK, - co8 p; + K Ky - cos (B; + B;) + KoK; - cos .

Dieses Ergebnis erhilt man durch entsprechende Umformungen auch aus (12.4.23),
wenn man diesmal (12.4.12) in der Form K, + K, - cos f; = R, - cos «, und K -8in §,
= R, - sin &, benutzt.

Es bleibt noch zu zeigen, da8 E und E’ auch diesselbe Richtung haben, daB also
&y = &, + ag gilt (vgl. Abb. 69). Wir gehen wieder von (12.4.12) aus, wobei wir diese
Beziehungen einmal fiir R, und K (in (12.4.24)) und einmal fiir X, und R, (in (12.4.25))
formulieren und dabei gleich R’ = R setzen:

124.24. R, + Ky cos (B, + fs — &) = R - cos ay;
Ky -sin (B + B — &) = R - sinag,
12.4.25. K, + R, - cos (B, + x;) = R - cos a,;
R, - 8in (B + «y) = R - sin &4.

Aus (12.4.25) folgt durch Anwendung des Additionstheorems von sin und durch Ein-
setzen von

R,

COo8 &y = M und sina, = M,
R, R,
wobei diese beiden Gleichungen wieder aus (12.4.12) (fiir K,, K, und R,) gewonnen
wurden:
12.4.26. R -sin &, = K, - sin §, + K, - sin (8, + B2).
Jetzt beweisen wir mit den Formeln (12.4.12) und (12.4.19), daB
12.4.27. R -sin (¢, + 53) = K, - sin B, + K; - sin (8, + B)
gilt, woraus dann «, = &, + «; folgt, da wir wieder 0 < &y < % voraussetzen
kénnen. Zunéchst ist mit (12.4.12) fiir sin «,, cos &y, sin &3 und cos ag
8in (&, + &) = 8in &, co8 &3 + €08 «, Sin oy
_K,-sinp, R, + K;-cospy
R, R
K, + K, -cos B, Kg- sinpfy
R, R '

+
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Setzt man hierin fiir f; aus (12.4.21) ein und wendet die entsprechenden Additions-
bzw. Subtraktionstheoreme der Funktionen sin und cos an und setzt dann aus (12.4.12)
fiir cos «, und sin «, ein, so erhilt man '

R\R - sin (5, + )

2
= RiK, -sin f, + K}K’ - sin (B, + B) - (sin? By + cos? By)
1
. s
+ 5 in (g, + p) + 210 cosfysin (8, + )
1 1

= R, K, -sin §, + % (Ky? + K,?%) - sin (B, + By)
)

+2 - cos By sin (B, + B,).

K\K,K,
E,
Wenn man jetzt schlieBlich aus (12.4.19) K, + K,* = R,? — 2K, K, - cos f, ein-

setzt, erhilt man (12.4.27). Damit beenden wir die Ausfiihrungen zu Satz 12.4.18.

Unsere bisherigen Uberlegungen haben gezeigt, daf sich die Statik des Massen-
punktes in der absoluten, in der euklidischen und in der Lobaéevskijschen Geo-
metrie rechnerisch nicht unterscheiden. Wir haben ja fiir die Ableitung der Formeln
(12.4.19) und (12.4.20) aus (12.4.3) bis (12.4.6) kein Parallelenaxiom benétigt. In der
euklidischen Ebene ist durch die Parallelogrammregel eine bequeme zeichnerische
Bestimmung der Resultierenden gegeben.

Versucht man aber diese Betrachtungen auf die Statik des starren Kérpers zu
iibertragen, so ergeben sich wesentliche Unterschiede. Darauf werden wir nun ein-
gehen. Dabei wird sich eine nochmalige Anwendung der d’Alembertschen Funktional-
gleichung ergeben.

Wir betrachten im folgenden zwei Krifte K, und K,, die an einem starren Korper
in den Punkten 4, bzw. 4, angreifen und in der gleichen Ebene liegen. Dabei sind
die Fille 4, = 4, und 4, 3+ 4, zu unterscheiden. Falls 4, 3 4, ist, sei stets vor-
ausgesetzt, dal R, und K, auf ein und derselben Seite der Geraden 9(4,4,) liegen.

In der euklidischen Geometrie wird bekanntlich die Resultierende folgender-
maBen bestimmt:

a) Wenn 4, = 4, ist, dann wird die Resultierende direkt mit Hilfe der Parallelo-
grammregel bestimmt. Wenn 4, = A, ist, beide Krifte auf ein und derselben Seite
der Geraden g(4,4,) liegen und wenn sich die durch &, und K, gegebenen Geraden
(diese Geraden werden auch als Wirkungslinien der Kriifte K, bzw. K, bezeichnet) in
einem Punkt S schneiden, so ,,verschiebt*!) man die Kriifte (Pfeile) &, und K,, so
daB ihre Angriffspunkte in S liegen, bestimmt dort mit Hilfe der Parallelogrammregel
die Resultierende (vgl. Abb. 70).

b) Wenn sich die Wirkungslinien von K, und K, nicht schneiden, dann sind sie in
der euklidischen Geometrie der Ebene zueinander parallel. Dann gibt es eine Gerade,
die senkrecht zu beiden Wirkungslinien ist und diese in den Punkten B, und B,
schneidet. Diese Gerade sei Wirkungslinie fiir zwei Kriifte L und — L, die ebenfalls

htiok

1) Diese ,,Verschiebung* oder ,,Linienfli

it wird weiter unten (S. 261) prézisiert.
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in B, bzw. B, angreifen. Wir verschiehen die Krifte K, und K, so, daB ihre Angriffs-
punkte B, bzw. B, sind. Nun bestimmen wir die Resultierenden E'=R,+ L und
Ry =R, + (—L). Die Wirkungslinien dieser Resultierenden schneiden sich in
einem Punkt S, es sei denn, die Komponenten K, und K, liegen auf verschiedenen
Seiten von g(4,4,), und es gilt K, = K,. Existiert der Punkt S, so kann man dann
weiter bei der Bestimmung der Resultierenden B wie unter a) verfahren (vgl. Abb.
71). Mit Sitzen der euklidischen Geometrie (Ahnlichkeitssétze) gilt

IBB'I L und IB_ﬂ=£,, also %=&
SB| K SB, K. BB, K

AuBerdem gilt R = K, + K,. Die Resultierende E ist von den ,Hilfskriiften L
und — L unabhingig. Diese Kriifte heben sich in ihrer Wirkung auf. Bei diesen Uber-
legungen spielt das euklidische Parallelenaxiom eine entscheidende Rolle.!)

K 4 Az
Ay b3
7 ls S
AN |
/ R |
’ \ |
/ \ / \ | / |
4 2N | SN
i \A“‘\ 4 | // \\ \
- [ \
ll A2 .7/ ! \ .
Ly ! \ oL
MB, T8 B, }
Ko AR
3
Abb. 70 Abb. 71

Wir wollen jetzt einige Folgerungen untersuchen, die sich ergeben, wenn man die
eben skizzierten Methoden der Behandlung der Statik des starren Korpers auch in die
absolute und in die Lobadevskijsche Geometrie iibertrigt. Dabei streben wir keine
Vollstindigkeit an. Wir wollen fiir einige Spezialfille die Bedingungen untersuchen,
denen drei in einer Ebene liegende und an einem starren Korper angreifende Krifte
K,, R, und E geniigen miissen, damit sich der Korper im Gleichgewicht befindet.
(Das ergibt einen interessanten Zugang zur Lobadevskijschen Funktion und eine
weitere Anwendung der d’Alembertschen Funktionalgleichung.)

Vorher sei an folgende Ergebnisse der ebenen Lobagevskijschen Geometrie er-
innert:?) Sind eine Gerade g und ein Punkt P ¢ g gegeben, so gibt es durch P zu g

1) Bekanntlich (vgl M{L Bd. 17) ist das euklidische Parallel i dquivalent zu der
Tatsache, daB es zwei mchtkongmente Dreiecke gibt, die in allen Winkeln uberemstlmmen Die
Ahnlichkeitslehre ist also eine Folgerung des euklidischen Parallel ioms. In der Loba-

Sevskijschen Geometrie sind Dreiecke, die in allen Winkeln iibereinstimmen, stets kongruent.
Die Kongruenzsitze (wsw), (sww) und (ssw) gelten bereits in der absoluten Geometrie. Davon
werden wir noch Gebrauch machen.

?) Fiir eine griindliche Information sei auf MfL Bd. 17, A. P. NorpvEX [125] und die Enzy-
klopidie eine Elementarmathematik [49] verwiesen.
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genau zwei Randparallelen (wir wollen sie hier kurz Parallelen zu g nennen). Diese
beiden Geraden ,,trennen‘‘ die Geraden durch P, die g schneiden, von denen, die g
nicht schneiden (vgl. Abb. 72). Sie liegen symmetrisch zum Lot von P auf g und
schneiden g ebenfalls nicht. Sind p, und p, die beiden Parallelen zu g durch P, so
bilden sie einen Winkel der GréBe 2x, in dessen Innerem g verlauft. Der Winkel

Nichtschneidende

Parallete p, Parallele py

hneidende

Abb. 72

zwischen dem Lot PP’ und einer Parallelen heilt Parallelwinkel. Dieser Winkel hangt
von dem Abstand des Punktes P von g ab. Man schreibt fiir seine Grofie « = n(PP')
und nennt z die Lobalevskijsche Funktion, die fiir alle positiven Zahlen definiert

und deren Wertebereich das Intervall O,g ist. In der euklidischen Geometrie ist
a(x) = % fiir alle z € R,*. Ist die Gerade h durch einen Punkt P parallel zu einer

Geraden g, so ist sie in jedem ihrer Punkte parallel zu g.1) Umgekehrt ist auch g zu
parallel.

Wir fithren unsere Untersuchungen zunichst in der ebenen absoluten Geometrie
durch, benutzen somit kein Parallelenaxiom. Im Unterschied zur Statik des Massen-
punktes geniigt es jetzt nicht, jeder Kraft nur einen Pfeil zuzuordnen. Wir fassen
alle Pfeile einer Geraden mit gleicher Richtung und gleicher Linge zu einer Klasse zu-
sammen und ordnen jeder derartigen Klasse umkehrbar eindeutig eine Kraft zu.
Zwei Pfeile auf verschiedenen Geraden liegen also nie in der gleichen Klasse. Die
Mafzahl der Linge eines jeden Pfeils der Klasse ist gleich der MaBzahl der Kraft,
und jeder dieser Pfeile hat dieselbe Richtung wie die zugeordnete Kraft. Die Kraft
kann durch jeden Pfeil der ihr zugeordneten Pfeilklasse reprisentiert werden.
Einzelne Reprisentanten werden wie iiblich wie die Kraft selbst bezeichnet. Ganz im
Sinne der Statik des starren Korpers wird also durch Anderung des Betrages oder
durch Anderung der Richtung einer Kraft i. allg. ihre Wirkung geandert, nicht aber
duroh Anderung ihres Angriffspunktes innerhalb ihrer Wirkungslinie (in der Physik
sprich man in diesem Zusammenhang auch von ,,Linienfliichtigkeit‘).

Wir wollen jetzt versuchen, auch ohne Benutzung des euklidischen Parallelen-
axioms die Zusammensetzung von Kriften am starren Korper auf die in der Statik
des Massenpunktes zuriickzufiihren. Dazu werden wir auch hier zu Reprisentanten
iibergehen, die einen gemeinsamen Anfangspunkt .S haben und dann den in § begin-
nenden Repriisentanten der Resultierenden bestimmen. Dafiir wird die Giiltigkeit

1) Sind also zwei Geraden zueinander parallel, so braucht man nicht zu sagen, in welchem
Punkt, wohl aber, in welcher Richtung sie zueinander parallel sind.



262 12. Funktionale Charakterisierungen von Winkelfunktionen

der Forderungen (12.4.2) bis (12.4.6)!) vorausgesetzt, so daB wir insbesondere die
Formeln (12.4.10) und (12.4.12) (fiir Reprisentanten mit gemeinsamem Anfangs-
punkt) benutzen kénnen.

Nun zu den angekiindigten Spezialfillen.

Die angreifenden Krifte K, und K, haben belicbige Betrige, ihre Wirkungslinien
schneiden sich in einem Punkt S. Wir finden die Resultierende B = K&, + K,?)
iiber die in S angreifenden Reprisentanten wie bei der Statik des Massenpunktes
mit (12.4.12) K, + K, -cos § = R-cosa und K, -sinf = R - sin «.

Es seien jetzt K, und K, Krifte mit gleichem Betrag K und mit Reprisentanten,
die in 4, bzw. A, angreifen und auf ein und derselben Seite der Geraden g(4,4,)
liegen. Die Wirkungslinien von K, und K, mogen senkrecht auf g(4,4,) stehen,
haben also keinen gemeinsamen Schnittpunkt. Wir lassen daher in 4, bzw. 4, wieder
Hilfskréifte L bzw. — L angreifen (vgl. Abb. 73), deren Betrag so gewihlt sei, daB sich
die Wirkungslinien der Resultierenden K, := K, + L und K, :—If, + (—f)
schneiden.

Eine solche Wahl von L ist auch in der absoluten Geometrie méglich. Es gibt ja
sowoh! durch 4, als auch durch A4, Geraden, die etwa die Mittelsenkrechte der
Strecke 4,4, schneiden, wobei wir auBerdem voraussetzen kénnen, daB ihre Schnitt-
winkel mit g(4,4,) in 4, bzw. 4, kongruent sind, also dieselbe GroBe « besitzen. Da
die entstehenden Dreiecke aufgrund des Kongruenzsatzes (wsw) kongruent sind,
schneiden sich die so gewihlten Wirkungslinien von K,’ bzw. K,’ ebenfalls, und ihr
Schnittpunkt S liegt auf der Mittelsenkrechten der Strecke 4,4,. Nach (12.4.11) kann
nun L so gewihlt werden, daB die Schnittwinkel in den Punkten 4, bzw. 4, jede

beliebige Grofe « mit 0 < a < % annehmen.

Durch dhnliche Uberlegungen folgt: Wihlt man L und damit die WinkelgroBe «
50, daB sich die Wirkungslinien von K,’ und K,’ schneiden, soliegt ihr Schnittpunkt S

1) Es ist lediglich zu beachten, daB sich die dort getroffenen Aussa.gen uber Krifte und

Resultierende jetzt prechend auf Reprisentanten mit g punkt be-
ziehen.
2) Wir benutzen hier und im folgenden fiir die Z g von Kriften am starren

Korper dasselbe Zeichen ,,+* wie in der Statik des Massenpunktes, obwohl es sich um eine
neu zu definierende (partielle) Operation in der Menge der Pfeilklassen handelt.
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stets auf der Mittelsenkrechten der Strecke 4,4,. Nach (12.4.11) gilt
K K, K K K, K

1 = =

- —, 2 - ——, also K :=K/'=K,.
sinax  sina sinx  sina

Die Resultierende B der Krifte K,’ und K,’ liegt also auf der Winkelhalbierenden des
Winkels, den die Repriisentanten der Krifte K,’ und K,’ mit dem gemeinsamen
Anfangspunkt S bilden. Damit steht die Wirkungslinie von E senkrecht auf der
Geraden g(4,4,) und geht durch den Mittelpunkt der Strecke 4,4,. Fiir R gilt dann
nach (12.4.10) R = 2K’ - cos f, also

12.4.28, R = 2K .22
sin &
Wir zeigen jetzt, wie man von (12.4.28) ausgehend, durch zwei fiir die Statik des
starren Korpers sinnvolle Forderungen (vgl. (12.4.29) und (12.4.30)) Zuginge zur
euklidischen und zur Lobagevskijschen Geometrie erhalten kann. Die Forderungen

\ P P -
A A A Az /iz
i ] P P '

L Ay, 1
Ki+ Ky R' Ko+ K;

Abb. 74

(12.4.29) und (12.4.30) sind dquivalent zu bestimmten Grundformeln dieser Geo-
metrien, die ihrerseits wiederum dquivalent zum jeweiligen Parallelenaxiom sind.

cos

12.4.29. Der Betrag R =2K -
L und — L unabhingig.

der Resultierenden ist von den Hilfskriften

Zur Formulierung der Forderung (12.4.30) betrachten wir folgende Konstellation
von Kriften, die an einem starren Kérper angreifen (vgl. Abb. 74): Es seien R, K,,
E,' und R,’ Krifte gleichen Betrages, die in den Punkten 4,, 4,, 4," bzw. 4,’ an-
greifen. Wir setzen K := K, = K, = K,’ = K,' und konnen voraussetzen, da8 alle
Angriffspunkte auf der Geraden g(4,4,) liegen. Die Wirkungslinien der Kriifte sollen
g(A,4,) rechtwinklig schneiden. AuBerdem seien die Krifte so gewihlt, dafl die
Repriisentanten mit den Anfangspunkten 4,, 4,, 4, bzw. 4," samtlich auf ein und
derselben Seite der Geraden g(4,4,) liegen. Die Resultierenden E := K, + K, und
B':= K" + R, liegen dann auf einer Geraden, die g(4,4,) rechtwinklig im Mittel-
punkt der Strecke 4,4, schneidet. Die Resultierenden K, + K,’ und K, + K,
liegen auf Geraden, die die Strecken 4,4, bzw. 4,4," jeweils im Mittelpunkt recht-
winklig schneiden.
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Esgilt R + B’ = (R, + K,) + (K’ + K,'). Die Resultierende B"’ : = (K, + K,’)
- (K, + I'f,’) liegt ebenfalls in der Wirkungslinie von R und R'. Wir fordern nun

12.4.30. Die Gesamtwirkungen B + B’ und R" der angreifenden Krifte sind gleich.
Es gilt also B + B’ = R".

Wegen R = 2K sind (12.4.29) und (12.4.30) in der euklidischen Geometrie erfiillt
und folgen also aus dem Satz, daB8 die Summe der InnenwinkelgréBen eines Dreiecks

gleich x ist. Umgekehrt folgt dieser Satz schon aus (12.4.29), denn mit cosh =1 ist
sin &

cos f = sin &, also sin % — B} =sinx,d. h. % =« + B fiir jedes rechtwfnklige

Dreieck, woraus der erwihnte Satz sofort fiir beliebige Dreiecke folgt. Dieser
Satz ist aber dquivalent zum euklidischen Parallelenaxiom (vgl. MfL Bd. 17,2.1.2.).
Welche geometrischen Folgerungen haben nun (12.4.29) und (12.4.30)? Zur Beant-

wortung dieser Frage setzen wir noch p:= l (A4, p' = l |(4,°4,")] und
cos § 2 2
sin &
daB der Betrag der Resultierenden in (12.4.28) zwar nicht von der Hilfskraft L ab-
hingen soll, daB er jedoch von p abhiingen konnte. Falls eine solche Abhingigkeit
vorliegt, soll sie stetig sein (auch das ist eine physikalisch sinnvolle Forderung).

Mit (12.4.28) und den Bezeichnungen aus Abb. 74ist B = 2K - ¢(p), R’ = 2K - ¢(p’)
und

=:¢(p), wobei ¢ eine stetige Funktion sei. Damit wird zum Ausdruck gebracht,

R"=2|R,+1?.';.c(” ;”)=2-2K-c(”—;")o(”—"2"’)

und damit nach (12.4.30)
2K - o(p) + 2K - e(p) =4K.c(’L;—”)c (’” +”)

2
fiir p’, p € R,* und p’ — p > 0. Setzen wir jetzt z:= r+p und y:= P2 , 80
.2 2
folgt
A e(x + y) + ez — y) = 2¢(2) c(y).
z.yeR,°

Die gesuchte Funktion ¢ ist also stétige Losung der d’Alembertschen Funktional
gleichung, so daB die Funktionenc: R,* — Rmit c(z) = cosh az (@ ¥ 0), c(x) = cos ax
(@ %= 0), ¢(x) = 1 und ¢(z) = 0 in Frage kommen (vgl. die Fuinote auf 8. 253). Da-

mit erhalten wir im ersten Fall cos = cosh %, im zweiten Fall cf)sﬁ = cos -7‘1
und im dritten Fall O?Lﬂ =1 (c(x) = O fiir alle z € R,* scheidet schon aus physi-
sin o

kalischen Griinden aus).

Im ersten Fall handelt es sich um eine Grundformel der Lobadevskijschen (oder
hyperbolischen) Geometrie und im zweiten Fall (das sei hier nur angemerkt) um eine
Grundforinel der Riemannschen (oder elliptischen) Geometrie. Im dritten Fall er-
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halten wir noch einmal den euklidischen Fall. Die Zahl £ gibt jeweils eine Linge an
und ist ein charakteristischer Parameter der betreffenden Geometrie.
Wir wollen auf den ersten Fall noch niher eingehen und aus

cos ﬂ

12.4.31. —cosh 2
n o« k

einige Sitze der Lobadevskijschen Geometrie ableiten. Zunichst folgt aus osf >1,
sin &
daB sin (—2- — B) > sin « und damit -é- > & + f ist. Da man jedes Dreieck in zwei

rechtwinklige Dreiecke zerlegen kann, folgt daraus = > & + f + 7, und das ist
dquivalent zum Lobagevskijschen Parallelenaxiom (vgl. MfL Bd. 17, 2.1.2.). Weiter-

hin folgen aus R =2K - cosh % die Forderungen (12.4.29) und (12.4.30).

Als nichstes bestimmen wir die Lobalevskijsche Funktion z. Die Hilfskraft L
(vgl. Abb. 73) sei so gewiihlt, daB « = 7t(p) ist. Wir bilden eine Folge von Reprisen-
tantep (L,) mit lim L, = L und betrachten die zugehirigen Folgen von WinkelgroBen

() und (B,). Dann gllt lim &, = 7 p), lmJ B» = 0 und wegen der Beziehung (12.4.31)
M = ¢(p). Man erhalt
o—ro0 Bi
¢(p) = lim M’: - ! .
o0 SiN &,  8in 7(P)

Insgesamt ist also

12.4.32. cosh ——; = ﬂ)
sin 7(p) sin x
Aus (12.4.32) folgt
cost(p) =1 —sintn(p) = 1 — = tanh? -:i

coshz 2
k

Wegen 0 < n(p) < % und % >- 0 ist cos 7(p) = tanh : und damit

tan a(p) _ w — (1 — tanh Z) cosh 2
P sin 7(p) k k

= cosh - smh— = ¢ Plk,

Daraus folgt fiir die Lobagevskijsche Funktion =
7(p) = 2 - arctan e Pk,

Wir kehren noch einmal zur Statik des starren Korpers zuriick und bestimmen die
Resultierende zweier (im Lobadevskijschen Sinne) in gleicher Richtung paralleler
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Krifte gleichen Betrages. Es seien g, und g, zueinander senkrechte Geraden mit dem
Schnittpunkt 4 und 4, bzw. 4, Punkte auf g, auf verschiedenen Seiten von 4 mit
Y4,4) = (A,A) = p. Weiterhin seien gs und g, Geraden durch 4, bzw. 4,, die
jeweils zu g, in derselben Richtung parallel sind. Dann sind g; und g, ebenfalls zuein-
ander parallel (in derselben Richtung) (vgl. die Fufinote auf S. 261) (vgl. Abb. 75).
Die Krifte K, bzw. K, mit dem Betrag K : = = K, = K, liegen in g, bzw. g,. Zur Be-
sti g der Resulti den E von K, und K, arbeiten wir wieder mit Hilfskriften

9
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L und —L, deren Wirkungslinie die Gerade g, sei (vgl. Abb. 75). Die Hilfskrifte seien
so gewihlt, daB sich die Wirkungslinien von B, := K, + L und B,:= B, + (D)
in einem Punkt § schneiden. S liegt auf der Geraden g,, die gleichzeitig Wirkungs-
linie der Resultierenden E:= E, — R, ist. Das folgt aus der Kongruenz (sww) der
Dreiecke A\ SA4,4 und A SA4,. Da R, und E, denselben Betrag R haben, gilt nach
(12.4.10) R = 2E - cos . AuBerdem ist nach (12.4.12) K - sin =(p) = R - sin «, also

E = M. Damit ergibt sich R = 2K - sin =(p) cf)sﬂ
sin «

- , woraus schlieBlich
sin «

mit (12.4.32) R = 2K folgt. Man erhilt also auch in der Lobagevskijschen Geometrie
den Betrag der Resultierenden zweier paralleler Krifte mit gleichen Betrigen durch
Addition der Betrige.

Nun zu einigen Siitzen der Lobacevskijschen Trigonometrie.
12.4.33. Satz. In jedem rechtwinkligen Dreieck /\ ABC mit den Kathetenkingen a, b
und der Hypotenusenlinge c gilt cosh % = cosh % cosh % (k € R*).

Dieser Satz entspricht dem Satz von PYTHAGORAS in der euk]idischen Geometrie.
Zum Beweis ergiinzen wir das bei C rechtwinklige Dreieck /\ ABC durch ein hei 4
rechtwinkliges Dreieck /\ ABD (vgl. Abb. 76). Dann gilt nach (12.4.31)

¢ cos b o8 4 cos a cos«x
Y coshe = —B87 __8Y  oen L

h-—=———, = —
O Toing [ (.1 ) prv Y
sin -2——«1

Aus diesen Bezieh folgt ittelbar die Behauptung.
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g

Die folgenden Sitze beweisen wir fiir spitzwinklige Dreiecke. Man iiberlegt sich
leicht, daB sie auch fiir stumpfwinklige Dreiecke gelten.

12.4.34. Satz. Fiir beliebige Dretecke /\ ABC gilt der (sogenannie) Sinussalz

sich < sinh L3 sinh <
k k 3

(k€ R¥).

sina  sinf  siny
0

Zum Beweis betrachten wir zunichst ein rechtwinkliges Dreieck /\ ABC (vgl.
Abb. 76). Aus Grundbeziehungen der Winkelfunktionen und der hyperbolischen
Funktionen sowie aus (12.4.31) und Satz 12.4.33 folgt
cos? f 1= 1 — (sin? B + sin® &)
sin? & - sin? x !

12.4.35. sinh? b = coxah22 —1=
k k

1 — (sin? B + sin® &)

a
12.4.36. sinh? — =
36. sinh T e

’

12.4.37. sinh? < = cosh? <= — 1 = cosh? = cosh? LA 1
k k k k
_ cos®a - cos® B 1= (sin? B + sin®«)
" sin? B - sin® o T sin?B-sin?x

Da alle vorkommenden Funktionswerte positiv sind, gilt nach (12.4.35) bis (12.4.37)
sinhi-sina~sinﬂ =sinhi'sinﬁ =sinh£'sina
k k k
oder L a b
sin —  sinh —
L C k k
sinh — = —— = ——.
k sin « sin #
Es sei jetzt /\ ABC ein beliebiges Dreieck mit den Bezeichnungen aus Abb. 77, k sei
die Linge der Hohe von C auf AB. Dann folgt aus den eben erhaltenen Beziehungen

sinh i sinh i sinh 2 sinh %

sin B sina

sinh 2 = —
k sin o
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Fiihrt man dieselben Uberlegungen mit einer anderen Hohe durch, so erhilt man die
Behauptung.

Abb. 77
B8

12.4.38. Satz. Fiir beliebige Dreiecke /\ ABC gilt der Seitenkosinussatz

a b c b c

= = cosh— 2 _ sinh — sinh — s
cosh Z cos| T cosh T sinh - sinh T cos &
cosh % = cosh -i- cosh % — sinh % sinh -:— cos 8,

cosh % = cosh % cOsh% — sinh % sinh% cosy (ke R.*).
Wir beweisen hier nur die erste Gleichung. Im rechtwinkligen Dreieck A\ DBC
(vgl. Abb. 77) ist gemiB Satz 12.4.33
c—9q

cosh & — cosh % cosh T

d. h.

cosh % = cosh % (cosh -;-;- cosh % — sinh % sinh -’%) .

Aus dieser Gleichung folgt die Behauptung, wenn man cosh% = cosh % cosh%

sinh L
cos &

einsetzt und dann cosh % = beachtet.

in y, ny,
Ohne Beweis sei noch mitgeteilt, dal aus den Sitzen 12.4.34 und 12.4.38 der
Winkelkosinussatz folgt:

12.4.39. Satz. Fiir beliebige Drevecke /\ ABC gilt

d sinh — =
und sinh —

cosa=—cosﬂ’~cosy+sinﬂ‘~siny~cosh%,
. . b
cos f = —cosa-cosy+sma~smy~cosh?,

cosy=-—-cosat~cosﬁ+sina(-sinﬂ~cosh% (k € R¥).
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Dieser Satz besagt, daB man in der Lobagevskijschen Geometrie die Seiten eines
Dreiecks aus den drei Innenwinkeln berechnen kann. Dreiecke, die in ihren Winkeln
iibereinstimmen, sind ja auch kongruent.

Es sei noch darauf hingewiesen, da$8 zwischen den trigonometrischen Beziehungen
in der ebenen Lobagevskijschen Geometrie, den entsprechenden Beziehungen in der
sphérischen Trigonometrie und den auch im Mathematikunterricht behandelten
trigonometrischen Bezieh der eb euklidischen Geometrie enge Zusammen-
hinge bestehen (vgl. A. P. NOBDE‘X [125] und Enzyklopidie der Elementarmathe-
matik [49]).




13.  Loésungen der Funktionalgleichung f(x + yf(x)) = f(x) - f(y)

Bei der Untersuchung der Untergruppen der zentralaffinen Gruppe einer Ebene
wurde S. GoLAE zu der Funktionalgleichung /(;z: + y/(x)) = f(z) - f(y) gefiihrt. Diese
Funktionalgleichung ist von 1959 bis 1969 umfassend von S. GoL4B und A. ScHINZEL
[61], C. Pora [138], Z.Dar6czy [40], P. Javor [81, 82] und S. Woropzko [183]
untersucht worden.!) Dabei ergab sich, daB es sowohl Losungen f: R — R dieser
Funktionalgleichung gibt, die stetig, aber nicht differenzierbar sind, als auch solche,
die meBbar, aber nicht stetig sind. Solche Fille traten bei den in den Kapiteln 7, 8
und 12 diskutierten Funktionalgleichungen nicht auf. Die folgenden Ausfiihrungen
verdeutlichen auch eine Tendenz der heutigen Entwicklung bei der Untersuchung
von Funktionalgleichungen, die Betrachtung von Lésungen in Strukturen wie Grup-
pen, Vektorraumen und topologischen Vektorriumen, in denen die Lésungen f: R — R
als Spezialfiille enthalten sind. Bei dieser Betrachtungsweise bedingen sich algebra-
ische und analytische Arbeitsmethoden.

Wir werden zunichst einige Eigenschaften der Losungen dieser Funktionalglei-
chung erarbeiten, die fiir das folgende immer wieder benétigt werden.

13.1.  Einige Eigenschaften der Lsungen
von f(x + yf(x)) = f(x) - f(y)

In di Abschnitt werden Eigenschaften von Lo
gleichung

1B.LL A f(z + yf(2)) = f@) - )
z,yeR

/: R — R der Funktional-

5

bewiesen. Die Beweise werden so gefiihrt, daf sie sich sofort auf Funktionen f: V — K
iibertragen lassen, wobei V die Menge der Elemente eines Vektorraumes B iiber
einem (kommutativen) Korper & (mit der Trigermenge K) ist.

13.1.2. Lemma. Die einzigen konstanten Losungen f: R — R von (13.1.1) sind die
Funktionen f, und f, mit fi(x) = 0 und fo(x) = 1.

Beweis. Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, daB f, und f, Lésungen von (13.1.1)
sind. Es sei nun f mit f(x) = ¢ eine konstante Losung von (13.1.1). Dann folgt aus
(13.1.1)c =c% alsoc, =0und ¢, = 1.

1) InJ. Aczfw [5] findet man ebenfalls einige Ausfithrungen.
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13.1.3. Lemma. Fiir jede Losung f: R — R, die verschieden st von f, mit fi(z) =0,
st f(0) = 1.

Beweis. Es sei z, eine reelle Zahl mit f(z,) 3 0. Wir setzen in (13.1.1) z = x, und
y = 0 und erhalten f(zo) = f(z,) - /(0), also f(0) = 1.
13.1.4. Lemma. Fiir jede Losung f: R — R von (13.1.1) gilt: Wenn zwez reelle Zahlen
2, und x, mit z; + 2, und f(x,) = f(z,) + O existieren, dann i8¢t x, — x, eine Periode
von f.

Beweis. Es ist zu zeigen: Fiir z; und 2, mit den genannten Eigenschaften gilt

f(x + 2, — ;) = f(x) fiir alle z € R. Aus (13.1.1) mit y = £~ 2t unter Beriicksich-
tigung, daB f(z,) = f(x,) ist, ergibt sich ()
fe+zm—m)=fmtz—n)=/ (xz + == /(x;))
f(21)

= flz + y/@)) = [z + yf(z2)
= f(®2) - f(y) = f(@1) - F(y)
= o + wl@)) = 1 (x‘ +

T —

fl@)

. /(-‘51))

=fley + x — ) = f(2).

13.1.5. Lemma. Fiir jede Lésung f: R — R mit f == f, von (13.1.1) gilt: p € R st
Periode von f genau dann, wenn f(p) = 1 1st.

Beweis. Es sei p eine Periode von f. Dann gilt f(x + p) = f() fiir alle z € R. Fiir
x = 0 ergibt sich f(p) = f(0), also wegen Lemma 13.1.3 f(p) = 1. Es sei nun a eine
reelle Zahl mit f(a) = 1. Dann gilt wegen (13.1.3) fiir alle z € R

fl +a) = fla + 2) = fla + zf(@)) = fl@) - {z) = =),

also ist a eine Periode von f.

13.2.  Reellwertige Lésungen von f(x + yf(x)) = f(x) - f(y)
13.2.1. Satz. Die Funktionen f: R — R mit f(x) = 1 + mx (m € R¥) sind die einzigen
nichtkonstanten differenzierbaren Lésungen von (13.1.1).

Beweis (siehe S. GorAB und A. ScHINZEL [61]). Die Funktionen f mit f(z) = 1 + ma:
sind differenzierbar und erfiillen (13.1.1), denn es ist

fle + yf@) = 1 + m(z + yt + ma)) =1+ mz + my + mizy
= (1 4+ ma) - (1 + my) = f(x) - [(y).

Es sei nun f: R — R eine nichtkonstante differenzierbare Losung von (13.1.1). Wir
differenzieren f in (13.1.1) nach z und erhalten

flz + yf@) - (1 + 9f'@) = F@) - f).
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Fiir x = O und /'(0) = m ergibt sich f'(yf(0)) (1 4 my) = m/(y). Wegen Lemma 13.1.3

ergibt sich f'(y) (1 + my) = mf(y), und fiir y = —— und f(y) = 0 erhdlt man die
Differentialgleichung! %) — ™

g , deren allgemei ,Losung fmit f(y) =c(1+ my)
Sy 1+ my
ist. Fiir y =0 ergibt sich /(0) =c¢, also wegen Lemma 13.1.3 ¢ =1 und somit
) = l + mz fir x + ——. Wegen der Differenzierbarkeitsforderung an f gilt
f{——=) =0

Bevor wir die stetigen Losungen /: R — R von (13.1.1) angeben, beweisen wir einige
Eigenschaften stetiger Lésungen von (13.1.1).

13.2.2. Lemma. Stetige Losungen f: R — R von (13.1.1), die periodisch sind, sind
konstans.

Beweis. Es sei f: R — R eine stetige Funktion, die periodisch ist. Dann gibt es
Zahlen ¢, und ¢, mit ¢, = ¢, und f(¢,) = f(¢,). In dem Intervall [4,, £,] findet man nun
Zahlen z,’ und x,’ mit z,’ = z,’ und f(x,") = f(x,") derart, daB z,’ — z, beliebig klein
ausfillt. Ist / auBerdem noch eine von f, verschiedene Losung von (13.1.1), dann
besitzt f wegen Lemma 13.1.4 beliebig kleine Perioden. Daher gibt es fiir jedes
2, € R eine Zahlenfolge (x;), deren Glieder aus der Menge der Perioden von f sind,
mit lim 3 = z,. Wegen f(z;) = 1 (siehe Lemma 13.1.5) gilt wegen der Stetigkeit von

k=00
f auch f(z,) = 1, womit sich f als konstant erweist.
13.2.3. Lemma, Fiir jede stelige nichlkmwlanle Lésung f: R— R von (13.1.1) gult:

Ist x = 0 und f(x) == 0, dann st Icomlam.

1 )
Beweis. Angenommen, es gibt Zahlen z, y mit » % y und 2yf(z) f(y) + O, fiir die

/(x)x; - ](y) gﬂt Dann ist x + yf(xr) = y + zf(y) und

Hz + yf(x) = £=) - 1y) = [) - f@) = fly + =/()) * 0.

Also ist f wegen Lemma 13.1.4 periodisch und wegen Lemma 13.2.2 konstant, was
im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Nun kénnen wir einen Uberblick iiber alle stetigen Losungen von (13.1.1) geben.

13.2.4, Satz. Die Funktionen f: R — R mit
a) f(z) = 0,
b) f() = 1 + mz (m € R),

fiir 2z € J—o0, d],

) flz) = (e € R¥),

0 fir x¢€[a,o0f,
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0 fir x€J—oo,b],
9 fle) = 1-2 fir xe b oo, beRNR)

sind die einzi tetigen Lo von (13.1.1).

4 4 c)

Beweis (siche S. GoLgB und A. ScHINZEL [61]). Man iiberzeugt sich durch Ein-
setzen, daB die genannten stetigen Funktionen Lisungen von (13.1.1) sind. Es sei /
nun eine stetige nichtkonstante Losung von (1‘3 1.1) und 4 = {z: f(z) 5 0}. Fiir alle

x € A mit x 5 0gilt wegen Lemma 13.2.3

@ ) =c¢, also f(x) =1+ i. Unter
¢
Beriicksichtigung von Lemma 13.1.3 und der Dgfmlt)on der Menge A ergibt sich

z .
fe) = l+: fir zed,

0 fir =z44,

was wegen der Stetigkeitsforderung an / nur auf die unter b), c) und d) genannten
Funktionen fiihrt.

13.2.5. Bemerkung. Wiihrend die unter a) und b) in Satz 13.2.4 genannten Funk-
tionen auch differenzierbar sind, sind die unter c) und d) genannten Funktionen an
genau einer Stelle nicht differenzierbar.

S. GorAB und A. SCHINZEL geben in [61] auch meBbare Losungen von (13.1.1) an,
die nicht stetig sind. Sie kénnen aber keinen Uberblick iiber alle meBbaren Lisungen
von (13.1.1) geben. Dies gelingt C. Pora [138), indem er einen algebraischen Aspekt
in die Untersuchung einbringt. Er definiert eine Operation o: R XR — R durch
zoy:=2 + yf(x), wobei f: R — R eine Losung von (13.1.1) ist. Nun ergeben sich
folgende Aussagen, deren Beweis wir dem Leser iiberlassen:

13.2.6. Lemma. (R o) st eine Halbgruppe, in der die Zahl O ein rechts-neutrales
Element ist.

13.2.7. Lemma. Ist [ = f, eine Losung von (13.1.1), dann st (4, o) eine Gruppe.

13.2.8. Lemma. Es sei f | A die Einschrinkung') von f auf die Menge A. Dunn ist
/14 ein Homomorphismus der Gruppe (A, o) auf die Gruppe & = (f(4), - ) Insbe-
sondere st die Menge P der Perioden von f | A der Kern des Homomorphismus f | A.

Wegen Lemma 13.2.8 ist es fiir die Bestimmung der meBbaren Ldsungen von
(13.1.1) hinreichend, die meBbaren Mengen reeller Zahlen zu bestimmen, die beziig-
lich der Multiplikation eine Gruppe bilden. C. Pora bewies in [138]

13.2.9. Satz. Ist (@, -) eine multiplikative Gruppe reeller Zahlen und G mefbar, dann
18t G = R* oder G@ = R, *, oder dus Map von G vst Null.

Auf einen Beweis dieses Satzes verzichten wir hier.

1) Zur Definition siehe z. B. MfL Bd. 4, 1.3.
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Ist f(A) = R*, dann ergeben sich die nichtkonstanten diff; ierbaren Losung
von (13.1.1). Ist f(4) = R,*, dann ergeben sich die stetigen Losungen von (13.1.1),
die nicht iiberall differenzierbar sind. Ist das MaB von f(4) Null, dann erhilt man
meBbare Lésungen von (13.1.1), die unstetig oder konstant sind. Daher ergibt sich

13.2.10. Satz. Ist f: R — R eine mePbare Lisung von (13.1.1), dann st [ entweder
stetig oder f ist fast iberall Null.

- Lo . . 1 fir z€Q@, L N

18.2.11. Beispiel. Die Dirichletfunktion f mit f(z) = { " ist eine Losung
von (13.1.1), denn 0 fir zeR\ Q@

s |y | @ | M| M@ | e+ @)

rat. rat. 1 1 1 1

rat. irr. 1 o 0 0

irr. rat. 0 1 [ 0

irr. irr. 0 0 0 0

Da A = @, das MaB von @ gleich Null und /| 4 konstant ist, ist die Dirichlet-
funktion eine meBbare Funktion, die offensichtlich nicht stetig ist.

Rei heach

Wir geben nun ein piel fiir eine dnkte und nicht meBbare Losung
/: R — R von (13.1.1) an (siehe auch J. AczEL [5]). Dabei benutzen wir einige Eigen-
schaften von unstetigen Lésungen g: R — R der Cauchyschen Grundgleichung

Ag(x + y) = g(®) + g(y), die in 7.3. behandelt wurden. Es sei Rp eine Basis der

Z,p€l

r;ellen Zahlen. Fiir jedes x € Ry wiihlen wir g(z) rational, wobei nicht alle Werte Null
sein sollen. Dann sind alle Funktionswerte von ¢ rational (siehe 7.3.). AuSerdem ist
g(rx) = rg(z) fiir alle r € @ und alle x € R (sieche Bemerkung 7.1.5). Daher gilt auch
g(y(:c) y) = g(x) - g(y). Die Funktion /: R — R mit f(z) = 1 + g(z) ist wegen der ent-
sprechenden Eigenschaften der Funktion ¢ iiber keinem Intervall beschrinkt und
iiber keinem Intervall meBbar. Wegen

fle + @) =1+ gle + y(1 + g@)) =1 + glz + y + g@) v)
=1+ g(@) + g + 9lg@) y) =1 + g(@) + 9(v) + 9(=) - 9(y)
=(1+g@)- (1 + glv)) = £) - /¥)
ist f eine Losung von (13.1.1).

Wir gehen nun dazu iiber, Lésungen von /(a: + y/(z)) = f(z) - f(y) in allgemeineren
Strukturen zu untersuchen.

13.3. Die allgemeine Lésung von f(x + yf(x)) = f(x) - f(y)

Das von C. Pora [138] benutzte Konzept griff P. Javor [81] auf. Es gelang ihm, ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von Losungen f: V — K
von

13.3.1. A V/(x + yf@) = /() - f(3)
z,p€
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anzugeben, wobei 8 = (V, K) ein Vektorraum iiber einem (kommutativen) Kérper
& mit der Triigermenge K ist. Es gilt

13.3.2. Satz. Wenn eine Funktion f: V — K eine nichtkonstante Lésung von f(x + yf(x))
= f() - f(y) fiir x,y € V ist, dann existieren eine Untergruppe (N, o) = (N, +) von
(V, +), etne Untergruppe (M,-) von (K\{0},:) und eine Funktion w: M — A
(4 = {x: f(z) + 0}) mit den Eigenschaften

a) MN = NY).

b) w(mymy) — w(m,) — myw(m,) € N fiir alle my, my € M.

c) Fiir allem € M gilt: Wenn w(m) € N, som = 1.

Beweis. Es sei f: V — K eine nichtkonstante Losung von (13.3.1). Als Menge
N wihlen wir die Menge P = {x: f(x) = 1}. (P, o) erweist sich als Gruppe. Wegen
zoy=z+yf@) =2+ y-1=x-+y gilt (P,0) = (P, +). Als Menge M wihlen
wir f(4). Nun ist ({(4), :) eine Gruppe (siehe Lemma 13.2.8). Als w: f(4) -4
wiihlen wir eine Funktion, fiir die /(w(m)) = m fiir alle m € f(A4) gilt. Wir zeigen jetzt,
daB f(4) P = P, also die Eigenschaft a) gilt. Wegen Lemma 13.2.8 ist (P, +)
ein Normalteiler von (4, o). Daher gilt Pox =z o P fiir alle x € 4. Fiiralle p € P
und fiir alle x€ 4 gilt pox=p+2f(p) =p+x-1=p+ 2z Also ist Pozx
= P + z. Weiterhin ist x o P = z + Pf(x), denn fiir alle p € P und fiir alle z € 4 ist
zop =2z + pf(x). Damit gilt P + x = x + Pf(x), also P + x =z + Pf(4) fiir
alle z € A. Fiir z = 0 ergibt sich die Behauptung.

Wir zeigen jetzt Eigenschaft b). Es sei w eine Funktion mit f(w(m)) = m fiir alle
m € f(A). Zu zeigen ist, daB es fiir alle m,, m, € f(4) ein p € P gibt mit p = w(m,m,)
— w(m,) — muw(m,). Es sei w(m,) =2, und wimy) =2, mit z,,2, € 4 \P. Da
(P, o) ein Normalteiler von (4, o) ist, existiert ein p € P mit w(m,my) = p o (2, 0 x,).
Wegen (P, o) = (P, +) gilt somit auch w(m,m;) =p + (, 0 2,). Nach Definition
von o ergibt sich w(mym,) = p + 2, + 22f(x,), also

w(mymg) = p + wimy) + wimg) /(w(mu)) =p + wim) + wimg) my,
was der Behauptung entspricht.

Es sei nun w(m) € P. Dann gilt einerseits /(w(m)) = m und andererseits f(w(m)) = 1,
also m = 1. Das ist Eigenschaft c).

Damit ist Satz 13.3.2 bewiesen. Es sei nun mit 8 = (V, K) ein Vektorraum iiber
einem (kommutativen) Kérper & mit der Trigermenge K gegeben. Dann gilt
13.3.3. Satz. Sind eine Untergruppe (N, +) von (V, +), eine Untergruppe (M, )
von (K \ {0}, -) und eine Funktion w: M — V gegeben, fiir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

a) MN =N,

b) wimymsy) — w(m,) — mw(m,) € N fiir alle m,, my € M,

¢) Fiir alle m € M gilt: Wenn wim) € N, som = 1,

1) MN:={m-n:m € M an € N}. Dabei ist - die in jedem Vektorraum definierte Ver-
kniipfung zwischen den Vektoren und den Kérperelementen.
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dann st die Funktion f: V — K mit

m fir x€N + wim),
0 sonst

eine Losung von f(x + yf(2)) = f(x) - /(y) fir allez, y € V.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daB f korrekt definiert ist, d. h., daB fiir jedes
z € V der Funktionswert f(z) eindeutig bestimmt ist. Dafiir geniigt es zu zeigen, daB
z € V nicht in zwei verschiedenen Rechtsnebenklassen beziiglich (N, +) liegen kann.
Wir zeigen: Wenn n, + w(m,) = n, + w(m,), dann m; = m,.

Es sei n, + w(m,) = ny + w(m,). Wir wahlen ms € M so, daB m, = m,my ist.
Wegen b) ist dann w(m,mg) — w(m,) — maw(my) € N, also w(me) — w(m,) — myuw(msy)
€ N. Daher ist auch n, — n, — myw(mg) € N, was m,w(mg) € N nach sich zieht.
Wegen a) ist w(m;) € N, was wegen c) m; = 1 bedeutet. Daher ist m, = m,.

Nun zeigen wir, daB die in Satz 13.3.3 definierte Funktion f eine Losung von (13.3.1)
ist. Es seien x,, 2, € V. Dann sind folgende zwei Félle moglich:

(1) flx) =0.

Dann ist 2 + 2f(r) =z, und /(zn + 2’2/(’1)) =f) =0 und f(z)-flx,) =0.
Also ist (13.3.1) erfiillt, unabhingig von f(x,).

(2) flzm) = 0.

Dann ist f(x,) = m, mit m, € M, d. h. x; € N + w(m,), also gibt es ein n, € N mit

= m + wim).
Es ergeben sich die beiden Fille &) f(x;) 3 0 und ) f(x;) = 0.

o) Ist f(x,) & O, dann gibt es entsprechend n, € N und m, € M mit 2, = n, + w(m,).
Nun gilt

fl@):= {

2+ Zof(@) = m + wimy) + (n2 + wmg)) my
= + w(my) + nymy + myw(m,).

Wegen a) existiert ein n; € N mit nym; = n,. Ist nun n, durch ny:=n, + n; defi-
niert, so ergibt sich x, 4+ z,/(x;) = n, + w(m,) + myw(m,). Wegen b) existiert ein
ny € N mit ng = wimym,) — wim,) — mw(m,). Also ergibt sich nun z, — x,f(z)
€ N + w(mym,). Wegen der Definition von f ist daher

f(8 + 2f (1)) = mymy = f(@)) - f(z2),
und (13.3.1) ist erfiillt.

B) Nun ist zu zeigen, daB f(z, + 2of(x; )) = Oist. Wir nehmen an, da8 flz + zof(z1))
=+ 0 ist. Dann existieren ein m € M und ein n € N mit 2, + z,f(z,) = n + w(m). Wir
wihlen m, € M derart, daB m = m,m, ist mit m; = f(z,). Dann ist z, + xf(r,)
=n + wimm,), also 2, + 2my =n + wimm,), also z,m, =n — 0, + w(mm,)
— w(m,). Aus b) ergibt sich, daB ein ny € N existiert mit x,m; = ng + myw(m,) und

somit z, = % 4 w(m,). Wegen a) ist x, = n, ~ w(m,) und 7, € N, und wegen
1
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der Definition von f ist f(z,) = m,. Wegen m, € M ist m, == 0, und es ergibt sich ein
Widerspruch.
Damit ist Satz 13.3.3 vollstindig bewiesen.

Durch die Sétze 13.3.2 und 13.3.3 haben wir einen vollstandigen Uberblick iiber die
Losungen f: V — K von (13.3.1).

13.3.4, Bemerkung. Etwa gleichzeitig und unabhingig von P.Javor erhielt
S. Worobzko [183)] auf etwas andere Weise ein den Sitzen 13.3.2 und 13.3.3 ent-
sprechendes Ergebnis.

13.4. Die stetigen Lésungen von f(x + yf(x)) = f(x) - f(y)
fiir einen Hilbertraum

Z. Dar6czy [40] untersuchte die stetigen Losungen f: H — R von
1341 A flz + yf@) = f@) - @),
TyeH

wobei H ein Hilbertraum, also ein vollsténdiger Vektorraum mit einem Skalarpro-
dukt iiber dem Kérper der reellen Zahlen ist. Ist z, y € H, dann bezeichnet ||z! die
Norm von z und (z, y) das Skalarprodukt von 2 und y.!) Zunéichst beweisen wir das

13.4.2. Lemma. Ist f: H — R eine nichtkonstante stetige Losung von f(z + y/(z))
= f(x) - f(y) fiiralle x, y € H, dann ist P = {x: f(x) = 1} ein vollstindiger Unterraum
von H.

Beweis. Zu zeigen ist a) die’topologische Ahgeschlossenheit von P und b) dle
algebraische Abgeschlossenheit von P.
Zu a). Wegen der Stetigkeit von f gilt: Ist z, € P und llm Zp = Z,, 80 ist llm flag)

= f(%,). Wegen f(z;) = 1 fiir z; € P ist auch llm /(x,,) = 1 und somit ist /(zo) =1
Das heiit aber z, € P.

Zub). Da (P, +) eine Gruppe ist (siche Beweis von Satz 13.3.2) und so mit z, y € P
auch z — y € P ist, bleibt nur zu zeigen, dafl sp € P fiir alle s € R und fiir alle p ¢ P
gilt.

Fiir p = 0 ist die Behauptung trivial. Es sei nun p # 0 ein Element aus P. Wir
betrachten die Funktion c,: R — R mit c,(s) := f(sp). Da f stetig ist, ist auch c,
stetig. Fiir s, ¢ € R gilt nun

cols + tey(8)) = f(sp + tpf(sp)) = f(sp) - f(tp) = ¢p(s) - cplt),

1) Eine ausfithrliche Darstellung der Eigenschaften von Hilbertri findet man z. B.
in H.v. MaxcoLpT und K. K~Norp [112], aus dem die hier benutzte Terminologie stammt,
wobei insbesondere fiir die Menge der Elemente cines Vektorraumes und den Vektorraum selbst
keine unterschiedlichen Symbole benutzt werden. Einen Spezialfall eines Hilbertraumes
findet man auch in MfL Bd. 3, Kap. 7, angedeutet.
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gen der Funktionalgleichung f(z 4 yf(z)) = f(x) - f(y)

da f eine Losung von (13.1.4) ist. Das heiBt, daB c, eine stetige Losung von (13.1.1)
ist. Weiterhin gilt ¢,(0) = /(0p) = f(0) = /(0 + p) = f(p) = ¢,(1) = 1. Wegen
Lemma 13.1.4 ist 1 eine Periode von c,. Wegen Lemma 13.2.2 ist ¢, daher konstant.
Also ist ¢,(8) = 1{iir alle s € R und damit f(sp) = 1, was zu zeigen war.

13.4.3. Satz. Ist f: H — R eine nichtkonstante stetige Losung von
A flz + yf@) = /=) - [y),
z,yeH
dann gilt fiir f entweder

0 fir 14 (z,a) <0,
=1 A od =
f@) +@ma er /@) =l + (x,a) fir 1+ (x,a)>0,
wobe? a evn beliebiges, uber festes Element aus H st
Beweis (sieche Z. Daréczy [40]). Wir zeigen zuerst, daB f mit f(z) =1 + (x, a)
eine Losung der Funktionalgleichung (13.4.1) ist. Durch Fallunterscheidung liBt
sich entsprechend die andere Moglichkeit zeigen. Es ist
flz + yf@) =14 (x + yfx) @) =1+ (2, @) + /) - (% @)
=1+ @a+ (14 @®a) @ a
=14 (@a) + @ a)+ (@a)- (¥ a)
=1+ @)1+ o) =/)-/y).
Es sei nun f: H — R eine nichtkonstante stetige Losung der Funktionalgleichung.
Es sei P das orthogonale Komplement zu P, d. h. die Menge aller zu P orthogonalen
Vektoren aus H. Jedes x € H liBt sich dann auf eindeutige Weise als 2 = p + 2’

mit p € P und 2’ € P+ darstellen (siche H.v. MaxcoLpr und K. Knopr [112],
Nr. 119, Satz 2). Dann gilt

1@ = f@ + =) = flp + =/(p) = /D) - /(=) = f(x).

Da f eine nichtkonstante stetige Losung ist, ist f auch eine nichtkonstante stetige
Losung fiir 2’ € P+, Weiterhin ist / nicht periodisch iiber P+, dennist p’ € P* Periode,
dann gilt wegen Lemma 13.1.5 auch p’ € P. Wegen P n P* = {0} ist p’ = 0 einzige
Periode von f tiber P+, .

Wir bestimmen nun die nichtkonstanten stetigen Losungen von

A fle + yf(z)) = f@) - /(@)

z,yePL

Dazu zerlegen wir P* in zwei Mengen
A ' ={a':2' € P+ Af(2') F 0}
und
B ={a':2' € Pt Af(x') =0}.

B’ ist eine abgeschlossene Menge, da B’ das Urbild der abgeschlossenen Menge {0}
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bei der stetigen Funktion f ist. 4’ ist als Komp]ementarmenge von B’ eine offene

Menge. Fiir alle 2’ € 4’ mit z' # 0 ist /()_-l. konstant (siche Lemme 13.2.3), also
ist

13.4.4 e

/(93) -1 Tl
wobei a ein festes Element aus P! ist. Wir zeigen jetzt: Durch Hinzunahme eines
Punktes wird A’ zu einer abgeschlossenen Menge. Da A’ eine offene Menge ist,
existiert ein Hﬁufungspunkt z,' mit z,’ € B'. Dann existiert eine Folge (z,') mit
z' € A' und hm 2 = xz,'. Wegen der Stetigkeit von f gilt dann hm f@) = fz')

=0, was wegen (1344) N ——2 nach sich zieht. Also ist A’ —
abgeschlossene Menge. llall il
Fiir die Elemente aus A’, die vom Nullvektor verschieden sind, ergibt sich aus

(13.4.4) 2’ —/(L-— a. Damit ist jedes Element z’ aus A’ mit z' 4= 0 ein reelles

Jlall?
Vielfaches des Vektors a.

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse bestehen fiir 4’ nur zwei Moglichkeiten:

1 1
A'=ma: —co< m< — —tuima: — — < m < +00
! { nau*} { llal® }

A"={M: e ||2< <+°°}

In jedem der beiden Fille ergibt sich fiir 2’ € A’ (2’ % 0) aus (13.4.4) «' [al?

= (f) — 1) « und wegen z' = ma und |ja|* = (g, a) auch (e, @) ma = () — 1)a,
also (ma, a) @ = (f(2') — 1) a. Somit ist (', @) a = (f(z) — 1) @, woraus sich (z', a)
= f(2") — 1 ergibt, also f(z’) = 1 + (2, a). Wegen f(0) = 1 = 1 + (0, a) ordnet sich

und

x' =0 ein.
Ist A’ = A. , dann ist 4’ = P* \{ i ”2} und f (—” ”2) = 0. Wegen
a|

a
% d)=14+(-—) (q
+( lal? “) +( uan’) @a

1
14 (——)japr=1—1=0
+( la n’) el

gilt f(z') =1 + (2, a) fiir alle z' € P*.
Ist A' = 4,', denn ist f(z') = 1 + (2, a) fiir 2’ € 4’ und f(«') = 0 fir =’ € B'.
Wegen 1+ (z/,a) > 0 genau dann, wenn 1+ (ma,a)> 0, genau dann, wenn

1 + m(a, a) > 0, genau dann, wenn 1 + m ||a||> > 0, genau dann, wennm > ——,
ist f auf P4 durch llai®
&) = { fir 1+ (,a)<0,
14 (#',a) fir 1+ (2,a)>0
definiert. Damit sind alle nichtkonstanten stetigen Losungen auf P* gefunden.



280 13. L& der Funktionalgleich f(z + yi(2) = f(=) - {y)

Da sich jedes z € H eindeutig durch z = p + 2’ mit p € P und 2’ € P* darstellen
1aBt, gilt fiir alle z € H mit f(z) 0

fe) =fp+2) =fz)=1+ (¢, a)
=14 (@ —pa) =1+ (x,a)— (p,a).

Wegen p € P und a € P* ist (p,a) =0, woraus sich die Behauptung von Satz
13.4.3 ergibt, denn fiir alle z € H mit f(x) = 0 ist auch f(z') = 0.

13.5. Aufgaben

1. Es sei (V, +) durch

+ | 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 53 0 1 2 3
5 5 0 1t 2 3 4

gegeben, und $ sei der Korper mit genau zwei Elementen. Durch

K-V—»|0!2345
!

o 0 0 0 0 O
1 0 1 2 3 4

IR

ist eine Abbildung von K X V in V gegeben. 8 = (¥, K) ist dann ein Vektorraum iiber dem
Kérper ®. Man zeige, daB die Funktionen f;: ¥V — K (i = 1, 2, 3, 4, 5) mit
_f1 fir 2=0 _f1 far =ze€{0,3)
hie) = {0 far ze(1,2,345 7 {o fir ze{1,2,4,5
fir z¢€{0,2,4)

fir ze(,s5 @=L A@=0

1

fs(x) = { 0

die einzigen Losungen von A f(z + yf(x)) = f(z) - f(y) sind.
z.yeV

2. Man bestitige die Aussagen von Satz 13.2.4 mit Hilfe der Sitze 13.3.2 und 13.3.3.
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