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VYorbemerkungen

Mit der vorliegenden Schrift werden die methodischen Hinweise
zum Mathematikunterricht der Erweiterten Oberschulen nach den
Lehrplénen, deren Einfilhrung am 1.9.1969 in Klasse 11 begann,
fortgesetzt und abgeschlosaen.

Da grundsktzliche Hinweise zu den Bildungs- und Erziehungszie-
len, zum Stoff sowle zur didaktisch-methodischen Konzeption des
Mathematikunterriohts in der Erweiterten Oberschule bereits in
den "Methodischen Hinweisen fiilr Klasse 11" N enthalten sind,
eriibrigt sich in dieser Schrift eine allgemeine Charakteristik
der Funktion, des Inhalts und der Gestaltung des Mathematikun-
terrichts in Klasse 12.

Als Unterricht in der AbschluBklasse der Erweiterten Oberschule
hat der Mathematikunterricht in Klasse 12 die besondere Aufgabe,
den Schlilern {lberblicke Uiber wichtige Teilgebiete der Mathematik,
iiber bedeutsame Probleme und Anwendungen dieser Wissenschaft zu
vermitteln und damit den Gesichtskrels der Schiller zu erweitern
und abzurunden. Das bezieht sich sowohl auf "innere" Probleme
der Wissenschaft, wie Systematik ‘and Methode, als auch auf welt-
anschaulich-philosophische und politisch-ideologische Fragen,
die mit der Wissenschaft und der wissenschaftlichen Arbeit zu-
sammenhéingen, ebenso auf dle Beziehungen der Mathemetik zu ande-
ren Wissenschatten und zur Praxis, var allem zu Produktion und
Technik.,

Dementsprechend dominieren auch bei der didaktisch-methodischen
Gestaltung des Unterrichts der systematisierende, vergleichende
und verallgemeinernde Aspekt und eine vielseitige fachwissen-
schaftliche, philosophische und auf die praktische Anwendung ge-
richtete Betrachtungsweise des Stoffes. Die Stoffgebiete, die

der Lehrplan tiir Klasse 12 vorsieht, legen eine solche umtassen-
dere Betrachtung von einem erhthten Standpunkt aus unmittelbar
nahe. So bietet z.B. - nidhere Ausfiihrungen enthalten die einzel-
nen Kapitel dieser Schrift - die Vektorrechnung Gelegenheit zur
Erdrterung des axiomatischen Aufbaus eines Twilgebiets der Mathe-

T Autorenkollektiv: Mathematik 11, Klasse - Methodische Hinwei-
se zum Lehrplan 1969. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1969, Best.-Nr. 00 21 35.
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matik, zum Vergleichen zwiseshen Vektoren und Zahlen und zu einem
tieteren Einblick in quantitative oder strukturelle Zusammenhin-
ge in anderen Gebieteﬁ, zeB. in der Physik: die Behandlung der
Kegelschnitte erfordert eine wiederholende Betrachtung und eine
fusionistische Anwendung von Erkenntnissen aus versohiedenen
Disziplinen der Mathematik; das weiterflihrende - und im Rahmen
der allgemeinbildenden Schule abschlieSende - Studium der Analy-
8is (nichtrationale Punktionen, Weiterfilihrung der Differential-
und Integralrechnung) gibt die Mtglichkeit, die Grundbegriffe
der Intinitesimalrechnung zu festigen und die wesentlichen Metho-
den dieser Disziplin genauer kennen und besser verstehen zu ler-
nen, ebenso vervollstindigt es den {'berblick {iber die elementaren °
Funktionen, ihre Eigenschaften und ihre Anwendung.

Der Beitrag des Mathematikunterrichts zur weltanschaulichen Bil-
dung und Erziehung betrifft in Klasse 12 vor allem Fragen des
Widerspiegelungs- und Abstraktionscharakters mpthematischer Be-
griffe und Zusammenhiinge sowie Fragen der Anwendbarkeit mathema-
tisoher Methoden und Deduktionen, also Probleme, die das Verhdlt-
nis der Mathematik zur Realit#t und zur Praxis betreffen. Hinzu
kommen politisoh-ideologisshe und moralische Fragen der Anwen-
dung der Mathematik in der Gesellsshaft und der THtigkeit mathe-
matischer Wissenschaftler, Dies kann an historischen, im wesent-
lichen aber an aktuellen Beispielen beim Aufbau und bel der Festd-
gung des Soziallismus dargestellt werden.

Pir die allgemsine geistige Bildung der Schiiler haben im Mathema-

tikunterricht der Klasse 12 vor allem das Erlernen und Festigen
ppezieller mathematisoher Methoden sowie die logische Durchdrin-
gung der mathematischen Sachverhalte besondere Bedeutung. Wie in
allen anderen Unterrichtafiichern muB8 auch im Fach Mathematik die
Vermittlung und Vertiefung der Methoden des gelstigen Arbeitens
darauf gerichtet sein, die Schiiler auf die Anforderungem vorzu-
bereiten, vor die sich die kiinftigen Studenten und Spezialisten
in ihrer weiteren Ausbildung gestellt sehen werden. Darin sind
auch die Befkhigung zu selbsténdiger, verantwortlioher Arbeit und
die Befidhigung zu Kontrolle und kritisoher Einschiétzung der eige-
nen Arbeit eingeschlossen.

Pir die polytechnische Bildung der Schiiler sind im Mathematikun-
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terriasht der Klasse 12 besonders die Vektorrechnung und die
Weiterfilhrung der Analysis bedeutsam; bei der Behandlung dieser
Gebiete mu8 die FHhigkeit der Sohiller entwickelt werden, einen
realen Sachverhalt aus Produktion und Teehnik zu analysieren, aus
der Analyse das mathematisehe Problem zu gewinnen und su formu-
lieren, dieses Problem mit Hilfe des erworbenen mathematischen
Wissens und KSnnens gu l8sen und die Lisung schlieSlieh auf den
realen Sachverhalt zu Uilbertragen. Vektorreehnung und Kegel-
schnittslehre bieten auch glinstige Mtgliohkeiten, die Raumvor-
stellungs- und Raumdarstellungsfihigkeit der Schiiler zu erwei-
tern und zu vertiefen.

Da der Mathematikunterricht in den anderen zur Hoghsohulreife
fihrenden Einriohtungen nach den gleishen oder analogen Lehrpli-
nen wie in der Erweiterten Obersshule erteilt wird, sind die
"Methodischen Hinweise fiir Klasse 12" - ebenso wie die "Methodi-
schen Hinweise fiir Klasse 11" - auch fiir die Abiturklassen in
den berufsbildenden Einrichtungen und fiir die Abiturlehrgiinge
der Volkshochsghulen geeignet.
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1. Hinweise zum Stoffgebiet 1. "Vektorrechnung und analytische

Geometrie (Teil II)"

1.0, Einleitung
Das Stoffgebiet 1. in Klasse 12 stellt eine direkte Fortsetzung

des gleichnamigen Stoffgebietes aus Klasse 11 dar.

Die Behandlung dieser beiden Stoffgebiete soll die Schiiler mit
einigen wesentlichen Gedanken einer mathematischen Theorie

von groBer Tragwelte fiir Wissenschaft und Technik vertraut ma-
chen und sie in eine fiir sie noch ungewohnte mathematische Ar-
beitsweise, die analytische Behandlung geometrischer Probleme,
einfiihren.

In Klasge 11 lag der Schwerpunkt darauf, an Hand der Menge der
Verschiebungen des Raumes und der Ebene den dazu notwendigen
Apparat zu entwickeln und die fiir seine Anwendung auf die Geo-
metrie der Ebene erforderlichen Begriffe ("lineare Unabhingig-
keit von Vektoren", "Basis", "Koordinatensystem") zu erarbeiten
und zu festigen. Aus dem Stoffgébiet der analytischen Geometrie
war zundchst nur die analytische Untersuchung der Geraden und
des Schnittverhaltens zweier Geraden in einer Ebene vorgesehen.

Im Unterricht in Klasse 12 (Stoffgebiet 1.) liegt der Schwer-
punkt bei der Anwendung der erarbeiteten Methode im dreidimen-
sionalen Raum. Fiir Geraden, Ebenen, Kugeln und Kreise werden
Gleichungen aufgestellt und das Schnittverhalten von Geraden
(einschlieBlich der Schnittwinkelbestimmung) und von Kreis und
Gerade ausfiihrlich untersucht. An neuen Begriffen kommen im we-
sentlichen nur das "Skalarprodukt”™ und das "Vektorproduki" zweier
Vektoren hinzu. Der Lehrplan fiir Klasse 12 fordert auf den Sei-
ten 40 und 41, daS Mittel und Methoden der Vektorrechnung zum
Beweis von SHtzen aus Planimetrie und Trigonometrie sowis zur
Ldsung von Anwendungsproblemen aus den Naturwissenschaften,

vor allem der Physik und der Technik - einschlieBlich der Mili-
tdrtechnik genutzt werden.

Sowohl die der Vektorrechnung eigenen Denkweisen als auch die
Besonderheiten der Anwendungsprobleme erweitern den geistigen Ho-
rizont der Schiller und f¥rdern deren gllgemeine geistige Bildung.
Vektorrechnung und analytische Geometrie des dreidimensionalen
euklidischen Raumes ktnnen wesentlich dazu beitragen, das Raum-
vorstellungsvermgen der Schiller zu entwickeln. Im Unterricht
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der Klasse 12 gibt es kaum ein anderes Stoffgebiet, das diese
Aufgaben in #hnlicher Weise erfiillen kann.

Zur geistigen Blldung der Schiiler tragen auch - in spezifischer
Nelse -~ dle zusammenfassenden Betrachtungen zum axiomatischen
Aufbau der Vektorrechnung (Stoffeinheit 1.5.) bei.

Diese zusammenfassenden Betrachtungen zum axiomatischen Aufbau
der Vektorrechnung sind auch fiir die ideologische Bildung und Er-
ziehggg der Schiiler bedeutsam, vermitteln sie doch einen Einbliock
in das Verhiltnis von Mathematik und objektiver RealitHt, in die
Methode der mathematischen Abstraktion und in den logischen Auf-
bau eines Teilgebiets der Mathematik. Weitere BeitrHge zur ideo-
logischen Bildung und Erziehung erwachsen aus dem Sachgehalt der
Anwendungsaufgaben (auch aus dem MilitHrwesen),

Die Anwendungsaufgaben, z.B. aus der Physik, aus der Militdrteoh-
nik, helfen auch, die polytechnische Bildung der Schiiler zu er-
weltern und die diesbeziiglichen Grundkenntnisse zu vertiefen, Die
Schiiler lernen im Stoffgebiet iiber die Vektorrechnung und die
analytische Geometrie Zusammenhiinge zwischen naturwissenschaftli-
ochen und mathematlischen Betrachtungswelsen erfassen sowie Frage-
stellungen z.B. der Physik mathematisch formulieren und umge-
kehrt,

1.1, Zur Stoffeinheit 1.1. "Wiedernolung aus Klasse 11 und Ver-
tiefung"
Dieser Stoffeinneit kommt innernalb der beiden Stoffgebiete "Vek-
torrechnung und analytieche Geometrie" groBSe Bedeutung zu. Die
Schiiler sollen an dieser Stelle durch die Wiederholung einen
{lberblick iiber das bisnherige Vorgehen erhalten und gleichzeitig
durch Verdllgemeinerung auf den Fall des dreldimensionalen Raumes
die Grundlage fur die analytische Behandlung der Geometrie des
dreidimensionalen Raumes legen.
Wenn man in der Geometrie eine Zeit lang mit Vektoren gearbeitet
hat und mit diesem neuen Apparat vertraut 1st, vergift man oft,
was die verwendeten "Vektoren" eigentlich sind. Bei dem Wort
"Vektoren" denkt man an Pfeile, die mit einer gewissen Freiziigig-
kelt ausgestattet sind, und an einige Regeln, denen das Arbeiten
mit ihnen unterworfen ist. Deshalb ist es von Nutzen, wenn man
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sioh nach einer gewissen Zelt ins Gedidohtnis zurlickruft, wie man

diesen praktisohen Apparat gewonnen hat. Die im Lehrplan vorge-

sehene Wiederholung des vorangegangenen Stoffes hat deshalb dreil

Aufgaben zu erfiillen.

a) Nachdem nun im Arbeiten mit Vektoren gewisse Pertigkeiten ent-
wiockelt wurden, soll noch einmal bewuBt gemasht werden, was
Vektoren schlechthin und was die in der Geometrie verwendeten
Vektoren sind,

b) Es ist aufzufrisochen, aut welohe Weise die Vektoren in der
Geometrie der Ebene Verwendung tinden, welche wesentlichen
Begriffsbildungen dabel auftreten und welche Ergebnisse bis-
her erreicht wuxden.

o) Parallel zu der der Aufgabenstellung b) entsprechenden Wieder-
holung sollen die analogen Betrachtungen fiir den dreidimen-
sionalen Raum angestellt werden.

Die Autrgabenstellung a) sollte man m8glichst schnell erfiillen, da
sie hlier nur Ausgangspunkt der Wiederholung ist. Es geniigt fest-
zustellen, daB die.-betrachteten Vektoren Elemente eines bestimm-
ten Modells eines Vektorraumes sind, némlich Elemente der Menge
der Verschiebungen der betreffenden Ebene bzw., des betreffenden
Raumes,
Nachdem man sich dann geeinigt hat, daB man analeg dem Vorgehen
in der Ebene die Verschiebungen des Raumes wieder als "Vektoren"
bezeichnen will, kann man bezliglich b) und ¢) einen der folgen-
den methodisch glelchwertigen Wege besechreiten,
Man gibt durch eine straff gelenkte Wiederholung des Begriffes
"Linearkombinntion'von Vektoren", des Satzes {lber die Zerlegbar-
keit eines Vektors einer Ebene naoh zwei zuseinander nioht paral-
lelen Vektoren, der Begriffe "Basis des Raumes der Vektoren einer
Ebene", "Koordinaten eines Vektors beziiglich einer Basis", "Koor-
dinatensystem einer Ebene" und "Koordinaten eines Vektors beslig-
lich eines solohen Koordinatensystems" den Sohlilern einen {ber-
blick Uber das Vorgehen in der Ebene bis zum Begriff "Koordina-
tensystem" und fiigt die entsprechenden {Jberlegungen fiir den Pall
des Raumes zusammenhingend an.

Man kann aber auch der Wiederholung eines jeden der genannten Be-

griffe die entspreshenden Betrachtungen und Definitionen fiir den

Fall des Raumes jJjeweils sofort anschlieSen.
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Jnabhingig von der Wahl des Vorgehens mu3 Folgendes herausgear-

beitet werden.

- Die Definition des Begriffes "Linearkombination von Vektoren"
lautet fiilr den Raum genau so wie fiir eine Ebene.

- In einer Ebene gibt es stets zwei zueinander nicht parallele
Vektoren und auch stets drei paarwe i s e szueinander
nioht parallele Vektoren; von letzteren is t nach dem Satz
Uber die Zerlegbarkeit eines Vektors einer Ebene nach gsweil
zueinander nicht parallelen Vektoren dieser Ebene jedooh
stets einer eine Linearkombination der heiden anderen.

Im Raum gibt es stete drei Vektoren 0;1.AL2,4»3, von denen
keiner eine Linearkombination der beiden anderen ist, und es
g1lt der Satz, daB fiir jedes derartiges Tripel von Vektoren
Jeder beliebige Vektor des Raumes eine Linearkombination die-
ser drei Vektoren ist.

Dieser Satz ist an Hand der im Lehrbuoh enthaltenen Zeichnung
su erléutern. Auf seinen Beweis wird wogén der Anschaulichkeit
der zu beweisenden Fakten, der Analyse zu dem entsprechender
Satz in der Ebene und der Linge des Beweises verzichtet.

= In Auswertung dieses Satzee erfolgt die Definition der linearen
Unabhlingigkeit von Vektoren im Raum, sie lautet genau so wie
im Falle der Ebene.

- Bs ist festzustellen, daB es im Raum beliebig viele Paare und
Tripel linear unabhiéingiger Vektoren gibt, wohingegen vier Vek-
toren linear abhiéngig sind.

Aus dem angefiihrten Satz ergibt sich gegenilber dem Fall der Ebe-
ne eine Xnderung der Begriffe "Basis" und "Koordinatensystem" ,
die der h¥heren Dimension des Raumes Rechnung trégt. Die Klasai-
figierung der Basen des Raumes, der Vektoren des Raumes und der
Koordinatensysteme des Raumes hat wieder nichts mit der Dimen-
sion zu tun und verlduft deshalb wie fiir die Ebene. Lediglioh
beim Berechnen der Koordinaten eines Vektors bsw. eines Punk-
tes bezliglich der im Falle des Raumes iiblichen orthonormierten
Basis bzw, der iiblichen cartesischen Koordinatensysteme ergeben
sioh andere Formeln, Sie enthalten die flir den Fall der Ebene
gewonnenen Formeln als Spezialfall (2 = O und damit 8 = 20°).
Bemerkungs

Beim Naohweis, da8 es im Raum Tripel von Vektoren gibt, von de-
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nen keiner eine Linearkombination der beiden anderen ist, muB
gesagt werden, da8 zwei zueinander nicht parallele Vektoren zu-
sammen mi{ einem Punkt eine Ebene bestimmen. Dadurch werden die
Sohiiler bereits hier auf die Ebenengleichungen vorbereitet.

Der zweite Tell dieser Stoffeinheit, im Lehrbuch ab Lerneinheit 3
ist der analytischen Untersuchung der Geraden des Raumes, ihrer

gegenseitigen Lage im Raum und in gewissen Grenzen der analyti-
schen Charakterisierung der Ebenen sowle der Untersuchung der

gegenseitigen Lage von Gerade und Ebene gewidmet; vgl. Lehrplan,
Seite 40, und diese Schrift, Seiten 43 bis 46 , Hier wird der
Grundstein dafiilr gelegt, da8 die Schiiler Geraden und in geringem
Unfange auch Ebenen analytisch beschreiben lerneun, daB sie aus
den Gleichungen fiir Geraden und Ebenen deren Lage im Koord ina-
tensystem be}uglioh der Koordinatenebenen und ihre gegenseitige
Lage erkennen lernen.

Im Rahmen der Wiederholung kann festgestellt werden, daB die
Herleitung der Parametergleichung einer Geraden in Ebene und
Raum v5llig gleichartig ist. Auch die vektorielle Form der Zwei-
punktegleichung einer Geraden gewinnt man im Raum genau so wie
in der Ebene. Im Raum ist es Jedoch schwieriger, von der vekto-
riellen Form einer Geradengleichung zu einer einfachen vektor-
freien Form zu gelangen, da die Geradengleichung ,gs 4"4- fo dem
Gleichungssystem

X = x, + tax

0
y=y°+tay
zZ =3z, + taz
#quivalent ist, ftiir das man im allgemeinen Falle (ax # 0;
ay # 0; a, #0)
x - X, . Y -9 - z -z
ay ay a,

gchreiben kann, Mit dieser Form der Geradengleichung braushen
die Schiiler laut Lehrplan jedoch nicht bekannt gemacht zu werden,
denn die Herleitung und Interpretation dieser Gestalt der Gera-
dengleichung sowie die ergiénzende Untersuchung der Sonderfille
ist fiur die nachfolgenden Stoffeinheiten nicht notwendig. Fiir
die Entwicklung des rdumlichen Denkens und Vorstellungsvermdgens,
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Bel konkreten Beispielen lassen sich aus den kartesischen Koor-
dinaten.eines Punktes P (x;y;z) der gegebenen Ebene & die ihm
nach der gewihlten Parameterdarstellung von X entsprechenden
Parameterwertepaam berechnen, Wihlt man z.B. die Parameterdar-
stellung [

(2) 4-3,0+u4'« +77'

der durch den Punkt P, (0;0;3) parallel zur xy-Ebene gehenden
Ebene und als Punkt von & den Punkt P (13;3;3), dann kann man fiir
ihn aus (2) u, und vy berechnen.

Aus 14 +37' +38=38 + 04 +vp,7. folgt up = 1, vp = 3.
An soleh einem Beispiel kann man auch zeigen, daB es wie bei den
Geraden fir jede Ebene unendlich viele Parameterdarstellungen
gibt und daB ein und demselben Punkt einer Ebene beziiglieh ver-

sochiedener Parameterdarstellungen derselben im allgemeinen ver-
sshiedene Paramesterwertepaare entspreehen.

Bine andere Parameterdarstellung von 4 ist

(3) =38 + W(4+4) +F(+v-4).

Die dem Punkt P (1;3;3) nach (3) entsprechenden-Parameterwerte
% und 7’ bereschnet man wie folgt. Pir P mus
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1% +34 +38=38+T (4+1') +7 (43-")
bzw. - = - - . '
(1 - up - 1,)1«+ (3 - up ""P)f""‘
Daraus ergibt sich wegen der linearen Unabhingigkeit von 4 nnd’
das Gleichungssystem

1-51,-v1,7-o. 3-U +V =0,
aus dem man U und "\'rp berechnet: U, = 2, Vp = - 1.
Bild 15/1 zeigt den Verlauf der Netzlinien auf & nach (2) und
3.
In ihm kenn man fir P die Parameterwertepaare u,, v, und EP’ ;P
ablesen.

VAVEAVAY Gl </

I" ”””4
72 IJI

Als Beilspiele flir Ebenengleichungen sollten Gleichungen fiir die
Koordinatenebenen und dazu parallele Bbenen aufgestellt werden.
Unbedingt behandelt werden muS die Gleichung
= u-v + 74

der xy-Ebene. In dieser Gleichung stimmen die Parameterwerte u
und v eines Punktes P der xy-Ebene mit den Koordinaten x und y
dieses Punktes {iberein, und fir diese Gleichung auch die vektor-
frelie Sohreibwelse

' X=1u, y=v, =0,
fur die man kurz z = O schreibt (in Analogie zur Geradengleichung
X=Xy =00 LUt o0, -0V €< +00, = 00 <y < +0901n der Ebene,
fir die x = x, gesohrieben wird).
Beide Formen dieser Gleichung der xy-Ebene werden bendtigt, um
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zelgen zu knnen, wie man aus den fir den dreidimensionalen Raum
hergeleiteten Formeln (z.B, flir die Gerade, den Kreis, den Ab-
stand zweier Punkte, das Skalarprodukt und das Vektorprodukt)
die entsprechenden Formeln fiir den Fall gewinnt, daB die be-
trachteten Figuren, Punkte oder Vektoren in einer Ebene liegen,
die man dann zweckmiBigerweise als xy-Ebene des Koordinatensy-
stems {0; Ay 13,/9} des Raumes ansieht.

Wihrend beziliglich der Ebenengleichung von den Schillern nur ver-
langt wird, daB sle solche Gleichungen "lesen" ktnnen, d.h., sie
als Ebenengleichungen auffassen und bei einfachen Gleichungen
die Lage der Ebene im Koordinatensystem erkennen k8nnen, wird
bezliglich der Geradengleichung deren aktive Beherrschung gefor-
dert. Dazu gehtrt das Aufstellen von Geradengleichungen, das Er-
mitteln der gegenseitigen Lage zweier Geraden zueinander, das
Ermitteln des Schnittwinkels zweler Geraden nach ihren Gleichun-
gen und das Ermitteln der Lage einer Geraden beziiglich der Koor-
dinatenachsen und Koordinatenebenen nach ihrer Gleichung. Bis
auf die Ermittlung des Sohnittwinkels zweler Geraden, die die Be-
kannteohaft mit dem Skalarprodukt voraussetzt, kann und soll die-
ses Programm in der ersten Stoffeinheit erarbeitet werden. Da
die Sohiiler aus dem Unterricht in der darstellenden Geometrie

in Klasse 10 mit den Mtglichkeiten der gegenseitigen Lage von
Jeraden im Raum, von Geraden und Ebenen im Raum sowie mit den
Begriffen "parallele Geraden", "windschiefe Geraden", "zu einer
Ebene parallele Geraden", "Projektion eines Punktes auf eine
Ebene" und "Projektion einer Geraden auf eine Ebene" vertraut
sind, kann nach einer kurzen Wiederholung dieser Kenntnisse die
ganze Aufmerksamkeit der Schiller auf die analytische Behandlung
dieser Problematik konzentriert werden.

Flir das Aufstellen einer Parametergleichung fiir eine Gerade
spielt es keine Rolle, ob man die Gerade als Gerade einer Ebene
oder als Gerade des Raumes auffaBSt. In Klasse 11 wurde das Auf-
stellen von Geradengleichungen hinlénglich geiibt. Deshalb brau-
chen die verschiedenen Mtglichkeiten (g 1st gegeben durch einen
Punkt und den Richtungsvektor; g ist gegeben durch zwel Punkte)
hier nur kurz wiederholt zu werden. Anders ist es mit der Unter-
suchung der gegenseitigen Lage zweier Geraden im Raum. Well die
Sohiiler nur die Parametergleichung »g = 1, + t & fiir eine Gerade
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kennengelernt haben, lduft die Untersuchung der gegenseitigen
Lage zweler Geraden g, und g, mit den Gleichungen g =«g° + ta

und .g- ,1;+ T4 1im allgemeinen Fall auf eine Analyse der Be-
zlehung

(4) :z‘+ tga = -’Zo* 'Esa.
bzw. 4"- 'fo= "ESE - tgm
hinaus, in der 9 My _, und & fest vorgegebene Vektoren sind.

Flir diese Analyse gibt es zwel einander Hquivalente Wege. Ein-
mal kenn man flir (4) das entsprechende Gleichungssystem

(5) x, - X, = Tg& tgay,
Yo - To -E_b' ts%y
zo-E g8, - tga,

setzen, es auf Lisungen ts, -{S untersuchen und fiir alle auftre-
tenden Fidlle der L¥sbarkeit und der Nichtl¥sbarkeit von (5) die
gegenseltige Lage von g und - 2% ermitteln.
Im allgemeinen Falle ist dieser Weg sehr langwierig, da die
Schifler mit der Theorie der linearen Gleichungssysteme nicht
in geniigendem MaBe bekannt sind. AuBerdem ist dieses Vorgehen
sehr wenig anschaulich. Man kann die Beziehung (4) aber auch
analysieren, ohne von ilhrer vektorfreien Form (5) Gebrauch zu
machen., Dazu betrachtet man (4) als lineare Gleichung fiir die
Parameterwerte ts und "Es und untersucht den Zusammenhang zwi-
schen den mglichen FHdllen

1. allsm ; 4‘,-)6‘, nha s

2, mlia ; .4‘,—4@# ~ o

3. a#m 3 A, Aund %-f"‘ linear abhiingig;

4. a+X ; m, Xund q,—fi, linear unabhingig

fiir die Koeffizienten -'-, s, M-und A und der gegenseitigen
Lage von g, und &pe Die dazu notwendigen Uberlegungen sind im
Lehrbuch ausfithrlich dargestellt und durch Ulbersichtliche Zeich-
nungen erginzt worden. Hier sei deshalb nur noch einmal darauf
hingewiesen, daB8 im Raum die Parallelitiit zwelier Geraden anders
als in der Ebene definiert ist.

Im Raum heiBen zwel Geraden parallel zueinander, wenn sle i n
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einer Ebene '1liegen und sich nicht schneiden.
Liegen 2zwel Geraden nicht in einer Ebene, heifSen sie windschisf.

Mr mla , 4= 'Z, muf deshalb gesagt werden, das g, und
8 keinen Punkt gemeinsam haben und in einer Rbene liegen, und
ir mH#A; n, A, 4‘,-4?, linear unabhlingig, das g, und g,
keinen gemeinsamen Punkt haben und nicht in einer Ebene liegen.
Diese Uberlegungen erleiehtert der Lehrer den Schiilern, wenn er
von vornherein Wert darauf legt, da8 dle Parametergleishungen
fiir eine Ebene nicht mechanisch aufgoﬁonon. sondern inhaltlich
verstanden werden.

Mir das sichere Arbeiten mit Vektoren im Raum und zur Verbesse-
rung des Vorstellungsvermgens der Sohiiler ist es von groﬂoi
Nutzen, wenn in einigen Beispielen die gegenseitige Lage von Ge+
raden im Raum untersucht und die Ergebnisse an Skizgen {lberpriift
werden (analog zu nachstehendem Beispiel). Neben Aufgaben, in
denen die Koordinaten der Vektoren 4,, 4, ﬁ,und A konkrete
Zahlen sind, sollte migliohst eine Aufgabe geltist werden, in
der einer der Vektoren nicht fest vorgegeben ist, damit die
Sehtiler einmal eine Fallunterscheidung selbstindig auefiihren
kinnen.

Beispiel:

Es ist zu untersuchen, welche gegenseitige Lage die Geraden g,
mit der Glhiohung,t ol A ta mit #('1'1"9)' A(03=-131);

8, mit der Gleiehung § = f,+ TA mit @(1;4;3) » A (13=15-1)

lzuo:l.nnnder haben, wenn £, Werte gwischen - ©0 und + 0o annehmen
kann,
1. Variante der Lisung:
Wegen m #a kann g, fUr keinen Wert von s, zu g, parallel sein.
Es bleibt aber zu untersuechen, ob & und g sich fUr irgendein
Z, schneiden oder unter welehen Bedingungen sie windschief -1ndf
Zu diesem Zweok betrachtet man die Beriehung
(6) A( ,g,- L) tpms VA = &
und begriindet, welohe Werte A, 4 und v in Abhingigkeit von %
annehméen., Die Bezishung (6) ist wegen ,z,-.g_‘, (=23=33 5053)
dem Gleiohungssystem .

212 + 9 =0

-3 A -M - vV =0

(35-3)A tu=-7v =0

-]
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Hquivalent, aus dem folgt:s ¥ = 24 , u= =54, A(z,-10) = 0.
Mir Z, = 10 gibt es nach diesen Beziehungen fiir jedes A ¥ 0 ein
M#é O und v #_9, fir die (6) gilt, d.h., fiir z2, = 10 eind die
Vektoren - 4, 1linear abhingig. In diesem Falle solmeiden sich
g, und 8>3 vgl. Bild 19/1 . Die Koordinaten des Sohnittpunktes
berechnat man wie folgt.
Pir die Gleichung

i;‘f,= :ES;’ - ts/ﬁ-
schreibt man das System
(7) -2 = ¥S

-3 = Jfé + tg-

z, -3 = —?é - tg,
aus dessen erster und gweiter
Gleichung sich ts = =5,
?é = -2 ergibt. Danach kann
aus der Gleichung fir g, oder
fus der Gleichung fiur &, der
Schnittpunkt S berechnet wer-
den: S (-1;6;5).

2 .Variant e der Lisung:

Nie oben stellt man zunlchst fest, da8 tur keinen Wert von 5,

die Vektoren m und A parallel zueinander sein ktnnen und &, '] &
sowie g = 8 damit ausgeschlossen sind. Nun untersucht man so-
fors das System (7) auf miglione Lysungen tg und 15 und findet,
das die dritte Gleiehung von (7) fiir die LUsungen der ersten bei-
den Gleichungen tg = -5 und ¥g = -2 nur fir z, = 10 erfiillt ist.
Damit ist gefunden, das &, und 7} fixr %o = 10 einen Sohnittpunkt
haben, wkhrend flr =, ¥ 10 das System (7) keine LYsung hat und
sanit g, und 8y windsohief sind, Die Koordinaten des Schnittpunk-
tes findet man wie oben.

Interessierte Sehiller kinnen als weitere Aufgaben dieser Art s.
B. die gegenseitige Lage folgender Geradenpaare untersushen.

8, it der Gleiehung - 1_,+ tA '

g mit der Gleiehung 4= 4+ TAa

a) @’o;o.o). m(13130) @(4;4;3,}. A(-13-110)

») 4001010)s w(=13110) 1 £ (4141F,), A(-130;0) .
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Bel solchen etwas allgemein gestellten Aufgaben ist es zweckmi-
B8ig, der Losung einer Aufgabe Zeichnungen hinzuzufiigen, aus de-
nen fiUr jeden auftretenden Fall die gegenseitige Lage von gq und
- ersichtlioch ist. Dabel miissen sich die Schiiler tiberlegen, duf}
z.B. mit der Angabe ,(-1;1;20) niocht ein fester Punkt des Rau-
mes gegeben ist, sondern Jje nach der Wahl von Z, ein Punkt der
Geraden, die durch den Punkt Pa (-131;0) geht und den Vektor

4 (0;0;1) zum Richtungsvektor hat. Das zieht aber nach sich,

daB im Beisplel g, eilgentlich eine (einparametrige) Schar von
Geraden ist, wodurch die Fallunterscheidungen iiberhaupt erst auf-
treten ktnnen. Mit anderen Worten, die nachtrdgliche Analyse der
rechnerisch gefundenen LYsung bel der Anfertigung der entsprechen-
den Skizzen zwingt die Schiller, ihre Berechnungen geometrisch zu
interpretieren, Sie fiihrt so zu tieferem Verstehen des Erlernten,
verbessert das Vorstellungsvermigen und filhrt zu neuen Erkennt-
nissen. Aufgaben wie im Beispiel, in denen eine Koordinate
eines vorgegebenen Punktes nioht fixiert ist, bereiten in starkem
MaBe die analytische Behandlung des Projlzlerens eines Punktes
oder einer Geraden auf die Koordinatenebenen vor. ’
Die Behandlung der Stoffeinheit 1.1, wird mit der Untersuchung
der gegenseitigen Lage von Geraden des Raumes und den Koordina-
tenebenen eines vorgegebenen Koordinatensystems {0; Ay j, ﬂ} ab-
geschlossen,

Dabei interessieren insbesondere Existenz und Lage des Schnitt-
punktes einer Geraden mit den Koordinatenebenen und die Projek-
tion einer Geraden auf die Koordinatenebenen. Die Problematik

ist den Schiilern aus der darstellenden Geometrie bereits bekannt.
Es geht hier darum zu zeigen, wie man sle analytisch behandelt,
vgl. Lehrbuchtext. Dabel wird verwendet, daB die Schiller inzwi-
gochen wissen, wie man analytisch feststellt, ob zwel durch ihre
Parametergleichungen vorgegebene geometrischen Gebilde einen ge-

' meinsamen Punkt haben und welche Koordinaten dieser Punkt hat.

DaB8 es sich hier nicht wie bisher um zwel Geraden, sondern Je-
weils um eine Gerade und eine Koordinatenebene handelt, Hndert
nichts am Wesen der Sache.

1.2. Zur Stoffeinheit "Skalarprodukt"

Im Unterricht in Klasse 11 wurden bel der Einfilhrung in die Vek-
torrechnung die Menge der an einem Punkt angreifenden Kriéfte und
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dle Menge der Verschlebungen des Raumes betrashtet. Aus dem
Physikunterricht 1st den Schlilern bekannt, da8 die Elemente bei-
der Mengen miteinander verkniipft werden kdnnen, indem man jedem
Element S der Menge der im Punkt P angreifenden Kréfte und je-
der Verschiebung ,6‘- FG eine Zahl zuordnet, die von fl&ngl des
Weges £verrichtete Arbeit. Diese Arbeit wird durch die Gleichung

[$1-181, wenn F 1tnge der gerichteten Strecke ¥Q

weSb- wirkt '
(.FI u” cos <4 (.‘F, [) , wenn .Fnioht l#ngs der ge-
richteten Strecke PQ wirkt

definiert.

Mathematisch definiert man filr zwel Vektoren s und /& ihr soge-
nanntes Skalarprodukt’
(8) m-kra Imhl cos & (m,,j-) )

leitet die dafiir geltenden Rechenregeln her und zeigt danach,
daB es z.,B. in der Geometrie und der Physik viele Anwendungsmig-
lichkeiten fiir das Skalarprodukt gibt.

Vorarbeit fiir die Definition (8) wurde bereits in Klasse 11 bei
der Definition des Winkels zwischen zwel Vektoren geleistet, in-
dem festgelegt wurde, daB der Nullvektor wrauf jedem Vektor s
(also auch auf sich selbst) senkreocht steht. Durch diese, damals
recht willklirlich erschienene, Festlegung ist flir beliebige Vek-
toren#und fr der Winkel (A.,lr) definiert. Das Skalarprodukt
zweler Vektoren kann duroh die Beziehung (8) ohne Fallunterschei-
dungen definiert werden (auch fiir A = .0 und I=usw). Bs ergibt
sich aus (8) (vgl. Lehrbuch) die wichtige Folgerung

M'»(r= 0 genau dann, wenn m-orthogonal /6' .

Bevor man sich den Eigenschaften des Skalarprodukts zuwenden
kann, muB man den Begriff "Projektlon eines Vektors r(r auf den
Vektor m " einfllhren und beweisen, das flir zwel beliebige Vekto-
ren s und A-stets .4L'46'=40l-"6;_= 4%-46’ ist, Dieser Satz wird ein-
mal fir den Beweis der Distributivitdt der skalaren Multiplika-
tion benstigt. Wichtiger flir das Verstiéndnis der Zusammenhénge
ist Jedooh, daB aus ade= o l{;\' die Gleichheit des Skalarproduk-
tes flir alle die Vektoren lrfolgt, deren Projektion bei gegebe-
nem ,{5\' ein und derselbe Vektor ist. Dadurch ist die skalare Mul-
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tiplikation zweler Vektoren nicht umkehrbar eindeutig, im Gegen-
satz zur Multiplikation im Bereich der reellen Zahlen. Wihrend
also die Addition zweier Vektoren eine umkehrbar eindeutige Ope-
ration ist, genau so wie die Addition im Bereich der reellen
Zahlen, und folglich eine Subtraktion fiir Vektoren definiert wer-
den konnte, gibt es keine "skalare Division" fiir Vektoren., Die
Schiller lernen erstmalig eine solche Produktbildung kennen, Des-
halb ist es wichtig, da8 sie den Begrift "ProJektion eines Vek-
tors lrauf den Vektor " und den mathematischen Genalt des Sat-
zes " k= M'l’,’.’= Aﬁ, )X verstehen. Bel der inhaltlichen Erar-
beitung dieses Satzes sollten zum Vergleioch die wenig vorher be-
handelten Begriffe "Projektion eines Punktes auf eine Ebene',

"Projektion einer Geraden auf eine Ebene", "Projektion eines Vek-

tors auf eine Ebene" herangezogen werden.

Zundchst muB men kldéren, was man unter der "Projektion P_ eines

Punktes P auf eine Gerade g" versteht und daB die "Projektion

einer gerichteten Strecke PQ auf eine Gerade g" die (gerichtete)

Strecke 1st, die aus den Projektionen der Punkte von FQ auf g

besteht. Wenn man sich iiberlegt, daB einerseits die Repriésentan-

ten des Vektors '(ru.nendlieh viele gerichtete Strecken bestimmen
und andererseits unendlich viele Geraden existieren, die fiir

M 4 diesen Vektor zum Richtungsvektor haben, wird klar, daB

gur Definition des Begriffes "Projektion eines Vektors ,6' auf den

Vektor A " zwelerlei gezeigt werden muB.

1. Piir eine gerichtete Strecke PQ und zwel beliebige Geraden g4
und -2 mit dem Richtungsvektor 44 sind die gerichteten Strecken
P?GT und 'Fg_zf‘; parallelgleich.

2. Plir zwel parallelgleiche Strecken PQ und RS und jede beliebi-
ge Gerade g mit dem Richtungsvektor m sind die geriohteten
Strecken P;rs und R;S; parallelgleich.

Wegen der Anschaulichkeit dieser beiden Sachverhalte kann man
auf ihren exakten Nachweis verzichten.

Festigen kann man den Begriff "Projektion eines Vektors A auf den
Vektor m" mit Hilfe einiger weniger einfacher Beisplele, denen
Skizzen beigefligt werden.

Beispilel:
Es seien die Projektionen des Vektors g- 43-1: + 24 auf die Ba-
sisvektoren zu ermitteln.
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Man schreibt = 0F und legt zundchst durch O und P je eine Ebe-
ne, die senkrecht zur x-Achse (dieser Geraden g mit dem Rich-
tungsvektor 4 ) verlduft. Diese Ebenen werden durch O bzw. P,
und # bestimmt (demn f0; 4, #+#] 1st ein kartesisches Koor-

dinatensystem) und schneiden g in O bzw, im Punkte P_ (4;0;0);
vgl. Bild 23/1. Demnach ist UF; = 44 die Projektion von 4 auf
A, d.h., .= 44 ., Analog findet man 4. = -3", =24 . Ab-
schlieSend kann man feststellen, daB alf: Vektoren der Gestalt

G=44 + y#’« + 2 £ , darunter auch f,s 44 , mit agdie gleiche
Projektion auf -4 haben.

s

B 14:0,0)

14 ;

Die Beweise der Eigenschaften des Skalarproduktes enthalten kei-
ne besonderen Schwierigkeiten. Es ist nicht erforderlich, sie
alle bis ins kleinste auszufiihren, Es geniigt, wenn an zwel von
diesen Beweisen das Anwenden der neu eingefiihrten Begriffe und
Formeln geiibt wird, damit die Schiller mit dem neu Erlernten si-
cher umgehen k¥nnen. Das erweiterte Distributivgesetz gehirt in-
haltlich in ‘Lerneinheit 10 und sollte dort vom Lehrer formuliert
werden, damit es zZur Losung der Aufgaben a40 bis .a44 zur Verfii-
gung steht. Der Nachweis seiner Giiltigkeit wird jedoch, da er
unmittelbar das Herleiten der Beziehung

ko= ‘xbx + a b+ ‘zbz vorbereitet und von den Schiilern
selbetiindig bewiltigt werden kann, erst auf Seite 23 des Lehr-
buches, im Auftrag A 16, verlangt.
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Als erste Anwendung des Skalarproduktes in der ebenen Elementar-
geometrie werden in dieser Stoffeinheit die Beweise einiger Sidtze
aus der Geometrie des rechtwinkligen Dreiecks und der Beweis des
Kosinussatzes der ebenen Trigonnmetrie mit Hilfe der Vektorrech-
nung behandelt, Zwei dieser Beweise sind im Lehrbuch ausgefilhrt,

1¢3. Zur Stoffeinheit 1.3. "Anwenden des Skalarproduktes in der
analytischen Geometrie und auf physikalische Probleme"

Der Lehrplan sieht, zusammengedréingt ausgedriickt, folgende Anwen-

dungen des Skalarproduktes vor.

a) Berechnung von Winkeln zwischen Vektoren, insbesondere des
Schnittwinkels zweier Geraden

b) Untersuchung der Eigenschaften von Kreis und Kugel
¢) Losen physikalischer Probleme

Zu a)
Mit Hilfe des Skalarproduktes 1l#B8t sich nach der Formel
(9) cos & (m, ) = o b

fiir alle von .rverschiedenen Vektoren s und & der Winkel (», :")
berechnen. Sind nun 4 und 4 die Richtungsvektoren zweier Gera-
den g4 und 7Y dann kann man zeigen, daB8 sich flir diese Geraden
aus der Formel

(10) cos A = I I/:l'lf‘il
fiir jede beliebige Wahl von sund 4 ein und derselbe Winkel &
mit 0 S& s g ergibt. Man bezeichnet & als Schnittwinkel der

nicht orientierten Geraden g, und gs. Sind die Geraden orientiert
und ist dadurch die Wahl von smund 4 von vornherein eingeschriinkt
auf diejenigen Richtungsvektoren, die mit einem bestimmten Rich-
tungsvektor M bzw. /FI-; von g, bzw. g, gleich gerichtet sind, dann
ist bereits der durch die Formel

n- A

Inll &I _
bestimmte Winkel X unabhiéingig von der Wahl der mund « flr g,

und g,. Er heiBt Scheitelwinkel der orientierten Geraden g, und

(1) cos & =

-7.0

Im Unterricht ist es auf Grund der Vorbildung der Schiiler im all-
gemeinen ratsam, dem Lehrbuchtext zu folgen. Man sollte ulso
nicht die soeben angestellten analytischen Betrachtungen in den
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Vordergrund stellen, sondern von der elementargeometrischen Defi-
nition des Schnittwinkels zweier Geraden ausgehen, Die Unabhién-
gigkeit der Winkel & in (10) und (11) von der Wahl der Richtungs-
vektoren s und A von g und &5 sollte aber in jedem Falle erwkhnt
werden, Ebenfalls Erwihnung finden sollte die Tatsache, daB durch
die Beziehungen (10) und (11) nicht orientierten bzw. orientier-
ten parallelen Geraden der Winkel O bzw. O oder X und nicht orien-
tierten windschiefen Geraden der in der darstellenden Geometrie
definierte Winkel zwischen ihnen zugeordnet wird.

Bemerkung: In Klasse 11 wurde festgestellt, daB der Nullvektor

zu Jedem Vektor parallel ist. Der Begriff "parallel" wurde bei
der Einfihrung in die Vektorreohnung eingefilhrt, da der Begriff
"linear unabhingig" nicht zur Verfiigung stand und an der betref-
fenden Stelle auch nicht eingefilhrt werden konnte. SpHter wurde
definitorisch festgelegt, das’ der Winkel zwischen einem Vektor
und dem Nullvektor betréigt, da8 er also zu jedem Vektor
orthogonal ist. Mit dieser Festlegung trigt man der beim axioma-
tischen Aufbau der Theorie der metrisohen Vektorriume Uiblichen
Definition Reshnung, nach der zwei Vektoren 4 und Qrorthogonal
zueinander heiBen, wenn ihr Skalarprodukt den Wert Null hat.

Diese Festlegung wurde bei der Behandlung des Skalarprodukts ver-
wendet, und sie wird auch im folgenden bei der Einfilhrung des Vek-
torprodukts benutzt. (cos 4 ( w7, #) ist damit definlert und
gleich O. Man kann also s 4= lﬂllfrl cos 4 (M, ") ohne Fallun-
terscheidungen schreiben, und auch mh=0 d—»M-J.frsilt
ohne PFallunterscheidungen).

Bel der Berechnung des Winkels zwischen zwel Vektoren entstehen
oft folgende falsoche Vorstellungen.

Aus g, Il g, folge 4 (g,8;) gleich O oder x.

Analog dazu folge aus m i & auch 4 ( A.,E' ) gleich O oder N .
Das aber steht fir A = 4 im Widerspruch zu der getroffenen Pest-
legung <+ ( w, ) - §. Der TrugschluB8 besteht darin, daB aus (10)
oder (11) zwar der Winkel zwischen zwel beliebigen parallelen Ge-
raden berechnet werden kann, da deren Richtungsvektoren stets
von 4 verschieden sind, nicht aber aus (9) der Winkel zwischen
zwel bellebigen parallelen Vektoren, denn (9) ist nur firla)é 0
und [-)# 0 definiert,



- 26 =

zab)

In der Geometrie gibt es eine Konvention, nach der ein K¥rper und
die diesen KSrper begrenzende FlHche sowle ein ebenes FlHchen-
stick und dle dieses FlHéchenstlick begrenzende Kurve jeweils die-
selbe Bezeichnung tragen. Aus dem Zusammenhang ist zu entnehmen,
in welochem Sinne z.B. "Kugel", "Kegel"™, "Zylinder", "Polyeder"
bzw, "Kreis", "Vieleck" usw. an der betreffenden Stelle verwen-
det werden. Auf diese Welse haben die Schiller die Bezeichnungen
"Kugel” und "Kreis" zwar schon oft verwendet, aber es fillt ih-
nen manchmal schwer, fiir Kreis und Kugel Definitionen anzugeben.
Polgende Formulierung der Definition wird empfohlen:

"Kugel K(M,r) [Kreis k, (l,r)] mit dem Mittelpunkt M und dem

Radius r heift die Menge aller-der Punkte [oiner Ebene &

durch I] , die von M den Abstand r haben."

Der durch K(M,r) bestimmte KugelkSrper [die durch k'k (l,z;) be-
stimmte Krei-flﬂohe] ist dagegen die Menge aller der Punkte
[der Ebenea-J , deren Abstand von M kleiner oder gleich r 1ist.

Dieses strenge Auseinanderhalten von Kugel und Kugelkdrper, Kreis-
und Kreisfllche erleichtert das Aufstellen der entsprechenden
Gleichungen., AuBSerdem wird dadurch das Behandeln des Stoffgebie-
tes 2, "Kegelschnitte" damit vorbereitet, da dort der Kegel eben-
falls als Fléche aufgefaSt werden mus.
Wenn den Schiilern die Beziehung |FH| = (1-111)'({ - {l)
- V(x - 1")2 + (y - ;rl)2 + (z - 'n)f fiir den Abstand des Punk-
tes P mit dem Ortevektor z vom Punkte M mit dem Ortsvektor
geléufig ist, so erleichtert das ihnen sowohl das Aufstellen der
Gleichung ’

( Ny —g,) = 22
a2) 3 200 2
fiir die Kugel K(M,r) als auch den Ubergang von dleser vektoriel-

len Gleichung zu der vektorfrelen Kugelgleichung
2

(x-x,)2+(y-yn)2+(--r.,)2-r.
Auch die Beziehungen ( 'g"‘n) ( 1-4‘”) = 2 bzw.

(x - xl)2 +(y - y')2 + (g - 5")2 = r° werden dann leichter als
Gleichungen des durch K(M,r) bestimmten Kugelkbrpers erkannt,

Anders ist es mit der Gleichung des Kreises kcL (M,r). Betrachtet
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man die Ebene A unabhiingig von ihrer Lage im Raum und gibt in
ihr ein kartesisches Koordinatensystem 40; 4'-,1'} vor, dann hat
der Kreis ",_ (M,r) dieser Ebene in & beziiglioh {0: 4 't} die
Gleichung

(13) (y- o Np-s,) = 22
bzw, 4‘ lgﬂ 1 1"
(14) (x - ::,,)2 + (y - yl)z = 2,

Die vektorielle Form dieser Gleichung stimmt ihrer Gestalt nach
mit der vektoriellen Gleichung fiir die Kugel K(M,r) im Raum {iber-
ein. Inhaltlich unterscheiden sie sich jedooh wesentlich, was

die vektorfrele Form belder Gleiohungen deutlich maoht. Dieses
Phénomen erkl#rt sich dadurch, daB sich (12) suf ein Koordinaten-
system des Raumes und (13) auf ein Koordinatensystem der dén
Kreis enthaltenden Ebene bezieht, Dadurch bestimmt (12) eine
Flidche, (13) aber eine Kurve,

Fa8t man dagegen den Kreis k, (M,r) als Kreis im Raum auf und
m8chte filr ihn diese Gleichung bezliglich eines vorgegebenen Koor-
dinatensystems {O; P N 1’-,4!] aufstellen, dann mu8 man ihn nach
seiner Definition als Schnittfigur der Kugel K(M,r) mit der Ebe-
ne ansehen., Dementsprechend besteht er aus der Menge aller
der Punkte P mit dem Ortsvektor ,g s die sowohl der Kugelglei-
chung (12) als auch der Gleichung

.g-¢g;+u4» +vh , - 00 <UuU <+09, =-00<V <+ 09,

der Ebene & geniigen, in der .#, ein beliebiger Punkt von & und
M und & zwel linear unabhiingige Richtungsvektoren von A sind,
Der Kreis km (M,r) wird also im allgemeinen Palle durch das Glei-
chungssystem
( Xg-agp) = x°
120 S0 T 1

4= 420+ um +vl , -00<u <+00, -00 <V <+ OO,

D

und, wenn A die xy-Ebene 1st, durch das System

2
(%- “6")“6"""" *
= x4 +yj , =00 <X <+00, =-00<y< + 0o,
bzw.
(15) (x-xu)z(y-yu)"’.rz, z=0
geg'obon.
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Der Unterschied zwischen (14) und (15) besteht also darin, das
(14) die Gleichung eines Kreises in einer losgelsst von ihrer
Lage im Raum betrachteten Ebene ist, wihrend (15) einen in der
xy-Ebene des Raumes gelgenen Kreis bestimmt,

Die anschlieBSenden Untersuchungen iiber die gegenseitige Lage von
Kreis und Gerade und die Verwendbarkeit der Vektarrechnung beim
Bewels von Sdtzen liber Winkel, Strecken und Geraden am Kreis
dienen einmal der Wiederholung der iiber den Kreis bisher behan-
delten SHtze und damit der Vorbereitung auf das Abitur, Anderer-
seits {ilben sich dile Schiller dabei in der Anwendung der Vektor-
rechnung auf elementargeometrische Probleme und festigen insbe-
sondere lhre Kenntnisse iiber das Skalarprodukt und seine Verwen-
dungsmtglichkeiten. AuBerdem wird durch diese Aufgaben bei den
Schillern die Fidhigkeit, direkte Bewelse selbsténdig zu fithren,
vertieft.

Zu o) !

Mit wenigen Ausneahmen wurden im bisherigen Physikunterricht we-
gen des fehlenden Vorlaufs in Mathematik kelne Vektoren verwen-
det, so daB Skalar- und Vektorprodukte im Physikunterricht nicht
als solche bezeichnet wurden.

Dieser irrefiihrende Eindruck kann nach der Behandlung dieser Pro-
dukte im Mathematikunterricht beseltigt werden. Fir das Skalar-
produkt ist dazu erforderlich, solche im Physikunterricht behan-
delten Formeln herauszustellen, die der Struktur nach als Skalar-
produkte interpretiert werden konnen, und die in diese Formeln
eingehenden Gr¥Ben daraufhin zu untersuchen, ob sle diese Ausle-
gung der betrachteten Formeln gestatten. Solche Formeln sind die
Formel w =F « 8 » cos ¢ (5,4) fur die Arbeit und die Formel
Py = Ue I e cos ¢ filr dile Leistung des Wechselstromes.
Zweckmifig erscheint in dieser Beziehung auch eine Absprache mit
dem Physiklehrer, der bei der vor dem Abitur {iblichen Wiederho-
lung an geeigneten Stellen darauf hinweisen kann, welche physika-
lischen GriBen als Vektoren interpretiert und welche Formeln als
Skalar- bzw. Vektorprodukte aufgefaBt werden kbnnen.

1.4, Zur Stoffeinheit 1.4. "Vektorprodukt"

Das Vektorprodukt wird im Unterricht der Klasse 12 ausgehend vom
Drehmoment eingefiihrt. Das ist im Lehrbuch ausfiihrlich darge-
stellt.
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Bisher kennen die Schiiler zwel "Produkte", in denen wenigstens

ein Paktor ein Vektor ist.

a) Das Produkt einer reellen Zahl Amit einem Vektor s -
unter Am versteht man einen Vektor vom Betrage IAllm], der
fir A2 0 mit s und fir \<O mit - s gleichgerichtet ist

b) Das sogenannte skalare Produkt zweier Vektoren 4 u.nd,ﬂr -
unter M'Ar versteht man die reelle Zahl laflblcos 4 («.' &)

Im Vektorprodukt zweler Vektoren kann man gewissermaBen die Er-
génzung zu diesen zwei Produktbildungen sehen, denn das Vektor-
produkt zweier Vektoren # und Ar 18t ein Vektor 4 vom Betrag
lall Al 8in & (A,b) , der auf m und A senkrecht stent und mit

A und A in der Reihenfolge g , Xr, # ein Rechtssystem bildet
(Einfiihrung des Vektorproduktes vgl. Lehrbuch).

Da der Winkel zwischen elnem Vektor s und dem Nullvektor in je-
dem Falle definiert ist, entfallen bei der Definition des Vektor-
produkts wiederum die Fallunterscheidungen. Es kann nach Einfiih-
rung des Einheitsvektors »m, . als Vektor, der #A und Arin der
ReihenrolgeM’lqA:) e einem flechtssystem erginzt, in der kompak-
ten Form ‘

(16) ’“"{""‘ab Il ein & (».,/&)

geschrieben werden.’

Den Betrag
an laxkl = |kl sing (o k)

kann man als Flécheninhalt eines von 4 und ,G-aufgeapannten Pa-

rallelogramms interpretieren. Dadurch prHégt er sich leicht ein.

Das Ermitteln von MA‘ bbereitet auch kaum Schwierigkeiten, wenn
(

man mit den Vektoren M,J' und ~m, bwie beim Ermitteln des Vek-

tors 2 des zugrundegelegten kartesischen Koordinatensystems die

Rechte~-Hand-Regel oder Dreitinger-Regel in Verbindung bringt;

vgl. Bild 30/1.
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Das Herleiten der Bigenschaften der
vektoriellen Multiplikation dient
im wesentlichen dazu, das Umgehen
mit dem Vektorprodukt zu festigen
und die Schiiler in seiner Anwendung
sicher werden zu lassen. Absshlie-
Bend sollte man die Schiiler dazu an-
halten, ihre Aufstellung iiber die
fir die Multiplikation reeller Zah-
len, die Multiplikation eines Vek-
tors mit einer reellen Zahl sowie
die skalare Multiplikation von zwed
Vektoren geltenden .Gesetze durch

die Gesetze filr die vektorielle Multiplikation von zwel Vektoren
zu erginzen, so da8 sie nun folgende Tabelle zur Verfiigung haben.

'hult:l.pli- Ergebnis| Kommuta-| Assoziati- Distribu- Besonder- '
kation vitit tivitdt iten
X/‘" . Zahl ).(luv)nﬂ}.)v }gu# y)
e (A+u)m  [Es gibt zwei
Am | Vektor Al (Aude] _ Ao tpm bt et butive
. l’}i’:’:{z esetze
mk |zemd ks - wib+£) Alah)= Q)b
2 M*M = M(l{b)
rginst das
ssoziativge-
otz " IIA".
mxk | Vektor antikom- - mx(hrxx Alaxkh)
mutativ amxfy +4 - (An) x[;
mxk i) x| = #x 0k
a3 - {"XM) -t +}&

Am Sohluf dieses Unterrichtsabschnities sollte man die Frage

der Umkehrbarkeit der vektoriellem Multiplikation noeh kurs be-
rilhren. Bereits aus (16) kann man schlieSen, da8 die vektorielle
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Multiplikation keine umkehrbar eindeutige Operation ist. Schreibt
man fir (o 4)

16 lnxhklm , = an . l&lll sing (ak)

(16) W LY 4 !

dann ist bel vorgegebenem m fiir alle A das Vektorprodukt nxk
gleich, die den gleichen Vektor My 4 bestimmen und fiir die (17)
gilt. Pir den Fall Im|= 1 sind das'alle Vektoren Jr , fur die [,-
dem Betrage ur‘l sind (M',H und der Richtung nach gleich
sind . Einfacher erhdlt man diese Aussage Jedoch nach der Be-
handlung der flir die vektorielle Multiplikation zweier Vektoren
geltenden Gesetze aus der Beziehung mxtramxl , die der Glei-
chung M-lr- A-Jr“ fir das Skalarprodukt entsprioht.

Bevor man zu den Anwendungen des Vekiorprodukts {ibergeht, miis-
sen die Schiller die Komponentendarstellung flr das Vektorprodukt
kennenlernen (Lp 42). Die Herleitung der entsprechenden Formel
léuft auf ein Anwenden des erweiterten Distributivgesetzes hin-
aus und kann gegebenenfalls von den Scohillern selbstiindig ausge-
fihrt werden.

Folgende Anwendungen des Vektorprodukts kommen fiir die Schiiler

in Prage:

a) Flécheninhaltsberechnungen, Sie sollten unmittelbar nach der
Binftihrung des Vektorprodukts vorgenommen werden, um das Be-
halten der Definitionen des Vektorprodukts zu erleichtern und
um die Schfiler an das Arbeiten mit dem Vektorprodukt zu ge-
wthnen. ’

b) Beispiele rqr das Berechnen von Drehmomenten und fiir Aufgaben
aus der Physlk, bei denen Drehmomente eine Rolle spielen,
AuSerdem kann man die Sohiiler beauftragen, in ihren Physikbli-
chern Formeln zu ermitteln, die dieselbe Struktur wie (16)
oder (17) haben und als Vektorprodukt gedeutet werden kitnnen.

1.5. Zur Stoffeinheit 1.5. "Zusammenfassende Betracohtungen zum
axiomatisohen Aufbau der Vektorrechnung"

Mit dem Behandeln dieser Stoffeinheit sind die folgenden allge-
meinen Aufgabenstellungen verbunden.

1. Das bisherige Vorgehen soll in groben Zligen wiederholt ~erden.
Schwerpunkte dieser Wiederholung sind der Vektorraum der Ver-
sohiebungen und die bewiesenen Regeln fiir das Rechncn mit Ver-
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schiebungen sowie ein {'berblick iiber die Anwendung der Ver-
schiebungen in der Geometrie des Raumes,

Besondere Aufmerksamkeit kommt dabel dem erstgenannten Schwer-
punkt zu, da er Ausgangspunkt flr die sich anschlieBenden Be-
trachtungen sein soll. Es muB8 herausgestellt werden, daB in
den behandelten Modellen von Vektorrdumen und fiir die Elemen-
te dieser Vektorrdume neben den axiomatisch festgelegten Ge-
setzen 1' bis 7' der Definition A 1 des Lehrbuches eine gro-
Be Anzahl weiterer Rechenregeln gilt, die flir die Verschie-
bungen aus den Eigenschaften der Verschiebungen und nicht aus
1" bis 7' hergeleitet wurden. Es wurde z.B. auf Grund der
Definition des Begriffes "Verschiebung" gefunden, daB es eine
Verschiebung 4 = v o (die Nullverschiebung) gibt, daB fiir je-
de Verschiebung 4 = XB eine Verschiebung (-.a) = BX* (dle

zu /A entgegengesetzte Verschiebung) existiert und daB filr
Jede Verschiebung s gilt M+ & =4, M+ (=MA) = &, Mit die-
sen Regeln sowie mit den filir die Subtraktion von Verschiebun-
gen und fiir die Multiplikation einer Verschiebung mit einer
reellen Zahl hergeleiteten Regeln wurde im weiteren stindig
gearbeltet. Es erscheint fast selbstverstindlich, dagS diese
Regeln auch in all den anderen behandelten Modellen fiir Vek-
torrdume gelten miiSten.

Méchte man GewiBSheit haben, ob dile erarbeitete Vermutung
(Gelten die genannten Rechenregeln in allen Vektorriumen?)
richtig ist oder nicht, dann kann man untersuchen,

a) ob es ein Modell eines Vektorraumes gibt, in dem die eine
oder andere Regel nicht gilt - dann ist fUr die
betreffende Regel die Vermutung widerlegt;

b) ob in jedem bekannten Vektorraum sich die Vermutung besté-
tigt - damit ist Jedoch noch nicht gesagt, daB sie sich
in jJ e d e m Vektorraum bestdtigt;

c) ob sich dies® Regeln unabhiingig von den speziellen Eigen-
schaften der Elemente eines konkreten Vektorraumes aus-
schlieS8lich aus den in allen VektorrHdumen geltenden Geset-
zen 1' bis 7' herlelten lassen - dann hat sich die Vermu-
tung in vollem Umfangs als richtig erwiesen.

Da die ersten beiden Wege langwierige Einzeluntersuchungen er-

fordern und zudem zu keinem vollsténdigen Ergebnis filhren kin-
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nen, entscheidet man sicn fiir den dritten Weg., Man wiirde nur
im Felle eines MiSerfolges auf a) und b) zuriickkommen, um we-
nigstens zu Tellergebnissen zu gelangen,

Ausgehend von dieser Problemstellung eollte an einigen Bei-
spielen gezeigt werden, da8 die angestrebten Beweise sich oh-
ne nennenswerte Schwierigkeiten filhren lassen, abgesehen da-
von, daB die ganze Betrachtungsweise fiir die Schiiler neu und
ungewohnt 1ist,

3. Als welteres Detail aus der Theorie der Vektorrkume kann den
Sohiilern am Beispiel der Menge der n-Tupel reeller Zahlen
(vgle Lerneinheit A 28 im Lehrbuch) plausibel gemacht werden,
da8 die im Vektorraum der Verschiebungen eingefiihrten Begrif-
fe "linear unabhlingige Vektoren", "Baslg" und "Koordinaten
eines Vektors beziliglich einer Basis" fast aufs Wort genau
fir Jeden n-dimensionalen Vektorraum definiert werden kinnen.
Die Koordinatenmethode, d4.h. die numerische Charakterisierung
der Elemente des betrachteten Vektorraumes, kann dadurch in
Jedem n-dimensionalen Vektorraum nngowendét werden, ein Vor-
teil, den die Schiller aus ihrer bisherigen Erfahrung heraus ein-
zuschiitzen vermtigen. Ein Beispiel zum Brmitteln einer an einem
Punkt P angreifenden Kraft, die sich mit n an P angreifenden
Krlften im Gleiohgewicht befindet, kann den Vorteil der Koor-
dinatenmethode gegeniiber der graphischen L8sungsmethode noch
deutlicher machen, z.B. beziiglich der Genauigkeit der Lisung
des Rechenaufwandes bel Anwendung der Trigonometrie,

Ziel der angestellten Uberlegungen ist es, den Sohtilern der Abi-
turklassen einen kleinen Einblick in die axiomatische Betrach-
tungsweise in der Mathematik zu geben und ihnen einmal zu zeigen,
wie man, ausgehend von konkreten Belspislen, zur Entwicklung
einer axiomatisch aufgebauten abstrakten Theorie kommt.
Weltansohaulich bedeutsam sind dabel die Art der Abstraktion und
die Tatsache, daB8 die Ergebnisse der abstrakten und theoretisehen
Uberlegungen das Wesentliche des untersuchten Sachverhalies wi-
derspiegeln und in der Praxis - in diesem speziellen Falle in dex
Praxis der mathematischen Wissensochaft - anwendbar sind, In die-~
sem Zusammenhang sollte an einem Beispisl den Sohfilern aush der
Nutsen gezeigt werden, den die axiomatissche Behandlungsweise zu

bringen vermag .
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Die auf das Behandeln dieser Stoffeinheit verwendeten Unterrichts-
stunden haben {iberwiegend wiederholenden und informatorischen
Charakter, eine aktive Beherrschung der axiomatischen Methode
wird nioht angestrebt.

Well die dieser Stoffeinheit sugrunde liegenden mathematischen
Eingzelkenntnisse bereits vor llngerer Zeit erarbeitet wurden,

ist es miglich, diese Stoffeinheit in seminaristischer Fomm durch-
zuarbeiten, wobel sich Lehrervortrag und Sohfilervortrag sinnvoll
erglinzen miissen. Auf diese Weise k¥nnen die Sohifler bereits wih-
rend ihrer Schulgeit eine fiir die Hoohschulen typische Arbeits-
form kennenlernen. Voraussetzung fiir den Brfolg eines solchen
Vorgehens ist jedoch eine intensive, langfristige Vorbereisung
der vortragenden Sohiller,

Bemerkung: o

1., Im Unterschied zu den anderen Abschnitten des Stoffgeblets 1.
(Stoffeinneiten 1.1. bis 1.4.) hat die Stoffeinheit 1.5. Hiber-
wiegend theoretischen Charakter. Dementsprechend liegt der
Sohwerpunkt auoh nicht beil der rechnerischen Verwertung der
fUr das Verstindnis der Problematik notwendigen Lﬁ-ngon. son-
dern bel der inhaltlichen BErfassung des aufgeworfenen Problems
und der Methoden zu seiner Liysung.

2. Un MiBverstlindnissen vorgubeugen, sel darauf hingewiesen, dasS
bei den Beweisen auBSer den Vektorraumaxiomen und bereits dar-
aus abgeleiteten Pakten natlirlich auch die Gesetze der Logik
angewendet werden diirfen. So ist ﬁlr.q.,lr,genbu .«.-.4- na-

tiirlich auch s +£ = Arhc, da in Mdio Addition erklirt ist,

sowohl m +4 als auch' [r+£ eindeutig bestimmt sind und
beide dasselbe Element von /Il beseichnen.
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2, Hinweise gum Stoffgebiet 2. "Kegelschnitte"

2,0, Binleitung

Bei der Behandlung des Stoffgebietes 2. "Kegelschnitte™ sollen
die Schiller an einem instruktiven Beispiel und durch ein hohes
MaB an eigener aktiver THtigkeit erkennen, wia ein spezielles
mathematisches Problem von verschiedenen Ausgangspunkten und mit
Hilfe verschiedener Mittel und Methoden in Angriff genommen wer-
den kann. Dabeli soll den Schlilern auch bewuBt werden, welche ma-
thematischen und logischen Zusammenhiinge zwischen den einzelnen
Methoden und den mit diesen Methoden erzielten Ergebnissen be-
stehen.

Kegelschnitte wurden bereits im Altertum untersucht. Sie sind im
Zusammenhang mit der Erforschung des Kosmos durch bemannte Flug-
k8rper auch heute noch von grofSem Interesse. Im Laufe der ge-
schichtlichen Entwicklung der Mathematik sind viele Wege bei der
Untersuchung dieser geometrischen Figuren begangen worden.

Der Unterricht im Stoffgeblet "Kegelschnitte" hat die Aufgabe,
die Scohiiler vor allem mit wesentlichen Eigenschaften der Kegel-
schnitte, mit Konstruktionen und mit analytischen Darstellungen
(Gleichungen) dieser Figuren bekanntzumachen; untersucht werden
sbenfalls die Lageverhdltnisse von Kegelschnitt und Geraden.

Das Stoffgebiet baut auf den Kenntnissen der Schiiler in darstel-
lender Geometrie auf. Dabel wird von der Definition der Kegel-
schnitte als ebene Schnitte von Kegeln ausgegangen, um die vor-
her erworbenen Fertigkeiten der Schiler im Konstruieren und im
L8sen von Gleichungen und einfachen Gleichungssystemen zu ver-
vollsténd igen.

Auf diese Weise dient dieses Stoffgebiet der Wiederholung der
darstellenden Geometrie in Vorbereitung auf das Abitur, es erwei-
tert die Allgemeinbildung der Schiiler zu einem aktuellen natur-
wissenschaftlichen Thema, gibt Anregungen zu Wiederholungen aus
dem Physikunterricht (Keplersche Gesetze) und stdllt lehrern und
Schiilern Beispiele fiir Kurven zur Verfiigung, fir die sich die An-
wendung der Integralrechnung bei Fldcheninhalts- und Volumenbe-
rechnungen echt erforderlich macht.

Die Bedeutung dieses Stoffgebletes fir die geistige Bildung der
Sohfiler ist vor allem darin zu sehen, daB die Schiiler verschie-
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denartige mathematische Methoden -~ und damit auch Methoden des
gelstigen Arbeitens allgemein - zur L¥sung des gleichen Problems
anwenden lernen, wobei sie zum Teil selbst entscheiden milesen,
welche Methoden dem Problem am besten gerecht werden und seine
rationelle L¥sung ermiglichen.

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung ist es
wichtig, den Scohiilern bewuBSt zu machen, daB der gleiche mathe-

metische Sachverhalt auf verschiedene Weise dargestellt und un-
tersucht werden kann, ebenso da8 Sachverhalte aus verschiedenen
Bereichen der objektiven Realitét durch die gleichen mathemati-
schen Strukturen widergespiegelt werden (z.B. Kegelschnitte als
Schnittfiguren geometrischer Kdrper und als Bahnen bei einer Be-
wegung in einem Kraftfeld). Der Lehrplan weist auf Seite 44 auBer-
dem besonders darauf hin, daB8 am Beispiel der Bahnen kiinstlicher
Himmelskirper die Bedeufung der Mathematik fir Wissenschaft und
Technik heraussustellen und auf die fithrende Rolle der Sowjet-
union bei der friedlichen Erforschung des Kosmos einzugehen ist.

2.1. Zur Stoffeinheit 2,1, "Definition und Konstruktion der
Kegelsohnitte”

Naoch einer kurgen Wiederholung (vgl. Lehrbuch, LE 1), die bei
den Sohiilern die im welteren benStigten Kenntnisse auffrischen
8oll, ist gzundichst der Begriff "Kegel" neu zu definieren. Der
Kegel, den die Schiiler bisher kemnengelernt haben, wurde als be-
sohréinkte Punktmenge und in der Mehrzahl aller P¥lle als Kixrper
aufgefaSt. Diese Definition des Kegels ist als Befinition fiir
den Begriff "Kegelschnitte" als Schnittfiguren eines Kegels und
einer Ebene ungeeignet und muB8 duwroh die Definition des Kegels
als unendliche Kegelfliiche ersetzi werden. Dabel sollte man an-
deuten, welche Vielfalt von FlHchen Kegelflichen durch die vor-
genommene Verallgemeinerung darstellen, sich dann aber damit be-
gnligen, daB die Schiiler die flir den folgenden Unterriocht bent-
tigte Definition des geraden Kreiskegels beherrschen. Da im fol-
genden ausschlieSlich gerade Kreiskegel betrachtet werden, be-
seichnet man diese kurz als Kegel. Diese Beschrinkung muS den
Schiilern vor allem dann bewuSt sein, wenn sie schlechthin von
“"einem Kegel" sprechen. Es 1st zu empfehlen, in Definitionen ungd
Slitzen, die oft losgeltst vom Zusammenhang verwendet werden, die
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exakte Bezelohnung "gerader Kreiskegel"™ zu benutzen.

Zur darstellend-geometrischen Konstruktion der Kegelschnitte

legt man die GrundriSebene senkrecht zur Achse des Kegels K und
die den Kegelschnitt beim Schnitt mit K erzeugende Ebene & senk-
recht zur AufriSebene, was wegen der Symmetrie des Kegels ohne
Einschrénkung der Allgemeinheit mBglich ist. Man betrachtet zu-
néchst den allgemeinen Fall, ' da8 £ nicht durch die Spitze des
Kegels geht und konstruiert fiir die auftretenden Fille Grundris
und wahre GrtBe der Schnittfigur. Dabei kann man durch geeignete
Wahl der AufriSpunkte der Schnittfigur (vgl. Lehrbuch, LE 2 und
LE 3) das Konstruktionsergebnis glinstig beeinflussen. Eine sol-
che Auswahl erfolgte gerade deshalb, damit qualitative, allge-
meingliltige Aussagen {iber Ellipse und Hyperbel (Existenz Je
zweler senkrecht zueinarder verlaufender Symmetrieachsen und da-
mit eines Mittelpuanktes)getroffen werden ktnnen.

Bel diesen Konstruktionen ist zu beachten, daS sie nicht nur
richtig, sondern auch mit hoher Genauigkeit ausgefilhrt werden.
Dadurch f#llt den Schiilern auf, da8 die Anwendung des HBhenkreis-
verfahrens (vgl., Lehrbuch, Aufgabe b 11 b) ) besonders flir nahe
dem AufriB gelegene Punkte des Aufrisses die Schnittfigur zu
hoher Konstruktionsgenauigkeit fiihrt, da sochleifende Schnitte
vermieden werden.

Nachdem von den Sohiilern Ellipse, Hyperbel, Parabel und, falls
die Sohnittebene dile Kegelspitze enthilt, die entarteten Kegel-
schnitte als die einzig mYglichen Schnittfiguren eines geraden
Kreiskegels mit einer Ebene erfaBSt wurden, taucht die Frage auf,
wie man diese e b e n e n EKurven als spezielle Punktmengen dex
sie enthaltenden Ebene charakterisieren kann. Die entarteten
Kegelschnitte ktnnen von den Schillern mit Eilf; der analytischen
Geometrie bereits beschrieben werden und werden deshalb aus den
weiteren Betraohtungen ausgeschlossen. Plr Ellipse, Byplrin]. und
Parabel gewinnt man mit Hilfe der Dandelinschen Kugeln ihre Oxris-
definitionen und zeigt anschlieSend, da8 aus diesen Ortsdefini-
tionen Je ein Konstruktionsverfahren filr die betrachteten Kegel-
schnitte hergeleltet werden kann.

Bei der Behandlung dieser Probleme gibt es einiges zu beachten.

1. Beim Beweis der SHtze B 7, B 10 und B 12 des Lehrbuches wird
der Satz verwendet, da8 flir Jeds von einem auSerhalb einer
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Kugel K(M,r) gelegenen Punkte P an K(M,r) gelegte Tangente
der Abstand des Punktes P von den Tangentenberiihrungspunkten
mit der Kugel gleich ist. Fir zwel Tangenten - und dieser
Pall liegt vor - wird durch diese Tangenten eine Ebene be-
stimmt, die K(M,r) in einem Kreis k (M4,r,) schneidet, fir
den die gewdhlten Tangenten ebenfalls Tangenten sind. Die
Gleichheit Pxi = FTi folgt dann nach dem Spezialfall des
Sehnen-Tangenten-Satzes (vgl. Stoffgebiet 1.), wenn die Se-
kante zur Tangente wird. Kiirzer werden diese {/berlegungen,
wern den Schiilern die entsprechenden Verallgemeinerungen des
Sehnen-, Sekanten- und Sekanten-Tangenten-Satzes auf die Ku-
gel berelts belm Behandeln des Stoffgebietes 1. mitgeteilt
werden,

Bei der dieser Stoffeinheit zugrunde gelegten Auffassung der
Kegelschnitte als Schnittfiguren von Kegel und Ebene treten
Kreise als Sonderfall der Ellipse auf. Eine doppelt iiberdeck-
te Strecke kann jedoch niemals beim Schnitt von Kegel und
Ebene entstehen und ist deshalb kein Kegelschnitt,
Geht man dagegen von der Ortsdefinition der Ellipse
"Die Menge aller der Punkte einer Ebene, fiir die die Summe
ihrer Abst#nde von zwel festen Punkten P, und P, konstant
(z.B. gleioch ¢ ist), nennt man eine Ellipse"
aus, dann treten zwei Sonderfidlle der Ellipse auf,
Mir Py = P, 18t die betreffende Ellipse ein Kreis und fiir

o= F;lgontartet die betreffende Ellipse in eine doppelt iiber-
deckte Strecke. Um das Auftreten des zweiten Sonderfalles zu
unterbinden, mu8 bereits in Satz B7 der Eilnschub "ist griSer
als !T!;" aufgenommen und bewiesen werden.
Analog dazu treten bei der {iblichen Ortsdefinition der Hyper-
bel
"Die Menge aller der Punkte einer Ebene, flir die der Abso-
lutbetrag der Differenz ihrer Abstinde von zweil festen
Punkten F; und F, dieser Ebene konstant (z.B. glelch o) ist,
nennt man eine Hyperbel"”
die Mittelsenkrechte zu 1;!; (fir o = 0) und ein Geradenpaar
(fur ¢ = F.F,) als Sonderfille der Hyperbel auf, Kegelsohnit-
te als ebene Sohnitte von Kegeln sind das jedoch beide nicht.
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Man scheidet diese Sonderfiélle deshalb durch den Einsc hub
"grifer als Null und kleiner als der Abstand von Py zu Fy"
im Satg B 10 aus der Betrachtung aus.

Die Sohiiler lernen mit der Ortsdefinition je eine zweite De-
finitien fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel kennen. Im PFalle
der Ellipse geht die Xquivalenz der beiden Definitionen aus
den Sltzen B7 und B8 hervor, von denen Satz B7 vollstindig
bewiesen, Sats B8 dagegen nur formuliert wird. Der Beweis
léuft auf den Nachweis der Existenz eines Kegels und einer
Ebene hinaus, die die gegebene Ellipse zur Schnittfigur ha-
ben., Diesen Beweisgedanken sollte man herausstellen. Da der
Bewels rein komstruktiver Natur und etwas zeitaufwendig ist,
wird er im Lehrbuch nicht gebracht. In Abhiingigkeit von der '
Jeweiligen Klassensituation kann es von Nutzen sein, den Be-
weis von Sats B10 zugunsten dieses Beweises fortzulassen. Der
Beweis von S8ats B8 ist in W, KRAMER, Darstellende Geometrie I,
[20], Seiten 136 £, ausfiihrlish besohrieben.

Wichtiger als der llickenlose Beweis der Skitze B7 und B8 und
filr die weltanschauliche Bildung firderlich ist jedooch, das
die Sohiller verstehen, was Xquivalenz gweier Definitionen be-
deutet und wie man sie nachweist. Die gleiche Problematik
tritt bei Hyperbel und Parabel und fiir alle dreli nioht entar-
teten Kegelsolmitte im Zussmmenhang mit der gemeinsamen Schei-
telgleichung ein zweites Mal auf.

Bei der Herleitung der Ortsdefinitionen von Hyperbel und Parg-
bel sind im Lehrbuch die Umkehrungen der Sktze B 10.und B 12
nicht formuliert. Das kann zum Anlaf8 genommen werden, das
Problem der Umkehrung von 8&tzen (Anzahl der Mtglichkeltem,
Gliltigkeit) nooh einmal aufzuwerfen und die entsprechenden
Umkehrungen formulieren zu lassen.

Beim sich an die Ortsdefinitionen anschlieSenden Beschreiben
der Konstruktion von Kegelschnitte kapn man wiederholen, was
die Sohiiler {iber die Lagemiiglichkelten flir zweli Kreise in
einer Ebene wissen, Bei dieser Wiederholung ist auf mathema-
tisch einwandfreies FPormulieren der entsprechenden Sktze su
ashten. Bei den Konstruktionen sollen die Scohiller die sioh
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aus den Ortsdefinitionen eigebenden Konstruktionsverfahren
sicher beherrschen sowie saubere und genaue Zeichnungen an-
fertigen lernen.

Ellipse, Hyperbel und Parabel sind den Schiilern dem Namen. nach
bereits vor der Behandlung des Stoffgebietes 2. "Kegslsohnitte"
bekannt. Aus dem Physikunterricht und aus Presseberichten iiber
den Start und die Bahnen kiinstlisher ‘E'P.nnl-karpor kennen sie
die ungefiihre Gestalt dieser Kurven und wissen, welohe Bedeutung
der Bereohnung insbesendere der Ellipsenbahnen von Satelliten zu-
kommt, ftir die die Kenntnis gesigneter Gleichumgen fiir die Ellip-
sen elementare Voraussetzung ist., Der Mathematiklehrer sollte im
Absprache mit dem Physiklehrer nicht versdumen, bei der Behand-
lung der Kegelsohnitte Hinweise auf bestimmte himmelsmechanische
und astronautische Probleme, die mit der Anwendung der Kepler-
schen Gesetse susammenhiingen und im Physikunterriocht aus sachli-
chen @Grilnden nur beriihrt werden konnten, aus mathematischer Sicht
su geben und damit die Kenntnisse dexr Sohiller in diesen Bereichen
su vertiefen. Entsprechend den Lehrplinen hat die'Behandlung des
Gravitationsfeldes im Physikunterricht gegeniiber der Behandlung
der Kegelsohnitte im Mathematikunterricht, insbesondere der ana-
lytischen Behandlung, einen gewissen - wenn auch geringen -
geitlichen Vorlauf. Zu den Problemen, die auch im Mathematikumn-
terricht erwiihnt werden kYnnen, gehtren Bahnform und Bahnge-
sohwindigkeit ven Himmelsk¥rpern. Im Lehrbuch der Physik fiir
Klasse 12 wird z.,B. dargelegt, wie sioch auf Grund einer Verin-
derung der Geschwindigkeit eines Brdsatelliten im Perighum sei-
ner Bahn die Bahnform gesetsmi¥Big verindert, Die Schiller sollten
erfahren, daB sich dieses Problem mathematisch weiter durchdrin-
gen lHBt, 9.B. durch das Ermitteln der Bahn mit Hilfe der maS-
stéblichen zeiohnerischen Darstellung der Bahn (Konstruktien

von Punkten der Bahnkurve) und durch das Aufstellen der Glei-
chung der Bahn (Scheitelgleiohung des Kegelschnitts).

Die erzieherisohen Mtglichkeiten, die mit diesem Gegenstand un-
mittelbar verbunden sind, sollte der Lehrer so gut wie miiglioch
nutzen, Br sollte sich die Gelegenheit, die Sohiiler auf die Er-
folge der sowjetischen Kosmosforsochung und die dazu erforderli-
che hohe wissenschaftliche Leistung der Raketen- und Rechentech-
nik ainsuweisen, suf keinen Pall entgehen lassen,
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2.2, Zur Stoffeinheit "Gleichungen der Kegelschnitte"

Bel der Behandlung dieser Stoffeinheit werden gunHchst die Mit-
telpunktsgleichungen fir Ellipse und Hyperbel sowie die Scheitel-
gleichung der Parabel hergeleitet, und zwar auf die traditionel-
le Art und Weise aus den Ortsdefinitionen dieser Kurven. Die Her-
leitungen sind einfach. Ungewohnt flir die Schiiler ist lediglich
die Uberlegung, daB der erhaltenen Gleichung eventuell mehr Punk-
te als die Punkte der Ausgangskurve genligen k¥nnten, weil bei
den Umformungen quadriert werden muS., DasS der erhaltenen Glei-
ohung tatsiiochlioh nur die Punkte der Ausgangskurve geniigen, kann
man durch systematisches RilckschlieSen von einer Gleichung auf
die vorhergehende zeigen. (Dieser Weg ist fiir die Ellipse in
"Mathematik, Lehrbuch fiir die 12, Klaasse, A/C-Zweig, Verlag Volk
und Wissen Berlin, 1965, Seiten 91 f, beschrieben.) Man kann aber
auch zeigen, daB alle der abschlieBSend erhaltenen Gleichung ge-
nligenden Punkte gleichseitig der Ortsdefinition der Ausgangskur-
ve genligen;

Einen wesentlichen Teil der flir diese Stoffeinhelt zur Verfligung
stehenden Unterrichtszeit nimmt die Untersuchung des Schnittver~
haltens von Kegelschnitt und Gerade ein. Im Unterricht in Klasse
11 wurde das Schnittverhalten von Geraden und beim Behandeln des
Stoffgebietes 1. in Klasse 12 das Schnittverhalten von Gerade und
Kreis untersuoht, Nunmehr kann man diesen Unterrichtsabaschnitt al:
erwelternde Wiederholung auffassen und auf die folgenden Schwer-
punkte orientieren.

Die Sohiiler sollen sioher mit Gleic en fiir Gerade, Kreis und
die Kegelschnitte umgehen ktnnen (Ermitteln von Schnittpunkten,
Aufstellen von Gleichungen nach vorgegebenen Bedingungen).

Sie sollen Sicherheit in der geometrischen Interpretation ihrer
Ergebnisse erwerben.

Dagzu kann beitragen, daf man z.B. nach Jeder durchgerechneten Auf-
gabe wiederholen 1liB8t, welche Gedanken dem eingeschlagenen LY-
sungsweg zugrunde gelegt wurden und worin das Ergebnis besteht.
Auf diese Weise beugt man einem schematischen rechnerischen Vor-
gehen vor und befihigt die Schiller zum schipferischen Anwenden
des Erlernten. Dagu kinnen Beweisaufgaben {iber spezifische Eigen-
schaften der Kegelschnitte dienen, indem man verschiedsne von
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den Schillern eingeschlagene Lisungswege einander gegeniiberstells
und damit demonstriert, wie vielflltig der erlernte Apparat der
analytischen Geometrie angewendet werden kann.

Bdlepiel:

PFiir jede Hyperbel gibt es genau vier Punkte, in denen die zuge-
hirigen Brennstrahlen orthﬁgonﬂl sind,

Bewedils: Unter den "Brennstrahlen" eines Hyperbelpunktes P
versteht man die Verbindungsstrecken von P szu den Brennpunkten
r, und der Hyperbel. (Diese Bezeichnungsweise ist mathema-
tisch paradox und nur aus dem Zusammenhang der Kegelschnitte

mit Problemen der Physik heraus erklirbar.)

1. Man kann die Strecken F!1 und 572 als Teile der durch P.!1
baw, P,Fz bestimmtien Geraden g, und & auffassen und die Be-
dingung my = - -%; fiir die Orthogonalitdt dieser Geraden dem

Bewelsgedanken zugrundelegen; vgl. Bild 42/1.

Die Geraden g, und g, sind ent-
sprechend durch die Brennpunk-
te der Hyperbel 11(-030) und
F,(e;0) und den Hyperbelpunkt
Po(xogyo) bestimmt. Dabei kann
x, ¥ 1 vorausgesetzt werden,

da fir x, = ¥ o im Dreteok
PP, entweder der Winkel bei
F, (x° = -@¢) oder der Winkel
bel F, (x° = @) ein Rechter
ist und deshalb bei Py kein
rechter Winkel sein kann., Fir x, # ¥ o stellt man die Zwel-
punktegleichung fiir gy und g, auf. .

¥y-0_0-y bzw. y = Yo (x+e) (g)

x+e -e-xo .+I°
y-0 0-y, =Y
FTe~eox, P YrgTx (x-0 (&)

Man untersucht, fiir welche Hyperbelpunkte Po(xb‘yo) my o= - =%,
d.h., .

Yo a 2 2 .2
(18) o= ", bzw, yg = ¢° -'xg
v -x

(]




- 43 -

gilt. Die Koordinaten x, und Yo dieser Punkte miissen dem
Glelchungssystem

b ¥
) ] 2 2 2
TE Yo%

genligen, das vier Zahlenpaare zur Lisung hat.

Vb2+oz;—)( Vb§+o!:-—).
(-:.Vb + e t.—);(-; Tt--—)

2, Uberlegt man sich, da8 die Geraden g, und g, die Vektoren P, I,
mit den Koordinaten (-e - x,; - y,) und F;!'a’ mit den Koor-
dinaten (e - x5 -yo) gu Richtungsvektoren haben, dann er-
hdlt man die Bezlehung (18) aus der Bedingung

(0-x)) (0= +(=3 Jy,) 22 + 32 - o2

R AR A RS » A

fiir die Orthogonalit¥t von & und [ 7

3. Eigentlioh interéssiert im gegebenen Zusammenhang nur die
Orthogonalitlit der Streoken ‘P;T,' und !:!; (und nicht der
diese Strecken enthaltenden Geraden), die bereits aus der
Bedingurig F ¥y ¢ F ¥, =0 folgt, die mit (48) identisch ist.

4, Nooh klirzer werden die anzustellenden Uberlegungen, wenn man
den Satz des Thales beriieksiohtigt. Dann miissen némlich die
gesuchten Punkte lediglich d¢n Bedingungen (18) geniigen, aus
denen die Koordinaten der gesuchten Punkte wie eben berech-
net werden kitnnen,

Die Auswahl der Aufgaben ist nach dem Lehrplan in die Hand des
Lehrers gegeben, der dadurch der jeweiligen Klassensituation ent-
sprechend leichtere oder sohwerere, mehr oder weniger Beispiele
heraussuchen kann, In jedem Palle sollten jedooh Parallelen zu
analogen Sachverhalten beim Kreis gesucht werden und bei den
Sochiilern der Eindruck zurilckbleiben, da8 es fiir die Kegelschnit-
te wie fiir die Kreise eine ganze Reihe von allgemeinen Eigen-
schaften gibt, die von der speziellen Gestalt eines gewidhlten
Beispieles unabhlngig sind,

Die Tangentengleichungen fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel wer-
den hier nur angegeben, wobei die Analogie zur Kreistangenten-

cos % (F ¥F;,F. ¥, = =0
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gleichung herausgestellt weraen sollte. Ihre Herleitung erfolgt
im Rahmen der Anwendungen der Differential- und Integralrech-
nung (bei der Differentiation irrationaler Funktionen). Diese
Tangentengleichungen sind in einigen Beispielen anzuwenden.

Die Behandlung des Stoffgebiets 2, "Kegelschnitte" schlieBt mit
einer zusammenfassenden Wiederholung ab, die einen Uiberblick
Uiber die gemeinsamen Eigenschaften der Kegelsohnitte vermitteln
801l und die durch die gemeinsamen Ortsdefinitionen und die ge-
meinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte erginzt werden soll-
te.

Eine Scheitelgleichung fiir

2
Ellipea . (y2 = 2 -2— x - 32 xz) und
a
b2 b2 2

Hyperbel (y2 =2 X+-3X
a

kann man in wenigen Schritten aus ihren Mittelpunktsgleichungen
herleiten und durch Festlegungen fiir die Koeffizienten zu einer
"gemeinsamen Scheitelgleichung"

b2 b2
P=g > q--? fir die Ellipse

b2 2

yz = 2px + q::2 mit P=g—,raq= 32- fiir die Hyperbel
a

P=pP ,q9=0 fiir die Parabel

fiir alle drel Kegelschnitte kommen.

Es entsteht die Frage, weshalb neben den recht handlichen Mittel-
punktsgleichungen fiir Ellipse und Hyperbel und der Scheitelglei-
chung der Parabel noch eine "gemeinsame Scheitelgleichung" fiir
die Kegelschnitte von Interesse ist. Das wird erst versténdlich,
wenn man auf die gemeinsame Ortsdefinition der Kegelschnitte ein-
geht und zumindest erwihnt, daS man nach ihr (wie bei der Herlei-
tung der Mittelpunktsgleichung) fiir die Kegelsohnitte eben die
gefundene gemeinsame Scheitelgleichung als Gleischung erhdlt und
in die Lage versetzt wird, die dort auftretenden Koeffizienten
geometrisoh zu interpretieren., Die zur ausfilhrlichen Behandlung
dieses Komplexes notwendigen Herleitungen sind ihres Umfanges we-
gen nicht in den Lehrplan aufgenommen worden. Die diesbeziigli-
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ohen Ausfilhrungen im Lehrbuch sollen im Unterricht nur dazu be-
nutzt werden, den Schillern die der gemeinsamen Soheitelgleichung
der Kegelsohnitte zugrundeliegenden mathematisshen Gedankenglinge
sichtbar zu machen.

Der Lehrplan sieht fiir diesen letzten Abschnitt des Geometrieun-
terrichts an der Schule Schiilervortréige vor. Fiir derartige Schii-
lervortrige bieten sich hier zwei Themenkomplexe an, die jeweils
von mehreren Sohiilern bearbeitet und langfristig vorbereitet wer-
den kbnnen.

a) Mit der gemeinsamen Ortsdefinition der Kegelschnitte lernen
die Sohiiler die dritte Definition fiir diese Kurven kennen, Piir
sie 1st das im Stoffgebiet 2, "Kegelschnitte" aufgeworfene
Problem der Aquivalenz von Definitionen neu, und es ist von
Wert, daB sie sich damit auseinandersetzen. Man kann die ver-
schiedenen Definitionen der Kegelschnitte einander gegeniiber-
stellen, die jeweiligen Sonderfille herausfinden und die fiir
den Nachweis der Xquivalenz je zweier dleser Definitionen not-
wendigen {{berlegungen (ohne ausfihrlichen Beweis) gzusammen-
stellen lassen. Bs 1st ratsam, nicht einzelne Schiiler losge-
1ldst voneinander fiir die genannten Teilaufgaben zu benennen,
sondern die nominierten Sohiiler zu einem Kollektiv mit gemein-
samer Themenstellung und abgegrenzten Teilaufgaben zusammengu-
fassen,

Es ist herauszuarbeiten, daB8 man ein und dieselbe Kurve oft
auf ganz versohiedene Weilse ocharakterisieren kann, wie die an-
gefilhrten Definitionen flir die Kegelsochnitte zeigen. Das ge-
stattet es, in Abhiingigkeit von der Art des gerade zu behan-
delnden Problems die geeignete Definition auszuwihlen, und
erleichtert oft wesentlich das L¥sen der jeweiligen Aufgabe.

b) Man kann mehrere Schiiler damit beauftragen, geméinsme Bigen-
schaften der Kegelschnitte herauszufinden und dariiber in ge-
dréingter Form gu referieren., In Frage kommen dafiir z.,B. die
geme insamen Definitionen der Kegelschnitte als Schnitte eines
geraden Kreiskegels und die gemeinsame Ortsdefinition der Ke-
gelschnitte, die Existenz von Bremnpunkten filr alle Kegel-
sohnitte (den Sonderfall Kreis dabei beachten), die Analogie
der Tangentengleiochungen besziiglich der Mittelpunktsgleichun-
gen von Ellip'u und Hyperbel bzw., der Scheitelgleichung der
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Parabel (die darauf zuriickgeht, dasS Ellipse, Hyperbel und Pa-
rabel Kurven zweiter Ordnung sind, was den Schiilern aller-
dings nicht explizit gesagt wird) u.a.m.
Plir den Brfolg der Schillervortriige ist es wichtig, daB die be-
treffenden Sohiiler ihr Thema friihzeitig erhalten, vom Lehrer an
geeigneten Stellen Hinweise erhalten und bei der Gestaltung ih-
res Vortrages angeleitet werden,
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3. Hinweise sum 8toffgebiet 3. "Nichtrationale Funktionen"

3.0. Einleitung

Das Ziel der Behandlung dleses Stoffgebletes besteht laut Lehr-
plan EIO]. Seite 45, darin, "die Kenntnisse der Schiller {iber die
in den Klassen 9 und 10 eingeflihrten nichtrationalen Punktionen
zu wiederholen und gu vertiefen sowie einige spezielle nichtra-
tionale Punk$ionen einguftihren". Dabei wird auf die Methoden der
Differential- und Integralrecinung bewult verzichtet, und die
hier durchgefthrten Uberlegungen sollen in erster Linie den Un-
serricht zum Stoffgebiet 4. "Differential- und Integralrechnung
und Anwendiingen (Fortsetzung)" entlasten und dort ein siigiges,
systematisches Vorgehen ermiglichen - beispielswe ise bei Kurven-
diskussionen das Er¥rtern prinzipieller Pragen zum L3sen von
Wurselgleichungen oder goniometrischen Gleichungen ersparen.

3s1. Zur Stoffeinheit 3.1. "Eigenschaften einiger nichtrationa-

ler Punktionen"

Der Inhalt dieser Stoffeinheit 1l¥8t sich in folgende Komplexe

einteilen.

1) Begriff der nichtrationalen Funktion - Einteilung der Funk-
tionen in gansze rationale, gebrochen rationale und nichtra-
tionale mit entsprechenden Ubungen und Beispielen

2) Operationen mit Funktionen (Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division) als MYglichkeis, su neuen PFunktionen zu
gelangen
Inverse Funktionen und Verkettung von Punktionen als eine wei-
ters derartige Migliohkeit

3) Wiederholung, Systematisierung, Vertiefung und Brweiterung
der Kenntnisse ilber Potenz- und Wurzelfunktionen, Winkelfunk-
tionen, Bxponential- und Logarithmusfunktionen

Beim Begriff der rationglen Punktion handelt es sich weitgehend
um eine Wiederholung aus dem Unterricht in Klasse 11. WiEhrend
dort aber guerst die ganse rationale Funktion erklért und die
Deéfinition der rationalen (bsw. gebrochen rationalen) Punktion
darauf gurlickgefiihrt wurde, empfiehlt es sich, jetzt umgekehrt
vorzugehen. Damit werden den Sohiilern die Zusammenhlinge deutli-
cher, es wird einem mechanischen Wiederholen im eigentlichen
Sinne des Wortes vorgebeugt, und der Begriff der niohtrationalen
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Punktion wird klarer und leichter faSbar.

Nun legt man ja bewuB8t im Mathematikunterricht Wert auf eine
klare begriffliche Unterscheidung der Funktion als einer Menge
geordneter Paare von verschiedenen Migliohkeitem ihrer Beschrei-
bung, etwa duroh eine Gleichung mit zwei Variablen - auoh wenn
man h¥ufig von gewissen verklirzten Bezelohnungsweisen Gebrauch
macht, beispielsweise von dér Funktion y = x2 spricht. Deshalb
wlre es wohl am befriedigendsten, man wlirde die rationalen
Funktionen als solohe Funktionen erkliéren, die durch endlich|
viele rationale Operationen aus der identischen PFunktion mit
der Menge P der reellen Zahleq bzw, einer Teilmenge von P als
Definitionsbereich (und damit auch Wertevorrat) entstehen. Der
Beginn mit einer solohen ErklH¥rung wiirde aber nicht nur das Adb-
straktionsvermgen mancher SohHler gu stark beanspruchen, er
wiirde vor allem das erst spHter eingehender zu behandelnde Ver-
kniipfen von Funktionen voraussetzen, und diese Erkl#rung wire
auch fiir die Entscheidung, ob eine vorgelegte Punktion rational
oder nichtrational ist, in vielen Fillen kaum handhabbar.

Aus diesem Grunde wird man in der Erkliérung der rationalen Funk-
tion auf die Gleichungen Besug nehmen, durch die die Funktion
besgchrieben werden kann - so, wie das auch schon in Klasse 11
geschehen ist. Dabei treten jedoch Schwierigkeitfen auf, die fas$
durchweg in der historisch gewachsenen Vermischung zweier Auf-
fassungen vom Funktionsbegriff ihre eigentliche Ursache haben -
der "modemmen" Auffassung der Funktion ale Menge geordneter Paa-
re und der, die eigentlich auf BULER zurlickgeht und nach der dig
Punktion im wesentlichen ein "analytischer Ausdruok" (Term) is%,
gzumindest durch einen solochen bereits eindeutig festgelegt ‘ist. J

Als Ausgangspunkt fUr die Erdrterungen soll hier die Frage die-

nen, ob die Funktion 4 mit y = r(x) - —
(x° + 1)e( 1n x°)
rational oder nichtrational 1st. Stellt man sioch auf den Stand-

punkt, daB eine Funktion niemals allein durch eine Glelobung be~
sohrieben werden kann, sondern dad die Angabe des Definitions-
bereichs dnluéehnrt, 80 ist die Prage zunlchst gar nicht su be-
antworten, Nun wird aber i.a., - meist alloraings leider ohne aus-
drlickliche Verabresdung - so verfahren, daf immer dann, wenn filr
eine Funktion f nur eine Glelohung y = f(x) ohne Zusitse {iber
den Definitionsbereioh von f angegeben wird, stillschweigend -der
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Definitionsbereioch des Terms £(x) als Definitionsbereich von f
angusehen ist. In dem angefiihrten Beispiel wire dann der Defini-
tionsbereich von die Menge aller positiven reellen Zahlen.
.Aber auch nachdem so Klarheit iiber den Definitionsbereich von 4
geschaffen werden ist, kann die eingangs gestellte Frage noch
verschieden beantwortet werden, je nachdem, ob man eine Punktion
als rational unabhingig davon ansieht, wie ihr Definitionsbe-
reich beschaffen ist, oder nicht. Verlangt man von einer ratio-
nalen Punktion f nicht nur, daS sie eine Darstellung

n

v
ax

(#)  2(x) = ———

92.; bx

hat, sondern auoch, da8 ihr Definitionsbereich alle reellen Zah-
len mIV Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms von () ent-
hH1%, 8o ist ¢ nichtrational. Denn es gibs keine Darstellung (&),
die goewissermatSen automatisoh alle nicht-positiven Zahlen aus dem
Definitionsbereioh ausschlieSt. (Dies kann ja sllenfalls filr end-
lioh viele reelle Zahlen x;, «.., X, geschehen, indem der Nennexr
dfe Linearfaktoren x - x, (1 =1, ..., n) enth¥lt,) Sieh% man
aber fir die Eingruppierung einer Punktion unter die rationalen
oder niohtrationalen Punktionen allein die Gleichung und nicht
auch den Definitionsbéreioh als entseheidend an, so ist 70 ratio-
nal zu nemmen, weil fiir x> O wegen 1n(x3) = 3 1lnx aush

y= ¢(x) = X gesohrieben werden kann. Diese Auffassung
f 3 + 1) ’

hat allerdings sur PFolge, daS8 Jede reelle Funktion mit einem De-
finitiounsbereioh aus endlich vielen reellen Zahlen automatisch
rational ist, weil sich bei einer solehen Funktion immer eine
Darstellung der Form (X ) angeben 1lHS8% (sogar unendlieh viele
Darstellungen).

Um su einer sweifelsfreien Beantwortung der aufgeworfenen Frage
and su einer exakten Begriffsbildung su kommen, verfihrt des
Lehrbuch se, daB guniéichst der Begriff der "auf der Menge M ra-
tionalen Punktien" gebildet wird, wobei Uiber .den Definitionsbe-
reioh M der Funktion f keinerlei einsahyiénkende Voraussetzungen
gemaaht werden, Erflilli M die oben erwihnte Bedingung, enthkls
‘es alse alle reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des



- 50 -

Nenners in der Darstellung ( #), so wird f als rational schlecht-
hin bezeichnet und der Zusatz "auf der 2denge M" weggelassen. Die
Antwort auf die eingangs aufgeworfene Frage lautet damit: Die
Funktion r ist rational auf der Menge der positiven reellen Zah-
len, aber sie ist nicht rational schlechthin., Man beachte: DaB
im Gegensatz zu dieser Pestlegung in der Funktionentheorie die
entsprechende PFunktion 7' mit w= f.(z) - —Z-ELLJ- o Wobei
(z°41)1n(2”)

z und w komplexe Variable sind, als rational (schlechthin) be-
zeiochnet wird, steht gu dleser Eingruppierung nicht im Wider-
spruch, Es liegt lediglioh daran, da8 die Logarithmusfunktion
im Komplexen fUr alle z ¥ O definiert ist und demgemé8 {iberall

- also auch fiir negative reelle z - geschrieben werden kann

W= Y‘(z) = -Lz— , und auch an der Stelle g = O kann die

(2+1)
hebbare Unstetigkeit (Liicke) dureh die zusitzliche Festlegung

'(0) = 0 beseitigt werden.
Den Schiflern mu8 Ubrigens ganz deutlich werden, daB fiir die Ra-
tionalitlt der Punktion f nur zu fordern ist, da8 es eine Dar-
stellung (%) g 41 b ¢, und nicht, da8 die Punktion von vorn-
herein in dieser Form dargestellt ist. In diesem Zusammenhang
ist es awh zweokmKBSig, kurz auf die Prage der Eindeutigkeit der
Darstellung und damit auf die normierte Darstellung bei rationa-
len Punktionen einzugehen; zur Bedeutung der normierten Darstel-
lung vgl. auch die Seite 5/ dAieser Sohrift.
Nar weil man weiS, daB8 etwa zu f mit x &€ (0;1) und
y=12(x) = x3 + 7x° + 9 keine andere Polynomdarstellung exi-
stiert, kann man sagen, f sei eine ganze rationale Punksion drit-
ten Grades auf dem Intervall (0;1), und auch g mit

y=g(x) = 1xi_-:_$_x_ kann nur deshalb mit Sicherheit als (un-

echt) gebroochen rational eingestuft werden, well es keine Polynom-
darstellung fiir g geben kann. (Die normierte Darstellung fir g

] xz +2 x
ist iibrigens genau genommen y = Lx_‘L o)
-3
An diese Fragen soll im Lehrbuoh vor allem das Beispiel C 1 her-
anfilhren, und auch der anschlieSendsAufirag 0 1 bietet Gelegen-
heit dasu - insbesondere e); die Definitionsbereiohe sind bei
diesem Auftrag librigens absichtlich auf unterschiedliche Weise
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angegeben worden. Damit erscheint es dann auch wichtig, sich
etwas eingehender mit dem Definitionsbereich zu beschiftigen

und schlieBlich zur Vereinbarung C 2 zu gelangen, die die auf
Seite # dieser Schrift erwkhnte Auffassung ausdriicklich hervor-
hebt. Diese Vereinbarung entspricht dem allgemein {iblichen Vor-
gehen und 1ist zur Vereinfachung der Sprech- und Schreibweise
gweckméig; andererseits fllnrt es aber gerade zu Widerspriichen,
wenn man sich ihrer an den entsprechenden Stellen nicht bewuBt
ist,

Es sel aber darauf aufmerksam gemacht, daS mit dem geschilderten
Vorgehen die auf die eingangs erwiihnte Vermischung verschiedener
Auffassungen zuriickgehenden Begzeichnungsunstimmigkeiten noch
nicht restlos beseitigt sind. Es ist némlich {iblich (vgl. z.B.
Engzyklopidie der Elemer tarmathematik III(/lI,]3 S. 34), beispiels-
weise fiir die Funktion f mit y = £,(x) = -l—'—‘.lé als nprmier-

te Darstellung y = fz(x) = x + 7 anzusehen (hier also von einer
gang rationalen Funktion zu sprechen), obwohl aus dieser Darstel-
lung nicht hervorgeht, da8 O nicht zum Definitionsbereich geh¥rt
und man die mittels der Terme f,(x) und fz(x) definierten Funk-
tionen eigentlioh auseinanderhalten milBte - es sei denn, man wiir-
de bei fz(x) die Einschrénkung des Definitionsbereichs ausdriick-
lich vermerken., (Eigentlioh ist auch das Wort "Einschrénkung des
Definitionsbereiohs" sohon ein Rudiment aus einer veralteten
Auffassung des Punktionsbegriffes.) Deshalb wﬁse es8 eigentlich
konsequenter, als normierte Darstellung y = —%—75 anzusehen,
wenn man an der mehrmals erwkhnten Vereinbarung {ilber den Defini-
tionsbereioch festhalten will. Es ist wohl klar, daB8 solohe
"spitzfindigen" Unterscheidungen fir die Untersuchung von Funk-
.tionen ke ine entscheidende Rolle spielen; slie sind aber zu beach-
ten, wenn man auf eine exakte Begriffsbildung Wert legt, und
schon in Klasse 11 ist jJa - z.,B. im Lehrbuch auf Seite 65 bei
der Einfiihrung des Grenzwertes von rugktionen - mit Recht betont
worden, da8 etwa die "Funktion" y = ﬁ- von der "Funktion™
¥y = x + 1 wohl zu unterscheiden 1ist.
Schlieflich sei noch auf eine flir die Schiller naheliegende Ver-
weohslung aufmerksam gemacht, der durch entsprechendes deutlioches
Herausstellen des Sachverhalts vorzubdbeugen ist. Um iberhaupt den
Begriff der nichtrationalen Funktion als Komplement des Begrif-
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fes der rationalen Funktion bilden zu ktnnen, ist der Oberbe-
griff der reellen Funktion einer reellen Verinderlichen notwen-
dig. Das zwelmalige Auftreten des Wortes "reell" bedeutet dabei,
da8 Definitionsbereioh und Wertevorrat Mengen reeller Zahlen
sind, Im Gegensatz dazu bezeichnet aber das Wort "rational" bei
den rationalen Punktionen die Operationen, durch die man aus den
Werten der unabhlingigen Variablen jeweils den zugehBrigen Wert
der abhiingigen Variablen erhklt; hat also nichts mit Definitions-
bereich und Wertevorrat zu tun.

Keinesfalls sollten {lbrigens Funktionen wie y = |x|, y = [x] usw,
als Beispiele flir nichirationale Funktionen fehlen. Bei Funktio-
nenwwie y = sin x, y = tan x usw, kann man die Sohiiler darauf
hinweisen, daB8 es sich hier niocht um rationale Punktionen handeln
kann, BEs ist wohl selbstverstindlioh, da8 solohe Punktionen be-
reit¢s hier als Beispiele zur Sprache kommen miissen, obwohl eine
ausfiihrliche Wiederholung der Winkelfunktionen gemi8 den Lehr-
planforderungen erst etwas spiter erfolgt. Entsprechendes gilt
fiilr Wurzelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen.

Der auf Seite 35U bereits erwihnte Auftrag C 1 kann auch dazu
herangezogen werden, den Sohillern die Problematik einer an der
Gleiohung orientlerten Erklérung der Rationalit#t von Punktionen
vor Augen zu fiihren und so den Ubergang zu der auf Beite #f an-
gefihrten Erklérung der rationnlen Funktion mit Hilfe der identi-
schen Funktion zu motivieren. Damit gelangt man glelohzeitig zux
Erdrterung der Operationen mit Funktionen. Bei der Erkliérung, wals
unter der Summe, der Differenz usw, zweier Funktionen zu verste-
hen ist, ist der Hinweis auf die naheliegende Begriffsiibertra-
gung von den entsprechenden Operationen mi% Zahlen her unbedingt
n¥tig. Den Schiilern muB deutlich werden: Elnerseits erscheint
eine solche Begriffsiibertragung formlich selbstverstlndlioh; so
hat men Jja auch schon frither stillsohweigend davon Gebrauch ge-
macht, indem man z.,B. in Klasse 11 von der gebroohenen rationa-
len Funktion als dem Quotienten zweier ganzer rasionaler Funk-
tionen (Grad des Divisors griBSer als O) gesprochen hat oder Re-
geln filr die Ableitung des Produkts oder Quotienten zweier (dif-
ferenzierbarer) Punktionen formuliert hat. Andererseits aber ist
es eigentlioh notwendig, ausdriioklich su definieren, was Summe,
Differens usw. zweier Funktionen sind. Let$ztlioh handelt es siol
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auch hier wieder um die Unterscheidung von Punktion und Glei-
chung, und gerade deshaldb ist es auch notwendig, da8 die Opera-
tionen mit Funkiionen an Hand von Beispielen erléutert werden,
die wirklich das Operieren mit den geordneten Paaren erfordern
wie etwa das Beispiel C 3a im Lehrbuoh. Wiirde man sioh hier auf
Funktionen £ und g beschrinken, bei denen lediglich die Terme
£(x) und g(x) zu verkniipfen sind, indem man die Operationssei-
chen dazwisohensohreibt, so wiirde das Gansze zu einem bloSen PFor-
malismus, Br wiirde den Schillern primitiv und {lberfliissig er-
soheinen, und gercde darum wiirden sie nicht verstehen, warum
fiir die Operationen mit Funktionen besondere Definitionen erfor-
derlioh sind. Auch bei der Produkt- und Quotientendbildung fiir
Wurgelfunksionen wie f(x) = 7 - x und g(x) = X - 3 (Beispiel
C 3b des Lehrbuches) ist dle Sachlage kaum anders, obwohl hier
durch die Anwendung der Potenz- bzw. Wurselgesetze wirklioh nooh
eine gewisse Umformung der Terme miglioh ist.

Bine sorgfiltige Behandlung erfordern die Umkehrfunktiomen. Fir
die Zukunft wird zu beaohten sein, daB8 der ab 1.9.1970 gliltige
Lehrplan fiir Klasse 9 [3] den Begriff "Umkehrfunktion" nur nooh
als Bestandteil des Stoffes zur Information fordert, Dann mus
8ioh der Lehrer ausfiihrliich {iber den Umfang und die Tiefe der
bei den Sohiilern vorhandenen Kenninisse informieren und even-
tuell wesentlioch ausfiihrl ioher auf die Fragen eingehen, als das
im Lehrbuch geschieht,
Auf alle PFille aber - gleiohgliltig, ob es sich um eine Wiederho-
lung oder im wesentlichen um eine Einfilhrung handelt - ist die
sorgfiltige Trennung folgender dreil Fragen anzustreben.
(1) Wann ist eine vorgegebene Funktion f umkehrbar, und was ist
dann die zu f inverse Punktion T ?
(2) Wie erhilt man aus der Gleiohung y = f(x) der umkehrbaren
Funktion £ die Gleiohung y = ¥(x) ihrer inversen Punktion T ?
(3) Welocher Zusammenhang besteht zwischen den Bildern von f und
T im gleiohen x,y-Koordinatensystem (beli y = f£(x) und
y=%x) )7
Die in der Mathematik bei der Untersuchung von Funktionen allge-
mein {ibliche Begeichnungsweise "f'1" fir die zu f inverse Funk-
tion sollte man {ibrigens besser vermeiden, um nicht Anlad zu
Verwechslungen zu geben: Entspreohend der Vereinbarung, "linzx"
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fiir "(sin x)2" zu schreiben, wire es z.B. sinnvoll,

1

ET%_E = sin'1x zu schreiben; y = sin™ 'x ist aber nicht etwa die

zu y = 8in x inverse Funktion. Selbstverstdndlich ist awh der
Tatsache Rechnung zu tragen, daB es sich bei "Umkehrfunktion"
letztlich um einen Beziehungsbegriff handelt (#hnlich wie etwa
"Wechselwinkel™) und daB es demzufolge absolut sinnlos ist, etwa
y ”V;- als "eine Umkehrfunktion" zu bezeiochnen.

Bei der Definition der Umkehrfunktion beachte man, daB es genligt, von
der"Menge der geordneten Paare I ;x] mit Et,}j € f" zu sprechen;
ein "aller und nur der" ist nicht erforderlich, genau so wenig
wie man etwa von der "Menge aller und nur der rationalen Zahlen"
spricht. Die Formulierung der Definition soll #ibrigens auch deut-
lich machen, daB8 die Umbenennung der Variablen ("die Vertauschung
vox}' x und y") sekund#dr ist. So wie es gleic{hgﬂltig ist, ob man

)‘t"]dt oder uldu  oder x~'dx schreibt (jedeamal er-

gibt sloh 1n 2), 8o ist dle Menge aller [ix] mit [ry] € £ das-
selbe wie die Menge aller L'x;y] mit ﬁ;x] €f oder auch die
Menge aller [asb] mit fp;a] € £. Es handelt eich hier um gebun-
dene Variable, nur daB diese Bindung in der gebréuchlichen
Schreibweise wie z.B., in y = 2x + 3 nicht deutlich ge ug zum Aus-
druck kommt. Sie steckt gewissermaSen in der Verabredung, daB
immer x unabhiéingigeund y abhéngige Variable sein soll (falls
nicht ausdriicklich anderes hinzugefligt ist).

Die rationalen Operationen mit Funktionen und die Inversenbildung
sollen von den Sohlilern klar als Mglichkel ten erkannt werden,

zu "neuen" PFunktionen zu gelangen. Das darf freilich nicht zu
der Ansicht fiihren, daB etwa zwel Funktionen immer zu addieren
sind und dabei eine neue Punktion liefern (bel f(x) = |1 - x

und g(x) = Fz - 2 2z.B. ist das wegen der Disjunktheit der De-
finitionabereiohe nicht der Fall), und in gewissen Fidllen ist ja
z2.B. auch T = £ (Beispiel y = N,

Auch bei der Verkettung von Funktionen ist wichtig, da8 nicht
gleich formal mit den Termen begonnen wird, indem etwa aus
y=f£(z)=8inz und 2z = g(x) = x° gewonnen wird

y = £(g(x)) = sin 12. Ob man allerdings wie im Lehrbuch mit einem
formalen Verkniipfen an gand zweler Mengen geordneter Paare be-
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ginnt oder aber zur Illustration sogar auf Beispiele aus der
Unwelt der Schiller (etwa die Verkniipfung der Zuordnung Bahnhof -
Preisstufe und Preisstufe - Fahrpreis bei der Berliner S-Bahn)
zurlickgreift, mu8 vom Lehrer je nach der Klassensituation ent-
schieden werden, In der Symbolik wiirde das {ibliche "fog" gzwar
deutlicher als die Schreibweise "f(g(x))" zum Ausdruck bringen,
daB8 es sich hier um eine Verkniipfung von Funktionen handelt,

die prinzipiell mit den anderen Operationen auf eine Stufe zu
stellen sind, Trotzdem sollte man auf dis Schreibweise nach einer
anflinglichen Erwihnung besser verzichten - weniger um einer Ver-
wechslung mit "f . g" entgegenzuwirken als vielmehr, um zu ver-
hindern, daB "innere" und "HuBere Funktion" verwechselt werden,
Diese beiden Termini sind zwar nicht generell {iblich, doch er-
weisen sle sich als besonders bequem zur Verstédndigung mittels
weniger Worte, insbesondere auch spdter bei der Formulierung der
Kettenregel, Deshalb werden diese Bezeichnungen auch 1/.m Lehrbuch
verwendet. Hingegen wird absichtlich nicht davon gesprochen, daB
es sich etwa bel y = sin x2 um eine "mittelbare Funktion" han-
delt, denn schlieBlich ldB8t sich prinzipiell J e d e Funktion
als Ergebnis der Verkettung anderer Funktionen auffassen; es
handelt sich ja nur um eine Prage der analytischen Darstellung;
vgl., etwa Fiohtenholz I [1d, S. 100.

Da die Mittel der Differentialrechnung noch nioht zur Verfilgung
stehen, mu8 man in Kauf nehmen, daS fiir die Prage der Verkeitung
relativ wenig Ubungsmaterial zur Verfligung steht; man sollte des-
halb im wesentliohen nur Bestimmungen ven Definitionsbereichen
vornehmen lassen. Dabei ist die Bedingung Wb, N Db, ¥ g zu be-
achten, wenn man nicht auch die leere Abbildung als Ergebtmis der
Verkettung zulassen will, Plir die Pormulierung ist es selbsiver-
stlindlioh von Vorteil, wenn man den Terminus "Durohsohnitt" sur
Verfligung hat. Da erst der ab 1.9.1970 giiltige Lehrplan fUr Klas-
se 9 [9] die Einflihrung des Begriffes "Durchschnitt" vorsieht,
ist im Lehrbuch nur gesagt worden, da8 "Wertevorrat von g und
Definitionsbereioch von f geme insame Elemente haben miissen".

Im dritten Komplex der Stoffeinheit 3.1. geht es um verschiedene
Klassen nichtrationaler (und bei den Potenzfunktionen auch ratio-
naler) Punktionen, Gerade hei den hier notwendig werdenden Wieder-

holungen, Vertiefungen und Systematisierungen kann das Lehrbuch
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den Weg des Unterrichts naturgeméf noch weniger vorzeichnen, als
es das bel anderen Stoffkomplexen kann und will. So muB der Leh-
rer je nach Klassensituation entscheiden, weloche FPunktionen
einer etwas ausfilhrlicheren Behandlung bediirfen und bei welchen
er sioch kilrzer fassen kann und - wegen der Kiirze der insgesamt
verfiigbaren Zeit - auoh muB. In solchen Fillen sind dann viel-
leicht auch nicht einmal alle im Lehrteil des Buches befindli-
chen Auftriége ausgufilhren, was sonst unbedingt anzuraten ist,
und in jedem Falle ist auch sorgféltig zu liberlegen, welche
Eigenschaften der betreffenden Funktionen zu begriinden sind, wie
genau die Zelchnungen anzufertigen sind usw, Vor allem ist auch
der weltgehend selbstiindigen Wiederholung durch die Sohiiler, ge-
gebenenfalls in entsprechend zusammengestellten Arbeitsgruppen,
geniigend Raum zu geben. Um den Schiilern Anhaltspunkte dafiir zu
geben und ihnen zu zeigen, auf welohe Eigenschaften der Funktio-
nen es ankommt, enthlt das Lehrbuch bei den Potenzfunktionen
eine ausfilhrliche Ybersioht mit den entsprechenden Definitionen
mit Ausnahme der Perlodizitiét, Periode usw., weil das bei den
zunlichet in Rede stehenden Funktionen noch keine Rolle spielt
und eine unnttige Hiufung vermieden werden sollte. -
Ein besonderes Problem stellen die Unendlichkeitsstellen dar,

zu denen im folgenden allgemein etwas gesagt werden muB, wae
{iber Potenz- und Wurzelfunktionen hinausgeht. Da der Lehrplan
ausdriicklich die Behandlung von "Polen" nichtrationaler Funktio-
nen fordert, whre es notwendig, eine Definition dieses Begriffs
zu geben, die nicht nur rationale Funktionen erfaBSt. Eine solche
allgemeine Definition ist aber nur in der Theorie der PFunktionen
komplexer Variabler {iblich, wo man 2, als Pol (m-ter Ordnung)
der in einer Umgebung von Zq regulédren Funktion f(z) genau dann
bezeiohnet, wenn der absteigende Teil der LAURENTschen Entwiock-
lung dieser Funktion an der Stelle z_ der sogenannte Héuptteil

o o
von f£(z) = E’Gn (z - zo)n
Py

endlioch viele Glieder enthdlt, eine ganze rationale Funktion von
z' = (2 - zo)'1 (mit dem Grad m O) ist. Im Reellen beschrinkt
man sich hingegen auf die Definition des Pols einer ( gebrochenen) .

rationalen Funktion mit der normierten Darstellung £(x) = q :
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als einer solchen Zahl Xy fiir die q(xp) = 0 und P(ﬁ) ¥ 0 gilt,
(Falls man von %E% nicht verlangt, daf es sich um die normier-
te Darstellung handel$, miissen als Pole auch diejenigen Nullstel-
len von p(x) und q(x) zugelassen werden, flir die die Ordnung
im ZEhlerpolynom kleiner ist a.;‘s im Nennerpolynom. Wenn p(x)
genau den Linearfaktor (x - xp) und q(x) genau den Linearfak-
tor (x - xp)B;enthult, ist fir m = 8 - >0 ein Pol m-ter
Ordnung.) Hier besteht auch vollkommene {bereinstimmung mit dem
Komplexen: xp ist genau dann Pol m-ter Ordnung der reellen Funk-

tion y = -8-{%} in dem soeben erklérten Sinn, wenn die komplexe
Funktion w = -E-E%;- fur z = ,x; einen Pol nach der Definition auf

Seite 6 hat.

DaB es aber fiir niochtrationale Funktionen Sohwierigkeiten mit der
Ubertragung der Begriffsbildung auf das Reelle gibt, soll die fol-
gende Gegeniiberstellung zeigen.

Komplex: Reell:
w = oot g zo-o y = oot x li.lbootx-«c-cn
Pol 1. Ordnung rEert
= =00
x-]-'i% oot x
x <0
_J - J _J
'_"Z z°=0 Yy=x z xlinxzcﬂn
| Verzweigungspunkt x>0
2, Ordnung
ws= 1 z°-0 y= L xlin L. = +Q
i“ Verzweigungspunkt ia
3. Ordnung
w=1lngz |2, =0 y=1lnx 1im In x = -
x—0
Verzwéigungspunkt x>0
unendlicher
Ordnung
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w=1n(z%) |z, =0 ¥y = 1n(x?) | 1im 1n(x®) = -#0
Verzweigungspunkt x>0
unendlicher
Ordnung
i 1 i
wee?Z 2, =0 y=eX lime * = + =
£—»0
Wesentliche Singu- x>0 1
laritdt 1im e X = 0
€ —af
<0

Es liegt auf der Hand, daS fiir eine auch nur andeutungsweise Be-
handlung dieser Unterscheidungen alle Voraussetzungen fehlen.
Da es andererseits aber unzweckmdBig_ erscheint, mit der Termino-
logie der Funktionertheorie in Widerspruch zu geraten, beschrinkt
sich das Lehrbuch bel den nichtrationalen Funktionen auf den
Terminus "Unendlichkeitsstelle" und betont lediglich, daB bei
rationalen Funktionen die Unendlichkeitsstellen "Pole" heiSen
und daB an dieser Stelle auf die Unterscheidung von Polen und
Unendlichkeitsstellen anderer Art bel nichtrationalen Funktionen
nicht eingegangen werden kann.
Wegen der sohon aus der angegebenen Gegenilberstellung ersicht-
lichen verschiedenen mfgliohen Verhaltensweisen einer Funktion
bei Ann¥herung an eine Unendlichkeitsstelle liegt es nahe, zur
Definition der Unendliochkeitsstelle auf die Funktion % zurlick-
zugreifen. Damit ergibt sioh auch eine Erleichterung fiir das
spitere Untersuchen vorgelegter Funktionen auf Unendliohkeits-
stellen. Freilich kann man nicht einfach definieren, dasB x, Un-
endliohkeitsetello von f genau dann heiBt, wenn x, Nullstolle
von ? ist. Denn wenn die Funktion an der Stelle x nicht defi-
niert ist, dann ist dort auch die PFunktion Y nioht definlert,
und man kann nicht davon sprechen, daB x, Nullstelle von Y ist;
denn die Nullstelle einer Funktion muB - 1m Gegensatz zur Unend-
lichkeitsstelle - zu deren Definitionsbereich gehBren. Diese
Sohwierigkeit ist aber zu beseitigen, wenn man die Definition
etwas abdndert: x, heiBt Unendlichkeitsstelle von f genau dann,

wenn lim TT%T_ = 0 1st. Plir solche x , fiir die £(x) nur in

X ==X,

u’
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einer einseitigen punktierten Umgebung von Xy definiert ist, ge-
niigt es auch, da8 entsprechendes fiir den einseitigen Grenzwert
gilt; die Existenz beider einseitigen Grenzwerte mit

x > X x<x 1
musB Jedoch ausgeschlossen werden; vgl. Beispiel y = e X auf Sei-
te §§ « Es ist auch empfehlenswert zu fordern, da8 f in einer
(eventuell einseitigen) punktierten Umgebung von xu nicht nur
definiert, sondern auch stetig ist; damit werden PFidlle folgen-
der Art ausgeschaltet. Fiir die
1 fur rationmale x

Funktion £ mit f(x) x gilt lim ?('7 = 0.

'lx flir irrationale x

Trotzdem wird man aber O be;sor nicht als Unendliochkeitsstelle
von f bezeichnen.

Bel der Behandlung der Periodizitdt im Rahmen der Wiederholung
der Winkelfunktionen entscheide der Lehrer selbst, ob er den in
der Mathematik {iblichen Terminus "primitive Periode" flir die
kleinste Periode einfilhren will; im Lehrbuch ist das vermieden
worden. (Zuweilen begnligt man sich sogar mit der Verwendung des
bestimmten Artikels zur Kennzeichnung, indem man von "der Pe-
riode" im Gegensatz zu "einer (beliob;lgen) Periode" spricht,
wenn man die primitive Periode meint.) Es sel Uibrigens noch dar-
auf h'-sewiesen, da8 nicht unbedingt Jede periodische Funktion
eine kleinste Periode haben muB8s Die Funktion f mit

O fiir rationales x

1 fiir irrationales x

hat Jede rationale Zahl als Periode, und unter diesen gibt es
keine kleinste,

GroBe Schwierigkeiten bei der Besprechung aller per'iodischen
Funktionen bereitet den Schiilern erfahrungsgemis die allgemeine
Kennzeichnung der Nullstellen, Pole, Extrema usw. mittels sol-

f(x) =

cher Terme wie 5—“‘—5—1& ; diesem Punkt ist deshalb besonde-
re Aufmerksamkeit zu schenken,

Bei der Behandlung der, Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
beaohte man sorgfiltig den Giiltigkeitsbereich der einzelnen Be-
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ziéhungon. Den Sohiilern muB8 z.B. klar bewuBt sein, daB zwar
ainzx + OOIZI = 1 fiir alle reellen x gilt, hingegen

sin x = M-conzx nur fiir .(5_2_)_.""" L << (4c+ DX

(k ganz) GUltigkeit hat., Das ist vor allem auch flir das spitere
LYsen goniometrischer Glelohungen von Vorteil.

Bei der Wiederholung der Exponential- und Logarithmusfunktionen
sollte den Sohillern zunkichst noch einmal die Sonderstellung der

irrationalen Exponenten zum BewuStsein kommen., Selbstverstind-
lioh mu8 der Lehrer je nach Klassensituation entsoheiden, in wel-
chem Umfang er auf diese Fragen eingehen will. Vor allem kommt

es aber auch darauf an, den Logarithmusbegriff zum festen Besitz
der Sohliler gu machen, Der Aufgabenteil des Lehrbuches enthilt
deshaldb hierzu verhklinismdBSig viel Aufgabematerial. Der Lehrer,
dem auch dies noch nicht ausreichend erscheint, sei auf die Uber-
setzung der sowjetisohen Aufgabensammlung zur Algebra, Klasse 8
bis 10, von Larissohew (Volk und Wissen, Berlin 1963) verwiesen.

Bel der E:Lnﬁlhrgg der Zahl e ala 11n (1 + 1)11 ist zundohst ein-
mal zu entscheiden, ob die Untersuch\mg der Folge ((1 + —)n) an

Hand eines praktisohen Sachverhaltes motiviert werden soll. Die-
se Prage ist im Lehrbuch negativ entschieden worden, Das hier
vielfach gewilhlte Beispiel der stetigen Verzinsung entbehrt der
praktischen Bedeutung, und die Anknlipfung an andere Sachverhalte,
etwa die Zunahme des Holzbestandes in einem Walde, erfordert
einen recht gi'oBen zeitliohen Aufwand und stark vereinfachende
zus#tzliche Annahmen, um zu dem gewlinsohten Grentwert zu gelan-
gen. Desbalb erschien es zweokmidBiger, die Behandlung solcher
Beispiele erst spiter im Zusammenhang als Anwendungen der Expo-
nentialfunktionen vorzunehmen. Damit soll aber dem Lehrer von
einigen kurzen motivierenden Betrachtungen an dieser Stelle nicht
grundsdtzlioh abgeraten werden.

Weiterhin muB man sich entsoheiden, ob man die Definition an den
Anfang stellt, bevor man sich {iberhaupt Klarheit iilber die Exi-
stenz des Grengwertes verschafft hat. Das Lehrbuch verfiéhrt so,
gerade um d a na o h die Frage der Existenz und damit der Be-
recht igung der gegebenen Definitlon aufwerfen zu ktnnen. Der Leh-
rer versiume hier niocht, die Sohiiler vor "voreiligen Definitio-
nen" zu warnen, weil sich hier - wie bel der Definition des Dorf-



- 61 -

barbiers als desjenigen Mannes im Dorfe, der alle und nur die
raslert, die sioh nicht eelbst rasieren - hinterher herausstel-
len kann, daB8 es gar kein Individuum gibt, dem die in der Defi-
nition geforderten Eigenschaften zukemmen.

Im Lehrbuch ist auch die Berechnung einiger Werte von (1 + %)n
an den Anfang gesetzt worden, um eine gewisse konkrete Grundla-
ge fUr die darauf folgenden abstrakten thberlegungen zu haben.
Die Bereohnung dieser Werte sollte man nicht!von den Sohiilern
verlangen. Da die Berechnung fiir grtBere Werte von n mittels
Logarithmen erfolgen miiBte, lige auSerdem nooh eine Art Zirkel
vor, weil .-ja die Logarithmen ihrerseits auf der Grundlage der
natlirliohen Logarithmen, die hier erst auf e gegriindet werden,
berechnet worden sind. Da8 das den Sohillern nicht bewusSt wird,
tindert nichts an der Saohlage, Wer trotzdem Wert darauf legt,
daB die Sohiiler selbstiindig zu den entsprechenden Werten gelan-

gen, um eine Vermutung iber 1im (1 + %)n aufstellen zu ktnnen,
N——p 00

dem seien hier geeignete Logarithmen zehnstellig angegeben.
1g 1,1 = 0,0413926852
1lg 1,01 = 0,0043213738
1lg 1,001 = 0,0004340775

1lg 1,0001 = 0,0000434273

lg 1,00001 = 0,0000043429

1g 1,000001 = 0,0000004343
Insgesamt 1Bt sich ja sagen, daB der Term (1 + %)n filr die
niherungsweise Bereohnung von e ziemlioh ungeeignet ist, weil
die Konvergens sehr langsam vonstatten geht. Man ktnnte deshalb
auf den Gedanken kommen, die bekannte Reihg_fiir e zur Bereohnung
ausgunutzen, zumal die Bntwioklung von (1 + %)n nach dem binomi-
sochen Satz zu dieser Reihe filhren kann und der Vorsohlag, diese
Entwioklung vorzunehmen, bei der Zielstellung, lim (1 + %)n su

n —en
ermitteln, auch von den Sohiilern erwartet werden kann,
S L TSN ¢S NP ¢ .i.‘,af(g) .i3+...+(:) i_n
R T & --&) sqra-ba-5H ...

sLa-bha-2 .0 -83Ha -8l
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liefert
1o _ 1 1 1 .
1lim (1+E) -1+1+'!T+3T+Tr+-.oo

Gerade dieser Grenziibergang bedarf aber besonderer begriindender
Uberlegungen, die fiir die Sohiiler nicht mit der notwendigen Exakt-
heit durchgefiihrt werden k¥nnen., SchlieBlich gentigt es nicht, %,

% usw, durch O zu ersetzen gem#B der Kenntnis, daB (%) fur jedes
reelle a eine Nullfolge ist. Mit n.—y00wichet auch d¥# Angahl
der Summanden und damit die Anzahl der Fuktoren in den Summanden
unbegrenzt. Und der Nachweis der Konvergenz der entstandenen
Reihe durch Vergleioh mit der Partialsummenfolge der geometri-

schen Reihe Z'fr besagt niohts dariiber, daB8 die Summe gleich

dem zu,ermittelnden Grenzwert ist., Es sel deshalb ausdriicklich
davor gewarnt, diesen Weg zur Ermittlung von e einzusohlagen.

Gerade um einem unkritischen Arbeiten mit Grenzwerten vorzubeu-

gen, wird man im Unterrioht gut daran tun, mégliohst noch vor

der Besochdftigung mit einigen Zahlenwerten fiir (1 + %Jn an Hand

folgender unzullissiger SchluBweisen auf das Wesentliohe einer

solchen Grenzwertermittlung aufmerksam zu machen.

a) Da 1 +4 >1 fur jedes n gilt, 18t lin (1 + )P =00,

b) Da lim4 =0 iet, gilt im (1 + D% = 1tm (1 +0)% = 1.
N—-00 N—st0 n—»00

Das Lehrbuch geht auf diese gar nicht so fernliegenden fehler-

haften {lberlegungen nicht nur aus Platzgriinden niocht ein, son-

dern weil sioh der hier zur {/berzeugung der Sohiiler notwendige

Uberraschungseffekt dér beiden voneinander abweichenden Ergebnis-

se nur in der Unterriohtsstunde selbst erreichen und entsprechend

ausnutzen 1lHB8t. .

Bei dem Nachweis der Monotonie der Folgen (an) = ((1 + %)n) und

a, = 1+ %)n-ﬂ) handelt es sich leider um Beweime, bel denen

man erst nachtrtiglioh sieht, da8 die durchgefiihrten Umformungen,
von der BERNOULLIschen Ungleichung ausgehend, zum gewlinschten
Ziel fihren. Eine andere Darstellung der Beweisfilhrung, die die
einzelnen Sohritte vom Ziel her motiviert, wire aber viel zu
zeitaufwendig. Man vers¥ume jedooh nioht, die Sohiiler auf die-
sen Umstand hinsuweisen und der sohidlichen Ansioht entgegenzu-
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wirken, daB8 die melsten Beweise mathematischer Sdtze auf "Kunst-
griffen" beruhen und demzufolge nur von Menschen verstanden und
insbesondere gefunden werden ktnnen, die dafiir eine besondere Be-
gabung mitbringen.

Man kann auch auf die Moglichkeit einer einfachen Pehlerabschit-
zung hinweisen,

1,\0+1 1,n i\n 1 1 1
G+ e DPe e at-ndo e 2

wegen (1 + %)n < 3. Jede der beiden Folgen (an) und (En) liefert

also Ndherungswerte flir e mit einem Pehler, der kleiner als -?-
ist.
Der Hinweis darauf, daB8 auch flr beliebiqe reelle x ¥ O sowohl

1im (1 + %)x = e als auch 1lim (1 + x)x = e gllt, ist zweckmi-
K= 0o X—20

Bigerweise gleich an die Ermittlung von e anzuschlieSen. Man wei-
se dabei die 3chiiler ausdrlicklich darauf hin, daB es sioh um gwei
ganz verschiedene Grenzprozesse ham%elt. So folgt zwar

lim (1 + -;-)x =e aus lim (1 + x)¥ = e, aber nicht umgekehrt,

X s 0O X—=0

Notwendig sind diese beiden.Grenzwerte fiir die vom Lehrplan in
der Stoffe:l.nhei? 3¢3. geforderte Behandlung des Grenzwertes

1lim 105.(1 + x)X , der seinerseits dann im Stoffgebiet 4. fUr
x—0

die Ableitung der Logarithmusfunktion (und demit mittelbar auch
der Exponentialfunktion) bendtigt wird,

Der Lehrer vers¥ume iibrigens nicht, auf die Benutzung der Tafel
fir e* bzw. ¢~* sowie spiter auch der Tafel flir 1ln x einzugehen,
und gwar sowohl fiir die Ermittlung von Potenzen von e als auch
filr die Ermittlung natlirlicher Logarithmen. Nach Mdglichkeis
sollte dies aber in der Form geschehen, daS die Schiiler sioch
selbstlndig mit dem Aufbau der Tafeln veriraut zu machen suchen
und dann den zweckméfigen Umgang mit ihnen erléutern. Gelegen-
heit fiir ein soloches Vorgehen bieten die Aufgaben ¢ 30 und 31.

So wie das Lehrbuch bewuSt auf ein besonderes Herausstellen von
Bigensohaften der Exponentialfunktion y 2 e* verzichtet, weil
hier gegeniiber den vorher bei der Wiederholung von y = a¥ (a > 1)
besproochenen Eigenschaften nichts wesentlich Neuss hinzukommt,
nur eine Spezialisierung vorliegt, so werden auch die Eigenschaf-
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ten der Funktion y = 1ln x nicht besonders hervorgsehoben. Den
Lehrplanforderungen entsprechend ist aber die Punktion y = ln x
graphisch darzustellen, und auBerdem miissen die natiirlichen Lo- -
garithmen einen besonderen Behandlungsgegenstand bilden.
Es ist schwierig, den Sohiilern der Klasse 12 die besondere Stel-
lung von y = o* unter allen Exponentialfunktionen deutlioh zu
machen, doch erfolgt beli der spiteren Behnndiung der Differentia-
tion eine gewisse Klidrung. Nahezu unmiglich ist es aber, den
Sohlllern die ausgezeiohnete Rolle der natiirlichen Logarithmen
unter allen Logarithmensystemen nahe zu bringen. (Der interes-
sierte Leser findet dariiber Néheres bei 0. PERRON [21], Seite
78 £.)
Man sollte aber den Schillern mitteilen, daB8 die ersten Logarith-
mentafeln der Welt in ihrer Basis nur wenig von e bzw, l— abwi-~
chen, Die 1620 von Jobst BURGI (1552 bis 1632) vertffentlichte
Tafel enthielt Logarithmen zur Basis (1 + —“-)104 , einer zahl,
10

die in den ersten drei Dezimalen mit e tibereinstimmt. Der Schot-
te John NAPIER, Lord of Merohiston (latinisiert NEPER, 1550 bis
1617) benutzte fir seine 1614 vertffentlichte "Besohreibung 7
einer Tafel wunderbarer Reohnungszahlen" die Basis(1 - %7)10 ’

-1

die in den ersten sieben Dezimalen mit e  {ibereinstimmt (es ist

Ja 1lim (1 - 1y2 . 1), Das es sich beide Male eigentlich um "An-
Ne—wog b e

tilogarithmentafeln" handelte, weil nioht die Numeri, sendern
die Logarithmen in arithmetisoher Folge angeordnet waren, ist
dabei ebense ohne Belang wie die Tatsaoche, da8 gur Vermeidung
von Briichen alle Werte mit geeigneten| Zehnerpotenzen multipli-
ziert waren, bei BURGI die Numerl mit 10a und die Legarithmen
mit 105. bei NAPIER beide mit 107.

Den Zusammenhang zwisohen Logarithmensystemen verschiedener Ba-

sen -eprioht Satz G 10 aus, Es wire eine unnitige Ged¥ohtnisbela-
stung, wellte man die in diesem Satz enthaltenen Formeln auswen-
dig lernen lassen. Viel wichtiger ist, das die Sohliler die Uber-
legungen beherrsohen, die zu diesen Formeln fiihren, und auch in
der Lage sind, einen gesuchten Logarithmus 1og'x folgendermagen
zu ermitteln. Gesuoht ist £ mit a® = x, und das Logaritlmieren

dieser Gleichung liefert s * lga = 1gx, alse z o 1gx, Man
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unterschiitze Uibrigens nicht die Schwierigkeiten, die es den Schii-
lern zundohst bereitet, eine solche Berechnung nun wirklich vor-
zunelmen und etwa zu den mit Hilfe der Tafel ermittelten Loga-
rithmen wiederum die Logarithmen zu ermitteln, um die Berechnung
logarithmisch auszufiihren, Besonders der Fall x < 1 (a < 1 bleibt
Ja i.a. auber Betracht) macht ihnen hier wegen der auftretenden
negativen Kennzahlen bei 1lg x Kopfzerbrechen, und ein gewisses
Mag8 an Ubung ist erforderlioh, Dies gilt auch, wenn - was bis
zum Schuljahr 1973/74 neben dem logarithmischen Rechnen anzura-
ten und danach sogar allein verbindlioh ist - flir die Berechnung
der Rechenstab benutzt wird., Im librigen ist es wohl zweckmiB8ig,
zundchst natiirliche Logarithmen in dekadische umzurechnen und
nicht umgekehrt, auch wenn den Schillern ohne ndhere Begriindung
nur mitgetei 1t wurde, daB8 die dekadischen Logarithmen erst auf
der Grundlage der natilrlichen ermittelt worden sind., Freilich
muB8 man dann auch bei diesen Umrechnungen ohne die dekadischen
Logarithmen als Rechenhllfsmi ttel auskommen, Man beachte Ubri-
gens, daB die Ermittlung von 1ln 0,283 auf Grund des bekannten

1g 0,283 (Beispiel C 9b) ) mittels der den Schiilern verfligharen
vierstelligen Logarithmentafel den Wert -1,263 liefert, widhrend
man mit einer Tafel, die mehr Stellen enthHdlt, - 1,2624 erhiHlt,
ebenso wie mittels der Tafel fiir natlirliche Logarithmen (Auftrag
0 30 a) ). Dieses Beispiel sollte vom Lehrer genutzt werden, wie-
der einmal auf die Frage der Genauigkeit beim Arbeiten mit Nihe-
rungswerten, besonders auch beim Interpolieren, el nzugehen.

Bel der Ermittlung von Logarithmen zu einer von 10 verschledenen
Basis sollte man iibrigens nach Mdglichkeit immer erst ganzzahli-
ge Schranken angeben und erst danach Logarithmentafel oder Stab
verwenden lassen, also z.,B. erst nach der Angabe, daB

2 < 108,80 <3 gilt wegen 52 < 80 < 5°. ‘

Das Ermitteln eines Logarithmus ist letztlioh ja das Ltsen einer
Exponentialgleichung, Wihrend der Lehrplan die Behandlung von
Wurzelgleichungen und goniometrischen Gleichungen ausdriioklich
fordert, sind Exponentialgleichungen nicht vorgesehen, Hier ist
jedoch der richtige Platz, einige einfache Exponentialgleishun-
gen lésen zu lassen, ohne damit eine besondere "Theorie des Li-
sens von Exponentialgleichungen" aufzubauen.
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Bel aen Anwendungen der Expomentialfunktion geht es nicht nur

darum, den Schiilern die Bedeutung theoretischer mathemat ischer
Untersuchungen fiir die Erfassung realer Sachverhalte und den Ur-
sprung methematischer Begriffsbildungen in der Praxis deutlich
zu machen und damit einen Beitrag zur Schaffung el nes wissen-
schaftlichen Weltbildes zu leisfen. Gerade in Klasse 12 ist es
auch wichtig, die mannigfachenQuerverbindungen zu anderen Unter-
richtefdchern fiilr die Allgemeinbildung der jungen Menschen frucht
bar zu machen. AuBSerdem sind die erzieherischen Potenzen, die

in den einzelnen Beispielen liegen, voll auszunutzen. So sollte
der Lehrer beispielsweise nicht versHdumen, bei der Erlauterung
des Exponentialgesetzes fiir das Bevblkerungswachstum und des aur
MARX zuriickgehenden Beispiels der Produktionsindexzunahme auf
die reaktionire Theorie des Malthusianismus hinzuweisen, die von
der unzutreftfenden Voraussetzung ausging, die Bevdlkerungszunah-
me erfolge in geometrischer Progression (also exponentlell) und
das Wachstum der Produktion, insbesondere von Nahrungsmitteln,
nur in arithmetischer Progreassion. Darauf filihrten die Anhénger
des Malthusianismus die wachsende Verelendung der Werktdtigen
zuriick und leiteten daraus die Forderung nach einer rigorosen
Geburteneinschriénkung bei den werktitigen Schichten und MaBnah-
men gegen die angebliche Ubervtlkerung ab. Schon die Klassiker
des Marxismus-Leninismus haben das reaktiondre Wesen des Malthu-
sianiamus aufgedeckt, indem sie nachwiesen, daB er weder auf Na-
turgesetzen noch auf historischen Gesetzen beruht. Das Beispiel
von MARX macht auch deutlich, da8 die Annahme, die Produktioms-
zunahme erfolge nur in arithmetischer Progression, falsch ist.
(Man beachte librigens, daB8 der sogenannte Produktionsindex ein
Difterenzenquotient ist.)

Bei allen Beispielen besteht natiirlich im Grunde das Problem,
ohne Hilfsmittel der Differentialrechnung mehr oder weniger zu
begriinden, warum der betreffende Sachverhalt durch eine Exponen-
tialfunktion beschrieben wird. Eigentlich miiSte man ja eine
Differentialgleichung als Ausgangspunkt nehmen, beisplelswelse
beim radioaktiven Zerfall folgendermaBSen vorgehen. Es sei

m = £(t) die Masse irgendeiner radioaktiven Substanz zur Zeit t.
Da jedes individuelle Teilchen der Substanz die gleiche Wahr-
scheinlichkeit zum Zerfall in einer gegebenen Zwilt hat und die-
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se Wahrscheinlichkeit von der Anwesenheit der iibrigen Teilchen
nicht beeinfluBt wird, ist die Geschwindigkeit, mit der m zu
einer gegebenen Zelt zerfillt, proportional m, also g% =k * m,

Daraus ergibt sich damn m = m, -'ekt. wobel k negativ ist, weil
es sich um eine monoton fallende Funktion handelt. Da sioh sol-
che Uberlegungen hier von selbst verbieten, die Behandlung von
Beispielen flir die Exponentialfunktionen aber notwendig ist, muf
stattdessen in einzelnen Fdllen plausibel gemacht werden, das
eine Exponentialfunktion vorliegt, und bei den iibrigen Sachver-
halten muB8 man sich auf die bloSe Mitteilung beschriénken. Eine
Plausibilitétsbetrachtung bietet sich vor allem fiir das organi-
sche Wachstum oder fiir die Kettenreaktion an, Beim organischen
Wachstum wird man dabei am zweckméBigsten von der Bakterienver-
mehrung ausgehen, weil hier die Verhkiltnisse besonders einfach
und #fberschaubar sind. Schreiben wir N = f(t), wobei N die An-
zahl der Bakterien (bzw. der freien Neutronen o. dgl.) bedeutet,
80 wird freilich die Funktion f streng genommen durch die Glei-
N = Noekt nur ndherungsweise beschrieben, schon well der Werte-
vorrat von f eine Menge natiirlicher Zahlen ist. (Die hdufig an-
zutreffende Schreibweise N = N(t) sollte man iibrigens in der
Schule nur mit #uBerster Vorsicht gebrauchen, um der Verwechs-
lung von Funktion und abhéngiger Variabler entgegenzuwirken; im
Lehrbuch ist sie ginzlich vermieden worden.,) Die Bedeutung von
Ny ergibt sioch automatisch, wenn man t = 0 setzt;.deahalb sollte
man sie auch nicht etwa vorwegnehmen. Die vereinfachenden Annah-
men, die zu der betreffenden Gleichung fiihren, diirfen auch den
Sohiilern nicht verschwiegen werden, So muB bei der Kettenreak-
tion des Atomzerfalls angenommen werden, da8 keine Neutronen ver-
lorengehen, etwa dureh Herausfliegen aus der Substanz ohne Reak-
tion, Abfangen durch Fremdatome (Verunreinigungen) oder durch
"Resonanzeinfang",wie er beim U 238 anzutreffen ist. Es sel aucn
nooh auf einen naheliegenden FehlschluB8 aufmerkeam gemacht. Ist
der Vermshrungsfaktor y und 1 die mittlere Zeit zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Neutronengenerationen, so erhdlt man nach
der Zeit 1 nicht etwa N = N, » v , sondern N = N, - e =1, Die
Vermehrung erfolgt ja nioht "“sprungweise", wie man nach Betraoh-
tung des Bildes C 12 im Lehrbuch vielleicht meinen kinnte, son-
dern "stetig". Im ibrigen beachte man, daB der Begriff der Ket-
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tenreaktion nicht etwa auf die Kernspaltung beschridnkt ist, son-
dern ein allgemeiner Begriff der physikalischen Chemie ist,

Die Aufgaben zur Lerneinheit C 11 sind absichtlich den verschie-
densten Bereichen entnommen worden., Bel ihrer Behandlung sind
die eben erlduterten Gesichtspunkte ebenfalls zu beaohten, Bel
der Aufgabe liber das Wachstum der industriellen Produktion

(o 42) weise man die Schiiler darauf hin, daB die sogenannte
Trendfunktion zwar ein sehr wesentliches Hilfsmittel filr tkono-
mische Prognose ist, aber durchaus nicht das allein entscheiden-
de, Aufgaben wie ¢ 37 und c 41 sollten nach Moglichkeit die Grund-
lage zu eigenen Versuchen der Schiiler geben, um die Bereohnungen
mit selbst ermittelten Daten ausfilhren zu kdnnen. Die Luftdruok-
abnahme ist schon in einem mehrstdckigen Haus durcheus meBbar,
und Temperaturmessungen am Inhalt einer Thermosflasche im Kiihl-
sohrank lassen sich von fast Jedem Schiller ausfilhren. Auch die
Bestimmung von Sdttigungsmenge und Losungskonstante bel Zuocker
(Aufgabe o 40) kann mit geringem Aufwand unter Benutzung der Ge-
rite des Chemieraumes auf Grund eines Versuches erfolgen. Die
Prage der geddampften Schwingungen sollte man hier noch aussparen,
dooh spdter im Stoffgebiet 4. nach Mdglichkeit berlicksichtigen.

3.2, Zur Stoffeinheit 3.2. "Wurzelgleichungen; gonlometrische

Gleichungen"

Fiir die Behandlung der Wurzelgleichungen fordert der Lehrplan
das Ankniipfen an das Problem der Nullstel lenermittlung, um ein

Motiv fiir die folgenden Erdrterungen zu haben und den einheit-
lichen, systematischen Aufbau des Mathematiklehrgangs auch den
Schiilern zum BewuBtseln zu bringen, Daduroh ist auch sofort die
Frage nach der Ldsungsgrundmenge beantwortet., GemdS der Verein-
barung iiber den Definitionsbereich von Funktionen werden Jetzs
generell alle reellen Zahlen gesucht, die die vorgegebenen Glei-
chungen erfiilllen, Bei der Begriffsbildung kommt es darauf an,
daB mdglichst vielfHdltige Beisplele gegeben werden, um den Be-
griff der Wurzelgleichung in vollem Umfang zu erfassen., Gegebenen-
falls wird man auch nooh darauf hinweisen, daB Gleichungen wie
“;F « x+{7 =0 und insbesondere ‘V‘,Ln_xT’Zi = 3 keine Wur-
zelgleichungen sind., Das zweite Beisplel zeigt auch, daS der
Satz "In einer Wurzelgleichung kommt an mindestens einer Stelle
die Variable im Radikand einer Wurzel vor", der im Lehrbuch
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einer einseitigen punktierten Umgebung von Xy definiert ist, ge-
niigt es auch, da8 entsprechendes fiir den einseitigen Grenzwert
gilt; die Existenz beider einseitigen Grenzwerte mit

x > X x<x 1
musB Jedoch ausgeschlossen werden; vgl. Beispiel y = e X auf Sei-
te §§ « Es ist auch empfehlenswert zu fordern, da8 f in einer
(eventuell einseitigen) punktierten Umgebung von xu nicht nur
definiert, sondern auch stetig ist; damit werden PFidlle folgen-
der Art ausgeschaltet. Fiir die
1 fur rationmale x

Funktion £ mit f(x) x gilt lim ?('7 = 0.

'lx flir irrationale x

Trotzdem wird man aber O be;sor nicht als Unendliochkeitsstelle
von f bezeichnen.

Bel der Behandlung der Periodizitdt im Rahmen der Wiederholung
der Winkelfunktionen entscheide der Lehrer selbst, ob er den in
der Mathematik {iblichen Terminus "primitive Periode" flir die
kleinste Periode einfilhren will; im Lehrbuch ist das vermieden
worden. (Zuweilen begnligt man sich sogar mit der Verwendung des
bestimmten Artikels zur Kennzeichnung, indem man von "der Pe-
riode" im Gegensatz zu "einer (beliob;lgen) Periode" spricht,
wenn man die primitive Periode meint.) Es sel Uibrigens noch dar-
auf h'-sewiesen, da8 nicht unbedingt Jede periodische Funktion
eine kleinste Periode haben muB8s Die Funktion f mit

O fiir rationales x

1 fiir irrationales x

hat Jede rationale Zahl als Periode, und unter diesen gibt es
keine kleinste,

GroBe Schwierigkeiten bei der Besprechung aller per'iodischen
Funktionen bereitet den Schiilern erfahrungsgemis die allgemeine
Kennzeichnung der Nullstellen, Pole, Extrema usw. mittels sol-

f(x) =

cher Terme wie 5—“‘—5—1& ; diesem Punkt ist deshalb besonde-
re Aufmerksamkeit zu schenken,

Bei der Behandlung der, Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
beaohte man sorgfiltig den Giiltigkeitsbereich der einzelnen Be-
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da man sich bei gewissen Gleichungen jeden Ldsungsversuch spa-
ren kann, wenn man beachtet, daB Wurzeln nie negativ sein k¥n-
nen. Andererseits widre es wohl zuviel verlangt, wollte man von
den Schiilern fordern, sie sollten in allen derartigen Fiéllen von
Losungsversuchen absehen und die Nichtexistenz von Lésungen be-
grilnden,

Bei der Angabe der Ldsungen verwende man bewuSt verschiedene
Schreibweisen, etwa bel einer zweilelementigen L¥sungsmenge so-
wohl mit Hilfe von Gleichungen wie "x = 3 oder x = 7" oder

"Xqy = 3; X, = 7" als auch in der Symbolik als Menge "L = {3;7} ".
Dabel ist es zweckmiBlg, die jeweils ermittelten Werte als Ergeb-
nisse - etwa durch Unterstreichen - erst kennzeichnen zu lassen,
nachdem sich in der Probe herausgestellt hat, da8 es sich wirk-
lich um L¥sungen der Ausgangsgleichung bandelt. Es empfiehlt sich
auch, den Sachverhalt zuweilen an graphischen Darstel lungen zu
illustrieren, wie sie das Lehrbuch z.B. fiir die Aufgaben ¢ 43

und 49 in den Bildern o 3 bis 6 enthiélt. Freilich wird man sich
im Unterricht meist darauf beschriéinken miissen, den Verlauf der
Funktionsbilder nur skizzieren zu lassen. Andererselts hesteht
hier aber auch eine Mtglichkeit, Pertigkeiten auf Gebieten zu er-
hthen, die bei der Wiederholung in der Stoffeinheit 3.1. nur

kurz gestreift werden konnten (beispielsweise Verschiebungen in
Achsenrichtung, Streckung und Stauchung von Parabeln).

Bel den Wurzelgleic en, die mehrmaliges Quadrieren erfordernm,
ist dem Isolieren der Wurzel vor dem Quadrieren besondere Aufmerk-
samkeit zu schenken, Ein beliebter Fehler besteht hier {ibrigens
darin, da8 beim Quadrieren eines Terms wie 6 ¥3x + 1 der Puk-
tor 6 nicht mit quadriert wird, so daB die Schiiler nur 6(3x + 1)
statt 36(3x + 1) erhalten. Bei Umformungen vor dem Quadrieren
(insbesondere vor dem zweiten) ist auf Vereinfachungsmbgliochkei-
ten zu achten, um dem Auftreten unnstig groSer Zahlen vorzubeu-
gen und damit Fehlermtglichkeiten auszuschalten, Im Beispiel C 17
ist eine solohe Vereinfachung die Division durch 10.

8chon aus Zeitgrlinden sind die Wurzelgleichungen, die man behan-
delt, verhdltniem#iBig einfach, und fast durchweg ergeben sich gan-
ze Zahlen als Lisungen oder wenigstens als Wurzelwerte. Deshalb
wire es sicher auch unangebracht zu verbileten, besonders einfache
Wurzelgleichungen durch systematisches Probieren zu l8sen., So ist
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beispielsweise fiir die Gleichung
v: +3 + 'v2x ~ 3 =6 naheliegend, folgendermaBen vorzugehen.

Aus der Monotonie der Funktion y =Vx + 3 +'v 2x - 3 - 6 folgt,
da8 hichstens eine Losung existiert. Nimmt man an, da8 diese Lb-
sung ganzzahlige Wurzelwerte liefert, so kommen nur in Prage !

""'5"0 und"2x-3-6,;yx+3-1 und‘!2x-§=5,

evey v;+_3= 6 und f2x - 3 = 0. Davon kommt nur Jx + 3 = 3
und §2x - 3 = 3 1in Betracht, woraus sich die L¥sung x = 6 ergibt,
Bei dem normalen L¥sungsverfahren wird man auf die quadratisohe
Gleichung x2 - 228x + 1332 = 0 gefiihrt, von deren LYsungen

xy = 222 und x, = 6 sich nur die letztere als Ltsung der Aus-
gangsgleichung erweist.

Man bemiihe sich auch, den Schiilern "Ausblicke" zu geben und ihnen
deutlich zu machen, daB8 man nicht jede Wurzelgleichung in der be-
sprochenen Weise ldsen kann, wie man ja auch nicht jede Gleichung
n-ten Grades mittels einer Ltsungsformel zu ltsen vermag. Bei-
spiel C 18 kann dazu dienen, auf die Bedeutung von Ndherupgsver-
fahren aufmerksam zu machen.

Bel der Behandlung der Wurzelgleichungen mit Parametern kommt es

besonders darauf an zu untersuchen, fiir welche Werte der Parame-
ter a, b, ... die angegebenen Lisungsformen zutreffen; vgl z.B.
S. Gottesmann [3}] .

AbschlieBend seil gur Behandlung der Wurzelgleichungen noch be-
tont, daB es hier nicht darauf ankommt, viele Aufgaben desselben
Typs ltsen zu lassen, um so eéinen gewissen mechanischen Einpr-
gungseffekt zu erreichen, Vielmehr gilt es, das Wesentliche am
Lésen von Gleichungen noch einmal deutlioh zu machen. Auf Unglei-
chungen mit Wurzeln wird verzichtet, weil ihre Behandlung i.a.
recht schwierig ist., Wer sie dennoch flir besonders leistungsstarx-
ke Schiiler beriicksichtigen michte, findet entsprechende Anregun-
gen beispielsweise in der Sammlung von Olympiadeaufgaben »24.

Bei den goniometrisgchen Gleichungen verzichtet das Lehrbuch auf
eine Begriffsabgrenzung, wie sie bel den Wurzelgleichungen gege-
ben wird, zumal ja mit dem bereits lange vorher erfolgten Ermit-
teln von Winkeln zu vorgegebenen Winkelfunktionswerten, an das

man unbedingt anknlipfen sollte, bereits einfaohe goniometrische
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Gleichungen - zumindest teilweise - geltst worden sind. Dennoch
kann es fiir die Unterrichtsgestaltung vorteilhaft sein, den
Schiilern anhand mdglichst verschiedener Beispiele fiir goniometri-
sohe Gleichungen einen gewissen U'berblick zu geben. Man beachte
iibrigens, daB gopiometrisohe Gleichungen mit einer Variablen
durchaus nicht etwa entweder keine Losung oder gleich unendlich
viele haben miissen, wie man bei oberflichlicher Betraohtung
vielleicht meinen ktnnte. Es gibt auch Gleichungen mit genau
einer L¥sung (z.B. sinzx + sin2 A x-= 0), drei Losungen (z.B.

8in x = §) usw,

Auch bel den goniometrischen Gleichungen strebe man eine mbtg-
liohst vielfdéltige Bezeichnungsweise fiir die L¥sungen an, und
man spreche sowohl von der Lisungsmenge der Gleichung als auch
von ihren Lisungen. Dabei beachte man die Ausdrucksweise: Plir
die Gleichung sin x = %"T (Beispiel C 20) 1Bt sich die Losungs-
menge angeben als Menge aller x mit x = —§- +2kX oder

X = g}- + 2k JU (k € G). Andererseits muBS man aber sagen: Die

Hauptwerte ihrer LYsungen sind x = -f und x, = %‘I .

Dem Begriff "Hauptwert" wird ibrigens im Lehrbuch keine groSe
Bedeutung beigemessen; man sollte auch im Unterricht so verfah-
ren und bei goniometrischen Gleichungen generell alle Losungen
ermitteln lassen (bei unendlich vielen dann aber mtglichst eine
Indizierung vermeiden). Was die Verwendung von BogenmaB oder
Grundma8 anbetrifft, so ist das BogenmaB8 das - nicht nur flir die
Schiiler - meist schwerer zu handhabende, zumal die Tafeln der
Winkelfunktionswerte die Winkel im GradmaB8 enthalten, aber es
ist vom Sachverhalt her gereohtfertigter. Aus diesem Grunde soll-
te man auch mit dem BogenmaB8 beginnen und erst spiter bel geeig-
neten Beispielen auch das Gradma8 zulassen,

Bel Gleichungen wie 2'1n2x = 0,5 (Beispiel C 22) kann man sich
fragen, ob die Substitution v = sinx ausdriicklich ausgefiihrt
werden muB, oder ob man nicht einfach sofort zu sinzx = 0,25,
gin x = ¥ 0,5 {tbergehen kann. Bs sollte aber dooh wohl zunHchst
ausdriicklich substituiert werden, um den Sachverhalt mtglichst
einfach und iibersichtlich darzustellen; splter jedooh wird man
der einfacheren und Schreibarbeit ersparenden Mdglichkeit den
Vorzug geben. Freilich sollte dabei den Scohiilern - wis an vie-
len Stellen im Mathematikunterriocht - klar sel n, daS langsames
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und fehlerfreies Vorgehen besser ist als schnelles und fehler-
haftes,

Ebenso wenig wie die Wurzelgleichungen sollten goniometrische
Gleichungen regelrecht graphisch geldst werden, auch im Hinblick
auf die damit i.a. verbundene Ungenauigkeit und Unsicherheit,
die allenfalls durch die Probe ausgeschaltet werden kann., Des-
halb wird men sich auf die graphische Veranschaulichung beschrén-
ken miissen und diese meist an vorgegebenenDarstellungen (Bildern
des Lehrbuchs) vornehmen. 'Diese aber sind ein so ausgezeichne-
tes Mittel zum Gewinnen umfassender Einsichten, daB man auf sie
ke inesfalls verzichten sollte. Die eine Art solcher Darstellun-
gen, wie sie sich im Lehrbuch z.B. beim Beisplel ¢ 22, Bild

C 17, findet, ist dariiber hinaus geeignet. auch Verbindungen

zur analytischen Geometrie herzustellen und so den Schillern wie-
derum den Zusammenhang verschiedener mathematischer Disziplinen
bewuBt zu machen,

Bel den Gleichungen mit mehreren Winkelfunktionen des gleiochen

Arguments beachte man vor allem, daB wirklich allgemeingtliltige

Bezlehungen beim Umformen der Gleichungen benutzt werden. Auch

den Schillern muB deutlich werden, daB es etwa bel

5 sin x + 2 008 x = 4 (Beispiel C 26) zweckmHBiger ist, zuniéchst

etwa zu 25 8in’x = 16 - 16 cos x + 4 cos’x umzuformen und dann
2 2

#in“x = 1 - cos8“x zu setzen, statt zuerst sin x =u 1- coszx zu

beriicksichtigen und erst dann zu quadrieren, Andernfalls wire
es némlich notwendig zu {iberlegen, daB8 die eventuell durch die
Besohriénkung der Giiltigkeit der Substitutionsegleichung auf

SiLEJL <xt ﬂ!-%’.iu_ (k ganz) "verloren gegangenen"

L¥sungen der Ausgangsgleichung durch das Quadrieren wieder Be-
rlicksichtigung gefunden haben. .

Bei Aufgaben dieser Art empfiehlt sich {{brigens - im Gegensatz

zu dem sonst meist von quadratischen Gleichungen her gewohnten
Vorgehen - sofort das Arbeiten mit Dezimalbriichen (Rechenstabl).
Die Hoffnungen, daB sich durch das Verwenden gemeiner Brliche Kiir-
zungsmbgliohkeiten ergeben, sind ndémlich gering, und die Arbeit
mit den Winkelfunktionstafeln verlangt ohnehin den {/bergang zu
Dezimalbriichen.

Die Behandlung des Hilfswinkelverfahrens bel Gleichungen der
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Form a 8in x + b cos8 x = 0 wird vom Lehrplan nicht ausdriicklich
gefordert., Dessen Vorteile sind Jedoch groB8, weil das Auftreten
von Scheinldsungen vermieden wird, seine Beriicksiohtigung ist
deshalb zu empfehlen. AuBSerdem bietet sich hier eine gute Gele-
genheit, die Additionstheoreme zu festigen, Das Hilfswinkelver-
fahren eignet sich auch besonders gut fiir die selbstdndige Erar-
beitung durch die Schiller,

Beli der Anwendung dieses Verfahrens kann man zundchst zwar so
vorgehen, daS alle Umformungen am speziellen Beispiel noch ein-
mal durchgeflihrt werden, um den Sachverhalt besser erfassen zu
lassen, doch sollte man dann spiter immer gleich die allgemein
hergeleitete Lisungsformel verwenden lassen, wie dies im Lehrbuch
beim Beispiel C 27 geschehen ist., Im {ibrigen sei der Lehrer dar-
auf aufmerksam gemacht, daB es fiir den Fall lal = |bl (# 0) noch
ein einfacheres Losungsverfahren gibt. So fiihrt z.B. im Fall

a 8in x + a co8 x = o das Unformen zusinx+coax=-§,

8in x + sin (90° -X) = % nach Anwendung von sin & + sin 8

=2 8tn 24 B . oos 258 sohlieslich zu 2 sin 45% cos(x-45°)= §
cos (x - 45°) = i!;!— , Was X - 45° und daraus schlieBSlich x lie- i
fert, So erh#ilt man aus 2 sin X + 2 008 X = 3 sofort cos(x-45°)
= %F = 0,612 und daraus x - 45° = 52,3° + k « 360° oder

x - 45° = 307,7° + k » 360°, das heiBt, x = 97,3%° + k « 360°

oder x = 352,7° + ke 360°. Ganz dhnlioh filhrt bei a = - b die
Beriioksichtigung der Formel filr sin - sin 8 zum Ziel. Beil die-
ser Gelegenheit sei nooch auf die bel goniometrisohen Gleichungen
wie bel Wurzelgleichungen auftretende Frage des Arbeitens mit
N#herungswerten aufmerksam gemacht: Obwohl oben z.B. 0,612 nur

ein Néherungswert fUr 71-'3- ist, ist es in allen derartigen FHl-
len gerechtfertigt, trotzdem das Gleichheitszeichen zu verwenden,
weil die Genaulgkeit dem von den Schiilern genutziten Tafelwerk ent-
spricht., Verfilhre man anders, so miiSten auch die L¥sungen gonio-
metrischer Gleichungen fast immer als Niherungslisungen deutlioh
kenntlich gemacht werden, Selbstverstiéndlich miissen sich aber Leh-
rer wie Sohiller dieser Tatsache klar bewuSt sein, etwa beim Uber-
gang von 008 X = -% e (1 -T5-) zu cos x = 0,618 (Beispiel C 25).
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Bel den Gleic en, die trigonometrische Funktionen mit ver-
schiedenen Argumenten enthalten, sollten folgende Typen auftre-
ten. '
(a) Gleiohe Funktionen verschiedener Argumente (Beispiel C 28 a)
(b) Verschiedene Punktionen verschiedener

Argumente (Beispiel C 28 b)
(o) Punktionen von x, 2x, § usw. (Beispiel C 29)
Es sel aber betont, daB8 deshalb den Schiillern nicht etwa ein sy-
stematischer {lberblick iiber all diese Fille gegeben werden muS.
Es kommt Ja auch hier - wie bel den Wurzelgleichungen - nicht
darauf an, das Ltsen aller méglichen Gleichungstypen mehr oder
weniger mechanisch gu ilben, sondern die wesentlichen Uberlegun-
gen voll zu erfassen, Aus diesem Grund i1st auch auf die Behand-
lung schwierigerer Typen zu verzichten (2.B.
3sin 2x - 4sin2x + 206321 = 2,8 oder sin 3x ¢ sin x = 0,5).
Auch die Beschiftigung mit Systemen von goniometrischen Glei-
chungen mit zwei Variablen ist weitgehend einzuschriénken, und
insbesondere ihre systematische Besprechung ist zu vermeiden
(der Lehrplan. erwihnt sie deshalb auch gar nicht gesondert).
Es 8ind nur solche einfachen Fille zu behandeln, die ohne Schwie-
rigkeiten auf einen der behandelten Fidlle von goniometrischen
Gleichungen mit einer Variablen zurlickzufiihren sind. Diese aber
sind wichtig, weil sie Gelegenheit bieten, die Ldsungsmethoden
von Gleichungssystemen, wie sie vor allem in Klasse 9 behandelt
worden sind, ebenso in Erinnerung zu rufen wie die Tatsache, das
die L8sungen von Gleichungen mit zwel Variablen geordnete Paare
reeller Zahlen sind. Zudem ergeben sich hier oft Beispiele dafiir,
daB8 nur endlich viele Lisungen auftreten, etwa wenn eine der bei-
den Gleichungen die Variablen nicht als Argumente von Winkelfunk-
tionen enthdlt.
Auch bei den goniometrisohen Gleichungen vergesse man ibrigens
ked nesfalls den Hinweis darauf, da8 durchaus nicht alle goniome-
trischen Gleiohungen in der erYrterten Weise l8sbar sind, man
vielmehr hiufig auf Néherungsverfahren angewiesen ist. Wenn es
die verflighare Zeit und die Klassensituation gestatten, ist es
auch durchaus mdglich, die graphische Ermittlung einer Néherungs-
l8sung flir eine Gleichung wie x - tan x = 0 oder 2 sin x - x = 0
mehr oder weniger ausf{ihrlich durchzusprechen, weil hier insbe-
sondere auch die Bedeutung des BogenmaSes klar ersiohtlich ist,



- 76 -

Wenn das Lehrbuch die Ermittlung von Rullstellen und Unendlich-
keitsstellen nichtrationaler Funktionen erst nach der Behandlung
von Wurzelgleichungen und goniometrischen Gleichungen im Zusam-
menhang vornimmt, so tut ‘es dies aus Griinden der Systema tik und
Ubersichtlichkeit., Der Lehrer kann im Unterricht durchaus auch
anders vorgehen und entsprechende Aufgaben in die Behandlung dexr
Gleichungen mit einstreuen, falls ihm dies giinstiger erscheint,
um die Losungsverfahren an Ort und Stelle noch eingehender zu
iiben.
Flir die Schreibweise ist man hier - ebenso wie bei der Ermittlung
von Extremwerten oder auch von Kurvenschnittpunkten in der ana-
lytisohen Geometrie - vor die Frage gestellt, ob man von vorn-
herein Symbole wie "xn" oder "xu" verwenden oder die betreffen-
den Gleichungen zunéchst einfaoh nur mit "x" schreiben sollte.
Im Gegensatz zu dem sonst - auch im Lehrbuch der Klasse 11 - be-
vorzugten Vorgehen ist hier im Lehrbuch der erstere Weg beschrit-
ten worden, weil die Schreibweise 1lim 'f:("i) = 0 sowieso erfor-
X

dert, das X, besonders kenntlioch zu machen,

Im ibrigen sollte man sioch in der Anzahl und Schwierigkeit der
Beispiele starke Beschrinkung auferlegen, zumal man ja nach der
Behandlung der Differentiationsregeln fiir nichtrationale Funktio-
nen noch einmal im Zusammenhang mit Kurvendiskussionen auf diese
Fragen zurlickkommen wird.

3.3, Zur Stoffeinheit 3.3. "Einige Grenzwerte nichtrationaler
Funktionen"
Hier handelt es sich um eine Stoffeinheit, fiir die vom Lehrplan
ein Zeitraum von 5 Unterrichtsstunden veranschlagt wird und die
im Lehrbuch nur zwel Lerneinheiten umfaBt. In ihr kommt es darauf
an, Grenzwerte zu behandeln, die fiir die Ermittlung der
Ableitungen trigonometrischer Funktionen sowie der Exponential-
und Logarithmusfunktion bentigt werden.

x
die als Ausgangspunkt dienende Ungleichung von vornherein mittels
0o Sonogy formulieren, um nicht beim Grenziibergang besonders erir-
tern zu mlissen, da8 "<" umgewandelt werden mu8 in " S gemis
der Tatsache, daB8 aus "f(x) < g(x) fur alle x mit a <x <Db fiir
a < X, =Y folgt "lim f£(x) S 1im g(x)" und nicht etwa

X=X, - N—e X

Bel der Ermittlung des Grenzwertes 'l_i.mo sin x ist es zweokmiBig,
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%}’m £(x) <,(11m g(x) " (sofern die betreffenden Grenzwerte exi-

stieren) Ferner sei empfohlen, sich von der Giiltigkeit der Un-

< >
gleichung ces x = -51%-—1 £ cla 5 baw. co; < = %i cos x

auch fiir negative x (mit -§<x < 0) zu Uberzeugen, bevor der

Grenziibergang durchgefiihrt wird, weil damit die sonst zuerst not-
wendige Beschrénkung auf den rechtsseitigen Grenzwert vermieden
werden kann, Den Schillern sollte auch bewus8t sein, daB die Funk-

tion y = '1: X an der Stelle x = 0 nicht definiert ist, daB
aber trotzdem die Grenzbetrashtung mtglich ist. Dabei sollte man
nach Mglichkeit auf Funktionen hinweisen, bei denen zwar ein

analoger Fall zunéchst vorzuliegen scheint, ein solcher Grengz-

wert aber nicht existiert, wie etwa bei y = sin 1;; vgl. z.B.
FICHTENHOLZ I [#] , S. 111. Man vergesse Ubrigens auch niocht,
die Verbindung zu der den Schillern seit Klasse 10 bekannten Tat-
saohe herzustellen, daB8 flir dem Betrage nach kleine Werte von x
gilt arc x s8in x ( tan Xx). 1

Bei der Herleitung des Grenzwertes lim loga(1 + x)-x' muB man
sioch wesentlich auf die bereits 1n*d:;ostorfeinheit 3.1. erwdhn-
te - freilich nicht bewiesene - Tatsache stiitzen, das

}20(1 + x)* = o flir beliebige reelle x £ O gilt, so daB die

Schiiler vielleicht fragen werden, was hier eigentlich {iberhaupt
noch bewiesen wird., Es kommt darauf an, den Schiilern bewuSt zu
machen, da8 weiterhin entscheidend von der Stetigkeit der Loga-
rithmusfunktion Gebrauch gemacht werden mu8 und da8 man diese
Stetigkeit auch so formulieren kann, da8 Logarithmieren und
Grengwertbildung miteinander vertausoht werden diirfen.



- 78 -

4. Hinweise zum Stoffgebiet 4. "Differential- und Integralrech-
nung und Anwendungen (Fortsetzung)"

4,0, Einleit

Das Stoffgebiet 4. knlipft unmittelbar an die entsprechenden Stoff-
gebiete zur Analysis in Klasse 11 an, Wdhrend in Klasse 11 nur
rationale Funktionen differenziert und integriert wurden, werden
nun in Klasse 12 die Methoden der Differential- und Integral-
rechnung auf nichtrationale Funktionen ausgedehnt., Die Trennung
in der Behandlung von rationalen und nichtrationalen Funktionen
ist von der Sache her eigentlich nicht gegeben. DaB8 in Klasse 11
3chon bestimmtes und unbestimmtes Integral behandelt werden und
daflir die Differentiation z.B. der Winkelfunktionen und die Ab-
leitung der Kettenregel erst in Klasse 12 erfolgen ktnnen, hat
seine Ursache in der Vorleistung, die der Mathematikunterricht
fiir den Physikunterricht erbringen muS8. Der Physikunterricht in
Klasse 11 bendtigt den Integralbegriff.

Der neue Lehrplan fiir Klasse 12 fordert eine exaktere Behandlung
wichtiger Elemente der Infinitesimalrechnung. Der in Klasse 11
begonnene deduktive Aufbau der Analysis, das "Grundgeflige von
prédzise formulierten Definitionen und S&tzen" wird in Klasse 12
weiter ausgebaut. Deshalb stehen jetzt insgesamt B0 (gegeniiber
bisher 50) Unterrichtsstunden fiir die Behandlung der Stoffgebie-
te 3. "Nichtrationale Funktionen" und 4. "Differential- und In-
tegralrechnung und Anwendungen (Fortsetzung)" zur Verfiigung.

An wichtigen S H t z en bzw. R e g ¢ 1 n , die das Grundgeflige

erweitern, werden bewlesen:

- die Regel fiir die Ableitung zueinander inverser Funktionen;

- die Regel fiir die Ableitung von Potenzfunktionen mit rationalen
Exponenten;

- die Kettenregel;

- dile Regel flir die Ableitung der Winkelfunktionen, der Logarith-
mus- und Exponentialfunktionen;

- ein Satz tiber die Volumenbervchnung mit Hilfe der Integralrech-
nung;

- der Satz des Cavalleri;

- einige Volumenformeln.
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Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen werden nicht mehr be-
handelt. Die zyklometrisohen Funktionen wurden in der Schule le-
diglich bei dem Integral zur Berechnung des Flicheninhalts des
Kreises verwendet, Dieses Integral ist jedoch auch ohne zyklo-
metrische Funktionen l¥sbar, nimlich ilber ein bestimmtes Inte-
gral,

Auf die partielle Integration als ein Integrationsverfahren wird
ebenfalls verzichtet. Das ist sicher kein Verlust, da erstens
ohnehin nur spezielle Integrale mit Hilfe der partiellen Inte-
gration geldst werden knnen und zweitens eine Systematik der
Integrationsmethoden in der Schule nicht erreicht werden soll,

Stammfunktionen fiir die Funktion 1ln, dile bisher mit der Methode
der partiellen Integration gewonnen wurden, kinnen auch auf an-
dere Weise gefunden werden.

Folgende Fertigkeilten und PEhigkeiten
sind zu erreichen:

Die in den Klassen 11 und 12 erarbeiteten Differentiations- und
Integrationsregeln sollen die Scohiiler selbsténdig auf rationale
und relativ leicht Uibersohaubare nichtrationale Funktionen an-
wenden ktnnen., Diese Kenntnisse wieder sollen sie bei Kurvendis-
kussionen beim L3¥sen von Extremwertaufgaben und bei Fléchen- und
Volumenberechnungen (bei den Volumenberechnungen stehen die Ro-
tationskdrper im Vordergrund) anwenden k¥nnen.

Die Wiederhodltiung von Begriffen, Verfahren usw, be-
sonders der Stoffgebiete der Analysis aus Klasse 11 und des Stoff-
gebietes 3. "Nich¥rationale Funktionen" aus Klasse 12 ist stdndig
.zu pflegen.

bio Anzahl der zu behandelnden Sktze ist wesentlich geringer als
in Klasse 11. Die Anwendungen erarbeiteter Regeln riicken jetzt

in Klasse 12 mehr in den Vordergrund. Es ist deshaldb vom Lehrer
besonders darauf zu achten, da8 die analytische Denkweise nicht
durch das formale Anwenden von Regeln ersticki wird. Es geht al-
50 in Klasse 12 um eine "gesunde Mischung" aus Anwendungen erar-
beiteter Regeln und dem Uben in den Denkweisen der Analysis.
Deshalb sollten die wenigen Beweise sorgfiltig gefilhrt werden.

In diesen Beweisen werden immer wieder die wichtigsten Grund-
ideen der Analysis aus Klasse 11 wiederholt.
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Bei den Anwendungsbeispielen ist stets zu priifen, ob die Vor-
aussetzungen der Sdtze bzw. Regeln, die anzuwenden beabsiochtigt
wird, durch die Beispiele erfiillt werden.

An die Unterrichtsgestaltung stellt der Lehrplan konkrete Forde-
rungen in bezug auf die Entwiocklung der Selbs t.
t Ht 1 gkeilt der Schiller, Es heiBt dazu auf Seite 12 des
Lehrplans:

"Es 18t erforderlich, die Sohiiler an neue, die Aktivitét und
Selbstdndigkeit stimulierende Formen des Wissenserwerbs und der
Fihigkeitsentwicklung heranzufiihren, z.B. langfristige Ubungen,
Sohillervortrédge, Konsultationen. Dabei sind der Leistungsstand
und die Fdhigkeiten der einzelnen Schiiler zu beriicksichtigen.
Differenzlierte Lernauftrdge und Aufgabenstel lungen gewidhrleisten,
daB jeder Schiiler zum produktiven Lernen angehalten wird,"

Die Anlage des Lehrbuchtextes gibt die Msgliohkeit, da8 die Sohii-
ler sich einige Abschnitte selbstdndig erarbeiten. Besonders ge-
elgnet dazu sind die Lerneinheiten (bzw. kleinsre Abschnitte aus
diesen) D 2; D 9 (besonders dle Ableitungen von oos, tan und
ocot); D 12 (kleinere Absohnitte); D 14; D 15; D 173 D 18; D 213

D 25; D 26. Als Themen fiilr kleinere Vortriége unterschiedliohen
Sohwierigkeltegrades sind die meisten der im Lehrteil des Lehr-
buches eingearbveiteten Auftriége, aber auch die Lerneinhsiten

D 13; D 20; D 223 D 25 gut geeignet.

Die folgenden Abschnitte enthalten Hinweise zu einigen speziellen
Fragen, insbesondere zum deduktiven Aufbau der Differentialrech-
nung und zur ndherungeweisen Berechnung von PFunktionswerten mit
Hilfe des Mittelwertsatzea der Differentialrechnung.

4.1, Zur Stoffeinheit 4.1. "Differentiation und Integration
nichtrationaler Funktionen"

Die in Klasse 11 behandelten rationalen Funktionen erfordern zu
ihrer Differentlation lediglich die folgenden Regeln:

1. a) Ableitung einer Konatanten f(x) = o;

b) Ableitung der identisschen Punktion f(x) = x;

2, Zurlickfihren der Ableitung einer mittels rationaler Operatio-
nen zusammengesetzten Funktion auf die Ableitung ihrer Kompo-
nenten, also auf die Ableitung einer Summe, eines Produkts
und eines Quotienten.



- 81 -

(Die Ableitung einer Differenz kann mit den iibrigen Regeln
gewonnen werden. )

‘ AN
Mit den genannten Regeln kitnnen alle rationalen Funktionen dif-
ferenziert werden,

Die Ableitung weiterer Funktionen erfordert neue iberlegungen.
Bel diesen Uberlegungen sollte nicht die neue Regel an erster
Stelle stehen, sondern der Lehrer sollte zun#dchst die Punktionen,
die nun nicht mehr rational sind und deshalb mit den bisherigen
Regeln nicht differenziert werden kdnnen, in den Mittelpunkt
stellen,

Da sind zundchst die Wurzelfunktionen, die demn Schiilern schon
aus der 9, Klasse bekannt sind. Sie werden aus rationalen PFunk-
tionen als deren Umkehrungen gewonnen. Wenn es also gelingt, die
Ableitung der Umkehrfunktion T einer Punktion f auf die Ablei-
tung der Funktion f zuriickzufilhren, so ist das Problem der Ab-
leitung der Wurzelfunktionen geldst. Die Differentiation der Wur-
zelfunktionen wird dann auf die Differentiation rationaler Funk-
tionen, die nach den schon bekannten Regeln erfolgt, zuriickge-
fihrt,

Die Parallelitét zwisohen der Einfilhrung von Punktionenklassen
einereeitg und neuer Differentiationsregeln andererseits kann
nier und weiter bel den Winkelfunktionen deutlich gemacht werden.
Diese Parallelitdt liefert eine hinreichende Motivierung fiir alle
in Klasse 12 zu behandelnden Differentiationsregeln.

Zundchst sollen nun zu den in der Stoffeinheit 4.1. zu behandeln-
den SHtzen einige methodische Hinweise gegeben werden.

Der Lehrplan verlangt als erste neue Regel dle fiir die Ableitung
von Umkehrfunktionen. Der in "Mathematik, Lehrbuch fiir die erwei-
terte Oberschule, Klasse 12 (B)", Ausgabe 1963, gegebene Beweis
fiir diese Regel macht wesentlich von der Stetigkelt der Umkehr-
funktion Gebrauch, ohne sie  jedooh zu ‘beweisen. Er enthidlt also
eine erhebliche Liicke., Da nun aber- -in Klasse 11 nhach dem neuen
Lehrplan die Stetigkeit als ein zentraler Begriff behandelt wixd,
stehen alle Mittel zur Vgrfiligung, den Nachweis der Stetigkeit
der Umkehrfunktion ¥ unter der Voraussetzung der Stetigkeit der
Funktion £ zu fithren. Er bletet zudem die Mdglichkelt, wichtige
Grundbegritte der Analvsis wie "Umgebung", "Grenzwert" und "Kon-
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vergenz von Zahlenfolgen" zu wiederholen. Der Beweis, der in der
Literatur oft indirekt unter Verwendung des Satzes von BOLZANO-

WEIERSTRASS gefiihrt wird, ist im vorliegenden Lehrbuch Klasse 12
direkt angelegt und verwendet nur solche Gedankengiinge, die den

Schiilern bereits aus Klasse 11 bekannt sind.

Der sich an den Beweis von Satz D 1 anschlieBSende Auftrag D 4

soll unter Verwendung des Satzes D 1 geltst werden.
n
y = ¥x, x 2 0, ist die Umkehrfunktion von x = y°, y % 0.
X = yn ist tlir y 2 0 eine stetige (jede rationale Funktion ist

stetig), monoton wachsende Funktion.

Folglich ist x = yn auch in jedem abgeschlossenen Intervall
<a,b) mit 0 S a <b stetig und monoton wachsend.

Nach dem Satz D 1 ist dann auch y = 'x in jedem abgesohlossenen
Intervall (c,d) mit 02 o <a stetig und monoton wachsend, al-
80 stetig und monoton wachsend fiir x 2 o.

Die Stetigkeit der Umkehrfunktion wird auch im Beispiel D 1 be-
nutzt, indem fiir die spezielle Funktion y =Yx die Ableitung
an einer Stelle %o durch einen GrenzprozeS entsprechend der De-
finition der Ableitung einer Funktion an einer Stelle x5 (vgl.
Klasse 11) gewonnen wird. An diesem Beispiel kann den Schiilemn
wieder in Erinnerung gerufen werden, was die Ableitung einer
Funktion an einer Stelle x, ist - némlioh ein Grenzwert.

Als selbsténdige Ubung kdnnten die Schiiler z.B. die Ableitung
der Punktion £(x) = Tﬁ y X >%, ebenso wie in Beispiel D 1
berechnen und den Zusammenhang mit der Ableitung der Umkehrfunk-
tion von f iiberpriifen.

Nachdem nun an Beispielen der prinzipielle Weg der Beweisfiihrung
aufgezeigt wurde, ist die Regel in voller Allgemeinheit zu be-
weisen, Die Regel erlaubt es dann, die Ableitung gewisser Funk-
tionen, also gewisse Grenzwerte rationell, ohne weitere Grenzbe-
trachtungen, zu ermitteln.

Die Voraussetzungen des Satzes D 2 sind:;

- f ist eine eineindeutige Punktion;

- 7 ist in einer Umgebung von X, differenzierbar;
- £ (’b) # 0.
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Die Behauptung lautet:

- Die zu f inverse Funktion ¥ ist in Yo = f(xo) differenzierbar,
d.h., T'(yo) existiert.

1
- P (yo) = T'—(x_o)
Flir das Verstindnis dieses Satzes ist es wesentlich, daB8 klar
zwischen den folgenden Aussagen unterschie den wird.

a) Die inverse Punktion T existiert (in einer Umgebung von yo)
b) Die inverse Funktion ¥ ist stetig (an der Stelle yo)
0). Die inverse Funktion ¥ ist differenzierbar an der Stelle Yor

Beim Bewels des Satzes werden diese drei Aussagen schrittweise
aus den Voraussetzungen abgeleitet,

Die zur Lerneinheit 3 genannten Aufgaben & 12 bis 14 sollen mit
Hilfe der Regel

T (3,) =~ —

e (xy)
geltost werden, Um diese Regel aber anwenden zu k@nnen, muB zu-
ndchet gepriift werden, ob die Voraussetzungen des Satzes D 2 er-
fiillt sind, denn nur dann ist Ja gesichert, daB die Ableitung
mit der Regel gewonnen werden kann.
Mit Hilfe des Satzes D 2 kann nun die Differentiationsregel fiir
Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten auf solohe mit ra-
tionalen Exponenten erweitert werden. Hier soll auf einen Sonder-

fall aufmerkuangemaoht werden, der sich kaum umgehen 1l#S8t.

Es sel f(x) = £3 . Die Potenzen mit rationalen Exponenten sind
fiir nichtnegative x erklért, und flir diese gilt dann die Regel,
1

nach der £'(x) = 3 x -3 fiir alle positiven x ist.

Andererselits ist ij 'xz.

Diese laentitdt gilt aber nur fiir nichtnegative x, da eben nur
flir diese x die linke Seite der Gleichung erklirt ist. Dagegen

ist x ein sinnvoller Term fiir alle reellen Zahlen x,

Die Funktion g(x) = 3{;2 ist fir alle reellen Zahlen x definiert.
Pir x % 0 gilts £(x) = g(x).

Die Funktion g ist auch fiir negative x differenzierbar (nicht an
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der Stelle 0). Jedoch kann die Ableitung fiir negative x bisher

nur iber den Satz D 2 gefunden werden.
3
Man betrachte y = _\/-iz-fﬂr x € 0. In diesem Bereich existiert

die Umkehrfunktion. Beachtet man, da8 flir alle x des betreffen-
den Intervalls y > O ist, so ist

y =2

und weiter >
X == W

2
(x = _\/y_3 kommt nicht in Frage wegen x < O0).
Mir positive y ist aber 3

x = --Vgs - -y,

und es darf die Differentiationsregel fiir Potenzfunktionen mit
rationalen Exponenten angewendet werden.

1
dx 3.2
=",

’

also %-?—--%
¥ 4%/;5

Hier darf 22 nicht zu —3\/1-vereini’acht werden, da x££ 0

gilt und fiir diesen Fall nur der erste Term definiert ist.

Diese eben durchgefilhrte Ableitung kSnnte als Auftrag zur Firde-
rung guter Schiiler eingesetzt werden. Ansonsten empfiehlt es sich,
diese Aufgabe noch zuriickzustellen, bis die Kettenregel zur Ver-
fligung steht. Mit der Kettenregel findet man dann fiir alle x # O

yl,,a .
’
=Yy
vgl. dazu die Beispiele D 2 b) und D 20.

In Klasse 11 wurde bereits ein Spegialfall der Kettenregel be-
bandelt, nEmlich die Regel fiir den Fall, daB8 Potenzen einer ra-

tionalen Punktion (Exponent ganzzahlig) abgeleitet werden.

Bel der Wiederholung des Spezialfalles sollte der Lehrer den
Schiilern auch zeigen, daB8 bisher keine zwingende Notwendigkeit
fir diesen Spezialfall besteht, da jede ganzzahlige Potenz einer
rationalen Punktion wieder eine rationale Funktion ergibt, die
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mit der Regel filr die Ableitung von Potenzfunktionen mit ganzzah-
ligen Exponenten und den Regeln flir die Ableitung von Summe, Pro-
dukt und Quotient differenzierbarer Punktionen abgeleitet werden
kann,

Doch einfacher kann der Spezialfall der Kettenregel durch eine
wiederholte Anwendung der Produktregel eliminiert werden, (Man
beachte Jedoch, daB belm Bewelis des Satzes D 3 i{iber die Differen-~
zlerbarkeit von Potenzen mit rationalen Exponenten der Spezial-
fall der Kettenregel Anwendung fand.) Dessen ungeachtet bringt
die Anwendung der Kettenregel in den genannten Fdllen eine Ver-
kiirzung des Rechenganges.

Nun sollte den Schillern ein Beispiel einer durch Verkettung
zweier Funktionen entstandenen differenzierbaren Funktion vor
Augen gefiihrt werden, deren Ableitung sie mit den bisherigen Re-
geln nicht ermitteln kdnnen.

Ein einfaches Beispiel dleser Art ist die Funktion

Yy = £(x) =fx° + 1. Selbst mit Hilfe der inversen Funktion fiir

x Z 0 (oder x £ 0) 1st die Ableitung nicht zu tinden.

Pir x £ 0 ist £ umkehrbar, und es ist

x ='y -1,
also eine Funktion, die vom gleichen Typ wie f selbst ist und de-
ren Ableitung somit auch nicht bekannt ist.

Die Punktion f ist durch Verkettung der Funktionen g und h mit
g(z) ="_z und h(x) = x2 + 1 entstanden. Beide Funktionen fiir
sich sind differenzierbar, und ihre Ableitungen kdnnen mit den
bisherigen Mitteln angegeben werden., Wenn es gelingt, Differen-
zierbarkeit und Berechnung der Ableitung der Funktion

£ mit £(x) = g(h(x) ) auf die Differenzierbarkeit und Bereohnung
der Ableitung der Funktion g und h zurlickzuftihren, so ist das
Problem gelist. Das geschieht gerade duron den Satz D 4 (Ketten-
regel).

Der Lehrplan fordert die Herleitung der Kettenregel, die ohne
Zweifel zu den am héufigsten angewendeten Regeln gehtrt. Der Be-
weis dieser Regel ist nicht ganz einfaoh.

Um den Beweis {ibersichtlich zu gestalten, wurde die Einfihrung
der Hilfsfunktion f mit
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f(xo + h) - f(xo)

Y(h) -{ - £'(x,) fiir h £ 0,
0 h flir h = 0
vorweggenommen, Man erh#dlt dann
£(xg+n) - £(x) = b+ Ler(x) + p],
wobei f(n) mit h gegen Null geht.

Der Satz D 4 liefert mehr als nur die in ihm enthaltene Formel.
Die Formel gestattet dle Berechnung der Ableitung einer durch
Verkettung entstandenen Funktion, wemn die Ableitungen der Funk-
tionen, die verkettet werden, bekannt sind. Der'Satz D 4 trifft
aber zuerst eine Aussage liber die Differenzierbarkeit einer ver-
ketteten Funktion schlechthin,

Er besagt:

Sei F mit F(x) = £(g(x) ) eine durch Verkettung entstandene Funk-
tion, dann gilt:

Ist g an der Stelle X, und £ an der Stelle g(xo) difterenzierbar,
80 ist auch F an der Stelle Xo differenzierbar.

Also zunédchst wird Uber die Existenz der Ableitung an der Stelle
X, gesprochen: Es wird behauptet, dasB F'(xo) existiert. Erst
dann wird ausgesagt, wie F'(xo) berechnet werden kann, ndmlich
dureh  pi(x)) = 2 [g(x)] - g'(x,) .

Bisher wurde vielfach ein Beweis fiir die Kettenregel gewihlt,
der nur tiir gewisse zusdtzliche Einschrédnkungen Gliltigkeit hat.
Diese zusHtzlichen Einschrénkungen bestanden darin, daB8 die Ein-
deutigkeit der inneren Funktion g vorausgesetzt wurde, Diese Vor-
aussetzung wlirde aber die Anwendung der Regel erheblich ein-
schrénken, Deshalb wurde im Lehrbuch der Beweis so angelegt, daB
er tlir alle Fdalle gliltig ist.

An besonderen Integrationsmethoden wird im Lehrplan nur die In-
tegration durch Substitution getordert., Der Lehrplan 1l#&B8t often,
ob die Herleitung der Regeln flir die Substitution behandelt wird
oder nicht. Sie gensrt jedentalls nicht zum reproduzierbaren
Wissen der Schiiler, Jedoch sollen die Schiller dazu befihigt wer-
den, die Regeln selbstdndig anzuwenden. Der im Lehrbuch einge-
schlagene Weg versucht, dem Lehrplan dadurch gerecht zu werden,
daB der Satz {iber die unbestimmte Integration durch Substitution
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bewiesen wird, wihrend der Satz liber die bestimmte Integration
durch Substitution ohne Bewels mitgeteilt wird.

Der Beweis der ersten Satzes ist relativ leicht mit der Ketten-
regel zu erledigen., Es sollen hier die Voraussetzungen, die bei
dem Satz gemacht werden, noch einmal im Detail aufgefiihrt wer-
den.

1. £ sel im Intervall I stetig.

2. r mit x = {(t) sei eine im Intervall I monotone und diffe-
renzlerbare Funktion, durch die das Intervall I, umkehrbar
eindeutig auf das Intervall I abgebildet wird.

3. '(t) # O fur alle t € I,.

4. £ L Y(t)]- r'(t) habe eine Stammfunktion G(t) in I,.

Dann lautet die Behauptung: GL nf(x)J ist eine Stammfunktion von
£ in I, wobei § die Umkenrfunktion von i ist.

Wenn die Schiiler diese Regel selbsténdig anwenden sollen, miissen
sle die genannten Voraussetzungen beherrschen, denn bei jedem
konkreten Anwendungsbeispiel sind ja diese Voraussetzungen zu
priifen, um das Ergebnis zu sichern. Der Beweis der Behauptung
folgt nun sehr leicht durch Anwendung der Kettenregel auf die
PunktionG L 7 (x)].

Anders liegen die Verhéltnisse bel der bestimmten Integration
durch Substitution. In den zur Anwendung kommenden Beispielen
1HBt es sich nicht immer erreichen, daS8 im gesamten Intervall I,
die Ungleichung '(t) # 0 gilt.

Ein solches Beispiel ist

r
”ré - xE dx,
0

das Integral zur Berechnung des Flidcheninhaltes eines Viertelkrel-
ses mit dem Radius r., Die Substitution, die das Integral zu ltsen
gestattet, ist

x=y (%)
wobei das Intervall O
0 2x<r abgebildet wird. Nun ist

r 8in t,

t ég eineindeutig auf das Intervall

([T, S ]

(f' (t) = r oo t,

also
g P =o.
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Da man auf solche wichtigen Integrale wohl kaum verzichten mbch-
te, ist die Regel flir die bestimmte Integration durch Substitu-
tion unter folgenden Voraussetzungen zu formulieren. ’

a) f sei stetig in <a,b) .

b) ¢ habe in (m,p) eine stetige Ableitung.

o) i bilde (o&,p) _umkehrbar eindeutig auf <a,b) ab.
d) Es seiy(a) = a, (f(p) = b.

Unter diesen Voraussetzungen gilt dann:
b

(%) j £(x) dx =fffc{(tﬂ gr (1) at.
a o
Der Beweis dieses Satzes macht auch keine Schwierigkeiten, da
die Voraussetzungen a) und b) die Amwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung gestatten.

Die linke Seite der Gleichung ( ¥ ) ist F(b) - F(a), wobei F eine
Stammfunktion von f in <a,b) ist. Eine solche Stammfunktion gibt
es wegen der Voraussetzung a).

Aber £Ly¢(t)] y'(t) ist ebenfalls eine stetige Funktion in
{m,ﬁ) wegen der Voraussetzungen a) und b). Folglich besitzt sie
eine Stammfunktion in (a,f) .

Wegen LELg(tM] _ 4F(x) . &x _ . Ly(ed] +ypr (o)

igt F [¢(t)] eine Stammfunktion von f£L gt g () in <ot 3,
und es gilt wieder nach dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung

P
ip? = L 2 - = - .
zf Lyeer] yrcwras = 2 L)l - rLygca] =2 (o) - ®a)

Damit ist der Satz bewilesen.

Die Gleichung ( #) 1ist auch noch bei Abschwichung der Vorsusset-
zungen a) bis ¢) beweisbar, jedoch muB dann beim Beweis statt des
Hauptsatzes ein anderer, im Unterricht nicht behandelter Satz mit
herangezogen werden. Da beil den Beispielen, die im Mathematikun-
terricht geldst werden, die oben genannten Voraussetzungen er-
fiillt sind, sollte der Satz in der oben genannten Formm genligen.
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Bei den Ubgggaauf;aben zur Integration durch Substitution sollte
sich der Lehrer auf sehr einfache Beispiele beschrénken. Bel nur
sehr einfachen Typen werden die Schiller die anzuwendende Substi-
tution, die zum Ziel flihrt, erkennen. Es sind dies z.B. die Po-
tenzen linearer Funktionen. Bel anderen Typen sollte die Substi-
tution mit angegeben werden.

Bie hierher ist ein gewisser Teilabschlu8 der Differential- und
Integralrechnung erzielt., Alle Funktionen, die aus den rationalen
Funktionen durch Bildung der inversen Funktion, durch Verkettung
und durch die rationalen Verknilpfungen gebildet werden kdnnen
und differenzierbar sind, kann man mit den blsher behandelten Re-
geln auf einfache Welse differenzieren, ohne nochmals eine Grenz-
betrachtung durchzufiihren,

Nun geht es an die Behandlung der Winkelfunktionen in bezug auf

) ihre Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit.

Die Winkelfunktionen sind gegenilber den bisher differenzierten
Funktionen vsllig neuartig. Sie sind in keiner Weise mit den bis-
her bekannten Methoden der Bildung neuer Funktionen aus den ra-
tionalen Funktionen zu gewinnen (unendliche Reihen werden im Ma-
thematikunterricht nicht behandelt).

Deshalb kann man sich bei der Untersuchung der Differenzierbar-
kelt der Winkelfunktionen nicht auf die bisher erzielten Resulta-
te stitzen. WilBte man dagegen, daB die Sinusfunktion (oder auch
eine andere der vier Winkelfunktionen) differenzierbar ist und
wiirde man ihre Ableitung kemnen, so lieSe sich die Differenzier-
barkeit der ibrigen Winkelfunktionen mit den schon behandelten
Regeln ermitteln.

Wenn man so im Unterricht vorgeht, kann man vielleioht stérker
unterstreichen, daB mit der Ableitung der Winkelfunktionen ein
tiber das Bisherige hinausgehender Abschnitt der Infinitesimal-
reohnung beginnt.

Man ktnnte deann zunéchst annehmen, da8 die Sinusfunktion diffe-
renzierbar wire; ihre Ableitung sei asin'.

Wegen cos x = ain (g-- x) erhélt man dann durch Anwendung der
Kettenregel

cos'x = sin (§-- x)e(=1) = = sin (g - x),

Entsprechend kSnnen dann die Ableitungen von tan und cot durch

die Ableitungen von sin und cos mit Hilfe der Quotientenregel
gewonnen werden.



- 90 -

Die Winkelfunktionen sind also simtlich differenzierbar, und ihre
Ableitungen sind bekannt, wenn die Sinusfunktion differenzierbar
und ihre Ableitung bekannt ist.

Nun wendet man sich der Differenzierbarkeit der Sinusfunktion zﬁ.
Zun#échst wird der Differenzenquotient umgeformt.

8in (x, + h) - 8in x gin 2
0 - o = —ﬁ_rz. 008 (xo.g.%)

(nach dem Additionstheorem),
wobel x_ eine beliebige, aber feste Stelle ist. Nun kann man ver-

suchen, den Grenzilbergang zu vollziehen,
sin (x°+h) - 8in x

lim o l1in 23 . 1
At - = [0 ._g_ /]‘.ﬂo cos (xo +2)

Der erste Limes existlert und ist gleich 1 nach den Untersuchungen
im Stoffgebiet 3.

h
Was aber ist 1lim cos (x_  + %)?
4\‘_.0 (] ?
Man kdnnte leichtfertig schlieBSen:
h a
1lim cos (x, + %) = cos (x_ + lim ) = cos8 xX_.
Ppe) o T2 ) jh*ﬂ Zz °
Dann wird aber entsoheidend die Stetigkeit der Kosinusfunktion an
einer beliebigen Stelle x, benutzt, obwohl die Stetigkeit dieser

Funktion bisner nicht nacngewiesen wurde, Es bliebe also eine we-
sentliche Llicke im Beweisgang.

Diese Liicke kann aber ohne besonderen Aufwand und mit den Kennt-
nissen, die die Schiiler bisher haben, geschlossen werden. Das ist
im Lehrbuch geschehen.

Durch Anwendungen von Additionstheoremen gelangt man zu der fol-
‘genden Gleichung.

sin (x° + h) - 8in x

1im 9 . cos xo(lim 555-5)-91n xo(lim J-cos,
A=) b h—0 b

0 .

Wihrend der erste Grenzwert bekannt ist, ist die Existenz des
gweiten erst nachzuweisen und dieser Grenzwert zu berechnen.
Das geschieht nun folgendermafBen.
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h
1 ~cos h 8in
1lim h Z
—_— = im in ¢ (1im b

Der zweite Grenzwert ist wieder der schon bekannte, dagegen ist
der erste Grenzwert bekaunt unter der Voraussetzung der Stetig-
kelt der Sinusfunktion an der Stelle O. Dann ist namlich

h h
1lim Bin?= sin ( lim -2)=Si!10=0.
"\-—-o /‘»—-0
Die Stetigkeit der Sinusfunktion an der Stelle O kann nun aber
auch noch mit dem bereits zweimal verwendeten Grenzwert

}‘mo% = 1 Dbewiesen werden. Es ist niémlich
—

1im sin h = 1im (h o 288y (14 n).(1m BBy _ 5.7 .0
—~0 h—>0 b h—o0 (A-ao B )

Bei der Berechnung des Grenzwertes ‘zim Eii-g im Stoffgebiet 3.

wird die Stetjigkeit der Kosinusfunktion an der Stelle O benutzt.
Insgesamt erh&lt man folgenden Resultat. Unter der Voraussetzung
der Stetigkelt der Kosinusfunktion an der Stelle O und einiger
einfacher Sdtze Uber Grenzwerte ergibt sich die Differenzierbar-
keit der Sinusfunktion an allen Stellen, Als Ableitung der Sinus-
funktion erhdlt man die Kosinusfunkt ion.

Folglich sind auch die {lbrigen Winkelfunktionen differenzierbar,
und ihre Ableitungen sind wieder Winkelfunktionen bzw., setzen
sich aus solchen rational zusammen.

Der im Lehrbuch gewidhlte und hier nachgezeichnete Beweis fiir die
Differenzierbarkeit der Sinusfunktion gestattet eine sinnvolle
und niitzliche Anwendung der in Klasse 11 behandelten Sitze {iber
Grenzwerte sowie eine weitere Wiederholuig .:8 Stetigkeitsbegrif-
fes.

Qpn sollte der Satz aus Klasse 11 "Aus der Differenzierbarkeit
einer Funktion an einer Stelle X, folgt die Stetigkeit der Funk-
tion eben an dieser Stelle" wiederholt und hier angewendet wer-
den. So erhdlt man - ganz nebenbel - die Stetigkeit der Winkel-
funktionen an allen Stellen, an denen sie definiert sind.
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Aus den Regeln flir die Differentiation der Winkelfunktionen er-
hdlt man sofort entsprechende Integrationsregeln. Dabei findet
man hdufig in Lehrblichern bzw, Formelsammlungen folgende Anga-
ben.

dx
= % 2k+1
P an x + ¢ [x # ¢ +)§J

dx
= -cot x+ 0 [x # xxd
sin’x
Das 1st aber nicht korrekt. Der Begriff "Stammfunktion" wurde in
Klasse 11 in richtiger Weise nur im Zusammenhang mit el nem In-
tervall I definiert., Es heiBt in "Mathematik, Lehrbuch fiir Klas-
se 11", Best.-Nr, 00 11 51 - 1, Seite 145;

"Die Funktion F 1st eine Stamm- Pir jedes x aus I gilt
funktion der Funktion f im = P(x) = £(x)".
Intervall I Df

Besitzt £ in I eine Stammfunktion, so versteht man unter
ff(x) dx die Menge aller Stammfunktionen von f in I.

Die Menge aller reellen Zahlen x mit x # kX 1iet aber kein Inter-
vall, sondern eine aus unendlich vielen Intervallen bestehende
Menge., Flir diesen Definitionsbereioh der Funktion f mit

£(x) = T12— umfaBt -cot x + ¢ fur beliebige reelle ¢ nicht al-
sin“x

le Funktionen F(x) mit F'(x) = f(x).
Z.B. erflillf auch die PFunktion F mit

-cot x + 0y flr x <0 und x£f kX
P(x) = {

- cot x + 0, flir x >0 und x # k X;

04y O, beliebig reell,
die Bedingung P'(x) = —12— , obwohl sie in der Klasse der Funk-
sin“x

tionen - cot x + ¢ nicht enthalten ist, sobald o, # L2 ist.
Wenn also ff(x) dx = P(x) + ¢ nicht fiir alle reellen Zahlen gilt,

go ist jeweils das Intervall bzw., sind die Intervalle anzugeben,
in denen die Identitd#t gilt, Das ist in unseren Beisplielen
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£

dx X
mstmx+ofﬂr (2k-1)-2-<x<(2k+1) 3 k gang;
-':—:2;--001;:+o fiir kT < x <(k+1)X » k ganz.

Noch allgemeiner ist die folgende Formulierung.

In jedem Intervall I, in dem cos x fiir alle x € I verschieden
von Null ist, gilt

—d-Ez—ztanxivo.

cosx
Enteprechendes gilt fiir f—i—uz— .
8in“x

Die Integration von tan und cot iiber geeignete Intervalle ist
prinzipiell mdglich.

Es kann den Schiilern mit Hilfe des Satzes D 8 aus dem Lekr buch
fir Klasse 11 erldutert werden, daB es zu jeder stetigen Funk-
tion eine Stammtunktion gibt. Mehr als der Nachweis .der Existenz
18t zunéichet nicht mdglich, Der Lehrplan sieht auch d¥ Integra-
tion dieser beiden Funktionen nicht vor.

Neoh den Winkelfunktionen werden schlieBSlich noch als letzte
Klasse von Funktionen die Logarithmusfunktionen und als ihre Um-
kehrung die Exponentialfunktionen differenziert. ‘Auch die Loga-
rithmusfunktionen sind aus den bisher bekannten Funktionen nicht
durch rationale Verknlipfungen, Verkettung und Inversenblldung zu
gewinnen, Deshalb gent man bei der Prage nach der Differenzier-
barkeit wieder auf die Definition der Differenzierbarkeit zurliok.
Dabei genligt es aber, filr eine einzige Logarithmusfunktion die
Grenzbetrachtung durchzufiihren. Die anderen Logarithmusfunktio-
nen sind ja mit Hilfe der einen und einer Konstanten rational
darstellbar.

Man kann sich also zun#chat darauf beschrdnken, die Ableltung
der Funktion des natiirlichen Logarithmus flir beliebige x > 0 zu
ermitteln. Dabei w:rden der im Stoffgebiet 3, mitgeteilte Grenz-

wert Alim' (1 + x)* = e und die Stetigkeit der ln-Punktion we-
—
sentlich benutzt.
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In(x+h)- 1lnx x x
lim 0 _ 34 [1-1 1 —°]=1m{1_.._°.1n1 b
A— h L—Eﬂ Bin(1+ h ) A—0L¥% B G+ xo)J

X

0
h B
e 1im 1n(1 + —) .
A0 x0

"
Nld

]

Mit i— = z erhdlt man

wl=

1n (xp+h) -1nx°=1_ lim 1n (1 + 2)° .
A—0

h—0 h X

Wegen der Stetigkeit der 1ln-Funktion an der Stelle e ist

1im 1n (x, + h) - 1n x - 1
A—0 0 e .. 1n[ (11m (1 + z)z] .
h xo h—D

Unter Verwendung des schon oben erwkhnten Grenzwertes erhilt man

1
In' X = =—— ,
] x
0

Da x, eine beliebige Stelle mit x, > 0 ist, gilt 1n'x = '1i'

filr alle x > O.

Die vorgenommenen Umformungen sind allerdings nur mtglich, weil
mit h auch -:—- , also z gegen Null strebt., Dabei darf man fiir h
nur solche z8hlen zulassen, fir die x, + h positiv 1ist,

Die Ableitung einer beliebigen Logarithmusfunktion mit positiver
Basis a (a # 1) erhdlt man durch
in x 1
(logg x)' = (I 3)' = ¥Ims °
Durch die sich aus der Differentiationsregel érgebende Integra-
tionsregel

d—:slnlxl+c R x<0 oder x > O,

wird endlich die Liicke in der Integration der Potenzen mit ganz-
zahligen Exponenten geschlossen,

Da die Logarithmusfunktionen eineindeutig und differenzie roare
Funktionen sind, sind es auch die Exponentialfunktionen als de-
ren inverse Funktionen, Bel der Berechnung der Ableitungen ge-
nligt es wieder, sich auf die Ableitung von e zu besohriénken,
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Die anderen erh#dlt man durch
(a%)" = (X 10 8)1 _ 15 geeX* 1B 8 _ 1y g%
Als eine geeignete Ubung zur Differentiation von Logarithmus-

funktionen k¥nnte man z.B. dig Funktion £ mit £(x) = 1n !sin x!
und die Funktion f mit f(x) = -1n | cos x| ableiten.

Die Ableltung der ersten Funktion ist gerade die Funktion cot,
die Ableitung der zweiten Funktion ist die Punktion tan.
Einzige Schwierigkeit bei der Ableitung bieten die Betragsstri-
che, denen mit einer Fallunterscheidung beizukommen ist.

Fir sin x > 0 gilt:

ln fsin x! = 1n sin x,
Diese Funktion wird im Lehrbuch in der Lerneinheit 11 als Bei-
spiel differenziert.

Im Falle, daB sin x <« 0 ist, gilt
1n lein x|= 1n (- sin x)
1 008 X
und [ln (-8in x)] ' = I (-co8 x) = eInx = °ot x.

Damit gilt fUr alle x # kX
El.n | sin xl]' = cot xX.

Dieses Ergebnis kann auch als Integrationsregel interpretiert
werden.

foot x dx = 1n lsin x1 + o flir kX < x <« (k+1)T
Bntsprechend kdnnte man £ mit £(x) = - 1ln lcos x| ableiten.

Ohne also das Ziel zu verfolgen, die Funktionen cot bzw. tan zu
integrieren, kann die eine oder andere Integrationsregel bei der
Ubung der Ableitung der Logarithmusfunktion mit herauskommen.

Die Parallelitit, die zwischen der Einfilhrung neuer Funktionen-
klassen einerseits und neuer Differentiationsregeln andererseits
besteht, ®0ll nun noch in den folgenden bersichten Uiberschaubar
gemacht werden.

Mit vier konkreten Grenzwerten und wenigen Regeln ist es gelungen,
alle im Mathematikunterricht zu behandelnden Funktionen als dif-

ferenzierbar nachzuweisen und ihre Ableitungen zu berechnen, vgl.
die Bilder auf den Seiten 96 und 97.
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Bildung neuer Funktionen

Konstanten Mentische Funktion
fix)=c fix)=x
Produkt
Potenztunktionen

f(x)=x" n nat.2

Summe , Produkt
Inverse Funktion
Verkettung

Ganze rationale Funktionen { Speziatfell )

n
Flx)= )] ayx?

0

Quotient Potenzfunktionen
Fix)=x', rratl.

Ilatianale Funktionen

R

flx) = "_”_

v
Z byx
p0
in
prod '"',;;;
x€, c reell —=— — log a
Inverse
Funktion Produkt
) — V4l
.V

Funl:tmnen, die durch rationale Operationen, Verkettung und Inversenbildung
aus den oben genannten Funktionen hervorgehen
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Ableitungen der Funktionen

lim = £-€ . lim « Xth-x _,
h+0 h+0
H'admnﬂ
“n}’.,,,,n-l
Summen- und Produktregel

n [] n

Z-,x') = Lve! Satz 02

=0 =1 Satz 15 (K.11)

Quotientenregel
L,
X n

EJE]

m ’
Ableitung rat. Fitn. ( 2" ) -

lim sinh_ -y

h+0 h
1
\ lim (1+x)% = &
sin'x = cos x ¥l
Summen- und f
in 'I-r

Kettenragel

Produktregel

60s'x = -sinx
WW‘RN (10;,:/'*#;
tan'x= m:‘x (P we g€ [e¥)ne”
eot'ym- L Satz 02} - Produkt-
o , N (n;'}/- lna-a¥

Summen- , Produkt- und Quotientenregel
Kettenregel und Satz 0 2

)

Ableitungen der Funktionen, die durch rationale Operationen, Verkettung wnd
Inversenbildung aus den oben genanaten Funktionen hervergahen
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Die Angahl der Funktionen, die im Mathematikunterricht gu inte-
grieren sind, ist wesentlich kleiner, Es sind die ganzen rationa-
len Punktionen, Potenzfunktionen mit beliebigen reellen Exponen-
ten, Sinus und Kosinus, Exponentialfunktionen und einige einfa-
che, durch Verkettung gebildete Funktionen als Beispiele flir die
Substitutionsmethode., Eine solche Vollstdndigkeit wie bei der
Differentiation kann hier nicht erreicht werden. Daflir gibt es
ernsthafte Griinde, ndmlich da8 das Aufsuchen von Stammfunktionen
aus den in der Ubersicht auf Seite 96 beschriebenen Funktions-
klassen hinausfiihrt. Wihrend die Ableitungen immer wieder der
beschriebenen Klaseen angehdren, gibt es sehr einfache Punktio-
nen, die stetig sind, also eine Stammfunktion besitzen, aber die
Stammfunktion ist keine der Funktionen, die im Mathematikunter-
richt behandelt werden (keine elementare Funktion).

Beispiele riir solche einfachen, nicht "elementar integrierbaren"

Funktionen sind

_e_x, linx‘_1 : 1 .
x ° X +n X
T

Die Schiller miissen diejenigen Integrale lisen ktnnen, die beil
wichtigen Flicheninhalts- und Volumenbereohnungen benstigt wer-
den. Weitere Integrale zu berechnen, lohnt nur, wenn damit eine
Festigung der Kenntnisse {iber die wichtigsten Funktionen er-
reioht wird. Fertigkelten beim Lisen von Integralen sind wegen
der vorhandenen Tabellen, die Jjeder Praktiker nutzt, nicht er-
forderlich.

Die tolgende Ubung z.B. kann sehr niitzlich sein.

Ermitteln Sie eine Funktion, deren 1, Ableitung die Funktion 1ln
ist! ’

(Bs geht also um die L¥sung des Integrals flnx dx).

Diese Aufgabe soll durch Probleren gelist werden, wobeil natiir-
lich mit berlegung die Anzahl der Proben erheblich eingeschriénkt
werden kann., Man suche zundchst eine Funktion, in deren Ablei-
tung die Funktion 1ln vorkommt., Das ist sicher der Fall, wenn 1ln
multiplikativ mit einer weiteren differenzierbaren Funktion ver-
knlipft ist, etwa £(x) * ln x. Bei der Ableitung nach der Produkt-
regel bleibt 1ln in einem Summanden ernalten.

[£(x) *Inx] * = £°(x) » Inx + £(x) + £ .
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Wdhlt man jetzt £(x) so, daB f'(x) = 1 ist, so kommt 1ln x immer.
hin schon als Summand in der Ableitung vor.
Man setzt aleo f(x) = x, Dann ist

[x+lnx]'=1nx+1.
Man hat nun die Ausgangsfunktion so zu verdndern, daB in der Ab-
leitung lediglich (-1) additiv hinzukommt. Fiigt man der Ausgangs-
funktion (-x) additiv hinzu, so Hndert sich die Ableitung in der
gewlinaschten Welse, also ist

[x *lnx-x]' =1nx.
Damit ist eine PFunktion gefunden, deren Ableitung die Funktion
1n ist,

4.2, Zur Stoffeinheit 4.2, "Kurvendiskussionen, Extremwertauf-
gaben"

Der Lehrer sel nunmehr auf "Mathematik 11, Klasse, Methbddische
Hinweise, Zum Lehrplan 1969", Abschnitt 2.2.9.,, Seite 93, verwie-
sen, Das dort Gesagte gilt voll inhaltlich auch filr die 12, Klas-
se. Es sollen deshalb hier nur einige Bemerkungen zur Behand lung
der niherungsweisen Berechnung von Funktionswerten mit Hilfe des
Mittelwertsatzes gemacht werden.

Im Lehrplan heiBt es auf Seite 50: "Der Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung ist zu wiederholen. In Kurvendiskussionen wird
er (ohne weitere theoretische tiberlegungen) zum niherungsweisen
Berechnen von Funktionswerten - auch Nullstellen - angewehdet.
Dabel gent es nicht um umfangreiche elementare Rechnungen, son-
dern um das prinzipielle Verstédndnis fiir die Bedeutung der Ndne-
rungsrechnung in der Praxis.”

Um diese Lehrplanforderung zu erfiillen, sind die folgenden Uber-
legungen anzustellen. Unter Ndherungsrechnung versteht man sol-
che mathematischen Verfahren, die es gestatten, komplizierte Re-
chenoperationen durch einfachere zu ersetzen. Durch Niherunge-
verfahren wird einerselts Rechenarbeit eingespart, andererseits
gibt es Probleme in der Mathematik, flr die numeriasche L¥sungen
iberhaupt nur durch Niherungsverfahren gewonnen werden k®¥nnen.
Dabei ist die Antwort auf Fragen folgender Art von grtSter Wich-
tigkeit.

Ist z.B. 3 éin Niherungswert fiir die Zahl & ? Ist 5 oder 3,3 auch
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ein Ndherungswert filr % ?
Offensichtlich ist diese Fragestellung nicht richtig. Von einem
Niherungswert fiir eine Zahl zu sprechen hat nur dann einen Sinn,
wenn zugleich auch eine Abschdtzung der Abweichung des N#herungs-
wertes vom richtigen Wert, also eine Abschiétzung des Fehlers ge-
macht werden kann. Solche Ndherungsrechnungen mit Fehlerabschit-
zungen wurden z.B. im Unhterricht in Klasse 9 bei der numerischen
Berechnung der Zahl Y2 durchgefiihrt.,
1 <17 <2
1,4 <12 <1,5
1,41 < 2 < 1,42
usw,

Wenn eine Punktion f eine monoton wachsende Ableitung £' im In-
tervall < X X5 * h) besitzt, so gilt nach dem Mittelwertsatz
f (xo) +/ht! (xo )<f(:|:o + h) < r(xo) + he! (:-.° + h).

Diese Formel kann dazu dienen, Niéherungswerte fiir £ (x°+h) zu
berechnen, vorausgesetzt, dasB f. (on)' f'(xo) und f'(x°+h) bekannt
sind. .

Der Punktionswert an der Stelle (xo + h) ist also nur dann nihe-
rungsweise zu berechnen, wenn die Ableitung an der Stelle (x°+h)
bekannt ist., Jedooh ist bel den meisten Funktionen die Ableitung
eine Funktion an einer Stelle a nicht leichter zu berechnen als
der Punktionswert an der Stelle a.

Als Beispiel sgi 68 betrachtet.
3
Es iﬂt'_vg = |64 +4 =4 V1 + 1& .

Piir die Punktion f(x) = zv—x ist £'(x) = -}—_v_ .
372

Also ist, da die Ableitung monoton fallend 1ist,

3
1 _(_T 1
< 1+Ts<1+ —3_—’
1683 v12

3 !v(n w
das heist,

. T 1
]'.'“!' . - <l¢+“<1+m-
1+T5)

1493
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Die linke Seite der Ungleichuhg enthdlt nun die dritte Wurzel

3 1
(1 +‘1‘6) ’

3
die man ebenso wenig berechnen kann wie “VSS.

lan ktnnte versucht sein, 1 + 1& als Ndherungswert fiir
1% zu nehmen. Jedooh weiS man von der Zahl 1 + 1& ledig-

lioh, daB sie grBBer als '1 + TF ist. Damit man angeben kdnn-
te, um wieviel 1 + 15 h¥chstens grtBer ist als "r ™ whre
die linke Seite der Ungleichung auszurechnen.

Ein wesentliches Element der Niiher srechn ist es also, das
man stets in der Lage sein muBS, den Fehler nach oben abzuschit-
zen. Man sollte deshalb an dieser Stelle solche Ubungsbeispiele
auswiihlen, bel denen der Pehler abgeschiétzt werden lann, d.h.
in unserem speziellen Falle, daB die Ableltung an der Stelle
(xo + h) berechnet werden kann. Da biletet sich die Berechnung
gewisser Logarithmen an (g.B.: 1n 1,01; 1n 1,02; ...; 1ln 1,2),
da die Ableitung (1ln x)' = % eine sehr einfach zu berechnende
Punktign i1st.

0 x,+h
Ist e bekannt, so findet man auch e in gewissen Grenzen,

denn es ist nach dem Mittelwertsatz unter Verwendung der Tat-
sache, daBS e* monoton wacheend ist,

x x x +h b d x +h
e®+hee %°<e ° <e%+he ° .

Die linke Seite der Doppelungleichung kann offensichtlich berech-
net werden. Aus der rechten Ungleiohung erhiilt man

x_+h x
e (1-n)<e?,
also

x_+h %o

(2] e

e <Tw

Im Tafelwerk findet man auf den Seiten 28 und 29 flr gewlsse Zah-
len x die Punktionswerte eX. Plir weitere x kann man nun mit der
oben beschriebenen Methode Niherungswerte fiir o berechnen,

z.B. fir x = 4,61.
Dann_ist
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6
e4'6 + 0,01 ° 94'6 < 34,61 < _°4'_‘ .

1 -0,01
Unter Verwendung des Tafelwertes 64,6 = 99,484 findet man

100,47 < e*®1 < 100,49.
(Dabei wurde die links stehende Zahl ab-, die rechtsstehende auf-
gerundet.)

Setzt man 04’61 < 100,48, 8o ist der Fehler des Ndherungswertes
sicherlich kleiner als 0,01,

Insbesondere soll nun der Mittelwertsatz auch zur ndherungsweisen
Berechnung von Nullstellen herangezogen werden (ohne weitere
theoretische Uberlegungen). Diese Lehrplanforderung kann durch
die Behandlung der Regula falsi oder der Newtonschen Tangenten-
methode an Beispielen erflillt werden.

Im Lehrbuch wird die Newtonsche Tangentenmethode gewihlt, um die
Nullstellen der Ableitung der Funktion y = x° + e X zu ermitteln.
Es wird dabeil keine Theorie des Newtonschen Verfahrens entwickelt,
sondern lediglich ein Beispiel nach diesem Verfahren bearbeitet.
PFlir weitere Beispiele, die nach dem Muster aus dem Lehrbuch be-
handelt werden sollen, soll hier noch einmal mitgeteilt werden,
unter welchen Voraussetzungen (vgl. [78] , Bd. I, Seiten 303 bis
308) dieses Verfahren gegen die gesuchte Nullstelle konvergiert.

1. £ hat stetige Ableitungen f' und f£'*' in <a;b> .

2, £(a) « £(b) < 0, d.h., f(a) und f(b)haben verschiedene Vor-
zeichen,

3. £'(x) und £''(x) sind fir alle x 3 {a;b) verschieden von
Null.

4., Soll a die erste Ndherung der Nullstelle sein, so konvergilert
das Verfahren, wenn f(a) das gleiche Vorzeichen wie £''(x)
im Intervall < a3;b) hat.
Soll b die erste Niherung der Nullstelle sein, so konvergiert
das Verfahren, wenn f£(b) das gleiche Vorzeichen wie f''(x)
im Intervall <a;b) hat.

Das folgende weitere Beispiel erflillt alle Voraussetzungen.

Ermitteln Sie alle Ldsuagen der Gleichung x - 1g x = 1; vgl. [#4],
Bd. I, Seite 310!

Zu dieser Aufgabe sollte der Lehrer einige LYsungshinweise geben.
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Man kann an die Aufgabe so herangehen, daB man die Punktion
f(x) =x-1gx -1

diskutiert., Man sucht die Nullstellen der Funktion f.

Wegen
£'(x) = lg x +1g e

und der Monotonie der PFunktion 1g hat f£'(x) nur eine Nullstelle,

nimlich x --1.- o

Fun st £(3) = 3 - 1&(d) - 1, also £(3) < 0. Weiter 1st

£(3) = 3 « 1g 3 -1
=3 °* 0,4771 -1
£(3) = 0,4313 > 0.
]

Da f£'(x) > 0 fir x > %, ist £ fUr x > < monoton wachsend, also

existiert fir x >% genau eine Nullstelle.
Pir alle x mit 0 < x <% iet aber x » 1g x - 1 stets negativ,

Damit gibt es genau eine Nullstelle von f, die nun mit Hilfe des
Mittelwertsatzes (Newtonsches Verfahren) genauer ermittelt werden
kann. Der Fehler wird mit Hilfe des Mittelwertsatzes nach oben
abgesochdtzt.

Ein weiteres Beispiel ist die ganze rationale Funktion f mit

f(x) = 23 + 2x + 5.
Wegen f(-2) = ~7 und f£(-1) = 2 liegt eine Nullstelle sicherlich
im Intervall <{-2;-1) . Da aber f'(x) = I+ 2, also
£'(x) > 0 fiir alle x gilt, hat f nur eine Nullstelle. Die Funk-
tion geniigt den auf Seite 70X angegebenen hinreichenden Voraus-
setzungen fiir die Konvergenz des NEWTONschen Verfahrens, wenn
man als Ausgangewert Xy = -2 widhlt,
Bereits nach dem dritten Schritt erhdlt man als Ndherung fir die
Nullstelle Xy = -1,33649 mit folgenden Fehlergrenzen (x’ sel dle
Nullstelle): "

-1,33649 < x < =1,33646.

Die im Aufgabenteil d des Lehrbuches zu den Stoffeinheiten 4.2.
"Kurvendiskussionen; Extremwertaufgaben" und 4.3. "Fliéchen- und
Kbrperberechnungen" angegebenen Aufgaben bieten dem Lehrer eine
Reihe von M8glichkeiten, echte Beziige zwischen Mathematik und

Gesellschaft herzustellen. So milssen die Schiiler z.B. erkennen,
wie die Mathems tik immer mehr zur Produktivkraft wird. Anknlp-
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fungspunkte bleten dazu die Aufgaben zur niherungsweisen Berech-
nung von Funktionswerten sowie z.B. einige Extremwertaufgaben.
Ausgehend von solchen Autgaben ist es angebracht, z.B. den engen
Zusammenhang zwischen der gesamtgesellschafilichen Entwicklung
und -der Entwicklung der Mathematik den Schillern vom Standpunkt
der marxistisch-leninistischen Theorie aus zu erlHutern.

Im Zusammenhang mit der nkherungsweisen Berechnung von Nullstel-
len ergibt sich die Mtglichkeit, die Schiiler auf Entwicklungs-
prozesse der Mathematik, die mit der Entwicklung der Produktiv-
kréfte eng verkniipft sind, vertraut zu machen., Durch die Entwiock-
lung der elektronischen Rechenanlagen erlangen die Approxima-
tionsverfahren enorme Bedeutung, da auch sehr langsam konvergie-
rende Verfahren, die eine groBSe Anzahl von Rechenschritten er-
fordern, durch schnelle Rechenanlagen bewiltigt werden. In der
DDR wird in Zusammenarbeit besonders mit der Sowjetunion ein
System von elektronischen Rechenanlagen aufgebaut.

4.3. Zur Stoffeinheit 4.3. "FlHchen- und Kérperberechnungen"

Piir dle Fléchenberechnungen gilt ebenfalls das schon in den "Me-
thodischen Hinweisen fiir Klasse 11" Gesagte. Da der Fliéchenin-
halt als eine Ableltung der ebenen FlHdchen in die Menge der
nichtnegativen reellen Zahlen anzusehen ist, also die Flidchen
ohne Orientierung betrachtet werden, kann der Inhalt einer FlH#-
che nicht negativ sein.

Die in Klasse 11 erworbenen Kenntnisse bezliglich der Anwendung
der Integralrechnung zur Fldchenberechnung werden nun auch auf
die Punktionen ausgedehnt, die in der Stoffeinheit 4.1. inte-
griert wurden.

Diese Stofteinheit gestattet erneut vielfdltige Wiedernolungen,
nicht nur die im Lehrplan geforderte Wiederholung der Fliohenbe-
reclmung mit Hilfe des bestimmten Integrals., AuBSer der Wiederho-

lung der Integration des Sinus, des Kosinus, der Wurzel- und

Exponentialfunktionen ktnnen nun auch einige Kenntnisse aus_der

analytisohen Geometrie in die Ldsungen der Ubuggsaufgaben ein-
flieBen.

Z.B. kann man Schnittpunkte von ebenen Kurven, Tangenten usw. er-
mitteln lassen, die dann zur Plicheninhaltsberechnung weiter ver-
wendet werden.
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Dadurch, da8 jetzt das Integralj ‘Ez - x2 dx mit Hilfe der
[¢]

Substitut lonsmethode geldst werden kann, wird die Formel fiir den
Flhcheninhalt des Kreises

A=Tr?
beweisbar. Bel dieser Gclegenheit sollte man die Schiiler noch
einmal iiber den wahren Charakter der Zahl X unterrichten.
In Klasse 7 wird die Zahl % alas der fiir alle Kreise konstante
Quotient -3- eingefiihrt, wobei u der Umfang des Kreises und d

der Durchmesser des Kreises ist. Damit ist die Zahl X fest an
den Kreis gekniipft. Durch die Eintilhrung der Winkelfunktionen

am Einheitskrels wird die Zanl X filr die Winkelfunktionen bedeu-
tungsvoll. Bei dem oben genarmten Integral kommt die Zahl T durch
‘die Substitution x = sin t herein. Der Definition der Zahl x
kommt man also bei dem Beweils der Formel filir den Flécheninhalt
des Kreises keinen Schritt n#dher.

Eine gewlsse Abrundung erfidhrt das Gebiet der Inhaltsberechnungen,
das sochon in.den unteren Klassenstufen beginnt und sich dann durct
alle folgenden hindurchzieht, durch die Herleitung einiger wioch-
tiger Volumenformeln.

Nachdem schon in Klasse 11 der Begriff des Fldocheninnalts fiir ge-
wisse krummlinig begrenzte ebene Fliéchen mit Hilfe der Integral-
rechnung definiert wurde (vgl. Lehrbuch K1, 11, Ausgabe 1969,
Definition D 2), sind nun die bereitgestellten Kenntnisse der
Integralrechnung ausreichend dafiir, um fiir elne bestimmte Klasse
von Kérpern ein Volumen zu definieren und unter Verwendung der
bisher behandelten Integrale zu berechnen,

Ist die Querschnittsfléiche eines Krpers als stetige Funktion
der Hbhe gegeben, so wird das Volumen des Korpers definle rt als

fA(x) ax ,
0

wobei h die Gesamthtthe des Kirpers und A(X). der Innalt der Quer-
schnittsfléche des Kérpers bel der Hdhe x ist.

Warum man das Volumen eines Kirpers gerade so und nicht anders
definiert, bedarf natlirlich einer Begriindung. Diese Begriindung
wird im Lehrbuch dadurch gegeben, daB8 der Schiiler, ausgehend von
der Ausschtpfung des Ktrpera durch gerade Zvlinder, Uiber einen
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GrenzprozeS aut dileses Integral gefiihrt wird. Dabeli wird das
Volumen von geraden Zylindernals bekannt vorausgesetzt. Zwei-
felsohne wird daduroh die Analogie zur Definition des Flichen-
inhalts in Klasse 11 eingeengt, denn dort wurde lediglich der
Fldcheninhalt von Rechtecken als bekannt vorausgesetzt. Es ist
Jedoch offensiochtlich, daB8 die fiir die geraden Zylinder verwen-
dete Volumenformel A « h (A - Inhalt der GrundflHche, h - HShe)
eine Fortsetzung der Volumenberechnung flir Quader darstellt, so
daB man den Schiilern diesen Sprung zumuten darf.

Indem man sich nicht nur auf Rotationskdrper besohrénkt, sondern
die schon weiter oben erwkhnte allgemeinere Klasse von KYrpern
betrachtet, wird die Volumenformel fiir die Pyramide beweisbar,
und insbesondere erh¥lt man den Satz des Cavalieri.

Gilt némlich fiir zwel Kdrper von gleicher Hthe h, das die Inhal-
te ihrer Querschnittsfliéchen A1(x) und Aé(x) in jeder H¥he x ’
gleich sind, so haben sie auch gleiches Volumen.

Wegen Aq(x) = Ay(x) fr alle x € <{0,h) gilt (unter der Voraus.
setzung, daB A, und A, stetige Funktionen 8ind)

h h
/ A1(x) dx = / Ay(x) dx.
0 (]

Es ist an dieser Stelle angebracht, den Schiilern ins Geddchtnis
zuriickzurufen, wo dieser bisher unbewiesene Satz schon verwendet
wurde. Die griBere Zahl der Anwendungsbeispiele sollte sich.aut
Rotationsk¥rper beziehen, die durch Rotation des Bildes einer
stetigen Funktion f in einem Intervall {a3;b) um die x-Achse
oder y-Achse entstehen. )
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