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SPROSSE FUR SPROSSE

Lligget se“

Die Karwatsche, eine Lederpeitsche, in der Hand, schritt Lehrer
Biittner im Klassenzimmer auf und ab. Er hatte seinen Kleinen,
die 1784 in die Katharinenschule zu Braunschweig aufgenommen
worden waren, eine schwierige Aufgabe gestellt. Sie sollten die na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis 100 addieren. Und wehe denen, die da-
mit nicht zurechtkamen! Sie muBten darauf gefaBt sein, daB ihre
Rechnungen mit der Peitsche ,korrigiert“ wurden. So beugten sich
die Neun- und Zehnjédhrigen éngstlich iiber ihre Schiefertafeln und
kritzelten Zahl um Zahl.

Nur einer, der Kleinste von allen, schien kaum etwas zu schrei-
ben. Schon nach wenigen Minuten — oder waren es nur Sekun-
den? - stand er auf, ging zu dem Tisch, der vor den Bankreihen
stand, und legte seine Tafel, wie es Brauch war, dort ab. ,Ligget se“
(,Da liegt sie“), bemerkte er in seinem heimatlichen Dialekt zu
Lehrer Biittner. Der ldchelte mitleidig. Das Ergebnis schaute er
sich gar nicht erst an. ,Unmoéglich“, mag er gedacht haben, ,daB so
ein Knirps wie dieser Carl Friedrich hundert Zahlen in so kurzer
Zeit zusammenzidhlt.“ Wie lange hitte er, der Lehrer, wohl dazu
gebraucht? Der fixe Rechner, ein etwas schiichterner Junge, sa8 in-
dessen so gelassen auf seinem Platz, als ob er die Peitsche nicht zu
fiirchten brauchte. Wéhrend er in die Runde schaute, schrieben die
anderen ihre Zahlenkolonnen: 1+2=3, 3+3=6, 6+4=10,
10 + 5 =15 und immer so weiter, bis endlich — als letzter Sum-
mand - die 100 erreicht war. Was fiir eine langwierige Sache,
99 Additionsaufgaben! Ein kleiner Fehler, schon wurde alles falsch,
und es drohte die Karwatsche. Lange muBte Lehrer Biittner auf die
weiteren Rechentafeln warten. Erst am Ende der Stunde bildeten
sie auf seinem Tisch ein wackliges Tiirmchen. Sie muf3ten ndmlich,
nach der Reihenfolge der Abgabe, Kante auf Kante iibereinander-
gestapelt werden.

Nachdem nun der Lehrer, wie iiblich, den ganzen StoB gewendet
hatte, lag zuoberst die Tafel mit dem Ergebnis des kleinen Carl
Friedrich GauB. Es lautete — ohne irgendeine Rechnung —: 5050.
Der gestrenge Herr Biittner war verbliifft. Die Summe stimmte. Die
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meisten anderen hingegen nicht. ,Ganz einfach“, erlduterte der
junge GauB seine Uberlegung, ,ich habe nur 50 mal 101 gerech-
net.“

Jetzt hitte der Schulmeister etwas ganz AuBergewdhnliches tun
sollen, vielleicht seine Karwatsche verbrennen; denn er durchlebte
soeben einen denkwiirdigen Augenblick. Ja, diese Rechenstunde,
die er eigentlich nur angesetzt hatte, um ein wenig verschnaufen zu
kénnen, machte ihn beinahe unsterblich. Wer wiite heute, nach
200 Jahren, noch seinen Namen zu nennen, wenn er damals nicht
jene Aufgabe gestellt und jene brillante Losung erhalten hitte.

Aus dem Kleinsten der Klasse, Carl Friedrich GauB, wurde einer
der groBten Mathematiker aller Zeiten. Noch im hohen Alter er-
zdhlte der , Fiirst der Mathematiker“, wie ihn seine Fachkollegen in
aller Welt nannten, gern von dem Trick, mit dem er seinen ersten
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Lehrer iiberlistet hatte. Er addierte die Zahlen nicht der Reihe
nach, sondern bildete aus der ersten und der letzten (1 + 100), der
zweiten und der vorletzten (2 + 99), der dritten und der drittletzten
(3 +98) und so weiter jeweils die Summe 101. Das ergibt 50 sol-
cher Paare und damit das Endergebnis 5050.

So einfach, so leicht zu verstehen. Nur daraufkommen muB
man.

Zihlen, eine Kleinigkeit?

GauBl baute mit an einem gewaltigen Gebdude. Das wuchs und
wuchs und wichst und wéchst und wird trotzdem nie fertig. Schon
vor vielen Jahrtausenden wurden seine Fundamente gegriindet,
und die Bauleute kamen und kommen aus aller Welt. Anfangs ging
die Arbeit sehr, sehr langsam voran. Doch mit der Zeit nahm das
Tempo zu, so daB die oberen Stockwerke schneller errichtet werden
konnten als die unteren. Heute ragt es, nach oben noch offen, in
schwindelerregende Hohe empor: das groBe Haus der Mathema-
tik.

Seine ersten Bausteine, in der Steinzeit zusammengetragen, wa-
ren Zahlen wie 1 und 2. Sie bereiteten den Steinzeitmenschen
allerhand Schwierigkeiten. Einen Fisch, einen Bidren, eine Beere,
einen Baum, einen Felsbrocken — das sahen sie, das konnten sie
sich vorstellen, davon konnten sie trdumen, sind es doch wahr-
nehmbare, mit einem Fremdwort ausgedriickt, konkrete Gegen-
stinde. Aber Zahlen? Sie lassen sich weder anfassen, noch riechen
oder brummen sie. Man fand sie nirgendwo vor, sondern man
mubBte sie sich erst ausdenken. Im Gegensatz zu den konkreten,
greifbaren Dingen sind es nur erdachte Begriffe, abstrakte, wie man
auch sagt. Darum dauerte es sehr lange, bis die Menschen, die in
Hohlen lebten und ihre Werkzeuge und Waffen aus Steinen fertig-
ten, das Zidhlen lernten. Erst nach vielen Generationen erreichten
sie eine Stufe, auf der sie mit Zahlen so umgehen konnten wie
heute ein sechsjidhriges Kind. Zuerst unterschieden Héhlenbewoh-
ner wahrscheinlich nur zwischen ,viel“ und ,wenig”, als néchstes
vielleicht zwischen ,eins“ und ,viel“ und ,eins“ und ,zwei“. Die
aufkommenden Zahlworter waren fest mit den gezédhlten Gegen-
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stinden verbunden und hatten dadurch ein einprigsames ,Ge-
sicht“. Niemand vermochte sich eine Drei oder eine Fiinf vorzu-
stellen. 3 Speere oder 5 Finger — das war zu begreifen, zuerst mit
den Hidnden, dann mit dem Kopf.

Bei der Ausriistung der Jédger, bei der Verteilung der Jagdbeute
oder bei Begegnungen mit anderen Menschengruppen muBten
schon friihzeitig Mengenvergleiche angestellt werden. Obwohl man
mit dem Zidhlen noch nicht zurechtkam, konnte man sich doch auf
eine denkbar einfache Weise behelfen, indem man reihum zuord-
nete, beispielsweise ein Mann — ein Speer, ein Mann - ein Speer
usw. Sicherlich wurden so auch die ersten Divisionsaufgaben ge-
16st.

Es vergingen Jahrhunderte und Jahrtausende, bis man die Zah-
len von den Gegenstinden abKoppelte. Reste ihrer Abhédngigkeit
gibt es noch immer. Zum Beispiel heiBen auf einer Siidseeinsel
10 Kdhne ,bole“, 10 Kokosniisse aber ,karo“. Um zu erkennen, daB
10 gleich 10 ist, muB83 man abstrahieren, verallgemeinern! Anfangs
waren die Menschen dazu noch nicht fahig. Auch viele Schulan-
finger brauchen noch die Anschauung. Es fillt ihnen leichter,
3 Apfel und 2 Apfel zu addieren, als die abstrakte Aufgabe 3 + 2 zu
16sen.

Zu den Zahlen 1, 2, 3..., die wir die natiirlichen Zahlen nennen,
gesellten sich nach und nach noch andere, wie %, —5 oder 3. Sie
waren das Ergebnis menschlichen Denkens in einer jahrtausende-
langen Entwicklung. Aber noch heute gibt es Leute, die nur die na-
tiirlichen Zahlen fiir ,richtige“ Zahlen halten.

Urspriinglich verwandte man zu einer so ,schwierigen Sache“
wie dem Zdhlen iiberall Hilfsmittel: unter anderem Finger, Zehen,
Knoéchel, Knoten und Kerben, Hidufchen von Steinen oder Mu-

So wurde auf der Insel Sumatra gezihit:
Man schlitzte einen Bambusstock auf.
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scheln. So konnten zum Beispiel riesige Viehherden von Ziichtern,
die bei 10 am Ende ihrer Zahlenkenntnisse waren, mengenméifBig
dennoch erfaBt werden. Notigenfalls muBten sie sich zu einem
»,Ziahlerkollektiv® zusammenschlieBen. Mit Hilfe ihrer Hénde
wuchsen ihre Rechenkiinste ins unermefBliche. Dabei verlangt das
Verfahren gar keine groBen Fertigkeiten: Der erste zdhlt immerfort
die Einer. Nachdem er zum erstenmal 10 Finger ausgestreckt hat,
zeigt der zweite eine ,1“ an, einen Zehner also. Das wiederholt
sich, bis der zehnte Zehner (zwei volle Hinde) vorgewiesen wird.
Dann gibt der dritte den ersten Hunderter an, und das Spiel be-
ginnt von neuem, wobei die ,vollen Hinde“, je nach der Placierung
des Zihlers, nichts anderes als Zehnerpotenzen darstellen:

101 =10, 102=100, 10°=1000,
10*=10000 usw.

Von solchen Kenntnissen waren die steinzeitlichen Viehziichter
freilich noch meilenweit entfernt. Immerhin lieBe sich nach der
Methode, die sie angewandt haben kdnnten, auch die stadionfiil-
lende Besucherzahl eines FuBballinderspiels an den Fingern ab-
zdhlen. 5 Mann kidmen bis 100 000. .

Von Kerben und Potenzen

Leicht konnte bei derartigen Fingerkunststiicken eine kleine Un-
achtsamkeit die ganze Rechnung zunichte machen. Darum waren
die Menschen schon, als sie noch als Jiger und Sammler lebten,
darauf bedacht, die Ergebnisse ihrer mathematischen Miihen
irgendwie festzuhalten. Dafiir gibt es Belege aus fernster Vergan-
genheit. So wurde 1937 auf dem Gebiet der heutigen CSSR ein
iiber 10000 Jahre alter Wolfsknochen gefunden, der die Zahl 55 in
Form tief eingeschnittener Kerben auswies. Jeweils 5 Kerben waren
zu einem Biindel zusammengefaBt worden, so daB die Endsumme
schnell erfaBt werden konnte. Was mochte sie bedeutet haben?
Vielleicht die Anzahl der Stammesmitglieder.

Spiter zahlten Menschen, die fiir lange Zeit von der AuBBenwelt
abgeschnitten waren, auf dhnliche Weise ihre Tage: Weltumsegler,
Gefangene, Schiffbriichige wie Robinson Crusoe. Sie ritzten in
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Planken, Balken und Bidume. Wer Formulare, Wahlergebnisse oder
dhnliches abzéhlen muB, hilft sich noch heute mit Strichlisten, wo-
bei die Biindelung von Fiinfergruppen noch immer iiblich ist.

4““ Hﬂ HH Fiinferbiindel,
ein bewdhrtes Zidhlhilfsmittel

SchlieBlich gab es auch regelrechte Kerbholzer. Sie dienten ne-
ben anderem zum , Aufschreiben® von Schulden. Wer auf fremde
Kosten lebte, der hatte ,viel auf dem Kerbholz“. (Heute beziehen
wir diese Redensart auf alle moéglichen Delikte.)

Kerbholzer

Sehr groBe Zahlen eigneten sich allerdings nicht zu dieser Art
der Darstellung. Sie verlangten nach kiirzeren und iibersichtliche-
ren Formen. Gut zu helfen wuBten sich die Agypter. Schon vor fast

1L
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4000 Jahren ersannen sie besondere Zahlzeichen. Jede Zehnerpo-
tenz bis zur Million erhielt ihr eigenes Symbol: einen Strich (= 1),
einen U-férmigen, aber nach unten offenen Bogen (= 10), eine
halb zusammegngerollte MeBleine (= 100), eine Lotosblume
(=1000), einen Schilfkolben (= 10000), einen Frosch (= 100 000)
sowie den dgyptischen Gott des Luftraums (=1000000). Alles
Dinge, worin sich die Bewohner des Niltals gut auskannten. Es ist
nicht schwer, solche Zahlen zu lesen. Man braucht nur die einzel-
nen Zeichen zu addieren.

Welche Summe ergibt sich aus den in der Zeichnung links unten
dargestellten Zeichen?! ,

Erst viel spiter setzte sich, und zwar weltweit, unsre heutige Zah-
lenschreibweise durch. Doch damit befassen wir uns in einem an-
deren Abschnitt. Nur eine Frage sei schon hier gestellt: Warum
brauchen wir nur fiir die Einer verschiedene Zeichen, nicht aber,
wie die alten Agypter, fiir jede Zehnerpotenz??

Muster, Formen und MaBe

In Funden aus alter Zeit begegnen uns nicht nur Zahlen, sondern
auch die verschiedensten geometrischen Formen. So verzierten be-
reits die Menschen der jiingeren Steinzeit (4500 bis 1800v.u. Z.,
vor unserer Zeitrechnung) ihre TongefdBe mit vielfdltigen Mu-
stern, unter anderem mit Quadraten, Dreiecken und Kreisen. Oft
finden sich kunstvolle, in den Ton gebrannte Linienziige. Auch

................................
---------------------------
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wurden Figuren in bestimmte Fldchen einbeschrieben, zum Bei-
spiel Kreise in Dreiecke. Zeugnisse fiir diese Verbindung von
Kunst und Geometrie zeigten sich beispielsweise bei Funden aus
Ungarn, Jugoslawien, Griechenland, Agypten und dem Irak.

Ist das nicht ein Widerspruch bei den Steinzeitmenschen, auf
der einen Seite die Schwerfilligkeit im Rechnen, auf der anderen
die Kunstfertigkeit im Umgang mit geometrischen Formen? Man
muB bedenken, daB die Geometrie in vielem anschaulichere Ziige
hat als die Arithmetik (arithmos = Zahl). AuBerdem geben solche
Funde zwar Auskunft iiber das handwerkliche Kénnen der Men-
schen jener Zeit, aber nicht in gleichem MaBe iiber das Denkver-
mogen ihrer Gehirne. Vielleicht gab es Rechenkiinstler schon frii-
her, als wir annehmen.

Sehr anschaulich waren die ersten MaBeinheiten. Aber selbst bei
gleicher Benennung wichen sie vielfdltig voneinander ab. Fiir Lidn-
genmessungen wurden sie groBtenteils von menschlichen Kérper-
teilen abgeleitet: von Hinden, FiiBen und Armen. Noch heute ge-
brauchen wir Ausdriicke wie ,eine Handbreit“ oder ,fingerdick®,
und wir singen das Lied vom spannenlangen Hansel. Die Elle ist
eigentlich einer unsrer beiden Unterarmknochen (in Verldngerung
des kleinen Fingers). Aber als weitverbreitetes VergleichsmaB er-
scheint sie erheblich lidnger als das natiirliche Vorbild. In Agypten
und anderswo bezog man die Hand bis zur Spitze des ausgestreck-

Agyptische Elle
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Mit der Elle messen

ten Mittelfingers mit ein. Besonders Stoffe — und schon die Men-
schen in der jiingeren Steinzeit begannen zu weben — wurden ,mit
der Elle gemessen“. Doch von Gegend zu Gegend und von Land zu
Land unterschieden sich die EllenmaBe sehr voneinander, so, als
ob die einen das MaB von Riesen, die anderen aber von Zwergen
entnommen hétten. Allein in Deutschland tauchten spéter 132 ver-
schiedene Ellen auf.

Ahnlich verhielt es sich mit Hand- und Fingerbreiten (in Agyp-
ten % bzw. % der Elle) sowie mit Klaftern, der Spanne zwischen
den Fingerspitzen bei seitlich ausgestreckten Armen.

Als die ersten Hiduser gebaut wurden, brauchte man , Seilspan-
ner“. Sie lieBen gefdarbte Leinen auf eine geeignete Unterlage
schnellen. So erhielten sie ,schnurgerade“ Linien. (Man erkennt:
Dieses Wort ist von ,Leine“ abgeleitet.) Die hochste Kunst dieser
Seilspanner bestand jedoch darin, Seile zu rechten Winkeln auszu-
spannen.

Niaheres dariiber folgt in einem spiteren Kapitel.
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Das Leben — der erste Mathematiklehrer

Neues im Leben der Stimme und Voélker fiihrte stets auch zu
neuen Bausteinen fiir das Haus der Mathematik. Die umbherstrei-
fenden Jiger und Sammler dachten nicht an den Hausbau. Feste
Hiuser wiren fiir sie eine Fessel gewesen. In ihren Zelten und Hiit-
ten auf ihren zeitweiligen Rastpldtzen bedurften sie keiner geraden
Linien und rechten Winkel. Auch das Zihlen spielte fiir sie keine
groBe Rolle. Hauptsache, sie wurden satt und hatten geniigend
Felle fur ihre Bekleidung, Werkzeuge und Waffen zum Fischen
und Jagen bzw. zur Essenbereitung. Mit dem allmahlichen Uber-
gang zur SeBhaftigkeit, als die Menschen Pflanzer und Tierhalter
wurden, entwickelten sich bei ihnen neue Bediirfnisse. Sie began-
nen zum Beispiel, Hiuser zu bauen und Felder zu bewirtschaften
und muBten lernen, zu messen und zu vergleichen. Auch andere
Arbeiten erforderten neue Fertigkeiten. Zum Beispiel webte man
Stoffe, buk Brot, braute Bier und legte Vorratsspeicher an. Findige
Kopfe ersannen die Topferscheibe und das Wagenrad.

Aber solche Fortschritte setzten in den einzelnen Lebensrdumen
zu sehr unterschiedlichen Zeiten ein. In den dltesten Siedlungsge-
bieten, wo Menschen schon vor 50 000 Jahren in gr6B8eren Gruppen
zusammenarbeiteten, entwickelten sich das Denken und die Spra-
che sowie die Zahl- und Raumvorstellungen frither als anderswo.




Mathematische Zentren des Altertums

Daraus entstanden bedeutende Unterschiede. Wahrend zum Bei-
spiel in Babylon, der groBten und prachtigsten Stadt des Altertums,
schon die Wissenschaften aufbliihten, hatte die Menschheitsge-
schichte in dem Gebiet, in dem wir heute leben, noch gar nicht be-
gonnen. GroBenteils von Urwildern bedeckt, war es noch Tummel-
platz wilder Tiere. In ihrer Lebensweise sind einige weltabgeschie-
den lebende, kleine Menschengruppen bis heute nicht iiber das
Steinzeitalter hinausgelangt. Kann man von ihnen etwa Beitrige
zur Hoéherentwicklung der Mathematik erwarten?

Die ungleichméBige Entwicklung der Menschen wurde noch da-
durch verstirkt, daB neue Erkenntnisse nur langsam oder iiber-
haupt nicht weiterdringen konnten; denn Ozeane, Urwilder und
Gebirge trennten die Volker viel stirker als heute. In unseren Ta-
gen sorgen Zeitschriften und Biicher, Telefone, Radio- und Fern-
sehapparate fiir eine schnelle und weltweite Verbreitung neuer
Ideen. Hingegen erfuhren die Indianer im Altertum nichts von den
Errungenschaften der Babylonier — und umgekehrt. Darum wurde
manches doppelt und dreifach erfunden.

Schon Jahrtausende vor Beginn unserer Zeitrechnung erschmol-
zen in einigen Ldndern die ersten ,Hiittenwerker“ aus Erzen Me-
talle. Zuerst Kupfer. Weil die Waffen und Werkzeuge, die man dar-
aus herstellte, jedoch zu weich waren und sich sehr schnell abnutz-
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ten, fiigte man spiter dem Kupfer Zinn hinzu. So entstand Bronze,
und es setzte ein neuer groBer Entwicklungsabschnitt ein: die
Bronzezeit. Ihr folgte die Ara des Eisens. Uber beide gehen wir hin-
weg und wenden uns noch einmal der Zeit von GauB zu.

Die Menschheit hatte zu seiner Zeit bei ihrem Aufstieg schon
viele Sprossen der Entwicklung erklommen. Ging es — um ein-Bei-
spiel anzufiihren — im alten Agypten noch um das grobe Ausmes-
sen von Feldern, so muBte nunmehr der Flicheninhalt ganzer Lin-
der (zerlegt in deutlich markierte Dreiecke) genau bestimmt
werden. Dazu leitete und leistete der ,Fiirst der Mathematiker” in
seiner Heimat jahrelang umfangreiche Vermessungsarbeiten. Ein-
mal, als sein Reisewagen umstiirzte, wire er fast unter seinen
schweren eisernen MeBinstrumenten begraben worden. Insgesamt
umfaBten GauB3’ Berechnungen mehr als eine Million Zahlen. Aber
er hielt derartige Anwendungen nicht fiir die Krone der Mathema-
tik. In einem Brief an einen Freund schrieb er: ,Alle Messungen
der Welt wiegen nicht ein Theorem (einen Lehrsatz, d. Autor) auf,
wodurch die Wissenschaft von den ewigen Wahrheiten vorange-
bracht wird.“

Die Geschichte der ,,Wissenschaft von den ewigen Wahrheiten“
bestitigt es: Auch ohne direkte Verbindung zur wirtschaftlichen
Entwicklung wurden bedeutende mathematische Entdeckungen ge-
macht. Nicht selten eilten die groBen Denker ihrer Zeit weit vor-
aus. Zum Beispiel ersann der Engldnder Charles Babbage (1792 bis
1871) einen Rechenautomaten, der selbsttitig nach einem vorgege-
benen Programm arbeiten sollte. Aber in die Praxis umgesetzt wer-
den konnte seine Idee damals nicht, denn noch fehlten die techni-
schen Voraussetzungen dafiir.

SchlieBlich gelang es den Mathematikern sogar, das Unendliche
exakt zu erfassen. Das war eine ihrer groBten Leistungen, so daB
ihr Fach mitunter als die Wissenschaft vom Unendlichen bezeich-
net wird. Wir werden darauf noch mehrmals eingehen.

Von der Erdhéhle zum Raumschiff

GauB war nicht nur Mathematiker. Viele Jahre lang leitete er die
Sternwarte in Goéttingen und war hauptberuflich Astronom. Trotz-
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dem setzte er seine mathematischen Arbeiten fort. Damit bildet er
keine Ausnahme, denn gleich ihm verbanden viele Gelehrte die
», Wissenschaft vom Unendlichen“ aufs engste mit der von den Ster-
nen.

Erste astronomische Kenntnisse eigneten sich bereits die Jédger
und Sammler an. Wihrend wir uns in unbekanntem Geldnde nach
Karte und KompaB orientieren, muBiten sie ihren Weg von neuen,
ergiebigen Jagd- und Sammelgriinden zuriick zu ihren Rastpldtzen
(und umgekehrt) mit Hilfe der Sonne, des Mondes und der Sterne
zu finden versuchen. Auch die Hochseefahrer und Weltumsegler,
wie Leif Erikson, Christoph Kolumbus oder Fernao de Magalhies,
bedienten sich spéter dieser Methode.

Sehr wahrscheinlich erkannten Beobachter schon vor vielen tau-
send Jahren am Himmel einige gesetzméBige Erscheinungen. Als
die wichtigste sicherlich die: Alle Sterne beschreiben Kreise. Nur
einer nicht: der Polarstern. Er scheint auf der Stelle zu verharren.
Also kann man sich nach ihm orientieren. Genau entgegengesetzt

/;’ .

Der nordliche \

Sternhimmel scheint

um den Polarstern K

zu kreisen. //
In Wirklichkeit dreht

sich die Erde
um ihre Achse.

zu diesem ruhenden Himmelspol steht die Mittagssonne. Sie befin-
det sich iiber dem Siidpunkt, der Polarstern iiber dem Nordpunkt
des Horizonts. Die Verbindungsgerade (durch den Beobachtungs-
ort) ist die Nord-Siid-Linie. DaB sich die steinzeitlichen Astrono-
men in Himmelsrichtungen und -winkeln auskannten, beweisen
ihre hinterlassenen ,Denkmailer“. Zum Beispiel markierten sie vie-
lerorts die Blickrichtung zu den Auf- und Untergangspunkten der
Sonne zu Beginn der vier Jahreszeiten. Dazu reihten sie, von meist
kreisformigen Kultstitten aus, groBe Felsbrocken aneinander.
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zeigt zum Aufgangspunkt der Sonne zur Sommersonnenwende.

Hatte die Sonne ihren jeweils tiefsten bzw. hochsten Mittagsstand
erreicht, wurde Sonnenwende gefeiert. Zeugt nicht auch das von
aufmerksamer Beobachtung?

GroBe Furcht 16ste bei den Volkern in urgeschichtlicher Zeit das
Verschwinden der Sonne bei heiterem Himmel aus. Sie glaubten,
ein boser Drache (zum Beispiel) habe ihr Tagesgestirn verschlun-
gen, und es kiime groBes Ungliick iiber sie. Ahnliche Vorstellungen
erzeugte die Verdunkelung des Mondes. Aber die kliigsten Him-
melsbeobachter in den Lindern, in denen die Wissenschaft am
weitesten entwickelt war, so in Babylonien und in China, sahen die
Ursachen richtig. Sie wuBten schon in frithester Zeit, daB derartige
Finsternisse einzig und allein vom Winkel zwischen Erde, Mond
und Sonne abhingen. Mehr noch: Sie versuchten, solche Ereig-
nisse vorauszuberechnen. Das war bereits eine viel hohere mathe-
matisch-astronomische Stufe als das bloBe Beobachten. DaB nicht
alles genau zutraf, lag daran, daB wichtige Naturgesetze erst viel
spiter entdeckt wurden.

Sprosse fiir Sprosse stieg die Menschheit auf der Stufenleiter der
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Entwicklung empor. Einen aufsehenerregenden Hohepunkt brachte
der 4. Oktober 1957.

An diesem Tag beforderte eine méchtige Rakete von Baikonur in
der Kasachischen Sowjetrepublik aus den ersten kiinstlichen Satel-
liten ins Weltall. Wie der Mond umkreiste ,Sputnik 1“ monatelang
die Erde. Antriebslos. Allein nach den Gesetzen der Himmelsme-
chanik. Nach Berechnungen blitzschnell operierender Automaten.
Hatte der Mensch bis zu diesem historischen Tag kosmische Vor-
ginge lediglich beobachten und berechnen kénnen, so war es ihm
jetzt zum erstenmal gelungen, sie nachzuvollziehen, das Erforschte
praktisch anzuwenden. Auf , Sputnik 1“ folgten ,, Wostok“ mit Juri
Gagarin, dem ersten Menschen im Weltall, ,,Apollo“ mit den ame-
rikanischen Mondexpeditionen und viele andere Raumschiffe und
-stationen. Sie alle hiitten nicht fliegen k6nnen ohne die Mathema-
tik, ohne den Einsatz modernster Rechenautomaten, die in Sekun-
denschnelle Millionen von Aufgaben 16sten.

Ist es iibertrieben, zu sagen, daB viele Generationen von Astro-
nomen und Mathematikern an der Startrampe von ,,Sputnik 1 mit-
bauten?

Start eines Raumschiffs

21



HIMMEL UND ERDE

Wenn die Neugier nicht wir

Prometheus habe einst den Goéttern das Feuer entrissen und den
Menschen gebracht, erzidhlt eine Sage. Und schon vor eineinhalb
Millionen Jahren sollen Menschen oder menschenédhnliche Wesen
damit hantiert haben. Auf dieses Alter wurden Funde geschitzt,
die im siidlichen Afrika zutage kamen: einfachste Steinwerkzeuge
und Stiicke gebrannten Tons. Die das herstellten, standen in ihrer
Entwicklung schon hoch iiber den Tieren.

Kein Fund hingegen verkiindet, wann den Menschen zum er-
stenmal die Neugier packte. Nicht die kleinliche, sondern der
Drang, hinter die groBen Geheimnisse des Himmels und der Erde
zu kommen. Es wire sehr verwunderlich, wenn sich die frithesten
Erdenbewohner nicht die Frage gestellt hitten: Was ist das eigent-
lich fiir ein ,,Ding“, auf dem wir leben? Irgendwann befaBten sich

Altgriechische Vorstellung: die Erde — eine flache Scheibe, umgeben von Wasser und
iiberspannt vom Himmelsgewdlbe
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alle Volker damit, und nach und nach bildeten sich iiber die Be-
schaffenheit der Erde bestimmte Vorstellungen heraus. Die alten
Griechen glaubten, sie sei eine groBe Scheibe, die ringsherum vom
Wasser umspiilt wird. Dieses Erdbild setzte sich schlieBlich durch.
Es beherrschte, trotz einiger anderer Meinungen, die Vorstellungen
fiir Jahrtausende. Als Christoph Kolumbus 1492 mit seiner Flotte
nach Westen segeln wollte, um nach Osten zu gelangen, erkldrten
ihn nicht wenige fiir verriickt. Ein solches Vorhaben sei, wo doch
die Erde die Form eines Diskus habe, von vornherein zum Schei-
tern verurteilt. Wir wissen, wer recht hatte. Einige Menschen haben
den Erdball schon im ganzen gesehen. Zum Beispiel die amerika-
nischen Astronauten Neil Armstrong und Edwin Aldrin vom Mond
aus.

Der Gedanke an die Kugelgestalt der Erde tauchte schon vor
3000 Jahren auf (vgl. Kapitel ,Planeten auf der Waage“, Seite 121).
Doch ihn vertrat nur eine Minderheit von Gelehrten. Zu ihr ge-
horte Aristoteles, einer der gr68ten Denker des Altertums; er lebte
384 bis 322v.u.Z. Er hatte zahlreiche Mondfinsternisse beobachtet,
und ihm war aufgefallen, daB sich dabei der Erdschatten auf dem
runden ,Mondgesicht immer als Kreis abbildete. Daraus zog er
den SchluB, daB der Schattenwerfer die Gestalt einer Kugel haben
miisse. Eine Scheibe wiirde, je nach ihrer Stellung zur Lichtquelle,
zu wechselnden Schattenformen fiihren.

Das ldBt sich leicht nachpriifen. Halten wir beispielsweise einen
Tischtennisball in den Strahlengang einer Taschenlampe, dann
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kénnen wir ihn drehen und wenden, wie wir wollen — sein Schatten
(senkrecht zum Strahlenverlauf) zeichnet sich als Kreis ab. Dage-
gen kann das Schattenbild einer Scheibe bis zu einem Strich zu-
sammenschrumpfen.

Der Zweig der Mathematik, der sich unter anderem mit solchen
Projektionen befaBt, heiBt darstellende Geometrie.

Der lange Marsch der Bematisten

Auch Eratosthenes, ein griechischer Gelehrter, der in Alexandria
lebte (etwa 276 bis 194v.u.Z.), vertrat die Ansicht, daB die Erde ku-
gelférmig sei. Und er war neugierig. Er wollte wissen, wie groB un-
ser Planet ist. Doch ihn auszumessen wie eine Weidefliche, das
konnte {iberhaupt nicht in Betracht kommen. ,Unendlich“ lang er-
schien schon der Nil. Wie weit muBte sich dagegen erst die ganze
Erde erstrecken! Ihr Umfang lieB sich nur mit mathematischen Me-
thoden bestimmen, auf keinen Fall ohne die Hilfe des Himmels.
Eratosthenes iiberlegte: Ein Winkel von 360° ergibt einen Kreis,
einer von 180° einen Halb- und einer von 90° einen Viertelkreis.
Also kann man das eine aus dem anderen errechnen. Man brauchte
nur einen kleinen Teil des Erdumfangs zu vermessen, wenn es ge-
linge, den dazugehorigen Winkel — und zwar im Erdmittelpunkt
(siehe Zeichnung) - zu ermitteln. Die Sonne brachte ihn ans
Licht! Wihrend ihre Strahlen in Syéne im siidlichen Agypten
(heute Assuan) genau senkrecht auf die Wasseroberfliche eines
Brunnens trafen, fielen sie zur gleichen Zeit in Alexandria unter
einem um 7,2° kleineren Winkel ein. Genauso gro muf3 der Win-
kel sein, unter dem die beiden Stidte vom Erdmittelpunkt aus er-
scheinen. Die Zeichnung erklirt es. Warum besteht zwischen den
mit W gekennzeichneten Winkeln Gleichheit?3
-Wegen der Gleichung

7,2°-50 = 360°
mubBte also die Strecke Alexandria—Syéne 7516 des Erdumfangs be-
tragen.

Sie zu vermessen, schickte. der Gelehrte Bematisten auf den
Weg. Das waren Schrittliufer, die ungeachtet aller Hindernisse
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sehr gleichmiBig zu gehen vermochten. Ihre Teilstrecken summier-
ten sich am Ende nach unserem heutigen MaB zu etwa 920 km.
Demnach errechnete Eratosthenes fiir den Erdumfang

920 km- 50 = 46 000 km
Ein Ergebnis, das der genauen GroBe (40 000 km) sehr nahekommt,

weicht es doch nur um etwa % von ihr ab.

Ein himmlisches Verh‘&ltnis

Viele tausend Male hatte Aristarch von Samos (etwa 320 bis
250 v.u. Z.) seinen Blick zum Himmel gerichtet. In seiner Neu-
gier — oder sagen wir besser WiBbegier? — dringte es ihn, dem
Mond und der Sonne ein Geheimnis zu entreiBen: Wie verhielt es
sich mit ihren Entfernungen von der Erde?. Aber messen konnte er
lediglich einen einzigen Winkel, und das geniigte nicht fiir eine
Entfernungsberechnung. Darum muBte er sich auf eine Verhiltnis-
zahl beschrinken. Sie sollte aussagen, daB der Erdabstand der
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Sonne soundsovielmal so groB ist wie der des Mondes. DaB es nicht
umgekehrt sein konnte, bewies der gemessene Winkel. Ihn hatte
Aristarch in dem einzigen dafiir geeigneten Augenblick ermittelt.
Er paBte nimlich den Moment ab, in dem der Mond genau in
einem rechten Winkel zu Sonne und Erde stand. Die Zeichnung
zeigt es: bei Halbmond. Da bestimmte er den Winkel, unter dem
diese beiden Himmelskorper von der Erde aus erschienen. Ftwa
87° zeigte sein MeBgeridt. Somit erhielt Aristarch ein Dreieck, und
das legte er seinen Berechnungen zugrunde. Durch eine maBstébli-
che Zeichnung auf einem A4-Blatt — die Strecke Mondmittelpunkt
bis Erdoberfliche wie im Buch wihlen! — konnten wir ungeféhr auf
das gleiche Ergebnis kommen. (Genau erhalten wir es — Kennt-
nisse der 10. Klasse vorausgesetzt — mit Hilfe der Trigonometrie.
Siehe dazu auch die Seiten 107/108)
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Erde
. J Wie Aristarch von Samos versuchte, die Erdabstiinde

von Sonne und Mond ins Verhéltnis zu setzen

Aristarchs Losung lautete: 19 Mondabstinde = 1 Sonnenab-
stand. Aber seine Winkelmessung war zu ungenau. Die heutigen
Instrumente arbeiten viel préziser. Statt 87 weisen sie 89,85° aus.
Das 14Bt sich auf kein genormtes Blatt mehr zeichnen, denn die
Entfernung der Sonne wichst damit ins Riesenhafte. Sie betrégt
durchschnittlich (denn es gibt gesetzmiBige Verdnderungen) rund
das 390fache des Abstandes Erde—Mond.

Ein groBer Irrtum des Aristarch von Samos, hervorgerufen durch
einen kleinen MeBfehler! Der war beim damaligen Stand der Tech-
nik sicherlich gar nicht zu vermeiden. Uberlegt hatte der griechi-
sche Gelehrte richtig. Noch viele Jahrhunderte nach ihm herrsch-
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ten bei den Astronomen ganz falsche Vorstellungen iiber die
Entfernungen der Himmelskorper.

Wire der Abstand so klein, wie ihn Aristarch ermittelte, dann
miiBte die Erde in rund 4 Tagen — statt in 365,2422 — einmal um
die Sonne rasen. Was gidbe das fiir ,Minischuljahre“! Dank den
Forschungen der Mathematiker-Astronomen lassen sich auch der-
artige Umlaufzeiten genau berechnen.

Warum die Priesterastronomen schalteten

Das Frithjahr 1980 war in Mitteleuropa auBergewohnlich trocken.
In manchen Gegenden fiel wochenlang kein Tropfen Regen, und
die Pflanzen auf den Feldern und in den Girten wuchsen spirli-
cher als sonst. Weil sie eine MiBernte beflirchteten, beklagten viele
Leute das Wetter. Manche meinten sogar die Ursache fiir die an-
haltende Trockenheit zu kennen. ,Kein Wunder“, sagten sie, ,wir
haben ein Schaltjahr, und das bringt nie was Rechtes.“

Koénnen Schaltjahre wirklich Wind und Wetter beeinflussen?
Nein — mit dem Geschehen in der Natur haben sie nichts zu tun,
um so mehr mit der Mathematik. Sie sind die Folge einer uralten,
komplizierten Rechenaufgabe. Die Sonne stellte sie den Men-
schen, und die Frage, die es zu beantworten galt, lautete: ,,Wie lang
ist ein Jahr?“ Heute wissen wir es: 365,2422 Tage. Doch es dauerte
Jahrtausende, bis die richtige Losung gefunden war. Und wegen
dieser Zahl mit den vielen Stellen hinter dem Komma - man
konnte sie noch weiter ausrechnen — gibt es Gemein- und Schalt-
jahre. Die einen mit 365, die anderen mit 366 Tagen. Darum hat
der Februar gewdhnlich (allgemein) 28, in Schaltjahren aber
29 Tage. Kann eine derartige Regelung etwa regenspendende Wol-
ken vertreiben? ,

Der Rechnung voraus gingen griindliche Naturbeobachtungen.
Aufmerksame Betrachter bemerkten, daB sich die Sonnenbahn von
Tag zu Tag ein wenig verdndert, daB sie entweder steiler oder fla-
cher wird. ‘Sie erkannten, daB sich die Jahreszeiten regelmiBig wie-
derholten, und es dridngte sie, herauszufinden, in welchem Rhyth-
mus das geschah, wieviel Zeit zum Beispiel von einem
Friihlingsanfang bis zum néchsten verging.
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Schon vor Jahrtausenden versuchten dgyptische Priester, hinter
dieses Geheimnis zu kommen. Es gab fiir sie einen zwingenden
Grund, die Gesetze der Natur aufzudecken und fiir die Menschen
nutzbar zu machen: Sie hatten nicht nur ihren geistlichen Dienst
zu versehen, sondern auch die Feldarbeiten der Bauern zu leiten.
Wollten sie gute ,,Agronomen“ sein und die giinstigsten Termine
fir Saat und Ernte sowie fiir die Geburt der Jungtiere festlegen,
dann brauchten sie eine moglichst genaue Zeiteinteilung, einen
Kalender. Die Bewisserung und Diingung der Felder besorgte der
Nil. In bestimmten, stets gleichbleibenden Abstinden {iber-
schwemmte er die Niederungen und lagerte dort fruchtbaren
Schlamm ab. Darauf muBten sich die Bauern rechtzeitig einrichten
konnen. Aber welche Zeitspanne lag zwischen einem Hochwasser
und dem néchsten?

Das zu ergriinden, half die Astronomie, die Sternkunde. Nacht
fir Nacht beobachteten Priester die Bewegung der Gestirne, und
sorgsam flihrten sie dariiber Buch. Ein Ereignis erwarteten sie je-
desmal mit besonderer Spannung: den ersten, endlich nicht mehr
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von der Sonne iiberstrahlten Aufgang des hellfunkelnden Sirius in
der Morgenddmmerung. Das geschah — nach unserer Zeitrech-
nung — Ende Juni, das war der Zeitpunkt, zu dem der Nil iiber die
Ufer trat, und das war fiir die Agypter das Zeichen zum Beginn
eines neuen Jahres. Eilends ausgeschickte Boten verbreiteten die
Kunde im ganzen Land. Aus den aufgezeichneten Daten ermittel-
ten die Priesterastronomen die Jahreslinge. Sie kamen zunéchst
auf 360 Tage.

Spédter korrigierten sie ihre Rechnung und héngten dem Jahr
noch § Tage an. Um das Volk zu beruhigen und ihm die plétzliche
Verlingerung zu erkldren, dachten sich die Kalendermacher eine
Legende aus. Danach war Ra, Agyptens Sonnengott, sehr erziirnt
dariiber, daB sich die Himmelsg6ttin Nut mit Geb, dem Gott der
Erde, verméhlt hatte. Das sei keine ,standesgeméBe“ Ehe. Es galt,
den aufgebrachten Ra, der den beiden prophezeit hatte, daB ihre
Kinder weder in einem Jahr noch in irgendeinem Monat geboren
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Endlich frithmorgens nicht mehr von der Sonne iiberstrahlt: der Sirius.
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werden wiirden, wieder zu versdhnen. So wurden ihm diese 5 Tage
geschenkt.

Und siehe da: Alle 5 Kinder des ungleichen Go6tterpaares kamen
in dieser Verlingerungszeit zur Welt.

Fortan gab es in Agypten einen Kalender, der den Lauf der
Sonne viel besser widerspiegeln solite als der urspriingliche, um
jene 5 Tage kiirzere. In der Praxis mufBite sich nun erweisen, ob die
Berechnungen stimmten. Zum Beispiel hidtte das Nilhochwasser,
das immer bei dem gleichen Sonnenstand einsetzte, nun jedes Jahr
auf ein und denselben Kalendertag fallen miissen. Zunéchst schien
auch alles in Ordnung zu sein. Ende Juni trat der Nil ,piinktlich“
iiber seine Ufer. Aber mit der Zeit stellten sich merkliche Verspéa-
tungen ein, die groBer und immer groBer wurden. Nach 120 Jahren
zeigte der Kalender schon einen der letzten Julitage an, wenn das
Nilhochwasser kam, und innerhalb von 1460 Jahren wanderte das
Uberschwemmungsdatum durch das ganze Jahr.

Wie war das zu erklidren?

Nur so: Die Priester muBten die Jahresldnge noch immer ein we-
nig zu kurz bemessen haben. Mit modernen MeBgerédten, Fernroh-
ren und Computern hétten sie um vieles genauer arbeiten kénnen.
Aber unter den Bedingungen ihrer Zeit vollbrachten sie dennoch
eine groBe Leistung. .

Jahrhunderte spiter gaben die dgyptischen Himmelsbeobachter
die Dauer eines Jahres mit 365 Tagen und 6 Stunden an
(= 365,25 Tage). Daraus erwuchs ein neues Problem: Was sollte
mit dem UberschuB, den Stellen nach dem Komma, geschehen?
Man konnte doch keinen Tag zerteilen und dem Kalender ein
Bruchstiick anhingen. Die Priester wuBten Rat. Sie sparten den
Rest so lange auf, bis er sich zu 24 Stunden, einem vollen Tag,
summiert hatte. Diese Summe fligten (schalteten) sie erstmalig im
Jahr 238 vor unserer Zeitrechnung in ihren Kalender ein. In der
Folge wurde dann jedes vierte Jahr ebenfalls um einen Tag verldn-
gert (zum Beispiel 234, 230, 226 usw.). .

Nicht wenigen Menschen bereitete diese Regelung spiter eini-
gen Arger, nimlich allen denjenigen, die gerade an diesem Schalt-
tag geboren wurden. Das diirften heute in der ganzen Welt immer-
hin gut 3 Millionen sein.

Wie kommt man auf diese Zah1?*
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Kaiserliche und papstliche Gesetze

Wegen ihres Wissens wurden die dgyptischen Priester hoch geach-
tet. Ihr Kalender funktionierte nach der Schaltung erstaunlich gut,
so daB sich nun auch andere Volker fiir ihn zu interessieren began-
nen. Manche kamen ndmlich mit der Zeitbemessung nur schwer
zurecht, darunter die Rémer. , Ihre Feldherren siegten immer, doch
sie wuBten niemals, an welchem Tag“, schrieb spiter ein franzosi-
scher Schriftsteller. ‘

Um Ordnung in sein Kalenderwesen zu bringen, lieB8 Julius Ci-
sar, ein michtiger romischer Herrscher und Heerfiihrer (100 bis
44v.u.Z.), von dessen Namen die Ausdriicke ,Kaiser“ und ,Zar“
abgeleitet sind, das mathematisch-astronomische Kunstwerk der
Agypter im Jahr 46 v. u. Z. auch in seinem Reich einfiihren. An-
fangs stieB er damit auf Unverstdndnis und Ablehnung, denn zum
AnschluB an die neue Zeitrechnung muBten zunichst 90 zusitzli-
che Tage auf einmal eingeschaltet werden. Dariiber witzelten die
Romer. Sie sprachen vom -, Jahr der Verwirrung®. AuBerdem lieB
Cisar den Jahresbeginn vorverlegen: vom 1.Mirz auf den 1.Januar,
in die Ndhe der Wintersonnenwende. Trotzdem spielte der Februar
auch weiterhin die Rolle des letzten Monats, muBte er sich doch
nach wie vor (anders als heute) mit 29 (in Schaltjahren 30) Tagen be-
gniigen. Bei 6 Monaten mit je 31 und 5 mit je 30 Tagen waren fiir
ihn, wie sich leicht nachrechnen 148t, nicht mehr iibriggeblieben.

Bald iiberzeugte die Qualitidt des neuen Kalenders auch die Vor-
eingenommenen, so daB Spott und Hohn verstummten. Den Ruhm
erntete Julius Cdsar, denn worin hauptsdchlich der FleiB und das

Julius Ciésar
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Konnen anderer, der dgyptischen Priesterastronomen, steckten, das
erhielt seinen Namen. Es ging als ,Julianischer Kalender“ in die
Geschichte ein. Kiinftig galt diese Zeitrechnung, und das fiir viele
Jahrhunderte, in fast allen Lindern Europas. Nur eine geringfligige
Anderung hatten die Romer daran kurz nach dem Tod ihres Impe-
rators (Herrschers) noch vorgenommen: Zu Ehren Julius Césars
und seines Neffen, des Kaisers Augustus (63 v.u. Z. bis 14u. Z.),
benannten sie zwei Monate um. Aus Quintilus (31 Tage) und Sex-
tilus (30 Tage) wurden Juli und August. Wegen ihrer erhabenen
Namen sollten die beiden ,Neuen“ einander ebenbiirtig sein.
Darum wurde dem August noch ein Tag angehdngt. Man nahm ihn
vom Februar. Daher dessen , Verstiimmelung“.

Heute erinnern noch viele Begriffe zum Zeitablauf an die alten
Romer und ihre Sprache, das Lateinische. Wir haben von ihnen
eine Reihe Ausdriicke geliechen. Man nennt sie Lehnworter. Dazu
gehort auch der ,Kalender“. Er geht auf die romischen Kalenden
zuriick. So hieBen die Monatsanfiange, also der 1. Mirz, der 1. April
usw. Noch die urspriingliche, vor Cédsar geltende Monatszdhlung
driickt sich in den Bezeichnungen September, Oktober, November
und Dezember aus. Sie bedeuten ndmlich — in dieser Reihen-
folge — siebenter, achter, neunter und zehnter Monat. Hingegen
sind die Namen Januar, Mérz, Mai und Juni von romischen Gott-
heiten (Janus, Mars, Maja und Juno) abgeleitet und Februar von
Februa, einem Fest der alten Romer, mit dem sie sich von ihren
Siinden reinigen zu koénnen glaubten. Bleibt noch der April
Er heiBt, vom Lateinischen ins Deutsche iibersetzt, ,der Offnen-
de“, wobei zu bedenken ist, daB der knospenéffnende Friihling
in Italien ein paar Wochen frilher einzieht als in unseren
Breiten.

In Geschichtsbiichern und Lexika stehen viele bedeutungsvolle
Daten, unter anderem, daB Julius César am 15. Midrz des Jahres
44v.u.Z. ermordet wurde, daB Christoph Kolumbus am 12. Oktober
1492 Amerika entdeckte oder daB Martin Luther am 31. Oktober
1517 seine beriihmten Thesen an das Tor der SchloBkirche von
Wittenberg schlug. Hinzugefiigt werden miiBte jedesmal: nach Ju-
lianischer Kalenderrechnung.

Doch nichts, absolut nichts geschah vielerorts in Europa zwi-
schen dem 5. und dem 14.10. 1582. Nicht einmal ein Hahn kréhte,
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geschweige denn vom Wetter wire irgend etwas zu vermelden ge-
wesen. Was war das fiir ein merkwiirdiger Zustand?

Er trat gesetzmiBig ein, denn nach einem ErlaB von hdchster
Stelle hat es diese Tage in etlichen Lédndern nicht gegeben. Die
Zeit sprang iiber sie hinweg.

Im 16. Jahrhundert hatte sich ndmlich sehr deutlich herausge-
stellt, daB selbst der Julianische Kalender noch um ein winziges zu
langsam ging. Zum Friihlingsanfang zeigte er nun nicht mehr den
21., sondern erst den 10. Médrz an. Die meisten Menschen fanden
das nicht sonderlich schlimm. Aber den Papst, den obersten Wiir-
dentriger der katholischen Kirche, bekiimmerte, daB durch diese
Datumsverschiebung das Osterfest nicht immer an den richtigen
Tagen gefeiert worden war. Doch gerade dafiir bestand eine strenge
Regel, die jede Abweichung zur Siinde erkldrte. Darum mubBte jetzt
der Kalender schleunigst vorgestellt und sein ,Tempo“ um ein we-
niges erhoht werden.

Papst Gregor XIII.

Zu diesem Zweck berief Papst Gregor XIII. 1582 eine Gelehrten-
kommission ein. Ihr stellte er die schwierige Aufgabe, den Kalen-
der kiinftig einer Jahreslinge von 365 Tagen, 5 Stunden und (rund)
49 Minuten anzupassen. Die Mathematiker und Astronomen Cla-
vius, Sirletti sowie Aloysius Lilius und Antonius Lilius berieten
lange hin und her. Am Ende fanden sie eine verbliiffend einfache
Losung. Sie strichen nur ein paar — nach Césars Regel — geplante
Schalttage, und zwar die von 1700, 1800, 1900, 2100 und allen wei-
teren Jahrhundertzahlen, die sich nicht (ohne Rest) durch 400 divi-
dieren lassen. '

Bei allen anderen Jahreszahlen blieb es bei der alten Regel: Die
Teilbarkeit durch 4 ergibt ein Schaltjahr. Es 148t sich also leicht
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und auf beliebige Zeit im voraus bestimmen, wann der Februar
29 Tage haben wird.

Die kleine Anderung zeigte groBe Wirkung. Sie glich die Zeit-
rechnung dem Rhythmus der Natur so gut an, daB keine nennens-
werte Abweichung mehr auftreten wird. Der winzige, noch verblei-
bende Fehler wird erst nach 3280 Jahren auf einen vollen Tag
anwachsen. Also kann man sagen, daB unser Kalender nunmehr ge-
nau geht.

Es muBte aber noch der Riickstand aufgeholt werden, der sich in
eineinhalb Jahrtausenden angehiduft hatte. Um diese Liicke zu
schlieBen, durchkreuzte Gregor kurzerhand jene 10 Tage, so daB
auf den 4. Oktober 1582 gleich der 15. folgte.

Ehre — wem Ehre gebiihrt? Fast vergessen sind die Namen der
findigen Berater. Den Papst hingegen hebt die Geschichte hervor,
denn die verbesserte Zeitrechnung wurde mit seinem Namen ver-
bunden. Der Gregorianische Kalender gilt — weltweit — noch
heute, und wenn wieder iiber Anderungen diskutiert wird, dann
geht es dabei nicht um die Genauigkeit (vgl. Kapitel ,Immer sonn-
tags?“ Seite 37).

Allerdings hielten es einige Herrscher noch sehr lange mit César,
unter anderem die tiirkischen und die russischen. Als der letzte Zar
gestiirzt wurde (1917), richtete sich RuBland noch immer nach der
,Zeitrechnung alten Stils“. Lenin riumte 1918 mit diesem Riick-
stand auf. Nunmehr muBten beim Ubergang zum neuen Zeittakt
bereits 12 Tage iibersprungen werden. Daraus erklidrt sich, warum
der Jahrestag der Oktoberrevolution im November begangen wird:
Der 25.10. 1917 wandelte sich durch die Kalenderumstellung in
den 7.11. 1917.

Allein die Jahresdauer von 365,2422 Tagen zeigt, wie schwierig
die Kalenderrechnung war. Was in dieser Zahl hinter dem Komma
steht, kann man sich besser vorstellen, wenn man es in Stunden,
Minuten und Sekunden ausdriickt. Der Leser moge es versuchen!’

Wechselnde Phasen

Die meisten alten Volker leiteten ihre Zeitrechnung vom Mond ab.
Sie beobachteten, wie er stindig sein ,,Gesicht“ verdnderte, und
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Steinzeitlicher ,Kalendermacher“: Jeder Vollmond - eine Kerbe

fanden schlieBlich die Regel: Etwa alle 29,5 Tage wiederholen sich
die Bilder. Das heiBt, in diesem Abstand treten die gleichen Mond-
phasen auf. Steht der Erdbegleiter in Sonnenrichtung, ist er un-
sichtbar, und es herrscht ,Neumond“. Nach jeweils etwa 1 Woche
folgen: zunehmender Halb-, Voll-, abnehmender Halb- und wieder
Neumond. Das ergibt zusammen ungefdhr einen Monat. Woher
dieser Ausdruck stammt, das ist nun nicht mehr schwer zu erraten.
Unser Himmelsnachbar lieferte die Vorlage dafiir. Seine wechseln-
den Gesichter, die Mondphasen, sind auf unseren Kalendern durch
einprigsame Symbole dargestellt. '

Wegen der gebrochenen Zahl (29,5) hatten in den &ltesten
Mondkalendern die Monate abwechselnd 29 und 30, die Jahre so-
mit 354 Tage. Die Folge: Die Jahreszeiten wanderten. Einmal reif-
ten die Apfel im September, ein andermal im Februar. Auch die re-
ligiosen Feste und Feiern, die ja eigentlich nicht pendeln soliten,
rutschten vom Friihling in den Sommer, den Herbst und den Win-
ter. Nach 33 Jahren war jeder Tag einmal durch alle Jahreszeiten
gelaufen, und die Verschiebung begann von neuem. Einhalt gebie-
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Von Vollmond zu Vollmond - 29,5 Tage

ten konnten dem Auseinanderriicken von Natur und Kalender nur
die Mathematiker. Sie dachten sich komplizierte Schaltungen aus,
um den Mondkalender fest an den natiirlichen Jahresablauf zu bin-
den.

Die beste Losung fand Meton, ein griechischer Astronom und
Mathematiker, vor 2 400 Jahren. Er kam auf die Gleichung:

19 (Sonnen-)Jahre = 235 Mondmonate.

Also muBten in 1 Jahr durchschnittlich 21355— =12,36842105 Mond-
monate ablaufen. Mit einem ausgekliigelten Schaltsystem brachte
Meton Sonnen- und Mondkalender so zusammen, daB sie sich
nach jeweils 19 Jahren wieder im Gleichlauf befanden. Die dazwi-
schenliegenden Verschiebungen hielten und halten sich in Gren-
zen. Zum Beispiel bewegt sich das vietnamesische Mond-Neujahrs-
fest, Tet genannt, nach dieser Regelung nur noch zwischen dem
20.Januar und dem 20. Februar.

Vor allem im Orient, wo es viele mondhelle N#chte gibt, waren
derartige Kalender sehr verbreitet, so in Babylonien, Indien und
China. Es entstanden Dutzende von Abarten — und damit ein
ziemliches Durcheinander. In manchen Léndern, unter anderem in
Agypten, werden heute zwei verschiedene Kalender gefiihrt: ein
moderner Gregorianischer und ein traditioneller nach dem Mond.
Gespannt wie ihre Vorfahren vor Jahrtausenden beobachten die
Agypter noch immer das erste Sichtbarwerden der zunehmenden
Mondsichel. Erblicken Beobachter das sogenannte Neulicht, be-
ginnt tags darauf ein neuer Monat. Proteste ,glaubwiirdiger Zeu-
gen“ fiihrten schon manchmal zu nachtrdglichen Verschiebungen
des Monatsbeginns.
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Aber auch bei uns hingt ein bestimmtes Datum nach wie vor
vom Mond ab: der Termin fiir Ostern. Das Fest liegt, und darum
wandert es, auf dem ersten Sonntag nach dem ersten Vollmond im
Friihling. Eine Beobachtung eriibrigt sich jedoch, denn es gibt eine
Formel, die es ermdglicht, das Osterdatum schon lange im voraus
zu beréchnen, und Carl Friedrich GauB stellte sie auf.

Immer sonntags?

Niemand hat gezédhlt, wie viele Kalendersysteme neben dem welt-
umspannenden Gregorianischen heute noch existieren. Auf alle
Fille sind es Hunderte, eine betrichtliche Anzahl davon allein in
Indien. Wire es daher nicht besser, es gibe einen einheitlichen
Weltkalender?

Ein solches Projekt wird schon seit langem diskutiert. Ende des
vorigen Jahrhunderts schrieb die Franzosische Astronomische Ge-
sellschaft dazu sogar einen Wettbewerb aus. Den ersten Preis er-
hielt der franz6sische Astronom Gustav Armelin. Das, was er da-
mals vorschlug, und Ahnliches wurde inzwischen schon mehrfach
in der UNO, der Organisation der Vereinten Nationen, erortert.
Aber eine Entscheidung dariiber, ob und wann ein derartiger Welt-
kalender eingefiihrt wird, ist noch nicht gefallen.

Im wesentlichen sdhe er wahrscheinlich so aus:

1. Jedes Quartal (Vierteljahr) hat 91 Tage = 13 Wochen, und es
beginnt stets mit einem Sonntag. Zu der Summe von
4.91 = 364 Tagen kommen noch hinzu: alljahrlich ein Welt-
feiertag nach dem 30.Dezember und alle 4 Jahre ein Schalttag
nach dem 30.Juni. Beide geh6ren weder zu einem Monat noch
zu einer Woche.

2.Jeder Monat zihlt, von nationalen Feiertagen abgesehen,
26 Arbeitstage.

3. Die Monatslingen verteilen sich wie folgt:

31 Tage haben: Januar, April, Juli, Oktober (die jeweils ersten
Monate im Quartal),
30 Tage: alle anderen, also auch der Februar.

4. Der erste Tag des Jahres (Neujahr) féllt stets auf einen Sonn-

tag, auch jeder weitere immer auf den gleichen Wochentag.

37



Die mathematischen Grundlagen des Gregorianischen Kalen-
ders wiirden also bestehen bleiben. Es kime nur zu einer gleichma-
Bigeren Verteilung der Tage auf die einzelnen Monate. Der Jahres-
kalender giilte ein fiir allemal. Wieviel Geld kdnnte, weil der Druck
immer neuer Kalender wegfiele, eingespart werden! Vielleicht aber
wire es langweilig, wenn man beispielsweise immer sonntags Ge-
burtstag hdtte, wenn jedes Schuljahr freitags anfinge, wenn der
1.Mai stets auf einen Mittwoch fiele und am 7. Oktober ewig Sonn-
abend wire. '

Viel Land — viel Steuern

Jedes Jahr zur Erntezeit muBten die Bauern im alten Agypten
ihren Priestern Steuern entrichten. Sie bezahlten deren Dienste
nicht mit Geld, sondern mit Waren. Dabei wurde die Hohe der Ab-
gaben nach der GroBe der Felder festgesetzt. Vermessen wurden sie
von den Steuereintreibern selbst, denn wer sonst widre dazu im-
stande gewesen. Immer wenn der Nil iiber seine Ufer trat, ver-
wischte er mit seinem Schlamm die Grenzmarkierungen, so daB
die Geometer (Landmesser) nie arbeitslos wurden.

Rechteckige Fldchen bereiteten den landvermessenden Priestern
die wenigsten Schwierigkeiten. Vielleicht waren sie beim Auslegen
von Tempelbdden mit Steinplatten dahintergekommen, daB man,
um den Fldcheninhalt von Rechtecken zu bestimmen, nur die je-
weiligen MaBzahlen von Linge und Breite miteinander zu multi-
plizieren braucht. Heute lernt jeder Schiiler:

A=a-b. )

Doch viele Feldflichen lieBen sich nicht so einfach berechnen.
Manche hatten zwar geradlinig verlaufende Seiten, aber die schnit-
ten sich nicht rechtwinklig. Was nun? Die Priester fanden einen
Weg, den wir auch heute noch beschreiten. Sie zerlegten solche
Flachen in Dreiecke. Wie man deren Inhalt berechnet, das erken-
nen die pfiffigsten Schiiler auch ohne des Lehrers Hilfe. Sie ergin-
zen ndmlich ein Dreieck zu einem genau doppelt so groBen Recht-
eck und bhalbieren dann dessen Fldacheninhalt. Von den
agyptischen Priestergeometern miissen wir annehmen, daB sie auf
die gleiche Weise vorgingen. Die Formel, die sie bei ihren
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Mit Hilfe der Triangulation wurden inzwischen ganze Linder
und Kontinente vermessen. Die Methode beruht darauf, daB man
die riesigen Fldchen in Dreiecke zerlegt (vgl. Kapitel ,,Das Leben —
der erste Mathematiklehrer“, Seite 18).

Pyramiden, Winkel, Himmelsrichtungen

Wer denkt, wenn von Agypten die Rede ist, nicht auch an Pyrami-
den. Vieles wurde iiber diese gewaltigen KOnigsgridber, deren Bau
Hunderttausenden Sklaven das Leben kostete, schon geschrieben.
Auch dariiber, was an Mathematik bzw. Geqmetrie in ihnen steckt.
Von alledem wollen wir hier nur eines herausgreifen: die Orientie-
rung nach den Himmelsrichtungen. Bewundernd wird immer wie-
der gefragt, wie es den Baumeistern gelang, die Kanten der quadra-
tischen Grundflichen genau nach Norden und Siiden sowie Osten
und Westen auszurichten. Aus einem uralten Dokument geht her-
vor, daB zunidchst die Nord-Siid-Linie abgesteckt wurde. Die
Sterne — siehe Zeichnung! — dienten dabei als KompaB. Anschlie-

orctern

Polars

Der heutige Polarstern (hier aus unterschiedlichen geographischen Breiten anvisiert) ist
ein guter KompaB. Er steht ziemlich genau im Norden. Zur Zeit des Pyramidenbaus
zeigte ein anderer Stern die Nordrichtung an.

Bend muBte zu dieser Geraden eine Senkrechte (Ost—West) errich-
tet werden. Wie das vonstatten ging, das verzeichnen die aufgefun-
denen Schriften nicht. Die Mathematiker vertreten dazu unter-
schiedliche Auffassungen. Die einen behaupten, die Agypter
hitten bereits damals — vor iiber 4000 Jahren — gewuBt, wie man
ein Seil zu einem rechtwinkligen Dreieck ausspannt. (Indem man
durch Knoten die 3 Seiten ins Verhdltnis 3:4:5 bringt.) Andere

40



WuBten die Agypter schon vor 4000 Jahren, wie man ein Seil zu einem rechten Winkel
ausspannt?

meinen hingegen, solche Kenntnisse hitten die Pyramidenbauer
auf keinen Fall besessen. Vielleicht konstruierten sie die rechten
Winkel schon so, wie es heute in der Schule iiblich ist. Nur, daB
statt des Zirkels Seil, Pflock und Ritzstock verwendet wurden. Also
hitten die Seilspanner um die Endpunkte einer Strecke mit hinrei-
chend groBem und gleichem Radius je einen Kreis schlagen und
die Schnittpunkte miteinander verbinden miissen. Die Verbin-
dungsgerade steht dann senkrecht auf der gegebenen Strecke. Wie
auch immer sie entstanden sein mdgen, die rechten Winkel an den
agyptischen Pyramiden erwiesen sich als erstaunlich genau.

DaB es iiber die Verfahrensweisen der damaligen Geometer wi-
derspriichliche Meinungen gibt, liegt an der Spirlichkeit der Uber-
lieferungen. Geschrieben wurde im alten Agypten — in einer
schwer zu entziffernden Schrift — auf schmale, teilweise meter-
lange Rollen, die aus dem Stengelmark einer Pflanze, der Papyrus-
staude, hergestellt wurden. Einige iiberlieferte ,Papyri“ (Einzahl:
der Papyrus) enthalten geometrische und arithmetische Rechenbei-
spiele, aber keinerlei Erlduterungen oder Begriindungen dazu. Die
,Spitze“ der damaligen mathematischen Kenntnisse der Agypter
spiegelt ein Papyrus wider, der in einem Museum in Moskau aufbe-
wahrt wird. Das Schriftstiick zeigt, wie das Volumen (der Raumin-
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halt) eines auf ihm dargestellten Pyramidenstumpfs berechnet wer-
den muB.

Bei anderen Bauten, zum Beispiel Tempeln, kam es vor allem
darauf an, daB sich deren Mauern nicht neigten. Um die Richtung
zum Erdmittelpunkt — die Lotrechte — zu erhalten, lieBen die alt-
dgyptischen Bauleute von oben einen Faden herab, an dem ein
Stein oder ein Metallstiick befestigt war. An dieser Methode hat
sich bis heute nichts gedndert.

C ]

)

Die Mauer ist ,,im Lot“. :'7 )

i

EX ORIENTE LUX
Die bedeutungsvolle Sechzig

»~Aus dem Osten (kommt) das Licht“ — , Ex oriente lux“ —, lautet
eine alte Redensart. Sie bezog sich urspriinglich nur auf den Son-
nenaufgang. Im iibertragenen Sinne meint man damit jedoch gei-
stige Errungenschaften, Ergebnisse des menschlichen Denkens.
Nicht daB im Osten kliigere Menschen gewohnt hédtten. Aber dort
entstanden Stiddte und Staaten schon viel frither als in anderen
Erdteilen. Und in den dichtbesiedelten Gebieten entwickelten sich
hochstehende Kulturen. Die Natur zwang die Menschen, ihren
Kopf zu gebrauchen. Zum Beispiel hédtten die Babylonier, eines der
dltesten Kulturvolker, in ihrem heien, trockenen Land, dem heuti-
gen Irak, ihre Erndhrung nicht sichern kénnen, wenn sie nicht stidn-
dig Wasser iiber ihre Felder geleitet hdtten. Also kliigelten sie weit-
verzweigte Bewisserungssysteme aus und zapften Euphrat und
Tigris, ihre groBen Fliisse, an. Es versteht sich, daB solche Projekte
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nicht ohne Berechnungen ausgefiihrt werden konnten. In iiberlie-
ferten Aufgaben geht es vielfach um Winkel an Dimmen, um die
Breite von Dammkronen und um die Anzahl der benétigten Ar-
beitskrifte. Dafiir ein Beispipl (worin gi§ ein Lidngen- und SAR ein
RaummaB ist): ,Ein kleiner Kanal, 6 gi§ seine Lidnge, 2 Ellen obere
Weite,

I%Ellen seine Tiefe, 1 SAR Erde die Leistung, 18 Leute.

Die Tage sind was?“
Die Antwort folgt gleich darauf:

,11 und 7 sind die Tage."

Auch Handel und Wandel kamen in Gang. Es wurde getauscht,
ver- und gekauft. Ferner waren Sklaven mit Arbeitsgerdten auszu-
riisten, Soldaten mit Waffen und Verpflegung zu versehen, Steuern
einzutreiben, Wege und Felder zu vermessen. Alles das erforderte
mathematische Kenntnisse. Die besaBen freilich nur wenige Men-
schen. Vor allem die sogenannten Schreiber. Sie hatten zu planen,
zu berechnen, zu kontrollieren. Ihre Berufsbezeichnung untertreibt

YWY YV VY o
YWoWOW W W wy wy aw

<<« < VY K
YKV W (10) (%)  (500)

Babylonische Keilschriftzeichen. Links unten steht:
2.600+4-60+5-10+2=1492

also ihre Verantwortung. Alles, was sich in Zahlen erfassen lieB,
muBten sie aufzeichnen. Anfangs ritzten diese babylonischen
Schreib- und Rechenkiinstler eckige, keilformige Zeichen (Keil-
schrift!) in feuchten Lehm, der dann getrocknet und zu Tafeln ge-
brannt wurde. Durch derartige Zeugnisse erhielten wir Kenntnis
iiber die jahrtausendealte Mathematik der Babylonier.
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Manches iibernahmen wir von ihnen, und in diesen mathemati-
schen Importartikeln aus dem Land zwischen Euphrat und Tigris
spielt immer wieder eine bestimmte Zahl eine Rolle. Mitunter
narrt sie uns sogar. Beispielsweise, wenn wir iiberlegen, warum ein
Flugzeug ein und dieselbe Strecke bei gleicher Geschwindigkeit
einmal in ,nur“ 75 Minuten, ein andermal ,aber“ in 1 Stunde und
15 Minuten zuriicklegte. Am Gegenwind lag’s nicht. Das babyloni-
sche Zahlensystem stiftet hier Verwirrung. Nach kurzer Besinnung
fdllt es uns ein: 1 Stunde hat nicht, wie wir es von Mark und Hekto-
litern und Quadratmetern her gewohnt sind, 100 néchstkleinere
Einheiten, sondern nur 60. Also waren die beiden Flugzeiten genau
gleich.

Noch in vielen anderen Beziehungen begegnet uns die alte baby-
lonische Grundzahl. Bilden wir, unter Verwendung der iiblichen
Abkiirzungen und Zeichen, einige Gleichungen:

1min=60s
360° =1 Vollwinkel = 6-60°
1° =60" (Minuten, jedoch auf Winkel bezogen, nicht auf
die Zeit)
1’ =60" (Sekunden)

1 Seemeile = gl(—) Breitengrad (am Aquator) = _lllé})km
=1852m

1 Schock (z.B. Eier) = 60 Stiick

1 Dutzend = %9 =12 Stiick

1 Jahr = 65—0 = 12 Monate

1 mathematisches Jahr = 6-60 = 360 Tage

(z.B. bei Zinsberechnungen oder Zeitumrechnungsaufgaben)

1 mathematischer Monat = %0— = 30 Tage.

Bis 1927 war in Deutschland 1 Tag nicht in 24 Einzel-, sondern in
12= 65—0 Doppelstunden eingeteilt. Man brauchte also nicht zwi-

schen 12 und 24 Uhr usw. zu unterscheiden.
Wohliiberlegt begriindeten die Babylonier ihr Sechziger- oder
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Sexagesimalsystem, denn diese Grundzahl eignet sich besonders
gut zum Teilen. Man kann sie ohne Rest durch 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12;
15; 20; 30 und 60 dividieren. Ptolemdus, ein beriihmter griechi-
scher Astronom und Mathematiker, erkldrte spiter, er habe seine
Berechnungen darum nach jenem System ausgefiihrt, weil so die
Anwendung von Briichen am bequemsten sei.

Den Unterschied zwischen Sexagesimal- und Dezimalsystem
sollen noch einmal die folgenden Gleichungen verdeutlichen:

0,5 h (Stunden) = 30 min 0,5M = 50 Pf.

15 min = 7h = 0,25 h 15cm=0,15m
Immer wieder liest man, daB eine Versammlung beispielsweise
14,30 Uhr beginnen wiirde. Das ist falsch geschrieben. An die Stelle

des Kommas gehort ein Punkt; denn man kann % nicht genauso

darstellen wie 136% In den Eisenbahn- und Omnibusfahrplinen
steht es richtig.

Eins durch zwei — nicht 16sbar?

Oft muBte, wo Menschen miteinander verkehrten, irgend etwas ge-
teilt werden. Vielleicht hatte ein &dgyptischer Bauer ein Zehntel
oder ein Zwolftel seines Ernteertrages als Steuer abzufiihren. Oder
ein paar Durstige wollten den Inhalt eines Kruges Wein so aus-
schenken, daB keiner zu kurz kam. Auch an den orientalischen
Fleischtopfen sollte Gerechtigkeit herrschen, zumindest flir die
Sklavenhalter. Wie aber konnte man ein Ganzes in mehrere gleiche
Teile aufspalten? Nicht immer lieB sich das Verfahren ,Ein
Mann - ein Teil“ anwenden.

Fiir Schiiler der untersten Klassen sind , Probleme“ wie 1:2
nicht 15sbar. Auch die alten Vélker kamen anfangs damit nicht zu-
recht. Wer nur mit natiirlichen Zahlen umzugehen versteht, der ge-
rdt hier an eine Schranke, die ihm den Weg zu den Teilungen ver-
sperrt. Viel zu weit auseinander liegen die Glieder der Folge 0; 1; 2;
3; 4;...
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Briiche fiillen Liicken

Klafft nicht schon zwischen 0 und 1 eine riesige Liicke? Und die
Liickenhaftigkeit setzt .sicoz.h fort bis ins Unendliche. Als eines der
ersten Volker gingen die Agypter daran, die Zwischenrdume zu fiil-
len, indem sie gebrochene Zahlen bildeten. Davon ,passen“ allein
zwischen 0 und 1 — wie auch zwischen alle anderen ,,Nachbarn“ —

. . 1111 2345
unendlich viele, z. B. PIPJ usw., ebenso = TP 56 usw.

Allerdings beschrinkten sich die dgyptischen Mathematiker auf
sogenannte Stammbriiche, wie ;, ; i usw. Das heiBlt, sie verwende-
ten nur den Zihler 1. Aber anstatt ihn mitzuschreiben, setzten sie
‘einfach iiber den Nenner einen Punkt, das Zeichen fiir ein kleines
HohlmaB. 2 bedeutete also . 3 soviel wie ; ,Halbiere“ bzw. ,drit-
tele den GefdBinhalt“ war der urspriingliche Sinn dieser Schreib-
weise.

2 Apfel fiir 3 Kinder

Geteilt wurde nun aber auch vieles andere. Geometer und Astro-
nomen konnten mit Hilfe gebrochener Zahlen ihre Messungen viel
genauer angeben. So legte Eratosthenes seiner beriihmten Erdum-
fangsberechnung einen Winkel von 7-;—° zugrunde (vgl. Kapitel
»Der lange Marsch der Bematisten“, Seite 24).
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Ein Drittel
ist genausoviel
wie zwei Sechstel

An solchen Briichen wie %, % oder % (Zdhler ungleich 1) kamen

die Agypter jedoch nicht vorbei. Aber das waren fiir sie keine Zah-
len, sondern Aufgaben. In einem erhalten gebliebenen groBen Pa-
pyrus stehen viele Beispiele, wie sie die Schwierigkeiten meister-
ten. Sie zerlegten derartige, ihnen unliebsame Ausdriicke in
Stammbriiche. Dafiir enthilt jene Papyrusrolle eine lange Tabelle.
Auf unsere heutige Schreibweise iibertragen, findet sich dort unter
anderem: '

2 121, 1
3 157, 4 28
Auch die Babylonier, im Vergleich zu den Agyptern die besseren

Rechner, wuBten schon lange vor Beginn unserer Zeitrechnung mit
Briichen umzugehen. Sie benutzten dafiir bildhafte Symbole. Zum

N 1

12_
6

N =
(SS TN

Beispiel stellten sie % durch ein halbiertes HohimaB dar.

Rot und Schwarz

Etwas sehr Auffilliges enthilt eine 2 000 bis 3 000 Jahre alte chine-
sische Rechenfibel: rote und schwarze Zahlen. Die gibt es noch
heute in ganz &hnlicher Bedeutung. Angenommen, jemand
schreibt einen Scheck iiber 500 M aus, hat aber nur 400 M auf sei-
nem Konto. Was geschieht dann? Der Kontoauszug wird bunt! Ne-
ben einigen schwarzen Zahlen — wie dem Datum - erscheint die
,100“ in Rot. Das bedeutet Schulden, so daB die Sparkasse eine Er-
mahnung schickt.
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Auf die gleiche Weise, wenn auch mit umgekehrter Farbgebung,
unterschieden damals schon die Chinesen positive und negative
Zahlen. Die einen sind groBer, die anderen kleiner als Null. Bei
den Kaufleuten ging es bei ,,Schwarz oder Rot?“ stets um Geld, um
Guthaben oder Schulden. Aber durch diese Zweiteilung 148t sich
noch vieles andere erfassen. Nur daB dafiir auBerhalb der Sparkasse
heute nicht unterschiedliche Farben, sondern Plus- und Minuszei-
chen verwendet werden. Zum Beispiel betragen unsere hdchsten
Sommertemperaturen etwa +33 °C, die tiefsten im Winter gegen
—25°C. Oder: Der Fichtelberg liegt 1214 m iiber, das Tote Meer
392 m unter Normalnull (dem mittleren Meeresspiegelniveau). Man
kann dafiir auch +1214 m bzw. —392 m schreiben. Weit zuriicklie-
gende Jahreszahlen erhalten gewohnlich den Zusatz ,v.u.Z.“ (vor
unserer Zeit) oder ,u. Z.“ (unserer Zeit). Denkbar widren dafiir
auch, und manchmal kann man es in Biichern so lesen, mathemati-
sche Vorzeichen. Beispielsweise lebte der beriihmte romische Kai-
ser Augustus, nach dem unser 8. Monat benannt ist, von —63 bis
+14. Wie alt wurde er, und welcher Temperatur- bzw. Hohenunter-
schied liegt zwischen den obengenannten Zahlen?¢ .

Fiir die Schiiler in den unteren Klassen existiert keine Zahl,
die — als ein Beispiel von vielen — um 3 kleiner ist als 2. Erst recht

sind Aufgaben wie %—% fir sie unlosbar. Die dlteren hingegen

rechnen:

Mit den schwarzen Zahlen der Chinesen (so kennzeichneten sie
die negativen Zahlen) erweiterte sich das Haus der Mathematik
wiederum um einen groBen Bereich: Alle Subtraktionsaufgaben
konnen nunmehr ausgefithrt werden.” Zur geometrischen Darstel-
lung geniigt ein Zahlenstrahl nicht mehr. Man braucht, mit der
Null in der Mitte, eine Zahlengerade. Die Zeichnung verdeutlicht
es.

| -.z;- ] -;# | ."‘i ..:,l | %égn .lf! %. ;
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Zahlengerade

48



Natiirlich ist, wie konnte es in der Mathematik auch anders sein,
das riesige Zahlenreich auf das strengste geordnet. Es untergliedert
sich in Grundbereiche. In der Schule unterscheiden wir:

1. natiirliche Zahlen, wie 0; 1; 2; 3;...

2. gebrochene Zahlen, wie 112 aber auch 1, %—, g=% usw.

233 1
3. ganze Zahlen, wie die unter 1. genannten, dazu —1; —2;

-3;...
4. rationale Zahlen, wie alle unter 1. bis 3. genannten, dazu

3 i
5, z usw.

5. reelle Zahlen, wozu alle unter 1. bis 4. genannten gehoren,
ferner Wurzeln, mit denen wir uns spiter beschiftigen wer-
den, und jenes geheimnisvolle Pi, das uns im nidchsten Ka-

pitel begegnet.

Wenn Réder rollen

»2Aber der Wagen, der rollt“, heiBt es in einem bekannten deut-
schen Volkslied. Wie lange rollt er eigentlich schon? Bei uns erst
seit einigen Jahrhunderten, aber zwischen Euphrat und Tigris, wo
ihm keine Wiélder im Wege standen, bereits seit 6 000 Jahren. Und
die Menschen im Osten, neben den Babyloniern auch die Chine-

Orientalischer Kaufmannswagen
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sen, lieBen sich von dieser wunderbaren Erfindung zu einer wichti-
gen Rechnung inspirieren. Wire diese Aufgabe nicht lingst gelost,
miiten wir augenblicklich versuchen, diese Liicke im Mensch-
heitswissen zu schlieBen. Fragestellung und Ergebnis soliten nicht
nur Rad- und Kraftfahrer oder Lokomotivfiihrer interessieren.

Im Orient ging es beileibe nicht nur um rollende Rider. Lebens-
notwendig waren in diesen trockenen, dicht bevilkerten Gebieten
auch Brunnen und ringfoérmige Schutzwille. Das mathematische
Problem, das sich damit stellte, enthdlt ein iiberlieferter babyloni-
scher Keilschrifttext. In eine uns verstindliche Sprache iibertragen,
heiBlt es dort (ohne Angabe von MaBeinheiten): ,Ich habe 60 als
Umfang gekriimmt. ... Was ist der Durchmesser?“ Der Frage folgt
die Antwort: ,Der 3. Teil von 60 — 20 —, siehst du.“

Konstruiert wurden solche Kreise, etwa fiir den Bau eines Ring-
walls, mit Hilfe eines angepflockten Seils. Daran erinnern noch die
aus dem Griechischen stammenden Worter Zentrum (Kreismittel-
punkt) und Peripherie (Kreisumfang). Das erste ist abgeleitet von
Stab (Pflock im Mittelpunkt), das zweite heiBt, wortlich genom-
men, das Herumgetragene, und es bezieht sich auf den Ritzstock
am anderen Ende des Seiles.

Auch die Chinesen, eines der dltesten Kulturvélker der Erde, be-
schiftigten sich schon sehr frith mit dem Verhéltnis der MaBzahlen
von Kreisumfang und -durchmesser. Sie miissen in solchen Berech-
nungen anfangs die Krone ihrer Mathematik gesehen haben, denn
in einer alten chinesischen Schrift wird behauptet, daB die ,Wis-
senschaft der Zahlen“ vom Kreis stamme. Und weiter steht darin
geschrieben: ,Die rechtwinklige Figur soll der Erde entsprechen,
die runde dem Himmel. Der Himmel sei der Kreis, die Erde das
Quadrat.“ Hier hort nun die Wissenschaft auf, und der Aberglaube
fingt an. Die Chinesen waren aber nicht die einzigen, die im Alter-
tum hinter den mathematischen Zusammenhéingen das Wirken
dunkler, unerforschlicher Krifte vermuteten. Auch die Griechen,
darunter so bedeutende Gelehrte wie Pythagoras, mit dem wir uns
im ndchsten Hauptkapitel beschiftigen werden, huldigten der Zah-
lenmystik.

An ihre geheimnisumwitterten Figuren schrieben die alten chi-
nesischen Mathematiker eine 4 bzw. eine 3. Was meinten sie da-
mit? Sie wollten ausdriicken, daB der Umfang des Quadrates 4mal,
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der des Kreises 3mal so groB sei wie der zugehorige Durchmesser.
Hierin stimmten sie mit ihren babylonischen ,Kollegen“ iiber-
ein.

Wie wiirden wir denn verfahren, wenn wir aus eigner Kraft jenes
Verhiltnis bestimmen sollten? Sehr praktisch vermutlich. Bei-
spielsweise konnten wir ein Rad genau einmal abrollen lassen, sei-
nen Durchmesser ermitteln und dann die erste MaBzahl durch die
zweite dividieren. Das Ergebnis miiite um ein weniges groBer sein
als 3. Nach dieser nicht sehr wissenschaftlichen Methode hielten
wir also in bezug auf Genauigkeit durchaus mit den altorientali-
schen Mathematikern Schritt. Aber die scheinen die Aufgabe nicht
durch Probieren gelGst zu haben. (Dazu hitte ihnen wahrscheinlich
auch ein geeignetes BandmaB gefehlt.) Den aufgefundenen Doku-
menten nach gingen sie rein theoretisch vor. Sie iliberlegten, zeich-
neten und rechneten. Zum Beispiel beschrieben sie einem Kreis
ein regelmidBiges Sechseck ein und erfaBten, daB dessen Umfang
genau die 3fache Linge des Durchmessers hat. Warum ist das
so?’

Zeichnet man Vielecke in einen Kreis, erkennt man schnell, da3
der Unterschied zwischen dem gekriimmten und dem geradlinigen
Umfang um so kleiner wird, je groBer man die Anzahl der Vieleck-
seiten wihlt. Wie Abbildungen aus dem 3. Jahrhundert unserer
Zeitrechnung zeigen, legten die Chinesen spéter ihren Kreisberech-
nungen ein 12-Eck zugrunde.

Noch viel weiter ging Archimedes, der groBte Mathematiker des
Altertums (etwa 287 bis 212 v.u. Z.), ein Grieche. In einen Kreis
und um ihn herum zeichnete er je ein 96-Eck. Seine Berechnung

ergab, daB der Umfang des duBeren, etwas groBeren Vielecks die 3%

bzw. 3%fache, der des inneren dagegen ,nur“ die 3%%fache Linge
des jeweiligen Durchmessers hat. Also muBte die entsprechende
Verhiltniszahl fiir den Kreis ganz dicht bei dem Mittel aus diesen
beiden Werten liegen, und das betrdgt rund 3,1419. Das bedeutet,
Archimedes hatte fiir den Kreisumfang die 3,1419fache Linge des
zugehorigen Durchmessers ermittelt. Damit stellte er einen Genau-
igkeitsrekord auf, der sehr lange bestehen blieb. Ja, seine Zahl ge-
niigt den meisten Anspriichen noch heute. Allein damit vollbrachte
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er eine iiberragende Leistung. Daneben noch viele andere. Einige
werden in diesem Buch noch zu wiirdigen sein.

Doch wie man es auch dreht und wendet, es ist keine gebrochene
Zahl zu finden, die das Verhiltnis von Kreisumfang zu -durchmes-
ser aufs letzte genau angibt. Weder eine mit einem Bruchstrich
noch eine mit einem Komma dargestellte. Selbst dann nicht, wenn
man die letztere mit 50; 100 oder gar 1000 Stellen nach dem
Komma schriebe. Eine vertrackte Sache! Hier sind zwei Zahlenbe-
reiche im Spiel.

»Ratio“ (aus dem Lateinischen) bedeutet soviel wie Verstand
oder Vernunft, aber auch Verhdltnis. Und rationale Zahlen erhilt
man aus Verhiltnissen wie 1:2 (1 zu 2) =% oder 3:4= % Alle ha-
ben ein gemeinsames, einfaches Merkmal: Sie lassen sich (falls sie
es nicht schon sind) durch einen gemeinen Bruch darstellen. Zum
Beispiel:

_17
10

Sogar die folgende Behauptung ist wahr, und es liegt bei dieser

0,83 =-§ _17= 0,125 =

00| =

Gleichung keinerlei Rundung vor: 1,9 = % Die Erlduterung dazu

findet sich unter ,Aufgabenlosungen“.?

Anders die irrationalen Zahlen. Sie konnen weder in Bruch-
schreibweise genau wiedergegeben werden, noch nehmen sie nach
dem Komma jemals ein Ende. Selbst nach der millionsten Stelle




ergibe sich bei ihnen noch keine Periode, keine Wiederholung der
Ziffernreihenfolge.

Wie verhext! mdchte man ausrufen, wenn man Kreisumfang und
-durchmesser miteinander vergleicht. Ist die eine MaBzahl rational,
dann erweist sich die andere als irrational. Volkstiimlich heiBt so
etwas: ,,Sie passen nicht unter einen Hut.“ Sie sind ,,inkommensu-
rabel“ (nicht durch gleiches MaB mefBbar), sagen die Mathemati-
ker.

Trotz alledem kann man genau angeben, wie sich der Umfang
eines Kreises zu seinem Durchmesser verhilt. Er ist 7 (gesprochen
pi) mal so lang. In der Formelsprache der Mathematik schreibt
man: '

u = nd.

Eine wichtige Zahl, dieses irrationale 7, aber der ,Ldnge“ nach
ein endloses Ungeheuer. Ein Japaner, so berichteten Zeitungen,
konnte die Ziffernfolge bis zur 15151. Stelle nach dem Komma aus
dem Gedichtnis aufsagen. Er habe dazu 3 Stunden und 10 Minu-
ten gebraucht.

Im taglichen Leben begniigen wir uns gewohnlich mit 2 Stellen
hinter dem Komma. Das heit, wir verwenden fiir 7 die Ndherungs-
zahl 3,14. Die erhidlt man auch, wenn Archimedes’ Ergebnis auf
2 Dezimalstellen gerundet wird (3,1419 = 3,14).

Rechne, Buddha!

In hohem Ansehen stand die Mathematik auch im alten Indien.
Vor 2500 Jahren lebte dort ein Fiirstensohn namens Siddhartha.
Der zog zunichst als Bettler durchs Land und hatte viel Zeit, {iber
das Leben, iiber Gott und die Welt nachzudenken. Unter einem
Feigenbaum liegend, kam ihm schlieBlich die Erleuchtung, wie die
Menschen ihr Dasein gestalten mii8ten, um mit ihrem Schicksal
zufrieden zu sein. Er sammelte Scharen von Anhéngern, wanderte
mit ihnen von Ort zu Ort und predigte vor vielen Zuhorern, erklirte
ihnen seine Erkenntnisse. Unter anderem lehrte er: ,,Seid beschei-
den und giert nicht nach Geld und Gut, denn das Begehren erzeugt
nur Leiden!“ Schnell verbreiteten sich diese Ideen. Siddhartha be-
kam den Ehrennamen Buddha, ,der Erleuchtete“, und die neue
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Der
tausendarmige
Buddha

Religion wurde Buddhismus genannt. Heute spielt sie in Indien
kaum noch eine Rolle. Aber die indische Mathematik erhielt im
Altertum durch sie groBen Auftrieb. Das hing sicherlich mit dem
Leben des Religionsstifters zusammen. Man erzédhlte von ihm, da8
er mit 8 Jahren Lesen, Schreiben und Rechnen gelernt und zeitle-
bens groBen Wert auf Bildung gelegt habe. Als er um ein Méddchen
warb, sei ihm im Wettkampf mit einem anderen eine schwierige
Rechenaufgabe gestellt worden. Die hitte er mit Bravour geldst
und damit den zweiten Heiratskandidaten aus dem Feld geschla-
gen. Das machte anscheinend Schule, denn in einem spéteren indi-
schen Mathematikbuch mit dem Titel ,Lilavati“ — auf deutsch
»Die Schone“ — heiBt es, daB Berechnungen iiber Lotosblumen
»vor den glitzernden Augen des schonen Midchens“ ausgefiihrt
wurden. Wahrscheinlich gehdrte das Rechnenkénnen zu den
ménnlichen Tugenden, gewiB in Anlehnung an Buddha.

Ihm war bei seiner Brautwerbung aufgetragen worden, die An-
zahl der Atome im Bereich einer Meile anzugeben. Nun wissen wir
nicht, wie man sich damals einen so winzig kleinen, unsichtbaren
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Baustein der Natur vorstellte und wie jene Lingeneinheit mit unse-
rem MaB anzugeben ist. Ein bequemer Rechner kdnnte meinen,
daB die gesuchte Anzahl unendlich groB sein miisse. Aber das
stimmt nicht. Es muB ja ein letztes Atom geben, das die am Ende
verbleibende Liicke gerade fiillt, eines, von dem man sagen kann:
,Nur noch das und keines weiter.“ So dachte auch Buddha. Er er-
mittelte eine riesige Zahl. Die einen behaupten, sie sei flinfzehn-
stellig gewesen. Andere geben sie genau an. Danach lautete das Er-
gebnis:
384.7%,

wobei, wollte man die zweite Zahl ausschreiben, die Sieben 13mal
als Faktor gesetzt werden mii8te. Das Produkt wird allerdings ,nur
14stellig.

Es bleibt auf alle Fille eine Riesenzahl, von der die Inder mein-
ten, daB allein Buddha sie begreifen k6nne und daB sie ,eine Idee
erwecken soll von allem, was da ist, von der unerschépflichen, un-
begrenzten Natur... und von der Verkettung der Gesetze, welche
die unendliche Entwicklung der Welten bilden“. Fortan hatten die
Inder eine besondere Vorliebe fiir groBe Zahlen, und sie muBten
sich um eine eindeutige und iibersichtliche Schreibweise dafiir be-
miihen.

Das Werk des Teufels?

2000 Jahre nach Buddha wurde am Rathaus einer alten deutschen
Stadt ein Erker erneuert. Jetzt glinzt dariiber eine ,schmucke“
Zahl. Die Kehrseite ihrer Schonheit besteht darin, daB viele Vor-
iibergehenden sie nicht lesen kénnen. In Goldschrift ausgefiihrt,
lautet sie:
MDLXXVIII.

Das ist das Baujahr. Dessen , Entzifferung“ fiihrt uns, wenngleich
auf Umwegen, noch einmal zuriick nach Indien.

Ein kurzer Besuch gilt zundchst den Romern. Ihr Kaiser Cédsar
und seine Nachfolger hatten viele Linder erobert, aber nicht die
Mathematik. Trotzdem verbreiteten sich die romischen Zahlzei-
chen, die heute nur noch selten, vor allem zu dekorativen Zwecken
verwandt werden, im Mittelalter weit iiber Europa. Zwar gab es im
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Osten ldngst etwas viel Besseres, aber nur langsam bewegte es sich,
zum Beispiel von Kaufleuten auf KarawanenstraBen mitgefiihrt,
nach Westen. ]

Dort schrieben die R6mer und viele andere Européder weiter um-
stindliche Additionsaufgaben an Stelle von Zahlen, denn jedes
Zeichen — wie in jener Rathausinschrift — stellt einen Summanden
dar. Also kann man das angegebene Baujahr nicht einfach ablesen,
sondern man muB es sich errechnen, indem man Zahl um Zahl ad-
diert. In unserem Beispiel heiBt die Aufgabe:

1000+500+50+10+10+5+1+1+1=1578.

Ohne Hilfsmittel konnte man mit derartigen Zahlenkonstruktio-
nen iiberhaupt nicht rechnen. Dazu brauchte man Rechenbretter
mit Kugeln oder Steinchen, die an Drihten oder in Rillen hin- und
hergeschoben wurden. Nach getaner Handarbeit muBite das Re-
chenbrettergebnis wieder in jene schwerféllige Zeichensprache zu-
riickiibersetzt werden.

Erst Ende des 15., Anfang des 16.Jahrhunderts verschwanden die
unhandlichen romischen Zahlzeichen aus den Geschiftsbiichern
der meisten europdischen Kaufleute. Das Neue, Bessere war end-
lich durchgedrungen. Weil es aus nichtchristlichen Lindern kam,
hatten es einfluBreiche Kirchenvertreter als ,Teufelswerk“ ge-
schméht und seine Ausbreitung im christlichen Abendland mit al-
len Mitteln zu verhindern gesucht.

Doch den Siegeszug dieser ,heidnisch-teuflischen“ Zeichen
konnten sie nur bremsen, nicht aufhalten. In Europa begann er in
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Zur Entwicklung der indisch-arabischen Ziffernzeichen
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Spanien, das zu Beginn des 8. Jahrhunderts von den Arabern er-
obert worden war.

Heute schreibt man Zahlen fast iiberall mit arabischen Ziffern,
das hei8t so, wie wir es gewohnt sind. Der historischen Wahrheit
halber bezeichnet man sie besser als arabisch-indische Zahlzei-
chen, obwohl man ihren Entwicklungsweg nicht mehr genau nach-
zeichnen kann. Erst nach und nach und unter vielen Anderungen
und Abwandlungen bildete sich ihre heutige Form heraus.

Mit den neuen Zeichen kam aus dem Osten auch ein neues, bes-
seres Zahlensystem. Es hat gegeniiber dem alten den groBen Vor-
teil, daB man in ihm eine Zahl sofort im ganzen erfassen kann. Da-
bei addieren wir, ohne es recht zu merken. Oder {iberlegen wir etwa
beim Lesen und Schreiben, daB sich beispielsweise die Zahl 1578
aus der Addition von 1 Tausender, 5 Hundertern, 7 Zehnern und
8 Einern ergibt? Wir konnen uns die Rechnung sparen, weil wir auf
einen Blick erkennen, an welcher Position, an welcher Stelle, eine
Ziffer steht. Und da bestehen zwischen gleichen Zeichen groe Un-
terschiede. Vergleichen wir nur die beiden Einsen in 100001. Die
erste hat den hunderttausendfachen Wert der zweiten. Damit wir
auch iiber sehr groBe Zahlen die Ubersicht behalten, schreiben wir
sie in Dreierbiindeln. Der ,Riese“, den Buddha ausrechnete, lau-
tete ungefdhr 37205379 990000. Noch gewaltiger nimmt sich das
zugehorige Zahlwort aus: siebenunddreiBigbillionenzweihundert-
flinfmilliardendreihundertneunundsiebzigmillionenneunhundert-
neunzigtausend.

Da hierbei der Wert einer Ziffer allein von der Position (Stelle)
abhingt, die sie innerhalb einer Zahl einnimmt, handelt es sich um
ein Positions- oder Stellenwertsystem. Die dlteste Urkunde iiber
das Auftreten unseres heutigen Systems (mit der Grundzahl 10)
stammt aus Indien, und zwar datiert sie aus dem Jahr 595u.Z. Man
vermutet, daB auch die Babylonier ihren Anteil an der Entwicklung
dieser groBartigen Neuerung hatten, vielleicht noch andere Vélker
des Ostens.

Aber die Inder setzten dem Neuen die Krone auf. Sie lieBen
niamlich das Nichts nicht mehr nichts sein. Sie erdachten ein Zei-
chen fiir leere, fiir nichtbesetzte Positionen. Das heiB}t: Sie erfan-
den die Null.

,Was ist das schon“, kénnte jemand bei oberflichlicher Betrach-
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tung meinen, ,so ein Kringel.“ Es war (und bleibt) eine groBe Er-
findung. Erst durch sie funktioniert unser Stellenwertsystem. Wie
miBverstindlich widren zum Beispiel die beiden Einsen in 100001
ohne die ausgefiillten Leerstellen! Man kOnnte sie als 11 oder —
mit einer mehr oder weniger groBen Liicke dazwischen — 101,
1001, 10001 deuten. Zunichst setzten die Inder an die Stelle des
Leeren einen Punkt. Spéter zeichneten sie dort einen Kreis. Daraus
entstand schlieBlich die Null in ihrer heutigen Form. Sie ist eine
Art Stellwerk in unserem dezimalen (auf die Grundzahl 10 bezoge-
nen) Stellenwertsystem, denn sie weist den anderen Ziffern die
richtigen Gleise zu.

Wenn es bis. heute noch kein Zeichen fiir das Nichts geben
wiirde, ob wir wohl von selber daraufkimen? An und fiir sich ist es
‘nicht iiblich, das Leere ausdriicklich als leer zu erkldren. Den Er-
findern der Null gebiihrt Achtung, wenn nicht gar Bewunderung.

Wer jedoch erkldrt, er habe ein bestimmtes Ergebnis so gut wie
richtig errechnet, es enthielte ,nur eine Null“ zuviel oder zuwenig,
der irrt sich sehr.

GréB8enordnungs- bzw. Stellenwertfehler sind schlimme Fehler!
Schon mancher, der damit Schaden anrichtete, bekam das deutlich
Zu spiiren.

Abrakadabra

In alten mathematischen Schriften, vor allem aus dem Orient, fin-
den sich hiufig ,Zaubereien“ mit Zahlen. In bestimmten Zusam-
menstellungen (Anordnungen) sollten sie Gliick bringen (Talisman
sein), Geister bannen, Gotter besidnftigen, Krankheiten heilen oder
gar Gold herstellen helfen. Abrakadabra, dreimal schwarzer Kater!
Den Hokuspokus von damals betrachten wir heute als Unterhal-
tungsspiel. Wir halten nichts mehr von geheimnisvollen Kréften,
die von zahlenbeschriebenen Vierecken herrithren sollen. Der my-
stische Name allerdings ist geblieben. Wer kennt sie nicht — die
magischen (zauberhaften) Quadrate?

Eines der dltesten, vielleicht sogar das erste, die Urfigur, stammt
aus China. Es enthilt, quadratisch angeordnet, die natiirlichen
Zahlen von 1 bis 9 in folgender Verteilung:
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492
3517

816.
Wie bei allen anderen Zauberquadraten besteht hier die vermeint-
liche Magie darin, daB viele Wege zum Ziel fiihren. Beim Addieren
erhilt man in dem vorliegenden Fall ein und dieselbe Summe auf 8
verschiedene Art und Weisen. Wie man die Dreiergruppen auch
zusammenzdhlt — waagerecht, senkrecht oder diagonal —, immer
lautet das Ergebnis 15.

Eine besondere Bedeutung kommt in dem gegebenen Beispiel
der Zahl im Zentrum zu. Sie spielte im Altertum bei den Chinesen
eine groBe Rolle, denn es existierten nach ihrer Meinung von vie-
len wichtigen Dingen genau ,eine Handvoll“. Namlich: 5 Elemente
(Erde, Holz, Feuer, Metall, Wasser), 5 Himmelsrichtungen (Zen-
trum, Norden, Osten, Siiden, Westen), 5 Metalle (Gold, Silber,
Kupfer, Blei und Eisen), 5 Farben (Gelb, Blau, Rot, WeiB,
Schwarz), auBBer der Erde noch 5 Planeten (Merkur, Venus, Mars,
Jupiter, Saturn).

Eine Legende bezieht sich gar auf die Zahlen, die jene 9 Felder
beim Durchnumerieren erhalten, also:

123
456
7809.

Danach seien in einem altchinesischen ,Tempel der Erleuchtung“
die Rdume nach diesem Muster angelegt und gezdhlt worden. Fol-
gendermaBen habe man sie mit Thronen bestiickt: In dem Zimmer
in der Mitte stand keiner, in denen mit ,,weiblicher (gerader) Zim-
mernummer jeweils 2, in denen mit ,ménnlicher“ (ungerader) da-
gegen stets nur einer. Zusammen waren es demnach 12, ein Dut-
zend, und mit dieser Zahl hatten die Weisen im Tempel viel zu
schaffen. Sie muBten unter anderem dafiir sorgen, daB der Kalen-
der die Jahreszeiten richtig widerspiegelte. So stieBen sie bei ihren
Beobachtungen und Berechnungen immer wieder auf das Dutzend:
12 gleiche Mondphasen (wie Neu- oder Vollmond) gibt es in einem
Jahr. Das fiihrte zu 12 Monaten. Und 12 verschiedene Sternbilder
scheint die Sonne in dieser Zeit zu durchwandern. (In Wirklichkeit
,wandert“ die Erde.)
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Kupferstich von Albrecht Diirer mit einem magischen Quadrat

Wer sich selbst als Magier versuchen mochte, der darf nicht wild
darauflosprobieren. Die Mathematik hat ihre Gesetze. Danach
muB die Lings- und Quer- und Diagonalsumme in einem magi-
schen 3er-Quadrat mit den Zahlen 1 bis 9 stets 15, in einer 4er-An-
ordnung (1 bis 16) immer 34 und in einer Ser-Gruppierung (1 bis
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25) in jedem Fall 65 betragen. Das Warum ist nicht schwer zu er-
griinden. Nach der Methode von Carl Friedrich GauB (vgl. Kapitel
LLigget se“, Seite 7) 14Bt sich die Gesamtsumme aller Zahlen in
einem solchen Quadrat schnell errechnen. Davon entfillt dann auf

1 Zeile, Spalte oder Diagonale der entsprechende Bruchteil, also %

bzw. % oder % Auf die oben angegebenen Teilsummen bezogen,

bedeutet das:

15=45:3 34=136:4 65=325:5.
Welche Summe erhilt man dann, wenn man in einem 6er-Quadrat
die Zahlen einer Zeile, Spalte oder Diagonale addiert?’

Aber die ,richtige“ Mathematik arbeitet nicht mit Zahlenbei-
spielen. Sie verallgemeinert. Wire es nicht irrefiihrend, wenn je-
mand behauptete, man miisse die Fliche eines Quadrats ausrech-
nen, indem man die MaBzahl 4 mit sich selbst multipliziert?
»Warum gerade 4, warum nicht 5 oder 6?“ wiirden wir fragen. Also
driickt man die Berechnung aller denkbaren Fille durch eine ein-
zige Formel aus. Fiir unser Beispiel heiBt sie: A = a2.

Versuchen wir nun, das ,,Geheimnis“ der magischen Quadrate
auf die gleiche Weise, das heiBt durch eine Verallgemeinerung,
aufzudecken. Wir setzen dabei voraus, daBl die groBte im Quadrat
vorkommende Zahl mit dessen Felderanzahl iibereinstimmt, und
nennen sie n. Zum Beispiel:

bei 25 Feldern gré8te Zahl =25 =n.
Um zunidchst die Gesamtsumme zu erhalten, addieren wir, wie
GauB, die erste und die letzte (groBte) Zahl. In der mathemati-
schen Formelsprache kommen wir somit auf den Ausdruck 1 + n.
Da es aber nur halb soviel Paare wie Einzelzahlen in diesem Be-
reich gibt, miissen wir die gesuchte Gesamtsumme S so errechnen:

=1
S—2 (1 +n).

Das ist genau die Formel, die den GauBschen Trick bei der Sum-
mation der natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 wiedergibt. Dabei war
n —
7=
gemeinernden Ausdruck fiir die Anzahl der Zeilen und Spalten in

50 und (1 + n) = 101. Jetzt brauchen wir nur noch einen verall-
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einem magischen Quadrat dieser Art. Multipliziert man die Zeilen-
zahl mit sich selbst, erhdlt man die Anzahl aller Felder = n. Umge-
kehrt muB man die Quadratwurzel ziehen. Zum Beispiel:

25 Felder = n; Anzahl der Zeilen bzw. Spalten = 25 (sprich:
»,Quadratwurzel aus 25“) =5 = {n.

Fiir die ,magische“ Summe, die fiir jedes derartige Quadrat zutrifft,
ergibt sich daraus diese Formel:

Summe einer Zeile, Spalte, Diagonale = ﬁﬁ' (n+1).

Auf ein 7er—Quadrat angewandt, lautet die Rechnung:

Sz,5,0= 5oy (49 +1) = 12-50 = 725 = 175.

Wie steht es aber um eine 2er-Anordnung mit den Zahlen 1’bis 4?
Welche Einschrinkung ergibt sich fiir n?1°

Wolf und Ziege

Viele Mathematikaufgaben aus dem alten Orient {iberdauerten die
Jahrhunderte oder gar Jahrtausende. Sie wanderten um den Erd-
ball. Einige wurden im Mittelalter in die ersten handgeschriebenen
westeuropdischen ,Lehrbiicher* aufgenommen. Davon werden
einige ,,Exempel“ noch heute nachgedruckt. Zum Beispiel das fol-
gende:

»Ein Wolf, eine Ziege und eine Ladung Kohl miissen in einem
Boot iiber einen FluB gebracht werden. AuBer dem Fahrmann kann
der Kahn jedoch nur einen dieser Passagiere tragen. Wie muBl der
Bootsfiihrer verfahren, um sie alle hiniiberzubringen, ohne daB8 der
Wolf die Ziege oder diese den Kohl friBt?«1!

Von Kaiser Karl dem GroBen (742 bis 814) heiit es, daB er gern
gerechnet und eine beliebte, inzwischen ebenfalls weitverbreitete
altorientalische Aufgabe im Handumdrehen bei Tische geldst habe.
Sie lautet:

»Ein Hund verfolgt ein Kaninchen, das anfinglich einen Vor-
sprung von 150 FuB hat. Er springt jedesmal 9 FuB3 weit, wihrend
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das gejagte Tier in der gleichen Zeit immer nur Spriinge von 7 Fu3
macht. Nach wieviel Spriingen hat der Hund das Kaninchen einge-
holt?«12

In der ,Schonen®, dem bereits erwihnten indischen Rechenbuch
,Lilavati“, findet sich ein poetisch verkleidetes Problem zur Bruch-
rechnung. Es heifit:

»Aus einem Haufen reiner Lotosblumen wurde je der dritte, der
fiinfte und der sechste Teil den Gottern SIVA, VISCHNU und der
Sonne dargebracht. Ein Viertel erhielt der BHAVANI“ (wer das
auch immer sein mag). ,Die iibrigen sechs Lotos wurden dem ehr-
wiirdigen Lehrer gegeben. Sage mir schnell die Anzahl der Blu-
men!“13

WENN OCHSEN ERZITTERN
Das geheimnisvolle Zeichen

Es war zu der Zeit, als auf dem Olymp, dem hdochsten Berg Grie-
chenlands (2918 m), noch Gétter wohnten und thronten, also weit
vor unserer Zeitrechnung. Miide und abgespannt, kaum noch im-
stande, weiterzugehen, kehrte ein Wanderer in einem entlegenen
Gasthof ein. Aber Speise und Trank stirkten ihn nicht. Ihm wurde
immer elender, und er fiihlte sein Ende herannahen. Der Wirt tat
sein Moglichstes. Er pflegte den Kranken aufopferungsvoll. In sei-
ner letzten Stunde verlangte der Fremde nach einer kleinen Tafel.
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Darauf zeichnete er mit matter Hand einen fiinfzackigen Stern.
Den Wirt konnte er gerade noch bitten, dieses Zeichen gut sichtbar
an dem gastlichen Hause anzubringen. So wiirde ihm eines Tages
seine Wohltat reichlich gelohnt werden.

Nach einer geraumen Zeit bemerkte ein vornehm gekleideter
Reisender, den es zufillig in diese Gegend verschlagen hatte, den
funfzackigen Stern iiber der Eingangstiir. Verwundert suchte er
augenblicklich den Wirt auf und erkundigte sich bei ihm, was es
damit fiir eine Bewandtnis habe. Als der Fremde die Geschichte er-
fahren hatte, gab er dem guten Mann eine fiirstliche Belohnung.
Somit erfiillte sich das Versprechen jenes kranken Wanderers.

Er und der vornehme Reisende gehorten ein und derselben Ver-
einigung an, einem Geheimbund. Seine Mitglieder waren ver-
pflichtet, miteinander durch dick und diinn zu gehen und sich bis
zum AuBersten fiireinander einzusetzen. Sie erkannten sich gegen-
seitig an dem Pentagramm, jenem flinfeckigen Stern, den die alten
Voélker als ein heiliges Zeichen betrachteten.

Gegriindet hatte diesen Bund eine ebenso beriihmte wie umstrit-
tene PersOnlichkeit, ein weltbekannter Mathematiker: Pythagoras
von Samos. Wenn heute eine Reihe StraBenpassanten nach seiner
Bedeutung gefragt wiirden, dann wiiten wahrscheinlich die mei-
sten etwas Richtiges zu sagen. Manche kleideten ihre Antwort si-
cherlich in eine Formel und duBerten nichts weiter als das:

a? + b? = ¢? (,,a-Quadrat plus b-Quadrat gleich c-Quadrat®).
Es ist dies der pythagoreische Lehrsatz. Was sich hinter ihm ver-
birgt, erlangte eine geradezu legendédre Berithmtheit. Anschaulich
dargestellt, wurde es zu einem weitverbreiteten mathematischen

@ ®
r
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ewee AT *
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Symbol. Unter anderem ziert es die Tiiren mancher Schulriume
und gibt zu erkennen, welches Fach dort gelehrt wird. Keine an-
dere Formel wurde je mit einer derartigen Fiille von ,Gesichtern“
versehen.

Die Zeichnung gibt eine Probe.

Eine Botschaft fiirs All?

Was bedeutet das vielgenannte ,a-Quadrat plus b-Quadrat gleich
c-Quadrat“? Es besagt, daB bei einem rechtwinkligen Dreieck die
Flicheninhalte der beiden Quadrate iiber den Katheten, den kiirze-
ren Seiten (a und b), zusammengenommen genauso groB sind wie
der des Quadrats iiber der groBten Seite, der Hypotenuse (c). Fiir
a=3cm, b=4cm und ¢ =5 cm ist demnach zu rechnen:

(3 cm)? + (4 cm)? = (5 cm)?2.

Das ergibt:

9cm?+ 16 cm? =25cm?.

Diesen Sachverhalt zu kennen, traute man auch den vermeintli-
chen Bewohnern fremder Planeten zu. Nachdem in den achtziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts ein italienischer Astronom in sei-
nem Fernrohr auf dem Mars, einem unsrer Himmelsnachbarn, ka-
nalartige dunkle Streifen (canali) zu sehen geglaubt hatte, verbrei-
tete sich auf der Erde ein regelrechter Planetenmenschenrummel.
Man war iiberzeugt, daB im Weltall ,Geschwister der Erdenbe-
wohner existierten.

Heute wissen wir, daB das — soweit unsere ,Einblicke“ reichen —
nicht der Fall ist.

Mit der auBerirdischen ,Verwandschaft“ wollte man Kontakt
aufnehmen. Aber wie? Es blieb nur die Zeichensprache. Ein Wis-
senschaftler schlug vor, méglicherweise im Scherz, das geometri-
sche Bild des pythagoreischen Lehrsatzes ins Weltall zu signalisie-
ren. In einer geeigneten Ebene, etwa in der Wiiste Sahara, sollte
das Dreieck mit den drei Quadraten riesengroB in Leuchtzeichen
angebracht werden. Wenn unsere ,Briider“ und ,Schwestern“ auf
einem fremden Planeten das mit Hilfe einer hochentwickelten
Technik erkennen kénnten, dann wiirden sie es wohl auch begrei-
fen und uns in geeigneter Form antworten.
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Wabhrheit oder Legende?

Uber Pythagoras selbst wissen wir nur wenig Verbiirgtes. Professor
Lietzmann, ein bekannter Mathematiker, schrieb: ,Wann Pythago-
ras von Samos lebte, ist nicht sicher bekannt: Nach den einen ist er
569v.u.Z. geboren und 470 gestorben, nach anderen ist seine Ge-
burt bereits in das Jahr 580, sein Tod etwa in das Jahr 500 zu set-
zen.“ Wahrscheinlich habe er Agypten, vielleicht auch Babylonien
besucht und von dort entscheidende Anregungen mitgebracht. Lan-
gere Zeit lebte Pythagoras in Unteritalien. Dort, in Kroton, griin-
dete er jenen Geheimbund, den man spater den ,,Orden der Pytha-
goreer“ nannte und der einige Jahrzehnte nach Pythagoras’ Tod
verboten wurde.

Die Sitten und Gebrduche sowie die Anschauungen, die bei den
Geheimbiindlern herrschten, muten uns seltsam an. Besonders ver-
wunderlich erscheint die Vermischung krasser Gegensitze: von
Wissenschaft und Aberglauben, von Fort- und Riickschritt. Auf der
einen Seite drangen Pythagoras und seine Schiiler tief in die Ma-
thematik ein, auf der anderen vertraten sie die Meinung, daB Zah-
len, ein Werk der Menschen, etwas Gottliches seien und daB (etwas
nebelhaft!) das ,Wesen der Welt“ in der ,Harmonie der Zahlen*
bestehe.

Beispielsweise lehrte Pythagoras, daB die Erde die Gestalt einer
Kugel habe. Aber diese Behauptung leitete er nicht aus naturwis-
senschaftlicher Forschung ab, sondern aus einer Glaubensvorstel-
lung. Danach erachtete er die Kugelform als vollendet-g6ttlich, und
nur so konne der Schopfer die Erde, sein Werk, gebildet haben.

Fiir die Ordensmitglieder galten strenge Vorschriften. Sie gebo-

Pythagoras
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ten ihnen, sich nur von pflanzlicher Nahrung zu erndhren (das
heiBt, kein Fleisch zu essen), eine bestimmte Kleidung zu tragen
und iber alle Ordensangelegenheiten strengstes Stillschweigen zu
bewahren. Partei ergriffen die Pythagoreer nicht fiir die Sklaven,
sondern fiir die Sklavenhalter. In ihren Zusammenkiinften sahen
sie ihren ,Meister“ nicht von Angesicht zu Angesicht. Nur seine
Stimme durfte hinter einem Vorhang erklingen.

Wer sich dem Bund anschloB, hatte an eine merkwiirdige Art der
Unsterblichkeit des Menschen zu glauben. Die Pythagoreer stellten
sich ndmlich vor, daB die menschliche ,Seele“ nach dem Tod ihres
Trédgers in andere Korper eingeht, in hohere oder niedere. Also
auch in Tiere. Darum erscheint es sehr fraglich, ob Pythagoras den
Gottern wirklich jenes Opfer darbrachte, von dem immer und im-
mer wieder berichtet wird. Der deutsche Dichter Adalbert von Cha-
misso faBte die beriihmte Legende in Verse:

»Die Wahrheit, sie besteht in Ewigkeit,
Wenn erst die blode Welt ihr Licht erkennt:
Der Lehrsatz, nach Pythagoras genannt,
Gilt heute, wie er galt zu seiner Zeit.

Ein Opfer hat Pythagoras geweiht

Den Gottern, die den Lichtstrahl ihm gesandt;
Es taten kund, geschlachtet und verbrannt,
Ein Hundert Ochsen seine Dankbarkeit.

Die Ochsen seit dem Tage, wenn sie wittern,
DaB eine neue Wahrheit sich enthiille,
Erheben ein unmenschliches Gebriille;

Pythagoras erfiillt sie mit Entsetzen;
Und machtlos, sich dem Licht zu widersetzen,
VerschlieBen sie die Augen und erzittern.“

Auch Heinrich Heine befaBte sich mit der Opfergeschichte und der
Seelenwanderung. Er spottete:

~Wer weiBl! Wer weiB! Die Seele des Pythagoras ist vielleicht in
einen armen Kandidaten gefahren, der durch das Examen fillt,
weil er den pythagoreischen Lehrsatz nicht beweisen konnte, wih-
rend in seinen Herren Examinatoren die Seelen jener Ochsen woh-
nen, die einst Pythagoras... den ewigen Géttern geopfert hatte.“
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Hundertmal warum

Wahrscheinlich opferte Pythagoras nicht einen einzigen Ochsen.
Mit Sicherheit hingegen entdeckte er den Sachverhalt, den der
nach ihm benannte Satz ausdriickt, nicht als erster. Nachweisbar
wuBten die Babylonier schon viel frither Bescheid. Vielleicht kann-
ten auch die Agypter bereits vor Pythagoras den Zusammenhang
zwischen den Quadraten iiber den Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks. Aber in diesen Ldndern wurden, wie aus den Papyri und
den Keilschrifttafeln hervorgeht, keine Beweise gefiihrt. Man be-
gniigte sich vielmehr mit Rechenbeispielen. Die griechischen Ma-
thematiker gingen nun einen groBen Schritt weiter: Was sie be-
haupteten, das bewiesen sie auch.

So begriindete Pythagoras — oder war es einer seiner Schiiler? —
mathematisch exakt, warum die berilhmte Gleichung a? + b? = ¢?
fir alle denkbaren Fille (und nicht nur fiir einige spezielle Bei-
spiele) gilt. Spiater wurden von Mathematikern aus vielen Lindern
immer neue Beweise fiir die Richtigkeit des pythagoreischen Lehr-
satzes erbracht. Heute kennt man iiber 100. Sie wiirden, mit den
entsprechenden Erlduterungen, dieses Buch fast bis zum Ende fiil-
len. Wir wollen uns hier auf einen einzigen beschrinken. Er
stammt nicht von dem , Meister“ selbst, sondern von einem chine-
sischen Mathematiker.

Ein chinesischer
Beweis fiir den
Lehrsatz des Pythagoras

Die Abbildung oben zeigt ein groBes und ein in ihm einbeschrie-
benes kleineres Quadrat, das aus jenem 4 Dreiecke abtrennt. Alle 4
sind kongruent (gleich groB), denn sie stimmen in 1 Seite (jeweils
der des inneren Quadrats) und den beiden anliegenden Winkeln (a
und 90° — &) iiberein. Also kann man gleiche Bezeichnungen ver-
wenden: fiir die lingste Dreieckseite (die Hypotenuse) c, fiir die
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beiden anderen (die Katheten) a und b. Nunmehr 148t sich eine
leicht iiberschaubare Gleichung bilden:

Fliche des Innenquadrats = Fliche des AuBenquadrats — 4
Dreiecksflichen.
Mathematisch formuliert:

¢ = (a+ b)2 — 422

7
Und weiter:
c?=a?+2ab+ b2—2ab=a?+ b? was zu beweisen war.

Zu erldutern ist noch, warum bei den 4 Dreiecken immer wieder
die Winkel a und 90° — a auftreten. Es hingt mit der Summe der
Dreiecksinnenwinkel (= 180°) zusammen. Das Weitere versteht
sich wohl ohne Hilfestellung. Und wenn man wissen will, wieso
(a + b)? gleich a? + 2 ab + b? ist, muB man so rechnen:

(a+b)l?=@+b)-(a+b)=a-a+ab+ab+b-b
(a+b)2=a?+2ab + b2.

Natiirlich fragt man sich nun, wie und wozu der Lehrsatz des Py-
thagoras anzuwenden ist. Sogar fiir die Feuerwehr kann er von Nut-
zen sein. Beispielsweise habe eine auf einem Loschfahrzeug mon-
tierte Leiter die stattliche Linge — und das gibt es in groBen
Stddten — von 50 m. Welche Hohe an einem Haus erreichen die
Retter aus der Not damit, wenn unten der Abstand von der Wand
20 m betrdgt? LaBt man die MaBeinheiten weg, ergibt sich folgende
Gleichung (1 = Leiterlinge, h = Hohe am Haus, a = Abstand):

Die Feuerwehr und der
pythagoreische Lehrsatz
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a?+h?=] h
h?=12 - a? h = 2500 — 400
h= /17— 2a? h
h =~ 46; denn 46-46 ~ 2 100.

Die Rettungsaktion kann also bis hinauf in 46 m Hohe erfolgen.

Kein Bruch — kein Verhiltnis

»Zwei Dreiecke — zwei Welten“, hitten die Pythagoreer sagen kon-
nen, denn bei ihren Berechnungen stieBen sie auf zweierlei grund-
verschiedene Zahlen. Die einen ,,mochten“ sie, die anderen nicht.
Je nachdem, wie lang sie ihre Dreieckseiten zeichneten, gerieten
sie in diese oder jene Zahlenwelt.

Den Unterschied sollen zwei Beispiele zeigen. Wihit man fiir die
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks die Langen 3 cm und 4 cm,
so wird die Hypotenuse (,automatisch“) 5 cm lang. In diesem Fall
verhidlt sich die kiirzeste Seite zur lingsten wie 3:5 (drei zu finf).

Anders ausgedriickt: Die kleinere Zahl macht 3 der groBeren aus.

5
Ein dhnliches Verhiltnis bilden die mittlere und die ldngste Seite,
nimlich 4:5 bzw. g.

Sind die Katheten aber 2 cm und 3 cm lang, dann scheint in be-
zug auf diese Vergleiche die Mathematik zu versagen. Wie die kiir-
zeren Seiten hier zur lingsten stehen, dafiir ergibt sich iiberhaupt
kein Verhiltnis wie 2:3 oder 3:4 oder so dhnlich. Das liegt an der
Hypotenuse, denn diesmal 148t sich ihre Linge weder durch eine

natiirliche Zahl noch durch einen Bruch in der Form % angeben.

Den Pythagoreern bereiteten solche Dreiecke viel Kopfzerbre-
chen. Es heiBt, daB3 sie dariiber an der Harmonie ihrer Zahlenwelt
gezweifelt hdtten. Aber sie entdeckten damit etwas Neues und fiir
die Mathematik Wichtiges: den Bereich der irrationalen Zahlen
(vgl. Kapitel ,Wenn Réder rollen“, Seite 49)

Irgendeine MaBzahl muB es natiirlich fiir die Linge jeder
Dreiecksseite und jeder Strecke geben, so auch fiir die der fragli-
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chen Hypotenuse. Sie ist 3,6056... cm lang, wobei die Punkte besa-
gen, daB es noch weitergeht. Weder nimmt diese Zahl ein Ende,
noch stellt sich je eine Periode ein (wie bei % = 0,142857) . Solche
irrationalen , Schlangen“ existieren in Hiille und Fiille, auch das
erkundeten die Pythagoreer. Doch man kann fiir 3,6056... eine viel
kiirzere Schreibweise wihlen, ndmlich {13 (Quadratwurzel aus
13).

Eine nirrische Tochter der Mathematik

»Jetzt schldgt es dreizehn“, hort man manchmal jemanden sagen,
der (emport) ausdriicken will: ,Das geht zu weit; das kann man
nicht dulden.“ Ein Uhrwerk schldgt aber hochstens 12mal. Und
auch nur 12 ,weise Frauen“ waren zu Dornréschens Tauffest gela-
den. DaB noch eine weitere kam, schien nichts Gutes zu verheiBBen.
Noch heute haftet der 13 der Geruch einer Ungliickszahl an. In
manchen Krankenhidusern wird sie als Zimmernummer iibersprun-
gen. Wie kam sie nur zu ihrem ,schlechten Ruf“? Die Griinde rei-
chen bis weit in die Vergangenheit zuriick. Sicherlich besteht ein
Zusammenhang mit der alten babylonischen Grundzahl 60 und
ihrem vielgebrauchten Teiler 12. Mit der benachbarten 13 lie8 es
sich lingst nicht so bequem rechnen. Sie war unhandlich.

Vor Jahrtausenden bliihte besonders im Orient, unter anderem
bei den Babyloniern und den Chinesen, die Zahlenmystik. Spéter
setzten die Griechen diese Tradition fort, und als Aberglauben hat
sie sich teilweise bis in unsere Zeit erhalten. So verlangt heute
kaum jemand einen StrauB aus 2, 4, 6 oder 8 Blumen. Unbedingt
ungerade soll deren Anzahl sein. Nach altorientalischen Vorstel-
lungen konnte ndmlich nur das Ungeradzahlige Gliick bringen.

Mit Sicherheit gab es im Altertum mehr als 7 bewundernswiir-
dige Bauwerke (wie die dgyptischen Pyramiden). Aber man wollte
unter allen Umstdnden gerade die Siebenzahl, da sie als heilig galt,
zu Ehren kommen lassen. Daher wurde man sich {iber die Auswahl
der Sieben Weltwunder nie ganz einig. Bald rechnete man diesen,
bald jenen Bau hinzu. Ahnlich war es mit den Sieben Weisen Grie-
chenlands. In diesen ehrwiirdigen Rang wurden dort im 7. und
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6.Jahrhundert v.u.Z. die berithmtesten Gelehrten erhoben. Da aber
die ,heilige“ Zahl nicht ausreichte, erhielten die wenigsten einen
Stammsitz in diesem Gremium. Mancher muBte seinen Platz zu-
gunsten eines Kandidaten, der dieser Ehre noch wiirdiger erschien,
wieder aufgeben. Einer blieb immer: Thales von Milet, der uns in
diesem Hauptabschnitt noch begegnen wird.

Woher aber riihrt die Sonderstellung der Sieben? Als man die
Erde noch fiir den Mittelpunkt des Weltalls hielt, schienen 7 Plane-
ten um sie zu kreisen (wozu auch die Sonne und der Mond gerech-

Das alte AN S~ Ry
(falsche) Weltbild );5- N \\‘~—3-——”’ 7 X?
mit den 7 - S~ 3 - j’\"xg

um die Erde ) I

kreisenden Planeten ﬁ* ----- 41

net wurden). In der Bibel steht, Gott habe die Erde an 6 Tagen er-
schaffen und ,segnete den siebenten Tag und heiligte ihn, darum
daB er an demselben geruht hatte von allen seinen Werken“. Mit
dem Sternhimmel und der biblischen Schépfungsgeschichte hdngt
die Einteilung der Woche in 7 Tage zusammen. Zum alten orienta-
lischen Weltbild gehorte auch die Vorstellung, daB sich die Sterne
auf mehrere Kugelschalen um die Erde herum verteilen und daB
im siebenten dieser ,Himmel“ die Gotter wohnten. Wem sehr wohl
zumute ist, der fiihlt sich bisweilen auch in unsrer Zeit noch , wie
im siebenten Himmel*.

Auch in vielen anderen Bereichen spielt die einst heilige Sieben
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eine besondere Rolle. Da gibt es Médrchen wie ,Die Sieben Raben“
oder ,Die Sieben Schwaben“, und sieben Zwerge sorgten sich um
Schneewittchen. Ein Sternbild heiBt Siebengestirn, obwohl dazu
viel mehr als 7 Sterne gehoren, und es verewigt eine Geschichte um
7 schone Middchen. Der ,,Turm von Babel“ (Babylon), der, einer
Legende zufolge, urspriinglich ,bis in den Himmel“ fiihren sollte,
wurde auch der ,Tempel der 7 Befehlsiibermittler vom Himmel zur
Erde“ genannt. Gemeint waren die Planeten. Der Ausdruck zeigt,
welche Bedeutung man ihnen zuerkannte. Mit der Redensart ,,Das
ist fiir mich ein Buch mit 7 Siegeln“ will man sagen, da8 man von
einer bestimmten Sache nichts versteht. Ein derart versiegeltes
Buch wird in der Bibel beschrieben. Dort bildet sich neben der
»heiligen“ auch die ,bose“ Sieben heraus: 7 Donner grollen, 7 En-
gel gieBen 7 ,Schalen des géttlichen Zorns“ aus, und es kommen

Der Turm
zu Babel
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7 Plagen iiber die Menschen, die schlimmstenfalls 7 Todsiinden be-
gehen konnen. In einem Kartenspiel, das im 15. Jahrhundert ver-
breitet war, trug die siebente Karte, mit der man alle anderen ste-
chen konnte, das Bild des Teufels. Die Symbolik der Sieben spricht
auch aus Anna Seghers’ Roman ,Das siebte Kreuz“: 7 Hiftlinge
fliechen aus einem faschistischen Konzentrationslager. In der Hoff-
nung, ihrer wieder habhaft zu werden, lassen die Henker 7 Holz-
kreuze errichten. Doch das sieb(en)te bleibt leer. Einer entkommt.

Noch viel weiter als die alten orientalischen Volker gingen die
Pythagoreer. Man sagt ihnen nach, daB sie eine ,nérrische Tochter
der Mathematik“ aufzogen. Zahlen behandelten sie wie etwas Ge-
genstiandliches, und sie unterstellten ihnen bestimmte ,, Bedeutun-
gen“. So sahen sie in der 1 ,aller Dinge Anfang, die Quelle und
Wurzel der ewigen Natur“. Die 2 ,,verkOrperte“ die Meinung, die 4
die Gerechtigkeit und die 5 die Ehe. Beinahe wie eine Gottheit ver-
ehrten sie die ,Tetraktys, die als ,heilige Zehnzahl“ aus der
Summe von 1, 2, 3 und 4 gebildet wurde. Ein Ordensmitglied
schrieb, die Kraft der Zehnzahl sei ,alles vollendend, alles wir-
kend ... und Fiihrerin des gottlichen, himmlischen und menschli-
chen Lebens“. Was Wunder, daB sich die Geheimbiindler um Py-
thagoras einen Himmel mit 10 Planeten wiinschten. Aber die Natur
kam ihrer Wunschvorstellung nicht entgegen.

e o o
[ ] ] [ ] [ ]
e o
[ [ ] [ ] [ ]
°
Die ,heilige“ Zehnzahl Rechteckzahlen 25=15+10

'Gern stellten die Pythagoreer Zahlen in Form bestimmter Figu-
ren dar. Sie bildeten aus ihnen, wie die Abbildungen zeigen, ver-
schiedene Vielecke. Solche ,figurierten Zahlen“ waren unter ande-
rem die 2, 6, 9, 10, 12, 16, 25. Aus diesen Bildern leiteten sie auch
Gleichungen ab, zum Beispiel die folgende: ,Eine Quadratzahl
(gréBer als 4) ist die Summe zweier Dreieckzahlen.“ Man findet
diese Behauptung durch Zeichnungen bestitigt:
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9=6+3 16=10+6 25=15+10.
Das hat nun freilich mit Zahlenmystik nichts mehr zu tun. Es ist
wieder ernsthafte Mathematik, ebenso wie die Lehre von den voll-
kommenen Zahlen, die genauso groB sind wie die Summe ihrer Tei-
ler (wenn man die 1 mitzadhlt, die Zahl selbst jedoch nicht).

Als Beispiele dafiir gaben die Pythagoreer unter anderem 6, 28
und 496 an, denn
6=1+2+3
28=1+2+4+7+14

496=1+2+4+8+16+31+32+62+ 124 + 248.
Ahnliche Zerlegungen fiihren uns in einen ausgedehnten Bereich
im Haus der Mathematik, in das Gebiet der Primzahlen.

Wo ist das Ende?

Viele natiirliche Zahlen kann man nicht in Faktoren zerlegen. Sie
lassen sich nur durch 1 und durch sich selbst teilen. Diese ur-
spriinglichen oder (fremdwoértlich ausgedriickt) Primzahlen, wie 2,
3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, ... beschiftigen die Mathematiker
schon seit Jahrtausenden. Eigentlich miiBte auch die 1 zu dieser
Gruppe gehoren, aber sie wurde — vereinbarungsgemd — davon
ausgenommen. Pythagoras, Eratosthenes, GauB8 und andere Ge-
lehrte drangen zunehmend tiefer in die Geheimnisse der Primzah-
len ein. Aber niemandem gelang es bisher, sie bis ins letzte aufzu-
decken. So wissen wir zwar, daB es unendlich viele derartige Zah-
len gibt, aber iiber eine bestimmte, sich dauernd verschiebende
Grenze hinaus konnen wir keine mehr nennen.

Geforscht wird auch iiber die sogenannten Primzahlzwillinge.
Sie bestehen aus benachbarten ungeraden Zahlen, wie 3 und 5, §
und 7, 11 und 13. Bezeichnet man den kleineren Partner als p,, den
groBeren als p,, dann gilt fiir alle derartigen Beispiele der allge-
meine Ausdruck p, =p; +2. Ob die Menge dieser Zwillingspaare
endlich oder unendlich ist, das wei man noch nicht.

Weder gibt es eine Formel, die alle Primzahlen liefert, noch eine,
die in jedem Fall auf eine solche Zahl p fiihrt. Aber unser Wissen
auf diesem schwierigen Gebiet der Zahlentheorie wichst stindig.
In einem Nachschlagewerk, das 1963 abgeschlossen wurde, steht:
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,Die groBte bisher bekannte Primzahl ist die Zahl 23?17 — 1; sie hat
969 Stellen.“ Zehn Jahre spiter wird als die (vorldufig) groBte,
nachweisbar nicht zusammengesetzte Zahl bereits

219937 _ 1 genannt (die 2 wird 19 937mal als Faktor gesetzt, ver-
mindert um 1, was eine 6 002stellige Zahl ergibt).
Im Jahre 1985 kamen amerikanische Wissenschaftler auf 2216091 — 1
als Primzahlrekord. Diese ,,Schlange“ widre, maschinegetippt, etwa
170 m lang (65050 Stellen).

Besonders wichtig sind solche Steigerungen jedoch nicht. Be-
deutsamer ist das Auffinden von GesetzmiBigkeiten, die es ermog-
lichen, weitere Primzahlen mit weniger Arbeitsaufwand zu er-
schlieBen.

Pierre de Fermat, ein bedeutender franzosischer Mathematiker
(1601 bis 1655), wollte der Wissenschaft einen solchen Schlussel
iiberreichen. In der Formel

p=2@+1,
wobei die eingeklammerte Zahl Werte wie 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024, ... liefert, glaubte er ihn gefunden zu haben.
Seine Beispielrechnungen stimmten, denn
2@ +1=2+1=16+1=17, und das ist eine Primzahl,
ebenso wie 2@9 +1=28+1=256+1=257
und 2@ +1=216+1=65536 + 1 =65537.
Doch dann reiBt die Folge erst einmal ab, denn
2@ +1=12%2+1=4294967297
1aB8t sich durch 641 teilen und ist daher keine Primzahl.

Leonhard Euler (1707 bis 1783), ein Schweizer Mathematiker,
wie GauB einer der bedeutendsten liberhaupt, entdeckte die Liicke.
Fermat erfuhr von seinem Irrtum nichts mehr. Nun kdnnte man

Leonhard Euler
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auf den Gedanken kommen, zu dessen Formel bloB die Ausnahme
anzumerken, also p =2@ + 1; n #+ S zu schreiben. Das wire jedoch
vermessen, denn man wei (noch) nicht, ob diese Folge nach
einem bestimmten n ganz abbricht. Kénnte man sie ab n = 6 wie-
der unbegrenzt fortfiihren, dann gibe es das Problem der groBten
nachgewiesenen Primzahl iiberhaupt nicht.

DaB8 hingegen keine groBte Zahl p schlechthin existiert, das
stellte Euklid, ein weltbekannter griechischer Mathematiker, schon
vor 2300 Jahren fest. Er bewies seine Behauptung vom Gegenteil
her, ndmlich von der Annahme, es gidbe eine solche ,letzte“ Prim-
zahl ,P“. Folgen wir seinem Gedankengang und nehmen wir wider
besseres Wissen an, P sei 7. Auf den Spuren Euklids (auch Euklei-
des genannt) miissen wir eine Zahl N bilden, die auf alle Fille gro-
Ber ist als P =7, und zwar auf folgende Weise:

N=2.3.5-7+1.

Also erhdlt man N, indem man alle vorhergehenden Primzahlen
mit der ,letzten“ multipliziert und das Produkt um 1 vermehrt. Das
Ergebnis (N) ist durch keinen dieser Prim(zahl)faktoren teilbar,
denn wegen des hinzugefiigten Summanden (1) muB8 sowohl bei
der Division durch 2 als auch durch 3, S und 7 immer der Rest 1
bleiben. Die Probe (N = 211) wiirde es bestiitigen. Es ergeben sich
fir N nur 2 Moéglichkeiten:

a) es ist selbst eine Primzahl (wie in unserem Fall)

oder b) es enthilt auBer den aufgezidhlten noch einen weiteren,
groBeren Primfaktor. Beides lduft auf dasselbe hinaus: P kann nicht
die groBte Primzahl sein. Euklid lieB es jedoch nicht bei Zahlenbei-
spielen bewenden, sondern er verallgemeinerte:

N=2.3.5-7-11-13....-P+ 1.
Daraus ist dieselbe SchluBfolgerung zu ziehen wie fiir unser P=17.
Demzufolge existiert keine groBte und letzte Primzahl P. Mit ande-
ren Worten: Es gibt unendlich viele Zahlen p, die sich nur durch 1
und durch p dividieren lassen.

Ein Sieb und ein Satz

Wie man alle Primzahlen in einem begrenzten Bereich leicht fin-
den kann, das zeigte bereits Eratosthenes, jener griechische Ge-
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lehrte, der den Erdumfang anndhernd richtig ermittelte. Sein Ver-
fahren nennt man das ,Sieb des Eratosthenes®.

Man schreibe die Zahlen von 2 bis 100 der Reihe nach auf. Nach
der 2, die unangetastet bleibt, wird jede folgende durch sie teilbare
Zahl gestrichen. Das betrifft insgesamt 49. Die 3 148t man auch ste-
hen und streicht in der Folge, sofern sie nicht schon beim ersten-
mal mit erfaBt wurden, alle Zahlen mit dem Teiler 3. Das sind
noch 16. Gleiches wiederholt man mit der 5 und der 7, wobei 6
bzw. 3 Streichungen vorzunehmen sind. Ubrig bleiben alle Prim-
zahlen im Bereich bis 100, insgesamt 25.

Das Sieb des Eratosthenes

Dagegen verteilen sich auf den zweiten Hunderter (101 bis 200)
nur 21 Primzahlen, auf den dritten 16, den vierten ebenfalls 16,
den fiinften 17, den sechsten 14, den siebenten wieder 16, den ach-
ten noch einmal 14, den neunten 15 und den zehnten wiederum
14. Wie soll man daraus eine Regel ableiten? Einmal verdiinnt sich
das Vorkommen der ,urspriinglichen“ Zahlen, ein andermal ver-
dickt es sich wieder. Mit dem Problem ihrer Verteilung befaBten
sich Euler, GauB und andere Mathematiker. Eine Formel, die sol-
che Anzahlen wie die hier gegebenen liefern konnte, lieB sich je-
doch nicht finden.

In der Schule beschiftigt uns in diesem Zusammenhang eine
weitere, wichtige Entdeckung Euklids: Alle zusammengesetzten
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Zahlen lassen sich, von der Reihenfolge abgesehen, eindeutig in
Primfaktoren zerlegen. Das ist der grundlegende, der Fundamental-
satz der elementaren (unkomplizierten) Zahlentheorie. Dafiir
einige Beispiele:

8§=2.2.2=2% 21=3.7
28=2.2.7=22.7 100=2.2-5.5=2%.52
111=3.37 222=2.3-37

Aus diesen Gleichungen kann man eine Reihe wichtiger Begriffe
ableiten:

1) Das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.) von 8 und 28 ist
2:2.2-7=56. Fir 28 und 21 rechnet man:
k.g.V.=22.3.7=84.

2) Der grofite gemeinsame Teiler (g. g. T.) von 8 und 28 ist
2-2=4,und von 111 und 222 ergibt er sich (was man auch,
ohne zu rechnen, erkennen koénnte) durch die Multiplika-
tion von 3-37 =111.

3) Die Zahlen 8 und 111 sowie 21 und 100 haben jeweils kei-
nen gemeinsamen Teiler. Sie sind zueinander teilerfremd,
was auf 8, 28 und 100 bzw. auf 21, 111 und 222 nicht zu-
trifft.

Doch nur die Ubung macht den Meister. Darum sei hier eine Auf-
gabe gestellt: Wie muB man 48 und 72 in Primfaktoren zerlegen?
Welches ist ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, und welchen ge-
meinsamen groBten Teiler haben sie? 4

HEUREKA!
Mathematiker auf Reisen

Im Altertum, als es noch keinen Informationsaustausch mit techni-
schen Mitteln gab, handelten die fahigsten Mathematiker nach der
Devise ,Reisen bildet“. Was sich viele kluge Kopfe in den am wei-
testen entwickelten Lindern ausgedacht hatten, das iiberstieg die
Erkenntnisse, die ein einzelner Denker im stillen Kimmerlein ge-
winnen konnte, bei weitem. Den Fortschritt brachte vor allem die
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So bestimmte Thales die Entfernung von Schiffen vom Ufer.

kollektive Weisheit der Volker. Ein Beispiel dafiir lernten wir be-
reits mit dem Lehrsatz des Pythagoras kennen, der ohne Zweifel
ein Gemeinschaftswerk von Mathematikern aus mehreren Lindern
ist, wenngleich sie nicht an einem Tisch saBen.

Zu den reisenden Wissenschaftlern zdhlte auch Thales von Mi-
let, den man aus der heutigen Sicht mitunter als den ,Vater der
griechischen Mathematik“ bezeichnet. Als Begriinder der Geome-
trie seines Landes galt er schon im Altertum, wie bereits erwihnt,
als einer der Sieben Weisen. Da er der zeitlichen Reihenfolge nach
noch vor Pythagoras gehort, miissen seine Lebensdaten und seine
mathematischen Leistungen mit manchem Fragezeichen versehen
und- in Ausdriicken . der Moglichkeitsform, wie ,sollte und
»konnte“, dargestellt werden. Wahrscheinlich lebte Thales von 624
bis 546 v.u.Z. Er war Kaufmann und soll durch Geschifte mit Oli-
vendl ein riesiges Vermdgen erworben haben. Nach Angaben Hero-
dots, des idltesten griechischen Geschichtsschreibers, sagte er die
Sonnenfinsternis vom 28.Mai 585 v.u.Z. richtig voraus. Dieses Da-

80



tum wurde der Nachwelt vor allem darum iiberliefert, weil in dem
Augenblick, als sich der Himmel zu verdunkeln begann, eine erbit-
terte Schlacht zwischen zwei orientalischen Volkern (Medern und
Lydern) sofort abgebrochen wurde. Dieser Vorhersage zufolge
miiBte Thales in jungen Jahren in Babylonien gewesen sein und
dort das ,Werkzeug“ fiir eine solche Leistung — Tafeln mit Anga-
ben iiber astronomische Perioden (wiederkehrende Himmelsereig-
nisse) — erhalten haben. Genauso wahrscheinlich, wie er von den
Babyloniern nahm, gab er den Agyptern. Es heiit, Thales habe bei
einer seiner Reisen in das Land am Nil vorgefiihrt, wie man mit
Hilfe der Sonne und des Schattens die Hohe von Pyramiden (die
als heilige Stdtten nicht bestiegen werden durften) bestimmen
kann.

Heute verbindet sich bei Millionen Menschen in aller Welt der
Name Thales hauptsdchlich (oder nur?) mit der Vorstellung von
einem Halbkreis und einem Winkel darin. Wer hat nicht irgend-
wann in seiner Schulzeit einmal den ,Satz des Thales“ lernen miis-
sen? Er lautet:

Jeder Peripheriewinkel liber einem Kreisdurchmesser ist ein

rechter Winkel.
Was damit gemeint ist (Peripherie = Kreisumfang), zeigt die
Zeichnung. Zur Bestédtigung seines Theorems (Lehrsatzes) geniig-
ten Thales nicht Messungen und Beispiele. Er legte Wert darauf,
eine Mathematik neuen Stils zu betreiben und Behauptungen auch
hieb- und stichfest zu beweisen. Sicherlich ging er beim Nachweis
fir seinen Satz, dessen Inhalt im Orient allerdings auch schon frii-
her bekannt gewesen sein soll, von der sogenannten thaletischen
Grundfigur aus. Sie 148t erkennen, was der Weise zunichst in
einem anderen, dem obengenannten eng verwandten Satz formu-
lierte:

Satz des Thales Thaletische Grundfigur
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Ein Viereck mit gleich langen Diagonalen, die einander hal-
bieren, ist ein Rechteck.
Uber Durchmesser, Radien und Winkelbeziehungen kann man das
leicht nachweisen. Von hier gelangt man schnell zum eigentlichen
Thalessatz:

Man markiere irgendwo auf einer Kreisperipherie einen Punkt
und lege von ihm aus durch den Kreismittelpunkt einen Durch-
messer. In einem beliebigen Winkel zum ersten wird noch ein
zweiter Durchmesser gezeichnet. Die Verbindung ihrer Endpunkte
ergibt ein Viereck, in dem die 2 Diagonalen, da sie sich in Radien
teilen, einander halbieren. Auf diese Weise sind 4 Halbkreise mit
4 Peripheriewinkeln entstanden. DaB diese rechtwinklig sind, folgt
aus dem Satz liber Vierecke mit gleich langen, einander halbieren-
den Diagonalen. Da man dieses Verfahren auf jeden beliebigen Pe-
ripheriewinkel im Halbkreis anwenden kann, ist damit der Thales-
satz hinreichend bewiesen.

GewubBt, wie

Wie Thales die Hohen &gyptischer Pyramiden ,vermessen“ haben
soll, das erinnert an den Witz von einem Handwerker, der fiir die
Ausfiihrung einer Reparatur 10 Pfennig verlangte, aber fiir das ,,Ge-
wuBt, wie“ noch 10 Mark draufschlug. Heute spielt das , Know-
how“ (sprich ,nou-hau“; zu deutsch ,wissen wie“) in der Technik
weltweit eine groBe Rolle, denn es wurde zu einer Art Handelsware
zwischen den Volkern. Das heiBt, man verkauft einander das Wis-
sen um bestimmte wissenschaftlich-technische Kniffe und Produk-
tionsverfahren.

Schon ein Schiiler der untersten Klassen kdnnte es dem groBen
Mathematiker in bezug auf dessen Hohenbestimmung gleichtun.
Nur wissen mii8te er’s. Thales’ Messung soll sich, Berichten aus
dem Altertum zufolge, etwa so abgespielt haben: Er schlug einen
Stab lotrecht in die Erde und beobachtete dessen Schatten. In dem
Augenblick, da beide, Stab und Schatten, die gleiche Ldnge hatten,
maB er die Ausdehnung des Pyramidenschattens, denn auch der
muBte zu diesem Zeitpunkt ebenso lang sein wie das ganze Bau-
werk hoch. Der Fall trat ein, als die Sonnenstrahlen mit der Waage-
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Ermittelte Thales so die Hohen
dgyptischer Pyramiden?

Schattenidnge = Hohe

rechten einen Winkel von 45° bildeten. Manchmal wird auch ge-
schrieben, Thales sei von seinem eigenen Schatten ausgegangen.
Doch das dndert nichts an dem Verfahren.

Auf die gleiche Weise kann man zum Beispiel, falls er in ebe-
nem und zugidnglichem Gelidnde steht, die Hohe eines Schorn-
steins-ermitteln. Allerdings besteht zwischen unseren Breiten und

Bestimmung
von Baumho6hen
mit Hilfe eines
gleichschenkligen a
Zeichendreiecks
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der von Agypten ein wesentlicher Unterschied: Wihrend die Sonne
dort, in der Ndhe von Kairo, den 45-Grad-Gipfel an jedem Tag zwi-
schen Mitte Februar und Anfang November erklimmt, schafft sie
das bei uns nur zwischen Anfang April und Mitte September.

Unabhédngig von Sonne und Schatten arbeitet das Forster-
dreieck. Mit ihm werden im Wald die Hohen von Bdumen be-
stimmt. Zum eigenen Probieren geniigt ein 45-Grad-Zeichendrei-
eck oder ein urspriinglich quadratischer, dann diagonal abgeschnit-
tener Bogen festen Papiers. Nur muB8 man.auf eine waagerechte
Ausrichtung seines ,, Visiergeridts“ achten.

Eine Stadt der Wissenschaften

Viele Reisen bedeutender Mathematiker und Naturwissenschaftler
fihrten in den letzten Jahrhunderten vor Beginn unserer Zeitrech-
nung in eine junge, aufbliilhende Stadt am Nildelta, nach Alexan-
dria. Gegriindet hatte sie einer der beriihmtesten Konige und Heer-
fuhrer des Altertums, Alexander der GroBe von Makedonien (356
bis 323 v.u.Z.). Halb Asien zwischen dem Mittelmeer und Indien
gehorte zeitweilig zu seinen Eroberungen. Wenngleich er als Ag-
gressor (Angreifer) kam, lieB er die alten Kulturen, die seine Solda-
ten in den orientalischen Lindern vorfanden, nicht vernichten. Als
ein Mann von Bildung (und Schiiler des Aristoteles) war er darauf
bedacht, sie zu bewahren, zu nutzen und zu fordern. So wurde die
nach ihm benannte Stadt, damals eine der groBten der Welt, zu
einem Mittelpunkt des wissenschaftlichen und kulturellen Aus-
tauschs und der Informationssammlung. Zu ihrem ,Museion“,
einer groBen Lehr- und Forschungsstitte, dhnlich unseren Univer-
sitdten, gehorten eine Sternwarte, zoologische und botanische (auf
Pflanzensammlungen gerichtete) Girten sowie ein Institut zur Aus-
bildung von Arzten. In seiner riesigen Bibliothek, die lingere Zeit
von Eratosthenes geleitet wurde, bewahrte man (fast) alles auf, was
die Menschheitskultur hervorgebracht hatte. Auf etwa 400000 Pa-
pyrusrollen (manche Quellen berichten sogar von 700 000) fanden
sich sowohl wissenschaftliche Werke als auch belletristische (wie
Gedichte, Erzdhlungen, Mirchen u.a.). Da es noch keine Moglich-
keit zu deren Vervielfdltigung gab und kulturelle Einrichtungen so-
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Der Leuchtturm von Alexandria, eines der Weltwunder des Altertums

wie einzelne Wissenschaftler in anderen Ldndern groBes Interesse
an diesen Sammlungen zeigten, fertigten Schreiber Kopien (Ab-
schriften) an, die der Staat teuer verkaufte. Viele Gelehrte arbeite-
ten an Ort und Stelle mit den unermeBlichen Schédtzen des
menschlichen Geistes. Zwischen 300 und 100 v.u.Z. soll es keinen
bedeutenden Naturwissenschaftler oder Mathematiker gegeben ha-
ben, der sich zu Studienzwecken nicht wenigstens fiir einige Zeit in
Alexandria aufhielt. Manche, wie Eratosthenes und Euklid, blieben
zeitlebens. Andere pflegten dann von ferne einen regen Briefwech-
sel mit Gelehrten in der Stadt der Wissenschaften. So auch Archi-
medes. Es kam - fiir die damaligen Begriffe — zu einem weltweiten
Gedankenaustausch.
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Ein zweites ,,Buch der Biicher®

Die Bibel, in eineinhalb Jahrtausenden zusammengetragen und
unzdhlige Male gedruckt, nennt man auch das ,Buch der Biicher.
Eine dhnliche Verbreitung erlebte ein mathematisches Lehrbuch.
Es wurde um 325 v.u.Z. in Alexandria niedergeschrieben und er-
schien unter dem Titel ,,Elemente“. Sein Verfasser ist Euklid.

Auch von ihm weiB man die Lebensdaten nicht mit Sicherheit.
Um 365 v.u.Z. geboren, verbrachte er lingere Zeit am alexandrini-
schen Konigshof, wo er groBes Ansehen genossen haben soll. Sei-
nem Gebieter, dem Konig Ptolemaius, sei, einer Legende nach, die
Mathematik zu anstrengend gewesen. Er habe daher den Gelehrten
gefragt, ob man sich diese schwierige Wissenschaft nicht schneller
und bequemer aneignen kdnne. ,Majestit“, sei dessen Antwort ge-
wesen, ,,zur Mathematik fiihrt kein besonderer Weg fiir Konige.“

Wahrscheinlich starb Euklid im Alter von 65 Jahren.

Unsterblich wurden seine , Elemente“. Allein seit der Erfindung
des Buchdrucks — im 15.Jahrhundert — erschien das Buch in mehr
als 1000 Ausgaben und in vielen Sprachen. Vorher muBlte das um-
fangreiche Werk handschriftlich kopiert und ,vervielfdltigt® wer-
den. Dabei mogen sich manche Fehler und Entstellungen ein-
geschlichen haben.

Die , Elemente“ stellen eine Zusammenfassung der damals be-
kannten Mathematik dar. Unter anderem verwertete Euklid auch
die Arbeiten von Thales und Pythagoras. Was von ihm selbst
stammt und was er iibernommen hat, das 148t sich teilweise nicht
mehr unterscheiden. Einen groBen eigenen Beitrag leistete er zu
den Abhandlungen iiber Primzahlen (vgl. die Kapitel ,Wo ist das
Ende?“, Seite 75, und , Ein Sieb und ein Satz“, Seite 77). Auf alie
Fille schuf Euklid mit diesem bedeutenden Lehrbuch ein beispiel-
haftes Werk, denn allein nach der Art seiner Beweisfiihrungen lern-
ten ungezihlte Schiilergenerationen in aller Welt ein #hnliches
Vorgehen. Besonders fiir den Geometrieunterricht wurde — in eini-
gen Lindern bis in unsre Zeit — vieles wortwortlich aus dem Mei-
sterwerk der Antike (griechisch-romisches Altertum) i{ibernom-
men.

Noch heute, nach 2300 Jahren, fiihrt in den Schulen kein Weg
daran vorbei. Zwar zitieren (= wortlich wiedergeben) wir nicht
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mehr aus den ,Elementen®, aber groBe Teile unsres (vor allem geo-
metrischen) Lehrstoffs stehen in dhnlicher Form bereits bei Euklid,
darunter der pythagoreische Lehrsatz und der Satz des Thales so-
wie die Sidtze iiber die Kongruenz (Deckungsgleichheit) von
Dreiecken und der Satz iiber die Summe der Innenwinkel im
Dreieck. Wir beschrinken uns hier auf den letzteren:

In jedem Dreieck betriigt die Summe der Innenwinkel 180°.
Den Beweis dafiir fand moglicherweise schon Thales. Vielleicht
verdanken wir ihn auch den Pythagoreern. Genau 148t es sich nicht
mehr ermitteln. Fiir ein gleichschenkliges Dreieck (gleiche Basis-
winkel!) geht er, ohne daB man dazu noch viel erkliren muB, aus
der dargestellten Figur hervor. Sie fand sich auf alten griechischen

Warum die Summe
der Innenwinkel im
Dreieck 180° betriigt

A 8

Darstellungen, die etwa aus der Zeit von Thales und Pythagoras
stammen miiBten. Von hier aus fiihrt ein weiterer Schritt zur voll-
stindigen Verallgemeinerung. Da die Summe der 3 Winkel bei C,
ndmlich o’ + p+ f’, 180° betrdgt, muB das auch fiir + f+ p gel-
ten. Zu begriinden ist lediglich noch, warum die Winkel « und o’
bzw. B und f’ gleich groB sind. Welche Beziehungen liegen hier
vor?1s

Warum sich der Teufel nicht hinausgetraute

In einem Meisterwerk ganz anderer Art, dem Drama ,Faust“ von
Goethe, erscheint eine gleisnerische Gestalt auf der Biihne, der
Teufel. Mit dem Abgang aus dem Zimmer, in das er sich hinein-
geschlichen hat, zégert er merkwiirdig lange. SchlieBlich sieht er
sich gezwungen zu erkldren: '
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»Gaesteh’ ich’s nur! DaB ich hinausspaziere,
Verbietet mir ein kleines Hindernis,
Der DrudenfuB8 auf Eurer Schwelle.“

»Das Pentagramma macht dir Pein?“, erwidert ihm Faust.
,»Ei, sage mir, du Sohn der Hoélle,

Wenn das dich bannt, wie kamst du denn herein?

Wie ward ein solcher Geist betrogen?“

»Beschaut es recht! Es ist nicht gut gezogen:
Der eine Winkel, der nach auBlen zu“, antwortet der Teufel,
»Ist, wie du siehst, ein wenig offen.“

Was ist das, ein DrudenfuB oder Pentagramm(a)? Nichts weiter als
ein gewOhnlicher fliinfeckiger Stern. Nach abergldubischen mittel-
alterlichen Vorstellungen sollte er groBe Zauberkraft besitzen und
vor Druden (Hexen) und anderen bdsen Geistern schiitzen, selbst
vor dem Schlimmsten von allen, dem Teufel. Und das Pentagramm
war, wie wir wissen, vor zweieinhalb Jahrtausenden das Geheimzei-
chen der Pythagoreer. Was mag sie bewogen haben, gerade diese
Figur zum Symbol ihres Bundes zu erheben? Wahrscheinlich hat-
ten sie mathematische Griinde, denn Fiinfeck und Fiinfeckstern
(Pentagon und Pentagramm) stellen etwas ganz Besonderes, Ein-

Endlosfigur
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maliges dar. Sie bilden zusammen die Endlosfigur. Sie entsteht aus
sich selbst heraus immer wieder neu — ohne Ende. Um das zu er-
kennen, zeichnet man sie am besten. Es macht Freude!

Nach Euklid muB man ,richtige“ geometrische Konstruktionen
allein mit Zirkel und Lineal ausfiihren. Diese strenge Vorschrift
umgehen wir hier und nehmen den Winkelmesser zu Hilfe: Im
Mittelpunkt eines groBen Kreises trigt man einen Winkel von 72°
an, dessen Schenkel den Kreis schneiden. Durch die Verbindung
dieser beiden Schnittpunkte erhédlt man eine Fiinfeckseite, und die
muB auf dem Kreisumfang noch weitere 4mal abgetragen werden.
Nun kann das Spiel mit dem Unendlichen beginnen. Man zeichnet
in das Pentagon dessen 5 Diagonalen ein, so daB ein Pentagramm,
ein fiinfeckiger Stern, entsteht. In dessen Mitte erkennt man jetzt
ein neues, kleineres Fiinfeck, das durch die Diagonalen aus der
Ausgangsfigur herausgeschnitten wurde. Zieht man dort wieder die
Diagonalen, bildet sich wiederum ein kleineres Pentagramm mit
einem noch kleineren Pentagon in der Mitte. Und dieses Verfahren
148t sich, zumindest gedanklich, da die Figuren immer winziger
werden, unaufhorlich fortsetzen. Vielleicht wahrten die Pythago-
reer diese wunderbare Eigenschaft des regelmiBigen Fiinfecks als
eines ihrer groBen Geheimnisse.

Wieso das Wegnehmen kein Ende nahm

In den beriihmten ,Elementen“ des Euklid taucht mehrfach ein
Problem auf, das die Mathematiker der damaligen Zeit sehr be-
schiftigt und bewegt hat. In dem Kapitel ,Wenn Réder rollen“
(Seite 49) umschrieben wir es — volkstiimlich und unwissenschaft-
lich — so: Zwei Zahlen passen nicht unter einen Hut. Auf die Geo-
metrie bezogen und mathematisch exakt mu8 man formulieren:
Zwei Strecken sind gegeneinander inkommensurabel. Dazu heiB3t
es — allerdings in einer uns schwer verstandlichen Sprache — in Eu-
klids groBem Lehrbuch:

»MiBt, wenn man unter zwei ungleichen GroBen abwechselnd
immer die kleinere von der groBeren wegnimmt, der Rest nie-
mals genau die vorhergehende GroBe, so miissen die GréB8en
inkommensurabel sein.“
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Wie das gemeint ist, erkennt man besser am Gegenteil, an kom-
mensurablen GréBen: Eine Strecke sei 7 cm, eine andere 5 cm lang.
Die ,,Wechselwegnahme“ vollzieht sich dann so:

Tcm—5cm=2cm

S5cm—2cm=3cm

Jcm—-2cm=1cm

2cm—1cm=1cm

lcm—1cm=0.
Sie nimmt also beim fiinften Schritt ein Ende. Manchmal dauert es
viel ldnger, zum Beispiel bei 7,3 cm und 4,8 cm (16 Schritte). Aber
der Rest verschwindet immer, wenn man dieses Verfahren auf
ganze oder gebrochene Zahlen anwendet, denn die sind in jedem
Fall gegeneinander kommensurabel.

Ganz anders bei der , Endlosfigur“. Hier hort die Wechselweg-

nahme niemals auf, denn

d,—s;=d, (d, = groBte Diagonale,

s;—d;=s, d, = zweitgroBte Diagonale usw.
d, —s,=d; s; = groBte Seite

s;,—d;=s; s, = zweitgroBte Seite usw.)

d3 — 8§ = d4

und immer so weiter!
In Form einer fortlaufenden Proportion (einer Kette von Verhilt-
nisgleichungen) 148t sich auch schreiben:
dl:sl=81:d2=d2182=82:d3 =d3:S3 =S3:d4usw.
Das bedeutet: Man kann das Verhdltnis einer Fiinfeckdiagonale
zur entsprechenden Seite nicht durch eine rationale Zahl — also
nicht in Form irgendeines gemeinen Bruchs — angeben. Grob an-
gendhert, liegt es bei 8:5 = % Der genaue Wert ist irrational. Da-
her nimmt diese Verhiltniszahl ebensowenig ein Ende wie .
Ist er nicht eine zauberhafte Figur, der ,zauberbrechende“ Dru-
denfuB, der dem Teufel so zu schaffen machte?

Eine Binsenweisheit?

Etwas ganz Selbstverstindliches nennt der Volksmund eine Bin-
senweisheit. In der Mathematik gehoren dazu Aufgaben aus dem
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Einmaleins. So 16sen schon Kinder im Vorschulalter die Aufgabe
2 + 2 =4, Etwas ganz anderes ist es, eine so ,kinderleichte“ Glei-
chung auch als wahre (richtige) Aussage zu beweisen. Mul man
denn das iiberhaupt? In der Schule wird es von keinem Schiiler ver-
langt. Aber von der ,strengen“ Mathematik werden auch solche Be-
weise gefordert. ‘

Sogar der groBe Gelehrte Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis
1716) beschiftigte sich mit diesem Problem. Euklid hingegen
dachte noch nicht daran, etwas Derartiges, scheinbar Selbstver-
stindliches, herzuleiten. Aber seine Beweismethoden kann man
auch darauf anwenden. An die Spitze stellte Euklid Definitionen
(Begriffsbestimmungen). Hier brauchen wir die folgenden:

1)2=1+1 (allgemein: a’ = a + 1; in Worten:
2) 3=2+1 a-Strich ist der Nachfolger von a)
3) 4=3+1.
Als zweites ,Beweiswerkzeug“ verwandte Euklid Axiome, Aussa-
gen, aus denen sich Weiteres ableiten 14Bt. In unserem Fall heiB3t
das bendtigte Axiom:
Eine Gleichung bleibt bestehen, wenn man in ihr einen Aus-
druck durch Gleiches ersetzt.
Also kann man schreiben:
2+2=2+1+1 (nach Definition 1)
2+1+1=3+1 (nach Def. 2)
3+1=4 (nach Def. 3)

Das Assoziativgesetz
der Addition

a+(b+c) = (a+bh)+c

Besser erkennt man die Beweisfliihrung jedoch, wenn man das As-
soziativgesetz der Addition mit heranzieht. Es lautet:
a+t(b+c)=(@+b)+c.
Danach gilt fiir unser Beispiel:
2+(1+D=2+D+1,
und so — unter Verwendung von Klammern - zeichnet sich die Be-
weisfiihrung viel klarer ab:
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2+2=2+(1+1)
Q+DH+1=3+1=4.
Auf die gleiche Weise lassen sich alle Schritte im Einsundeins be-
weisen.

Uber des Kriimers Zwecke erhaben?

Thales bestimmte mit Hilfe von Dreiecken Schiffsentfernungen
und PyramidenhOhen. Im Zusammenhang mit einer Feuerwehrlei-
ter bedienten wir uns des pythagoreischen Lehrsatzes. Das sind An-
wendungen der Mathematik. Doch in den ,Elementen“ des Euklid
fehlt die Praxis. Es scheint, daB Arithmetik und Geometrie dort um
ihrer selbst willen betrieben werden. Das ist kein Zufall. In der grie-
chischen Sklavenhaltergesellschaft jener Zeit galt ndmlich jede
praktische Arbeit als minderwertig. Und damit war auch der Ge-
brauch der Mathematik fiir solche Tétigkeiten verpont.

Platon, ein einfluBreicher griechischer Philosoph (427 bis 347
v.u.Z.), hatte gelehrt, daB die Mathematik die GroBen des Staates
zum Lichte hinauffiihren miisse und daB sie nicht ,um des Kau-
fens und Verkaufens willen“ hinabgewiirdigt werden diirfe. Mit an-
deren Worten: Die Wissenschaft von den Zahlen sollte iiber die
Zwecke des Krimers erhaben sein. Und daran hielt sich der Verfas-
ser der ,Elemente“. Nirgends verband er die Arithmetik mit dem
Leben. Und die Geometrie, die einen wesentlichen Teil seines
Werkes ausmacht, setzte er sogar in Widerspruch zu ihrem Namen,
der soviel wie ,,Erdmessung“ bedeutet.

Ganz anders, als Platon es forderte, handhabte Heron von Alex-
andria (um 100 v.u.Z.) die Mathematik. Er stellte sie in den Dienst
des Menschen, indem er unter anderem Gerite fiir die Feldvermes-
sung konstruierte und Berechnungen fiir architektonische Zwecke
vornahm. Zum Beispiel erlangte seine Schrift {iber Kuppeln und
Gewdlbe beim Bau der ,Hagia Sophia“, einer beriihmten Kirche in
Konstantinopel (heute Istanbul), die im 6.Jahrhundert u.Z. errich-
tet wurde, groBe Bedeutung. Der Baumeister bezog Herons Anga-
ben in seine Arbeit mit ein.

In einer seiner zahlreichen Veriéffentlichungen befaBte sich der
Mathematiker-Ingenieur mit der Bestimmung des Volumens ganz
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unregelmiBiger Korper, zum Beispiel von Wurzeln und Felsstei-
nen. Dariiber schreibt er sinngemi8:

Wenn der zu messende Korper leicht transportabel sein sollte, so
wird man eine durchgingig rechtwinklige Wanne, die das zu Mes-
sende aufzunehmen vermag, herrichten, ganz mit Wasser fiillen
und den unregelmiBigen Korper hineinwerfen. Es ist nun klar, daB
das Wasser iiberflieBen wird, und zwar so viel, wie das Volumen
des in die Wanne geworfenen Korpers ausmacht. Heron verweist
darauf, daB diese Methode (siehe nédchstes Kapitel!) nicht von ihm,
sondern von Archimedes stammt.

Man kann sich leicht ausmalen, wo die Menschheit heute
stinde, wenn sie die Mathematik (und andere Wissenschaften)
nicht fur praktische Bediirfnisse angewendet hitte. Andererseits
darf nicht iibersehen werden, daB auch ,praxisfeindliche“ Theoreti-
ker wie Euklid dazu beitrugen, den Menschen das Leben zu er-
leichtern, indem sie Grundlagen schufen, auf denen spiter weiter
aufgebaut werden konnte.

Store meine Kreise nicht!

Ko6nig Hiero(n) von Syrakus (306 bis 215 v.u.Z.) muB3 ein miBtrau-
ischer Mensch gewesen sein. Moglicherweise hatte er schlechte Er-
fahrungen mit seinen Goldschmieden gemacht. Jedenfalls zwei-
felte er an der Redlichkeit des Meisters, dem er zur Anfertigung
eines goldenen Kranzes 9 kg des edlen Metalls iibergeben hatte.
Zwar zeigte die Waage bei dem Prunkstiick keinen Betrug an, aber
war es nicht moglich, daB der ,gerissene Fuchs“ ein weniger wert-
volles Metall mit untergemengt hatte, so daB die Masse am Ende
dennoch aufs Gramm genau stimmte? Die Priifung schien schwie-
rig, fast unmoglich. Wenn iiberhaupt jemand Licht in das Dunkel
bringen konnte, dann nur ein ganz kluger Kopf, ein iiberragender
Denker. In Syrakus auf Sizilien lebte damals kein Geringerer als
der groBte Mathematiker, Physiker und Techniker des Altertums:
Archimedes. Aller Wahrscheinlichkeit nach war der Kénig sogar
mit ihm verwandt. Thn also bat Hieron, festzustellen, ob der Gold-

schmied gemogelt hatte oder nicht.
Doch selbst Archimedes wuBlte sich zunédchst keinen Rat. Tage-
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Archimedes

lang ging ihm die Sache durch den Kopf. Ergebnislos. Als er jedoch
wieder einmal in eine zu hoch gefiillte Badewanne stieg und dabei
etwas Wasser iiberfloB, kam ihm der rettende Gedanke. ,,Heureka!“
(,Ich hab’s!“) soll er gerufen und sein Bad augenblicklich abgebro-
chen haben. Ohne sich anzuziehen, sei er davongestiirmt und mit
Heurekarufen durch die iibervolkerten StraBen der Stadt gerannt.
Ob das allerdings stimmt, muB3 man bezweifeln. Oder lieB den Ge-
lehrten die Freude iiber den gefundenen Losungsweg wirklich alles
andere vergessen?
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Gleiche Massen -
ungleiche Dichte

Warum erwies sich die Wahrheit in der Wanne? Weil jeder Kor-
per dort sein Innerstes preisgeben muB, denn beim Eintauchen
oder Eindriicken zeigt sich, wie dicht er beschaffen ist. Zum Bei-
spiel hitte des K6nigs goldner Kranz bei 9 kg Masse nur 466 cm?
Wasser verdringen diirfen, wogegen ein gleich schwerer Kork-,,Ball“
fast das 100fache Volumen (rund 45000 cm?®) iiberflieBen lassen
wiirde, da er nur eine sehr geringe Dichte hat. Man erkennt:

Je dichter ein Stoff — desto kleiner sein Volumen (im Ver-
gleich zu gleich schweren Ko6rpern.) Den Zusammenhang
Masse

driickt man durch eine Formel aus: Dichte = ——,
Volumen

kiirzer: o= %
Bei Wasser betridgt das Masse-Volumen-Verhiltnis %, bei Silber

lgl’jf, bei Gold 13£3g und beim menschlichen Kdrper etwas mehr

als 311%’ weswegen man ohne Schwimmbewegungen im Wasser
langsam untersinkt.

‘Hierons Kranz lieB etwa 600 cm?® Wasser iiberflieBen (statt 466).
Also konnte er nicht au$ reinem Gold sein. Der Meister hatte etwa
3kg (_= 3 der Masse> Silber mit hineingearbeitet. Wie Konig
Hieron auf diese Gaunerei reagierte, ist nicht {iberliefert.

Archimedes hinterlieB eine Fiille von Schriften {iber die ver-
schiedensten Wissensgebiete, so iiber arithmetische, geometrische
und physikalische Probleme. Das Riistzeug fiir seine iiberragenden
Leistungen hatte er sich, wie viele Gelehrte des Altertums, im Mu-
seion von Alexandria geholt, mit dessen fiihrenden K&pfen er zeit-
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lebens in Verbindung blieb. Es heit, daB Archimedes vor lauter
Studien manchmal das Nichstliegende vernachlédssigt und sich
zum Beispiel kaum Zeit fiir ein Bad genommen hitte, so daB seine
Freunde ihn mit Gewalt dazu bringen muBten. Aber selbst beim
Baden habe er noch Mathematik betrieben und in die Fettschicht,
die man damals vor dem Waschen auf den Ko6rper aufzutragen
pflegte, Formeln und Figuren gezeichnet. Auch sei der Sandboden
von ihm, wo er auch saB und stand, stindig mit Skizzen und Rech-
nungen versehen worden.

Uberhaupt hatte er’s mit dem Sand. Einmal versuchte er zu be-
rechnen, wieviel SandkOrner das ganze Weltall ausfiillen wiirden.
Auf eine solche Idee konnte er allerdings nur kommen, weil er sich
das Universum (das All) begrenzt und damit falsch vorstellte.
AuBerdem hielt er die Entfernungen zu den Sternen, wie selbst be-
rihmte Astronomen der neueren Zeit noch, fiir viel zu klein. Im-
merhin aber zeigte Archimedes mit seiner Sandkornaufgabe, wie
man zu immer groBeren Zahlen gelangen und sie auch bezeichnen
kann, denn gerade damit hatten die sonst so findigen griechischen
Mathematiker erhebliche Schwierigkeiten. Auf die heutige
Schreibweise libertragen , enthielte das, was sich der groBte Natur-
forscher der Antike als das Weltall vorstellte, 10°7 Sandkorner. Die-
ses Ergebnis, eine 1 mit 57 Nullen, stellte Archimedes mit Hilfe be-
stimmter Worter dar. Zum Beispiel nannte er 10* (10000) eine

Von Archimedes konstruierte wasserschopfende Spirale
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Myriade und 10® (100 000 000) eine Myriade von Myriaden. Er trieb
jedoch die Kunst der Zahlendarstellung noch viel, viel weiter
voran. Die groBte Zahl, die er in seiner Schreibweise noch zu be-
zeichnen vermochte, war

1()800000000000000000 (eine 1 mit 800 Billiarden Nullen).

Seine Erkenntnisse wandte Archimedes in vielen Formen prak-
tisch an. So konstruierte er Maschinen zur Bewésserung des Lan-
des und zum Heben schwerer Lasten. Mit einem Brennspiegel
brachte er Wasser zum Kochen, und nach seiner Anweisung seien
feindliche Schiffe vom Land aus allein dadurch in Brand gesetzt
worden, daB Soldaten ihre blank polierten, gekriimmten Schilde
wie Brennglédser wirken lieBen und Biindel von Sonnenstrahlen auf
die Angreifer lenkten. Zur Verteidigung seiner Heimatstadt gegen
die Romer, die damals Sizilien noch nicht in Besitz hatten, er-
dachte Archimedes Waffen, die sich im Einsatz als sehr wirkungs-
voll erwiesen. Dazu gehdrten kanonendhnliche Steinschleudern.
Als Syrakus infolge einer List dann doch den rémischen Truppen
in die Hinde fiel, fand der groBe Gelehrte, bereits 75 Jahre alt,

Kanonenihnliche
Steinschleuder
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durch das Schwert eines pliindernden Soldaten den Tod. Die Le-
gende berichtet, daB er, iiber seine Berechnungen und Zeichnun-
gen gebeugt, dem hereinstiirmenden, grobschldchtigen Krieger
noch zugerufen habe: ,Store meine Kreise nicht!“ 7

Erst 200 Jahre spéater wurde sein Grab, das wegen der Kriegswir-
ren nicht besonders wiirdig und auffallend ausgestaltet worden war,
durch den bedeutenden romischen Politiker und Schriftsteller Ci-
cero aufgefunden. An einem kleinen eingemeiBelten Symbol hatte
er es erkannt: einem Zylinder, dem eine Kugel einbeschrieben war.
Dieses Sinnbild verewigt eine der groBen Leistungen Archimedes’.
Er entdeckte, daB sich die Rauminhalte dieser Korper wie 3:2 ver-
halten.

Eine legendire Proportion

1,2,3,4,5,6,7, ..., das und nur das waren nach griechischer Auf-
fassung Zahlen. Unseren heutigen Briichen wurde diese Bedeutung
also nicht zuerkannt. In ihnen sahen Mathematiker wie Pythagoras
und Thales lediglich Zahlenverhdltnisse — Proportionen. Zum Bei-
spiel bedeuteten % im alten Griechenland das Verhiltnis zwei zu
drei = 2:3. Darum sprach man damals auch nicht davon, daB ein
Wanderer etwa % seines Weges zuriickgelegt habe, sondern man
sagte, daB sich die bereits zuriickgelegte zur gesamten Strecke wie
3:4 verhielte (was natiirlich genau dasselbe ist). Umgekehrt 1483t
sich beispielsweise Archimedes’ beriihmtes Zwei-zu-drei-Verhilt-
nis genausogut durch einen Bruch darstellen: Eine Kugel hat % des
Volumens eines ihr umbeschriebenen Zylinders. Und so - als
einen gemeinen Bruch — kann man jede Proportion (jedes Zahlen-
verhiltnis) ausdriicken, wenn keine irrationale Zahl — wie unter an-
derem bei Kreisumfang und -durchmesser — mit im Spiel ist.
Aber die ganz besondere Vorliebe der alten griechischen Mathe-
matiker galt gerade einem irrationalen Verhdltnis. Vielleicht
kommt die hohe Wertschitzung, die es genoB, daher, daB sich
diese auBergewohnliche Proportion auch beim Diagonalenziehen
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im Fiinfeck bildet. Ein Vergleich soll die legenddre Erscheinung,
die fiir viel Aufsehen sorgte und fiir die Praxis groBe Bedeutung er-
langte, erldutern:

Wer geradlinig von A nach B geht, kommt in der ersten Hilfte
seines Weges an einen bestimmten Punkt (T), wo sich der bereits
zuriickgelegte, kiirzere Abschnitt (k) zu dem noch zu bewiltigen-
den, lingeren Teilstiick (I) genauso verhilt wie dieses zur gesamten
Strecke (k + I). Mathematisch formuliert:

k:1=1:(k +1); woflir im Fiinfeck gilt: d,:s, =s;:d;.
Zwischen dem Fichtelberg und dem Kap Arkona auf der Insel Rii-
gen (Luftlinie rund 470 km) liegt dieser Punkt T in der Ndhe von
Jiiterbog am Nordrand des Flimings.

Durch eine geometrische Konstruktion erhédlt man den Teilungs-
punkt T, indem man zunéchst ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
dem rechten Winkel bei A, einer beliebigen Kathete AB und

AC= % AB zeichnet. Um C schligt man einen Kreis mit dem Ra-

dius AC, der BC in D schneidet. Der Kreis um B mit dem Radius
BD schneidet AB in dem gesuchten Punkt T.

[

AT~} AB
Teilung einer Strecke AB
nach dem Goldenen Schnitt {

A
!gk

T B8
l .
1

}
-t

Man konnte diese Teilung fortsetzen, indem man das gleiche
Verfahren auf TB anwendet, dann wieder auf den lingeren Restab-
schnitt und immer so weiter. Es gibe nie ein Ende. Darum wird
diese Art der Verhiltnisbildung als stetige Teilung bezeichnet. Das
zweimal auftretende Innenglied — in den obigen Beispielen 1 bzw.
s; — heiBit mittlere Proportionale.

Erst jetzt konnen wir ein Fiinfeck ,richtig“ konstruieren, allein
mit Zirkel und Lineal. Die hier gegebene Konstruktionsbeschrei-
bung bezieht sich auf die Abbildung Seite 100.

Die Strecke BE sei eine der Diagonalen des Fiinfecks ABCDE.
Wie beschrieben, wendet man auf sie die stetige Teilung an,
so daB man den Punkt T erhilt. Die Subtraktion BE — BT lie-
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Konstruktion eines
regelmiBigen Fiinfecks

fert den Punkt T’, und Kreise um B und E mit dem Radius BT’
ergeben den Schnittpunkt A. Die Verlingerungen von AT und
AT schneiden die Kreise in C und D. Nun kann man alle
S Seiten zeichnen, und das Pentagon ist fertig.
Wenn vorgegeben ist, wie groB die Fiinfeckseite sein soll, braucht
man sie nur als den lingeren Diagonalenabschnitt (BT") zu be-
trachten, teilt diesen wieder stetig, wodurch sich der Punkt T ergibt,
und addiert BT und BT zur Diagonalen BE. Damit ist diese Auf-
gabe auf die vorige zuriickgefiihrt.

Die alten Griechen empfanden dieses Teilungsverhiltnis als be-
sonders harmonisch (ebenmiBig) und wandten es in ihren Kunst-
werken vielfach an. , Wohlproportioniert“ — das bedeutete fiir sie
soviel wie ,nach dem Prinzip der stetigen Teilung angeordnet.

Nachdem seit den Zeiten von Thales und Pythagoras schon zwei
Jahrtausende vergangen waren, setzte in West- und Mitteleuropa
eine Welle der Riickerinnerung an die griechisch-romische Kultur
des Altertums (die Antike) ein. Man nennt diese Bewegung Renais-
sance (wortlich: Wiedergeburt). Sie erfate Kunst und Literatur,
aber auch die Wissenschaft. In der Mathematik kam jetzt die ste-
tige Teilung noch einmal zu groBen Ehren. Man gab ihr aber einen
viel wohlklingenderen Namen. ,Goldener Schnitt“ heiBt sie nun-
mehr, und im 15./16.Jahrhundert wetteiferten Maler und Architek-
ten geradezu um wohlproportionierte Formen nach jenem beriihm-
ten, ,wiedergeborenen® Verhiltnis.
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Der Goldene Schnitt
am menschlichen Kérper

(nach Albrecht Diirer)
Verschobene Proportionen
(Zeichnung eines Fiinfjahrigen) Der Goldene Schnitt
am Leipziger Alten Rathaus
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Wie unproportioniert stellen die jiingsten Kiinstler, die Kleinen
im Kindergarten, oft den menschlichen Korper dar: langer
Rumpf - viel zu kurze Beine — oder dhnlich. Beriihmte Renais-
sancemaler aber, wie Leonardo da Vinci (1452 bis 1519) und Al-
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brecht Diirer (1471 bis 1528), zergliederten in ihren Skizzen das
Abbild des Menschen mit Zirkel und Lineal, um die nach ihrer
Meinung besten Proportionen zu erhalten — Verhiltnisse nach dem
Goldenen Schnitt. Zum Beispiel liegt nach einer Darstellung Al-
brecht Diirers der Punkt, der den Ko6rper eines erwachsenen Men-
schen (von oben herab) stetig in einen kiirzeren und einen lingeren
Abschnitt teilt, etwa in Hohe der Giirtellinie.

Auch die Baumeister wollten den Malern und Bildhauern nicht
nachstehen. So setzte Hieronymus Lotter, der zugleich Biirgermei-
ster der Messestadt war, dem Goldenen Schnitt in Leipzig ein ein-
drucksvolles Denkmal. Das Alte Rathaus, das in den Jahren 1556
und 1557 erbaut wurde, gestaltete er so, daB der in der Mitte aufra-
gende Turm die Vorderfront des Gebdudes stetig teilt.

Noch Student — und schon ein Meister

Auf dhnliche Weise wie ein Fiinf- 148t sich auch ein regelméBiges
Zehneck konstruieren. Jede seiner Seiten ist genauso lang wie der
groBere Abschnitt des nach dem Goldenen Schnitt geteilten Um-
kreisradius. Die Zeichnung gibt dazu die nétige Erlduterung. In der
Schule werden gewdhnlich nur die einfachsten Polygone (Vielecke)
gezeichnet: solche mit 3, 4, 6 oder 8 Seiten. Und lange Zeit schien
es so, als ob mit den tiiberlieferten Vieleckkonstruktionen die
Grenze des Moglichen erreicht sei. Damit wollte sich ein achtzehn-
jdhriger ,Stud. der Mathematik zu Go6ttingen“ nicht abfinden. Sein
Vorhaben gelang, und er beendete einen 2000 Jahre wéhrenden
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geometrischen Stillstand. Allein mit Zirkel und Lineal konstruierte
er ein 17-Eck. Dariiber schrieb er 1796 seine erste wissenschaftli-
che Veroffentlichung. Darin, in der damaligen Rechtschreibung
wiedergegeben, heiit es:

»Es ist jedem Anfinger der Geometrie bekannt, daB verschie-
dene ordentliche Vielecke, namentlich das Dreyeck, Fiinfeck,
Fiinfzehneck und die, welche durch wiederholte Verdoppe--
lung der Seitenzahl eines derselben entstehen, sich geomet-
risch construieren lassen. So weit war man schon zu Euklids
Zeit, und es scheint, man habe sich seitdem ...“ eingeredet,
daB sich dieses Gebiet ... ,nicht weiter erstrecke ...“

Nach der Mitteilung, daB auch das 17-Eck ,einer geometrischen
Construction fahig ist“ und einigen weiteren Angaben, folgt die
Unterschrift: ,C. F. GauB a. Braunschweig, Stud. der Mathematik
zu Gottingen“.

Eine einzige Zahl (z) aus GauB’ Berechnung, die er neben der
Konstruktion ausfiihrte, soll zeigen, welch eine immense Gedan-
kenarbeit der junge Student leistete:

z———+—\/_+ = V34-2417
+§\/17+3\/ﬁ—\/34—2\/1_7_— 2434+2 17

Niherungsweise verbirgt sich hinter dieser ,Schlange“ der Dezi-
malbruch 0,93.

2000 Jahre vor GauB hatte sich schon Archimedes mit derarti-
gen Problemen beschiftigt. Er versuchte, ein regelmiBiges Sieben-
eck mit Zirkel und Lineal zu zeichnen. Doch er miihte sich vergeb-
lich. Auch spéter konnte diese Aufgabe nur nidherungsweise gelost
werden. Jetzt wies der ,Stud. der Mathematik zu Gé6ttingen“ exakt
nach, welche regelméBigen Vielecke sich iiberhaupt mit Zirkel
und Lineal konstruieren lassen. Er fand, daB das davon abhingt,
ob bestimmte Primfaktoren in der Anzahl der Seiten (n) enthal-
ten sind oder nicht. Die Konstruktion ist méglich, wenn man n in
die Form

2k.P
bringen kann, wobei 2 eine der Zahlen 1 (denn 2°=1); 2; 4; 8; ...
ist und P entweder einer der Primfaktoren 2; 3; 5; 17 oder ein Pro-
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dukt daraus. Die folgenden Beispiele zeigen, was das fiir die Kon-
struierbarkeit einer Reihe von Vielecken bedeutet:

n 2k.P n 2k.P
(Seiten) (Seiten)
3=1-3 12=4.3
4=2.2 15=1.3.5
5=1-5 16=8-2
6=2-3 17=1.17
8§=4.2 20=4-5
10=2.5
oder:
34=1.2-17 51=1-3-17

Betrigt hingegen die Anzahl der Seiten (und natiirlich auch die der
Ecken) 7; 9; 11; 13; 14; 18 oder 19, kann keine derartige Gleichung
gebildet werden.

Mit seiner genialen Erkenntnis schloB der Achtzehnjdhrige die
Arbeiten auf diesem Gebiet, die sich durch zwei Jahrtausende hin-
gezogen hatten, endgiiltig ab. Bereits damit ging er in die Mathe-
matikgeschichte ein. Zur Erinnerung an GauB3’ erstes bedeutendes
Forschungsergebnis wurde — 59 Jahre spiter — auf seinem Grab-
stein ein regelmiBiges Siebzehneck dargestelit.

FEDER GEGEN ABAKUS
Vor den Augen einer Gottin

Zu Anfang des 16.Jahrhunderts stellte ein Maler einen sagenhaften
Wettkampf dar: Zwei Minner, der eine in Samt und Seide und of-
fenbar modern, der andere altmodisch und &rmlicher gekleidet, sit-
zen an zwei Tischen nebeneinander. Wéahrend die eine Tischplatte,
die des Jiingeren und sichtlich Wohlhabenderen, mit Ziffern und
Zahlen beschrieben ist, enthilt die andere Rillen und Kiigelchen.
»wer rechnet am schnellsten?“ hieB die erregende Frage, der zif-
fernschreibende oder der ,kugelschiebende“ Mathematiker. Das zu
entscheiden, steht die Go6ttin der Arithmetik, der Rechenkunst, mit
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Ziffern gegen Kugeln —
Boethius gegen Pythagoras

ausgebreiteten Armen auf einem erhéhten Podest hinter den bei-
den Wettkimpfern. Obwohl unparteiisch, hat sie ihren Blick auf
den Wohlbetuchten gerichtet. Er, der sich der indisch-arabischen
Zahlenschreibweise bediente, gibt sich selbstbewuBt und gelassen,
kann er doch das Ergebnis bereits vorweisen, wohingegen sein Wi-
derpart noch griesgrimig-verbissen an seinem Abakus, seinem Re-
chenbrett, hantiert. Auf schwebenden Bédndern sind die Namen der
Rivalen festgehalten. Danach siegte Boethius liber Pythagoras.

In Wirklichkeit hat dieser Wettstreit nie stattgefunden, denn der
Sieger ist iiber 1000 Jahre jiinger als der Besiegte. Pythagoras, den
der Maler fiir den Erfinder des Abakusrechnens hielt, lebte mehr
als eineinhalb Jahrtausende vor der Einfiihrung der indisch-arabi-
schen Zahlenschreibweise in Europa, und Boethius, ein rémischer
Staatsmann, Philosoph und Mathematiker (um 480 bis 524),
konnte die Zeichen aus dem Osten auch noch nicht benutzen,
denn sie waren zu seiner Zeit noch gar nicht entwickelt. Zum Bei-
spiel stammt der &dlteste schriftliche Beleg fiir das Auftreten der
Null in ihrer heutigen Form aus dem 9.Jahrhundert. Im Jahr 976
tauchte die neue Zahlenschreibweise, zundchst noch als eine Art
Geheimwissenschaft, in Spanien zum erstenmal auf. Ab 1202 brei-
tete sie sich, anfangs nur z6gernd und gegen den Widerstand der
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Kirche, in Italien aus, und in Deutschland begann ihr Siegeszug
erst im 16.Jahrhundert.

Das Gemilde mit dem erfundenen Wettkampf soll den Sieg des
Neuen iiber das Alte symbolisieren. Der groBe Altersunterschied
zwischen den beiden dargestellten Mathematikern deutet eine hi-
storische Wahrheit an: Es dauerte viele Jahrhunderte, bis sich das
Bessere endgiiltig durchsetzte. Sein Weg fiihrte iiber ein neues be-
deutendes mathematisch-wissenschaftliches Zentrum im Osten.

Wissen und Weisheit — hoch geachtet

An die Stelle von Alexandria, wo in den letzten Jahrhunderten vor
unsrer Zeitrechnung das Wissen der Menschheit zusammengetra-
gen und erweitert worden war, trat ein Jahrtausend spiter Bagdad,
die Hauptstadt des heutigen Irak. Um 762 gegriindet, entwickelte
sich die Stadt schnell zum damaligen Zentrum der Gelehrsamkeit.
Nach dem Vorbild Alexandrias wurde in ihr ein ,,Haus der Weis-
heit“ eingerichtet, dem unter anderem eine groBe Bibliothek und
ein Observatorium (eine Sternwarte) angeschlossen waren. Wis-
sensstrome aus vielen Quellen flossen dort zusammen. So wander-
ten aus dem Westen, vor allem aus Griechenland und Agypten, Ge-
lehrte ein, die von der christlichen Kirche in ihrer Arbeit behindert
oder die gar wegen Ketzerei (das heiBt, weil ihre Erkenntnisse be-
stimmten Glaubenssidtzen entgegenstanden) verfolgt worden waren.
Sie brachten viel Wertvolles mit, zum Beispiel die Geometrie des
Euklid sowie Schriften {iber Astronomie und Geographie. Die neue
Religion, die sich im Osten ausbreitete, der Islam, dessen Anhin-

Der islamische Gelehrte
al-Farabi (870 bis 950)
erlduterte die
»Elemente“ des Buklid
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ger man Mohammedaner (auch Moslems oder Muslims) nennt,
stand den Wissenschaften viel aufgeschlossener gegeniiber. Die is-
lamischen Herrscher, die Kalifen, sorgten dafiir, daB die Werke aus
‘den Mittelmeerldndern ins Arabische iibersetzt und griindlich aus-
gewertet wurden. Mit diesen Erkenntnissen vereinten sich Wissens-
schitze aus dem Orient. Beispielsweise steuerten persische Him-
melsbeobachter zu dem, was aus dem Westen iibernommen werden
konnte, reichhaltige Erfahrungen bei. Da Bagdad ein bedeutender
Handelsplatz war, gelangten mit indischen Waren auch Teile der
indischen Mathematik dorthin. So zeigten Kaufleute aus dem
Land am Ganges, daB es sich mit ihren Zahlzeichen, die wir heute
als arabische Ziffern bezeichnen, sehr vorteilhaft rechnen 148t. Von
groBer Bedeutung war, daB man in Bagdad von den Chinesen die
Kunst der Papierherstellung kennenlernte. So konnte das gesam-
melte Wissen — im Vergleich zu den Papyrusaufzeichnungen der
Agypter — auf neue und bessere Weise aufgehoben werden.

Aus dem Vorhandenen erwuchs viel Neues, Weiterflihrendes,
und die Forschungen blieben nicht auf Bagdad und das ,Haus der
Weisheit“ beschrankt. Vielerorts in den islamischen Lindern bliih-
ten die Wissenschaften auf. Dabei spielte die Astronomie eine be-
sondere Rolle. In neuerrichteten Sternwarten wurden Himmelskar-
ten erarbeitet, die alle friiheren an Genauigkeit weit {ibertrafen.
Parallel zur Sternkunde entwickelte sich ein wichtiger Zweig der
Mathematik: die Trigonometrie, die Kunst der Dreiecksberech-

Arabischer Himmelsglobus
aus dem Jahr 1279
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Wege des Wissens nach Bagdad und von Bagdad aus nach Europa

nung. Was heute dazu in den obersten Klassen der Schulen gelehrt
wird, das begriindeten islamische Gelehrte schon vor etwa tausend
Jahren, wobei sie sich auch auf Arbeiten indischer Mathematiker
stiitzen konnten.

Besonders beriihmt wegen genauester trigonometrischer Berech-
nungen und vorziiglicher Sternkarten wurde das Observatorium
von Samarkand. Ulug Beg, der Herrscher (1394 bis 1449), betitigte
sich dort selbst als Astronom und Mathematiker. Fiir eine derartige
Verbindung von Wissenschaft und Macht kennt die Geschichte nur
ganz wenige Beispiele.

Da die Moslems im 8./9.Jahrhundert groBe Teile Europas unter
ihre Herrschaft gebracht hatten, gelangte ihr Wissen weit nach We-
sten. Ausbreiten konnte es sich dort fiir lange Zeit allerdings nicht.
Am tiefsten drang es in Spanien ein. Hier wurden Universitdten ge-
griindet, an denen islamische Gelehrte ihren Studenten unter ande-
rem die Geometrie der Griechen und die Arithmetik der Inder ver-
mittelten. Natiirlich lehrten sie auch die neuen Erkenntnisse zur
Astronomie, Trigonometrie und Geographie, die in Bagdad gewon-
nen worden waren.

Den Christen hatten es ihre Kirchenfiihrer untersagt, solche Stiit-
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ten des ,heidnischen Ungeistes“ zu besuchen. Wissensdurstige
reizte es dennoch, die Schitze des Ostens kennenzulernen. So ver-
kleidete sich zu Beginn des 12. Jahrhunderts ein christlicher
Monch namens Adelard von Bath als Moslem und studierte derart
getarnt an der Universitdt von Cérdoba. Dort iibersetzte er bedeu-
tende, in arabischer Sprache verfaBte Schriften ins Lateinische, die
damals vorherrschende europdische Wissenschaftssprache, und
schmuggelte seine Ubersetzungen nach Britannien. Darunter be-
fanden sich auch die Werke des Euklid, die, bevor sie nach Spa-
nien kamen, erst vom Griechischen ins Arabische i{ibersetzt worden
waren. Welch ein Umweg: Alexandria — Bagdad — Cérdoba — Lon-
don!

Wegen des erbitterten Widerstands der christlichen Kirche gegen
alles Nichtchristliche herrschte in Europa jahrhundertelang wissen-
schaftlicher Stillstand. Davon betroffen war auch, wie bereits er-
wihnt, die Verwendung der indisch-arabischen Ziffern. Innerhalb
Europas wurden diese Zeichen i{iber 200 Jahre lang nur in spani-
schen Universitdten gebraucht.

Die erste Mathematikolympiade?

Im Jahr 1226 fand ein Wettkampf , Feder gegen Abakus“ tatsidch-
lich statt. Ausgetragen wurde er im italienischen Pisa, der Stadt mit
dem weltbekannten Schiefen Turm, der damals allerdings noch
nicht stand. Unter den Zuschauern befand sich der deutsche Kaiser
FriedrichII. (von Hohenstaufen), der auch iiber Teile des heutigen
Italien herrschte. Wie viele andere Schaulustige, wollte er den zu
dieser Zeit wohl beriihmtesten Mathematiker Europas, Leonardo
Fibonacci (sprich Fibonatschi), der als ,Waffe“ die Feder benutzte,
bewundern.

Leonardo Fibonacci von Pisa, der ungefdhr von 1180 bis 1250
lebte, war der Sohn eines reichen Kaufmanns. Auf Reisen, unter
anderem nach Nordafrika und in den Orient, hatte er arabischen
Hindlern bei deren Rechnungen zugeschaut und so die indisch-
arabische Ziffernschreibweise kennengelernt. Da er sie sehr vorteil-
haft fand, vertiefte er sich mehr und mehr in die Werke arabischer
Mathematiker. Auf diese Weise — ohne Schule und Lehrer — eig-

109



nete er sich ein umfangreiches Wissen an. Das heiBit, er lernte als
Autodidakt (auto = selbst, Didaktik = Lehre vom Unterricht). Was
er an Erkenntnissen gewonnen hatte, faBte er in einer Schrift zu-
sammen. Sie erschien im Jahr 1202 unter dem Titel , Liber abaci®.
Diesem Namen — ,Buch vom Abakus“ — entspricht der Inhalt ganz
und gar nicht. Es geht viel mehr um den Untergang des alten Re-
chenbretts, denn dargestellt wird das Rechnen mit den indisch-ara-
bischen Ziffern.

Mit jenem Wettkampf wollte Fibonacci die Uberlegenheit des
Ziffern- iiber das Abakusrechnen demonstrieren. Seine ,Ausrii-
stung“ im Turnier, einer Art Mathematikolympiade, bestand aus
einer Ginsefeder und einem mit Staub bestreuten Tischtuch. In
die feine Staubschicht schrieb er arabische Ziffern, wihrend seine
Gegner, deren Namen die Geschichte nicht nennt, Rechenmarken
auf Linien legten und hin- und herschoben.

Jede Aufgabe 16ste der ,Kimpfer mit der Feder“ am schnellsten,
so daB er als Sieger aus dem Turnier hervorging. Der Kaiser wollte
den Meister dafiir belohnen. Doch der erbat sich weder Geld noch
Gut, sondern nur des Méchtigen Hilfe bei der Durchsetzung des
Neuen. Fibonacci ersuchte den Herrscher, unverziiglich anzuord-
nen, daB fortan iiberall im Lande mit arabischen Ziffern und der
Null - ,nach der Art der Inder“ — gerechnet werden sollte. Fried-
rich II. versprach, kraft seines Amtes darauf hinzuwirken; halten
konnte er sein Versprechen jedoch nicht. Er vermochte den Wider-
stand gegen das Neue nicht zu brechen. Im Jahr 1299, ein halbes
Jahrhundert nach seinem Tod, wurde der Gebrauch der ,heidni-
schen Ziffern“ sogar verboten. Aufzuhalten war ihr Vordringen na-
tiirlich nicht. Wiahrend der Renaissance (14., 15., 16. Jahrhundert)
faBten sie in Mittel- und Westeuropa endgiiltig FuB. Zum Sieges-
zug der neuen, besseren Zeichen trugen die Erfindung des Buch-
drucks und die Herausgabe der ersten gedruckten Rechenbiicher
wesentlich bei.

Hilfreiche Kugeln

Trotz seiner Niederlage im Wettstreit gegen die Feder lebt der Aba-
kus in vielen Spielarten noch heute. Und er funktioniert nicht

110



schlecht. Zum Beispiel wird in Japan und in anderen ostasiatischen
Lindern mit einer d4hnlichen ,,Maschine“, dem Soroban, gerechnet.
In der Sowjetunion bedient man sich gern der Stschjoty (abgeleitet
von cuétr = Rechnung), einem handlichen ,Rechenbrett“ mit waa-
gerecht angeordneten Kugeln, die auf Dréihten gleiten. Man staunt,
wie schnell und sicher geiibte Stschjotyrechner, zum Beispiel Ver-
kiduferinnen, arbeiten. Mit der Feder diirften sie nicht so leicht zu
bezwingen sein.

Einem franzosischen Offizier, der 1812 beim Feldzug Napoleons
gegen RuBland gefangengenommen wurde, gefiel die russische Re-
chenmaschine so gut, daB er sie nach seiner Riickkehr in seiner
Heimatstadt Metz einfiihrte.

( — ) Russisches Rechenbrett

Schulrechengerit

—L L
— ;—‘EM

In unseren Schulen ist eine Abart des Abakus bzw. der Stschjoty
unentbehrlich. Mit Hilfe von verschiebbaren, vierfarbig gestalteten
Wiirfeln lernen die Jiingsten daran zunichst das Addieren und das
Subtrahieren. Die Zeichnung zeigt, wie sie auf diese Weise die
Aufgabe 8 + 5 16sen. (8 Einer plus 2 Einer plus 3 Einer gleich
13 Einer) Hierbei hat jeder Wiirfel den gleichen Wert, so daB die
unterschiedlichen Positionen (1. Draht, 2. Draht) keine Rolle spie-
len.

Dank einem iiberkommenen, etwa handgroBen Exemplar, das in
einem Pariser Museum aufbewahrt wird, wei man auch, wie mit
dem alten rémischen Abakus gerechnet wurde. In der Zeichnung
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RoOmischer

Handabakus L=

oben ist die Zahl 1985 dargestellt, wobei die Kugeln in den ‘oberen,
kiirzeren Rillenteilen jeweils die Einheit ,,5“ angeben.

Von der 4. bis zur 7. Rille (von links) bedeuten die Stellungen
der einzelnen Kugeln:

1-10°=1000
9.102= 900
8-10'= 80

5-10°= 5 (Festlegung: 10°=1;2°=1;a%=1)

Summe = 1985.

Die Kugeln in der 8. und 9.Rille stellen Bruchteile dar.

Man sieht: Die Romer rechneten in bezug auf die ganzen Zahlen
in einem Zehnerpositionssystem. Die Ergebnisse, die ihr Abakus
auswies, muBten sie schlieBlich in ihre schwerfdllige Zahlen-
schreibweise iibertragen, wobei die Vorteile des Positionssystems
wieder verlorengingen.

Die obige Zahl schrieben sie so nieder:

MCMLXXXV.

Die ersten Abakusrechner waren die ROmer, deren reger Handel
ein solches Hilfsmittel erforderte, sicherlich nicht. Ein dhnliches
Gerit kannte man in China bereits vor iiber 3000 Jahren. Es hie8
Suan-Pan (auch Suanpan oder Soroban).

Im mittelalterlichen Frankreich wurde der Rechentisch bureau
(sprich biiro) genannt. Spiter libertrug man diese Bezeichnung auf
den Raum, in dem er stand. Von dort ist unser Fremdwort Biiro ab-
geleitet.
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Nach Adam Ries

Eine ebenso alte wie bekannte Redensart lautet: ,Nach Adam
Ries“ (erhilt man dieses oder jenes Resultat). Das soll besagen, da3
es an der Richtigkeit des Ergebnisses keinen Zweifel gibt. Die
Wendung geht auf den Mann zuriick, der — etwas iibertrieben aus-
gedriickt — die Deutschen das Rechnen lehrte, als diese Kunst fiir
die meisten Menschen noch ,ein Buch mit 7 Siegeln“ war und sehr
schwer erlernbar schien. Wegen dieser weitverbreiteten Unkenntnis
fanden damals wandernde ,,Abakuskiinstler®, die ihre Rechentische
auf Mirkten und Messen aufschlugen, regen Zuspruch. Vielleicht
wire der Rechenmeister, der noch heute in aller Munde ist, nie so
populidr geworden, wenn er in einer anderen Zeit gelebt hétte. Die
geschichtliche Entwicklung kam seinem Wirken entgegen.

Adam Ries wurde 1492, in dem Jahr, in dem Kolumbus Amerika
entdeckte, geboren. Wenig spéter erreichte Vasco da Gama Indien
auf dem Seeweg. Damit dehnte sich der Handel weltweit aus. Auch
in Deutschland entstanden méchtige Handelshduser. Sie bereicher-
ten sich unter anderem am Erzbergbau, das heif3t vor allem durch
den Verkauf von Silber und Kupfer. In den Stddten bliihte das
Handwerk auf. Ob es um Preise, Lohne oder um den Tausch von
Wihrungen ging — es muBte mehr und mehr gerechnet werden.
Doch vielerorts fehlten befdhigte Kopfe. Zum Beispiel wurden
durch o6ffentliche Anschlédge ,,Rechenherren“ fiir den ertragreichen

Fechenung nach dee

lenge/ auffben Cinihen
ond Feder,

Darju forteil vnd behendiafes durch die Propprtios
nee/Praceiea acnans TN ardndlichem
ontervicht des vificrens

Durch Adam Riefen,

m s s o, Yar,

Titelblatt eines Cum gratia & priuilegio
Rechenbuchs Caefareo.
von Adam Ries iRl N
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Erzbergbau in den Erzgebirgsstidten gesucht. Moglicherweise
folgte Adam Ries einem solchen Aufruf nach Annaberg, wo er die
lingste Zeit seines Lebens wirkte und 1559 starb.

Vor allem das Studium alter mathematischer Schriften hatte
Ries zu Kenntnissen verholfen, mit denen er die meisten seiner
Zeitgenossen weit liberragte. Das Schulwesen steckte noch in den
Anfingen. Jahrhundertelang war Bildung in Kldstern und anderen
kirchlichen Einrichtungen nur wenigen Auserwdhlten vermittelt
worden. Erst im 13./14. Jahrhundert, mit dem Aufschwung des
Handels und Wandels in den Stddten, wurden in Deutschland
»Knaben- und Maidlinschulen“ gegriindet. Mancherorts konnten
die Kinder allerdings nur das Lesen lernen. Es entstanden aber
auch reine Rechenschulen, die von sogenannten Rechenmeistern
geleitet wurden.

Eine solche Bildungsstitte unterhielt Adam Ries eine Zeitlang
im erzgebirgischen Annaberg. Daher sein , Titel“.

Dank der Erfindung des Buchdrucks konnte er sein Wirken auf
ganz Deutschland ausdehnen, verfaBte er doch Rechenbiicher, die
auf die Praxis gerichtet und iiber 200 Jahre in Gebrauch waren.
Sein Hauptverdienst besteht darin, daB er die Deutschen das
schriftliche Rechnen mit den indisch-arabischen Ziffern lehrte. Im
Titel eines seiner Biicher bezeichnet er das als ,Rechnung auf der
Feder“ — im Gegensatz zum ,Rechnen auf der Linie“, das heiBt
auf dem Rechentisch. Neues entwickelte er nicht. Aber er verstand,
das Vorhandene gut aufzubereiten.

Einige seiner Aufgaben verlangen das Bestimmen von Variablen,
zum Beispiel: ,Eine Anzahl Personen, Landsknechte und Bauern,
sind zusammen 1200. Das Verhiltnis beider zueinander ist so:
Wenn ich den vierten Teil der Bauern zur Hilfte der Landsknechte
zihle, so erhalte ich die Zahl der Landsknechte. Wieviel Bauern
und wieviel Landsknechte sind es?“

Der Rechenmeister vermochte die Losung nur mit den Mitteln
seiner Zeit anzugeben. Er zeigte den Weg iiber das Probieren:
»,Nimm an, es widren 500 Landsknechte und 700 Bauern gewe-
sen ...“ Heute gelangen wir mit Hilfe von Variablen schneller zum
Ziel. Zu Anfang setzen wir fest, daB es sich um x Landsknechte
und demzufolge 1200 — x Bauern handelte. Die Gleichung lautet
dann:
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1200 —x X_
———t3=x

Und wie heiBt die Lésung?1¢

' Tiirkische Zahlen

Die Bedeutung und die Schreibweise gemeiner Briiche erkldrte
Adam Ries seinen Schiilern so: ,,3 in 4 zu teilen geschieht durch
die Linie, so in der Mitt hindurchgezogen wird, also %“.

Dezimalbriiche wie 0,75 fir % kannte er hingegen noch nicht.
Solche Zahlen mit Komma finden sich aber bereits in der ersten
Hilfte des 15.Jahrhunderts in einem Werk eines persischen Mathe-
matikers. Es enthélt unter anderem die Aufgabe 25,07 -14,3. Nach
Mitteleuropa gelangten Andeutungen dieser islamischen Errungen-
schaft wahrscheinlich mit den tiirkischen Truppen, die 1521 Bel-
grad eroberten und 1529 Wien belagerten. Jedenfalls wurden die
neu aufkommenden Dezimalbriiche im Abendland als ,tiirkische
Zahlen“ bezeichnet. Aber man behalf sich zunédchst mit einer et-
was umstindlichen Darstellungsweise. Sie geht auf den niederlédn-
dischen Ingenieur und Naturforscher Simon Stevin zuriick. In
einem Buch, das er 1585 verdffentlichte, verwandte er statt des
Kommas eine Null und numerierte alle folgenden Stellen der
Reihe nach durch. Zum Beispiel sah der Dezimalbruch 4,375 so
aus: '

4@3071050.

Simon Stevin
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Man kénnte lesen: ,4 Ganze, 3 Zehntel, 7 Hundertstel, 5 Tausend-
stel.“ In Potenzschreibweise
(10‘1 = % =0,1;102= 1—(1)0 =0,01 usw.) bedeutet das:
4.10°+3.10°1+7-1072+5-1073,
das ist 4 +0,3 + 0,07 + 0,005 =4,375.

Erst hundert Jahre nach den Persern kamen die Européer auf die
bestmogliche Schreibweise von Dezimalbriichen. (Also hatten sie
das persische Verfahren auf dem Weg tiber die Tiirken wohl doch
nur andeutungsweise kennengelernt.) Der schottische Gutsbesitzer
John Neper (1550 bis 1617), dessen Hobby, wie wir heute sagen
wiirden, die Mathematik war, filhrte den Dezimalpunkt ein. Aller-
dings erschien das Buch, das diese Darstellungsweise popularisie-
ren half, erst zwei Jahre nach seinem Tod. Der Punkt wandelte sich
schnell in ein Komma, aber in Nepers Heimat ist es bis heute bei
der urspriinglichen Form geblieben. Zum Beispiel kann man in
englischen Zeitungen lesen, daB eine bestimmte Gewerkschaft
1.8 Millionen Mitglieder hat oder daB auf der Erde gegenwirtig
rund 4.9 Milliarden Menschen leben. Verbliiffung 16sen jedoch
englischsprachige Angaben aus, wonach Tausende von Menschen
zu einer Friedensdemonstration mit 1,500 Omnibussen anreisten
oder daB ein Berg in einem Wintersportzentrum iiber 1,000 m hoch
ist. Im Englischen werden groBere Zahlen statt durch Liicken oft
durch Kommas gebiindelt. Andere Liander — andere Sitten! In der
Mathematik kommen solche Abweichungen, die zu Irrtiimern fiih-
ren kénnen, gliicklicherweise nur selten vor.

Heute unterscheiden wir 3 Arten von ,tiirkischen Zahlen“ (Dezi-
malbriichen): 1. die endlichen, 2. die unendlich-periodischen und
3. die unendlich-nichtperiodischen.

Die letzteren sind irrationale Zahlen (wie 7). Sie ergeben sich
nicht, indem man zwei natiirliche Zahlen (p und q) durcheinander
dividiert. Hingegen liefert die Division des Zéhlers p durch den zu
ihm teilerfremden Nenner q in jedem Fall einen endlichen oder
einen unendlich-periodischen Dezimalbruch.

Enthélt q nur die Primfaktoren 2 und (oder) 5, dann wird die
Rechnung ,aufgehen, das heiBt, irgendwann muB der Rest gleich

Null sein. Beispielsweise erhdlt man bei der Umwandlung von 1_76
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(da 16 = 2% einen endlichen Dezimalbruch: 7:16 = 0,4375. Das-
selbe gilt auch, wenn der Nenner (beim Dividieren der Divisor) 25,
32, 40, 64, 125 oder 128 heiBlt, denn bei der Zerlegung dieser Zah-
len kommen nur die Faktoren 2 und (oder) 5 vor. DaB hier ein
Ende der Rechnung eintritt, hingt mit den GesetzméBigkeiten der
Teilbarkeit (Teilbarkeitsregeln!) zusammen. Man denke an die
beim Dividieren ,heruntergezogenen“ Nullen!

Sobald aber bei q auBer 2 oder 5 noch andere oder iiberhaupt

nur andere Primfaktoren auftreten, wird der Quotient g unendlich-

periodisch (wobei p auf die Form des Ergebnisses keinen EinfluBl
hat). Unter anderem, wenn q Element der Menge {3, 6, 7, 9, 11, 12,
13, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28} ist. Dann braucht
man nicht zu probieren, ob sich beim Dividieren vielleicht einmal
der Rest Null einstellt. Bei solchen Divisoren kann er sich nicht er-
geben.

Von vornherein 148t sich aber einiges iiber die Form eines zu er-
wartenden unendlich periodischen Dezimalbruchs erkennen. Bei-
spielsweise wird aus der Division von p durch 3, 7, 9 oder 11 ein
reinperiodischer Dezimalbruch — bei dem die Periode gleich nach
dem Komma beginnt — hervorgehen, wihrend Nenner (q) wie 6,
12, 14 oder 15 auf gemischt periodische Dezimalbriiche — deren
Periode nicht unmittelbar auf das Komma folgt — fithren:

%= 1:7 =0,142837; ab.er%= 1:14 =0,0714283
Ob nach dem Komma vorperiodische Ziffern (wie die Null bei -ﬁ)

auftreten oder nicht, dariiber entscheiden wiederum die Primfakto-
ren von q. Nur dann, wenn sich darunter weder eine 2 noch eine §
befindet, entsteht ein rein periodischer Dezimalbruch. Seine Pe-
riode hat hochstens q — 1 Ziffer, bei der Division durch 7 also im
Héchstfall 6. Wie 148t sich das begriinden?!’

Interessant ist auch ein Vergleich von unterschiedlichen Brii-
chen mit gleichem Nenner:

1-0TamST; 2-07857T; 3= 0.23TL.

Wer diese Perioden aufmerksam betrachtet, erkennt die Gesetzma-

Bigkeit und kann, nachdem er die jeweils 1. Ziffer nach dem
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Komma ermittelt hat, fiir i, ; und g alle anderen ohne weitere

Rechnung sofort niederschreiben. Auch alle unechten Briiche mit
dem Nenner 7, zum Beispiel E, lassen sich nunmehr sogleich dezi-

mal angeben. Wie muB man verfahren?18

Kurz und priagnant

Ein geiibter Stenograph (Kurzschriftschreiber) braucht nur etwa
10 Sekunden, um den folgenden Text zu Papier zu bringen:
»vermehrt man das Dreifache einer Zahl um 4,2, so erhdlt man
ebensoviel wie bei der Verminderung dieser Zahl um 0,2. Wie
heiBt sie?“
Noch schneller schafft die Niederschrift ein Mathematiker. Er
schreibt einfach:
3x+42=x-0,2.
Das war zu Adam Ries’ Zeiten, selbst in der hochentwickelten ara-
bisch-islamischen Mathematik, noch nicht {iblich. Der Annaberger
Rechenmeister formulierte seine Aufgaben und deren LOsungs-
wege fiir unsere Begriffe recht umstindlich, ndmlich sehr wort-
reich. Zum Beispiel fehlen in seinen Rechenbiichern die mathema-
tischen Zeichen. An ihrer Stelle gebrauchte er Worter, wie ,,plus®
oder ,mer“ (in der damaligen Rechtschreibung), ,minus“ oder
»2himm hinweg!“, ,mal“ und ,teil ... in“. Statt der Gleichheitszei-
chen verwendete er Ausdriicke wie ,macht“, . kommt“ oder ,,thut in
summa“.

Teilweise gab es aber die heute gebrduchlichen Symbole schon,
beispielsweise + und — (seit 1489). Es dauerte jedoch sehr lange,
bis sich ihre Verwendung allgemein durchsetzte. Andere Symbole
kamen im 16./17. Jahrhundert hinzu, unter anderem das Gleich-
heits- und die Ungleichheitszeichen (=; <; >) sowie das friiher iib-
liche, heute mitunter noch verwendete Multiplikationskreuz (X;
siehe Taschenrechner). Den Punkt an Stelle dieses Kreuzes und
den Doppelpunkt zur Kennzeichnung der Division fiihrte Gottfried
Wilhelm Leibniz ein.

Der franzdsische Mathematiker Frangois Vieta (1540 bis 1603)
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gilt als der Schopfer der Buchstabenalgebra, das heifit des Aufstel-
lens und Losens von Gleichungen mit Hilfe von Buchstaben fir
Unbekannte (Variable, zu deutsch ,Verinderliche“). In einem
Buch schrieb er, daB er es fiir n6tig hielt, der Gleichungslehre, da-
mit sie nicht ,nach dem alten Moder rieche“, eine ,vollkommen
neue Form zu geben.“ So kleidete er mathematische Sachverhalte
kurz und knapp in eine formelhafte Zeichensprache, wie wir sie
heute in unseren Tafelwerken finden und womit wir zu rechnen ge-
wohnt sind. Diese Darstellungsweise erleichtert uns die Arbeit
auBerordentlich.

Als Beispiel fiir die Kiirze und Prignanz der modernen Sprache
der Mathematik sei ein Satz aus der Geometrie angefiihrt: ,Der
Flicheninhalt A eines Trapezes ist gleich dem halben Produkt aus
der Summe der Lingen der beiden parallelen Seiten und der Linge
der H6he“. Nach Vieta und in der heute iiblichen Form heiBt
das: .

_a+c¢

= e——
.

2
Kiirzer und iibersichtlicher 18t sich ein Rechenweg wohl kaum for-

mulieren.

Wunderbare Rechnungszahlen

Zu Beginn des 17.Jahrhunderts gab es — nach der Einfiihrung der
Hturkischen Zahlen“ — noch einen weiteren bedeutenden Rechen-
fortschritt. So erschien im Jahr 1614 in Edinburgh ein Buch, des-
sen Titel ,wunderbare Rechnungszahlen“ verhieB. Die Rede war
von Logarithmen (Einzahl: Logarithmus, was, vom Griechischen
abgeleitet, etwa Verhiéltnis- oder Rechnungszahl bedeutet). Hoch
gepriesen wurden sie wegen ihres Vermégens, Schwieriges auf Ein-
faches zuriickzufiihren. Anstatt zu multiplizieren und zu dividie-
ren, braucht man mit ihrer Hilfe nur noch zu addieren bzw. zu sub-
trahieren. Zu praktizieren ist das mit dem Rechenstab. Indem
dessen ,Zunge“ hin- und hergeschoben wird, werden scheinbar,
rein duBerlich, Additionen und Subtraktionen von Strecken vorge-
nommen. In Wirklichkeit 16st man Multiplikations- und Divisions-
aufgaben.
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Jost Biirgi

Dem Verfasser jener ,Beschreibung einer Tafel wunderbarer
Rechnungszahlen“ begegneten wir bereits. Er machte sich ebenso
um die Einfliihrung der Dezimalzahlen verdient: der schottische
Gutsbesitzer John Neper (mitunter auch Napier genannt). Bei sei-
nen Logarithmen konnte er auf die Vorarbeiten anderer zuriick-
greifen, zum Beispiel auf die des Pfarrers und spidteren Mathemati-
kers Michael Stifel (1487 bis 1567), der eine Zeitlang an der
Universitit in Jena lehrte. Auch der Schweizer Uhrmacher und
Feinmechaniker Jost Biirgi (1552 bis 1632) befaBte sich schon eher
mit diesem Stoff. Aber mit der Vertffentlichung seiner Nieder-
schriften zogerte er sehr lange, so daB ihm der Schotte zuvor-
kam.

Schon in den unteren Schulklassen, wenngleich man ihren Na-
men dort nicht erwdhnt, werden die ,,wunderbaren Zahlen“ indirekt
verwendet. Zum Beispiel lauten Aufgaben:

Berechne folgende Potenzen!

a) 24 b) 3° c) 5?
Die Losungen 2*= 16, 3% =243 und 5° = 125 lassen sich auch in
die folgenden, etwas kompliziert aussehenden Formen bringen:

4 =log, 16 5 =log; 243 3 =logs 125.
Das bedeutet: 4 ist der Logarithmus zur Basis 2, so daB man als Po-
tenz 16 erhilt. Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Glei-
chungen. Also bezeichnet jenes Fremdwort eine Zahl, mit der man
eine bestimmte Basis potenzieren muB, um ein vorgegebenes Er-

gebnis zu erhalten.
Als eine besonders vorteilhafte Basis erwies sich die 10. Tafeln

dazu erarbeitete mit groBem Eifer ein ,Nachfolger“ John Nepers,
der englische Mathematiker Henry Briggs (1556 bis 1630), der an-
fangs noch mit seinem ,Vorginger“ zusammenwirkte. Ihm zu Eh-
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ren nennt man die dekadischen (deka = 10) auch Briggssche Log-
arithmen. Urspriinglich waren sie bis auf 14 Stellen nach dem
Komma errechnet. Normalerweise begniigen wir uns mit 4 Dezima-
len. Zum Beispiel:

1013010 = 20 bzw. 1,3010 = log;,, 20.

Verwenden wir hingegen fiir n in 10® nur ganze Zahlen, k6nnen
wir eine Tabelle wie die folgende zusammenstellen, ohne in einer
Logarithmentafel nachschlagen zu miissen:

n | 3 |2 |t ]o|-t]-2]-3|
10 [ 1000 | 100 | 10 | 1 | 01 | 0,010,001 |.
Hier zeigt sich der Vorteil des logarithmischen Rechnens. Will
man Zahlen der unteren Reihe miteinander multiplizieren, braucht
man nur die dariiberstehenden Logarithmen zu addieren. Unter an-
derem:
1000-100 =10%*2=10°=100000
100- 0,01=102*C2=10°=1.
Umgekehrt ist beim Dividieren zu verfahren:
1000:100 =10°-2=10'=10
100: 0,01 =10?-¢2=10*=10000.
Mit dem Rechenstab lassen sich, wenn auch nur niherungs-
weise, selbst Aufgaben wie
x= 4350-137
286
in Sekundenschnelle 16sen, weil sich seine Arbeitsweise auf Log-
arithmen griindet.

IM BUCH DER NATUR GELESEN
Planeten auf der Waage

Selbst die groBten Naturwissenschaftler und Denker des Altertums
wiren ratlos gewesen, wenn sie die Masse der ganzen Erde zu be-
stimmen gehabt hdtten. Wahrscheinlich glaubten sie, daB der
Mensch nie und nimmer dahinterkommen wiirde, wie schwer sein
Planet ist. Heute steht es in jedem einschldgigen Lexikon: rund
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6-10%kg =6-10%'t.
Mit Worten: 6 Quadrillionen Kilogramm oder 6 -Trilliarden Ton-
nen. Woher weil man das?

In dieser Zahl stecken die Erkenntnisse von Tausenden Jahren
Menschheitsgeschichte. Sowohl die Beobachtungen der frithesten
Seefahrer als auch die Uberlegungen vieler Generationen von Na-
turforschern und Mathematikern flossen in sie ein. Sie wire nicht
gefunden worden ohne die Erkenntnis von der Kugelgestalt der
Erde, ohne die Bestimmung ihres Radius und ohne die Entdek-
kung grundlegender Himmelsgesetze. Weil der Mensch es immer
besser lernte, im ,Buch der Natur“ zu lesen und die darin enthalte-
nen Zahlen aufzuspiiren, zu verstehen und teilweise sogar anzu-
wenden, wuchs sein Wissen iiber alle scheinbaren Grenzen hin-
aus.

Schon vor etwa 3000 Jahren war seefahrenden phonikischen
Kaufleuten aufgefallen, daB sich von Schiffen, die ihnen aus groBer
Entfernung entgegenkamen, zuerst die Mastspitzen zeigten, bevor
sie nach und nach ganz sichtbar wurden. Aus dieser Beobachtung
schlossen sie auf die Kugelform der Erde. Beriihmte Gelehrte ver-
traten spiter aus unterschiedlichen Griinden die gleiche Auffas-
sung. Bewiesen werden konnte sie nach vielem Fiir und Wider erst

Je ndher das Schiff, desto ,hSher“ der Berg
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im 16.Jahrhundert, als eine portugiesische Flotte unter dem Kom-
mando des Kapitins Ferndo de Magalhdes in westlicher Richtung
aus ihrem Heimathafen auslief und ein kleiner Teil der Besatzung,
aus dem Osten kommend, nach dreijdhriger Fahrt dorthin wieder
zuriickkehrte. Die wenigen Uberlebenden waren rund um den Erd-
ball gesegelt.

Dessen Umfang hatte schon Eratosthenes zu bestimmen ver-
sucht. Im Laufe der Zeit wurden die Messungen immer prédziser
vorgenommen. Heute wissen wir, daB die Erde, an den Polen abge-
plattet, einer Kugel dhnelt, die einen Radius von rund 6370 km
hat.

Ein ganz wichtiges Glied in dieser Kette von Erkenntnissen, die
zur Bestimmung der Erdmasse fiihrten, fiigte der groBe englische
Physiker, Mathematiker und Astronom Isaac Newton (sprich Nju-

Isaac Newton

ten) ein. Er lebte von 1643 bis 1727 und gilt als einer der groBten
Naturforscher aller Zeiten. Schon eine einzige Entdeckung hiitte
ihn unsterblich gemacht: die des Gravitationsgesetzes (lateinisch
gravitas = Schwere). Es besagt, daB sich alle Korper — die irdischen
wie die himmlischen — gegenseitig anziehen. Nur darum fliegt der
Begleiter unseres Planeten, der Mond, weder weg, noch stiirzt er
herab, und nur darum bleibt die Erde auf ihrer Bahn um die
Sonne. Auch ein Apfel," der vom Baum zu Boden fillt, folgt dem
gleichen Gesetz. (Wiirde er waagerecht so schnell wie ein Sputnik
wegfliegen, fiele er, wenn es keinen Luftwiderstand und keine Hin-
dernisse gibe, um die Erde herum!)

Newton studierte das Buch der Natur so griindlich, daB er eine
zutiefst verborgene Zahl fand. Sie tritt bei der gegenseitigen Anzie-
hung von Massen (wie Sonne und Erde, Erde und Mond, Erde und
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Apfel) als unverdnderlicher Proportionalitdtsfaktor in Erscheinung,
weswegen man sie als Gravitationskonstante bezeichnet (kon-
stant = gleichbleibend). M’t ihrer Hilfe lassen sich die Anzie-
hungskrifte in Zahlen fassen. So kann man aus der Wirkung der
Erdanziehung auf einen anderen Korper, zum Beispiel auf den
Mond, auf die Masse unseres Planeten schlieBen.

Auch aus der Beschleunigung (Geschwindigkeitszunahme), die
ein im luftleeren Raum herabfallender Gegenstand erfahrt, 148t
sich die Erdmasse errechnen. Da der Fallweg von Sekunde zu Se-
kunde um rund 10 m linger wird, betrdgt die sogenannte Schwere-
beschleunigung

10—;‘%, woflir man auch 10 m-s~2 schreiben kann.

Bedeuten G die Gravitationskonstante, g die Schwerebeschleuni-
gung, r den Erdradius und m die Erdmasse, dann lautet die Rech-
nung:
_&r
G
Das sieht zunichst, vor allem wegen der Konstanten G, sehr kom-
pliziert aus:

~ 10m-5s72.6370000 m- 6370000 m
6,67-10 kg 1m3s~?

Nach Kiirzen und Umformen bleibt iibrig:

10-6370000-6370000- 10" kg
m= 6.67

Man erhdlt:

m =~ 6000000 000000102 kg = 6-10%* kg.
Die gleiche Masse hitten etwa 82 Monde von der Gré8e unseres
Himmelsnachbarn und Begleiters, dessen Radius ungefihr
1740 km betrigt.

Eisenkugel oder Daunenfeder?

Wohl niemand wiirde die Frage, welcher von einem Turm herabge-
lassene Gegenstand — eine eiserne Kugel oder eine Daunenfeder —
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eher am Boden anlangt, falsch beantworten. Natiirlich der schwe-
rere. Womoglich triebe die Luftbewegung die Feder gar aufwirts.
Ganz anders jedoch verliefe der freie Fall beispielsweise in einem
luftleeren Glasrohr. Die beiden kdmen nach gleichzeitigem Start
auch gleichzeitig unten an. Das erscheint nun gar nicht mehr so
selbstverstindlich und wird oft bezweifelt. Aber es ist ein unum-
stoBliches Gesetz, daB dann, wenn nur die Erdanziehungskraft
wirkt, ein leichterer Korper genauso schnell fillt wie ein schwere-
rer.

Entdeckt wurde es von einem der beriihmtesten Naturforscher
vor Newton, dem Italiener Galileo Galilei (1564 bis 1642). Von
ihm stammt der Ausspruch, daB das Buch der Natur in der Sprache
der Mathematik geschrieben sei, und er setzte alles daran, in diese
»verschliisselte“ Schrift einzudringen. Unermiidlich beobachtete,
maB und rechnete er. Unzdhlige Experimente stellte er an.

Ein wichtiges Instrument fehlte dem Wissenschaftler allerdings
fiir seine Arbeit: eine Stoppuhr. Doch gerade auf die Zeit kam es
bei seinen Fallversuchen an. Darum baute er sich als Behelf eine
Wasseruhr, die aus zwei libereinander angebrachten Behéltern be-
stand und deren Wirkungsweise darauf beruhte, daB die Fliissigkeit
gleichméBig aus dem oberen in den unteren triufelte. Da der freie
Fall fiir einen so trigen Zeitmesser zu schnell vonstatten ging, be-
nutzte Galilei zu seinen Experimenten eine Rinne. Je steiler er sie
anstellte, um so schneller rollten die Kugeln darin hinab. Doch
welchen Neigungswinkel er auch wéhlte, immer ergab sich ein und
dieselbe GesetzmiBigkeit. Drei Zahlenreihen sollen das Ergebnis
verdeutlichen. Die obere gibt die verflossene Zeit an, die anderen
zeigen, wie weit die Kugeln wihrenddessen hinabliefen, wobei der
Winkel zwischen der Rinne und der Waagerechten bei a) kleiner
war als bei b):

1s 2s 3s 4s Ss
a)| 0,5m 2m 45m 8§m | 12,5m
b) 1m 4m 9m 16m 25m

Es ist zu erkennen, daB die zuriickgelegten Wege proportional zum
Quadrat der zugehérigen Zeit anwachsen, denn 22.0,5m =2 m;
32.05m=4,5m;22- 1m=4m; 32.1m =9 m usw.
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® Welche Wege miiBten unter einer Zeit von 6 Sekunden stehen??®
In gleicher Weise, so vermutete Galilei, miiBte sich die Erdan-
ziehung auch auf den freien Fall auswirken. Er behielt recht. Mes-
sungen mit Stoppuhren bestétigten spiter seine Annahme. Danach
fillt ein Korper in der ersten Sekunde ungefdhr Sm in Richtung
Erdmittelpunkt, in der zweiten rund 15 m, in der dritten etwa 25 m.
(Das sind zusammen 45 m.) Mit jeder Sekunde verldngert sich der
Fallweg also um rund 10 m. Statt ,,10 m Zuwachs pro Sekunde*
schreibt man in der Sprache der Mathematik und der Physik:

10% oder 10 m/s? oder 10 m-s~2.

Die Experimente fiihrten schlieBlich auf die Formel
BVLAE
wobei s der Fallweg ist, g die Schwerebeschleunigung (Geschwin-
digkeitszunahme) und t die Zeit. Demzufolge legt ein Kdrper im
freien Fall und ohne Einwirkung von Luft beispielsweise in 5s
einen Weg von s = %-——10 M .2552 =125 m zuriick. Und das gilt fur
eine Eisenkugel gleichermaBen wie fiir eine Daunenfeder.

Zur Vorfiihrung seiner Entdeckung wihlte Galilei angeblich den

Schiefen Turm von Pisa. Gleichzeitig lieB er einen schweren und

Fallversuch Galileis

am Schiefen Turm von Pisa.

(Ob er wirklich diesen Ort wihite,
wird mitunter bezweifelt.)
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einen leichten Ko6rper hinab. Damit der Luftwiderstand nicht un-
terschiedlich einwirken konnte, waren sie von gleicher duBerer Be-
schaffenheit. Wie vorausgesagt, schlugen beide im gleichen Augen-
blick unten auf.

Die schwingende Lampe

Schon als junger Medizinstudent — urspriinglich wolite er Arzt wer-
den - durchforschte Galilei das Buch der Natur nach Zahlen und
Gesetzen. Bei einem Besuch im Dom von Pisa fiel ihm eine Lampe
auf, die, durch irgendeinen Ansto8 in Bewegung gesetzt, an einer
langen Kette hin und her schwang. Das regte ihn zum Nachdenken
an. Er wollte ergriinden, welche Rolle die Masse bei einem solchen
Pendel spielt. Auch muBte es einen Zusammenhang zwischen der
Pendelléinge und der Schwingungsdauer geben. Aber welchen?

Bei seinen ersten Versuchen benutzte Galilei den eigenen Puls-
schlag als Zeitmesser. Spéter, nachdem er sich der Mathematik und
der Physik zugewandt hatte, bediente er sich, wie bei seinen Fallex-
perimenten, einer Wasseruhr. Dabei stellte sich heraus, daB die
Masse keinerlei EinfluB auf die Schwingungszeit hat, daB ein
schweres Pendel im gleichen Rhythmus schwingt wie ein leichtes,
gleich langes. Auch zeigte sich, daB die Zeit fiir einen Hin- und
Hergang unverdndert bleibt, selbst dann, wenn vor ,Ermiidung
bald der Stillstand eintritt. So, wie die Wege kiirzer werden, verrin-
gert sich auch die Geschwindigkeit, so daB sich an der Schwin-
gungsdauer nichts édndert.

Hingegen erwiesen die Experimente, daB die Linge eines Pen-
dels von entscheidender Bedeutung ist. Je kiirzer, desto schneller
schwingt es. Wieder faBte Galilei die GesetzméiBigkeiten in Zahlen.
In den folgenden Beispielen steht oben jeweils die Zeit fiir eine
Schwingung und darunter, wie lang ein Pendel sein muB, wenn ein
Hin- und Hergang diese Dauer haben soll:

| 1s |2s| 3sJ4s| 5s |6s| Ts |
[025m [1m | 225m [4m | 625m [9m | 12,25m |

Es zeigen sich die gleichen Zusammenhinge wie bei den Fallversu-
chen. Stehen die Zeiten im Verhéltnis 1:2:3:4:5:6:7, dann gelten
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fir die Pendellingen die Proportionen 1:22:32:42 ... Demnach
miiBte ein Pendel, das in 10 Sekunden nur eine Schwingung aus-
fiihren soll, eine Linge von 10%2.0,25 m = 25 m haben.

Die Schwingungsdauer errechnet sich nach der Formel

t=27t-\/i
g

mit den Symbolen t fiir die Zeit, 1 fiir die Pendelldnge und g fiir die
Schwerebeschleunigung, die nicht iiberall auf der Erde genau
gleich groB ist.

,De revolutionibus“

Mit dem Flug Juri Gagarins begann am 12. April 1961 die be-
mannte Weltraumfahrt. Wire der Mensch schon zur Zeit der ersten
Weltumsegelung imstande gewesen, Raumschiffe zu bauen - er
hitte damit nichts anfangen k6nnen, denn er kannte die Gesetze
des Himmels, die man dem Raumflug zugrunde legen muB, noch
nicht. Bis 1543 glaubte er gar, die Erde stinde still und die anderen
Himmelskorper, auch die Sonne, wiirden sie umkreisen. Diese Vor-
stellung bezeichnet man als geozentrisches Weltbild. (,Gda“ be-
deutet im Griechischen ,Erde“.)

Was jahrhundertelang als richtig gegolten hatte, erklidrte der pol-
nische Gelehrte Nicolaus Copernicus (1473 bis 1543), einer der gei-
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Nicolaus Copernicus

stigen Riesen der Menschheit, fiir falsch. , Er hielt die Sonne an
und setzte die Erde in Bewegung®, sagt man, um sein Hauptver-
dienst zu wiirdigen. In einem weltberiihmt gewordenen Buch, das
er ,De revolutionibus® (,Uber die Umdrehungen®, hiufig auch
,Uber die Umlidufe“ benannt) betitelt hatte, stellte Copernicus dar,
daB unser Planet die Sonne umrundet und sich auBerdem noch um
die eigene Achse dreht (wodurch die Jahres- bzw. die Tageszeiten
entstehen). Damit begriindete er das heliozentrische Weltblld
(,Helios“ bedeutet im Griechischen ,,Sonne“).

Von dieser Erkenntnis wollte die romische Kirche, die damals
Macht iiber den gréBten Teil Europas hatte, nichts wissen. Sie hielt
am Alten fest und bekdmpfte das Neue mit allen Mitteln, die ihr zu
Gebote standen. Den Begriinder des Umdenkens konnte sie jedoch
nicht mehr belangen, denn Copernicus starb an dem Tag, an dem
er das erste Exemplar seines unsterblichen Werkes erhielt.

Um so mehr muBte Galileo Galilei, da er in Wort und Schrift
das kopernikanische Weltbild verteidigte und verbreitete, unter den
Verfolgungen leiden. In einem ProzeB (1633) zwang ihn die Inqui-
sition, das hochste Gericht der romisch-katholischen Kirche, die
Wahrheit zu verleugnen und eine Formel nachzusprechen, die be-
sagte, daB3 das alte geozentrische Weltbild das richtige sei. Obwohl
er, wenn auch nur widerwillig, dieses Verlangen erfiillte, wurde Ga-
lilei fortan bis zu seinem Tod in Gefangenschaft gehalten — in sei-
nem eigenen Haus, streng bewacht von Inquisitionsieuten.

Auf die Dauer lieBen sich jedoch die Gesetze des Himmels und
der Erde weder verdrehen noch verbergen. Astronomen und Mathe-
matiker deckten sie Zug um Zug auf. So hatte Tycho Brahe (1546
bis 1601), ein Dédne, der zum Ende seines Lebens als , kaiserlicher
Mathematiker® in Prag wirkte, an die 20 Jahre lang den nichtli-
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chen Himmel beobachtet, um dem Geheimnis der Planetenbahnen
auf die Spur zu kommen. Bei seinem Tod hinterlieB er einen Sta-
pel von Aufzeichnungen dariiber, insbesondere iiber die Bewegun-
gen des Mars. Diese Daten und Skizzen iibernahm sein Nachfolger
im Amt des Hofmathematikers, der Deutsche Johannes Kepler
(1571 bis 1630).

Er durchforschte sie wieder und wieder nach GesetzméBigkeiten,
die sich in mathematischer Form darstellen lieBen. Nach jahrelan-
ger, miihevoller Arbeit war er am Ziel. Dem Kaiser teilte Kepler
seinen Erfolg in scherzhafter Form mit. Er schrieb, daB er den B6-
sewicht Mars als Gefangenen vorfilhren kdnne. Lange genug habe
der sein Unwesen getrieben und das ,,Geheimnis seiner Herrschaft
durch alle vergangenen Jahrhunderte sicher verwahrt gehalten.
Nunmehr sei der Friedensstorer (der nach dem Kriegsgott der alten
ROmer benannt wurde und dessen Bahn man fiir unberechenbar
hielt) endgiiltig ,,in die Ketten der Rechnung geschlagen.“

Keplers Entdeckungen zeigten, da auch Copernicus die himm-
lischen Bewegungen noch nicht vollstindig erkannt hatte. Der
groBe Astronom war nimlich der Meinung, diec Planeten, zum Bei-
spiel die Erde, beschrieben Kreise um die Sonne. Diese Form galt
von alters her als die vollkommenste und einer ,gottlichen Schop-
fung“ angemessenste. Nachdem das geozentrische Weltbild als
falsch erkannt worden war, widerlegte die Mathematik nun auch
die Vorstellung von den Kreisbahnen.

Berechnete Bewegungen

Fast schien es, als ob sich der Mars der mathematischen Ent-
schleierung entziehen kénnte. Am Ende aber siegte Keplers Zihig-
keit. Seine Zahlen wiesen exakt nach, daB Planetenbahnen ellip-
senformig sind und daB sich die Sonne nicht in der Mitte, sondern
in einem der beiden Brennpunkte der Ellipse befindet. Seither wis-
sen wir, daB sich der Abstand zwischen der Erde und ihrer Lebens-
spenderin einmal vergroBert, einmal verkleinert. Er schwankt um
5 Millionen Kilometer und betrdgt im Mittel etwa 150 Millionen
Kilometer. Am nichsten sind wir unserem Stern im (Nord-)Winter,
wenn auf der stidlichen Halbkugel der Sommer eingezogen ist.
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In einem zweiten Gesetz legte Kepler dar, daB ein Planet in glei-
chen Zeiten — zum Beispiel in jeweils 30 Tagen — unterschiedliche
Wege zuriicklegt, in Sonnennéhe lingere, in Sonnenferne kiirzere.
Entsprechend dndert sich seine Geschwindigkeit. Zum Beispiel legt
die Erde auf ihrer Bahn um die Sonne in 1 Sekunde durchschnitt-
lich 29,8 Kilometer zuriick. Im Winter mehr, im Sommer weniger.
Darum ist unsere kélteste Jahreszeit um knapp 5 Tage kiirzer als
die wiarmste. Kepler konnte zu diesen Bewegungen eine Gleichung
finden: Wenn man die in der Lange verschiedenen, aber in der glei-
chen Zeit durcheilten Strecken geradlinig mit der Sonne verbinden
wiirde, ergében sich lauter gleich groBe Fldchen (in der Zeichnung:
A1 = Az).

Die Erdbahn - eine Ellipse (im Bild stark iibertrieben). Von A nach B bewegt sich unser
Planet in der gleichen Zeit wie von C nach D.

Spiter entdeckte der Forscher noch eine dritte GesetzméaBigkeit.
In Worten ausgedriickt, lautet sie: Die dritten Potenzen der mittle-
ren Sonnenabstinde zweier Planeten (a;’ und a,*) verhalten sich
zueinander genauso wie die Quadrate der zugehorigen Umlaufzei-
ten (t;2 und t,?). Mathematisch formuliert, nimmt sich der Sachver-
halt bedeutend einfacher aus:

313 . 323 = t12 : t22.
Angewandt, um das menschliche Wissen zu erweitern, wurde die-
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ses Gesetz des Ofteren. Unter anderem 1930. Damals entdeckte ein
amerikanischer Astronom den neunten und (bis jetzt) letzten Pla-
neten unsres Sonnensystems, den Pluto (nach dem griechischen
Gott der Unterwelt). Es konnte gemessen und errechnet werden,
daB er rund 40mal so weit von der Sonne entfernt ist wie die Erde.
Gleichzeitig wurde seine Umlaufzeit ermittelt. Dank Kepler konnte
man weit in die Zukunft ,blicken®.

In die angefiihrte Formel brauchen nur die entsprechenden Zah-
len eingesetzt zu werden. Dabei bedeuten a; den mittleren Sonnen-
abstand der Erde — vergleichsweise 1 —, a, den des Pluto sowie t;
und t, = x die jeweiligen Umlaufzeiten. Somit ergibt sich:

13:40°=12:x2
1:64000 =1:x?
64 000 =x2
x = /64000
x =250

In Nachschlagewerken sind fiir die Umlaufzeit des sonnenfernsten
Planeten 247,7 Jahre angegeben. Zum einen ist unsere Rechnung
gerundet, zum anderen verursachen Stérungen, die von der Anzie-
hungskraft benachbarter Korper ausgehen, kleine Abweichungen
von den errechneten Werten.

In den Kosmos

Wihrend Kepler zeigte, wie sich die Erde und ihre Planetenge-
schwister bewegen, erkldrte Newton, warum die Bewegungen so ver-
laufen: wegen der Anziehungskrifte. Einige Generationen spiter
ging der Mensch einen bedeutsamen Schritt weiter. Er befaBte sich,
zunéchst nur auf dem Papier, mit der Anwendung dieser Gesetze.
Das heiBt, ihm kam der kiihne Gedanke, von Menschenhand ge-
schaffene Monde fliegen zu lassen. Die Produktivkrifte konnten
solche Pldne noch lingst nicht verwirklichen, aber die Wissenschaft
eilte ihrer Zeit voraus. Auch die Mathematik. '

Schon um 1900, als noch nicht einmal das erste Motorflugzeug
aufgestiegen war, wurden Weltraumfliige rechnerisch vorbereitet.
Dabei ging es vorerst um die Uberwindung der Erdanziehungskraft,
die alles, selbst Artilleriegeschosse, an unseren Planeten bindet.
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Jahrtausendelang konnte nichts diese unsichtbare Fessel sprengen.
Sie zerreiBt erst bei einer Geschwindigkeit von rund 28 000 km/h.
So schnell muB ein Transportmittel fliegen, das einen kiinstlichen
Himmelskorper von der Erde emporheben und auf eine Umlauf-
bahn bringen soll.

An Gleichungen fiir derartige, anfangs nur gedachte Raketen ar-
beitete Konstantin Eduardowitsch Ziolkowski (1857 bis 1935), ein
Mathematik- und Physiklehrer aus Kaluga in der Nihe von Mos-
kau. Er stellte eine wichtige Formel auf, die man spéter die
»Orundgleichung der Rakete“ nannte. In der mathematischen Zei-
chensprache, die natiirlich der Erklirung bedarf, lautet sie:

Vg = Vg-Inz,
wobei vg die Geschwindigkeit einer Rakete bei BrennschluB —
wenn der Treibstoff verbraucht ist — bedeutet und vg die der aus-
stromenden Gase, wihrend In einen besonderen Logarithmus sym-
bolisiert und z (nach Ziolkowski) eine Verhiltniszahl.

Man erhidlt z, indem man die Masse der vollgetankten Rakete
(m,) durch die der leergebrannten (m,) dividiert. Auf einen Pkw be-
zogen, wiare zum Beispiel zu rechnen:

z=1025kg:1000 kg = 1,025.
Hingegen kann der Quotient m, : m, bei modernen Raketen Werte
von 9 bis 10 erreichen. Mit Treibstoff sind sie also 9- bis 10mal so
schwer wie ohne! In der Formel ist z durch seinen natiirlichen Log-
arithmus, eine Zahl, auf die wir noch zuriickkommen, auszudriik-
ken. Fiir 9 ist In gleich 2,1972 und fiir 10 gleich 2,3026.

Nehmen wir an, das Massenverhiltnis z einer Rakete sei 9 und
die Verbrennungsgase stromten mit einer Geschwindigkeit von
4000 m/s aus. Die Endgeschwindigkeit widre dann theoretisch

vg=4000m/s-2,1972 = 8 788,8 m/s =~ 31 640 km/h.
In Wirklichkeit wiirde sie wegen der Erdanziehungskraft und des
Luftwiderstands, die in der Formel nicht beriicksichtigt sind, etwas
darunter liegen.

Reichlich 50 Jahre nach der Aufstellung jener Grundgleichung,
am 4. Oktober 1957, beférderte eine michtige Triigerrakete den er-
sten kiinstlichen Himmelskorper, Sputnik 1, auf seine Bahn um die
Erde. Heute umlaufen viele solcher Satelliten unseren Planeten,
und zwar in der gleichen Weise wie der Mond - in elliptischen
Bahnen, wie sie Kepler erforscht und errechnet hatte.
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Zwei Kilometer Draht

Raumschiffe im Kosmos wiren ohne Verbindung zur Erde undenk-
bar. Abwechselnd arbeiten die kiinstlichen Satelliten und ihre irdi-
schen Flugleitzentren als Sender und Empfinger, so daB eine zwei-
seitige Verstindigung besteht. So weil man ,unten“, was ,oben“
vor sich geht. Und umgekehrt.

Begonnen hat die Ausnutzung der Elektrizitat, genauer gesagt
des Elektromagnetismus, zur Nachrichteniibermittlung im April
1833. Damals brauchte man dazu noch unbedingt einen Draht. Er
spannte sich iiber knapp 2 km quer durch die Stadt Goéttingen. An
Stelle von Worten oder ,Piepstonen“ konnten nur StromstéBe ge-
sendet werden, die einen Magnetstab am Ende der Leitung ver-
schieden stark ausschlagen lieBen. Da einem bestimmten Aus-
schlag ein bestimmter Buchstabe zugeordnet worden war, konnten
die Bewegungen ,iibersetzt“ werden. So ging durch diesen Draht
das erste Telegramm der Weltgeschichte. Es lautete: ,Michelmann
kommt“. (M. arbeitete als Mechaniker an der Universitit Gottin-
gen und hatte geholfen, den Draht zu verlegen.)

Absender und Empfinger der Mitteilung waren die Erfinder die-
ser ersten elektromagnetischen Fernverbindung: der Physiker Wil-
helm Weber (1804 bis 1891) und ein Wissenschaftler, der uns hier
zum wiederholten Male begegnet — Carl Friedrich GauB. Bisher
wirdigten wir ihn als Mathematiker und Astronomen. Jetzt muB
dem hinzugefiigt werden, daB er auch auf dem Gebiet der Physik
bedeutende Leistungen vollbrachte.

Geboren 1777 in Braunschweig, erlebte GauB3 in den zwanziger
und dreiBiger Jahren des 19.Jahrhunderts eine Zeit, in der sich die
Industrie schnell entwickelte und verbreitete. Einher ging diese

Carl Friedrich GauB
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Eckpunkt eines Dreiecks zur Landvermessung (TP = trigonometrischer Punkt)

»industrielle Revolution“ mit einem stiirmischen Aufschwung der
Naturwissenschaften. Mehr denn je galt es, im Buch der Natur zu
lesen, das, laut Galilei, voll Mathematik steckt. So wandte sich
auch der ,Fiirst der Mathematiker“ in vielfdltiger Weise dieser un-
erschopflichen ,Aufgabensammlung® zu. Er berechnete Bahnen
von Himmelskérpern, nahm Landvermessungen vor, erforschte den
Erdmagnetismus und erfand zusammen mit Weber, wie schon er-
wihnt, die elektromagnetische Telegraphie (tele =fern, gra-
phein = schreiben).

GroBes Interesse bekundete der Gelehrte auch dem sich entwik-
kelnden Eisenbahnwesen.

GauB starb 1855 in Géttingen, wo er viele Jahre an der Universi-
tit gelehrt und die Sternwarte geleitet hatte. Sein universelles (sich
mit vielen Gebieten befassendes) Werk, das vor allem in die H6-
here Mathematik hinaufreicht, konnte hier nur angedeutet wer-
den.
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Uber sieben Briicken

Genauso vielseitig wie GauB und hochst produktiv war Leonhard
Euler (geboren 1707 in Basel, gestorben 1783 in Sankt Petersburg,
dem heutigen Leningrad). Zu seinen Lebzeiten erschienen von ihm
iiber 500 Biicher und Abhandlungen. Nach seinem Tod kamen, da
er sehr viele Manuskripte hinterlieB, noch Hunderte hinzu. Viele
seiner Arbeiten hatte er aus dem Gedidchtnis diktieren miissen,
weil er schon mit 59 Jahren erblindet war. Unter seinen Schriften
befinden sich bedeutende mathematische Lehrbiicher (meist mit
lateinischen Titeln), ebenso Werke iiber astronomische und physi-
kalische Probleme, sogar iiber den Schiffbau und die Artillerie. Fiir
seine iiberragenden Leistungen erhielt er zehnmal den Preis der Pa-
riser Akademie der Wissenschaften. ,Lest Euler, er ist unser aller
Meister!“ schérfte spéter ein bekannter franzdsischer Mathematiker
seinen Schiilern ein. Und GauB schrieb, das Studium der Euler-
schen Schriften sei die beste Schule in den verschiedenen Gebieten
der Mathematik.

Zu Ehren des groBten Mathematikers des 18.Jahrhunderts wurde
ein kleingeschriebenes e — der Anfangsbuchstabe seines Namens —
in die Mathematik eingefiihrt. Es ist ein Symbol fiir eine bedeu-
tungsvolle Zahl. Sie findet sich auf Rechenstiben und in Tafelwer-
ken. Wir haben ,e“ hier ,insgeheim“ schon einmal verwendet — bei
der sogenannten Grundgleichung der Rakete. Dort steht, daB der
natiirliche Logarithmus fiir die Zahl 9 den Wert 2,1972 habe. Das
bedeutet:

e>192 =9 bzw. 2,1972 = log, 9.
Also ist ,e“ die Basis der natiirlichen Logarithmen. Sie spielen in
der Technik eine groBe Rolle, nicht nur bei Raketenberechnun-
gen.
Um das Symbol in eine Zahl zu iiberfiihren, muB man rechnen:
1,1 1 1
e—1+'i'+1.2+1.2.3+1.2.3.4+ vee
Je mehr Summanden man addiert, desto niher kommt man an
e=2,71828....
Es ergibt sich ein nichtperiodischer unendlicher Dezimalbruch,
eine irrationale Zahl. Tausende Stellen nach dem Komma sind be-
reits errechnet worden. Noch ein Vergleich: Statt 100 = 10?%, wie die
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Darstellung in der Schule iiblich ist, heiBt es unter Verwendung
von e:

100 = 2,718 ...4602,
was man aus Tafeln entnimmt.

Unserem Verstindnis leichter zuginglich als der Umgang mit
der Eulerschen Zahl ist ein Satz des genialen Mathematikers iiber
Polyeder (Vielflichner). Er bringt die Anzahl der Ecken (E), Fld-
chen (F) und Kanten (K) in Beziehung zueinander. Die Gleichung
lautet:

E+F-K=2.
Auf einen Wiirfel bezogen, 148t sich diese Formel leicht nachprii-
fen:

8§+6-12=2.
Wie bezieht man sie auf einen Korper, der von 8 Dreiecken be-
grenzt wird — ein Oktaeder???

Selbst beim Spazierengehen entwickelte Euler Probleme. In K6-
nigsberg, dem heutigen Kaliningrad, wo er eine Zeitlang lebte,
pflegte er des Ofteren den Pregel, einen FluB, der sich dort in zwei
Arme teilt, zu iiberqueren. Sieben Briicken, wovon fiinf auf eine
Insel fiihrten, verbanden die Ufer. Seine Wanderungen hiniiber
und heriiber regten den groBen Denker zu einer kleinen geometri-
schen Uberlegung an. Er fragte sich, ob man wohl all die Briicken

Uber sieben Briicken in einem Zug?
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in einem Zug iiberschreiten kénne, das heiBt, ohne eine auszulas-
sen oder eine mehrmals zu betreten. Mit Hilfe der Zeichnung 148t
sich die Losung finden. Zu welchem Ergebnis kommt man?2!

Aus drei Dimensionen mach zwei!

Gegen Ende des 18.Jahrhunderts bildete sich in Europa ein neues
Zentrum der Mathematik und der Naturwissenschaften. Es erlangte
zwar nicht die Bedeutung von Alexandria und Bagdad, wo fiir sehr
lange Zeit die Entwicklung bestimmt wurde, aber wiahrend einiger
Jahrzehnte war diese Einrichtung tonangebend: die ,Polytechni-
sche Schule“ in Paris. 1794 gegriindet, wurde sie zum Vorbild fir
‘viele Technische Hochschulen in Europa. Sie entstand nicht zufil-
lig, sondern in der Folge der franz6sischen biirgerlichen Revolution
(1789/1794), die viele Fesseln sprengte, die den Wissenschaften in
der Zeit der Adelsherrschaft und der Leibeigenschaft angelegt wor-
den waren. Beriihmte Lehrer wirkten an der neuen Bildungsstitte.
Ihre Namen und die Ergebnisse ihrer Arbeit gingen in die Ge-
scHichte der Mathematik, der Physik und der Chemie ein.

Einer dieser bedeutenden Minner war Gaspard Monge (sprich
etwa Gaspar Mongsch), der von 1746 bis 1818 lebte. Er fiihrte ein
mathematisches Teilgebiet, an dem heute kein Schiiler vorbeige-
hen kann, als zusammenhingenden Lehrstoff in seine Unterwei-
sungen ein: die darstellende Geometrie. Sie, deren Ansédtze in der
Geschichte weit zuriickreichen, baute er zu einem Briickenpfeiler
zwischen der Mathematik und dem gesellschaftlichen Leben aus.
Es sei, so sagte er, die ,Sprache“, die jeder Ingenieur beherrschen

Gaspard Monge
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miisse. Und Monge lehrte die neue Disziplin (wissenschaftliche
Fachrichtung) in engster Verbindung zur Praxis, zum Beispiel zum
Bau von Festungen und Bergwerken, zur Errichtung von Bogen
und Gewdlben und zur Konstruktion von Maschinenteilen. Derar-
tige Anforderungen an die Mathematik stellte die.beginnende und
sich schnell ausbreitende Industrialisierung.

Es muBten also drei Dimensionen (Ausdehnungen; nimlich
Linge, Breite und Hohe bzw. Tiefe) auf zwei zuriickgefiihrt wer-
den, denn mehr gibt ein Zeichenblatt nicht her. Mit anderen Wor-
ten: Korper waren flichenhaft abzubilden. Wer heute aufzeigen
will, wie etwa ein anzufertigendes Mobelstiick aussehen soll, richtet
sich in der Regel nach Monge: Er zeichnet Grund- und AufriB, das
heiBt die Ansicht von oben und von vorn (bzw. von der Seite). Das
erfordert natiirlich, daB der ,Empfianger“ die Zeichnung lesen
kann. Auch das will geiibt sein.

Wenn nur ein einziger Ril vorliegt und erlduternde Angaben
fehlen, sind die Abbildungen mehrdeutig. Mit etwas Phantasie
kann man sich dieses oder jenes darunter vorstellen, so bei den hier
gegebenen GrundriBdarstellungen einen Mexikaner auf dem Fahr-
rad, eine Kaffeetasse mit Untertasse und einen gespitzten Bleistift.
Keiner groBen Vorstellungskraft bedarf hingegen das in Grund-
und AufriB gezeichnete Siegerpodest. Dieses Treppchen ist auBer-
dem noch als Schrégbild, in Kavalierperspektive, abgebildet, wobei
die in die Tiefe (nach dem Hintergrund) laufenden Kanten auf die
halbe Lénge verkiirzt und um 45° geneigt sind. Die Bezeichnung
riihrt vom Festungsbau her. Unter Kavalieren verstand man frii-
her — um 1600 - Ritter. Anscheinend wurde dieser Ausdruck spa-
ter auch auf Teile von Festungen iibertragen.

-0-0 ©

Was ist was?
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X ZWINGT YPSILON
Wie Schwejk die Arzte . priifte“

Schon im Altertum wuBte man, daB es in der Mathematik viele ein-
deutige Zusammenhinge gibt, daB oft eine Zahl einer anderen
einen bestimmten Wert vorschreibt. Das zeigte sich sehr anschau-
lich in der Praxis. Mit Sicherheit hédtten die Wagner (Stellmacher),
die vor Jahrtausenden die ersten Fahrzeuge bauten, eine Bezie-
hung zwischen Raddurchmesser und -umfang angeben kénnen: die
zweite GroBe hingt von der ersten ab. Ob groB oder klein — das
Verhiltnis zwischen beiden bleibt stets dasselbe. Archimedes er-
rechnete es auf das genaueste, so daB er imstande gewesen wire,
Zahlenpaare wie die folgenden zu bilden:

Raddurchmesser (in cm) | 10 | 100 | 200

Rolistrecke pro Umdrehung (in cm) I 314 I 314 | 628

Solche Zuordnungen begegnen uns auf Schritt und Tritt, am
héufigsten vielleicht beim Einkaufen. Wem miiB3te da erst des lan-
gen und breiten erkldrt werden, daB der Preis einer Ware von deren
Menge abhédngt. Auch in der Wohnung finden sich Abhéngigkei-
ten. So ist der Flicheninhalt eines quadratischen Zimmers allein
durch die Liange einer Seite festgelegt, wihrend bei Rechteckfor-
men zwei GrjBen iiber die Fldche entscheiden. Sind wir es nicht
langst gewohnt, in solchen, wie die Mathematiker sagen, funktiona-
len Zusammenhingen zu denken? Wem fiele es wohl ein, aus der
Tiefe des Roten Meeres auf die Anzahl der Kamele in den angren-
zenden Lindern zu schlieBen? Nur einem Schelm.

Der brave Soldat Schwejk war einer. Thm, einem Tschechen, be-
hagte es nicht, dem Osterreichischen Kaiser dienen und fiir ihn die
Kastanien aus dem Feuer holen zu miissen. So spielte er, schlau,
wie er war, den Dummen. Und am geeignetsten dafiir erschien'ihm
die Mathematik, und zwar das Gebiet der Funktionen (Abhéngig-
keiten, besser Zuordnungen).

Nachdem ihm eine Arztekommission, die seinen Geisteszustand
untersuchen sollte, allerhand Aufgaben gestellt hatte, drehte
Schwejk den SpieB um und ,priifte“ die Mediziner: ,,... aber ich
selbst m6cht’ Thnen, meine Herren, auch ein Ritsel aufgeben: Es
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»Ich selbst
moécht’ Thnen,
meine Herren,
auch ein

Riitsel aufgeben.“

ist ein dreistockiges Haus, in diesem Haus sind in jedem Stock
acht Fenster. Auf dem Dach sind zwei Giebel und zwei Kamine. In
jedem Stock sind zwei Mieter. Und jetzt sagen Sie mir, meine
Herrn, wie alt ist dem Hausmeister seine GroBmutter geworden?“

Nach dieser ,Frage“ war die Kommission von Schwejks Unzu-
rechnungsfihigkeit endgiiltig {iberzeugt. Die Arzte nannten ihn
einen ,notorischen Blodian“. Allerdings hat es diesen braven Sol-
daten nie gegeben. Er wurde von dem tschechischen Schriftsteller
Jaroslav HaSek erfunden.

Wahr ist, daB funktionale Zusammenhénge in unserem Leben
eine wichtige Rolle spielen. Undenkbar, da man sich darin ganz
und gar nicht auskennt und im Ernst auf den Spuren Schwejks
wandelt. ‘

Wenn die Rechnung funktionieren soll

»Kurz und prignant“ nannten wir die Sprache der Mathematik.
Will man ausdriicken, daB der Umfang eines Kreises allein von
dessen Durchmesser abhédngt, so schreibt man:

u = f(d) - (lies: ,u ist f von d“).
Entsprechend stellt man den Zusammenhang zwischen dem Fli-
cheninhalt und der Seitenldnge eines Quadrats dar: A = f(a). Hin-
gegen ist, auf ein Rechteck bezogen, aus der Schreibweise
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A =f(a, b) zu ersehen, daB hier zwei Gr68en auf den Fldcheninhalt
fiilhren, ndmlich Linge und Breite.

Nicht zufdllig wihlte man fiir solche Zuordnungen das Symbol f.
Gottfried Wilhelm Leibniz fiihrte, wenngleich er dafiir noch kein
Zeichen prigte, den Begriff der Funktion in die Mathematik ein.

Wer im gesellschaftlichen Leben eine Funktion bekleidet, hat
bestimmte Aufgaben zu l6sen, Verpflichtungen zu erfiillen, Ent-
scheidungen zu treffen. Ahnlich in der Mathematik: Zur Funktion
einer Quadratseite gehort es, den Inhalt der Quadratfldche festzule-
gen. Oder in der Physik: Uber den zuriickgelegten Weg entscheidet
(bei gleichbleibender Geschwindigkeit) die ,verbrauchte“ Zeit
(siehe unten). Nur so funktionieren die Berechnungen, wihrend in
der ,, Aufgabe, die der brave Soldat Schwejk stellte, nichts zusam-
menpaBt.

Die Bezeichnung f und die Verwendung der Klammern gehen
auf Leonhard Euler zuriick. Er verallgemeinerte:

y = f(x).
Das bedeutet: Aus irgendeiner vorgegebenen GréBe x ergibt sich
der Wert von y. Kiirzer: y ist eine Funktion von x.

Besonders deutlich wird der Zusammenhang an Hand einer Ta-
belle. Im folgenden sind - fiir ein Kraftfahrzeug bei einer Ge-
schwindigkeit von 90 km/h - einige Zeiten (in Minuten) und Wege
(in Kilometern) einander zugeordnet:"

t=x | 1 | 2| 3 |4] 5|6

s=y=fx) | 15| 3 | 45| 6 | 75| 9
Was hier zusammengehort, ist jeweils ein ,geordnetes Paar“. So,
wie man mit dem linken FuB nicht in den rechten Schuh fahren
kann, darf man die Reihenfolge innerhalb dieser Paare nicht durch-
einanderbringen. Jedes Element muB auf seiner Reihe verbleiben.
Sonst gerdt die Funktion so in Unordnung, daB nichts mehr funk-
tioniert.

AuBerhalb von Tabellen ordnet man zusammengehorige Ele-
mente nebeneinander an, und zwar zuerst stets den Wert fiir x, an
zweiter Stelle den fiir y. Das ganze Paar wird in Klammern einge-
schlossen, zum Beispiel (1; 1,5), (2; 3) usw.

Wenn jedes x genau iiber ein y gebietet, dann ist eine Menge ge-
ordneter Paare eine Funktion. In der symbolischen Sprache der
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Mathematik 148t sich das (neben y = f(x)) am klarsten so ausdriik-
ken:

x—y = f(x).
Das heiBit, in Worte ,,zuriickiibersetzt“: Dem Element x wird durch
die Funktion f das Element y zugeordnet.

Ein Paar — ein Punkt

Mathematiker wie der Franzose René Descartes (gesprochen De-
kart), der sich auch als Philosoph und Physiker einen Namen
machte (1596 bis 1650), sowie Newton und Leibniz entwickelten
fir die Zuordnung von Zahlen ein sehr anschauliches Verfahren:
die Darstellung als Diagramm (Schaubild). Man zeichnet, wie es

’9
sk
7k
6
S5t
&4
3
ok
F
Zeit — Weg - 2 3 4 5 6 7 x
René Descartes Diagramm Zeit (min)

die Abbildung zeigt, fiir ein geordnetes Paar jeweils einen Punkt in
ein Koordinatensystem (koordinieren = als gleichwertig nebenein-
anderstellen). Das gegebene Beispiel enthédlt die 5 Zahlenpaare
(Zeit; Weg) aus dem vorigen Kapitel. Verbindet man die einzelnen
Punkte miteinander, erhdlt man zu dieser Funktion unendlich
viele geordnete Paare. Wie die Werte abzulesen sind, erkennt man
an den Pfeilen. Wenn, wie hier, alle Punkte auf einer Geraden lie-
gen, dann handelt es sich um eine lineare Funktion.

Dafiir zeigen die Abbildungen noch weitere Beispiele. So ist der
Preis eines Telegramms von der Anzahl der Worter abhéngig. (Je-
doch muB man mindestens, auch bei kiirzerem Text, die Gebiihr
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fiir zehn bezahlen.) Es diirfte nicht schwerfallen, nach der Zeich-
nung die richtigen Paare (Anzahl der Worter als unabhéngige; Preis
als abhéingige Variable) zusammenzustellen. Welche Zuordnungen
sind an den Pfeilen zu erkennen???

Oft erweist sich, wie in diesem Fall, eine unterschiedliche Tei-
lung der beiden Achsen als vorteilhaft. Wiren die Gebiihren in
Pfennigen angegeben worden, hitten die groBeren Zahlen bei den
Preisen stehen miissen; mathematisch ausgedriickt: statt auf der
Abszissen- auf der Ordinatenachse.

> Dringend
”
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Eines war — neben der geradlinigen Verbindung aller Punkte —
bisher bei einem Funktionsbeispiel wie bei dem anderen: Je groBer
X — desto betrdachtlicher auch y.
Bei einer brennenden Kerze jedoch kehrt sich dieser Zusammen-

hang um. Je ldnger sie leuchtet, desto kiirzer wird sie. Dennoch ist

Die Kerzenldnge
als Funktion
der Zeit

i i
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ihre Linge, gleichmiBiges Abbrennen vorausgesetzt, genauso eine
Funktion der Zeit wie etwa eine Flugstrecke. Nur die Verbindungs-
gerade bekommt eine andere Richtung. Sie steigt nicht, sondern sie
filit. Im Diagramm ordnet man die unabhingige Variable, hier also
t (die Zeit), der Abszissenachse zu. Symbolisch lieBe sich fiir Ker-
zenldnge und Flugstrecke schreiben:

1=f(t) bzw. t—1=1(t).

Nicht sehr gleichmiBig bewegt sich ein 10000-m-Liufer. Bei
den 25 Runden, die er im Stadion zuriicklegen muB, wechselt er
gewOhnlich mehrmals das Tempo. Bald drosselt er es, bald legt er
Zwischenspurts ein, am Ende sprintet er gar. Die Zahlenpaare
(Zeit; Weg), die sich daraus ergeben, ldgen, als Punkte in einem
Diagramm dargestellt, nicht auf einer Geraden. Von einer linearen
Verbindung zwischen dem ersten Paar (0; 0) und dem letzten etwa
(28 min; 10000 m), wichen sie teils nach unten, teils nach oben ab.
Einige befinden sich sicherlich genau auf dieser Durchschnittsli-
nie. Wegen dieser UnregelmiBigkeiten kann die Zuordnung s
(Weg) = f(t) fir den Bereich des Sports nur nidherungsweise gel-
ten.

Anders in der Technik. Mit hOchster Prdzision lduft beispiels-
weise eine Quarzuhr. Die Wege, die von den Spitzen ihrer Zeiger
pro Zeiteinheit zuriickgelegt werden, gleichen einander auf das ge-
naueste. Daraus ergibt sich eine lineare Funktion ohne Wenn und
Aber.

Ganz und gar nicht so wie in den bisherigen Diagrammen ord-
nen sich die Punkte an, wenn man geordnete Paare aus Seitenlinge

y
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Nicht mit dem — ‘
Lineal zu zeichnen: i
der Graph einer 1 l
quadratischen Funktion L
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und Flicheninhalt von Quadraten bildet. Unter anderem gehdren
dazu: 1m und 1 m? 1,5m und 2,25m?, 2m und 4 m?, 2,5m und
6,25 m?, 3 m und 9 m?. Das Lineal taugt nicht zu ihrer Verbindung,
denn die Darstellung fiihrt zu einer Kurve, die Teil einer Parabel
ist. Ihr liegt keine lineare, sondern eine quadratische Funktion zu-
grunde. Das gleiche Bild hitten auch Galileis Pendelversuche erge-
ben. Nur war diese Art der Veranschaulichung zu seiner Zeit noch
nicht iiblich.

Wo Sonne ist, ...

Der Sonne als , Hilfsmittel“ bei geometrischen Berechnungen be-
dienten sich die Chinesen bereits vor 3 000 Jahren, indem sie Ho-
hen durch Messen von Schattenlingen ermittelten. In Babylonien
und spiter auch in Agypten und anderen Lindern wurden zu
Schattenmessungen Gnomone aufgestellt. Das waren Stdbe oder
Sdulen, die ihren Schatten rechtwinklig auf ebenes Gelinde warfen.

RO TSR VPP OO vibiei
R Naaaaane’. 4
e kit

Gnomon
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Der Gnomon gilt als das dlteste astronomische Instrument iiber-
haupt und wurde als Sonnenuhr wie als WinkelmeBgerit verwen-
det. Seine Wirkungsweise beruht allein darauf, daB sich die Linge
des Schattens, den er wirft, mit dem Lauf der Sonne verdndert.
Zum Beispiel zeigt der kiirzeste Schatten den Mittag an, wiahrend
sich der lingste friihmorgens oder abends abzeichnet. Aus dem
Verhiltnis der Stab- zur Schattenldnge kann man die jeweilige
Hohe der Sonne bestimmen. Darunter ist der Winkel zu verstehen,
den ihre Strahlen mit der Waagerechten einschlieBen.

Wenn beispielsweise eine 3 m hohe Sidule einen 6 m langen
Schatten wirft, ergibt sich aus dem Verhiltnis 3:6 oder, gekiirzt, 1:2
(Quotient 0,5) eine Sonnenhdhe von rund 27°. Auf einen héheren
Sonnenstand, nimlich genau 45°, deutet die Proportion 1:1 (Quo-
tient 1) hin, wihrend zu einem Verhiltnis von 3:2 (Quotient 1,5)
ein Winkel von etwa 56° gehort. Durch maBstibliche Zeichnungen
von rechtwinkligen Dreiecken, gebildet aus Stab, Schatten und
Sonnenstrahl, 148t sich das leicht nachpriifen.

Doch schon seit Jahrhunderten — der Anfang geht auf islamische
Gelehrte zuriick — sind Winkel und Quotienten in Tafeln zu geord-
neten Paaren zusammengestellt.

Unsere drei oben angefiihrten Beispiele konnen daher auch so
wiedergegeben werden:

27° 45° 56°
0,5095 1,000 1,483.

Noch viel genauer hatte Ulug Beg, ein vor allem durch seine wis-
senschaftlichen Leistungen als Astronom und Mathematiker be-
riihmt gewordener Herrscher von Samarkand (vergl. Seite 108),
diese Werte errechnet. Er kam (nach unsrer heutigen Schreibweise)
bis auf 17 Stellen hinter dem Komma.

Solche geordneten Zahlenpaare (Winkel, Verhiltniszahl oder,
was dasselbe ist, Quotient) bilden Winkelfunktionen. Von den
sechs, die es gibt, wihlten wir hier den Tangens (die Tangensfunk-
tion) aus.

Der Name kommt aus dem Lateinischen und ist von dem Verb
fir ,beriihren“ abgeleitet.

Man kann nidmlich die Verhéltniszahlen sehr einfach mit Hilfe
einer Beriihrenden, einer Tangente, erhalten. Fiir Winkel zwischen
0° und 90° geniigt es, sie an einen Viertelkreis zu legen (siche
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Tangente und Tangens
(Man sieht, daB der
Tangens fiir 90° nicht existiert)

r=1dm

Zeichnung). Die Schenkel der eingezeichneten Winkel schneiden
die Tangente jeweils in 2 Punkten, darunter immer im Punkt 0.
Statt der MaBzahlen von Stab- und Schattenldnge dividiert man
nun die von Tangentenabschnitt und Radius. Die Division eriibrigt
sich gar, wenn der Radius beispielsweise 1 dm betriigt. Dann kann
man die Funktionswerte — als MaBzahlen der Streckenldnge auf
der Tangente — direkt der Zeichnung entnehmen. Fiir unsere Bei-
spiele ermittelt man:

tan (Tangens) 27° =~ 0,5

tan45°=1

tan56° =~ 1,5.

Das bedeutet: Bei einem Winkel von 27° hat der entsprechende
Tangentenabschitt die 0,5fache (das heiBt die halbe) Linge des Ra-
dius, bei 56° die 1,5fache. Betrigt der Winkel 45°, dann sind Tan-
gentenabschnitt und Radius — bzw. ein Gnomon und sein Schat-
ten — genau gleich lang.

DaB der Tangens von 90° nicht existiert (nicht definiert ist), er-
kennt man daran, daB sich in diesem Fall auf der Tangente kein
zweiter Schnittpunkt ergibt.

Da die Sonne in unseren Breiten Anfang April und Anfang Sep-
tember zu Mittag etwa 45° hoch steht, lassen sich zu der Zeit die
ungefdhren Hohen von Bidumen, Hdusern oder Schornsteinen am
leichtesten ermitteln. Man braucht dann nur die Linge ihres Schat-
tens zu messen.
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An StraBen und Schienen

Etwas versteckt begegnet uns der Tangens im Verkehrswesen, an
StraBen und Eisenbahnlinien. Neben Gleisen finden sich mitunter,
von den Reisenden kaum bemerkt, Schilder mit geheimnisvollen
Zahlenangaben. Darauf steht zum Beispiel ,,1:50“ (lies: ,,1 zu 50%).
Der Lokomotivfiihrer entnimmt daraus, daB die Strecke bergan
oder bergab zu verlaufen beginnt und daB der Zug eine ziemliche
Steigung liberwinden bzw. stark abgebremst werden muB. Vor der
gleichen Talfahrt wiirde am StraBenrand ein Verkehrszeichen mit
der Inschrift ,2 %“ (lies: ,2 Prozent“) warnen. Doch das gibt es
nicht, weil dieses Gefille fiir StraBenfahrzeuge — im Gegensatz zu
Eisenbahnziigen — noch keine Gefahr bedeutet. Gewarnt wird hin-
gegen vor 8, 10 oder 12 Prozent. An einem StraBenabschnitt an der
Burg Kriebstein in der Nihe von Mittweida betrigt das Gefélle
bzw. der Anstieg gar 25 %. Sowohl bergab als auch bergan sind dort
zusidtzliche Warnungen angebracht. Die Radfahrer werden, da ihr
Bremsvermdégen nicht ausreicht, zum Absteigen aufgefordert und
die Kraftfahrer, in umgekehrter Richtung, zum Einlegen des
1. Gangs, weil der am besten ,,zieht“.

Gefiilletafel Anstieg

unter-
A wk schied

A B

Mzmtu(ntkrmmy

Das Verhiltnis 1:50 gibt an, wie der Hé6henunterschied und die
horizontale (waagerechte) Entfernung zueinander stehen. Auf je
50 m Horizontalstrecke entfillt 1 m Steigung. Fiihrt man die Diyi-
sion 1:50 aus, ergibt sich der Quotient 0,02 = _1_52)3 Da , Prozent“
nichts anderes als ,,Hundertstel“ bedeutet, sind das 2 %. Umgekehrt
konnte man statt ,25 %“ auf ein Warnschild auch 25:100 oder (ge-
kiirzt) 1:4 bzw. 0,25 schreiben, statt 8 % ebenso 8:100 oder 1:12,5
bzw. 0,08. Noch einen Schritt weiter gehen die Mathematiker. Sie

bilden Paare zur Tangensfunktion, indem sie den Dezimalzahlen,
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die aus den Schildern zu entnehmen sind, den zugehdrigen Winkel
beigeben. Er ist aus Tafeln zu entnehmen. Die folgende Ubersicht
enthidlt die fiir Schienen und StraBen gidngigsten Paare; wobei die
Winkel gerundet wurden:

Neigungswinkel = x 1,1° | 46° | 5,7° | 6,8° | 8° |14°
,Warnzahl“ =tanx =y | 0,02 | 0,08 | 0,10 | 0,12 | 0,14 | 0,25
(2 %) | (8 %) (10 %)|(12 %)|(14 %)|(25 %)

Nicht zu bewiltigen:
100 % Gefille

Also macht bei einem Neigungswinkel von 1,1° der Hohenunter-
schied das 0,02fache bzw. 2 % der waagerechten Strecke aus, bei-
spielsweise 0,02 - 100 m = 2 m. Bei 45° verhalten sich beide wie 1:1,
so daB auf einer Warntafel ,,100 %“ stehen miiBte. Aber nicht ein-
mal Sprungschanzen oder deren Auslidufe fallen so steil ab. Dacher
jedoch kdonnen hundertprozentige Neigungen haben. Nur angeseilt
vermogen sich Dachdecker darauf zu halten. Bergsteiger bezwingen
gar senkrechte Felswinde. In Prozenten kann dieses Gefédlle nicht
ausgedriickt werden, denn zu einem Winkel von 90° fehlt in der
Tangensfunktion der ,Partner“ (vergl. Sonnenhéhe und Schatten,
Seite 148).

Wenn die Werte immer kleiner werden

Jede natiirliche Zahl hat ihren Vorgdnger, auch die Null. Wohin
aber gehort das Paar (0; —1) im Koordinatensystem? In den Dar-
stellungen, die bisher hier gegeben wurden, wire es gar nicht unter-
zubringen. Anfangs, zu Descartes’ Zeiten, sahen auch bedeutende
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Mathematiker eine Schwierigkeit darin. Doch Newton 10ste das
Problem, indem er beide Achsen nach riickwérts verlingerte. Er
wandelte die Zahlenstrahlen in Zahlengeraden um. Nunmehr ver-
laufen sie, falls keine Einschrinkung erfolgt, von ,minus unend-
lich“ bis ,,plus unendlich“. Damit findet auch jedes Paar, das aus
einer ganzen Zahl (x) und ihrem Vorginger (y) besteht, im Dia-
gramm seinen Platz. Unter anderem verbinden sich:

x |[-3|-2]-1|]0]1]2]3

y [-4]-3[-2]-1[0]1]2
Es geniigt, wenn man nach dieser Tabelle 2 Punkte im Koordina-
tensystem angibt und durch sie eine Gerade zieht. Auf ihr bildet
sich die Menge aller Paare ab, die sich nach dieser Zuordnung
iiberhaupt zusammenstellen lassen. Und das sind mehr, als es Was-
sertropfen in den Ozeanen gibt. Wiahrend selbst Archimedes’ be-
rihmte Sandkornrechnung auf eine endliche Zahl fiihrte, konnte
man die hier gegebene Tabelle nach beiden Seiten fortsetzen, ohne

je an ein Ende zu kommen. Das heiBt, es existieren unendlich viele
solcher geordneten Paare, und jedem entspricht genau ein Punkt.
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Jedem x ein y
und umgekehrt

Die Gerade, auf der sie alle liegen, bleibt nicht anonym (ohne Na-
men). Man schreibt an sie die Funktionsgleichung. Das ist die Re-
chenvorschrift, nach der man jedem x genau ein y zuordnen kann.
Hier heiBt sie

y=x-—1.
Die Anweisung lautet also: ,,Willst du y erhalten, so subtrahiere 1
von x!“ Welche Gleichung driickt hingegen aus, daB y den Nachfol-
ger von x bildet? Welche Werte nimmt dann y im Bereich
-3=x=+3an?8
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Im Netz

Eine Kugel hat weder Linge noch Breite. Auch die Erde nicht.
Trotzdem werden diese Begriffe mit ihr verbunden. Zum Beispiel
liegt London auf 0° Linge und 52° nordlicher Breite (abgekiirzt N).
Solche Angaben nennt man geographische Koordinaten. Sie er-
moglichen, daB jeder Punkt auf der Erdoberfliche ein Zahlenpaar
erhdlt, das dessen Lage im Gradnetz beschreibt. Bei den ,Ma-
schen“ muB zwischen Meridianen (halben Lingenkreisen), die sich
von Pol zu Pol ziehen, und Breitenkreisen, die parallel zum Aqua-
tor verlaufen, unterschieden werden. Der besseren Ubersicht halber
teilt man die Erde noch in je zwei (sich iiberschneidende) Hilften:
ldngs in eine Ostliche und eine westliche, ,quer“ in eine ndrdliche
und eine siidliche. Grenzlinien sind die Meridiane 0 und 180 fiir
die Linge sowie der Aquator fiir die Breite.

DaB zur Lagebeschreibung Ausdriicke wie Liange und Breite auf-
kamen, die in bezug auf eine Kugel nicht angebracht sind, hdngt
mit den ersten Weltkarten zusammen, die vor fast 2000 Jahren ge-

n.B.
80°r
0% e Leningrad (30,60)
London (0,52)
w -
o Mew Orleans (- ~390,30)
201
Nullmeridian
Agquator
w 1 1 1 1 1 L L 1 4 / 1 0
wl. 100° 80° 60° 40° 20° 0° 20° 40° 60° 80° 100° oL
20°+
® Rio de Janeiro
(43;-23) o Kap der Guten Hoffrung
0o (18)-34)
b‘ 00 -
Geographische Koordinaten, do°r
mathematisch ausgedriickt 58
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zeichnet wurden. Sie hatten Rechteckform. Natiirlich war auf
ihnen nur ein kleiner Teil der Erde dargestellt. Mehr kannte man
noch nicht. ~

Spiter wurden die Begriffe, obwohl nicht mehr zutreffend, auf
das Gradnetz iibertragen.

Im folgenden wollen wir den umgekehrten Weg gehen: zuriick
von der Kugel zum Rechteck. Auf diese Weise lassen sich die geo-
graphischen Zahlenpaare in einem rechtwinkligen mathematischen
Koordinatensystem darstellen. Seine Achsen beziehen sich auf die
Lidnge (1) und die Breite (b), wobei die westliche und die siidliche
Hilfte dem negativen Bereich angehdren sollen.

AuBerdem gilt:
—180<1< +180 und —90 =b = +90. (Warum?)
Einige Beispiele sind so dargestellt, und zwar:

Ort geographische mathematische
Koordinaten Koordinaten

London 0% 52°N 0; 52)

Leningrad 30°0; 60°N (30; 60)

New Orleans

(USA) 90°W; 30°N (—90; 30)

Rio de Janeiro 43°W; 23°S (—43; -23)

Kap der Guten

Hoffnung 18°0; 34°S (18; —34)

Nordpol -;90°N (n.d.; 90)

Siidpol -;90°S (n.d.; —90)

Weil alle Meridiane dort zusammentreffen, haben die beiden Pole
keine geographische Linge. Also konnen sie in unser Koordinaten-
system nicht eindeutig eingetragen werden. (Auf Parallelen zum
Aquator im Abstand +90 bzw. —90 kdnnte man sie mit jedem be-
liebigen 1 verbinden.) ‘

Geordnet sind die hier aufgefiihrten Paare in jedem Fall, denn
die Reihenfolge steht fest: erst die Linge, dann die Breite. Eine
Funktion liegt natiirlich nicht vor. Nur ein Schwejk kdnnte fragen,
wie die zweite Zahl heit, wenn zu einem unbekannten und unbe-
nannten Ort die erste gegeben ist. Beispielsweise liegen auf 20° Ost
unendlich viele Punkte in Europa und Afrika sowie in den Meeren
um den Nord- und den Siidpol.
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Ein ,ein“ zuviel?

Seit vielen Jahren erleichtern Zahlen den Postverkehr. Jeder Ort
bzw. jedes Postamt hat seine Postleitzahl. Das ist eine eindeutige
Zuordnung, denn in jedem Fall kommt genau eine solche Zahlen-
angabe in Frage. In der Zeichensprache der Mathematik weist man
durch einen Pfeil auf diesen Zusammenhang hin. Die mathemati-
sche (nicht postalische!) Schreibweise
Rothenfurth— 9201
148t also erkennen, daB es hier in bezug auf die Postleitzahl nur
eine und keine weitere Moglichkeit gibt. Dennoch wire es grund-
verkehrt, eine Postsendung etwa nur an einen Herrn Miiller ,in
9201% zu adressieren und die Ortsangabe wegzulassen. Das fiihrte
zu einem Ritselraten, und der Empfanger k6nnte womdglich erst
nach einem langen Hin und Her gefunden werden. ,,So herum* ist
die Zuordnung nédmlich nicht eindeutig. Die genannte Postleitzahl
verbindet sich mit mehreren Dutzend Orten, so daB8 die Abhingig-
keit in dieser Reihenfolge nur durch ein Biindel von Pfeilen darge-
stellt werden kann.
Eine kleine Auswahl sdhe so aus:
7 Reichenbach
9201— Rothenfurth
N Holzhau.
Héufig lieBe sich die Zugehorigkeit (Ort; Postleitzahl) jedoch
durch einen Doppelpfeil kennzeichnen. Zum Beispiel:
GroBschirma <> 9204.
Dieses Zeichen symbolisiert, daB es hier in beiden Richtungen nur
eine Moglichkeit gibt: ein Ort — eine Zahl, eine Zahl — ein Ort
(und nur einer). Mathematisch ausgedriickt: Die Zuordnung ist
umkehrbar eindeutig oder — wie es in der Fachsprache auch
heiBt — eineindeutig. (Das Wort enthélt keine Silbe zuviel.)
Auch Zahlenpaare sind teils eindeutig, teils eineindeutig aufein-
ander bezogen. So zeigt die Darstellung
X e 2x
an, daB bei einer derartigen ,Partnerwahl“ sowohl vom ersten auf
den zweiten als auch vom zweiten auf den ersten Wert geschlossen
werden kann. Beispielsweise gehort in die folgenden Liicken
(10; ) bzw. ( ;10)
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jeweils nur eine ganz bestimmte Zahl, und zwar eine 20 bzw. eine
5.

Anders bei x— x?, wenn x dem Bereich der ganzen Zahlen ange-
horen soll. Hier ist der SchluB8 von der zweiten auf die erste Zahl
nicht eindeutig, denn zu jedem x? (jeder Quadratzahl) gesellen sich
2 verschiedene Werte von x. An einigen Beispielen soll das die fol-
gende Ubersicht verdeutlichen:

x| +1|+2 | +3 | +4
und | und | und | und
-1(-2|-3]| -4 ( o zweideutig
x| 1 | 4| 9 | 16 |eindeutig 1
Die Doppeldeutigkeit rithrt daher, daB die Quadrate von positiven
und negativen Zahlen einander gleich sind. Es gilt: 12=1 und
(-1)?=1; 22=4 und (—2)>=4 usw.
Eineindeutige Zuordnungen spielen besonders in der Welt des
Unendlichen, in die wir im ndchsten Kapitel eintreten, eine wich-
tige Rolle.

EINE WUNDERWELT

Warum Achill beinahe von einer Schildkréte
besiegt worden wire

Archimedes behauptete einmal, es gibe in der Mathematik ganz
unglaubliche Dinge. Vielleicht dachte er dabei an den griechischen
Philosophen Zenon. Der hatte 200 Jahre vor ihm dem sogenannten
gesunden Menschenverstand ein Schnippchen geschlagen. Mit ma-
thematischen Mitteln schien ihm — wider alle Vorstellungskraft —
der Nachweis gegliickt, daB selbst der schnellste Liufer eine
Schildkréte nicht einholen kOnne, wenn diese mit Vorsprung ins
Rennen geht. Zenons Rechnung, die auf die Unerkennbarkeit und
Widerspriichlichkeit der Welt hindeuten sollte, wurde weltbe-
rithmt: '
Achill, ein sagenhafter, iiber die MaBen flinker Held des Alter-
tums, lduft zehnmal so schnell wie sein Wettkampfgegner, eine
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Unterliegt Achill
der Schildkrite?

Schildkrote. GroBziigig gewdhrt er ihr beim Start eine Vorgabe von
100 m. Doch wie er auch rennt und spurtet, das plumpe Tier ist
nicht einzuholen; es wird Sieger.

,unmoglich!“ wird man sagen, aber Zenon ldBt sich nicht so
leicht widerlegen. Rechnen wir nach: Wenn Achill genau 100 m zu-
riickgelegt hat, erreicht die Schildkrote die 110-m-Marke. Kommt
der Schnelldufer aber dorthin, ist das Tier wiederum um 1m voran-
gekrochen, also bei 111 m angelangt. DaBB der Vorsprung zwar klei-
ner und kleiner wird, aber dennoch nie auf Null zusammenzu-
schrumpfen scheint, soll die folgende Tabelle zeigen. Sie gibt in
Metern an, wie weit sich die Wettkimpfer zur gleichen Zeit vom
Start entfernt haben:

Achill Schildkréte
0 100
100 110
110 111
1
111 111 +ﬁ
1 1 1
111 +E 111 +E+m
1 1 1 1 1
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Aus der letzten Zeile ist ersichtlich, daB die Schildkr6te noch im-
mer einen Vorsprung von I 0100 m = 1 mm hat. Und man sieht, wie
es weitergehen muB. Dieser eine Millimeter verringert sich auf
einen Zehntel-, einen Hundertstel-, einen Tausendstelmillimeter.
So lang die Kette der Summanden auch wird, Achill scheint die
Startvorgabe nicht wettmachen zu kénnen. Ob ein Kurzstrecken-
oder ein Marathonlauf, die Schildkréte miiBite siegen.

Natiirlich liegt hier ein TrugschluB vor. DaB der Schnellere den
Langsameren nicht einholt (z. B. der Hase den Igel), das gibt es
doch in Wahrheit nicht. In jenem sagenhaften antiken Wettlauf
wire Achill, wie sich leicht nachrechnen 14B8t, schon bei 112 m an
der Spitze gewesen. Wahrend er ndmlich zu 110 m noch 2 m zulegt,
kommt die Schildkrdte in dieser Zeit nur 20 cm voran, ndmlich von
111 m auf 111,20 m.

Wo also liegt der Fehler? Im Umgang mit dem Unendlichen! Wi-
der Erwarten fiihrt die Addition jener endlosen Kette von Sum-
manden auf ein genau angebbares Resultat, denn

111 1
11+15+ 100 T 1000 T = 115

An diesem Punkt, 111-;-m nach dem Start, wiirde Achill mit der

Schildkréte gleichziehen. Bei 200 m hitte er bereits einen Vor-
sprung von 80 m. Warum??*

Es erscheint sehr verwunderlich, daB hier eine bestimmte
Grenze nicht iiberschritten wird. Man addiert und addiert, und
selbst Millionen und Milliarden von Summanden wiirden die

1
?) anwach-
sen lassen. In dezimaler Schreibweise klirt sich das ,Wunder“ auf.
Man erhilt eine endlose Aneinanderreihung von Einsen:

111+ 0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 + ... =111,111... =111,7,

und 1111 = 111%.

Die Probe bestitigt es: 1:9=0,111... =0,1, und 111+ 0,1 =111,T.
Aber eine Summandenkette verhdlt sich nicht wie die andere.

Summe nicht weiter als bis zu dieser Schranke (111
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1 1,1

Zwar weist auch die Addition von 1+=+>+>+<c+ =+,

1,1

2 3 456
Unendliche, doch was hier ,herauskommt®, hat mit dem vorigen
Ergebnis gar keine Ahnlichkeit. Diesmal gibt es kein ,Bis hierher
und nicht weiter“. Vielmehr wichst die Summe iiber alle Grenzen
und jede noch so groBe Zahl hinaus. Also 148t sich ein Resultat
zahlenmiBig iiberhaupt nicht angeben.

In einer dritten Kette ist jeder nachfolgende Summand halb so
groB wie sein Vorginger:

1, 1,1, 1 1
Ita+ats vzt

Auch sie findet kein Ende, aber die Summe klettert nicht weiter als
genau bis 2. Das erinnert an die Wettlaufgeschichte, mit der Zenon
ein Beispiel fiir die Widerspriichlichkeit der Zahlenwelt gefunden
zu haben glaubte. Erst viel spidter wurde sein Irrtum erkannt. DaB
dem Ergebnis einer unendlich langen Additionsaufgabe mitunter
feste und sogar unweit von Null liegende Grenzen gesetzt sind —
wer wiirde das vermuten?

Altgewohntes umgestoBBen

Uber Jahrtausende hinweg bereitete das Unendliche selbst den Ma-
thematikern groBe Schwierigkeiten. Noch heute ist es auBerhalb
der Wissenschaft schwer zu ,fassen“. Wie oft wird behauptet, man
sihe am Himmel unendlich viele Sterne oder es fielen unendlich
viele Schneeflocken herab. Aber die Natur bietet uns ihre Bestand-
teile nur in endlicher Zahl dar (vgl. auch Archimedes’ Sandkorn-
rechnung, Seite 96).

Das Unendliche hingegen ist das Werk des Menschen. In der
Schule begegnet es den jiingeren Schiilern zum erstenmal, wenn sie
erkennen, daB man immer weiter zdhlen kann und daB es keine
,2roBte Zahl“ gibt. Hierbei tritt der Begriff, genaugenommen, in
zweierlei Bedeutung auf, denn zum einen handelt es sich um un-
endlich viele natiirliche Zahlen, zum anderen um ihr Anwachsen
bis zu einer unendlichen GroéBe.

Die Wunder und die Tiicken des Unendlichen zeigen sich erst
spiter, bei tieferem Eindringen. Zum Beispiel scheint es in Zenons
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Wettlaufgeschichte nicht mit rechten Dingen zuzugehen, denn
nach dem sogenannten gesunden Menschenverstand miiBte die aus
unendlich vielen Summanden gebildete Summe unaufhorlich
wachsen und alle Grenzen iiberschreiten.

Noch vieles andere im Zusammenhang mit dem Unendlichen er-
schien den Mathematikern fritherer Jahrhunderte wie den Laien
duBerst ritselhaft. Darum kam schon Galilei zu dem SchluB, daB in
dieser Zahlenwelt andere Gesetze gelten miiten als im Bereich des
Endlichen. Manches blieb noch lange im verborgenen.

Erst in jlingerer Zeit vermochten Mathematiker das Dunkel auf-
zuhellen. Dabei wurde eine Wunderwelt sichtbar, und es kamen,
mit Archimedes zu reden, ganz unglaubliche Dinge ans Licht. Zum
Beispiel, '

daB ein Teil so groB ist wie das Ganze,

daB eine lange Strecke nicht mehr Punkte enthilt als eine
kurze, '

daB es nicht nur halb soviel gerade Zahlen gibt wie natiirliche,

sondern genausoviel,

‘e rati W3, 11 999
daB man selbst die rationalen Zahlen (w1e 4 235 1 000)
so ordnen und durchnumerieren kann, daB sich genau ange-
ben 14Bt, welche an flinfter, an hundertster oder gar an zehn-

millionster Stelle steht.

Gegen solche Behauptungen striaubt sich zunédchst unser ,gesun-
der Menschenverstand“. Auch bedeutende Mathematiker des
19.Jahrhunderts schiittelten iiber Neuerungen, aus denen derartige
Schliisse gezogen werden miissen, den Kopf. Aber das, was sie ab-
lehnten, setzte sich schlieBlich weltweit durch. Es ist die Mengen-
lehre. Nachschlagewerke nennen sie ,eine der originellsten Schop-
fungen der Mathematik“.

Begriindet wurde die Mengenlehre im wesentlichen von dem
deutschen Mathematiker Georg Cantor. 1845 in Sankt Petersburg
(dem heutigen Léningrad) geboren, studierte er in Ziirich und Ber-
lin. Von 1869 an lehrte er an der Universitdt in Halle. Dort, in der
Stadt an der Saale, lebte er bis zu seinem Tod im Jahr 1918. Ein
Denkmal in Halle-Neustadt erinnert an ihn und seine bedeutenden
Leistungen zur Weiterentwicklung der Mathematik.
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Wie Pythagoras oder Thales, so kommt auch Cantor in den Schu-
len zu Ehren, wenngleich sein Name seltener erwdhnt wird. Aber
wir sprechen oft in seiner Sprache und bedienen uns der entspre-
chenden Zeichen. Zum Beispiel schreiben wir: ,,7 € P“ und driicken
damit aus, daB 7 Element von P, der Menge der Primzahlen, ist.
Oder wir kennzeichnen etwa durch die Schreibweise ,M, c M,“
alle durch 4 teilbaren Zahlen als Teilmenge der durch 2 teilbaren,
also der geraden Zahlen.

Auch Biicher, Biume, Kraftfahrzeuge, Kinobesucher, Menschen,
die am 29.Februar geboren sind, oder solche, die iiber 2 m hinaus-
ragen, lassen sich zu Mengen zusammenfassen. Cantor erklérte:

yLunter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer An-
schauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M
genannt werden) zu einem Ganzen.“

In eine neue, eine mathematische Wunderwelt gelangte Cantor
vor allem durch Mengenvergleiche. Sie fiihrten u. a. zu den Er-
kenntnissen, die wir im vorigen Kapitel als ,ganz unglaublich“ be-
zeichneten. Wer wiirde nicht mit wetten, daB (1a8t man die Null
weg) genau doppelt soviel natiirliche Zahlen existieren wie gerade
Zahlen?

Tatsdchlich finden sich doch im Bereich von 1 bis 100 nur 50 ge-
rade Zahlen. Gilt das Verhiltnis 100:50 bzw. 2:1 aber auch im Un-
endlichen?

Cantor lehrte: Zwei Mengen A und B haben gleich viele Ele-
mente, wenn man zwischen beiden Mengen eine eineindeutige Ab-
bildung herstellen kann. (Statt ,Abbildung® gebrauchten wir bisher
einen gleichbedeutenden Ausdruck, nimlich ,,Zuordnung®.) Damit
schuf er die Grundlage fiir Mengenvergleiche sowohl im Endlichen
als auch im Unendlichen.

Fiir unser Beispiel (natiirliche und gerade Zahlen) ergibt sich die
folgende Zuordnung (Abbildung):

MengeA|1|2|3|4| 5 | 6 | 7 | 8 | 9 [10|11...
MengeB|2 |4 ]6|8|10(12|14]16]18]20]22...
Durch die obere Zahlenreihe werden die jeweils darunterstehenden

geraden Zahlen numeriert: Die Nummer 1 bekommt die 2, die
Nummer 2 die 4 usw. Jedes Element der Menge A ist eindeutig auf
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genau ein Element der Menge B abgebildet und umgekehrt. Kein
Zweifel: Die Zuordnung erfolgte eineindeutig.

Welche Reihe reiBt nun eher ab? Keine. Also findet sich immer
und immer wieder ein passendes Paar zusammen. Nicht ein einzi-
ges Element, weder in A noch in B, bleibt jemals ohne Partner.
Daraus folgt, was anfangs nicht zu glauben war: Beide Mengen ha-
ben gleich viele Elemente. Man sagt dafiir besser, sie seien gleich
michtig {oder von gleicher Michtigkeit). Darum gibt es genauso-
viel gerade Zahlen wie natiirliche. Wenn das keine Uberraschung
ist! :

Die Menge B ist
eine Teilmenge der Menge A

Dennoch bilden die geraden Zahlen eine Teilmenge der natiirli-
chen Zahlen, und man kann diesen Sachverhalt so veranschauli-
chen, wie es die Zeichnung zeigt. Aber wieder muBB man umdenken
und sich vom Endlichen in die Welt des Unendlichen versetzen:
Wenn keine zahlenmiBige Begrenzung gegeben ist, dann symboli-
siert die groBe Fliache nicht mehr Elemente als die einbeschriebene
kleine. Demnach ist hier ein Teil ebensogroB wie das Ganze.

Anders, wenn man den Zahlenbereich einschrinkt, zum Beispiel
fiir die Menge A auf die Zahlen 1 bis 100. Dann stimmt unsere alt-
gewohnte Vorstellung wieder, denn die innere Teilfliche versinn-
bildlicht dann genau halb so viele Elemente wie die ganze Fli-
che.

Traumereien

Auch Schriftsteller begaben sich in die Welt des Unendlichen. Sie
dachten sich phantastische Geschichten aus. Zum Beispiel berich-
tete der Englinder Laurence Sterne (1713 bis 1768) von einem
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Mann, der seine Erinnerungen ungemein ausfiihrlich nieder-
schrieb. Da er sehr viel erlebt hatte, brauchte er ein ganzes Jahr,
um einen einzigen Tag zu schildern. Auf diese Weise wire er na-
tlirlich nicht weit gekommen. So hitte er in 60 Jahren nur 2 Mo-
nate seines bewegten Lebens beschreiben kdonnen. Ein sinnloses
Unterfangen. Aber Sterne wuBte einen Ausweg. Er lieB seinen Hel-
den unendlich lange leben. Nun konnte der Autobiograph (Auto-
biographie = Beschreibung des eignen Lebens) beruhigt zur Feder
greifen. Jetzt war er imstande, alles darzustellen, seine Erlebnisse
von Anfang bis ...; doch halt, es gibt ja kein Ende! Nur unsere Ta-
belle miissen wir sehr bald abbrechen. Ein Jahr (Menge B) wurde in
ihr, wie es in der Mathematik iiblich ist, zu 360 Tagen gerechnet:

Menge A (Lebenstage) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5

Menge B (Dauer der
Niederschrift) 360 | 720 | 1080 | 1440 | 1800 ...

Wire der sonderbare Schriftsteller so alt geworden wie sein ,Erfin-
der“, dann gehOrten zur Menge A rund 20000 Elemente
(20000 Tage ~ 55 Jahre). Die andere, B, hiitte es dagegen nur auf
55 Elemente gebracht. Zwischen den beiden Mengen kOnnte also
keine eineindeutige Abbildung hergestellt werden, denn die mei-
sten Zahlen aus der oberen Reihe blieben ,alleinstehend“.

Die Unendlichkeit dndert das grundlegend. Sie gibt diesen bei-
den Mengen Gleichmichtigkeit, denn jedem Flement von A ist im-
mer wieder eines von B zugeordnet und umgekehrt. DaB A mehr
Elemente enthielte als B — davon kann jetzt keine Rede mehr
sein.

Wieder muB man hier einen unglaublichen Schlu3 ziehen: Der
Lunsterbliche“ Autobiograph lebte so viele Jahre wie Tage! Er-
staunlich ist, daB Laurence Sterne schon lange vor Georg Cantor
das Unendliche in dieser Weise erfaBte.

Dem Englinder gegeniiber war Stanistaw Lem, ein zeitgendssi-
scher polnischer Schriftsteller (geboren 1921), im Vorteil. Sicher-
lich kannte er die Mengenlehre, als er seinen Sternenwanderer
John Tichy auf die Reise schickte. Er, der Romanheld, kam in ein
kosmisches Hotel, das unendlich viele Ein-Mann-Zimmer hatte.
»Alles besetzt!“ sagte ihm der Portier. ,Wir k6nnen Sie nicht mehr
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unterbringen.“ Doch der Direktor, der sich im Unendlichen besser
auskannte, wuBte Rat. ,Der neue Gast bekommt das Zimmer Num-
mer eins“, ordnete er sogleich an. ,Die jetzigen Bewohner ziehen
eins weiter, von der Eins in die Zwei, von der Zwei in die Drei und
immer so fort.“ Alle muBten riicken, und zwar jeder, ganz gleich,
wo er Quartier bezogen hatte, vom Zimmer x nach dem mit der
Nummer x + 1.

Eine denkbar einfache, in einem ,irdischen“ Hotel aber unmog-
liche Losung.

Doch kaum hatte sich John Tichy einquartiert, muBte er schon
wieder umziehen. Kurz nach ihm war nidmlich die stattliche An-
zahl von 999999 kosmischen Zoologen (Tierforschern) eingetrof-
fen. Also muBten ebenso viele Zimmer frei werden. Diesmal brau-
chen wir nicht den sachkundigen Direktor zu bemiihen. Wir
konnen die Schliissel selbst verteilen.

Welche Nummer bekam unser Sternenwanderer, welche sein
Nachbar aus Zimmer 2?2

Es wurde noch aufregender. ,Als ich am dritten Tag in die Halle
kam“, berichtete John, ,gingen mir fast die Augen iiber. An der Re-
zeption stand eine Schlange neuer Giéste.“ Es war die Vereinigung
der auBerirdischen Philatelisten (Briefmarkensammler). Auf die
Frage, ob es viele seien, antwortete der Portier: ,,Eine unendliche
Menge — mindestens ein Mitglied aus jedem MilchstraBensystem.“
Wieder fand der Leiter des Weltraumhotels, das ja immerfort aus-
gebucht war, eine Losung. Nach kurzem Besinnen wies er an, daB
sich der Mieter aus Nr.1 nach Nr.2 begeben moge. ,,Mir erschien
das recht sinnlos“, erinnerte sich Tichy, ,denn ich wuBte ja aus
eigener Erfahrung, daB man auf diese Weise nur einen neuen Gast
unterbringen konnte. Es sollten aber nicht mehr und nicht weniger
als unendlich viele Philatelisten untergebracht werden.“ Aber die
Anweisung ging ja noch weiter: ,Der Gast von Nr.2 mdge nach 4,
dieser nach 8, der Gast von 3 nach 6 und so weiter iibersiedeln.“

Alle sollten ihre Zimmernummer verdoppeln, so daB von jeder
beliebigen Zahl n nach 2n umgezogen werden muBte. Danach blie-
ben nur noch die Zimmer 2; 4; 6; 8; 10, ... belegt, und es war ein
leichtes, die Briefmarkensammler abzufertigen. Sie erhielten die
Rédume mit den ungeraden Nummern. Im Unendlichen ist’s mog-
lich!
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Zahlbar oder nicht zihlbar?

Allein zwischen 0 und 1 liegen unendlich viele rationale Zahlen,
das heiBt solche, die man in der Form % schreiben kann. Immer
dichter an die Null dringt sich eine winzig kleine Teilmenge von
. . .. 1 1 1 1
ihnen, ndmlich 15, 155 T565' 10000
ben, 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001, ... Nirgends zeichnet sich ein Ende
ab. Und wie viele derartige Folgen konnte man noch bilden! Oder
was fur ein ,Irrgarten von Zahlen entstiinde, wenn man in Dezi-
malbriichen wie 0,987654321 die Ziffern nach dem Komma nach
allen Moglichkeiten umstellite und auBerdem an beliebigen Stellen
beliebig viele Nullen dazwischenschdbe. Und alles das lieBe sich
zwischen 1 und 2, 2 und 3, 3 und 4 usw. wiederholen.

DaB man in die Menge der rationalen Zahlen keine Ordnung
bringen, daB man ihre Elemente niemals — wie Hotelzimmer -
durchnumerieren kénne — wer zweifelt daran?

Doch 1873 geschah ein mathematisches ,Wunder“. Georg Can-
tor bewies das Gegenteil. Er hatte ein Verfahren ersonnen, wie man
alle positiven rationalen Zahlen ,antreten“ lassen und durchzéhlen
kann. Die Abbildung gibt seine geniale Idee wieder, wobei leicht

... bzw., dezimal geschrie-

LN

I —

%

1
(z 2
3 3

Wie Georg Cantor 1/ 2
die positiven (5

; 1
rationalen Z.ahlen ¥ 3
durchnumerierte . / .

zu sehen ist, wie die Zeilen und Spalten bis ins unendliche fortge-
setzt werden konnten. In welcher Reihenfolge gezdhlt werden muB,

zeigen die Pfeile. Man beginnt bei %, geht von dort zu % (=2), von

da zu -;— usw. Was bereits numeriert wurde — wie % = % — wird liber-
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sprungen. Fiir den Anfang ergibt sich so die folgende Tabelle:

Menge A (Nummer) |1]2|3]4|5|6]7]8]9..
Menge B (pos. rat. Zahl) ’1 g‘; 1‘; 4 g‘g 1
111(2]3|1|1/2|3|%"

Nur scheinbar herrscht in der Menge B ein Durcheinander. Der
GroBe nach geordnet sind ihre Elemente nicht. Aber die Tabelle
mit den Pfeilen beweist, daB jedes seinen festen Platz hat und kei-
nes vergessen werden kann. Die Abbildung ist eineindeutig. Keine
natiirliche Zahl (Nummer) bleibt ohne zugeordnete rationale und
umgekehrt.

Wir wissen bereits, was daraus folgt. Beide Mengen sind gleich
maichtig. Anders ausgedriickt, erscheint das noch erstaunlicher: Es
gibt ebenso viele natiirliche wie positive rationale Zahlen!

Damit ist aber der Gipfel noch nicht erreicht.. Man kann sogar
die negativen rationalen Zahlen und die Null zum Durchzihlen
mit aufbieten. Es finden sich dann diese Paare:

Menge A [1|2|3|4|5|6]7|8|9|10...
Menge B 0‘1)_1‘2 21’ 1|1‘_1’3
1| 1(1} 1|2 2|3 3|1

Die Fortsetzung erkennt man an der vorigen Tabelle.

Wie lauten die zwei nichsten Paare?2¢

Da auch jedes der hinzugekommenen Elemente seinen , Stamm-
platz“ bekommt, dndert sich nichts an der Eineindeutigkeit der Ab-
bildung. Wiederum kein Mehr und kein Weniger. Und darin gip-
feln nun unsere Mengenvergleiche: Es existieren genausoviel
natiirliche wie rationale Zahlen iiberhaupt.

In bezug auf die Vergleiche von Punktmengen sind wir nun vor
Urteilen nach dem ,gesunden Menschenverstand“ gewarnt. ,,Und
wenn man sich auch nur schwer mit dem Gedanken anfreunden
kann, daB die Strecke bis zu einem fernen MilchstraBensystem kei-
nen einzigen Punkt mehr enthilt als eine Strecke von der Lédnge
eines Atomdurchmessers — es ist so“, schrieb ein Mathematiker.
(Im ersten Fall handelt es sich um Billiarden von Kilometern, im
zweiten um unvorstellbar kleine Bruchteile von Millimetern.)

DaB sich zwischen den Punktmengen verschieden langer Strek-
ken immer eine eineindeutige Abbildung herstellen 148t, verdeut-
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Warum auf einer
lingeren Strecke (A'D")
nicht mehr Punkte A

¢ LE '
liegen als auf einer
kiirzeren (AD)

licht die Zeichnung. Jeder Originalpunkt (A, B, C, D) hat seinen
Bildpunkt (A’, B’, C’, D) und umgekehrt. Zum Beispiel kann man
genau angeben, wo.sich der (in der Darstellung ausgelassene) Part-
ner von E’ befindet. Solche Zuordnungen dndern aber nichts daran,
daB die Punktmengen von Strecken nicht abzédhlbar sind, denn es
1aB8t sich nicht festlegen, wohin der erste, der zweite, der dritte, ...
Punkt gehort. Man unterscheidet daher abzdhlbare und iiberab-
zdhlbare Mengen. Im ersten Fall kann jedes einzelne Element nu-
meriert werden, im zweiten ist das nicht méglich.

Wihrend die Mengenlehre anfangs keine Begeisterung erweckte,
schlug die Stimmung allméhlich ins Gegenteil um. ,,Aus dem Para-
dies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand vertreiben
kénnen“, beteuerte ein bedeutender Mathematiker.

DIE SCHNELLSTEN

Berge von Papier zu sichten

1880 fand in den USA die zehnte Volkszdhlung statt. Derartige Ak-
tionen, bei denen auf vorgedruckten Bégen Dutzende von Fragen
zu beantworten waren, wurden dort alle zehn Jahre vorgenom-
men.

Zur Auswertung der neunten Zdhlung hatten 500 Mann sieben-
einhalb Jahre gebraucht. Als die Ergebnisse endlich vorlagen, wa-
ren sie bereits iiberholt, denn stindig kamen neue Einwanderer ins
Land.
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Man mubBte also schneller arbeiten. So beauftragte das Statisti-
sche Amt in Washington den jungen Ingenieur Hermann Hollerith
(1860 bis 1929), einen Deutschamerikaner, der sich durch seinen
Erfindungsgeist ausgezeichnet hatte, das Zihlbiiro zu leiten und
die anfallenden ,Papierberge“ moglichst innerhalb von zwei Jahren
vollstindig zu sichten. Dazu waren 62 Millionen Fragebdgen nach
36 verschiedenen Gesichtspunkten auszuwerten.

Und tatsdchlich gelang es Hollerith, ein neues Verfahren zu ent-
wickeln, mit dem er viel schneller zum Ziel kam als seine Vorgin-
ger. Noch friiher als geplant konnte er seinen Auftrag zu Ende brin-
gen. Natiirlich unterstiitzte ihn ein Stab von Mitarbeitern, aber zu
seinem besten Helfer hatte er die Elektroenergie ausersehen. DaB
sie das Zdhlen zu beschleunigen vermochte, dazu bedurfte es erst
einer genialen Idee.

Der findige Ingenieur entwarf Zahlbldttchen, auf denen das, was
jeweils zutraf, nur anzukreuzen war. Die Kreise mit den Kreuzen
lieB er lochen, die so entstandenen Lochkarten zwischen zwei Plat-
ten legen, diese zusammenpressen und Strom hindurchflieBen. Zu
dem Zweck verbanden Kontaktstifte eine mit der anderen, den
»Eingang“ mit dem , Ausgang“. Aber die Stopsel konnten die Ver-
bindung nur iiberall dort herstellen, wo sie auf Locher trafen. An
den nicht gelochten Stellen wurden sie aufgehalten, so daB es dort
fiir den Strom keine Briicke gab. Die Pappe zwischen den Platten
hinderte ihn am FlieBen.

Daraus ergaben sich zwei Moglichkeiten. Entweder das Zihl-
werk, zu dem das Verbindungskabel fiihrte, riickte weiter, oder es
bewegte sich nicht. Auf diese Weise ,untersuchte“ die Maschine
Milliarden von Kreisen auf ,angekreuzt“ oder ,nicht angekreuzt“
bzw. ,zutreffend“ oder ,nicht zutreffend“.

Bis zur elften US-amerikanischen Volkszdhlung, 1890, hatte
Hollerith seine Zidhl- und Sortierautomaten so weit verbessert, daB
er dann nur noch 43 Maschinen und je eine Person zur Bedienung
brauchte. Nach 4 Wochen lagen die Endergebnisse vor. '

Lochkarten, die auf die gleiche Weise abgetastet und ,gelesen
werden, verwendet man noch heute. Doch ldngst gibt es Maschi-
nen, die viel mehr ,kdnnen“ als zdhlen und sortieren, nimlich mit
unvorstellbarer Geschwindigkeit rechnen. Mdoglich machte es die
Elektrotechnik.
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Ja oder nein

»Frei oder gesperrt“, hieB es bei Hollerith. Entweder der Strom
floB, oder er floB nicht. Dieses Ja oder Nein wurde zu einer wichti-
gen Voraussetzung fiir den Bau vieler elektronischer Rechenanla-
gen, denn die kénnen ebenfalls nur zwischen diesen beiden Mog-
lichkeiten unterscheiden. Unsere gewohnten Zahlen in der
iiblichen Schreibweise sind darum fiir sie unbrauchbar, und die
Automaten miissen sie erst in ihre Sprache iibertragen. Das ist das
Zweiersystem, mitunter auch Bindrsystem genannt. (Die Vorsilbe
,bi“ bedeutet ,,zwei“.) Dort gibt es nur die Ziffern 0 und 1. Statt der
1 wird aber meist das Zeichen L verwendet. Zunéchst sehen die bi-
nédren Zahlenbilder ziemlich geheimnisvoll aus. Unter anderem:

1=L 8 = L000
2=10 15 = LLLL
4 = 1L00 16 = L0000

7=LLL 32 = L00000

Doch wenn man den Wert der einzelnen Stellen kennt, bleibt
nichts Ritselhaftes. Zum Beispiel:

25 2 | 2 | 22| 2t | 20
32 | s ’ ® | @ [ @ | ®
L | o | L] L | o | L =45

denn1-32+0-16+1-8+1-4+0-2+1-1=45.

Allerdings werden die Zahlen sehr lang. Da 2° (= L) einstellig ist,
hat 26 im Zweiersystem 7 Stellen. Fiir 21° = 1024 sind es demzu-
folge 11 (L0000000000).

Eine mathematische Legende aus dem Altertum fiihrt auf die
Summe 2% — 1. In der Zweizeichensprache miifite man dafiir 64
,L“ nebeneinanderschreiben. Die Zahl heifit

18446 744073709 551615.
(Wire sie um 1 groBer, bekdme sie im Zweiersystem ein ganz ande-
res Gesicht: ein L mit 64 Nullen.)

Um soviel WeizenkOrner geht es in der alten Geschichte. Dazu
um den Erfinder des Schachspiels und einen indischen Kaiser. An-
geblich war Sheram, der vor langer Zeit in Indien herrschte und rie-
sige Lindereien besaB, von dem scharfsinnigen Spiel so begeistert,
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daB er dessen Schopfer, den armen Gelehrten Zeta, reich belohnen
wollte. Jeden Wunsch versprach er ihm zu erfiillen. Was der kluge
Mann sich ausbat, erschien dem Kaiser kaum der Rede wert: auf
das erste Feld des Schachbretts 1 Weizenkorn, auf das zweite 2, das
dritte 4, das vierte 8, das fiinfte 16 und auch auf jedes weitere im-
mer das Doppelte des vorhergehenden — bis zum 64. und letzten
Feld. Das Ganze summiert sich zu der obengenannten Anzahl von
Kornern, denn 20+ 21 + 22 + 23 + ... + 2% ergibt 264 — 1.

Den Herrscher schreckte das Ergebnis nicht. Er glaubte, daB
seine Speicher ein Vielfaches davon enthielten. Wie so manches,
was mit Zahlen zusammenhingt, klingt es unglaublich, aber es
stimmt: Soviel Weizen wurde in der ganzen Menschheitsgeschichte
bis heute noch nicht geerntet! Man rechnet 20 Korner auf
1 Gramm, und die Weltweizenernte betrug in der Mitte unseres
Jahrhunderts etwa 200 Millionen Tonnen. Alles andere 148t sich
ausrechnen. Wieviel Weltjahresernten forderte der ,bescheidene“
Erfinder??’

Was so einfach begann

Der deutsche Bauingenieur Konrad Zuse (geboren 1910) hatte Tag
fiir Tag umfangreiche Berechnungen auszufiihren. Im wesentlichen
immer das gleiche. Zu bestimmen war die Belastbarkeit von stih-
lernen Trigern in Bauwerken. Eine wichtige Aufgabe, bei der Feh-
ler schlimme Folgen - bis hin zu Einstiirzen — haben kOnnen.
Aber der junge Techniker empfand seine Arbeit als zu zeitaufwen-
dig und stumpfsinnig. Er strebte nach schnelleren Losungen, und
so begab er sich auf die Spuren von Hollerith.

Schon bei seinen ersten Uberlegungen bemerkte er, daB sich die
Ziffern des Zehnersystems fiir eine elektronische Rechenmaschine,
wie sie ihm vorschwebte, nicht eignen. Darum ging er zum Binérsy-
stem iiber. 1941 hatte Zuse das Ziel erreicht. Der von ihm kon-
struierte Automat rechnete die langwierigen Aufgaben aus dem
Bauwesen (und natiirlich auch andere) selbsttdtig von Anfang bis zu
Ende. Das heiBit, er war programmgesteuert. (Ahnlich arbeiten die
heutigen Waschautomaten: Man stellt ein bestimmtes Programm
ein, und die Maschine wickelt es Punkt fiir Punkt ab.)
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Zuses Rechenautomat enthielt 2 000 elektrische Relais (Schalt-
einrichtungen). In den folgenden Jahren wurden die elektronischen
Rechenanlagen, nun Computer genannt, immer gréBer. 1946 be-
gann in den USA ein Riese dieser Art zu arbeiten. Er wog 30 Ton-
nen, nahm eine Fldche von 72 Quadratmetern ein und bestand aus
500000 Einzelteilen, darunter - an Stelle von Relais -
18000 Elektronenréhren, wie wir sie noch in alten Radios vorfin-
den.

Wenige Jahre spiter kehrte sich die Entwicklung um. Je kleiner,
desto besser. Heute bestimmt die Mikroelektronik (mikro = klein)
den Computerbau. Relais und Elektronenrohren werden durch win-
zige mikroelektronische Bausteine ersetzt. Auf Flichen von nur
einem Quadratzentimeter GroBe bringt man Teilchen unter, die
die Arbeit von Tausenden Transistoren (den Nachfolgern der Elek-
tronenrdhren) verrichten.

Unvorstellbar sind die Geschwindigkeiten, mit denen die mo-
dernsten Automaten ihre Rechenoperationen ausfiihren: viele Mil-
lionen in einer Sekunde! Und dennoch ersetzen die Maschinen
den Menschen nicht. Er muB ihnen den Losungsweg vorgeben. Aus
ihnen kann nur das herauskommen, was vorher in sie hineinge-
steckt wurde.

oot
[ e |— At
Rechenwerk
Programn

Schema zum Bau und zur Arbeitsweise eines programmgesteuerten Computers

Zur Arbeitsweise eines programmgesteuerten Automaten, in den
man Ziffern eingibt und der das Ergebnis in Ziffern wieder ausgibt,
zeigt- die Abbildung ein vereinfachtes Schema. Es beschrinkt sich
auf die wichtigsten Teile.
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Ein weiter Weg — von den Fingern als dem einfachsten Rechen-
hilfsmittel {iber den Abakus bis zu den heutigen Computern. Da-
zwischen liegen ratternde Maschinen, die mit Kurbeln betrieben
wurden und an deren Entwicklung so beriihmte Mathematiker wie
Kepler, Leibniz und der Franzose Blaise Pascal (1623 bis 1662) ar-
beiteten. Auch diese Apparate bedeuteten fiir ihre Zeit einen Fort-
schritt.

Als GauBB und Weber die Elektroenergie erstmalig zur geistigen
Arbeit, zur Zeichengebung, nutzten, wurden die Weichen fiir ein
schnelleres Entwicklungstempo gestellt. Aber es vergingen noch
iiber 100 Jahre, bis die erste elektronische Rechenanlage funktio-
nierte.

Jetzt, im Zeichen der Mikroelektronik, beschleunigt sich der
Fortschritt stindig. DaB er nicht nur die Fachwissenschaftler er-
reicht, zeigt sich unter anderem an der Verbreitung der Taschen-
rechner. Weltweit sind sie schon in den Schulunterricht eingezo-
gen. Freilich darf man vor lauter Technik die eigenen Fertigkeiten
im Umgang mit Zahlen nicht verkiimmern lassen. (Eine Zeitung
brachte dazu ein Witzbild: Ein Datenverarbeiter sitzt an einem
komplizierten Rechengerit mit vielen Kndpfen und Schaltern.
»,Na, Kollege, wieviel ist zwei mal zwei?“ fragt ihn ein anderer.
,WeiB ich nicht“, lautet die Antwort, ,es ist gerade Stromaus-
fall.“)

Am 4. Oktober 1957 kiindete ,,Sputnik 1“ vom Stand der moder-
nen Rechentechnik. Ihr ,hOchstgestelliter Zeuge blieb die Welt-
raumfahrt. Aber die Mathematik erobert sich immer weitere Ge-
biete. In die Chemie, die Biologie, die Geologie und selbst die
Medizin dringt sie tiefer ein. Ohne sie kann kein groBerer Betrieb
das Bestmogliche erreichen. Mehr denn je bewahrheitet sich heute
die alte Behauptung, daB die Mathematik die Konigin der Wissen-
schaften sei.
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AUFGABENLOSUNGEN

Aufgabe Nr.

1
2

Die Zahl heiBt 1492

Wir brauchen fiir die einzelnen Zehnerpotenzen keine unter-
schiedlichen Zeichen, weil wir ein Stellenwertsystem haben.
So bedeutet eine Eins an letzter Stelle (vor dem Komma)
einen Einer, an vorletzter einen Zehner usw.

Es handelt sich um Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len.

Einen 29. Februar gibt es alle 1460 Tage. Demnach miiBte,

laut Wahrscheinlichkeit, etwa jeder 1460. Mensch an diesem

Tag geboren sein. Es geniigt ein Uberschlag:
4500000000:1500 = 3000000.

Eine Stunde hat 3600 Sekunden, ein Tag 86 400. Die Stellen
nach dem Komma sind gleichzusetzen mit rund 20926s;
denn 86400-0,2422 =20926,08. Dividiert man 20926 durch
3600, so erhdlt man 5 Rest 2926, und 2926 :60 = 48 Rest 46.
Also hat ein Jahr 365 Tage, 5 Stunden, 48 Minuten und 46 Se-
kunden.

Augustus wurde 77 Jahre alt; der Hohenunterschied betrigt
1606 m; der Temperaturunterschied betridgt 58 grd.

Man kann ein regelméBiges Sechseck in 6 gleichseitige
Dreiecke zerlegen, deren Seiten so lang sind wie der Kreisra-
dius. Demnach hat der Umfang des Sechsecks die 6fache
Linge des Radius bzw. die 3fache des Durchmessers.

Die Gleichheit von 1,9 und 2 14Bt sich so beweisen:
x= 19 10x—x=199-19
10x=199 9x =18
x= 2
Genauso gilt: 0,9 =1; 0,49 =0,5; 99,9 = 100 usw.
Die Summe ist 111. Nach der Methode von GauB (siehe Ein-
leitungskapitel) erhdlt man die Gesamtsumme, indem man

37 = (1 + 36) mit 18 multipliziert. Das ergibt 666. Ein Sechstel
davon entfillt auf jede Zeile, Spalte und Diagonale.
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10

11

12
13

14

15

16

17

18

19
20
21

Ein magisches Zweierquadrat mit den Zahlen 1 bis 4 ist nicht
moglich. Daher gilt die Einschrinkung n = 3.

Zuerst fahrt der Faihrmann mit der Ziege hiniiber. Dann holt
er den Kohl, nimmt aber die Ziege mit zuriick ans andere Ufer
und ,vertauscht“ sie dort gegen den Wolf. Bei der vierten und
letzten Uberfahrt bringt er die Ziege endgiiltig hiniiber.

Nach 75 Spriingen, denn mit jedem Sprung holt er 2 FuB auf.

Es waren 120 Blumen. Die Addition der Bruchteile

1 1 1 1 o, 37 . . .
(—3— + ry + 3 + F) ergibt 60" Also sind die 6 verbleibenden

Lotosblumen 63_0 = 710— der Gesamtzahl, und 20-6 = 120.

48=2.2.2.2.3=24.3
72=2.2.2-3.3=23.32
k.gV.=24.32=16.-9=144
g.g.T.=24

Die Winkel @ und o bzw. B und f sind Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen.

Man multipliziert diese Gleichung mit 4 und erhdlt somit:
1200 - x+2x=4x
1200 = 3x
400 = x.
Demnach waren es 400 Landsknechte und 800 Bauern.

Weil der Rest nur 1; 2; 3; 4; 5 oder 6 sein kann. Dann muB er
sich wiederholen, und damit beginnt die Periode.

Da die Ziffern nach dem Komma mit 2 beginnen, lautet die
weitere Reihenfolge: 8 — 5 —7 — 1 — 4. Fiir l—f- erhidlt man so-
mit den Dezimalbruch 2,285714.

a)62-0,5m=18m b) 62-1m=36m.

6+8-12=2

Bs ist nicht moglich, alle 7 Briicken in einem Zug zu iiber-
schreiten.
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22

23

24

25

26

27

20 Worter (gewoOhnlich) kosten 3 M, 15 Worter (dringend)
4,50 M.

Die Gleichung lautet: y=x+1. Fir —-3=s=x=+3 gilt:
—2 =<y = + 4. In Tabellenform:

X |—3|—2|—1|0'|+1|+2|+3
y | 2 ["-1] o | +1 | +2 | +3 | +4

Weil sich die Schildkréte, wihrend Achill von der 100- nach
der 200-m-Marke lduft, nur um Tlﬁ dieser Strecke bewegt, nim-
lich von 110 m nach 120 m.

Er bekam die Nr. 1000000, sein Nachbar 1000 001.

Die nichsten Paare lauten (11; - %) und (12; i)

Etwa 4600; denn 18,4 Trillionen K&rner ergeben 920 Billiar-
den Gramm bzw. 920 Milliarden Tonnen, und

920000000 000:200 000000 = 4600.
Etwa vor ebensoviel Jahren wurde auf der Erde der erste Wei-
zen angebaut, aber die Gesamtertrige waren anfangs gegen-
iiber den 200 Millionen Tonnen von 1950 aus begreiflichen
Griinden um ein Vielfaches geringer.
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Rechnen hilft leben — das erkannten kluge Kdpfe
schon vor Jahrtausenden. So wurden die praktischen
Bedurfnisse der Menschen zur Triebkraft fir die Ent-
wicklung der Zahlenwelt. Je nach ihrer Lebensweise
trugen viele Voélker dazu bei. Und welche Wissen-
schaft erreichte heute so viele Menschen wie die
Mathematik? Einblicke in ihre Geschichte, in ihren langen Weg vom
Einfachen zum Komplizierten, gibt dieses Buch. Es berichtet Gber
bedeutende Mathematiker, verbliffende Tricks, wichtige Lehrsatze.
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