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1 Vorwort

1 Vorwort

1 Euklid? (um 300 v. u. Z.)

Abb. 1 nach einer Miniatur aus einem Manuskript der rémischen Agrimensoren (Land-
vermesser) 6. Jh. [Herzog-August-Bibliothek Wolfenbiittel, Ms. 2403].
Es handelt es sich um eine frei erfundene Darstellung.

Eine Biographie im (iblichen Sinn des Wortes wird man in diesem Buch nicht finden,
denn Gber das Leben Euklids ist keine einzige gesicherte Tatsache bekannt. Der Name
Euklid und das ihm zugeschriebene Werk — die Elemente — spielen jedoch seit rund
2300 Jahren eine wichtige Rolle, nicht nur in der Geschichte der Mathematik, sondern
auch in der der Philosophie und der allgemeinen Kulturgeschichte.

Beide Worter sind auch in der Gegenwart in mannigfachen Zusammensetzungen in
Benutzung: euklidische und nichteuklidische Geometrie, euklidische Radume, euklidische
Metrik, euklidische Ringe, euklidischer Algorithmus, Elementarmathematik, elementare
Theorie usw. beherrschen das Vokabular der modernen Mathematik.

Zugleich ist das Wissen des zeitgenossischen Mathematikers und an der Mathematik
Interessierten um den Inhalt, die Bedeutung und die historische Entwicklung der Ele-
mente auf einem Tiefpunkt angelangt, wahrend andererseits ein kleines internationales
Hauflein von Spezialisten fleiBig weiter an der riesigen Flut von Sekundarliteratur zu
diesem Thema produziert — und dabei nach unserem Gefiihl am Informationsbediirfnis
einer breiten Schicht moglicher Interessenten vorbeiproduziert.

Diesem Missstand mochten wir mit der vorliegenden popularen Darstellung, die sich
ausdriicklich nicht an die Spezialisten dieses Gebietes wendet, ein wenig abhelfen. Trotz-
dem werden vielleicht auch diese einige neue Aspekte finden.

Die Kombination des in dieser Buchreihe (blichen knappen Umfanges mit dem uniib-
lichen Berichtszeitraum von rund 2500 Jahren bedingte, dass viele wichtige Fragen,
denen in der Spezialliteratur breiter Raum gewidmet wird, nur angedeutet manchmal
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nur in einem Satz erwahnt werden konnten. Andererseits haben wir uns bemiht, um
einer ausgewogenen Darstellung willen auch auf solche Fragen einzugehen, fiir die es
in der Originalliteratur kaum Vorlauf gibt.

Wer eine detaillierte Inhaltsangabe der Elemente erwartet, wird enttauscht sein. Der
Text der Elemente ist leicht zuganglich, und wir mochten niemandem die Miihe und
das Vergnligen nehmen, diesen Text selbst zu studieren.

Daher haben wir uns bei der Besprechung der Elemente auf die Herausarbeitung gewis-
ser Aspekte konzentriert, die sich beim Lesen nicht ohne weiteres erschlieBen. Anders
verhalt es sich mit den kleineren Werken Euklids, die zum Teil etwas ausfiihrlicher
vorgestellt werden, da sie nicht so leicht in lebenden Sprachen zuganglich sind. Alle
mit dem Parallelenpostulat und der nichteuklidischen Geometrie zusammenhangenden
Fragen wurden mit groBtmoglicher Kirze behandelt, da es hieriiber genligend andere
Literatur gibt. (Wir verweisen auf [48], [112], [113], [114], [126] und die dort angege-
bene Literatur.)

Das Literaturverzeichnis ist trotz seines beachtlichen Umfanges sehr fragmentarisch und
soll auBer der grundlegenden und der. unmittelbar zitierten Literatur vor allem solche
Titel anbieten, die den Einstieg in moglichst viele weiterfiihrende Fragen ermoglichen.
Auf die sonst in dieser Reihe tibliche Chronologie wurde verzichtet, da der Berichtszeit-
raum rund 2500 Jahre umfasst und liber Euklid selbst keine genauen Daten bekannt
sind.

Bei der Auswahl der Abbildungen mussten viele Wiinsche offen bleiben. Es wurden vor-
wiegend solche Titelblatter reproduziert, die fiir den deutschen Leser voll verstandlich
sind, und aus der Fiille der erwdhnten Personen einige ausgewahlt, deren Bildnisse in
der Literatur wenig verbreitet sind. Dem populdrwissenschaftlichen Charakter der Rei-
he entsprechend wurden auBereuropaische Namen durch eine deutsche Umschreibung
angegeben, die in allen Fallen die ldentifizierung mit der in der Fachliteratur tblichen
wissenschaftlichen Transkription erméglichen dirfte.

Frau Dr. Sonja Brentjes hat freundlicherweise das schwierige Kapitel tiber Euklid in der
islamischen Welt und anderen 6stlichen Kulturen im Mittelalter verfasst und auch die
vorausgehenden Kapitel durch kritische Bemerkungen geférdert. Die Verantwortung fiir
die Gesamtkonzeption und den Inhalt aller (ibrigen Kapitel tragt allein der Erstautor.
Mein Dank gilt ferner den Gutachtern Prof. Dr. H. WuBing (Leipzig) und Doz. Dr. O.
Neumann (Jena) fiir kritische Hinweise sowie dem Teubner-Verlag fiir die angenehme
Zusammenarbeit.

Stralsund, im Juni 1986 Peter Schreiber
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Ein Grundvorrat von mathematischen Begriffen, Sachverhalten und Losungsrezepten
fiir spezielle Aufgaben gehort zum altesten geistigen Besitz der Menschheit. Im alten
China, Indien, Agypten, Mesopotamien und ahnlichen Kulturen wurde derartiges Wissen
in engster Verbindung mit seinen Anwendungen in Verwaltung, Bau- und Vermessungs-
wesen, Astronomie und Kalenderrechnung usw. jahrtausendelang in kaum veranderter
Form gepflegt, bewahrt und weitervermittelt.

Charakteristisch fiir diese Entwicklungsstufe der Mathematik ist ihr Rezeptcharakter,
die enge Bindung der Begriffe und Verfahren an bestimmte Praxisbereiche (wozu aber
auch kultische und spielerische Bediirfnisse zu zdhlen sind), die vorwiegend rechneri-
sche Losung geometrischer Aufgaben und die fehlende oder zumindest nicht schriftlich
uberlieferte Begriindung der verwendeten Losungsverfahren.

Die Herausbildung einer "reinen", auf die Formulierung von Lehrsatzen, die Erkennung
logischer Zusammenhange zwischen ihnen und schlieBlich auf den systematischen de-
duktiven Aufbau ganzer Theorien gerichteten Mathematik vollzog sich in zeitlich und
geographisch erstaunlich engen Grenzen, namlich etwa im 6. bis 4. Jh. v. u. Z. an den
Kusten und auf den Inseln des ostlichen und mittleren Mittelmeeres.

Entsprechend einem im 19. Jh. und der ersten Halfte unseres Jh. vorherrschenden Ma-
thematikverstandnis als reiner Mathematik und als einer im wesentlichen "europaischen"
Wissenschaft hat diese frithe griechische Mathematik in zahlreichen ausfiihrlichen Ge-
samtdarstellungen der Geschichte der Mathematik eine zentrale Rolle gespielt, und es
wurden und werden dieser Periode auBerordentlich viele Spezialwerke und Originalar-
beiten gewidmet.

Man muss aber kritisch sagen, dass diesem riesigen Literaturberg eine unverhaltnisma-
Big geringe Menge von gesichertem Wissen, eine sehr geringe Zahl von echten Quellen
gegenlbersteht und dass die Zahl dieser Quellen sich seit dem Beginn der modernen
Geschichtsschreibung der Mathematik auch kaum vermehrt hat, im Unterschied zu fast
allen anderen Abschnitten der Geschichte der Mathematik, Giber die unser tatsachliches
Wissen im Verlauf der letzten 100 Jahre im allgemeinen betrachtlich zugenommen hat.

Die meisten unserer "Kenntnisse" (iber die voreuklidische Periode der griechischen Ma-
thematik stammen von spatantiken, meist neupythagoraischen oder neuplatonischen
Kommentatoren, also aus einer Zeit, in der die Schopferkraft der griechischen Wissen-
schaft langst versiegt war, und von Mannern, die die Reste einer unter dem starken
Druck des sich ausbreitenden Christentums deformierten elitiren Welt- und Wissen-
schaftsauffassung zu bewahren suchten.

Unsere so vermittelten "Kenntnisse" sind also gefiltert durch das liickenhafte Wissen
dieser Berichterstatter (sie lebten ja rund 800 bis 1000 Jahre nach der hier zu bespre-
chenden Zeit), durch ihre beschrankten mathematischen Fahigkeiten, durch die von
ihnen getroffene subjektive Auswahl und durch ihre meist zugespitzt praxisfeindliche,
weltabgewandte ideologische Position.

Die Einmaligkeit der Umwandlung der Mathematik aus einer praktischen in eine theo-
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retische Wissenschaft (um es kurz zu sagen), die auBerordentliche Bedeutung dieses
historischen Vorganges flir das Verstandnis der weiteren Wissenschaftsentwicklung und
die ideologische Brisanz dieses Phanomens haben dazu gefiihrt, dass die Geschichte
der friihgriechischen Mathematik ein Tummelplatz verschiedenster entgegengesetzter
Hypothesen, Interpretationen und Spekulationen wurde.

Der Mangel an unbestreitbaren Fakten hat dies natiirlich begiinstigt. Nach einer Phase
relativer Ruhe, in der es gewisse anscheinend allgemein akzeptierte Grundvorstellungen
iber die friihgriechische Mathematik gab, ist die Diskussion gerade in den letzten Jah-
ren wieder sehr lebhaft geworden, und dies steht sicher im Zusammenhang mit dem
Erstarken der neuen, marxistisch fundierten Wissenschaftshistoriographie wie auch mit
der Umwalzung unseres Mathematikverstandnisses in den vergangenen Jahrzehnten
(Entwicklung der Computertechnik, Eindringen der Mathematik in viele neue Praxis-
bereiche, Abriicken vom sogenannten Bourbakismus, der extrem strukturtheoretischen
Auffassung der Mathematik).

Es kann nicht Anliegen dieses kurzen einfiihrenden Kapitels sein, die Entwicklung der
griechischen Mathematik von den Anfangen bis zum Auftreten Euklids systematisch
und umfassend darzustellen und dabei auch noch auf die verschiedenen Lehrmeinungen
einzugehen.

Wir miissen den Leser auf entsprechende Biicher verweisen (als reprasentativen Quer-
schnitt durch verschiedene Auffassungen empfehlen wir die Biicher [17], [27], [28], [61],
[80], [83], [140], [165], [168] und die angegebenen Originalarbeiten von Fowler, Szabo
und Toth) und beschranken uns hier auf eine Skizze derjenigen Fakten und Entwick-
lungslinien, deren Kenntnis fiir das Verstandnis der Werke Euklids unbedingt erforderlich
ist.

Dem Thales von Milet (um 624-um 546) werden die ersten Beweise geometrischer
Satze zugeschrieben.

Dabei handelt es sich um sehr einfache und im Prinzip schon lange vorher bekannte
Sachverhalte wie z. B. den Kongruenzsatz "Winkel-Seite-Winkel" und die Gleichheit der
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck, die von ihm erstmals bewusst als Lehrsatze
formuliert und mit einer logisch zwingenden Begriindung versehen werden.

In der sich an Thales anschlieBenden Schule (im Gbertragenen Sinn) der ionischen Na-
turphilosophen wurden schon weite Teile der Elementargeometrie nach dieser neuen
Methode behandelt. Dabei soll Oinopides von Chios (um 475 v. u. Z.) erstmals fir ver-
schiedene einfache Konstruktionsaufgaben Losungen mit Zirkel und Lineal angegeben
und in der seither tiblichen Form theoretisch begriindet haben.

Jedoch waren Zirkel und Lineal in diesem friihen Stadium der griechischen Geometrie
wie auch spater keineswegs als Konstruktionsmittel verbindlich.

Z. B. verwendete Hippokrates von Chios (um 440 v. u. Z.), der durch die flachengleiche
Verwandlung verschiedener Kreisbogenzweiecke ("Mdndchen") in geradlinig begrenzte
Figuren beriihmt ist und als erster eine Zusammenstellung der damals bekannten Teile
der Geometrie unter dem Titel Elemente verfasst haben soll, ausgiebig die Einschiebung
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(griech. neusis) als Konstruktionsmittel.

Dabei wird eine Strecke gegebener Lange durch Probieren so platziert, dass ihre End-
punkte auf zwei bereits konstruierten Kurven (meist Geraden oder Kreise) liegen und
sie selbst oder ihre geradlinige Verlangerung durch einen gegebenen Punkt geht.

Das wohl beriihmteste Beispiel fiir die Anwendung dieses Konstruktionsmittels ist die
von Archimedes (2877-212) angegebene Dreiteilung eines beliebigen spitzen Winkels
Q.

Man trage auf einem der Schenkel von a die gegebene Strecke a ab, verlangere diesen
Schenkel nach riickwarts iiber den Scheitelpunkt O hinaus, schlage um 0 den Kreis k
vom Radius a und schiebe die Strecke a so zwischen diesen Kreis K und den riickwarts
verlangerten Schenkel ein, dass ihre Verlangerung durch den Schnittpunkt A von £ mit
dem zweiten Schenkel von « geht.

Dann sind (mit den Bezeichnungen von Abb. 2) Dreieck CBO und Dreieck BOA
gleichschenklig, folglich ZOCB = ZCOB (= ) und ZOBA = ZOAB (= 25),
folglich o = 33, d.h. ZOCB = 5.

2 Winkeldreiteilung durch Einschiebung nach Archimedes

Man hat also hier wie in vielen weiteren Fallen eine theoretisch exakte, leicht zu begriin-
dende und praktisch liberaus bequem realisierbare Losung einer Konstruktionsaufgabe,
von der wir Uberdies heute wissen, dass sie mit Zirkel und Lineal allein tiberhaupt nicht
exakt losbar ist.

Wir haben die Verwendung der Einschiebung durch Hippokrates und Archimedes er-
wahnt (auch Apollonios von Perge (um 262-190) soll nach dem Zeugnis des Pappos
eine Abhandlung tber die Einschiebung verfasst haben), um damit zu illustrieren, dass
die fiir die Elemente des Euklid charakteristische Beschrankung der Konstruktionsmittel
auf Zirkel und Lineal weder vor Euklid noch nach ihm jemals eine so dominierende Rolle
in der griechischen Geometrie gespielt hat, wie es gerade dadurch den Anschein hat,
dass das landlaufige Bild von der griechischen Geometrie eben hauptsachlich durch die
Elemente Euklids gepragt wurde.

Etwa zur gleichen Zeit wie die ionischen Naturphilosophen wirkte in Unteritalien der
um 530 v.u. Z. gegriindete Geheimbund der Pythagoraer. Sein Begriinder Pythagoras
ist eine womoglich noch nebelhaftere Gestalt als Euklid. Im Kreise seiner Schiiler und
Anhéanger bildete sich nach seinem Tod (um 500 v. u. Z.) eine Partei der sogenannten
Mathematikoi heraus, die vornehmlich die Mathemata, d. h. die systematisch geordne-
ten Lehrgebiete der im brigen vorwiegend weltanschaulich-philosophisch und politisch
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ausgerichteten Lehren des Meisters, weiterentwickelten.

Diese Mathemata umfassten Arithmetik, Geometrie, Astronomie und Harmonielehre
(Musiktheorie), also jene vier mathematischen Disziplinen, die spater als Quadrivium
in den mittelalterlichen Lehrbetrieb eingingen und zusammen mit Rhetorik, Grammatik
und Dialektik die sogenannten sieben freien Kiinste bildeten. Kernstiick des "mathe-
matischen Weltbildes" des Pythagoras war urspriinglich die aus einigen richtigen Beob-
achtungen voreilig vorgenommene Schlussfolgerung, die natiirlichen Zahlen und deren
Verhaltnisse seien als alleiniger Schliissel zum Verstandnis der Welt ausreichend.

Daraus wurde das Programm abgeleitet, die Eigenschaften der natirlichen Zahlen sys-
tematisch zu erforschen, in das jedoch neben bedeutsamen Begriffen und Gesetzen wie
Primzahlen, Teilbarkeit usw. auch viel Spekulatives einfloss, das seitdem bis heute ein
bescheidenes und praxisfernes Leben in der Zahlentheorie fristet.

So gehen die Begriffe der vollkommenen Zahlen (das sind solche, die wie z. B. 6 gleich
der Summe ihrer echten Teiler sind) und der befreundeten Zahlenpaare (von denen jede
gleich der Summe der echten Teiler der anderen ist) auf die Pythagoraer zuriick. Die
pythagoraische These "Alles ist Zahl", die erst in unserer Zeit durch Quantenphysik
und Computertechnik wieder etwas Auftrieb bekommen hat, erlitt noch zu Lebzeiten
des Pythagoras einen krisenhaften Zusammenbruch durch die Entdeckung der Existenz
inkommensurabler Streckenpaare, d.h. solcher, deren Langen sich nicht wie ganze Zah-
len zueinander verhalten.

Als Ausweg wurde von den Pythagordern eine "geometrische Algebra" geschaffen (die-
ser Name wurde von dem dan. Mathematikhistoriker H. G. Zeuthen eingefiihrt), in der
GroBen als Streckenlangen, Flacheninhalte oder Volumina reprasentiert werden und die
arithmetischen Operationen zwischen ihnen durch geometrische Konstruktionen erklart
sind.

Das Operieren mit natiirlichen Zahlen war hierin eigentlich als nicht besonders zu be-
handelnder Spezialfall kommensurabler GroBen enthalten, wurde aber aus traditionellen
Griinden als eigenstandige, mit der Geometrie nicht organisch verbundene Disziplin wei-
tergepflegt.

Dies alles wird sich in den Elementen Euklids widerspiegeln. Uber den wirklichen Anteil
der Pythagoraer an der voreuklidischen Mathematik waren, teils wegen deren Geheim-
niskramerei, teils wegen der damals tiberhaupt nur miindlichen Tradierung des Wissens,
schon zur Zeit des Aristoteles nur Geriichte bekannt.

Da jedoch der Pythagoraskult in der Spatantike nochmals auflebte, wurden dann den
Pythagordaern und am liebsten dem Meister selbst zahlreiche mathematische Entde-
ckungen zugeschrieben, von denen man heute mehr und mehr zu der Ansicht kommt,
dass sie zumindest teilweise aus der ionischen Schule und anderen Quellen stammen.

Es ist noch eine Bemerkung tiber die etwa zur Zeit der Pythagoraer ebenfalls in Unter-
italien beheimatete Schule der Eleaten nétig, da verschiedene moderne Autoren (u.a.
A. Szabo) die Ansicht vertreten, die Wendung der Mathematik vom Empirischen und
Konkreten, dem sie auch bei den loniern und den Pythagoraern noch durchaus verhaf-
tet war, zum Abstrakten sei durch die scharfsinnige Kritik der Eleaten an den aus der
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Sinneswahrnehmung abstrahierten Begriffen, wie z.B. dem der Bewegung, hervorgeru-
fen oder zumindest wesentlich geférdert worden.

Die Paradoxa vom Pfeil (der nicht fliegen kann) und von Achilles und der Schildkrote
(die er nicht einholen kann) des Eleaten Zenon (um 450 v. u. Z.) sollten ja zeigen,
dass der Begriff der Bewegung widerspriichlich ist, dass es sie also in der Realitat nicht
geben kann oder dass ihr Wesen mit dem Verstand nicht fassbar ist.

In der Schule der Eleaten traten erstmals indirekte Beweise auf, d. h., man zeigt eine
Behauptung, indem man ihre als wahr angenommene Verneinung ad absurdum fiihrt.
Diese Beweistechnik verlangt, sich zumindest zeitweise einen Sachverhalt vorzustellen,
der in Wirklichkeit unmaglich, also erst recht keiner Veranschaulichung fahig ist. Ohne
Zweifel hat dies die Scharfe mathematischer Beweise erheblich gefordert.

Zugleich soll hier erwahnt werden, dass mit dem Ubergang zur Sklavenhalterdemokra-
tie im offentlichen Leben der Griechen politische und juristische Streitgesprache eine
wichtige Rolle zu spielen begannen. Redetalent, geschliffene Beweisfiihrungen erfreuten
sich groBer offentlicher Wertschatzung. Dies liefert den gesellschaftlichen Hintergrund
fur die Anerkennung einer gewissen erzieherischen und allgemeinbildenden Funktion der
Mathematik, von der diese profitierte, nachdem sie nicht mehr primar zur Befriedigung
praktischer Bediirfnisse diente.

Hierin zeigt sich eine wesentliche Wendung der offentlichen Meinung im Vergleich zu
den Zeiten des Thales, der noch wegen seiner wissenschaftlichen Neigungen vom Volk
verspottet worden war.

Die erste Periode der griechischen Mathematik, aus der groBere zusammenhangende
fur die Mathematik relevante Texte direkt (d.h. von den Verfassern und nicht von spa-
teren Berichterstattern formuliert) tberliefert sind, es ist zugleich die Periode, in der
man (berhaupt begann, das vorher meist nur miindlich tradierte Wissen schriftlich zu
fixieren, ist das 4. Jh. v.u.Z., die Zeit der politischen und kulturellen Vorherrschaft
Athens im Bereich der griechischen Staaten.

Athen mit seinen Philosophenschulen, der 389 v. u. Z. gegriindeten Akademie des
Platon, dem Lykeion (latinisiert Lyzeum) des Aristoteles und der "bunten Halle" der
Stoiker ist denn auch der Ort der Handlung der eigentlichen Vorgeschichte Euklids und
seiner Werke. Es ware daher notwendig, die Lehrmeinungen der fiihrenden athenischen
Philosophen, soweit sie sich auf die Mathematik beziehen, hier umfassend darzulegen.
Dies wiirde aber den Rahmen dieses Biichleins weit (iberschreiten.

Zum Gliick kénnen wir den Leser in dieser Frage auf das kiirzlich in deutscher Uber-
setzung erschienene ausgezeichnete Buch [83] von Kedrovskij, auBerdem auf die Bio-
graphien [93], [79] von Platon und Aristoteles verweisen und uns hier wieder auf eine
Skizze beschranken.

Platon maB der Mathematik im System der von ihm propagierten Ausbildung eine hohe
Bedeutung bei. Uber dem Eingang seiner Akademie soll gestanden haben: Kein der
Geometrie Unkundiger moge hier eintreten!

Obwohl Platon den praktischen Nutzen der Mathematik nicht ganzlich leugnete, wie
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haufig grob vereinfachend behauptet wird, sah er ihren Hauptzweck darin, die fiir die
Leitung des ihm vorschwebenden ldealstaates bestimmte Elite einer Art intellektuellen
Trainings zu unterwerfen und dabei gleichzeitig zum Schénen und Guten zu erziehen.

Er sagte sinngemaB, wer sich erst einmal griindlich mit der Mathematik beschaftigt
hatte, wiirde danach nicht nur besser fiir die praktischen Erfordernisse einer Leitungs-
funktion geriistet sein, sondern auch keinen Geschmack mehr an der Machtausiibung
und an seichten Geniissen finden. Er wirde stets danach streben, wieder zu den kla-
ren sauberen Begriffen und Problemen der Mathematik zuriickzukehren, und das ihm
anvertraute Amt nicht fiir personliche Zwecke missbrauchen, sondern im Interesse der
Allgemeinheit und nur aus Einsicht in die Notwendigkeit ibernehmen [109, S.312 ff.].

Von solchen Zielvorstellungen ausgehend, forderte Platon, die Mathematik von allem
HandwerksmaBigen, vordergriindig auf praktischen Nutzen Gerichteten zu befreien. Ins-
besondere forderte er, geometrische Konstruktionsaufgaben unter alleiniger Verwen-
dung von Zirkel und Lineal (bzw. von Geraden und Kreisen als Hilfslinien) zu l6sen,
weil nur die dabei auftretenden Kurven durch ihre RegelmaBigkeit (modern gesprochen:
durch ihre konstante Kriimmung) den hohen Anspriichen an die Harmonie und Asthetik
genligten, denen die Mathematik im Sinne des Platonschen Erziehungszieles zu genii-
gen hat, wahrend Losungsmittel von der Art der Einschiebung mechanische Bewegung
erfordern und daher die Mathematik wieder mit der "niederen" materiellen Realitat
verknupfen.

Er schrieb vor, Konstruktionsaufgaben in der seither iiblichen Weise (Aufgabe, Analysis,
Konstruktionsbeschreibung, Beweis der Richtigkeit der Konstruktion, Determination der
Losbarkeitsbedingungen und der Anzahl der Lésungen) zu behandeln und wies auf die
gegeniber der Planimetrie damals noch kaum entwickelte Stereometrie als wichtigen
Forschungsgegenstand hin. (An dem von Platon hier kritisierten Missverhaltnis hat sich
im Grunde bis heute nichts Entscheidendes geandert.)

Abgesehen von diesen Anregungen und methodischen Hinweisen ist kein direkter Bei-
trag Platons zur Mathematik nachweisbar. Auch sein Einfluss auf die Gesamtheit der
folgenden Mathematikergenerationen ist in der Neuzeit oft stark (ibertrieben worden.
Demgegentiber schreibt O. Neugebauer:

"Es scheint mir offensichtlich, dass Plato’s Rolle stark Ubertrieben worden ist. Sein
eigener direkter Beitrag zum mathematischen Wissen ist offenbar gleich null gewesen.
Dass im Verlaufe einer kurzen Zeit Mathematiker solchen Ranges wie Eudoxos zu sei-
nem Kreis gehorten, ist kein Beweis fiir den Einfluss Platons auf die mathematische
Forschung. Der ausschlieBlich elementare Charakter der Beispiele mathematischer Uber-
legungen, die von Platon und Aristoteles angefiihrt werden, erhartet nicht die Hypo-
these, dass Theaitet oder Eudoxos irgend etwas bei Platon erlernt hatten." (Deutsche
Ubersetzung zit. nach [83, S. 57].)

Damit sind die Namen zweier bedeutender Vorlaufer Euklids genannt, die beide in
Beziehung zu Platon und seiner Schule standen. Die uns hier interessierenden Leistun-
gen des auch als Astronom, Geograph und Arzt bedeutenden Eudoxos von Knidos (um
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2 Griechische Mathematik vor Euklid

408-355) bestehen in der Schaffung einer Proportionentheorie fiir den allgemeinen Gro-
Benbegriff der geometrischen Algebra und der sogenannten Exhaustionsmethode zum
Beweis von Volumenformeln fiir krummflachig begrenzte Korper.

Zwei gleichartige GroBen a, b, von denen man hier nur voraussetzen muss, dass fiir sie
irgendeine Addition definiert ist und dass sie der GroBe nach vergleichbar sind (beides
trifft u.a. fir Langen, Flacheninhalte und Volumina zu), seien kommensurabel, wenn es
eine "MaBeinheit" e der gleichen Art wie a, b gibt, so dass

a=e+e+..+e kurzza=m-e)undb=mn-e

m—mal

flir gewisse natiirliche Zahlen m, n gilt. In diesem Fall ist es naheliegend, den GroBen
a, b das rationale Verhaltnis % = % zuzuordnen. Flr inkommensurable GroBen ist eine
solche Erklarung nicht moglich.

Es ist aber sinnvoll zu sagen, dass 7, was immer das sein mag, kleiner als “* ist, wenn
fur die bei Teilung von b in n gleiche Teile e (also b = n - ¢€) a < m - e gilt. Dies ist
gleichbedeutend mit

n-a=<n-(m-e)=nm-e=m-(n-e)=m-b

Damit haben wir unter sehr einfachen begrifflichen Voraussetzungen die mégliche De-
finition

a m

—<—<%n-a<m-b

b n
begriindet. Analog erhalt man * < 3 <> m - b < n - a. Die geniale ldee des Eudoxos

bestand nun darin, unter Vermeidung einer expliziten Definition des Verhaltnisbegriffes
die Gleichheit zweier Verhaltnisse ¢, S (wobei nur a von gleicher Art wie b und ¢ von
gleicher Art wie d sein mussEI) als eine vierstellige Relation Proportion (griech. analogon)
zwischen a, b, ¢, d wie folgt zu definieren:

a

c
= <+ Fur alle natirlichen Zahlen m,n ist

m-b<n-a, wennm-d<n-c
m-b=n-a, wennm-d=n-c

n-a<m-b, wennn-c<m-d

(Man vergleiche dies mit Euklids Elemente, Buch V ,Definition 5.)

mit anderen Worten 7 = 5, wenn, modern gesprochen, beide Verhaltnisse die glei-
chen oberen und unteren rationalen Naherungswerte besitzen. Die auf diese Definition
gegriindete Proportionentheorie des Eudoxos, die allen modernen Anspriichen an ma-
thematische Strenge genligt, wurde von Euklid in abgerundeter Form in Buch V seiner

Elemente dargestellt.

IEs ist sehr wichtig, die Voraussetzung so schwach formulieren zu kénnen, damit auch solche Aus-
sagen sinnvoll werden wie z. B.: Strecken a, b verhalten sich wie ganze Zahlen m, n; Dreiecke mit
gleicher Hohe verhalten sich wie ihre Grundseiten.

11



2 Griechische Mathematik vor Euklid

D. H. Fowler hat neuerdings in einer Reihe von Arbeiten ([54] bis [57]) seine Hypothe-
se plausibel gemacht, dass durch die elegante und fiir die Bediirfnisse der deduktiven
Geometrie ausreichende Proportionsdefinition des Eudoxos eine altere Vorstellung ver-
drangt wurde, die auf einem direkten Begriff des Verhiltnisses (griech. logos) zweier
GroBen a, b beruhte und dieses Verhaltnis als den mathematisch wahrscheinlich nicht
vollig prazisierten Prozess des approximativen Ausmessens verstand,der sich bei der An-
wendung des Verfahrens der Wechselwegnahme (dem spater so genannten euklidischen
Algorithmus) auf die GréBen a und b ergibt und etwa durch die Folge der sich hierbei
ergebenden natiirlichen Zahlkoeffizienten verschliisselt werden konnte, die im wesentli-
chen nichts anderes ist als die Kettenbruchentwicklung der wenn, modern gesprochen,
beide im allgemeinen "irrationalen Zahl" ¢:

a r

a=n1-b+r mtr; <b, folglichg:nl—kz1

b 4 ry mit 7y < 14, folglich & T n

=N9- T +Tro Mitr ry, folglich — =n —_— = USW.
2°T1 2 2 1 g b 1 Tt + T 1 Ny + 2

r1

In der Tat finden sich bei Euklid Spuren dieser alteren, mehr praktischen und prozess-
orientierten Auffassung des Verhaltnisbegriffs.

Nach der Aussage von Archimedes war ferner Eudoxos der erste, der exakte Bewei-
se fiir die zuerst von Demokrit von Abdera (460-371) durch atomistisch-heuristische
Uberlegungen gefundenen Satze gab, wonach das Volumen einer Pyramide bzw. eines
Kreiskegels ein Drittel des Volumens des tiber der gleichen Grundflache mit der gleichen
Hohe errichteten Prismas bzw. Zylinders ist.

Diese Satze gingen in Buch XlI der Elemente Euklids ein.

Die Methode ihres indirekten Beweises (man zeigt, dass die beiden Annahmen, das
Volumen sei kleiner oder groBer als der behauptete Wert, auf Widerspriiche fiihren)
wurde spater wenig gliicklich als Exhaustionsmethode (Exhaustion svw. Ausschopfung)
bezeichnet, obwohl diese Bezeichnung viel eher auf die heuristische Methode des De-
mokrit zutrifft, der die zu berechnenden Kérper von innen durch einen Kérper aus vielen
diinnen Scheibchen annahert (ausschopft).

Man muss dazu bemerken, dass die Eudoxische Beweismethode erst anwendbar wird,
wenn man die richtige Volumenformel schon kennt, wahrend die auf einer materialis-
tischen Auffassung der geometrischen Korper beruhende Methode Demokrits derartige
Formeln zu finden gestattet. Archimedes hat dieses Verdienst Demokrits ausdriicklich
hervorgehoben.

Von Theaitetos (um 417-368), der Platon wahrscheinlich niher gestanden hat als Eu-
doxos und dessen Schiiler (Platon widmete Theaitetos einen seiner beriihmten Dialoge)
sind in die Elemente aufgenommen worden: in Buch X seine komplizierte Klassifikati-
onstheorie derjenigen Streckenlangen, die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen,
sowie in Buch XIII die Konstruktion der fiinf regularen Polyeder (Abb. 3) mit Zirkel und
Lineal in einer solchen Weise, dass sie einer Kugel von gegebenem Radius einbeschrieben
sind.
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Tetroeder

Jodexoeder [kosgecar

3 Die fiinf regularen Polyeder

Zwei dieser Polyeder, namlich das Oktaeder und das lkosaeder, waren wahrscheinlich
erst von Theaitetos gefunden worden, wohl auch der ziemlich triviale Beweis, dass es
auBer diesen fiinf keine weiteren regularen Polyeder gibt, mit dem Buch XIlII endet.
Platon gab diesen fiinf Polyedern, die er wohl wegen ihrer RegelmaBigkeit liebte, in
seinem Weltbild einen wichtigen Platz.

Er entwickelte im Dialog Timaios die stillschweigend von seinem philosophischen Ge-
genspieler Demokrit (dessen Namen er nie erwahnte) Gbernommene Lehre vom Auf-
bau aller Materie aus unteilbaren Bausteinen - Atomen - dahingehend weiter, dass die
unterschiedliche Qualitat der vier von den Griechen unterschiedenen "Elemente' auf
unterschiedlichen Formen der Atome beruhen sollte, und zwar wie folgt: Feuer: Tetra-
eder; Luft: Oktaeder: Wasser: |kosaeder; Erde: Wirfel.

Da somit ein Polyeder ohne Funktion blieb (man kdnnte boshaft sagen, dass dem Pla-
ton bei aller Anstrengung kein fiinfter Aggregatzustand einfiel, wahrend andererseits
an der Existenz von genau fiinf reguléren Polyedern nicht zu ritteln war), wurde dem
Universum die Gestalt des Dodekaeders zugeschrieben.

Diese wilde Spekulation, die trotz allem im Kern progressiv war, weil sie sich um eine
natirliche Erklarung der Welt bemiihte, illustriert die Art, wie unter Platons Regime
Naturwissenschaft betrieben wurde.

Natur- und lberhaupt "Sach"-wissenschaft in den Grenzen der antiken Moglichkeiten
wurde in der Schule des Aristoteles betrieben, die (ibrigens erst 318 v.u.Z., vier Jah-
re nach seinem Tode, als regulére Institution begriindet wurde. Aristoteles, der groBe
Systematiker, Methodiker und Enzyklopadist der griechischen Wissenschaft, hat sich
kaum mit der eigentlichen Mathematik, jedoch ausfiihrlich mit der Methodologie der
deduktiven (beweisenden) Wissenschaften beschaftigt.

In diesem und nur in diessm Zusammenhang griff er haufig auf elementare mathe-
matische Beispiele zur Erlauterung allgemeiner wissenschaftstheoretischer Begriffe und

2Der antike Terminus Elemente ist hier etwa im Sinn des modernen Begriffs Aggregatzustand zu
verstehen, also als qualitativ unterschiedliche Existenzweisen der Materie.
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2 Griechische Mathematik vor Euklid

Sachverhalte zuriick. Nach ihm griindet sich jede beweisende Wissenschaft auf Grund-
satze, die wahr, primar und unvermittelt, bekannter und friiher als die Folgesatze und
deren "Ursache" und voneinander unabhangig sein sollen.

Dabei unterscheidet er zwischen Axiomen, welche allgemeiner Art sind, z. B. Aussa-
gen uber den GroBenbegriff formulieren, und fachspezifischen Postulaten. An anderer
Stelle sagt er sinngemaB, Postulate kdnnten von dem Schopfer einer Theorie willkiirlich
gesetzt werden. Sie seien Voraussetzungen, welche der Meinung des Lernenden wider-
streiten oder solche, die man, obschon sie sich beweisen lassen, ohne Beweis annimmt.

In seinen mathematischen Beispielen greift er mehrfach auf den Satz liber die Winkel-
summe im Dreieck als eines scheinbar nicht von vornherein denknotwendigen Sachver-
halts zuriick. An anderer Stelle kritisiert er die Auffassung der Parallelen als Geraden
konstanten Abstands und deutet einen logischen Zirkelschluss in der zeitgendssischen
Auffassung der Parallelitat an.

Namhafte Mathematikhistoriker haben daraus den Schluss gezogen, Euklid habe mit
der Formulierung seines beriihmten Parallelenpostulats die Klarung eines in der aristo-
telischen Schule diskutierten Problemkreises vollzogen. Viel weiter geht |. Toth, der in
einer Serie von Arbeiten die These vertritt, die athenischen Gelehrten hatten die logi-
sche Moglichkeit einer nichteuklidischen Geometrie erkannt, und Euklid habe sich mit
seinem Postulat bewusst und willkirlich fiir eine von zwei logisch gleichberechtigten
geometrischen Theorien entschieden.
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3 Alexandria, das Museion, Euklid

3 Alexandria, das Museion, Euklid

Nach der Ermordung des Konigs Philipp Il. von Makedonien im Jahre 336 v. u. Z. liber-
nahm sein erst zwanzigjahriger Sohn Alexander Ill., der spater den Beinamen der GroBe

erhielt, die Herrschaft und eroberte in weniger als 10 Jahren ein riesiges Territorium
(Abb. 4).
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4 Das Reich Alexanders des GroBen und die Diadochenreiche im 4. Jh. v. u. Z. [Atlas
zur Geschichte, Bd. 1, Gotha 1976]

Alexander, der zeitweise von Aristoteles erzogen worden war, erstrebte ein nach ratio-
nalen Prinzipien geleitetes Weltreich, in dem eine Ausséhnung und Verschmelzung des
Griechentums mit den orientalischen Kulturen stattfinden sollte. Schon 332 war er mit
seinem Heer nach Agypten vorgestoBen und hatte dort, wie auch an mehreren anderen
Stellen, zur Festigung seiner Herrschaft die Griindung einer neuen, nach ihm benannten
Stadt befohlen.

Von allen "Alexanderstadten" sollte aber nur das agyptische, in der Nahe des Nildeltas
auf einer schmalen Landbriicke gelegene Alexandria aufbliihen und Weltgeltung erlan-
gen.

Es wurde nach einem Plan des Architekten Deinokrates’ von Rhodos in den Jahren
332/30 nach damals modernsten Gesichtspunkten erbaut. Dabei standen die Erfahrun-
gen Pate, die die Griechen schon seit Jahrhunderten in der Anlegung von Pflanzstadten
gesammelt hatten: breite, einander rechtwinklig kreuzende StraBen, deren Hauptrich-
tung die vorherrschende Windrichtung vom Meer her beriicksichtigte, um dessen Kiihl-
wirkung zu nutzen, groBe, kunstvoll gepflasterte Platze, umsaumt von reprasentativen
offentlichen Bauten (Abb. 5).

Als ein Symbol fiir die technische Leistungsfahigkeit der Erbauer Alexandrias kann der
beriihmte, in der Antike zu den sieben Weltwundern gezédhlte "Leuchtturm" auf der
Insel Pharos vor dem Hafen Alexandrias dienen, der zwischen 300 und 280 v. u. Z. von
Sostratos von Knidos errichtet wurde. Er war etwa 110 m hoch und gilt als der erste
freistehende Turmbau der Antike.

Die lbliche Bezeichnung als Leuchtturm ist freilich insofern irrefiihrend, als die Schiff-
fahrt, der er als weithin sichtbares Orientierungszeichen dienen sollte, zur Zeit seiner
Erbauung nur bei Tag ublich war.
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5 Alexandrla in der Antlke [Atlas zur Geschlchte Bd 1 Gotha 1976]

Erst im 1. Jh. u. Z. wurde nachtraglich ein Leuchtfeuer eingebaut, das nach einigen
Berichten sogar durch groBe Hohlspiegel gerichtet gewesen sein soll. Der "Pharos",
wie man den Turm kurz nannte, bestand bis zum Anfang des 14. Jh., wo er durch
mehrere Erdbeben zerstort wurde. Seine Form (Abb. 6) diente vielen spéateren Tiirmen
als Vorbild. [147]

6 Der Pharos von Alexandria nach einer Rekonstruktion von A. Thiersch 1909 [147]

Als Alexander 323 v.u.Z. im Alter von 33 Jahren in Babylon starb, zerfiel sein riesiges
Reich in zahlreiche Diadochenstaaten (Diadochos svw. Nachfolger), in die sich seine
Feldherren und sonstigen nachsten Vertrauten teilten. Von diesen Staaten, die sich bald
gegenseitig zu befehden begannen, erwiesen sich nur das von Seleukos in Mesopotamien
und das von Ptolemaios (latinisiert Ptolemius) in Agypten errichtete Reich als von
Dauer und Bedeutung.

Ptolemaios |., ein illegitimer Halbbruder Alexanders, der spater den Beinamen Soter (der
"Retter") erhielt, war einer derjenigen Feldherren Alexanders,die sich nach dessen Tod
am eifrigsten fiir eine vollstandige Reichsteilung einsetzten, obwohl ein Erbe vorhanden
war.

Obgleich er zunachst formal nur Satrap (d. h. Statthalter) von Agypten war, blieb von
Anfang an kein Zweifel, dass er die Griindung einer eigenen Dynastie bezweckte. Ab
305 v. u. Z. lieB er sich Konig nennen. 285 iibergab er das Reich, das auch Teile des
heutigen Libyen und Israels umfasste, an seinen Sohn Ptolemaios Il. Auf ihn folgte 246
v. u. Z. Ptolemaios Ill. Euergetes (der "Wohltater").

Die Ptolemaer setzten die Politik Alexanders insofern fort, als sie sich intensiv um die
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Verschmelzung der griechisch-makedonischen Fremdherrschaft mit den einheimischen
Sitten und Traditionen bemiihten.

Fortan wurden griechische Gottheiten gleichrangig neben agyptischen verehrt. In das
Hofzeremoniell flossen so viele agyptische Elemente ein, dass das Ptolemaerreich nach
auBen agyptischer wirkte als alle vorhergehenden dgyptischen Reiche.

Insbesondere heiratete schon Ptolemaios Il. nach dem Vorbild der Pharaonen seine
leibliche Schwester Arsinoe, was ihm unter den Griechen den Beinamen Philadelphos
(Liebhaber der Schwester) eintrug. Die Sitte der Verwandtenehe wurde bis zum Ende
der Ptolemaerdynastie beibehalten.

Alexandria entwickelte sich unter der Herrschaft der Ptolemaer rasch zum neuen Mit-
telpunkt der antiken Welt und behielt seine Funktion als geistig-kulturelles Zentrum
sogar noch iiber das Ende des Ptolemaerreiches (30 v. u. Z.) hinaus, als nach dem
Tode Kleopatras, der letzten ptolemaischen Koénigin, Agypten eine rémische Provinz
wurde. Bereits 75 Jahre nach der Griindung hatte Alexandria rund 800000 Einwohner,
um das Jahr 1 waren es (iber eine Million, darunter viele Juden, Syrer und Angehorige
anderer Volker, die jeweils in bestimmten Stadtvierteln konzentriert lebten.

Bereits unter Ptolemaios |. wurde in Alexandria das Museion gegriindet, aus heutiger
Sicht ein Zwischending zwischen Universitat und Akademie, eine wissenschaftliche Ein-
richtung, die sowohl der Forschung und Lehre als auch der Reprasentation der Herrscher
diente.

Das Museion verfiigte iber Horsale, Arbeitsraume, Speisesale, Gastezimmer, eine Stern-
warte, einen botanischen und einen zoologischen Garten, vor allem aber (iber eine riesige
Bibliothek (von Papyrusrollen). Dort wurde das gesamte wissenschaftliche und schon-
geistige Schrifttum der damals bekannten Welt gesammelt, kritisch ausgewertet und
spater auch vermutlich in groBerem Umfang zu kommerziellen Zwecken kopiert.

Der detaillierte Plan zur Errichtung des Museions und vielleicht sogar der Rat zu seiner
Griindung geht auf den athenischen Staatsmann und Gelehrten Demetrios von Phaleron
zurlick, der bis zu seiner Vertreibung im Jahre 307 v.u.Z. als eine Art ptolemaischer
Geschaftstrager in Athen gewirkt hatte und danach eine Zuflucht als politischer Berater
und Vertrauter am Hofe der Ptolemaer fand.

Dementsprechend dienten die Akademie des Platon und das Lykeion des Aristoteles als
Vorbilder fiir das Museion, es kann aber als sicher gelten, dass am Museion neben dem
philosophisch orientierten Bildungsideal der athenischen Gelehrtenschulen unter orien-
talischem Einfluss auch viel empirisches und mystisches Bildungsgut gepflegt wurde.

Uber einen Zeitraum von rund 300 Jahren und teilweise noch dariiber hinaus haben alle
bedeutenden Gelehrten der Antike am Museion gewirkt oder sich zumindest zeitweise
dort aufgehalten oder brieflichen Kontakt mit den Gelehrten des Museions gepflegt.

So kann man das Museion als das Zentrum derjenigen um 300 v. u. Z. einsetzenden
Periode der antiken Wissenschaft bezeichnen, die die hellenistische oder auch die alex-
andrinische genannt wird und durch die innige Verschmelzung von griechischen und
orientalischen Traditionen gekennzeichnet ist.
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Von Euklid (eigentlich Eukleides, was aber als Euklid mit langem i zu sprechen ist)
ist, wie schon im Vorwort bemerkt wurde, nicht eine einzige sicher belegbare Tatsache
bekannt.

Gelegentlich wurde sogar bezweifelt, dass er lberhaupt existiert hat. So stellte der
franzosische Mathematikhistoriker J.ltard 1961 die Hypothese zur Diskussion, Euklid
sei ahnlich wie in unserem Jh. Bourbakﬂ das gemeinsame Pseudonym einer Gruppe
von alexandrinischen Mathematikern gewesen.

Allgemein wird jedoch angenommen, Euklid sei in der Phase der Griindung des Mus-
eions oder kurz danach als reifer und bereits beriihmter Mathematiker dorthin berufen
worden, um als erster Lehrer der mathematischen Disziplinen am Museion zu wirken
bzw. eine entsprechende "Abteilung" des Museions tiberhaupt erst aufzubauen.

Da dies vermutlich auf Empfehlung des Demetrios von Phaleron geschah, ist anzuneh-
men, dass Euklid aus Athen kam, was allerdings noch nichts tiber seine vollig im dunklen
liegende Herkunft und Nationalitat aussagt. Die These, dass Euklid aus einer der bei-
den groBen athenischen Philosophenschulen oder aus beiden hervorging, wird sehr stark
durch sein Werk gestiitzt, das liberall Spuren sowohl der platonischen Philosophie als
auch der aristotelischen Methodologie tragt und liberdies eine enge Vertrautheit des
Verfassers mit den Theorien von Eudoxos und Theaitetos beweist.

Aus allen beschriebenen Umstanden geht daher hervor, dass Euklid wahrscheinlich zwi-
schen 360 und 280 v. u. Z. gelebt hat und dass seine Werke vermutlich um 300 v. u. Z.
entstanden sind. Am Rande sei bemerkt, dass diejenigen Historiker, die Euklid gern als
getreuen Anhanger Platons darstellen mochten, eine Tendenz zeigen, seine Lebenszeit
moglichst frith anzunehmen, da dies die Wahrscheinlichkeit ihrer Version erhoht.
Andererseits findet man z. B. bei dem Mathematiker Efimow ohne Begriindung die
abweichend spaten Lebensdaten etwa 330 bis 275 v. u. Z., die immerhin noch mit den
uns bekannten Umstinden vertraglich sind. Uberhaupt ist leider festzustellen, dass das
Fehlen von Fakten fiir viele Autoren ein Freibrief ist, MutmaBungen zu auBern, ohne
sie deutlich als solche zu kennzeichnen. Z. B. schreibt E. Stamatis in [129]:

"Allem Anschein nach war Euklid Rektor der Universitat Alexandria, wenn wir seinen
Titel in der heutigen Ausdrucksweise wiedergeben wollen."

Hingegen behauptet H. WuBing ([166, S. 25]):

"Sicherlich hat Euklid in irgendeiner Form mit dem Museion und dessen Bibliothek
in Verbindung gestanden, wie es scheint, jedoch nicht in einer offiziellen Stellung. An-
dernfalls wiirden wir dariiber von Seiten der Hofhaltung der Ptoleméaerkdnige mit groBer
Wahrscheinlichkeit Dokumente besitzen."

(Dazu spéter.) Es ist jedoch durchaus méglich, dass Euklid selbst niemals in Alexandria
war oder dass er die Elemente bereits als fertiges Werk dorthin mitbrachte oder dass
er zum Zeitpunkt der Griindung des Museions bereits tot war ...

3Gemeinsames Pseudonym (nach dem franzésischen General Nicolas Bourbaki) einer Gruppe von
franzosischen und amerikanischen Mathematikern, die seit 1939 eine vielbéndige Darstellung grund-
legender mathematischer Disziplinen vom abstrakt-strukturtheoretischen Standpunkt verdffentli-
chen.
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Lange Zeit ist Euklid mit dem athenischen Philosophen Euklid von Megara identifiziert
worden, der um 450 bis um 380 v.u.Z. lebte, wie Platon ein Schiiler des Sokrates war
und spater eine eigene Richtung begriindete, in der sokratische und sophistische Lehren
in eklektischer Weise vermischt waren.

Diese ldentifizierung findet sich schon im 1. Jh.u. Z. bei dem rémischen Schriftstel-
ler Valerius Maximus und wurde erstmals wieder 1572 von dem Euklidibersetzer und
-bearbeiter Commandino zuriickgewiesen. Sie vertragt sich sehr schlecht mit den Le-
benszeiten von Eudoxos und Theaitetos, deren Leistungen ja in die Elemente Euklids
einflossen, lasst sich aber auch nicht mit letzter Sicherheit widerlegen, da auch von
Euklid von Megara zu wenige sichere Fakten bekannt sind.

Neuerdings hat sich in M. E. Paiow wieder ein streitbarer, aber wenig tberzeugender
Anhéanger der Hypothese Euklid gleich Euklid von Megara gefunden. [106] Dies nur zur
[llustration der Literatursituation.

Alle uns lberlieferten Nachrichten (iber die Person des Euklid stammen von spatantiken
oder islamischen Schriftstellern. Sie sind anekdotenhaft und stark durch die jeweilige
ideologische Position der Berichterstatter gepragt. Dennoch sollen sie der Vollstandig-
keit halber hier wiedergegeben werden.

Der Mathematiker Pappos beschreibt um 320 u. Z. Euklid in der Einleitung zum VII.
Buch seiner beriihmten Enzyklopadie (griech. synagoge, lat. collectio) als "sanft, be-
scheiden und voll Wohlwollen gegen jeden, der die Mathematik zu férdern imstande
war".

Er sei absichtlich hinter seinem Werk zurlickgetreten und habe an den iberkommenen
Theorien so wenig wie moglich geandert. Mit dieser Beschreibung hat Pappos mogli-

cherweise sich selbst lobend charakterisieren wollen.

Wahr an ihr ist nach heutigem Wissen, dass Euklid in seinem Hauptwerk, den Ele-
menten, ganze Kapitel nach Inhalt und Stil von fritheren Mathematikern ibernommen
hat, so dass philologische Untersuchungen des Textes Hinweise zu ihrer Herkunft geben
konnten. AuBerdem fiihrte diese Methode Euklids gelegentlich zu Wiederholungen und
anderen Unstimmigkeiten im Gesamtaufbau.

Uber den dennoch unverkennbar eigenen wissenschaftlichen Stil Euklids, der in der neue-
ren Literatur oft zugunsten einer angeblich rein padagogisch-kompilatorischen Leistung
heruntergespielt wird, wird noch zu sprechen sein.

Der makedonische Schriftsteller Joannes Stobaios schrieb im 5. Jh. die beriihmte An-
ekdote nieder, wonach ein Student des Euklid diesen, nachdem er den ersten Satz der
Elemente gelernt hatte, sogleich nach dem Nutzen gefragt habe.

Euklid habe daraufhin einem seiner Sklaven befohlen, diesem Studenten eine kleine
Geldsumme auszuhandigen, da er offenbar bediirftig sei, wenn er so dringlich nach dem
Nutzen frage. Diese Geschichte ist von vielen Autoren der Neuzeit geradezu genisslich
ausgeschlachtet worden, um die - je nach der ideologischen Position des jeweiligen
Autors - verwerflich oder lobenswert platonistische, an praktischen Anwendungen der
Wissenschaft uninteressierte Haltung Euklids zu charakterisieren.

Abgesehen davon, dass diese Anekdote ebenso wie alle anderen Nachrichten tiber Euklid
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vollig unverblirgt ist, lasst sie mancherlei Interpretation zu. Natirlich hat der Student
im Prinzip recht, nach dem praktischen Nutzen der Mathematik zu fragen. Es ist jedoch
seiner Unerfahrenheit zuzuschreiben, dass er einen sofortigen Nutzen erwartet.

Dass nichttriviale Anwendungen der Mathematik sich in der Regel erst nach griindli-
cher Bekanntschaft mit ihr, auf einem haufig sehr komplizierten und indirekten Weg
und in manchmal unvermuteten Zusammenhangen ergeben, konnte auch Euklid in den
Grenzen der damaligen Wissenschaft schon gewusst oder geahnt haben.

Seine Antwort kdnnte ebensogut eine sarkastische Zurechtweisung des vorwitzigen, viel-
leicht sogar bewusst provozierenden Fragers sein wie auch die Annahme einer tatsach-
lichen materiellen Bediirftigkeit des Studenten. Wir wissen ja nichts (iber den sozialen
Status der Lernenden des Museions.

Es stimmt zwar, dass die Elemente im wesentlichen der reinen Mathematik gewidmet
sind, das Gesamtspektrum seiner Schriften, das vermutlich mit dem Spektrum seiner
Lehrtatigkeit am Museion tbereinstimmt, weist Euklid jedoch als Kenner und aktiven
Forderer auch aller derjenigen mathematischen Disziplinen aus, die aus damaliger Sicht
als angewandte Mathematik gelten missen.

Proklus Diadochus, dessen zwielichtige Rolle in der Geschichte der Euklidrezeption noch
zu diskutieren sein wird, berichtet im 5. Jh. in seinem weitschweifigen Kommentar zum
ersten Buch der Elemente die zweite beriihmte Anekdote iiber Euklid:

Ptolemaios habe ihn einmal gefragt, ob es nicht fiir die Geometrie einen kiirzeren Weg
gebe als die Lehre der Elemente. Er antwortete, es fiihre kein koniglicher Weg [kein
besonderer Weg fiir Kénige] zur Geometrie. [16, S. 213/14]

Die gleiche Geschichte berichtet (ibrigens Stobaios (iber Alexander den GroBen und den
Mathematiker Menaichmos (den Entdecker der Kegelschnitte). Man konnte daraus ein
weiteres Mal auf die Fragwiirdigkeit aller unserer Quellen schlieBen, aber es ist natiirlich
auch denkbar, dass Euklid, dem das Vorkommnis zwischen Alexander und Menaichmos
bekannt gewesen sein konnte, auf eine analoge Frage seines Herrschers eine analoge
Antwort, vielleicht sogar unter Hinweis auf den Vorganger, gegeben hat.

Einige islamische Autoren berichten weitere Einzelheiten aus dem Leben des Euklid,
die aber, wie wir sehen werden, mit noch hoherer Wahrscheinlichkeit ins Reich der
Fabel zu verweisen sind. Zum Beispiel behauptete der sehr einflussreiche al-Kindi im
9. Jh. in einer Schrift "Uber die Ziele des Buches von Euklid", die Elemente seien
urspriinglich von einem gewissen Apollonios aus verschiedenen Quellen zu einem 15
Biicher umfassenden Werk zusammengestellt worden.

Der Konig von Alexandria habe davon gehort und einen Mann namens Euklid damit
beauftragt, dieses Werk fiir Unterrichtszwecke zu bearbeiten.

Danach sei es dem Euklid zugeschrieben worden, der jedoch nur 13 von den 15 Biichern
zur Verfligung hatte.

Spater habe Hypsikles, ein Schiiler des Euklid, die fehlenden zwei Biicher des Apollo-
nios aufgefunden und dem Konig gebracht. Sie seien dann den 13 von Euklid schon
bearbeiteten Biichern hinzugefiigt worden. Wie wir spater bei der Besprechung der von
anderen Autoren nachtraglich den Elementen hinzugefiigten "unechten" Biicher XIV
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und XV der Elemente sehen werden, ist dies nichts anderes als eine phantasievoll aus-
geschmiickte Missinterpretation des Vorwortes von Buch XIV.

Im 10. Jh. schrieb der islamische Gelehrte Ibn Ja'qub an-Nadim in seinem enzyklopa-
dischen Werk "Fihrist":

"Euklid, der Geometer und Zimmermann, aus Tyrus [war] der Sohn des Naukrates, des
Sohnes des Bereneikes ... Er war ein Weiser der alten Zeit, ein Grieche von Nationalitat,
ein Syrer dem Heimatlande nach und ein Tyrer nach der Vaterstadt, dem Gewerbe nach
ein Zimmermann ..." [123, S. 84 f]

Man darf wohl fragen, woher ein Zimmermann aus Tyrus die erst kurz zuvor entstan-
denen hochgeziichteten Theorien des Eudoxos und des Theaitetos hatte kennen sollen.
Den islamischen Gelehrten ist dies wahrscheinlich nicht so unglaubhaft erschienen wie
uns, denn viele von ihnen waren selbst aus dem Handwerkerstand hervorgegangen.ﬂ

Mindestens ebenso bedauerlich wie unsere Unkenntnis biographischer Fakten tiber Eu-
klid ist es, dass wir iiber die Art und Weise des wissenschaftlichen Lebens am Museion
in dessen Entstehungszeit kaum etwas wissen. Gab es "Vorlesungen", "Seminare", oder
wurde das Wissen vorwiegend im Selbststudium angeeignet?

Wir wissen nur, dass die Produkte der griechischen Wissenschaft und Literatur bis
zum Beginn des 4. Jh. v. u. Z. fast ausschlieBlich miindlich vermittelt wurden. Noch
von Sokrates gibt es kein schriftliches Werk, und Platon lasst an mehreren Stellen sei-
ner Dialoge seine Vorliebe fiir das nicht schriftlich Fixierte durchblicken. Die gesamte
frithgriechische Mathematik ist nach Inhalt, Begriffsapparat und Terminologie auf eine
verbale Vermittlung ausgerichtet.

Zur Zeit Euklids war die griechische Schriftsprache noch sehr unentwickelt und miih-
sam zu handhaben. Es gab nur GroBbuchstaben, keine Satzzeichen und keine Wort-
zwischenraume. Die "moderne" altgriechische Schrift hat sich erst im 8. u. 9. Jh. im
byzantinischen Reich herausgebildet (und aus dieser Zeit stammen auch die altesten
vollstandigen Manuskripte der Elemente und der anderen Schriften Euklids). Erst vom
2. bis 6. Jh. an wurden die Texte in die Form von gehefteten Biindeln von Papyrus-
und zunehmend Pergamentblattern (sogenannte Kodizes) gebracht, vorher gab es nur
Papyrusrollen, die beim Schreiben und Lesen sehr schwer zu handhaben waren.

Schon athenische Vasenbilder aus dem 3. Jh. v. u. Z. zeigen in humorvoller Weise
die Schwierigkeiten beim Lesen von Papyrusrollen, und Aristoteles erhielt von seinen
Zeitgenossen den Spitznamen "der Leser", offenbar doch, weil die von ihm praktizierte
Methode der Wissensaneignung damals noch etwas Ungewohnliches war.

Ist es unter solchen Umstanden plausibel, sich Euklid als einen Lehrbiicher schreibenden

4Zum Beispiel wird von Muhammad ibn Abd al-Karim al-Harithi (gest. um 1202) berichtet, dass
er in seiner Jugend Tischler und Steinmetz war und eines Tages beschloss, Euklids Elemente
durchzuarbeiten, in der Hoffnung, sich dadurch in seinem Handwerk zu vervollkommnen. Nachdem
er durch das Opfer von taglich einigen Stunden Schlaf sein Ziel erreicht hatte, wandte er sich dem
Almagest des Ptolemaios zu, nun aber schon aus reinem Interesse. Er erlangte schlieBlich 6ffentliche
Anerkennung als Gelehrter und erhielt den Beinamen al-Muhandisi, der Geometer [134, S. 129 f.].
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Gelehrten im spateren Sinne vorzustellen? Ist es nicht wahrscheinlicher, dass seine Wer-
ke aus individuellen Aufzeichnungen seiner Schiiler hervorgegangen sind oder vielleicht
sogar erst nach Generationen erstmals endgiiltig schriftlich fixiert wurden?

Solche Hypothesen konnten manches ratselhafte Detail erklaren wie z.B. die Existenz
von frithen Textbruchstiicken der Elemente, die im Wortlaut erheblich vom spater ka-
nonisierten Text abweichen, das haufige Fehlen von geradezu in der Luft liegenden
Erklarungen oder logischen Verbindungen zwischen aufeinanderfolgenden Problemen
(die Schiler haben sie nicht mitgeschrieben?), den mitunter sprunghaften Wechsel des
wissenschaftlichen Niveaus.

Sicher wiissten wir tber alle diese Dinge viel mehr, wenn nicht die riesige alexandri-
nische Bibliothek, die in ihrer Bliitezeit zwischen 700000 und 1 Million Papyrusrollen
umfasst haben soll, in mehreren Etappen dem Feuer zum Opfer gefallen ware.

Der Hauptteil verbrannte bereits im Jahre 47 v.u. Z. bei den kriegerischen Ausein-
andersetzungen Julius Caesars mit den Ptolemaern. Ein kleinerer AuBenbestand von
rund 43000 Schriftrollen, der im Serapeion, einem dem griechisch-agyptischen Unter-
weltsgott Serapis geweihten Tempel, untergebracht war, wurde 391 von den Christen
angeziindet.

Haufig wird die Erzahlung eines griechischen Augenzeugen wiedergegeben, der Kalif
Omar habe anlasslich der Eroberung Alexandrias durch die Araber im Jahre 642 den
Befehl gegeben, mit den Schriftrollen der Griechen die Bader zu heizen, und dazu die
Begriindung geduBert: Wenn diese Schriften dasselbe enthalten wie der Koran, sind sie
uberflissig, andernfalls sind sie schadlich.

Dieser Bericht ist in der Neuzeit unter Hinweis auf die bereits lange vorher verbrannten
Bibliotheken mehrfach als Tendenzllige zur Diffamierung der Araber dargestellt worden.
Immerhin ist es aber nicht ausgeschlossen, dass sich in einer so wissenschaftstrachtigen
Stadt wie Alexandria auch im Jahre 642, vielleicht in Privatbibliotheken, immer noch
geniigend Papyrusrollen befunden haben kénnten, um damit langere Zeit die Bader zu
heizen.
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4 Die Elemente

4.1 Uberblick

Die Elemente (griech. stoicheia) sind das Hauptwerk des Euklid.

Durch den bereits erwahnten Kommentar des Proklus wissen wir, dass es vor Euklid
mindestens schon drei Verfasser von Elementen gegeben hat, namlich Hippokrates von
Chios (um 440 v. u. Z.), Leon (um 370 v. u. Z.) und Theudios von Magnesia (um 340
v. u. Z.).

Die Elemente der beiden letztgenannten waren wohl fiir die mathematische Ausbildung
an der Akademie des Platon bestimmt oder zumindest im Umfeld der Akademie und
unter dem Einfluss des Platon entstanden. Von ihrem Inhalt ist keine Spur iberliefert,
aber wir diirfen annehmen, dass zumindest die beiden letztgenannten sich in der Anlage
und vom Anliegen her nicht grundsatzlich von den Elementen Euklids unterschieden
haben.

Vielmehr ist wahrscheinlich, dass Euklid deren Vorbild benutzte und sie lediglich durch
die damals neuesten Erkenntnisse wie auch durch seine eigenen Beitrage verbesserte.

Es ist ziemlich einleuchtend, dass das jeweils neueste Lehrwerk oder Kompendium in
einer Zeit, in der Biicher nur in wenigen Exemplaren existierten und nur per Hand
vervielfaltigt werden konnten, veraltete Werke gleichen Charakters schnell verdrangen,
ja in Vergessenheit bringen konnte, und dass die Existenz von nur wenigen Exemplaren
frither oder spater unweigerlich die physische Vernichtung eines Werkes zur Folge hatte,
wenn es nicht immer wieder kopiert wurde.

Die Elemente stellen keineswegs, wie man in oberflachlichen Darstellungen manchmal
liest, eine Zusammenfassung des gesamten mathematischen Wissens ihrer Zeit dar. Sie
bilden lediglich das gemeinsame Fundament fir alle weitergehenden und spezielleren
mathematischen Untersuchungen. Dass es deren viele gab, beweisen schon allein die
ibrigen Schriften Euklids.

Man kann sogar sagen, dass manche Teile der Elemente ohne die Existenz weitergehen-
der mathematischer Theorien und Anwendungsbereiche geradezu unmotiviert waren.
Insbesondere ist es vollig abwegig, mit Proklus und anderen Neuplatonikern den Sinn
und Zweck der Elemente in der Untersuchung der Eigenschaften der regularen Polyeder
und deren Konstruktion zu sehen:

"Er gehorte zur platonischen Schule und war mit dieser Philosophie vertraut, weshalb
er auch als Ziel der gesamten Elementarlehre die Darstellung der sogenannten platoni-
schen Korper aufstellte." [16, S. 214]

Immerhin hat der Einfluss, den Proklus lange Zeit auf die Euklidrezeption ausiibte,
dazu gefiihrt, dass man schlieBlich sogar den Titel Elemente mit der friiher skizzierten
spekulativen Atomtheorie Platons in Verbindung brachte. Dabei enthalten die Elemente
viele Bestandteile, die fiir die in Buch Xl abgehandelte Polyedertheorie des Theaitetos
iiberhaupt nicht benétigt werden.

Die Elemente Euklids sind in 13, iiblicherweise romisch nummerierte Biicher (hier svw.
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Kapitel) gegliedert. Die Ubersicht 1 gibt einen ersten Einblick in den Aufbau des Werkes
und die in der Neuzeit rekonstruierte vermutliche Herkunft des jeweiligen Stoffes. Die
kleinsten Stoffeinheiten, Propositionen genannt, zerfallen in Satze nebst Beweis und in
Konstruktionsaufgaben nebst Lésung und Beweis der Richtigkeit der Losung.

Die Nummerierung der Propositionen, deren explizite Unterteilung in Satze und Auf-
gaben und die Benutzung der Nummern beim spateren Verweis sind erst von spateren
Bearbeitern eingefiihrt worden.

Im Originaltext wird an jeder spateren Stelle, an der ein friiheres Ergebnis benutzt wird,
dieses ganze Ergebnis nochmals formuliert.

Ubersicht 1: Die Elemente Euklids

Buch Inhalt inhaltl. Anzahl der*
Nr. Herkunft Definitionen Propositionen davon Konstruk-
tionsaufgaben

I ebene Geometrie bis  *** 23 48 14
Satz des Pythagoras

[l elementare geo- Hoxx 2 14 2
metrische Algebra

[l Kreislehre *orx 11 37 6

v Dem Kreis ein- u. *rx 7 16 16
umbeschriebene
Vielecke

\% Proportionenlehre Eudoxos 18 24 -

VI Anwendungen von 7 5 33 10
Buch V auf ebene
Geometrie

VI Theorie der *oxx 22 39 6-+2**

VIII  natirlichen *orx - 27 24 2%

IX Zahlen *xx - 36 24 2%

X quadratische Theaitetos 29 117 25
[rrationalitaten

Xl elementare z. T. wie 28 39 5
Stereometrie -1V

XIl Volumen Eudoxos - 18 24 1%*

Xl regulare Polyeder Theaitetos - 19 6
Insgesamt 145 467 96+ 7**

(*) Zahlung nach der Ausgabe [2] von CI. Thaer

(**) Bei den jeweils hinzugefigten Aufgaben handelt es sich um Propositionen, die in
[2] nicht formal als Aufgaben ausgewiesen, aber sachlich als solche zu betrachten sind
(vgl. den Abschnitt iiber den konstruktiven Aspekt der Elemente).

(***) 6. und 5. Jh. v.u.Z., insbesondere Pythagoraer, ion. Naturphilosophen

Dies ist sowohl ein Merkmal der noch ungelenken Technik wissenschaftlichen Arbei-
tens als auch ein Symptom dafiir, dass der Text, ohne den ja die Riickverweisung auf
eine Nummer nichts niitzt, wahrscheinlich nicht allen Schiilern zuganglich war. Euklid
musste so immer wieder an das bereits Behandelte erinnern und - modern gesagt -
permanente Wiederholung treiben.
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Die Beweise der Lehrsitze enden mit der stereotypen Schlussformel "was zu bewei-
sen war", die Konstruktionsbeschreibungen analog mit der Wendung "was auszufiihren
war". Diese Schlussformeln sind anfangs ausfiihrlich formuliert, spater - und zwar schon
im Originaltext - immer weiter verkdrzt.

Die meisten Bilicher beginnen mit einer Reihe von Definitionen.

Ausnahmen bilden hier die Biicher VIII und IX, die weiterhin mit den in VII einge-
fihrten Begriffen arbeiten, die Blicher XII und XlII, die weiterhin mit den in Buch Xl
eingefiihrten Begriffen auskommen, vor allem aber Buch X, das derart mit schwieriger
Terminologie berfrachtet ist, dass die Mitteilung der Definitionen hier, wohl aus pad-
agogischen Griinden, in mehreren Raten erfolgt.

Nicht umsonst galt Buch X zu allen Zeiten als das inhaltlich schwierigste, daher beson-
ders haufig kommentierte und trotzdem nur von wenigen gelesene oder gar verstandene
Kapitel der Elemente. (In jingster Zeit gibt es einen interessanten Versuch von Ch. M.
Taisbak, den Inhalt von Buch X durch die Einfiihrung einer sehr anschaulichen Termi-
nologie neu zu erschlieBen. [141])

Insgesamt gehoren die Definitionen Euklids zu den am meisten diskutierten, kommen-
tierten, kritisierten und "verbesserten" Teilen seines Werkes. Sie gaben vielen spateren
Generationen Anlass sowohl zu tiefschiirfenden philosophischen Betrachtungen lber die
Natur solcher mathematischen Begriffe wie Punkt, Linie, Flache, gerade Linie usw. als
auch zu kleinlicher Wortflickerei.

Das heute in der mathematischen Literatur vorherrschende Urteil, Euklids Definitio-
nen seien der schwachste Teil der Elemente, sie seien keine Definitionen im Sinne der
mathematischen Logik, daher fiir den axiomatisch-deduktiven Aufbau tberflissig und
wirden auch von Euklid selbst spater nirgends wirklich benutzt, bedarf in jedem Fall
einer kritischen Einschrankung.

Erstens ist eine erklarende Einfiihrung der jeweils verwendeten Grundbegriffe, auch wenn
sie logisch (vom Standpunkt des Hilbertschen Formalismus) dberfliissig sein sollte, auf
jeden Fall padagogisch nétig. Falls es zutrifft, dass der kanonisierte Text aus Mitschrif-
ten von Schiilern hervorgegangen ist, ist es gut vorstellbar, dass die haufig sehr lapidaren
Definitionen der Grundbegriffe (z. B. I.1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat. I.2. Eine
Linie breitenlose Lange.) nur das - vielleicht sogar verstimmelte - Stichpunktgertist
einer umfangreichen propadeutischen Einfliihrung gewesen sind.

Man weiB ja, dass auch heute das sinnvolle Mitschreiben nicht zu denjenigen Kiinsten
gehort, die ein Student als erste zu beherrschen lernt, und dass es um so schwieriger
ist, je weniger formal das Vorgetragene ist.

Zweitens trifft der Vorwurf, Euklids Definitionen seien keine Definitionen im Sinne der
formalen Logik, also keine im Prinzip eliminierbaren Vereinbarungen lber bloB abkiir-
zenden Sprachgebrauch, zwar auf die versuchte Erklarung von Begriffen wie Punkt,
Linie, Flache usw. zu, jedoch auf die, Mehrzahl der insgesamt vorkommenden Defini-
tionen nicht.

Vielmehr lassen sich die meisten von ihnen, eventuell nach geringfiigiger sprachlicher
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Korrektur, durchaus als Nominaldefinitionen begreifen. Z.B. trifft dies auf die Defini-
tionen 1.11, 12 (Zuriickfihrung der Begriffe stumpfer, spitzer Winkel auf die Begriffe
rechter Winkel, groBer, kleiner), 1.15, 16 (Kreis, Mittelpunkt), 1.23 (Parallelitat von
geraden Linien in der Ebene), I11.2 (Tangenten eines Kreises), IV.1,2 (einbeschriebene
und umbeschriebene geradlinige Figuren) und viele andere zu.

Es soll aber nicht verschwiegen werden, dass einige von Euklid definierte Begriffe spater
iiberhaupt nicht vorkommen, wahrend zahlreiche nicht ausdriicklich definierte Begriffe
verwendet werden, meist solche, deren Bedeutung aus der sprachlichen Benennung und
dem Zusammenhang klar ist. Beide Missgeschicke kommen auch in modernen mathe-
matischen Arbeiten nicht selten vor. AuBerdem sind die Philologen der Ansicht, dass
gerade von den uberfliissigen Definitionen mehrere von spateren Bearbeitern eingefiigt
wurden.

In Buch | folgen auf die Definitionen eine Reihe von Grundsatzen, die in Axiome und
Postulate gegliedert sind und auf denen der deduktive Aufbau des ganzen Werkes ruht.
Diese Axiome und Postulate enthalten aus heutiger Sicht sowohl iberflissige (weil be-
weisbare) Satze, wie z.B. die Gleichheit aller rechten Winkel (Postulat 4), als auch
wesentliche Licken.

Abgesehen davon, dass die Grundsatze vom Buch | weder fiir die zahlentheoretischen
Biicher VII bis IX noch fiir die Stereometrie (Buch Xl bis XIIl) eine Grundlage liefern,
sind sie auch als Axiomensystem der ebenen Geometrie (Buch | bis VI) unzureichend.

Insbesondere operiert Euklid mit allen Begriffen, die der Anordnungsgeometrie angeho-
ren, also durch den von Pasch und Hilbert eingefiihrten Grundbegriff des Zwischenlie-
gens von drei Punkten definierbar sind, rein anschaulich und setzt z. B. die Existenz von
Schnittpunkten zwischen Kreisen bzw. zwischen Kreis und Gerade in solchen Fallen, in
denen man ihrer anschaulich sicher ist, ohne weiteres voraus. Wer wollte ihm daraus
einen Vorwurf machen?

Es kann Euklid nicht darum gegangen sein, die rein logische Folgerbarkeit seiner Satze
aus den angegebenen Grundsatzen in einem Sinne zu beweisen, der erst in unserem Jh.
von dem polnischen Logiker A. Tarski endglltig prazisiert wurde, namlich ihre Giiltig-
keit bei jeder beliebigen Interpretation der Grundbegriffe, bei der alle Axiome erfiillt
sind.

Vielmehr musste er wie noch tGber 2000 Jahre nach ihm alle Geometer von einer fes-
ten anschaulich vorgegebenen Bedeutung seiner Begriffe ausgehen. Der Begriff des
"Nichtstandardmodells", den man fiir ein echtes Verstandnis der logischen Folgerbar-
keit erkannt haben muss, musste ihm fremd sein.

Dass es auf einer solchen anschaulichen Grundlage viel schwerer ist, logisch einwandfreie
Beweise zu fiihren als in abstrakteren Bereichen der Mathematik, deren Begriffe (wie
z.B. in der Gruppentheorie) nicht von vornherein mit einer festen Standardbedeutung
behaftet sind, weiB auch der heutige Mathematiker.

Um so bewundernswerter ist es, dass sich in den Elementen nicht ein einziger falscher
Satz findet.
Auch die Beweisideen sind fast alle fiir eine moderne Darstellung brauchbar, nur aus
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der Sicht einer modernen Axiomatik hinsichtlich der Voraussetzungen und der notigen
Beweisschritte zuweilen liickenhaft. Aber hier gilt sinngemaB, was Archimedes (iber das
Verhaltnis vom Finden eines Sachverhalts zu dessen strengem Beweis sagte: Die Kro-
ne gebiihrt auch heute noch in der Mathematik demjenigen, der eine Beweisidee hat,
gegenlber demjenigen, der diese Idee zu einem formal korrekten Beweis ausarbeitet.

Im folgenden sollen einige inhaltliche Aspekte der Elemente einer detaillierteren Be-
trachtung unterworfen werden. Dabei beginnen wir mit einem von uns als konstruktiv
bezeichneten Aspekt, der bisher in der umfangreichen Literatur tber Euklid kaum be-
riicksichtigt wurde, aber aus heutiger Sicht ein wichtiges Bindeglied zwischen den Ele-
menten (und klassischer Mathematik im Stil der Elemente) einerseits und neuzeitlicher
verfahrens- und computerorientierter Mathematik andererseits bildet.

4.2 Der konstruktive Aspekt
Eine Aussage der sprachlichen Form

Fir alle z;...x,, gilt: Wenn Hy(xq, ..., x,) erflllt ist, so gibt es Dinge y;...y;, so dass
Hy(x1, ..oy Tn; Y1, - Ym) gilt soll eine bedingte Existenzaussage (kurz BE) heiBen. Sie
behauptet die Existenz von gesuchten Objekten (in der Geometrie "Stiicken") vy, ...ym
die zu gegebenen Objekten x4, ..., z, in einer gewissen Beziehung H, stehen, unter der
Voraussetzung (Bedingung), dass die gegebenen Objekte z1, ..., z, die Beziehung H;
erfillen.

Der Begriff der BE sei an einigen Beispielen erlautert:

(1) Fur alle P, g gilt: Wenn P Punkt, g Gerade ist und P nicht auf g liegt, so gibt es
eine Gerade h, so dass gilt: P auf h und h parallel zu g.

(2) Fur alle A, B, C gilt: Wenn A, B, C Punkte sind, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen, so gibt es einen Kreis k, so dass A auf k und B auf k und C auf £

(liegt).

(3) Fiir alle p, g gilt: Wenn p, q reelle Zahlen mit p? > 4q sind, so gibt es reelle Zahlen
T1, T, 0 dass x1 < w3 und 23 + pr1 + ¢ = 0 und 23 + pry + ¢ = 0.

Die prinzipielle Natur einer BE ist unberiihrt von der speziellen sprachlichen Gestaltung.
Zum Beispiel wiirde man (3) in weniger schwerfalliger Weise so formulieren:

(3') Jede quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten und positiver Diskriminante
besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen.

Als Spezialfalle von BE sehen wir Aussagen der Form

Zu allen x4, ...,x, gibt es yi, ..., ym, so dass Ha(z1,...,ZTn; Y1, ..., Ym) an, da man sie
etwas umstandlicher auch so formulieren kdnnte:

Zu allen xy, ..., z,, die die Bedingung 1 = 21 (und 23 = 29 und ... und z,, = x,,)
erfillen, gibt es y1, ..., Y, so dass Hy(...) gilt.

Wir geben noch zwei Beispiele fiir solche unbedingten Existenzaussagen (UE) an:
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(4) Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es eine Gerade h durch P, die auf ¢
senkrecht steht.
(5) Zu je zwei natirlichen Zahlen m,n gibt es einen groBten gemeinsamen Teiler.

Unter einer Konstruktionsaufgabe wollen wir die Aufgabe verstehen, eine BE (bzw.
UE) auf die spezielle Weise in einer bestimmten Theorie als giiltig nachzuweisen, dass
wir ein Verfahren (Algorithmus, Programm) angeben, das auf alle Systeme x, ..., z,,
von Eingabeobjekten, die die Bedingung H; erfiillen, anwendbar ist und dann stets
Resultate (Ausgabeobjekte) y1, ..., Y, liefert, die zusammen mit den Eingabeobjekten
X1, ..., Ty in der gewlinschten Beziehung Hs stehen. Zur vollstandigen Formulierung
einer Konstruktionsaufgabe ist anzugeben

(a) die Theorie T', in deren Rahmen der zu filhrende Beweis erfolgen soll,
(b) die Klasse der zur Lésung zugelassenen Verfahren (Algorithmen, Programme),
(c) die zu beweisende BE (bzw. UE).

Ist insbesondere T die ebene euklidische Geometrie, so kann die Klasse der zulassi-
gen Verfahren zum Beispiel die Klasse der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal sein,
es konnten aber z. B. auch Einschiebungen als zulassige Schritte der Verfahren er-
laubt werden. Ist T" etwa die Theorie der natiirlichen Zahlen, so konnten die zulassigen
Verfahren diejenigen sein, die aus der Nachfolgerbildung, den sogenannten Projekti-
onsfunktionen f;(x1,...,x,) = x;, der konstanten Nullfunktion und dem Nulltest als
Elementarschritten aufgebaut werden kénnen. (Diese Verfahren gestatten gerade die
Erzeugung der rekursiven Funktionen.)

Eine Losung einer (durch die drei genannten Bestandteile a, b, ¢ gegebenen) Konstruk-
tionsaufgabe besteht immer aus den folgenden beiden Bestandteilen:

(A) der Angabe eines Verfahrens aus der zuldssigen Klasse, das geeignet ist, auf Ob-
jektsysteme der Form x4, ...,z (in Abhangigkeit von der gegebenen BE) angewendet
zu werden und im Erfolgsfall Resultate der Form 1, ..., y,, liefert.

(Wenn die Prazisierung der zulassigen Verfahren schon das Stadium von Programmier-
sprachen erreicht hat, missen also 1, ..., z,, genau die Eingabeadressen und y1, ..., Y,
genau die Ausgabeadressen des zu programmierenden Verfahrens sein.)

(B) dem Beweis mit den Mitteln von T', dass das angegebene Verfahren auf alle Sys-
teme von Eingabeobjekten, die die Bedingung H; der BE erfiillen, anwendbar ist und
die erhaltenen Ausgabeobjekte zusammen mit den Eingabeobjekten die Bedingung H,
erfillen.

Die so mitgeteilte Lésung einer Konstruktionsaufgabe ist aus der Schulgeometrie wohl-
bekannt als "Konstruktionsbeschreibung" und "Beweis der Richtigkeit der Konstrukti-
on".

Wesentlich fiir diese methodologisch auBerordentlich fruchtbare Betrachtungsweise der
Konstruktionsaufgaben ist allerdings, dass die Konstruktionsbeschreibungen wirklich als
Niederschriften von Verfahren begriffen werden, die an beliebigen, die Eingabebedin-
gung H; erfiilllenden Objekten x1, ..., x, jederzeit ausfiihrbar sind und nicht etwa als
(womoglich nachtragliche) Beschreibung einer einmaligen Handlung.
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Wir stellen fest, dass die eingefiihrten Begriffe und die prinzipielle Auffassungsweise
keineswegs an die Geometrie oder gar an die euklidische Geometrie oder gar an die
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal gebunden sind, obwohl sich die Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal in der euklidischen Ebene als methodisch besonders geeignet fiir
das Training des prinzipiellen Vorgehens der verfahrensorientierten Mathematik erwei-
sen.

Es ist hier nicht der Ort, die vielfaltigen Begriffe,Probleme und Theorien, die sich
als "Verfahrensaspekt der Mathematik" um das Begriffssystem Konstruktionsaufgabe-
Losung ranken, weiter zu verfolgen: (Interessierte Leser seien auf [118] verwiesen.)

Es muss jedoch noch gesagt werden, dass mit der Losung einer Konstruktionsaufgabe
zweierlei erreicht ist, namlich

(I) die Bereicherung der zugrunde liegenden Theorie um die bewiesene BE (ein kon-
struktiver Beweis ist ja erst recht ein Beweis im klassischen Sinne),

(I1) die Gewinnung eines theoretisch abgesicherten Verfahrens von moglicher prakti-
scher Bedeutung.

(1) allein wére auch geleistet, wenn man die betreffende BE z. B. indirekt beweist, d. h.
die Annahme ihrer Ungiiltigkeit auf einen Widerspruch fiihrt. Ob man mehr am Aspekt
(1) oder am Aspekt (I) der Losung interessiert ist, ist dem mathematischen Vorgehen
nicht ohne weiteres anzusehen.

Vielmehr kennt die Geschichte der Mathematik zahlreiche Beispiele dafiir, dass Verfah-
ren, die urspriinglich aus rein theoretischen Interessen erfunden wurden, viel spater eine
von den Begriindern nicht voraussehbare praktische Bedeutung erlangten, aber auch
Beispiele dafiir, dass mathematische Verfahren von einst groBer praktischer Bedeutung
durch weitere Fortschritte der angewandten Mathematik (oder der Geratetechnik) ihre
praktische Bedeutung verloren (z. B. weil sie durch schnellere oder genauere Verfahren
ersetzt werden konnten), aber weiter ihren Dienst als Beweismittel fiir den dahinter
stehenden Existenzsatz leisten.

Kehren wir zu den Elementen Euklids zuriick. Wie Ubersicht 1 zeigt, sind Konstruk-
tionsaufgaben (im hier definierten Sinn) in von Buch zu Buch schwankender, aber
insgesamt betrachtlicher Anzahl enthalten.

Eine tiefere Analyse ihrer Stellung im Gesamtaufbau zeigt sogar, dass die lbrigen Satze
haufig in enger Beziehung zu den konstruktiv bewiesenen Existenzsatzen stehen, indem
sie z. B. zeigen, dass bestimmte in den Konstruktionsaufgaben als hinreichend fiir die
Losbarkeit erwiesene Bedingungen (H;) auch notwendig fiir die Losbarkeit sind.

Wir stellen weiter fest, dass die Konstruktionsaufgaben keineswegs auf die geometri-
schen Biicher der Elemente beschrankt sind. Insbesondere tritt in VII.2 das unter dem
Namen euklidischer Algorithmus beriihmt gewordene Verfahren auf, mit dessen Hilfe
konstruktiv die Existenz des groBten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen
bewiesen wird. Ein anderer berithmter, nach Euklid benannter Satz der Elemente, die
Existenz unendlich vieler Primzahlen betreffend, wird von Euklid wie folgt formuliert:

IX.20. Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen.
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Dies ist im wesentlichen eine BE: Zu jeder endlichen Menge von Primzahlen (gegebenes
Objekt) gibt es eine Primzahl (gesuchtes Objekt), die dieser Menge nicht angehért.
Euklid beweist sie konstruktiv, indem er das wohlbekannte Verfahren beschreibt, aus
gegebenen endlich vielen Primzahlen py, ..., p,, (Euklid behandelt den Fall n = 3) eine
neue Primzahl zu gewinnen, indem man die Zahl p; - po - ... - p, + 1 bildet und einen
ihrer Primfaktoren bestimmt.

Dabei geht das schon in VII.31 beschriebene Verfahren zur effektiven Gewinnung eines
Primfaktors einer vorgegebenen Zahl als "Unterprogramm®” ein.

Die Satze VI1.31, IX.20 und einige weitere Satze der zahlentheoretischen Biicher sind in
den vorliegenden modernen Ausgaben, die erst die explizite Unterscheidung von Satzen
und Aufgaben aufweisen, nicht als Aufgaben ausgewiesen, weil man wohl ihren etwas
verborgenen Charakter als konstruktiv bewiesene Existenzsatze nicht erkannt hat. Dar-
auf beziehen sich die in Ubersicht 1 angegebenen 7 zusatzlichen Aufgaben.

Hierzu zahlt auch der letzte Satz (36) von Buch IX, in dem die Existenz von vollkom-
menen Zahlen durch Angabe eines Verfahrens zur Beschaffung solcher gezeigt wird:

Man nehme eine Primzahl der Form 2" —1 (z.B. 3 oder 7) und bilde n = (2" —1)-2""1.
lhre echten Teiler sind dann 1,2,4,....2""! und 2" — 1, 2(2" — 1), 4(2" — 1), ...,
2"=2(2" — 1), deren Summe ist n,

Die hier offenbleibende Frage, ob das Verfahren unendlich viele vollkommene Zahlen
liefert, ob es namlich unendlich viele Primzahlen der Form 2™ — 1 gibt, ist bis heute
ungelost.

Betrachten wir nun die Axiome und Postulate Euklids aus der Sicht der konstruktiven
Existenzbeweise, so stellen wir fest, dass die Postulate mit Ausnahme des vierten die fiir
konstruktive Existenzbeweise in der Geometrie zulassigen Verfahren abgrenzen, indem
sie gewisse Elementarverfahren als ausfiihrbar voraussetzen:

Gefordert soll sein:

1. dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2. dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhangend gerade verlangern kann,
3. dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

3

7

4. und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt,
dass innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte
werden, dann die zwei geraden Linien bei Verlangerung ins Unendliche sich treffen auf
der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind (Abb.
7).

Wahrend zu allen Zeiten klar war, dass die Postulate 1. bis 3. gerade die mit Zirkel
und Lineal ausfithrbaren Grundkonstruktionen beschreiben (und zwar auf eine von der
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technisch-instrumentellen Realisierung unabhangige Weise, von Zirkel und Lineal selbst
ist in den Elementen nirgends die Rede), hat man den logisch véllig gleichartigen Cha-
rakter des 5. Postulats nicht erkannt.

Vielmehr fiihrte die bereits in der Antike einsetzende Diskussion, ob dieser so auffallend
kompliziert formulierte Sachverhalt iiberhaupt als ein Axiom (im Sinne eines unmit-
telbar evidenten, keines Beweises fahigen bzw. bediirftigen Sachverhalts) zulassig sei
(man beachte aber hierbei den von Aristoteles gesetzten Unterschied zwischen Axi-
om und Postulat), dazu, dass diese Voraussetzung schon bald in verschiedene andere
Formulierungen transformiert wurde, die zwar vom Standpunkt der klassischen Logik
als Axiom gleichwertig sind, aber nicht den Charakter einer als ausfiihrbar postulierten
Grundoperation bewahren.

Folgerichtig wurde das 5. Postulat in seiner urspriinglichen oder umformulierten Form
von vielen spateren Bearbeitern unter die Axiome versetzt.

Unsere konstruktive Deutung des 5. Postulats bedarf aber nun zunachst einer ausfiihr-
lichen Erklarung. Vom Standpunkt der Logik gehoren zu den Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal (wenn man sie als Verfahren betrachtet) neben den in den Postulaten 1. bis
3. beschriebenen Grundschritten auch die Bestimmung der Schnittpunkte von Geraden
untereinander und Kreisen untereinander sowie Geraden mit Kreisen als unentbehrliche
und vollig gleichberechtigte Grundschritte.

Andernfalls ware jede Konstruktion spatestens dann beendet, wenn man alle Verbin-
dungsgeraden zwischen je zwei verschiedenen gegebenen Punkten und alle Kreise durch
gegebene Punkte um gegebene Mittelpunkte gezeichnet hat.

Dabei muss noch beriicksichtigt werden, dass Euklid in bemerkenswerter Realitatsnahe
nicht die Konstruktion der unendlich ausgedehnten Verbindungsgeraden fordert, son-
dern nur die Verbindbarkeit je zweier Punkte durch eine gerade Strecke und die beliebige
Verlangerbarkeit von gegebenen oder schon konstruierten Strecken.

Seine "geraden Linien" sind also nur potentiell unbeschrankt, aber in jedem Augen-
blick von endlicher Lange. Nun sieht man schon etwas besser, dass die Konstruktion
des zwei Strecken zugeordneten Schnittpunktes ihrer Verlangerungen eine nichttriviale
Grundaufgabe ist, deren tatsichliche Ausfiihrbarkeit in ungiinstigen Fallen (wenn die
gegebenen Strecken fast parallel sind) sich ebenso jeder Erfahrung entzieht wie die in
Postulat 1. geforderte geradlinige Verbindbarkeit zweier beliebiger Punkte. (Man denke
an zwei sehr weit voneinander entfernte Punkte.)

Es bedarf also wirklich der Postulierung, dass diese fiir die Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal unerlasslichen Grundprozeduren in jedem Fall ausfiihrbar sein sollen. Man
lese jetzt nochmals die von Aristoteles gegebene Charakterisierung des Postulats ge-
geniiber dem Axiom.

Man beachte auch, dass die Ausfiihrbarkeit der Schnittpunktoperation fiir gerade Stre-
cken, die in der Realitat durch einen zyklischen Prozess (des immer wiederholten Ver-
langerns der gegebenen Strecken) von nicht vorhersehbarer Dauer realisiert wird, durch
das 5. Postulat unter einer an den gegebenen Strecken im voraus lokal lberpriifbaren
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Bedingung gefordert wird.

Ubrigens bleibt die Rolle des 5. Postulats im axiomatischen Aufbau der ebenen Geo-
metrie von unserer konstruktiven Deutung vollig unberiihrt. Es ist jedoch hier der Ort,
darauf hinzuweisen, dass A. Seidenberg in einer detailreichen Arbeit die Absicht Euklids,
die ebene Geometrie im modernen Sinne axiomatisch aufzubauen, iberhaupt bestritten
hat. [122]

Im Gbrigen weicht seine Ansicht wesentlich von der hier dargestellten ab.

Wir miissen nun feststellen, dass bei Euklid eigentlich zwei Postulate fehlen, namlich
eines, welches die Existenz von Schnittpunkten zweier Kreise fordert, falls die Radien
und Mittelpunktsabstande dieser Kreise der hierfiir sachgemaBen Bedingung genﬂgerﬁ,
und eines, das die Existenz der Schnittpunkte eines Kreises und einer Geraden sichert,
falls der Abstand der Geraden vom Mittelpunkt des Kreises kleiner als der Radius des
Kreises ist.

Vom Standpunkt der modernen axiomatischen Geometrie lasst sich eines dieser beiden
Postulate aus dem anderen begriinden, aber eines von beiden muss man vorausset-
zen, falls man nicht sogleich die Liickenlosigkeit der Ebene im Sinne des Hilbertschen
Vollstandigkeitsaxioms fordern will. Es gibt namlich gewisse "durchlocherte” Nichtstan-
dardmodelle der ebenen Elementargeometrie, in denen zwar alle elementaren Axiome
erfillt und auch die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal bis zu einem gewissen Gra-
de in gewohnter Weise ausfiihrbar sind, aber gewisse existierende Kreise und Geraden
sich gerade (iber "fehlenden" Punkten schneiden, so dass die anschaulich als existent
vermuteten Schnittpunkte in den betreffenden Modellen nicht vorhanden sind.

Sich solches vorzustellen, lag offenbar jenseits der logischen und psychologischen Mog-
lichkeiten und auch der Absichten der antiken Mathematiker. Das Fehlen der genann-
ten Postulate ist also in gleicher Weise zu werten wie das Nichtvorhandensein jeglicher
axiomatischer Grundlage fiir alle Schliisse, in denen Anordnungsbeziehungen (wie z.B.
Punkte auf verschiedenen oder der gleichen Seite einer Geraden, im Innern oder im
AuBeren eines Kreises usw.) eine Rolle spielen.

Wir missen diesen Abschnitt mit einer Betrachtung zum scheinbar unproblematischen
3. Postulat beschlieBen. Seine in hohem MaBe missverstandliche Formulierung im Verein
mit dem jedermann gelaufigen Gebrauch des Zirkels drangt folgende Deutung auf:
Sind A, B, C drei beliebige Punkte mit B # C' (aber evtl. A = C oder A = B), so
kann man den Abstand BC' "in den Zirkel nehmen" bzw. von BC' "abgreifen" und mit
diesem Radius den Kreis um den Mittelpunkt A schlagen.

Erst aus den ersten beiden Konstruktionsaufgaben von Buch | geht hervor, dass Euklid

®Notwendig fiir die Existenz dieser Schnittpunkte ist, wie aus den Elementen 1.20 selbst hervorgeht,
dass der Mittelpunktsabstand d der beiden Kreise und deren Radien ry, ry die drei Dreiecksunglei-
chungen d < ry + 1o, 71 < d+ 19, 79 < d+ 11, erfillen. In der reellen Ebene ist diese Bedingung
auch hinreichend
Fir die den Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zugrunde liegende elementare Theorie ist
es ausreichend, statt des Stetigkeitsaxioms nur durch ein Axiom zu fordern, dass die genannte
Bedingung hinreichend ist. Diesen Weg hat mit einem etwas anderen, aber dquivalenten Axiom
zuerst F. Schur 1909 beschritten [121, S. 92].
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im Postulat nur etwas anscheinend Schwacheres voraussetzen will:

Sind A, B zwei beliebige verschiedene Punkte, so kann man den Kreis um A mit dem
Radius AB, d.h. den Kreis um A durch B konstruieren. Er zeigt namlich in I.1, wie
man auf die (ibliche Weise zu gegebenen Punkten A # B einen dritten Punkt C' mit
AC = BC = AB konstruieren kann.

Dafiir wird ja nur die eben genannte schwachere Zirkelanwendung bendétigt.

In 1.2 zeigt er dann, wie man zu A, B, C' mit BC' einen Punkt L so konstruieren kann,
dass AL = BC (Abb. 8):

8

Man verschaffe sich zunachst laut .1 einen Punkt D mit AD = BD = AB, schlage
den Kreis k1, um B durch C' und bringe ihn auf der D abgewandten Seite mit der iiber
B hinaus verlangerten Strecke DB zum Schnitt.

Den erhaltenen Punkt G nehme man als Peripheriepunkt eines Kreises k3 um D. Dann

schneidet ko, die iber A hinaus verlangerte Strecke D A in einem Punkt L der gesuchten
Art.

Wie auch an vielen anderen Stellen der Elemente fehlt nun ein Kommentar, von dem
gut vorstellbar ist, dass Euklid ihn in seinem mindlichen Unterricht gegeben haben
konnte: Um den Kreis vom Radius BC' um A zu konstruieren, kann man sich zunachst
in der in 1.2 beschriebenen Weise einen Punkt L verschaffen und dann unter Berufung
auf das 3. Postulat den Kreis um A durch L zeichnen.

Damit ist die iibliche Handhabung des Zirkels auf die durch das 3. Postulat sanktionierte
schwachere bzw. speziellere Operation reduziert.

Diese scharfsinnige Reduktion, die natiirlich zugleich ohne jede praktische Bedeutung
ist, lasst sich nur als das auch der modernen Mathematik nicht fremde "sportliche"
Streben verstehen, ein gewiinschtes Ziel mit moglichst geringen Mitteln zu erreichen.

4.3 Proportionen und Ahnlichkeit

Die Definition des Begriffes der Proportion 7 = % und der Anordnung von Verhaltnissen
7 < g ohne explizite Benutzung des Verhaltnisbegriffes fir den Fall beliebiger paar-
weise gleichartiger GroBen durch Eudoxos war, wie schon bemerkt, eine der groBten
mathematischen Leistungen vor der Entstehung der euklidischen Elemente, und ihre
Behandlung diirfte einer der wesentlichen Qualitatsspriinge der euklidischen Elemente

gegenlber den Elementen der genannten Vorganger gewesen sein.
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Die eudoxische Proportionentheorie bildet den Inhalt von Buch V, ihre Anwendung auf
die ebene Geometrie den von Buch VI. Euklid schob diese schwierige Theorie also so
weit wie moglich nach hinten.

Natirlich sind die Verhaltnisse aus heutiger Sicht ihrem Wesen nach reelle Zahlen, und
die hervorragenden Definitionen des Eudoxos lassen sich ohne weiteres einer modernen
Theorie beliebiger archimedisch geordneter Korper zugrunde legen.

Die axiomatische Forderung nach Stetigkeit (bzw. Vollstandigkeit) wird nicht erhoben,
und sie ist fir die Belange der euklidischen Geometrie auch nicht wesentlich. Hingegen
ist das spater als archimedisches Axiom bezeichnete eigentlich eudoxische Axiom in
Definition 4 von Buch V in folgender Form vorhanden:

Dass sie ein Verhaltnis zueinander haben, sagt man von GroBen, die vervielfaltigt ein-
ander ubertreffen konnen.

Es ist nicht vorstellbar, dass hiermit eine bewusste AusschlieBung nichtarchimedischer
GroBensysteme beabsichtigt war. Viel wahrscheinlicher ist, dass Euklid bzw. Eudoxos
damit meint: Ein Verhaltnis konnen nur gleichartige GroBen zueinander haben, also
Strecken zu Strecken, Flachen zu Flachen, Volumina zu Volumina.

Dass Euklid tiberhaupt von Verhaltnissen und nicht von vornherein nur von Propor-
tionen spricht, ist eine gewisse Inkonsequenz und vermutlich ein Relikt der von Fowler
postulierten alteren Auffassung der Verhaltnisse als Ergebnisse von im allgemeinen nicht
abbrechenden Messprozessen. Darauf deutet auch Definition 3 von Buch V hin: Ver-
haltnis ist das gewisse Verhalten zweier gleichartiger GroBen der Abmessung nach.

"Das gewisse Verhalten" lasst in der Tat mancherlei Interpretation zu, eine Definition
des Verhaltnisbegriffes ist dies jedenfalls nicht, und Euklid benutzt sie im folgenden
nirgends, weil sie nicht benutzbar ist.

Man darf annehmen, dass der heute schuliibliche Beweis des Satzes des Pythagoras
und des mit ihm eng verbundenen Kathetensatzes und Hoéhensatzes fiir rechtwinklige
Dreiecke iiber die Ahnlichkeit entsprechender Teildreiecke spatestens im 5. Jh. v.u. Z.
bekannt war (Abb. 9a).

Oa: % = % d.h. B> =pc;  9b

Seine Benutzung erfordert jedoch, entweder eine strenge Proportionenlehre zur Verfi-
gung zu haben oder die Grundeigenschaften der Ahnlichkeit sozusagen als Axiome in
den Beweis hineinzustecken (wie es zum Zeitpunkt der ersten Entdeckung dieser Satze
gewesen sein konnte).

34



4 Die Elemente

Andererseits ist es wiinschenswert, diesen Satz, der den Zugang zu vielen weiteren
Satzen und auch zu vielen Anwendungen bildet, moglichst bald zur Verfiigung zu haben.
Vielleicht gab es auch zu Euklids Zeiten schon Studenten, die nur die "ersten Semester"
schafften und doch mit einem brauchbaren Minimum an Kenntnissen entlassen werden
sollten.

Euklid fand einen Ausweg, der zwar aus moderner Sicht ein Pseudoausweg ist, aber als
methodischer Kniff zu allen Zeiten die Bewunderung der beriihmtesten Mathematiker
hervorgerufen hat. Ihm liegt die in Abb. 10 gezeigte Figur zugrunde, die man auf Grund
der tber lange Zeitraume allgemeinen Vertrautheit mit mindestens Buch | der Elemente
geradezu als graphisches Erkennungszeichen der euklidischen Elemente ansehen kann.
In bezug auf diese Figur gilt AABD = NAEC wegen AD = AC (=b), AB= AE
(=c)und LDAB = LZCAFE (= 90°+ ZC AB)), folglich ist Flache (AABD) = Flache
(AAEC), d.h.das Produkt aus Grundseiten und Hohen ist fiir beide Dreiecke gleich.

Fiir Dreieck ABD ist dies (Grundseite DA, zugehorige Hohe AC) b%, fiir Dreieck
AEC ist es (Grundseite AE, zugehorige Hohe AF') cp. (p bezeichnet wie iblich den
zur Kathete b gehorigen Hypotenusen- abschnitt.)

Analog findet man a? = cq und durch Addition beider Gleichungen a?+b* = c(p+q) =
2

Wo liegt der PferdefuB dieses scheinbar proportionsfreien Beweises? Euklid operiert
mit dem Begriff des Flacheninhalts von Vielecken selbstverstandlich als einem a priori
gegebenen Begriff, dessen Wert fiir bestimmte Arten von Flachen es nur zu berechnen
gilt.

Ausgehend von gewissen stillschweigenden Voraussetzungen iiber den Flacheninhalt
gelangt er genau so, wie es noch heute in der Schule (blich ist, zu der Erkenntnis,
dass z. B. der Flacheninhalt eines Dreiecks sich als halbes Produkt einer Seite mit der

zugehorigen Hohe ergibt, was dann im oben wiedergegebenen Beweis benutzt wird.

Erst im 19. Jh. wurde die Frage nach einer einwandfreien Definition des Flacheninhalts
aufgeworfen. Es ergibt sich, dass man diesen in einem ersten Schritt fiir Dreiecke durch
die Formel % Grundseite - Hohe definieren muss und zum Nachweis der Korrektheit
dieser Definition die Unabhangigkeit dieses Produktwertes von der willkiirlichen Auswabhl
einer Dreieckseite als Grundseite zu beweisen hat.

Mit anderen Worten ist zu zeigen, dass fiir beliebige Dreiecke gilt

I = und entsprechend e = e T = e

Der sehr einfache Beweis dafiir benutzt zwangslaufig die Ahnlichkeit von rechtwink-
ligen Dreiecken, die noch einen weiteren Winkel gemeinsam haben, also letztlich die
Proportionentheorie. Diesen Zusammenhang konnte Euklid natirlich nicht ahnen.

b c b a ¢ a
b

Es erhebt sich die Frage, warum Euklid dem Buch VI nicht die sehr naheliegende Defi-
nition a ¢
EZgHa-d:b-c (*)

zugrunde gelegt hat, die viel einfacher als die Eudoxische ist und von der man leicht
nachpriift, dass sie fiir alle Fragen von Buch VI eine tragfahige Grundlage liefert. Der
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Sachverhalt als solcher ist in VI.16 klar ausgesprochen:

"Stehen vier Strecken in Proportion, so ist das Rechteck aus den duBeren dem Recht-
eck aus den mittleren gleich. Und wenn das Rechteck aus den auBeren Strecken dem
Rechteck aus den mittleren gleich ist, dann missen die vier Strecken in Proportion
stehen."

Es kann nur eine Antwort darauf geben: Buch V zielt auf eine allgemeine Proportionen-
theorie flir Systeme gleichartiger GroBen, wie sie z. B. auch von den Flacheninhalten
oder von den Rauminhalten gebildet werden. Buch VI ist nur eine, aber keineswegs die
einzige beabsichtigte Anwendung dieser Proportionentheorie.

Fir eine allgemeine Proportionentheorie ist aber die Definition (*) nicht brauchbar, weil
in beliebigen GroBensystemen im allgemeinen keine Multiplikation definiert ist. Man
hatte sich ja z. B. das Produkt zweier Flachen- bzw. Rauminhalte in der geometrischen
Denkweise der Griechen als vier- bzw. sechsdimensionale InhaltsgroBen vorstellen miis-
sen.

Einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit hat erst die moderne Mathematik gezeigt.
Indem ein archimedisches GroBensystem, auch wenn es zunachst nur geordnet und ad-
ditiv ist, aus rational approximierbaren Objekten besteht, lasst sich dort immer eine
Multiplikation durch stetige Fortsetzung der fiir rationale Zahlen erklarten Multiplika-
tion definieren.

4.4 Der analytisch-algebraische Aspekt

Seit der danische Mathematikhistoriker H. G. Zeuthen 1886 die Bezeichnung geome-
trische Algebra fir die charakteristische Weise der Griechen einfiihrte, algebraische
Sachverhalte mittels geometrischer Darstellung der GroBen und darauf bezogenen geo-
metrischen Beweisen zu behandeln, ist in der Literatur die Interpretation vorherrschend,
die griechischen Mathematiker hatten nach der Entdeckung inkommensurabler Stre-
ckenpaare die von den Babyloniern iibernommene Algebra retten wollen und sie darum
auf einen geometrischen GroBenbegriff gegriindet.

Die Rolle, die die Inkommensurabilitat bei der Abwendung der Griechen vom Zahlbe-
griff gespielt haben mag, soll hier weder weiter diskutiert noch geleugnet werden. Es
bleibt aber die Frage: Wozu brauchten die Griechen (iberhaupt Algebra, und die ein-
zig sinnvolle Antwort scheint uns - in Ubereinstimmung mit Zeuthen - zu sein: Um
geometrische Sachverhalte komplizierterer Art analytisch behandeln zu kdnnen.
Sobald man von Geraden und Kreisen zu Kegelschnitten oder anderen héheren Kurven
iibergeht, konnen diese in der Regel nur durch Gleichungen zwischen bestimmten be-
teiligten Strecken definiert werden.

In der Tat sind die modernen Kurvengleichungen zwischen kartesischen Koordinaten =,
y und auch die Parameterdarstellungen, bei denen x und y beide funktional von einer
geeigneten geometrischen (!) GroBe ¢ abhéngen, sozusagen Spezialfélle einer von den
Griechen geschickt gehandhabten "problemorientierten" analytischen Darstellung der
sie interessierenden Kurven. Eine Ellipse wurde bei ihnen z.B. durch das Symptom (so
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das griechische Fachwort fiir die "Gleichung einer Kurve")

PX.-PX
m = const (Abb 103)
eine Parabel durch das Symptom
PX AX
VX - AC (Abb. 10b)
charakterisiert.
A7

A X
¢ X A

10aund b ¥ o)

Die erste Stelle in den Elementen, an der in klarer Form die algebraische Charakterisie-
rung eines geometrischen Sachverhalts auftritt, ist der Satz des Pythagoras am Ende
von Buch | (nebst dem vorbereitenden Kathetensatz). In der Tat besagt er ja, dass die
Eigenschaft dreier Punkte, ein rechtwinkliges Dreieck aufzuspannen, genau dann erfiillt
ist, wenn zwischen den beteiligten Strecken (den paarweisen Abstidnden der Punkte)
die rein algebraische Beziehung a? + b? = ¢ erfiillt ist.

Es scheint gut vorstellbar, dass Euklid den an dieser Stelle platzierten Satz des Pythago-
ras geradezu als Einstieg bzw. Motivation fiir das der geometrischen Algebra gewidmete
Buch Il benutzt haben konnte, wo nun ganz systematisch die algebraischen Grundei-
genschaften der geometrisch interpretierten Addition und Multiplikation von GroBen
abgehandelt werden.

Die wesentliche Beschrankung der geometrischen Algebra, die erst durch die analytische
Geometrie von R. Descartes 1637 durchbrochen werden konnte, liegt in der Beschran-
kung auf Produkte von hdchstens drei Streckenfaktoren (die dann als Volumina zu
deuten sind) und in der Addierbarkeit von nur gleichdimensionierten GroBen. So ist
z.B. eine Gleichung der Form

2 +pr+q¢g=0

in der griechischen Algebra sinnlos, da man nicht ein Rechteck pz zu einer Strecke ¢
addieren kann. Die gar nicht hoch genug zu bewertende methodische Anregung, die
trotzdem in der geometrischen Algebra der Elemente liegt, besteht in der erstmals
systematisch vorgefiihrten Moglichkeit, algebraische Operationen geometrisch zu simu-
lieren, was man durchaus als eine Art primitiver Analogrechentechnik ansehen kann,
und umgekehrt geometrische Sachverhalte nach einer gewissen Koordinatisierung einer
arithmetisch-algebraischen Behandlung zu unterwerfen.

Diese beiden grundverschiedenen, aber dennoch nicht voneinander zu trennenden Aspek-
te durchziehen seitdem als roter Faden die Geschichte der Geometrie. Der erste Aspekt
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tritt Gberall da zutage, wo Sachverhalte, die urspriinglich nicht geometrischer Art sind,
wie z.B. funktionale Abhangigkeiten, kombinatorisch-graphentheoretische Strukturen
und anderes einer geometrischen Veranschaulichung, Darstellung, Simulation unter-
worfen werden.

Der zweite Aspekt zielt auf die letztlich numerische Losung geometrischer Probleme
mittels arithmetisch-algebraischer Kodierung der beteiligten Objekte. In letzter Konse-
quenz hat er in unseren Tagen zur Computergeometrie gefiihrt.

Das scheinbar schwer einzuordnende Buch X ist in Wirklichkeit eine Fortsetzung der
elementaren geometrischen Algebra von Buch Il in eine ganz spezielle Richtung, namlich
eine Klassifikationstheorie derjenigen Streckenlangen (GroBen), die sich, ausgehend von
einer gegebenen Einheitsstrecke, durch sukzessive Konstruktion mit Zirkel und Lineal
erhalten lassen.

Die in Wirklichkeit unendliche Hierarchie, die sich nach dem Prinzip des Theaitetos
ergibt, wird allerdings nach wenigen Schritten abgebrochen, wie Euklid auch sonst,
schon aus terminologischen Schwierigkeiten, Erorterungen, die eigentlich beliebig viele
Dinge oder eine potentiell unendliche Folge von Dingen oder Méglichkeiten betreffen,
stets an einem oder mehreren instruktiven Beispielen abhandelt.

Immerhin enthalt Buch X bereits eine Anzahl von Unmoglichkeitsbeweisen, die die
Nichtdarstellbarkeit gewisser quadratischer Irrationalitaten (d.h. mit Zirkel und Lineal
konstruierbarer GroBen) durch gewisse einfachere Formen, mit anderen Worten die
Echtheit der eingefiihrten Hierarchie, aussagen.

4.5 Weitere Aspekte

Die Lebens- und Anziehungskraft der Elemente iiber mehr als zwei Jahrtausende ware
kaum zu verstehen, wenn es sich nicht um ein auBerordentlich vielschichtiges Werk
handeln wiirde, das immer neuen Generationen in immer anderem Licht erscheinen,
immer neue Fragen aufwerfen und beantworten konnte. Ein ordnendes Prinzip ergibt
sich vielleicht, wenn man einmal versucht, die vielen mathematischen Aspekte der Ele-
mente einzuteilen in globale, d. h. solche, die das gesamte Werk durchdringen, und
lokale, d. h. solche, die sich an einzelne Biicher, mitunter an einzelne Propositionen
oder Definitionen kniipfen lassen.

Als globale Aspekte haben wir hier den konstruktiven und den analytisch-algebraischen
Aspekt, als Beispiel eines lokalen Aspekts den Komplex Proportionentheorie-Ahnlichkeit
kennengelernt. Ein weiterer globaler Aspekt ist sicher das Vorbild der Elemente fiir den
axiomatisch-deduktiven Aufbau von Theorien (auch wenn Euklid hierin missverstanden
worden sein sollte, wie Seidenberg unterstellt), und zwar sowohl fiir den weiteren Aus-
bau der in den Elementen enthaltenen Theorien als auch fiir die Gestaltung weiterer -
auch auBermathematischer - Theorien.

SchlieBlich wollen wir hier, entgegen der Meinung der anscheinenden Mehrheit, aus-
driicklich die praktische Anwendbarkeit der Elemente und die Ausrichtung auf bestimm-
te in der Antike aktuelle Anwendungen als globalen Aspekt herausstellen. Z. B. stehen
die konstruktiven Kreisteilungen aus Buch IV in direktem Bezug zur messenden Astro-
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nomie.

Sogar Clemens Thaer, der insgesamt zur Auffassung Euklids als eines iiberzeugten
Platonisten tendiert, hebt den Zusammenhang der von Euklid behandelten 15-Teilung
des Vollkreises mit der Neigung der Ekliptik hervor [2, 2. Teil, S. 67].

Auf die Satze von Buch Il wird in der euklidischen Optik umfassend zuriickgegriffen,
ein betrachtlicher Teil der Proportionentheorie ist schon terminologisch als der antiken
Musiktheorie nahestehend ausgewiesen. Von der vordergriindigen Notwendigkeit der
elementaren ebenen und raumlichen Geometrie fiir alle Bereiche der antiken Technik
wollen wir hier nicht weiter reden, jedoch hat gerade das auf Euklid folgende Jh. die
meisten schopferischen und erfolgreichen Techniker der Antike hervorgebracht:
Archimedes, Ktesibios, Philon, die alle mit hoher Wahrscheinlichkeit zu den Schilern
des Museions gehorten.

Von den lokalen Aspekten seien hier auBer der Theorie der reguldren Polyeder und der
mannigfachen zahlentheoretischen Anregung der Jahrhunderte wahrende Streit um den
sogenannten Kontingenzwinkel (das ist der Winkel zwischen Kreis und Kreistangen-
te) erwahnt, von dem Euklid in 111.16 sagt, dass er kleiner sei als jeder Winkel mit
geradlinigen Schenkeln. Dieser Kontingenzwinkel diente den Anhangern der Existenz
"unendlich kleiner, aber von 0 verschiedener GroBen" als Modell, wahrend andere ihn
gleich 0 setzten. So fand jede Epoche ihren speziellen Zugang zu den Elementen und
ihre speziellen Probleme darin.

So schockierend es fiir manchen sein mag: Das Parallelenproblem, das nach jahrtau-
sendelanger Bearbeitung die nichteuklidische Geometrie hervorbringen sollte und damit
die bisher umfassendste Revolution mathematischen Denkens ausléste, ist aus der Sicht
der Elemente ein lokales Problem, denn es bezieht sich ja auf ein einzelnes Postulat
und seine Rolle.

Dass Euklid etwas von der besonderen Problematik dieses Postulats gespirt hat, geht
am deutlichsten daraus hervor, dass er seine Verwendung so weit wie moglich hinaus-
schob. Es wird erstmals in 1.29 benutzt, alle vorhergehenden Satze gehdéren - modern
gesagt - der "absoluten Geometrie" an, und es spricht fiir das Problembewusstsein
Euklids, dass er dort auch solche Satze miihevoll beweist, die sich spater als triviale
Folgerungen aus Satzen ergeben, die mit Hilfe des 5. Postulats bewiesen werden kon-
nen.

Das spektakularste Beispiel dafiir ist 1.16 (Satz vom AuBenwinkel) und .17 (Summe
zweier Winkel im Dreieck ist kleiner 2R), die spater durch 1.32 (Satz ber die Winkel-
summe) aufgehoben werden.

Wir brechen die Erorterung inhaltlicher Aspekte der Elemente hier ab, da weitere De-
tails in den historischen Zusammenhang der Tradierungsgeschichte eingeordnet werden
sollen.
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5 Die weiteren Werke Euklids
5.1 Uberblick

AuBer den Elementen wurden dem Euklid (mit groBerer oder geringerer Sicherheit, zum
Teil falschlich) folgende Werke zugeschrieben:

A. "Reine" Mathematik

1. Die Data (griech.: Dedomena, deutsch: gegebene Dinge). Sie schlieBen sich inhaltlich
so eng an die Elemente an, dass die Verfasserschaft Euklids unbestreitbar ist, und
werden im folgenden ausfihrlicher besprochen.

2. Eine Schrift Uber die Teilung (von Figuren), die nur in arabischer Fassung erhalten
blieb und im folgenden ebenfalls ndher vorgestellt wird.

3. Die Porismen (Titel unibersetzbar) sind verloren. Gewisse umstrittene Aufschliisse
iber den Inhalt vermitteln Pappos und Proklus. Dies wird im folgenden naher erortert.

4. Eine verlorene Schrift iiber Flaichen im Raum als geometrische Orter.

Simon schreibt dazu:

"Was ein geometrischer Ort ist, wird schon von Proclus gerade so wie heute definiert:
die Gesamtheit aller Punkte, denen ein und dieselbe bestimmte Eigenschaft (Symptom)
zukommt; und je nachdem diese Gesamtheiten eine Linie oder Flache bilden, heiBen
sie Linien- oder Flachenorte. Die Schrift des Euclid scheint nach Angaben des Pappus
wesentlich die Ortseigenschaften der Cylinder-, Kegel- (und Kugel)flache behandelt zu
haben. Sie scheint in der bedeutenden Arbeit des Archimedes iiber Konoide und Spha-
roide aufgegangen zu sein. (1901, S. 4, vgl. auch [124], S. 234)

5. Eine verlorene Schrift Pseudaria (deutsch: Trugschliisse), deren Inhalt vermutlich
eine antike Variante solch wohlbekannter Bilicher wie Wo steckt der Fehler von W.
Lietzmann war.

6. Eine verlorene Kegelschnittslehre Konika in 4 Biichern, die von der wenig spater ent-
standenen und wesentlich umfassenderen Kegelschnittslehre des Apollonios von Perge
(um 262-190) verdrangt wurde.

Man hat guten Grund anzunehmen, dass die Konika Euklids inhaltlich ungefahr mit
den ersten drei von acht Biichern der Konika des Apollonios tibereinstimmten. Pappos
schreibt geradezu:

"Apollonios vervollstindigte die 4 Biicher des Euklid iber Kegelschnitte und fligte vier
weitere hinzu." [Collectio, ed. Hultsch, I, S. 672]

Aus den Bemerkungen von Pappos geht weiter hervor, dass die Konika Euklids ihrer-
seits wahrscheinlich eine Bearbeitung der heute ebenfalls verlorenen Kegelschnittslehre
seines alteren Zeitgenossen Aristaios waren und dass Aristaios von Euklid ausdriicklich
als der Originellere auf diesem Gebiet anerkannt wurde. Dies wiirde die These stiitzen,
dass die Werke Euklids weniger als "Veroffentlichungen" eigener Ergebnisse, sondern
als Lehrmaterial fiir die Ausbildung am Museion anzusehen sind.

B. "Angewandte" Mathematik
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7. Die Optika (worunter hier im wesentlichen geometrische Perspektive zu verstehen
ist) ist im griechischen Originaltext und einer um 370 von Theon redigierten Fassung
erhalten. Sie wird im folgenden naher vorgestellt.

8. An einer Stelle der Optik beruft sich Euklid darauf, dass in der Theorie der Spiegel
(Katoptrik) die Gleichheit von Einfalls- und Ausfallswinkel der Sehstrahlen an ebenen
Spiegeln begriindet wird. Da Euklid 6fter auf eigene Werke, aber nie explizit auf die von
anderen Gelehrten verweist (vielleicht weniger aus Eitelkeit als wegen der vorrangigen
Zuganglichkeit seiner eigenen Schriften im Lehrbetrieb des Museions), ist dies neben der
Behauptung von Proklus der einzige schliissige Hinweis auf die Existenz einer Katoptrik
von Euklids Hand, die aber anscheinend verloren ist.

Die jahrtausendelang als von Euklid stammend angesehene und oft gemeinsam mit
seiner Optik herausgegebene und kommentierte Katoptrik stammt jedoch nach Mei-
nung maBgeblicher Philologen wahrscheinlich von dem bereits erwahnten spatantiken
Euklidkompilator Theon und beruht vermutlich mehr auf Vorlagen von Archimedes und
Heron als auf der urspriinglichen Katoptrik von Euklid. Ubrigens wurde die Bezeichnung
Katoptrik fur die Theorie der Spiegel zusammen mit der Bezeichnung Dioptrik fiir die
Theorie der Linsen erst von Heron eingefiihrt.

9. Eine erhaltene Schrift Phaenomena, in der mit engem Bezug zur Verwendung in der
spharischen Astronomie Elemente der spharischen Geometrie behandelt werden. Die
Phaenomena enthalten 18 Propositionen und lehnen sich eng an eine Spharik des Au-
tolykos von Pitane an, der ebenfalls ein etwas alterer Zeitgenosse Euklids gewesen ist.

Man konnte hier sinngemaB wiederholen, was (iber die Beziehung der euklidischen Ko-
nika zu den von Aristaios geschriebenen gesagt wurde. Bemerkenswert ist jedoch, dass
im Unterschied zur Geschichte der verschiedenen Kegelschnittslehren sowohl die Spha-
rik des Autolykos als auch die des Euklid als auch die darauf aufbauende, wesentlich
ausfiihrlichere Spharik des Theodosius von Tripolis (um 100 v. u. Z.) erhalten geblieben
sind.

Vermutlich hangt dies mit der gegenliber der mehr theoretischen Kegelschnittslehre
weithin ausgeiibten Astronomie zusammen, deren Charakter als angewandte Wissen-
schaft fiir eine viel starkere Vervielfaltigung und Verbreitung der einschlagigen Literatur
gesorgt haben diirfte.

10. Proklus erwahnt eine Schrift Euklids iiber die Elemente der Musik (Harmonielehre),
und in Anbetracht des von den Pythagordern begriindeten Kanons der vier mathe-
matischen Lehrgebiete ist es sehr wahrscheinlich, dass es eine solche Schrift gegeben
hat. In alten Ausgaben der Werke Euklids kommen zwei Schriften musiktheoretischen
Charakters vor, die aber nicht beide vom selben Autor stammen konnen, da sie auf
entgegengesetzten Auffassungen beruhen.

Die Schrift sectio canonis (griech. katatome kanonos) legt die pythagoraische Theorie
dar, wonach die musikalischen Intervalle durch die Verhaltnisse der Langen der schwin-
genden Saiten bestimmt werden. Sie harmonisiert in gewissem MaBe terminologisch
und inhaltlich mit dem mathematischen Apparat der Proportionentheorie der Elemente.
Die ebenfalls zeitweise dem Euklid zugeschriebene Einfiihrung in die Harmonie-(lehre)
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(griech. eisagoge armonike) basiert auf der Theorie des Aristoxenes von Tarent (um
354-300), eines Schiilers des Aristoteles, wonach die harmonischen Intervalle von der
Physiologie des Ohres bestimmt werden.

Heute neigen die Philologen dazu, die letztgenannte Schrift dem Kleonides, einem Schii-
ler des Aristoxenes, zuzuschreiben.

11. Es ist sehr wahrscheinlich, dass Euklid auch eine Schrift bzw. ein Vorlesungsma-
nuskript (ber Mechanik verfasst hat. Zur Zeit sind drei Fragmente bekannt, die sich
inhaltlich erganzen und Bruchstiicke einer euklidischen Mechanik sein konnten. Als
erster nahm Johannes Herwagen (Hervagius) in seine Werkausgabe von 1537 ein Frag-
ment von moglicherweise euklidischem Ursprung De levi et ponderoso (Vom Leichten
und Schweren) auf.

1900 publizierte Curtze ein in Dresden gefundenes Fragment Liber Euclidis de gravi
et levi et de comparatione corporum ad iuvicem, das inhaltlich mit dem erstgenannten
Fragment Gbereinstimmt, aber sprachlich vollig abweicht. Ein Stiick des gleichen Textes
fand Duhem in Paris.

Ein weiteres Manuskript wurde in der Bodleian Library in Oxford gefunden und 1952
von Moody und Clagett publiziert. 1851 veroffentlichte Woepcke ein von ihm in Paris
gefundenes arabisches Fragment mit dem Titel Euklids Buch (iber das Gleichgewicht.
Es ist in seinem Vorgehen euklidisch, da es auf evidenten bzw. experimentell leicht
prifbaren Axiomen (iber den Hebel beruht.

Als dritter Teil existiert ein ebenfalls in Paris von Duhem gefundenes kleines Fragment
von nur 4 Satzen (iber die Kreise, die von den Endpunkten eines Hebels beschrieben
werden. Falls es zutrifft, dass eines oder mehrere dieser Fragmente ihren Ursprung in
einer euklidischen Schrift tber Mechanik haben, so ist daran vor allem die deutlich von
der Mechanik des Aristoteles abweichende Tendenz bemerkenswert.

AuBerdem enthalten die erstgenannten zwei Bruchstiicke im wesentlichen den Begriff
des spezifischen Gewichts, dessen Entdeckung sonst Archimedes zugeschrieben wird.
Falls Archimedes in dieser Sache einen Vorlaufer gehabt hat, verliert die beriihmte
"Heureka"-Anekdote erheblich an Glaubwiirdigkeit. Dies dient manchen Autoren als
Argument gegen den euklidischen Ursprung der genannten Schriften.

5.2 Die Data

Die Data beginnen mit 12 Definitionen, in denen u. a. erklart wird, wann ein (geome-
trisches) Objekt der GroBe nach bzw. der Gestalt nach bzw. der Lage nach gegeben
ist. Den Hauptteil bilden 94 Propositionen, die fast alle die folgende Form haben:
Wenn gewisse Objekte in der und der Weise gegeben sind, dann ist ein gewisses anderes
(von ihnen abhangiges) Objekt in der und der Weise gegeben, zum Beispiel

§ 39: Sind alle Seiten eines Dreiecks der GroBe nach gegeben, so ist das Dreieck der
Gestalt nach gegeben.

Zu jeder dieser Aussagen wird eine Begriindung angegeben, die im allgemeinen auf
entsprechende Satze aus den Elementen verweist und daher keinen eigentlichen Beweis
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darstellt. Das Ganze wirkt auf den ersten Blick wie eine Art Kompendium mit dem
Zweck, das fir die Losung von Konstruktionsaufgaben Wesentliche aus den Elementen
in Gestalt handlicher Regeln zusammenzufassen.

In der Tat sind die Data stets so aufgefasst und bis ins 17. Jh. neben den Elementen
intensiv genutzt worden. Daher gehoren sie auch zu den am haufigsten (und meist mit
den Elementen gemeinsam) gedruckten Werken Euklids. So schreibt noch Simon 1901:

"Dem Inhalt nach gehen die Data nicht lber die Elemente hinaus, doch war eine
solche Zusammenstellung praktisch in hohem Grade wertvoll fiir die Anwendung der
seit Platon sich immer mehr ausbreitenden analytischen Methode, deren Wesen gerade
darin besteht, die durch die gegebenen Stiicke mitbestimmten Punkte, Linien, Figuren
aufzusuchen, bis man zu einer konstruierbaren Nebenfigur gelangt.

Die Data sind daher eine eng an die Elemente sich anschlieBende Anleitung zum Kon-
struieren nach der analytischen Methode, etwa entsprechend unserm Petersen."lﬂ(1901,
5. 2 f., vgl. auch [124], S. 231ff.)

Wir wollen diese Interpretation, die durch Propositionen wie etwa

§ 28. Ist ein Punkt P und eine Gerade g gegeben, so ist auch die Parallele durch P zu
g gegeben.

§ 29. Ist ein Punkt P, eine Gerade g durch P und ein Winkel o der GroBe nach gege-
ben, so ist auch diejenige Gerade gegeben, die g in P unter dem Winkel a schneidet.

unbezweifelbar wird, hier erstmals durch eine weitergehende Deutung der Data ergan-
zen. Falls sie zutrifft, ist Euklid seiner Zeit in bestimmter Weise weit vorausgeeilt und
wohl schon von den folgenden Generationen nicht mehr, voll verstanden worden, was
schlieBlich sogar zur Verstiimmelung des Textes flihrte, der bei unserer Lesart an man-
chen Stellen zu korrigieren ist. (Aus dem Bericht von Pappos iiber die Data und anderen
Anzeichen geht ohnehin hervor, dass der uns heute zugangliche Text der Data nicht
der urspriingliche ist.)

Wahrend die geometrischen Konstruktionsaufgaben der Elemente sich ausnahmslos auf
solche Objekte beziehen, die wie Punkte, Geraden, Kreise, Dreiecke unmittelbar sinnlich
wahrnehmbar sind, handeln die Data tberwiegend von Objekten einer nachsthoheren
Abstraktionsstufe:
Es sind Aquivalenzklassen von sinnlich wahrnehmbaren Objekten beziiglich verschiede-
ner Aquivalenzrelationen. Z.B. ist dort von Strecken(langen)verhéaltnissen die Rede. Ein
solches Verhiltnis lasst sich nach moderner Auffassung als eine Aquivalenzklasse (a, b)
von Streckenpaaren (a, b) beziiglich der Aquivalenzrelation
a c

(a,b) ~ (c,d) <> 5= 7
definieren. Freilich setzt die moderne Auffassung, durch die wir so bequem neue Objekte
von beliebiger Abstraktionshohe "konstruieren" kénnen, die extensionale Auffassungs-

6Gemeint ist das Buch "Methoden und Theorien zur Lésung geometrischer Constructionsaufgaben"
von J. Petersen, Kopenhagen 1879, das erste systematische Buch der Neuzeit iiber geometrische
Konstruktionen.
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weise abstrakter mathematischer Objekte voraus, die explizit erst gegen Ende des 19.
Jh. durch die Cantorsche Mengenlehre fundiert wurde.

Dementsprechend qualt Euklid sich deutlich damit ab zu erklaren, was ein Verhaltnis
ist:

Def. 2. Ein Verhaltnis ist gegeben, wenn wir uns das mit ihm zusammenfallende ver-
schaffen konnen.

Wir wirden dies vielleicht so formulieren: Ein Verhaltnis wird immer durch einen kon-
kreten Reprasentanten (a,b), also ein bestimmtes Paar von Strecken, gegeben, wobei
es aber nicht auf dieses spezielle Paar ankommt. Es kdnnte ebensogut (¢, d) gegeben

sein, wenn nur ¢ = & ist, Uber die Verhiltnisse wird dann z.B. in § 2 ausgesagt:

"Wenn eine gegebene GroBe zu irgendeiner weiteren GroBe gegebenes Verhaltnis hat,
so ist auch diese GroBe gegeben."

Wir interpretieren dies so: Ist die Strecke a und das Verhéltnis (a, b), aber etwa durch
das Paar (¢, d) gegeben, so ist auch b gegeben, da man namlich durch flichengleiche
Verwandlung von Rechtecken konstruktiv aus a, c, d dasjenige b mit ; = < bestimmen
kann.

Trifft unser Deutungsversuch zu, so sind unter den in den Data vorkommenden "der
GroBe nach gegebenen" Flichen Aquivalenzklassen von inhaltsgleichen konkreten Figu-
ren zu verstehen, die zwar immer durch einen konkreten Reprasentanten gegeben sind,
auf den es aber eigentlich nicht ankommt. Er ist nur das Mittel, um einen abstrakten
"Flacheninhalt" mitzuteilen.

Analog ist eine "der Gestalt nach" gegebene Figur eine Aquivalenzklasse von unterein-
ander ahnlichen Figuren, die zwar wieder durch eine konkrete Figur mitgeteilt wird, die
jedoch nur Kode fiir eine abstrakte "Form" ist.

SchlieBlich kann man aus den von diesem Begriff gemachten Anwendungen schlieBen,
dass Euklid unter einer "der Lage nach gegebenen" Figur zwar in manchen Fillen eine
konkrete Figur, in anderen jedoch eine Aquivalenzklasse von paarweise durch Translati-
on ineinander Uberflihrbaren Figuren versteht, insbesondere unter einer der Lage nach
gegebenen Strecke eine durch Lange und Richtung gegebene Klasse von Strecken. Er
sagt namlich

§ 27. Wenn von einer der Lage nach gegebenen Strecke der eine Endpunkt gegeben
ist, so muss auch der andere Endpunkt gegeben sein.

Dies ist offenbar sinnlos, wenn man hier unter "der Lage nach gegeben" von vornher-
ein die konkrete Strecke versteht. Gehen wir noch einen Schritt weiter, so handeln die
Data groBtenteils von Algorithmen, deren Bearbeitungsobjekte gewisse "Datenstruktu-
ren" im Sinne der Computerwissenschaft sind, also nicht einzelne Zahlen 0.3., sondern
komplizierte Listen, Matrizen 0.a. von einzelnen Daten, bei denen es im allgemeinen
nicht auf die einzelnen Komponenten, sondern auf deren Gesamtheit beziiglich gewisser
zwischen ihnen bestehender Beziehungen ankommt.

Die Art und Weise, wie hier vermittels konkreter Daten Objekte weit abstrakterer Art
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vom Computer verarbeitet werden, ist auch heute noch fiir den mathematisch weni-
ger geschulten Computernutzer ein Buch mit sieben Siegeln. So scheint es auch den
Schiilern und Nachfolgern Euklids ergangen zu sein, aber wir haben durch unsere - zu-
gegeben kithne - Gedankenbriicke auch terminologisch eine Verbindung zwischen den
Data und der Datenverarbeitung hergestellt.

Die §§ 87 bis 93 handeln in verkappter Form vom Begriff der Potenz eines Punktes
P beziiglich eines Kreises k, dessen abstrakter Charakter als Aquivalenzklasse darin
besteht, dass er zwar konkret immer durch eine bestimmte Gerade durch P bestimmt
werden muss, die k in den Punkten A, B schneidet (oder im Fall A = B beriihrt),
wobei es aber auf die spezielle Gerade und damit auch auf die speziellen Punkte A, B
nicht ankommt, weil nach Elemente 111.35/36 fir alle derartigen Geraden das (vorzei-
chenbehaftete) Produkt PA - PB stets gleich (ndmlich die Potenz von P beziglich k)
ist.

Da Euklid den Begriff der vorzeichenbehafteten GroBe natdirlich nicht kennt, muss er die
Falle, dass P innerhalb bzw. auBerhalb £ liegt, getrennt behandeln. Jedoch deutet die
unmittelbare Nachbarschaft der betreffenden Propositionen auf ein intuitives Erfassen
der Zusammengehorigkeit dieser Falle hin. § 92 der Data lautet nun allerdings in der
Ubersetzung von Thaer:

"Nimmt man innerhalb eines der Lage nach gegebenen Kreises irgendeinen gegebenen
Punkt und zieht durch den Punkt irgendeine gerade Linie zum Kreise durch, so ist das
Rechteck aus den Abschnitten der gezogenen Linie gegeben."

Dies ist zwar richtig, aber so (iberaus trivial, und die Gesamtheit der Voraussetzungen
wird bei dieser Formulierung so wenig beachtet, dass es kaum glaubhaft erscheint, dass
Euklid dies wirklich so gemeint hat. Nach unserer Interpretation misste der Text etwa
lauten:

Nimmt man innerhalb eines der Lage nach gegebenen Kreises irgendeinen gegebenen
Punkt, so ist das Rechteck aus den Abschnitten (PA, PB) firr eine beliebige durch
diesen Punkt gezogene Kreissehne (AB) gegeben.

Es handelt sich also im wesentlichen lediglich um eine Umstellung der vorhandenen
Satzbestandteile bzw. sachlich darum, dass in der ersten Formulierung die Kreissehne
implizit zu den gegebenen Stiicken gezahlt wird, wahrend sie bei der zweiten Formulie-
rung den Charakter eines willkirlich wahlbaren Hilfsobjektes bewahrt, welches das nur
von den gegebenen Objekten P und k abhangige Resultat nicht beeinflusst.

Erwahnenswert ist noch, dass in den Data im Zusammenhang mit den Betrachtungen
zur Potenz die heute allgemein (ibliche Konstruktion der Tangenten von einem gege-
benen Punkt an einen gegebenen Kreis mittels des durch P und den Kreismittelpunkt
gelegten Thaleskreises benutzt wird, wahrend in den Elementen selbst die Tangenten
in 111.17 zunachst auf eine andere Art konstruiert werden. Der Thalessatz tritt dort erst
als 111.31 auf.

Demnach hat Euklid in den Elementen auf die auch ihm bekannte und bequeme Tan-
gentenkonstruktion bewusst verzichtet, um die Existenz der Tangenten moglichst friih
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konstruktiv beweisen zu konnen. Dies illustriert ein weiteres Mal die Fiille sorgfaltiger
methodischer Details in den Elementen.

5.3 Uber die Teilung von Figuren

Diese Schrift wird in der Aufzahlung der Werke Euklids von Proklus erwahnt. Sie ist
nicht in griechisch erhalten, aber alle 36 Resultate und die vollstandigen Beweise von
vier dieser Propositionen finden sich in einer arabischen Ubersetzung, die 1851 von
Woepke [163] entdeckt und publiziert wurde.

Die fehlenden Beweise kann man aus der Practica geometriae von Fibonacci (1170- nach
1240) entnehmen, von der heute klar ist, dass sie auf einem damals noch existenten,
aber inzwischen wohl verlorenen vollstandigen Text der euklidischen Schrift basiert. Aus
den genannten Quellen hat R.C. Archibald die Schrift 1915 rekonstruiert [7].

Das "Buch iber die Teilungen" (griech.: peri diaireseon biblion), so der Originaltitel,
behandelt Aufgaben, gegebene Dreiecke, Parallelogramme, Trapeze, in einem Fall einen
Kreis, durch jeweils eine zu konstruierende Gerade in Teilfiguren zu zerlegen, die eine
gegebene Form haben oder deren Flacheninhalte in einem gegebenen Verhaltnis stehen
0. a. Dabei soll die gesuchte Gerade durch einen gegebenen Punkt gehen oder eine
gegebene Richtung haben o.a.

Am Anfang enthalt die Schrift einige Hilfssatze aus der geometrischen Algebra, von
denen gleich klar werden soll, wozu sie gebraucht werden. Wir behandeln nun drei
typische Beispiele.

§ 19. Ein gegebenes Dreieck ABC' mittels einer durch den inneren Punkt D dieses
Dreiecks gehenden Geraden in zwei flachengleiche Teilstiicke zu zerlegen."

Losung: Mit A, B,C, D ist auch der Schnittpunkt E der Parallelen durch D zu AB
mit AC' gegeben (Abb. 11), und es ist

GE ED

a = ﬁ’ wobei GE = GA — FA

AuBerdem soll AG - h; = % - AC - hsy sein, wobei % = ﬁ—g ist. Setzen wir der Uber-

sichtlichkeit halber AG =z, AH =y, AC =, AB2: ¢, FA=e, ED = d, so haben
be
2

wir (z — e)y = xd und zy = 1bc zu ISsen, was sich auf (z —¢e) - % = 22 - d reduzieren

|asst.

11, 12

Euklid konstruiert nun eine Losung x = AG dieser Gleichung nach den Methoden der
geometrischen Algebra. Aus der Losungsmethode geht hervor, dass der Faktor % durch
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jeden beliebigen anderen Faktor ersetzt werden kann. Euklid demonstriert dies indirekt,
indem er in der nachsten Proposition den Fall % behandelt.

§ 28. Eine gegebene Figur bestehe aus dem Dreieck ABC und dem Kreisabschnitt
AEB (Abb. 12). Sie soll durch eine durch den Mittelpunkt £ von AEB gehende
Gerade in zwei flachengleiche Teile zerlegt werden.

Losung: Sei D der Mittelpunkt von AB, DE senkrecht zu AB. Offenbar halbiert der
Streckenzug CDFE die gegebene Flache. Man verbinde C' mit £ und ziehe dazu die
Parallele durch D, die AC in F' schneidet. Nun haben die Dreiecke ECD und ECF
beziiglich der Basis EC' die gleiche Hohe, sind also flachengleich.

Demnach sind flachengleich Dreieck ECFU Figur BC, Dreieck EC'DU Figur EBC,
Figur EDCA, d.h. EF halbiert die gegebene Figur.

Die einzige Proposition, die sich mit der Teilung eines Kreises beschaftigt, ist

§ 29. In einen gegebenen Kreis sind zwei parallele Sehnen zu ziehen, die ein Drittel des
Kreises ausschneiden.

Losung: Sei M der Mittelpunkt des gegebenen Kreises. Man konstruiere zwei Periphe-
riepunkte A, B so, dass ZAM B = 120° (Abb. 13).

13

Ferner sei D der Mittelpunkt des Bogens AB und C' ein Schnittpunkt der durch M
zu AB gezogenen Parallelen mit dem Kreis. Dann losen die Sehne BC' und die zu ihr
durch D gezogene Parallele DE die Aufgabe.

Aus Symmetriegriinden sind namlich die Bogen AD, DB und C'E gleich. Deshalb ist
Kreisabschnitt DECBD gleich Kreisabschnitt ACBDA. Nimmt man von DECBD
den Abschnitt BC' weg, so erhalt man die von den konstruierten Sehnen ausgeschnittene
Teilfigur.

Nimmt man von AC'BD A denselben Abschnitt BC' weg, so bleibt eine Figur tbrig, die
aus dem Dreieck ABC' und dem Kreisabschnitt ABD besteht. Hierbei ist aber Dreieck
ABC' flachengleich zu Dreieck ABM, da beide beziiglich der Basis AB die gleiche
Hohe haben.

Folglich ist das von den Sehnen ausgeschnittene Stiick flachengleich der Vereinigung
von Abschnitt ABD und Dreieck ABM, mithin zum Sektor ABM, der gerade ein
Drittel des Kreises betragt.
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5.4 Die drei Bucher iiber Porismen

Sie sind, wie bereits bemerkt, verloren. Nach Pappos enthielten sie 171 Propositionen
und 38 Lemmata (Hilfssatze) dazu. Aus den Kommentaren von Pappos und Proklus zu
den Porismen geht hervor, dass es tiber die Bedeutung des Terminus Porisma schon in
der Antike keine Klarheit gab.

Zahlreiche Mathematiker der Neuzeit, u. a. A. Girard, P. de Fermat, R. Simson, J.
Playfair und M. Chasles, haben sich darum bemiiht, den Sinn und Inhalt der Porismen
zu rekonstruieren.

Den ausfiihrlichsten Wiederherstellungsversuch unternahm der franzésische Geometer
und Mathematikhistoriker Chasles 1860. [39] Die Geschichte des Streites um die Poris-
men Euklids ist ausfiihrlich in [34] dargestellt. Den Wortlaut der von Pappos in seiner
Collectio zu den Porismen gemachten Bemerkungen findet man in engl. Ubersetzung
z. B. in [15].

Aus mathematischer Sicht ist heute diejenige Deutung am wahrscheinlichsten, die hinter
den Porismen Euklids eine Anzahl tieferliegender Charakterisierungen von Geraden und
Kreisen als geometrische Orter vermutet. Sie sind daher vermutlich von hohem Nutzen
fir die Losung anspruchsvollerer Konstruktionsaufgaben gewesen, und aus ebendiesem
Grunde besprach Pappos sie im VII. Buch seiner Enzyklopadie Collectio (griech. Syn-
taxis), in dem unter dem Titel "Schatzkammer der Analysis" alle diejenigen Schriften
erlauternd und referierend behandelt wurden, die der analytischen Lésung von Kon-
struktionsproblemen dienen.

Nach Pappos lassen sich die ersten 10 Porismen Euklids zu folgendem Sachverhalt
zusammenfassen:

Wenn in einem System von vier Geraden g1, g2, g3, g4, die sich paarweise in insgesamt 6
Punkten schneiden, drei auf einer Geraden liegende Schnittpunkte (etwa P, @, R auf ¢;)
festgehalten werden und zwei der Gbrigen (etwa A und B) sich auf gewissen Geraden
bewegen, so bewegt sich der letzte Punkt C' auch auf einer gewissen Geraden.
Betrachtet man eine zweite Lage A’, B’ der Punkte A, B auf den fiir sie vorgeschriebe-
nen Geraden g,, g5, und die sich daraus ergebende Lage des zugehorigen Punktes C’,
so erkennt man leicht, dass es sich bei der von Pappos gegebenen Interpretation um
eine etwas ungewohnte Formulierung des beriihmten Satzes von G. Desargues handelt,
der in der projektiven Geometrie eine zentrale Rolle spielt und fiir unsere Zwecke z.B.
wie folgt formuliert werden kann:
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Liegen zwei Dreiecke ABC' und A’B’C’ so, dass die Schnittpunkte P, (), R von AB
mit A’B’ bzw. von BC mit B'C’ bzw. von AC mit A'C" sich auf einer Geraden (g;)
befinden, so gehen die Geraden AA’ (= g.), BB’ (= ), CC" (= g.) entweder durch
einen gemeinsamen Punkt Z oder sie sind paarweise parallel (Abb. 14).

In der Tat, wenn man schon weiB, dass die "Bahn" ¢. des Punktes C', die durch ge-
radlinige Bahnen g,, g, von A bzw. B erzwungen wird, ebenfalls eine Gerade ist (und
insofern ist hier die Gerade auf neue Weise als ein geometrischer Ort charakterisiert),
und dabei g,, g sich in einem Punkt Z schneiden, so ist leicht einzusehen, dass auch
ge durch Z gehen muss, da sich A, B, C' in diesem Fall beliebig nahekommen kdnnen.
Sind andererseits g, und g, parallel, so kann g. weder mit g, noch mit g, einen Punkt
gemeinsam haben, weil das beliebige Nahekommen von zweien der drei Punkte A, B, C
jeweils auch den dritten zur selben Grenzlage zwingt.

Wahrend der Satz von Desargues aber sozusagen statisch die Lage zweier (gern als
perspektiv gelegen bezeichneter), Dreiecke herausgreift, liegt der Auffassung von Pap-
pos, von der wir leider nicht wissen, inwieweit sie seine eigene ist oder schon bei Euklid
vorlag, die Vorstellung eines "Mechanismus" aus geraden Schienen oder Stangen mit
teils beweglichen, teils fixierten Verbindungsnieten zugrunde, die sich sehr viel spater
als Giberaus fruchtbar erweisen sollte. (Zur modernen Theorie der Mechanismen sei der
Leser auf [118, Kap. 3] und dort angegebene Literatur verwiesen.)

Pappos vertritt dariiber hinaus die Ansicht, Euklid habe absichtlich nur die einfachsten
Falle eines viel allgemeineren Satzes formuliert:

Sind n Geraden so gelegen, dass von den ”(”T_l) paarweisen Verbindungspunkten n — 1

auf einer gewissen dieser Geraden liegende festgehalten werden, wahrend sich n —
2 weitere auf gewissen Geraden bewegen konnen, so bewegen sich (abgesehen von
gewissen Entartungsfallen) die restlichen Punkte auch auf Geraden.

Selbst wenn Pappos hier recht viel Eigenes hineininterpretiert haben sollte, ist das
Finden und erst recht das Beweisen derartiger Satze, die vollig aus dem Rahmen antiker
Geometrie fallen, eine bewundernswerte Leistung, und wir missen es sehr bedauern,
dass wir das vielleicht originellste Werk des Euklid nicht besser kennen.

5.5 Die Optik

Die Optik ist das alteste erhaltene antike Werk zur geometrischen Perspektive. Wie die
Elemente beruht es auf vorangestellten Definitionen und Postulaten. Diese besagen in
Ubereinstimmung mit Platon, dass der Sehvorgang auf geradlinigen Sehstrahlen beruht,
die vom Auge ausgehen und das gesehene Objekt gewissermaBen abtasten.

Da die Richtung der Sehstrahlen fir die Geometrie des Sehvorganges belanglos ist,
beeintrachtigt diese Annahme nicht die gezogenen Schlussfolgerungen.

Bemerkenswert ist die weitere Annahme, dass die Sehstrahlen den Raum nicht liickenlos
ausfullen, sondern die von ihnen paarweise eingeschlossenen Sehwinkel einen gewissen
Minimalwert nicht unterschreiten. Dies steht im Einklang mit der (damals natdrlich
vollig unbekannten) diskreten Struktur der Netzhaut und bringt einen gewissen digital-
graphischen Aspekt in die Optik ein.
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Euklid begriindete jedoch mit dieser bei ihm rein spekulativen Annahme lediglich qua-
litativ eine beobachtbare Grenze des Auflosungsvermogens, ohne die geometrischen
Konsequenzen weiter zu verfolgen.

Die Optik Euklids enthalt 58 Propositionen, deren Auswahl aus der Sicht spaterer ma-
thematischer Perspektive mitunter befremdlich ist. Es geht jedoch aus dieser Auswahl
und aus dem Vorwort der spater geschriebenen Phaenomena, in dem auf die Optik
verwiesen wird, hervor, dass Euklids Optik hauptsachlich als Hilfswissenschaft fiir die
Astronomie bestimmt war.

Es gelang ihm zwar noch nicht (wie in der folgenden Generation dem Astronomen
Aristarch von Samos (um 310-230)), aus den allein beobachtbaren Sehwinkeln deduktiv
auf Aussagen uber die relativen Entfernungen und GroéBen von Himmelskorpern und
ihren Bahnen zu schlieBen, aber es klingt deutlich an, dass Euklid dies als Endziel
seiner Optik betrachtete.

Zunachst hatte er sich mit vollig falschen Meinungen iiber die GréBenverhaltnisse am
Himmel auseinanderzusetzen. Die Epikuraer behaupteten z.B., die Himmelskorper seien
so klein, wie sie dem Auge erscheinen.

Einige seiner Propositionen besagen, dass der scheinbare Umriss einer Kugel ein Kreis
ist und dass man stets weniger als die Halfte der Oberflache der Kugel sieht, jedoch
einen um so groBeren Teil, je weiter man entfernt ist, wahrend sich der Sehwinkel dabei
gleichzeitig verkleinert.

Weiter wird gezeigt, dass man mit zwei Augen zusammen, die vom Mittelpunkt der
beobachteten Kugel gleich weit entfernt sind, die Halfte der Oberfliche, mehr oder
weniger sieht, je nachdem, ob der Kugeldurchmesser gleich dem Augenabstand, kleiner
oder groBer als dieser ist. Euklid zeigt, dass ein Kreis nicht nur dann als Kreis erscheint,
wenn der Sehstrahl zu dessen Mittelpunkt senkrecht auf der Ebene des Kreises steht,
sondern auch, wenn die Lange dieses Sehstrahls gleich dem Radius des Kreises ist, da
dann nach dem Satz des Thales alle Durchmesser des Kreises unter dem gleichen Seh-
winkel von 90° erscheinen.

Er zeigt, dass es auBer diesen Fallen keine weiteren Moglichkeiten gibt, einen Kreis
kreisformig zu sehen. Es schlieBen sich vielfache weitere Anwendungen des Peripherie-
winkelsatzes an. Z.B. wird zu einer durch den Punkt C ungleich geteilten Strecke AB
ein Punkt konstruiert, von dem aus die Strecke halbiert erscheint.

Traditionellen Vorstellungen von Perspektive kommen nur wenige Propositionen nahe.
Aus Prop. 6 kann man leicht die (nicht ausgesprochene) Folgerung ziehen, dass aqui-
distante Geraden dem Auge einen scheinbaren gemeinsamen Punkt darbieten.

Am folgenreichsten fiir die Astronomie ist wahrscheinlich Prop. 8 gewesen, in der -
modern formuliert - fir a < 5 < 90° die Abschatzung

tan o < &
tang [
bewiesen wird, die von Aristarch ohne Beweis, aber auch ohne Hinweis auf Euklid oder

eine andere Quelle benutzt wurde und von da an in der messenden Astronomie eine
fundamentale Rolle spielte.
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6 Die Pflege der euklidischen Tradition bis zum
Ausgang der Antike und im byzantinischen Reich

Die zwei Jahrhunderte nach der von uns angenommenen Lebenszeit Euklids brachten
die hochste Bliite der griechischen Mathematik und der mit ihr verbundenen Astronomie
und Technik. Diese Feststellung ware allein durch die beiden liberragenden Mathema-
tiker Archimedes von Syrakus (um 287-212) und Apollonios von Perge (um 262-190)
und die Astronomen Aristarch von Samos (um 310-um 230) und Hipparch von Nikaia
(190-125) gerechtfertigt.

Ihnen steht eine groBere Zahl von Gelehrten zweitrangiger Bedeutung zur Seite, deren
Namen heute meist nur noch in Verbindung mit bestimmten Einzelleistungen bekannt
sind, wie z.B. Nikomedes, Diokles, Perseus, Zenodoros. Genannt wurden schon friither
die beiden hervorragenden Ingenieure des 3. Jh. v. u. Z. Philon und Ktesibios. Sie alle
knipften an die von Euklid auf den verschiedenen Gebieten gelegten Grundlagen an
und benutzten seine Werke.

Dass Euklid dabei nur sehr selten genannt wurde, entspricht dem wissenschaftlichen
Stil dieser Zeit. Erst in der Verfallsperiode der griechischen Mathematik, etwa ab 100 u.
Z., als zunehmend Kommentatoren und Kompilatoren an die Stelle der schopferischen
Gelehrten traten, begann das weitschweifige Zitieren und Berichten, dem wir den groB-
ten Teil unseres Wissens (iber die voreuklidische Mathematik, tber Euklid, sein Werk
und seine Zeitgenossen verdanken.

Von den kleineren Werken Euklids wurden die Konika, die spharische Astronomie (Phae-
nomena), die Optik und die (vermutete) Mechanik bald durch fortgeschrittenere Schrif-
ten ersetzt, z.B. durch die Konika des Apollonios, die Spharik des Theodosios von Tri-
polis, Optik und Mechanik durch die Werke von Archimedes, Klaudios Ptolemaios und
Heron. Die Data scheinen intensiv benutzt worden zu sein. Das Verstandnis fiir die
Porismen ging wohl bald verloren.

Dass Euklid von der Mitte des 3. Jh. v. u. Z. an meist als Stoicheiotes, d. h. der Schrei-
ber der Elemente, bezeichnet wurde und dass nach ihm niemand mehr ein in seinem
Charakter den Elementen vergleichbares Werk schrieb, spricht fiir die hohe Wertschat-
zung, die alle spateren Mathematiker den Elementen entgegenbrachten.

Lediglich am 5. Postulat setzte schon in der Antike Kritik ein - von der wir heute wis-
sen, dass sie unberechtigt war. Der dort formulierte Sachverhalt erschien nicht einfach
genug und nicht evident genug, um als Axiom zu dienen.

Bald wurde der Verdacht geduBert, Euklid habe ihn nur deshalb postuliert, weil er kei-
nen Beweis dafiir finden konnte. Geminos und Posidonius (1. Jh. v. u. Z.), Klaudios
Ptolemaios (2. Jh.), Proklus (5. Jh.), Simplikios (6. Jh.) und andere versuchten das 5.
Postulat zu beweisen oder auf einsichtigere Axiome zuriickzufiihren und deckten dabei
unbewusst erste Zusammenhange der nichteuklidischen Geometrie auf. Wir erwahnen
dies hier nur beilaufig, da es zur Geschichte des Parallelenproblems und der nichteukli-
dischen Geometrie viele gute, ausfiihrliche und leicht zugangliche Biicher gibt.
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Die zahlentheoretischen Biicher VII-IX der Elemente wurden nach dem 1. Jh. zuneh-
mend von der Arithmetik des Neupythagoraers Nikomachos von Gerasa verdrangt. Die
bescheidenen Ergebnisse zur Volumenberechnung in Buch XII wurden von Archimedes
wesentlich erweitert. Am offensichtlichsten ist die Ankniipfung an Buch XIlII, da sie
nicht nur zu einer Theorie der halbregularen Polyeder bei Archimedes, sondern auch zu
zwei spater als Buch XIV und XV bezeichneten direkten Fortsetzungen der Elemente
fuhrte.

Buch XIV wurde im 2. Jh. v. u. Z. von dem Alexandriner Hypsikles verfasst, der dem
kurzen Traktat (von nur etwa 4 1/2 Druckseiten) ein Vorwort voranstellte, das wir hier
im Wortlaut wiedergeben wollen, zum einen, weil es einen gewissen Aufschluss liber sei-
nen Verfasser und die Entstehungsgeschichte gibt und die frither erwahnte islamische
Legende erklart, zum zweiten, weil aus einer so friihen Zeit nur sehr wenige, so person-
liche, iiber das rein Mathematische hinausgehende AuBerungen von Gelehrten erhalten
sind, zum dritten, weil der Text gerade wegen der "Unechtheit" von Buch XIV und
XV in moderneren Ausgaben meist nicht mehr enthalten und deshalb fiir den heutigen
Leser schwer zuganglich ist.

(Eine der letzten deutschsprachigen Ausgaben, die noch Buch XIV und XV enthalt und
aus der wir das folgende zitieren, ist die Ausgabe [3] von 1840.)

"Basilides von Tyrus, mein lieber Protarch, kam einst nach Alexandria, war an meinen
Vater wegen beider gemeinschaftlicher Liebe zur Mathematik empfohlen, und brachte
die meiste Zeit seines Aufenthalts in dem Umgange mit ihm zu. Als sie eines Tages des
Apollonius Schrift Gber die Vergleichung des in einerlei Kugel beschriebenen Dodeka-
eders und lkosaeders, und deren Verhaltnisse zu einander, durchgingen; so schien ihnen
der Vortrag des Apollonius nicht ganz richtig zu sein, und sie schrieben, wie mir mein
Vater gesagt hat, ihre Verbesserungen nieder.

Nach der Zeit fiel mir jedoch eine andere von Apollonius herausgegebene Schrift in die
Hande, welche eine richtige Auflosung der erwdhnten Aufgabe enthalt, deren Untersu-
chung mir ein ausnehmendes Vergniigen gewahrt hat. Das von Apollonius herausgege-
bene Werk kann jeder selbst nachsehen, da es liberall zu haben ist; dasjenige aber, was
ich nachher, und, so viel ich urtheilen darf, mit moglichstem FleiBe, dariiber aufgesetzt
habe, glaube ich Dir, wegen Deiner vorziiglichen Einsicht in alle Wissenschaften, be-
sonders aber in die Geometrie, als einem kundigen Beurtheiler meines Vortrags, zuerst
vorlegen zu miissen; in der gewissen Erwartung, dass Du sowohl aus Freundschaft fir
meinen Vater, als aus Wohlwollen gegen mich, geneigt sein wirst, meinem Versuche
Deine Aufmerksamkeit zu schenken. Doch es ist Zeit, dass ich meine Vorrede schlieBe,
und zur Sache selbst komme."

Man ersieht hieraus, dass Buch XIV urspriinglich, wie z. B. auch die meisten Abhandlun-
gen des Archimedes, eine briefliche Mitteilung und keineswegs als Erganzung zu Euklids
Elementen geschrieben war, die iiberhaupt nicht erwahnt werden. Als Buch XIV und
XV sind die hier vorgestellten Zusatze zur Theorie der regularen Polyeder von Buch
XIIl gerade von denjenigen den Elementen beigesellt worden, die in dieser Theorie das
Ziel und den Hohepunkt der Elemente sahen, also von den Neuplatonikern.

52



6 Die Pflege der euklidischen Tradition bis zum Ausgang der Antike und im
byzantinischen Reich

"Das von Apollonius herausgegebene Werk kann jeder selbst nachsehen, da es tberall
zu haben ist ..." Welch ein Wandel der Zustidnde gegeniiber den Zeiten des Aristote-
les und auch noch des Euklid, wo wissenschaftliche Werke nur in einem oder wenigen
Exemplaren existierten!

Immerhin sind aber inzwischen mehr als 150 Jahre vergangen, es gibt einen regularen
"Buchhandel" (mit Papyrusrollen), auch die kommerzielle Vervielfaltigung der Schatze
der alexandrinischen Bibliothek steht in dieser Zeit in Blute. Nebenbei erfahren wir,
dass auch Apollonios von Perge (trotz der Haufigkeit des Namens, Apollonios in der
Antike muss es sich wohl um diesen handeln) sich mehrfach mit den reguléren Polyedern
beschaftigt hat.

Sogar fir die von den Arabern behauptete Herkunft Euklids aus Tyrus ergibt sich hier
ein Hinweis, wie das Missverstandnis zustande gekommen sein konnte.

Der mathematische Inhalt von Buch XIV besteht nur aus 7 Satzen. Zunachst wird der
bereits von Aristaios, einem Zeitgenossen Euklids, und Apollonios gefundene Sachver-
halt reproduziert und bewiesen, dass die begrenzenden Fiinfecke bzw. Dreiecke eines
der gleichen Kugel einbeschriebenen Dodekaeders bzw. lkosaeders den gleichen Um-
kreis haben. Hieraus wird gefolgert, dass sich die Rauminhalte dieser beiden Korper
zueinander verhalten wie ihre Oberflachen, da man jeden von beiden aus fiinfseitigen
bzw. dreiseitigen Pyramiden zusammensetzen kann, deren Spitzen im Mittelpunkt der
gemeinsamen Umkugel liegen und deren Hohen wegen des zuvor bewiesenen Satzes
gleich sind, wahrend sich ihre Grundflachen zur jeweiligen Oberflache des Korpers ad-
dieren.

AnschlieBend beweist Hypsikles eigene Resultate, die die explizite Angabe dieses Ver-
haltnisses Dodekaedervolumen (und -oberflache): lkosaedervolumen (und -oberflache)
als mit Zirkel und Lineal konstruierbare GroBen betreffen.

Der Inhalt des sogenannten Buches XV, das ebenfalls nur etwa 4 Druckseiten um-
fasst, besteht aus drei Teilen. Erstens werden regulare Polyeder auf verschiedene Weise
ineinander einbeschrieben und zwar a) ein Tetraeder so in einen Wiirfel, dass die Te-
traederkanten Diagonalen der Wiirfelflachen sind, b) ein Oktaeder so in ein Tetraeder,
dass die Oktaederecken die Kantenmitten der Tetraederkanten sind, c) ein Oktaeder so
in einen Wiirfel, dass die Oktaederecken die Mittelpunkte der Wiirfelflachen sind, d) ein
Wiirfel so in ein Oktaeder, dass die Wiirfelecken die Mittel- punkte der Oktaederflachen
sind, e) in gleicher Weise ein Dodekaeder in ein Ikosaeder.

Im zweiten Teil werden zwei einfache kombinatorische Zusammenhange zwischen den
Anzahlen der Ecken, Flachen, Kanten usw. mitgeteilt: Das halbe Produkt aus der Fla-
chenzahl und der Anzahl der Kanten einer Flache ergibt die Gesamtzahl der Kanten
des Korpers.

Das Produkt der Flachenanzahl und der Zahl der Ecken einer Flache, dividiert durch
die Anzahl der in einer Korperecke zusammenstoBenden Flachen (oder Kanten), ergibt
die Anzahl der Ecken des Korpers. Bei aller Trivialitat dieser Betrachtungen ist die
sich ankiindigende kombinatorische Denkweise als etwas gegentber der hellenistischen
Mathematik prinzipiell Neues, aber fiir die byzantinische Mathematik Charakteristisches
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zu werten.
Ubrigens sind die sich aus den jeweils skizzierten Prinzipien ergebenden Méglichkeiten
in beiden Teilen nicht systematisch durchgefiihrt.

Im dritten Teil werden die Winkel zwischen benachbarten Flachen der verschiedenen
Polyeder bestimmt. Dabei beruft sich der anonyme Verfasser von Buch XV auf "unseren
groBen Lehrer Isidoros".

Hieran kniipfen sich die verschiedenen Hypothesen liber den Autor. Die wahrscheinlichs-
te dieser Hypothesen besagt, dass damit Isidor aus Alexandria, der vorletzte Vorsteher
der athenischen Akademie, gemeint ist, dem in der Tat der Beiname der GroBe gegeben
wurde. Der Verfasser von Buch XV waére in diesem Fall vermutlich sein Schiiler und
Amtsnachfolger Damaskios, der nach der SchlieBung der Akademie durch den byzanti-
nischen Kaiser Justinian im Jahre 529 mit sechs anderen neuplatonischen Gelehrten an
den Hof des Perserkonigs Chosrau |. emigrierte, aber wenige Jahre spater nach Athen
zurtickkehrte.

Andere Historiker nehmen an, besagter Isidoros sei Isidoros von Milet, der um 533
in Konstantinopel gemeinsam mit Anthemios von Tralles als Architekt der beriihmten
Hagia Sophia wirkte.

Heath schreibt sogar [15 I, S. 421), dies sei ohne Zweifel so. Zur Wahl steht auch noch
ein Bischof Isidoros von Sevilla (um 570-636), der zahlreiche enzyklopadische Schriften
verfasste, an Mathematik interessiert war und von seinen Anhangern ebenfalls als der
GroBe bezeichnet wurde. SchlieBlich sei erwahnt, dass Buch XV noch im 19. Jh. als
"das zweite Buch des Alexandriners Hypsikles von den fiinf (platonischen) Kérpern"
bezeichnet wurde.

Charakteristisch fiir die Aneignung der Elemente in der Spat- antike und (iber das
Mittelalter hinaus wurden Kommentare, entweder zum gesamten Werk oder - haufiger
- zu einzelnen Biichern. Diese Kommentare, oft weitschweifig, philosophisch orientiert
und von geringem mathematischem Wert, sind zu unterscheiden von den Scholien, die
substantielle Anderungen und Erganzungen des Inhalts darstellen.

Der beriihmteste, ausfiihrlichste und historisch ergiebigste von den erhalten gebliebenen
antiken Kommentaren ist der bereits mehrfach erwdhnte Kommentar zum |. Buch von
Proklos Diadochos (latinisiert Proklus Diadochus, 410-485), einem der letzten Vorsteher
der athenischen Akademie.

Bevor wir ihn etwas naher vorstellen, sollen die weiteren antiken Kommentare genannt
werden, von deren Existenz wir wissen. Sie wurden von Geminos (1. Jh. v. u. Z.),
Heron (wahrscheinlich 1. Jh.), Pappos (zum Buch X, 4. Jh.), Porphyrios, einem der
ersten Neuplatoniker (3. Jh.) und Simplikios verfasst, der zu den sieben nach Persien
emigrierten letzten Gelehrten der Akademie gehorte.

Der Inhalt der Kommentare von Heron, Pappos und Simplikios ist, zum Teil fragmen-
tarisch, durch arabische Ubersetzungen iiberliefert. Die verschollenen Kommentare von
Geminos und Porphyrios werden haufig von Proklus genannt.

Uber den Kommentar des angewandten Mathematikers Heron weiB man z.B., dass er
nur die drei ersten Postulate als solche gelten lieB, dass er sich an einer halb formal-
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algebraischen Darstellung des von ihm in der (berlieferten Form als zu schwerfallig
empfundenen Buches Il versuchte, dass er mehrfach direkte Beweise fiir von Euklid
indirekt bewiesene Satze angab, z. B. fiir 1.19 und 1.25, und dass er bei solchen Sat-
zen, bei denen die vorausgesetzten Stiicke sich in mehreren beziiglich der Anordnung
verschiedenen Lagen befinden konnen, den Beweis fiir alle Félle getrennt fiihrte [15 I,
S. 310, 316].

Der Kommentar des Proklus umfasst in moderner Ausgabe [16] rund 300 Druckseiten,
also etwa das Zehnfache vom Umfang des kommentierten Buches |. Davon entfallen
etwa 60 Seiten auf eine allgemeine Einleitung, weitere 60 Seiten sind der ausfiihrlichen
Besprechung der Definitionen von Buch | gewidmet, der Rest behandelt die Axiome,
Postulate, Satze und Aufgaben und deren Beweise im einzelnen.

Obwohl sich darin viele historisch und mathematisch wertvolle Einzelheiten finden, lasst
Proklus keinen Zweifel daran, dass es ihm ausschlieBlich um die philosophische Ausbeu-
tung der Elemente im Sinne des Neoplatonismus geht. Am Ende schreibt er:

"Was uns betrifft, so waren wir den Gottern dankbar, wenn es uns gelingen wiirde,
auch mit den (brigen Biichern auf dieselbe Weise zu Ende zu kommen. Sollten uns
aber andere Sorgen davon ablenken, so fordern wir die Freunde dieser Wissenschaft
auf, auch die folgenden Biicher auf dieselbe Weise zu erklaren und dabei allenthalben
auf die Forderung der Wissenschaft und auf Klarheit der Distinktionen bedacht zu sein.
Denn die Kommentare, die jetzt im Umlauf sind, leiden an groBer und mannigfacher
Verwirrung und tragen nicht das geringste bei zur inneren Begriindung des Gegenstan-
des, zur dialektischen Auseinandersetzung und zur philosophischen Betrachtung." [16,
S. 466 f.]

In der Einleitung des Kommentars wird unter anderem die Vorgeschichte der Elemente
und etwas lber Euklid, sein Leben und seine sonstigen Werke berichtet. Diese fiir uns
heute nahezu wichtigste Stelle umfasst weniger als 5 Druckseiten. Als Quelle diente ver-
mutlich die von dem Aristotelesschiiler Eudemos verfasste Geschichte der Mathematik
in vier Blichern, die bis auf geringe Zitate verloren ist.

Proklus diirfte sie jedoch in seinem Sinne bearbeitet haben. So erwdhnt er z. B. niemals
Demokrit. Die Einleitung schlieBt mit den Worten:

"Indem wir nun mit den Einzeluntersuchungen beginnen, schicken wir an die Leser die
Mahnung voraus, nicht die abgedroschenen Matzchen unserer Vorganger wie Hilfssatze
und Konstruktionsfalle und anderes derartiges von uns zu fordern. Denn daran haben wir
iibergenug und werden uns nur selten damit befassen. Was aber inhaltlich bedeutsam ist
und die gesamte Wissenschaft fordert, das wollen wir vorzugsweise beriicksichtigen und
dabei den Pythagoreern nacheifern, denen die Parole gelaufig war: "Mit jeder Zeichnung
zeuch voran und scheuch den Kramergeist hintan!"

Sie wollten damit zum Ausdruck bringen, dass man jene Geometrie betreiben muss, die
bei jedem Lehrsatz einen Schritt nach oben tut, die Seele emporhebt und ihr nicht ge-
stattet, in die Tiefen der Sinnenwelt hinabzusteigen, die gemeine Notdurft des mensch-
lichen Lebens zu befriedigen und im Streben darnach auf die Abkehr von dieser Welt
zu vergessen." [16, S. 224]
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Die angekiindigten Einzeluntersuchungen beginnen dann mit 8 Seiten schwiilstiger Aus-
lassungen tiber Definition 1: Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

Mit den zitierten zwei Leseproben diirfte unser Leser einen deutlichen Einblick in den
Stil und die Sinnesart des Proklus getan haben. Wir wollen aber noch an einem Bei-
spiel zeigen, dass die Ubertragung altgriechischer Texte in moderne Sprachen sehr
problematisch und das Resultat von den weltanschaulich-philosophischen. Positionen
der Ubersetzer und Herausgeber ebenso wie von ihrem Einblick in die Mathematik ab-
hangig ist. In den ersten Satzen der Einleitung sagt Proklus nach einer Teiliibersetzung
von N. Hartmann (1909):

. aber die Tendenz zur Durchfihrung in den Unternehmungen ... verleiht ihr (der
Mathematik, P. S.) einen minderen Rang als der ungeteilten und in sich selbst vollkom-
men begriindeten Seinswelt."

Dies ist natirlich sprachlich sehr ungelenk, aber man kann sich unter der von Pro-
klus gewissermaBen kritisierten "Tendenz zur Durchfiihrung in den Unternehmungen”
ungefahr das vorstellen, was wir als den konstruktiven Aspekt der euklidischen Mathe-
matikauffassung herausgestellt haben. Ubersetzer und Herausgeber der vollstandigen
Proklusiibersetzung [16], die wir hier benutzt haben, kritisieren in einer FuBnote diese
Ubersetzung von Hartmann mit den Worten:

"Damit ist natiirlich nichts anzufangen."

Unter Heranziehung philologischer Argumente iibersetzen sie dann die betreffende Stel-
le ebenso holprig, aber obendrein mit ganzlich anderem Sinn: "... ber die Ausfihrlichkeit
ihrer Erkenntnismethoden ... verleiht ihr ..." usw.

Ahnliche Bemerkungen konnte man an fast jeden Satz der Ubertragungen altgriechi-
scher Texte kniipfen. Das bedeutet, dass alle Interpretationen anfechtbar, vorlaufig
sind, und ermoglicht ein weites Feld von neuen kritischen Auseinandersetzungen mit
eingefahrenen Ansichten, wie man es in der zeitgenossischen Sekundarliteratur verfol-
gen kann.

Wir wollen nun im Zusammenhang etwas iiber die materielle Erhaltungssituation der
Elemente und der anderen euklidischen Texte am Ausgang der Antike und die heuti-
ge Quellenlage berichten, obwohl dieses Vorgehen erfordert, von der chronologischen
Darstellung etwas abzuweichen.

Die altesten heute bekannten Textfragmente der Elemente sind sechs Scherbenbruch-
stiicke mit Text und Figuren, die aus der 2. Halfte des 3. Jh. v. u. Z. stammen und in
den Jahren 1906 bis 1908 auf der Nilinsel Elephantine nérdlich Assuans gefunden wur-
den. Diese Scherben (ein damals durchaus Gbliches Schreibmaterial) enthalten einige
Fragmente der Propositionen 10 und 16 aus Buch Xl, stimmen aber nur dem Sinne
nach, jedoch nicht im Wortlaut mit dem heute als authentisch geltenden Text tberein.

Da Papyrus ein recht vergangliches Material ist, ist die Erhaltung von Papyrustexten
iiber rund 2000 Jahre nur in Ausnahmefallen zu erwarten.

In der Tat wurde das einzige uns zugangliche Papyrusfragment, das Textteile der Ele-
mente (und zwar aus Buch [) enthélt, in Herkulaneum ausgegraben und stimmt eben-
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falls nicht wortlich mit dem kanonisierten Text von Heiberg/Menge iiberein. Insgesamt
sind bis heute rund 120 Zeilen Text der Elemente aus der Zeit vor dem 4. Jh. u. Z.
bekannt geworden, die zur Halfte nicht dem Standardtext von Heiberg/Menge entspre-
chen.

Dies unterstiitzt die These, dass die Elemente (iber langere Zeitraume als Vorlesungsma-
nuskripte und Mitschriften von Schiilerhand in unterschiedlichen Varianten im Umlauf
waren, bevor sich ein relativ feststehender Wortlaut herausbildete.

Als letzter Mathematiker wirkte um 370 Theon an der alexandrinischen Schule, des-
sen gelehrte Tochter Hypathia 415 von fanatisiertem christlichem Mob auf bestialische
Weise getotet wurde. Theon verfasste Bearbeitungen der Elemente, der Data und der
Optik Euklids. Seine Fassung der Elemente war um Klarheit und Widerspruchsfreiheit
bemiiht.

Er schaltete in schwierigere Beweise zusatzliche Zwischenschritte ein, behandelte Spe-
zialfalle und formulierte zusatzliche Hilfssatze (Lemmata) und Folgerungen (Korollare)
aus den Satzen. Seine Bearbeitung ist daran zu identifizieren, dass er selbst in ei-
nem von ihm verfassten Kommentar zum astronomischen Handbuch (griech.: Syntaxis,
arab.: Almagest) des Klaudios Ptolemaios eine von ihm vorgenommene Erganzung zu
Proposition VI.33 erwahnt. (Sie ist in der Textausgabe [2] von Thaer in eckigen Klam-
mern beigefiigt.)

Anhand dieses Merkmals konnte festgestellt werden, dass alle bis zum Beginn des 19.
Jh. bekanntgewordenen griechischen, arabischen und lateinischen Textfassungen der
Elemente auf den von Theon redigierten Text zurlickgehen. Erst 1808 fand Francois
Peyrard (1760-1822), damals Bibliothekar der Pariser Ecole Polytechnique, in alten
Manuskripten, die wahrend des napoleonischen Feldzuges in Italien der Bibliothek des
Vatikan geraubt und von dem Mathematiker G. Monge nach Paris gebracht worden
waren, ein griechisches Pergamentmanuskript (Kodex), das sich durch das Fehlen jenes
Zusatzes zu VII.33 und andere Anzeichen als vortheonischer Text zu erkennen gab.

Er verwendete dieses Manuskript fiir die 1814/16 erschienene Neuauflage einer schon
1804 erstmals von ihm herausgebrachten dreibandigen griech.-latein.-franzosischen Aus-
gabe der Elemente, ohne jedoch konsequent den alteren Text zu lUbersetzen.

Dieses Manuskript, heute als "P" (nach Peyrard) oder als "Codex Vat. graec. 190"
(nach seinem Standort) weltberihmt, wurde 1814 nach dem Sturz Napoleons an den
Vatikan zuriickgegeben. Es diente am Ende des 19. Jh. als Hauptquelle fiir die heute
maBgebliche griech.-latein. Textfassung der Elemente [1] von Heiberg, auf der auch alle
modernen Ausgaben in lebenden Sprachen beruhen.

Das Manuskript P (Abb. 15) ist byzantinischen Ursprungs und stammt aus dem 10. Jh.
Es reprasentiert zwar wegen des vortheonischen Textes den altesten heute bekannten
vollstandigen Text der Elemente. Das im materiellen Sinne alteste vollstandige Manu-
skript hingegen tragt die Bezeichnung "D’Orville 301" (nach einem friiheren Besitzer)
und befindet sich im Besitz der Bodleian Library in Oxford.

Es wurde im Jahre 888 von dem damals beriihmten byzantinischen Kalligraphen (Schon-
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schreiber) Stephanus fiir den an Mathematik sehr interessierten Arethas, Erzbischof von
Kappadokien, geschrieben. Aus dem Manuskript geht sogar hervor, dass Stephanus fiir
seine Arbeit 14 Goldmiinzen erhielt.

15 Ein Blatt des Codex Vat. graec. 190 ("P") [126]

Weitere byzantinische Pergamenthandschriften der Elemente stammen aus dem 10. bis
12. Jh. und befinden sich heute in Bibliotheken in Florenz, Wien, Bologna und Paris.
Interessant ist in diesem Zusammenhang auch das Manuskript Vat. graec. 204 aus dem
9. Jh., in dem folgende Schriften vereinigt sind: von Euklid die Phaenomena, die unech-
te Katoptrik und die Data, der Kommentar des Neuplatonikers Marinus von Naples zu
den Data und verschiedene astronomische bzw. spharisch-geometrische Schriften des
Autolykos, Aristarch, Theodosios und Hypsikles.

Derartige Manuskripte belegen, dass es nach dem Erléschen des Museions und der
athenischen Akademie im Kreise byzantinischer Gelehrter ein stetiges und nicht nur
literarisch-historisch oder philosophisch motiviertes Interesse an der euklidischen Ma-
thematik gegeben hat, dass man vielmehr Euklid auch im Zusammenhang mit astro-
nomischen und technischen Problemen studierte.

Natirlich lasst sich die mehr als tausend Jahre umfassende Geschichte des byzanti-
nischen Reiches ebenso wenig wie die Geschichte der eigentlichen Antike als Einheit
behandeln. Hier wie dort wechselten Zeiten, die fiir die Entfaltung der mathematischen
Wissenschaften glinstig waren, mit solchen ab, in denen das Gegenteil zutraf.

Insgesamt und im Verhaltnis zu dem langen Zeitraum hat Byzanz jedoch nur wenige
und unbedeutende schopferische Beitrage zur Mathematik hervorgebracht. Hingegen
hat es eine wichtige Rolle fiir die Bewahrung der antiken mathematischen Literatur
gespielt und dies in betontem Gegensatz zum rémischen, spater westromischen Reich,
an dessen an sich viel umfangreicherer schriftlicher Hinterlassenschaft Mathematik und
insbesondere Euklid einen praktisch zu vernachlassigenden Anteil haben.

Die praktizistische Einstellung der Romer gegeniiber der Mathematik kommt recht gut
in dem Ausspruch des Schriftstellers Aelian (2./3. Jh.) zum Ausdruck, wonach eine
Spinne ihr kunstreiches Netz kniipfen kann, ohne etwas von Euklid zu wissen.
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Die Werke Euklids nahmen in der Bewahrung und Fortfiihrung des antiken wissenschaft-
lichen Erbes durch arabisch und persisch schreibende Wissenschaftler einen vorderen
Platz ein.

Die groBte Aufmerksamkeit zogen die Elemente auf sich. lhnen folgten die Data, die
Phaenomena und die Optik, die zu den sogenannten mittleren Biichern gezahlt wurden,
d.h. denjenigen Werken, die nach den Elementen, aber vor dem Almagest des Ptole-
maus studiert werden sollten. Ins Arabische sind auch das Buch {iber die Teilung von
Figuren und (vermutlich) die Porismen (ibersetzt worden.

Vor kurzem wurde auBerdem ein Buch Euklids tiber Spiegel in einer arabischen Hand-
schrift in der Medici-Laurenzio-Bibliothek in Florenz gefunden, dabei handelt es sich
um die sogenannte Katoptrik, die bisher nur in lateinischer Ubersetzung bekannt war.
Ins Persische wurden nur wenige Werke Euklids libertragen, vornehmlich die Rezension
der Elemente in 15 Biichern durch Nasir ad-Din al-Tusi.

Gleiche Wertschatzung wie den Werken Euklids brachten die arabisch und persisch
schreibenden Gelehrten nur Ptolemaus unter den Mathematikern und Astronomen so-
wie Platon und Aristoteles unter den Philosophen entgegen.

Diese Wertschatzung driickte sich in einem hohen Bedarf an Kopien dieser Werke aus,
der mindestens im 9. bis 12./13. Jh. in den wissenschaftlichen Zentren der islamischen
Welt nachweisbar ist. Z. B. verdiente sich |Ibn al-Haitham in der ersten Halfte des 11.
Jh. in Kairo seinen Lebensunterhalt damit, dass er jedes Jahr einmal die Elemente
Euklids, die mittleren Biicher und den Almagest abschrieb.

Fir die Ausbildung der Séhne der Ober- und Mittelschichten wurden bevorzugt Lehrer
gesucht und gut bezahlt, die die Werke der genannten antiken Autoren moglichst gut
beherrschten.

In der arabischen und persischen Euklidtradition lassen sich verschiedene Stromungen
erkennen, die sich zum Teil zeitlich Gberlappen. Jedoch tragt jeder Versuch einer Ge-
samtdarstellung nur vorlaufigen Charakter, da bisher nur ein Teil der erhaltenen Hand-
schriften ediert, bersetzt und analysiert worden ist.

Vom Ende des 8. bis zum Ende des 10. Jh. entstanden die arabischen Ubersetzungen, die
die Grundlage fiir die umfangreiche Folgeliteratur von Zusammenfassungen, Bearbei-
tungen (Rezensionen), Kommentaren und Erganzungen bildeten. Nach den Berichten
der arabischen biobibliographischen Literatur (z.B. dem Fihrist des bereits erwahnten
ibn-an-Nadim im 10. Jh.) wurden die Elemente zuerst Ende des 8./Anfang des 9. Jh.
in Bagdad unter den Kalifen Harun ar-Raschid und al-Ma'mun in zwei verschiedenen
Versionen von al-Hadschdschadsch ibn Yusuf ibn Matar ins Arabische (ibersetzt, in der
zweiten Halfte des 9. Jh. erneut von Ishaq ibn Hunain, und die letztgenannte Uberset-
zung wurde von dem bedeutenden Mathematiker und Astronomen Thabit ibn Qurra
iberarbeitet.

Diese Ubersetzungen sind jedoch nicht alle erhalten geblieben. Neueste Handschrif-
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tenstudien haben eine fiinfte Version,ans Licht gebracht, die moglicherweise die in der
arabischen biobibliographischen Literatur ebenfalls erwihnte Uberarbeitung einer Uber-
setzung von al-Hadschdschadsch durch Thabit ibn Qurra ist.

Die Biicher XIV und XV sind von Qusta ibn Luga iibersetzt worden. Weitere Uber-
setzungen einzelner Blicher stammen von Abu Uthman Sa'id ibn Yaqub ad-Dimaschai
und Nasif ibn Yumn al-Qass. Die Ubersetzer der anderen Schriften Euklids sind nicht
mit Sicherheit bekannt. Die Data und die Phaenomena kénnten von Thabit ibn Qurra
korrigiert worden sein.

Im 9. Jh. wandten sich Philosophen und Mathematiker der Erklarung, Interpretation,
Erganzung und Zusammenfassung der Elemente zu. Diese Kommentierung setzte sich
in groBem Umfang bis zum Ende des 13. Jh. fort.

Von den vielen Kommentatoren soll hier nur an-Nairisi erwahnt werden, da sein Kom-
mentar Ausziige aus verlorenen griechischen Euklidkommentaren enthalt und die la-
teinische Ubersetzung seines Kommentars die Euklidrezeption in Europa nachhaltig
beeinflusst hat.

Ende des 13. Jh. fand auch das Bemiihen um die Herstellung eines mehr oder min-
der kanonischen Textes mit den Rezensionen von Nasir ad-Din at-Tusi, Muhyi ad-Din
al-Maghribi und einem unbekannten Autor seinen Abschluss. Letzterer wird haufig als
Pseudo-Tusi bezeichnet, da die erhaltenen Handschriften seiner Rezension, die 1594 in
Rom gedruckt wurde, wie auch dieser Druck Nasir ad-Din at-Tusi als Urheber nennen.
Da die Rezension 1298 beendet wurde, Nasir ad-Din at-Tusi jedoch bereits 1274 starb,
kann er kaum ihr Verfasser sein.

Es scheint den arabisch schreibenden Mathematikern weniger um einen dem Euklidi-
schen Original moglichst nahe kommenden Text gegangen zu sein als vielmehr um eine
aus mathematischer und didaktischer Sicht moglichst folgerichtige und vollstandige
Darstellung.

Dennoch kann man vor allem den Ubersetzern, aber auch den Bearbeitern des 13. Jh.,
ein historisch-literarisches Interesse an der Rekonstruktion des urspriinglichen Textes
nicht vollig absprechen. Wenigstens von Thabit ibn Qurra und Nasif ibn Yumn al-Qass
wurden zusatzliche griechische Manuskripte fiir die Ubersetzung und Textrevision her-
angezogen, die zum Teil auf Anordnung des Abbasidenkalifen al-Ma'mun in Byzanz
gekauft worden waren.

Obwohl Heiberg [70] bei der Beurteilung der bis zum Ende des 19. Jh. bekanntge-
wordenen arabischen Versionen der Elemente zu dem Urteil gelangte, dass diese fiir
die Rekonstruktion des originalen Wortlautes bedeutungslos sind, muss man diese Fra-
ge heute als ungeklart bezeichnen. Schon Thaer hatte das Urteil Heibergs auf Grund
seiner Beschaftigung mit dem Pseudo-Tusi-Text in den 30er Jahren unseres Jh. als
fragwiirdig bezeichnet.

In den 70er Jahren hat Matvievskaja erneut die Notwendigkeit betont, bei der Einschat-
zung der Echtheit einzelner Satze und Beweise der Elemente arabische Texte zu Rate
zu ziehen. [97]

Eine weitere Art der Beschaftigung mit dem euklidischen Erbe stellen die arabischen
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Wissenschaftsenzyklopadien dar. Sie sind spatestens seit dem 10. Jh. eine gern benutzte
literarische Form zur Einfiihrung in verschiedene Disziplinen oder zur Aufzihlung von
Schriften, die fur die Lehre oder das Selbststudium benutzt werden sollten.

Die bekanntesten Enzyklopadien wurden von Muhammad al-Katib al-Choresmi im 10.
Jh., den sogenannten Lauteren Briidern im 10. Jh. und Qutb ad-Din asch-Schirazi im 13.
Jh. geschrieben. Zu diesem Genre sind auch Abhandlungen zu zahlen, die auf einzelne
Wissenschaften beschrankt sind, wie die Einfiihrung in die Astronomie und Astrologie
von Abu Raichan al-Biruni Ende des 10./Anfang des 11. Jh. oder die philosophischen
Kompendien von Ibn Sina.

Den Enzyklopadien verwandt sind philosophische Abhandlungen iiber das System der
Wissenschaften. Sie hatten das Ziel, eine Hierarchie der Wissenschaften zu begriinden
und innere Abhangigkeiten zwischen den einzelnen Disziplinen zu erértern.

Die bedeutendsten dieser Schriften stammen von fiithrenden Philosophen des 9. und
10. Jh. wie Abu Nasr al-Farabi oder Ibn Sina. Weitere den Enzyklopadien nahestehende
Literaturgattungen, in denen lberblicksartig das Leben Euklids oder der Inhalt einzelner
seiner Schriften oder eine Liste seiner Werke einem breiten Leserkreis vermittelt wur-
den, sind die Geschichtsschreibung, die Landerkunde sowie Reisebeschreibungen und
Biobibliographien.

Sie dienten der Bildung und Unterhaltung der Ober- und Mittelschichten, der Ver-
standigung tber die eigene historische Tradition und deren Platz in einer universellen
Geschichte der Volker des Mittelmeerraumes, Vorder- und Zentralasiens sowie dem
Bericht (iber die geographischen, ethnographischen und kulturellen Gegebenheiten ein-
zelner Gebiete oder der gesamten islamischen Welt.

Zu den Autoren von Enzyklopadien gehorten zunachst auch Mathematiker. In den spa-
teren Jahrhunderten wurden sie fast vollig von Geisteswissenschaftlern verdrangt. Paral-
lel dazu nahm der Umfang der sachbezogenen Darstellung der Wissenschaftsdisziplinen
immer mehr ab.

Es schalte sich ein gewisses Standardmaterial heraus, das in den Enzyklopadien des
spateren Mittelalters (vielleicht seit dem 14./15. Jh.) nahezu unverandert tradiert wur-
de. Euklid wird darin hauptsachlich als Geometer genannt, die Zahlentheorie dagegen
wird meist mit Nikomachos verbunden.

Obwohl auch in den mathematischen Schriften das zahlentheoretische Erbe Euklids mit
dem anderer antiker Autoren verschmolzen worden ist, bemuhten sich die Mathemati-
ker, den Stil Euklids in der Zahlentheorie zu bewahren und nach diesem Vorbild eigene
Ergebnisse zu erzielen. Z. B. begriindete Thabit ibn Qurra nach dem Vorbild von Satz
IX.36 uber die Erzeugung vollkommener Zahlen die erste Bildungsvorschrift fiir Paare
befreundeter Zahlen m,n deren jede die Summe der Teiler der anderen ist.

Den Wert der Elemente erblickte die enzyklopadische Richtung der arabischen Litera-
tur vornehmlich in den Beweisen, ein Urteil, das offenkundig aus der doch wesentlich
breiter gefacherten Einschatzung der Elemente durch die Mathematiker ibernommen
worden ist.

Auf Grund der bisher ausgewerteten Literatur betraf das Interesse der arabisch und
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persisch schreibenden Mathematiker an den Elementen neben der Méglichkeit, Losun-
gen von Problemen aus der Geometrie, Algebra, Zahlentheorie, praktischen Arithmetik,
Infinitesimalrechnung, Trigonometrie, Statik, Optik und Musiktheorie im Stile Euklids
streng zu begriinden, vor allem die Definitionen und Postulate, die Proportionentheorie,
die Lehre von den zusammengesetzten Verhaltnissen (d. h. ihrer Multiplikation) und
die Klassifikation quadratischer und biquadratischer Irrationalitaten.

Sie entwickelten ein ausgepragtes Streben, sich Klarheit (iber die theoretischen Grund-
lagen der Mathematik zu verschaffen. Einige von ihnen wie Thabit ibn Qurra oder Ibn
al-Haitham befiirworteten in der Geometrie die Zulassung von Bewegungen (Transla-
tionen, Rotationen und Spiegelungen) zur Lésung von Konstruktionsaufgaben.

Sie benutzten derartige, methodologisch tber Euklid hinausgehende Konstruktionsmit-
tel auch in der Diskussion des Parallelenpostulats und bei der Losung von Aufgaben,
die man heute der Infinitesimalmathematik zuordnen wiirde.

Thabit ibn Qurra und Ibn al-Haitham verfassten Abhandlungen tber die Art der Be-
weise, mit denen ein Geometer arbeiten soll. Dabei unterschied Thabit ibn, Qurra klar
zwischen konstruktiven und nichtkonstruktiven Existenzbeweisen. Er war sich des friiher
erlauterten Doppelcharakters konstruktiver Existenzbeweise bewusst, denn er schreibt
sinngemaB, dass man durch die Angabe einer Konstruktion mit Instrumenten etwas
erkennen oder etwas verwirklichen kann. [115, Bd. 8, S. 55]

Eine statistische Auswertung der Titel erhaltener und verlorener, aber in der arabischen
biobibliographischen Literatur zitierter Handschriften anhand der neuesten Ubersicht
[98] iber alle irgendwie mathematisch tatig gewesenen Gelehrten des islamischen Mit-
telalters vermittelt vielleicht ein etwas differenzierteres Bild von der arabischen und per-
sischen Euklidrezeption, das durch die Untersuchung noch unpublizierter Handschriften
prazisiert und korrigiert werden muss.

Von 860 dem Titel nach zur Geometrie gehorigen Arbeiten beziehen sich 138 auf die
Elemente, etwa 10 auf die anderen Werke Euklids, ca. 45 auf Arbeiten anderer antiker
Autoren und weitere 104 Titel nennen Themen, die in gewisser Beziehung zu den Ele-
menten stehen (geometrische Konstruktionen, irrationale GroBen, Parallelenpostulat,
reguldre und halbregulare Korper).

41 Titel betreffen die Berechnung von Flacheninhalten und Volumina von Kegelschnitt-
segmenten und Rotationskorpern. Sie sind als Ganzes eher der Archimedes-Tradition
zuzuordnen.

Aber durch die Benutzung der Exhaustionsmethode und weil u.a. gerade die Schrift
des Archimedes iiber die Parabelquadratur nicht in arabischer Ubersetzung bekannt
gewesen zu sein scheint, schlieBen sie wenigstens teilweise an Buch Xl| der Elemente
an.

Die restlichen Titel lassen sich mit Stichworten wie Aufgabensammlungen, Leitfaden
zur Geometrie, Inhaltsbestimmungen einfacher Figuren, Kegelschnitte, Trigonometrie
und spharische Geometrie beschreiben.

Unter allen Titeln nehmen die Aufgabensammlungen den ersten Platz ein (164). Ihnen
folgen die Leitfaden und Schriften zur Inhaltsbestimmung (144). Bereits auf dem drit-
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ten Platz stehen die 138 Titel mit direktem Bezug zu den Elementen.

Dabei muss aber beachtet werden, dass die vor ihnen rangierenden Werke sehr oft auf
die Biicher | bis IV und XI/XII der Elemente und zum Teil auf andere Schriften Euklids
wie z. B. die Data zuriickgreifen. Es |asst sich daher ohne Ubertreibung feststellen, dass
Euklids Elemente die wichtigste Quelle des arabischen und persischen Schrifttums zur
Geometrie gewesen sind.

Fir die arabische und persische algebraische und arithmetische Literatur sind vergleich-
bare Aussagen allein anhand der Titel schwieriger.

Hier dominieren eindeutig Texte zur angewandten Arithmetik, die fiir die Ausbildung
breiterer Kreise und den Praxisbedarf von Bedeutung waren. Hochrangige Mathemati-
ker wie Abu'l-Wafa (10. Jh.), al-Karadschi (Ende 10./Anfang 11. Jh.), al-Kaschi (15.
Jh.) u.a. verfassten solche Schriften speziell fir Kaufleute, Steuer- und Finanzbeamte,
Architekten und andere Berufsgruppen.

An zweiter Stelle stehen algebraische Werke, ebenfalls haufig mit ausgepragtem Praxis-
bezug. In ihnen sind Teile der arithmetischen Biicher der Elemente zusammen mit der
Arithmetik des Diophant, der Einfiihrung in die Arithmetik des Nikomachos und meso-
potamischen, indischen und chinesischen Aufgaben und Losungsverfahren verarbeitet
worden. Spezielle zahlentheoretische Biicher sind seltener und vereinigen ebenfalls hau-
fig einige oder alle der genannten Komponenten.

Eine weitere Klassifikation der oben erwahnten 138 Werke mit direktem Bezug zu den
Elementen ist nicht ganz einfach, da aus den Titeln nicht immer der eigentliche Inhalt
erkennbar ist Dennoch soll hier eine vorlaufige Gruppierung versucht werden, um einen
Eindruck von den Schwerpunkten der Beschaftigung mit den Elementen zu vermitteln.
(Fiinf Titel mussten doppelt gezahlt werden.)

Die Elemente als Ganzes in Form von Ubersetzungen, Bearbeitungen, Kommentaren,
Kommentaren zu Kommentaren, Vervollkommnungen u.a. sind 57mal vertreten. lhnen
folgen einzelne Biicher in einer der aufgezahlten Formen mit 54 Titeln, angefiihrt von
Buch X (13mal), Buch | (8mal), Buch Il (7mal), Buch V (5mal).

An dritter Stelle stehen Titel, die sich auf die Definitionen, Axiome und Postulate als
Ganzes oder einzelne davon beziehen (14). Den vierten Platz besetzen 8 Schriften
philosophisch-mathematischer Art, die zur Losung von Zweifeln, zur Verbesserung von
Beweisen und zur Erlauterung des Zweckes der Elemente beitragen wollen und oft
genau wie die Titel der dritten Gruppe die Euklidische Axiomatik betreffen.

Die restlichen 10 Titel besprechen mehrere Biicher der Elemente, einzelne Satze oder
Aufgaben oder sie sind Mischtexte wie Lehrblicher der Geometrie nach Euklid, Ptole-
maus und Archimedes.

Unabhangig von diesem Klassifikationsversuch der bis heute erfassten arabischen und
persischen mathematischen Schriften kann man neben den Arbeiten zum Parallelen-
postulat, der Entdeckung neuer geometrischer Konstruktionen und der starkeren Be-
achtung geometrischer Probleme der Praxis folgende charakteristische Merkmale der
Verarbeitung des euklidischen Erbes durch die Mathematiker des islamischen Mittelal-
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ters formulieren:

Algebraische Losung geometrischer Aufgaben, wie sie uns beispielsweise in den Arbeiten
Abu Kamils (9. Jh.) entgegentritt, die bewusste Identifikation von Gleichungen zweiten
Grades mit einigen Satzen aus Buch I, die bereits in der ersten uns bekannten Algebra
von Muhammad ibn Musa al-Choresmi Anfang des 9. Jh. sichtbar und fiir den Nachweis
der Richtigkeit der algebraisch erhaltenen Lésungen benutzt wird, die Bemithungen um
die Arithmetisierung dieser geometrisch beweisenden Algebra sowie die Arithmetisie-
rung von Buch X, die eine der Quellen fiir die Erweiterung des Zahlenbegriffes von den
natlrlichen zu den positiven reellen Zahlen war.

SchlieBlich gab es Ansatze zur algebraischen Diskussion von Kurven, z. B. in den Ar-
beiten von Scharaf ad-Din at-Tusi (12./13. Jh.).

Die Motive und Triebkrafte fiir diese Richtungen der arabisch-persischen Euklidrezepti-
on sind lberaus vielfaltig und vielschichtig. Sie konnen hier nicht im einzelnen dargestellt
werden, da dies einer wissenschaftshistorischen Analyse der Mathematik des islamischen
Mittelalters insgesamt gleichkame. Drei Aspekte sollen dennoch besonders hervorgeho-
ben werden. Trotz der noch unzureichenden Aufarbeitung der Texte lasst sich schon
klar erkennen, dass die Bediirfnisse der rechnerischen Praxis, vor allem des Handels,
der Verwaltung und des Erbrechts, die Arithmetisierung der Elemente stimuliert haben,
wahrend umgekehrt die Bekanntschaft mit der Mathematik Euklids, der Philosophie
des Aristoteles und anderen antiken Autoren nachhaltig das Bestreben geférdert hat,
erzielte Problemlosungen theoretisch zu fundieren.

Schon im 9. Jh. bildeten sich zwischen diesen beiden Komponenten enge Wechselbezie-
hungen heraus. So scheint die Arithmetisierung der Elemente bereits mit den Uberset-
zungen oder den ersten Kommentaren zum Gesamtwerk in Form von Zahlenbeispielen
einzusetzen. Jedenfalls weist eine Glosse in einer Handschrift der hebraischen Uberset-
zung der Elemente diese Beispiele der arabischen Ubersetzung von al-Hadschdschadsch
zu. [133]

In der Folgezeit werden u. a. die Satze von Buch Il und Buch X allmahlich von ihrer
geometrischen Terminologie gelost und lGber Zwischenschritte in eine rein arithmetisch-
algebraische Fassung gebracht. Die folgenden Beispiele mogen diese Entwicklung ver-
deutlichen.

In der Enzyklopadie der Lauteren Briider, einem philosophisch orientierten Werk, findet
sich bemerkenswerterweise nicht im Kapitel Geometrie, sondern im Kapitel Zahlen-
theorie ein Auszug aus Buch Il der Elemente. Satz 1 dieses Buches tritt uns dort
beispielsweise in der folgenden Form entgegen, wobei beriicksichtigt werden muss, dass
die Autoren unter Zahlen neben natiirlichen bereits positive rationale Zahlen verstehen:

"Von je zwei Zahlen, von denen die eine beliebig geteilt wird, (gilt): Das Produkt der
einen der beiden mit der anderen, der geteilten, ist gleich dem Produkt derjenigen, die
nicht geteilt worden ist, mit allen Teilen der geteilten Zahl, Teil fur Teil" [33, S. 230
f].

Anstelle eines geometrischen Beweises folgt nun die Veranschaulichung anhand eines
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numerischen Beispiels.

In einem anonymen Traktat iiber die Bedeutung des X. Buches, der spatestens An-
fang des 11. Jh. entstanden ist und dessen Autor vielleicht Ahmad ibn Muhammad
as-Sidschisi (10./11. Jh.) ist, wird einleitend gesagt:

"In diesem Buch wird auf natiirliche Weise die Frage nach den Wurzeln aus den Zah-
len, nach den Wurzeln der Wurzeln aus ihnen, der Summe der Wurzeln aus ihnen, den
Waurzeln einer Summe von Wurzeln, der Differenz von Wurzeln und den Wurzeln aus
ihren Differenzen erklart." [97, S. 25]

Dadurch wird Buch X auf den Boden der Arithmetik gestellt und gleichzeitig der Ver-
such unternommen, die in arithmetischen und algebraischen Texten schon zuvor be-
nutzten numerischen Irrationalitaten theoretisch zu fundieren. Wesentlich dafiir war die
Erkenntnis, dass man mit Hilfe der Proportionentheorie kommensurable Strecken und
rationale Zahlen sowie inkommensurable Strecken und numerische Irrationalitaten ein-
ander eineindeutig zuordnen kann. So schrieb z. B. der Philosoph al-Farabi in seiner
Klassifikation der Wissenschaften:

"Jede Zahl befindet sich in Wechselbeziehung mit irgendeiner rationalen oder irratio-
nalen GroBe. Wenn die Zahlen gefunden sind, die den GroBen, die sich in Proportion
befinden, entsprechen, so findet man auf irgendeine Art und Weise auch diese Gro-
Ben. Deshalb glaubt man, dass bestimmte rationale Zahlen rationalen GroBen, aber
bestimmte irrationale Zahlen irrationalen GréBen entsprechen." [97, S. 5]

In dem bereits erwahnten anonymen Traktat wird betont, dass die Rechner die der
Flache nach rationalen GroBen Euklids, d. h. GroBen, deren Quadrate kommensurabel
sind (Buch X, Def. 2) als irrationale Wurzeln bezeichnen. Dieser Traktat erhellt in be-
sonders deutlicher Art die allmahliche Umwandlung von Buch X in ein Teilgebiet der
Arithmetik.

Der Autor versucht die damit verbundenen Schwierigkeiten durch eine neue Terminolo-
gie zu tberwinden, die die natlirlichen Zahlen mit den geometrischen GroBen aus Buch
X und den irrationalen Wurzeln der praktischen Rechner verband. Er vermochte jedoch
nicht, diese Aufgabe korrekt zu bewaltigen, denn das hatte die Einfiihrung einer neuen
Definition des Zahlbegriffes erfordert, der die positiven reellen Zahlen einschlieft.

So blieb er terminologisch bei Mischformen stehen wie "der Linie, die von einer Zahl
quadriert wird". Dieser Ausdruck bedeutet, dass das Quadrat der betreffenden Strecken-
lange durch eine natiirliche Zahl gemessen wird, und passt weder in die Terminologie
Euklids noch in die der praktischen Rechner.

Im Zuge der Arithmetisierung von Buch X wurde auch der Zusammenhang zwischen
Euklids Klassifikation der quadratischen und biquadratischen Irrationalitaten einerseits
und den algebraischen quadratischen und biquadratischen Gleichungen andererseits er-
kannt. Einige Mathematiker wie z. B. Muhammad ibn Isa al-Mahani (9. Jh.) versuchten
sogar, nach diesem Vorbild auch die kubischen numerischen Irrationalitaten zu behan-
deln.

Muhammad ibn al-Hasan al-Karadschi (10./11. Jh.) fiihrte diese Bemihungen in schon
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rein algebraischer Form fort, befasste sich mit Wurzeln beliebigen Grades und den aus
ihnen zusammengesetzten Zahlen, definierte Potenzen mit gebrochenen Exponenten
und versuchte, Gleichungen zu finden, die die so konstruierten Irrationalitaten als Lo-
sungen besitzen.

In al-Karadschis Arbeiten und denen seines Nachfolgers as-Samaw’al ibn Yahya al-
Maghribi (12. Jh.) mindeten die Bestrebungen zur Arithmetisierung einzelner Biicher
der Elemente in das bewusste Programm einer Arithmetisierung der Algebra insgesamt,
das von as-Samaw'al wie folgt formuliert wurde:

"Man soll die Unbekannten mit allen arithmetischen Instrumenten behandeln, so wie
es die Arithmetiker mit den bekannten (GréBen) tun." [111, S. 34]

As-Samaw'al hat seine bedeutende algebraische Arbeit bereits im Alter von 19 Jah-
ren verfasst, nachdem er sich im Selbststudium die mathematischen Erkenntnisse der
antiken und mittelalterlichen Gelehrten angeeignet hatte, da es zu seiner Zeit, wie er
berichtet, in Bagdad keinen Lehrer mehr gab, der einen lber die ersten vier Blicher der
Elemente von Euklid hinausgehenden Unterricht erteilen konnte.

In den Arbeiten Umar al-Chaiyams (11. Jh.) und Nasir ad-Din at-Tusis (13. Jh.) erfuh-
ren die Bestrebungen zur Erweiterung des Zahlbegriffes insoweit einen Héhepunkt, als
hier versucht wurde, eine Definition fiir positive reelle Zahlen zu formulieren.

Sie besagt, dass die Quantitat eines Verhaltnisses homogener GroBen A, B sich zu einer
festgelegten Einheit verhalt wie A zu B und deshalb Zahl genannt werden kann und
dass zusammengesetzte Verhaltnisse die Multiplikation dieser Zahlen darstellen.

Der dritte Aspekt, der hier noch hervorgehoben werden soll, ist die Benutzung geo-
metrischer Konstruktionen fiir die Losung algebraischer Aufgaben, die ein Autor mit
algebraischen Mitteln nicht bewaltigen konnte. Das bekannteste Beispiel dafir ist die
geometrische Theorie der kubischen Gleichungen, wie sie durch Umar al-Chaiyam ihre
reifste Auspragung innerhalb der Mathematik des islamischen Mittelalters erfahren hat.

Wir wollen nun noch kurz auf das Verhaltnis der Gelehrten des islamischen Mittelalters
zu den kleinen Schriften Euklids eingehen.

Wie schon erwahnt gehérten die Data, die Phaenomena und die Optik (neben der
Kreismessung und der Abhandlung Uber Kugel und Zylinder des Archimedes und der
sogenannten Kleinen Astronomie der Antike) zu den mittleren Biichern, die ein Student
der mathematischen Wissenschaften nach den Elementen und vor dem Almagest des
Ptolemaus studieren sollte.

Von den Werken islamischer Schriftsteller wurden zu den mittleren Biichern das Buch
der Ausmessung ebener und sphérischer Figuren der Banu Musa (9. Jh.) und die Bear-
beitung der Data durch Thabit ibn Qurra gezahlt.

Dieser ist es moglicherweise auch gewesen, der die sogenannten mittleren Biicher erst-
mals in der genannten oder einer dhnlichen Zusammenstellung fiir die mathematische
Ausbildung empfohlen hat. In Biographien und Abhandlungen verschiedener Mathema-
tiker finden sich Hinweise, die die Bedeutung der mittleren Biicher fiir den Bildungsgang
belegen.
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Besondere Aufmerksamkeit hat Nasir ad-Din at-Tusi ihnen gewidmet. Er fiigte sie zu
einem zusammenhangenden Werk zusammen, bearbeitete und kommentierte sie. |hm
ist es vor allem zu danken, dass von diesen Schriften heute noch arabische Versionen
vorliegen.

Die mechanischen Arbeiten der Euklidtradition sind von Thabit ibn Qurra, Abd ar-
Rahman al-Chasini (12. Jh.) und einigen anderen Wissenschaftlern teils als reiner Text
uberliefert worden, teils in eigenen Arbeiten iiber den Hebel, die Bestimmung des spe-
zifischen Gewichts und die Berechnung von Schwerpunkten von Flachen, Kérpern und
Systemen von Korpern verarbeitet worden. Dabei fand eine Verschmelzung der Kon-
zepte und Ergebnisse von Euklid, Archimedes, Aristoteles und dessen Anhangern statt,
und im Verlauf dieses historischen Prozesses setzten sich mehr und mehr die Begriffe
und Problemstellungen der Aristotelesanhanger durch.

Die Optik Euklids wurde gemeinsam mit der Optik des Ptolemaus im 10./11. Jh.
durch Ibn al-Haitham (in Europa als Alhazen bezeichnet) in so bemerkenswerter Weise
vertieft und ausgebaut, dass man sein Buch der Optik als den Beginn der Optik als
physikalischer Disziplin bezeichnen muss.

Es wurde nicht nur zum Standardwerk dieser Disziplin im islamischen Bereich, sondern
nach seiner friihen Ubersetzung ins Lateinische hinterlieB es auch in Europa tiefe Wir-
kungen. Noch Kepler und Newton haben sich intensiv damit beschaftigt.

Soweit die Elemente oder andere Werke Euklids vor Beginn der Neuzeit in auBereu-
ropaische Sprachen (ibersetzt wurden, geschah dies in der Regel durch Kontakt mit
arabischen Versionen, Ausnahmen von dieser Regel sind nur ein Fragment von Buch
[, das schon 1051 von Grigor Magistros direkt aus dem Griechischen ins Armenische
iibersetzt wurde, sowie ein frithes Fragment in syrischer Sprache, von dem bis heute
nicht eindeutig geklart werden konnte, ob es aus dem Arabischen oder aus dem Grie-
chischen iibersetzt wurde und im letzteren Fall vielleicht sogar als zusatzliche Quelle
der ersten arabischen Ubersetzung durch al-Hadsehdschadsch diente.

Bemerkenswert ist jedenfalls, dass es anscheinend zu den wenigen auf einem vortheo-
nischen Text beruhenden Dokumenten gehort, die bis heute erhalten blieben.

Die Bekanntschaft der indischen Mathematiker mit Euklid scheint ausschlieBlich tiber
arabische Ubersetzungen, Bearbeitungen und Kommentare vermittelt worden zu sein.
Im Vordergrund standen dabei natiirlich die Elemente, aber auch die Data, die Optik
und die Phaenomena wurden mindestens den muslimischen Gelehrten Indiens schon im
14. Jh. durch die Rezension at-Tusis bekannt.

Unter der Moghul-Dynastie begannen auch Sanskrit schreibende Autoren Ausziige aus
den Elementen in ihre Werke aufzunehmen.

Die erste vollstandige Sanskritiibersetzung aller 15 Biicher nach der Fassung at-Tusis
schuf 1718 Jagannatha, der Hofastronom des selbst astronomisch tatigen Firsten Jai
Singh Il von Jaipur. Einen groBeren Einfluss auf die indische Mathematik hat Euklid
allerdings auch danach nicht ausgelibt.

Die ersten vagen Hinweise auf eine mogliche Bekanntschaft chinesischer Gelehrter mit
Teilen der Elemente stammen aus dem 13. Jh. Eine Sammlung offizieller Berichte
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iiber die mongolische Yuan-Dynastie, die um die Mitte des 14. Jh. angefertigt wurde,
enthalt ein Kapitel iber Biicher islamischer Verfasser, die von den Mitarbeitern des
astronomischen Biiros am chinesischen Kaiserhof studiert worden sind.

Diese Aufzahlung nennt u. a. ein Werk in fiinfzehn Biichern mit dem Titel Ssu-Pz Suan
Fa "Tuan Shu, als dessen Verfasser Wu-Hu-Lieh-Ti angegeben wird. Dies konnte eine
chinesische Transliteration des Namens Euklid in seiner arabischen Fassung Uglidis sein.

Unabhangig von dieser Hypothese lassen die vielfaltigen und engen Beziehungen zwi-
schen China unter der Yuan-Dynastie und Teilen der islamischen Welt unter der eben-
falls mongolischen Dynastie der llkhaniden die Benutzung der Elemente und vielleicht
auch anderer Werke Euklids in China in dieser Zeit als sehr wahrscheinlich erscheinen.
Seit der zweiten Halfte des 13. Jh. arbeiteten islamische Militaringenieure, Mathema-
tiker und Astronomen in China.

Ihr zeitweise bedeutender Einfluss endete bald nach dem Sturz der Yuan-Dynastie im
Jahre 1368. Auf die spatere Geschichte der Elemente in China werden wir in einem
anderen Zusammenhang zu sprechen kommen.

Vor allem in den kulturellen Zentren der islamischen Dynastien der Abbasiden im Zwei-
stromland, der Fatimiden in Agypten und der Umaiyaden in Spanien wandten sich
auch Juden dem Studium philosophischer, mathematischer, astronomischer und me-
dizinischer Literatur zu. Sie lasen und schrieben zunachst liberwiegend in arabischer
Sprache.

Ihre Einbeziehung in das arabischsprachige wissenschaftliche Leben bildete jedoch die
Grundlage fiir die Entstehung einer Euklidtradierung in hebraischer Sprache, die etwa
im 12. Jh. begann.

In dieser Zeit lbersetzten Juden in Toledo und anderen von christlichen Truppen er-
oberten islamischen Stadten gemeinsam mit arabischen Christen und Monchen aus
verschiedenen Landern Europas wissenschaftliche Werke aus dem Arabischen ins La-
teinische. Gleichzeitig begannen sie auch, solche Texte ins Hebraische zu (ibertragen,
gefordert von jiidischen Mazenen in Spanien und Sudfrankreich. Im 13. Jh. verstarkte
sich diese Ubersetzertitigkeit und umfasste zunehmend auch Ubersetzungen aus dem
Lateinischen in Hebraische.

Sie entwickelte sich zu einem gesellschaftlich anerkannten und wirtschaftlich gesicher-
ten Beruf.

Die hebraische Euklidiiberlieferung bewegt sich in den von der arabischen Tradierung
vorgegebenen Bahnen, ohne ihre Vielfalt oder ihre mathematische Tiefgriindigkeit zu
erreichen. Ins Hebradische lbersetzt wurden die Elemente, die Data, die Optik, die
Katoptrik sowie Kommentare und Zusammenfassungen der Elemente von al-Farabi,
Ibn Sina und Ibn al-Haitham.

Die meisten und bedeutendsten dieser Ubersetzungen stammen von Moses ben Samuel
ben Tibbon und Jacob ben Machir ben Tibbon, die im 13. Jh. in Montpellier lebten.
Schon zu Beginn des 12. Jh. hatte Abraham bar Hiyya ha-Nasi, der auch unter dem
Namen Savasorda bekannt wurde, in einer Schrift (iber praktische Geometrie Teile des
Euklidischen Buches tiber die Teilung von Figuren in hebraischer Sprache Uberliefert.
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Sein Werk stimulierte die Verbindung zwischen theoretischer Geometrie und Anwen-
dungsproblemen. Es wurde 1145 von Plato von Tivoli ins Lateinische iibersetzt und
beeinflusste u. a. das mathematische Schaffen des Leonardo von Pisa, genannt Fibo-
nacci, der in seine 1220 geschriebene Practica geometriae nach dem Vorbild Savasordas
ebenfalls ein spezielles Kapitel iiber die Teilung von Figuren aufnahm.

Diese Schrift Fibonaccis ist wie bereits bemerkt die einzige Quelle fiir die urspriinglichen
Beweise der auch nur arabisch erhalten gebliebenen 36 Teilungssatze Euklids.

Nach dem Vorbild und meist in enger Anlehnung an arabische Autoren entstanden auch
in hebraischer Sprache Wissenschaftsenzyklopadien, in denen der Inhalt der Elemen-
te zusammengefasst mitgeteilt wurde, Studienanleitungen, Bibliographien und Kom-
mentare. Eine eigenstandige Bedeutung unter den hebraischen Kommentatoren Euklids
scheint nur Levi ben Gerson zu besitzen, der im 14 .Jh. die Bucher I, lIl, IV und V der
Elemente besprach und sich auch mit der Negation des Parallelenpostulats beschaftig-
te. Diese Einschatzung kann jedoch wie viele vorhergehende nur vorlaufig sein, da auch
die hebraische Euklidliteratur bisher im einzelnen wenig untersucht worden ist.
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Es scheint gegenwartig unmoglich (noch dazu auf sehr beschranktem Raum), das The-
ma dieses Kapitels systematisch oder chronologisch zu behandeln, einerseits wegen der
ungeheuren Fiille der Fakten, die hier zu sammeln und zu verarbeiten waren, anderer-
seits wegen des fehlenden Vorlaufs der mathematikhistorischen Forschung.

Eine umfangreiche Spezialliteratur existiert lediglich tber die mittelalterlichen Hand-
schriften und die ersten Ubersetzungen aus dem Griechischen und Arabischen ins La-
tein. Im folgenden wird versucht, sechs Teilaspekte herauszugreifen, die sich jedoch
inhaltlich und zeitlich vielfach tiberschneiden.

Jeder dieser Aspekte kann nur exemplarisch behandelt werden, wobei die Auswahl der
Fakten weniger durch deren historisches Gewicht bestimmt ist als vielmehr durch die
fragmentarischen Kenntnisse des Verfassers und das Bestreben, moglichst viele ver-
schiedene Seiten der europaischen Euklidrezeption anklingen zu lassen.

8.1 Das lateinische Mittelalter (6. bis 14. Jh.)

Der Untergang des westromischen Reiches miindete in West- und Mitteleuropa in ei-
ne mehrhundertjahrige Periode chaotischer Machtverhaltnisse und - im Vergleich zur
Antike - niedrigsten 6konomischen und technischen Niveaus. In dieser Zeit bildete sich
allmahlich die feudale Gesellschaftsordnung heraus, und mit ihr, sie formend und von
ihr geformt, entwickelte sich die katholische Kirche zur alles beherrschenden Ideologie
und zugleich zu einer erstrangigen weltlichen Macht.

Den Resten antiker Kultur und Wissenschaft gegentiber verhielt sie sich im allgemeinen
ablehnend, zugleich war sie gendtigt, gewisse Bruchstiicke davon als Bausteine ihrer
eigenen Formierung zu Gbernehmen - in verbliiffender Analogie zu der Art und Weise,
wie die romischen Bauten jahrhundertelang als Steinbriiche fiir die Errichtung mittel-
alterlicher Bauwerke dienten.

Der vordergriindigste und wichtigste der von der Antike entlehnten Bausteine war die
lateinische Sprache, die so fiir lange Zeit zur universellen (west)européischen Sprache
der Religion, Kultur und Wissenschaft wurde und sich derart fest mit der von ihr trans-
portierten ldeologie verband, dass die spater einsetzenden Bestrebungen, die geistige
Bevormundung der Kirche abzuschiitteln, ebenso zwangslaufig mit der Neubelebung
des Altgriechischen oder dem Ubergang zu lebenden Sprachen einhergingen.

Eine wichtige Rolle fiir die Ubernahme antiken Bildungsgutes spielte am besonders
schwierigen Beginn der romische Adlige Cassiodorus (um 490-um 583), eine Zeitlang
"erster Minister" des Ostgotenkonigs Theoderich in Ravenna, der sich um 540 aus dem
Staatsdienst in ein Kloster zuriickzog, antike Handschriften sammelte, die Monche zum
Abschreiben solcher Manuskripte anhielt und Verzeichnisse der nach seiner Ansicht fiir
die Monche niitzlichen bzw. unbedenklichen Wissensgebiete sowie der jeweils einschla-
gigen griechischen und romischen Autoren zusammenstellte.
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Auf ihn geht die endgiiltige Formierung der sieben freien Kiinste zuriick, die sich aus
dem Triviunﬂ Grammatik, Rhetorik und Dialektik und dem Quadrivium Arithmetik,
Harmonielehre, Geometrie und Astronomie zusammensetzten und den Lehrbetrieb an
den Klosterschulen, spater Dom- oder Kathedralschulen sowie an den vom 12. Jh. an
entstehenden Universitaten das dem eigentlichen Studium (der Theologie, Rechtswis-
senschaft oder Medizin) vorangehende studium generale bestimmten.

Da bis zum Ende des hier zu besprechenden Zeitraumes kein nennenswerter praktischer
Bedarf an mathematischen Kenntnissen bestand, wurden Umfang und Zielsetzung der
sehr bescheidenen Unterweisung in Arithmetik und Geometrie von philosophischem
Interesse an den mathematischen Begriffen und methodologischem Interesse am bewei-
senden Vorgehen der Mathematik diktiert.

Vielleicht konnte man nach diesem Vorbild gewisse offenkundige Widerspriiche der
christlichen Lehre lberwinden. Im Vordergrund aber stand, namentlich in den ersten
Jahrhunderten, das Lernen um des Lernens willen, stumpfsinnige und kritiklose Weiter-
gabe von oft unverstandenen, zufallig tiberlieferten Bruchstiicken antiker Gelehrsamkeit,
demiitige Unterwerfung unter die Autoritat alles Geschriebenen.

Die alteste mittelalterliche Quelle gewisser Kenntnisse (iber die Elemente Euklids bilden
Manuskripte des Romers Boethius (um 480-524), eines vertrauten Beraters Theode-
richs, der aber eingekerkert und schlieBlich hingerichtet wurde, da er, wohl zu Unrecht,
der Beteiligung an einer Verschworung katholischer Romer gegen die arianische Goten-
herrschaft beschuldigt wurde.

Gerade dieser Umstand fiihrte aber zu einer besonderen Wertschatzung der von Boe-
thius hinterlassenen, ziemlich diirftigen Ausziige aus den Elementen durch die Kirche
und begiinstigte wahrscheinlich die Erhaltung einer schwachen euklidischen Tradition
in den fir die Erhaltung antiken Gedankengutes besonders kritischen Anfangsjahrhun-
derten des europaischen Feudalismus.

In dieser Zeit gab es keine klaren Vorstellungen von der Person und dem Werk Euklids.
Mitunter wurden die Namen Euklid und Elemente verwechselt, meist aber die gesamte
Mathematik als eigene Erfindung des Boethius angesehen.

Die Ausziige des Boethius sind in zwei verschiedenen Versionen | (altestes erhaltenes
Manuskript vermutlich aus dem 8. Jh.) und Il (1. Halfte des 11. Jh.) in relativ vielen
Exemplaren erhalten geblieben.

Dies deutet darauf hin, dass die Beschaftigung mit Euklid in dem durch Boethius
gegebenen Umfang schon im frithen Mittelalter in den meisten Klostern tblich war.
Freilich enthalten diese Manuskripte hauptsachlich Definitionen und Axiome, nur wenige
Lehrsatze und kaum Beweise.

Zugang zu besseren Quellen eroffnete sich durch den Kontakt mit der islamischen Welt,
insbesondere im teils maurischen, teils christlichen Spanien. Nach der Riickeroberung
Toledos im Jahre 1085 entstand dort ein Ubersetzungszentrum. Dort wirkte u. a. der
aus der Lombardei stammende Gerhard von Cremona (1114 bis 1187) von 1144 bis zu
seinem Tode, unter dessen Leitung tiber 70 wissenschaftliche Werke aus dem Arabischen

"Davon ist die heute iibliche und auch in diesem Buch mehrfach benutzte Bezeichnung trivial fiir sehr
einfache, keiner Erklarung bediirftige bzw. im Anfangsunterricht zu behandelnde Dinge abgeleitet.
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ins Latein Gbersetzt wurden, darunter 29 mathematische und astronomische Texte.

Von seiner Ubersetzung der Elemente (um 1150) sind heute 8 Manuskripte bekannt,
deren erstes erst 1901 von A. Bjornbo wiedergefunden wurde. AuBerdem (ibersetzte
Gerhard von Cremona von Euklid die Data, die Optik und die Katoptrik sowie die
Kommentare des Pappos und des an-Nairisi zu den Elementen, Weitere Ubersetzungen
der Elemente entstanden im 12. Jh. in Spanien durch Hermann von Kéarnten (um 1140)
und den weitgereisten britischen Monch Adelhard von Bath (um 1120).

Die dem Adelhard zugeschriebenen Texte sind von nachhaltigem Einfluss gewesen und
in mehreren Versionen in ziemlich vielen Exemplaren verbreitet, wobei folgende drei
Hauptvarianten unterschieden werden [41]:

|. eine getreue Ubersetzung nach der arabischen Fassung des al-Hadschdschadsch,

Il. eine mathematisch gehaltvolle Kurzfassung, die statt der Originalbeweise nur die
jeweils dafiir zu verwendenden Axiome und vorangehenden Propositionen bzw. gewisse
Beweisideen angibt, (diese Fassung ist in mehr als 50 Exemplaren erhalten),

[1l. zahlreiche Zwischenformen.

Eine andere wichtige Kontaktstelle befand sich in Unteritalien und Sizilien, wo es unter
der Herrschaft einiger unorthodoxer Feudalherren zeitweise zu fruchtbarer Zusammen-
arbeit von europaischen und islamischen Gelehrten und im 12. Jh. sogar zur Griindung
einer recht weltlichen medizinischen Hochschule in Salerno kam, die um 1180 von der
Kirche gewaltsam geschlossen wurde.

In diesem geistigen Klima entstand um 1160 eine anonym gebliebene erste vollstandige
Ubersetzung der Elemente nach einem griechischen Text, die jedoch keine nennenswer-
te Verbreitung fand und nur durch Zufall erhalten blieb.

Neuere Untersuchungen zahlreicher mittelalterlicher Euklidhandschriften belegen, dass
es zu intensiven Bemiihungen kam, aus den bis zum Ende des 12. Jh. zuganglich gewor-
denen Quellen einen mathematisch sinnvollen und zugleich méglichst quellengetreuen
Text zu rekonstruieren. Im Unterschied zur Euklidrezeption der islamischen Gelehrten
fihrten diese Bemiihungen jedoch nicht einmal zu einem vollen Verstandnis des Wer-
kes, geschweige denn zur schopferischen Aneignung und Weiterentwicklung einzelner
Aspekte.

Den Schwerpunkt der inhaltlichen Uberlegungen bildete der Versuch, die eudoxische
Proportionentheorie des Buches V zu verstehen und, da dies nicht gelang (zum Teil
auch infolge verderbter Quellen und Ubersetzungsschwierigkeiten), sie durch eine auf
kommensurable GroBen bzw. auf ganze Zahlen reduzierte, von zahlreichen numerischen
Beispielen gestiitzte, weniger allgemeine Theorie zu ersetzen.

Andere Fragen, in denen die Ubersetzer und Bearbeiter des 12. bis 14. Jh. mit Bei-
spielen, zusatzlichen Erklarungen und mystisch-philosophischen Spekulationen (iber den
euklidischen Text hinausgingen, waren das Problem, hornférmige (d. h. von einem Strahl
und einem Kreisbogen gebildete) Winkel der GroBe nach mit gewdhnlichen Winkeln zu
vergleichen und - natirlich - das fiir sie kaum verstandliche Buch X.
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Zu erwahnen sind in diesem Zusammenhang Johannes Campanus aus Novara, der um
1255 jene neue lateinische Ubersetzung und Bearbeitung der Elemente schuf, die 1482
der ersten Druckausgabe zugrunde lag, ein an den Kommentar des an-Nairisi angelehn-
ter Kommentar aus dem 13. Jh., der dem an der Pariser Universitat wirkenden groBen
Aristoteliker Albertus Magnus zugeschrieben wird, sowie im 14. Jh. die Schrift De geo-
metria speculativa des Oxforder Magisters und spateren Erzbischofs von Canterbury
Thomas Bradwardine.
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16 Ein Blatt der Elemente-Ubersetzung des Johannes Campanus [Rara Arithmetica,
London - Boston 1908]

Die Fassung von Campanus stimmt in den Propositionen wortlich mit Adelhard Il iiber-
ein, gibt aber vollstandige Beweise, zum Teil unter Beniitzung verschiedener arabischer
Quellen, zum Teil mit eigenstandigen Beitragen, die insgesamt wohl das hochste damals
mogliche mathematische Niveau reprasentieren.

Die Schrift des Thomas Bradwardine war eine fiir philosophisch interessierte Theologen
geschriebene recht originelle Kurzfassung des aus dieser Sicht wesentlichen Inhalts der
Elemente. Ubrigens war um diese Zeit und noch bis ins 16. Jh. die Meinung verbreitet,
nur die Definitionen, Axiome, Postulate und Propositionen der Elemente seien von Eu-
klid, die Beweise aber von Theon oder anderen spateren Autoren hinzugefligt, weshalb
letztere mit geringem Respekt vor dem iiberlieferten Wortlaut behandelt wurden.

Wenn auch eine mehr oder weniger tief gehende Kenntnis der Elemente bei allen be-
deutenderen Theologen des 12. bis 14. Jh. verbreitet war, so darf man sich doch keine
falschen Vorstellungen von der Breitenwirkung oder dem Niveau dieses Wissens ma-
chen.

Roger Bacon, der bedeutende englische Vorkampfer des auf Erfahrung gegriindeten
Wissens, der wohl selbst ein recht schwacher Mathematiker war, beschreibt in seinem
Opus tertium im 13. Jh. sehr drastisch, wie den Klosterschiilern mit Rutenschlagen die
ersten vier Propositionen der Elemente eingetrichtert wurden. Der flinfte Satz heiBe bei
ihnen Elefuga, d.h. Flucht der Ungliicklichen.
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8.2 Renaissance, Humanismus und erste Druckausgaben

Das 15. Jh. brachte mehrere wesentliche Fortschritte in der europaischen Euklidrezep-
tion. Erstens entstand mit dem Aufblihen von Handwerk und Gewerbe, Handel und
Verkehr ein vielfaltiger Bedarf an praktisch verwertbaren mathematischen Kenntnissen,
und vor allem erfasste dieser Bedarf nicht nur eine kleine Schicht von Gelehrten und Ge-
bildeten, sondern breite Kreise der Bevolkerung. Zweitens spiegelte sich die Opposition
des sich entwickelnden Biirgertums gegen den ideologischen Herrschaftsanspruch der
Kirche in einer Hinwendung zu antiker Kunst und Wissenschaft wider, die der ganzen
Epoche ihren Namen geben sollte: Renaissance, Wiedergeburt.

Die Renaissance forderte auch das Interesse an der bis dahin fast verlorenen altgrie-
chischen Sprache und die Bemiihungen, Texte griechischer Autoren im griechischen
Wortlaut wiederherzustellen. Dieser Aufgabe wandten sich vor allem die sogenannten
Humanisten zu, deren Wirksamkeit jedoch dadurch gehemmt wurde, dass sie an der
zeitgenodssischen Produktion, Technik und Naturwissenschaft kaum interessiert waren,
vielmehr lediglich antike Autoritaten gegen scholastische setzten.

Man kann wohl sagen, dass die philologische Akribie, die spater zeitweise das inhaltlich-
mathematische Interesse an Euklids Werken tberwuchern sollte, ein Kind dieser von
wahrer Begeisterung fiir alles Griechische gepragten Zeit war.

Hinzu kommt, dass nach der Eroberung Konstantinopels durch die Tiirken im Jahre
1453 zahlreiche byzantinische Gelehrte in Italien Zuflucht suchten, so z. B. der Vater
des Francesco Maurolico, der unter vielen anderen antiken astronomischen Schriften
auch die Phaenomena des Euklid lbersetzte.

Diese Gelehrten trugen zur neuerlichen Verbreitung des Altgriechischen (natiirlich nur
unter den Gelehrten) bei. Als dritte wichtige Komponente ist die Erfindung des Buch-
drucks um 1445 zu nennen, die es erstmals ermoglichte, auch die Werke Euklids in
groBer Anzahl zu verbreiten, somit ihr Studium und in gewissem Umfang sogar den
Kauf auch breiteren Schichten der Bevolkerung zugéanglich zu machen.
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17 Titelblatt der ersten Druckausgabe der Elemente, Venedig 1482 [Unibib. Leipzig]
18 Seite 2 dieser Ausgabe
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Tatsachlich gehoren die Elemente in der lateinischen Bearbeitung von Johannes Cam-
panus zu den ersten gedruckten Biichern. Diese Erstausgabe (Abb. 17/18) wurde 1482
in Venedig von dem aus Augsburg stammenden Drucker und Verleger Erhard Ratdolt
hergestellt.

Ein Exemplar dieser bibliophilen Kostbarkeit ersten Ranges besitzt die Universitatsbi-
bliothek Leipzig. Im Unterschied zu allen spateren Ausgaben der Elemente beginnt hier
schon auf dem reich geschmiickten Titelblatt ohne jegliche Vorrede der eigentliche Text
der Elemente (Abb. 17).

Exemplare dieser Erstausgabe wurden auch noch in den folgenden Jahren gedruckt, be-
vor schon sehr bald Nachdrucke durch andere Verleger und auch in leicht veranderter
Gestalt bei Ratdolt selbst einsetzten. In heutigem Jargon kann man daher die Elemente
Euklids durchaus als einen "Bestseller" bezeichnen.

1501 wurde dann in Venedig eine umfangreiche Enzyklopadie des Arztes Georg Valla
gedruckt, in der neben anderen griechischen mathematischen und naturwissenschaftli-
chen Texten auch Teile der Elemente und anderer Schriften Euklids (alles in lateinischer
Ubersetzung) enthalten waren.

Die erste Druckausgabe der Elemente in griechischer Sprache erschien 1533 in Basel bei
Johann Herwagen. Sie enthielt zuséatzlich den Kommentar des Proklus Diadochus und
war von dem Humanisten Simon Grynaeus aus dem Kreis um Erasmus von Rotterdam
ediert, der u. a. auch an der griechischen Ausgabe des Neuen Testaments durch Erasmus
mitgewirkt hat.

Ubersicht 2: Einige frithe Druckausgaben der Elemente in lateinischer Sprache

Jahr  Ubersetzer bzw. Bearbeiter Druckort Besonderheiten
oder Herausgeber
1482 Johannes Campanus Venedig erste Druckausgabe
1486 Nachdruck der Ausgabe 1482 Ulm
1489 Luca Pacioli nach Campanus Venedig
1491 Nachdruck der Ausgabe 1482 Vicenza
1501 Georg Valla Venedig Buch I-VI
1505 Bartolomeo Zamberti Venedig Neuiibersetzung aus dem Griech.,

enthalt auch Data, Optik,
Katoptrik, Phaenomena u. a.

1506 Ambrosius Lacher Frankfurt/Oder nur Buch I-IV

1509 Nachdruck der Ausgabe 1489

1510 1. Nachdruck der Ausgabe Zamberti

1511 anonym Paris nur Buch I-IV

1513 Nachdruck der Ausgabe Zamberti

1516 Nachdruck der Ausgabe 1511

1516 Jacques Lefevre d'Etaples Paris erste Doppelausgabe

(Jacob Faber Stapulensis) Campanus (Pacioli)/Zamberti
1530 Oronce Fine (Orontius Finaeus) Paris Buch I-VI
1541 Pierre de la Ramee (Petrus Ramus)  Paris
1557  Jacques Peletier (Jacobus Peletarius) Lyon Buch I-VI
1557  St. Gracilis Paris griech.-lat. erste Ausgabe

der Jesuiten

1564 Konrad Rauchfuss (Dasypodius) StraBburg griech.-lat.
1566 Francois Foix de Candalle Paris
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Jahr  Ubersetzer bzw. Bearbeiter Druckort Besonderheiten
oder Herausgeber

1570 Dasypodius StraBburg  griech.-lat., enthlt
auch Optik, Katoptrik,
Phaenomena, Musiktheorie

1572 Federigo Commandino Pesaro

1574  Christoph Schliissel (Clavius) Rom maBgebende Ausgabe
fir rund 150 Jahre

1654 Andreas Taquet Antwerpen

1703 David Gregory Oxford wichtigste textkritische

griech.-lat. Standardausgabe

der samtlichen Werke Euklids

bis Ende des 19. Jh.
Eine Auswahl weiterer Druckausgaben (in lateinischer bzw. griechischer Sprache) gibt
Ubersicht 2. Dort sind fiir die Anfangszeit viele, auch weniger bedeutende Ausgaben
genannt, um die rasche Aufeinanderfolge der Drucke und den dahinter sichtbaren hohen
Bedarf zu dokumentieren. Ab 1516 beschrankt sich die Ubersicht auf wesentliche bzw.
spater im Text erwahnte Ausgaben.

1505 erschien in Venedig eine neue Ubersetzung der Elemente, der Data, der Optik,
Katoptrik und der Phaenomena sowie der Kommentare von Pappos zu den Elementen
und des Marinos zu den Data durch Bartelomeo Zamberti, der fiir die Ubersetzung
der Elemente ein griechisches Manuskript der von Theon vorgenommenen Endfassung
benutzt hatte.

Im Hochgefiihl seiner alteren (und daher besseren?) Quelle und seiner iberlegenen
Sprachkenntnisse lbte Zamberti scharfe Kritik an dem rund 250 Jahre fritheren Cam-
panus, den er als "interpres barbarissimus" (uniibertrefflich barbarischen Ubersetzer)
bezeichnete. Andererseits zeigte er sich dem mathematischen Inhalt kaum gewachsen
und (bersetzte daher an vielen Stellen sinnwidrig. Auch Zamberti nahm an, dass der
von ihm hochgeschatzte Theon der Urheber der Beweise sei, und diese Meinung wurde
erst 1574 durch Clavius entschieden bekampft.

Nach 1505 spalteten sich die Interessenten an Euklid in die zwei Parteien der Campanus-
bzw. der Zambertianhanger. lhr Streit illustriert das gegenseitige Nichtverstehen der
beiden bis heute bestehenden Hauptrichtungen der Euklidtradition, die einerseits den
mathematischen Inhalt ohne groBen Respekt vor dem Wortlaut aneignen und weiter-
entwickeln, andererseits dem Phantom des "urspriinglichen griechischen Originaltextes"
nachjagen und dessen literarisches Schicksal durch die Jahrhunderte bis ins Detail auf-
zuklaren versuchen.

Ab 1516 erschienen zahlreiche Ausgaben, die den Text in den beiden Versionen "ex
Campano" und "Theon ex Zamberti" gegeniiberstellten, so die Entscheidung dem Le-
ser Uberlassend.

Leider ist tiber die Auflagenhohen der friihen Druckausgaben und damit tGber das Aus-
maB ihrer Verbreitung nichts bekannt. Die meisten sind heute recht selten, andererseits
besitzen altere Universitaten in der Regel mehrere solcher Kostbarkeiten, z. B. die Uni-
versitat Leipzig 2 Ausgaben aus dem 15. und 14 aus dem 16. Jh., die kleine Universitat
Greifswald immerhin 7 Ausgaben aus dem 16. Jh.
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Am Beispiel des Johannes Miiller genannt Regiomontanus, des bedeutendsten europai-
schen Mathematikers des 15. Jh., wollen wir nun noch einige charakteristische Details
des Verhaltnisses schopferischer Renaissance-Personlichkeiten zu Euklid beleuchten. Re-
giomontanus lieB sich nach Studium in Leipzig und Wien, mehrjahrigem Aufenthalt in
Italien und kurzer Lehrtatigkeit an der Universitat PreBburg (Bratislava) 1471 in Niirn-
berg nieder und griindete eine Druckerei, in der er sowohl Werke antiker Autoren in
neuen oder von ihm korrigierten Ubersetzungen als auch eigene Werke herausgeben
wollte.

Seine erneute Romreise 1471 und sein frither Tod dort verhinderten den groBten Teil sei-
ner Vorhaben, jedoch ist eine gedruckte Ankiindigung erhalten geblieben (dtsch.Ubersetz.
[31, S. 453 -56]), die einen vollstandigen Uberblick tiber das gesamte Verlagsprojekt
vermittelt.

Unter den zu druckenden fremden Werken befinden sich die Elemente des Euklid mit
den Sternaufgangen des Hypsikles in der Ausgabe des Campanus, jedoch unter Aus-
merzung der meisten Fehler, die auch in einem eigenen kleinen Kommentar angegeben
werden. Dieser Kommentar ist in der Spalte "Eigene Werke" wie folgt bezeichnet:

"Ein kleiner Kommentar, in dem aufgezeigt wird, dass die Lehren des Campanus aus
der Ausgabe der geometrischen Elemente zu entfernen sind."

Die Wertschatzung, die auch Regiomontanus dem Theon entgegenbringt, wird an meh-
reren Stellen deutlich, z. B. will er drucken

"die Kommentare zum Almagest von dem sehr beriihmten Mathematiker Theon von
Alexandria (Euklid wird von ihm nirgends mit solchen Attributen belegt - P. S.) sowie
eine Verteidigung des Theon von Alexandria gegen Georg von Trapezunt ...,"

Zum Zweck der kritischen Neuausgabe der Elemente hatte Regiomontanus mindestens
vier (vielleicht sogar sechs) verschiedene Fassungen gesammelt. Eine Abschrift einer
Adelhard-Version von Regiomontanus’ eigener Hand mit dessen Randbemerkungen er-
warb 1523 Diirer, der seinerseits schon 1507 in Venedig fiir einen Dukaten den Druck
der Zamberti-Ubersetzung gekauft hatte.

Beides steht in offensichtlichem Zusammenhang mit Diirers 1525 erschienener Under-
weysung der Messung ..., seinem beriihmten Lehrbuch der praktischen Geometrie fiir
Kiinstler, in dem er sich ausdriicklich an diejenigen wendet, die geometrischer Kennt-
nisse bediirfen, aber den bis dahin nur lateinisch gedruckten Euklid nicht lesen kénnen.

Der wenig bekannte, 1956 erstmals gedruckte Entwurf [31] einer umfangreichen Samm-
lung von geometrischen (und arithmetischen) Satzen und Aufgaben, die Regiomontanus
veroffentlichen wollte, zeigt, dass er bei genauer Kenntnis der Elemente insgesamt we-
nig davon beeinflusst war. Aufbau und Inhalt sind durchaus eigenstandig, selbst die
Definitionen und Grundsatze, die auch er den einzelnen Kapiteln voranstellt, weichen
erheblich von denen Euklids ab.

Auch Dirers mathematisch hochstehende theoretische Schriften bestétigen dies: Die
Mathematiker gehen mit dem Ende des 15. Jh. ihre neuen eigenen Wege.
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8.3 Euklid bei den Jesuiten

Im Zuge der Gegenreformation wurde 1534 die Gesellschaft Jesu gegriindet, zu deren
Strategie, die Rekatholisierung von oben herab zu betreiben, d. h. zunachst die Firsten
oder andere hohe und einflussreiche Einzelpersonen fiir den Katholizismus zuriickzu-
gewinnen, es gehorte, ein besonders attraktives und leistungsfahiges Bildungssystem
aufzubauen.

In den von Jesuiten gefiihrten Schulen und Hochschulen nahm die Mathematik und
innerhalb dieser wiederum Euklid einen hervorragenden Platz ein, da sie als ideologisch
neutral und andererseits als von hohem Bildungswert fiir das Training des Scharfsinnes
geschatzt wurden.

Spater kam die Aufgabe hinzu, gediegen gebildete Fachleute fiir die Auseinandersetzung
mit den Anhangern der Lehren von Kopernikus und Galilei auszubilden. Im 16. bis 18.
Jh. waren viele bedeutende Mathematiker und Vertreter benachbarter Wissenschaften
Jesuiten, so z.B. Christoph Grienberger, Christoph Scheiner, Paul Guldin, Gregoire de
Saint Vincent, Athanasius Kircher, Tommaso Ceva, Ruder Joseph Boscovich, Girolamo
Saccheri, Jacopo Riccati.

Im Schaffen aller dieser Manner lassen sich die Spuren der besonders intensiven Beriih-
rung mit Stil und Inhalt der Elemente Euklids nachweisen.

Die Jesuiten begannen schon 1557, fir ihre Kollegien eigene Euklidausgaben zu dru-
cken. Uberaus bedeutend wurde vor allem die zweibandige Bearbeitung von Christoph
Clavius (eigentlich Schliissel), die erstmals 1574 in Rom erschien, bis 1738 mindestens
22 Auflagen erlebte und fiir diesen Zeitraum zur maBgebenden Edition wurde.

Der 1537 in Bamberg geborene Clavius trat 1555 dem Jesuitenorden bei, studierte in
dessen Auftrag beim damals besten Mathematiker Europas, bei P. Nunez in Portugal,
und wirkte danach als Professor fiir Mathematik am jesuitischen Kollegium Romanum
in Rom. In einer sehr weitschweifigen Einleitung begann Clavius mit den Kirchenvatern,
lobte den Nutzen mathematischer Studien fiir die Vorbereitung auf einen theologischen
Beruf und berichtete alles, was sich bis zum 16. Jh. an historischem Wissen rund um
die Elemente angesammelt hatte.

19 Christoph Clavius
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Er bereicherte aber auch den eigentlichen Text durch zahlreiche Anmerkungen, Einschii-
be und ein angehangtes Buch XVI und fligte auf diese Weise den rund 480 Propositionen
Euklids 671 weitere Propositionen hinzu, darunter viele neue Konstruktionsaufgaben
und neue, einfachere Losungen von Aufgaben Euklids.

Dabei (iberschritt er groBzligig den Bereich der mit Zirkel und Lineal I6sbaren Auf-
gaben, behandelte z.B. auch die Winkeldreiteilung mit verschiedenen Methoden und
Instrumenten und die Konstruktion des regularen Sieben- und Neunecks.

Von den vielen Zutaten des Clavius, die sich bis heute in der Schulgeometrie erhal-
ten haben, seien nur der vierte Kongruenzsatz und die Konstruktion der gemeinsamen
Tangenten zweier Kreise erwahnt. Clavius wies als erster Autor der Neuzeit die beiden
jahrhundertelang vertretenen Meinungen zuriick, wonach der Verfasser der Elemente
identisch mit dem Philosophen von Megara bzw. Theon der Urheber der liberlieferten
Beweise der Elemente sein wollte.

Neben den haufigen Nachauflagen der Edition Clavius gab es zahlreiche weitere Jesui-
tenausgaben der Elemente, zum Teil.

Ausziige aus der Fassung von Clavius fiir den Gebrauch an Schulen verschiedenen Ni-
veaus, zum Teil aber auch selbstandige Bearbeitungen. Wir nennen die Ausgaben von
J. Lanz (1617), C. Malapertius (1620), Chr. Grienberger (1636), C. Richard (1645),
G. Fournier (1654) und A. Tacquet (1654).

Zu den Aufgaben jesuitischer Kollegien gehorte auch die Ausbildung von Missionaren.
Was hatte naher gelegen, als die Ausbildung in arabischer Sprache fiir die fiir den Orient
bestimmten Missionare an einem Lehrstoff wie den Elementen Euklids vorzunehmen,
der zugleich einen moglichen unverfanglichen Ankniipfungspunkt fiir Gesprache mit ge-
bildeten Mohammedanern hergab.

So erklart sich der bereits erwdhnte Druck der sogenannten Pseudo-Tusi-Version in
arabischer Sprache in Rom im Jahre 1594.

Zu den interessantesten Schilern des Clavius zahlt Matteo Ricci.

Er gehorte zur Gruppe der ersten jesuitischen Missionare, die 1583 nach China kamen.
Die einflussreiche Stellung, die diese Missionare Anfang des 17. Jh. am chinesischen
Kaiserhof erringen konnten, beruhte zum groBten Teil auf ihren (iberlegenen mathe-
matischen und astronomischen Kenntnissen. Ricci verfasste in diesem Zusammenhang
schon 1595 eine Teiliibersetzung der Elemente nach der Edition Clavius ins Chinesische.

20 Briefmarken anlasslich des 400. Jahrestages der Ankunft von Matteo Ricci in China
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Um den beabsichtigten Erfolg zu erzielen, hitte die Ubersetzung jedoch genau den in
der hdheren chinesischen Beamtenschaft gepflegten literarischen Stil treffen miissen.
Erst eine zweite Ubersetzung der Biicher I-VI, die Ricci (chines. Li-Mato= Ri(cci),
Ma-th(e)o) mit Unterstiitzung des Ministers Li Chi Ts'ao herausgab, der als einer der
besten Stilisten Chinas galt, brachte die gewiinschte Anerkennung.

Diese Ubersetzung wurde in den Jahren 1618, 1629, 1721, 1723 und 1860 wieder auf-
gelegt. (Die restlichen Biicher der Elemente wurden erst 1862 von dem chinesischen
Mathematiker Li Shan-lan und dem britischen Sinologen A. Wylie gemeinsam (iber-
setzt.)

Anlasslich des 400. Jahrestages der Ankunft Matteo Riccis in China erschienen 1983
die beiden abgebildeten Briefmarken (Abb. 20). Sie dokumentieren die Bedeutung, die
Ricci fur den Kontakt der chinesischen mit der europaischen Wissenschaft gehabt hat.
(Auf seine zahlreichen weiteren wissenschaftlichen Leistungen konnen wir hier nicht
eingehen.)

Uber G. Saccheri, den letzten bedeutenden Jesuiten in der Geschichte der Elemente
Euklids, kann man sich hinreichend an anderer Stelle informieren [48], [126]. Hier soll
nur auf die leider zu wenig bekannte Tatsache hingewiesen werden, dass sich in seiner
beriihmten Abhandlung Der von jedem Makel befreite Euklid aus dem Jahre 1733
erstmals die beiden fundamentalen Sétze der absoluten (d.h. vom Parallelenpostulat
unabhangigen) Geometrie befinden, die spater von Legendre wiedergefunden wurden
und nun nach diesem benannt werden:

1. Die Summe der Winkel eines beliebigen Dreiecks ist nicht groBer als 180°.
2. Ist diese Summe fiir irgendein Dreieck gleich 180°, so gilt dies fiir alle Dreiecke.

8.4 Volkstiimliche Ausgaben in lebenden Sprachen

Wie schon bemerkt, war fiir die Renaissance ein rasch wachsendes Interesse und Be-
diirfnis breiter Kreise an praktisch verwertbaren mathematischen Kenntnissen charakte-
ristisch. Die wesentlichsten Beitrage zur Weiterentwicklung der Mathematik kamen in
dieser Zeit von Praktikern und Amateuren aller Art. Zu dieser Traditionslinie der Mathe-
matik, die sich - vielfach gewandelt - bis in die anwendungsbetonte Mathematikpflege
an den technischen Bildungsanstalten des 19. Jh. fortsetzte, gehoren die zahlreichen
volkstiimlichen Euklidausgaben des 16. bis 18. Jh. (Sie sind wohl zu unterscheiden von
den in Ubersicht 4 erfassten modernen, meist auf dem Heiberg-Menge-Text beruhenden
Ausgaben in lebenden Sprachen, die sich mit vollig anderen Absichten an einen ganz
anderen Leserkreis wenden.)

Die hier zu betrachtende Seite der Euklidrezeption beginnt vielleicht am 11.8.1508, an
diesem Tag hielt der Franziskaner und bedeutende Mathematiker Luca Pacioli vor iiber
500 Zuhorern in der Bartholomauskirche zu Venedig einen offentlichen Vortrag tber
Buch V der Elemente. [68, S. 68]
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Ubersicht 3: Erstausgaben der Elemente in lebenden Sprachen

Jahr Sprache Ubersetzer bzw. Herausgeber Bemerkungen
1543 italien. Nicolo Tartaglia

1551 engl. Robert Recorde Bearb. von Buch |-V
1555 deutsch Johann Scheybl nur Buch VII-IX
1562 deutsch W. Holtzmann (Xylander) Buch I-VI
1564/66 franz. Pierre Forcadel Buch |-IX

1570 engl. Henry Billingsley/John Dee

1576 span. Rodrigo Zamorano Buch I-VI

1606 niederland. Jan Pietersz Dou Buch I-VI

1615 franz. Denis Henrion

1695 niederland. Vooght

1737 dan. |. F. Ramus Buch I-VI, XI, XII
1739 russ. Iwan Astarow

1744 dan. Ernest Gottlieb Ziegenbalg

1744 schwed. Marten Stroemer Buch I-VI

1807 poln. Josef Czech Buch I-VI, XI, XI
1865 ungar. Samuel Brassai

Im Streit der Campanus- gegen die Zamberti-Anhanger war Pacioli einer der engagier-
testen Verteidiger von Campanus. Er gab die Schuld an den Fehlern den arabischen
Quellen und den zahlreichen zwischengeschalteten Abschreibern.

1509 gab er eine korrigierte Auflage des Campanus-Erstdruckes von 1482 heraus, in der
er vor allem zahlreiche Fehler in den Abbildungen, die sich im Lauf der Zeit eingeschli-
chen hatten, ausgebessert hatte. Pacioli diirfte es auch gewesen sein, dem Leonardo da
Vinci seine Kenntnis der Elemente verdankte.

Obwohl Leonardo in seinen (iberall verstreuten Notizen mathematischer Art niemals den
Namen Euklid erwahnte, war er ohne Zweifel zumindest mit Buch | gut vertraut, rang
um bessere Formulierungen von Definitionen und Axiomen und um das Verstandnis
komplizierterer Satze.

i\ E
21 Nicolo Fontana, genannt Tartaglia [Istoria Mat., Bd.7, Moskau 1970]

Es ist kein Zufall, dass die erste Ubersetzung der Elemente in eine lebende Sprache
1543 in ltalien zustande kam, wo die frihbirgerliche Entwicklung und mit ihr das
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wissenschaftlich-praktische Interesse derjenigen, denen mit der lateinischen Sprache
auch der Zugang zur Gelehrsamkeit der Universitaten verschlossen war, am weitesten
vorangeschritten waren. Es ist auch kein Zufall, dass diese Ubersetzung von Nicolo Tar-
taglia stammte, einem Mann aus dem Volk, der sich als Rechenmeister und technischer
Berater in die erste Reihe der Renaissancemathematiker hinaufarbeitete und lebenslang
mit der sterilen Gelehrsamkeit der Universitaten im Streit lag.

Im folgenden wollen wir etwas ausfiihrlicher die deutschen Volksausgaben der Elemente
betrachten, wobei auch solche Biicher einzubeziehen sind, die keine direkten (Teil-
)Ubersetzungen sind. 1532 erscheint in Niirnberg Das erst Buch der Geometria von
Wolffgang Schmid, Rechenmeister zu Bamberg, keine Ubersetzung, sondern eine an
Buch | angelehnte Eigenschopfung (2. Auflage 1539).

1555 folgt die erste deutsche Teiliibersetzung der Biicher VII-IX durch Johann Scheybl,
die sich ausdriicklich an den "gemainen Rechner" wendet (Abb. 22).
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22 Ausgabe Scheybl 1555 [9]; 23 Ausgabe Xylander 1562 [9]

1562 gibt es dann eine Ubersetzung der Biicher I-VI durch Wilhelm Holtzmann (Xy-
lander), Professor der Logik an der Universitat Heidelberg. Sie erschien gleichzeitig in
Basel (Abb. 23) und Augsburg. Xylander hatte die meisten Beweise weggelassen oder
(vielen Vorgangern folgend) durch Zahlenbeispiele ersetzt und gab in der Einleitung
seine Begriindung dafiir an:

"Mogen auch etwa schwerlich von Ungelehrten begriffen werden, und ein einfaltiger
deutscher Liebhaber dieser Kiinste ist wohl zufrieden, so er die Sache versteht, ob er
wohl die Demonstration nicht weiB. " (Zitiert nach [14, II, S. 508])

Die Ubersetzung von Holtzmann wurde 1606 von J. P. Dou ins Niederlandische und
merkwiirdigerweise von Sebastian Curtius 1618 wieder zuriick ins Deutsche Ubersetzt
(Abb. 24). Man beachte auf dem Titelblatt der letztgenannten Ausgabe die Formulie-
rung

"sampt den Speciebus inn Geometrischen figurn ...
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Sie bezieht sich offenbar auf die geometrische Algebra. In der Tat wird hier noch 1618
denjenigen, die nicht geiibt im Umgang mit Dezimalbriichen sind, eine Art Analogrech-
nung im Stile von Buch Il empfohlen.
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24 Ausgabe Curtius 1618 [9]; 25 Ausgabe Pirckenstein 1694 [9]

Zuvor aber war 1610 noch eine Ubersetzung von Simon Marius erschienen:

"Die Ersten Sechs Biicher Elementorum Euclidis, In welchen die Anfang und Griinde
der Geometria ordenlich gelehret / und griindtlich erwiesen werden /

Mit sonderm FleiB und Miihe auB Griechischer in unsere Hohe deutsche Sprach (iberge-
setz/ et und mit verstaendtlichen Exempeln in Linien und gemeinen Rational Zahlen /
Auch mit Newen Figuren / auff das leichtest und aigentlichest erklaret: Alles zu sonderm
Nutz den jenigen / so sich der Geometria/ im Rechnen/ Krieg wesen / Feldtmassen /
Bauen/und andern Kiinsten unnd Handtwerckern zugebrauchen haben; ..,"

Es folgen dann 1625 von Lucas Brunn, gedruckt in Nirnberg:

"Euclidis Elementa Practica. Oder Aufzug aller Problematum und Handarbeiten auB
den 15. Biichern Euclidis ..."

1628 von Heinrich Hoffmann, gedruckt in Jena:
"Teutscher Euclides, Das ist seiner geometriae Erster Theil ..."

dessen 2. Auflage 1651 die erste vollstindige deutsche Ubersetzung der Elemente sein
wird, 1694 der Teutsch-Redende Euclides von A. F. Burckhardt von Pirckenstein, dessen
herrlich anpreisendes Titelblatt wir dem Leser wieder im Bild. vorstellen wollen (Abb.
25), er wird 1699 und 1744 neu aufgelegt.

1697 Samuel Reyhers In Teutscher Sprache vorgestellter Euclides, dessen VI. erste Bii-
cher auf sonderbahre und sehr leichte Art / Mit Algebraischen/ oder aus der neuesten
Lose-Kunst entlehneten Zeichen/ also dass man deroselben BeweiB auch in andern
Sprachen gebrauchen kan / eingerichtet ..."
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1723 die Ausgabe von Christian Schessler (Abb. 26), die 1729 nochmals aufgelegt wird,
und nach manchen anderen Ausgaben noch im 19. Jh.

"Die Geometrie des Euklid / und /das Wesen derselben / erlautert durch/ eine damit
verbundene systematisch geordnete Sammlung/ von mehr als tausend geometrischen
Aufgaben und die/ beigefiigte Anleitung zu einer einfachen Aufldsung/ derselben / Ein
Handbuch der Geometrie. / Fir alle, / die eine griindliche KenntniB dieser Wissenschaft
in kurzer Zeit / erwerben wollen. / Von / Dr. E. S. Unger (Erfurt 1833)."

Der heutige Leser mag seinen SpaB an Stil, Rechtschreibung und graphischer Gestal-
tung dieser seltsamen Literaturgattung haben. Leider wissen wir so gut wie nichts tiber
die Breitenwirkung.

Lediglich Theodor Storm hat uns mit literarischen Mitteln auf den ersten Seiten seiner
beriihmten Novelle Der Schimmelreiter ein eindrucksvolles (und wohl realistisches) Bild
von der Rolle gezeichnet, die derartige Lehrbiicher einst im Leben des einfachen Volkes
gespielt haben mogen. Man lese diese Seiten aufmerksam:

Der Vater des spateren Schimmelreiters vermutet ernsthaft, es konnten sich zwei ver-
schiedene Exemplare der Elemente im bauerlichen Haushalt befinden, und der junge
Hauke lernt Niederlandisch zu dem einzigen Zweck, danach unter harten Bedingungen
das einzige ihm zugangliche Exemplar der Elemente studieren zu konnen.
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26 Ausgabe Schessler 1723 [9]

Obwohl das Feilen an den Definitionen und Axiomen Euklids zu den Lieblingsbeschaf-
tigungen fast aller Ubersetzer, Bearbeiter und Nutzer der Elemente im Laufe zweier
Jahrtausende gehorte, wollen wir hier einige Beispiele vorrangig aus deutschen und
englischen Ausgaben zitieren, um dem Leser das Vergniigen auch an der sprachlichen
Gestaltung zu ermoglichen:

Johannes Widmann, Professor an der Universitat Leipzig, schreibt in seinem volkstiim-
lichen Rechenbuch von 1489

"punctus ist eyn kleyn Dingk dz nicht zu teylen ist.
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linea ist eyn ausstreckung die alleyn zu messen ist ynn die leng."

Die schonste Erklarung des Punktbegriffes findet man wohl in dem im 16. Jh. sehr
verbreiteten Rechenbuch des Simon Jacob 1565):

"Ein Punct ist ein untheilbares reines stiipfflein / welches mit keinem Instrument mag
gemacht / sondern muB allein mit dem verstandt gefaBt werden."

Englische Mathematiker tragen inhaltliche Gesichtspunkte bei. So schreibt Th. Hobbes
1655 in einem Buch "Uber Kérper":

"Eine gerade Strecke ist eine solche, deren Endpunkte nicht weiter auseinander gezogen
werden konnen."

Und John Playfair, ab 1785 Professor fiir Mathematik an der Universitat Edinburgh,
ist es, durch den die heute tbliche Formulierung des Parallelenpostulats

"Durch einen gegebenen Punkt P auBerhalb einer gegebenen Geraden g gibt es nur
eine zu g parallele Gerade."

sich endgliltig durchsetzt, obgleich der konstruktive Charakter und die Analogie zu den
Postulaten 1 bis 3 dadurch verschleiert werden. Das in englischsprachigen Landern auch
heute meist noch als Playfair axiom bezeichnete Postulat findet sich schon bei Klaudios
Ptolemaios. Bei Playfair ist es in seinem 1796 erschienenen Buch Elements of Geometry
enthalten. Wir finden hier den geeigneten Platz, auch den Humor zu Worte kommen
zu lassen.

Dem legendaren Katheterbliitenproduzenten August Galletti, 1783 bis 1819 Professor
am Gymnasium in Gotha, wird die blutriinstige Definition

"Ein mathematischer Punkt ist ein Winkel, dem man beide Schenkel ausgerissen hat"

zugeschrieben, und von Lewis Carroll, eigentlich Ch. L. Dodgson, Professor fiir Mathe-
matik am Christ Church College in Oxford und Verfasser der weltberiihmten Biicher
Alice im Wunderland bzw. im Hinterspiegelland, stammt die folgende Parodie auf das
dritte Postulat Euklids:

"Gefordert soll sein, dass man um jede Frage und in beliebigem Abstand von dieser
Frage einen Streit entfachen kann."

Sind wir in England, so wollen wir abschlieBend einen Blick auf die ersten Euklidausga-
ben in englischer Sprache werfen. Als Vorlaufer erschien 1551 in London ein Buch mit
dem Titel The pathway to Knowledge (Der Weg zum Wissen) von dem Arzt und be-
deutenden Amateurmathematiker Robert Recorde. (Wir verdanken ihm u.a. das heute
ibliche Gleichheitszeichen.)

Unter diesem Titel verbarg sich eine Bearbeitung der Biicher |-IV der Elemente fiir
Praktiker, wobei besonders an Anwendungen im Bau- und Vermessungswesen gedacht
war. Die erste vollstandige Ubersetzung der Elemente ins Englische wurde im Jahre
1570 von Henry Billingsley unter Mitwirkung des originellen Mathematikers John Dee
herausgegeben.
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Dee war es auch, der um 1563 in der englischen Bibliotheca Cottoniana das arabische
Fragment der Teilung der Figuren aufgefunden, iibersetzt und als Werk des Euklid
identifiziert hatte. Georg Cantor schatzte Dee als "den hervorragendsten englischen
Mathematiker dieser Zeit"F] .

Billingsley, der aus armlichen Verhaltnissen stammte, hatte unter Entbehrungen drei
Jahre in Oxford studiert, wurde dann Kurzwarenhandler und arbeitete sich zum Lord
Major (svw. Oberbiirgermeister) von London hoch. Seine Euklidiibersetzung ist ein
prachtiger, sehr groBer Foliant, der als Besonderheit eine Tasche mit Faltmodellen zu
den Satzen von Buch Xl enthilt.

Jedem Buch ist eine zusammenfassende und kommentierende Einleitung vorangestellt,
die oft auch widerstreitende Meinungen fritherer Autoritaten. gegeneinander stellt. Den
Geist von Zeit und Ort dieser ersten englischen, ganz auf biirgerliche Reprasentation
eingestellten Euklidausgabe konnen wir nicht besser illustrieren als mit einigen Zitaten
aus Billingsleys Vorwort:

"Es gibt nichts, hochedler Leser, einzig das Wort Gottes ausgenommen, was Seele
und Verstand des Menschen so verschont und schmiickt wie die Kenntnis der schonen
Kiinste und Wissenschaften ... Es gibt viele Kiinste, die dies leisten, aber keine in
solchem MaBe wie die sogenannten mathematischen Wissenschaften. Diese kann man
nicht ohne perfekte Kenntnis der Prinzipien, Grundlagen und Elemente der Geometrie
meistern ...

Deshalb habe ich mit Verantwortungsbewusstsein und groBen Miihen dieses Werk von
Euklid sorgfaltig in unsere gewohnliche Sprache (bersetzt... Fiir meine Qualen und
Mduhen erwarte ich keinen anderen Dank und Lohn als den, dass Du, hochedler Leser,
sie dankbar entgegennimmst. In diesem Fall wiirde ich mich ermutigtfiihlen, einige
weitere gute Autoren zu Ubersetzen ... Somit, hochedler Leser, lebe wohl."

8.5 Euklid im Lehrbetrieb der Schulen und Universitaten

Bis tief ins 18. Jh. hinein war der Mathematik im Lehrbetrieb der Universitaten im
allgemeinen nur ein bescheidener Platz innerhalb des studium generale, d. h. vor dem
Studium einer der drei brotbringenden Fakultaten Theologie, Jura oder Medizin, einge-
raumt. Anfangs verdienten sich Studenten dieser drei Fakultaten wéahrend des langen
Studiums ihren Lebensunterhalt durch den Unterricht in den zuvor von ihnen selbst
durchlaufenen "freien Kiinsten".

Spater wurde der akademische Unterricht in Mathematik haufig von Professoren der
Theologie, der alten Sprachen o.4. erteilt, so noch im 19. Jh. beispielsweise an engli-
schen Universitaten oder in Prag. Es ist klar, dass derartige Zustande der Spezialisie-
rung der Lehrenden auf bestimmte Disziplinen oder gar einer lebendigen Verbindung
von Lehre und eigener Forschung nicht glinstig waren.

Die reiche Fiille neuer mathematischer Begriffe, Theorien, Methoden und Ergebnisse,
die wahrend der Renaissance hauptsachlich von Praktikern und Amateuren, spater zu-
nehmend an den Akademien hervorgebracht wurde, drang sehr langsam oder gar nicht

8Vgl. Purkert/llgauds: Georg Cantor, Leipzig 1985, S. 59.
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in den akademischen Lehrbetrieb ein.

Dort herrschte Euklid, und sein Studium diente nicht einer tatsachlichen Beherrschung
der elementaren Mathematik fiir praktische Bediirfnisse, sondern dem Training einer
gewissen allgemeinen geistigen und sprachlichen Beweglichkeit, philosophischer Dispu-
tation und nicht zuletzt der Ubung in den klassischen Sprachen. Zahlreiche Ausnahmen,
wie sie die Geschichte immer bereithalt, vermogen diese allgemeine Einschatzung nicht
zu erschittern. Noch 1804 begann B. Bolzano seine Betrachtungen Uber einige Gegen-
stande der Elementargeometrie mit den Worten:

"Es ist nicht unbekannt, dass die Mathematik nebst dem ausgebreiteten Nutzen, den
ihre Anwendung auf das praktische Leben gewahrt, auch noch einen zweyten kaum
geringern, obgleich nicht so in die Sinne fallenden Nutzen durch Ubung und Scharfung
des Verstandes, durch die wohlthatige Beforderung einer griindlichen Denkart liefern
konne; einen Nutzen, welchen der Staat vornehmlich beabsichtigt, wenn er das Studium
dieser Wissenschaft von jedem Akademiker verlangt." [32, S. 9]

Nicht anders war die Situation an Gymnasien und vergleichbaren Schulen, wobei der
Unterschied zwischen diesen und dem vorbereitenden akademischen Unterricht des stu-
dium generale iiberhaupt zeitweise gering bzw. die Grenzen flieBend waren. Als 1773
erstmals die spater vielfach aufgelegte deutsche Ubersetzung der Elemente fiir den
Schulgebrauch von Johann Friedrich Lorenz erschien, war ihr ein Vorwort des damals
prominenten Mathematikers J. A. Segner vorangestellt, in dem es u. a. heiBt:

"Dieses macht die Absicht ein so schazbares Werk unserer Jugend, der dasselbe fast
ganzlich entzogen ist, wieder bekant zu machen, in meinen Augen sehr riihmlich; und
ich kan bey der gegenwartigen Verfassung unserer Schulen, in welchen die Sprachen
des Alterthums, zum grossen Nachtheil einer wahren Gelehrsamkeit, nur allzusehr ver-
siumet werden, es nicht ganzlich tadeln, dass dieses vermittelst einer Ubersetzung ins
Teutsche geschiehet. Denn wenn diese Sprachen, so wie sie solten, getrieben wiirden, so
ware ich so wenig vor eine in die Schule einzufiihrende teutsche Ubersetzung, dass ich,
wenn die Sache bey mir stiinde, vielleicht sogar die lateinischen verbannen, und nur den
griechischen Grundtext zulassen wiirde; aus welchem ein angehender Gelehrter, ausser
den Griinden der Mathematic, auch die rechte Art, nicht nur ordentlich und richtig zu
denken, sondern auch seine Gedanken nett, kurz und deutlich, ohne Ausschweiffung
oder Zweydeutigkeit, durch die schicklichsten Worte auszudriicken, besser als aus einer
Ubersetzung lernen wiirde.

Und dieses, dass der Lehrling in den Stand gesetzt und angewdhent werde, gute Schrif-
ten mit Verstand zu lesen, seine eigene Gedanken aber, in einer der Sache angemesse-
nen Rede, schriftlich oder auch nur mindlich, so vorzutragen, dass dadurch, wo nicht
Vergniigen, doch wenigstens kein MiBfallen erwecket werde, wird doch immer die vor-
nehmste Absicht der Schulen bleiben, welche bey keinem, welcher Lebensart er sich
auch gewidmet haben mag, und am wenigsten bey einem angehenden Gelehrten, ohne
einen schwerlich zu ersetzenden Nachtheil, bey Seite gesetzt werden kan."

Dem, was hier im breiten behabigen Stil des 18. Jh. lber die jenseits des unmittel-
baren praktischen Nutzens liegenden Bildungs- und Erziehungsziele des Mathematik-
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unterrichts gesagt wird, ist natiirlich auch heute noch im Prinzip zuzustimmen, wenn
gleiches lber die Mittel zur Erreichung dieser Ziele und iliber die Rolle, die die eu-
klidische Geometrie dabei zu spielen hat oder nicht, von den grauen Anfangen des
europaischen Schulunterrichts bis heute stets verschiedene Meinungen und erbitterte
Auseinandersetzungen gegeben hat. So erschien 1928 ein Raumlehrebuch fiir Anfanger
von W. Kusserow mit dem polemischen Titel Los von Euklid, und K. Fladt schrieb 1927
in seinem Buch Euklid [48]:

"Es hat darum nicht an Versuchen gefehlt, die Geometrie genetisch darzustellen. Aber
die Euklidische Art der Darstellung erfreute sich durch die Jahrhunderte eines solchen
Ansehens, dass sie geradezu fiir die Sache selbst genommen wurde, dass man glaubte,
der Sinn der Mathematik erschopfe sich in ihrer logischen Folgerichtigkeit, die Ma-
thematik sei darum lediglich ein formales, d.h. zur Bildung des Verstandes dienendes
Unterrichtsfach.

Die weitere Folge dieses Irrtums war, dass man aus den Elementen, dem Lehrbuch
der Studenten Alexandrias, ein Schulbuch fir Tertianer machte. Und da es nicht jeden
Schiilers Sache war, die Form vom Kern zu unterscheiden, galt die Mathematik fiir
schwer, und man glaubte, fiir sie eine besondere Begabung haben zu miissen. All das
Ansehen, das weite Kreise unserer Gebildeten dem eingeweihten Jiinger mathemati-
schen Geheimwissens zollten und heute noch zollen, aber auch das geheime Grauen,
das sie vor der Mathematik empfinden, geht letzten Endes auf diese Wirkung der eu-
klidischen Elemente zuriick."

Am langsten hat man wohl in GroBbritannien an einer Auffassung des Mathematikun-
terrichts als rein logischer Schulung des Verstandes und daher auch an der Verwendung
der Elemente unmittelbar als Lehrbuch festgehalten. So konnte es zu solch kuriosen
Auswiichsen kommen, dass noch in den fiinfziger Jahren des vorigen Jh. in Unkennt-
nis der nichteuklidischen Geometrie und in einer allgemeinen Atmosphare, in der der
Ubung des logischen SchlieBens aus falschen Voraussetzungen groBer erzieherischer
Wert beigelegt wurde, Teile dieser nichteuklidischen Geometrie sozusagen im Klassen-
raum nochmal gefunden wurden. [153, S. 187f.]

Wir missen aber nun noch tber einige bemerkenswerte Erscheinungen und Person-
lichkeiten in der alteren Geschichte der Euklidpflege an europaischen Bildungsstatten
berichten, zunachst lber die Pariser Humanisten des 15./16. Jh. Sie wandten sich ent-
schieden gegen den mit der katholischen Ideologie fest verbundenen Aristotelismus und
stellten ihm eine Neubelebung Platons und aller damit zusammenhangenden philoso-
phischen Tendenzen entgegen.

Ins Leben gerufen wurde diese Bewegung in Paris von Jacob Faber Stapulensis (eigent-
lich Jacques Lefevre d'Etaples), der 1516 die erste Doppelausgabe Campanus-Zamberti
in der Absicht veroffentlichte, damit die Aufklarung des Dilemmas zwischen dem bisher
dominierenden Campanus-Text und der von Zamberti libersetzten griechischen Theon-
Version zu fordern.

Zu seinen Schiilern und Anhédngern zahlten Orontius Finaeus (eigentlich Oronce Fi-
ne), Petrus Ramus (eigentlich Pierre de la Ramee) und der Deutschschweizer Conrad
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RauchfuB (Dasypodius), die ebenfalls als Herausgeber von Euklidausgaben aufgetreten
sind.

Ramee, ein engagierter Protestant, zog schon anlasslich der Verteidigung des Magister-
grades 1536 den Hass aller Reaktionare auf sich mit der provokatorischen These "Alles,
was Aristoteles lehrte, ist falsch”.

In Wahrheit richtete sich diese These keineswegs gegen Aristoteles, dem die Pariser Hu-
manisten viele Anregungen verdankten, sondern gegen die dogmatische Erstarrung der
ihm zugeschriebenen Lehren. Nach vielen abenteuerlichen Schicksalen gehorte Ramee
schlieBlich zu den im voraus auserkorenen Opfern der Bartholomausnacht.

Ramee stellte in seiner nominalistisch gefarbten Euklidausgabe (1541) als erster die
Lesart der Elemente wieder her, wonach fiir Punkt das griechische Wort semeion (Zei-
chen, Buchstabe) gebraucht wird, was sich auf die Benennung der Punkte bezieht und
nach Meinung vieler Experten als bewusste Kapitulation Euklids vor den an den athe-
nischen Gelehrtenschulen ausgiebig diskutierten Schwierigkeiten des Punktbegriffes zu
deuten ist.

In der Auslegung von Ramee klingt schon die moderne strukturtheoretische Auffassung
der Geometrie an, wonach die Begriffe Punkt, Gerade usw. nur implizit durch gewisse
Axiome beschrieben werden, wahrend es nicht Gegenstand einer deduktiv aufgebauten
Geometrie ist, Giber die wahre (physikalische) Natur dieser Objekte nachzudenken.

Im Gbrigen war Ramee keineswegs ein schopferischer Mathematiker, aber er leitete eine
Epoche ein, in der Euklid nicht mehr nur auswendig gelernt, sondern kritisch angeeignet
wurde, kritisierte ihn auch selbst in bezug auf methodische Mangel. So meinte er zum
Beispiel (und viele spatere Autoren folgten ihm hierin), das Parallelenpostulat diirfe erst
dort formuliert werden, wo es zum ersten Mal benutzt und dadurch motiviert wird.

Als Reaktion auf die bereits besprochenen bildungspolitischen Aktivitaten der Jesuiten
wurden um die Mitte des 16. Jh. protestantische Gymnasien gegriindet, u.a. in StraB-
burg durch J. Sturm, einen Schiiler von Faber Stapulensis. Dort wirkte Dasypodius
als Mathematiker und veroffentlichte 1564 seine griechisch-latein. Schulausgabe der
Elemente, die vielmals aufgelegt wurde.

Man beachte die hiermit aufgenommene Tradition des Griechischen als gleichrangiges
Unterrichtsfach neben dem Latein, die sich an den "humanistischen" Gymnasien bis
in unser Jh. erhalten hat. 1570 folgte von Dasypodius eine griech.-lat. Ausgabe aller
damals zuganglichen Werke von Euklid, d.h. Elemente, Data, Optik, Katoptrik, Phae-
nomena und Harmonielehre.

Zu den Schiilern Ramees gehorten P. Forcadel, der die Elemente ins Franzosische iiber-
setzte, und J. Peletier (Peletarius), der als erster das beriichtigte Problem des "Kon-
tingenzwinkels" zwischen Kreis und Kreistangente als gegenstandslos und den Winkel
als "nicht im mindesten von Null verschieden"B bezeichnete, nachdem seit Campanus
alle Autoren diesem Problem breiten Raum gegeben hatten. Die Frage geht auf Euklids
Proposition 111.16 zuriick, wo es heiBt:

"Eine rechtwinklig zum Kreisdurchmesser vom Endpunkt aus gezogene gerade Linie
muss auBerhalb des Kreises fallen, und in den Zwischenraum der geraden Linie und des
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Bogens lasst sich keine weitere gerade Linie nebenhineinziehen; der Winkel des Halb-
kreises ist groBer als jeder spitze geradlinige Winkel, der Restwinkel kleiner."

Es lasst sich heute nicht einmal mit Sicherheit sagen, ob der folgenreiche und an sich
iberfliissige Zusatz hinter dem Semikolon nicht von irgenendeinem Ubereifrigen Bear-
beiter in die Elemente hineingeschmuggelt wurde, um die an sich klare Aussage noch
zu bekraftigen.

Clavius jedenfalls vertrat die Ansicht, dieser Zusatz sei ein hinreichender Grund, das
Problem ernst zunehmen.

Er und viele andere traten leidenschaftlich fiir eine Interpretation der "hornformigen
Winkel" im Sinne einer (modern gesprochen) nichtarchimedischen GréBenlehre ein.
Candalla formulierte seine Vorstellung literarisch recht bemerkenswert: Der Kontin-
genzwinkel ist kleiner als jeder geradlinige Winkel, aber von anderer Art, so wie die
groBte Miicke kleiner ist als das kleinste Kamel [nach 14 II, S. 511].

Der Kontingenzwinkel hat noch in der Entstehungsphase der Infinitesimalrechnung ei-
ne wichtige Rolle als Modellfall einer unendlich kleinen (aber von Null verschiedenen)
GroBe fir die mysteridsen Differentiale (unendlich kleinen Zuwachse) gespielt, insbe-
sondere bei Leibniz. Selbst moderne Apologeten der Nichtstandardanalysis berufen sich
gern wieder auf dieses historische Beispiel und verweisen stolz darauf, dass man den
Vorstellungen von Campanus, Clavius und Candalla heute einen exakten mathemati-
schen Sinn geben kann. [90]

In England ist Sir Henry Savile zu nennen, der Anfang des 17. Jh. an der Universi-
tat Oxford Vorlesungen tber die Elemente in so ausfiihrlicher Weise hielt, dass er nie
iiber Proposition 1.8 hinausgelangte. Er sammelte systematisch antike Literaturzitate
iber Euklid und bezeichnete zwei Naevi (svw. Makel, Geburtsfehler) der euklidischen
Geometrie: Das Parallelenpostulat und die Proportionentheorie.

Auf diese Bezeichnung spielt die bereits besprochene beriihmte Abhandlung von Sac-
cheri an, in der er sich mit beiden (!) Naevi auseinandersetzte, Savile stiftete einen
Lehrstuhl an der Universitat Oxford, der noch heute besteht und dessen jeweiliger In-
haber verpflichtet wurde, Vorlesungen tber Euklid zu halten und sich mit den beiden
Naevi zu beschaftigen.

27 John Wallis [126]
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Einer der ersten Inhaber dieses Lehrstuhls war John Wallis, seine Beschaftigung mit
dem Parallelenproblem demnach nicht ganz freiwillig.

Als letztes Beispiel eines besonders mit Euklid verbundenen Universitatsprofessors wol-
len wir A. G. Kastner in Gottingen erwahnen, dem sein Student GauB8 bekanntlich kein
gutes Zeugnis als Mathematiker ausgestellt hat. Kastner hat fast alle bis 1770 erschie-
nenen Schriften zum Parallelenproblem zusammengetragen und seinen Schiiler G. S.
Kligel zu einer historisch-kritischen Dissertation dariiber angeregt, deren Wirkung auf
die letztliche Losung des Problems nicht hoch genug eingeschatzt werden kann.

8.6 Das Verhaltnis neuzeitlicher Mathematiker zu Euklid

Das bisher Dargestellte kann den Eindruck erwecken, als sei die Geschichte der europai-
schen Euklidrezeption zumindest bis zum massiven Aufgreifen des Parallelenproblems
und der Entstehung der nichteuklidischen Geometrie, also bis zum Ende des 18./Anfang
des 19. Jh., nahezu disjunkt zur "eigentlichen" Geschichte der Mathematik.

Wir sind einer Fiille von Namen begegnet, deren Kenntnis keineswegs zur Allgemein-
bildung, selbst eines historisch interessierten Mathematikers, gehort.

Zentrale Gestalten der Mathematik des 16. bis 18. Jh. dagegen wie Kepler, Pascal, Fer-
mat, Descartes, Newton oder Euler wurden nicht erwéhnt (einzige Ausnahme Leibniz).
Vor allem aber scheint es, als sei keine wesentliche schopferische Anregung von Euklid
ausgegangen, als habe seine Tradierung sich in literargeschichtlichen, philosophischen
und padagogischen Ambitionen erschopft.

In der Tat gibt es bisher keine umfassenden Untersuchungen iiber den Einfluss, den
die (wohl in jedem Fall stattgefundene) Beriihrung der bedeutenden Mathematiker der
genannten Zeit mit dem Werk Euklids gehabt haben konnte.

Man miisste dazu die gesamte mathematische Literatur jenes Zeitraumes einschlieBlich
der biographischen Quellen durchforsten, ein wahrhaft gigantisches Unternehmen, dem
kein Einzelner gewachsen sein kann. Im folgenden kann daher nur versucht werden, an
einigen Beispielen zu zeigen, dass der skizzierte Eindruck insgesamt falsch ist.

Nur wenige Mathematiker von wirklich hohem Rang haben sich unmittelbar der Bear-
beitung, Herausgabe oder Kommentierung der Elemente gewidmet.

Wir nennen hier nur die Euklidausgabe von |. Barrow (1655 und mehrere spatere Auf-
lagen), die sich vor allem durch ein starke Straffung der Beweise in dem fiir Barrow
charakteristischen lapidaren Stil auszeichnet. Hingegen haben mehrere Mathematiker
versucht, den Stoff Euklids in ganzlich eigener Weise darzustellen.

Das fiihrte besonders in Frankreich, beginnend mit den Elements de Geometrie von
A.C.Clairaut (1741, 6 franzosische Auflagen, Ubersetzungen ins Niederlandische, Polni-
sche, Russische, Schwedische), zu einer "Los von Euklid-Bewegung, die in den Elements
de Geometrie von A. M. Legendre gipfelte. Letztere erschienen erstmals 1794, hatten
zu Lebzeiten des Autors 14 franzésische Auflagen sowie Ubersetzungen ins Englische
(1819), Deutsche (1821) und Italienische (1834). Clairaut hatte zur Motivation seines
neuen Weges zur Elementargeometrie geschrieben:
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"Weitlaufige Auseinandersetzungen tiber Dinge, bei denen von vornherein der gesun-
de Menschenverstand entscheidet, sind durchaus tberfliissig und dienen nur dazu, die

Wabhrheit zu verdunkeln und den Leser abzuschrecken."(Deutsche Ubersetz. nach [48,
S. 153]).

Legendre brach auch mit Anordnung, Gliederung und Auswahl des Stoffes bei Euklid.
Sein Buch anderte sich von Auflage zu Auflage. Es bestand meist zu einem guten Teil
aus Anhangen und Zusatzen, die bei spateren Auflagen teilweise eingebaut wurden,
um neuen Zusatzen Platz zu machen, ein Symptom dafiir, wie intensiv Legendre iiber
Jahrzehnte mit der Elementargeometrie gerungen hat.

Insbesondere versuchte er in fast jeder Auflage einen neuen Beweis des Parallelen-
postulats, dessen Liicke bzw. Zirkelschluss er selbst spater feststellte. Im Zuge dieser
Bemiihungen entdeckte er die beiden heute nach ihm benannten fundamentalen Satze
der absoluten Geometrie neu, die wir bei Saccheri genannt haben.

Ubrigens wird berichtet, dass der junge Galois durch das Buch Legendres den ersten
Kontakt mit der Mathematik hatte und es in unglaublich kurzer Zeit durcharbeitete.
Spater bemerkte er schmerzhaft den Unterschied zwischen der logisch so klar und sys-
tematisch aufgebauten Geometrie und dem damaligen Zustand der Algebra und machte
es sich zur Lebensaufgabe, letztere in den Rang einer gleich vollkommen ausgebildeten
Theorie zu erheben.

28 Adrien Marie Legendre [126]

Viele Mathematiker realisierten ihr Verhaltnis zu Euklid an einzelnen der in den Ele-
menten aufgeworfenen Probleme. So kniipften S. Stevin, J. Kepler und andere an die
Theorie der reguldren Polyeder an. Von Renaissance-Mathematikern wie Leonardo da
Vinci, G. B. Bededetti, tiber G. Mohr und M. Mascheroni bis in unser Jahrhundert zieht
sich eine starke Traditionslinie, geometrische Konstruktionsaufgaben systematisch mit
eingeschranktem Gebrauch von Zirkel und Lineal (z.B. mit dem Zirkel allein oder mit
dem Lineal und einem Zirkel fester Spannweite) oder ganz anderen Instrumenten zu
l6sen.

Leibniz und Newton waren in ihren jeweiligen Hauptwerken ganz stark und explizit
vom methodologischen Vorbild der Elemente beeinflusst. Leibniz war es tibrigens, der
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das Wort Kongruenz fiir die euklidische Deckungsgleichheit von Figuren einfiihrte. Die
analytische Geometrie von Descartes und Fermat ware undenkbar ohne das durch den
Untergrund der Elemente geisternde Wechselspiel von algebraischer Behandlung geo-
metrischer und geometrischer Behandlung algebraischer Sachverhalte.

Auch an Kritik Euklids hat es nie gefehlt. S. Stevin, der seine hohe Verehrung fiir Euklid
mehrfach duBerte, bezeichnet andererseits die Schwierigkeit von Buch X als "Ungliick
und Schrecken, als Kreuz aller Mathematiker, eine schwer verdauliche Materie, deren
Nutzen man noch nicht einmal erkennen kann".

Leibniz und Newton kritisierten die Definitionen von Grundbegriffen wie Punkt und
Gerade als nutzlos fir den deduktiven Aufbau, unklar (Leibniz) und dberhaupt nicht
zum Gegenstand der Geometrie, sondern zur Physik gehérig (Newton). Am Parallelen-
postulat, dem Kulminationspunkt aller Euklidkritik, hat sich, wie erst kiirzlich bekannt
wurde, sogar Euler versucht.

Uber die eigentliche Entstehungs- und Anerkennungsgeschichte der nichteuklidischen
Geometrie kann hier, wie schon im Vorwort angekiindigt, natiirlich nicht systematisch
berichtet werden.

Zwei Dinge sollen jedoch hervorgehoben werden. Erstens ist die tiberaus klarsichti-
ge Haltung J. H. Lamberts bisher in der umfangreichen Literatur zur Geschichte der
nichteuklidischen Geometrie kaum gebiihrend gewiirdigt worden. Abgesehen von der
mehrfach anerkannten Tatsache, dass Lambert als erster die Analogie derjenigen (hy-
perbolischen) Trigonometrie, die man erhalt, wenn man das Parallelenaxiom durch seine
Negation ersetzt, zur spharischen Trigonometrie deutlich erkannte und von dort, rund
100 Jahre vor Beltrami, zu einer provisorischen Modellvorstellung fiir die nichteuklidi-
sche Geometrie gelangte, zeichnete er sich durch einen hohen Grad von methodologi-
scher Einsicht in das Wesen des Parallelenproblems aus, der erst durch Hilbert wieder
erreicht wurde:

. und merke nun ferner an, dass es bey den Schwierigkeiten (iber Euklid's 11lten
Grundsatz eigentlich nur die Frage ist, ob derselbe aus den euklidischen Postulatis mit
Zuziehung seiner tbrigen Grundsatze in richtiger Folge hergeleitet werden kénne? ...
Und da Euklid’s Postulata und ibrigen Grundsatze einmal mit Worten ausgedriickt
sind: so kann und soll gefordert werden, dass man sich in dem Beweise nirgends auf
die Sache selbst berufe, sondern den Beweis durchaus symbolisch vortrage - wenn
er moglich ist. In dieser Absicht sind Euklids Postulata gleichsam wie eben so viele
algebraische Gleichungen, die man bereits vor sich hat, und aus welchen z,y, z etc.
herausgebracht werden soll, ohne dass man auf die Sache selbst zuriicksehe." [48, S.
162]

Einen bemerkenswert unkonventionellen Standpunkt bezog Lambert auch zu den so
viel diskutierten Definitionen Euklids, deren (teilweise) Uberflissigkeit im Rahmen eines
deduktiven Aufbaues der Geometrie doch so oft kritisiert wurde, weil man Euklid die
Absicht eines deduktiven Aufbaues im heutigen Sinn unterschiebt, die er gar nicht
gehabt haben kann, weil ihm alle Begriffe mit einer von vornherein fixierten festen
Bedeutung behaftet sein mussten. Demgegeniiber schreibt Lambert:
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29 William Kingdon Clifford [126]

"Dass Euklid seine Definitionen vorausschickt und anhauft, das ist gleichsam nur eine
Nomenklatur. Er tut dabei weiter nichts, als was z. B. ein Uhrmacher oder anderer
Kiinstler tut, wenn er anfangt, seinem Lehrjungen die Namen seiner Werkzeuge be-
kanntzumachen." (Lambert, Deutscher Gelehrter Briefwechsel I, zit. nach [48, S. 141].)

Zum zweiten und abschlieBend wollen wir unsere Leser in Kiirze mit einem Aspekt der
Frage euklidische oder nichteuklidische Geometrie bekanntmachen, der gegen Ende des
20. Jh. kaum noch nachvollziehbar ist. Schon in der theologisch motivierten Beschaf-
tigung mit Euklid im Mittelalter hatte die Frage, ob Gott selbst an die Gesetze der
Geometrie gebunden ist und ob er die Wahl gehabt hatte, eine andere Geometrie zu
schaffen, ob das Universum also rein logisch determiniert ist oder ob es eine Vielfalt
von moglichen Welten gibt, die Gemiiter erhitzt.

Noch in der zweiten Halfte des 19. Jh. spiirten reaktionare Geister, dass die mathema-
tisch nachgewiesene Moglichkeit einer Vielfalt von Alternativen zur euklidischen Geome-
trie eine latente Gefahr fiir konservatives Denken bedeutet. Wenn die jahrtausendelang
als denknotwendig angesehenen Gesetze der euklidischen Geometrie nicht apriorisch
sind, konnte man ja auf die Idee kommen, auch an anderen bisher fiir ewig gehaltenen
Wahrheiten zu zweifeln.

Mathematiker wie G. Frege in Deutschland oder Ch. L. Dodgson in England wandten
sich aus solch konservativem Denken heraus gefiihlsmaBig gegen die nichteuklidische
Geometrie. Andererseits hielt der liberal gesinnte bedeutende britische Mathematiker
W. K. Clifford zahlreiche popularwissenschaftliche Vortrage liber die nichteuklidische
Geometrie in der offenbaren Absicht, die Offentlichkeit des victorianischen England aus
ihrem muffigen Konservatismus aufzuriitteln.

Blickt man von hier zuriick zu der Rolle, die Euklids Elemente bei der ErschlieBung
Chinas durch die Jesuiten gespielt haben, so kann man ins Staunen geraten (iber die
Vielfalt der Moglichkeiten, mit einer scheinbar so ideologiefreien Materie wie der Geo-
metrie Politik zu treiben.
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9 Die Vollendung der euklidischen Geometrie durch
Pasch und Hilbert

Der rasche qualitative und quantitative Aufschwung der Mathematik, der gegen Ende
des 18. Jh. einsetzte, brachte bis zur Mitte des 19. Jh. sowohl ein ganzes Spektrum
neuer geometrischer Disziplinen (darstellende und projektive Geometrie, Differentialgeo-
metrie der Kurven und Flachen im euklidischen Raum, innere Geometrie der Flachen,
Ansatze einer hoherdimensionalen Geometrie und eines verallgemeinerten Raumbegrif-
fes u. a.) als auch eine Reihe von Problemen und Resultaten hervor, die zu einem
tieferen Nachdenken liber das Wesen mathematischer Begriffe und die Tragweite ihrer
Methoden fiihrten (Fragen nach der korrekten Definition von Begriffen wie Grenzwert,
Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Flachen- bzw. Rauminhalt und Integral, nach dem We-
sen der komplexen Zahlen, Satze liber die Unlosbarkeit algebraischer Gleichungen durch
Losungsformeln bestimmter Typen und iiber die Unlosbarkeit bestimmter Konstrukti-
onsaufgaben mit Zirkel und Lineal u. a.).

Vor diesem Hintergrund konnte die von J.v.Bolyai und N. A. Lobatschewski nur be-
hauptete innere Folgerichtigkeit einer nichteuklidischen Geometrie, in der das Paralle-
lenpostulat nicht erfllt ist, allmahlich Anerkennung gewinnen (woran die Autoritat von
GauB keinen geringen Anteil hatte) und die euklidische Geometrie zugleich den Status
einer von vielen moglichen Raumformen annehmen, die sich vor anderen Raumformen
lediglich durch besondere Einfachheit und durch ihre unbestreitbar zumindest nahe-
rungsweise Gultigkeit in der physikalischen Realitat auszeichnet.

1868 gelang es E. Beltrami zu zeigen, dass im euklidischen Raum eine Flache kon-
stanter negativer Kriimmung existiert und dass ihre innere Geometrie lokal mit der
nichteuklidischen Geometrie von Bolyai und Lobatschewski iibereinstimmt. 1871 fand
F. Klein unter Ausnutzung einer Idee von A.Cayley ein in die euklidische Ebene bzw.
den euklidischen Raum eingebettetes globales Modell der zwei- bzw. dreidimensionalen
nichteuklidischen Geometrie. (Zur naheren Information verweisen wir auf [112], [113],
[126] und dort angegebene Literatur.)

Damit waren auch Befiirchtungen von Bolyai zerstreut, es konnten sich im dreidimensio-
nalen Fall Widerspriiche aus der Annahme der Negation des Parallelenpostulats ergeben.
Ein anderes, projektiv aquivalentes, aber im konstruktiven Sinne "besseres" (vgl. dazu
[118, S. 68 u. 127ff.)] Modell gab H. Poincare 1882 an.

Diese ersten "Nichtstandardmodelle" einer Theorie, deren Begriffe von Anfang an mit
einer festen Bedeutung versehen zu sein scheinen, haben auf lange Sicht eine vollige
Umwalzung der Vorstellungen von Wesen und Inhalt der Mathematik ausgelost.

Erst auf der Basis dieser konkreten Beispiele konnte man verstehen, was es eigentlich
bedeutet, aus Axiomen Satze zu beweisen: Eine Aussage (hier das Parallelenpostulat)
ist sicher nicht aus einem Axiomensystem (hier den ibrigen Axiomen der euklidischen
Geometrie) beweisbar, wenn es eine Interpretation der (in den Axiomen und der zu
beweisenden Aussage vorkommenden) Begriffe gibt, bei der das Axiomensystem erfiillt,
aber die zu beweisende Aussage falsch ist.
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Merkwiirdigerweise hat es von da an noch rund 60 Jahre gedauert, bevor 1930 (durch
den polnischen Logiker A. Tarski) explizit die Umkehrung formuliert wurde: Eine Aus-
sage folgt genau dann aus einem Axiomensystem, wenn sie in allen Modellen dieses
Axiomensystems giiltig ist, d.h. bei allen Interpretationen des gemeinsamen Begriffs-
systems von Axiomensystem und zu folgernder Aussage, bei denen alle Axiome des
Systems erfiillt sind.

Es sollte auch lange dauern, bis die so gewonnenen Einsichten in das Wesen der de-
duktiven Methode in alle Bereiche der Mathematik eindrangen.

Aber um die Mitte des 20. Jh. war die Umwandlung der Mathematik in die Wissen-
schaft von den abstrakten, lediglich durch Axiome charakterisierten Strukturen auch als
Massenprozess im wesentlichen abgeschlossen. So hat Euklid durch die Hinterlassen-
schaft des Parallelenproblems nach mehr als 2200 Jahren, gerade zu einer Zeit, als die
Elemente vollig "aus der Mode" waren, noch einmal einschneidend in die Entwicklung
der Mathematik eingegriffen.

Inzwischen hatte sich aber das Interesse der Mathematiker fast véllig vom "trivialen"
Fall der zwei- und dreidimensionalen euklidischen Geometrie abgewandt. Man studierte
"Raume" von beliebiger Dimension und mit beliebiger, moglicherweise von Ort zu Ort
wechselnder Krimmung und/oder mit vollig anderen globalen (topologischen) Eigen-
schaften, wobei unter den letzteren anfangs die projektiven Raume eine bevorzugte
Stellung einnahmen, die aus euklidischen Raumen durch ideale Adjunktion "unendlich
ferner" Punkte und Geraden entstehen.

Wo doch noch Interesse an der gewohnlichen euklidischen Geometrie auftrat, entdeck-
ten die an der logischen Durchdringung zahlreicher neuer mathematischer Theorien
geschulten Mathematiker nun nur noch Liicken und Fehler im axiomatischen Aufbau
Euklids.

So hatte schon GauB in seinem beriihmten Antwortbrief auf den Empfang der Abhand-
lung von J. v. Bolyai iiber die nichteuklidische Geometrie am 6.3.1832 an dessen Vater
F. v. Bolyai, seinen ehemaligen Studienfreund, geschrieben:

"Um die Geometrie vom Anfange an ordentlich zu behandeln, ist es unerlasslich, die
Moglichkeit eines Planums zu beweisen; die gewohnliche Definition enthalt zu viel, und
implicirt eigentlich subreptive schon ein Theorem. Man muB sich wundern, dass alle
Schriftsteller von Euklid bis auf die neuesten Zeiten so nachlassig dabei zu Werk ge-
gangen sind ..." (Zitiert nach [112, S. 67f])

und an anderer Stelle im gleichen Brief:

"Bei einer vollstandigen Durchfiihrung miissen solche Worte wie "zwischen" auch erst

auf klare Begriffe gebracht werden, was sehr gut angeht, was ich aber nirgends geleistet
finde" (a. a. O., S. 66).

Auch viele andere Mathematiker kritisierten Liicken im Begriffssystem und den Bewei-
sen des Euklid, so z.B. H. GraBmann 1856 das Fehlen eines Axioms, welches sichert,
dass eine Gerade (d.h. alle ihre Punkte) einer Ebene angehort, wenn sie zwei verschie-
dene Punkte dieser Ebene enthialt. Der von GauB geriigte unkontrollierte Gebrauch von
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Anordnungsbeziehungen in geometrischen Satzen und Beweisen wurde 1882 von Moritz
Pasch in seinen Vorlesungen iiber neuere Geometrie [107] behoben.

Dabei ging es Pasch in diesem Buch eigentlich gar nicht um eine axiomatische Fundie-
rung der Anordnungsbeziehungen, sondern um die Losung der von F. Klein gestellten
Aufgabe, die Widerspruchsfreiheit der projektiven Geometrie, d.h. die Konstruktion der
projektiven Ebene bzw. des projektiven Raumes durch Adjunktion idealer Elemente,
unabhangig von der Giiltigkeit des Parallelenaxioms zu begriinden, mit anderen Worten
durch axiomatisch gesicherte Inzidenzbeziehungen in beschrankten Teilen der Ebene.

Dabei war seine ontologische Position noch ganz "naturwissenschaftlich", d.h. die Lo-
sung der Begriffe von ihrem anschaulich konkreten Inhalt nicht vollzogen. Pasch be-
miihte sich im Gegenteil, nur experimentell bzw. erfahrungsmaBig Uberpriifbares in
seinen Axiomen zu formulieren, wodurch das Parallelenaxiom fast automatisch aus den
zugelassenen Axiomen ausscheidet, denn seine Aussage ist ja eine radikale Verallgemei-
nerung von Erfahrungen, die man in der Realitdt nur an relativ stark gegeneinander
geneigten Geraden machen kann und die, wie die Modelle der nichteuklidischen Geo-
metrie zeigen, keineswegs fiir alle Geradenpaare zwingend ist.

Wie bei Euklid sind auch bei Pasch nicht unbeschrankte Geraden, sondern Strecken,
Punkte, das Liegen von Punkten auf Strecken und das Verlangern von Strecken Grund-
begriffe. Grundlegende Axiome und Satze iiber die Zwischenrelation treten bei ihm
zunachst implizit als Aussagen liber das Liegen von Punkten innerhalb von Strecken
auf, wobei er infolge der damals noch unzureichend ausgebildeten mengentheoreti-
schen Denkweise manchmal die Endpunkte einer Strecke als ihr zugehorig betrachtete,
manchmal aber auch nicht, so dass seine Satze nach heutigen MaBstaben nicht einmal
widerspruchsfrei sind.

30 Moritz Pasch [Giessener Gelehrte, Marburg 1982]
31 David Hilbert (Reidemeister : Hilbert. Berlin - Heidelberg - New York 1971]

Und dies, obwohl Pasch bei seinen Zeitgenossen in dem Ruf eines Meisters der prazisen
Formulierung stand! Daher zeigen seine Ungeschicklichkeiten eigentlich nur, wie auBer-
ordentlich mithsam der Weg bis zur heute selbstverstandlichen pradikatenlogisch exakt
normierten Sprechweise der Mathematik war, ohne die auch eine exakte und eindeuti-
ge Klarung metamathematischer Fragen wie Unabhangigkeit von Axiomen u.a. kaum
moglich ist. Erst an einer spateren Stelle seines Buches definiert Pasch:

"Liegt etwa C' innerhalb der Strecke AB, so sagt man: Der Punkt C' liegt in der Gera-
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den g zwischen A und B, A und C auf derselben Seite von B, B und C' auf derselben
Seite von A, A und B auf verschiedenen Seiten von C' ([107, S. 9))."

In dem Von den Ebenen iberschriebenen zweiten Paragraphen tritt dann auch als IV.
Grundsatz der spater von Hilbert als Axiom von Pasch bezeichnete Sachverhalt auf:

"Sind in einer ebenen Flache drei Punkte A, B, C durch die geraden Strecken AB, AC, BC
paarweise verbunden, und ist in derselben ebenen Flache die gerade Strecke DE durch
einen innerhalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen, so geht die Strecke DE

oder eine Verlangerung derselben entweder durch einen Punkt der Strecke AC' oder
durch einen Punkt der Strecke BC'."

Der qualitative Sprung zu einer Auffassung der euklidischen Geometrie als Struktur-
wissenschaft tiber Dinge, deren Wesen zu ergriinden nicht Aufgabe der Mathematik ist
und die lediglich in gewissem MaBe implizit durch die tiber sie formulierten Axiome cha-
rakterisiert werden, wurde 1899 von David Hilbert in seinen Grundlagen der Geometrie
vollzogen.

Dieses Buch schickt sich hinsichtlich der Zahl seiner Auflagen und der von ihm hervor-
gerufenen Folgeliteratur mittlerweile an, dem Beispiel von Euklids Elementen zu folgen.
Der neue Standpunkt kommt schon in den ersten Satzen des Buches zum Ausdruck:

"Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten Systems nen-
nen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C, ...; die Dinge des zweiten Systems
nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b, c ... (usw.)

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und
bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie "liegen", "zwischen", "parallel", "kon-
gruent", "stetig"; die genaue und vollstindige Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt

durch die Axiome der Geometrie."

Viel drastischer und dadurch sehr populdr geworden hatte Hilbert seinen Standpunkt
(nach dem Zeugnis von O. Blumenthal) bereits 1891 auf der Heimfahrt von Halle nach
Konigsberg nach dem Anhéren eines Vortrages von Hermann Wiener geauBert:

"Man muss jederzeit an Stelle von "Punkte, Gerade, Ebenen""Tische, Banke, Biersei-
del" sagen konnen."

In der Tat hat Hilbert in seiner neuen abstrakten Auffassung von axiomatischer Geo-
metrie auBer H. Wiener und F. Schur noch eine Reihe weiterer Vorlaufer gehabt, ins-
besondere in Italien. Wir missen dazu auf [148] verweisen. Die ungeheure historische
Wirkung seiner Grundlagen von 1899 beruhte sicher ebenso auf seiner damals bereits
groBen Autoritat wie auf der Konsequenz und Brillanz, mit der das Programm durch-
geflihrt war.

In den Hilbertschen Grundlagen wird ja nicht nur schlechthin ein erstmals beziiglich
Begriffen und Axiomen liickenloser Aufbau der euklidischen Geometrie skizziert. Dies
allein ohne wesentliche neue Resultate hatte kaum so groBen Widerhall gefunden.

Indem Hilbert sogleich ein ganzes Spektrum metatheoretischer Fragen aufwarf und
groBtenteils loste (z. B. tber die Unabhangigkeit der Satze von Desargues und Pascal
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von ebenen Inzidenzaxiomen und ihre Schliisselrolle beim Aufbau einer Streckenrech-
nung, Uber die algebraische Charakterisierung der mit Lineal und EichmaB konstru-
ierbaren Punkte, Uber die Definierbarkeit des elementaren Flacheninhalts und seinen
Zusammenhang mit dem Begriff der Zerlegungs- und Erganzungsgleichheit), zeigte er
die Fruchtbarkeit des neuen Herangehens an die Elementargeometrie.

In der Tat schossen danach die Biicher und Abhandlungen (iber Grundlagen der Geo-
metrie wie Pilze aus dem Boden, und diese Flut ist bis heute nicht versiegt. Wir kénnen
hier nur noch die Grundlagen der Geometrie von. Friedrich Schur aus dem Jahre 1909
erwahnen, in denen der Begriff der Bewegung statt des Kongruenzbegriffes durch Axio-
me charakterisiert wurde, was nicht nur fiir die heutige Schulgeometrie von Bedeutung
ist, sondern erst den Begriff der Kongruenz und die Gesichtspunkte, nach denen ein
System hinreichender Kongruenzaxiome zu wabhlen ist, vollig aufklarte.

AuBerdem formulierte Schur in diesem Buch erstmals ein elementares Axiom zur Si-
cherung der Existenz der Schnittpunkte von Kreisen in solchen Féllen, in denen ihre
Existenz anschaulich als selbstverstandlich erscheint.

Unter dem Eindruck der (groBen progressiven Wirkung von Hilberts Grundlagen der
Geometrie wird leicht zweierlei ibersehen: Erstens hatte Hilbert eigentlich nur das Pro-
gramm eines strengen axiomatischen Aufbaus der euklidischen Geometrie (auf rund 16
Druckseiten!) skizziert.

Wieviele und welche Teufel da noch im Detail steckten, sollten erst die folgenden
Jahrzehnte nach und nach enthillen.

Zweitens ist Hilbert selbst gar nicht alles so ganz klar gewesen, und von heutiger Position
aus gabe es an seinen Grundlagen beinahe ebensoviel zu "bekritteln" wie von Hilberts
Erkenntnisstand aus an den Elementen des Euklid.

Das beginnt mit der sprachlich und logisch unzureichenden Formulierung vieler elemen-
tarer Axiome und dem unkontrollierten Gebrauch definierter Begriffe und endet mit dem
Hilbertschen Vollstandigkeitsaxiom V.2, das die Kategorizitat des Axiomensystems (d.h.
die Existenz eines bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Modells) sichern soll und in
der Hilbertschen Formulierung eigentlich nur einen Wunsch formuliert, welche Funktion
dieses Axiom zu erfiillen hatte.

Bedenken wir aber: Ohne Euklids Leistung waren Hilberts Grundlagen nicht moglich
gewesen. Ohne Hilberts Grundlagen ware das heutige hohe Niveau der Grundlagen der
Geometrie und der gesamten Metamathematik undenkbar. Mathematische Strenge ist
ein zeitabhangiger Begriff.

Nach uns werden Generationen kommen, die die Mangel und Liicken in unserer gegen-
wartigen Mathematikauffassung aufdecken werden.
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Ubersicht 4: Einige Euklidausgaben des 20. Jahrhunderts

Ubersetzer, Herausgeber Sprache Jahr Bemerkungen
Th. Eibe danisch 1897-1912
M. Simon deutsch 1901 nur Buch I-VI
Jagannatha Sanskrit 1901/02
A. Baumgartner ungar. 1903/05 nur Buch I-VI
Fr. Servit tschech. 1907
Th. Heath engl. 1908, 1926, 1956
W. Arway poln. 1911 nur Buch |
R.C. Archibald engl. 1915 Teil. v. Figuren
P. O’Leary irisch 1925 nur Buch |
F. Enriques italien. 1925/35
E. J. Dijksterhuis niederland. 1929/30
Cl. Thaer deutsch 1933-37, 1962,
1975, 1980, 1984
P. ver Eecke griech. u. franzés. 1938 Optik /Katoptrik
V. Marian ruman. 1939/41
D. Morduchai-Boltovskoj russ. 1948/50
A. Bilimovich serbokroat. 1949/53
E. Stamatis neugriech. 1952/57
J. M. Shelly span. 1954 nur Buch I-IV
J. Itard franzos. 1961 nur Buch VII-IX
Nakamura/Terasaka/Ito/lkeda japan. 1961
Petrosjan/Abrahamjan armen. 1962
Cl. Thaer deutsch 1962 Data
G. J. Kayas griech. u.franzés. 1978
S. Ito engl. 1980 Data
G. Mayer/A. Szabo ungar. 1983
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Durch Schulreformen, die Ende des 19./Anfang des 20. Jh. in vielen Landern durchge-
fiihrt wurden, und die sich in dieser Zeit entwickelnde, stark psychologisch orientierte
Didaktik bzw. Methodik des Mathematikunterrichts, die einem anschaulichen Erfassen
den Vorzug vor streng logischem Aufbau gibt, ist der Einfluss Euklids auf den mathe-
matischen Unterricht stark zurlickgedrangt worden.

Wo er der Sache nach noch besteht, ist er selten explizit mit den Namen Euklids und
der Elemente verbunden.

Andererseits blieb die an Hilberts Grundlagen der Geometrie anschlieBende breite und
subtile Erforschung der logischen Grundlagen der Elementargeometrie auf einen relativ
kleinen Kreis von Mathematikern beschrankt.

Beschaftigung mit Fragen der Elementargeometrie passte wenig zum Geist der mitt-
leren Jahrzehnte unseres Jahrhunderts und wurde schlieBlich von der Entwicklung der
Computertechnik und den damit verbundenen mathematischen Problemen véllig an
den Rand gedrangt. Um so bemerkenswerter ist es, dass die seit einigen Jahren zu
verzeichnende starke Wiederbelebung des Interesses an elementargeometrischen Fra-
gen des gewohnlichen zwei- und dreidimensionalen euklidischen Raumes vorwiegend
aus der Richtung der Computerwissenschaften kommt.

Informationen lassen sich in fast beliebiger, fiir die jeweilige Computertechnologie be-
quemer Form (als Lochkarte bzw. -streifen, Magnetband, gedruckter Text, ...) bereit-
stellen.

Inzwischen ist jedoch aus der an den Problemen der Informationsverarbeitung gereiften
Kybernetik die Computergeometrie, Digitalgraphik und Robotertechnik hervorgegan-
gen, fiir die die materielle Form der zu bearbeitenden bzw. zu produzierenden Objekte
nicht mehr Neben- sondern Hauptsache ist.

Nun zeigt sich, dass wir nicht nur viel nitzliche Elementargeometrie vergessen, sondern
viele Dinge iiber den Raum, in dem wir leben, noch nie gewusst haben. Insbesondere
besteht noch immer zu Recht die Kritik des Platon, dass die raumliche Geometrie un-
terentwickelt im Vergleich zur ebenen Geometrie ist.

Unsere Kenntnisse liber den Raum beschranken sich, grob gesagt, auf Fragen des Vo-
lumens und das, was wir auch Uber den n-dimensionalen euklidischen Raum wissen. Es
gibt aber auch in der Ebene noch kaum Fortschritte in der Behandlung komplizierter
geometrischer Objekte. So geistert z.B. seit langerer Zeit durch die Folklore der Com-
puterspezialisten das Schlagwort vom ersehnten "Euklid der Gitterebene", der endlich
die geometrischen Verhaltnisse auf dem gerasterten Bildschirm umfassend und syste-
matisch darlegen soll.

Wir haben bei der Besprechung der Elemente gezeigt, dass zwei fundamentale Aspek-
te der modernen Mathematik ihre Wurzeln bei Euklid haben: der konstruktive Aspekt
und der Aspekt der gegenseitigen Interpretation von geometrischen und arithmetisch-
algebraischen Begriffen, Sachverhalten und Verfahren. Angesichts des drohenden, zum
Teil schon vollzogenen und fiir beide Seiten iiberaus schadlichen Auseinanderstrebens
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von "klassischer Mathematik" und "Informatik" ist es vielleicht nutzlich, sich auf solche
Gemeinsamkeiten zu besinnen.

Was leistet gegeniiber den damit umrissenen Anspriichen die mathematikhistorische
Forschung?

Schon im Nachruf (Jahresber. DMV 38 (1929)) auf Johann Ludwig Heiberg, den
Altmeister der modernen textkritischen Erforschung der altgriechischen Mathematik,
musste konstatiert werden, dass sein miihevolles Lebenswerk den Mathematikern wenig
gebracht und bedeutet hat.

Eine natdirlich unvollstandige statistische Auswertung der Sekundarliteratur tiber Euklid
und die Tradierungsgeschichte seiner Werke zeigt ein signifikantes Ansteigen von durch-
schnittlich weniger als einer Arbeit pro Jahr vor 1960 auf mehr als das Doppelte seither.
Darunter befinden sich wertvolle und fundamentale Arbeiten, denen der Verfasser des
vorliegenden Biichleins Wesentliches verdankt.

Zugleich muss man feststellen, dass die Mehrheit dieser Arbeiten durch Art und Ort
der Veroffentlichungen den gewohnlichen Mathematiker kaum erreichen kann.

Es ist also auch ein Auseinanderstreben von Mathematik und Historiographie der Ma-
thematik zu beklagen. Jede Epoche stellt ihre eigenen neuen Fragen an die Geschichte
und erhalt darauf neue Antworten. Die wesentlichen Fragen an die Geschichte der
Mathematik missen von den Mathematikern selbst gestellt werden, und die Mathe-
matikhistoriker missen lernen, diese (manchmal sehr leise gestellten) Fragen zu horen
und zu beantworten, wenn sie ihre Disziplin nicht zu einer Kunst um der Kunst willen
degenerieren lassen wollen.

Die Mathematiker aber miissen begreifen, dass die Historiographie ihres Faches mehr
sein will und kann als eine FuBnote im Lehrbuch oder eine Anekdote in der Vorlesung.

102



11 Literatur

11 Literatur

A. Euklids Werke

[1] Euclidis opera omnia, griech./lat. ed. J. L. Heiberg/H. Menge, Leipzig: vol. | (1883)-VIII
(1916), suppl.: Anaritii in decem libros priores Elementorum Euclidis commentarii, ed. M. Curt-
ze 1899.

[1a] Euclides Elementa, ed. E. S. Stamatis nach Heiberg. Leipzig: | (1969) bis V,2 (1977).

[2] Die Elemente, nach Heibergs Text aus dem Griech. libersetzt u. herausgeg. v. Cl. Thaer
(Ostwalds Klassiker, No. 235, 236, 240-243), 1. Teil 1933-5. Teil 1937. Reprints Darmstadt
1962, 1975, 1980, Leipzig 1984.

[3] Euklid’'s Elemente, fiinfzehn Biicher, aus dem Griech. iibersetzt v. J. F. Lorenz. Halle 1781,
6. Aufl. 1840 (Letzte deutsche Ausgabe der Biicher XIV u. XV).

[4] Die Data, nach Menges Text aus dem Griech. v. Cl. Thaer. Berlin- Gottingen - Heidelberg
1962.

[5] Katoptrik, griech. mit deutsch. Ubersetz. v. W. Schmidst, in: Heronis Alexandrini Opera 11,1.
Leipzig 1900.
[6] Euclide, L'optique et la catoptrique (franzds.) ed. P. Ver Eecke. Paris - Briigge 1938.

[7] R. C. Archibald: Euclid's Book on Divisions of Figures. With a Restoration Based on Wo-
epckes Text and the Practica Geometriae of Leonardo Pisano. Cambridge 1915.

B. Bibliographien

[8] P. Riccardi: Saggio di una bibliografia Euclides. 5 Teile, Bologna 1887- 1893 (Mem. del
Acad. d. Sci. d. Inst. di Bologna). Diese umfangreichste Bibliographie der Euklidhandschriften
und -druckausgaben bis 1889 enthalt rund 1500 Ausgaben.

[9] M. Steck/M. Folkerts: Bibliographia Euclideana. Hildesheim 1981. Beschreibt 7 Handschrif-
ten u. 313 Druckausgaben, enthalt rund 230 Abbildungen historischer Handschriften, Titelblat-
ter u. a., sowie eine Fiille weiterer Informationen.

[10] F. J. Duarte: Bibliografia Euclides, Arquimedes, Newton. Caracas 1967. Verzeichnet 123
Euklidausgaben, darunter einige in [9] nicht erwdhnte, ebenfalls zahlreiche Abb., viele Fehler.

[11] Ch. Thomas-Stanford: Early Editions of Euclids Elements. London 1926.

[12] A. Procissi: Bibliography of ancient Greek mathematics. Boll. Stor. Sci. Mat. 1, No. 1
(1981), 7-149. (Enthalt u. a. 167 Sekundarliteraturangaben zur Geschichte der griech. Math.).

C. Grundlegende Sekundarliteratur

MaBgebend fiir fast alle biographischen Fragen ist heute

[13] Dictionary of Scientific Biography, ed. Ch. Gillispie, 16 Bande, New York 1970-1980. (Ab-
kiirz. DSB) Darin:

[13a] I. Bulmer-Thomas: Euclid. Life and Works. DSB IV, 414-437 und
[13b] J. Murdoch: Euclid. Transmission of the Elements. DSB 1V, 437-459.

[14] M. Cantor: Vorlesungen tber Geschichte der Mathematik. Leipzig: Bd. | (1880), Bd. Il
(1892), Reprints Stuttgart u. New York 1965.

103



11 Literatur

[15] Th. Heath: A History of Greek Mathematics, 2 Bde. Oxford 1921, Reprint 1960.

[16] Proklus Diadochus: Kommentar zum ersten Buch von Euklids Elementen, deutsch v. P. L.
Schonberger, hrsg. v. M. Steck. Halle 1945.

D. Sonstige Literatur

[17] G. A. Allman: Greek Geometry from Thales to Euclid. Dublin 1889, Reprint New York
1976.

[18] H. G. Apostle: Aristotle's philosophy of mathematics. Chicago 1952.

[19] R.C. Archibald: The First Translation of Euclid’s Elements Into English and Its Source.
Amer. Math. Monthly 57 (1950), 443-452.

[20] I. G. Basmakova: Arifmeticeskije knigi NaCal Euklida. Ist.-mat. Issled. 1. Moskau - Lenin-
grad 1948.

[21] O. Becker: Mathematische Existenz. Jahrbuch f. Philosophie u. phdnomenolog. Forschung.
VIII, Halle 1927, 441-809.

[22] O. Becker: Warum haben die Griechen die Existenz der 4. Proportionalen angenommen?
Quellen u. Studien B2 1933, 369-387.

[23] O. Becker: Eine voreudoxische Proportionenlehre u. ihre Spuren bei Aristoteles u. Euklid.
Quellen u. Studien B2 1933, 311-333.

[24] O. Becker: Spuren eines Stetigkeitsaxioms in der Art des Dedekind'schen zur Zeit des Eu-
doxos. Quellen u. Studien B3 1934, 236-244.

[25] O. Becker: Das Prinzip -des ausgeschlossenen Dritten in der griech. Math. Quellen u. Stu-
dien B3 1934, 370-388.

[26] O. Becker: Die Lehre vom Geraden u. Ungeraden im 9. Buch der Elemente Euklids. Quellen
u. Studien B5 1936, 533-553.

[27] O. Becker: Das mathematische Denken der Antike. Géttingen 1957.
[28] O. Becker: Zur Geschichte der griech. Math. Sammelband, Darmstadt 1965.

[29] F. Beckmann: Neue Gesichtspunkte zum 5. Buch Euklids. Arch. Hist. Exact Sci. 4 (1967/68),
1-144.

[30] A. Bjornbo, S. Vogl (Hrsg.): al-Kindi, Tidens und Pseudo-Euklid. Drei optische Werke.
Leipzig 1912.

[31] W. Blaschke, G. Schoppe: Regiomontanus: Commensurator. Akad. d. Wiss. u. d. Lit. Mainz,
Math.-nat. Kl. 1956, No. 7.

[32] B. Bolzano: Schriften, Bd. 5. Geometrische Arbeiten. Prag 1948.

[33] S. Brentjes: Die erste Risala der Rasa'il lhwan As-Safa’ (iber elementare Zahlentheorie -
ihr math. Gehalt u. ihre Beziehungen zu spatantiken arichmetischen Schriften. JANUS LXXI
(1984) 181-274.

[34] F. Buchbinder: Euclids Porismen und Data. Schulprogramm, Naumburg 1866;

[35] I. (Bulmer-) Thomas: Selections illustrating the History of Greek Mathematics. Harvard
Univ. Press, vol. I, 1939, vol. I, 1941, Reprint 1980 (Quellensammlung).

[36] H. L. L. Busard: The translation of the Elements of Euclids from the Arabic into Latin by

104



11 Literatur

Herman of Carinthia (7). Leiden 1968.

[37] Butler/Fraser: The Arab Conquest of Egypt. 2. erw. Aufl. 1978.

[38] M. Cantor: Euclid und sein Jahrhundert. Zeitschr. f. Math. Phys. 12 (Supplement) 1867.
[39] M. Chasles: Les trois livres de Porismes d'Euclide. Paris 1860.

[40] M. Clagett: The Science of Mechanics in the Middle Ages. Madison/ Wisconsin 1959 (ent-
halt das dem Euklid zugeschriebene Fragment tiber das Gleichgewicht).

[41] M. Clagett: The medieval Latin Translations From the Arabic of the Elements of Euclid.
With special emphasis on the versions of Adelard of Bath. Isis 44 (1953) 16-42.

[42] 1. J. Depman: Uber unbeachtete russische Ausgaben der Elemente. [russ.] Ist.-mat. Issled.
3 (1950) 467-473.

[43] H. Diels: Die Fragmente der Vorsokratiker, 2 Bde. Berlin 1906/07. 6. Aufl. hrsg. v. W.
Kranz, Berlin 1951. Deutsche Auswahl: Vorsokratische Denker. Berlin - Frankfurt/Main 1949.

[44] B. Dodge (Ed. and Transl.): The Fihrist of al-Nadim. New York- Leiden 1970.

[45] Ch. L. Dodgson: Euclid and his modern rivals. London 1879, 2. Aufl. 1885.

[46] J. B. Easton: A Tudor Euclid. Scripta mathematica 27 (1964) 339-355.

[47] V. Ehrenberg: Alexander und, Agypten: Beihefte zum Alten Orient, Heft 7, Leipzig 1926.
[48] F. Engel, P. Stackel: Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss. Leipzig 1895.
[49] K. Fladt: Euklid (0. O.) Verlag Otto Salle 1927.

[50] M. Folkerts: Boethius Geometrie Il: Ein mathematisches Lehrbuch des Mittelalters. Wies-
baden 1970.

[51] M. Folkerts: Anonyme latein. Euklidbearbeitungen aus dem 12. Jh. Denkschriften Osterr.
Akad. Wiss. 116,1, Wien 1971.

[52] M. Folkerts: Regiomontans Euklidhandschriften. Sudhoffs Archiv 58 (1974) 149-164.

[53] M. Folkerts: Probleme der Euklidinterpretation u. ihre Bedeutung fiir die Entwicklung der
Mathematik. Centaurus 23 (1980) 185-215.

[54] D. H. Fowler: Ratio in early Greek mathematics. Bull. Amer. Math. Soc., new Series 1
(1979) 807-846.

[55] D. H. Fowler: Book Il of Euclid's Elements and a pre-Eudoxan theory of ratio. Arch. Hist.
Exact Sci. 22 (1980) 5-36.

[56] D. H. Fowler: Sides and diameters, ebendort 26 (1982) 193-209.

[57] D. H. Fowler: Investigating Euclid's Elements. Brit. J. Phil. Sci. 34 (1983) 57-70.
[58] A. Frajese, L. Maccioni: Gli Elementi di Euclide. Turin 1970.

[59] W. B. Frankland: The story of Euclid. London - New York - Toronto 1901.

[60] H. Freudenthal: Zur Geschichte der Grundlagen der Geometrie. Nieuwe Archieff vor Wis-
kunde, 4th series 5 (1957) 105-142.

[61] K. v. Fritz: Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft (Sammelband) Berlin
1971.

[62] R. Fulop-Miller: Macht und Geheimnis der Jesuiten. Leipzig- Zirich 1929.

105



11 Literatur

[63] B. Geyer: Die mathematischen Schriften des Albertus Magnus. Angelicum 35 (1958) 159-
175.

[64] M. Geymonat: EuclidisLatine facti fragmenta Veronensia. Milano- Varese 1965.

[65] G. D. Goldat: The early medieval traditions of Euclid's Elements. Diss. Univ. of Wisconsin
1956...

[66] M. Guillaume: Axiomatik und Logik. In: J. Dieudonne: Geschichte der Mathematik 1700-
1900, deutsche Ubersetz. Berlin 1985.

[67] G.B. Halsted: Note on the First English Euclid. Amer. Journ. Math. 2 (1879) 46-48.
[68] G. Harig: Schriften zur Geschichte der Naturwissenschaften. Berlin 1983.
[69] Th. Heath: Mathematics in Aristotle. Oxford 1949.

[70] J. L. Heiberg: Die arabische Tradition der Elemente Euklid's. Zeitschr. Math. Phys. 29
(1884) 1-22. |

[71] J.L. Heiberg: Euklids Elemente im Mittelater. Ebendort 35 (1890) 48-58, 81-98.
[72] J. L. Heiberg: Paralipomena zu KEuklid. Hermes 38 (1903) 46-74, 161-201, 321-356.

[73] J. L. Heiberg: Mathematisches zu Aristoteles. Abhandl. zur Gesch. d. Math. Wiss. 18
(1904).

[74] J. L. Heiberg: Literargeschichtliche Studien iiber Euklid. Leipzig 1882.

[75] J.L. Heiberg: Geschichte der Mathematik u. Naturwiss. im Altertum. Handbuch d. Alter-
tumswiss. 5. Bd., 1. Abt. Miinchen 1925.

[76] D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1899, 2. (erw.) Aufl. 1903, 7. (umgearb. u.
vermehrte) Aufl. 1930, ab 8. Aufl. 1956 Stuttgart, 12. Aufl. 1977.

[77] J. E. Hofmann: Uber eine Euklid-Bearbeitung, die dem Albertus Magnus zugeschrieben
wird. Proc. of the Intern. Congr. of Math. Cambridge 1958, 554-566.

[78] S. Ito: The medieval Latin Translation of the Data of Euclid. Basel 1980.

[79] F. JurB, D. Ehlers: Aristoteles. Biographien hervorragender Naturwiss., Techniker u. Medi-
ziner 60. Leipzig 1982.

[80] F. JurB: Von Thales zu Demokrit. Leipzig- Jena- Berlin 1978.

[81] A. P. Juschkewitsch: On the first editions of the works of Euclid and Archimede. Publ.
Institute of Natural Sciences 2 (1948).

[82] A. G. Kapp: Arabische Ubersetzer u. Kommentatoren Euklids, sowie deren math.-nat. Wer-
ke auf Grund des Ta'rikh al-Hukama’ des Ibn al-Qifti. Isis 22 (1934) 150-172, 23 (1935) 54-99,
24 (1935) 37-79.

[83] O. I. Kedrovskij: Wechselbeziehungen zwischen Philosophie u. Mathematik im geschichtli-
chen EntwicklungsprozeB. Leipzig 1984.

[84] M. Klamroth: Uber den arabischen Euklid. Zeitschr. d. Dtsch. Morgenland. Gesellsch. 35
(1881) 270-326, 788.

[835] M. Klamroth: Uber die Ausziige aus griech. Schriftstellern bei al-Jaqubi IV. Mathematiker
u. Astronomen. Ebendort 42 (1888) 1-44.

106



11 Literatur

[86] W..R. Knorr: The Evolution of Euclidean Elements. A. Study of the Theory of Incommen-

surable Magnitudes and Its Significance for Early Greek Geometry. Dordrecht - Boston - London
1975.

[87] L. Koch: Jesuitenlexikon. Paderborn 1934.

[88] M. Lacoarret: Les traductions francaises des ceuvres d'Euclide. Revue d'histoire des sciences
1957, 38-58.

[89] F. Lassere (Ed.): Die Fragmente des Eudoxos. Berlin 1966.

[90] D.Laugwitz: Die Messung von Kontingenzwinkeln. J.f.d. Reine u. Angew. Math. 245 (1970)
133-142.

[91] K. Lokotsch: Avicenna als Mathematiker, besonders die planimetrischen Biicher seiner Eu-
klidibersetzung. Erfurt 1912.

[92] G. Loria: Della varia fortuna di Euclide. Rom 1893,
[93] D.Libke: Platon, Leipzig - Jena - Berlin 1984.

[94] M. S. Mahoney: Another Look at Greek Geometrical Analysis. Arch. Hist. Exact Sci. 5
(1968) 318-348.

[95] K. Mainzer: Geschichte der Geometrie. Mannheim 1980.

[96] N. Malmendier: Eine Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid. Math.-Phys. Se-
mesterberichte 22 (1975) 240-254.

[97] G. P. Matvievskaja: Nekotorye arabskie kommentarii.k desjatoj knige nacal Evklida, In:
Matematika na stednevekovom vostoke. Taschkent 1978, 3-87.

[98] Matvievskaja, B. A. Rozenfel'd: Matematiki i Astronomy musul’'manskogo srednevekov'jai
ich trudy (VIIIL- XVII. vv.) Tom 1-3. Moskau 1983.

[99] La Montre: Les 47 propositions du |. livre des Elements d'Euclide avec des remarques de
G. G. Leibniz Paris 1691,

[100] I. Mueller: Philosophy of Mathematics and the Deductive Structure in Euclid’s Elements.
Cambridge Mass. 1981.

[101] J. E. Murdoch: The medieval character of the medieval Euclid. Salient aspects of the
translation of the Elements by Adelard of Bath and Campanus of Novara. Revue de synthese
[l (1968) 67-94.

[102] E. Neuenschwander: Die ersten vier Biicher der Elemente Euklids. Arch. Hist. Exact Sci.
9 (1972/73) 325-380.

[103] E. Neuenschwander: Die stereometrischen Biicher der Elemente Euklids. Ebendort 14
(1975) 91-125.

[104] O. Neugebauer: Zur geometrischen Algebra. Quellen u. Studien B3 (1936) 245-259.

[105] E. Niebel: Untersuchungen iiber die Bedeutung der geometrischen Konstruktionen in der
Antike. Koln 1959.

[106] M. E. Paiow: Rezension von: Kayas, Euclide. Les Elements. Texte grec et traduction fran-
caise (Paris 1978). Zentralblatt f. Math. 433.01005.

[107] M. Pasch: Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Leipzig 1882. 2. Aufl. 1912.

107



11 Literatur

[108] G. Peano: Les propositions du cinquieme livre d'Euclide, reduites en formules. Mathesis
1890, 73 fL£fE.

[109] Platon: Der Staat. Deutsch v. O. Apelt. Leipzig, Reclams UB 1978.

[110] E. B. Plooij: Euclids conception of ratio and his definition of proportional magnitudes as
critized by arabian commentators. Rotterdam o. J. (1950).

[111] R. Rased: Ideja algebry po al-Chorezmi. In: Muchammad ibn Musa al-Choresmi. K 1200-
letija so dnja rozdenija. Moskau 1983, 95-108.

[112] H. Reichardt: GauB und die Anfange der nichteuklidischen Geometrie. Mit Originalarbei-
ten von J. Bolyai, N. |. Lobatschewski und F. Klein. (Teubner-Archiv zur Math., Bd. 4) Leipzig
1985.

[113] Rosenfeld/Jaglom: Nichteuklidische Geometrie. In: Enzyklopadie der Elementarmathema-
tik, Bd. V, Geometrie. Berlin 1971 (Ubersetz. aus dem Russ.).

[114] B. A. Rozenfeld, A. PP. JusSkevic: "Feorija parallel'nych linij na srednevekovom vostoke
IX-XIV vv. Moskau 1983.

[115] Sabit ibn Korra (Thabit ibn Qurra): Matematiceskie traktaty. Naucnoe nasledstvo. Mos-
kau 1984.

[116] E. Sachs: Die fiinf platonischen Kérper. Berlin 1917.

[117] J. Schénbeck: Euklid durch die Jahrhunderte. In: Jahrbuch Uberblicke Mathematik. Mann-
heim 1984, 81-104.

[118] P. Schreiber: Grundlagen der konstruktiven Geometrie. Berlin 1984.

[119] W. Schubart: Die Griechen in Agypten. Beihefte zum Alten Orient, Heft 10. Leipzig 1927.
[120] W. Schubart: Das Buch bei den Griechen und Rémern. 3. Aufl. Leipzig 1961.

[121] F. Schur: Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909.

[122] A. Seidenberg: Did Euclids Elements, Book |, develop Geometry axiomatically? Arch. Hist.
Exact Sci. 14 (1974/75) 263-295.

[123] F. Sezgin: Geschichte des arabischen Schrifttums, Bd. V, Math., Leiden 1974.

[124] M. Simon: Geschichte der Mathematik im Altertum. Berlin 1909. Reprint Amsterdam
1973.

[125] D. M. Simpkins: Early Editions of Euclid in England. Annals of Science 22 (1966) 225-249.

[126] C. E. Sjostedt: Le axiome de paralleles (Eine Sammlung von Originalarbeiten zur Paral-
lelenproblematik mit Ubersetzungen in Interlingue). Stockholm 1968.

[127] D. E. Smith: Euclid, Omar Khayyam and Saccheri. Scripta mathematica 3 (1935) No. 1,
5-10.

[128] Th. Smith: Euclid, his life and system. Edinburgh 1902.
[129] E. S. Stamatis: Uber Euklid, den Mathematiker. Das Altertum 9 (1963) H. 2, 78-84.

[130] A. D. Steele: Uber die Rolle von Zirkel und Lineal in der griechischen Mathematik. Quellen
u. Studien B3 (1934/36) 287-369.

[131] M. Steinschneider: Die mittleren Biicher der Araber und ihre Bearbeiter. Zeitschr. Math.

108



11 Literatur

Phys. 10 (1865) 456-498.

[132] M. Steinschneider: Euklid bei den Arabern: Eine bibliographische Studie. Zeitschr. Math.
Phys. 31 (1886) 81-110.

[133] M. Steinschneider: Die hebraischen Ubersetzungen des Mittelalters und die Juden als
Dolmetscher. Berlin 1893, Nachdruck Graz 1956.

[133a] H. Suter: Das Mathematiker-Verzeichnis im Fihrist des Ibn Ja'kub an-Nadim. Abhandl.
zur Gesch. d. Math. VI (1892) 1-87.

[134] H. Suter: Die Mathematiker u. Astronomen der Araber und ihre Werke. Zeitschr. Math.
Phys. 45 (1900) 129 f.

[135] H. Suter: Der Kommentar des Pappus zum X. Buche des Euklides aus der arab. Uberset-
zung des Abu Othman al-Dimashki ins Deutsche tbertragen. Abhandl. zur Gesch. d. Nat.wiss.
u. d. Medizin 4 (1922) 9-78.

[136] A. Szabo: Die Grundlagen der friihgriech. Mathematik. Studi italiani filologica classica,
n. s. 30 (1958) 1-51.

[137] A. Szabo: Was heiBt der mathematische Terminus awwpua Maia 12 (1960) 89-105.

[138] A. Szabo: Anfange des euklidischen Axiomensystems. Arch. Hist. Exact Sci. 1 (1960)
36-106.

[139] A. Szabo: Der alteste Versuch einer Grundlegung der Mathematik. Osiris 14 (1962) 308-
309.

[140] A. Szabo: Anfange der griechischen Mathematik. Miinchen - Wien 1969 (Engl. Ubersetz.
Budapest - Dordrecht 1978).

[141] Ch. M. Taisbak: Coloured Quadrangles. A Guide to the Tenth Book of Euclid's Elements
(Opuscula Graecolatina 24). Kopenhagen 1982. Vgl. auch die Rezension hierzu von M.E. Paiow
in Zentralblatt f. Math. 516.01002.

[142] P. Tannery: Sur I'authenticite des axiomes d’ Euclide. Memoires. Scientifiques vol. 2, Paris
1912.

[143] CI. Thaer: Die Euklid-Uberlieferung durch al-Tusi. Quellen u. Studien B3 (1936) 116-121.

[144] Cl. Thaer: Eine goniometrische Formel bei Euklid. Z. math. u. nat.wiss. Unterricht 71
(1940) 66 f.

[145] CI. Thaer: Euklids Data in arabischer Fassung. Hermes 77 (1942) 197-205.

[146] W. Theisen: Euclid's Optics in the medieval curriculum. Arch. Hist. Exact Sci. 32 (1982)
159 - 176.

[147] H. Thiersch: Pharos, Antike, Islam und Occident. Leipzig 1909.

[148] M.-M. Toepell: Uber die Entstehung von David Hilberts Grundlagen der Geometrie. Gét-
tingen - Ziirich 1986. [149] |. Toth: Das Parallelenproblem im corpus Aristotelicum. Arch. Hist.
Exact Sci. 3 (1967) 256-301.

[150] I. Toth: Non-Euclidean Geometry before Euclid. Scientific American Nov. 1969, 87-98.

[151] I. Toth: Die nichteuklidische Phianomenologie des Geistes; wiss. theoretische Betrachtun-
gen zur Entwicklung der Math. Frankfurt/Main 1972.

109



11 Literatur

[152] I. Toth: Geometria more ethico. In: Prismata, Hrsg. Y. Maeyama u. W. G. Saltzer. Wies-
baden 1977.

[153] I. Toth: Gott und Geometrie, eine victorianische Kontroverse. Schriftenreihe d. Univ. Re-
gensburg, Bd. 7 (1982) 141-204.

[154] I. Toth: Euklides von Alexandria. Archiv d. Gesch. d. Nat.wiss. 4/1982.

[155] J. Tropfke: Geschichte der Elementarmathematik, 4. Bd., Ebene Geometrie, 3. Aufl. Berlin
1940.

[156] M. Ja. Vygodski: Nacala Evklida. Ist.-mat. Issled. 1 (1948).

[157] B. L. van der Waerden: De logische grondslagen der Euklidische meetkunde. Groningen
1937.

[158] B. L. van der Waerden: Erwachende Wissenschaft. 2. Aufl. Basel - Stuttgart 1966.

[159] B. L. van der Waerden: Die Postulate und Konstruktionen in der frithgriechischen Geo-
metrie. Arch. Hist. Exact Sci. 18 (1978) 343-357.

[160] H. Weissenborn: Die Ubersetzungen des Euklid durch Campano und Zamberti. Halle 1882,

[161] H. Weissenborn: Die Ubersetzung des Euklid aus dem Arab. in das Latein durch Adelhard
von Bath. Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880) 143-166.

[162] E. Wiedemann: Aufsitze zur arabischen Wissenschaftsgeschichte, 2 Bde. Hildesheim -
New York 1970.

[163] F. Woepcke: Notice sur des traductions arabes de deux ouvrages perdus d' Euclide. Jour-
nal asiatique 4. series 18 (1851) 217-232.

[164] F. Woepcke: Trois traites arabes sur les compas parfait. Notices et extraits de manuscrits
de la Bibliotheque Nationale (du Roi) des 1787. Paris 1874, 1-147.

[165] H. WuBing: Mathematik in der Antike. Leipzig 1962 2. Aufl. 1965.

[166] H. WuBing: Euklid von Alexandria. In: Biographien bedeutender Mathematiker, hrsg. v.
WuBing/Arnold, Berlin 1975, 3. Aufl. 1983.

[167] H. WuBing: Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik. Berlin 1979,

[168] G. R. de Young: The Arithmetic Books of Euclid's Elements in the Arabic Tradition. Diss.
Harvard Univ. Cambridge Mass. 1981.

[169] H. G. Zeuthen: Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopenhagen
1895.

[170] H. G. Zeuthen: Die geometrische Konstruktion als Existenzbeweis in der antiken Geome-
trie. Math. Ann. 47 (1896) 222-228.

Die in Ubersicht 4 angegebenen Euklidausgaben des 20. Jh. enthalten gréBtenteils mehr oder
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