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Vorwort

Das vorliegende Buch soll ‘einerseits als Lehrmaterial fir die Ausbildung an
Instituten fiir Lehrerbildung der Deutschen Demokratischen Republik Ver-
wendung finden, zum anderen soll es den Lehrern der unteren Klassen der all-
gemeinbildenden polytechnischen Oberschule, aber auch den Fachlehrern fir
Mathematik eine Hilfe sein, sowohl fiir die Arbeit im Fachunterricht als auch
fiir die personliche Qualifizierung.
Es schlieBt an das Buch ', Einfiihrung in die mathematische Logik — Einfiih-
rung in die Mengenlehre — Aufbau der Zahlenbereiche® [4] an und bietet dem
Leser die Moglichkeit, seine bereits erworbenen Kenntnisse aus der mathe-
matischen Logik, der Mengenlehre und dem Aufbau der Zahlenbereiche anzu-
wenden und weiter zu vervollkommnen. EinschlieBlich. der beiden Binde
»Fachtheoretische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische
Hinweise zur Unterrichtsgestaltung® [33] liegt nunmehr ein geschlossenes
Lehrbuchwerk' aller im »Studienprogramm fiir die Ausbildung von Lehrern
fiir die unteren Klassen der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule
im Fach Mathematik* [34] geforderten Stoffgebiete vor. ‘

Das Buch gliedert sich in die folgenden funf Teile.
A Elementare Zahlentheorie
B Gleichungen und Unglelchungen
' C Funktionen
D Zahlenfolgen : ‘
E Kombinatorik } \
Im Teil A sollen uns besonders die grundlegenden Probleme der elementaren
Zahlentheorie interessieren, die die Besonderheiten dieses Teilgebietes der
Mathematik verdeutlichen, aber auch eine direkte Verbindung zum Mathema-
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‘ tlkunternoht der Schule ermoghchen In erster Linie sind es Fragen der Tell- '
“barkeit ganzer Zahlen, die untersucht werden, wobei in diesem’ Zusammenhang

~der Begriff der Primzahl eine a,uBerordenthch groBe Rolle spielt. Unter Bin-
~ beziehung der Teﬂbarkeltslehre werden Zahlenkongruenzen und, Restklassen
betrachtet. . .

Im Teil B er’folgt' eine Eomplexe'Behaﬁdlung von Gleichungen und “Unglei- 7

chungen auf der Grundlage der Begrlﬂ"e »Aussage” und ,,Aussageform®.

Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens einer Variablen Werdén als

spezielle Aussageformen aufgefaBt. Dabei werden zunichst grundlegende Be-

griffe ‘eingefiihrt, die sowohl fiir Gleichungen als auch fiir Ungléichungen ‘an-

gewendet werden. AnschlieBend erfolgt die Behandlung spezieller Probleme

unter bewuBter Bezugnahme auf die in den Stoﬂ'gebmten ,,Loglk“ und ,,Men- )

genlehre bereltgestellten Grundlagen.

Im Teil C Werden hnea.re Funktionen behandelt Dabei werden msbesondere
auch Zusammenhiinge zu den in Teil B untersuchten Problemen aufgezeigt. -

" Die Teile D und E stellen eine Anwendung der Mengenlehre msbesondere der
Abbildungstheorie, dar und sollen den Leser anregen, in der unternchthchen

" und auBerunterrichtlichen Arbeit in Mathematik in bisher ‘wenig bekannter . a

Weise wirksam zu Werden. Deshalb sind die Anwendungsbelsplele vorwiegend
der Erlebniswelt der Schiiler entnommen.:

Im Teil D sollen neben einigen grundlegenden Begmﬁen weitere notwendige
‘Einsichten in Zusa,mmenhange und GesetzméBigkeiten im Bereich der natiir-
lichen Zahlen vermittelt, werden.

Im Teil E soll der Zusammenhahg zwischen induktivem und deduktwem- 3

 Herangehen an ein Problem verdeutlicht und der Leser angeregt werden,
Fragestellungen der Kombinatorik als Unterrichtsprinzip zu erfassen und
anzuwenden. :

Unser besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. sc. WERNER WALSGE!.Leiter.4'

des Bereichs Methodik an. der Sektion Mathematik der Martin-Luther-
Universitit Halle, der uns "viele ‘wertvolle Hinweise und Ratschlage fiir die
endgiiltige Abfa,ssun\g des Buches gegeben hat.

Dié Autoren
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1. Zur Struktur des Beréiéhes’
' der ganzen Zahlen

Die elementare Zahl’enthebrie beschiftigt sich im wesentlichen mit Eigen-
schaften ganzer Zahlen und mit Beziehungen zwischen ihnen. '

. Es erscheint daher angebracht, die fiir die weiteren Betrachtungen wichtigen
Siitze iiber ganze Zahlen in einer Ubersicht zusammenzustellen. Dabei lassen -
sich zugleich Aussagen iiber die Struktur derMenge G der ganzen Zahlen treffen.

Auf Beweise verzichten wir in diesem Teil. Dem interessierten Leser empfehien
wir, den Aufbau des Bereiches G der ganzen Zahlen in Anlehnung an den Auf-
bau des Bereiches R der rationalen Zahlen vorzunehmen und dabei die hier-
formulierten Sitze zu beweisen.

Aus der Ube;'sicht auf Seite 11 ist zu entnehmen, da8 G einen kommutativen
Ring bildet. ' ‘

Nun gilt aber noch der folgende Satz.

SATZ 9 (1.): .
In @ existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement e
mit der Eigenschaft ) ‘
erg=g-e=¢g

fiuralleg € Q.

Damit ist der fiir die folgenden Betrachtungen benétigte Grundbereich sogar -
ein kommutativer Ring mit Einselement.

10



Kommutativer Ririg

_ Siitze
1(1.) "Die Addition ordnet je zwei Elementen gy, g,
genau ein Element g3 zu. ’
Vg, Vg3 llgs; g1 +92=93
2 (1) Die Addition ist assoziativ. —
Vg, V95, V9359 + (92 + g3) -§
= (91 + 92) + 93 =
3 (1.) Voi,Vg:3 1105 95+ 95=g
4 (1.) Die Addition ist kommutativ.
Vo, Vg g1+ 9:=9+ 9
5 (1.) Die Multiplikation ordnet je zwei Elementen
g1, g genau ein Element g, zu.
Vg, Vgadllgs g1-9:=9; é
6 (1.) Die Multiplikation ist assoziativ. =
V9,V 95V 935900 (92 93) E
= (91" 92)" 93 2
A
)
7(1.) Die Multiplikation ist kommutativ. <
Yo,V 95 g1 92 =929
8 (1.) Es gilt das Distributivgesetz.

Y91,V 95, Vg3
91+ 92) 93 =91 ° 93 + g3- 93 und
91092+ 93) = 91°92 + 91 - 95

11
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2.1. ~ Teilerrelation

2.1.1. " Definitionen und Séitze o :

i

. -W1r betrachten zuna.chst bei vorgegebenen ganzen Zahlen a und.b die .
. “Gleichung ‘ '

TN . ' o
bx=a - ‘ '

\ : N\

fiir b =|= 0. ; B ‘v

Diese Glelchung ist in R stets 1 ssbar, da die Di\%:ision‘in R uneingeschrinkt
ausfithrbar ist: In G dagegen hat die Gleichung hochstens eine Losung, das
heiBt, es gibt geordr’;éte Paare [a; b] ganzer Zahlen, fiir die es ein ¢ € @ gibt,
das diese Gleichung erfiillt. In einem solchen Fall nennt man @ durch b teilbar.

DEFINITION 1 (2.1. 1.). ‘

Eine ganze Zahl b heiBt Teiler einer ganzen Zahl a
genau dann, wenn es eine ganze Zahl x glbt ml’o '
a=b-x. : ) :

In Zeichen: b | a : B

Man sagt auch: ,a ist ein Vielfaches von b~
Ist b kein Teiler von a, dann schreibt man: b{ a. : i ‘
SchlieBt man b = 0 aus, dann lagsen sich an Stelle von ,,b ist ein Teiler von a*

folgende Formulierungen treffen: ‘ ' . : .

50 18t teilba’r durch b“
b geht in a auf*




»»Durch welche Zahlen ist 12 teilbar?*
,Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt:

 (Definition 1 (2.1.1.)).

Es sei a==0, und es gelte b | a. Dann mus es nach Definition 1 (2.1.1.) eine |,

Zahl 2z € @ mit a =b-x geben.

Es ist in diesem Fall o das z-fache von b, aber auch das b-fache von z.

Damit gilt auch z | a.

Wir nennen z den Komplementa.rteller von b beziiglich a (7 [1], S.2).t

In diesem Zusammenhang sei noch auf den Unterschled zwmchen a:bundb| a
hingewiesen.

Wihrend es sich bei.a: b um einen Term handelt, ‘der nur unter der Bedm-
gung b =+ 0 definiert ist, stellt b | a eine_Aussageform dar, die beispielsweise

bei der Belegung a=0 und b = 0 die wahre Aussage 0 | 0 liefert.

‘ Berelts im Unterrlcht der unteren Klassen finden die Begnffe ,,Teller und

,,Vlelfaches“ Anwendung

BEISPIEL 1 (2.1.1.): SR

»Bilde von 100 bis 1000 alle lefacken von 100!“

,,Welche Zahl muB man zum Funﬁachen von 957 a.ddleren, um 7230 ZU ér-
halten?

,»Schreibe die Vielfachen von 2 auf, die zwischen 3 und 11 hegen!“ '

; ,,Sind die folgenden Zahlen durch 5 teilbar?

15, 17, 25, 41, 45% 1 | !

Wenn @ und b Vielfache von ¢ sind und ¢ groBer als 0 1st dann ist
(@ +0): c=g: c+b:c.®

Diege wenigen Belsplele fiir die Verwendung der Begriffe ,,Teller“ und ,,Vlel- )

faches“ sollen zunsichst geniigen.

- An geeigneten Stellen werden wir weitere Belsplele dleser Art in unsere Be—

trachtungen einbeziehen.
Beispiel 2 (2.1.1.) zeigt Anwendungen der. Deﬁmtmn des Begrlﬂ'es ,,Teller

[

4

BEISPIEL 2 (2.1.1):
a) 12| 288, denn Jz; 122 = 288, nimlich = 24. Also 12| 288, denn
12 - 24 = 288. |
24 ist der Komplementartezler von 12 bezughch 288 SN
288 ist das 24-fache von 12. ’ '
- 288 ist ein Vielfaches von 12. ' -

1 Die Formulierungén einiger Definitionen bzw. S&ﬁze, und Beweisgedahken in den Teilen 2. und.3. lehren sich zum
_ Teil an solche aus den Arbeiten [14], {241, [25],[27], [85], [36], [37] an. Dariiber hinaus ist die dort verwendete Sym- .
" bolik in zahlreichen anderen entsprechénden Verdffentlichungeén iiblich. .




2.1,

b) 131288, denn § x; 13 - & = 288.
¢) 10| 200, denn 10 - 20 = 200.
200 ist ein Vielfaches von 10.
200 ist das 20-fache von 10.
d) 10| 0, denn 10- 0 = 0.
0 ist ein Vielfaches von 10.

~ 0ist das 0-fache von 10.

e) 10|10, denn 10-1 = 10.
10 ist ein Vielfaches von 10.
10 ist'das Einfache von 30.
Das Einfache, aber auch das Nullfache einer Zahl sind' Vielfache dieser
Zahl.

f) Schreibe alle Zahlen von 3 bis 30 auf, die durch 3 tellbar sind! (Klasse 3)
Dle Loésungsmenge entspricht der Menge

={e;0€ Nund 3 <a < 30und 3|a} = {3, 6, 9,...,27,30}
M an liest: M, ist die Menge aller a, fiir die gilt:
a ist ein Element der Menge der natiirlichen Zahlen und
3<a<30und 3|a.

g) Welche Zahlen zwischen 5 und 25 sind durch 3 teilbar? (Klasse 3)

Die Losungsmenge entspricht der Menge 5
M,={b;b€E Nund 5 < b < 25und 3 | b}
= {6, 9, 12, 15, 18, 21, 24}

h) Man untersuche folgende Aussageformen auf Allgemeingiiltigkeit in G!
Wenn eine Zahl durch 12 teilbar.ist, dann ist sie auch durch 4 teilbar.
Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 12 teilbar.

i) Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daB eine -
Zahl durch 12 teilbar ist!

1]

Wir betrachten nun Sitze, die sich aus der Definition der Teilerrelation (7 Defi-
nition 1 (2.1.1.)) ableiten lassen. .

SATZ 1 (2.1.1.):
Va;a|a,
denn ¢ - 1 = a ist allgemeingiiltig. (nach Satz 9 (1.))

'SATZ2(2IJJ:
Va;a|0,
denn a - 0 = 0 ist allgemeingiiltig.

SATZ 3 (2.1.1.):
Ya, Vb, Yc; alb/\b]c - ajc.

14



Vomussetzung Es seien g,
Bekauptung afc

Beweis: -

Beia |bund b |ec:

ll)s(mn glb)t eseincy mit a*¢; =>bundeinc, mit bcy=c (nach Definition
2.1.1)).

Aus beiden Gleichungen ergibt s1ch

) a°Ci°Cy=2C. )
"Da ¢; und ¢, ganze Zahlen sind, ist auch ¢, - c; eine-ganze Zahl. Bezeichnen
wir diese mit 2, so erhalten wir @ - z = ¢. Das bedeutet, daB a | ¢ gilt, was der
Konklusion entspricht, » : : q.e. d.

b c beliebi,Qe*gaQné"é Zé;hiep,v @ JBAB]|e.

SATZ4(211)
Va, Vb, Ve, Vd alb/\c[d — a-c|b-d.

Voraussetzung: Es seien o, b,cd beheblge ganze Zahlen, a | b A ¢| d
Behauptung: a-clb-d :

Beweis:

Seia|bundc|d.

Dann gibt es ein x mit .-z = b und ein y mit c* y = d (nach Deﬁmtlon

1(2.1.1)).

Aus beiden Gleichungen ergibt sich
arxcy =b-d

bzw. a-c-(x-y)="b-d.

Da z und y ganze Zahlen sind, ist auch x -y ga.nzzahhg Bezelchnen wir z - y l

mit z, so erhalten wir :

a-c-z=b-d.

Das bedeutet, daB nach Definition 1 .(2.1.1_.) a-c|b-d gilt, was der Konklu-

sion entpsricht, : ~ g.e.d.
. I

' Dle TabeHe auf Seite 16 soll den Leser in die Lage versetzen, selbstéindig

" GesetzmiBigkeiten zu erkennen.

Man fillle die Kistchen in der Tabelle mit ,,ja“ oder ,,nem“ aus' Man gebe

die darin enthaltenen GesetzméBigkeiten

a) im Wortlaut, b) in formalisierter Form an!

Man beweise die gefundenen Sétze!



Der zweite Summand ist zuniichst durch 5 teﬂbar Es muB noch na.ehgemesen
werden, daB
6 k(b + 2k 2% 4 1)

ist.
Bk 42k + 2k + 1) =k (k — 1) (k + 1)(7c+2)+3k(k-|— 1)
6|kk— 1)k + 1) % +2) (nach Satz 7(2.1.1.)) ',
2|k (k+ 1) , _ ~ (nach Satz 6 (2.1.1.))
Somit ist 6| 3 k. (k + 1) h B
"Es ist 30[(1«:—}% )5— k+ R . Qe 4.
Folgende Sétze konnen vom Leser selbstanng bemesen werden. o "

Fur alle natirlichen Zahlen n > 0 ist das Prodfwkt (n— 1) (n 4+ 1) (n + 3) o

durch 3 teilbar.
Fir alle ungeraden Zahlen ist die ijferenz n? — 1 durch 8 tezlbwr
Fiir beliebiges natirliches n ist n3 + 11n durch 6 teilbar.

Die Summe der dritten Potenzen von drei aufemanderfolgenden Zahlen ist durch 3
teilbar.,

Es ist ‘ohne weiteres moglich, Schiiler der unteren Klass‘eni durch geeignete .
Ubungen zu den Erkenntnissen zu fithren, die in den Sétzen 1 (2.1.1.), 2 (2.1.1.) -

und 4 (2.1.1,) bis 6.(2.1.1.) festgehalten sind.

DEFINITION 2 (2.1.1.): BN
Die ganzen Zahlen ¢ und a* heiBlen assoziiert zu-
einander genau dann, wenn sie sich nur um --1
oder — 1 als Faktor unterscheiden. !

In Zewhen a = a¥

~ Man nennt + 1 und — 1 die Einheiten von @ (;v [1], 8. 5). o
Ist @ = a*, so gilt nach Definition 2 (2.1.1.)
¢ = (4+1)-a* oder a=(—1)*a*
bzw. a*= (+1)-a oder a*=(—1)-a.
Nach Definition 1:(2 1.1.) folgt daraus
» | a* und a* | a.
Setzen wir umgekehrt die Giiltigkeit von a | a* und von a* la voraus 8c
erhalten wir |
a=¢a* und a* =cy:a.
Daraus folgt: o
@a=0c"Cy"a, ’
: e =1, )
dh.: ¢ |[1lundey]l.

18,



Daraus folgt aber

cg=-+1 und ¢g=+1
oder ¢g=—1 und ¢; = — 1. .

Somit sind ¢; und ¢, Einheiten von &, und wir erhalten *
@ = g*, A

" BEISPIEL $ (2.1.1.):

a) 5 =5, denn 5 ='(4 1) (+ 5) »

' b) 5 =—75, denn5—(—1)(-——5)und(——5)_5 (—1)

Wir untersuchen die Elgenschaften der unter Definition 2 (2:1.1, ) definierten
Relation B = {[a, b]; @ =~ b} '

R ist reflexiv. o ! y
¢ =a,denna-1=aq ' (nach Satz 9 (1.)) -

R ist' symmetrisch.
a=b - b=a

Beweis: . g ~
. Esseia =b. S (nach Voraussetzung)
Dann giltea =% oder a = — b. _ (nach Definition 2 (2.1.1.))
1. Fall: a=0b ' ~ o
Daraus\ folgt nach der Symmetrie: der Gleichheit
b =a.
2. Fall: a=—0% [-—1 "
—a=1b ¢
und nach der Symmetrie der Gleichheit
b=—a

Aus dem 1. und 2. Fall folgtw}
b=aV b=—a. / o o
Das entspricht der Konklusion, ’ : q.e.d.

R ist transitiv.
e =bAb=c > a=c
Beweis: , o
Es seien a =b A b =c. - (nach Voraussetzung)
Dann gilt (@ =5V a = —b) A (b-ch=——c) '
’ (nach Definition 2 (2.1.1.))
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2.1,

Daraus folgt
(a—b/\b—c)v(a—b/\b=—c)V(a—~—b/\b—c)
Vie=—bAb=—0).

1. Fall: a=bAb=c
Daraus folgt
a = c.

2. Fall: a=bAb=—

Daraus folgt
, a= —c.

3. Fall: a=—bAb=c

Daraus folgt
- a = —C.

4. Fall: a=—bANb=—c¢
Daraus folgt
a=c.

Aus den vier Féllen folgt
a=c oder a= —c.

Das entspricht der Konklusion, g.e. d
" Die Relation R iiber @ ist eine Aquivalenzrelation und bewirkt eine Ein-
teilung von G' in paarweise disjunkte nichtleere Teilmengen, d. h. in Aqui-
valenzklassen assoziierter Elemente

Die Klassen sind:

oL {—1,+ 13, {—2 +2},...
Beziehen wir die Klasseneinteilung von @ in die Teilbarkeitsbetrachtungen ein,
dann konnen wir sagen, daB jede Teilbarkeitsaussage richtig bleibt, wenn man -
@€ @ und b€ @ durch zu ihnen assoziierte Elemente ersetzt. Das heifit, gilt
“a| b, so gilt auch:

—alb,a|]—b und —a|—0b.

Es reicht daher aus, die Teilbarkeitshetrachtungen fiir nichtnegative ganze
Zahlen anzustellen, da ja die Klassen der zueinander assoziierten Elemente
von ¢ bekannt sind und man sofort alle Teiler von a kennt.

BEISPIEL 4 (2.1.1.):

+ 3|+ 12
Daraus liBt sich ableiten, daf

—3|+12 und + 3| — 12 und —3|—12
ist.
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2.1.2. - Arten der Teiler
Esseia =+ 0.

DEFINITION 1 (2.1.2.):
¢t heilt trivialer Teiler eines Elements a genau dann,

wenn '
t=1 oder t=aqa.

Alle zu o assoziierten Elemente und alle Einheiten von @ sind triviale Teiler
von a. _ /

Die Teiler von a, auf die Definition 1 (2.1.2.) nicht zutrifft, heiBen nichttriviale
Teiler von a.

DEFINITION 2 (2.1.2.):

b heiflt, echter Teiler von a genau dann, wenn
blaund atb.

In Zeichen: b || a

Ist @ = 1, dann gilt stets 1] a. !

SATZ 1 (2.1.2.):
Jede ganze Zahl a =+ 0 besitzt nur endlich viele
Teiler. :

Um Satz 1 (2.1:2.) beweisen zu kénnen, miissen wir den Betrag einer ganzen
Zahl definieren.

~

DEFINITION 3 (2.1.2.):
Es sei a eine beliebige ganze Zahl. -
Es soll fiir den Betrag von a (in Zeichen | a |) gelten

afira =0
2] = pes
l —afirea< 0
Dabei ist — a die zu o entgegengesetzte Zahl.

Beweis von Satz 1 (2.1.2.):
Es sei ¢ &= 0 und b ein beliebiger Teiler von a.

Es gilt:

a=g-b. (nach Definition 1 (2.1.1.))
Daraus folgt:

la| = |g] - [b].

21



Fir |g| untersqhelden wir zuwei Falle: -

a) gl = 1, es erglbt sich[b] = |a|

b) |g| > 1, es ergibt sich |b] = 1+ |b] < |g] * |b] = |a| und damit fb| < [al
Es gilt also stéts: -

bl < lal. , o | ‘

Da |b] und | pos;twe ganze Zahlen sind, gibt es aber nur‘i endlich viele Zahlend = \
mit |b| < |a|, also auch nur endlich viele Teiler von a, g- e. d.

Damit haben wir auch Satz 2 (2.1,.'2.) bewiesen.

SATZ 2 (2.1.2.): -

Es sei @ eine von Null verschiedene ganze Zahl.
Dann ist der Absolutbetrag jedes Teilers von a
kleiner oder hochstens glelch dem Absolutbetra.g o
von a. N

-

BEISPIEL 1 (2.1.2.):
a=12
Die Teiler von 12 sind:

Unodhite Teiler { - 12 }; Triviale Teiler ’ .
+ o1 T . : o

2 {

3 A o

4l Nichttriviale Teiler

‘| rivial

M=1{b;b€G und b[12} = {1, 2, & 3, & 4,1 6, :|:12}
In der Unterstufe kénnte man beispielsweise formulieren:
Gib alle die Zahlen an, von denen 12 eine Vielfaches ist!

Echte Teiler

H He H H

AN : ‘ ‘v v I
2.2 _ Primzahlen ' .- S L

_ Die in Teil 2.1.1. gewonnene Erkenntnis, da man Teilbarkeitsbetrachtungen
nur. fiir nichtnegative ganze Zahlen anzustellen braucht, um Teilbarkeitsaus-
sagen fiir ganze Zahlen treffen zu konnen, wollen wir in den folgenden ‘Teilen
nutzen. -

Wir vereinbaren daher, da,B dle Vanablen immer dann natiirliche Zahlen be-
‘zeichnen, wenn der Grundbereich mcht,: extra angegeben ist.
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2.2.1. . Definitionen und Siifze

. DEFINITION 1 (2.2.1.)%
,, BEine von Null und Eins verschiedene natiirliche
Zahl p heiBt genau dann Primzahl, ‘wenn sle nur
triviale Teiler hat. ' \ . v
Primzahlen spielen eine wichtige Rolle bei. der Zerlegung naturhcher Zahlen
in Faktoren. /
. Fertigkeiten im Zerlegen naturhcher Zahler in anfaktoren werden belsplels-
. 'weise beim Ermitteln des Hauptnenners vorausgesetzt.

DEFINITION 2(2.2.1):

Eine von Null verschiedene Zahl ¢ heiBt unzerleghar
in N genau dann, wenn aus ¢ = a-b stets folgt
a=1 und b=c oder , e
ea=c¢ und b=1. " ' ‘

BEISPIEL 1 (2 2.1. ) \ _ :
Wir iiberpriifen einige natiirliche Zahlen. A ‘ .
a)1=1-1 '
' Eine andere Zerlegung in IV gibt es nicht.
Damit ist 1 unzerlegbar in N. o
b)) T—=7-1=1-7 ' -
Eine andere Moglichkeit gibt es in N mcht
Daher ist 7 unzerlegbar in N. o ' ' -
0y 10=1:10=5-2=2-5
10 ist zenlegbar in N.

Schon die ivenigen Beispiele in Beispiel 1 (2.2:1.) lassen vérmﬁten, dafl nur
die Primzahlen und die Zahl 1 unzerlegbar in IV sind.

3  SATZ 1 (2.2.1. ):
: Eine von Null verschiedene Zahl ¢ ist genau dann
unzerlegbar in N, wenn ¢ = 1 oder eine Primzahl ist.

Um dJesen Satz zu bewezsen, zerlegen wir die Aqulvalenz in zwei Imphkatlonen. -
(1) Wenn ¢ unzerlegbar in N ist, dann ist ¢ = 1 oder Primzahl. K
(2) Wenn ¢ = 1 oder Primzahl ist, dann ist ¢ unzerlegbar in .

- Beweis der Implikation (1): o E ot
Voraussetzung: ¢ ist unzerlegbar in V. : v o - /
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2.2,

Daraus folgt;: Jeder Teiler von ¢ ist entweder',l oderc.
Das trifft aber nur auf die Zahl 1 und die Primzahleh zu.

Beweis der Implikation (2):
Vomussetzung ¢ = 1 oder ¢ ist Primzahl.
a) Esseic = 1. s
Dann folgt aus ¢ = a - b:
¢ =1und b= 1.
Daraus folgt: :
¢ ist unzerlegbar. i (nach Definition 2 (2.2.1.))
b) Es sei ¢ Primzahl. ' .
Dann folgt aus ¢ = a - b: ) .
Die Teiler kénnen nur 1 oder ¢ sein. (nach Definition 1 (2.2.1.))
Das bedeutet, daB wir drei Fille unterscheiden miissen.
1. Fall: a=1und b =1
Das ist unméglich, da daraus ¢ = 1 folgen wiirde.
(Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.))
2.Fall: c=aundc=1>
Daraus folgt aber fiir c = a - b:

c=c-c.
Daraus folgt ‘ )
c=1. (Widerspruch zu Definition 1 (2.2.1.))

3. Fall: a=cundb=1 oder a=1undb =-c
Das ist aber gerade die Bedingung fiir die Unzerlegbarkeit.

Aus der Giiltigkeit beider Implikationen schlieBen wir auf die' Giiltigkeit der
vorgegebenen Aquivalenz, - q.e.d.

SATZ 2 (2.2.1.):
Jede natiirliche Zahl @ mit ¢ > 1 hat wenigstens eine
~ Primzahl als Teiler. ’

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie findet bereits in der
Schulmathematik Anwendung. Er wird dort allerdings nicht bewiesen.

SATZ 3 (2.2.1.)
(Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie

fir N): K
Jede natiirliche Zahl » > 1 148t sich-bis auf die
Reihenfolge der Faktoren emdeutlg als Produkt

. M=DP1"P2 P3... Py
von Prlmzahlen Pis P2y - - -» D, Schreiben.
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" 2.2

Der Beweis trivial erschelnender Siitze ist oftmals recht schwierig. Ein Beispiel
dafiir ist der Beweis von Satz 3 (2.2.1.). Der Beweis dieses Satzes erfordert
den Beweis der Hxistenz einer solchen Darstellung und den Beweis der Em-
deutigkeit der Zerlegung in Rrimfaktoren.

Der folgende Beweis ist zu finden in [35], S. 228, aber auch in [14], S. 406. Der Ein-
deut1gke1tsbewels stammt-aus [27], S. 5.

Beweis von Satz 8 (2.2.1.):

1. Existenzbewets
Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl n > 1.

Es gibt eine Primzahl p,, so daB gilt: . :
Py | B . (nach Satz 2 (2.2.1.))
n=mp;-¢q und ¢ |n '

mit ¢ =1 und ¢ <n. (nach Definition 1 (2.1.1.))
Ist ¢, = 1, dann ist n selbst Primzahl. - L

Ist ¢, > 1, dann 148t sich auf ¢, Satz 2 (2.2.1.) anwenden.

Es gibt also eine Primzahl p,, . o

- @1 =p22°¢> und py|g und ¢ < ¢, und ¢, =1

Fiir 7 erhilt man

" =1DP1" P2 42
Ist ¢, = 1, s0 erhilt n die Darstellung
n = Py * P3-

Fiir g > 1 verfahren wir in gleicher Weise wie bisher. Da aber ¢; = ¢2 = ¢5 .
bricht die Entwwklung nach endlich vielen Schritten, beispielsweise nach r
Schmtten, ab. Es ist dann g, = 1. Fiir » ergibt sich dann die Darstellung

n=p-Py...'p, und r=1.

Die p, (s=1, 2,..., r) sind Primzahlen, die nicht notwendig voneinander
verschieden sind.

Damit ist die Existenz einer Zerlegung eines beheblgen Elementesn € N \ {0, 1}
gesichert, ) , g.e. d.

2. Eindeutigkeitsbeweis (nach ZERMELO)

Es muB nun gezeigt werden, daB die gefundene Zerlegung von n eindeutig ist.
Wenn die Eindeutigkeit nicht allgemein gelten wiirde, so miite es eine kleinste
Zahl n > 1 geben, die mindestens zwei verschledene Zerlegungen besa.Be
Angenommen, n wire ein solche Zahl.

Dann kénnten wir bilden:
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1 Zerlegu'ng n=1p, q, ) :
wobei p; der klemste in n a,uftretende Primfaktor sein soll;
g < n. -
Da n die kleinste natiirliche Za,hl mit mindestens zwei Zerle—
gungen sein soll, mul} ¢ emdeumg zerlegbar sein..
" Eine zweite Zerlegung von 7, in der der Primfaktor p, vor-
kommt, kann es nicht geben, denn ausn =p; g und n = p, - b
folgt ¢ = b.
Damit wéren beide Zerlegungen jdentisch.

2. Zerlegung n=p-k;

. es mull p > p, sein, (ia. Py der- kleinste in n a,uftretende Prim-

o ~, faktor sein sollte.

' - Betrachten wir die Zahl »’ = n — pik, so _erhalten wir unter
- Beriicksichtigung der 1. Zerlegung o -
) =prg—p k= 1 (g — k) o !
und unter : Bpruckswhtlgung der 2. Zerlegung {

(sx)n" =p-k—p - k=Fk(p—p). [

Offenbar ist n” < n, damit ist n” eindeutig zerlegbar.

Wi betrachten dle Gleichung (#x).

’ Nach (%) ist py | n"; es ist aber p, tk, denn wire py | k, da,nn/
wiirde die zweite Zerlegung p, als Primfaktor haben, was aber
nicht moghch ist, wie wir oben bereits festgestellt. ha,ben Es mufl
also py | (p — py) sein.

’

Es ist dann : i » A
pt= p — Py (nach Definition 1 (2.1.1.))

Pt p = ‘ : ' o

p(t+1) = p. K

Damit wire p, | p, was im Wlderspruch zur Voraussetzung s‘{;eht
nach der p Primzahl und p = p, sein sollte. :
Es kann daher hdchstens eine Zerlegung geben, - 'q.e.d

Damit ist Satz 8 (2.2.1.) vollstindig bewiesen. N
" Im Exist’eﬁzbeweis des Fundamentalsatzes wurde gezeigt, daB sich jedes
Element n aus N, das weder Null noch Eins ist, als Produks endlich weler
nicht notwendig verschiedener Primzahlen darstellen 158%. :
. Ubersichtlicher wird die Produktdarstellung von %, wenn man die mehrfach
auftretenden Primfaktoren zu Primzahlpotenzen zusammenfaBt und gleich-

zeitig die Primzahlpotenzen nach der GroBe ihrer Basis ordnet. Dabei soll

PrL<pP<p3...<p,
sein.
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Man erhalt auf- d1ese Wexse die kanomsche Zerlegung von n, die lautet

~

% ..

‘ n= pl Po pr .
Die p, fiir g =1,...,r sind die”; in der Zerlegung von n vorkommenden von-
einander verschiedenen Primfaktoren. Diew, = 1 firp=1,...,r sind natiir- -

liche Zahlen, die angeben, wie oft pe in der Zerlegung von n als Faktor a.uf-
trltt

'BEISPIEL 2 (2.2.1.):
60=2-2-3:5 .
Kanonische Zerlegung: 60 = 22 - 31 - 51

P=2 o=2

Pr=3 ay=1 !
p3=5 oag=1 " | '
¥ \
2.22. Verteilung der Primzahlen ‘

Wir'betrachten zunéchst die Fo‘lge der Primzahlen im Zahlenraum von0 bis40:
" 2,8,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Wu' erkennen kein Bﬂdungsgesetz in der Verteilung der anzahlen
AuBer 2 und 3 findet. man kein weiteres Paar [a; b] von Prlmza,hlen, indemd
der (unmlttelbare) Nachfolger von g ist..

Welterhm ist 2 die einzige gerade Primzahl.

Untersucht man die Folge der Primzahlen {p} im Zahlenraum bis 100 so stellt
" man fest, daB es zwischen 0 und 30 genau zehn Primzahlen glbt und zw1schen
“70 und 100 nur sechs. ;
Untersucht man die Folge der natiirlichen Zahlen {n} nach Primzahlen, so
stellt sich heraus, daf mit Wachsendem »n Primzahlen immer seltener auf-
treten. Man konnte meinen, von einer bestimmten Zahl an gibe es keine
Primzahlen mehr. Das. 1sjt jedoch ein Trrtum, denn es gilt Satz 1 (2.2.2.).

SATZ 1 (2. 2.9, ): : o '

‘Es gibt unendlich viele Pr1mzah1en '
Beweis: b
Wir fithren ihn indirekt. ,
Annakme: Es gibt endlich viele Pr1mzahlen sie seien mit Py, o, p3, e Dy
bezemhnet ) o
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2.9. o

Wir bilden dann die natiirliche Zahl
a=p Py... P+ L

Keine der Primzahlen py, ps, . . ., p,, ist ein Teiler von a. Also kann a entweder
* eine Primzahl sein, die dann von p,, ps, . . ., P, verschieden wire, oder eine

Primzahl als Teiler haben, die ebenfalls von p,, p; ..., p, verschieden sein

miiBite. ‘

Beides steht im Widerpsruch zur Annahme, dal es auBer P15 Pas - - - P, keine

weiteren Primzahlen gibt. Es kénnen daher mit py, Pa, - - -5 D, nicht alle Prim-

zahlen erfaBt sein, q.e.d.

Schon im Altertum interessierte die Mathematiker ein Verfahren, mit dessen
Hilfe sich feststellen 148t, ob eine natiirliche Zahl a, die kleiner als eine ge-
gebene natiirliche Zahl » ist, Primzahl ist oder nicht. ‘

Mit Hilfe des ,Siebes des EraTosTHENES® wollen wir die Primzahlen im

Zahlenraum von 2 bis 50 erfassen.
Zu diesem Zweck sind zuniichst alle Zahlen von 2 bis 50 aufzuschreiben.

2 8 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 923 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Danach sind der Reihe nach alle Zahlen zu streichen, die 2 als echten Teiler
baben. Mit den Zahlen, 3, 5, 7 wird in glelcher Weise verfahren. Da wir nur
den Bereich der natiirlichen Zahlen, die kleiner als 50 sind, betrachtet haben,
kénnen wir das Verfahren schon abbrechen, da alle Zahlen, die 11, 13, 17, 19
usw. als echte Teiler haben, bereits gestrichen wurden. Im ,,Sieb“ bleiben tat-
gichlich nur die Primzahlen zuriick. '

Wollen wir feststellen, ob eine natiirliche Zahl.a Primzahl ist, so geniigt es,

die Teilbarkeit durch alle Primzahlen, die kleiner oder héchstens gleich Vo
sind, zu untersuchen. .

Gibt es einen solchen Primteiler, dann ist a eine zusammengesetzte Zahl.
Gibt es keinen, dann ist ¢ Primzahl. '

Gilt ndmlich fiir eine natiirliche Zahl

a = p - a;, wobei p < a, sein soll,
dannista = p - a; = P2, -

also Vo= .
Das heiBt, in der Zerlegung von ¢ muf} ein Primfaktor vorkommen, der kleiner

oder gleich Va ist.
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Sollen alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl o ermittelt werden, -
dann sind alle die Zahlen zu streichen, die p, p,, . . ., P, als echte Teiler haben.

Dabei ist p, die groBte Primzahl, die kleiner oder hichstens gleich Va ist.

BEISPIEL 1 (2.2.2.):

a) Es sind die Primzahlen im Zahlenraum von 2 bis 200 zu ermltteln
13 < V200 < 17, also ist p, = 13. ‘
Es sind alle die Zahlen zu streichen, die 2, 3, 5, 7, 11 13 als echte Teiler
. haben. Ubrig bleiben die Primzahlen.

b) Es ist festzustellen, ob 241 Primzahl] ist.
13 < V241, aber V241 < 17.
Es ist die Teilbarkeit durch 2, 3, 5, 7, 11, 13 zu untersuchen. Man erhélt:
21 241, 31 241, 54 241, 71 241, 111 241, 131 241.
Damit ist 241 Primzahl.

Schon die wenigen Beispiele lassen erkennen, dafl dieses Verfahren immer auf-
wendiger wird, je groBer die Zahlen sind, von denen festgestellt werden soll,
ob sie Primzahlen sind. Fiir unsere Aufgabenstellungen ist es jedoch aus-
reichend. :

2.3. GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes
° gemeinsames Vielfaches )

Die im Teil 2.3. zu behandelnden wichtigen Begriffe der elementaren Zahlen-
theorie spielen bereits im Mathematikunterricht der Schule eine grofe Rolle.

2.3.1. . Gropter gemeinsamer Teiler

DEFINITION 1 (2.3.1.):

Eine natiirliche Zahl ¢ heiBt gemeinsamer Teiler der
natiirlichen Zahlen a,, as, . . ., @, genau dann, wenn
Teiler von ay, @, . . ., @, ist.

DEFINITION 2 (2.3.1.):
Eine natiirliche Zahl d heiBt grofSiter gemeinsamer
Teiler der natirlichen Zahlen a4, as, ..., a, genau
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‘
dann, ‘wenn d gemeinsamer Teiler von ay, @y, . . ., @,
ist und fiir alle gemeinsamen Teiler ¢ von a,, gy - s o a,
gilt, daB sie auch Teiler von d sind. '

- Wir haben nun zu zeigen, daf} -genau ’eine solehe natiirliche Zahl d existiert,
die Definition 2 (2.3.1.) erfiillt. ' K

i

~ Den ExiStenzbeweis fithren wir im Teil 2.3.3.

Die. Emdeutzgkezt von d zeigen wir wie folgt:

‘/

Wir nehmen an, d* se1 neben d ebenfalls groBter gememsamer Teﬂer von

ai, A9y » o

'

'

Als gememsa,mer Teiler kann d* an die Stelle von # i m Definition 2 (2 3.1)
treten, und es-gilt d* | d. Analog gilt d | d*.
Aus d* | d und d | d* folgt d = d*.

Da d und d* natiirliche Zahlen sind, gilt d = d*, . . g.e.d.
. / . ) )

- Wir beZelchnen den g'r GBten gemeinsamen Teiler (g. g. T.) von a, ay, ..., a,

mit ‘ ' .

30

d= (a_i, A9y « - oy

@p)-

DEFINITION 3 (2.3.1.):
Die natiirlichen Zahlen ay, @y, . . ., a, heiBen teiler-
fremd genau dann, wenn lhr groBter gememsamer
Teiler Eins ist.

In Zeichen: (ag, Gy, - . -, @) = 1

7’

SATZ 1 (2.3.1.):
@ sei eine natiirliche Zahl mit a > 1, die die Dar--

- ‘stellung

%y

a=pt g .om SR

hat (die p; fiir i = 1, 2, . . ., r sind Primzahlen).

¢ ist genau dann Teiler von @, wenn sich # in der Form
t=pit-pft- ... py mit
0=piZo

0=f=sa

...........

0<f =0
darstellen 158t. o




‘und e py ="py mit B,+ 6, =,
. Daraus fc;lgt

Beweis (/1 [14], S. 408): - R I
a) Wir zeigen, dafl jede Zahl ’ o :

=it gl . - pﬁ'mlt0<ﬂ9 ocfur@—l...,r
ein Teiler von a ist. o
Zur Begriindung unterscheiden wir drei Falle. Y
1. Fall: Ist B, = 0,80 gilt 1 | p,2. - ‘~
"Das ist stets erfillt. ‘ |
2. Pall: Tst B, = o, so gilt ple [ple.
Das st stets erfiillt. : (nach Satz 1 (2.1;1.))

3. Fall: Ist §; < a,, dann gibt es ein B s0 da,B gﬂt
Byt By = o, und B, = 0. ; |
Da,nnglltpgﬂp dennp p" —pg B

Es handelt sich in diesein Fall um emen echten Teiler. In den beiden
A ersten Fillen handelte es sich um- tmmale Teiler.
Aus diesen drei Fillen folgt zun#chst

0% | ple fiir jedes ¢ = 1,
Aus pf? | pyt und p§2 [P, und ... und Pl P folgt aber
P B ' B & @ e
.’pll'pzz‘-.."pr'[p11.p22..‘__,prr. ‘ |
Es gilt ndmlich . .

a - \
Pfl . 1021 = pit _ (nach Vqra,ussetzung)

. i B ] ;
‘und | - Py ='P; _

By . o - B 8 & 8
ARE ALY ARF AT =S PRY 5
=i Pl ) . _‘ |
Das Produkt aus den natiirlichen Zahlen p1 ) pz AP p,. ist medef eine

natiirliche Zahl, diese nennen wir g.
“Dann gﬂt

: - \
By U « : " a,
P - pl2 ~-z>,’*g=p11'p22'----pr’
oder  f+g=a. '

Das bedeutet aber ¢ | @ und entspncht der Beha.uptung
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- b) Nun zeigeh wir, da sich jeder Teiler ¢ von a stets in der Form

B B B
b=p .., : -
mt 0 <, <a, mt p=1,...,r darstellen 1aBt.
. Ist | a, so gilt
t-ay=a, (nach Definition 1 (2.1.1.))

wobei ¢ < g ist.
Damit sind die Exponenten in der Darstellung von @ nicht kleiner als
die Exponenten der Primfaktoren in der Darstellung von #. Es muB} sein

=P .. P mit0< B, —o firg=1,...,7, q.ed.

BEISPIEL 1 (2.3.1.):
Es sind alle Teiler von 120 zu ermitteln.
‘Die kanonische Darstellung lautet:

120 = 25-3.- 5.
Jeder Teiler ¢ von 120 1iBt sich in der Form
V=2t 35" (4 -

e

darstellen, und jede solche Darstellung bezeichnet auch einen Teiler von 120.

Dabeiist: 0 < g8, <3
0< <1 .
0<ﬁ3<1' N

Wir erhalten die Menge 7' aller Teller von 120 indem wir B, 8 und Bz unab-
hingig voneinander die Werte
Bi=0,1,2,8; B=01; B3=0,1
durchlaufen lassen und jeweils in (x) einsetzen.
_.{12354861224102040153060120}

Damit haben wir uns die Voraussetzung fiir ein Verfahren zur Ermittlung
des groften gemeinsamen Teilers geschaffen.

Es seien a4, a,, .,. ., a, von Null und Eins verschiedene natiirliche Zahlen.
Eine Darstellung dieser Zahlen sei (7 [14], S. 4091.)
p“u p . pa‘lr '
r
ay = p2t puzz . P2 i
a. = p:nl p;nz . p:‘nr
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Die «,, (¢ ='1,...,7; 9 = 1 - ) smd natnrhche Zahlen die nur dann 0
~ sind, wenn p, in der Zerleglmg von ai, @3, « -, @y, nicht vorkommt » _
Ein gemeéinsamer Teiler # von @y, Aoy « o oy O mub dann eine Darstellung I

X pi’i P p,,r | |
ha.ben, wobei fur e=1,..., 1 gelten
(1) 0=y,

(2) 0 <y,

OCI‘

] ’ |

lIA. Il/\

g
(=4
I
':e.- .
A
ESE

Aus (1) folgt ¢ | ai, aus (2 ) folgt ¢ | @, - - .5 U8 (n) folgt ¢ | a,.

Wir suchen nun den grﬁﬁten gemeinsa,men Teiler d von ay, G, . . .y O
Man erhilt fir d = p" S -wobei y, jeweils das Minimum von
Qygs Oggs + + +y.Olpg 18D fiurjedes g=1,..., 7" L

y = min (“19: “29: cen ocne)

J eder a,ndere gemelnsame Teller t von ay, a2, .+ ., @, hat die Form
t* = pi* - py7 s - pr, / | _
wobei  y, < min (g, 0gpy s - vy &y,) T ]edes o=1,...,rist. Dabei gilt

fiir wenigstens einen Wert von g nur'da,s Kleiner-Zeichen ; anderenfaﬂs wére
t=d. g

BEISPIEL 2 (2.3.1.):
Zu érmitteln ist d = (1190, 672, 3200)
1190 = 24 - 39~ 51 - 71 171

672 = 253150 71- 170 .o .
3200 = 27- 30 5270 170

d=2"-3%2-5% 7% 17" .= min (1, 5, fr)_1_
' o yo = min (0, 1, 0) = 0
‘}’3—1'11111 (1,0,2)=0
ys=min (1, 1,0) =0
o _ ys = min (1, 0,0) = 0
d=21-30.50.70.170 =2
d = (1190, 672, 3200)
d=2

Weitere ﬁbungsbeiépiéle bilde der Leser s,elbét.

Angewendet ‘wird dieses Verfahren u. a. beim Rechnen mlt gebrochenen
Zahlen, '

. 7‘ ‘\,
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Sollen beispielsweise Briiche gekiirzt werden, so gilt es, den groBten gemein-
samen Teiler von Zihler und Nenner zu ermitteln, durch den da,nn sowohl
Zshler als auch Nenner zu dividieren sind.

2.3.2. : " Kleinstes gemeinsames Vielfaches

DEFINITION 1 (2.8.2.): -
Eine natiirliche Zahl v hei3t gemeinsames Vielfaches

der natiirlichen Zahlen ay, @, ..., &, genau dann,
) wenn a,, dy, . . ., @, Teiler von v sind.
DEFINITION 2 (2 3.2.): - : -

‘Eine natiirliche Zahl f heiBt Kkleinstes gememsames
' Vielfaches der natiirlichen Zahlen a,, a,, .. ., a, ge-
nau dann, wenn f gememsa.@es “Vielfaches von

@1, @y, - - -, 4, isbund fir alle gemeinsamen Vielfachev
von ay, @, . . ., @, gilt, daB sie auch Vielfache von f
sind. ‘

a; = 0 oder a2 =0 oder ... oder @,=0 schlieBen wir aus.

Wir haben nun zu Zelgen, daB genau ein klemstes gememsames “Vielfaches i
der Elemente a,, a,, . . ., a, existiert.

Auf das Fiihren des Existenz- und Emdeutlgkeltsbewelses verzichten wir,
Der Leser versuche es selbsténdig in Anlehnung ‘an die Ausfithrungen zum
groBten gemeinsamen Teiler (7 Teil 2.3.1. ). :

Uns mteresswrt jedoch, wie man das kleinste gemelnsame Vielfache (k.g. V.)

von ay, ay, . . ., &, findet, wenn die ay, a,, “ee Oy in der Form
a = pit Pt |
Gy = PPt Pyt D
Oy =P PP
dargestellt sind. : . .

.Die «,(e=1,...,r;59=1,...,n) sind wiederum natiirliche Zahlen, die
nur dann 0 sind, wenn p, in der Zerlegung von a,, @ . - . bzw. @, nicht vor-
kommt. Das kleinste gememsame Vlelfache f laBt sich dann wie folgt darstellen: ,

]
F=pl-pf-.. . -m
mit §, = max («,, s =« “ng) fire=1,2,...;r
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Dais kleinste gemeinsame Vielfache f der Zahlen a,, .s, . . ., @, bezeichnen wir o
im weiteren Verlauf mit , - b
f=‘[a1, az, .. ey an] . )

Fiir den Fall a1'= 0 oder a;=20 oder ... oder @,=0 setzen wir

f=1laa...,a,]=0.

BEISPIEL 1 (2.3.2.):

Zu ermitteln ist f = [63, 18, 14].
63 —'20.32.71
18 = 2¢- 32. 70
14 = 21-30. 71
f=2%.3%2.7%  § =max(0,1,1)=1
d9 = max (2, 2, 0) = 2
83 =max (1,0,1) =1
f=21.32.7i= 126
Dieses Verfahren wird zum Béispiel beim Rechnen mit gebrochenen Zahlen
-zum Ermitteln des Hauptnenners angewendet.

Der Zusammenhang zwischen dem groBten gemeinsamen Teiler und dem
- kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier natiirlicher Zahlen wird in

Satz 1 (2.3.2.) formuliert. Damit ist es méglich, aus der:Kenntnis des g. g. T.

sehr schnell das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.y zu ermitteln und um-
" gekehrt. '

SATZ 1 (2.3.2.): _ C
Das Produkt zweier von Null verschiedener natiir-
licher-Zahlen ist gleich dem Produkt aus dem klein-
sten gemeinsamen Vielfachen und dem gréBten ge-
méinsamen Teiler dieser Zahlen. A
In Zeichen: a-b=[a,b]-(a,b)fira+0 . C

: ~ undb 0

Beweis: :
Es seien a, b beliebige von Null verschiedene natiirliche Zahlen.

&y

a =l . .
=Py Pr

b=ttt

.

o;und B, i = 1, 2, ..., r,sind natiirliche Zahlen, dienur dann Null sind, wenn g
p; in der Zerlegung nicht auftritt.
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[36, 60] = 22- 32'-5»1— 180 .

- Esist o N ' o ‘ .

» «y+B a-:; : . . . c . Cod
a-b=p11' .1,“.,prr T } ) .

Es ist aber

(@,0) = pit-. .. ~'pr" mit y; = min («;, f;) und

| L8 , . . ;
[a, ] = pi* - -« p;7 mit & = max (@, f)- 1
Das heifit aber, daf . o | ‘ R
N @ B] (@ b) = Pt pfr(‘"’r und

8; + y; = max («; ﬂa)-l-mm( i Bi)-
Betrachten wir den Term o
max (% B;) + min (e, £;) » " ‘ o
so ergeben sich dafiir folgende Moglichkeiten: -
1. Ist «; = f;, dann erhilt man «; + f;. ’
Falls «; &= B;, ist das Ergebnis dennoch da,sselbe, denn. '

2. Ist «; das Maximum, dann ist §; das Minimum der beiden Zahlen.
Man erhilt «; + §; .

7 3. Ist B; das Maximum, dann ist «; das Mlmmum der beiden Zahlen.

Man erhalt ebenfalls o, —l— /3% N L A : o

Daher gilt ,
. St vi=a+ B : ] ’ -
das heiBt: . . - ‘ , S ‘ \
a+b=1[a,b] (a,b), - ' _'g.e.d.
BEISPIEL 2 (2 3.2.): ' : | S

a=386;b= o t ,
a=22-32- 50 b_22 3t. 51 '
(36,60) = 22-31-50 = 12

36 60 = 24- 33 - | o
[86, 60] - (36 60)——22+2 32+1 51+°—24 3351

SATZ 2 (2.3. 2.).
Sind zwei von Null verschiedene naturhche Zah.len

, o tqﬂerfremd,‘dann ist das kleinste gemeinsame Viel- .
+  fache dieser Zahlen gleich ihrem Produkt.

Beweis: o o O
Man erhalt: =[a-b]" 1 [a b] (nach Satz 1 (2.3.2))), q. e. d.
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Die Siitze 3 (2.3.2) und 4 (2.3;2.) seien ohné Beweis genanns,

+ SATZ 3 (2. 3. 2. )

Fm jede natiirliche Zahl » gilt:

(0, n) = m, (1, n)+=1 und [1, n] = ».

SATZ 4 (2.3.2):

Fir alle natiirlichen Zahlen a, b und ¢ gﬂt'
Wenn* (a,b)—lundbla ¢, soblc :

v

Emlb;ische} Algorithmus

\

Be'we'o.s.

SATZ 1 (2. 3 3. ) v

Zu, je zwei Elementen a uﬁd b + 0 aus @ existieren
stets zwei eindeutig bestimmte Elementq g und r
aus @, die der Relation

e=b-g+rmit0<r<b

. geniigen.

¢ bezeichnet man als Quotienten und » als Rest bei
der Division mit Rest von @ durch b.

(1 [25], 8. 137; [27], S. 11; [36], S. 88; [37], S. 23)
: - v j !

B

Auf den Emsténzbewew erd verzmhtet

Beweis der Eindeutigkeit von ¢ und r. ( /’ [14], S 402; [37], S 23)
' Es seien @, b beliebige ganze Zahlen mit b == 0. -
Annahme: Es gibt zwei Darstellungen .

und

a=bgi+n mit 0= < B
b Q2+7'2 mit 0<7‘2<lb|

Daraus folgt

!

b-q —|- = b * Qs+ 7o (nach der Symmetne und Transitivitit

Daraus folgt weiter

das heifit:

b-q1—b-q

b — )

der Gleichheit, ganzer Zahlen)
S »
=Ty — 11,

=n—n.. |+ - (nach dem Distributivgesetz)
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‘Das bgdeutet:
b/| o — 17y
AuBerdem gilt auf Grund von 0 < r, < [b| und 0 <7y < |B]:
Iry — 74| < [B],

denn der. Betrag der Differenz zweier nichtnegativer Zahlen ist mcht groBer
als die gréBte der beiden Zahlen.
Wiire 7, — 7, = 0, so wiirde wegen b | r, — 7, folgen:

lrz—mzb

Das steht aber im Wlderspruch zu [ry — | < b
Es muB daher ry — 14 = 0 sein, das thBt

g =171 . . . )

Da b = 0 vorausgesetzt wird, folgt aus b (g, — ¢o) = 7'2“—— ﬂ = 0 die Glei-
chung ¢; — ¢, = 0, das heif3t:

q1=q2:
ZDas bedeutet aber, daB die beiden Darstellungen sich nicht unterschelden
g und 7 smd durch ¢ und b eindeutig bestimmt, . q.e. d.

Die Division mit Rest wird im Unterrlcht der Klasse 2 vorbereltet und in
Klasse 3 eingefiihrt.

, So sind entsprechend [25; Klasse 3] Ubungen zur Teilbarkeit mit Hilfe von .-

Tabellen durchzufithren, in denen die Schiiler zu entscheideh haben, ob-eine
Zahl a durch eine Zahl b teilbar ist oder nicht.

Die Entscheidungen sind miindlich zu begriinden, z. B.:
7 ist nicht durch 3 teilbar, denn 7 = 2 -3 1+ 1,

. Bs wird der Begriff ,Rest” eingefiihrt und verwendet.
Ubungsaufgaben aus [6; Klasse 3] lauten dazu:

TFiihre die Division mit Rest aus!
3:2,7:4,17:4,29:3 '

Worin liegt nun der Unterschied zwischen Division und Division mit Rest?
Die Division als Umkehrung der Multiplikation ist in @ nicht uneingeschrinks
ausfihrbar. Die Division ist eine eindeutige Abbildung aus @ X G\ {0} auf G.
Dabei wird jedem geordneten Paar[a;b]€ G X G\ {0} mit b | @ genau ein ¢
aus G zugeordnet, so daf gilt:

brc=ua.
Die Division mit Rest ist in G stets ausfiahrbar.
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Sie ist eine eindeutige Abbildung von @ X @ \ {0} suf@ X . Dabei wird jedem
geordneten Paar [a;b] € G X G\ {0} genau ein geordnetes Paar [q, r] aus
G x@a zugeordnet so daf gilt:

a—-bq+r mit |r|<|b|

+

Mit Hilfe des Evkumischen Algorithmus kann man den groBten gemeinsamen,
Teiler von zwei oder von mehr als zwei ganzen Zahlen ermitteln. -

Wir wollen uns aber wiederum auf den Bereich der natiirlichen Zahlen be-
schrinken.

Den g.g. T. zweier natiirlicher Zahlen ¢ und b mit b.= 0 erhilt man durch
fortgesetzte Division mit Rest, wobei der letzte von Null verschiedene Rest
der g. g. T. von @ und b ist (7 [14], S. 403; [27], S. 11; [37], S. 37).

Wir gehen von den natiirlichen Zahlen ¢ und b mit b % 0 aus und benutzen
den sogenannten Evkumisehen Algorithmus.

o =b-q —|;r1 mit 7, <b

b =r-q 47y mit ry< 7y

r="ryq +r3 mit r3 <7y

Tpeg = Tn_1" Qo1+ Tn mi‘g Tr < Tphly
Fiir die Reste gilt
o r1>r2>r3>...>-rn.'

Sie;bilden: eine monoton fallende Folge natiirlicher Zahlen (7 215, Definition
6 (10.)). .
Das Verfahren mulB da.her nach end.hch vielen Schritten abbrechen,.d. h

es mu[.’»~ einmal der Rest 0 auftreten. Der letzte von Null vgrschledene Rest
_sei r,. Es heit dann die letzte Gleichung

Il

'rn—1=rn'Qn* 0.
Es ist nin zu zeigen, daB r, der grofte gemeinsame Teiler von a und b ist.

Es sei zundchst nachgewiesen, daB r, gemeinsamer Teiler von @ und b ist. Zu
diesem Zweck liest man die angefuhrten Glelchungen von unten nach oben.
Die letzte Gleichung liefert - Ty | ot
die vorletzte Ty | Tnoos
denn aus 7,|7,_;°q,., und r,|7, folgt

Tyl Tyot * Gpg+ Tne N

Betrachten wir die weiteren Gleichungen unter dein gleichen Gesichtspunkt,
80 erglbt sich schlieBlich

!

r]b undrla
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Also oy lbr,,f_i, Ty l""n‘-z’ ceey |7y T, |0, Pl
Damit ist r, gemeinsa.mer Teiler von #,\, Tu_gs - + -» b, @

Nun ist noch zu zeigen, daB Jeder gememsame Teiler von & und b auch Tezler ‘

von 1, ist.
¢ sei ein beliebiger Teiler von @ und b. ;
Liest man die Gleichungen von oben nach unten, so gilt

¢ ' 1
dennaust]bundtlb qo—i-rifolgtt]n
- Esgilt- . .
t-z=0>0 und f-y= b- “qo+ rl _ (nach Voraussetzung)
. Daraus folgt: - , C, "

try=t%- Qo+ ‘ ,
Das ist aber . ' .
t(y —x-qo) =r, unddamit &|r.
Weiter gilt:

tl'rz, t 73 oo BT,

’

was sich in glelcher Weise bewelsen 158t.
Damit ist ‘gezeigt, dall - )
Tn = (a: b) ’ B ’ o ¢ q. e. d.

BEISPIEL 1 (2.3.3.):

"d = (158 185, 208 182)

208182 = 158185 - 1 -+ 49997
158185 = 49997-3 4 8194 !
49997 = 8194-64 833

8194 =- 833-9-4. 697 , ' .
833 = 697-14 136 ‘ : .,
697 =  136-54 17 ’

136 = 17-84 0

17 ist der letzte von Null verschiedene Rest und damit der groBte gemeinsame
Teiler von 158185 und 208182.

17 = (158 185, 208182)

.
AuBerdem gilt: -
17136, 17 | 697, 17 | 833, 17]8194 17| 49997 .

Fiir dieses Zahlenpaar zeigt sich deutlich'der Vorteil dieses Verfahrens gegen-
iiber der Zerlegung in Primfaktoren, wie sie in Teil 2.2.1. (7 23 ff.) erfolgte
Der Leser iiberzeuge sich durch Rechnep selber dayvon. :

|l
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BEISPIEL 2 (2.3.3.): ST '
1= (174527, 123445) : ' ' '
174527 = 128445 - 1 -+ 51082
123445 = 51081-2 4 21281, o

51082 = 21281-2 4 8520 o v
21281 = 8520-24 4241 - :
8520 = 4241-24 38 S : |
4241 = 38-1114 23 S g
- 388= " 28:14+ 15 S
28=  15-14 8 L ' ’
5= 814 .7 S
8= 714 1 v
M= 1-74 0 R

Die beiden Zahlen 174527 und 123 445 smd tezlerfremd @ = 1).

Es kénnte die Frage auftauchen, wie man vorzugehen hat, wenn der g.g T.

"Von einer positiven und. emer negativen oder zwei negatweh Zahlen ermittelt °

. werden BOIl ' v : ,

Wir ermnern uns daran, daf Téllba.rkeltsa.ussagen Aussagen uber Klassen zu-

einander assoziierter Elemente sind. . ‘

Somit kénnen wir uns bei den pra.ktlschen Rechnungen auf naturlmhe Zahlen

beschrinken, d. h.: .

Ist d = (a,b) bekannt, so kennen .wir auch dj = (—« a, b), dz = (@, — b),
=(—a, — D). ) ’

Eine weitere Frage konnte lauten:
Wie ermittelt man mit Hilfe des EUKLImschen Algorlthmus den g. g T. von
mehr als zwei Zahlen? ‘

SATZ 2 (2 3.3. )
Fiir den groBten gememsamen Teiler gilt: .
(@1, Lo TREEY aﬂ) = ((“1: A2 - 4 n—i)’ n) c o,
Beweis: " o - : S : ) '
Es seien d* = (a;, ay, . . ., a,_,) und & = (d*, a,). Damﬂ: it d | @, und, d [ d* .
Es gilt aber auch wegen d* |ay, ..., d* [ Gp_yq: :
d I Qy, .. d I Ay-q -

AuBerdem gilt fiar ]eden gemeinsamen Teiler t vOn &y, @, . . ., Gy
t]d*undt‘]a"_,aflsot]d. ‘
Damit ist d = (aq, ag, ..., a,), B o | q.e.d.
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BEISPIEL 3 (2.3.3.):
= (45087, 24510, 437)
d* = (45087, 24510) und d = (d*, 437)
oder d = ((45087, 24510), 437) .
45087 — 24510 - 1 + 20577 ;
24510 = 205771+ 3933
20577 = 3933-5-4 912
3933 = 912-44 285
912 = -285-3- 57 '
285= 575+ 0 d* =517
d = (57, 437) ‘

437 = 57-7 + 38
57 = 38-1 - 19
1 88=19-24+ 0
=19 - '

Mit Hilfe des EurLipischen Algorithmus 148t sich ein weiterer wichtiger Satz iiber den:
g.g2.T.von aund b mit b = 0 herleiten.

SATZ 3(2.3.8.):

) Zu zwei beliebigen natiirlichen, Zahlen @ und b gibt es
stets zwei ganze Zahlen # und y, s0 daB gilt
(a, b) = ax + by.

(@,b) = ax -+ by nennt man Linearkombination des groBten gemeinsamen Teilers von
aund b aus ¢ und b.

Beweis: . N
Ausgehend vom EUKLIDlschen Algorlthmus

bqo : +r1 mit, 7y <b
Tt Tty mit 7y <y
Tpog = Tp_1dp-1 + 7o it 1y <7y y
Tpet =Tydn - +0
erhélt man beim Lesen von oben nach unten 7y als Lmea.rkombma,tlon von a und b.
rn=a—b-qg
Eingesetzt in die zweite Gleichung erhilt man r, ebenfalls als Lmearkombmatlon von
o undb.

ry = b — 7 1q'1

rg=0>b —q (@ —b-q

rg = —qi-a+ b1+ goqr)
Dieses Verfahren wird fortgesetzt. Die vorletzte Gleichung liefert dann r,, den g.g.T.
von @ und b als Linearkombination von a und b. ‘ . q.e.d.

BEISPIEL 4 (2.3.3.): . |
- Bsist d = (49,84) in der Form d = 492 4 84y mit x,y € G darzustellen.
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a) Ermitteln von d nach dem Eukripischen Algorithmus
N 84=49-1+35 e
’ =35-1+4 14
35 - 14-2 |+ 7
4= 7-24+ 0 d=1
b) Darstellen von 7 als Llnea,rkombma.tlon aus 49 und 84

p Wir formen um: '
35 = 84 — 49
14 = 49 — 35 :

7=235—14-2 o -

35 ist Linearkombination von $4 und 49. '

Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir:

14 als Linearkombination von 84 und 49. :

14 = 49 — (84 — 49) = — 84 4 49 -2 g
Nach Einsetzen der ersten und zweiten Gleichung in die dritte erhalten wir:
7 als Linearkombinatien von 84 und 49. . :

= (84 — 49) — (— 84 + 49-2) - 2-84—49—[—2 84—494 N
7—84 3 4 49 (—5)
Wir erhalten: ¢ = —5 und y = 3.,
\

Mit der Giltigkeit von 'Sa‘tz 3 (2.3.3.) haben wir uns in die Lage versetzt, folgendén Satz '
-zu beweisen, der bereits beim Beweis des Fundamentalsatzes ( 1 24ff., Satz 3 (2 2.1.))
Anwendung fand

K4

SATZ 4(2.3.3.): _

Ist eine Primzahl p Tejler eines Produktes zweier natur- .
licher Zahlen @ und b, dann ist sie Teiler von wemgstens

sinem dieser Faktoren. L -

Der Satz 1a8t sich auch wie folgt schreiben: . — '
VpVaVb pla-b->p|dVplb p
. (Hier wird p als Variable fiar Pmmzahlen verwendet. ) - :
Diesem ist dquivalent
VpVaVb pla-bAptd —>p|a
Mit Hilfe einer Wahrheitswertetabelle itberpriife der Leser dle logische Aqulvalenz

Bewezs von Satz 4 (2.3.3.): .
Voraussetzung: p |a b A\ pt b '
Wegen p t b folgt: » und b sind teilerfremd, das heLBt

(p, b) =
Bs gibt ein z und ein y aus G, so dafl gilt: A : ' _
l=p-z4+b-y . (nach Satz 3 (2.3.3.))
Nach Multiplikation mit @ folgt: @ = » - a-z+ b a-y. ‘ '
Nach Voraussetzung gilt aber

plb-a und damit p|b-a-y,
auBerdem gilt v
plp und damit p|p-a- ‘% : '

Ausplb a-yundp|p-a- wfolgta,ber _ v
?|a, : o . - q.e.d.
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L Kongruenz modulo 1 in G und Restk’i-assen

Die Untersuchungen in Teil 3.1. beziehen sich auf den Bereich der ga.nzen
Zahlen. Sie bauen auf der Lehre von der Tezlbarkezt ganzer Zahlen ( A Teil 2, ) auf.

.

S8, _ Definitionen und Séize

. DEFINITION1(311) S
Es'seien a, b, m ganze Zahlen mit m > 0. :
Dann helﬁt a kongruent b modulo m genau dann,

-

- wenn .
m|a—b. ‘
In Zeichen: a = b mod m oder

S . a=bm) s 4
Wie wir wissen, ist m | @ — b gleichbedeutend damit, daB es eine ganze Zahlg . °
gibt, fiir die gilt: . , N

a—b=g-m.
Davon werden wir im folgenden oft Gebrauch machen.
Gilt die Kongruenz nicht, dann schreibt man: a = b mod m.

BEISPIEL 1 (3.1.1.): - Coe

a) 2="Tmodb,dennb| 2 -7 b , )
b) 2=2mod5,denn5| 2 -2 ‘¢ Do

‘¢) 2z8mod5, denns5{ 2—8 ) ‘

d) —3=2mod5,denn5| — 3 — 2
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Betrachten wir die durch a=Db mod m besehmebene Kongruenz in @, 80 zelgt

- sich, daB d.lese Relation fiir jede ga.nze Zahl m > 0 eine Aqmvalenzrelatlon
ist. - :

Begmndzmg
Es sei m eine feste posmve ganze Zahl
Dann gilt: :
(1) Die Relation ist reflexiv. = . . :
Bsgilta = a,modm,denna—a_OundmIO A ; o s
(2) Sie ist symmetrisch. . p ’
, Aus ¢ = b mod m folgt b = a mod . : ; ‘
Nach Definition. 1 (3.1.1.) gibt es ein g mit a —b=g-m; dann gilt aber
auch: _
b —a= (— ). A
Das entsprlcht der Konkluswn
(3) Sie ist transitiv.

_Aus ¢ = b mod m und b = cmodmfolgtu——cmodm
Es gibt Zahlen g, und ¢,, so daB gllt

a—b= 9’1
b —c=gy" ' ) ) (nach Voraussetzung)
- Daraus folgt; it

a——b+b—0=(g1+92)m:
: das heift: @ — ¢ = (g; + g2) m

Die Summe zweier ganzer Zahlen g1:. o ist Wleder eine ganze Zahl.
Diese nennen wir gs.

‘Esgﬂtdanna—c__g:; .
' Das bedeutet aber @ = ¢ mod i und entspmcht der Konklusmn

Die Kongruenz modulo m bewirkt in @ eine Klassenemtellung Man nennt diese .
Klassen Restklassen mod m. - ( :

Mit [a],, bezeichnen wir die Restkla,sse mod m, die die ganze Zahl o enthalt

Alle die ganzen Zahlen, die zu @ kongruent nach dem Modul m sind, gehoren "
in ein und dieselbe Restklasse. . , \

[a]m_.{b bGG/\b—amodm}

Zwei Restklassen [o&]m und [0], sind genau dann einander gleich, wenn ihre
. Elemente zueinandet kongruent nach dem Modul m smd das helﬁt

[al, = [b]mﬁa_bmodm.

Beispiel 2 (3.1.1.) zeigt eme~Klasseneinvtellung von G mod 7.
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BEISPIEL 2 (3.1.1.): .
. Wir wahlen m = 38, untersuchen also die Relation
a=>b mod 3.
Wir erhalten drei Restklassen, némlich [0]s, [1]a, [2]3 (Blld 46/1). -
Es handelt sich hierbei um eine eindeutige Abbildung von &G auf. die Menge der ,

Restklassen mod 3.
Ausgehend von der unendlichen Menge @ erhalten wir endlich viele Klassen
Jede Klasse enthilt aber unendlich viele ganze Zahlen als Elemente. -

K >[a] \[] 1 /\/[2] |
g .—”""’—”——’———‘_ 7 — 7 s

46/1

BEISPIEL 3 (3.1.1.):
Esseia = b mod 10. o
Es entstehen 10 Restklassen:

4 [0]10> [1]10’ [2]10, [3]10: [4]10: [5]10: [6]10: [7]10, [8]10, [9]10 o

Die Elemente der Restklassen mod 10 lassen sich sehr schnell ermitteln, da
nur die letzte Grundziffer der ganzen Zahlen ausschlaggebend ist.

So gilt: , -
13 €.[3)40, weil 13 = 3 mod 10;

25 € [5]40, weil 25 = 5 mod 10  usw.

Die Beispiele 2 (3.1.1.) und 3 (3.1.1.) lassen vermuten, daB es zu jedem Modul
m jeweils m Restklassen gibt, und zwar die Restklassen

[0 5 [y 5 e v o [M—1],, -

Der Beweis von Satz 1 (3.1.1.) wird unsere Vermutung bestatlgen und gleich-
zeitig die Bezelchnung ,»Restklasse“ motivieren.

_SATZ 1(8.1.1.): ]

Es gilt.a = b mod m genau dann, wenn a und b
bei der Division mit Rest durch m den gleichen Rest
r mit 0 < r < m lassen.
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Daraus folgt .

Es gibt genau m Restkla;ssen mod m, ndmlich die
. Restklassen .

[0 [1]ys - o» [0 — 1], .

(7 [27,8.2)

Die Zahlen 0,1,..., m = 1 .bilden ein vollstindiges Reprisentantensystem
der Restklassen mod 12, das auch kleinstes mehtnegatlves Reprisentanten-
system genannt wird.

Beweis von Satz 1(8.1.1.): ~
' Wir zerlegen die Aquivalenz in zwei Implikationen.

1. Imphkamon (in Kurzfassung) ¢
Wenn o = b mod m, so lassen ¢ und b den’ glelchen Rest r.
Nach Voraugsetzung gilt ¢ = b mod m, d. h., es gibt eine Zahl g mit

a—b=g-m.

\

LaBt nun o bei Division durch m den Rest r, gilt also
(a=g-m+r

und setzt man die Voraussetzung in (x) ein, so ergibt sich

q-m,+r;-b=g°m \

und damit o
b=q-m—g-m-+r

oder b=(q;g)m+r,

d. h., auch b 148t bei Division durch m den Re.st 7, | q.e.d.

2. Implikation (in Kurzfassung): _
Wenn o und b bei Division durch m den gleichen Rest r lassen, dann ist

a = b mod m. .

Es gilt a= g m 7 : _
und b= - m+r mlt 0sr< m. .. (nach Voraussetzung) |

Daraus folgt
a—b=g m—gy'm

also a—b=(q —q) m.
" Das bedeutet nach Definition 1 (3 1.1)
@ = bmod m, : o q. e. d.
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Die: Elemente der Restklasse [O]m lassen sich in der Form mx + 0 da.rste]len ‘
Die Elemente der Restklasse [1],, lassen sich in der Form mz —]— 1 darstellen, .
...................................................... Ceeveenpeneenans

Dié Elemente der Restklasse. [m — 1] lassen sich in der Form ma + (m — 1) B
darstellen. ' . :

Die Restklasse. [0]m enthalt demnach alle die ganzen Zahlen a, die bei DlVlSlon
~durch m den Rest 0 lassen, das heilt aber, m ist ein Teiler dieser Zahlen. .
[0],=f{a;0€EQAa= Omodm}
{a a€EGAm|a}

Wir kénnen da,her fiir ¢ = 0 mod m als gle1chwert1ge Darstellung m | a ver-
wenden. . , ' ®

¥

Vorbereitende Ubungen zu der angefiihrten Thematik sind’ bereits im Lehi'-
‘stoff des Mathematikunterrichts der Unterstufe enthalten Dag soll an einigen
. Béispielen aus dem Unterricht in Klasse 3 gezeigt Werden. ‘

/ v

BEISPIEL 4 (3 1.1.): :
a) Ermittle je fiinf Zahlen, die beim Dividieren durch 5 den Rest 4 lassen,
" durch 10 den Rest 7 lassen durch 8 den Rest 3 la,ssen, durch 3-den Rest 2
lassen! . o
b) Dividiere die Zahlen 15, 16, 17, .. ., 30 durch 5! ‘ . o
' Welche Zahlen treten als Reste auf 2 B
Welcher Rest kann auftreten, wenn man durch 2, 3 6, 7 d.w1dlert2

In Beispiel 5 (3.1.1.) ﬁnden wir Anwendungen des Satzes.1 1(3.1.1. )

BEISPIEL 5 (3.1.1.): ' i’ ,

a)i Wir haben nachgewiesen, daB — 3=2mod b gllt o
Es muB nach Satz1 (8.1.1.) —3 bei Division durch 5 den - glelchen'
Rest r mit 0 < r < 5 lassen wie 2. .

2=10-5+2
—8=(—1)-5+2
Der Rest ist in beiden Fallen 2.

b) 23 = mod 3,denn 23 = 7-3 + 2 und 17—-5 3—[—2
Es gllt aber auch :
3——1mod3 denn 23 = 7+ 3—|—2 und —1=(—1) 3 4 2.

- Weitere Belsplele bilde der Leser selber

Die Kongruenz mod m ka,nn als eine Gleichheit bis aut Vielfache von 7 oder |
~als eine Restgleichheit bei Division durch m betrachtet werden.
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3.1.2. Operationen in der Menge der Restklassen modulo m

Bevor wir in der Menge der Restklassen mod m die Operationen Addition und
Multiplikation erkliren, wollen wir uns zwei Sitzen zuwenden, dié die Grund-
lage dafiir bilden und auch im weiteren Verlauf vielfach Anwendung finden.

SATZ1(312)
Aus ¢ = gy modm und b = b, modm folgt
a+b=a + b modm.

Beweis:
Es gibt zwei ganze Zahlen g, g,, so daf gilt:

a=a;+ g -m
b="b+ g, m o (nach Voraussetzung)
Daraus folgt . ‘ _ ,
at+b=a +b+ (9 + ga) m. o
Die Summe der beiden ganzen Zahlen gy, g, ist wieder eine ganze Zahl, die '

wir g; nennen.
Es gilt dann:

at+b=a4b +gs-m
Das bedeutet aber:
a+bEa1+b1modm v ,
und entspncht der Konklusion, : q.e. &

@

SATZ2(312)

Aus g = oy mod m und b = b1 mod m folgt:
@b = ay- b modm.

]

Beweis: B
Es gibt zwei ganze Zahlen g, g,, so daf gilt:

a=a;+g-m
b=>b+¢gs-m (nach Voraussetzung)

~

Daraus folgt:
ab= (“1 + g1 m) (b1 + gzm)
Das ist aber:
ab=ab + (0/1924—5191 + 91 gam)m.
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(a1 ga+ by gq + g1 g2 m) m ist eine ganze Zahl, die Wir g3 nennen. K
Es gilt dann: _ o ) : )

a‘b=a;-b+gs-m,
das bedeutet aber: ‘
a-b=a; b/ modm

und entspricht. der Konklusion, N . ' q.e. d.

. Wenden wir dié Aguivalenz
[al,, = [b]m genau dann, wenn @ = b mod m

(A 45) auf die Stze 1 (3.1.2.) und 2 (3.1.2.) an, dann erhalten wir folgende '
Folgerungsaussagen iiber Restklassen. .

Aus [a], = [a], un [5], = [b], folgt:

: [a + b, = [a, + b], - .
Aus [l — [a1], und, [V}, — [f],, flst:

[@-b], = [al' bl -

: Damlt smd wir in der Lage, in der Menge der Resbklassen mod m die Opera-
tionen Addltlon und Multlphkatmn zu erkldren. ~

DEFINITION 1 (3.1.2.):
Mit der Summe
. . [a]m+ [b]m = Des [a + b]m =
° . . ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller
" geordneten Paare der Restklassen modm auf die
Menge der Restklassen mod m gegeben.
Diese eindeutige Abbildung nennen wir Addition.

DEFINITION  (3.1.2.):
Mit dem Produkt -

[a],, * bl = py [@ bl
ist eine eindeutige Abbildung von der Menge aller
geordneten Paare der Restklassen modm auf die

Menge der Restklassen mod m gegeben. -
‘Diese elndeutlge Abblldung nennen wir Multiplikation.

Bei der Addltlon und Multlphkatlon von Restkla.ssen bedlent man sich der
Addition und Multlphka,tlon ganzer Zahlen.
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~ Es ist bedeutungslos, welche Reprisentanten der vorgegebenen Restklassen
additiv' bzw. multlphkatlv verkniipft werden Das Ergebnis bleibt das
gleiche. ' i

BEISPIEL 1,(3.1.2.):

a) [h+ b= [1+ 2= [35= [0k

b) [4l+ [le= [44 15 [5]6
[10l +  [71s = [10 + 7]s = [17]s = [5]s

o) [2s: [Bk= [2-8= [6ls=[1]s
[— 3]5"[— 2] = [6]s =[1]s

I

Addition und ‘Multijplikaftion von Restklassen sind kommutativ und . asse-

ziativ. :

Es gelten folgende Satze, zu deren Beweis die Satze 4 (1.), 2 (1.), 7(1.) und '
6 (1.) herangezogen werden. ' .

SATZ3(312) h o -
[a]m + [b]m - [b]m + [a‘]m

' Beweis: ‘ A o i
[@],, + [b] = [@ + b1 . |  (nach Definition 1 (3.1.2.))
o =[b+ al, _— (nach Satz 4 (1.))
= [b],, + [@],. - . (nach Definition 1 (3.1.2.))
' : ' " : ! g.e. d

- SATZ 4 (3.1.2;)": | ,
@+ @l + () = (@1 + Bl) + [
. Beweis: . ‘

(@], + ([0l + [c}) = [0 + [B + ], - (nach Definition 1 (3.1.2.))
' =[a+ 0+, * (nach Definition 1-(3.1.2.))
= [(& + b) + ¢, . . (nach Satz 2 (1.))
= ([], + [b]) + [cla (nach Definition 1 (8.1.2.))

g.e d.
SATZ 5 (3.1.2): - |
[aly - [Bln = [61, * [a1s .
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. Beweis: .
(0] * [8] = [@ - B]n - (nsich Definition 2 (3.1.2.))
=[b-al, ' ' (nach Satz 7 (1.))

=[], [el, - (nach Definition 2 (3.1.2.))

| q. e. d.

Satz 6 (3.1.2.) beweise der Leser selber.

SATZ 6 (3.1.2.):

[a1i * (b1 - [€]m) = ([@1,, - [B1,) * [Ty
SATZ 7 (3.1.2.): 4

[@1 * (b1 + [€1) = [By* Bl + [+ €y,

Beweis:

[al,, - ([B], + [cl,)) = [],, * (b + ¢l) (nach Definition 1 (3.1.2.))
=[a-®+ )l ~ (nach Definition 2 (3.1.2.))
=[a-b+a-c], ‘ . (nach Satz 8 (1.))
. =[a-b],+ [a-cl, (nach Definition 1 (3.1.2.))
' .q.e.d.
3.2. ‘ Strukturbetrachtungen ‘
3.2.1. Restklassenring G/,
SATZ 1 (3.2.1.): : ‘ :
Die Menge der m Restklassen mod i bildet mit der -
erklirten Addition und Multiplikation einen kommu-
. tativen Ring mit Einselement, den Restklassen-
.ring von G mod M.y
In Zeichen: Gy, '
Beweis:

AI Die Addition ordret je zwei Restklassan [a]m und [b],, die Restklasse
[ + b], eindeutig zu.
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CATI Die Addition ist assoziativ.
(@l + (Bl + [e) = ([a],, + [6],) + [c],, (nach Satz 4 (3.1.2.))
A III, In der Menge der m Restklassen mod m existiert genau ein Nullelement,
die Restklasse [0],,.
Es gilt:
[a]n + [0] = [@ + 0], = [a]n- : :
A TIII, In der Menge der m Restklassen existiert zu jeder Restklasse [al, genau

eine entgegengesetzte Restklasse, nimlich [—- al,
Es gilt:

el + [— al,, = [O]m
A IV Die Addjthn ist kommutativ.
| [0]n + (B}, = [6], + [0),, ' : (nach Satz 3 (3.1.2.))

MI Die Multiplikation ordnet je zwei ‘Restklassen [a], und [b], die Rest-
klasse Ta bl,, eindeutig zu.
M II Die Multiplikation ist assoziativ.

" [, * (1B, - [€],) = ([@)y, - [B),,) - [Ty, -~ (nach Satz 6 (3.1.2.))
D  Addition und Multiplikation sind distributiv verkniipft.
@], ([0), + [c},) = [a@- B], + [a~¢cl, . (nach Satz 7 (3.1.2.))
M IV Die Multiplikation ist kommutativ.
[al,, - [b], = [0],, - [ - ~ (nach Satz 5 (3.1.2.))
AuBerdem gilt: ' -

MIIL,; -In der Menge der m Restklassen mod m existiert ein eindeutig bestimm-
tes Binselement, die Restklasse [1],,.
Es gilt:

[a]m ‘ [l]m [a 1]m [a']m 3 | ) q. e. -d‘.

In diesem Ring, der nur aus endllch vielen Elementen besteht, lassen sich die
0perat10nen sehr einfach ausfithren, da man nur mlt denr Reprasentanten, also
mit ganzen Zahlen, rechnet.

Mit Hilfe von Strukturtafeln fiir dle Addition und Multlpllkatlon des Rest-
klassenrings G/, 148t sich das sehr ‘itbersichtlich darstellen.

An Beispielen wollen wir uns davon iiberzeugen.

BEISPIEL 1 (3.2.1.):

Wir wahlen die Restklassenrmge G/(3 und G/,.

‘Wir vereinbaren, daB in die Strukturtafel nicht die Restklassen, sondern nur
deren kleinste nichtnegative Reprisentanten geschrieben werden.
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54/1

' Aus der Stmkturtafel der Addition (Bild 54/1) geht hervor, da die- Restkla,sse
- [2]; die zur Restklasse [1]s entgegengesetzte Restklasse ist und umgekehrt

denn es gilt: A N :
[1h + [2]s = (2] + [1]; = [0)s- ” S

Dabeiist [2]; = [— 1];,da2 = — 1 mod 3

und [1]3 =[—2dal=—2mod3.

Aus der Stmkturtafel der M ultzphkatwn (Bild 54/1) ist zu entnehmen daB nur
die Multiplikation mit der Restklasse [0]; die Restklasse [0]3 ergibt.
' An der Symmetrie beziiglich der eingezeichneten Dwgonalen kann man di¢ Kom-
- mutativitit der Operationen erkennen.

) , 7 -
+ el0 1 23 4 5 § 7
0 00 0 0 0 0 0
7 7| 0N 2 5 4 5 6 7
2 2|0 ENE 0 2 6
3 3]0 6 s 7 2.5

e o 0NN 04
5 slo 5 2 7 4 N
6 vy 420 \&
7 7)o 7 6 5 4 7
54/2. |

+ Wie auch fiir G/ lassen beide Tafeln fiir G/4 erkennen, da sowohl Addition
als auch Multiplikation nicht aus der Menge herausfiihren (Bild 54/2).

-~ Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ergibt' hier nicht nur die

Multiplikation mit der Rpstklasse [0y die Restklasse [0]s, sondern z. B.

auch [4]s- [2]s = [0]s. Man sagt, in' der Menge existieren Nullteiler. -

)
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DEFINITION 1 (3.2:1.):-

Ein Element a aus eineni ng R heiBt Nuliteiler,
wenn in R wenigstens ein Element b + 0 emst;ert
mit '

a-b=>b-a=0.

Nach Definition 1 (3.2.1. ) ist das Nullelement [0 ( /' Beispiel 1 (3.2.1.)) auf
jeden Fall Nullteiler, aber auch die Restklassen (415, [2]s, [63s-

DEFINITION 2 (3.2.1.):
Ein Ring, der auBer dem Nullelement keine Welteren' .
Nullteiler enthalt, heifit nulltellerfrel. ’

Nulltellerfrele nge sind beispielsweise G/(s) (A BelSplGI 1(3.2.1.)), a,ber auch ‘

die Menge der ganzen Zahlen G. ° ,

3.2.2. . " Prime Restlclasaen

Bei G/ (7 Belsplel 1(3. 2 1.)) handelt es smh nicht nur um emen ng,
sondern sogar um einen Kdrper. ‘ . ’
Um jedoch allgemeingiiltige Aussagen treffen zu kdnnen, mussen zuna,chst

weitere Untersuchungen iiber G/(m) angeste]lt Werden

 SATZ 1 (3.2.2): ~
Alle Elemente einer Restklasse [a], haben mit m
den gleichen groBten gemeinsamen Teiler.
: : \
Voraussetzung: ¢ = a* mod m ,
Behauptung: (a, m) = (a*, m) : .

Beweis:

Es sei d = (a, m) und d* = (a*, m) o

Dam1tg11td[aundd|m : S N g

AuBerdem gilt: = ' S ’ : o
‘ a—a*r=g-m o o o .

oder ~a*=a—g-m (nach Deﬁnitioil 1(3.1.1.))

Daraus folgt d | a* . -
Es ist demnach d gememsamer Teiler von a* und m und a* groBter gemem-
samer Teiler von a* und m.
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3.2. . B S
oo vy ) ‘ ) )
‘Nach Definition des g. g. T. ist jeder gemeinsame Teiler der Elemente a* und m
auch Teiler des g. g. T. von a* und m.

Das heilt, aus d | ¢* und d | m und d* = (a*, m) folgt:
d|d¥*. ' 4
Es ist aber auch d* | a* und d* | m, auBerdem a = a* 4 g - m.
- Daraus folgt: d* | a. :
Aus d* | a und d* | m und d = (a, m) folgt
a*|d.
Aus d | d* und d* | d folgt aber d =d*. ‘
Da aber d und d* positive ganze Zahlen sind, erhélt man:
d=d* ‘ ‘ q. e. d.

DEFINITION 1 (3.2.2.): S
[a],, heiBt prime Restklasse genau dann, wenn [a],.,
eine Restklasse ist und ¢ und m teilerfremd sind.

BEISPIEL 1(3.2.2.):

a) Prime Restklassen sind:
[1]5 und [2]3, denn (1, 3) = 1 und (2, 3) = 1.

b) Die Elemente der Restklasse [0]; haben mit 3 den g. g. T. 3, daher ist [0]3-
keine prime Restklasse.

c) Prime Restklassen sind auch:
[1]8’ [3]8’ [5]8: [7]8

d) Die Restklassen [0]s, [2], [4]s [6]s sind keine primen Restklassen denn
(0,8) = 8, (2,8) = 2, (4,8) = 4 und (6, 8) = 2.

Wir betrachten nun die Strukturtafeln der primen Restklassen mod 3 und mod 8
beziglich der Multiplikation (Bild 56/1). :
Die definierte Multiplikation ist in den vorgegebenen Mengen uneingeschrinkt
ausfithrbar. Es zeigt sich weiterhin, daB keine Nullteiler existieren.

Prime Restklassen ’. Prime Restklassen
mod 3 ‘ mod 8

7
2

/ﬂ*
A/N

n NN S w

5
5
7
1
3

N o w//a
= S o N

1
3
&
7

56/1
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Zu jeder Reétklasse [@],, gibt es genal.z‘ eine Restklasse [x],,, sc; daB gilt:
(@) (%1 = [1]n-

DEFINITION 2 (3.2.2.):

[@*],, heiBt inverses Element zu [a], genau dann,
wenn

[a*], - [a], = [1],.

Das zu [a], inverse Element bezeichnen wir mit

[a].".

Die Kommutativitit ist wieder an der Symmetrie beziiglich der eingezeichneten
Diagonalen zu erkennen.

In jeder dieser Mengen existiert ein.eindeutig bestimmtes Einselement [1];
bzw. [1]s.

Die Assoziativitdt gllt nach Satz 6 (3.1.2.).

Damit ist gezeigt, daB sowohl die primen Restklassen mod 8 als auch dle
primen Restklassen mod 3 beziiglich der in G/, deﬁmer’cen Multiplikation
eine Gruppe bilden.

Beziiglich der Addition sind die Gruppenelgenschaften nicht erfillt, da die
Addition nicht uneingeschréinkt ausfithrbar ist.

Zum Beispiel gilt [1]3 + [2]; = [0]5, jedoch [0]; ist keine prlme Restklasse.
[6]g + [1)s = [6]s, auch [6]; ist keine prime Restklasse.

SATZ 2 (3.2.2.):

Die primen Restklassen mod m bilden beziiglich

der Multiplikation eine Gruppe, die prime Restklas-
sengruppe mod m.

Beweis:

M1 -Die Multiplikation fahrt nicht aus der Menge heraus. Sind [a]m und [b]m . '

prime Restklassen mod m, so ist auch [a - b], eine prime Restklasse,
denn aus (@, m) = 1 und (b, m) = 1 folgt (a b,m) = 1. ‘
"MII Die Multiplikation ist assoziativ.

[l (Bl (1) = (6 * [B1,) [T (nach Satz 6 (3.1.2.))

M III, Es existiert ein eindeutig bestimmtes Einselement [1],,.
[1},, ist prime Restklasse, denn (1, m) = 1.
MIII, Es existiert zu jeder prlmen Restklasse eine inverse prime Restklasse.

q.e.d.
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Wir bewelsen nun den unter MIII2 ( A Bewels von Satz 2 (3.2.2. )) formu-
lierten Satz.

Voraussetzung: [a],, sei eine prime Restklasse. :

Behauptung: Zu [a],, existiert ein Inverses, das wiederum prime Restklasse

Ay

ist. o . \

Beweis: -
Zuniichst zeigen wir, daB [a], in G/, ein inverses Element hat.
Wir zeigen, daB es eine Restklasse [2],, gibt, die

(01 " [2) = [1]n

erfillt. ‘ ‘ 4 .
Esist (@, m)=1. " -~ (nach Voraussetzung)
Das kann man als Linearkombination aus ¢ und m in der Form 1 = az + my

darstellen. v :  (nach Satz 3(2.3.3.))

Das entspricht der Behauptung . o . '
(@] - [€]p = [1]n - ' -

Damit hat [a], in @/, ein inverses Element, . gqed

\

Es wiire nun noch zu zeigen, daB [«],, eine prime Restklasse ist.
Wir haben damit die Voraussetzung geschaffen, um die den Teil 3.2.2. ein-
leitende Vermutung (” 55) zu verallgemeinern. .

SATZ 3 (3.2.2.):

Der Restklassenring G/, ist genau dann ein Korper,

wenn der Modul m eine Primzahl ist. Ist m keine

Primzahl, dann enthilt der ng Gy mit m > 1
" - Nullteiler.

(A 24, 8.52]) .

Beweis: -
" Es sei m = p Primzahl. -
Die Restklassen [a], mit - o= 1 ., p—1 smd prime Restklassen. Diese

bilden eine multiplikative Gruppe. (nach. Satz 2 (8.2.2.)
@/ bildet einen Ring. © - - (nach Satz 1 (3.2.1.))
Damlt bildet G/, einen Korper, _ | g.e.d.

Ist m keme Prlmzahl so hat m mlndestens einen mchttrlvmlen Teiler ¢ mit

0<t<m. :
Es.ist dann [t], mif @, m) = ¢ keine prlme Restklasse, sondern Nullteller in

G/ omy- .
In diesem Fall ist G'/(m) kem Korper.
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Es folgt eine Ubersicht iiber die Strukturen der ‘Menge der Restklassen mod m.

o

 Strukturen der Menge der Restklassen mod m !
AT
TATIL
! ATl | Modul
- ATII, G/(m), G/ Kommu- ;
- » &/(p) - -
A1V ‘ | -tativer : A
b Ring Gﬁm), Kérper g
Prime Rest- . Kommuta- ﬁ }I Eins- ’ .
klassen tive multi- MIV element
mod m, _ plikative —
‘ S M IIT,
Menge der <« Gruppe M IO o
Restklassen e N
‘mod p
aufler [0],
- .
3.3. Anwendungen des Rechnens mit Kongruenzen

In Teil 3.3. wollen wir uns auf einfache Anwendungen der Kongruenzréchnung
_ beschrianken und besonders solche Belsp}ele betrachten, die im Mathematik-
unterricht der Schule auftreten. Dazu gehoren beispielsweise die T'eilbarkeits-
regeln,

Te’ilbarkeitsregeln .

Wir gehen davon aus, daB sich jede natiirliche Zahl a als Summe von Vlel-
faehen der Zehnerpotenzen darstellen laBt.

o =0,10" 4, , 10" 4 .. —|—a2102—|-a1101—|—a0100 !
Die a;miti =0, 1, ..., nsind na,turhche Zahlen mit 0 < g; < 9.

Diein Teil 3.1.1. gewom‘lene Erkenntnis, da m | @ dem Ausdrucka = 0 mod m

gléichwertig ist, wollen -wir bei der Herleltung der Teilbarkeitsregeln
nutzen.

Jede Zehnerpotenz ist nach einem Modul m kongruent einem Rest r.

100 = 7, mod m
101 = r, mod m
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3.3.

. Dann ist

" ag 100 = ay 7o mod m
aq 101 = gy ry mod m

a, 10" = a, r, mod m . _ (nach Satz 2 (3.1.2.))

Wir erhalten \
'@, 10" 4@, 10"t | 4 g, 101 4+ g 100)

= (@ Tn+ GpsTyy + -+ a7+ agro) modm
(nach Satz 1 (3.1.2.))
oder (#) @ = (@, 7y + Cp_y Tyy + - - -0y 74 + ag 7o) mod m .

'SATZ 1 (3.3.): .
Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 teilbar ist.

Beweis:

» _
100 = 1 mod 9
101 = 1 mod .9
102 = 1 mod 9

...........

Wir behaupten, dal 10" = 1 mod 9 fiir alle » € N gilt und fithren den Beweis
mit Hilfe der vollstindigen Induktion.

1. Induktionsanfang: Fir n =0 ist die Behauptung richtig, -denn

100 = 1 mod 9.
2. Induktionsschritt: ~ Wir zeigen, daB aus dei' Richtigkeit der Be-
' hauptung fir » = k die Richtigkeit fir n =k + 1
folgt. :

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir n = k, also 10% = 1 mod 9.
Induktionsbehauptung: Die Behauptung ist auch fiir n' =% + 1 néhtlg, also
10**! = 1 mod 9

Beweis der Induktionsbehouptung: . ,
10*-10 = 1- 10 mod 9 (nach Induktionsvoraussetzung und
Satz 2 (3.1.2.))

10¥*! = 10 mod 9° .

Da aber 10 = 1 mod 9, gilt - ) /
10‘”’1 = 1mod 9.

Das entspricht der Induktionsbehauptung.

_ Schluffolgerung: 10" = 1 mod 9 gilt fiir alle n € N.
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Setzen wir unser 'Ergebhis in (%) (/1 60)ein, so ergibt sich fiir a:
a=(a,+a,_y+...+0a + a)mod9.

Dabeiist @, + a@,_s + ...+ a1 + ao die Quersumme von a.
Gilt nun ‘

(G + Gpg F -+ + @ + a0) = 0mod 9,
dann ist @ durch 9 teilbar; gilt dagegen
(@ +@p_y+ ...+ 4 ag)==0mod 9,
dann ist @ nicht durch 9 teilbar, , g. e.d.
SATZ 2 (3.3.):

Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre .
. Quersumme_durch 3 teilbar ist.

Der Beweis von Satz 2 (3.3.) erfolgt ana.log dem Beweis von Satz 1 (3.3.).

SATZ 3 (3.3.): ‘
Eine Zahl ist genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer eine durch 2 teilbare Zahl darstellt.

Beweis:
100 = 1 mod 2
101 = 0 mod 2
102 = 0 mod 2
i0v "6 mod %

fiir allé n € N\ {0}, denn alle Zehnerpotenzen auBer 100 sind gerade Zahlen

und damit Elemente der Restklasse [0],.

Eingesetzt in () (7 60) ergibt sich fiir ¢

' asw-0+anf0+.”+ay0+%hnmﬁ2

a = aymod:2 .

Gilt nun @y = 0 mod 2, dann ist a durch 5 teilbar; gilt dagegen
ap=0 mod 2, . ‘

dann ist @ nicht durch 2 teilbar, \ N q.e.d.

SATZ 4 (3.3.):
Eine Zahl ist genau dann durch 10 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer 0 ist.«

SATZ 5 (3.3): -
* Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre
letzte Grundziffer 0 oder 5 ist. '
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Die Sé,ltze 4(3.3.) ind 5 (3.3.) beweise der Leser selber. T

SATZ 6 (3.3.): !

Eine Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn: dle
durch die letzten drei Grundziffern in der. vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 8

) teilbar ist.
Beweis: . ‘
100 = 1 mod 8
10! = 2 mod-8
102 = 4 mod 8
103 = Omod 8 .

" = 0 mod 8 fura]len>3

Den Beweis m1t Hilfe der vollsténdigen Induktion fithre der Leser analog

dem Beweis von Satz 1 (3.3 ) ~
Wir erhalten .

o= (a,-" 0+ ~-0—|—‘.»".—}-ar,2-4—|~0»1-2—’|:—a0'-'1)mod8

Aus. ZweckméBigkeitsgriinden und in Analogle zum vorgegebenen Satz sind,

| dle zu 2 bzw. 4 kongruenten Elémente 10 bzw. 100 einzusetzen.

/

a'= (@100 4 a; - 10 +'@;) mod 8
Gilt nun
ay - 100—|—a1 10 + o = 0mod8

" dann ist a durch 8 teilbar; gﬂt dagegen

G+ 100 + @y * 10 + ap == 0mod 8; o N

dann ist a nicht durch 8 teilbar, q. e d.
: SATZ 7(3.3.): ‘

Eine Zahl ist genau dann durch4 tellba.r, wénn dle
durch - die letzten zwei Grundziffern in der vor-
gegebenen Reihenfolge dargestellte Zahl durch 4

tellbar ist.

Auf den Beiveis wird verzichtet.

N

SATZ 8 (3.3.): ‘
Eine Zahl ist genau dann’ durch 11 teilbar, wenn ihre

v .altermerende.Quersumme durch 11 teilbar ist.
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Beweis:

100 = 1 mod 11 ‘

10t = 10mod 11 = — 1mod 11 v ' .
102= 1 mod 11 S
1035= 10 mod 11 = — 1mod 11 !

........................

Wir behaupten, daB 10" = (- 1)” mod 11 fiir allen € NV gilt und fithren den -
Beweis mit Hilfe der vollstandigen Induktion. . :
1. Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Behauptung richtig,

/ ~denn 100 = (—1)° mod 11; da 100 = (— 1)0 =1,

2. Induktionsschritt: Wir zeigen, daB aus der Richtigkeit der Béha,uptiing-
fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k41 folgt ‘
I ndulctzonsvomussetzung Die Behauptung gelte fiir n = k,
' also 10* = (—1)* mod 11.
I nduktionsbeham\)tung Die Behauptung gilt auch fur n=k-+ L
, . also 10°+1 = (— 1yF** mod 11.’ :

- . e !

Beweis der Induktionsbehauptung:
| 10%-10 = (— 1)*-10mod 11 R B

10F*'= (— 1) 10mod 11 |
" Da aber ‘
| 10 = (— 1) mod 11, gilt
1051 = (— 1)*! mod 11. |
Das entsprlcht der Induktlonsbehauptung V S
Schlupfolgerung: ’ _ B .

10" = (— 1)" mod 11 gilt fir alle n € N.

Emgesetzt in (%) (' 60) erhalten wir - .
a= (@ (= 1 + 054 (— D" + .+ (— a5) + 83 — ay + a) mod 11,

ay — ay + ay — ag + e 1)” a, ist die altermerende Quersumme von a.
Gilt nun : . -

—a1+a2—a3—|— +(—1)”a = 0 mod 11, to -
dann ist # durch 11 teilbar; gllt dagegen
_ a)—ay+ag—az+...+ (1)"a,5=0mod 11, | 4
" dannist @ nicht durch 11 teilbar, s o g.e.d.




Neuner- und Elfe’rprobe

In Satz 1 (3.3.) stellten wir fest, daB die Zahl a in dieselbe Restklasse gehort
. wie ihre Quersumme nach dem Modul 9, d. h., Zahl und Quersumme lassen bei
Division durch 9 denselben Rest. Wir nennen ihn Neunerrest

Ebenfalls erkannten wir, daB die Zahl ¢ und ihre alternierende Quersumme
nach dem Modul 11 in dieselbe Restklasse gehoren. Zahl und alternierende

. Quersumme lassen bei Division durch 11 denselben Rest. Diesen nennen wir-
Elferrest. ‘

Wir setzen ohne Beweis voraus, dafi der Neunerrest (Elferrest) einer Summe
gleich der Summe der Neunerreste (Elferreste) der Summanden ist.

Damit sind wir in der Lage, durchgefiihrte Additionen in gewisser Hinsicht
zu tberpriifen. Die Rechenproben nennen wir Neunerrestprobe bzw. Elfer-
restprobe.

Ist das Ergebnis einer Additionsaufgabe richtig ermittelt, dann muB der
Neunerrest (Elferrest) der Summe gleich der Summe der Neunerreste' (Elfer-
reste) der Summanden sein.

Diese Implikation 148t sich jedoch nicht umkehren, da bei Ubereinstimmung
der Neunerreste bzw. der Elferreste das Ergebnis nicht notwendig richtig sein
- muB, da beispielsweise eine verinderte Reihenfolge der Ziffern zur gleichen
Quersumme fithrt bzw. zur gleichen alternierenden Quersumme fithren kann.

Trotzdem liefern uns diese Rechenproben die Moglichkeit, gewisse Fehler zu
finden.

BEISPIEL 1 (3.3.):
237 = 12 mod 9
3986 = 26 mod 9
172 = 10 mod 9
85413 = 21 mod 9

89808 = 33 mod 9. - ' o

181 + [8) + [ty + [3l = [15% = [6]
Die Summe gehort ebenfalls in die Restklasse [6]y, denn 33 = 6 mod 9.
: 237 = 6mod 11
3986 = 4 mod 11
172 =" — 4 mod 11
85413 = 9 mod 11

89808 = 15mod 11
[6]is + [4]us + [— 411 + [9]11 = [15]yy = [4]n1

Auch hier wurde wieder Ubereins_timmung erzielt.
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Da sowohl be1 Anwendung der Neunerrestprobe als auch der Elferrestprobe ,
die Ergebnisse iibereinstimmen, ist mit einiger Wahrscheinlichkeit anzu-

nehmen, da8 die Addition richtig ausgefithrt wurde.

~

In gleicher Weise 148t sich die Neuner- und Elferrestprobe bei Multiplikationen
anwenden.

Es ist .der Neunerrest (EMerrest) * eines Produktes glelch dem Produkt der
~ Neunerreste (Elferreste) der Faktoren

BEISPIEL 2 (3.3.): C
235+ 37+ 20 — 252155 ' ‘
252155 = 2 mod 11, d. h. Element der Restklasse [2];, -
235 = 4 mod 11 -
37 = 4 mod 11 ..
29 = 7 mod 11

[4]ua - [4)os - [Tl = [112]11 = 2y
252155 = 2 mod 9, d. h. Element der Restklasse [2]s

235 = 1 mod 9
37 = 1mod 9
29 = 2mod 9 -

[11s- [11o - [2]o = [2]
Auch hier konnen wir mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, da8 die

Multiplikation richtig ausgefiihrt wurde, da wir sowohl nach der Neuner-

restprobe als auch nach der Elferrestprobe Uberemstlmmung in den Ergeb-
nissen erzielten.
!

~ Weitere Beispiele zur Anwendung des Rechnens mit Kongruenzen

BEISPIEL 3 (3.3.):

Auf welche Ziffer enden'die Zahlen _

a) 6312; D) 71000; ¢) 350; ) 8232 ' '

Lésung: Ermlttelt man die Restklassen nach dem Modul 10, so stehen stets
die ganzen Zahlen in einer Restklasse, die mit derselben Ziffer enden.

- Zu a): :
i 6 .= 6 mod 10
62 = 6 mod 10
63 = 6 mod 10

6 = 6 mod 10 fir jede beheblge natiirliche Zahl n = 0

Daher ist auch 6312 = 6. mod 10, d. h., 6312 ist Element der Restklasse [6]p.
Die letzte Ziffer von 6312 ist 6.
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| E7mod10‘ , o _
72 = 9mod 10 B o K
78 = 3mod 10 SR

‘74 = 1mod 10

(1) 74" = 1mod 10 firallen€ N

Den Beweis mit Hllfe der vo]lsba,ndlgen Induktlon fithre der Leser selber
71000 — 174" 250

71000 = 74250 ;od 10 , ,

742 = 1 mod 10 \ o " " (nach (+))
Daraus folgt . - - : :

71000 = 1 mod 10, -~

71000 st Element der Restklasse [1];,.
Die letzte Ziffer von /71000 jgt 1,

]

Zu c): o
3 = 3mod 10 |
32 = 9 mod 10
33 = 7 mod 10
" 8 =1mod 10
(%) 3*" = 1 mod 10 fiir alle n € N

Das 148t sich mit Hilfe der vollstandlgen Induktion bewezsen
850 — g4-1! 1242

350 = 3¢12.32mod 10 _ _ ‘
| 3%2 = 1mod 10 o R (nach (x))
Deshalb gilt - ' : o | ' .
412, 32 = 32mod 10 ‘ . (nach Satz 2 _(‘3.1.2.)) '
und damit - 350 = 32mod 10 . |
. Die letzte Ziffer von. 3850 ist 9. | .
\ «

Zu d): _ , )
"8 =8mod10 ' 85 =8mod10.
© 82 =4mod 10 86 = 4 mod 10
'8 = 2mod 10 8= 2 mod 10
84 = 6 mod 10 8 =26 mod 10
g2 — ghsed R REEEEEE
823 E845+3 m0d10 B 5 e " '
Aus 84 = 6 mod 10 folgt '

845 = 65 mod 10 .
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- Daher ist

823 — 65- 83 mod 10 .

Da aber 65 = 6 mod 10 und 83 2 mod 10, gﬂt

828 = 6 -2 mod 10 .
Wir erhalten ,

| 8% = 2 mod 10,
Die letzte Ziffer von 823 ist 2.

BEISPIEL 4 (3.3.):

In welche Restklasse gehor’o 2100 nach dem: Modul
a) 3; Db)13¢%

Zu a): _
' 2 =2mod3

2 =1mod3

2" = 1 mod 3 firrallen € N

2100 — 92° 50

Aus 2100 = 220 mod 3 und 2% = 1 mod 3 folgt

2100 = 1 mod 3: .
2100 jgt Element der Restklasse [1];. .
Zub): .‘ . :
' » 2 = 2mod13 . 27 = 11 mod 138 ‘
22 = 4 mod 13 28 = 9mod 13
23= 8mod 13 29 = 5mod 13
2= 3mod13 290 = 10mod 13

25= 6mod13 2= 7mod13
26 =12mod 13  222= 1mod 13

li

92100 — 12:8+4 T

2100 = 2128. 94 mod 13

2100 = 2% mod 18, da 2'*® = 1 mod 13"
24 = 83 mod 13 und damit

210 = 3mod 13

2100 jst Element der Restklasse [3];3.

BEISPIEL 5 (3.3.):
In welche Restklasse mod 9 gehort
236 - 25 + 522 - 82567 | 1234890°?

5%
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'8,3.

1236 - 25 4 522- 82567 4 1234890 = (2 7 + 54+ 2) mod 9

(5-+4-+2)mod9
11 mod 9
= 2 mod 9

Die Summe gehﬁft in die Restklasse [2],.

Il

ll

BEISPIEL 6 (3.3.):
Ist g — 2359 - 26 - 412- 1317 + 508732 durch 6 teilbar?

2359-26—{—412-13‘17—1—5987325(1-2—1—1_-0—[— 1) mod 3
: = 3 mod 3
" =0mod 3

Das ist gleichwertig der Darstellung 3 |a.-
AuBerdem ist 2 |a, denn

2359+ 26 + 412+ 1317 + 508732 = (1-0+0-1+40) mod 2
‘ =0mod 2.
Aus 3|a und 2|a folgt aber 6|a.
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4. . o i Einige wesentliche Begriffe und Verfahren

Im Ma,thematlkunterncht der Schule nimmt die Behandlung von Gleichungen
und Unglelchungen eine wichtige Stellung ein. Wir werden im Teil 4. auf der
Grundlage der Kenntnisse aus den Stoffgebieten ,,Emfuhrung in die mathe- -
matische:Logik® und ,Einfiihrung in die Mengenlehre® (7’ [4]) vor allem die-
" jenigen Typen von Gleichungen und Ungleichungen untersuchen; die bereits
"im Mathematikunterricht der Unterstufe behandelt werden.

4.1. | - Vorbereitende Begriffe

Die an den Anfang gestellten Definitionen oder Erlduterungen einiger grund-
legender Begriffe dienen dem Ziel, die Begriffe ,,Gleichung® und ,,Ungleichung®
definieren zu kénnen. Auf eine ausfithrliche Betrachtung jener Begriffe, soll
an dieser Stelle verzichtet werden. Man findet dazu entsprechende Ausfiih-
rungen im Lehrbuch [4]. Dort werden im Teil 2.1. die Begriﬁ'é ;,Term“; »Va-
riable“ und ,;Konsta,nte eingefithrt. Wir benutzen den Begriff ,,Term“ als
" Ausgangspunks fiir unsere Untersuchungen.

Im Beispiel 1 (4.1.) treten Zeichenreihen auf, die Variable, Konstante, Rela-
tlonszelchen Opera,tlonszelchen und technische Zeichen enthalten.

BEISPIEL 1 (4.1.):
(n3+<(V§;' @844

(3) a2+ (y — V4) @) '5-a>0
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5y 3- (4w ‘4"-""5()‘— 7= 2'a'a<+% @Bt 7)-5

'

1 .
(’7')‘4--+V‘-’=»— S o '

Im folgenden 1nteresmeren uns solche Zelchenrexhen, die man als Terme be-
zeichnet. '

Der Begmﬂ' ,»Lerm* soll hier nicht exphzn: deﬁmert werden. Wir begnugen uns

mit der Beschreibung und Erlduterung der wesentlichsten Eigenschaften von .

Termen. Dazu werden Kriterien formuliert, die es uns ermoghchen zu ent-
scheiden, ob e1ne Zelchenrelhe ein Term ist oder nicht.

1. Kriterium: Wenn eine Ze1chenre1he Relatlonszewhen entha,lt 80 1st die
- Zeichenreihe kein Term.

Damit sind die in Be1splel 1(4.1) a,ngegebenen Zelchenrelhen (1) (4) und (5).

keine Terme.

2. Kriteriwm: Wenn eine Zelchenrelhe die keine Variable enthilt, eme ein-
deutig bestimmte Zabl aus einem Zahlenbereich bezeichnet, so
ist diese Zeichenreihe ein Term. '

. Man nennt diese Zahl den Wert. des Terms.
Die Zeichenreihen (6) und (7) enthalten weder Variable noch Rela.tlonszemhen

Fiir (6) erhalt man nach Anwendung entsprechender Reéchengesetze als Wert:

die Zahl 50. Damit ist Zeichenreihe (6) ein Term:.
- Der Zeichenreihe (7) 148t sich kein Wert zuordnen

3. Kriteriwm: Wenn eine Zeichenreihe, die mindestens eine Variable enthalt,
“durch Belegung aller auftretenden Variablen mit Bezeichnungen
geeigneter Elemente aus einem gewéhlten Zahlenbereich einen

eindeutig bestlmmten Wert annimmt, so ist diese’ ZelchenrelheA

, ein Term.

"Es sei- T (x4, Ty, . . . Xy,) €D Term, der die Variablen.z,, ..., z, enthilt,
B sei ein geeigneter Individuenbereich. Dann versteht man unter einer Be-
- legung eine Abbildung, die jeder Variablen zi, ..., x, ein Element aus dem
betreffenden Individuenbereich B zuordnet.

Terme, die Variable enthalten, kann man mit groBen lateinischen Buchstaben

bezeichnen. In Klammern gibt man die im Term auftretenden Variablen an.

Die Zeichenreihen (2) und (3) enthalten keine Relationszeichen, aber Variable.

Bei Belegung von z mit 2 in der Zeichenreihe (2) ergibt smh als Wert 11
-Man schrelbt T(x)=3 + 4.z

- bzw. T (2) = .

In der Zeichenteihe (3) konnen die Vamablen durch geord.nete Paare [z; v4],
z. B. durch [1; 2], belegt werden, und man erhélt in diesem Fall als Wert 1.
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4.2,

Man schreibt entsprechend: T' (z, y) = 22 + (y — ]/-) bzw. T(1 2)=1.
Damit sind die Zeichenreihen (2) und (3) Terme.

il

BEISPIEL 2 (4.1.):

(1) 1, (a;)—L1 mit x € P

2z . .
@) Ty (@, y) =——— mitzEP,yEP
z—y »

LY

Die Zeichenreihen 1 und erfiillen das 1.und das 3.Kriterium. N

z—1 r—Yy

Zu beachten ist, daB es fiir die Variablen beider Terme Belegungen glbt fur
die die Terme keinen eindeutig bestimmten Wert haben. ,

Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn man in T (z) die Var1able x mlt 1
und in T, (x, y) mit geordneten Paaren [z; y], fiir die z =y ist, belegt.

Solche Uberlegungen rechtfertigen die Definition 1 (4.1.).

DEFIl\fITION 1(4.1):

Es sei ein Term 7T (%4, %5 . . ., x,) gegeben.

Dann heiBt die Menge D aller geordneten n- Tupel ~
[al,a2,.., n]GMXMX X M= Mn

fiir die T (zy, %5, . - ., %) einen jeweils'eindeutig be-
stimmten Wert anmmmt der Definitionshereich des

Terms 7' (z;, x,, . . n)

Im Sinne der Definition 1 (4.1.) wire der Deﬁmtlonsberelch D1 von T1 ( Bei-
spiel 2 (4.1. ))
={z;z€E PN\ x =+ 1}
Fir Ty (=, y) erhalt man
D, = {[z; y]; [=; y]€P>< P/\w#y}

4.2. Gleichungen und Ungleichungen mit mindestens
- einer Variablen

DEFINITION 1 (4.2.):

Sind 7'y und T, Terme, so “heilit der Ausdruck
TW=1T,

eine Gleichung.
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- Dagegen werden dle Ausdriicke
! Ti<Ty Ty=Ty Ti>Ty Ty=T; T1=|=T2
als Ungleichungen bezeichnet.

BEISPIEL 1 (4.2. )
Wir betrachten Gleichungen bzw. Unglelchungen d1e den Lehrbuchern fiir
Mathematik der Unterstufe entnommen sind (7 [6]). - -

1) 44+1=5 (Klasse 1)
@27>85 (Klasse 1) A
(3) 4<3 © (Klagse 1) ' oy
4) 6 —x< " (Klasse 1) ‘
(5) 2-a =18 (Klasse 2) :
(6) 3y < 17 (Klasse 2). ‘
(91 —f>89 ~ (Klasse 3) :
C(8) (80 +40):3 =40 (Klasse3) - o
(9) y — 70 =280 (Klasse 3) -

In Beispiel 1 (4.2.) treten Glelchungen Dbzw. Unglelchungen auf die entweder
keine oder genau eine Variable enthalten.

Aus Definition 1 (4.2.) ergibt sich allgemem:

Eine Gleichung bzw, Ungleichung enthilt genau dann keine (mindestens eine)
Variable, wenn die in der Gleichung bzw. Ungleichung auftretenden Terme
keine (mindestens eine) Variable enthalten.

>

Fur Gleichungen bzw. Unglelchungen die keme Variable enthalten (7 Bei-
spiel 1 (4.2.); (1), (2), (3), (8)) kann ein Wahrheitswert angegeben werden.

_ Es handelt sich also um spezielle Aussagen 1, die man entsprechend als Gleich-
heitsaussagen bzw. Ungleichheitsaussagen bezeichnet.

Gleichungen bzw. Ungleichungen, die mindestens eine Variable enthalten
(7 Beispiel 1 (4.2.); (4), (5), (6), (7), (9)), konnen durch Belegung aller in dleser
Gleichung bzw. Ungleichung auftretenden Variablen mit Bezeichnungen von
Elementen aus einem vorgegebenen Individuenbereich in eine Aussage iiber--
fithrt werden, .- '

Sie stellen also Aussageformen? dar.

Zusammenfassend kann man formulieren: '
Eine Gleichung bzw. Unglelchung ist entweder ema Aussage oder eine Aussage-
- form. .

1 Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die ,entweder wahr oder falsch sind“. (* [4; 25D

© 2 ,Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie Variable (7 [4; 27]) enthiilt und zu einer Aussage wird, wenn
man alle auftretenden Variablen durch Ob]cktbezemhnungen des Individuenbereiches ersetzt, nennt man Aussage-
form [4; 27, Definition 1 (2.8.)] ~

73




43, -

Im folgenden mteresswren vor allem die Glelchungen bzw. Unglelchungen, dJe
Aussageformen sind, die also mindestens eine Variable énthalten. )
Spricht man bei Aussageformen sllgemein vom Individuenbereich, so fiihren
Awir bei Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mindestens emer Variablen den
Begriff ,,Grundbererch“ ein.

DEFINITION 2 (4.2.): = '
Eip. Zahlenbereich heifit Grundberelch ieiner Glei-
chu.ng bzw. Ungleichung mit mindestens ejher Va-
: riablen genau dann, wenn .dieser Zahlenbereich der
. Individuenbereich fiir 'die in der'Gleichung bzw. Un-

~ gleichung a,uftretenden Nariablen.ist. .

Durch Belegen der Varlablen einer Glemhung bzw. Unglemhung mJt Bezeich-.

‘nungen von geeigneten Elementen aus einem vorgegebenen Grundhersich
wird diese Gleichung bzw. Unglelchung in eine Aussage iiberfithrt.

- Von praktischem Interesse sind vor aﬂem dle Belegungen, dle zu einer wahren
Aussage fuhren { o o : :

' DEFINITION 3 (4.2.): . ‘ —
Eine Gleichung bzw. Unglelehung mit mindestens
einer Variablen heiBt in einem Grundbereich
a) erfiillbar genau ‘dann, wenn es' mindestens eine

' Belegung der Variablen gibt, die die Gleichung

‘bzw. Ungleichung in eine wakre Aussa,ge uber— :
fithrt; ‘ '

'b) allgemeingiiltig genau dann, ‘wenn jede mogliche
Belegung der Variablen die Gleichung bzw. Un-
gleichung in eine wahre Aussage iiberfithrt;

c) unerfiillbar genau da.nn, wenn es keine Belegung
der Variablen gibt, die die Gleichung bzw. Un-
glelchung in eine wahre Aussage iiberfiihrt.

1

An einigen einfaJchen\Aussageformen soll die Abhﬁ,ngigkeit der in Definition
3 (4.2.) erklirten Eigenschaften vom Grundbereich bestétigt werden.

' » a

BEISPIEL 2 (4.2.): ! - : |
N ax+3=1 Gleichung ist erfiillbar in NV, &, R, P.

(2)6—z=38 R Gleichung ist unerfullbar in N.
: \ ‘ Gleichung ist erfiillbar in @, R, P.'
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B)z+1>0 . Ungleichung ist allgemeingiiltig in NV. .
: : Ungleichung “ist .erfiillbar, aber nicht all-
gemeingiiltig in @, B, P. '
(4) (a + b)2 = a2 + 2 ab 4 b2 Gleichung ist -allgemeingiiltig in N, @, R, P.
(6)3+az>z44 Unglelchung ‘1st unerfiillbar in N, G, R, P.

I

75/1 ‘ ' : - Gleichungen bz, Un_q/e/a/wrigenm/tmndesfens
. : e/nerVar/ab/enfﬂe/nemVaryegobenenﬁwna’be/'e/aﬁ)

Erfillbar - | Unerilliar.

Stets erfillbar . Nicht stets erfi I/baj'
(@llgemeingattiy) . . '

.

N

Die Darstellungen in den Bildern 75/1 und 75/2 bringen den Zusammenhang

zwischen den in Definition 3 (4.2.) erklirten Begnﬂ'en Zum Ausdruck

Es seien a

M, die Menge alIer in einem vorgegebenen, nicht leeren Grundberemh erfiill-
baren Glelchungen bzw Unglelchungen (M, enthalte mindestens zwei
Elemente),

M, die Menge aller in diesem Grundbereich' aﬂgememgultlgen Glelchungén'
bzw. Ungleichungen und

M, die Menge aller in dlesem Grundbereich unerfiillbaren Glelchungen bzw

-

Ungleichungen. ' i
Dann 158t smh ob1ger Zusammenhang durch ein Mengendlagra.mm erfassen
(Bild 75/2) ‘ o c

L

76/2

" Es gelten also folgende Me_ngenbéziehungen.‘

Mz»'C'.Mi
My NMy=Q ‘
° M2ﬂM3=@ -
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. DEFINITION 4 (4.2):

o Es sei H (2, %, ...,%,) eine Gleichung bzw Un-
gleichung mit den Variablen x;, z,,...,, und B
ein Grundbereich fiir diese Variablen. ’
Dann nennt man eine
‘Teilmenge Lgder Menge B X B X ... X B= B"
einen Losungsgrundbereich der Glelchung bzw.
Ungleichung genau dann, wenn ]edes geordnete
n-Tupel
[ag; ag5 .. 5 4] € L,
die gegebene Gleichung é)zw Unglelchung in eine
(wahre oder falsche) Aussage iiberfithrt. :

Bemerkung; Fir n = 1, d.h. firr Gleichungen bzw. Ungleichungen. mit genau einer

" Variablen, ist der. Losungsgrundberelch Lg eine Teilmenge des Grundberelches B

(Lg & B).

Die Festlegung des Losungsgrundbereiches einer Gleichung bzw. Unglelchung
kann unter verschiedenen Gesichtspunkten erfolgen.

’ v
1. Bedmgungen, die sich aus den Deﬁmtwnsberewhen der jewe@hgen Terme

ergeben.
~ Als Grundbereich fiir die Unglelchung

x—]—3< z+1
x—4 x+2

wire der Bereich der rationalen Zahlen (R) moglich.

R kann jedoch nicht als Losungsgrundbereich benutzt werden, da mcht ]ede‘
 Belegung der Variablen mit Zahlen aus R zu einer Aussage fithrt.

Belegt man x mit 4 bzw. mit — 2, ist der linke Term der Ungleichung bzw. _
der rechte Term der Ungleichung -nicht definiert. Der gréBtmogliche Losungs-
grundberelch beziiglich des G‘rrundberelches R wire also

Ly = {z; /.vGR/\x=i=4/\x=l:—2}
Fiir die Gleichung
1
z—y
ist auf Grund analoger Uberlegungen
Lg = {[z;y]; [x;9]1€ P X PA X + y}
der groftmdgliche Grundbereich beziiglich P.

1
=< (Grundbereich sei P)
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- 2. Bedingungen, die sich aus einer speziéllen Aufgabenstellung érgeben

Mit Hilfe der Gleichung a? = d2? — b2 kann aus den MaBzahlen der Lingen der
Diagonalen eines Rechtecks und. einer Rechteckseite die MaBzahl der anderen
Rechteckseite ermittelt werden. Ein geeigneter Losungsgrundbereich wire

Ly ={[a;d;8]; [a;d; B]€E P X PX PANa>0Ad>0Ab>0}
Mitunter geniigt es, Glelchungen bzw. Unglelchungen in gewissen Intervallen

zu betrachten.

Man lose die Ungleichung 2 « +3< 10 im Berelch der natiirlichen Zahlen,,
im Intervall 3 < x < 5.

Durch das gegebene Intervall wird hier der Losungsgrundberelch festgelegt.

- Esgilt: - LG_{x rENA3 <z 5} o ’

Bemerkung: Wird im folgenden der-Lésungsgrundbereich einer Gleichung bzw. Un-
gleichung H (%, %o, . . ., #,,) nicht angegeben und liegen keine Einschrinkungen vor,

~ die sich aus den Definitionsbereichen der Jewelligen Terme ergeben, so moge der Lasungs- o,

grundbereich stets mit der Menge B X B X ... X B = B"(B sei Grundbereich der Glei-
chung bzw. Ungleichung) itbereinstimmen. :

DEFINITION 5 (4. 2 ):

Es sei H (x, 25, ..%,2,) eine Glelchung bzw. Un-

gleichung, die die Variablen xi, 2,....,x, enthilt,
und B ein Grundbereich fiir diese Variablen.

Dann heiflt jedes geordnete n-Tupel

[a;;a0;...;0,]EBX BX...x B=B",

das die Gleichung bzw, Ungleichung in eine wahre

Aussage iiberfithrt und im vorgegebenen Loésungs-
- grundbereich der Gleichung bzw. Ungleichung liegt,

eine Losung der Gleichung bzw. Ungleichung be- S

ziiglich des vorgegebenen Lésungsgrundbereiches. ’

BEISPIEL 3 (4.2.):
Der Grundbereich, fiir die Variablen in den folgenden Glelchungen bzw. Un-

.gleichungen maoge G sein.

1NHzx44<1 und LG_{x xEG}

2)x—y=2>5 und Ly = {[z; y]; [z; ¥]€ @ X &}

(3) @ + %+ 23< 0 und Ly = {[2;; o; x3]; [24; 225 23] EG X GX G}

~ Im Sinne yon Definition 5 (4.2.) ist'dann zum Beispiel -

— 4 gine Losung von Ungleichung (1), [6; 1] eine Losung von Gleichung (2),
[1; 2; — 4] eine Losung von Ungleichung (3),

denn diese Belegungen iiberfithren die Aussageformen in wahre Aussagen
und sind in dem angegebenen Losungsgrundbereich enthalten.




DEFINITION 6(4.2.):

Unter der Lisungsmenge einer Glelchung bzw Un-
gleichung ' beziiglich eines vorgegebenenA Losungs-
grundbereiches versteht man die Menge aller Lo-
sungen der Gleichung bzw. Unglelchung in diesem
Losungsgrundberelch :

Bemerkung: Losungsmengen konnen elementwelse oder mlt Hilfe einer Aussageform
‘angegeben Werden

BEISPIEL 4 (4 2. » '

Man gebe dle Losungsmenge der Unglelchung z+5<9im Beremh N an.
Aus der Aufga.benste]lung ergibt sich hier:

={z;z€ N}undLG= B.

- Man findet leicht, daB alle naturhchen Zahlen kleiner a.ls 4 d1e Unglelchung
in eine wahre Aussage iiberfiihren.

(1)L =40,1,2,3}
(2)L {z; a:€N/\x<4}’\

Es ist sogar moghoh die Losungsmenge unmittelbar mit Hilfe der in der
Aufgabenstellung enthaltenen Ungleichung anzugeben.

B)L={z;2€E NN+ 5<9)
Die Darstellung der Losungsmenge unter Benutzung der gegebenen Aussage-

form erschwert jedoch im allgemeinen die elementweise Angabe, die sich aus
Daistellung (2) leichter gewinnen l&ft. '

oder:

" Man betrachte die Beispiele 5 (4.2.) und 6 (4.2.) besonders unter dem Aspekt
der Abhédngighkeit der Losungsmenge vom gewdhlten Losungsgrundbéreich. '

BEISPIEL 5 (4.2.): ’

“Gleichung bzw. | Grund- Lisunigsgrund- Eosungs-
Ungleichung bereich B bereich Lg ‘menge ' L

@ | 54 1<5 N N | 10, 1,2,3

) @ +1<5 N {z32 €N A w <3} | {0, 1,2}

3) @+ 1<5| @ @ {3,2,1,0,—1,...}

- . . N N - 1 <

(4) |222+2—1=0 R R {—- 1;—2-}

6) |22242—1=0| @ @ {— 1}

6 |2x2+a—1=0 N N @
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Die Gleichunéén ‘Bz,wQ Ungl'ei“chu‘_.ngén‘ (1), (2), (4), (5) uﬁd"‘l(ﬁ)'liefem endliche -
Losungsmengen (Gleichung (6) speziell dii leere Menge), wihrend die Lo-

sungsmenge von (3) eine unendlic’he Méng ist. -

- Im Zusammenhang mJt Definition 3 (4 2.) I;a,nn man feststellen
Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit mindestens einer Variablén ist in einem

Grundbereich B unerfiillbar genau dann, Wenn dle Losungsmenge beziiglich

jedes Losungsgrund’beremhes ) S -
LGng.‘,Bx...x,lii*:B”‘iv '
gleich der leeren Menge ist. o ' . K

Die Losungen der bisher betrachteten Gleichungen bzw. Unéleichimgen konn-
ten leicht durch systematlsches Probieren gefundén werden: Die nun folgenden

Begriffsbildungen sind notwendlg, um Losungsvérfahren allgemeiner Art be-

trachten.zu kénnen. . v , N

. DEFINITION 7 (44 2) ‘

. Zwei G‘rlewhungen bzw, Unglemhungen helﬂen be-

' zughch eines vorgegebenen Losungsgrundbereiches
dquivalent genau dann, wenn sie in diesem Losungs-
grundberelch ein und dieselbe Losungsmenge habqn

! .

 BEISPIEL 6 (4.2.):

Ungleichung/Gleichung | B | Ly | L , ‘
(1) © w+1=06 [N [N |{4
2 2e+3=11 |N |N |
| @) " w=4 |N |N |{@
4  a+3<6 |N |N. |{01,2]|
G  2z< 6 |N |N [{01,2]
(6) e < 8 [N |N [{01,2

Nach Definition 7 (4 2.) smd dle Glelchungen (1), (2), (3) in N a,quwa,‘{ent

ebenso die Ungleichungen (4), (5) und (6). ‘

Verglelchen wir (2) und (3), so konnen wir festste]len, daB smh dle Losqus—
menge von z = 4 leichter ermitteln liBt als die der Glelchung 22+ 3=11.
Das Problem: wird also im folgenden darin besteheh, zu einer vorgegebenen
Gleichung bzw. Ungleichung eine heziiglich ein und desselben Losungsgrund-

: S )
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bereichs dquivalente Gleichung bzw. Ungleiehung zu finden, fir die die Lo-
sungsmenge leicht angegeben, werden kann. '

Ist gesichert, daB beide Gleichungen bzw. Ungleichungen &quivalent sind, s0

ist damit auch die Losungsmenge der gegebenen Gleichung bzw. Unglelchung
ermittelt.

SATZ 1 (4.2.):

Die Aquivalenz von Gleichungen bzw. Ungleichungen
beziiglich eines vorgegebenen Losungsgrundbereiches
ist eine Aquivalenzrelation. '

Beweis:
Es muB gezeigt werden, daB die cha,ﬁauktemstlschen Elgenschaften von Aqul—'
valenzrelationen (Reﬂexwztat Symmetrie, Tmnszthtat) fiir die betrachtete
Relation zutreffen.

Nach Definition’ 7 (4 2.) sind zwei Gleichungen bzw. Ungleichungen genau
dann -4quivalent, wenn sie dieselbe Lésungsmenge haben. )
Da die Gleichheit von Mengen eine Aquivalenzrelation ist, stellt auch die
Aquivalenz von Gleichungen bzw. Ungleichungen beziiglich eines Losungs-
grundbereiches eine Aqtﬁvalénzrela,tion dar, | , q.e.d.

Unser Losungsverfahren wird darin bestehen, eine gegebene Gleichung bzw.
- Ungleichung so umzuformen, daB die dadurch entstehenden Gleichungen hzw.
‘Ungleichungen zur gegebenen Gleichung bzw. Ungleichung dquivalent sind.
Dieses Verfahren ist so lange zielgerichtet fortzugetzen, bis man eine Glelchung
bzw. Ungleichung erhilt, fiir die sich die Losungsmenge leicht angeben 1a8t. .
Fiir diese Art von Umformungen einer Gleichung bzw. Ungleichung fithren
wir den in Definition 8 (4.2.) erklirten Begriff ein.

DEFINITION 8 (4.2.):

Jede Umformung ‘einer Gleichung bzw. Unglel-

chung, diezu keiner Versnderung der Losungsmenge

der Gleichung bzw. Ungleichung im vorgegebenen

Losungsgrundberelch fithrt, heiBt eine fquivalente
" Umformung der Gleichung bzw. Unglelchung

W1r betrachten jetzt die wesentlichsten dquivalenten Umformungen von Glel-
chungen bzw, Ungleichungen.

1. Umformungen_, die mit einzelnen Termen der Gleichung bzw. Ungleichung
vorgenommen werden.
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Dazu gehoren
a) Auflésen von Klammern
b) Ausklammern
¢) Kiirzen und Erweitern von Briichen!
d) Anwenden der Kommutativgesetze der Addition und Multlphka.tmn in
den verschiedenen Zahlenbereichen
e) Zusammenfassen von Termen (Addltlon, Multlphkatlon, cen)

'

. Umformungen, dle an den beiden Termen der Glelchung bzw Unglelchung

gleichzeitig vorgenommen werden
Dazu gehéren die Umformungen, die mit Hilfe der Monotomegesetze be-

griilndet werden konnen.
Bemerkung: Bei den folgenden Betrachtungen von Ungleichungen' wird nur das

Relationszeichen < benutzt. Entsprechende Aussa,gen gelten auch fiir die Rela-

tionszeichen <, > und =.
1

a) Addieren bzw. Subtra;hiereﬁ eines fiir alle in der Gleichung bzw. Un-
gleichung zugelassenen Belegungen definierten Terms 7' zu bzw. von
~ beiden Termen einer Gleichung bzw. Ungleichqng
Sosind Ty + T =T, + T | '
und Ti—T=T2-—‘T
zu S =T,
aquivalent.
Ebenso sind auch
T+ T <To+ T
und 7, — T <T;—T
zu T,
dquivalent.
Die Begriindung ergibt sich aus den Monotomegesetzen der Addition
beziiglich der Gleichheits- bzw der Kleinerrelation. Es gilt fur alle re-
ellen Zahlen a, b, ¢:
Ha=b — a+c-—b—|—c
2 a<b »at+c< b+ec
- ’ ! . )
" b) Multiplizieren bzw. Dividieren beider Terme einer Gleichung mit einem
bzw. durch einen Term, der bei allen in der Gleichung zugelassenen Be-
legungen von Null verschiedene Werte annimmt.

1 Kutzungs bzw, Erweiterungsfaktoren diirfen nur Zahlen sein. Ein ,,Kﬂrzen" oder ,,Erweitem“ mit Termen, die
Variable enthalten, stellt im allgemeinen keine dquivalente Umformung dar.
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) Unter diesen Voraussetzungen sind fiir 7' & 0

c)

T\-T=T,-T
Ti T ' .
und T = 72 zu T = Ty dquivalent.

Die Begriindung liefert zum Teil das Monotomegesetz der Multlph-
kation beziiglich der Gleichheitsrelation.
Es gilt fir alle reellen Zahlen a, b, c:

a=b - a-c=b-c.
Spiéter wird gezeigt, daB die Division bzw. Multiplikation der Terme
einer Gleichung bzw. Unglelchung mit einem bzw. durch einen Term,
der bei einer Belegung den Wert Null annehmen kann, zu einer Ver-
dnderung der Losungsmenge fiihrt. - ‘ .
Multiplizieren bzw. Dividieren beider Terme /einer Unglelchung mit
einem bzw. durch einen Term, der bei allen in der Ungleichung zuge-
lassenen Belegungen positive Werte annimmt
Unter diesen Voraussetzungen sind fiir 77 > 0

T, -T'<T,-T
Ti T,

T T zZu T1 <77, aqulvalent

und —

| Zur Begriindung wird das Monotoniegesetz der Multlphkatlon beziiglich

der Kleinerrelation verwendet. .
Es gilt fiir alle reellen Zahlen a, b, c:

a<bAc>0 >a-c<b-c.

d) Multiplizieren bzw. Dividieren beider Terme einer Ungleichung mit

einem bzw. durch einen Term, der bei allen in der Ungleichung zuge- -
lagsenen Belegungen negative Werte annimmt, und Ersetzen des in der
Ungleichung auftretenden Relationszeichens durch das ,,umgekehrte
Relatlonszelchen (d. b.: < durch >, < durch =, > durch <, = dur}ch'
=)
Unter diesen Voraussetzungen sind fur T<O0

7.-T>T,-T

T, T,

und rd > T zu Ty < T, é,quivglent.

3. Vertauschen der beiden Terme einer Gleichung bzw. Ungleichung

a)

Vertauschen der beiden Terme einer Gleichung |

Es ist Ty = T, dquivalent zu Ty = T;. ‘

Das ergibt sich aus der Symmetrieeigenschaft der Gleichheitsrelation
fiir reelle Zahlen. ‘



'b) Vertauschen der beiden Terme einer Ungleichung und Ersetzen des
Relationszeichens durch das entgegengésetzte Relationszeichen im
oben angegebenen Sinne ’
Es ist Ty < T dquivalent zu T, > T1

In Beispiel 7 (4.2.) wollen wir einige Umform%itmgen anwenden.

BEISPIEL 7 (4.2.):
Man 16se die Ungleichung ;
- 71— 32 3—72 x-+4+1
4 3—
< 10 + -2

im Bereich der ganzen Zahlen, wobei Ly = G sei.

1. Multiplizieren der Ungleichung (d. h. beider Terme-der Unglelchung) mit
10 im Sinne von Umformung 2.c)

10(7—3 10(83—17 10 1
410200230 gy 10B—T8)  10@+1)
‘ 5 10 ‘ 2
2. Kirzen (1.c)) und Zusammenfassen (1. f))
40—2(7T—32)<30—(3—T72)+5(+ 1)

3. Auflosen von Klammern (1. a))
40 — 14+ 62<30—3 L T2+ 52+ 5

4. Zusammenfassen (1. f))
26+ 6x< 32+ 122

5. Addieren von — 12z (2. a))

26 — 62 << 32

6. Addierenvon — 26 (2. a))
—6x <6

7. Dividieren durch — 6 (2. ¢))
zr>—1

Da nur #dquivalente Umformingen ausgefithrt wurden, haben die Unglei-
chungen 1. bis 7. im vorgegebenen Losungsgrundberelch ein und dieselbe
Losungsmenge.

Die Losungsmenge L = {0, 1, 2, ..} der Ungleichung z >—1 stimmt mit

der Losungsmenge der gegebenen Unglelchung iiberein. ~
Also ist ={0,1,2,...}
bzw. L={x,x€G—/\x>——1}

die Losungsmenge der gegebenen Ungleichung im Bereich der ga,nzén Zahlen. -
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5. ] ~ Gleichungen

5.1.

Gleichungen mit genau einer Variablen

. ° \
5.1.1. Vorbemerkungen

In den in Teil 4. betrachteten Beispielen traten Gleichungen auf, die swh unter-
scheiden in bezug auf -

" — die Anzahl der auftretenden Variablen,

— den groBten Exponenten der Potenzen der Vama.blen .

.— die Art der Losungsmenge.
" Diese drei Gesichtspunkte geben die- Moghchkelt Glelchungstypen zu syste-

Jmatisieren. Auf den dritten oben genannten Aspekt soll hier nicht hiher ein-
gega.ngen werden. Es sei auf Definition 8 (4.2.) und die sich dort anschlieBenden
Bemerkungen verwiesen.

Je nach der Anzahl der in der Gleichung auftretenden Variablen unterscheiden
wir Gleichungen mit genau einer Variablen, zwei Variablen, ..., n Vari‘a.blén
(n€ N).

Der grofite Exponent der in der Gleichung auftretenden Potenzen der Vamablen
wird zur Definition des Begrlﬂ’es ,»Orad einer Gleichung® benutzt.

DEFINITION 1(5.1.1. )
- Eine Gleichung heiBt eine Glemhung n-ten Grades.
mit genau einer Variablen genau dann, wenn sie
- durch dquivalente Umformungen in die Form

a, 2" +a, P+ . .ot a=0

mit @, &= 0

gebracht werden kann.



BEISPIEL 1 (5.1.1.):

(1)3x—4=0 Gleichung 1. Grades mit gena.u einer Varia-
' : o ~ blen

(2)4224+3c—2=0 Gléichung 2. Grades mit genau einer Variablen
(3* 423 48224 2+ 5=0 Gleichung 3. Grades mit genau einer Varia-

blen - RN

Bei der Behandlung spezieller Gleichungen betrachten wir folgende Probleme.
— Spezielle dquivalente Umformungen und nicht dquivalente Umformungen

— Arten der Losungsmengen
—~ Abbéngigkeit der Lésungsmenge von der Vorgabe des Losungsgrund-

ibereiches
 — Angabe spezieller Losangsverfahren

'

5.1.2. Lineare Qleichungen

Aus Definition 1 (5.1.1.) efgibt sich fiir den Fall n = 1 Definition 1(5.1.2.).
DEFINITION 1 (5 1.2. ):
Eine Gleichung heiBt eine lineare Glelchlmg‘ (oder
Gleichung - 1. Grades) mit genau einer Variablen
genau dann, wenn sie durch &quivalente Umformung
in- die Form

‘ ax +b=10 (@ =+ 0;a,b,2€ P)
- : gebracht werden kann. .

BEISPIEL 1 (5.1.2.): | |
(1) 524+8=0 (2)3z—2=1 3)3xt+6=22—17

w+1_x—i‘—3_ _ 2¢+1 _w+3".

- ) - ’ OXx— & = 2
z+2 x4 etz —prd (OFt3e—d=(@+1)

(4)

Die in Beispiel 1 (5.1.2.) angegebenen Gleichungen (5) und (6) weisen auf die
Notwendigkeit hin, den Begriff ,Lineare Glelehung“ so wie in Definition
1 (5.1.2.) zu definieren. N .
Wihrend Gleichung (1) die in dieser Definition geforderte Form hat, sind -
bei den anderen Gleichungen dquivalente Umformungen notwendig, um den
Grad der Gleichung angeben zu kénnen. Dabei zeigt sich, daB lediglich Glei-
chung (5) durch #quivalente Umformungen mcht in- die Form axr4+b=0
gebracht werden kann.
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5.1,

Die Gleichungen (5) und (6) machen deutlich, daB es im allgemeinen nicht aus-
reicht, die Potenz mit hchstem Exporenten in einer gegebenen Gleichung
zu betrachten, um eine wahre Aussage iiber den Grad der Gleichung formu-
lieren zu kénnen. Obwohl in Gleichung (6) die Variable in der 2. Potenz auf-
tritt, ist die Gleichung nach Definition 1 (5.1.2.) linear. Gleichung (5) liefert
.ein Gegenbeispiel ; sie ist nicht linear. '

Wir wenden uns jetzt den Losungsmengen zu, die bei Glelchungen mit genau
einer Variablen auftreten konnen.

SATZ 1 (5.1.2.):

Eine lineare Gleichung

azx+b=0 (a=+0)

mit genau einer Variabler! hat in einem Losungs-
grundbereich entweder keine Losung oder genau eine
Losung. :

. Beweis:

1) az+b=0 (a=|=0ab€P)

ist eine lineare Gleichung mit genau einer Variablen, und L sei ein vor-
gegebener Losungsgrundbereich.
Addiert man zu beiden Termen der Gleichung (1) — b, so erhilt man

(2) ax=— b.

Die Division durch a ist stets ausfithrbar, da a # 0 vorausgesetzt wird, und

liefert
L

@B e=—

Die durchgefﬁhrten Umformungen sind nach den Ausfithrungen in Teil 4.2.
aquivalente Umformungen. Damit hat Gleichung (3) dieselbe Losungsmenge
Wlez Gleichung (1).

: b
Der Term +— — (a =t= 0) stellt fiir jede Belegung von @ und b eine emdeutlg

bestimmte reelle Zahl dar.’
.Trivialerweise ergeben sich genau zwei Moghchkelten

b
- ——¢L

: .
Im Fall a) hat die lineare Gleichung (1) genau eine Losung, d. h. L = { - } .
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"51.

Im Fallb) existiert lceme Lésung im: vorgegebenen Losungsgrundbereich, -
dhL=g ; qged.

 Beim a.quwalenten Umformen gegebener Gleichungen ist es moglich, eine
Glelchung der Form :

1axz+b=0 mita=20

_ zu erhalten. ‘ A

Diese Gleichung stellt nach Definition 1 (5.1.2.) keine lineare Gleichung dar.
Wir ermitteln die Losungsmenge von Gleichung (1).

Essei Ly = M ein vorgegebener Losungsgrundberelch und b € P.

Gleichung (1) ist dquivalent zu

2)0-24+b=0 .
und 3) b—O

Gleichung (3) ist im Fall b = 0 eine falsche Aussage. Das bedeutet bei jeder -
Belegung der Variablen z in Gleichung (1) entsteht fiir b =+ 0 stets eine falsche
Aussage. Also ist in diesem Fall L = . :
Fiir den Fall b = 0 ist Gleichung (3) stets wahr. Das heiBt, bei ]eder Belegung
wird Gleichung (1) in eine wahre Aussage iiberfiihrt. Die Losungsmenge stimmt
hier mit dem Losungsgrundbereich iiberein, also L = {z; z€ LG}

1

Die Aussage von Satz 1 (5.1.2.) und die zuletzt gewonnenen Erkenntnisse
konnen im Satz. 2 (5.1.2.) zusammengefaBt werden.

SATZ 2 (5.1.2.): ,

Eine Gleichung der Form

ax—l—b—O(a,bEP) : :

hat' in einem Losungsgrundberelch Ly (LG moge
mehr als ein Element enthalten)

a) entweder keine Ldsung,
d. h., die Gleichung ist in diesem Losungsgrund-
bereich unerfillbar;

b) oder genaw eine Losung, ,
d. h., die Gleichung ist in diesem Losungsgrund-
bereich erfiillbar;

c) oder die Losungsmenge stimmt mit dem Losungs-
grundbereich iiberein,
d. h., die Gleichung ist in diesem Losungsgrund—
bereich allgemeingiltig.

\
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5.1.

BEISPIEL 2 (5.1.2.): : -
Man gebe die Losungsmenge der Gleichungen in bezug auf LG = {w z€ N} an.
(1) 5x+1=3z47

Aquivalente Umformungen hefern die Gleichung z = 3.

Also L = {3}

(2 bx4+T=38z+1

Man erhilt mit Hilfe dquivalenter Umformungen die Gleichung - 3.
AlsoL =, da — 3¢ L,

(8) bet+1="5a-7 .
- Aquivalente Umformungen ergeben die Gleichung 1 = 7.

Also L = (), da jede Belegung der Variablen zu einer falschen Aussage
fithrt. .

S @) Frt1=5z4+1

Subtraktion von 5 z von belden Termen hefert 1=1.
Also L = Lg, da jede Belegung der Vana.blen mit Elementbezelchnungen
aus dem Losungsgrundberelch zu einer wahren Aussage f'uhrt

Wir benutzen dle G‘rlelchungen (2), (3) und (4) aus Beispiel 2 (5.1.2.) als Aus-
gangspunkst fiir einige weitere Bemerkungen zur Abhangzglcezt der Losungsmenge
vom, vorgegebenen Lidsungsgrundbereich.
Die Lésungsmenge von Gleichung (2) ist im vorgegebenen Losungsgrund-
bereich gleich der leeren Menge.
In jedem Losungsgrundbereich, der die Zahl — 3 enthalt, hat ]edoch Glei-
chung (2) genaw eine Losung.
Die Art der Losungsmenge ist hier also vom Losungsgrundberelch abhanglg,
wihrend die Vorgabe des Losungsgrundberelches auf die Losungsmerige von
Gleichung (3) keinen EinfluB hat. Unabhiingig von der Wahl des Losungs-
grundbereiches entsteht stets eine falsche Aussage. Die Glelchung ist . also
in keinem Lésungsgrundbereich erfitllbar.
Die durch #quivalente Umformung aus Gleichung (4) entsta,ndene wahre
Aussage ist ebenfalls nicht vom Losungsgrundbereich abhingig. Diese Glei-
chung ist in jedem Liosungsgrundbereich allgemeingiliig.

' . ( s

BEISPIEL 3(5.1.2.):
, Gegeben gei der Grundbereich G und ein Losungsgrundberewh ‘
LG._-{x zEGN —3=x<5}.

Man gebe Glelchungen ‘an, die im Losungsgrundbereich genau eine Losung
haben und aquivalent sind.
Es sei L, = {— 2}.
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Dann ist L, Léigurfgsmenge voﬁ‘ )

1) z=—2 : o o -
' aber auch von = | R '
(2) 3z =—6 |

-~ und

(8) 84+ 7=1)

da die Multiplikation mit 3 und die Addition von + 7 aqulva.lente Umfor—
mungen sind. ‘
Aber auch

(4) z(z+6)=—2(@+5) -
ist eine zu Gleichung (1) im Losungsgrundbereich aqulvalente G‘rlelchung, da

{x + 5) fiir kein Element aus dem Losungsgrundberelch den Wert Null an-
nimmt.

- Das gilt analog fir
(5 r —2
) 2=6 z=6"

Da die Division durch Null nicht erklirt ist; erscheint die Einschrénkung
T == 0 im Fall der Division (7 81f.) gerechtfertigt.
Die Notwendigkeit der Forderung 7T + 0 im Fall der Multiplikation der
beiden Terme einer Gleichung soll in den Beispielen 4 (5.1.2,) und 5 (5.1.2.)
gezeigt werden. |

’

Bemerkung: Diese Emschrankung folgt nicht aus dem Monotoniegesetz der Multi-
plikation beziiglich der Gleichheitsrelation reeller Zahlen.

BEISPIEL 4 (5.1.2.):
: Gegeben sei die Gleichung ‘ .;
()z+1=38 . mit B=Gund L, = B. o w
Die Losungsmenge dieser Gleichung ist Ly = {2}. .
Multipliziert man Gleichung (1) mit (z + 1), dann erhilt man
@ E+DE+)=38@E+1).

Belegt man .« mit 2, so entsteht eine wahre Aussage. Ebenso fithrt aber auch
die Belegung von « mit — 1 zu einer wahren Aussage. Die Losungsmenge von
Gleichung (2) ist L, = {— 1; 2}. Die Multiplikation der Gleichung (1) mit
(x + 1) fithrte also zu einer Verinderung der Losungsmenge, es Wurde eine
nichtdquivalente Umformung durchgefiihrt.
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" 5.1.

BEISPIEL 5 (5.1.2.):

Gegeben sei die Gleichung . ’
() z4+1=2+2 mitB—GundL,—B.

Diese Gleichung hat im Losungsgrundbereich keine Losung, da die Addition
von — 2 zu beiden Termen der Gleichung auf eine falsche Aussage fuhrt

Also Ly =@j.

Multiplizieren wir Gleichung (1) mit dem Term 7' (z) = (x — 2), der i im vor-

gegebenen Losungsgrundbereich den Wert Null annehmen kann, so erhalt

man die Gleichung ‘

@ @+ 1) (@—2) = (=+2) (— 2).
Formen wir dquivalent um, so entsteht zunichst

22— —2=02—4

Q

und weiter
—z+2=0
bzw. : L z= 2.
Also gilt L = {2}. ‘

Die Belsplele 4 (5.1. 2) und 5 (5.1. 2) lassen folgende Verallgememerung als
gerechtfertigt erscheinen.

SATZ 4 (5.1.2.):

Es seien :

(1) Ty (x) = Ty ()

eine Gleichung mit genau einer Variablen,

L, die Losungsmenge dieser Glelchung in einem
vorgegebenen Losungsgrundbereich und

T5 (z) ein Term, der nur bei der Belegung der Va-
riablen mit o € Ly den Wert Null annimmt und bei
allen anderen Belegungen verschieden von Null
ist.

Dann. ist die' Losungsmenge der Gleichung

(2) Ty () - T3 (x) = Tp (x) - T3 (%)

gleich der Menge L = L; U {a} .

Bemerkung: Man betrachte nochmals die Beispiele 4 (5.1.2.) und 5:(5.1.2.):
Es gilt fiir Beispiel 4 (4.8.2.): Ly = Ly U {— 1} = {—1; 2}
und fiir Beispiel 5 (4.3.2.): L, = L; U {2} = {2}.
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Beweis von Satz 4 (5.1.2.):

Wir zeigen zunéchst, daB sowohl alle Elemente b; (1 = 1, 2, ..., n; n Anzahl
der Losungen von Gleichung (1)) der Menge L, als auch das Element a Lo-
sungen der Gleichung :

'muwwmm%%m¢M)

sind.
Belegt man z mit a, so wird

Ty(a)=0, "~ (nach Voraussetzung)

/N

und damit ist o

T, @-0=T,@-0 '

_eine wahre Aussage, unabhingig davon, welche Werte 7', - und Ty bei der
Belegung der Variablen mit ¢ annehmen.

Ferner gilta € L . - (nach Voraussetzung a € Lg)

Belegt man die Variablen der Gleichung (2) mit Elementen b; der Menge L,
goist i :

Ty (b) = T (b) |
eine wahre Aussage. ) (nach; Voraussetzung)
Also kann 7' durch T, ersetzt werden, und man erhélt mit

T (b) - Ts (b) = T4 (by) - T (5)

eine wahre Aussage. ' N o .
Also gilt: b, € L,d.h,, L, &S L. '

Aus Ly & Lund a € L folgt Ly U{a} S L.

Wir weisen im folgenden nzch, daB alle Elemente ¢; (i = 1, 2, .. ., n; n Anzahl
der Losungen von Gleichung (2)) der Menge L in L, | {a} enthalten sind.
Aus Gleichung (2) erhilt man durch dquivalente Umformung zunéchst

(8) Ty (%) - T5 (2) — Ty (2) - Ts () = 0

und weiter

(4) T3 (2) (Ty () — Ty (x)) = 0.

Ein Element c¢ ist genau dann eine Losung von Gleichung (4), wenn bei Be-
legung der Variablen  mit ¢ der Term 73 (x) oder der Term (7' (z) — T, ())
den Wert Null annimmt. .

Eine Belegung der Variablen 2 mit Elementen c; der Menge L fiihrt also dazu,
daB T (z) oder Ty () — 7' (x) den Wert Null haben, d. h., d1e Elemente c;
sind Losungen der Gleichung

(4) Ty (@) =0
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oder By Ty(x) —Ty(x)=0.

Die Elemente ¢; sind demnach in der Losungsmenge L; der Glewhung 4

- oder in der Losungsmenge Ly der Gleichung (5) enthalten, d. h.:

|

¢;€ L,V ¢, € Lg

bzw. GEL,UL;s.
Da Gleichung (5) und Gleichung (1) &quivalent sind, gilt
Ly=L,, . ! . f
und auBerdem ist - '
L=,
“Also ¢ 6 Ly U{a} .
Daraus folgt
Ls Ly U{a}. - ‘
Aus Lc L1 {a} und L1 {a} E L ergibt sich L= L, U{a},
' q.e.d.
BEISPIEL 6 (5.1.2.): S

 Man'ermittele die Losungsmenge

- 2x—6
-L:{m;wGGv/\‘ngé 1}.
Als pmfanéreichster Losungsgrundbereich beziiglich G1 kann hier

| LG—{x x€G/\x=|=3} | ‘
gewihlt werden. . _
Multipl{ziert man die gegebene Gleichungzi:%; =1 mit (z — 3), so erhalt
man | , S
2 r—6=z2—3. /

Der Term (xz — 3) kann bei Belegung von x mit 3 den Wert Null annehmen.
Das Element 8 gehért aber nicht zum Losungsgrundbereich, folglich ist die
durchgefithrte Umformung in diesem Lésungsgrundbereich eine dquivalente

Umformung: _
Weitere Umformungen fithren zu /
x=3.

Eine Belegung von z mit 3 iiberfithrt die Gleichung = 3 in eine wahre Aus-

t Unter ,umfangreichster Liosungsgrundbereich bezliglich G verstehen wir denjenigen Lésungsgmndbereich der alle
mﬁglichen Lgsungsgrundbereiche beziiglich @ als Teilmengen enthilt.
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sage Da die Zahl 3 mcht im Losungsgrundberemh liegt, erhalt man als Lo-
_sungsmenge der gegebenen Gleichung o

L=g.

BEISPIEL 7 (5.1.2.): }
Bei einer Stockschere hat der Hebelarm fiir die Ha,ndkraft F; die Lingé
Iy = 550 mm. Der Rundstahl wird so eingelegt, daB der Hebelarm fiir dJe
Schneidekraft ¥, die Lénge /; = 50 mm hat. i

. Bei welcher Ha.ndkraft ist die Schneldekra,ft um 100 kp groBer als die Ha,nd-
kraft?

Mit den hier gegebenen Bezeichnungen kann das Hebelgesetz in der Form

o f% =§—2
2 h .
notiert werden.
Die MaBzahl x der Hand]n'aft F, ist die Losung der Glelchung
Lo 50 = : \
®) 2100 ~ 50"

wobei wir als Einheit kp erhalten.

Ein geeigneter Losungsgrundbereich ist Ly = {z; € P A z > 0}.

In diesem. Losungsgrundbereich ist die Multiplikation von Glelchung (2) mit
550 (x + 100) eine aqulvalente Umformung.

Wir erhalten

(3) 550 x = 50 (x + 100)
und weiter 11g =2 -4 100,
also z =10,
dh, L= {10}.
Die Schneidekraft Fz ist demnach genau dann upa 100 kp groBer als die Harid:

kraft F'y, wenn F, eine GroBe von 10 kp hat. Dann ergibt smh die Schneide-
kraft 110 kp.

BEISPIEL 8 (5.1.2.):
Gegeben sei die Gleichung ‘

(1) 3(x— 3)=5(x — 38)

im Grundbereich G mit Ly = G.
W1r multiplizieren aus und erh&lten aus (1) die Gleichung

- (2)3x—9=5x—15

und weiter (3) 6 =2z,
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also (4) =3,d.h.,, L = {3}.

Die Division von Gleichung (1) durch (x — 3) ist im gegebenén Lsungsgrund-
bereich nicht moglich, dagegen aber in Ly = {x; 2 € G \'» = 3} .

Dann erhalten wir aus (1) die Gleichung
(6) 3=5,

fir die gilt: L, = . .
Diese Division fithrt also zu einer Verinderung der Losungsmenge der Art,
daB gilt:

L, = I\ {3} .
Hier liegt die folgende Verallgemeinerung nahe.

SATZ 5 (5.1.2.):
Es seien
(1) T, (2) = T (2) "
eine Gleichung mit genau einer Variablen,
Ly die Losungsmenge dieser Gleichung in einem vor-
gebenen Losungsgrundbereich Lg und. ‘
T; (x) ein Term, der nur bei der Belegung der Va-
riablen « mit @ € Ly den Wert Null annimmt und bei
allen anderen Belegungen von Null verschieden ist.
Dann ist die Losungsmenge der Gleichung
, o L) _Ta@)
Ty(x) Ts(x)
gleich der Menge ~
L =1L\ {a}. i

Beweis: . . )
Es muB gezeigt werden, dal das Element a nicht als Losung von Gleichung (2)

" auftreten kann.

Die Division der Gleichung (1) durch 75 (z) ist im vorgegebenen Losungs-
grundbereich L, nicht zulsssig.

Gleichung (1) kann nur dann durch 7'; (x) dividiert werden, wenn das Element
a aus dem Loésungsgrundbereich ausgeschlossen wird. Damit kann @ trivialer-

‘weise nicht mehr als Losung von Gleichung (2) auftreten.

In den Beispielen 9 (5.1.2.) und 10 (5.1.2.) wollen wir uns mit Verfahren der
rechnerischen Liosung von linearen Gleichungen mit genau einer Variablen
beschéftigen.




N

[

Die bisher betrachteten einfachen Beispiele zeigen, daB die Angabe der Lo-
" sungsmenge dann besonders einfach ist, wenn die lineare Gleichung die Form

x = o hat.

Falls a € L ist., erhilt man als Losungsmenge L = {a}.

Um eine Gleichung dieser Form zu erhalten, geht man im allgemeinen in fol-

genden Schritten vor.

1. Schritt: Man lege, falls nicht vorgegeben, den Losungsgrundberelch ) groB '

wie moglich fest. _

2. Schritt: Falls in der Gleichung Briiche auftreten, multipliziere man die
- Gleichung mit dem Hauptnenner dieser Briiche.

3. Schritt: Man beseitige vorhandene Klammern durch Anwenden des Distri--

v butivgesetzes.
4. Schritt: Man vereinfache die beiden Terme der Glelchung durch Zusammen-
fassen der Summanden, die die Variable enthalten, bzw der Sum-
_ manden, die die Variable nicht enthalten.

5. Schritt: Man addiere einen Term, der die Variable enthilt, zu beiden Ter-
men der Gleichung, so dal die Variable in einem Term der Glei-
chung nicht mehr auftritt.

6. Schritt: Man addiere einen Term, der die Variable nicht enthalt zu beiden
Termen der Gleichung, so da$ der eine Term der Gleichung die
Variable enthilt, der andere Term der Gleichung die Variable
nicht enthilt.

7. Schritt: Man dividiere beide Terme der. Glelchung durch den Koefﬁz1enten
der Variablen, falls dieser ungleich Null ist. 4

8. Schritt: Man gebe die Losungsmenge beziiglich des vorgegebenen Losungs-

' grundbereiches an. :

BEISPIEL 9 (5.1.2.):
Man 16se die Gleichung
1 2 1 1 5 : . .
3 + otil 2@rD) wTi + 3 (der Grundbereich sei @).
Beziiglich der oben angegebenen Schritte ergibt sich hier:
1. Schritt: Als groBtmoglicher Losungsgrundbereich beziiglich G kann gewiihlt
: werden . ,

Lo={z;2€C G N\ x +— 1}

\

2. Schritt: Der Hauptnenner der in der Gleichung a,uftretender} Briiche ist

8 (x4 1). o /
Da z #+ — 1, ist die Multiplikation mit 8 (z 4 1) im gewéhlten Lo-
sungsgrundbereich eine dquivalente Umformung. Es ergibt sich
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8@+l | 2:8@+]) S@LD) BEt1) 58t

2 7 x4+ 1 2@+1) z+1 ‘ 8
Daraus erhilt man 4 (x+ 1)+ 16 —4 =8 4 5 (x 4+ 1)
3. Schritt: 4x+4+16—4—8+5x+5 o .
4. Schritt: 4%+ 16 = Bz + 13 -
5 Schritt: Will man erreichen, daB im rechten Term der Glelchung die Va-
‘riable nicht mehr enthalten ist, so muB — 5 a,ddlert werden.
— x4 16 = 13
6. Schritt: Man addiert — 16:
—z=—3.
7. Schritt: Man dividiert durch — 1:
z=3.
: Dle Losungsmenge dieser Gleichung ist L = {3}.
8. Schmtt Da die Gleichung z = 3 zu der gegebenen Glelchung im Losungs-

grundbereich &quivalent ist, kann die Lbsungsmenge der Aus-
) gangsglelchung ebenfalls angegeben werden.

Esist L = {3}.

Beim Losen weiterer Gleichungen (und spéter auch. Unglelchungen) verzichten
wir auf die exphz1te Angabe der einzelnen Schritte.

Wir begniigen uns zunéichst mit einer kurzen Darstellung, in der wir die aus-
zufithrenden Opera.tlonen rechts neben der Gléichung festhalten.

Spéter verzichten wir auch darauf.

BEISPIEL 10 (5.1.2.): ’
Man gebe die Menge - .
‘ ' 1- 2 3
L=3x;2€E P\ —1<x<4A — = —
v z—1 "z@xz—1) =

' elementweise an.

Aus der Aussageform ergeben sich hier
| " B = Pund Lg = {x; xEP/\—1<x<4/\x#0/\x=l=1}

Eine mogliche kurze Darstellung der dquivalenten Umformung ist folgende.
' 12 3

‘z—1 z@—1) =& rele—1)
| . z—2=3(—1)
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L1
Es ist—2—§_ Ly, also gilt: L = {E} .

Da bei den dquivalenten Umformungen Rechenfehler auftreten kénnen, ist es
zweckmiBig, die Richtigkeit der Losungen zu iiberpriifen. 7 .
Eine Belegung der Variablen einer Gleichung bzw. Ungleichurg ist genau dann
eine Losung dieser Gleichung in einem Lésungsgrundbereich, wenn diese Be-
" legung im Losungsgrundbereich enthalten ist und die Gleichung in eine wahre
Aussage iiberfiithrt. Es geniigt also, die Variablen der Gleichung bzw Un-
gleichung mit ,,l6sungsverdichtigen” Elementen zu belegen.
Erhéilt man eine wahre Aussage, so ist die gefundene Belegung eine Losung
der gegebenen Gleichung bzw. Ungleichung. Erhéilt man eine falsche Aus-
sage, so ist diese Belegung keine Losung. Man bezelchnet dieses Verfahren der
Uberpriifung der Losungen als ,,Probe“.

Wir fithren die Probe fir Beispiel 10 (5.1.2.) aus.
. 1
Belegt man im linken Term 7, (x) der Gleichung die Variable z mit;, so

ergibt sich

i

. -1 —f{——1
2 2\2

o (L)t 2
‘,1(5)' 1 1 1

-3 s(-9)

bzw: T1<E)=——2+8,> calso T (E) = 6.

und weiter

: . . / .
\ ) ' [

L ) 1 . .
Belegt man im rechten Term 7', (x) die Variable x mit 5 80 erhilt man
e 3
3 =1
2

7 [002513] . ) .97




B 1 . . L. v 4‘ . ) : }
also™ T, (—): 6. A

‘

‘ ' . ‘ |
Vergleichen wir 7', (3) und 7', ( ) so entsteht mit T1 ( 1) =T, (%)

: ! 7 v .
eine wahre Aussage, d. h., n ist eine Losung der gegebenen Gleichung.

5.2. ~ Gleichungen mit mehr als einer Variablen
5.2.1. I Vorbemerkungen

In Teil 5.2. untersuchen wir Gleichungen mit mehr als einer Variablen. Dabei
beschréinken wir uns auf Gleichungen, in denen dle Variablen nur in der ersten
Potenz auftreten. :
DEFINITION 1 (5.2.1.): ’
Eine Gleichung heiBt eine lineare Gleichung mit
" n Variablen genau dann, wenn sie durch aqmvalente
Umformungen in die Form =
Cam eyt @,y n_l—lianm,,v;b
(@, +0;i=1,2,. .,n) ‘
gebracht werden kann.
s . .
Sei die Menge B ein Grundbereich einer linearen Gleichung mit # Variablen,
so ist nach Definition 7 (4.2.) eine méogliche Losungsgrundmenge stets Teil-
menge'der Produktmenge B X B X-... X B= B". ' ‘
Die Anzahl der ,Faktoren“ dieser Produktmenge entspncht der. Anzahl der |
Variablen in der gegebenen Gleichung. ‘ s
edes geordnete n-Tupel aus einer solchen Losungsgrundmenge,q das dle ge-
-gebene Gleichung in eine wahre Aussage iiberfiihrt, ist nach Definition 8 (4.2.)
und Definition 9 (4.2.) ein’ Element der Lisungsmenge der gegebenen Glel-
chung bezughch des vorgegebenen Losungsgrundbereiches. .

SATZ 1 (5.2.1.):

Es seien. 3

(1) ez 493234+ ... +a,2, =5
(@;*0;i=1,2,..,,m) -



eine lineare Glemhung mit n:/V arlablen in einem
'Grundbereich B und . :
Ly=M; X My X ... x M,
_ eine vorgegebene 'Lﬁsungsgrundmenge 'mit
S Lg&SBXBX...XB.
’ "~ Dann gibt es zu (n — 1) beheblg vorgegebenen Ele-
menten :
¢ € My, ¢, € Mg,..., 1€M
_hochstens ein Element Cys SO daﬁ das geordnete
n-Tupel
egs 2300 a5€,_15 €]
eine Losung der gegebenen Glemhung bezughch des
Losungsgrundberelches ist.

| 1

Beweis: ' ' ' | o
Belegt man die Varla,blen i, Ty - - - - unter Bea)éhtung der Indizes mit
den vorgegebenen Elementen ci, ¢y, . . ., O, 8O stellt der Term

‘ a101+a202'+'---1+ -1Cn-yg ’ N \
eine eindeutig bestimmte Zahl d, dar ‘ '
Damit kann Glelchung (1) nach erfolgter Belegung in der Form

@ d+ayz,=b (a, + 0) -

\

.éschrieben werden. . .,
leichung (2) ist eine lineare Glelchung mlt genau einer Variablen. Aqui-
valent zu (2) ist

. b—d.

®, = ——.

n / a‘n_ )

b—d b—d . e
Wenn - GM 8o ste]lt P das ‘eindeutig bestimmte Element ¢, dar.
Gilt — ¢ M,, so gibt es kein Element c, der geforderten Art. q.e.d.

. n ! . . E . .

1

Folgerung: Eme lineare Glelchung m x1 +arzy ... +a,2,=0 (a;+0;
1=1,2,...,n) mit » Variablen hat im Losungsgrundberelch der reellen
Zahlen unendlich viele Lgsungen.
Die Giiltigkeit der Aussage ergibt sich daraus, da fur jede beheblge Belegung
der Variablen x,, 2, . . ., %,_, (Wovon es unendhch viele gibt) gllt
b—dcp .
T a :

n o




BEISPIEL 1 (5.2.1.):

~ Man gebe eine Losung der Gleichung

(1) 3.’1;1-}— 2902— 4m3—l— 2:64—|-3x5= 5

beziiglich P an. '

Der LosungsgrundbereichseiLg = P X ... X P = P5,

“Wir geben uns zuniéichst im Sinne von Satz 1 (5.2.1.) vier bel1eb1ge reelle
Zahlenvor,z. B. ¢; = —1;¢y = 2; ¢3 = 0; ¢f = —2.

Nach entsprechender Belegung der Variablen z, . . . A erhilt nan aus (1)
3-(—1)1+2.-2_4- 0+2( 9) + 8z5 = 5 bzw.

(2) — 8 4 325 = 5.

Aquivalente Umformung liefert

54 3

X5 = 3

8
x5=§-

8
. Damlt ist die Losungsmenge von Grlelchung (2) L = { 3 }
Nach Satz 1 (5.2.1.) ist das geordnete Zahlentupel

8
[—-1; 2;0; —2;—]
3

eine Losung der Gleichung (1).

~

5.2.2, Lineare Qleichungen mit zwei. Variablen
Aus Definition 1 (5.2.1.) ergibt sich fiir den Fall n = 2 Definition 1 (5.2.2.). l '

DEFINITION 1 (5.2.2.): ‘

Eine Gleichung heit eine lineare Gleichung mit zwei
Vatiablen genau ‘dann, wenn sie durch #quivalente
Umformungen in die Form

ax + by =c¢ (a, b=|=0)

gebracht werden kanne

Bemerkung: Die Elemente der Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Varia-
blen sind geordnete Zahlenpaare. Die Losungsgrundmenge ist eine Produktmenge
M; x My & B X B, wobei B der Grundbereich der gegebenen Gleichung ist.
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SATZ 1 (5.2.2.):
Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen
(ax +by=c (a,b=+0;abcE P
hat in Ly = P X P unendlich viele Losungen.

Beweis: ‘
Belegt man zum Beispiel die Vanable x mit einer beliebigen reellen Zahl r, so ist

stets-

w‘-'rGP. )

c—ar
b

Formt man die Gleichu-n’g (1) .ii.qﬁiv;a,lent um, so entsteht y =

Ausar€ Pfolgt

¢c—ar€P
und weiter N ' :
c—ar :
———C€ P.
b
. c—ar o
Also gilt [r; T]E P x P firallereellen Zahlen r.

Das heifit, es gibt unendlich viele geordnete Paare aus P X P, die Losungen
der vorgegebenen Gleichung sind, . q.e. d.

An den Beispielen 1 (5.2.2.) bis 4 (5.2.2.) wollen wir zeigen, welche Arien von
Lésungsmengen bei einer linearen Gleichung mit zwe1 Variablen im Bereich der
natiirlichen Zahlen auftreten kénnen.

BEISPIEL 1 (5.2.2.):
Man gebe die Losungsmenge der Glelchung 6x + 2y = 11 beziiglich
Lg= N X N an.

Im Sinne von Satz 1 (5.2.1.) belegt man die Variable z mlt 0,1,2,3,...und
ermigtelt eine mogliche zugehdrige Belegung fiir y.
Dann erhilt man

a) bei Belegung von z mit 0: N

11.
6-0 4 2y = 11, dhy_?

Es i'sstl—z1 ¢ N, also [O;l—;] ¢N X N.
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b) Béi Belegung vdn xmit 1:

6.1+ 2y - 11, d. h. y =.#.bzw. Y =-§.‘
- Esist [1;%] GEN X.N
“¢) bei Beleguh‘g von x mit 2: -
6- 2—|—2y—11 dhy L—zjibzw.y;_'%. .

E51st[2 ———] ¢N X N.

. Jede Belegung von z mit einem Element 2 > 2 liefert stets y < 0.

Damit gilt: L = (.

) . o )
BEISPIEL 2 (5.2.2.): |

Man gebe die Losungsmenge der Glelchung 3m + 2y = 12 beziiglich
L= N XN an.

Man erhalt nach dem Verfahren im Belsplel 1(5.2.2. )
= {[0; 6], [2 31, [4;0]}.

BEISPIEL3(522) SRS o :
Man geb(e die Losungsmenge der Glelchung 3x — 2y =12 bezugheh
LGl =N X Nan. . A
Die Losungsmenge-diéser Gleichung enthlt unendllch viele Elements.
Es ergibt sich . :
L ={[4;0], [6:3], [8:6], [1059),..}
und, mit Hilfe einer Aussageform angegeben, ' 4
| L B3z —12
— e rxyay =222

i

Das auf Sva'.tz 1 (5.2,1.) beruhende Verfahren der rechnerischen Ermittlung der

Losungen einer Gleichung mit » Variablen wird bereits im ‘Mathematikunter-

richt der Unterstufe benutzt. Das Belsplel 4 (5.2.2,) ist [6; Klasse 2] ent-

‘nommen.

\

BEISPIEL 4 (5.2.2.): .
Esist die Gleichungz 4 y = 3 vorgegeben A
Man gehe von. der Frage aus:
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Wie groB ist y, wenn z =0, SRR - ot
wenn gz =1, ' ’ '

wenn x = 2, ‘ ,

' wenn % =37 " . 1 B

N

Diese Aufgabenstellung entspnc,ht dem Problem, eine vorgegebene hneare
'Gleichung mit zwei Variablen in Ly = N X N zu losen.
Mit den q.ns zur Verfiigung stehenden Mitteln kann die LﬁsungSmgnge mit

= {[0;3], [1;2], [2:1], [3; 0]}

angegeben werden.

i ‘ o '
- 5.2.8. Diophantische Gleichungen mit zwei Variablen

In Teil 5.2.3. wollen wir ein Losungsverfahren fiir diophantische ‘Gleiéhung‘en
mit zwel Varlablen angeben.

¢

: DEFI_NITION 1(5.2.3.): ,
Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen
‘ax +by=-c (a-b =+ 0) ' !

heilt eine diophantische Gleu;hung mit zwei Va.nablen ,
genau dann, wenn a, b, ¢ ganze Zahlen sind und der
Losungsgrundberexch @ X G ist.

Es kommt also darauf an, alle ganzzahligen Lﬁsungen einer Gleichung
aw—l—by-—c mit a, b, c€ Gund a,;b &+ 0

zu ermitteln. - N :

Wir erinnern an dieser Stelle an Satz 1 (5.2.2.), den wir hier Veremf&chb w1eder- '

geben. . o

SATZ 1 (5.2.3.):
, Eine dlophantlsche Gleichung
az + by'= ¢ . '
. o hat genau dann mindestens eine Losung, wenn der
' © grofite gememsame Teiler von a und b aueh ein Teiler
von ¢ 1st : <.

/

/

\ .
BEISPRIEL 1 (5.2.3.):
In [6; Klasse 2] finden wir die.Gleichung ’

Mat+bdb=4
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Il

Die Schiiler ermitteln durch systematisches Probieren im Bereich der natiir-
lichen Zahlen die Losungen und tragen sie in eine Tabelle ein. = '

a b a+b

o Z z

1 3 4 1

2 2 4 N
3 1 4

4 0 4

Wir fassen die gegebene Gleichung als eine diophantische Gleichung auf,
suchen also alle ganzzahligen Losungen dieser Gleichung.

Zu Gleichung (1) &quiyalent ist die Gleichung

(2)a =4 —b.
Das Problem besteht darin, alle ganzen Zahlen b zu finden, fiir die ¢ ebenfalls .

eine ganze Zahl ist.
" Indiesem Fall gilt

Wir geben die Lésungsmenge L an.
L={a;bl;a=4—bAbEG

’

BEISPIEL 2 (5.2.3.):
Man 16se die diophantische Gleichung

(1) 16z + 17y — 18.°

Man 16st Glelehung (1) nach einer der beiden Variablen auf. Dann entsteht
z. B. ‘ '

' 18 — 17
@o= -
~ Jetzt fithrt man die Division (18 — 17y) : 15 aus und erhalt o
: » ‘ /
Damit ist die Gleichung
@ o—t—y+- 2L o ’
i ‘15

zur Gleichung (2) dquivalent.
Man sucht alle ganzen Zahlen y, fiir die x ebenfalls eine ganze Zahl w1rd d. h
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man muB y 8o bestimmen, da8 B

3— 2y
) ——=
Aus (4) ergibt sich _ .

3 — 15n; o
Oy =—5— o N
Man fithrt die Division (3 — 15n,) : 2 aus und erhalt
ol —my

2

= ny und ny € Gist.

(6) y =.1— Tny +

. T 1—n
Es ist y sicher dann eine ganze Zahl, wenn - L = n, und n, € G.

Daraus ergibt gich
=1— 2m,.
Man setzt 1 — 2n2 fur ny in Gleichung (5) ein. Dann ist
3— 15 (1 — 2ny) '
T 2
y=— 6+ 15m,
Setzt man — 6 < 15n, in Gleichung (2) fiir y ein, so ergibt sich
Lo 18— 17(— 6 + 15m,) '
15
= 8 — i7n2
Wennn,€ @,s02€ G\ y € G.
Als Losungsmenge L von Gleichung (1) erhiilt man .
. L={zy;x=8—1Tng Ay = — 6 + 150, A ny € G}.
Wir geben einige Elemente der Losungsmenge in einer Tabelle an.

]

ng | y [z59]

—2| 42 | —36 [42; — 36]
1} 2 | —e2t |25 — 21]
0 8 | — 6 | [8 —6]
1| — 9 9 | [—9;9]

2| —28 24 | [— 28; 24]
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: BEISPIEL 3 (5.2.3.): '

Auf einer Tafelwaage sollen 270 g eines Stoffes abgewogen werden. Es stehen )
nur Massestiicke zu 20 g und 50 g-zur Verfiigung: Wir bezeichnen mit « die
Anzahl der zu einer Wigung benutzten 20 g-Massestucke und mit y die Anzahl

der 50g-Massestiicke. |

Dann wird durch die Gleichung

: x-20g—]—y-50g= 270g

der Sachverhalt wiedergegeben.
Das Problem besteht im Losen der dlophantlschen Glelchung

20z 4 50y =-270..

i

Dlese Glemhung 1st aqmva,lent Zur Glelchung - :
‘ 2z + 5y = 27.
Auﬂﬁsen nach z hefert
27— by
,, 9
‘Nach Divigsion erha,lteﬁ Wir

x—m—ﬂ,+—~z )

Es sei _yenlﬁndniea,d.}gh
y=1— 2n,. , ‘ Y
Einsetzen liefert - ' ) ' . ”
27.— 5 (1 — 2my)
v — A= 2%) _ 4 4 5n,, .
\ 2 -
Also gilt stets: Wennn, €@ — y€EG A 2€ G, d. h.
'={mm'x=1L+&mAy=1—2mAmEG$

Wir benutzen eine Tabelle, (7 107) um elmge Elemente dleser Losungsmenge
anzugeben. - /
Die gegebene diophantische Gleichung hat also unendlich wele Losungen

Welche Moglichkeit zur Wégung benutzt wird, hingt u. a. von der Anza,hl der
vorhandenen Massestiicke ab.

Bemerkung: Die Vorzeichen sind wie folgt zu mterpretmren,
Positives Vorzeichen bedeutet, daB die Wagestiicke auf der Schale 11egen, a.uf der dle
zu bestimmende Masse nicht liegt.
Negatives Vorzeichen heift, die entsprechende Anzahl von Wagestucken liegt -auf der
Schale, auf der auch das zu Wagende Massestiick liegt.

[
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—2 1

—1 ‘6 i
0 11 '
1} 16 | —
2| 21 |-
3|1 26 |—

gnw»—ul-fwcl‘ﬂ-

5.2.4.

Systeme linearer Qleichungen mit zwei Variablen.  +

[

\

3
'

“In Tell 5.2.4. wollen wir uns auf die Untersuchung von Systemen hnearer
Gleichungen mit zwei Variablen beschrinken. :
Die hier erlauterten Begriffe und einige wesenthche Aussagen sollen in Teil
5.2.5. verallgemeinert werden.

S

DEFINITION 1 (5.2.4.):
Ein System der Form

Hi (xf. y) '

H2 (x’ y) i

heilt ein System von zwei linearen Gleichungen mit
zwei Variablen genau dann, wenn die Aussageformen
Hy (z,¥) und H, (z,%) lineare Gleichungen mit
héchsténs zwei Variablen sind. ‘ -

Man schreibt im allgemeinen. 2
a4+ by = o]
0w + by =

(a,i, bi’ Ci‘E P; 4=-1, 2)

I3

Das Problem besteht im folgenden darm, Lésungen solcher . Systeme von
Gleichungen zu ermitteln.

Dazu deﬁmeren wir zunachst einige wesentliche Begrlffe

’
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BEISPIEL 1 (5.2.4.):

DEFINITION 2 (5.2.4.): ‘ ' N
Unter dem Losungsgrundbereich L, eines Systems von
linearen Gleichungen mit zwei Variablen versteht man
die Menge aller geordneten Paare

fd; e € B x B, A

fitr die bei Belegung der Variablen # mit d und der
Variablen y mit ¢ sowohl die eine als auch die andere

. Gleichung-des Systems in eine (wahre oder falsche)

Aussage iiberfithrt wird.

DEFINITION 3 (5.2.4.): _
Ein geordnetes Zahlenpaar [d; €] heiBt eine Liosung
eines Systems linearer Gleichungen

Hy (2, )

Hs (», 9)

genau dann, wenn die Belegung der Varidblen z mit d

" und der Variablen y mit e sowohl die eine als auch die

andere Gleichung des Systems in eine wahre Aussage
iiberfithrt und [d; €] € Lg ist.

DEFINITION 4 (5.2.4.):

Unter der Losungsmenge eines Gleichungssystems be-
ziiglich eines vorgegebenen Losungsgrundbereiches
versteht maﬁ die Menge aller Losungen dieses

Systems in diesem Losungsgrundbereich.

Man ermittle die Losungsmenge des Glelchungssystems

(1) 4+ 2y=6

(2) 83z + 2y = 14, wobei Ly = N x N.

Man gibt zunéchst die Losungsmengen der beiden Gleichungen in bezug auf
den vorgegebenen Losungsgrundberelch an.

Esgilt: L, = {[z; y] : [2; y]eNxN/\erzy_—_Ae}‘

bzw elementweise

| L, = {[0;3], [2:2], [4;1], [6;00} |
und Ly = {[z;9] : [2; y]EN X N/\ 3z + 2y = 14}

bzw. elementweise

L, = {[0 71, [2:4], [4; 1]}
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N ach Definition 3 (5.2.4.) ist ‘das geordnete Paar [4;1] eine Losung diéses
Gleichungssystems, da [4;1] eine Losung beider Gleichungen des Systems ist.
Da. es kein weiteres Element dieser Art gibt, ist die Losungsmenge des Systems

L = {[4;1]}.

- SATZ 1(5.2.4.):
Wenn :
L, die Losungsmenge einer linearen Gleichung
H, (z, y) mit genau zwei Vanablen beziiglich eines
' Losungsgrundbereiches L{ und
L, die Losungsmenge einer linearen Gleichung ,
H; (z, ¥) mit genau zwei Varlablen bezugllch eines
Losungsgrundberéiches L) ist,
so ist-die Losungsmenge L des Glelchungssystems
H1 (x’ ?/)

" Hy (2, y)
~ beziiglich L, gleich der Durchschmttsmenge von Liv

- und Ly, also - ) ,

L =1L, N L. Co !

i

Beweis:
- Nach Definition 3 (5.2.4.) enthilt die Losungsmenge eines Glelchungssystems .
alle die geordneten Paare, die beide Gleichungen in eine wahre Aussage tiber-
fithren. Das ist aber nach der Definition der Durchschnittsmenge d1e Menge

Ly N L.
Weiter folgt aus L, & LY und L, & L

LinkL, & Lm nLy, . ¢
also L € L,
Bemerkung: Die Losuﬁgsmenge eines solchen Gleichungssystems ‘kann  nach Satz
1 (5.2.4.) durch

= {lo; 9] : [239] € La A Hy (@, 9) A Hy (@ 9)}

‘dargestellt werden.

DEFINITION5 (5.2.4.): ' |
1 Zwei Systeme linearer Gleichungen mit den gleichen
Variablen heilen in einem Losungsgrundbereich dqui-
valent genau dann, wenn sie in diesem Lésungsgrund-
bereich ein und dieselbe Losungsmenge haben. =

&t

109




.valent umgeformt werden. o )

i “

Wit betrachten emige der wesenthchsten Moghchkelten, zZu emem vorgegebenen
Glemhungssystem ein dazu aqulva,lentes Glelchungssystem zu gernnen -

1. Umformungen emzelnea Glewkungen des Systems, ohne Benutzung anderqr
Gleichungen des Systems _ T %

Es gilt: : ' ' Y

Jede Gleichung eines Glemhungssystems kann durch eine Gleichung ersetzt

werden, die beziiglich des vorgegebenen Losungsgrundberemhes dieselbe- -

Loésungsmenge besitzt. R

Das heiBit, jede Gleichung kann im vorgegebenen Losungsgrundberelch aqul-

\

- 2. Umformungen unter Benutzung mehrerer Gleichungen des Systems

Es gilt:- ' L

a) Die Gleichungen eines Systems kénnen ml’oema.nder vertauscht werden.

b) Jede Gleichung eines Systems kann durch eine Gleichung ergetzt werden, die
dadurch entsteht, daB man ein beliebiges Vielfaches emer a,ndereni Glei-

chung! des Systems zu der betrachteten addiert.

Da.s’Ziel der Umformungen von.Gleighungssystemen besteht darin, ein solchés
System zu erhalten, fiir das die Losungsmenge leicht angegeben werden kann. -

7 BN

Zﬁnic’hst folgen einige Bemerkungen zu leicht l('isb]a,re'nv Systemen.

'BEISPIEL 2 (5.2.4.) [6; Klasse 2]:

Berechne b!
Esist (1)a=5
@)b=a-+3 - :

.

‘Wir fassen beide Glemhungen als ein Glelchungssystem in N x N auf und
fragen nach allen geordneten Paaren [a; D], die beide Glelchungen erfu]len
Zu Gleichung (1) ist die Gleichung ' '

a4+ 0:-b=5" o SR
a.qmva.lent . | |
Wir, erkennen, da b mit jeder naturhchen Zahl belegt werden kann und er- -
halten als Losungsmenge von Gleichung (1) > ) .

L = {[5,0], [5:1], [52], [5;3], ..., [5:8], ...}
- ; -, )
1 Unter einem Vlelfachen einer Gleichung wollen wir eine Gleichung verstahen, die. durch Multlphkatlon einer ge-
gebenen Gleichung miteiner von Null verschiedenén reellen Zahl entsteht.
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Fiir die Losungsmenge von Gleichung ('2) ergibt sich
. L, = {[0; 8], [1; 4], [2; 5], [3 6], [4; 7], [5 81, [659],.: .}
Damit ist die Losung des Systems
L=1L, N Iy = {5 8]

Auf dieses umstiindliche Verfahren hitten wir verzichten kﬁmien, da aus

Gleichung (1) folgt, daB nur solche geordneten Paare als Losung des' Systems in

Frage kommen, fiir die das erste Element; 5 ist.
Belegen wir in Glelohung (2) ¢ mit 5, so ergibt sich fiir a4+ 3 der Wert 8.

Also erfiillt [5;8] Glelchung (2), aber auch Glelchung (1) d. h., die Losungs- '

menge des Systems ist ,

= {5;87. “ o
Aus Belsp1e1 2(5.2.4.) entnehmen wir, daB ein System mit zwei Variablen sicher
dann leicht 1dsbar ist, wenn eine der auftretenden Gleichungen genau ‘eine

IVanable enthilt, ‘

. Das Problem besteht also darin, ein gegebenes Grlelchungssystem 80 umzu-

formen, daB ein dquivalentes Glewhungsaystem entsteht, in dem eine G‘rIelchung
genau eine Variable enthalt e

BEISPIEL 3 (‘5.2,4.):
‘Man lose das Gleichungssystem
(1) 200»—3:1/':'1 . R
3z — 4y = 2
im Losungsgrundberelch N x N.
Man multipliziert die erste Gleichung des Systems (1) mlt 3 und dle zweite
Gleichung mit —2. Dann entsteht das System ;
2) 6x—9y=3 ‘ ’ . "
—6x | 8y = — ‘ . o
Es sei Ly die’ Losungsmenge von System (1) und L, die Losungsmenge von
System (2) :
Da die durchgefiihrten Umformu.ngen die' Losungsmengen der emzelnen Glei-
chungen nicht versndert haben, gilt a,uch :

Ll = L2:
" d. h. [#; 9] €Ly < [; y] € L.
Man addiert die beiden Gleichungen des Systems (2) und erhalt d1e Glelchung

30-z—y=—1.
(Mah beachte: Glelchung (3) folgt aus dem System (2), d1e Umkehrung gﬂt

mcht) - \ L : 0

v
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Es sei L die Losungsmenge dieser Gleichung.

Dann gilt:

[¢; ¥1€ Ly — [w; y] € Ly
bzw. [%; y] € L, — o3 y1€ Lo,
also L, € L.

Das heillt: Ein geordnetes Paar [x y] kann nur dann eine Lésung des Systems
. (1) sein, wenn es einé Lsung von Gleichung (3) ist. v
er geben Ljin N X N elementweise an: .

L; = {[O 17, [1;1], [2; 1], [3;1], . . .} »
Es kénnen somit nur solche geordneten Paare Losung von (1) sein, in denen das
zweite Element 1 ist. Damit besteht das Problem nur noch darin, solche Be-
' legungen fiir  zu ermitteln, die zusammen mit der Belegung von y mit 1 ein
geordnetes Paar bilden, das beide Glelchungen des Systems (1) erfiillt. Man
belegt in beiden Glelchungen von (1) y mit 1 und erhilt

2z —3-1=1
. und " 3x—4-1=2
" Daraus ergibt sich fiir beide Gleichungen jewéils

= 2. _
Wenn man y mit 1 belegt; kommt somit fiir z nur die Belegung mit 2 in
Frage.
. Also erfiillt nur - das geordnete Paar [2;1] beide Gleichungen des Systems (1),
d. h.

= {1 | -
Aus den blshengen Betrachtungen ergibt sich, daB dJe folgenden Systeme ein
und d1eselbe Losungsmenge haben.
(1) 22 —3y=1

3 — 4y = 2
(V) 22 — 3y = 1

O — y=—1
(1) 22 — 8y =1,

‘Das in Beispiel 3 (5.2.4.) angewandte Verfahren zum Ermitteln der Lésungs-

menge eines Gleichungssystems wird Verfahren der gleichen Koeﬂizmnten (auch
Additionsverfahren) genannt.

Das Ziel besteht darin, ein System der Form (1’") zu erhalten.
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BEISPIEL 4 (5.2.4.): T
Man 16se das Gleichungssystem ' :

(1) 3z 4+ 2y = &
(2)4m+7y——2
inly=6 xG.-

Das Ziel besteht darin, dJe Glelchungen mlt solchen Fa.ktoren zu multiplizieren,
daB sich die Koeffizienten- einer Va.rlablen nur in bezug auf das Vorzelchen
unterscheiden. ' ‘

Im vorgegebenen Beispiel konnte man Gleichung (1) mlt 7 und Gleichung (2)
mit 2 multiplizieren, dann erhilt man als Koefﬁz1enten der Variablen y in
Gleichung (1) 14 und in Gleichung (2) — 14.

Wir wihlen eine zweite Moglichkeit und multiplizieren Glelchung (1) mit 4 und
Gleichung (2) mit —3, dann entsteht: :

(1) 1224+ 8y = 20
(2) — 122 — 21y =6

Wir addieren Gleichung (1’) und Gleichung (2) und ersetzen Glemhung (2)1 im
gegebenen System durch dJe so entstehende Glelchung
Dann ergibt sich :

(1) 3z 4 2y =5

(27) — 13y = 26

Gleichungb (2”) liefert
—_2 ,
Wir setzen —2 fiir y in Gleichung (1”’) ein und erhalten
3a'— 4 = b,
d. h. z=3.
Die Losungsmenge des gegebenen Systems ist

= {[3; —21}.

Wir betrachten jetzt die Arten von Losungsmengen, die bei linearen Glelchungs-
systemen mit zwei Varlablen auftreten konnen.

SATZ 2 (5. 2 4. )

Es sei

H1 (x, ?/)

H2 (x’ y)

ein System linearer Gleichungen und

Ly = B x Bder Losungsgrundberelch des Systems.
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Dann gibt es

a) entweder genau ein geordnetes Zahlenpaar, das
Losung des Gleichungssystems bezughch des
.Lésungsgrundbereiches ist;

b) oder kein geordnetes Zahlenpaar, das Losung des
Gleichungssystems beziiglich des Losungsgrund-
bereiches ist,

¢) oder die Losungsmenge des Gleichungssystems be-
ziiglich des Lijsungsgrundbereiches ist gleich der
Lésungsmenge von H, (z, y) und gleich der Losungs-
menge von H, (z, y) bezughch des Losungsgrund-
bereiches.

Beweis:
Es seien : ’ Lo .
ax —+ bly =0

@ + biy = &

ein lineares Gleichungssystem und

Lz =B X Bder Losungsgrundberelch des Systems.
Man wendet das Verfahren der gleichen Koeffizienten an und erhilt aus

(1)a1x+biy=61 'az I1 - \
(2) agx 4 byy =0 |- (—ay) l

das System

(8) @@z + b1axy = aqcy

(4) —aayx — aybyy = —a 6y -

Addition von (3) und (4) liefert
(5) (bray — a1by) y = azey — ayc,.

1. Fall: biaz — a1b2 =+ 0
Dann ergibt sich

A9C4 — A3Cy

(6)y =

Der rechte Term sei hier mit ¢ bezeichnet.

Wenn g € B,so L = (.

Wir belegéen y in (1) mit g. Es entsteht:
o + big=c¢

und weiter, falls ay =+ 0,

b1ay — ayby '

1 Gleichung (1) wird mit ¢ und Gleichung (2) mit -a, multipliziert. AnschlieBend werden beide Gleichungen addiert.
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¢y — byg
Q4. )
Der rechte Term von (7) sei mit p bezeichnet. Ist p €& B,so L = . Die Terme p

und g stellen eindeutig bestimmte reelle Zahlen dar, so daB, falls [p; ¢q] € L,
" ist, die Ltisungsmenge genau dieses Element enthiilt.

() z =

Wir fassen zusammen : ‘ :
Wenn [p; ¢] € Ly, 50 L = {[p; q]}
wenn [p; ] € Ly ,so L = .

Das heifit: Das System hat in diesem Fall hichstens eine Losung.

2. Fa”.' biaz —_ albz =0
a) @9Cy — @ Cy F= 0
Dann gibt es keine Belegung fur y, die Gleichung (5) in eine wahre Aussage
tiberfiithrt.
Das heiflt: Unabhéngig von Ly gllt
L=g.
b) A9Cy — Gy Cqg = 0
Dann iiberfithrt jede Belegung von y Gleichung (5) in eine wahre Aussage.
Das Gleichungssystem
(Dagz+ by =¢
(8) 0-y =0 , .
ist in diesem Falle zu dem gegebenen Gleichungssystem squivalent.
Da die Losungsmenge des Systems, das aus:den Gleichungen (1) und (8) be-
steht, der Losungsmenge von Gleichung (1) entspricht, ist die Losungsmenge
des vorgegebenen Systems
@z + by = ¢
A% + byy = ¢y
gleich der Losungsmenge von Gleichung (1),
d. h.,esgilt:
L =1L, '
In analoger Weise erhilt man ebenfa,lls L= L2, also ist in diesem Fall

L=1L, = L,

Bemerkung: Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen, wenn L; und L,
unendliche Mengen sind.

Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so gilt:
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. Entweder L =
oder L = {[p; q1}

Qder . L = -E1 = LZ:
BEISPIEL 5 (5.2.4.):
Man l6se das Gleichungssystem

(1) 32, + 4a, = 18
(2) 22, + 3z, = 13

inL; =@ X G.
Es ist hier b,a; — a1b2 - —1.

(

I

Damit hat das System nach Satz 2 (5.2.4.) hichstens eine Losung in Lg

Wir wenden das Verfa.hren der gleichen Koeffizienten an.

(1) 32, + 4x2 18

Man erhalt

-2
- (=3)
(8) 6 4 8wy, =36

Addition von (3) und (4) liefert |

(5) —ay = —38,
und damit entsteht

(6) 3z, + 4z, = 18

Einsetzen von“(~7) in (6) ergibt

3, + 12 = 18
bzw. = 2.

Wegen 2€ G und —3 € G ist
L = {[2; —3]}.

BEISPIEL 6 (5.2.4):

Man l6se das Gleichungssystem

(1) 8z + 4z, = 18
(2) 6y + 8y = 10

in LG‘ = .N X N-
Es ist hier bjay — @by = 0

und ayy — @469 = T8,
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: Damlt hat da,s Glelchungssystem nach Satz 2 (5 2.4.) keine Losung .
Wir wenden trotzdem das Losungsverfahren an, um zu erkennen, welche Be-
sonderheit in diesem Falle auftritt. -
Man erhilt aus '

(1) 8wy + 4y =18 - (—2) | -
(2) 6z + 8xy = 10| - 1 .
das System.

(8) —6x; — 8wy = —36 o ,
(4) 6%1 + 8a:2 = 10 . ) "

Addition von (3) und (4) liefert

(5) 0 = —26.

Das ist eine falsche Aussage. Man sagt in diesem Fa.ll

Die Gleichungen des Systems stehen zueinander im WlderSpruch

’

BEISPIEL 7 (5.2.4.): |
Man 15se das Gleichungssystem . S \ y
(W) @+2m=6 = I

(2) 2y + 42y = 12 | ' |

inLg=N X N. S ‘ R
Es ist hier bjag — @by = 0
bzw. @scy — ayCy = 0.

Damit stimmt nach Satz 2 (5.2.4.) die Losungsmenge des Glelchungssystems_
mit den Losungen jeder einzelnen Gleichung iiberein. In unserem Beispiel ist
Gleichung (2) das Zweifache von Gleichung (1). Damit haben beide Gleichungen
dieselbe Losungsmenge.

Man sagt in diesem Fall: N '
Die beiden Gleichungen des Systems sind vonemander abhingig.
Die Losungsmenge ist

L = {0;3], [2:2], [4;1], [6;0}.

BEISPIEL 8 (5.2.4.):,
Man 16se das System

(1) 22 — 8y = 4

(2)6x + 2y =1
L =GXGa.. 4
Es ist hier bya, — by = —22.
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Damit hat das System nach Satz 2 (5.2.4.) hochstens eine Losung im Losungs-
grundbereich.
Man erhilt aus

(1) 22 — 3y = 4| - (—3)
(2) 6z +2y=1|-1

das System

(3) —6x + 9y = —12

(4) 6z + 2y = 1.

Addition von (3) und (4) liefert
11y = — 11.

Es ergibt sich das System

(B) 22— 3y =14

(6) y = —1.

Nach Einsetzen von (6) in (5) erhalt man
2x + 3 = 4,
1

d. h. 2z = —.
2

1
Wegen [E; — 1] ¢G X Ggilt

L = @. /
BEISPIEL 9 (5. 2 4.): ‘ :
Wieviel Tonnen Stahl mit 0,59 Kohlenstoﬂ'gehalt und wieviel Tonnen Grau-
guB mit 2,59, Kohlenstoffgehalt ergeben zusammengeschmolzen 12t mit
1,459/, Kohlenstoffgehalt? ‘
Es sei = die MafBzahl der Masse des Sta.hls und y d1e MafBzahl der Masse des
Graugusses.

Dannist xt + yt = 12t
bzw.  z} y = 12.

B‘ezﬁglich des Kohlenstoﬁ'gehaltes gilt

J

iy, 18
"Tooo 7Y Too0 10000

bzw. 502 - 250y = 1740.
Der Sachverhalt kant also durch folgendes System linearer Gleichungen dar-

gestellt werden.
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) 2+ y=12
(2) 5% + 25y = 174
Daraus ergiﬁt sich
(1 —52 — 5y = —60
(2) Bz + .26y = 174

—5z — b5y = —60

20y = 114

Damit ist y = 5,7.
. Einsetzen in (1) liefert

_ xr = 6,3.
Also - L= {[63;57]}
Das heit auf den gegebenen Sachverhalt bezogen:

6,3 t Stahl (0,59, Kohlenstoffgehalt) und 5,7 t GrauguB (2,59, Kohlenstoff-
gehalt) ergeben 12 t mit 1,459, Kohlenstoffgehalt.

BEISPIEL 10 (5.2.4.) [6; Klasse 2]:
Setze die fiir @ und b errechneten Zahlen in die dritte Gleichung ein!
Uberpriife damit, ob du @ und b richtig errechnet hast! -

(1) 87 + a = 52
(2) 68 + b = 94

3 a4+ 0b=41

Es wird hier vorausgesetzt daB die Losung des Glelchungssystems das aus
Gleichung (1) und (2) besteht, auch Lésung von Gleichung (3) ist. Damit miite
es moglich sein, Glemhung (3) durch dquivalente Umformungen aus Gleichung
(1) und Gleichung (2) zu erhalten.

Wir addieren Gleichung (1) und (2). Es entsteht

374+ 68 +a-b=>521 04 '

bzw. a+b—52—|—94—37—68

d. h. o+ b= 41,

Gleichung (3) ergibt sich also aus den Gleichungen (1) und (2). Damit ist
. Gleichung (3) zur eindeutigen Angabe der Losungsmenge nicht erforderlich.
Wir sagen in diesem Fall, dafl das System

(1) 37 4+ a = 52 '

(2) 68 + b = 94

(3) @ --b = 41

iiberbestimmt ist.
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Zwei der gegebenen Gleichungen relchen zur eindeutigen Ermlttlung der

- Lésungsmenge aus. _
Es ist hier L = {[15; 26]}.

| 5.2.5.

7

Systeme von m linearen Gleichungen mit n, Variablen

'Nach den Betrachtungen spezieller Systeme linearer Gleichungen (7 Teil

5.2.4.) u\ntqusuch,en' wir in Teil 5.2.5. den allgemeinen Fall.

Die Definitionen der Begriffe ,,Lésungsgruhdbereich“ und ,,Losung® ergeben

DEFINITION 1 (5.2.5.):
Unter einem System von m linearen Gleichungen mit
n Variablen versteht man ein System der Form

0%y A Gy F .. Ay, = by

A%y -+ Goa%s + - . - + Gy, = by

G 1%y + Gia®o + o o+ Opp®, = by,
Dabei heifien die reellen Zahlen
@ (6 ="1,2,...,m;k=1,2, ..\, n)
die Koefﬁzwnten und die reellen Zahlen b; die abso-
' luten Glieder des Gleichungssystems.

P

. sich als Verallgemeinerungen. aus den Definitionen 2 (5. 2 4.) bzw. 3 (5. 2 4 )

(/' 108).

120

DEFINITION 2 (5.2.5.):
“Unter , dem Lésuxigsgrundbereich L eines linearen
Glemhungssystems von m Gleichungen und n Varia-

- blen versteht man die Menge aller geordneten n-Tupel

[e;a9; .. .3 n] € B,

fiir die bei Belegung der Variablen
, mltai, Zo mit ag, .. ., 7, mit a,
_jede der m Gleichungen in eine (Wa.hre oder fa.lsche)

Y

" Aussage tiberfithrt wird.

' DEFINITION 3 (5.2.5.):

Ein geordnetes n-Tupel

[ag; as; - . -5 @) ¢
h=iflt eine Losung eines linearen Glewhungssystems

1



-von m Glelehungen und » Varlabelen genau dann,

wenn die Beleguﬁ der Variablen

zy mit @, z, mit sy, mit a,

jede der m Glelchungen des Systems in eme wahre
Aussage iiberfithrt und, - 2
[ai,mz,._..,an]ELG :

D1e Definition des Begriffs. ,,Losungsmenge entspriéht der xDeﬁnitibp

4(5.2.4.) 7 108).

Wir verallgememern Satz 1 (5. 2 4.) (1 109). T

‘SATZ 1 (5.2.5.):

Sind -

Ly Ls,...; L,

die Lésungsmengen der m (leichungen eines Systems
von m linearen (leichungen mit jeweils genau n

Variablen beziiglich der Losungsgrundberemhe
LY, LY,..., I,

: so ist die Losungsmenge des Systems bezughch '

=LPNILON- NI
gleich der Menge
L= L1 NLyN - ﬂ L,.

Dér Beweis kann analog zum Bewels von Satz 1(5.2.4.) gefuhrt werden,

Wir gehen zunéichst von einem leicht 1osbaren Gleichungssystem aus.

BEISPIEL 1(5.2.5.)

Man l6se das Gleichungssystem

(2) . 8%yt 423+ Bz, =1
(3) 11z + 92, = —16
(4) ' 120, = — 36"

il Lésungsgrundbereich Ly = P X P X P x P. o ;

Man bezeichnet diese Form des Gleichungssystems als Drelecksform

Aus Glelchung (4) folgt

374——-3‘




52, N

Wir belegen in den Gleichungen (1), (2), (3) die Variable z, mit' —3 und erhal-
ten zunéchst aus Gleichung (3)

_w3-—1

Nach Belegung von z3 mit 1 in den Glelchungen (1) und (2) erglbt sich aus
Gleichung (2)

$2 = 2
Wir belegen in Gleichung (1) 2, mit 2. Eis entsteht

: Xy = —1,

\

‘Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist somit -
L= {[—1;2;1; —3]}.

Ein Gleichungssystem ist also sicher dann leicht 16sbar, wenn es m Drelecks-
form gegeben ist. 4

Das Problem besteht im folgenden darm ein vorgegebenes System linearer
Gleichungen in ein System in Dreiecksform zu transformwren das dleselbe
Losungsmenge wie das vorgegebene System hat.

Dieses Verfahren wird das Gavsssche Eliminierungsverfahren genannt

Das in Teil 5.2.4. betrachtete Verfahren der gleichen Koeffizienten (7 112)
entspricht einer solchen Transformation in Dreiecksform.

Wir setzen im folgenden voraus, da die in Teil 5.2.4. anigegebenen aqdiva,lenten
Umformungen von Gleichungssystemen auch im allgemeinen Fall (m Grlelchun-

gen, n Variable) angewendet werden kénnen.

Gegeben sei ein System von m linearen Gleichungen mit n Variablen..

. 1 )
(1) @y + apxs 4+ ...+ 4,2, = by —ay | — 3 — O
(2) aym + apxy + ...+ 43,7, = by et
(3) @y m + vywy 4 ...+ a3,%, = b3 a1y
(M) @y Ty + Gy o + - -+ By Ty =Zi ' ey !
Wir nehmen an, daf alle Koeffizienten a,; (¢ = 1, 2 .., n)in Gleichung (1)

von Null verschieden sind (anderenfalls Vertauschen wir die Gleichungen des
Systems, so daB die erste Gleichung diese Bedingung erfiillt), und fithren die
rechts neben dem System gekennzeichneten Umformungen aus. Es entsteht ein
System der Form :
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(1) auw 4 s +apps + .. —|— Gy, T, = by
L ’ ’ ’ ’ ’ ’
(2) 02y + ayzy + a2?x3+...+a2nxn=b2 — Q3 — Qo
' ’ . ’ ’ ’r . ’ ’ AR
(3) 0@ + g%y + G532 + ..o+ Gy T =b | Gy
’ O . N4 ’ I'd '_ b, | rd
(m”) T+ Cpa®s + Bpa®s - - - 4 Gy X = by, ) Gy |

Die Koeffizienten aj, ergeben sich aus den Koeffizienten des gegebenen Systems
mit Hjlfe der Beziehting '

a,k = O ° By — Y
‘ und die absoluten Glieder b; aus
bd = b@ Qg — bi 2 Q;q-

Es seien

L; die Losungsmenge des gegebenen Glelchungssystems

L, die Losungsmenge von Gleichung (1),

. L, die Losungsmenge von Gleichung (2) usw.

Dann gilt auf Grund analoger Uberlegungen wie im Beispiel 3 (5.2.4.):

L,SL,IySLy...,L; S L,

272N -
In Gleichung (2’) mégen alle Koeffizienten von Null verschieden sein, anderen-

falls vertauschen wir Gleichung (2') mit einer der Gleichungen (3'), ..., (m’),
die diese Bedingung erfiillt. -

Wir versuchen jetzt, aus den Gleichungen (3'), ..., (m") die Variable z, zu
eliminieren. Die neben dem System angefithrten Umformungen liefern:

(1) ay o + a2 + @ + - - -+ G = by

(2) 0z + a5m + ag@ + - .« F Gy, %, = by
30 -2z +0- x5 a33w3+. —I—_aanxn = by

V r’ 44 - rzs
(m',)O'm1+O‘x2+am3x3+"'+amnxn=bm9 : Y

wobei gilt
v ’ ’ o, ’ !
Qi = Qi " Qog 7 Uy ° “21;
und b, = b, 3y — 62 Qo

Jetzt ergeben sich weiter folgende Beziehungen.”
LS Ly, LS Lysy .y Ly S Ly
Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, weil entweder keine

weiteren Gleichungen vorhanden sind oder in den restlichen Gleichungen die
Koefﬁzwn‘oqn aller Variablen gleich Null sind. Es entsteht letztlich ein System

der Form:
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A%y + @y + . o A @i T F Oy 1 By o - T %, 7= by
02 + @@y + ...+ Gy F Wiy Ty g+ - o Goy T, = b3 [

0@ 0@+ 0Tt G T e BT, = b,
‘ ‘ S ! . 0= b_r+1
0=t
in dem die Koeffizienten a,y, @ss; . - -, @, von Null verschieden sind. /
Es gilt allgemein:

Die Losungsmenge L; des gegebenen Glelehungssystems ist Tellmenge der
Lésungsmengen jeder Gleichung des zuletzt angegebenen Systems.

Im folgenden verzichten wir auf die Angabe der Terme, in denen der Koeffizient
der Variablen Null ist, wollen aber weiterhin die entstehenden Gleichungen als
Gleichungen mit » Variablen auffassen. Das hat zur Folge, da die Elemente
der Lﬁsungsmel;gen der einzelnen Gleichungen des Systems stets geordnete
n-Tupel sind. ,

DEFINITION 4 (5 2.5.):

Die Zahl r, die angibt, wieviel Glelchungen in dem
/ o auf Dreiecksform transformierten System’ noch min-
’ ’ destens eine Variable enthalten, heiBt der Rang des
Gleichungssystems genau dann wenn das Glemhungs—
system losbar ist. =

Das gegebene Gleichungssystem ist sicher dann ‘nicht lésbar, wenn in dem auf |
Dreiecksform transformierten System mindestens eine der Zaﬁlen byitr -
by, von Null verschieden ist.

'Wir betrachten weiter den Fall, da8 alle Zahlen b, y, . . . , by, gleich'Null sind,
konnen also die letzten,trivialen Gleichungen weglassen. Da,nn hat das System
die Form, die és auch im Falle r =m haben wiirde.

-
N

Essind z'wei Fille zu untersdheiden.

" 1. Fall: r=m, ' | .
d.h., die Anzahl der Glelchungen, die noch mindestens eine Variable entha,lten
entspricht der Anzahl der Variablen des gegebenen Systems.

- Das System hat in diesem Fall die Gestalt:




© (1) ey djg% 4. 4+ ainxn:_—‘_ b,
(2) . Qoo %y —I— e aZ”sbn = ‘bz

‘\ - - I
e o

-

(r) ‘ - By Ty, = b (

Falls wir verembarungsgemaﬁ ]ede Glelchung als Glelchung mit n Va.nablen

'auffa,ssen, gilt: . ,

LiSL LS Ly..., L S L,

~ Aus Gleichung (r) ergibt sich das n-te Element der geordneten n-Tupel, die

- Losung des Systems (I) sind. [

‘Mit Hilfe dieses Elementes kann aus G‘rlelchung (r — 1) das (n — 1)-te Element - fl
der n-Tupel ermittelt werden, die Losung von (I) sind. ‘

Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt bis man alle n» Elemente der Losungs-
tupel erhalten hat. .

- BEISPIEL?2(5.25): ‘ -
‘Man 1se das folgende System inLg=P X P x P. : ' '
(). w2 — @ =1 2| 1 | 4!

2) 2w+ 22 — @y=—1 | —1 I
(B) —zm+ @ — w— 4 1
() 4z 4 dmy — 2ag— —2 | —1 o

Wir eliminieren zynéichst in der angegebenen Weise 2, aus den G‘rlelchungen (2),
(3) (4) und erhalten .

(1) B+ 2x— 23 =1 ;

@) 22— =3 | 3| 2,
(8) 8wy —2x3=05" | —2 | ‘ "
(4:’) .4:%'2 —_ 2x3= 6 —1 “ ~

Daraus ergibt sich A
(1) g + 22p — 23 =1

@) 2y — =3
(3/1) ' _ x3 = —1 » . . :
(4”) O — O . ) ) 1 .

Gleichung (4”) kann weggelassen werden. Es ist ‘hier 7 = n = 3. Aus dem

letzten System erhélt man als Losungsmen%e
|

o I=gemueme
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2. Fall r < n, ' - :
~d. h., die Anzahl der Gleichungen, die noch mindestens eine Variable enthalten,
ist kleiner als die Anzahl der Variablen des gegebenen Systems
Das Gleichungssystem hat dann die Form:

(1) ez + apxy 4+ ... g, %+ Oy Ty + .o Gy, = by
(2) A%y + « oo 09 Xy + oy 1 Xy .o F Ay x, = b

(r) ‘ 2t O g + - 0,2, = b, ‘
Dabei ist hier auBer ay, ay, ..., a,, ungleich Null mindestens einer der
Koeffizientena, , ., . . ., a,, von Null verschleden

Aus Gleichung (r) ergibt sich

a,,x,= b, — Cppyt1 Tpyg — + o« — G Ty
' J

und weiter x, =

r (br — a,, r+1xr+1 . — a, :E )

.,
Wir kénnen die Belegungen fiir « %y 45+« 1 » X, frei wihlen und erhalten daraus
jeweils eine Belegung fiir z,. Man nennt aus diesem Grund z,,,... %, die
freien Parameter der Losung. Im allgemeinen verwendet man zur Bezelch.nung
dieser Parameter den Buchstaben ,,t“. \

Die Anzahl der Parameter entsprlcht der Differenz n — r.

Wir setzen hler
Lppqg = tl

Lyya = Iy

x, = th_,.

1
Damitist «, = — (b, — @, .14 — ... — G, t,_,).
a,, .

Wir setzen den rechten Term diéser Gleichung fiir z, in die Gleichung (r — 1)

ein und kénnen so «,_, mit Hilfe der freien Parameter darstellen. Schritt- A

. . . - . . N oo
weises Einsetzen liefert 'die Parameterdarstellungen fir z;, @, ..., @,_,.

BEISPIEL 3 (5.2.5.):
Man 16se das Gleichungssystemin Ly = P X P X P.

(1)2x—l—3y—2z=0 | 3 2
(2)6x—|—3y—-—4z=—2 —1l
B4 — 9y + z2=—5 : —1]
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Nach Ehmlnatlon von Z aus Glelchung (2) und (3) ergibt sich
(1)2x—3y—2z=0

(2) 6y — 22 = 2 ‘5|

(3) 15y—5z=56 | —2|

Daraus,erhﬁlj; man

(1) 2z + 8y — 22 =0

() 6y —2=2
(8”) 0=0
also _
(1)2z 4+ 3y —22=0
(2) 6y—2z2=2

Es ist higrvr =2undn—r=1,dh, es kénn ein Parameter frei gewihlt
werden. .
Man setzt z = ¢. Dann ergibt sich aus (2)

6y — 2t = 2
141

bzw. =—
ZW y 3

Aus Gleichung (1) erhélt man zunichst

2a:—|—3(1;_t)—2t=0

und damit
= 1
=— |
\
Die Losungsmenge des gegebenen Systems ist also
t
{[m y;z]: x_'——/\y.—-+—/\ z—-t/\tEP}

Man erkennt, daB diese Menge unendlich viele Zahlentripel enthalt.

BEISPIEL 4 (5.2.5.):

Man l6sein Ly = P X P X P X P:

(1) & — 22 — w3 + 4, = —2 2 1
(2) 22 + 22y — By + Bw, = —1| —1
(3)—xy — 229 + 323 — 22, =0 - 1
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- Es ist hier m =3 und n=4. Da stetsr < m, erd also mmdestens ein
Parameter frei wihlbar sein. v RN
" Die angegebenen Umformungen fithren auf das System

(1) &y — 22y — 25+ 42, = —2

(27) —6x2+3x3+3$4=——3 2

(3) -—4m2+2x3‘+2:¢,,=—2 —3]

Daraus entsteht . .
(1) my— 2w — w tdwy = —2 I ’

(2) — 6, -|- 8y + 3w, = —3
3 0=0

Wegen r = 2 ist n'— r = 2, d. h., zwei Parameter 57'41d frei wihlbar. Es sei
%3 = ¢ und x; = #,. Dann ergibt sich aus (2") ' - '

t Aty 1
Ty = —— .
2
Aus (1) erhélt man
$1=2t1—'3t2—1 i N

Damit ist L = {[w;, %y, 3, 4]

t B ) LT )
izi Adg=8Axs=1Ub At EPALEP)L -

\

$1—2t1—3t2— 1/\%2

‘BEISPIEL 5 (5.2.5.)"
Manlésein Ly =P x P X P X P:

(1) o — 3w+ @+ 2m=4 ’ 2 | 2

(2) —2 + 22, — 23— 3wy =—38 | 1 1 '

(8) 2w+ 42y + 32— 22,= 0 -1 | _ 1
@) ozt 8mt wy— m =—2 | =]

Man erhsilt mit Hilfe der angegebenen Umformungen:

(1) 2 — 32+ 23+ 22, =4 L ‘

(2) — 4, + %=5
(8) —10zy—z3+ 62, =8
C(4) — 6x —1— 3z, =6 ' i

Da Glemhung (2’) weniger als drei Variable enthalt vertauschen wir Glelchung
(2°) und (3’). Es entsteht: - . :
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(1) &, — 32y + 23 4 224 =

4
(8") —10my — 23 + 62, =8
@) —dxy  + =5
(4’) —_ 6{1}2 —l— 3x4‘= 6

Durch Anwendung des Kommunitativgesetzes der Addition ergibt sich daraus:
() + 23 — 3By + 22, = 4

(3) — 23 — 102y + 62, =8

(29 — 4y 2, =5 3 _ ‘
@) — 6z + 3w =6 —2 | : -
Es entsteht ein System in Dreiecksform : '

(1) @ 4 23 — By + 22, =4 -

() — 23—10xy+ 62, =8

(&)  —dmt m =5

(¢) _ — 8z, =3

Daraus erhilt man _
. 1 3 .
L = {[—; ——1;—1 ]}
2 2

. Zusammenfassung .

Ein System von m linearen Gleichungen 'und »n Variablen 1st genau dann
l6sbar, wenn nach Transformation auf Dreiecksform neben Gleichungen,
die mindestens eine Variable enthalten, hochstens noch Identltaten der
Form 0 = 0 auftreten.

Die Zahl n — r gibt an, wieviel Parameter frei gewahlt Werden kénnen.
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6. Ungleichungen

6.1. , Ungleichungen mit genau einer Variablen

6.1.1. ! Vorbemérkungen

Die fiir die Betrachtuhgén in Teil 6.1. notwendigen Begriffev und wesentlichen

. Zusammenhénge wurden in Teil 4.2. bereitgestellt. Wir wenden die sowohl fiir
Gleichungen als auch fiar Ungleichungen erklsirten Begriffe im Sinne der dort

' formuherten Deﬁmtlonen an. '

Bereits in Klasse 1 geht es beim Verglelchen von Zahlen um 1 die Gewmnung

wahrer Unglelchheltsa,ussagen Die Losung der Aufgabe ,,Man setze zwischen
die Za,hlen 3 und 5 das richtige Relatxonszelchen fuhrt auf die Ungleichungen

5> 3 baw. 3 < 5. A
Ebenfalls in Klasse 1 wird gefordert, alle die Zahlen o zu bestimmen, fiir die
5 4 a < 9 gilt. Es ist also die Losungsmenge der Ungleichung

5+a<9
im Bereich der natiirlichen Zahlén zu ermitteln.
In [6; Klasse 2] finden wir Ungfeichungen der Form
y-4< 11 RN
Die Beantwortung der Frage ,,Welche Zahlen liegen zwischen 38 und 41?“
fithrt auf die Losung eines emfachen Unglelchungssystems

38 < x < 41,
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-Zur Angabe der Losungsmengen bevorzugt man im Unterrlcht in den unteren
Klassen im aﬂgememen die Darstellung in Tabellen. . : '

Wir befassen uns in Teil 6.1. mit eungen spezzellen Typen von Unglewkungen
Diese Unglelchungen sollen hchstens eine Variable enthalten.

Es werden Losungsverfahren fiir die einzelnen Typen von Ungleichungen er-‘

lgutert und Zusammenhinge zwischen Losungsmenge Losungsgmndberewh und
Grundbereich untersucht.

Bei der Betrachtung von Lésungsverfahren werden wir im allgemeinen von
Ungleichungen ausgehen, in denen das Zeichen ,,<“ auftritt. Aussagen iiber
Ungleichungen mit anderen Relationszeichen gelten entsprechend. -
Da die Ungleichungen héchstens eine Variable enthalten sollen, ist dle Losungs-
menge stets eine Tellmenge des Grundbereiches.

‘-

6.1.2. Ungleichungen vom 'T?/.P ar 4+ b< 0

DEFINITION 1 (6.1.2.):
Eine Ungleichung der Form
ax+b<0 (a0
: heilt ' eine lineare Unglelchung mlt genau emer
- Variablen. : '

Wir untersuchien zunichst die Abhanglgkelt der Lcjsmlgsmenge der Unglei-
chung @z + b < 0 von den Zahlén @ und b. :
Es moge gelten Ly & Pundae, b€ P.

1. Fall: a = 0

Dann gilt:
' Die Ungleichungaz + b < 0hat

a) keine Losung, falls b = 0,

b) unendlich viele Losungen, falls b < 0.

Begrimdung:

Ausax -+ b < Oentstehtﬁira = 0:b < 0.

Die Aussage ist wahr genau dann, wenn b < 0.

Das heifit:

Im Fall a) gibt. es keine Belegung fur z, die die Unglelchung 0:2+4+b<0in

eine wahre Aussage iiberfithrt.

Im Fall b) tberfithrt jede Zahl des Losungsgrundberelches die Unglelchung
-0+ + b < 0in eine wahre Aussage.
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2. Fall: a > 0

Dann gilt: Die Losungsmenge der Ungleichung ax —|— b < 0 enthilt alle die -
: b ‘
Zahlen des Losungsgrundberelehes, die kleiner als — . sind.

Begrimdung:

Aus az + b < 0 ergibt sich durch aqmva.lente Umformung ax < —b und

weiter £ < — —.
a

(Da a > 0, bleibt das Relationszeichen erhalten.)

- b
Damnist L = {x; € Ly \ < — 7]/-}

e,

3. Fall: 6 < 0

Dann gilt:

Die Losungsmenge der Unglelchung az + b < 0 enthilt alle die Zahlen des

b
Losungsgrundbereiches, die grofer als — — sind.
: a

Begriimdung:

' b
Aus az 4 b < 0 erhilt man zundchst axz < —b und weiter x > — —.
v a

(Da @ < 0, muB das Relationszeichen < durch > ersetzt werden.)

’ b
Da,nnisf, L = {x; 2€ Lg N x> — E}

Wir stellen die moghchen Losungsmengen der Ungleichung ax 4 b < 0 in

einer Ubersicht zusammen.

= (w; o € Lg Az < 0}

b=20 b<o0 b>0
a=0 L=g L=1ILg L=g
' 3 b
a<0 = {z;x € Lg A & > 0} L={£L‘;$€L¢;/\w>—;}
a>0

! : b
L={w;m‘g€Lg/\ a:_<—;—}

Die Abhiingigkeit der Lﬁsungémenge vom Losungsgrundbereich geht ebenfalls

aus dieser Ubersicht hervor.

Enthilt zum Beispiel der Losungsgrundberelch im Falla > 0 und b = 0 nur
positive Zahlen, dann gilt hier L = (J.
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i BEISPIEL 1 (6.1.2.):
Gegeben sei die Unglelchung 4:1: — 12 <0.

Man gebe.die Losungsmenge an, wenn

(1) Lg=N
(2) Lg = {=; x€G/\—2<x<5}
@) Lg=6
(4) Ly = {z; x€P/\—2<x<5}
(5) Lg = P

Wir formen 42 — 12 < 0 aqmva.lent um und erhalten dle Unglelchung x< 3.
Es sind:

Li={z;z€EN A x< 3} ={0, 1, 2}

Li={zr;2€G@AN2<3AN 225 =4{—-2—1,0,1, 2}

Li={z;2€@ A A2<3}=1{21,0—1,—2,—3,..}

Li={z;2€ PA2<3A—2<z<5
—{z;2€EPA2<S)

Treten in einer Unglelchung umfangreiche Terme auf, so wenden er das in
Teil 4.2. a.ngegebene Verfahren an (7 811f.).

BEISPIEL 2 (6.1.2.):

Man l6se die Ungleichung
6(2x+1 2(x—5 7(8—2x
(1) et 1 2@—5) T )8
5 5 5 5

wobei Lg = {z; 2 € G A > — 3}.
Aus (1) erhélt man nach Multiplikation mit 5

(2) 62z + 1) — 2(x — 5) < 7(8 — 2z) + 8.
Auflssen der Klammern ergibt.

38) 122+ 6 — 2x + 10 < 56 — 14z | 8.
Zusammenfagsen :

4) 10z + 16 < 64 — 14z

Addition von 14z und —16:

(5) 24z < 48
Division durch 24:
6 =xz<2
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Damitist L = {z; 2€G Nz <2 A\ 2> —3}
bzw. L={z;2€Lg Nz <2}

und eleﬁlentweise
L={—2; —1;0;1}..

Die Losungsmenge von Ungleichung (6) im Beispiel 2 (6 1. 2 ) stimmt da.nn und
nur dann mit der Losungsmenge von Ungleichung (1) itberein, wenn die durch-
gefithrten Umformungen aquivalente Umformungen sind. ,

. Da beim Umformen Rechenfehler moglich sind, empfiehlt es sich zu uberprufen _
ob die ermittelte Menge die Losungsmenge der gegebenen Ungleichung ist.

B Bémefkungen zur Probe:

1. Verfakren :
Die Bestiitigung, daf ein Element Losung einer Unglelchung ist, erfolgt wie bei

allen Aussa.geformen durch Belegung der Variablen mit diesem Element.

2. Verfahren: ' ' \ ) -
Bei Ungleichungen treten vor allem dann Schmengkelten auf, wenn die
Lésungsmenge unendlich viele Elemente enthalt. In solchen Fallen kann man
eine Uberprufung mit Hilfe von Stichproben durchfiihren.

Tn Beispiel 2 (6.1.2.) kénnte man' die Variable zunéchst mit —2, —1, 0, 1 be-
legen, um zu bestétigen, daB diese Elemente zur Losungsmenge- gehoren.

Um zu priifen, ob kein weiteres Element der Loésungsgrundmenge die Un-
gleichung in eine wahre Aussa.ge uberfuhrt setzt man die kleinste ganze Zahl, _

36 36,
fiir die 2 < 2 nicht gilt, also 2, ein. Es entsteht—— < —, eine falsche Aussage,

d.h,2¢ L : .
So zu\ verfahren, 1st allerdings nur bei linearen Ungleichungen moghch

3. Verfahren:
Eine andere Moglichkeit der Probe besteht darin, da man die Zahlen der

Losungsmenge mit Hilfe einer Summe darstellt.
Fiir die Elemente der Losungsmenge in Beispiel 2 (6.1.2.) erhalt man
€ Ly w—2—|—p/\p<0/\p€G

Man belegt zundchst im linken Term T (x) der gegebenen Ungleichung z mit’

2+ p.

Dann ergibt sich: ,

6(22+p)+1) 2@+p—35).
5 - b

T2+ p) =
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und weiter 7', (2 + p) = O+ ?‘P);—2 (r—3)

d. h. T, (2 + )_?’fi;(’_p .
Fir den rechten Term 7', (x) erha,lt man ' : o
T(8—2@2+p) | 8 ' |
) . 5
36 — 6p '
5 .
Man vergleicht T.(2 + p) und T5(2 + p). Es sei
36+10p _36—6p ‘ B
5 5
und damit 10p < —6p.

T2(2+1P)=

und weiter T2 2+p) =

‘Wenn p < 0, ergibt sich daraus
10 > — 6, d. h. eine wahre Aussage.

Es ist also v
Ti(24 p) < T2 + p)

genau dann, wenn p < 0 ist.
Damit ist, wegen z = 2 + p,

Ty(0) < Tol®) o

genau dann, wenn < 2 ist.

' . : axr-+b
6.1.3. . Ungleichungen vom T 4 0
g gen vom L'Yp m <

Um auf die Besonderheiten hinzuweisen, beginnen wir mit einem Beispiel.
, .

BEISPIEL 1 (6.1.3.): S ' o (
Man lése die Ungleichung '

6 _
(1) —< O:‘ - - R

wobei Ly = {x,x EPAx =+ 0}.

45 T
<O0,hiera=d=0,6=6,c = 1.

o
Diese Ungleichung ist vom Typ cw 1 d
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Wir multiplizieren Uhgleichung (1) mit z1und erhalten

(2) 6 <0,
d. h., fir Ungleichung (2) gilt:
L, =@.

Unter der Voraussetzung, dal eine aqulvalente Umformung durchgefiithrt
worden ist, gilt dann auch

Ly = .

Das erweist sich aber als falsch. Belegt man zum Belsp1el xz mit —1, so ent-
steht mit —6 < 0 eine wahre Aussage.

Das heiflt : Ungleichung (1) besitzt sicher mindestens eine Losung, also
; L1 + .

Damit kann die dufchgefﬁhrte Umformung keine squivalente Umformung ge-
_ wesen sein. ‘

)

Wir erinnern an die in Teil 4.2. gegebenen Regeln fiir aqulvalente Umformungen
(7 814f).

Daraus ergibt sich, daB die in Beispiel 1 (6.1.3.) durchgefithrte Multiplikation
der Terme der Ungleichung mit « nur dann eine dquivalente Umformung ist,
wenn z > 0 vorausgesetzt wird. Das heiBt: Ungleichung (2) ist zu Ungleichung
(1) nur dquivalent, wenn z > 0 ist. Also hat Ungleichung (1) ledlghch fiir alle
positiven Zahlen keine Ldsung.

Uber die Losungsmenge im Bereich der negativen reellen Zahlen kann noch
keine Aussage gemacht werden. Nehmen wir an, es sei # < 0.

Dann liefert die Multiplikation von Unglelchung (1) mit z:

(3) 6>0] .

Das ist eine wahre Aussage, die a,]lerdmgs nur dann entsteht, wenn & < 0 vor-
ausgesetzt wird. ST »

Das heifit: Alle Zahlen x < 0 uberfuhren Ungleichung (1) in eine wahre Aus-
sage.

Somitgilt: Iy = {z; « € P A # < 0}.

Dieses Beispiel zéigt die Notwendigkeit, eine Fallunterscheidung durchzufiihren,
~ falls die Variable im Nenner auftritt.

BEISPIEL 2 (6.1.3.):
Man 16se die Ungleichung

. <o
x.—- T ]

1 Es wird sich zeigen, da8 auBer # =+ 0 noch ei_ne weitere Bedingung notwendig ist.
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wobei Ly = {z; € G A\ x# 4}
(Wir bezeichnen im folgenden den Hauptnenner stets mit h.)

1, Fall: 1> o. ' ,

Es gilt x — 4 > 0 genau dann, wenn z > 4.

Also & > 0 genau dann, wenn x > 4. .

Der Losungsgrundbereich L ist damit in diesem Fall:
LY ={z;z €GN 2> 4.

Dann liefert die Mﬁltiplikation von Ungleichung (1) mit (x — 4)

(2) 4 1<0.
Daraus ergibt sich -
(3) . r < —1.

Das heif3t;: Alle Za.hlen, die kleiner als —1 sind und die im Losungsgrundbe-
reich LY enthalten sind, sind Lésungen der Ungleichung. g
Wir schreiben \

\

{xxeG/\i’x<—1/\x>4}'§ \ ;
Da es"keme ganze Zahl gibt, die die Aussageform (x < —1 A & > 4) in eine ’

wahre Aussage tiberfithrt, gilt :! , ,
L1 = @. .
2. Fall: h< 0

- Esistxz —4 < 0 genau dann, wehn z < 4.
Also b < 0-genau dann, wenn < 4 und damit
LP ={z; 2 €GN\ < 4}.
Die Multiplikation von Unglelchung (1) mit (z — 4) liefert unter, dleser Be-
dingung
@ fz+1>0.
Dann erhilt man |
(5) x> —1. - : <
Das heiflt: Alle Zahlen, die groBer als —1 sind und im Lésungsgrundbereich
L enthalten sind, sind Losungen der Ungleichung. -
Wir schreiben .
L2={:‘c;w€G'/\x>.—1/\ x < 4}

bzw. _ ={z;2 €GN —-1<z< 4} T
Fiir den Losungsgrundberelch Lg der gegebenen Unglelchung gllt
Ly = L(I) §] L(2)
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Die Losungsmenge L der Ungleichung (1) im vorgegebenen Lidsungsgrund-
bereich Ly enthilt dann alle die Elemente, die Losungen der Ungleichung in.
LY oder L sind, also _

L = Li U LZ:
d. h. hier L = L,
also = {0, 1, 2, 3}.

Wir untersuchen jetzt allgemein die Abhingigkeit der Losungsmenge der
Ungleichung

ar—+b
O =ra

von den Zahlen a, b, c, d.

<0 (¢,b,c,d€ Pund Lz = P) he

. : Yo
Der Fall ¢ = 0 und d = 0 kann sofort ausgeschlossen werden. Ebenso ver-
zichten wir auf die Betrachtung fiir ¢ = 0 und d + 0, denn das liefert mit
. b i
3— z + rl < 0 eine Ungleichung vom Typ az + b < 0. l
Es sei also 'st‘etsc % Qundd =+ 0.

1. Fall: h >0 ‘
Esgilt: cx+d>0 genau da,nn, wenn

d: o
a) >— —und¢c> 0,
c ] .

N
N

: d
b) x<——gundc<0.‘

. Dann liefert die Multiplikation von Ungleichung (i) mit (cx + d) -

(2 ax + b <O0..
Das ist eine Unglezuchung, die'in Teil 6.1.2. betrachtet wurde. Die Abhang1gke1t
der Losungsmenge von den Zahlen a und b ist dort dargestellt. Das heift: Alle
Zahlen, die die Ungleichung az 4- b < 0 und die Bedingung cx + d > 0 er-
fullen, sind Losungen der Ungleichung (1). Damit kann die Losungsmenge fiir
den 1. Fall dargesteﬂt werden.

Es ist = {x; xEP/\ax—f-b<O/\cx+d>O}

2. Pall: h.< 0 |
Es.gilt: ¢z 4+ d < 0 genau dann, wenn , |

g ‘
a) e<—— undc¢ >0, - f
c
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d .
b) = >—?undc<0

\

Die Multlpllkatlon von Unglelchung (1) mitecx +d <0 hefert in diesem Fall
(3) ax +b>0. ,
Ungleichung (3) ist wieder vom bereits bet‘radhteten Typ. Das heifit: Alle
Zahlen, die die Ungleichung az + b > 0 und die Bedingung ¢z + d < 0 er-
fullen, sind Losung der Ungleichung (1) Damit kann d1e Losungsmenge fiir den
2. Fall dargestellt werden.
Esist Lz—{xxEP/\ax—l—b>O/\cx—|—d<0} ‘
Die Losungsmenge L im vorgegebenen Losungsgrundbereich ergibt sich als
Vereinigungsmenge von Lyund L,. Es ist '

L =1L U L, '
dh = L={x; xEP/\[(ax—!—b<0/\cx+d>O)V(ax—|—b>0

‘Acx 4+ d <0}

Diese Losungsmenge erhalt man auch, wenn mén folgendes Verfahren an- -
_wendet.

Die Lisungsnienge von
ax-+b
1 - L0 (c=*+0
1)  ewid < ( )
R, . L P e 3 aw+b
zu ermitteln, heiflt, alle Belegungen fiir 2 anzugeben, fiir die der Bruch Py

negativ wird.
: A o :
Ein Bruch B ist genau dann negativ, wenn

A >0A B<0 oder A<Q/\B>0.
Zur Lissungsmenge von (1) gehdren also alle , fiir die ‘
car+b>0Acx+d<O ode‘r ar+b<OAcx+d>0.

\

Das ist aber die Menge
L={x;x€ P/\[(am+b>0/\cx+d<0)v(ax—i—b<0

Aex+d>0] -

Bemerkung: Dieses Verfahren ist sicher nur dann zweckméBig, wénn die Ungleichung
z+ b '
z-+d
Ist die Ungleichung nicht in dieser Form gegeben, so wiirde eine Umformung in diese
Gestalt mehr Aufwand erfordern als die Anwendung des zuerst erlduterten. Verfahrens
( Belsplel 4 (6.1.3. ))- o , -

die Form 'Z < 0 hat ( Beispiel 3 (6.1.3.)).

139 ;




N

BEISPIEL 3.(6.1.3.):

Man lése die Ungleichung
z—1 :
1 — <0, -
) —z+2 S :

- wobei Ly = {x:; x€ PAx =+ 2}

1. Fall: >0 o

Esisth >0 genau)da,nn, wenn x < 2.

‘Dann ergibt sich aus (1) £ — 1 < 0 und daraus 2 < 1.
Also L1={x;m€vP/\x<1/\:‘z:<&2},

d. h. Li={z;2€ PNz<1}.

2. Fall: h < 0
Es ist A < 0 genau dann, wenn x > 2. : .
Aus (1) erhilt man jetzt z — 1 > 0 bzw. « > 1L v -
Also Ly={x;2€ PANax>1A 2> 2},
d. h. Ly={z;x€ P A\ x> 2}
Aus L = L, U Ly.entsteht hier

" L={z;2€EPA[z<1V > 2]
Wir fithren zunichst die ~l'7berpr'ufung mit Hilfe von Stichproben durch. Dazu ver-
anschaulichen wir die Lésungsmenge auf der Zahlengeraden (Bild 140/1).

I L Is

Y 140/t ‘
Zur Probe wihlen wir aus jedem der Intervalle I, I, und 13 je eine Zahl.
Weiterhin belegen wir die Variable mit 1 bzw. 2. Dann darf fiir die Belegung
mit 1 bzw. 2 un\d einer Zahl aus I, keine wahre Aussage entstehen, wihrend
Belegungen aus I, und I; zu wahren Aussagen fiithren miissen.

Wir erldutern an diesem Beispiel noch das dritte Verfahren der Probe (7 134).

1. Fall: x < 1, o
dhae=14+pADP<OAPE P.
Man erhalt .
'  pHi1—1
T N=——
1(p + )-'—p—1+2
P
1) =
Ti(p + 1) T1—p N
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Der Nenner dieses- Bruches ist fiir p < 0 posiﬁ'v, der Zghler fiir p < 0 negativ,
also gilt fiir alle reellen Zahlen

p<o - £ o,
1—p

Also Ty(p + 1) < 0.

Wegenz =1 4 p ergibt sich daraus: Wenn x < 1, so T (z) < 0.

Das heifit: Jede reelle Zahl klemer als 1 ist Losung der vorgegebenen Un-
gleichung.

© 2. Fall: x > 2,
dhax=24+pAp>0ApE P. °
Man erhilt .
2+p—1
T 2) = ——
1(p+2) stz
)11
T1(P+-2)=p__—p

" Hier gilt fiir alle reellen Zahlen:

p>0 - P21 o
—p

Also T (p + 2) <

Wegenz = 2 + p gllt dann auch: Wenn'z > 2,80 Ty (%) < 0.

Das heiBt: Jede reelle Zahl grofer als 2 ist Losung der vorgegebenen Un-~
gleichung.

Aus beiden Féllen folgt

Jede reelle Zahl z mit 1 < z < 2 ist Losung der Unglelchung

Wir betrachten ]etzt ein Belsplel in dem die nglelchung nicht unmlttelba,r
+0b
vomTyp w__::d < Oist. ' ,

BEISPIEL 4 (6.1.3.):

Man l6se die Ungleichung
. © 243 x4

1 1,
®n PITERRS P +

wobei der Grundbereich P ist.
Als groBtmoglicher Losungsgrundbereich beziiglich P ergibt sich

Li={x;2€ PNz + —1}. ' :
| ‘ . 141
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Mit Hilfe geeigneter Umformungen wire es moghch dle gegebene Unglelchung
in die Form ﬂ < 0zu brmgen

cx-+d )
Wir ermu;teln die Lﬁsungsmeng'e jedoch nach demselben V‘erfahren wie bei
Gleichungen, beriicksichtigen lediglich die Fallunterscheidungen.

1. Fall: h >0 ' 7 ‘ o
Es ist A > 0 genau dann, wenn z > —1. '
Daraus ergipt sich zunsichst '

224 3<z+4+a+1

und weiter PO
B !
22 + 3 < 2x }+ 5,
also 3 < 5.

" Dai heit: Alle Zahlen, die den Bedmgungen des 1. Falles genugen erfullen
die Unglelchung

" Esist Ly ={x;2€E PAz> —1}.
2. Fall: h < 0 ,

Es ist A < 0 genau dann, wenn z < —1.
Man erhilt aus (1)

2x+3>x—|—4+x—|—1

ibzw. o 3>
Das heif3t: Es gibt keine Zahl kleiner a,ls —1, die die Unglelchung erfu]lt
Also Lz — @

Aus L = L1 U L2 ergibt smh hier L = L, d h,
={x;x€ P ANz> —1}

BEISPIEL 5 (6.1.8. )
Ein Dreher braucht zur Anfertigung eines bestimmten Werkstucks 30 min.

Da mehrere gleiche Teile anzufertigen sind, tiberlegt er, ob er eine Vorrichtung
‘bauen soll; die es-erlaubt, jedes solches Werkstiick in 20 min anzufertlgen Die
Herstellung dieser Vorrichtung wiirde 4 h dauern.

Wie groBl miite die Anzahl der herzustellenden Werkstiicke mmdestens sein,

damit der Bau der Vorrichtung eine Zeitersparnis bringen wiirde? !

Es sei a die Anzahl der herzustellenden Werkstiicke.

Zur Herste]lung von @ Werkstiicken ohne Vorrichtung wird eine Zeit von
1

1
a-— h benotlgt mit, Vorrlchtung nur @ - — h zusa.tzhch4hFert1gungszelt fur ,
die Vornchtung. ‘ “
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Eine Zeitersparnis tritt dann ein, wenn die Zeit (av- 5——]— 4) h kiirzer ist

1 . . : ; C
alsa- 0 h. Also ist folgende Ungleichung zu l5sen.
5 © 18 B

el
3 2

Aqui%ralente. Uﬁlformu,ng liefert 4 < % und weiter o> 24.

Das heiBt: Wenn mehr'a,lé 24 Werkstiicke herges{iellt werden sollen (also min-
. destens 25), bringt der Bau der Vorrichtung eine Zeitersparnis.

- 1
\
-

6.14. + . ~ Binfache Systeme von zwei l'iriearen Ungleichungen
. mit genau einer Variablen

Im Mathematlkunterrlcht der Unterstufe werden Ungleichungen wie

(1) 40 < z - 10<70

i

" betrachtet. S . o
Diese sogenannte ,,fortlaufende“ Ungleichung stellt ledlghch eine &ndere
Schreibweise fiir das Ungleichungssystem ‘ :

, 40<x7~10
z-10< 70

(dar, d.h., dieses Unglelchungssystem hat dleselbe Losungsmenge wie dle ge-
gebene Ungleichung (1).

Wir formulieren in Teil 6.1.4. elnlge allgememe Aussagen zu einfachen Un-
gleichungssystemen.

Die Begriffsbildungen fithren® wir in analoger Welse wie bel den in Teil 5. 2.3.
betrachteten Gleichungssystemen duroh

i

DEFINITION 1 (6.1.4.) .
_Ein System der Form
(1) Hi(=)
(2) Ha()
heiB3t ein’ System von zwei Unglemhnngen mit genau
einer Variablen genau dann, wenn H,(z) und Hj(x) L
Ungleichungen mit genau einer Variablen sind. ‘
i - /
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6.1. “ o i . ’ ) . ‘II. . ' " JT

Die Begriffe ,,Liisﬁngsgrundbereich eines Ungleichungssystems® und ,,Losungs- .
menge eines Ungleichungssystems® verwenden wir entsprechend den Defini-
tionen 2 (5.2.3.) bzw. 4 (5.2.3.).

DEFINITION 2 (6.1.4.):

Eine Zahl heit eine Losung eines Ungleichungs-
systems mit genau einer Variablen genau dann, wenn
diese Zahl eine Losung jeder Ungleichung des Systems
und im Losungsgrundbereich des Systems enthalten
ist. :

Mit Hilfe einer Satz 1 (5.2.3.) entsprechenden Aussage uber die Losungsmenge
eines Unglelchungssystems ergibt sich mit

= {x; x € Lg \ Hi(x) A Hy (2)}

eine Méglichkeit, die Losungsmenge eines Ungleichungssystems darzustellen.

BEISPIEL 1 (6.1.4):
Man 16se das Ungleichungssystem

1) 22—9<1 - y
(2) =3z + 5 < 2
mLG=G.

Man ermittelt zuné’.éhst die Losungsmenge L; von Ungleichung (1).
Aus 22 — 9 < 1 erhilt man 2z < 10 . und damit z < 5,
d. h.' L = {x, x € G/\ x< B} ={4;3;2;1; 0;{——1; .
Fiir die Lésungsmenge L, von Ungleichung (2) ergibt sich aus —3# 4 5 < 2
zuniachst —3x < —8 wund weiter® = > 1,
also Ly={z;z€G@ANz>1}=1{2,3,4,5,...}.
Aus'L = L, N L, folgt hier
L={z;z€GNxc<85N{z;2€G N\ z>1}
L={z;2€CQ@ANxc<b5Nx>1}
= {2 2€GA 1< z< 5} = {2;3; 4
Ein Ungleichungssystem mit genau einer Variablen hat in L; = P genau dann

keine Losung, wenn der Durchschnitt der Losungsmengen der Ungleichungen
gleich der leeren Menge ist.

Im Fall L, — P kann das System auch dann keine Losung besitzen, wenn die
zu wahren Aussagen fithrenden Belegungen nicht im Losungsgrundberelch ent-

halten sind.

144



BEISPIEL 2 (6.1.4.):

Man l6se das Ungleichungssystem ' L
o H2L
(2) 5x_7>—4 :
5 '
oI, \
bAus Unglexchung (1) ergibt sich
. 2¢ 4 6<5
1 .
STy o
also Ly = {x a:EP/\x<—l}.
. ' \2
Aus Ungleichung (2) erhalten wir
5z — 17> —5 ‘ .
2
x> E ,
also Ly = {a’:; x_E P A ‘x > E}

¢ ' |

: , . 1 2
Da,npist Lf——{x;xE P/\a:<—-?'/\;a:>g}.

Da es keine reelle Zahl gibt, fiir die (x < — ry A x> g)pueinerwahrenAus-

sage wird, gilt /
" L=g.

BEISPIEL 3 (6.1.4.):
~3170%ige Sture sind mit 129,iger Siure zu mischen, so daB eine Fliissigkeit

entsteht, die weniger als 309/, und mehr als 200/, ‘Ssiure entha.lt
Wieviel Liter 129%iger Séiure kann man zusetzen? '
Dieser Sachverhalt kann durch folgende Unglelchungen erfalt Werden

\

12 30

W St <G+ R
(2) D e s34,
100 7 ¥ 100 100’

wobei der Loésungsgrundbereich Ly = {z; x € P A\ = > 0} ist.
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~ Mit Hilfe aqmvalenter Umformungen erglbt smh

20’ 75
aus (1) z > 3 und aus (2) z < ik

Also ist L={x;x€P/\?< x<§}

A 2 ) 3 .
Das heiflt: Es miissen mehr als 6 3 1, aber weniger als 18 7 1 129%iger Siure

zugesetzt werden.

6.2. | Lineare Ungleichungen mit genau zwei Variablen

~Wir erinnern uns an die Beha,ndlung linearer G‘rlelchungen mit mehr als einer
Variablen und definieren entsprechend (" Teil 5.2.).

DEFINITION 1 (6.2.):
Eine Ungleichung heiBit eine lineare Ungleichung mit
n Variablen genau dann, wenn sie durch #quivalente
Umformungen in die Form

o2+ a2+ ... +a,2,+b+0 (g +0)
gebracht werden kann.

Lisungen einer solchen Ungleichung sind nach Definition 6(4.2.) alle geordneten
n-Tupel aus einem vorgegebenen Losungsgrundbereich, die die Ungleichung in
eine wahre Aussage iiberfiihren.

SATZ 1(6.2.):

Wenn

VNax+by+c<0 (@a-b=+0).

eine lineare Ungleichung mit zwei Variablen und
Ly = P x P ist, so hat die Unglewhung (1) stets
unendlich viele Losungen.

Beweis: .
Man belegt zum Beispiel die Variable 2 mit einer beliebigen, aber festen
reellen Zahl 7. Dann erhalt man.aus (1) :

(2) ar + by +¢<0 ~ bzw.
3 . by < —c — ar
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" und wegen b == 0 entweder

—c—ar
(4) y<——F > wennb > 0 oder .
—c—ar

) y> -

,wenn b < 0.

—c—ar '
Es ist — eine eindeutig bestimmte reelle Zahl. Jedes geordnete Paar

aus P X P, dessen erstes Element r ist und dessen zweites Element (4) oder (5)
erfillt, ist eine Losung der gegebenen Ungleichung (1). Da es unendlich viele
reelle Zahlen gibt, die (4)- oder (5) erfiillen, hat die gegebene Unglelchung
unendlich viele Losungen. |
Das folgt auch daraus, daB es zu jedem r € P mindestens ein y gibt, das (4) oder
(5) in eine wahre Aussage iberfithrt, 4 . q.e.d.

BEISPIEL 1(6.2):
Man gebe Elemente der Losungsmenge der Unglelchung

(1) 224+ 3y—5<0
inbezugauf Ly = P X P an.
Man belegt z. B. z mit 1, dann ergibt sich aus (1): y < 1.

Das heifit: Alle geordneten Paare [1;y] € P X P, fr die y kleiner als 1 ist, ge- ’
héren zur Losungsmenge dleser Unglelchung

1

BEISPIEL 2 (6.2.):
Man ermittle die Lésungsmenge der Ungleichung

()] 3z + 2y —8<0

inLg =N X N.
Ma,n formt die gegebene Ungleichung dquivalent um und erha.lt

, 5
(2) y< —get4

Das Problem besteht darin, alle natiirlichen Zahlen « anzugeben, fiir die y eben-
- falls eine natiirliche Zahl wird.

Firz = Oergibt sichaus (2) y < 4.

Das heiBt: Alle geordneten Paare, deren erstes Element gleich Null und deren
zweites Element eine natiirliche Zahl kleiner als 4 ist, gehoren zur Losungs-
mengevon (1)in N X N..

In analoger Weise ermittelt man hier die anderen Elemente der Losungs-
menge.
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Wenn @ = 0, s0 y <' 4, d.h. {[0; 0], [0; 1], [0; 2], [0; 3} = L. - °

Wenn & — 1, soy< ,d. b, {[1; 0], [1; 1], [1; 2} = L.

Wenh z = 2, so y < 1,d.h.[2;0]€L.

o2 : ‘
Also ergibt sich: o
L = {[0; 0], [0; 1], [0; 2, [0; 3], [1; O], [1; 1], [1; 2], [2; 0}

Der Leser beachte, daB dieses Verfahren nur im Falle spezieller Losungsgrund-
_bereiche zum Ziele fiihrt. -

1 .
Wennz = 3,80 y < — —. -

Lo Bemerkung: Unglemhungen 1mt ‘mehreren ‘Variablen spielen be1 der Behandlung von
s Optimierungsproblemen eine Rolle (7 Teil 9.7.).

3]

148 , . C ‘







7. . Einige wesentliche Begriffe

Wir bauen in Teil 7. unsere Ausfithrungen auf dem Abbildungshegriff auf, s_o'wie
erin [4], in den Teilen 9.1. bis 9.3. auf den Seiten 151 bis 162, dargestellt ist.

7.1 Der Funktibnsbegrifi |

DEFINITION 1 (7.1.):
Eine Abbildung F heilt eine Funktmn genau dann,
wenn diese Abbildung eindeutig ist.

(A [4; 162])

Funktionen sind spezielle Abbildungen. '
Wir fithren fiir diese Abbildungen weitere Begriffe ein.

DEFINITION 2 (7.1.):

Der Vorbereich einer Funktion f heiBt der Definiti-
onshereich von f, der Nachbereich von f heit Werte-
bereich von f. '
In Zeichen: D(f) bzw. W(f) .

Bemerkung: Eine Funktion f ist eine eindeut}ige Abbildung von D(f) auf W(f).

Wir formulieren einige einfache Kriterien.
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(1) Wenn eine Abbildung f‘g A x. B mit Hilfe von Zuordnungspfeilen gege-

L ond

ben ist, so ist sie genau dann eine Funktion, wenn von jedem Element von

A hichstens ein Pfeil ausgeht.

(2) Wenn eine Abbildung f & 4 X B als Menge von geordneten Paaren ele-
mentweise gegeben ist, so ist sie genau dann eine Funktion, wenn jedes
N Element von 4. hochstens einmal in einem geordneten Paar von f an erster

Stelle a,uftrltt.

(3) Wenn' das Bild elner Abblldung f als Menge von Punkten in einem Ko-

ordinatensystem gegeben ist, so ist f genau dann eine Funktion, wenn es
mcht zwei Punkte mit ein und derselben z-Koordinate gibt.t

BEISPIEL 1 (7.1.):

Man entschelde, Welche der Abblldungen F, bis Fs Funktionen sind.

F, (Bild 151/1)
F, (Bild 151/2)

Fy = {[1; 3], [2; 4], [3; 5], [4; 6], [4; 7], [5; 81}

CFo={0;0], [1; 1], [2; 4], [3; 9]}

F, (Bild 151/3)
. F (Bild 151/4)

A o8N
W Ny w7

151/1
xB(F;)
x X
. L |
x ©
" | -
/. X

151/3

Qo o >

B
0 I
.7 .
.2
3 151/2
.*.
x B(fz)
1 L o
o 1 X

151/4

1 Wirsetzen im folgenden stets voraus, daB der Definitionsbereich von fauf der #-Achse und der Wertebereich vonf

auf der y-Achse dargestellt werden.
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Mit Hilfe der angegebenen Krlterlen findet man, da.B nur Fi, By, Fg Funktlonen
“sind.

DEFINITION 3 (7.1.):

Esseif = A X B eine Funktion. _
Dann heiBt f** die zu f inverse Funktion (Umkehr-
funktion von f) genau dann, wenn f-1 die zu fmverse
Abbildung und -1 eine Funktion ist.

(/' [4; 164])

i

SATZ 1(7.1.):
‘Die inverse Abbildung f~! einer Funkmon fist genau
dann die inverse Funktion von f, wenn f eine ein-
eindeutige Abbildung ist.

Bewets: !
Esgilt: .
(1) Wenn f und!f~1 Funktlonen sind, so ist sowohl f als auch f ~1eine emdeutlge

Abbildung, und damit ist f eineindeutig.

(2) Wenn f eine eineindeutige Abbildung ist, so ist auch j‘"1 eine eineindeutige
Abbildung. Das ist hinreichend dafiir, daB f~* eine Funktion ist.

(

Bemerk'lmg Zu jeder Funktion f kann die inverse Abbildung angegeben werden, aber
nicht jede Funktiort hat eine zu ihr inverse Funktion.

Wir betrachten ]etz@ Moghchkeﬂ;en der Blldlmg der inversen Funktion f-i
zu einer gegebenen Funktion f (f sei eine eineindeutige Abbllflung) ‘

(1) Wenn eine Funktion f mit Hilfe von Zuordnungspfeilen gegeben ist, so er-
hilt man die Darstellung der inversen Funktion f‘i durch Umkehrung
des Richtungssinnes aller Pfeile.

(2) Wenn eine Funktion f als Menge geordneter Pa,a,re elementweise gegeben

- ist, so erhilt man die elementweise Angabe der inversen Funktion f-1,
indem man in jedem geordneten Paar von f die Elemente vertauscht.

(8) Wenn die graphische Darstellung einer Funktion f in einem rechtwinkligen
Koordlnatensystem gegeben ist, so erhilt man die graphische Darstellung
der inversen Funktlon f~t als Menge von Punkten; die dadurch entsteht,
daB man bei jedem Bildpunkt von f die Koordinaten vertauscht, bzw.
durch Spiegelung des Bildes von f an der durch die Glelchung y=u be-

* stimmten Geraden (7 177, Satz 2 (8.7. )) |
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BEISPIEL 2 (7.1.):
Gegeben.sei die Funktlon f mit
J={[—3;0] [— 2; 1], [0 1], [1; 2] [3 2]}
Fur das Bild B von f gilt (Bild 153/1): )
B(f) ={P; (— 3’§B), Pz;_(-— 2;1), P3(0;1), P, (1; 2), P5(3;2)} .

Es ist dann - e . - .
B (f-1) = {P] (0; — 8), P; (1; — 2), P; (1;0) , P{ (2; 1), P (2;8)}
bzw. 1= {10; — 3], [t; — 21, [1; 0], [2; 1, [2; 3]} -
Es ist f~! die zu f inverse Abbildung, aber nicht die inverse Funktion von f.
Jr o \
s ols' §
- xR xh
Pé . . ¢
% 5 oF
, .
) 1 j ] 1 & B N - p
0 1 X
. . I )
- o&’
- Ep
r - + 153/1 \

Wir betrachten im folgenden nur solche Funktionen, bei denen sowohl der
Definitionsbereich als auch der Werteberelch Teilmengen der' Merge der

reellen Zahlen sind.
Weiterhin. beschrinken wir uns auf Funktlonen, fiir die es moghch ist, die
-Zuordnungsvorschrift mit Hilfe einer Gleichung anzugeben. )

BEISPIEL 3 (7.1.):
Eine Funktion f sei als Menge geordneter Paare elementwelse gegeben.
Es ist — {[0; 0T, [1; 1], [2; 4], [3; 9], [4; 16], [5; 257}
und damit D( f)=1{0,1,2,34,5 |
W(f) = {0, 1, 4, 9, 16, 25}, T
“ wobei D(f) & P und W(f) S P.

153




2.

Wir konnen hier die Zuordnungsvorschrift in Worten formulieren: Jeder na-
tiirlichen Zahl kleiner als 6 wird ihr Quadrat zugeordnet.. '
Sei z ein Zeichen fiir ein beliebiges Element aus dem Deﬁmtlonsberelch 80
erhalten wir durch die Glelchung

y=2a ) ,
das zugehorige Element y des Wertebereichés von f- Wir sind damit in der
Lage, die gegebene Menge f mit Hilfe einer Aussageform anzugeben.
Es ist z. B. ' -

f= {[x,y] [x; y]GNxNAJ—x2/\0<x<5}
oder  f=A{[z;9];1 y=m2\NzENANO< <5} |
oder . f={lz;yl;y=a2Ax€ED(}, .
wenn D(f)={0,1,2,3, 4, .5}.

Man bezeichnet die Gleichung y = «2 - als den analytischen Ausdruck der
Funktion bzw. als Funktionsgleichung.

DEFINITION 4 (7.1.):

~ Es sei f eine Funktion. '
Dann heift. eine . Zahl z.eine Nullstelle der Funktion f
genau dann, wenn [z; 0] € f.

-

BEISPIEL 4 (7.1.):
Gegeben sei die Funktion

f=1{[0;3],[1; 0], [2; — 1], [3; 0], [4; 3]}
Diese Funktion hat zwei Nullstellen, da es zwei geordnete Paare gibt,
deren zweites Element den Wert Null hat.

Es ist 2, = 1 eine Nullstelle, denn [1; 0] € f.
Es ist 2, = 38 eine Nullstelle, denn [3; 0] € f.-

2. Méoglichkeiten der Angabe von Funktionen

Aus den Definitionen der Begtiffe ,,Funktion® (7 Teil 7.1.) und ,,Abbildung®
(A [4; 1564f.]) folgt, daBl Funktionen Mengen geordneter Paare sind. Eine
Menge ist dann eindeutig bestimmt, wenn ihre Elemente gegeben sind..

Wir fordern demzufolge von einer eindeutigen Darstellung einer Funktion,
daB es moglich ist, aus dieser Darstellung die Elemente der Funktlon ein-
deutig zu ermitteln. : :
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(Iy Angabe einer Funktion als Mengé'geordﬁeter Paare =~

a) Elementweise Darstellung
- Hier sind die’ Elemente der Funktlon exphz1t Vorgegeben Die Forderung
wird also trivialerweise erfiillt. -

BEISPIEL 1 (7.2.): |
@f 1 = {[0; 0], [1;.2], [2 4], [3; 6T

b) Darstellung mit Hilfe éiner Aussageform o
Wir ermitteln eine Aussageform, so daB die Erfullungsmenge dieser Aussage- .
form dle Menge aller geordneten Paare ist, die zur Funktion gehoren. ‘

BEISPIEL 2(7.2. )

i ={lz; v y—-2x/\x33/\ xGN}
Die Aussageform ist hier eine Kon]unktlon aus der Funktlonsglelchung y= =21,
der Unglelchung r<3 und der Elementbemehung z€ N.

(2) Angahe einer Funktion mit Hilfe von Zuordnungspfeﬂen

Aus einer solchen Darstellung | (. Bild 155/1) kann man leicht die Menge
der geordneten Paare ermitteln. -

S LS T
' 36
. :
I N N )
o
I

3) Angabe einer Funktion mit Hilfe einer Wertetabelle

Man verzichtet bei solchen Darstellungen auf dle Zuordnungspfelle und ordnet
die Elemente tabellarisch an.

Auch aus einer Tabelle kann man sofort die elementweise Angabe der Funk-
tion f; gewinnen.

BEISPIEL 3 (7.2.): ' A\
z[o |t |2 |3 o
y!|o 2 |4 |6 - .
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(4) Angabe einer Funktion mit ]Ii]ie einer Zuordnungsvorschnft und durch
Angabe des Definitionsbereichs - -

! Man erhélt die Menge der geordneten Paare einer Funktion f1 als Losungs-
menge der Gleichung y = f; (x) im Losungsgrundbereich Lg unter Beruck— ,
swhtlgung des Deﬁmtlonsberelches von f;. © o

BEISPIEL 4 (7.2.):
Die Darstellung der Funktion f; durch ‘ @

Y= = fil@) = 2= (yglemhfivonx) und I
D(fy) = {m;2 €N \ &< 8} -

enthilt die Aussageformen, die auch im Bexsplel 2(7.2.) auftreten Es ist
| L={=yl;[@;9]€ N x NAy=2zA\2< 3}

(5) Angabe einer Funktion mit Hilfe einer graph,ischen Darstellung -

Y : : '
N ' x.: ! , ' ; o . i
B _ -
; | )
B !
.
- X
s 5
i \ * '
1 [ - 1 L
0 7 X
K 156/1
BEISPIEL 5 (7. 2.). )

'. Die graphlsche Darstellung der Funktion fi ist B(f,) (Bild 156/1)

Esgilt: P (z;9)€ B(f) « [2;91€ ;. ‘ -

Damit erhélt man ‘aus der gra,phlschen Darstellung der Funktion die element-
weise Darstellung. ' : v

Beémerkung: Die Darste].lung\en (1a), (2) und (3) kénnen, falls die gegebene Funktion
aus unendlich vielen geordneten Paaren besteht, nur dazu verwendet werden, um
einige Elemente zu kennzelchnen - :

.
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P (AP - .

BEISPIEL6(7 2): o ‘ 3
 Gegeben sei die gra,phlsche, Darstellung emer Funktlon f (1 Bild 157/1).

vk 1 . .
' H‘ . N\
! n . X
: B(f) :
Ik 97 ,
, v 7
1 1 1 % 4 1 . 1 1 |
B N /A X !
xh T . 1571

B(f) = {Py, Py, Py, Py} .
Aus den Koordinaten der Blldpunkte von f erhilt man mlt L
| J={— 6; — 1], [~ 35 0], [0; 1], [3; 2}
die elementweise Angabe der Funktion. Daraus ergében sich
D(f) = {—6;—3;0; 3} und  W(f) = {— 1; O 1; 2}

- Die ‘Funktionsgleichung' gewinnt man zundchst durch Probieren. Hier ist

1 . .
. == — y 1- . d ’ ’
y=13 x -+

.

Damit ka,nn die Funktion a.ls Menge mit Hﬂfe einer Aussa.geform angegeben
werden.,

f={[x; yl; [a,c, ]EGxG’/\y—lx+1/\— 6< xs3}

Die Wertetabelle und d1e Darstellung mit Zuordnungspfellen ergeben sich
unmittelbar aus der elementweisen Angabe der Funktion.
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8. Lineare Funktionen

8.1. Definition der linearen Funktion

Vereinbarungsgem#8 betrachten wir nur solche Funktionen, die sich mit
Hilfe einer Funktionsgleichung angeben lassen. Eine Moglichkeit, diese Funk-
tionen zu klassifizieren, besteht darin, die Funktionsgleichung als klassnﬁ-
zierendes Merkmal zu benutzen.

DEFINITION 1 (8.1.):

Eine Funktion, deren Funktionsgleichung durch

' ﬁ.quiva,lente Umformungen in die Form
=mx+n (m,n€ Pundm =+ 0)

gebracht werden kann, heilt eine lineare Funktlon

Bemerkung: Man bezeichnet die Form der Funktionsgleichung, in der ein Term nur
aus der Variablen y besteht und der andere Term der Funktionsgleichung die Variable
 nicht enthilt, als die explizite Darstellung der Funktionsgleichung. Anderenfalls
spricht man von einer impliziten Darstellung der Funktionsgleichung.

8.2. . Die linearen Funktionen mit der Funktionsgleichung
' Yy = mz (m = 0)

“Wir formulieren zunachst eine Aussage {iber Funktlonen mit der Funktions-
glelchung Y = ma.

158




SATZ 1 (8.2.): o !

Das Bild einer liiearen Funktion f mit der Glelchung
y = mz und dem Definitionsbereich D (f) = P .ist
eine Gerade durch den Ursprung des Koordmaten-
systems.

Beweis: - '

Das Bild der Funktion f mit der Gleichung y=mz und D (f) = P besteht

aus den Punkten einer Ebene, deren Kodrdinaten die Gleichung y = mx

im Bereich der reellen Zahlen in eine wahre Aussage tiberfiihren. /
Die Koordinaten des Punktes P, (0; 0) erfiillen diese Glemhung, denn es ist
0 = m - 0 fiir alle m € P.

Fiir die Kdordinaten aller anderen Punkte des Bildes von f ist das Verhiltnis
von Ordinate und Abszisse konstant, da aus der Funktionsgleichung y = m«
fiir z + 0 folgt - :

(/' Bild 159/1) . "o B

m:

]|

o G0 : @l:0)
P B(0;0) X

159/1 7 R0aiYp)

\
i \

Es sei P, (x,; y1) ein Punkt des Bildes von f, das heiit, die Koordinaten von Py
erfiillen die Gleichung y = max. Also gilt

Y
4 )
Mit Hilfe des Strahlensatzes ergibt sich fiir die Koordinaten eines beliebigen

Punktes Pj (225¥,), dér auf der durch P, und P, emdeutlg bestimmten Ge-
raden g liegt, stets

B_u
i) zy
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Somit erfiillen dle Koordinaten eines beheblgen Punktes dieser’ Gera.den g
. die Funktionsgleichung y = ma.
Fiir jeden Punkt, der nicht auf g liegt, gilt '

s 8
entweder — > 0 oder — < 0.

:‘Da,s Bild einer Funktlon f mit der Glelchung y = mz und D (f) = P ist also
eine Gerade durch den Ursprung des Koord;natensystems, g. e. d.

DEFINITIONA (8.2.): ;

Es seien f eine Funktion mit der Glemhung Y=

und dem Deﬁmtlonsbei’emh D(f) = ‘

. und g die Bildgerade dieser Funktlon

Dann heiBt der Koeffizient m in der Gleichung

y = mx der Anstieg der Bildgeraden und der Winkel.

o (mit — 90° < a <C 90° und « = 0), den Blldgerade
» " und positiver Teil der z-Achse miteinander bilden,

Steigungswinkel der Geraden.

Zwischen Anstieg :und Steigungswinkel des Bildes -einer Funktion f mit der
Gleichung y = mz und D (f) = P existiert ein Zusammenhang. ,
Es ergeben sich die in der folgenden Ubersicht enthaltenen Moglichkeiten.

-y

- m . o
d<m | 4°<a< 90
m = 1 e = 45‘.’ - -
0<m<1 S0 <a< 45 ' ,
—1<m<0 | —4°<a< 0 !
m= —1 o = — 45°
m< —1| —90°<a< — 45°
- ' \
DEFINITION 2 (8.2.): ‘

Eine Gerade heiBt steigend genau. dann, ‘wenn sie
mindestens durch 'den I. und III Quadranten geht,
fallend genau dann, wenn sie mindestens durch, den
IL und IV. Quadranten geht.
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SATZ 2 (8.2.):

Eine Gerade steigt, wenn in der zugehé6rigen Funk-
tionsgleichung y = mx der Anstieg m groBer als Null
ist, sie fallt, wenn der Anstieg m Kleiner als Null
ist, . :

Diesen Satz beweise der Leser selber.

BEISPIEL 1 (8.2.): ‘
In Lehrbuch [6; Klasse 3, 83] finden wir als Aufgabe 5.
Berechne die Produkte 1+ 11, 2 - 11 bis 10 - 11!
Dieser Sachverhalt kann durch eine Funktionsgleichung der Form" y = me
erfait werden.
Belegt maninder Gleichung y = 112 die Variable z mit den Zahlen 1, 2,
, 10, so erhélt man jeweils das gesuchte Produkt.
In der Darstellung

Cf = {1t 1], [25 221, (35 33), .., [105 110])
wird der Zﬁsammenhang zwischen dem zweiten Faktor und dem Produkt mit

Hilfe geordneter Paare angegeben Benutzen wir die Funktionsgleichung zur
Angabe, so entsteht

f={myh sy EN X NAy =112 A1 o< 10}

8.3. Die linearen Funktionen mit der Funktionsgleichung
: C y=mx+n

Nach der Betrachtung von Funktionen mit der Gleichung y = mz + n und
n = 0; m € P untersuchen wir in Teil 8.3. Funktionen mit der Gleichung
y=mz+nundm€ P,n€ P, m=0.

SATZ 1 (8.3.):
Das B11d einer linearen Funktion f mit der Glelchung
Yy = ma + n und dem Definitionsbereich D (f) =

. Ist eine Gerade, die die y-Achse des Koordmaten-
systems im Punkt P (0; n) schneidet. i

Beweis: )
Der Punkt P (0 n) ist swher ein Punkt des Bildes der Funk’mon f denn seine
Koordinaten erfiillen die zugehérige Funktionsgleichung. .
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Es gilt:
. Wenn 2 =0 und y = n, so ist n =m0+ n eine Wahre Aussage fur alle
m, n € P.
Seien B(f;) das Bild der Funktion f; mit der Glelchung y max (mlt D(f) =
und B(f,) das Bild der Funktion mit -der Gleichung y = mz + n (mlt
D (fo) = P).
Wir vergleichen die y-Koordinate eines Punktes Py € B'(f,) mlt der y-Ko-
ordinate eines Punktes P, € B (f;), der dieselbe z-Koordinate wie P, ‘haben
mége. ‘
Dann gilt fir alle entsprechenden Bildpunkte:
“Wenn P (21, 1) € B (f1), s0o Py (21, y1 + n) & B (f). .
Wir erhalten somit das Bild B (f;) durch Verschiebung des Bildes B (f;) lings
: —_

der y—Acﬁse mit dem Verschiebungspfeil OP (7 Bild 162/1). /
Da das Bild von f; eine Gerade ist, folgt, daB auch das Bild der Funktion 'mit

der Glelchung Y= mix + n (D (f) = P) eine Gerade ist, ' q.e.d.

Bemerkung: Die Begriffe , Anstieg® und . J
»Steigungswinkel” benutzen wir in ent- '

sprechender Weise auch fiir die Bilder der )
linearen Funktionen mit der Glelchung . P(G:n) 7
y=mz -+ n.

. FOLGERUNG aus SATZ 1 (8. 3, ):
Das Bild einer linearen Funktion f mit der Glei-
- chung y=mx + n (D (f) = P) schneidet den po-
sitiven Teil der y-Achse genau dann, wenn n > 0

- . ist.
Es schneidet den nega.tlven Teil der y-Achse genau
dann, wenn % < 0 ist.
- Es geht durch den Koord.ma,tenursprung genau
dann, wenn n = 0 ist. ‘

162/1

- BEISPIEL 1 (8.3.): o \\
In Lehrbuch [6; Klasse 1, 62] finden wir die Moglichkeit, einen einfachen
‘ Sachverhalt mit Hilfe einer linearen Funktion zu beschreiben. Im Teil »Die
Zahlen von 11 bis 20 wird von der Gleichung b = 10 -+ ¢ ausgegangen.
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“Wir-fassen diese Gleichung als eine Funktionsgleichung auf. Der Deﬁnit.iéﬁs? |
bereich ist- D = {a;0 € N A1 < a < 10}.
Damnist f= {[¢;b8];[@;]EN X NAb=10+aA1<a< 10}.

SATZ 2(8.3.): .
Dle lineare Funktion f mit der Gle}chung

y = mx 4+ hat im Deﬁmtlonsberelch D (f) =

genau eine Nullstelle. : ‘

Beweis: s
Nach Definition 4 (7.1.) ist eine Nullstelle einer Funktlon ein solches Element

des Definitionsbereichs, fir das der zugehorige Funktionswert Null wird.
Belegt man ¥ in der Funktlonsglelchung Yy = mx + # mit Null; so entsteht
- eine lineare Glelchung mit einer Variablen. .

(1) 0=mz + n
Die Losungen dieser Gleichung sind in bezug auf den Losungsgrundbereich

D (f) die Nullstellen der Funktion mit der Gleichung.y = max + n.
Wenn m = 0, so erhalt man aus Gleichung (1): *

n
z = ——,
m
o o n
d. h.: Es gibt genau eine Nullstelle, niimlic T q. e. d.

{
\

Bemerkung: Nullstellen von Funktionen kénnen auch aus dem Bild der Funktion er-

mittelt werden.
Es gilt: Eine Nullstelle einer Funktion 1st die Abszisse euiies der Punkte des Bildeés
der Funktion, die auf der z-Achse des Koordinatensystems liegen. - _

!

BEISPIEL 2 (8.3.): ' o .
Man ermittle die Nullstellen der Funktionen mit den GIexchungen \

y="fils) =2z —4
y =fal®) =%x

y;fa (x) =

und dem Definitionsbereich P. ;
Belegt man y jeweils mit Null, so erhdlt man aus K

a) 0= 2z — 4 firx den Wert 2, also zo(f;) = 2,
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1 - , -
b) O=Ex fiir z den Wert 0, also z, (f2) = 0.

Aus A | ’
c) 0=3 folgt: f5 hat keine Nullstelle.
8.4. J Verfahren zum Ermitteln des Bildes einer linearen

Funktion

Nach Satz'1 (8 3 ) ist das Bild einer linearen Funktion f mit D (f) = P eine
Gerade. :
" Da eine Gerade durch zwei verschledene Punkte eindeutig bestimmt ist, kommt

es beim Ermitteln des Bildes einer linearen Funktion darauf an, zwei geeignete -
Punkte dieser Geraden zu bestimmen. :

1. Méglichkeit

Ein Punkt P ist genau dann ein Punkt des Bildes einer Funktion wenn seine
Koordinaten die Funktionsgleichung dieser Funktion erfiillen.

Wir fassen diese Funktionsgleichung als eine lineare Gleichung mit zwei
Variablen auf, belegen die Variable z nacheinander mit zwei verschiedenen
Zahlen a, bzw. a, und ermitteln die zugehorigen Belegungen fiir die Variable y.
Diese mogen by -bzw. by sein. Dann sind Py (a4, b;) und P; (as, by) Punkte des
Bildes der Funktion. ' .

Man gibt die entsprechenden Zahlenpaare im allgememen in einer Werte-
tabelle an. ot

x ay Qg

Yy by by

Bemerkung: Zur Kontrolle kann man ein weiteres geordnetes Paar (ag, bs) ermitteln.
Notwendige Bedingung dafiir, daB P;, P, und Pj Blldpunkte von f sind, ist ihre Lage
auf ein und derselben Geraden.

BEISPIEL 1 (8.4.)’:

Man zeichne das Bild der Funktion f; ‘mit der Gleichung
y=2xz—2und D (fy) =P

Wir wihlen folgende Wertetabelle.

Ix —1
.|y -4 | -2




Daraus ermitteln wir das Bild von f
(7 Bild-165/1).

165/1

2. Moglichkeit .

Jede Gerade, die nicht parallel zur 2-Achse ist, schneidet sowohl die
z-Achse als auch die y-Achse injeweils genau einem Punkt. Das Ermitteln der

Koordinaten dieser Punkte ist 1nsofern einfach, da. fiir belde Punkte je eine

Koordinate Null ist.

Der Schnittpunkt P, mit der g J-Achse ergibt sich nagh Satz 1 (8.3:) unimittelbar
aus der gegebenen Funktionsgleichung y = mz + » als P; (0; 7).

Den Schnittpunkt P, mit der x-Achse erhalt man,, indem man die Nullstelle %o
der Funktion berechnet, als

Pg(———;O).
m

Bezogen auf Beispiel 1 (8.4.) ergeben sich aus y = 2 2 — 2 die Punkte 4 (0; — 2)
und B (1; 0) o .

3. M oglzchkezt
Das Bild dér Funktlon soll mit Hilfe eines, Stelglmgsdrelecks ermittelt

werden.

DEFINITION 1 (8.4:):

Es seien Py (x, y4) und Py (24, yo) ZWei verschledene "

Punkte einer Geraden, mit y; < ¥,.
Dann heiBt das Dreieck, das durch die Parallele zur
a-Achse durch P,, die Parallele zur y-Achse durch P,
. und die gegebene Gerade bestimmt ist, ein Stelgungs- '
dreieck der Gera,den

Es sei B(f) das Bild einer Funktion fmit der ‘Gleichung y = ma + n. Dann
ergibt sich aus Bild .166/1
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4

Y — N -166/1 o ' ) N y:B(f)

, ) . ' ‘ \
und mit Hilfe des Strahlensatzes

(1) m =

. —
p—n _ 1L(SP,)
= .
L2 (P S)
Aus (1) und (2) erhilt man
1E Pt
() m = LED | ‘ _ |
l(P1 S) ) L. . °

/

(2)

\

Bemerkung: In Gleichung (3) gibt der Zéhler des Bruches die MaBzahl der Léange der
gerichteten Strecke an, die parallel zur y-Achse verlduft, der Nenner die MaBzahl
der Lénge der gerwhteten Strecke, die parallel zur 2-Achse hegt

Wenn die Funktionsgleichung y = mx + n einer linearen Funktion f ge-
geben ist, so erhilt man aus dem Anstieg m das Verhiltnis der Maﬁzahlen
der Katheten eines Steigungsdreiecks der Bildgeraden von f.

Ein solches Steigungsdreieck reicht nicht aus, um die Gerade eindeutig er-
mitteln zu kénnen. Dazu ist zusitzlich ein Punkt P notwendlg, der sicher ein
Punkt der Bildgeraden ist.

Wir wihlen einen Punkt, dessen Koordma,ten sich sofort aus der Funktions-
gleichung ablesen lassen, nimlich P (0; n). Das Stelgungsdreleck wird also
stets so gezeichnet, daB P, oder P, Punkte der y-Achse sind.

Weiter legén wir in Ubereinstimmung mit Gleichung (5) fest: Es habe P18
stets denselben Richtungssinn.wie die 2-Achse. Dann gilt: g

—
Wenn m > 0, 8o sind SP, und y-Achse gleich gerichtet.
— ' . . i
Wenn m < 0, so habert SP, und y-Achse entgegengesetzten Richtungssinn.

BEISPIEL 2 (8.4. ) :
Man zelchne die Bilder der Funktionen mit den Glexchungen

y=fi@=ga+3
1 o ‘
y=f@=—52+3 R | |

1 'Wir fassen diese Strecken als gerichtete Strecken auf und legen fest: Eine zu einer Koordinatenachse parallele
" Strecke heiBt positiv gerichtet genau dann, wenn ihr Richtungssinn mit dem Richtungssinn der Achse ibereinstimms,
negativ gerichtet genau dann, wenn ihr Richtungssinn dem Richtungssinn der Achse entgegengesetzt ist.
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y=1s @) = 5o —2
< .9 ’ 5
y=fim == ga—2

mit D (f) = P

RUad BEDN

Wir erliutern zwei Beispiele ausfiihrlich (7 Bild 167/1). ' '
1 . o ' 1

(1) Aus y = f (w)=;x + 3 folgt P (0;3) € B (f)) undm = >

Es muB also ein Steigungsdreieck ermittelt Wer(lien,' dessen einer Eckpunkt
P (0; 3) ist, dessen Katheten positiv genchtet sind und deren Magzahlen
ein Verhaltnis 1 2 haben. \
2. 2
(2) Aus y = f, (a:) =—gt— 2 folgt P (0;2)€ B (f;) und m = — 3

Es muB hier ein Steigungsdreieck gezeichnet werden, dessen einer Eck-
punkt P (0; —'2) ist, dessen Katheten unterschiedlich gerichtet sind und
deren MaBzahlen im Verhéltnis 2: 3 stehen. :

8.5. ‘ ' Verfahren zum Ermitteln der Funktionsgleichung
_ einer linearen .Funktion

Wir betrachten in Teil 8.5. Verfahren die es ermoghchen, bei vorgegebenem
Bild einer hnea.ren Funktion die zugehdrige Funktionsgleichung zu ermltteln
_ Da,bel stellen wir drei N{oghchkelﬁen dar. "

§

1. .Moglwhke@t
Wenn: zum Beispiel Py (— 6; — 1) unid P, (3;2) zwei verschiedene Punkte
einer Geraden g = B (f) sind, so kann man mit Hilfe der Koordinaten dieser
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' 8.5. , o A Co :

Punkte die zugehorige Funktionsgleichung y = mx + 7 in eine. wahre Aus-
sage iiberfithren. Es muB also gelten:

(1) —1=—6m-+n

2 2=38m+n ,

Man faBt beide Gleichungen als ein System linearer Gleichungen auf und er-

mittelt alle [m; n], die Losungen dieses Systems sind.
Dann ergibt sich zunéchst

C—3=—9m
und weiter m = 3
Einsetzen in (2) liefert n=1.

Es gibt also geriau eine Funktionsgleichung:
. ) ,
=— 1.
y=3% +

Wir vera,llgeméinern dieses Verfahren.
Es seien P; (2;,y,) und P, (%, y,) zwei verschiedene Punkte einer Geraden
g = B (f). Dann kann man mit Hilfe ihrer Koordinaten die zugehorige Funk-
tionsgleichung y = ma - n in eine wahre Aussage iiberfithren..
Es muB also gelten:
)y =ma+n
(2) yo=may + 1|
Man subtrahiert Gleichung (2) von Gleichung (1) und erhélt

Y1 — Yo = (T — X)) M
bzw. m="Y

Xy — %y

wenn Xy F 2y .

Bemerkung: Die Bedingung ; = @, ist erfiillb genau dann, wenn P; = P,.

i

Man setzt den Term NTR frmin Gleichung (1) ein,
Xy — Xy
Es ergibt sich
y1=?/1—y2 5+ | X
Xy — Xy
und weiter
"=y — Yo — Y ®
! Xy — X9~ 1v )
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Setzt man in. dJe Gleichung y = mz + n die fiir m und » ermittelten Terme
ein; so ' entsteht die Gleichung :
' Yr— Y Y1 — Ys

y=——— oty ——— .
Xy — Xy Xy — Xy

|

Addition von — y, und entsprechendes 'Auskla.mmern liéfe'rn

Y1 — Ya
—_— Yy = — (. — 21) .
Y — Y pra—— ( 1)

Daraus ergibt sich weiter

Y—%h_H—UY
X — Xy . Xy — X

(mit z %= 2, und 2, =+ x,).

Bemerkung: Man bezeichnet diese Gleichung in der analytischen Geometrie als Zwei-
punkteglelchung einer Geraden.

BEISPIEL 1 (8.5): y
Gegeben sei das Bild B (f;) einer linearen Funktion f; ( / Bﬂd 169/1).
Wir geben uns zwei verschiedene
Punkte P, und P, der Geraden vor
und ermitteln ihre Koordinaten.
Es gelten hier P; (— 2; 2)
und P, (2; — 4).

Wir setzen die Koordinaten dieser
Punkte in die Zwelpunkteglelchung
. ein und erhalten

|

. X
1 2 6 it 2
()x+2_—z (mit x = — )‘.
Das ist eine implizite Form der ge-
suchten Funktionsgleichung.
‘Als explizite Form ergibt sich zu-
nichst
.3 ) B(f;) /
(2)y=—5x——1 (mltw=1=——-2) ( . ! 169/1

Die Gleichungen (1) und (2) sind fir alle x &= — 2 einander aqmvalent

Da P, (— 2;2) sicher ein Punkt des Bildes der Funktion ist, kénnen wir
nachtraglich in Glelchung (2) fiir  die Belegung — 2 zulassen.

Damit ist :

Ny = 3 1
By=—5= - A
die Funktionsgleichung der Funktion f;.
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2. Moglwhkeq,t S : : . c - o

Die Zweipunktegleichung nimmt einé einfache Form an, wenn man die Ko-
ordinaten der Schnittpunkte der Geraden mit den Achsen des _Kpordmaten-

~gystems in diese Gleichung einsetzt.
Es seien A (a; 0) der Schnittpunkt der Geraden mit der x-Achse und B (0 b)
der Schnittpunkt mit der y-Achse.
Es ergeben sich .
y—0, 0—b

r—a a—0

4

(mit = + a)

_ und weiter

LY b
s @

Daraus entsteht '
ay=ab‘—bx - ‘

bzw. b:v—l—ay—ab . ‘ )

Die Division durch ‘ab (mit a - b+ 0) liefert

x Y-
42—
'a+b

Bemerkung Diese Glelchung wird als Absehnitisgleichung einer Geraden bezeichnet,
" da die Zahl ¢ bzw. b die MaBzahlen der Léngen der Streckenabschnitte angeben, die
auf der x-Achse bzw. y-Achse zwischen Ursprung des Koordinatensystems und Schnitt-
punkt der Geraden mit den Achsen entstehen. ) \

BEISPIEL 2 (8.5.):

Gegeben sei das Bild B (f;) einer linearen Funktlon f2
Es sind hier ¢ = — 3 und b = 2.

Wir setzen in die Abschnittsgleichung ein und erhalten eine implizite Form der
Funktionsgleichung ' -

1

. @ Y
—_—— =1
3+2

Daraus ergeben.sich

—2z43y= 6
.und weiter
_ 2,12
y=3* + | - 4 _ R
als explizite Form der Funktions- - o d
glewhung ‘ N 170/1
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3. M oglwhlce@t
Man benutzt ein Steigungsdreieek der gegebenen Geraden, um die Funktions-
gleichung der zugehongen lmea.ren Funktion zu ermtte]n (~ Bild 170/ 1).

1. Schritt: Man zeichnet ein Stelgungsd.releck so daB dessen einer Eckpunkt
der Schnittpynkt der Geraden mit der y-Achse ist. \ "

2. Schritt: Man ermittelt n aus den Koordmaten des, Schmttpunktes der
Geraden mit der y-Achse.

- 3. Schitt: Man ermittelt das Vorzeichen von m.

Das Vorzeichen von m kann mit Hilfe der Strecke é?z"ermittelt
werden (7 Erlduterungen zur 3. Moglichkeit in Teil 8.4.).
Es ergibt sich ebenfalls aus dem Verlauf der Geraden (stelgend
“oder fallend).
4. Schritt: Man ermittelt m.
: Man liest aus dem Stelgungsd.releck das Verha.ltms der MaBzahlen

der Katheten ab. Es ist Yi
ool (QPa) 1
m _______
(P, Q)

6. Schritt: Man gibt die Fun_ktion's-
gleichung an. .

]

4
171 - \B(fz)

BEISPIEL 3 (8 5.):

Gegeben seien die Bilder von zwei linearen Funktionen. Man erm1ttle d1e Zu-

gehorigen Funktionsgleichungen. :

Wir erldutern ein Beispiel ausfiihrlich (7 Bild 171/1).

1. Man betrachtet das Dreieck A P;QP,. (Ma.n wiithle P, so, dafl seine Ko-.
 ordinaten ganzzahlig sind.) B

2. Aus P,(0; — 3) folgt n = —3.

8. Da .B(f;) eine §teigende Gerade ist, gilt m > 0.

b f
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: 4
4. Aus (Q_z)) = — erglbt sich m = 3
1(P.@)
5. Man erhilt somit die Funktionsgleichung der llnearen Funktlon Ji-
4 3 ’
= —x — . .
Weiter ist y = fy(x) = — 32 4 4.
Rin2)
7r
- 1
. i - l | >
10 2 . ] ) 20 Linm
172/1

/
;

BEISPIEL 4 (8.5.):
Zur Untersuchung der Abhanglgkelt des Widerstandes eines Drahtes (Material
und Querschnitt sind nicht bekannt) wird eine MeBreihe aufgestellt, die fol--
gende Werte liefert (7 Bild 172/1).

lin m 1 5|8 10
Bin® . -:|0,13] 0,607 1,00 1,22

Man trigt die entsprechenden Bildpunkte in ein geeignetes Koordinaten-
system ein. Man erkennt, daf diese Punkte naherungsweise auf einer Geraden
liegen. Mit Hilfe des angegebenen Verfahrens kann man die Funktlonsglelchung
ermitteln.

0,6 :
Es ist m = TG, also m = 0,12.

Damit erhdlt man
f={l;R];R=0,12- l/\lEP/\l>0}
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Mit Hilfe der elmlttelten Funktlonsglelchung kann man zu ]eder Lénge - des

gegebenen Drahtes den Widerstand berechnen.

Man beachte, dal dieses Verfahren nur Naherungscharakter besitzt. Auf eine
Fehlerbetrachtung soll hier nicht eingegangen werden.

8.6. ‘ Abhanglgkelt des Bildes einer linearen Funktlon

vom Definitionshereich

Wir untersuchen lineare Funktionen in verschiedenen Deﬁmtlonsberelchen

Dazu betrachten wir elmge Beispiele.

BEISPIEL 1 (8.6.):

Gegeben seien die Funktlonsglelchung y = « — 2 und die Deﬁmtlonsbelelche

D(fy) = N, D(fs) = G, D(f3) =

Dann ergeben sich fiir die Funktlonen folgende Darstellullgen

fi={lz;yl;y=2—2 )\ z€ N}
fo={zy;y=2z—2AzEG
fi=A{lz;yliy=2—2A\2€ P}

Wir betrachten B(f;), B(f,) und B(f;) in Bild 173/1.

73 73 74
- x'.. - -
B(f)
1+ » L B
1 1 1y 1 < 1 1
0 7 X 0
b 4

N ~ / .
173/1

Das Bild der Funktion f; ist eine Gerade mit der Gleickung

y—x—2

Die Bilder von f1 und f, sind diskrete” Punktmengen, deren Elemente Punkte

_ dieser Geraden sind.




’

BEISPIEL 2 (8.6.):
G‘regeben seien die Funktlonsglelchung y = « + 1 und die Definitionsbereiche

D(f)y ={x; € N A x<4},
D(fs) ={z;2€ G A\ z < 4},
D(fyy={z;2€ PA x< 4}

Essind fi={zx;ylivy=2+1A2ENAz<4}
Lh={zyly=a+1AN2€G ANz 4}
fi={lz;yhy=a+1ANc€PAz< 4}

" Als Bilder der Funktlonen erhalten wir (7 Bild 174/1):

B(f,) ist eine Menge endlich vieler diskreter Punkte, die auf der durch die

Gleichung y = z - 1 bestimmten Geraden hegen

B(f,) enthalt unendlich viele diskrete Punkte.

Zu B(f;) gehoren alle die Punkte der durch die Gleichung y = « 4 1 bestlmm-

ten Geraden, fiir deren z-Koordinate x < 4 gilt. Dle graphische Darstellung

von f; ist also eine Ha,lbgera,de

-y ' _jx1l
_ « i
N - 3 E
- x RS
7% ‘ i 1% !
S SRR ST L = I 1
o 17 X 0 1
174/1 .

BEISPIEL 3 (8.6.):

Gegeben seien die Funktionen
Ji={myly=2—1A+1<2<3A\z€EN}
fe={xyy=2—1A—1=<2<3AzE€EG,

= {myly=c—1AN—-1=2<8Ax€ PL

Wir betrachten die Bilder dieser Funktionen (7 Bild 175/1).

Die Bilder von fiund f7,51nd endliche Punktmengen.

Das Bild von f; ist eine Strecke, deren Punkte auf der durch die Gleichung

y = « — 1 bestimmten Geraden liegen.

—~
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Ja J
= X - )é'
) B(R) B(f,)
Vil :/ B \
L. % I La | oS 1 l=
o 7 p's 0 17 X
e ' “'
- ’ X b
175/1
Zusammenfassung

1.

2.

Die Bilder linearer Funktionen sind stets Punktmengen, deren Elemente

Punkte der durch die Funktionsgleichung bestimmten Geraden sind.
as Bild einer linearen Funktion besteht aus endlich vielen Punkten,

wenn der Definitionsbereich eine endliche Teilmenge der Menge der

. natiirlichen Zahlen oder der ganzen Zahlen ist.
. Das Bild einer linearen Funktion besteht aus unendlich vielen diskreten

Punkten, wenn der Definitionsbereich eine unendliche Teilmenge der
Menge der natiirlichen Zahlen oder der ganzen Zahlen ist.

. Es seien a und b (mit a = b) zwei beliebige, aber feste. reelle Zahlen.

Dann gilt: .
Das Bild einer Funktlon fist L C
a) eine Strecke genau dann, WennD(f) {g;2€E PANa<x< b,
b) ein. Strahl genau dann, wenn D(f) ={z;2CPA@=0a, 2 a,
z=0b,z<0b),

c) eine Gerade genau dann, wenn D (f) = {x; z € P}.

8.7.

~
~ \

Die inverse Funktion einer linearen Funktion *

‘Wir gehen von einem Beispiel aus.

BEISPIEL 1 (8.7.):

Gegeben sei die Funktion

-

. 1 ) ' :
f={lzy [ 9]€@ X G Ny=g2+ 1A —4=a= 4

\




- Daraus erhiilt man als elementweise Darstellung von f:

[ ={[—4; —11, [—2; 0], [0; 1], [2; 2], [4; 31}
Wir bilden die inverse Abbildung von f.
Es ist
= {[—1; —4], [0; —2], [1; 0], [2; 2], [3; 41}
eine eindeutige Abbildung, also ist f~* die inverse Funktion von f. Durch Pro-
biereri finden wir die zugehorige Funktionsgleichung y = 22 — 2 von f

Damit kann f~* als Menge mit Hilfe einer Aussageform angegeben werden.
Man erhilt :

fr={lmylley] €@ X @Ay =22 —2A —1sw=3}

Wir suchen nach einer Méglichkeit, die Funktionsgleichung der inversen
Funktion f~! aus der Funktionsgleichung der Funktion f zu ermitteln.

Bei der elementweisen Angabe der Funktionen werden. in jedem geordneten:
Paar [a; b] € f Bild und Original vertauscht, um die Elemente der inversen-x,
Funktion f~* zu erhalten. - .

1 .
In der Funktlonsglewhung y-= — « + 1 sind x das Zeichen fiir ein beliebiges

Orlglnal von fund y das Zeichen fur das zugehdorige Bild.
Wir vertauschen in der Funktionsgleichung von f.die Zeichen fir Bild und
Original und erhalten die Gleichung

1
x=—y—{-1

als eine implizite Form der Funktlonsglelchung von f~1. Daraus erglbt sich die
explizite Forin der Funktlonsglelchung vonft.

y=2x—2

Diese Gleichung entspricht der durch Probieren gefundenen. -

Wir vereinbaren, daf im folgenden stets mit = die unabhéngige Variable und
mit y die abhéingige Variable bezeichnet werden. ‘
SATZ 1 (8.7.):

Wenn

y=mx + n(m = 0)

die Funktionsgleichung einer linearen Funktion f 1st
so ist stets

be 1 n
= ZW . =—r — —
x=my+n bzw y. po” pon
die Funktionsgleichung der zu f inversen Funktion

\ : f-l-
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Bewew :
1. Es sei [a; b] ein beliebiges Element von f

i

1
- Dann muB gezeigt-werden, daB [b; a] die G‘rlelchung y=_ z — 7—7: erfiillt.

Wenn [¢; b] € f, so ist b=m-a + n eine wahre Aussage.

1 . : ‘
Wir belegen iny=—o— —\die Variablen « mit b und y mit a. ~
E3 entsteht
‘ 1. n ' '
M e=—b— | |

Multiplikation dieser Gleichung mit m Liefert
am="b—mn. . '
(@) b=am+n

Das ist aber fiir alle [a; b] € f eine wahre Aussage.
Damit ist auch Gleichung (1) eine wahre Aussage. .

: : 1
Belegt man demnach in der Gleichung y = —« — i die Variablen x mit b
m m

“und y mit @, 8o entsteht eme wahre Aussage, d. h.:
1 o
b; € -1 erfiillt d ‘Gleich =—x— —.
[ a] 7Y erfiillt die Gleic ungy m’m -
2. Essei[c;d] € fL.
Dann muB} gezeigt werden, da8 [d; c] die Glelchung y = mz -l— n erfiillt.
Das kann man analog zu 1. beweisen, q.e.

Wir betrachten das Bild der im Beispiel 1 (8.7.) gegebenen Funktion f (7 Bild
178/1). '

Das Bild von f ist eine Menge, die aus fiinf Punkten ‘besteht. Nach der in
Teil 7.2. erlduterten Moghchkelt (3) (' 155) erhalten wir das Bild der inversen
Funktion f~1.

Wir erkennen nach Emzelchnen der durch die Gleichung y = z bestimmten
Geraden, daB das Bild von f ! Qurch Splegelung von B(f) an dieser Geraden
entsteht.

SATZ 2 (8.7.): :

Das Bild der zu einer Fu.nktlon S inversen Funktlon

f~! ist eine Punktmenge, die durch Splegelung von

B(f) an der durch die -Gleichung y = z bestimmten
Geraden entsteht. . : !
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Beweis: : . : »
Es muB gezeigt werden, daB der Abstand eines beliebigen Punktes P (a, b) € B(f)
von der durch die Gleichung y = x bestimmten Geraden gleich dem Ab-
stand des Punktes P’ (b, a) € B(f!) von dieser Geraden ist. '

/ Mit den im Bild 178/2 angegebenen Bezeichnungen gilt fiir beliebige S

Pi(ba) ; R'(ca)

178/2
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(1) I(PR)=c¢c—aund! (SR’) = ¢ — a, also PR = SR’
(2) 1SRy =c—bundl(PR)=c—b,also SR =P R
(3) X PRS =X P'R'S :

v

Aus (1), (2) und (3) folgt die Kongruenz von A PRS und A P’ R’S,und damit
gilt auch:

(4) PS =PS.
Nach (4) liegt S auf der Symmetrieachse von PP’. Also gilt: PP’ steht senk-
recht auf der Geraden mit der Gleichung y = «, und es gilt:

(5) X PQS =X SQP.
Aus (5) und (4) folgt, da QS ¢ gemeinsame Selte von A PQSund A SQP’ist, die
Kongruenz dieser Dreiecke. Also ist auch PQ = PQ, _ q.e.d.

Wir erldutern abschlieBend ein Beispiel, in dem die wesentlichsten der bisher
behandelten Probleme auftreten. = - '

BEISPIEL 3 (8.7.):
Der Definitionsbereich D einer linearen Funktion f; < G X G mit der Funk-

tionsgleichung y = — %x +1 sei D(f)) ={z;2€G@ AN —6=<2=< 6}
Als elementweise Darstellung von f; erhélt man: ‘
fi = {[—6; 4], [—4; 3], [—2; 2], [0; 1], [2; O], [4; —1], [6; —2]}-
Daraus ergeben sich:
D(f;) = {—6; —4; —2; 0; 2; 4 6}
f1)—{2 101234}

Wir wollen f; und f;* als Mengen mit Hilfe von Aussageformen angeben.

\ 1 ‘
fi={zylley]l€@ X GAy=—Sae+ 1N —6=2=6}
: 1
Aus y=—5% + 1 ergibt sich durch Vertauschen der Variablen.
1 +1
= —— )
2 Y
eine implizite Form der Funktionsgleichung von f~1. )
Esfolgt y= — 2z 4 2.

Weiter ist D(f;~1) = W (f;) und damit
fr={m Y Y €EGXGAy=—20+2\ —2<a =4}~
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3¢

- °B(57)

180/1

W1r ermitteln die Bilder von f1 und f;1 (Bild 180/1).
B(f;) und B(f,~ 1) konnen % B. mit Hilfe von Stelgungsdrelecken gezelchnet
werden. ‘

1 ' -
Aus y = — DR + 1 entsteht fiir y = 0 die Gleichung

1

Daraus erglbt gich £y = 2 als Nullstelle von fi-
Die Nullstelle von f; =1 erhalten wir in analoger Weise. Es ist 2o (fy71) = 1.

P i
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9, ' Verfahren der gra.ph:lschen Losung von
Gleichungen und Unglelchungen '

9.1. ' Vorbeme‘rkungen

Wir betrachten im Tell 9. Verfa,hren, die es ermoghchen, die Losungsmenge
einer Aussageform mit Hilfe von Bildern linearer Funktionen zu ermitteln.
Der zeitliche Aufwand wird im a,llgememen groBer als beim rechnerlschen Er-
* mitteln der Losungsmenge sein. ‘
Die graphische Methode bietet den Vorteil der Anschaulichkeit und glbt oft die
Moglichkeit, Zusammenhiinge leichter zu erkennen.
Ein anderer Gesichtspunkt beim graphischeh Losen von Aussageformen kann'
das Uberpriifen rechnerisch gewonnener Ergebnisse sem

Wir werden in Teil 9. zu einigen der in Teil 8. behandelten Aussageformen
graphische Losungsverfahren angeben: :

9.2. | ' Graphische Losung linearer Gleichungen bzw.
’ , Ungleichungen mit genau einer Variablen

Es seien die Bllder zweier linearer Funktionen f1 und f2 mit den Funktlons-

gleichungen
y = fi(z) = myz + mo >
~ und Y = fa(x) = myx + my f : o
'R © mit D(fy ) = P gegeben. Die Zahl x, sei Nullstelle beider Fﬁnk_tibnenl Weiter

’ mdge my > 0'und m, < 0 gelten (7 Bild 182/1).
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Wir untersuchen einen Zusammenhang
zwischen den Abszissen und den Ordi-
naten der Punkte der Funktlonsbllder
Es gilt:

(1) Die Ordinate des Bildpunktes ist
Null genau dann, wenn die Abszisse
gleich z, ist.

- Kurz: y =0 genau dann, wenn
= Zg.

(2) Die Ordinate des Bildpunlktes ist
groBer als Null genau dann, wenn
die Abszisse grofer als z, und
m > 0 ist oder die Abszisse kleirier

v als xp und m < 0 ist.

182/1

Kurz:y > 0 genau dann, wenn entweder z > xz; und m > 0

(3) Entsprechend ist

oder z < zyund m < 0.

y < 0 genau dann, wenn entweder z < o und m > 0

Das Erkennen dieser Zusammenhinge

oder x> xound m < 0.

ist notwendig, um mit Hilfe des Bildes

einer geeigneten linearen Funktion die Losungsmenge einer linearen Gleichung
bzw. Ungleichung mit genau einer Variablen angeben zu konnen. \

BEISPIEL 1(9.2.):

v

Man lose die Glelchung —x —}— 1=0 gra,ph1sch (La = P).

Wir versuchen zunachst eine geeignete Funktlonsglelchung einer linearen

1 .
Funktion zu ermlttehl Dazu setzen wir den Term Tk +1 gleich y. Es ent-

steht also die Gleichung

. L
= —x .
y=3

Diese lineare. Gleichung mit zwei Variablen fassen wir als Funktionsgleichung

einer linearen Funktion f; auf.
Wir wihlen D(f;) = P.Dann ist

1
fi——{[w yhy=gz+1

‘Esist das Bild dieser Funktion zu zeichpen (7 Bild 183/1).

182 -
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Die Menge aller « zu ermitteln, die die » ‘ ' ‘yi

|
X
ok
~—

1
Gleichung PR + 1 =0 ineine wahre

Aussage tiberfithren, ist - gleichbe- )

deutend damit, die Menge aller Ab- /
- . 1 1 d 1 L

szissen der Punkte des Bildes der - A 77 Je
Funktion f; zu ermitteln, fiir die die /

Ordinate den Wert Null annimmt. ) ‘
Es gilt hier: , _ 183/1

y = 0 genau dann, wenn &= —2.

1 N
Wir ersetzen y durch 57 + 1. Also ist

1 ‘
5 * + 1 =10 genaudann, wenn &= —2.

Folglich ergibt sich L = {—2} als Losungsmenge der gegebenen Gleichung.
Bemerkung: Da die graphischen Losungsverfahren lediglich Né,héi"ungslﬁsungeh liefern
(Zeichenungenauigkeiten, Ableseungenauigkeiten), ist eine Uberpriifung der gefun-

denen ,losungsverdichtigen® Belegungen notwendig. Der Leser fithre die Probe in
diesem Beispiel und den folgenden Beispielen selbsténdig durch.

BEISPIEL 2 (9.2):
{ :
Man 16se die Ungleichung 37 + 1< 0 graphisch (Lg = P).

" Man erhilt eine geeignete Fuxiktionsgleichung, indem ma,r; den Tel:m —;— z+1
gleich y setzt. Man betrachtet das Bild der Funktion

fa= {[w;y]; =%w+ 1/\_w€ P}.
Diese Funktion stimmt mit der in Beispiel 1 (9.2.) gebildeten Funktion f; iiber-
ein. ..
Die Menge aller x zu ermitteln, die die Ungleichung —%— z+1<0 erfillen, ist

gleichbedeutend damit, die Menge aller Abszissen der Punkte des Bildes der
Funktion f, zu ermitteln, fiir die die Ordinate kleiner als Null ist.
Esist y < 0 genau dann, wenn z < —2 ist.

Man ersetzt y durch E x —F 1. Somit gilt:

1 : :
Ex—{— 1 < 0 genaudann, wenn z< — 2.
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o

f,

Wie sich durch eine Probe nachweisen laBt erha,lt man als Losungsmenge der
‘gegebenen Unglelchung

L={z;2€ PAzx< —2}
Wir verallgemeinern dieses Verfahren.

Gegeben seien die Glelchungen ax + b = 0bzw. die Unglelchung ax -l- b <o,
, wobei a =|= OundLG = P.

1. Schrist: BErmitieln einer geeigneten Funktionsgleichung
Man setze den Term ax + b gleich y Da.mlt entsteht die Glelchung

. . y =ax + b
2. Schritt: Angeben der Funktion
BEsist

Cf={myly=az+bAzE I
3. Schritt: Zeichnen des Bildes der Funktion z,md Ablesen der Nullstelle x;
‘4. Schritt: Angeben der Losungémenge
- Die Losungsmenge der Gleichung ist
L= {x;xGLGA x = xg}.
- Als Losungsmenge der“Ungleichung erhilt man
L=1{z;2€ Ly \ = < ag}, fallsa > 0 bzw.
; L={maz€LAz> 2o}, falls @ < 0. 7
BEISPIEL 3 (9.2.): A
‘ ) : . S | N .
Man I6se die Ungleichung — 5 x + 1 > 0 graphisch fiir die folgenden Grund-

bereiche der Variablen.

()  Lg=P

(2) Li={z;z€ P\ 2> 3}

(3) Ly =@

(4) Le="N |

Unabhanglg von den vorgegebenen Losungsgrundberelehen erhilt man d1e

Funktion . A i
- ' vf={[x3?/]§?/=—-—2—£E—I—1/\x€P}. ' ‘ |
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xy

Bf)™N 1851 -
W B : /
Aus dem Bild der Funktion (7 Bild 185/1) kann man ermitteln

¢

o w0'= 2.
Dann sind die Lésungsmengen :
L1;=,{x';'x€ Pv/\ z < 2} '
Ly={z;2€ PAN2z>3AN2<2} =
C Ly={z;2€Q N2x<2}={1;0; —1; —2; }
'L4={x;x€NAx<2};{1;0}1 , . .

'9.3. Graphische Lisung von Systemen linearer '
Ungleichungen mit genaun einer Variablen

Wir benutzen zur graphischen Losung von Systemen linearer Unglemhungen' i
das in“Teil 7.1. erliuterte Verfahren, um die Losungsmenge jeder emzelnen
Ungleichung des Systems zu ermitteln.

Die Losungsmenge des Systems ergibt sich nach Satz 1(6.1.4.) als Durchschmtt

der Losungsmengen der Ungleichungen des Systems '

BEISPIEL 1 (9.3.):

- Man lose das Ungleichungssystem ) '

2 .
a) 3 z+2>0
—2z4+2>0 B , \
graphisch, wobei Ly = P sei. v ,
2 . . : '
Wir setzen sowohl 3 x + 2 als auch —2z 4 2 gleich y und erhalten die Glei-

chungemn

2 . ‘.. ) ’
y=§x—]—2_und'y=—2x+2. R !

) ) . ‘\
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Daimit ergeben sich die Funktionen
2
fi ={[x;y];»y=§m—|- 2 A\ z€ P}

fo={lz;yl;y=—2x+2A € P}

7\ -

B 186/1

Mit Hilfe der graphischen Darstellung ( /' Bild 186/1) kann ermittelt‘werden:
Ly ={x;x€ P\ x> — 3}

Ly = {x;xGP/\x.<‘ 1} '

Also ergibt sich wegen L = L, N L, als Losungsmenge des gegebenen Un- .
gleichungssystems -

L= {z;z€ PA(—=3<z<1)}

Die Lésungsmengen der Systeme
2 : 2 ' 2 :

. —2842<0 24 2<0 —224+2>0
(Lg = P) erhaiten wir aus derselben graphischen Daistellung.
b)l&=l{x;x€P/\x<-—'3}"ﬂ{x;x€P‘/\x>1}=@
c)Lz{x;xEP/\x>——3}ﬂ{x;x€\P}\x>1}={m;x€P/\x>_1}
d)L={x;'x€P/\a:<—3}ﬂ{x;x€P/\x<1}={x;x€P'A'x<e3}
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9.4. | Graphische Losung linearer Gleichungen mit
genau zwei Variablen :

’ BEISPIEL 1 (9.4.): S
Man l6se die Gleichung = + 2y = —2 grapmsch wobei LG — P x Psei. :

Wir fassen diese lineare:Gleichung mit zwei Variablen -als eine in 1mp11z1ter

Form gegebene Funktionsgleichung elner linearen Funktlon f auf. Der Defini-

tionsbereich von f sei P. .

Als explizite Form der Funktionsgleichung ergibt sich

1, . -
—-_.——“‘“_1.
Y 29«

Es ist f=v{[x;y];y=—%w—1./\ z € P}.

'Dann gilt: ' :
Die Koordinaten der Bildpunkte von f erfiillen die zugehorige Funktlons-

1
gleichung y'= — Cham 1und damit auch die gegebene Gleichung x4 2y = —2.
Folglich st I = {[;y]; [ y1 € Lg A-[z; 1 € £

Bemerkung: Mit Hilfe des Bildes der Funktion f ist man in der Lage, Elemente der -
Lésungsmenge graphisch zu ermitteln. Dieses Verfahren ist zur Losung diophantischer .
Gleichungen mit zwei Variablen besonders geeignet.

-89

BEISPIEL 2 (9.4.):

_Man lése die diophantische Gleichung 22 — 3y = —6, wobei —10 <z < 7
sei.
Als explizite Form der Funktionsgleichung erhé)lt man
2
= — X 2.
y=get

Dann ist fy = {[w yliy = E z+ 2N\ z€ P} (Bild 188/1).

Zur Losungsmenge der dmpha,ntlschen Gleichung gehoren nur die geordneten
Paare, die Bildpunkten mit ganzzahligen Koordinaten entsprechen und fiir -
deren erstes Element z gilt: —10 < . < 7.

Alsomt —‘{[x y] [z; y]Efi/\[w y]€G'><G/\—10<x<7}

was durch Probe bestﬁ,tigt werden muB.
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' BEISPIEL 3(9.4.): -
- Zu einer Reihenschaltung von Widerstinden! stehen Wldersta.nde von 40 Q
und 60 Q zur Verfiigung. Der Gesamtwiderstand soll 600 Q betragen Welche :
Mboglichkeiten der Schaltung gibt es? .
Wir versuchen zunjichst, diesen Sachverhalt durch eine G‘rlelchung zu érfassen.
Es Seien = die Anzahl der Widerstinde zu 40 Q und y die Anzahl der Wider- -
sténde zu 60 Q. Dann gilt:

x - 4OQ—|-y-60£2=GOOQ bzw. ' .
40  + 60 4 = 600.

Das Problem besteht a,lso darin, alle geordnetén Paare [a: y] zu ermltteln die
diese Gleichung erfiillen, wobei sich die Bedmgungen 2 € Nundy € N aus dem
. « Sachverhalt ergeben.

Als exphz1te Form erhalten wir d1e Glelchung

o 2 - ‘

\ ! y=_§x+10- k s ’ \
“ |

. . . : 2 -

Damit ist f, ={[x;y] ;Y= —gx—l— IOAxE.P}.

Aus dem Bild von f, (7 Bild 188/1) efgibt sich als Losungsmenge L der dio-
phantischen Gleichung 40z - 60y = 600 beziiglich Ly = N X N die Menge

L = {[0; 10], [3 8], [6; 6], [9; 4], [12; 2], [15; O]}
188/1

{ ‘'Wenn Rg der Gesamtwiderstand und Ry, Ry, R3,..., Ry die Einzelwiderstédnde sind, so. gilt bei Zé.eihenschaltung
' Rg=Ri+ R + Ry +...+ Rp. .
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Die Lsung des gegebenen Sachverlialtes erfassen wir durch eine Ta,bgjl’e.

o

Anzahl der Widerstinde zu 40Q| 0 3 6 9 12 15
Anzahl der Widerstiinde zu 60 Q| 10 8 16 4 2. 0

I . -
9.5. Graphische Losung von Systemen linearer -

Gleichungen mit genau zwei Variablen
Gegeben seien ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen
und ein Losungsgrundbereich Lg. ' :
Dann gilt:
‘Wenn f, und f, zwei Funktionen sind, deren. Funktlonsglemhungen den Glei-
chungen des Systems dquivalent sind, so ist die Losungsmenge L des Glei-
chungssystems gleich der Menge f; N f», falls fi N fo S L.
_ Begriindung: Die Menge f;  f» enthiilt alle geordneten Paare, die sowohl die
Funktlonsglelchung von f; als auch die von f, erfiillen. Da diese Funktions-
. gleichungen zu den Gléichungen des gegebenen Systems dquivalent sind, um-
falt f, N f; die Menge aller geordneten Paare, die Losung des Gleichungs-
systems sind.

Esseien g, das Bild von f; und g, das Bxld vonf,.

Dann ist das Bild von f; N fz die Menge aller Punkte, die sowohl auf g, als auch

auf g, liegen. .

Fir die zwei Geraden g, = B(f,) und g, = B(fy) gibt es in der Ebene drei

Lagemoglichkeiten.

1. Fall: g, und g, haben genau einen Punkt ge;oneinsan;, d. h., g; und g,

‘ schneiden einander in genau einem Punkt P (z; yy). :
Da.nn gilt fiir die Losungsmenge des Systems:
. = {[zy; ya1}, falls [z 1] € L.

‘2. Fall: g, und g, haben keinen Punkt gemeinsam, d. h., g und g2 smd ver-
schiedene Geraden. die parallel zueinander sind.
Dann ist I = @. : S _

3. Fall: g, und g, haben alle Punkte gememsam, d. h,, gi und gz fallen zu-
sammen. ' - '

Dann ist L = {[z; y]; [x y1€ Lo A [2;y]1€ fi}-

)
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BEISPIEL 1 (9.5.): o '
Man l6se die folgenden Gleichungssysteme.

2) (1) = — 4y +8=0 S
(2)32 — 2y — 6 =0

‘ im Losungsgrundbereich Ly = P X P

b)(3) 2z + y+1=0
(4)2¢ — 3y +9=0

im Losungsgrundbereich Ly = G X @
/
1. Schritt:  Ermitteln der expliziten Form der Funktionsgleichungen

(y=gat2 (8)y— —20—1

'3 . 2 '
(2)y=5x—3 (4)y=§x+3
2. Schritt: Angeben der Funktionen

1
f1={[x;y];y=zx+2/\x€P}

3 . .
fz={[w;y];y=§x—3/\.x6P}
fo={lz;yl; y= —2e— 1Az€ P}

2
fi= {[x;y];y=§x-|—3/\x€1>}

3. Schritt: Zeichnen der Bilder der Funktionen (7 Bild 191/1)

4. Schritt: Angeben der Lagungsmenge

Esgilt fiNf,= {43}

Damit erhilt man als Losungsmenge des Gleichungssystems a):
L = {[4; 3]}

Weiter istj:3 NJs = {[— %; 2]}

o~

. 3 , , :
Wegen [f—E; 2 ]GE Ly ist die Losungsmenge des Gleichungs- ;

systems b):
L =@.
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9.6. Graphische Losung von linearen Ungleichungen
und von Systemen linearer Ungleichungen mit
hochstens zwei Variablen

Gegeben sei eine lineare Gleichung der Form"
ax + by =c

mit b + Ound Ly = P X P. _
Wir fassen diese Gleichung als die implizite Form einer Funktionsgleichiing
. einer linearen Funktion f auf und ermitteln die explizite Form.

Es ergibt sich
a c
YT oty
Das Bild der Funktion

o a c .
f={[x;y];y=—3x+3/\xeP}

liefert eine Klasseneinteilung der Menge aller Punkte eines Koordinaten-

systems in drei Punktmengen (7 Bild 192/1).

Es ist

M, die Menge aller Punkte, die auf der Geraden liegen,

M, die Menge aller Punkte, die in der ,,oberen“ Halbebene beziiglich B( h
liegen, ,

. -~
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14
M
192/1
" M, dle Menge a,ller Purikte, die in der ,,unteren“ Halbebene beziiglich B( f)
liegen.
Das heiBlt, es ist: '
, a c
VM1={P(x;y);yF — 3%t A€ P}. \

M, = {P@-; y);y> —%x.—k% A xEP}

M3={P(x;y);y<—%x+%/\x€P}

Die Koordinaten der Punkte, die zu M, gehdren, haben wir bereits in Teil 9.4.
zur graphischen Losung linearer Gleichungen mit zwei Variablen benutzt.

Die Koordinaten der Punkte der Mengen M, und M. q erméglichen, die Lsungs-
mengen .hnearer Unglelchungen ‘mit zwei Variablen graphisch zu ermitteln.

BEISPIEL 1 (9.6.):

Man veranschauliche die Losungsmengen der folgenden Unglelchungen im
Lésungsgrundbereich Ly = P X P.

M2z— y< 2 : : A
(@) 3z 4+ 4y <12 - -
®  yz-3

Wir formen die Ungleichungen zun#chst nach y um. Es entstehen aus den Un-
glelchungen (1) bzw. (2):

1)y > 25— 2

'

. 3 .
(2')?/<_'Zx+3

192 ' )
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Die in diesen Ungleichungen auf-
tretenden Relationszeichen ersetzen
wir jeweils durch das Glelchhelts-
zeichen. :

Dann ergeben sich die Gleichungen:

(lll)y=2‘z_2 ‘ ,

.,(‘2")?J=.—%x+3

@)y=—3 :

Diese Glelchungen fagsen wir als
Funktionsgleichunigen auf. Wir be-
trachten die Bilder der Funktionen
(7 Bild 193/1).

fi={zyl;y=2c—2A2€ P}
fz={[w;y];y=¥.—3—x+3/\ x-ep} .

fs={lz;9l;y=—3AxEP}. 1
Die L‘Bsungsmenge von Ungleichung (1) bzw. (1) wird durch die Menge der
Punkte vera,nschauhcht die bezughch des Bildes B( fi) in der ,,oberen“ Halb-
ebene liegen.
Die Losungsmenge von Ungleichung (2) bzw. (2) wird durch die- Menge der
Punkte veranschaulicht, die ,,unterhalb* von B (f,) liegen.
Die Veranschaulichung der Lisungsmenge von Ungleichung (3) 1st die Menge
aller Punkte, die ,,oberhalb® von B(f;) oder auf B(fs;) liegen.
Aus der graphischen Da,rstellungi konnen wir entnehmen, dafl es Punkte gibt,
deren Koordinaten mehr als eine der gegebenen Unglelchungen in-eine wahre
Aussage iiberfiithren,
So erfiillen z. B. die Koordinaten aller Punkte, die ,,unterhalb“ von B(ﬁ) und
- ,,oberhalb“ von B(f;) liegen, sowohl Ungleichung (1) als auch Unglelchung (2).
Wir kénnen diese Punktmenge als Veranschaulichung der Losungsmenge des
Ungleichungssystems - ' ‘

12— y< 2
(2) 3z 4 4y < 12
bet;'achten. . : - !

13  [002513] : . , . S K 193




BEISPIEL 2 (9.6.):
Man veranschauliche die Losungsmenge des folgenden Systems von Un-
gleichungen im Losungsgrundbereich Ly = P X P.

(2) z+2y>—2 i A
(3)3z+ y<3
Tiir den Losungsgrundbereich G X @

gebe man die Losungsmenge element-
weise an. ‘

Aus den gegebenen Ungleichungen des
Systems erhalten wir nach dem in
Beispiel 1 (9.6.) erlduterten Verfahren
die Funktionsgleichungen:

3
(1')’!/=5-’”+5

1
)y = — —x—1
2y 5

(3)y = — 3243

, 194/1
Also sind die Bilder der folgenden Funktionen zu zeichnen (Bild 194/1).

g -
fi ={[x;y];y= 5a:—|—5/\x€P}

f2={[x;'y];y=—%m—1/\x€P}

fs={lz;9hy=—32+ 3N 2€ P}
Die Losungsmenge des Ungleichungssystems beziiglich P X P wird durch die
Menge aller inneren Punkte des durch die Bilder der Funktionen bestimmten
Dreiecks veranschaulicht.
Die Menge aller inneren Punkte dieses Dreiecks mit ganzzahligen Koordmaten
ist die Veranschaulichung der Losungsmenge in bezug auf LG =G x G In
diesem Fall ergibt sich ‘ :

L = {[—2; 1], [—1; 0], [—1; 1], [—1; 2], [— 13][00][0 1],
[0; 2], T1; —17}. .

Die Probe sei wieder dem Leser iiberlassen.
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9.7. " - Lineare Optimierung

|
Im Teil 9.7. wollen wir uns mlt Grundgedanken der linearen Optnmlerung be-
fassen. ' .
Dabei beschrinken wir uns in der Anwendung auf einfache Optimierungs-
probleme mit zwei Variablen bzw. auf solche, die sich auf zwei Variable zuriick-
fithren lassen. Auflerdem Werden wir die Losungen nur auf graphischem Wege
ermitteln. . -
Voraussetzung fiir die Bewéltigung dieser Aufgaben sind Fertigkeiten im Dar-
stellen linearer Funktionen, im Veranschaulichen von Losungsmengen von
Ungleichungen vom Typ y = mz + n baw. y < mz + n, im Ermitteln des
Durchschnitts von Mengen und im Berechnen von Funktionswerten bei ge-

‘gebenen Argumenten.

9.7.1. ' Begriff der linearen Optimierung

Die Titigkeit in vielen Lebensbereichen der Gesellschaft, zum Beispiel in der
Volkswirtschaft, erfordert eine Vielzahl von Entscheidungen. Dabei sollen
]edoch nicht irgendwelche Entscheidungen getroffen werden, sondern solche, d1e}
der Erfullung der gestellten Aufgaben in hohem MaBe dienen.

Es geht also darum, optimale Entscheldungen zu treffen.
‘Man kann zum Beispiel einen optimalen Produktlonspl&n aufstellen mit dem
Ziel, '

a)'die Produktmnskapamtat maxunal auszula,sten und‘
b) bei den Kosten ein Minimum einzuhalten.} ]

Es ist in ]edem Falle nétig, genau festzulegen in weloher Hinsicht der Plan
optimal sein soll, d. h., es ist die Angabe des jeweiligen Optimalkriteriums er-

* forderlich. Kriterien dieser Art sind z. B. Gewinn, Kosten, Kapamtatsa‘us- :
lastung, Materlalausnutzung \
Es sei in diesem Zusammenhang erwahnt, daB diese und die folgenden Betrach-
tungen in allen Wirtschaftszweigen immer mehr Anwendung finden.

Die weiteren Darlegungen erfordern zunéichst die Erléi,uterung einiger wesent-
licher Begriffe.

Als erster sei der Begriff Optimierlmg genannt. Darunter wollen wir das Fest-
legen solcher MaBnahmer verstehen, die das Erreichen eines vorgegebenen
Zieles unter Beriicksichtigung der vorhandenen Bedingungen garantieren.
Bedingungen, die auf das Ziel EinfluB nehmen, nennen wir einschriinkende Be-
dingungen. :
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Von linearer Optimierung sprechen wir dann, wenn sowohl die einschréinkenden
Bedingungen als auch das Ziel in Form linearer Beziehungen dargestellt werden
kénnen. , : .

Ut einen optimalen Plan mit Hilfe der linearen Optimierung aufzustellen, ist
eine éxakte Formulierung der Optimierungsaufgabe erforderhch .

Diese besteht

a) aus dem Ziel, das durch die Optimierung erreicht werden soll,
b} aus den einschrdnkenden Bedingungen.

- Der Formulierung der Optimierungsaufgabe muB gine umfangreiche analyti-
- sche Tétigkeit vorausgehen, denn von der Festlegung.des Zieles und dem

I

exakten Erfassen derjenigen Bedingungen, die die fiir die Entscheidung Weéent—
lichen Einfliisse darstellen, hingt letzten Endes die Anwendbarkeit des er-

rechneten Ergebnisses ab. Sind Ziel und einschrinkende Bedingungen den

dkonomischen ‘Anforderungen entsprechend formuliert, so sind damit Voraus-
setzungen fir die erfolgrelche Anwendung des errechneten Ergebnisses ge-
geben.

Um die Optimierungsaufgabe graphisch oder rechnerisch losen zZu konnen
muB man das dargestellte Problem in die Sprache der Mathematik iibertragen.
Das erfolgt mit Hilfe eines mathematischen Modells. In ihm werden alle mathe-

matischen Beziehungen, die fiir ein gegebenes Opt1m1erungsproblem bendtigt

werden, zusammengefafBt.

Ein mathematisches Modell besteht nur aus linearen Gleichungen bzw. Un-

gleichungen, wenn es sich um lineare Optimierung handelt.

Ein mathematisches Modell untergliedert sich in ' :

a) Zielfunktion.: - Das ist eine lineare Funktion, die das Zlel fiir das der

Plan optimal géstaltet werden soll, angibt.

b) Nebenbedingungen:  Sie unterteilen sich in die einschrinkenden Be*

‘ ' dingungen und die Nichtnegativititshedingungen.

Auch die Nebenbedingungen werden mit Hilfe linearer Gleichungen bzw. Un-

gleichungen dargestellt. Von ,,Nichtnega’sivitﬁ.tsbedjngungen“ spricht man
deshalb, weil in den Losungen keine negativen Werte auftreten diirfen.

Wir betrachten zunéchst die aﬂgememen Formen mathematischer Modelle. -

’Allgememe Form des mathematischen Modells einer Mammum-Mlmmum-

- Aufgabe .
a) Zielfunktion .
§= 1% + %y + . + C, %, = max. (min;) -
Die Variablen z;, 2,, . . ., z, sind so zu wihlen, daB der Wert der Zlelfunk-
tion zum Maximum (Mlmmum) wird. : ~

)
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E’mschranlé\nde Bedingungen: , ' -

b) N ebenbedmgungen - o | X
Hinschrinkende Bedmg'wngen

‘A %) <+ @y + . L. +f‘in n—<§b1

a’mixi + 0%2‘”2’{' vt Gy % b'm. - ‘ ’ : - . ‘/.

\
" Die a; konnen Auf.wandskoefﬁzwnten oder Einsatzkoeffizienten sein. Coae '

Es erd z. B. der i-te Aufwand zum j-ten Kostentrager erfafit (z B. Auf-
wand an Material der Art 4fiir eine Einheit der Art;j).

Die absoluten Glieder b, (i = 1, 2, ..., m) geben den maximal bzw. minimal
vorhandenen Gesamtaufwand der Artian. 4
Nichtnegativititsbedingungen \ - ' " -
;=20 fir i=1,2,...,n “

Welche Vorteile bietet ein mathematisches Modell ? ) ‘
Es liefert eine iibersichtliche Beschreibung ‘dkonomischer Zusammenhénge. J
Es gibt an, welche Daten fiir den EntscheidungsprozeB zu erfassen sind.

Es deckt Beziehungen zwischen den verschiedenen Seiten des Problemes auf,

die oftmals in einer Wortdarstellung wenig in Erscheinung treten.

Es ermoglicht die Anwendung mathematischer Methoden bei der Losung oko- ‘
nomischer Probleme. : ' -

9.7.2. . - Graphische Losung einfacher Aufgaben
' ' der linearen Optimierung

Maximum-Aufgabe

Wir gehen davon aus, daB fiir einen gegebenen Sachve_fha.lt,folgendéé mathe-
matische Modell aufgestellt wurde, das wir graphisch zu l6sen haben.

Zielfunktion: z = 20@1 + 40:1:2 — max.
Nebenbedingungen.:

doy + =z, < 36 I
Xy + 3%2 24: II

37, + 3% 36 ' TII N\

IA A
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" Nichtnegatipititsbedingungen.:

Zy.= 0 v . A '
Wir 18sen zunichst die Ungleichungen, wenn méglich, nach z, auf, um das
Ungleichungssystem I, IT, , V in Anlehnung an die Ausfithrungen zu Un- -

" gleichungssystemen (7 Tell 6 1 4.) graphisch 16sen zu konnen Als L, wahlen
wir P X P.

Nebenbedingungen:
@y < 36 — da, T
N x2§8——ix1 Ir
3
Ty < 12 — g, jniig
x =0 v
29 =0 ' vV

Betrachten wir die Abbildungen (Bild 199/1)
Ji = {[z; 2] 40 £ — 42y 4 36},

1
fo = {[xuxz];xzé—gﬂa -+ 8},

fo = {la; 2l 2 = — = + 12}
Jo = {[z1; 20]; 2 = 0},

fs = {[z1; x5 22 = 0},
so ist
, HNfHLNBNLENS
. die Erfillungsmenge der Nebenbedingungen.
Diese Durchschnittsmenge ermitteln wir graphisch.
Wir stellen die Abbildungen f; bis f; in einem rechtwmkhgen Koordlna‘cen—‘
system dar.
Die Rasterfliche einschlieBlich ihres Randes im Bild 199/1 stellt die Er-
fu]lungsmenge der Nebenbedingungen und damit die Menge der zulissigen -
Losungen des Optimierungsproblemes dar.
Es gilt, daraus die optimale Lsung zu ermitteln.
Wir wenden uns deshalb der Zielfunktion z — 20 2, + 40z, — max. zu und
losen nach x, auf. Wir erhalten :

1' z ‘ ' - ..
Xy = — — —. . ;
2 296’1—1—40 . \\
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St)
. Wir betrachten nun das Bild von

’

! 1 2"
. , = x;x; —_ — — X R i
A [%(; 2a]; o 5 1+40

mit konstantem z’. v

Die Gerade schneidet die x,-Achse bei 21—6 Firz =0 geilt sie durch den Ko-
ordinatenurspming._ Diese Gerade zeichnen wir ein und bezeichnen sie mit
B(f,;)- Verdndern wir 2’, so erhalten wir jeweils eine Parallele zu B ( fz(’)). Aus
der Menge der Parallelen wihlen wir die aus, deren Schnittpunkt mit der x,-

Achse moglichst weit vom Koordinatenursprung entfernt ist und die min- :
destens ein Element der zuléssigen Losungen enthélt, dénn das absolute Glied

P ' : . 199
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26 der zugehzjrigen Funktion nimmt in diesem Falle den groBtmdoglichen Wert

an, d. h. aber auch, daf} 2 den groBtméglichen Wert hat. Das entspricht der
Forderung nach einem maximalen Ergebnis. Diese Bedingung erfullt die,

Parallele zu B( j‘z ) durch P,[6; 6], die wir mit B (f,) bezeichnen.

Die Losungen z; = 6 und x, = 6 liefern den maximalen Wert fiir 2.

z = 20- 6—]—4.0 6 = 360

Greifen wir aus der Menge der Zulﬁ,ssigen Lijsungeh heraus z. B..
T =8, 2y =4, sqist z=20-8 4 40 -4 = 320;
g = 0,29 = 8, soist . z= 20-0 4 40 - 8 =,320;

g =9,2 =0, soist 2=20-9 4 40 0 = 180.

‘Man uberzeuge sich an weiteren Beispielen, da8 das ermttelte Ma.x1mum von
~ keinem “weiteren Paar [x,; 2,] der Menge der zulissigen Ldsungen errelcht

. wird. f, 148t sich jetzt ebenfalls angeben in der Form

1
= {[wi;xz]; Bw=—3 z -+ 9} ‘ A

 Minimum-Aufgabe
Auch hier sei wiederum das ma,therﬁaﬁiche Modell vbrgegeben.

‘ Zielfunktion: z = 3%, + zy — ‘min.

Nebenbedingungen.: ' .
Einschrinkende Bedingungen: o
Sa, + 2z =10 I
22, + 102, = 20 1T
Nichinegativititsbedingungen: -
' 2 =0 IIT
=0 v

Auflosen nach x,:

5
9022—'—2*:??14-5 r

1
ng"‘fgx1+2 Ir

I11
v
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Fir die Zlelfunktlon ergibt sich: . : 7
x2——3x1+zundz—+mm. , R

o Wir ermitteln wiederum graphisch die zuléssigen Losungen unter Verwendung \

von .
. = 5 |
Jfi = [z 2] 20 = —'.—2--’701-|-5 N
\ .

. 1 . \ ) I
o fz'= [2; 2] 20 = — 3 + 2 o v .
fi=Alz; @ o =20} - . . - o
Jo = {[z5 255 @9 = 0} : \

Die zuldssigen Losungen sind im Bild 201/1 — Wié in der vorangegangenen
Aufgabe — durch die Rasterfiiche und die Randpunkte dargestellt. . '

. I L - )
0_ B(t) B(f,) : | S —~— o
B(f,) : | L

201/1 v .

Analog der Max'imum-Aufga,be.betracl}ten wir das Bild von
| fo = {l@; 25]5 ¢ = — 32 + 27} :
‘ mit konstantem 2’

Die Gerade schneidet die 2,-Achse bei 2. _ . ‘
Wir zeichnen das Bild ‘der Funktlon fiir 27 = 0 ein und bezeichnen es mit o

J B(f,,)- ‘ :
Verindern wir 2, so erhalten wir jeweils eine Parallele zu B( Jo)- T E
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¢ 0 . . f

9.7.

Aus der Menge der Parallelen zu B( sz) wihlen wir die aus, deren Schnitt-
punkt mit der x,-Achse méglichst nahe am Koordinatenursprung liegt, die aber
mindestens einen Lésungspunkt enthélt. 2" nimmt in diesem Falle den kleinsten
méglichen Wert an. Das entspricht aber gerade der Forderung nach einem
Minimum. : . ) ‘
In diesem Beispiel ist es die Gerade durch P, [0; 5], die mit B(f,) bezeichnet
ist. . < ’
Die optimale Losung #; = 0 und @, = 5 liefert den minimalen Zielfunktions-
wert
z2=238-0-4 5=25.

Bevor wir uns den Anwendungsaufgaben zuwenden, wollen wir uns einige
spezielle Fille. die bei der linearen Optimierung auftreten konnen, ansehen.

Es ist z. B. moglich, daB die Richtung der Geraden der Zielfunktion mit der
‘Richtung der Geraden einer einschrinkenden Bedingung zusammenfallt
(Bild 202/1). Dann gibt es keine eindeutig bestimmte optimale Losung, sondern
alle erfaBten Randpunkte stellen eine optimale Losung dar.

X

Bild der optimalen Lé&ungen :

\ \ ', |
) 81t 2091

Weiterhin ist es méglich, daB es keine maximale Lésung, sondern nur zu-
lassige Losungen gibt (Bild 203/1); denn betrachten wir alle Parallelen zu
B(f,), so erkennen wir, da$ in jedem Falle unendlich viele zuléssige Losungen
erfaBt werden, daB jedoch keine optimale Losung existiert.

BEISPIEL 1 (9.7.2.):
Einem Betrieb stehen fiir die Herstellung von zwei unterschiedlichen Erzeug-

nissen drei versch;'edene Materialien zur Verfiigung, vom Material M ; 50 E
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B(t)

\B/f;) o 203/1

(Einheit), vom Material M, 72 E und vom Material M 48 E. Fiir die Her-
stellung einer Léngeneinheit (LE) des Erzeugnisses P; werden 5 Einheiten vom
Material M, und 3 E vom Material M5 benstigt. Fiir die Herstellung einer
Langeneinheit des Erzeugnisses P, werden vom Material M, 6 E und vom
Material M3 3 E gebraucht. Beim Verkauf einer Lingeneinheit des Erzeug-
nisses P, wird ein Gewinn von 40 GE (Geldeinheiten), beim Verkauf einer
Langeneinheit des Erzeugnisses P, ein, Gewinn von 80 GE erzielt. Wieviel
Langeneinheiten muB man von den emaelnen Erzeugnissen herstellen, um
einen maximalen Gewinn zu erzielen? - , -
Zunéichst ist es ratsam, die Daten in einer Tabelle zusammenzustellen.

Material Bendtigte Materialmengen (E) | Materialfonds (E)
je LE des Erzeugnisses
P, P, ;
M, 5 0 50 .
M, ’ 0" 6 72 ‘
My, . 3 3 48
" Gewinn je Einheit des 40 . 80 B '
Erzeugnisses in GE

Aufstellen des mathematischen Modells | -

Zielfzinktion: 2 = 40 ; + 80 x5 — max.
Nebenbedingungen.: .
Einschrinkende Bedingungen.
52, <50
6z, < 72
32, + By < 48




L

Nichinegativititsbedingungen: x, ;0, 2=0 - o Y
Wir 16sen nach a, auf und erhalten: ! ' ' ‘

/ 2 < 10 I
m<12 II \
Xy < —x + 16 III
=0 , 1v.
. x =0 v A,
und fiir die Zielfunktion . )
. 1 2 S
,7{32:'—‘5%1’4-%' '

In Anwendung der Ergebhisse des Teiles 6.1.4. ermitteln wir die Erfﬁllungs-
menge des Ungleichungssystems I, I, ..., V. ‘
‘Dazu stellen wir zunéchst die Abbildungen

Ji = {[ze; 22]; 2 < 10},

fa ‘—‘-‘.{’[xi;xz]; xy < 12}, ‘
fo="A[w1; 2]; 22 < — a, + 16}, .

fi= {[9515 932];? w = 0}, o S

fs={lz1; xz]? zy = 0}, . “ {

dar (Bild 204/1).
X )

B(%)
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Die Losungsmenge des UngleichungssYstems wird dirch die' Rasterfliche
und deren Rand veranschaulicht. Es ist der ‘Bereich der. zuliissigen .
Losungen Um zur optimalen Losung zu kommen, zeichnen wir zundchst .
das Bild der Funktion . . o '

1 -4 L,
fz,={[w1;x2]; Ty = — — 1-|— }mltz =0.

‘Das Bild der Zielfunktion mit z > 0 1st eine Parallele zu dieser Gera.den, die [

mindestens ,ein Element der zulass1gen Losungen enthilt. Dieses Element

ist P,.
Es sind also 4 LE vom Erzeugms P, und 12 LE vom Erzeugnis P, herzu- - -

stellen, um den hochstmoglichen Gewinn zu erzielen. Er betrigt
(40-4 + 80+ 12) GE = 1120GE .

‘

Im Beispiel 2 (9.7.2.) handelt es sich um ein Optimierungsproblem mit drei

Variablen, das sich auf ein Problem mit zwei Variablen zuriickfithren 148¢. '
BEISPIEL2 (9 7.2. )

Ein Betrieb soll insgesamt 300 Stiick eines Erzeugnisses herstellen. Dafiir”-
stehen ihm drei Technologen und drei Maschinen zur Verfiigung. Wieviel

- Stiick sind nach jeder Technologie herzustellen, wenn die Selbstkosten der

Produktion minimal sein sollen? Die erforderhghen Daten sind der Tabelle

‘Dabei sind : ’

zu entnehmen. - ‘ o - .
Maschine_ Direkter v.,Ar;beitszei‘taufymnd fiir . ’ Maschmenzelﬂonds
‘ die Technologien in Std. - Stek.—1 in Std.
T, T, 1T o
M, 3 2 1 600
| 1, 4. 0 2 640
M, 2 5 0 600
Selbstkosten in 15 40 30
M - Stek."1 :
Das mathematische Modell dazu lautet: | - h

Zielfunktion: z = 15 x; + 40 2, + 30 23 — min .

/ , die Anzahl der Erzeugnisse, die nach T,
z, die Anzahl der Erzeugnisse, die nach T,,
. %3 die Anzahl der Erzeugnisse, die nach 7'

hergestellt werden. ' .. -
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Nebenbedingungen.:

Einschrinkende Bedingungen:

Hierbei ist zu beachten, daB der Maschinenzeitfonds nicht iiberschritten
werden darf. Deshalb erhalten wir, obwohl es sich um eine Minimum-Autgabe
handelt, folgendes System von Ungleichungen und Gleichungen.

3 X, + 2 X9 ’+' x3 600 I
4z 4+ 23 < 640 II
' 2a, + 52, <600 III

Xy -+ Ty —I— X3 = 300 -
Nichtnegativititsbedingungen: 2, = 0, x5 = 0, x3 = 0

Da x5 = 300 — »y — =, ist, lauten die Nebenbedingungen wie folgt.

22 + x5 < 300 I ‘ i
22— 2z, < 40 IT
L 2% 4 52y < 600 I
2 =0 _
©%=0 , | - o

. 300 — 2y —, 2 =0
Fiir die Zielfun!&tion ergibt sich
z== 15z + 402, 4 30 (300 — x; — a3) — min.
] 2= — 152, + 10 2, + 9000 — min. a

' Unm die Erfﬁ]lungsmeﬂgen der Ungleichungen graphisch darstellen zu kénnen,
16sen wir nach z, auf. Wir erhalten:

2y < 300 — 2z |
Ty = — 204z 11 T
Ty < ‘,120 — %x,_ . . IIT
x1 g 0 v, \ IV ‘
Xy = \0 v '
"2y < 300 — | VI
und fitr die Zielfunktion:. o ) - o
3 2z — 9000 . |
B =S¥t .
Entprechend den vora,ngegangexi Bgispielen ergibt sich Bild 207 . \\
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300 R

200

b(fs)

A
20 ¢
Y B(fs)
i 1 1 | 1 L ~N L
VAV 8(r) 200 N
vV N iy
207/1 o ' -
Ji = {lzy; x]; 2, £ 300 — 22}
Jo= {[z1; 2] 29 = — 20 4 2}

A

L 9 .
f3= {[xl;xz]Q X9 120—Ex}

fo={lz; 2] 2 =0} v
s ={[#1; *]; 3= 0} o
fo={[z1; =]; < 300 — a1}

Die Losungsmenge des Ungleichungssystems I, IT, ..., VIiiber P X P. wird
durch die Rasterfliche und deren Rand veranschaulicht. Es werden

damit zuléissige Lésungen angegeben. Die optimale Losung, die in unserem

Falle das Minimum ist, ist wiederum in dieser Menge zu suchen.
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Wir zéiéhnen daher das Bild der Funktion

Je = {[xi; 902]§, ) =% xi}

ein. : ' ‘

'Der Anstieg des Bildes dieser Funktion stimmt mit dem des Bildes der Ziel-
, funktion tiberein. Die Gerade geht durch den Bereich'der zulissigen Losungen,

. das heilt, es gibt Losungen, die die Zielfunktion erfiillen, wobei die Optimali-
tétsforderung noch nicht erfiillt wird. Um auch das zu gewshrleisten, zeichnen
wir zu B (f,) eine Parallele, die durch einen Eckpunkt des Vierecks geht und
die z,-Achse moglichst nahe dem Koordinatenursprung schneidet. Diese
Forderung erfiillt die Parallele zu B (f,) dur¢h P,  Wir bezelch.nen sie mit
« B (f,) und meinen da,mlt das Bild der Zielfunktion. v
Die Koordinaten von P liefern uns d1e Losung der Optlmlerungsaufga.be Wir
erhalten :

T = 100

xy= 80 o )
und aus x1 + 2y +r23. = 300 Y
| -2y = 120 -

und damit :

/ - ’ R
2=15-100 4 40-80 4 30" 120
z2>=8-300.

Bei Herstellung der errechneten Stiickzahlen nach den angegebenen Techno-
logien liegen die Selbstkosten bei 8300 M.

]
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10. _Einigé grundlegende Begriffe
und Eigenschaften

Der Begriff ,,Folge“ spielt in der Mathematik und auch bereits im Mathematik-
unterricht der unteren Klassen eine wichtige Rolle.

In der Umgangssprache sagt man an Stelle von ,Folge“ oft ,Reihe“. Man
spricht zum Beispiel von einer ,Stuhlreihe®, einer ,Zeichenreihe“, einer
»Rangreihe“ usw., auch von einer bestimmten ,Reihenfolge®. Das ist aber
im wesentlichen in der Fachsprache der Mathematik der Inhalt des Begriffs
»Folge“. Das Begriffswort ,Reihe“ hat in der Fachsprache der Mathematik
eine andere Bedeutung

Es ist iiblich, die Menge aller Folgen als (echte) Teilmenge aller Funktlonen,
also aller eindeutigen Abbildungen, aufzufassen. Wir definieren demnach
eine Folge als spezielle Funktion.

DEFINITION 1 (10.): v

Eine Folge ist eine Funktion, das heifit eine Menge

geordneter Paare [n; f (n)], deren Definitionsbereich

eine Teilmenge der Menge der natiirlichen Zahlen ist.

Die Elemente f(n) des Wertebereichs der Folge i

heiBlen Glieder der Folge.

Man symbolisiert d1e Glieder einer Folge (oft) mit

Qg Aoy Q35 « v o 5 Ay v -

und die Folge selbst mit (,).

a, = f (n) heiBt n-tes Glied von (a,) oder allgemeines

Ghed von (a,). _

Die jeweils vorgegebene Abbildungsvorschrift, nach
. der jedem Element des Definitionsbereichs von f

eindeutig ein Element des Wertébereichs von f zu-
. geordnet ist, heiBt Bildungsvorsehrift oder Bildungs-

gesetz von (a,). Geénau dann, wenn das Bildungs-

gesetz von (a,) als Gleichung (a, = f (n)) dargestellt

ist, sagt man, daB es in expliziter Form gegeben ist.
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DEFINITION 2 (10.):
Eine Folge f heilt Zahlenfolge genau dann, wenn
deren Wertebereich eine Menge von Zahlen ist.

\

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, sagt man an Stelle von ,,Zahlen-

folge® oft nur kurz ,;Folge*.

. Auf Folgen, die keine Zahlenfolgen sind, zum Belsplel ,,Punktfolgen ) »Fi-

gurenfolgen® oder ,,Funktlonenfolgen gehen wir hier nicht eln

) ~

BEISPTEL 1 (10.): | |
{[7; 6, [2; %] 4 — 11, [53 6]} : (1)
\

Es liegt eine (viergliedrige) Folge in ausfithrlicher Schreibweise vor. Obwohl
die ,,Reihenfolge“ (umgangssprachlich gebraucht) der geordneten Paare be-
liebig ist, kann man fiir die Glieder dieser Folge die Anordnung

1 .
=8 16§ '
Sh— 1,616 o | (2)

wahlen, weil fiir dle Elemente des Definitionsbereichs dieser Folge gllt
24 5 << 7.

Darstellung (2) ‘in Beispiel 1 (10.) bringtzum Ausdruck, daB hier zum Beispiel
dJeJemge natiirliche Zahl, der das Ghed der Folge zugeordnet ist, kleiner ist

als j ]ene, der das Glied — 1 der Folge zugeordnet ist. :
Darstellung (2) gibt nicht an, um welche natiirlichen Zahlen es sich beim Defi-
nitionsbereich der Folge handelt. Das ist meistens uninteressant; wichtig ist
die Angabe der Glieder einer Folge und deren Anordnung. Deshalb wihlt -
man im allgemeinen als Definitionsbereich einer Folge eine mit 1 beginnende
Menge aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen. Dann ist a, (das erste Glied
der Folge) der 1, a, (das zweite Glied der Folge) der 2 usw. zugeordnet. Danach
kann Darstellung (2) als (itbliche) Kurzdarstellung von (1) gelten.

Mitunter wihlt man als Definitionsbereich einer Folge eine mit 0 beginnende
Menge aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen und bezeichnet dle Glieder
der Folge dann mit a, a;, a; usw.

1 .
Die Menge {[7 ; 61, .[2.; -é-] , [2;— 11,[5; 6]} ist keih Beispiel fiir eine Folge,

: . C . 1 ’
weil dem Element 2 des Definitionsbereiches die Elemente 2 und — 1 des
Wertebereiches zugeordnet sind.
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- Die durch die Kleinerbeziehung geordnete Menge der réellen Zahlen ist keine

Folge; denn es gibt keine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge der
reellen Zahlen auf die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Menge der reellen
Zahlen ist von hoherer Mdchtigkeit (7 [4]; 181) als die Menge der natiirlichen
Zahlen. Sollen die Elemente einer (unendlichen) Menge Gheder einer Folge
sein, so mul} diese Menge abzaklbar v [4] 180) sein. .

' DEFINITION 3 (10.):
Eine Folge f ist unendlich genau dann, wenn der
Definitionsbereich von f die Menge der natiirlichen
Zahlen bzw. eine ihrer uniendlichen Teilmengen ist. |
Eine Folge f ist endlich genau dann, wenn der
Definitionsbereich von f eine endliche Teilmenge
der Menge der natiirlichen Zahlen ist.

Ve
'
!

Mitunter wird eine Folge von vornherein' als unendliche Folge verstanden; dann ent-
fallt allerdings eine Unterscheidung zwischen endlichen und unendlichen Folgen.
Unter dieser Voraussetzung wird eine endliche Folge Folgenabschnitt oder kurz
Abschnitt (von f) genannt. Wir gehen hierauf nicht weiter ein.

Eine unendliche Folge kann gliedweise wie folgt dargestellt werden:

Qpy Aoy Qg « o oy Ay _qy Ay Dy 45+ - -

DEFINITION 4 (10.):

a, heiit Anfangsglied von (a,); a,_, heiBt (unmittel-
barer) Vorginger von a,; a,_ he1Bt (unmittelbarer)
Nachfolger von a,; a,_, und a, (bzw. @, und a,_.,)
heilen benachbarte Glieder oder aufeinanderfol-
gende Glieder von (a,), (n > 1). .

Wenn (a,) endlich ist, so bezeichnet 7 die Anzahl
der Glieder von (a,), und a, heiBt Endglied von (a,,).

Jedes Glied g, einer unendlichen Folge bestimmt deren Zerlegung in eine end-
liche Folge a4, a,, as, . . ., @, und in eine unendliche Folge a, .1, @2, Gy .3, - - -
Soll eine unendliche Folge (gliedweise) dargestellt werden, so ist eine Vorschrift
anzugeben, mit deren Hilfe man jedes Glied der Folge eindeutig bestimmen
kann. Endlich viele Glieder einer Folge konnen beliebig (auf unendlich viele
Arten) zu einer unendlichen Folge ergéinzt werden.
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BEISPIEL 2 (10.):
Beispiele fiir unendliche Folgen:

" a) 2,4,6,8,...,2n,... oder (2 n)
2 345 1 1
b) ——— —,..., »+ y-.. oder (n-|— )
12 3 4 " :
) 0,2,6,12,...,n(n — 1),. oder (»(n — 1))

bzw. (n2 — n)

Wir nehmen an, Folge a) in Beispiel 2 (10.) sei wie folg_t notiert:
a,) =2, 4,68,

‘Hieraus 1st nicht mit Slcherhelt zu ersehen, Welche weiteren Glieder von (@,)
folgen.
Auf die Zahlen 2, 4, 6, 8 kénnten beispielsweise folgen

" a) nur noch Einsen,

b) die Zahlen 1, 3, 5, 7, nun die niichsten vier geraden Zahlen,dann die nichsten
~ vier ungeraden Zahlen und ‘dies abwechselnd so weiter;
¢) an 5., 10., 15, , dn-ter Stelle jeweils 1, und im tibrigen wird die Folge
der geraden Zahlen fortgesetzt.

Das Bildungsgesetz einer unendlichen Folge ist nicht immer leicht erkennbar
bzw. auf einfache Weise zu ermitteln oder anzugeben (7 Beispiel 3 (10.)

Folge c)). -
Eine Folge, fiir die bisher kein Bildlingsgesetz gefunden worden ist, ist die
Folge der Primzahlen.

Wir beschrinken uns des weiteren im wesentlichen auf solche unendlichen
Folgen, deren Bildungsgesetz relativ einfach zu erkennen und explizit dar-
stellbar ist. Die von uns bei Aufgabenstellungen verwendete Formulierung,
ein moglichst ‘einfaches Bildungsgesetz fir (a,) zu ermitteln, soll also heiflen,
daB fiir die angegebenen Glieder der Folge lediglich ein allgemeines Glied ge-
funden werden soll.

Zur Ubung _ermittle man fiir die nachstehenden Zahlenfolgen ein méglichst
einfaches Bildungsgesetz und driicke es durch eine Gleichung aus. Darauf
gestiitzt sind die Glieder a4 bis a,, von (a,) zu berechnen.

1. 1,3,5,7,9,... 6. 2,6, 10, 14, 18, .
123 45 :

2. -, =, — — ... 7. 1,6,11, 16, 21,.
2°3° 4’5 6

3. 3,609, 12, 15, 8. 1,2, 4, 8, 16,.

4. 1,4,7, 10, 13, . 9. 1,3, 9,27, 81,.
2,5, 8, 11, 14, . 10. 1,4, 9,16, 25,..'
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Bei endlichen Folgen kann auf die Angabe von g, verzichtet werden, wenn
man séimtliche Glieder dieser Folge notiert. Prinzipiell ist das:bei endlichen
Folgen immer moglich, bei einer grofen Anzahl von Gliedern einer Folge
‘praktisch aber schwierig bzw. umsténdlich. Bei einer endlichen Folge lassen
sich fiir @, unendlich viele verschiedene analytische Ausdriicke angeben, wie
ohne Beweis vermerkt sei. :

Wir haben bisher Folgen betrachte\t, bei denen es relativ einfach ist, deren Bil-
dungsgesetz explizit darzustellen..

- Bei den Folgen in Beispiel 3 (10.) ist das schwieriger. Ebenso; wie wir ver-
schiedene Darstellungsmoglichkeiten einer Funktion kennengelernt haben,
konnen wir auch das Bildungsgesetz einer Folge unterschiedlich formulieren.
Der Leser versuche, das Bildungsgesetz der drej Folgen in Belsplel 3 (10.) mit
eigenen Worten zu beschreiben.

BEISPIEL 3 (10.):

a) 2,7,9, 16, 25, 41, 66, 107, .

b) =1, —3, — 4, — 7; — 11, — 18, —29, — 47, ..
¢) 1,1,2,3,5,8,13, 21,

DEFINITION 5 (10): ‘
Das Bildungsgesetz von (a,) ist rekursw1 da.rgestellb
~ genau dann, wenn
1. ay = f (1) gegeben ist und
2. ]edes Glied a,,, aus seinem Vorginger a, (bzw.
anderen vorangehenden Gliedern dieser Folge) zZu
ermitteln ist.

Definition 5 (10.)~4erfﬁ11t‘dje Bedingiungen der induktiven Definition.

In den Folgen in Beispiel 3 (10.) muB man zunéchst jeweils @, und a; angeben,
~um dapn den Induktions- bzw. Rekursionsschritt darstellen zu kénnen.

a)a =2, a=17

b) a; = — 1’,-a2 = 30 Uppy =0y g + a, (n = 2)

c)ay =1, ay,=1 :
Die in Beispiel 3 (10.) dargestellte Folge c) heiBt FrBoNaccische Folge (Frso-
NAccl, italienischer Mathematiker, 1175 bis 1250).

Sie hat eine Anzahl interessanter Elg?nscga,ften und spielt auch in den Natur-
wissenschaften eine Rolle. Beispielsweise verzweigen sich die Aste eines Ba,umes
gewohnlich nach dieser Folge:

Im zweiten Jahr hat das Biumchen 2 Aste, im dritten Jahr erhoht sich die
Anzahl von dessen Asten normalerweise auf 3, im vierten Jahr auf 5 usw.

t recurrere (lat.) — zuriicklaufen
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Ohne Bewels sei vermerkt, daB fir dle F]ZBONAOOIsche Folge zum Belspxel
die unter (1) bis (4) genannten Bez1ehungen gelten.

(1)a1+a2—|—a3+ .4+al=a,-a,,

(2) n+m = Oy -y O+ Oy m+1 ’

(3) Qo = (pss + Bp_y) @Bnis — Opoy) +. @0, — @, ]

0am T3]

Zur weiteren Arbeit mit Folgen miissen noch einige Begriffe definiert werden.

DEFINITION 6 (10.):

(a,) ist monoton Wachsend\ genau dann,
_ fallend [ ,
< an+1
> an-l—l.
(@,) ist insbesondere streng (echt oder eigentlich)
wachsend

fallend
"wenn fiir jedes » gilt: {

wenn fiir jedes n gilt: {a

monoton { } genau dann, 5

an < an+1
O > Q11

DEFINITION,7 (10.): :
(,) ist konstant genau dann, wenn fur jedes n gilt:
Uy = Q. ‘

DEFINITION 8 (10.):

(a,) ist alternierend genau dann, wenn kein Glied
von (a,) gleich Null ist und je zwei benachbarte
Glieder von (a,) verschiedene Vorzeichen haben.

\

'BEISPIEL 4 (109

a) —3,6,—9,12, — 15, ..., (— 1)*- 3n, ...
oder ’ -
(— 1"~ 3n) o

b) 3, — 6,9, —12,15,...,(— 1)**1. 3¢, ...
oder

((_ 1)n+1 " 3 n)
\ N ) N
Vergleichen wir etwa die Folgen in.den Ubungsaufgaben 1. und 2. (7 213)
miteinander, so kénnen wir feststellen, da8 beide Folgen monoton wachsend
sind; denn fiir alle » > 0 gilt:
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1 Gy — @ =[2(n+1) —1]— (2n— 1) =2>0;
9 g _ _n+1 n (24 2n+ 1) — (n2+ 2n)
AT RTINS T w1 D@+ D)
1
= >
(n+ 1) (n + 2)

0.

Einige Zusammenhéinge zwischen Begriffen, die wir in - Teil 10. definiert
haben, sind in Bild 216/1 schematisch dargestellt.

folgen
[ I l
Zahlenfolgen Folgen, die keine Zahlenfolgen
I sind .
I 1 :
monoton nicht monofon
[ : ] I [ ! '
konstant nicht konstant ~ alternierend nicht alternierend
| :
I I
wachsend fallend
| I
I ] I 1
echt nicht echt  echt © nicht echt
216/1
DEFINITION 9 (10.):

Sp=o+ataz+...4+a,

heiBt n-te Partialsumme1 von (a,,).

Unter der zu (a,) gehérenden Reihe versteht man die
Folge ihrer Partialsummen

81y 825« v v s Spy oo o = (8,).

Bevor wir ein Beispiel betrachten, soll ein neues Symbol eingefiihrt werden,
das eine Kurzdarstellung von Summen ermdglicht. Man setzt

a1+a2+a3’+...—|—an=.2£'a,-
i<

und liest: ,,Summe iiber g, fiir alle j von 1 bis #.“

" Der griechische Buchstabe 2 (grofies Sigma) heilt Summenzeichen, a; all-
gemeines Glied der Summe, j Summationsbuchstabe oder Summationsindex,
1 untere, » obere (Summations-)Grenze.

1 pars (lat.) — Teil
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BEISPIEL 5 (10.):
5

8) ) j=1+2+3+445=15
j=1

s

4
b) ) 20=2+4 224 284 26=30
i=1

) Rt O et A ek B
VY5 =1 T3 3 6

Die untere (Summations-)Grenze braucht nicht immer 1 zu gein, sie kann eine
beliebige ganze Zahl (nicht groBer als die obere (Summations- )Grenze) sein.
Es gilt also zunéchst fir m < » .

Za—a +am+1+ m+z T - +

Falls m = » ist, wird vereinbart

Z’a—a

Falls das allgemelne Glied der Summe vom Summa.tlonsmdex unabhéngig ist,
gilt

Zn’a=a-|—a+a—|-...+a

j=m

(n—m+1) Summanden

a=n—m—1)a

;Ms

J
Der Leser bestitige selbst die Giiltigkeit folgender Formeln :

1. In einer Summe kann man den Summationsbuchstaben beheblg wa.hlen

2. Es gilt

” n
. Y cay=c 3 a;
=1 j=1

3. Es gilt ‘
n “m n :
Yoa=23 a4+ } o fir 1<mZn
R =< 1 j=1 . jeme1
4. Es gilt ' ,
’ n
(a +b) = Z’ @; + 2 b;.
j=1 j=1 i=1
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5. Es gilt fiir m < n folgende Transformationsformel.

n n+k
2 a5 = ,2 G-
j=m j=m+k

In Definition 9 (10.) hatten wir festgestellt, daB zu einer _Folge (a,) eine Folge
von Partialsummen (s,), eine Reihe, gebildet werden kann. Es gilt also:
. X 1 N - .

(/2% =2aj=81

j=1
ay + ay ! | : =é:“;-=82=31+az _
a+ay+a; . | =i§'aj=33;sz+a3 l
BRI e . . | v
a1+a2+a3+...+%=i=1 a;=38,=8,_; +a,
BEISPIEL 6 (10):

Es sei (@,) = (2n — 1), also die Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen, ge-
geben: 1,3,5,7,...,2n—1,... ‘ ,
Als Folge der Partialsummen von (a,) erhalten wir ' )

1 L= 1= 12,
143 = 4=22
= 9—32

14345
143834+ 5-+4 7= 16 = 42 usw.,
n ,
so daf wir die Giiltigkeit von s, = 3 (2j — 1) = n2 vermuten.
‘ j=1 .
‘Die Richtigkeit dieser Vermutung wollen wir mit Hilfe des Beweisverfahrens
der vollstindigen Induktion bestdtigen. = - = /
(1) Induktionsanfang: Wirsetzenn = 1. '
Damn ist s; = )] (2j — 1) =1=12
o ‘ j=1
(2) Induktionsschritt: Wir haben folgendes zu zeigen: »
Wenn unsere Vermutung fiir » gilt, so gilt sie auch firr » + 1. Das heifit,
wenn s, = n?ist, dann ist s, , = (n + 1)
Es ist also eine Implikation zu beweisen.

Voraussetzung: s, = n? _
Behauptung: Sppy = (m 4 1)2 ' -
Bewets: s, +2n+1)=n2+ (2n+ 1) = (w4 1)
8, + (2n + 1) = 8,4, also gilt 5\\?

Spey = (n+ 1) : ' q. e. d.
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Die in Belsplel 6 (10.) ertrterte Gesetzma,Blgkelt kann man sich mit Hilfe

eines Quadrats veranschauhchen, dessen "Fliche in rechtwinklig angeordnete

Kistchen- bzw. Punktreihen eingeteilt ist (Bild 219/1). -

BewuBtes Betrachten einer Folge natiirlicher Zahlen mit dem Ziel, bestimmte
GesetzmiBigkeiten zu bemerken, ist bereits fiir Schiiler der unteren Klassen .

~ eine wichtige und zugleich reizvolle Aufgabe. Das Ergebnis von Beispiel 6 (10.),
daf die Folge der Partialsummen der Folge der ersten » ungeraden (natiir-
lichen) Zahlen die Folge der ersten n Quadratzahlen ist, kann bereits ein Schiiler
der Unterstufe finden und als Vermutung formulieren.
Dem Leser werden im folgenden weitere Beispiele und Aufgaben zur Ubung

~ dieser Arbeitsweise vorgelegt. Die Aufgabenstellung soll jeweils aus vier Teilen
bestehen. :

BEISPIEL 7 (10.):

1 1 1
Gegeb die Folge —,
egeben sei die Folge > 15 35" 63"

a) Man ermittle ein moglichst einfaches Bildungsgesetz fiir (a,) und gebe es
in expliziter Form an.

b) Man ermittle sy, sy, S3, S5

c) Man formuliere (als Vermutung) ein Bildungsgesetz fiir (s,,).

d) Man bestétige die Richtigkeit dieser Vermutung.

Zu a)
Bei Aufgaben dieser Art fithrt mitunter eine systema.tlsche Zerlegung der vor-
gegebenen Zahlen in 2, 3, . . . Faktoren zum Ergebnis.
1 1 1 1
= = ’ = y @ = "y
“UTT3 T BT % T

Nun muB inan zwischen den Indizes n von @, und den iibrigen Zahlen ent-
_sprechend vergleichen, um die Zuordnungsvorschrift zu finden. Wir erhalten
1 1
T en—1D@nt+1)  dn2—1°
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. { ‘
(1) Induktionsanfang: Falls n = 1 ist, gilt §; = 3 -
(2) Induktionsschritt:

n
Voraussetzung: s, = ey
Behauptung: s, ., = %
Beweis: = 1 ‘
2224+ 38n+1
2n 4+ 1) (2n 4 3)
(D @En4 1)
T (2n+ 1) (2n + 3) 7
- on+41 ‘ . o d’ ,
- 2n + 3 ’ . q. e. d. !
BEISPIEL 8 (10.):

Gegeben sei die Folge 6, 24, 60, 120, . . .

a)ay =123, ay=2-3-4, az=23-4-5,
e, =4:5-6, ..., g, =n(n+1)(n+2)

b) sy = 6, sy =380, s3= 90, s, = 210 ' . | g

¢) Mitunter fiihrt auBer der in Beispiel 7 (10.) genannten Faktorenzerlegung - ‘%\(
eine Quotientenbildung zum Ziel. i
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1-2:3-4 2:3-4-5 3-4-5-6

4:5-6-17 n(n+1)(n+ 2) (n+ 3)
S = ... ,8, =
a) (1) Falls n = Llist, gilt s, = % —1-2-3.
(2) Voraussetzung: - s, = n(n+ 1) ("’4'|' 2) (n + 3)
Behauptung: Syt - (m+ 1)+ 2)4(n + ?) (n + 4}
Beweis: Spuy = n(n+ 1) (n + 2) (v + 3)

.4
X . 4 (4 1)(n+2) (n+3)

_ )+ e+t
K 4 . 4

g.e.d.

Hier fithrte — wie oft bei solchen Aufgaben — eine Faktorenzerlegung nach folgender
Regel ans Ziel: Aus den (beiden) Summanden klammere man Gemeinsames im Zéahler
(hier also (n + 1) (n + 2) (n + 3)) und den Hauptnenner (hier also 4) aus. Die ver-
bleibentde 1 des zweiten Summanden ist ,,auf den Hauptnenner zu bringen“.

Wir empfehlen dem Leser, ]ewells das Bildungsgesetz fiir die Folgen

1.1, 2,4, 8 16, .
2.1,3,9, 27, 81,...
3.1,k k2 k3, k%, ... (k% 1, k € N)

analog den Beispielen 7 (10.) und 8 (10.) zu ermitteln.

Die folgenden Beispiele 9 (10:) und 10 (10.) sollen zeigen, daB das Ermitteln
von nur zwei bzw. drei Gliedern einer Folge zum Finden ihres Bildungs-
gesetzes nicht geniigt. In beiden Beispielen kdnnte man annehmen, es gelte
(a,) = (2n), was sich aber widerlegen lafit.

BEISPIEL 9 (10.):

In einer Ebene seien n Geraden gegeben, von denen keine zwei einander par-
allel sind und keine drei einen gemeinsamen Punkt haben. In wie viele Teile a,,
wird die Ebene durch diese Geraden zerlegt? ' ‘
Wir stellen einige Ergebnisse (tibersichtlich) zusammen:’
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n 1. 2 3 4 5
a, 2 |4 7 11 | 16

7

Das Bildungsgesetz von (a,) kann man wie folgt finden:

Wenn man zu den n Geraden eine weitere, eine (n + 1)-te Gerade hinzu-
nimmt, so schneidet diese (der Aufgabenstellung entsprechend) die n gege-
bengn Geraden und zerlegt die Ebene in (n + 1) Teile. Wir vermuten, daB

e e T

T2

gilt, und beweisen dies durch vollstindige Induktion. N
(1) Falls n = 1 ist, gilt a, = 2.
(2)‘ Vordussetz‘ung: a, " (n2+ 1) -]— i

/ .

. : R 1 2

Behauptung: a,,, = (n + )2(n +2) —|— 1

Beweis: aﬁ+.1="(”+ D ottt 1

1) (n 42 ‘ ’
_ )2(n+)+1’ - aod:

Y

Der Leser. iiberlege selbst, in wie viele Teile eine Ebend durch n Geraden zer-
legt wird, die alle durch ein und denselben Punkt gehen (Beweis).

BEISPIEL 10 (10.):
Es seien n Ebenen gegeben, die durch éin und denselben Punkt gehen. Dabei
sollen keine drei Ebenen eine gemeinsame Gerade haben. In wie viele Teile ,
wird der Raum durch diese Ebenen: -zerlegt?
Wir stellen w1eder einige Ergebmsse (tibersichtlich) zusammen.

n 1 2 3 4 | 5 ‘ ‘ ,
an 2. (4 |8 |14 |22

Das Bildungsgesetz von (@,) kann man wie folgt finden:

Wenn man zu den #» Ebenen eine weitere, eine (n + 1)-te Ebene hinzunimmt,

so erhoht sich die Anzahl der Teile des Raumes um 27. Wir vermuten, dafl
a,=nn—1)4+2=n2—n-4 2 '

gilt, und beweisen dies durch ‘vollstﬁ,ndige Induktion.

e
[
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(1) Falls n = List, gilt oy = 2.

(2) Voraussetzung: a,=n(n—1) + 2 . \
Behauplung: Oy =®m+1)n+2 :
Beweis: i =n(n—1)+ 24 2n

=m24+nt2 -
=am+1)+2, - q. e. du

' Die im Anschlu8 an Definition 9 (10.) durchgefithrten Betrachtungen haben
gezeigt, daB man durch Bilden von Partialsummen "einer Folge zu einer
neuen Folge gelangt. Offenbar kann man von einer Folge von Partialsummen
immer wieder eine neue Folge bilden. Dies 1egt den Gedanken nahe, auch
Folgen von Differenzen zu bilden.

Geht man von einer Folge

Ay, Qo Az, o v oy Oy v -
- zu der Folge . : o | '
@y — @y, A3 — Gy, B — Bgy « -+ Bpyg — Oy - -
uber, so nennt man diese die (erste) Differenzenfolge von (a ) und bezelchnet
ihre Glieder mit

A a, das, das,...,4a, r .

Der griechische Buchstabe 4 (grofies Delta) Wfrd oft als Zeichen fiir ,,Differenz*
benutzt. Man setzt also allgemein
Ao, =a,,—a,(n=1,23,...).
Bildet man von (4 a,) ebenso die Differenzenfolge, so erhéalt man die zweite
-Difterenzenfolge von (a,) und bezeichnet ihre Glieder mit
Azai, A2 a9, A2 as, ... ,A?‘ a,
Man setzt algo allgemein

Ara, = Aay,, — Aa, (n =1,2,8,...).

DEFINITION 10 (10.): -
Unter der k-ten Differenzenfolge von ( a,) versteht
\ man die Folge '
(4 a,) = (4¥1 g,  — A a,),
\‘ wobeik=1,2,38,..., n=1,28,...
_und A'a, =4 a, sowie 4° a,, = a,, sind.
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10.

BEISPIEL 11 (10.):

(@) =1, 6, 20, 50, 105, 196, 336
(da,) = 5, 14, 30, 55 91, 140
(42a,) = 9, 16, 25, 36, 49
(A3a,) = 7, 9, 11, 13
(Aaa) ‘ 2, 2, 2

In Beispiel 11 (10.) sind die Zahlen so notiert, daB die Zahl, die dem Glied
A* a,, entspricht, .jeweils unter denjenigen Zahlen steht, die den Gliedern
A1 py1) 4%~ @, entsprechen.

(4% as) ist ein Beispiel fiir eine konstante Folge (7 Definition 7 (10.)). (43¢ a,)
hat die konstante Differenz d = 2. Solche Folgen sind uns schon oft begegnet,
zum Beispiel die Folge der natiirlichen Zahlen und die in der Unterstufe zu
lehrenden ,,Einmaleinsfolgen“. Wir werden Folgen mit einer konstanten Diffe-
renz in Teil 11.1. behandeln. :

AbschlieBend soll noch die »Fakultitsfunktion®, die wir fiir unsere weitere
Arbeit bendtigen, definiert werden. Es handelt sich hierbei um ein Beispiel
fiir eine induktive Definition (7 Definition 5.(10.)).

DEFINITION 11 (10.):
Die Funktion, die aus allen Paaren [n; n!] besteht
(n! liest man ,n-Fakultit”), heift Fakultitsfunk-
tion und ist diejenige Funktion f, fiir die gilt:
1. £(0) = 1, S A
2. f(n+1)=(n+ 1)f(n) fuirallen € N.

Nach Definition 1 (10.) ist die Fakultatstunktlon eine Folge, fiir die nach

Definition 11 (10.) gilt:
0l=111=1,2!=2-1=2,38!=3- 2'-6 4'—4 3! =24,5! =5-4!
=120,...,n 4+ )=+ 1)-n! -

Ist von den n Faktoren 1, 2, 3,..., n lediglich das Produkt aus den
letzten m Faktoren zu bilden, so ist n! durch das Produkt aller Faktoren
von 1 bis (n — m) zu dividieren, und man erhilt die in Satz 1 (10.) formu-
lierte Aussage. - :

SATZ 1 (10.): :
Fiir jedes m und fir jedes n mit m < n gilt:
!
v =an—1)m—2)-...- (n—m-+ 1).
(n — m)! o : .
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Der griechische Buchstabe IT (groBes ;P1) Wmd entsprechend, Z fiir ,,Summe*,
als Produktzeichen benutzt und ermoglicht eine Kurzdarstellung von Pro-
dukten.

Man setzt

B ) n
ai'aQ'Gg,'...'a/n—_—'.l]?a’-
7:

und liest: .,,Produkt iiber a; fiir alle j von 1 bis n.“
Man schreibt also zum Beispiel

n
[[i=1-2-3-...-n=mnl.
L4
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11. : ‘o Arithmetische Folgen

11.1, ' Arithmetische Folgen erster Ordnung

DEFINITION 1 (11.1.):
(@,) heiBt arithmetische Folge (erster Ordnung)

genau dann, wenn es eine (von n =1, 2, 3,...un-
abhingige) Zahl d # 0 derart gibt, da,& fiir ]edes n
gilt:

Oty = Gy + d.
'Hieraus folgt unmittelbar, da8 eine arithmetische Folge
(streng) monoton {wachsend} ist genau dann, wenn d {z} 0 ist.

fallend
|
BEISPIEL 1 (11.1.):
a)(a,,)=2,,4,6,8,...,2n,...; d=2 .
8 5 n+1 1 '
=1,—,2,—,..., , ; d=—
b) (@) = L g sy d=7
c) (@)=3,1,—1,—-3,...,—2n+5,...; d=—2

Aus Definition 1 (11 1.) folgt weiter, daB eine arithmetische Folg:e (@,) durch
ihr Anfangsglied a, und die konstante Differenz d = a,,,, — a,, bestimmt ist.
Es gilt ndmlich

a4y — @y as = a; 2d
a,=ay+d a;,=a; + 3d

a,=a+ (n—1)d.

226



Die Richtigkeit, dieser expljzitexi Darstellung des Bildungsgesetzes arithme-
tischer Folgen ergibt sich durch Anwendung des Bewelsverfahrens der voll-
stindigen Induktion. :

(1) Falls n = 1 ist, gilt a,"= a, . - -
(2) Vomus:‘setzmig: a,=a+ (n— 1)d

Behauptung: @y, = a; + nd

Beweis: Opiy =0+ (o — 1)d + d = a, + nd, » q.e.d.
Es gilt also :
Gy =0+ d =ay 4 nd, , A:
‘woraus folgt \
a,,=a1+(n— 1)d
bzw. o =a,—(n—1)d.

\ SATZ 1 (11.1.): :
Fiir jede arithmetische Folge (a,,) gllt

a,=a1+ (n—1)d.
Der Leser erwerbe sich Sicherheit im Ermitteln des n-ten Gliedes einer arith-

metischen Folge (erster Ordnung) (7 221, Folgen 1. bis 3.). Man stelle sich .
selbst weitere dera,rtige Aufgaben.

Aus Satz 1 (11.1.) folgt:
Eine -arithmetische Folge (a,) ist bereits durch die Angabe zweier Glieder

von (a,) eindeutig festgelegt.

BEISPIEL 2 (11.1.):
Von einer arithmetischen Folge (a ) seien a3 = 16 und a-, = 36 gegeben Wie

heiBt diese Folge?
@+ (1—1)d=a, slso a4 6d = 36 : | %
a+ (83— 1)d=a3 also a; +2d =16 ' -
Hieraus folgtd = 5 und a, = 6.

Die Folge heiit also (a,) = (5n + 1).

Die n-te Partialsumme s, einer a;nthmetmchen Folge (a,,) kann man auf fol- -
gende zwei Arten da.rstel]en :

o=ty @y )+ (3 + 20) + .. + [a3 + (0 — 1)d]
s,,=a,,+<a,,,—d>+(a,.—zd>+---+[a..—<n— na
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111,

Durch Addition beider G'rlelchungen erhdlt man 2 s, = n(ay + @, ) “denn die
n-te Partialsumme von (a,) besteht aus-» Summanden.
Es gilt also folgender Satz.

SATZ 2 (11.1.): -
Fiir jede arithmetische Folge (a,) gilt:

Sp =_(a1 _I_an)

Satz 2 (11.1.) kann man sich wie in Bild 228/1 veranschauhchen Faft man
die Glieder von (a,) als MaBzahlen von Flicheninhalten von Rechtecken mit
einer Breite der MaBzahl 1 auf, so ist s, die MaBzahl des Flicheninhalts einer
treppenformigen Figur (in Bild 228/1 gerastert), die man durch umgekehrtes
Aufsetzen einer ebensolchen Fliche zur Fliche eines Rechtecks mit einem
Inhalt der-MaBzahl 2 s,, einer Hohe der Maﬁzahl a4 + a, und emer Bren;e
der MaBzahl »n ergéinzen kann.

Es gilt also ' 1]

2'8@ ="n (a’i + an) *

@y -

a4

. A :
' . 228/1 7 2 3 <+ p2n1n

Gavuss hat bereits als Neunjahriger diese Formel 'angewendet. Es wird he-
richtet, daB er seinen Lehrer nach dessen Forderung an die Schiiler, die Summe
aller Zahlen von 1 bis 100 zu ermitteln, unmittelbar danach mit dem richtigen
Ergebnis iiberraschte. Gauss hatte sich iiberlegt, daf 101 als Summe von 1
und 100, von 2 und 99, von 3 und 98, . . ., von 50 und 51 insgesamt 50mal auf-
tritt, also 50 - 101 = 5050 ist.

‘Die beiden Gleichungen in den Sétzen 1 (11.1.) und 2. (11.1.) sind unabhéngig
voneinander und widerspruchsfrei. Sind demnach die Belegungen von drei
der fiinf Variablen bekannt, so kann man die Belégungen der zwei iibrigen
Variablen (von wenigen noch zu erérternden Ausnahmen abgesehen) eindeutig
ermitteln. Die Anzahl der Berechnungsfiille stimmt mit der Anzahl der Mog-
lichkeiten, aus fiinf Variablen zwei bzw. drei auszuwihlen, {iberein. Wir wollen
alle Berechnungsfalle und damit deren Anzahl ermitteln, indem wir die fiinf
Variablen notieren, systematisch je zwei a,uswahlen und die ubrlgen ‘drei in
der gewihlten Anordnung ‘belassen:

aiy aﬂ,, ds n, s n
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Méogliche Berechnungsfille::

Gesucht Gegeben Gesucht i Gegeben
1. ay, ay d, m, s, | 6. | an,n ay, d, 8p,
2. a, d Ay, Ty Sy 7. | ans 8n aq, d, n
3. ag, n Ay, 4, 8y 8. |d,n ays i Sy
4. ay, Sy Ay, d, 1 9. | d, sy, Qs Oy T
5. Ay, A ayq, 1, Sy 10. | m, 8y ay, Ay d

Bei den oben geﬁdnhten Ausnahmen handelt es sich um die Berechnungsfille
3. und 6., weil diese auf quadratische Gleichungen fiithren (warum '3) ; alle an-
deren Berechnungsfille fithren auf lineare Gleichungen.

Dem Leser seien einige Ubungen folgender Art erﬁpfohlén':

‘Gegeben sei etwa die Folge

10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80.
Es gilt a1—10a_80d_5n_15s_675

Nun kann man einige Berechnungsfille durchfuhren, wobei stets eine Selbst-
kontrolle moglich ist. ~

BEISPIEL 3 (11.1.):
Von einer arithmetischen Folge (@,) seien a, = 80 d = 5, s, = 675. Man er-

mittle a; und n.
80=a, +m—1)-5 (I)

, 80
675 = % -n (1)
80=a,+5n—5 @)
4= 85— 5n (I,)

Wir setzen (L) in (IL,) ein.

1350 = 850 — 512+ 80 n (IiI)

5n2 — 1650 4 1350 = 0 (IIL)
72— 33n4 2710=0 (IIL)

Aus (I11,) folgt (nach dem Vieraschen Wurzelsatz unmittelbar)

ny = 15, Ny = 18
und wegen (I,)
' a,, =10,a,, = — 5.
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Die erste Losung fithrt zu der vorgegebenen Folge, die zweite zu der Folge

—5,0,5,10,...,80. .
Der Leser kann sich davon uberzeugen, daB der Berechnungsfall 6. zu n; — 15
und ny = — 18 fiihrt. Da das zweite Ergebnis hier sinnlos ist, erhilt man

schlieBlich wieder (eindeutig) die oben vorgegebene Folge.

SATZ 3 (11.1): \
Fiir die Summe der ersten » natiirlichen Zahlen gilt: =

__n(n+1)
n 2 ) ©
Satz 3 (11.1.) kann als unmittelbare Folgerung von Satz 2 (11.1.) aufgefaBt
werden, wenn man @, =1 und a, = » setzt.
Fiir die praktische Anwendung von Satz 3 (11.1.) ist es vncht1g, die Struktur
der Formel zu erfassen.
1. ‘Man notiere die n-te natiirliche Zahl.
2. Man multipliziere diese mit deren Nachfolger.
3. Man dividiere das Produkt beider Zahlen durch 2.
Soll also zum Beispiel die Summe aller natiirlichen Zahlen bis n — 3 bzw.
bis » 4 2 ermittelt werden, so gilt entsprechend
(n—3)(n—2) (n 4+ 2) (n.+ 3)

8,_3= 5 bzw. §,,,= 2

SATZ 4 (11.1):
Fiir die Summe aller natiirlichen Zahlen von m bis
n (m < n) gilt:

5. (n+m)(n—m+ 1)

2= >

j=m

Beweis: Es ist zweimal Satz 3 (11.1.) anzuwenden.
ml o oa@m+1) (m—1)m

_29—29—2" PR

i=1

n:4+n—m?+ m

-2
_tm@—mt@tm
- 2
 _tm (n2—m+ b, Ged
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SATZ 5 (11.1. )
Jedes Glied einer arithmetischen Folge ist das arith-
‘metische Mittel von dessen belden benachbarten

Ghedern
Voraussetzung: (@,) sei eine arithmetische Folge
Behauptung: e, = L‘;”*—-
Beweis: S a,,_‘1 =a,—d,d,,,=a, +d,

durch Addition beider Gleichungen folgt

Ay i+“n+1—2a

und hieraus -die Behauptung, ' q.e.d.

Damit erklirt sich der Name' ,arithmetische Folge®.

- Mitunter wird die Aufgabe gestellt, zwischen je zwei Glieder einer arith-
metischen Folge n Zahlen derart einzuschalten (zu interpolieren), daB eine
neue arithmetische Folge mit d’ als Differenz entsteht.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur @, und @y = a, + d der gegebenen
arithmetischen Folge. Das allgemeine Glied der gesuchten arithmetischen
Folge bezeichnen wir mit @,. Es gilt

ay, a, + d,
xi, X9, x3, ooy Ty Ly gy Ty yos

wobei also o =3 ist. Das erste zu interpolierende Glied von (z,) helﬂt dann
¥y, das zweite 3, ..., das n-te x,,,. Es gilt demnach e + d==,,, und
weiter .

@ +d=z+[n+2)—1]d,

Wegen Q=0 )
=(n41)d
* und schlieBlich
d = d . ' ¥ A | ’ |
7+ 1 . ‘

BEISPIEL 4 (11.1.): ' '

Zwischen je zwei Glieder der arithmetischen Folge (a3) = 2, 14, 26 sollen je
" drei Zahlen derart interpoliert werden, daB wieder eine a,nthmetlsche Folge
\entsteht. Wie heiBt diese Folge? - . (
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‘ 11.2‘
‘Es gﬂt d=12und n = 3 also
| 12 .

’

‘ 31 1
Die neue Folge heifit demnach
2,5,8,11, 14, 17, 20, 23, 26 (Bild 232/1).

0 2 5 8§ n w17 0 23 % 232/1

@

11.2. Arithmetische Folgen héherer Ordnung

" DEFINITION 1 (11.2.):
(a,) heiBt arithmetische Folge k-ter Ordnung genau
dann, wenn deren Ek-te -Differenzenfolge konstant,
aber verschieden von Null ist. ‘

In Beispiel 11 (10.) (7 224) ist (a,) eine arithmetische Folge vierter Ord.nung
Am gleichen Beispiel kann man sich die folgenden Erkléirungen veranschau-
lichen.

Aus Definition 1 (11.2.) ergibt sich, daB die r-te Differenzenfolge einer arith-
metischen Folge p-ter Ordnung selbst eine arithmetische Folge (p — r)-ter
Ordnung ist, falls 1 < r < p — 1 ist. Wenn umgekehrt die r-te Differenzen-
folge von (a,) eine arithmetische Folge s-ter Ord.nung ist, so ist (a,) eine arith-
metische Folge.(r 4 s)-ter Ordnung.

Die in Teil 11.1. behandelten arithmetischen Folgen kann man genauer arlth--
metische Folgen erster Ordnung nennen. Eine konstante Folge, deren Glieder
ungleich Null sind, kann man auch arithmetische Folge nullter Ordnung
nennen.

(@,) = (n*) ist ein Beispiel fiir eine arithmetische Folge k-ter Ordnung.

(a,) = (n?), die Folge der Quadratzahlen, ist eine arithmetische Folge zweiter
Ordnung, (a,) = (n?), die Folge der Kubikzahlen, eine arithmetische Folge
dritter Ordnung. Die folgenden Beispiele 1 (11.2.) und 2 (11.2.) sollen zeigen,

n

wie man Einblick in die Strukturen von )/ j2 bzw. Z’ j3 erhalten ‘kann.

j=1 j=1

BEISPIEL1(112) . .
Bsgilt © 12=1,1+4 22=5, 5+32=14 14 4 42 — 30, 30 - 52 — 55,
55 + 62 = 91. t

\
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Nun fithrt ein Vergleich mit einer bekannten Folge und eine anschlieBende
Quotientenbildung weiter, wie aus folgender Ubersicht hervorgeht.

n . 1 2 3 4 5. 6
14+24+384+...4n. 1 3 6 | 10 15 |21
12422 4324 ... +n? 1 5 14 | 30 55 |91
124224324 ...+ n? 1=i‘i _7__'3=3 11 113
1+2 +38 +...4+n 3|3 3 | 3|3 |3

Hieraus ergibt sich als Vermutung'

§j2_2n—|—1

.3

2
undwegenEj:w'

i1 2

ro nn+1)2n+1

Sporetbents

j=

[*S

Man beweise die Richtigkeit der Losung von Belsplel 1 (11.2) durch vollstén-
dige Induktion. _ -

v SATZ 1 (11.2): :
Fiir die Summe der ersten » Quadratzahlen gilt:
n(n+ 1) (2n + 1)
n = 6 .

Man kann die Struktur der Summenformel in Satz 1 (11.2.) wie folgt be-
schreiben: .

Erster Faktor: n-te natiirliche Zahl,

- zweiter Faktor: (n 4 1)-te natiirliche Zahl,

dritter Faktor: Summe der ersten beiden Faktoren,
Division des Produkts durch 6.

BEISPIEL 2 (11.2.):
Esgilt ' 13=1,1+4 20 =09,9+ 33 = 36, 36 4 4 = 100,
100 4 53 = 225, 225 - 63 = 441.
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Hieraus er'gibt sich als Vermutung

,,,1 _[n(n+ 1)]

Man beweise die Richtigkeit der Losung von Belsplel 2 (12.2.) durch voll- -
stindige Induktion.

SATZ 2 (11.2.):
Fiir die Summe der ersten » Kubikzahlen gilt:

‘ [n(n+1)r
8 =]—] .
, 2

Man vergleiche Satz 2 (11.2.) mit Satz 3 (11.1.).

Die Satze 3 (11. 1 ), 1 (11.2.) und;2 (11.2.) kann man weitgehend unabhanglg von den
bisherigen Darlegungen in Teil D herleiten.
Man benutzt sukzessiv die Formeln

1+5)2=1+4254j2,
(1 +4)2 =1 +3j + 3 + 5,
(M 45)s=1+ 47+ 652+ 473 + j4, , \
um die genannten S#tze der Reihe nach herzuleiten..
Als Beispiel soll Satz ¥ (11.2.) unter der Annshme der Giiltigkeit von Sa.tz 3 (11.1.)

nach dieser Methode entwickelt werden. Eine entsprechende Bearbeltung der beiden
anderen S#tze kann dem Leser iiberlassen bleiben.

BEISPIEL 3 (11.2.):

' n
Man ermittle den Wert der Summe J' j2. * ’ \
, i=t '
Es gils (1 +4)3=1+3j+ 852+, :
. und man belegt j der Reihe nach mit 0, 1, 2, ..., n'— 1, n. Man erhélt
ji=0 C 13=1+43-0 +3-00 408
j=1 28=1+43-1 +3-12 413
j=2 38=1+3-2 +3-22 - 423
ji=3 483=143-3 + 3-8 + 33
| \
y Ceeeeeaneesneseaneeaaasasaatanacesaesiattentnns sheenes veee
j=n—1 nd=1+4+3-n—1) 43- ('n,-—l)2 + (n — 1)3
j=n 14+n)83=14+38n +,3 - n? + n3

Bei der Addition der Werte der Terme auf den linken und rechten Seiten dieser Glei-
chungen verbleibt links (1 + n)3; denn die Summe der iibrigen Zahlen links vom Gleich-
heitszeichen ist gleich der Summe der jeweils ganz rechts stehenden Kubikzahlen.
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Man erhalt also

(1+n)3—21+ 23J+Z312

i= 3=0 i=0
o s = (1+n3)—21—231. .
j=0 j=0 §=0 o
. 13 3
Wegen 21—n+1und23,7—32]_—n(n+1) folgt
j=0 _ =0

n

3X = (L+n—(n+ 1)——n(n+ 1)
;3=

NG

5 V 3n
.32'.72 (n+1)(n2+2n+1_1__2_)
=0

32'23'2‘ f_(n__l_ﬁ(gn_l_l) K
Vo=
R nn+41)(2n + 1)
2 — .
ig':xj 6

, !
Mit Hilfe der Sétze 3 (11.1.), 1 (11.2.) und 2 (11.2.) ist es mitunter moglich, Strukturen ‘
von Partialsummen von Folgen rascher zu ermitteln, als das durch Probieren méglich n
ist. Ubrigens entfillt dann auch die Anwendung des dort noch notwendigen Beweis- = . |
verfahrens der vollsténdigen Induktion. Man vergleiche das etwa mit Beispiel 8 (10.), E
Teil ¢) (* 220f.).

¢

.

BEISPIEL 4 (11.2.):

n " n n
2iG+0N0+2=YiE+8 Yi2+2%;

S i=1 =t i=t =t :
n2 2 1) s
. . o (n + 1) +3n(n+1)(2n+1)+2n(n+1)
4 6 . 2
_n(n+1)(n2+n+4n+2r+4)
< T i 4 -
=%(n+1)(n+2)(n+3)'
4 )

Die Beispiele 5 (11.2.) und 6 (11.2.) sollen zeigen, daB man auf diese Weise auch zu
weiteren Formeln und Einsichten gelangen kann.

BEISPIEL 5 (11.2.):
‘ 22+42+62+...+(2n)2— Z(2J>2
i=1 ‘
) _ _2n(n+1)(2“+1)
‘ = 3

2n(2n+1)(En + 2) SR
- - *)
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11.2;

=2_n6_|—_1‘_‘(2n+2)°2n S
A—_-E_n;__l[(zn_l_ 1)2 — 17]

1 -
=—6-[(2n—]—1)3_(2n+1)] b

'
l

BEISPIEL 6 (11.2.):

12432452+ .. +(2n—1)2—2(27—1)2—2(432—4J+1)
. 2
2n(n+ 1)(2n—[— 1)

3 Zn(n+1)+

%(4n2+6n+2—6n—6+3)

= % @n? — 1)
n(2n— 1)2n + 1)
3 .
2n—1)2n2n+ 1)
= 5 (%)
Aus % (4 n? — 1) ergibt sich auch
2 e — = S —2n] ) (+%)

Man beachte die Ahnlichkeit der in den Belsplelen 5 (11.2.) und 6 (11.2.) jeweils mit
(*) bzw. (**) bezeichneten Formeln.

Aus den Darlegungen in den Teilen 11.1. und 11.2. ergeben sich interessante
Einsichten in Eigenschaften und Zusammenhinge natiirlicher Zahlen, von
denen einige im folgenden — zum Teil ohne Kommentar — genannt seien.

Man bemiihe sich in jedem Fall um eine exakte Begriindung.

Uberblick iiber einige Eigenschatten von Folgen natiirlicher Zahlen

1.2
1. 1 = 1=1-1=—
2
’ ~ 2.3 1
1+2 = 3=1-3="2"1"
) 2
o 3-4
14+2-4+3 ) =6=-2~3=_2_
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(Bild 237/1)

[°] o o_ o
1 1+2=3 7+2+3=6 . 1+2+3+4=10  2371/1
.1 = 1=12
143 — 4-—92
1+3+5 = 9=32
14+8+5+47 =16 = 42
1+8+5+7+9=25=52
A PN _ (Bild 219/1)
: / 7 7
2 = 2=1-2=124+1
2+ 4 = 6=2:83=2242
2+ 446 . =12= 4=32+3
.24+ 4+6+8 —=20=4-5=42414
2+44+6+8+10=30=5-6=52+5
....................................... _
(Bild 237/2)
/ 237/2
. 1 ' ' = 1 =12 °
14241 L ’ = 4=2 —_—
142484241 | = 9=13
14+24+34+44+3+2+1 =16 = 42 °
1+24+383+4+5+443+2+1=25=52 o= °
.................... ... ﬁ. .
n-1 . ‘“"_ﬂ '_ -, S
2 ji+n=n(n—1)+n=n2 (Bild237/3) . ° —————o
j=1 . A ..
237/3 . e
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6.

7.

P= 345 ' .

3% — T4+ 9411 ¢ . -
483 = 134154 17+ 19 ' ‘

5% = 21 + 23 + 25 + 27 + 29 ' o .

Dxe n-te Zeile beginnt mit

n-1
w%=1—.z;2,7=n2—-n+1, _ N
j- .

Die Summe der Zahlen jeder Zeile betrigt
\
n— 1 N
g, =M —n+1)n -I———L-’—-Z,

woraus s, = n3 folgt.

12 ' = 13

(1422 ° © =134 98

(142+32. =134 23 38 ,
(2434 4p2 =134 25 + 33 4 43 S ¢
(1+2+3+4+5)2 =134 23 4 33 4 43 4 53

Aus mehreren Wiirfeln von fortlaufender Kantenlénge der MaBzahlen 1, 2, 8, ...
148t sich stets ein volles einschichtiges quadratisches Parkett auslegen.

13 — 12 _'02
23 = (14 2)2— 12
=(1+2+48)2—(1+ 22

B=(+2+3+42—(1+2432 . '

B=(1+2+83+4+52—(1+243+4)2

...........................................

Jede Kubikzahl ist gleich der Differenz zweier Quwdratzahlen. Man kann einen aus
Einzelwiirfeln gebildeten Wiirfel stets in ein einschichtiges Parkett von der Form .
eines gleichschenkligen ,,Rechtwinkelhakens“ auslegen (Bild 238/1).

3% - g2-gz | 238/1
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8. Die folgende Multiplikationstabelle enthélt ebenfalls interessante- Beziehungen. - -

11.3.

]

123 45 6...n
2 4 6 810 12 ...2n
36 9 12 15 18 ...3n
4 8 12 16 20 24 ...4n
510 15 20 25 30 ...57n ‘
612 18 24 30 36 ...6n

n 2n 3n 4n 5n 6p... n?

(1) Das Produkt aus einer beliebigen Zahl der ergten Zeile und einer-belisbigen Zahl

der ersten Spalte steht im Schnittpunkt der Zeile und der Spalte, in der die
Faktoren stehen.

(2) In\dér Anordnung oben ist d dle Summe der Zahlen ,in einem beheblgen
Quadrat das die 1 enthilt, eine Quadratzahl.

Beispiel: 1 + 2 43 +2+4+6+3 -6+ 9

= 36 = 62 ‘

\
=142+ 3)? : _
Allgemein gilt: . / v =
n o oon n o n(n+ )PP » .
2i+ Z2J+.--+Z'nj=_[—_]- '
D = i=1 2 ' .

(3) Jedes der in (2) erwdhnten Qqa.dmté wird durch Anlegen eines ,,Rechtwinkel-
hakens“ gebildet. Die Summe der Zahlen in einem beliebigen ,,Rechtwinkel-
haken* ist eine Kubikzahl.

Beispiel: 3+ 6 + 9 + 6 + 3 = 27 = 33 v -
Allgemein gilt '

n-1 ' .
2 Z nj + n? = nd. v '

(4) Die in (2) genannten Qu&drate bestehen jeweils aus 1, 2, 3, ..., n ,Rechtwinkel-
haken“. Hieraus folgt anschaulich erneut

ﬁ+2h+m+.“+n3 A+24+34...+n2. ~ ' .

'

. 7 Bindmialkoefﬂzienten als Glieder arithmetischer
Folgen

Die in Teil 11.3. zu behandelnden 'arithmetiséhen Folgen sollen an Hand eines

Beispiels eingefiihrt werden, das als Aufgabe in der ersten Stufe einer
Mathematikolympiade fiir Klasse 6 gestellt war.
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113,

" BEISPIEL 1 (11.3.):
Welche bzw. wie viele Moglichkeiten glbt es, ,,JU NGE WELT* in der folgenden
* Anordnung zu legen, ohne dabei Zeilen oder Spalten zu iiberspringen ?

JUNGEW

UNGEWE -

NGEWEL

GEWELT
Damit man sich beim Ermitteln der Anzahl der Moglichkeiten nicht verzahlt,
ist es zweckmaBig, ein in der Mathematik gern gebrauchtes Losungsprinzip
anzuwenden: Man versuche, die Aufgabe auf eine emfa,chere und schon be-
kannte zuriickzufithren.
Wir denken uns hier. der Reihe nach einen Buchstaben, zwei Buchsta.ben
usw. in den verschiedenen Anordnungen gegeben. In der folgenden Ubersicht
notieren wir jeweils links die Buchstaben und rechts die Anzahl der Méglich-
keiten, diese Buchstaben entsprechend der Aufgabenstellung zu lesen.

J 1 J—U 1.1 J 1

|
U 1 ,

Um , JUN“ zu lesen, gibt es, als Zeile bzw. Spalte geschrieben, jeweils eine
Méglichkeit, in Quadratanordnung zwei Moglichkeiten. ) '
TJdJ—-U 11 J—-—U—-N 1 1 1

| | . L
U—-N 12 U-N - 12

|
N 1
Dieses Verfahren setzen wir fort. ,
J —-U-—-N .
l .| -
U—-—N-G

Um festzustellen, wie oft wir , JUNG* in nebenstehender Anordnung lesen
konnen, brauchen wir nur entsprechend den eben gefundenen Ergebnissen 1

(JUN) und 2 (J U zu addieren. Es ergibt sich schlieBlich folgende

)
,,Zahlenanordngll\;jn Rechtecksform*®: o
J-U-N-G—-E-W 1.1-1 1 1 1
B S
1‘\1 (l} E[ V!V ’IE IIJ 13 6 10 15 21 _.‘. (a)
bk woh b 1 i womw

Wir kénnen also ,,JUNGE WELT* auf 56 Arten lesen.
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D1e Zahlenordnung (a) betrachten wir als Grundlage fiir die Untersuchung
einiger arithmetischer Folgen, die wir unter anderem in Teil E bendtigen.
Zwischen den Zahlen in (a) bestehen mehrere interessante Beziehungen.

1. Die Zahlen in entsprechenden Zeilen (Waagerechten Reiben) und Spalten
(senkrechten Reihen) stimmen iiberein.

2. In Zeile ¥bzw. Spalte 1 stehen nur Einsen.

Jede in einer anderen Zeile bzw. Spalte befindliche Zahl ist die Summe aus
denjenigen beiden Zahlen, die unmittelbar davor- bzw. dariiberstehen.

3. Jede nicht in der ersten Zeile bzw. Spalte befindliche Zahl ist die Summe
derjénigen Zahlen, die'in der Zeile dariiber bzw. in der Spalte-davor bis zu
eben dieser Zahl stehen.

4. Die Zahlen in der (m 4 1)-ten Zeile bzw. Spalte bllden eine mlt 1 beginnende
arithmetische Folge m-ter Ordnung (m = 0).

Die Lésung von Beispiel 1.(11.3.) kann man schneller durch Multlphmeren tnd

Dividieren ermitteln, wenn man eine Regel hierfiir kennt. Um eine solche zu

finden, ist es zunsichst zweckmifig, jede Zahl der dritten Zeile von Darstellung ‘

(a) mit 2 und der vierten Zeile mit 6 zu multiplizieren. Man erhalt

2, 6, 12, 20, 30, 42 bzw.
6, 24, 60, 120, 210, 336.

Die jetzt in der ersten Zeile stehenden Zahlen sind die Produkte von jeweils

- zwei, die in der zweiten Zeile stehenden Zahlen die Produkte von jeweils drei

aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, Um nun wieder die Zahlen der An-

ordnung (a) zu erhalten, miissen die durch Mult1phkat10n erhaltenerni Zahlen
der ersten Zeile jeweils durch 2 = 1'- 2 und die der zweiten Zeile jeweils durch
= 1- 2 - 3dividiert werden.

Wir fithren folgende Symbole ein.

v

3.2.1 (3\ L . 4-8-2 f(4) g
—_— , gelesen ,,3 iitber3 ‘,——-= ,gelesen,,4iiber 3“;
1-2-3 \3 » 1-2-3 \3)° : !
2-1 3-2

9 .
— (2) gelesen ,,2 tiber 2;

1-2

3 '
= ( ) ,gelesen ,,3iiber2“ usw.
1.2 \2

DEFINITION 1 (11.3. )
Unter einem Bmomlalkoefﬁzmnten versteht man’

einen Ausdruck der Form ( ), gelesen ,,nitberm”, fiir
m

den gilt : .
(n‘ a nn—1)(n—2)-... (n—m+ 1)
i m)— “m! ’

wobei m und 7 Variable fi_ir natiirliche Zahlen sind.
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'Es wire sogar moglich, » als Variable fiir eine beliebige reelle Zahl aufzufassen
fiir unsere Zwecke geniigt aber die in Definition 1 (11.3.) getroﬂ'ene Fest-

legung.

SATZ 1 (11.3.):
Fiir jedes n gilt:.

B

Der Beweis von Satz 1 (11.3.) folgt sofort aus Definition 1 (11.3.), wenn man
m = 1 setzt:

n n )
(1)=F=n, . y q.e-d.

 SATZ 2 (11.3.):
Fiir jedes n gilt:

’ o)~

Der Beweis von Satz 2 (11.3.) folgt ebenfalls unmittelbar aus Definition
1(11.3.), wenn man m = n setzt:
(n)_n(n—l)(n—2)-...- - nl

n Y _17—1, : ‘q.e.d.

SATZ 3 (11.3.): -
Wenn m grofer als » ist, also m = n + kist (k€ N,
k = 1), so gilt fiir jedes n und fiir jedes k:

(-
\n+k .

Der Beweis von Satz 3 (11.3.) ergibt sich wieder aus Definition 1 (11.3.); denn
im Zahler tritt unter diesen Bedmgungen der Faktor Null auf, qg.e.d.

BEISPIEL 2 (11.3.):
2) (3)A=3'2'1:0"'(—l) —0 b)( n )=O '
5/° 1-2-3-4-5 n+1

Aus Satz 1 (10.) und Definition 1 (11.3.) folgt unmittelbar Satz 4 (11.3.).
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11,3,

SATZ 4 (11.3.):
Fiir jedes m und fiir jedes # mit m < n gilt:

(n)_ n!
m] . m!(n—m)!’

: !
Falls m = 0ist, folgt hieraus (::) .

0
—~—— = 1. AuBerdem setzt man ( ) = 1.
“0ln! e 0

- Ersetzt man in Satz 4 (11.3.) m durch n — m, so erhélt man

( n )_ n! n!

n—m] (n—m) I[n—(n—m)]! m!(n —m)!’

also wieder den Wert desjenigen Terms, der die rechte Seite der Gleichung in
Satz 4 (11.3.) blldet Hieraus folgt Satz 5(11.3.).

SATZ 5(11.3.) (Symmetrlegesetz der Bmomla,lkoeffl-

zienten) :
Fiir jedes m und fiir jedes » mit m < n gilt:

()=l
GG s HEHEE
O-(-0  (0)-(2)-»

Die im Ergebnis von Beispiel 1 (11.3.) erhaltene ,,Za,hlenahordnung in Recht-

ecksform® kann man nun wie folgt darstellen.

GEECEE-
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113

1

~ Darstellung (b) gestattet eine rasche Losung von Aufgaben der.Art von Bei-
spiel 1 (11.3.): ‘
Es sei n Variable fiir die Anzahl der Buchsta.ben (n = 9) und m Varlable fiir

die Anzahl der Zeilen (m = 4). Dann gibt es (n 1) Moghchkelten (hler
m —

also ( g)) ,um da,s betreifépde Wort zu lesen.

. 8-7-6
. 1-2-3

= 8 - 7 = 56 igt sogar eine K,opfrechenaufgabe.

Man iiberlege sich, welche der in Belsplel 1 (11 3.) genannten Bez1ehungen bis-
her bestéitigh wordensind. |
Bez1ehung 2. ﬁndet in Satz 6 (11.3.) ihre Begrundung

i

r SATZ 6 (11.3.) (Additionstheorsm der Binomial-
koeffizienten): T )
Fiir jedes m und fiir jedes n mit m < 7 gilt:

n n n i.—|- 1
8 B N L i
Beweis." | _ ‘ \ v ’ -

(n) ( noy o - al o Satnd 113 o
m m+1)_m!(n—m)!‘+(m+1)!(n—m'—.1)! (nach-Satas (11.8))..
' _nl(m+1)+n!(n—m) A \

(m+ D (n— m)!
_nlm+14n—m)
(m~4 1)! (n— m)!
e
' . (m 4+ 1)! (n —m)!
(”*:1): (A D | (nach Satz 4 (11.3.))
m+1) " Gt DI+ 1) — (mt O] S
(n 4+ 1)! . i \

- (m 4+ 1) (n —m)! "’ "q.e‘.d.

Um auch Bezie,hﬁng 3. in Beispiel 1 (11.3.) ( 240) als Gesetz formulieren zu
kénnen, soll zunichst die Addition aller in Darstellung (b) (7 243) in einer
Spalte befindlichen Binomialkoeffizienten betrachtet werden.

'
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\ SATZ 7 (11 3.):
L Fur jedes m und fiir ]edes n gilt:

BEA G
B, +(m+“) (m*f”,*‘l).

n

Der Beweis von Satz 7 (11.3.) ist durch vollstéindige Induktion iiber » zu er-
brmgen Da er fiir ein beheblges m gefithrt wird, gilt die Behauptung dann fir
jedes m.

- (1) Induktionsanfang: Setzt man n = 0, so gilt

, (®=w§ﬁ*{

(2) Induktionsschritt:

Voraussetzung: o
e Yo ()00
. \ = n
Behauptung: B ‘ ' ) :
(6)+ ")+ ). ()T
n n+1 .
(m +n + )
\ n+ 1 ;
Beweis: i : .
- Addiert man in der Vorausseﬁzung ‘beider‘séits (m :_t _ll_ 1),30 erhilt mag

m\ [m 41 m -+ 2 m -+ n m+n+ 1
19 G R R G B G
_(m+n+‘1‘)_~(m+n+'1)
\/ n n+ 1 '
Nach Satz 6 (11.3.) gilt weiter ' -

(m—l—n—l— 1) (m+n+1)_(m+n+2)
' n n+1 T\ w1 )’

Ay

q.e.d.

BEISPIEL 4 (11.3.): | :
Man veranschauliche sich den Inhalt von Satz 7 (11.3.) an Hand der Zahlen-
darstellungen (b) und (a), etwa firm = 2undn = 3.
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ma (5)+(1)+(2)+()- ()

1 + 3 + 6 + 10 = 20. _ \

o - » 0\ (2)[4)[6)
InderZahlenanordnung (b) stehen die Binomialkoeffizienten ( 0 ),( . ) (,( 9 ),( 3 ),

2m) :
. ( WZL) in der sogenannten Hauptdiagonalen dieses ,,Zahlenrechtecks®. Nach

Satz 5 (11.3.) darf man die Zahlenanordnung (b) an ihrer Hauptdiagonalen
derart spiegeln, da8 die k-te Zeile in d1e k-te Spalte iibergeht und umgekehrt,
ohne daf sich an der Zahlenanordnung (a) etwas andert. In der Formel von .
Satz 7 (11.3.) darf also nach Satz 5 (11.3.) fiir die in den Binomialkoeffizienten
untenstehende Zahl links jeweils m und rechts m -4 1 geschrieben werden:

O )
(")

Formel (1) 148t sich emfacher darstellen, wenn man 7 durch 7 —m ersetzt,
wobei m < n ist: '

5 I A Y Gy

j=0 ‘
‘ n-+1
=(m+1), | . @

i

S )

BEISPIEL 5 (11 3):

Man betrachte die Formeln (1) und (2) an Hand der Zahlendarstellungen (b)
und (3). ' .

Fur m = 2 und n = 5 erhélt man nach Formel (2).

(2)+(3)+(§)+(Z):(§)

Fiir m = 1 erhilt man aus Formel (2) — unabhingig von den Uberlegungen
in Teil 11.2. — die Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen in
einer besonders einfachen Darstellung:

2i=("1)
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" Setzt man in Formel(2) n =k + m — 1, so erhilt man

S )= ) () 0 s 4

j=0.\ M
L S @

Setzt man in Formel (3) k = n, so erhilt man

HE)- )

j=o \ ™ m .

)

m

oder
R R R M IS N}
j=1 m m m m m,
(ot ) S

Man beachte, daB die Formeln (1) bis (5) lediglich verschiedené Darstellungs-
formen ein und desselben mathematischen Sachverhalts sind, der sich an-
schaulich an Hand der Zahlendarstellungen (a,) oder auch (b) wie folgt be-
schreiben 148t : - .

Man addiere in der m-ten Zeﬂé, ‘von vorn ‘beginnend, alle Zahlen bis zu einer
gewiinschten Zahl, etwa p. Die Summe dieser Zahlen ist dann unmittelbar
unter p, in der (m -+ 1)-ten Zeile, abzulesen. = .

Beziehung 5. (7 Beispiel 1 (11.3.)) folgt.aus den Beziehungen 1. bis 4:, wobei
m, das wir allgemein &ls Variable fiir die in einem Binomialkoeffizienten unten- .
stehende Zahl gewihlt haben, die Ordnung der in der betreffenden Zeile ste-
henden arithmetischen Folge angibt (/ Zahlendarstellung (b)).

Der Leser iiberlege, auf welche bzw. wie viele Arten man entlang der Gitter-
linien in Bild 247/1 kiirzestméglich von 4 nach B gelangen kann (nur waa-
gerechte Striche nach rechts und senkrechte Striche nach unten sind erlaubt)
und vergleiche diese Uberlegungen mit den vorstehenden Ausfithrungen.

A

Manchmal ist es zweckméBiger, die Zahlen-
anordnungen (a) bzw (b) in ,,Drelecksform
zu bringen: ‘ \

247/1 L lg

247 -



D1e mit (¢) bzw. (d) bezeichnete Darstellung heit Pascarsches Dreieck (PAs- -
caL, franz. Mathematiker, 1623 bis 1662).

. Aus.der Arithmetik sind die binomischen Formeln bekannt. Zum Belsplel
gllt fiir je zwei beliebige reelle Zahlen ¢ und b:

(@ + b)2= a2+ 2ab + b2

(a+'b‘)3_a3—|—3a2b—]—3ab2—|—b3
(a—l—b)4-—a4+4a3b+6a2b2+4ab3—|—b4

Man erkennt, daf3 die Zahlen der Darstellung (c) in den binomischen Formeln
‘als|Koeffizienten von -

a*~I b (n_§!4,j;_<_4,n,j'€'N) ’
auftreten. Dieses Ergebnis kann man wie folgt vera]lgemeinern.
SATZ8 (11.3.) (Binomischer Satz):

Fiir je zwei beliebige reelle Zahlen '@ und b und fir
jede natiirliche Zahl n gilt:

wrorm H()ew

i=0

. _ : ='(3)a”-|—(?)a"'i'bv—l—(n)‘a"'z B2
+‘...+( "1) b 1-|-( )b”

Der Beweis von Satz 8 (11. 3 ) 1aBt smh durch vo]lst&ndlge Induktlon uber 7
erbringen.
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e o - : Y 1
(1) Induktionsanfang: Falls n =1 ist, gilt (a 4 b)t = ( 0) a —I—-( I) b

(et (D)
Jor+ ()

n+1_|_(n+1) b o ' o ﬂ.
nq—l)bni—i |

) n— ib')_l_ ..+(n+1

(2)‘ Induktionsschritt:

Vomu.ssetzuhg.: (@ + b)" = (1(:

+
' Behauptung: (o + ) - (
[

_|...

L
n 4 1)
0

_I_
")
Beweis: -

(@ + b)"“ @+br@+d '
e e Qoo
| =(’;) art! +.(1)a”b+("‘2‘)7"-1’624-':.:4-(:)&b‘:”' . ‘slf
| N , _]_(:;)anb +(7:)a”“b2+f"‘+(,,;i l)abf‘
+v(n)bn+1 ' A
K nr : .
Durch Addition der untereinanderstehenden Summanden erhilt man

unter Verwendung des Additionstheorems der Bmoma.lkoefﬁzwnten
\(Satz 6 (11.3.)) !

(a+b)n+i=(z) n+1+( +1) nb+(n—2|—1)an—1b2+ t
T
. n

. ~ . » ' 1
Nach Satz 4 (11.3.) kann man (:;)durch(n—g ) und nach Satz 2 (11.3.)

(Z) durch(nni 1) ersetzen, so dall die Beha.upfung gilt, q. e‘. d.

Aus Satz 8 (11.3.) ergeben sich einige weitere Einsichten.
- 1. Fira=>)=1{olgt

B (FEE R GIE



2.Fﬁra=1undb=>——1folgt‘ ' : |
Zeo(5)= ()= (0)+ ()= + e (Z) =

3. Aus den Folgerungen 1. und 2. ergibt sich durch Addition

(0 (e)rm

4. Aus den Folgerﬁngen 1. und 2. ergibt sich durch Subtraktion

() )

* In den Folgerungen 3. und 4. braucht man die linksstehende Summe nur so
weit fortzusetzen, wie ihre Glieder von Null verschieden sind.

- BEISPIEL 6 (11.3.):
Man veranschauliche sich die Folgerungen 1. bis 4. an Hand des PascarLschen

(T (4 ()51

(e (- () mereerme

() () ()—1+6+1—s_23 ‘
( ,

<o)+

Analog zu Beispiel 1 (11.3.) kann man folgende Aufgabe stellen.

)_4—|—4_8—23

BEISPIEL 7 (11.3.]
Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, ,, SCHULE® in der folgenden An-
ordnung zu lesen, ohne dabei Reihen zu iiberspringen? : -

S
c C

HHEH

UUUU

L LLLL

EEEZEEE , -
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[

)
'

Verfihrt man beim Lésen dieser Aufgabe wie in B’eisp'iel;l (11.3.), so erhilt
man an Stelle der Buchstaben die Zahlen des PASCALschen Dreiecks und ~
schlieBlich als Summe der Zahlen auf der letzteq Zeile nach Satz 8 (11.3.),
Folgerung 1.,

25 =32.

Man kann also ,SCHULE® auf 32 Arten lesen.

Auf Grund des binomischen Satzes kann man eine Rekursionstormel fiir die Summe der

b

N n
ersten n Potenzzahlen Z’ j™, m € N | herleiten. - . .
=1 =
Nach Satz 8 (11.3.) gllt fir jede natiirliche Zahl k: o S
\

g (B e <(*): , ’
=1 —1)f=1 (1)1k L (—1)k-t bt 1-|-'(—1)’c 1 .

1* = (2'— 1)F=2F — (':-)2%14-...-1- (—1)k-1 (kil) 24 (—1) -1

T I I I

Wi.réetzen:_al.:l + 2 + ...+ n

Sp_q = 1k- 1+2k ... 4+t
Wir addieren die obigen Gleichungen und erhalten
0P 1 L (0 — 1)F

=1k 4 9k | +n"—-(1)8k—1+(2)8k-2+-

+ (= k-t (k_l)sl +(=1) n.

Wegen v . ) . i l
B\ _ . B\ k(k—1) (k\_ k(k—1)(F—2) Ok .
1) T\2 ) 2 \3) 6 Tt\k—1)
folgt ) . 0 . v
Bk —1 Bk — 1) (b —2
n"—ksk_1+¥sk_2——(-——-—)g——)sk_3+..
2 6
£ (= DFtksy + (=1 n =0
1 kt—1) kl—1) (b —2)
“87‘._1 = 7(”"7 —(—2—28]5_2 —_ ( :5( ) Sp-3 + ...

+ (= 1P ks 4 (— 1) n)
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1,1033: ¢

’

Wir erhalten demnach fiir
' n(n+1)

2 .

1 ' \
k=3: 32=§—(n‘3 -|-381'—'n)=—§’—(n3 + ?i@('—o;ﬂr— n)

i 1 . .
k=2: 81'=-—2—(n2 + (—=1)2n) =

=g('2"2+3(n+1)—2)=F(2n2+3n+1). )

o L mmen@ed 1) o . )
. ‘ = = g . |

‘ nn 4 1
Man kann durch Na,chrechnen bestédtigen, daB man fiar k 4 erneut 83 = [—(—+—)]
erhélt. Fur k = 5 erglbt sich dann

1 .
B=gsnn+1)(En+1)@n+3n—1),

. . . . .
wovon man sich ebenfalls durch ‘Né.chre,chngn itberzeugen kann.

.

SATZ 9 (11.3.): o :
Fiir jede natiirliche Zahl & =1 und far Jede naturhche
) ' Zahl n = 1 gilt: -

_ S (b — 1)
' .lek—i = 8p-g = ']?(nk + —2“—‘%—2
v N j— . .

y kk—lk—2 . ’
_ (. ) ( )k3+ ‘ . X
N . 6

(= Yty 4 (— 1P n)

In Anwendung von Batz 9 (11.3.) und Verallgemeinerung der Zahlendar- ,
- stellung (a) (7 240) sind wir prinzipiell in der Lage, das n-te Glied einer arith- -
- metischen Folge m-ter Ordnung anzugeben. Man braucht nur, jeweils unter
Beibehalﬁung des ersten Gliedes der betreffenden Folge, deren einzelne Diffe-
renzenfolgen zu bestimmen und von ihnen a.nschheBend entsprechend dle
n-ten Partialsummen zu bilden. L
C BEISPDELS(ILSJ:
Gegeben sei die arithmetische Folge 4. Ordnung:
. 4,19, 55, 125, . . . !

.. Man ermittle deren n-tes Glied. .
Durch sukzessive Differenzenbildung gela,ngt man von\unten nach oben zu
folgender Darstellung:

e

~ .
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7 10 13 . |
11 24 3¢ e
15 36 170 o

19 55 125 L

PO

1. Fir die a.nthmetlsche Folge erster Ordnung 4, 7, 10, 13, ... gilt.
a, = 3n+4+ 1. ) § : :

2. Bildet man von (_a,,,) die n-te Partialsumme, so erhilt man das-n-te Glied

der arithmetischen Folge zweiter Ordnung -

4, 11, 21, 34,...
Es gilt'also
va(gj+1)'~=ﬁ('_”;r_1)+n=%(3n+5)f
i=t ' S
/ n
3. _)_7_(3  + 5) Z’J“r _):’J
j=1 CFN 2 ‘
' ' _ 3 a4 )@at+ 1) 5 n(nt1)
] | R 6 3 2
”(’H’ rit g, + 8+ 15) S
_n(n+/.1) (n+3)
- 2
n +1 3) ‘1 ‘
j= . j=1 - \ .
_1 n-z(n+‘1)2 n(n+1)(2n+1) 3 nm+1)
=5 ,+-~ 5 t5 5
”%:)[ n(n n+smn+n+w]
, Y5
‘n(L;_)(sn2+19n+26)

D+ @at19)
- e




12. Geometrische Folgen-.

°

~

Man vergleiche die Darlegungen dieses Teiles mit denen in Teil 11.1.

DEFINITION 1 (12.): . :

(@,) heiBt geometrische Folge genau dann, wenn es
eine von n unabhiingige Zahl ¢ == 0 derart gibt, daB
fiar ]edes n gilt:

an+1—a Q(a1=’=0)- . : \

1

BEISPIEL 1 (12.):

a)(@,) = 2, 4, 8, 16,...,2% ...; . =2

‘ 11 1 1 1\t 1
b =5 332 o= R = —
) (@) 8’ 32" 128’ (2) ' =7
@mﬂ;—z—a—J&—Mpnwemnmk”m=3

el Lir e ' : A
I-J;-hm'festzustellen, ob eine geometrische Folge (z,) monoton wachsend oder
fallend ist oder etwa eine andere Eigenschaft hat, miissen ¢ und @, (bzw. a,)
untersucht werden.

Man kann die Ergebnisse wie folgt zusammenstellen :

1.¢>0 -
Wir unterscheiden dre1 Falle
a) ¢g>1 :
>\ . . : wachsend
Wenn qa, { <} 0 ist, 80 ist (a,) (streng) monqton {fallen d }
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byg=1 |

(@,) ist konstant. Es v
c) g<1
b > fallend
Wenn a, {<} 0 ist, so ist (@,) (streng) mono'con{wachse n d}
+2.9<0

(a,) ist alternierend.

Aus Deﬁnition 1 (12.) folgt weiter, daB eine geometrische Folge (a,) durch ihr

Anfangsglied @, und den konstanten Quotienten Intl pestimms ist. Es gilt
X n,

nimlich '

\

A = ai
Ay = g
as = a,9?
a; = 0,93

@y, = aiqn_1~ ) :
_Die Richtigkeit dieser~expliziten Darstellung ‘des Bildungsgesetzes geometri-
scher Folgen ergibt sich wieder durch Anwendung des Beweisverfahrens der

vollsténdigen Induktion, was dem Leser unter Beachtung der Analogie zu
Teil 11.1. tiberlassen bleiben kann. :

SATZ 1 (12.):
- Fiir jede geometrische Folge (a,) gilt:
y, =‘a1qn—1 (@4 = 0).

Eine geometrische Folge (a,) ist durch die Angabe zweier Glieder von (a,)
im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Man kann sich davon iiberzeugen,
daB eine dem Beispiel 4 (11.1.) entsprechende Aufgabe auf eine Gleichung
héheren Grades in g fithren kann. :

" Die n-te Partialsumme s, von (a,) kann wie folgt entwickelt werden. |
Es gilt etwa N

8, =a +alq+a1q2+a1q3
ss=a1 (1 4+ ¢+ ¢+ ¢

q—1 S (" 221, Folgen 1. bis 3.)
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- SATZ 2 (12)
Fir jede geometrische Folge (a) mit ¢ =1 gllt

" — 1
7 —1 . i
Man iiberlege sich, wann man zweckmangerwelse die erste und wann die
zweite Glelchung anwenden wird. _ !

'sn_ai

. Beweis von Satz 2 (12 ) (durch vollstédndige Induktlon)
(1) Induktionsanfang: Firn = 1 gilt s; = a,.
(2) Induktionsschritt:
) ) qn -1 -
Voraussetzung: s, = ' T
g—1 L
. . - ’q'n-i-i —1 . ~ .
Behauptung: s, =0y —o-—-— = : C
g —1 : :
q"—1

—l—aq

_ “lq . .a1'<\+aiq”($1/; 1) .
g—1 . ¢g—1 g—1 o

_ % " (1+g—1)—a
g—1 ‘
qn+1_ 1

| I it
o Tg—1

Bewets: Sp. = ay

. q.e. .

Analog zu den entsprechenden Bemerkungen in Teil 11.1. gibt es hler eben-
" falls zehn Berechnungsfille, die allerdings zum Teil schwieriger sind als dort,

weil man auch Gleichungen héheren Grades oder Exponentmlglelchungen
zu losen hat. : :

Es seien einige Ubungen folgender Art empfohlen:

Gegeben sei etwa die Folge 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024. Es gilt also
ay =2, a,=1024, ¢=2, n=10,s, = 2046. : )
Nun kann man einige Berechnungsfille durchfiithren, Wobel stets eine Selbst- :
kontrolle moglich ist.

Es sei auf den Unterschied zwischen ¢"~! und ¢" — 1 verwiesen, dessen Nlcht-
beachtung zu fehlerha,fber Rechnung fiihrt. : ' '
(~ Vg Vn: g™ —q—laquan gt —1) '

BEISPIEL 2 (1‘2.): - ‘

In einer geometrischen Folge (a,) seien a, = 2, @, = 1024 und s, = 2046.
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A

Man ermittle ¢ und 7.

1024 = 29" 1 - 512 = ¢" ! - g" = 512¢ (%)

g — 1 " — 1 '
2046 = 2 — 1023 = - und wegen (¥)

qg—1 S q— 1

5129 — 1
1023 = ———— — 5119 =1022 >g=2>n=10

. 7 —
SATZ 3 (12.):

Jedes Glied einer geometrischen Folge ist das geo-
metrische Mittel von dessen beiden henachbarten
Gliedern,

Hieraus erklirt sich der Name »geometrische Folge®.
Der Beweis von Satz 3 (12.) ist analog dem Beweis von Satz 5 (11.1.) zu
- fithren und kann dem Leser iiberlassen bleiben.

Gelegentlich wird auch fiir eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢-
die Aufgabe gestellt, zwischen je zwei ihrer Glieder n» Zahlen derart zu inter-
polieren, daBl eine neue geometrische Folge mit ¢’ als Quotient entsteht. Ent-
sprechend den in Teil 11.1. angestellten Uberlegungen (7 231) erhslt man

n+1

T | o
Auf Grund des Bildungsgesetzes geometrischer Folgen erhilt man fiir a,/> 0
und ¢ > 1 relativ schnell groBe Zahlen, wie man das nicht immer erwartet.

Die folgende Tabelle aller Zweierpotenzen von 20 bis 232 soll einen Eindruck

hiervon vermitteln helfen.

2 = 1 211 — 2048 222 = 4194304
2 = 2 212.— 4096 228 = . 8388608
22 = 4 213 — 8192 2% — 16777216
25 = 8 216 = 16384 225 = 33554432
26 = 16 215 — 32768 2% = 67108864
S 25 = 32 , 216 = 65536 227 = 134217728
2 — 64 217 = 181072 228 — 268435456
27 = 128 218 = 262144 . 229 = 536870912
28 = 256 219 — 524288 o 230 = 1073741824
29 = 512 220 = 1048576 231 = 2147483648
210 — 1024 ~ 221 — 2097 152 232 — 4 294 967 296

- BEISPIEL 3 (12.): . .
Jemand mdge zwei Bekannten eine Neuigkeit erzéhlen, die diese wieder je

_zwei bisher nicht informierten Personen weitererzihlen usw. Nehmen wir an,
. ! ‘
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’

daB dies unter entsprechenden technischen Bedingungen ]eweﬂs innerhalb

der néchsten Viertelstunde geschieht, so kann man aus der oben stehenden .
Tabelle zum: Beispiel folgendes ablesen:

Nach etwa 6 Stunden wire die gesamte Bevolkerung delr DDR, nach etwa
8 Stunden die gesamte Erdbevolkerung informiert.

BEISPIEL 4 (12.): ‘

Der Sage nach forderte der indische Komg SEERAN den Erfinder des Schach-
spiels SEssa auf, irgendeinen Wunsch zur Belohning fiir diese Erﬁndung zu
duBern. SEssa erbat ein Weizenkorn auf das erste Feld eines Schachbretts, |
zwei Weizenkorner auf das zweite, vier auf das dritte usw. bis zum letzten
Feld. Die Annahme, daB dieser Wunsch beschelden sef, konnte dem Konig

widerlegt werden:
Sgq = 264 — 1 = 18446744073709551 615.

_Das sind 18 Trillionen 446 Billiarden 744 Billionen 73 Mllharden 709 Mﬂhbnen
- 551 Tausend 615 Weizenkorner. Diese Zahl entspricht etwa dem 6000fachen
" der heutigen jahrlichen Weltproduktion von Welzen

BEISPIEL 5 (12.):

Faltet man ein geniigend groBes Stiick Papler mehrfach, so blldet die Djcke
dieser gefalteten Papierschicht die Summe einer geometrischen Folge ‘mit
dem Quotienten 2. Unter der Annahme, daf das Stiick Papier 0,1 mm dick’
ist und 40mal gefaltet werden soll, erhdlt man 0,1 mm - 240 ~ 109951 km,
also fast ein Drittel der Entfernung Erde—Mond.

Bisher haben wir nur Summen von endlich vielen Gliedern einer Folge gebildet.
Summen von unendlich vielen Gliedern einer Folge haben wir nicht defi-

niert.
Durch Uberlegungen, dJe hier nicht dargelegt werden kénnen, kann man in ge-

wissen Fillen auch fiir unendliche geometrische Foigen eine ,,Summe s finden.
Falls ndmlich |g| < 1ist, erhdlt man s iiberraschend einfach nach der Formel
a]_ ' . ' . : \
T i- g
Gilt dagegen |g|=1 und a, = 0, so hat die betreffende unendhche geome—
trische Folge keine Summe. .

BEISPIEL 6 (.1-2.):
Mit Hilfe eines Trugschlusses wollte ZeNowN (griech. Philosoph. um 550 v. u. Z.)

die Unzuléinglichkeit mathematischer Untersuchungen nachweisen.
Der Trugschlul besteht (unter Verwendung heutiger Mafle) in folgendér Uber-

legung:
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AOHIL‘LES' (griech. Held des Trojanischen Kfiéges, berithmt - als schneller
Laufer, in Zeichen A) kahn eine Schildkréte, in Zeichen S, niemals einholen, .

geschweige denn {iberholen, obwohl A zehnmal so schnell wie S liuft. Hat S
etwa einen Vorsprung von 100 m vor A, so ist S um 10 m weitergekrochen,
wenn A die 100 m zuriickgelegt ‘hat usw. S behalt also (s0 schluBfolgerte

ZENON) stindig einen, wenn auch schlieBlich sehr kleinen Vorsprung vor A.
Da dies der Erfahrung widerspricht, ist das mathematlsche Denken fehler- -

haft.
Man kann zunichst berechnen, daB bzw. wo ACHILLES die Schildkrste ein-

holt. )
100 1 : S .
8§ = - = 000 = 111 l ' !
) 1 1 9 9 o

10

‘A erreicht S in dem Augenbhck in- dem er 111 —1— m bzw. S 11 L m zuriick-
gelegt hat. 9 9

Hierbei ist allerdings zu beachten, dal der logische Gehalt dieses Trugschlusses
etwas tiefer liegt. Richtig ist nimlich, da8 in allen Zeitpunkten, in denen A

den jeweils letzten Platz von 8 erreicht-hat, S nicht mehr dort ist. A erreicht’

“also S unbegrenzt oft nicht. ,,Unbegrenzt oft nicht* und ,,nie“ sind aber nicht
synonym (bedeutungsgleich). ,Unbegrenzt oft nicht“ enth#lt hier ein (ver-
neinendes) Urteil iiber beliebig viele, sich in einem begrenzten Zeitraum

hiufende Zeitpunkte. ,,Nie“ bedeutet eine Vernemung in bezug auf den als

‘unbegrenzt beurteilten Zeitablauf. . '

Jemand urteilt beispielsweise auch falsch, wenn er -etwa sagt: ,,Mein Freund
wird 'mich niemals besuchen denn ich habe schon unzahhge Male auf die Uhr
geschaut.”

Ubersicht iiber einige wichtjge Zahlbeziehungen

(Aufgaben des sogenannten kleinen Einmaleins sind nicht erfaBt.)

4= 22 ‘ 30= 2 -15

8= 28 ~ 32= 2 ' =2-16

9= 32 “] 33= 3-11

16 = 26 =42 o 4= 2-17 :
22 = 2-11 - | 6= 62 —3-12=2-18
24 = 2-12 38=_2 19

25 = 52 o 39= 3 -13

26= 2 ‘13 - L 42= 3 -14

27 = 33- . 4= 4 -11

28 = 2 - 14 1 46= 3 -15
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13. B Gegenstand und Ziel der Kombinatorik

1

Die Kombinatorik ist ein Gebiet der Mathema.tlk das sich mit Problemen
der Anordnung oder der Auswahl von bestimmten Objekten aus -verschie-
- denen Bereichen der Wirklichkeit oder unseres Denkens beschéftigt.

Wir beschrinken uns von vornherein auf endliche Mengen. Man kann den
Gegenstand der Kombinatorik nach SAGHS ‘bzw. FLACHSMEYER wie folgt
beschreiben :

»Kombinatorik ist die Theorie der endlichen Mengen.“ [32]

~Zur Kombinatorik zihlen alle interessanten Fragen iiber endllche Mengen.
[18] |
In der Kombinatorik werden zum' Beispiel folgende Aufgaben behandelt. |

BEISPIEL1(1‘3.):' ,

Welche bzw. wie viele dreistellige Ziffern lassen sich aus den Grundziffern 1,
2, 3 zusammenstellen, wenn jede Grundziffer jeweils genau einmal vor-
“kommen soll%

. Losung: 123, 182, 213, 231, 312, 321 also 6 Ziffern v.

- BEISPIEL 2 (13. )

Welche bzw. wie viele zweistellige Zifferh la,ssen sich aus den Grundziffern 1,
2, 3 zusammenstellen, wenn jede Grundmﬂ'er auch mehrmals vorkommen
darf?

Loszmg 11, 12,13, 21, 22, 23 31,32, 33; also 9 Ziffern v.

BEISPIEL 3 (13.):
Von den fiinf Schiilern Armin, Brigitte, Christine, Dieter und Elke sollen
zwei Schiiler fiir gute Leistungen ausgezeichnet werden.
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Welchie bzw wie viele Moghchkelten glbt es hierfir? \

Lisung: Wir bezeichnen d.lqa Schiiler mit den Anfangsbuchstaben ibrer Vor--
namen: 4, B, C, D, E. Nun lassen sich die einzelnen Moghchkelten wie folgt
darstellen: .
AB BC DC D E
\- AC BD CE
AD BE
AE

. Es glbt also .10 Moghchkelten ‘ h :
Wir bemerken, daf man bei der Losung zum Beispiel an Stelle von AB auch
- BA hitte angeben konnen. Man darf in diesem Falle nur nicht AB und BA
notieren, weil ja beide Darstellungen die gleiche Delegatlon bedeuten.

Vergleichen wir die zehn Méglichkeiten miteinander, so kénnen wir feststellen,
daB jeder Schiiler viermal ausgewéhlt werden kann.

.

N

Die Beispiele 1 (13.) bis 3 (18.) erhellen bereits einige fiir eine mﬁgliché Ein-
teilung von Aufgaben der Kombinatorik wichtige Gesichtspunkte:
1. Entweder werden alle Elemente der jeweils gegebenen Mengen (Grund-

z1ﬂ'er1i Buchstaben, . ..) fiir die Zusammenstellungen benutzt (Beispiel
3.)) oder nicht (Belsplele 2 (13.) und 3 (13.)). ’

2. Entweder dirfen sich hierbei Elemente wiederholen (Beispiel 2 (13. )) oder .
nicht (Beispiele 1 (13.) und 3 (13.)).

3. Entweder ist bei den Zusammenstellungen die Anordnung bzw. die Relhen-
folge ‘dér Elemente zu berucksxchtlgen (Beispiel 1 (13.) und 2 (13.)) oder
nicht (Beispiel 3 (13.)).

Diese Beispiele sollen aber a,uch einige eereherlsche Abswhten verdeuthchen
- die wir bei der Behandlung dieses.Stoffgebietes verfolgen.
Bei praktischen und theoretischen Aufgabenstellungen muB man oft - die Frage
beantworten, welche bzw. wie viele Moglichkeiten es fiir deren Lsung gibt.
Dies zu erkennen, sollten’ wir die Schiiler bereits von der Unterstufe an plan- -
miBig lehren.
" Solange jemand eine ihm gestellte Aufgabe noch mcht volhg uberschaut wird
~ er sie hiufig durch Probieren zu losen versuchen. Entscheidend hierbei ist,
dies systematisch zu tun. Die Schiiler hierzu zu befihigen, ist ein wesentliches
Moment der Bildung und Erziehung, das bei Aufgabenstellungen der Kombi-
natorik notwendigerweise im Mittelpunkt der Betrachtungen steht. ,
Systematisches Erfassen aller Moglichkeiten ist Voraussetzung dafiir, rich-
‘tige Entscheidungen treffen zu konnen das heiBt mit anderen Worten, eine
Alternative zunéichst einmal vollsténdig zu erfassen, um daraus durch Fall-
unterscheidung weiterzuschlieBen.
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3. Ve
CrintscHIN #uBert sich ausfithrlich zu dieser Problematik und stellt fest,
daBl die Forderung nach der Durchfithrung vollstindiger Fallunterschei-
dungen, nach der Beriicksichtigung aller moglichen Arten der zu untersu-
chenden Situation, ein notwendiger Bestandteil nicht nur des mathemati-
schen, sondern jeglichen richtigen Denkens ist. ,,Bine Argumentation, in der
nicht alle bestehenden Moglichkeiten berucksichtigt werden, lift immer

-Raum fiir berechtigte Einwénde und kann deshalb nicht als vollwertlg aner-

kannt werden . . .“ [1] '

Gelingt -es mcht eine dem Problem innewohnende Systematik zu erkennen,

so ist es, abgesehen von leicht {iberschaubaren Féllen, nur selten oder durch

Zufall moglich, diese Aufgabe zu l6sen. Die Anéerziehung der fiir ein solches

bewuBtes Suchen erforderlichen gedanklichen Disziplin ist mit Hilfe von Auf-

gabenstellungen der Kombinatorik besonders gut moglich. AuBerdem lehren
wir hierbei Methoden des Denkens, wie sie fiir die Mathematlk wesentlich
sind:

Ein schwierigerer und noch nicht iibersehbarer Sachverhalt wird auf einen

einfacheren und schon bekannten zuriickgefiihrt. Wir hétten etwa. in Bei-

spiel 3 (13.) ebensogut die. Auswahl der beiden Schiiler der Reihe nach zu-

" nichst aus zwei, dann aus drei, schlieBlich aus vier und dann erst aus finf

oder auch noch mehr Schiilern vornehmen kénnen.

Man kann also die Anzahl der Auswahlméglichkeiten durch Ermitteln und

Anwenden einer geeigneten Systematik sukzessiv vergréBern, um Einblick

in vorhandene Gesetzméfigkeiten zu erlangen. '

Hierbei ist es zweckmiBig, sich geeigneter Ubersichten zu bedienen. In Bei- .

spiel 3 (13.) findet man die Zahlen der Da,rstellung (a), Zeile 3 (7 240) wieder.

Auf einer solchen Grundlage sind Verallgememerungen moglich.

Wir werden im folgenden- Zusammenhange verschiedener Art erkennen und

erdrtern.

1. Wir werden mengentheoretische Zusammenhinge zunichst durch ver-
schiedene Abbildungsvorginge verdeutlichen (7 Teile 14.1. und 15.1.)
und schlieBlich mit Hilfe von VENN-Diagrammen einen Ausblick auf einige
weiterfithrende Fragestellungen der Kombinatorik geben (7 Teil 15.2.).

2. Wir werden funktionale Zusammenhéinge untersuchen und Formeln fiir
die Anzahlbestimmung verschiedener Grundaufgaben der Kombinatorik
entwickeln (7 Teile 14.2. bis 14.4. und 15.1.). ‘

3. Wir werden Zusammenhange innerhalb unseres Erfahrungsbereichs durch
eine geeignete Gliederung von Sachaufgaben (7 Teil 16.) verdeutlichen,
wobei wir bei deren Auswahl den kindlichen Erlebnisbereich besonders
beriicksichtigen.

Die mathematische Zielsetzung der Kombinatorik ist durch folgende zwei
Hauptaufgaben gekennzeichnet:
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1. Es ist festzustelleﬁ, welche M. (‘)'glickkéiten es gibt, Elemente eiher endlichen
Menge nach bestimmten Bedingungen auszuwihlen oder anzuordnen. .

2. Es ist festzustellen, wie viele Méglichkeiten es dafiir insgesamt gibt.

Die Kombinatorik ist fiir eine ganze Anzahl moderner mathematischer und
technischer Disziplinen bedeutsam (z. B. Graphentheorie, Lmearoptlmlerung,
Informationstheorie, Nachrichtentechnik).




14, - Arten und Klassen von _Kompl_e;zioneﬁ

Bevor wir den Begriff , Komplexion“ ( Definition 1 (14.1.)) prézisieren,
geniigt es, das Begriffswort als Fremdwort fiir eine Auswahl- oder Anordnungs-
weise aufzufassen.

Wir werden in Teil 14.1. zunsichst an Hand eines mehrfach zu variierenden
Beispiels ( Beispiele 1 (14.1.) bis 6 (14.1. )) Definitionen grundlegender Be-
_ griffe der Kombinatorik erarbeiten.

Dann werden wir einen Losungsalgoritl;mus fiir einfache Aufgaben der Kom-
binatorik erdrtern (7 Teil 14.2.) und schlieBlich Losungsformeln fiir die
Grundaufgaben der Kombinatorik entwickeln (7 Teile 14.3. und 14.4.).

14.1. ~© - Beispiele und Definitionen

BEISPIEL 1 (14. 1 ): 4 .
. Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, zwei zu unterscheldende Prelse
(etwa Biicher mit verschiedenen Titeln) an drei Schiiler so zu verteilen, dal
ein Schiller (wie etwa bei einem Sportwettkampf) auch beide (mehrere)
Preise bekommen kann und alle Preise tatséchlich vergeben werden?

Wir bezeichnen die beiden Preise mit @ und b, die Menge der Preise mit M,
also M = {a, b}. Weiterhin bezei¢hnen wir die drei Schiiler mit 4, B, C, die
Menge der Schiiler mit N, also N = {4, B, C}. Dann kénnen wir uns zur-
Lésung der Abbildungsschemata bedienen, wie sie zur Veranschaulichung -
von Relationen zwischen zwei endlichen Mengen iiblich sind, und erhalten
die Verteilungen, wie sie etwa in Bild 267/1 dargestellt sind.-
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b : o 267/1

Es glbt demnach unter den hier gegebenen Bedingungen ntjun verschiedene
Moglichkeiten der Prelsvertellung ‘

Die in Bild 267/1 gewéi,hlte Art der Veranschaulichung ist nicht besonders
iibersichtlich, weil bei der Darstellurg der Elemente beider Mengen keine be-
stimmte Reihenfolge eingehalten wu Bisher haben wir diesbeziiglich
auch noch keine Uberlegungen a,ngeste t er wissen, dafl eine Menge von der
Reihenfolge ihrer Elemente unabhiingig ist. Es ist fiir das Ergebnis tatstichlich
gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die Preise verteilt werden: ob also zum
Beispiel erst @ an ¢ und dann b an 4 oder erst b an 4 und;dann a an C ge-
geben wird (7 Bild 267/1, Fall 7. ). Es hegt jeweils die gleiche Abbildung vor.
Man kann jede Preisverteilung als eindeutige Abbildung (von) der endlichen
Menge M in die-endliche Menge N auffassen. Wir bezeichnen nun such all-
gemein zwei endliche \Mengen mit M und N und prizisieren den Begriff ,,Kom-
plexion®. . : , :

DEFINITION 1(14. 1) ' e
Eine eindeutige Abbildung von. einer endlichen
Menge M in eine endhche Menge N heift Kom-
plexion.

Bei der Veranschaulichung von Komplexionen kann man sich im Vergleich
zu Bild 267/1 einfacherer Methoden bedienen,.denen aber auch weitergehende
Uberlegungen zugrunde liegen.

Wir wenden zwei Sitze der Mengenlehre an, d1e wir hier ohne Beweis wieder-
geben. : ’
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SATZ 1 (14.1.):
Zu jeder endlichen Menge M gibt es eine Relation R,
die M ordnet.

SATZ 2 (14.1.): ,
Alle geordneten endlichen Mengen [M; R] sind zu.
einem Abschnitt 4 (n) der Folge der natiirlichen
Zahlen gleichméchtig.

Alle zu einem bestimmten Abschnitt A (n) gleich-
michtigen geordneten Mengen [M; EB] sind dem
durch die iibliche Kleinerbeziehung fiir natiirliche
Zahlen geordneten Abschnitt A4 (») #hnlich und
daher auch untereinander &hnlich.

In Beispiel 1(14.1.) kann man sich die Mengen M und N derart geordnet
denken, daB fiir die Buchstaben déren alphabetische Reihenfolge gilt. Nach
’ Satz 2 (14.1.) sind dann beziiglich der jeweils festgelegten .Ordnungsrelation
folgende Isomorphismen méglich, wobei M” = {1, 2} und N’ = {1, 2, 3} seien.

[M; Rl ~[M";<]  [N;R]~[N;<]

a1 41
b2 B+ 2
: C+3

“ Angchaulich heiBt das, daBl wir in BélSpml 1 (14.1.) die beiden Preise auch
entsprechend mit 1 bzw. 2 und die drei Schiiler entsprechend mit 1, 2 bzw. 3
hitten bezeichnen kénnen.

DEFINITION 2 (14.1.):
Ist eine Menge von (natiirlichen) Zahlen nach der -
Kleinerbeziehung bzw. eine Menge von Buchstaben
in alphabetischer Reihenfolge geordnet, so nennt
man eine solche Anordnung der Elemente einer
dieser Mengen deren natiirliche Anordnung.
Ein Element einer dieser Mengen heiit hdoheres
oder niedrigeres Element einer Menge je nachdem, '
, ob es in deren natiirlicher Anordnung hinter oder vor
einem anderen Element der betreffenden Menge
steht.’

Unter der Voraussetzung, daf die Elemente von M und N in deren natiir-
licher Anordnung gegeben sind, ist die in Bild 269/1 gezeigte vereinfachte
Darstellung von Bild 267/1 moglich. .
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Natiirliche Anordnung der Elemente von M und N vorausgesetzt, kann man
Bild 269/1 auch wie folgt darstellen: ’

1. 44 " 2.4B . 3. AC
4. BA 5. BB 6. BC
7.04 8.CB 9. CC

Man vergleiche die Entwicklung dieser Kurzform mit der entsprechenden
Darstellung von Folgen (7 10. (2)). In beiden Fillen konnen wir uns durch
bestimmte Forderungen an diejenige Menge, aus (bzw. von) der abgebildet
wird, auf die Angabe der Elemente des Nachbereichs der betreffenden Abbil-
dung beschrinken. Allerdings geht hierbei die anschauliche Deutung der Vor-
stellung verloren, daB sowohl Folgen als auch Komplexionen Abbildungen,
insbesondere sogar Funktionen sind.

Wir haben in den Schemata in Bild 269/1 die Elemente von M- jeweils oben,
die von'N jeweils unten angeordnet. Wir hétten ebensogut andere Former
wihlen kénnen, zum Beispiel die in Bild 270/1 jeweils fiir die ersten drei
Komplexionen angegebenen. Wir haben bereits durch die Numerierung der
einzelnen Komplexionen zum Ausdruck gebracht, daB diese ebenso wie die
Elemente der betreffenden Méngen geordnet sind. Aus der Kurzdarstellung in

Bild 269/1 ist zu ersehen, daB je zwei dieser Komplexionen wie in einem Worter- _ -

buch aufeinander folgen: Zwei derart geordnete Komplexionen heiBien lexiko-
graphisch geordnet.
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Wir haben im AnschluB an Satz 2 (14.1.) festgestellt, daB [M; Rl [M'; <]

und [N; R] ~ [N’; <] ist. In Beispiel 1 (14.1.) gilt weiterhin M’ = N”. /Bs
wire ebenso moglich, daB M’ = N’ oder M’ > N’ ist, wobei M’ und N

zundichst als Zeichen fiir /Abschnitte der Folge der natiirlichen Zahlen auf-
- gefaBit -werden konnen, aber auch als Zeichen fiir beliebige endliche Mengen,

fiir die M’ = N’ oder M’ = N’ oder M’ > N’ gelten muBl. Dann kann Defi-
nition 1 (14.1.) wie folgt modifiziert Werden

DEFINITION 1/ (14.1.):

Es seien’ M” und N’ endliche Mengen, fur die
‘ M < N’ oder M = N’ oder M’ o N
: ist. '

Eine emdeutlge Abbﬂdung von M’ in N’ heiBt dann

Komplexion.

Fiir\die praktische Arbeit mit Komplexionen ist es lediglich eine Frage der
ZweckmiBigkeit, welche der beiden Definitionen 1 (14.1.) oder 1’ (14.1.) man
bevorzugt. Wir haben bei unseren Darstellungen Definition 1 (14.1.) an-

gewendet. Wir hitten ebensogut étwa die Preise mit 1 und 2, die Schiiler mit 1,

2 und 3 bezeichnen und uns damit auf Definition 1" (14.1.) stiitzen konnen.
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Fiir die weitere Arbeit ist es erforderlich, aus der Menge aller Komplexionen
nach den inTeil 13. genannten Gesichtspunkten bestimmte Teilmengen auszu-
wiahlen und diese mit geeigneten Begriffswortern zu versehen. Unter dieser
‘Zielstellung ist es- iiblich, an Stelle ‘von ,2JKomplexion“ auch ,,Variation
- mit Wiederholung® zu sagen. .
Wir verwenden also , Komplexion® und , Variation mit Wlederholung“ als,
. Synonyme (bedeutungsgleiche Worter) )

Nun veréindern wir Beispiel 1 (14.1.), um einen Sonderfa,ll von Variationen mit
Wiederholung zu erdrtern. ;
' BEISPIEL 2 (14.1.):" o :
Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, ‘drei zu unterschéidende Preise
an drei Schiiler so zu verteilen, daB ein Schiiler auch mehrere Preise be-
kommen kann und alle Preise tatssichlich vergeben werden? v

Wir setzen fiir die Menge der Preise M = {a, b, ¢} und fir die Menge der

~ Schiiler N = {4, B, C}. Unter der Voraussetzung, daB die Elemente von M
und N in deren natiirlicher Anordnung gegeben sind, erhalten wir analog
zu Bild 269/1 das Bild 272/1 In Kurzform: “

1. AAA 2. AAB 3. AAC .
4. ABA 5. ABB 6. ABC
7. 404 8. ACB 9. 4CC

10. BAA  11. BAB - 12. BAC
13. BBA 14. BBB 15. BBC
16. BCA  17. BOB  18. BCC

19. 044, 2. CAB  21. CAC \
" 22.CBA  23.CBB 24 OBC
2. 004 2. 00B  21.00C

Die hier moghchen 27 Variationen mit Wiederholung smd lex1kographlsch'
geordnet,.

\ ) ! '
Wir bezeichnen nun die Aln?a,hl der Elemente von M mit m, die Anzahl der
Elemente von N mit n, setzen also Z (M) = m und Z (N ) = n. In Beispiel
2 (14.1.) gilt m = n.

i

DEFINITION 3 (14.1.):

" Eine eindeutige Abbildung von einer endlichen
Menge M in eine endliche Menge N heilt Permu-
tation mit Wiederholung genau dann, wenn m = n
ist, wobei m = Z (M) und n = Z (N) ist.
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Unter Beachtung der Vorbemerkungen zu Definition 1 (14.1.). formulieren -
wir entsprechend fiir den Fall M’ = N folgende Definition. :
t
DEFINITION 3 (14.1.); - ,
Eine eindeutige Abbildung von einer endlichen
Menge M’ in sich he113t Permutation mit Wieder-
holung.

i

Wir variieren Beispiel 1 (14.1.) erneut.
BEISPIEL 3 (14.1.): :
 Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, zwei zu unterscheidende Preise
an drei Schiiler so zu verteilen,  daB ein Schiiler (etwa fiir besondere Lei-
stungen zum Schuljahresende) héchstens einen Preis bekommen kann und
alle Preise tatsgchlich vergeben werden ?
Man iiberlegt sich, dafl datn in den Schemata der Bilder 267/1 oder 269/1
bzw. in der folgenden Kurzdarstellung die Komplexionen 1, 5 und ‘9 weg-
fallen, somit also sechs Moglichkeiten der Prelsvertellung Verble1ben
Diese Komplexionen heilen auch Variationen ohne Wledqrholung.
DEFINITION 4 (14.1.): :
Eine ‘eineindeutige Abbildung von ‘einer endlichen
Menge M in eine endliche Menge N heiflt Variation
ohne Wiederholung.

Die in Definition 4 (14.1.) erhobene Forderung nach Eineindeutigkeit ist nur
zu erfillen, wenn die Anzahl der Elemente von M héchstens glelch der von
N ist, wenn also m < n ist.

Unter Beachtung der Vorbemerkungen zu Deﬁmtlon 17 (14. 1) formulieren
wir entsprechend fiir den Fall M’ & N’ folgende Deﬁmtlon

DEFINITION 4 (14.1.): ’ .

Eine eineindeutige Abbildung von einer endlichen
Menge M’ in eine endlicheé Menge N’ heif3t Variation
ohne Wlederholung

Wir var‘iieren Beispiel 3 (14.1.) im ‘Sinne von Beispiel 2 (14.1,).

BEISPIEL 4 (14.1.): \

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, drei zu unterscheidende Prelse
an drei Schiiler so zu verteilen, daB ein Schiiler hochstens einen Preis be-
kommen kann und alle Preise tatséichlich vergeben werden? .
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14.1.

P

In diesem Fall miissen-die Preise so verteilt werden, daB jedér Schiiler genau
einen Preis erhilt. ‘ °

In den Schemata des Bildes 272/1 bzw. der folgenden Kurzform verbleiben
jetzt nur noch die Komplexionen 6, 8, 12, 16, 20, 22; alle anderen fallen weg.
Es gibt also sechs Moglichkeiten der Preisverteilung. '

- Fir die nun zu definierende Komplexionsart haben wir auch Beispiel 1 (13.)
kennengelernt.

DEFINITION 5 (14.1.):

Eine eineindeutige Abbildung von einer endlichen
Menge M auf eine endliche Menge N heiBt Permu-
tation ohne Wiederholung.

Die in Definition 5 (14.1.) erhobene Forderung nach Eineindeutigkeit ‘ist nur
zu erfullen, wenn die Anzahl der Elemente von M glelch der von N ist, wenn
also m = n ist.

Unter Beachtung der Vorbemerkungen zu Definition 1’ (14.1.) formulieren
wir entsprechend fiir den Fall M” = N” folgende Definition.

DEFINITION 5 (14.1.):

Eine eineindeutige Abbildung von einer endlichen
Menge M’ auf sich heilt Permutation ohne Wieder-
holung.

Fiir Permutationen ohne Wiederholung, die unter anderem fiir die Gruppen-
theorie von Bedeutung sind, wollen wir noch den Begriff ,,Inversmn} defi-
nieren.

DEFINITION 6 (14.1.):

Zwei Elemente des Nachbereichs einer Permutation
ohne Wiederholung bilden eine Inversion genau
dann, wenn sie in der zu deren natiirlichen Anord-
nung entgegengesetzten Reihenfolge stehen.

DEFINITION 7 (14.1.):
Eine Permutation ohne Wiederholung ist gerade -
oder ungerade, je nachdem die Anzahl ihrer Inver-
sionen gerade oder ungerade ist.

1
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Wir untersuchen diesbeziiglich Beispiel 1 (13.)>.

Permutationen Inversionen Anzahl der | Art der Permutation
Inversionen

123 - 0 . " gerade

132 " 3/2 1 ungerade .

213 : 2/1 1 ungerade

231 2/1, 3/1 2 gerade

312 3/1, 3/2 2 gerade

321 3/2; 3/1, 2/1 3 ungerade

Wir variieren nun Beispiel 1 (14.1.) erneut. -

BEISPIEL 5 (14.1.):

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, zwei nicht zu unterscheidende

Preise (etwazwei Exemplare ein und desselben Buches) an drei Schiiler so zu
verteilen,-daB ein Schiiler auch beide (mehrere) Preise- bekommen kann und

~ alle Preise tatstichlich vergeben werden?

In den Schemata der Bilder 267/1 oder 269/1 bzw. in der folgenden Kurz-

darstellung sind jetzt die folgenden Komplexionen nicht mehr zu unter-

scheiden: 2 und 4, 3 und 7, 6 und 8. Zusammen mit den Komplexionen 1, 5

und 9 ergeben sich demnach sechs Moglichkeiten der Preisverteilung.

Diese Uberlegungen lassen es sinnvoll erscheinen, in der Menge aller Kom-
plexionen eine Klasseneinteilung .durch folgende Forderung festzulegen:
Zwei eindeutige Abbildungen von einer endlichen Menge M in eine endliche
Menge N (zwei Komplexionen bzw. Variationen mit Wiederholung) sollen
derselben Klasse angehdren genau dann, wenn jedes Element von N jeweils
die gleiche Anzahl von Urbildern in-M hat.

Aus dieser Festlegung und aus der Definition des Begriffs ,,Kla,ssenemtellung
folgt unmittelbar, daB die in dieser Definition genannten Bedlngungen tat-
séchlich erfiillt sind.

Zur Feststellung der einzelnen Klassen in Belsplel 5(14.1.) brauchen wir
in den Bildern 267/1 bzw. 269/1 nur fiir jedes Element von N die Anzahl der
Pfeilspitzen zu bestimmen. :

1.2.3.4.5.6.7.8.9.

11100100
10121010
01001112

SRS
OO N
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Digse Ziffernanordnungen reprisentieren sechs verschiedene Klassen vén
Komplexionen:

200, 110, 101, 020, 011, 002. |
Wir variieren abschlieBend Beispiel 2 (14.1.) im Sinne von Beispiel 5 (14.1.).

BEISPIEL 6 (14.1.):

Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, zwei mcht zu unterscheldende
Preise an drei Schiiler so zu verteilen, daf} ein Schiiler héchstens einen Preis
bekommen kann und alle Preise tatsichlich vergeben werden? '

Da nun in den Schemata der Bilder 267/1 oder 269/1 die (als Klassen ge-
deuteten) Kompletion‘en'l, 5 und 9 wegfallen, verbleiben drei Moglichkeiten
der Preisverteilung, drei Klassen, die man durch die jeweils nicht zu unter-
scheidenden Komplexmnen 2 oder 4, 3 oder 7 sowie 6 oder 8 reprisentieren
-kann. ’ :

Nunmehr sind folgende Definitionen verstéindlich. \
' DEFINITION 8 (14.1.): v »
Eine Kombination mit Wiederholung ist eine Klasse
eindeutiger Abbildungen von einer endlichen Menge
. M in eine endliche Menge N, wobei eine Klasse je-
‘ weils von genau denjenigen Komplexionen gebildet
wird, bei denen jedes Element von N jeweils die
gleiche Anzahl von Urbildern in M hat. -

- DEFINITION 9 (14.1.): S
Eine Kombination ohne Wiederholung ist eine
Klasse eineindeutiger. Abbildungen von. einer end-
lichen Menge M in eine éndliche Menge N, wobei
eine Klasse jeweils von genau denjenigen Kom-
plexmnen gebildet wird, bei denen jedes Element von
N ]ewells die gleiche Anzahl von Urblldern in M hat.

Unter Beachtung von Satz 2 (14 1.) kann man die Definitionen 8 (14.1.) und
9’ (14.1.) entsprechend den Definitionen 1” (14.1.) und 4’ (14 1. ) formulieren,
was dem Leser iiberlassen bleiben soll.

Wir haben also Kombinationen (mit bzw. ohne Wiederholung) als Klassen
von Variationen (mit bzw. ohne Wiederholung) gedeutet.

Bekanntlich kann eine beliebige \Kla,sse durch jedes ibrer Elemente reprisen- |
tiert werden. Denkt man sich die Komplexionen einer Klasse jeweils lexiko- .
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graphisch .geordnet, so werden wir fiir deren Reprisentation stets die nied-
rigste Komplexion auswihlen. Das ist unter anderem deshalb zweckmaBig,
weil diese der einzige Reprisentant der Klasse ist, bei dessen zeichnerischer
Darstellung entsprechend den Bildern 269/1 oder 272/1 die Zuordnungspfeile
einander nicht schneiden. Fiir die praktische Arbeit ist das besonders vorteil-
haft. Im Anschlu an Bild 269/1 ist es demnach méglich, fiir die Kurzdar-

stellung der Losungen der Belsplele 5(14.1.) und 6 (14.1.) folgende Form zu
wihlen :

Beispiel 5 (14.1.): AA, A B, A4C, BB, BC, C’O
Beispiel 6 (14.1.): 4 B, AC, BC
- In Beispiel 3 (18.), das wir als ein weiteres Beispiel fiir eine Menge von Kombi-

nationen ohne Wiederholung erkennen, ist bei der Lésung ebenfalls diese
Darstellungsform angewendet worden.

Zur Ubung gebe man unter den eben erklirten Bedmgungen an Hand von Bild
272/1

1. alle Kombinationen mit Wiederholung,
2. alle Kombinationen ohne Wiederholung
an. Wie viele Moglichkeiten gibt. es jeweils?

Man kann sich Zusammenhénge, die zwischen den einzelnen Arten und Klassen

von Komplexmnen bestehen, etwa durch den in Bild 277/1 dargestellten Graphen
veranschaulichen.

Varjationen
‘mit Wiederholung

Permutahbnén

mit Wiederholung o
. Variationen : “ o Kombinationen-
, Jar om v
ohrie Wlederholung\ Permutationen mit Wiederholung

ohng Wiederholung

o . Kombinationen
271/1 , ohne Wiederhalung

. Variationen mit Wiederholung sind die allgemeinste, Reprisentanten von
"Kombinationen ohne Wiederholung die speziellste Art von Komplexmn,en Die
doppelt gezelchneten »Wege“ sollen verdeutlichen, da8 jede (Klasse von) Kom- .
plexion(en) ohne Wiederholung eine spezielle (Klasse von) Komplexion(en)
‘mit Wiederholung der betreffenden Art ist. Bei Variationen ohne Wiederho-
- lung erheben wir die Forderung nach Eineindeutigkeit der Abbildung, Kom-
binationen (mit bzw. ohne Wiederholung) fassen wir als Klassen von Varia-
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tionen (mit bzw. ohne Wieéierholung) auf '(sta.rk'gezeichnete »Wege" in Bild
277/1); die wir uns in Bild 277/1 aus der Zeichenebene herausgehoben denken
kénnen. :

Damit sind die in Teil 13. unter 2. und 3. genannten Gesichtspunkte fiir eine
mogliche Einteilung von Aufgaben der Kombinatorik beriicksichtigt.

Da Permutationen gleichermaBen in Variationen und Kombinationen ,.ein-
gebettet“ gedacht werden konnen, wire es moglich, auf den Begriff ,,Permu-
tation® zu verzichten. Wir werden aber sehen, daB ‘dies aus methodischen und
~auch aus fachlichen und historischen Griinden (Permutationsgruppen) un-
zweckméBig wire. Bei der Deutung von Bild 277/1 ist zu beachten, daB die
diinn gezeichneten ,,Nebenwege“ nur unter der Bedingung gangbar sind, daB
m = n ist (7 Beispiele 2 (14.1.) und 4 (14.1.)). Wir werden aber weiterhin
sehen, daB diese ,,Nebenwege“ keinesfalls uninteressant sind (7 Teil 15.1.).

14.2, Losungsalgorithmus fiir einfache Aufgaben
der Kombinatorik -

Die Ergebnisse von Teil 14.1. lassen sich fiir ein praktisches Verfahren zur
Losung einfacher Aufgaben der Kombinatorik zu einem Ldsungsplan - zu-
sammenfassen, den wir zunichst lechghch nennen und dann mit Hilfe von
Beispielen erortern.

Wir beantworten d1e Fragen ,,Welche Moglichkeiten gibt es?“ und ,,Wie viele
Méglichkeiten gibt es?“. (Zu (1) bis (3) 7 Bilder 269/1 oder 272/1)

1) Welches sind die zwei Mengen?

(
(2) Welche Menge steht (im Abbildungsschema) oben?
Es muB von jedem Element der Menge genau ein Pfeil ausgehen.
Welche Menge steht (1m Abbildungsschema) unten?
Es diirfen Elemente der Menge ,,freibleiben®.
(Wir bezeichnen die obenstehende Menge mit M, die untenstehende
Menge mit V.)

(3) Welche Zuordnungen sind méglich?

a) Diirfen Pfeile einander schneiden ? - '
Ja — mit Beriicksichtigung der Anordnung — Variationen
Nein — ohne BemcH51cht1gung der Anordnung — Kombinationen

b) Diirfen zu einem untenstehenden Element der Menge mehrere Pfeile .
fihren?
Ja — mit Wiederholung

" Nein — ohne Wiederholung
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BEISPIEL 1 (14 2.):

‘Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, & Personen a,uf p Plitze zu ver-
teilen, falls jeder Person genau ein Platz und jedem Platz hochstens eine Person
zugeordnet wird ?

Man veranschauliche sich zunichst denkbare Sitzverteilungen, wenn die
Nebenbedingung (,,falls . . .“) fehlte (zum Beispiel konnte eine Person zwei
Pliatze einnehmen — zwei Personen konnten auf einem Platz sitzen — elmge
Personen finden keinen Platz, weil alle Plitze besetat sind)..

Dem vorliegenden Text entsprechend, ist die Aufgabe nur 1§sbar, wenn kb < p
ist. Wir verfolgen nun den Losungsplan.

(1) Menge der Personem, Menge der Plitze (nicht etwa die Menge der ge-
suchten Moglichkeiten der Platzverteilung — warum?) :

(2) Es sollen jeweils alle Personen sitzen, wihrend Plitze freibleiben annen:
M ist die Menge der Personen, N die der Plitze.

(3) a) Ja; denn wenn zwei Personen ihre Plitze wechseln, erglbt sich eine
andere Platzverteilung.

Es liegtiein Variationsproblem vor.

b) Nein; denn aufeinem Platz soll hochste(ls eine Person sitzen.
Es llegt ein Problem von Variationen ohne Wiederholung vor, das ins-
besondere im Falle von % = p auch ein Problem von Permutationen
ohne Wiederholung ist. Man kann dann im Aufgabentext ,hdchstens®
durch ,,genau® ersetzen.

BEISPIEL 2 (14.2.): . .

Wie oft klingen die Gléser, wenn bei éiner Tischrunde von #n Personen je zwei
Personen genau einmal anstoBlen ?

Diese Aufgabe ist nur sinnvoll, falls n = 2 ist. . '

(1) Menge der Personen (oder Glé.ser), Zweiermenge (derer, die jeweils mitein-
.ander anstoBien)

(2) Nicht alle Personen kénnen zugleich miteinander anstoBen sondern jeweils
nur paarweise. ‘
M ist eine Zweiermenge, N die Menge der Personen. N

(3) a) Nein; denn fiir die Losung der Aufgabe ist es gleichgiiltig, ob etwa A4
mit B oder B mit 4 anstoft.

Es liegt ein Kombinationsproblem vor. .
b) Nein; eine Person kann nicht mit sich selbst anstoSen. Es liegt ein
Problem von Kombinationen ohne Wiederholung vor.

Die Beispiele 1 (14.2.) und 2 (14.2.) kénnten zu dem vorschnellen Schluf ver-
anlassen, dafl in den Schemata jeweils diejenige Menge oben stehen mu8, die
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hichstens so viele Elemente wie die andere hat. Das ist nur bei Problemen von
Koinplexionen ohne Wiederholung der Fall. Selbst wenn man bereits etwas
Ubung im Lésen von Aufgaben der Kombinatorik hat, erfordert ein Problem
von Komplexionen mit Wiederholung besondere Uberlegung.

BEISPIEL 3 (14. 2.):

\;Ein SicherheitsschloB 6ffnet sich nur, Wénn man r mit je b Buchstaben ver-
sehene Ringe auf ein bestimmtes Kennwort einstellt. Welche bzw. wie viele
Ringeinstellungen sind méglich ?

(1) Menge der Buchstaben (eines Ringes), Menge der Ringe
(2) Jeder Ring zeigt bei der Bilduﬁg eines Kennwortes einen Buchstlaben;

dabei wird aber nicht jeder Buchstabe zugleich verwendet.
M ist die Menge der Ringe, N die der Buchstaben (eines Ringes).
§

(3) a) Ja; denn eine etwaige Vertauschung zweier Ringe hat im allgemeinen
ein anderes Kennwort zur Folge. Es liegt ein Variationsproblem vor.
b) Ja; denn’jeder Ring kany etwa auf den (a.ngenommenerwelse) ersten
‘Buchstaben eingestellt werden.
Es liegt ein Problem von Variationen mit Wiederholung vor, das ins-
besondere im Falle von » = b auch ein Problem von Permutationen mit

Wlederholung igt.
BEISPIEL 4 (14.2.):
Auf welche bzw. wie viele Arten konnen sich s nicht zu untersche1dende
Spatzen auf b Baume verteilen ? -

(1) Menge der Spatzen, Menge der Bdume

{2) Jeder Spatz soll Platz finden, aber dazu Werden nicht immer aﬂe Béume
benttigt. '
M ist die Menge der Spatzen, &N dJe der Baume.

(3) a) Nein; denn wenn zwei auf verschiedenen Biumen sﬂ:zende Spatzen ihre
- Pliitze wechseln, sind die Platzverteilungen nicht zu unterscheiden.
Es liegt ein Kombinationsproblem vor. '
t10) Ja; denn auf einem Baum kénnen mehrere Spatzen sitzen. Es liegt ein
Problem von Kombinationen mit Wiederholung vor.

Hstten wir in Beispiel 4 (14.2.)'s zu unterscheidende Spatzen unter im iibrigen

[3

gleichen Bedingungen angenommen, so hitte die Frage (3) a) mit ,,ja“ beant-

wortet werden miissen; es hiitte ein Problem von Varlatlonen mit Wieder-
holung vorgelegen. '

(
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14.3. Emplrlsehe Losung von emj!achen Aufgaben
der Kombmatonk

T

-Systematisches Probieren beim Losen einfacher Aufgaben der Kombinatorik
fithrt zur Einsicht'in bestehende funktionale Zusammenhiinge (7 Teil 13.).

Wir bedienen uns hierbei am besten geeigneter Ubersichten in Tabellenform zZu
je vier Spalten. .
In die erste Spalte tragen wir Z (M ) =m, in diezweite Z (N) = n ein, wobei wir
zweckmaﬁlgerwelse zunichst m = n = 2 setzen, dann m = 2 beibehalten und
‘% = 3 und danach n = 4 setzen. Dann setzen wir m = 38 und variieren = er- .
neut Eventuell wiederholen wir das fiir m — 4. In den meisten Fillen genugt
das bereits, um einen Zusammenhang zu erkennen.
- In der dritten Spalte notieren wir ]eweﬂs die Anzahl der ermittelten Moghch—
keiten.
Die vierte Spa,lte wird zuletzt &usgefullt und dient zunéchst dazu, durch ge-
eignete Rechenoperationen einen Zusammenhang zwischen jeweils ent-
sprechenden Zahlen der ersten beiden Spalten und denen der dritten Spalte zu
finden und diesen allgemein als ,,vermutete GesetzmiBigkeit“ zu formulieren.
Hierbei helfen uns oft Ergebnisse der Teile 10. und 11.3. (Fakulta.ten und
Binomialkoeffizienten).
. Wir verfolgen diese Darlegungen an Hand der Beispiele 1 (14.1. ) 3 (14.1.),

5 (14.1.) und 6 (14.1.), die wir jetzt insofern verallgemeinern wollen, als wir die
Anzahl der Preise mit m und die der Kinder mit # bezeichnen. Wir wenden die
Abbildungsschemata an, wobei wir nun die Elemente beider Mengen zum Bei-
-spiel nur noch als kleine Kreise oder Punkte darstellen, auf die Pfeilspitzen ver-
zichten, aber natiirlich die Systematik beachten, auf die wir bei der Betrach-"
tung der Bilder 281/1 und 282/1 eingehen.

ot

BEISPIEL 1 (14.3.) (7 Beispiel 1 (14.1.)):

Problem von Variationen mit Wiederholung :
’ !

=2, n=2 m=2; n=3 | m=2;n=4%

AV IRANY 7AW
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281/1
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282/1

Die Ergebnisse der Bilder 281 /1 und 282/1tragen wir in folgende Ubersicht ein.

: m=3;n=3
(-~ Bild 284/2)

27

/)

W/

X

4

Anzahl der ' Vermutete
Preise Kinder Moglichkeiten GesetzmiiBigkeit
2 2 4 22 ’

2 3 9 32

2 4 16 42

3 2 8 23

3 3 27 33

4 2 16 24

m n nm

Wir erkliren die in den Bildern 281/1 und 282/1 beachtete Systematik an
Hand des Beispiels' m = 4, n = 2. v

1. Alle vier Striche fithren zum ersten Element von N.
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148

2. Der letzte Strich wandert vom ersten Element von N unter Beibehaltung
der anderen Striche, bis er zum letzten Element von N fithrt. Dann be-

~

gmnen wir eine neue Zeile.

3. Der vorletzte Strich wandert vom ersten Element von N unter Beibehaltung
der anderen Striche um ein Element von N weiter. Fiir den letzten Strich
gilt nun wieder das unter 2. Gesagte, bis schlieBlich der vorletzte und der
letzte Strich zum letzten Element von N fiihren. :

4. Nun wiederholt sich das ‘unter 3. ‘Gesagte fiir den drittletzten Strich usw.,
bis schlieBlich alle Striche zum letzten Element von IV fiihren. ;

\

' BEISPIEL 2 (14.3.) (7 Beispiel 3 (14.1.)):

Problem von Variationen ohne Wiederholung (m < n):
In Bild 284/1 sind nur die Féllem = 2,n = 2undm = 2, n = 3 dargestellt
Die Darstellung der iibrigen Fille iiberlassen wir dem Leser. ‘

Wir erhalten folgende Ubersicht.
/ .

I -
Anzahl der - Vermutete
Preise Kinder Moglichkeiten GesetzmiBigkeit
2
2 2 2 ; 2-1 = ( ) - 21!
- . 2
’ 3
2 1 3 6 3-2 = = ( ) - 21
) , 2
2 4 12 4-3 = (4) 21
2
3 3 6 3:2-1 = (3) 31
3
- 4
3 4 24 4-3-2 = ( ) 3!
3
4
4 4 24 4:3:2-1 = (4) 4!
m n "
( ) m!
- m
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1t 2=3

m=3;n=2

e o ©

',’° /

i
i

w1l 1IN £,
VoW LY.
| N,
N\

m=2;n=3 mzz n,=4

[ y—s

N N
| 0
1+2+3=6 . . 1+2+3+4 =10
pss
A7 R 7
v, 1 |
‘ [N
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N
Jesegenw 284/
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BEISPIEL 3 (14.3.) (* Beispiel 5 Naty):

Problem von Kombinationen mit Wiederholung: -

Bild 284/2 zeigt durch die sich ergebende Anordnung der Abbildungsschenia,ta,,
daB es sich hier um Folgen von Binomialkoeffizienten handelt (7 Teil 11.3., (a)
und (b)). Die Darstellung der Félle m =4, n = 2 und m = 2, n = 3 iiber- '
lassen wir dem Leser. : ‘

Wir erhalten folgende Ubersicht. - )
Anzahl der o Vermﬁtete‘
Preise Kinder Moglichkeiten GesetzmiiBigkeit
. 93 3 242—1
S V3 : (2) = ( 2 ) |
A ‘ 4y (3+2-1 .
12 |3 8 . (2) ='( 2 )
‘ s 5 4+2—1 ’
2 4 10 ‘ (2) = ( 2 )
, (4 [2+3-—1 B
N ()-C*57)
b5 34+3—-1
3 3 10 (3) = ( 3 )
: . 5 24+ 4—1
4 2 5 ) = 4
. . 6 3+4—1 ‘
* 3 N (4) - ( 4 )
.‘ . . ». L (n + e — 1) _
' . m ’

BEISPIEL 4 (14.3.) ( Beispiel 6 (14.1.)):
Problem von Kombinationen ohne Wiederholung (m < n):
Man moge die entsprechenden Abbildungsschemata selbst darstellen.
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Wir erhalten folgende Ubersicht.

Anzahl der ' Vermutete
Preise | Kinder Moglichkeiten GesetzmiBigkeit
- 2 P 1 (2)
. . . 2
’ 2
2 4 -6 (4)
2 .
3', )
3 3 1 ( )
3
3 4 5 (4) '
3 5 10 (5)
- 3
N
) 4
| 4 4 1 ‘ (4) -
s 5 5 (5)
4
)
m n ,
m .

- A Grundaufgaben der Kombinatorik.

‘14.4.

Die in den Beispielen 1-(14.3.) bis 4 (14.3.) érﬁrterte_n Probleme nennen wir

- Losungsformeln fiir die Grundaufgaben |

der Kombinatorik

Wenn wir im folgenden oft kurz von ,Elementen einer Variation® sprechen,
s0 meinen wir stets die in der Kurzdarstelluhg der betreffenden Variation be-
findlichen Elemente, also die E]]Bmente des Nachbereichs der Variation.
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- 14.4.

DEFINITION 1 (14.4.):

Es sei m Variable fiir die Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge M und n Variable fiir die Anzahl der
Elemente einer endlichen Menge N. Dann heift jede
eindeutige Abbildung von M in N Variation von »
verschiedenen Elementen zur Klasse m.

Entsprechendes gilt fiir Kombinationen.

. Unter Beachtung von Belsplel 1 (14 1.) und Belsplel 1 (14 3.) formulieren wir
folgenden Satz.

SATZ 1 (14.4.):
Die Anzahl der Va,rlatlonen mit Wlederholung von n

verschiedenen Elementen zur Klasse m ist
wv(m) = pi
- .

Zum besseren Verstindnis des Beweises von Satz 1 (14.4.) betrachten wir eine
Menge als gegeben, und zwar N = {a b}, also » = 2, und in einer Ubersicht
geeignet dargestellt.

Anzahl der zu Ermittelfe Variationen Anzahl der Variationen
variierenden !
Elemente
m=1 a b v vyl — 2
m = 2 aa ' ba IWV(2)=4

ab b.b 2
m= 3" aaa baa

aab bab wygs) -8

aba bba

abbd bbb

Die hier gewshlte Systematik besteht darin, jeder Variation nacheinander
jedes der beiden gegebenen Elemente hinzuzufiigen. Demnach verdoppelt sich
jeweils die Anzahl der Variationen beim Uberga,ng zu einer um 1 héheren
. Klasse. ‘ N

Der Beweis von> Satz 1 (14.4.) erfolgt durch vollstindige Induktion iber m.
Da er fiir ein beliebiges n gefiihrt wird, gilt die Formel dann fiir jedes n.
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(1) Induktwnsanfang
Die Behauptung ist richtig fiir m = 1; denn es gllt vyl = ',

(2) Induktionsschritt:
Voraussetzang: ~ *V™ = n™.
Behauptung: — CV@+) — pm+t

Beweis:®

Al

‘Wir denken uns zundchst alle nach Voraussetzung vorha.ndenen"’V;’”’) .
Variationen hingeschrieben. Fiigt man nun jeder der »™ Variationen am Ende
jedes der gegebenen n Elemehte hinzu, so'erhdlt man jede der *Vir+h

Variationen genau einmal. Es 8ilt wpmEl) — pm

- = 0", g.e.d.

Unter Beachtung von Beispiel 3 (14.1.) und Beispiel 2 (14. 3 ) formulleren wir

folgenden Satz.

SATZ 2 (14.4.): ~
Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung von »

!

verschiedenen Elementen zur Xlasse m ist

7w

A

nin — 1) (n — 2) -

5m;m+u

wobei nach Definition 4 (14.1.) m < n ist.

‘

Zum besseren Verstindnis des Beweises von Satz 2 (14.4.) betrachten wir zu-
nichst Wleder eine Menge als gegeben, und zwar N = {a, b, ¢, d}, also n = 4,

und in einer Ubersicht geeignet dargestellt.

Anzahl der zu Ermittelte Variationen Anzahl der Variationén
variierenden ’ ‘
Elemente ~
m =1 a b N " d. TP = 4
m=2 . ab ba ca da _
ac be ch db Ve =12
ad bd cd de
m =3 abe bac cab dab ’
abd bad cad dac
‘ach bea cba dba (3) _
acd bed cbd dbe V“» =2
adb bda ecda dca
ade bde c¢db deb ,
288



Hier wurde folgende Systematik beachtet:
Die Variationen von vier Elementen zur Klasse 2 erhilt man, wenn man zu den
Variationen zur Klasse 1 als zweites Element jedes der 4 — 1 = 3 anderen
Elemente hinzunimmt. '
Daraus folgt

Vi =43 =12
Entsprechend ist bei den Variationen zur Klasse 3 zu verfahren. Zu den Varia-
tionen zur Klasse 2 wird je eines der 4 — 2= 2 in ihnen nicht enthaltenen
Elemente hinzugefiigt. Daraus folgt

VP =4-3:2 =24
Wird nun noch das ]ewells fehlende vierte Element. hinzugenommen, so erhilt

man entsprechend die Variationen zur Klasse 4. .
VH =4:8-2-1=24

Der Beweis von Satz 2 (14.4.) erfolgt wieder durch vollsténdige Induktion
iiber m.
(1) Induktionsanfang: ‘ ;
Die Behauptung ist r10ht1g fiir m = 1; denn es gllt vV = n.
() I ndultionsschritt:

Voraussetzung: Vi =ann —1)(n—2)-...-(n —m + 1)
Behauptung: Vo) = p(n — 1) (n — 2)-...-(n—m + 1) (n — m).
Beweis: ‘

Wiéhlt man aus den mégliéhen Variationen ohne Wiederholung der =
Elemente zur Klasse m eine beliebige Variation aus, so kommen in dieser
Variation m der gegebenen Elemente vor. (n — m) Elemente sind in dieser
Variationnichtenthalten. Mandenke sich die'ausgewshlte Variation (1 — m)—
mal aufgeschrieben und jeder dieser Variationen am Ende ein weiteres
Element aus der Menge der zunéchst nicht vertretenen (n — m) Elemente
hinzugefiigt, so daB damit alle (n —m) Elemente erfaBt werden. Die so
entstandenen (n — m) Variationen zir Klasse (m + 1) sind verschieden,
weil sie alle mit verschiedenen Elementen enden.

Verfihrt man gleichermaBen mit allen Variationen zur Klasse m, so gilt

T = V- (0 — m)
und unter Beriicksiehtigung der Voraussetzung
Vom+d — p(n — 1) (0 — 2-...-m—m+1)(n—m), q.e.d.
Aus Satz 2 (14.4.) folgt firm = n ) : \

v = (n)-n!=n!.
N n .
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SATZ 3 (14.3): I y
Die Anzahl der. Permutationen ohne Wiederholung

von n verschiedenen Elementen ist
P, =nl -

Dem interessierten Leser sei mitgeteilt, daB sich Satz 3 (14.4.) auch unabhiingig

von Satz 2 (14.4.) beweisen168t.
‘Wir betrachten zunéchst folgende Uberswht

Anzahl der Gégebene Ermittelte Permutationen’ Anzahl der

gegebenen Elemente : Permutationen
Elemente - ‘
n=1 a a : : v _P1 =1
=2 i @b ba ab Py =2
n=-3 o a, b, e . chba bca bac P —6
. cabd ach abe 8=
n =4 a,b,e, d dcba c¢dba cbda cbad

dbca bdca beda bead
dbac bdac bade baed| P, =24
dcab cdab cadb cabd
dacb adcb acddb achd
, : dabec adbc abde abed

Hier wurde folgende Systematik beachtet:
Es wird in jeder der P, Permutationen das neu hinzukommende (n - 1)-te
Element , : ) N
erstens vor das erste,
zweitens  vor das zweite,
" drittens  vor das dritte,

n-tens - vor das n-te und )
. (n+1)-tens hinter das n-te Element
gesetzt. ‘ ;

Der Beweis von Satz 3 (14.4.);gffolgt durch vollstandige Induktion und kann
dem Leser iiberlassen bleiben.

Anleitung:

In jeder der P, Permutationen von n verschiedenen Elementen.kann das
(n 4 1)-te Elgmgnt vor das erste, vor das zweite, . . . , vor das n-te und hinter
das n-te Element gesetzt werden. Dadurch entstehen aus jeder Permutation

\
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der 7 verschiedenen Elemente (n+ 1) Permutatlonen mit (n + 1) verscmede-

" ‘men E¥ementen. ‘

Im AnschluB an Bild 272/1 haben wir in Kurzform 27 Variationen mit Wieder-
holung von drei verschiedenen Elementen zur Klasse 3 angegeben, die man
auch als Permutationen mit Wiederholung ansehen kann. In den Permuta-
tionen 1, 14, 27 stimmen jeweils alle drei Elemente iiberein. Die Permutationen
6,8, 12, 16, 20 und 22 sind insbesondere diejenigen ohne Wiederholung; die
iibrigen 6 mal 3 Permutationen sind dadurch gekennzeichnet, daB von den
drei Elementen jeweils genau zwei {ibereinstimmen. 3 )
SATZ 4 (14.4.):
Die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung von
n Elementen, unter denen sich eine Menge von ng
« gleichen, eine zweite Menge von m, gleichen, .

* eine r-te Menge von n, gleichen Elementen mit

r .
D) m; = nbefinden, ist .
i1 .

(CTFE N ) n: !
P 1> 72 9‘) .

[ . nI!'”&!'...°nr! ,

Wir erértern den Beweis von Satz 4 (14 4.) zunichst an Hand von Belsplel
1 (14.4.). N
BEISPIEL 1 (14.4.):

Es soll die Anzahl P5‘3 »2) der Permutationen der Elemente a,a,a,b,b ermittelt
werden. - !

Eine beliebige dieser Permutationen ist -

babaa.

Wir fiigen an die Elemente o unterschiedliche Indizes.

b ay b a2°a3 !

Durch Vertauschen der Elemente @y, @y, a3 erhalten wir die Permutationen:

b%baza:;, bazba1a3, ba3b-a1a2,
b'alba3a2, ba2ba3a2, ba3ba2d1.

i

" In jeder dieser 3! Permutationen steht das Element b an erster bzw. an dritter

.
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Stelle. Denken wir uns alle moglichen verschiedenen Permutationen der
Elemente a, a, a, b, b aufgeschrieben und die Elemente a unterschiedlich indi-
ziert, so entstehen durch Permutation der @,, ay, a3 insgesamt P - 3! Per-
mutationen. :




14.4.

Nun wenden wir die gleichen Uberlegungen auf die P5® 2 - 3! Permutationen

an, indem wir in diesen Permutationen die Elemente b unterschiedlich indi-
zieren. Durch Permutation der Elemente b,, b, entstehen P32 3! 2! Permu-
tationen. :
Da durch die Indizierung aber alle Elemente verschieden sind, gilt die Be-
ziehung

P& . 312! = P
Wegen P5 51 folgt hieraus

51 -
@y 2
Ps 3120 4 y

Den Beweis von-Satz 4 (14.4.) kann man wie folgt fithren:
Es seien n Elemente

-

. r
Uy @b, by, b5CCsCren sk Emit Yy =mn

~ — — ——— j=1
g (%) Mg 7,

gegeben e
Werden die Elemente a einer beliebigen dieser Permutationen unterschiedlich

indiziert, so entstehen durch Vertauschung der g Qos -« - Uy insgesamt 7!

Permutationen, in denen die Elemente b, ¢, . .. , k ihre Plitze behalten.
Geschieht das mit jeder Permutation der gegebenen n Elemente, so erhélt man

(nl,nz,. cey )
Pn * n1!

Permutationen.
Werden in diesen P;nl’"z""’"’) - ny! Permutationen die Elemente b un-
terschiedlich indiziert, so entstehen durch Vertauschung der Elemente

by bey ooy b,12 insgesamt

:P(nl,n2) ceesy) . ni ! n2'!
Permutationen.
Durch Anwendung dieses Verfahrens auf die Elemente ¢ erhiilt man hieraus

Ny NOBes o5
P;1”2‘ ")-nilnz! n3!

Permutationen.
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man schlieBlich

(17,09, « e s M) - ) .
P, sl mglmgl e Lem! =P, =mn!

Permutationen; denn durch die Indizierung sind alle » Elemente voneinander
verschieden.
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Hieraus folgt ! . ‘ ' !

P;”r Bgpeeesfy) , qg.e.d.
nz'n2' et ’

Unter Beachtung von Beispiel 5 (14. 1. ) und Beispiel 3 (14 3.) formuheren wir
folgenden Satz.

SATZ 5 (14.4.):
Die Anzahl der Kombinationen mit Wlederholung
von n verschiedenen Elementen zur Klasse m ist

wKﬁ:”)=(”+m—1).
m

Zum besseren Verstindnis des Beweises von Satz & (14.4.) betrachten wir zu-
nichst wieder eine Menge als gegeben, und zwar N = {g, b, ¢, d}, also n = 4,
und in einer Ubersicht geeignet dargestellt.

4

Anzahl der zu Ermittelte Kombinationen ) Anzahl der

kombinierenden mit Wiederholung Kombinationen
Elemente mit Wiederholung .
m=1 a b c d | vEQ = 14
m= 2 aa :
“ab bb vE® = 10
ac be ce
ad bd cd dd
m=3 aaa -
aab
aac
aad
abbd bbb
. abe bbe
- abd  bbd wK@ = 20
acc bee cce
acd bed ccd
add  bdd cdd ddd
\

Die bestehende GesetzméiBigkeit ist sofort zu erkennen, wenn man Teil 12.3.,
(a) (7 240) oder (b) (7 243), beachtet. Man findet die hier ermittelten Ergeb-
nisse dort in Spalte bzw. Zeile n = 4.

Wird jeweils im Zahler der Binomialkoeffizienten noch die beziiglich m be-
‘stehende RegelmiBigkeit beriicksichtigt, so ergibt sich
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e = ()-(117)

1 1

Der Beweis von Satz 5 (14 4) erfolgt wieder durch vollstindige Induktlon
- liber m. '
(1) Induktionsanfang:
'Die Behauptung ist richtig fiir m = 1; denn es gilt

.n_—l’—1—1 n
wo ()

(2) Induktionsschritt:

, m— 1
Voraussetzung: "KM = (n T )
, , m
i : n + m
Beh t oW (m+1) ( ) .
ehauptung K b m 1

Beweis:
Um YK zu ermitteln, faBt man ]ewells diejenigen Kombinationen

der Kla_sse (m + 1) zusammen, die mit dem gleichen Element beginnen.
Erstens sind alle und nur die Kombinationen zu bilden, die mit a, beginnen.
Auf a folgen alle und nur die Kombinationen zur, Klasse m, na,ch Voraus-

—1
setzung also ( + " )Komblnatlonen
m

Zweitens bildet man alle und nur die Kombiha.tionen, die mit b beginnen,
. Auf b folgen alle und nur die Kombinationen, -die sich noch aus den ver-
bliebenen (n — 1) Elementen bilden lassen; denn a fillt ja weg. Das sind

((n—1>+m;—,1)=('n+m4—

9 .
) Kombinationen.

m “m
Dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis man )
n-tens ( T m ) = ( . ), also genau eine Kombination erhalt,

die mit dem n-ten Element beginnt. Es gilt demnach
“’Kﬁ,”“”:(n_l—'m'_ 1)+("+m_2)+...+(n)'
m

m n

=_§(n+m—j)'

j=1 m
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Wegen Teil 11.3., (5) (7 247), gilt

i 'q. e.d.

wK(m+1)=(n+m) o
" m4 1) :
Unter Beachtung von BelspleI 6 (14 1 ) und Belsplel 4 (14.3. ) formulieren wir
folgenden Satz. .
SATZ 6 (14.4.): -
Die Anzahl der Kombmatmnen ohne Wlederholung
von n verschiedenen Elementen zur Klasse m ist
w\ - \
()
' . o . wobeim < nist.
Bewseis: . (

Satz 6 (14.4.) fOIg'i; aus Satz 2 (14:4.). Von den vim - (:;) * m! Variationen

ohne Wiederholung von » verschiedenen Elementen zur Klasse m bilden alle
und nur diejenigen Komplexionen genau eine Klasse, die die gleichen Elemente
in unterschiedlicher Reihenfolge enthalten.

 Weil sich aber m verschledene Elemente auf m! verschiedene Arten permutleren '
lassen, erhélt man

'V;’m) n v' “ i ‘ L.
K'fzm_)::' =(m) T q-e.d.

BEISPIEL 2 (14.4.) ( Beispiel 1 (14.2.)):
Es gibt V¥ = (1]:) k! Moglichkeiten.
Falls &k = P ist, glbt es insbesondere P, = p' Moghchkelten

‘BEI'SPIEL 3(14.4.) (7 B‘eispiel 2(14.2.)): | " o
Die Glaser klingen Kf’ = (Z) mal. |
Man beachte, da$ wir diesen Sacl;verhault dreifach interpreﬁeren konnen.
1. ,Additive” Deutung -~ ‘ ‘ (

a) B stoBt mit 4 an: ' -+ ‘lmal

O st6Bt mit B und 4 an: 2mal
D stoBt mit €, B und 4 an: 3mal

------ ¢ e @ o o s & e e & e s 2 e s -0 s o e 8 o s o e = o




Dib n-te Person st6Bt mit (n — 1) Persohen an: ~ (n — 1)mal
Ergebnis.'1+2.—|—3+...+(n—1) .
b) A stoBt mit B, @, D, H, . . . und der n-ten Person an: (n — 1)mal

BstoBtmit C, D, E, . . . und der n-ten Personan: (n — 2)mal
Cst6Bt mit D, B, . . . und der n-ten Person an: (n — 3)mal
Die (n — 1)-te Person st8t mit der n-ten an: ‘1mal

Ergebnis: (n — 1) 4+ (n'— 2) + (o — 3) + ...+ 1
2. ,,Multlphka,mve“ Deutung '
Wenn jede der n Personen mit jeder der iibrigen (» — 1) Personen genau :
einmal anst68t, so hat ]edes Personenpaar zweimal angestoflen. Das Produkt
aus nund (n — 1) ist also durch 2 zu d1v1d1eren

Ergebnis: —(-2:—12 ,

3..,,Kombinatorische*¢ Deutung
Aus n Personen sind je zwei auszuwéhlen. ’

Ergebnis: (:)
Insgesamt gilt also

KO — E,‘ n(n— 1) (n)

=1 2

BEISPIEL 4 (14.4) ( ;v Beispiel 3 (14.2.)):
Jetzt wird die Vorbemerkung zu Beispiel 3 (14.2.) besonders deutlich: Gibt es -
" 7% oder b” Méglichkeiten ? :

Es gibt Y7{"= b" Ringeinstellungen.

BEISPIEL 5 (14.4.) (" Beispiel 4 (14.2.)):

Die ,,Spatzenaufgabe“ ist ebenfalls geeignet, die Vorbemerkung zu Beispiel
3 (14.2.) zu verdeutlichen. Der unbefangene Leser ist niémlich eher geneigt, die
Spatzen und nicht die Béume zu kombinieren bzw. zu variieren. Nach Bei-
spiel 4 (14.2.), Ergebnis (2), ist aber letzteres richtig.

Wir verdeutlichen dies nochmals an Hand einer anderen Ubersicht fiir s = 3
Spatzen a,b,c und b = 2 Biiume 4, B.
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Nummer der

" Anordnung der Spatzen Variation

Sitzordnung Baum A Baum B - | -der Biume

1. abec : — A44

2. N ab ¢ . | 448

3. a ¢ " b ABA

4. a ' b ABB

5. be a ‘ BAA

6. b : a ¢ BAB \
7. [ ab ) BBA )
8. — abe B BB

Fassen wir die Spatzen als nicht zu unterscheiden auf, so bilden die folgenden

Sitzordnungen jeweils eine Klasse:

1. 1
2. ,3,5

3. 6,7
4

’

o 10

b4 s— 1 ' :
Es gibt also “’K(B) = ( T ) Moglichkeiten, s nicht zu unterscheidende
)

Spatzen bzw. “V® = b* Moglichkeiten, s zu unterscheidende Spatzen auf b

Béuine zu verteilen. ,
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15. ' Zusammenhiénge zmsohen emzelnen Arten
und Klassen von Kompleanen RN

Wir werden nun einige zwischen Komplexionen bestehende Zusammenhénge
erortern, soweit sie sich aus den blshémgen Betrachtungen ergeben, und mit l
Hilfe der Mengenlehre auf weiterfilhrende Fragestellungen und einige spezielle
Formeln der Kombinatorik hmwelsen die in der Wa,hrschem]mhkeltsrechnung'
bendtigt werden. v '

' 15.1. : Zusammenhiinge mengentheoretischer und
' funktionaler Art

Bild 277/1 verdeutlicht Zusammenhinge, die aus den Definitionen in Teil 14.1.

* unmittelbar hervorgehen. In den Teilen 14.2. bis 14.4. wurden Zusammen-
hiéinge bisher nur angedeutet. Wir werden nun versuchen, eine Synthese vorzu-
nehmen. :
Jede (Klasse von) Komplexmn(en) ohne Wiederholung ist ein Sonderfa,ll) der
jeweils betreffenden (Klasse von) Komplexion(en) mit Wlederholung ; denn jede
. eineindeutige Abbildung von einer Menge M in eine Menge N ist eine spezielle
eindeutige Abbildung von M in N. Die Menge aller (Klassen von) Kom-
plexionen ohne Wiederholung ist eine Teilmenge der Menge der (Klassen von)

' Komplexionen mit Wiederholung der betreffenden Art. Rechnerisch ist das- -
lediglich insofern interessant, als fiir Variationen von n verschledenen Elemen-
ten zur Klasse 2 gilt: '

hH —n =TV

n —n=mn(n— 1)

) |
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: ) o n!
Setzt man in P‘”i’”z’""”r), = mit- 2 n=n
, " nylmgle . .om!
1: N2 j=1
ny = n2 ... =mn, = 1, so geht diese Formel iiber in P;, = n!.

Jede Kombination ist eine Klasse von Variationen. Denkt man sich die Menge
aller Kombinationen mit (ohne) Wlederholung einer bestimmten Art durch
eines ihrer vollstindigen Reprisentantensysteme dargestellt, so ist dieses eine
Teilmenge der Menge aller Variationen mit (ohne) Wiederholung der betreffen-
den Art.

Jede Permutation von # verschiedenen Elementen ist eine Va,rla,tlon von n
verschiedenen Elementen zur Klasse n. Der zahlenmifige Zusammeénhang
zwischen Variationen und Permuta.tlonen ohne Wiederholung wird formelmaBig
' unmlttelbar deutlich:

m _— (7). ol — P
O ) IR

Zwischen Variationen und Permutationen mit Wiederholung 148t sich nichf
ohne weiteres ein zahlenméBiger -Zusammenhang angeben, weil Variationen
mit Wiederholung von # verschiedenen Elementen in derselben Klasse verschie-
dene Anzahlen gleicher Elemente enthalten. Aus diesem ‘Grunde ist es nicht
mdglich, die Zahl derjeweils vorhandenen Permutationen aﬂgemem anzugeben..
Man muf} diese Zahlen von Fall zu Fall ermitteln. Man veranschauliche sich
. mit Hilfe der Vorbemerkung zu Satz 4 (14.4.) den Inhalt der. folgenden Glel-
chungen

-

2! (2 2l (2
22-2—!‘(1)+m"(2)
1-24+2-1

=2—|—2 ) ‘ . - -
=4 Lo |

S SRR T

=1-3+6-3+6-1
34+ 18+ 6
27 '

44=i“.(4)+(4’ N 4! 4 4! )'(4)

41°\1 1131 " 2121 " 3111) " \2
4! 4! 4! 4 4 (4
""(;!112!,"’11.-2!1!+2!1!11_)f (3)"’1:1!1111'(4)

-




¢

EZ. % R P

1944+ (4+64+4) 64 (124124 12)-44 241
4 4 84 1 144 1 24 '
= 256

55:5_!_(5)+(5z- + 5! n 5!.+ 5! )(5)

51" \1 TP ETRTETRLETEY) ARV

' 51 51 5! 51 5! 51\ (5
+(111!3!+113!1!+3z111!+112!2!+211!2!+2!1!1!)'(3)

51 51 51 s\ (5)

+(111!1!2! Tzt T reroon 2!1:1!1!)-'(4)

51 (5 - : :
‘+m'(5) _ !
=1-5+(5+ 5+ 10 + 10)- 10+(20+20+20+30+30+30) 10

- (60 4 60 4 60 + 60) - 5 + 120 - 1

= 5 4 300 + 1500 + 1200 + 120
= 3125 '

Der unmittelbare Zusammenhang zwischen Kombinationen ohne Wieder-
holung und Permutationen mit Wiederholung, den man etwa an Hand der
Beispiele fiir mehrfache Lesbarkeit (7 240, 250£.) verfolgen kann, verdlent be-‘
sonderes Interesse.

n .
Es gilt fir ) n,= n - .
j=1

. !
P®1m2,ees ) n:
n

nylng!le...-n,!

»_( n)(n—ni) (n— ny —nz)'. .(n—ni,—-nz—. —n,_i)
~\ny 7y N3 o ny ’
‘ (1)

i\
wobei der ‘letzte Binomialkoeffizient Wegen( ') = 1 weggelassen werden

_ n, , .
kann.

Dieser Zusammenhang zeigt, daB zwei in der Praxis unterschledhche Be-
trachtungsweisen zum gleichen Ergebnis fithren kénnen.

BEISPIEL 1 (15.1.):
9 Schiiler einer Klasse sollen in 3 Brigaden zu je 2, 3 bzw 4 Schiilern emgetellt
werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es hierfiir?
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© 151,
\ o
1. Auffassung
Von den 9 Schiilern sollen je 2, 3 bzw. 4 Schiiler ein und derselben Bmgade an-
.gehoren. Es gibt

9!

§
(2,3,4) _
s 213141

= 1260

Moglichkeiten.

2. Auffassung: '
Wir fragen, wie viele M6ghchkelten es glbt aus 9 Schillern zunachst 2 und von
den verbleibenden 7 Schiilern dann noch 3 auszuwéahlen.

Es gibt
9\ (7
K(2>~K<3>=( )( )=1260
o 2/ \3

Moglichkeiten.

Wir hitten zum Belsplel ebensogut fragen konnen, wie viele Moglichkeiten es
gibt, aus 9 Schiilern zuniichst 4 und von den verbleibenden 5 Schulern dann
noch'2 auszuwéhlen.

Es gibt ,
‘9 5
w.g@ —(").(°) = 12
| Ky - K: (4) (2) 60

Méglicﬁkeiten.

Die Tatsache, da die Relhenfolge des mehrfachen Auswihlens beliebig ist und
zum gleichen Ergebnis fiihrt, folgt aus der Kommutativitét und der Assozia-
tivitat der Multiplikation. Es gilt zum Belsplel

9! 9!
213141 412131

OO

Jedes Problem von Permutationen mit Wiederholung kann als Nacheinander-
ausfithrung von Kombinationen ohne Wiederholung in dem dargelegten Slnn
aufgefat werden.

In Beispiel 1 (15.1.) haben wir nacheinander jeweils eine unterschiedliche An-
zahl von Schiilern ausgewihlt. Werden gleiche Anzahlen ausgewihlt, so sind
Zusatzbedingungen zu beachten. Wir veranschaulichen die Problematik zu-
néchst an Hand von Beispiel 2 (15.1.). ‘

B
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16.1.

BEISPIEL 2 (15.1.):.
6 Schiiler 4, B, C, D, E, F sollen

a).in 2 Brigaden zu je 2 bzw. 4 Schiilern,

'b) in 2 Brigaden zu je 3 Schiilern,

c) in 8 Brigaden zu je 2 Schiilern

aufgeteilt werden. Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es ]ewells hJerfur’l

N\

Ist eine GesetzméBigkeit zu erkennen ( 302, Ubersmht) ?

a) o b) e
A B CDEF ABC DEF A B CD EF
AC BDEF ABD CEPF |4B CE DF
AD BCEPF ABE CDPF A B CF DE
AE BCDF ABPF CDE AC BD EF
AF BODE AOD BEF AC BE ' DF
} . ACE BDPF A4C BF D E
BC - ADEPF ACPF BDE AD BC EF
B D ACEF ADE BCF AD .BE CF
BE. ACDPF ADPF BCE AD B F CE
BF ACDE AREBF BOD .- AE BC DF
' ’ -AEH B D CF
CcD ‘A BEF AE BF CcD
CE ABDF AF BC D E
CF ABDE AF BD OCE
AF BE. CcD
DE ABOCPF :
DF ABCE
E F ABCD

Man sollte zundchst in Fall a) nicht einfach nach der Auswahl der zwei
Schiiler fiir die erste Briga.de die jeweils verbleibenden vier Schiiler als
zur zweiten Brigade gehdrend betrachten, sondern vielmehr iibungshalber
diese Auswahl, von unten begmnend ebenfalls systematisch durchfiihren. Es
wird die auf dem Symmetrjegesetz der Binomialkoeffizienten (7 Satz 5 (11.3.))
beruhende HRiickliufigkeit* der’ Buchstaben ‘der zweiten’ Brlgade deutlich.
Wir erhalten also folgende Losungen

4) P29 =

6!
214!

1 6!

21 3131
1 —_—

‘31T arz21al

K(2) KP - — =
: 3'

_K(2>_K<4>_(g)= 15

. 1 (6
@, _ — pp—_——
=K 2!_(3)

1
31

)-(2)-5-
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Bei einer Auftexlung von Sehulérn inn Bngaden mit glemher Schulerzahl 1st

also noch durch #! zu dividieren.

Wir beha,x'ldeln nun die ijoblema,tik allgeméin._

BEISPIEL 3 (15 1):

n Schiiler einer Klasse sollen in r Bnga.den zu je ny, Mg, . . . , 7, Schillern einge-
r .

teilt Werden wobei 2 n; = n, r < -nist und die n; mcht‘notwendjgerweise'

j= 1
vonemander verschieden zu gein brauchen. Die Anzahl der'jeweils unterein-
k
ander glelchen n; werde mit py, Py, . . ., P bezeichnet, wobei 2 1@1 = r und
=1

k < r ist. Welche bzw. wie viele Moghchkelten der Brlgadenbﬂduﬁg gibt es?
Man erhilt

1 n! 1

'P:Pg‘i""z'“""r)'- Z — ' — - — o (*)

| Ar [T »:! j]anl!‘ gpi!,
= i _

Moghchkexten ‘ P
Falls die p; simtlich gleich 1, also'die 7; alle voneinander verschieden sind,
geht Formel (¥) iiber in

n!

(**)

_P — P‘glll,nzv,....,nr) — - .
j=1
BEISPIEL 4 (15 1): !

Es sollen » zu unterscheidende Geschenke ZU Ny, Ny, - - - , B, Stiick an r Kinder
verteilt werden., Im ubngen gelten analog die Voraussetzungen und Bezeich-

nungen wie in Beispiel 3 (15..1.). Welche bzw. wie viele Geschenkverteilungen

sind moglich ¢
Wihrend in Beispiel 3 (15.1.) die Anordnung der Brigaden unbeachtet bheb

weil sie praktisch keine Rolle spielt, ist hier die Anordnung der Kinder noch zu . .

beriicksichtigen. Es ist ja nicht gleichgiiltig, welches Geschenk ein Kmd er-
halt.

Formel (*) in Belsplel 3 (15 1 ) braucht zur Berechnung der Anzahl dleser
Moglichkeiten nur noch, mitr! multipliziert ziu werden.

Zu den Beispielen 3 (15,1.) und 4 (15.1.) sei schlieBlich bemerkt, daB die Frage;
die Anordnung der jeweiligen Teilmengen zu berucksmhmgen oder njcht, ]edes-
mal besonderer Uberlegung bedarf.
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Wir haben dargelegt: Unter bestimmten Bedingungen besteht ein Zusammen-
‘hang zwischen Kombinationen ohne Wiederholung und Permutationen mit
Wiederholung. Entsprechend verhilt es sich mit Kombinationen ohne Wieder-
holung und Variationen mit Wiederholung. GeméB Satz 8 (11.3. ) Folgerung 1,

gilt

n
5()-»
j=0 \J o

Nach den Sitzen 1 (14 4.)und 6 (14.4. ) gllt demnach

K(a) = oy,
BEISPIEL 5 (15.1.):
- Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, belm Kegelsplel insgesamt

0,1,2,...,9 (nicht zu unterscheidende) Kegel auf die vorgesehenen 9 Felder
zZu stellen?

1. Auffassung: Behandlung als Problem von Kombinationen ohne Wiéderholung

Die Menge der Kegel wird in die Menge der Felder abgebildet: Man beantwortet
" also die Frage, wie viele Moghchkelten es glbt aus einer Menge von 9 Elemen-

ten nacheinander 0, 1, 2, 3, . . . , 9 Elemente auszuwéhlen.

Anz’ghl der " Binomial- Anzahl der
Kegel koeffizienten Moglichkeiten

S R
. : ?) 9 -

2 (5) 36

8 | (g) _ 84

4 ) (2) 126

5 (=) . 126

L (6)=(s) |

BB “ -

. (5= (3) 0

; | 6=0) a3

1 Das ,leere” Kegelbild
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Es gibt insgesa;rlt 512 Méglichkeiten.

Diese Aufgabe kann zu interessanten Symmetriebetrachtungen veranlassen.
Da ein Quadrat acht Symmetrielagen hat, gehen bei den Deckabbildungen
einige der Kegelbilder ineinander iiber. Bild 305/1 zeigt als Beispiel die 16 von-
einander ,,wesentlich verschiedenen® Aufstellungen von 3 Kegeln. Die Zahl.
unter jedem Kegelbild gibt an, wie viele Kegelaufstellungen jeweils durch
Deckabblldungen moglich sind.

o o o O O o O O e O O e O O o O O e O O ‘e

e o e 0O o o e O e e o O e o o e e e o e o
° ° ° e 0 [) . ° ° L) . o [e] ° [ . o e ° e O
4 4 8 8 § 8 8
Q e O O e [e} o e o [e] o ° O o [ O & e \® O e
e O o e o o e o o ». o o e O e e e O O o o
* ® o L o0 e o e O e e o e e e O e O o e o o
4 4 4 8 2 4 4

e O o e O e
[o 'Y o e O o
o L] L) ° O [ ]
4 2 305/1

2. Auffassung: Behandlung ql&Problem von Variationen mit Wiederholuné

Die Menge der Felder wird in die Zweiermenge |,besetzt” — ,,frei abgebildet.
Es ist also die Anzahl der Variationen mit Wiederholung von 2 verschiedenen
Elementen zur Klasse 9 zu bestimmen. Man erhilt *V{ = 2° = 512 Méglich-
keiten.

15.2. Auéblick auf weiterfithrende Fragestellungen
der Kombinatorik®

Wir erdrtern zunéichst das kombinatorische Element beim Veranschaulichen
von Mengen mit Hilfe von EvLER-Diagrammen (EvLErR-Kreisen) bzw. VENN-
Diagrammen. :

1In Teil 15.2. hat der Autor Anregungen vera,rbeitet die ihm von VARGA, T., Orszégos Pedagégiai Intézet,
Budapest, vermittelt wurden. .

N
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' Die Fliiche .eines Evrer-Kreises zerlegt das Flichenstiick, in dem dieser
‘Kreis liegt, in zwei Gebiete. Betrachtet man das Innere der Kreisfliche als eine
Menge M, so ist die Menge der nicht im Inneren dieser Kreisfliche liegenden
Punkte die Komplementérmenge M von M . :

Sind zwei Mengen M, und M, gegeben, so ist die in Bild 306/1 dargestellte
Form der Veranschaulichung (zwei einander schneidende (EuLer-)Kreise)
iiblich. Das Flichenstiick, in dem Bild 306/1 liegt, zerfillt in vier Gebiete,
die man wie folgt charakterisieren kann : ’ -

Geblet 1-M, N ,M2 ' M _ My
Gebiet2— M, (M, . A
Gebiet 3 — M, N M, . ~ = N
Y f 4
+ Gebiet 4 — M, N M, = ras 3 | |
M1 Mz 7 - 2 ; 1 % ,’-TL' , 4 g
o 1 ~ﬁ\\\ | ‘jV’_‘/'r ,»_.N
= M sacehbics o)
’/— [ ar. / tj; /
s
7 2 31k 4 V44t
57
% '/
o : :
— I
S : )
B i1l H
‘ T~ ‘ v I
N

306/1 S : : . . 306/2
,Aus Blld 306/2 entnehmen wir entsprechend i

Gebiet 1 ——M1 N M2 N Ma‘ . Gebiet 5 — Mi ﬂ M2 ﬂ M,
Gebiet 2 — M, N M, N M3 Gebiet 6 — My N\ M5 N Ms
Gebiet.3 — M, N M4 N M;., Gebiet:7 — M1 NM,N M4
Gebiet 4 — M, N My M, Gebiet 8 — M1 N M2 N-M,

Es geht um folgendes kombma.torlsche Problem:
Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es,
a) eipe lhllllfznge M;
b) zwei Mengen M,, M,;
c) drei Mengen M,, M,, Ms;

d) vier Mengen M,, M,, M5, M,
in eine Zweiermenge abzubilden? ' S
Anschaulich heifit das festzustellen, Welche bzw. wie viele Moglichkeiten es

‘gibt, jeweils den (das Zeichen M fiir die Komplementa,rmenge von M cha,ra,k-
terisierenden) Querstrich zu setzen oder nicht.

1
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Wir erhalten 'folgénde :.Lﬁsﬁnge"n-:,

1 [} . . | 1 : ] . ; .
a) 2 K(la) — 2 (j) — ot — w'V‘gi) — 9 , \ \ ;
j=0 , o

i=0

. ; o - T o :
2 2 9\ : )
b)Zng’=Z,’(2,>=22=“’Vg’=4. o ' ) "
j=0 © o g=0 \J . _ . : » ‘
3 23 o ‘ |
) K= 2’( >=‘23=""V<2«3’= 8
j=0 im0 \J _ : ‘
4 4 h
d) 2 K9 = Z( ) = 2% — wv(é) = 16
T 4=0 j=0

Im Fa,ll d) benétigen wir zur Vera,nscha,uhchung
1 Gebiet mit nullfacher, ,
4 'Gebiete mit einfacher,’
6 Gebiete mit zweifacher,
4 Gebiete mit dreifacher,
1 Gebiet mit vierfacher ,,Uberdeckung®.

Man uberzeuge sich selbst davon, dafl die Flichen von 4 (EULER- ) Krelsen ‘
-maximal 14 derartige Gebiete erzeugen (welche Gebiete fehlen?). Deshalb '
deformieren wir die EuLER-Kreise geeignet und wihlen zur Veranschaulichung

das in Bild 308/1 dargestellte VENN-Dlagramm, aus dem wir folgendes ent-
nehmen.

{
¥

Gebiet ' | Darstellung Gebiet |  Darstellung.
1 M, N My 0 My N M, 9 M, N M, 0 My M,
2 M, N M, N DMy 0 My 10 M, N M, N My N M,
3 M, N My N M3 N M, 11 | M, N My, 0 My N M
4 MyNMy N My N M, | 12 < | M, 0My 0 My N M,
5 M, NMyNMy M, | 18 M, A M, N My 0 M,
6 M, N M, N Mz 0 M, 14 My N M, N My N M,
7 M, N M/: N M; N M, 5 M, N M, N My N M,
8 M, N M; N My N M, 16 M, N M, 0 M, 0 M,
/ N B :
Gebiet 1: ' 4 mal ,,quer ¢ — nullfache Uberdeckung 1
Gebiete 2, 4, 5, 13: 3 mal ,,quer® — einfache Uberdeckung 4 ,
Gebiete 3, 6, 8, 9, 14, 16: 2 mal »quer zwelfache,Uberdeckung 6
Gebiete 7,710, 12, 15: 1 mal ,,quer* —~drelfache Uberdeekung 4
Gebiet 11: - 0 ma,l wquer” — vierfache Uberdeckung: 1

(=2}
)

Summe: 1
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308/t
In jeder Schachtel befindet sich
hdchstens mindestens
. eine Kugel ‘
7 2 R T B
‘ e Variationen mit Variationen Permutationen
Wiederholung | ohne Wiederholung| ohne Wiederholung
) 6 7 8
J Kombinationen HKombinationen
mit Wiederholung ohne Wiederholung
i
9 70 17 72
| .
73 %4 15 76
, T msn TT_min T
Die Kugeln sind nicht zu unterscheiden

308/2

308

Die Schachteln sind nicht zu unterscheiden
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DA 152
, A .

Man iiberlege, warum bs 4 einstellige und 16 zweistellige Wahrheltsfunktlonen
gibt.

Um einige weitere Fragestellungen zu ermdglichen, kniipfen wir an die Folge
der Beispiele in Teil 14.1. an.

Jetzt sollen m Kugeln in » Schachteln gesteckt werden. Man kann die Proble-
‘matik unter verschiedenen Gesichtspunkten betra,chten

1. In jeder Schachtel befindet sich hochstens eine Kugel.
In jeder Schachtel befindet. sich nicht hochstens eine Kugel (also mehr als
eine Kugel).
2. In jeder Schachtel befindet sich mindestens eine Kugel.
" In jeder Schachtel befindet sich nicht mindestens eine. Kugel (also keine
Kugel).
3. Die Kugeln sind nicht ztt unterscheiden.
Die Kugeln sind zu unterscheiden.
4. Die Schachteln sind nicht zu unterscheiden.
Die Schachteln sind zu unterscheiden.

" Diese einzelnen Moglichkeiten kénnen unterschiedlich miteinander kombiniert
sein und auf dhnliche Weise, wie: das Bild 308/1 zelgt dargestellt werden
(Bild 308/2).

Wir fassen die 16 moghchen Fille, unter den ]ewells genannten Bedingungen m
Kugeln n Schachteln zuzuordnen, in geelgneten Ubersichten zusammen, die
wir empirisch ermitteln.

m . ' m .
1. NU|1 2 3 4 5 6 2. 1 2 3 4 5 6
n n
1 t 1t 1 1 1 .1 1 1 0 0 o0 0 0
2 2 4 8 16 32 64 2 2 2 0 0 0 0
3 3 9 27 81 243 729 3 3 6 6 0 0 0
4 4 16 64 256 45 46 4 |4 12 24 24 0 0
5 5 25 125 625 55 - 56 5 5 20 60 120 120 0
6 6 36 216 64 65 66 6 - |6 30 120 360 1720 720
m m
3, 1 2 3 4 5 6 4, i 2 3 4 5 6
1 1 0 0 0 o0 0 1 1 1 1 1 1 1
2 0 2 0 0 o0 0 2 0 2 6 14 30 62
3 0 0 6 0 0 0 3 00 0 6 36 150 540
4 0 0 0 24 0 0 4 0 0 0 24 240 1560
5 0 0 0 0 120 0 5 0 0 ©0 0 120 1800
6 0 0 0 o0 0 1720 6 0 0 0 o0 0 1720
\
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Einige der bisher erdrterten Arten ‘bzw. Klassen von Komplexionen finden.
wir wieder.

* Fall 1: Variationen,mit Wiederholung
Fall 2: Variationen ohne Wiederholung
Fall 3: Permutationen ohne Wiederholung
Fall 5: Kombinationen mit Wiederholung
Fall 6: Kombinationen ohne Wiederholung

Permutationen mit Wiederholung nehmen im- Aufbat der Kombinatorik eine
gewisse Sonderstellung -éin und kénnen in das ‘hier dargelegte System nicht
eingeordnet werden. .

1

Wir verweisen zuniichst nochmals auf Kombinationen:

Es sei (wie bisher) M die in N eindeutig abzubildende Menge. Dann setzt das
Vorliegen von Kombinationen notwendigerweise voraus, daB die Elemente
von M zu unterscheiden und die Elemente von N nicht zu unterscheiden sind
(und nieht etwa umgekehrt, daB die Elemente von M nicht zu unterscheiden
und die Elemente vo.ri N zu unterscheiden sind) (7 Teil 14.2.). :

N

'Wir erortern lediglich noch die Fdlle 4., 8. und 16. ‘
In den Fillen 4. und 16. ist die Anzahl der verschiédenen Abblldungen von
einer Menge mit 7 verschiedenen Elementen auf eine Menge mit n verschie-

denen Elementen zu ermitteln, wobei in Fall 4. die Anordnung der » Elemente
[

zu beriicksichtigen ist, in Faﬂ 16. nicht..
In Fall 4. gibt es -
- n . . :
Y= 1>’( )(”‘-J)m B
i=0 :
Mﬁg]i_chkeiten, in Fall 16. i -
Z’(—W()n—a)“ o
7 0

Mébglichkeiten, wie ohne Beweis mitgeteilt sei.

e




BEISPIEL 1 (15.2.)
5 Kraftfahrer sollen mit 3 PKW gleichzeitig zu einem Emsatzort fahren. Wie
viele Moglichkeiten gibt es, die PKW zu besetzen, wenn
a) die PKW als zu unterscheiden,
b) die PKW als nicht zu unterscheiden
angenommen werden ?
Losung:

3 3 ; .
a) Es gibt 35 — (1) <25 1 (2) - 15 = 150 Moglichkeiten.
' 1
b) Es gibt T 150 = 25 Moglichkeiten.

—1
In Fall a) gibt es (m 1) Méoglichkeiten, wobei m = n sein muB, wie ebenfalls
n —

ohne Beweis mitgeteilt sei.

BEISPIEL 2 (15.2.):
Welche bzw. wie viele verschiedene 7- ghednge Summendarstellungen ermog-
licht eine natiirliche Zahl m, wobei die Anordnung der Summanden beriick-
sichtigt werden soll?
Wir erértern anschaulich alle dera.rtlgen Zerlegungen der Zahl 5 (Bild 312/1).

| Zerlegung

Anzahl der
Zerlegungen | Summanden

_I_

1

5

44+ |+
DO =

SRR S HE N B R S B

GO = DO DY | = b e = | e

R N W [ = W NN e = | e
S o B e B e S S B
U R S e L B -1 BT O N ST P

[S4

Insgesamt sind das 16 Zerlegungen.

312

~

312/1
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Zu jeder natiirlichen Zahl m gibt es 2! verschiedene Summandenda;rste'l-v
lungen durch natiirliche Zahlen, wobei die Anordnung der Summanden be-
riicksichtigt ist (7 299f. die Gleichungen fiir n = 2, 8, 4, 5).

Die Ubersichten 1. bis 16. (7 309f.) beinhalten zum Teil komp11z1erte Zu-
sammenhénge, aber auch solche, die bereits erortert wurden.

Aus den Ubersichten 6. und 8. lassen sich zum Beispiel durch geelgnete Sum-
menbildung diagonal angeordneter Zahlen die Werte des Nachbereichs der
FiBonaccischen Zahlenfolge entwickeln (7 Beispiele 10 (10.)).

‘
\

15.3. Einige spezielle Formeln

Fiir eine Anzahl Anwendungen von Variationen oder Kombinationen ist die
Beantwortung dreier Fragen von Bedeutung, die durch einfache Uberlegungen
zu strukturentsprechenden Formeln fithrt. "

Wie Viele Kombinationen bzw. Variationen ohne bzw mit Wlederholung von
n verschiedenen Elementen zur Klasse m enthalten

1. k vorgegebene Elemente (0 < k < m),
2. keines von k vorgegebenen Elementen (0 < £k < n),
3. mindestens eines von k& vorgegebenen Elementen (0 < & < n)*

Bevor wir die Ergebnisse iibersichtlich zusammenstellen, beantworten wir
diese Fragen fiir Kombinationen ohne W1ederholung an Hand von Beispielen.

BEISPIEL 1 (15.3.): ,

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Schiiler aus 7 Schiilern 4, B, C,
D, E, F, G derart, fiir eine Delegation auszuwihlen, da 2 bestimmte Schiiler,
etwd F und @, der Delegation auf jeden Fall angehoren? '
Losung:

Obwohl die Lésung sehr nahe liegt, wollen wir zunichst iibersichtlich alle
moglichen Delegationen ermitteln und diejenigen durch (Xx) kennzeichnen,
die ' und G enthalten. ‘

ABCD (Q) ABEF ACEGQ BCDF BDFG (X)

ABOCE (O) ABEG ACFG (x) BCDG BEFG (X)
ABCF ABFG (x) ADEF BCEF CDEF
ABCG ACDE (O) ADEG BCEG CDEG
ABDE (O) ACDF ADF@ (x) BCF@G(x) ODFG(X)
ABDF ACDG@ ~ AEFG (x) BDEF CEFG (X)

> ABDG ACEF BCDE(©) BDEG  DEFG.(x)
313
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" Damit ist bereits ein numerisches Verfahren féstgelegt‘\ Aus den Schiilern

A, B, 0, D, E, F, G sondert man F und G aus und ermittelt die Anzahl der
Mﬁglichkeit.en,» a,u‘s.den 7 — 2 = 5 Schiilern 4, B, C,'D, E-eine Delegq,\tion—

aus 4 — 2 = 2 Schiilern zusammenzustellen. Es gibt (g)= 10 Méglichkeiten:
AB, AC, AD, AB, BC, BD, BE, CD, CE, DE

Genau diesen Delegationen kénnen die Schiiler # und @ zugeord.net werden.
Diese Losung kann man verallgemeinern:

Map sondert aus den n gegebenen Elementen die % bestlmmten Elemente
aus und kombiniert die iibrigbleibenden, (» — k) Elemente zur Klasse (m — k).
Nun fiigt man jeder der so erhaltenen Kombinationen die zuerst ausgesonderter
% Elemente hinzu und erhslt alle und nur die Kombinationen von n ‘verschie-
denen Elementen zur Kla,sse m mib den % bestimmten Elementen.

BEISruf.L 2 (15.3.):

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten glbt es, 4 Schiiler aus 7 Schiilern 4, B,
C, D, E, F, G derart fiir eine Delegation auszuwihlen, daB 2 bestimmte Schiiler,
etwa F und @, von der Delegierung ausgeschlossen sind?. ;
Losung: - l

In der Zusammenstellung aller moglichen Delegationen (7 313) sind die hier
geforderten mit (Q) gekennzeichnet. Num?ansch heit das: Werden F und
G ausgeschlossen, S0 verblelben noch 7 — 2 = 5 Schiiler, namlich 4, B,

5\ 5
C, D, E, aus denen 4 a,uszuwa,hlen sind. Es glbt also (4) = (1) = 5 Moglich- .

keiten.
Allgemein heiBt das, daB die Anzahl der Kombma.tlonen von (» — k)f ver-
schiedenen Elementen zur Klasse m zu ermitteln 1st

BEISPIEL 3 (15..3.):

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Schiiler aus 7 Schiilern A, B,
C, D, B, F, G derart fiir eine Delegation auszuwéhlen, da mindestens einer
von 2 bestimmten Schiilern, etwa. F oder G, der Delegathn a,ngehort’l2 )
Lésung: A -

In der Zusammenste]lung aller moghchen Delega,tlonen ( /1 313) erhalten wir
genau diejenigen Delegationen, die nicht mit () gekennzeichnet sind. Das.
Ergebnis folgt also unmittelbar aus dem von Beispiel 2(15.3.). Von den

" .
(4) = 35Moglichkeiten, aus 7 Schiilern 4 Schiiler auszuwahlen, entfallen genau

die in Beispiel 2 (15.3.) ermittelten Moglichkeiten, so daf in (4) — (4) = 30

Deleg\a,tionen F oder @ vertreten sind. _ ' o

|
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Al_lgemeir; 'gﬂt, daf man dfe gesu‘cufx‘te‘-'An.zahl' von Kombinationen erhlt,
werin man von simtlichen (Z) Kombinatiorien diejenigen (”‘ 7 )Kombi_
. ; : , : ‘ m

- nationen wegliBt, die keines der % Elemente enthalten.

Die Zuriickfithrung von Beispiel 8 (15.3.) auf Beispiel 2 (15.3.) ist fiir der-

artige Fragestellungen (zum Beispiel auch in der Wa,hrscheinlichkeitsreehnung)
wesentlich. ‘
Die entsprechenden Uberlegungen fiir KOmbmatlonen mit Wlederholung und
Variationen ohne bzw. mit Wiederholung uberlassen wir dem Leser.

Die Ergebnisse seien wie folgt iibersichtlich zusammengestells.

[ 1. [ e 5.

Anzahl der :
Kombinationen n—k (n—k
ohne m—k :

Wiederholung

Anzahl der

mit
Wiederholung

m — k

Kombinationen (’n—i—m—l—k) (n +m—1 —]k) (n+ m—l).r (n+m— 1—&

Aﬁzahl der ! ‘

‘Wiederholung

Variationen n—k\C =k Y (- R)]. .
ohne M—km 1\ .m T m]  \ m " ("

Anzahl der RN ,
Variationen mif — . (n — Fym nm — (n — k)™
‘Wiederholung Co \ : ‘

Frage 1 (7 313) 1Bt sich fiir Variationen mit Wiéderholung nicht mit Hilfe
einer Formel beantworten, weil Kombinationen mit Wiederholung von = Ele-

‘menten und’ Variationen mit Wiederholung von » Elementen in derselben

Klasse verschiedene Anzahlen gleicher Elemente enthalten, so daB es nicht
moglich ist, die Zahl der notwendigen Permutationen allgerhein anzugeben.
Die gesuchten Zahlen miissen deshalb von Fall zu Fall ermittelt werden.

Fir Arf‘vvendungen von Permutationen ohne Wiederholung ist es gelegentlich
notwendig zu fragen, in wie vielen Permutationen von n Elementen & (k = n)
vorgeschriebene Elemente

1. in einer bestimmten vorgegebenen Relhenfolge nebeneinander stehen oder
2. in beliebiger Reihenfolge nebeneinander stehen oder

3. an k im einzelnen bestimmten Stellén stehen.
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Man veranschauliche sich diese Aufgabenstellungen an Hand emlger selbst-
gewiahlter Zahlenbe1sp1ele
Lésungen.:
1. Man betrachte die % Elemente als einen Block, so daB jetzt (n — k + 1)
Elemente vorhanden sind. Die gesuchte Zahl der Permutationen betrigt
P, _yy = nm—k+ 1)!. '
2.. Die Elemente des unter 1. genannten Blocks lassen sich auf k! Arten per-
mutieren. Entsprechend 1. gilt
Py= Py Py gy =kl (n—Fk+ 1)l
3. Die k& Elemente sind nicht mit zu permutieren. Es gilt
P, ,=(n—k!. ,

'
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16. Ausgéwéhlte Aufga;benbeispiele der : Kombi-
natorik =

In Teil 16. erdrtern wir eine Anzahl von Beispielen, die nach bestimmten
Sachgebieten und nicht etwa nach den einzelnen Komplexionsarten gegliedert
sind. Wir ‘wollen damit in jedem Falle eine aus der Praxis resultierende Pro-
blemerfassung sichern, die notwendige Bedingung fiir die Anwendung einer
Formel ist. AuBerdem soll damit angedeutet werden, daB fiir die unterricht- *
liche und die auBerunterrichtliche Arbeit mit Schiilern der unteren Klassen
hier eine Vielfalt in der Schulpraxis noch nicht erschlossener Reserven liegt,
die im Sinne des Teiles 13. anwendbar sind. Die hier ausgewéhlten Beispiele
sind weitgehend dem Erfahrungsbereich der Schiiler entnommen.
Kommentare sollen zur selbstindigen Losungsfindung befa,hlgen so daB nicht
alle Ergebnisse explizit ausgewiesen werden. Der Leser versiume nicht, all-
gemein formulierte Beispiele zu konkretisieren, alfo etwa Vama.ble geelgnet
zu belegen.

16.1. | . Komplexmnen von Personen und ihnen gegebenen-
falls zuzuordnender Objekte -

1. Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt eé, p Personen derart auf p Plitze
zu verteilen, daB jeder Person genau ein Platz und umgekehrt zugeordnet
wird? (7 Beispiel 1 (14.2.))

2. p Personen sollen unter den in Beispiel 1. genannten Bedmgungen auf
p Platze wie folgt verteilt werden:
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a) ¢ Personen (¢ < p) sollen in einer festgelegten Re1henfolge ne’benemander
sitzen. | '
b) g Personen (g < p) sollen in- beheblger Remenfolge nebeneinander.
sitzen.
c) q Personen (¢ < p) sollen q vorgeschriet)ene Plitze einnehmen.

" Welche bztv. wie viele Moglichkeiten gibt es jeweils hierfiir?

Falls p = 6 und ¢ = 8 ist, gibt es , o

a) 24, b) 144, ¢) 6 Moglichkeiten. ' {

-

|

3. p =p; + p; Personen mogen derart auf P = p; + p, Plitze verteilt
- werden, daf ]eder Person genau ein Platz und umgekehrt zugeordnet
wird, wobei entsprechend etwa p, Personen auf p, an einem ersten Tisch
stehende Stithle ' und p, Personen auf p, an einem zweifen Tisch stehende
Stiihle zu sitzen kommen sollen. Es darf mcht von einem Tisch zum anderen
»hinitbergewechselt“ werden.

Welche bzw. wie. viele Moglichkeiten gibt es hierfiir?
Dieses Beispiel kann analog fiir beliebig viele Tische formuliert werden.
Falls p; = 3 und p, = 2 ist, gibt es 12 (nicht etwa 8) Moglichkeiten,

4, ‘Aus einer Gruppe von n; Jungen und n, Médchen sollen m; Jungen und m,
Midchen fiir eine Delegation ausgewidhlt werden (my < ny; my < 7).
Welche bzw. wie v1e1e' Moghchkelten gibtes? |, N
Falls ny = 4, my = 2, n, = 5 und my, = 2 ist, gibt es 60 Moghchkelten

" \/
5. Aus einer Gruppe von n, Schiilern sollen zunéchst ng und a.nschheBend
~ von den verbliebenen nochmals n; ausgewshlt werden (ny = ny + 7).
Welche bzw. wie viele Méglichkeiten gibt es?
- Falls ng =1, n2 =2 umd ng\= 3 ist, gibt es 210 Moghchkelten

6. Auf wie viele Arten kann man die 11 Spieler einer Fuﬁbaﬂmannscha,ft als
Stiirmer, Laufer, Verteidiger und Tormann anfstellen ? ' :
Man iiberlege sich -verschiedene Moghchkelten eines Ansatzes.

’ ' \

In den Beispielen 1. bis 6. ist die Anzahl der Elemente der zu betrachtenden

Mengen (Z (M) = m und Z (N) = n) gegeben, die Anzahl der Komplexlonen

dagegen gesucht.

Beispiel 7. demonstriert eine der prinzipiell méglichen Umkehrungen solcher

Aufgaben, némlich Z (N) = n aus den beiden anderen Za,hlen zZu ermitteln

(" Beispiele 6. (16.4.) und 7. (16.4.)). Hieraus ergeben sich fiir den Leser An-

regungen, selbstindig weitere Aufgaben zu formulieren und zu 16sen.
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7. Bei éiner Feier stoBen je zwei der Anwesenden gena.u emmaJ miteinander -
an. Die Gliger erklingen 120mal. Als es zum Tanzen geht, sagt jemand:
-,»Wenn jeder Herr mit ]eder Dame tanzt, so konnen wir msgesamt 60 ver-
schiedene Paare bilden.*

Wie viele Damen und wie viele Herren sind anwesend wenn es mehr -
Damen als Herren sind ?

Aus K(2) = ( )3,= 120 folgt eindeutig % = 16; denn eine negative Anzahl '

von Personen ist sinnlos. Wir bezeichnen d1e Anzahl der Herren mit 5,
die der Damen mit d und erhalten aus d. 4 h = 16 und dh = 60 wegend > h
eindeutig d = 10 und A = 6.

16.2. | Komplexiohen bei Spielen

1 Welche bzw. wie viele unterschledhche Wiirfe sind ‘mit m Wurfeln unter

_den im folgenden genannten Bedingungen moglich ?

(1) Die Wiirfel sollen zu unterschelden (also etwa, verschledenfarblg)

sein. :

(2) Die Wiirfel sollén mcht zu unterscheiden sein:
(a) Die Augenzahlen diirfen 'sich Wlederholen
(b) Die Augenzahlen sind simtlich: vonema,nder Verschleden (m < 6).
Falls.in = 2 ist, gibt es :
(1a) 36; (1b) 30; (2a) 21; (2b) 15
unterschiedliche Wiirfe.

i

2. Welche ‘bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, mit » zu unterscheidenden
Wiirfeln 7,-mal die Augenzahl a,, ngo-mal dje Augenzahl Uy e vy n,-maldie

Augenzahl a, zu wiirfeln, wobei r < 6, Z’ n;=n und 1 <0, < 6 ist?

5 T g=1
: n!
Es glbt P= P;”izf’_‘_za---,"r) L1 S '
. nylng!. .. n,! g :
! . : ’ :
. ‘n . n — Ny . 'ﬂ:—'n:i\.—’nz i . n——ni—.‘..——n,_l
L\m L2 ng o n,
Méglichkeiten. : " B - '

. Ein beliebtes Spiel, etwa zur Festlegung einer durch Los zu ermittelnden
Entscheldung, besteht darin, Miinzen hochzuwerfen und festzustellen,
welche Seite beim Auftreﬂ'en nach oben zelgt Je nachdem, ob ,,Zahl—

319




62

(zeichen)“ oder ,,Wappen® gewihlt wurde, gilt das Spiel als gewonnen bzw.

verloren. ' -

(a) Welche bzw. wie viele verschiedene Wiirfe sind mit k£ zu unterschei-
denden Miinzen méoglich ?

(b) Welche bzw. wie viele verschiedene Wiirfe sind mit & nicht zu unter—
scheidenden Miinzen mdglich?

Falls k = 3 ist, gibt es

(a) 8;(b) 4

Moglichkeiten. (

. Welche bzw. wie viele Steine enthélt ein Dominospiel, bei dem die Zahl-

bilder von 0 bis % gehen?

Ein Dominospiel, bei dem die Zahlbllder von 0 bis 6 gehen, enthilt

28 Steine.

. Auf welche bzw. wie viele Arten lassen sich m, weille und m, schwarze
Steme auf n < 64 Schachbrettfeldern aufstellen, wenn m1 +my < n?
Fiir die “my weilen Steine gibt es

B — (”
n my

Mébglichkeiten. Fur die ms, schwa,rzen Steine verbleiben noch (n — my)
.Felder, also

K(m2) _ n — M1
n-my T m
2

\

Moglichkeiten. Insgesamt erhilt man demnach . .
(mq) y-(mg) n n—m /
K, K =
" (mi)( L) )

Méglichkeiten. my und m, sind miteinander vertauschbar. Man kann das
Problem auch als Ermittlung einer Anzahl von Permutationen mit Wieder-
holung auffassen, wenn man die Anzahl der nicht besetzten Felder mit be-
achtet, und erhilt

P(ml, mg, n—my—mg) _ n!
" my ! Mo ! (B — My —my)!

Moglichkeiten.

. Welche bzw. wie viele Méglichkeiten gibt es, n Spielkarten zu je ny, ny, .
n, an r Personen zu verteilen?
Die weiteren Bedingungen sind den Belsplelen 3 (15.3.) und 4 (15.3.) zu

.oy
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entnehmen. Hier ist- die Fragestellung insofern zu prézisieren, als
zunschst nicht ohne weiteres zu entscheiden ist, ob die Anordnung der (im
-allgemeinen anzahlgleichen) Kartengruppen beriicksichtigt werden soll
oder nicht. Interessieren lediglich die Méglichkeiten einer Kartenver-
teilung, so ist die Anordnung der Kartengruppen glelchgultlg Beim Skait-
spiel sind also zum Beispiel

=
M
135
[

P(10 10,10, 2)

3! 10‘10' 012! 3!

1 32\ [22\ [12\ 1
(10) 10) gao) . — .
baw. K K Ka'e gy (10) (10) (10) 31

= 458 882 401 417 440

Kartenverteilungen moglich.

Um einen Begriff von der Groe dieser Zahl zu vermltteln, sei folgendes
bemerkt:

Wenn von-einer Million Menschen jeder ununterbrochen Tag und Nacht
arbeitete und je Minute die 32 Karten wie vorgeschrieben verteilte, so
wiirden hierfiir etwa 1000 Jahre benétigt.

Um die Zahl der mdglichen Skatspiele zu errechnen, muB noch die Anord-
nung der Kartengruppen beriicksichtigt werden. Die Anzahl der méglichen
. Kartenverteilungen braucht nur noch mit 3! = 6 multipliziert zu werden.
Wir stellen wiederum fest, da8 man dasselbe Ergebnis erhilt, wenn man
von der Verteilung der beiden ,,im Skat liegenden Karten ausgeht. -

KL KGO KA — K@ KL KU

32 (2\2 12) (32 (30 20

10/ 10)'(10 —\ 2/ "\10/ "\10
. Welche bzw. wie viele Tlpmoghchkelten gibt es bei einem FuBballtoto mit

12 Spielen?
Fiir zwei Spiele gibt es neun Méglichkeiten.

. Welche bzw. wie viele Tipmoglichkeiten gibt es bei einem Zahlenlotto
5 aus 90 bzw. 6 aus 49? :

Die Losung sei zunichst dem Leser iiberlassen.

Man nehme nun an, da jeweils genau so viele Tlpschelne vorliegen mogen,
wie soeben ermittelt wurden.

Wie viele Tipscheine mit (6), 5, 4, 8, 2, 1, 0 nchtlgen Zahlen gibt es dann ‘

jeweils insgesamt?
Man kann sich das, etwa am Belsplel eines Zweiertips bei 5 aus 90 dar-
gelegt, wie folgt iiberlegen:
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Von den fiinf Treffern wurden zwei getippt; das ergibt

5\ ’ '
K(-"-) — ( ) ; o
\2 . R {

Moghchkelten ' 1
Von den 90 — 5 = 85 nicht gezogenen Zahlen stehen jeweils noch 3 auf
dem Tipschein; das ergibt '

o 85
- g = (%)
v 85 ( 3 )

Méoglichkeiten. | ‘
. - Da jeder der K(z) »richtigen“ mit jedem der K(5 »falschen® Tips kombiniert
werden kann, ergeben sich :

o . B (8D
sz ()1

Zweiertips.

Addiert man siamtliche T1pmoghchke1ten jeder Art einschlieBlich der An- ‘
zahl derjenigen Tips, die keinen einzigen Treffer enthalten, so ergibt sich.

die bei der ursprunghchen Aufgabenstellung (7 Beispiel 7.) ermittelte .
Gesamtzahl. R .

Die Ergebnisse seien zusammengestellt.

g

[ Art der Tips 5 aus 90 6 aus 49
i \ /43)\
Sechsertips : — . (Z) ( O) = 1
5\ (85 : 6\ [43\
i = 1 . ) ==
Fntotps () (5) () ()= e
Viererti (5) (85) 425 (6) (43) = 13545
ertipe \a/\1) 4 \e/) = ,
L 5\ (85 - (6 (43 .
.| Dreiertips (3) (2) = 35700 /(3) (3 ) = 2%6,820 7
Zweiertip: (5) (85) = 987700 (6) (43) = 1851150
ertips 2/ \3) = o/ \a) = '
4 5\ (85 A 6\ (43 s
Einertips (1) (4) = 10123925 (1) (5) = BT75588
l i'ehui (5) (85) 32801517 (6) (43) 6096454
ps o/\s) = ' o/ \e) = °F
Summe , (9:) = 43949268 (469 = 13983816

\
satzzahl.

322

!

Wir erdrtern am Beispiel 6,aus 49 noch das Proble

B

der sogenannten Zu-




BN

Die Zusatzzahl erd stets alg swbenteZa,hl gezogenundlst nurfur dle]emgen '

Gewinner von Interesse, d1e em@n Funftertip haben. ,,Funf Rléhtage mit
Zusatzzahl“ sind gewonnen, wenn auBer den fiinf srichtigen Zahlen die Zu-
satzzahl als sechste Zahl richtig getippt wurde. Die Zusatzzahlist von den-
sechs urspriinglichen Tips stets einer der ,,falschen“. Ist er der richtige, so

: 6 o : 6
- gibt es (5) 1= 6Moglichkeiten. Ist er es nicht,so gibtes( ) 42 = 252 Mog-
: hchkelten Insgesamt erhiilt man Wleder 6 252 258 Moghchkelten

¢

163, Komplexionen von Grundziftern und Buchstaben

Da Grundziffern und Buchstaben zur Symbohswrung von Komplexionen
dienen, kénnen die meisten Beispiele dieses Teiles sachbezogen unterschiedlich
interpretiert werden.

1. 'Welche bzw. wie viele m-stellige Ziffern lassen sich aus n Grundziffern ohne
Verwendung der Null bilden (n < 9)? Wenn eindeutige Losbarkeit verlangt
wird, ist einé Zusatzangabe erforderlich.

-a) Grundziffern diirfen sich wiederholen.

b) Grundziffern diirfen sich nicht Wlederholen Dann gﬂt m<n. -

Es ergeben sich die Lisungen
a:) W’V;m) = ’l’.b )

b) Vim '=(”-)‘-mz.

Wenn m = » isﬁ, erhélt man Perinutationexi‘.
Sie sind in Fall a) durch folgende Formulierung gekennzeichnet:
Welche bzw wie viele n-stellige Zlﬂ'ern lassen sich bllden Wenn ny, Ny, . . ., N,

Grundziffern iibereinstimmen, Wobe1 r < 9und 2’ n; = n ist? (n braucht
’ j=l1 .-

natiirlich jetzt keiner Elnschrankung unterworfen zu werden.)

Man erhilt ' : T

p P(nl, 795 ox 05 Ny) 7!
" ny! ny! - - !
1. 9 . .. 1oy -

(n)(n——'ni),(n-—vni—nz)_ o n— ny — ...—n,_l).
7y Ty © Ny 0N n,

Moglichkeiten.

\
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16.3.
In Fall b) erhilt man P, = n! Moglichkeiten.

2. Man ermittle die Summe aller Zahlen, deren n-stellige Ziffern durch Per-
mutation von n verschiedenen Grundziffern ohne Verwendung der Null
gebildet werden konnen (n < 9).

Lésung: ,
Wir bezeichnen die Grundziffern etwa mit ay, @, . . ., ay. Jede Grundziffer
erscheint an jeder Stelle der Ziffer (n — 1)!-mal. Die Summe der ,,Einer®,
»Zehner®, . . . betrigt jeweils (a; 4 a5 + . . . 4+ ag) (n — 1)!. Beriicksichtigt
man nun noch jeweils den Stellenwert, so gilt

S_(ai+a2+ a,) (n — 1)1 (1 4 10 4 102 ... 4 10"7Y).

10" —1
Wegen Satz 2 (12.) kann der letzte Faktor dieses Produkts durch — —

ersetzt werden.

3. Man ermittle die Summe aller Zahlen, deren m-stellige Ziffern aus n < 9
Grundziffern ohne Verwendung der Null gebildet werden kénnen, wenn
sich diese Grundziffern wiederholen diirfen. '

Losung:
Unter Verwendung der in Beispiel 2. angestellten Uberlegungen erhiilt man

10" — 1
s=(a1+a2+.a.—f—an)-nm‘1-——9——.

Den bisher stets a,usgeschlosseneﬁ Fall der Verwendung der Grundziffer 0
wollen wir in Beispiel 4. allgemein behandeln.

4. Welche bzw: wie viele m-stellige Ziffern lassen sich aus n Grundziffern
bilden, wobei mindestens einmal die Null vorkommen soll (» < 10)?
Es sei hier der im allgemeinen iibliche Fall behandelt, daB die Null als erste
Stelle einer Ziffer nicht geschrieben wird. Die weitere Gliederung erfolgt
entsprechend Beispiel 1. Man erhdlt die Losungen:

;’) leflm) _ wV’fLm—i) = g™ — pm 1 __ (n . 1) ,nm 1
n\ n —

b v — v = () m— ("7

=nm—12n—2)-...- (n—m+ 1)
Denkt man sich ndmlich die moglichen Ziffern jeweils in (» — 1) Spalten,
mit 1, 2,..., (» — 1) beginnend, angeordnet, so stehen in jeder Spalte
in Fall a) »™~%, in Fall b) dagegen wegen der auszuschlieBenden Wieder-
1
1) (m — 1)! Ziffern,

holung nur ( "
. m —
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. h N B
Ist insbesondere m = n, so liegen Permutationen vor. Fiir Fall a) sei die
Aufgabe wie folgt formuliert:
Welche bzw. wie viele n-stellige Ziffern lassen sich bilden, wenn =, die
Anzahl der Nullen bezeichnet und im iibrigen 7, 7, . . ., n, andere Grund-

B r
ziffern tibereinstimmen, wobei r < 10 und 3/ m; = n ist? (n braucht hier
j=1 ’
wieder keiner Einschrinkung unterworfen zu werden.)
Es ergeben sich

(N4, 09,...,7p) (ng—1,n2,... 7,)
Pn, —Pn—l

Y

. n! (n — 1)
Tomglmgl e om! (g — D)Imple ... m,!
(o —mny) (n— 1)! ‘

Nyl gl - ... m,!

Mbglichkeiten.
In Fall b) erhilt man

P,—P, ,=nl—n—1)!=@n—1)(n—1)!
Moglichkeiten.

Die Uberlegungen, wie die Beispiele 2. und 3. unter Verwendung der Null

zu modifizieren sind, tiberlassen wir dem Leser.

Einige der in diesem Teil bisher erdrterten Beispiele lassen sich auf Buch-
staben oder Buchstabengruppen (Silben) iibertragen, wobei die Einschréin-
kung beziiglich n, entsprechend dem zugrundeliegenden Alphabet, abzu- -
andern ist. Diirfen einzelne Buchstaben am Wortanfang nicht erscheinen, so
ist wie in Beispiel 4. mit der Null zu verfahren.

5. Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, m, Konsonanten und m,
Vokale aus einem Alphabet von n; Konsonanten und n, Vokalen zu von-
einander verschiedenen Wortern zusammenzusetzen (myq < my, msy < ng)?
Es gibt . ‘ -

- N EAYES |
Kﬁu )ngnz) Pm.;‘i-mn = (mi) (mz) (my + my)!
Moglichkeiten.
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16.4. o , ~ Komplexionen von Ohbjekten 'vérscinie&ene_r Bereiehfe

In diesem Teil sollen noch einige fiir die Kombinatorik typlsche Probleme aus
verschiedenen Bereichen erdrtert werden, die im wesentlichen der Erfah-
rungswelt der Schiiler entsprechen. . ‘

1. Simtliche Arten von Komplexionen lassen sich mit Hilfe bestimmter
Farbgestaltungsitbungen (auf Gitterpapier, zum Belsplel in den Rechen-

. heften) darstellen Einige Beispiele seien genannt. )

1.1. Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, jedes von m nebeneinander-
hegenden Kistchen mit genau einer von n Farben zu kennzeichnen?

1.2 Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, auf m vorgesehene Stellen'
jeweils genau ein Stabchen zu-legen, wenn die Stabchen in » Farben, im
iibrigen aber nicht zu unterscheiden, zur Verfugung stehen?

1.3. Welche bzw. wie viele Moghchkelten glbt es, m-streifige Fahnen aus n
Farben zusammenzustellen? Die ,,Streifen® mdgen einander paarweise
kongruent sein und entweder Waag/erecht oder senkrecht aneinander-
gefiigt werden. Dabei soll zunichst von den praktischen Gegebenheiten
her m beziiglich n keinerlei Einschriinkung unterworfen sein, insbesondere
sollen in den Beispielen 1.2. und 1.3. geniigend Stéibchen bzw. Strelfen
jeder der n Farben zur Verfiigung stehen.

Dann sind diese Beispiele etwa im Sinne des Beispiels 1 (16 2.) nach
Farbverschiedenheit und -wiederholungen zu - prizisieren bzw augch
"lediglich auf den Permutatlonsfall zu beschrinken.

2. Auch in Verbindung zur Musik sind alle Arten von Komplexionen zu
veranschaulichen und durch geeignete. Methoden (Notennamen, Grund-

' ziffern, Jale) optisch, akustisch oder motorisch darzustellen. Der Einfach- .
heit halber mogen stets gleiche Tonléinge und gleiches Tempo voraus-
gesetzt werden. Variationen (bzw. Permutationen) erhélt man dann zum
Beispiel durch Tonfolgen, Kombinationen durch Akkorde, wobei hier der
Wiederholungsfa;ll etwa bei mehrstimmigen Sﬁtzen Qrsc}ieint. ‘

Wir fiberlassen es dem Leser die Ausfithrungen unter 1. und 2. seinen In-
_ teressen entsprechend zu konkretisieren.

3. Anwendung_en von Zeichenkomplexionen ergeben sich beim Morsealphabet 7
und bei der Blindenschrift. ' :

3.1. Welche bzw. wie viele Moghchkelten gibt es, Punkte oder Striche nach
' der Art des Morsealphabets zusammenzustellen, wenn fiir eine Kom-
plexion héchstens ‘m Elemente verwendet werden diirfen?
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.Esglbt 2 ”W — 2’ o Moglichkeiter.

i<l . i

3.2..

4.1,

- 4.2

Welche bzw. wie viele Moglichikeiten gibt es, m Punkte nach der Art der ~
Blindenschrift auf » Stellen eines bestimmten Schemas : zu Vertexlen, 7
wenn m jeweils alle Werte von 1 bis # annehmen da.rf ¢ r

2 [y ‘
Es gibt 2 K)= )] (.9) Moghchkelten fiir n = 6 also 63. ;

j=1 - i=1

Soll auch m = 0 zugelassen Werden, erhilt man

n G . 2 (n ¢ .
NEp= 3 )="Tr =2

j=0 i=0

Méiglibhkeiten.

Welche bzw. wie viele Moglichkeiten gibt es, m verschiedene Briefe in n
zu unterscheidende Umschlige,zu stecken, wobei m < » ist und ]edem
Brief genau ein Umschlag und jedem Umschla,g hichstens ein Brief zu-
geordnet werden soll? . |

Wir iiberlassen die Losung dem Leser

Jemand hat an 4 Empfinger je einen Brief und auch dle Adressen a,uf
4 Umschlage geschrieben. Welche bzw. ;wie viele Moghchkelten gibt es,
die 4 Briefe derart in die 4 Umschlége zu stecken, daB kein einziger Brief
in den fiir ihn bestimmten Umschlag zu liegen kommt? Dabei soll jeder -

- Brief jeweils genau einem Umschlag und umgekehrt zugeordnet ‘werden.

_ Zur Losung kann man zunéchst alle 24 Permutationen angeben und dann

alle und nur diejenigen aussondern, bei denen mindestens ein Element

. den ihm)in natiirlicher Anordnung zukommenden ,,Platz® einnimmt. Im.

vorliegenden Fall verbleiben 9 Moglichkeiten.

Aus einer solchen Ubersicht sind auch noch andere mteressante Ein-

5.1.

5.2,

sichten anschaulich zu gewinnen. Se ist es dem Text dieses Belsplels zZu- -
folge nicht moglich, daB genau ein Brief in den nicht fiir ihn bestlmmten
Umschlag gesteckt werden kann.

Welche b'zw wie viele ’Verbindunésgei'a,den sind zwischen n = 2 Punkten
einer Ebene hchstens moglich, wenn keine drei Punkte auf ein und der—
selben Geraden liegen?

Das zu 5.1. (bezughch der pro]ektlven Ebene) duale Pro{)lem heilBt:

In welchen bzw. in wie vielen Punkten einer Ebene kénnen n = 2 Ge-
raden einander hochstens schneiden? Es diirfen dabei weder drei-Ge-
raden durch gena,u einen Punkt gehen noch zwei Geraden einander par-
allel sein.
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~ liegen, wobei jedes der m=38,r< %, r<
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LaBt man die Zusa.tzbedmgungen weg, so sind folgende 'Uberlegungen
moglich.

In Fall 5.1. mbgen: von den gegebenen Punkten n, auf einer ersten Ge-
raden, n, auf einer zweiten und schlieBlich 7, auf einer r-ten Geraden

n—1 n—2

oder r < ist,

je nachdem, ob n = 0 (mod 3), » =1 (mod 3) oder n=2 (mod 3) und.

r
) m; < nist. Dann erhilt man

r n : n; |

EP— Y ‘2’+f—()—2(’)+r (1)
N e 2) A\ ,

Verbindungsgeraden. : .

In Fall §.2. ist Formel (1) ebenfalls anzuwenden, sofern man annimmt,

daB durch einen ersten Punkt n, Geraden, einen zweiten n2 und schlieBlich

einen r-ten Punkt n, Geraden gehen.

Es moge s die Anzahl etwa vorhandener Parallelengeradenbuschel be-

zeichnen, wobei s < ? bzw.s < ist, je na,chdem, ob n gerade oder

ungerade ist. Ein erstes Parallelengeradenbﬁschel enthalte p,, ein zweites
p2 und endlich das s-te Parallelengeradenbiischel p, Geraden, wobei

Z’ p; < nist. Die Anzahl der Schmttpunkte erglbt sich nach der Formel

i=1 .
k- g xo=()- 0. ®

i 2/ 1 \2 ‘
Zur allgemeinen. Losung des Belsplels 5.2. sind die Formeln (1) und (2)
wie folgt zu komblmeren :

wp - gry- yapee=()- 20 - 2()

=1 =1 2 i-1\2 =1 \2

Auf einer Eisenbahn-Nebenlinie wurden mehrere neu errichtete Bahn-

hofe in Betrieb genommen. Fiir alle Stationen dieser Linie sollten neue

Fahrkartensitze fir den Personenverkehr auf dieser Strecke gedruckt

werden, so daf auf jeder Station dieser Linie Fahrkarten fiir jede schon

vorhandene und neu hinzukommende Station dieser Linie vorhanden sein

sollten. Es waren 38 Fahrkartensitze zusétzlich zu drucken.

Wie viele Bahnhiofe lagen an dieser Nebenlinie, und wie viele waren neu

gebaut worden?

Nach den gegebenen Bedingungen lagen bisher & > 2 Bahnhife an dieser

Linie; n = 2 Bahnhife waren neu gebaut worden. :



7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

AP e 164,

Demnach gilt: , -/

e o

nn+2k—1)=38,

woraus eindeutig n = 2 und £ = 9 folgen.
In der Umgebung eines Erholungsortes sollen & Wanderwege durch je

= 2 farbige, einander parallele Striche gekennzeichnet werden.
Es ist jeweils die kleinstmogliche Anzahl n der bendtigten Farben unter
folgenden Bedingungen zu ermitteln:
Die Reihenfolge der Striche ist zu beachten, und beide diirfen von gleicher -
Farbe sein. Es gilt *V® = n2 >k, alson = k.
Hier und in den Beispielen 7.2. bis 7.4. gilt das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn sich fiir # eine natiirliche Zahl ergibt; in allen anderen Fallen
gilt das GroBerzeichen. Dann aber ist auf die néichsthohere natiirliche Zahl
aufzurunden.
Die Reihenfolge der Striche ist zu beachten, und nicht beide diirfen von
gleicher Farbe sein. Es gilt V¥ = n (n — 1) = &, also

"z +V—+k ”2—"—V—+"

Hier und in den Beispielen 7.3. und 7.4. ist fiir & > 0 die Diskriminante
1 .
D> ox so daB jeweils die zweite Losung der quadratischen (Un-)Glei-

chungen auBerhalb des Bereichs der natiirlichen Zahlen liegt und deshalb
fiir dieses Problem bedeutungslos ist. Sie wird nicht mehr angegeben.

Die Reihenfolge der Striche ist beliebig, und beide diirfen von gleicher
Farbe sein.

n>———|—‘/ +2k.

D1e Reihenfolge.‘der Striche ist beliebig, und nlcht beide diirfen von
gleicher Farbe sein.

Es gilt K@ = (:) > kalso
1 V1 ok
n = — —_— .
SR
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