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' Vorwort

Dieses Buch ist fiir Studenten an Instituten fir Lehrerbildung der Deutschen

Demokratischen Republik geschrieben. Es wendet sich auch an Lehrer der unteren
Klassen der allgemeinbildenden polytecnnischen Oberschule der DDR und méchte
von allen, die sich iiber einige Grundlagen der Mathematik informieren oder vor--
handene Kenntnisse auffrischen wollen — Schiiler der oberen Klassen, die sich be-
sonders fiir Mathematik interessieren, nicht ausgeschlossen — gelesen werden.
Dieses Buch verfolgt das Ziel, die mathematische Bijldung der Lehrer in den unteren
Klassen. vor allem in Hinsicht guf die Grundlagen der Mathematik zu festigen und
.zu vertiefen. Es trigt dazu bei — so hoffen die Verfasser —, das Gesetz iiber das
einheitliche sozislistische Bildungssystem zu realisieren und die Kenntnisse und
Fahigkeiten unserer Schiiler zu erhdhen.

Das Buch gliedert sich in die folgenden drei Teile:

A Einfiihrung in die mathematische Logik

B Einfiihrung in die Mengenlehre

C Aufbau der Zahlenbereiche

Im Teil A beschrinken wir uns auf die (zweiwertige) Aussagenlogik und sagen
einiges iiber Quantifizierung. Am SchluBl dieses Teiles wird das logische SchlieBen
- behandelt, soweit es fiir den Lehrer notwendig erscheint.

Wir sind davon iiberzeugt, daB nach dem Durcharbeiten dieses Teiles die bei

manchem noch vorhandene Scheu vor der Beschiftigung mit Fragen der mathe-
matischen Logik genommen ist, daB sich der Leser vielmehr, von der NotWend1g-
‘keit uberzeugt hat, sich in derartige Probleme hineinzudenken und da8 er einen
Einblick in einige Anwendu smoglichkeiten gewonnen hat.

Im Teil ‘B begegnen wir mnégder Einfiihrung in die Mengenlehre einem Funda-
ment der Mathematik. Hier, wie auch in den beiden anderen Tellen, werden wir

immer wieder an die Kenntnisse der Studenten aus dem Unterricht in der allgemein-

bildenden polytechnischen Oberschule ankniipfen und sie einbeziehen. In den ver-

schiedenen Arten der Beziehungen in Mengen und zwigthen Mengen wird die Durch-

dringung von Mengenlehre und mathematischer Logik besonders deutlich.

Im Teil C werden die verschiedenen Zahlenbereiche mit ihren Gesetzen und Be-
ziehungen behandelt. Nach dem mengentheoretischen (genetischen) und axioma-
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tischen Aufbau des Bereiches der natiirlichen Zahlen (N) kommen wir iiber die
Menge der gebrochenen Zalilen (R*) zur Menge der rationalen Za.hlen (R) und schlieB-
lich Zum Bereich der reellen Zahlen (P).

Die Erweiterung des Bereiches der natiirlichen Zahlen zum Bereich der ganzen
Zahlen werden wir nlcht behandeln; wir schlieBen uns damit dem Vorgehen in
der Schule an.

Dem Zweck des Buches angemessen ist der Bereich der natiirlichen Zahlen sehr
ausfiihrlich dargestellt, die weiteren Bereiche sind dann anschaulicher behandelt
und die entsprechenden GesetzmiBigkeiten teilweise weniger streng begriindet.
Diese Teile tragen stirker informatorischen Charakter.

VerfaBt wurde das Buch auf Anregung des Ministeriums fiir Volksblldung mit
Unterstiitzung des Mitarbeiters der Hauptabteilung Lehrerbildung im Ministerium
fiir Volksbildung, Studienrat ScmoLL, von ‘Mitgliedern der Zentralen Fachkom-
mission Mathematik fiir Institute fiir Lehrerbildung und von Lehrern aus Insti-
tuten fiir Lehrerbildung. Wir danken allen, die uns bei der Entstehung und bei
-der Korrektur geholfen haben, besonders Herrn Prof. Dr. Warsca (Martin-Luther-
Universitit Halle) und Frau Dr. Dtrr (Humboldt-Universitdt Berlin), und sind
dankbar fiir jeden Hinweis, der zu einer Verbesserung dieses Buches fithren kann.

Die Autoren
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1. Gegensta.nd Anwendung und Bedeutung
der mathematischen Logik

Im Teil A 1. wird der Gegenstand der mathematischen Logik umrissen, und ihre
Stellung im System der Wissenschaften wird charakterisiert. Ausfiihrungen iiber
die Anwendung der mathematischen Logik in den technischen Wissenschaften
sowie iiber die Bedeutung des-Studiums der Logik fiir den Lehrer erginzen diese
Darstellungen.. Weiterhin werden einige Verfahren der Begriffsbestimmung, die
im Mathematikunterricht hiufig Anwendung finden, erliutert.

1L.1. Gegenstand der mathematischen Logik

Im allgemeinen Sprachgebrauch begegnen wir oft der Fqststellung »Das ist doch
logisch!** Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, daB z. B. eine Behauptung
klar und folgerlchtlg ist und als verniinftig angesehen wird. Wenn uns ein Gedanken-
gang unsinnig, d. h. nicht folgerichtig erscheint, bezeichnen wir ihn als unlogisch,
also nicht der Logik entsprechend. Seletveretﬁndlich geniigt eine solche .aus der
Erfahrung hergeleitete und oft auch gefiihlsméBig bestimmte Erklirung des Begriffes
Logik nicht den Anforderungen einer wissenschaftlichen Betrachtung. Wir erken-
nen jedoch durch den Bezug zum téglichen Leben die Bedeutung, die dieser
Disziplin zukommt, und den Gegenstand, mit dem sich die Logik befaBt. Sie be-
schiftigt sich mit dem Denken, der hochsten Form der psychischen Tatigkeit des
Menschen.

Das Wort ,,Logik‘‘ stammt aus dem Griechischen, und dort bedeutet ,,logos*‘ u. a.
soviel wie ,,Gedanke*, ,,Wort*, ,,Vernunft*, ,, Denklehre*‘. Wir haben es also
hier mit Problemen zu tun, die schon seit vielen Jahrhunderten Untetsuchungs-
gegenstand der Wissenschaftler sind.

Nun beschéftigen sich natiirlich auch andere Wissenschaften mit dem Denken.
Durch die fortschreitende Entwicklung und Vervollkommnung der menschlichen
Gesellschaft und durch die damit verbundene quantitative und qualitative Erwei-
terung des Wissens traten und treten immer neue Gebiete hinzu, die mit Denk-
prozessen im Zusammenhang stehen.
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Vom Ursprung her ist dae LOglk mit. der Philosophie verbunden, denn. der dmlek-.-
tische und historische Materialismus als philosophischer Bestandteil der marxi-
stisch-leninistischen Weltanschauung ist ,,die Wissenschaft von den allgemeinesi
Bewegungsgesetzen der Natur, der Gesellschaft und des Denkens (Erkennens)
sowie der Stellung des Menschen in der Welt® (£ [12], S. 418). Die mathematische:
Logik ist ein Beispiel dafiir — in der gegenwiirtigen Entmoklungsetappe konnen:
viele solcher Beispiele genannt werden —, daB unter Einbeziehung der Mathemablk
bedeutende Fortschritte erzielt werden konnen
Als Bindeglied zwischen der Philosophie und der Logik ist die Erkenntnlstheone
anzusehen. Sie untersucht, welches Denken richtig ist und wann. Denken richtig ist.
Auch die_Psychologie untersucht neben anderen psychischen Prozessen und den
psychischen Eigenschaften der Personlichkeit das Denken. Allerdings geht es
dieser Wissenschaft darum zu ergriinden, wie das Denken verlduft und welche Rolle
entsprechende Bedingungen dabei spielen.
Logisches Denken gibt es bereits so lange, wie die Menschhelt existiert.  Die Logik
als Wissenschaft ist aber auch schon iiber zweitausend Jahre alt. Es sind Nachweise
vorhanden, daB sich bereits im 5. Jahrhundert v. u. Z. Inder, Chinesen und Juden
mit der Logik beschéftigten. Im antiken Griechenland haben sich besonders
X ENON, SOKRATES und PLATON um sie verdient gemacht. Als eigentlicher Schépfer
der formalen Logik gilt der griechische Philosoph ArIsToTELES (384 bi§ 322 v. u, Z.)..
Er stellte Begriffe, ihre gegenseitigen Beziehungen, daraus ableitbare Urteile und
Schliisse systematisch zusammen und schuf mit den Syllogismen einen klaren
formalen Aufbau. Der Satz ;,Sind zwei Grofen einer dritten gleich, so sind sie auch
einander gleich*, der bereits in jener Zeit ausgesprochen wurde, findet auch heute
noch in dieser Formulierung Anwendung.
Im Zusammenhang mit Grundlagenuntersuchungen in der Mathematik und in
anderen Wissenschaften erfolgte die Weiterentwicklung zur mathematischen Logik.
Diese neue Disziplin ist eine qualitativ hohere Stufe der formalen Logik und durch
einen hoheren Abstraktionsgrad sowie durch neue Erkenntnisse gekennzeichnet.
Die Emwukung der Mathematik auf die Logik besteht darin, daB man von der’
Logik eine Theorie des mathematischen Folgel;ungsbegnffes und die méglichst
genaue und vollsténdige Erfassung der SchluBweisen der klassischen Mathematik
fordert.
Die Mathematisierung der Loglk besteht vor allem in der Anwendung mathe-
matiséher Methoden und in einer stirkeren Formallmerung
Aus der Philosophie heraus entstanden und nach wie vor mit ihr eng verkniipft,
hat sich die matheinatische Logik zu einer Teildisziplin der Mathematik entwickelt,
die fiir die anderen mathematischen Disziplinen Grundlagencharakter besitzt. Sie
durchdringt. alle mathematischen Gebiete und jedes menschliche Denken und ge-
winnt deshalb stindig an Bedeutung, zumal ihre Entwicklung noch nicht abge-
schlossen ist.
Wir werden in unserem Lehrbuch nur die Grundlagen der klasslschen zweiwertigen
Logik betrachten. Dabei handelt:es sich um die ersten Schritte in das umfangreicke
Gebiet der mathematischen Logik, die neben der zweiwertigen Logik noch andere
Logiken umfagt..
Die mathematische Logik stellt ferner Grundlagenuntersuchungen an, bei denen
formalisierte Theorien untersucht werden, und-zwar besonders hinsichtlich ihrer
Aziomatisierbarkeit, Definierbarkeit, Entscheidbarkeit, Unabhdngigkeit, Vollstandig-
keit und Widerspruchsfreiheit. Man spricht dabei von metamathematischen Unter-
suchungen. Im Rahmen dieses Lehrbuches ist es allerdings nicht méglich und.
beabsichtigt, niher darauf einzugehén. Wir verweisen deshalb auf ,,Fachtheore-:
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“tische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische Hihweise zur Unter-
richtsgestaltung* von Dipl.-Pidd. HorsT STARKE und Dr. WorLrram TORKE (7 [21]).
Dort.wird die Frage des Aufbaus einer Theorie angeschnitten. Auf ein Problem
soll aber in diesem Zusammenhang eingegangen werden, nimlich auf die Unter-
scheidung zwischen einer natiirlichen Sprache und einer Wissenschaftssprache.
Als natiirliche Sprache bezeichnen wir die Sprache des tiglichen Gebrauchs. Bei
der Verwendung fiir wissenschaftliche Darstellungen treten bisweilen Mingel der
Sprache in Erscheinung, die sich dadurch bemerkbar machen, daB8 exakte Formu-
lierungen nicht méglich sind. Die Wérter erfahren nach und nach einen Bedeu-
tungswandel, durch verschiedene Wérter wird der gleiche Sachverhalt ausgedriickt
(z. B. ,,Pferd*, ,,RoB*), die Begriffe sind nicht immer fest umrissen (z. B. , kalt*,
,,warm'‘‘), auch sind die grammatischen Regeln nicht immer eindeutig.
Deshalb entwickeln die einzelnen Wissenschaften durch Festlegungen einen be-
stimmten eindeutigen Fachwortschatz (Terminologie des Faches). Natiirliche
Sprache und Terminologie der Wissenschaft zusammen ergeben dann die Wissen-
schaftssprache dieser Disziplin. Dabei werden stindig Wérter aus der natiirlichen
Sprache in den Fachwortschatz und umgekehrt iibernommen. Z. B. hat die Mathe-
matik das Wort ,,Menge‘ von der natiirlichen Sprache ubernommen und ihm eine
bestimmte Bedeutung zugemessen. ,,Plus‘‘ und ,,minus* gmgen in die natiirliche
:Sprache iiber. Das reicht. aber nicht aus, um alle oben umrissenen Mangel der
natiirlichen Sprache zu beseltxgen Klarheit und zugleich eine gewisse Verein-
fachung in der Darstellung wird in verschiedenen Wissenschaften (z. B. Chemie,
Mathematik) erst dadurch erreicht, daB die Sprache symbolisiert bzw. formalisiert
wird.
Im wissenschaftlichen Sprachgebrauch ist es besonders wichtig, eine klare Unter-
scheidung zwischen einem Objekt (einem Element der Realitdt), seinem gedank-
lichen Abbild (das nur im menschlichen BewuBtsein existiert) und einem sprach-
lichen Zeichen (das man zum Beispiel durch Horen oder Sehen walirnehmen kann)
vorzunehmen. Zwischen ihnen bestehen folgende Beziehungen.

Ein Zeichen ist eine Existenzform eines Abbildes.

Ein Abbild ist eine Bedeutun'g eines Zeichens.

. Ein Zeichen ist ein Name, eine Bezeichnung fiir ein Objekt.

Ein Objekt wird durch ein Zeichen bezeichnet.

Weiterhin sind die verschiedenen Sprachstufen zu beachten. Eine Theorie bezieht
sich auf bestimmte Objekte (das kénnen z. B. auch mathematische Objekte sein,
die selbst bestimmte Abstra.ktlonsprodukte sind), bedient sich also der Objekt-
sprache. Wird dagegen eine Theorie untersucht, so nennt man diese Theorie
zweiter Stufe Metatheorie. Diese bedient sich dann einer Metasprache.

BEISPIEL 1 (1.2.): : .
a) , 24+ 2= ‘(1“ ) Diese Aussage der Mathematik (ubngens symbolisiert

: und formalisiert) ist ein Ausdruck in der Objektsprache.
b) ,,,2 + 2 = 4" ist eine Gleichung.*
Diese Aussage der Mathematik sagt etwas iiber die unter
a) angefiihrte Aussage aus. Es handelt sich also hierbei
um eine metasprachliche Formulierung.

Ein Lehrer, besonders aber, wenn er Mathematikunterricht erteilt, muBl diese
Zusammenhinge kennen, damit die Schiiler von Klasse 1 an mrit der richtigen
Terminologie vertraut werden und sie auch selber benutzen lernen. Beispielsweise
sind, die Unterschiede zwischen ,,Zahl* und ,,Ziffer* eindeutig zu kliren. Aber
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1.8

auch die Grenzen einer solchen Unterscheidung miissen dem Lehrer voll bewuBt
-sein (etwa das Problem, daB man an die Tafel keine ,,Za,hl“ schreiben kann, sondern
nur das Zeichen fiir diese Zahl; aus Grundziffern z. B. in dezimaler Schreibw exse

bestehend).

1.2, ~ Anwendung und Bedeutung der mathematischen Logik

Die Logik befaBt sich mit der Analyse von Aussagen und Beweisen, sie vermittelt
klare und prignante Vorstellungen iiber das Wesen des deduktiven SchlieBens,
entwickelt das funktionale Denken und leistet einen wesentlichen Beitrag zur Her-
ausbildung eines wissenschaftlichen und schopferischen Denkverhaltens. Das be-
steht zum Beispiel im richtigen Erfassen formaler Strukturen von Aufgaben,
dem Erkennen von Gemeinsamkeiten verschiedener Erscheinungen, in der An-
wendung loglscher Gesetze und Regeln, im Streben nach Klarheit, Einfachheit
und Sparsamkeit im sprachlichen Ausdruck. °

Praktische Anwendung findet die mathematische Logik auch in den technischen
Wissenschaften. Uber die Schaltalgebra fand sie Eingang in die Kybernetik und
besondersin die BetriebsmeB8-, Steuerungs- und Regelungstechnik, die fiir die Auto-
matlslerung unserer Industrie und Wirtschaft von grundlegender Bedeutung sind.
Auch in der Elektronischen Datenverarbeitung und der Informationswissenschaft
(hier gibt es bereits eine mathematische Informationstheorie) findet die mathe-
matische Logik Anwendung. Mit Hilfe von Schaltelementen, die nach elektro-
mechanischem, elektronischem oder pneumatischem Prinzip arbeiten, werden die '
Prozesse gesteuert. Aufgabe der Schaltalgebra ist es, die Analyse und Synthese
solcher Schaltungen mit Mitteln der Aussagenlogik vorzunehmen. Jeder Schaltung
kann man nédmlich umkehrbar eindeutig einen aussagenlogischen Ausdruck zu-
ordnen (7 61 {f.).

Es ist bereits heute abzusehen, daB die mathematische Logik zu einem Grund-
lagenfach der Technik wird. v

Aus dem bisher Dargestellten ist ersichtlich, daB die Logik einen wesentlichen
Anteil an der Entwicklung der Menschheit hat. Das gilt sowohl in phylogenetischer
(gesamtgesellschaftlicher) als auch in ontogenetischer (individueller) Hinsicht.
Gesellschaft und Einzelpersonlichkeit sind darauf angewiesen, logisch zu denken,
sonst wiren sie nicht in der Lage, die Welt zu erkennen. Anderenfalls wiirde es
den Menschen wie den Tieren ergehen; die im begrenzten Rahmen ihrer Instinkt-
handlungen oft dem eigenen Untergang entgegengehen. Der Einwand, auch ohne
Studium der Logik sei man bisher im Leben gut vorangekommen, ist nur bis zu
einem gewissen Grade berechtigt. Zwar gibt es Denkweisen, die sich bei der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft als zweckmiBig erwiesen haben oder im _
Verlaufe der Personlichkeitsentwicklung anerzogen wurden und ein zielstrebiges
Reagieren ermdglichen. Doch geniigt es heute nicht mehr, auf dieser Stufe zu
verbleiben.

Um erfolgreich zu sein, neue Erkenntnisse zu gewinnen, allgemein gesagt, der abso-
luten Wahrheit stindig ndhetzukommen, bedarf es der griindlichen Kenntnis
der GesetzmiBigkeiten des richtigen Denkens. Erst dann, wenn es gelingt, diese
Gesetze bewuBt anzuwenden, konnen optimale Ergebnisse erzielt werden.

Die, Beherrschung mathematischer Termini, die exakte Formulierung der Sach-
verhalte, eine klare Bewelsfuhrung u. a. werden in allen mathematischen Dlsmph-
nen verlangt. Die Analyse eines Satzes der Geometrie erfordert ebenso wie die



Formuherung eines Gesetzes Klarheit und Priizision des Ausdrucks. Diesern Ziel
dient die ,,Einfiihrung in die mathematische Logik** im Teil A dieses Buches. Aller-
dings séllte man dabei nicht immer nur an Mathematik denken. Auch in anderen
Ausbildungsfichern wird logisches Denken benétigt, um erfolgrelch zu sein.
Hierin liegt auch die Bedeutung des Studiums der Logik fiir den Lehrer. Er mu83
diese GesetzmiBigkeiten beherrschen und bewuBt anwenden kénnen. Im Unter-
richt kommt es darauf an, die Schiiler ebenfalls zur bewuBten ‘Anwendung zu
fiihren.

Die Mathematik Hat keine elgene Logxk wenn auch von einer ,,mathematisclien
Logik* die Rede ist. Sie hat aber einen eigenen Denkstil. Fiir diesen Denkstil sind
»treffende Kiirze im Ausdruck, exakt gegliederter Uberlegungsvorgang, das
Fehlen logischer Spriinge und Genauigkeit in der Symbolik* charakteristisch.
( [4], 8. 101) In der Mathematik ist die optimale Ubereinstimmung mit einem
formal-logischen Schema anzustreben. Der mathematische Denkstil erméglicht im
hochsten Grade — wegen dieser Ubereinstimmung —, die Richtigkeit des Gedan-
kenablaufs zu kontrollieren. Dadurch kénnen Fehler verm1eden werden.

‘Der mathematische Denkstil ist eine rationalisierte Form des Denkens, und somit
ist die Erziehung zu einem derartigen Denken auch fiir alle Bereiche der Wissen-.
schaften und fiir das tégliche Leben von auBerordentlicher Wichtigkeit. Dieser
Tatsache wird in zahlreichen staatlichen Dokumenten Rechnung getragen. Im
,.Gesetz iiber das einheitliche sozialistische Bildungssystem, in dem die Aufgaben
aller Bildungsstitten beim Aufbau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft in
unserer Republik festgelegt sind, heiBt es im § 16 u. a.:

sse « « Im Mathematikunterricht treten die sichere Beherrschung grundlegender mathe-
matischer Losungswege, das Arbeiten mit Rechenregeln, das logische Schheﬁen und

die Emfuhmng in einige spezielle mathematwche Arbeitsmethoden im den Vorder-
grund . .

Mit a.nderen— Worten: Die Schiiler sollen folgerichtig arbeiten und denken lernen.
Dazu ist es unerldBlich, daB sie in klaren Begriffen denken und sich in einer sprach-
lich eindeutigen Form ausdriicken lernen. Sie kénnen es aber nur von einem Lehrer
erlernen, der selbst diese Fahigkeiten besitzt. Der Lehrer muBl also stets Vorbild

-fiir seine Schiiler sein. Das gilt natiirlich fiir alle Unterrichtsficher und fiir alle
Bereiche des Lebens.

1.3. Arten der Begriffshestimmung

.Es kommt uns in diesem Abschnitt darauf an, Verfahren kennenzulernen, um
Neues zu erkliren. Weil es sich dabei um Einteilungen oder Klassifizierungen
handelt, miissen wir zuerst einmal festlegen, was unter dem Begriff ,,Klasse* zu
verstehen ist.

DEFINITION 1 (1.3.) — Klasse von Individuen
Eine Gesamtheit von Individuen mit (mindestens) einem

gemeinsamen Merkmal nennt man Klasse von Individuen.
( [20], S. 100)

Unter Zugrundelegung eines oder mehrerer Merkmale wird also in einer vorgege-
benen Individuenmenge eine Einteilung vorgenommeri. Da auch Klassen wieder
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13.

gemeinsame Merkmale besitzen konnen, gibt es auch Klassen von Kilassen oder
Kiassen hherer Stufe.

BEISPIEL 1 (1.3.):

Eine Grundorganisation der FDJ umfaBt z. B. alle FDJ -Gruppen eines Instltutes :
Diese sind aber jeweils wieder Klassen von FDJlern.

Bei Vorgabe eines anderen Merkmales kannein Individuum natiirlich wieder mit
anderen Elementen in eine andere Klasse gelangen.

Wir wollen das verdeutlichen.

BEISPIEL 2 (1.3.):

Wenn als Merkmal der Klassifizierung die Mitgliedschaft in der FDJ vorgegeben
ist, so wird dadurch die Bevilkerung unserer Republik (hier als Grundbereich
angenommen) in zwei Klassen geteilt, nimlich in FDJ-Mitglieder und Nicht-FDJ-
Mitglieder. Legt man dagegen die Tatsache, Reservist der NV A zu sein, zugrunde,
ergibt sich eine andere Einteilung. Es gibt nun Biirger, die sowohl FDJler als
auch Reservisten sind, aber auch solche, die nur eines von beiden sind, und schheB-
lich diejenigen, die weder FDJler noch Reservisten sind.

Wie wir am Beispiel 2 (1.3. ) gesehen haben, wird der vorgegebene Grundbereich
durch die Klasseneinteilung in Teilmengen zerlegt. Dabei erfassen die Tellmengen
alle Elemente des Grundberemhes, und jedes Element gehort genau einer Teil-
menge an ( * Begriffe ,»,vollstandig®‘ und ,,disjunkt* im Teil B).

Die Verstindigung mit anderen Menschen erfolgt entweder durch das geschnebene
oder am unmittelbarsten durch das gesprochene Wort. Im allgemeinen sind die
Worter mit einer bestimmten Klasse von Individuen oder Klassen von hlassen
verkniipft und rufen beim Menschen eine gedankliche Wldersplegelung eines Teils
der objektiven Realitdt hervor. Diesen Vorgang werten wir als Erkenntnisprozes,’
ein dialektischer Proze8, den LENxtn (7 [14], 8. 89) folgendermaBen charakterisierte:

,, yom lebendtgen Amchauen zum abstrakten Denken und von diesem zur Praxis —
da.s ist der dialektische Weg der Erkenninis der Wahrheit, der Erkenninis der
objektiven Realitat.

Das Ergebnis dieses Prozesses fiihrt zu Begﬁﬂen Begriffe stehen mit den ebén
definierten Klassen in untrennbarer Verbindung. Man kann wie folgt definieren
(~ [20], 8. 101).

DEFINITION 2 (1.3.) — Begriff

Die gedankliche Widerspiegelung einer Klasse von Indi-
viduen oder einer Klasse von Klassen auf der Grundlage
ihrer unveridnderlichen Merkmale nennt man Begriff.

'BEISPIEL 3 (1.3.):

Durch den Begriff ,,Lehrer* wird eine Klasse von Menschen gekennzeichnet, die
andere Menschen bildet und erzieht.
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13

‘Von einer impliziten Definition spricht man, wenn das Definjendum den zu defis
niérenden Begriff zusammen mit anderen bereits definierten Begnﬂ'en enthilt,

BEISPIEL 10 (1.3.):
Eine natiirliche Zahl nennt man ungerade, wenn sie bei Dnnslon durch 2den Rest 1
1a8t.

Im Mathematikunterricht der Unterstufe findet oft die genetische Definition An-
wendung. Es handelt sich hier um eine Definition, die einen zu bestimmenden
Gegenstand stets von seiner Entstehung, seinem Ursprung her bescln'eibt Sie
wird besonders dann angewandt, wenn man zeigen will, wie etwas entstariden ist.

BEISPIEL 11 (1 3.):
Wenn man in einer Ebene eine Strecke um einen Vollwinkel dreht und dabei einen
Endpunkt der Strecke festhilt, so beschreibt der andere Endpunkt einen K-reis.

Eine weitere Art der Definition findet hiufig in der Mathematik Anwendung. Wir
benutzen sie besonders im Teil C dieses Buches.

Es ist die induktive Definition oder rekursive Definition, ein Spezialfall der Defi-
nition durch Axiome. Bei dieser Art wird die Klasse des Definiendums durch eine
Gesamtheit von Sitzen festgelegt, von denen ]eder den Begriff nur teilweise be-
stimmt. Die Klasse wird systematisch auf gewissen Anfangselementen aufgebaut
( [201, S. 192 £.).

Als Beispiel sei- auf die Definition 1 (4.1.) (logischer Ausdruck) verwiesen.
Weitere Beispiele fiir die Definition durch Axiome bringt der Teil C, z. B. mit dem
PEaNoschen Axiomensystem.

Zusammenfassend kann man nun den Begriff Definition folgendermaBen definierén
(. [20], 8. 200).

DEFINITION 3 (1.3.) — Definition

Eine Definition is

a) eine Aussage, die feststellt, was ein Objekt ist, wie es
entsteht oder wie man es erkennt, oder

b) eine Regel, die festsetzt, wie ein sprachliches Zelchen
gebraucht werden soll, oder

c) eine Aussage bzw. eine Regel, die feststellt bzw. rest-
setzt, was ein sprachliches Zeichen bedeutet bzw. be-
deuten soll.

Bei der Begriffsbestimmung kénnen leicht Fehler auftreten. Wir wollen hier auf
einige hiufig auftretende Fehler hinweisen. Die Feststellung der Fehler setzt selbst-
verstindlich die Kenntnis der richtigen Definition voraus.

1. Eine Definition ist zu weit (Begriffsunterbestimmung), wenn der Umfang des
Definiens groBer als der Umfang des Definiendums ist. Es fehlen also noch
wesentliche Merkmale.

BEISPIEL 12 (1.3.):
a) Quadrate nennt. man die rechtwinkligen Parallelogramme.
(Es fehlt hier das wesentliche Merkmal, daB die Seiten kongruent sind.)
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1%
h) Kommumaten nennt man die Ka.mpfer fiir den Fneden und fiir die hamanisti-

schen Ideale der Menschheit.

(Hier fehlen noch wesentliche Merkmale, die zum Ausdruck bringen, dal Kom-
munisten aktive Vertreter des Marxismus-Leninismus sind.)

e

Eine Definition ist zu eng (Begriffsiiberbestimmung), wenn der Umfang des Defi-
niens kleiner als der Umfang, des Definiendums ist. Es sind also wesentliche
Merkmale hinzugekommen, die fiir das Definiendum- nicht zutreffen.

BEISPIEL 13 (1.3.):

a) Trapez nennt man ein konvexes Viereck mit einem Paar paralleler Selten bei
dem an den parallelen Seiten je zwei kongruente Innenwinkel liegen.
(Damit wurde ein gleichschenkliges Trapez und kein beliebiges Trapez definiert.
Durch Hinzufiigen des wesentlichen Merkmals ,,kongruente Innenwmkel“ hat
man den zu definierenden Begriff eingeengt.) .

b) GST heiflt die Massenorganisation, deren Mitglieder sich aus Segelfhegem, Fall..
_schirmspringern und FDJlern zusammensetzen. -

(Das Gesagte bezieht sich hier offensichtlich nur auf einen Teil der GST-
Mitglieder.)

Diese Fehler kann man leicht entdecken. Die Umkehrung des Satzés und das Vor-
setzen von ,,alle‘‘ oder ,,jeder* bzw. das Einfiigen von ,,nur* sind Moglichkeiten.

BEISPIEL 14 (1.3.):

a) Alle rechtwinkligen Parallelogramme sind Quadrate. (Das stimmt offenbar
nicht.)

b) GST heiBlt die Massenorganisation, deren Mltgheder sich nur aus Segelfliegern,
Fallschirmspringern und FDJlern zusaimmensetzen.
(Auch hier tritt der Fehler klar hervor.)

3. Die Definitionen diirfen keine Zirkel enthalten, d.h., der definierende Begriff
- darf den zu definierenden weder unmittelbar noch mittelbar enthalten. -

BEISPIEL.15 (1.3.):

Psychologie nennt man die Wissenschaft, die sich mit der Lehre von der Psyche
beschiftigt.

(Hier wurde der Begriff ,,Psychologle“ durch sich selbst erklirt.)
4, Die Definition soll moglichst nicht negatw sem, weil der Begriffsumfang dann
meist sehr unbestimmyt ist.

In einigen Fillen ist allerdings eine negative Deflmtlon, d. h. eine Begriffsbestim-

mung durch Angabe von Eigenschaften, die der zu definierende Begriff nicht hat,
unvermeidlich.

Ein typisches Beispiel dafiir ist die Definition irrationaler Zahlen:

BEISPIEL 16 (1.3.):
Irrationale Zahlen nennt man alle reellen Za,hlen ‘die nicht rational sind.

5. Eine Definition darf nicht mit der Aufza,hlung der Arten des Begriffes verwech.-
selt werden.
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1.3.

BEISPIEL 17 (1.3.):
Vierecke sind Quadrat, Rechteck, Rhombus, Trapez usw.

Fiir eine exa.kte Definition sind noch mehr Gesichtspunkte zu beriicksichtigen.
Es diirfen u. a. keine Nebenséchlichkeiten und iiberfliissigen Merkmale eingestreut
oder zweideutige und bildhafte Ausdriicke verwendet werden. Diese Gesichtspunkte
sind jedoch von untergeordneter Bedeutung.

Nicht immer sind exakte Definitionen moglich bzw. notwendig (z. B. fehlende
fachliche Voraussetzungen oder zu groBer Aufwand).

Oft geniigt es aber, mit Hilfe eines ,,definitionsihnlichen Verfahrens‘‘ das zum
Ausdruck zu bringen, was wesentlich ist. Zu diesen Verfahren, die man als Vor-
stufen bzw. als Ersatzverfahren fiir eine Definition ansehen kann, gehoren u. a.:

1. Hinweis
Hierbei handelt es sich um da.s einfachste Verfahren, bei sinnlich wahrnehmbaren
Objekten bestimmte Merkmale zu betonen (z. B. Farbe, Form).

BEISPIEL 18 (1.3.):
Bernsteine sehen gelb aus.

2. Beschreibung bzw. Charakteristik

Bei der Beschreibung werden eine Reihe von Merkmalen aufgezdhlt (moglichst
genau und vollstindig). Die Aufzéhlung kann z. B. einen zeitlichen: Ablauf oder
auch eine ria',umliche Anordnung beinhalten.

BEISPIEL 19 (1. 3 ):
Ein Rechenstab besteht aus Stabkérper, Zunge und Léufer. Dabei sind Zunge
und Léufer am Stabkérper beweglich angebracht.

Die Charakteristik hebt besonders kennzeichnende Merkmale hervor.

BEISPIEL 20 (1.3.):
Es ist eine Eigenart der Addition von Zahlen, daB fiir sie in allen Zahlenbereichen
das Kommutativgesetz gilt.

3. Vergleich bzw. Differenzierung

Im Gegensatz zur eigentlichen Begnffsbestlmmung setzen Vergleich und Differen-
zierung das Vorhandensein zweier Begriffe voraus. Ahnlichkeiten bzw. Unter-
schiede werden festgestellt. Vergleich und Differenzierung haben oft eine dhnliche
.Form wie die Sachdefinition.

BEISPIEL 21 (1.3.):

a) Die Kommunisten bilden die Vorhut der Arbeiterklasse.

b) Der Wasserstoff unterscheidet sich vom Sauerstoff dadurch, da8 er selbst brennt,
aber die Verbrennung nicht unterhélt.
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14.

1.4, Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)
1. Womit beschéftigt sich die Logik ?.
2. Welche Beziehungen bestehen zwischen Logik und Philosophie bzw. Psychologle?
3. Warum ist die Loglk eng mit der Erkenntnistheorie verkniipft ?
4. Weshalb sprechen wir von einer ,,ma.thema.tmchen Logik*‘ ?
5. Welche Beziehungen bestehen zwischen déen Begriffen ,,Objekt*, ,,Abbild“ und

=]

® 3

sZeichen** ?

. Was wissen Sie iiber die Anwendung der Logik im téglichen Leben und wo findet

die Logik noch Anwendung ?

. Welche Stellung nimmt die mathematische Logik innerhalb der Mathematik ein ?
. Welche Bedeutung hat die Logik fir den Mathematikunterricht in den allgemein-

bildenden polytechnischen Oberschulen und speziell fiir den Unterricht in den
unteren Klassen ?

. Was verstehen wir unter ,,Klasse‘, ,,Begriff'‘ und ,,Definition‘‘ ?

. Welcher Zusammenhang besteht zwischen »»Begriffsinhalt‘‘ und ,,Beguffsumfang“ ?
. Erldutern Sie einige wesentliche Definitiorisarten!

. Wie entstehen Fehler beim Definieren ?

. Erldutern Sie Verfahren, die als Vorstufe fiir eine -exakte Definition dienen kénnen !
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2. Einige Begriffe
der mathematischen Logik

Mit Hilfe der im Teil A 1. erarbeiteten grundlegenden Einsichten werden wir jetzt
das Gebiet der mathematischen Logik soweit aufbauen, wie es fiir unsere Belange
‘notwendig ist. Im Teil A 2. wollen wir die aus dem Mathematikunterricht der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule bereits bekannten Begriffe Term,
Variable und Konstante niher betrachten, um mit ihrer Hilfe die wichtigen Begriffe
Aussage und Aussageform zu entwickeln.

2.1. Terme, Variable, Konstanten

Eine der Elgenarten der mathematischen Ausdrucksweise ist es, Ob]ekte gedank-
liche Gebllde, Verkniipfungen und Beziehungen durch Symbole (Zeichen) darzu-
stellen sowie diese miteinander zu verkniipfen. Die Zusammenhinge zwischen
den Begriffen ,,Objekt, ,,Abbild** und ,,Zeichen‘‘ wurden bereits angegeben
(7 13).

An Hand eines Beispieles wollen wir uns die neuen Begriffe erarbeiten.

Aus einem der Hefte ,,Mathematische Ubungen‘ fiir Klasse 1 wurde folgender
mathematischer Ausdruck entnommen.

8+ <12

Diese Zeichenreihe enthiilt verschiedenartige Zeichen.
‘Wir untersuchen diese Zeichen einzeln. i

a) ,,8' und ,,12 sind Zeichen fiir die Zahlen Acht bzw. Zw6lf. Man nennt ‘sie
Ziffern. Sie werden im Dezimalsystem stets als ,,Acht* bzw..,,Zwolf* interpre-
tiert (gedeutet). Solche Symbole heien Konstanten.

b) Das Zeichen ,,z‘‘ hat eine besondere Elgenscha,ft Es kann.aus dem Zeichen-
vorrat fiir Zahlen — in diesem Falle aus dem eines Schiilers der 1. Klasse —
durch eine beliebige Ziffer ersetzt werden. Mit anderen Worten: Die Schiiler
kénnen an Stelle von ,,2‘ die Ziffer fiir eine beliebige Zahl aus der Menge der
natiirlichen Zahlen von Null bis Hundert schreiben. Das Zeichen ,,z* ist hier
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eine Variable. Sie kann mit beliebigen Elementen aus dem vorgegebenen
Grundbereich der Variablen belegt werden. Dabei verstehen wir unter Grund-

- bereich oder Grundménge (in Zeichen: @) diejenige Objektmenge, aus der die
Elemente .genommen werden, deren Bezeichnungen an Stelle der Variablen
eingesetzt. werden. In unserem konkreten Fall ist es der Bereich der natiir-
lichen Zahlen. Der vorhegende Ausdruck ,,8 + x < 12 laBt nur die Bele-
gungen ,,0%, ,,1%, ,,2°° oder ,,3‘‘ zu, wenn dieser in eine wahre Aussage iiber-
gehen soll.

c) Das Zeichen ,,4-‘ (Symbol fiir Addmon) gehort zu den Operationszeichen und
besitzt eine feste Bedeutung Esbezeichnet die Verkniipfung der Konstanten ,,8°
"mit der Variablen ,,z‘

d) Das Zeichen ,,<* bnngt eine Beziehung zwischen ,,8 4 z*‘ und ,,12‘ zum Aus-
druck. Es symbolisiert in der Mathematik die Kleiner-Beziehung und gehort
wie auch das Gleichheitszeichen zu den Relationszeichen. Diese Zeichen be-
sitzen ebenfalls eine feste Bedeutung.

e) 'AuBlerdem werden in der mathematischen Formelsprache noch gewisse tech-
nische Zeichen — z. B. Klammer, Komma, Semikolon — verwendet.

Nachdem wir an diesem Beispiel erkannt haben, da8 uns die genannten Begriffe-

bereits durch den Unterricht. der Schule geliufig sind, wollen wir durch Defini-
tionen klare Abgrenzungen vornehmen.

DEFINITION 1 (2.1.) — Konstante
Eine Konstante ist ein Zeichen, das eine bestimmte feste
Bedeutung besitzt.

Eine Konstante hat also im Gesamtverlauf einer Untersuchung oder beim Losen
einer Aufgabe stets ein und dieselbe Bedeutung.

'BEISPIEL 1 (2.1.):
Zu den Konstanten gehéren u. a. die Zeichen
, ,,—23—“, 2 (reelle Zah.len)‘;
A 5,65, 1,k (physikalische Konstanten);
»="%,,, <", L (Relationskonstanten).

, ,

N1} (X3 13 13
’)n H ’)e ”’!0 ’ ,’1

DEFINITION 2 (2.1.) — Variable
Eine Variable ist ein Zeichen fiir beliebige Elemente aus
einem fest vorgegebenen Grundbereich. .

Das heifit, eine Variable kann durch ein Zeichen fiir ein beliebiges Element aus der
: Grundmenge ersetzt werden. Man spricht dann von Variableneinsetzung oder
Variablenbelegung oder Variableninterpretation.

BEISPIEL 2 (2.1.):

In der Mathematik werden im allgemeinen Buchstaben zur Kennzeichnung der
Variablen verwendet.

So. bedeuten in der Funktionsgleichung y = 3 dJe Buchstaben ,,z*‘ und ,,y“
Variable, fiir die z. B. Zahlzeichen reeller Zahlen eingesetzt werden kénnen.

In der Glelohnng a + b =>b+4 asind ,,a* und ,,b* Variable, die durch ]edes Ele-
ment eines beliebigen Zahlenbereiches belegt werden kénnen, ,,-+* ist wie vorher
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21.

das Zeichen fiir die Addition. Bei jéder beliebigen Variableninterpretation von-
»a' und ,,b* ergibt sich aus dieser Zeichenreihe eine wahre Aussage, sie dient zur.
Angabe der Kommutativitit der Addition in jedem Zahlenbereich. .

Die den Operations- und Relationszeichen entsprechenden Operationen und Rela-
tionen werden ausfiihrlich im Rahmen des Teiles B ,,Einfiihrung in die Mengen-
lehre‘‘ behandelt. Diese Zeichen und die technischen Zeichen werden so verwendet,

wie wir es aus dem Unterricht der allgememblldenden polytechnischen Oberschule
kennen.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der uns ebenfalls bereits bekannte Begriff Term.
Wir verstehen darunter Konstanten, Variable und deren Zusammensetzungen mit
Hilfe von Operationszeichen und technischen Zeichen. In Termen kommen keine
Relationszeichen vor.

Terme sind also Bezeichnungen mathematischer Objekte oder Zeichenverkniipfun-
gen, in denen Variable, Konstanten und Operationszeichen vorkommen und die
durch Interpretation der Variablen in Bezeichnungen mathematischer Objekte
ubergehen Das mathematische Objekt, dessen Bezeichnung ein Term ist bzw.

in dessen Bezeichnung der Term nach Interpretation der Variablen iibergeht, heiBt
‘Wert des Terms.

In diesem Buch bezeichnen wir Terme, die keine Vanable enthalten mit grofen
lateinischen Buchstaben, z. B.mit 7, T, Ty, . . ., S, . . . , S,. Terme, die Variable
enthalten, werden wir in unseren Betrachtungen mit groBen lateinischen Buch-
staben und zusidtzlicher Angabe der Variablen bezeichnen, z. B. mit 7T'(z),
Tz, y,2),...

BEISPIEL 3 (2.1.):
T,=2; T,= -;T ; Tyo(xz) = z + 1 mit x € N (gelesen: = ist Element von N);
Ty(x) = z (x + 4) + 1 mit z € P (gelesen: z ist Element von P)

Dabei sollen N bzw. P die Zeichen fiir die Menge der natiirlichen bzw. reellen Zahlen
sein.

Die Terme T, und 7T, bestehen nur aus Konstanten. Wird im Term T,(z) die

Variable z. z. B. durch 4 ersetzt (7 23), so erhilt man T,(4) = 4 + 1 oder kiirzer

T,(4) = 5. Durch diese Belegung erhilt also T'y(x) den Wert Fiinf.

Der Wert von T'y(z) ist beispielsweise bei der Belegung x = |/2 die reelle Zahl

34+4.y2.

Bei Terlr/nen, die Variable enthalten, muBl stets der Bereich angegeben werden,

aus dem die Variablen belegt werden diirfen (es sei denn, daB eine generelle Verein-

barung getroffen wird). Im Term T,(z) = « + 1 diirfen beispielsweise auf Grund

der Angabe z € N an Stelle von z nur Zeichen fiir natiirliche Zahlen gesetzt werden.

Im Term T,(z) = 2 + 4 = + 1 darf wegen z € P fiir die Variable z das Zeichen

fiir eine beliebige reelle Zahl gesetzt werden.

In diesem Zusammenhang sind einige Bemerkungen zu den.Begriffen ,,Grund-

bereich‘ und ,,Definitionsbereich*‘ notwendig. Der Definitionshereich (in Zeichen:

D) eines Terms ist der Teilbereich des Grundbereichs, fiir den der Wert des Terms.
wieder ein Objekt des Grundbereichs ist. Es gibt Beispiele sowohl dafiir, daB

Grundbereich und Definitionsbereich iibereinstimmen, als auch dafiir, daB der -
Definitionsbereich nur einen echten Teilbereich des Grundbereiches ausmacht.
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BEISPIEL 4 (2.1.):

a) T(z) =10 — z
Grundbereich @ sei der Bereich N. Definitionsbereich D ist dann nur die
Menge der natiirlichen Zahlen von 0 bis 10, denn z. B. 10—11 bezeichnet kein
Element aus N.

b) T(x) = 8 4+ = (7 22)
Wenn G = N gewihlt wird, so ist auch D = N, denn die Add,ltlon fiihrt aus N
nicht heraus.

Das Ermitteln der Werte von Termen ist bereits Gegensta.nd des Anfa,ngsunter-
richts. Terme wie

24+1;1+44;:3+2
werden schon Schiilern der 1. Klasse zur Berechnung vorgelegt. Aber auch Terme,
die Variable enthalten, finden wir in der Unterstufe. Solche Aufgaben werden
oft in Form von Tabellén gestellt, wobei die Belegungen vorgegeben sind, z. B.
in ,,Mathematische Ubungen* fiir Klasse 1, Heft 2, Best.-Nr. 00 01 10.

a a— 4 a ‘e a+ e
0 4| s 9
6 5 3
8 7 8
7 6 4
9 11 5
2.2. . Aussagen

Die marxistisch-leninistische Philosophie hat die Wechselwirkung zwischen Mensch
und Umwelt als wichtigen Faktor der Entwicklung erkannt. In dieser stindigen
Auseinandersetzung mit seiner Umwelt duBert sich der Mensch zu bestimmten
Dingen und Erscheinungen. Dabei entstehen neben Fragen, Wiinschen, Auffor-
derungen u. a. auch Aussagen. Es sind Aussagen im Sinne der Umgangssprache,
denn iiber einen bestimmten Sachverhalt wird wirklich etwas ausgesagt. In den
Aussagen spiegelt sich also die den Menschen umgebende objektive Realitdt wider.
Da Denken und Sprache eine dialektische Einheit bilden, erfolgen diese AuBerungen
mit Hilfe sprachlicher Mittel (gesprochen oder geschrieben).

Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die entweder. wahr oder falseh
sind.

Bereits die klassische Logik hat durch Sitze bzw. Prinzipien iiber den Wahrhelts-
gehalt einer Aussage Festlegungen getroffen.

Das ,,Prinzip der Zweiwertigkeit'‘ besagt:
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
Daraus lassen sich zwei Sitze ableiten.
Der ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten‘‘ besagt:
Jede Aussage ist wahr oder falsch.
Der ,,Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch‘‘ besagt:
Keine Aussage ist wahr und falsch zugleich.
Wir werden bei spiteren Betrachtungen feststellen, daB die beiden abgeleiteten
Sitze zusammen genau dasselbe besagen wie das ,,Prinzip der Zweiwertigkeit‘
Folglich kann man auch umgekehrt herangehen, ndémlich vom ,,Prinzip vom aus-
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3.

geschlossenen Dntten und vom ,,Pnnz:p vom ausgeschlossenen Wlderspruch“
ausgehend den ,,Satz von der Zweiwertigkeit* ableiten.

Jeder Aussage wird somit ein Wahrheitswert — entweder ,,wahr“ (W) oder ,,falsch*
(F) — zugeordnet. Deshalb spricht man auch von einer zwelwertlgen Logik
Folgende Gebilde sind auf Grund der Festlegung Aussagen.

BEISPIEL 1 (2.2.): , :

a) Beim freien Fall betrigt die Beschleunigung auf unserem Planeten rund
9,81 m/s?. (W)

b) Dresden ist die groBte Stadt unserer Republik. (F)

¢) 74+ 4=10(F)

d) Fiir alle reellen Zahlen ¢ und b gilt: a + b = b + a. (W)

‘Wie wir sehen, kann es sich dabei sowohl um umgangssprachlich formulierte als
auch um formalisierte Aussagen handeln. Allgemein kann man sich merken:
Eine Zeichenreihe ist dann Existenzform einer Ausso,ge wenn sich die Aussage auch
‘umgangssprachlich formulieren 148t.

Allerdings stellen nicht alle Sitze der Umgangssprache Aussa,gen dar ( 25).

Man unterscheidet Einzelaussagen (7 Beispiel 1(2.2.), b) und c)), -Universalaus-
sagen oder Allaussagen (7 Beispiel 1 (2.2.), a) und d)) und Existentialaussagen
(z. B.: Es gibt Primzahlen, die kleiner als 100 sind).

Die Zuordnung der Wahrheitswerte (W) oder (F) zu einer Aussage ist im allgemei-
nen nicht so einfach wie bei den oben angefiihrten Beispielen. Obwohlim ,,Prinzip
der Zweiwertigkeit‘‘ klar zum Ausdruck kommt, daB eine Aussage entweder wahr
oder falsch ist, kann nicht von jeder Aussage sofort entschieden werden, ob sie
wahr oder falsch ist. Es gibt in der Mathematik noch Aussagen, die bis heute
unbewiesen geblieben sind (Beweis als Wahrheitssicherung aufgefaBt).

BEISPIEL 2 (2. 2. )y
a) Die Aussage, daB sich jede gerade Zahl, die groBer als 4 ist, a,ls Summe zweier-
v Primzahlen (die Zahl 2 ist ausgenommen) darstellen 1iBt — die sogenannte
GorpBacHsche Vermutung —, besteht seit 1742. Es ist bis heute nicht entschie-
den, ob sie wahr oder falsch ist.

b) Der sogena,nnte ,,GroBe anazA'rschze Sa.tﬁ“, wonach die Gleichung
-yt =2 3T+ 47=
keine Losung in von Null versch.ledenen ganzen Zahlen z, y, z hat; wenn

n gréBer als 2 ist, konnte allgemein bis heute nicht hewiesen, aber auch nicht
. widerlegt werden, Fiir » = 2 erhélt man pythagoreische Zahlen.

Aussagen konnen nicht nui' nach ihrem Wa.hfheitswert, sondern auch hinsichtlich
ihres Umfanges klassifiziert werden. Darauf kommen wir im Teil A 2.3. zuriick.

2.3. Aussageformen

Wir haben bereits die Zeichenreihe

8 +2<12
da.zu benutzt, einige Begriffe zu klaren (7 22). Auch jetzt wollen wu* an lh.l‘ wei-
tere Begriffe erlautern. .
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»8 + z < 12 mit z € N stellt offensichtlich keine Aussage dar.. Diese Zeichenreihe

ist weder ,,wahr* noch ,,falseh*‘. Durch. Belegung der Variablen z kénnen wir aller-

dings aus ihr sowohl wahre als auch falsche Aussagen bilden. So erhalten wir bei

den Belegungen ,,0%, ,,1¢, ;2 und ,,3‘ stets wahre Aussagen, Bei sonstigen Be-

legungen entstehen stets falsche Aussagen. Wir haben es also in diesem Falle '
mit einer besonderen sprachlichen AuBlerung zu tun, die zwar keine Aussage ist,

jedoch durch Belegung der Variablen zu einer Aussage gemacht werden kann.

Mathematische Ausdriicke dieser Art bezeichnet man als Aussageformen. Die

Variable(n) in solchen Ausdriicken nennt man freie Variable.

DEFINITION 1 (2.3.) — Aussageform

Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie
Variable enthilt und zu einer Aussage wird, wenn man
alle auftretenden Variablen durch Qbjektbezeichnungen.
des Grundbereichs ersetzt, nennt man Aussageform.

Aussageformen entstehen, wenn man zwischen Terme, die- Variable enthalten,
bestimmte Relationszeichen setzt. Wir bezeichnen analog zur Vereinbarung bei
Termen (7 24) die Aussageformén mit H(z,, . . . , z,).

Alle Elemente; deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine Aussage tiberfiihren,
bilden die Erfiillungsgrundmenge oder Lisungsgrundmenge dieser Aussageform.
Die Ertiilllungsmenge oder Lsungsmenge. umfaBt dabei nur diejenigen Elemente
der Losungsgrundmenge, deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine wahre
Aussage iiberfithren. Dabei ist der Begriff der Menge so zu verwenden, wie er auch
im Mathematikunterricht der allgemeinbildenden- polytechnischen Oberschule

benutzt wird, nimlich als Zusammenfassung von genau unterscheidbaren Objekten
zu einer Gesamtheit. ’ ’ ’

Die Lésungsmenge L der Aussageform 8 4 z < 12 mit z € N ist
L={0,1,2,3}.
Im Falle 10 — 2 > 5 mit z ¢ N ist-
L={0,1,23,4}.
Die Aussageformen lassen sich klassifizieren. .-
Solche Aussageformen, die durch mindestens eine Belegung in eine wahre Aussage

iiberfiihrt werden konnen, heiBen erfiillbar. Alle iibrigen werden'als nicht ertiillbar
bezeichnet.

Unter den erfiillbaren zeichnen sich dann die allgemeingiiltigen Aussageformen

aus. Das sind diejenigen, die bei allen Belegungen durch Elemente des Grund--
bereichs in eine wahre Aussage iibergehen.

BEISPIEL 1 (2.3.):

a) Unser Beispiel 8 + & < 12 stellt eine erfiillbare Aussageform dar (Ldsungs-
menge 8. 0.). )

b) Die" Aussageform z? = — 1 ist dagegen im Bereich der reellen Zahlen nicht
erfiillbar.

. ¢) Die Aussageform .
a+b=b+a )
ist in allen Zahlenbereichen allgemeingiiltig, denn jede Belegung von a und b

mit beliebigen Zahlen eines gewissen Zahlenbereichs fiihrt zu einer wahren
Aussage (Kommutativgesetz der Addition).
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2;-3;- .
Die folgende Tabelle verdeutlicht diese Sachverhalte ( / n;ﬁch.,Bild'IOQ/l).

Aussageformen
Nicht erfiillbar - " Erfiillbar

Nicht allgemeingiiltig Allgemeingiiltig
Nicht erfiillbar, Erfiillbar, aber nicht Allgemeingiiltig,
wenn die Lésungs- allgemeingiiltig, wenn ‘jedes Element der
menge kein Element wenn die Losungsmenge Lésungsgrundmenge auch
enthalt eine echte Teilmenge der Element der Losungs-

Lésungsgrundmenge ist menge ist

y
///0

Kontradiktion Neutralitiit Identitit

\

Durch einige Beispiele ‘wollen wir diese Klassifizierung der Aussageformen besser
verstindlich machen. :

BEISPIEL 2 (2.3.):

(@a+b2=0a*+2ab+d> mit a,beP
Bei jeder Belegung von a und b aus dem Grundbereich erhéilt man eine wahre
Aussage. Unser Beispiel ist also eine in der Menge der reellen Zahlen allgemein-
giiltige Aussageform. Die Erfiillungsmenge ist die Menge aller Paare [a; b], wobeia
und b Elemente aus dem Grundbereich sind ; sie ist in diesem Falle mit der Lésungs-
grundmenge identisch. Wir haben es hier mit einer Identitit zu tum.

BEISPIEL 3 (2.3.): .
(@+b)2=0a2+b* mit a,becP

Die folgende Tabelle zeigt, daBl aus dieser Aussageform sowohl wahre als auch

falsche Aussagen gebildet werden konnen. Die Erfiillungsmenge ist hier lediglich

eine echte Teilmenge der Losungsgrundmenge. Die Losungsmenge besteht wie im

Beispiel 2 (2.3.) ebenfalls aus geordneten Paaren von Elementen des Grundbereichs.

Es handelt sich um eine Neutralitét.

a b (a + b)? a? + b? Wahrheitswert
0 0 . 0 w

0 3 9 9 w

6 0 36 36 W

1 2 9 5 F
12 ,| 7 361 193 F
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BEISPIEL 4 (2.3.):

22 —bx+10=0 mit zxeP
Es gibt kein Element im Grundbereich, das diese Aussageform erfiilit. Jede Be-
legung fiihrt zu einer falschen Aussage. Wir haben es mit einer Kontradiktion
zu tun.

AuBer der Variablenbelegung gibt es noch eine weitere Methode, Aussageformen
in Aussagen iiberzufiihren. Mit Hilfe gewisser Formu.herungen lassen sich ndémlich
Variable binden, wodurch aus der betreffenden Aussageform eine Auksage entsteht.
Die Variablen werden dann als ,,gebunden* bezeichnet (im Gegensatz zu freien
Variablen’; # 27). Man nennt dieses Verfahren Quantifikation. Darauf wird aber
im Teil A 4.5. néher ‘eingegangen. Hier seien nur die wichtigsten Fille an Bei-
spielen dargestellt.

BEISPIEL 5 (2.3.):

a) Es gibt natiirliche Zahlen z, fiir die gilt: 8 4 2 < 12

b) Es gibt keine reelle Zahl =, fiir die gilt: 22 = — 1.-

‘c) ‘Fiir alle reellen- Zahlen a und bgilt:a +b=1>+ a.

d) Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt: a | 12 (& ist Teiler von 12).
In allen Fallen handelt es sich um wahre Aussagen.

Wir haben also festgestellt

Belegt man in einer Aussageform alle auftretenden Variablen mit Elementen aus
dem zugehoérigen Grundbereich oder bindet man alle auftretenden Variablen, so
entstehen Aussagen. Fiir eine Variable, die mehrfach auftritt, miissen bekanntlich
bei ein und derselben Belegung stets dieselben Elemente eingesetzt werden.

Ein Schema soll den Zusammenhang ,,Term—-Aussa.geform-—-Aussage bei éiner
Variablenbelegung verdeutlichen. -

Belegung der Variablen mit Elementen

Term aus dem Grundbereich ‘WTrt
Relations- .
:e?clllzx;s Aussa'.getfbrm Aussage Relai,tign
I - ; !
Term ;Qe_lggung der Variablen mit Elementen Wert

aus dem Grundbereich

SchlieBlich wollen wir noch einige mathematische Ausdriicke daraufhin be-
trachten, wie sie sich jetzt unter Verwendung der neuen Terminologie der mathe-
matischen Logik darstellen. Wir wihlen dazu nur mathematische Sachverhalte
aus, um den Mathematikstoff der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule
zu wiederholen und zu vertiefen.

Der Grundbereich fiir diese Beispiele soll, wenn nicht anders verlangt, die Menge N
sejn.

BEISPIEL 6 (2.3.):

Analyse mathematischer Ausdriicke

a)4-3+5 b)3 <27 c)a:3—-2b
d)14:6=3 e) |2t 4* =2 f) sini‘-<1
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~g) Fiir Jedes x € P gibt es genau ein Yy e P mit der Eigenschaft: y'= 22 z—1.
h) 4 ist eine gerade Zahl, und 11 ist eine Primzahl.
i) Wenn o kleiner als b ist, so ist a? kleiner-als b2.
k) x ist_ein Parallelogramm mit gleich langen Seiten. (Der Grundbereich ist in
diesem Falle die Menge der -Parallelogramme.)

Wir untersuchen jetzt diese Beispiele dahingehend, ob sie Terme, Aussageformen
oder Aussagen sind.

Zu a): Ein Term, dessen Wert 17 betragt

Zu b): Eine Aussageform. Die Erfiillungsmenge L = {4, 5, 6} ist_eine echte Teil-
menge der Menge N. Demnach ist diese Aussa,geform erfiillbar.

Zu c¢): Ein Term T (a, b) .

Zu d): Eine falsche Aussage

Zu e): Eine Aussageform: Diese Aussageform ist erfiillbar. Die Erfiillungsmenge
ist die Menge der ,,Pythagoreischen Zahlentripel*.

Zu f): Eine wahre Aussage

Zu g): Eine wahre Aussage, die aus der Ausgangsform y = 2z — 1 durch Va-
riablenbindung beider Variablen (;,Fiir jedes = . . . gibt es genan ein y . . .*)
gebildet wurde.

Zu h): Eine wahre Aussage

Zu i): Eine erfiillbare und sogar. allgemeingiiltige Aussageform, die aus den zwei
Aussageformen a < b und a? < b? gebildet wurde. Die Aussa,geform wird

_ von allen geordneten Paaren erfiillt.

Zu k): Eine erfiillbare Aussageform. Die Erfiillungsmenge 1st eine echte Teﬂmenge

des Grundbereiches.

2.4, ) Umformen von Termen und Aussageformen

Wir wollen nun an einigen Beispielen zeigen, wie man Terme und Aussageformen
umformen kann. Die Verfahren sind bereits aus dem Mathematikunterricht. der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule bekannt, so daB sich eine aus-
fiibrliche Begriindung eriibrigt.

Das Umformen von Termen gehért zu den grundlegenden Aufgaben des Mathe-
matikunterrichts aller Klassenstufen. Im allgemeinen will man dadurch einfachere,
iibersichtlichere oder zweckmiBigere Formen gewinnen. Als Ergebnis von Um-
formungen erhélt man neue Zeichenkombinationen, die aber mit dem vorge-
gebenen Term dquivalent — d. h. gleichwertig — sind. Bereits in der 7. Klasse
haben wir gelernt, daBl zwei Aussageformen (dort waren es Gleichungen) genau
dann dquivalent (gleichwertig) sind, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.
Bei Umformungen von Termen in dazu dquivalente diirfen diese Terme mit den
ihnen dquivalenten durch Gleichheitszeichen verbunden werden. Dabei entsteht
aus einem gegebenen Term und dem zu ihm durch Umformung dquivalenten
Term eine allgemeingiiltige Aussageform bzw. eine wahre Aussage. Wichtig ist
dabei aber die Betrachtung der entsprechenden Grund- und Definitionsbereiche,
damit keine Fehler entstehen.

Das Ermitteln der Erfiillungsmenge einer Aussageform ist im allgemeinen nicht
unmittelbar méglich. Belegungen aus dem vorgegebenen Grundbereich fiihren
nur selten zum Ziel, weil die Aussageformen oft nicht leicht zu iibersehen sind
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und dadurch viel Zeit mit Probieren vertan wird. Aus diesern Grunde formi
man die vorgegebene Aussageform derart um, daB zum SchluB die Erfiilllungs-
menge sofort erkennbar ist. Es ist allerdings nicht i immer mdoglich, alle Elemente
der Erfiillungsmenge aufzuzihlen. <

An den nun folgenden Beispielen werden wir sehen, daB unsere neuen Begriffe
»Term‘ bzw. ,,Aussageform* solche Begriffe wie ,,Bruch*, ,,Polynom'* bzw. ,,Glei-
chung‘* oder ,,Ungleichung‘‘ mit einschlieBen und darum umfassender sind.

BEISPIEL 1 (2.4.): B
a) Im Mathematikunterricht der 3. Klasse wird der Wert des Terms

T =175+ 96  ermittelt (,,die Aufgabe ausgerechnet*).
' 175 + 96 = 175 4 (90 - 6)
= (1756 + 90y £ 6
= 2656 4+ 6
= 271

b) In den oberen Klassenstufen sind hdufig Terme umzuformen, die die Form
von Briichen oder Quotlenten haben. Dabei werden u. a. solche Umformungen
vorgenommen, die wir als Faktorenzerlegung baw. Erweitern ‘bezeichnen.

1 1 1 b?

T =T sat o T @ a—ar
az+2ab+b2 (@ + b)2 . a’(a — b).
Faktoren- —bd =@+ b)(e—0b) a?(a 4+ b) Erweiterungs-
zerlegung a2 — a2 (@ + b)2 (@ — b) Sfaktoren
—azbz—az(a+b)(a—b) (@ + b)

Hauptnenner: a® (a -|- b)2 (¢ — b)

a? (a—b)+a’-’(a+b) — (a+b)2(a—b)—b2(a+b)
(@ b) = a?(a + b)2(a — b)

a’(e —0b) . . . ;
=@ @b @—b Bedingungen: a &= 4 b

1 : a0
B abep

DEFINITION 1 (2.4.) — Gleichung/Ungleichung
- Wird zwischen zwei Terme 7', und 7', ein Gleichheits-
zeichen gesetzt, entsteht eine’Gleichung. Sie hat die
Form
Tl = Tz .

Wird zwischen die Terme T1 und T, das Kleiner-
Zeichen gesetzt, entsteht eine Ungleichung. Sie ha,t
die Form'

T, <7T,.
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Kommen in einer Gleichung oder einer Ungleichung keine Varigblen vor, so
handelt es sich entweder um eine wahre oder um eine falsche Aussage.

Die Losungsmenge einer Gleichung bzw. Ungleichung mit Variablen kann man
oft ermitteln, indem Umformungen in #quivalente Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit dem Zlel vorgenommen werden, die einfachste Form der Gleichung
zu erhalten. Aus dieser lassen sich dann die Losungen ablesen.

Beim Umformen sind die folgenden Sitze anzuwenden.

T,= Tz ist dquivalent mit 7', + T'=T, 4+ T, -
dquivalent mit 7, - '=T, - Tund T, : T =T, : T,
wenn der Wert von7' 540 .
T < T,istaquivalent mit 7, + 7 < T, + T,
a,q;nva,]ent mit 7, - T < T T bzw T,: T < Ta : T
wenn der Wert von 7' > Ound
dquivalent mit 7, - T > Ty - TbzwsT, : T > T, : T,
wenn der Wert von 7' << 0.

BEISPIEL 2 (24.):

Wir fiihren jetzt die Umformung einer in Form einer Gleichung gegebenen Aussage-
form iiber dem Grundbereich R durch.

Bei den ersten beiden Schritten werden Terme in dquivalente umgeformt. Dann
erfolgen Umformungen von Glelchungen in dquivalente entsprechend den ange~
gebenen Sitzen.

(x — 5)(x —7) = (x + 4) (r — 9) — 13 Wir wenden das Distributivgesetz an.
— Tz —5¢+35=a*—92+ 42— 36—13 Wir fassen gleichartige Glieder zusam-

men.
22 —12x+35=22—52—49 Wir subtrahieren x2 von beiden Termen.
— 122 +35=—52 —49 Wir addieren den Term + 12 = + 49
) ‘ zu beiden Termen.
84 =Tz Wir dividieren beide Terme durch 7.

12=z oder L= {12}

BEISPIEL 3 (2.4.):
Analog wollen wir die Erfiillungsmenge einer Unglelchung ermitteln. Als Grund-
bereich wird R angenommen.

-5 6+3z_ 2z — 6) Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit
4 4 (7 Siitze vor Beispiel 2 (2.4:)).
—20<6+32z—4(22 — 6) Wir wenden das Distributivgesetz an.
—-20<6+3x—8x+ 24 Wir fassen gleichartige Glieder zusammen.
—20<30—-52 Wir subtrahieren - 30 (7 Sitze vor Bei-
, spiel 2 (2.4.)).
—50< ~5x Wir dividieren beide Terme durch den
Term (— 5) (# Sitze vor Beispiel 2 (2 4)).
10> Die Relation kehrt sich um.

Die Probe eriibrigt sich, wenn man sicher ist, daB man beim Umformen stets
dquivalente Gleichungen bzw. Ungleichungen erhalten hat. ’

BEISPIEL 4 (2.4.):
Im Mathematikunterricht der Unterstufe der allgememblldenden polytechnischen
Oberschule werden Ungleichungen nicht durch Umformen in #dquivalente Un-
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2.8,

gleichungen gélést. Die dort gesteilten Aufgaben kénnen durch systematische
Belegung der Variablen aus dem Grundbereich — d. h. aus der Menge N — gelost
werden. Wir fiihren eine derartige Losung an dem uns bereits bekannten Beispiel

8412
durch, wobei der Grundbereich der Variablen 2 die Menge N sein soll.

x 8 4+ & | Aussagen aus Wahrheitswert
S+ xL12 der Aussage

0 8 8 <12 w
1 9 9<12 w
2 10 10 < 12 w
3 11 11 <12 w
4 12 12 < 12 F
5 13 | 13<12 F

Die Losungsmenge ist also L = {0, 1, 2, 3}.

Wir haben in der Tabelle alle moglichen Belegungen im vorgegebenen Grund-
bereich angegeben, die zu einer wahren Aussage fithren, denn der Wert von 8 4 2
wird stiindig groBer, wenn  durch Zeichen stéindig groBer werdender Zahlen be-
legt wird.

In den folgenden Teilen dieses Buches werden wir immer wieder auf die im Teil A 2.
behandelten Grundkenntnisse zuriickgreifen.

2.5. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

1. Was verstehen wir unter den Begriffen ,,Konstante*, ,,Variable*, ,,Operations-
zeichen‘* und ,,Relationszeichen‘‘ ?
. Erldutern Sie den Begriff ,,Term*!
. Was verstehen wir unter ,,Aussagen‘‘ ?
. Warum spricht, man von ,,zweiwertiger Logik** ?
. Worin besteht das Charakteristikum einer Aussageform ?
. Welche Arten von Aussageformen kennen wir ?
. Welche Zusammenhinge bestehen zwischen ,,Term*, nAussageform* und ,,Aus-
sage“ 9
8. In welcher Beziehung stehen Grundbereich und Definitionsbereich bei Termen
zueinander ?
9. In welcher Beziehung stehen Grundberelch Losungsgrundmenge und Losungsmenge
bei Aussageformen zueinander ?
10. Welche Méglichkeiten gibt es, um aus Aussageformen Aussagen zu gewinnen ? .

SISO WL

33



3L
3. Logische \ Operationen

Wir werden uns jet_zt ausschlieBlich mit Aussagen und Aussagetormen befassen.
Zunéchst fithren wir einige ,,Verknupfungen bei Aussagen ein, durch die wieder-
um Aussagen entstehen. Wir gewinnen dann durch Definitionen Aussagenfunk-
tionen und spiater Wahrheitstunktionen. Auf den AbstraktionsprozeB ,,Sach-
verhalte — Aussagen — Wahrheitswerte* weisen wir bei allen Operationen mit
Aussagen (Aussageformen) hin. Die Erarbeitung der neuen Begriffe und die Dar-
stellung der Zusammenhiinge erfolgt zum groBten Teil an Hand von Beispielen
aus dem Mathematikunterricht und auch aus anderen Unterrichtsfichern der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule.

3.1. Begriffserkliirungen

Wir haben bereits den Begnff y,Aussage‘‘ durch seine typische Eigenschaft cha-
rakterisiert: )

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Alle Aussagen bilden eine Klasse, die wiederum in genau zwei Teilklassen — in
die Klasse der wahren Aussagen (W) und in die Klasse der falschen Aussagen
(F) — zerfillt. Die Wahrheit bzw. Falschheit von Aussagen kann allerdings
— wie auf Seite 26 dargelegt wurde — nicht in jedem Fall sofort nachgewiesen
werden. Aber auch fiir solche Aussagen, die weder bestitigt noch widerlegt
worden sind, trifft nur eines von beiden — entweder wahr (W) oder falsch (F) —
zu.

In vielen Fillen ist es recht einfach festzustellen, ob eine Aussage wahr oder
falsch ist; z. B.

A,: 17 ist ein Teiler von 1001. Ag: 8 ist eine Primzahl.
A,: 3 ist ein Teiler von 24. Ag: 2:2=5

Ajz: 5 ist eine Primzahl. 4, 4=5

A,: 17 ist eine Primzahl. Ag: 8.3=24
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Die in diesen: Aussagen auftretenden Begnﬁ’e wollen wir da,bel so benutzen, wie sle
.uns-aus dem Mathematikunterricht-bekannt sind.
Die Aussagen 4,, A,, Ay, A,, Agsind offensichtlich wahr (W); 4;, 4,, 4, dagegen
falsch (F). Mit anderen Worten: Die Aussagen 4,, 4,, Ay, A,, Ay gehoren der
Klasse (W) und die Aussa.gen Aj, Ag, A der Klasse (F) an. DleAussa,gen A, ..., 4,
sind hier so gewidhlt, daB sie nicht weiter in einfachere Aussagen zerlegt werden
konnen.
Mit Hllfe dieser Aussagen bﬂden wir Aussagenverbindungen mit ,,und*, ,,oder*
,,wenn . .., 80...%, usw. (Em dhnliches Verfahren ist uns aus der Umga,ngs-.
sprache bekannt Aus einfacheren Sitzen bilden wir dort mit Hilfe von Binde-
wortern zusammengesetzte Sdtze.) Die Aussagenverbindungen bezeichnen wir
der Reihe nach einfach mit V,, ..., V,.

V,: 17 ist ein Teiler von 1001 und 3 ist ein Teiler von 24.

Vg: 7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl.

Vs: Entweder 5 ist eine Primzahl oder 7 ist eine Primzahl.

V,: Weder 7 ist eine Primzahl noch 8 ist eine Primzahl.

Vs: Wenn 2.2 =5, so ist 4 = 5.

Ve: Es ist nicht 4 = 5.
Die Aussagenverbmdungen Vi, Vg und Vs gehoren der Klasse (W) an. Wir sagen
auch, daB diese den Wahrheitswert (W) haben. Die Aussagenverbindungen V,
und V, haben den Wahrheitswert (F); sie gehoren der Klasse (F) an. Vg ist nicht
durch Verkniipfung zweier Aussagen, sondern durch Vernemnng der Aussa.ge A,
entstanden. IThr Wahrheitswert ist (W).
Schon die hier angegebenen Beispiele zelgen, daB8 durch d.le Verkiiiipfung 'von
Aussagen mit Hilfe der Bindewdrter ,,und®, ,,oder*, .. ., ,,nicht‘‘ in allen, Fillen
wieder eine Aussage entsteht, deren Wahrheitswert sowohl von der Art der Ver-
kniipfung als auch von den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen (bei V4
vom Wahrheitswert der verneinten Aussage) abhéngig ist.
Den Vorgang der Vememung nennen wir eine emstolhge logische Operation. Die
Verkniipfungen zweier Aussagen zu éiner einzigen Aussage sind die Ergebnisse
zweistelliger logischer Operatlonen
Ve ist das Ergebnis einer einstelligen, V,, ..., V; sind Ergebnisse zWelstelhger
logischer Opera,tlonen Es gibt auch drelstelhge und mehrstellige logische Opera-
tionen.
Wir fassen die gegebenen Aussagen und ihre Verknupfungen in einer Tabelle
zusammen. Wegen der besseren Ubersicht sollen dabei d1e emzelnen Aussagen
mit 4,, 4, . . . bezeichnet werden

1. 2. . P : Wahrheits-
Aus'sage Verkniipfung dm:ch Aussagfnverlflndung ‘wort

4, | A, und A, und 4, w

4, | 4; ~ oder A, oder 4; w

Ay | A, entweder . . . oder entweder 4  oder 4, F

4, | 45 | weder . . . noch weder 4, noch 4; - .F

A | 4, wenn...,80... wenn Ag, 80 4, w

In der Tabelle ist V¢ nicht aufgefiihrt, weil diese Aussagenverbindung nicht durch-
Verkniipfung von Aussagen, sondern durch Verneinung einer Aussage entstanden
ist. Aus der Aussage 4, wurde also durch Verneinung die Aussage ,,nicht 4,
gebildet.
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Wir koénnen allgemein sagen:

Zu jeder Aussage A 1iBt sich ihre Verneinung ,,nicht 4 bilden:

Fiir Verkniipfungen von Aussagen 4, B gilt allgemein:

Aus gegebenen Aussagen 4 und B lassen sich mit Hilfe gewisser Bmdeworter
(,,und*, ,,oder*, ,,wenn . . ., 80 . . .*, ,,.. . genau dann, wenn . . .“ usw.) neue Aus-
sagen (Aussagenverbindungen) — z. B. ,,4 und B“, ,,4 oder B“, ,,wenn A, so B*.

»d genau dann, wenn B‘‘ — bilden.

In unseren Belsplelen haben wir die Reihenfolge der verkniipften Aussagen nicht
‘beachtet, sie ist-jedoch fiir den Wahrheitswert der Aussagenverbindung we-
sentlich.

Bei vorgeschriebener Relhen.folge der Aussagen und vorgegebener Art der Ver-
kniipfung entsteht genau eine Aussagenverbindung. In der mathematischen Logik
nennt man eine solche Verbindung von Aussagen eine Aussagenfunktion. Sie ist
eine Funktion im mathematischen Sinne. Thre Argumente sind Aussagen und ihre
Funktionswerte ebenfalls Aussagen. '

DEFINITION 1 (3.1.) — Aussagenfunktion

Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Aussagen eindeu-
tig eine Aussage zugeordnet wird, heiBt die Zuordnung
eine n-stellige Aussagenfunktion.

Dabei wollen wir unter n-Tupel eine von der Reihenfolge abhingige Menge von
n Elementen (hier Aussagen) verstehen. '

Die Zusammenhinge lassen sich durch folgende Darstellung (z. B. mit zwei Aus-
sagen) veranschaulichen.

Bildung zweistelliger Aussagen-

(13 () 113
verbindungen AT _Yerkniplung "B
(zweistelliger Operationen) LA und B
" oder »B*
Zweistellige Aussagenfunktionen
»A4 und B*
»A oder B**

Es folgen weitere Beispiele fiir Aussagenfunkﬁ'onen.

>

Einstellige Zweistellige Dreistellige
Aussagenfunktionen
,nicht 4 ,»»A oder B ' ,»A4 oder B oder C*
,»,A oder A »wenn 4, so B »4 und B und C*
A4 und A »»A4 und nicht B*¢ s»swenn 4, so (B und C)**

Belegt man in diesen Aussagenfunktionen 4, B, C durch Aussagen oder Aussagen-
verbindungen, so gelangt man wiederum zu Aussagen (7 Definition 1 (3.1.)).
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Von allen Aussagenfunktlonen haben die sogena.nnten klassischen Aussagen-

funktionen eine groile Bedeutung,

1. weil sich die ubngen Aussagenfunktionen durch diese da.rste]len lassen und

2. weil man sich in der ,traditionellen formalen Logik* besorders.mit diesen
fiinf Funktionen beschiftigt hat. '

Nach der Charakteristik der klassischen Aussagenfunktionen wollen wir ‘diese
zundchst beschreiben und dann Festlegungen treffen, wann die zugeordnete Aus-
sage wahr bzw. falsch sein soll. Selbstverstindlich sind diese Festlegungen aus
der Umgangssprache erwa.chsen

Die klassischen Aussagenfunktionen
Name Argumente Aussagenfunktion .| Stellenzahl
Negation A ,snicht 4* einstellig
Konjunktion | 4, B »A und B* zweistellig
Alternative A,B »4 oder B* zweistellig
Implikation A, B ,swenn A, so B zweistellig
Xquivalenz A, B »A genau dann, wenn B* | zweistellig

Bei diesen Aussagenfunktionen hingt der Wahrheitswert der zugeordneten Aus-
sage nur von den Wahrheitswerten der zugehorigen Argumente — und nicht von
threm Inhalt (Intension) — ab. Wir nennen sie extensionale Aussagenfunktionen.
Neben den klassischen Aussagenfunktionen gibt es weitere Aussagenfunktionen,
die ebenfalls extensional sind (7 42, 45).

BEISPIEL 1 (3.1.): . .
Eine' ,,nichtklassische‘‘ extensionale Aussagenfunktion ist: ,,Weder 4 noch B*.

BEISPIEL 2 (3.1.):

Nichtextensionale Aussagenfunktionen sind:
.4, weil B*;

,»»A, wihrend B*.

Die Uberpriifung der Wahrheitswerte der Einzelaussagen 4,, Aa, .., Ag sowie
der Wahrheitswerte ibhrer Verkniipfungen V,, V,, ..., Vi — die ja ebenfalls Aus-
sagen sind — zeigt uns, daBl aus wahren Aussagen a,uf Grund der betreffenden
Verkniipfunig auch eine falsche und aus falschen Aussagen auch eine wahre ent-
stehen kann (7 Tabelle auf Seite 35).

Die Forderung, daB mit 4 auch ,nicht A, mit 4, Bauch,,4 und B*, ,,4 oder B*,
»wenn 4;so B“, ,,4 genau dann, wenn B‘ ebenfalls Aussagen sein sollen, ver-
anlaB8t uns zu gewissen Festsetzungen iiber ihren Wahrheitswert, da fiir sie
u. a. auch das Prinzip der Zweiwertigkeit giiltig sein mu8.

Es wird festgesetazt:

(I)  ,,Nicht A* ist wahr genau dann, wenn 4 falsch ist.;
also falsch genau dann, wenn 4 _mg.m_mt.
(II) .4 und B“ ist wahr genau dag 3 is
also falsch | indestens_eine der beidex

falsch ist.
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(HI) ,,A oder B* ist wahr génau dann, wenn A wahr oder B wahr ist;
also falsch genau dann, wenn A falsch und B falsch ist. .

(IV) ,,Wenn A, so B ist wahr gendu dann, wenn A falsch eder B wa,hr ist;
also falsch genau dann, wenn A wahr und B falsch ist.

(V) ,,A genau dann, wenn B*‘ ist wahr genau dann, wenn 4 und B beide gleich-
zeitig wahr oder beide gleichzeitig falsch sind;
also falsch genau dann, wenn 4 wahr und B falsch ist oder umgekehrt.

Aussagenverbmdungen, die auf die oben angegebene Weise geblldet worden sind,
kénnen’ auch dann im Sinne der Festlegungen wahr sein, wenn sie in der Um-
gangssprache unnatiirlich erscheinen. Z. B. ist die Aussage ,,Wenn Dresden an
der Elbe liegt, so ist 5 eine ungerade Zahl* im Sinne der Festlegung (IV) wahr,
obwolhl sie umgangssprachlich sehr seltsam klingt. A
Durch die Festlegungen iiber den Gebrauch .der Wérter ,,und*, ,,oder* usw.
treten gewisse Abweichungen vom umgangssprachhchen Gebrauch dieser Worter
auf. Es wird dadurch jedoch eine Eindeutigkeit im. Gebrauch dieser Worfer in
der Sprache der Logik erzielt, die in der Umgangssprache fehlt. Auf diese Weise
konnen MiBiverstindnisse vermieden werden.

Im Verlaufe unserer Betrachtungen haben wir zundchst vom konkreten Inhalt

der Aussagen bzw. Aussagenverbindungen abstrahiert und die Abstraktionsstufe

der Aussagenfunktionen erreicht. Wir setzen den Abstraktionsprozef auf «der -
Grundlage der soeben erfolgten Festsetzungen fort.

Vollziehen wir nimlich auch noch den Ubergang von den Aussagen zu den Wahr-

heitswerten, 8o erhalten wir die den Aussagenfunktlonen entsprechenden Wahr-

heitsfunktionen.

DEFINITION 2 (3.1.) — Wahrheitsfunktion

Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Wahrheitswerten
eindeutig ein' Wahrheitswert zugeordnet wird, heiBt die
Zuordnung eine n-stellige Wahrheitstunktion.

Aussagenfunktionen und- Wahrheitsfunktionen gehéren verschiedenen. Abstrak-
tionsstufen an. Schon aus diesem Grunde ist es angebracht, fiir die Wahrheits-
funktionen andere Symbole einzufiihren. Die klassischen Aussagenfunktionen,
die zugeh&rigen klassischen Wahrheitsfunktionen sowie ihre symbolische Dar-
stellung sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Wir verwenden dabei
fiir einander entsprechende Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen den gleichen
Namen. .

Negation | Konjunktion| Alternative ' Implikation | Aquivalenz
Aussagen- »Nicht' 4| ,,4, und 4,* | ,,4, oder 4,| ,,Wenn 4,,] ,,4, genaiu
funktion : 80 A4,“ dann,

' ) wenn 4,
Wabrheits- nonw w, et w, w, vel w, w, 8eq Wy | W, dq w,
funktion .

Symbolische . ~p PAg A pvyq 'p—gq pegq
Darstellung i

A, A, Ay bezelchnen in der Tabelle beheblge Aussa.gen, W, Wy, W, die VVahrhelts-
werte dieser Aussagen.
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Pirr die Wa”hrheltsﬂmktionen schreibt man z. B. an Stellé von ,;w, et w,' auch:
18t (Wy, Wy)*. Diese Schreibweise werden wir im weiteren Verlauf nicht benutzen,
sondérn nur die symbolische Darstellung verwenden.

p und ¢ werden hier als Variable' fiir Wahrheitswerte von -Aussagen verwendet.
Im spiteren, Verlauf benutzen wir sie auch als Variable fiir Aussagen. (Wir iiber-
springen dabei eine Abstraktionsstufe).

Zu beachten ist der -grundlegende Unterschied zwischen Aussagen- und Wahr-
heitsfunktionen.

Die Argumente von Aussagen.tnnktwnen sind Aussagen, d.h., fir 4, 4,, 4,, ...
diirfen nur Aussagen gesetzt werdén.

Die Argumente der Wahrheitsfunktionen sind Wahrheitswerte, d. h., fiir w, w;,

Wy, . . . diirfen nur Wahrheitswerte gesetzt werden.
In der .symbolischen Darstellung werden die Zeichen ,,~*, ,,A%, ,,v*, ,,—,
,»++*‘, die man Funktoren nennt, sowohl als Zeichen fiir Aussagenfunktiontn als

auch als Zeichen fiir Wahrheitsfunktionen gedeutet.
Zu jeder extensionalen Aussagenfunktion 1a8t sich eine entsprechende Wahrheits-

funktion angeben und umgekehrt. Die folgenden Tabellen zeigen die Werte der
klassischen Wahrheitsfunktionen (~ 371, (I) bis (V)).

p | ~p p | ¢ |prg | pva |p—a | Pog

w | F w|lw/| w’ w w W

F | W W | F F w F F
F |w| F w w F
F | F F F | w | w.

Wenn uns die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen einer Aussagenverbindung
bekannt sind, so konnen wir den Wahrheitswert der.Aussagenverbindung mit
Hilfe der zugehérigen Wahrheitsfunktion ,,ausrechnen‘‘.

BEISPIEL 3 (3.1.):
Die Aussage ,,7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl* wurde aus den Aus.
sagen A;: ,,7 ist eine Primzahl* (W) und

A,: ,,8 ist eine Primzahl (F).
gebildet. Die zugehorige Aussagenfunktion- ist “die Alternative A, oder A4,
Dieser entspncht die Wahrheitsfunktion p v q. Nach Einsetzen der vorliegenden
Wahrheitswerte erhalten wir auf Grund der Festsetzungen von Seite 37 f. den
Wahrheitswert W. Die Aussage ,,7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl‘
hat demnach den Wahrheitswert W.

Die Zusammenhiinge zwischen Aussagen- und Wahrheitsfunktionen lassen sich
durch folgendes Schema darstellen.

Verkniipfung mit Hilfe

. . : Aussagen-
Aussage ———— eines aussagenerzeugenden —————— Aussage g
Bindewortes  funktion
Aussage
N
. Wahrheitswert
Wahrheits- Verkniipfung mit Hilfe - Wahrheits- Wahrheits-

wert eines Funktors wert funktion:

39



3.2.-

Bei diesem AbstraktionsprozeB geht jede extensionale Aussagenfunktion in die
entsprechende Wahrheitsfunktion iiber und umgekehrt. Die einzelnen Stufen des
Abstraktionsprozesses und die Beziehungen dieser Stufen zueinander sind aus der
folgenden Darstellung ersichtlich. -

!
Stufe der Wahrheitswerte ﬁ | Wahrheitswerte Wahrheitsfunktionen

Stufe der Aussagen Aussagen, Aussa- Aussagenfunktionen
genverbindungen

Beziehungen zwischen

Stufe der Sachverhalte Sachverhalte Sachverhalten

(Der Pfeil symbolisiert den Ablauf des Abstraktionsprozesses.)

Sprachlich haben wir im allgemeinen viele Méglichkeiten, ein und denselben Sach-
verhalt aunszudriicken.

Die Umgangssprache hat den Vor- bzw. Nachteil, daB wir in ihr etwas durch
verschiedene Formulierungen ausdriicken konnen, die gleichzeitig Wertungen oder
auch getiihlsmiBige Einstellungen zu den Sachverhalten beinhalten.

Tn der Aussagenlogik wird von solchen Wertungen abstrahiert.

Die Ausdrucksweise der Logik ist normiert. Es wird die Bedeutung und der Ge-
brauch. der Wérter ,,nicht*, ,,und*, ,,oder*, ;,wenn-so*, ,,genau dann, wenn‘
eindeutig festgelegt. Diese Festlegung erfolgt im Aussagenkalkiil.

Wir werden jetzt die klassischen Aussagenfunktionen und die entsprechenden
. Wahrheitsfunktionen einzeln betrachten.

3.2, Negation

Wir wollen mit der Verneinung einer Aussage den Gedanken ausdriicken, daB der
ihr entsprechende Sachverhalt nicht zutrifft. Wenn wir eine Aussage A negieren,
so erhalten wir eine andere Aussage ,,nicht 4 — das Negat von A. Durch diese
Operation gewinnen wir eine Aussage, deren Wahrheitswert dem Wahrheitswert
von A entgegengesetzt ist, wie bereits in der Festsetzung (I) (  37) ausgesprochen
wurde.

Den Sachverhalt ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben nicht regelmiBig
kénnen wir u. a. auch wie folgt formulieren:

a) ,,Es ist nicht wahr, daB der Student S seine Studienaufgaben regelmifig 16st.*
b) ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben unregelmiBig.*

Diese Formulierungen sind nur sprachliche Varianten ein und desselben Sach-
verhaltes.

Wenn wir den Satz ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben regelméBig* mit
,»H* bezeichnen, so wird .durch a), b) ,,nicht H* ausgedriickt.
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Umgangssprachlich - ist diese Bezeichnungsweise nicht gebriduchlich, denn nie-
mand wiirde so sprechen: ,,Nicht: der Student 8 l6st seine Studienaufgaben
regelmiiBig.* '

Das betrachtete Beispiel ist nach Definition 1 (2.8.) auf Seite 27 eine Aussage-
form; sie enthilt die freie Variable S. Die Aussagenfunktionen haben wir aber
nur fiir Aussagen erklirt. Nach den Ausfithrungen auf Seite 29-ist es jedoch
immer méglich, Aussageformen in Aussagen zu iiberfithren. Deéshalb werden wir
in den folgenden Teilen dieses Buches neben Aussagen auch Aussageformen in
unsere Betrachtungen einbeziehen (7 65).

Oft wird eine Negation in der Umgangssprache in Form von verkiirzenden Wort-
bildungen ausgedriickt. Man sagt beispielsweise an Stelle von',,nicht regelmaBig*
kiirzer ,,unregelmiBig‘, an Stelle von ,,nicht ein . .. einfach ,kein ... usw.

Bei der Umformulierung gewisser.Verneinungen kénnten leicht Miverstandnisse
auftreten, wenn man die Verneinung einfach durch Anga,be gewisser Gegensﬁtze
(kontrér) ausdriickt. Belsplelswame sind ,,schwarz‘ und ,,weiB*, ,klein‘ und
,»groB*, ,,positiv* und ,,negativ‘‘ im gewissen Sinne Gegensiitze, die aber nicht
durch Negation ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Die Negation der (falschen) Aussage ,,3 ist kleiner als 2¢ ist z. B. ,,Es ist nicht
wahr, daB 3 kleiner als 2 ist‘‘, was gleichbedeutend mit ,,3 ist groBer oder gleich
2¢ ist; ,,nicht kleiner‘ bedeutet namlich ,,groBer oder gleich*.

Wir werden die Negation hier als Wahrheitsfunktion definieren, obwohl der Begriff
,»» Negation* auch fiir die Aussagenfunktion ,,nicht 4‘ und fiir die Operation ,,Ver-
neinung‘‘ verwendet wird.

DEFINITION 1 (3.2.) — Negation
Negation nennt man diejenige einstellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | ~P
W | F
F w

Die Negation entspricht der einstelligen Aussagenfunktion ,,nicht 4. Nach der
Festsetzung (I) (7 37) ist ,,nicht 4 genau damn wahr, wenn die Aussa,geA
falsch ist; also falsch genau dann, wenn 4 wahr ist.

Durch die Negation einer Aussage 4 entsteht eine neue Aussage ,,nicht 4°, deren
Wahrheitswert dem Wahrheitswert von 4 entgegengesetzt ist.

Die Negation als loglsehe Operation findet beim sogenannten indirekten Beweis
(~.5.6.2.) Anwendung. i

Auf die GesetzmiBigkeiten mehrfacher Verneinungen werden wir im .Teil 4.3.
zuriickkommen.

Wir wollen hier noch auf den grundsitzlichen Unterschied zwischen logischer
Negation und dialektischer Negation hinweisen.

Am Kklarsten kommt dieser Unterschied bei der doppelten Verneinung zum Aus-
druck. In der formalen Logik hebt die zweite Verneinung die W‘irkung der ersten
auf, d. h., eine zweifach vernemte Aussage ,,nicht (nicht A) ist dquivalent mit
der Aussa.ge A,

Die dialektische Negation der Nega,tlon bedeutet dagegen nicht die Riickkehr
zum ,,alten Zustand‘‘, sondern eine Héherentwicklung desselben.
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_Bei ENGELS (7 [6], ‘Seite 32) .lesen wir zur Charakterlslerung der dialektischen
Negatian: ,,Negieren in der Dialektik heiBt nicht einfach nein sagen, oder ein-
Ding fiir nicht bestehénd erkldren ... Jede Art von Dingen hat also ihre eigen-
tiimliche Art, so negiert zu werden, da,B eine Entwncklung dabei herauskommt,
und ebenso jede Art von Vorstellungen und Begriffen.

Nach LexNix (7 [14], Seite 150) ist die dialektische Negation ,,mcht die na.ckte Ver-
neinung, . . .sondern die Verneinung als Moment des Zusammenhanges, als Mo-
ment der Entwmklung unter Beibehaltung des Positiven.* .

In diesem Sinne ist der Aufbau des Sozialismus in der Deutschen Demokratlschen
Repubhk nicht nur die bloBe Verneinung der friiheren gesellschaftlichen Verhilt-
nisse, die auf dem Privateigentum an Produktionsmitteln beruhten, sondern auch
das gleichzeitige Aufbewahren aller positiven Errungenschaften — das Entwick-
lungsniveau der Produktivkrifte, die Erkenntnisse der Wissenschaft, die Schép-
fungen der Kunst und Literatur, usw. —, die jetzt in den Dienst des gesellschaft-
lichen Fortschritts gestellt werden.

3.3. ' Konjunktion

DEFINITION 1 (3.3.) — Konjunktion
Konjunktion ‘nennt man diejenige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

p‘~| q | PAg
w w w
w F F
F w F
F F F

Die Konjunktion entspricht der: zwelstelhgen Aussagenfunktion ,,4 und B*“.

Nach der Festsetzung (II) (# 37) ist eine Aussagenverbindung ,,4 und B genau
dann wahr, wenn beide Aussagen 4, B wahr sind.

In den weiteren Ausfithrungen bezeiclinen wir die Verkniipfung mehrerer Aussagen
durch und bzw. synonyme Wérter ebenfalls als Konjunktion. ( ” Hinweis auf
Seite 37). Solche synonymen Ausdrucksweisen sind z. B.: ,,sowohl 4 als auch B,

,,nicht nur 4, sondern auch B*, ,,zwar A4, aber auch B‘. :

BEISPIEL 1 (3.3.):

Kon]nnktionen sind:

a) ,,2 ist ein Teiler von 10, aber auch 5 ist ein Teiler von 10*;

b) ,,3 ist eine natiirliche Zahl, 4 ist eine natiirliche Zahl, und 3y5 ist eine natiirliche
Zahl“.

BEISPIEL 2 (3.3.):
Nieht konjunktiv wird ,,und‘‘ gebraucht in:
s,Frieden und Sozialismus bedingen einander*‘.

Nach der Definition 1 (3.3.) ist die Konjunktion a) im Beispiel 1 (3.3.) wahr, da

beide Texla,nssagen wahr sind. Die Konjunktion b) im Beispiel 1 (3.3.) ist dagegen
falsch, weil eine ihrer drei Teilaussagen, ,,3,5 ist eine natiirliche Zahl*, falsch ist..
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Die Belsplele 1 (3.3.) und 2 (3.3.) zeigen auBerdem, daB nicht jede Konjunktion
mit ,,und‘* formuliert werden muB und nicht jede Formulierung mlt ,,und* eine
Konjunktion ausdriickt:

,Eine Konjunktion, deren Wahrheitswert W ist, besagt, daB die Sachverhalte, die
durch die Teilaussagen widergespiegelt werden, zusammen bestehen. Wenn aber
eine Konjunktion den Wahrheitswert F hat, so bedeutet: das, daB mindestens
eine von ihren Teilaussagen einen Sachverhalt nicht richtig widerspiegelt.
Demnach kann die Aussagenfunktion ,,4 und (nicht 4)* bei keiner Belegung von
A eine wahre Aussage ergeben, da die von ,,4‘ bzw. ,,nicht 4‘ widergespiegelten
Sachverhalte nicht zusammen bestehen kénnen ( Festsetzung auf Seite 37).
1,4 uhd (nicht 4)* muB also bei jeder Belegung von A4 zu einer falschen Aussage
fiihren.

Dagegen muB ;,nicht (4 und (nicht 4))* bei Jjeder-Belegung von A zu einer wahren
Aussage fiihren..

Aussagenverbindungen, die unabhiingig von der Wahrheit bzw von der Falsch-
heit der verkniipften Aussagen stets falsch sind, bei denen also die zugehongen
Wabhrheitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert F
"haben, nennen wir Kontradiktionen: (Wlderspruch durch Verneinung — lat.) ( 728).
Die Aussagenfunktion ,,4 und (nicht 4)* ist eine sol¢che Kontradiktion.
Aussagenverbindungen, di¢ unabhiingig von der Wahrheit bzw. der Falschheit
der verkniipften Aussagen stets wahr sind, bei denen also die zugehérigen Wahr-.
heitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert W haben,
nennen wir Identitdten (iibereinstimmend — lat.) (7 28). :
. Wir betrachten noch einmal die Identitit ,,nicht (4 und (nicht A))“ Sie ist die
Wldersplegelung des loglschen Gesetzes ,,Es lst nicht wahr, daB eine Aussage A
zusammen niit ihrer Verneinung ,nicht 4° gilt‘‘, das dem Satz vom ausgeschlos-
senen Widerspruch entspricht, der bereits von Ams'm'mms erkannt und formu-
liert wurde (7 25).

Wir wollen noch auf den grundsitzlichen Unterschied zwischen logischem Wider-
sprueh und dialektischem Wlderspruch hinweisen, da der Terminus ,,Widerspruch*
in der Dialektik in einem ganz anderen Sinne.als in der Loglk gebraucht wird.
Unser Denken muB frei von logischen Widerspriichen sein, denn nur dann ist es
richtig.

Aussa.gen sind entweder adidquate Widerspiegelungen der ob]ektlven Reahtat
oder sie sind es nicht.

Die zweiwertige Logik kennt also nur Wahrheiten und Falschheiten, Zwischen-
stufen gibt es nicht. Logische Widerspriiche sind in der Wirklichkeit nicht vor-
handen. Dialektische Widerspriiche finden wir iiberall in der objektiven Realitit
vor; sie sind den Dingen und Erscheinungen innewohnend (sind inhaltlich bedingt).
Dialektische Wlderspruche sind Triebkrifte der Entwicklung. Die Lésung dieser
Widerspriiche erfolgt in einem hdheren Bereich. Etwa durch Nega,tlon (im dialek-
tischen Sinne) eines bestimmten Sachverhaltes und Ubergang zu einer neuen,
hoheren Qualitit, die aber alle progressiven, Elemente des Alten enthilt (7 42).

3.4. Alternative und. Disjunktion

Im M.lttelpunkt dieses Teilés steht der Gebrauch des Wortes ,,oder‘‘, das im. aus-
schlieBenden (,,entweder . .. oder . “)bzw niclitausschlieBenden Sinne gebraucht
werden kann. Deshalb gehen wir in zwei Teilschritten (3.4.1. und 3.4.2.) vor.
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3.4

3.4.1. Alternative

DEFINITION 1 (3.4.1.) — Alternative
Alternative nennt man diejenige zweistellige Wahrheits-:
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | ¢ | pve
w | wl| w
w | F w
F w w
F || F F

Die Alternative entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,4 éder B*“. Nach
den Festsetzungen (IIT) (7 38) ist ,,4 oder B* genau dann wahr, wenn mindestens
eine der verkniipften Aussagen wahr ist.

In den folgenden Ausfithrungen bezeichnen wir auch die Verkniipfung mehrerer
Aussagen mit ,,oder** als Alternative. v

Eine solche Aussagenverbindung stellt auch dann eine wahre Aussage dar, wenn
alle verbundenen Aussagen zusammen wahr sind.

BEISPIEL 1 (3.4.1.)

a) ,,2-3 =6 oder 3 4+ 2 = 5"

b) ,,Wir erhéhen unsere Studienergebnisse durch intensives Selbststudium oder
durch:Verbesserung der Studiengruppenarbeit.‘

¢) ,,75% von 45,00 M sind¥M, 31,00 M oder 33,75 M.

Das Wort ,,oder* hat in den vorliegenden Aussagenverbindungen keine a.usschheBende
Bedeutung.

In der Umgangssprache werden Tella.ussagen oft zusammengefat. Das Wort ,,oder
ersetzt man dabei zuweilen durch ein Komma ( # Beispiel 1 (3.4.1. 0)).

Wegen der Extensionalitit der Aussagenfunktionen ist es gleichgiiltig, ob die
verkniipften Aussagen zueinander inhaltliche Beziehungen haben.

BEISPIEL 2 (3.4.1.):

Die Aussage

,,Heute ist der 30. Februar, oder Kochsalz ist im destillierten Wasser bei -|-20 °C
16slich‘

ist wahr, weil eine Teilaussage dieser Verkniipfung (,,Kochsa]z ist im destillierten
Wasser bei 420 °C loslich*) wahr ist.

Die von uns vorgenommene Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen zwischen
den verkniipften Aussagen ist notwendig, um .den logischen Zusammenhang er-
grinden zu konnen. Durch die Festlegung fiir die Alternative haben wir den
logischen Sinn des Wortes ,,oder** bestimmt. Fiir uns sind nur noch die Wahr-
heitswerte der Teilaussagen von Interesse. Wir werden auch bei anderen Ver-
kniipfungen dhnlich verfahtren.

(Uber den Gebrauch des Wortes ,,Alternative* in der Umgangssprache * 3.4.2.).
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3.4.2. Disjunktion

DEFINITION 1 (34.2.) — Dlslunktion
Disjunktion nennt man diejénige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | g | P4
w w F
w F w
F w w
F F F

Die Disjunktion entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,entweder 4 oder
B*‘. Die Verkniipfung ,,entweder 4 oder B* ist also genau dann wahr, wenn genau
eine von den beiden Aussagen wahkr ist. Sie ist falsch genau dann, wenn beide Aus-
sagen wahr oder beide falsch sind. Die Disjunktion ist ebenfalls extensional ( 7 37).
In den weiteren Ausfithrungen bezeichnen wir eine Verkniipfung von mehr als
zwei Aussagen mit ,,entweder-oder** ebenfalls als Disjunktion.

Im téglichen Sprachgebrauch wird oft an Stelle von ,,entweder-oder* einfach ,,oder*
gesagt, wobei dieses Wort in solchen Fillen ausschliefend wirken soll. Wenn man in
der Umgangssprache von einer Alternative spricht, so ist i. a. die von uns oben defi-
nierte Disjunktion gemeint. Diese Tatsachen miissen stdandig beachtet werden.

BEISPIEL 1 (3.4.2.)

a) ,,Die Summe der ersten sieben natiirlichen Zahlen ist entweder gerade oder
ungerade.‘

b) ,,1969 ist entweder eine Primzahl oder durch 9 teilbar.*

Eine wahre disjunktive Verkniipfung beider Aussagen spiegelt wider, daB von
zwei rhéglichen Sachverhalten genau einer existiert. Um MiBverstindnisse zu
vermeiden, sollte man in solchen Fillen stets ,,entweder . . . oder** verwenden.

Das ,,oder* kann in der Umgangssprache auch noch in einem anderen Sinne gebraucht
werden, wenn man sagen will, daB die beiden miteinander verkniipften Sachverhalte
nicht zusammen existieren kénnen. Es kann also hdchstens einer von ihnen zutreffen.

-

BEISPIEL 2 (3.4.2.):

»,Der Student 8 ist ein Arbeiterkindsoder Bauernkind.‘‘ Beides zugleich ist nicht méog-
lich. Man kann aber ,,Der Student S ist entweder ein Arbeiterkind oder ein Bauern-
kind“ nicht sagen, da er-auch einer anderen Bevolkerungsschicht angehéren kann.

Die Kenntnis dieser Mehrdeutigkeit im Gebrauch von ,,oder* in der Umgangs-
sprache ist sehr wichtig fiir das logische SchlieBen. AuBerdem veranlaBt sie uns,
auf die Exaktheit unserer Formulierungen zu achten.
In Verbindung mit der Alternative wollen wir noch abschlieBend auf die wich-
tigen Sitze der Aussagenlogik eingehen (7 25).
Den Satz vom ausgeschlossenen Dritten

,Jede Aussage ist wahr oder falsch‘¢
koénnen wir durch die Aussagenfunktlon ,,A oder (nicht 4)“ darstellen. Diese
Aussagenfunktion ist eine Identitit, weil wir bei jeder Wahl des Argumentes 4
stets eine wahre Aussage erhalten. '
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35.

_,Das Prinzip von der Zweiwertigkeit

- ,,Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch**

besagt, daB es zwischen einer Aussage und ihrem Negat keine dritte Mthchkelt.
gibt und daB eine Aussage nicht zugleich wahr und falsch sein kann, wie es im
Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch unmiBverstindlich- ausgesprochen wird.

Zusammenfassung der Aussagenverbindungen mit ,,oders

-Nicht ausschlieendes AusschlieBendes ,,oder

soder** bzw. ,,entweder . . . oder‘* ,oder

Alternative Disjunktion Unvertriiglichkeit

Die Wahrheit der einen | Die Wahrheit der einen Die Wahrheit der einen
Aussage schlielt die Aussage schlieBt die Aussage schHeBt die
‘Wahrheit der anderen Wahrheit der anderen Wahrheit der arideren aus.
nicht aus. aus, und die Falschheit

der einen Aussage schlieft
die Falschheit der anderen

aus.
Eine solche Aussagen- Eine solche Aussagen- Eine solche Aussagen-
verbindung ist wahr, verbindung ist wahr, | verbindung ist wahr,
genau dann, wenn genau dann, wenn genau dann, wenn -
mindestens eine genau eine derver- hichstens eine der
der verkniipften Aus- kniipften Aussagen “ahr verkniipften Aussagen
sagen wahr ist. ist. wahr ist.’

»4 oder B

Wir wollen auf die in der Tabelle hervorgehobenen Formulierungen eingehen.
‘Wenn wir die Worte ,,es existiert mindestens ein . .. benutzen, so wird damit
stt:]ts das Vorhandensein eines Individuums oder a.uch mehrerer Indlndnen aus-
gedriickt.

,,Es existiert genau ein ...' sagt aus, daB nicht méhr und nicht weniger als ein
Individuum vorhanden ist. - '

,.E8 existiert hochstens ein . . . beinhaltet das Auftreten keines oder eines Indi-
viduums..
3.5. Implikation

DEFINITION 1 (3.5.) — Implikatlon
Implikation nennt. man dle]emge zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

j2 j | P—~q
W w w
w F F
F w w
F F w

Die Implikation entspricht der zweistelligen Aussa,genfunktlon »,wenn A4, so B*,
Nach der Festsetzung (IV) (7 38) ist die Verkniipfung ,,wenn A4, so B‘‘ genau
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dann falsch, wenn 4 wahr und B falsch ist, wahrend sie in allen anderen F‘a.llen
wahr ist.

In den weiteren Ausfiihrungen bezeichnen wir eine Verkniipfung von mehreren
Aussagen mit ,,wenn-so*‘ ebenfalls als Implikation. -

In der Implikation ,,wenn A, so B‘‘ bezeichnet man A a,ls Vorderglied und B als
Nachglied der Implikation.

Diese Art der Implikation, die dem Sprachgebrauch der klassischen Mathematik
entspricht, nennt man auch materiale Implikation. Wir abstrahieren auch hier
von irgendwelchen inhaltlichen Zusammenhingen zwischen den durch die Impli-
kation verkniipften Aussagen und betrachten nur die Wahrheit oder Falschheit
dieser Aussagen. Bei materialen Implikationen wird von kausalen, konditionalen
und anderen Zusammenhingeh -abstrahiert. Wie bei allen anderen Wahrheits-
funktionen sind nur die Wahrheitswerte der Teilaussagen von Bedeutung.

BEISPIEL 1 (3.5.): '

a) ,5 >3, wenn 3 + 2 = 5 ist.*

b) ,,Wenn GOETHE ,Die Réuber* geschneben hat,’ dann helBt er mit Vornamen<
Friedrich.

c) ,,Wenn es zw1schen 13 und 15 Primzahlen gibt, so gibt es auch zwischen 5 und
15 Primzahlen.*

Alle diese Implikationen haben im Sinne der Defmxtlon 1 (3 .5.) den Wahrheits-
wert W.

Die Aussagenverbindung a) im Beispiel 1 (3.5.) ist wahr, weil beide Teilaussagen
wahr sind.

Die Aussagenverbmdung b) ist wahr, weil beide Tella.ussagen den Wahrheltsw ert F
haben. .
In der Aussagenverbindung c) ist das Vorderglied falsch, und das Nachglied wahr.

Eine solche Imphka.tlon ist aber nach der Definition 1 (3.5.) auch wahr.

Wir kénnen im Sinne der Definition 1'(3.5. ) Jjede beliebige falsche Aussage als: Vor- .
derglied mit einem wahren Nachglied zu einer Implikation verkniipfen, dennoch
besitzt diese Aussagenverbindung den Wahrheitswert W.

BEISPIEL 2 (3.5.):

Die Aussagenverbindung

,»Wenn heute der 30. Februar ist, so gibt es zwischen 5 und 15 Primzahlen*
ist wahr.

Wir koénnen auch sagen, dal jede Implikation, deren Vorderglied falsch ist, den
Wahrheitswert W hat, ohne Riicksicht darauf, ob Vorderglied und Nachglied
inhaltlich zusammenhéngen oder nicht.

BEISPIEL 3 (3.5.):

,Wenn es ‘zwischen 5 und 15 Primzahlen gibt, dann gibt es zwischen 13 und
15 Primzahlen‘*

ist falsch, da dasVorderglied dieser Implikation wahr und ihr Nachglied falsch ist.

Uber die Beispiéle«l (3.5.) bis 3 (3.5.) hinaus verwenden wir die ,;Wenn-so*-Ver-
bindung z. B. auch dann, wenn die Aussagenverbindung eine Kausalbeziehung
- widerspiegeln soll. Eine solche ist dadurch gekennzeichnet, daB die Wirkung not-
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3.5.

wendigerweise aus der Ursache folgen muB und die Ursache der Wirkung zéitlich
vorangeht.

BEISPIEL 4 (3.5.):

»Wenn man die Temperatur vom Wasser bei normalem Druck auf 100 °C erhoht,
so siedet das Wasser.**

Neben den bisher verwendeten Formulierungen fiir die Implikation werden wir im
folgenden noch andere Ausdrucksweisen kennenlernen.

Wir wenden uns jetzt wieder der Implikation ,,wenn 4, so B** zu und vertauschen
in ihr die Aussagen 4, B miteinander. Wir erhalten ,,wenn B, so A‘“. Diese so
entstandene Imphkatlon nennt man Konversion (Umkehrung — lat.) der urspriing-
lichen und umgekehrt. Es erhebt sich die Frage, welchen Wahrheitswert die Kon-
version ,,wenn B, so A‘ besitzt.

Wir vergleichen zu diesem Zwecke die Tabelle der Wahrheitswerte der Implikation
»wenn A, so B*, die uns nach der Definition 1 (3.5.) bereits bekannt sind, mit der
entsprechenden Tabelle der Konversion bei allen méglichen Belegungen der Wahr-
heitswertvariablen p und gq.

Implikation und Konversion
P | ¢ | Py ¢ | » | a-p
w | w w w | w w
w | F F F | w W
.F w w w F F
F F w F F w
L Nicht wertverlaufsgleich I

Die Implikation (p —> ¢) und ihre Konversion (g — p) sind nicht wertverlaufsgleich.
Die Aussagenverbindungen ,,wenn 4, so B und ,,wenn B, so 4 sind nicht logisch
" gleichwertig.

Aussagenverbindungen, die aus tﬂowhen Aussagen 4. B. (/. . .. bestehen, heiflen
logisch gleichwertig genau dann, wenn sie bei beliebiger W ahl (lcr Aussagen A, B,
C; ... denselben Wahrheitswert besitzen. Wahrheitsfunktionen, die solchen Aus-
sagenverbindungen entsprechen, sind wertverlaufsgleich.

Logisch gleichwertig sind z. B. die Aussagenverbmdunuen, die dem Aussagen-
funktionen -

,wenn A, so B* und ,,wenn (nicht B), so (nicht 4)*
entsprechen
Letztere nennt man Kontrapesition (Gegensatz — lat.) der ersten. Hierauf
werden wir im Teil 4.1. (_* 66) noch eingehen.
Die logische Gleichwertigkeit einer Tmplikation mit ihrer Kontraposition splelt
bei mathematischen Beweisfilhrungen — die wir im Teil A 5. behandeln werden —
eine wesentliche Rolle.

BEISPIEL 5 (3.5.):

Implikation: ,,Wenn 2272 durch 4 teilbar ist, so ist 2272 eine gerade Zahl.* (W)

Konversion: ,,Wenn 2272 eine gerade Zahl ist, so ist 2272 durch 4 teilbar.* (W)

Kontraposition: ,,Wenn 2272 keine gerade Zahl 1st so ist 2272 nicht durch 4
teilbar.‘ (W)
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3.6:

BEISPIEL 6 (3.5.):

Implikation: ,,Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es gleichschenklig.*
Konversion: ,,Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, so ist es gleichseitig.*
Kontraposition: ,,Wenn ein Dreieck nicht gleichschenklig ist, so ist es auch nicht
gleichseitig.*

Im Belspnel 6 (3.5.) ist die urspriingliche Implikation allgemeingiiltig, ihre Kon-
version nur erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig und ihre Kontraposition wieder
al]lgemeingiiltig. Dabei soll die Menge aller Dreiecke als Grundbereich vorgegeben
sein. '

Die Implikation, ihre Konversion und lhre Kontraposition sind in der falgenden
Tabelle zusammengefalt.

Aussagenfunktion Symbolische
Darstellung
Implikation »Wenn 4,, s0 4, p—q
Konversion »Wenn 4,, so 4,* q—p
Kontraposition »Wenn (nicht 4,),s0 |"~g—=~p
(nicht 4,)*
3.6. Aquivalenz

DEFINITION 1 (3.6.) — Aquivalenz
Aqmvalenz nennt man. dle]emge zweistellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | g | por
w | w w
W | F F
F w F.
. F F w

Die Aquivalenz entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,4 genau dann,
wenn B‘“. Nach der Festsetzung (V) (7 38) ist die Verkniipfung ,;4' genau dann,
wenn B‘‘ genau dann wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr oder wenn beide
falsch sind. In allen anderen Fillen ist die Aquivalenz falsch.

BEISPIEL 1 (3.6.):

a) ,,Die Zahl 2013 ist durch 3 teilbar genau dann, wenn lhle Quersumme durch 3
“teilbar ist.*

b) ,,Die Wega ist genau dann ein Planet des Sonnensystems, wenn 2 - 2 = 5 ist.*

Beide Aussagenverbindungen sind wahr, da ihre Tellauqsagen in a) beide wahr und

in b) beide falsch sind.

Neben der bereits angefiihrten Ausdrucksweise fiir die Aquivalenz benutzt man
auch die¢ Formulierung ,,4 dann und nur dann, wenn B*. -
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3.7

Dle symbolische Darstellung ,,p <~ ¢* 1i8t die Vermutung aufkommen, da8 die
Aquivalenz aus p—>g und p<—q zusammengesetzt ist. Wie auf Seite 56 gezeigt
wird, 148t sich eine Aquivalenz wirklich auf eine Konjunktion zuriickfiihren, deren
Gheder eine Implikation und ihre Konversion sind.

Aquivalenzen und dazu logisch gleichwertige ‘Ausdrucksweisen sind fiir das Be-
weisen von groBer Bedeutung ( 7 Teil A 5.).

3.7. _ Zusammenfassung

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir mit Hilfe einiger Wérter wie ,,und*,
,;odert’, usw. aus, Aussagen neue Aussagen, sogenannte Aussagenverbmdungen
gebildet. Ebenso konnten wir aus einer Aussage durch Verneinung eine neue Aus-
sage gewmnen Es erhebt sich nun die Frage, ob wir mit den definierten Funk-
tionen alle ein- und zweiwertigen logischen Operationen erfat haben.

Die Beantwortung dieser Frage ausschlieBlich vom sprachlichen Standpunkt aus
wire zumindest umsténdlich und vielleicht nicht liickenlos. Wir versuchen es
deshalb mit mathematischen Mitteln. Dazu bildet der AbstraktionsprozeB, der
Ubergang von der Aussage zu ihrem Wahrheitswert und damit der Ubergang von
der Aussagenfunktion zur Wahrheitsfunktion, die Grundlage. 'Wir werden aller-
dings in entgegengesetzter Richtung, d. h. von der Wahrheitsfunktion zur Aus-
sagenfunktion und vom Wahrheitswert zur Aussage, fortschreiten. So konnen
wir mit Sicherheit fiir Vollstindigkeit garantieren.

Wir befassen uns zunéchst mit deri einstelligen Wahrheitsfunktionen.

Die Negation ist uns bereits bekannt. ‘

Fiir die Festlegung der Funktionswerte von einstelligen Wahrheitsfunktionen
gibt es aber auch noch andere Moghchkelten Wegen der besseren Ubersicht
fassen wir dlese Funktxonswerte in einer Tabelle zusammen.

Argumente - Funktionswerte
ml @ @3 | @
w Wil W F F
F w F w F

Wir erkennen, dali es auf Grund der moglxchen Zuordnungen vier verschiederne
einstellige Wahrheitsfunktionen gibt. oo

In der Spalte (3) befinden sich die Funktionswerte der Negation. Diese entspncht
der Aussagenfunktion ,,nicht 4.

Mit den zu den Spalten (1), (2) und (4) gehérenden, Wahrheitsfunktionen wetden
wir uns nicht ausfiihrlich beschiftigen.

Dennoch interessiert uns die Frage: Welche sprachlichen Formulierungen ent-
sprechen diesen Wahrheitsfunktionen ?

BEISPIEL 1 (3.7.):

»»< oder (nicht 4)" zur Spalte (1)
.4 und 4% zur Spalte (2)
»Es ist nicht so, daB3 A'‘ zur Spalte (3)
.,4 und (nicht 4)* . zur Spalte (4)
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Ohne Begriindung sei hier erwiihnt, daB es genau 4 einstellige und 16 zwelstelhge
Wahrheitsfunktionen gibt.

Die Funktionswerte zweistelliger Wahrheitsfunktionen sind .in der folgenden T&-
belle zuss,mmengestellt

(1) [ €2) (3)‘ @ | ® | © | (1 [® ] ® [a0]an|a2) |13) |14 |1s) |16)

p|q

wwlw| w|w|lw|w|lw|w|wl]lr|F|Fr|[F|F|F|F|F
wr|lw|w|w|w|F|F|F|R]lw|w|lw|w|F|F|F|F|
Flwlw|w|F |F |W|lW|F |F|Ww|W|F|F |W|W|F|F
FlF|wl|F |W|F |W|[F |W|F|W|F F|W|F |W|F

w

Wir erkennen, daB (2) die Alternative, (5) die Implikation, (7) die Aquivalenz,
(8) die Konjunktion und (10) die Disjunktion ist. Die Funktion (15) entspricht
der Aussagenfunktion ,,weder 4, noch 4,*“:. Andere, bisher nicht benannte Funk-
tionen lassen sich z. T. umgangssprachlich sehr kompliziert formulieren.
Ferner ist ersichtlich, daB aus den ersten acht Wahrheitsfunktionen durch Nega-
tion die iibrigen acht gewonnen werden konnen. Dle zweistelligen Wahrheits-
funktionen liegen in gewisser Hinsicht ,Symmetrisch® zueinander. Die ,,Sym-
metrieachse* liegt zwischen den Spalten (8) und (9). -

Von den 16 zweistelligen Aussagenfunktionen haben wir nur die vier klassischen
und die Disjunktion genauer betrachtet. o

Es ist moglich, alle Aussa.genfunktlonen durch einige — sogar durch eine — darzu-
stellen. Néiher konnen wir darauf im Rahmen unseres Anliegens nicht eingehen.
Einige Bezmhungen zwischen den Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen unter-
suchen wir in den folgenden Teilen dieses Buches.

3.8. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

. Was. verstehen Sie unter einér zweistelligen.
a) Aussagenfunktion; b) Wahrheitsfunktion ?
. Welche klassischen Aussagenfunktionen kennen Sie ? -
‘Worin besteht der Unterschled zwischen logischer Negation und dialektischer
Negation ?
Wird das Wort ,,und* stets-im Sinne der Konjunktion benutzt?
. Welche Maglichkeiten der Ausdrucksweise fiir die Konjunktion kennen Sie?
Kennzeichnen Sie die drei verschiedenen Arten im Gebrauch des Wortes ,,oder*!
. Wodurch unterscheidet sich der Gebrauch des Begriffes ,,Alternative‘* in der Logik
von dem in der Umgangssprache ?
. Stellen Sie Gemeinsames und Unterschledhches der Wahrheitswerte bei Kon-
junktion und Altema.tlve heraus!
9. Was verstehed' Sie unter der Konversion und der Kontraposition einer Impli-
- kation ?
10. Welche Beziehungen stellen Sie bei der Betra.chtung von Implikation und Aqulvalenz
und deren Wahrheitgwerttabellen fest ? -

peean ww

. Qo
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4. Operationen mit logischen Ausdriicken

Tm Teil A 3. sind wir dazu iibergegangen, loglsche Funktionen zu erkliren.” Dabei
erfolgte eine stindige Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen ztischen den
Aussagen. ,,Um diese Formen und Verhdltnisse in ihrer Reinheit untersuchen
zu kénnen, muf8 man sie abe'r vollsta,ndlg von ihrem Inhalt trennen, diesen als
gleichgiiltig beiseite setzen . . .‘* schrieb schon ENGELS in seinem ,»Anti-Diihrung**
zum AbstraktionsprozeB in der Mathematik.

Im Teil A 4. treiben wir die bei den Wahrheitsfunktionen begonnene Abstraktion
und Formalisierung weiter voran, lernen Ausdriicke kennen und decken mit dem
weiteren Aufbau des Aussagenkalkiils Gesetze auf. An einen kurzen Ausblick
iiber die Anwendung aussagenlogischer Beziehungen schlieBen sich einige Betrach-
tungen iiber prédikatenlogische Ausdriicke und Gesetze an, die zusammen mit den
aussagenlogischen Ausdriicken und Geretzen die Grundlage fiir das im Teil A 5.
folgende logische SchlieBen sind.

4.1, ~ Aussagenlogischer Ausdruck

In den Aussagenfunktionen haben wir fiir Aussagen die Variablen A, B, C, .
verwendet. Diese Variablen diirfen wir mit Elementen eines Grundbereiches —
also mit Aussagen — belegen. Die Worter ,,und*, ,,oder* usw. sind nach ihren
Merkmalen Konstante,die u. a.zur Kennzeichnung einer aussagenloglschen Opera~
tion dienen.

In den Wahrheitsfunktionen haben wir die Variablen mit D, 4, - .. bezeichnet.
Thr Grundbereich besteht aus nur zwei Elementen, aus den Wahrheltswerten W
und F. Konstante sind hier die Funktoren (~, A, v, —, «). Durch lineare Ver-
kniipfung von Wahrheitswertvariablen, p, ¢, ..., und Funktoren sowie durch
Anwendung von technischen Zeichen (Klammern usw.) konnen wir Zeichenreihen
bilden.
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4.1.

BEISPIEL 1 (4.1.):
Zy=@AQ~(@rD) Zy= ((~V Do P1P0))

Unter den Zeichenreihen (im folgenden mit Z, Z,, Z, bezeichnet) sondern wir durch
eine induktive Definition die Ausdriicke des klassischen zweiwertigen Aussagen-
kalkiils aus.

DEFINITION 1 (4.1.) — Aussagenlogischer Ausdruck
(1) Die Variablen p; sind Ausdriicke.
(2) a) Wenn Z ein Ausdruck ist, so ist auch ~Z ein
Ausdruck.
b) Mit Z, und Z, sind auch (Z, A Z,), (Z, v Z,),
(Z, — Z,) und (Z, <~ Z,) Ausdriicke.
(3) Eine Zeichenreihe Z ist nur dann Ausdruck, wenn
das auf Grund von (1) und (2) der Fall ist.

Die Zeichen ~, A, V, =, <=, (. . .); Po» P1» P2» - - - 5 ¢, - - - nennt man Grundzeichen.

BEISPIEL 2 (4.1.):

Hi=~(pnAg Hy=(~pv ~ygq)
Hy=(@Ag v(ipvye) Hy = (91— 22) A (~ Dy V D)

Mit H, H,, H,, . . . wollen wir Ausdriicke bezeichnen. .
Auf Grund der Deflmtxon 1 (4.1.) kann man iiberpriifen, ob die Beispiele 2 (4.1.)
wirklich Ausdriicke sind.

Wir untersuchen H,.

1. Die Variablen p und ¢ sind nach-der Definition 1 (4.1.) (1) Ausdriicke.

2. Die Zeichenreihe (p A g) ist nach Definition 1 (4.1.) (2b) ebenfalls ein Aus-
druck.

3. Die Zeichenreihe ~ (p A q) ist dann nach Definition 1 (4.1.) (2a) gleichfalls em
Ausdruck.

Damit ist gezeigt, daB H, in der Tat ein Ausdruck des Aussagenkalkiils ist. Die
Zeichenreihe Z, im Beispiel 1 (4.1.) ist dagegen kein Ausdruck, weil ihr Aufbau
der Definition aussagenlogischer Ausdriicke widerspricht. Im Sinne dieser Defi-
nition diirfen weder die Zeichen ~ v noch p, p; p, unmittelbar aufeinander-
folgen.

Wir wollen jetzt zwischen den Wahrheitswerten und Wahrheitsfunktionen einer-
seits und den Ausdriicken andererseits einen Zusammenhang herstellen. Die
Variablen p, g, . . . benutzen wir jetzt als Wahrheitswertvariablen und ebenso die
Funktoren ~, A, v, -, « als Zeichen fiir klassische Wahrheitsfunktionen.

Bereits bei der Behandlung der klassischen Wahrheitsfunktionen haben wir ent-
sprechende Ausdriicke eingefiihrt: Fiir die Negation ~ p, fiir die Konjunktion
P A g, fiir die Alternative p v ¢, fiir die Implikation p — ¢, fiir die Aquivalenz

P~ q.

Auf der Grundlage der dort getroffenen Festlegungen (vgl. Wertetabellen der
Wabhrheitsfunktionen) kénnen wir fiir diese Ausdriicke bei jeder Belegung der
Variablen p und ¢ mit Wahrheitswertén den zugeordneten Wahrheitswert angeben.
Auch bei komplizierten aussagenlogischen Ausdriicken ist es méglich, auf dieser
Grundlage Wahrheitswerte bei verschiedenen Belegungen der Variablen in endlich
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vielen 'Sdhﬁtten auszurechnen. Wie eine solche Ausrechnung bei allen mégiichen
Belegungen der Variablen durchgefiihrt wird, zeigen wir am Beispiel 3 (4.1.). -

'BEISPIEL 3 (4.1.):

H=(~pvg)=(r—>9q
Zur Berechnung der Werte von H fertigen wir eine Tabelle an.

P q *r |~p| ~pve r—q (~pvq)e(r—gq)
M | @2 | 3 | 4. (6) (6) )]
wW|lWwW|WwW/|F w w w
w|lw|PF F w w w
W | F wWI|F F F w
W | F F F F w F
F w|lw|Ww w w w
F W |.F w w w w
F F w | W w F F
F | F F w w W w

Die Spalten (1), (2) und (3) sind fiir die Variablen p, ¢ und r bestimmt. Fiir alle
moglichen Belegungen der drei Variablen mit Wahrheitswerten gibt es 23 = 8 ver-
schiedene Zusammenstellungen. Jede Variable wird dabei viermal mit W und
viermal mit F belegt. Um alle mtig'lichen Belegungen der Variablen schnell und
iibersichtlich zu erhalten, empfehlen wir, bei der Belegung der Variablen (in diesem
Falle drei Variable: p, ¢ und r) so zu verfahren, wie es aus der Tabelle in den Spal-
ten (1); (2) und (3) ersichtlich ist.

Die Werte in den iibrigen Spalten werden aus diesen Emga,ngswerten auf Grund
des fiir die jeweilige Spalte vorgegebenen Ausdrucks ermittelt.

Wir betrachten z. B. die dritte Zeile der Tabélle: p wurde dort mit W, q mit F
und r mit W belegt.

In der Spalte (4) steht die Negation ~ p. Ihr Wert ist hier F, weil p in diesem
Falle den Wert W besitzt.

Die Alternative ~ p v ¢ in der Spa,lte (6) hat ebenfalls den Wert F, weil sowohl
~ p als-auch g den Wert F haben.

Auch die Implikation » — g in der Spalte. (6) hat in diesem Falle den Wert F, weil
hier » mit W und ¢ mit F belegt wurde.

Die Aquivalenz in der Spalte (7) hat schlieBlich den Wert W, da beide Ausdriicke
in den Spalten (5) und (6) den Wert F haben. Ahnlich verfahren w1r auch in den
anderen Zeilen.

Aus dem Wertverlauf in der Spalte (7) knnen wir entnehmen, daB der vorgegebene
Ausdruck H sowohl den Wert W als auch den Wert F annimmt. Wir nennen
einen solchen Ausdruck eine aussagenlogische Neutralitit. Der vorgegebene Aus-
druck ist erfiillbar, weil er bei mindestens einer Belegung der Variablen den Wert W
annimmt (7 27 iiber Aussageformen).

‘Wir erkennen, da8 die Ausdriicke solche Zeichenreihen sind, die in einer formali-
sierten Sprache den Aussageformen entsprechen. Die Tabelle, die wir zum Ermit-
teln der Werte von-H verwendet haben, ist eine vollstindige Wahrheitswerttabelle,
Sie enthilt alle Werte von H, die bei allen maglichen Belegungen der Variablen mit
Wahrheitswerten ermittelt worden sind.
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4.3,

Der Ausdruck H = = (p —> q) « (~ ¢ = ~ p)nimmt bei jederBelegung der Variablen
den Wahrheitswert W an. (Die Aufstellung der vollsténdigen Wahrheitswert-
tabelle beweist das,) Der Ausdruck H ist eine aussagenlogische Identitit (7 43).

Es ist offensichtlich, daB es sich hier um die Aqmvalenz zwmchen einer Implika-
tion und ihrer Kontraposltlon handelt (7 48).

Der Ausdruck im Beispiel 3 (4.1.) dagegen ist zwar erfn]lbar, doch nicht allgemein-
giiltig. Die Allgemeingiiltigkeit ist eine besondere Art der Erfiillbarkeit.

AuBer den erfiillbaren Ausdriicken- gibt es auch nicht erfiillbare Ausdriicke. Ein
derartiger Ausdruck ist eine aussagenlogische Kontradiktion (* 43), z. B.:

H=r~((pvpva)-(@va).
Dés kann man leicht durch Aufstellung einer vollstindigen Wah.rheltswerttabelle
feststellen.

Wir haben fiir die klassischen Wahrheitsfunktionen Ausdriicke eingefithrt. Umge-
kehrt konnen wir auch Ausdriicken wie ~p, DA g, PV ¢, p—> ¢, D + ¢ bei ent-
sprech:nder Deutung (Interpretation) der Zeichen (Wahrheltswertva,nable, Funk-
tor) Wahrheitsfunktionen zuordnen. Wir werden demnach den Ausdruck ~ H als
Negation von H, den Ausdruck H, A H, als Konjunktion der Ausdriicke H, und H,
usw. bezeichnen.

Wir kénnen aber auch die Interpretation so ansetzen, daB die Variablen direkt als
Variablen fiir Aussagen und die Funktoren als Zeichen fiir die klassischen Aussagen-
funktionen gedeutet werden.

So ist z. B. die Aussage

,,»Wenn du ankommst und kein Quartler findest, so gehe zum Zlmmernachwels

am Hauptbahnhof*
durch entsprechende Belegung der Variablen in der Aussagenfunktlon

,,Wenn (4, und nicht 4,), so 4;*
entstanden. Der zugehérige aussagenlogische Ausdruck lautet

PA~g—>r, .

wobei die Va.na,bleli ¥ als Variable fiir 4, 4,, 45 und die Funktoren — als
,,wenn 8o, A als ,,un “und ~ als ,»nicht‘‘ gedeutet werden.
Die Klarhelt und Ubersichtlichkeit solcher Ausdriicke erleichtert unsere Betrach-
tungen vor allem dann, wenn wir uns mit der Aufdeckung von GesetzmiBigkeiten
beschéftigen.
Wir haben auBer fiir die klassischen Wahrheitsfunktionen auch noch fiir die Dis:
junktion einen Funktor eingefiihrt. Auch fiir die anderen nichtklassischen Wahr-
heitsfunktionen kénnte man Funktoren einfiihren. Wir kommen aber mit den klds-
sischen Wahrheitsfunktionen aus, weil sich alle anderen auf sie zuriickfiihren lassen.
Es wire auch nicht zweckmiBig, zum Aufbau von Ausdriicken noch mehr Grund-
zeichen heranzuziehen, was aber durch Einfiihrung weiterer Wahrheitsfunktionen
nicht ausbleiben wiirde. Vielmehr ist eine Verminderung der Anzahl der Grund-
zeichen. erstrebenswert, wenn auch dabei die Ausdriicke linger werden. Die Ver-
hiltnisse sind hier etwa mit der Darstellung von Zahlen in verschiedenen Positions-
systemen vergleichbar. Im Dualsystem kommen wir mit zwei Grundziffern aus.
Im Zehnersystem (Grundzahl10) benotlgen wir dagegen zehn Grundziffern.
Dafiir fillt die Darstellung. vieler Zahlen in diesem Positionssystem wesentlich
kiirzer aus: Die Zahl 1970 beispielsweise ist im Zehnersystem vierstellig und im
Dualsystem (Grundzahl 2) elfstelhg darstellbar. Dennoch bevorzugt man in -der
EDV Zeichenreihen mit weniger Grundzeichen. Diese Probleme sind im. Teil C
,,Aufbau der Zahlenbereiche‘* ausfiihrlicher dargestellt
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4.2,
4.2, Wertverlaufsgleichheit aussagenlogischer Ausdriicke

Gegeben seien zwei Ausdriicke
Hi=p-~g¢ und Hy,=(@—>a0Arlg—>p).
Wir sollen die zugehérigen vollstindigen Wahrheitswerttabellen a,ufstellen Da

in beiden Ausdriicken die gleichen Variablen vorkommen, kénnen wir ein und'
dieselbe Tabelle benutzen.

P q H, | p—g g—p| H,
wl lwl|lw| w 1w
w ! F F F w F
F w | F w F F
F | F w W w w

Wertverlaufsgleich

Die beiden Ausdriicke H; und H, sind wertverlaufsgleich. Die zpgehérigen Aus-
sagenverbindungen sind loglsch gleichwertig (7 48). H, und H, lassen: sxch nach
der Definition 1 (4.1.) zu einem Ausdruck

' H;=H,~H,

verkniipfen. Wir stellen auch zu diesem neuen Ausdruck
Hy=(@+~q) ~@®@—>qAr@—>p)

eine vollstindige Wahrheitswerttabelle auf.

P q H | p—g¢g g—p | Ho | Hg
wlw/|w w w W | w
W | F F F w F w
F W | F w F F w
F F w w w w | W

H, ist eine aussagenlogische Identitit.

Die Form (H, — H,) von aussagenloglschen Identitdaten ist von besonderer Be-
deutung. Wenn nédmlich (H; < H,) eine aussa.genloglsche Identitét ist, so nimmt
der Ausdruck H, bei jeder Belegung denselben Wert wie der Ausdruck H, an. H,
und H, sind also wertverlaufsgleich. Die zu den Ausdriicken H, und H, gehérenden
Aussagenverbindungen sind dann logisch gleichwertig. Umgekehrt smd aber auch
die zu logisch gleichwertigen Aussagenverbindungen gehorenden Ausdriicke wert-
verlaufsgleich ( * 48).

Man nennt Ausdriicke H, und H, semantisch dquivalent (oder kurz iquivalent),
wenn die aus diesen gebildete Aquivalenz H, « H, allgemeingiiltig ist.

Wir kénnen demnach sagen:

Zwei Ausdriicke H, und H, sind genau dann semantisch dquivalent, wenn sie
wertverlaufsgleich sind.

BEISPIEL 1 (4.2.): _
Die beiden Ausdriicke H, = p — ¢ und H, = ~(p A ~q) sind wertverlaufs-
gleich.
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Die Aussagenverbindungen
1: »Wenn die Zahl 1970 durch 10 teilbar ist, so ist sie eine gerade Zahl‘‘ und
Az ,,Es ist nicht wahr, daB die Zahl 1970 durch lO tellbar und zuglewh ungerade:
ist
die den Ausdrucken H, und H, entsprechen, sind logisch gleichwertig.

4.3. Einige aussagenlogische Gesetze

Mit Hilfe vollstindiger Wahrheitswerttabellen kénnen wir entscheiden, ob zwei
Ausdriicke H, und H, wertverlaufsgleich sind. Damit kénnen wir auch zeigen,
ob ein aus H, und H; gebildeter Ausdruck, z. B. H, — H,, eine aussagenlogische
Identitdt ist. Wertverlaufsgleichheit und aussagenlogische Identitdt sind jedoch
nicht véllig ein und dasselbe. Die Wertverlaufsgleichheit ist eine Beziehung zwi-
schen zwei Ausdriicken, und die Elgenschaft eine Identitdt zu sein, ist eine Elgen-
schaft eines Ausdrucks.

Frageni wir nach der Wertverlaufsgleichheit, so verg]elchen wir die Wahrheits-
werte zweier Ausdriicke bei allen moghchen Belegungen.

Fragen wir nach der Allgemeingiiltigkeit eines Ausdrucks, z. B. danach, ob H, — H,
eine aussagenlogische Identitét ist, so wellen wir feststellen, ob dieser eine Ausdruck
bei jeder Belegung den Wahrheitswert W erhilt. In diesem Falle wird also der
Wahrheitswert eines aus den Ausdriicken H, und H, gebildeten neuen Ausdruckes
H, «— H, bei allen moglichen Belegungen ermittelt.

Aus wertverlaufsgleichen Ausdriicken H, und H, lassen sich stets mit dem Funktor
»+—‘‘ aussagenlogische Identititen, d. h. allgemeingiiltige Ausdriicke bilden.
Mit Hilfe vollstindiger Wahrheitswerttabellen kénnen wir zeigen, da8 z. B.
pA(gAar) und (P Ag)AT;
pvigvr)y und (pvg)vr;
P—(@—r) und (peg)er
wertverlaufsglelch sind.
Fiir die Konjunktion, Alternative und Aquivalenz gilt also das Assoziativgesetz.
Fiir die Implikation gilt es nicht, d. h., die beiden Ausdriicke p — (g — ) und
(p — q) — r sind nicht wertverlaufsglexch
Aus den soeben angegebenen wertverlaufsgleichen Ausdriicken lassen sich also aus-
sagénlogische Identitdten bilden.

Fiir die Konjunktion, Alternative und Aquivalenz gilt hinsichtlich der Wertver-
laufsgleichheit das Kommutativgesetz.

Fiir die Implikation gilt es jedoch nicht, denn der Ausdruck (p — ¢) — (¢ — p)
ist keine aussagenlogische Identitit. Wir kénnen das mit Hilfe einer vollstindigen
Wahrheitswerttabelle leicht nachpriifen (7 48).

SATZ 1 (4.3.)

Fiir die Konjunktion, Alternative und Aquivalenz gelten
hinsichtlich der Wertverlaufsgleichheit das Assoziativ-
gesetz und das Kommutativgesetz.

Fiir die Implikation gilt weder das Assoziativgesetz noch
das Kommutativgesetz.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe vollstindiger Wahrheitswerttabellen.
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SATZ 2 (4.3.)

Die Konjunktion ist beziiglich der Alternative beider-
seits distributiv und umgekehrt, d. h., die folgenden Aus-
driicke sind aussagenlogische Identltﬁten

M palgvr)—~(pAag)v(pAar)

(2) (@vr)Ap—(@Ap)Vv(rAp)

(3; PVvigan)—=(pvea(pvr)

4) (@rr)vp—(gvp)A(rvp)

Der Beweis des Satzes 2 (4.3.) erfolgt mit Hilfe, vollstéandiger Wahrheitswert-
tabellen.

Wir kénnen die linksseitige Dlstnbutlwtat (1) bzw. (3) mit Hilfe des Kommutatlv-
gesetzes aus der rechtsseitigen Distributivitat. (2) bzw. (4) gewinnen. ' Dije Aus-
driicke (1), ..., (4) sind aussagenlogische Identititen (Beweis durch Wahrheits-
werttabellen).

Assoziativitit, Kommutativitit und Dlstnbntlvitit sind wichtige Elgenschaften
zahlreicher Opera.tlonen Sie werden fiir einige Rechenoperationen berelts im
Mathematikunterricht in Klasse 1 behandelt.

Bei der sprachlichen Formullerung von Aussagenverbindungen wird meistens die
kiirzere Form verwéndet, beispielsweise (g A 7) v p an Stelle von (g v'p) A (r v ).

BEISPIEL 1 (4.3.):

,»Der Ausdruck ist kurz und iibersichtlich oder er liBt sich leicht umformen*

an Stelle von

,,Der Ausdruck ist kurz, oder er 1iBt sich leicht umformen, und er ist-auch iiber-
sichtlich, oder er 1dBt sich leicht umformen*¢

"In Verbindung mit der Distributivitit sei noch erwihnt, daB die Implikation
beziiglich der anderen \Wahrheitsfunktionen hnksseltlg distributiv, jedoch nicht
rechtsseitig distributiv ist.

Die folgenden Ausdriicke sind allgemeingiiltig.
B)p—>(@Ar—(p>gAr(p—>7)
6) p—>(qvr)—~(p—>q Vv(p—>7)
(N p—>@—>r=(@>9—>@>71)
B)p—>(g—=r)—(p>9—=(p—>7)

SATZ 3 (4.3.)

Ist die Konklusion (Nachglied) einer Implikation eben-
falls eine Implikation. so lassen sich die beiden Pramissen
(Vorderglieder) der Implikationen konjunktiv zu einer
Pramisse verbinden und umgekehrt. =

Satz 3 (4.3.) besagt, daB der folgende Ausdruck eine aussagenlogische Identitit ist.

@) p—>@—>nN—(pAg)—>r
(Satz der Primissenverbindung)

Satz 3 (4.3.) 1aBt sich auch auf mehr als zwei Primissen iibertragen.

BEISPIEL 2 (4.3.):
,,Wenn die Zahl 780 durch 3 texlbar ist, dann ist sie, wenn sie gerade ist, auch
durch 8 teilbar*



TN

ist logisch gleichwertig mit
,,Wenn die Zahl 780 durch 3 teilbar und gerade ist, so ist sie auch durch 6 teilbar**.

Auch der folgende Ausdruck ist eine aussagenlogxsche Identltat
’10) (pAg)>r—(@—>71) v(q—>r)

In Worten ausgedriickt bedeutet das, daB sich eine Konjunktion als Primisse
einer Implikation in mehrere einfache Primissen aufspalten ligt.

SATZ 4 (4.3.) ,
Ein doppelt verneinter Ausdruck ist wertverlaufsgleich -
mit dem zugehorigen verneinten Ausdruck, d. h.

‘ist eine aussagenlogische Identitit.

Beweis mit Hilfe einer vollsténdigen Wahrheitswerttabelle:

p|~p|L~p | ~~pewp

W F w w
'F w F w
Wertverlaufsgleich ~

SATZ 5(4.3.)
Die Aquivalenzen

(12) (p—>q)~(~qg—> ~p)
(13) (~p—>g) ~ (~qg—>p)
(14) (p—> ~q) =~ (g—> ~p)
(16) (~p—> ~q)~ (g—>P)
sind aussagenlogische Idemntititen.

Die Aussagen (12) bis (15) bezeichnet man als Kontraposltionssitze, da auf den
rechten Seiten der Aquivalenzen die Kontrapositionen der linken Seiten stehen
und umgekehrt.

’

4.4, . Umformen aussagenlogischer Ausdriicke

Die Wertverlaufsgleichheit zweier Ausdriicke haben wir bisher stets mit Hilfe
vollstéindiger Wahrheitswerttabellen nachgewmsen Mit ihrer Hilfe konnten wir
entscheiden, ob ein vorgegebener Ausdruck eine aussagenlogische Identitit ist
oder nicht. Auf diesem Wege ha.ben wir zahlreiche wertverlaufsgleiche Ausdriicke
kennengelernt. .-

Weitere Identititen, d. h. aussagenlogische Gesetze, gewinnen wir aus vorgege-
benen Ausdriicken mit Hilfe von Substitutionen und Umformungen in &guivalente
Ausdriicke, dhnlich, wie es.aus dem Arithmetikunterricht der allgemeinbildenden
polytechnischen Oberschule bekannt ist.
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4.4,

SATZ 1 (4.4.)

Wenn man in einem allgemeingiiltigen Ausdruck, d. h.
in einer aussagenlogischen Identitdt, eine Aussagen-
variable an allen Stellen, an denen sie in dem betreffen-
den Ausdruck vorkommt, durch ein und denselben be-
liebigen Ausdruck ersetzt, so erhilt man wieder einen
allgemeingiiltigen Ausdruck.

BEISPIEL 1 (4.4.):
Wir setzen in dem allgemeingiiltigen Ausdruck
@—>q = (~pvyg
fiir die Variable ¢ an allen Stellen den Ausdruck (r — s) ein und erhalten einen
abenfalls allgemeingiiltigen Ausdruck.

(P> (r—>8) «~ (~pVv(r—>3)

Erwihnenswert fiir Umformungen semantisch dquivalenter Ausdriicke ist die
folgende Regel. .

SATZ 2 (4.4.)

Wenn man in einem Ausdruck Hl einen gewissen Teil-
ausdruck H’ durch einen zu H’ wertverlaufsgleichen
Ausdruck H’* ersetzt, so ist der dabei entstehende Aus-
druck H, zum Ausdrick H; wertverlaufsgleich. Der
Ausdruck H, geht dabei durch Ersetzung von H’ durch
H’’ in den Ausdruck H, iiber.

Wenn der Teilausdruck H' an mehreren Stellen in H,
vorhanden ist, so kann H’ iiberall dort, wo dieser vor-
kommt, durch H’’ ersetzt werden.

BEISPIEL 2 (4.4.):

EsseiH, = (p - q) = (2> ) A (g~ D).
Ein Teilausdruck von H, ist H' = p — g¢.
Es ist ferner p > q =, ~ ¢— ~ p (,,=,"‘ bedeutet ,,wertverla,ufsglelch")

Wir ersetzen H’ durch

H = ~q—> ~p
und erhalten )

Hy=(@p <9< (~g>~p)Alg—>p).
H; und H, sind wertverlaufsgleich..

Die Identititen

(16) ~(pAg) = (~pV ~4q)

(7) ~(pva)—~(~pA~q)
bezeichnet man hdufig als die ,,De Monraanschen Regeln®. Diese gelten auch fiir
Ausdriicke mit mehr als zwei Variablen.

Im Beispiel 3 (4.4.) wollen wir einige aussagenlogische Gesetze anwenden.

BEISPIEL 3 (4.4.):
Wir untersuchen die folgenden Aussagenverbindungen auf ihre logische Gleich-

wertigkeit,
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4'559

a) Wenn wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen, so miissen wir, wenn
wir die 6konomischen Gesetze bewuBt anwenden, vorrangig die Arbeitsproduk-
tivitit stelgern

b) Wenn wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen und die 6konomischen
Gesetze bewuBlt anwenden, so miissen wir vorrangig die Arbeltsproduktlwtat
steigern.

¢) Wenn wir die ok.onomlschen Gesetze bewuBt anwenden, so miissen wir, wenn
- wir den Aufbau des Sozialismus vollenden wollen, vorrangig die Arbeitsproduk-
tivitdt steigern.

Diese Sitze bestehen jeweils aus drei Teilaussagen, die wir wie folgt symbolisieren.

p: Wir wollen den Aufbau des Sozialismus vollenden.
¢: Wir wenden die 6konomischen Gesetze bewufit an.
r: Wir miissen die Arbeitsproduktivitdt vorrangig steigern.

Avuf Grund dieser Festlegungen entspricht dem Satz

a) der Ausdruck H, = p — (g —7);
b) der Ausdruck H, = (p A g) > 7;
¢) der Ausdruck Hy = ¢ — (p — 7).

Sind diese drei Ausdriicke wertverlaufsgleich ?

‘Wir versuchen, die auf den vorangegangenen Seiten erarbelteten GesetzmaBlg-

keiten auf die drei Ausdriicke anzuwenden.

Dabei stellen wir fest, daB nach Satz 8 (4.3.) H, und H, wertverlaufsgleich sind.

Wegen der Kommutativitdt der Konjunktion gilt

(PAQ)—>r=0ulgArp)—>r.
Unter Anwendung von Satz 3 (4.3.) ,,von rechts nach links‘* erhalten wir die Wert-
verlaufsgleichheit. zwischen H, und Hj.
Unter zweimaliger Anwendung von Satz 3 (4.3.) und der Kommutativitit der
Konjunktion ist es ebenfalls mogllch nachzuweisen, daB H, und H, wertverlaufs-
gleich sind.
Eine vollstindige Wa,hrheltswerttabelle fiir alle drei Ausdriicke fuhrt zum gleichen
Ziel.
Als Ergebnis erhalten wir, daB alle drei Ausdriicke untereinander wertverlaufs-
gleich und somit die Aussagenverbindungen a), b), ¢) logisch gleichwertig sind.

4.5, Anwendungen

Der im Teil A 4.1. aufgebaute Aussagenkalkiil ist nicht ‘nur- zur Behandlung
logischer Probleme geeignet. Aus der Tatsache, daB jede Aussage bzw. Aussagen-
verbindung genau einen von zwei méglichen Wahrheitswerten annimmt, ergibt
sich die Moglichkeit der Zuordnung zwischen Aussagenverbmdungen einerseits
und zwei einander ausschlieBenden ,,Zustinden‘ andererseits.

Z. B. ist eine Zuordnung von Aussagenverbindungen zu elektrischen Schaltungen
moglich. Man benutzt deshalb bei der Entwicklung oder auch bei der Verein-
fachung elektrischer Schaltpline Mittel und Verfahren der Aussagenlogik. In
der EDV hat dieser Umstand zu sehr bedeutenden Ergebnissen gefiihrt. Somit
findet die Aussagenlogik bei der wissenschaftlichen Lenkung und Leitung der
Produktion unmittelbar Anwendung.

Die grundlegenden Beziehungen kénnen verhiltnismiBig einfach dargestellt
werden.
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4.5. )

Wir betrachten nur Reihen- und Parallelschaltungen mit den Schalterstellungen.
,,ein‘ und ,,aus‘.

Wir nehmen folgende Zuordnung vor.

Zwei Schaltungen nennen wir elekfrisch gleichwertig, wenn sie stets ein und dasselbe
Leitungsverhalten zeigen: (StromfluB Stromunterbrechung). Mit gleichen Sym-
bolen bezeichnete Schalter sollen in beiden Schaltungen zugleich in Arbeitsstellung
oder zugleich in Ruhestellung sein (7 Tabelle 1).

Tabelle 7
Aussagen- | - :
variable J.Chaml'
.—./&—
a
P
Arbeitskontakt
-‘“—
L a
~p
Ruhekontakt

Die Schaltungen im Bild 62/1 beispielsweise sind elektrisch gleichwertig.

e Li g

62/1 av(ba~c) {avb)A(av~i) .

Wir betrachten nunmehr einige Beispiele einfacher Schaltungén und ihren Zusam-
menhang mit den klassischen Aussagenverbindungen.

Die Zuordnung von Aussagenvariablen zu Kontakten liefert zu jeder Schaltung
einen aussagenlogischen Ausdruck, der dieser Schaltung eineindeutig entspricht.
Die Reihenschaltung entspricht einer Konjunktion (7 Bild 62/2).

P
o )
——

PAg pvq q

62/2 I X I——®— " 623

| P
Py 7

(~pvq) I ® i

62/4
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Die Parallelschaltung entspricht einer Alternative (7 Bild 62/3).

Die Parallelschaltung mit unterschiedlichen Kontaktstellungen entspricht einer
Implikation (Bild 62/4).

Eine Schaltung ist genau dann stromdurchléssig, wenn der zugeordnete Ausdruck H
den Wahrheitswert W besitzt und umgekehrt ( # Tabelle 2).

" Tabelle 2
Wabhrheits- I
* wert &romtdhqkolt
StromfluB
. W _
Schalfer wird betatigt
Stromunterbrechung
F .
Schalter bleibt
unbetitigt

BEISPIEL 1 (4.5.):

a) Dem Ausdruck p v (¢ A r) entspricht die Schaltung im Bild 63/1 s
b) Dem Ausdruck ~ p V (~ ¢ A.~ r) entspricht die Schaltung im Bild 63/2.

~p

pvigar) ~pV(ngani) NG ~F

63/1 632

Die Anwendung der Aussagenlogik auf die Analyse und Synthese elektrischer
Scha.ltungen ist fiir die Technik von groBer Bedeuturig, da elektrische Schaltungen
in der Technik vielfiltig verwendbar sind. '

Eng damit verbunden ist eine junge Wissenschaft, die Kybernetik. Thre Erkennt-
nisse helfen uns bei der Meisterung von Problemen, die vor wenigen Jahren als
vollig unméglich erschien. ,,Kluge Roboter* steuern ganze Maschinensysteme
nach dem Willen des Menschen. Die sozialen Folgen der Automation werden
in den USA und anderen hochentwickelten kapitalistischen Lindern gefiirchtet,

sogar mitunter verwiinscht. Die sozialistische Automatisierung hilft dagegen
die Basis fiir die kommunistische Gesellschaft, fiir die endgiiltige Befreiung des
Menschen von dem Fluch der klassenbedingten Entfremdung des Produzenten
von der schopferischen Arbeit, schaffen.

Je genauer der Mensch die Gesetze, die in Natur und Gesellschaft herrschen,
kennenlernt und nach diesen zu handeln versteht, desto mehr wird er sich dem .
erstrebenswerten Ziel, der kommunistischen Gese]lscha.ft nihern. Bei diesem
Streben kann ihm die Ms,thema;tik stets zuverlissig helfen.
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4.6.
4.6, Pridikatenlogische Ausdriicke

In den vorangegangenen Teilen dieses Buches haben wir die Aussagen stets als
einheitliches Ganzes betrachtet und einige Gesetzmaﬂlgkelten des Aussagenkalkiils
untersucht. Es gibt aber Probleme, die wir mit Mitteln der Aussagenlogik allein
nicht l6sen konnen, und zwar dann, wenn es auch auf die Beziehungen zwischen
den Begriffen in den Aussagen ankommt. In der Aussagenlogik haben wir gerade
von solchen Zusammenhingen abstrahiert und die Aussagen als Ganzes betrach-
tet. Uns hat dort nur ihr Wahrheitswert interessiert. Aus den Wahrheitswerten
einzelner Aussagen haben wir den Wahrheitswert von Aussagenverbindungen
ermittelt und uns mit ihren Strukturer. befaBt.

Der Aussagenkalkiil reicht fiir log'ische Untersuchungen nicht aus. Héufig kommt
es bei Sdtzen nicht auf Aussagen als einheitliches Ganzes an, sondern auch auf die
innere Struktur von Einzelanssagen. Diese wird umgangssprachklich durch die
Beziehung zwischen Subjekt und Pradikat wiedergegeben.

Viele Aussagen enthalten Angaben iiber Eigenschaften irgendwelcher Gegenstande
(Individuen) bzw. driicken Beziehungen zwischen mehreren Gegenstinden aus.
Bei der Untersuchung der inneren logischen Struktur einer Aussage miissen wir
also zwischen -den Gegenstidnden, iiber die etwas ausgesagt wird, und den ihnen
zugesprochenen Eigenschaften bzw. den Beziehungen zwischen ihnen unter-
scheiden. :

Die Gegenstinde bezeichnen wir im folgenden als Individuen, die Eiéenschaften
und Beziehungen zwischen ihnen als Pridikate.

BEISPIEL 1 (4.6.):

a) Die Aussage ,,8 ist eine gerade Zahl'* ist eine Aussage iiber die natiirliche Zahl 8.
Sie enthilt das Priadikat ,,ist eine gerade Zahl*. Dieses Pridikat ist eine Eigen-
schaft. Eigenschaften bezeichnet man als einstellige Pridikate, da sie auf einen
Gegenstand zutreffen oder nicht zutreffen.

b) Die Aussage ,,2 ist ein Teiler von 10‘‘ sagt etwas iiber eine Beziehung zwischen
den natiirlichen Zahlen 2 und 10 aus. Diese Aussage enthilt das zweistellige
Pridikat ,,ist Teiler von‘, also eine zweistellige Relation. .

c) Die Aussage ,,P, liegt zwischen P, und P,*‘ enthilt ein dreistelliges Pridikat,
némlich eine dreistellige Relation zwischen den Punkten P,, P,, P,.

Zur symbolischen Darstellung von Aussagen der Pridikatenlogik verwenden wir
Individuenvariable (Variable fiir Gegenstinde), fiir die wir kleine lateinische Buch

staben benutzen.

Als Variable fiir bestimmte Pridikate verwenden wir grofe lateinische Buchsta,ben
wie P, R usw. bzw. die in der Mathematik tiblichen Zeichen fiir Relationen.

Wollen wir zum Ausdruck bringen, daB das einstellige Pradikat P auf ein bestimm-
tes Individuum zutrifft, so setzen wir das Zeichen fiir dieses Individuum hinter
das Zeichen P. Entsprechend verfahren wir bei zweistelligen Pradikaten, d. h.,
wir setzen das Zeichen fiir alle Individuen, auf die ein mehrstelliges Pradikat zu-
treffen soll, hinter das Zeichen R.

BEISPIEL 2 (4.6.):
a) @ 8ist ein symbolischer Ausdruck fiir die Aussage a) im Beispiel 1 (4.6.), wobei ¢
das Zeichen fiir die Eigenschaft,,ist eine gerade Zahl* sein soll.

64



b) T 2,10 ist ein symbolischer Ausdruck fiir die Aussage b) im Beispiel 1 (4.6.),
wobei T' das Zeichen fiir die Relation ,,ist Teiler von*‘ sein soll. 'Hierbei kommt
es auf die Reihenfolge von 2 und 10 an.

Ublicher ist allerdings in diesem Falle die symbolische Darstellung
2 [ 10 (2 teilt 10).

Im Beispiel 2 (4.6.) sind @ und 7' Zeichen fiir bestimmte Pradikate, also Pridikaten-
konstanten. In den beiden Ausdriicken treten keine Variablen auf, sie enthaltén
nur Pridikatenkonstanten und Individuenkonstanten (Zeichen fiir bestimmte Indi-
viduen). Deshalb sind diese Ausdriicke symbolische Darstellungen von Aus-
sagen. )

"Wir konnen aber auch 4ussageformen symbolisch wiedergeben.

BEISPIEL 3 (4.6.):

Aussageform Symbolische
Darstellung
a) z ist eine gerade Zahl. Gz
b) z ist Teiler von y. z|y
c¢) | =« ist kleiner als y. <y

Durch Belegung der Individuenvariablen mit Elementen aus dem Individuenbe-
reich (Grundbereich der Variablen) kénnen wir aus den Aussageformen Aussagen
gewmnen Der Ind1v1duenbere1ch kénnte im Belsplel 3 (4.6.) etwa der Bereich N
sein.

Im Teil A 2.3. haben wir ein weiteres Verfahren kennengelernt, mit dessen Hilfe
wir aus Aussageformen Aussagen bilden konnen. Wir haben dieses Verfahren als
Bindung der freien Variablen oder Quantifizierung bezeichnet { 7 29). Das Bei-
spiel 3 (4.6.) a) konnte jetzt folgendermaBen formuliert werden.

»Es gibt (mindestens) etne natiirliche Zahl z, fiir die:gilt : x ist eine gerade Zahl.*
Das ist eine wahre Aussage.

Durch die Einfiihrung von ,,es gibt . . .* wurde die Existenz von mindestens einem
Element des Grundbereiches, das die vorgegebene Aussageform erfiillt, als Be-
hauptung aufgestellt. Diese Aussage ist eine Existentialaussage. Aussagen mit
den Formulierungen ,,ein Teil*, ,,fast alle, ,,die Mehrzahl*, ,einige*‘ usw. sind
ebenfalls Existentialaussagen. Man spricht bei den Existentialaussagen auch von
partikuldren Aussagen, weil diese sich nicht auf alle Elemente des betreffenden
Bereiches beziehen, sondern nur auf einen Teil. Die Quantifizierung nennt man
in diesem Falle auch Partikularisierung.

Entsprechend werden Aussagen mit ,.fiir alle ... Universalaussagen oder All-
aussagen genannt, weil diese sich auf alle Elemente des Variablenbereiches erstrek-
ken Eine derartige Quantifizierung nennt man auch Generalisierung.

Die Quantifizierungen ,,Partikularisierung‘‘ und ,,Generalisierung* sind pradi-
katenlogische Operationen.

Wir haben aus Aussageformen durch Vorscha,lten der Operatoren (Symbol fiir elne
mathematische Operation — lat.) ,,es gibt ...,  fiir alle .. ., ,,es gibt kein .
wahre oder falsche Aussagen erzeugt. Fiir dlese Op%ivatoren — auch Quantlhka-
toren oder kiirzer Quantoren genannt — werden in der mathematischen Loglk
besondere Zeichen eingefiihrt.
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4:6;

Der Existenzquantor (Enstentmlopemtor, Partikularisator) ,,es g!bt (mindestens)
ein. .. wird mit ,,3* symbolisiert. Wenn das Symbol ,,3* vor einer Aussage-
form H(z) steht, so will man damit ausdriicken, daB es mindestens ein Element
des Grundbereiches mit dem in der Aussageform H(z) wldergesplegelten Merkmal
gibt.

Wir verwenden d1e Schreibweise ,,3 x H(z)*.

BEISPIEL 4(4.6.):

Die Ausss,ge

,»» 18 gibt eine na.turllche Zahl z, fiir die gilt: z — 2. = 7*
148t sich schreiben:

Jz@xeNAz—2=1).
Man kann auch schreiben:.
Jz(x— 2 = 7) , Individuenbereich N .

Das (senkrechte) Durchsttelchen oder die Verbindung des Symbols ,,3‘ mit dem
Symbol ,,~* soll zum Ausdruck bringen, daB es kein Element des Grundbereiches
mit dem in der Aussageform H(z) angegebenen Merkmal gibt.

'BEISPIEL 5 (4.6.):

a) ~dz(xeNAaat—3=0)
b) ~Izx(zeNAax®—5=0)

Der Allquantor (Alloperator, Generahsator) »Hiur alle . . . wird mit ,,V* symboli-
_giert. Wenn das Symbol » ¥ vor einer Aussageform H(a:) steht, so will man damit
ausdriicken, da das in der Aussageform H(z) wxdergesplegelte Merkmal fiir jedes
Element des Grundbereiches zutrifft.
VY 2 — der Allquantor mit einer Variablen gepaart —

bedeutet:
»Hfir alle z .
Das (senkrechte) Durchstreichen oder die Verbmdung des Allquantors mit dem
Zeichen ,,~* goll zum Ausdruck bringen, daB das in H(z) widergespiegelte Merkmal
nicht fiir alle Elemente des Grundbereiches zutrifft.

‘

BEISPIEL 6 (4.6.):

Die Aussage

a) ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen z gilt: . + 1=1+4 z** erhilt mit den entsprechen-
den Symbolen die Gestalt:

Vz@eNAz+1=1+zx)

oder: ]
Ya@+ 1=1 + z), Individuenbereich N.

b) ,,Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

a? 4 b2 = ¢ .“ '

Symbblisiert
~VaVbVc(abceNnaa+ b?2=c?

oder: .
~VaVbVec(a?+ b2 =c?), Individuenbereich N
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4.6.
Sind zur Quantifizierang nur die Individuenvariablen zugelassen, so spricht man
von der Pridikatenlogik 1. Stufe.’ Die quantifizierten Individuenvariablen sind
nicht mehr freie Variable, sondern gebundene Variable. '
Zum Aufbau pridikatenlogischer Ausdriicke benutzen wir neben den Symbolen,
fiir Individuenvariable, Individuenkonstanten, Pridikatenvariable und Quantoren
auch die Funktoren der Aussagenloglk '
In der Aussagenlogik haben wir den Wahrheitswert eines Ausdrucks durch Bele-
gung der darin vorkommenden Variablen mit Wahrheitswerten unter Beriicksichti-
gung der entsprechenden Festlegungen ermittelt. -
Der Wahrheitswert eines pridikatenlogischen Ausdrucks ist aber sowohl vom
Quantor als auch von der Individuenvariablen und von ihrem zugrunde gelegten
Individuenbereich sowie von der Belegung (Interpretation) der Pridikatenvariablen
abhiingig. Demnach kénnen nur solche pridikatenlogische Ausdriicke als pridika-
tenlogische Gesetze (Identititen) bezeichnet werden, die bei jeder Belegung ihrer
Variablen den Wahrheitswert (W) annehmen. '
Der pridikatenlogische Ausdruck
. Vz (Pz) v ~ P())
'1st ein priidikatenlogisches Gesetz. Es entsteht ndmlich bei jeder Belegung der
Individuenvariablen  aus dem vorgegebenen nichtleeren Individuenbereich und
bei jeder Belegung der Pridikatenvariablen P eine wahre Aussage. Dieser Aus-
druck ist- die pradlka,tenloglsche Fassung des aus der Aussagenloglk bekannten
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten.

Men kann aus aussagenlogischen Identitéiten (Gesetzen) pridikatenlogische Identi-
titen (Gesetze) erhalten, wenn man die Variablen im betreffenden aussagen-
logischen Ausdruck durch pridikatenlogische Aussageformen ersetzt.

BEISPIEL 7 (4.8.):
Wir ersetzen in der bekannten aussagenlogischen Identitit
P—>q)~(~g—> ~p)
die Aussagenvariable p durch P(z) und die Aussagenvariable ¢ durch @(z).
Der pridikatenlogische Ausdruck’
(P(x) > Q(z)) «~ (~ Q=) > ~ P(z))
ist dann ebenfalls eine Identitit.

Durch Belegung der Individuenvariablen # aus dem nichtleeren Individuenbereich
und der Priddikatenvariablen entstehen namlich aus P(z), @(z), ~ P(z), . . . Aus-.
sagen. Der Gesamtausdruck wird zu einer Aussagenverbindung, deren Wahrheits-
wert bei jeder Belegung der Variablen z aus dem Individuenbereich (W) ist.

Durch Vorschalten des Allquantors V mit Bindung der freien Variablen z ent-
steht ein weiteres pridikatenlogisches Gesetz.
BEISPIEL 8 (4.6.): .

V 2 ((P(2) > Q@) ~ (~ Q) > ~ P(x))) -

Feststellung:
Jeder allzemeingiiltige anssagenloglsche Ausdruck 18t sich in einen allgomein-
giiltlgon priidikatenlogischen Ausdruck iiberfiihren, aber niclit umgekehrt..

BEISPIEL 9 (4.6.):
Pridikatenlogische Gesetze, dle sich nicht durch Einsetzungen aus aussagen-
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'logiéchen Gesetzen gewinnen lassen, sind z. B.:
a) VzH@)—>H(@); b) H@a)— 3 zH().

V z H(z) > H(a) -besagt: -
Wenn jedes Individuum eines Individuenbereiches eine bestimmte Elgenschaft H
hat, so hat auch ein bestimmtes Individuum a diese Eigenschaft.

H(a) -3 z H(z) besagt: ,
Wenn ein bestimmtes Individuum eines Individuenbereiches eine bestimmte
Eigénschaft H hat, so gibt es mindestens ein Individuum a mit dieser Eigenschaft.

Wir konnten den Versuch unternehmen, durch Einsetzungen aus einem erfiill-’
baren, jedoch nicht allgemeingiiltigen aussagenlogischen Ausdruck einen ebenfalls
erfiillbaren, aber nicht allgemeingiiltigen pridikatenlogischen Ausdruck zu gewin-
nen. Setzen wir beispielsweise iri die aussagenlogische Nentrahtﬁt P A q fir die
Aussagenvariable p den Ausdruck .
' Yz (H@) v ~H(@)
und fiir ¢ den Ausdruck
3z (H(z) A ~ H(z))
ein, so erhalten wir
Vz(H@)v ~H@) Adz (H(a:) A ~ H(z)) .
Dieser Ausdruck ist aber eine Kontradiktion.
Dagegen gilt:
Jeder nicht erfiillbare aussagenlogische Ausdruck ist auch pradlkatenloglsch
nicht erfiillbar.

Einige pradikatenlogische Aquivalenzen, die die Beziehungen zwischen den beiden
Quantoren Y und 3 zum Ausdruck bringen, verdienen besondere Aufmerksamkeit.
Eine pridikatenlogische Aquivalenz ist wie eine aussagenloglsche Aquivalenz
genau dann allgemeingiiltig, wenn die Wahrheitswerte ihrer beiden Glieder bei
gleicher Belegung ihrer Variablen in jedem Falle iibereinstimmen.

1. ¥ z H(z) ist dquivalent mit ~ 3 z (~-H(x)).

BEISPIEL 10 (4.6.):
»Fir jede natiirliche Zahl = git:z+1=1+ 2"
ist dquivalent mit
»E8 gibt keine natiirliche Zahl z, fiir die'nicht z 4+ 1 =1 4 =z gilt™.
Symbolisiert :
Vz(x+1=1+4%), Individuenbereich N,
dquivalent mit
~3z(~@+1=1+=2), Individuenbereich N, d.h.
dquivalent mit
~3Jdz(x+1=%+1+4+2), Individuenbereich N .

2 3 H(z) ist dquivalent mit ~ V z (~ H(x)).

BEISPIEL 11 (4.6.):
,»Es gibt natiirliche Zahlen z, y, 2, fiir die gilt:
z? 4 y? = 22"
ist dquivalent, mit
,»Nicht fiir alle n&turllchen Zahlen =z, y, z gilt:
Es ist nicht so, daBl 22 4 y* = 22 ist*‘.
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4.6.

Symbolisiert :
Jz3yFz(22+ y2 =22, Individuenbereich N,

+ dquivalent mit .
~VaeVyVz(~@A4 2= zz)) Individuenbereich N ,
und dies ist dquivalent mit '
~VazVyVz(®+y®422), Individuenbereich N; d.h.:
,»Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen z, y, z ist 22 + y? &= 22*.

3. ~V zH(z) ist iquivalent mit 3 z (~ H(z)).

BEISPIEL 12 (4.6.):
,,Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen z, y, z gilt: 22 + y2 = 22 -
ist dquivalent mit
»,E8 gibt natiirliche Zahlen z, y, z, fiir die - gilt: Es ist nicht (22 + 32 = 22)¢.
Symbolisiert :
~VzVyVz(r,y zeNAaz?+ y?=22)
équivalent mit
3z3yJz(~ (@, y,ze Naa?+y2=22%)), d h:
3z3ydz(v,y,2e N A~ (22 + y2 =22,
J23ydz(v,y,2ze N A (@* + y* + 22)).

4, ~3x H(x) ist dquivalent mit V z (~ H)).

BEISPIEL 13 (4.6.): L
,,E8 gibt keine rationale Zahl =, fiir die gilt: x = |/2*
ist dquivalent mit
,,Fiir alle rationalen Zahlen z gilt: Es ist nicht = Y2

In vielen Fillen haben wir es mit Aussaée_formen zu tun, die durch Verkniipfung
von zwei oder von mehr als zwei Aussageforimen entstanden sind.

BEISPIEL 14 (4.6.):

»Es glbt natiirliche Zahlen z, fiir die gilt: Wenn z eine Primzahl 1st so ist z un-
gerade.*

Symbolisiert :

EE (a: €N A (Hyx)—> Hz(a:))) , wobei

Hy(z): ,,z ist Primzahl* und
H,(z): ,,x ist ungerade* bedeuten.

Die Ubersetzung pridikatenlogischer Ausdriicke in die Umgangssprache ist ge-
wohnlich einfacher als die Ubersetzung in umgekehrter Richtung. Vor allem gibt
es dort Schwierigkeiten, wo zwei oder mehr als zwei Operatoren auftreten.

Wir betrachten dazu als Beispiel dle Aussageform H(z, y): z < y iiber dem Grund-
bereich N.

Wir konnen folgende Aussagen bilden.

1.VzVy z2<y , Fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen [z; y] gilt: z < y.*

2.Vz3dy: z2<y »Zu jeder natiirlichen Zahl z gibt es mindestens eine
natiirliche Zahl y, so daB gilt: x < y.*

.3zVy: z2<y »,Es gibt mindestens eine na.turllche Zahl z, so daB fur

jede natiirliche Zahl y gilt: < y.*
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{
4. 3z3y: 2<y »Es gibt mindesténs eine natiirliche Zahl z, zu der es
mindestens eine natiirliche Zahl Yy gibt, so daB gilt:

' . z < y. ¢

5. 3yVa: 2<y »E8 gibt mindestens eine na,turhche Za,hl Y, 80 ‘daB
fiir jede natiirliche Zahl z gilt: z < y.“

6. Vyda: 2<y »Zu jeder natiirlichen Zahl y gibt es mindestens eine

natiirliche Zahl z, so daB gilt: z < y.*

Die Aussagen 2. und 4. sind wahr. Die Aussagen 1., 3., 5. und 6. dagegen sind
falsch. In den Aussagen 2., 3., 5. und |6. kommen zwei versch:edene Operatoren
vor, deren Reihenfolge den Wahrheltswert der betreffenden Aussage beeinfluBt.
Demgegeniiber beeinfluBt die Reihenfolge der Quantifikation in einer Aussage mit
gleichen Quantoren den Wahrheitswert|der betreffenden Aussage nicht.
Es ist also gleichgiiltig, ob wir z. B.

YzVy: 2<y oder YyVa: z2<ly
schreiben.
Ebenso diirfen wir an Stelle von

323y: <y auch 3|yﬂa:' 2 <y
schreiben.
Mit diesemn und weiteren Fra.gen der Plrad.lkatenloglk werden wir uns im Teil B

s»Einfithrung in die Mengenlehre** besclqaftlgen

4.7./ Kontrolltr'agpn (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

1. Wann sprechen wir in der Aussa,genloJik
a) von ,;Wertverlaufsgleichheit; :
b) von ,,logischer Glelchwertxgkelt“ ?
Wann bezeichnen wir einen aussagenlagischen Ausdruck als
a) Identitdt; b) Neutralitit; ¢) Kontradiktion ?
. Wie lautet der Satz {iber die Pramissenverbindung ?
. Welche Variablen einer Aussageform konnen quantifiziert werden ?
. Wann verwenden wir bei der Quantifizierung den
‘@) Allquantor; b) den Existenzquantor, :
um wahre Aussa.gen zu erhalten ?
. ‘'Wann bezeichnen wir einen pradikatenlogischen Ausdruck als Identitét ?
. Wie kann man aus aussagenlogischen Gesetzen pridikatenlogische Gesetze gewinnen ?
. Geben 8ie zu dem prédlkatenlognscher{ Ausdruck
8) V « H(t) unter alleiniger Verwendung des Existenzquantors,
b) 3 z H(z) unter alleiniger Verwendung des Allquantors
einen dquivalenten Ausdruck an!

= S )

[- s N~
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5. Logisches SchlieBen

Objekte unserer bisherigen Betra.chtungen waren Aussa.gen, Aussageformen und
ihre Verkniipfungen. Wir wissen, daB jede Aussage einen Wahrheitswert hat,
unabhéngig davon, ob wir diesen Wahrheitswert kennen oder nicht.

Im Teil A 5. b.efassen ‘wir uns lmt verschledenen Methoden, mit deren Hilfe wir
im Aussagenkalkiil eine Entscheidung dariiber herbeifithren konnen, ob eine vor-
gegebene Aussage wahr oder falsch ist.

Das geschieht dadurch, daB wir die Entscheidung iiber Wahrheit und Falschheit
von Aussagen auf bereits bekannte Aussagen znruckfuh.ren, die als wahr bekannt
sind oder als wahr vorausgesetzt werden. Wir sprechen dabei von Beweisen. Es
wird auch von Widerlegungen gesprochen, die aber ebenfalls Beweise dafiir sind,
daB eine Aussage, die widerlegt wird, falsch ist.

Das Problem der Wahrheitsfindung im Bereich der Pradikatenlogik wird auf Grund
eines fehlenden allgemeinen Entscheidungsverfahrens nur 80 W eit abgehandelt, wie es
dem Ziel dieses Buches angemessen erscheint.

Fiir das Beweisen stehen uns die schon bekannten Gesetze und Regeln der Aussagen-
und Pridikatenlogik zur Verfiigung. Weitere lernen wir in diesem Teil des Buches
kennen. Unser Hauptanliegen wird die Anwbndung dieser Gesetze und Regeln
sein, wobei gleichzeitig wichtige Beweismethoden abgehandelt werden. Das Be-
weisen selbst muB stindig geiibt werden, denn die Kenntnis von Beweismethoden
befihigt noch nicht zum Fiihren von Beweisen.

5.1. . Folgefungsbegriﬂ

Grundlage der .Betrachtungen im Teil A 5. ist die Implikation. Sie ist, wie wir
spiter noch erkennen werden, schon in ihrer einfachsten Form die Basis fiir einen
logischen SchluB: Deshalb miissen wir uns nochmals mit der Implikation be-
schiftigen. :
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"Es ist uns bereits bekannt, daB nicht nur Aussagen, sondern auch Aussageformen’
" zu sinnvollen sprachlichen Gebllden verkniipft werden kénnen.
.Belsplelswelse ist der Satz
,,Wenn eine Zahl 2 durch 6 teilbar ist, so ist  durch 3.teilbar
eine implikative Verbindung der beiden Aussageformen -

,»x ist durch 6 teilbar‘‘ und
»»& ist durch 3 teilbar‘.
Man erkennt, daB in diesen Aussageformen ,,z‘‘ eine freie Variable ist.
Die vorgegebene Implikation kann kiirzer auch so geschrieben werden:

»Wenn 6 |z, so 3 | z*“.
Fiir die Variable z muB ein Grundbereich angegeben werden.
Fiir implikative Verbindungen zweier Aussageformen
(xl) g, - ) und H (“’17 222,| . ) *
kann man in Anlehnung an die Defmxtloh der Implikation (7 46) wie folgt formu-
lieren.

DEFIN ITION: 1(5.1.) — Implikation von Aussageformen
Eine implikative Verbindung zweier Aussageformen

© Hy(zy, 25, . . .) und Hy(zy, z,, . . .)
in der Form |
,»Wenn Hy(z,, :'F,, ...), 80 Hy(zy, 25, . . )
ist wieder eine Aussa,geform
Sie geht durch Belegung aller freien Variablen genau
dann in eine ﬁalsche Aussage iiber, wenn die Aussage-
form™ Hy(x,, a:z,! .-..) durch diese Belegung in eine wahre
Aussage. und dle Aussageform Hy(z,, z,, . ..) in eine
falsche Aussage iibergefiihrt wird.

P

I
Fiir konjunktive, alternative usw. Verbmdungen von Aussageformen kénnen ent-
sprechende Definitionen formuliert werden.
Wir haben die materiale Implikation ken“nengelemt eine Implikation also, bei der
vom inhaltlichen Zusammenhang der beiden Aussagen abgesehen wurde.’

In der Umgangssprache und teilweise auch in der Mathematik werden jedoch mit
“Hilfe der Implikation Kausal- und Konditionalbeziehungen, zeitliche und andere
inhaltliche Zusammenhange von Sachvérhalten a,usgedruckt Mit diesen Impli-
kationen werden wir uns zunichst bescha,ftlgen Fiir zwei implikativ verkniipfte
Aussageformen wird das kunftlg — wie pft in der praktischen Anwendung — be-
deuten, daB sie beide ein und densellien Grundbereich besitzen, aus dem die

Variablenbelegungen vorgenommen werden.
Der inhaltliche Zusammenhang wird &uBerlich dadurch gekennzeichnet, daB. in .
den implikativ verkniipften Aussagefornien gleiche Variable auftreten.

Wir gehen fiir unsere weiteren Betrachtungen nochmals von der Implikation
,Wenn 6 |2, so 3 |2 (7 72) aus und benutzen dabei eine besondere Eigen-
schaft dieser Aussageform. Nach Festlegung des Grundbereichs ergibt sich, dal
jede Zahl aus dem Grundbereich, die die Aussageform ,,6 |z erfiillt, d.h. in
eme wahre Aussage iiberfiihrt, auch dje Aussa.geform »3 | 2 erfiillt, d h. zu
einer wahren Aussage macht. Der Sa,c verhalt, daB in diesem .Fall ,,3 |2 zu
einer falschen Aussage wird, kann nicht emtreten Also wird die Imphkatlon ,,wenn
6 |z, so 3 | z* bei allen Va,na.blenbelegungen aus dem Grundbereich in eine wahre
Aussage iibergefiihrt.
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5.1,

Mit anderen Worten: Die Aussageform ist iiber dem Individuenbereich allgemein-
giiltig, bzw. die Allaussage

,,Fiir alle z gilt: Wenn 6 | 2, so 3 | 2
ist wahr.
Wenn H,(z) die Aussageform ,,6 | z* und

H,(z) die Aussageform ,,3 | z** symbolisieren,
50 kann man auch sagen:
»(Wenn H,(z), so Hy(x)) ist allgemeingiiltig iiber dem Grundbereich** bzw.
,,Fur alle z aus dem Grundbereich gilt: Wenn Hl(x) so Hy(z)
ist eine wahre Aussage‘‘.

Eine andere dquivalente Ausdrucksweise fiir diesen Sachverhalt lautet:
»Aus H,(z) folgt Hy(z)*.

Mit dieser Formulierung haben wir eine Aussage iiber Aussageformen erhalten.
Eine Aussage der zuletzt angefiihrten Art nennt man auch Folgerungsaussage
oder kurz Folgerung.

DEFINITION 2 (5.1.) — Folgerung

Es seien H,(z;, z,, . ..) und Hy(a,, @,, . . .) Zeichen fiir
Aussageformen, deren freie Variable z,, 2, . . . Leerstellen
fiir Elemente aus einem Grundbereich sind.

»nAus Hy(zy, 25, . . .) folgt Hy(zy, 25, . . )™

gilt dann und nur dann wenn folgende Allaussage wahr
ist:

., Fir alle z,, z,; . . gllt

Wenn H,(z,, z,, . . .), 80 Hy(z,, 25, . . ).

Die Aussage ,,Aus H,(zy, 2, . . .) folgt Hy(x,, 75, . . )
iiber die Aussageformen Hl(xl, Zy, . . .)und Hy(zy, 25, . . )
heiflt Folgerungsaussage oder Folgerung.

Ist die obige Allaussage wahr, so ist H,(z,, z,, . . .) in bezug auf Hy(x,, z,, . . .) eine
hinreichende Bedingung und Hy(z,, z,, . . .) in bezug auf H(z,, z,, . . .) eine not-
wendige Bedingung. .

‘Wenn die Allaussage

., Fir alle z,, x,, . . . gilt:

Wenn Hy(zy, z,, . . .), so Hy(z;, 75, . . )"
und die Allaussage

»Fir alle z,, z,, . . . gilt:

Wenn Hy(zy, ,, . . .), so Hy(z,, 25, . . .)**

wahr sind, so ist die Aussageform Hy(z,, z,, . . :) in -bezug auf Hy(z,, z,, . . .) eine
notwendige und hinreichende Bedingung und umgekehrt. In diesem Falle bezeich-
net man die Aussageformen H,(zy, @, . . .) und Hy(xy, z,, . . .) auch als dquivalent.
Dieser Sachverhalt hat eine grofle, Bedeutung besonders beim Umformen von
Gleichungen und Ungleichungen, die Aussageformen darstellen. Dort ist man
bestrebt, nur in #quivalente Gleichungen bzw. Ungleichungen umzuformen
(7 49 ff.).

Der Folgerungsbegriff ist fiir das Beweisen mathematischer Sdtze von groBSter
Bedeutung. Oft wird filschlicherweise angenommen, daB8 auch die Umkehrung
eines bewiesenen Satzes gelten mufB. Es ist uns jedoch bekannt, daB die Vertau-
schung der Pramisse mit der Konklusion in einer Tmplikation im allgemeinen nicht
gestattet ist (7 48).
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démonstrieren..
Uber dem Grundbereich der ganzen Zahlen (G) seien die Aussageformen

Hy@): a2 =0 und Hy(@):a =0

Wir wollen das in Verbindung mit -tm Folgerungsbegriff an einem" Beispiel

gegeben.
Wir bilden eine Implikation

»Wenn a® =0, so a = 0 ) )
und untersuchen iiber dem Grundbereich G den Wahrheitswert der Allaussage.

,»Fir alle ganzen Zahlen a gilt: Wenn a* = 0, 80 & = 0. )
Wir wissen, daB das Quadrat einer ni¢htnegativen Zahl ebenfalls nicht negativ
ist. Fiir nichtnegative ganze Zahlen ist also die Aussageform ,,Wenn a® = 0, so
a = 0‘ allgemeingiiltig. Damit haben| wir jedoch nicht alle ganzen Zahlen in
unsere Untersuchung einbezogen. Durch Belegung der Variablen mit negativen,
ganzen Zahlen wird die oben angefiihrte Implikation stets zu einer falschen
Aussage. Das bedeutet, daB die gegebene Allaussage falsch ist. Also gilt die
Folgerung ' ' :

»Aus a? = 0 folgt a = 0*
im Sinne der Definition 2 (5.1.) nicht.
Die Umkehrung '

»Aus a = 0 folgt a% = 0.
gilt iiber dem Bereich @, d. h., diese Fplgerungsaussage ist wahr. Z."B. wird bei
Belegung von a durch negative ganze Zahlen die Primisse zu einer falschen
Aussage. Damit ist die Implikation wahr.

Es gibt auch viele Aussageformen, die zwar iiber ein und demselben Grundbereich
erklirt sind, aus denen sich jedoch keine giiltigen Folgerungen bilden lassen. Man
_kann sich das an den iiber dem Grundbereich G gegebenen Aussageformen
H,(a, b): @ und b sind geradke Zshlen ;
Hy(a, b): a-b < 0 !
klarmachen. |

Wir wenden uns nun dem Begriff der i’"olgerung zu, und zwar fiir den Fall, dag
keine Aussageformen, sondern Aussagenmiteinander implikativ verkniipft sind.
Auch in diesem Falle finden wir in defr Mathematik hdufig die Formulierung
»Aus A4, folgt 4,. Das soll nichts anderes bedeuten als die Redeweise ,,Die
Implikation 4, A, ist wahr*. Die Folgerungsaussage ,,Aus 4, folgt 4,* gilt
in dem Fall, daB A, und A4, Aussagen| sind, also dann und nur dann, wenn 4,
falsch oder 4, wahr ist, sie gilt also night, wenn A; wahr und 4, falsch ist. Das .
entspricht vollig dem Gebrauch der Implikation in der Mathematik.

Diese Verwendung des Folgerungsbegriffes bei Aussagen weicht erheblich vom
Gebrauch digses Begriffes in der Umgapgssprache ab.

BEISPIEL 1 (5.1.): ,

Wir betrachten die Folgerungsaussagen!

(1) Aus 3 < 12 folgt 3 | 12;

(2) Aus 3 < 12 folgt 3 << 12 + 2.

Beide Folgerungsaussagen sind im Si-mi'e der obigen Erlduterung giiltig, weil die
Implikationen ,,3 < 12 - 3 |12 und ,,3 < 12 - 3 < 12 + 2* wahr sind. In der
Umgangssprache und z. T. auch in del; Mathematik wird jedoch die Redeweise
im Falle (1) als nicht zutreffend bezeichnet. Eine Ursache dafiir ist darin zu
suchen, da8 unter dem ,,Folgern‘ ofq ein ,,Herléiten** oder ,,Ableiten‘‘ (7 84)
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verstanden wird. Man hat bei Formulierungen dieser Art héufig im Sinn, daf
die Wahrheit der ersten Aussage;, im Falle (1) ,,3 < 12%, notwendigerweise die
Wahrheit der zweiten Aussage ,,3 | 12° nach sich zieht. Im Sinne der Logik
hiingt aber die Wahrheit einer Implikation nicht ‘davon ab, ob "Primisse und
Konklusion in irgendeinem Zusammenhang stehen, wie das z. B. in der Folgerungs-
aussage (2) der Fall ist.

Um diesen MiBverstindnissen aus dem Wege zu gehen, benutzen wir den Fol-
gerungsbegriff vorwiegend bei Aussageformen.. .

.Die meisten Sitze in der Mathematik -sind dem Charakter nach Allaussagen :
( Beispiele im Teil A 5.5.).
Auf Grund der Definition 2 (5.1.) und der Erlauterungen dazu ist es moglich, an
Stelle von wahren Allaussagen Folgerungsaussagen wie

»Aus Hy(z,, 7o, . . .) folgt Hy(y, 25, . . )"
zu setzen.
Die Umkehrung eines solchen Satzes heiit dann

,,Aus Ha(,y, 2,, . . ) folgt Hy(z;, z,, .. ).
Es sei noch bemerkt, daB die Folgerung

»Aus Hy(z,, 2y, . . .) folgt Hy(zy, 75, . . .)"
unter Benutzung der Begriffe Teilmenge und Erllﬂllmgsmengo definiert werden
kann. Man sagt dazu, daB die Folgerung ,,Aus H,(,, ,, . . .) folgt He(z,, 2, . . .)**
gilt, d. h. wahr ist, wenn die Erfiillungsmenge der Aussageform H,(z,, z,, . . .)
eine Teilmenge der Erfiillungsmenge der Aussageform Hy(z,, z,, . . .) ist.
Das bedeutet aber: Stets dann, wenn H,(x,, 2, . . .) wahr ist, ist auch Hy(z,,z,,...)
wahr. Es kann also nicht vorkommen, daB H,(z,, x,, . . .) bei irgendeiner Belegung
wahr ist und Hy(z;, z,, . . .) bei derselben Belegung: falsch wird. Also ist *

Hy(z,, 23, . . .) > Hy(xy, x, . . .)

eine allgemeingiiltige Implikation. Damit ist der Zusammenhang ‘mit der D’efl-
nition der Folgerung ( 7 Definition 2 (5.1.)) hergestellt.

5.2, Aussagenlogisches SchlieBen

Im Teil A 5.2. beschb‘,ftigen wir uns mit ,,Grundbausteinen‘‘ von Beweisen.

Wir werden mit einer Reihe von Begriffen vertrautgemacht und mit Methoden
konfrontiert, die uns in die Lage versetzen, die Rlchtlgkelt einiger unserer Denk-
weisen zu erkennen.

Aussagen gewinnt man u. a. "dadurch, daB man

(1) die Ergebmsse der Untersuchung von Sachverhalten formuliert;

(2) Aussagen mit Hilfe von gewissen Wértern zu Aussagenverbmdungen verkniipft
(A Teil A 3.);

(3) Aussagen aus bereits bekannten Aussagen — wie sie uns beispielsweise in
Biichern mitgeteilt werden — unter Anwendung bestimmter SchluBregeln
gewinnt.

Diese letzte Art des Gewinnens von Aussagen bezeichnen wir als SchlieBen.

Zur Verdeutlichung der Unterschiede zwischen den hier a.ngegebenen Arten der
Aussagengewinnung sollen folgende Beispiele dienen.
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- Zu (1): Die Untersuchung der Innenwinkel eines gegebénen Dreiecks A BC fiihrt

B zur Formulierung der Aussage: ,,Die Summe der GréBien der Innenwinkel
von A BC betriigt 180°.*

Zu (2): ,,5 ist eine ungerade Zahl und 10 ist groBer als 9.
(Bei der Verkniipfung von Aussagen braucht zwischen diesen — wie wir
wissen — keine inhaltliche Beziehung zu bestehen.)

Zu (3): Aus ,,5 > 3 und ,,— 7 < 0 schlieBen-wir auf ,,5 - (— 7) <3 - (— 7)%“.

Wir wenden uns nunmehr der Gewinnung von Aussagen und Aussageformen aus
gegebenen durch Anwendung von Schlufiregeln zu.

Wir benutzen im Teil A 5.2. formale Regeln und gelangen mit ihrer Hilfe zum
sogenannten aussagenlogischen SehlieBen. Wir sprechen hier vom aussagenlogischen
SchlieBen, weil die Schliisse nur auf Grund von Gesetzen der Aussagenlogik durch-
gefiilhrt werden. Solche Gesetze sind allgemeingiiltige Ausdriicke, die also bei
jeder Belegung der Aussagenvariablen den Wahrheitswert W erhalten (7 57).

Mit Hilfe von aussagenlogischen Gesetzen, die uns beim Gewinnen von Aussagen
aus gegebenen besonders interessieren, werden wir sogenannte Schlufiregeln for-
mulieren. Hierbei mul man zwischen den SchluBregeln und den zugrunde liegenden
aussagenlogischen Gesetzen unterscheiden. Die Regeln bauen sich auf Gesetzen
auf. Wihrend die Gesetze der Objektsprache angehoren, gehoren die Regeln der
Metasprache an. Wir kénnén mit Kraus {([11], Seite 310) sagen: ,,Das Gesetz ver-
hilt sich gegeniiber seinen Anwendungen neutral, die Regel hingegen ist eine
Anleitung zum ... Handeln.

Die SchluBregeln smd rein formaler Natur. Bei diesen Regeln sind also keine -
inhaltlichen Zusammenhinge von konkreten Aussagen zu sehen. SchluBregeln
sind formale Umformungsregeln fiir Ausdriicke. Diese Ausdriicke werden bei der
pra.ktisohen Anwendung mit Aussagen oder Aussa,geformen belegt.

Wie schon betont wurde, bildet die Implikation eine Grundlage unseres:SchlieBens.
Schon beim Kennenlernen der Wahrheitswerte der Implikation wurden wir darauf
hingewiesen, dal man aus einer falschen Primisse jede beliebige SchluBfolgerung
ziehen kann (* 47). Dieser Sachverhalt fiihrt dazu, daB man bei Schliissen be-
strebt ist, von wahren Aussagen auszugehen. Diese Ausgangsaussage(n) bezeichnet
man auch als Primisse(n) oder Voraussetznng(en) Die’ Wahrheit der Voraus-
setzung(en) mufl bei Beweisen gesnchett sein.

Wie das geschieht, werden wir in den Teilen A 5.3. und A 5.5. erfahren.

Die Aussagen, die man beim SchlieBen» gewinnt, nennt man Konklusion oder
SchluBfolgerung. Damit haben wir die Begriffe erldutert, die zum Verstdndnis
der Definition 1 (5.2.) nétig sind.

DEFINITION 1 (5.2.) — Aussagenlogischer Schlu

In der Aussagenloglk versteht man unter einem SchluB

das Gewinnen einer Aussage aus einer gegebenen unter
" Verwendung von SchluBregeln, die so beschaffen sind,

daB unter der Voraussetzung der Wahrheit der Pramisse

mit Sicherheit auch die Konklusion wahr ist.

Wenn mehrere Ausgangsaussagen vorhanden sind, kénnen wir auch von einer Pramisse
_sprechen, da dann die Konjunktion der Einzelpramissen als Ausgangsaussage aufge-
faBt werden mufB und diese wieder eine Préamisse ist. Entsprechendes gilt fiir die
Konklusion.
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Zwischen der Pramisse (oder den Primissen) und der Konklusion besteht. eine

Beziehung, die der Struktur nach eine materiale Implikation ist. Es ist uns be-
kannt, daB eine Implikation genau dann falsch ist, wenn ihre Priamisse wahr und

ihre Konklusion falsch ist.

Die beim a,ussagenloglschen SchlieBen benutzten SchluBregeln defmleren wir wie

folgt.

DEFINITION 2 (5.2.) — Giiltige Schlufiregeln

Eine SchluBregel heilt genau dann giiltig, wenn der Fall
nicht eintreten kann, daB die Priamisse wahr und die
Konklusion falsch ist.

DEFINITION 3 (5.2.) — Zwingender oder rlchtlger
SchinB

Ein SchluB, der nach einer giiltigen SchluBregel voll-

zogen wird, heiBt zwingend oder richtig

Die Anwendung einer giiltigen SchluBregel slchert noch nicht die Wahrheit der
Konklusion. Entsprechend beinhaltet die Richtigkeit eines Schlusses nur: Immer
wenn die Primissen wahr sind, dann muB auch die Konklusion wahr sein. Die
Primissen brauchen aber nicht immer wahr zu sein. Sind sie nidmlich niemals
wahr, 8o kann man keine Aussage iiber die Richtigkeit des Schlusses machen.

In vielen Fillen werden wir mit Schliissen zu tun haben, deren Primissen aus
mehreren Einzelaussagen bestehen. Diese Einzelaussagen, die man ebenfalls
Primissen nennt, werden miteinander konjunktiv zur Primisse des betreffenden
Schlusses verkniipft. Eine solche Konjunktion ist nach der Definition 1 (3.3.)
genau dann wahr, wenn alle in ihr vorkommenden Aussagen wahr sind. Wenn
die Wahrheit der Primisse gefordert ist, dann miissen also alle Aussagen als
Einzelpramissen wahr sein. Bei Anwendung von giiltigen SchluBregeln auf die
wahre Primisse ist in jedem Falle die Wahrheit der Konklusion gesichert.

Sch]uBregeln werden oft in Form von sogenannten Schlufiguren angegeben Das
sind schematische Darstellungen der betreffenden Schliisse.

In SchluBfiguren schréibt’ man die einzelnen Pramissen untereinander. Wenn man
alle Primissen erfaBt hat, macht man einen Strich, der die unter dem Strich
stehende Konklusion von den Pramissen abtrennt. '

BEISPIEL 1 (5.2.):
(1) Wenn 4,,s0 4, 1. Prﬁmisse}

Nun aber 4, 9. Primisse Préamisse der Schlufifigur

Konklusion der SchluBfigur

2 Wenh Ay 50 4 1. Pramisse . o ..
(2) Nicht 4 21 2 9 Prﬁmisse} Pramisse der SchluBfigur
- N icht 4, ' Konklusion der SchluBfigur
Oder kiirzer: g

(1) Wenn 4,, so 4, (Gelesen: Wenn die Implikation (wenn 4;, so 4,) wahr ist

4, und A, wahr ist, so ist 4, wahr.)
A, .
(2) Wenn A4,, so 4, (Gelesen: Wenn die Implikation (wenn 4,, so 4,) wahr ist,
Nicht 4, und (nicht 4,) wahr ist, dann ist (nicht A4,) wahr.)
" Nicht 4,

‘a3
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Die Belsplele (1) und (2) kdnnten konkretisiert folgende Schliisse sein.

Zu (1): Wenn die Zahl = ein nichtperiodischer, unendhcher Dezlmalbruch ist,
dann ist % keine rationale Zahl. !

7 ist ein nichtperiodischer, unendlicher Dezimalbruch.
7 ist keine rationale Zahl.

Zu (2): Wenn V_eme rationale Zahl ist, so 1Bt sich V2 mit ganzzahligem a und b

in der Form —5- darstellen.

V21aB¢ sich nicht mit ganzzahligen @ und b in der Form & > darstellen

V2 ist keine rationale Zahl.

Es erhebt sich nun die Frage, wie man in der Aussagenlogik einen exakten Nach-
weis fiihren kann, ob es sich um einen zwingenden SchluB handelt, ob wir nach
einer giiltigen SchluBregel geschlossen haben. .

Wir konnen diese Frage leicht beantworten, wenn wir eine entsprechende, uns
bereits geldufige Formalisierung der vorgelegten Schliisse einfiihren, d. h., wenn
wir von den konkreten Aussagen abstrahieren und zu. Wa.hrheltswertvana,blen
iibergehen.

Fiir Beispiel 1 (5.2.) (1) bedeutet das folgendes:
Ubergang von  wenn A4,, so'd, zu p—>gq
4, P
) "4, q
Der Schlufigur p—> ¢
-_P

q

ordnen wir den aussagenlogischen Ausdruck

- (p>g)ap)—>q
zu, dessen Primisse die Konjunktion der beiden Prémissen der SchluBfigur ist.
‘Wenn dieser Ausdruck eine aussagenlogische Identitét ist, die also bei jeder Be-
legung der Wahrheitswertvariablen den Wahrheitswert W erhilt, dann konnen
wir daraus nach Definition 2 (5.2:) auf die Giiltigkeit der vorgelegten SchluBregeln
schlieBen. (Aus diesem Sachverhalt wird deutlich, daB von konkreten Aussagen
und ihren inhaltlichen Zusammenhingen abgesehen wird und nur' die' Denk-
strukturen betrachtet werden.)
Die Uberpriifung des vorliegenden' Ausdrucks erfolgt mit Hilfe einer vollsta.nngen
Wahrheitswerttabelle.

p | a. | poa (p‘->q)Ap | ((p—rq)/\z{)—w.
(1 | (2) (3) (4) (6)
w | w A w w
w | F F F A
F | W w F w
F | F w F W

In der Spalte (5) dieser Tabelle erscheint nur der Wahrheitswert W. Der vor-
gelegte Ausdruck ist allgemeingiiltig. Es kann also nicht sein, dafl die Prémisse
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g  Kopf der Spalte (4)) den Wahrheitswert W und die Konklusion (A Kopf der
palte (2)) den Wahrheitswert F hat. Somit ist die hier behandelte SchluBregel
nach der Definition 2 (5.2.) giiltig.

Diese Verfahrensweise wird durch folgenden Satz begriindet.

SATZ 1 (5.2.)

Zu jeder aussa.genlogischen SchluBregel gibt:es einen
Ausdruck in Form einer Implikation, der genau dann
eine aussagenlogische Identitdt ist, wenn dle Schlug3-

regel giiltig ist.

Wenn nidmlich die SchluBregel giiltig ist, so ergibt sich aus der Definition 2 (5.2.)
sofort, daB die der SchluBregel entsprechende Implikation a.llgemelngultlg, alao
eine aussagenlogische Identitdt ist. Wenn die Implikation eine aussagenlogische
Identitit ist, so kann es nicht vorkommen, daB die Primisse wahr und die Kon-
klusion falsch ist. Nach Definition 2 (5.2.) ist die SchluBregel giiltig.

Fiir den Nachweis der aussayenlogwchen Identitit etner I mphkatwn gibt es eine Reihe
von Méglichkeiten, von denen wir nur drei behandeln.

Bei dem ersten Verfahren erbringen wir den Nachweis, ob ein Schluf nach emer
giiltigen Schlupregel vollzogen wurde, in folgenden Schritten:

1. Wir ermitteln die Primissen und die Konklusion des Schlusses und ordnen ihnen
den entsprechenden aussagenlogischen Ausdruck zu.

2. Wir stellen die SchluBfigur auf.

3. Wir bilden die der SchluBregel entsprechende Impllkatlon, deren Vorderglied
die Konjunktion der Prdamissen des Schlusses ist, deren Nachglied. die Kon-

~ klusion des Schlusses ist.

4. Wir untersuchen den Ausdruck auf Allgemeingiiltigkeit.

5. Wir werten die Untersuchung aus.

Zum 4. Schritt sei bemerkt, daB wir nicht alle méglichen Belegungen der Aussagen-

variablen dieses Ausdrucks zu untersuchen brauchen. Wichtig sind nur die Fal.le,

in denen die Primisse wahr ist. Bei einer giiltigen SchluBregel soll némlich in
allen Fillen, in denen die Primisse wahr ist, auch die Konklusmn wahr sein. In
den Fillen jedoch, in denen die Primisse falsch ist, wissen wir sofort, daB die

Implikation wahr ist, gleichgiiltig welchen Wert die Konklusion besitzt.- Aus der

dritten Zeile der Wahrheitswerttabelle zum Beispiel 1 (5.2.) (7 78) ist z. B. er-

sichtlich, daf8 man auch aus einer falschen Priimisse zu einer wahren Konklusion

‘kommen kann. Eine giiltige SchluBregel gibt uns keine Auskunft dariiber, ob

die Primisse wahr ist. Sie besagt nur, -daB in dem Falle, wenn die Primisse wahr

ist, auch die Konklusion den, Wahrheitswert W besitzt.

Wir fithren jetzt die Untersuchung iiber die Giiltigkeit der im Beispiel 1 (5.2.)

zugrunde liegenden SchluBiregel nach dem angegebenen Verfahren durch.

1. Wir ermitteln die Einzelaussage(n) der Primisse und der Konklusion des
Schlusses,. ordnen jeder Einzelaussage eine Wahrheitswertvariable zu und
stellen fiir Priimisse(n) und Konklusion die aussagenlogischen Ausdriicke auf.

.p: Die Zahl x ist ein nichtperiodischer, unendlicher Dezimalbruch;
entsprechend:
q: = ist keme ratlonale Zahl
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5.2.

Prémissen sind: p — ¢ und p
Konklusion: q
. Wir stellen die SchluBflgur auf, d. h.:
Wir abstrahieren vom konkreten Inhalt der Aussagen p, ¢ und sehen p, q als
Variable fiir beliebige Aussagen an.
r—>q
Y4

q
3. Wir formen in eine Implikation um.
(p—>q)Ap)—>q

4.. Wir untersuchen die Implikation auf Allgememgultlgkelt

(# Wahrheitswerttabelle 78)
5. Wir werten aus.

Der Ausdruck ((p — ¢) A p) — ¢ ist eine aussagenlogische Identitdt, also ist die

gepriifte SchluBregel giiltig und der nach ihr vollzogene SchluB zwingend.

Die eben gepriifte SchluBregel hat bei unseren Gedankenabléufen (oft in verkiirzter
Form) und fiir Beweisfiihrungen eine groBe Bedeutung. Sie wird in det Logik als
Abtrennungsregel oder Modus ponens (Festlegung — lat.) bezeichnet.

Auch die dem Beispiel 1 (5.2.) zugrunde liegende allgemeine Schluiregel sei auf
ihre Giiltigkeit iiberpriift.

1. p: Vfist eine rationale Zahl.

[

¢: V2 1aBt sich mit ganzzahligen a und b in der Form 2 darstellen.

b
Prémissen sind: p > ¢ und ~ ¢
Konklusion: ~ p
2. p—>gq ‘
-~
~p
3. (p>q)A~g—>~p
Ll p [ ] @=anr~qg (P A~q) = ~p
w|w F W
W F F w
F W F w
F F w w

5. Weil der ‘Ausdruck ((p—> q) A ~q)—> ~p eine aussagenloglsche Identitit
ist, handelt es sich um eine giiltige SchluBregel.

Diese SchluBregel ist unter dem Namen Aufhebungsregel oder Modus tollens
(Aufhebung — lat.) bekannt.

'Dariiber hinaus kann an dem zuletzt dargestellten Belsplel die Gewm.nung einer
wahren Aussage aus gegebenen wahren Aussagen mit Hilfe einer giiltigen SchluB-
regel gezeigt werden.-

Wir gehen also von der giiltigen SchluBregel
p—>4q
~9
~p



5.2. .

aus und betrachten p als Bezeichnung fiir die Aussage ,,/2 ist eine rationale
Zahl“, g als Bezeichnung fiir die Aussage ,,J/2 1iBt sich mit ganzzahligen @ und b
. a

in der Form T darstellen®‘.

Wir haben uns dann zu iiberzeugen, ob bei diesen festen Bedeutungen von p und.q:
die Prémissen p — ¢ und ~ ¢ wahr sind. Ist das der Fall, so wissen wir auch,
daB dann ~ p wahr ist, d. h. p falsch ist, denn die benutzte SchluBregel ist giiltig.
Nun sind p—>¢q, ~qund ~p wahre Aussagen, d. h., die Konklusion ,,J2 ist
keine rationale Zahl* ist wahr.

Fiir die folgenden drei Beispiele von Schliissen sollen nur noch geringe Hilfen
fiir die Untersuchung der Giiltigkeit von SchluBfiguren angegeben werden.

BEISPIEL 2 (5.2.):

(a) Wenn 3 | 1970, so 6 | 1970.
Es ist nicht wahr, da3 3 | 1970.
Folglich ist nicht wahr, da8 6 | 1970.

(b) Wenn Dreiecke gleichschenklig sind, so miissen sie rechtwmkhg sein.
Die Dreiecke sind gleichschenklig.

Folglich miissen die Dreiecke rechtwinklig sein.

(¢) Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéihlbar.
Wenn die Menge der rationalen Zahlen und die der irrationalen Zahlen ab- .
zéhlbar ist, so ist die Menge dér reellen Zahlen abzéhlbar.
Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Folglich ist die Menge der irrationalen Zahlen nicht abzihlbar.

Die Wahrheitswerttabelle zum Beispfel 2 (5.2.) (a) hat folgendes Aussehen.

P | ¢ | @-Dr~p (P> A~p)—~g
w w F w
w F F w
F w w F
F F - w w
Aus dieser Tabelle folgt:

Der vorgelegte Ausdruck ist nicht allgemeingiiltig, also ist die im Beispiel 2 (5.2.)
(a) dargestellte SchluBregel 7nicht giiltig (der SchluB ist nicht zwingend), weil aus
einer -wahren Priémisse nicht in jedem Falle eine wahre Konklusion folgt.

Im Beispiel 2 (5.2.) (b) ist die Primisse falsch. Eine falsche Primisse 148t aber
bekanntlich jede beliebige Konklusion zu. Deswegen ist bei einem SchluB aus
einer falschen Pramisse die Wahrheit der Konklusion nicht gesichert. In diesem
Beispiel ist die Konklusion ebenfalls falsch. Die hier angewandte SchluBregel
(Modus ponens) ist jedoch giiltig.

Die giiltige SchluBregel, die dem Beispiel 2 (5.2.) (¢) zugrundeliegt, kann durch
folgende: SchluBfigur dargestellt werden.

P
PAg)—>r

~7r
~q
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BEISPIEL 3 (5.2.):
»»Wenn ich Logik studiere, so lerne ich priziser denken, und wenn ich priziser
denken lerne, so kann ich besser sozialistische Menschen erziehen.*
Folglich gilt:
,, Wenn ich Logik studiere, so kann i¢h besser sozmhstlsche Menschen erziehen‘‘
Dieser SchluB hat die folgende Struktur.

p—>q

qg—>r

p—>r
Mit Hilfe einer. vollstindigen Wahrheitswerttabelle findet man leicht, daB der
"entsprechende Ausdruck

(> Alg—>n)—>(p—>r) "
eine aussagenlogische Identitit — also allgemeingiiltig — ist. Es wurde demnach
hier nach einer giiltigen SchluBregel geschlossen.

Eine derartige SchluBregel wird in der Literatur als Kettenschlug oder Regel der
Transitivitit (durchgiingig — lat.) der Implikation bezeichnet. ‘

In diesem Zusammenhang stellen wir die Frage, ob die Umkehrung einer gultzyen
Schlufregel wieder eine giiltige Schlupregel ist.

Kann man von der Wahrheit der Konklusion auf die Wahrheit der Primisse
schlieBen ?

Diese Frage wurde bereits auf Seite 48 beantwortet, als wir uns mit der Impli-
kation beschiftigt hatten. Wir wissen bereits, daB die Vertauschung der Primisse
mit der Konklusion in einer Imphkatlon im allgemeinen nicht zulissig ist.

Es treten aber auch Fille auf, in denen die implikative Verkniipfung zweier
Ausdriicke und ihre Konversion stets denselben Wahrheitswert besitzen. Sie
sind also wertverlaufsgleich. Wir haben es in solchen Féllen mit semantischen
Aquivalenzen zu tun.

Daraus folgt, daB die Umkehrung einer giiltigen SchlnBregel genau dann wieder
eine giiltige SchluBregel ist, wenn Priimisse und Konklusion dieser Regel wert-
verlaufsgleich sind.

Eine aus Primisse und Konklusion gebildete Aqulvalenz muB in diesem Falle
allgemeingiiltig sein.

BEISPIEL 4(5.2.): .

p—>9q
qg—>p Umkehrung: p—q
P—9q p—>a) rlg—>p)

Aus giiltigen SchluBregeln lassen sich suf Grund der ‘Einsetzungsregel (7 60)
weitere SchiuBregeln aufbauen, die ebenfalls giiltig sind.

Man geht dabei zweckméBigerweise von dem a,llgememgultlgen Ausdruck aus,
den man aus einer giiltigen S¢hluBregel gewonnen hat.

BEISPIEL 6 (5.2.):
Angenommen, wir haben die aussagenlogische Identitdt
(Pp—>9)—>(~g> ~p)
erhalten. Wir setzen z.B. fiir die Wahrheitswertvariable p an allen Stellen
~ r.v 8 ein. Dann ist auch der Ausdruck
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((~rve)—>g)—>(~g—> ~(~rve))
eine aussagenlogische Identitit.

Es glbt ein zweites Verfahren, um den Schlup nach einer giiltigen Schlupregel nachzu-
weisen.
Mit Hilfe der Emsotzungsregol und der auf Seite 80 erliuterten Abtrennungs-
regel kann man aus gewissen Axiomen alle 'allgemeingiiltigen Ausdriicke des Aus-
sagenkalkiils herleiten.
Auf Grund der Einsetzungsregel konnen alle gultlgen SchluBregeln, die mit Hilfe
von Wahrheitswertvariablen dargestellt wurden, durch Ausdriicke ersetzt werden.
Wenn z. B. Hy und H, beliebige Ausdriicke symbolisieren sollen, so lautet die
Abtrennungsregel:

H;, —>H;

1

H;

Durch die Einsetzungsregel haben wir ein weiteres Mittel in der Hand, um in
vielen Fillen entscheiden zu konnen, ob es sich um einen allgemeingiiltigen Aus-
druck handelt. Es wire z. B. sicher sehr zeitaufwendig, mit Hilfe einer Wahr-
heitswerttabelle zu entscheiden, ob der folgende Ausdruck allgemeingiiltig ist.

[((r A ~8)—(tvu) A ~(tvu)]—> ~(rA~s)

Man sieht aber sofort, daB dieser Ausdruck aus dem uns bereits bekannten a,llge-
meingiiltigen Ausdruck

(p=A~g—>~p:
durch Einsetzung hervorgegangen ist. Da dieser Ausdruck allgemeingiiltig ist,
folgt auf Grund des Satzes 1 (4.4.), daB dann auch der gegebene Ausdruck allge-
meingiiltig ist.

Das dritte Verfahren zum Nachweis, da8 nach einer giiltigen Schlupregel geschlossen
wurde, sei nur erwahnt.

Man kann auch mit Hilfe des Ersetzbarkeitstheorems (7 60) die Allgemeingiiltig-
keit von Ausdriicken nachweisen (Umformungen).

SchlieBlich sei eine giiltige SchluBregel angefiihrt, die man als verallgemeinerte
Abtrennungsregel bezeichnet. Man erhilt sie durch z-malige Anwendung der
Abtrennungsregel.

4
P—>P
Pr>Pe

.......

Mit den blshéri'gen Kenntnissen sind wir in der Lage, weitere giiltige SchluBregeln ’
aufzustellen und deren Giiltigkeit nachzuweisen (z. B. Aufstellung von giiltigen
SchluBregeln aus allgemeingiiltigen Aquivalenzen).

Die Schliisse im tdglichen Leben erfolgen oft nicht in der ausfiihrlichen Form,
wie wir sie kennengelernt haben. Aus den verschiedensten Griinden weiden oft
Teile der Primisse, die ganze Pridmisse-oder sogar die ganze Konklusion wegge-
lassen. Hier iiberliBt man es dem Leser, entsprechende Erginzungen vorzu-
nehmen..
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Zusammenfassung

Giiltige SchluBregeln des aussagenlogischen SchlieBens sind so gestaltet, dafl
aus der Wahrheit der Pramisse stets die Wahrheit der Konklusion folgt.

Uber den Wahrheitsgehalt der Pramlsse(n) selbst wird in einer giiltigen Schluf3-
regel nichts ausgesagt, genau wie man iiber den Wahrheitsgehalt der Kon-
klusion allein nichts aussagen kann.

Bei der Anwendung von SchluBiregeln — wie iiberhaupt bei allen logischen
Untersuchungen — wird von der inhaltlichen Bedeutung der Aussagen ab-
‘strahiert und nur ihr Wahrheitswert als wesentlich angesehen.

Weil eine konkrete Aussage aus unterschiedlichen Priamissen gewonnen werden
kann, ist es nicht hinreichend, bei einem.SchluB, der die konkrete Aussage
als Konklusion enthilt, die Falschheit der Primisse nachzuweisen, um damit
von der Falschheit der Konklusion iiberzeugt zu sein. Die Wahrheit der Kon-
klusion kénnte sich auch aus der Wahrheit einer anderen Primisse durch
Anwendung einer giiltigen SchluBregel ergeben.

5.3. Spezielle SchluBregeln

Im Teil A 5.3. beschéftigen wir uns mit einigen giiltigen SchluBregeln. Den Nach-
weis, daf es sich um giiltige Regeln handelt, iiberlassen wir dem Leser.

Um die in der Fachsprache iibliche Formulierung der giiltigen Regeln zu ver-
stehen, wollen wir die Klirung einiger Begriffe voranstellen.

DEFINITION 1 (5.3.) — Beweis

Unter einem Beweis einer Aussage A4 versteht man eine
endliche Kette von Umformungen, die mit Hilfe giiltiger
SchluBregeln vorgenommen werden und die von wahren
oder als wahr angenommenen Aussagen ausgehen und
zu.der Aussage A fiihren.

Mit dem Begriff des Beweises wird in der Umgangssprache oft der Begriff der
Ableitung identifiziert. Das ist jedoch nicht zulissig. Der Begriff der Ableitung
ist umfassender als der des Beweises. Jeder Beéweis ist also eine Ableitung, aber
nicht jede Ableitung ist ein Beweis.

Wihrend ein Beweis die Wahrheit der Ausgangsaussagen (Prdmissen) verlangt,
wird die Wahrheit der Ausgangsaussagen bei einer Ableitung micht gefordert
Man will bei einer Ableitung nur feststellen, ob aus gegebenen Primissen eine be-
stimmte Konklusion mit Hilfe gewisser SchluBregeln ableitbar ist.

Die Reihenfolge der giiltigen SchluBregeln, die hier ausgefiihrt werden, entspricht
der Reihenfolge der behandelten Aussagenfunktionen. Sie gibt keine Rangfolge
beziiglich der Bedeutung fiir das Beweisen von Sitzen oder fiir das Erarbeiten
der anderen giiltigen Schlulregeln an. Bei der Auffithrung der Regeln halten wir
uns an die in der Fachsprache iibliche Bezeichnungsweise..
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I'a) SchluB auf eine Negation

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen und einer Aussage A, ein- Widerspruch
folgt, so ist aus den gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,nicht 4, beweis-
bar.

Der SchluB auf eine Negation wird bel den indirekten Beweisen, die wir im Tell

A 5.5. behandeln, angewandt.

Ib) SchluB aus einer Negation
Aus ,,nicht (nicht 4,)* ist die Aussage 4, beweisbar.
Zu dieser SchluBregel gehért die folgende SchluBfigur.

~ (~p)
Diese SchluBfigur erscheint selbstverstindlich (7 69). Dennoch ist es erforderlich,

den entsprechenden Ausdruck, also (~ (~ p)) — p; mit Hilfe einer Wahrheits-
werttabelle zu priifen.

IT a) Schiuf auf eine Konjunktion

Wenn aug gegebenen Voraussetzungen die Aussage A, beweisbar ist und wenn aus
den gegebenen Voraussetzungen die Aussage A4, beweisbar ist, so ist aus denselben
Voraussetzungen die Aussa,ge »A; und A4, beweisbar.

Die SchluBfigur sieht wie folgt aus.

p
p—>q oder q
p—>r r
qAr gATr

1Ib) SchluB aus einer Konjunktion

Wenn ans gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,4, und 4, beweisbar ist,
so ist aus diesen Voraussetzungen die Aussage A; beweisbar und aus denselben
Voraussetzungen auch die Aussage 4, beweisbar.

Wir erhalten dazu zwei SchluBfiguren, weil man aus einer wahren Konjunktion
auf die Wahrheit der einzelnen Glieder der Konjunktion schlieBen kann.

PAg, P Ag
p q

II1 a) SchluB aunf eine Alternative

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage 4, beweisbar ist, so lst aus
diesen Voraussetzungen auch die Aussage ,,4, oder A4, beweisbar.

Diese Regel sagt aus, daB man aus der Wahrheit einer Aussage 4 stets auf die
Wabhrheit einer beliebigen Alternative schlieBen ka,nn, die A4 als Alternativglied
enthilt. Die entsprechenden SchluBfiguren sehen wie folgt aus.

pVy pVy

L1 b) SchiuB aus einer Alternative

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,4; oder 4, beweisbar ist
und wenn aus diesen Voraussetzungen und der Aussage 4; eine Aussage 43 be-
weisbar ist und wenn aus diesen Voraussetzungen und der Aussage 4, die Aus-
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5.3,

sage A, beweisbar ist, so ist allein aus den gegeberien Voraussetzungen die Aus-
sage 4, beweisbar. - -
Das ist der SchluB aus einer Alternative, der auf F&llunterscheldungen fithrt.
Beweis der Wahrheit (Richtigkeit) der Aussage A4:
Aus der Wahrheit der Aussage ,,4; oder 4, nimmt man folgende Fille an.’
Fall 1: Die Aussage 4, ist wahr.
Dann wird die Wahrheit der Implikation ,,wenn 4,, so 4;* bemesen
Nach der Abtrennungsregel ist dann 43 wahr.
Fall 2: Die Aussage 4, ist wahr.
Dann wird die Wahrheit der Implikation ,,wenn A,, 80 A, bew1esen
Nach der- Abtrennungsregel ist dann A; wahr.
Damit ist 4, bewiesen. Die entsprechende SchluBfigur dieser Schlufiregel sieht wie
folgt aus. -
pvg
p—>r
qg—>r
r

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB es nicht ausreicht, nur &nen Fall
zu untersuchen, denn die folgenden SchluBSiregeln sind nicht giiltig.

pVvye pVvye
p—>r .bzw,. qg—>r
r r
Die SchluBfiguren:
pvy pPVvye
~Dp ~q
q P

sind dagegen 'SchluBfiguren giiltiger Schliisse aus einer Alternatlve, was man
leicht nachprufen ka.nn

IV a) SchluB auf eine Implikation

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen und der Aussage A, die Aussage 4, be-
weisbar ist, so ist allein aus den gegebenen Voraussetzungen die Implikation
»wenn 4,, so 4,° beweisbar.

Hier wird zum Ausdruck gebracht, daB man die Implikation ,,wenn 4,, so A,
bewiesen hat, wenn aus der Annahme der Wahrheit von 4, und den gegebenen
Vora,ussetzungen die Wahrheit von A2 folgt. Wenn ein Satz in der Form ,,wenn
4,, so A,* vorliegt, so wollen wir — in Anlehnung an die Lehrbiicher der allge-
meinbildenden polytechnischen Oberschule — A, auch als Voraussetzung und 4,
als Behauptung dieses Satzes bezeichnen (.~ Teil A 5.5.).

IV D) SchluB aus einer Implikation

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,wenn 4,, so 4, beweisbar
ist und aus diesen Voraussetzungen die Aussage 4, beweisbar ist, so ist aus den
Voraussetzungen die Aussage 4, beweisbar.

Diese SchluBregel ist die bereits behandelte Abtrennungsregel. Als Schliisse aus
einer Implikation kann man z. B. auch solche ansehen, die auf der Grundlage
folgender SchluBfiguren durchgefiihrt werden.
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p—>q
~ q oder p—>q
~ P ~g—> ~p

V a) SchluB auf eine Aquivalenz . )
Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,wenn 4,, so 4,* beweisbar
ist und wenn aus den gegebenen Voraudsetzungen die Aussage ,,wenn 4,, so
A,* beweisbar ist, so ist aus den gegébenen Voraussetzungen die Aussage ;,4,
genau dann, wenn A4, beweisbar.

Auf der Grundlage unserer Kenntnisse iiber die Aquivalenz wird die Aufstellung
der ‘SchluBfigur zu dieser SchluBregel keine weiteren Schwierigkeiten bereiten.

V b) SchluB aus einer Aquivalenz

Wenn aus gegebenen Voraussetzungen die Aussage ,,A; genau dann, wenn A,“
beweisbar ist, so ist aus diesen Voraussetzungen die Aussage ,,wenn 4,, so A,
und auch die Aussage ,,wenn 4,, so 4, beweisbar.

AuBlerdem gibt es noch weitere Moghohkelten, aus einer Aquivalenz zu schlieBen,

beispielsweise nach SchluBregeln, die in Form von SchluBflguren hier angedeutet
werden.

pq peq
2 ~e
7 ~p

AufBler den angefuhrten SchluBregeln gibt es auch noch weitere, auf die wir hier nicht
elngehen Es sei nur erwahnt, da3 man aus jeder aussagenloglschen Identitét, die in"
Form einer Implikation gegeben 1st, eine giiltige SchluBregel gewinnen kenn. Fir das
Fihren von Beweisen bendtigen wir noch Regeln, die wir mit den Mitteln der Aussagen-
logik nicht mehr angeben kénnen. Mit diesen beschaftigen wir uns im Teil A 5.4.

5.4. Priidikatenlogisches SchlieSen

Bei der Behandlung der SchluBregeln haben wir bisher nur. Aussagen untersucht.
Es fragt sich nun, ob die SchluBregeln ihre Giiltigkeit auch dann behalten, wenn in
thnen an Stelle von Aussagen Aussageformen vorkommen.

Wir gehen von einem SchluB aus, dessen Giiltigkeit wir ohne besondere Schmeng-
keiten aus unserem Erfahrungsbereich bestitigen kénnen.

BEISPIEL 1 (5.4.):

»Wenn ein ‘Gegenstand aus Stahl ist, so w1rd dieser vom Magneten angezogen.
,,Rasierklingen sind aus Stahl.‘

»Folglich werdén Rasierklingen vom Magneten angezogen.

‘Es hat den Anschein, als hitten wir es im Beispiel 1 (5.4.) mit der Abtrennungs-

regel zu tun. Bei genauerer Untersuchung zeigt sich jedoch, daB hier zwei Schliiss:
enthalten sind.

Es kommen Aussageformen iiber dem Grundbereich ,,Gegenstinde vor.

Hy(9): ,,g ist aus Stahl.*
H,(g): ,,9 wird vom Magneten angezogen.**
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Die Erfillungsmenge von Hl(g) ist in der Erfiillungsmenge von H,(g) enthalten.
Jede Belegung, die H,(g) erfiillt, erfiillt auch Hy(g)., Belegt man g mit einem
Element aus der Menge der Rasierklingen, so wird H,(g) und damit auch Hy(g)
wahr.

Die Sachverhalte lassen sich zeichnerisch' leicht darstellen (7 Bild 88/1).

Grundbereich:
G_egansfdhde

Gegenstinde, die

ein Magnet anzieht
-Gegenstande aus Stah!
Rasierkiingen

'\:\f_‘:.;.;.:. 3 //
7

88/1

Fiir alle Gegenstinde g gilt:
Wenn g aus Stahl ist, so wird g vom Magneten angezogen.
Die symbolische Darstellung lautet:

Y g(Hig) > Hq(g) .
Das ist eine wahre Aussage.
Auf Seite 68 hatten wir das priadikatenlogische Gesetz

V & H(z) - H(a)
kennengelernt. Aus ihm erhélt man die SchluBregel
V z H(z)
H(a)
Wenden wir sie an, so kénnen wir aus
¥V g(Hy(9) — Ha(9))

Hy(r) = Hy(r)
schlieBen, wobei r Variable fiir Rasierklingen ist.
Es ergibt sich nach diesem SchluB zunéchst also die Konklusion
’  ,Wenn » aus Stahl ist, so wird 7 vom Magneten angezogen*.
Nun gilt aber H,(r), denn Rasierklingen sind aus Stahl, also kénnen wir die Ab-
trennungsregel anwenden und erhalten die Konklusion H,(r).

Die aussagenlogischen SchluBiregeln behalten ihre Giiltigkeit auch dann, wenn
wir an die Stelle von Wahrheitswertvariablen der Aussagen Aussageformen
setzen, wie wir am Beispiel der Abtrennungsregel erkannt haben. '‘Dennoch
bedeutet das prddikatenlogische SchlieBen mehr als das einfache Anwenden der
SchlulBregeln der Aussagenlogik fiir Aussageformen. Das pridikatenlogische
SchlieBen geht iiber das aussagenlogische SchlieBen hinaus, da bei diesem sowohl
Gesetze der Aussagenlogik als auch Gesetze der Pridikatenlogik angewandt
werden. '

auf

Aus allgemeingiiltigen priadikatenlogischen Implikationen und Aquivalenzen ge-
winnt man — &hnlich wie in der Aussagenlogik — SchluBregeln.

88



55,

'VIa) SchluB auf ,,fiir jedes*
Wenn eine Aussage H(e) fiir ein belzebzges a beweisbar ist, so ist die Aussage
»fur jedes  gilt H(z) beweisbar.

Die Bedeutung dieses Schlusses kann man bei Beweisfithrungen im Verlaufe der
gesamten Mathematikausbildung verfolgen und erkennen. Wir haben es hier mit
einer Verallgemeinerung zu tun.

Grofle Bedeutung hat auch folgende Schlufliregel.

VIb) SchluB aus ,,fiir jedes* :
Wenn die Aussage ,fiir jedes z gilt H(z)** beweisbar ist, so ist die Aussage H(a)
fiir ein beliebiges Ind1v1duum a beweisbar,

VII a) SchluB auf ,,es gibt ein*
Wenn sich ein Individuum angeben 1d8t, so daB die Aussage H(a) beweisbar ist,
so ist die Aussage ,,es gibt éin z, fiir das H(z) gilt** beweisbar.
Diese SchluBweise ist die Grundlage von sogenannten Existenzbeweisen.
Ein Existenzbeweis 148t sich auch durch SchlieBen auf €ine Verneinung durchfiih-
ren, indem man die Annahme ,,es gibt kein z, fiir das H(z) gilt‘* zum Widerspruch
fiihrt.

VIIb) SchjuB aus ,,es gibt ein*

Wenn die Aussage ,,es gibt ein z, fiir das H(z) gilt** beweisbar ist, dann ist H(a)
beweisbar, wobei vorausgesetzt wird und in allen folgenden Uberlegungen zu be-
achten ist, daB mit « ein Element gemeint ist, fiir das H(a) gilt. Die Variable a
ist also hier keine freie Variable (wie etwa in der SchluBregel VI b)), sondern eine
sogenannte markierte (an bestimmte Voraussetzungen gebundene) Va.nable, in
die man nicht beliebig einsetzen kann.

Aus den auf den Seiten 68 f. angefiihrten pradikatenlogischen Aquivalenzbn kann
man giiltige SchluBregeln aufstellen.
Fiir die Aquivalenz unter 1. (. 68) lauten diese SchluBregeln beispielsweise:

VY 2 H(z) ~ 3z (~ H(x))
<3z (~H@) ™ T Vzhm

Bemerkung.:

In der traditionellen Logik hat man ein besonderes Augenmerk den sogenannten
Sylloglsmen gowidmet. Diese sind mittelbare Schliisse, bei denen von zwei Aussagen
auf eine dritte geschlossen wird, wobei die beiden Teilprdmissen durch einen sogenann-
ten Mittelbegriff in einem bestimmten Zusammenhang stehen miissen.

Die Anwendung der SchluBfiguren erfolgt im Rahmen der Bewelsvei‘fa,hren im
Teil A 5.5.

5.5. Beweisverfahren

1

Zu den Beweisverfahren, wie sie in vielen Bereichen der Mathematik angewendet
werden, gehoren der direkte Beweis und der indirekte Beweis. (Hier sei be-
merkt, daB der Beweis durch vollstindige Induktion auch zu den direkten Be-
weisen gehort.)
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Im Teil A 5.5. werden einige Grundlagen des direktén und des indirekten Beweises
erldutert. Das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion ist im Teil C 11.1. dar-
gestellt,

Auf die Notwenngkelt des Beweisens und die im Lehrplanwerk der allgemein-
bildenden polytechmschen Oberschule erhobenen Forderungen iiber das Beweisen
gehen wir hier nicht ein.

Wenn man eine mathematische Aussage beweisen will, sollte man sie, wenn es
moglich ist (das ist nicht immer der Fall), in Form einer Implikation wiedergeben.
Diese implikative Darstellung einer mathematischen Aussage ermdglicht dann das
Bilden der Umkehrung(en) dieser Aussage.

‘Wir haben bereits darauf hingewiesen, daB man das Vorderghed eines in Form
einer Implikation gégebenen, Satzes als Voraussetzung und das Nachglied als
Behauptnng bezeichnet. Beim Vorderglied der Imphka.tlon miiBte man deutlicher
von einer Voraussetzung sprechen, denn es werden im allgemeinen noch weitere
Voraussetzungen nétig sein, um beim elgenthchel; Beweis auf die Beha.uptung
zu schlieBen.

-Mit den bisherigen Ausfiihr'ungen wurden bereits die Gliederung und die Reihen-
folge der Teilschritte des Beweises eines Satzes angedeutet. Jedér Beweis-gliedert
‘sich — schon bei EvrLD —

das Ermitteln der Voraussetzung,

das Feststellen der Behauptung und

das Fiihren des Beweises.

Fiir das Beweisen eines Satzes ist das Au.fstellen von Vora.ussetzungen und Be-
hauptung eine erste Aufgabe. Dabei ist man bestrebt, in die Voraussetzung
moglichst die zweckmiBigsten Fakten aufzunehmen.

5.5.1, Der direkte Beweis

Das Wesen eines direkten Beweises besteht darin, daB aus den bereits bewie-
senen, als wahr anerkannten oder als wahr angenommenen Voraussetzungen
mit Hilfe von giiltigen SchluBregeln naoh einer endlichen Anzahl von Schritten die
Behauptung gewonnen wird.

BEISPIEL 1 (5.5.):
Satz: In jedem Parallelogramm halbieren die Dwgonalen einander.
Wir formen den Satz in eine Aussage um; die eine Implikation enthilt.
Fiir alle Vierecke gilt:

Wenn das Viereck ein Parallelogmmm ist, s0. halbzeren seine Diagonalen einander.
Nach der SchluBregel aus einer Allaussage (7 89, VI b)) ist es statthaft, den
Beweis fiir ein beliebiges Parallelogramm zu fiihren.

Voraussetzung (V): Gegeben sei ein beliebiges Parallelogramm ABCD. Der
Schnittpunkt von AC und BD sei M.

(V,) Satz: In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten kongruent.

(V,) Satz: Wechselwinkel an geschiittenen Parallelen sind kongruent.

(Vg) Satz:" Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie in den
Lingen aller Seiten und den Grafen aller Winkel iibeir-
einstimmen.

90



8.5,

(V,) Kongruenzsatz: Dreiecke, die in der Lange einer Seite und den Grofen der
dieser Seite anliegenden Winkel iibereinstimmen, sind
kongruent. '

(V) Definition: Ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten nennt man
Parallelogramm. '

Die Voraussetzungen V,, V,, ..., V, gehoren nicht zu den unmittelbaren Vor-
aussetzungen des Satzes. Man fiigt-oft bereits bewiesene Aussagen beim Schlieen
bzw. Beweisen zu der (den) Pramisse(n) hinzu, um das Beweisverfahren zu ver-
kiirzen. Wenn man,aus den Axiomen der entsprechenden Theorie direkt schlieBen
raiiBte, kénnten viele Beweise von Sétzen wegen ihrer Linge nicht gefiihrt werden.
Bei Hinzunahme weiterer Definitionen oder bereits bewiesener Aussagen zur
Priamisse wihlt man die jeweils zweckméBigsten aus.

Es igt eine Allaussage zu beweisen.
Nach dem SchluB auf ,,fiir jedes* geniigt es, folgendes zu beweisen.

Die Diagonalen AC und BD halbieren einander.
Behauptung: AM =~ MC und BM =~ MD

Bewels: " Wegen SchluBfigur

Wenn l'j_ABCD ein Pé.l:aléllog‘ramm ist, (V) p—q

soist AB =~ CD. SchluB VIb)

00 ABCD ist ein Parallelogramm. vy -~ P )

AB =~ CD ' . q

Wenn [j_ABED ein Parallelograinm ist, | - (Vs) p—r

so ist AB|| CD. .
| O ABCD ist ein Parallelogramm. (V) P 4 (2)

AB| CD r o

Wenn 4B || 0D, so $MDC = $MBA (V2) ' r—(8Al)

u&@ XMCD =~ xMAB. ' -

AB|| CD (@) r 3).

XMDC = xMBAund < MCD = xMAB, 8AtL

Wenn AB = 0D und <MDC =~ < MBA (Vo Hgrsat)—u
und ¥ MCD =~ ¥ MAB, '
§0 AABM =~ ACDM .

AB = CD und 4MDC = xMBA und (15, (3) gAsAtL (4)
XMCD = XMAB _
WeniAAB_M_z ACEM, . (Vs) i u— (v A W)
s0 AM =~ MC und BM =~ MD . ' '
AABM =~ ACDM (4) ' u (6)
,Aﬂg“ﬁund BM ~ MD r vAw . '

. : q.e.d.

Damit wurde die Implikation ,,Wenn ein Viereck ein Parallelogramm ist, so hal-
bieren seine Diagonalen einander‘‘ bewiesen. Der Beweis wurde fiir ein beliebiges
Parallelogramm erbracht.
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Néch dem SchluB} (VI a) gilt die Beha,upﬁung fiir.jedes Viereck, das ein Parallelo-
gramm ist.

. Zum Bewels im Beispiel 1 (5.5.) wurde — im Gegensa.tz zur iiblichen Verfahrens-
weise — keine Skizze angefertigt, wenn auch eine treffende Skizze oft das Beweisen
erleichtert und Denkanregungen gibt. Bei grundsitzlichen Zusatzvereinbarungen

"kann auch in der Geometrie ein exakt aufgebauter Beweis ohne eine Skizze ge-
fithrt werden. Manchmal verleitet sie ndmlich dazu, Eigenschaften einer Figur
zu entnehmen, die diese Figur nicht besitzt, vor allem dann, wenn man spezielle
Figuren zugrundelegt.

Grundsitzlich ist gegen das Anfertigen einer Skizze auch im Mathematikunterricht
nichts einzuwenden, wenn die Schiiler daran gewohnt sind, jeden Schritt des Be-
weises exakt zu begriinden. -

Beweise werden in' der Praxis nicht in.einer solchen ausfiihrlichen Form wije im
Beispiel 1 (5.5!) gefiihrt. - Man schreibt gewohnlich nicht alle Voraussetzungen
(Vy, Vs, ..., V,) auf. Die Begriindung der einzelnen Schritte wird ebenfalls in
abgekiirzter Form angegeben. Bei geometrischen Beweisen werden in unserer
Schule Skizzen angefertigt und Bezeichnungen aus den Skizzen entnommen.
Dies geschieht z. T. deshalb, weil man dadurch Zeit und Schreibarbeit einspart.
Ein weiterer Grund, weshalb man nicht alle Voraussetzungen anfiihrt, ist darin zu
suchen, dal man beim Beginn einer Beweisfithrung noch nicht iibersehen kann,
welche wahren Aussagen man als Voraussetzungen dafiir benétigen wird. Wir
verzichten im folgenden auch ayf die Zuordnung der entsprechenden Schluf-
figuren und somit auf die liickenlose Angabe der Beweiskette, wobei wir uns stets
den gesamten Denkablauf auch ohne die ausfiihrliche Darstellung der einzelnen
Beweisschritte bewu3tmachen sollten.

In vielen Fillen werder Umkehrungen zu Sitzen gebildet und diese dann ebenfalls
bewiesen. Wir weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, daB in der Mathe-
'matlk der Begriff der Umkehrung eines Satzes mit der Konversion der Implikation
nicht in jedem Falle iibereinstimmt ( 7 [13], Seite 891).

Um die Beziehungen zwischen Satz und Umkehrung des Satzes zu verdeutlichen,
fithren wir einige Beispiele mit Angabe der entsprechenden Voraussetzungen und
Behauptungen in der Tabelle auf Seite 93 an. Es werden dabei Aussageformen an-
gefiihrt, die leicht auf die Struktur ,,aus. . . folgt . . . gebracht werden kénnen.
Man erkennt auch hieran deutlich, daB eine Umkehrung stets eine neue Aussage
ist, die bewiesen werden mufB, wenn man sie als giiltig ansehen soll.
Man beachte besonders die Struktur im Beispiel (3).
S: (pAg)—>r Up: r—=>(pAg)
Up: (pAT)—>¢
Usi (gAr)—>p

Wir wollen nunmehr die Umkehrung des Satzes im Beispiel 1 (5.5.) formulieren
und auch beweisen. Dabei demonstrieren wir eine mégliche Kurzform des direkten
Beweises, wie sie spiter angewandt werden konnte. In der Praxis werden leider
oft die Schliisse auf die Allaussage und aus der Allaussage (7 VI a) und VI b)
auf Seite 89) weggelassen. Man muB darauf achten, daB diese SchluBweisen
mitgesprochen werden.

Umkehrung des Satzes:  Fiir alle Vierecke gilt:
Wenn die Diagonalen des Vierecks einander halbieren,
so st das Viereck ein Parallelogramm.
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- Genau genommen wird die Umkehrung der entsprechenden Ausaageform gebildet:
und gezeigt, daB sie im Bereich der Vierecke allgememgultlg ist.
Voraussetzung : Gegeben sei ein beheblges Viereck ABCD. o
’ M sei der Mittelpunkt der Strecken AC und BD,
das heiBt, AM =~ MC und BM =~ MD.
Behauptung : Dasg Viereck ABCD ist ein Pa.ra,llelogmmm..

Beweis : AM =~ MC (nach Voraussetzung)
BM ~ MD (nach Voraussetzung) -
<X AMB =~ X DMC (Scheitelwinkel)
AAMB =~ A CMD (Kongruenzsatz SWS)

- Daraus folgt X MAB =~ X MCD (wegen der Dreieckskongruenz)
und daraus AB|| CD (nach Wechselwinkelsatz,
weil g MAB und < M CD kongruente Wechselwinkel sind).
Analog gilt ‘A AMD = A BMC .(Kongruenzsatz SWS).
Daraus folgt X MAD =~ - MCOB (wegen der Dreieckskongruenz)
und daraus © “AD||BC ~ (nach Wechselwinkelsatz,

weil { MAD und < MCB kongruente Wechselwmkel sind).
Aus AB || CD und 4D || BC folgt nach Definition des Parallelogramms die Be-
hauptung.
Damit ist nach IV a) die Implikation bewiesen und nach dem Schlu8 auf eine All-
aussage (7 VI a)) die Umkehrung des-Satzes wahr. q.e.d.

Gezeigt wurde:
(1) ,,Fiir alle Vierecke V gilt:

Wenn das Viereck V ein Parallelogramm ist,

8o halbieren seine Diagona,len einander**
und
(2) ,,Fiir alle Vierecke V gilt:

Wenn die Diagonalen von V einander halbieren,

8o ist ¥ ein Parallelogramm*‘.
Wir haben also die Aussage

Y VHYV)AY T Hy(V)
bewiesen. ° )
Hieraus ergibt sich nach dem entsprechenden pridikatenlogischen Gesetz (Ver-
teilungsgesetz fiir V):
V.V (Hy(V) A Hy(V)) .

Das ist eine Aqmva,lenz, da H,(7) eine Implikation und H, (V) ihre Konversion ist
(SchluB auf eine Aquivalenz).

‘Wir haben also folgenden Satz erhalten.

Fiir alle Vierecke gilt:
Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn seine Diagonalen einander
halbieren..

Dan'ut haben wir einen neuen Satz erhalten.

Wenn dagegen ein zu beweisender Satz gegeben ist, der. die Struktur einer Aqui-
valenz hat, so sind nach dem Schlu8 aus einer Aqulva.lenz ( 2 Vb)) zwei Siitze zu
beweisen. (Man muB eine Implikation und ihre Konversion beweisen.) Ist das
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erfolgt, so ist nach dem SchluB auf eine Aquivalenz (# V a)) der urspriingliche
Satz bewiesen.

In einigen Fillen ist es zweckmiiBig, nicht den Satz in seiner urspriinglichen Form,
sondern die aussagenlogisch gleichwertige Kontraposition zu beweisen. Dieses
Vorgehen erweist sich vor allem beim Beweisen der Umkehrung eines Satzes als
vorteilhaft, da man hier manchmal dem Beweisgedanken fiir den urspriinglichen
Satz in analoger Weise folgen kann.

In einzelnen Fillen ist es auch moglich, die Behauptung durch Umformungen in
dquivalente Aussagen ‘auf eine wahre Aussage zuruckzufuhren Dieses Vorgehen
ist ein giiltiges Beweisverfahren.

Im Grunde genommen erfolgt hier eine Umformung von Aussageformen in dazu
dquivalente.

BEISPIEL 3 (5.5.):

Voraussetzung: Fiir alle = € P gilt: sin? 2 + cos? z = 1.
Behauptung : Fiir alle z == % 2n+ 1) und n € @ gilt:
2 =
1l + tan? 2 pov

Beweis: Fiiralle z 4= %(2 n + 1) gilt: cos? z + sin?z = 1
_ genau danhn, wenn
fiir alle z 4 %(2 n + 1) gilt: cos? z + cos? z - tan? z=1
genau dann, wenn
fiir alle 2 &= % (27 + 1) gilt: cos?x 4+ (cos z - ta,n.z)? = 1
genau dann, wenn

oo ! . . l
f ]] d . i M 2 3 .
ir a ex=|=‘—-(2n+ 1) gilt: 1 + tan®?x pow

Das ist nach Voraussetzung eine wahre Aussage Also ist wegen der Umformungen
in dquivalente Aussagen die Behauptung eine wahre Aussage. q.e. d

Bei dieser Art der Beweisfiihrung muB man sich stindig davon uberzeugen, da.B
die Aquivalenzen wahr sind. Das ist oft sehr schwer und nicht immer maglich.
Im allgemeinen darf man némlich bei einem Beweis nicht von der Behauptung
ausgehen. Dem Beweis im Beispiel 3 (5.5.) liegt eine verallgemeinerte SchluBregel
von .
p+q
-7

p

zugrunde.

Die’'zu beweisenden Aussagen sind oft in Form von Alla.ussa.gen formuliert bzw.
koénnen so formuliert werden. Dabei kann es vorkommen, daB eine solche Ausss,ge
falsch ist. Der Nachweis dafiir, daB eine_Allaussage falsch ist, kann durch ein
einziges Gegenbeispiel erbracht werden.
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BEISPIEL 4 (5.5.):
" Fiir alle Vierecke gilt:
Wenn die Diagonalen des Vierecks senkrecht aufeinander stehen, so ist das Viereck
etn Rhombus.

Durch Angabe eines Drachenvierecks, das kein Rhombus ist, wird die obige All-
aussage widerlegt.

Y z (Hy(z) — H,(x)) erweist sich als falsch, wenn

3 z (Hy(z) A ~ Hy(z)) wahr ist. )
Im allgemeinen ist’die Angabe von Beispielen bei Allaussagen nicht beweiskriftig.
Durch Beispiele konnen héchstens Vermutungen fiir Allaussagen aufgestellt
werden (oder Allaussagen w1derlegt werden). 0
Etwas anderes ist es, wenn sich eine Allaussage auf endlich viele Objekte bez1eht
In diesem Falle kénnte durch vollstindige Angabe der Objekte und Untersuchung
des betreffenden Sachverhalts festgestellt werden, ob die Allaussage wahr ist. .
Man spricht in solchen Fillen von einem Beweis durch Verifikation.
Diese Beweise haben die SchluBiregel III b) (7 85f.) als. Grundlage und kénnen
sehr .umfangreich sein. Elnen solchen Beweis finden wir im Beispiel 7. (5.5.)

(7 971.).

5.5.2. Der indirekte Beweis

Wie bei jedem anderen Beweisverfahren 1a8t sich auch hier eine Gliederung in
Voraussetzung, Behauptung und eigentlichen Beweis angeben.

Beim Beweis der Behauptung geht man von einer sogenannten Annahme aus,
‘die durch Negation der Behanptung gebildet wird. Aus der Annahme schliet man
mit giiltigen SchluBregeln so lange weiter, bis ein Widerspruch zur Voraussetzung
(zu einer wahren Aussage oder allgemeingiiltigen Aussageform) oder zur Annahme
gefunden ist. (Hier bricht die praktische Beweisfiihrung ab.) Da auf Grund des
Satzes vom ausgeschlossenen Widerspruch eine Aussage und ihr Negat nicht
gleichzeitigy wahr sein konnen, ist wegen des Satzes vom ausgeschlossenen
Dritten die Annahme falsch und das Negat der Annahme — also die Behauptung —
wahr (7 85, SchluBiregel I a)).

“BEISPIEL 5 (5.5.):
Es wird ein Widerspruch zur Voraussetzung hergeleitet.

Satz: Ein ungleichseitiges Dreieck kann nicht in zwei kon-
gruente Teildreiecke zerlegt werden.

Implikation : Wenn ein Dreieck ungleichseitig ist, so kann es moht
in zwet kongruente Teildreiecke zerlegt werden.

Voraussetzung : Das gegebene Dreieck 4BC sei ungleichseitig.

Behauptung : A ABC kann nicht in zwei kongruente Teildreiecke zer-

legt werden.
Bewets indirekt
Annakme: A ABC kann in zwei kongruente Teildreiecke zerlegt
werden.
Wenn A ABC in zwei kongruente Teildreiecke zerlegbar ist, so gibt es eine Ver-
bindungsstrecke zwischen einem Eckpunkt und einem Punkt der entsprechenden
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Gegenseite, so dal das A ABC wie verlangt zerlegt wird. Die Verbindungsstrecke
heiBle CD (sie konnte auch AD oder BD heilen — am Beweisgedanken dndert sich
nichts). Alsoist A ADC = A DBC. ‘
Dann liegen der gemeinsamen Seite CD in den kongruenten Dreiecken .auch
kongruente Winkel gegeniiber, also <X CAD =~ < CBD. Damit hat A ABC aber
zwei kongruente Winkel. Weil in éinem Dreieck kongruenten Winkeln auch kon-
gruente Seiten gegeniiberliegen, ist AC =~ BC. Also ist A ABC gleichschenklig.
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, daB A 4 BC ungleichseitig ist.

Auf Grund des Widerspruchs schlieBen wir weiter: Die Annahme — A ABC ist
gleichschenklig — ist-also falsch. .
Da aber nach giiltigen SchluBregeln geschlossen wurde (die auf allgemeingiiltigen
Implikationen beruhen), muB der Ausgangspunkt, die Annahme, auch falsch sein
und damit die Negation der Annahme, die Behauptung, wahr sein. Da der Nach-
weis fiir ein beliebiges ungleichseitiges Dreieck ABC erbracht wurde, gilt die Be-
hauptung fiir alle derartigen Dreiecke.

BEISPIEL 6 (5.5.):
Es wird ein Widerspruch zur Annahme hergeleitet.
Satz: Es gibt keine grofte Primzahl.
(Diesen Satz findet man auch in der Form: Es gibt
unendlich viele Primzahlen.)
Als bekannt wird die Definition des Begriffs ,,Primzahl*
im Bereich der natiirlichen Zahlen vorausgesetzt.
Behauptung : Es gibt keine groBte Primzahl.
Beweis indirekt : ) , _
Annahme : Es ist nicht wahr, daB es keine groBte Primzahl gibt,
d. h., es gibt eine gr68te Primzahl.
Sie heiBe z. '

Wenn es eine gréfte Primzahl gibt, dann bilde man das Produkt aller Primzahlen
von der kleinsten bis zur gréBten. Dieses Produkt bezeichne man mit @. Dann ist’
a=2.3.-8.7T.....2.
Wenn man zu a jetzt 1 addiert, so ist @ 4 1 durch keine der bisherigen Primzahlen
teilbar. Die Summe a + 1 liBt bei Division durch jede der im obigen Produkt
erfaten Primzahlen den Rest 1. .
Also 148t sich @ 4 1 durch eine Primzahl p dividieren, die nicht in @ als Faktor
enthalten ist — im Widerspruch zur Voraussetzung, daB a das Produkt aller Prim-
zahlen darstellen soll —, oder a 4 1 ist selbst eine Primzahl, die grofer als z ist —
was ebenfalls ein Widerspruch zur Annahme ist. Wenn aber dieser Sachverhalt
bei Anwendung giiltiger SchluBregeln eintritt, so bedeutet das, daB die Annahme
falsch und die Behauptung ,.es gibt keine groBte Primzahl* wahr ist. q.e.d.

BEISPIEL 7 (5.5.): .

Es wird ein Widerspruch zur Voraussetzung hergeleitet.

Satz: Wenn die Summe der Gréfen o und P zweier Innen-
winkel eines Dreiecks ABC gleich der Grofe R eines
rechten Winkels ist, so ist die Grope y des dritten Innen-
winkels ebenfalls gleich R. ‘

Voraussetzung: Fiir ein beliebiges Dreieck ABC sie'x + f = 1R.
Behauptung: y =1R.
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5.6.

Beweis indirekt :

Annakme : y == 1 R, das heiBt,y < 1'R oder y > 1R
Fall 1: y<1R
Dann ist wegenax + 8 =1R
a+pg+y<2R.

(Widerspruch zum Satz von der Summe der GréBen der
) Innenwinkel eines Dreiecks)
Fall 2. y>1R
Dann ist wegenax +f =1R
«+p+y>2R. |
(Widerspruch zum Satz von der Summe der GroBen der
Innenwinkel eines Dreiecks) -

Da weitere Fille nicht méglich sind und die vorliegenden zu einem Widerspruch
fithren, ist die Annahme y == 1 R falsch, woraus die‘Wahrheit der Behauptung

folgt.

Zusammenfassung

Wie bei jedem anderen Beweisverfahren, werden auch beim indirekten Beweis -
Yoraussetzungen und eine Behauptung aufgestellt. Der eigentliche indi-
rekte Beweis beginnt mit einer Annahme, die die Negation der Behauptung
ist. Aus der Annahme wird mit giiltigen SchluBregeln unter Benutzung
wahrer Aussagen geschluBfolgert, bis man zu einer Aussage gelangt, die im
Widerspruch zur Annahme oder zur Voraussetzung steht.

Demnach gibt es zwei Méglichkeiten der Fiithrung des indirekten Beweises.

1. Méglichkeit : Bei einem Widerspruch zur Voraussetzung weil man,
daB die zuletzt erhaltene Aussage falsch ist. Weil den
SchluBweisen allgemeingiiltige Implikationen zu-
grundeliegen, muB die Annahmeé (der Ausgang unserer
Schliisse) falsch und die Beha.uptung wahr sein.

2. Moglichkeit : Bei einem Widerspruch zur Annahme bestehen zu-
: néichst zwei Moglichkeiten, wobei auf Grund des
SchlieBens mit giiltigen SchluBregeln die -eine aus-
scheidet, bei der die Annahme wahr und die zuletzt
erhaltene Aussage falsch ist. Bei Verwendung
giiltiger SchluBregeln gibt es nur den Fall, daB die
Annahme falsch und die zuletzt erhaltene Aussage
wahr ist. Aus der Falschheit der Annahme kann
auf die Wahrheit der Behauptung geschlossen wer-
den.

Symbolisierte Darstellung des Sachverhaltes mit Hilfe von Wahrheitswert-
variablen:

Voraussetzung: P

Behauptung: q

Beweis indirekt: Annahme: ~ ¢
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1) SchluBverfahren des indirekten Beweises, bei dem ein Wfdersprﬁch 2ur
Voraussetzung hergeleitet wird

~g—>r Soll die Anwendung ghltlger SchluBregeln (oft ver-
allgemeinerte Abtrennungsregel) ausdriicken.
~r Das gilt, wenn r in Widerspruch zur Voraussetzung p
steht. .
~(~q) Aufhebungsregel

Nach letzter SchluBregel muB ~ (~ ¢) wahr sein. Wir schlieBen nach
der SchlufBiregel I b) ( 7 85) weiter.

~(~q) Nach letzter SchluBregel wahr
q - SchluB aus einer Negation
(2) SchluBverfahren des indirekten Beweises, bei dem ein Widerspruch zur
Annahme hergeleitet wird
~q—>r Soll die Anwendung giiltiger SchluBregeln (oft ver-
allgemeinerte Abtrennungsregel) ausdriicken.
~(~gAar) Widerspruch zur Annahme

Annahme und Aussage » konnen nicht gleichzeitig
gelten (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch und-
ausgeschlossenen Dritten).

~ (~q) Giiltige SchluBregel

Nach letzter SchluBregel muB aber ~ (~ g) wa,hr sein. Wir schliefen nach

der SchluBregel I b) (. 86) weiter.

~(~q) Nach letzter SchluBregel wahr

o q SchluB aus einer Negation

Demnach ist die Behauptung g wahr.

Der indirekte Beweis wird als Beweismethode bei vielen Sitzen angewandt.
Besonders Existenzaussagen, Aussagen iiber Eindeutigkeit, aber auch Um-
kehrungen von Séitzen und negierte Aussagen beweist man indirekt.

Es gibt Sdtze in der Mathematik, die blsher nur indirekt bewiesen werden
konnten.

5.6. . Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

(=

W

[~ -]

e

. Wann wird eine konjunktive Verkniipfung zweier Aussageformen zu einer wahren

Aussage ?

. Was versteht man unter einer Folgerung ?
. Wann spricht man von der Aqmvalenz zweier Ausea,geformen? -

Warum ist mit der Wahrheit eines gegebenen Satzes nicht auch die Wahrheit
(einer) seiner Umkehrung(en) gesichert ?

. Was versteht man in der Aussagenlogik unter Schliefien ?
. Was versieht man unter einer giltigen Schlufiregel und wie weist man die Gultlg-

keit nach ?

. Worin besteht der Unterschied zwischen einem aussagenlogischen Gesetz (einer

aussagenlogischen Identitdt) und einer giltigen SchluBregel ?

. Welche Maglichkeiten gibt es, um die Allgemeingiiltigkeit eines aussagenlogischen

Ausdrucks nachzuweisen ?

- Was versteht man unter einem Beweis einer Aussage ?
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10. Worin bestehen die Unterschiede zwischen einer Ableitung und einem Beweis ?

11. Wie sehen die SchluBifiguren fiir die SchluBregeln IVa), IVb), Va), Vb) (786 f.)
aus?’

12. Welche Bezlehungen bestehen zwischen aussagenlogischer Identltat und préadi-
katenlogischer Identitét ?

13. Welche allgemeingiiltigen pradikatenlogischen Aqmvalenzen kennen Sie ?

14. Welche Arten von Beweisverfahren gibt es ?

15. Welches sind die charakteristischen Merkmale der bekannten Beweisverfahren ?

16. Welche Beweise miissen fur einen Sa,tz gefiihrt werden, der als Aquivalenz formu-

liert ist ?
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6. Mengenbildung

Wir alle haben das Wort -,,Menge‘* in. unserem bisherigen Mathematikunterricht
bereits gehort oder es in der Umgangssprache schon benutzt, ohne Begriffsumfang
und -inhalt genauer zu kennen. Das Wort ,,Menge kann in der Umgangsspra,che
verschiedene Bedeutung ha,ben Meist wird es im’ Sinne von ,,eine unbestlmmte
(groBe) Anzahl” oder von ,,viel‘‘ gebraucht.

In der Mengenlehre benutzt man das Wort ,,Menge‘ in einem ganz bestimmten
_einheitlichen Sinn, ndmlich im Sinne von ,,Gesamtheit*. Die Mengenlehre unter-
sucht die Eigenschaften von ,,Gesamtheiten‘‘, die man Mengen nennt, sowie
. Beziehungen zwischen diesen und Operationen mit ihnen.

Der Begriinder der Mengenlehre ist der deutsche Mathematikér GEORG CANTOR,
geboren am 3. Miirz 1845 in Petersburg als Sohn eines Kaufmanns, gestorben am
6. Januar 1918 als Professor an der Universitit in Halle. Er gehort zu den bedeu-
tendsten Mathematikern der Welt. Seine Forschungsgeblete und -ergebnisse, seine
wissenschaftlichen Arbeiten und erkenntnistheoretischen Untersuchungen haben
in der Mathematik eine revolutionierende Wirkung ausgelost.

Gegenwiirtig iibt die Mengenleh.re ihren modernisierenden und effektivierenden
EinfluB auf die Gestaltung des Mathematikunterrichts aus.

Bereits in der Konzeption fiir den Mathematikunterricht in der allgemeinbildenden
polytechnirchen Oberschule der Deutschen Demokratischen Republik heift es dazu:

,,Das Neuartige im Mathematiklehrgang ist nicht so sehr in einigen Stoffab-
dnderungen zu sehen, sondern vornehmlich in modernen mathematischen Be-
'trachtungs- und Behandlungswelsen, die groBle Moglichkeiten fiir die Rationali-
sierung des Lernprozesses in sich bergen. Wie die. mengentheoretische Arbeits-
weise fiir die gesamte mathematische Wissenschaft fundamental ist, so sollen
Mengenlehre und mathematische Logik als Prinzipien den Mathematikunterricht
durchziehen.‘

In den auf der Grundlage dieser Konzeption stufenweise erarbeiteten Lehrplinen
fiir ‘den Mathematikunterricht der Klassen 1 bis 12 (vollstindig eingesetzt ab
1.9.1971) ist die Mengenlehre als Unterrichtsprinzip, den' mathematischen Bil-
dungszielen der jeweiligen Klassenstufe entsprechend, enthalten; vgl. auch die
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6.1
Bemerkungen zur ,,Leitlinie Mengenlehre‘‘ in ,,Lehrplan fiir Mathematik Klassen 6

bis 8%, Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin 1968, Best:-Nr. 00 30 03,
Seite 5 ff.

6.1. Mengenbildung und Elementbeziehung

Wir nehmen an, ein Pionier schreibt aus einem Ferienlager folgendén Brief.

Liebe Eltern!

Unsere Gruppe traf gest.ern gegen 16.00 Uhr im Lager ein. Bis zum Eroffnungsappell
hatten wir noch eine Menge Zeit. Wir bummelten durchs Lager und zéhlten die Zelte.
Das war eine sehr groBe Menge. Heute vormittag war ich in der ‘Arbeitsgemeinschaft
Junger Mathematiker.. Wir stellten uns zunéchst gegenseitig Fragen. Mein Partner
fragte mich nach der Menge aller Teiler von 24 und ein andermal nach einer geraden
Primzahl. Ich konnte beide Fragen richtig beantworten und positive Punkte fiir mich
buchen. Meine Gegenfrage nach mindestens einer weiteren geraden Primzahl blieb
unbeantwortet. Mir geféllt es im Lager sehr gut. Ich schlafe mit Jens, Bernd, Ralf
und Peter in eiriem Zelt. Das Essen.schmeckt ausgezeichnet. Gestern abend gab es
frische Pellkartoffeln mit Quark und heute mittag Kartoffelbrei mit gebratener Leber.
Bernd hat jedesmal riesige Mengen von Kartoffeln gegessen.

Viele GriiBe an alle! Euer Fritz

Fritz benutzt viermal das Wort ,,Menge* zur Bezeichnung gewisser Viel- bzw.
Ganzheiten. Nicht jedesmal nutzt er das Wort ,,Menge‘‘ im Sinne der Mengen-
lehre bzw. der Mathematik. In der Mathematik werden nur solche Vielheiten als
Mengen bezeichnet, die bestimmte wohlunterschiedene Objekte zu einem Ganzen
zusammenfassen. . :
Im Sinne der Mathematik darf Fritz nicht von einer ,,Menge Zeit‘‘ und auch nicht
von einer ,,Menge Kartoffelbrei‘‘ sprechen, wenn er mit ,,Menge‘‘ nicht die Ge-
samtheit einzelner Zeitsekunden, -minuten oder -stunden bzw. der Léffel voll
Kartoffelbrei meint.

Wohl aber bilden alle Pioniere eines bestimmten Ferienlagers und alle Zelte, alle
Teiler der Zahl 24, die geraden Primzahlen und av ch die Pellkartoffeln, die Bernd
gegessen hat, eine Menge im mathematischen Sinne. Aber auch Fritz, Jens, Bernd,
Ralf und Peter bilden eine Menge im Sinne der Mathematik, nidmlich die Menge
der Pioniere, die in dem Ferienlager ein bestimmtes Zelt gemeinsam bewohnen.

GEoRG CANTOR sprach zupichst vom ,,Inbegriff aller . . .*“bzw. von ,,Manmgfa.ltlg-
keiten‘‘ statt von:Mengen. In seiner Veroffenthchung ,,Beltra.ge zur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre ‘(1895 und 1897) gibt er folgende Definition des
Mengenbegriffs an:
,»Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
ohlunterschiedenen Objekten m unserer Anscha,uung oder unseres Denkens
welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.‘
Man bezeichnet diese Definition als die ,,naive‘‘ Canrogsche Men
Sie kann — wie wir noch sehen werden — zu Widerspriichen fithren. Da aber
auch die Mengénlehre das Ziel hat, einen gewissen Teil der objektiven Realitit
richtig mderzusplegeln so muB sie logisch einwandfrei, d. h. ohne logische WJ.der-
spriiche, sein.
Die ,,naive‘‘ Mengenlehre wurde daher von der heute ubhehen axiomatisehen
Mengenlehre abgelost.
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In der ,,naiven‘ Mengenlehre benutzt man die Canrtorsche Mengendefinition,
ohne sich Gedanken dariiber zu machen, ob die Existenz dieser Mengen gesichert
ist oder nicht.

In der axiomatischen Mengenlehre verwendet man den Mengenbegmtt als Grund-
begriff. Grundbegriffe stehen am Anfang einer Theorie, sie werden im axiomati-
.schen Aufbau dieser Theorie nicht definiert.

Wir fiihren weitere Beispiele fiir Mengen im mathematischen Sinne an.

BEISPIEL 1 (6.1.): A

Menge aller Studenten eines bestimmten Instituts fiir Lehrerbildung zum gegen--
wirtigen Zeitpunkt;

Menge aller 1972 in der DDR eingeschulten Kinder;

Menge der Primzahlen;

Menge der Losungen der quadratischen Gleichung 22 — 2z — 12 =0

Mengen werden gewohnlich mit groBen lateinischen Buchstaben 4, B, ..., M,
N, ... und ihre Elemente, die nicht bestimmte Zahlen sind, mit kleinen Buch-
staben a, b, . .., m, n, . . . bezeichnet.

Setzen wir in unserem Lehrbeispiel fiir Fritz f, fiir Jens j, fiir Bernd b, fiir Ralf r
und fiir Peter p und bezeichnen wir die durch diese Pioniere gebildete Menge mit M,
80 sagt man:

,,M besteht aus den Elementen Js 3, b, 7, p* und schrelbt

= {f,j,b,r.p

Ist b ein ]i{llement der Menge M, so sagt man auch:

,»M enthélt b*; ,,bist in M entha,lten ; 5,0 gehort zu M*;

»,0 liegt in M“ und schreibt:

»b € M*.
Das Zeichen ,,c‘‘ liest man als ,,ist Element von*‘, und die durch dieses Zeichen
ausgedriickte Beziehung zwischen Dingen und Mengen bezeichnet man als die
Elementbeziehung oder e-Beziehung. ¢ ist ein stilisiertes griechisches &, es steht
nur zwjschen dem Zeichen. fiir Mengen und den Zeichen fiir deren Elemente.
Gehort ein Ding nicht zu einer bestimmten Menge, dann trifft die Elementbe-
ziehung zwischen ihnen nicht zu.

BEISPIEL 2 (6.1.):
Es sei k ein Pionier, der nicht mit Fritz, Jens, Bernd, Ralf und Peter im glelchen

Zelt schléft, also nicht zur Menge M gehért. Dieser Tatbestand 18t sich wie folgt
ausdriicken.

,,k ist kein Element von M oder:

,», L8 ist nicht so, daB % ein Element von M ist‘ und man schreibt:
5~ (ke M) oder kiirzer:

ol & M. '

Die Beispiele 1 (6.1.) und 2 (6.1.) zeigen, daB die Elemente einer Menge einem
Grundbereich G' bzw. Individuenbereich I entstammen. Fiir die Menge M unseres
Lehrbeispiels. konnten alle Jungen Pioniere, fiir die Menge aller Primzahlen (Pz)
im Beispiel 1 (6.1.) konnten die natiirlichen Zahlen der jeweilige Individuenbereich
sein.

Steht bei der Mengenbildung dann fiir jedes Individuum z eines Individuenbereichs
I fest, ob es ein Element der betreffenden Menge M ist oder nicht, so nennt man M
beziiglich des Individuenbereichs entscheidbar. Aber — wie wir noch zeigen wer-
den — nicht jede Menge ist entscheidbar.
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Jedes zur Menge M gehorende Individuum z des gegebenen Individuenbereichs I
wird in M nur einmal angegeben, wobei die Relhenfo]ge der Individuen beliebig
ist.

Der Mengenbegriff ist ein abstrakter Begriff, eine Menge also ein abstraktes Ding,
das wir in keinem Falle mit unseren Sinnen wahrnehmen kénnen. Die Menge
aller Studenten eines bestimmten Instituts fiir Lehrerbildung kann man z. B. nie
sehen, hochstens die Elemente dieser Menge, némlich die betreffenden Studenten.

Das Angeben von Mengen
Eine Moglichkeit, Mengen anzugeben, ist, alle zu einer Menge gehorenden Indi-
viduen aufzuzdhlen, wie man das zum Beispiel im Falle einer bestimmten Seminar-
gruppe oder aller Teiler von 24 als

T=1{1,23,4,6,8,12, 24}
tut.
Die Menge aller Primzahlen (P;) und die Menge aller Vielfachen der Zahl 3 (V)
konnen nicht durch Aufzihlen aller Elemente angegeben werden. Wohl aber
sind ihre Elemente gegeniiber den nicht zur Menge gehérenden Individuen des
Grundbereichs durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet. So zeichnet die
Eigenschaft, nur triviale Teiler zu haben und von 1 verschieden zu sein, eine
natiirliche Zahl als Primzahl aus, und die Eigenschaft ,,teilbar durch 3 charakteri-
siert alle Vielfachen der Zahl 3.

Mit ,,Eigenscha,f “ wird in der Mathematik ein einstelliges Priidikat bezeichnet,
und ein solches ordnet jedem Individuum des Bereichs I einen der Wahrheitswerte
W oder F zu. So ordnet die Eigenschaft ,,teilbar durch 3« den natiirlichen Zahlen
W bzw. F wie folgt zu.

0>W,1>F,2>F,3>W,4>F,...,
3n—->W,3n+1->F,3n+2—F,.. .
Fiir alle Individuen ¢, denen der Wahrheitswert W zugeordnet ist, gilt: ce V.

Man sagt dann:

»C besitzt die Eigenschaft V*“  oder

,,Die Eigenschaft V trifft auf ¢ zu‘.
In diesem Sinne fallen Mengen (die auf Grund der Mengenbildungsaxiome gebildet
werden) mit den Eigenschaften zusammen. Sie fassén die und nur die Dinge zu
einem Ganzen zusammen, die bestimmte gemeinsame Elgenscha,ften aufweisen;
mit anderen Worten: Qualititen und Quantititen bilden eine dialektische Emhelt

BEISPIEL 3 (6.1.):

Die Eigenschaft ,,teilbar durch 3¢ ist das charakteristische Gemeinsame, das alle
Vielfachen der Zahl 3 auszeichnet. Andererseits bestimmt die Menge der Viel-
fachen von 3 die Eigenschaft ,,teilbar durch 3.

BEISPIEL 4 (6.1.): .

Die Eigenschaft ,,gelb* ist das charakteristische Gemeinsame, das allen Dingen
zukommt, die eine bestimmte Wellenlinge des weien Lichtes reflektieren oder
Licht nur dieser Wellenldinge ausstrahlen bzw. durchlassen. Die Menge der Dinge,
die diese bestimmte Wellenlinge des weilen Lichtes reflektieren, Licht dieser
Wellenlinge ausstrahlen oder durchlassen, ist die Eigenschaft ,,gelb*.

Eigenschaften la.ssén sich durch Aussageformen H(z) zum Ausdruck bringen, und
folglich lassen sich Mengen mit Hilfe von Aussageformen H(z) in der allgemeinen
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Form

M = {z e I; Hx)}
angeben. Zu M. gehéren alle Individuen 2 aus dem Individuenbereich I, die die
Aussageform H(z) zur wahren Aussage machen. Da eine Aussage nach dem Prinzip
der Zweiwertigkeit der Aussagenlogik entweder wahr oder falsch ist; gehért jedes x
aus I entweder zu M oder nicht zu M. Aber man kann nicht immer entscheiden,
ob 2 ¢ M oder z ¢ M, denn es gibt auch Aussagen — z. B. die ,,GoLpBACHsche.
Vermutung‘‘'—, fiir die der Wahrheitswert noch hicht entschieden ist.

BEISPIEL 5 (6.1.):
Setzen wir als I den Bereich N voraus, dann sind genau diejenigen z aus N Element,
der Menge aller Vielfachen von 3 (V), fiir die gllt 3 | z.
Das sind die natiirlichen Zahlen 0, 3,6,...,3%,...(n=10,1,2,3,...), und es
gilt: .

V=1{0,3,609...,32,..}= {xeN.;3_lx} .

BEISPIEL 6 (6.1.): ‘
Ist I der Bereich N, dann gilt fiir die Menge der Teiler von 24 (T'):

T={1,23,4,6,812,24} = {tcN;¢ |24} .

Mengenbildungsaxiom fiir Mengen 1. Stufe

Aus dem Teil A wissen wir, daB Aussageformen iiber einem bestimmten Grund-
bzw. Individuenbereich in Kontradiktionen, Nentralitﬁten und Identititen einge-
teilt werden kénnen.

Eine Kontradiktion iiber N ist zum Beispiel x < x, eine Neutralitit 3 |  und eine
Identitit x = z. '

Es entsteht die Frage, ob jede beliebige Aussageform H(=) uber einem bestimmten
Individuenbereich I stets eine Menge angibt.

Als eines. der Grundprinzipien der Mengenlehre w1rd folgendes Axiom an den
Anfang der Theorie iiber Mengen gestellt.

Es gibt eine Menge M, die genau diejenigen (d. h. alle die, aber auch nur die)
Individuen z als Elemente enthilt, die eine gewisse Aussageform H(z) erfiillen.
Symbolisiert: 3 M V z (z € M — H(z))

Die Aussageform H(z) muB in dem Mengenbildungsschema eine im Sinne der Aus-
sagenlogik sinnvolle Zeichenreihe, d.h. fiir die Mengenbildung eine zuldssige.
Aussageform, sein, in der die Variable x frei auftritt, da die durch das Schema
AMV z (ze M - H(z)) gegebenen Mengenbildungsaxiome nicht zu logischen
Widerspriichen fithren diirfen.

Der Ausdruck z ¢ « ist z. B. keine fiir die Mengenbildung zulédssige Aussageform,
denn er fithrt — wie wir noch sehen werden — auf einen logischen Widerspruch,
der als RusseLLsche Antinomie bekannt ist.

Wir nennen Mengen, die nach diesen Axiomen gebildet werden, Mengen 1. Stufe.
Elemente dieser Mengen sind Individuen. Wir verstehen darunter jedes mit
unseren Sinnen wahrnehmbare Ding, auch Vorstellungen im Hirn oder Traum-
bilder eines Menschen, -sowie jeden Bewegungsvorgang in der Materie.

Mengen hiherer Stufen
‘Fassen wir Mengen 1. Stufe wieder zu Mengen zusammen, so erhalten wir Mengen
2. Stufe, auch Mengensysteme genannt.

108 -



8.

Sind M,, M,, ..., M, Mengen 1. Stufe, so ist m = {M, M,, ..., M,} eine
Menge 2. Stufe. Wir werden Mengensysteme mit groBen deutschen Buchstaben
bezeichnen. Die Existenz der Mengen 2. Stufe sichert das Mengenblldungsaxiom
fiir Mengen zweiter Stufe.

Es gibt eine Menge 2. Stufe (ein Mengensystem ), das genau dxejemgen Men-
gen X als Elemente enthiilt, die eine gegebene Aussageform H(X) erfiillen.
Symbolisiert: 3MV X (X ¢ M~ H(X))

Fassen wir Mengen 2. Stufe wieder zu einer Menge zusammen, so erhalten wir.
Mengen 3. Stufe, auch Mengenfamilien genannt. Analog kann man Mengen 4. Stufe
bzw. beliebiger k-ter Stufe bilden. Ihre Elemente sind dann Mengen 3. bzw.

(k — 1)-ter Stufe. In ditser Verallgemeinerung sind Individuen Mengen nullter
Stufe. Fiir Mengen hoherer Stufe gelten entsprechende Mengenbildungsaxiome.

Wir finden in der Umwelt viele Beispiele, die wir im Sinne des Stufenaufbaues der
Mengenlehre deuten kénnen.

BEISPIEL 7 (6.1.):

Ein anschauliches Beispiel fiir den Stufenaufbau der Mengenlehre erhalten wir,:
wenn wir als Individuenbereich alle Lehrerstudenten an den Instituten fiir Lehrer-
bildung nehmen.

Jede Seminargruppe ist dann eine Menge 1. Stufe, 1hre Elemente sind Studenten
(Individuen, Mengen nullter Stufe).

Jedes Institut (ohne das pidagogische, technische und Verwaltungspersona.l) ist
ein Méengensystem, eine Menge 2. Stufe. Thre Elemente sind die Seminargruppen
des jeweiligen Instituts, sie sind Mengen 1. Stufe.

Die Institute eines bestimmten Bezirks ergeben dann eine Mengenfamilie, eine
Menge 3. Stufe. Ihre Elemente sind die einzelnen Institute des betreffenden
Bezirks, sie sind Mengen 2. Stufe.

Alle Institute fiir Lehrerbildung der DDR ergeben bei dieser Betrachtung eine
Menge 4. Stufe. Ihre Elemente sind die Institutsmengen der einzelnen Bezirke,
sie sind Mengen 3. Stufe.

BEISPIEL 8 (6.1.):

Mengen (a) (b)
1. Stufe - Streichholzschachteln Farilien
2. Stufe Streichholzschachtel- Hausgemeinschaften
péackchen
8. Stufe Pakete Streichholz- Wohngebiete
schachtelpéckchen
| usw. usw.

Leere Menge (Nullmenge) — Allmenge
Jedes Mengenbildungsaxiom sichert bei einer zulasslgen Aussageform iiber einem
Individuenbereich I die Existenz mindestens einer Menge.

DEFINITION 1 (6.1.) — Leere Menge

Es sei H(z) eine Kontradiktion iiber I. Dann nennen
wir die Menge M = {z ¢ I; H(z)}, die kein einziges
Element enthilt, cine leere Menge (auch Nullmenge)
iiber I und bezeichnen sie mit 0;.
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BEISPIEL 9 (6.1.):

H(z)sei2z |z. .

Die Menge, die durch diese Aussageform uber dem-Bereich der von Null verschie-
_denen natiirlichen Zahlen (N,) gebildet wird, enthilt kein einziges Element:

{':c‘ENQ;2x|z} = Oy,

BEISPIEL 10 (6.1.):

H(z) sei die Aussageform: 2 umkreiste im Jahre 1960 in einem Raumschiff die Erde.

Wenn I hier die Gésamtheit der Menschen bedeutet, dann gilt auch wieder:
{zel;Hx)} =20,

dehn es glbt keinen Menschen, der bereits 1960 die Erde in einem Raumschiff

umkreiste.

DEFINITION 2 (6.I.) — Allmenge

Es sei H(x) iiber einem Individuenbereich I eine Iden-
titét. Dann nennen wir die Menge

M= {zel;H@)},

die alle Individuen des Bereiches I als Elemente ent-
hilt, eine Allmenge iiber I und bezeichnen sie mit A4;.

BEISPIEL 11 (6.1.):

Es sei H(z, y) die Aussageform (zx — y)? = 2> — 2z y + 42, I der Bereich aller
Zahlenpaare [; y] mit x, y € P (P die Menge der reellen Zahlen).

Wir wissen, daB obige Aussageform allgemeingiiltig ist. Es gilt:

{[z;9]el;(x —y)? =2 — 22y + y?} = 4;.

Entsprechend bezeichnet man Mengen mit genau einem Element als Einermengen,
.mit genau zwei Elementen als Zweiermengen, mit genau drei Elementen als
Dreiermengen usw.

BEISPIEL 12 (6.1.):
224+3=0,22+2x=15und 42* =52 — 8 x? seien Aussageformen- iiber P.
Dann ist
{zeP;22+ 3 =0}
eine Einermenge,
{xeP;2®+ 22 =15}
eine Zweiermenge und ’
{xeP;42®=52— 82?% _ _
eine Dreiermenge, wie man durch das Losen dieser Gleichungen leicht feststellt.

Zuniichst werden wir von einer endlichen Menge sprechen, wenn die Anzahl ihrer
Elemente endlich ist, im entgegengesetzten Falle von einer unendlichen Menge
(. Definition 3 (9.7. ))
Die Existenz unendlicher Mengen sichert das sogenannte Unendlichkeitsaxiom.

Es gibt wenigstens eine unendliche Menge.
Die leere Menge und die Allmenge nehmen bei der Mengenbildung iiber einem
bestimmten Individuenbereich I eine Sonderstellung ein.
Nullmengen werden mit Hilfe von Kontradiktionen, Allmengen mit Hilfe von
Identitdten gebildet; Nullmengen enthalten kein einziges Individuum, Allmengen
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dagegen alle Individuen des Bereichs. Mengen, die iiber I nach einem Axiom
gebildet werden, in dem die zulidssige Aussageform H(z) eine Neutralitit ist, ent-
halten wenigstens ein Element, aber nicht alle Elemente des Individuenbereichs 1.
Diese Tatsache 1éBt sich in einer Skizze wie folgt festhalten (4 Bild 109/1 und
Tabelle im Beispiel 13 (6.1.)). - )

Aussa geformen
Nicht erfiillbar Erfallbar
Kontradiktionen . Neutralititen Jdentitdten
o o 9 o o o l' o o o i T o o o
¢ M1 MZ o e 0 AI
Nullmenge ' _ V - Allmenge
Mengen

109/1

Im Bild 109/1 wird angedeutet, daB verschiedene Aussageformen ein und dieselbe
Menge bilden kénnen und daB nur eine leere Menge und iiber einem bestimmten
Individuenbreich nur eine Allmenge existiert, die mit dem jeweiligen Individuen-
bereich zusammenfillt. Das bestédtigen auch folgende Beispiele.

BEISPIEL 13 (6.1:):

Kontradiktionen Neutralititen Identitiiten
Op={zecR;z+x} | M, ={zeN;6|z} AR={:ceR;.z;=:c}
Oy ={zeN;2<0} | M;={zeN;2|zA3]|x} Ay ={xzeN;0=ux}

M, ={xeN;~(2}tzv3fa)}| Ay = {zeN;z|x}
M, ={zeN;~(2|z—34{x)}

Es ist iiblich, den Individuenbereich einer Allmenge nicht in jedem Falle extra zu
kennzeichnen. Bei der leeren Menge wire eine solche Kennzeichnung sogar iiber-
fliissig, denn es gibt — wie wir noch beweisen werden — genau eine leere Menge
(ers’er Stufe). '
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6.2,
6.2. ‘Mengenbildung und Begrittsg?ewihnung

Im Teil A ,,Emfuhrung in die mathematische Logik‘ ha,ben wir dargelegt, was
man unter einem Begriff versteht und wie man Begriffe erklirt, die eine bestimmte
Klasse von Individuen gedanklich richtig widerspiegeln. Wir vergleichen jetzt die
Bildnng von Mengen mit der Gewinnung von Begriffen.

Zur Bildung von Mengen 1. Stufe ist in der Regel ein bestimmter Bereich von
Individuen vorgegeben, die objektiv real oder im menschlichen BewuBtsein exi-
stieren. Jede iiber einem solchen Individuenbereich I nach einem Mengenbildungs-
axiom gebildete Menge enthilt Individuen als Elemente, die sich durch gemein-
same Eigenschaften auszeichneén.

Wir weisen aber darauf hin, daB in der Mengenlehre auch Mengen gebildet und
betrachitet werden, fiir deren Elemente sich nicht ohne .weiteres -gemeinsame
Merkmale (Eigenschaften oder Bezichungen) angeben lassen. '
Ein Beispiel dafiir ist die sogenannte ,,Auswahlmenge E‘‘. Aus den nichtleeren
Mengen 1. Stufe M,, M,, ..., M;, von denen keine zwei Merigen ein Element
gemeinsam haben, wird Jewells genau ein Element entnommen. Diese ausgewihlten
Elemente bilden die Menge E. .

Die Existenz einer Auswahlmenge sichert das
Auswahlaxiom 1. Stufe.

Zu jedem Mengensystem IR, das nur nichtleere, paarweise elementfremde
Mengen M enthilt, existiert eine Auswahlmenge E, die von jedem M € I genau.
ein Element m € M enthélt. }

Der Begriffsbildung liegt im allgemeinen kein speziell abgegrenzter Bereich zu-
grunde. Mathematische, logische und naturwissenschaftliche Begriffe sind aus
realen Eigenschaften und Beziehungen materieller Gegenstinde der AuBenwelt
abstrahiert. Die Abstraktion fiihrt von den urspriinglich vorliegenden Gegen-
stéinden, ihren Erscheinungen und Beziehungen zu Abstraktionsklassen. Geht man
von einem Individuum dieser Klassen zu einem anderen derselben Klasse iiber,
so findet man Merkmale, die hierbei unverdndert erhalten (invariant) bleiben
( Definition 2 (1.3.)).

Die Bildung von Mengen und die Gewinnung von Begriffen weist Analogieﬁ auf,
die besonders dann sichtbar werden, wenn Begriffe durch die Art-Gattung-Bezie-
hung erkliart werden.

BEISPIEL 1 (6.2.):
Wir bilden die Menge der geraden natiirlichen Zahlen (N,) durch Auszeichnen

der Eigenschaft ,,2 teilt 2 oder ,,x ist Vielfaches der Zahl 2 iiber dem Indivi-
duenbereich N und geben sie wie folgt an. -
Ny={zeN;2|z} oder N,={reN;z=2nAnecN}
Wir gewinnen den Begriff ,,gerade naturhche Zahlen‘‘ durch das Hinzufiigen des
) artbildenden Unterschiedes ,,ist ‘durch 2 teilbar‘‘ oder ,,ist Vielfaches der Zahl 2
zum Gattungsbegriff ,,natiirliche Zahl‘‘ und definieren den Begnff wie folgt.
_ »Natiirliche Zahlen nennen wir gerade genau dann, wenn sie durch 2 teilbar
d 113
Oder:
,»Als gerade natiirliche Zahlen bezeichnen wir die und nur die natiirlichen Zahlen,
die Vielfache der Zahl 2 sind.*
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BEISPIEL 2 (6.2.):
Wir bilden die Menge der Rechtecke (R)durch Auszeichnen gewisser Elgenschaften
unter den ebenen konvexen Vierecken. -
Bezeichnen wir die Menge der Vierecke als Individuenbereich mit V, so kénnen
wir die Menge der Rechtecke angeben als:
R = {& € V; 2 hat vier untereinander kongruente Winkel} oder - .
R={ze V; z hat zwei Paar parallele Gegenseiten und einen rechten kael}
oder
= {z € V; z hat zueinander kongruente, ema,nder halbierende Diagonalen}.
Den Begriff ,,Rechteck* gewinnen .wir durch Hmzufugen artbildender Unter-
schiede zum Gattungsbegriff ,,Viereck*. Wir erhalten gleichwertige Defini-
tionen. ’
Rechteck nennt man ein Viereck mit vier kongruenten Winkeln.
Recliteck nennt man ein Viereck mit zwei Paar paralleler Gegenseiten und einem
rechten Winkel.
Rechteck nennt man ein Viereck mit kongruenten, elnander halbierenden Dia-
gonalen. .
Fiir die Bildung der Menge der Rechtecke konnte-auch die Menge der Parallelo-
gramme und fiir die Bildung der Menge der Quadrate selbst die Menge der Recht-
ecke als Individuenbereich dienen.
Entsprechend kann man den Begriff ,,Rechteck* auch mit dem Gattungsbegnff
,,Parallelogramm‘‘ und den Begriff ,,Quadrat‘‘ mit dem Gattungsbegriff ,,Rechtec
unter Hinzufiigung geeigneter Artbegriffe erkla.ren

Wir stellen das Verfahren der Mengenblldung dem der Begriffsgewinnung durch
die ,,Art-Gattung-Beziehung*‘ gegeniiber.

Mengenbildung Begriffsgewinnung

Menge ' | Individuenbereich, .| Art Gattung;
Aussageform . Artbildender Unterschled

Es gibt Mengen, die iiber verschiedenen Individuenbereichen gebildet werden

kénnen, und es gibt Begriffe, die von verschiedenen Gattungsbegriffen aus erklirt

werden kénnen.

Eine Menge kann fiir die Bildung einer anderen als Individuenbereich dienen,

und ein Begriff kann im Hinblick auf einen anderen als Gattungsbegriff fun- .
gieren.

Verschiedene Begmffsmha,lte konnen den gleichen Begriffsumfang haben, ver-

schiedene Aussageformen konnen iiber demselben Individuenbereich ein und die-

selbe Menge bilden.
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6.3. Darstellung von Mengen

Viele mathematische Sachverhalte lassen sich graphisch darstellen. Auch (beliebige)
Mengen konnen durch sogenannte Venndiagramme, Mengen von Zahlen durch
diskrete Punktmengen' (7 Beispiel 1 (6.3.)) oder durch Imfervalle (7 Beispiel
2 (6.3.)) veranschaulicht werden.

BEISPIEL 1 (6.3.) ( Bild 112/1):
M={zeN;2=52<T7}

L L
o 1 2 3 & 5 6 7 & 8§
112/1
BEISPIEL 2 (6.3.) (7 Bild 112/2):
M, ={zeP;—-2=<2<+4}
M,={zeP;+1=<zrz< + 9}
M3={a:€>P;+6<x}
e
32 -1 0 H 2 +3 +h +5 6+

L T L ) LI 1 .
7 +8 +§ +10 +M +2 +13

)

M,

112/2

BEISPIEL 3 (6.3.) (# Bild 112/3):

M= {zyel(—I1<z=+)r(—-1=5y< +4)}
Zum Individuenbereich I gehéren in diesem Beispiel alle moglichen Paare reeller
Zahlen. '

(-1 -1)¢M
(+5-1)€M
('0-5; +4}¢M
('1, +4)¢M

112/3
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Bemerkungen : :

(1) Ist das Intervall als Veranschaulichung einer Zahlenmenge iiber dem Bereich der
ree''~n Zahlen einseitig oder beiderseits abgeschlossen, dann geben wir das in der
graphischen Darstellung durch eckige Klammern, im -anderen Falle durch runde
Klammern an. Die Mengen aus Beispiel 2 (6.3.) kénnen wir bei Vorgabe des Indi-
viduenbereichs auch wie folgt angeben.

My =[—2;+4),  My,=[+1; 4+9], M;=(+6;+ )
(2) Entsprechen die Randpunkte eines Venndiagramms bestimmten Elementen der

- Menge, so ziehen wir diese Linie voll aus. Ist das nicht der Fall. so wollen wir diese
Linie gestrichelt angeben.

6.4. Kontrollfragen

. Wie wird das Wort ,,Menge*‘ in der Umgangssprache verwendet ?
In welchem Sinne benutzt man den Begriff ,,Menge*‘ in der Mathematik ?
. Wie lautet die CaNToRsche ,,naive‘* Mengendefinition ?
. Welche Méglichkeiten zum Angeben einer Menge kennen wir ?
Wie kann man Mengen darstelleri ? 4 ,
. Wann bezeichnen wir eine Menge als ,,leere Menge‘‘. wann als ,,Allmenge*‘, und auf
Grund welcher Aussageformen werden diese Mengen gebildet ? _
. Wann nennen wir eine Menge M beziiglich des Individuenbereichs I ,,entscheidbar* ?
. Erlautern Sie den Stufenaufbau der Mengenlehre!
Erkliaren Sie die Begriffe ..Mengensystem** und ,,Mengenfamilie*!

okt -

=]
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7. Beziehungen zwischen Mengen

Im Teil B 6. haben wir dargelegt, 'wie man Mengen bilden und angeben kann.
Im Teil B 7. wollen wir Mengen vergleichen, Beziehungen .(Relationen) zwischen
Mengen betrachten, Eigenschaften und GesetzmiBigkeiten dieser Beziehungen
lierausarbeiten und beweisen.

Schon im Kindergarten und in der 1. Klasse der allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule vergleichen die Schiiler Mengen, denn der Mengenvergleich bildet die
Grundlage fiir die Gewm.nung des Begriffs der natiirlichen Zahl. Im Lehrplan fiir
den Mathematikunterricht in Klasse 1 finden wir folgende Formulierungen.

— Vergleichen zweier Mengen beziiglich ihrer Ma.chtlgkelt durch elementweises
Zyuordnen

— Gewinnen der na,turllchen Zghlen 1, 2, 3, 4, 5, (6 7,8,9, 10) durch Abstraktion
aus zahlreichen Mengen entsprechender Machtlgkelt

— Veranschaulichen der Zahlen 1 bis 5 (6 bis 10) durch Mengen entsprechender
Michtigkeit

— Feststellen der Michtigkeit gegebener Mengen

— Vergleichen von Zahlen nach Vergleichen entsprechender Mengen usw.

7.1. _Gleichheit von Mengen

Vergleichen wir zwei beliebige reelle Zahlen miteinander, so sind sie entweder
gleich oder die eine ist entweder groBer oder kleiner als die andere. Wir fragen,
ob solche oder #hnliche Relationen auch zwischen Mengen bestehen und wie sie
definiert sind.

Vergleichen wir - die Elemente der Mengen
B,={3,2,7,5} , )
B, zeN[l(z(lOAVn(nlzén lva =2},
, {zeN;1<z<4},

{zeN; a:’+6—-5:v}
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miteinander, so stellen wir fest:
Die Mengen B, und B, enthalten ein und dieselben Elemente, und auch B, ent4
hilt die und nur die Elemente, die B, enthilt.

Wir wollen solche Mengen zunichst umfangsgleich nennen.

. DEFINITION 1 (7.1.) — Umfangsgleichheit
. Es seien M, und M, beliebige Mengen iiber einem gege-
benen Individuenbereich I.
 Dann nennen wir M, umfangsgleich mit M 2 (in Zeichen
‘M, = = M,) genau dann, wenn fiir alle z gilt:

reM,
genau dann, wenn x € M,.
Das heiBit: .MI—M,-—Va:(zeMl-—zeM,)

Nicht in allen Fillen ist es moglich, die Umfn.ngsgle'lchhelt von Mengen — z. B,
fiir B, und B,, B; und B‘ — durch Aufzihlen der Elemente zu priifen bzw. nachzu-
weisen.

Wir vergleichen die Menge aller Primzahlen (P;) mit der Menge aller Primzahlen,
die nicht durch 2 teilbar sind (P,,) P, und P, sind unendliche Mengen, es ist nicht
moghch ihre Elemente alle. aufzuza,hlen Wir finden aber: 2 € P, und 2 ¢ P,,
P,und P, unterscheiden sich durch das Individuum 2, sie smd nicht umfangs-
glelch -

Wir verglelchen noch die Menge aller Geraden einer fest vorgegebenen Ebene,
-die durcH einen beliebigen, aber fest gewihlten Punkt P gehen, (G), mit der Menge
aller Strahlen, die von P ausgehen (S). Fiir diese Mengen ist es nicht moglich, alle
Elemente der einen nacheinander anzugeben und .sie mit Elementen der anderen’
zu vergleichen, die ebenfalls nicht alle einzeln angegeben. werden kénnen. Auch
»»anschaulich ist nicht ohne weiteres ersichtlich, da8 die Mengen @ und 8 sich
mindestens in einem Element unterscheiden. Uberlegen wir aber grundhch 80
stellen wir fest: Einem- beliebigen Element atis G entsprechen zwei bestimmte
Elemente aus S; jede Gerade durch P besitzt zwei Strahlen, die von P ausgehen,
G und S sind a.lso nicht umfangsglelch

Wir erinnern uns an den Stufenaufba,u der Mengenlehre.

Aus der inhaltlichen Vorstellung iiber den Stufenaufbau entnehmen wir, da
umfangsgleiche Mengen M, und M; Elemente ein und desselben Mengensystems It
sein miissen. Das ist in der Tat, so, denn dem axiomatischen Aufbau der Mengen-
lehre wird als weiteres Axiom das folgende vorangestellt.

Das Extensionalititsaxiom fiir Méngen 1. Stufe
Sind Mengen M, und M, umfangsgleich (enthalten sie also dieselben Elemente),
so enthiilt jedes Mengensystem IR, das die Menge M. 1 enthiilt, auch die Menge M,
und umgekehrt.

Symbolisiert : .M, M,—>V§Dl(Mle§IR M,eM)

Entsprechend gelangen wir zZu den Extenslonahtatsa,xlomen fiir Mengen hoherer
Stufe. .

Enthalten z. B. zwei Mengénsysteme IR, und M, dleselben Elemente, so gehoren
sie belde zur gleichen Mengenfamilie.
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Das Extensionalititsaxiom fiir Mengen 2. Stufe .
Sind Mengensysteme I, und M, umfangsgleich, so enthilt jede Mengenfamilie /;
die' das Mengensystem IR, enthilt, auch das Mengensystem 9R,, und umge-
kehrt.

Symbolisiert : 9}11 My —> V MMy € M My € M)

Wir betrachten jetzt neben den Mengen B, und B, eine weltere mit ihnen umfangs-
gleiche Menge, etwa

B, = {xeN;2§z§7Az=|=4Ax=i=6} .
Durch Vergleich stellen wir folgendes fest.
1. Jede Menge ist mit sich selbst umfangsgleich.
2.-Ist eine Menge mit einer zweiten umfangsgleich, so ist die zweite Menge auch
mit der ersten umfangsglelch

3. Ist eine Menge mit einer zweiten umfa,ngsglelch und diese mit einer dritten
umfangsgleich, so ist die erste auch mit der dritten umfangsgleich.

Das sind drei wichtige Eigenschaften der Umfangsgleichheit. Die erste nennen
wir Reflexivitit, die zweite Symmetrie und die dritte Transitivitat.

SATZ1 (7.1.)
Die Umfangsgleichheit von Mengen ist reflexiv, sym-
metrisch und transitiv.

Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus der Definition 1 (7.1.).

Neben diesen Eigenschaften gilt fiir die Umfangsgleichheit von Mengen das LEis-
Nizsche Ersetzbarkeitstheorem, nach welchem — unter der Voraussetzung, daB
M, und M, umfangsgleiche Mengen bezeichnen — in jeder Aussage M, durch M,
ersetzt werden kann, ohne daB sich der Wahrheitswert dndert.
Die einfachste Aussage, in der M, vorkommt, ist: M, ¢ .

Wegen des Extensionalitiitsaxioms

=M2—>V9J2(M eM— M,e M)

ist dann auch M, € It €ine Aussage, die mit .M1 € M den gleichen Wahrheits-
wert hat.

Mit der Reflexivitit, der Symmelrie, der Transitivitdt und der Giiltigkeit des
LEiBNizschen Ersetzbarkeitstheorems besitzt die Umfangsgleichheit die wesent-
lichen Eigenschaften der Identitiit.

DEFINITION 2 (7.1.) — Gleichheit — Identitit
-Es seien M, und M, beliebige Mengen iiber einem

gegebenen Individuenbereich 1.

Dann nennen wir M, gleich (identisch mit) M, (in

Zeichen M, = M,) genau dann, wenn fiir alle z gilt:

z € M, genau dann, wenn z € M,.

Das heiBt: M, = M, V(v e M; — x e M,).
Die ‘Mengenbildungsaxiome sichern mit der Formulierung ,,es gibt eine Menge
M, ... die Existenz mindestens einer Menge M, die genau diejenigen Individuen x
als Elemente enthiilt, die die Aussa.geform H(z) erfiillen. Aus dem Extensionalitéts-
axiom folgt, daB es hdchstens eine solche Menge gibt, denn es gilt der Satz 2 (7.1.).
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SATZ 2 (7.1.) _

Zu einer gegebenen Aussageform H(z) gibt es iiber einem
festen Individuenbereich I héchstens eine Menge M,
die genau diejenigen Individuen z enthilt, fiir die H(x)
iiber I gilt.

Beweis : _
Gegeben sei die Aussageform H(z).
Annahme: Es gibt Mengen M,, M,, die genau diejenigen Elemente z enthalten, fiir
die H(z) eine wahre Aussage wird, d.h.,
ze M, ~ Hz),
: z e M, — H(z).
Daraus folgt:
x € M, — z ¢ M, firr beliebige z, also
M, = M, nach Definition 2 (7.1.). q.e.d.
Aus dem Mengenbildungsaxiom und dem Satz 2 (7.1.) folgt nun, daB es zu einer
gegebenen Aussageform H(x) iiber einem Individuenbereich I genau eine Menge M
gibt, die gerade die Individuen z als Elemente enthilt, fiir die die Aussageform
H(z) gilt. Die Existenz dieser Menge — es gibt mindestens eine — sichert das Men-
genbildungsaxiom und die Eindeutigkeit — es gibt hichstens eine — der Satz
2(7.1.). Jetzt sind wir berechtigt, vonderjemgen Meénge M zu sprechen, die aus genau
denjenigen Individuen a besteht, auf die eine gegebene Aussageform H(z) zutrifft
bzw. fiir die H(a) eine wahre Aussage ist.

Wir fragen nach der Beziehung, die zwischen gleichen Mengen und den diese
‘Mengen erzeugenden Aussageformen besteht.

Fiir die Aussageformen der gleichen Mengen B, und B, belsplelswelse gilt:

Jedes Individuum 2 aus N erfiillt die Aussageform Hp, (a:) 1 < z'< 4 genau dann,
wenn es die Aussageform Hp (z): 22 4+ 6 = 5 z erfiillt.

Diese Aquivalenz zwischen den Aussageformen gleicher Mengen ist charakteri-
stisch fiir die Gleichheit von Mengen

SATZ 3 (7:1.)
Es seien M, und M, beheblge Mengen iiber einem ge-
gebenen Ind1v1duenberelch H)(x) und Hy(z) erzeu-
gende Aussageformen von M, bzw. M,.
Dann ist M, gleich M, genau dann, wenn gilt:
Die Aussage
Y 2 (Hy(x) - Hyx))
ist wahr.
Symbolisiert :
VM,V MMy, =M,V z(Hy(z) ~ Hy(x))]
Beweis :
Es ist eine Allaussage zu beweisen.
Allaussagen werden bewiesen, indem man die Aussage fiir beliebige Mengen M,
und M, beweist.
Es seien M, und M, beliebige Mengen.
Dann ist dle Aquivalenz

M, = M, V z (H,(z) — Hy(z))
zu beweisen. '
Aquivalenzen werden bewiesen, indem man die Implikation von ,,links nach rechts**
und die von ,,rechts nach links‘* beweist. ,
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1. Implikation:
M, = My~ V 2 (Hy(z) + Hy(x)),
Nach Definition 2 (7.1.) ist
M, = M, dquivalent mit V 2 (x € M, ~ z ¢ M,).
Das Mengenblldungsa,xlom sichert die Allaussagen .
Vz(zeM,~ Hy®) und Vz(xeMy- Hyx)),
aus denen nach dem SchluB aus einer Allaussage die Aquivalenzen
zeM,~ Hyz) und 2 €M, Hyx) '
fiir belreblge Individuen 2 folgen.
Es sei z ein solches Individuum, fiir das x ¢ M, baw. z ¢ M, gilt. Nach der
Abtrennungsregel folgt dann aus den Aquivalenzen die’ Erfiillung von Hj(x)
und die Erfiilllung von Hy(z). Wir diirfen x ¢ M, durch H,(x) und z ¢ M, durch
Hg(w) ersetzen.
Dann folgt aus der Aquivalenz
=My~ Vaz(xeM,~zxecM,)
die B.ichtigkeit der Implikation
2. Implikation :
V x (Hl(z) hhd Ha(x)) - ‘Ml = .Mg
Den Beweis fiihre der Leser selber.

Aus 1. und 2. Implikation folgt nach dem SchluB auf eine Aquivalenz und nach
dem SchluB auf , fiir alle* die Richtigkeit des Satzes 3 (7.1.). q.e.d.

Der Satz 3 (7.1.) bringt eine wesentliche Bemehung zwischen erzeugenden Aus-
sageformen gleicher Mengén zum Ausdruck. Diese Beziehung gestattet es, die
Gleichheit von Mengen auch mit Hilfe ihrer. erzeugenden Aussageformen zu
erkléren.

Es seien M, und M, beheblge Mengen iiber einem gegebenem Individuenbereich,
Hy(x) und Hy(x) erzeugende Aussageformen.

Dann nennen wir M, gleich M, genau dann, wenn die Aussage V z (H,(z) ,(a:))
wahr ist.

Diese Formulierung ist mit Definition 2 (7.1.) véllig gleichwertig. Beide definieren
ein und denselben Begriff, némlich den der ,,Gleichheit von Mengen‘‘.

Nach den’ Mengenblldungsaxlomen und dem Satz 2 (7.1.) ist es sicher, dal Jede
Kontradiktion iiber einem Individuenbereich I genau eine Menge bestimmt, ndm-
lich die leere Menge Uber ein und demselben Inidividuenbereich gibt es mehrere
Kontradlktlonen, sie alle sind ‘aber untereinander &quivalent. Nach Satz 3 (7.1.)
sind die durch sie erzeugten Mengen gleick, und es gibt iiber dem Individuen-
bereich I die leere Menge 6;.

Wir vergleichen die leeren Mengen verschiedener Individuenbereiche, z. B.:

Oy={zeN;z42} und 0 = {z¢cV;zhat3 Diagonalen}

(V sei die Menge aller Vlerecke)
Oy und By sind sicher Mengen 1. Stufe, denn sie wurden m1t Aussageformen H(z)
fiir Individuen geblldet

Wir zeigen, daB leere Mengen 1. Stufe gleich sind.
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SATZ 4 (7.1.)
Es gibt genau eine leere Menge 1. Stufe.

Beweis :
Es seien I 1 und I, verschiedene Individuenbereiche.
Weiter seien 0;, die leere Menge iiber I, und 0;, die leere Menge iiber I,.
Zu zeigen ist, daB die leere Menge 1. Stufe vam Indlnduenbex'elch unabhdngig ist,
daB also ,
0;, =0, bzw. Vax(recl, ~=2xch))
gilt. :
1. Es sei a ein beliebiges, aber festes Element aus I,.
Dann ist die Imphkatlon a € ;, — a ¢ 9;, wahr, denn die Pramisse ,,a ist Ele-
ment von 0 * ist wegen Definition 1 (7.1. ) sicher falsch.
2. Es sei b ein behebiges, aber festes Element aus I,.
Dann ist die Implikation b € 8;, > b ¢ 0, wiederum wahr, denn dle Priamisse
ist nach Definition 1 (7.1.) wieder falsch.
Mit dem SchluB auf ,,fiir alle‘‘ erhalten wir die Aussagen
Vz(@xeB,—>2z2€0;) und Vaz(rxeh, >zxech).
SchlieBen wir daraus auf eine Konjunktion und wenden das Verteilungsgesetz
V 2 Hy(z) A Y 2 Hy(x) « V 2 (Hy(x) A Hy(2))
an; so erhalten wir
Vz(zel,>zel,Azecb,>2c0]),
woraus nach dem SchluB auf eine Aquivalenz
Y x(x €~ﬁ], hadt A3 01’)
folgt, was mit 8;, = 0, iiquivalent ist. -q.e.d.
Satz 4 (7.1.) berechtigt, von der leeren Menge 1. Stufe zu sprechen und diese allge-
mein mit @ zu kennzeichnen.
Analog kann man zeigen, daB es jeweils genau eine leere Menge zweiter, dritter, . . .,
k-ter Stufe gibt.

1.2 Gleichheit von Mengen und Identitdt von Begriffen

Im Teil B 7.1. haben wir die Gleichheit von Mengen behandelt. Jetzt fragen wir
nach der Gleichheit (Identitit) von Begriffen.

Zwei Begriffe sind identisch-gleich, wenn sie im . Begnffsmhalt und lm Begriffs-
umfang iibereinstimmen, d.h., wenn sie intensional identisch und extensional
identisch sind. Ausdem Teil B 6 2. wissen wir, daBl Begriffe intensional verschieden,
extensional aber gleich sein kénnen. So sind die Begriffe ,,gleichseitiges Dreieck*‘
und ,,gleichwinkliges Dreieck‘* ihrer Intension nach nicht identisch, wohl aber
ihrer Extension nach. Sind Begriffe ihrer Intension nach identisch — z. B. ,,Schif-_
ferklavier‘‘ und ,,Akkordeon‘“ —, so sind sie es auch ihrer Extension nach.

DEFINITION 1 (7.2.) — Extensionale Identitit

Es seien B, und B, beliebige Begriffe.

Dann nennen wir B1 extensional identisch mit B, genau
dann, wenn sie dieselbe Klasse von Individuen wider-
spiegeln, d. h., wenn sié dieselben Elemente enthalten
bzw. umfangsgleich sind. :
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73.

Die Definitionén 2 (7.1.) und 1 (7.2.) weisen gemeinsame Ziige auf. Beide beziehen
sich auf den Umfang, die erste auf den Umfang von Mengen, die zweite auf den
Umfang von Begriffen. Wie eine Menge, so ist auch ein Begriff unabhingig von
den Beschreibungsmoglichkeiten bereits durch die zur Klasse gehérenden Indivi-
duen eindeutig bestimmt.

v

Gleichmichtigkeit von (endlichen) Mengen

.\l
ol

-

Die Gleichmichtigkeit ist eine Beziehung zwischen Mengen; sie ist ein Ausdruck
dafiir, daB die betrachteten Mengen dieselbe Anzahl von Elementeén besitzen.: Wir
kénnen diesen Begriff an dieser Stelle noch nicht exakt definieren, dafiir fehlen
noch wesentliche Voraussetzungen. Dennoch wollen wir die Gleichheit von Mengen
gegeniiber der Anzahlgleichheit abgrenzen.

Wir betrachten die Menge der Kontrollkarten (K), die an eine bestimmte Menge
Junger -Pioniere (P) vor einer gemeinsamen Bahnfahrt ausgegeben werden. Es
bekommt jeder Pionier genau eine Kontrollkarte, und jede Kontrollkarte wird
genau einem Pionier gegeben. Wir sagen dann gewohnlich: Es wurden genau soviel
Kontrollkarten ausgegeben, wie Pioniere mitfuhren.

Mengentheoretisch stellen wir fest: Die Mengen K und P sind nicht gleich, denn
ihre Elemente sind verschieden. Aber |K und P haben die gleiche Anzahl von
Elementen, sie sind anzahlgleich. Anzahlgleichheit wire als Relation zwischen
Mengen nur fiir Mengen sinnvoll, deren Elementeanzahl man durch Auszdhlen
ermitteln kann, also anwendbar nur auf ,,endliche’* und nicht auf ,,unendliche*¢
Mengen.

Wir wollen zwei (im anschaulichen Sinn) endhche Mengen M, und M, als gleich-
michtig bezeichnen (in Zeichen M, ~ M,), wenn sie die ,,gleiche Anzahl*‘ von
Elementen enthalten. Das ist genau dann der Fall, wenn jedem Element der
ersten Menge genau ein Element der zweiten.so zugeordnet werden kann, daf3
dabei auch jedem Element.der zweiten Menge genau ein Element der ersten zuge-
ordnet ist.

120/1°
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Unter der Ma.chtlgkelt einer (im anschaulichen Sinn) endhchen Menge verstehen
wir die ,,Anzahl‘‘ ihrer Elemente.

In ,,Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 1*‘, Volk und Wissen Volkseigener Verlag,

Berlin 1968, Seiten 3 ff, werden verschiedene Mengen hinsichtlich ihrer Machtlg
keit verglichen.

In unserem Beispiel ist B eine.Menge von Bleistiften, H eine Menge von Heften
und F eine Menge von Federtaschen (# Bild 120/1). -
Vergleichen wir diese Mengen beziiglich ihrer Machtigkeit, so stellen wir fest:

B~H, B~F, H~B, HA~F, F~B, F~+H.

Gleichheit und Gleichméachtigkeit von Mengen stehen zueinander in der Aus-folgt-
Bezichung. Offensichtlich ist, daB gleiche (identische) Mengen auch gleichmichtig
sind und daB gleichmichtige Mengen nicht notwendig gleich sind. Aus der G]elch-
heit von Mengen folgt die Gleichmaéchtigkeit.

Die Gleichheit ist hinreichend fiir die Glelchmichtlgkent aber nicht notwendig.
Die Gleichméchtigkeit ist notwendig fiir die Gleichheit, aber nicht hinreichend.
Diesen Zusammenhang kénnen wir auch als Implikation formulieren.

Wenn zwei Mengen M, und M, gleich sind, so sind sie auch gleichméchtig.

7.4. Inklusion von Mengen

Im Teil B 6.1. haben wir erwidhnt, daB eine Menge als Individuenbereich fiir die
Bildung einer anderen Menge dienen kann. Auf diese Tatsache wollen wir ndher
eingehen.

DEFINITION 1 (7.4.) — Teilmenge

Es seien M, und M, beliebige Mengen jiber einem gege-,
benen Individuenbereich 1.

Dann nennen wir die Menge M, eine Teilmenge oder
Untermenge der Menge M, (in Zeichen M, & M,) bzw.
die Menge M, eine Obermenge der Menge M, (in Zeichen
M, 2 M,) genau dann, wenn fiir alle z gilt:

Wennz e M,,s0oxe M,. ,

Das heillt: M, S M, ~Vx(zxe M,—>2xeM,)

M, & M,lesen wir auch,,M, enthalten in M, bzw. ,,M, umfaBt M, (7 Bild121/1).

121/1
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7.4,

‘Priifen wir die Mengen '
={zeN;z|6}, = {xeN;z|30},-

B,—{zeN 3|z}, B_.{a:eN z—SnAneN'
hinsichtlich der Teilmengenrelation, so stellen wir fest:

Bl c .Ba und Ba = .B‘ ’
.denn jedes Element der Menge B, ist auch Element der Menge B,, und jedes Ele-
ment von B; ist ein solches von B,. Fiir die letzten beiden Mengen gilt auch die
Umkehrung: Jedes Element von B4 ist auch Element von B,.
Fiir die Aussagenformen Hp (%) und Hjy,(x) der Mengen B, und B, gilt die Implika-
tion:

Wenn Hpg(z), so Hp(z),
d.h., wenn ein Individuum z aus N die Aussageform z | 6 erfiillt, so erfullt es
auch die Aussageform z | 30. Entsprechendes gilt fiir

Hp(x):3 |2 und Hp(x): z=3nAnelN.

Diese Beziehungen sind charakteristisch fiir Mengen, d1e zueinander i in der Teil-
mengenrelation stehen.

SATZ 1 (74.)

Es seien M, und M, beliebige Mengen iiber einem gege-
benen Individuenbereich I, Hy(x) und Hy(z) ihre erzeu-
genden Aussageformen.

Dann ist M, Teilmenge von M, genau dann, wenn gnlt
Die Aussage V z (H,(z) - H,(x)) ist wahr.

Symbolisiert :

VM, VM, [My S My ¥z (Hyx) >Hy(2))]

Der Beweis verlduft analog dem des Satzes 3 (7.1.) und w1rd daher dem Leser
iiberlassen. g
Auf Grund der Mengenbildungsaxiome ist es. moglich, alle Relationen zwischen
Mengen allein mit Hilfe der Elementbeziehungen zu definieren und stets eine dazu
iquivalente Formulierung anzugeben, die auf die erzeugenden Aussageformen
Bezug nimmt. Das gilt auch fiir die Teilmengenrelation ‘bzw. Enthaltenseins-
relation.
Es seien M, und M, beliebige Mengen, H,(x) und H,(z) erzeugende Aussage-
formen.
Dann nennen wir M; Teilmenge von M, genau dann, wenn die Aussage
V z (Hy(z) = Hy(z))
wahr ist.
Fiir die Mengen B, und B, gilt sowohl By & B, als auch B, & B;. Driicken wir’
diese Enthaltenseinsrelation mit erzeugenden Aussa,geformen der Mengen B; und B,
aus, so gelten die Implikationen
VY z (Hp(®) > Hp(x)) und V z{Hp(z)—> Hp(z)).
Aus beiden zusammen folgt die Aquivalenz
V z (Hp,(x) «~ Hp(z))

und schlieflich nach Satz 3-(7.1.) die Gleichheit von B; und B,.
Dieser Sachverhalt gilt allgemein; das bestitigt Satz 2 (7.4.) .



SATZ 2 (7.4.)

Es seien M, und M, beliebige Mengen.

Dann gilt M, & Mz und M, & M, genau dann, wenn
M,=M,.

Symbolmert

VMY M, (M, S My A My & My)~ My = M,]

Beweis :

Es ist eine Allaussage zu beweisen.

Es seien also M,, M, beliebige Mengen 1. Stufe.
Dann haben wir die Aquivalenz

) (M S M AMS M)~ M, =M,
nachzuweisen. Das geschieht durch den Beweis zweier Implikationen.
1. Implikation ‘ ‘
(Mchz’\-Mz M)—> M, =M,
Nach Definition 1 (7.4.) ist ‘
4 M S M, :’J’,quivalent mit Vz(zeMlézeM,)
un
M, S M, dquivalent mit Vo (xe M,z ¢ Ml)

Nach dem SchluB8 auf eine Konjunktion und dem Verteilungsgesetz
(V 2 Hyz) AV 2 Hy(x)) « V.2 (H 1(@) A Ha())
folgt aus
Va(xeM,—>zecM,) AVa:(zeMz—nceMl)
die Aussage
Va:[(a:e.Ml—>:c€M2) AxeMy,—ze M)
und daraus nach dem SchluB auf eine Aquivalenz
Vz(xeM,~zecM,),
und diese ist nach Definition 2 (7.1.) dquivalent mit
M,=M,.
2. Implikation
M=M,—> M, EM,AM, &S M,
Der Beweis verliuft entsprechend dem der 1. Implikation und wird dem Leser
iiberlassen. !
Aus 1. und 2. Implikation folgt nach dem SchluB auf eine Aquivalenz und nach
dem SchluB auf , fiir alle” die Richtigkeit des Satzes 2 (74. ) q.e.d.
Fiir die Mengen B, und B, gilt:
B, S B, und B, &+ B,.
In solch einem Falle schreiben wir
B, C B, (gelesen: B, echt enthalten in B,).

DEFINITION 2 (7.4.) — Echte Teilmenge

Es seien M, und M, beliebige Mengen iiber einem ge-
gebenen Individuenbereich I. -

Dann nennen wir M, echte Teilmenge von M, (in
Zeichen M, C M,) bzw. M, echte Obermenge von M,
(in Zeichen M, D M,) genau dann, wenn fiir alle z gilt:
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Wenn x ¢ M,, so ¢ M,, und es gibt mindestens ein y
so, dal y € M, und y ¢ M,.

Das heiBt: :
M, C My~ Vax(xeM,>xecM,)ATy(ye Myny e M,),

Fiigen wir den Mengen B, und B, eine dritte Menge hinzu, in der B, enthalten
ist — etwa By = {zeN;z| 60} — und vergleichen B, mit Bj, so stellen wir
fest: B, ist auch in By enthalten.

Diese Eigenschaft wird als Transitivitit der Relation ,,=% bezeichnet. Sie ist
keine Besonderheit unserer Beispielsmenge, sie ist charakteristisch fiir die Mengen-
relationen -,,=* und ,,C *.

(X3

Wir formulieren und beweisen diese Eigenschaft fiir ,,.&

SATZ 3 (74.)

Es seien M,, M, und M, beliebige Mengen iiber einem
gegebenen Individuenbereich I. -

Dann gilt:

Wenn M, enthalten ist in M, und M, enthalten ist in
Mg, so ist auch M, enthalten in M,.

Symbolisiert: . _

VM YN M N My (M, & My A My & M)~ M, S M)

I"t;raussegzung: M,, M2 und M, seien beliebige Mengen, fiir die gilt:
M, &M, und M,& M,.
Behauptung: M;S M,

Bewers :

Wir betrachten ein beliebiges Element 2 aus der Menge M,.

Wegen der Voraussetzung M, & M,, die nach Definition 1 (7.4.) mit V 2 (x € M,
— x € M,) dquivalent ist, gilt auch z ¢ M,, und nach der Voraussetzung von
M,S M, die mit Vz(x ¢ M,— x € M,;) dquivalent ist, ist das Element z aus
M, dann auch Element von M,.

Nach dem SchluB auf ,fiir alle* sind unter den gegebenen Voraussetzungen
alle x aus M,; auch Elemente von M,. © q.e.d.
Nach Definition 1 (7.4.) ist jede Menge (nicht echte) Teilmenge von sich selbst,
denn jede Menge-erfiillt die getroffene Definition; es gilt:

YVM(McSNM). .
Auch die leere Menge 0 ist Teilmenge nicht nur einer bestimmten, sondern jeder
beliebigen Menge M. Sie steht mit jeder Menge M in der Teilmengenrelation
YVM@®c M,

denn die Pramisse z € 0 ist in dem zu-® & M nach Definition 1 (7.4.) dquivalenten
Ausdruck V z(ze¢®— x e M) stets falsch und somit die Implikation z ¢ 6 —
z € M fiir alle z wahr. :

Die leere Menge ist dlso Teilmenge jeder beliebigen Menge M, und jede Menge
ist zugleich (nicht echte) Teil- und (nicht echte) Obermenge von sich selbst:

VMOSMAMCSM).
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‘Weitere Boispiole fiir die Inklusion von Mengen

BEISPIEL 1 (7.4.): '
Wir bilden alle moglichen Teilmengen der Menge M = {x ¢ N;z|10}.
Geordnet nach Nul]menge, Einermengen, Zweiermengen, Dreiermengen und Vierer-
mengen erhalten wir:

oS M {1, S M (1,2, 5)SM {1,2510CSH
{1, )S M {1,2,10S M
(LIS M {1,5100S M

nuniniIN
RERKR

{5,100 M

BEISPIEL 2 (74.):
Es sei L die Menge der von der Deutschen Reichsbahn eingesetzten Lokomotiven.
Dann bilden die Mengen E (elektrlsche Loks) und D (Dieselloks) echte Teilmengen

von L:
ECL ud DCL.

BEISPIEL 3 (7.4.):

Es seien g

M, die Menge der Vierecke mit vier kongruenten Seiten und vier kongruenten
Winkeln,

M, die Menge der Vierecke mit vier kongruenten Winkeln,

M, die Menge der Vierecke mit kongruenten Diagonalen, die einander halbieren
und aufeinander senkrecht stehen,

M, die Menge der Vierecke mit kongruenten Diagonalen, die einander halbieren,

M, die Menge der Vierecke mit Dmgona.len, die aufeinander senkrecht stéhen und
einander halbieren,

M, die Menge der Vierecke mit einander halbierenden Diagonalen,

.M , die Menge der Vierecke mit zwei Paar kongruenten Gegenseiten,

M, die Menge der Vierecke mit zwei Paar kongruenten Gegenwinkeln,-

M, die Menge der Vierecke mit zwei Paar parallelen Gegenseiten.

Wir stellen fest:

1. Die Mengen M, und M, sind gleich, sie geben' die Menge @ der Quadrate an.
Ebenso sind M, und M, gleich, sie geben die Menge R, der Rechtecke an.
Auch M, bis M, sind gleich, sie geben die Menge P der Parallelogramme an.
Die Menge M, gibt die Menge der Rhomben (R,) an.

Es sei'H,(z) die Aussageform ,,z hat einander halbierende Diagonalen®,
'Hy(z) die Aussageform ,,z hat aufeinander senkrecht stehende Diagonalen‘ und
Hy(z) die Aussageform ,»»& hat. kongruente Diagonalen‘‘.
Bezeichnen wir die Menge der Vierecke mit ¥ und nehmen diese als Individuen-
bereich, so konnen wir die Mengen @, R,, B, und P mit Hilfe der Aussage-
formen H,(z), Hy(z) und H,(z) angeben:
Q@ = {= e V;Hy(z) A Hy(z) A Hy(x)};
Ry = {z e V; Hyz) A Hy(x)};
R, = {z € V; Hy(z) A Hy(2)};
P = {ze V;H\x)}.
2. V z [(Hy(z).A H,(z) A Hy(2)) = (Hy(2) A Hy(2))];
V z [(Hy(@) A Hy(z) A Hy(z)) — (Hy(2) A Hy())];
V 2 [(Hy(z) A Hy(z) A Hy(@)) = Hy(2)];
V z [(Hy(2) A Hy()) > Hy(2)] und V z [(Hy(z) A Hy(z)) — H,y(2)]

125



75,

126/1
sind offensichtlich wahre Aussagen.
Nach Satz 1 (7.4.) geltéen dann folgende Tenlmengenrela.tlonen (. Bild 126/1):

QSR QSR; QSP;, RMSP; RCSP.

7.5. Inklusion von Mengen und mathematische
'Bedingungen

Die Inklusion von Mengen haben wir in DefmJtmn 1 (7.4.) mit Hilfe der Impli-
kation definiert und im Satz 1 (7.4.) als Implikation formuliert.
Wenden wir Satz 1 (7.4.) auf unsere Beispielmengen

= {zeN;z |6} und B, = {ze Nz |30}
an, dann ergibt sich:

B, &S By,~~Vz(z|6—>2][30).

Wir haben schon festgestellt: Wenn ein Individuum a aus N die Aussageform
z | 6 erfiillt, so erfiillt es auch die Aussageform z | 30. Die Wahrheit der Pramisse
z | 6 iibertrdgt sich auf die Wahrheit der Konklusion z [ 30, die Wahrheit der
Konklusion folgt aus der Wahrheit der Primisse. .
Die Erfiillung der Aussageform z | 6 ist hinreichend (aber nicht notwendig) dafiir,
daB auch die Aussageform z | 30 erfiillt wird, ,,z | 6* ist eine hinreichende Bedingung
fir ,,z | 30“. Die Erfiillung der Aussageform z |30 ist notwendig’(aber nicht
hinreichend) dafiir, daB die Ausssageform z | 6 erfiillt wird, ,,z | 30 ist eine not-
wendige Bedingung fiir ,,z | 6*, denn wiire nimlich z kein Teiler von 30, so kénnte
z auch kein Teiler von 6 sein. Die von der Bedingung ,,z | 6 erzeugte Menge B,
ist in der von ,,z | 30* erzeugten Menge B, enthalten und die von der Bedingung
»»% | 30* erzeugte Menge umfaBt die von ,,x | 6 erzeugte.

Die Aussa.geformen der Mengen B; und B, weisen hinsichtlich mathema.tlscher
Bedingungen eine Besonderheit auf.

"3 | x‘‘ ist sicher eine hinreichende Bedingung fiir ,, =83 n A n € N, und
»Z=3nAneN eine notwendige Bedingung fiir ,,3 |z*. Die von ,,3 | z* er-
zeugte Menge Byistinder von,,z = 3 n A n € N*‘ erzeugten Menge B, enthalten.
Aber auch die Umkehrung gilt. ,,# = 3 n A n € N*ist eine hinreichende Bedingung
fiir ,,3 | z*, ufd ,,3 | 2 ist eine notwendige Bedingung fiir ,x =3n An e N*.
Die Menge B, ist in By enthalten. ,,3 | z*‘ ist eine hinreichende und notwendige
Bedingung fiir = 3n A ne N“ und umgekehrt.

Die von ,,3 | 2 erzeugte Menge B, ist gleich der von ,,z = 3n A ne N erzeugten
Menge B,.

Wir betrachten noch zwei Mengen aus dem Beispiel 3 (7.4.).

In der Tat ist ,,(H,(z) A Hy(2))* eine hinreichende Bedmgung fiir ,,H,(z)* und
»Hy(®)* eine notwendige Bedingung fiir ,,(H,(z) A H,(z))“. Die von der hinréi-
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chenden Bedingung »(Hy(z) A Hg(z)) iiber dem Individuenbereich ¥V erzeugte
Menge R, ist in der von der notwendigen Bedingung ,,H,(z)* erzeugten Menge P
enthalten, und die Menge P umfaft die Menge R,.

" Diese Beziehung zwischen der Enthaltenseinsrelation von Mengen und den mathe- .
matischen Bedingungen ist wiedér keine Besonderheit unserer Belsplelmengen, gie
gilt allgemein.

Eine Menge M, ist in der Menge M, enthalten genau dann, wenn die die Menge M,
erzeugende Aussageform H,(z) eine hinreichende Bedingung fiir die die Menge M,
erzeugende Aussageform Hy(z) und Hy(z) eine notwendige Bedingung fiir H,(z) ist
bzw. wenn aus der Aussageform Hy(x) die Aussageform H,(x) folgt

Eine Menge M, ist gleich der Menge M, genau dann, wenn H,(x) eine hinreichende
und notwendige Bedingung fiir Hy(x) ist und umgekehrt bzw. wenn aus der Aus-
sageform H,(z) die Aussageform Hy(z) und aus der Aussageform Hy(x) die Aus-
sageform H,(z) folgt. -

7.6. ~ Inklusion von Mengen und Subordmatlon
von Begriffen

Im Beispiel 3 (7.4.) gaben wir die Mengen @, R,, B, und P iiber dem Individuen-
bereich V mit Hilfe der Aussa,geformen Hi(z),¢ = 1, 2, 3, bzw. deren Konjunktionen
an. Aus dem Venndiagramm in diesem Beispiel smd folgende Mengenbeziehungen
leicht erkennbar:
QCV9 QCP’ QCRc" QCRD;

Rh C ) | 4 N Rh CcP M

R,CV, R,CP;

PCV.
Wiihlen wir als Gattung den Begriff ,,Viereck‘‘, dann kénnen wir auch die Be-
griffe ,,Quadrat®, ,Rhombus®, ,,Rechteck"* und ,,Pa.rallelogmmm“ mit den durch
die Aussageformen H,(z) ausgediiickten Eigenschaften definieten.

Quadrat nennt man ein Viereck mit einander halbierenden, aufeinander senk-
recht stehenden und kongruenten Diagonalen.

Rhombus.nennt man ein Viereck mit einander halbierenden und aufemander senk-
recht stehenden Dm.gona,len

Rechteck nennt man ein Viereck mit ema,nder halbierenden und kongruenten
Diagonalen. '
Parallelogramm nennt man ein Vlereck mit einander halbierenden Diagonalen.

Fiir die Definition der Begriffe ,,Quadmt“, ,,Rhombus‘‘ und ,,Rechteck‘‘ wire
schon der Begriff ,,Parallelogramm* und fiir den Begriff ,,Quadrat** schon der
Begriff ,,Rhombus* oder ,,Rechteck'’ als Gattungsbegriff hinreichend.
Den zwischen den Mengen @, R,, R,, P und V geltenden Relationen entsprechen
analoge Beziehungen zwischen den Begriffen ,,Quadrat‘‘, ,,Rhombus*, ,,Recht-
eck‘, ,,Para,llelogra.mm und ,,Viereck*‘.

Jedes Quadra.t ist ein Viereck (Pa,ra,lle]ogra.i'nm, Rechteck und Rhombus); bzw.

{Venn z ein Quadrat ist, so ist x ein Vlereck ( Para,llelogra,mm, Rechteck, Rhom-

us)

Jeder Rhombus ist ein Vlereck (Pa,ra,llelogra.mm) bzw.

Wenn z ein Rhombus ist, so ist  ein Viereck (Parallelogramm).

Jedes Rechteck ist ein Viereck (Parallelogramm); bzw.-

Wenn z ein Rechteck ist, so ist 2 ein Vieréck (Parallelogramm).
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Jedes Parallelogramm ist ein Viereck; bzw.
Wenn z ein Parallelogramm ist, so ist x ein Viereck.

Diese Beziehung zwischen Begriffen heiit Subordination (Unterordnung). Der
Artbegriff ist dem Gattungsbegriff untergeordnet, der Artbegriff ist.der sub-
ordinierte Begriff, der Gattungsbegriff der subordinierende Begriff. =
,»»Parallelogramm* ist gegeniiber ,,Viereck‘* der subordinierte, letzter gegeniiber
dem ersten der subordinierende Begriff.

,-Rechteck* ist gegeniiber ,,Quadrat* der subordinierende, gegeniiber ,,Parallelo-
gramm*‘ der subordinierte Begriff. '

Die Subordination trifft auch auf die Begriffe ,,Metallarbeiter‘‘ und ,,Arbeiter*‘,
»Arbeiter und ,,Werktétiger*, ,,Bruder*‘ und ,,Verwandter*, ,,Obstbaum‘ und
»Baum*, , Primzahl** und ,,natiirliche Zahl*, . .. zu, und sie trifft auch auf fol-
gende Kette von Begriffen zu: ,,Linde*, ,,Laubbaum®, ,;Baum*, ;,Pflanze‘‘ und
,,Lebewesen‘‘.

Es lieBe sich die Reihe von Beispielen fiir die Subordination von Begriffen beliebig
fortsetzen. '

7.7. Potenzmengen, Mengen hiherer Stufen

Im Beispiel 1 (7.4.) haben wir von der Menge M = {z ¢ N; z | 10} alle moglichen
Teilmengen gebildet. Fassen wir diese zu einem neuen Ganzen zusammen, so
erhalten wir eine Menge von Mengen.

{o. {1}, {2}, {5}, {10}, {1,2}, {1,5}, {1,10}, {2,5}, {2, 10},
{5,10}, {1,2,5}, {1,2,10}, {1,5,10}, {2,5, 10}, {1,2,5, 10}}

DEFINITION 1 (7.7.) — Potenzmenge

Es sei M eine beliebige Menge.

Dann nennen wir die Menge aller Teilmengen von M
die Potenzmenge von M (in Zeichen P(M)).

Die Bildung von Potenzmengen ist eine Méglichkeit zur Bildung neuér Mengen.
Die Existenz der Potenzmengen sichert das
Mengenbildungsaxiom fiir Mengen 2. Stufe:
CAMV X (X e M-~ HX)),
und die Eindeutigkeit folgt aus dem
. Extensionalitdtsaziom fiir Mengen 2. Stufe:

Wt]-“,ms—)vtﬂ(mleﬂ"“mzem).

Die Potenzmenge P(M) der Menge M = {z € N; z | 10} hat 16 Elemente, ihre
Maichtigkeit ist 16, die der Menge M aber 4. Wir fragen nach dem Zusammen-
hang der Michtigkeiten einer Menge M und ihrer Potenzmenge B(M). Die Méch-
tigkeit der Potenzmenge ist stets gréBer als die der Menge selbst. Wir beschrédnken
uns im folgenden auf ,,endliche‘* Mengen.

Ist M = 0, so ist P(0) = {0}.

Ist M = {a}, so ist P({a}) = {0, {a}}.

Ist M = {a, b}, so ist B({a, b}) = {9, {a}, {b}, {a, b}}; oder:

Hat M drei Elemente, so hat P(M) 23 Elemente; oder:

Ist die Michtigkeit von M gleich 4, dann ist die von B(M) gleich 24; usw.
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SATZ 1 (7.1.)
Die Potenzmenge jeder enidlichen Menge M der Mich-
tigkeit » hat genau 2" Elemente.

Auf einen Beweis dieses Satzes wird verzichtet. Er kann mit Hilfe der vollstiin-
digen Induktion iiber » oder mit Hilfe von Sdtzen aus der Kombinatorik gefiihrt
werden.

7.8. Uber Antinomien und deren Vermeidung

Im Teil B.6. haben wir darauf hingewiesen, daB die ,,naive‘* CAnTORsche Mengen-

definition zu Wlderspruchen fiihren kann.

Wir wollen das an einigen Beispielen demonstrieren.

BerTEAND RussELL (1872— 1970), englischer Mathematiker, Philosoph und Mit-

begriinder der mathematischen Logik, Nobelpreistriger und Friedenskimpfer,

betrachtete die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.

Die CanrTorsche Mengendefinition erlaubt eine solche Mengenbildung. Wir wollen

diese Menge mit R bezeichnen. Nach dem ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten*

— so schlo RuUssSELL — kann fiir R selbst nur gelten:

Entweder enthélt R sich selbst als Element oder R enthilt sich mcht selbst als

Element. .

RePr—~~ReR)

(1) Wir nehmen an, daB8 R sich selbst als Element enthalte, also ;i € R gelte.
Dann gehért aber R nicht zur Menge aller der Mengen, die sich nicht selbst
als Element enthalten.

Aus Re R folgt gerade ~ (R e N). .
(2) Nehmen wir dagegen an, daB R sich nicht selbst als Element enthalte, also
~ (R e R) gelte.
Dann gehort aber % zur Menge aller Mengen, die sich mcht selbst als Element
enthalten.
Aus ~ (R e R) folgt gerade R e R.

Nach dend SchluB auf eine Aquivalenz erhalten wir aus (1) und (2):

R ist Element von R genau dann, wenn R nicht Element von R ist.
Und das ist offensichtlich ein Widerspruch. Dieser Widerspruch wird als RUSSELL-
sche Antinomie bezeichnet.
Ein weiterer Wi_derépruch, der aus der ,,naiven‘‘ CanTorschen Mengendefinition
folgt, ist die Erste Canrorsche Antinomie oder Burari-Forrjsche Antinomie.
Dieser Widerspruch entsteht bei der Bildung der Menge aller Mengen._
Fiir die Antinomien vom RussgerLischen Typ sind viele Beispiele bekannt.:
So fiihrt die Bildung der ,,Menge M aller Minner eines Dorfes, die sich nicht
selbst rasieren‘‘ auf die RussErLrsche Antinomie, wenn man als Dorfbarbier einen
Mann bezeichnet, der alle die und nur die Ménner des Dorfes rq,siert;, die sich nicht
selbst rasleren, und wenn man weiter voraussetzt, dafl es in einem gewissen Dorf
genau einen Dorfbarbier gibt, daB niemand sich in einem fremden Ort rasieren
léBt und daB auch kein Fremder einen Mann des Dorfes rasiert.
Eine logische Antinomie liegt immer dann vor, wenn sich aus gewissen Voraus-
setzungen mit logisch einwandfreien Mitteln eine Aussage H und ebenso ihr
Negat ~ H herleiten bzw: beweisen li8t. In jeder exakten Wissenschaft sind
Antinomien zu vermeiden; wenn man These und Antithese gelten 1aBt, hort jedes
verniinftige SchlieBen auf Daher forschte man seit dem Auftreten antinomischer
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Erscheinungen nach ihren Ursachen und nach Méglichkeiten zu deren Vermei-
dung.
Bis zur jiingsten Gegenwart war man der Meinung, daB CANTOR seine Mengen-
definition zu allgemein faite und den Rahmen unserer unmittelbaren und. ge-
sicherten Erfahrung iiberstieg, dal er mit der, Formulierung
. jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-

jekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens . . .*
seiner Definition einen iiber die Erfahrung hina.usgehenden Giiltigkeitsbereich zu-
grunde legte, der auch solche Mengenbildungen wie ,,Menge aller Mengen‘‘ und
., Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten* zuldBt. Und
diese rufen die Antinomien hervor. Sollen sie vermieden werden, so ist neben der.
CanTorschen Mengendefinition festzulegen, welche Mengen Gegenstand der Theorie
sein sollen und welche nicht.
FrAENKEL formulierte hierzu das erkelfehlerprmmp

,,Keine Gesamtheit kann Glieder enthalten, die nur mittels jener Gesamtheit

definierbar sind und somit ihrerseits von jener Gesamtheit abhingen.*
Der Logiker RusseLy. stellte die Forderung auf:

»,Mengen diirfen nur Elemente der nichtskleineren Stufe enthalten.*
Werden diese ,,Verbotsvorschriften‘ bei jeder Mengenbildung beachtet, dann gibt
es keine Mengen mehr, die sich selbst als. Element oder Mengen verschiedener
Stufen als Elemente enthalten.

Wir haben dem Aufbau der Mengenlehre im wesentlichen ein Axiomensystem,
bestehend aus den Mengenbildungsaxiomen und Extensionalititsaxiomen erster,
zweiter, . . ., k-ter Stufe, dem Unendlichkeitsaxiom und dem Auswahlanom zZu-
grunde gelegt
Mit diesem axiomatischen Aufbau, in dem der Mengenbegriff als Grundbegriff
an den Anfang der Theorie iiber Mengen gestellt wird, werden die bislang be-
kannten Antinomien der CanTorschen Mengenlehre vermieden.
Nach den Mengenbildungsaxiomen werden nur Mengen gleicher Stufe zu einer
Menge M zusammengefat. Hat M die Stufe k, so haben ihre Elemente die
Stufe (¥ — 1), und es konnen nur Ausdriicke der Form

ME-De M® mit k=1
als Index im Stufenaufbau der Mengenlehre und nie Ausdriicke der Form

u® e M®
gebildet werden. Nach den Bemerkungen auf Seite 106 ist M(") € M® ein un-
zuldssiger Ausdruck.

7.9. Kontrollfragen

‘1. Wann heiBlen zwei Mengen gleich bzw. gleichméchtig ?
‘Wann ist eine Menge in einer anderen enthalten ?

2. Driicken Sie die Identitit und die Inklusion fiir zwei Mengen mit Hilfe erzeugender
Aussageformen aus!

3. Driicken Sie die Gleichheit zweier Mengen bzw. die Relation ,,&*‘‘ zwischen Mengen

. mit Hilfe der Folgerungsbeziehung zwischen Aussageformen aus!

4. Geben Sie analoge Beziehungen zwischen Begriffen an, die Beziehungen zwischen
Mengen entsprechen !

5. Welche Axiome haben wir dem Aufbau der Mengenlehre zugrunde gelegt ? ,
Erlautern Sie ihren Inhalt!
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8. Operationen mit Mengen

Das Wort ,,Operation* ist aus dem Mathematikunterricht der allgemeinbildenden
polytechnischen Oberschule und aus dem Wortschatz der modernen Umgangs-
sprache bekannt.
Wir erinnern uns an die Rechenoperationen. ‘
Die Addition, die Multiplikation und das Potenzieren ordnen je zwei Zahlen eines
bestimmten Zahlenbereichs eindeutig eine Zahl dieses Bereichs zu. Auch die
Subtraktion, die Division, das Radizieren und das Logarithmieren tun das in solchen
Bereichen, in .denen sie uneingeschrinkt ausfithrbar sind. Wir sprechen von
zweistelligen Rechenoperationen.

a+b—>c; q-r—>8; de—f
Wird jeder Zahl eines Zahlenbereichs eindeutig wieder eine Zahl des Bereichs
zugeordnet, so kénnen wir diesen Vorgang als eine einstellize Rechenoperation
bezeichnen.
Als Beispiele wiren die Reziprokenbildung im Bereich der von Null verschiedenen
rationalen Zahlen und die Bildung der entgegengesetzten Zahl im Bereich der
ganzen Zahlen zu nennen.-

(+ %)—}(+—b—); +9—->(-9

a

Im Teil B 8. lernen wir nunmehr Mengenoperationen kennen, die jeder Menge
bzw. je zwei Mengen nach bestimmter Vorschrift eindeutig wieder eine Menge
zuordnen.

8.1. Komplement einer Menge

Im Teil B 8. kommen wir zu einer Reihe von Anwendungen der M engenbzldunga-
axiome und Extensionalitdtsaxiome.

Auf Grund dieser Axiome gibt es, wie wir gezeigt haben, zu einer gegebenen
Aussageform H(z) genau eine Menge, die gerade diejenigen Individuen als
Elemente enthilt, fiir die H(z) gilt.
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Es sei .iiber dem Indnnduenberelch I eine beliebige Menge M gegeben. Die In-
dividuen aus I, die nicht zu M gehoren, bilden dann auf Grund der Mengen-
bildungsaxiome wieder eine Menge, wenn wir fiir sie als erzetigende Aussageform
beispielsweise ,,# ¢ M* nehmen. Die Eindeutigkeit dJeser Menge sichert. das
Extensionalititsaxiom fiir Mengen 1. Stufe.

DEFINITION 1 (8.1.) — Komplement einer Menge
Es sei M eine beliebige Menge iiber dem Individuen-
bereich I.

Dann nennen wir dle Menge, die genau diejenigen Indi-
viduen enthilt, die nicht za M gehéren, die Komple-

mentdrmenge von M (in Zeichen , gelesen: Komple-
ment von).

Das heiBt: M = {zel;zeM}.

In unseren Beispielmengen war der Individuenbereich selbst eine Menge. Das
ist bei den meisten Mengenbildungen der Fall, auch bei den Mengen, die im Rahmen
der Schulmathematik gebildet. bzw. betrachtet werden? Daher fiithren wir das
Komplement einer Teilmenge T beziiglich M ein.

Wir betrachten iiber dem Individuenbereich I eine beliebige Menge M und eine’
ihrer Teilmengen 7'.

Das Komplement von 7' bezughch M iiber I enthilt au‘f ‘Grund von Definition
1(8.1. ) alle die Individuen aus I, die einerseits zu M, andererseits aber nicht zu T
gehoren. 'Wir kénnen diese Menge mit

{rel; zeMAazeT AT S M}
angeben. Fiir M = I vereinfacht sich der Ausdruck zu
{zeM; zeT AT S M.

Wiéhlen wir — entsprechend Definition 1 (8.1.) — fiir das Komplement von T"
beziiglich M das Zeichen T, so gilt:

={zxeM; z¢T AT S M}.

Fir das Komplement T von T beziiglich M lassen sich drei Fille unterscheiden und
graphisch wie im Bild 132/1 darstellen.

132/1
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BEISPIEL 1 (8_;1.}/
Wir ermitteln 7' von 7' in M.

Gegebene Menge M : Tellmongé ] . | Komplementiirmenge
1.| M = {zeN; | T={zeN;4|x} _17={zeN;4+a:}
b=z =< 20}
2.1 M sei die Mengé T sei die Menge aller T ist die Mexfge der nicht
{ aller Dreiecke. rechtwinkligen Dreiecke. | rechtwinkligen Dreiecke."
\ - —

‘8.| M sei die Menge Q= {xeP,;4|z},dh | Q= {zeP,; ~4|x)}
der Primzahlen (P,) Q=20 ‘= P,

4.| M sei die Menge S={xeN;z=0)} S = {zreN;z <0}
der natiirlichen , ‘ ) = {z e N;~(z = 0)}
Zahlen (N). =0

Die Beispiele lassen vermuten, daB eine erzeugende Aussageform der Komplemen-

tirmenge 7' das Negat der erzeugenden Aussageform von 7' ist. Diese Vermutung
bestdtigt der Satz 1 (8.1.).

SATZ1(8.1)" ,

Es sei M eine beliebige Menge und H(z) eine Aussage-
form iiber M, die die Teilmenge 7' von M erzeugt. "
Dann bestimmt das Negat ~H(z) iiber M die Kom-

plementirmenge 7' in M.

Symbolisiert : _

T={zeM;H@z)} >T= {xeM; ~H(z)}
Voraussetzung: M sei eine beliebige Menge, T = {z ¢ M; H(z)} eine ihrer Teil-

mengen.

Behauptung: T = {xe M; ~H(z)} ist die Komplementirmenge von 7T in M.
Beweis :
Nach dem Mengenbildungsaxiom gehéren genau diejenigen Elemente aus M
zur Teilmenge 7', die die Aussageform H(x) zur wahren Aussage machen. 'Alle
Elemente der Menge M, die H(x) nicht erfiillen, erfiillen dem Prinzip der Zwei-
wertigkeit entsprechend das Negat ~H(x) und gehéren nicht zur Teilmenge 7' von

M, sondern nach Definition 1 (8.1.) zur Komplementirmenge T von T'in M. q.e.d.

Aus dem Teil A ,,Einfithrung in die mathematische Logik* ist bekannt, daB die
zweite logische Verneinung eines Ausdrucks die erste aufhebt, daB ~ (~ (H(x)))
mit H(z) semantisch dquivalent ist. |

Wenden wir diese Tatsache auf die Bildung von Komplementirmengen an, dann
ergibt sich als. Folgerung: : '

FOLGERUNG 1 (8.1.) aus Satz 1 (8.1.): .

Ist T = {r e M; ~H(z)} die Komplementirmenge von T = {x ¢ M; H(x)} in
M, dann ist T =A{xe M; ~(~(H(x)))] die Komplementirmengé von T in M,
und sie ist wegen ,;,(N (H(:c))) «+ H(x) gleich T'.
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Also ist 7' die Komplementirmenge von T in M, wenn 7 eine solche von 7' in
M ist. Aus diesem Grunde werden 7' und T auch kurz als Komplementiirmengen
in M bezeichnet.

Die Bildung von Komplementarmengen ist eine einstellige. Mengonoperatlon Sie
ordnet jeder Teilmenge einer beheblgen Menge M eindeutig wieder eine Teil-
menge von M zu. Dabei konnen die im Bild 132/1 angegebenen Fille eintreten.
Aus den Fillen (2) und (3) lesen wir den Inhalt der folgenden Sétze ab.

SATZ 2 (8.1.)

Es sei M eine beliebige Menge.

Dann ist die Komplementirmenge der leeren Menge 6
beziiglich M gleich M.

Symbolisiert: V M (8 = M) (Allgemein: 8 = A;)"

SATZ 3 (8.1.)

Es sei M eine beliebige Menge.

Dann ist die Komplementirmenge der Menge M in M
die leere Menge 0.

Symbolisiert: ¥ M (M = 8) (Allgemein: A; = 0)

Die Beweise dieser Sitze sind einfach, sie stiitzen sich auf die Definitionen 1 (8.1.)
und 2.(7.1.) bzw. 1 (7.4.). Es wird dem Leser empfohlen, die Beweise selber zu
fithren. '

Die Sitze 2 (8.1.) und 3 (8.1.) stehen zueinander in enger Beziehung, sie bedingen
einander. Bilden wir in # = M beiderseits die Komplementirmenge, so erhalten
wir = M und schlieBlich wegen der Folgerung 1 (8.1.) 8 = M. Diese Beziehung
ist wegen Satz 3 (8.1.) allgemeingiiltig. Auf die gleiche Weise erhalten wir aus dem
Satz 3 (8.1.) den Satz 2 (8.1.).

8.2, Durchschnitt von Mengen

Sind zwei Mengen gegeben, so kann man nach den Elementen fragen, die sowohl
in der einen als auch in der anderen Menge enthalten sind.-

Diese Elemente bilden wieder eine Menge, ihre Existenz und Eindeutigkeit sichern
entsprechende Mengenbildungsaxiome und das Extensionalititsaxiom, wenn wir
fiir diese Menge beispielsweise

xeM, und zeM,
als erzeugende Aussageform nehmen.

PEFINITION 1 (8.2.) — Durchschnitt

&s seien M, und M, beliebige,Mengen.

Pann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
;,; ente enthilt, die in M, und M, enthalten sind, den
Durchschnitt von M, und M, (in Zeichen M, n M;,
elésen M 1 geschmtten mit .M 2)
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" Es lassen sich zwei Fille unterscheiden (7 Bild 135/1).
(1_.7.) v (12.) (2.)

My < M,

135/1
1) MynM,==9 2) MynM,=9
' | |

I : I
1.1.) M, <M, und M, E M, 12) M, &S M, oder M, & M,

BEISPIEL 1 (8.2.):
Wir ermitteln den Durchschnitt zweier Mengen.

‘Gegebene Mengen A Durchschnitt
(1.1.) A={ze@; — 3 =z} .
B={zeG; 2=+ 1} AnB={zecG; —3<zArx =<+ 1}
' =&eG;—3<z<+ 1}
5
| (1.2) 0={xeR;x2+—}
4
. : 6 - ! 5 6
D={st;x>+F} C’nD=msR;+z§x/\g<x
=JzeR; + % = 2}
=C
"(2.) I sei die Menge der
Dreiecke. En F = {z ¢ I; z ist rechtwinklig
E = {x e I; z ist recht- und gleichseitig}
winklig } =0
F = {x ¢ I; z ist gleich-
seitig}

Die Beispiele lassen vermuten, daB eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts
zweier Mengen die Konjunktion der erzeugenden Aussageformen dieser Mengen
(oder eine zu dieser Konjunktion dquivalente Aussageform) ist. Es gilt ndmlich
der Satz 1 (8.2.).

SATZ 1 (8.2.)

Es seien M, und M, beliebige Mengen, H,(z) und H,(z)

ihre erzeugenden Aussa.geformen

Dann gilt:

Myn M, = {zeI;Hyx)} n {xel;Hy)}
= {x e I; Hy(z) A Hy(z)} .
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Beweis:

Nach Voraussetzung enthilt M, genau die Elemente, die Hy(z) iiber dem In-
dividuenbereich I erfiillen, und M, genau die Elemente, die H,(z) iiber dem Indi-
viduenbereich I erfiillen. Die Kon]unktlon Hy(z) A Hy(x) erfiillen dann die Ele-
mente, die sowohl in M, als auch in M, enthaltén sind. Das sind aber nach
Definition 1 (8.2.) genau die Elemente des Durchschnitts M, n M,.

Andererseits sind die Elemente aus M, n M, nach Deflmtlon 1 (8.2.) in M1
und in M, enthalten, d. h., sie erfiillen sowohl die Aussageform Hy(z) als auch

Hy(z) und somlt auch die Kon]unktlon Hi(z) A Hy(z).

‘Danach enthilt M, n M, die und nur die Individuen des Grundbereichs als
Elemente, die die Aussageform H(z) A H,(x) erfiillen. : q.e.d.

Die Durchschmttsblldung von Mengen ist eine zweistellige Mengenoperation. Sie
ordnet je zwei Mengen eindeutig wieder eine Menge zu.

" Dabei konnen einige typische Fille betrachtet werden. Wir haben sie im Bild 135/1 -
dargestellt.

Zum Fall (1.1.):

Ein Teil der Menge M, ist in der Menge M, echt enthalten, bzw. die Menge M,
umfaBt einen echten Tell der Menge M, und umgekehrt. Diese Teilmenge ist_
der Durchschnitt von M, und M,; der Durchschnitt M, n M, ist also Teilmenge
von M, und auch von M,. Das bestitigt auch der Durchschnitt. 4 n B im Bei-
splel 1(8.2.). Die Durchschnittsmenge 4 n B = {—2, —1,0, 41} beispielsweise
ist eine Teilmenge der Menge aller ganzen Zahlen, die groBer als —3 sind bzw.
der Menge aller ganzen Zahlen, die kleiner oder gleich +1 sipd."

Wegen M, n M, & M, und M, n M, S M, stellt die den Durchschnitt M, n M,
erzeugende ,Aussa,geform nach Satz 1(74. ) und den Ausfiihrungen im Teil B 7.5.
eine hinréichende Bedingung fiir die Aussageformen, die M, und M, erzeugen, dar.
Sind das die Aussa,geformen H,(x) und Hy(x), so ist nach Satz 1 (8.2.) die Kon-
junktion Hy(z) A Hy(z) eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts M, n M,
und als solche eine hinreichende Bedingung fiir H,(z) und fiir Hy(z).

Zum Fall (1.2.):

Die eine Menge ist Teilmenge der anderen, und der Durchschnitt beider féllt mit
dieser Teilmenge zusammen. Das vera.nschauhchen auch’ die Mengen C und D
im Beispiel 1 (8.2.).

Ist der Durchschnitt zweier Mengen gleich einer der beiden Mengen, etwa M,,
so ist die Menge M, Tellmenge der anderen. Sle erzeugende Aussageformen. im-
plizieren einander, sie stehen in der ,,wenn-so‘ Bezwhung zueinander. Eine er-
zeugende Aussageform der Untermenge stellt bezughch einer erzeugenden Aus-
sageform der Obermenge eine hinreichende Bedingung dar. Im Beispiel 1 (8.2.)
gilt unter anderem

CnD=0C.
Die Aussageform H¢(z): 2 = + %‘ist beziiglich Hp(z): 2 > + %eine hinreichgnde
Bedingung, Hp(x) beziiglich H(z). eine notwendige Bedingung.

Zum Fall (2.):

Die Mengen M, und M, haben im Bild 135/1 (2.) kein Element gemeinsam. Der
Durchschnitt ist leer. Zwei Mengen, deren Durchschnitt leer ist, heiBen disjunkt
oder elementfremd. '
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83.

Es ergeben sich zwei Folgerungen.

FOLGERUNG 1 (8.2.) aus Definition 1 (8.2.):

Wird eine beliebige Menge M mit der leeren Menge @ geschnitten, so ist der Durch-’
schnitt M n 0-leer.

Symbolistert: VM (M n 6 = 0)

Das bedeutet insbesondere, daB jede Menge M zur leeren Menge 0 disjunkt und
die leere Menge # Teilmenge von jeder Menge M ist. :

FOLGERUNG 2 (8.2.) aus Definition 1 (8.2.):

. Wird eine beliebige Menge M mit der Allmenge 4; ihres Ind1v1duenberelchs I ge-
schnitten, so ist der Durchschnitt M n 4; gleich M.

Symbolisiert: VM (M n A; = M )

Wir haben den Durchschnitt der Mengen M, und M, allein mit Hllfe der Element-
beziehung definiert und im Satz 1 (8.2.) eine dieser Definition dquivalente For-
mulierung angegeben, die sich auf erzeugende Aussageformen H,(z) und Hy(z)
der Mengen M, und M, bezieht.

Wir stellen die im Teil B 8.2. betrachteten Durchschmttsblldungen und entspre-
chende Beziehungen zwischen den erzeugenden Aussageformen in einer Ubersicht
zusammen.

Dabei seien M, = {zel; Hl(x)} und M, = {z € I; Hyz)} beliebige Mengen
1. Stufe.

Durchschnittsbildungen Beziehungen zwischen den Aussageformen
M, n M, Hy(z) A Hg(x) B
M,nM, S M, Hy(z) A Hy(z) ist hmrelchende Bedmgung far H(x)
M nM, S llI3 und fir Hy(z). ,
M, EM, ’ 1("") ist hinreichende Bedingung fiir H.(x) genau
M, n M, = M, dann, wenn H,(x) erzeugende Aussageform von
. ‘Ml n Mz ist. ' .

Dije Duichschnittsbildung von Me_ngen 1aBt sich sukzessiv auf mehr als zwei
Mengen ausdehnen. -

(Myn M)n Mz)n---n M,

8.3. Durchsehnitt von Mengen —
Verschiebung von Begriffen

Wir fragen, ob es zwischen den Begriffen auch eine solche Beziehung (Operatnon)
gibt, die dem Durchschnitt) von Mengen entspricht.

Aus den vorangehenden Darlegungen und dem Teil B 7. wissen wir, daB eine Menge
in einer anderen ganz oder nur mit einem Teil enthalten sein kann oder gar nicht.’

Ahnliche Beziehungen gibt es zwischen den Begriffen. Ist die Klasse von Indi--
viduen eines Begriffs ganz in der Klasse eines anderen Begriffs enthalten, so
sprechen wir — wie schon bekannt — von der Subordination (Unterordnung). ‘Ist
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8.4.

- aber die Klasse von Individuen eines Begriffs nur mit einem Teil in der Klasse
‘eines anderen Begriffs enthalten, gibt es also Individuen, die — entsprechend den
Elementen des Mengendurchschnitts — die invarianten Merkmale sowohl der
einen als auch der anderen Klasse besitzen, und gibt es auch solche Individuen,
die nur eins der beiden charakteristischen Merkmale haben, so sprechen wir von
einer Begriffsverschiebung (Uberlagerung) oder von der Beziehung zwischen
interferierenden Begriffen.

Die Begriffe ,,Rhombus‘ und ,,Rechteck* sind interferierende Begriffe. Im Sozia-
lismus sind auch die Begriffe ,,Student* und ,,Arbeiter‘‘ Beispiele fiir eine Begriffs-
verschiebung. Es gibt studierende Arbeiter, z. B. viele Fernstudenten. Es gibt aber
auch Arbeiter, die nicht als Studenten immatrikuliert sind, und es gibt Studenten
— z. B. die meisten Direktstudenten —, die keine Arbeiter sind. Die Begriffe
»,Student‘ und ,,Forscher‘‘ unterliegen gegenwirtig im Zuge der III. Hochschul-
reform auch einer Begriffsverschiebung. Es gibt im Forschungsstudium for-
schende Studenten.

Haben die zugehorigen Klassen zweier Begriffe kein einziges Individuum gemein-
sam, gibt es also kein Individuum, das die invarianten Merkmale der Klassen
beider Begriffe besitzt, so heien auch solche Begriffe disjunkt. ,,Dreieck* und
,,Viereck*, , Materialist** und ,,Idealist** sind zum Beispiel disjunkte Begriffe.

8.4. ) Vereinigung von Mengen

Es seien wieder beheblge Mengen M, und M, gegeben.

Konkretisieren wir in {z ¢ I; H(z)} die Aussageform H(z) mit ,,x € M, oder z € M,",
so erhalten wir entsprechend den Mengenbildungsaxiomen und dem Extensionali-
‘tdtsaxiom genau eine Menge, die genau dle]emgen Elemente enthilt, die in M,
oder (nicht ausschliefendes) in M, enthalten sind.

DEFINITION 1 (8.4.) — Vereinigung

Es seien M, und M, beliebige Mengen.

Dann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
mente enthilt, die in M, oder M, enthalten sind, die
Vereinigung von M, und M, (in Zeichén M, u M,,
gelesen: M, vereinigt »mit M,).

DasheiBt: M, u M, = {zel;ze MyvaeM,};
oder: ze(MyuMy)—~zeM,vzel,.

Auch hier lassen sich zwdi Fille unterscheiden (7 Bild 139/1).
(1) MyuM,=+ M, und M, u M, =M,
|

I |
(1.1.) Ml n Mz =|= g (1.2.)~M1 n .Mz_= 0
2.) MyuM,=M, oder M;uM,=M,
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139/1

BEISPIEL 1 (8.4.):
Wir ermitteln die Vereinignng zweier Mengen.

Gegebene Mengen Vereinigung

(1.1.) A sei die Menge aller Mitglieder - A u B ist die Menge aller Mit-
der DSF glieder der DSF oder des DTSB.
B sei die Menge aller Mitglieder
des DTSB. )

(1.2) | C ={zeN; 4|z} CuD={zeN;4|avazist
D = {x e N; z ist Primzahl} Primzahl }

(2, 'E = {zeN; 12|z} EuF={xe¢N;12|zv 4|z} =F
F ={xeN; 4|z} :

Die Beispiele lassen vermuten, daB eine érzeugende Aussageform der Vereinigung
zweier Mengen die AlteTnative der erzeugenden Aussageformen dieser Mengen
(oder eine zu dieser Alternative dquivalente Aussageform) ist. Die Bestéitigung
liefert Satz 1 (8.4.).

SATZ 1 (8.4.) 4
Es seien M, und M, beliebige Mengen, H,(z) und H,(z)
ihre erzeugenden Aussageformen. :
Dann gilt: o
"M, u M, = {xel;Hyz)} u{zel;H,y)}
= {z e I; Hy(z) v Hy(x)}.

Ein Beweis ist analog dem des Satzes 1 (8.2.) zu fiihren und kann dem Leser zur
Ubung iiberlassen werden.

Auch die Vereinigungsbildung ordnet als zweistellige Mengenoperation je zwei
Mengen eindeutig wieder eine Menge zu. Diese umfaBt jede Einzelmenge, bzw.
jede einzelne Menge ist. Teilmenge der Vereinigungsmenge.

M, S M,uM, und M, &EM,uv M,
Das zeigen auch entsprechende Venndiagramme und die Fille im Beispiel
1(8.4.).
Sind H,(z) und H,(x) erzeugende Aussageformen der Mengen M, und M,, so sind
H,(x) und Hy(x) wegen der Beziehungen M, & M,; v M, und M, & M, v M, nach
den Sitzen 1 (7.4.) und 1 (8.4.) hinreichende Bedingungen fiir die Alternative
Hi(x) v Hy(z). '
Betrachten wir beispielsweise die Mengen 4 und B in Beispiel 1 (8.4.): Die Mit-
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gliedschaft in der DSF ist hinreichend da.fur, zu denen zu gehéren, die in der
DSF oder im DTSB organisiert sind.
Im Falle (1.2.) (A Bild 139/1) werden disjunkte Mengen veréinigt. In diesem Falle,
wie auch in den iibrigen Fillen, gehort jedes Element der Einzelmengen zur Ver-
einigungsmenge.
In den Fallen (1.1.) und (2.) w erden die Elemente, die in beiden Mengen enthalten
sind, in der Vereinigungsmenge nur einmal angegeben.
Im Falle (2.) ist z. B. die Menge M, Teilmenge der Menge M, und M; somit die Ver-
einigung’ beider Mengen. Das besta,tlgen auch die Mengen E und F im Beispiel
1(8.4.).
E = {0,12,24, 36 .}

ist eine Tellmenge von ‘

' = {0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, . . .} '
und daher !
EuF = F.
Zwischen Aussageformen H,(z), Hy(z) inklusiver Mengen M;, M, und einer Aus-
sageform ihrer Vereinigungsmenge besteht nach den Sétzen 1 (7.4.) und 1 (8.4.)
folgender Zusammenhang.
H,(z) ist eine hinreichende Bedingung fiir H,(x) genau dann, wenn Hy(x) erzeu-
gende Aussageform der Vereinigung M, u M, ist.
Es ergeben sich zwei Folgerungen.

FOLGERUNG 1 (8.4.) aus Definition 1 (8.4.):
Wird eine beliebige Menge M mit der leeren Menge § vereinigt, so ist die Ver-

einigung M v 6 = M.
Symbolisiert: Y M (M v = M)

FOLGERUNG 2 (8.4.) aus Definition 1 (8.4.):

Wird eine beliebige Menge M mit der Allmenge 4; ihres Individuenbereichs I
vereinigt, so ist die Vereinigung :M v 4; glelch der Allmenge A;.

Symbolisiert: Y M (M v A; = A;)

Die Vereinigungsbildung disjunkter Mengen 1. Stufe blldet die mengentheore-
tische Grundlage fiir die Erarbeitung der Addition in der Klasse 1 der allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschule.

Soll z. B. die Grundaufgabe 3 + 2 erarbeitet werden, so legen die Schiiler fiir die
natiirliche Zahl 3 eine beliebige Dreiermenge und fiir die Zahl 2 eine zu dieser
Dreiermenge elementfremde Zwelermenge Diese Mengen werden nun verelmgt
Die Vereinigungsmenge ist eine Vertreiermenge fiir die Summe ,,3 + 2%, also fiir
die natiirliche Zahl 5.

Diesen Erarbeitungsprozefl veranschaulicht Bild 140/1.

3 + 2 = 5
! !
My M,

.f

{o, ,O}U{@lﬂbf%}=,;uu~z
140/1
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Wir fassen die Ausfiihrungen des Teiles B 8.4. zusainmen, indem wir die betrach-
teten Vereinigungsbildungen auch mit Hilfe aqmva,lenter Beziehungen zwischen
den erzeugenden Aussageformen beschreiben. Dabei seien

= {z e I; H,(x)} und M,= {zel; H,(a:)}
beliebige Mengen 1. Stute.

Vereinigungsbildungen Bezlehun_gen zwischen den Aussageformen
M, u M, | Hy(@) v Hy() )
S M, uM, H,(z) und Hy(#) sind hinreichende Bedingungen fiir
M2 M,uM, . - | Hy(®) v Hy(e).
M, S M, H,(z) ist hinreichende Bedingung fiir H,(x) genau
~M,uM, =M, -dann, " wenn Hy(x) erzeugende Aussageform von
M, u M, ist.

Auch die Veremlgungsbﬂdung von Mengen laBt sich sukzessiv auf mehr als zwei
Mengen ausdehnen.

(MyoMy)uMg) u---uM,

8.5. Vereinigung von Mengen und
Koordlmorung von Begriffen

Wir fragen wieder, ob es eine der Mengenverelm_gung analoge Beziehung (Opera-
tion) zwischen den Begriffen gibt.

Wir betrachten z. B. die Begriffe ,,Fiillfederhalter* und ,,Bleistift*‘. Beide ha.ben
den gemeinsamen Oberbegnff ,»Schreibgerite'. Die Begriffe ,,Auto*, ,;Eisenbahn‘‘,
,,Sch.lf “und ,,Flugzeug fallen unter den Oberbegriff ,,Transportmittel‘‘, und die
Begnffe ,»héren‘, , sehen‘, , tasten‘‘, ,,schmecken‘‘ und ,,riechen‘ ha.ben ,,emp-
finden‘‘ zum gemeinsamen Ober- bzw. Gattungsbegriff.

Begriffe, die einen gemeinsamen Oberbegriff haben, bezeichnet man als koordi-
nierte Begriffe. Die Klasse des Oberbegriffs umfaft alle die Individuen, die
wenigstens zur Klasse eines im Oberbegriff enthaltenen Begriffs gehéren. Von
dieser Sicht aus ist die Begnffskoord.mlerung eine der Mengenverem.lgung analoge
Operation. .

Solche koordinierten Begriffe ein und desselben Gattungsbegriffs, die die groBten
Unterschiede untereinander ausweisen (sowelt feststellbar), bezeichnet man als
kontrire Begriffe.: ,,Schwa,rz“ und ,,weIB“, ,»weit‘ und ,,na.h“ sind ]ewells kontrire

" Begriffe.
Die Bestimmung dieser Begriffe erinnert an die Bildung komplementérer Mengen.

Komplementire Mengen nennen wir zueinander kontradiktorisch. (Entsprechendes
gilt auch fiir Begriffe.)
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8.6.

8.6. Differenz von Mengen

Wir setzen zwei Mengen 1. Stufe M, und M, und die Aussageform H(:t) »x € M,
und nicht x ¢ M, voraus.

Dann ist M = {zeI; H(x)} die Menge, dle genau diejenigen Elemente enthilt,
die wohl in 3, aber mcht in M, enthalten sind. Thre Existenz und Eindeutigkeit
ist durch entsprechende Axiome gesichert.

DEFINITION 1 (8.6.) — Differenz von Mengen

Es seien M; und M, beliebige Mengen.

Dann nennen wir die Menge, die genau diejenigen Ele-
mente enthilt, die in M, und nicht in M, enthalten
sind, die Differenz von M, und M, (in Zelchen M, \ M,,
gelesen: M, minus M,).

Das heif3t: M,} o={zel;ze M, Axe¢M,};

oder: xe M\ My zec M, A2 ¢ M,.

Fiir die Differenzbildung wollen wir die im Bild 142/1 dargestellten Fille besonders
betrachten.

(11) (12.) (2.)

142/1 ‘
(1) M\ 1&{2 +0 2.) M\ M =0

. | T |
(11) M,nM,=+=8 (12) M,nM,=8

BEISPIEL 1 (8.6.): ]
Wir ermitteln die Differenz zweier Mengen..

Gegebene Mengen Differenz

(1.1.) A‘={¢5P;+%§z} A\‘B={zep;+%§m}

B={.’c'eP;z<+—;—

(1.2) | Grundbereich sei

C={zel; 7|z} C\D = {zel;T|zA~(15]2)) = C
D= {zel;1b|x)} 'D\C’={me_1;15|a:A~(7]:v)}=D

(2.) E = {xecG;6|x)} E\F=(ze@G; 6lzAn ~(3|2)}) =0
F = {ze@;3|x) '
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Die Beispiele lassen vermuten, daB eine erzeugende Aussageform der Differenz
von M, und M, diejenige ist, die aus der erzeugenden Aussageform von M; und
dem Negat der erzeugenden Aussa.geform von M, (oder einer zu dieser Konjunktion
dquivalenten Aussageform) gebildet wird.

SATZ1 (8.6.)

Es seien M; und M, beliebige Mengen, H,(z) und Hy(z)

ihre erzeugenden Aussageformen.

Dann gilt: "

M\ M, = ?el Hy@)} \ {zel; Hy(z)}

zel; Hyz) A ~ (Hy(x))}

Beweis :

Nach Voraussetzung enthilt M, genau die Elemente, die iiber dem Grundbe-
reich I die Aussageform H,(z), und M, genau die Elemente, die H,(z) erfiillen.
Das Negat ~ H,(z) wird dem Satz der Zweiwertigkeit entsprechend von keinem
einzigen Element aus M, erfiillt; und die Konjunktion H,(z) A (~ 2(%) ) wird
nur von solchen Elementen erfiillt, die zur Menge M,, nicht aber zu M, gehéren.
Das sind nach Definition 1 (8.6.) genau die Elemente der Differenz M, \ M,.
.Andererseits gehéren die Elemente von M,; \ M, nach Definition 1 (8.6.) zur
Menge M, und nicht zu M,, d. h,, sie erfiillen die Aussagéform H,(z) und nicht"
die Aussageform H,(z), wohl-aber wegen der Zweiwertigkeit in der Aussagenlogik
das Negat ~ H,(x) und somit die Konjunktion H,(z) A (~ Hz(z)))

Danach gehéren zu M, \ M, die und nur die Elemente, die die Aussageforin

Hy(z) A ( ~ (Hz(z_:))) erfiillen. \ q.e.d.

Die Differenz ordnet zwei Mengen gleicher Stufe eindeutig wieder eine Menge zu,
auch sie ist eine zweistellige Mengenoperation.
Es sei jetzt — wie im Satz 1 (8.6.) —

M, = {z e I; Hx)} und M, = {x < I; Hy(x)}.
Nach den Ausfithrungen im Teil B 8.1. ist '

M= {zel;ze My} = {z el; ~ (Hy2))}
die Komplementirmenge von M,, und dem Satz 1 (8.2.) entsprechend ist die Kon-
junktion von Hy(z) und ~(H,(z)) eine erzeugende Aussageform des Durchschnitts
von M, und M,.

Mlan—- {zel;H(x) A ~(H (a:))}
Vergleichen wir diese Durchschnittsmenge mit der im Satz 1 (8.6.) angegebenen
Differenzmenge, so stellen wir fest: M, \ M, = M, n M,.
Nach dem LriBN1zschen Ersetzbarkeitstheorem diirfien wir in jedem Mengensystem
M\ Mydurch M, n M, f, ersetzen und umgekehrt.
Wenden wir auf M, n'M, die im Teil B 8.2. gewonnene Beziehung zwischen dem
Durchschnitt von Mengen und ihren Einzelmendgen an, so gilt

M,nM,S M,
und wegen des Ersetzbarkeltstheorems auch

M, \M, S M,.
Diese Beziehung zwischen der Differenz zweier Mengen und dem ,,Minuenden*
veranschaulicht das Venndiagramm im Falle (1.1.). Und wenn man beriicksichtigt,
daB jede Menge Teilmenge von sich selbst und die leere Menge Teilmenge jeder
Menge ist, so bringen auch die Diagramme in den Fdllen (1.2.) und (2.) diese Be-
ziehung zum Ausdruck.

143



8;61.»

SATZ 2 (8.6.)

Es seien M, und M, beliebige Mengen.

Dann ist die Differenz M; \ M, Teilmenge von M,.
Symbolisiert: ¥V My N My (M, \ M, & M,)

Beweis :

Es seien M, und M, beliebige Mengen und x ein beheblges Element von M, \ M,.
Ausz e M, \ M, folgt nach Definition-1 (8.6.) € M; A z ¢ M, und hieraus nach
dem SchluB aus einer. Kon]unktlon x e M,.

Nach dem SchluB} auf eine Implikation ‘und anschlieBend auf ,,fiir jedes** gilt dann

Ve(@xe M\ M,—>zeM,) bzw. M, \M, S M,.

M, und M, waren beliebige Mengen. SchlieBen wir fir M, \ M, & M, auf ,,fiir
a,lle“, so ergibt sich die Richtigkeit des Satzes 2 (8.6.). q.e. d.

Im Falle (1.2.) sind M, und M, disjunkte Mengen. Man kann von den Elementen
der Menge M, keines streichen, das auch in M, enthalten wire, und in M, keines
streichen, da,s such in M, entha.lten wire. Fiir disjunkte Mengen M, und M,
gelten die Beziehungen

M \M,=M, bzw. M,\M,=M,.
Ist andererseits die Differenz M, \ M, zweier Mengen M,, M, gleich der Menge
M,, dann haben diese Mengen kein einziges Element gemeinsam. Es gilt also:
M \ Ma .M .Mz \ M = Mz .

Diese Beziehungen werden auch durch die Mengen C und D im Beispiel 1 (8.6.)
bestitigt.
Im Falle (2.) lassen sich bei der D1£ferenzblldung M \ M, alle Elemente in M,
strelchen, denn wegen der Vordussetzung M, & M, lst jedes Element von M
auch ein solches von M,. Wird dagegen M, & M, 1 vorausgesetzt, dann ist M, \ M1
die leere Mengé. -Ist umgekehrt die Differenz zweier Mengen leer, dann ist sicher
eine Menge in der anderen enthalten. Diesen Zusammenhang zwischen der In-
klusion und der Differenz von Mengen zéigen auch die Mengen E und F im Bei-
spiel 1 (8.6.). Allgemein gilt also:

M, S My~ My\ M, =90.
Die' leferenzblldung zweier Mengen 1. Stufe, von denen die eine Teilmenge der
anderen ist, bildet die mengentheoretische Grundlage fiir die Era.rbeltung der
Subtraktion in der Klasse 1. Die Grundaufgabe 5— 3 wird mit Hilfe von Re-
prasenta.ntenmengen erarbeitet. Der Schiiler legt eine Fiinfermenge und nimmt
von dieser eine Drelermenge weg (A Bild 144/1).

"My : 5 Elemente

{0,0.0.©.0}

Mi\Mp: . Mj;: 3 Elemente
2 Elemente
5-3=2

144/1
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8.7. Differenz, Veréinigung und Durchschnitt
 komplementirer Mengen

Im Teil B 8.1. haben wir den Begriff ,,Komplementﬂrmenge einéefiihrt Jetzt

wollen wir mit komplementiren Mengen 7' und T in M zweistellige Mengen-
_operationen ausfiihren.

Als Beispiel fiir M wihlen wir die Menge O. aller Sportler unserer ' Republik, die
1968 an den Olymplschen Spielen teilnahmen, und 8 sei die Menge derjemgen,
die mit mindestens einer Medaille ausgezeichnet wurden.

Dann gehéren zur Komplementirmenge S von 8 in O alle die Aktiven, die keine
Medaille erkimpfen konnten. Offensichtlich ist die Differenz S \ § die Menge S,

denn S und S sind Komplementirmengen und nach dem im Teil B 8.6. beschriebe-
ner Fall (1.2.) der Differenzbildung gilt dann

S\S=3§8.
SATZ 1 (8.7.)
Es sei M eine beliebige Menge und 7' eine ihrer Teil-
mengen.

Dann ist die Differenz der Komplementirmengen 7' und
T die Teilmenge 7.
Symbolisiert: VIV M (TS M —>T\T=T)

Voraussetzung : M sei eine beliebige Menge und 7' eine ihrer Teilmengen.
Behauptung: T\T =T bzw. Vz@eT\T-zecT)

Beweis: / _
Es sei z ein beliebiges Element aus T \ 7.

Aus z ¢ T \ T folgt nach Definition 1(8.6.)2 € T A = ¢ T und hieraus nach dem
SchluB aus einer Kon]unktlon z € T. Nach dem SchluB auf eine Implikation und
anschlieBend auf ,,fiir jedes‘* gilt dann:

Va@eT\T—>zeT).

Es sei nun z ein beliebiges Element aus 7'.
Dann ist 2 nach den Ausfithrungen im Teil B 8.1. sicher kein Element der Kom-

plementédrmenge T von T in M. Ausz € T A = ¢ T folgt nach Definition 1 (8.6.)

e T\ T. Nach dem SchluB auf eine Implikation und anschlieBend a.uf 5, fiir
jedes‘ gilt also auch:

Ve@eT—>zeT\T).

Nach dem SchluB auf eine Konjunktion und Anwendung des Vertejlungsgesetzes
fiir V sowie des Schlusses auf eine Aquivalenz erhalten wir aus

Vez@@eT\T>2zeT)AVa(@@eT>zecT\T)
schlieBlich '

Ve@eT\T~2zeT) bzw. T\T=T. q.e.d.
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Die Menge der Sportler, die keine Medaille |gewannen, erhalten wir durch Dif-

ferenzbildung aus O und 8, d. h., die Komplementarmenge S von S in O ist die
Differenz von O und 8, also:
S=0\8.
Dieser Zusammenhang ist ein wesentliches Merkmal von Komplementarmengen in
einer Menge M.
SATZ 2 (8.7.)
Es seien 7 und 7 beliebige Komplementirmengen in
einer Menge M.
Dann ist die Komplementirmenge 7 gleich der Dif-
ferenz von M und T'. ,
Symbolisiert: VIV M (TS M —>T =M\ T)

Voraussetzung: M sei eine beliebige Menge, T und T seien Komplementirmengen
in M.

Behauptung: T =M\T  bzw. Ve@eT-zeM\T)
Beweis:
Es sei  ein beliebiges Element aus 7.
Nach den Ausfithrungen im Teil B 8.1. ist dann « sicher kein Element von T. Aus
z ¢ M und z ¢ T folgt nach dem SchluB auf eine Konjunktionz ¢ M A z ¢ T,
woraus auf Grund von Definition 1 (8.6.) x ¢ M \ T folgt.
Nach dem SchluB auf eine Implikation und anschlieBend auf ,fiir jedes* gilt
dann: A

Vz@xzeT—>xzeM\T).
Es sei nun z ein beliebiges Element aus M \ T'.
Aus x € M \ T folgt nach Definition 1 (8.6.) z ¢ M A z ¢ T und hieraus nach dem
SchluB aus einer Konjunktion z¢ 7. Da T und T Komplementérmengen in M
sind, so folgt aus ¢ 7' schlieBlich z ¢ 7.
Nach ‘dem SchluB auf eine Implikation und anschlieBend auf ,fiir jedes‘ gilt nun
auch:

Va@e M\T—>zeT).
Aus

VzxeT—>zeM\T) und

VexeM\T—>=zeT)
folgt durch den Schlu8 auf eine Konj unktion, durch Anwendung des Verteilungsge-
setzes fiir V und durch den SchluB auf eine Aquivalenz die Behauptung. q.e.d.
Die Menge S der Medaillengewinner und die Menge S derjenigen Sportler, die
keine Medaille erkdimpften, ergeben zusammen die Menge O der Sportler unserer
Republik, die an der Olympiade 1968 teilnahmen. Weiterhin ist klar, dal es keinen
Sportler geben kann, der zur Menge der Medaillengewinner und auch zur Menge
der Nichtmedaillengewinner gehért, d. h., die Mengen § und S sind disjunkt.
Diese Beziehungen gelten fiir beliebige Komplementirmengen in einer Menge.

SATZ3 (8.7.) .
Es seien T und T beliebige Komplementirmengen in
einer Menge M.
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Dann gilt:

a) Die Vereinigung der Komplementirmengen 7' und
T in M ist gleich M.
Symbolisiert: VIVM (TS M->Tu T M)

b) Der Durchschnitt der Komplementarmengen T und
T ist leer.
Symbolisiert: VIV M (TS M —» T n T = 0)

Wir skizzieren einzelne Beweisschritte. Es wird dem Leser empfohlen, selber

ausfiihrliche Beweise zu fiihren. '

Zu a) Da T genau die Elemente von M enthilt, die nicht zu 7 _gehdren und
TuT genau die Elemente aus M enthilt, die zu T oder zu T gehoren, so
enthilt T u 7' genau die Elemente von M.

"Zub) Da 7 und T laut Voraussctzung Konmplementirmengen sind, so haben sie
kein Element gemeinsam, ihr Durchschnitt ist leer. .e.d.
" o

Wir haben die Mengenoperationen ,,Durchschnitt‘, ,,Vereinigung*‘ und ,,Diffe-

renz'‘ fiir beliebige Mengen 1. Stufe 3, und M, definiert und betrachtet.
Ebenso lassen sich diese Operationen fiir Mengen hoherer Stufen erkléren, z. B.
fiir Mengensysteme M, und M, als

XenM—-XeDMAXe,;
XeMuP,—~XeMvXe;
Xe\ M- XeMAXe,;

und- es lassen sich Beziehungen herausarbeiten (sow1e Eigenschaften betrachten),
die denen der Opemtwnen mit Mengen 1. Stufe entsprechen.

8.8. Merkmale der Mén,'.':t-n()peration,on

Zwelstelhge Rechenoperationen ordnen je zwei Zahlen eines Zahlenberelches, in
dem sie uneingeschriankt ausfiithrbar sind, elndeutlg eine Zahl des Bereiches zu.
Zweistellige Mengenoperationen ordnen je zwei Mengen eindeutig eine Menge zu.
Im Sonderfall kann die zugeordnete Zahl mit einer der gegebenen Zahlen iiberein-
stimmen bzw. die zugeordneté Menge mit einer der Ausgangsmengen -Zusammen-
fallen. :

Das ist aber nicht die einzige Parallele zwischen den Rechenoperationen und den
Mengenoperationen.

Rechenoperationen haben bestimmte Eigenschaften, die dem Leser als Kommu-
tativitdt, Assoziativitdt und Monotonie bzw. Distributivitdt bekannt sind.

Auch Mengenoperationen haben entsprechende Eigenschaften.

Infolgender Tabelle wird die Analogie zwischen diesen Eigenschaften und den Eigen-
schaften der Rechenoperationen sowie entsprechender! Eigenschaften der Wahr-
heitsfunktionen hervorgehoben. Dabei seien p, g, r Variable fiir Wahrheitswerte.
A, B, C seien Variable fiir Mengen 1. Stufe.-a, b, ¢ seien Variable fiir reelle Zahlen.
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=(A4\0)n(B\O)

Eigenschaft Wahrheitsfunktion Mengenoperation Rechenopera-
tion !
= Konjunktion Durchschnitt Multiplikation
Kommutativitit | p Ag=qgAp AnB=Bnd a-b=b-a
Assoziativitit PA(@AT)=(DAQ) AT An(BnO) a-(b-c)
v =(4nB)nC =(a-b)-c
Beidetseiﬁge '
Distributivitit
beziiglich der . | Alternative Vereinigung Addition
pA(q‘v.r) An(BuO) a-(b+ e
| s@Agv(par) =(AnB)u(dn0)| = (a-bd)
PV Ar (AuB)nC + (a-¢)
=(p AP)V(gAT) =(AnC)u(BnC) | (@a+b)-c
w = (a.. c)
+ (-0
Beiderseitige
Distributivitit
beziiglich der Differenz Subtraktion.
[ 2a (qA(~r)) 40 (B\0) a-(b—c)
=@ArAdA(~@An) @ (\ABF; B)(J\ (AnC)| = (a '(b) )
(pA(~q))Ar n —la-c
hal =(AnC)\(BnC) | (@a—1)-¢
) (pAr)A( (grm) = (@0
—(®-c)
Alternative Vereinigung | Addition
Kommutativitat " PVIZQVP AuB=BuAd a+b=b+a
Assoziativitat pvigvr=(@vavr Au(BuO) .a+(b+c)
: =(4AuB)uC =(a+b)+c
Beiderseitige
Distributivitit
beziiglich der . : : .
(des) - Kongunktion Durchschnitts Multiplikation
pVigAar) Au (B n C) nicht all,
ge-
Fevaalpvr "=(4AuB)n(4u 0) meingiiltig
PAag)vr (AnB)uC
=s(@vrAalgvr) =(AuC)n(Bu C)
Differenz ‘Subtraktion
Rechtsseitige ‘
Distributivitit
bézuglich des .
(der) Durchachnitts Multiplikation
(PAg)A(~T) AnB)\C nicht allge-
= (pA(~n) A (g A (~m) meingiiltig.
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Rechtsseitige

Distributivitit

‘beziiglich der Vereinigung Addition
(pva)A(~1) (AuB)\C nicht allge-
=(PA(~n)v (q A(~7) | =(4\0)u(B\O) | meingiltig

Eigenschaften der Wahr};eitsfunktionen waurden im Teil A behandelt und zmﬁ grof-
ten Teil auch bewiesen. Eigenschaften der Rechenoperationen werdén im Teil C
explizit behandelt und auch bewiesen.

Wir werden nur an einem Beispiel zeigen, wie man diese Eigenschaften der Men‘gen-
operationen beweisen und mit Hilfe von- Venndiagrammen veranschaulichen
kann.

Aus der Ubersicht entnehmen wir, daB die Differenzbildung rechtsseitig distributiv
beziiglich der Vereinigung ist ( 7 Bild 149/1)

149/1
SATZ1 (8.8.) . ’
Fiir beliebige Mengen M 1 M s und M, gilt:
(My v M)\ My = (M, \ My) v (My\ My).
Beweis :

Es ist die Gleichheit von Mengen zu beweisen.
.Nach Satz 2 (7.4.) ist 4 = B genau dann, wenn 4 & B und B C A gilt.

(1) Wir zeigen, daB (M, v M,) \ M, S (M, \ M;) v (M, \ M,) gilt.
Es sei-z ein beliebiges Element von (M, v M,)\ My, d.'h., ze (M, u M)
und z ¢ M, bzw. (x € M, oder z € M,) und z ¢ M,. ' -
- Nach dem Schlufl aus einer Alternative sind zwei Fille emze]n zu betrachten.
“ Fall 1: Es sei z € M, und = ¢ M,.
Dann ist z € (M, \ M,;), woraus wegen Deflmtlon 1(8.4)
ze (M, \ M) u (M, \ M) folgt. .
Fall2: Bssgei z.e Myund x ¢ M,.
' Dannist = € (M, \ My), wora.uh wegen Definition 1 (8.4.)
z e (M \ My) u (M, \ M,) folgt.
Aus )
z€(My uMy)\ My—ze(M,\ M) v(M,\ My)
. ergibt sich nach dem Schlufl auf ,fiir jedes'‘ die Behauptung (1).
(2) Wir. zeigen, daB auch (M, \ M,) v (M, \ M) S (M, u My) \ M, gilt.
Es sei z ein beliebiges Element von (M, \ M) u (M;\ M,), d. h.,z € (M, \ - My)
odera:e(.Mg\M,) :
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Auch hier sind nach dem SchluB aus einer Alternative zwei Fille zu betrachten.
Fall 1: Es sei 2 (M, \ M,).
Dann ist z € M, und = ¢ M,;, woraus wegen Definition 1 (8.4.)
ze(M; uM,)und z € My, d. h.
folgt. .
Fall2: Esseize (M, \ M,).
Dann ist # € M, und = ¢ M, woraus ebenfalls wegen Definition 1 (8.4.)
ze(M, uM,) und z ¢ M, d. h.
folgt.
Nach dem SchluB aus , fiir jedes‘‘ ergibt sich schlieBlich aus
-z € (My\ My) U(Mc\-Ma)'*ze(M1 u M,)\ M,
. die Behauptung (2).
Aus (1) und (2) folgt nach Satz 2 (7 4.) die Richtigkeit des Satzes 1 (8.8.). q.e.d.

Wir empfehlen dem Leser, selbst weitere Eigenschaften der Mengenoperationen
zu beweisen und durch Venndiagramme zu veranschaulichen.

8.9. ~ Kontrollfragen

1. Wann bezeichnen wir zwei Untermengen einer Menge M als komplementire Mengen

inM?

2.»Wie sind der Durchschnitt, die Vereinigung und die Differenz zweier Mengen M,
und M, erklirt ? Welche Beziehungen bestehen zwischen ihren erzeugenden Aus-
sageformen und denen der Mengen M, und M, ?

3. Welche Analogien lassen sich zwlschen Operationen mit Mengen und Bez:ehungen
zwischen Begriffen aufzeigen ?

4. Geben Sie analoge Eigenschaften fiir Wahrheltsfunktlonen, Mengenoperatloneu
und Rechenoperationen an!

5. Vergleichen Sie insbesondere die Distributivitdt der Konjunktion bezugllch der
Alternative und umgekehrt, des Durchschnitts beziiglich der Vereinigung und umge-
kehrt, der Multiplikation beziiglich der Addition und umgekehrt hinsichtlich ihrer
Giiltigkeit miteinander!
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‘9.1,

9. Abbildungen

9.1, Das Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt zweier Meﬁgen soll am Beispiel 1 (9.1.) erldutert werden.

BEISPIEL 1(9.1.):

Zwei Schulklassen wollen einen Schachwettkampf durchfiihren. In der. einen
Klasse haben sich hierzu 7 Schiiler und in der anderen Klasse 9 Schiiler gemeldet.
Es wird verabredet, da8 jeder Schiiler der einen Mannschaft gegen jeden Schiiler
-der anderen Mannschaft zu spielen hat. Im Laufe des Wettkampfes, der sich natiir-
lich iiber einen lingeren Zeitraum zu erstrecken hat, sind somit 63 Spiele durchzu-
fithren.

Die beiden Mannschaften stellen zwei Mengen A und B dar. Die Elemente von 4.
werden mit a,, dy, @3, . . ., @; und die von B mit by, by, by, . . . , by symbolisiert.
Die 63 Paare von Spielern konnen wir dann folgendermafBen symbohsch schreiben.

4 B b, b, by - by
a, [a,5 b,] [a,5 bq) » [a,; bs] s ceny [a,; be]
-2 [az; b,], [az; b.] , [@z; bs] ey [a,; be]
ay [aa;.bl] s [as 3 b1, [aa;.ba] ’ cee [‘133.179]
ay [a550,  [asbl,  [a5;bsls ess (@75 5]

Zu Beginn des Schachwettkampfes wird eine Tabelle &hnlicher Art angefertigt,
in der die Pldtze fiir die einzelnen Spielerpaare freigelassen werden. In das
Kistchen eines Paares notiert man nach jedem Spiel das Ergebnis des Spieles.
Es sei a ein beliebiger Spieler der Mannschaft A, b ein beliebiger Spieler der Mann-
schaft B., Wenn beim Spiel a gegen b der Spieler a gewonnen hat, trigt man in das
Kistchen das Ergebnis 1:0 ein. Das Spiel a gegen b ging also 1:0 , fiir a*‘ aus. Hat
Spieler a verloren, so trigt man in die Tabelle das Ergebms 0:1 ein. Ging das

1
— ein. Beim Eintragen der

Spiel unentschieden aus, so trigt man das Frgebms 33
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Ergebnisse in die Tabelle ist also die Reihenfolge der Elemente in der Paarung [a; b]
wichtig.

Wenn man die Ergebnisse in dic Tabelle eintrigt, stellt man sich cine Menge
von Paaren vor, bel der in jedem Paar ein Elément von 4 an der ersten Stelle und
ein Element. von B an der zweiten Stelle steht. .

'Paare dieser Art bezeichnen wir durch [@; b] und nennen sie geordnete Paare.

Eine Paarbildung wie bei unserem Schachspiel kann im Prinzip stets bei zwei
endlichen oder unendlichen Mengen vorgenommen werden. Die Menge aller
geordneten Paare, die mit den Elementen aus einer Menge A und einer Menge B
8o gebildet werden kdnnen, daf3 an der ersten Stelle ein Element aus 4 und an der
zweiten Stelle ein Element aus B steht, bezeichnet man nun als Kreuzprodukt
oder Kreuzmenge der Mengen 4 und B. Man schreibt dafiir 4 x B (gesprochen:
»A Kreuz B‘).

Zu bemerken ist, daB 4 und B nicht voneinander verschieden zu sein brauchen,
wie es im Beispiel 1 (9.1.) der Fall ist.

Wir betrachten dazu Beispiel 2(9.1.),in dem eine Kreuzmenge 4 X 4 zu bilden ist.

BEISPIEL 2 (9.1.):

Gegeben sei die Menge A der Grundziffern 1, 2, 3.

Es sind alle zweistelligen Ziffern anzugeben, die mit diesen Grundziffern gebildet
werden koénnen. Hierbei ist der Fall der Wiederholung einer Grundziffer zuge-
lassen.

Die betreffenden zweistelligen Ziffern konnen dem Beispiel 1 (9.1.) entsprechend
mit Hilfe einer Tabelle geblldet werden, .

A 1 2 8
1 11 T2 13
2 21 22 23 -
8 31 32 33

Die in der Tabelle enthaltenen Ziffern der gesuchten zweistelligen Ziffern kann
man als Elemente eines Kreuzproduktes 4 x 4 auffassen.

Das geordnete Paar [a; b] kénnen wir nicht mit einer Zweiermenge {a, b} gleich-
setzen. Deshalb wird es in der Schreibweise von dieser Menge unterschieden.

In der Menge {a, b} ist die Reihenfolge der Elemente nicht von Bedeutung. Es
sind {a, b} und {b, a} einander gleich. Das geordnete Paar [a; b] stimmt aber fiir
@ == b nicht mit dem geordneten Paar [b; a] iiberein.

Der polnis'che»Ma.thema.tlker Kurarowskr benutzte zur Definition des Begriffs
»ngéordnetes Paar‘‘ den Mengenbegriff. Nach seiner Definition ist das geordnete
Paar [a; b] nichts anderes als die Menge {{a}, {a, b}}. In dieser Menge 2. Stufe
wird durch die Bildung der Einermenge {a} as Element a aus 4 besonders hervor-
gehoben. Es ist dasjenige Element, das im geordneten Paar [a; b] an der ersten
Stelle steht. JDadurch wird eine gewisse ,,Bevorzugung*‘ des Elementes a € 4 vor
dem Element b € B zum Ausdruck gebracht.

DEFINITION 1 (9.1.) — Geordnetes Paar
Es sei a ein Element der Menge 4 und b ein Element der
Menge B.
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Die Menge {{a}, {a,Db}} wird dann geordnetes Paar
genannt und mit [a; b] bezéichnet. a, b heiBen die
Elemente oder Glieder des geordneten Paares [a; b].
Symbolisiert: [a; b] =py {{a}, {a, b}

Sind @ und b Elemente von Mengen 1. Stufe, so ist das geordnete Paar [a; b] eine
Menge 2. Stufe.

DEFINITION 2 (9.1.) — Kreuzprodukt

Es sei a ein Element der Menge A und b ein Element
der Menge B.

Die Menge aller geordneten Paare [a;b] wird ‘dann
Kreuzprodukt oder Kreuzmenge der Mengen 4 und B
genannt und mit 4 X B bezeichnet.

Symbolisiert: AXB =py{[a;b]l;aec A nbe B}

Ergam,zung AXD=py0; OXA =p;0
Hieraus folgt Insbesondere ist & x 0 = 0.

Bemerkung :

Wir verzichten auf die Unterscheidung von leeren Mengen verschiedener Stufen.

Fiir 4 x A wird auch A? geschrieben. Sind 4 und B Mengen 1. Stufe, so 1st das Kreuz-
produkt A x B eine Menge 3. Stufe.

SATZ 1 (9.1.)

Zwei geordnete Paare [a; b] und [c; d] sind genau da,nn
einander gleich, wenn ¢ = @ und d = b ist.
Symbolisiert: [a;b] = [c;d]—~c=and =D

Auf einen Beweis des Satzes 1 (9.1.) soll hier verzichtet werden. Man kann ihn
unter Benutzung der Definition von KuraTowsk1 fithren.

Aus Satz 1 (9.1.) folgt:
1. [a;b] =[b;a] «> a=0b.
2. Bei der Bildung des Kreuzproduktes aus zwei Mengen A und B gilt nicht das

Kommutativgesetz. Im allgemeinen ist A4 X B ungleich BxA ( Beispiel
4(9.1.). .

BEISPIEL 3 (9.1.):

Mit Hilfe des Kreuzproduktes kann man die Multiplikation natiirlicher Zahlen
definieren. Das Produkt von 2 und 3 definiert man hierbei wie folgt:

A sei eine beliebige Menge mit zwei Elementen und B eine beliebige Menge mit
drei Elementen. Als Produkt von 2 und 3 definiert man die Anzahl der Elemente-
des Kreuzproduktes 4 X B. '

Beispiel 3 (9.1.) zeigt, daf man die Multiplikation der natiirlichen Zahlen nicht
nur als eine wiederholte Addition auffassen kann. DaB man die Multiplikation
auch iiber die Bildung eines Kreuzproduktes definieren kann, wird im Unterricht
der 1. Klasse beim Rechnen von Aufgaben der folgenden Art beriicksichtigt.

Helga hat drei Ricke und vier Blusen. Wie viele Moglichkeiten hat sie, sich ver-
schiedenartig anzuziehen ?
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BEISPIEL 4 (9.1. ):
Gegeben seien zwei Mengen X und Y. X enthalte die Elemente 2, 4, 6 und Y die
Elemente 2 und 3.

XxY = }[2; 2], [2; 3], [4; 2], [4; 3], [6; 2), [6; 3]{

YxX = {[2;2],[2; 4], [2; 6], [3;2], [3; 4], [3; 6]
Y
P (2;3) A(4:3) h (6;3)
3 (] ) o
2F ] o ) ) -
A (2;2) Py (4;2) P (62)
7 -
| | | 1 | | L
7 2 4 § X
154/1

Die Elemente des Kreuzproduktes X x ¥ bzw. ¥ xX kann man als sechs Punkte
in einem Koordinatensystem darstellen (7 Bilder 154/1 und 154/2). Die Glieder
eines jeden Paares entsprechen dann den Koordinaten eines Punktes. X enthilt
die Abszissen und Y die Ordinaten der Punkte.

)

6 B(2,6)0 °Q‘(3;67
5k
41 K(2,4)° °F(34)
St
2r Alz,2P °h (52
1 -

1 1 1 [l

7 2 3 4y
154/2

Die Menge der sechs Punkte im Koordinatensystem wird eine graphische Darstel-
lung des Kreuzproduktes X x ¥ genannt.

In Fortsetzung dieses Gedankens konnen wir dic Menge der Punkte der Ebene
im Koordinatensystem als graphische Darstellung von P x P, der Menge aller
geordneten Paare reeller Zahlen, auffassen. (P ist die Menge der reellen Zahlen.)
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"BEISPIEL 5 (9.1.):

Wir stellen uns unter 4 die Menge der Grundziffern der natiirlichen Zahlen 1,2,...,9
vor. B sei gleich.4 u {0}.

A X B konnen wir als Menge der Ziffern aller zweistelligen natiirlichen Zahlen
deuten.

Die Ziffern der dreistelligen natiirlichen Zahlen kénnen wir uns als Elemente eines
zweiten Kreuzproduktes (4 X B) X B vorstellen. Dieses Kreuzprodukt besteht aus
allen geordneten Paaren [&; c], fiir die & ein Element aus 4 X B, also selbst ein
geordnetes Paar ist, und ¢ ein Element aus B ist.

[[3; 1]; 6] ist z. B. ein Element aus (4 X B)x B. Bei diesem Element, das wir als
Ziffer der dreistelligen Zahl 316 deuten konnen, ist natiirlich auch die Reihenfolge
der Grundziffern, dem dekadischen Positionssystem entsprechend, von Bedeutung.

Im allgemeinen laft man bei einem Paar [[a; b]; ¢] im Innern die Klammern weg,
schreibt es als [a; b; c] und bezeichnet es als geordnetes Tripel.

DEFINITION 3 (9.1.) — Geordnetes Tripel

Es sei a ein Element der Menge 4, b'ein Element der
Menge B und ¢ ein Element der Menge C.

Das geordnete Paar [[a; b];c] wird dann geordnetes
Tripel (3-Tupel) genannt und mit [a; b; c] bezeichnet.
Symbolisiert: [a;b; c] =p [[a; b] ; ¢]

DEFINITION 4 (9.1.) — Menge aller geordneten Tripel
Es sei a ein Element der Menge A, b ein Element der
Menge B und ¢ ein Element der Menge C.

Die Menge (A xB)x C wird dann Menge aller geord-
neten Tripel [a; b; c] genannt und mit 4 X Bx C be-
zeichnet.

Symbolisiert :

AXBXC = py{la;b;cl;ac ArbeBnaceC}

Erwihnt sei an dieser Stelle, daB das Assoziativgesetz fiir die Bildung des Kreuz-
produktes nicht gilt. (4 XB)Xx C und 4 X (Bx C) stimmen im allgemeinen nur in
der Anzahl ihrer Elemente iiberein und sind nicht gleich.

Fir AXA4Ax A wird auch 43 geschrieben. Decr Begriff des geordneten Tripels oder
3-Tupels kann entsprechend bis zum Begriff des n-Tupels erweitert werden.

BEISPIEL 6 (9.1.) o
Bei der Erweiterung des Bereiches der natiirlichen Zahlen und anderer Zahlen-
bereiche ist die Bildung von Kreuzprodukten von besonderer Wichtigkeit.

Die Menge aller Briiche zum Beispiel kann man als Menge N x (N \ {0}) auffassen
( Teil C12.). (N ist die Menge der natiirlichen Zahlen.)

BEISPIEL 7 (9.1.): ) .

P x P x P kann man sich als Punkte in einem rdumlichen kartesischen Koordina-
tensystem vorstellen. Zu jedem geordneten Tripel [z; y; 2] mit z, y, 2z ¢ P gehért
genau ein Punkt mit den Koordinaten (z; y; z). Zu jedem Punkt im réumlichen
Koordinatensystem gehort genau ein Tripel. Fiir diesen Sachverhalt sagt man auch:
Jedem Element. von PXPXP ist eineindeutig (oder umkehrbar eindeutig) ein
Punkt des Raumes zugeordnet; oder °

Die Menge PXPXP ist eineindeutig auf die Menge der Punkte des Raumes
abgebildet.
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9.2,
9.2. Der Abbildungshegrift

Von besonderer Bedeutung ist in der Mathematik der Begriff ,, Funktion. Der
Begriff ,,Funktion* baut auf dem Begriff ,,Abbildung‘‘ oder ausfiihrlicher auf
dem Be.griff der Abbildung aus einer Menge in eine Menge auf.

BEISPIEL 1 (9.2.):

Eine Gruppe von Pionieren fiihrt eine Touristenwanderung durch. Ein Pionier-
leiter ist mit acht Pionieren wegen der hereinbrechenden Nacht vorausgefahren,
um die Zelte aufzubauen. Mitgefiihrt werden Zelte verschiedener GroBe.

A sei die Menge der vorausgefahrenen Pioniere einschlieBlich Pionierleiter und B
die Menge der Zelte. Die Elemente von 4 werden mit l, a, b, ¢, d, ¢, f, g, h und die
von B mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 symbolisiert.

Am Zeltplatz imgekommen, trifft der Pionierleiter folgende Anordnung

,,Pionier @ baut mit mir zuerst Zelt 1 und dann Zelt 2 auf, b repariert sein Fahrrad,
¢ und d bauen Zelt 3 auf, ¢ und f haben Zelt 4 aufzubauen. Sind e und f fertig,
s0-hilft f den Pionieren g und % beim -Aufbau von Zelt 5 und e errichtet eine B@er-‘
stelle. Die Zelte 6 und 7 sind vom nachfolgenden Teil der Gruppe aufzubauen.‘

Die Anordnung des Pionierleiter kann man wie im Bild 156/1 mit Hilfe von
Pfeilen veranschaulichen.

156/1

Die Anordnung des Pionierleiters legt eine Paarbildung fest. Es sind bestimmte
Elemente aus A mit bestimmten Elementen aus B zu paaren. Dafiir sagt man
a,ueh ,,Bestimmten‘Elementen aus A sind bestimmte Elemente aus B zuguord-
nen.‘

Die Anordmmg des Pionierleiters zum Aufbau der Zelte wird als Zuordnungs-
vorschrift bezelchnet Sie fiihrt auf die folgende Menge von geordneten Paaren.

= {[}; 1], [1; 2], [a; 1], [a; 2], [¢; 3], [d; 3], [e; 4],
[f; 41, Lf; 8], [g; 51, [#; 61}
Die durch die Zuordnungsvorschrift des Pionierleiters aus A und B gebildete

Menge F ist Teilmenge von AXB und wird als ,,Abbildung aus 4 in B* be-
zeichnet.

DEFINITION 1 (9.2.) — Abbildung aus 4 in B

Es seien A und B beliebige Mengen.
Dann wird jede Teilmenge F des Kreuzproduktes 4 X B
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eine Abbildung aus der Menge A in die Menge B ge-
nannt.
Symbolisiert: F Abbildung aus 4 in B =py F S AXB

A4 und B kénnen auch einander gleich sein. Zum Beispiel hitte der Pionierleiter
die Pioniere in Reihe zu zwei Gliedern antreten lassen konnen. Zwei Pioniere,
die:nebeneinander stehen, bilden dann ein Paar. Alle Paare stellen eme Teilmenge
von A X A dar, die Abbildung aus A in sich genannt wird.

Der Begriff Abbildung kommt auch in der Geometrie vor. In der darstellenden
Geometrie zum Beispiel werden Koérper in die Zeichenebene abgebildet.. Hierbei
werden Punkten von dreidimensionalen Gebilden Punkte auf dem Zelchenpapler
zugeor net.

Im téglichen Sprachgebrauch wird das Wort ,,Abbildung* in dhnlicher Weise
benutzt. Ein Objekt (Stadion), das auf dém Bildschirm unseres Fernsehapparates
abgebildet wird, konnen wir uns aus Punkten (Urbildern) zusammengesetzt den-
ken. Zu jedem Punkt des Objektes gehért ein bestimmter Bildpunkt auf dem
Schirm. Dabei findet wie bei einer ,,Abbildung‘‘ eine Bildling von. Paaren statt.

Die mengentheoretische Definition legt den Gebrauch des Begriffes ,,Abbildung'‘
in der Mathematik fest.

Nachfolgend werden einige Begriffe definiert, auf die zum Teil bereits hingewiesen
wurde und die zur Unterscheidung spezieller Abbildungen von Wichtigkeit sind.

DEFINITION 2 (9.2.) — Blld, Urbild

_ F sei eine Abbildung aus 4 in B. !
Ist [a; b] € F, 5o heiBt b ein Bild von @ bei der Abbil-
dung F und a ein Urbild von b bei der Abbildung F.

BEISPIEL 2 (9.2.):
Im Beispiel 1 (9.2.) ist 1 ein Bild von lund a; ! und a sind Urbilder von 1.

DEFINITION 3 (9.2.) — Vorberelch Nachberelch
Essei F & AXB.

Die Menge e aller Elemente aus A,diein F mlt mindestens
einem Element von B gepaart sind, heit der Vor-
bereich (Vb) der Abbildung.

Die Menge aller Elemente von B, die in F mit mlndestens
einem Element von A gepaart sind, heift der Nach-
bereich (Nb) der Abbildung.

Symbolisiert :

Vb(F) =pe {a€ A;3b(beBnla;b] eF)}

Nb(F) =py {b e B;3a(acAnla; b]eF)}

BEISPIEL 3 (9.2.):
Fiir Beispiel 1 (9.2.) gilt:
Vb(F) ={1,a,¢,d,e,f,g,h} (bhatte sein Fahrrad zu reparieren.)
Nb(F) ={ 1,2, 8, 4, 5} (Die Zelte 6, 7 wurden vom nachfolgenden Teil
der Gruppe aufgebaut.)

Der Vorbereich einer Abbildung aus 4 in B ist stets eine Teilmenge von 4 und
der Nachbereich eine Teilmenge von B.
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9.3, Spezielle Abbildungen

Die Menge aller Abbildungen aus 4 in B kénnen wir in Abhingigkeit davon,
welche Beziehungen zwischen Vorbereich und A und welche zwischen Nachbereich
und B bestehen, in verschiedene Teilmengen zerlegen. Wenn der Pionier b im
Beispiel 1 (9.2.) sich auch am Zeltaufbau beteiligt hitte, so wire der Vorbereich
gleich der Menge A.

Eine solche Abbildung aus 4 in B: wird dann speziell Abbildung von A in B
genannt.

Wenn alle Zelte der Menge B von den Pionieren der Menge A einschlielich
Pionierleiter aufzubauen sind, so ist der Nachbereich gleich der Menge B.

Man nennt darin diése Abbildung aus 4 in B auch Abbildung aus 4 auf B.

Sollten sogar beide jetzt formuliertén Zusatzbedingungen gleichzeitig zutreffen,
das heiBit, alle Pioniere der Menge A haben sich einschlieBlich Pionierleiter am
Aufbau aller Zelte der Menge B zu beteiligen, so heiflt die entsprechende Abbil-
dung aus 4 in B auch Abbildung von A auf B. '

DEFINITION 1 (9.3.) — Abbildung vor 4,
_ Abbildung auf B
F sei eine Abbildung aus 4 in B.

Ist der Vorbereich von F gleich 4, so heiflt F eine
Abbildung von 4 in B.

Ist der Nachbereich von F gleich B, so heifit F eine
Abbildung aus’'A auf B.

Ist der Vorbereich von F gleich 4 und der Nachbereich
von F gleich B, so heiit F eine Abbildung von A awfB.

BEISPIEL 1 (9.3.):
Veranschaulichung wie im Bild 158/1 mit Hilfe von Pfeildiagrammen

7 i
a - a
b - b
c ¢
d d
A A

A = {a,b,¢,d}; B= {a,B,7,0} -
= {[a; a] [b; 8], [c; 6]} Abbildung aus 4 in B
(nicht ,,von A‘ und nicht ,,auf B“)
F, = {[a;«], [b;p), [¢c; ], [d;y]} Abbildung von 4 in B
(nicht ,,auf B*)
Fy = {[a;«], [b; 6], [d; y], [d; 6]} Abbildung aus 4 auf B
(nicht ,,von 4°)
F, = {[a;al], ;81 [c; 7], [d; 6]} Abbildung von 4 auf B
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Da A4 und IB‘a.uch unendliche Mengen sein kénnen, ist es mdglich, sich 4 %X B nach
Beispiel 4 (9.1.) wie im Bild 159/1 zu veranschaulichen.

‘ AxB
Vi
rd

159/1

Die nach Definition 1(9.3.) unterschiedenen speziellen Abbildungen werden dann
mit Hilfe der im Bild 159/2 dargestellten Diagramme veranschaulicht.

Nb(Fz'){

159/2 VolFs)

F; — Abbildung aus 4 in B
Fy; — Abbildung von 4 in B
F; — Abbildung aus 4 wuf B
F; — Abbildung von A4 auf B

Durch die in der Definition 1 (9.3.) vorgenommene Unterscheidung spezieller
Abbildungen zerfillt die Menge aller Abbildungen in verschiedene Teilmengen.
Der Zusammenhang zwischen ihnen wird iiber das Venndiagramm im Bild 160/1
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Menge aller Abbﬂdgnge_p e

160/1

deutlich. Dieses zeigt auch, wie die in der Definition 1 (9.3.) definierten Begriffe
subordiniert sind (# B 7.6. ,,Subordination von Begriffen‘‘).

In den folgenden Ausfiihrungen unterscheiden wir die Abbildungen aus einer
Menge A in einte Menge B danach, ob die Elemente des einen Bereiches jeweils mit
genau einem Element oder mit mehreren Elementen des anderen Bereiches gepaart
sind.

Wir stellen uns wieder im Beispiel 1 (9.2.) eine verinderte Anordnung des Pionier-
leiters (Zuordnungsvorschnft) vor. Jeder, der beim Aufstellen der Zelte mitzu-
arbeiten hat, soll nun genad ein Zelt allein oder mit anderen gemeinsam aufbauen.

In diesem Falle ist die Abbildung F, wir konnen sie uns. gegebenenfalls auch
wieder als eine Menge von Paaren notieren, so beschaffen, dal zu jedem Element
des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs gehort. Eine solche Abbil-
dung wird als nachemdeutlg oder kurz eindeutig bezeichnet.

_ Jetzt stellen wir uns vor, daB an jedem Zelt, das iiberhaupt aufgestellt werden soll,

genau eine Person zu arbeiten hat. Es bleibt hierbei.offen, ob ein Pionier oder der
Pionierleiter mehrere Zelte aufbauen oder nicht. Es ist auch nicht nétig zu wissen,
ob alle am Zeltaufbau sich beteiligen und.ob jedes Zelt aufgebaut wird. Zu jedem
Element des Nachbereichs gehért bei dieser Abbildung genau ein Element des
Vorbereichs. Diese Abbildung wird als voreindeutig bezeichnet.
Ist die Anordnung des Pionierleiters so vorgenommen worden, daf jede mitarbei-
tende Person genau ein Zelt aufzustellen hat und jedes aufzustellende Zelt immer
nur von gepau einer Person aufgebaut wird, dann bezeichnet man die vorliegende
Abbildung als eineindeutig oder umkehrhar eindeuntig. In diesem Fall gehort zu
jedem Element des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs und zu jedem
Element des Nachbereichs genau ein Element des Vorbereichs.

DEFINITION 2 (9.3.) — Nacheindeutige bzw.
eindeutige Abbildung
Eine Abbildung F heifit nacheindeutig oder eindeutig
genau dann, wenn aus [a; b,] € F und [a; b,] € F stets
= b, folgt.

DEFINITION 3 (9.3.) — Voreindeutige Abbildung
Eine Abbildung F heit voreindeutig genau dann, wenn
aus [a,; b] € F und [ay; b] € F stets a, = a, folgt.
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EFINITION 4 (9.3.) — Eineindeutige Abbildung ,

ine ‘Abbildung F, die sowohl nacheindeutig als auch
voreindeutig ist, nennt man eineindeutig oder umkehr-
bar eindeutig. ‘

BEISPIEL 2 (9.3.):
Veranschaulichung wie im Bild 161/1 mit Hilfe von Pfeildiagrammen
A = {a, b, C, d}; B = {a,ﬂ: Y 6} .
F, = {la;«], [b; ), [¢; 7], [¢; 6], [d; 6]} Nicht nacheindeutig und nicht
‘ voreindeutig, mehrmehrdeutig

Fy = {[a;x], [b;x], [c; B1, [d; 1} Nacheindeutig, aber nicht
voreindeutig

Fy = {[a; ], [a;B), [¢; ¥, [d; 6]} Nicht nacheindeutig, aber
voreindeutig

F, = {[a; ], [b;B], [c; ¥]} Eineindeutig

fs

161/1

Durch die in den Definitionen 2 (9.3.) bis 4 (9.3.) vorgenommene Unterscheidung
zerfillt die Menge aller Abbildungen aus 4 in B ebenfalls in Teilmengen. Die
Beziehungen zwischen ihnen werden iiber das Venndiagramm im Bild 161/2
deutlich. : .

Der Begriff der Abbildung ist auch in der Philosophie von Bedeutung. Die Abbild-
oder Widerspiegelungstheorie ist das Kernstiick der marxistisch-leninistischen

Menge aller Abbildungen
aus A in 8

nacheindeutiy

eineindeut’g

voreindeutig
mehrmehrdeutig
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Erkenntnistheorie. Nach ihr ist die Erkenntnis eine Abbildung oder Widerspiege-
lung der objektiven Realitdt im menschlichen BewuBtsein. Dingen, Elgenschaften,
Sachverhalten usw. aus der objektiven Realitdt (Urbilder) werden in einem Wider-
spiegelungsproze Empfindungen, Wahmehmungen Begriffe, Aussagen usw. (Bil-
der oder Abbilder) zugeordnet.

Die Abbilder der objektiven Realitit werden zur. Grundlage unseres Handelns
und geben uns die Méglichkeit, auf unsere Umwelt zielstrebig einzuwirken. Im
ProzeB der Auseinandersetzung mit der Umwelt werden unsere Abbilder von der
objektiven Realitdt bestdtigt oder Veridnderungen unterworfen.

Gewisse Seiten des Erkenntnisprozesses sind unter Benutzung der im Teil B defi-
nierten mathematischen Begriffe erkldrbar.

M sei die Menge der Dinge, Eigenschaften, Sachverhalte usw. aus der objektiven
Realitit.

M’ sei die Menge der Gedanken, Begriffe, Aussagen, Systeme von Aussagen (Theo-
rien) usw. im menschlichen Bewuftsein.

Das Resultat des Erkenntnisprozesses ist im mathematischen Sinn eine Abbildung
aus M in M’ (mcht ,,von M auf M'¢). Es entspricht hierbei nicht jedem Element
der Menge M ein Element von M’. Es ist auch nicht jedes Element von M’ mit
einem Element von M gepaart. Die Menge der Gedanken, Theorien usw. ist um-
fassender als die Menge der Abbilder. Fiir manche mathematische Theorie hat
‘man erst nach ihrer Entwicklung ein Urbild in der objektiven Realitdt gefunden
(z. B. fiir die nichteuklidischen Geometrien). ’

9.4. ‘ Funktionen

Von besonderer Bedeutung sind in der Mathematik die eindeutigen Abbildungen.
Sie werden Funktionen genannt.

DEFINITION 1 (9.4.) — Funktion, Definitionsbereich,
Wertebereich, Argument,
Funktionswert

Jede eindeutige Abbildung f heiBt Funktion.

Der Vorbereich von f heit Definitionsbereich X, der

Nachbereich von f heilt Wertebereich Y.

Die Elemente des Definitionsbereiches heien Argu-

mente und die Elemente des Wertebereiches Funktions-

werte der Funktion f.

Ist [a; b] ein Element aus f, so schreibt man dafiir auch:

[a;f(@)] oder b= f(a).
b = f(a) wird gelesen als ,,b gleich f von a*, b ist der Funktionswert von f an der
Stelle a.

BEISPIEL 1 (9.4.):
A a,bc,d, e} ; B—{aﬂ,'y,é}
[a;a], [b;a], [¢; 8], [4; y1} ist eine eindeutige Abbildung aus 4 in B und

sormt eine Funktion f. Wir kénnen sie mit Hilfe eines Pfeildiagrammes wie im
Bild 163/1 veranschaulichen. -
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B
163/1 , 163/2

Definitionsbereich von f: X = {a, b, ¢, d}
Wertebereich von f: ¥ =

{8, v}
Also: fla) =&, f(b) =a, (c)—-ﬁ f@d)y=y

Bezeichnet man den Definitionsbereich einer Funktion mit X, den Wertebereich
mit ¥, so ist f eine eindeutige Abbildung von X auf Y.

f kann aber als beliebige eindeutige Abbildung aus 4 in B eine Funktion aus 4
tn B, wie im Belsplel 1(9.4.), oder speziell eine Funktion von 4 in B, aus A auf B
oder von A auf B sein. .

Die Definition des Begriffes ,,Funktion‘‘ hat in der Vergangenheit gewisse Wandlun-
gen erfahren. Die mengentheoretische Definition 1 (9.4.) ist eine Weiterentwicklung
der-von DiricHLET (1805 — 1895) gegebenen Definition. DmicELET war der Nachfolger
von Gavuss an der Universitdt in Gottingen. Das Zeichen ,,f(z)‘ wurde erstmalig von
EuULER (1707 —1783) benutzt. .

Wir wollen vom Beispiel 1 (9.4.) ausgehend"zu einer neuen Abbildung kommen.

Hierzu vertauschen wir in den Paaren von F alle Elemente von A mit denen von B.
Die so erhaltene Abbildung bezeichnen wir mit F-1.

F1 = {[«; a], [x; b, [B; ], [y; d1}
F-! kénnen wir uns mit Hilfe eines Pfeildiagrammes wie im Bild 163/2 veran-
schaulichen.

Vb(F-!) = {x,8,7} ; Nb(F-1) = {a,b,¢c,d}
F-1 stellt also eine Abbildung aus B in A dar und wird als inverse Abbildung oder

Umkehrabbildung von F bezeichnet. Vorbereich und Nachbereich haben ihre
Rollen miteinander vertauscht.

DEFINITION 2 (9.4.) — Inverse Abbildung, Umkehr-
abbildung

F sei eine Abbildung aus 4 in B.

Dann wird die Menge aller geordneten Paare [b; a] aus

Bx A, fiir die [@; b] ein Element aus F ist, inverse Ab-

bildung F-! oder Umkehrabbildung von F genannt.

Symbolisiert :

F-1Umkehrabbildung von F = p¢ {[b; a]; [a; b] € F}

Die Umkehrabbildung F-! von F aus Beispiel 1 (9.4.) ist keine eindeutige Abbil-
dung und somit keine Funktion. -
Ist das ]edoch der Fall, z. B. bei der Funktlon

= {[a; ), [6; 81, [c; 7]} »
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80 nennen wir f umkehrbar und f-! Umkehrfunktion von f oder inverse Funktion
von f.
DEFINITION 3 (9.4.) — Inverse Funktion, Umkehr-
funktion
Es sei f eine Funktion, deren inverse Abbildung eben-
falls eine Funktion ist.
Dann wird diese die zu f inverse Funktion oder die
Umkehrfunktion von f genannt und mit f-! bezeichnet.

Der Definitionsbereich der inversen Funktion f-! stimmt mit dem Wertebereich
von f iiberein. Der Wertebereich von f-! ist gleich dem Definitionsbereich
von f.

f ist umkehrbar genau dann, wenn f eine eineindeutige Abblldnng ist.

BEISPIEL 2 (9.4.):
= {a,b,¢c,d} =
f = {[a; b], [b; c], [c; d], [d; a]} ist eine eineindeutige Abbildung von 4 auf sich.

J bezéichnen wir auch als eine Permutation (permutare: vertauschen — lat.) der
Menge A. Fiir unsere Menge A existieren 24 = 1.2.3.4 = 4! (gelesen: ,,vier
Fakulta.t“) verschiedene Permutationen. Hierzu gehort auch die Permutation
fo = {la; a, [b;3), [c; ], [d;'d]}. f, wird als identische Abbildung von A be-
zeichnet.

Wenn man bei einer Permutation die Paare in den geschweiften Klammern ver-
tauscht, bekommt man nach der Definition der Gleichheit von Mengen keine andere
Permutation oder Abbildung von A auf sich. Die Auffassung von der Gleichheit
von Mengen gilt also auch fiir Funktionen, die Mengen von geordneten Paaren
darstellen.

BEISPIEL 3 (9.4.):

A sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die kleiner als 10 sind.

Es ist die Abbildung F aus 4 in sich anzugeben, deren Paare [a; b] die Gleichung
b = 2a+ 1 erfiillen.

Die Ermittlung von F geschieht am besten mit Hilfe einer Wertetabelle.

a o] 1 2 | 3| 4| 5
=2a+1 | 1| 3|5 | 7] 9| -

Ist a > 4, so erhédlt man fiir b = 2 @ + 1 keine Elemente von 4.

Somit gilt fﬁr F:
_ F={0;1],11;38],[2; 5],[3; 7], [4; 9]} -

Der Vorbere}lch von F ist die Menge {0,1, 2, 3, 4} der Nachbereich die Menge
{1,3,5,7,9 ‘
Da jedem Element des Vorbereichs genau ein Element des Nachbereichs zuge-
ordnet ist, ist F' eine Funktion f. Nach Definition 1 (9.4.) wird der Vorbereich von f
Definitionsbhereich X und der Nachbereich Wertebereich ¥ genannt. Eine Variable,
die durch Elemente des Definitionsbereichs einer Funktion ersetzt werden kann,
wird hiufig auch mit ,,z* symbolisiert und unabhingige Variable genannt. Die
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Variable fiir die Elemente des Wertebereichs symbolisiert man dann mit ,,y*

und nennt sie abhéingige Variable. Somit kénnen wir f wie folgt schreiben.
f={xy]eXxY;y=22z+1}

y = 2z 4 1 wird auch Funktionsgleichung von f genannt.

Eine Funktionsgleichung einer Funktion f wird allgemein mit

y = f(x) (gelesen: ,,y ist gleich f von z*‘)
symbolisiert. Da sie angibt, wie den Elementen des Definitionsbereiches die
Elemente des Wertebereiches zuzuordnen sind, nennt man sie die durch f ver-
mittelte Zuordnungsvorschrift oder Abbildungsvorschrift. Abbildungsvorschriften
koénnen durch umyangsspmchlwhe Formuhemngen, Tabellen oder graphische Dar-
stellungen gegeben sein. .
Funktionen, deren Zuordnungsvorschrift eine Funktwmglewhung 1sb lassen sich
: folgendermaBen symbolisierén.

= {lz;y]l e XX Y;y = f(x)}
‘Es hat snch in der Mathematik eingebiirgert, nur von der Flmktion y = f(@) zu
sprechen, wenn man den Definitionsbereich einer Funktion als bekannt voraus-
setzen kann.

Erwihnt sei ferner, daB nicht jede Gleichung, in der zwei Variable vorkommen, eine
Funktionsgleichung ist. Beispielsweise wird 22 + y? = 5§ durch die Paare [+1; 4 2]
und [+1; —2] erfiillt. Durch die Gleichung werden der Zahl 1 die Zahlen +2 und: —
zugeordnet. Die Gleichung ist iiber dem Grundbereich P X P nicht Zuordnungsvor-
schrift einer eindeutigen Abbildung und somit keine Funktionsgleichung.

Eine Gleichung mit zwei Variablen jst genau dann eine Funktionsgleichung, wenn
ihre Losungsmenge eine Funktion ist.

BEISPIEL 4 (9.4.):

Wird in der 1. Klasse die Addition eingefiihrt, so sind die Schiiler zuerst mit dem
Addieren im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 10 vertraut zu machen. Sie haben
zu lernen, wie man die Werte der Tefme a +b mit a,b€ N und a4+ b < 10
berechnet.

Diese Aufgaben fiihren auf eine eindeutige Abbildung aus NxX N in N somit auf
eine Funktion aus N XN in N. Diese Funktion enthilt unter anderem die Tripel
[[2; 3]; 5], [[6; 4]; 10]. Allgemein kann man sie als

. f={la;b;cleN*a+b=cnc=<10}
schreiben.

{ wird zweistellige Funktion genannt. Der Begriff ,,Funktion‘‘ kann auch auf
n-stellige Funktionen erweitert werden.

BEISPIEL 5 (9.4.):

U sei die Menge aller Aussagen Aus zwel Aussagen 4, Be ka.nn man mit Hilfe
der Worter ,,und*, ,,oder » »,Wenn — 8o, ,,genau dann — wenn‘‘ usw. eine Aus-
sagenverbmdung, eine neue Aussage, bilden. Zwei Elementen aus Y wird hierbei
ein drittes Element von % eindeutig zugeordnet.” Die eindeutige Abbildung von
AX A in U, die alle Paare [(4; B]; A und B] enthilt, ‘wird "Konjunktion genannt.
Die Konjunktion ist somit eine zwelstelllge Aussagenfunktion. Man kann sie wie
folgt allgemein symbolisieren.

{ll4; B]; A und B] € (A xA)x A}
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Allgemein versteht man unter einer zweistelligen Aussagenfunktion eine eindeutige
Abbildung von UXUA tn A. Eine solche Abbildung wird auch als zweistellige
Operation in U bezeichnet (7 B 10.7. ,,Operationen und ihre Eigenschaften‘).

Entsprechend der Konjunktion kénnen die iibrigen klassischen zweistelligen Aus-
sagenfunktionen (Alternative, Implikation, Aquivalenz) definiert werden (7 A 3.). -

Eine einstellige Aussagenfunktion ist die Negation (7 A 3.). Sie kann 'a]lgemein gls
{[4; nicht 4]; 4 € A}

symbolisiert werden. ) : -
Jede Aussage besitzt in der klassischen zweiwertigen Logik entweder den Wahr-
heitswert W oder den Wahrheitswert F. Die Menge aller Aussagen kann man also
eindeutig auf die Menge der Wahrheitswerte {W, F} abbilden.

Mit welchem Wahrheitswert eine Aussage 4 zu paaren ist, hingt vom Sachver-
halt ab, den diese Aussage widerspiegelt. ,

Welcher Wahrheitswert dem Funktionswert einer Aussagenfunktion zuzuordnen
ist, legt in Abhingigkeit von den Wahrheitswerten der Einzelaussagen die zu-
gehdorige Wahrheitsfunktion fest. :

Die Wahrheitsfunktionen der zweistelligen klassischen Aussagenfunktionen sind
eindeutige Abbildungen von {W, F} X {W, F} in {W, F}, also wieder zweistellige
Funktionen. Es gibt 24 = 16 zweistellige Wahrheitsfunktionen und 22 = 4 ein-
stellige Wahrheitsfunktionen.

Die der Konjunktion entsprechende Wahrheitsfunktion wird et-Funktion ge-
nannt. Sie kann mit Hilfe einer Tabelle oder als Menge f, wie folgt direkt ange-
geben werden.

fa = {[(W; W1; W], [[W; F1; F], [[F; W;]F], [[F; F]; F]}
Die der Alternative entsprechende Wahrheitsfunktion heift vel-Funktion, die der
Implikation entsprechende Wahrheitsfunktion heift seq-Funktion und die der
Kquivalenz entsprechende Wahrheitsfunktion heiBt #q-Funktion. Als weiteres

Beispiel wird noch die seq-Funktion mit Hilfe eines Pfeildiagrammes angegeben
( Bild 166/1).

166/1

Die der Negation entsprechende Wahrheitsfunktion heiBt non-Funktion. Sie ist
eine eindeutige Abbildung von {W, F} auf sich. Es ist

f.={[W;F,[F; W]} .

BEISPIEL 6 (9.4.):
Schon von der 1. Klasse an sind die Schiiler schrittweise mit den Multiplikations--
folgen vertraut zu machen. Jede Multiplikationsfolge ist eine Funktion aus N
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9.5.

in sich. Zum Beispiel enthilt die Multlphka.tlonsfolge mit der 5 die Paare [1; 5],
[2; 10] und [3; 15]. Diese Multiplikationsfolge ist eine Zahlenfolge

DEFINITION 4 (9.4.) — Zahlenfolge _
Eine Funktion, deren Definitionsbereich die Menge der
natiirlichen Zahlen und deren Wertebereich eine Teil-
menge der Menge der reellen Zahlen ist, heifit eine
unendliche reelle Zahlenfolge.

Eine Funktion, deren Definitionsbereich eine endliche
Teilmenge {0,1,2, ..., n} der Menge der natiirlichen
Zahlen ist und deren Wertebereich aus reellen Zahlen
besteht, wird endliche reelle Zahlenfolge genannt.

Die Elemente des Wertebereichs werden Glieder der Folge genannt.

Ist es bei einer Zahlenfolge maoglich, iiber eine Funktionsgleichung zu jeder natiir-
lichen Zahl k des Definitionsbereichs die zugeordnete reelle Zahl a; zu.berechnen,
8o kann man die Zahlenfolge auch in folgender Form angeben.

= {k; ] e NXP;a, = f(k)}

BEISPIEL 7 (9.4.):

1
f={[kiak]ENxé;ak=k_H}
Die ersten drei Glieder der Folge lauten:
1 1 1
W=7 m=gy =g
Allgemein iiblich ist die folgende Schreibweise fiir Zahlenfolgen.
. 1
{a} mit a; =% 51 und %£=0,1,2,..
9.5. , Die graphische Darstellung von Funktionen

Im Mathematikunterricht der unteren Klassen tritt folgende Aufgabe auf.
Den Zahlen a aus der folgenden Tabelle sind die Summen a + 200 zuzuordnen.

a I a + 200
300 500
100
200
400

0

Fiir a = 300 und a = 100 sind die Summen in einer Zeichnung ( # Bild 168/1)
durch einen Punkt gekennzeichnet. Ubertrage das Bild in dein Heft und kennzeichne
auch die iibrigen Summen a + 200!

In dieser Aufgabe ist eine Funktion f graphisch darzustellen.

£ = {[300; 5001, [100; 300], [200; 400], [400; 600]; [0; 200]}
Wenn man eine Funktion graphisch darstellt, so ordnet man ihren Paaren [z; y]
Punkte mit den Koordinaten z und y zu.
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DEFINITION 1 (9.5.) — Graphische Darstellung einer
Funktion

Die Menge der Punkte einer Ebene, die den geordneten

Paaren einer Funktion f emdeutlg mit Hilfe eines

Koordinatensystems zugeordnet wird, heilt graphische-

Darstellung, Graph oder Bild der Funktion f.

BEISPIEL 1 (9.5.):.
Gegeben seien die Funktionzn f,, f,, fs, 4, die zwar die gleiche Funktionsgleichung
besitzen, sich aber im Definitionsbereich voneinander unterschelden

fi = {l=z; y] e NXN; y=6— 22}
fo={lz;yle GxG;y =6 — 2z}
fi={lz;yle RxR;y =6 — 2z}
fi={[z;yle PXxP;y =6 — 22}

f1 ist eine endliche Menge von Paaren Die anderen Funktionen sind unendliche
Mengen.

Im folgenden sollen Paare der Funktionen direkt angegeben werden. Wir benutzen
hierzu Wertetabellen. Danach sollen die entsprechenden Funktionen graphisch
dargestellt werden. ‘

= |0 |1 | 2 | 3

v e | a2 ]0
{0, 1, 2, 3} ist somit der Definitionsbereich von f;.
Der Gra.ph vonef, ist die Menge {P,, P,, Py, P,}. Die Punkte P,, P,, P,, P,
werden diskrete Punkte genannt (7 Bild 169/1).
fa: Bei f, kann in der Wertetabelle nur eine echte Teilmenge der Funktion ange-
geben werden. .

z|—2|—l o|+1|+2|+3|+4

y |+10] +8|+6|+4|+2| of -2
Der Graph von f, ist eine unendliche Menge von diskreten Punkten. Selbst-
vel_'stiindlich konnen hiervon nur endlich viele gezeichnet werden (_# Bild 169/2).

i
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fa: Da f; als Definitionsbereich die Menge der rationalen Zahlen besitzt, gehdren
zur graphischen Darstellung auch beispielsweise die Punkte zu den Paaren

1 9 1
[—2— ; ] und [2 P — 3] . Da zwischen den rationalen Zahlen auf der z-Achse
noch unendlich viele irrationale Zahlen liegen, gehﬁréh Punkte mit irrationalen
Koordinaten nicht zum Graph der Funktion. Aus diesem Grunde wird der

Graph von f, ,,gestrichelt* gezeichnet (7 Bild 169/3).

fa: Fiir f, ist der Definitionsbereich die Menge der reellen Zahlen. Diese liegen
lickenlos auf der Zahlengeraden. Zu f, gehért beispielsweise auch das Paar

[V2; 6 — 2V2]. Somit ist der Graph von f, eine ,,volle** Gerade (_# Bild 170/ 1).

Der Definitionsbereich einer Funktion kann auch ein Intervall, eine Menge liicken- ,
los aufeinanderfolgender reeller Zahlen, sein.

BEISPIEL 2(9.5.):
Die Funktion f sei im Intervall — 1 < 2 < + 2 durch die Funktionsgleichung

Yy _—%x + 1 definiert. Der Definitionsbereich ist ein lmksseltlg offenes und

rechtsseitig abgeschlossenes Intervall. Man schreibt dafiir auch (—1; +2].
Als Menge von geordneten Paaren la3t sich f wie folgt angeben.

f={[x;y]€P‘><P;~ ry=%x+ laze(—1; +2]}

:

Hier kann das Bild vollstindig gezeichnet werden. Es wird durch eine runde
Klammer ,,(*“ und durch eine eckige Klammer ,,]‘ begrenzt (7 Bild 170/2).
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+6

+1
/ I
: |
1 1 . 1 | 1 L 1
0 +1 .+A X -1 0 a1 8 X
170/1 170/2

»(" deutet an, dafl der Punkt P (—1 ; %) nicht zum Graph der Funktion gehort,

da —1 auch nicht Element des Definitionsbereiches ist. Hingegen gehort der
Punkt P (+42; +2) zum Graph der Funktion, da 42 Element des Definitions-
bereiches ist. Das wird durch die eckige Klammer ,,]* angedeutet.

Eine Funktion und somit auch ihr Graph hingen also wesentlich vom Definitions-
bereich der Funktion ab. Von Bedeutung. fiir den Unterricht sind besonders
solche Funktionen, deren Definitionsbereich und Wertebereich Teilmengen der
Menge der reellen Zahlen sind. Derartige Funktionen werden auch reellwertige
Funktionen genannt.

9.6. QOperationen mit Funktionen

& sei die Menge aller zwelstelhgen Funktionen. Von den Operationen, die man in &
erkliren kann, sollen uns einige niher interessieren.

Die Bildung der Umkehrfunktion

Die Blldung der Umkehrfunktionen von Funktionen fithrt uns auf eine einstellige
Operatlon in ¥, d. h. eine eindeutige Abblldung aus § in sich (7 10.7.). Wir wollen
sie mit ,,U*‘ symbolisieren.

U ist eine Menge, die Paare von Funktionen entha.lt An der ersten Stelle eines
jeden Paares steht eine Funktion fund an der zweiten Stelle die zugehorige Um-
kehrfunktion f-*. Da es auch Funktionen gibt, die keine Umkehrfunktion be-
sitzen, ist U keine Abbildung von § in .
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={[fi; [l e FXF:fa=

kénnen wir a,ls Opera,tlon der Blldung von Umkehrfunktlonen bezeichnen. U ist
als einstellige Operation in {§ natiirlich auch eine Funktion in .

In der Mathematik sind noch andere einstellige Operationen von Bedeutung.
Die Operation, die jeder reellen Zahl a ihren Betrag |a| zuordnet, ist ebenfalls eine
einstellige Operation, in diesem Fall eine eindeutige Abbildung von P in P.

BEISPIEL 1 (9.6.): ° _
Gegeben sei die lineare Funktion f mit ihrer Funktionsgleichung y = 3 # — 2 und
dem Definitionsbereich P.
= {lz;y]e PxP;y =382 — 2}

Paare von f smd [—1; —5],[0; —2], [+2; +4].
Zur Ermittlung des Graphen von f ist es nur notig, zwei der zugehérigen Punkte
in das Koordinatensystem einzutragen, da die graphische Darstellung eine Gerade
ist. Durch die Funktionsgleichung wird jeder reellen Zahl als Urbild genau eine
reelle Zahl zugeordnet. Umgekehrt erscheint jede reelle Zahl genau einmal als
Bild. fist somit eine eineindeutige Abbildung von P auf P und somit eine umkehr-
bare Funktion. In der graphischen Darstellung kommt die Umkehrbarkeit einer
Funktion dadurch zum Ausdruck, daf jede Parallele zur z-Achse den Graph der
Funktion in hochstens einem Punkt schreidet. Das trifft fiir alle linearen Funk-
tionen mit einer Funktionsgleichung y = m x + b, fiir die m 5= 0 ist, zu.
f1 sei die Umkehrfunktion der Funktion f, von der wir ausgegangen sind. Paare
von f-1 sind: [—5; —1], [—2; 0], [+4; +2]. Unser Ziel ist-es jetzt, fiir f- eine
Fun,ktlonsglelchung aufzustellen Nach den Definitionen 2 (9.4.) und 3 (9.4.)
ist f-1 die folgende Menge geordneter Paare.

{ly;z] e PxP;y =3z — 2}
Die Funktionsgleichung von f beschreibt somit auch die Umkehrfunktion, Yy ist-
]etzt zur unabhingigen und z zur abhingigen Variablen geworden. Wenn wir zu
einer reellen Zahl y, aus dem Definitionsbereich von f-! die zugehorige reelle
Zahl z, des Wertebereiches berechnen wollen, ist eg zweckmaBig, die Funktions-
gleichung erst nach = aufzuldsen.

y=3z—2
z___l +2

In dieletzte Glelchung haben wir fiir y die Zahl y, einzusetzen und erhalten dann z,.
Wir konnen /! somit auch als

oy e=ty 2]
fl—{[y,:c]erP,:t—3y+3}

schreiben. o
Da man aber auch fiir die Umkehrfunktion wieder die unabhingige Variable mit
und die abhingige mit y bezeichnen will, vertauscht man # und y und erhilt:

S A 1
fl—{[z,?/]EPXP,y—3$+3}

Bild 172/1 enthilt eine graphische Darstellung von f und f-1 in ein und demselben
Koordinatensystem. Die graphische Darstellung zeigt, daB die Graphen beider
Funktionen durch Spiegelung an der Geraden y = z auseinander hervorgehen.
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\

172/1 _
Also hat jeder, Punkt P(a; b) des Graphen der Funktion f denselben Abstand von
der Geraden y = z wie der Punkt P(b; a) des Graphen, von f-1. '

So wie wir soeben fiir die lineare Funktion mit der Funktionsgleichungy = 3z — 2
die Umkehrfunktion ermittelt haben, kann man nach folgenden Arbeitsschritten
bei jeder einstelligen Funktion mit einer Funktionsgleichung y = f(z) die Funktions-
gleichung der Umkehrfunktion ermitteln, falls die Umkehrfunktion existiert.

1. Uberpriifen der Bedmgung fir die Existenz der Umkehrfunktion, der Einein-
deutigkeit .
2. Auflésen der Funktionsgleichung rach -~
3. Vertauschen der Bezeichnungen der Varmblen
Das soeben angegebene Verfahren wollen wir nun im Falle einer beliebigen linearen
Funktion anwenden.
Es sei
f={z;91e PxP;y=max+b} mit mbeP.
1. m=0
Jede lineare Funktion mit m == 0 ist eineindeutig. f ist somit umkehrbar.
y = m « + b ist nach x aufzulésen.

—mzx=—y+5b
z= 1 y— L) Vertauschen der Bezeichnungen
m m '
_1,.2
Y=mn m

1 b
f1= {[z, yle PxPiy = — ,—n}
2. m=0
Die Funktionen f mit der Funktionsgleichung y = f(z) = b sind nicht einein-
deutig und somit nicht umkehrbar.
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Wir untersuchen jetzt die Umkehrbarkeit von quadratischen Funktionen.

BEISPIEL2 (9. 6. ):

= {lz. 9] € PxP:y = 2%}
Zur Funktlon gehéren z. B. die Paare [—2; +4] und [+2; +4].
Die Parallele zur z-Achse mit der Gleichung ¥ = + 4 schneidet den Graph der
Funktion, die Normalparabel, in zwei Punkten. f ist somit nicht eineindeutig
und besitzt keine Umkehrfunktion.
f setzt sich allerdings aus zwei Teilmengen f; und f, zusammen, die jede fiir sich

umkehrbar sind.
fi=A{lz;yle PxP;z =20 Ay = 2%}
o= }[z yle PxP;z< 0y =t}
Huvfa=f ]
_Fiir f, kénnen wir die Umkehrfunktion ermitteln.
fit={z;y] e PxP;y =Yz rz =0}
Die graphischen Darstellungen von f; und f;! zeigen, daB8 die Graphen dieser
Funktionen symmetrisch zur Geraden y = z liegen (7 Bild 173/ 1).

Y .

173/1

‘Ahnlich kann f;! ermittelt werden. fi! U fy?! ist keine Funktion. Quadratische
Funktionen sind also nur in solchen Intervallen umkehrbar, in denen die Funktio-
nen auch voreindeutig sind.

Die Verkettung von Funktionen

Zur Einfiihrung der Operation der Verkettung von Abbildungen allgemein und Ver-
kettung von Funktionen speziell gehen wir von Beispiel 2 (9.4.) aus.
Gegeben:'A = {a, b, ¢, d)}.
Es sei f; eine eineindeutige Abbildung von A auf sich. Nach Beispiel 2 (9.4.) werden
derartige Abbildungen auch Permutationen genannt. Ein Beispiel fiirr eine Permuta-
tion von 4 ist '

Ji = {[a; b], [b; c], [c; d], [d; a]) .

/1 kann auch anders geschrieben werden.
=(® bed
1 bcda
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Wir betrachten jetzt eine weitere Permutation von 4.

Fir die 24 moéglichen Permutatlonen von A konnen wir die Operation. der l{interein-
andemuslﬁhrung erkléren.

Sie wird mit ,,o"' symbolisiert (,,o‘‘ sprechen wir bei Permutationen speziell als ,,erst . . .,
dann...", d. h,, zuerst wird auf die urspriingliche Reihenfolge der Elemente von A4
die Permutation f, und dann f, angewendet).

abed abcd
flofz_(bcda) ° (cda,b)

heiflt, daB a zuerst mit b und dann mit d gepaart werden soll, daB3 b zuerst mit ¢ und
dann mit a gepaart werden soll usw. Wir wollen uns diesen Vorgang mit Hilfe eines
Pfeildiagrammes veranschaulichen (7 Bild 174/1).

fof

= dabc)

—{[d,- d]l ['b a]l [C b]: [di 0]}
=4

174/1

Die Hintereinanderaus{iihrung zweier Permutationen ergibt also wieder eine eindeutig
bestimmte Permutation. In der Menge der n! méglichen Permutationen von n Elementen
ist die Operation der Hintereinanderausfithrung stets ausfilhrbar. Sie ist assoziativ,
aber fir n > 2 nicht kommutativ.
Die Hlnterelna.nderausfuhrung von Abbildungen — auch Verkettung genannt — ka,nn
allgemein wie folgt erkldart werden.

DEFINITION 1 (9.6.) — Verkettung

F, sei eine Abbildung aus 4, in B,.

F, sei eine Abbildung aus 4, in B,.

Dann nennt man eine Abbildung F, aus 4; in B,
(F, o F, = F,) Hintereinanderaustiihrung oder Verkettung
von F, und F, genau dann, wenn F, aus allen geordneten
Paaren [a; c] € 4, X B, besteht, fir die ein b mit [a; b] € F,
und [b; c] € F, existiert.

Fir Abbildungen F,, F, wird F, o F, allgemein gelesen als ,,F; verkettet mit F,*.
Aus der Definition 1 (9.6.) ergxbt. sich sofort: [a;c] € F, genau dann, wenn es ein b
mit [a; b] € F; und [b; c] € F, gibt.

Ist Vb(F',) der Vorbereich von F,, Nb(F,) der Nachbereich von Fl, so folgt, daB F,; nur
dann ungleich @ ist, wenn Nb(F,) n Vb(F,) = 0 gilt.

Fiir uns soll die Operation der Verkettung vor allem in §, der Menge aller zwexstellxgen
Funktionen, von Interesse sein.
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Sind 'f, und f, Funktionen aus §, so ist f o f, wieder eine eindeutige Abbildung und
somit eine Funktion, da bei der Bildung von f, o f, jedes Element des Definitiensbe-
reiches von f, mit hichstens einem Element des Wertebereichs von f, gepaart wird.
Der Definitionsbereich von f; = f, o f, ist Teilmenge des Definitionsbereiches von f,.
Wenn der Durchschnitt aus dem Wertebereich von f, und dem Definitionsbereich von f,
die leere Menge ist, so ist f; die leere Funktion 8. Die Operation der Verkettung von
Funktionen ist somit stets ausfithrbar. Sie ist ferner assoziativ, aber nicht kommuta-
tiv.

BEISPIEL 3 (9.6.):
Gegeben seien folgende lineare Funktionen.

fi={lz;yl e PxP;y =3z + 4}
fo = {[z:;y]erP;y =-%a: — 1}

Um f, o f, besser bilden zu kénnen, benénnen wir die Variablen in f, wie folgt um.
f: = {[y;z]erP;z=%y_ 1}

Fir f, ist der Wertebereich die Menge der reellen Zahlen. Diese Menge ist gleichzeitig
der Definitionsbereich fiir f,, Werden f; und f, in dieser Reihenfolge miteinander ver-
kettet, so wird jedem Element des Definitionsbereiches von f, eindeutig ein Element
des Wertebereiches von f, zugeordnet.

Die Zuordnung wird fir 2 = 2 im Bild 175/1 erliutert.

Definitionsbereich Wertebereich Wertebereich
ven fy von f; und von f, und
Definitionsbereich vonf, G=hob
175/1

Das Paar [2; 4] ist auf diese Art als Element von f; ermittelt worden. Die Funktions-
gleichung fiir f; o f, kann man aus den Funktionsgleichungen fiir f; und f, wie folgt
gewinnen. - o

Zum Ermitteln eines Paares von f; ist ein Element z, des Definitionsbereiches von f,
zuerst mit 3 zu multiplizieren, denn ist zum Produkt 4 zu addieren. AnschlieBend
ist die erhaltene Zahl als Element y, des Definitionsbereiches von f, aufzufassen und

zu dieser Zahl tber 2z = -;— y — 1 die zugehérige Zahl z, des Wertebereiches von f, zu

berechnen. Das Paar [zy; 2,] ist dann ein Element von f, o f, = f;.
Symbolisiert :

. 1
zo—’yn=3%+4—’zo='§yo—l
1
Zo ; Zo=7(31‘o+4)"'1
3
z°=—2-a:o+l,

Wir kénnen also zu einem beliebig;an Element = dés Definitionsbereiches von f, das
zugehérige Element des Wertebereiches von f, o f, iiber die Funktionsgleichung

1756



9T .

z = -;-(3 x + 4) — 1 oder vereinfacht z = %x + 1 erhalten. Wenn wir statt z wie
iiblich fir die abhéngige Variable y schreiben, ergibt sich:

flof2={[x;y]erP;y=%x+l}.

Verallgemeinerung _

Sind f; und f, zwei reellwertige Funktionen mit Funktionsgleichungen der Form
¥ = filz) und y = fy(z). so ist die Funktionsgleichung von f, o f, wie folgt zu ermitteln.
1. Umbenennen der Variablen in y = fy(z) zu z = f,(y)

2. Einsetzen von y = fi(z) in z = fy(y)

3. Vereinfachen von z = f,(f,(x)) und Umbenennen der Variablen z in y

Stimmen Wertebereich Y, von f, und Definitionsbereich X, von f, nicht iiberein, so
hat man zum Ermitteln des Definitionsbereiches von f, o f, den Durchschnitt' von Y,
und X, zu bilden. Alle Elemente des Definitionsbereiches von f,, denen die Elemente
dieser Durchschnittsmenge zugeordnet sind, bilden den Definitionsbereich von f; o f,.

9.7. Die- Maichtlgkelt von Mengen;
endliche und unendliche Mengen
(~# B 17.3.,,Gleichmichtigkeit von (endlichen) Mengen*‘)

Im Lehrplan fiir die Klasse 1 (Ausgabe 1967) steht auf der Seite 135 unter der
Stoffeinheit 1.1.: ,,Vergleichen zweier Mengen beziiglich ihrer Michtigkeit durch
elementweises Zuordnen; miindliches Formulieren der Ergebnisse der Vergleiche
unter Verwendung der Woérter ,mehr als‘, ,weniger als‘, ,gleich viele‘ ‘.

Wir wollen jetzt kliren, was man unter dem Vergleich zweier Mengen beziiglich
ihrer Miachtigkeit zu verstehen hat.

Vereinfacht konnen wir uns das als ein Vergleichen zweier Mengen hinsichtlich
der ,,Anzahl ihrer Elemente‘‘ vorstellen. Dieses Vergleichen soll nach dem Lehr-
plan vor dem Erarbeiten der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 geschehen, d.h., die Schiiler sollen,
ohne zu zéihlen, durch elementweises Zuordnen erkennen, obzwei vorgelegte Mengen
gleich viele Elemente haben oder nicht und welche der beiden Mengen mehr Ele-
mente als die andere besitzt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daB zwei endliche Mengen die gleiche Anzahl an
Elementen haben.

176/1
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EXE

Gegeben sei eine Menge A von Bleistiften und eine Menge B von Heften (~ Bild
176/1).

Zur Klérung der Frage, ob mehr oder weniger Bleistifte als Hefte oder gleich viele '
Bleistifte wie Hefte vorhanden sind, haben die Schiiler auf jedes Heft genau einen
Bleistift zu legen. Kéin Bleistift darf dabei auf zwei Hefte gelegt werden (7 Bild
177/1).

1771

Die Schiiler haben somit eine Teilmenge der Kreuzmenge 4 X B zu bilden, éine
Abbildung aus A4 in B. In unserem Falle ist eine Abbildung von A auf B ent-
standen, da der Vorbereich gleich 4 und der Nachbereich gleich B ist.

Wir untersuchen diese Abbildung ]etzt weiter. Zu jedem Bleistift gehort genau
ein Heft und zu jedem Heft genau ein Bleistift, d. h. zu jedem Element des Vor-
bereichs genau ein Element des Nachbereichs und zu jedem Element des Nach-
bereichs genau ein Element des Vorbereichs. Unsere Menge an Bleistift-Heft-
Paaren ist somit eine eineindeutige Abbildung von der Menge der Bleistifte auf
die Menge der Hefte. In der 1. Klasse wird nun in diesem Falle die Redeweise
verabredet: ,,Es sind gleich viele Bleistifte und Hefte vorhanden*. Spiter sagt
man auch: ,,Die Anzahl der Bleistifte ist gleich der Anzahl der Hefte*".

Da wir unsere Untersuchungen in der Mengenlehre auch auf unendliche Mengen
ausdehnen wollen und es hier nicht sinnvoll ist. von der gleichen Anzahl der Ele-

mente zweier Mengen zu sprechen, wird stattdessen der Begriff der Gleichmachtig-
keit eingefiihrt.

DEFINITION 1 (9.7.) — Gleichmichtigkeit

Zwei Mengen M, und M, heiBen gleichmichtig oder
von gleicher Machtigkeit (3, ~ M,) genau dann, wenn
es eine eineindeutige Abbildung von M, auf M, gibt.

BEISPIEL 1 (9.7.):
Ml-_{l2345} M, = {a,b,¢c,d,¢}
M, ~ M, denn
= {[1: 4], [2 b, [3; ¢, [4; d], [5; el}
ist eine ememdeutlge Abblldung von M, auf M,.
S ist natiirlich nicht die einzige eineindeutige Abblldung von M, auf M 2. Da M,

und M, dieselbé Anzahl an Elementen haben, gibt es hiervon genau sd viele, wie
es Permutationen von M, bzw. M, gibt, d. h.

1.2.3.4.5=120. :

Uberlieferte Kerbhélzer z. B. zeigen, daB die Menschen vor Tausenden von Jahren
schon durch eineindeutiges Zuordnen der Elemente zweier Mengen deren Gleich-
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9.7.

-méchtigkeit feststellten. Ahnliches ist bei Kindern zu beobachten. Kinder im
Kindergarten kénnen ohne zu zdhlen Apfel unter sich verteilen, indem jedem
Kind genau ein Apfel zugeordnet wird. Sie stellen auf diese Art fest, daB zwei
Mengen, die Menge der Kinder und die Menge der verteilten Apfel, die gleiche
Anzahl von Elementen haben.

BEISPIEL 2 (9.7.):

Mi=N; M,=@G
N ~ G, denn

f={0;0],[1; +1],[2; --1], [3; +2], [4; —2], .. .}
ist eine eineindeutige Abbildung von N auf Q.
Sie kann -auch mit Hilfe eines Pfeildiagrammes dargestellt werden. Die Einein-
deutigkeit der Zuordnung wird durch Doppelpfeile symbolisiert.

N={o, 1, 2, 3, 4,...,22,22+1,..}

S S T N $ !

G = {01 +lr —"]-y +2: _2) ceey —N, +(n+1): . ‘}

In jedem Mengensystem ist die Gleichméchtigkeit eine Relation ( 7 10.1. ,,Der
Relationsbegriff und 10.2. ,,Eigenschaften von zweistelligen Relationen*). Nach
Satz 1 (10.4.) besitzt sie die Eigenschaft der Reflexivitit, nach Satz 2 (10.4.) die der
Symmefrie und nach Satz 3 (10.4.) die der Transitivitit. Relationen, die reflexiv,
symmetrisch und transitiv sind, heiBen Aquivalenzrelationen.

Da die Gleichméchtigkeit eine Aquivalenzrelation ist, sagt man fiir M, ~ M,
auch ,,M, ist dquivalent zu M,*. '

Eine Aquivalenzrelation, die in einer Menge erklirt ist, bewirkt nach dem ,,Haupt-
satz fiber Aquivalenzrelationen‘ (7 Satz 2 (10.4.)) eine Klasseneinteilung, d. h. eine
Zerlegung der Menge in nichtleere, elementfremde Teilmengen (Aquivalenzklassen),
die vereinigt wieder die gesamte Menge ergeben. Eine solche Zerlegung wird in
jedem Mengensystem auch durch die Gleichméchtigkeit bewirkt. In jeder Aquiva-
lenzklasse liegen dann alle miteinander gleichmiichtigen Mengen des betreffenden
Mengensystems. . :

DEFINITION 2 (9.7.) — Michtigkeit einer Menge
Unter der Michtigkeit oder Kardinalzahl einer Menge M
(Kz (M)) verstehen wir die Menge aller der Mengen,
llie u M gleichmichtig sind.

Der Begriff der Kardinalzahl ist beim Aufbau des Bereiches der natiirlichen Zahlen
von Bedeutung und wird im Teil C ,,Aufbau der Zahlenbereiche‘ noch néher
erldutert.

Wir wollen uns jetzt mit den Beziehungen weniger als und mehr als bzw. von
niederer Michtigkeit und von héherer Michtigkeit beschiftigen.

BEISPIEL 3 (9.7.):

Gegeben seien die Mengen A und B (7 Bild 179/1).

Versuchen wir jetzt wieder, auf jedes Heft genau einen Bleistift zu legen, so stellen
wir fest, daB es nicht méglich ist. Moglich ist das nur fiir eine echte Teilmenge
von B. : :

A ist also nicht zu B, sondern zu einer echten Teilmenge von B gleichmichtig.
A besitzt in diesem Fall eine geringere Michtigkeit als B bzw. B eine héhere Mich-

178



9:7.
tigkeit als 4 (7 Definition 3 (9.8. )) In der 1. Klasse wird in einem solchen Fa,lle

verabredet zu sagen, es sind ,,weniger Bleistifte als Hefte‘ oder ,,mehr Hefte als
Bleistifte** vorhanden.

A

179/1

Bis jetzt wurden die Begriffe endliche Menge und unendliche Menge ohne Defini-
tion benutzt. Wir wollen jetzt eine Definition dafiir erarbeiten und hierzu eine
typische Eigenschaft herausstellen, die nur fiir Mengen gilt, die wir bis jetzt als
unendlich bezeichnet hatten.

BEISPIEL 4 (9.7.):

Gegeben seien die Mengen M, = {0,1,2,3,4} und M, = N.

M, ist eine endliche und M, eine unendliche Menge. M, besitzt keine echte Teil-
menge, die zu M, gleichméchtig ist.

Wir untersuchen jetzt diesen Sachverhalt auch fiir M, 2 Die Menge der geraden
natiirlichen Zahlen (X,) ist eine echte Teilmenge der Menge der natiirlichen Zahlen.
Hier ist eine eineindeutige Abbildung von N auf N, méglich.

N={, 1, 2 3..., n..}

LS SR TR SN
Ne=1{0, 2, 4, 6,...,2%,...}

DEFINITION 3 (9.7.) — Endliche bzw. unendliche
Menge

Eine Menge M heiBt endlich genau dann, wenn M keine

echte Teilmenge besitzt, die zu M gleichmichtig ist.

Eine Menge, die nicht endlich ist, heiBt unendlich.

(Endlichkeitsdefinition von DEDEKIND (1831 —1916))

Die Definition 3 (9.7.) sagt nichts iiber die Existenz einer unendlichen Menge aus.
Ihre Existenz wird durch das Unendlichkeitsaxiom gesichert ( 7 108).

Der Begriff der endlichen Menge bzw. unendlichen Menge ist von Mathematikern.
auf verschiedene Weise definiert worden. Es gibt z. B. die Endlichkeitsdefinition
von RussEeLL (7 221).
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9.8.
9.8. Abzihlbare und iiberabzih,lbare Mengen

Die unendlichen Mengen werden in abzihlbare Mengen und iiberabziihlbare Mengen.
unterteilt.

DEFINITION 1 (9.8.) — Abzihlbare Menge
Eine Menge heiBt abzihlbar genau dann, wenn sie zu
der Menge der natiirlichen, Zahlen gleichinichtig ist.’

Jedem Element einer abzéhlbaren Menge kann eineindeutig eine natiirliche Zahl
zugeordnet werden. Dié Elemente einer abzihlbaren Menge kénnen somit durch-
numeriert werden und bilden die Glieder einer unendlichen Folge.

BEISPIEL 1 (9.8.):
Abzihlbar sind folgende Mengen.

1. Alle unendlichen Teilmengen von N, z. B. auch die Menge der Primzahlen
2. Die Menge der ganzen Zahlen (&)
3. Die Menge der rationalen Zahlen (R)

Den Begriff ,,abzéhlbar‘ darf man nicht mit ,,zdhlbar‘‘ verwechseln: Zihlbar
heilt, man kann eine Anzahl angeben. Das gilt nur fiir endliche Mengen.

Fiir die Folge der Primzahlen ist bis heute noch keine Formel ermittelt worden,
die es gestattet, zu einer beliebigen natiirlichen Zahl die zugehérige Primzahl
oder zu einer beliebigen Primzahl die zugehérige natiirliche Zahl zu berechnen.
PrereE DE FERMAT (franzosischer Mathematiker, 1601—1665) glaubte, das fiir
eine unendliche Teilmenge der Menge aller Primzahlen erreicht zu haben. Er ver-
mutete, in 22" 4 1 einen Term entdeckt zu haben, der fiir beliebige natiirliche
Zahlen n eine Primzahl ergibt. EuLER wies jedoch nach, daB fiir n = 5 die ent-
standene Zahl 4294967297 durch 641 teilbar ist.

Die Abzihlbarkeit von @ wurde schon im AnschluB an die Definition 1 (9.7.)
gezeigt.

Die Abzéhlbarkeit der Menge der rationalen Zahlen ist eine Tatsache, die iiber-
rascht. Sie wird im Teil C ,,Aufba.u der Zahlenberemhe“ bewiesen.

Fiir abzéhlbare Mengen gelten folgende Sitze, dle ohne Beweis angegeben werden.

SATZ 1(9.8.)
Die Vereinigungsmenge abziéhlbar vieler abzahlbarer
Mengen ist abzihlbar.

SATZ 2 (9.8.)
Wenn die Menge M abzihlbar ist, so ist jede unendliche
Teilmenge von M- abzéhlbar.

DEFINITION 2 (9.8.) — Uberabzihlbare Menge
Unendliche Mengen, die nicht abzihlbar sind, heiBen
iiberabz&hlbar.
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9:9.

BEISPIEL 2 (9.8.):

Uberabzihlbar sind folgende Mengen.

1. Die Mengé¢ aller reellen Zahlen (P)

2. Die Menge aller Punkte einer Geraden, einer Ebene, des Raumes
3. Die Potenzmenge von N

Ein Beweis fiir die Uberabzihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen ist ebenfalls
im TeilC ,,Aufbau der Zahlenbereiche‘‘ enthalten..

Die Menge der reellen Zahlen wird auch das Kontinuum genannt. Wenn eine
Menge zu der Menge der reellen Zahlen gleichmichtig ist, so sagt man, sie habe
die Machtigkeit des Kontinuyms.

Man kénnte vermuten, daB alle iiberabzihlbaren Mengen gleichmﬁchtig sind. Das
trifft jedoch nicht zu. Zu jeder unendlichen Menge kann man eine Menge bilden,
die ihr night gleichméchtig ist, ndmlich die Potenzmenge dieser Menge. Somit
gibt es unendlich viele Mengen, die iiberabzihlbar und nicht, gleichméchtig sind.

Es werden die Vorstellungen von den Begriffen von niederer Machtigkeit bzw. von.
hoherer Michtigkeit zu einer Definition zusammengefaBt, die sowohl fiir endliche
als auch fiir unendliche Mengen gilt. -

DEFINITION 3 (9.8.) — Von niederer Machtigkeit

bzw. von héherer Michtigkeit
Eine Menge M, heiBt'von niederer Michtigkeit als eine
Menge M, genau dann, wenn A7, einer echten Teéilmenge
von M, gleichmichtig ist und M, nicht mit M, gleich-
maéchtig ist. M, heit dann von hiherer Michtigkeijt
als M,.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist somit von niederer Michtigkeit als die
Menge der reellen Zahlen.

Die Frage, ob es eine Menge von héherer Michtigkeit als die der natiirlichen Zahlen
und von geringerer als die der reellen Zahlen gibt, wird das Kontinuumsproblem
genannt. Die Kontinuumshypothese besagt, daB es keine solche Menge gibt. Diese
von CANTOR 1884 ausgesprochene Vermutung konnte bis heute nicht bewiesen
werden.

9.9. , Kontrollfragen

. W orm unterscheiden sich [a; ] und {a, b}.?

Zeigen Sie, daf3 .4 X B eine Menge 3. Stufe ist, wenn 4, B Mengeu 1. Stufe sind!

. Wann ist 4 X B gleich Bx4?

. Wann ist eine Abbildung aus A in B eine Abblldung von A und wann eine Abbil-
dung auf B? .

. Wann ist eine Abbildung aus A in B eine Funktxon ?

‘Warum ist nicht jede Funktion umkehrbar ?

. Begriinden Sie, daB3 die Verkettung von Operationen nicht kommutativ ist!

. Wann sind zwei Mengen gleichméchtig ?

. Wann heiBt eine Menge abzéahlbar ?

‘Wann hei3t eine Menge tiberabzéihlbar ?

Lo A

COPIADM
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10.1

10. Relationen

10.1. Der Relationshegriff

"Wir haben in den Teilen B 6. bis B 9.'einige wesentliche Kenntnisse aus den An-
fangsgriinden der Mengenlehre erworben. Wir beschéftigten uns mit Mengenbildung,
Mengenvergleich, Operationen mit Mengen, Abbildungen, Funktionen usw. Dabei
beschrinkten wir uns aber im wesentlichen darauf, die Frage zu untersuchen,
welche Elemente jeweils zu einer Menge gehéren bzw. welche nicht.

Diese Betrachtungsweise allein geniigt jedoch nicht mehr, wenn man tiefer in
das Wesen von Mengen eindringen will. In der objektiven Realitit gibt es man-
nigfache Beziehungen zwischen den Dingen. Der Mathematiker untersucht insbe-
sondere Beziehungen zwischen den einzelnen Elementen einer gegebenen Menge
und verschafft sich einen Uberblick iiber Eigenschaften und héufig vorkommende
Typen solcher Beziehungen. Damit sei der Gegenstand unserer folgenden Betrach-
tungen grob umrissen. '

Wir schauen uns als nichstes einige Beispiele an, um einen ersten Einblick in még-
liche Beziehungen (Relationen) zwischen den Elementen einer Menge zu bekom-
men. Wir werden spéter sehen, daB sich dieser neue Begriff wiederum mengen-
theoretisch erfassen und beschreiben 148t und von groBer Bedeutung fiir die Ma-
thematik ist. ’

BEISPIEL 1 (10.1.): .
Im Biicherschrank steht je ein Exemplar der Mathematiklehrbiicher fiir die Klas-
sen 1 bis 3 in der im Bild 182/1 dargestellten Reihenfolge. Untersucht werden soll

Mathematik | Mathematik Mathematik

Klasse 7 Klasse 3 Klasse 2

182/1
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K= 10.1,

die Beziehung ,,Buch a steht links von Buch b*‘. Greift man nacheinander je zwei
Biicher heraus, so stand entweder Buch a links von Buch b oder nicht.
Insgesamt 1aBt sich angeben: '
Buch 1 steht links von Buch 3;
~Buch 1 steht links von Buch 2;
Buch'3 steht links von Buch 2.

Beispiel 2 (10.1.): . . )
Es sei die Menge M = {2, 3, 4} gegeben, und die zu untersuchende Relation B
sei die < -Relation, die wie folgt definiert ist.
a<b=pgdcl@a+c=0bnc+0); a,bce N
Dann 148t sich feststellen: '
2<K3;2<4;3<4.
Man sieht sofort, daB die jeweils in der Relation ,,<<‘‘ zueinander stehenden
Elemente die geordneten Paare

[2:3], [2;4], [3:4]
bilden. Wenn man fiir die Relation das allgemeine Symbol ,, R* benutzt, kann man
auch schreiben:

2R3; 2R4; 3R4.

BEISPIEL 3 (10,1.): -
Die in M = {2, 3, 4} ‘erklirte Relation sei die Relation @ teilt b, die wie folgt
erklirt wird. '
a|b=pgdc(@a-c=1"b); a,bce@
Es gilt dann
212; 2)4; 3|3; 4]4;
und wir finden die geordneten Paare
[2;2], [2;4], (3;3], [4;4].
Um sich die Beziehungen auch veranschaulichen zu kénnen, zeichnet man soge-

nannte Graphen, indem man die Elemente der Mengen als Punkte und die Relation
durch Pfeile darstellt (7 Bilder 183/1 und 183/2).

20 =03 28, @3
N N
4 4
183/1 183/2

Das sieht dann so aus:

Jeder Pfeil reprisentiert- zusammen mit den beiden Elementen ein geordnetes
Paar. Steht ein Element zu sich selbst in der gegebenen Relation, dann tritt im
Graph an diesem Punkt eine Schleife auf. '

Man sieht, daB sowohl im Beispiel 2 (10.1.) als auch im Beispiel 3 (10.1.) das
geordnete Paar [2; 4] vorkommt, aus dem allein die in Frage kommende Relation

nicht zu gewinnen ist. Vielmehr braucht man dazu die Gesamtheit der moglichen
geordneten Paare, die jeweils eine Menge bilden, ndmlich

{[2:3], [2;4], [3;4]} bzw.
{(2:2], [2;4], [3;3], [4;4]}.
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'Wir bez‘eichnen nun diese Mengen als zweistellige Relationen.

—,,<“ {[2;3]1, [2:4], [3;4)}
2= [ “={(2:2], [2;4], [3;3], (4;4]}
Jede zwelstelhge Relation R in einer Menge M charakterisiert eine Eigenschaft
(7 Seite 105) geordneter Paare
[my; mg] (my€ M; mye M)

dieser Menge. Fiir jedes mogllche geordnete Paar muB eindeutig feststehen, ob

es die betreffende Eigenschaft hat oder nicht, d. h. ob es zur Relation ddzugehért -
oder nicht.

Der Begnff zweistellige Relation hat zum Inha,lt daB jeweils zwei Elemente mlt-

einander in Beziehung stehen, d. h. ein geordnetes Paar bilden.

Da also auch im Zusammenhang mit Relationen geordnete Paare auftreten, be-
steht eine Verbindung zur Produkitmenge.

Bekanntlich ist die Produktmenge (Kreuzprodukt) M, x M, zweier Mengen M,
und M, die Menge aller geordneten Paare [m,; m,], deren erstes Element aus der
Menge M, und deren zweites Element aus der Menge M, stammt. Da wir Rela-
tionen innerhalb einer Menge M betrachten, bilden w1r das Mengenprodukt
MxM.

Die in den Beispielen 2 (10.1.) und 3 (10.1.) vorkommende Menge M = {2, 3, 4}
hat die Produktmenge

MxM={[2;2], [2;3], [2;4], [3;2], [3;3], [3;4], [4;2],

[4;3], [4;4]}.

Ein Vergleich mit den Mengen R, bzw. R, zeigt, daB diese in M x M enthalten
sind. Es gilt also

R, S MxXM bzw.

R, &EMxM,
denn jedes zu R, bzw. R, gehérende Paar gehort auch zu M X M.

DEFINITION 1 (10.1.) — Zweistelligo Relation in
einer Monge

Eme zweistellige Relation R in einer Menge M ist eine

Abbildung aus M in M, sie ist eine Teilmenge der

‘Produktmenge, also

, RS MxM.

Umgekehrt. stellt jede TellmengeR von M XM eine

Relation in M dar.

Damit haben wir den Begriff ,,Relation‘‘ und kénnen ihn in weiteren Beispielen
anwenden, wobei wir folgende Schreib- und Sprechweisen verabreden, die alle
dasselbe zum Awusdruck bringen.

m, R mq gelesen als ,,m, Relation m, oder auch nur ,,m, R m,* bedeutet:
Zwischen m; und m, besteht die Relation R.

[my; mo] € R (gelesen als ,,das geordnete Paar [m,; m,] ist Element der Menge R*)
bedeutet:

Das Paar [m,; m,] hat eine bestimmte durch R chara.ktenmerte Elgenscha,ft

Zu Beispiel 3 (10.1.):
3R,3; 3|3, [3;3]eRy; [3;3]€ |
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Wir haben erkannt, daB sich der Relationsbegriff also auch mit den Mitteln der
Mengenlehre erfassen und beschreiben laft.

In der Mathematik versteht man unter einer Relation nicht nur schlechthin das
Bestehen einer ,,Beziehung'‘ zwischen den Elementen einer Menge, sondern die
Menge aller entsprechend gebildeten geordneten Paare.

BEISPIEL 4 (10.1.):
Eine Familie bestehe aus Vater (v), Mutter (m) und Sohn (.s) und der Vater erhalte
‘eingn FDGB-Ferienplatz fiir seine Familie, Wenn man jetzt die Relation R,
»erhdlt einen Ferienplatz fiir'‘ betrachtet, so kann man feststellen, der Vater
erhilt je einen Ferienscheck fiir sich, fiir die Mutter und fiir den Sohn. Dieser
Sachverhalt 148t sich durch

= {[v;v], [v;m], [v;s]}

darstellen.

BEISPIEL 5 (10.1.):

Die Menge M, sei die Menge aller Geraden g einer Ebene und die Relation R, die”
Parallelitit von Geraden (||). Zwei beliebig herausgegriffene Geraden g, und g,
stehen dann entweder in dieser Relation oder nicht, d. h., zwei Geraden sind
zueinander parallel oder nicht.* Fiir parallele Geraden gilt die Relation

R, =,{[91; gol € MyX My; 91”%}°

BEISPIEL 6 (10.1.): .
In der Menge N sei die Relation

Ry = {[0;1] , [1:2), [2;3]), [3:4),...,[n;n 4+ 1], .. }
erklirt. Wie man erkennt, ist das jeweils zweite Element im Paar stets die auf
das erste Element folgende natiirliche Zahl; es handelt sich bei R; um die Nach-
folgerrelation. Man kann in solchen Fillen versuchen, die betreffende Relation mit
Hilfe einer Aussageform darzustellen, die die Beziehung zwischen dem ersten
und zweiten Element eines jeden geordneten Paares beschreibt.

Da Relationen Mengen sind, lassen sie sich auch mengentheoretisch vergleichen.

BEISPIEL 7 (10.1.):

In der Menge der natiirlichen Zahlen sei
R= {[a;b]e NxN; a|b};
S = {[a;b]e NxN; a < b}.

Dann gilt: RE S.

Ebenso ist man berechtigt, von Vereinigung der Relationen R und S und vom
Durchschnitt der Relationen R und S zu sprechen.

In den bisherigen Betrachtungen haben wir uns darauf beschirinkt, Relationen
zwischen den Elementen einer Menge zu untersuchen.

Der allgemeinere Fall, auf den wir aber nicht weiter eingehen werden, ist der,
daB zweistellige Rela.tlonen zwischen den Elementen von zwei verschiedenen
Mengen betrachtet werden.
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10.1.:

DEFINITION 2 (10.1.) — Zweistellige Relation
zwischen zwei verschiedenen
Mengen

Eine zweistellige Relation R zwischen den Mengen M,

und M, ist eine. Teilmenge der Produktmenge M; X M,,

also R & M, xXM,.

Umgekehrt stellt jede Teilmenge R von M, x M, eine

Relation zwischen den Mengen M, und M, dar..

Dann heilen die wie folgt erklirten Teilmengen von M,

bzw. M, der Definitionshereich D(R) oder Vorbereich

von R bzw. Wertebereich W(R) oder Nachbereich von R.

D(R) = {my € My; 3my(mge My A [my; my) € R)}

W(R) = {my e My; Am, (me M, A [m,; m,) € R)}

Die Begriffe ,,Vorbereich‘‘ und ,,Nachbereich‘‘ werden sinngemdf auch auf Re-
lationen in einer Menge iibertragen.

BEISPIEL 8 (10.1.):
M, = {1,2,8}; M, = {4,5,86}; R, =
Ry = {[1;4], [1;5], [1;6], [2;4], [2;6], [3;6]}
D(Re) = Ml ’ W(Rs) = -Mz

BEISPIEL 9 (10.1.):
M={4,5,6}; R,= >
R, = {[5;4], [6;4], [6;5]]
D(R,) = {5,6} C M, W(R,) = {4,5} C M

Der Relationsbegriff 148t sich auch auf n-stellige Relationen in einer Menge M-
erweitern.

DEFINITION 3 (10.1.) — N-stellige Relation
Eine n-stellige Relation R in einer Menge M ist eine
Teilmenge der Produktmenge M X M X - .- X M = M*.

Es folgen spezielle Relationen, die in jeder Menge erklirt sind.
Nullrelation (leere Relation): Ry =per 0
Allrelation: Ry =pegy M XM
Identische Relation: Ry =pe {[m; m]; m e M}

Wichtig ist auch der Begriff der inversen Relation.

DEFINITION 4 (10.1.) — Inverse Relation

In der Menge M sei die Relation B = {[m,;m,] € M x M}
definiert. '

Dann heiflt die Relation

R = {[mg;my] e MXM; [my;ms] € R}

die zu E inverse Relation.

Als Beispiel betrachte man die in der Menge N erklirte < - bzw. >-Relation
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10.2. Eigenschaften von zweistelligen Rélitionen

Wir werden' im folgenden wichtige Eigenschatten zweistelliger Relationen kennen-
lernen.

BEISPIEL 1 (10.2.):
In der Menge N sei die zu untersuchende Relation R die Gleichheit.
Wie man sieht, ist jede natiirliche Zahl sich selbst gleich.

a=a  bzw. aRa
Wenn weiterhin eine natiirliche Zahl gleich einer zweiten ist, dann ist auch die
zweite gleich der ersten.

a=b—>b=a bzw. aRb—->bRa
Ist schlieBlich eine natiirliche Zahl gleich einer zwéiten und diese gleich einer
dritten, dann ist auch die erste gleich der dritten.

a=bAab=c—>a=c
Diese drei Eigenschaften einer Relation haben wir bereits bei der Relation ,,Gleich-
miéchtigkeit von Mengen‘‘ kennéngelernt.

DEFINITION 1 (10.2.) — Reflexivitit,

Eine in der Menge M erklirte zweistellige Relation R
heiBt reflexiv genau dann, wenn fiir alle Elemente von
M gilt:

aRa.

DEFINITION 2 (10.2.) — Symmetrie

Eine Relation R in M heiBt symmetrisch genau dann, .
wenn fiir alle a, b ¢ M gilt:

aRb—>bRa.

DEFINITION 3 (10.2.) — Transitivitdt '
Eine Relation R in M heifit transitiv gehau dann, wenn
fiir alle a, b, c ¢ M gilt: '
(aRb AbRc)—>aRc.

BEISPIEL 2 (10.2.):

In der Menge N werde die < -Relation untersucht

Diese Relation ist transitiv.

Sie hat aber auBerdem noch drei weitere Eigenschaften.

Fiir jede natiirliche: Zahl ¢ gilt, daB sie nicht kleiner als a ist. Wenn eine na-
tiirliche Zahl a kleiner als eine zweite Zahl b ist, dann gilt b < @ bestimmt nicht.
Beim Vergleich zweier beliebig herausgegriffener natiirlicher Zahlen ¢ und b kann

a<b oder b<a oder a=>b
sein.

DEFINITION 4 (10 2.) — Irreflexivitit

Eine Relation R in M heiBt irreflexiv genau dann,
wenn kein Element zu sich selbst-in der Relation steht,
d. h.:

«{aRa) fiir jedes a € M .
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DEFINITION 5 (10.2.) — Asymmetrie

Eine Relation R in' M heiBt asymmetrisch genau dann,
wenn fiir kein Paar [a;b] zugleich ¢ Rb und b Ra
gilt, d. h., es gilt: _

aRb—- ~bRa fiir alle a,be M.

DEFINITION 6 (10.2.) — Konnexitit

Eine Relation R 'in M heit konnex genau dann, wenn
mindestens einer der drei Fille eintritt:

aRb, bRa, a=1>b (fir beliebige a,be M.

Ferner lernen wir noch,zwei weitere Eigenschaften kennen.

DEFINITION 7 (10.2.) — Antisymmetrie

Eine Relation B heit antisymmetrisch genau dann,
wenn aus der glei¢hzeitigen Giiltigkeit von a R b und
b R a stets die Gleichheit der Elemente folgt, d. h., es
gilt: , :
(@RbAbDRa) >a=0>0" firallea,be M.

DEFINITION 8 (10.2.) — Linearitit

Eine Relation R in: M heiBt linear genau dann, wenn
mindestens einer der beiden Fille a R b oder b R a ein-
tritt, d. h., es gilt: . '

aRb v bRa firallea,beM.

Vor allem kommt es nun darauf an, den Inhalt dieser Eigenschaften voll zu er-
fassen, um sich anwendungsbereites Wissen zu erwerben.
Beim Ermitteln der Eigenschaften von Relationen ist zu beachten, dal die je-
weilige Eigenschaft allen Elementen zukommt, die die entsprechenden Voraus:
setzungen erfiillen. Ein Trugschluff ist es z. B. anzunehmen, eine Relation sei
irreflexiv, wenn sie die Eigenschaft Reflexivitit nicht hat. Es gibt Relationen,
die weder reflexiv noch irreflexiv sind (7 Beispiel 4 (10.1.)). Im Graph der Re-
lation widerspiegelt sich das so, daB bei Reflexivitit jeder Punkt und bei Irreflexi-
vitit kein einziger eine Schleife trigt (7 Beispiele 3 (10.1.) und 2 (10.1.)).
Ahnlich problematisch ist es bei den Eigenschaften Symmetrie, Asymmetrie und
Antisymmetrie. Eine Relation kann entweder symmetrisch oder nicht symmetrjsch
sein. Wenn das letztere zutrifft, untersuchen wir sie auf die Eigenschaften Asym-
metrie bzw. Antisymmetrie hin. Wir denken an ‘die schon im Beispiel 2 (10.2.)
erwihnte <-Relation, die sicher nicht symmetrisch ist. Da unter der Yoraus-
- setzung @ << b niemals b < a sein kann, ist diese Relation also asymmetrisch.
Es sei aber auch hier darauf hingewiesen, daB es Relationen gibt, die weder sym-
metrisch, noch asymmetrisch oder antisymmetrisch sind (7 Relation im Bei-
spiel 4 (10.1.)).
Wir betrachten nunmehr die <-Relation in der Menge N.
a<b=pgdcl@a+c=10) ,
Sie ist nicht symmetrisch, da die Implikation ¢ < b— b < a nicht fiir alle a
und b gilt, némlich nicht fiir @ 4= b. Sie ist auch niché asymmetrisch, denn die
Implikation [a < b — ~ (b < a)]ist ebenfalls nicht allgemeingiiltig, sie gilt nicht
fiir @ = b.
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Es liegt eine antisymmetrische Relation vor. Fiir alle a und b folgt unter Voraus-
setzung der Giiltigkeit der Konjunktion a < b A b < @ das Bestehen der Be-
ziehung a = b.

BEISPIEL 3 (10.2.):
In der Menge M, aller Geraden g einer Ebene sei die Relation steht senkrecht
auf (L) erklirt. Welche Eigenschaften hat sie?
Die Relation ist nicht reflexiv, da eine Gerade nicht senkrecht auf sich selbst
stehen kann. Sie ist irreflexiv, da fiir alle Geraden g gilt:
~@Llg- , ,
Die Relation ist symmetrisch, da fiir alle Geraden g,, g, gilt:
(91 L 92) > (92 L 91) -
Sie ist nicht transitiv, denn es gilt fiir alle Geraden g,, g,, 95:

. (gr L 92) A (92 L 9)]>01llgs, also  ~(g1 1 gs). '
Da diese Relation symmetrisch ist, kann sie also weder asymmetrisch noch anti-
symmetrisch sein. Die Relation ist nicht konnex, da es nicht nur die drei Maog-
lichkeiten g, | g5, 9: | 91, 91 = g, gibt. Geraden konnen ganz beliebig zuemander

liegen.
Somit- ist diese Relation irreflexiv und symmetrisch.

Zusammenfassung:

Wenn M eine Menge und R eine Relation in M ist, da.nn kann diese Re-
lation einige der folgenden Eigenschaften haben.
‘Die Relation R ist

reflexiv, wenn Y a(a Ra) gilt;

irreflexiv, ~wenn Y a[~ (a Ra)] gilt;

transitiv, wenn VaVch([aRbAbRc]—>aRc) gilt;
symmetrisch, wenn VaVb(a BRb—b Ra) gilt;

asymmetrisch, ~wenn'VaVb[a Rb— ~ (b Ra)] gilt;
antisymmetrisch, wenn YVa Vb ([a Rb Ab Ra] - a = b) gilt;

konnex, wenn YaVb(aRbvbRava=>) gilt;
linear, wenn VaVb(a Rbvb Ra) gilt.
Bemerkung :

Die Unterscheidung von Konnexitit und Linearitdt wird in der mathemati-
schen Literatur teilweise nicht vorgenommen, man spricht dann nur von Linearitat.

10.3. ‘ Ordnungsrelationen

Wir erinnern uns, unter welchen Gesichtspunkten wir bisher Mengen betrachteten.
Anfangs interessierten uns nur die Mengen als Gesamtheiten von bestimmten Ele-
menten. Dann gingen wir dazu iiber, Beziehungen zwischen den einzelnen Ele-
menten einer Menge zu ‘untersuchen.

Nun soll untersucht werden, ob bzw. wie sich die Elemente einer Menge nach
gewissen Prinzipien ordnen lassen. ‘ / ,

Es wird sich zeigen, daB dies in engem Zusammenhang mit den oben eingefiihrten
Eigenschaften von Relationen steht; denn wenn man innerhalb einer Menge eine’
Ordnung schaffen will, muB man irgendeine Beziehung zugrundelegen, nach der
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entschieden werden kann, welches von je zwei Elementen in der Reihenfolge
zuerst aufgefithrt werden soll.

So‘kann man z. B. versuchen, die Schiiler einer Klasse nach Alter, KorpergroBe
usw. zu ordnen. Notwendige Bedingung da,fur, daB.eine Menge durch eine Re-
lation geordnet werden kann, ist die Verglelchbarkelt ihrer Elemente.

Zwei (nicht notwendig verschiedene) Elemente einer Menge M heiBen hierbei
vergleichbar beziiglich der Relation R, wenn sie im Graph der .Relation (7 183)
durch eine gerichtete Kante (Pfeil) miteinander verbunden werden kénnen bzw.
wenn sie ein geordnetes Paar bilden, das zur Relation gehort. Unvergleichbare
Elemente sind dann durch keine gerichtete Kante verbunden.

BEISPIEL 1 (10.3.):
Gegeben sei die Potenzmenge B(M) der Menge M = {a, b, ¢}, also

;'B(M) = {0: {a}, {b}’ {c}, {a, b}» {a, ¢} {b’ ¢} {a’ b, 6}}
In P(M) untersuchen wir als Relation die Inklusion (&).
Es gilt z. B.:

{a} S {a, o} (b} < {a, ¢}

{a} & {a, b, ¢} {a, b} & {b, c}

8 S {c} {a} & {b, c}

Man sieht, daB etwa {a} und {b, ¢} beziiglich der Inklusion verglelchbar, {a}
und {b, c} hingegen unvergleichbar sind. Es existieren also in B(M) in bezug
auf die & -Relation verglelchba,re und unvergleichbare Elemente. Wollte man
nun mit dlesem Prinzip eine Reihenfolge innerhalb (M) festlegen, so merkte
man, dal dies nicht durchweg moglich ist. Entscheidbar ist etwa, daB die leers
Menge ganz am Anfang kommen miiBte, da sie Teilmenge jeder der anderen Mengen
ist, daB weiterhin z. B. {a} vor {a,b, c} stehen miiBte.
Welcher der beiden Mengen {a, b} und {b, ¢} soll abér nun der Vorrang gegeben
werden ? Das ist in diesem Falle nicht erklart.

Man kann fiir die Teilmengenbeziehung einen Graph angeben. Nichtvergleichbare
Teilmengen von M sind dann durch keinen Pfeil miteinander verbunden (Bild -
190/1).

-l

.

b

¢ {b} a,c} {a,5, c}

\,&{

Aus Griinden einer besseren Ubersicht sind die Schleifen an jeder Menge nicht
eingezeichnet; denn jede dieser Mengen ist ja eine Teilmenge von sich selbst.

\

190/1-

BEISPIEL 2 (10.3.):
Wir denken uns eine Menge von fiinf Schiilern verschiedenen Alters.

M= {sl, S, ss, Sa» ss}

|
\ 103 153 134, 8T 114
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Untersucht wird die Relation ,;ist jiinger als*“. Wir erkennen, daB hinsichtlich
dieser Beziehung alle Schiiler vergleichbar sind und demzufolge in M eine ent-
sprechende Reihenfolge hergestellt werden kann.

M = {s,, 8y, 85, 83, 85}

Hétten aber einige Schiiler das gleiche Alter gehabt, so wire an die Herstellung
einer solchen Reihenfolge nicht zu denken gewesen.

Fiir die Herstellung einer Ordnung in einer Menge ist eine ganz bestimmte Art
von Relationen zustindig, die wir aus diesem Grund auch als Ordnungsrelationen
bezeichnen.

Derartlge Relationen zeichnen sich durch Eigenschaften aus, auf die im folgenden
néiher eingegangen ‘werden soll.

Wir kénnen sagen: Eine Menge M heiBt geordnet genau dann, wenn in ihr eine
Ordnungsrelation R erkldrt ist.
Welche Eigenschaften sind fur Ordnungsrelationen charakteristisch ?

BEISPIEL:3 (10.3.):

Wir wollen uns einen mogllchen Typ einer Ordnungsrelation klarmachen und
stellen uns vor, es sei eine Menge Biicher im Regal zu ordnen.

Dabei ist jeweils zu entscheiden, welches Buch bei e€inem gewissen Einteilungs-
prinzip vor welchem stehen soll. Es ka,nn sicher kein Buch vor sich selbst stehen,
also ist die Relation irreflexiv.

Wenn man irgendein Buch a vor Buch b und Buch b vor Buch ¢ eingeordnet hat,
dann steht doch sicher auch Buch @ vor Buch ¢; das bedeutet Transitivitit der
Relation. Weiterhin ist die Relation asymmetrisch, da, wenn ein Buch vor einem
anderen steht, das Umgekehrte nicht der Fall sein kann. Und schlieBlich tritt
noch die Eigenschaft Konnexitit auf. Fiir zwei voneinander verschiedene Biicher
muB ,,Buch a vor Buch b* oder ,,Buch b .vor. Buch a* gelten.

DEFINITION 1 (10.3.) — Irreflexive Ordnungsrelation
Eine Relation R heift irreflexive Ordnungsrelation ge-
nau dann, wenn sie irreflexiv, transitiv und konnex ist.

Bemerkung

Ist R eine irreflexive Ordnungsrelation und sind a, b Elemente von M, die in der Rela-
tion R stehen, d. h. [a;b] ¢ R bzw. a R b, so sagt man: ,,a steht vor b‘ bzw.
,»@ geht b voran‘‘ und schreibt ’

a<3b.

SATZ1 (10.3.) |
Jede irreflexive Ordnungsrelation ist asymmetrisch.

- Beweis (indirekt) :

R sei eine irreflexive Ordnungsrelation in M.

Wir nehmen an; sie sei nicht asymmetrisch.

Dann miite mindestens einmal @ R b und b R a zugleich gelten

Auf Grund der Transitivitdt folgte daraus a R @, was aber im Widerspruch zur
Irreflexivitit steht.

Mithin war die Annahme falsch, und die Behauptung ist bewiesen. q.e.d.
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Bemerkung :
Die Konnexitéat 168t sich mit Hilfe der Asymmetrie und Irreflexivitat noch weiter zur .
Trichotomie verscharfen.
Es gilt genau einer der drei Falle.

aRb oder bRa oder a=25b
Die Trichotomie besagt, dal von zwei verschiédenen Elementen a und b einer geord-
neten Menge genau eines dem anderen in der Relation R vorangeht.

Eine Ordnungsrelation kann aber auch reflexiv sein..

DEFINITION 2 (10.3.) — Reflexive Ordnungsrelation
Eine Relation B heiBit reflexive ‘Ordnungsrelatjon genau
dann, wenn sie reflexiv, transitiv, a.ntlsymmetnsch und
linear ist.

Es 1aB8t sich zeigen, daB hier-die Linearitit (dhnlich wie oben die Konnexitit)

- garantiert, daB wirklich alle Elemente einer Menge entsprechend der vorliegenden
Relation eingeordnet werden kénnen. Wie wir aus Beispiel 1 (10.3.) entnehmen
konnten, gibt es Relationen, die nur zu einer teilweisen Ordnung in einer Menge
fiihren. Das liegt daran, daB die Eigenschaften Konnexitit bzw. Linearitét nicht
vorliegen, auf deren’ Bedeutung oben hingewiesen wurde.

DEFINITION 3 (10.3.) — Irreflexive Halbordnungs-
relation K

Eine Relation B heiBt irreflexive Halbordnungsrelation

genau dann, wenn sie irreflexiv und transitiv ist.

DEFINITION 4 (10.3.) — Reflexive Halbordnungs-

_ . relation
Eine Relation B heiBt reflexive Halbordnungsrelation
genau dann, wenn sie reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist. '

- AuBer Halbordnungs- und Ordnungsrelationen betrachten w1r noch einen weiteren
Typ von Ordnungsrelationen, der fiir die Erklarung der Ordmalza.hlen (7 Teil C
,»Aufbau der Zahlenbereiche‘) von entscheidender Bedeutung ist. -

DEFINITION 5 (10.3.) — Wohlordnung

Eine geordnete Menge M heit wohlgeordnet beziiglich
einer Ordnungsrelation B genau dann, wenn jede jhrer
nichtleeren Teilmengen ein erstes Element hat, d. h. ein
solches, das allen anderen Elementen vorangeht.

Wir sprechen von einer irreflexiven Wohlordnungsrelation bzw. von einer reflexiven
Wohlerdnungsrelation, wenn zu den Eigenschaften der entsprechenden Ordnurigs-
relationen noch die in der Definition 5 (10.3.) genannte Eigenschaft hinzukommt.
Es zeigt sich, daB die Struktur einer wohlgeordneten Menge ‘besqnders einfach
ist. In ihr hat jedes Element einen Nachfolger. Das ergibt sich daraus, daB die
Teilmenge aller Elemente, die auf irgendein Element der Menge folgen, ein erstes
Element hat. .

.SchlleBlleh sei nur noch dara.uf verwiesen, daf jede endliche geordnete Menge
auch wohlgeordnet ist.
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Die bisher gewonnenen Erkenntnisse lassen sich in einer Ubersicht zusammen-
stellen.

Oi'dnungsrelntlonén
Irreflexive
Trreflexivitiit Irreflexive Ordnungs-
Trre Pf:.w.' t? N Halbordnungs- relation - Irreflexive Wohl--
Aransl wtl ” relation . Jede Teilmenge ordnungsrelation
symmetrie _ hat ein erstes
Konnexitit Element.
) Reflexive
Reflexive Ordnungs- Reflexive
%: af:f;: :;:,\I':::t Halbordnungs- relation Wohlordnungs-
Antisymimetrie. relation Jede Teilmenge relation
4 - aat ein erstes
Linearitit Element.
BEISPIEL 4 (10.3.):

Die endliche Menge
M = {9,12,13, 16}
ist durch die <-Relation geordnet. Es gilt u. a.:
912, 9<13; 13<K186,
d. h.: '
9312; 9313; 13316.
Dieselbe Menge kann aber auch durch die ,,>>‘‘-Relation geordnet sein.
M = {16,13, 12, 9}
Es gilt u. a.:
16 >13; 13>9; 12>9,

d. h.:
16313; 1339; 1239.
SATZ 2 (10.3.)
Die Inklusion (echte Teﬂmengenbeznehuug) ‘zwischen
Mengen ist eine irreflexive Halbordnungsrelation im Be-
reich der Mengen einer bestimmten Stufe. '
Beweis :

Es ist zu zeigen, daB die < -Relation irreflexiv und transitiv ist. Nach Satz
1(10.3.) braucht die Asymmetrie nicht gesondert bewiesen zu werden.
Irreflexivitdt: -
Fiir beliebige Mengen M eines Mengensystems gilt:
M ist nicht echt in sich selbst enthalten (nach (Definition der C -Beziehung zwischen
Mengen).
Transitivitdt : _
Fiir beliebige Mengen M,, M,," M, eines Mengensystems gilt:.
(1) 12)
(MIC Mz/\.MzC Ma)—)Mcha
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Fiir ein beliebiges, aber fest gewihltes Element m ¢ M, gilt laut Definition:
V) me My—>me M,;
(2) me Mg—>me My.
Aus (1) und (2) folgt wegen der Transitivitit der Impllkatlon (” 3.5. )
meM,—>meM,d.h.:
M, M,.
Da M 1 C M,, muB es ein m, geben, fiir das gilt:
my € My, Amgé M, .
Wegen M, C M, ist auch m, € M,.
Daraus ergibt sich:
M, # M; und damit also M, C M;.
Somit ist die Transitivitdt bewiesen.

SATZ 3 (10.3.)
Die < -Relation in der Menge P
_ ist eine reﬂexive Ordnnngsrelation.
Beweis :
Es ist zu zeigen, daB diese Relation reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und
linear ist.
Reﬂezzmtat
Fiir ein beliebiges a ¢ P gilt ¢ < @, denn laut Definition muB es dann ein ¢ € P
geben, so daB gilt a + ¢ = a. Das Jst mit ¢ = 0 erfiillt.
Transitivitdt : ‘
Fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢ gilt:
1) 2)

(aSbAbSc)eaSG
Nach Definition bedeutet '

1) a+z=>b mit z=0;

2) bt+y=c mit y=0.
Aus (1) und (2) folgt nach Einsetzen a + (z + ¢) = ¢ mit z + y =0 und somlt
also a < ¢
Antisymmetrie:
Fir beheblge reelle Zahlen a, b gilt:

M @

@bAab<a)>a=b.
Nach Anwenden der Definition bekommt man aus (1)

at+z="> mit z=0 und aus(2)

bt+y=a mit y =0, woraus folgt:

at+x+y)=a mit (x + y) =
Wegen z =0 Ay = 0 folgt =0 Ay =0, und damlt ist die Behauptung a = b
bewiesen.
Linearitdt :
Fiir zwei beliebige reelle Zahlen a, b trifft stets eine der beiden Méglichkeiten
a < b oder b < a zu, eine andere Moglichkeit gibt es nicht (hier ohne Beweis).
Wie sich sofort aus der Betrachtung der Elgenschaften von Ordnungerelationen

ergibt, ist jede Ordnungsrelation natiirlich auch eine Halbordnungsrelation, aber
nicht umgekehrt.
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10.4. . Aquivalenzrelationen

Wir haben im Teil B 10.3. gesehen, daB Exgensohaften, die eine Relation haben
kann, in verschiedenen Kombinationen auftreten und sind dabei auf den wich-
tigen Typ Ordnungsrelation gestoBen.

Eine weitere Art von Relationen lernen wir im Beispiel 1 (10.4.) kennen.

BEISPIEL 1 (10.4.):
Gegeben sei die Menge

M= {12, 21, 11, 2, 13, 201, 110, 40, 10, '41} ,
und die Relation heiBle ,,@ hat dieselbe Quersumme wie b*.

Quersumme l Zahlen Wir wollen jeweils alle die Elemente, die die
’ gleiche Quersumme haben, zu Mengen zusam-
; ;? 11, 110 menfassen und erhalten: ‘
3 12, 21, 201 M, = {10}; M, = {2, 11, 110};
4 ‘13, 40 My ={12,21, 201}, M, = {13, 40};
5 41 My = {41} .

Es ist ersichtlich, daB jedes Element von M zu genau einer der entstandenen
Teilmengen M; von M gehort und daB sich dabei die Menge M erschopft. Alle
diese (disjunkten).Teilmengen ergeben zusammen wieder die- Ausgangsmenge.

BEISPIEL 2 (10.4.):

In der Menge der Kinder éines Wohnbezirks sei die Rela,tlon 20 hat dieselben
Eltern wie b erklirt (irgendwelche familidren ,,Sonderfille seien dabei ausge-
schlossen).

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, tritt hier etwas Entsprechendes wie im
Beispiel 1 (10.4.) auf. Es entstehen ebenfalls lauter Teilmengen, in denen jeweils
die Kinder zusammengefa,Bt sind, die dieselben Elterih haben. Jede dieser Teil-
mengen hat mindestens ein Element. Sie hat genawu ein Element, wenn ein Kind
keine Geschwister hat. Es ist aber keine der Teilmengen leer.

Was zeigen uns die Beispiele 1 (10.4.) und 2 (10.4.)? Welche Elgenschaften smd.
fiir derartige Relationen charakteristisch ?

Wir sehen uns noch einmal das:Beispiel 2 (10.4.) an.

Ein Kind a hat doch selbstverstindlich die gleichen Eltern wie es selbst. Wenn
ein Kind a dieselben Eltern hat wie Kind b (Bruder oder Schwester), dann ist
auch das Umgekehrte der Fall. Hat schlieBlich irgendein Kind a dieselben Eltern
wie b und b dieselben wie ¢, dann haben auch die Kinder a'und ¢ gleiche Eltern.
Das sind aber gerade die uns schon bekannten Eigenschaften Reflexivitit, Sym-
metrie und Transitivitit.

DEFINITION 1 (10.4.) — Aquivalenzrelation
Eine Relation R heiBt Aquivalenzrelation genau dann,
wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Liegt .eine solche Aquivhlenzrelation R vor, so schreiben wir statt @ R b jetzt
@ ~ b (gelesen als: ,,a dquivalent b¢).
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So sind etwa im Beispiel 1 (10.4.) die natiirlichen Zahlen 12, 21, 201 im Sinne der
_dortigen Relation dquivalent, da sie alle die gleiche Quersumme (ndmlich 3)
haben.

SATZ 1 (10.4.)

Die Glelchmachtxgkelt von Mengen ( # Definition 1 (9.7.))
ist in M eine Aquivalenzrelation.

Beweis :

Zu zeigen ist die Giiltigkeit der Eigenschaften Reflexivitat, Symmetrie und Transi-

tivitat. - i

(1) Fiir jede Menge M kann eine Abbildung F von M auf M angegeben werden, die
eineindeutig ist, z. B. die identische Abbildung

F= {la;b]le MxXM; a="}.

Also ist die Relation reflexiv.

(2) Wenn M, ~ M, ist, so existiert eine emeindeutlge Abbildung F von M, auf M,.
F-1, die inverse Abbildung von F, ist dann eine eineindeutige Abblldung von
M, auf M,.

Folglich liegt Symmetrie vor.

(3) Wenn M, ~ M, ist, so existiert eine ememdeutlge Abbildung F, von M, auf M,.
Wenn M, ~ M, ist, so existiert eine eineindeutige Abbildung F, von M, auf M,.
Wir bilden jetzt die Abbildung E; = F,; o F,( 174 ,,Verkettung von Funktio-
nen*). Da der Wertebereich von F, und der Definitionsbereich von F, iiberein-
stimmen, gehort zu jedem a € M, eineindeutig ein b € M,. F, ist somit eine
eineindeutige Abbildung von M, auf M,.

Damit ist die Transitivitit gezeigt. q.e.d.

Die Bedeutung der Aquivalenzrelationen bringt der Satz 2 (10.4.) zum Ausdruck.

SATZ 2 (10.4.) — Hauptsatz tiir Aquivalenzrelationen
Jede in einer Menge M definierte Aquivalenzrelation R
fithrt zu einer Zerlegung Z von M in nichtleere, paar-
weise elementfremde (disjunkte) Teilmengen M;, deren
Vereinigung die gesamte Menge M ist.

Die entstandenen Teilmengen M, heiBen Aquivalenzklassen. Jedes Element von
M, heiBt YVertreter (Reprisentant) der Aquivalenzklasse M.

SATZ 2 (10.4.) (2. Formulierung)

Jede in einer Menge M definierte Aquivalenzrelation R
zerlegt die Menge M in Tellmengen M,, wobei

(1) M;% 0 fir allet=1,23,.

2 Min M, =8 fir 1#]0

3 MyuMyuMsu---uM;u---=M.

Beweis des Satzes 2 ('10.4.) (2. Formulierung):

. Zu zeigen ist die Giiltigkeit von (1), (2) und (3).

Zu (1):

Man wihle ein beliebiges, aber festes Element m aus M und suche alle dazu
dquivalenten Elemente, die dann eine Teilmenge M, (:=1,2,...) von M bilden.

196



10.4.

Diese Menge M, ist sicher nicht leer, da auf Grund der Reflexivitit m ~ m gilt
und somit M; mindestens dieses eine Element m enthilt. |
Es kann auch der Sonderfall eintreten, daB eine einzige Aquivalenzklasse bereits
. die gesamte-Menge erschopft, nimlich dann, wenn alle Elemente von M einander
dquivalent sind. ‘
Zu (2):
Wire M, n M, # 0 fiir M, * M,, so gibe es ein m € M mit m € M; und m ¢ M,.
Das bedeutet m ~ m, fiir jedes m, € M, und m ~ my fiir jedes m; € M,. Wegen
der Symmetrie ergibt sich m; ~ . Aus m. ~ m und m ~ m, folgt auf Grund
der Transitivitit m, ~ m,, das besagt b,ber:.. M; = M,, im Widerspruch zur
Voraussetzung. '
Mithin ist M¢ n -Mk = @ fiir Mg 7= -Mk'
Zu (3): S
Da jedes m € M einer der Teilmengen M, angehért, gilt
M,uMyuMyu..-uM;u---2M.
Andererseits ist stets M, S M, folglich
MuMyuMgu---uM;uv--- &S M,
also . . '
. :MIU-M.Z_U.MalJ'f‘UMtU-o.:M'
(wegen der- Antisymmetiie der Teilmengenrelation). q.e.d.

UMKEHRUNG zu SATZ 2 (10.4.)

Jede Zerlegung Z einer Menge M in nichtleere, paas-
weise disjunkte Teilmengen M,, deren Vereinigung die
Menge M ist; definiert eine Aquivalenzrelation R in der
Menge M, deren Aquivalenzklassen die gegebenen Teil-
mengen von M sind. '

Beweis der Umkehrung gu Satz 2 (10.4.):

Es liege eine vollstindigt Zerlegung Z der Menge M in paarweise disjunkte Teil-
mengen vor. , .

Jedes Element von M gehort aber genau einer dieser Teilmengen an.

Wir definieren in M eine Relation wie folgt.

m; R m, genau (f&nn, wenn m; und m; ein und derselben- Teilmenge ange-
héren.

Diese Relation R ist eine Aquivalenzrelation in, M, denn es gilt:

(1) m¢ R m, fiir jedes m, € M, da m, derselben Teilmenge wie m, angehort.

(2) Wenn m; R m,, d. h., wenn m, derselben Teilmenge wie m, angehért, so ge-
hort auch my, derselben Teilmenge wie m; an, d. h., es ist m;, R m; fiir beliebige
my, my € M. _ ‘

(3) Wenn m; R m;, und my Rm,, d. h., wenn m; derselben Teilmenge wie m, und
my, derselben Teilmenge wic m; angehort, so gehéren auch m; und m, zur
selben Teilmenge. Also ist in diesem Falle auch m; Rm, fiir beliebige
mg, My € M.

Die Aquivalenzklassen von R sind diejenigen Teilmengen von M, die alle einander
dquivalenten Elemente von M umfassen, also: die urspriinglich gegebenen Teil-
mengen von M.
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Damit sind genau die drei Eigenschaften Reflexivitit, Symmetne und Transiti-
vitdt der Relation nuchgemesen, mithin muB es eine Aqmvalenzrelatlon sein.
g.e.d.

Es sei noch einmal darauf verwiesen, daB es sich bei einer Zerlegung Z um ein
System von 'l‘oilmengen handelt, also um eine Teilmenge von B(M). Die Elemente
von Z sind dabei die einzelnen Aqmvalenzklassen

SATZ 3 (10.4.)
Die Relation nG 1dBt bei Division durch m (m € @) den-
selben Rest wie b* ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
Zu zeigen ist die Giiltigkeit der fiir Aquivalenzrelationen charakteristischen drei
Eigenschaften.

(1) a 1d8t bei Division durch m denselben Rest wie a, denn mla — a bzw. m |0
ist stets richtig; also ist die Relation reflexiv.

(2) Wenn a bei Division durch m denselben Rest wie b 1dBt, dann auch umge-
kehrt. Denn wenn.m | a — b, dann auch m | b — a = — (a — b), folglich liegt
Symmetrie vor.

(3) Wenn a bei Division durch m denselben Rest wie' b und b denselben Rest
wie ¢ lif3t, dann lassen auch @ und ¢ denselben Rest bei Division durch m.
Aus m[a—b ‘und m |b — ¢ folgt midmlich m|(@ —b) + (b —¢), d. h,
m | @ — ¢, womit die Transitivitit gezeigt ist.

q.e.d.’
Bemerkung:
Die Relation Restgleichheit ist dic sogenannto Xongruenzrelation (=), du, in dor Men-
ge der ganzen Zahlen (@) auch wie folgt; definiert werden. kann.
- a=Db (mod m) =p,m|a —b,d.h.,es gibt eing ¢ G mit
a=b4mgqg; a, bmeG
(gelesen: ,,a kongruent b modulo ,,m*, das bedeutet: ,,a und b sind bezig-
lich des festen Teilers m restgleich¢).
Eine ausfiihrliche Behandlung der Zahlenkongruenz erfolgt im Stoffgebiet ,,Zahlen-
theorie«,
BEISPIEL 3 (10.4.):
Wir betrachten in der Menge

M=1{01,2...,1213 14}
die Aquivalenzrelation ,,liBt bei Division durch 3 ein und denselben Rest*

Zahl I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0

Rest | 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
Diese Relation zerlegt M in drei Aquivalenzklassen, denn es kann der Rest 0, 1
oder 2 auftreten.

M, = {0,3,6,9,12}

M,= {1,4,7,10,13

. My={2,5,8,11,14

Es ist ersichtlich, daB jedes Element von M zu genau einer der entstandenen
Teilmengen M, gehért und sich dabei die Menge M erschopft. Alle diese dis-
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junkten Tellmengen ergeben zusammen wieder die Ausgangsmenge. Die Klasi{
sen M,, M,, My heien in diesem Zusammenhang Restklasson modulo 3.

Wir erfuhren bereits, ddB alle Elemente aus ein und ders‘elben Klasse beziiglich
der vorliegenden Relation untereinander dquivalent sind. Jede Klasse kann also.
durch ein beliebiges ihrer Elemente vertreten (reprisentiert) werden. So bilden
etwa 0, 1, 2 im Beispiel 3 (10.4.) ein sogenanntes Reprisentantensystem. Die 0
vertritt alle Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 0 lassen, analog die 1 und 2.
Natiirlich hiitten ebenso die Zahlen 12, 7, 5 oder andere Zahlen als Reprisentanten
genommen werden kénnen.

BEISPIEL 4 (10.4.):

In der Menge M aller Schiiler. emer Schule sei die Relation ,,geht in dieselbe
Klasse wie‘ erklirt.

Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Relation eine Iqmvalenzrelatlon ist. Sie
bewirkt genau die Einteilung der Menge der Schiiler in die einzelnen Schulklassen.
Auch hieran lieSe sich der Inhalt des Ha.uptsa,tzes demonstrieren. Sollte sich
dabei die gesamte Menge der Schiiler schon in eirfer entstehenden Klasse er-
schopfen, haben wir den Fall einer Emklassenschule, der in der DDR lingst der
Vergangenheit angehort.

Wenn wir das bisher Behandelte zusammeﬂfa.ssen, konnen wir feststellen, daB
Aquivalenzrelationen und nur solche zu einer Zerlegung Z einer Menge M in
Klassen fithren. Dieser Ubergang von einer Menge zur Menge ihrer Aquiva-
lenzklassen hat eine sehr weitreichende Bedeutung in der Mathematlk

Wir wollen uns iiberlegen, wie man einen Begriﬂ bildet.
Bekanntlich geschieht das so, daf man aus einer in Frage kommenden Menge
alle die Elemente aussortiert, die gewisse gemeinsame charakteristische Elgen-
schaften haben, wobei Unwesentliches auBer acht gelassen wird. Indem wir also
von den (teils erheblichen) Unterschieden abstrahieren, gewinnen wir Begriffe.
Bei diesem AbstraktionsprozeB handelt es sich genau um den oben erwihnten
Ubergang von einer Menge zur Menge ihrer Aqulvalenzklassen (laut Hauptsatz
fiir Aquivalenzrelationen).

Welcher mathematische Vorgang spielt sich dabei ab ?

1. Wir gehen von einer Menge M gewisser Elemente aus.

2. Wir erkliren in M eine Aquivalenzrelation.

3. Wir fassen alle ]ewells zueinander #quivalenten Elemente zu Klassen zu-
4.

\

‘sammen.
Wir ersetzen die Menge M von Individuen durch die aus den gerade gebildeten
Klassen bestehende Menge Z.

Analog verfihrt man bei einer Aquivalenzrelation in einem Mengensystem .

BEISPIEL 5 (10. 4 ):

Gewinnung des Begriffes ,,na,tu.rhche Zahl“

1. Wir gehen von einem Mengensystem i von endlichen Mengen 1. Stufe aus.

2. Wir erkldren in It die Aquivalenzrelation ,,Gleichméchtigkeit ‘.

3. Wir fassen alle jeweils gleichméchtigen Mengen zu Klassen zusammen. Diese
Klassen (endliche Kardinalzahlen) sind die natiirlichen Zahlen.

4. Wir ersetzen das Mengensystem IRt durch die Menge der natiirlichen Zahlen ().
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Z. B. ist die natiirliché Zahl 2 die Klasse aller' Zweiermengen.
Bei diesem AbstraktionsprozeB ist die charakteristische Eigenschaft die Anzahl
der Elemente einer Menge, wobei deren Art vollig belanglos ist.

.BEISPIEL 6 (10.4.):
Gewinnung des Begriffes ,,Richtung*

1. Wir gehen von der Menge aller Geraden einer Ebene aus.

2. Wir erkliren in' der Menge die Aquivalenzrelation ,,Parallelitat.

3. Wir fassen alle jeweils parallelen Geraden zu Klassen zusammen. Jede Klasse
ist eine ganz bestimmte Richtung in der Ebene.

4. Wir ersetzen die- Menge aller Geraden durch die Menge der entstandenen
Klassen und bekommen die Menge aller Richtungen in einer Ebene.

Es sei noch hinzugefiigt, da8 Kongruenz und Ahnlichkeit in der Geometrie ebenfalls

Agquivalenzrelationen sind und zu ganz bestimmten Klasseneinteilungen in den jewei-
ligen Mengen ebener Figuren fithren.

10.5. , Der Isbmorphiebegriﬁ

Wir betrachten als nichstes den Begriff Anélogie; der ebenfalls grofie Bédeutung
in der Mathematik wie iiberhaupt in der Wissenschaft und im téglichen Leben
hat. :
Analogieschliisse spielen u.a. bei wissenschaftlichen Untersuchungen eine be-
sondere Rolle.

BEISPIEL 1 (10.5.):

Zwischen einer Funktion und ihrer graphischen Darstellung besteht eine Ana-
logie.

Dabei entspricht ]edem geordneten Paar der Funktion ein bestimmter Punkt
der Ebene und umgekehrt den entsprechenden Punkten jeweils ein Paar der
Funktion

Besonders werden uns Analogien zwischen Mengen mteresswren

Wie Beispiel 1 (10. 5) zeigt, konnen die einander zugeordneten Mengen sehr
verschiedenartig sein. Einmal sind die Elemente Za,hlenpa.a,re, zum anderen
Kurvenpunkte, und zwischen diesen Mengen existiert eine eineindeutige Abbil-
dung.

Es soll nun noch eine entscheidende Eigenschaft hinsichtlich der in den Mengen
erklirten Operationen untersucht werden.

BEISPIEL 2 (10.5.):

g und u seien Restklassen modulo 2, d. h., g sei die Klasse aller ganzen Zahlen,
die bei Division durch 2 den Rest 0 la,ssen und u sei die Klasse, in der alle ganzen
Zahlen liegen, die bei Division durch 2 den Rest 1 lassen.

Wir betrachten die Mengen

= {41, -1} und M, = {g,u}
cinschlieBlich der in ihnen erklidrten Multiplikation bzw. Addition.
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Beide Mengen kénnen folgendermaBen eineindeutig aufeinander abgebildet wer-
den.

— 1
M, F M,
+1 g

—1 u

Die Multiplikation in M, bzw. die Addition in M, kann man in folgenden ,,Struk-
turtafeln‘ darstellen.

+1 —1 + g ‘ u

+1 +1 -1 g g N
-1 -1 +1 U u g

Wir sehen, dal das Produkt zweier Urbilder und die Summe ihrer Bilder gemif
der Abbildung F einander entsprechen. \
Es ist gleichgiiltig, ob man zundchst in M, multipliziert und dann das Produkt
abbildet oder ob man erst dle Faktoren einzeln abbildet und dann deren Bilder
in M, addiert.
DleseATatsa,che wollen wir als Operationstreue bezeichnen.
Symbolisiert: a+b =a + b

a sei das Bild von a, b das Bild von b.

DEFINITION 1 (10.5.) — Isomorphie

Es seien zwei Mengen M, und M, mit je einer in ihnen

erklirten zweistelligen Operation 0, und 0, vorgelegt.

M, und M, heiflen isomorph bezugllch 0, und 0, genau

~da,nn, wenn es eine eineindeutige Abblldung von M,

auf M, gibt, bei der die Operationen einander entspre-

chen bzw. sich iibertragen.

Symbolisiert : | M,; 0,] = [M,: 0,)]:

gelesen: »M, isomorph M, beziiglich der in belden
BEISPIEL 3 (10.5.): : (Mengen) erkla,rten Operationen 0, bzw. 0,%

In der Menge der reellen Zahlen (P) betrachten wir die Operation Addition, in
der Menge der positiven reellen Zahlen (P*) die Multiplikation und folgende
Abbildung von P auf P*.
a—>a=10° mit aeP und aecP*
b—>b=10" mit beP und heP* .
Diese Abbildung ist eineindeutig und operationstren, denn es gilt
a+b—>a+b=10+=10".10"=3a-b.
Also ist P =~ P* beziiglich der obengenannten Operationen.
Bei Zahlenmengen bedeutet Operationstreue neben den schon betrachteten Be-
ziehungen
1) a-b=a+b bzw. 2) at+b=a-b
auch noch

Bt ab=ab bzw. (4) a+b=a+b,
je nach Art der Operationen.



Tos.

Das heiBt, das Bild der Verknilpfung ist gleioh der Verknupfung der Bilder.
Beispiele zu (3) und (4) finden wir im Teil C,

Der Begriff ,,Isomorphxe ist jedoch noch allgemeiner.’ Er ist nicht nur an Ope-
rationen gekniipft, sondern es konnen beliebige Relatlonen betrachtet werden.

DEFINITION 2 (10.5.) — Isomorphie

In zwei gegebenen Mengen M, und M, seien jeweils die
Relationen R, bzw. R, erklirt.

M, und M, heiBen isomorph beziiglich der Relationen R,
und R, genau dann, wenn es eine eineindeutige Ab-
bildung F von M, auf M, gibt, so daB die Elemente
%,y aus M, génau dann in der Relation R, stehen, wenn
ihre Bilder F(z), F(y) in M, in der Relation R; stehen.

Die in Definition 2 (10.5.) definierten Bezlehungen zwischen zwei Mengen be-
zeichnet man als Relationstreue.

Sind zwei Mengen mit je zwei in ihnen erklirten Operationen bzw. Relationen
gegeben, so sind die beiden Mengen isomorph genau dann, wenn es eine eineindeutige
Abbildung von der einen auf die andere Menge gibt, die relationstreu beziiglich beider
Operationen ist.

Der Begriff der Isomorphie bedeutet soviel wie Strnkturglelchhelt d. h., die
Mengen haben trotz unterschiedlicher Natur ihrer Elemente in bezug auf dxe in
ihnen erklirten Opera.tlonen bzw. Relationen gewisse Gemeinsamkeiten.

Die Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation (hier ohne Beweis).

Wir weisen noch einmal darauf hin, dal es keine Isomorphie schlecht.hm, sondern nur
eine solche hinsichtlich gewisser Relationen gibt.

10.6. Geordnete Mengen ; hnliche Mengen

Im Teil 10.3. beschiftigten wir uns mit Ordnungsrelationen und erfuhren einiges
iiber sie. Dies soll jetzt noch weiter untersucht und prizisiert werden.

Fiir unsere weiteren Uberlegungen beschrinken wir uns auf irreflexiv geordnete
Mengen, die wir im folgenden kurz als geordnete Mengen bezeichnen (.” 1941.).

Eine geordnete Menge wird zur Unterscheidung von einer ungeordneten Menge -
und zur Kennzeichnung der verwendeten Ordnungsrelation mit [M; R] bezeichnet.
Es ist auch iiblich, das geordnete Paar [M; R] selbst als Ordnung zu bezeichnen.

DEFINITION 1 (10.6.) — Gegenordnungsrelation

Die Relation R-! in M heit Gegenordnungsrelation zu
R in M genau dann, wenn R Ordnungsrelation in M
ist.

Symbolisiert: x R-'y =pyy Rz~

Man faBt eine Menge M und die in ihr erklirte Ordnungsrelation R zu einem
geordneten Paar zusammen, da beide gewissermaBen eine Einheit bilden.

Wir werden mit der oben eingefiihrten Bezeichnung fiir Ordnungsrelationen an
Stelle von [M; R] auch die Bezeichnung [M ; ] fiir geordnete Mengen benutzen.
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BEISPIEL 1 (10.6.):
L [N;<1=1[{0,1,23,..};<]
Hierbei ist die Menge N durch die <(-Relation geordnet, also
M <{1=[¥: <.

2. [G; >] = [{. .o +3, 42, +_ 1,0, —1, —2, —3,. }
: 135 124 1 35
*. i —_—y ——  — —_—— — _—— — '<
3'[R a%]—[{0’1’213s-‘-:2"2s2v~--’3$3a3: ’4,:4,4""}s ]

Wir weisen noch darauf hin, da8 also auch in der Symbo‘lik zwischen der gedrdneten
und der ungeordneten Menge unterschieden wird. Es sei noch festgestellt, da8 sich’
abzahlbar - unendliche Mengen wie N, G u,nd R auf unendlich viele Arten ordnen,

ja sogar wohlordnen lassen.

Bei den weiteren Betrachtungen wollen wir bei geordneten Mengen einen der
vorhin erkldrten Isomorphie entsprechenden. Begriff einfiihren,. d.h., es sollen
Analogien zwischen geordneten Mengen untersucht werden. Es ist eines .der

Hauptanliegen der modernen Mathematik, strukturelle Gemeinsamkeiten in von-
einander verschiedenen Bereichen aufzudecken.

DEFINITION 2(10.6.) — Gleichheit geordneter Mengen
Zwei geordnete Mengen [My; R1] und [Ms; Re] heiBen
genau dann einander gleich, wenn M; = M, und
R, = R, ist.

Dies ist sofort klar, wenn wir uns an die Bedingungen fiir die Gleichheit von
geordneten Paaren erinnern.

BEISPIEL 2 (10.6.): _

Die Menge der reellen Zahlen (M,) sei durch die Relation R, = - .geordnet und
die Menge der Punkte einer Geraden (M,) durch R, ,;Punkt 4 liegt vor Punkt B*.
Zwischen: diesen beiden Mengen besteht sicher eine Analogie. Es ldft sich némlich
jeder reellen Zahl ein Punkt auf einer Geraden zuordnen und umgekehrt, d. h.,
es existiert .eine eineindeutige Abbildung von M, auf M,. Wenn man zwei be-
liebige reelle Zahlen, von denen die erste kleiner als die zweite ist, auf entspre-
chende Punkte einer Geraden abbildet, dann kann man es so einrichten, daB der
erste der beiden Punkte vor dem zweiten liégt. Somit bleibt bei dieser Abbildung
die Ordnung erhalten, und wir sprechen wiederum von Relationstreue.

DEFINITION 3 (10.6.) — Xhnlichkeit

Zwei geordnete Mengen [M,; Rl] und [M,; R,} heiBen
dhnlich genau dann, wenn es eine eineindeutige Abbil-
dung F von M, aut M, gibt, die relationstreu beziiglich
der beiden Ordnungsrelatlonen ist, d. h.,

« R, y genau dann, wenn F(x) R, F(y) fir ]edes z,yeM,.
Symbolisiert: [M,; Ry}~ [Mg; R

=npet 3 F [F eineindeutige Abblldung von M, a,uf M,
AVzVy (xR y— F(x) R, F(y))]

mit z’ye Ml; F(x)r F(y) € M2
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Der Begriff Ahnlichkeit 'bezieht sich nur auf geordnete Mengen, kdnnte aber
auch durch den allgemeineren Begriff der Isomorphié ersetzt werden. Notwendige
Bedingung fiir die Ahnlichkeit von Mengen ist deren Gleichméachtigkeit.

BEISPIEL 3 (10.6.): A

Die umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge N auf eine Menge dquidistanter
Punkte eines Strahls ist auch eine dhnliche Abbildung; im iibrigen jede Veran-
schaulichung von Zahlen durch Punkte einer Geraden, bei der die Ordnung er-
halten bleibt.

SATZ 1 (10.6.)
Die Menge M, = N\ {0} der natiirlichen Zahlen
ist der Menge M, der Briiche mit dem Zidhler: 1 hinsicht-
lich der in ihnen erkliarten Ordnungsrelationen dhnlich,
und zwar gilt

My <] - (Mg >]
‘mit [M1;<]=[{1’12’3)41"i};<]

1

und [M2,>]=[{T,E,—3','1',..\.},>].

ot

Beweis :

1. Abbildung F. a € M, wird abgebildet auf -‘l; € M,.

F-1. 1 € M, wird abgebildet auf 1 _ aeM,.
a ? 1 :

a

Die Abbildung -F ist eineindeutig.
2. a,beM; a<b.

11 } 13
a3 >y
Die Abbildung ist relationstreu. B _
Somit ist die Abbildung F eineindeutig und relationstreu beziiglich der Ordnungs-

relationen, also sind die geordneten Mengen [ M, ; <] und [M,; >] einander dhnlich,
q.e.d.
Die beiden Mengen sind aber auch noch isomorph beziiglich der Multiplikation,
jedoch nicht hinsichtlich der Addition. :
1 1 1 1 1 1

a-b-T—c-é—;-—g'=—é-; z. B. 5.6=30‘+—5_..E=_3_0-

1,11 1,1 1
Dies bestatigt noch einmal die Feststellung, daB es keine Isomorphie bzw% Ahn-

lichkeit an sich gibt, sondern nur hinsichtlich gewisser Relationen.

Mit dem Begriff Ahnlichkeit (bzw. Isomorphie) ist es moglich geworden, ganze
Typen von Mengen zugleich mathematisch zu erfassen. -

Endliche, geordnete, gleichmichtige Mengen sind einander stets dhnlich.

Die Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation (hier ohne Beweis).
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- Fiihrt man den AbstraktionsprozeB fiir geordnete Mengen beziiglich Ahnlichkeit

durch, so ergibt sich: ) )
Alle einander dhnlichen Mengen eines Systems von geordneten Mengen gehdren
in jeweils ein und dieselbe Klasse. Jede solche Klasse widerspiegelt eine ganz

bestimmte Ordnung von gleichméchtigen Mengen.

DEFINITION 4 (10.6.) — Ordnungstypus .

Es sei © ein System geordneter Mengen.

Die Klasse aller zu einer geordneten Menge M dhnlichen
Mengen dieses Systems heit Ordnungstypus von M.

DEFINITION 5 (10.6.) — Ordinalzahl (7 Teil C)

Die Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen heien
Ordnungszahlen oder Ordinalzahlen.

10.7. » Operationen und ihre Merkmale

Einer der am hiufigsten in der Mathematik auftretenden Begriffe ist der der
Operation. Wie dieser Begriff zu definieren ist, wollen wir am Beispiel der Addition
von natiirlichen Zahlen erldutern.

BEISPIEL 1 (10.7.): . _
Die Schiiler der 1. Klassen werden u. a. mit Hilfe der folgenden Tabelle mit einer
Operation, die wir Addition in der Menge der natiirlichen Zahlen nennen, vertraut.
gemacht. ' '
e

| atb

In die Spalte fiir ,,a 4 b** ist jeweils genau eine Zahl,
die Summe von a und b, einzutragen.

[S1R0S BEN V-0 )
[« X~ N-IN> BEN | o

Addiert man also zwei natiirliche Zahlen a und b, so ordnet man dem geordneten
Paar [a; b] eindeutig eine natiirliche Zahl ¢, die Summe von a und b, zu.

Die Addition von natiirlichen Zahlen ist somit eine Abbildung, die jedem Paar
[a; b] von natiirlichen Zahlen genau eine natiirliche Zahl ¢ zuordnet, also eine
eindeutige Abbildung von N X N auf N.

Ay ist somit eine eindeutige Abbildung aus Nx N in N.

Das, was wir fiir Ay als typisch herausgestellt haben, gilt fiir jede zweistellige
Operation O in einer Menge M.

DEFINITION 1 (10.7.) — Zweistellige Operation in

» einer Menge

Unter einer zweistelligen (biniéiren) Operation O in einer
Menge M versteht man eine eindeutige Abbildung aus
MxMin M.

Die Definition 1 (10.7.) kann auch auf n-stellige Operationen erweitert werden.
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10.7.

DEFINITION 2 (10.7.) — N-stellige Operation in einer
Menge

N-stellige Operation in einer Menge M (n € N; n % 0)

wird jede eindeutige Abbildung aus M nin M gemmnt

Nach der Definition 2 (10.7.) ist eine n-stelhge Operation in einer Menge M eine
Teilmenge von M*+1, also auch eipe (n + 1)-stellige Relation in M.
Nach Definition 1 (9.4.) werden: eindentige Abbildungen auch Funktionen ge-
nannt.
Eine einstellige Operation in einer Menge M ist somit eine Funktion aus M in sich.
Eine zweistellige Operation in M ist eine Funktion aus M X M in M, eine Funktion,
deren Definitionsbereich eine Teilmenge von M X M ist und deren Wertebereich
in M enthalten ist. Fiir die Tatsache, daB einem geordneten Paar [a; b] e M x M
ein Element ¢ € M durch die Zuordnungsvorschrift der Opemtlod O eindeutig
zugeordnet' wird, konnen wjr schreiben:

" [a;b;c]€eO oder  O(a,b)=c oder a0b=c.
O ist hierbei eine Variable fiir Operationszeichen, die gegebenenfalls durch ein be- -
stimmtes Operationszeichen (4, —, -, :, . . .) ersetzt werden kann.
Zur hesseren Veranschaulichung der ‘Darlegungen. und zur Herstellung der Be-
zichung zum Mathematikunterricht in der Schule werden im folgenden einige
Beispiele fiir zweistellige Operationen angegeben.

BEISPIEL 2 (10.7.):
Gegeben sei die Menge M = {0, 1, 2}.
Die folgenden Mengen geordneter Tnpel sind zwelstelhge Operationen in M. Wir
konnen sie Subtraktion in M(Sy) bzw. Multiplikation in M(My) nennen.
Sy = {[0;0;0],[1;0;1], [1;1;0],[2;0; 2], (2;1; 1], [2; 2; 0]}
M, = {[0;0; 0], [0;1; 0], [0; 2; 0], [1; 0; 0], [2; 05 0], [1; 1;1],
[1;2;2),[2;1;2]}

BEISPIEL 3 (10.7. )
Die Multiplikation in der Menge der natiirlichen Zahlen (My)

My = {[a;b;¢c]e (NXN)XN;c=a-b}

BEISPI.EL 4 (10.7.):
Die Operation des Potenzierens in der Menge der natiirlichen Zahlen (Pw)

Py = {[a,b,c]e (NXN)xN;c= a’}

BEISPIEL 5 (10.7.):

Weitere zwelstelhge Operationen in N sind:
Die Subtraktion in N(Sy), die Division in N(Dy), die Operation der Bildung des
griBten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen (gg'l‘N), die Operation der
Bildung des kleinsten gemeinschatthchen Vielfachen zweier natiirlichér Zahlen
(kgVx), die Operation des Radizierens in N(Ry) und dne Operation des Logarith-
mierens in N(Ly).

3

Bei vielen Operationen werden die Glieder ihrer Trigel mit besonderen Namen ver-
sehen. Zum Beispiel werden bei einem Tripel [a; b; ¢] € Sy das Glied @ Minuend,
das Glied b Subfrahend und das Glied ¢ Differenz genannt.
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BEISPIEL 6 (10.7.):

Weitere zweistellige Operationen gind:

Die Operationen der Bildung der Vereimgnngsmenge (u), der Durchschrittsmenge
(n) und dér Differenzmenge (\) von zwei Mongen in ‘einem vorgegebenen Mengen-
system;
"die zweistelligen loglschen Operationen in der Menge aller Aussa.gen — Kon]nnktion ‘
(A), Alternative (v), Implikation (—>), Aquivalenz (+=)s ... (7 Beispiel 5 (9.4. ).

BEISPIEL 7 (10.7.):
Einstellige Operationen in N sind:
Die Operationen der Bildung des Nachfolgers, des Verdoppelns, des .Qnadrigrens.

BEISPIEL 8 (10.7.):
Die Operatxon der Bildung der Komplementﬁrmenge einer Teilmenge 7T in einer
Menge M ist eine einstellige Operation in der Potenzmenge von M.

Da A4 X B eine um 2 hohere Stufe als 4 und B besitzt, fiihrt die Bildung‘der'Kreuz-
menge zweier Mengen im allgemeinen auf keine Operation in einer Menge.
Betrachtet man diese Vielfalt von Operationen, so kann man die Operationen
hinsichtlich verschiedener Eigenschaften voneinander unterscheiden. Bei der
Untersuchung dieser Eigpnsehaften beschrinken wir. uns auf zweistellige Opera-
tionen.

DEFINITION 3 (10.7.) — Unbeschriinkt ausfiihrbare
0peratlon

O sei eine zweistellige Operation in einer Menge M.

O wird genau dann unbeschriinkt ausfiibrbar (voll-

stindig, algebraisch) genannt, wenn O eine Abbildung

von M XM in M ist.

BEISPIEL 9 (10.7.):
Unbeschrénkt ausfithrbare Operationen in N sind:

Ay; My; kgVy; ;ggT':N.

BEISPIEL 10 (10.7.):
Beschrinkt ausfiihrbare (partlelle) Operationen sind:

Su -und M,, in Beispiel 2 (10.7.)., Sy; Dy; Px (0° ist nicht definiert) ;R,N;Lh_-.

Um die nichste Eigenschaft von Operationen zu erarbeiten, vergleichen wir die
Addition mit der Subtraktion natiirlicher Zahlen.

Beziiglich der Addition gilt fiir alle @, b € N:
a+b=b+a,

‘das Kommutativgesetz. Dafiir sagt man auch:
Die Addition in N ist kommutativ.

Die Subtraktion in N ist nicht kommutativ. Hier ista — b gleich b — a nur dann,
wenn a gleich b ist.

Man koénnte vermuten, daB dxe Subtraktion natiirlicher Zahlen deshalb nicht
kommutativ ist, weil sie nur beschrinkt ausfidirbar ist. Jedoch wollen wir auch
bestimmte beschrinkt ausfiihrbare Operationen als kommutativ auffassen.
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107,

Unter der Adaition in der Menge der Primzahlen (P,) beispielsweise 'wollen wir die
folgende eindeutige Abbildung A, aus P, X P, in P, verstehen.

Ap, = {[Pﬁpzi D3] € (?;XP,)XP,; Py=n + Pz}
Diese Operation ist beschrinkt ausfiihrbar. Bei der Betrachtung dieses Beispiels
stellt man fest, daB eine notwendige Bedingung dafiir-ist, daB [p,; py; ps] € Ap,

gilt, daB entweder p, oder p, gleich 2 ist. Es ist bis heute unklar, wie viele Tripel
diese Operation besitzt. Ist ein Tripel [p,; p,; p;] ein Element von Ap,, so ist

auch immer [p,; py; p;] ein Element von Ap . Die beiden Primzahlen p,, p, sind
also, falls Ap fiir das Paar [p,, p,] ausfuhrbar ist, miteinander” vertauschbar.
Eine solche Opera,tlon wollen wir auch als kommutativ bezeichnen.

DEFINITION 4 (10.7.) — Kommutative Operation

O sei eine zweistellige Operation in der Menge M.

O heiBt kommutativ genau dann, wenn fiir alle a,beM
gilt:

«Ob=crceM —bOa=cnrceM.

BEISPIEL 11 {10.7.):
Kommutative Operationen sind:
M, im Beispiel 2 (10.7.); My; ggTy; kgVa;. A5 v; <= u: n.

BEISPIEL 12 (10.7.):
‘Nichtkommutative Operationen sind: .
Sy im Beispiel 2 (10.7.); Sy; Dy; Py; Ly; Ry; =5 \.

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(ea+b)+c=a+(b+c),

d. h., Ay ist assoziativ. Diese Operationseigenschaft wird wie folgt defuuert

DEFINITION 5 (10.7.) — Assoziative Operation

O sei eine zweistellige Operation in M.

O heifit assoziativ genau dann, wenn fiir alle @, b, ¢ € M
gilt: .
(wOb)Oc=dAdeM—~aObh0Oc)=dnrde M.

BEISPIEL 13 (10.7.):
Assoziative Operationen sind:

M, im Beispiel 2 (10.7.); My g_gTN; kgVyi Ap,; A5 Vv = usn.

BEISPIEL 14 (10.7.): .
Nichtassoziative Operationen sind:

Su im Beispiel 2 (10.7.); (2 — 1) — 15 2 — (1 — 1)):8y; Dy; Ry; Ly; —

Dic Distributivitit ist eine zweistellige Relation in der Menge aller Operationen und
nicht eine Eigenschaft fiir Operationen. Die in diesem Abschnitt untersuchten
Eigenschaften und Beziehungen von Operationen nennen wir deshalb Operations-
merkmale. Wir unterscheiden linksseitige, rechtsseitige und beiderseitige Distri-
butivitét.
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10.7.

DEFINITION 6 (10.7.) — Distributive Operatlon

O, und O, seien zweistellige Operationen in einer
Menge M.

0, wird beziiglich O, linksseitig distributiv genannt
genau dann, wenn fiir alle a, b, ¢ € M gilt:

a0y (b0 )=d Ade M — (a0 h) Oyn Oyry=dnad e M.
0, heiBt rechtsseitig distributiv beziiglich O, genau dann,
wenn fiir alle a, b, ¢ ¢ M gilt:

(@0,0) Oyc=d AdeM— (t0,¢)O0y(b O, c)=dnd €.
Ist eine Operation O, beziiglich einer Operation O,
beiderseitig distributiv, so sagt man kurz:

0, ist beziiglich 0, distributiv.

BEISPIEL 15 (10.7.):
Distributive Operationen sind:

0, | My | My [ggTx |kgVa| » v n v

O, | Ay | Sy |kgValgegTx| v Al u n

BEISPIEL 16 (10.7.):
Linksseitige (nicht rechtsseitige) Distributivitit

Ol — — — —

0, A v - -

BEISPIEL 17 (10.7.):
Rechtsseitige (nicht linksseitige) Distributivitdt

0, Dy | Dy Py Py \ \ n \

h

0, | Ax | Sy | My | Dy u \ \ |°n

Py ist beziiglich My rechtsseitig distributiv, denn fiir alle @, b, n ¢ N mit nicht
a oder b und = gleich 0 gilt:

(@-b) =a™. b".

Wir wollen nunmehr eine Relation betrachten, die zwischen der Menge der zwei-
stelligen Operationen und der Menge der zwelstelhgen Relationen erkliart werden
kann.

DEFINITION 7 (10.7.) — Monotone Operation

O sei eine zweistellige Operation in M ; R sei eine zwei-
stellige Relation in M.

O heiBit rechtsseltlg monoton beziiglich R genau dann,
wenn fiir alle a, b, ¢ € M gilt:

Wenna Rb,soaOc RbOec.

Analog kann die linksseitige Monotonie definiert werden.
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Ist eine ~Opera.inon O beziiglich einer Relh.tion_ R beider-
seitig monoton, so sagt man kurz: ,,0 ist monoton
beziiglich R*.

BEISPIEL 18 (10.7.):
Ay ist beziiglich der < -Relation in N monoton, denn es gilt:

a<b—>a+c<b+c(a,b ceN).

BEISPIEL 19 (10.7.):
M,y ist beziiglich der Teilerrelation in N monoton, denn es gilt:

a|b—>a-clb-c(a,b,ceN).

BEISPIEL 20 (10.7.):

v und n sind beziiglich der &-Relation monoton, d. h.,
ME My >M,uM;S M, u M; und
M,E My >M,nMgE Myn M.

Fiir die Definition der Umkehroperationen ist die Eigenschaft der Regularitit von
besonderer Bedeutung.

DEFINITION 8 (10.7. ) — Regularitiit (als Eigenschaft
fiir Operationen)

O sei eine zwelstelhge Operation in M.

O heifit rechtsseitig regulir genau dann, wenn fiir alle

a, x,, x5, € M gilt:

Aus a O z; = a O z, folgt z, = =,.

Analog 1dBt sich die linksseitige Regularitit erkliren.

Ist eine Operation beiderseitiz reguldr, so sagt man
kurz:
1, O ist regulir<.

BEISPIEL 21 (10.7.):
Ay ist eine regulidre Operation.

BEISPIEL 22 (10.7.):
M)y ist nichtregulir.
Esist 0.4 =03, aber 4 # 3.

Die Regularitit ist auch eine Eigenschaft, die Elemente einer Menge M besziiglich
einer Operation O ha,ben kénnen.

DEFINITION 9 (10 7)) — Regulsrltat (als Eigenschaft
fiir Elemente)

a sei ein Element der Menge M ; O sei eine zwelstelhge

Operation in M.

a heiBt rechtsseitig reguliir beziiglich O genau dann,

wenn fiir alle g, 2,, z, ¢ M gilt:

Wenn a 0 2, = a O z,, 80 %, = ,.

Analog kann die linksseitige Regularitiit von a bezfiglich €

definiert werden.
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10.7.

Ist a beiderseitiz reguldr beziiglich O, so sagt man.
kurz:
»@ ist beziiglich O reguldr<.

BEISPIEL 23 (10.7.):.
Jede natiirliche Zahl ist beziiglich Ay regulér.
O € N ist beziiglich My nichtregulér.

Schon in der 1. Klasse lernen die Schiiler neben der Addition und Multiplikation
auch deren Umkehroperationen kennen.

DEFINITION 10 (10.7.) — Umkehroperation -

O sei eine zweistellige Operation in einer Menge M;
a, b, ¢ seien Elemente aus M.

Wir nennen

(07Y), =pet {[a; b;c] e (MXM)XM;cO0b = a}

genau dann '

1. Umkehroperation von O, wenn b stets linksseitig
regulér beziiglich O ist.

Wir nehnen

(07Y)g =pet {[a; b5¢] € (MXM)XM;bOc=a}

genau dann ' »

2. Umkehroperation von O, wenn b stets rechtsseitig
reguldr beziiglich O ist.

Stimmen (0-'), und (0-1), uberem, 80 sprechen wir von
der Umkehroperation von O und bezeichnen sie mit 0L,

Aus der Definition 10 ¢10.7.) folgt unmittelbar, daB eine Operation O genau eine
Umkehroperation hat, wenn O kommutativ ist.

BEISPIEL 24 (10.7.): .

Im Beispiel 2 (10.7.) ist 0 € M ein nichtreguldres Element beziiglich M. Unter
Beriicksiehtigung dieser Tatsache erhalten wir als Umkehroperation von M,, die
folgende Menge an geordneten Tripeln.

{[051; 0], [05 2; 0], [1; 1511, [2;2; 1], [2; 15 2]} = My !

Da M, kommutativ ist, existiert genau eine Umkehroperation. Wir konnen sie
Division in M nennen.

Falls wir fiir die Bildung der Umkehroperatlon auch nichtreguliré Elemente zuge-
lassen hitten, so wiirden auch die folgenden Tripel zu ihr gehéren.

[0;0; 0], [0;0; 1], [0;0; 2]

Eine. Abbildung aus M XM in M, die diese Tripel enthilt, ist mcht eindeutig
und somit keine Operation.
Fiir die nichtkommutative Operation Sy im-Beispiel 2 (10.7.) erhalten wir:

(83, = {[0;0; 0], [1;0; 1], [0; 1511, [2; 0; 2], [1; 1; 2], [0; 2; 2]} ;
(8a1): = {[0 0;0], [1; 15 0], [0; 1;1], [2; 2 0], [15 2;1], [0 2;21}.

(S3#); kénnen wir auch Addition in ‘M nennen.
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10.8.

BEISPIEL 25 (10.7.):
Weitere Umkehroperationen sind:

0 Ay My | Py

(0-1), } Sy } Dy Ry
(0Y),

Ly

My ist nicht wieder Umkehroperation von Dy. Das Tripel [0; 0; 0] € M, kann aus
keinem Tripel von Dy erzeugt werden. Wir haben hier also nicht den Fall wie bei
der Umkehrfunktion, daB eine Umkehroperation von einer Umkehroperation
immer wieder die Ausgangsoperation ist.

10.8. Kontrollfragen

[ NS w N

w3

10.
12.

13.
14.

15.

17.
18.

212

. Was versteht man unter dem Begriff ,,Relation*’, und welcher Zusammenhang

besteht zwischen Produktmenge und Relation ?
(Begriindung!)

. In welcher Weise wird der Begriff ,,Relation‘* in der Umgangssprache gebraucht ?
. Welche der moghchen Eigenschaften von Relationen kénnen gleichzeitig auftreten ?

Nennen Sie Beispiele!

. Welcher Unterschied besteht zwischen Asymmetne und Antisymmetrie ?
. Erlautern Sie die Begriffe ,,geordnete Menge‘‘ und ,,teilweise geordnete Menge*‘!
. Durch welche Eigenschaften sind Halbordnungs-, Ordnungs- bzw. Wohlordnungs-

relationen charakterisiert ?

. Was ist eine Aquivalenzrelation ?
. Zeigen Sie, daB die Gleichmichtigkeit eine Aquivalenzrelation ist!
. Was besagt der Hauptsatz fiir Aqmva.lenzrelatxonen ?

Erldutern Sie das Abstraktionsprinzip in der Mathematik !

. Was bedeuten die Symbole [M; R] bzw. [M; 3] ?

Geben Sie einige weitere Ordnungsprinzipien in der Menge der natiirlichen Zahlen
an ( / Beispiel 1 (10.6.))!

Was versteht man unter Isomorphie bzw. Ahnlichkeit von Mengen ?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Begnffen »nzweistellige Operation‘
und ,,dreistellige Relation‘ in M ?.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Operation und Funktion ?

. Nennen Sie die wichtigsten Eigenschaften von Operationen und geben Sie die

Definitionen dafiir an!

Wie lauten die Gesetze zu den Tabellen in den Beispielen 15 (10.7.), 16 (10.7.),
17 (10.7.) ?

Sind die Operationen des Bildens von Vereinigungsmengen und von Durchschnitts-
meéngen beziiglich der Gleichmichtigkeit monoton ?.



Teil C Aufbau der Zahlenbereiche




1L Die natiirlichen Zahlen

In der Schule haben wir das Rechnen mit Zahlen gelemt. Wir kénnen zéhlen,
kennen die Rechengesetze und wenden sie an. Wenn wir uns trotzdem noch einmal
mit Zahlen beschéftigen, dann um zu wiederholen, unsere Kemltmsse zu festigen
und vor allem zu vertiefen.
Der folgende Lehrstoff ist fachliche Grund.lage fiir den Mathematikunterricht in
den unteren Klassen der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule und zeigt
dariiber hinaus eihen moglichen Aufbau von Zahlenbereichen, die in diesen Klassen
nicht behandelt werden, déren Grundlage aber die natiirlichen Zahlen sind.
Auch wenn wir Bekanntes wiederfinden, so wollen wir doch sorgfiiltig vorgehen
und alle Definitionen und Sitze eingehend analysieren, um sie richtig zu verstehen’
und nichts zu iibersehen.
Wir empfehlen dabei die Beachtung folgender Fragen.

Von welchen Objekten oder Erscheinungen ist die Rede?

Welche Eigenschaften dieser Objekte oder Erscheinungen sind zu beachten?

Welche Bezichungen zwischen den Objekten treten auf?
Welche Erscheinung wird benannt, definiert und wodurch wird sie erkldrt?

Wir behandeln zundchst die natiirlichen Zahlen, dann die gebrochenen Zahlen
und schlieBlich — entsprechend der Aufgabe dieses Buches wesentlich kiirzer —
die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen. Damit folgen wir den Zahlenbereichs-
erweiterungen, die den Lehrplinen der allgemeinbildenden polytechnischen Ober-
schule entsprechen.

11.1. Die endlichen Kardinalzahlen

Viele Menschen haben sich iiber den Ursprung der natiirlichen Zahlen Gedanken
gemacht und sind dabei zu unterschiedlichen Auffassungen gelangt. -

Entsprechend der marxistischen Erkenntnistheorie vertreten wir folgenden Stand-
punkt: Die natiirlichen Zahlen haben ihre Wurzeln in der objektiven Realicit.
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11,1

Der Zahlbegriff wurde als _Ergebnis der stindigen Auseinandersetzung der Men-
schen mit der Umwelt durch einen 'A‘bstra,ktlonsprozeB aus dieser Umwelt ge-
wonnen. Wir vermogen mit diesen Zahlen nicht nur gewisse Seiten der objektiven
Realitdt besser — ndmlich nicht nur qua.hta,tlv, sondern auch quantitativ —. zu
erfassen, sondern auch zu unseren Gunsten zu verindern. Dies forderte bereits
K ARL MaRrX in seiner 11. These iiber Feuerbach: ,,Die Philosophen haben die Welt
nur verschieden interpretiert; es kommt aber darauf an, sie zu verindern.*

Die Wissenschaften helfen uns als Produktivkrifte dabei. Die Mathematik nimmt
unter ihnen eirie bedeutende Rolle ein, und ,,in ihrer Sprache redet die Natur zu
uns* (nach GALILEO GALILEI, 1564 bis 1642).

Es gibt jedoch auch idealistische Auffassungen, nach denen die oben geschilderte
Beziehung der natiirlichen Zahlen zur objektiven Realitdt geleugnet wird. LEOPOLD
KRONECKER (1823 bis 1892) sagte: ,,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,,
alles andere ist Menschenwerk. Er wollte damit ausdriicken, da3 uns die natiirlichen
Zahlen als etwas Fertiges vorgegeben sind und erst von ihnen aus weitere Zahlenbereiche
konstruiert werden. . )

Wir gehen von Mengen aus und definieren mit ihrer Hilfe die natiirlichen Zahlen.
Man sagt auch, die natiirlichen Zahlen werden genetisch definiert (7 5. 18).

Weitere Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen gewinnen wir.dadurch, daB wir
stets auf die mengentheoretische Definition des Zahlbegriffs zuriickgehen und
Beziehungen zwischen Mengen beachten.

Die natiirlichen Zahlen konnen aber auch axlomatiseh definiert werden. Dlesen
Weg werden wir spiiter erldutern.

Beim mengentheoretischen Aufhau des Bereiches der natiirlichen Zahlen gehen
wir von Mengen und einer Aquivalenzrelation im Bereich der Mengen aus. Daher
arbeiten Schulanfinger lange und intensiv mit konkreten Mengen, z. B. mit
Kastanien, Stibchen, Rechenpfennigen und anderen Mengen; sie vergleichen,
ordnen, legen dazu, nehmen weg, bevor sie mit Zahlen rechnen. .
Fiir einen Schiiler ist es natiirlich nicht gleichgiiltig, ob er zwei Apfel geschenkt
bekommt oder zwei Kastanien — von der Intension, vom Inhalt her besteht ein-
groBer Unterschied zwischen diesen beiden Mengen; aber wenn er die Anzahl
erfassen soll, dann sind beide. Mengen gleichzahlig. Der Schiiler soll von gewissen
Seiten der objektiven Realitit abstrahieren — von GroBe, Gewicht, Geschmack
u. a. —, um den Zahlbegriff zu erfassen.

Der Eigenschaft von Mengen, gleiche Anzahl von Elementen zu beéitzen, ent-.
spricht die aus der Mengenlehre bekannte Relation der Gleichmichtigkeit; sie ist
die Aquivalenzrelation, die wir fiir eine Klasseneinteilung benétigen.

Wenn es nicht ausdriicklich anders vermerkt ist, wollen wir immer von Mengen
1. Stufe ausgehen.

DEFINITION 1 (11.1.) — Kardinalzahl &

Es sei A éine beliebige Menge.

Die Klasse (oder das Mengensystem) aller Mengen X,
die mit 4 gleichméchtig sind, hei8t Kardinalzahl von 4.

Wir bezeichnen sie mit ,,IZ“ und schreiben ,,IE = Kz (4)*
oder ,,k = [A4]«.

Es handelt sich also bei einer Kardinalzahl & um eine Abstraktionsklasse (Aqui-
valenzklasse) nach der Gleichmichtigkeit, die mit einer Menge 4 — das ist ein
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11.1. -

Repriisentant (Vertreter) dieser Klasse — alle und nur diejenigen Mengen X ent-
hilt, die zu A4 gleichméchtig sind. Die Mengen X enthalten jeweils genau so viele
Elemente wie die Menge A. Sind die betrachteten Mengen 4 und X Mengen 1. Stufe,
dann ist k eine Menge 2. Stufe.

Mit dem geschjlderten Abstraktionsproze8 erfassen wir im wesentlichen die-
jenigen Objekte, die in der Umgangssprache als ,,natiirliche Zahlen** bezeichnet
werden.

DEFINITION 2 (11.1) — Natiirliche Zahlen

Es sei k = Kz (4).

Dann nennen wir i eine natiirliche Zahl (oder auch
endliche Kardmalzahl) genau dann, wenn A endlich
ist.

Wir bezeichnen sie mit ,,k** (ohne Punkt) und schreiben
»k = Kz (A) oder .k = [4]“.

Natiitliche Zahlen werden sowohl zum Ermitteln der Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge als auch zum Durchnumerieren dieser Elemente verwendet.
Wir benutzen sie, um zum Beispiel die Anzahl aller Seitén dieses Buches oder um
eine bestimmte- Seite dieses Buches anzugeben.

Nun ist es sehr wohl ein Unterschied, ob wir bisher vier Seiten eines Kapitels oder
nur die vierte Seite durchgearbeitet haben. Benutzen wir eine natiirliche Zahl,
‘'um — wie im ersten Falle — die Anzahl der Elemente einer Menge (hier: Anzahl
der durchgearbeiteten Seiten) anzugeben, dann verwenden wir sie als Kardinal-
zahl; wollen wir aber den Platz eines Elements in einer durchnumerierten Menge
angeben, dann benutzen wir-sie als Ordinalzahl. Auf den Begriff ,,Ordinalzahl*
gehen wir nicht weiter ein, da wir ihn hier nicht mehr benétigen.

Eine Kardinalzahl bestimmt zwar die Méchtigkeit einer Menge, aber der beim
Zshlen stattfindende Prozeffi wird dabei nicht vollstindig erfaBt. Wir tippen
beim Zahlen — wirklich oder in Gedanken — in einer bestimmten Reihenfolge
auf die einzelnen Elemente; mit anderen Worten: Wollen wir eine Menge zihlen,
dann muf sie geordnet sein. Aus der Mengenlehre ist bekannt, daB jede endliche
Menge geordnet, ja sogar wohlgeordnet werden kann.

D. Krava sagt (7 [10] S. 287): ,,Entwicklungsgeschichtlich gesehen, bilden die
-Ordinalzahlen den urspriinglicheren Begriff vor den Kardinalzahlen, denn die An-
zahl der Elemente einer endlichen Menge. wurde zundchst durch Abzdhlen der
Elemente bestimmt und nicht durch bloBes abstraktes.eindeutiges Abbilden auf
eime vorgegebene Menge mit bekannter Anzahl (etwa auf die Finger einer Hand).
Theoretisch gesehen haben jedoch die Kardinalzahlen auf Grund ihrer logisch ein-
facheren Struktur den Vorrang vor den Ordinalzahlen.‘

Wir haben aber die natiirlichen Zahlen als endliche Kardinalzahlen definiert,
verwenden also Definition 2 (11.1.), ohne jedesmal das Wort ,.endlich® anzu-
geben.

DEFINITION 3 (11.1.) — Kleiner-gleich-Relation (<)
Es seien k = Kz (4) und I = Kz (B).

Dann sagen wir: k ist kleiner-gleich I genau dann, wenn
esein B* & B mit A ~ B* gibt.

Ist B* C B, dann sagen wir: k ist kleiner als .
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Die Definition 3 (ll.l.-)lbist aber nur dann sinnvoll, wenn die Entscheidung, ob
k < 1 bzw. k < list oder nicht, nicht von der Wahl der Reprisentanten 4 bzw. B
abhiingt.

Wir miissen deshalb zelgen, dal im Falle k£ < ! baw. k <! fur beliebige Reprisen-
tanten X, Y von k bzw. ! gllt

X ist einer Teilmenge bzw. einer echten Teilmenge von Y dquivalent.

Wir wiéhlen also aus der Klasse k¥ = [A4] einen anderen beliebigen Reprisentanten
X und aus Il = [B] einen anderen beliebigen Reprisentanten Y.

Somit ist X ~ A und ¥ ~ B.

Da nun 4 ~ B* mit B* & B ist, ergibt sich auf Grund der Transitivitit der
‘Gleichmichtigkeit: X ~ B*.

Da Y ~ B ist, glbteszuB*CBemY*CletB*~Y*

Die Gleichmachtigkeit ist eine Aquivalenzrelation, daher folgt aus X ~ B* und
B* ~ Y* sofort X ~ Y*, wobei Y* & Y ist.

Also ist X einer Teilmenge von Y dquivalent.

Die Definition 3 (11.1.) ist daher unabhiingig davon, welche die Klasse [A] bzw. [B]
erzeugende Menge (Reprisentant) verwendet wird. Die Definition ist reprisen-
tantenunabhangig.

Entsprechendes gilt fiir den Fall, daB k < ist.

Ubrigens kann man zu einer beliebigen Menge M immer eine Menge N finden,
fiir die gilt:

MnN—ﬂ und M ~ N.

Dazu braucht man nur die Produktmenge N = M X {a} zu bilden.

An Stelle des Nachweises der Reprisentantenunabhingigkeit hitte der Satz formu-
liert und bewiesen werden konnen, da der in der Definition 3 (11.1.) fiir die Repra-
sentanten 4, B von k und ! ausgesprochene Sachverhalt fiir zwei beliebige Repri-
sentanten von k und ! zutrifft. Aber der Beweis wurde ja auch so gefiihrt, nur
wurde der entsprechende Satz nicht formuliert.

Den Inhalt der Definition 3 (11.1.) wollen wir an einem Beispiel aus dem Unter-
stufenunterricht erldutern:

Vor einem Schiiler liegen zwei Kastanien und drei Stidbchen, er soll die Mengen
vergleichen. Dazu legt er zu jeder Kastanie genau ein Stidbchen und stellt fest,
daB noch ein Stdbchen iibrigbleibt. Die Menge der Kastanien ist also gleich-
méchtig einer echten Teilmenge der Menge der Stdabchen, folglich ist [Kastanien]
< [Stﬁbchen] oder in unserem Beispiel 2 < 3.

Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen k, I gilt der Satz (von BERNSTEIN, geb. 1880),
nach dem entweder k <l oder & = 1 oder | < k ist (DlS]unktlon)

Dieser Sachverhalt wird auch Trichotomie genannt. Auf den Beweis dieser Aus-
sage verzichten wir.

Die Kleiner-gleich-Relation und die Kleiner-Relation sind Wohlordnungsre-
lationen, die die Menge der natiirlichen Zahlen reflexiv bzw. irreflexiv wohlordnen
( Definition 5-(10.3.)). Den Beweis fithren wir im Anschluf an die Definition der
Addition. Von Bedeutung ist der Begriff ,.Nachfolger einer natiirlichen Zahl*‘.

DEFINITION 4 (11.1.) — Nachfolger

Es seien & = Kz (4) und @ ein Individuum des vorge-
gebenen Grundbereiches mit 4 n {a} = 0.

Dann nennen wir Kz (4') mit A’ = 4 v {a} den Nach-
folger von k und bezeichnen ihn mit

»k' = Kz (4") = [4]".

217



11.1.

Vom Individuum @ wird gefordert, daB es in dem vorgegebenen Grundbereich,
aber nicht in 4 liegt.

Ein Unterstufenschiiler kann nun zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl k& den
N achfolger k' finden: Er, wihlt aus der Klasse & einen beliebigen Représentanten A4 ’
(das ist eine Menge), vereinigt diese Menge mit einer Einermenge {a}, wobei a
ein Element des.vorgegebenen Grundbereiches ist, das nicht zu A4 gehort, und
ermittelt die Klasse der Vereinigungsmenge 4 u {a} Sie ist der gesuchte Nach-
folger.

Wir ordnen nun Kardinalzahlen Namen und Zeichen zu.

DEFINITION 5 (11.1.) — Die Zahl Null A
Die Kardinalzahl der leeren Menge nennen wir Null.
Symbolisiert: 0 = pe Kz (0) = [0]

Damit hat eine Kardinalzahl einen Namen bekommen. In der deutschen Sprache
ist ,,Null“ der Name, das Zahlwort, ,,0°‘ ist die entsprechende Ziffer, die gleich-
zeitig Symbol fiir diejenige Klasse ist, die als einziges Element die leere Menge —
bekanntlich gibt es genau eine leere Menge — enthilt.
Ob man die Null als natiirliche Zahl betrachtet oder nicht, ist Verelnbarungs-
sache. Beim mengentheoretischen Aufbau der Zahlenbereiche rechnet man sie
dazu, der Lehrplan der Unterstufe tut es ebenfalls.
Nach der Russgrischen Endllchkeltsdefmlt.lon (7 221) ist die leere Menge endlich.
Wenn M endlich ist, so auch Mu {a}.
.Wir kénnen also ausgehend von der endlichen Menge M weitere endliche Mengen
bilden, indem wir zu der jeweils vorhandenen (endlichen) Menge ein solches Ele-
ment aus dem vorgegebenen Inleldlgenberelch I hinzufiigen, das nicht schon in
der vorhandenen Menge enthalten ist.
So erhalten wir die folgenden endlichen Mengen.

M = #uia} = {a} wit a € I

M =My {b} = {a,b} .itas<bund bel

M’ =My {c} = {a,b, c mit ¢ # a,c # b und ¢ € I usw.
Nach dem Unendlichkeitsaxiom (# 108) gibt. es mindestens eine Menge, der
wir immer noch ein solches Individuum entnehmen kénnen. Die Menge M heifit
Einermenge, die Menge M’ Zweiermenge, die Menge M’* Dreiermenge usw.

Diese (endlichen) Mengen bestimmen natiirliche Zahlen, denen wir Namén und
Zeichen zuordnen: '

1 =pg Kz (0 v {a}) = Kz ({a}) = Kz (M) mitacl;
) 2 =py Kz (M u {b}) = Kz ({a,b}) mita # b und b ¢ I usw.
,»Eins®, , Zwei*, ,,Drei‘* usw. sind die Namen dieser Zahlen.
1%, ,,2% ,,8%, .. .* sind die entsprechenden Ziffern.
Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, daB es zu jeder natiirlichen Zahl immer
noch eine groBere gibt, mit anderen Worten: :
Es glbt unendlich viele natiirliche Zahlen.
Aber eine natiirliche Zahl ,,Unendlich* kann es !mcht geben, da. nach Defuutlon
2 (11.1.) natiirliche Zahlen endliche Ka.rdmalza.hlen, Kardinalzahlen endlicher Men-
gen sind. Mit anderen Worten:
Die Menge der natiirlichen Zahlen (N) bestimmt zwar eine Kardinalzahl ( /' Defi-
‘nition 1 (11.1. )) aber diese ist nicht endlich, also keine natiirliche Zahl.
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Mit di¢ser Zahl und mit anderen unendlichen Kardinalzahlen beschiiftigen wir uns
nicht.

Sind die natiirlichen Zahlen in der Reihenfolge 0, 1, 2, 3, ... aufgefiihrt, dann
wollen wir sagen, sie seien in der natiirlichen Anordnung gegeben (0, 2, 4,.

1,8, 5, . . . ist keine ,,natiirliche Anordnung“)

Wir wollen noch daran erinnern, dali eine Menge M genau dann abzihlbar ist, wenn
gie zur Menge der natiirlichen Zahlen (N) gleichmichtig ist ( # Definition 1 (9.8.)).

Mit den bisher erzielten Ergebnissen kénnen wir schon einige Sitze iiber natiir-
liche Zahlen formulieren und beweisen.

SATZ 1 (11.1.) — Die natiirliche Zahl Null (P I)
Null ist eine natiirliche Zahl.

Beweis: _

Die leere Menge ist endlich, ihre Kardinalzahl ist 0 (7 Definitionen 2 (11.1.) und
5 (11.1.)).

Satz 1 (11.1.) (P I) und dle folgenden mit P II bis P V bezeichneten Sitze gehen
auf GIUserPE PEaNoO (1858 bis 1932) zuriick; sie sind unter dem Namen PE.wo-
sches Axiomensystem bekannt. Wir kommen darauf spiter zuriick ( 7 223).

SATZ 2 (11.1.) — Nachfolger (P II)
Zu ]eder natiirlichen Zahl 7 gibt es genau eine natiirliche
Zahl n’, die Nachfolger von = ist.

Beweis :

1. Ezxistenzbeweis: )

Jede natiirliche Zahl n ist eine (endliche) Kardinalzahl ( 2 Definition 2 (11.1.)),
diese ist eine nichtleere Klasse gleichmichtiger Mengen (~ Definition 1 (11.1.)).
n = Kz (0) = 0 ist nicht ausgeschlossen.

Einen beliebigen Reprisentanten M dieser Klasse vereinigen wir mit einer Einer-
menge {a}, von der nur gefordert wird, daB a zum vorgegebenen Individuenbereich
gehort — das Unendlichkeitsaxiom sichert die Existenz eines solchen Individuen-
bereiches — und a nicht Element von M ist.

Diese Vereinigungsmenge M v {a} = M’ ist endlich, da M endlich ist. Sie be-
stimmt wieder eine endliche Kardinalzahl, also eine natiirliche Zahl ( # Defini-
tion 2 (11.1.)), die nach Definition 4 (11.1.) Nachfolger 2’ von n ist.

2. Eindeutigkeitsbewess :

Wir nehmen an, es existieren zu der beliebigen natiirlichen Zahl »n die beiden Nach-
folger m, und m,. .

Nun miissen wir zeigen, daBl m, = my ist. .

Da = eine natiirliche Zahl ist, gibt es eine endliche Menge M — bellebwer Reprii-
sentant von n — ‘mit n = Kz (M).

Nach der Definition 4 (11.1.) ist aber

=Kz (M v {a}) und m, = Kz (M v {b}) mita¢ Mund be M.
Nach der Definition der Kardinalzahl folgt ais 4 ~ B sofort '
Kz (4) =Kz (B).
Da M u {a} ~ Mu {b} ist, folgt
Kz (M v {a})=Kz (M v {b}),

also ist m, = m,.
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Es existiert also ein solcher Nachfolger von %, und er ist von der Wahl der Repri-
sentanten unabhingig, ist eindeutig bestimmt. q.e.d.

SATZ 3 (11.1.) — Null ist nicht Nachfolger
einer natiirlichen Zahl (P III)
Fiir alle natiirlichen Zahlen # gilt:

n 0.

Voraussetzung: n ist natiirliche Zahl.

Behauptung:  Fiir alle n gilt: n’ == 0.

Bewets : o v .
Es gibt zu jeder natiirlichen Zahl n = Kz (M) einen Reprisentanten, den wir mit
M bezeichnen wollen. ;
Nach der Definition 4 (11.1.) ist die Menge M v {a} ein Repriasentant von n’,
falls @ ¢ M, aber a Element des vorgegebenen Individuenbereiches ist. Diese Ver-
einigungsmenge M u {a} ist nicht leer, da sie wenigstens das Element a enthilt —
M kann natiirlich auch die leere Menge sein —, also ist M u {a} 4= 0,d. h,

Kz(Mufa})+=0 oder = 0.

SATZ 4 (11.1.) — Gleichheit der Vorgénger (P 1IV)
Aus der Gleichheit der Nachfolger natiirlicher Zahlen
folgt die Gleichheit dieser natiirlichen Zahlen.

Voraussetzung: Es seien n, m € N und »" = m’.
Behauptung: n=m
Beweis:
Ist A’ ein Repriasentant von »’ und ist B’ ¢in solcher von m’, so ergibt sich aus
n' = m' sofort A" ~ I’
Da n° bzw. m’ Nachfolger von n bzw. m ist, kénnen wir 4’ = 4 v {a} und
B’ = B u {b} setzen, wobei A bzw. B Reprisentant von n bzw. m ist. '
Somit ergibt sich

Avu{a} ~Bu{a} mit abel,ac¢d, beB.
Es gibt also eine eineindeutige Abbildung f von @ = 4 v {a} auf H = B v {b}
durch die Zuordnung ‘ :

2, > fle,) =2, mit x,¢eG@ und =x,¢H.
Wir kénnen nun eine eineindeutige Abbildung f, konstruieren, bei der z, = a
und z, = b ist vermittels der Zuordnung

e=z,~f(lz)=0b. ,
[ ist dann auch eine eineindeutige Abbildung von 4 auf, B, also

A~ B. '
Folglich ist

Kz(4A) =Kz (B) bzw. n=m. q.e.d.

SATZ 5(11.1.) — Axiom der vollstindigen Induktion
®V)

Jede Menge M, welche die Zahl 0 und mit jeder natiir-

lichen Zahl n auch deren Nachfolger #’ enthilt, enthait

alle natiirlichen Zahlen.
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Voraussetzung: M enthalte die natiirliche Zahl ‘0 und mit einer beliebigen natiir-
lichen Zahl n auch =’.

Behauptung: M enthilt alle natiirlichen Zahlen (endliche Kardinalzahlen).

Beweis :

Es sei U das System derjenigen endlichen Mengen, deren Kardma.lzahlen in M

enthalten sind.

Wir miissen nun zeigen, daB % das System aller endlichen Mengen ist.

Nach Voraussetzung ist 8 € %, da Kz (0) = 0 e M ist.

Nun ist-ebenfalls nach Voraussetzung mit » auch n’ € M, also ist nach. Konstruk-

tion von U auch jeder Reprisentant von n’ Element von %, d.:h. — wenn X

Repriisentant von n und @ €¢ X — X v {a} ist Element von %. ¥ enthilt also die

leere Menge @ und mit X auch X v {a}.

Nach der RusseLrschen Endlichkeitsdefinition ist also % das System aller endlichen

Mengen. Nach Konstruktion von % ergibt sich hieraus, daB alle endlichen Kardi-

nalzahlen zu M gehdren, M enthilt damit alle natiirlichen Zahlen. q.e.d.

Anmerkung: Die RusseLLsche Endlichkeitsdefinition:
(1) Die leere Menge ist endlich.
(2) Wenn die Menge M endlich ist, so auch M u {a}.
(3) Eine Menge ist nur dann endlich, wenn das auf Grund
von (1) und (2) der Fall ist.

Satz 5 (11.1.) ist von besonderer Bedeutung, denn er liefert die Grundlage fiir die
sogenannten Beweise durch vollstindige Induktion, die wir noch oft fithren werden.

Gesichert wird dieses Beweisverfahren durch den folgenden Satz.

SATZ 6 (11.1.) — Rechtfertigungssatz
fiir induktive Beweise
Es sei n eine Variable fiir natiirliche Zahlen und H(n)
eine Aussageform, in der als einzige Variable n vor-
kommt.
Wenn dann (1) H(0) wahr ist und wenn
(2) aus der Wahrheit von H(n) fiir ein
beliebiges = auch die Wahrheit von
H(n') (n’ ist Nachfolger von n) folgt,
so ist H(n) wahr fiir alle natiirlichen
Zahlen.

Beweis :

M sei die Menge aller der]emgen natiirlichen Zahlen n, fiir die H(n) zu einer wahren
Aussage wird.

Dann ist nach Voraussetzung

(1) 0e M und
(2) wenn ne M, s0 n" € M.

Daher enthélt M alle natiirlichen Zahlen nach Satz 5 (11.1.). Also wird I-i(n) zZu
einer wahren Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen =. q.e.d.

Manchmal werden Induktionsbeweise benotigt, deren Indiktionsanfang ((1),
Satz 6 (11.1.)) sich nicht auf die Zahl 0, sondern auf eine andere natiirliche Zahl
7y > 0 bezieht. Dann gilt der Rechtfertigungssatz auch (nur) fir alle n = =,
(ohne Beweis). '
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Das Beweisen mit Hilfe der Methode der vollstindigen Induktion wollen wir an
einer Aufgabe erliutern.

Sie ist deshalb interessant, weil der Lehrer BUTTNER aus Bra,unschwelg seine
Schiiler, zu denen auch der neunjihrige CarL FrIEDRICH GaUss (1777 bis 1855)
gehérte, einen Spezialfall dieser Aufgabe 16sen lie, um etwas Ruhe zu haben, wie
er glaubte.

BUTTNER stellte die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 40 zu addieren. Das ist ein
Spezialfall der Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 7 zu addieren. Die meisten Schiiler
rechneten:

. 14+2=3; 343=6; 6-44=10 usw.
Nicht so Gauss. Er ordnete die Zahlen zu Paaren:
l+40 2 4 39; e '20+21

und erhielt 20 Paare, deren Summe jeweils 41 betrug. Nun brauchte er nur zu
multiplizieren:

20-41 = 820.
Wir konnen vermuten, daf dic Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis » immer
Sn --—(n+ 1) ist.
Wul'{ wollen diese Vermutung beweisen und greifen dazu auf Schulkenntnisse zu-
riic]
Voraussetzung : Gegeben seien die natiiglichen Zahlen 1, 2, . . ., n.
Behauptung:  Fiir alle n > O.gilt:

1+2+3+...+7;=Sn=%(n+1).

Beweis:
1. Schritt (auch Induktlonsanfang genannt):
Wir miissen beweisen, daB die Behauptung fiir n = 1 wahr ist.

Sein = 1, dann la.utet die Behauptung: 8; = (l 1).

Nun ist aber 8, = 1 also stimmt in diesem Fa,lle die Behauptung.
2. Schritt (auch Induktionsschritt genannt):
a) Induktionsvoraussetzung

Wir nehmen an, daf3 die Behauptung fiir eine beliebige na.turhche Za,h'l k
wahr ist.

Sei n = k; Annahme: S, = ? (& + 1) ist wahr.

b) Induktionshehauptung
Die Béhauptung ist auch fiir den Nachfolger k' vor k wahr.
Sein = k' = k + 1, dann lautet die Behauptung:
E+1
Sis1 =30k +1) +11.

c) Beweis der lnduktlonsbehauptung

E31stSk+.1—1—|—2+3v-|— +k+(k+l)
= 8 o+ (k+D
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= %(k +1) +(k+1) (nach2.a))-
_ b+ 1) 42‘ 2(k+1) (Addition von Briichen)
k+1)(k+2 E+1

S HDEED kAL
SchluBfolgerung: Die Behauptung gilt (na.ch dem Rechtfertigungssatz) fiir. alle
natiirlichen Zahlen » > 0. q.e.d.
11.2. Definition der Menge der natiirlichen Zahlen

nach Peano

Im Teil 11.1. haben wir den AbstraktionsprozeB, der zu den natiirlichen Zahlen
fiihrt, mit Hilfe mathematischer Mittel nachgezeichnet, wir haben diesen Zahlen-
bereich genetisch definiert.

Beim axiomatischen Aufbau gehen wir davon aus, daB eine nicht leere Menge mit
einem ausgezeichneten Element und einer Nachfolgerrelatlon gegeben ist.

Erfiillen nun die Elemente dieser Menge mit der in ihr erklirten Nachfolgerrelation
das Peanosche Axiomensystem — inhaltlich ist es in den oben angefiihrten Sitzen
P1I bis PV gegeben —, dann nennt man die Elemente dieser Menge natiirliche
Zahlen und bezeichnet die Menge einschlieBlich ihrer Nachfolgerrelation als Modell
des PEANoschen Axiomensystems: Man sagt auch, der Begriff der natiirlichen
Zahl sei axiomatisch definiert.

PEANosches Axiomensystem

PI: Null ist eine natiirliche Zahl: 0 ¢ N.

PII: Fiir alle natiirlichen Zahlen » gibt es genau eine natiirliche Zahl m,
die Nachfolger von = ist:
Vadm@m=n).

PIII: Es gibt keine natiirliche Zahl n, deren Nachfolger die Zahl 0 ist:

: ~3n@ =0).

P1IV: Fiir alle natiirlichen Zahlen m, n gllt
Wenn m’ = »’, so m = n:
VYVmVn(m =n’—>.m=n) .

PV: Fiir alle Mengen M gilt:
Wenn die natiirliche Zahl 0 Element von M ist und wenn mit jeder
natiirlichen Zahl n auch n’ Element von M ist, so enthdlt M alle
natiirlichen Zahlen:
VM[{0eMAVn(ne M—>n'eM)—> M= N]

Die als endliche Kardinalzahlen bekannten natiirlichen Zahlen 0, 1,2, 3, ... mit
der fiir sie erklirten Nachfolgerrelation sind ein ‘Modell dieses Axiomensystems.
Aber auch die Elemente der Menge {0, 2,4, 6, ...} der geraden Zahlen erfiillen
die Forderungen des PEANOschen Axlomensystems, sofern die ,,Nachfolgerrelation*
fiir sie so definiert wird, da8 0’ = 2,2 = 4,4" = 6 usw. gelten. Es gibt noch
andere Modelle, aber alle sind einander lsomorph beziiglich der Nachfolgerrelation
(  Definition 2 (lO 5.)).
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Man sagt: Das PeaNosche Axiomensystem legt den Begriff ,,natiirliche Zahlen*
eindeutig bis auf Isomorphie fest.

Der italienische Mathematiker und Logiker GiuseppE PEANO (1858 bis 1932) hat 1891
dieses Axiomensystem in unwesentlich anderer Form vorgeschlagen ; diese axiomatische

Definition der natiirlichen Zahlen, der wir uns heute noch bedienen, ist also noch nicht
einmal 100 Jahre alt.

Im Teil 11.1. haben wir PI bis P V als beweisbare Siitze angesehen und auch
bewiesen. Im PraNoschen Axiomensystem sind die P I bis PV Axiome, also
unbewiesene Sitze (Aussagen).

»Ob aber ein Satz beweisbar ist oder nicht, ob er also als Axiom gllt oder nicht,

héngt von seiner Stellung im Aufbau der betreffenden mathematlschen Theorie ab*
([7], S. 144). .

Als Axiomensystem bezeichnet man ,,die einer Gesamtheit von Aussagen eines ’
Wissenschaftsbereichs zugrunde liegende systematische Teilmenge von Aussagen
(Axiomen), aus der sich alle iibrigen Aussagen — dieses Bereichs — deduktiv
ableiten lassen . . . das System muf widerspruchsfrei sein und sollte nach Méglich- -
keit unabhéingig und vollstindig sein‘ ([12], S. 167).

Mengentheoretischer Aufbau der Menge der natiirlichen Zahlen (N)
Naturllehe Zahlen
={0,1,2,...}
/ LN
Aquivalenzklassen Aquivalenzklassen
gleichmaéchtiger Isomorph dahnlicher wohlgeordneter
endlicher Mengen, bezuglich der endlicher Mengen,
genannt: Nachfolger- genannt:
Endliche Kardinalzahlen relation Endliche Ordinalzahlen
X quivalenzrelation Aquivalenzrelation
Gleichmichtigkeit Ahnlichkeit .
(~) (=)
Mengensystem Mengensystem
Elemente: Elemente:
Endliche Mengen Wohlgeordnete endliche
Mengen
11.3. Algebraische Operationen’in N

Im Teil B ,,Einfiihrung in die Mengenlehre‘‘ haben wir den Begriff Algebraische
Operation kennengelernt ( # Definition 1 (10.7.)).

Wir wollen solche Operationen (Abbildungen) auch fiir die Menge N definieren und
weitere Aussagen (Sitze) iiber diese Operationen formulieren und beweisen.
Entsprechend der genetischen bzw. axiomatischen Definition der natiirlichen
Zahlen werden wir zunéchst mengentheoretisch und dann indukiiv vorgehen.

Wir. definiéren nun Rechenoperationen fiir natiirliche Zahlen, indem wir auf ent-
sprechende Eigenschaften der endlichen Kardinalzahlen zuriickgreifen.

994



DEFINITION 1 (11.3.) — Summe natiirlicher Zahlen
Wir nennen a + b die Summe von a = Kz (4) und
b = Kz (B) genau dann, wenn.

a+b=Kz(AuB) mit AnB=9.

Die natiirlichen Zahlen a und b nennen wir Summanden.

Ist @ = b, dann ist es ebenfalls moglich, disjunkte Reprasentanten fiir @ und b
zu finden (7 Bemerkungen nach Definition 3 (11.1.)).

SATZ 1 (11.3.) — Summe natiirlicher Zahlen
Die in Definition 1 (11.3.) definierte Summe existiert
und ist eindeutig bestimmt. '

Auf den Beweis des Satzes 1 (11.3.) verziechten wir. Er ergibt sich aus Existenz
und Eindeutigkeit der Vereinigungsmenge disjunkter Mengen.

DEFINITION 2 (11.3.) — Addition in N

Wir nennen die eindeutige Abbildung von NX XN in N
Addition in N genau dann, wenn sie jedem geordneten
Paar [a;d] natiirlicher Zahlen a und b ihre Summe
zuordnet.

Nach Teil 10.7. ist die durch die Definition 2 (11.3.) charakterisierte Abbildung
(Addition) eine algebralsche Operation.

Allerdings wissen wir noch nicht, ob die Addition in N existiert und, wenn sie
existiert, ob sie dann auch eindeutig bestimmt ist. Wir stellen daher die folgende
Behauptung auf.

SATZ 2 (11.3.) — Addition in N
Die in Definition 2 (11.3.) erklirte Operation ist fiir alle
natiirlichen Zahlen stets und eindeutig ausfiihrbar.

Voraussetzung: Es seien a = Kz (4), b = Kz (B), An B =0 und ,,+*“ das Zei-
-chen fiir die Addition..

Behauptung:  Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gibt es genau eine natiirliche
Zahl x mit x' = a + b.

Beweis:
,,E8 gibt; genau ein z . ..“ bedeutet, daB es mindestens ein solches z (Existenz)
und zugleich hdchstens ein solches x gibt (Eindeutigkest).
Der Beweis besteht daher aus zwei Teilen.
1. Existenzbeweis
Wir miissen zeigen, daBl es eine natiirliche Zahl z gibt, die die o. a. Behauptung
erfiillt.
Es seien also ¢ = Kz (4), b = Kz (B), A n B = 0.
Wir bilden
AuB=X.

Da A und B endlich sind, ist auch X = A u B endlich (7 Teil B).
Also ist Kz (X) = Kz (4 u B) eine natiirliche Zahl die wir mit = bezeichnen.
Laut Definition 1 (11.3.) erhalten wir damit )
Kz (4) + Kz (B) = Kz (A u B) =Kz (X) oder
a+t+b==zx.

[N
(]
c'l .
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11.3.

2. Eindeutigkeitabeweis .
Wir miissen zeigen, daB die Summe a + b von den gewihiten Reprisentanten
unabhingig ist. Dazu wihlen wir aus @ bzw. b (das sind Klassen -gleichmichtiger
Mengen) andere disjunkte Vertreter — etwa A* und B* —, fiir die daher gilt:
A~A* B~B* und A*nB*=90.
Nun ist
AuB~A*vy B*
denn wir kénnen jedes z ¢ 4 u B auf genau ein z* € 4* U B* wegen der vorhin
angegebenen Glelchmachtlgkelt der verwendeten Mengen eineindeutig-abbilden.
Daher ist
Kz (4 uB)=Kz(4* u B¥).
Bezeichnen wir wiederum diese Vereinigungsmengen mit X bzw, X“ dann ist
Kz (X)=Kz(X*) oder z=2*,
d. h., die Addition der beiden natiirlichen Zahlen a und b ist von den gewihlten
Reprisentanten unabhéngig, sie ist eindeutig béstimmt.
Damit haben wir in der Menge N eine algebraische Operation erkldrt, die fiir alle
z € N nicht aus N herausfiihrt. . q.e.d.
Wir sagen: N ist abgeschlossen gegeniiber der Addition.
Im Teil B haben wir einige Eigenschaften von Mengenoperationen kennengelernt.
Wir werden sie benutzen, um einige Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen zu-
beweisen.
Da. Mengenoperationen — also auch die Vereinigungsmenge — mit Hilfe von
logischen Operationen definiert sind, ist es zweckméfig, bei den entsprechenden
Definitionen und Sétzen in den Teilen A und B nachzulesen, um sich dxe dort
angegebenen Sachverhalte zu vergegenwértigen.
Wir wollen noch daran erinnern, da man eine Aussage ,.fiir alle...gilt...
dadurch beweist, da8 man sie ,,fiir beliebige . . . beweist. Ohne es jedesmal
ausdriicklich zu sagen, sollen die gewihlten Repriisentanten A, B, ... beliebig
gewihlte Reprisentanten der entsprechenden natiirlichen Zahlen sein.

SATZ 3 (11.3.) — Assoziativgesetz der Addition in N
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

(a+b)+c=a+(b+0)-

Voraussetzung : Es seien a = Kz (4), b =Kz (B) A Kz (C) und,

AnB=BnC=A4AnC=9, '

wobei a, b, ¢ beliebig gewihlte na.tiirhche Zabhlen seien.
Behauptung: Esgilt: (@ +b) +¢c=a + (b 4 ¢).
Beweis:
(@ + b) +c ist die natiirliche Zahl (Kardinalzahl) der eindeutig bestimmten Ver-
einigungsmenge

(A uB)uC (nach Definition 1 (11.3.)) und
a+ b+ o) die natiirliche Zahl der Vereinigungsmenge
A u (B u C) (nach Definition 1 (11.3.)).

Aus der Mengenlehre ist bekannt daB die Mengenoperation u (Vereinigung von
Mengen) assuziativ ist.
Dabher gilt:

(AuByuC=4u(Bu (),
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folglich ist

Kz((AuB)uOC) =Kz(4du(Bul) bzw.

3 @+b t+ec=a+(b+o). _

Da der Satz 3 (11.3.) fiir beliebige natiirliche Zahlen bewiesen wurde, gilt er auch
fiir alle natiirlichen Zahlen (7 Teil 5.4.).
Soll ein Schiiler die Erfullungsmenge der Aussageform§ + 7 + 2 = z ermitteln,
dann geht: er vielleicht folgendermaBen vor:

84+24+7=84+2)+7T=10+7T=17T=2.
Er hat zwei Summanden vertauscht — das Kommutativgesetz angewendet — und
dann das Assoziativgesetz benutzt.

SATZ 4 (11 3.)— Kommutatlvgesetz der Addition in N
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

at+b=b+a.

V oraus.setzung Es seien a = Kz (A), b =Xz (B) und 4 n B =4, a, b beliebig
gewihlte natiirliche Zahlen

Behauptung: Es gllt a+b=>b+ a

Beweis :

a + b ist die naturhche Zahl (Ka,rdma,lza.hl) der Vereinigungsmenge

A uB (nach Definition 1 (11.3.)) und

h + a die natiirliche Zahl der Vereinigungsmenge
BuAd (nach Definition 1 (11.3.)).

-Aus det Mengenlehre ist bekannt, daB die Mengenoperation u kommutativ ist.
Dabher gilt

AuB=Bud,
folglich ist

"Kz(4d uB)=Kz(Bud) bzw.

a+b=b+a.

In Definition 1 (11.3.) miissen die Mengen A und B als Reprisentanten der na-
tiirlichen Zahlen a bzw. b disjunkt sein. Das muB der Lehrer beachten, wenn er
den Schiilern Textaufgaben gibt. Zur Ubung eignen sich aber auch Aufgaben,
in denen iiber den Durchschnitt der angegebenen Mengen nichts ausgesagt ist.
Solche Aufga,ben erfordern eine besonders sorgfiltige Analyse des Textes, das
.Analysxeren muB stdndig geiibt werden ( ,,Lehrpla.ne Klasse 1, Mathematlk“
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1967, S."129).

Dazu ein Beispiel aus einer Mathematikolympiade der DDR fiir Klasse 1:
»INeun Schiiler bereiten ein Album fiir ihre Patenbrigade vor, acht versehen es mat.
Bildern. Wie viele Schiiler sind beteiligt?*
Bei oberflichlicher Analyse des Textes kénnte ein Schiiler z = 17 als emzlge
Loésung der Aufgabe erhalten.
Fiir die Anzahl = der beteiligten Schiiler gilt jedoch:

I<z2< 10, '
Eine andere Aufgabe soll uns zu einer neuen Rechenoperation fiihren.
»,Gerd hat sechs Flaschen gesammelt, Ulf neun. Wie vielé Flaschen muf Gerd noch
dazu sammeln, damit er genaw so viele geaammelt hat wie Ulf?*
Die Schiiler haben die Erfiillungsmenge fiir 6 + z = 9 zu ermitteln. Anfinglich
iberlegen sie: ,,Wieviel muB ich zu 6 addieren, um 9 zu erhalten ?** Spiter
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ldsén sie die Gleichung nach z auf und erhalten z =9 — 6 sie bedienen sich
einer neuen Rechenoperation, der Subtraktion. Allerdings bemerken die Schiiler
bald, daB Aufgaben dieser Art (in N) nicht immer 18sbar sind.

Fiir die Definition 3 (11.3.) miissen wir zeigen, daB man zu zwei natiirlichen
Zahlen a = Kz (A) und b = Kz (B) mit b < a stets einen Reprisentanten fiir b
finden kann, der eine Teilmenge eines Repra.sentanten von a ist. Gilt zum Beispiel
nicht B S 4, so gibt es wegen b < a ein A* S A mit B ~ 4*. Da b = Kz (B),
ist auch A4 * Reprasenta,nt von b, und dieser erfiillt die Bedingurig A* S 4. Wir.
wihlen also fiir B die Menge 4 *.

DEFINITION 3(11.3.) — Differenz natiirlicher Zahlen
Wir nennen a — b die Differenz von a = Kz (4) uad
b = Kz (B) genau dann, wenn

a—b=Kz(4\B) mit B~ A* c 4

ist.

Die Zahl a nerinen wir Minuend, die Zahl b Subtrahend.

SATZ 5 (11.3.) — Differenz natiirlicher Zahlen
Die in Definition 3 (11.3.) definierte Differenz existiert,
wenn b < a ist, sie ist dann auch eindeutig bestimmt.

Der Beweis ergibt sich aus.Existenz und Eindeutigkeit einer Differenzmenge
unter den Bedingungen von Definition 3 (11.3.).

DEFINITION 4 (11.3.) — Subtraktion in N

Wir nennen die eindeutige Abbildung aus. N XN in N
Subtraktion in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natiirlicher Zahlen a und b mit a > b
ihre Differenz zuordnet.

Bei der Addition mufiten die Reprisentanten (Mengen) der natiirlichen Zahlen-
disjunkt sein (7 Definition 1 (ll 3.)). Bei der Subtraktion in N mufBl der Re-

prisentant der kleineren Zahl eine Teilmenge des Reprasenta,nten der groBeren

sein; ein solcher existiert im Falle @ = b stets. Es ,,leuchtet ein*, daB man von

drei Kastanien nicht zwei Apfel wegnehmen kann. Die Differenz @ — b ist auch .
nur erklirt unter der Einschrinkung a = b; es ist zum Beispiel 1 —3 =z in N

nicht 16sbar.

SATZ 6 (11.3.) — Subtraktion in N

Die in Definition 4 (11.3.) erklirte Operation ist mit
der. angegebenen Einschrinkung fiir alle natiirlichen
Zahlen stets und eindeutig ausfiihrbar.

Voraussetzung: Es sei a = b, a = Kz (4) und b = Kz (B).
Behauptung: Es gibt genau eine natiirliche Zahl z mit x = a — b.
Beweis: 4

1. Existenzbeweis

Wir miissen zeigen, daB es eine natiirliche Zahl z gibt, die obige Behauptung
erfiillt.
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Es sei b < a.
“Dann wiihlen wir Reprisentanten 4 eKz (4) und B € Kz (B), fiir die gilt: B& 4
(., Bemerkung vor Definition 3 (11.3.)).
Nun existiert die Differenzmenge

A\B=X bzw. A\A*=X
und ist eindeutig bestimmt. '
Sie ist endlich, weil auch 4 und B bzw. 4 und 4* endlich sind.
Daher gilt fiir die entsprechenden natiirlichen Zahlen:.

Kz (4) — Kz (B) = Kz (4 \ B) = Kz (X) bzw.
Kz (4) — Kz(4*) = Kz (X) oder
a — b =2z (nach Definition 3 (11.3.)).

2. Eindeutigkeitsbeweis
Wir miissen zeigen, dafl die Differenz @ — b von den gewihlten Repridsentanten
unabhéngig ist.
Dazu wihlen wir aus a bzw. b andere Vertreter — etwa A, bzw. B, —, fiir die
daher gilt: 4, ~ 4, B,~B und B, &S 4,.
Aus der Mengenlehre ist bekannt, daB mit 4, ~ 4 und B, ~ B auch zutrifft
A\ B ~A,\B,.
Bezeichnen wir die Differenzmenge mit X bzw. X,, dann gilt fiir die entspre-
chenden natiirlichen Zahlen:

Kz (4 \ B) = Kz (4, \ B)) oder

Kz (X) = Kz (X,), das heiBit,
a—b=xz=u.

Die Differenz a — b ist also eindeutig bestimmt. q.e.d.

Im allgemeinen betrachtet man die Subtraktion als Umkehrung der Addition. In
der Schule begrunden die Schiiler die Wahrheit der Aussage 5 — 3 = 2 mit Hilfe
der Addition, und sie sagen: 5 — 3 = 2, denn 2 4+ 3 = 5. Damit wird der enge
Zusammenhang zwischen diesen beiden Operationen unterstrichen.

Allerdlngs gelten fiir die Subtraktion weder das Kommutativ- noch das Assoziativ-
gesetz, wie man leicht an Beispielen nachweist.

Addition und Subtraktion bezeichnet man auch als Rechenoperationen 1. Stufe.

Wir wollen uns jetzt den Rechenoperationen 2. Stufe zuwenden.

Ein Schiiler lernt, daB er die Erfiillungsmenge fiir die Aussageform
24+2+4+2=2

auf verschiedene Art ermitteln kann. Er wendet das Assozmtlvgesetz an und

erhilt:
2+2)+2=44+2=6=2=,

oder er erkennt, daBl es sich hier um gleiche Summandén handelt, und rechnet
3.2=6==2 ‘

und benutzt die Multiplikation.

DEFINITION 5 (11.3.) — Produkt natiirlicher Zahlen
Wir nennen a-b das Produkt von a = Kz (4) und
b = Kz (B) genau dann, wenn

a-b=Kz(AXxB).

Die Zahlen @ und b nennen .wir Faktoren.
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SATZ 7 (11.3.) — Produkt naturlleher Zahlen )
Das in Definition 5 (11,3.) definierte. Produkt existiert
und ist- eindeutig bestimmt,

Der Beuweis ergibt sich aus Existenz und Eindeutigkeit von 4 X B aus Definition
5(11.3.).

DEFINITION 6 (11.3.). — Multiplikation in N

Wir nennen die eindeutige Abbildung von N XN in N
Multiplikation in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natiirlicher Zahlen @ und b ihr Pro-
dukt zuordnet.

BEISPIEL 1 (11.3.):

In der Schule wird manchmal zur Emfuhrung der Multiplikation eine Aufgabe
folgender Art gestellt:

Zuvei Jungen und drei Madchen spzelen Federball. Jeder Junge soll gegen jedes
Mddchen spielen. Wie viele Spitle miissen ausgetragen u erden?

Das Problem kénnen wir graphisch 16sen, indem wir die Namen der Kinder auf-
schreiben und die Namen der Kinder jeweils eines Paares durch Linien miteinander
verhinden (7 'Bild 230/1).

Karl ?Jngs '

— Rita
Egon . Helga
230/1

Es gibt dann folgende Paare:

J\arl Inge, Karl —Rita, Karl — Helga, Egon Inge, Egon—Rita, Egon—Helga.

Schreiben wir die Mannschaft der Jungen bzw. der Midchen als Menge:
Mannschaft 1 = 4 = {k, ¢},
Mannschaft 2 = B = é@, 7, h}

und bilden die Produktmenge
A¥B =X = {k;i], [k;r]; [k;h], [e;d], [esr], [eshl},

dann besitzt diese Menge sechs Elemente, also ist
Kz(AxB)=Kz(X)=2=6.

Folglich sind sechs Spiele auszutragen.

Wir-haben die Losung der Aufgabe im Beispiel 1 (11.3.) mit Hilfe einer Produkt-
menge aus der Menge der Jungen und der Menge der Médchen gefunden.

SATZ 8 (11.3.) — Multiplikation in N
Die in Definition 6 (11.3.) erklirte Operation ist fiir
alle natiirlichen Zahlen stets und eindeutig ausfiihrbar.

Wir wollen den Beweisgedanken nur skizzieren.
Fiir den Nachweis der Existenz des Produkis a - b in N bei beliebigen a, b ¢ N ist
zu zeigen, dafl die Produktmenge 4 X B mit 4 € @ und B e} und damit auch
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Kz (4 X B) emdeuﬁg bestimmt sind. Im Ezndeuu’gkeztsbewew ist zu zeigen, daB
dieses Produkt von der Wahl der Reprisentanten una,bha.ngxg ist.

Damit haben wir in der Menge N eine weitere a,lgebralsche Operation. erkla,rt
die fiir alle € N nicht aus N herausfiihrt.
Wir sagen:

N ist abgeschlosson gegeniiber der Multlphkatlon
Die Multiplikation in N geniigt gewissen Gesetzen.

SATZ 9 (11.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikaticn
. ‘in N

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(@-b):c=a-(b-c).

Voraussetzung : Es seien a = Kz (4); b = Kz (B) und ¢ = Kz (0);
'a, b, ¢ beliebig gewihlte natiirliche Zahlen .
Behauptung: Es gilt: (@-b)-c=a-(b-c).
Beweis: ‘ .
Es ist nach Definition 5 (11.3.)
(@-b)-c=Kz[(dxB)XC] wund
a-(b-c) =Kz[4x(BX0)]
Nun ist (AXB)xXC ~ Ax(BxC).
Da im Teil B diese Behauptung nicht bewiesen wurde, wollen wir hier ihre Rich-
tigkeit an einem Bewpzel demonstrieren. Es seien
= {1,2}, = {x, ¥,2}, C={3,4,5, 6}
Nach Definition der Produktmenge ist
(AxB)x C = {[[a; b] ¢lrae A und beB und ceC}.
Fiir unser Belsplel gilt also
(AxB)xO {[1x3], [1 z;4], [l;2;8], [l;2;6], [l;y;3].
- L1252 6]}

Dabei 1i8t man im allgemeinen jeweils ein.Paar der eckigen Klammern weg
und schreibt die Elemente der Produktmenge als geordnete Tripel [a; b;c].
Ersichtlich enthélt auch 4 X (B x C) genau die gleichen geordneten Tripel, so daf
man eine eineindeutige Abbildung der beiden Mengen geordneter Tripel auf-
einander herstellen' kann. Die Gleichméchtigkeit der beiden Produktmengen ist
also augenscheinlich, wenn man diese Darstellung als Beweis gelten laB8t (ein
Beispiel ist natiirlich kein Beweis fiir eine Allaussage). Ersichtlich sind die Pro-
duktmengen sogar gleich, denn sie enthalten beide die gleichen geordneten Tripel.
Aus dieser Gleichméchtigkeit (hier sogar Gleichheit) folgt

Kz [(AXxB)xC] =Kz [AX(Bx ()],  also )
(@-b).-c=a-(b-c). g.e.d.
"Ein Schiiler beachtet dieses Gesetz, wenn er réchmet:
7-5.2=7.(6-2)="7-10="0. '

Es ist iiblich, belm Arbexten mit Variablen das Rechenzelchen ¢ wegzulassen, man
schreibt ,,a b ¢*‘ an Stelle von ,,a - b - ¢*. '
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SATZ 10 (11.3.) — Kommutativgesetz

der Multiplikation in N
Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt:
a-b=0b-a.

Beim Beweis des Satzes 10 (11.3.) benutzt man die Aquivalenz der Mengen A X B
und Bx A4 fiir beliebige Mengen 4, B.

Mit dem bisher Gesagten ist eine gewisse Ubereinstimmung zwischen Addition
und Multiplikation in N beziiglich der fiir sie erkannten Gesetze sichtbar.
Es gilt noch ein Gesetz, das eine Verbindung zwischen beiden Operationen zum
Ausdruck bringt.

SATZ 11 (11.3.) — Rechtsseitiges Distributivgesetz
der Multiplikation beziiglich
der Addition in N
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(@+b)-c=a-c+b-c.

Wir wollen einen Beweis skizzieren.
Es seieni a = Kz (4), b = Kz (B), ¢ = =Kz (C) und 4 n B=0.
Dann gilt:
Lir alle [z; y] [z;y]€ (A v B) X C genau dann, wenn
[z;y]€ (4 X C) v (B X O).
Das heiBlt aber: .
Firalle |x; y]: (x€ A oder z€ B) und yeC genaudany, wenn
(red und yeC) oder (xe¢ B und ye().
Die logische Struktur lautet:
(pvgar—(@ar)vigar).
Eine Wertetabelle zeigt sofort, daB diese Aquivalenz eine (aussagenlogische)
Identitit ist. Damit kénnen wir riickwirts auf die Richtigkeit des Satzes 11 (11.3.)
schliefien.
Der Beweis fiir das lmksseltlge -Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich der
Addition in N —
Fiir alle a,b,ce¢ N:c(a +b)=c-a+c-b —
ergibt sich sofort aus der Kommutativitit der Multiplikation.
Das links- und rechtsseitige Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich der
Addition kann man daher zum Distributivgesetz zusammenfassen. ,
Ein Schiiler rechnet zum Beispiel: '
4.12=4(10+2)=4-10+4-2=40 + 8 =48
und wendet das Distributivgesetz an.

DEFINITION 7 (11.3.) — Quotient natiirlicher Zahlen
Wir nennen a:b mit b > 0 den Quotienien von a = Kz(4)
und b = Kz (B) genau dann, wenn a:b durch eine
Menge X reprisentiert werden kann, fiir die gilt:

a =Kz (BxX).

Die Zahl @ nennen wir Dividend, die Zahl b Divisor.
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SATZ 12 (11.3.) — Quotient natiirlicher Zahlen
Der in Definition 7 (11.3.) definierte Quotient -existiert,
wenn ¢ = b - 2, und ist dann cindeutig hestimmt.

DEFINITION 8 (11.3.) — Division in N

Wir nennen die eindeutige Abbildung aus N XN \ {0}
in N Division in N genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [a; b] natiirlicher Zahlen a und b mit b 7= 0
ihren Quotienten zuordnet.

Dieser Operation liegen zwei inhaltlich verschiedene Sachverhalte zugrunde.

BEISPIEL 2 (11.3.):

Eine Klasse mit 27 Schiilern marschiert in Dreierreithen zum Sportunterncht Wie
viele Reihen sind es?

Hier handelt es sich da,rum, eine Menge von Schiilern in Drelermengen ainzu-
teilen. Man kann fragen, wie oft eine Menge von drei Schiilern in einer Menge
von 27 Schiilern enthalten ist, und rechnet:

273=9

BEISPIEL 3(11.3.):

Eine Klasse von 27 Schiilern ist in drei Gruppen mit gleicher Anzahl von Schiilern
aufzuteilen. Wie stark ist jede Gruppe?

Man rechnet hier:

27:3=09.

Wir haben bisher festgestellt, daB Addition und Multiplikation in N immer und
eindeutig ausfiihrbar sind. An die zur Definition verwendeten Reprisentaniten
(Mengen) haben wir bei der Multlphka,tlon keine besonderen Forderungen gestellt,
bei der Addition muBten sie allerdings disjunkt sein. Bei der Subtraktion ¢ — b
muBlte @ = b sein, und die Représentanten muBten noch gewisse Teilmengen-
beziehungen erfiillen (# Definition 3 (11.3.)).

Bei der Division a:b =z muB 4 ~ Bx X ( Definition 7 (11.3.)) und damit
A=A, uAy,u-.- U A, sein.

Man muf also den gewihlten Reprasentanten 4 in b gleichmichtige, dlslunkte
Teilmengen 4, mit ¢ =1, 2, 3, . . ., b zerlegen konnen, andernfalls ist die Division
nicht ausfithrbar, denn dann glbt és zu A, B auch kein X mit 4 ~ Bx X AuBer-
. dem ist-die Division a:b fiir b = 0 nicht erklart

Manchmal hért man die Formulierung:
Man darf nicht durch 0 dividieren! )
Was geschieht aber, wenn man es trotzdem tut ?

‘Wir wollen das .an einem Beisptel erldutern.

Ein Schiiler begriindet die Division mit Hilfe der Multiplikation:
8:2=4,denn 4.2 = 8.

Es sei nun b = 0. 8:0 = z, . denn 2 - 0 = 8.

Es gibt aber kein z, das 8:0 = z bzw. z - 0 = 8 erfiillt.

Daher fordert man b 5% 0 bei der Definition der Division a:b.
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SATZ 13 (11.3.) — Division in N (ohne Beweis)

Die in Definition 8 (11.3.) erkldrte Operation ist mit
der angegebenen Einschrinkung fiir alle natiirlichen
Zahlen stets und eindeutig ausfiihrbar.

Fiir die Division gilt weder das Kommutativgesetz noch das Assoziativgesetz..
Das kann mdn durch ein Gegenbeispiel leicht nachweisen.

8:4£4:8  baw.  (12:6):2 % 12:(6:2), denn 14

Damit sind die vier Grundrechenoperationen mengentheoretisch behandelt. Auf
weitere Operationen (z. B. das Potenzieren) gehen wir nicht ein.

Wir wollen nun die durch das PEaNosche Axiomensystem definierten natiirlichen
Zahlen 'voraussetzen und Rechenoperationen induktiv mit Hilfe von Rekursions-
formeln definieren.

Dazu einige Vorbemerkungen:

Manchmal rechnet ein’ Schiiler noch ,,an den Fingern‘ und lost 5+ 3 ==, in-

dem er die fiinf Finger der linken Hand auf den Tisch legt. Dann legt er den

Daumen, den Zeigefinger und den Mittelfinger der rechten Hand dazu und zihlt

jeweils: fiinf — sechs, sieben, acht. Er hat mit anderen Worten den Nachfolger

von 5, dann den Nachfolger des Nachfolgers usw. gebildet. Man ka.mi auch sagen,

er habe, statt einmal 3 zu addieren, dreimal 1 addiert.

Wir schreiben diesen Vorgang in der bekannten Symbolik.
6+3=56+2=06+2=06+1)=[6+ 1)']' = [(5')']"

=[67T=7T=8==2.
Allgemein heiBt das: Die Addition von » zu a wird auf eine n-malige Addltlon
von 1 zu a zuruckgefuh.rt

Bei den folgenden Definitionen der Addition und Multiplikation in N werden je-
weils zwei (Rekursions-)Formeln angegeben, die Axiome fiir die ]ewelhge Operation
sind (recurrere: zuriicklaufen — lat.).

Es ist nicht selbstverstindlich, daB man auf die angegebene Art definieren darf,
aber der Rechifertigungssatz fiir induktive Definition mit Hilfe von Rekursions-
formeln von DEDEKIND sichert dies ( / Satz 14 (11.3.)).

DEFIN ITION 9 (11.3.) — Addition in N

(induktiv mit Hilfe von Rekursionsformeln) (# Defi-
‘nition 2 (11.3.))

Eine a.lgebra.lsche Operation in der Menge N heiBt Ad-
dition in N geriau dann, wenn sie folgenden Rekursxons-
formeln geniigt. -

Ay: a+0 =a

A,y a4+ b =(a+b)

Aus der Formel 4, ist ersichtlich, daB di®é Zahl Null den Summanden a ,,wieder-
herstellt*, reproduziert; wir nenfien daher die Zahl Null.auch das reproduzierende
(oder auch neutrale) Element aus N beziiglich der Addition.

SATZ 14 (11.3.) — Addition in N ( Satz 2 (11.3.))
Es gibt genau eine mit ,,+‘ gekennzeichnete alge-
braische Operation in N, die die Rekursionsformeln aus
Definition 9 (11.3.) -erfiillt (,,Rechtfertigungssatz von
DEDEKIND).
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113,
Wir weisen die eindeutige Bestimmtheit dieser Operation nach.

Voraussetzing: Es seien N die Menge der natiirlichen Zahlen und -+, sowie -+,

zwei algebraische Operationen, die A, und A, aus Definition 9 (11.3.)
erfiillen.

Behauptung: VaVb(a,beNAa+yb=a+,b)
Bewets:

Wir beweisen die Behauptung mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber . Das be-

deutet: a ist eine beliebige (aber feste) natiirliche Zahl, und b durchlduft alle na-
tiirlichen Zahlen. -

1. Schritt (Induktionsanfang)

Esseib=0.

Dann lautet die Behauptung: @ +,0 =a +, 0.

Nunista +,0=a (nach A,) und
a+,0=a. (nach A,) ,

denn beide Operationen sollen ja den Rekursionsformeln geniigen. Die rechten
Seiten beider Gleichungen stimmen iiberein; also gilt:

a+,0=a+,0

2. Schritt: (a) I ndulctwnsvommset’ung
Esseib=n.
a +;n=a+,n seieine wahre Aussage.
b) I nduktionsbehauptung: )
Essei b =n'
Dann lautet dle Behauptung

a—+,n =a-+t,n

¢) Beweis der I nduktzonsbehauptung
Es ist
a+,% =(a+,n) (nachA,)"

(@ +, 1) (nach Induktionsvoraussetzung),
also ist : ’ '

. a0 =a+,0 (nach Ap).
Schlupffolgerung : Nach dem ,,Rechtfertigungssatz fiir Beweise mit Hilfe vollstin-
diger Induktion* gilt somit fiir alle natiirlichéen Zahlen b:

a+,b=a-+,b beibeliecbigem ace N,
d. h., beide Operationen fallen zusammen. q.c.d.
SATZ 15 (11.3.) — Assoziativgesetz der Addition in N

( Satz 3 (11.3.)

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

@+ +o=at®+o.

Der Beweis wird mit Hilfe vollstindiger Induktlon iiber ¢ gefithrt und emthélt
keine besonderen Schwierigkeiten. Wir verzichten auf eine Darstellung.

Etwas umstandhcher ist der Nachweis der Konlmu!am'zmt denn wir hendtigen
dazu zwei mit Hy und H, bezeichneten Hilfssdtze.

H,-Hilfssatz (1)

‘Fiir .alle natiirlichen Zahlen a gilt: 0 + a =.a.
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Der Satz H; wird mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber a bewiesen. Auch dieser
Beweis enthilt keine besonderen Schwierigkeiten und wird da,her hier nicht gefiihrt.

H,-Hilfssatz (2)
Fur alle natiirlichen Zahlen a, b gilt: @ + b = a’ + b.
Der Beweis kann. ebenfalls mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber b gefiihrt.
werden, wir iiberlassen ihn dem Leser.

- Jetazt kénnen wir auch das Kommutativgesetz der Addition in NV beweisen.

SATZ 16 (11.3.) — Kommutativgesetz der Addition in N
© (A Satz 4 (11.3.))

Fiir alle naturhchen Zahlen a, b gilt:

at+b=0b+4+n.

Voraussetzung: Es seien N'die Menge der natiirlichen Zahlen und ,,+ das Zei-
-chen fiir die Addition nach Definition 9 (11.3.).
Behauptung:  Fiir alle a,be N gilt: a +- b =b 4 a.
Beweis (mit Hilfe vollstandlger Induktion iiber b)
1. Schritt: Es sei b = 0.
Dannist a+0=a (nach A),
a+0=0+a firalle aeN (nach H,).
2. Schritt: a) Induktionsvoraussetzung:
Esseib=mn.
a-+n=mn-+4 a seieine wahre Aussage.
b) Induktionsbehauptung:
a+n=n +a
¢) Bewets der Induktionsbehauptung :
a+n =(a+n) (nach A,)
= (n + a)’ (nach Induktionsvoraussetzung)
=n-+a (nach A,)
a+n =n +a (nach H,)
Schlufifolgerung : Satz 16 (11.3.) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen a, b. q.e.d.

Mit Hilfe der Addition kénnen wir nun einige Relationen in der Menge N erkliren.
Dazu geben wir vorher zwei Hilfssdtze an.
H,-Hilfssatz (3) (ohne Beweis)

Fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ gilt: Wenn @ + b = a, so b = 0.

Der Beweis a3t sich mit Hilfe vollstdndiger Induktion iiber « fiihren.

H,-Hilfssatz (4)

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

Wemm a4+ b=0,s0a=5b=0.
Wir wollen hier eine Bewewmoglwhkezt angeben.
Wir nehmen a,n, daB etwa a # 0 wire. Dann gibt es eine natiirliche Zahl a,, fiir
die gilt: a = a;.
AuBlerdem ist dann

a+b=b+a=>b+a, =(b+a) (nach Satz16(11.3.) und A,).

Damit ist aber a 4+ b 5= 0, denn nach P III gibt es keine natiirliche Zahl, deren
Nachfolger 0 ist. Das steht im Widerspruch zur Voraussetzung a + b =.0.
Folglich ist unsere Annahme a # 0 falsch, also ist @ = 0. Nach H; ist dann
b=0. q.e.d.
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Wir kénnen H, auch durch Zuriickgehen auf Definition 2 (11.3.) ‘beweisen. Das
sei dem Leser iiberlassen.

SATZ 17 (11.3.) — Gleichheit natiirlicher Zahlen
Zwei beliebige natiirliche Zahlen a, b sind gleich (a = b)
genau dann, wenn @ + 0 = b ist.

Wie man leicht nachwdist, ist diese Relation eine Aquivalenzrelation, bewirkt
also eine Einteilung von N in Klassen (ohne Beweis).

DEFINITION 10 (11.3.) — <-Relation in N

( Definition 2 (11.1.))
Eine beliebige natiirliche Zahl a ist kleiner als eine na-
tiirliche Zahl b oder gleich einer natiirlichen Zahl b bzw.
b ist groBer als a oder gleich a genau dann,
wenn es ein n € N gibt, so daB a + n = b ist.

SATZ 18 (11.3.) — Reflexive Ordnungsrelation in N
Die in Definition 10 (11. 3) erklirte Relation ist eine
reflexive Ordnungsrelation in N. Sie ist also reflexiv,
antisymmetrisch, transntiv und linear.

Bewets :
Es sind die vier genannten Eigenschaften nachzuweisen. -
1. Reflexivitdt :
Fiir alle a € N gilt:
aa,
denn es gibt ein #» € N, ndmlich n = 0 (nach A,), so daB} gilt:
at+n=a.
2. Antisymmelrie:
Fiir alle a, b € N gilt:
Wemn a < bund b < a,s0a =b.
Wenn @ < bund b < a, dann gibtes nach Definition 10 (11.3.) natiirliche Zah-
len m und - n, so daf3
a+m=2>b und b+n=a.
Wir addieren auf beiden Seiten der ersten Gleichung n und erhalten
a+m+n=>b+n
at+tmt+n=a’ (nach der zweiten Gleichung).
Folglich ist .
m+ n =0 (nach H;) und damit
m=mn=0 (nach H,).
Folglich ist
a=b+4+n=04+0=0.
3. Transitivitdt :
" Fiir alle a, b, ¢c € N gilt:
Wenna <bund b < ¢,80¢a < c.
Wenn ¢ < b und b < ¢, dann glbt. es nach Definitiond0 (11.3.) natiirliche Zah-
len m und =, so daB

a4_—m=b und b+n=c.
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11.3.

Wir addieren in der ersten Gleichung # und erhalten
a4+ m-+n==>b+4+n=c (nach der zweiten Gleichung); also
a+(m-+n)=c.
Es gibt also eine natiirliche Zahl (m + n), die zu a addiert ¢ ergibt.
Folglich lst a=c.,
4. Linearitdt:
Firr allea,be N gllt
a<b - oder b=a.
Es geniigt zu zeigen:
Wenn a£b,s0 b < a,
(denn die aussagenlogischen Ausdriicke ,,p v ¢ und ,,~ p — ¢*‘ sind wert-
verlaufsgleich, p entspricht der Aussageform a < bund g entspricht der Aussage-
form b < a).
Den Beweis fithren wir mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber-b.

1. Schritt: Es sei b =

Es ist zu zeigen:

Wenn a £ 0, so 0 < a.

Diese Implikation ist wahr, wenn nur die Konklasion wahr ist, der Wahrheits-
wert der Primisse ist dann ohne Belang. Nun ist 0 + ¢ = a (nach H,), das
heiBt aber, 0 < a fiir alle a € N.

2. Schritt:
a) Esset b=n.
Wenn a £ n, so » < a sei eine wahre Aussage.
b) Essei b=n'.
Dann ist zu zeigen:
" Wenn a £ 2/, so n’ < a.
c) Esses afn.
Dann ist auch @ & n; denn wire ¢ < n, dann wéire aucha S n
(wegen der Tra.nsltlwta.t der <-Relation).
Ausafn folgt aber n» < a (nach Induktlonsvoraussetzung).
Daher gibt es ein ke N ‘mit k # 0, so daB gilt:

nt+k=a  (nach Definition 10 (11.3.));
wire k = 0, dann wiére

nt-0=n=a (im ' Widerspruch zu a £ n).
Weil k =4 0 ist, gibties ein k, mit k; = k.
Dann ist

a=n+k—n+k =n"+k
(nuch Wilfssatz (2)),
also 7’ < a. '

Schlupfolgerungen: In der Menge N ist die =-Relation linear.
Die <-Relation ordnet die Menge der natiirlichen Zahlen reflexiv.
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Nun erkliiren wir in N eine irreflexive Ordnungsrelation.

DEFINITION 11 (11.3.) — <-Relation in N

(. Definition 3 (11.1.))
Eine beliebige natiirliche Zahl a ist kleiner als eine na-
tiirliche Zahl b (a < b) bzw. b ist grdBer als a genau
dann, wenn es ein ne€ N mit n 7+ 0 gibt, so daB
a -+ n=>b ist.

Die <-Relation ist eine irreflexive Ordnungsrelation in N, sie ist also irreflexiv,
asymmetrisch, transitiv und. trichotom (,~ Teil B 10.3.), was wir nicht beweisen
wollen.

Es ,,Jeuchtet ein'*

daB keine n.a,turhche Zahl a kleiner als sie selber sein kann,

daB aus a < b folgt b « a,

daB die < -Relation transitiv ist: Wenn a < b und b < ¢, soa<c¢ und

daB fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen a, b genau eine der folgenden Eigen-
scha,ften zutrifft: Entweder a << b oder @ = b oder b < a.

Den letzten Sachverhalt bezeichneten wir als Trichotomie.

BEISPIEL 4 (1.1.3.):

Die Erfiillungsmenge fiir 46 4+ 20 = = konnen wir abschétzen.
1. Da 40 < 46, List4"0+20<46+20 also 60 < .

2. Da 46 < 50, 1st46+20<50+20 alsox<70

Folglich gllt 60 < =z < 70.

Wir benutzten im Belsplel 4 (11.3.) den Satz 19 (11.3. ).

SATZ 19 (11.3.) — Monotonie der Addition

beziiglich der < ~Relation
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b,  gilt:
Wenn a< b, s0 a + z < b'+.x.

Voraussetzung: Es seien a, b, z.€ N a < b.
Bekauptung Esgilt: a + 2 < b + 2.
Beweis: '
Es sei a < b. i
Dann gibt es ein.n € N mit » > 0, so daB a + n = b.
Nunist (@ +2) +x=a + (n + x) (Assoziativitiit)
=a+ (x4 n) (Kommutativitit)
=@+z)+n (Assoziativitat)
bt+r=@+=2)+mn da a+t+n=2>
Folglich ist b + 2 >a 4+ = bzw.
at+z<b+ 2.
Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daB die Addition in N auch monoton
beziiglich der Gleichheitsrelation ist und daB auch die Subfraktion monoton be-
ziiglich der < -Relation ist (wenn die Subtraktion ausfiihrbar ist).
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DEFINITION 12 (11.3.) — Subtraktion in N

(. Definition 4 (11.3.))
Die bubtraktlon in N ist diejenige Operation, die allen
geordneten Paaren [a; b] von natiirlichen Zahlen a, b
mit @ < b diejenige natiirliche Zahl z zuordnet, fiir die
a+ x=>b gilt.
Man schreibt: z = b — a.

- Die Subtraktion ist unter der Einschrinkung a < b und mit Hilfe der Addition
erkldrt. Wir bezeichnen daher die Subtraktion als U'mkehroperation der Addition
( # Ausfithrungen vor Definition 3 (11.3.)), und esist (¢ — b) + b =a .

Mit Hilfe der Monotonie der Addition zeiger wir, dafl die Differenz nach Defi-
nition 12 (11.3.) eindeutig bestimmt ist.

Wir nehmen an, dafl es zu @ + x = b zwei natiirliche Zahlen z, und z, gibt, die
zwar verschieden sind, aber die Gleichung erfiillen.

Dann ist @ + 2, = b und a + 2z, = b.

Unbeschadet der Reihenfolge sei x; < z,; dann ist auch a + 2, < a 4 =,.

Das ist aber ein Widerspruch zu @ + z, = a 4 z, = b. ' ,

Folglich ist die Annahme 2, & z, falsch. Es gilt z, = z,. q.e.d.

DEFINITION 13 (11.3.) — Multiplikation in N
(induktiv, mit Hilfe von Rekursionsformeln)

( Definition 6 (11.3.)) (* Satz 8 (11.3.))

Eine algebraische Operation in der Menge N heifit
Multiplikation in N genau dann, wenn sie folgenden
Rekursionsformeln geniigt.

My:a-0=0

My a-b=a-b+a

Wir erkennen gewisse Ubereinstimmung mit den Rekursionsformeln fiir die
Addition in Definition 9 (11.3.). Die Multiplikation einer Zahl mit einer zweiten
wird auf die Multiplikation mit dem Vorgénger dieser Zahl und der Addition der
ersten Zahl zuriickgefiihrt.

SATZ 20 (11.3.) — Multiplikation in N (7 Satz8(11.3.))
Es gibt genau eine mit ,,»‘ gekennzeichnete a,lgebra.ische
Operation in N, die die Rekursionsformeln in Defini-

tion 13 (11.3.) erfiillt. (,,Rechtfertlgungssatz von DEDE-
KIND*)

Wir weisen die eindeutige Bestimmtheit dieser Operation nach.
Voraussetzung: Es seien N die Menge der natiirlichen Zahlen und ,,-,“ sowie ,,-,*
zwei algebraische Operationen, die M, und M, aus Definition
13 (11.3.) erfiillen.
Behauptung: Fiir alle a,be N gilt: a-; b =a -, b.
Beweis: (mit Hilfe vollstdndiger Induktion iiber b):
1. Esses b=0.
Dann lautet die Behauptung: a-; 0 =a-,0.
Nunist ;0 =0 (nach M,);
a-3,0=0 (nach M,).
Folglichist a-, 0 =a -, 0.’

240



113,

2.a) Esset b=mn.
@-3n = a-,n sei eine wahre Aussage.
b) Es sei b =n'.
g =ayn
¢e)a,n =a-y;n+a (nach M)
=a-;n+a (nach2.a))
=a *g n'
Schlupffolgerung : Nach dem ,,Rechtfertigungssatz‘ gilt somit fiir alle natiirlichen
Za.h]en b:
2 b = a -3 b bei beliebigem a € N, d. h., beide Operationen fallen zusammen.
'er beweisen zundchst das Distributivgesetz (7 Satz 11 (11.3.)), da es fiir den
Beweis des Assozmtlvgesetzes benétigt wird.

SATZ 21 (11.3.) — Distributivgesetz (7 Satz 11 (11.3.))
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(@+b)-c=a-c+b-c.

Vorausaetzung Es seien @, b, ¢, n € N.
n' sei der Nachfolger von n.

Behauptung: Fiir alle a, b, ¢ € N gilt:
(@+bd).c=a-c+b-c.
Beweis: (mit Hilfe vollsténdiger Induktion iiber c):

1. Esseic=0.
(a+3)-0=0 (nach M,)
=0+0 (nach A,)
=a-0+4+5-0 (nach M;).

2, a,) Es seic=mn.
(@a+b)-n=a-n+ b- nseieine wahre Aussage.

b) Es sei ¢ =n'.

Es ist zu zeigen:
(@a+d)-2"=a-n"+b-n". ]

c) @+d)-n" =(a+bd)-n+(a+d) (nach M,)
=a-n+b.-n4 (a+b) (nach 2.a))
=(@:n+a)+(b-n+b) (nach Satz15 (11.3.) tind

Satz 16 (11.3.))
=a-n +b-2 (nach M,)

Schlupfolgerung: Das rechtsseitize Distributivgesetz der Multiplikation beziiglich
der Addition gilt fiir alle natiirlichen Zahlen.

SATZ 22 (11.3.) — Assoziativgesetz der Multiplikation
in N
( Satz 9 (11.3.))
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gl]t
(@a-b)-c=a-(b-c).

Der Beweis mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber ¢ verlduft dhnlich- dem Be-
weis von Satz 21 (11.3.). In Beweisziffer 2.c) ist das Distributivgesetz zu be-
nutzen. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen.
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Fiir den Beweis des Kommutativgesetzes benotigen wir zwei Hilfssiitze.
H;-Hilfssatz (5)

Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt: 0 - 2 = 0.
H,-Hilfssatz (6)

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt: " b =a.b + b,

wobei a’ der Nachfolger von a sein soll.

SATZ 23 (11.3.) — Kommutativgesetz der Multiplikation
: in N
(A Satz 10 (11.3.))
Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

a-b=="b-a.

Die Beweise zu den Hilfssitzen H; und H zum Satz 23 (11.3.) kann man wieder-
um mit Hilfe vollstindiger Induktion fiihren. Sie bieten keine besonderen Sctheng-
keiten.

In Satz 19 (11.3.) haben wir das Monotoniegesetz der Addition beziiglich der

Kleiner-Relation bewiesen. Diese Monotonie gllt natiirlich auch in bezug auf die

Kleiner-gleich-Relation, denn fiir Mengen gilt ja auch:

Wenn gilt: Wenn 4 C B,s0 4 u X C Bu X, :

so gilt erst recht: Wenn A S B, so A uX S Bu X.
Bei der Multiplikation liegen die Verhiltnisse etwas a.nders, da wir die Null zu’

den natiirlichen Zahlen rechnen.

BEISPIEL 5 (11.3.):

Es ist.zwar 3 < 4,.aber 3-0 £ 4. 0.

Die <:Relation bleibt ]edooh erhalten. Es ist 3 <4 und auch 3.0 < 1. 0.
Aus diesem Grunde ist im Satz 24 (11.3. ) der Bereich fiir den Multlphkator ein-
geschrinkt.

SATZ 24 (11.3.) — Monotonie der Multiplikation
beziiglich der <-Relation

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, x mit 2 > 0 gilt:

Wenn-a < b, s0 a-z<b-x.

Voraussetzung: Es seien a,b, 2z ¢ N; >0 und a < b.
Behauptung: Esgilt: a-2<b. 2.
Beweis:
Essei a < b.
Dann gibt es emneletn>0 so daf
a+n=~b.
Nun ist (@ + n)-2 =a-2 + n- 2 (nach Satz 11 (11.3. )-
‘Daraus folgt bz =a-z+n-2(n-2>0,dan>0und =z > 0).
Folghch istb.z>a-2 bzw.
a-2<b. 2. q.e.d.
Die Multiplikation in N ist auch beziiglich der Gleichheits-Relation monoton
(ohne Beweis).

242



13

BEISPIEL 6 (11.3.):
Ein Schiiler wendet beim Losen von 168:7 =z Satz 24 (11.3.) an.
Er schiitzt ab: _14Q < 168, also ist 140:7 = 20 < .
- 168 < 210, also jst 210:7 = 30 > .
Daher ist 140:7 < z < 210'7' oder 20 < # < 30.

Im Hllfssa,tz H, haben wir gezeigt, daB aus ¢ + b =0 folgt a=b=0.

In Wo

Ist die Summe zweier natiirlicher Zahlen gleich 0, so sind beide naturhche Zghlen
gleich 0.

Wir wollen nun einen entsprechenden Satz fiir die Multiplikation betrachten.

SATZ 25 (11.3.)
Fur alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:
b =0 genau dann, wenn @ = 0 oder b = 0.

Wir wollen die Behauptung des Satzes 25 (11.3.) erldutern.

Wenn ,,a-b = 0 erfiillt ist, dann. muB3 auch ,,a =0 oder b = 0° wegen der
Aqulva.lenz der beiden Aussageformen erfiillt sein.

,»@ = 0 -oder b = 0“ ist aber eine Alternative. Es geniigt, daB @ = 0 oder
,,0 = 0% erfiillt ist. Es konnen naturheh auch beide erfiillt sein.

Mit anderen Worten:

Wenigstens eine der beiden natiirlichen Zahlen muf 0 sein.

Man kann den Beweis des Satzes 25 (11.3.) auch durch Zuruckgehen auf die De-
finition der Multiplikation von @ und b fiihren.

Die Division in N kénnen wir mit Hilfe der Multl'plikation erkldren.

DEFINITION 14 (11.3.) — Dlvmon in N

(A Definition 8 (11.3.))
Wir betrachten alle Paare [a; b] von natiirlichen Zah-
len @ und b, fiir die b &= 0 gilt und zu denen es eine
natiirliche Zahl z gibt, so daB z - b = a ist.
Die Division in N ist diejenige Operation, die allen diesen
Paaren die (eindeutig bestimmte) Zahl 2 zuordnet.

‘Man schreibt: = a : b oder 2 = % .

Auf Grund der Definition 14 (11.3.) gilt:
(m:n)n=m.
Deshalb bezeichnet man die Division als Um.kehmng der Multlphkntlon.

Fiir die Division gilt weder das Kommutatwg_esetz noch das Assoziativgesetz,

wie man @n Beispielen leicht nachweist. Die Schiiler begriinden die Richtigkeit

der Lésung einer Division mit Hilfe der Multiplikation und sagen zum Beispiel:
28:7=4, denn 4.7=28, d.h, '

im Unterricht wird die Division-als Umkehrung der Multiplikation behandelt.

Damit sind die vier Gmndrechmoperahonen in N behandelt. Auf andere Opera-
tionen gehen wir nicht ein.
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114.

11.4, Die Darstellung natiirlicher Zahlen
iln m-adischen Positionssystem

Da es unendlich viele verschiedene natiirliche Zahlen glbt gibt es ebenso viele
Namen und Zeichen fiir diese Zahlen.
Jede natiirliche Zahl wird durch ein Zeichen, genannt Ziffer, dargestellt.

Es soll im folgenden erldutert werden, wie man eine solche Darstellung natiirlicher
Zahlen gewinnen kann. Dabei werden wir auch einige Rechenoperationen heran-
ziehen.

Wenn man die Anzahl der Elemente einer Menge ermitteln soll, macht man als
Gedichtnisstiitze oft Striche:

[I111]| entspricht 7.

Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, faBt man die Striche in Tellmengen Zu-
sammen (i ||). Man kann vereinbaren, daB vier senkrechte Striche mit einem
Querstrich ( :,',',' ) eine Darstellung der Zahl Fiinf sein sollen. Man kénnte auch ver-
einbaren: i soll durch dasSymbol ,,F* ersetzt werden. ,,FF [||* wire dann ein

Symbol fiir die Zahl Dreizehn.

In unserer Sprache sind die folgenden Bezeichnungen bekannt: ,,Ein Dutzen <
fiir die Zahl Zwalf, ,,eine Mandel‘ fiir die Zahl Fiinfzehn, u. a.

An alten Gebduden findet man manchmal romlsche Ziffern.
MCDXIX bezeichnet die Zahl 1419.

Die Roémer verwendeten folgende Zeichen als Grundziffern: 1 =1, X =10,
C = 100 (centum: hundert — lat.), M = 1000 (mille: tausend — lat.) und die Hilfs-
zeichen V = §, L = 50, D = 500. _
Man ist bestrebt, natiirliche Zahlen durch Aneinandérfiigen von méglichst wenigen
Zeichen darzustellen: III = 3. Dabei denkt man sich eine Verkniipfung der ein-
zelnen Zeichen durch die Addition:

XXX =X+X+ X =30.
Man spricht daher von einem Additionssystem. Das Zeichen fiir die groBere Zahl
steht im allgemeinen links von dem Zeichen fiir die kleinere:

XI=X+4+1I=11. .
Um méglichst wenige Zeichen zu benétigen, werden folgende Vereinbarungen ge-
troffen:
An Stelle von VIIII =V 4+ 1+ 1+ 14 I =9 schreibt man IX=X_-I=9
(die kleinere Zahl ist zu subtrahieren, in diesem Falle steht die kleinere Ziffer links
von der groBeren Ziffer).
Es ist aber nicht gestattet, mehrere Grundziffern oder ein Hilfszeichen voranzu-
stellen:
Statt VC = 95 schreibt man XCV = 100 — 10 + 5 ( ,,Kleine Enzyklopédie
Mathematik*, VEB Bibliographisches Institut, Leipzig 1965, S. 21).

Wir verwenden zur Darstellung der natiirlichen Zahlen Null bis Neun die soge-
nannten arabischen Ziffern:

0,1,2,3,...,9

(das arabische Wort ,,sifr* bedeutet elgenthch ,,'Nul ).
Mit diesen Ziffern als Grundziffern gewinnen wir eine Darstellung auch fiir die natiir-
lichen Zahlen, die groBer oder gleich Zehn sind.
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Dabei hat jede Grundziffer in der Darstellung einer 'nati{rlichén Zahl einen éog’e-
nannten Stellenwert.

BEISPIEL 1 (114.): ,
Tn der Ziffer 213 besitzt die Grundziffer 3 den Stellenwert 10°; wegen 10° =1
spricht man von 3 Einern. In der Ziffer 312 hat die ‘Grundziffer 3 den Stellenwert
102 = 100, man spricht von 3 Hundertern.

Wir stellen also die natiirlichen Zahlen mit Hilfe eines Positionssystems (Stellen-
wertsystems dar und zwar durch ein dekadisches Positionssystem (decom: zohn —
_lat.), weil die Grundzahl des dekadischen Positionssystems Zehn ist. Wir fassen
immer zehn Einheiten zu einer niachst héheren Einheit zusammen.

DEFINITION 1 (11.4.) — Darstellung natiirlicher
Zahlen in einem
m-adischen Positionssystem
Es seien k, m, n'e N und m > 1.
Dann nennt man
n = N Ng—1 Ng—2...MN Ng
eine Darstellung der natiirlichen Zahl » im m-adischen
Positionssystem genau dann, wenn
n=mgem 4y mEl 4o 4y ml 4 nge m°
mit 0 < n,<<m fiir ¢ =0,...,% und n >0, wenn
n > 0. h
Die n; mit + =0,1,...,k heiBen m-adische Ziffern
oder Grundziffern des m-adischen Positionssystems, die
Zahl m heiBt- Grundzahl des m-adischen Positions-
systems. :

BEISPIEL 2 (11.4.):
' 613(10p = 6102 4+ 110 4 3. 10°
Die Grundzahl ist m = 10 — wir haben sie 613 als Index in Klammern angefiigt —,
und es gibt m verschiedene Grundziffern:
0,1,2,...,9, d.h, esgilt- 0§n¢§m— 1.
Waéhlen wir als Grundzahl m = 7 und als Grundziffern 0, 1, . . ., 6, dann ist
613y =6-72+ 1.7 + 3. 7% = 304y, .

Fir m = 12 mit den“Gl"undziffem 0,1,2,...,92zcesind
61312 = 6 - 122 + 1. 12! 4 3. 12° = 879,y
und 6213(12) = 6- 128 4 2. 122 4 1.121 4 3. 120 — 11823y

SATZ 1 (11.4.) — Darstellung natiirlicher Zahlen

in einem m-adischen Positionssystem
Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es in jedem m-adischen
Positionssystem genau eine Darstellung.

Wir wollen den Beweis nur fiir m = 10 skizzieren.
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Nach dem ,,Satz iiber die Division mit Rest* 1iBt sich jede natiirliche Zahl %
darstellen in der Form
n = go- 10 + 7o mit g, € N und 0 < 7, < 10 (ohne Beweis).
Fall 1: go < 10
Die natiirliche Zahl n besitzt die Darstellung n = g,- 10* + r,- 10°
mit g, - 10 Vielfaches von Zehn. Das Verfahren ist beendet.

BEISPIEL 3 (11.4.):
" n=63=6.10+3

Fall 2: go = 10
' Die natiirliche Zahl g, 18t sich darstellén in der Form
go=¢1-10 +r, mit g, eN; g, < go<n; 0 =7, <10.

BEISPIEL 4 (11.4.):
n = 6354 = 635- 10 1 4 635 =63-10 4+ b
=gy +10+ 7, - Go=6 10+17
Es gﬂt 63 < 635 < 6364 = n.
Da g, = 10 ist, setzen wir dieses Verfahren fort, bis wir zu einem g; < 10 gelangen.
Das muB einmal der Fall sein, da die Folge der g, ¢;, g5, . . . abnimmt, alle g,
natiirliche Zahlen sind und da n > g > g, > -+ - > gy ist.
Wir stellen daher auch noch g, dar.
§1=63=6-10+3=g,-10+ 1,
Das Verfahren ist beendet (7 Fall 1).
Wir setzen die g, in die Darstellung von g;_, ein.
Es ergibt sich:
n = 6354 = 635- 10 + 4
=(63-10 4+ 5)- 10 + 4
=[(6-10 4 3)-10 4 5)]- 10 4 4
=6-1034+3-102 +5.10t 4 4. 10°
In allgemeiner Darstellung:

n=gy-10 474
=(g1-10 + 1)+ 10 + ry
= [(gs- 10 + 3) - 10 + ;] 10 + 7,
=ga.’103+r”102+r1‘101+ro"10°

Wir haben fiir # eine Darstellung als Summe von Vielfachen von Zehnerpotenzen
erhalten und nehmen zur Kenntnis, daB diese Darstellung auch eindeutig ist.

In der Datenverarbeitung hat-das Dualsystem oder Bindrsystem Bedeutung (duo:
zwei; bis: zweimal — lat.). Es hat nur zwei Grundziffern 0 und 1, da m = 2 ist.

Bei den elektronischen Datenverarbeitungsgerédten gibt es zwei grundsétzlich ver-
schiedene Schaltzusténde:

Kontakt geschlossen (Strom flieBt); -

Kontakt offen (Strom flieBt nicht).

Diesen beiden Zustinden entsprechen die beiden Grundziffern des Dualsystems 1
und 0. Will man nun Zahlen, die im Demmalsystem dargestellt sind, mit einem
solchen Gerit verarbeiten, dann ubertragt man sie vorher in das Dualsystem. Es
scheint eine Vereinfachung zu sein, wenn wir nur zwei Grundziffern verwenden.
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Jedoch ergibt sich dabei der Nachteil, daB die Darstellung natiirlicher Zahlen
mit Hilfe der beiden Grundziffern 0 und 1 sehr lang werden kann — im Durch-
schnitt etwa dreimal so lang wie im Dezimalsystem.

BEISPIEL 5 (11.4.):
Wir wollen die im Dezimalsystem dargestellte natiirliche Zahl » = 135 im Dual-
system darstellen.
Die héchste Potenz von m = 2, fiir die 2* < 135 gilt, ist 27 = 128.
Wir dividieren mit Rest die Zahl n durch 27 und erhalten 135 = 1.27 4+ 7. Nun
dividieren wir auf die gleiche Art den Rest 7 durch die héchste Potenz von 2,
fiir die 2* < 7 gilt. Wir erhalten 7=1.224+3 und weiter 3 =1-2' +1 und
1 ="1.20 Esfolgt: .

135(10)=l 2740-2040- 25+0 2440.2841.2241. 21+1 20

= 10000111).

11.5 Natiirliche Zahlen und Zahlenstrahl

Wir konnen die Menge der natiiflichen Zahlen (N) in die Menge der Punkte eines
Strahls (P) abbilden.

Dazu bezeichnen wir den Anfangspunkt des Strahls mit P,, tragen von dort aus
eine Strecke laufend ab und erhalten Punkte, die wir mit
P, Py, Py, Py, ...
bezeichnen. _
Die Zahl Null bilden wir auf P, ab, die Zahl Eins auf P, = E usw.
Wir erhalten einen sogenannten Zahlenstrahl.

In der Menge N ist eine irreflexible Ordnungsrelation R1 erkldrt (R, ist die < -Rela-
tion).-
In der Menge der Punkte P; auf dem Zahlenstrahl (M ymit¢=0,1,2,... kénnen

wir eine Ordnungsrelation Licgt-links-von erkliren, die wir mit R, bezeichnen
wollen.

Wir entnehmen der Ansché,uung (. Bild 247/1), daB gilt:
P, R, P, (P, liegt links von P,).

o 1 2 3 4 ..o .

1 L | L L —l L L 1 [l L L 1

r LI 1 1 Ll T L \ T A ] 1 1 1

R ~h & K A . A .

247/1

Sind nun m,; » € N und ist m < », so gilt firr die ihnen zugeordneten Punkte:
P, liegt links von P,.

Mit anderen Worten:

Die Ordnung in N und die Ordnung in. M entsprechen einander.
Die Menge N mit der in ihr erkldrten <-Relation und die Menge M mit der in ihr
erklirten Liegt-links-von-Relation sind isomorph beziiglich der in ihnen erklirten
Ordnungsrelation:

[N; R,] = [M:R,] .
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11.6.

Ordnen wir den Punkten P, die Strecken PyP; zu, dann kénnen wir auf dem Zahlen-
strahl z. B. eine Streckenaddition einfiihren und die Addition natiirlicher Zahlen
auf dem Zahlenstrahl durch das Aneinanderlegen entsprechender Strecken veran-
schaulichen.

Zusammenfassung

Wir haben die natiirlichen Zahlen genetlsch und axlomatlsch dehmert

Beim genetischen Aufbau von N haben wir im Bereich der Mengen eine
Kquivalenzrelation (Gleichmichtigkeit) erklirt und Klassen erhalten, die
wir Kardinalzahlen nennen. Kardinalzahlen (Klassen) gleichmachtiger -
endlicher Mengen nennen wir natiirliche Zahlen. Im Bereich der natiirlichen
Zahlen haben wir eine Ordnungsrelation erklirt und dle mit PI bis PV
bezeichneten Siitze bewiesen. .

Die Siitze P I bis PV werden beim aziomatischen Aufbau von N als Axnomen-
system an die Spitze gestellt. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist ein
‘Modell fiir dieses' Axiomensystem.

Wir haben in N algebraische Operationen — die vier sogenannten Grund-
rechenoperationen — genetisch mit Hilfe von Mengen und induktiv mit Hilfe
von Rekursionsformeln (nur Addition und Multiplikation) erkldrt und
Rechengesetze bewiesen.

Subtraktion und Dlwslon sind allerdings nur mit gewissen Einschrdnkungen
ausfiihrbar.

11.6. Kontrollfrﬁgen

1. Beschreiben Sie den AbstraktionsprozeB, der zum Begriff der natiirlichen Zahlen
fuhrt!

2. Zeigen Sie, daB alle durch drei teilbaren natiirlichen Zahlen das Pranosche Axiomen-
system erfiillen!

3. Definieren Sie die Addition natiirlicher Zahlen als Operation im Bereich der end-
lichen Kardinalzahlen (7 Definition 3 (11.3.))!

4. Beweisen Sie Satz 15 (11.3.) und Hilfssatz H, zu Satz 16 (11.3.)!

5. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen Subtraktion und Division in N aus-
fithrbar sind!

6. Beschreiben Sie den mathematischen Sachverhalt, der dem ,,Rechnen auf dem
Zahlenstrahl‘ zugrunde liegt!

7. Stellen Sie eine Multiplikationstabelle fiir ein 5-adisches Positionssystem auf!
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12. _ ‘ Die gebrochenen Zahlen

Im Teil C11. wurde dargelegt, wie die natiirlichen Zahlen entstanden sind, wie
man sie definiert und wie man mit ihnen rechnen kann.

Es ist also als bekannt vorauszusetzen, daB die Operationen Addition und Multipli-
kation im Bereich der natiirlichen Zahlen uneingeschriinkt und eindeutig ausfiihrbar
sind.

Es ist weiter bekannt, dal eine gleiche Aussage fiir die Operationen Subtraktion
und Division nicht zutrifft. Fiir diese beiden Operationen konnte nur gesagt wer-
den: Wenn die Subtraktion bzw. Division im Bereich der natiirlichen Zahlen aus-
fithrbar ist, dann ist sie eindeutig ausfithrbar. Es wurden dariiber hinaus Bedin-
gungen dafiir angegeben, daB die Subtraktion bzw. die Division mif naturhchen
‘Zahlen ausfiihrbar ist.

Nun gibt es zahlreiche Aui'ga.ben der Praxis, die es erforderlich machen, diese ein-
schrinkenden Bedingungen fiir beide Operationen zu beseitigen.

BEISPIEL: .

a) Eine Pramie von 130 M soll zu gleichen Teilen an vier Personen verteilt werden.
Wieviel Mark erhdlt jede dieser Personen?

b) An einem bestimmien Tag um 18 betrug die Temperatur 4°C. Am folgenden
Tag um 6" war es um 7 grd kdlter. Welche Temperatur wurde gemessen?

Diese Aufgabenstellungen fiihren zu den Gleichungen
130:4=2 bzw. 4—T=y.
Beide Gleichungen sind im Bereich N nicht 16sbar.

Um Gleichungen wie im obenstehenden Beispiel 16sen zu kénnen, ist es erforderlich,
neue Zahlen einzufiihren.

Wir gehen dabei schrittweise vor, d. h., wir fordern jeweils die Ausfiihrbarkeit
genau einer dieser beiden Operationen ohne Einschrinkung.

Demzufolge gibt es zwei Moglichkeiten fiir eine Erweiterung des Bereichs der
natiirlichen Zahlen.
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(1) Neben Addition und Multiplikation wird auoh die uneingeschrinkte Ausfiihr-
barkeit der Subtraktion gefordert.

Man erhilt den Bereich der ganzen Zahlen (G).

(2) Neben Addition und. Multiplikation wird auch die uneingeschrénkte Ausfiihr-
barkeit der Division (mit Ausnahme der Division durch 0; # Definition 8 (12.3.))
gefordert.

Man erhélt den Bereich der gebrochenen Zahlen (R“)

Fordert man dariiber hinaus die unemgeschrankte Ausfiihrbarkeit aller vier
Grundoperationen, so gelangt man in belden Fillen zum Bereich der rationalen
Zahlen (R).

Grundsiitzlich ergeben sich also folgende méglichen Wege zur Konstruktion des
Bereiches der rationalen Zahlen (R)

N (Addition, Multxphkatlon)

|
G (Addition, ﬁultlphkatlon, R* (Addition, Multlphkatlon, )
Subtraktlorll) DlVISIOD)

R (Addition, Multiplika,tilm, Subtraktion, Division)

Sowohl die ganzen Zahlen als auch die gebrochenen Zahlen als auch die rationalen
Zahlen sind aus unmittelbaren Bediirfnissen der menschlichen Gesellschaft ent-
standen (z. B. Wasserstandsangaben, Zeitberechnungen). Aufgabe der Mathe-
matikist es, eine theoretische Fassung des durch Erfahrung gewonnenen und gefestig-
ten Wissens auf der Grundlage der der Mathematik eigenen Verfahren zu geben.
Damit erfolgt eine Absicherung der Ergebnisse. AuBerdem wird die Moglichkeit
geschaffen, auf diesen Krgebnissen spater aufzubauen. Die ganzen, die gebrochenen
und die rationalen Zahlen werden nicht ,,aus dem Nichts geschaffen‘’, sondern mit
Hilfe natiirlicher Zahlen. Man benutzt dabei die fiir diese geltenden Gesetze.

Im folgenden wird fiir den weiteren Aufbau der Zahlenbereiche der Weg
N—-R*—R '

beschritten, in Analogie zum Vorgehen in der Schule, in der die Schiiler in dieser

Reihenfolge mit den verschiedenen Zahlenberg¢ichen vertraut gemacht werden.

12.1. Aufbau der Menge der gebrochenen Zsahlen (R*)

DEFINITION 1 (12.1.) — Quotientengleichheit
Esseien[a; b] € NX(N \ {0})und [c;d] ¢ Nx(N \ {0}).
Dann nennen wir die geordneten Paare [a; b] und [c; d]
quotientengleich genau dann, wenn

a-d=c-b. .

Symbolisiert: [a;b] =q |¢; d]=pua-d=c-bmitb,d 40

BEISPIEL 1 (12.1.):

[4; 5] =q [12;15], denn 4-15=12.5
[0;6] =q[0;1] , demn 0. 1= 0.6
[3;3]+q[3;4] , denm3. 4= 3.3
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SATZ 1 (12.1.)
Die in' Definition 1 (12.1.) definierte Quotientengleich-.
heit ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
Zu beweisen ist:
(1) Die Relation ist reflexiv,
d. h., fiir alle geordneten Paare [a; b] muB gelten:

[a; b] =q [@; b].
(2) Die Relation ist symmetrisch,
d. h., fiir alle geordneten Paare [a; b], [¢; d] muB gelten:

[a; b] =q [c; d] — [c; d] =q[a; b]

(3) Die Relation ist transitiv,

d. h., fiir alle geordneten Paare [a; b], [c; d], [¢; f] muB gelten:
[a; 0] =q[c;d] A [c;d] =qle;f] — [a; ] =q[e; f].

Man beweist nun die f'iir alle geordneten Paare natiirlicher Zahlen angegebenen

Aussagen, indem man sie fiir beliebige geordnete Paare natiirlicher Zahlen beweist.

Es ist nur notwendig zu beachten, da keinerlei Einschrénkungen gemacht werden,

die dazu fiihren, daB die als ,,beliebig* betrachteten Paare irgendwelche speziellen

‘Eigenschaften aufweisen (etwa-Paare gerader natiirlicher Zahlen). Solche Ein-

schrinkungen sind beim Beweis einer Universalaussage nicht zugelassen. In diesem

Sinne verfahren wir auch bei weiteren Beweisen solcher Art, ohne dann in jedem

Falle anzugeben, daB es sich um beliebige Vertreter handelt. .

Es seien also [a;b], [c; d], [e; f] beliebig gewiihlte geordnete Paare natiirlicher

Zahlen, wobei b, d, f ungleich 0 sind.

Dann ist .

(1) wahr, denn a b = ab ( Definition 1 (12.1.)).

(2) wahr, denn nach Definition 1 (12.1.) folgt fiir die Pramisse der Implikation
ad = cb und fiir dié Konklusion cb = ad ‘Wir wissen, daB die Gleichheit
natiirlicher Zahlen symmetrisch ist.

(3) wahr. Wir gehen auch hier mit Hilfe der Definition 1 (12. 1 ) auf na.turhche
_Zahlen zuriick.

Es ergibt sich

I ad=cb v
II ¢f =ed (nach Definition 1 (12.1.) fiir die Primisse)
Wir multiplizieren in Glelchung I beide Seiten mit ef (7 Satz 24 (ll 3)).
adef=cbef
afed=becf (nach Satz 10 (11.3.))
Wir substituieren mit Hilfe von Gleichung II.

afed =beed
Also ‘
af =be nach Satz 24 (11.3.)
af =eb nach Satz 10 (11.3.)

[2;5] =q[e;f]1 (nach Definition 1 (12.1.))

Wir gehen davon aus, daB die Prémisse wahr ist. Dann 148t sich mit Hilfe der im
Bereich N geltenden Rechengesetze die Konklusion herleiten. Also gilt auch die
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Konklusion und damit ist nach dem SchluB auf eine Imphka.tlon auch die beha.up-
tete Imphkatlon wahr. (1), (2), (3) gelten fiir belicbige geordnete Paare, also gelten
(1), (2), (3) fiir alle geordneten Paare.

Bemerkung :

Beim Beweis des Satzes 1 (12.1.) wurde an Stelle der Schreibweise ,,a - b fur das
Produkt der natiirlichen Zahlen @ und. b die Schreibweise ,,a b‘‘ verwendet. Wir
vereinbaren, von dieser Stelle an fiir die Multxphkatlon in N sténdig so zu verfahren,
wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind (fiir ,,7 : 8 kann man selbstverstindlich
nicht ,,78‘‘ schreiben).

Aus Satz 2 (10.4.) wissen wir, daB jede in einer Menge M erklirte Aquivalenz-
relation eine Klasseneinteilung von M definiert, d. h. eine Einteilung der Elemente
von M in paarweise disjunkte, nichtleere Teilmengen.

Im Satz 1 (12.1.) wurde die Quotlentenglelch.helt als - eine Aqmva,lenzrela.tlon
charakterisiert. Das bedeutet, daB sie die Menge aller geordneten Paare natiir-
licher Zahlen (die zweite Zahl in diesen Paaren muB verschieden von Null sein)
in Klassen quotientengleicher geordneter Paare einteilt.

DEFINITION 2 (12.1.) — Gebrochene Zahleil
Die Klassen quotientengleicher geordneter Paare natiir-.
licher Zahlen, deren zweites Element ungleich Null ist,
nennen wir gebrochene Zahlen. Den Bereich aller dieser
Klassen bezeichnen wir mit R*.
BEISPIEL 2 (12.1.):
7 =A12;4], [1;2], [8;16], [5;10], ...}
zy = {[0; 1),, [0; 3], [0;7], [0;176],...}
z3 = {[9; 6], [3;2], [6;4], [15;10],...}
2, ={[8;3], [7;7], [1;1], [10;10],...}
Bemerkung : '
Jedes der geordneten Paare, das Element einer gebrochenen Zahl ist, wird auch als
Bruch bezeichnet. Die Paare, die Elemente ein und derselben Klasse sind, gehen durch

Erweitern oder Kiirzen auseinander hervor (in 'dem Sinne, wie in der Schule Briiche er-
-weitert oder gekiirzt werden). -

Um mit den in Definition 2 (12.1.) definierten gebrochenen Zahlen z;, 2, 23, 2, - - .
ohne grofien Aufwand rechnen bzw. sie vergleichen zu kénnen, ist es zweckmiBig,
fiir jede dieser Zahlen eine Kurzbezeichnung einzufiihren. Dabei benutzen wir
die bereits bekannten Ziffern fiir natiirliche Zahlen.

DEFINITION 3 (12.1.) — Zahlzeichen fiir gebrochene
Zahlen

Es sei [a; b] € NX(N \ {0}) ein beliebiger Repra.senta,nt

von z € R*. Genau dann bezeichnen wir z mit dem

Symbol?und schreiben ,,z = %“.

Bemerkung :
Zur Bezeichnung einer gebrochenen Zahl z benutzen wir also irgendeinen ihrer Ver-
treter.

BEISPIEL 3 (12.1.):
.Wir betrachten die gebrochenen Zahlen z,, 2,, 23, z, im Beispiel 2 (12.1.), Nach
Definition 3 (12.1.) ergeben sich folgende Bezeichnungen fiir diese Zahlen.
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2 -i— oder % oder —1% oder ...
2y % “oder -g— oder g oder ...
23 -2— oder % oder g oder. ..
2 g oder % oder -i— oder ...

-Man koénnte es als storend empfinden, daB es zur Bezeichnung von je einer ge-
brochenen Zahl so.viele (unendlich viele) Symbole gibt. Immerhin weicht das
von der Eindeutigkeit der Bezeichnung natiirlicher Zahlen ab. Mit der Bezeich-
nungsvielfalt fiir gebrochene Zahlen miissen wir uns aber abfinden. Wir kénnen
nur zusdtzlich vereinbaren, genau einer der vielen Moglichkeiten den Vorrang
zu geben.

Dabei sollte allerdings beachtet werden, dal die Vielfalt der Bezeichnungsweisen

giinstig fiir das Rechnen ist, da man mit gebrochenen Zahlen ,reprisentantenweise‘

rechnet (7 Teil C 12.3.). Eine Einigung auf eine einzige Bezeichnung fiir z ist
fiir die Abbildung von z auf einen Punkt des Zahlenstrahls (" Teil C 12.4.) zweck-
méBig.

Wir vereinbaren:

(1) Wenn 2z ¢ R*, [a;b] €z und a = 0, so schreiben wir fiir z das Zeichen ,,0*..
Beachten Sie! ,,0* ist hier Zeichen einer gebrochenen Zahl, obwohl wir dieses Sym-
bol bereits fiir die Bezeichnung einer natiirlichen Zahl benutzt haben.

(2) Wennz e R*, [a;b] € zunda =1, so bevorzugen wir fiir z die Schreibweise,, — l A

(3) Wenn z¢ R* und 2 3= 0 und 2 =|= , S0 bevorzugen wir gena.u die- Schre;b-

weise ,,— b , fiir die @ — b bzw. b — a am kleinsten fiir alle Reprisentanten

[a; b] dieser Zahl z ist, je nachdem, ob @ > b bzw. b >a. .

BEISPIEL 4 (12.1.):
Fiir z, = {[2; 4] [l 2], [8;16], [5; 10], ...} bevorzugen wir die Schreibweise

(3

19y = &5 .
2
Fiir z, = {[0; 1], [0; 3], [0; 7], [0; 176], ...} bevorzugen wir die Schreibweise
N 2y = 0.
Fiir z; = {[9; 6], [3; 2], [6; 4], [15; 10], .. .} bevorzugen wir die Schreibweise
3. '
n?s = '2_ .
Fiir z, = {[3; 31, [7; 7], [1; 1], [10; 10], . . } bevorzugen wir die Schreibweise
) 1

@
1l = “1_ .

Bemerkung zu (3):
Wir finden die vereinbarte BezewhnungT firr 2, indem wir in einem beliebigen Repra,-

sentanten [m; n] von z die: Zahlen m und n durch den gréBten gemeinsamen Teiler von
m und n dividieren. Es gibt genau einen solchen Reprisentanten. Es soll hier nicht
nédher erortert werden. warum dieses Verfahren immer dazu fithrt, den Reprdsentan-
ten [a; b] zu finden, fir den @ — b bzw. b — a kleiner als die entsprechende Differenz
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fir alle anderen Reprdsentanten von z ist. Dieses Verfahren ist unter dem Namen
Kiirzen bekannt. Zur Bezeichnung einer gebrochenen Zahl z verwenden wir also
héufig den am weitesten gekiirzten Bruch, der Repriasentant von z ist

BEISPIEL 5 (12.1.):

8) 2, = {[9; 6], [3; 2], [6; 4], [15; 10}, . . .}
Wir bétrachten einen beliebigen Reprisentanten, etwa [15, 10].
geT (15;10) = 6 3
15:5=3;10:5=2 - Also: zg = —

2

b) z, = {[2] 4], [1; 2], [8;16], [5; 10], . . .}

Wir betrachten einen beliebigen Reprisentanten, etwa [8; 16].

geT(8,16) =8 1

8:8=1;16:8=2 Alsoz1=-2—
Bei unserer Vereinbarung handelt es sich nur darum, eine von vielen méglichen
Schreibweisen zu bevorzugen. Andere Schreibweisen entsprechend Definition
3 (12.1.) sind also ebenfalls zugelassen.

12.2. Ordnung in R*

Wir_befassen uns zunichst mit der Gleichheit gebrochener Zahlen.

Es ist bekannt, daB gebrochene Zahlen Klassen sind, wobei die in Definition
1(12.1.) definierte Quotiéntengleichheit die die Klasseneinteilung bestimmende
Aquivalenzrelation ist. Nach dem Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen weil
man, daB zwei Aquivalenzklassén genau dann gleich sind, wenn sie wenigstens einen
gemeinsamen Reprisentanten haben.

SATZ 1 (12.2.)

Zwei gebrochene Zahlen z,, z, sind einander gleich
(2, ='2,) genau dann, wenn es einen Reprisentanten
[2; b] von z, und einen Reprisentanten [c; d] von z,
gibt, fiir die [a; b] =q [c; d] gilt.

DEFINITION 1 (12.2.) — Kleiner-Relation

tiir gebrochene Zahlen
Es seien z;, z, € R*.
Es sei ferner [a; b] ein beliebiger Reprdsentant von z,,
[c; d] ein beliebiger Reprisentant von z,. .
Dann nennt man 2, kleiner als 2, (2, < 2,) genau dann,
wennad < ¢b. R*

Bemerkungen :

(1) Zu Definition 1 (12.2.) wire es eigentlich erforderlich, einen Satz zu formulieren,
der die Reprasentantenunabhéngigkeit der dort definierten Relation beinhaltet.
Wir verzichten darauf, nehmen aber zur Kenntnis, da diese Reprisentantenunab-
hiangigkeit tatsachlich bewiesen werden kann. Bei weiteren nachfolgenden Defini-
tionen und Sétzen miite dann ebenso verfahren werden. Wir gehen darauf an
den entsprechenden Stellen ebenfalls nicht néher ein. '

(2) Fir > lesen wir ,,ist kleiner als'‘. Der Index R* ist angegeben, um diese Kleiner-

Re :

Relation von der frither behandelten Kleiner-Relation fiir natiirliche Zahlen abzu-
grenzen. '
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BEISPIEL 1 (12.2.):
Die gebrochenen Zahlen z, = % o =g it = %— sind miteinander zu vergleichen.

Wir vergleichen z, mit z, .
Es gilt: z,<zl, denn 5.4<5: 6.

Wir verglemhen 23 mit 2, und z; mit z,.
Es gilt: 23 < z;, denn 4-4 < 5-5;
R*

23 < 2y, denn 4:6 < 5. 5.

Zusammenfassend ergibt sich also: z; < 2, < z;.
’ R. R‘

Fiir eine solche Zusammenfassung wie im Beispiel 1 (12.2.) verwendeten wir bereits
folgende Erkenntnis.

SATZ 2 (12.2.)
Die in Definition 1 (12.2.) erklirte ,,Klomer-Relation“
ist eine irreflexive Ordnungsrelation.

Beweis :
Es muB nachgewiesen werden, dal die Kleiner-Relation fiir gebrochene Zahlen

irreflexiv, transitiv und konnex ist.

(1) Irreflezivitat: ~3z(ze R* Az <.z)

Es sei [a; b] Reprisentant von z e R*,
Dann wire z < z genau dann, wenn ab< ab (nach Definition1 (12. 2. ».

RS
Nach Definition 3 (11. 1. ) ist aber a b < a b eine unerfiillbare Aussa.geform

(2) Transitivitat : '
Vo Ve, Va2 e R A <zpnz<z—>2< %)
R* R* R*

Es seien z,, 25, 2, € R*
und  [a;b] Reprisentant von z,;
' [c; d] Reprisentant von z,;
[e;f1 Reprisentant von z,.
Dann' ist die Primisse der Implikation genau dann erfiillt, wenn ad <edb
und ¢ f < d e ( Definition 1 (12.2.)).
Esseinun ad <c¢b (I)
und cf<de (II).
Wir multiplizieren in (I) beide Seiten mit ef (# S&tz 24 (ll 3.)).
adef<cbef
afed <becf (nach Sa,tz 10 (11.3.))
afed < bede (Substitution aus (II) und nach Definition 11 (11.3.))
aféd < beed (nach Satz 10 (11.3.))
af < be (nach Satz 24 (11.3.))
af <eb (nach Satz 10 (11.3.))

Also gilt: 2, < 24 (nach Definition 1 (12.2.)).
Re
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(3) Konnexitdt:
. Vz, V(2,2 e R* A2y <29V 2y =2,V2,< 2)
R 1e

Es seien z,,2, ¢ R*
und [a; b] Reprisentant von z,;
[c; d] Reprisentant von z,.
Dann ist z, < 2, genau dann, wenn ad < ¢b (nach Definition 1 (12.2.));

2, = zz genau dann, wenn ad =cb (nach Satz I (12.2.) und Defini-
tion'l (12.1.));
2, < 2, genau dann, wenn ¢b < ad (nach Definition 1 (12.2.)).
R*

Nach Satz 8 (11.3.) sind ad, ¢ b natiirliche Zahlen. Die Kleiner-Relation in N
ist konnex (7 Definition 6 (10.2.) und Verschirfung nach Definition 11 (11.3.)).
Damit ist der Satz 2 (12.2.) bewiesen.
Die als irreflexive Ordnungsrelation’ charakterisierte Kleiner-Relation erméglicht

es, eine Ordnung innerhalb der Menge der gebrochenen Zahlen anzugeben.
Wir erhalten die geordnete Menge

[R*; <],
R*

also eine Menge, in der alle gebrochenen Zahlen in einer durch die Kleiner-Relation
bestimmten Reihenfolge auftreten.

Diese Menge ist unendlich. In ihr existiert fiir kein Element ein Nachfolger im
Sinne der durch die Kleiner-Relation angegebenen Ordnung.

SATZ 3 (12.2))

Die Menge der gebrochenen Zahlen ist dieht, d.h.,

zwischen je zwei voneinander verschiedenen gebrochenen

Zahlen z,, z, liegt (mindestens) eine gebrochene Zahl z,.
Beweis:

Es seien [a; b] Reprisentant von z,, [¢; d] Reprdsentant von z, und z,; z, gebrochene
Zahlen mit 2, < 2.

Dann gilt a d < ¢ b nach Definition 1 (12 2.).
Es sei nun z; die Klasse aller Paarc aus N X (N\{0}), die mit |ad + ¢b; 2 b d] quo-
tientengleich sind.

Wir zeigen: z, < 24 < 2Zy.

'

A < 25 < z,"* ist eine Kon]unktion

Wir schlieflen auf dlese Konjunktion, indem wir nacheinander zeigen:

(1) 2 < 25 (2) T2 < 2.
R* R*
Zu (1):
Es ist 2; < 24, denn
I+
ad < be (nach Definition 1 (12.2.));
abd < bbec (nach Satz 24 (11.3.));

2abd < albd +bbc (nach Satz 19 (11.3.));
a-2bd <(ad + ¢b)- b (nach Satz 10 (11.3.) und Satz 11 (11 3.)),
also 2 < 24 (nach Definition 1 (12.2.))
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Zu (2):
Es ist auch z; < 2,, denn
R.
ad <bc - (nach Definition 1, (12.2.));
add <bcd (nach Satz 24 (11 3.));

add +bcd<2bcd (nach Satz 19 (11.3.)); -

(ad +bc)d <c-2bd (nach Satz 10(11.3.). und Satz 11 (11. 3. ),
also

Z3 < z, (nach Definition 1 (12.2.)).

‘Wir haben da,mxt gezeigt, daB es eine Zahl z, ¢ B * gibt, die zwischen 2, und 2z, liegt.
Diese Zahl z, hat das geordnete Paar [ad + bc¢; 2 bd] als Reprasentanten

Diese Zahl z, ist das sogenannte arithmetische Mittel von z, und 2y, deshalb besitzt
sie auch einen Reprisentanten der Form [ad + bc¢; 2 bd).

Bekanntlich bildet man das arithmetische Mittel zweier Zahlen, indem man beide
Zahlen addiert und die erhaltene Summe durch 2 dividiert. Wir haben zwar bisher
nicht iiber die Addition bzw. Division im Bereich der gebrochenen Zahlen gespro-
chen, gehen aber in diesem Zusammenhang davon aus, da die entsprechenden
Verfahren von der Schule her bekannt sind und hier nur die Darstellung
»lad + bc; 2bd]* an Stelle von, ,,‘a—%_;—dlif
Addition und Division im Bereich der gebrochenen Zahlen werden ausfiihrlich
im Teil C 12.3. behandelt. '

 erscheint.

Im folgenden hetrachten wir eine echte Téilmen‘ge der Menge der gebrochenen
Zahlen und bezeichnen diese mit I2F;
also R¥ C R*.

R¥ enthalte ge_naﬁ alle gebrc;chenen Zahlen z = —:— (@ € N). Damit ist R¥ sicher
‘echte Teilmenge von R*, denn es gibt gebrochene Zahlen, die nicht Element von
R¥ sind, z. B. 2’ = 5

Die Menge R} ordnen wir durch die in Definition 1 (12.2.) erklirte Kleiner-Relation.
01 2 38°
*, =112 .
[R!’ §‘]—[{l’l’l’l,’..'}’ R<']

ATZ 4 (12.2.)

ie Menge der gebrochenen Zahlen mit dem Nenner1 .
(R¥) ist lsomorph zur Menge der natiirlichen Zahlen
beziiglich der in beiden Mengen erklirten Kleiner-
Relation.

Ri",R<_]_[N; <]

Beweis:

Der Nachweis der Isomorphie wird erbracht, wenn folgendes gezeigt wird:

(1) Es existiert eine eineindeutige Abbnldunu von R¥ auf N, d. h,, R¥ und N sind -
gleichmdchtig.

(2) Es besteht bei dieser Abbildung Relationstreue beziiglich der in beiden Mengen
erklirten Ordnungsrelation.
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Zu (1): Es sei f diejenige Abbildung von Rf auf'N, die jedem .Element% € Rf

das Element a € N zuardnet, d. h., es sei f (%) == Dot Q.

‘Dann 148t sich sofort. zeigen, daB f eine eineindeutige AbBildun'g ist.
Zu (2): Es ist zu zeigen: A

e k-

Es sei nun — <
1 g

Dann ist nach Deflmtion 1(12.2.) a.< b.
Wegen f (%) =a und f (%) =b gilt dann aber auch

/(3) <)

Die Isomorphie der Menge derjenigen gebrochenen Zahlen, die sich durch Briiche

mit dem Nenner 1 ‘darstellen lassen, zur Menge der natiirlichen Zahlen besziiglich
der in beiden Mengen erklirten Kleiner-Relation bedeutet, da8 sich diese Mengen

hinsichtlich dieser Relationen analog verhalten. Das heiBit: Zu jeder Aussa.ge H

iiber natiirliche Zahlen, in der die Kleiner-Relation als einzige Relation vorkommt

und sonst keine Qperation, gibt es eine entsprechende Aussage H’ iiber gebrochene

Zahlen. Dabei gilt: H ist wahr genau dann, wenn H’ wahr ist.

In diesem Zusammenhang sprechen wir in der Mathematik vom sogenannten Perma-
nenzprinzip (permanere: fortdauern — lat.). Im Teil C 12.3. wird zusatzlich festgestellt, :
dall analoge Aussagen, wie sie hier zur Kleiner-Relation in den Bereichen N und R*
gemacht werden, auch auf die Rechenoperationen in N und R* zutreffen.

Aus der Isomorphie von R¥ und N beziiglich der Kleiner-Relation und der oben ge-
machten Bemerkungen darf nicht der Eindruck entstehen, da3 man die gebrochenen
Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 ,darstellen lassen, mit den ihnen
zugeordneten natiirlichen Zahlen gleichsetzen kanri.

Es besteht nach wie vor ein wesentlicher Unterschied zwischen ihnen, der sich
aus der Definition dieser Zahlen ergibt, wenn auch wegen der Isomorphie fiir die

gebrochene Zahl -:— die Schreibweise ,,1¢, fiir % die Schreibweise ,,2‘¢, ... der Ein-

fachheit halber gebraucht wird. Auch wir werden uns in Zukunft dieser verein-
fachten Schreibweise bedienen. '

Die Isomorphie der beiden betrachteten Mengen hinsichtlich der Klemer-Rela,tlon
kann uns noch zu einer weiteren Vereinfachung dienen. .
Wir werden in Zukunft nicht mehr unterschiedliche Symbole fiir die beiden K.lemer-
Relationen verwenden. Statt ,,z, < 2,"* schreiben wir in Zukunft auch ,,z; < z,*.

Aus der Isomorphie von R¥ und N beziiglich der Kleiner-Relation konnte weiter
der Eindruck entstehen, daB es ,,mehr* gebrochene Zahlen als natiirliche Zahlen
gibt. Immerhin galt ja R¥ C R*, und daraus kénnte man folgern, daBB R* genau
so viele Elemente ,,mehr als N enthilt, wie in der Differenzmenge R* \ R¥
enthalten sind. N
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Nun sind aber N, R¥ und R* und auch B* \ R¥ unendliche Mengen. Von ,,ouehr¢
Elementen im Slnne einer Anzahl kann also mcht die Rede sein. Wir kénnen nur
wvon der Michtigkeit dieser unendhchen Mengen ausgehen.

Wir verwenden eine andere Abblldung als die, die wir benutzt ha.tten, um die

Gleichmichtigkeit von RY und N festzustellen.

Zu diesem Zwecke ordnen wir zunichst die Menge aller Briichez = — > 0 nach dem
-im Bild 259/1 dargestellten System "

259/1

Aus dieser geordneten Menge aller Briiche wihlen wir je einen Repridsentanten
fiir ]ede gebrochene Zahl aus, indem wir stets den in der angegebenen Reihenfolge
zuerst auftretenden Bruch verwenden und alle darauf folgenden quotlentenglewhen
‘Briiche streichen. Diesen so ausgewidhlten Reprisentanten ersetzen wir dann
durch dié von ihm vertretene gebrochene Zahl. Wir erhalten also eine geordmete
Menge; vgl. die eingekreisten Ziffern in Bild 259/1.

Diese geordnete Menge bilden wir auf die ebenfalls geordnete Menge der natiir--
lichen Zahlen ohne die Null ab: Die Ordnung in N soll durch die in N erklirte
Kleiner-Relation bestimmt sein.

Eine solche Abbildung konstruieren wir als eineindeutige Abbildung von [ R*\{0};
—] auf [N\{0} ; <] wie folgt.

; 1 1 3 2 1
. * : Y -~ D - - - b e,
[R¥\{0}:=] |1 2 ) 3 T ‘lt s 3 3 5
[N0}:<][1 2 83 4 5 6 i 0 ...
Mit Hilfe dieser Uberlegungen wird Satz 5 (12 2.) begrundet
SATZ 5 (12.2.)

Die Menge der gebrochenen Zahlen ist gleichmichtig
zur Menge der natiirlichen Zahlen: R* ~ N.

Folgerung aus Satz 5 (12.2.):
Die Menge der gebrochenen Zahlen ist abzihlbar (7 Definition 1 (9.8.)).
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Folgerung aus Satz 4 (12.2.):
Die Menge der gebrochenen Zahlen, die durch Briiche mit dem Nenner 1 dargestellt
sind, ist abzéhlbar (7 Definition 1 (9.8.)).

Folgerung
Es gibt weltere abzihlbare Teilmengen von R*.

Aus den Uberlegungen zum Begriff der Abzihlbarkeit kann und muB man den
Schluf ziehen, dafl der Satz ,,Ein echter Teil ist immer kleiner als das Ganze‘
auf den Bereich des Unendlichen nicht anwendbar ist, wenn man davon ausgeht,
daB ,,kleiner*‘ im Sinne einer geringeren Anzahl von Elementen verstanden wird:
In diesem Zusammenhang wird auch verstdndlich, warum man definiert, daB eine
Menge genau dann endlich heiBlen soll, wenn sie zu keiner ihrer echten Teilmengen
gleichméchtig ist.

12.3. Operationen in R *

DEFINITION 1(12.3.) —Summe gebrochener Zahlen

Es seien z; und z, gebrochene Zahlen, [a; b] ein Repri-
sentant von z, und [c; d] ein Représentant von z,.
Dann nennen wir 2z, + ye z, die Summe von z, und z,
genau dann, wenn [ad + bc; bd] ein Reprisentant von
20 +If‘ 2 ist.

Bemerkungen :
Definition 1 (12.3.) entspricht genau dem in.der Schule behandelten Verfahren der
Addition ‘von gebrochenen Zahlen:
ad +be -
Freg =S |
dic Addition erfolgt représentantenweise. Man beachte auch hier wieder, daB3 das
Additionszeichen ,,+ p+‘‘ mit einem Index versehen ist, um es vom Additionszeichenin N

zu unterscheiden. In gleicher Weise sind wir anfangs bei der Kleiner-Relation verfahren.

SATZ 1 (12.3.) — Summe gebrochener Zahlen
Die in Definition 1 (12.3.) definierte Summe existiert
und ist eindeutig bestimmt.

Beweis :
Wir miissen zeigen, daB zu beliebigen gebrochenen Zahlen z,, z, immer eine Zahl
23 € R* existiert und daB es zu vorgegebenen z,, z, € R* nur dieses eine z, ¢ R*
-gibt, so daB
2’1 +]pzz = ?3.
(1) Existenz von z,:
Es seien z,, z, gebrochene Zahlen,
[a:b] Reprisentant von z; und
[c;d] Reprisentant von z,.
Dann ist nach Definition 1 (12.3.)
[ad + cb; bd] Reprisentant von z, = 2, + pe 2,.
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Nun gilt: ad+4 cb e N (nach den Sitzen 1 (11.3.) und 7 (11.3.)) und wegen
der Voraussetzung b, d % 0 (7 Definition 2 (12.1.))
[ad +cb;bd] e Nx(N \ {0}) (. Satz25(11.3.)).
Damit erfiillt das geordnete Paar [ad + ¢b; bd]alle Bedingungen eines Représen-
tanten einer gebrochenen Zahl. Also existiert zu beliebig vorgegebenen z,, z, € B *
ein z; € R* mit
2y t+Re 2y = 2,
denn es gibt mindestens einen Reprisentanten von z,.
(2) Eindeutigkeit von zy: *
Es seien z,, z, gebrochene Zahlen,
[@;8] und [a’;b’] Repridsentanten von 'z, und
[c;d] wund [¢';d’] Reprisentanten von z,.
Nach Definition 1 (12.3.) ist dann .
[ad + cb;bd] Repridsentant von 2z, +p+2, und
[a’'d’ + ¢'b’,b’d’] Reprisentant von z, +ge z,.
Zu zeigen ist nun, daB
[ad 4+ cb;bd] wund [a'd 4+ ¢'b’; b'd’]
Reprisentanten ein und derselben gebrochenen Zahl sind.
Das ist nach Definition 2 (12.1.) genau dann der Fall, wenn
[ad 4 ¢b; bd] =q [@'d’ + c'b’';b'd], d. h.
(ad +cb)bd" = (a’'d” 4 c'b’)bd (nach Definition 1 (12.1.))
adb'd’ + cbb'd =a'd'bd 4 ¢’'b’bd  (nach Satz 11 (11.3.))
(*) ab'dd’ + cd'dbb’ = a’bdd’ 4 c’'dbb’” (nach Satz 10 (11.3.))
Nun gilt nach Voraussetzung und Definition 2 (12.1.):
[a; 8] =q[a’; ]]
[e;d] =q[c’5d']
ab =a'b
cd’ =¢d (nach Definition 1 (12.1.))
" Daraus folgt nach Satz 24 (11.3.) durch Multiplikation mit d d’ bzw. bb’:
abdd =abdd
cd’bb =cdbb’
Durch Addition ergibt sich
abdd 4+ cd'bb =a'bdd + cdbd’, (7(¥). q.e.d.

DEFINITION 2 (12.3.) — Addition in R*

Wirnennen die eindeutige Abbildung von R* x R*in R*
Addition in R* genau dann, wenn sie jedem geordneten
Paar [2,; z,] gebrochener Zahlen 2z, und 2, ihre Summe
zuordnet.

BEISPIEL 1 (12.3.):
[15; 10] ist Reprédsentant von% € R*.

[4;5] ist Repridsentant VOn% ¢ R*. (. Definition 3 (12.1.))
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Wir ermitteln die Summe von %und %nach Definition 1 (12.3.) mit Hilfe dieser

Repriisentanten. '

Dann gilt: [15-5 + 4-10; 10 5] = [75 4 40; 50] = [115; 50]
ist Reprisentant von z,.

Nach Definition 3 (12.1.) gilt dann: z; = 1—51(? .

Verwenden wir noch die an Definition 3 (12.1.) anschlieBende Vereinbarung (3),

so ergibt sich:

_=
=76
Also:
3 4 23
2T 510
SATZ2(12.3.)— Kommutativgesetz der Addition in R*
Fiir alle gebrochenen Zahlen z,, 2, gilt:
2y +Ro 29 = Zé -I-R-'zl .
Beweis :

Es seien z,, %, gebrochene Zahlen,

[a; b] ein Reprisentant von z;,

[c; 4] ein Reprisentant von z,.
Dann ist nach Definition 1 (12.3.)

" [ad + cb; bd] Reprisentant von z, ez, und

[cb + ad; db] Reprisentant von z, +pe 2, .
Nun ist aber ‘

[ad +cb; bd],= [cb + ad; db] (nach den Sitzen 4(11.3.)und 10(1_1.3.)).
Also: z; +pe 2, = 2, +e2; (nach Satz 1 (12.2.)) g.e.d.

SATZ 3(12.3.)— Assoziativgesetz der Addition in R*
Fiir.alle gebrochenen Zahlen 2,, 2,, zg gilt:

(21 4 e 23) + e 23 = 21 +re (22 +Re 23).
Der Beweis wird in analager Weise zum Beweis des Satzes 2 (12.3.) gefiihrt.

DEFINITION 3 (12.3.)—Differenz gebrochéner Zahlen
2, nennen wir die Differenz zweier gebrochener Zahlen
2, und 2, genau dann, wenn .

2y =23 +Re 23 .

Wir schreiben dann auch: zg = 2z; —ge 2,.

Man beachte :

Der Begriff der Differenz wird mit Hilfe der bereits definierten Addition erkldrt. Es
geht darum, zu einer vorgegebenen Summe zweier Summanden einen Summanden
zu ermitteln, wenn der andere Summand ebenfalls vorgegeben ist.

Im folgenden sollen zwei Beispiele ausfiihrlich behandelt werden, die bewuflt
machen sollen, daB mit Hilfe der Definition 3 (12.3.) tatsichlich die Ergebnisse
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erniittelt werden, die denen entsprechen, die duréh das Anwenden ‘der in der
Schule behandelten Regeln fiir das Subtrahieren von gebrochenen Zahlen gewonnen
werden. Analogien in den Verfahrensweisen sollten gesucht werden.

BEISPIEL 2 (12.3.): .
Gesucht ist die Differenz der gebrochenen Zahlen
5 3
n=v¢ und =
5 3.
n=gTrY
Diese Differenz berechnen wir nach Definition 3 (12.3.), indem wir auf die Addition
gebrochener Zahlen zuriickgehen.

6§ 3
g gt

Wir betrachten Reprisentanten.
[5; 6] ist Repriisentant von 2 ,
[3; 4] ist Reprisentant von Z ( Definition 3 (12.1.)),

[a; b] sei Reprédsentant von zg,
Dann muB gelten: [5;6] =¢ [3b + a - 4; 4 ] (nach Definition 1 (12.3. ).

Alsogilt: 5.4b=(3b+44a)-6 (nach Definition 3 (12.1.))
20b=18b+ 24a’ (nach Satz 11 (11.3.))
2b=24a (nach Satz 19 (11.3.))
b=12a (nach Satz 24 (11.3.)) .

Jedes Paar [a; b], das die letzte Gleichung erfiillt, ist ein Répr&sentqnt von z;.
Es sei a-= 1 und damit b = 12.

Dannist[1;12] Repriisentimt von z; und damit z; = 1 nagkDefinition 3 (12.1.).

» 12
Also: —Z— —m% = %
BEISPIEL 3 (12.3.):
Es sei 2, =’gund 2=1g"

Zu ermitteln ist z; = 2; —ge 2,.
Wir gehen wie-folgt vor.

[3; 5] ist Repridsentant von 5
[9;.10] ist Repridsentant von 190 (nach Definition 3 (12.1.)),

[@;b] e NX(N \ {0}) sei Reprisentant von z,.
Es muB gelten: [3;5] =q[9b + a-10;105] (nach Definition 1 (12.3.) und

3(12.3.).
3.-10b=(9b+a-10)-5 (naeh Definition 1 (12.1.))
30b=45b4504a nach Satz 11 (11.3.))
0=15b+4+50a nach Satz 19 (11.3.))
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Die letzte Gleichung ist mit a € N und b € N \ {0} nicht erfiillbar. Daraus folgt,
daB mit den bisher behandelten Mitteln und Methoden die Aufgabe E —Re %

nicht lésbar ist.

SATZ 4 (12.3.) — Differenz gebrochener Zahlen
Die in Definition 3 (12.3.) definierte Differenz z, — ge 2,
existiert und ist eindeutig bestimmt genau dann, wenn
2 =2
Bemerkung :
Im Beispiel 2 (12.3) konnten wir die gesuchte Differenz in R* ermitteln. Im Beispiel
3 (12.3.) wird jedoch sichtbar, daB eine solche Differenz in R* nicht in jedem Falle
existiert.
Wir stellen ohne Beweis fest, da die Differenz z, — g+ z, genau dann existiert, wenn
Z) = 2.
Die Emdeuugkezt der. Differenz im Falle ihrer Existenz soll ebenfalls nicht bewiesen
werden. Ein solcher Beweis kann gefiihrt werden, indem man die Unabhéangigkeit
der Differenz von der Auswahl der -Reprisentanten fir Minuend und Subtrahend

zeigt.

DEFINITION 4 (12.3.) — Subtraktion in R *

Wir nennen die emdeutlge Abbildung von R*xXR*
in R* Subtraktion in R* genau dann, wenn sie jedem
geordneten Paar [2,;;2,] zweier gebrochener Zahlen z,
und 2z, mit 2, = 2, ihre Differenz z, — g+ 2z, zuordnet.

Ausgehend von den Definitionen 3 (12.3.) und 4 (12.3.) bezeichnen wir die Sub-
traktion auch als Umkehroperation zur Addltlon und driicken diese Tatsache durch
die Gleichung

(21 +ne z_z) —R*% =2
aus. Die Allgemeingiiltigkeit dieser Aussageform folgt unmittelbar aus der Defi-
nition der Subtraktion.

DEFINITION 5(12.3.) — Produkt gebrochener Zahlen
Es seien z, und z, gebrochene Zahlen, [a; b] ein Reprisen-
tant vonz, und [¢;d] ein Reprisentant von z, mit b, d 4= 0,
Dann nennen wir z, -gs 2z, das Produkt von 2, und z,
genau dann, wenn [ac; b d] ein Repridsentant von 21 Re %
ist.

Bemerkung :

In der Forderung ,.[a c; b d] ist Repridsentant von z;* findet man die von der Schule
her bekannte Regel wieder, da8 man gebrochene Zahlen miteinander multipliziert,
indem man jeweils Ziéhler und Nenner der darstellenden Briiche multipliziert.

SATZ 5 (12.3.) — Produkt gebrochener Zahlen
Das in Definition 5 (12.3.) definierte Produkt existiert
und ist eindeutig bestimmt.
Beweis: _
(1) Existenz des Produktes:
‘Es seien 2,, 2, gebrochene Zahlen,
[a; b] Reprisentant von z,,
[c; d] Reprisentant von z,.
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Dann ist nach Definition 5 (12.3.) [ac; bd] Reprisentant von zg = 2z, « g 2,.

Nungilt: aeN;ceN (nach Voraussetzung)
‘ace N (nach Satz 7 (11.3.))
beN\ {0} ; de N\ {0} (nach Voraussetzung)
bde N\ {0 } (nach Satz 7 (11.3.) und Satz 25 (11.3.))

Damit erfiillt das geordnete Paar [ac; bd] alle Bedingungen, die an einen Reprisen-
tanten gebrochener Zahlen gestellt werden ( # Definition 2 (12.1.)).

Zu beliebig vorgegebenen 2, 2% € € R* existiert also ein z3 = 2, - p, 7, mit 23 € R*,
denn es gibt (mindestens) einen Reprisentanten von zg.

(2) Eindeutigkeit des Produktes:
Es seien z,, z, gebrochene Zahlen, ,
[a;b] wund [a’;b] Reprisentanten von z,,
[c; d] und [¢’;d] Reprisentanten von z,.
Nach Definition 5(12.3.) ist dann [ac; bd] Reprasentant von z, - g« 2, und [a ; b'd’]
Reprisentant von z; - g« z,.
Wir haben zu zeigen, daB [ac; bd] = g [a'c’; b'd’] gilt, d. h., daB beide geordneten
Paare Reprisentanten ein und derselben gebrochenen Zahl sind (7 Definition
212.1)). - ‘
[ac;bd] =¢ [a’c’;b'd’], d.h.
ach'd =a'c’hd nach Definition 1 (12.1.))
abcd =abcd (%) énach Satz 10 (11.3.))

Nun gilt:
[a; b] =q [a’; 0]
[c; d] =g [¢ j ] (mach Voraussetzung und Definition 2 (12.1.))
el =ab .
cd =cd (nach Definition 1 (12.1.))

Wir multiplizieren die linken bzw. rechten Seiten dieser beiden Gleichungen
(. Satz 20 (11.3.)) und erhalten

abed =a'bed (A (*).

DEFINITION 6 (12.3.) — Multiplikation in R*

Wir nennen die eindeutige Abbildung von R* x R*in R*
Multiplikation in R* genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [z;; 2,] zweier gebrochener Zahlen z, und z,
ihr Produkt 2, - g« 2z, zZuordnet.

'BEISPIEL 4 (12.3.):

Zu berechnen ist z, = 15,

RV
[4; 5] ist Repridsentant von % € R*.
[15; 14] ist Reprisentant von -i% € R* (# Definition 3 (12.1.)).

Wir berechnen z;, indem wir laut Definition 6 (12.3.) einen Reprisentanten ermit-
teln. .
[4-15;5- 14] = [60; 70] ist ein Reprisentant von z.

Nach Definition 3 (12.1%) ist dann z; = g; 23 € R*
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Also: %— “R* %Z— =~g
SA‘-TZVG (12.3.) — 'Kom:nutatngesetz der Multiplikation
Fiir alle gebrdche;:nlgahlen 2,2, gilt:
21°Re %y = Zy pe 2, .

Beweis:

Es seien z;, z, gebrochene Zahlen,
[a; b] Reprisentant von z,,
[¢;-d] Reprisentant von z,.
Dann ist- [ac bd] Reprasentant von z, s gs 2, und

.....

(nach Definition 6 (12.3.)).
Weiter gilt [ac; bd] =g [ca;dbd], denn
acdb=cabd (nach Deflmtlon 1(12.1.))
acdb=acdb (nach Satz 10 (11.3.))
Also gilt: 2, -ge 23 =2, g+ 2, . (nach Satz 1 (12.2.)).

SATZ 7 (12.3.) — ,Assoziativgesetz der Multiplikation
in R*

Fiir alle gebrochenen Zahlen z,, z,, z4 gllt

2-Re (22°Re 23) = (21°R*23) "Re 23 -

Ein Beweis des Satzes 7 (12.3.) kann wie der Beweis zu Satz 6 (12.3.) mit Hilfe
von Reprisentanten fiir z,, z,, z; gefiihrt werden. Auf eine ausfiihrliche Darstellung
verzichten wir.

SATZ 8 (12.3.) — Distributivgesetz in R *
Fiir alle gebrochenen Zahlen z,, z,, 23 gilt:
21 -re(22 +Re23) = 21 °Re 23 +R* 21 R+ %3

Beweis:

(. Beweis zu Satz 7 (12.3.))

Es 1dBt sich nicht nur die im Satz 8 (12.3.) ausgesprochene linksseitige Distributivi-
tiit, sondern auch die rechtsseitige Distributivitit

(z,+R.zs)-R.zl=zz-n.zl +8.z3-3-z1 ’
beweisen. Davon ausgehend unterlassen wir eine Unterscheidung beider Formen
und sprechen nur vom Distributivgesetz.

DEFINITION7(12.3.) — Qnotmnt gebrochener Zahlen
23 nennen wir den Quotienten zweier gebrochener Zah]en
z, und z, (23 == 0) genau da.nn, wenn z, = 2, - gs 23..

Wir schreiben auch: z3 =z, :gs 2,.

Bemerkung :

Der Quotient wird also wie die Differenz mit Hilfe einer in R * bereits bekannten Ope-
ration, in diesem Falle mit Hilfe der Multlphkatlon, definiert. Es geht darum, zu.einem
vorgegebenen Produkt zweier Zahlen einen Faktor zu ermitteln, wenn der andere
Faktor ebenfalls vorgegebe'n ist.
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SATZ 9 (12.3.) — Quotient geliroehenor Zahlen
Der in Definition 7 (12.3.) definierte Quotient 2, :p» 2,
(2 = 0) existiert und ist eindeutig bestimmt.

Satz 9 (12.3.) ist insofern wichtig, als insbesondere die Existenz des Quotienten
gebrochener Zahlen (mit der Einschrinkung, daB der Divisor verschieden von
Null sein muB) behauptet wird. Diese Tatsache war das Motiv, das uns veran-
laBte, die Menge der gebrochenen Zahlen zu konstruieren. (Im vorher behandelten
Bereich N trifft eine analoge Behauptung nicht zu.)
Beweis des Satzes 9 (12.3.):
(1) Existenz des Quotienten:
Es seien 2, und 2, beliebige gebrochene Zahlen (z, 7= 0).
Behauptet wird:
J25(2 € R* A2y =25+pe %) (/ Definition 7-(12.3.)).
Nun seien [a; b] Reprisentant von z,, '
[c;d] Reprisentant von z,.
Nach Definition 7 (12.3.) entspncht dann unsere Behauptung der Aussage-
form:
Es gibt ein Paar [e; f] mlte €N, fe N} {0} und [a; b] =qlce;df]..
Nun seie =ad, f = cb.
Dann gilt [e; f] =q [ad; cb]
ecb=adf (nach Definition 1 (12.1.))
adf=ceb (nach Satz 10 (11.3.))
[a;0] =q [ce;df] (nach Definition 1 (12.1.))
Damit ist die Existenz eines solchen geforderten Paares [e;f] — némlich
[e; f] =q [ad; cb] — gezeigt.
Die Konstruktion e = ad, f = ¢ b entspricht der aus der Schule bekannten Regel’
a ¢ . ad

(2) Auf den Nachweis der Eindeutigkeit des Quotienten, der sich ausgehend von der
Auswahl je zweier Reprisentanten fiir z,, 2, (2, 7 0) fithren 148t, verzichten wir.

DEFINITION 8 (12.3.) — Division in B*

Wir nennen die emdeutlge Abbildung von R* x (R*\ {0})
in R* Division in R* genau dann, wenn sle jedem ge-
ordneten Paar [z,;2,] zweier gebrochener Zahlen z,
und z, (24 # 0) ihren Quotienten z, :p+ z, Zuordnet.

Die Division bezeichnen wir auch als Umkehroperation zur Multiplikation (/ Defi-
nition 7 (12.3.)). Diese Tatsache driicken wir durch die Gleichung

(21 :Re 2) "Re 23 = 24
aus. Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition
7 (123.).

BEISPIEL 5 (12.3.):

Gesucht ist der Quotient der gebrochenen Za,hlen-g— und % .
LA
5 ®*'710 =2
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Diesen Quotienten berechnen wir nach Definition 7 (12.3,), indem wir auf dle Multl-
plikation gebrochener Zahlen zuriickgehen.

.9 21
FT IR

Nun ist [9; 5] Reprisentant von i; ,

[21;10] Représentant von % (nach Definition 3 (12.1.)).

[a; b] sei ein beliebiger Repréisentant von z,.
Dann muB gelten: [9;5] =q [21a;10b] (nach Definition 5 (12.3.))

9.10b= 2la-5 (nach Definition 1 (12.1.))
90b= 105a (nach Satz 6 (11.3.))
90b= a-105 (nach Satz 10 (11.3.))

[90; 105] =¢ [a; b] (nach Definition 1 (12.1.))

Nun gilt aber:
Wenn [a; b] ein Reprisentant von z, ist, so ist auch [90; 105] ein Reprisentant

90 6

von z4, also: zg = W05=7"
- 9 21 6

Es gilt also: Ty _,7.

Dieses ,Verfé.hren stimmt mit dem aus der Schule bekannten Verfahren iiberein, daf3
man zwei gebrochene Zahlen dividiert, indem man den Dividenden mit dem Reziproken
dex Divisors multipliziert. In diesem Falle also:

9 21 a
510 b
9 10 a
5 %1 b
90 a
105 b

Nachdem im Teil C 12.3. bisher die vier Grundrechenoperationen fiir gebrochene
Zahlen definiert und wichtige Sitze iiber diese Operationen formuliert wurden,
rollen noch &inige Bemerkungen zur verwendeten Symbolik gemacht werden.

Im Teil C 12.3. wird grundstizlich zwischen der Addition in N (Zeichen + ) und
der Addition in R* (Zeichen + g.) unterschieden. Analog trifft das auch auf die
anderen Operationen zu. Nun konnten wir zeigen, da8 in R* fiir die Grundrechen-
operationen die gleichen Rechengesetze wie fiir die entsprechenden Operationen
in N (Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz) gelten.

In Analogie zu den SchluBfolgerungen aus Satz 4 (12.2.) wenden wir das Perma-
nenzprinzip beziiglich der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division an.

Wir stellen die Isomorphie von N und Rf C R* ( Satz 4 (12.2.)) beziiglich der
behandelten vier Grundrechenoperationen fest.

SATZ 10 (12.3.)

Rf¥ und N sind isomorph (RY =~ N) beziiglich der in
beiden Bereichen erkldrten Operationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division.
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Beweis :

Die Gleichmichtigkeit der Mengen R¥ und N wurde bereits im "Zusammen-
hang mit Satz 4 (12.2.) nachgewiesen. Wir haben nur noch zu zeigen, da8 die dort
verwendete eineindeutige Abbildung auch operationstrou ist.

Zur Addition:

Wir ermitteln % + R.% =z entsprechend Definition 1 (12.3.) mit Hilfe von
Reprisentanten [a; 1] bzw. [b; 1].
Dann gilt: [a-1 +b-1;1-1] = [a 4 b; 1] ist Repridsentant von z.
Nach Definition 3 (12.1.) ist dann
a+b
=—

Entsprechend der im Satz 4 (12.2.) verwendeten Abblldungsvorschnft fist — a,uf a,
b auf b, a+b
1

Nun ist aber f(a) +f(b) Sf(a + b).
Also gllt ‘

— auf @ 4+ b abzubilden.

Aus —l~- + pe -b— =2 + b folgt

A(5) o)1)

Die verwendete Abbildung ist operationstreu beziiglich der Addition. ¢.e.d.
Fiir die anderen Operationen gilt das analog.

Damit steht fest, daB es einen echten Teilbereich R¥ von R* gibt, der isomorph
zur Menge N beziiglich der Kleiner-Relation und der vier Grundrechenoperationen,
die in beiden Mengen erklédrt sind, ist.
[V, +,. —, 55 <] = [BY +Res -res — 1o ey il

Auf Grund der Isomorphie brauchen wir nicht mehr streng zwischen natiirlichen
Zahlen und Zahlen aus R¥ zu unterscheiden, da fiir beide Zahlenarten die gleichen
Rechengesetze gelten. . )
Der Einfachheit halber verwenden wir deshalb in Zukunft beim Rechnen mit
gebrochenen Zahlen (wie wir das auch schon friither in der Schule getan haben)
die gleichen Zeichen wie beim Rechnen in N.
Wir schreiben: 2z, + 2z, an Stelle von z; + g« 2,,

2, - 2, oder auch kurz z, z, an Stelle von z, - g« z,,

2, — 2z, an Stelle von z; — pe z,,

2, : 2z, an Stelle von z; :ge 2.

Wir wenden uns nochmals der Ordnung in R* zu. In Definition 1 (12.2.) ist fest-
gelegt, wann eine gebrochene Zahl 2, kleiner als eine gebrochene Zahl z, sein soll.
Nachdem wir definiert haben, wie mit gebrochenen Zahlen gerechnet werden kann,
sind wir in der Lage, diese Kleiner-Relation auch anders zu definieren.

DEFINITION 9 (12.3.) — Kleiner-Relation in R *
( Definition 1 (12.2.))
Es seien z,, z2 e R*.
Dann nennen wir 2, < 2, genau dann, wenn es ein
z3 € R*\ {0} gibt, so daB z, + z; = z,.
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Fiir 2; < z, kann man auch 2z, > 2, schreiben und sagen: ,,2, ist groBSer als z,*.

Es miiite nachgewiesen werden, dafl die Definition 9 (12.3.) der Definition 1 (12.2.)
dquivalent ist. Wir stellen diese Tatsache nur fest, verzichten aber auf na,here
Ausfiihrungen.

Auf der Grundlage der Definition 9 (12.3.) befassen wir uns nunmehr mit den soge-
nannten Monotoniegesetzen im Bereich der gebrochenen Zahlen.’

SATZ 11 (12.3.) — Monotonie der Addition in B *
A beziiglich der. Klemer-Relatlon

Fiir alle gebrochenen Zahlen z,, 25, 25 gilt:

Aus 2, < z, folgt z; + 23 < 25 + 25 .

Voraussetzunyg : 2y, 25,23 € R*, 2, <24
Behauptung: 2z, + 23 < 2y +'24

Beweis :
) A < 2y (nach Voraussetzung)
Dann gibt es ein z, € R* \ {0} mit

2, + 2, =2y (nach Definition 1 (12. 2. ) -
Hieraus ergibt sich:
(21 + 24) + 23 =2, + (2, + 25}  (nach Satz 3'(12.3.))
=2+ (23 +2) (nach Satz 2 (12.3.))
(21 +.24) + 23 = (2, +25) +.2, (nach Satz 3 (12.3.))
‘Wegen 2t 2,=2
erhalten wir:
29+ 23=1(2+ 2) + 24
und damit :
23+ 23> 72 + 2 (nach Definition 1 (12.2.)).
Also: 5+ 23<2+2
Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daB die Addition in R* auch bezughch
der Gleichheits-Relation' monoton ist.

SATZ 12 (12.3.) — Monotonie der Multiplikation in R*
beziiglich der Kleiner-Relation

Fiir alle gebrochenen Zahlen z,, z,, z; gilt:

1) Ausz; < 2, und 25 7= 0 folgt 2, 25 < 25235

2) Aus z; < 2z, und z; = 0 folgt 2, z; = 2, 25.

Fall 1) . '
Voraussetzung: z,,2, € R*, 2zge R*\ {0} und 2z, <z,
Behauptung: 2z, 23 < 2523

Bewezs :

2, < 2y (nach Voraussetzung)
Dann gibt es ein z, € R* \ {0},
so daB z, + 2z, = z,. (nach Definition 1 (12.2.))
Daraus folgt: (2, + 2,) 23 = 2, 23 + 2, 25 - .(nach Satz 8 (12.3.)) -
Also: 2525 = 2y 23 + 2,2 (wegen z, + 2z, = 2,)
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Ferner gilt: 2z, 2 3 0. (wegen 2z, 23 € R* \ {0} und
nach Voraussetzung)
Das heiBBt: 2z, 23 >. 2, 24 - (nach Definition 9 (12.3.))
Also: 2,23< 252 q.ed.
Fall 2)

Voraussetzung: zy,z, € R*, 23=0¢R* und 2z, <z,
Behauptung: 2,23 = zy 23

Beweis:
Wie ‘beim Beweis zu Fall 1) finden wir die Beziehung
2923 =223+ 2423 mit z, e R*\ {0}.
Nunist 2z,2z,=0 (wegenz;=0).
Also: 223 =223 . q.e.d.

Wir wollen. noch ohne Beweis vermerken, daB8 die Multlpllka,tlon in R* auch
- beziiglich der Gleichheits-Relation monoton ist.

12.4. Gebrochene Zahlen und Zahlenstrahl

Im Teil C11.6. wurden die natiirlichen Zahlen in die Menge der Punkte eines
Zahlenstrahls abgebildet. Wir erhielten durch diese eindeutige Abbildung eine
Folge von diskreten Bildpunkten suf dem Zahlenstrahl.

In gleicher Weise verfahren wir mit R*.

Zu diesem Zweck gehen wir vom Satz 1 (12.4.) aus.

SATZ 1 (124.)

Es sei BR* die Menge der gebrochenen Zahlen und 0A4+
die Menge aller Punkte eines Strahls mit dem Anfangs-
punkt O, der durch-einen beliebigen Punkt 4 # O
verlduft. i ,

Dann gibt es eirie eineindeutige Abbildung von R*
in 04*.

Es gibt mehrere eineindeutige Abbildungen von B* in 0A4*.

Wir konstruieren eine dieser Abbildungen folgendermaBen und nennen sie Zahlen-

strahl.

(1) 2= 0, die kleinste gebrochene Zahl, ordnen wir genau dem Anfangspunkt O
von OA* zu.

(2) z =1 ordnen wir genau dem Punkt A, A 5~ 0, von 04+ zu. Wir sagen dann,
die Strecke OA habe die Liinge 1.

(3) Ist z eine beliebige gebrochene Zahl und [a; b] ein Reprisentant von z, so
finden wir den Punkt P, des Strahls 04+, dem die Zahl z zugeordnet werden
soll, auf folgende Weise. .

Wir unterteilen die Einheitsstrecke 04 inbd glelche Teile und tragen eine
dieser Teilstrecken von O ausgehend a-mal ab. Dem so gefundenen Endpunkt
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ordnen wir die gebrochene. Zahlz zu. Die Reprﬁsentantenunabhﬁngigi{eit
dieser Zuordnung ist nachweisbar.

Man kann ebenfalls feststellen, dafl im Falle z; < z, der Punkt P, vor dem

Punkt P,, auf dem Zahlenstrahl liegt, daB also 0Pzl kiirzer als OP22 ist.
Weiter gilt dann:
Wenn z; < z,, 23 < 24, aber.z, — 2z, = 2, — z,,
dannist 2, genau einem Punkt P, von 04%,
25 genau einem Punkt P, von 04%,
23 genau einem Punkt P; von 04+,
2, genau einem Punkt P,t von o4+
zugeordnet, so daB
PP, ~ P,P,.
Bild 272/1 veranschaulicht diese Konstruktion.

%<21 0 < O, ; 2;%‘ i

Ny

QD 4
— 0

EE

Q— > -

272/1

Nach Satz 3 (12.2.) ist die Menge der gebrochenen Zahlen dicht, d. h., zwischen
je zwei dieser Zahlen gibt es (mindestens) eine dritte' Zahl.

Es gibt jedoch Punkte des Strahls OA*, die keiner gebrochenen Zahl zugeordnet
sind, so da wir zwar von einer Abbildung von R* in die Menge aller Punkte
eines Strahles 04+ sprechen kéonnen, nicht aber von einer Abblldung auf diese Menge'
(A Satz 1 (12.4.)).

12.5. Darstellung gebrochener Zahlen
im dekadischen Stellenwertsystem

In Definition 3 (12.1.) sind Zahlzeichen fiir gebrochene Zahlen eingefiihrt worden,

die sich aus den von den natiirlichen Zahlen her bekannten Grundziffern 0, 1, 2,

3,...,9 und einem Bruchstrich zusammensetzen.

Mit Hilfe der genannten Grundziffern ist es méglich, jede natiirliche Zahl dar-

zustellen, wobei ein dekadisches Stellenwertsystem benutzt wird (* Teil C 11.4.).
Jede Grundziffer hat einen Zahlenwert und einen Stellenwert. Fiir die Stellen-
werte verwendet man Potenzen von 10 mit natiirlichen Exponenten.

Es sollte versucht werden, eine analoge Schrelbwelse auch fiir gebrochene Zahlen

einzufiihren.

Der Leser betrachte unsere Ausfiihrungen dazu nur unter dem Gesichtspunkt,

daB eine solche Schreibweise fiir gebrochene Zahlen angegeben werden soll. Die
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Darstellung der damit im Zusammenhangstehenden Probleme ist recht viel-
schichtig und kann in diesem Rahmen keineswegs auch nur annihernd vollstindig
gegeben werden. Das betrifft z. B. solche Fragen, die mit dem Operieren im
Bereich der gebrochenen Zahlen zusammenhiéngen (Beispiel : Wie multipliziert man
0,4 und 0,376 ?). Der Leser sei darauf verwiesen, daB in jedem Falle richtig vor-
gegangen wird, wenn eine Umwandlung von dieser Schreibweise in die in De-
finition 3 (12.1.) erkldrte Schreibweise vorgenommen wird und dann entsprechend
den Rechenregeln fiir gebrochene Zahlen (7 Teil C 12.3.) vorgegangen wird. Ein
,»,Runden‘‘ sollte nur dann vorgenommen werden, wenn das fiir den vorgegebenen
Anwendungsbereich einer Aufgabenstellung statthaft und sinnvoll ist. Auf das
,,Runden* und die zugehérigen ,,Rundungsregeln* soll hier nicht. eingegangen
werden. B

Wir versuchen also, eine dezimale Schreibweise fiir gebrochene Zahlen zu erkléiren.

BEISPIEL 1 (12.5.):

_ 4613

212
Wir erinnern uns der Vereinbarung, alle gebrochenen Zahlen, die sich in der
Form 2z =% (@ € N) darstellen lassen, genauso wie die ihnen entsprechenden

natiirlichen Zahlen zu bezeichnen (” Satz 4 (12.2.); Folgerungen).
Das bedeutet

4613 21.212 4161 21-212 161

(nach Definition 1 (12.3.))

212 212 212 212
=2—11+;T6; (nach Vereinbarungen zu Defini-
. tion 3 (12.1.))
gy 18 | B
212 (nach Vereinbarungen zu Defini-

tion 3 (12.1.))

161
14 0 — .
=2.10"4 1. 10 -|-212

Es bleibt nach der letzten Umwandlung im Beispiel 1 (12.5.) ein Summand, der
sich nicht in die dezimale Schreibweise einordnet. Da wir jede gebrochene Zahl,
die nicht von vornherein den Nenner 1 hat und die nicht von vornherein einen
Reprisentanten [a; ] mit a < b besitzt, in eine Summe dieser Art zerlegen kén-
nen, ist es im folgenden nur noch notwendig, Betrachtungen iiber die Darstellung
solcher gebrochener Zahlen mit einem Reprasentanten [a; b], wobei a < b, in
dezimaler Schreibweise anzustellen.

Wir gehen davon aus, daB alle gebrochenen Zahlen 2z = %diese Bedingung ge-

nau dann erfiillen, wenn 0 < % < 1.

Daraus folgt, daB es notwendig ist, kleinere Zehnerpotenzen als 10° = 1 zu be-
trachten, um solche gebrochenen Zahlen in dezimaler Schreibweise angeben zu
konnen.
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12.6.

Wir legen fest:
' U B T
0,1 als Schreibweise fiir 10100
Lo 1 1
0,01 als Schreibweise fiir 106 = 108 °
1 1

0,001  als Schreibweise fiir 1000 =105 " " *

Briiche der Form »m € N\ {0}, nennen wir Zehnerbriiche.

10"
Es bleibt nur noch zu untersuchen, ob es fiir jede beliebige gebrochene Zahl

z= % mit @ < b stets einen Rer;rﬁ.senta,nten gibt, dessen Nenner ein Zehnerbruch

in diesem Sinne ist.

SATZ 1 (12.5.)

Es sei z€ BR* und [a; b] ein beliebiger Reprisentant
dieser Zahl z.

Dann gibt es einen Bepra.senta,nten [c; d] von z mit
d = 10", n € N, genau dann, wenn

b=2r.51 mit p,g€eN.

Auf einen Beweis des Satzes 1 (12.5.) verzichten wir.

BEISPIEL 2 (12.5.):
_1
2, = 2

[1; 2] ist dann ein Reprasenta,nt von z,, wobei 2 = 21. 50,
Nach Satz 1 (12.5.) gibt es also einen Reprisentanten von z,, dessen Nenner eine
Zehnerpotenz mit natiirlichem Exponenten ist.

[e;d] =[5;10] oder [¢;d']=[50;100] oder..

1 5 50
Also zl _—2—=F)=T0—0=...
Wir schreiben: 2, =5+ 11—0 oder kiirzer 2z, =0,5;...

1 . L OVEQ.
z, =50 08 oder kiirzer z, = 0,50;. ..
BEISPIEL 3 (12.5.):
_5
%= 3200

[57; 200] ist Reprédsentant von z,,wobei 200 = 23 . 52. ,
Deshalb existiert ein Repridsentant von z,, dessen Nenner eine Zehnerpotenz
ist.

[c; d] = [285;1000] oder [c';d’] = [2850; 10600] oder .

57 285 2850

~200 1000 10000.
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o 1 1
er schreiben: 2z, = 285. 108 = 2850 - T =...
1
oder: z2=2A.1_0.+8 102_|_5
Kurzform: 2, = 0,285
BEISPIEL 4 (12.5.)
_3
=140,

[31; 140] ist Reprédsentant von z;, wobei 140 = 22. 5.7,

Deshalb existiert nach Satz 1 (12.5.) kein Repridsentant von zj, dessen Nenner
eine Zehnerpotenz ist.

Nach unseren bisherigen Feststellungen kann damit noch keine Darstellung von

% =110 in dezimaler Schreibweise angegeben werden.
Fiir eine derartige gebrochene Zahl gehen wir wie folgt vor.
_31_2-14 3 _”2.14+30
=140 140 ' 140 =140 ' 1400
2.14 2.-14 2 2.14 2.14 20
=140 T 1400 T 1400 =40 T 1200 T 12000
_2.14+2.14 1.14'+ 6
_A 140 1400 14000 ' 14000 =
31
Also: 2= 155= "‘ 1oo+ 1000 T+
2g = 0,221

Bei einer Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man
23 = 0,221428 571428571 .

Dabei ist festzustellen, daB sich die Ziffernfolge 142857 von einer bestimmten
Stelle an wiederholt.

Wir schreiben kiirzer: zg = 0,22 142857 und lesen dafiir:
»0 Komma 2-2-(1-4-2-8-5-7)-periodisch*‘.

Aus Satz 1 (12.5.) wissen wir. daB diese Entwicklung fiir die gebrochene Zahl
13 41 o im Beispiel 4 (12.5.) nicht endhch gein kann, es gibt keine Darstellung von

23 durch genau einen Zehnerbruch. 24 kann also nur durch eine unendliche Ent-
wicklung dargestellt werden. Diese ist periodisch im oben beschriebenen Sinn.
Das muB fiir jede derartige gebrochene Zahl so sein, denn wenn wir eine Zerlegung
der betrachteten gebrochenen Zahl in eine Summe zweier gebrochener Zahlen so
vornehmen, daB einer der beiden Summanden stets ein Zehnerbruch ist, so miissen
wir im Zihler dieses Summanden ein Produkt bilden, dessen einer Faktor m (im
Beispiel 4 (12.5.) ist m = 14) stets ein 10"-ter Teil des Nenners ist. Der andere
Faktor muB dann kleiner als m sein, fiir ihn gibt es nur endlich viele, héchstens
m — 1 Moghchkelten Spétestens vom (m — 1)-ten Schritt des Verfahrens an
muB sich also eine Wiederholung der Produktdarstellung im Zahler ergeben, die
dann eine periodische Weiterentwicklung bedingt.

Es sei dazu vermerkt, da8 das in der Schule behandelte Verfahren der schriftlichen'
.Division auf dieser Entwicklung beruht. Das bedeutet, daB wir auch mit Hilfe dieses
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Algorithmus zu einem analogen 'Ergebnis gelangen kénhen. Das geht sogar wesentlich
schneller. Man mufl dabei nur beachten, da man nicht ohne weiteres sagen darf,
‘daf3 man die natarlichen Zahlen 31 und 140 dividiert und dann die obenstehende
gebrochene Zahl in dezimaler Schreibweise erhélt.
Wir betrachten nochmals Beispiel 1 (12.5.).
4613 161
2= ?1? =21 to13

Dabei ist 212 = 22. 59. 53.
Eine . Da,rste].lung in dezlmaler Schreibweise gelingt Wegen des Faktors 53 nur
durch Angabe einer Periode (7 Satz 1 (12.5.)).

2 = 21 + 0,750433062264150 — 21,750433962264150
21,759433952264150 nennen wir den Dezimalbruch fir 2 — ‘%’.

DEFINITION 1 (12.5.) — Dezimalbruch
Eine gebrochene Zahl, die in dezimaler Schreibweise
angegeben ist, nennen wir einen Dezimalbruch.

Wir behandeln nunmehr das Umwandeln von Dezimalbriichen in’ gebrochene
Zahlen.

Fiir den Fall endlicher Dezimalbriiche ist das einfach.

BEISPIEL 5 (12.5.):
2=3"75=3+10,75
Wir betrachten 0,75. Nach den Darlegungen im Beispiel 3 (12.5.) ist

1 1 175

0.76=7-15+5 100100

) .. 300475 375
Also: 3+0,75«—T——m

Fiir den Fall unendlicher (periodischer) Dezimalbriiche ist das im Beispiel 6 (12.5.)
dargestellte Verfahren méglich.

BEISPIEL 6 (12.5.):
z = 0,712
I 2=0,712=0,71212..
(I1) 100z = 71,212 = 71,21212. ..
(In—1) 992z ="70,5
990 z = 705
705 47
T 990 63

Die Berechtigung eines solchen Verfahrens miite eigentlich nachgewiesen wer-
den. Es miiite dabei vor allem gezeigt werden, wie man mit Dezimalbriichen,
insbesondere mit den periodischen, rechnen kann. Wir verzichten auf solche
Darlegungen.

Im Beispiel 6 (12.5.) wird in Gleichung (I) auf beiden Seiten wegen der zwei-
‘stelligen Periode mit 100 multipliziert. Allgemein gilt, da man bei einer =n-stel-
ligen Periode mit 10" multiplizieren muB.
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AbschlieBende Bemerkungen

Mit. den Ausfithrungen zum Bereich der gebrochenen Zahlen haben wir wesent-
liche Eigenschaften dieses Zahlenbereichs kennengelernt. Es wurde erldutert,
weshalb diese Zahlen notwendig sind, wie sie definiert werden und wie man mit
ihnen rechnen kann.

Vieles von den hier behandelten Sachverhalten war uns bereits bekannt. Dieses
Wissen sollte geordnet und gefestigt werden. Wir haben die Eigenschaften der
gebrochenen Zahlen und die Operationen mit diesen Zahlen aus ‘den entspre-
chenden Betrachtungen iiber natiirliche Zahlen hergeleitet. Der Bereich der ge-
brochenen Zahlen baut sich also auf dem Bereich der natiirlichen Zahlen auf.
.Der Bereich der gebrochenen Zahlen stellt eine Erweiterung des Bereiches der
natiirlichen Zahlen auf hoherer Stufe dar und schlieBt auf dieser hoheren Stufe
die natiirlichen Zahlen mit ein. Alle in der Praxis auftretenden numerischen
Probleme kénnen mit den gebrochenen Zahlen noch nicht bewiltigt werden.
Deshalb ist es erforderlich, diesen ProzeB der schrittweisen Erweiterung der
Zahlenbereiche fortzusetzen.

12.6. Kontrollfragen

1. Geben Sie zu den folgenden Klassen quotientengleicher geordneter Paare natiir-
licher Zahlen je zwei weitere Repriasentanten an!

{[2; 4], [1; 2], [8; 16], [6; 10]), ...}

{[0; 1], [0; 3], [0; 7], [0; 176], . . .}

{[9; 6], [3; 2], [6; 4], [16; 10], ...}

{[3;3],[7; 7], [1; 1], [10; 10], .. .}

2. Kann das geordnete Paar [0; 0] Reprdsentant von 2z, odeér-von z; (7 Frage 1.)
seifi ?
Begriinden Sie Ihre Antwort!

zz
za

3. Geben Sie je drei Représentanten fiir die gebrochenen Zahlen z; = —2- und zg = % an!

4. Geben Sie im folgenden jeweils mindestens eine gebrochene Zahl an, die zwischen
den Zahlen des betreffenden Paares liegt!

a) z, = _i. und zZg = —g- c) zg = % und z,; = %
8 9 9 10
b) z, = ) und 2z, = 1o d) 2y, = 5 und z,3 = 9

5. Berechnen Sie mit Hilfe von Reprisentanten die Summe, die Differenz (wenn
moglich!), das Produkt, den Quotienten von 2, und 2z 2z, und 24, 2z und z;;,
2y, und z,5 ( / Frage 4.)!

6. Begriinden Sie mit Hilfe der Definitionen 3(12.3.) und 9 (12.3.), warum z, > 2z,
25 > 2;,, 23 > 2, (/ Fragen 1. und 4.)!

7. Beweisen Sie die Allgemeingiiltigkeit folgender Aussageformen in R*!
a+0=a a-0=0 a:a=1(a ¥+ 0)
a—0=a a-1=a O0:a=0(a + 0)
a—a=20 a:l1=a

8. Beweisen Sie
das Assoziativgesetz der Addition in R*,
das Assoziativgesetz der Multiplikation in R*,
das Distributivgesetz in R*!

277



13.1.

13. Die rationalen Zahlen

Um die uneingeschrinkte Ausfiihrbarkeit der Division zu erreichen, haben wir
im Teil C 12. eine Erweiterung des Zahlenbereiches N zum Zahlenbereich B* vor-
genommen. ) '

Wie schon friiher ausgefiihrt, ist es zur Losung vieler in der Praxis auftretender
quantitativer Probleme notwendig, auch uneingeschrinkt subtrahieren zu kon-
nen.

Da in den bisher behandelten Bereichen N und R* die Forderung nach uneinge-
schriankter Ausfithrbarkeit der-Subtraktion nicht erfiillt werden konnte, ist eine
erneute Erweiterung des Zahlenbereichs R* erforderlich. /

Wir konstruieren ,neue Zahlen* und gehen dabei von geordneten Paaren ge-
brochener Zahlen aus. Diese ,,neuen Zahlen‘ nennen wir rationale Zahlen.

Die dazu folgenden Ausfiihrungen sind bewuBt so dargestellt, daB. Analogie-
betrachtungen zur Konstruktion des Bereiches R* jederzeit angestellt werden
konnen.

13.1. Aufbau der Menge der rationalen Zahlen (R)

DEFINITION 1 (13.1.) — Differenzengleichheit
Es seien [a; b] ¢ R* X R*, [c;d] ¢ R*x R*.
Dann nennen wir die geordneten Paare [a;b], [c; d]
differenzengleich genau dann, wenn
a+d=c+b.
Symbolisiert: [a; b] =y, [c; d] genau dann,
wenn @ +d=c—+b
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BEISPIEL 1(13.L): .

B3l am 3eBoged
[ ,é’ =P;%;%], denn 0+%=%+§-
' [5;—; =p :3,-3-]. denn 5+%=3+—;—
Aedfelid) am dededed

SATZ 1 (13.1.)
Die Differenzengleichheit ist eine Aquivalenzrelation.

Bewezis:
(1) Reflexivitat:
[a; b] =p [a; b] .

Diese Aussa.geform ist allgemeingiiltig wegen a + b =a + b (7 Definition
-1(13.1.) und Satz 1 (12.2.)).

(2) Symmetne.
Wenn [a; b] =p [¢; d], so [¢; d] =p [a; b]

Diese Aussageform ist allgemeingiiltig, denn nach Definition 1 (13.1.) folgt
fiir die Prdmisse der Impllkatlon a+d="c+b und fiir die Konklusion
¢c+b=a+4d Wir Wlssen, daB die Gleichheit gebrochener Zahlen symme-
trisch ist.

(3) Transitivitdt :
Wenn [a; b] =p [c; d] und [c; d] =p [e;f], 8o [a; b] =p [e; f]
Auch diese Aussageform ist -allgemeingiiltig. Wir gehen auf gebrochene
Zahlen zuriick. Es ergibt sich nach Definition 1 (l3.l.)~

a+t+d=c+b
und ¢+ f=e 4+ d fir die Pramlsse der’ Imphkatlon

@+d)+(@+f)=(c+b)+(e+4d) (nachSa,tzll (12.3.))
(a +N+c+d)=(+b)+(c+d) (nachSatz2(l23)und3(l23))
: a+f=e+bh (nach Satz 11 (123.))
Also: [a; b] = [e; f1 (nach Definition 1 (13.1.))
Nach dem SchluB auf eine Tmplikation ist damit die Transitivitit der Relation
,,leferemenglglchlwlt“ bewiesen.

Wie bekannt ist, bewirkst jede ]\qmvalenzrela.tlon in einer Menge eine Klassen-
“einteilung dieser Menge Die als Dllferenzengloiehhelt gekennzeichnete Aquivalenz-

relation bewirkt eine Klasseneinteilung in der Menge aller geordneten Paare ge-
brochener Zahlen.

DEFINITION 2 (13.1.) — Rationale Zahlen

Jede Klasse differenzengleicher geordneter Paare ge-
brochener Zahlen nennen ‘wir eine rationale Zahl.

Die Menge aller dieser Klassen bezeichnen wir mit R.
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13.1.
BEISPIEL 2 (13.1.):

f[1,2] [18 3| [ 2
n=1'35]" |27 V3]

4
_ 11 ia] [5.3
re = _T(i.,ﬁ ’ 5 ’ 3"§ ’

28] LT [h 00 [

13={L3p6 y\-4v4’ ) y | DI

Der Leser iiberzeuge sich selbst daB es sich bei 7,, 7,5, 73 im Beispiel 2 (13 1.) um
Klassen differenzengleicher geordneter Paare handelt.

DEFINITION 3 (13.1.) — Positive und negative
rationale Zahlen,
die rationale Zahl Null
Es sei [@; b] € R* X R* ein beliebiger Représentant von
reR.
Dann nennen wir
(1) r eine positive rationale Zahl genau dann, wenn
a>b;
(2) r eine negative rationale Zahl genau dann, wenn
-a<b; "
'(3) r = 0 (Null) genau dann, wenn
a =b.

—
W| ~1
(]
—_
‘—:,_4

| m—

C R RN (NN
- KNS

| SRS |

[—

S]]
—_

Man beachte, daB im Bereich- R das Zeichen ,,0‘‘ nicht ein und dasselbe wie in den
Bereichen R* bzw. N bedeutet.

,,0“ ist hier das Zeichen fiir die rationale Zahl Null.

Neben ,,0 als Zeichen fiir die rationale Zahl ,,Null‘‘ miissen wir nun noch Zeichen
fiir positive bzw. negative rationale Zahlen einfithren. Dabei iiberlegen wir uns,
daB jede positive rationale Zahl einen Repridsentanten der Form [z; 0] besitzt,
jede negative rationale Zahl einen Reprisentanten [0; z].

Begriindung :

Es sei [a;b] ein beliebiger Repridsentant von r und a > b (r sei also positiv).
Dann ist auch [z; 0] = [@ — b; 0] Reprisentant von 7, denn [a; b] =y [a — b; 0]
wegen a + 0 =a — b+b nach Definition 1 (13.1.).

Es sei [a; b] ein beliebiger Reprédsentant von r und a < b (r sei a,lso negativ).
Dann ist auch [0;z] = [0; b — a] Reprisentant von 7, denn [a; b] =5 [0; b — a]
wegen @ +b — @ = 0 + b nach Definition 1 (13.1.).

Ausgehend von diesen Uberlegungen definieren wir nun wie folgt.

DEFINITION 4 (13.1.) — Zahlzeichen fiir rationale -
Zahlen N

Es sei r eine positive ratlona.le Zahl und [z; 0] ein

Reprisentant ‘von 7.

Dann bezeichnen wir r durch das Symbol ,,4 2%

(plus z)

Es sei r eine negative rationale Zahl und [0; z] ein

Reprisentant von 7.

Dann bezeichnen wir » durch das Symbol ,—z*

(minus z).
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Entsprechend unseren Voriiberlegungen zu Definition 4 (13.1.) finden wir 2, in-
dem wir von einem . beliebigen Reprisentanten [a; 5] von r ausgehend die Dif-
ferenz a — b (fiir positive rationale Zahlen) bzw. b — a (fiir negative rationale
Zahlen) berechnen. - '

BEISPIEL 3 (13.1.):
Wir verwenden die rationalen Zahlen aus Beispiel 2 (13.1.).

11 27,

'3 ist Reprisentant von r;.
11 _ 2
15~ 5

Also ist

1L _2.0|=|%;0| Reprisentant '
5 5:%=|3° eprasentant von r,.
1

Deshalb schreiben wir: r, = + 3

5 5
[—3— :—3-] ist Reprisentant von i,.
5_3

3 3

Also schreiben wir: r, = 0.

7 . .
[— ; 5] ist Reprisentant von r;.

2771
7
PR
Also ist
7 3 ,
0;5 — 5 [=|0 ;5 | Reprisentant von r.
1 . . 3
Deshalb schreiben wir: 7, = — T
13.2. Ordnung inR

Wir befassen uns mit der Gleichheit rationaler Zahlen.

Nach Definition 2 (18.1.) sind rationale Zahlen Klassen, wobei die in Definition
1(13.1.) erklirte Differenzengleichheit die die Klasseneinteilung bestimmende
Aquivalenzrelation ist. ' o
Damit ergibt sich aus dem Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen (7 Satz 2 (10.4.))
der Satz 1 (13.2.).
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SATZ 1 (13.2.)

Zwei rationale Zahlen r,, r, sind einander gleich (r, = r;)
genau dann, wenn es einen Reprisentanten [a; b] von
r, und einen Reprisentanten [c: d] von r, gibt, fiir die

‘{a ;8] =p [c; d] gilt.

DEFINITION 1 (13.2.) — Kleiner-Relation in R
Es seien ry, 7, € R; n,m e R*\ {0}.
Dann nennen wir 7, < 7, genau dann, wenn

l)rn=+nund r,=+m und n<m oder.
2y = 0 und rz =4m oder
B)rn=—nund r,= 0 oder
4)r,=—mnund r,= —m und n>m oder
®6) rn,=—nund r,=+m. :

Bemerkung :
Das Zeichen ,,<“ wird gelesen ,,ist kleiner a.ls“ (entsprechend ,,>“ »ist groBer als®).

Durch den Index R nehmen wir eine Abgrenzung gegeniiber dem Zeichen -, <  (,,>*)
vor, das die Kleiner-Relationen in R * bzw. in N bezeichnet. Das'ist notwendig, da die
hier definierte Kleiner-Relation nicht ohne weiteres mit der Kleiner-Relation z. B.
fiir gebrochene Zahlen identifiziert werden kann (  Definition 1 (12.2.)).

' BATZ 2 (13.2.)
Die in Definition 1 (13.2.) erklirte Relation ist eine
irreflexive Ordnungsrelation.

Ein Beweis des Satzes 2 '(13.2.:) soll hier nicht angegeben werden.

Es miiBte nachgewiesen werden, da8 die Kleiner-Relation fiir rationale Zahlen
irreflexiv, transitiv und konnex ist. _

Die Wahrheit dieser Aussagen ergibt sich aus Definition 1 (13.2.). Es sind dabei
entsprechend Definition 1 (13.2.) Fallunterscheidungen vorzunehmen.

Durch die als irreflexive Ordnungsrelation charakterisierte Kleiner-Relation wird

eine Ordnung in der Menge der rationalen Zahlen angegeben. Man erhilt die
geordnete Menge [R; <].
R

Fiir diese geordnete Menge gilt der Satz 3 (13.2.).

SATZ 3 (13.2.)
Die Menge der rationalen Zahlen ist dicht.

Beweis:
Es seien 7, Ty € R; [a;b] ein Reprisentant von r,;
[c; d] ein Représentant von 7,;

<.
R

_Fiir die weiteren Betrachtungen sind entsprechend Definition 1 (13.2.) Fallunter-
scheidungen erforderlich. Wir numerieren diese Fille wie in Definition 1 (13.2.).
(1) 7, und r, seien positiv. ' ’

Dann ist @ > b und ¢ > d nach Definition 3 (13.1.).
Wegen r, < 7, mull dann gelten:
r

‘@ — b < ¢ — d nach den Definitionen 1 (13.2.) und 3 (13.1.).

3
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a+c b+4d
. 2 ' 2
sind. 7, ist also das arithmetische Mittel von 7, und r, (7 Teil 13.3.).
Wir zeigen:

7 < s < re, also 7y < rg und 7y < Tg.

Es sei num ry die Klasse aller Paare, die mit [ ] differenzengleich

Es ist 7y < T3y denn a—>b < c—d. (nach Voraussetzung)
R
2a —2b<c—d+ (a—Db) (nach Satz 11 (12.3.))
2(a—-b)<a+c—b—d (nach Satz 8 (12.3.))
a+c—b—d
a—b<L — (nach Satz 12 (12.3.))
a—b< 2 249 (nach Dofinition 4 (12.3.)
Wir zeigen weiter, daBl s,uch ry < 7, ist.
R 1
a—b<lc—d (nach Voraussetzung)
a—b+(c—d)<2¢c—2d (nach Satz 11 (12.3.))
at+c—b—d <2(c—d) " (nach Satz 8 (12.3.))
ate ;—b_—d <c—d (nach Satz 12 (12.3.))
‘% — '?-’;—‘fl- <e—d (nach Definition 4 (12.3)
Fiir Fall (1) ist also gezeigt, dal} es eine Zahl r3 € R gibt, die zwischen r, und 7, -

b+d
hegt. Diesé Zahl 7y hat dann das geprdnete Paar [i;_ ° H -—-12-—] als Repri-

sentanten.
Die Fille (2) bis (5) lassen sich analog beweisen. Eine ausfiihrliche Darstellung
sei dem Leser selbst iiberlassen.

Wir betrachten nunmehr das Problem der moglichen Einordnung des Bereichs der
gebrochenen Zahlen in den Bereich der rationalen Zahlen.

SATZ 4 (13.2.)

Es sei R, die Menge, die alle nicht negativen rationalen
Zahlen enthilt; B, C R.
Dann ist R, lsomorph R* beziiglich der in beiden Men-
gen definierten Kleiner-Relation.
Beweis:
Zum Beweis des Satzes 4 (13.2.) ist
(1) die Ezistenz einer eineindeutigen Abbildung von R1 auf R*,
(2) die Relationstreue dieser Abbildung beziiglich der in beiden Mengen erklirten
Kleiner-Relation
zu zeigen.
Zu (1): Es sei f diejenige Abbildung von R, auf R*, die jedem Element + z ¢ R,
das Element z ¢ BR* zuordnet, d..h., es sei f(+z) =Def 2.
Dann ist f eine eineindeutige Abbildung.-
Zu (2): Es ist zu zeigen:
Wenn + z, <n + 2z, 80 ist f(+ z,) < f(+ 2,).
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13.2.
Es sei nun + z; < + z,.

Dann 1st 2, < 2, nach Definition 1 (13.2.) (1).
Wegen f(+ z;) = z; und f(+ z,) = 2, gilt dann aber auch .
 f 2 < S ) -

Die Isomorphie der genannten Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen zur
Menge der gebrochenen Zahlen beziiglich der in beiden Mengen erklirten Kleiner-
Relation berechtigt zu der Feststellung, daB sich beide Mengen hinsichtlich dieser
Relationen analog verhalten.
Das heit: Zu jeder Aussage H iiber gebrochene Zahlen, in der die Kleiner-Re-
lation als einzige Relation vorkommt und sonst keine Operation, gibt es eine
entsprechende Aussage H’ iiber rationale Zahlen
Dabei gilt:
H ist wahr genau dann, wenn H’ wahr ist.

Wir nutzen diese Erkenntnis zu einer Vereinfachung der Symbolik.
In Zukunft unterscheiden wir nicht mehr zwischen ,,<“ fiir die Kleiner-Rela-

tion in R und ,,<“ bzw ,»<' fiir die Klemer-Relatlon in R*. Wir verwenden

in jedem Falle das Zelchen <L

Wie schon fiir den Bereich der gebrochenen Zahlen wollen wir auch fiir den Be-"
reich der rationalen Zahlen den Satz 5 (13.2.) beweisen..

SATZ 5 (13.2.)

Die Menge der rationalen Zahlen (R) ist abzéhlbar.
Beweis :
Wir zeigen die Gleichméchtigkeit von R und N.
Dazu konstruieren wir eine eineindeutige Abbildung von R auf N.
Wir ordnen zufidchst die Menge aller Repréisentanten aller rationalén Zahlen nach
dem im Bild 284/1 dargestellten Prinzip.

0 0 0 0 2 ..
T/ ?/ ?/ T/ 5/
+% +-£— +% +-Z— ' +% e
LN LS P VA | .
7/2/3/4 5
2 2 2
+1- /}'% +-§ +z +~5 DRI

284/1

Aus dieser geordneten Menge wihlen wir je einen Reprisentanten fiir jede ratio-
nale Zahl aus, indem wir immer genau den in der angegebenen Reihenfolge zuerst
auftretenden Reprisentanten einer rationalen Zahl verwenden und alle weiteren
differenzengleichen Repridsentanten streichen. Diese so ausgewihlten Repri-
sentanten ersetzen wir durch die zugehérige rationale Zahl.. Damit erhalten wir
die im Bild 285/1 dargestellte Menge der rationalen Zahlen.
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Die so geordnete Menge der rationalen Zahlen. bilden wir analog zur Darstellung
auf Seite 2569 auf die Menge der natiirlichen Zahlen ab, die wir zu diesem Zwecke
durch die in N erklirte Kleiner-Relation ordnen

Also: 0+-+0;4+1<«1;—-1«2; +§-»3 +; 4;
1 1 1
_'505:"'2"’6’_2"’7:—?“8 +4 9;

1.
+ 3 10;... A
Damit ist die Abbildung eineindeutig und erfaBt alle Elemente von R und von N,

13.3. Operationen in R

DEFINITION 1 (13.3.) — Summe rationaler Zahlen
Es seien r, und r, rationale Zahlen,

[a; b). ein Reprisentant von r, und

[c; d] ein Repridsentant von r,.

Dann nennen wir 7, + 5 7, die Summe von r, und r, ge-
nau dann, wenn

[a + ¢; b + d] ein Repridsentant von r, + gr, ist.

Bemerkungen :

Das fiir die Summe rationaler Zahlen verwendete Zeichen ,,+ r' soll diese von der
Summe natiirlicher Zahlen bzw. gebrocheper Zahlen (Zeichen ,, 4 bzw. ,,+ g+‘‘) unter-
scheiden. Denn es kann nicht von vornherein angenommen werden, dal z. B. die
Summe gebrochener Zahlen mit der Summe rationaler Zahlen (im Sinne des Perma-
nenzprinzips) iibereinstimmt.

¢

SATZ 1 (13.3.) — Summe rationaler Zahlen
Die in Definition 1 (13.3.) definierte Summe existiert
und ist eindeutig bestimmt.
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Beweis :
{1) Exzistenz der Summe
Es seien r,, r, rationale Zahlen,
[a; b] ein Reprisentant von r,,
[c; d] ein Reprisentant von r,.
Dann ist
[@+c;b+dle R*XR*
wegen ‘
a-+ceR* und b+deR*.
Die zu [a + ¢; b + d] gahorende Klasse ist dann nach Definition 1 (13.3.)
Summe von 7, und Tg.
Es existiert also zu beliebig vorgegebenen r,, r, € R ein r; € R mit
ry+rry= T3.
(2) Eindeutigkeit der Summe
Es seien 'y, 7, rationale Zahlen,
fa; b] und [a’; b’] Reprisentanten von 7y,
[c; d] und [¢'; d’] Reprisentanten von r,.
Nach Defl.mtlon 1 (13.3.) sind dann [a + ¢; b + d] und [a" + ¢';b" + d']
Reprasentanten von r; +pg 7.
Zu zeigen ist, daB [a + ¢; b + d] und [a’ + ¢’; " + d’] Repriisentanten aus
ein und derselben Klasse, also ein und derselben rationalen Zahl sind. Das
ist nach Definition 2 (13.1.) genau dann der Fall, wenn
- [@+c;b+d]=pla’ +¢;b +d7T, ‘
dh: at+c+b+d=a+c +b+d (nach Definition 1 (13.1.)) -
a+b +c+d =a+b+¢ +d)(*) (nach Satz 2 (12.3.))
Nun gilt nach Voraussetzung und Definition 2 (13.1.):
[a;b] =p [a’;]]
[c;d] =p [¢;d']
a—+b a +b
c+d ¢ +d
Durch Addition ergibt sich
a+b +4+c+d =a +b+c + d (nach Definition 1 (13.1.)) (7 (™),
. q.e.d.

DEFINITION 2 (13.3.) — Addition in R

Wir nennen die eindeutige Abbildung von RXR in R
Addition in R genau dann, wenn sie jedem geordneten
Paar [ry;ry] zweier rationaler Zahlen r, und 7, ihre
Summe r; + g r, Zuordnet.

BEISPIEL 1 (13.3.): 1 1.
Zu ermitteln ist die Summe der beiden rationalen Zahlen — ry und -|- —

1
( ) +r (+ Z)» =13
11]. .. 1
[O;F] ist Reprisentant von — e
1 .. . 1
[Z ; 0] ist Repridsentant von -+ 1
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Wir ermitteln die Summe von —% und +71- mit Hilfe dieser Représentanten
nach Definition 1 (13.3.).

. 1 1 11 1.1 1 . .
Dann. gilt: [0 +Z ,%—+ 0]-[1 ’E] _D[Z — —6,0]_[1—2 ,0] ist Reprasen-

tant von 7r;.
Nach Definition 4 (13.1.) ist dann 7, = 4 Tlé

. 1\ | Iy _ |1
Also gilt: (_€)+R(+I)_+1_2' -
SATZ 2 (13.3.) — Kommutativgesetz der Addition in R
Fiir alle rationalen Zahlen ry, 7, gilt:
ry+RrTs ="y +r7y.

Bewezs :

Es seien 7, 7, rationale Zahlen,

[a; b] ein Reprisentant von ry,

[¢c; d] ein Reprisentant von r,.

Dann ist nach Definition 1 (13.3.) [@ + ¢; b + d] ein Reprisentant von r, +r 1y
und [¢ + @; d + b] ein Reprisentant von 7, + 5 7;.
Nun gilt aber
[@a+ ¢;b+ d)=[c + a; d + b] (nach Satz2(l23))
Alsoist 7, + g2 =175 + g7y

SATZ 3 (13.3.) — Assoziativgesetz der Addition in R
Fiir alle rationalen Zahlen r,, r,, 73 gilt:
71 +r(ra +r7s) = (11 +rTa) +r7s -

Den Beweis des Satzes 3 (13.3.) fiihre der Leser selber.

DEFINITION 3 (13.3.) — Differenz rationaler Zahlen
rs nennen wir die Differenz zweier rationaler Zahlen r;
und 73 genau dann, wenn

7y =7y +rT3.

Wir schreiben dann auch:

g =17y —RpTy.

Bemerkung
Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen definieren wir also auch hier die leferenz

rationaler: Zahlen mit Hilfe der fiir den Bereich R bereits definierten Addition. Es geht
darum, zu einer vorgegebenem Summe zweier Summanden (r,) einen Summanden (r3)
zu ermitteln, wenn der andere Summand (r,) ebenfalls vorgegeben ist.

SATZ 4 (13.3.) — Differenz rationaler Zahlen
Die in Definition 3 (13.3.) definierte Differenz existiert
und ist eindeutig bestimmt.

Im Satz 4 (13.3.) interessiert in erster Linie die Behauptung der unemgeschrinkten
Bestimmbarkeit, der Existenz der Differenz rationaler Zahlen. Wir hatten ja
gerade diesen Sachverha.lt als Motiv fiir die Notwendigkeit der Konstruktion des
Bereiches der rationalen Zahlen angegeben.
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Wir beweisen also die Existenz von r, —p r, zu vorgegebenen 7y, 7, € R.
Beweis: .
Es seien r,, 7, rationale Zahlen.
Behauptet wird:

A ry(ry€ R Ary =1y, 4pr) (7 Definition 3 (13.3.)).
Nun seien [a;b] ein Reprisentant von r,,

[c; d] ein Reprisentant von r,,

. [e;f] ein Reprisentant von rs.

Nach Definition 3 (13.3.) entspricht dann unsere Behauptung der folgenden Aus-
sage.
Esggibt ein Paar

[e;f] mit e,fe R* und [a;b] =p[c +e;d + f].
Wir gehen von einer Konstruktion aus.
Esseie=a+d, f=0b+c.
Dann gilt: [e;fl =p[a + d; b + ],
dasheiit: e+ (b+¢) = (@+d)+f (nach Definition 1 (13.1.))

b+ec)+e = (a+d)+f (nach Satz2(12.3.))
b+(c+e =a+(d+f) (nachSatz3(12.3.))
(c+e)+b =a+(@+f) (nachSatz2(12.3.)

[c+e;d+fl =pla;b] (nach Definition 1 (13.1.))
Damit ist die Ezistenz eines solchen geforderten Paares [¢;f] — ndmlich
[e;f]1 =p [@ + d; b + c] — gezeigt.
Also ist r; eine rationale Zahl, q.e.d.

Um den Beweis des Satzes 4 (13.3.) vollstindig zu fithren, miite noch.die ein-
deutige Bestimmtheit der Differenz nachgewiesen werden. Darauf verzichten wir.

DEFINITION 4 (13.3.) — Subtraktion in R
~ Wir nennen die eindeutige Abbildung von EX R in R
Subtraktion in R genau dann, wenn sie jedem geord-
neten. Paar [r,, r;] zweier rationaler Zahlen », und 7,
ihre Differenz r, — g 7, zuordnet.

Damit wird auch die Subtraktion rationaler Zahlen als Umkehroperation zur

Addition rationaler Zahlen definiert, wie das auch bei der Subtraktion in den Be-
reichen N und R* geschah.

BEISPIEL 2 (13.3.):
Wir wollen berechnen:

=34

Diese Differenz berechnen wir nach Definition 3 (13.3.), indem wir auf die Ad-
dition rationaler Zahlen zuriickgehen:

D)o

[% ; O] ist Reprisentant von -+ %,
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[0;.—1—] ist Reprisentant von — —}1— ( Definition 4 (13.1.));

[a; b] sei ein beliebiger Reprﬁsentant. von 7.
Dann muB gelten:

[% ; 0] =p [O +a; -i— + b] (nach Definition 1 (13.3.) und Satz 1 (13.2.')).
4y +b=ato040 (nach Definition 1(13.1.) und Satz 2 (12.3.))

-ll +b=a+0

[;Z) 0] —p [a; b] (nach Definition 1 (13,1.))

Damit ist [ 20 0] nach Definition 2 (13.1.) und Voraussetzung ein Réprﬁsentant

von 7g.

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann 7, = -+ 17

S 20°
S 3\ . 1 17
Also gilt: (+ -3) —r (_ Z) = +%

DEFINITION 5 (13.3.) — Produkt rationaler Zahlen
Es seien 7, und r, rationale Zahlen,

[a; b] ein Reprisentant von r;,

[c; d] ein Repr&senta,nt von r,.

Dann nennen wir r, - 7, das Produkt von r, und 7, ge-
nau dann, wenn [a ¢ + bd; ad + cb] ein Reprisentant
von ry - g 7y ist.

SATZ 5 (13.3.) — Produkt rationaier Zahlen
Das in Definition 5 (13.3.) definierte' Produkt existiert
und ist eindeutig bestimmt.
Beweis : )
(1) Existenz des Produktes
Es seien r,, 7, rationale Zahlen,
[a; b] ein Représentant von ry,
[c; d] ein Reprisentant von r,.
Dann ist nach Definition 5 (13.3.) [a ¢ + bd; @ d + ¢ b] ein Repriisentant von
) *r 7. Nach Satz 5 (12.3.) und Satz 1 (12.3)ist [ac + bd; ad + cb]e R* X R*.
Daraus folgt nach Definition 2 (13.1.), daB », -5 7, € R.
(2) Eindeutigkeit des Prodilktes
Es seien r,, r, rationale Zahlen,
[a;b] und [a’; '] Reprisentanten von r,,
[c;d] und [c¢’;d’] Reprisentanten von 7,.
‘Dann muf gelten: [a;b] =g [a; )]
“le;d] =p[¢;d] (nach Definition 2 (13.1.))
—a+b (I
¢+d = ¢ +d (I) (nach Définition 1 (13.1.)
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Wir zeigen, daB
[ac+bd; ad 4+ cb] =p[a’ ¢ + Vd;ad+cb],
d. h., daB wir unabhéngig von den Repriasentanten der Zahlen r, bzw. r, ein
und dieselbe rationale Zahlr; als Produkt von 7, und 7, erhalten. Wenn
nimlich diese Differenzengleichheit gilt, so sind nach Definition 2 (13.1.) beide
geordnete Paare Repridsentanten von 7.
Genau dann, wenn gelten soll:
[ac+4+bd; ad +cbl=pla'c +bd;ad +cb],
muB gelten:
act+bd+t+ad+cb=ac+bd +adtcdb (%)
(nach Definition 1 (13.1.)).
Es bleibt nachzuweisen, daBl diese Aussageform allgemeingiiltig ist. Durch
weitere Umwandlungen in dquivalente Aussageformen vergewissern wir uns
davon. Wir addieren auf beiden Seiten der Gleichung aus ZweckmiBigkeits-
grinden a’ ¢ 4+ b¢’ 4+ b ¢ + a¢’. Dazu sind wir entsprechend unserer Fest-
stellung iiber die Monotonie der Addition beziiglich der Gleichheitsrelation in
R* berechtigt.
Also: )
act+bd+ad+cb+act+bc +bctac
=ac¢+bd+ad+cbt+ac+be +bctac
alc+c)+b(c+c)+bd+ad +ac+bc
=a(ct+c)+be+e)+bc+ac +ad+bd
' (nach den Sitzen 2 (12.3.), 6 (12.3.), 8 (12.3.))
@+b)c+c)+bd+ad +ac+bc
=@ +bc+c)+bct+ac +ad+bd
(nach Satz 8 (12.3.))
@+d)c+c)+bd+ad +ac+be
=(@+b)c+c)+bc+ac +ad+bd
) " (nach (I))
bd+a'd +a'c+bc=bc+ac +ad+bd
(nach Satz 11 (12.3.))
a' (@ +ec)+b@d+c)=0b(c+d)+a(c +d)
(nach Satz 2 (12.3) und Satz 8§ (12.3.))
@ +o)+b@ +o)=b(c+d)+alc+d)
‘ (nach (IT))
(@ +b) (@ + ) = (" + a)(c + d)
(nach Satz 8 (12.3.))
(@ +b)(@d +c)=(a" + b) (d" + ¢)
(nach (I), (I) und Satz 2 (12.3.))

Damit ist die Allgemeingiiltigkeit der Aussageform (*) nachgewiesen, denn die

dur

ch die Umformungen erhaltene letzte Gleichung besitzt diese Eigenschaft auf

Grund der Reflexivitdt der Gleichheit gebrochener Zahlen.
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DEFINITION 6 (13.3.) — Multiplikation in R

Wir nennen die eindeutige Abbildung von RX R in R
Multiplikation in R genau dann, wenn sie jedem geord-
neten Paar [r,;r,] zweier rationaler Zahlen r;, und r,
ihr Produkt 7, - 7, zuordnet.



13.3.
BEISPIEL 3 (13.3.):
Zu ermitteln ist das Produkt der beiden rationalen Zahlen +% und — —6— .

26
5 6
(+§)°R(—§a)=’=
N .5
3;0 ist ein Repridsentant von + —,
0'i ist ein Repriasentant 6 Definition 4 (13.1
95 prisentant vo! —53(/ efinition 4 (13.1.)) .

Wir ermitteln das Produkt von -+ %und - -:—5 nach Definition 5 (13.3.) mit Hilfe

von Reprisentanten.

Dann gilt:
- [5 6 5 6 2
['_3-‘0+0"2_5‘,§"%+0'0]=[0,_g]
ist ein Reprisentant von rj.

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r; = —
o [, 5 6\ 2
Also gllt. (+ 3)'3 (— %)—(— 'g‘). -

SATZ 6 (13.3.) — Kommutativgesetz der Multiplikation
in R

Fiir alle rationalen Zahlen 7y, 7, gilt:

71'RTg = Tg*RT1-

o o

Bewets:
Wir betrachten rationale Zahlen r,, r,.
Es sei [a;b] ein Reprisentant von r,

[c; d] ein Reprisentant von r,.
Dannist  [ac+ bd;ad 4+ ¢cb] Repriasentant von r,.p7,;
[ca +db;da+ bc] Reprisentant von ry-p7;
(nach Definition 5 (13.3.)).
Nungilt: [ac+bd;ad+cb]l=[ca+db;da+ bc] (nach Satz 6 (12.3.)).
Alsogilt: r,-pry=ry-g"ry (nach Satz 1 (13.2.)) .

SATZ 7 (13.3.) — Assoziativgesetz der Mu‘ltiﬁlikation
. inR

Fir alle 7,, 7y, 7, € B gilf:

7y (T3 r73) = (ry-r72) "R 75"

Den Beweisades Satzes %%13.3.) fithre der Leser selber.

SATZ 8 (13.3.). — Distribntivgesetz in B
Fiir alle r,, ry, r3 € R gilt: '
r1r(rs +RY3) =71 rTs tRT1'RTs-
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Den Beweis des Satzes 8 (13.3.) fiihre der Leser selber.

Bemerkung :

Es laBt sich auch hier nicht nur die im Satz 8 (13.3.) ausgesprochene linksseitige Distri-
butivitdt, sondern auch die rechtsseitige Distributivitit beweisen. Davon ausgehend-
unterlassen wir eine Unterscheidung beider Formen und sprechen nur ‘vom Distributiv-

gesetz.

DEFINITIQN 7 (13.3.) — Quotient rationaler Zahlen
r3 nennen wir den Quotienten zweier rationaler Zahlen r,
und 7, (r, 7% 0) genau dann, wenn

r = 'I"z‘- RT3 )

"Wir schreiben auch: rg "= Ty iR T

Der Quotient wird also mit Hilfe einer in R bereits bekannten Operatlon, in diesem
Falle mit Hilfe der Multlphka,tlon. definiert. Es geht darum, zu einem vorgegebenen
Produkt zweier Zahlen einen Faktor zu ermitteln, wenn der andere Faktor ebenfalls
vorgegeben ist.

SATZ 9 (13.3.) — Quotient rationaler Zahlen

Der in Definition 7 (13.3.) definierte Quotient r, :5 r,

(ry # 0) existiert und ist eindeutig bestimmt.

Auf einen Beweis des Satzes 9 (13.3.) verzichten wir. -

1

DEFINITION< (13.3.) — Division in B

Wir nennen die eindeutige Abbildung von R x(R \ {0})
in R Division in R genau dann, wenn sie jedem ge-
ordneten Paar [r,;r,] zweier rationaler Zahlen r, und
g (73 7 0) ihren Quotienten 7, :p r, zuordnet.’

Die Division bezeichnet man auch als Umkehroperation zur Multiplikation (A De-
finition 7 (13.3.)). Diese Tatsache driickt man durch die Gleichung

(ri:rre) Ry =1 .
aus, deren Richtigkeit unmittelbar aus Definition 7 (13.3.) folgt.
BEISPIEL 4 (13.3.):
Gesucht ist der Quotient der rationalen Zahlen (— %) und '(— —;—)
3 1\’

Diesen ‘Quotienten berechnen wir nach Definition 7 (13.3.), indem wir auf die
Multiplikation rationaler Zahlen zuriickgehen.

3 1\ °
vy ={— ) ‘RT3
Wir betrachten Reprisentanten.

[0; %] ist ein Reprisentant von — % .

[0; -;—] ist ein Reprisentant von — % (nach Definition 4 (13.1.)).
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[a; B] sei ein beliebiger Reprisentant von rg.

[0 —3—] ._.D[ ‘e + b 0-b+a -—] nach Definition 5 (13.3.))

040+ —a =0 -l- b + T (nach Definition 1 (13.1.))
a =5 +% (nach Satz 11 (12.3.))
a4+ 0= % +b - (nach Satz 12 (12.3.))

[a; 5] =p [% ; 0] (nach Definition 1 (13.1.))

Neben [a; b] ist also auch [%, 0] Reprisentant von ;.

Nach Definition 4 (13.1.) ist dann r; — + -39:-
3\ . ( 1\ _ 3

Wir haben’ festgestellt, daB im Bereich der rationalen Zahlen alle vier Grund-
operationen uneingeschrinkt (Ausnahme: Division durch Null) ausfithrbar sind
und daB die Losungen entsprechender Aufgaben eindeutig bestimmt sind. Die
rationalen Zahlen leisten also mehr als die natiirlichen bzw. gebrochenen Zahlen.
Alle bisherigen Feststellungen zu den Operationen im Bereich der rationalen
Zahlen sind geeignet, Analogiebetrachtungen zu Feststellungen iiber die Rechen-
operationen im Bereich der gebrochenen Zahlen bzw. der natiirlichen Zahlen an-
zustellen. Auf der Grundlage der bisherigen Betrachtungen zu den rationalen
Zahlen ist es moglich, die Isomorphie einer echten Teilmenge der Menge der
rationalen Zahlen (7 Satz 4 (13.2.)) zur Menge der gebrochenen Zahlen beziiglich
der Addition, Subtraktion, Multip].ikation und Division nachzuweisen. Auf Grund
dieser Isomorphie brauchen wir nicht mehr streng zwischen gebrochenen Zahlen
und nicht negativen rationalen Zahlen zu unterscheiden, da fiir beide Zahlenarten
die gleichen Rechengesetze gelten. -

Mit anderen Worten: Die rationalen Zahlén verhalten sich beziiglich der Grund-
Techenoperationen analog zu den gebrochenen Zahlen. In Anwendung des friiher
schon erwiahnten Permanenzpnnzlps kénnen wir fiir die folgenden Betrachtungen
vereinbaren, auf eine Unterscheidung der Additionszeichen fiir die Addition ge-,
brochener Zahlen bzw. fiir die Addition rationaler Zahlen zu verzlchten Analog
gilt das auch fiir die anderen Grundrechenopera.tlonen

Wir verwenden also die Zeichen ,,+*, ,,—*, ,,-*, ,,:* auch fiir die .Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division rationaler Zahlen.

DEFINITION 9 (13.3.) — Betrag einer rationalen Zahl
Es sei r € R, [a; b] ein ‘beliebiger Reprédsentant von r.
Der Betrag |r| wird wie folgt definiert.

(1)|r=+(a-'b) fir 4 >0
@2)ir|=0 fir a =b
3) Irl=4+((®b —a) fira<lb
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13.3.

Wir wenden uns nunmehr nochmals der Ordnling in R zu.

In Definition 1 (13.2.) ist festgelegt, wann eine rationale Zahl r, kleiner als eine
rationale Zahl r, (r, < r,) sein soll. Nachdem wir definiert haben, wie mit ratio-
nalen Zahlen gerechnet werden kann, sind wir in der Lage, diese Kleiner-Relation
auch wie folgt zu definieren.

DEFINITION 10 (13.3.) — Kleiner-Relation in B

(/ Definition 1 (13.2.))
Es seien 7,, 75 € R. '
Dann nennen wir r; < 7, genau dann, wenn es eine
positive ratjonale Zahl r; gibt, so daB r, + rg = r,.
Dann nennen wir #; > 7, genau dann, wenn es eine
negative rationale Zahl r; gibt, so daB r, 4 r3 = 7,.

Es sei vermerkt, da3 wir auf einen Nachweis dariiber verzichten, daB die Definition
10 (13.3.) der Kleiner-Relation équivalent zu der Definition 1 (13.2.) ist.

Wir formulieren im folgenden einige Sitze (ohne Beweise), die Aussagen iiber die
Vorzeichen von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten machen.

SATZ 10 (13.3.)
Fiir alle 7, r, € B gilt:
(1) 71+ 72 > 0 genau dann, wenn gilt:

‘a) 7, ist positiv und r, ist positiv; oder

b) 7, ist positiv und r, = 0; oder

¢) r, ist positiv und r, ist negativ und |ry| < |ry|.
(2) r1 + re = 0 genau dann, wenn gilt:

a) r, = 0 und r, = 0; oder

b) 7, ist positiv und 7, ist negativ und |r,| = |r,|.
(3) 1 + re < 0 génau dann, wenn gilt:

a) r, ist negativ und r, ist negativ; oder

b) 7, ist negativ und 3 = 0; oder

c) r,ist nega,tiv und 7, ist positiv und |r,| < |ry|.

Weitere Fallunterscheidungen sind im Satz 10 (13.3.) wegen der nachgewxesenen
Kommutativitdat der Addition in R nicht erforderlich.’

SATZ 11 (13.3.)

Fiir alle ry, 7, € R gilt:

(1) 1 — 72 > 0 genau dann, wenn 7, > 7,;
(2) r1 — re = 0 genau dann, wenn 7, = 7,;
(3) 1 — 72 < 0 genau dann, wenn r; < 7,.

SATZ 12 (13.3.)
Fiir alle r,, r, € R gilt:
(1) 71+ r¢ > 0 genau dann, wenn gilt:
a) r, ist positiv und r, ist positiv; oder
b) 7, ist negativ und r, ist negativ.
(2) ry- 2 = 0 genau dann, wenn gilt:
r —Ooderrz—O
(3) 71 r¢ < 0 genau dann, wenn gilt:
7, ist positiv und r, ist negativ.
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Wegen der Giiltigkeit des Kommutativgesetzes der Multiplikation in R sind weitere
Fallunterscheidungen im Satz 12 (13.3.) nicht erforderlich.

SATZ 13 (13.3.)

Fiiralle 7, € R, 7, € R\ {0} gilt:

(1) ry: ¢ > 0 genau dann, wenn gilt:
a) 7, ist positiv und 7, ist positiv; oder
b) r, ist negativ und r, ist negativ.

(2) r1: re = 0 genau dann, wenn gilt:
ry = 0.

(3) r1: r2 < 0 genau dann, wenn gilt:
a) r, ist positiv und r, ist negativ; oder
b) 7, ist negativ und 7, ist positiv.

Auf der Grundlage der Definition 10 (13.3.) befassen wir uns im folgenden mit den
sogenannten Monotoniegesetzen im Bereich der rationalen Zahlen,

SATZ 14 (13.3.) — Monotonie der Addition in R
beziiglich der Kleiner-Relation
Fiir alle rationalen Zahlen r,, r,, r; gilt:

Aus 7, < 1, folgh ry + 13 <715 + 13

Voraussetzung: ry, vy, 13 € R, 7y < 1y
Behauptung: 1, + 13 < vy 4 14
Bewéis:
< 7y (nach Voraussetzung)
Dann gibt es nach Definition 10 (13. 3. ) ein posltlves ry € R mit r, + ry = 7,.
Hieraus ergibt sich:
(ry 7)) +rg=1r,+ (ry +173) (nach Satz 3 (13.3.))
=17+ (rg + 1) (nach Satz 2 (13.3.))
= (ry +73) + 74 (nach Satz 3 (13.3.))
Wegen r, + r, = r, erhalten wir
rgt+ryg=_(rp+ 1)+,
und damit )
gt rs >ty (nach Definition 10 (13.3.)
, und wegen 7, ist positiv)
Das ist aber gleichbedeutend mit
rFra<ry+ 3. q.e.d.

SATZ 15 (13.3.) — Monotonie der Multiplikation in R
beziiglich der Kleiner-Relation

Fiir alle rationalen Zahlen 7y, r,, 75 gilt:
(1) Aus 7, <7, und 7y >0 folgt

Ty 1y < Tge T3
(2) Aus rn< 'r2 und r3 =20 folgt

cty =1, '

(3) Aus 1y < 1q u.nd ry < 0 folgt

TycT3 > T 73
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Wir betrachten beliebige rationale Zahlen und nehmen Fallunterscheidungen vor.
. Fall (1)
Voraussetzung: ry, ry, 73 € R, 13 > 0 und r, <,
Behauptung: ryrg<ryrg
Beweis : ’ )
ry < 1q (nach Voraussetzung)
Dann gibt es nach Definition 10 (13.3.) eine posiiaive rationale Zahl r,, so daB
A ry=r1,.
Hieraus ergibt sich: , .
(ry +rdrg=ry-rg+ryers. (nach Satz 8 (13.3.))
Wegen », + r, = 7, erhalten wir:
Toelg="1,Fg+ Tq+7g.
Weiter kann gesagt werden, daB das Produkt r, - 7, positiv ist; denn es gilt:

74 ist positiv und 7, ist positiv (nach Voraussetzung)
und damit 7, - r, positiv,’ (nach Satz 11 (13.3.))
d. h.: Ta-Tg > 1T, (nach Definition 10 (13.3.))
Das ist aber gleichbedeutend mit
Ty < Trg-ty. q.e.d.

Die iibrigen Fille beweise der Leser selber.

Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daB die Addition iri R und die Multipli-
kation in R'auch beziiglich der Gleichheits-Relation monoton sind, wobei in diesem
Falle fiir die Multiplikation eine Fallunterscheidung wie in -Satz 15(13.3.) entfillt.

13.4. Rationale Zahlen und Zahlengerade

In Analogie zu den Betrachtungen im Teil C 12.4. formulieren wir Satz 1 (1314.).

SATZ 1 (134.)

Es seien R die Menge der rationalen Zahlen und g die
Menge aller Punkte einer Geraden.

Dann gibt es (mindestens) eine eineindeutige Abbil-
dung von R in g.

Wir konstruieren eine solche Abbildung wie folgt.

(1) » = 0 ordnen wir eindeutig einem beliébigen, aber festen Punkt O von g zu.

(2) 7 = + 1 ordnen wir eindeutig einem beliebigen, aber festen Punkt 4 von g zu
(4 5 0). Wir sagen dann, die Strecke OA habe die Linge 1.

(3) Die anderen pomtwen rationalen Zahlen ordnen wir, den Punkten der Halb-
geraden OA* in gleicher Weise zu, wie die gebrochenen Zahlen den Punkten
des Zahlenstrahls (7 Teil C 12.4.).

(OA* sei die Halbgerade von g, die in O begmnt und den Punkt 4 enthilt.)

(4) Die negativen rationalen Zahlen ordnen wir den Purkten der Halbgeraden
04- zu, indem wir die Einheitsstrecke und ihre Tellstrecken von O aus auf
OA- in entsprechender Weise a.btragen
(OA- sei die Halbgerade von g, die in O beginnt und 4 nicht enthilt.)
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Es séi darauf verzichtet nachzuweisen, daB diese' Konstruktion tatsichlich eine
Abbildung ist, die den Forderungen im Satz -1 (13.4.) entspricht. Wir veranschau-
lichen die vorgenommene Konstruktion an den im Bild 297/1 dargestellten Bei-

spielen.

297/1 ,
_%-<+1; *1"(:7;8')"4'77(***) .
} J’ 1 1 \l 1
1 Ll L ] 1 )
q [ A y g
-4 -4 0. +é +1 +%,
—-g-<--g; 0q, > 00, +—;-<+%, 0B < 0F,
. 7 -
“3-(-3oF oo APt o

(%), (% %), (% # %) ;
AD R
-4-1 (4)

AP, =0A
" DEFINITION 1 (13.4. ) — Zahlengerade fiir rahqnale
Zahlen

Es sei R-die Menge der rationalen Zahlen, g die Menge
‘der Punkte einer Geraden.

Dann nennen wir g eine Zahlengerade fiir rationale
Zahlen genau dann, wenn den rationalen Zahlen Punkte
dieser Geraden genau nach der zu Satz 1 (13.4.) kon-
struierten Vorschrift zugeordnet werden.

- Es gibt Punkte der Za,hlengera'den, denen keine rationale Zahl zugeordnet wird.
Die beschriebene Abbildung ist somit eine Abbildung von R in die Menge aller
-Punkte der Zahlengeraden, nicht etwa eine Abbildung von R auf diese Menge.

13.5. Darstellung rationaler Zahlen
im dekadischen Stellenwertsystem

In Definition 4 (13.1.) ist als Schrelbwelse fiir rationale Zahlen festgelegt

r ist positiv: r = 4 2

r ist negativ: r = — z
Dabei werden fiir z genau die Ziffern verwendet, die auch zum Bezeichnen ge-
brochener Zahlen dienen. Diese in Definition 4 (13.1.) gegebene Erklirung nut-
zen wir fiir die Darstellung rationaler Zahlen im dekad:scl\aen Stellenwertsystem.

BEISPIEL 1 (13.5.):
Entsprechend den Festlegungen im Teil C 12.5 schreiben wir:

1637 —
rn=+ 9900 oder 7, = + 0,1653

Ty = — % oder 7,= — 0;5

297



13.6.

13.6. Kontrollfragen

1.

Geben Sie zu den folgenden Klassen differenzengleicher geordneter Paare gebroche-
ner Zahlen (rationale Zahlen) je zwei weitere Reprasentanten an!

RN R
i) wo- [52] (5] -]
=33 53] (3], ).

2. Kann das geordnete Paar [0; 0] Reprasentant von r, sein ?
Begriinden Sie Thre Antwort! )
3. Geben Sie je drei Reprasentanten fiir die rationalen Zahlen r; = — %und rs = + %-
an!
4. Esseienrg = +—,r, = +%,r, = — Ty Teg= — Tg.
Geben Sie dann mmdestens eine rationale Zahl an, die zwischen
a) rg und r,, b) 74 und 7, ¢) r,, und r,
liegt!
5. Konstruieren Sie von Satz 4 (13.2.) ausgehend weitere mégliche eineindeutige Ab-

bildungen von R auf N!

. Verglexchen Sie die rationalen Zahlen r,, 7y, 7, r4 75 (7 Fragen 1. und 3.) unter-

einander!
a) Mit Hilfe-der Definition 1 (13.2.)
b) Mit Hilfe der Definition 6 (13.3.)

. Berechnen Sie mit Hilfe von Reprisentanten die Summe, die Differenz, das Produkt

und den Quotienten der Zahlen #, und 7, 74 und 7y, 7, und 74 (7 Fragen 1., 3., 4.)1

. Beweisen Sie die Allgememgultlgkelt der folgenden Aussageformen!

a+0=a a-0=0
a—a=0 a-1=
a—0=a a:a=1 (a+#0)
a+a=(+2)-a 0:a=0 (a+#0)
a:l—=a

(il:l allen Fillen a € R)

. Beweisen Sie!

a) Assoziativgesetz der Addition in R
b) Assoziativgesetz der Multiplikation in B
¢) Distributivgesetz in R
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14.1.

14. Die reellen Zahlen

Mit Hilfe der natiirlichen Zahlen haben wir die Menge der gebrochenen Zahlen
(R*) und dann die Menge der rationalen Zahlen (R) aufgebaut, weil Multiplikation
und Addition in N nicht immer umkehrbar sind. Aber auch eine so einfach er-
scheinende Gleichung wie 22 — 2 = ( besitzt in keinem der in den Teilen C 11.
bis C13. behandelten Zahlenbereiche eine Lésung (7 [16], Lehrbuch 9, S. 12).
Auch gibt es fiir die Linge einer Diagonalen eines Quadrats mit der Seitenldnge 1
keine rationale MaBzahl. Das entspricht der Tatsache, daB es zwar eine einein-
deutige Abbildung der Menge der rationalen Zahlen in die Menge der Punkte
einer Geraden gibt, daB aber diese Abbildung nicht alle Punkte der Geraden
erfaBt. Es gibt Punkte auf der Geraden, denen keine rationale Zahl zugeordnet
ist.

Daher bauen wir einen Zahlenbereich P auf, fiir den u. a. gelten soll:

Es gibt eine eineindeutige Abbildung vwon P auf die Menge der Punkte einer
Geraden.

In diesem Zahlenbereich werden dann auch Gleichungen wie 2 — 2 = 0 (und
viele andere) Losungen besitzen. -Auch andere fachwissenschaftliche Fragen wer-
den dann gelost werden kdonnen.

Fiir die Konstruktion von P gibt es verschiedene Moglichkeiten. Eine ist im
o. a. Lehrbuch, Teil A, abgehandelt.

14.1. Zahlenfolgen

Wir wollen die neuen Zahlen mit Hilfe von Zahlenlolgen aufbauen und benutzen
dazu die bereits behandelten Begriffe ,,Menge , »,Abbildung*, , Natiirliche Zah-
len* und ,,Rationale Zahlen‘‘.

Dem Zweck dieses Buches angemessen, werden wir diesen neuen Bereich nicht bis
in alle Einzelheiten behandeln. ,
Zuniichst erkldren wir den Begriff ,,Zahlenfolge in der Menge der rationalen
Zahlen (R).
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DEFINITION 1 (14.1.)—Folge von rationalen Zahlen ,
Eine eindeutige Abbildung (Funktion) der Menge der
natiirlichen Zahlen (N) in die Menge der rationalen
Zahlen (R) heiBit Folge von rationalen Zshlen.

Die Glieder einer solchen Folge bezeichnen wir mit- a,,
die Folge selber mit {a,}, n ist die Nummer oder der
Index des-Gliedes.

Im Beispiel 1 (14.1.) sind fiir einige Folgen einige Glieder und — soweit vorhanden —
ein allgemeines Glied, das man auch Bildungsvorsehrift nennt, angegeben.

BEISPIEL 1 (14.1.):

8) {a,} = {0,1,2,...,m,...} mit n =0,1,2, ..
b){a,,}——{73410812} '
c) {a,,}—{246. 2(n+l), ..} mit n=20,1,2,.
d) {2} — {—6, —3,0,3,6,...,3(n—2),...) mitn—=012 ..
. 1 11 -1 : .
e) {a,,}'={—2—,§,74—,.‘..,m,..} mit n = ,1,2,.
1 1 1 1 .
f) {a”}={T,l—0,m6,.:.,W,...} mit n—0,1,2,.

g) {an} = {+1, =1, +1, —1,..., (=), .. .} mit n =0,1,2, .

Nach Definition 1 (14.1.) steht im Beispiel 1 (14 1.) b) keine Zahlenfolge, denn es
handelt sich dort um eine Abbildung aus N .
Fiir die Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) ist eine Blldungsvorschnft — da.rgestellt

durch das allgemeine Glied a,, = — angegeben. Mit Hilfe dieser Bildungs-

n -+ 2
vorschrift kénnen wir das einem bestimmten n zugeordnete Glied der Folge ermit-
teln. Wir erhalten alle Glieder der Folge, wenn wir alle fiir » angegebenen Werte -
der Reihe nach in die Bildungsvorschrift einsetzen.

Die Folge e) und die iibrigen Folgen enthalten unendlich viele Glieder, es sind

unendliche Folgen.
Die Folge c) im Beispiel 1 (14.1.) ist die im Mathematikunterricht der Unterstufe
zu behandelnde Zweierfolge.

Man kann die -Glieder einer Folge in die Menge der Punkte einer Zahlengeraden
abbilden. Fir die Folge ¢) im Beispiel 1 (14.1.) ist das im Bild 300/1 dargestellt.

0 . : 1
1 1 b | 1 L
1 | ¥ . ] 1 |
1 1 1 1
20 § 3 2
“eo a,, vee a‘ a, a,
300/1

DEFINITION 2 (14.1.) — Monotonie
Wir nennen eine Folge {a,} streng monoton wachsend
.(fallend) genau denn, wenn fiir jedes = gilt:

Gy < i1 (@ > Cniy) -
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4.1

- Wir iiberpriifen im Beispiel 2 (14.1.) die Monotonie der Folgen a), c), e) und g)
aus dem Belspxel 1 (14.1.) mit Hilfe des allgemeinen Gliedes.

BEISPIEL 2 (14.1.):

Zu a): Fir alle = gilt:
@, < Gpy1, denn es gilt:fiir jedes n:
n<n+1 (wachsend). ™

Zu c): Fiir alle n gilt:
@y < @yyq1,denn 2(n 4+ 1) < 2[(n + 1) 4 1] ist fiir alle » richtig
(wachsend).
Zue): Fiir alle n gilt:
' @y > Gpyg, denn es gilt fiir alle n:
e 2> Y +.2 bzw. n+4+3>n +2 (fallend).
Zu g): Diese Folge ist weder wachsend noch fallend, sie ist alternierend.

Wir erkennen aus der Darstellung der streng monoton fallenden Folge e) im
Beispiel 1 (14.1.) auf einer Zahlengemden, daB die den einzelnen Gliedern ent-
sprechenden Punkte jeweils ,,links* von dem Punkt liegen, der dem vorhergehenden
Glied entspricht.

DEFINITION 3 (14.1.) — Schranke

Wir nennen eine Folge {a,} mnach unten (oben) be-
schrinkt genau dann, wenn es eine Zahl 8,(S,) gibt,

so daB stets S’1 = [ (S; = ay) ist. ‘
S; nennen wir eine untere Schranke, S, eine obere
Schranke der Folge.

Wir nennen eine Folge beschrinkt genau dann, wenn es
eine Zahl S gibt, so daB stets |a,| < S ist, anderenfalls
nennen wir die Folge unbeschrﬁnkt

BEISPIEL 3 (14.1.):
Die im Béispiel 1 (14.1.) dargestellte Folge

a) ist nach unten beschrinkt (S, < 0);
b) ist nach unten und nach oben beschrinkt (8, < 0; S, = 12);
¢) ist nach unten und nach oben beschrinkt (S, < —1; 8, = +1).

Augenscheinlich sind solche Schranken nicht eindeutig bestimmt.. In der Folge b)
im Beispiel 1 (14.1.) ist sicher auch S; = 20 eine obere Schranke.

Wenn eine Folge rationaler Zahlen {a,',} nach unten (obeﬁ) beschrankt ist, dann
kann es eine griBte untere (kleinste obere) Schranke geben, die wieder eine rationale

Zahl ist, es muf sie aber nicht geben.

In der Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) sind alle S = ';‘(‘1' )

. 2
Schranken, und § = % ist die kleinste obere' Schranke

7, 200 u. a.) obere
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4.1,

Uns interessieren besonders solche Folgen, deren Glieder sich mlt wa.chsendem n
immer mehr einer bestimmten Zahl néhern.

Die Folgen e) und f) im Beispiel 1 (14.1.) néhern sich augenscheinlich mit wachsen-
dem n der Zahl Null.

DEFINITION 4 (14.1.) — Nullfolgen _

Wir nennen eine Folge {a,} Nullfolge genau dann, wenn
sich nach Vorgabe einer beliebigen rationalen Zahl
€>0 immer eine natiirliche Zahl N angeben ligt,
so daB |a,| < & fiir alle n = N (¢: Epsilon — griech.).

BEISPIEL 4 (14.1.):

Es sei fiir die Folge e) im Beispiel 1 (14.1.) ¢ = 100 vorgegeben.

Dann muB‘von einer bestimmten Stelle N an _}_ 2'< oder 100 < n + 2
sein. Dlese Bedingung ist fiir alle n = N = 99 erfullt Berelts fir n = 99 ist
tatséichlich i991+ 3 <% , und alle n > 99 erfilllen ebenfalls die Bedingung
[77%‘2 <125

Die Gesamtheit der Glieder der Folge e) von der Nummer N = 99 an wollen wir
ein Endstiick der Folge nennen. Augenscheinlich gibt es in Abhingigkeit von &
verschiedene Endstiicke.

BEISPIEL 5 (14.1.):

a) {as} {2n—1}_{_l 13 21 199 }
"B+ 4) U 4777107777377 7773047
_ mit »n=0,1,2,...
_ 2n+5}_{ 57 3 25 2005 }
B) {oa} _{”37'—"2' Tl 21402820080

mit n=0,1,2,...
Beide Folgen néhern sich augenscheinlich mit wachsendem 7 derselben Zahl 3’
also nicht der Zahl Null, sie sind daher keine Nullfolgen. Obgleich die jeweiligen
Glieder beider Folgen voneinander verschieden sind, steckt in den Folgen doch

etwas Gemeinsames, niimlich die Zahl E , der sich die Glieder beider Folgen
ndhern. 3
Wir bilden eine neue Folge ¢) aus der Folge b), indem wir von jedem Glied der

Folge 2 subtrahieren.

3
) 2n.—|-5_2} { 19 } {19 1919 19 19 }
Y GBr_2"3 972 _6 6°3°12° ""’804° ""’8004’ "

mit n=0,1,2,...
Die Zihler bleiben konstant, die Nenner der einzelnen Glieder wachsen ,,iiber alle
MaBen*, die Glieder der neuen Folge nihern sich mit wachsendem #» der Zahl Null.
Es handelt sich also bei der neuen Folge um eine Nullfolge, wie man lelcht nach-
priifen kann.
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I4.1.

DEFINITION 5 (14.1.) — Konvergenz einer
Zahlenfolge

Wir nennen eine Folge {a.} konvergent genau dann,

wenn es eine rationale Zahl g gibt, so daB {la, — g|}

‘eine Nullfolge ist.

Man sagt dann: {a,} konvergiert fiir » gegen unendlich

gegen den Wert g.

Die Zahl g nennen wir Grenzwert oder Limes der Folge

und schreiben

9 =lim{a,} .

(Gelesen g ist der Limes von a, fur n gegen unendlich
(limes: Grenze — lat.))
Eine Folge, die nicht konvergiert, hei3t divergent.

BEISPIEL 6 (14.1.):"
Nach Definition 5 (14.1.) ist in der Folge a) im Beispiel 5 (14.1.)

_mfZro1) 2
I=mI3nrel =3

Den gleichen Grenzwert besitzt auch die Folge b), obgleich sich deren Glieder von
denen der Folge a) unterscheiden.

Die Schreibweise ,,n — oo‘‘ soll nicht bedeuten, dal n etwa gleich einer ,,Zahl Unendlich*
wird — eine solche Zahl ist nicht definiert —, sondern nur, da » die Folge der natiir-
lichen Zahlen durchléduft.

Wir haben bisher nichts dariiber gesagt, ob es fiir ]ede Folge (rationaler Zahlen)
stets einen Grénzwert gibt und — falls er existiert — wie man ihn berechnen kann.
Oft ist die Berechnung einer geniigend groBen Anzahl von Gliedern einer Folge
zur Ermittlung (Vermutung) eines eventuellen Grenzwertes mit viel Aufwand
verbunden, wovon man sich im Beispiel 7 (14.1.) leicht iiberzeugen kann.

Wir geben einige Sitze (ohne Beweise) an, die das Berechnen eines Grenzwertes
erleichtern. Dabei setzen wir voraus, daB alle in den Gleichungen auftretenden
Grenzwerte existieren.

SATZ 1 (14.1.)
Fiir-alle {a,}, {b,} gilt:

lim {a, + b} = lim {a} + hm {ba} -

SATZ 2 (14.1.)
Fiir alle {a,}, {b,,} ilt:
lim {a,‘ ba} = 1m {a,,} lim {bs} -

SATZ 3 (14.1.)
Fiir alle {a,,g , {b,,} mit b, £ 0 gllt
11m {an : b, {a,,} : {b,,}

falls hm {ba} # O .

In Worten heif3t zum Beispiel Satz 1(14.1.) — Emstenz der Grenzwerte voraus-
gesetzt —

Der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte.
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‘4.1

BEISPIEL 7 (14.1.):

: ‘224n5—70n+1’} . :
{a"}_{336n5+84n3—1 mit n =1,2,3,.. |
Wir wenden die Sitze 1 (14.1.), 2 (14.1.) und 3 (14.1.) auf die Folge an, kiirzen aber
vorher mit der hochsten gemeinsamen Potenz von 7, also mit x5 und erhalten:

70 1

far} = 224n5—70n+1} '224_?"'77;
5 3 = c

1336 25 + 84 7% — 1 336+8_4;_$5

Dann ist — falls der Za.hler konvergiert und der Grenzwert des Nenners ungleich
Null ist —

: 70 1 1

i o =t =3 <t oo 55—
o
it () e 1

: (hm {336} + lim {%i} — 11 {1:5}) '

In der Folge {70} wird nt mit wachsendem n immer grofer, folghch wird

lim {1:} ~0.
n-+>00 n

Entsprechende Uberlegungen liefern

Wir haben im Beispiel 7 (14.1.) drei verschiedene Folgen gefunden, die ein und
denselben Grenzwert besitzen, und kénnen leicht feststellen, daB auf die ent-
sprechenden Folgen {|a, — g|} die Definition 4 (14.1.) zutrifft, daB sie also Null-
folgen und damit nach Definition 5 (14.1.) konvergent sind. Fiir die Folge im
Beispiel 7 (14.1.) wurde das gezeigt.

Betrachten wir die Folgen in den Beispielen 5 (14.1.) und 7 (14.1.), dann kénnen
wir erkennen, dal mit wachsendem = die Abstande zwischen den Folgengliedern
immer kleiner werden.

Dieser Sachverhalt, den wir im Satz 4 (14.1.) noch préiziser formuliéren, ist ein
notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz von rationalen Zahlenfolgen. Es be-
deutet: Liegt dieser Sachverhalt nicht vor, dann ist die Folge auch nicht konver-
gent.

SATZ 4 (14.1. ) — Konvergenz einer Zahlenfolge

(ohne Beweis) -
Wenn eine Folge {a,} konvergent ist, da.nn gibt es-zu
jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N(¢) — N ist abhéngig:
von ¢ — 80, daB fiir alle » = N(¢) und alle m = N(¢) gilt:
|a'n — am' <e

Bemerkung:

Unter den im Satz 4 (14.1.) angegebenen Bedingungen ist eine Folge stets konvergent,
allerdings muB ihr Grenzwert nicht rational sein.
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BEISPIEL 8 (14.1.):

Wir wollen fiir die Nullfolge f) im Beispiel 1 (14.1.) uberprufen, ob Satz 4 (14.1.)
erfiillt ist.

Es sei ¢ > 0 gegeben.
Wir wihlen dann die natiirliche Zahl N so, daB sie griiBe_f als die rationale Zahl %

ist. (Das ist stets moglich.)
Es gilt fir n = N und m = N:
1 1 1 1 2
ToF
(Firp = N w1rd S 1 0\ ; entsprechendes gllt fiir m.)

=

10"~ 10 W+W”?@+W=

Ferner gilt:
%.v<%’ da 10¥ > N fiir alle N .

Da wir N > —f— gewihlt hatten, gilt auBerdem:

2 2
LAY
€

also wird unter den genannten Voraussetzungen

_ 1
!W—W<€' q.e.d.
Auf jeden Fall haben konvergente (rationale) Zahlenfolgen not\vendiger\veise die
im Satz 4 (14.1.) angegebene Eigenschaft.
Aber der Satz 4 (14.1.) ist in R nicht umkehrbar, denn es gibt Folgen, die von einem
gewissen N(e) an die Bedingung |a, — a,| < ¢ erfiillen, aber in R keinen Grenzwert
besitzen.

Fiir beide Arten von Folgen wollen wir einen neuen Begriff einfiihren.

DEFINITION 6 (14.1.) — Fundamentalfolge

Wir nennen eine Folge {a,} Fundamentalfolge genau
dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 und ¢ € R eine natiirliche
Zahl N(e) gibt, so daB |a, — ay,| < & fir alle n = N
und alle m = N.

Wir wollen nun eine Fundamentalfolge (aus rationalen Zahlen) konstruieren, die
keinen (rationalen) Grenzwert besitzt.
Dazu benutzen ‘wir die Gleichung 22 — 2 = 0 (_~ 299)
Es ist bekannt, daBl es keine rationale Zahl x gibt, die diese Gleichung erfiillt.
. Wir kénnen aber eine Folgé von Dezimalzahlen konstruieren, fiir deren Glieder a,
gi]t: a:<22=2 und

a2 ~ nihert sich mit wachsendem »'immer mehr 2.

Wir stellen zunichst alle einstelligen, dan.n alle zwei-, drei-stelligen Dezimal-
. zahlen usw. zusammen, die die Bedingung a; < 2 erfiillen.
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Bsgilt: 1,00 =10 <2,
L1z =121 <2,
1,22 =14 <2,
1,3 =169 <2, , }
14* =196 <2, 150 =225«2
1,412 =19881 <2,| 1428 =20164 « 2
1,4112 =1,990921 < 2,
1,412 =1,992334 <2,
1,413 = 1,996569 < 2, A
14142 =1,999396 < 2,| 1,4152 — 2,003225 « 2
1,41412 — 1,99967881 < 2, .
1,41422 — 1,99982024 < 2, | 1,41432 — 2,00024449 « 2

.

Wir erhalten die Folge {a,} aus rationalen Zahlen. )
{aa} = {1;1,1;1,2;1,3; 1,4;1,41; 1,412; .. .; 1,4141; .. }
. ' mit n =0,1,2,...
Es handelt .sich um eine streng monoton wachsende Folge, denn ‘wir konnen
zeigen, daB fiir j.edes n gilt: a, < Bny1 -

Wir wollen fiir e = I 00 iiberpriifen, ob die Bedingung fiir eine Fundamentalfolge
nach Definition 6 (14.1.) erfiillt ist. N

- 1 1
Fiir ¢ = 100 muB es also eine natiirliche Zahl N: geben, so daB |a, — a,' < 100

fiir alle » = N und alle m = N ist.

N = 5 geniigt der Forderung, denn a; = 1 41 und alle folgenden Glieder miissen
in.der zweiten Dezimalstelle ebenfalls die Zlffer Eins bemtzen, da schon 1,422 & 2
.ist. Alle a,; und alle d,, kénnen nur mit der Zlﬂ‘emfolge 1,41 ... beginnen, ihre
Differenz liegt daher frithestens in der dritten Dezimalstelle. o

Diese Uberlegungen kénnen wir verallgemeinern, wollen aber darauf verzichten
und nur feststellen, daB. hier eine Fundamentalfolge vorliegt, die jedoch keinen
Grenzwert in R besitzt.

14.2, Aufbau der Menge der reellen Zahlen (P)

Es gibt im Bereich der rationalen Zahlen Fundamentalfolgen, die einen Grenzwert
besitzen und solche, fiir die das nicht zutrifft. Das ist unbefriedigend, denn die
Glelchung 2? — 2 = 0 konnen wir uns aus dem Sachverhalt erwachsen denken,
dafB ein Einheitsquadrat eine eindeutig bestlmmte Diagonale besitzt, deren Linge
wir eine Mafzahl znordnen méchten. :

Daher erkliren wir einen neuen Zahlenbereich, in dem jede Fundamentaltolge
einen Grenzwert besitzen soll und in dem dann auch die Gleichung x® — 2 =0
Lisungen besitzt. Er soll auBerdem die Menge der rationalen Zahlen (R) als Teil-
menge enthalten.

Zunichst stellen wir (ohne Beweis) fest, da Fundamentalfolgen hﬁchstens einen
Grenzwert in R besitzen.
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Jetzt wollen wir Ql_le cliejehigen Fundamentalfolgen als dquivalent dns‘ehéh, die die
Definition 1-(14.2.) erfiillén.
- / - N

DEFINITION 1 (14.2.) — Grenzwertgleichheit von
Fundamentalfolgen

Wir nennen die Fundamentalfolgen {a,} und {b.}

grenzwertgleich (?) genau dann, wenn es zu jedeme >0

und ¢ € R eine natiirliche Zahl N gibt, so daBl
|an — ba| < & fiiralle n = N.

Wir kénnten zeigen, daB die Folgen im Beispiel 5 (14.1.) die Bedingung von Defi-
nition 1 (14.2.) erfiillen. ' .

Diese Grenzwertgleichheit ist eine Aquivalenzrelation (ohne Beweis). Sie bewirkt
daher eine Einteilung der betrachteten Fundamentalfolgen in Aquivalenzklassen
nach der Grenzwertgleichheit. Dabei wollen wir beachten, daB in Definition
1 (14.2.) der Nachweis der Existenz eines Grenzwertes nicht gefordert ist.

DEFINITION 2 (14.2.) — Reelle Zahlen (P) .

. Jede Aquivalenzklasse nach der Grenzwertgleichheit von
Fundamentalfolgen rationaler Zahlen nennen wir eine.
reelle Zahl.

Damit ist jede Fundamentalfolge ein Reprisentant einer reellen Zahl.

Fiir 22 — 2 = 0 konnten wir noch eine Folge {b,} konstrui¢ren, deren Glieder b,
die Bedingung b} > 22 = 2 erfiillen, und kénnten zeigen, daB {b,} und {a,}
der Definition 1 (14.2.) geniigen. ‘

-Es handelt sich daher um grenzwertgleiche Fundamentalfolgen. Die Klasse, der
sie angehoren, ist eine reelle Zahl z nach Definition 2 (14.2.). Diese Zahl x nennen
wir ,,)/2%. :
Die aus der Logarithmenrechnung bekannte Basis ,,e‘‘ der natiiplichen Logarith-

\

men ist die Klasse aller zur Folge {(l,+ %)"} dquivalenten Fundamentalfolgen:
e=2,7182818. .. -ist eine reelle — keine rationale — Zahl.

Reelle Zahlen kann man durch endliche oder unendliche Dezimalzahlen darstellen.
AuBerdem kann man zu zwei beliebigen reellen Zahlen immer noch mindéstens.
eine reelle Zahl — also unendlich viele reelle Zahlen — finden, die zwischen den
beiden vorgegebenen reellen Zahlén liegt.

In der Menge der reellen Zahlen (P) ist die Klasse aller Nullfolgen das Nullelement
und die Klasse aller Fundamentalfolgen mit dem rationalen Grenzwert § = 1 das
Einselement. _
Wenn die Glieder einer Fundamentalfolge von einer gewissen Nummer an alle.
groBer als Null sind, dann nennen wir die Folge positiv und die Klasse, der sie ange-
hort, eine positive reelle Zahl.- '

In der Menge P sind alle vorher behandelten Zahlenbereiche ..aufbewahrt. Wir
konnten zum Beispiel die natiirlichen Zahlen durch Fundamentalfolgen mit einem
Grenzwert, der eine natiirliche Zahl ist, darstellen.

Auf Isomorphiebetrachtungen wollen wir hier nicht eingehen.
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Summe, Produkt und Rechenoperationen in der Menge der reellen Zahlen erklirt
man — bei diesem Aufbau von P — mit Hilfe von Fundamentalfolgen.

Wir wollen das dazu notwendige Vorgehen an der Gewinnung der Summe zweier
reeller Zahlen erliutern.

BEISPIEL 1 (14.2.) 0

Wir vereinfachen und nehmen a = + % und b = 3 an.

Wir wollen ¢ + b = = mit Hilfe von Fuﬁdamenta,lfolgen berechnen und suchen
dazu fiir @ bzw. b Fundamentalfolgen als Repriisentanten.
Geeignet sind

| n 123 1000 )
{a”}—{m}—{f'i’g' ..-.W.‘...}furaund

2n 2 4 6 2000 ,
{bn} ={_3n+1}={z,?.m. ....m,...}fﬁl‘bmlt
n=123,.
Wir bilden '
(@} + (o} = fon + b4}
_ n 2n Tn? —n
—{2n—l+3n+1}={6_n2-—n—l}
_[6 26 60 6999000
_{Z'ﬁ'?)ﬁ"°"5998999""}

Augenscheinlich néhern sich die Glieder dieser Folge dem Grenzwert g= %, was
sich leicht auch rechnerisch iiberpriifen liBt.
Mit Hilfe des Rechnens mit gebrochenen Zahlen (es handelt sich bei unserem ver-
einfachiten Beispiel um eine rational-reelle Zahl) konnen wir ebenfalls finden:
1 2 7
T3 %
Weitere Kenntnisse kann der interessierte Leser in der angegebenen theratur
erwerben.

Wir wollen noch feststellen,
daB die bisher behandelten Rechengesetze in entsprechender Form auch in P
.gelten,
daB sie mit Hilfe von Fundamentalfolgen als Reprisentanten reeller Zahlen bewiesen
.werden kénnen,
daB fiir ]ede reelle Zahla = 0, n ¢ N, eine reelle Zahl b = 0 existiert, fiir dle b*=a
mit b = ya gilt (Radizieren; z. B.: ¢ = 2, n = 2, b = |'2), und
"daB fiir jede reelle Zahl @ > 0, @ # 1, b > 0, eine reelle Zahl z existiert, fiir die
b = a* 'mit z = log, b gilt (Logarithmieren; z.B:a=2,b=8,2=3).
In P sind zum Beispiel noch nicht 16sbar:

b= 2;/— 2 bzw. =z=log,(— 8).
Eine Division durch Null ist auch in P nicht erklirt. AuBerdem gibt es eine ein-
eindeutige Abbildung von P auf die Menge aller Punkte einer Geraden. Wir erhal-
ten eine reelle Zahlengerade, und es ist damit gesichert, daB man bei Konstruk-
tionen in der Geometrie dem Schnittpunkt zweier Geraden genau eine (reelle) Zahl
zuordnen kann. Man sagt, Die Menge der reellen Zahlen ist vollstindig,
d. h.: Jede Fundamentalfolge reeller Zahlen besitzt genau einen Grenzwert.
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Wir wollén die Frage nach der Michtigkeit der Menge P beantworten.

Die Mengen N, R* und R haben die Michtigkeit ,,abzahlbar unendlich*‘. Wir
konnen Anordnungen fiir R* und R angeben, die ein Durchnumerieren mit natiir-
lichen Zahlen erméglichen.

Um die Miichtigkeit von P zu untersuchen, betrachten wir das Intervall 0- <zl
Wir stellen dazu diese reellen Zahlen durch unendliche Dezimalbriiche dar und
nehmen an, daB wir alle erfassen kénnen, daB diese Menge also auch abzéhlbar-
unendlich sei. .

%, =0,aya,,a,. Die ay sollen jeweils eine der Ziffern
Ty = 0, ay; ayp ayg - 0,1,...,9 darstellen.
Ty = 0, @5, @gp g5 -

Nun wihlen wir aus z, die erste, aus z, die zweite, . . . , aus z, die n-te Ziffer usw.
hinter dem Komma und stellen sie zusammen zu

z=0,aua¢,.;. a”n.-- v
In dieser Darstellung ersetzen wir a,; durch b, # a,,, @y, durch b, # a,,, . . ., Gpye

durch by # @ny usw, wobei jedes b, ungleich Null und ungleich Neun fiir alle
=12,3, ... sein soll.

Es stehen uns 1mmerh1n noch 7 Ziffern zur Verfugung

Die neue Zahl b stellt sich dann als b = 0, b, b, . . ... dar und unterscheidet

sich von z; durch die Ziffer an der ersten Stelle hlnter dem Komma, von z, durch

die Ziffer an der zweiten Stelle hinter dem Komma usw.

Mit anderen Worten:

b unterscheidet sich von jedem der z, mit » =1,2,3,... an mindestens einer

Stelle, kommt also unter den zy nicht vor.

Wir haben aber angenommen, daB mit den z, alle Zahlen in dem Intervall erfaBt

seien, daB diese Menge abzdhlbar sei. Unser- Ergebms ist ein Widerspruch zur

Annahme, folglich ist die Menge der reellen Zahlen im Intervall 0 < x < 1 iiber-

abzdhlbar und damit erst recht die Menge aller reellen Zahlen, -

Man sagt:

Die Menge P hat die Michtigkeit des Kontinuums (continuum: Stetiges, liickenlos

Zusammenhingendes — lat.).

Zusammenfassung

Fiir die Definition der Zahlenbereiche N, R*, R und P verwenden wir Mengen
und teilen sie mit Hilfe einer Aquiva,lenzrelation in disjunkte Teilmengen
(Klassen) auf.

Fiir diese Klassen definieren wir Operationen mit Hilfe von Reprisentanten
dieser Klassen und beweisen GesetzmiBigkeiten reprisentantenweise.

Fiir N verwenden wir endllche Mengen und- die Aquivalenzrelation Gleich-
michtigkeit.

Fiir R* verwenden wir geordnete Paare natiirlicher Zahlen und die Aquiva-
lenzrelation Quotientengleichheit.

Fiir R verwenden wir geordnete Paare gebrochener Zahlen und die Aquiva-
lenzrelation Differenzengleichheit.

Fiir P verwenden wir Fundamentalfolgen rationaler Zahlen und die Aqui-
valenzrelation Grenzwertgleichheit.
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Mit Hilfe der na,tii'ﬂichen Zahlen und der Aquivalenzrelation ,Differenzen:
gleichheit* hitten wir auch zunichst die Menge der ganzen Zahlen (G) und
daraus — mit Hilfe der Quotientengleichheit' — den Bereich der rationalen
Zahlen aufbauen konnen.

Wenn wir den Aufbau der Zahlenbereiche: mit Mengen 1. Stufe begminen,
dann ist eine natiirliche Zahl eine Menge 2. Stufe, eine gebrochene Zahl -
eine Menge 5. Stufe und die Menge der reellen Zahlen eine Menge 13. Stufe. -
- Und dabei ist der Aufbau der Zahlenbereiche hier noch nicht am Ende.
Zahlen sind also Gebilde einer sehr hohen Abstraktionsstufe. Wir kénnen
aber mit ihrer Hilfe gewisse Seiten der objektiven Realitéiit gut erfessen und
zu unseren Gunsten verindern.

Autbau der Zahlenbereiche

P — Reelle Zahlen

Grenzwertgleichheit
von Fundamentalfolgen
rationaler Zahlen

R — Rationale Zahlgn

Quotientengleiéhheit Differenzengleichheit
geordneter Paare geordneter Paare
aus ganzen Zahlen aus gebrochenen Zahlen
G — Ganze Zahlen R* — Gebrochene Zahlen
Differenzengleichheit " Quotientengleichheit
geordneter Paare geordneter Paare
sus natiirlichen Zahlen - aus natiirlichen Zahlen

| _ |

N — Natiirliche Zahlen

Gleichmichtigkeit
endlicher Mengen

Mengen
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1.3,
,14"3" _ e Algebralsehe Strnktnren

Im Teil C haben wir die Mengen N, R * R und P kennengelernt .
In ihnen gilt nicht nur die Elementbemehung — z: B. 3€ N —, sondern es sind
.in diésen Mengen duch algebraische Operationen erklirt — z. B. die Multiplikation
in R —, die gewissen Gesetzen geniigen.

Eine Menge, in der eine Relation oder Operation 0 erkla.rt ist, nennen wir ge-
regelt oder auch strukturiert und schreiben [M;¢] — zum Beispiel bedeutet
[P; +] die Menge der reellen Zahlen (P) mit der in ihr erklirten Addition. Wir
sprechen in einem solchen Falle von algebraischen Strukturen und erkennen, daf
die verschiedenen Zahlenbereiche algebraische Strukturen sind. In allen vier
behandelten Zahlenbereichen ist zum Beispiel die Addition eindeutig, kommutatw
und assoziativ.

Mengen, in denen eine als Addition geschriebene Operation erklirt ist, die diese
drei angegebenen Eigenschaften besitzt, bezeichnen wir als' Halbmodul.

DEFINTTION 1-(14.3.) — Halbmodul
Eine nichtleere Menge M heiBit l[a_lbmodnl"genau dann,
wenn in ihr eine Operation, die wir Addition nennen und
mit ,,—l—“ bezeichnen wollen, erklirt ist, die folgenden
Axiomen geniigt:
ATI: Die Addmon ordnet je zwei Elementen a, b ¢ M
genau ein Element ¢ € M zu, d. h.:
Fiirallea, b e M gibteseinc ¢ M, so daB gilt:.
at+b=c.
A II: Die Addition ist’ assozm.tlv, d. h.:
Fiir alle a, b, ¢ € M gilt:
(@+d+c=a+(b+c).
A TV: Die Addition ist kommutativ, d. h.:
Fiir alle a, b € M gilt:
at+b=>b+a.
Die Menge M helBt regulirer Halbmodul, wenn auBerdem
gilt:
A TII*: Fur beheblge a, x,, z, € M gilt:
‘Wenn a + z, = a + 2,. 80z, = z,.

BEISPIEL 1 (14.3.):

a) Alle behandelten Zahlenbereiche sind regulire Halbmoduln. denn sie erfiillen.
mit der in ihr erklirten Addition die angegebenen Axiome.

b) Im Mathematikunterricht der Klasse 4 ( 7 [16], Lehrbuch 4, S. 181 ff.) wird die
Menge der Verschiebungen (S) behandelt. Wie man leicht feststellt, erfiillt sie
die in Definition 1 (14.3.) angegebenen Axiome, ist also auch ein regulirer
Halbmodul, wenn man das Nacheinanderausfithren der Verschiebungen als
Addition bezeichnet.

' Die’Bedeutung.der Axiome AT, AII und A IV ist sofort klar. A 1I1* bedeutet:
Wenn die Addition umkehrbar ist, dann ist sie auch eindeutig umkehrbar.

Soll in einem System [M; +] auch die Umkehrung der Addition (stets) méglich
sein, dann muB es die Eigenschaften eines Moduls besitzen. ‘
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DEFINITION 5.(14.3.) — Gruppe

Eine nichtleere Menge M heiBt Gruppe genau dann, wenn

in ihr eine Operation, die wir Multiplikation nennen und

mit ,,-* bezeichnen wollen, erklirt ist, die folgenden

Bedingungen geniigt:

[M; -] ist Halbgruppe;

MIII: Fiir alle a, b € M gibt es (mindestens) ein # ¢ M
und (mindestens) ein y € M, so daf3
a.-2=>bbzw.y.a = b(mita 3 0)
stets 1osbar ist.

Eine Gruppe muf also die Axiome M I, M II, M III erfiillen.

BEISPIEL 5 (14.3.):
[N\ {0} ;-] erfiillt die Gruppenelgenschaften nicht, wohl aber
[R\ {0} ;-] und auch [P \ {0};-

DEFINITION 6 (14.3.) — Ring

Ein Halbring (7 Definition 4 (14.3.)) heiBt Ring, wenn

er beziiglich der Addition ein Modul ist, also auch A III
- erfiillt.

Fiir einen Ring gelten demnacilz'
AL AIL AIIL, AIV,MI, MIL D.

Wir stellen hier keine weiteren Uberlegungen zu den Struktgreigenschaften von
Zahlenbereichen an, sondern iiberlassen diese dem Leser zur Ubung.

Wir definieren noch einige Strukturen. Dabei gehen wir nicht auf spezielle Struk-
turen oder auf Unterstrukturen ein.

DEFINITION 7 (14.3.) — Halbkgrper
Ein Halbring heifit Halbkirper genau dann, wenn er
beziiglich der Multiplikation auch M III erfiillt.

DEFINITION 8 (14.3.) — Korper

Ein Ring bzw. ein Halbkérper heifit Kérper genau ds,nn,
wenn_er auch M ITI bzw. A III erfiillt.
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Ubersicht iiber einige Strukturen

Halbmodul Halbgruppe
AL AII,AIV IMI,MII. l
1
Halbring
ALAIL AIV
MI, MII,
D
| |
I
E;dul L ' Gruppe
AL AIL, AIV, AIII MI, MII,
L 1 MIII
‘ |
— [l ;
N | .
Ring ‘ Halbkérper .
AL AIL ATV, AT AIL,L ALV, .
MI MII,. MI, MII, MIII
D D
ATIII
[
Korper
AI AIL,LATII, ATV,
MI, MII, MIII,
D

3;5
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