~ LEHRBRIEFE FUR DAS HOCHSCHULFERNSTUDIUM
Herausgegeben .

von der Zentralstelle fiir das Hochschulfernstudium

des Ministeriums fiir Hoch- und Fachschulwesen

- VORBEREITUNG
AUF DAS HOCHS[HULFERNSTUDIUM
MATHEMATIK

1. LEHRBRIEF

1. verdnderte Ausgabe



Vorbereitung
auf das Hochschulfernstudium
Mathematik

1. Lehrbrief

1. verénderte Ausgabe

Verfalt von

Dr. paed. Dieter Schl e B8 ing
Technische Universitét Dresdem
Sektion Mathematik

Dr. paed. Wilhelm D e n =
Zentralstelle fiir das Hochschulfernstudium Dresden

02 0009 01 1



Das druckfertige Manuskript wurde an der
Technischen Universitét Dresdemn hergestellt.

Ag 628/127/86/DDR/5000~ Z1O 6041/86

| Druck und buchbinderische Verarbeitung:
| VEE Kongref- und Werbedruck, Oberlunswitz

| Bestell-Nr. 02 0009 01 1
VerfaBt fir die Zentrolstelle fiir das Hochschulfernstudium des Ministeriums fiir Hoch- und
Fachschulwesen Dresden.
Herausgegeben im Auftrag des Ministeriums fiir Hoch- und Fachschulwesen der Deutschen
Demokratischen Republik von der Zentralstelle fiir daos Hochschulfernstudium Dresden.

- e e TR —= R T
I
RedaktionsschluB: Mérz 1984



Inhaltsverzeichnis

Seite

Yoowort ...:casiie RRIT sk o~ w: wr o e o' SNl a oie e 4 0. 674 s & 2 a/6 4
1. Elemente der MengenlehTe ............. oialateieie bine 6
- s R R I S e e o TRy S wi 10
< )13 Arithmetische Rechenoperationen mit Variablen .. 16
3.1. Addition, Subtraktion, Multiplikation und

Division mehrgliedriger TeIMe ......eoeeceeeccens 16
d. 2. BRuohPechiviR ¢ eeeoleoesss P S O R R 1 e S |
23, POTENBroCEOMIE 4. s.comseesess s Ry r e ) e s 24
Fo s WOPHO LTOORIENR’ /s 60 40 66050 057 kia wa70 46 5iaivins-ale o il
3.5. LogarithmenrechnuUng .....ceeiseeess sl b e dimasialn R )
4, T I I o s seke G0
4.1, ProporUionesi .. ..o eeviesusias T iy e e . 40
4.2, Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten ..,.... 42
4.3, Quadratische GleichUngen ....veieeciocsecsesones 46
#.%. Worselglelochun@eon ...... . evveesesss vedsqnsvssse I
4.5, Exponentialgleichungen und logarithmische

2 Y e R S A R PV o SIS i e e I
R R T T e e B U A P s E ol e e 57

e A N B Y R L P T el ey e o ¥ B



Vorwort

Die vorliegenden Lehrbriefe dienen der Vorbereitung auf das
Hochschulfernstudium fiir Bewerber aller technischen, wirt-
schaftswissenschaftlichen und agrarwissenschaftlichen Studien-
richtungen.

Fir die Aufnshme und erfolgreiche Durchfithrung des Hochschul-
fernstudiums werden mathematische Voraussetzungen bendtigt,
die in diesen Lehrbriefen zusammengestellt sind. Es handelt
sich dabei um Lehrstoff, der in den zur Hochschulreife fiih-
renden Bildungseinrichtungen vermittelt wurde. Diese mathema-
tischen Grundlagen sind nicht nur fur das Studium des Lehrge-
bietes Mathematik notwendig, sondern sie stellen dariiber hin-
aus fiir eine Reihe weiterer Grundlagenlehrgebiete entscheiden~
de Studienvoraussetzungen dar,

Den Informationsmaterialien fiir Bewerber zum Hochschulfern-
studium ist zu entnehmen, welche Abschnitte dieser Lehrbriefe
fiir die Studienvorbereitung einer bestimmten Grundstudien-
richtung zutreffend sind.

Diese Vorbereitungslehrbriefe sind kein Lehrmaterial im iib-
lichen Sinne, d, h. der enthaltene Lehrstoff wird nicht aus-
fihrlich eingefiinrt, hergeleitet und erléutert, sondern er
wird im wesentlichen nur fir den konkreten Zweck der Studien-
vorbereitung kompendiarisch zusammengestellt, systematisiert
und seine Anwendung in susgewahlten Beispielen demonstriert,
weil vorausgesetzt werden kann, dap dieser Stoff in der Vor-
bildung behandelt wurde.

Werden einem Bewerber beim Studium der Lehrbriefe gropere
Wissensliicken bewuBt, die mit Hilfe dieser Lehrbriefe nicht
geschlossen werden komnen, so sind die Lehrbilicher der Vor-
bildung (EOS, Fachschulausbildung) in die Studienvorbereitung
einzubeziehen,

Die worliegenden Vorbereitungslehrbriefe besitzen folgenden

Aufbaui

1., Jedem Hauptabschnitt sind Hinweise vorangestellt, die der
weiterfiihrenden Information und Motivation bezogen auf
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das betreffende Stoffgeblet dlenen.

In dem als Kompendium dienenden Unterabschnitt ,Grund-
legende Begriffe und BSatze" sind jeweils die stofflichen
Schwerpunkte dieses Gebietes zusammengestellt, die fir

die Resktivierung der notwendigen Kenntnisse erforder-
lich sind.

Dabeli werden mit dem Symbol D wichtige Definitionen und
Siétze und mit dem Symbol @ erléuternde Beispiele gekenn~
zeichnet,

Im Unterebschnitt ,Beispiele und Anwendungen" wird jeweils
demonstriert, welche Fahigkeiten und Fertigkeiten in die-
gsem Stoffgebiet bendtight werden,

Der jeweilige Untersbschnitt ,Ubungsaufgeben" dient der
gelbstandigen Tatigkeit und damit der Festigung bzw. An-
eignung der notwendigen Fahigkeiten und Fertigkeiten. Die
Anordnung der Aufgeben ist nach steigendem Schwierigkeits-
grad vorgenommen worden, so daf leistungsstarke Bewerber
die ersten Aufgaben durchaus iibergehen kénnen.

Aufgaben, die mit +) gekennzeichnet sind, dienen der wei-
teren Vertiefung und sollten nur dann gelost werden, wenn
die vorhergehenden Aufgaben sicher beherrscht werden.

Die im Losungsteil des jewelligen Lehrbriefes befindlichen
Losungen sind fiir die Selbstkontrolle bestimmt und sollten
deshalb nicht vor der Bearbeitung der Aufgaben eingesehen
werden.



1. Elemente der Mengenlehre

Der Mengenbegriff wird sowohl im taglichen Leben als ausch bei
wissenschaftlichen Untersuchungen sehr haufig gebraucht,
Viele Probleme in den Naturwissenschaften, in der Technik und
in der Ukonomie lassen sich mit Hilfe der Mengenlehre exakb
und iibersiehtlich formulieren.

Fiir die Mathematik selbst ist die Mengenlehre won grundlegen—
der Bedeubung, da sich alle derzeit bekannten mathematischen
Teilgeblete mengentheoretisch begriinden lassen, Ein moderner
Zugang zur Mathematik ist heute ohne die Grundlagen der
Mengenlehre undenkbar.

Deshalb ist es fiir die Vorbereitung auf Ihr Studium notwendig,
daf Bie sich mit dem Mengenbegriff so weit vertraut machen,
wie es der Inhalt dleses Abschnittes angibt. Diese Elemente
der Mengenlehre werden in den nachfolgenden Stoffgebieten
reelle Zshlen, Gleichungen, Ungleichungen, elementare Funk-
tionen unmittelbar bendtigt.

1.1. Brundlegende Begriffe und Satze
1.1.1. Dex Mengenbegriff

[1] Bine Menge ist eine (gedsnkliche) Zussmmenfassung wohlbe-
stimmber und wohlunterschiedener Objekte der Realitat
oder des Denkens. Die Objekte werden Elemente der Menge
genannt,

® Menge aller Fernstudenten der TU Dresden., Die Elemente
der Menge sind die Studenten.

® lMenge aller Seminargruppen im Fernstudium der TU Dresden.
Die Elemente der Menge sind die Seminargruppen, (Hier
sind die Elemente der Menge selbst wieder Mengen.)

® Zahlenmengen:
N: Menge der natiwlichen Zahlen,
G: Menge der ganzen Zahlen,
P: Menge der rationalen Zahlen,
R: Menge der reellen Zahlen,
K: Menge der komplexen Zahlen.



E’!] M sel eine Menge. Dann bedeutet
X € M: x ist Element von M,

x ¢ Mt x ist pioht Element von M,
@ 7 eNjy =1 §Nj-1¢G; 0,5eP; \54¢P; \5 eR,

1.1.2, ine:

Héufig auftretende Mengen werden mit bestimmten Buchstaben
bezeichnet. Allgemein konnen Mengen auf zwei Arten angegeben
werden,

m M= {x,%,...,%,} Charskterisierung einer Menge M durch
die Angabe ihrer Elemente Xp9Xng 00 e eXp,

® M= {1|5g3} = (1|3,5} = {5|3'1}i L lg 0 ‘H,
Offensichtlioh ist die Charskterisierung durch [1] nur f£ir
endliche Mengen (d. h. Mengen, die nur endlich viele Elemente

besitzen) mdglich. Wie obiges Beispiel zeigt, kommt es dabei
auf die Relhenfolge der Elemente nicht an,

@ M= {x| ...} Charakterisierung einer Menge M durch die
Angabe der Eigenschaft(en), auf Grund derer ein Objekt
Element dieser Menge ist,

® A={x| x ¢Rund x < 0} Menge aller negativen reellen
Zahlen.

® B= (x| x gerade Zahl} = {x | x = 2k und k = 1,2,3,...}
Menge aller positiven geraden Zahlen.

® C={x| x «BRund x> 4} Menge aller reellen Zahlen, die
groper sind als 4,

Bemexicung :

In der Schule ist z. B, fir die Menge C auch die Bchreibweise
iiblich: 0 = {x > 4; x ¢ R}.

Ferner kann such die Kurzschreibweise C = {x | x > 4} benubzt
werden, wenn Klarheit dariiber besteht, daf alle Elemente x
reelle Zahlen sind,

®L= (x| 2 = 4} = {2,-2} Losungsmenge der Gleichung
= 4,

akte; BIUNZ €




® M= {x| xg&Rud x* = - 1} enthilt kein Element, M ist
eine o
Plir die leere Menge wird das Zeichen @ verwendet.

1.1.3. Mengenrelationen

[1] zwei Mengen & und B heien gleioh, wemn A dieselven
Blemente wie B besitzt (Bild 8/1).
Bochreibweise: A = B, Sprechweise: "A gleich B".

@ Ist jedes Element von A auch Element von B, so heipt A

Teilmenge von B (Bild 8/2),
Bohreibweise: A < B, BSprechweise: "A enthalten in B"
oder "A Teilmenge won B",

O & &

Bild 8/1 Bild 8/2 Bild 8/3

Bemexicung :

A ¢ B (Sprechweise: "A ist nicht enthalten in B") bedeutet:
Es gibt mindestens ein Element a e A, das nicht in B liegt
(8114 8/3).

® NcBR, {1,2,3} c N,

@ {3} c N, {3} ist eine einelementige Menge; 3 ¢ N, 3 ¢ {3}.
& Die Relation "c " schlieft die Gleichheit mit ein,

. Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.

1.2, Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:

In der Formulierung "eine Menge Arger" wird der Mengenbegriff
in der Bedeutung von "viel" gebraucht. Diese Bedeutung steht
hier nicht zur Diskussion.

Wird eber z. B, von einer "Menge von Hausern'" gesprochen, so
entspricht das der getroffenen Mengendefinition, Hierbei
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werden OUpjekte (Hauser) zusemmengefaft, die

1. wohlbestimmt (sie besitzen alle die ein Haus charakteri-
sierenden Eigenschaften) und

2, wohlunterschieden (z. B. durch die Hausnummern) sind.

Beispiel 2:
Zwischen den Mengen
H-{zl!e-ix-‘lao},
My, = {x| xeGund x < 3},
"3‘{le<3)o

K, = o,

= R \
bestehen folgende Relationen:

W= 32 ¢y M o<y c

My < Mgy My e My < Mgy My ¢ M.

1.3. Uungsaufgaben

A1/1. Bestimmen Sie alle Teilmengen der Menge A = {1,2,3} 1

A1/2. Gegeben sind folgende Zahlenmengen:
A= {1l2}| B = {0s1}' €= {0'112}| D= {x | xa - x = 0},
Weloche Mengenrelationen bestehen zwischen diesen Mengen?

A1/3. Warum ist die Menge aller Seminargruppen im Fernstudium
der TU Dresden nisht gleich der Menge aller Fernstuden-
ten der TU Dresden?

An g Z«‘{ui‘“ ( Decr el ety mih
LTS f’ G bot € dbes
&

B Dfewnt
TN\A ol Ceet. 3 e
ng(c. la%w e ! '-‘; A

E Efﬁ (.G.CM_ th...%



2. Reelle Zahlen

Zu den fundamentalen Begriffen der Mathematik gehdrt auch der
Zahlbegriff., Die Zahlen stellen ein geistiges Werkzeug dar,
mit dessen Hilfe der Mensch alle Dinge und Erscheinungen der
objektiven Realitat quantifizieren und ordnen kann, °

In diesem Abschnitt werden die Ihnen aus Ihrer Vorbildung her
bekannten Zahlenbereiche systematisiert und die wesentlichen
Eigenschaften der reellen Zahlen und die Gesetze, denen sie
genugen, zusammengestellt.

Der sichere Umgang mit reellen Zahlen gehdrt zu den Grundvor-
sussetzungen fir alle mathematischen Betrachtungen.

2.1. Grundlegende Begriffe und Satze

[N]  NWatirliche Zehlen: 0,1,2,3,...]
Bemeriung 4:

Die Null wird nach Verabredung zu den natiirlichen Zahlen

hinzugenommen,

[2] Benutzt man eine natiirliche Zahl, um die Anzshl der Ele-
mente einer Menge anzugeben, so nennt man sie Kardinal-

zahl. Ist die natiirliche Zahl ein Mittel, um innerhalb
ein und derselben Menge Ordnung zu schaffen, so heipt sie

Ordinslzahl.
- ® "Wir waren gwei Reiter, ich ritt an zweiter Stelle."
Inm Bereioh!) der natiirlichen Zahlen sind Addition und

Mulbipliketion uneingeschrankt durchfiihrbar, nicht aber
die Subtrektion und die Division,

® Die Gleichungen 5 + x = 2 und 3 « y = 7 haben im Bereich
der natiirlichen Zahlen keine Ldsungen.,

I}Zahlanberaiuh ist eine Menge von Zahlen, in der neben ge-
wissen Rechenoperationen durech "< " auch eine Ordnungs-
relation erklart ist. iy

10




G I Ganze Zahlen: o-n."3|"2"’1 ,051)2D3i"'

: 5 2 -1 0 1 2 3
Bild 11/1
Grafische Veranschaulichung der Menge G auf der Zahlen-
geraden,

Im Bereich der ganzen Zahlen ist nun auch die Bubtrak-
tion uneingeschrankt ausfilhrbar,

Bemerkung 2:
Die beiden Zeichen "+ " (plus) und "~ " (minus) werden jetzt

in zwei verschiedenen Bedeutungen verwendet, Einmal sind sie
Rechenzeichen (= Operationszeichen) und geben somit an, wel-

che Rechenoperationen durchgefiihrt werden soll. Zum anderen
werden dieselben Zeichen auch als Vorzeichen der Zghlen ver-
wendet. In dieser Eigenschaft geben sie an, ob die Zahl
poeitiv oder negativ ist.
® Operéﬁom{zsichen
(+7) +"(-2)"- /ﬂ)
o N 0 |

Vorzeichen

E Es gilt stets:

P Rationsle Zahlen: a = ﬁ; m,n ganze Zshlen; n * 0

Bemerkung 3:
Rationale Zahlen lassen sich durch Briiche g darstellen., Es

sel besonders hervorgehoben, def der Nemner n des Bruches

von Null verschieden sein muf.

In P sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division, ausgenommen die Division durch Null, stets
ausfiihrbar,

Die Division durch Null ist nicht erlaubt.

E Zwischen zwel rationalen Zahlen liegen stets unendlich
viele rationale Zahlen, man sagt, die rationalen Zahlen
liegen auf der Zahlengeraden dicht.

1




brushentwicklung endlich ist oder eine Periode besitzt.
= 0,:IEEB5'?,

Jeder rationalen Zahl 1aPt sich ein Punkt auf der Zahlenge-
raden zuordnen. Dennoch 128t sich nicht umgekehrt jedem Punkt
der Zahlengeraden eine rationale Zehl zuordnen; es gibt also
noch "Liicken'".
® Es mup auf der Zahlengeraden einen Punkt P geben, dessen
Abstand x vom Nullpunkt gleich der Lénge der Hypothenuse
des rechtwinkligen Dreiecks

® 5e¢P, 6 e P} r,lﬂi—i—snjéleP, 5 <1y < 63
5+3g-
ra::——-z-—- iP,5<r2<r,|,....
Eine Zahl a ist genau dann rational, wenn ihre Dezimal- -
1
® 3=1,5 %=0,3333... = 0,3; y = 0,142857 142857....

mit den gleichlangen Kathe- 11

ten der Lénge 1 ist \\
| (114 12/1). 1\
Fir die Mafzahl x des Ab- \
standes des Punktes P vom |
Nullpunkt gilt nach dem Satz 0 1 p
von Pythagoras: Bild 12/1
¥=2, d. b, x=1\2. '
V2 ist keine rationale Zahl.
In P ist das Wurzelziehen nicht uneingeschrankt aus-
fihrbar,
@ x,=F=2¢P, x=10¢E
Alle nichtrationalen Zahlen heifen irrational.
Jede irrationale Zahl besitzt eine nichtperiodische
(unendliche) Dezimalbruchentwicklung.
@ e =2,71828 ..., Basis des natiirlichen Logarithmus

= 3,14159 ... Kreisumf 1
EeIszoﬁufnaaser

12
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Fir numerische Rechnungen werden irrationale Zahlen (unend-

liche Dezimalbruchentwicklungen) durch rationale Zahlen (end-

liche Dezimalbruchentwicklungen) angendhert. Das geschieht

e V2: 1,45 1,41; 1,414,
% 3,143 3,1415.

durch Abbrechen (Runden) der Dezimalbruchentwicklung nach den
bekannten Rundungsregeln,

Die rationalen Zshlen und die irrationalen Zshlen bilden
zusammen die Menge der reellen Zahlen. Diese filllen die

Zehlengerade lickenlos aus; d. h,, jeder reellen Zahl

entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden und umgekehrt

Qer gbsolute Betrag einer reellen Zahl a ist |a|,
&, wenn a > 0
-a, wenn a < 0

lal = {

Der Betrag einer Zahl ist somit stets positiv oder Null:

|a] > o.

Geometrisch stellt der Betrag einer Zahl den Abstand dieser
Zehl vom Nullpunkt der Zahlengeraden dar.

® Der Abstend der Zshl a = - 3 vom Nullpunkt ist |=3] = 3.

Fir reelle Zahlen gelten folgende Grundgesetze:

(&) (@ +Db) +e=a+ (b+a) A.;soziativitat der Addi-

() a+» =b+ a EKommutativitdt der Addi-

tion
(A)Esg:l.btaineZathmi‘ba+0
(14) a + X =0 besitzt die Losung x = - a,

() (&« D) - o= ac(b-c) Assoziativitét der Multi-

plikation

(M) a-0d =Db - a Kommutativitat der Multi-

plikation
(H)Eagibtoineﬁahl1mita-1-a.
(u,,) & « ¥y =1 besitzt die Lisung y = 1, a 4 0.
Verkniipfung von Addition und Multiplikation:
(AM) a«(b +c) =a-b+a.c Distributivitas.

13



Ubersicht zum u der reel Zahlen

Reelle Zahlen ; R
2;2,5) 2,5%; 3,172... ;) \Z e ...

Rationale Za P Jrrationale Zahlen
-4, %, 0.372;... 35 0.320...; ;T ...
/m\

Ggnze Zahlen G 1: Gebrochene Zahlen
- T b . 7 , ’
2,-1; 0; 1) 2; ... ".%;“9'1 'EI, |

AR '

Negative ganze Zohlen Natgrliche Zahlen N
-1;-2;=3; ... 215

Bild 14/1

2.2, Beispiele und Anwendungen j
Beispiel 1:
In den Grundgesetzen 2.1. gind nur Eigenschaften der ,
Addition und Multiplikation erklért. Subtrakbtion und Division
lassen sich auf diese zuriickfilhren:
b-a=b+ (-a), %:a-%, b 0,

Beispiel 2:
Aus den Grundgesetzen 2.1. lassen sich alle weiteren
Eigenschaften der reellen Zahlen ableiten.
a) Es gilt a - O = 0, denn

a+0 == a+0+40 = a+0+[a+(-a)] = [a-0+a]+[-a]

(25) (4,) (4
(IT;) [a-0+a.1]+[~-a] (E) a[0+1] + [-a] (i_;) a+1+(-a)
= a+(-a) = =0.
(u5) (a4)

14
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b) Bs gilt 0 1 a=2=0(ak0), demn 0 - & = 0.
¢) Aber ﬁ-:(a-l:o) ist ginnlos, weil es kein x gibt, so
daf 0 +» x = a,
Auch § = x ist sinnlos, da O « x = 0 £ir jedes x erfills
1st.

Beispiel 3:
a = 0,126 ist eine rationale Zahl. Sie soll als Bruch & = g
dargestellt werden:

1000a = 126,28
10a = 1,28 {

\f/ 990a = 125

R
2.3, Ubungsaufgaben

42/1. Die Summe und das Produkt zweier Zahlen eines Zahlenbe-
reiches sind wieder Zahlen dieses Bereiches.

Untersuchen Sie, ob die Menge der irrationalen Zahlen
ein Zahlenbereich ist!

A2/2, Teilen Sie die nachfolgenden reellen Zahlen in rationa-
le und irrationale Zehlen ein!
=55 ™ 3,14159; 3,14159; 3,14159,..;
0,101010...3 V0,36; e; \5; ~1,21; 1g 8.

A2/3, Geben Sie eine rationale Zahl x en, die zwischen den
Zahlen & und b liegh!
8) a=-219 b=-2,19,

b)aag ; ha%%,

A2/4, Geben Sie eine rationale Zahl %4 und eine irrationale
Zahl 2z, an, die zwischen den Zahlen 0,277 und 0,27
liegen!

A2/5, Bohreiben Sie a = 0,2432 als Bruehl

15




3, Arithmetische Rechenoperationen mi® Variablen

Dieser Abschnitt dient der Reaktivierung von Fertigkeiten in
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division mehr-—
gliedriger Terme, in der Brugh~, Potenz-, Wurzel- und Log-
arithmenrvechnung. Das Rechnen mit Klammern, die Fakborenzer-
legung, des Gleichnamigmaghen von Briichen, der sichere Unm-
gang mit den Potenz-, Wurzel- und Logerithmengesetzen sind
die Schwerpunkte dieses Komplexes.

Die aufgefilhrten elementarmathematischen Rechenarten werden
im Studium vollsténdig verausgesetzt. Deshalb ist eine grind-
1iche Wiederholung und Reaktivierung der notwendigen Reghen~
fertigkeiten unbedingt erforderlich.

3.1. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division mehr-
gliedriger Terme

3.1.1. Grundlegende Begriffe und Satze

E Unter einem Term versteht man Ziffern, Variable und
arithmetische Verkniipfungen zwischen ihmnen,

® a,3+7,4+a,2—(3-a)b,a+b, (x+ 7)1t 8 oo

E Die Rechenoperation der hiheren Btufe ist yor der
Rechenoperation der niederen Stufe auszufihren,

® 2+ 3 +4m=2+12 =14,

Soll von dieser Regel abgewichen werden, sind Klammern zu
setzen.

® (2+3)-4=5.4=20,

[3] Einige Vorzeichenregeln
- (+a) == a
- (-a) = +a
(=a)(+b) = - (ab)
(+a)(<b) = - (ab)
(-a)(~b) = + (ab)
16
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Aufldsen

a+(b-¢)=2a+bd-o,

a-(b+e)=a~-b-oe,

a-(b-0)=a->b+o.
Setzen

Bemer 1:

Es kenn vorkommen, dsf innerhalb einer Klammer noch weitere
Klammern (runde, eskige, geschweifte,...) auftreten. Mehr-
fache Klammern werden i, a., von :Lnnon nach aufen aufgelost.

-[4+(2-3)3]=-[4+(-1) ] ==~[4=-3]=-1.

EI Mulbiplikation von me n Terme
1usuultipliziu_'_an

a(b + 0 +d) = ab + ac + ad,
(a+ b)(o +d) = ac + ad + be + bd,
(a + b)(0 = 4) = as -~ ad + bo - bd,
(a-—b)(o-d)-au—ad.-'bc+hd

 Ausklammern (Faktorenzerlegung)
» }sh3+3s3h 3 en(® + &%)
E Binomische Formeln

Fur reelle Zahlen a, b gilt:

(a + )% = a2 + 2ab + b°
(a—b)auaa-zabd-ba
(a+b)(a.-b)=a.2—b2

4 L




Division mehrgliedriger Terme dursh eine Zahl
(a+Db+0) :d-§+£-+£-; d %0,

[8] pivision zweier mehrgliedriger Terme
Bei der Division zweier mehrgliedriger Terme wird wle bei

der Division einer mohrstelligen Zehl durch eine mehr-
stolligo Zahl verfahren,

(682 +?a+2):(3a+2)-2a+1

(682 + 4a
uﬁ"——"—’ L3dal Sl b te

Rechenvorschrift:
(1) Ordnen der Glieder des Dividenden und des Divisors nach

fallenden Potenzen, 1
(2) Division des ersten Gliedes des Dividenden (6a2) durch
das erste Glied des Divisors (3a). 1
(3) Multiplikation des erhaltenen Quotienten (2a) mit dem
ganzen Divisor (3a + 2).
(4) Stbtraktion des sich ergebenen Produkts (6a% + 4a) vom ]
Dividenden. ‘
(5) Das Verfahren wird mit dem verbleibenden Rest des Divi-
denden so lange fortgefilhrt, bis die Division aufgeht
oder eln nicht mehr durch den Divisor teilbarer Rest
ibrigbleibt.

e (5+312+ﬁx) 1 (2 + 3x), -
) (3x2+8x+6)=(3x+2)-x+2 Rest 2
- (3 + 2x) :

6x + 6 =x+2+F%

e~

Q(d«lﬂu’\ - (Bx + 4) 1
2
|
|
18




3.1.2, Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
122-3[12+ (4-5)] +{-5-[4-2(5+12)] +4)
=12 - 3[12 + (<1)] +{-5-[4-2.17] + 4}
=12-3 M + {- 5=[=30] +4} =12 - 33 + 29 = 8,

Mﬁ* 2
(u + v)[v® - (3u - v)(2u + 3v) - (3u + v)(3u - 2v) + v°]

-(u+v)[u2-(6u2+?uv-3r2)—(9u 3uv-272)+v2]

= (u +v)[6v2— 4uy - 14u° ] = 6v° + 21172- 18u2v-‘14u3.

Beispiel 3: p
48u t [(~4u)(+3v)] - 4u[(-8uv) : (-2u)]

= (#&-Buzva) t (~12uv) - 4u(+4v) = - 4uv - 16uv = - 20uv.
Beispiel 4:
) Gu+wP-Gu-ow? -(§u+9v)<§u~9v>
% w2 + 6uv + 81V° - G »® - 6uv + 81v?) - F v - e1v)
= 81v2 + 12uv - a— u

b) % - 2abxy + baya = (ax - by)2.
o) 16u° - 2v2 = (4u + V2 v)(4u - V2 v).

Beispiel 5

a) (12a - 108%b + 9ab® + 14b7): (3a + 2b) = 4a2- 6ab + 72
- (1287 + 8a%b)

- 18a°b + 9ab® + 14b3
- (- 188%b - 12ap?)

21ad° + 1417
- (21a1® + 1413)

0

19
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)  (27%3 - 572 + 73x - 18) 1 (9x = 7) = 3x°-4x+5 Rest 17
- (27x3 - 2158)

= 3x2- 4x + 5+%

- 3% + 73x - 18
- (- 36::2 + 2Bx)
45x - 18
- (45x - 35)
17

Probe: (3xz-li-x+5 +9x—1_'L|7)(9x- 7)

3423

A3/1.

A3/2,

A3/3.

A3/4.

20

= (332 - 4x + 5)(9I i} ?) + 17
-2713_36:2+45x—213C2+28x*35+1?
= 27%> - 57%° + 73x - 18,

Ubungsaufgaben
Welche der folgenden Zshlen ist groper? Welche besitzt
den groPeren absoluten Betrag?
a= 3,5~ [(2|JI . 1'6) - (315 - 219)] - 0,3
b= (55+7,2) - {0,2+(3,6-1,4)
- [1,6 = (0,4 + 3,5)] + 9,1}.

Berechnen Sie -
a) (32 - 2x + 4)(2x - 5)- [(3x + 4)% - (4x - 3)7],
b) (10a2be* - 16ab%c> + 18a%b7c? - 4abZc’) : (2abe®) !

Geben Sie fur die folgenden Terme Produktdarstellungen
anl!

a) 4a° + 12ab + 9b2,

v) 64Q° - 3682,

o) Xy -x+1-~-7y.

Berechnen Sie mit Probe

a) (W -+ : (u-v),

b) (x3-4x2+6x-5) : (x - 2),

¢) (20v2 + 6a® - 13ab) : (2a - 5b),

a) (ax* + 813%) 1 (222 - exy® + 9y) 1
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3.2.1. Grundlegende Begriffe und Satze

£ mit Zéhler a ¢ ¥ und Nenner b ¢ N, b £ O.
Falle a < b, helpt % echter Bruchj

falls a > b, heift § unechter Brugh.
[2] Briiche mit gleichem Nenner heifen gleichnamig.

m Erweitern
fofl a4

Kurzon

Reghenregeln

I+

I+

g' o
o
o

ﬂhﬂ;omalu‘
m

u

]
ol
Ao

1]

o™
ole

Blolote cip ote ot ol

Bemerloung:

Fir die Addition und Subtraktion von Bruchen ist es erforder-
lish, dap diese gleichnamig sind. Das zweckméBige ,Gleich~
namigmachen" von Brichen erldutert Beispiel 3.

3.2.2. spiele und Anwend
Beispiel 1:
itern und Ki Yo tiche
.gsﬁ 0,005 - ‘100
a =
)3, 0,07 + 1000 % = 75

DR -2 %




Beisplel 2:
ition Subt: tion eichn.

+v
u u v u—v'

D By - =8 -2-%1; r—‘*%x—lm =dhs-vis

Beispiel 3:
Addition Subtraktion eichnamiger Briighe

Bild des H nenners (HN):

Der Hauptnenner ist das einfachste gemeinschaftliche Viel-
fache aller Teilnenner. Sind die Teilnenner naturliche Zahlen,
80 ist der Hauptnenner ihr kleinstes gemeinschaftliches Viel-

faches,

o) 153 - 8- % - 12 - %5 - At
:1212_-%2_-1:?%&;

Nebenrechnung: ?.%ﬂm&&@s Erweiterungsfaktoren
ler lellnenner
42 = 2437 2.3 =
8 m 2.2.2 = 23 3%.7 = 63
36 = 2.2.3.3 = 2°.3° 2.7 = 14

HN: 22.3°.7 = 504

b) §b - '12 E(‘IE -152:1,! Egb -3131.;% & ga(’la? ; -35!1:

_ (5b - 12 12 - b _ =12 - 5b 4 .
o Ea%i ?a. - §55 = 3&5‘ ga - EE; == &

Nebenrechnung: Zerlegung der Teilnenner | Erweiterungs-
faktoren
3ab - 56° = b(3a - 5b) | 3a
{L 92 - 15ab = 3a(3a - 5b) b

* HN: 3ab(3a - 5b)

R R e o —a

PO ST S s



2m 1
¢ —2———-3& - +
) o~ 2w + 1o - e B+
- 3o(3m + 4n) - -4n}+§3g-ﬂn)2= 21112+16n2 :

(3m - 4n)<(3m + 4n) (3m = 4n)“(3m + 4n)
Nebenrechnung: Zerlegung der Teilnenner Erweiterungs-
faktoren

9m2-21+mn +‘16n2 = (31:1-14’11)2 3m + 4n
9n®~ 160° = (3m+4n)(3m=-4n) | 3m - 4n
3m + 4n (3m - lm)a

HN: (3m - 4n)°(3m + 4n)

is Ll 42
likation und Division von Eruchen
2

§2+2§b+b2_g3b+ab33 8% + 2ab + b2)(a%b + abd
a)‘ a’ + a% a“ -1 (a" + &%) (a® - %)
._ELQELQEM_.(%i-bEb,Qb-sz

a“(a® + »*)(a + b)(a - Db) B8\8&= 8" - ab’
») 63:131_5%:2155=Eﬁ:~33§

=6(£+ n}ﬁx!g-ﬁwx!x-ax!_q_xz‘

2(xy - 5)3(y - 2x)5(x° + 3y)

Beisgpiel 5:

Doppelbriiche
4,“%1, 45-4-;113-3 EGE+? z

a) = y = = = = v . =
§e<ayy CEGRTE . e * S -0

16a +
= % R 2,
b) Die Rechnung verlauft zligiger, wenn man samtliche Glieder

des Doppelbruches sofort auf den Hauptnenner gller auf-
tretenden Teilnenner erweitert: ' :

3!-:‘-2\3

23



Nebenrechnung: Zerlegung der Teilnemner | Erweiterungs-
faktoren
9= 3 = 4
4=22 ¥
3=3 2.3 = 12
12 = 22.3 3
EN: 2°:3° = %

3.2.3. Ubungsaufgaben

A3/5.

A3/6.

A3/7.

A3/8.

-0,12 ‘ L—J—ra' 20%
e) '%:%Jv ks 20:b +24ab '
c).%i‘l-‘-ﬂzﬁ%ﬁid—'ﬁ
a -b ;
0F-2+3-F+ B v Liy2ehd
4 = £ =1
ompetnt aen? ) gegy

16a” + 8ab
| 1
oy g..‘;l"?z_, b) ¥ u , o&=Path b_a+h
4 - - ™ a° + b>
5 ;z' - ;z' 1+ Bt By
a =b

3.3. EBotenzrechnung

3.3.1

-

. Grundlegende Begriffe und Sdtze

ara-a* ,., +a = a® a reelle Zahl,

n Faktoren n=1,2,3,000

Es heifen: a Grundzahl oder Basis,
n Hoghzghl oder Exponent,

a® Potenz.

@ Spezialfalle: el =a, =0, 1" =1,




BRSBTS SR R SR
QX * G (416))< hw;zjf

Potenzgesetze: &J Y,
1] ‘
T " :
d | fE - Kaotle
-QE = an-m (a 4: 0)
a
an'bn.-:(a-'b)n
£ =@ 040
(an)m - al’:L-]II.

Die Potenzgesetze gelten auch beli Erweiterung des Potenz-
begriffes auf negative ganze Exponenten, einschlieflich
der Null, weil festgesetzt wird:

o]

a’ =1 (a % 0)
a® =Ll (a$0)
a

Bemerkung:
Die Potenzgesetze selten bei positiver Basis a auch fiir ge-

brochene Ehcponenten (m ganze Zahl, n = 1,2,...) und sogar
fiir reelle m:ponentan o, Es gilt: Z

m
B B . S .

Damit wird der Zusammenhang zu den Wurzelgesetzen hergestellt,

1
* Pl - -
LI IR L

3.3.2. Beisplele und Anwendungen
Beisgpiel 1:
a) 3* = 3.3.3.3 = 81, aver 43 = 4.4.4 = 64, also a® & n®,
b) Die gropte Zshl, die man mit 3 Ziffern schreiben kann, iat
99, domn'9 + 9 + 9. < 9:9:9 < 999 < 997 < (699 < 999 < ¢
9387420439. Un diese Zahl hintereinander aufzuschreiben,
25




braucht men einen Streifen Papier, der etwa von Leipzig
bis Helsinki reicht oder man kdnnte damit 33 Blcher mit
je 800 Seiten und 14000 Ziffern je Seite fiillen.
isplel 2:
* =8, (-0,1)=-0,0m

{_a)an T aZn (_a)2n+1 — .?n+1

Potenzen mit negativer Basis sind bel geradzahligem Exponen~-
ten positiv, bel ungeradzshligem Exponenten negativ.

Beispiel 3:

a) 23 . 5% = (2:5)3, %= @3 = (0,4)% = 0,084

Rl U

b) 23 « 2% = 27, = 273 & 2%
e) (22)* = 212;
a) 3° =1, 2‘3=£5=§, 0,12 = =L = 100,

@ - e (- B

Beisplel 4:
a) 0'8-3 s 0l5—3 o (018'015)—3 - (0’4‘)-3 - U;?w; e 1&05'2 =4 %‘
v) (572)3 . (23)2 =« 578 . 2% = 107® = 0,000001;
-3y2 -6 it . :

0)%:57}3=-:m=a“6'(12)-a"612=36;
d) (—2)‘3-—(-_-;-)-3-::?5:_%;

fi _4 - - —'3 = 1 - 1 = 1 = - 1
8) 5) ( 2) (_5)4 (_2)3 54(_253 5(2.5)3

“Aow =
2) (&b . ?j;{; oh

26
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Beispiel 5

6x’ '33 65=1y4 636'9-4::
% % 4x™ " (=y) Eaﬁ;' i; i

)3 x4
=5 s

Beisgpiel 6:

Produkte und Quotienten von Potenzen mit verschiedenen Basen
und verschiedenen Exponenten oder gar Summen und Differenzen
irgendwelcher Potenzen lassen sich nicht nach Poten: enzgesetzen
vereinfachen, Haufig sind eber Umformungen durch Faktoren—
zerlegung oder durch Anwendung der binomischen Formeln mog-
lich:

. v” ma® . u BB pa(a- ). b,

aﬁ ' .b12 & a5b2-6 - 3.6 - (b2)6 = (a - ba)ﬁ' \

2. (2302t .0, g em gm

a5+a5+a5=36.5,
ad + a2 =a.2+1+a.2=a.2-a+aaaa.(a+1),
n+3n+2 =3n(.]+32)_10.3n'

12::2y3 + 18ﬂ4 - 61372 = 2-2-3:-”2-’ o+ 2.3.3”2?2
- 23052 = ex(2xy + B2 - ),

258" - 646° = (50%)2 - (8b%)2 = (5a2 + 803) (582 - 803),

3.3.3. Ubungsaufgaben
13/9. a) 22 - (-2)3 - (-2)* + (-2)3,
b) 18(a = 1)3 - 3(1 - )3 - 16(a - 1)3 - 4(1 - a)3

. . + 301 - a)3,
=i 7
) 53 - S - =
A3/10. Berechnen Sie mit Hilfe von Zehnerpotenzen

0,001 . 120000 I
’



n 2 n~1 3
11. ‘|§g§£- 3 (x ~ 1) : 3b (1 =-x) :
Avanas) 2by” - 10a™(x + 1)=  8a""'(1 + x)

b) (a0 - v1m) (a2 - Ry,

w2, @) @33 @3, v) E‘_f .
w = 273 . (259 = 473 ax + ay)™*1 . B
i (%—) & 1 Shi (abx + aa.bs’)n-"I '
e)+) (a + ‘n)-g + (a + b)_z. ncd 3
43/13. &) ()2 + ()77, by S e

B'b-'q'c-q'

5 Ko
¢) 24703 ol

3.4. Meirechngg
3.4.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Ist a eine reelle nichtnegative Zahl und n eine positive
genze Zahl, dann versteht man unter

n
b =\a

diejenige nichtnegative Zshl b, fiir die d™ = a gilt.

{?a heipt n-te Wurzel aus a,
a heipt Radikand,

n heift Wurzelexponent,

b heift der Wert der Wurzel.

@ Entsprechend dieser Festsetzung sind die Glelchungen
P =aund b = QE (a2 0, b 2 0) gleichwertig, Daraus

folgt &E)n = a oder "G’u? = b, &, h, Potenzieren und
Radizieren (Wurzelziehen) mit gleichen Exponenten heben
einander auf,

® 18T = 3, denn * = 81, 3 3 0.
Obwohl auch (-3)* = 81 gilt, ist -3 keine 4te Wurzel
aus 81, dab =~ 3 < 0,
Die Wurzel ist nur fiir Werte b 2 O definiert.
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W e e e = OO - T e SO - ey - PN

e e TR Y T L (IR T A

n n

Spezialfalle: V0 =0, W = 1.
Da fgr Va = a gilt, wird das Zeichen | niocht benutzt,
Fir V& schreidbt men kiirzer Va (ohne Wurzelexponenten).

Wurzelgesetze

o Tx’)

Va-¥®=V""5 (220,20 N3
n
%E:Iv% (a 20, b>0)
3
V&)® = V& (a >0, m ganze Zahl)

n.
%a.m = %am'l’ (a > 0, p pos. ganze Zahl)

Vie="Ta- V¥ (az0)

Jede Wurzel 1lé8t sich als Potenz mit einem gebrochenen
(besser: rationalen) Exponenten schreiben.
Es gilt:

p el e

A

Cfﬁ(/g% { hiew M{{é

n

.Y

a b4

A

n —
Va = a& (a2 0, npositive ganze Zahl)

1=

aam = a® (a> 0, n positive ganze Zahl
m ganze Zahl)

a a
Mit !n und !n derf nach den Potenzgesetzen gerechnet

werden.

3.4.2. Beispiele und Anwendungen
Beisgpiel 1:

3 3

W5 = 57 = () = 5.

Beispiel 2:
Die Beschrankung auf Wurzelwerte b > O wurde eingefiihrt, um

das Radizieren zu einer eindeutigen Rechenoperation zu machen.

f/\/"wk,éay‘o_ G fga

29



Denn ohne diese Beschrénkung konnte man z.-B. dem Ausdruck
V& zwei Werte zuordnan, namlich +2 und -2, weil sowchl

(+2)% = 4 als auch (-2)2 = 4 ist. Damit wére aber das Wurzel-
ziehen nicht eindelitig.

Beisgpiel 3:
Ohne die Einschrénkung auf nichtnegative Radikenden a > O
bei der Definition der Wurzel komnte man z, B, fir die

‘Zahl -4 angeben, denn (-4)3 = - 64, Damit ergabe sich folgen-

der Widerspruch:

- 5% = Yoon)? = J6a2 = V% = 4.

Wurzeln mit negativen Radikanden sind nicht definiert.

Beispiel 4: ‘
-\} 2 My E IR o T )

; a” = |a| mit Ial'{afur S8

1}&2 = a2 = a ist pur unter der Voraussetzung & > 0 richtig.
In dem Ausdruck '\}az kann aber a selbst auch negativ sein.

Deshalb darf man nicht lejchtfertig Wu.rzal— und Potenzexpo-
nenten Waxﬂ.er kilrzen. Man muf sich vorher uberzeugen,
ob die Voraussetzung a.2 0 erfillt ist,

Beispiel 5:
4 - -+
a) 5.\[3“‘ 2V5 =7 VS!

3 By
b) V3 + V3 188t sich nicht weiter vereinfachen, ohne die
Wurzeln zu ziehen,

&) 15 - ¥ = 6% = 3 = 4,
3 3 3 % 3
DW= B30

*y L
3)%3%: f)%‘%’%!
O (B -1 =13 . 2 =27,

30
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n VP = (az0,b320),

PR I B )
a)%-@-B%?E-B%/ﬁ=353“3=33?3—8.
OB BB

wEB. A wF F B B 4 6
o 3 2
3 3 3 : 3

Beispiel 6:
tionalmachen des Nenners

Tritt im Nenner eines Bruches eine Wurzel auf, so 1&Bt man
diese in der Regel dort nicht stehen. Wie man den Nenner
rational macht, zeigen die folgenden Beispiele:

| a)%gﬁ\gzn%ﬁ, / el s pl, et Mesoen
6 . __6(2-13) = 82 - = 2
RPrs R ers - Tep R = SEE CER U

N2+ 23 _ (3¥2 + 213)2 218 +1 +12 _
0)3\1’5-2\5 (3V2 - 2V3)(3\2 + 23) . ﬁr-z.y’glz— S+2\8.

3.4.3. Ubungsaufgaben

13/14. 8) V5% VISF V2755, v) V2% - %,
©) VIZ5 + VIO - VED - VD, a) {108 - 1128 - 5D,
e) (V20 - VIZ)\2, £) (V35 + V213,

g) (42 + 5V3) (72 - 2V3), h)?éwz-ﬂ’é-vz.

A3/15. Stellen Sie die folgenden Briiche mit rationalem Nenner
dar!

o £ e 203 - B
a)3+V3' b)5-'\5' 0)_3\5_4v3--




8 3
1316, &) o T -, v -3, o ﬂ:. a)%
a

Aj/'l?'f) Jemand rechnet folgendermafen:

x=Vaa-2a+‘1-a=‘\f(a-'l)2-a=a-1-a=—‘1.

Fir a = 0 erhalt man jedoch x = 1. Wo steckb der
Fehler?

A3/‘18'!') Unbter welchen Bedingungen sind jeweils die folgenden
Wurzeln definiert? '
3 .
2) F, v) ¥, BRER
4
d) UE- y e) UI - a, f) UEB - z-

3.5, Logarithmenrechnung
3.5.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Sind a und b positive reelle Zanlen und b %1, dann ver-
steht man unter

n = loe;b a

diejenige reelle Zehl n, fiir die b™ = a gilt.

log, & heipt Logarithmus von a zur Basis b,
b heiPt Basis, |
a heipt Numerus,
n heipft Logarithmus, {
E Eni.;aprechend dieser Festsetzung und nach 3.4.1. sind die |
Gleichungen 1

n
n :
“ 'b=a,b=\faundn=log]amt a>0,b>0, b§1

gleichwertig. Sie sind jeweils nur nach einer anderen der
drei Gropen a, b und n aufgeldst. Man sagt, das Radizie-
ren ist die erste Umkehrung und das Logarithmieren die
zweite Umkehrung des Potenzierens. Also heben sich auch
Logarithmieren und Potenzieren bei gleicher Basis b gegen—

log., a
Bs gilt: b ©° =a und logy, (™) =n,

|

e |

seitig auf. ; 11
!




Bpezialfille:
log,1 = 0, da b° = 13 logbb

]
-2
f=1
o
o

-
I
o

Bemeriung 1:
Logarithmen sind Exponenten, die nicht notwendig ganze Zahlen
sein missen; sie sind im allgemeinen beliebig reell.

Logarithuengesetze /4
S —

1ogb(x-y) = logyX + logyy

lngb§ = logbx - logby
1ogbx°° = o« logyX (¢ bel, reell)

1

Aus. dem letzten Gesetz folgt fiur o = 7 der Spezialfall:

log, V& = 3
ogy, Vx = 5 logyx

Benmerkung 2:

Mit der Logarithmenrechnung wird eine Rechenart stets auf die
der nachstniederen Stufe zuriickgefilhrt. Darin besteht ihre
praktische Bedeutung,

Umrechnungsformeln fiir Logarithmen mit verschiedenen Basen

b

Log,x Z
108gX = Togya

[

Spezielle Basen:
Basis 10 ¢ log,yx = lg x heit dekedischer Logarithmus. |

Basis e = 2,71828... : log,x = ln x heift natirliéher &
' Logarithmus.

1g x = (1g e) (In x)
In x = (In 10)(1g x)

0,43429 . In x
2,30259 - lg x

Lulersih el ¥




18100 =1g10° = 2
g 10 =1g10" = 1
= 0

g 1 -1;10°1

® Mit lg 2,13 = 0,3284 gilt:
lg 21,3 = 1g(2,13+10)

1lg 2,13 + 1g 10
0,3284 + 1 = 1,3284
1g 2,13 + 1g 0,001
0,3284 -~ 3

1g 0,00213 = 1g(2,13-0,001)

allgemeins
I 1g x = 1g(x+10%) = 1g r+1g10¥ = 1g r+k 1g 10 = 1g r +k

lg r (1 g v < 10) heipt Mantisse, k heift Kennzahl. J

| [ﬂ a) Jeder Logarithmus besteht aus Kennziffer und Mantisse.
b) Numeri mit gleicher Ziffernfolge haben stets dieselbe
Mantisse,

o) Die Logarithmen der Numeri zwischen O und 1 haben eine
negative Kennziffer,

Bemexioang 3:
| Man f£ihrt numerische Rechnungen mit dekadischen Logarithmen

aus, wenn Produkte, Quotienten, Potenzen und Wurzeln mehr-
stelliger Dezimalzahlen auftreten, Rechenstabgenauigkeit
nicht ausreicht und ein elektronischer Rechmner nicht zur Ver-
fiigung steht,
Dazu ist eine W erforderlich, Diese enthalt

2 nur die Mantissen, da die Kennziffern der Logarithmen in je-
dem Falle leioht an Hand der Dezimalstellen zu bestimmen sind,

*
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3.5.2. Beispiele und Anwerdungen

a) logs 625 = 4, demn 5* = 625;
- 1

b) logg 0,5 "'}; denn B-j njgnjéa%=0,5;
. 8

¢) logygg 10 = ~12, denn 100% = V100 = 103

a) 1og§ (2) = - 2, demn (P2 =2

Beispiel 2:

a) log, (64+8) = log, 64 + log, 8 =6 + 3 = 9,

b)loga(%i) =105254-1Og28a5-—3=3' |

¥ =5 log 3,

&
=
®
n
S
u

log, 5% = 3 log, 5.

-J10-21 (a+o0),
‘n)1g(a+‘n)+215(a-b)-ils(na-h2)

=l8(§+b}(§-h)2_ls(52-52“5-1:)
a- = b a - D
-J.g\]aa-ba(a-b).
Belspiel 4:

a) Aufschlagen 4-stelliger dekadisocher Logarithmen gegebener
Numeri aus einer 4-stelligen Logarithmentafel,
1) a = 35,40: Kennzehl k = 1, Mantisse aus Tafel 5490,
also 1lg a = 1,5490;
2) a= 7,670t k =0, Mantisse 8848, also lg a = 0,8848;
3) a = 0,04910: k =~2, Mantisse 6911, also lg a =0,6911-2,
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b) Aufschlagen der Numeri zu gegebenen Logarithmen

1) 1g a = 2,8021: Ziffernfolge des Numerus aus der
Tafel 6340, Kennzahl k = 2, also
a = 634,0;

2) 1g a = 0,3139 - 3: Ziffernfolge des Numerus 2060, k = -3,
also a = 0,002060;

3) 1g a = 0,6493: Ziffernfolge des Numerus 4460, k = 0,
also a = 4,460,

Beispiel 5:
a) Bestimmung von lg 6,254 = x durch lineare Interpolation.
Aus einer vierstelligen Logarithmentafel entnimmt man fol-

gende Werte:

Numerus Logerithmus {
6,26 0,7966
6,25 0,7959
6,254 x

Tafeldifferenz (Mantissendifferenz) in Einheiten der
letzten Stelle: D = 7,

Zuwachs der zugehdrigen Numeri in Einheiten der letzten
Stelle: 10,

Zuwachs zum "zwischengeschalteten" Numerus: n = 4,

Unter der Annshme, dap der zugehdrige Mantissenzuwachs d
der Anderung im Numerus proportial ist (vgl. Bild 37/1),
ergibt sich: 7 1 10 =d & 4, also d = 5 + 4 = 2,8 ~ 3.
Somit ist:

0,7959
+ 3

lg 6,254 = 0,7962. ‘
Allgemein gilt: D : 10 =d : n, also d = % * n.
Vielen Logerithmentafeln sind Proportionstafeln beige-
geben, aus denen die Vielfachen von sofort abgelesen

J
I
werden konnen. 4‘
|
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Bild 37/1

b) Gesucht ist x mit lg x = 1,4172 bis zur vierten gultigen
Ziffer, Aus der Tafel entnimmt man folgende Werte:

Numerus Logarithmus
26,20 1,4183
26,10 1,4166

X 1,4172

D =17, d = 6, Aus der Proportionsgleichung von Beispiel 5a)

ergibt sich n = 19-5'—-‘-1- - %-7@ ~ 4,
Somit ist:
26,10
+ B3
x = 26,14,
Beispiel 6:

a) x=160,6-0,2856.0,006998 = a+b - g,

lgx=1lga+1lgb + 1lg c.
lg a 2,2057

lg b 0,4558 - 1
lg ¢ 0,8450 - 3

lg x

3,5065 - 4
0,5065 - 1

x = 0,3210,
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b)

c)

5 s 3
x = \0,000028 = \a = a7,
lgx:%lga.
lg a 0,9556 - 3
2,9556 -~ 5 b
lgxl 0,5911‘-1 I x = 0,3900.

Beispiel 6b) zeigt, daf die negative Kennziffer oft erst
umzuformen ist, damit die entsprechende Rechenoperation
ausgefiihrt werden kann.

x = 16,24" = a", 1g x = 1g a,
' lg(lg x) = 1g = + 1g(lg a).

1g a 1,2106

1g(lg a) 0,0830

g = 0,497 | +

1g(lg x) | 0,580 | = 1g x = 3,803, x = 6353.

Bel umfangreichen logarithmischen Rechnungen achte man
auch auf zweckmafige und schreibarbeitsparende Anordnung,
Das Aufsuchen des Numerus von Zwischenresultaten ist iiber-
f£lissig, wenn mit dem Logarithmus weitergerechnet wird,

lgx:(lgaa-%:bb)-(a 'lgc+%1gd) = Z - N,
lg a 0,8657
igb | 1,639 || +
21gv | o,8185
z | 1,6842 1
lg ¢ | 0,9823
21gc | 1,96467 ¢
ilga | 1,2601| +
31ga | 04200
N | 2,3846
lg x = 0,29% -1, x = 0,1993.
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3.5.3.
A3/19,

A3/20.

A3/21.

A3/22.

‘3/230

A3/24.,

Obungsaufgaben
Losen Bie die folgenden Gleichungen nach den Exponen-
ten auf:

a) =16, v) &’ =x, ¢)x% =1, a) BE =8 I

Bestimmen Sie x aus folgenden Gleichungen:

a) 10521'5i b) 105x25-2. ) 1“3;“" |
d)logxo,oooom--s. 0)10&1-0’

Wehden Bie die Logarithmengesetze an!

%
a) 189;75' b) 16 (B), o) 18 (a2 - ¥?),

d) lg 2a + 2 1g b + 2 1g 2¢,
e) 1g § + 1g (av) - 2 1g (a - b),

:I.')%log (a2+b2)-§1.05 (a-b)-%log (a + b).

Bestimmen Sie x !

6) x =1 0,075,  b) 1g x = 0,6042 - 3,

c) 1g 2,345 = x, d) 1g x = 0,0086 - 1,
Berechnen Sie logarithmisch unter Verwendung einer

vierstelligen Tafel!

e) 628 - 2,349, b) (§489dr)°, oﬁiﬁgﬁ.

Berechnen Sie ln 17, wenn lg 17 aus einer 4-stelligen
Tafel entnommen wird! .

43/25%) Vereinfachen Sie weitestgehend

__ og, (5) Logy (7 &%)
Llog,a

(&>, D%, y»0)1
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4, Gleichungen

In diesem Abschnitt sind die gebrauchlichsten Gleichungs-
arten zusammengestelltb.

Sicherheit im Lésen von Gleichungen gehdrt zu den Grundvor-
aussetzungen fir ein Hochschulstudium. Nicht nur in der
Mathematik, sondern praktisch in allen Lehrgebieten werden
mittels Gleichungen analytische Zusammenhange hergestellt
und untersucht.

Deshalb ist die Reaktivierung der EKenntnisse und Fertigkeiten
im Umgang mit Gleichungen in dem in diesem Abschnitt aufge-
zeigten Unfang fir den Studienanfanger von besonderer Be-
deutung.

4.1, Proportionen

4.1.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Besitzen zwel Verhaltnisse a : b und ¢ : d den gleichen
Wert, so nennt man

atb=o0134d
Verhaltnisgleichung oder Proportion.
Bemerkung:

In einer Proportion milssen natiirlich b 4 O und d % 0 voraus-
gesetzt werden.

In jeder Proportion ist das Produkt der AuBenglieder
gleich dem Produkt der Innenglieder:

a-d=>b-.¢ J
heift Produktgleichung,
Mit a : b = ¢ : d gelten auch die Proportionen
d:b=c:a aszc=b:rd, d:c=Db: a,
£ = § ist gleichbedeutend mit & = ck, b = dk, k heift
Proportionalitatsfaktor.

ay ! 'n,] : cq‘ =8y ! ‘n2 t ey heift fortlaufende Proportion
und ist gleichbedeutend mit ay = aak, b1 = b2k' ¢q = cak,
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[:6] Zwei Gropen x und y heifen zueinander direkt proportional,
falls y = kx gilt. Sie heifen indirekt proportional,
falls y = k - 3 gilt.

4.1,2. Beigpiele und Anwendungen

Beispiel 1:

Zeilung einer Strecke

Eine Strecke a = 4,68 m soll im Verhdltnis 7 : 2 geteilt
werden, ;
XxX1y=27:2; xa7k,y=u2k} x+y=28a 9 =a,
k== Bo052m x=36tm y=10n
Beispiel 2:

Besti der vierten Proportionalen

Ein Kraftfahrzeug hat einen Benzinverbrauch von 8,9 £ auf
100 km, Wieviel km kann es mit einem Tankinhalt von 44 £
fahren?

Losung: 8,9 : 100 = 44 : x, 8,9x = 44 .100, x = 494,138.
Es konnen also rund 494,4 km zuruckgeleght werden,

Beispiel 3:
Prozent- und Zinsrechnung

b:a=p 1100 | b Prozentwert, a Grundwert, p Prozentsatz.

z ¢t a=pt 100 | =z Zinsen, a Kapital, p Zinssatz.

4.1.3. Dbungsaufgaben

A4/1. Welche Zahl 1apt sich so in drei Summanden zerlegen,
dap diese im Verhaltnis 23 : 11 : 7 stehen und der
gropte von ihnen die Summe der beiden anderen um 100
bertrifft? Wie grof sind die Summe und die Summanden?

r

r

I A4/2. Wieviel Zinsen bringen 1250,~ M in 6 Jahren, wenn das
: verliehene Kapital mit 3 % verzinst wird und die Zinsen
) am Ende eines jeden Jahres vereinnahmt werden?
F
|
|
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A4/3, Bin Dreht mit der Lénge £, = 400 m und dem Durchmesser
a, = 4 mm hat die Masse m, = 36,7 kg. Wieviel Meter
Draht aus dem gleichen Material, aber vom Durchmesser
d2 = 6 mm besitzt die Masse m, = 90 kg?

A4/4, Bestimmen Sie das arithmetische und das geometrische
Mittel der Zahlen 18 wd 2.  Bejias (3H wmdl ofic

4.2, Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten Ferhe b wise
4,2,1. Grundlegende Begriffe und Batze féabl\ ,'!

Eine Gleichung heift linesre Gleichung fiir eine Unbekann~
te x, wenn sie sich durch Aquivalente Umformungen auf die

Form

ax + b =0

bringen 18ft,
Aquivelente Umformungen sind:

1. Zusammenfassung entsprechender Glieder, die auf der-
selben Seite der Gleichung stehen.

2., Addition oder Subtrektion derselben Zahl oder dessel-
ben Terms auf beiden Seiten,

3, Multiplikation bzw, Division beider Seiten mit bzw.
durch dieselbe von Null verschiedene Zahl.

Fir a ¢ 0 besitzt die lineare Gleichung die einzige

Losung: X = - 2.
® 3x+7=5523
Bxi+7=x+§ |= x =7,

EZE-JE' |:2|
-:El,

Durch pichtéguivalente Umformungen kénnen Losungen verschwin-
den oder hinzukommen.

Bei der Division beider Seisen einer Gleichung durch eine

x

_Variable oder ein Term, muf der Divisor stets ungleich Null

sein, Es ist dabei darauf zu achten, daB keine Werte ausge-
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schlossen werden, die eine Ldsung der Ausgangsgleichung sind,

® x(x-7)=x(x~3) |:tx (x
X=7 max=-3 ist unldsbar,

Aver: x(x - 7) = x(x - 3),
xa - ?x = 12 - 3x,
-4x =0,
x=0 ist die Ldsung der Ausgengs-

gleichung,
Bei der Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit
einer Variablen oder einem Term kommen die Werte als Losung
hinzu, fiir die die betreffende Variable oder der Term gleich

 Null wird.
@ X=-1 =x besitzt keine Ldsung,
x=1 =x]|.(x=~1),
(x=1)(x=-1) = x(x - 1),
x2-2x+1 =x2-x,
x=1.

x =1 ist aber keine LOsung der Ausgangsgleichung, demn
die Probe ergibt: 1 - 1 1.

IR iRy S, - 7 =8 IR

’ 4,2.2. Beispiele und Aggg_ ndungen
, Beispiel 1: ;
| JX_"B_J.E 5 %_"" =12 |. 6,
2(3x - 19) - 3(x - 4) = 72,
6x - 38 - 3x + 12 = 72,
. 6x-3x=38-12+?2,
3x = 9‘89
F x = %.
| Beispiel 2:

r 4::-1 32%_2_ ;_-_f

r Multipliketion mit dem Hauptnemner (3x + 2)(3x - 2) 4 O:
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(4x - 1)(3x = 2) - (2x + 5)(3x + 2) = 622 + 7,
125% - 3x - Bx + 2 - 6x° ~ 15 - 4x - 10 = 62> + 7,
—301='15,
x =~ 3.

Da x = - % die obige Bedingung (3x + 2)(3x - 2) % O erfiillt,

liegt damit die (einzige) Losung der Ausgangsgleichung vor.

Beispiel

R Fixsn

Multiplikation mit dem Nemner (x - 1) & O:
2::2-2=Jca-x+(x+1)(x—1),
21(2-2=x2-x+x2-1,

X = 1.
Da x = 1 die obige Bedingung (x - 1) #% O nicht erfiillt,

sitzt die Gle ichm-g’l{_g%luwg.

Beispiel 4:
et (240, b40),
Fir (1 - bx) 0 und (1 - ax) % 0 gilt:
a(1 - ax) = b(1 - bx),
a - azx =b-b2x,
(b2 - aa)x =b - a.
I, Fall: Fir (b2 - a2) % 0, also b2 4 a° gilt:

b= - a

be-

Fiir b2 = a° gibt es zwel Falle, namlich b = a und b = - a.
II. Fallt Fir b = g gilt O « x = O, Jede reelle Zahl x ist

Lbsung der Gleichung, ausgenommen X = % =5

III, Fall: Fir b = - 8 gilt O « x = -~ 2a + 0, Deshalb be-

sitzt die Gleichung in diesem Falle keine Losung.



Dieses Beispiel zeigt:
Zur Ben'l;immu.ng der Losung einer Gleichung ist oft eine Fall-

i T, T e, S SR e e e AR

e ol

untersoheidung erforderlich, Denken Sie immer daran, daf zu
;Iod.er mathematischen Aussage die Kenntnis des Giltigkeitsbe-

reiches gehdrt, Hier sind dies die Losbarkeitsbedingungen der
Gleichungen.
Beisgpilel 5:

Beispiel fiir das Ldsen einer Sachaufgabe

Jon zwel Orten A und B, die 140 km voneinander entfernt sind,
fahren zwel Lastwagen einander entgegen, der erste mit der
Geschwindigkeit 60 km/h, der zweite mit 45 km/h, Die Abfahrt
erfolgt gleichzeitig., Wann und wo begegnen sie sich?
Entfernung zwischen A und B: 8 = 140 Xm,

Geschwindigkelt des 1. Wagens: v, 60 km/h,
Geschwindigkeit des 2. Wagens: vy = 45 km/h,

Fahrzeit beider Wagen bis zur Begegnung: t,

Weg des 1. Wagens bis zur Begegnung: 59y

Weg des 2. Wagens bis zur Begegnung: s,.

n

8 = v,lt, 8, = vat, 84 + 85 = 8,
8= vyt + ot = (v + Vp)¥,
140 km

V'l"" m '511 80 Minuten.
9 2

4
Darau!olgtnqsso%-jhaaom und

t =

o = 45 58 §h=601m

4.2.3. Ubungsaufgaben
A/5, (x+1)(x+a) +b=2a+ (x+2)(x+b).

M/s.ilaf—i-ﬁ—“-,’"—z+3=o.
w/, WESY - gt gy Mo irl

14/8.%5-'%(1-&)‘).
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Alt/9, Losen Sie die folgenden Formeln nach den angegebenen

Gropen auf:
B, - 8
a)v:ﬁ, nach s, und t,;

. L
b)JSEn;L_'_H;, nach n und R, |

A4/10, Auf einer Auslendsfahrt sind Sie gezwungen, an einer
Tankstelle zu tanken, die keine Mischsdule hat. Der
-Tank ihres Autos fapt noch 21 Liter, das Mischungs-
verhdaltnis mup 1 : 50 sein,
Wieviel Liter Benzin und wieviel Liter 0l sind zu
tanken, wenn der Tank voll werden aol}?

A4/11, Welche Zeit bendtigt ein mit konstanter Geschwindig-
keit von 48 km/h fahrender 10 m langer Omnibus, um
beim Uberholen einer Zugmaschine mit zwei Héngern von
insgesamt 15 m Lénge an dieser vorbeizufahren, wenn
deren konstante Geschwindigkeit 36 km/h betragt?
Welche Strecke hat der Omnibus dabei zuruckzulegen?

4,3, Quadratische Gleichungen
4.3.1. Grundlegende Begriffe und Sabze

Eine Gleichung mit einer Unbekannten x heift eine gua-
dratische Gleichung, wenn sie sich durch Umformungen
auf die Form

:Ca+px+q_--0

bringen 1lapt.
Die Losungen der quadratischen Gleichung werden mit der qua-
dratischen Erganzung gefunden, Man bildet unter Anwendung
der binomischen Formel

¥ +px+q=0, x2+px+(§)2-(£)2+q=0,.
(x+8)2=®2-q,
Vix + B2 = VB2 - q mit B -azo0.




Nach Absehnitt 3.4.2., Beispiel 4, 188t sich sus der linken
Seite die Wurzel ziehen:

Ix + Bl = VB2 - q.

Die Aufldésung des absoluten Betrages liefert:
x+§=\}(£)2-q fir (x+%) 20,
-(x+ %) .\/5)2-.1 fir (x+%) <o,

Daraus folgen die beiden Lsungen (auch Wurzeln genannt) der
quadratischen Gleichung:

4 =B VBT -0 wa % =-3- @2

@ Die Lésungen einer quadratischen Gleichung werden nach

folgender Lésungsformel ermittelt:
x2=-BsUBZ - q

D@mmn=(§)2-qnowtggmw,mutfﬁr
die Anzshl der existierenden Ldsungen entseheidend:
1. D> 0: zwel verschiedene Lésungen Xy und
2. D = 0: eine Lisung x, * 3 (Doppolwurzol),
3. D < 0: keine reelle Losu.ng

[4] Pine Rechenkontrolle ist mit dem YIEPAschen Wurzelsatz

moglich:
x1+;|;2u-p, Xy X = q.
Es gilt:
Looeea=a - (v xr % exp = oo xyxonx expx,

-x(x-x-,)-xg(x-x.,)-(x-x-l)(x-_xg_

E Liegt eine guadratische Gleichung in der Gestalt
(x - a)(x - b) = 0 vor, so kann man ihre I.osu.ngonr..‘ = a
und X, = b sofort ablesen.
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4,3,2, Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
!2 -x=-2=20,

1
I
5 T
o=
-
|+
/i-\
o=
A4
n
I
~~
1
n
o
n
[
I+
+
n

i -
1 q STV
32332 =2 m=-
Rechenkontrolle: ¥q + X, = 2 = 1 = 1=-0p,
x_,] . x2 u=-2=4q,
Beispiel 2: )
452 - 4x +1 = 0,
x2- x+;‘r=0,
] 1 1 1
m2 tpaVE sy ¥ Sh et g (ol
wurzel);
oder: 4x2—4x+1=(c:x-1)2=0,
|2x - 4| =0,
=(2%¢~1) =0 nnd 2x-1=20; X0 =% (Doppelwurzel).
Beispiel 3:
22 4+ 2x + 1 = 0,
2
x2+ x+%=0, D:%—q:%-%:-—%<0,
also besitzt die Gleichung keine reelle Losung.
Beispiel 4:
) 42 =25 =0, o =22,
’
Ixl =% x4 =% %=-3
b) ¥ - 6x = o,
x(x - 6) = 03 X =0, x =6,
¢) (2x - 3)° = 49, (Die linke Seite der Gleichung
l2x - 3| = 7 wird nicht erst ausmultipli-
y ’ ziert!)
fur 2x ~ 3 =01 2x -3 =, x = 5,
fir 2x - 3<0: -(2x-3) =7, X =-2.
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Be ie :

(x=3)(2 =~ 3x) =
Die Gleichung braucht nicht susmultipliziert zu werden., Ein
Produkt ist genau denn gleich Null, wenn mindestens ein
Faktor gleich Null ist.
Aus diesem Satz folgt:

(x-3)=0, ;y=3% (-3=0, x,=5
Beigpiel 6:

X - 6x+ 4 =0,
X,2=3+W=-%=33:15,
x4 =3+V5'=u5236‘l
x, =3-15=~0,7%39.

Die Probe wird mit den exakten Werten, nicht mit den N&he-
rungswerten durchgefithrt:

(3+V5)%2-6(3+15) +4 =0,
9+65+5-18=-6\5+4=0,
0'=10,
Beispiel 7:
Fiquadratische Gleichung
4-29x2+100=0.
Man setzt z = x2: 22 - 29z + 100 =
2 o = -29 1@ - 100,
o O T '2" 3q = 25, 8y sh.
%, =25, dh, L=25 % =5 x,=-5

3y = 4, 4., = 4 Xy =2, X =-2.

Beispiel 8:

Zwei Drahte, deren Widerstdnde sich um 71 Ohm unterscheiden,
ergeben bel Parallelschaltung einen Gesamtwiderstand wvon

% Ohm, Wie grop sind die Einzelwiderstande?
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Egs sind bekannt: Gesamtwiderstand bel Parallelschaltung

r= %— Ohm,

Differenz der beiden Widerstande d = q Ohm,
Es 5ind unbekannt: Widerstand des 1., Drehtes: x,

Widerstand des 2, Drahtes: y.

Es gilt: ;i- - 9‘( = % (nach Aufgabenstellung),
gryeg (Parallelschaltung).
y=x+4d, ;I_c"'i_}ﬁ'_‘%‘ (2x + d)r = x(x + d),

%% + (4 - 2r)x - ar = 0, xz-%x-§=o,

5 o=tsE+8 mo=dsd

xq = 1 Ohm, x2=-§01m.

%, < O kommt als Losung dieser Aufgabe nicht in Frage.
¥ =71 Ohm und y = 2 Ohm ist damit einzige LOsung der Aufgabe,

4,3.3. Ubungsaufgaben
M2, B - gx +d=0. M3 FEEE Ao I 2

Me/14, 9xP -~ 12x + 4 = 0, M4/15. ¥ + 2x + 5 = 0,
Ai/16. a) (ex + b)(ax - b) = 0,
) € - (5-VB)x+6- 32 =0,
c)+) ¥ - 6|lx| + 8 =0 (Pallunterscheidung!).
w/a7. £+ 3% 4= 0. /8. 2x - 21K + 10 = O,
M_/‘I‘Bf) Lisen Sie die Gleichung &> + -% + x =0 (x % 0) nach
a auf! Flir welche Werte von x besitzt die Gleichung
reelle Losungen?
A4/20, Bestimmen Sie die quadratischen Gleichungen mit den
Wurzeln:
8) 23-3, b) 0j1, o) 3+V%; 3-V2, Q) ALy &=,
A4/24, VWenn man den Durchmesser eines Kreises um 3 om ver-
gropgert, so wird dew Fldcheninhalt des Kreises ver-

doppelt. Wie grop war der Durchmesser des urspring-
lichen Kreises?
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4.4, Wurzelgleichungen

4.4,1, Grundlegende Begriffe und Sitze
Gleichungen, in denen die Unbekannte x im Radikanden einer
Wurzel auftritt, helfen Wurzelgleichungen.

@ Die auftretenden Wurzeln konnen durch ein- oder mehr-
maliges Potenzieren der Gleichung beseitigt werden,

Durch das Potenzieren der Wurzelgleichung konnen sich
Losungen ergeben, die die Ausgangsgleichung jedoch nicht
erfiilllen. Solche ySgheinlosungen" sind durch Einsetzen in
die Ausgangsgleichung auszuschliefen., Die Probe ist damit
nicht nur Rechenkontrolle, sondern zur Ermittlung der
tatsdchlichen Losungen logisch notwendig.

4.4.2, Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
a) VX +5-5=0, Probe: ¥ - 10 +5 -5 = 0,
UE b 5 = 5| W; = 5 = o!
2x + 5 = 25, 5~-2=80,
x = 10' v 0 =o0.
Losung: x = 10.
b) VX +5+5=0, obe: 25 + 5 & 0.
V&x + 5 = - 5, x = 10 ist also keine Losung der
2x + 5 = 25, Ausgangsgleichung, Daf die Glei-
e = 10. chung keine Losung besitzt, hatte
man sofort erkennen konnen, da
ﬁ + 5 2 0 sein mup,
Beispiel 2: '
w-\&=-1T = VPx-1,

(& - &=N2 = (& =T1)2,
x-2FKE-T+x-1=2x-1,
-2 V(x=1)
4x(x - 1)

now

‘O _O
#
u
_O
N
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Probe: X, = 0: 0 - VT = V=T nicht definiert.
x; =11 W= V0=,
41 =1,
Los x =1
Beispiel 3:
VX + 13 + \3x - 17 = & + 0.
Quadrieren: 2x + 13 + 2y(2x + 13)(3x - 1/) + 3x - 17
= x + 30,
Ordnen: 2V(2x + 13)(3x - 17) =-4x + 34,
Division durch 2: V(zx + 13)(3x = 17) ==-2x +17,
Quadrieren: (2x + 13)(3x - 17) = 4 - 68x
+ 289,
Ausmultiplizieren und ordnen: 23(2 + 73x - 510 = O,

x2+-721x-5-159=0,
x) 2= - B £ VIR « 52,

x =6 x=%2

Probe: X; = 6: V25 + A ='V$,
5+ 1 = 6,

x = B 98+ VL 412,
Losung: x = 6.

4.4.3. Ubungsaufgaben

A4/22. x + \A(_E - 25 . 25,

M/23, X+ X+ 3 =1Vx+ B,
/24, Yk + 2 + \BX * 7 = 4.

/25%) Va-x-W-x:H.
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onenti eichunge: L ithmische Gleich

4.5.1. Grundlegende Begriffe und Satze

[I] Gleichungen, in denen dle Unbekannte x im Exponenten
einer Potenz oder einer Wurzel auftritt, heifen Exponen-
tialgleichungen,

X+
® 2X=16, ar* = %, —m = 100,

Gleichungen, in denen die Unbekannte x im Numerus eines
Logarithmus oder als Basis eines Logarithmus auftritt,

heipen logerithmische Gleichungen.
® 1g(3x - 1) = 0,301, log, ¥ =2, 1lg5 +1g2*-1=0,

Exponentialgleichungen und logarithmische Gleichungen ge-
horen zu den transzendenten Gleichungen, die sich nur in
einfachen Fallen nach der Unbekannten aufldsen lassen, In
allen anderen Fallen sind Vaherungsldsungen erforderlich,

Dieser Abschnitt beschéftigt sich nur mit den einfachsten
Formen dieser Gleichungsarten,

Einfache £xponentialgleichungen konnen durch Logarith-
mieren zelGst werden, wahrend bel einfachen logarithmi-
schen Gleichungen Exponieren zum Ziel filthrt.

Bel der Ldsung von Exponentialgleichungen und logarith-
mischen Gleichungen ist die Probe durch Einsetzen der
gewonnenen Werte in die Ausgangsgleichung logisch not-
wendig.

4.,5.2, Beispiele und Anwendungen
Beispiel 1:

onenti eichungen

a) . %.
16 3° = 1g 3,
xlg3=1l]g1~-1g 9 = -215 %

Bl 5 ables 5 Sl 3 bl
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%1852=13q.
1 82 -1z 22 _ 0,0
X E — U%'
x = 0,1677.

Brobe: linke Seite: &@E - (%Z)U,"‘FGW'
ooy & 53 = 54888 = 0,3309.

rechte Seite: lg 1? = 0,3310,

Die Losung x = 0,1677 wird bestatigt, die auftretende
Differenz in der Probe resultiert aus den Rundungsfehlern
der Logarithmenwerte.

o) @*7 = 5™,
@7 = @23,
(x - 7)1e & = 2(x + 3)1g 2.

Da 1g £ = lg(gt)"' == g §, folgh aus der Gleichung:
(x=-7) ==~ 2(x + 3),

=i

1
Probe: linke Seite: (%)3-? = (§)-23<2 = (E)%2

10 20
rechte Seite: (:2[2)%*3 e @)2(_3-) = (E)T.




Beigpiel 2:
Logarithmische Gleichungen
a) 1053 9x = 5,
log, 9x
3 27 =3,
9x = 35.

Enggﬁngz.

Probe: 1033 243 = 1053 35 =5,

b) log, & = - 6. Nach der Definition des Logarithmus ist
diese Gleichung gleichwertig mit

x-6=&;,
x'6=-§g=2_6, d.h. x=2.
3
Prove: log, g = - 6, denn 2 =5'|5.—.a;.

c) 2 1g(x - 1) = 1g(x + 5),
102 1g(x~1) = 1018(x+5)'

(x—1)2=x+5,
¥ -3x-4m=0,
nasd s Fedad
x13'q-, ==1,
Probe:
| X =4 21g3-1g9=213-13¥ =21g3-21g3 =0,

X, = - 1: entfallt als Losung, da 1g(-1-1) = 1g(~2) nicht
definiert ist.

Einzige Losung: x = 4,

4.5.3. Ubungsaufgaben
a4/26, a) 21 = 3, ) 3% . 929,

M/, 27 = 4¥*3 /08, (%)”‘+2 = (30
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A4/29. a) log, 243 = 3,
1
b) los_x Sk e
A4/30. 1g x° = 1¢ x + 6.

'l\ = + ,'E_‘ .
/3. 1s(x—f-z; - 1) = lglz—==) - &lx +4)



5. Ungleichungen

Dieser Abschnitt dient der Reaktivierung von Grundkenntnissen
iiber Ungleichungen und der Herausbildung von Rechenfertig-
keiten beim Umgang mit linearen Ungleichungen einer Variablen,

Diese Voraussetzungen werden unmittelbar zu Studienbeginn bei
der Behandlung komplizierterer Ungleichungen bendtigh., Da die
Rechenregeln fiir alle Ungleichungen gelten, ist es wichtig,
dap Sie den Umgang mit diesen Rechengesetzen am Beispiel des
einfachsten Ungleichungstyps lben und festigen.

Ungleichungen werden u, a, zur Bestimmung und Kennzeichnung
von Definitionsbereichen und Intervallen benutzt, Diese An-
wendungen sind fiir den Studienbeginn besonders wichtig (vgl.
auch Abschnitt ,Elementare Funktionen').

5.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Ungleichungen sind Ausdriicke, in denen die Zeichén
kleiner als

groper als

gleich oder kleiner als (hochstens gleich)
gleich oder groper als (mindestens gleich)
vorkommen,

M’
Steht zwischen zwei Ausdriicken das Zeichen 5 oder 4, 80 wird

damit nur angezeigt, def die beiden Ausdriicke verschieden
voneinander sind. Es handelt sich nicht um Ungleichungen im
obigen Sinne,

Werden Terme durch obige Ungleichheitszeichen verbunden, so
liegen Ungleichungen mit Variablen vor. Im folgenden werden
nur Ungleiohungen mit einer Variablen betrachtet.

A

>
s
>

=

® 32a+1>-2 (1)
x2+x—6='0, (2)
2u g 3u+ 5, (3)
== =x> 1, (4)
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[E] Losungen einer Ungleichung mit einer Variablen sind alle
Zahlen, die die Ungleichung erfiillen (d. h. die Ungleichung
gu einer wahren Aussage machen).

Die Gesamtheit aller LUsungen bzgl. des gegebenen Grundbe-
reiches der Variablen heift LUsungsmenge der Ungleichung.

EI Zwei Ungleichungen heiBen dquivalent (oder gleichwertig),
wenn 8ile dieselbe LUsungsmenge besitzen.

Das Auflisen einer Ungleichung erfolgt durch schrittweises Um-
formen in einander Hquivalente Ungleichungen. Diese Hgquivalen-
ten Unf. en werden mit dem Ziel durchgefiihrt, die Variable
zu isolieren.

In diesem Abschnitt sollen nur Ungleichungen der Form
ax +b >0 bzw, ax + b 2 0 (mit a ¢ 0) sowie zu diesen Formen
dquivalente Ungleichungen geltst werden.

E Fiir das Unformen von Ungleichungen gelten die folgenden
allgemeingiiltigen Regeln:

1. In einer Ungleichung darf man auf beiden Seiten die
gleiche reelle Zahl (oder Term'’) addieren oder sub-
trahieren;

d, h,, aus a < b und ¢ beliebig folgt:
at+toc<b+oe.

2, Eine Ungleichung darf man mit einer positiven Zahl
multiplizieren oder durch eine positive Zahl dividieren;
d, h,, aus a < b und ¢ > O folgt:

a+c<b-.c oder %<-§.

3. Wird eine Ungleichung mit einer negativen Zahl multi-
pliziert oder durch eine negative Zahl dividiert, so
kehrt sich das Ungleichheitszeichen um;

d, h., aur a < b und 4 < O folgt:
a.d>b.d oder §>2

UDer Term muf natiirlich im gleichen Grundbereich (z. B, Menge
aller reellen Zghlen) wie die Variable der gegebenen Unglei-
chung definiert sein. : :
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Bemerkung 2:
In der Regel 3. liegen die eigentlichen Unterschiede im Rech-
nen zwischen Gleichungen und Ungleichungen,

E Ungleichungen zur Kennzeichnung von Intervaileg

Darstellung . Bedeutung
abgeschlossenes Intervall lMenge aller reellen Zshlen
agxXzhb oder [a.‘b]ﬂ von a bis b (einschlieflich

—& —e a und b),
a b <
offenes Intervall Menge aller ‘reellen Zahlen
a<x <D oder (a,b) zwischen a und b (aus-
o —_—— schlieflich a und b).
a ' & X
halboffenes Intervall Menge aller reellen Zahlen
a £X<b oder [a,b) zwischen a2 und b (ein-
® O—» schlieflich a, aber nicht b).
a b X
5.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
Es sind alle reellen Zahlen x gesucht, die diec Ungleichung
2x - 3 < x + 1 erfiillen,

Die Lisungen der Ungleichung werden durch aquivalente Umfor—
mungen unter Anwendung der Umformungsregeln ermittelt,
2x -3 <x+1 |+ 3,
2X < X + 4 |- x,
x<h,
Alle drei Ungleichungen sind einander aquivalent; die letzte
liefert dic Lésungen: die Ungleichung wird von allen reellen
Zahlen x erfiillt, fiir die x < 4 gilt. Damit lautet die Li-
sungsmenge L:
L= {xlx el? und x < 4} oder L = (..m'q.).

”In der Schule wird dafiir die Symbolik <a;b) verwendet.
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isplel 2:
x + % £ 2x + 1. Gesucht sind alle ganzzahligen Losungen die-

ser Ungleichung.

x+'g-gac+1 |- 2x,

~x+ 3z - 3,
-xg-% |t (<),
I;%.

Die gesuchte Losungsmenge L lautet:
L={x|x«Gudxz3}=1{1,23...).

Beispiel 3:
%x+3>x und x € R.
1

-zx+3>0,
3x -3,

x>~ 6.
Liosungsmenge L = {x| x ¢« Rund x > - 6} oder L = (=6,+w).
Fir diese Ldsungen soll die Probe durchgefiihrt werden. Zu
diesem Zweck schreibt man die Losungsmenge als Gleichung:
aus x > ~ 6 wird x = - 6 + a mit a > 0 (a € R).
x = - 6 + a wird in die gegebene Ungleichung eingesetzt und
liefert:

g(-6+a)+3:v-6+a,

-9 + a+3>=-6+a,

a> a,

Da a > O vorausgesetzt wurde, ist die letzte Ungleichung
immer richtig und damit das Ergebnis bestétigt.

Beispiel 4:
‘ ﬁ >1 und x e R.
Auch diese Ungleichung ist lineer, denn sie 148t sich durch

aquivalente Umformungen auf die Form ax + b 2 0 bringen.

Zur Ermittlung der Ldsungen muf die Ungleichung mit 1 - x
multipliziert werden. Da aber bel der Multiplikation (nach
Regel 2. und 3.) das Vorzeichen des Faktors Einflup auf das
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Ungleichheitszeichen hat, muf eine Fallunterscheidung durch-
gefiihrt werden.

4, Fail: 1 - x>0, 2, Fall: 1 - x < 0,
x=<1. x>1.
(Werum darf es nicht
1$—>1
‘I-x;Dhoiﬂan?) =X m "
2<1-x,
T.a—>1' =
- X = A
x <=1,
22>1-x,
x;_q, x>1ud x 5 ~1 sind ein
S ——— Widerspruch, deshalb liefert
Somit: -1 g x < 1. der 2, Fall keine Ldsungen.

Losungsmenge L = {x|x e R und -1 < x < 1} oder
L= [-1,1).

5 . 3 . gg%saﬂsﬂben

Es sind die Losungsmengen der folgenden Unglelchungen zu be-
stimmen:

A5/1. 2x + 3 2 x + 4, A5/2, 2x - 17 < 13 + 6x,
a5/3. 2(x + 3) g 3(x - 2) - x, A5/4. 3x + 4 < 5(2 - x) + 8x,
45/5. =7a = 1 > 2(a + 4) ~ 3a,

A5/6. 3(x + 2) - 4x < 3(2x - 1) + 4,

15/78) 5 1g < 1.

Asfaf) Eine Stadt liegt an einem Fluf. Oberhalb der Stadt
entsteht am Flup ein Naherholungszentrum, In welcher
Entfernung von der Stadt sollte die Dampferanlege-
stelle des Erholungsgebietes gebaut werden, damit die
reine Fahrzeit des Dampfers von der Stadt zu dieser
Stelle und zuriick nicht grofer als 1gh ist? Die
Geschwindigkeit des Dampfers seli 12 k.mh"1, die Stro-
mungsgeschwindigkeit des Flusses sei 4kmh™ .

61




Losungen
wm/. 8, {1}, {2}, {3}, 1,2}, (1,3}, {2,3}, {1,2,3).
41/2, AcC, BecC, B=D,

A/3, Die Elemente der einen Menge sind Seminargruppen,
wahrend die Elemente der anderen Menge Fernmstudenten
sind. .

d

A2/1, Es ist z. B, 3 - V3 = V3°3 = 3 e N, Die irrationalen
Zahlen bilden keinen Zshlenbereich.

A2/2, rat. 2. |=5; 3,14159; 3,14155; 0,101010...; V0, 3%6; 1,21

irrat, 2.| w5 3,14159...; e; V53 1lg 8
A2/3. a) z. B, -2, 1903.

b) z, B, (%g+%§) 3 2=&Z.
A2/4, 7, = 0,272 « P; 2z, = 0,2726,.. « R,

A2/5., 10000a = 2432,72
- 100a = 24,32
9900a = 2408

n

&% - %
A3/1. a=0,4, b==1,1, a>Db, |b] > |a].
A3/2. a) 6x° - 12x° - 3x - 27,
b) 5ac® - 8be + 9ab® - 2be>.
43/3. ) (2a + 3b)2, b) (8Q + 6R)(8Q - €R), ¢) (x - 1)(¥y - 1).
13/4.a.)u2+uv+v2, b)xa—ax-pa--:-c-—%—z,

o)3a+b+2%53—255, d.)212+9y4+61q2.
13/5. 8) - g2y, b) 80z o) g=d

a

a + b
A3/6. b — X
vo. s Waly o ek
2
A3/7. 3bed -~ 9bd iz 243:: + 3291.
7 ) 12ac® - 4acd ) 5 =~ &«

62

SRR P = R R e S SRS



A3/8.,

A3/9.

A3/10,

A3/11.

A3/12,

A3/13.
A3/14.

A3/15.

A3/16,

A3/17.
A3/18.

B/190

A3/20,
A3/21.

a.) %v b) H' c) '&22—1'2'3_2'
a) -8, b) 6(a = 1)3. ¢) 'g?lﬁ"

- “
1073 . 12 . 10 e

3. 107°
6a° 2n , ,2n
a)y(q_x), b) a (-
a) 216, b) 1944, o) 6:8—M3 a)- %0 (x + y)2,

e) (a+ b)-g [1+(a+b)] = .(a. + b)-% [(a + b)'1 +1].

) (@ L o) o,

8) 45x7, b) 6F, ©) V5(1+12), a) 3N - oiE,
¢) 2V - 21, £) 56 + 45, &) 26 + 27\, ) 1.

5)3'—-5"5- b)&(ﬁ*—\ﬁ), c) 1 + 2.

&) 100, b) 2 VR, o) A& @) .

Via - 1)2 = |a=-1].

a) bz 0j b) -az0,d.h. ag0; o) 120, dh. x 2 0;
d) x-y20, d.h, x 2 ¥; ) 1~-a20,4d,h asg;
f)3b-2;o,d.h.b;§.

a) log, 16 = 4, b) logx = - 7, ¢) log, 1 =0,
1
a) e4° = 8, logg, 8 = %.

a) x=32, b) x=5, ¢) x=-2, d) x =10, ¢) x > 0,
8) -G lga+lgn), b) (3 lga-lgh), oL 1%
o) 1g(a + b) - 1g(a - b), 4) lg 8ab3c?,
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43/22.

A3/23.
A3/24.

A3/25.

A/,
/2,

A4/3.

A/,
M/5.
/6,

AL/7.
A4/8,

A4/9.

A4/10.,

2 2
o) .a(25)° 1) e %
a -

a) x = 0,8774 - 2 = - 1,1226, b) x = 0,004020,
o) x = 0,3702, d) x = 0,1020.

a) 4475, b) 1089000, ¢) 0,5567.

1n 17 = 2,30259 « 1g 17 = 2,30259 +1,2304 = 2,832,
z =3 - (logay)z.

460 + 220 + 140 = 820,

Zinsen nach n Jahren bei einfacher Verzinsung:
z, = ’I%G « a-nj zg = 225 Mark,

Die Massen wverhalten sich wie die Rauminhalte:

2
d o, L,
m“l“"a"il“‘q“b,g“"z-‘z=—;:1—d§1=436m.

erithn, Mittel: 122 = 10;

geometr, Mittel: 18 :x = x:2, x2 =218, x=\{376 =

u . a+b
Fura—b-‘1+0.xua—_r_—-:|-.
x a7,
x= 1.

D 2 o
a+b%$0und fir »* £ a° : x = a,
a+ b0 und fiir b° = a° : x beliebig,
vta-i-a - 8y
a) sy = 8, = v(ty - t4), ¥, . et iy

5
R .J n(U - R,J)
b)nzuﬂ.‘n';:r. Ra=-—'3—-i-"-

Gesamtvolumen: 21 £, Mischungsverhaltnis: 1 : 50,
x Anteil U1 (in z:]), ¥y Anteil Benzin (in 2),
x=21 -y, % =55

Deraus folgt: 21_;x = %, ¥y =~ 20,6.




x =21 -20,6 = 0,4, Ergebnis: 20,6 £ Benzin,

0,4 £ 01,
A4/14. Omnibus: v, = 48 km/h, £, =10 m;
Zugmaschine: v, = 36 km/h, L, = 15 m,

t Uberholzeit, S, Uberholweg des Omnibus, s, in der
Zeit t zurlickgelegter Vieg der Zugmaschine,

S, s,
s°=sz+25m. Da-ﬂ=t=§ist, folgt:
8, + 25 m s
st - A e 25 n . X
v, «.vzunddaraus sz-—%rﬁ—‘ﬁ m.

")

8. =975n +

5 = 100 m. t:%:%&dﬁs:?js.
M2 % = F om0 =% M3 % =f %=1
M/, X = Xy = % A4/15. keine reellen Ldsungen.

a/16, a) X =

o) I. Fall (x 2 0): xy = 4, X, = 2.
II. Fall (x<0):x3=_2, x, = - 4

M7, % =1, X5 = -1, X3 4 nicht reell.
M/18. %, = 100, X, = 7.
A4/19. a2+3£-a+x=0, “ﬂ,2=‘§iﬁ'i'Tv1 -4;;

a.,"zreellfﬁrx;_ -}:mdx*o.

A4/20, 8) (x=2)(x +3) =x® +x-6 =0,
b)x(x—1)=x2-x=0, c)x2-63c+?=0,

2 2
d)xz-aﬁz—'*—hzx+1

a- =-b

]
o
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/21,

/22,
A4/23,
A4/24,
A4/25,
A4/26,
a4/27,
Au/28,
A4/29,
A4/30,

A/ 31,

A5/1.

A5/2.
A5/3.

A5/%.

45/5.
A5/6.

€6

4

d Mapzahl des Durchhessers des urspriinglichen Kreises
(in cm).

2= 2
5.2 - d2-6d~9=0,
_ nld +
R 8,2 = 3 VB =31 35

3+ 32, 4, =3~ 3\2.

Da (3 - 3V2) < 0, kommt 4, fir die Losung der Aufgabe
nicht in Frage. Der Durchmesser des urspringlichen
Kreises betrdgt (3 + 3/2) cm.

x =13,
xml, (x== -235- Scheinldsung).
x =9, (x = 21 Scheinldsung). .

Vor.: x < a, X < b, 'Losung: x = a, falls a < b,

a) x = 2,585, b) x=35,

xX =13,

X =4,

a) x=3, denn 3° = 243, b) x =5, denn 5 = .

6lgx~31lgx=6, lgx=2, x =100,

M(H)Hsrr-—{)‘%rrw-“-“lr%- s
(x, = 8 entfillt, Probe!).

x<1.L={x|xeRund x 1} oder L = (-m,1].

x>-J£.L={xlx¢Rundx>—1£-} odaan(—lg,uo).

2x + 6 g 2x - 6 liefert mit 6 £ -~ 6 einen Widerspruch,
Diese Ungleichung besitzt keine Losungen., L = 4.

3x + 4 < 3x + 10 wird von allen reellen Zahlen x er-
flillt, da 4 < 10 stets richtig ist. L = R.

a<-%.L={ala:Ru.m:1a<—-2}od.erL:(-oo,-g).

5
1
x>;.Lz{xlxcRundx>;}oderL:(;,a-m). 4




A5/7.

A5/8.

Fallunterscheidung erforderlich.

1. Fall: 3 - x>0 2, Fall: 3 =x<0
x <3, x ® .3,
1 1
3—_x<1 T__-x<1
1< 3=-x 13 -x
=<2, x> 2

Die in Frage kommenden Intervalle lassen sich auf der
Zahlengeraden veranschaulichen.

LFall 2.Fall
x <2 |

AT A A AT AT A AT AT ALY Y,
ARSI

Bild 67/1

Damit setzt sich die Ldsungsmenge aus den Intervallen
(-»,2) und (3,+®) zusammen,

t maximale Fahrzeit fiir Hin- und Rickfahrt,

v, Geschwindigkeit des Dampfers,

v, Stromungsgesohwindigkeit des Flusses,
8 Entfernung von der Stadt.

Geschwindigkeit des Dampfers bei der Hinfahrt: Vq = Vg,
Geschwindigkeit des Dampfers bei der Riiclctahrt:.v1 + Vo

Zeit fiir Hinfahr: t, = ;;—272,

Zeit fir Rickfahrt: b, = ;?572
Fiir die Gesamtfahrzeit gilt: ;;—-3—;5 +

Daraus folgt: :f%:él = B lm,

Die Anlegestelle sollte hichstens 8 km von der Stadt
entfernt sein,

v,, +v'2ét‘
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