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6. Gleichungssysteme

Alle praktischen Probleme, in denen zwel oder mehr Unbekannte
auftreten, fiihren im allgemeinen auf ein Gleichungssystem,

d. h., auf mehrere Gleishungen mit mehreren Unbekannten. Das
Ldsen solcher Gleichungssysteme ist deshalb von besonderer
Bedeutung fir die Praxs.

In diesem Abschnitt werden Losungsverfahren fir das einfach-
ste Gleichungssystem - zwel lineare Gleichungen mit zwei Un-
bekannten - zusammengestellt und ihre Anwendungen gezeigt.

Es sel darauf hingewiesen, daf die Anwendung dieser Losungs-
methoden auf drei (oder mehr) Gleichungen mit drei (oder mehr)
Unbekannten prinzipiell moglich ist und im Einzelfall auch in
nachfolgenden Abschnitten bendotigt wird.

Die Behandlung allgemeiner linearer Gleiaohungssysteme erfolgt
im 8tudium; dieser Abschnitt dient der unmittelbaren Vorberei-

tung der line.ren Algebra, eines der ersten Stoffgebiete der
Mathematikausbildung an der Hoschschule.

Anwendungsaufgaben erfordern haufig die Losung von Systemen
nichtlinearer Gleichungen. In vielen einfachen Fallen fihren
die hier beschriebenen Verfahren ebenfalls zum Ziel.

6.1. Grundlegende Begriffe und Batze
Zwel Gleichungen fur die Unbekannten x und y in der Form

aux + b1y = 04
ax + bzy = o,
heifien ein System von zwel linearen Gleighungen mit zwei
Unbekannten.

E] Zur Losung von werden die zwei Gleiohungen mit zwei
Unbekannten auf eine Gleishung mit einer Unbekannten

guriskgefihrt. Dies besorgen das Einsetzungsverfshren,
das Gleighsepzrungsverfahren und das Additionsverfahren.

Beim Einsetzungverfahren wird eine der bdeiden Gleichungen
nach einer Unbekannten aufgeldst. Der entstehende Ausdruck




ist dann an 8telle dieser Unbekannten in die andere
Gleichung einzusetzen.

@3x+ y=15 1 Losung: Aus (1) folgt
5x - 6y = 2, (2) y =15 - 3x. (3)
Aus (3) wd (2) folgt
51 - 6(15 - 31) = 20 (4)

X = 4,

(4) und (3) ergivt
y=15- 34, y =3,
Exobe (fir beide Gleichungen): 3.4 + 3 = 15,
54 - 6.3 m 2,
Bine Variante des Einsetzungsverfahrens ist das Gleigh-

aetzungsverfahren. Hier werden beide Gleichungen nash
derselben Unbekannten aufgelcst und die entstehenden Aus-
drucke einander gleishgesetzt.

® 3x+ y=15 y=15 - Xx 15-31"21-'}.
5x - 6y = 2, "21'%5 x=4, y=3,

[E] Im Mditionsverfahren werden beide Gleichungen von
mit geeigneten Fektoren multipliziert, so daf eine der

beiden Unbekannten herausfallt, wenn man die Gleischungen
eddiert,

® 3x+ y=A16 « 6
S5x - 6y = 2 l
23x = 92,
X = 4, 3y=3.
[E] Ein lineares Gleischungssystem kann
1. genau eins Ldsung oder
2. unendlieh viele Losungen oder
3. keine Ldisung besitzen.
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a) 4x + 5y = 18 b) 4x + 5y =18
X+ y= 4 (f“)l, 12x + 15y = S4
y=2, x=2. 0 =0.
c) 4x + 5y = 18 |-
4x + 5y = 20 ‘
0=+ 2.
Das Gleichungssystem b) besteht eigentlioh nur aus einer
Gleichung (die zweite Gleichung unterscheidet sioch von
der ersten nur durch den Faktor 3). In diesem Falle ist
eine Variable frei wahlbar, das System b) besitzt unend-
lich viele Losungen:
|

x| 2 3 4
y [ 2‘§§ % vee

y = &g_ﬁl' x frei wahlbar, z, B,

Das Gleichungsgystem c) besitzt keine Lasggg. Die Glei-
chungen widersprechen einander. Das Additionsverfahren
fihrt deshald auf den Widerspruch O = + 2,

Die Losungsverfahren , und lassen sich auch
auf gropere lineare Gleichungssysteme anwenden. Das Lo-
sungsprinzip beruht hier auf der schrittweisen Elimination
der Unbekannten. Ist eine Unbekannte bestimmt, lassen sich
alle Ubrigen ,rickwarts" durch Einsetzen ermitteln.

X- y- z=20 &D)
-X + 3y - z =40 (2)
-x - y - 5z = 80. . (3)
Addition von (1) und (2): 2y - 2z = 60, 4)
Addition von (1) und (3): -2y - 6z = 100, (5)
Addition von (4) und (5): - 82 =160, z = - 20, (6)
(6) einsetzen in (4): 2y + 40 = 60, y=a 10. (7)
(6), (7) einsetzen in (1):

x-10+ 20 = 20, x = 10, (8)
Probe: Einsetzen von (6), (7), (8) in die Ausgangsglei-

chungen (1), (2), (3).



Bemerkung:

Die Verfahren , und E 8ind logisch gleichwertig. Zur
Losung groferer linearer Gleichungssysteme wird jedoch haupt-
sachlioch der GauPsche Algorithmus benutzt, dessen Grundlage

das

Additionsverfahren ist.

Die Lésungsverfahren , und lassen sich auch

6.2,

auf einfache Systeme nichtlinearer Gleichungen anwenden.
¥ + y2 =1 )
X +3y =1. (2)
Aus (2) folgt y = 1 - x; einsetzen in (1) liefert:
* 4+ (1 - x)2
x2 +1-2x + x2
2 - 2x 20
2x(x-1) X =0, x =1, (3)
(3) einsetzen in y = 1 - x liefert y, = 1, ¥, = O. Damit
ergeben sich die beiden Ldsungen X = 0, ¥y = 1 und
x5, =1, yp = 0.
Probe: Einsetzen der Lésungspaare in die Ausgangsglei-
chungen (1) und (2).

W n
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Beisplele und Anwendungen

Beispiel 1:

Das

mup

Gleichungssystem (x + 2)(y - 1) = (x + 5)(y - 2)

(x=4)(y+7) = (x=3)(y+4)
zunachst durch Ausmultiplizieren und Ordnen auf die Form
gebracht werden:

-3y=- 8
= 16 | -(-3)

M
_3y=-8
3y = - 48 +

Probe (am Ausgangssystem): 9. 4

= - 56, x =17, y = 5.
12.3,
4.9,

3.12



Beispiel 2:

Das nichtlineare System % + % =13
A_2
x~ 35 9

148t sich durch die Substitution u = 3, v = -} auf ein linea-

res Gleichungssystem fiir u und v zurickfihren:

2u+ va13 |3
u-2v= 9 +
7u = 35, u=5 va=3, also x=%=%, y:%:%.
Probet 2:5 + 1.3 = 13,
3-5-2.3= 9.
Beispiel 3:

Das Gleichungssystem 2x + ay = - 6
ax + 8y = 12

enthalt den Parameter a.

2x + ay = - 6 .a

ax + B8y = 12 [ .(-2)

2ax + azy = - 6a
-2ax - 16y = = 24 | +
(a2 - 16)y = - 6(a + 4). 1)
Umn Gleichung (1) zu losen, muf man (a2 - 16) & O voraus-
setzen, das ergibt:

(2 -16) = (a+4)(a-4) 40, d. h, as4 und a -4,

-6(a + & -6 12
Damitwirdyﬂra—_'—(nﬂ—&—}—;)-lm und X = ==7.

Bemerkung :
1. Betzt man a = 4, 80 liefert das Gleichungssystem einen

Widerspruch, es existiert keine Ldsung.
2x + 4y = -~ 6 |.(-2)
4x + 8y = 12 J +

0 = 24 Widerspruah!

2, Setzt man a = - 4, 80 werden beide Gleichungen proportio-
nal, es existieren unendlioch viele Lisungen.



2x - 4y =~ 6 |2 Lésung: x beliebig,
-4x+2z= 12 + y___,_6+2x'

Beispiel 4:
Es stehen zwei Sorten Alkohol zur Verfligung: 72prozentiger

und 96prozentiger. Wieviel muf man von jeder Sorte nehmen,
um 50£ 80prozentigen Alkohol zu erhalten?

Losung: x£ des 72prozentigen und y£ des 96prozentigen
Alkohols ergeben 50 £ 80prozentigen Alkohol:

X +y = 50. (1)

1 4 des T2prozentigen Alkohols ergibt 0,72 ¢ reinen Alkohol,
x £ des T2prozentigen Alkohols ergibt folglich 0,72 - x/
reinen Alkohol. Der Vergleich der vorhandenen Mengen an rei-
nen Alkohol ergibt entsprechend:

0,72 x + 0,96 -y = 0,80 . 50. (2)

Das Gleiochungssystem mit den beiden Gleichungen (1) und (2)
besitzt die Losung x = 33% und y = 163. Es missen demnach
3331 des 72prozentigen und 16%.& des 96prozentigen Alkohols
gemischt werden, um 504 80prozentigen Alkohol zu erhalten,

6.3. Dbungsaufgaben
A6/1. Losen Sie folgende Gleichungssysteme !

a) 18x - My = 5 b) 3,5x - 3,8y = - 4,7
24x -~ 53y = - 5, 2,7 - 1,9y = - 1,3,
c) 2x - 4y =-38 d) x+2y =6(x- 3y)
_%x+ 3y = 8, 7(x - 3y) = F + 6,
9f-3ar P EEogeg.s
2 _ x + 1 - _
2-;-3. i—.—;*H-Z-
A6/2, Fir weloche Werte von a besitzt das Gleichungssystem
2x + ay = 2
2+6y=a

Losungen? Wie lauten diese?



A6/3.

A6/4,

46/5.

A6/6,

A8/7.
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Er ist doppelt so alt, wie sie alt war, als er so alt
war, wie sie jetzt ist. Belde zusammen sind 42 Jahre
alt, Wie alt ist er, und wie alt ist sie?

Eine zwelziffrige Zahl, deren erste Ziffer dreimal so
grop ist wie die zweite, besitzt die Quersumme 8,
Wie heipt die Zahl?

Losen Sie folgende Gleichungssysteme!

a) 2x + 3y -~ z = 18 b) e 4 b2 a ¢2
X -2y +2z= 8 (a +2)2+ (b+3)2-211=¢?
X +2y +2 =24, (a =32+ (b-2)2-179 = ¢2,

Ein Messingstick mit dem Volumen 1,1 dm3 besitzt die
Masse 9,405 kg. Welche Masseantelle Kupfer und Zink
8ind darin enthalten?

(Dichten: g, = 8,9 kg-dm°3, Qzn = 7,14 kg-dm'B.)

Wann und wieviel Kilometer von Leipzig entfernt treffen
sich zwel Radfahrer, wenn der eine in Dresden um

6.00 Uhr in Richtung Leipzig mit einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von 20 km-h'1, der andere in Leipzig

um 6,30 Uhr in Richtung Dresden mit durchschnittlich

22 km-h'q losfahrt? (Entfernung Dresden - Leipzig 120 Jm,)



7. Planimetrie

Die beiden Abschnitte 7. Planimetrie und 8. Stereometrie
bringen eine Zusammenstellung der wichtigsten Begriffe und
Zusammenhange dieser elementargeometrischen Stoffgebiete. Es
handelt sich um einen Stoff, der groftenteils bereits in den
zur Hochschulreife flihrenden Ausbildungen als Wiederholungs-
stoff der allgemeinbildenden Schule aufgetreten ist. Er ist
erfahrungsgemap bei vielen Studienanfangern in Vergessenheit
geraten. Da im Hochschulstudium keine geometrischen Grund-
lagen mehr behandelt werden, aber in Anwendungen (z. B, fir
Extremwertaufgaben, Rotationskorperberechnungen, aber auch in
der Physik und in der Technischen Mechanik) diese immer wie-
der bendtigt werden, ist eine Reaktivierung dieser Grundlagen
unerlaBlich.

Daruber hinaus sind diese Gebiete geeignet, das geometrische
Vorstellungsvermogen zu schulen und die Fertigkeiten'im Um~
gang mit Formelsammlungen zu festigen.

?7.1. Grundlegende Begriffe und Satze
?.1.1. Gerade, Strahl, Strecke, Winkel

Je nachdem, ob eine gerade Linie auf keiner, auf einer
Seite oder auf beiden Seiten begrenzt ist, heipt sie
Gerade, Strahl oder Strecke.

Dreht man einen Strahl um seinen Anfangspunkt S, so ent-
steht ein Winkel o mit dem Scheitel S und den Schenkeln
a und b (Bild 11/1).

4
b
f{: o\ & = 120°
s a B /3.'2‘00

Bild 11/1 Bild 11/2 Bild 11/3

11



WinkelmaSe

1. Gradmef (Bezeichnung: «°)
Teilung des Vollwinkels (Vollkreises) in 360 gleiche
Teile. 1° ist der 360. Teil eines Vollwinkels.
1° = 60' (Minuten), 1' = 60" (Sekunden).

2. BogenmaB (Bezeichnung! o, arc )
Das BogenmaB eines Winkels « ist das Verhaltnis der
Lénge des zugehorigen Kreisbogens zur Lange des Radius
(Bi1d 11/2). .

—~
a-a.rca-r.

(Vgl. Kreisbogen, Abschnitt 7.2., Beispiel 8.)
Umrechnung Gradmef - BogenmafB:

180°
T

fa) ‘llo ao' aO
180

n>

_
[+ 1

-
o

® Es gilt also: 2n 2 360°, 180°,
(o]
1° 2 7 2 0,01745..., 1 ?? = 57,29...°.

Drehricht

Gibt der Winkel eine bestimmte Drehung an, so wird die
Drehrichtung durch das Vorzeichen des WinkelmaSes ange-
geben (Bild 11/3).

Positive Drehrichtung: entgegen dem Uhrzeigersinn,
negative Drehrichtung: in der Richtung des Uhrzeigers.

Einteilung der Winkel

A DX 2N °

u> A
= 1

Ssprcn S rechter 5n4nmoﬂﬂ* gcsﬁix* abcrsﬁ”np Pbﬂ-
Winkel Winkel Winkel Winke! fer Winke/ winkel

[:] Schneiden sich zwel Geraden, so entstehen Nebenwinkel und
Scheitelwinkel. Nebenwinkel ergénzen sich zu 180°,
Scheitelwinkel sind gleich.

12



® In Bild 13/1 sind z, B,:
o+ B =180° und y + & = 180° Nebenwinkel,
o=y und B = 6 Scheitelwinkel,

(2R
)Zﬂ 5
IOI

Bi1ld 13/ Bild 13/2

Werden zwel parallele Geraden von einer dritten Geraden
geschnitten, entstehen Stufenwinkel (gleichliegende Win-
kel), Wechselwinkel und entgegengesetzt liegende Winkel.
Fir diese gilt:

Stufenwinkel an Parallelen sind gleich,

Wechselwinkel an Parallelen sind gleich,
entgegengesetzt liegende Winkel an Parallelen erganzen
sich zu 180°,

® Im Bild 13/2 sind z. B.:

a =« und B = B' Stufenwinkel,

a =y und B = &' Wechselwinkel,

«+ &' =180° und Yy =B8'-= 180° entgegengesetzt liegende
Winkel.

7.1.2. Strahlensatze

Wird ein Strahlenbischel durch eine Schar paralleler Geraden
gesohnitten, so gelten fiir die entstehenden Strecken folgende
Proportionen (Bild 13/3).

1, Strahlensatz

51 : = :
S : & =58 : BD
BA:3F=TFB8B:TF
E]Z Str nsatz
I5:C5-%K: 5 =55 : 5 Bl 13/3
T : ¥F =5X : SF =FB: BE

13



7.1.3. Das Dreieck
7.1.3.1., Seiten- und Winkelbeziehungen
Dreiecksungleichungen

1. Im Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets groper

als die dritte Seite, 4. h.,
a+b>eg, b+o0¢>a, a+0>b.

2. Der Betrag der Differenz zweier Seiten ist stets

kleiner als die dritte Seite, 4. h.,

|lb-cl <a, J|a-¢ <b, Ja-nD>b| <ec.
Winkelbeziehungen (Bild 14/1)
In jedem beliebigen Dreieck gilt: c
1. « + B + y = 180°,
2. Ein AuBenwinkel ist gleich b a
der Summe der ihm nicht an-
liegenden Innenwinkel; B\ 5,
z, B. By = a+ v, A c ]
3. Der groferen Seite liegt Bild 14/1

stets der gropere Winkel

gegeniiber und umgekehrt; d., h., wenn a < B, so ist

auch a < b,

® Besondere Dreiecke
Gleichsohenkliges Dreieck:

Gleichseitiges Dreieck:

= b und o = B,

a
a=b=cud x=8 =y

7.1.3.2. Dreieckstransversalen und deren Schnittpunkte

Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich stets in

einem Punkt (Bild 15/1).

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich

in einem Punkt, dem Schwerpunkt S der Dreiecksflache.

Dieser teilt Jjede Seitenhalbierende im Verhaltnis 2 : 1

(Bi1d 15/2).

Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich

in einem Punkt, dem Mittelpunkt des einbeschriebenen

Kreises (Inkreises, Bild 15/3).

14



Die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkt, dem Mittelpunkt des umbeschriebenen
Kreises (Umkreises, Bild 15/4).

c c c
% E\/Piﬁ
A c 8 A c 8 A 54

Bild 15/1 Bild 15/2 Bild 15/3 Bild 15,4

7.1.3.3. Rechtwinkliges Dreieck

Satz des Pythagoras: Das Quadrat der Hypotenuse ist
gleich der Summe der Quadrate der Katheten (Bild 15/5).

a2+b2=c2

® In Bild 15/6 gilt: d° = & + b2, also d = Va2 + b°,
Fir a = b ergibt sich d = a\2.

e In Bild 15/7 gilt: h° = a® - (£)° = £ &%, also h = & V3.
2

$ [N [0

a
Bild 1575 Bild 15/6 Bild 15/7
Kathetensatz: Das Quadrat einer Kathete ist gleich dem
Produkt, gebildet aus der Hypotenuse und dem der Kathete
anliegenden Hypotenusenabschnitt (Bild 15/5).

b2-c-q a2=o-p

Hohensatz: Das Quadrat der Hohe auf die Hypotenuse ist
gleioh dem Produkt der Hypotenusenabschnitte (Bild 15/5).

B2 =p.q

15



?7.1.3.4. Ahnlichkeit von Dreiecken

Zwel Dreiecke sind ahnlich, wenn sie eine der folgenden

Dbereinstimmungen besitzen:

1. in zwel Winkeln,

2. im Verhaltnis zweier Seiten und im eingeschlossenen
Winkel,

3. im Verhaltnis zwelier Seiten und in dem der groferen
Seite gegeniberliegenden Winkel,

4, in den Verhaltnissen der drei Seiten.

In ahnlichen Dreiecken sind einander entsprechende
Strecken zueinander proportional, d. h.,es gilt:
a:bxc:a,l:b,‘:c,l.

Die Flacheninhalte ahnlicher Dreiecke verhalten sich wie
die Quadrate entsprechender Seiten, d. h.,es gilt:
A _ 2, 2 _32 .42 ._ 2., 2
:A,1—a .a,l-b .b,'_c tocq.
7.1.4. Vierecke

Die Summe der vier Innenwinkel eines Vierecks betragt
360°.
Einteilung der Vierecke (Bild 16/1)
a) nach der Lange der Seiten:
allgemeines Viereck (alle vier Seiten verschieden lang),
Drachenviereck (zwel Paare gleich langer Nachbarseiten),
Parallelogramm (~wei Paare gleich langer Gegenseiten);
b) pach der Lage der Seiten zueinander:

aligemeines Viereck (keine parallelen Seiten),
_'L:gpoz (ein Paar paralleler Seiten),

Parallelogramm (zwel Paare paralleler Seiten).
Trapez Drachenviereck Para//c/og/'amm
Bild 16/1

16



7.1

In jedem Parallelogramm gilt:
1. Diagonalen halbieren einander.

2. Je zwei benachbarte Winkel ergénzen sich zu 180°
(in Bild 16/1 2z, B.: a + B = 180°, « + & = 180°),
3. Gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof
(in Bild 16/1: a = y, B = 68).

Besondere Parallelogramme (Bild 17/1)

Rechteck: Alle vier Winkel sind rechte Winkel,

Rhombus: Alle vier Seiten sind gleich lang.

Quadrat: Alle vier Seiten sind gleich lang (Rhombus), und
alle vier Winkel sind rechte Winkel (Rechteck).

Die Diagonalen sind im Rechteck (und im Quadrat) gleich

lang, im Rhombus (und im Quadrat) stehen sie senkrecht

aufeinander und halbieren die Winkel.

a P
A _
Rechteck Rhombus Quadrot
Bild 17/1

.5. Der Kreis

Eine Gerade, die einen Kreis in zwel Punkten schneidet,
heift Sekante. Das Stlck der Geraden innerhalb des Kreises
heipt Sehne. Hat eine Gerade mit einem Kreis nur einen
Punkt gemeinsam, so heift sie Tangente.

Die Tangente steht auf dem Berihrungsradius WA senkrecht

(Bi_l.d 17/2).
A

Bild 17/2 Bild 17/3

17



Die Mittelsenkrechte einer Sehne geht durch den Mittel-
punkt des Kreises (Bild 17/2).

Ein Kreis ist durch drei Punkte bestimmt (Bild 17/3).

Winkelbeziehungen im Kreis

1. Jeder Peripheriewinkel o ist halb so grof wie der zum
gleichen Kreisbogen gehdrende Zentriwinkel B (2« = B,
Bild 18/1).

2. Peripheriewinkel Uber dem gleichen Bogen aind gleich
grop (o = o', Bild 18/2).

3. Peripheriewinkel {iber dem Halbkreis sind rechte Winkel
(Satz des Thales, Bild 18/3).

4, Der Sehnentangentenwinkel y ist ebenso grof wie Jeder
Peripheriewinkel liber demselben Kreisbogen (a = y,

Bild 18/4).
Bild 18/1 Bild 18/2 Bild 18/3 Bild 18/4
7.1.6. Formeln zur Berechnung ebener Fi n

A Flécheninhalt, U Unfang

c [
| [} ]
o/ \h, ////7 //;;//?;:“‘W\<? o/
oy B D
a A

c
Bild 18/5 Bild 18/6 Bild 18/7

N, T
&
N

18 Bild 18/8 Bild 18/9 Bild 18/10
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Parallelogramm (Bild 18/5) A = a-h, = beh,.
s - a+c
Trapez (Bild 18/6) A =28%C.n,
a-h. b~ ¢c.h
Dreieck (Bi1d 18/7) A =—x2 = 25 = —2,
A =1\s(s-a)(sa-b)(s-0),
b .
A a Q—Wc = ri . 3’
U=4a+b+ o =28,
b -¢c a-c b
Umkreisradius (Bild 18/8) r = = = ,
W, <oy, D
Inkreisradius  (Bild 18/8) =r, = \A8=8lle=b)(s-o
Kreis A= m? = Fa?
(n=§=3,m159...),
U=2m = ™,
Kreisbogen (Bi1d 18/9) b = —=& S -a® .,
180
Kreissusschnitt (Bild 18/9) a = 25T,
Kreisabschnitt (Bild 18/10) A = #{b-r - s(s-h)],
Sehne 8 =2 VE; T - hz,
. _ 1.2 _ .2
Abschnitthdhe h=r-x W -8 (h < 1),

7.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:

Aus der Gleichheit der Scheitelwinkel ergibt sich der wich-
tige Satz: Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senk-

recht stehen, sind gleigh. Im Bild 20/1 gilt: « =

B.
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Beispiel 2:
Mit Hilfe der Strahlensatze ist es moglich, eine Strecke AB

in n gleiche Teile zu zerlegen (in Bild 20/2 ist n = 4). Von
A aus tragt man auf einem beliebigen Strahl n gleiche Teile
ab, Parallelen zu BC ergeben dann auf AB die geforderte

Teilung.

Beispiel 3:
Es soll der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks (vgl.

B11d 15/7) berechnet werden. Nach 7.1.3.3. ist die Hohe
im gleiohseitigen Dreieck h = 5§ V3. Damit ist

2
A= SR = g 0D

Beispiel 4:
Eine Leiter der Liange £ wird in der Entfernung d von einer

senkrechten Wand aufgestellt (Bild 20/3). In welcher Hohe h
beriihrt die Leiter die Wand?

Losung: b2 = £2 - a = (£ + a)(£ - Q), danit h = {Z+A)(L=T).
c
A
d '. r o ‘
A 8
Bild 20/1 Bild 20/2 Bild 20/3
Beispiel 5:

Durch einen Punkt H ist eine Gerade g zu legen, die H mit dem
nicht zugangliohen Schnittpunkt C zweier gegebener nicht
paralleler Geraden g, und g, verbindet (siehe Bild 21/1).
Bild 21/2 zeigt die Ldosung dieser Aufgabe. Die Punkte A und B
werden 8o bestimmt, def H Hohenschnitt des Dreiecks ABC wird.
Die Hohe h, ist dann die gesuchte Gerade g.

Beispiel 6:
Flr einen gotischen Spitzbogen (Bild 21/3) soll der Radius r

bestimmt werden, wenn ry = b gegeben ist!
20
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Aus Bild 21/3 folgt: ry = b, T, = P und mit dem Satz des

Pythagoras

m2 = 2 + TP (1)
und

BDa = BCa + Uﬁe. (2)

Aus (1) und (2) folgt:

T2 - T2 = WP - W2,

2
(2y - 2% = G = (x, + 12 - 2,
(> -r2- @2 =@ +r2- B3

r3 =:|%b.
C
Z %
H.
Bild 21/1 Bild 21/2 Bild 21/3
Beispiel 7:

Mit Hilfe dhnlicher Dreiecke kann man Grofen bestimmen, die
nicht direkt mefbar sind. In Bild 21/4 ist die Breite x eines
Flusses zu ermitteln,

Die Dreiecke ABC und BDE sind

. . £ X 12,
ahnlich, deshaldb gilt fur
ihre Seiten (vgl. 7.1.3.4, ): . f
x :d =at: b, und daraus folgt $
die Breite des Flusses C a ’ ) (
_a-d 8
x = &5, bV ’ || S
A |
Bild 21/4



Beisgpiel 8:
Die Lange des den Kreissektor begrenzenden Bogens b ergibt

sioh aus der folgenden Proportion (Bild 23/1):
b:al=U : 360°,
b:a®=2m: 360,

T (o]
e I,
180°

Analog gilt fir den Flacheninhalt des Kreissektors (Bild 23/1):

2
A:a®=m: 360°,

T «° r2

A .
360°

n
n
o’

Aus der Formel fir die Bogenldnge ist ersichtlich, daB der
Winkel a durch das Verhaltnis des zugehdorigen Kreisbogens zur
Lange des Radius bestimmt ist. In Ergénzung zum BogenmaB eines
Winkels (7.1.1. ) kann nun auch die folgende Definition
angegeben werden:

Unter dem Bogenma§ o eines Winkels a versteht man die Mafzahl
des Bogens, der im Einheitskreis (Radius: eine Langeneinheit)
zum Winkel a gehort.

Beispiel 9:

Im Bild 23/2 48t r =1 m, h = 0,5 m und « = 60° gegeben. Es

s8oll unter Verwendung der Formeln aus 7.1.6, berechnet werden:

a) die Lange der Sehne s,

b) der Flacheninhalt A; des Dreiecks ABM,

c) die Lange des zum Winkel a gehdrigen Kreisbogens b,

d) der Flacheninhalt ‘S des zum Winkel o gehdrigen Kreis-
sektors (Kreisausschnittes),

e) der Flacheninhalt A, des Kreisabschnittes (Kreissegmentes)
der Hohe h!

Losung:
a) s=2\f2-;;_h2=2\/0,75 m2=1,73 m,
v) a=z-b, ap= St -alegh) (173800058 04342



T o _m o _ I
c) b= e r=——60 c1m-= m= 1,05 m,
180° 180° 3 '

a) Ag 3 R ,00me-1m 0,53 m2.
e) Ay =%[b-r - 8(r - h)] ~%(1,05 m.1m-1,73m-0,5m)
=~ 0,09 m2.

Rechenkontrolle: AA = AS - Ap = 0,10 m2 (Rundungsfehler).

Bild 23/ Bild 23/2 Bild 23/3

Beispiel 10:
Die Lange des in Bild 23/3 dargestellten Korbbogens soll be-

rechnet werden. Der Korbbogen besteht aus drei Kreisbogen,
deren Mittelpunkte in B, M und C liegen.

TB-W=C0=4q B-W, I5-T7, TP -CE

1. 9 MBC = § BCM = 3 DCE = } ABF = %(180° - 90°) = 45°,

2. B2 = W2 - W2, WP =W? =3 W =3 o, W= =32

T (o]

3. b= 2800 o e,
5 BT .40, _X
AF = DE = 2800 45" -a = a,
B = X 190°(1 + § V)e = 301+ § WD,

~

~ o~
Lange des Korbbogenst AF + DE + FE = g a(2 + % V2).



7.3. Ubungsaufgaben

A7/1.

A7/2.

A7/3.

A7/4.

A?/5.

A7/6.

A7/7.

Zum Schleifen eines Spiral-
bohrers von 20 mm Durchmes-
ser soll eine Lehre nach
Bild 24/1 angefertigt wer-
den. Berechnen Sie h !

Berechnen Sie die Hohe und
den Flacheninhalt eines
gleichseitigen Dreiecks von
a = 4 cm Seitenlange!

Gegeben ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit dem
Flécheninhalt A = 10 cn?
und der Basis ¢ = 4 cm. Be-
rechnen Sie die Lange der
Schenkel a und dis Hdhe h,!

Wie grop ist der Blechbe-
darf A fur das in Bild 24/2
dargestellte Werkstiick?

Berechnen Sie den Inkreis-
radius Ty und den Umkreis-
radius T, des rechtwinkli-
gen Dreiecks mit den Kathe-
ten a = 6 cm und b = 8 cm!

Berechnen Sie die Strecken
b und ¢ des in Bild 24/3
dargestellten Dachbinders
fir h = 3,5 m und a = 2,8 m!

In Bild 24/4 ist die Breite
des Flusses zwischen den
Punkten E und C zu bestim-
men. Gemessen wurden die
Strecken AD = 15 m, AE = 9 m
und AB = 148 m.

h

i
e
T

Bild 24/1

D

|
:

4

Bild 24/2

a
Bild 24/3

Bild 24/4




A7/8.

A7/9.

A7/10.
A7/11.

Ein Kupferdraht mit 2 mm® Querschnitt soll durch einen
Aluminiumdraht mit dreifachem Quersochnitt ersetzt wer-
den., Welchen Durchmesser muf der Aluminiumdrght er-
halten?

Wie grof sind in einem Kreis mit dem Radius r = 4 cm
der zum Bogen b = 6 cm gehorige Mittelpunktswinkel «
und der Flacheninhalt A des zugehorigen Sektors (Kreis-
ausschnitts)?

Berechnen Sie aus Bild 25/1 r, in Abhéngigkeit von T, !

Berechnen Sie im Dachbinder des Bildes 25/2 die Balken-
langen b, o, d, wenn a = 12 m und h = 4 m gegeben sind!

:zfz§;;2§; %

7 = 2
(o ¥ a « o
=

Bild 25/1 Bild 25/2




8.

Stereometrie

Die Stereometrie befaft sich mit der Bestimmung und Messung
raumlicher Gebilde (Korper).

8.1. Grundlegende Begriffe und Satze
Eorper sind durch ebene oder gekriummte Flachen allseitig

abgeschlossene raumliche Gebilde.
Die Summe der Begrenzungsflachen heift Oberflache, der
vollstandig eingeschlossene Raum heift Volumen (Raumin-

halt) des Kdrpers.

Polyeder (Ebenflachner) sind Kdrper, die nur von ebenen

Flachen begrenzt werden.
Dazu gehdren: Prismen, Pyramiden, Pyramidenstumpfe.

Ein Prisma wird begrenzt durch zwei gleiche und zuein-

ander parallele n-Ecke (Grund- und Deckflache) und n
Parallelogramme (Seitenflachen).

Sind die Grundflachen regelmaBige bzw. unregelmaBige
n-Ecke, so entstehen regelmafige bzw. unregelmafige
Prismen.

Alle Seitenkanten des Prismas sind gleich lang und
parallel, Stehen die Seitenkanten auf der Grundflache
senkrecht, so spricht man von einem geraden Prisma,an-
derenfalls heiBt es ein schiefes Prisma.

Prismen
regelmaBige unregelmaBige
gerade schiefe gerade schiefe
(Bild 26/1) (Bild 26/2) (Bila 26/3) (Bila 26/4)

———1

AN
o\

Bild 26/1 Bild 26/2 Bild 26/3 Bild 2¢/4
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Der Quader ist ein vierseitiges gerades Prisma, bei dem
Grund-, Deck- und Seitenflachen Rechtecke sind.

Der Wirfel ist die Sonderform des Quaders, bei dem alle
begrenzenden Flachen Quadrate sind,

Ein schiefes vierseitiges Prisma (z. B, Bild 26/2) heift
Pargllelepiped oder Spat.

Eine Pyramide wird von einem n-Eck (Grundflache) und

n Dreiecken (Seitenflachen) begrenzt.

Ist die Grundfléche ein regelmafiges bzw. unregelmafiges
n-Eck, so entsteht eine regelmaBige bzw. unregelmafige
Eyramide.

Liegt die Spitze einer regelmafigen Pyramide senkrecht
iiber dem Mittelpunkt des Umkreises (gleich dem Mittel-
punkt des Inkreises) der Grundflache, so handelt es sich
um eine gerade Pyramide (z. B. Bild 27/1), andernfalls
heipt sie schiefe Pyramide (z. B. Bild 27/2).

Das Tetraeder ist eine regelmaBige gerade Pyramide, deren
Grund- und Seitenflachen gleichseitige Dreiecke sind.

Wird eine Pyramide parallel zu ihrer Grundflache durchge-
schnitten, so entsteht ein Pyramidenstumpf (Bild 27/3).

[ a

Bild 27/1 Bild 27/2 Bild 27/3
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[:] Der gerade Kreiszylinder (Bild 28/1), der gerade Kreis-

kegel (Bild 28/2), der gerade Kreiskegelstumpf (Bild 28/3)
und die Kugel gehdren zu den Korpern, die (teilweise oder

vollstandig) durch gekrimmte Flachen begrenzt werden.
Fir die Berechnung der Oberfldche von Zylindern und
Kegeln ist es erforderlich, eine Abwicklung der gekrimm-
ten Mantelflachen vorzunehmen.

s
[z
T
D o

Bild 28/1 Bild 28/2 Bild 28/3

® Fur den Zylinder ist der Mantel M ein Rechteck mit den
Kantenlangen h und 2nr (Bild 28/1).

® Fir einen Kegel ist der Mantel M ein Kreisausschnitt
(Kreissektor) mit dem Bogen b = 2mr und dem Radius s
(B11a 28/2).

Wird eine Kugel in bestimmter Weise geschnitten, so ent-

stehen Kugelteile.

Die gebrauchlichsten Kugelteile sind:
Kugelabschnitt oder Kugelsegment (Bild 29/1),
Kugelschicht (B11d 29/2),

Eugelausschnitt oder Kugelsektor (Bild 29/3).
Die gekrummte Mantelflache des Kugelabschnitts heift

Kugelkappe (oder Kalotte), der Mantel der Kugelschicht

heipt Kugelzone.
Die Flachen Kugelkappe und Kugelzone werden zur Bestim-

mung der Oberflachen von Kugelteilen bendtigt.

28



® Die Oberflache eines Kugelausschnitts (Bild 29/3) setzt
sich zusammen aus einer Kugelkappe und der Mantelflache
eines Kegels.

R

Bild 29/1 Bild 29/2 Bild 29/3



Formeln zur Berechnung von Kdrpern
G Grundflache, h Hdhe,
R Kugelradius, V Volumen, M Mantelflache, O Oberflache.

8 Mantellinie,

r Kreisradius,

Prismg (Bilder 26/1 bis 26/4) V = G . h,
Pyramide (Bilder 27/1 und 27/2) V = % G.h,
Pyramidenstumpf (Bild 27/3) V = % (Gq + VBT, +Gy)
Zylinder (Bild 28/1) V=G.h, M= 2mrh,
Kegel V= % G.h,
gerader Kreiskegel (Bild 28/2) V = % 1u~2h, M = mrs,
gerader Kreiskegelstumpf V= (S + v, + 15)
(Bild 28/3) 3V T Tate Rl
M = ms(r, + r5).
Kugel V=3, 0= 4’
Kugelabschnitt (B1ld 29/1) V= 2 (3:2 + 1b?)
2
= B (3R - n),
0 = n(2Rh + r°),
Kugelkappe M = 2mRh,
_mh o2 2 .2
Kugelschicht (Bi1d 29/2) V = z (31-1 +3r5 +h ),
0 = n(2Rh + r,‘? + rg),
Kugelzone M = 2nRh,
Kugelausschnitt  (Bild 29/3) V = % nRh,
0 = nR(2h + ).




8.2, Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:

Das einfachste Prisma ist der Wirfel (Bild 31/1).
V=G.h=a-a= 32, 0= QQE.

Seitenflachendiagonale d, = \Lz + a° a \f;az = a2,

Raumdiagonale d, = \/d.,? + 82 = \/3&2 = a\3.

Beispiel 2:

Ein regelmaBiges dreiseitiges Prisma mit der Grundkante a be-
sitzt das Volumen V = adV3. Wie grof ist seine HGhe h?

V=G-h, G=%%V3, a3v3,=-§§v3-h, h = 4a,

Beispiel 3:
Eine regelmafige vierseitige Pyramide besitzt die Grundkante a
und die Hohe h = 2a (Bild 31/2). Gesucht sind das Volumen V,
die Oberflache O, die Seitenlénge s und die Seitenflachen~
hohe m der Pyramide!

vadern-Fe2ang e

2= (8?2 + (2%, n=$§ W7,

L (5)2 = %? a2 + %? = g a2, 5= 3¥2 a,
G+ 4h = 8% + 4. 5 -5 V7 = (1 + Mﬁ7)a2.

=]
]

o
1}

/ Vv
a a
Bild 31/1 Bild 31/2 Bild 31/3
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Beisplel 4:
Ein gerader Pyramidenstumpf besitzt als Grund- bzw, Deok-

flache jeweils ein gleichseitiges Dreieck mit den Seiten-
léngen a bzw. b. Die Lange der Seitenkante ist s (Bild 31/3).
Gosuoht ist sein Volumen!

b2 = nz W=TC-TE=5-3VI-5-3V3=3V3(a-0),
hn'J (a-b)2

V=3(G1 '\/G_-U'+G)

zgﬁa (a-b)a(%;-ﬂ+ab'\/3+ \E)-
V:E(az+ab+b2)‘le -3- a-b)z.

Beispiel 5:
Ein gerader Kreiszylinder (Radius r, und Hdhe hy = 2r,) und

ein gerader Kreiskegel (Radius T, und Mantellinie s = ?_r2)
besitzen eine gleichgrofe Oberflache. Gesucht ist das Ver-
haltnis der beiden Volumina zueinander!

Zylinder: Op = TD'.‘?I + 21tr1h1 = 5111-,?,

2
3nrs.
AuaoZ-oK folgt r2=1/§_r1.
1.2 .‘,
=1cr1h.1 21u:1, VK='3m'2h2 mit h2= 32-r§=r2V3,
Vx=]63"“‘2= V5 w3,
Vy i Vg =2m3 s g V5 wd =11 0,62,

Kegel: 0K = m‘g + Tr,8

Beispiel 6:
Ein gerader Kreiskegelstumpf mit den Radien Tq = S5 cm und

T, = 2 om ist 4 cm hoch, Wie grof sind Volumen und Mantel-
flache des Korpers?

Va 1'3‘3 (rﬁ + T, + rg) = § 4 cm(25 + 10 + 4)cm2 = 52n cmd
~ 1634 cmd,

s-’&la-t(r1-r2)2='\A60m2+9cm2=50m,

Ilm‘ﬂ:s(r1 +T,) =m-5cm+?7 om = 110 cm?,

32



Beispiel 7:

Eine Kugel vom Radius R wird durch zwei parallele Schnitte

in drei hdhengleiche Korper, namlich zwei Kugelabschnitte und
eine Kugelschicht, zerlegt (Bild 33/1). Gesucht sind die
Volumina dieser Korver!

Kugelabschnitt: V, = E%E (3R - h) = “ 4R2 (3R - 75) = ﬂ83
Eugelschicht: r4 =r,, rﬁ = R° - (-5)2 =3 8 g2,
Vs=%(3r$+3r§+h2)=§--23-R(6'~8R2+‘g"32)=812-1m3,

Brebe: Vgygop = 2V, + Vg = 2 8 3 + g2 - % nR3

e ) ’
L/ F

Bild 33/1 Bild 33/2

Beispiel 8:

Gegeben ist ein Hohlzylinder mit den Radien T4 und T, und der
Hohe h = r, (Bild 33/2).

Wie grop muf r; sein, damit der Hohlzylinder dem (inneren)
Zylinder mit dem Radius r, und der Héhe h = T4 volumengleich
ist?

Vg = whh - mhh = w( - 1) -y - 1),
V2 = “’"gh = ’“‘%"1'

2 2
Vg = Vp, Whry = my(f - 15), 1, = VB,
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8.3. Ubupgsgufgaben

A8/1.

48/2,

A8/3.

AB/4,

A8/5.

A8/6,

A8/7.

AB/8,

In ein wirfelfdrmiges GefaP, das innen die Kantenlinge
50 om besitzt, werden 18 £ einer Flissigkeit gefillt.
Wie hoch ist der Flissigkeitsstand h im GefaB?

Wie grop ist die Oberflache eines regelmafigen dreisei-
tigen Prismas, dessen Grundflache eine Seitenldnge
a = 60 om besitzt und dessen Volumen V = 900 cm3 be-

tragt?

Bestimmen Sie die Masse von J
100 Aluminiumnieten mit den o1 ] _ i
in Bild 34/1 gegebenen Ab- AN
me en! Q=2 .
ssungen! (e=¢=2,7 —-023 ) f
30
Berechnen Sie den Radius R

einer Kugel, deren Oberfla- Bild 34/
che gleich der Oberflache
eines Zylinders mit dem
Radius r und der Hdhe

h = 4r ist!

Berechnen Sie die Raumdia-
gonale 4 eines regelmafigen
vierseitigen Pyramidenstump- 4
fes, dessen Grundflache

G, = a2, Deckflache G, = §

1 3 2

und Volumen V = a” gegeben

sind (Bilad 34/2). Bild 34/2

Wie lang ist die Grundseite a einer regelmafigen vier-
seitigen Pyramide, wenn ihre Oberfldche O = 360 om® und
ihr Volumen V = 400 om® betragt?

Aus einem halbkreisformigen Blech (Radius r1) soll der
Mantel eines Kreiskegels geformt werden. Wie grof ist
der Rauminhalt dieses Kegels?

In einem geraden Kreiskegelstumpf von 5 em Hohe und
140m on3 Rauminhalt unterscheiden sich die Grundkreis-
radien um 6 om., Wie grof sind diese?




AB/9T) Der Kegelmantel le° eines Kugelsektors soll gleich
der zugehdrigen Kugelkappenflache Mg, sein, Bestimmen
S8ie die Hohe des Kugelabschnitts (Eugelradius R)!

3



9. Trigonometrie und Goniometrie

Trigonometrie heipt Dreiwinkelmessung. In dleser elementar-
mathematischen Disziplin werden Dreiecke und geradlinig be-
grenzte ebene Figuren, die sich bekanntlich alle in Dreieocke
zerlegen lassen, mit Hilfe ihrer Winkel berechnet. Man be-
nutzt dazu die Winkelfunktionen (trigonometrische Funktionen).

In der Goniometrie wird mit solchen Funktionen, die von
Winkeln abhangen, gerechnet.

Da die Winkelfunktionen von grofer praktischer Bedeutung sind
und ihre Kenntnis im Studium vollstandig vorausgesetzt wird,
ist es notwendig, entsprechende Fertigkeiten in trigonometri-
schen Berechnungen zu reaktivieren. Dabel ist der sichere Um-
gang mit Formelsammlung und elektronischem Tasohenrechner eine
wesentliche Voraussetzung.

Weitere Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen werden
im Abschnitt 11, behandelt, der sich mit den wichtigen ele-
mentaren Funktionen der Mathematik befaft, zu denen auech die
trigonometrischen Funktionen gehodren.

9.1. Grundlegende Begriffe und Satze

9.1.1. Die Winkelfunktionen

Fur spitze Winkel o (0° < o < 90°) sina folgende Seiten-
verhiltnisse im rechtwinkligen Dreieck definiert.

Mit den Bezeichnungen von Bild 37/1 gilt:

Kosinus « = 008 a = ﬁ;ggtggﬁge = % ,




b

ol

A

C 5
Bild 37/1

[:] Die rrweiterung der Seitenverhlltnisse aus [:] auf be-

liebige Winkel erfolgt durch ihre Definition am Einheits-

kreis (Bild 37/2).

cola corta
a .
Ir 1'1 ﬁif' I
' fana
Sina sin ::\\
a ;
cos « cos o
o )4 o ¥ fona
o° Sas 90° 90° Ss 180°
cota cota
I I I I
rfana
cosa (] A
) ‘(Ei. cose’| \&
>0, (i fana
o r v/ 4 ¥
180° g a g 270° 270° g a g 360°
Bild 37/2
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Ist x ein Winkel im Bogenma8, lassen sich mit E] und
die Punktionen y = sin x, y = cos x, y = tan x und
y = cot x erklldren.

Die Werte der trigonometrischen Funktionen sind reelle Zah~
len. Sie besitzen in den einzelnen Quadranten folgende Vor-
zeichen:

Trigon. Quadrant

Funktion I, II , III , IV
sin + + - -
cos + - - +
tan + - + -
cot + - + -

Wahrend die Werte der Funktionen Sinus und Kosinus alle zwi-
schen -1 und +1 liegen, konnen Tangens und Kotangens jeden
beliebigen positiven oder negativen Wert annehmen, Dabel ist
jedoch zu beachten, daB tan 90° und tan 270° sowle

cot 0°, cot 180° und cot 360° nicht definiert sind. Wie

Bild 37/2 zeigt, werden fix diese Winkel Jeweils zwel Seiten
der betreffenden Dreiecke zu Parallelen,und damit existiert
kein endlicher Wert der betrachteten Winkelfunktion.

Diese Tatsache wird durch folgende Schreibweise ausgedriickt:

tan 90° = * w, tan 270° = % «,

cot 0° = ¢ o, cot 180° = = o, oot 360° = % oo,

[:] In Zahlentafeln sind die Werte der trigonometrischen
Funktionen fiir Winkel « im I. Quadranten (0° g & g 90°)
enthalten,

Fir beliebige Winkel ktnnen die Werte der trigonometri-
schen Funktionen durch Zuriuckfiihren auf Winkel des

I. Quadrenten bestimmt werden.

Dafur gelten die folgenden Beziehungen:



a) | sin(n - 360° + ) = sin «,
cos(n - 360° + «) = cos «,

o n-o’ 11' tz.'oo
tan(n - 180° + «) = tan «,
cot(n -180° + «) = cot «.

b) | sin(-a) = - 8in «,
cos(-a) = cos «,
tan(-o) = - tan «,
cot(-a) = - cot «.

c) 90° ¢+ o | 180° & o | 270° + o | 360° * «
sin cos o ¥ 8in o - co8 « t sin «
cos | ¥ sin o - cos « + 8in o cos «
tan | ¥ cot « t+ tan a ¥ cot « + tan o
cot | + tan o t cot a ¥ tan « *+ cot «

® 5in(-1000°) = - 8in 1000° = - sin(2 - 360° + 280°)

= - 8in 280° = - 81n(270° + 10°) = cos 10° = 0,9848.

Ein elektronischer Taschenrechner liefert schneller
genaueren Wert sin (- 1000°) = 0,98480775.

den

n glei-

Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktione
ghen Winkels:

s:Lnaa+ 0032a=1, tan @ « cot a =1,
s8in o 1 008 O _ 1
ten @ = 504 2 cot &0 °°% ¢ = gln o < Fan &
2 1 2 1
1+tana=j— 1+cota=-——2-—.
cosa' 8in"«

Trigonometrische Funktionen von Summen und Differenzen

(Additionstheoreme):

3in(x + B) = 8in « cos B * cos « sin B,
cos(a t B) = cos @ cos B ¥ sin « sin B,
ten(x ¢ B) = r4Ppac A0 Ry,

T
oot(x t B) = SrSpegt Bt
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Trigonometrische Funktionen des halben und des doppelten
Winkels:

sin « = 2 sin 5 - cos 3, ooaa:ooeag-smag,

s:LnZauzeinacosa:ﬂ-g—

1+tana'

cos 2a = 009201. - s:ana =1-2 sin®a = 2 cos®x - 1,

2 tan _ 2
tan 20 = —SEFE = o T e w
2
cot 2a = cotoc: -a'l - cot o - tan @
Bemerkung:

Weitere Beziehungen zwischen trigonometrischen Funktionen
sind im Bedarfsfalle den einschlagigen Formelsammlungen zu
entnehmen,

Formeln zur Berechnung in schiefwinkligen Dreiecken

(Bild 40/1):
Sinussatz:
|sina:ain8:ei.ny-a:b:c.4l
Kosinussatz:
-
a2 = b2 + 02 - 2bc co8 «,
b2=a2+02-2ac0093, b d
02=a2+b2—2ab co8 Y. a
4 (2]
A c 8
Bild 40/1

Flacheninhalt eines Dreiecks:

A:%absiny:%bcsina:%aoamﬁ.




9.1.2. Goniometrische Gleishungen

Eine Gleichung zwischen trigonometrischen Funktionen
eines Winkels (einschlieflich seiner Vielfachen) heift
goniometrische Gleichung mit einer Unbekannten.

® s8in o + 8in 2a = 2 sin 3«,
%[tan a - tan(a.+g)],

cos(2x - g)

sin®x + 4 cot®x = 5.

Losungsverfahren fiir goniometrisghe Gleichungen:

1. Unformung der gegebenen Gleichung mit Hilfe der Be-
ziehungen 9.1.1. bis 8o weilt, daf nur noch
eine trigonometrische Funktion des gesuchten Winkels
o auftritt.

2. Falls erforderlich, wird die trigonometrische Funktion
substituiert und die entstehende algebraische Glei-
chung geldst.

3. Wegen der Periodizitat der trigonometrischen Funktio-
nen (9.1.1. [I] a)) Lesitzen goniometrische Gleichun-
gen unendlich viele Losungen.

Man beschrankt sioch Jjedoch auf alle Winkel « mit
0° < ac< 360° als mdgliche Ldsungen.

4, Mit den als mogliche Losungen ermittelten Winkeln ist
in der gegebenen Gleichung unbedingt die Probe dureh-
zufihren, um eventuell auftretende ScheinlOsungen aus-
zusondern,

® 2 s8in x + cos x = 2.
Nach 9.1.1. gilt oos%c + sin%c = 1 und damit
cos X = - 8in“x. Einsetzen in die Gleichung ergibt:
231nx+’\£-sin2x=2,
\A—B:anxa‘?-asinx,
2

ﬂ-sm%:=4-8a1nx+4sinx,

581!12!-88111!1-3'0-
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Diese quadratische Gleichung in sin x kann geldost werden,
indem man sin x = z substituiert.

522 -8z +3=0,

22 - g z + g (0]
4 6 4 .1
me=$rWE-2-8:L
1, Z5 = g.
Mit z = sin x ergibt das folgende Winkel zwischen
0° und 360°:
zq =1, d. h.,8in x = 1: x, = 90°,
2, = g, d. h.,8in x = g = 0,6: x, = 36,87° (x, inm I. Qua-
dranten). Da sin x fur Winkel im I, und II. Qua-
dranten positiv ist (9.1.1. [3]), gilt nach

9.1.1. E c): Xq = 180° - X, = 143,13°
(x3 im II. Quadranten).

Probe (in der Ausgangsgleichung):

xy = 90°%: 2 8in 90° + cos 90° =2:1 + 0 = 2.

x, = 36,87°: 2 sin 36,87° + cos 36,87° =2 -0,6 + 0,8 = 2.
Xy = #3,43%: 2 sin 143,13° + cos 143,13°

2 81n(180° - 36,87°) + cos(180° - 36,87°)
2 sin 36,87° - cos 36,87° = 2.0,6-0,8% 2.

Die Probe ergibt: x; = 90° und x, 36,87° sind Ldsungen
der goniometrischen Gleichung, x3 = 143,13o ist keine
Losung.

Z1=

1]

9.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen lassen sich aus

dem Quadrat (Bild 43/1) oder dem gleichseitigen Dreieck
(Bild 43/2) ermitteln. So gilt zum Beispiel:

a
cos 45° = gin 45° = & = % V2, tan 60° = 2V = V3.
a

v 3
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Es laft sich folgender Zusammenhang in Form einer Gedachtnis-
hilfe aufstellen:

sin O°=%V5=cos 90°,
sin 30° = % W = cos 60°,
sin 45° = % V2 = cos 45°,
sin 60° = % V3 = cos 30°,
ein90°=%’\,ﬁ= cos 0°,
301
a ave a a
V3
45 60°\ §
Bild 43/1 Bild 43/2
Mit den Ausfihrungen zu 9.1.1. . und der Begziehung

tan o = -2%%: = c_o'{:l—& erhalt man die nachfolgende Dbersicht

uber spezielle Werte der Winkelfunktionen:

o | 0°| 30° | 45° [ e0° |[90° | 180° | 270° | 360°
sin | 0|3 5V 3V3 | 4 0 -1 0
cos 1 % V3 :‘5_— Ve % 0 -1 0 1
ten | © %»VS 1 V3 | te 0 tm 0
cot | e Vil % V3 o] too o} too
o (o] g E g g n g T 2%
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Beispiel 2:
Die folgenden Ausfilhrungen sind nur noch von Interesse, falls

ein elektronischer Taschenrechner nicht zur Verfligung steht.
Fir Winkel zwischen 0° und 90° kGnnen die Werte der trigono-
metrischen Funktionen den bekannten Zahlentafeln entnommen
werden. Ist der betreffende Winkel selbst nicht angegeben,

so sucht man den nachstkleineren Winkel auf. Der Zwischen-
wert wird wie in Lehrbrief 1, Abschn. 3.5., Beispiel 5, durch
Interpolation ermittelt. Dabei ist zu beachten, daf bei der
Kosinus- und Kotangensfunktion die Funktionswerte fir wachsen=-
de Winkel abnehmen. Das gleiche gilt fur das Aufsuohen der
Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Hierbel ist
folgendes zu beachten: Die meisten Werte der Winkelfunktionen
sind kleiner als 1, ihre Logarithmen muBten also negative
Kennziffern erhalten, Deshalb wird meistens zur Vereinfachung
des Rechenweges in den Tabellen eine um 10 grofere Kennzahl
angegeben. Diesen Wert muf man in Rechnungen selbstverstand-
lioh wieder abziehen. Die nachfolgenden Zahlenbeispiele ent-
sprechen einer vierstelligen Zahlentafel.

a) cos 29,87° = ? d = 2362 =2l ~e,
cos 29,80° = 0,8678,

cos 29,90° = 0,8669,
also cos 29,87° = 0,8678 - 0,0006 = 0,8672.

b) log ten &« = 9,7639 - 10, « = ?
log tan 30,1° = 9,7632 - 10, n=210.4_230-2_,

log tan 30,2° = 9,7649 - 10,
also & = 30,14°,
c) log cot 51,28° = ? a=L5n . 16.8 43
log cot 51,2° = 9,9053 - 10,
log cot 51,3° = 9,9037 - 10,

also log cot 51,28° = 9,9053 - 10 - 0,0013 = 9,9040 - 10.

In den obigen Rechnungen sind die Winkel in der Dezimaltei-
az?ng gegeben, Das erfordert natirlich die entsprechende



Darstellung in der Tafel. Manche Tafeln besitzen jedoch eine

Teilung der Winkel nach Grad, Minuten und Sekunden. Flir den
Bedarfsfall findet man in Formelsammlungen eine Tabelle zur

Umrechnung von einer Winkeldarstellung in die andere.

Will man den Wert einer trigonometrischen Funktion eines
Winkels im Bogenmsaf aus der Tafel bestimmen, muf man den
Winkel nach 7.1.1. zunachst in das Gradmaf umrechnen oder

wiederum eine Umrechnungstafel benutzen.

Beispiel 3:
In einem rechtwinkligen Dreieck ist a = 0,264 m und

b = 0,213 m. Gesucht sind die Winkel a« und B sowie die
Hypotenuse o.

tan o = § = G335 = 1,239, « = 51,1°,
’

B ° = 38,9°.

=90" - «
8 _ 0,264 m 0,264 m
oin = Qo = oG T oot = GipRRet = 0339 .

Beispilel 4:

Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks seli ¢ = 10,25 cm.

Der Winkel o ist 65,43°, Wie grop ist der Winkel B, und wie

lang sind die Katheten?
B =90° - a° = 24,57°.

a=c-8in a =10,25 om - sin 65,43° = 10,25 cm - 0,909

= 9 cm,
b=oc.co8 «=10,25 cm -cos 65,43° = 10,25 om + 0,4158

= 4,26 om.
Beispiel 5:

In einem schiefwinkligen Dreieck sind die Seite b = 15 om,
die Winkel B = 35,3° und y = 86,7° gegeben. Gesucht sind der

Winkel o und die Seiten a und o.
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180° - (B + v) = 58°.
a:b=2sin o : sin B (Sinussatz!),

b.sin o _ 15 om. sin 58° _ 15 om - 0,8480 _
=" B ain 35.3° : 22,0 om.
’

c=8in B8 : 8in vy,
_b-sin _'15om-m.nas,z°=.;|§8@-029233m
¢ = _EE-BI - ﬂm 35'30 ' 25 9‘ om.

Beigpiel 6:
In einem schiefwinkligen Dreieck sind zwel Seiten und der

eingeschlossene Winkel gegeben:
b =23, 45 cm, c¢ = 88,27 em, « = 32,43°,

Zu bestimmen ist die Drelecksseite a !

Kosinussatz: a2 = b2 + c2 -~ 2bc cos «,

R
n

o
I

o

a= V&a + 02 - 2bo o8 «
= ‘£3v452 + 88-2?2 - 2-23,45 88,27 . 008 32,430 onm,

Falls fur die Berechnung solcher Ausdrucke kein elektroni~
scher Rechner zur Verfigung steht, ist es zweckmaBig, die Be-
rechnung logarithmisch auszufiuhren:

1g b 1,371 ] -2 +

1g b2 2,7402 v = 549,8|

1g ¢ 1,9458 ] -2 +

1g ¢ 3,8916 P=209,5| 4

1g 2 0,3010 + b2+ 0% = 81,3 +

lg cos « 9.,9264 -

1g 2bc cos o | 3,5433 2b 0 a 0] =

1g a° 3,6855 a® = 4847,3

lg a 1,8428 Losung: g = 69,63 om.
Beispiel 7:

Von einem Dreieck mit den Seiten a = 12,3 cm, b = 16,2 cm und
dem eingeschlossenen Winkel y = 81,51° 8ind die Ubrigen Winkel
und die Seite ¢ zu bestimmen,
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Zunachst wird der Kosinussatz angewandt:
o= Vga + b2 - 2ab cos Y

= h2,32 + 16,22 - 2.12,3. 16,2 - 008 81,51°,

c = V151,29 + 262,44 - 58,83 = 18,83 om.
Der Sinussgtz liefert den zweiten Winkel: sin P :8in y = b : 0,

(o]
ainp = Riglo Y, 1§‘g‘§§jé§1%391‘21‘ = 1§‘%Ef%32§29 = 0,8509.

Da der Sinus im I. und II. Quadranten positiv ist, kommen als
Winkel in Frage:

By = 58,31° und B, = 180° - 58,31° = 121,69°.
Da jedoch b < ¢ ist, muf auch B < y sein, denn im Dreieck
liegt der groferen Seite auch immer der gropere Winkel gegen~

iber.
Demit ist B = B, = 58,7° und « = 180° - B - vy = 40,18°.

Beigpiel 8:
Um die Breite x eines Flusses

zu bestimmen, wird von einem
20 m vom FluBufer entfernt
stehendem Haus das gegenuber-
liegende Ufer aus zwei ver-
schiedenen Hohen anvisiert
(siehe Bild 47/1): Bild 47/1

«=28,4° p=14,6° h=6 m, e = 20 m,

Nach dem Sinussatz gilt:
o o -
"8 - a) !
o
- - h .-0Q8
: aﬁgig - a; =h aIEiB - a)’
CcoB & = I—i—g, x=4d -008 x - e,
() o
X = h 8cos Q- g?a & _ o= 6 m -co8 14,6 ;oqggaly - 20m
sin 6,2

=600 . 0,98 m-20m=53,19n0-20m =~ 33 m,

’

d

h
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Beispiel 9:
Von einem Dreieck sind zwei Seiten und der von ihnen einge-

schlossene Winkel gegeben. Es soll der Flacheninhalt A be-
stimmt werden.

a=15,3%m b=268m y=116°30',
A=2%ebsinys=%.153 026,84 m-sin 116,5°
= % 15,3 - 26,84 - 8in(90° + 26,5%)n°

= % +15,36 - 26,84 - cos 26,5° n° = %+ 15,36 - 26,84 « 0,849 n°

= 184,47 .
Beispiel 10:
Goniometrische Gleichungen
a) tan x + fzg_i =4 | - tan x,
tanzx + 3 =4 tan x,
tanzx -4 tan x + 3 =0, 2z = tan x gesetzt,

2
- Y4z + =0 2 =2 1,
z 3=0, 242

Aus z, = ten x = 3 folgt: x, = 71,57°, x, = 251,57°,
aus z, = tan x = 1 folgt: x3 = 450, X, = 2250.

Die Probe ergibt: Alle vier Losungen erfillen die Aus~
gangsgleichung,
b) 4 008°x - 4 gin x = 1,
4(1 - sinzx) - 4 8in x = 1,
sinzx + 8in x - & =0, s8in x = z gesetzt,
2% + z - £ = 0, 29,2 =~ % 1.

Aus z, = sin x = % folgt: x; = 30°, x, = 150°.

z, = - 1,5 liefert keine Losungen, da der Sinus nur fir
Werte -1 * sin x @ 1 definiert ist.

Die Probe bestatigt, ddf x; und x, Losungen der Ausgangs-
gleichung sind.



¢) co8 x + 2 8in 2x = 0O,
cos X + 4 sin x cos x = O,
cos x(1 + 4 sin x) = O,

Ein Produkt ist gleich Null, wenn mindestens ein Faktor
gleich Null ist:

cos x =0, X = 90°, x = 270°,

14+48nx=0, sinx=-g=~-0,25. Es gilt

sin 14,48° = 0,25 und 8in(180° + 14,48°) = - 0,25
sowie 8in(360° - 14,48°) = - 0,25, Daraus folgt:

xy = 194,48° x, = 345,52°.

Alle vier Losungen erfiillen die Ausgangsgleichung.

9.3. Dbungsaufgaben
A9/1. Geben Sie die folgenden Winkel im Bogenmaf bzw., im

Gradmaf an!
a) 36°, b) 145°17'18", o) 287,7°,
a) E, e) 0,82, £) 5,63.
A9/2. Bestimmen Sie nachfolgende Funktionswerte!
a) sin 245,34°, b) cos 246,57°,
c) tan(-463,19°), a) cot 112,12°,
e) 1g sin 26,68°, £) 1g tan 85,3°.
49/3. Fir welche Winkel zwischen 0° und 360° gilt
a) sin « = 0,8516, b) cos @ = - 0,5821,

c) 1g sin a« = 9,7498, d) 1lg cot x = 0,0952%

A9/4, In einem rechtwinkligen Dreieck sind der Winkel
o = 16,2° und die Hypotenuse ¢ = 83,25 cm gegeben.
Bestimmen Sie die Ubrigen Seiten und Winkel!
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49/5.

A9/6,

A9/7.

A9/8.

49/9.

4A9/10.

A9/11.

Ein Turm wirft bei einem Ein-

fallswinkel des Sonnenlichtes

von a = 54° einen Schatten

der Lange £ = 24,8 m (vgl. I
Bild 50/1). Wie hoch ist der

Turm? o

Von den Endpunkten A und B Bild150/1
einer Strecke c = 78,2 m er-

scheint ein dritter Punkt C unter den Winkeln

a =110,3° und B = 35,8°, Wie weit liegt der Punkt C
jeweils von A und B entfernt?

In einem schiefwinkligen Dreieck betragen die Seiten-
langen a = 7,82 cm, b = 12,18 ¢m und ¢ = 10,06 cm,
Wie grof sind die Winkel des Dreiecks?

Die Seiten a = 14,93 cm, b = 9,66 om und der von ihnen
eingeschlossene Winkel y = 107,5° 8ind von einem Drei-
eck bekannt, Wie grof ist sein Flacheninhalt?

Berechnen Sie den Flacheninhalt eines gleichschenkli-
gen Dreiecks mit der Hohe h = 4,5 m und dem von den
belden Schenkeln eingeschlossenen Winkel y = 35°!

Die Spitze eines Fernsehturmes wird von einem Punkt
der durch seinen Fufipunkt gehenden, waagerechten Ebene
anvisiert. Dabei wird ein Erhebungswinkel o = 20° ge-
messen, Nachdem man sich dem Turm um d = 400 m auf
dieser Ebene genahert hat, findet man den Erhebungs-
winkel B = 36°, Wie hoch ist der Turm?

Losen Sie die folgenden goniometrischen Gleichungen!

2x + 5 co8 x = %,

a) 4 cos
b)% cos X = cot x,

c) sin x = 8 cos 2x.



10, Analytische Geometrie der Ebene

In der analytischen Geometrie werden geometrische Unter-
suchungen mit rechnerischen Methoden durchgefiihrt. Geometri-
sche Gebilde werden in ihrer Lage durch Zahlenangaben be-
stimmt, ihre Eigenschaften werden numerisch ermittelt., Des-
halb bildet die analytische Geometrie eine wesentliche Grund-
lage fur die sogenannte ,Hohere Mathematik". Sie findet An-
wendung durch die Vektorrechnung, und sie wird praktisch fiur
alle koordinatengebundenen Betrachtungen in der Mathematik,
in den Naturwissenschaften und in der Technik bendtigt.
Kenntnisse uUber die analytische Geometrie der Kegelschnitte
(Kreis, Parabel, Ellipse, Hyperbel) sind Voraussetzungen fir
eine Reihe von Anwendungen der Differential- und der Inte-
gralrechnung fir Funktionen einer und mehrerer Variabler.

10.1. Das Koordinatensystem

Unter einem Koordinatensystem versteht man zwei einander
schneidende Zahlengeraden (Koordinatenachsen).
Stehen diese Zahlengeraden senkrecht aufeinander, so
handelt es sich um ein kartesisches Koordinatensystem.
Die eine Koordinatenachse heiSt Abszissenachse (x-Achse),
die andere Ordinatenachse (y-Achse). Der Schnittpunkt

der beiden Achsen heifit Koordinatenanfangspunkt, Ursprung
oder Nullpunkt,

Die Lage eines Punktes 1n uer wuvene wird eindeutig durch
seine vorzeichenbehafteten Abstande von beiden Koordina-
tenachsen bestimmt (vgl. Bild 52/1):

Abszisse: vorzeichenbehafteter Abstand x von der y-Achse,
Ordingte: vorzeichenbehafteter Abstand y von der x-Achse.

Durch ein Koordinatensystem wird jedem Punkt P der Ebene
eindeutig ein geordnetes Zahlenpaar (x;y) zugeordnet.
Man schreibdt P(x;y) und spricht:"Punkt P mit den Koor-
dinaten x und y."

® In Bild 52/1 gilt:
A(-2;3), B(-3;-3), ¢C(13;-2), D(4;0).
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Die Koordinatenachsen teilen die Ebene in vier Quadranten.
Diese werden im mathematisch positiven Drehsinn (entgegen
dem Uhrzeigersinn) mit I, II, III, IV bezeichnet (vgl.
Bild 52/1).

Bild 52/1

10.2. Die Strecke

10.2.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Die Strecke AB ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte
A und B in einer Ebeme (Bild 52/2). Kommt es auf den
Durchlaufsinn einer Strecke an,

so muf man Anfangspunkt und AB
Endpunkt der Strecke festlegen. A 8
Solche Strecken heifen orien- Bild 52/2

tiert. Oft wird dafir die Schreibweise AB benutzt. Wird
auf die Angabe von Richtungspfeilen verzichtet, so gilt
stets der zuerst genannte Punkt als Anfangspunkt, der zu-
letzt genannte Punkt als Endpunkt der Strecke,

[Z] Die Lange der Strecke AB gibt den Abstand der Punkte A
und B voneinander an. Sind A(x1;y1) und B(xa;ya) Punkte
in einem Koordinatensystem, so wird der Abstand AB mit
dem Satz von Pythagoras bestimmt (Bild 53/1). Es gilt:

B = kag - %)%+ (3, - 39)%.
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Unter der Richtung einer
Strecke versteht man den

Tangens ihres Winkels ¢
gegen die positive x-Achse.
‘Nach Bild 53/1 gilt:

Xo-Xy I

J
tﬂn¢=F-x%. (xz#x.]). | |

Yo -

Bild 53/1

10.2.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
Gegeben sind die Punkte P,(-2;3) und P,(4;-5). Die Lénge der

Strecke F1P2 betragt:
FF, = Vs + 2)2 + (-5 - 3)2 = VB 7 B% = \IO0 = 10.

Die Richtung der Strecke F,IPE ist:

_ =5 = a 8 _ 4
tng=FT4=-¢=-1
Belspiel 2:

Teilung einer Strecke P'IPZ im Verhaltnis m : n,

Gesucht ist der Punkt T(xT,yT),
der die Strecke P,]Pz im Verhalt-

y
nis m : n teilt, d. h,, es muf b ——
gelten: yz |
———
P;T : ’I'?E =m : n. | :
Nach Bild 53/2 ergibt sich mit y,+— |
dem Strahlensatz (vgl. Abschnitt I | i
1.2.): J lf ng -
ZT x‘)l y - l X, Xy X X
= m T~ 91 _m
—_— = 2 bzw, —— =32, Bild 2
R N S il
Damit lauten die Koordinaten des Teilungspunktes T:
DXy ¢ mo _ My * W
X ="msm * Y7 "no+m
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Will man eine Strecke halbieren, so ist das der Spezialfall
m: n=1: 1. Die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke
P1PZ sind dann:

g B 1 2
=7 v =T
Soll die Strecke F;Fg mit P,(2;1) und P2(7;5) im Verhaltnis
3 : 2 geteilt werden, so besitzt also der Teilungspunkt die
Koordinaten:

xp = 22 + 2?2 =5 und Jp = 2.1 + 22 - 3,4,

10.2.3. Dbungsaufgaben
A10/1. Berechnen Sie Lange und Richtung der Strecke P1P2!

a) P4(152), Py(5:5); b) P,(-2;3), Py(4;=5);
c) »,(2,8;0,6), P,(-2,2;12,6).

A10/2. Berechnen Sie die Lange der Seiten und der Seiten-
halbierenden im Dreieck ABC!

a) A(-2;1), B(4;-2), C(4;4),
b) A(1;13)0 B('4;1)v C(LI-;?).

10.3. Die Gerade .
10.3.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Eine Kurve ist der geometrische Ort fur alle die Punkte,
die durch ein und dieselbe geometrische Eigenschaft fest-
gelegt sind.

Liegt eine Kurve in einem x,y-Koordinatensystem, so sind
fir einen beliebigen Punkt der Kurve die Koordinaten x
und y voneinander abhangig. Laft sich diese Abhangigkeit
durch eine Gleichung zwischen x und y ausdricken, 8so
heift diese die Gleichung der Kurve.

Die Koordinaten aller Punkte der Kurve erfiilllen die Glei-
chung der Kurve, wahrend fir alle Punkte, die nicht auf
der Kurve liegen, die Gleichung nicht erfillt ist.



Durch zwei Punkte verlauft genau eine Gerade.

Fir einen beliebigen Punkt P(x;y)
einer Geraden g im x,y-Koordina-
tensystem gilt nach Bild 55/1: g y-b

ten ¢ = L2, b

Y Plx;y)

Setzt man m = tan ¢, so entsteht x |
nach Unformung die Gleichung L

y=mx + b,
Bild 55/1

heift die Normalform der Geradengleichung.

m = ten ¢ heift der Richtungsfaktor oder die Richtung
der Geraden (der Winkel ¢ wird gegen die positive x-Achse
gemessen), b ist der Abschnitt auf der y-Achse.

® Sonderfalle:

b = O3 Y = mx Gerade durch den Ursprung,

m = Ot Yy = b Parallele zur x-Achse,

b=0, m=0:ty=0 Gleichung der x-Achse.
Bemerkung : .

Fur die y-Achse und jede Parallele zur y-Achse versagt die
Normalform der Geradengleichung, denn b und m = tan -;_-t exi-
stieren in diesem Falle nioht.

Alle Gleichungen von Geraden lassen sich auf die Form

[ ax + By + ¢ =0 (4, B niont beide gleich Null) |

bringen. Diese Form heift die gligemeine Geradengleichung.

® A=2,B=0,C=-4: 2x - 4 = 0 oder x = 2
Parallele zur y-Achse.
® A%0, B=0O, C =0: x=0 Gleichung der y-Achse.
® B &O: y,-ix-% Normalform [3] .
= Ax + =0 Gerade durch den
® C=0: oy Ursprung.
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Verlauft eine Gerade nicht durch den Ursprung (d. h.,in
18t C % 0) und liegt sie zu keiner Koordinatenachse
parallel, so kann sie in der Form

pS =
at % =1
dargestellt werden, wenn a und b die Abschnitte auf den

Achsen sind (vgl. Bild 56/1). Diese Gleichungsform heift
Achsenabschnittsgleich der Geraden.

yi

y

b

5 1
Bild 56/4 Bild 56/2

Sind der Richtungafaktor m = tan ¢ und ein Punkt P1(xﬁ;yq)
einer Geraden g bekannt, 80 erhalt man nach Bild 56/2 die
Punktrichtungsgleichung der Geraden:

J = Jq
X - %

=m (fur P % P,).

Sind von einer Geraden zwei Punkte P1(x1;y1) und P (ngya)
gegeben, so ist der Richtungafektor nach 10.2.1. [S] durch
J2 = ¥
XX

Zwei egleich der Geraden:

m=tan ¢ = bestimmt,und man erhalt mit [6] die

y -7 Jo = 7.
| X - x: = x; - x: (x, #x,).

Schnittpunkt zweier Geraden

Die Koordinaten des Schnittpunktes von zwei Geraden missen
die Gleichungen beider Geraden erfiillen. Deshalb bedeutet
die Ermittlung dieses Schnittpunktes das Losen eines Glei-
chungssystems von zwel linearen Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten (vgl. Abschnitt 6.),




[:] Schnittwinkel zweier Geraden
Zweil Geraden & und 8> mit den Gleichungen

Y = mx + b"l’

¥ = mX o+ b2
bilden mit der positiven x-Achse die Winkel 9, und @,.
Unter dem Sghnittwinkel ¢ der beiden Geraden versteht
man den Winkel, um den man
die erste Gerade um den
Schnittpunkt im mathema-
tisch positiven Sinn (ent-
gegen dem Uhrzeiger) bis
zum Zusammenfallen mit der
zweiten Geraden drehen muf.
Nach Bild 57/1 ist der
Schnittwinkel ¢ = ® = 9.

Bild 57/1
a) Fir paralle Geraden gilt: ¢ = 0, 4. h., 9, = ¢, und

damit

b) Fur aufeinander senkrecht stehende Geraden ist ¢ = g
unddamit<p2=g+q>1.
Aus ten @, = tan(g + 9q) = - cot P = -

a :
Tm oy folgt:

mpo=- g (mq #0).

c) Fir beliebige Winkel zweier Geradep (ausgenommen ¢ = g)
gilt fir ¢ = 9o - 9, nach Anwendung des Additions-
theorems der Tangensfunktion (vgl. 9.1.1. ):

tan ¢ = o (my cmp 4 1),
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10.3.2. Beispiele und Anwendungen
Beispiel 1:
Die Geradengleichung 2x + 3y + 1 = O lautet in Normalform
y = - % x - %. Da diese Gerade nicht durch den Ursprung geht
und zu keiner Koordinatenachse parallel liegt, laBt sie sich
auch als Achsenabschnittsgleichung darstellen:
-—x;r+-17|—=1.
-3 -3
Beispiel 2:
Durch den Punkt P1(2;5) 8o0ll eine Gerade gelegt werden, die
mit der positiven x-Achse einen Winkel von 60° bildet.
Punktrichtungsgleichung:
m = tan ¢ = tan 60° = \/3,

H:VB' y-5=\V3ix-2), y=V3x+(5—2V5)-

Beispiel 3:
Es sind der Schnittpunkt und der Schnittwinkel der beiden

Geraden 5x + 4y - 22 = O und 3x - 5y + 9 = O gesucht.

5x + 4y - 22 =0 | .3
3x - Sy+ 9=0 5
15x + 12y - 66 = O
15x - 25y + 45 =0 I -
37y - 111 =0
y=3; S5x+4.3-2=0, x=2,

Schnittpunkt P(2;3).

Fiir die Bestimmung des Schnittwinkels ist die Normalform er-
forderlich.

Aus 5x + 4y - 22 = O folgt: y = - 2 X + %}.

Aus 3x - S5y + 9 = 0 folgt: y

ny = - £ und mp = 2,
Nach 10.3.1. [9] ist

2x+ g Das heist,

und damit der Schnittwinkel ¢ = 82,3°.
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Beispiel 4:
Die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden ist gleich-

bedeutend mit der Ldsung eines Gleichungssystems von zwei
linearen Gleichungen mit zwel Unbekannten.
Diesen Schnittpunkt (und damit die Ldsung des zugehdrigen
Gleichungssystems) kann man graphisch durch Eintragen der
Geraden in ein Koordinatensystem ermitteln,

3, b) 2x - 4y = - 8, ¢) x+ ¥
8. —%x-r 3y = 8. 4% + 4y

"

a) 3x + 4y
3x + 4y

"
n

n
@

Bild 59/1

Wie Bild 59/1 verdeutlich, bestehen fiir zwel Geraden folgende
M6gliochkeiten:
a) kein Schnittpunkt (Geraden sind parailel),
b) genau ein Schnittpunkt (Geraden sind verschieden vonein-
ander und niocht parallel),
¢) unendlich viele gemeinsame Punkte (Geraden fallen zu-
sammen) .

10.3.3. Dbungsgufgaben

A10/3., Bilden Sie von den folgenden Geradengleichungen die
Normalform und die Achsenabschnittsform, falls diese
existieren, und zeiochnen Sie die Geraden!

a) 2x + 3y - 1 = O, b) 4x - 6y = O,
c) 3x + 2y + 10 = 0.

A10/4, Bestimmen Sie die Normalform der Gleichung einer Ge-
raden durch P,, die mit der positiven x~Achse den
Winkel ¢ bildet!

a) Py(233), @ = 45°% b) Py(-13-3), @ = 30°,
59



A10/5. Bestimmen Sie die Normalform der Gleichung einer Ge-
raden durch die Punkte P,1 und P2!
a) P,(-3;3), PBy(=15-4); ) P,(1;35), Py(4;7).

A10/6. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die durch
P1(2;4) geht und auf der Geraden 3x + 2y = 5 senk-
recht steht!

A10/7. Die Seiten a, b, c eines Dreiecks haben die Gleichungen
a: y+8=0; b: 12x + 5y-32 = 0; c: 4x-3y + 8 = 0O,
Berechnen Sie
a) die Bokpunkte A, B, C des Dreiecks,

b) die Langen der Seiten,
c) die Winkel des Dreiecks!

10.4, Der Kreis

10.4.1., Grundlegende Begriffe und Satze

Der Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebe-
ne, die von einem gegebenen Punkt M, dem Mittelpunkt, den
gleichen Abstand r haben, r heift der Radius des Kreises.

Liegt der Mittelpunkt M des Kreises im Koordinatenursprung,
80 erglbt sich aus der Definition und Bild 60/1 fir
jeden Punkt P(x;y) des Kreises mit dem Radius r:

x2+y2=r2.

Diese Beziehung heift Mittel t eich des Kreises.

Bild 60/1 Bild 60/2
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Der Mittelpunkt M eines Kreises habe die Koordinaten a
und b, Der Radius sei r. Dann gilt fir alle Punkte des
Kreises: P = r,

Nach Bild 60/2 folgt daraus die gllgemeine Kreisgleichung

(x - a)2 + (y - b)2 = r°,

Wichtige Folgerungen:

1. Durch die Angabe von M und r ist ein Kreis eindeutig be-
stimmt.

2. Die Mittelpunktsgleichung ist ein Spezialfall der all-
gemeinen Kreisgleichung [3].

10.4.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:

Gesucht ist die Gleichung des Kreises um O durch den Punkt
P1(433)=

+32=r2, r2=25, x2+y2=25.

Beigpiel 2:

Gesucht ist die Gleichung des Kreises um M(2;3) durch P,(7;3):
Fur einen Kreis um M gilt:

(x-2)2+ (7 - 3)2 =12,

Da P, auf dem Ereis liegen soll, miissen seine Koordinaten die
Kreisgleichung erfiillen:

(7 -22+ (3- 32 =12
52 . 02 =1r2, r =5,
Kreisgleichung: (x - 2)‘2 + (y - 3)2 = 25.

Beispiel 3:
Durch 3 Punkte in der Ebene ist ein Kreis eindeutig bestimmt.

Gesucht ist die Gleichung des Kreises, der durch die Punkte
P1(6;2), Pp(436) und P5(-3;5) geht.
Zu bestimmen sind damit die 3 Unbekannten a, b und r der
allgemeinen Kreisgleichung

(x - a)2 + (y - b)2 = £,

Jeder der gegebenen Punkte muf die Kreisgleichung erfiillen,
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damit erhdlt man:
(6 - a)2 + (2 - b)2 =1
(4 - a)2 + (6 - v)2 = r°
(-3-a)2+(5-10)7=
Ausmultiplizieren und Subtrahieren von Je 2 Gleichungen er-

3 Gleichungen fur die
3 Unbekannten a, b, r.

|
H
n

gibt:
- 4a + 8 = 12

a=1, b=2,
- 14a - 2b = - 18

Durch Einsetzen in eine Ausgangsgleichung wird r = 5 er-
mittelt.
Die Kreisgleichung lautet

(x- 12+ (7 - 2% = 25.

10.4.3, Ubungsaufgaben

A10/8. Wie lautet die Gleichung des Kreises um O, der durch
P1 geht?

8) P,(-5;-12), v) Po(3V3; - 3\3).

A10/9. Wie lautet die Gleichung des Kreises mit dem Mittel-
punkt M, der durch den Punkt P1 geht?

a) M(0;5), Pq(=3;1); b) M(1;-1), P,(1;0).
A10/10. Ermitteln Sie die Schnittpunkte der beiden Kreise
M1(030)o Tq = 5 und M2(737)o Ty = 51
A10/11. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch die
Punkte P,(8;2), P5(5;3) und P3(1o;-2) geht?

10.5, Die. Parabel
10.5.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die
von einer festen Geraden, der Leitlinie, und von einem
festen Punkt, dem Brennpunkt, gleichen Abstand haben,
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X 1 Leitlinie,
F Brennpunkt,
EF = p.

Bild 63/1

Nach Definition gilt fUr jeden Punkt P der Parabel:

PF = PL.
Das entspricht nach Bild 63/1

\£2+(x-§)2=x+§,

und daraus folgt:

2
y

2px.

[2] pie Gleichung

y2 = 2px

heipt Scheitelgleichung der Parabel.

Sie ist erfullt fur alle x & O, sie ist nicht erfillbar
fir alle x < O.

Zu jedem x > O gehoren zwei nur durch Vorzeichen unter-
schiedene Werte von y. Die Parabel hat also die x-Achse
zur Symmetrieachse. Diese heift Parabelachse. Der
Scheitelpunkt der Parabel liegt im Koordinatenursprung.

Die Grope p > O heipt Halb eter, und die Grope 2p
heift Parameter der Parabel. Die Kurve ist nach rechts
offen.

Durch Vertauschen von x und y und durch Andern des Vorzeichens

des Pareameters 2p in -2p erhalt man andere Lagen der Parabel. 63



Hauptlagen der Parabel (Bild 64/1).
2

I. y- = 2px; x 2 0 Kurve rechts offen.
II. x2 = 2py; ¥ 205 Kurve oben offen.
III. y2 = - 2px; x g 05 Kurve links offen.
Iv. x2 =-2py; Y 205 Kurve unten offen.
I y2-2pn0 I x2-2py o y?=-2ox I x%=-2py
y v yd v

Bild 64/1

Besitzt der Scheitel S einer Parabel die Koordinaten
x =aund y = b und ist die Parabelachse zur x-Achse
parallel, so lautet die
Parabelgleichung

(v - b)2 =+ 2p(x - a).

Bei positivem Vorzeichen der b
rechten Gleichungsseite ist

die Parabel nach rechts ge-
offnet (Bild 64/2), bei ne-
gativem Vorzeichen ist sie

nach links gedoffnet. Bild 64/2

Analog gilt fur eine Parabel mit S(a;b), deren Para-
belachse parallel zur y-Achse ist, die Parabelgleichung

n-r————

ey

(x - a)2 = ¢ 2p(y - b).

Bei positivem Vorzeichen der rechten Gleichungsseite ist
die Parabel nach oben geoffnet, bei negativem Vorzeichen
ist sie nach unten geoffnet.




10.5.2. Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1:
Bestimmung der Lage der Parabel 8x - y~ + 16y - 80 = O:

y2 - 16y = 8x - 80. Mit quadratischer Ergénzung wird daraus

2

32 - 16y + 64 = 8x - 80 + 64,
(v - 8)% = 8(x - 2).

Scheitel S(2;8); Achse parallel zur x-Achse;
Parabel ist nach rechts offen.

Beispiel 2:

Von einer Parabel sind der Scheitel S(12;-6) und der Brenn-
punkt F(9;-6) bekannt. Es ist ihre Gleichung zu bestimmen.
Nach Bild 63/1 ist 5F = % = 3, d. h.,2p = 12.

F liegt links von S; Parabelachse liegt parallel zur x-Achsej
Parabel ist links offen.

(v + 6)% = - 12(x - 12).

Beispiel 3:
Gesucht ist die Gleichung der Parabel, die durch die drei

Punkte P,(0;12), P5(12;0) und P3(9;6) geht und deren Achse
zur x-Achse parallel ist.
Die gesuchte Parabelgleichung hat die Form
7 - ©)2 = c(x - a).

Die drei Punkte P1, P2. P3 milssen diese Gleichung erfilllen:

(12 - 1)2 =¢( - a)

(- b)2 c(12 - a)

(6 -1)2=0c(9-a)

Die Ldsung dieses Gleichungssystems liefert:

a=12, =0, ¢ =-12,

Parabelgleichung: y2 = - 12(x - 12).

3 Gleichungen fur die
3 Unbekannten a, b, c.
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10.5.3. Dbungsaufgaben

A10/12. Geben Sie die Lage folgender Parabeln an!
a) ~ - 4y + 8x = O, b) 4x + y2 + 8y - 48 = 0,
c) X2 + 6x + Sy + 4 = 0.

A0/13. Es ist eine Parabel so zu bestimmen, daf sie durch
die drei Punkte P,(6;0), P,(?7;7) und P3(8;16) geht
und ihre Achse zur y-Achse parallel liegt.

10.6, Ellipse und Hyperbel

10.6.1. Grundlegende Begriffe und Satze

Die £i1iD9€ gt der geometrische Ort aller Punkte P,
deren Entfernungen von zwel festen Punkten, den Brenn-

punkten, eine konstante %%%%%renz besitzen,

Bild 66/1 Bild 66/2

P F2 Brennpunkte ; PN 82. Kq» N2 Bcheitelpunkte;
= 2a Hauptachsej N1N2 =2 2b Nebenachse der Ellipse;
i, . ifé = @ lineare Bxzentrizitit .
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Es gilt:

fir die Ellipse: PF, + PF, = 2a,
fir die Hyperbel: P!; - P!; = +2a (negatives Vorzeichen
gilt fUr den linken Hyperbelast).

Mit den GriBen a und e 1Bt sich die GriBe b ermitteln.

Ellipse 2 2 ;7 2,
Mir die B Tbel gilt: e = a
Damit 188t sich auch fiir die Hyperbel eine Nebenachse

der L¥nge 2b festlegen (siehe Bild 66/2).

Die x-Achse und die y-Achse sind Symmetrieachsen der Ellipse
bzw. Hyperbel (vgl. Bilder 66/1 und 66/2).

® Die Ellipse in Mittelpunktslage (Bild 66/1) hat die
Scheitel S,(a;0), S,(-a;0), SB(O;b), 5,(05-D).
Die Hyperbel in Mittelpunktslage (Bild 66/2) hat die
Scheitel S,,(a;o) und 52(-3;0).

Liegt die Hauptachse einer Ellipse bzw. Hyperbel auf der
x-Achse des Koordinatensystems, so gelten die Mittel-

punktsgleichungen
Ellipse x2 + é =1,
AR
x2 2
Hyperbel Ly - IZ =1,
a b

@® Fur den Spezialfall a = b nimmt die Ellipsengleichung die

2
Form 3—(22 + 12 =1, 4. h.,x2 + y‘2 = aZ,an. Das entspricht
a a

einem Kreis mit dem Radius a,

Die Geraden g, und g, (Bild 66/2) heifen Asymptoten der
Hyperbel. Diesen Geraden kommen die Hyperbelidste fiir be-
tragsmaBig immer grdBer werdende x-Werte beliebig nahe.

Die Asymptoten besitzen die Gleichungen

g,ﬁy:%x, 32:y=--§x.
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Benerkung:

Sind a und b einer Hyperbel gegeben, so lassen sich die
Asymptoten wie in Bild 66/2 mit Hilfe des gestrichelten Recht-
ecks zeichnen und die Hyperbel anschliefend leicht skizzieren.

Liegt die Hauptachse einer Ellipse bzw, Hyperbel parallel
zur x-Achse des Koordinatensystems und besitzt ihr Mittel-
punkt M die Koordinaten x = ¢ und y = d (vgl. Bild 68/1),
80 gelten die Gleichungen

Ellipse

Hyperbel

Bild 68/1

10.6.2, Beispilele und Anwend en

Beispiel 1:
Die Ellipse mit dem Mittelpunkt M(0;0) und den Halbachsen
a =4 und b = 3 hat die Gleichung

%é + %; = 1.



Beispiel 2:
Bei einer Ellipse, deren Hauptachse parallel zur x-Achse liegt,

ist A(2;6) der linke Scheitel und C{7;3) der untere Scheitel.
Gesucht ist die Gleichung der Ellipse. Aus Bild 69/1 wird er-

sichtlich:

M(7;6), a=7-2= b=6-3=3.
6)2
x -
Ellipsengleichung: ‘——2-5-2)— -(-7—-9—)—
Y | Y
N\ N ! N4
61 - o4 I -6/ x
_i _;_M
31 T s, T s
) 2 | ’
+ } —— |
2 7 X
Bild 69/1 Bild 69/2
Beispiel 3:
x -1 2 + 2 2
Es sind die Scheitel der Hyperbel i——zs—l— - 11;13—)— =1 zu
bestimmen,
Aus der Gleichung folgt:
M(1;'2)9 a=5 b=k

Wie aus Bild 69/2 ersichtlich, sind die Scheitel 81(6;-2)
und S,(-4;-2).

Beispiel 4:
Die Gleichung 12 - y2 +2Xx + 4y + 6 = 0 18t die Gleichung

einer Hyperbel. Diese soll im x,y-System skizziert werden.
Quadratische Erglinzung liefert die Hyperbelgleichung in der
Form (x + 1)2 - (y - 2)2 = -9. Daraus ergibt sich

15_6_12_ Ll—g—gl— 1. Im Gegensatz zu den Pormeln aus

10.6.1. [4] sind hier auf der linken Seite der Gleichung
die Vorgeichen vertauscht. Analog zu den Ausflihrungen in
10.5.1. R IE] bedeutet dies, da8 die Hauptachse der
Hyperbel parallel zur y-Achse verlHuft. Es ergibt sich

weiter: M(-1;2), a = 3, b « 3 (Bild 70/1). 69



Bild 70/1

Beispiel 5: Von eirer Ellipse in Mittelpunktslage sind der Schei-

telpunkt 52(5;0) und der Brennpunkt F2(4;O) bekannt. Aus der Be-

ziehung e = a® - b ergibt sich b = 3 und z. B. §,(0;3), Bild

70/2.

Bild 70/2
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10.6.3. Ubungsaufgaben
A10/14, Wie lautet die Mittelpunktsgleichung
a) der Ellipse mit den Halbachsen a = 2, b = 1,
b) der Hyperbel mit der Hauptachse 6 und der Neben-
achse 8 ?

A10/15. Eine Ellipse in Mittelpunktslage besitzt eine Halb-
achse 5 und geht durch den Punkt P,(3;-8).
Wie lautet ihre Gleichung?

A10/16. Eine Ellipse in Mittelpunktslage geht durch die
Punkte P,(-18;-20) und P,(24;15).
Wie lautet ihre Gleichung?

A10.17. Skizzieren Sie die folgenden Kurven!
a) 4x% + y2 + 40x + 20y + 100 = O,
b) y2 + 4x + 20y + 100 = O,
c) 25x° + 43y° - 200x + 40y + 400 = O,
d) x% 4+ y2 - 6x + 8y = O,
e) 5x° + 40x + 25y + 230 = O,
£) y° - x% + 2x - 2y = 4,
g) %2 4+ y2 +2x -4y + 5 = 0,
h) 4x% - 9y° - 24x = O.

A10/18. Skizzieren Sie die folgenden Kurven, und ermitteln Sie
deren Schnittpunkte!

(x-22 +4(y -1)2 =24, 3 22x - 2.
+) x2 2
A10/19. 'Gegeben sind die Ellipse o+ §- = 1 gowie eine Parabel,

deren Scheitelpunkt im Mittelpunkt der Ellipse liegt. Der
Brennpunkt der Parabel liegt im Brennpunkt P2 der Ellipse.
Bereohnen Sie die Schnittpunkte beider Kurven!
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Losungen
A6/1. a) x = 2,
d) x = 4,

3, y=4; ¢c)x=2,5 =3
1, e)x=1,y=1 £)x=53=3.

a+ 12,5 = gg‘_—'ﬁl; a = 12: keine Ldsung.

A6/3. Er: x Jahre alt, Sie: y Jahre alt.
X +y = 42, x =2y~ (x-y3)]. x=24, y =18,

1; b) x

<94 4
n
]

A6/2, a $12: x

AS/4, x =3y, x+y =8; x =6, y =2. Die Zahl heift 62.
A5/5. 8) x=4,3y=6,2=8; b)a=18,b=21, c=27,7.
A6/6, Es gilt: m = @.V. x Masse Kupfer, y Masse Zink,
_ x_dn’ an’ _ 3
x+y-9,405kgundm-]£?+7-'l,m = = 1,1 dm-,
Daraus folgt: x = 7,843 kg Cu, y = 1,562 kg Zn.

A6/7. x Entfernung von Leipzig, y benotigte Zeit.

Radfahrer von Leipzig: % = 22 %,

. 120 km - x) _ km
Radfahrer von Dresden: {“y—_’_o—'-s—ml =20 -

Daraus folgt: x = 57,6 km, y = 2,62 h. Der Treff erfolgt
also um 9,07 Uhr,57,6 km von Leipzig entfernt,

A?/1. h = 4,58 mm. A7/2. h = 2\3 cm, 4 = 4|3 ca°.
A7/3. a=5,39 cm, h, = 5 cn. A7/4. A = 8,9 cm?,
a.h
A?/5., 8 = gﬁb;g: rechtwinkliges Dreieck: A = __é__a = ié—b.
A +b
ry =g *= a = 2 cm,

a+ b+ \Ya" +Db

_ -b.0c _ ¢ _
g = A2 =5=5cn
A7/6. Strahlensatz: 3a : h = 2a : b, b = % h=2,33 a,
4
3

3a : h=a:c¢, c =
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A7/7. ABC und ADE sind ahnliche Dreiecke. Es gilt:
T :TB=-IF: D, IC=-2B_-2 _gg5

D
Breite des Flusses: CE = AC - AE = 79,8 m.
A7/8. 4 = 2,76 mm,
o
12/9. « = 22280 - 55940 4 =T bor =12 o,

T T T
A7A0. (-g— + r2)2 = (r,] - ra)2 + (-21)2, T, = -31

A7A1. Mit Bild 73/1 erhalt man:

b=%\/a‘2+4h2 = 7,21 m, ¢ h
a
h .‘/ 2 2
d=2-;a+4h = 2,40 m, ~ d
c=az+4h2 = 4 33m ¢ 2°¢
La ’ : Bila 73N
A8/1, h = 7,2 cm,

2
48/2, V = 4= \3 n,
2 2 2
0 =%—v3+35h =%—v3+}-%';%= V} (_gz_+_‘+__;f) ~ 3221,6 cm3.
1th2

AB/3. V nm‘.‘?-h.] +—3—(r,2|+r1r2+r§),
r, = 3 mm, r, = 9 mm, h, = 24 mm, by, = 6 mmj

m Q*V = 0,382 kg.

AB/4, Op = 4xB°, 0, = 2m° + 2xr . 4r = 10m;
O =0z, B =3V

2 .2 v 12
A8/5, a° = b2 + TH°, h = a
/5 v Gy + VB8, + Gy 7 *

I5 =10+ TE = £ &\3, a = oy aVI5H.
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A8/6, Mit den Beziehungen der Pyramide in Bild 31/2 gilt:
v ah _ 400 h = 1200
, =

22 2
m2 _ h2 + (%)2' (}60 = a ) = (1200)2 . %f;
4512
ay = 10 cm, a, = 4V5<Hn.
A8/7, Vgl. Bild T4/1:
Halbkreis: A =
Kegel: B = r1,
M= T,e8 = m‘zr,].
=
— = W, T, = Bild 74/1

V2 -<zr1>2 1§rq

A8/8, T, =T + 6.

1 2
h 3-1u‘2h=£1m,?.

_ T®h,/ 2 2y _ ®hr 2 2
vV = —3-(r,]+r,]r2 +15) = -3-[r1+r1(r1 +6) + (r1 +6)<] = 140m,
2
rq + éry - 16 = 0, Ty,q = 2, (r1'2=-8);
r1=2cm, r, = 8 cm.

A8/9, Vgl, Bild 74/2: /;F\
M'Ka = 2mRh, MKe nrs = wrR. [ad

2nRh = ™R, 2h = r.

r=VR2 - (& - n)2,

5n2 - 2Rh = O, h=gR.

Bild 74/2
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A9/1.

A9/2.

49/3.

A9/4,

A9/5.
A9/6.
A9/7.

A9/8.

A9/9.

a) 36°2 ’5‘= 0,6283,

b) 145°17'18" = 145° + 0,283° + 0,005°

(o]
145,288° & "‘*18338 .% = 2,536,

c) 287,71° 2 5,021, a) 3F 2 225°,
[o]
e) 0,822 180 .0 82 = 46,98°, £) 5,63 2 322,58°,

a) -0,9088, b) -0,3976, c) 4,2669,

a) o,eu464, e) 0,6523-1, £) 1,0850.

a) 58,39°, 121,61%; b) 125,6°, 234,4°;

c) 34,20°, 145,80% a) 38,77°, 218,77°.
a=2323cm, b=79,95cm, B =73,8% ys=90°.
h=£-tan @ = 24,8 m - tan 54° =~ 34,13 m.

Anwendung des Sinussatzes; a = 131,5 m, b ~ 82,0 m.
Anwendung des Kosinussatzes; a = 39,?50, B = 84,880,

vy = 55,37°.
A =73 ab sin y ~ 68,77 o°.
c 'ho
A = - Nach Bild 75/1 gilt:
3
tanf:rc, ¢ =2h, -tan X,
h
A =12 .ten ¥ ~6,38 o, <
C
Fi
Bild 75~N1
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49/10. y = 180° - 36° = 144°,
6 = 180°- a -y = 16°,

Sinussatz: %il%% = i,

_d - sin 20°
" sin 16° x) d (778

gin B = % (Bild 76/1). Bi14 76 /1

(o) (o)
h=a-pin 36° = 4:8n 20 -sin 36 _ 595 p,

sin 16°

A9/1’1.a)cosx:%:x1=60°,x2=300° (coax:-%
existiert nicht!),
90°, x, = 270°, x5 = 60°, x, = 120°.

N
Ry
n

42,58°%, x, = 137,42°,

£
n

M0/1. a) 5, ten @ = #; b) 10, tan @ =-§; ¢) 13, ten ¢ =-352-,

A10/2. a) BC = a = 6, Ma(l&;’l), 8, =6,
K =v=6,M, %(15205)o 8y = 5,41,
B=c=6nM, ¥, (1;-0,5), By = 5,41.
b) a = 10, u,(034), 8, = 9,06,
b =6,7M, 8, (2,5410), 8, = 11,10,
c =13, ¥ (-1,5;7), 8, = 5,5.
. __ 2 1 2
A10/3. Normalform: a) y = - Fx+ D)y = 3 x,
c)y =~ 3 x -5,
Achsenabschnittsform: a) -:T— + + =1,

7 3
b) existiert nicht, da Gerade
durch den Ursprung,

c)-—%q+-_%=1.
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A10/4. Punktrichtungsgl eichung.
a) %—E—g =1, y=x+1.
D=3V y=3Vx-(3-3V3.
A10/5. Zweipunktegleichung.
D F3=AT3 ov--Ex- R
v) I=2-7=2%, 5 $x+24

A10/6, Richtungsfaktor der gegebenen Geraden m,

n
|
N

=2 _
n, == m, 3
i&f}% = %‘ 3y -2x =8 oder y = % X + %.

x=6; y=-8; C(6;-8),

bx -3y + 8= 0 x =-8; y = -8; B(-8;-8),
Punkt A: 12x + 5y - 32 = O
4x - 3y + 8=o}x=1‘ 7 =4 A(14).

) a =142+ 0% =14, b
c = V92 + 122 = 15,
¢) Fir den Schnittwinkel zweier Geraden gilt

Fur die Geraden des Dreiecks sind

V2 + 122 = 13,

12 4
m, = 03 oy = - 1;; m, = 3e
-m
tan Py = %.bTﬁi = %o Py = 59,490,
m, - o 4 o
ten 95 = Ty gm- =3 % = 53,12°,
m -
tan ¢ = u+ m:Eb = %?o $c = 67,39°.

o
@)+ Pgt O = 180°.
T7



A10/8,

410/9.

A10/10.

A10/11.

A10/12.

A10/13.

<2
AO0/14. a) I- + ¥

s

a) x° + y° = 169, v) 2 + y% = 3.

2 2
a) x>+ (y-5)2 =25 b (x-1%+ (3+1)°=
Die Koordinaten des Schnittpunktes erfiillen beide
Gleichungen

x° + y2 =25 und (x - 7)2 + (y - 7)2

= 25.
Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die bei-
den Schnittpunkte P1(4;3) und P2(3;4).

Jeder dieser 3 Punkte muf die allgemeine Kreisglei-
chung erfiillen:

(8-a)+(2-1v)2=1r?

(5-a)2+(3-0v)?
(10 - 8)2 + (-2 - b)2 = £°
Die Losung dieses Gleichungssystems lautet: a = 5,
b=-2,1=5.

Kreisgleichung: (x - 5)2 + (7 + 2)2 25.

3 Gleichungen fur die
r

3 Unbekannten a, b, r.

a) (x + 4)2 = 4(y + 4). S(~4;~4); Achse parallel zur
y-Achse; Parabel nach oben offen.

v) (y + 4)2 = - 4(x - 16). S(16;-4); Achse parallel
zur x-Achse; Parabel nach links offen.
c) (x + 3)2 = - 5(y - 1). 8(-3;1); Achse parallel zur

y-Achse; Parabel nach unten offen.

Die gesuchte Parabelgleichung hat die Form

(x - a)2 = c(y - b).
Einsetzen der gegebenen Punkte liefert 3 Gleichungen
fir die Unbekannten a, b, c.
Losung: a = 3, b==-9, ¢ =1,
Parabelgleichung: (x - 3)2 y +
2

=1’

2
¥ -

wdﬁ»



2
A10/15. a = 5, + -‘:7 = 1 liefert b = 10,

Ellipsengleichung: %; + fé; =
(Der Ansatz b = 5 fiihrt zum Widerspruch!)

A10/16, Beide Punkte miissen die Ellipsengleichung erfillen:

2 2 2 2
20 4
1_82+_2_=1, az 182,

b b
Daraus folgt:

a
1 1
=300 27
X2
Ellipsengleichung: 300 + =1,
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