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0. Vorbemerkungen

In der vorliegenden Reihe der drei “"Obungsmethodischen Lehrbrie-
fe* fiur das Lehrgebiet "Mathematik fir Ukonomen" werden die Lehr-
abschnitte Lineare Algebra, Lineare Optimierung, Analysis und
Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt.

Ziel des Einsatzes dieser Lehrbriefe ist es, das Verstehen durch
Anschaulichkeit und damit die Ergebnis- bzw. Erkenntniswirksam-
keit Ihres Selbststudiums im Lehrgebiet Mathematik wesentlich zu
verbessern.

Die Lehrbriefe unterscheiden sich von herkémmlichen Obungsaufga-
benlehrbriefen vor allem dadurch, daB Ihr Selbstandigkeitsgrad
beim L&ésen der jeweiligen Klasse der Obungsaufgaben systematisch
angehoben wird. Dies wird erreicht, indem jeweils im Abschnitt
"Beispiele” die lehrmethodischen Darlegungen - gewissermaBen das
Wort des Lehrenden - das modifizierte Vorgehen beim L&sen der
Aufgaben beschreiben und/oder die Spezifika methematischer Dar-
stellungen zur Ldsungsverzielung und -beschreibung, wie Tableaus,
Schemata, Graphiken, zur Anwendung gelangen. Beim Durcharbeiten
dieser Abschnitte wird Ihnen deutlich, wie die konkrete Anwendung
bzw. Umsetzung oder auch Interpretation allgemeingiltiger mathe-
matischer Verfahren, Vorschriften, Algorithmen etc. erfolgen

muB.

Es wird hierfir empfohlen, sich vorher (nochmals) mit den zutref-
fenden Abschnitten im zweib&ndigen Lehrbuch "Mathematik fir UOko-
nomen” vertraut zu machen und von vornherein Selbsténdigkeit im
Durchdenken des L&sungsprozesses anzustreben. Dies verbessert zu-
sédtzlich Ihre Bedingungen fiir das nachfolgende selbstandige Lésen
der Aufgaben in den Abschnitten “OUbungsaufgaben”.

Lésen Sie nach Méglichkeit alle angebotenen Obungsaufgaben. Sie
erreichen damit eine hohe Variation in der Methodenbeherrschung.
Sollten bei der Lésung der Aufgaben Probleme auftreten, wenden
Sie sich vertrauensvoll an Ihren Mathematikkonsulenten. Fordern
Sie diesen auch auf, in den Lehrveranstaltungen mit den Gbungs-
methodischen Lehrbriefen zu arbeiten und die im Selbststudium er-
arbeiteten Aufgabenlésungen sowie die Losungswege zu beurteilen.
Beachten Sie jedoch unbedingt: Die Arbeit mit den Lehrbriefen er-
setzt keinesfalls das Studium des Lehrstoffes im o. g. Lehrbuch,
sondern im Gegenteil, sie setzt dieses voraus!




Die durch den verénderten Grundstudienplan erforderliche Ober-

arbeitung der vorliegenden "Ubungsmethodischen Lehrbriefe* erfolg-

te unter folgenden Gesichtspunkten:

Die fast Uberall vorauszusetzende Verfigbarkeit von leistungs~

fdhiger Rechentechnik 148t eine weitere Zurickdrangung der zu
demonstrierenden Rechenaufgaben in Vorlesung und Seminar zugunsten ‘
verstarkter Bericksichtigung allgemeiner (theoretischer) Fragen

geboten erscheinen. Dies wird in der Aufnahme eines gesonderten
Abschnitts in der Linearen Algebra deutlich, l
Es wird an verschiedenen Stellen empfohlen, die Aufgaben mit
Hilfe von Kleincomputern zu lésen. Entsprechende Software ist in
immer stérkerem MaBe verfiigbar,

Die GroéBenordnung der Aufgaben wurde trotzdem meist beibehalten,
um auch weiterhin dem Aspekt der Methodenbeherrschung durch selb-
stiéndiges Ldosen Rechnung zu tragen.

Der Abschnitt Determinanten wurde gestrichen. Das schlieBt jedoch
nicht aus, daB der Begriff der Determinante an einigen Stellen
verwendet wird.




1. Lineare Algebra

1.1. Basistransformation

1.1.1, Beispiele

Durch eine Anzahl von Basistransformationen kann man ein lineares
Gleichungssystem A x = b in die kanonische Form idberfihren, die
far das Ablesen der Lésung des Gleichungssystems besonders geeig-
net ist, Die Gewinnung der kanonischen Form wird tabellarisch
vorgenommen; und die einzelnen Schritte werden dabei erléutert,
In den Beispielen wird lexikographisch vorgegangen, d. h., es
wird jeweils der kleinste mdgliche Index (Reihe) fir das Haupt=-
element gewahlt, Das kann natirlich unter Umstédnden zu unbequemen
Rechnungen fihren.

1. Vorgelegt sei das Gleichungssystem 3:1 + 9x2 - 613 = -9

-2:1 - sz + 2x3 = = 4

B |xg xp x3 | %, [~} 3x, + Bx, = Sxy = - 6.,
® 9 -6| -9
4 -2 =8 2 -4 2 In das erste Tableau werden
3 8 =5 -6 -3 die Ausgangswerte eingetra-
x,| 1 3 -2|-3[-3 gen. De noch keine Variable
11 o 6%) -2 |-10 = als Basisvarisble (BV) ge=-
0 &4 1 5 ‘q wihlt wurde, bestehen drei
Wahlmdglichkeiten. In allen
*q 1 A i 3 Beispielen soll der jeweils
b1 A & % "8 S1- kleinste mdgliche Index ge=
I GB ’ i wihlt werden. (:) ist das
Xy 1 o 0 2 Hauptelement. Es wird damit
1v x5 0 1 0 ! die Zeile 1 Hauptzeile und
Xy o O . | 4 die Spalte 1 Hauptspalte.

Die Hauptzeile wird mit dem
Kehrwert des Hauptelementes
multipliziert (1/3) und so die transformierte Hauptzeile gewonnen.

In dem Tableau II notieren wir die transformierte Hauptzeile. Als
Hilfsspalte fihren wir die - ‘-Spalte ein, in der mit Ausnahme

des Hauptelements die negativen Werte der Hauptspalte stehen. Die
. restlichen Elemente werden wie folgt berechnet:

= I = rgloich-

| ltiges
neues - J—altes b gleichzeiliges Ele- |y aps g
{Elonont} | Element | * | ment -ﬁ -Spalte j {El'"."t

| formierten
|Hauptzeile |

7

der trans-



Far den Ubergang von I zu II werden die Berechnungen ausflhr-

lich engegeben:

?

2

a?

23

a.

31

al
"

33

= 3 4+ 1°(=3) =0

d32

-5 4+ (=2) (=3) = 1 d.

g=(2) +1:2=0 dyy = (-8) + 3:2= =2

=24 (=2) 2= -2 dyg= -4+ (=3)-2= -10

=B84+ 3-(=3)= =1

30

- =6 4 (=3) ¢ (=3) = 3

;Eh ist jetzt dess Hauptelement. Es entsteht im Ergebnis der

Berechnungen das Tableau III, in dem nur noch Xz als Basisva-
riable gewdhlt werden kann. Das Hauptelement ist (:). Aus dem
entstehenden Tableau IV 1&Bt sich die L&sung des Gleichungs=-
systems sblesen: x, = 2, x, = 1 und X3 = 4.

a) 2x1 - X

2

+ X

Die Gleichungssysteme

3

7 und b) 2x

-3x1 + 6x2 + 5x3 = =15

X, + 4x

1

sind zu lésen.

2

+ 7x3 = - 1

a) | BV x4 X, X4 X, -‘
® -+ 1| 2|+
I -3 6 5 -15 3
1 4 7 -1 -1
x, | 1 -1/2 /2| 7/2 1/2
11 0 (9/2) 13/2 |=-9/2 *
Q 9/2 13/2 |=9/2 |=-9/2
x | 1 0 11/9 3
oI x, [ O 1 13/9 -1
0 0 0 0
/11/9

x
3x

3X

1

1
i1
1

4%, + = 26

3 * 2%,
2x3 + 3x4 =

+ 3x2 -

+1/2x2 . -9

Xy + 5x3 - 2%

+ 3x2 + 5x3 + Bx

In a) ergibt sich im Te-
bleau III, daB eine Glei=
chung (berflissig ist

und damit kein weiterer
Schritt ausgefihrt wer-
den kann. Die bei dieser
Wahl der Basisvariablen
ermittelte Basisldsung
ist Xy = 3. Xy
Allgemein lautet die L&=-
sung des Gleichungssy~-
steme, die einen Frei=-
heitsgrad hat,

= =1,
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b)

11

III

v

BV xl xz x3 x4 xo -
(2 3 2| 26| »
-1  1/2. 2 3|-9 1
3 =1 5 SoNETE o3
3 38 6| al|-3
xg | 1 3/2 =2 1| 13 |=-3/2
0 Cg) 0 TR
0 -11/2 11 -5 |-44 |11/2
0 -3/2 11 3 [-35| 3/2
xil 1 0 -2 =210/ 2
%g'|. 0 ¥ 0 2| 2| o0
0 o (3 6 |-33]| =
0 0o 11 6 |-32 | -11
X 1 2 0 0 -10/11 4
x, | © 3 A0 2| 2
xg| © o 1 e6/11] -3
0 o o ol 1

In b) stellt man fest,
daB es in der Glei-
chung, die noch ohne
Basisvariable ist,
kein diJ % 0 gibt,
aber b, 3 O ist. Das
tritt auf, weil das
Gleichungssystem einen
Widerspruch enthéalt.

vielfach besteht die
Notwendigkeit, ein
lineares Gleichungs-
system von einer kano-
nischen Form in eine
andere kanonische Form
zu Gberfihren. Auch
zur Lésung dieser Auf-
gabe verwendet man
die Basistransforma-
tion., Wir gehen von

der kanonischen Form des Gleichungssystems 2a) aus und nutzen die
Basistrensformation, um Xq gegen Xy bzw. gegen X, auszutauschen.
Im Ergebnis erhalten wir zwei weitere Basislésungen des Glei-
chungssystems. Die iberflissige Gleichung wird in den Berechnun-
gen weggelassen.

Austausch von x, gegen x

Austausch yon X, gegen x, 3
BV Xy Xy Xg Ao = A |ev Xy X, x5 Xq -’
xy 3 o3y s | % b1y o 138 ¥ fasse
X, o] 1 13/9| -1 [-13/9 x, | © 1 (13/9) -1 >
Xy /1L 01 A 27/11 Xy | 1 -11/13 0 | 50/13
%y [ -13/11 1 0 [-50/14 x| 0 9/13 1 |-9/1
£ -50/11 % /50/13
Die Basisldsungen lauten ) = und ( -(
Xy \ 27/11 ) Xg  -9/13
7 N\ s \ / \
9



/-50/11 9/11

X
Aus den allgemeinen L&sungen ( 2 )
27/11 -13/11

\l 3/

50/13 -11/13
x5 148t sich bei Wahl wvon
-9/13 \ 9/13

= -8 bzw. von x, = -14 die Nichtbasisldsung

= -8, = =14 und = 9 gewinnen.

X1 12 X3

1.1.2. Obungsaufgaben

1. Oberfilhren Sie mit Hilfe der Basistransformation die folgen-
den Gleichungssyeteme in die kanonische Form, und geben Sie
die Ldsungen anl

8) 4xy + 5x; = 3 b) 2x4 = x, = 3x3 = O
2x1 + 312 = =5 -le + 4x2 + 10:3 = =2
2x1 + 3*2 + 4x3 = 1

c) xq * 2x2 + 4x3 - Xy = 1
- X = 3x5; = S5xg + 4x, = 3 d). x4 & X5+ Xy = 0
%xl + 5x5 = 1Ox3 - 12x4 = 3 Xy *+ 2:2 + 3x3 = 11
-3:1 - 2x2 + 7x3 + 10x4 = 4 =Xy + sz + 4x3 = 23

2. Geben Sie samtliche Basisldsungen des Gleichungesystems

Xq * X5 + Xg = S . 2:1 - X5 * 323 = 4 anl

3., Ermitteln Sie die existierenden Basisldsungen des Gleichungs-
systems
Xg * Xp + Xy + X, = 6
Xy = X + Xg + X, = 2
Xy = Xg = Xg + X, = -4 1

10

[ B A e o e



1.2, Matrizenoperationen und Blockmatrizen

1.2.1. Beispiele

1. Gegeben sind folgende Matrizen bzw. Vektoren:

/4 4 5 0\e L T /1
0 01 ¢ls a0 0
8 *lo oo 4) 22"lo 0o 1 0] 2|0
\0 00 3 0 0 o0 3 ©
/3‘\.. ;
2 1 3 =2 -
T P L R RS L B M-
s 285140
(=7 =1
-3 4 T
é7 - 2 -5 ﬂe = (6 4 =2 10) = By 59 B
0 1

Charskterisieren Sie jede dieser Matrizen bzw. Vektoran

(a1 2 =3

Q 0O O

0 -10 1
i 0

lichst umfassend! Geben Sie von asllen Matrizen den Typ anl
Bestimmen Sie, welche der Matrizen regulér bzw. singulér eind!
Bilden Sie die transponierten Matrizen!

Loésung:

A

(4, 4).

Die zu A; gehdrige Determinante

0O 0 .

det A, =
o

(= I - I N

0

O » w

(o}

& N O

3

Ag: Es handelt sich um eine obere Dreiecksmatrix vom Typ

ist gleich Null, da des Produkt der Elemente der Haupt=-
diagonalen der Dreiecksdeterminante gleich Null ist, Da-
mit iet die Matrix A, eingular,

Ayt Typ (4.4)

det (A,) = 24 4 0

A, ist regulér. A, ist eine Diagonslmatrix.

11



Ag ist regulér,

2. Gegeben sind folgende Matrizen bzw. Vektoren:

Ag: Typ (4.4) det (A;) = 1 % 0.
A ist regulér. A; ist eine Einheitsmatrix.
Ayt Typ (4.1) 8, ist eine spezielle Matrix - ein Vektor
(Spaltenvektor).
Ag: Typ (3.3) 1 .3 =2
dot (Ag)'= . 10 »5 "4 o]
1 0
Ag ist singulér.
Ag: Typ (2.4) *
T
At Typ (4.2) A, = =Ag
Ag: Typ (1.4) 287 ist ein Zeilenvektor,
Ag: TypP (3:3) O
det (Ag) = | 0 =20 1| =-3840
i 0 -1

1 3 3

/ \ _
4 2 4 b | 2 0 1 1 0 4
P P 6 R 3 BETECE] BT |
SR, S 3 -2 8. A4 s 3 o i
p 5 i ]
3 1 1
il a b= (312 -1) c= 2
\ 4 / =2

Man priife, welche der folgenden Operationen mit den obigen
Matrizen bzw. Vektoren asusgefilhrt werden kénnen. FlUhren Sie
die m8glichen Rechnungen durch!

2) 3A + 48 b) A+ 28" c) 2B - A

d) 28 - 3AT e) A Cc flcac ‘

9 (ag) h) (8 a) 1)a-b |

Nb-a k) (28 - 38) - ¢ 1) A-b

m) b A ‘n) ﬁT b o) B- (4a) + 2¢ *
12 4



Lésung:

a) Diese Operation ist nicht susflhrber, de die Metrizenaddition
nur fir Matrizen vom gleichen Typ definiert ist.

ﬁ4.3 23-4
b) Die Operestion ist durchfihrbar.
T
843 By y
Ao e | i spaa (Rl b
T T TAC R 2 1 -2
Aieag wls 5 -3]*2{0 2 '3
e 38/ & e
Ligh -8 4\ g2 6 e
4 52 4 4 2 -4
Sl S e W 0O 4 6
20t L 4 \2 14 8
3 .9 3
. 8 4 O
4+ <2 -2 9 3
2 21 14/

c) Die Operation ist nicht durchfdhrbar, da
lichen Typ besitzen.

B und A unterschied-

d) Die Operation ist durchfihrbar, de B und ﬂT den gleichen Typ

haben.
1 0O a f4 ik, w20 D
B-3"=2(3 1 2 7 -3(3 g 8L >
1- =2 3 4 %! 4 =3 6

-1 =8 6 2
2B -3AT = (-3 -4-11 -7
-1 =16 15 =10

e) Die Operation ist durchfdhrbar, da A und C,aber auch C und ¢
verkettet sind.

13




Dae Ergsbnis iet ein Spaltenvektor vom Typ (4,1).

TEl R g b
et 1 0 =4 1)
A Erget o Ty e -1 1 2 2
i 578 s 3 .0} t=8}
3 6 2
| 22 14 -12
| A= Ll ol
23 25 14/
'3 6 2 9
22 14 -12 | [ 2 86
QL™ tim -4l 4l \ 2 -84
\23 25 14/ \"3 31

Unter Verwendung des Falkschen Schemas l1&8t sich die Matrizen-
multiplikation sehr dbersichtlich gestelten. Durch Anfiigen
einer Hilfszeile, die sich durch Addition der Elemente in den
einzelnen Spalten ergibt, ist eine Rechenkontrolle mdglich.

Hilfezeile

1 0 -4 1

-1 - 3 2 2

5 3 0 -3

1 3 1 3 6 2 9

& 2 E 22 14 =12 86

-2 5 =3 -22 -4 18 -B4
L+ IR 4 6 23 25 14 31

3 17 26 41 22 42

f) Die Operation ist nicht durchfihrbar, da
Metrizen vorliegt,

keine Verkettung der

g) Die Operation ist ausfihrbar, de eine Verkettung der beiden
Matrizen vorliegt.

14

/1
4
-2
0

A-Ce

3

N oN

)
14 -12
-4 18
25 14



-22 23
-4 25
i8 14
Es gilt (A g _FQT. 8o deB such folgende Berechnung még-
lich ist:
i 4 -2 0
3 2 5 7
1 Bl -3 6
i -1 5 3 22 -22 23
0 1 3 6 14 -4 25
-4 0 2 =12 i8 14
-3 2 8 11 24 -8 62

h) Die Operation ist durchfiihrber, da Verkettung zwischen B und
8 vorliegt.

1 3 1
2 1 =2
T N

(B sg B (1 3 & N g g 3
ol A

1 3 1

2 1 =2

0 2 3

p § 7 4

13 -2 4 [11 3 5 (Ba) = (11 30 5)

1) Die Operation ist durchfihrbar, die beiden Vektoren sind ver=-
kettet;
/1N '3 ., 1. 2 =1\
3 9 3 6 =3
2b- (-2 (3 B850} 04 g g -k B
\ 4 12 4 8B -4

J) Die Operation ist durchfihrbar, die beiden Vektoren sind ver-
kettet, y,
i
3
ba=(3 12 1), |=~-2

\ 4 /
is




k) Die Operation ist nicht durchfihrbar, de B und A nicht vom
gleichen Typ sind und daher nicht subtrahiert werden kénnen.

1) Die Operation ist nicht durchfihrbar, da A und b nicht ver=-
kettet sind.

m) Die Operation ist durchflhrbar, da b und A verkesttet sind.

A e
bAs(3 1 2 1) % 2 4 )a(3 24 -9)

2 5 =3

W e a3

n) Die Operation ist nicht durchfihrbar, da gT

kettet sind.

und b nicht ver-

o) Die Operation ist durchfihrbar; B und a sind verkettet, B (4a)
und 2¢ sind vom gleichen Typ.

; - i 3,
AR TR [ 44
B.(aa) = [3 1.2 7| 4] 3]s |20
\1 -2 3 4 \.2 , 20
‘/ . v
44 /1) 46
B (4a) + 2¢c = 120 + 2 ( 2) = 124
20 \ -3 14

Man erkennt aus den Aufgaben:

Das Ergebnis der Multiplikation

- eines Zeilenvektors mit einer Matrix ergibt einen Zeilenvektor;

- einer Matrix mit einem Spaltenvektor ergibt einen Spalten~-
vektor;

- einer Matrix mit einer Matrix ergibt eine Matrix;

- eines Spaltenvektors mit einem Zeilenvektor ergibt eine Matrix;

- eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor ergibt einen Skalar,

wobei jeweils eine entsprechende Verkettung vorausgesetzt wird,

3, Welche der folgenden Matrizen besitzt eine Inverse? Im Exi~-
stenzfelle berechnen Sie diese!

4 2 =1) i e 6 9
a) A=(5 3-2) b)g-‘-z R °’5'(a 12)

(3 2 < (el g TS

i6
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c) X3 % Xz X4
Xq - | 0 6 9
Xs 0 - 8 12
Xy 1/6 1 38
X 8/6 = 0 o

Dis Matrix d) Da die Matrix

nicht quadratisch
A= (6 9 ) ist, l&Bt sich
812, kein Inverse

bilden.
ist singular.

| 4, Gegeben seien folgende Matrizen A und B, die durch Blockma-

18

trizen dargestellt sind:

.5 (é11 812
= \f21 %22

By1 832
B= g, B
823 B2

v

mit
- -2 3
_A_ -( 'é = ),é =4 , A s (=2, 1)
11 n3) 12 (_1 2 21 22
B 203
B, 2, Bis n A3 8 B,, = ) , Bop ® ( ) g
11 12 21 (2. 22 1 3,
Berechnen Sie A - B,
Lésung:

Verkettbarkeit der Einzelmatrizen, welche Voraussetzung fir

die Anwendung der Formeln

£49 = 84,844 * 2

€29 = 854844 + A

ist, Uberzeugen.

- B - S |
A= (.;-L_:;-_z-

4] =2 1

1 -2 3
Cc = 2+
i (3) (-1 2

= fa -2 3
£12 (3) b (-1 2)

Cpy = 4:2 4+ (-21) (;‘).

Durch Aufschreiben der Gesamtmatrizen kann man sich von der 1

12821 ¢+ S32 " 844810 + 8428, ¢
1
822821 +  Cpp = 821842 * A28 i
A B o T oiifliel e
Bel1i2 3)aBece (il
s i |
l
1\ (2), (4. (®
2 6 3 9



€2 =4 (31) + (=21) (2 3) « (12 4) + (=3 =3) = (9 1)
¢
Daraus folgt:

6 4
€= | et
1
|

\ B S

5. Berechnen Sie mit Hilfe von Blockmatrizen das Produkt von

A8,
: g 1 l £
/2 & 5 Fan 3 ' o
T B :
A= -3-------.-.r-.---1- B g g R |
A T o & - AE RIS
| 1 01 0
L R RS -
Lésung

§°;, N O Y
s (333 () (D))
ReoRdeC D¢ P

0
/21 & ! 8\
34 0 Sotei ke
Ezz'(1°-1 () )( ) () (15 -ATS
3 =2y 0



1.2.2. Obungsaufgaben
» 1. Gegeben sind die Matrizen A und

4 0\ "
R

\0 1/ QAR
Gesucht sind die Matrizen

ag.A, B, 8. am’, BA., (BA). B

2. Gegeben sind die Matrizen A und

| (2 3 . (2 1)
= B =
1 2 ) - 4 3

I»

Gesucht sind die Matrizen

A1, g, @an™h 8N ae ', At

>
w
>

((A .B_)T)-l. ET.‘.\_T- (A-i)T_ (E._l)T

3. Gegeben sind die Matrizen A, B und C.

O TR 1 -2 1 =5 ‘0
A=| 2 0-2) 8 = 2 =1 5 g-(s

=3 2 % -2 1 =5 1

o &N
|
[ -

Berechnen Sie die Produkte A B, BA, AC, CA,BC, C B.

4, Gegeben sind die beiden Matrizen A und B. Bilden Sie A B,

(a 8)T, AT, B', B'A", und beststigen Sie die Gultigkeit
der Regel
4 (6] P
(ae)" =8" A" mir a=(1 3|, B.(® © 5).
eely {: R TR |

5. Welche der folgenden Matrizen besitzt eine Inverse? Im Exi-
stenzfall berechnen Sie diesel

3 3. 12 4) R (A% 8,8
.)5-‘15)1:)5-132)c)5-(215)d)g-2142
; ¢ \112/ 338, 0131
0201’/'

20




¥ 6. Berechnen Sie:

o) (((A-8)81)T)1, b) (a8 - aATN™H)T . ) ((aT(a - 8™HT

t
A_(’21o B_:oz\
R e T TONRNCRREDL 4

mi

Begrinden Sie das Ergebnis von ¢)!

Folgende Matrizenprodukte sind (ber Blockmatrizen zu be-

rechnen:
7. P o 7 e
g 3 41
Asf 8220900, pa| 215
U T S 1 <% g
0 22ty B/ O & B
» /2 1 7 {2 2\ Sl
i 1,3 6
A= 3..2.4..3..1 B=| 2. 4.3
R A i 3!5 2
5 4 3 |8 B \&4 | 2.1

1.3, Matrizengleichungen

1.3.1. Beispiele

Berechnen Sie X aus folgenden Matrizengleichungen! Stellen Sie
dabei zuerst die allgemeine Form auf!

1. AX-BX=E=CX

e-(ia) 2-(3%) Q) = -G 3)

Losung:
X=E.(A-B+C)X=E.X=(A-B+0)"}

X-8

+C
(1 3\ _ /3 -4 4 -4\ _(2 3
.(4-2) (.5 6)*(.6 11,) (,5 3)

m-g+gr1-ﬁ(34)
=5 2)

f n

1> 1>
o Ix

- B +




22

110 120\ 202 10

As=(021]), B=slO011 c=({111 JundE=[{O10
001 221, 221 001,
L&sung:
AX+X+CX-CXaE-A-BC
(A+E+C' =C)X =E=-A=-BC
Xe(A+E+C -0)"'(E-A-BC)
212 4 2 4
c'=({012 BCsf 332
211 B 47
110 100 202
A+E+g =-Cu[(021 ) o:o 012 111
001 001 I \221

220
A+_§+§ «C= 132

100 110 424
E-A-BC=(010 021 )-(332
001 co1/ \sav7
-f =3
E-A-8C= (-3 =4 -3
8 -4 -7
8 -4 4
(AsEsg -0)raxgh (2 4-a),
12 8

1>

B =4 4\ [=4 =3 =4 ; =52 =24 -48)
sk (2 44 ) (-3 -4 -3 ) . X = 3% ( 12 -6 s) ,

1 2 8/ \~8 -4 =7, ~74 =43 =66,



3.2x-(A+B)%=E-CX

mit

7 -2 E_(10
4 -1 W 0o 1

>
.
BN
w o
~——
o
[}
s
N W
1
N -
\'/
10
/—-‘\

Lésung

2x - (A +AB+BA+B) X=E-CX

2X - A°X -ABX-BAX-BX=E-CX

(6-A2-AB-BA-B°+C)X=E
5-(25-_2-55-25 8?- o)™

gy@;Xiychijﬂ@;Lurﬂ
25-52—:5-55-22-9-2(01) ) (-:-

-caaw;:}Cz)

mit
=
(13 21 s 10
A=\24): B=\a3): E£=(22)uvd E=\g,).
34,
Ldsung
X(E-A+B)=C X=C(E=~-A+p"

23



— /

5 (B RN 2 6 -1 =3
3 4 A 4 14 -2 =7

5. Lésen Sie folgende Matrizengleichung nach X auf:

2(xA+x8B) =2X4+C.

Ldsung:

2xA+2xB-2x=C X(2A+28-28) ¢,
x=cl(2a+28-28)7"

Berechnen Sie X und Y aus folgenden Gleichungseystemen, Geben
Sie dabei zunéchst die allgemeine Form an.

1.3.2. Obungsaufgaben
Far die nachfolgenden Matrizengleichungen bzw. -gleichungssy=-
steme sind X bzw, X und Y zu berechnen:

I

120 1 00
1.AX-X=X+AX+88 mit A=(0120]), B=[o0o 21
002, \1 =33

T (1 2 (3 5
2.XA+X(B+C)+D=X+E mit A= 42). 815 ¢ ¢

\ N\

1.4, Verflechtungen - Anwendungen in der Ukonomie

Obwohl der Umfang der einzelnen Aufgaben aus didaktisch-methodi-
schen Grinden so gewdhlt wurde, daB eine Ermittlung der L&sung
ohne Rechner zumutbar ist, wird empfohlen, die Aufgaben auch un-
ter Nutzung von Kleinrechnern zu lésen.

Dabei sollten Sie die Méglichkeiten von Variantenrechnungen, Er-
weiterungen und zusétzlichen okonomischen Aufgabenstellungen nut-

Zen.,

24
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1.4,1. Beispiele

Materialverflechtungen

1. Ein Betrieb stellt aue den Rohstoffen R1 und R2 in der ersten

Produktionsstufe die Zwischenprodukte 21, Z, und 2y her.

In der zweiten Produktionsstufe werden aus diesen Zwischen-
produkten die Endprodukte E1 und E2 gefertigt.

Der Materialverbrauch von Stufe zu Stufe ist durch folgende
Beziehungen gegeben:

8) Es soll eine Gesamtmaterialverbrauchsmatrix aufgestellt wer-

den, die in ihren Einzelelementen den Rohstoffverbrauch pro
Einheit des Endprodukts angibt.

b) Wie groB ist der Gesemtrohstoffbedarf, wenn der Betrieb 1600

a)

Einheiten E, und 1260 Einheiten E_, herstellen soll?

i 2
Ldsung:

Der MaterislfluB zwischen den Rohstoffen und den Zwischenpro-
dukten kann durch folgende Matrix dargestellt werden:

M 4 2 3) RZ bezeichnet den dkonomischen Typ
Fé e R S 7) von M

Analog kann der MaterialfluB zwischen den Zwischenprodukten
und den Endprodukten dargestellt werden:

1°

25
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b)

26

M, 2 1 ZE bezeichnet den Bkonomischen Typ
ow" s % von M, .
1 4
Gesucht ist nun die Materislverbrauchsmatrix M vom &konomi=-
schen Typ RE. Sie entsteht durch Multiplikation von M, und
LOE
SR e iy R 3 17 20
ﬁf-ﬁi'!ﬁ' 3 2]= e
\3 4 14 20 19,

/

Fir die Metrizenmultiplikation existiert die dkonomische und
damit auch mathematische Verkettung.

= 17 bedeutet z, B,: Zur Herstellung einer Einheit E
sind 17 Einheiten R1 notwendig.

R41 1

FOr den Gesamtrohstoffverbrauch leitet sich folgende Formel
ab:

e e l&Bt sich aus der Aufgebenstellung
E; ablesen: g? = (1600 1260).

=3 ( ) ( 52400"
i \ 55940
Zur Realisierung der Gesemtproduktion sind 52400 Einheiten R1
und 55940 Einheiten Ry notwendig. |

el K2
Ry © RE

Dann ist
17 20

20 19

1600
1260,

Fir eine Materialverflechtung sind folgende Angaben bekannt:
- Materislaufwandmatrizen zwischen den Produktionsstufen,

- geforderte Produktionsmengen der Zwischenprodukte und End- ‘

produkte, |

~ FluBbild des Produktionsablaufs. ‘

|

|

|

Geben Sie die Matrix Mo Pro eine Einheit Endproduktion und
den Gesamtrohstoffbereitstellungsvektor r fir Zwischenproduk=~
tion und Endproduktion in der allgemeinen Form an.

M Hé. r M M M M

o 0 ol e I Tl 1 T
RX XY YZ ok RY RZ XE XZ YE
\
X, Y. Z, @ |



Lésung:

Zunéchst stellen wir fest, daB wir zwischen einem direkten
FluB und einem indirekten FluB zu unterscheiden haben. Beim
indirekten MaterialfluB werden Zwischenproduktionsstufen
ibersprungen.

Bei der Aufstellung der Formel haben wir zu beachten:

- dem HauptfluB entspricht im Matrizenkalkil eine Multipli-
kation (direkter FluB),

- dem NebenfluB (indirekter FluB) eine Matrizenaddition, wo=
bei gegebenenfalls die bereits erfolgten Verflechtungen zu
bericksichtigen sind.

Far M. folgt

&
M= [;51'52 v 55)-55 + MM e !ej My + (Mg, + !5)!9 + MyeMg.

Fir r sind die Rohstoffmengen fiir die Endprodukte, eber auch
die fiir die Zwischenprodukte zu berechnen.
Des 188t sich wie folgt formulieren:

Eg i 57 L% L mit

Ex = Myox £ = (MM ¢ My, |

Lrm [ o MMy o Mg o M)z, £y - s,

3. Zwischen den Rohstoffen R1 und R2 und den Fertigprodukten

El‘ 52 und E3 besteht die Beziehung
/e
\ 1
(':). ('11 12 '13) B g
2 | -
% #21 %22 %23 o
'3/ 27



Die Rohstoffe R, und R, sind in den Mengen r, und r, vorhan=-
den. Zwischen welchen Schranken muB Ey liegen, demit die Pro=-
blemstellung Skonomisch sinnvoll bleibt? Bedingung ist, daB
die Rohstoffmengen r, und r, voll ausgenutzt werden.

r, = 4800 a = 50 8,, = 30 013 - 2

1 11
fy = 3000 ay, = 40 a,, = 40 8,5 = 1
Losung:

Zunéchst tragen wir die Informationen in
/e

('ri) (’11 80 83\ (1
! il

for \"ag: ®221 803

\*z

ein und erhalten

/04

4900) (50 30 2 4

3000/ “\40 40 1/ | %2 |
\y /)

Zur besseren Obersicht schreiben wir diese Matrizengleichung

ale ein Gleichungssystem

508, + 30.2 0 203 = 4800

1

40e, + 40e, + e, = 3000 .

4

Okonomisch ist zu sichern
> >
(%) e, = (o I e, = 00 g3

Wir stellen fest, daB es sich um ein unterbestimmtes lineares

20

inhomogenes Gleichungssystem handelt.

Wir kdnnen eine Variable unter den Bedingungen (*) frei wéh-
len und das Intervall bestimmen, fir welches die anderen Be-
dingungen eus (%) erfillt bleiben.

Wir wéhlen z. B, e, aus.

Daraus folgt:

50e, + 3002 = 4800 ~ 2e

1 3

40-1 + 40e2 = 3000 - e; -




g

Wieder in Matrizenschreibweise uberfihrt, folgt

50 30)(.1) & (’4300) s} (2) )

40 40/\e,/ 3000 1

(01 )_ 50 30)‘1 [:(4300 A (2 ﬂ ]

o, ) ‘40 40, 3000 (1 /]

.. 40 -30 (4800 Y]
(.2/) E& (=40 50 (_\1 )J

o\ . i [/ 10200 )
('z> i [ “2°°°) ('

Wieder als Gleichungssystem geschrieben,

|

102000 50

°1 " 800 " 800 °3 ° i
-42 0
o, = 558" * 830 °s - R ik}
Far (*x) folgt mit e, z 0:
< 102000 _ _50 2 "
0= =500 " B00 °3 ' 50e, -.102000 . ey = 2040 .

>
=

FOr (+»») folgt mit e,

0

o:-%—%+§%§o3. 30e, = 42000 , e, 3 1400 .

iy

SchlieBlich folgt

14oo§c3?-2040 Wit e, 20, -a.a0

Betriebewirtschaftliche Verflechtungen

Ein Betrieb besteht aus den vier Produktionsabteilungen (Ver-

fahrensestufen) A, bis A,.
Die Verflechtung ist durch folgende Skizze gegeben:

29



wo G 04
: & e ’_T
.
AN
Wy 6= w3 6y400,2
B 05
'“‘1 Nz WS

Die Abteilungen Ay Ay und A, produzieren jeweils ein Produkt.
In Az fdllt neben dem Hauptprodukt w, noch ein zweites Produkt
im konstanten Verhidltnie an we = 0,1 Ppe

Die Kapezitéten (in ME und bezogen auf das Hauptprodukt der
Abteilung und eine Periode von 200 h Arbeitszeit) sind durch
k' = (450 400 250 300) gegeben.

Ale Aufwinde werden drei Materialarten L bis LI Elektro=
energie m, und Lohn ng betrachtet. Der Materialeinsatz ist
durchsatzproportional, Bei Elektroenergie und Lohn ist auBer=
dem eine Zeitproportionalitét zu beriicksichtigen.

Die Proportionalitétsfaktoren (fir Material in ME/ME, fir
Elektroenergie in kWh/ME und fir Lohn in WE/ME) sind der fol-
genden Skizze zu entnehmen:

'11'I '2112 '41'30 '51120 ‘22"*3 ’32"f '42"3'!0 '52120
N Az
-23-1 -‘3-20 053-30 l24-4 a8,,=50 05‘-20
R T P Tkt
Ay Ay

30
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Die zeitproportionalen Komponenten sind fir m, 60 kWh/h und

far me 70 WE/h,

1. Es iet dos erweiterte Grundmodell der direkten Verflech-
tung (Kopplungs~-Aufwandmatrix) aufzustellen.

2, Welche Endproduktion w kann der Betrieb in 200 Stunden Be-
triebszeit produzieren, wenn ET = (400 300 200 200) gilt?
Welche Aufwénde sind dazu erforderlich?

3. Es ist das Modell der totalen Verflechtung (Produktions-
funktion) zu ermitteln.

4. Es sind p und m bei w' = (100 200 300 300) und 200 Stunden
Betriebszeit zu ermitteln.

4

Lésung:

Aus den in der Aufgabenstellung enthaltenen Angaben 1#&Bt sich
des erweiterte Grundmodell zur direkten Verflechtung

) (7)

sufstellen, wobei das Kuppelprodukt in A2 bei der Berechnung
in den Aufwandteil des Modells einzubeziehen ist:

(1 -0'2 -0,1 -0,3 ©) (pl\' zsﬂ
|0 1 -0,2-0.5 0| | 160 |
-0 fo 1 0ol o Pa 200 |
190,40 __1!o0 5|
(8. |0..9.3..0__90.,0 |Ps = ’ --30
( !’) T Dre ool g 800
Ay U e S Ml | 2700
O B0 0 & | 600 |
|10 30 20 s0 :so ‘ -/ [39000 '
20 20 30 20 70) 38000 J
e 3
mit p' = (400 300 200 200) und t = 200,
Um das Modell der totalen Verflechtung ’
(B‘ .('!ii - Yitvee (-
2} \¥21¥31 Yoz - Yaa¥i) Y12 -f-)
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zu erhalten, ist V

¥,q 2u invertieren. Da in diesem Beispiel -
Vio= N gilt, ist auBerdem nur noch die Multiplikation V..V, §
auszufitlhren. Als erste Komponente im Vektor m erscheint die
Menge des in A, erzeugten Kuppelproduktes.

Py ) 1 0,4 0,8 0,5 | o | 100 T
Py 0 1,25 0,25 0,625, 0O 200 515,5
Px 0o o 1 o | 0 300 300
Ps 0__0,5__.0,1 __1,25 | 0O 300 --395___
we | = 00,125 0,0250,0625 0 | | 200 )= | ___ 53,25
m, | rz o OAETELT 0 768
-, 2 6,55 2,51 7,875| 0O 4625,5
l,.3 O 2,5 0,8 1528 (40 1025
’.4 10 66,5 34,3 86,25 :so 62465
L..EJ 20 435 40,6 47,5 70 | 51030 )

Volkswirtschaftliche Verflechtungen

| 1. Die Verflechtung zwischen zwei Wirtschaftszweigen ist durch
‘ folgende Tebelle gegeben:

Zwelig
1 2 Y x
Zweig 1] 120 160 320 600
120 560 120 800

@) Es ist die Matrix M zu berechnen.

b) Wie groB muB die Gesamtproduktion in den beiden Zweigen sein,
damit ein Vektor der Endverwendung

’ 350
x- )
130,
gewdhrleistet werden kann? Die Angaben beziehen sich auf ME,

Lésung:

a) Die Matrix M enthélt die direkten Aufwandskoeffizienten, die
nmach der Formel

32




zu berechnen sind:
/ N\
\120/600 5697800

b) Die Berechnung der Gesamtproduktion fir ein Planjehr bei vor=-
gegebener Endverwendung fir dss Planjahr mit vorgegebener Ma-
trix M fir ein Basisjahr erfolgt nach der Formel

Numerische L&sung:

/0.8 =0,2 0,8 -0,2¥1 /(350
(E-M) ’( ) i X = ( ) ;
~0.2 0,3, \-0,2 0,3 130,
3 % y, \ / ’ N
PN L T 1,5 1\ /350 655
(-E.-ﬂ) = ( ): x = ) = =
T A 3 1 a4/ \130 870

Um die vorgegebene Endverwendung zu sichern, muB die Gesamt-
produktion des Zweiges 1 655 ME und die des Zweiges 2
870 ME betragen.

2. Fir drei Zweige wurden die Metrix M der Verflechtungskoeffi-
zienten m,, . J
0,15 0,20 0,20
M ( 0,20 0,20 0,30 )
0,20 0 0,15

und der Vektor i mit den Importkoeffizienten
\ 17 = (0,15 0,20 0,20) ermittelt.

a) Berechnen Sie die fehlenden Elemente der Matrix

(E - M)~2 0,46

\0,32 0,08 1,28/

(/1.36 0,34 0.44"*)
= B ,

b) Ermitteln Sie den Vektor der komplexen Importkoeffizienten
T

1"

¢) Es sei

400

(Tiso\) der Export und Y = (‘250 ) der sonstige Verbrauch,
320,

.
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d)

8)

b)

c)

Wie groB muB die Produktion x sein, um den Endverbrauch
Y Y Y2 gewdhrleisten?

Es ist geplant, den Export dee 1. Zweiges um 50 zu erhdhen
und den des 3. Zweiges um 30 zu verringern. Wie groB ist dann
bei gleichbleibendem Yo das Importaufkommen der drei Zweige?

Die Zshlenangaben beziehen sich auf WE.

Lésung:
Vereinfacht kann b22 nach folgender Formel berechnet werden:
R e R

Das Element b,, aus 5‘1 berechnet man z. B, durch folgende
Gleichung:

854010 ¢ 855055 ¢+ 85504, = 1.

Dabei sind die 8 die Elemente der Matrix (E - M) und bik die
der Inversen (E - H)

-0,20+0,34 « 0,8 - b22 -0,30-0,08 = 1, b22 = 1,365

Analog bzs:

. b b,, = 0 b = 0,59

824 + 8507 byy + 853 byy 0 Say

Die komplexen Importkoeffizienten berechnet man nach der
Formel %
Toe-wtag .
1,36 0,34 0,44
(0,15 0,20 0,20) (/;.46 1,365 0.59‘) = (0,36 0,34 0,44)
.0,32 0,08 1,28,

Die Grundlege fiir die Berechnung der Gesamtproduktion des Plan=-
jehres bei vorgegebenem Endverbrauch fir das Planjehr und der
vVerflechtungsmatrix fir das Basisjehr ist die Formel

x=(E-mty.

/1,36 0,34 0,44 650" 1240
x = ( 0,46 1,365 0,59 400 | = | 1140 )
\0,32 0,08 1,28/ 500/ \_ 880,

d) Die Formel fir des Gesamtimportvolumen lautet:

*
12" (E-m71.y oder T=1".y.
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400

71,36 0,34 0,44 ('mo

I=(0,15 0,20 0,20) ‘ 0,46 1,36 0,59

\0,32 0,08 1,28/ \ 470
700

I=(0,36 0,34 0,44) ( 400 ) I = 252,04+ 136,04+ 206,8= 594,8
470

Die einzelnen Glieder der Summe geben den Import fir die ein=-
zelnen Zweige (xz. Xp und x3) an, Das Gesamtimportvolumen be~
trédgt I = 594,8 WE,

Gegeben ist die Verflechtungesmatrix einer volkswirtschaftli-
chen Verflechtungsbilenz mit drei Zweigen:

/0,3 0,2 0,1
M= (0.3 0,2 0.15).
0,1 0,1 0,1

Weiter liegen Planzehlen fir die Endverwendung in den beiden
ersten Zweigen vor, Fir Y3 liegen keine Plenzahlen vor. Dafir
iet die Gesamtproduktion des dritten Zweiges festgelegt. Fir
die Gesamtproduktion der beiden ersten Zweige gibt es keine
Vorgeben.

b 200, Yo = 250, Xy = 400

Es sind X4+ X5 und Y5 Zu berechnen.
Lésung:

Ausgaengspunkt ist die 1. Planungsfrage y = (E = M) « x
Es folgt:

70,7 -0,2 =0,1" 200"
("0'3 018 -0 15 ‘ -
~0.,1 «0,1

Die Trennung gesuchter und gogobonor GréBen fihrt zu

0,7 0,2 0 3:1 1 0 0,1 "200
&0.,3 ‘o4 o (xz )-(o 1 0.15) (250).

-0.1 -0,1 -1/ \y;/ ‘o o0-0,9 400
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Weiter folgt:

- 7 2.

/11 /0,7 0.2 o\'*/10 0,1 /200 L ‘508
(xz )=(-0.3 0.8 0 ( 01 0.15) (250) ( %3 )- 578

\ Y3 -0,1 -0,1 -1 00 -0,9 400 Y3 251,4 /.
\7 3/ \ g / X /
1.4.2. Obungsaufgaben

1.
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Einerseits besteht zwischen den Rohstoffen y, und y, und den
Zwischenprodukten z, und z, die Beziehung

G)-(()

und andererseits zwischen z, und z, und den Endprodukten Xy
und X, die Beziehung

(-G D(E)
\22 ‘“6 - I Xy Je
Wieviel Mengeneinheiten von x, und Xy kénnen hergéstellt wer-

den, wenn Yi. = 5400 und y, = 3780 Mengeneinheiten zur Verfi-
gung stehen?

Fir eine Materialverflechtung sind folgende Angaben bekannt:

- Materialaufwandmatrizen zwischen den Produktionsstufen,

- geforderte Produktionsmengen der Zwischenprodukte und End-
produkte,

- FluBbild des Produktionsablaufs.

Geben Sie die Matrix M. pro eine Einheit Endproduktion und
den Gesamtrohstoffbereitstellungsvektor r fur Zwischenproduk=
tion und Endproduktion in der allgemeinen Form an.

Iy Mg, o By Moo M. Mo Mo Mo Mg, Mg Mig: My My
X XY Y& IV W WE W XL LE" W Y XV XE YW
N

e e £ovoEmovop e



3.

Ees besteht zwischen den Rohstoffen Ry und R, und den Fertig=

produkten die Beziehung

R so 3 1\ [k,
e L)
R2/ \!0 10 1; Ey /-
Die Rohstoffe sind in folgenden Mengeneinheiten vorhanden:

Rl: 4700 ,

Rzz 1410 .
Es ist zu berechnen, unter welchen Bedingungen produziert wer-
den muB, damit bei voller Auslastung der Rohstoffe die Produk-

tion sinnvoll bleibt. Als variasbles Produkt sei E; angenommen.

Ein Betrieb besteht aus den 4 Produktionssbteilungen A1 bis
Ag+ in denen jeweils ein Produkt hergestellt wird. Dazu wer-
den die beiden Rohstoffe m, und m, eingesetzt. AuBerdem wer-
den als Aufwendungen Elektroenergie sowie Lohnkosten in die
Berechnungen einbezogen. Alle Aufwaendsarten sind kapazitétsab-
héngig. Der Elektroenergieverbrauch und die Lohnkosten haben
auBerdem einen zeitabhéngigen Anteil.

In der folgenden Bilanz sind der direkte innere und der di-
rekte #uBere Verbrauch fir den laufenden Planzeitraum ange=-

fohrt:
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Verbr, [ME]

von

Ay [me] - 0 300 0 500 -
A, [Me] | 2s0 - 150 200 600 -
Ay [ME) 0 0 - 200 300 -
Ay [ME] 0 0 0 - 100 -
, [ME) 500 | 1800 300 0 - -
m, [ME] |1000 | 2400 0 200 - -
Energie [kWh| [2500 | 1200 900 600 - 2000
Lohn [WE] {2000 | 1200 300 400 - 1000

4,1, Bestimmen Sie die Hihe der Endproduktion fir alle vier Ab-
teilungen und die Hihe des Verbrauchs fir elle vier Auf=-
wandsarten im laufenden Planzeitraum!

4.2, Im folgenden Planzeitraum soll eine Endproduktion entspre-
chend !T = (200 O 150 110) erzeugt werden. Welche Produk=-
tionskepazitét ist dazu erforderlich, und welche Aufwénde
werden bendtigt?

4.3, Es wird unterstellt, daB fOr die unter 4.,2. genannte Endpro=-
duktion folgende Kepezitdten zur Verfligung stehen:

A 600, A,: 700, A,: 370 und A,: 120 ME,

- Igd 2 3 4

Um wieviel ME miBte denn die Kapazitiit bei Ag gesteig'rt
werden, um die Reserven bei A, zur zuséitzlichen Endproduk=
tion von Erzeugnissen der Abteilung Ay ausnutzen zu kdnnen?
Wie hoch ist diese zuséitzliche Endproduktion in AS?

(In den Abteilungen Ayr Ap und A, soll keine zusétzliche
Endproduktion Ober die unter 4.2, genannten Mengen hinaus
erzeugt werden,)

5. Ein Betrieb besteht aus zwei miteinander verbundenen Abtei-
lungen, die je ein Produkt herstellen. Die Beschaffenheit des
Produktes und die eingegangenen Lieferverpflichtungen mechen
es erforderlich, im kommenden Planzeitraum téglich bei drei-
schichtiger Auslestung eine Endproduktion von

w = (60 120)

zu erbringen, Ee steht eine Kapazitdt von 57 = (360 840) pro

18 Tag zur Verfigung.



Die bendtigten vier &uBeren Aufwénde kénnen in den Tages-
héchstmengen

bereitgestellt werden.
~ Fiir die Berechnungen kann das folgende erweiterte Grundmodell

| m' = (2400 5600 2200 7400)
! !
| der direkten Verflechtung (Betriebsfunktion) verwendet werden:
|
I

1 -1/4 0 O
, -3 1 g« -0 Py
| (1)_(1’-11 !12) (E)_ o 2 o o]|op
[ o Yoy Yoo / \ £, 4% I IOSERD 8
|
]

2 0 o 0 16
2 5 20 40

Welche Produktion p und Aufwénde m sind erforderlich, um die
Planauflage erfillen zu kénnen? Reichen die in der Aufgaben=
stellung genannten Werte aus?

! 6. Die Verflechtung zwischen drei Industriezweigen in einem Ba-
| sisjahr ist durch folgende Tabelle gegeben:

| Zweige 1 2 3 yi
! 1 240 72 | 140 348
| 2 80 | 264 | 180 76

r 3 o | 120 | 400 480
I
|

6.1. Wie groB ist die Gesamtproduktion x, jedes Zweiges im Ba-
sisjahr?
| 6.2. Die Verflechtung zwischen den Zweigen mdge im folgenden
Jahr die gleiche wie im Basisjehr sein. Wie groB muB denn

die Gesamtproduktion Xy jedes Zweiges sein, demit die Ub- |
rige Volkewirtschaft die Finalproduktion

xT = (200 500 800) erhelten kann?

6.3. Unter der gleichen Annahme wie in 6.2. ist zu kléren, wie
groB die Finalproduktion Yy jedes Erzeugnisses ist, wenn
die Gesemtproduktion x' = (1000 820 1440) betrégt.

7. Zwei Wirtscheftszweige sind durch folgende Verflechtungsma-
trix miteinander verflochten:

(b,1 0,2)
M= .
= 0,4 0,5 39
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AuBerdem erhalten diese Zweige fir ihre Produktion folgende
Lieferungen von Dritten (in Werteinheiten [WE] ).

Zweig 1 Zwelg 2

Lieferung 1 10 80
Lieferung 2 40 40

7.1. Welche Gesamtproduktion ist in den zwei Zweigen erforder-
lich, wenn im kommenden Plenjahr der 1. Zweig 100 [WE] und
der 2. Zweig 120 [WE] an Dritte liefern soll?

7.2. Welche Produktionsmengen (xij) midseen dabei unter den Zwei-
gen ausgetauscht werden?

7.3. Wie groB missen die Gesamtlieferungen Dritter sein, wenn
im vergangenen Jahr der 1. Zweig 116 [WE] und der 2. Zweig
80 [WE] an Dritte leisteten?

8. Gegeben ist folgende Ausgangsinformation fir eine wvolkswirt-
schaftliche Verflechtungsbilanz fir ein Basisjahr. F@r das
Planjahr soll davon ausgegangen werden, daB die Produktion im
Zweig 1 um 25 % und im Zweig 2 um 300 Einheiten gesteigert
wird. Der Export des Zweiges 3 soll um 100 Einheiten erhéht
werden bei gleichzeitiger Reduzierung der sonstigen Endver-
wendung um 51 Einheiten.

Sonstige End-
Zweig 1] Zweig 2 | Zweig 3 | Export | verwendungen I

Zweig 1 0 180 240 500 280 1200
Zweig 2 480 o 300 50 70 900
Zweig 3 324 225 0 700 251 1500
Import 200 180 500

Sonstiges

Aufkommen 196 315 460

Zu berechnen sind:
8.1. die Gesamtproduktion des Zweiges 3 fir das Planjahr.

8.2, die gesamte Endverwendung (Export und sonstige Endverwendung)
der Zweige 1 und 2.

8.3. Wie veréndern sich die sonstigen Endverwendungen in den
Zweigen 1 und 2, wenn vorausgesetzt wird, daB der Export

40 Uieser Zweige konstant gehalten wird?




8.4,

Wie verdndert sich das gesamte Importvolumen im Planjahr
gegeniiber dem Basisjahr?

9. Die Verflechtung zwischen sieben Wirtschaftszweigen ist durch
folgende Tabelle gegeben.

1l2|3|4|s|6] 7 Exp.| So |y | x
1 660| 96|136|175| 84|300| 216|1667| 600(2133| 2733 4400
2 264| 416|102/ 140{ 105/ 200| 756|1983| 300| 917|1217 3200
3 220|128|578| 210| 84|500 (1296 (3016 50( 334| 384 3400
4 352| 32|510| 385|252|400| 648|2579| 400| 521| 921 3500
5 88|160( 34| 315 420|100| 540 (1657 50( 393| 443 2100
6 396| 320|204| 245| 126|400 | 864 |2555| 300|2145| 2445 5000
7 44| 256 |306| 35| 84|250 (1188|2163 700(7937|8637 | 10800
°8= 1 176[192| 68| 70|10

port 5|450| 216

9.1. Ermitteln Sie unter Nutzung der Kleinrechentechnik die Ma-
trix M der Verflechtungskoeffizienten, und geben Sie Lo
und m_, anl

9.2, Die Verflechtung zwischen den Zweigen mége im folgenden
Jahr die gleiche wis im Basisjshr sein. Wie groB muB dann
die Gesamtproduktion Xy jedes Zweiges sein, damit die (brige
Volkswirtechaft die Finalproduktion
y' = (2613 1196 266 1005 423 419 8822)
erhalten kann?

9.3. Wie entwickeln sich der Export und die Sonstige Endverwen-
dung in den einzelnen Zweigen, wenn von der in 9.2. ermittel-
ten Gesamtproduktion ausgegangen wird?

9.4, Berechnen Sie die Verflechtungstabelle fir das Planjahri

9.5. Wie entwickeln sich Export, Import und AuBenhandelssaldo

im Planjahr im Vergleich zum Basisjahr?
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1.5. Rang von Vektorsystemen und Matrizen

1.5.1. Beispiele
1. Aus den Vektoren

s, .2 -5
ist eine konvexe Linearkombination (LK)
!‘ = !121 + "222 + u3!3
zu bilden, bei der die Skalare w, der Bedingung w, : w, : W,
=3 : 2 :+ 5 genigen,
Da fir eine konvexe LK die Bedingungen 2E:"1 = 1 und
i

<

0=w 51,4=1,2, 3, erfollt sein missen, folgt mit
34+42+5=10 w, = 3/10, w, = 2/10 und w; = 5/10. Daher
gilt:

-2 ‘g {7\ T R %, O
3 2 5 r |
8, "5 4)416(1)4'11(3)-5(29)-(2.9).
3/ \2 , \=5 / -12 -1,2/

2. Gegeben sind finf Vektoren des R3:

/1 2 /s /4 /0
!1-(3 ,22—‘-1,_3.(2.!‘-(5,25- & J.

\ 4 \=3 \ 8 13

i

2.1, Bestimmen Sie L und w, so, deB w.a, + wa, = 8, ist.

2.2, Bestimmen Sie LI und w; 80, daB

WB, + W8, ¢ W8, = B, ist.

2.3. Prafen Sie, ob eich eus g,, 8, und 8,
bilden l&Bt. Kann man die

"8y ¢ Walp ¢ Wy " 85
unter 2.1. und 2.2. gewonnenen Ergebnisse dabei verwenden?
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BV | w, w, wol e * Zu 2.1, Zur Bestimmung von w, und w,
(E: 2 47 & wird das Gleichungseystem w, + 2w, = 4
3 -1 | 5| -3 . Epe
2 4 8 -2 2-1 B 4u2 = 8
LT 4 | =2 mit der Basistransformation geldst.
0 @7 |=7 | * Die dritte Gleichung ist fir die Ermitt-
Q. -0 0 0 lung von W, = 2 und w, = 1 nicht erfor-
w,| 2 © 2 derlich. Es gilt
W, 0 | - | 8 = 231 + 8.
0 0 0
BV w, w, wy w, -4| zu 2.2. Zur Bestimmung von Wi W,
(ED 2 5 o > und W, wird das Gleichungesystem
L | 2 6 -3 w, + 2!2 < 5w3 = 0
2 4 =3 | 23 =2 3wy = Wy 4 2wy = 6
", 1 2 5 0 -2 2w1 + 4n2 - 3w3 = 13
o @ =13 6 T geldst.
D0 _asix | 4% 0
w| 1 o 9/7 l12/7| =9/7 Die Ldsung ergibt:
wy| O 113/7 |-6/7|-13/7 8, = 33, + 8, -8, .
0 0 (=13 13 -
LA i 0 0 3
w,| 0 1 0 1
Wy o o - b -1
BV o B T 1 B -+ Zu 2.3. Die Ldsung des Gleichungs-
i * syetems
<§) 2 : 2 ¥ w, + 2w, + 4u3 = 0
-1 -
2 ¢ »l a2l -3 b Y ks ol
- - e 2“1 + 4.2 + Bu3 = 13
w, 1 2 4 (¢] -2
o GE) -7 6 * mit Hilfe der Basistransformation
0. -0 ol 13 o fihrt zu dem Ergebnis, daB ein
w,| 1 0 2[-12/7 Widerepruch im Gleichungssystenm
w,| 0 1 1| -8/7 vorhanden ist 'und folglich keine
0. 0 ol 13 Lésung exietiert, Dieses Ergebnis

kenn man esuch aus den Ergebnissen

von 2.1. und 2,2, ableiten, Aus 2.,1. ergibt eich, daB 8, eine
Linearkombination von A, und a, iet, d. h., elle drei Vektoren
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liegen in einer Ebene. Aus 2.2. ergibt sich wegen w; = =1 3+ 0,
daB a; nicht in der durch g, und a, sufgespannten Ebene liegt
und daher nicht als Linearkombination von Vektoren dieser

Ebene dargestellt werden kann.

Gegeben sind die Vektoren ng = (1 3 4), ng = (0 2 1),
8, = (1 5 5) und 8," = (5 9 3).

Die sus den Vektoren 8,, 8,, 83: 8,, 85, 8,: 8,. 83, 8, und
8,5, By 8, gebildeten Vektorsysteme sind suf lineare Abhén-
gigkeit bzw. lineare Unebhéngigkeit zu untersuchen.

Hat maen wie hier mehrere Vektorsysteme zu untersuchen, so
168t man des zugehérige homogene Gleichungesystem fir alle
vier Vektoren, Eine gesonderte Spalte fir " iet hier nicht
erforderlich, da dort immer nur der Nullvektor zu notieren
wiére. Aus Tableau III ergibt sich, dsB "y nicht Basisvaria-
ble werden kann, weil das Hauptelement O ist, Das Vektorsy-
stem 8,, 8,, 8; ist lineer abhéngig.

BV [ wy, wy, wy; W, -* Die Lésung des zugehdrigen ho-
(iﬁ 0 5 ) mogenen linearen Gleichungs-
I T 2 s 9 | -3 systems A w = 0 lautet:
£ 405 3 | -4 (“'1\'- _('1\)_' e el
3 3 S
% NI 0 e M2, 1
11 0, {2)% &S 5 also w, = =1 und w, = =1. Man
0 1 1 =17 e | 2 &
prift leicht
N1 1 0 > 5 =5 1 \ /0N /1 «’O‘.
bty 1o ¥ O SV O L -(3)-(2)4(5 ={0].
0 0 0 (=14) * v Loai, |5 0
o] AL BT ’
W |w,| 0 1 1 o Aus Tableau III ist weiter er-
w| o o 0 1 sichtlich, daB w, Basisvaria-
ble werden kann, d. h., das
Vektorsystem a,, 8,, 8, ist linear unabhéngig. Da im Tebleau

IV in der Spalte w, zwei von Null verschiedene Elemente ste-
hen, kann ein Tausch von Wy bzw. w, gegen We ohne weiteres
vorgenommen werden. Die Vektorsysteme 84. 85, B, und

8,, 85, 8, sind aleo beide linear unabhingig, denn das zuge-
hérige homogene lineare Gleichungssystem ist eindeutig ld&sbar,
d., h., es existiert nur die Trivialldsung.



4,

Es ist der Rang des Vektorsystems

-1 x 2 =1
8, = 4 )¢ 85 = |11 4RSS =10 und a, = ( 5

\ 2 - 5 - 6 / ‘\3
zu bestimmen.
8v Xy Xy Xy X, -’ Ein Vektorsystem aus vier (m)
E@D AN e * Vektoren des R3(R") ist wegen
I A L ] [ m >"n auf jeden Fall linear
R e 6 3] =D abh&ngig. Zur Rangbestimmung
Xy L SR 1 3 reicht diese Aussage aber
11 0 (I) -2 1 % nicht aus, sondern es muB die
0 ‘E -2 1 . Anzahl der linear unabhéngi-
Xy 1 0 -8 4 4 gen Vektoren des Vektorsystems
111 X, 0 T (i) o bestimmt werden, was mit Hilfe
0 o o 0 o der Basistransformation er-
Xy 1 4 ) o folgt. Es laaseT sich nur zwei
v X4 0 1 i 1 Schritte durchfihren, d. h,,
0 0 0 o der Rang (Zehl der linear un=-

abhéngigen Spaltenvektoren)
ist gleich zwei. Aus dem
Tableau ergeben sich auch Schlisse Uber Teilsysteme des zu
untersuchenden Vektorsystems. Im Tebleesu III sind in den Spal=-
3 und x, die beiden ersten Elemente # O. Es ist also még~-
lich, X oder x, gegen Xy oder X, Zu tauschen und zur Basis~

ten x

variablen zu mechen. Neben a,, 5, sind also auch a,. a85;
8, 8, 8, 24 und 8,, 8, linear unabhéngig. Teuscht man z. B.
x, gegen x, sus, so zeigt das entstehende Tableau IV, daB ein

Austausch von X, gegen Xy nicht méglich ist. Das Vektorsystem

85, 8, ist linear abhéngig.
Der Reng der Matrix
i. 2 0
PR 2 T N |
2 =1 =5
4 5%

ist in Abhéngigkeit vom Paremeter ) zu bestimmen.
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Die Koeffizienten der Matrix
werden der Basistransforma-
tion unterworfen, Aus Tableau
III ist ersichtlich, daB bei
L= 7 gilt: r(A) = 2 und bei
L% 7 r(A) = 3. Fir die
Rechnung mit Parametern ist
es glnstig, sie gegebenen-
fells durch Vertsuschung von

BV | x X :§ = +
L
1 3 7 1 -3
2 =1 -5 -2
-1 5 A 1
Xy 1 2 0 -2
11 o @® 1 3
0 =5 5 -}
Q=Y i -7
Xy 1 0 =2
111 | %2 0 - 8 1
0 0 0
0 0 =7

Zeilen und Spalten in die un=-
tere rechte Ecke zu bringen.

”

1.5.2. Obungsaufgeaben
1. Aus den Vektoren

sind mit den Skaleren

|"1 Wo "Wy W

a)| 3 -2 4 1
b)|1/2 0 1/3 1/6
c) ) 2 3 1/3

6 15
3 und o, = 30
\ 6 =24

die Lineerkombinationen 2. 8 und &8, zu bilden, und es ist
zu bestimmen, welche dieser Linearkombinationen nicht negativ

bzw. konvex sindl

2. Gegeben sind die sechs Vektoren des R

_3‘ / 7 -2\.
)o _.4 - 2)‘ £5 " (-17 g !'6 =111 )‘
\\4/ 8/

& 2 4
£1 = 5)' !2 = (=3 |, 3_3 -(
"2, \4/ -

\

2.1. Prifen Sie, ob sich Zashlen w

“ W = a gilt

W12 28 " 25
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\ 18/

1 und w, finden lassen, so daB




2.2, Bestimmen Sie die Zahlen W,, W, und wy, far die gilt:
w

181 ¢ Walp ¢ Wiiy = 8.
~2.3. Bestimmen Sie die Zehlen LT und w, so, deB 2 eine Li- v

nearkombination der Vektoren 2, 8, und a, ist.

2.4, LéBt sich eine Zahl we finden, so daB b = we8, eine konvexe

Linearkombination von 8,, 8, und g, ist?

3. Gegeben sind die Vektoren

\

) 32.('_:\), 23.("§)m 24.(': .

\4.‘ 2' 1) \91

3.1, Es sind die Vektorsysteme 8, 8;. 85 und 8., 8,, 8, auf li-
neare Abhéngigkeit zu untersuchen.

3.2, Es sind die Ergebnisse von 3.1 zu nutzen, um zu entscheiden,
ob sich 2, als Linearkombination von 8, und 8, bzw. von
8, und 8, darstellen légt,

4. Es ist der Rang des Vektorsystems

1 (=2 5 3
21-(—3 ¢ 8, = 701, 8, = [=12 und 8, = =10
\ 2 = \ 14 3 )
zZu bestimmen und die Teilsysteme suf lineare Abhéngigkeit bzw,
lineare Unabhiéngigkeit zu untersuchen. L&Bt sich &8, ale Line-
arkombination von 8,. 85 und g, darstellen?

5. Es ist der Rang des Vektorsystems
s

2 4 { &
2, °12), 2={3) 8y=|-4
) 2 34

in Abhéngigkeit vom Paremeter 1 zu bestimmen.
6. Fir die Matrizen

i N
2-86 12 18 1 7 =13 25
A =[5-17 26 39 a,=[2 15-10 37

158 8 -1 =9 17 1

0 3 18 -9
s8oll der Rang bestimmt werden.

7. Fir welchen Wert von L ergibt sich far
/1 3 -2 a4
_A_ = 5 16 -8 23

LT mE A der minimale Rang? P



1.6. Lésung von Gleichungssystemen

Obgleich der Umfang der Aufgaben aus didaktisch-methodischen
Granden so gewdhlt wurde, deB eine Ermittlung der LOsung ohne
Rechner zumutbar ist, wird empfohlen, die Aufgaben auch unter
Nutzung von Kleinrechnern zu ldsen.

Dabei sollten Sie zusétzlich z. B. sémtliche existierenden Basis-
lssungen bestimmen und Parameteranderungen so vornehmen, daB sich
die Struktur der allgemeinen L&sung éndert.

Vor der Berechnung sollten Sie Gberprifen, ob sich aus der Theo-
rie der Gleichungssysteme von vornherein Aussagen ableiten las-
sen, die durch die Rechnung lediglich bestétigt werden miissen.

1.6.1. Beispiele

Der Hauptfall eines linearen quadratischen Gleichungssystems mit
n Gleichungen und n Variablen und dem Maximalrang wurde bereits
im Abschnitt Besistransformation am Beispiel erértert, Hier
steht der allgemeine Fall im Vordergrund, der zuerst an einigen
Beispielen demonstriert wird.

1. Es ist das Gleichungssystem Xg + 3%y + Bxg - x, = 3
--2x1 - 7x2 - 13x3 + 3x4 = =4

3x1 + 11x2 + 18:3 + 4x4 = 1

auf Lésbarkeit zu untersuchen und gegebenenfalls die allge-
meine Ldsung anzugeben. '

Mit Hilfe der Basistransforma-

BV %y X Xy  Xg]Xg -} tion erhélt man nach drei
(E} 3 6 -1 3| % Schritten die Aussage der Los~-
-2 =7 =13 3|=-4]| 2 barkeit des Gleichungssystems
3 11 18 4| 1]1-3 (r(A) = r(A, b) = 3) und die
Xy a | /3 6 =1 3| =3 allgemeine L&sung '
O Ch) =1 7 LoE g %) A 31/2
T S L % B xz)z -4 |- 772 x, -
x| A 0 B 2| 9|=-3 Xy 2 -9/2,
Xo 0 1 1 -1 | =2 | =1 4 N 4
0 0 £2) Bk d Setzt man fir x, einen beliebi-
x, 5 0 ‘6 31/2 3 gen Wert ein, so erhélt man eine
x| 0 1 0 7/2 | -a spezielle Lésung des Gleichungs=~
i o o 1 -9/2 2 systems. Fir x, = 2 ergibt eich
R LT =28, x, = =11, X4 = 11.

Die Basisldsung mit den BV x,,
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Xy und x
= 2, Da alle Elemente in der Spalte der Nichtbeasisvariablen
X, % 0 sind, laBt sich X,

%3

3

erhalt man, wenn man Ry = 0 setzt: x

e 3 Xp = -4,

zur Gewinnung einer Basisldsung ge-

gen jede beliebige BV (x,, x5 oder x3) austauschen,

I1

TII

Iva

Ivb

IVe

Ivd

Untersuchen Sie das Gleichungssystem

in

le - 4x2

+

+ 4!2 - 413

2%

Xy + sz - 513

auf Ldsbarkeit. Ees
anzugeben und eine

- 2x4

+ 3x4

- 5x4

= 58
= -5
= 63

ist gegebenenfalls die allgemeine Ldsung
Tebelle der Basisldsungen.

Bv Xy __52 Xz X4 X, -*
@ 4 -4 -2| 58| *
3 -4 1 3 -5 | -3
=1 8 =5 =5 63 1
x| 1 2 -2 -1 29 | -2
[4] 659 7 6 | -92 *
0 10 -7 =6 92 |-10
x| 1 0-0,6 0,2 |10,6
x,| 0 1-0,7 -0,6 | 9,2
0 0 0 0 0
BV x}l xg 13 !4 xo -+
xg|=5/3 0 1 -1/3|-53/3
x, [=7/6 1 0 -5/6|=-19/6
0 0 0 0 0
xg| S 0o -3 ol 53
x| 3 1 -5/2 (o] 41
0 0 0 0 0
x| 1 -6/7 0 5/7| 19/7
xy| © -10/7 1 8/7|-92/7
0 0 0 0 0
x,| 1 1/3E5/8) o | 41/3 *4
x| O =5/3 7/6 1 |=-46/3|=7/
0 0 0 v} 0 0
x5 |=6/5 =2/5 1 0 |-82/5
x4| 7/5 =6/5 0 1| 19/5
o 0 0 0 0

Es lassen sich nur zwei
Schritte ausfihren. Aus
dem Tableau III folgt
r(A) = r(A,b) = 2. Also
ist die dritte Glei=-
chung lberflissig, und
das System ist l&sbar.
Die allgemeine Lésung
lautet

xi) 10,6 Lo.s)
%5 “Na2)” (-0.1,x3
0,2
g

und hat also zwei Frei=-
heitsgrade. Es gibt

4
meximal ( )- 6 Basis-
2

lésungen.

Die aus Tebleau III ab-

zulesende Basislésung

4 = 10,6,

X, = 9,2. Von Tableau

III lassen sich vier

weitere Basisldsungen

ermitteln, wenn jeweils

die Bassistransformation
49
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X, gegen x;, X, gegen x,, X, gegen Xy und X, gegen x, reali-
siert werden. Vom Tablesu IVd ausgehend, wird die Basislésung
mit xg und x, als Basisvariable errechnet.

Die Tabelle der Basisldsungen lautet:

1 2 3 4 5 6
x, |53/5 0 0| 19/7| 41/3 s}
x5 [46/5 | -19/6 | 41 0 0 0
Xy 0 | -53/3| 0 |-92/7 s} -82/5
x, 0 o 53 0 |-46/3 19/5

3. Es ist das {berbestimmte homogene Gleichungesystem
Xy ¢ X5 4 Xg = X4 = 0
3:1 ¥ _\Rgw 2x3 - Xy = 0

2:1 + 25 ¢+ Xq =0
R =l iy - 313 L 0
Xy = X, - Xy ® 0 zu lésen.

Die Ldsung wird mit Hilfe der Basistransformation durchge-
fihrt. Die Spalte far X wird hier nicht mitgefihrt. Nach
drei Schritten ergibt sich der Rang r(A) = 3, Die allgemeine
Lésung weist eleo n = r = 4 = 3 = 1 Freiheitsgrad suf. Sie

lautet:
BY | x, x, xg x4 [~ 4] [BV[x, x, x5 x,[ -}
@1 1-1|%||x,|12 0-3/2 0]3/2
3 1-2-1[=3||x,|]0 1 5/2 -1/-5/2 s / o3
1
2 2 1 0|-2 0 0 F) 2 = ol W D 5
1-1=3=1|=1 0 0 1 -2|-1 ¥ <3
-1 -1 0=-1]1 0 0 31 -2|-1 3
x 13 ‘1=1"|=2lIx: "4 0 or X
1 1
05 2| *| |0 1 o 4
0 0-1 2| 0| x50 0 1 -2
0-2-4 0| 2 00 0 o
00 1-2|0 o ¢

4. Diskutieren Sie die Ldsungsmdglichkeiten des Gleichungssystems
Xy ¢+ Xy 4 A,xz = C
‘1 + lxz + Xs = C
7 N S P ST R . T
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€ $# 0 fir die Werte des Parameters A, und geben Sie fir die
verschiedenen Lésungsmbglichkeiten die Lésungen an,

II

III

1v

BV[x, X, Xq Xy -
@ 1 7 4 c *
1 A 1 c -1
e ! 3 c -

Xy 4 1 A c -1
O(A=1 1- ) 0 *
01-2  1-22 le(1-3) | 2-2

X, 1 ] A+l c =-(1+1)

X 0o 1 -1 ] 1
0 o ((@=n(2en)|e(a-1) | *

x,/ 1 0 0 c/(A+2)

x| 0 1 - 0 c/(A+2)

x| 0 © 1 c/(1+2)

Unabhéngig von der
GroBe des Parame-~
ters | laBt sich
ein Schritt in der
Basistransformation
durchfihren. Der
Obergang von Ta=-
bleau II zu Tableau
III setzt aber vor-
sus, daB des Haupt-
element ¢ O ist,
Das ist genau dann
der Fall, wenn

A% 1 ist (unabhén=-
gig von der Wahl
dees Hauptelements).

FOr A = 1 gilt r(A) = r(A,b) = 1, d. h,, es wird nur die erste

Gleichung far

die Losung in Betracht gezogen, denn die beiden
anderen sind Gberflissig. Xy = € = X; = Xz. Die LBsung hat
zwei Freiheitsgrade. Fir L 4+ 1 kommt men zu Tableau III, Fir

= =2 wird des einzige als Hauptelement in Frage kommende
Element Null. Dann gilt r(A) = 2,aber r(A,b) = 3, d. h., das
System ist unlésbar, Fir A # =2 kommt man zu Teblesu IV und
liest als Ldsung Xy = X5 = Xy = c/(A+2) ab, d. h. V¥ L1 % =2
ergibt sich eine eindeutige L&sung fir das Gleichungssystenm.

1.,6.2. ODbungsaufgaben
Untersuchen Sie folgende lineare Gleichungssysteme!

e) Ist des Gleichungssystem lésbar?
b) Fells es lésbar ist, geben Sie die allgemeine L&sung und ge~
gebenenfalls eine spezielle L&sung an.

1. x1

2:1

5 3:1

[ 1
|
l

+

=11
20
-5
=25

2.

L

9!1 + 582
3!1 + 4!2

6x, = 4x

1 2

Xy = -2
Xy =
+ 3x3 = 1
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-6x1

-2x

14. 611

2!1

16, 2x
4x

(T

18, x

52

X Xy 4
x2 2x3 -
Xy Xy 4
12 - 5x3 +
xz - 4x3 =
Xs 7x3 =
x2 - 2!3 =
3x2 + 2x3
Zx2 - X3
3:2 + 8x3
sz + 16:|t3
9x2 - 24x3
3x2 + 13
5x2 + 2x3
sz + 313
llxz + 413
Xy + 2x3
2x2 - X3
Xy + 5x3
2:2 + 3x3
2x2 - 2x3
4:2 - Bx3
6x2 - 6x3
Mo S iha
2!2 - 4x3
Xy = 2x3
+ 2x2 + x3
3x2 + 4x3
5:2 + 5x3
xz + 3x3
Xo +  Xg

= 22
= 40
= 62
= B4

[« B = I = |

X4

B

2x

=11

20

-5

x

4

3 = Ty

xz - 4x, =

Xy + 7x3 -

12 - 2x, =

xz - d4x, +

Xy + TXy +
2x2- 3-
5x2 - 4x3 - Sx4
9x2 - BXx

+ 3x3 -

10
22

X, * 2!5 = 2

+ 5x3 - 3x4 -

x

5

= 6

+ 2x3 - 2x4 - 3x5 = B8

Uberlegen Sie, ob bei dieser Auf=-
gabe gegebenenfalls alle Basislé-
sungen existieren. Versuchen Sie,
diese Aussage aus der berechneten
Lésung abzuleiten.

13. x, +

OO0 00O

+

+

1050 .'%

17, =

+

+

+

O 00O

14
20
34
48
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Oberprifen Sie die L&sbarkeit der nachfolgenden linearen Glei-
chungssysteme in Abh#éngigkeit vom Wert des Parameters A.
Im Falle der Ldsbarkeit ermitteln Sie die allgemeine L&sung!

19. 2ix, + 2x, = 20 Hinweis: Vor Durchflihrung der Basis-
4x, + X5 = 28 transformation Gleichungen und Varia-
blen vertauschen.

1

20. 3:1 42X, ¢ Xg ™ 0 Hinweis: Vor Durchflihrung der Besis~
Xy + X5 ¢+ X3 = 0 transformation sind die beiden ersten
2xy + Xy ¢ Axg = 0 Gleichungen zu vertauschen.

Bestimmen Sie die Ldsungen der Gleichungssysteme

21. Xy = Xy 4+ Xgo= O fir die Félle a) a = 0,
2:1 Xy e 2x3 =0 b) a= 1,
3:1 + 3x, = 5x5 = 8 und diskutieren Sie die Ergebnisse.

22. 13x1 - 4x2 = 104
Bx1 + 5x2 = =33
-3:1 + Xy = A
23. Fiur welchen Wert von A wird das Gleichungssystem
2:1 + 3x2 - xaie 2
3:1 + lxz + 4x3 = 5
7x1 + sz + 213 = 8
unlésbar? Durch welche Zahl muf die 8 auf der rechten Seite

der letzten Gleichung ersetzt werden, damit fir den gefunde-
nen Wert von A das Gleichungssystem wieder lésbar wird?

24, Die GroBe A ist so zu bestimmen, daB die Gleichungen
ax, + bx2 = hxi
bx1 + CXy = AX,

mit a,b,c € R eine vom Nullvektor verschiedene L&sung haben.

1.7. L&sung von linearen Ungleichungssystemen

1.7.1. Beispiele

Die hier behandelte Problematik ist als Vorstufe zur lineeren
Optimierung zu sehen. Daher kann das dort gebotene Ubungsmaterial
zum Teil in diesem Abschnitt genutzt werden.
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Wir beschrénken uns auf die L&sung von normalen linearen Unglei-
chungssystemen A x S b, x =0, b3 Q.

1. Gegeben ist das normale lineare Ungleichungssystem

360

330

45 x, % 60 0%y
Da es sich um ein normales lineares Ungleichungssystem han=-
delt (b = 0)., existiert auf jeden Fell die Trivialldsung

x = 0, Im LdsungeprozeB ist als erstes des Ungleichungssystem
durch die Addition des Schlupfvektors X in die 1. Normalform,
also in ein Gleichungssystem dberfihrt.

381 + 4x2

4:1 + 2x2

WA BA MA

-xl + X5 20

3x1 + 4x2 + Xq = 360
4“1 + 2x2 + X, = 330
X, ¢ Xy + Xg = 45
X + X, = 60 x :-'
2 6 ]
J

werden mit Hilfe der Beasistransformation weitere zuléssige Basis-
lésungen generiert, Durch geeignete Wahl des Hauptelementes

(Leitelementes) wird dafir Sorge getragen, daB man im Bereich der
zuldesigen Basisldsungen bleibt. Neu gegenlber dem Vorgehen beim

= 1, se00 6
Ausgehend von der Trivialldsung els ereter zuléssiger Basislsung, 4
Obergang von einer kanonischen Form zu einer anderen sind: }

| 1. Das Hauptelement kann nicht in einer Spalte ausgewdhlt werden,

| deren Variable im vorangshenden Schritt Nichtbasisvariable ge-
worden war, denn das wirde zu einer bereits berechneten zuléds=-
sigen Basisldsung zurickfidhren.

2. Beachtung der Zuldssigkeit der Basisldsung: Notwendig fir des
Verbleiben im Bereich der zuldssigen Basislésungen ist die
Wehl einee positiven Hauptelementes (-11 > 0), hinreichend
die Wehl des minimalen Quotienten

b ]
i
nin(q / a“> 0).
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BV Xy Xo Xy X4 Xg Xg X Q - 4
x| 3 4 1 0 0 0 360 120 | -3
-—lx] @ 2 0 3 0 0 330 165/2| *
: xail =t 40 0 1 o0 45 - 1
xg| 0 1 0 0 0 1 60 - 0
£ 3 -
- |x| 0 /2 1 -3/4 o o 225/2 | 45
==l 2 0O /4 0 o 165/2 | 165 |[-1/2
Tixg| 0o 372 o $/a° 1.0 255/2 | 255/3|-3/2
xg| 0 1 0 0 0 .k 60 60 -1
= x| 0 1 2/5 =3/10 © 0 45 - 3/10
x,| 1+ 0 -i/s 4/10 0 0 60 150 |-4/10
x|l o o -35 71 1 o 60 600/7|-7/10
* *
-|xg| O © =2/5 3/10) © 1 15 50
nm1o 1 0 0 0 1 60 - 0
k14 0 13 o 0 =-4/3 | 40 120 |[-1/3
x| 0o o @3 o 1 <7/3 | 28 75" | =
-| x4 O 0 -4/3 i 0 ' 10/3 50 - 4/3
x| 0 1 0 0 0 1 60 60 -1
.3
praia I T i SO MR 0o -1 @ 15 15
v
-|%3| 0 © 1 0 -7 75 - 7
x4 © © 0 1 4 =6 150 - 6
xg |=2. 1 0 0 i 0 45
| x 4.0 0 o -1 1 15
vi| © :
x| 7 © 1 0 -4 0 180
x,| 6 © 0 1 -2 (0] 240
by
Als erste BV wird %, gewdhlt und Q = —=— berechnet, wobei die
i1

Bedingung 84 > 0 zu beriicksichtigen ist. Nach dem Auswahlkrite=-
rium minimaler Quotient wird x4 NBV. Die Durchfilhrung der Basis-
transformation fiihrt zu II, wobei kenntlich gemacht wird, daB x
in diesem Schritt in die Baeis gekommen ist und nicht sofort
wieder ausgeteuscht werden darf. Daher muB in II die NBV X, for
die Aufnahme gewdhlt werden. Dann wird X3 NBV werden, was wieder-
um kenntlich gemacht wird. Im Tableau III muf x, fiur die Aufnahme
in die Basis gewidhlt werden (bei x5 wirde Rickkehr zu Tableau II
erfolgen)., Bei Obergang zum Tebleau IV erfolgt der Tausch von Xg
gegen x, als BV. Im Tablesu IV muB Xg als BV fir das néchste

1
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Tableau vorgesehen werden (die Wahl von Xg fohrt zu Tableau III
zurick). Denn wird mit dem Ubergang zu Tableau V Xg als BV aus-
scheiden. In Tableau V wird aus den gleichen Grinden Xg als BV
fur die Basisldsung in Tablesu VI gewdhlt. Dabei scheidet x, aus
dem Kreis der BV sus. Mit Tableeu VI sind alle zuléssigen Basis~
lésungen des vorgelegten Ungleichungssystems berechnet, denn die
Aufnahme von x; als BV wirde zu Tableau III und die Aufnahme von
Xg ZU Tableau I fidhren.

Die Tabellen der zuléssigen Basisldsungen fir die 1. bzw. 2. Nor=-
malform lauten:

1 2 3| 4 5| 6 i 2 3| 4 5 6
Xy 165/2| 60| 40| 15 O x,(0|165/2| 60| 40 | 15 | ©
%5( 0 0 45| 60| 60| 45 x5|0| O 45| 60 | 60 | 45
Xq 360 | 225/2( O 0| 75|180
Xy 330 0 0| 50|150|240
Xg| 45 255/2 | 60| 25 “al; 0 Die allgemeinen L&sungen lauten
Xg 60 60 15 (o} 0| 25 fir die 1. Normalform:
X, /o /165/2\ /60, /40\ 15
Xy 0 ) 45 60 60
X 360 225/2 6] 0 75
x =l x4 |= W 330 |+ w, 0 + Wy 0 |+ ", 50 +Wg 150
Xg 45 255/2 60 25 o]
\Xg 60/ \60 \15 \0/ \ 0
\
f‘] 0
45
180
+ W 240
0
\ 15 ;

und fir die 2, Normalform:

(xi ) 165/2 60 40 15
E S\l o)"‘z\o *"M3\as |* Ya\eo/* "s \e0
0
* e \as

- >

jeweils mit E&J w, =1 und w, =0 4i=1, 2, ..., 6.
i=1
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1.7.2. Obungsaufgeaben

Es ist die ellgemeine L&sung der normalen Ungleichungssysteme

-xy + 2%, i 4 2. x4+ x, = 18
3x, = 2x, f 30 Xy + 4xy = 48
x, + 3%, s 21 =Xy v Xy = 7
Xgs x, = 0 X, = X, i 12

xi. X, = 0

far die 2. Normalform anzugeben.

1.8. Zur Vertiefung der Theorie

Zeigen Sie:

i.

Ist das Produkt zweier Matrizen A, und A, kommutativ, so sind
A, und A, quadratisch und vom gleichen Typ. Gilt auch die Um-
kehrung?

Ist A eine Diagonalmatrix und sind alle Elemente in der Haupt-
diagonalen von A voneinander verschieden, so ist jede Matrix

B, deren Produkt mit A kommutativ ist, ebenfalls eine Diagonal-
matrix.

Ein Vektorsystem a,, 85, ... a,, in dem ein beliebiger Vektor

ein Vielfaches eines anderen Vektors ist, ist linear abhéngig.

Ist ein Teilsystem eines Vektorsystems linear abh&ngig, so ist
auch das gesamte Vektorsystem linear abhéngig.

Sind drei Vektoren a,, a, und a5 linear abhéngig und a; léBt
sich nicht durch eine Linearkombination von 2y und a, dar-
stellen, 8o unterscheiden sich 8y und a, nur durch einen kon-
stanten Faktor.

Sind die Vektoren a,, 8, und a; linear unabhéngig, die Vek=-
toren 8,. 85, 25 und a, aber linear abhéngig, so laBt sich

2, als Linearkombination von a,, 8, und a, darstellen.

Ee sei eine Matrix mit m Zeilen und dem Rang r gegeben. Eine
beliebige Auswahl von 8 Zeilen ergibt eine Matrix, deren Rang
nicht kleiner als r + 8 - m ist.
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8. Eine Matrix A mit dem Rang r kann durch #&quivelente Transfor-
mationen so u-gofo}lt werden, daB eine Matrix B mit den Ele-
menten b11 = b22 ® seee ® brr = 1 und allen anderen Elemen-
ten gleich Null entsteht,

9. Wenn C = A + Bund A, B und C vom Typ (m, n), so gilt
r(€) ¥ r(A) + r(B).

10. Eine Matrix vom Reng r lé8t sich als Summe von r Matrizen
und dem Rang 1 darstellen. Weniger als r Matrizen und dem
Rang 1 geniigen fiir eine solche Darstellung nicht.

11, Es seien die Matrizen A und B gegeben, die die gleiche Zei-
lenzahl haben.
Es sei C = (A B).
Wenn r(C) = r(A), dann muB gelten r(A) = r(B).

12, Wie veréndert sich das Produkt zweier verkettbarer Matrizen
A und B, wenn

| 12,1. in A die i-te und die j-te Zeile miteinander ver-
| tauscht werden,
12.2. in A die mit der Zahl c 4 O multiplizierte j-te Zeile
zur i-ten Zeile addiert wird,
12,3, in B die k-te und die l-te Spalte miteinander ver-
tauscht werden?

13. Wie veréndert sich die zu Matrix A inverse Matrix 5-1. wenn
in A

13.1. die i-te und die j-te Zeile untereinander vertauscht
werden,

13.2. die mit der Zahl c $ O multiplizierte i-te Zeile zur
j=ten Zeile addiert wird,

13.3. die i-te Zeile mit einer Zahl c % 0 multipliziert wird?
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1.9. Lésungen der Obungsaufgaben zu Abschnitt 1.

Lésungen zu 1.1.2

1.a) b)

Bv X, X, X, -4 BV T Xy -+
@ s 3] » 2 -1 -3 o =
2 & -5 -2 -6 4 10 -2 6

x, |1 S/4| 3/4(-5/4 2 3 4 1] =2
0 @-:3/2 * x| 2 -1/2-3/2| o]1/2

el

Xs 0 1 -13

xy 1 0 -1 -1 1

11-17‘ xzu-13 Xz 0 1 1 -2 -1

. o Dil-e] %
Xy F | 0 0 2
Xo 0 : § 0 -5
Xy 0 0 - ! |
Ky = e X = -5, Xy 3
c)
BV -xl ’2 13 Xy xo - ’
@ 2 a -1 1 *
-1 =3 -5 4 3 1
2 5 =10 =12 3 -2
< e 7 10 4 =X
Xy 1 2 4 -1 3 -2
0 1) -1 3 4 *
0 1 =18 -10 1 -1
0 4 19 7 7 -4
Xy 3 0 2 ] 9 -2
P 0 1 1 -3 -4 -1
0 o (~19 -7 5 »*
0 0 15 19| 23| =-i5

Xai -2 @ 0 81/19181/19 |-81/19

X 0 1 0 -64/19 (=71/19 | 64/19

Xg 0 0 F 4 7/19| =5/19 | -7/19

0 0 0(256/19)|512/19|

x| 2 0 0 0 1 x, = 1

X 0 1 ] 0 3 X5 3

Xg 0 (] 1 0 -1 Xy -1

E X, 0 0 0 1 2 X, 2 59




d)
BV | xg X, Xg x, -4
Y RE o| *
v R 8 21§ =1
5 O TR T Y - N
x| 2 4 .2 0| -1
o @ =1 Wi »
¢ 4. 5| 851 ~4
I Sl e L T
Xoi(l O LS80S 11 | -2
0 0 (3| -21]| »
x,|"2 B0 S8 X, = =4
X5 0 1 0 -3 X, = -3
0 R 7 Xy = 7
2%
BvV Xy x Xy X, - ‘
(1) 1 5 *
2 -1 3 4| =2 Ee gibt
By I * - " (3) = 3 Basisldsungen.
| 0 (=3) 1 -6 * 2
| x| 2 0 4/3| 3|-4/3 x, = 3, x, = 2,
Xp| 0 1 (=1/3 e % x, = 11, Xy = =6,
x,| £ @ "o AL o x, = 11/4, x5 = 9/4
x3| 0 =3 1| -6 3
0 [11/4
1| 9/4

3. Maximale Anzehl der Basisldsungen ist 4. Bei der Berechnung
mit. Hilfe der Baeistransformation kommt man nach drei Schrit=-
ten zur Basisldsung Xy = 1, %, = 2, Xy = 3, Aus der Spalte
for x, ergibt sich, daB man lediglich Xy mit x, vertauschen
kann.

I
x5 1/4 %
Xq 3/4 0O

60




e L o S S s BT, S e SN R e S N S i oSS oy

Bv Xy Xy Xy X, {2: -’
@ 1 3 TN
(- TR IS 2 | =1 Der Ubergang zum niéchsten
1 =1 =1 1 | =4 | =3 Tebleau bringt die Basis~
xy - | 1 1 1 6 -1 lésung Xy = 2, Xg = 3.
0 2 o0 o] -a| Xy = 1.
0 =2 =2 0 1-10 2 Weitere Basisldsungen exi=
T Ml e e, 4 | =1 stieren nicht.
X, o 1 0 0 2 0
0 0 (= o|-6| *
% [t o Relig ). ]
Xo 0 1 0 0 2 o]
Xy 0 (0] 1 0 3 0
Xy i 8] 0 1 1
Xo 4] - § 0 0 2
Xq 0 0 1 0 3

Ldsungen zu 1.2.2,

1. 24 0 20 24 5 it r (241
AB=|63 B|,BA= » AB = (BA) = )
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3, 000 000 23 18 14
AB=|{000], BC={000), AC=]=2 4-4),
00 0/ 000 15 2 14)
7 =2 =9 /15 =18 =33 6 -3 15
CA=| 42622]), _B_ﬁ-(—:ls 18 33), CB=|=-8 4 -20
-2 6 B 15 =18 =33 -4 2 =10
4, /24 0 20 24 6 0 24 6 0
AB=|638), (AB)"=[ 031]), B'A" = 031
0°3. 1 20 8 1 20 8 1
5.2) s -3\ b) 40 -8
5'1-1/7( ) A« 2374 02 2|,
A 21 1/
c) 123 d) =5 =3 9 2%
det(A) = |21 5| = 0O A" -1/11 -6 3 2 -2
338 -2 1=-3 3
demit existiert keine \12 =6 =4 =7/
Inverse.

= (((A-E)BT)T) 1. [(ga") - (e8] "ty (: _:)

o))

19 21 | 23 8.

l
30 17 49 c
13 13 19

4 20 -8
B . X=-1/16 (-4 20 -16

Lédsungen zu 1.3.2.

62

c) det (A" (A -B)) =0, wo-
mit die Aufgabe nicht lés=-
bar ist, da keine Inverse
exietiert.

/35 | 47 47"
32 '4i_§g_

43 42 a8
81 |82 92/

.8 =24 152

: (’-12 21)
X = =1/75 \_34 22



Lésungen zu 1.4.2.

1. Lbesungsensatz
Y4\ [0 3) 3 3) £ r(o 3\ (3 a‘ri (5400‘
(_yzj)‘ (4 0, (p ( = ] 40/ \6 ;); \ 3780

xi (299“
(xz i 6,)‘ g m sl ihg w6

2. M ]
RE © {Bﬂzﬂz *Hgg) Myoo MyMg [ Mg« MMy o () !151 "5
\

+ MMy o[ ] Mg« () Mg, Mg+ M Mz [ ] } ~16
Wi =Dy Lyt Lzt Lyt Lyt g, mit

" e o [ i "
Ly = Mex 5 Tl )y ..k [ R "1 /¥ Ly A j! i
r --':I—'e i
e RE .= °*

4.1. (w' m') = (200 0 100 100 2600 3600 7200 4900)

4.2. Es miiesen die Koeffizienten 8k bzw. bjk berechnet werden.

"1 0 -1 O\ /1 3 1 O B
Vyy 0.5 1 -0,5 -2 | Yy, = 2402 | Vop o
0.0 1 =2 5236 2000
\NO 0 -0. % \4 2 14 1000
Fir die Berechnung von (p'm') ist v,." Y und v, v.=1 zZu er=-
I <11 -21 11
mitteln,
1 01 2\ 2,53 5 16
-1_f[o0.5114 -1 4 4 6 22
v ' ¢ 4 i ¥gatin
-1 0 012 21713 6 2 10 30
\0 001 \'5 -2 ‘w22

(2'm') = (570 690 370 110 3010 4120 8000 5470)

4.3. Volle Nutzung der Reserven badeutet: 0,5 LI P
+4w, =700, (Zweite Zeile von !1;1 ist mit w zu wultiplizie-
ren und muB gleich der verfigbaren Kapezitit sein.) Mit
W, = 200, w, = O und w, = 110 folgt W, = 160. Mit diesem
ET = (200 O 160 110).folgt als erforderliche Kapazitédt in
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7.1.
7.2.
7.3.
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Abteilung 3: (0 0 1 2) W = 380. Es muB also die Kapazitét in
A. um 10 ME erweitert werden.

3
LS (4 1‘) 24 8
A ;
Y12 " (42 o vy =152
Ya1¥ys 8 2/
(p'm') = (360 1200 2400 5520 720 7520) .68 22,

Die Gesesmtproduktion setzt sich aus den Lieferungen an ande-~
re Zweige und der Finalproduktion zusammen.

X, = 240 + 72 + 140 + 348 = 800
X, = 80 + 264 + 180 + 76 = 600
Xy = O+ 120 + 400 + 480 = 1000  x' = (800 600 1000)

240,800  72/600 149/1000
-1,
M= 80/800 264/500 180/1000 ), x = (E = M) T
07800 12%/600 “%0/1000
1,5 0,5 0,5\ /200 950
x = (0,3 2,95 0.7 ) (soo = [ 1670
0,1 0,7 1,9/ \800 | 1890,
[ 0,7 =0,12 -0,14 1000 400
y=(E~M)-x ,y= (-0.1 0,56 =0,18 820 | = | 100
0 -0,2 0,6 1440 700

Ix
"

0,9 =0,2
= -10 - = y Y
(€ =) =i HE TH) B Nl 0.5) X

A (0,5 0.2 ' o 0.2) /100 (éoo)
(E-M "= 5,357 \0.4 0,9) .+ X = 5,37 \0,4 0,9 \120) = 400
M

ik
Die Grundlage fir die Berechnung ist die Formel m,, = ;:-

wobei die m,, aus der Aufgabenstellung bekannt sind und der

x=-Vektor berechnet wird:
. = /! OO
Mik = My Ky o M11 = 20 , H12 = 80 , M21 80 M22 = 2

Fir das Basisjahr gilt: (116 )
X*\s0/"




h—%

Demit 1&Bt sich x fiur des Basisjahr berechnen:

3 (b,s 0,2 /116 ‘200
& ™ §.37 ) ( & ( )
HE N0 059 80 320/ °

Damit l&Bt sich die Matrix der direkten &duBeren Aufwendun=
gen berechnen:

5 8 ! X
g8 (10/200 0320 X 1/20 1/4]

40/200 40/320 1/5" ' A78. "

SchlieBlich gilt: Q -x = & , x: Planjahr,

y

(Vs Vo) (i) - (%)

8. Nach Umformung und Einsetzen der Ausgnngainfor-utiénan folgt:

8.1.

/ \ &

-1 0 =0,16 28 wk' 0,20 € 1500
0 -1 -0,20 ) (yz = (0.40 w1 D (1200
6 01 \ %y | 0,27 0,25 1 1000
e 7 : , :
Yy -1 0 -0,16 -1 0,20 0O 1500, [987,2
v2| = | o-t-0,20 ) ( 0,40 -1 0 ( 1200 )- (259.96)
s [ L @7e 2 0,27 0,28 1% 1000 | 1705 |
xy = 1705 1500)
x = (1200
\ 1705
987,2
y, = 987,2 y, = 259,96 y = |259,96
. 1000

Die sonstige Endverwendung des Zweiges 1 steigt von 280
um 207,2 auf 487,2, die des Zweiges 2 von 70 um 139,96 auf
209,96.

Import Planjahr:
/1500
1, = E;- xs = (0,167 0,200 0,333) (1200 ) = 1058,265
1705 |
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Import Basisjahr:

1200
T
Ig = i xg = (0,167 0,200 0,333) 900) = 879,9
1500
Der Import erhght sich von 879,9 (Basisjahr) auf 1058,265
(Planjahr).
9.1. mys = 0,05 mgy = 0,06

9.2. 5? = (4500 3200 3300 3600 2100 5000 11000)
9.3. - 9.5.

Zweige| 1 2 a7l 41 %] 8 7 | Exp. |Sonsti-| y
e

675| 96|132(180| B4|300| 220 | 617,6(2195,4 |2813|4500
270|416| 99(144(105/200| 770 | 294,8| 901,2 (1196|3200
225|128|561|216| 84(500(1320 34,6| 231,4 2663300
360| 32|495|396|252|400| 660 | 436,5| 568,5 (1005|3600
90|160| 33|324|420(100| 550 47,7| 375,3 423(2100
405(320(198| 252 (126(400| 880 (| 296,8(2122,2 |2419|5000
451256297 36| B4(250|1210 35 8107 882211000

I

NGO s N e

| Import|180[192| 66| 72|105(450| 220

Export: 101,79 %
Import: 100,62 %
AuBenhandelssaldo: 103,12 %.

Ldsungen zu 1.5.2.
T

1. ag = (50 35 -2)
g; = (6 13/2 =1) . konvexe Lineerkombination
g; = (24 30 20) , nichtnegative Linearkombination

2.1, W, = -1, w, = 4

2.2, Bei der Ldsung des Gleichungssystems tritt ein Widerspruch
auf: a, laBt sich nicht als Linearkombination der Vektoren
2,, 8, und a, darstellen.

2.3. w, = 2, W, = 1, W, = 2
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2.4, Mit wg = 0,2 gilt b’ = (=0,4 2,2 1,6). b ist eine konvexe
Linearkombination von 8, 8, und a, mit w, = 0,4, w, = 0,2
und Wy = 0,4,

2

3.1. Das Vektorsystem 8,+ 85, 85 ist lineer unebhéngig, wahrend
das Vektorsystem 8,, 85, 8, linear abhéngig ist. Es gilt
z. B, 28, + 8; -8, = 0.

3.2. Aus 3.1. folgt: s, léBt sich nicht als Linearkombination
von g, und s, darstellen, wohl aber als Linearkombination
von a, und a,, also a8, = 8, - 2a, .

4. Es laesen sich drei Variable zu Beseisverisblen machen, d. h.,
der Rang des Vektorsystems ist drei. Im vierten Tableau zeigt
ein Element Null an, daB Xy und X, nicht vertauscht werden
kénnen. Des Vektorsystem 2,: 85, 8, ist aleo linear abhéngig.
Der Vektor a, l&8t sich nicht als Lineerkombinetion von a,,
8, und a, derstellen.

5. Bei A = 71/3 ist der Rang dee Vektorsystems 2, fir A % 71/3
gleich 3.

6. r(A,) = 2 r(Ay) = 4
7. r(A) = 2 for A = 11 , r(A) = 3 for alle A + 11.

Ldsungen zu 1,6.2.
1. r(A) = r(A,b) = 3, das Syetem ist l&sbar.

X2 il den Maximalrang r = n = 3 besitzt, ist die

(“1\ (\1 ) Das System ist Oberbestimmt, da m > n. Da es
* 2, Lésung eindeutig,

3
2., r(A) = r(A,b) = 3, das System ist l&ebar.

/ s \\

X4 e Das System ist quadratiech und weist keinen
xp |=\1/2 Rangabfell suf. Es besitzt daher eine eindeu-
\“1. S tige Ldsung.

3. r(A) = r(A,b) = 4, das System ist lbsbar.

Xg & Das System ist quadratisch und weist keinen
o R Rangabfall suf. Ee besitzt daher eine eindeu-
%3 -1 tige Ldsung.

\ X4 \ 2,
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4. r(A) = r(A,b) = 2, das System ist ldsber.

den Rangabfall 1 suf. Die allgemeine

-14 =5

6.

7.

10,

68

x
2,
Losung ist mit x, und x, als Basis~

variablen angegeben. X ist freie Variable (Parameter).

r(A) = 2, aber r(A,b) = 3. Das System ist quadratisch und

weist in der Koeffizientenmatrix
einen Rangabfall von 1 auf. Die Hinzunehme von b erhdht den
Rang von 2 suf 3. Das System enthdlt einen Widerspruch und
ist nicht lésbar.

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist ldsbar.

(e 2/3 Es handelt sich um ein
( ) (_12) ( )x3 - (1/3) X, unterbestimmtes System,
; das den Maximalrang

r=m= 2 besitzt, Die angegebene allgemeine L&sung mit x,
und X als Basisvariablen ist von zwei Parametern abhéngig.

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist l&sbar.

'ii 67 g Es handelt sich um ein

(x )- 1/23\ g, ) - 1/23 \_44 ) *3 unterbestimmtes System,
2 \ St y,

¥ das den Maximalrang

r=m= 2 besitzt, Die allgemeine Ldsung (als Basisvariablen

und xz) ist von einem Parameter abhéngig.

~

Xq

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist ldsbar. Es handelt sich um
ein unterbestimmtes System, das zusdtzlich einen Rangabfall
aufweist (m = 3, r = 2), Die allgemeine Ldsung (BV: Xy und

x2)
(xl )- (10 )- ( 3 )x3 - ( S )x4 ist von zwei Parametern
X2 =% R . abhéngig.

r(A) = 1, r(A,b) = 2, das System ist nicht l3sbar. Es han-
delt sich um ein quadratisches System, das einen Rangabfall
von 2 aufweist.

r(A) = 2, r(A,b) = 3, des System ist nicht l&sbar. Es ist
unterbestimmt (m = 3, n = 5) und weist in der Koeffizienten=-
matrix einen Rangabfall von 1 gegeniiber dem Maximalrang auf.

('1) ( 3) ( 1) Das System ist quadratisch und weist
L 3
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11.

13.

14.

15.

16.

17.

r(A) = 2, r(A,b) = 2, das System ist ldsber.
" 10 1 Das System ist iberbestimmt, weist
( ) ( ) ( ) aber gegeniiber dem mdglichen Maximal-

rang einen Rangabfell von 1 auf und
hat daher einen Freiheitsgrad. Die Null im vor X4 stehenden
Vektor macht deutlich, daB Xq nicht anstelle von x, Basis-
variable werden kann, d. h., die Basisl&sung (xi. x3)'ox1-
stiert nicht, was aus der Gleichheit der Koeffizienten bei
x4 und Xq such aus der Aufgabe direkt zu sehen ist.

r(A) = r(A,b) = 3, des System ist ldsbar,

Xq 10/7 Das System ist {iberbestimmt. Da es den Maxi-
= malrang aufweist, iet die Ldsung eindeutig.

r(A) = r(A,b) = 2, des System ist ldsbar,

3 6 1 Das System ist (berbestimmt. Da ein
(x; )' (8 )' (1 )‘3 Rengabfall gegeniiber dem Maximalrang
X J suftritt, hat die allgemeine L&sung
einen Freiheitsgrad.

r(A) = 2. De ein Rangabfall von 1 in diesem quadratischen
homogenen System auftritt, existiert die allgemeine L&sung
(:1 ) (—3/5) xy -
X2 4/5,
r(A) = 3

Der Rangabfsll 1 in diesem quadrati=-

1 i hen h bewirkt, daf
= e schen homogenen System bewirkt, da
(x2 )- ( 2/3 | x,

die allgemeine L8sung von einem Para-
3 1/3

x
meter abhéngt.

r(A) = 3 Der Maximslrang in diesem quadratischen homogenen
System deutet auf eine eindeutige L&sung, also die Trivial-

lésung (%4 0
(xz)- (0)
Xy o/ .
r(A) = 2 In diesem Uberbestimmten homogenen System tritt

der Maximalrang auf, d. h., es egxistiert nur die Triviallé-
sung x = 0O,
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18, T(A) = 3 Gegeniber dem mdglichen Maximalrang
"‘1 3/2 r =4 tritt in diesem (berbestimmten
x, |= - 0 )x‘ homogenen System ein Rangabfall von 1
b -1/2 auf, Die allgemeine L&sung enthélt
N3/ ; 4 einen Freiheitegrad.
19,
BV|x, Xy X, -Q Aus Tableau II ist zu entnehmen:
@ 4 28 > Fir 2 A= 8 = 0 oder L= 4 ist
I 2 21 20 -2 des System unlésbar, da r(A) = 1
und r(A,b) = 2.
1r | %2 1 = 28 =4 For alle anderen Werte von ) lau-
9 Cg}:z@ =36 " tet die Lésung
¢4 ey Bl L = (54 i
o | G 1| =48 (‘ )=(2ag-4o)
"2 / \ A= 4,

2. B, fir A=s 1 x, = 6, x, = 4,

1 2

20, Demit das homogene System eine nichttriviale L&sung hat, muf
r(A) < 3 gelten. Fir A # O ergibt sich lediglich die Trivial-

ldsung. Fir L = O gilt

od g AR

BV X, X Xg -1

@) Man T

3 2 1 -3

12 i A -2

Xy 1 - L 1 -1

0 £ -2 | «

0 -1 A=2 1
Xy | 0 -1
x5| O 1 2
0 0 A

21. e) Fir a = 0 handelt es sich um ein quadratisches homogenes
System. r(A) = 2, dag System ist lésbar.

xl)_ 1/3
("2, (4/3 L
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b) Fir a = 1 handelt es sich um ein quadratisches inhomoge-
nes Gleichungssystem, das wegen r(A) = 2, sber r(A,b) = 3
nicht lésber ist.

22. Die Losbarkeitsbedingung r(A,b) = 2 gilt far A = =25,

Dann ergibt sich
Xq 4
Xo /& \=13 J*

also eine eindeutige Ldsung.

23, Nach einem Schritt ist zu er=-
e s o o W 1 ) kennen, daB mit L = =2
@ 3 -1 | 2| * | r(A) = 2, sber r(A,b) = 3,
5 A 4 5 (=3 d. h., Unlésbarkeit des Sy=-
7 4 2 8 | =7 stems folgt. r(A,b) = 2 tritt |
x| 1 3/2 -1/2| 1 :1t 2 als letzter Komponente |
0 2-9/2 11/2| 2 n der Spalte x, ein. Wenn
0 -13/2 11/2| 1 im urepriinglichen System an-
stelle von 8 der Wert 9 steht,

tritt dieser Fall ein.

24, Es hendelt sich um ein homogenes quadratisches System
(e = 1) xiobxzso
bx1 + (e = 1) Xy = 0.

Eine vom Nullvektor verschiedene L&sung tritt fir D = O ein.
a -2 b

= (a=-1) (¢ =) - 9% e A% (a+c) L+
b c - A

-o-ac-bz-O

Die gesuchten Werte sind

.2 "
lilz_loc:]/(-oc). = at » b2 mit (.;c)z

s bo v 30,
Lésungen zu 1.7.2.

Mae () m ) em (5) e m () (D)o ()

N

5
mit '5‘_"-1-1.-120 Lt R nanan B
i=

(5
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mit 2 w, =1, ) 1= 1, 2, sses &

2. Lineare Optimierung

2.1. Modelle der linearen Optimierung

Die Lésungen fir Beispiele und Obungsaufgaben dieses Abschnitts
werden angegeben. Es wird empfohlen, gegebenenfalls unter Nutzung
der Kleinrechentechnik selbsténdig zu lésen.

2,1,1, Beispiele

1., Ein Betrieb kann aus einem Grundmaterial die drei Produkte
Pi' Pz' P3 herstellen, Die Engpésse des Betriebes sind das
Grundmaterial und die Maschinenzeiten in zwei Abteilungen.
Die Produktion soll so erfolgen, daB das Reineinkommen maxi=-
mal wird.
Die folgende Tabelle enthélt die notwendigen Zahlenangaben:

Verfligbare | Verbrauch pro Einheit
P

Menge P1 2 Py
Grundmaterisl 12 1 1 5 |
Masch, Std. Abt. I 15 2 2 1
~ = = II i8 3 2 2
Reineinkommen pro 9 8 6
Einheit des Produkts

Formulieren Sie das Modell!

Ldsung:

Entscheidungsvariablen X4 Xp und x5 ®ind die Produktionsmen-
gen der drei Produkte P4+ Py und P3. Grundmaterial und Maschi-
nenkapazitéten bilden zusammen mit den in der Tabelle angege~
benen Aufwandskoeffizienten pro eine Einheit Endprodukt

Py (i=1, 2, 3) die Informationen fir das System der Nebenbe=
dingungen, die wie folgt formuliert werden kénnen:



NB: x, + X, ¢+ X4 s 12 Durch das £ wird zum Ausdruck
2x

g * 2% v Xg 215 gebracht, deB die verfiigbaren

3x, + 2x, + 2x4 s 18 Kapazitdten nicht (berschritten
werden dirfen.

Die Information {iber das Reineinkommen pro Einheit Endprodukt

laBt folgende Formulierung der Zielfunktion zu:
ZF: Z = 9:1 + sz + 6x3—-—-— max

SchlieBlich ist noch zu sichern, daB die Variablen die Bedin-
gungen der Nichtnegativitét erfillen.

NNB: x, Zo Ji= 202,

z T
opt = 665 x = (0,6, 3, 3, 0, 0)

2. Ein metallverarbeitender Betrieb steht vor folgender Produk-

tionsaufgabe:

Zur Herstellung stehen ihm drei Maschi-
Praduie ] Senge nen zur Verfigung.
A 400
B 200 Maschine | Kepazitét in Std.
c 450 M1 600
M2 500
M3 8OO

Der Betrieb kann zur Bearbeitung jedes Produkts zwei verschie-
dene technologieche Verfahren in Anwendung bringen. Die Zeit-
normen und Selbstkosten sind in der folgenden Tebelle zusam=-

mengefaft:
A B c

T1 T2 T1 T2 T1 T2
H1 0,6| 0,6 0,6 |0,6 0,6 |0,4

0,0| 0,6 0,4 10,6 0,0 0,8
"3 0,8( 0,8 0,6 |1,2 0,4 | 0,6
Selbst~-
Easten 29 | 26 27 |26 36 |33

Die Produktionsaufgebe soll mit minimalen Selbstkosten reali-
eiert werden. Formulieren Sie das Modell!
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3.

Ldsung:
Zunéchst legen wir die Variablen fest.

x,: Menge von Produkt A, die nach Technologie 1 hergestellt

wird.
X5t A, 2
y1: - - - B' - - - 1 - -
usw,

Formulieren wir zun#chst die Nebenbedingungen, die eich auf
die technologischen Zusammenhinge beziehen:

uA

600
500
800

NB: 0,6x1 + 0,612 + D,6y1 + D.Gyz + 0,621 + 0,4z
0,0x
0,8x

2
+ 0,6x2 + 0.4y1 + D.Gyz + 0,021 + D.Bz2

+ 0,9:2 + D,Gy1 + 1.2y2 + 0,4:1 + 0,622

F
1
Hinzu kommen die Nebenbedingungen zur Erfillung der Produk=-
tionsaufgabe

nA NA

X, *+ Xy = 400 Hier gilt unbedingt
Yy * Yo = 200 das Gleichheits~-

z = 450 zeichen,

14 %5
Die Zielfunktion 1&Bt sich mit den Informationen (ber die
Selbstkosten formulieren:

ZF: Z = 29x, + 26x, + 27y, + 26y, + 36z, + 33z, —e min
NNB: Xq0 Xp0 Y40 Yoo Z40 Z5 20

1

T
zopt = 31275; 5 » (xil xz- Yl- y2| 111 22. .1. .2, .3)
= (0, 400, O, 200, 275, 175, 5, 0, 25)

FOr eine Futtermittelmischung, die die Néhrstoffe Mye My und
My enthalten soll, kommen vier Produkte A, B, C und D in
Frage., Die Zahlenangaben (ber die Mindestmengen der drei Néhr=-
stoffe und den Gehalt der N&hrstoffe in den einzelnen Produk=
ten sind aus der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Produkt|Erforderliche
Nihretoff | , " 8 ¢ D |Mindestmenge
My R Wik i8
M2 5 1 1 2 36
My R G T 50
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Die Produkte A, B, C und D sind in solchen Mengen zu kaufen,

daB die Zufihrung der Néhrstoffe in den engegebenen Mindest-
mengen bei minimelen Kosten garantiert ist.

Die Einkaufspreise betragen fur A: 2 [WE], B: 3 [WE],

C: 5 [wel, p: 1 [We]. Formulieren Sie das Modell |

Lésung:

Die Variablen x J=1, 2, 3, 4 entsprechen den von den Pro=-
dukten A, B, C und D verwendeten Mengen. Fir die erforderli-
chen Mengen der Produkte A, B, C und D lassen sich mit den
Informationen aus der Tabelle folgende Nebenbedingungen for=-

mulieren:
NB: 3x, ¢ 2x, ¢+ 4x, + x, 2 38
S 1 2 3 4 >
Sx, ¢+ x, + xy + 2x, 2 3¢ Durch = wird die Einhaltung
2 50 der Mindestmenge verlangt.

:1 + 5:2 + 2:3 + 3x4

Die Vorgabe der Einkeufspreise fihrt zu folgender Zielfunk-
ticn:
ZF: Z = 2%y * 3x, + Sx3 # Ry =i min

NNB:xJ=O , S Tl [ Tl |
Zyoe = 303 x = (8, 0, 0, 14, 0, 32, 0)

In der Papierindustrie tritt héufig das Problem auf, wie asus
Ausgangsrollen Papierrollen kleineren Formats zu schneiden
sind. Angenommen, eine Maschine stelle Papierrollen von

195 cm Breite her. Aues diesen Rollen seien herzustellen:

49500 Rollen von 65 cm Breite,
15840 " ' 50 cm Breite,
59400 * o 40 cm Breite.

Es sind méglichst wenig Ausgangsrollen zu schneiden.
Formulieren Sie das Modell|

Lésung:
Zur Festlegung der Variablen iet es erforderlich, Zuschnitt- .
varianten zu bilden, Dee erfolgt in nachstehender Tabelle:
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1 2 3 A 5 6| 7 8 9 10
65 3 2 2 1 1 1 0 0 0 0
50 0 x 0 2 1 0 3 2 1 0
40 0 0 i 0 3 - 2 3 4

x, = Anzahl der nach Zuschnittvariante j zu schneidenden
Rollen

Daraus leiten sich unter Verwendung der Vorgaben iber die ge-

winschte Rollenzehl die folgenden Nebenbedingungen ab:

NB:

>
= 4
3x1 +2x2 +2x3 + Xy 4+ Xg 4 Xg : 9500
Xo + 2x4 + Xg + 3:7 + sz + Xg : 15840
x = 59400

3 +2x5¢3x6+ x7¢2x843x9+ 4x10

Die Aussage, mdglichst wenig Ausgangsrollen zu schneiden, iet
gleichbedeutend damit, deB mdglichst wenig Papierrollen nach
den einzelnen Varianten zu schneiden sind.

Das fihrt zu folgender Zielfunktion:

ZE: Z = X4+ Xo ¢ Xg # X, + Xg+ Xg & Xo b Xg 4 Xg Xq —= min
NNB: x, 20 Y 2,2, e 40

Zopt = 33220;

x' = (8140, 0, O, O, 15840, 9240, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

Auf einem Bahnhof besteht durchschnittlich folgender Personal-

bedarf: Zwischen O Uhr und 4 Uhr 4 AK
' 4 " ¥ 7 e 6 AK
" - it 12 12 AK
T s b3 j» 16 " 18 AK
b 16 * - 20 " 16 AK
s 20 * = 24 " B AK

Die Reichsbahnangehdrigen kénnen ihre Schicht um 0, 4, 8, 12,
16 bzw. 20 Uhr beginnen und arbeiten 8 Stunden hintereinander.
Welcher Schichtplan erfordert den minimalen Einsatz von Ar=-
beitskréften? Formulieren Sie das Modell!

Lésung:
Zunéchst legen wir die Variablen fest:




x,: Anzahl der Arbeitskréfte, die um O Uhr die Arbeit beginnen
: Anzahl * ® i Bl Uhr ~ » z

x_.: Anzehl " - i 20 Uhr * ¥ 9

6
Damit lessen sich folgende Nebenbedingungen formulieren, durch
die gesichert wird, daB die Arbeitszeit von 8 Stunden zusam=
menhéngend ist, Es iet leicht zu Gberblicken, daB es dabei
auftreten kann, daB Arbeitskrédfte nur 4 Stunden téglich zum
Einsatz kommen.

6

12

i8

16

8

4

NB: x1 + Xy

By Wy 0y

Xg + Xg
X1 + x6

Der normale Einsatz von Arbeitskréften fihrt zu folgender

Zielfunktion:

ZF: Z = Xy * Xy + x3 + X, 15 SR - min

Die Nichtnegativitédtsbedingung lautet:
NNB:  x, =0 di=ty, 2, 3

ny Wy iy

2,00 32 x' = (4, 6, 10, 8, 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
Ein Betrieb produziert eine Legierung, die sich durch folgende

Eigenschaften euszeichnen soll:

a) spezifisches Gewicht = 1,
b) Gehalt des Bestandteiles s = 20 %,
c) Schmelztemperatur = 600 °C.

Die fir die Produktion dieser Legierung in Frage kommenden Be-

standteile sind die Rohstoffe Pye Py und Pye die sich durch
die in der Tabelle angegebenen Eigenschaften auszeichnen:

Eigenschaften ﬁl Py Py
Spez. Gewicht 0,96 0,92 1,04
Gehalt Bestandteil s 18 % 12 % 25 %
Schmelztemperatur 550 °c | s00 % | 690 °C
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Die Preise der einzelnen Rohstoffe betragen pro Mengeneinheit:

Pl: 160 WE, Py 360 WE, P3: 150 WE.

Es ist zu bestimmen, in welchen Proportionen die Rohstoffe

Pyo Py und Py Zu verwenden sind, um die Legierung mit den ge~
forderten Eigenschaften bei mdglichst niedrigen Ankaufskosten
fir die Rohstoffe zu erhalten. Formulieren Sie des Modelll!

Lésung:

Die Entscheidungsvariablen x,, x, und Xy geben den Anteil an,
mit dem die Rohstoffe P:' P2 und P3 in die Legierung eingehen.
Unter Verwendung der Angaben der Tabelle der festgelegten
Eigenschaften lsesen sich folgende Nebenbedingungen ableiten:

NB:  0,96x, + 0,92x, ¢+ 1,04x; = 1

18 x, 4+ 12 x; + 25 x4 = 20

1550 x, + 600 x, + 690 xg = 600
Hinzu kommt die Bilanzbedingung

Xy + Xo + x3 = 1

Bei der Aufstellung der Zielfunktion werden die Preise fir
die Rohstoffe verwendst.
ZF1: Z = 160x, + 360x, + 150x; — min

NNB: x4 20 et 2,3

zopt = 155; ET - (O, 0, 0,5, 0, 1,5, @20)

2.1.2. Ubungsaufgaben

i.
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Ein Betrieb hat bei der Produktion von vier Massenartikeln in
einem bestimmten Zeitabschnitt bei zwei wichtigen Grundmate=-
rialien (Gi’ 62) nur begrenzte Mengen zu Verfigung; auBerdem
im gleichen Zeitabschnitt Engpésse bei zwei Bearbeitungsma-
schinen ("1' Hz). Die technischen Daten sind asus folgenden
Zusemmenstellungen zu entnehmen:

Meterialverbrauch in Kilogramm
(pro Stick des Erzeugnisses) Materislfonds
51 E2 E3 E4
61 4 - 1 4 1.3 D]
G, 5 6 2 3 2,1 [t]




Bearbeitungszeit in Minuten
(pro Einheit des Erzeugnisses) | Zeitfonds
e €2 ks Es
My 5 4 - 6 20 [Stunden)]
M, 10 8 6 4 80 [Stunden]

Eine vertragliche Verpflichtung sieht vor, daB von den Erzeug~
nissen E1 und E2 inegesamt mindestens 150 Stiick zu produzie=-
ren eind. Der Gewinn je Stiick der Erzeugnisee betrégt fir

E1: 0,80 WE, EZ: 1 W, 83: 0,60 WE, E4: 0,30 WE,

Wie lautet des Optimierungsmodell, wenn der Betrieb die Aus-
nutzung so gestalten will, deB der grdBtmdgliche Gewinn er=-
zielt wird?

Fir welches Produktionsprogramm erzielt der Betrieb einen
meximalen Gewinn?

Zwischen vier Kraftwerkstypen Tye Tpe Ty und Ty ist beim Aue-
bau des Energienetzes eines Gebietes so suszuwdhlen, daB die
Gesamtkosten, bezogen auf ein Jahr, zu einem Minimum werden.
Fir das Gesamtgebiet sind eine jéhrliche Energieproduktion
von 10000 Einheiten, ein té&gliches Mindestaufkommen von 24
Einheiten und die Mdglichkeit zur Abdeckung eines téglichen
Spitzenbedarfe von 30 Einheiten zu sichern. Die Leistungen
der vier Kraftwerkstypen sind:

Ty T2 Ty Ty
Jéhrliche Energieproduktion | 750 |2000 |800 | 2000
Tégliches Mindestaufkommen 2 5 1 4
Tégliche Maximelkepezitét 3 7 3 F 7

Fir das Bauprogramm steht eine Investitionsmenge von 105 WE
zur Verfigung. Der Investitionsbedarf je Kraftwerk betrégt
bei Typ T, 10 WE, bei Typ T, 20 WE, bei Typ T, 5 WE und bei
Typ T‘ 25 WE. Die jJ&hrlichen Kosten je Kraftwerk betragen bei
Typ T, 3 WE, bei Typ T, 6 WE, bei Typ Ty 3 WE und bei Typ Ta
7 WE, In welcher Anzehl sind die vier mdglichen Kraftwerks=-
typen zu errichten? Formulieren Sie das Modell!
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3, Aus Blechtafeln der Abmessung 2 m -1 m sollen

300 Tafeln der Sorte I
150 Tafeln der Sorte II
300 Tafeln der Sorte III

geschnitten werden.
Zur Auswahl stehen sechs Zus
Tafeln Sorte

Variante 1: 6

0,5m-0,6 m,
0,8 m+0,4m
0,3m+1,0m

und

chnittvarianten.

I

g 24y 20 n I1I und 4 Tafeln Sorte III
| variante 3: 2 Tafeln Sorte I und 2 Tafeln Sorte II und
BT = III
e &5 WG b II
" -F 30 D ki 8 I und 2 Tafeln Sorte II
| i3 6: &6 = III
a) Die Anzahl der zu zerschneidenden Blechtafeln soll minimal

sein., Formulieren Sie das Modelll!
Der Verschnitt soll minimal werden.
Formulieren Sie das Modelll

b)

4, In einer Paketumschlagstelle der Post sei die zeitliche Ver=~
teilung for die auszufihrenden Tétigkeiten bekannt. Mittels
Zeitnormativen kann daraus berechnet werden, wieviel Arbeits<
kréfte in den einzelnen Zeitabschnitten eines Tages erforder-

lich sind.
Arbeitskréftebedarf: __g;tnbachnitt AK
4 - 6 is
6 - 8 33
8 - 10 30
10 = 12 48
12 - 14 54
14 - 16 21
i6 - 18 111
18 - 20 123

Arbeitskréfte ktnnen nicht stundenweise eingesetzt werden,
und es erfolgt deshalb folgende Schichtfestlegung:

1. Voll® 4= 12 4, Teil 4 - 8
2s " 12 - 20 L 6 - 12
B & 10 - 18 6. " 16 - 20




5.

Zur Vereinfachung sollen Pausen und andere Arbeitsunterbre-
chungen unbericksichtigt bleiben.

Wihrend die Teilarbeitskréfte fir die gleiche Schicht vorzu-
sehen sind, sollte jede Vollkraft sowohl Vormittags-, els
auch Nachmittagsdienete verrichten. Daraus ergibt sich, daB
die Arbeitskréftezahlen fir die erste, zweite und dritte
Schicht in einem bestimmten Verhédltnis zueinander stehen mis=-
sen, Es wird festgelegt, def die Summe der Arbeitskréfte in
der zweiten und dritten Schicht h@chstens doppelt so grof wie

diejenige der ersten Schicht sein darf, weil dann der Dienst=-
stundenplen fir jede Vollkraft auf eine Vormittagsschicht

héchstens zwei Nachmittagsschichten festlegt.
Formulieren Sie des Modell!

Fiir die Pflanzenproduktion eines landwirtschaftlichen Betrie-
bes stehen vier Kulturen K,, K,, K4 und K, zur Auswahl. Die
Gewinne je Erzeugniseinheit der Kultur betragen 10, 5, 8 und
3 WE, FOr die Kulturen K, und Ky 8ind Mindestproduktionsmen=
gen in der Hohe von 8 bzw. 13 ME vorgeschrieben. AuBerdem
soll die Produktionsmenge der Kulturen K, und K; zusammen

21 ME nicht Ubersteigen.

Es liegen folgende weitere Angaben vor:

K, K, Ky K,
Bendtigte Anbsufliche [ha/ME] 40 10 20 30
Bendtigte Arbeitskrifte E\K/ME] 5 2 6
Kosten fir Saatgut [WE/ME] 3 2 2 1
Aufwand an Mineraldinger [ME/ME] 5 7 2 6
Aufwand an Chemikalien zur Unkraut=-
bekampfung [ME/ME] 3 3 2 1
Kosten fir fremde Leistungen [WE/ME] | 1 2 1 -

Die gesamte zur Verfiigung stehende Nutzfléche betrégt 1080 ha.
Die Anzahl der vorhandenen Arbeitskrédfte im betrachteten
Zeitraum sei 108. 60 WE stehen far das Saatgut zur Verfigung,
bei Mineraldinger sind es 210 ME, bei den Chemikalien 72 ME.
Fir fremde Leistungen sind 24 WE geplant, die nicht Ober=
schritten werden dirfen. Zu bestimmen sind diejenigen Produk-
tionsmengen bei den vier Kulturen, die den Gesamtgewinn des
Retrisbes zu einem Maximum machen.
Formulieren Sie das Modelll
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6. Drei Produkte kdnnen mit unterschiedlichen Technologien pro-
duziert werden., Grenzen fir die Anwendung der einzelnen Tech-
nologien sind durch die Zeitfonde beim Frésen, Drehen und
SchweiBen gegeben. Folgende Daten sind gegeben:

Zeitaufwand flir die Bearbeitung
einer Einheit des Produkts
Masch,.=-Std./Stick
Produkt 1 Produkt 2 |Produkt 3 |Verfigbare
Technologie| Technologie|Technologie| Zeit fonds
gy oo 3 4553

Frésen e . 21 3 108 3 3 200
Drehen 3 12 : %0 5 340
SchweiBen o1 3 2 5 a4 - | 0 480
Gewinn/
Stiick 13- 7 B 9 6 7 18 15

Formulieren Sie das Modelll

2.2, Graphische Lésung

2.2.1. Beispiele
Losen Sie folgende lineare Optimierungsaufgaben!

1. x4+ % = 10
X, + 2x2 f 16
3!14' X2-24
xjio j=1,2

L= 5:1 + 4x2 - MAX

Lésung:
Zun#échst Oberfihren wir die Nebenbedingungen (Ungleichungen)
in die Achsenabschnitteform

x b 4
1 2
ikl Tl

B2




und erhalten

‘G x
Rl
b 3 4 X
R
IIT x X
A AR

Dabei bilden m und n
die Abschnitte auf
der X,= bzw. xz-Achlo.
Die Nebenbedingungen
kénnen somit in das
Koordinatensystem
eingezeichnet werden.
Flr jede Ungleichung
ergibt sich eine
Halbebene als Lésung
(durch Einsetzen
eines Punktes der
Ebene, beispiels=-
weiee des Koordina=-
tenursprungspunktes
in die Achsenab-
echnittsform, kann man die Halbebens der Lésungen bestimmen),
Es entsteht ein konvexer Lésungsbereich.

Um die Zielfunktion einzeichnen zu k&nnen, nehmen wir einen
Zielfunktionswert an und formen die Zielfunktion ebenfalle in
die Achsenabechnittsform um. = x

Annahme: Z = 20 Deraue folgt: Tl + 52 =1,

Dieese Gerade verschieben wir parallel nach oben, bis der &AuBer-
ste Punkt des konvexen Bereiches erreicht ist. Dieser Punkt
stellt die optimale Lb&sung der linearen Optimierungsaufgabe dar.,
Wir kénnen ablesen

« llll?, X, = 3 ,

Durch Einsetzen dieser Werte in die Zielfunktion erh&lt man den
optimalen Zielfunktionswert
Z = 47 ,
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<
2. 3x, ¢+ X%y : 18
2:1 + 4:2 = 40
3x1¢212524 xJ=0,J-1,2 2-6114’4:2——4—--.:
Lésung:
Zundchst erfolgt wieder die Umformung in die Achsenabschnitts=
form ?
x X
1 2 <
(s
I1.x x
i 2 <
R Rl
III x x
—10—2=1
8 12

Mit der Annahme Z = 24 folgt fOr die Zielfunktion

zél + 33 s 1,
ke
18
16
1%
12+
0 4
’
B"/
¥
sfs
/\\
e PRI
TN
Ly Al AL
\
L4

Dieses Ergebnis tragen wir in des Koordinastensystem ein, Nun-
mehr verschieben wir wiederum die Zielfunktion durch den ober=
sten Punkt des zul#ssigen Ldésungsbereichs. Dabei stellen wir
fest, daB die Zielfunktion parallel zur Nebenbedingung III
verléuft, Die beiden Eckpunkte des zuléssigen Losungsberei=-



3-

ches, esber auch slle dezwischenliegenden Punkte stellen opti=
male Lésungen dar, Es gibt slso unendlich viele L&sungen und
darunter zwei Basisldsungen.

Die Lésungen lauten:

Xy = 4 X = § Z = 48 Basislésung,
X, = 2 X, = 9 Z = 48 Basisldsung,
aber such 15
X, = 3 X, = =5 fihrt zu Z = 48,
<
41106:(2:12
16x1 + 4x2 :
X, = 3
>
Z= 2x1 + 3x, —— max xJ =0 J=1,2
Ldsung:
Zundchst stellen wir die A
2
Achsenabschnittsform auf.
c Bt m}
x x
1 33+§—2-§1
x x
1 2 <
II4+1—'I1
x
111 =2 >
3 -1

Nach Einzeichnen der Nebenbedingungen in das Koordinatensy=-
stem kann man feststellen, daB der Lésungsbereich eine leere
Menge ist und die lineare Optimierungsaufgabe demzufolge
nicht lésbar ist.

<
- X, + X, : 6
-4, + 2x2 = 8
2x, = 10x, s 20
1120. J=1,2 21-5x1¢412 ——- max

22 --5)& + 4:2 ——— MBX

Die lineare Optimierungsaufgabe ist fir beide Zielfunktionen
graphisch zu lésen.
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Lésung:
Wir betrachten zu diesem Zweck zunlichst den Ldsungsbereich.
Die Achsenabschnitts=
formen fir die Neben~
bedingungen lauten:

X x

I :% - 33 i1
X x

11 :% + zg 1
x X

111%4-2—2-21.

Nunmehr betrachten
wir die Zielfunk=-

tionen:

Wir stellen fest,

der L8sungsbereich
ist nach oben un=-

beschrénkt,

X Xy
Z,: Wir nehmen Z, = 20 &n und erhalten -% t=g=l,
Die Zielfunktion kann beliebig groRe Werte annehmen. Es exi-
stiert keine optimale Ldsung.

X X
Z,: Wir nehmen Z, = 20 an und erhalten :% ¥ —% =1,

Durch Parallelverschiebung dieser Geraden finden wir

Kyl m 2 Xy = 8
mit Z = 22 die optimale Lésung.
>
X, + 4x2 : 16 %
Xg + X, = 7
Xy # sz : 12

X, 20, =1, 2
Z= 2'?.)::1 + 50x2—-u1n
Losung:

Wir Gberflhren die
Nebenbedingungen in

die Achsenabschnitts=
form




1 :l = :3 z 1
16 4
x x

II .‘;’231
X X

III 1._%31'

Analog die Zielfunktion mit der Annahme Z = 100

Xl x

E Al AEE

Durch Perallelverschiebung der Zielfunktionsgeraden nach un-

ten bis zum #uBereten Punkt erhélt man die optimale LBsung

21-3. xa-z mit Z = 260,
2.2.2, Obungsaufgaben
>1. 3x, + 2x, = 33 w2. 3x, + x, 3 4500
< <

5x1 + 6:2 : 66 4:1 + 3x2 : 7500
Xy : 3:2 = 24 Xy : 2x2 = 3500
KJ'O,JII.Z XJIO,jul.z
Zs= 6:1 + 9:2 —emex Z = Bxl + 6x2 —= max

V3. x 412311 4.3x1¢2x236
3x, + 2x, f 30 Bx, + X, -:: 6
xiozxa-ia x2-1

XS.

xJ-O,J.iaz

Z, = 27:1 + 36::2 —a= mAax
Z, = 27x1 + 36:2 —e= min

-4x, + 2x, f 4
-9x1¢9x2-27
xjio, =1, 2
z

T B 2:2 —— max
22 =Xy 2:2 —emin

Xy 20,3=1,2
Zs= 15x1 + 33:2 —= min
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211 + X, Z 6
2:1 + 4x2 2 12
3x, + 4x, = 12
4x, s 185
KJ = Ug J = 1, 2
Z = 5x1 + 6:2 —e—min
2x, + 2x, g 20
Xy v 2%, s 16
2:1 + Xy = 12
X, =0, § = 4,2

Z = 3x1 + 4x2 —= max

8) Es 1et die L&sung fir die angegebene Aufgabe anzugeben.
b) Es ist die Losung unter Beriicksichtigung einer weiteren
Nebenbedingung Xy = X5 22 anzugeben.

Vorgegeben ist folgende lineare Optimierungsaufgabe:
Z= 20:,::L - 40x2 ——e— max
x; + x; ® 30
10x; + 6 x, = 240
Xy s 15
x; 5 20

>
=

Ry

mufyabenstellungen:

8.1. Es ist die graphische Losung zu ermitteln.

8.2,

Schreiben Sie die 1, Normalform der linearen Optimierungs-
aufgabe auf, und bestimmen Sie die Werte fir die Schlupf-
variablen.

8,3, Treffen Sie Aussagen (ber die Degeneration mit Hilfe der
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Definition fiar Basisldsungen.

Lésungen gibt und Z e 750 betragt.

pt

Bestimmen Sie €y und S5 far den Fall, daB es unendlich viele



6.5. Wie lautet die optimale L&ésung fiir die Zielfunktion

Z = 40x, + 30x, —= max 7

1 2

8.6, Vergleichen Sie die Losungen der drei Aufgaben miteinander
(-Basisl@sungen=)|

B.7.

Vvorgegeben sind folgende Punkte fir die Grundaufgabe:

P

Ps

(10,10); P, (20,18); P4 (0,20); P, (11,17);
(24,0); P, (15,15)

Ermitteln Sie, ob es sich um eine

8)
b)
€)
d)
e)
f)

zuléssige Losung,
nichtzuléssige Ldsung,
zuléssige Basislésung,
nichtzulédssige Basislésung,
optimale Lésung,

optimale Basislésung

handelt.



2.3, Simplexmethode

2.5- 1. Beisgiele
1. Vorgelegt ist die LO-Aufgabe

2= 4x1 + 5x2 —e- max
Xt X 2 4
X+ X £ 10
2:1- :l’.2§14
x,20, x20.

Es soll die 1. Normalform (g_T x/ AXx=Db, x=0) ermittelt wer-
dea. Von dem dann entstandenen Gleichungesystem 4 x = b sollen
gmtliche zuldesigen Basisldsungen berechnet, und durch zusdtzli-
che Berechnung der jeweiligen Zielfunktionswerte soll die optima-
le BasislUsung gefunden werden.

Zur Uberfithrung in die 1. Normalform werden zu den drei Unglei-
chungen Schlupfvariablen addiert, wodurch die Ungleichungen in
Gleichungen Uberflihrt werden. Die Schlupfvariablen miissen eben-
falls der Nichtnegativitdtebedingung geniigen.

Es handelt sich um ein normasles lineares Ungleichungssystem,
d: bhe b # Q.

g = 411 + 5:2 — max
Xy v X 4 13 = 4
k1 X + 14 = 10
2xy = X, % x5 = 14

nv

ﬁ (4] 3=1’2'c0..5
Obne weiteres ist als erste zulklssige Baslalbsung Xz = 4,
x, = 10 und X5 = 14 sowie Xy = X, = 0 abzulesen, Sie bildet den

‘Ausgangepunkt der Berschnungen mit Hilfe dar alementaren Basis~
transformation.
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BV x, x, ) x, x % Q -4
x3 -1 1 1 0 0 4 - 1
I x, 1 1 0 1 0 10 10 -1
-~ |z @ -1 0 0 1 14 ™ *
xz 0 72 104 0 /2 |11 22 -1/2
II=-|x, 0 0 1 =123 2% *
ot o 1 -1/2 0 0 VEHT y - 1/2
il 0 0 1 -1/2 (2/2)|10 15%* *
I1I-=| x, 0 1 0 2/3 =-1/3 | 2 - 1/3
x, 1 0 0 /3 1/3| 8 24 -1/3
wail . 0 0 32 -1/2 1 |15 - 1/2
I |x 0 1 72 /2 o 7 14 -1/2
o |2, 1 o =12 (/2) o 3 6" *
% 1 0 1 0 1 18
v x, -1 1 1 0 0 4
e Ly 2 0 = 1 0 [

Als erstes werde x, Basisvariable (BV). Damit scheidet x5 als BY
aus, Im Tableau II soll X, BV werden, wobei nach Ermittlung des
minimalen Quotientan x, aus der Basis ausscheidet. Im Tablesu III
wird Xg als BV flr den nHchsten Schritt gewihlt (34 wlirde zu
Tableau II zurickflihren). X3 wird Nichtbasisvariable (NEV)., Um
von Tableau IV zu einer weiteren zuldssigen BasislUsung z2u gelan-
gen, wird x, als BV gewhihlt, wobei x, NBV wird, Mit der Berech-
nung des Tableaus V sind sémtliche zuléssigen BasislUsungen er-
mittelt. Sie werden in einer Tabelle zugammengestellt, und zu-
sltzlich wird depyWert von Z berechnet.

* .15 | % | ¥ | 8
I 0 0 4 10 14 0 Optimal 48t die
I 7 0 4 ] 3 0 28 Basisl@sung IV
mit
II1 | 8 2 | 10 0 0 | 42 208 2,87
v 3 ‘ 0 0 15 AT und 2 = 47.
v 0 4 0 6 18 20
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2. Mit Hilfe der Simplexmethode soll die LO-Aufgabe

2 = ‘I21:1 + 0z, +2813——max
unter den Nebenbedingungen
X, + X + 3% i 28
x, + 3:2 + 2:1:3 29

3x1+812+‘rx5 89 :LJ=0, =1, 2, 3

|
geltst werden. |
1
\

WA 1

Die 1. Normalform der Aufgabe lautet:

Z = 12x4 + 0x, + 2813 — max |
x, + x, + 313 + 14 = 28
x, + 3:2 + 2::3 + Xg = 29 '
3x, + Bxy + Txg + xg = 89 1

x..,éo, 3 =1, 2, eoepbe |

Eine erste zulissige Basislbsung als Startpunkt fiir die Simplex- l
methods ist

x,=28; X5=29 X =89 Z=0. ‘
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BV x, x, ?3 14 xs Xg X, Q -4

x| 1 1 3 1 0 0 28 28 -1
x5 | 1 ® - 0 1 0 29 29/3%| x

x1 3 8 7 0 0 1 89 89/8 | -8

z | =12 -30% -28 0 0 0 0 - 30

x| 2/3 0 LSy -1/3 0 £5/3 | 55/17 | =1/3
-x, | 1/3 1 2/3 0 /3 0 29/3 | 29/2 | -2/3
-x;| /3 0 0 -8/3 1 35/3 | 1° *

Z | =2 0 -8t 0 10 0 290 - 8
-x,| /5 o o 1 5 2 10/17 »

% 1/5 1 0 0 7/5 =2/5 5 25/7 | =1/5
—~x5 1/5 0 1 0 -8/5 3/5 o - 8/5

z | -2/5 2 "o 0 -14/5Y 24/5 | 346 - 14/5
<xg 0 0 5/17 1 =7/17| “10/17 | 10% *

x| 2/17 1 0 =7/17 0 37| T/T | T/2 | -2/17

Xz 5/17 © 1 BA1T.. 0 =1/17| 135/17 | 27 -5/17

Z |-4/17¢ 0 0 14/17 0 62/17|5910/17 | - 4/17
—x, | 1 0 0 5 17 =7 10

x| 0 1 0 =1 -2 1 3

xz| © ) 1 -1 -5 2 5

% 0 o 0 2 4 2 350

Die Zielfunktion ist also als Funktion der Nichtbasisvariablen
+ dargustellen. Das bereitet hier keine Schwierigkeiten. Es gilt
Z=0= (-12x1 - 30:2 - 28x3) -

Bei der Auswahl der in die Basis kommenden Spalte widhlt man unter
den NBV diejenige aus, die den gro@ten spezifischen Zuwachs fir
die Zielfunktion aufweist. Im Beispiel tritt das bei x5 mit einem
spezifischen Zuwachs von 30 auf, wdhrend z. B. die Wahl von x3
nur einen spezifischen Zuwachs von 28 ergeben wiirde., Genauer wire
das Produkt: (Wert der neuen BV in der folgenden Basislisung)

x (spez. Zuwachs). In unserem Beispiel 2? +30 = 290, Das erfor-
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dert aber Twischenrechnungen, die den LUsungsprozel unterbrechen.
Die Wahl der ansscheidenden Basisvariablen muB unter der Ziel-
gtellung: "Aufrechterhallung der Zulédssigkeit" erfolgen. Es er-
folgt eine Orientierung auf den "EngpaB", die natiirlich einen
"Yerbrauch", d. h. sinen pogpitiven Koeffizienten in der Spalte,
voraugsetzt. Alle anderen Koeffizienten brauchen bei der EngpaB-
bestimmung nicht berlicksichtigt zu werden. Zur EngpaBberechnung
ist dle vorhandene "Menge" (Komponente in der Spalte X ) durch
den spezifischen Verbrauch zu dividieren.

Es wird min ("C -gg; —E) = -; berechnet, und daher scheidet

als BV aus. Der weltere LOsungsprozel ist in den Tableaus darge-
gtelli. Im dxltion Tableau z., B. ist die Minimumbildung lediglich
auf die Quotienten 2/1; und 5/-; zu beschridnken, der negative Ko-
effizient -8/5 ist nicht zu berilickeichtigen. Nach vier Simplex-
schritten ist dle optimale LUsung erreicht, denn in der Zeile 2
stehen nur nichtnegative Werte. Die optimale Lisung lautet:
x1=10.12=3. x5=5, x4=15=15=0und2=550.

5. Die LO-Aufgabe Z = 4:1 + 4x2 + 3:.3 —= max
(1) X+ Xy b Xy £ 20
(2) x4+ x4 X3 £ 3
(3) X+ X - X3 = 0
(4) Xy + 4!2 + X3 g 35
20, § =1,2 3

ist mit Hilte der Simplexmethode zu losen. Im AnschluB ist zu
diskutieren, auf welchen Wert man die Beschrénkungszahl bei (4)
reduzieren kdnnte, ohne den Wert der Zielfunktion zu verdndern.
Flr den LosungsprozeB mit der Simplexmethode bedeutet das Auftre-
ten der Gleichung (3) eine Komplikation, da damit nicht ohne wei-
teres eine erste zuldssige Basislosung angegeben werden kann.
Wenn man (3) auflést und in (1), (2), (4) und die Zielfunktion
einsetzt, erhdlt man

Z=7x.| +712—-ma.x

X, * x.2-5.10
2x, + x2§18
211:5x2—55>
x, =0, x =0,
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da Xz = X4 + Xy. AuBerdem wurde in den beiden ersten Ungleichun-
gen noch durch zwei dividiert. Die 1. Normalform lautet:

Z = 711 + 1%, — mex
v X + 13 = 10
211 + x, + xﬁ = 18
2x, + 5%, + x5 = 35

x4 R0s - wely B vaed Be

Es liegt eine LO-Aufgabe vor, die keinerlei besondere Schwierig-
keiten aufweist.

BY x, x, z3 x, Xc x, Q -1 '

xz | 1 1 1 0 0 10 10- ' =1
-~ x, @ 0 1 o |18 9* *

xe 2 5 0 0 1 35 35/2 | =2

ARRL| R IR 0 0 0 0 - 7
-~ x4 0 1 =-1/2 0 1 oW *
—=x, 1 ifa- 0 e o 9 18 -1/2

xg 0 4 0 -1 1 17 17/4 | -4

2 0 -7/2¢ 0 /2 0 63 - 7/2
—x, 0 1 2 -1 0 2 = 1

x, 1 0 -1 1 0 8 8 -1
-—x 0 o -8 0 1 9 3% -

z [} 0 T ot 0 70 - 0

x5 0 1 -2/3 0 /3! 5

x, 1 0 5/3 0 =1/3| 5
e Wy (0] 0 -8/3 1 /3| 3

Z 0 Q 7 Q 0 70

Das Minimum ist nicht eindeutig. Man widhlt den kleineren Index
(lexikographisches Prinzip), also wird X, BV. Nach zwei Schritten
ist die optimale LUsung erreicht. Sie weist eine Besonderheit
aut. In der letzten Zeile der Spalte der NBV 14 ateht der Wert
Null. Man kann also x alse BF wihlen, ohne den Wert der Zielfunk-
tion zu verdndern. Dann sind Xq» xz'und Xy BV. Mithin ist auch
Jjede konvexe Linearkombination der beiden optimalen zuldssigen
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Basislbsungen eine optimale Ldsung:

x4 8 5

x 2 5 mit Wqs w2r>-0
x= x3 |= W 0 |+wy| O und

X, 0 3 Wy o+ Wy = 1.

% g i

Aus dieser L¥sung ist auch zu erkennen, dal die Beschrdnkungs=
zahl von (4) um 9 auf 26 reduziert werden kann, ohne daB der Wert
der Zielfunktion der optimalen Basislosung mit den BV X4, X5 und

gich #ndert. Dann ist in dieser Basislisung x5 = 0, und die
Lésung damit degeneriert. Um die optimale Losung der urspriingli-
chen Aufgabe zu erhalten, wird resubstitulert.

x1=8-c, 12=2+c, I;=10, Z=T0 mit 0S¢ = 3.
Die Grenzen fiir den Parameter ¢ folgen durch Einsetzen in die ur-
springliche Aufgabe. Kritisch sind die Ungleichungen (2) und (4)
(2) 3(B-¢) +2 +c + 10 = 3636 -2¢c 2 26Mc=0
(4) (B -c) +4 (24) +10 = 35M26 + 3¢ 2 35Mvc = 3.

nA A
na nv

4. Vorgelegt sei die LO-Aufgabe
Z = 5:1 +412:200—--max

-4xy + X = 4
<
s L 4
2:1- ::2=10 g
x1=0. 12=0.

Mit Hilfe der Simplexmethode soll versucht werden, eine optimale
Losung zu finden.

Die Aufgabe wird in die 1. Normalform Uberfithrt
Z = 5x, + 4x, —= mex

-4x, + X, + Xz = 4
&= %2 +xy - %
2::1- x, +15=10

x €105 ) =y 25 eeunsDe

Um alle Ausgangsdaten fiir das erste Simplextableau zu erhalten,
wird die Zielfunktion als Funktion der NBV dargestellt

E:O-(-511-41'2).
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BV x, x5 X3 X,
I} -4 1 1 0
-—x, @ -1 0 1
Xg 2 -1 0 0
Z -5t -4 0 9 -9 0 5
x5 0o =3 1 4 o | 20 - 3
— x4 1 -1 0 1 0 4 - 1
-— x 0 @) o . -2 1 2 2" %
£ o -9 0 5 o | 20 9
x4 1 0 0o -1 1 6 -
—= X, 0 1 0o -2 1 2 -
4 0 0 o =13 9 |

Nach zwei Simplexschritten stellt sich heraus, daS die Aufgabe
unlésbar ist. Die Zielfunktion 7 ist auf der Menge der zuldssi-
gen LOsungen nach oben nicht beschrdnkt. Im dritten Tableau zeigt
der Koeffizient =13 in der letzten Zeile, daB die Wahl von X, als
BV den Zielfunktionswert vergrtBern wiirde. Da in der zugehOrigen
Spalte keine nichtnegativen Koeffizienten auftreten, besteht kein
EngpaB, keine Grenze fir die Grobe x, als BV, Die Zielfunktion
kann also auf der Menge der zuldssigen LUsungen unbeschrinkt
wachsen, die Aufgabe ist nicht ldsbar.

£. Die LO-Aufgabe Z = 311 + 2:2 —= max
=t e
2z = X

H
- 4
+
n

v v HA A
n

M
o
&
Ny
n
o

ist mit Hilfe der Simplexme thode zu lidsen.
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Der Ubergang zur 1. Normalform ergibt
Z=5x1 + 2x, —= max

Xy + :;2+1:5 = 2
211-12 + X, =2
x1+:|:2 -xs = 1
2:1- - =1

Xy 20, J=1, ceay 6.

Damit muB zur Gewinnung einer ersten zuléssigen BasislUsung eine
Hilfsaufgabe formuliert werden. Zusdtzliche Vorbereitungen sind
nicht erforderlich, da die Bedingung b 2 0 in der ersten Normal-
form bereits erflillt ist. Die Hilfsaufgabe lautet

(1) ‘f=-(x7+xe)—-m

(2) x1+x_2+x3 = 2
(3) 2xy - x, + x, =2
(4) x1+x.2 -x5 +z7 = 1
(5 2x, - x, - x +x3 =1

1‘,§0| J=1'2| ---.8.
Damit sind Xz» X4 X9 und xg BV filr eine erste zuléssige Basis-
losung. Die Zielfunktion der Hilfsaufgabe muB als Funktion der

NBV x4, X5, X5 und xg dargestellt werden. Man 1dst (4) und (5)
nach X7 bzw. X auf:

el rH+Tg) Zrlcdx +5+%
und erhdlt durch Einsetzen in (1) und Zusammenfassung

~

2,=-2’-(-5x.l +x5+:|:6)
und kann nun mit dem LYsungsprozeB filr die Hilfsaufgabe begin-
nen.
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BV |x, x X3 X, Xg X X xg x, qQ -4
(1 1 1 o= o o 0 2 2 |-1
2 - 0 10 o - 0 0 2 1 |=2
o O R 0 0 -1 O 01 0 1 1 |-
-3 | @ -1 BL B 0 0we ) 1 1 1/2% =
Z|-3 o Q. 8 50 [ 3
xz| 0 21 -0 o /2 0 -/2 | 32 | 1 =3/2)
|0 o ¢ 1.8 3o 00 e 1 - 0
-—x| 0 0 0 -1 /2 1 =1/2| /2| /34 =
x| 1 -1/2 0 0 0 =1/2 0 2| 12| - 1/2
2] -t 9. 0 1 -2 9 3/2 | -1/2 3/2)
0 o0 0 A 0 -1 1 1
o0 o g 1.0 i@ 1 1
—=x, | 0 1 0 0 =2/3 /3 2/3 .-1/3| 1/3
Xl 0 0 0 -V/3 -V/3 V3 V3| 2/3
g0 ® 0 0 o o 1 1 0
|
l

Nach zwei Simplexschritten ist die optimale Lsung der Hilfsauf-
gabe ermittelt., Da Z = O ist, ergibt sich ein Startpunkt (1. zu-
léssige Basislisung) flir die L8sung der urspriinglichen Aufgabe.
Um das erste Tableau aufstellen zu kSnnen, muB die urspriingliche
Zielfunktion Z = 5:1 + 2:2 als Funktion der NBV Xg und X, ausge-
| driickt werden. (Die kiinstlichen Variablen X, und xg sind in der
| eigentlichen Aufgabe nicht enthalten.) Aus den entsprechanden
Zeilen des letzten Tableaus fiir die Ldsung der Hilfsaufgabe ist

abzulesen:

| ne3edsedn . mededn-dx.
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WRRE2 UM L e ) L
— x5 0 0 1 0 G R 1 ol L
x, 0 0 0 1 0 1 1 - 0
x5 0 1 0 0 -2/3 1/ V3| - 2/3
X4 1 0 0 0 -1/3 =-1/3 | 2/3| - 1/3
z o} o 0 o -1/3% -1/3 | 8/3 /3
— X 0 0 1 0 1 0 3 - 0
-—x | 0 0 0 1 0 @ 1 il
x, 0 1 2/3 0 0 /3 | 1 3 -1/3
x4 4 0 43 0 0 -1/3 | 1 - 1/3
% 0 [s] /3 0 0 -1/34]| 5 1/3
X 0 0 1 0 1 0 1
— X 0 0 0 1 0 1 1
x, 0 1 2/3 -1/3 0 0 2/3
x, 1 0 /3 1/3 0 0 4/3
Z o] 0 73 /3 90 0 16/3

Durch Binastzen in die Zielfunktion folgt
223§+ 35 +dx) +2 G+ 555 - 3%),

8 ot T 2oy Miill
3 - (= 3% - 3%) -
Nach zwei Schritten srgibt sich die optimale Lbsung

2

x1=%. ‘2‘%' 1:5=1, 16=1. x3=x4=0 und z=1§.
6. In einer LPG stehen fiir den Anbesu von Mais und Flachs insge-
zamt 25,2 ha Anbaufliche zur Verfiligung. Man kenn mit einer Ernte-
menge von 50 kg auf 90 n° bei Mais und auf 300 m2 bei Flachs
rechnen. Die Anbaukosten sind 2 WE fiir 50 kg Mais und 6 WE fiir
50 kg Flachs. Sie diirfen 8000 WE nicht liberschreiten. Als Min-
Aesterntemengen lt. Plan seien jeweila 30 t festgelegt.

Der Gewinn s0l) maximiert werden. Wie sind die Anbaufl#chen zu
widhlen, wenn der Gewinn pro Tonne Mais 120 WE und pro Tonne
Flachs 300 WE betrdgt?

Es ist zuerst das mathematisch-Okonomische Modell aufzustellen
und fir jede vorkommende GrtSe die Einheit anzugeben.
100°
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Die zur Verfligung stehenden Angaben stimmen in den Einheiten
nicht iiberein und miissen daher z. T. umgerechnet werden. Hier
ist eine Umrechnung auf Tonnen und Hektar vorgenommen worden.

Mais | Flachs 2= 12Dx1 + 300x24ﬂ'- max

Brirag e e 0,18x, + 0,6x, .‘—. 25,2

in t pro ha ! * 20x1 + 120x, = BO0O
Anbaukosten =1 = 30
inWE pro ha | 40 | 120 x, 2 30

x 20, J.=1, 2.

Bs ergibt sich folgendes LO-Modell, wenn mit xJ die geplante Ern-
temenge der Fruchtart j in Tonnen bezeichnet wird,

A
100
-
—
50
1 L iy O § 1
0 50 100 150 200 x,

Ee bietet sich die graphische Lésung an. Der Losungsbereich ist
relativ klein, weill zur Erzielung der geforderten Mindestmengen
fast die gesamte Anbauflédche benttigt wird. Die Begrenzung der
Anbaukosten ist unwirksam, Da der laisanbau pro Hektar mehr Ge-
winn abwirft als der Anbau von Flachs, wird Flachs nur in der
Mindestmenge angebaut. Die optimale Lisung lautet:

x, = 40 t; X, = 20 t; Z = 13 800 WE ,
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2.3.2. Ubungsaufgaben

Es sind folgende LO- Aufgaben mit Hilte der Simplexmethode zu
losen:

1e Z = 5x, + 4x, —= max

X, + % & 10
X, + 2%, £ 16
3x, + x, £ 24
xjéo, M
24 Z=2x.|-2x2-x5+ x4—-—max
2Xy + 4%, + X3 5 100
x, + Sx3 + X £ 200
X, + 415 - 2x4 = 200
X, v X B 14 = 150
X E£0 . 3= 1, 2y sevs b

Bemerkung: Die Gleichungen knnen nach einer Variablen aufgelidst
werden. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung erheblich.

5s Z = 5x, + 6x2 — maXx
-2x, + X5 f 2
- X4+ X = 4
2x, + x, f 6
2x1—5x2= 6
xjéo i =1 2.
4. Z = 33xy + 13x, + 18x3—-max
8x, + 3x, + 413 s 32
12x, + 5x2 + Tx3 s 59
5xq + 2%, + 3x3 £ 21
X+ X+ Xy z2 3

Xy 80 gwly8 3.

5. Liosen Sie alle Beispiele des Abschnitts 2,2, mit Hilfe der
Simplexmethodel !

6. Belopiel 6 dieses Abschnitte ist rechnerisch mit der Simplex-
me thode zu lGsen.
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7. Ein Maschinenbaubetrieb stellt die Produkte P1 und P, her. Es
wird eingeschitzt, daB die Maschinenkapazitét in den vier Abtei-
lungen A4 bis Ay die Produktionsmengen von P1 und P, begrenzt,
wihrend aus der Materialversorgung und den Absatzmbglichkeiten
keine Einschrénkungen der Produktionsmengen zu erwarten sind. Der
Betrieb will das Betriebsergebnis maximieren,

Folgende Angaben stehen fiir die Ermittlung eines optimalen Pro-
duktionssortiments zur Verfiigung:

Die Matrix A der erforderlichen Bearbeitungszeiten a,. in Maschi-
nenstunden der Abteilung i pro Mengeneinheit des Produktes J
[h/HEJ]. Der Vektor b der fiir die Planperiode verfiigbaren Maschi-
nenkapazitét in Stunden [h], sowie der Vektor ¢ der Gewinnkoeffi-
zienten in Wéhrungseinheiten pro Mengeneinheit [WE/MEJ].

S5 50 000

2 2 8 b= 56 000 $ih (34
6 2 48 000 29
2 5 40 000

Es ist ein LO-Modell aufzustellen, zu l¥sen und die Lisung zu
diskutieren!

8. Fir eine tkonomische Aufgabenstellung liegt folgendes mathema~-
tisch~Gkonomische Modell mit der entsprechenden optimalen Lisung
vor:

ZF: Z= 611 + 10x, + 8x3 + 1Zx4 —=max
NB:  3x, + 2x, = x3+224= 60
X+ X5 4 2X3 4 X, = 45

2x, = 4x; = 3x3 + 4%, s 90
4x, - 6x2 + 4x3 + 3:4 s 120
xT+212-2x3+214- 30

NNB: x; =0 i=1,2,3 4

Egpt = (o, 0, 10, 25, 20, O, 20, 5, O) Z = 380

Fir folgende Planvarianten, die sich aus dem Produktionsablauf er=-

geben haben, sind auf der Grundlage postoptimaler Berechnungen die
Optimall&sungen zu ermitteln.
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8.1. Durch Einsatz einer anderen Technologie wird der Vektor 8y

vertindert.
Belals 2\ /2\
1 1
24= 4 ,E14= 6
3 &)
2 4

/ /

Weiter soll &, vertindert werden.

8:1.2. /= f=1 \
2 -2
e (S PO [
53 = 3 33 = 2
4 3
\ -2 -1

8.2, Der Kapazitdtsvektor éndert sich.
8.2.1. b3 = (45, 45, 100, 120, 30)
8.2.2, by = (60, 60, 90, 100, 30)

8,3, Durch Umstrukturierung des Produktionsprozesses ist eine an-
dere Gewinnverteilung an den unterschiedlichen Produkiten mog=
1ich, Der Zielfunktionsvektor #ndert sich wie folgt:

Be3e1. E? - (6, 9r 9! 12)
8.3.2. g = (9, 10, 8, 9)

8.4, Es wird folgende Kapazitdtsbeschréinkung durch Aufnahme zu=-
siitzlicher Nebenbedingungen vorgenommen:

8.4.1. 3xq + 2%, + 7x3 + 3x, =155
<
8.4.2. 4z + X5 + 3x3 + Tx, = 200
Anmerkungen
11: Die postoptimalen Berechnungen gehen immer von der Grundauf-
gabe aus,

Aot Bei der numerischen Realisierung sind entweder die Rechenta-
bleaus fiir die Grundaufgabe zu verwenden (Rechnung ohne Klein=-
rechner) oder z, B, auf der Grundlage der revidierten Simplex-
methode Kleinrechner zu nutzen,

AB: Die Aufgabe 8.4.2. sollte nur mit Kleinrechmner geltst werden.
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9, Gegeben sei der dreidimensionale Losungsraum einer linearen
Optimierungsaufgabe mit den Exirempunkten A, B, sss, Je
Xq A G
i H

A = (03 0, 0)
B = (0, 1, 0)
C = (1r 0, 0)
D= (0, 0, 1)
USwW.

" N P LA | J=(1, % 1)
Zad ‘ / x2

. 9.1. Sind die folgenden Paare von Extrempunkten benachbart?
&y B B, D E, H c, I

9.2. Es sei
2 = €qXq + CpX, + C3X; —= mAX

L

¢y >0, ¢; > O und ¢35 > O,
Welche(r) Extrempunkt(e) ist (sind) optimal, wenn gilt:

: a) ey > 5 > €y d) cq = cp = Cy
b) ¢5 > €4 > cq e) ¢y = ¢y < C4
I c) e3> ¢y > o4 £) cq > €y = ¢5

9,3, Stellen Sie das System der Nebenbedingungen der linearen
| Optimierungsaufgabe als Ungleichungssystem auf!

| 9.4, Der LosungsprozeB mit Hilfe der Simplexmethode beginne im
Extrempunkt A und ende im Extrempunkt H.
Ktnnen dann die Schritte der Simplexmethode iiber folgende
Extrempunkte fiihren?
a) A =B —» G —=H
b) A >~F —=J —H
e) A =0 —I —H
d) A —=I —=H
e) A —=D —=G —=H
f) A —=D —=A —=B — G —=H
g8)A —=C =P —=D —=A —=B —=G —=H
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9,5. Welche Variablen werden beim Ubergang
a) A—= B,
b) B ——=%L,
o) F=J,
4) D——a
neue Basisvariablen bzw, neue Nichtbasisvariablen?

244, Dualitiit

2.4.1. Beispiele

Ausgangspunkt der Betrachtungen bei der Dualitdt wird stets die
2, Normalform sein. Wenn also gefordert ist, zu einer LO-Aufgabe
die duale Aufgabe zu formulieren, so ist zuerst die 2, Normal-
form dieser Aufgabe zu bilden. Dann ist die duale Aufgabe zu tor-
mulieren,

1. Vorgelegt seien die LO=-Aufgaben

a)z=5x1+412-x3-———max b)Z=3x1—x2-2x3—-—min
2x) - X, - X3 £ 18 3x, + 2%, - Xz 2 10
3xq + 4x; - 2::3 = 10 X - Xy By
-4x, + 6x, + 5:5 s 32 2x, - x, + X3 = 14 1
X - X+ X 2 2 ~x1>+ 2x, + X3 S
xdgo =123, X3=0 J=1,2 3 |

zu denen jeweils die duale Aufgabe zu bilden ist. Zwei zZueinan-

der duale Aufgaben werden unter Zugrundelegung der 2. Normalform
wie folgt formuliert:

mu{st/Aséﬁ-

E]
v
o

Sgd

min{p* 2/ AT 2 2 g,

I
I
v
(=]
—_—
-

Im ersten Schritt werden die Systeme der Nebenbedingungen so um-
geformt, dal sie die angegebene Form haben. Dabei werden die
Gleichungen durch zwei entgegengesetzte Ungleichungen ersetzt
und tellweise Ungleichurgen mit (=1) multipliziert, um das ge~
wilnschte Relationszeichen zu erhalten.
!

\
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) 2% - x;, = 13§ 18 b) 3;1+212-x5§ 10

3z, + 4%, - 2x3 £ 10 - x, + 2, 8 -1

=3xy - 4x, +213§-10 2xy - X, +13§ 14

-4x, + 6x, +5x5§ 32 -2x, + x2-x32 -14

-x + 12-x3§-2 -x1+2§2+x3§ 6
zj g0, J=112, 3 xj =0, J=1,2, 3

Nunmehr kann der Ubergang zur Dualaufgabe erfolgen.

a) Z = 18%, + 10%, - 10::3 + 32%, - 2% —= min
2i1+ 3%, - - 43:4 15= 5
-£:1+ 4&.2 41: + 6;& + 2 3

2 -1

-i1-2:2+2£+5i :55
ijzor J =12, «esy 5

h)ﬁ=10i1—i2+14i3-14i4+6i5——m
3%, - %, + 285 - 28, - £ § 3
2%y - &, - i3+ "4+2i5§-1
-2 + + i3' t4+ 25-‘_-2
ij=0, Ji'= Ty 2y weien Db

In den angegebenen Formulierungen treten nur gleichgerichtete
Relationen auf. Durch Multiplikation mit (-1) kann bei Umkehrung
des Relationszeichens erreicht werden, da8 im Beschréinkungsvek-
tor nur nichtnegative Werte auftreten. Durch die Transformation
iésia-i:abeia) u.ndié:i -24bei b) kann die Anzahl der
Variablen reduziert werden. Die neue Variable ii bzw. ié ist
aber nicht vorzeichenbeschrénkt, Die resultierende Formulierung
lautet dann:
a) &= 18{;1 +,’1o?é + 32:::4 - 2&5 —e min

2%, + 3% - 4::4- 1525

-i1+ ¢i’é+ 6.‘: - is 4

21-: 2:::%:5& + i5 1
Xqs Xy 35 g0,

A v

b)Z-1Ox1-£2+14xs+6 -

311-£2+ 2i ﬁs§5

-2i1+i2+ " isé‘l

-k v &+ 1:5§2
x1,x2.is= e
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2. Zu der LO-Aufgabe

Z = BOx,l + 195:2 + 24015;- min
2::1 + x, + 3:5 2%0
x, + >3::2 + 4,:::3 420
Zj =0, J=1, 2, 5

ist die duale Aufgabe zu formulieren und mit Hilfe der Simplex-
methode zu l6sen. Aus dem optimalen Tableau dieser Aufgabe ist
auch die optimale Ldsung der urspriinglichen Aufgabe abzuleiten.
Zuerst ist die duale Aufgabe zu formulieren, wobei hier keine
Transformationen durchzufiihren sind.

2 = 530":1 + 420x, —= max

2i1+ 12§ 80

X, + 3%, 2195

3%, + 4.*.25240
i, & 20

Dann ist die 1. Normalform herzustellen und der LSsungsprozeB
mit der Simplexmethode vorzunehmen.

2 = 550&1 + 420&2 —= max

2:?1+ it2+i:3 = BO

1:14- 3%, +i4 = 195

3%, + 4%, + %5 = 240
i‘jéo 3 =1y 25 viea B
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L, % % % % |x [0 |-
5:5 2 1 1 0 0 80|80 |-1
Xy 1 3 0 1 0 195165 | -3
-3 3 @ 0 0 1 240 | 60% |
2 | -330  -420% 0 [0} o} 0 420
-~ 1 0 -1/4 20 [ 16% | %
Xy | =5/4 0 0 1 =3/4 15] = 5/4
—x,| /4 1 0 0 1/4 60 | B0 | -3/4
z | -15¢ 90 [¢] o] 105 25200 15
—=%, 1 0 4/5 0 -1/5 16
“4 0 0 1 1 -1 35
%, 0 - =y 0 2/5 48
g [0} (3 T - 0 102 25440

Der Losungsprozed fiihrt nach zwei Schritten zu einer eindeutigen
optimalen Ldsung.. Fiir das geldste Problem ergibt sich:

%, = 16, %, = 48, %, = 35 und Z = 25440. Die optimale LUsung der
urspringlichen Aufgabe ist in der letzten Zeile des Endtableaus,
beginnend unter der ersten Zusatzvariablen, also unter kB, abzu=-
lesens X4 = 125 X3 = 102, Z = 25440, In der letztien Zeile des
Tableaus ist die Losung des urspriinglichen Problems ebenfalls auf
die 1. Normelform

Z = BOxy + 195%, + 240::5 —= min
2x1 + x, + 3x3 - X = 330
xq * 5::2 + 4.::3 - xs 420
xjéo J &Ny By astay D

|1}

bezogen. Die optimale Lisung lautet vollstédndig: x, = 12, X, = 0,
X3 = 102, X, = 0, x5 = 0 und Z2 = 25440. In der 2. Normalform der
primalen Aufgabe sind beide Ungleichungen als Gleichungen er-
flllt, d. h., die Schlupfvariablen sind gleich Null. Daher gind
in der dualen Aufgabe die Problemvariablen %, > O und ':tz > 0. Aus
der Bedingung i10 + 3:&20 < 195 in der optimalen Losung folgt aus
den Dualitdtesdtzen x; = 0 im Primal.
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3, Die LO-Aufgabe
Zs= 6:;1 + 5xy + 4,:3

$
B

2x, + 3x, +415§32

x1+212+5:r.3§20

2xy + X, + 2x3 2 24
ljgor Jimity 25 5

ist mit der dualen Simplexmethode zu l&sen.

Der erste Schritt zur Vorbereitung der Lusung ist der Ubergang
zur 1. Normalform

z=6x1+5x2+413——-m1n_

211 -+ 3::2 + 413 - x4 = 32
Xy +2x, + 5::1:3 - Xg = 20
2x1 + x2+sz - %X = 24

xjéo, 3% N, 25 iy B

Da die Koeffizienten im Zielfunktionasvektor nichtnegativ sind,
kann man durch eine Transformation leicht eine Lsung finden,

die dual zulHdssig ist und damit einen Startpunkt flr den L8sungs-
prozeB mit Hilfe der dualen Simplexmethode bildet.

Z=-6x1-5x2-413—-max

-2xy = 312 - 4x3 + X, = =32
-x1-2:r.2—5x3 + Xg = =20
—2::1-- x2-2x3 + X = =24

xJEO J=1.2..o¢'6

Damit bietet sich fiir diese Aufgabe die LUsung mit der dualen
Simplexmethode an. Die erste dual zuléssige BasislBsung ergibt

sich mit den BV Xy xS und Xg Hier wird zuerst die aus der Basis
ausscheidende Variable nach dem Kriterium x, = min (xi|x.i < 0)
i

gewdhlt, Das ist im ersten Schritt X, = -32.

Um im Bereich der dual zuldssigen BasislBsungen zu bleiben, mu8
die Spalte (NBV, die jeweils zur BV wird) geeignet gewdhlt wer-
den.
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1 2 = 4 - TN =" Il i
-—x, | -2 -3 @ 1 0 o | -32*| x
xg [ =1 -2 -5 0 1 0 -20 5
xg | -2 -1 -2 0 0 1 -24 -
Z 6 5 4t 0 0 0 0 |-4
Q | -3 -5/3 =1 - - -
—x3| 1/2 3/4 1 -1/4 0 0 8 1/4
x5 | 3/2 /4 0 =5/4 1 0 20 5/4
-—xg | -1 1/2 0 0 1 |-8%|
Z 4 2 0 14 0 o | -3
Q| -4 - - -2 - -
x| 1 1/2 1 0 0 -1/2| 12
x| 4 1/2 0 0 1 -5/2| 40
e -1 0 1 0 -2 16
2 3 9 0 Q 2 -48

Um die BV werdende Variable positiv werden zu lassen, muB das
Leitelement d,y < 0 sein, Um im Bereich der dual zuléssigen Basis-
losungen zu verbleiben, muB gelten

L e
a—;;-m?x{ai; er< 0}.

Die Quotienten berechnet man im Tableau in einer besonderen Zei-
le Q. Nach zwei Schritten erhdlt man eine auch primal zuldssige
und damit optimale BasislUsung. Es ist X=X =X =0, Xz = 124
X, = 16, X5 = 40, Z = 48. Im Tableau erscheint der Zielfunktions-
wert mit einem kinuszeichen, weil die Zielfunktion am Anfang des
LYsungsprozesses mit (-1) multipliziert wurde.

4. Gegeben ist die LO-Aufgabe

2= 211 + 3:2 — max

>y -

- 3
x, + 2:2 2 4
£2

xq - 412
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Es ist die duale Aufgabe zu formulieren und von beiden Aufgaben
die 1., Normalform zu bilden. Das Primal ist mit der Simplexmetho-
de und das Dual mit der dualen Simplexmethode zu ltsen. Die Ergeb-
nisse sind zu diskutieren.

Das Dual lautet:

Z = %1 + 422 + 213—;“ min
-%y = 3'2 + 13 22
%, + 2% - 4&.3 23
ij £ 0, J=1 2, 3.
Die 1. Normalformen sind Ausgangspunkt der Rechnungen
Z = 2x, + 3%, — max ﬁ=i1+4i2+2ﬁ:3-—--min
=Xt X + Xy = 1 —x1-i2+ 23-24 = 2
- Xy +2x, + X, =4 i:1+23:2-4£1‘:3 -i5=3
X, - 4 + = 2 ‘
1 e *5
:LJéo, § =15 25 aaey 5 ijéo JL= A0TSR B
iy o % &Rl R G |
-—xz | =1 ©) 1 0 0 1 T
X -1 2 0 1 0 4 e -2
Xg 1 -4 0 0 1 2 - 4
z | -2 =3 9 9 o 0 3
——x | -1 1 1 0 0 1 - 1
-—x, ® 0 -2 1 0 2 2| »
Xg =3 0 4 0 1 6 - 3
Z | -5¢ 0 3 Y] 0 3 5
x| 0 1 -1 1 0 3
—=X4 1 0 -2 1 0 2
X 0 0 -2 3 1 12
Z 10 9 i 5 k) 13

Der LésungsprozeB fiir das Primal bricht nach zwei Schritten ab.
Dem negativen Wert in der letzten Zeile entsprechend mii3te x3 im
folgenden Schritt BV werden. Da der zu x3 gehtrende Vektor nur
nichtpositive Komponenten aufweist, ist es nicht mdglich, von die-
sem Tableau ausgehend, mit Hilte der Simplexmethode eine weitere
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Basisldsung zu berechnen. Die Zielfunktion kann auf der lienge der
zuldseigen LUsungen unbegrenzt wachsen.

Entsprechend miiBte sich im LUsungsprozeB des Duals zeigen, daf

es nicht mdglich ist, zu einer primal zuldssigen Lisung zu kom-
men. Als Ausgangspunkt der Berechnungen muB eine dual zulédssige
Basislsung gewdhlt werden, die man leicht durch lultiplikation
der Gleichungen der 1. Normalform mit (-1) erhilt. Es lassen sich
ebenfalls zwei Schritte ausfilhren.

BV i1 i2 i5 "4 is xo -’
2ol 1 1 -1 1 0 2 | -1
-3 | &) -2 4 0 1 3% | %
2] 4 2 0 o o | -1
Q | =1 -2 - - -
--—14 0 @ 3 1 1 -5% *
—%, | 1 2 -4 0 -1 3 | -2
21 0 2¢ 6 0 1 -3 | -2
Q| - -2 - - -
—~3x,| © 1 -3 -1 -1 5
2 0 2 2 1 -7
21 o 0 12 2 3 -13

Dann miiBte zur Erreichung einer primal zuldssigen Basislisung x5
als BV ausscheiden. Eg sind aber alle Elemente der entsprechen-
den Zelle nichtnegativ, und somit ergibt sich nicht die Lidglich-
keit, eine primal zuldssipge Losung zu erhalten. Im Dual zeigt
sich, daB die henge der primal zuldssigen LOsungen leer ist.
Beide Tableaus gestatten jeweils die Ablesung der zweiten Aufga-
be.
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2.4.2, Ubungsaufgaben

1. Formulieren Sie zu den beiden folgenden Aufgaben die dualen
Aufgaben:

a) 2 = J;1+21.2+}
10:1 + 4x2 -

3x1 -2

x|

2x1

+ +

\un
el T

1

F

el -FH

1]

-

AS

[}

-t
-

n
-

o by

b) 2

n

511-3
211 +

"2
*a

4x1 - 512 * 513
32

+
A
off
‘A
n
E
<]

v v 1l
-
@

o
<
I

= 1, 2, 5

2, LUsen Sie unter Verwendung des Dualproblems bzw., der dualen
Simplexmethode folgende Aufgaben:

a) Z = x, + xzj—min b)z:-x1+x.2:-m1n
2:1 + x5 i 8 2x1 + X, i 2
2x1 + sz £ 92 X - z 2
xj £ 0 J=1, 2, Xyt X £ 5
ﬁéo § = 1,2,
c)z=2x1+5x2—-min
3x, + 3x%, 2 27
2x, + X, £ 10
x, + 3%, 215
2x, + 4x, 2 28
JLJQO e R R IR T T

3. Bilden Sie zu allen Beispielen des Abschnitts 2.2. die duale
Aufgabe, und lUsen Sie die Beispiele rechnerisch!

2.5. Parametrische Optimierung

2.5.1. Beispiele

Es werden lediglich spezielle Aufgaben der einparametrischen
linearen Optimierung betrachtet.
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1. Plir das Intervall (-co< t < +co] sollen die Lisungen der ein-
parametrischen linearen Optimierungsaufgabe

Z2=(2+1%) x;+(3=1%) x;, — max

-114- 2x2§4
x, + %, £5
= - E9 xpx, 20

gefunden werden, in der die Zielfunktion linear vom Parameter t
abhingig ist.

Bel der LUsung ist im Unterschied zu nichtparametrischen Aufgaben
zusidtzlich flir jede zuldssige Basislbsung das Intervall von t zu
finden, flr das diese LUsung optimal ist (charakteristischer Be-
reich). Die Grenzen des charakteristischen Bereiches werden
durch die charskteristischen Punkte gebildet.

Bei der vorgelegten Aufgabe lHBt sich ohne weiteres eine erste
zuldssige BasislUsung finden, nachdem sie in die 1. Normalform
Uberfiihrt wurde.

Z=(2+1t)x +(3-1t) x, — max
—x1+2x2+13 = 4
I1+12 +I4 = 5
2xy = X +x,5=9
I:,go. 3=102r0-0'5

EE = (00 4 5 9) ist die erste zulidissige Basisltsung, die opti-
mal ist, wenn das Optimalitdtskriterium erfiillt ist, d. h., wenn
gilt (1) —2-1:50,(2) -3 +t 20,

B¥) ¥y " X3 Xy X5 X |9 =4
-—x3 | =1 @ 1 0 0 4 2* |

x| 1 1 0 1 0 c 5 =1

x5 | 2 -1 0 0 1 9 - 1

z | -2-t -34t) 0 0 0 0 Bet
—-x, | =1/2 1 1/2 0 0 2 - 1/2
-—x, 0 -1/2 1 0 3 2% |

xg 3/2 0 1/2 0 1 1 22/3| =3/2

z |[-4-% 0 4-% 0 0 6-2t % Jél




Bs folgt fiir (1) t S -2 und fir (2) t 2 3. Der Lisungsbereich fiir
das Ungleichungssystem (1) - (2) ist also die leere Menge p.

] o s S 4 %5 X, q |-4

x,0 1 1/3 1/3 0 3 -1/3

x (1 0 -1/3 2/3 0 2 - | /3
x50 0 @ -1 1 8 g*| «

zZg o 1/3-2¢/3Y 1/3+t/3 0 13-% -1/3+2%/3
ez, [0 1 0 @/3 -3 1/3 ™|

|1 © 0 1/3 /3 14/3 13|=1/3
x50 0 1 -1 1 8 -1

Z1g 9 4] 8/3-t/3) -1/3+2t/3|31/3+13%/3 -8/3+t/3
-x,l0 32 © 1 -1/2 1/2

x, |1 -1/2 0 0 1/2 9/2

xz(0  3/2 1 0 1/2 17/2

2 |0 -4+t/2 0 0 14t/2 9+ %t

Wenn man fiir t einen kleinen Wert annimmt, mul =x, BV werden. Die
resultierende Basisl®sung ist optimal fiir -7/2 - t/2 20
3/2 - t/2 2 0,
d. he flir t € (=o, -T1.

LéBt man t wachsen, so entspricht die NBV x, nicht mehr dem Kri-
terium und muS8 BV werden. Die sich dann ergebende BasislUsung
mit den BV x;, X, und ist fir 1/3 - 2¢/3 20, 7/3 + t/3 2 0,
also fir t € [-7, 1/2] optimal.

Plr grtBere Werte ist x; zur BV zu tauschen. Die folgende Basis-
16sung ist fir 8/3 - t/3 2 0, =1/3 + 2t/3 2 0, also fiir
t e [1/2, 8] optimal.

|
|
Nimnt men t 2 8, so mud x, BV werden,und X, wird NBV. Das Un- |
gleichungssystem =4 + t/2 2 0, 1 + t/2 2 0 gilt fir t € [8, +o9. |
Damit ist das gesamte Intervall untersucht. Die charakteristi- {
schen Werte sind -7, 1/2 und 8. Die Lisungen fiir die charakteri-

stischen. Intervalle sind in der folgenden Tabelle zusammenge- |
stellt.
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—wm< t S =T -7 S ¢t = 1/2 /2 £ t£3 8 St <cem
x4 0 2 13/3% 4
x 2 3 2/3 0
X3 0 0 8 9
X, 3 0 0 1
Xe 11 8 0 0
Z 6 - 2t 13 - ¢t 32/3 + 11t/3 8 + 4%t

Ist die Abhdngigkeit von einem Parameter nicht fiir den Zielfunk-
tionsvektor ¢, sondern fir den Ressourcenvektor b gegeben, so
kann man diese Aufgabe entweder direkt mit Hilfe der dualen Sim-
plexmethode ldsen oder durch Bildung der dualen Aufgabe auf den
vorigen Fall - Parameterabhéngigkeit im Zielfunktionsvektor 8-
zurlickfihren.

2. Es werde am Beispiel der Aufgabe
Z= 3;:1 - 812 (—-— max
-X v X 4 + 2t
x, + 212 20 + % a
2x1+12 28 - 3t x1.x2=0

fir -2 £ t £ 28/3 die Lisung mit Hilfe der dualen Simplexmethode
dargestellt. Zuerst wird die Aufgabe in die 1. Normalform liber-
filhrt und dann fiir t = -2 die optimale Losung mit Hilfe der Sim-
plexmethode ermittelt.

A AN
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BV | x, X, Xz X X %, Q -4
-xz | -1 (3. =% 0 0 4 +2t | 4 +2t% | =

x| 2 0 1 0 20 + ¢ 0 + t/2 | =2

x| 2 AR 0 1 | 28 -3t |28 -3t |-1

2|3 -8 0 .8 0 0 8
—-x, [ =1 1 1 0 0 4 + 2t - 1
-5l o -2 1 0o | 12-3t | 4-1t* *

x| 3 0 =1 0 1 | 24-5t | 6~-5t/3]|-3

z |-11t o B 0 0 | 32 +16¢ 11

x| © 1 /3 /3 o0 B+t - -1/3
e 0 1/3 0 4 -t |-6+3t/2% =

x| © 0 1y =i 1 12 - 2% - -1

z | 0 0 23 11/3 0o | 76 + 5% -2/3

Q| - - - - -

x| 2 1 o0 V2 0 | 10 + t/2 - -1/2
—~xz| =3/2 0 1 -1/2 0 | -6+ 3t/2/12 - 3% 1/2
-x5| 3/2 0 0 1 18 - Tt/2|-36 + Tt¥| =

Z 1 N 44 0 | 80 + 4t -4

Q| - - - =2 - -

x| 2 RIS 0 1 | 28 - 3t

x3| -3 0 1 0o -1 -24 + 5t
—x,| -3 o 0 1 =2 | =36+ Tt

z | 13 9 9 0 8 | 224 - 24%

Nach zwei Simplexschritten ergibt sich die optimale L¥sung. Der
Bereich der primalen Zuléssigkeit wird durch das Ungleichungssy-
stem B8 + t 2 0

4 - t'20

12 -2t 20
bestimmt, Die Lbsung ergibt t e [-8; 4]. Fir t > 4 mud x, HBV
werden und durch Xz als BV ersetzt werden. Bei der dualen Sim-
plexmethode muB die duale Zuldssigkeit erhalten bleiben, und es
werden die entsprechenden Quotienten gebildet.
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Die primale Zuldssigkeit der dann ermittelten BasislOsung ist

durch das Ungleichungssystem
10 + t/2
=6 + 3t/2
18 - Tt/2
bestimmt. Die Lsung ergibt t

v

(o}
0

v v

0
e [4; 36/7]. Pir t > 36/7 wind

die BV X durch X, ersetzt. Die anschlieBend berechnete Basisli-
sung ist primal zuldssig, wenn

28 - 3t
-24 + 5%
-36 + Tt

v Iv WiV

0
0
0

ist. Das gilt fur t e [36/7; 28/3). Damit ist das gesamte zu un-
tersuchende Intervall fiir t Uberdeckt. Die Lisungen werden in
einer Tabelle zusammengestellt:

-25t34|4%¢336/7|36/7515 28/3
x4 4 - % 0 0
x5 8 + % 10 + t/2 28 - 3%
X3 0] -6 + 3t/2 =24 + 5%
Xy 0 ] ' -36 + Tt
x5 12 - 2% 18 - Tt/2 0
Z 76 + 5% BO + 4t 224 - 24t

2. 5-2 - meaﬂusah.n

1. Es ist die parametrische LO-Aufgabe
Z = 2x, +(3+t)12—-max

- [ x, £
211 + x,
flir =cc< t < +00 zu lBsen!

5
7

A

X X 2 0

2. Bs 18t die parametrische LO-Aufgabe

2= x1+ —e= max
?x1+4::2§28
511+622§30-t
x, = 125 3+t

fir -3 £ t £ 30 zu l¥sen!
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2.6. Transpertprobleme

Die Aufgaben sind aus didaktisch-methodischen Griinden so formu=-
liert, daf die Lisung von Hand zumutbar ist. Da praktische Aufga=-
ben wegen ihrer Dimension nur mit Hilfe von Rechentechnik gelst
werden kbnnen, ist es anzuraten, bei der Lisung der Aufgaben
Kleinrechner zusiitzlich zu nutzen.

2.6.1. Beispiele

1. Auf drei Gubterbahnhtfen der Deutschen Reichsbahn stehen lee-
re Gliterwagen gleichen Typs, die auf vier anderen Gliterbahnhtfen
zur Beladung benttigt werden. Die Standorte und die Anzahl der
dort zur Verfligung stehenden bzw. benttizten Gliterwagen sind
bekannt. (ME bedeutet Mengeneinheiten.)

Abgebende Gliterbahnh&fe: Aq: 3 [ME]; Ay: 18 [ME]; Az 9 [ME]

Beziehende Bahnhtife: By: 6 (M2]; By: 8 [ME]; Byt 5 [ME];
By 11 [ME]

Die Gliterwagen sind von den Gliterbahnhifen Ay (i =1, 2, 3) un-
ter geringstem Koatanaufwand zu den Gliterbahnhtfen B, (§ = 1, 2,
3, 4) zu bringen. Dabei werden die Kosten flr den Transport
eines Gliterwagens von A4 nach B..j den Entfernungen proportional

angenommen und in G:tg:tgheiten = [ﬁ%] ausgedriickt, Diese Werte

gind folgender Tabelle zu entnehmen:

B, B, 33 34 ( Pransportkoatentabelle)
ag | 12 | 10 8 | 1 %33 e
A, | 12 10 14 14 J=12,3 4
3 8 B 1 13

Formulierep Sie das mathematisch-Bkonomische ldodell!

Lbsung:
Bntschaidungsvariable sind die Transportmengen von Ai nach BJ.
Sie werden mit X4 =1, 2, 33§ =1, 2, 3, 4) bezeichnet.

Die Variablen laaaen sich Ubersichtlich in einer Tabelle dar-
gatellen:
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By | B, | B | By

Ay | X494 X2 | %3 | ®q4 ( Transportmengentabelle)

As | Xoq | %22 | X3 | *24
Az | X3q | X3p | X33 | T34

Die Tranasportbeziehungen lassen gich in einer Skizze schematisch
darstellen. Man erhilt dadurch eine bessere Ubersicht beim Auf-
gtellen der Beziehungen flir das mathematisch-tkonomische hiodell.

Nebenbedingungen - Aufkommen:

x11+x12+x13+x14= % 4
Xpq + Xpp ¥ Xpz + Xy, = 18 Zﬁa"’i 1i=1,273
;31 +132 +133+x.34= 9 =1

Nebenbedingungen - Bedarf:
Xyq + Xpq * X3y = 6 p
Xip *+Xpp + 33 = 8 ZI o 3
Xq3 + X3 + X33 = O e

x“ + :r24 + 134 1

Man kann sich leicht davon liberzeugen, dal die Gleichgewichtsbe~

dingung erfiillt ist
AR

Die Nichtnegativitétebedingungen lauten:

1’ 2' 3'4

‘1,1'30 5 m By 2 N j=1,2, 3 4.
m
AbschlieBend die Zielfunktion: 2 = i °1jxi:j —= min
i=1 j=1

Z = 12x11 + 1():|:12 + an} + 11x14 + 12x21 + 10::22 + 14123

+ 14!24 + Bx31 + 8132 * 11133 * 15!34 —= min . 121




2, Drei Betriebe By (i =1, 2, 3) stellen ein gleichartiges (ho-
mogenes) Gut in folgenden Mengeneinheiten her:

By: 23 [mE]; 85¢ 13 [WE]; 33: 10 [Re] .
Die Produkte sind zu vier Endverbrauchern EJ {J =1, 2, 5, &)
mit folgendem Bedarf zu transportieren:

Eq 12 [ME];  En: 9 [ME]; By: 12 [ME]; E,: 8 [ME] .

Die Transportkosten sind in folgender hMatrix gegeben: [ﬁg]

14 12 10 7\ Da Angebot und Nachfrage nicht
%E = SLB A T £ 3 libereinstimmen, wird angenommen,
10 6 5 4/ daB in allen Betrieben Lagerungs-

mbglichkeiten flir die nicht bent-
tigten Produkte vorhanden sind bzw. in diesen Betrieben die Pro-
duktion entsprechend reduziert werden kann. Hierdurch entstehen
keine zusdtzlichen Kosten. Die Summe der Transportkosten ist zu
minimieren.

Losung:
NB:  Aufkommen Bedarf:
<
T * X Tty B2 Xy Xyt 2y, = 12
20 *Fpp tEpy T Xy R0 Epp Rk Zp kX e 9
X34 + Xzp + X3z + X3 £ 10 X3 * Xp3 + X33 = 12

Eat Rt
Gleichgewichtsbedingung nicht erfillt, da:

3. 4
ENB: xy,2 0 i=1,2,53 =123 4
ZF: Z

= 14x11 + 12:12 + 10:13 + 7114 + 5x-1,1 4 8122 + 6:23

+ 5x24 + 10131 + 6x32 - 5133 + 4x34 —= min
Es handelt sich um eine offene Transportaufgabe, die durch Ein-
flgen eines fiktiven Verbrauchers Ep mit den dazugehtrigen fikti-

ven Transportmengen Xjp in eine geschlossene Transportaufgabe
Uberfilhrt werden kann.
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B xRy Typ ¢ Ry ¢ Xy, GRS
Xpy + Xy 4 Tp3 + Xpy * Xy = 13
= 10

Toy * X3z * X33 ¢ ¥4t N
Xip *Xpp *X3p = 5
Damit ist die Gleichgewichtsbedingung

i - i ®3
i=1 =1
erflllt.
Das mathematisch-Bkonomische Modell 1lé8t sich auch schematisch

in einer Tabelle angeben:

E, By Es B, 5, 8y

B, 4] (2] 19 .8 R 23
*11 *12 *13 *14 *1z

] 2 E_] L (2] L 13
2 | % X2 %3 X4 ¢

R 10 ] e | 2| & O] "
3 | =31 32 *33 34 3¢

by | 12 9 12 8 5 46

Die Kosten flir den fiktiven Verbraucher sind mit Null anzusetzen,
da die entsprechenden Mengen nicht transportiert werden. Dieses
Tableau stellt gleichzeitig den Ausgangspunkt flr die numerische
L8sung der Transportaufgabe dar.

%. Die Produzenten (Pi) erzeugen dae gleiche Produkt, das zu
vier Verbrauchern (V,) transportiert werden soll. Die Produzenten

produzieren folgende Mengen (ai):
P1 PE ‘PB

und die Verbraucher bendtigen folgende Mengen (bj)’

)

Vil V2| V3
by | 22 33 | 44 | 36
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Die Transportkosten je Mengeneinheit auf der Transportastrecke
Pivj 8ind oid und folgender Tabelle zu entnehmen:

EAEAEA
Pl 8 3 ) 4
P, | 6 7 - 8
P3 1 8 10 2

Die insgesamt auftretenden Transportkosten sind zu minimieren.
Folgende Aufgaben sind zu losen:

a) Stellen Sie das mathematisch-dkonomische Modell auf!

b) Bestimmen Sie eine zuldssige Basislisung mit Hilfe der Vogel-
schen Approximationsmethodel

¢) Bestimmen Sie den optimalen Transportplan und die dabei ent-
stehenden Transportkosten!

Lisung:
a) Es handelt sich um eine geschlossene Transportaufgabe ohne Zu-
satzbedingungen, so daB das mathematisch-Okonomische Modell ~

direkt aus der Aufgabenstellung abgeleitet werden kann.

ZB: 7 = BXyq + 3Xyp + X3 44Xy, + 63y, + 53Xy, + 5Xy3 + BXy,
+ X34 + ax32 + 10:|:55 + 2x34 —= min

NB: x44 +x12+x13+x14=40 Xqq + Xpq + Xz = 22
Xyq + Xpp + Xp3 + Xy = 45 Xip * Xpp *+ X35 = 33
= 50 x15+x23+x33=44

Xzq + Xzp ¢ X33 + I3y
e TR T
m:xuzo 1 o 0,:2,'5 d =, 2 5, 8

Vel Y2 | V3| ¥y ay
P, L3 P 8 T T T A
i 1 1 oo 73 e | (s |
o ) L3 S 43 O - T L o5
2 | Xpq| Xop| Xoz| Xy,
O B Do (=] =
3 | X3q| Xp| Xjs| x5y
b 22 2% 44 36 135
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b) Das zuletzt dargestellte Tableau ist der Ausgangspunkt flr

die Ermittlung einer zuldesigen BasislUsung., Die Ermittlung

einer ersten zuldesigen BasislUsung nach der Vogelschen Appro-

ximationsmethode kann wie folgt zusammengefalt werden:

1. Berechnung der Differenzen zwischen den beiden niedrigsten
Transportkostensétzen flr sémtliche Reihen (Zeilen und
Spalten). .

2. Ermittlung der Reihe, in der die grioBte Differenz auftritt.

3, In der ausgewdhlten Reilhe ist des Feld mit den geringsten
Transportkosten mit der groBtmdglichen Transporimenge zu
belegen.

Da die Auswahl der Reihe unter 2. nicht eindeutig zu sein
braucht, braucht auch die ermittelte zuldssige Basisl®sung nicht
eindeutig zu sein.

Zundchst bilden wir die Zeilen- und Spaltendifferenzen.

P1I Cqp = ©43 = 3=3=0 V1: Coq = 031 =Hh=1=2%5
Pyt cpq - Gz = 6 =5=1 Voi Cpp = Cyp = T=3=4
P3: C34 = C3 = 2-1=1 Va: Gp3 = C43 = S5=3=2
V4: Cqq = O34 = 4 -2 =2
Die Ergebnisse werden in das Tableau eingetragen.
V4 Vs Vj V4 aé, Zeilendifferenzen
P, L8] L[2] 2] L4] 40 0
2 0 281 [ L T 1
E‘ o & 09 2 w -
b, | 22 33 44 36 135
5 4 2 2 Spaltendifferenzen

Die grtBte Differenz tritt in der ersten Spalte mit 5 auf.
Das Feld mit den geringsten Transportkosten ist P3V1-
Dann ist

Xzq = min (a;. b1) = min (50, 22) = 22 .,
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Es folgt das neue Tableau, bei welchem die Kapazitdt wvon v,
bereits ausgelastet

| ist, was durch Striche V1 ‘J’2 VE V‘i 8y
in den Peldern P,V, P, (8] 2] 2] 4] 40 0
und P,V, zum Ausdruck
uns 2l e, |8 O 50 B a5 |
1 § 10 2
Plr das reduzierte P3 @ ] L 20 1
Tableau sind die Dif-
ferenzen neu zu be- b.‘i 221 B3| &4 > 135
rechnen, wobei die B 4 2 2
Spaltendifferenzen

erhalten bleiben.
Sip ~%y " A= el
00y =Gz =T =-5=2
Czp = Czy = 8-2=6

Diese Differenzen werden in das Tableau eingetragen.

Die grtfte Differenz ist in der dritten Zeile mit "6". Das Feld
mit den kleinsten Ko-

n

sten ist I’;V4 mit V1 V2 V3 V4 ay
:34 B i; Dieses Peld 3 Eg_ 23 4 40 0
ann m
[ Y | ] 2]
x5, = min (50 - 22, 36) [F2 LI e b
= 28 belegt werden. Py T 8] (9] T@s 50 146
Es folgt nebenstehen- 5 5
des Tableau: by | 22| 33| 55| 36 135
In den weiteren ¥ 4 2 2
Schritten ergeben
‘ sich die folgenden Tableaus:
| Hier wurde in den
| Spalten V, und V V1 v% . V4 -
2 4 o
| bei gleichen Diffe- Py ot LB 1w 0
renzen die Spalte Vs 5 T B
‘ ausgewdhlt, weil das E@ l-_* l-_ 2 45 1,2
Peld mit den gering- 5 | 8] 9] é% 50 46
sten Kosten hier 2 =
einen kleineren Wert b 22| 33| 44| 36 135
aufweist, 5 & 2 2,4
L]
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Yg V2 !5 V4 ni
'PE EE— l_—- 1;——5: = 45 1,2,3
Py [ G O O T | e
b, | 22| 33| 44 36 | 135

Bl xl -21 2.4

Jetzt kbnnen die restlichen Kapazitdten aufgeteilt werden, und
wir erhalten die zuldssige Basislbsung:

Vg V; Vg ‘T: ai
| 1@ 1@ ®
[ i ]
p, | = L Bi 45
T 8] o] 12
P | & e
by | 22 33 44 36 135

Der dazugeh®rige Zielfunktionswert lautet:
B33 333 4T 4 +445+1°8+22-14+282a433.

¢) Die Optimalitdt wird mit Hilfe der modifizierten Distribu-
tionamethode untersucht. Es gilt flir die Basisvariablen:

uy + 'j = c1J .
Wir erhalten: uy + Yo = 3
u1+v4=4
u, + v3 =5
u, + 74 =8
u3 + vy = 1
u3 + Vs = 2

Es handelt sich um ein unterbestimmtes inhomogenes lineares
Gleichungssystem mit einem Freiheitsgrad.

Wir wihlen uy = 0 und erhalten:
Va=3, vy=4, u =4, vz=1, uz = =2, vq =3,
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Plr die Nichtbasisvariablen gelten die Bewertungen:
ch=u1+v -013 .

Gilt filr alle
oh £0° ,

go ist die LYsung optimal.

¢!, > 0 flr mindestens ein Element bedeutet, daB die LUsung noch
nicht optimal ist.

Berechnung der °:'LJ H

c!” u1+v1-c11=0+3-8= -5
c!|3=u1+v3-c15=0+1-5—_2
Chy = Uy #+#Vy =Chy = 4+3- 6= #
053 Wiy K= S LB o o D
°52*“3+‘2'°32=‘2+5-3--7
cé;-u3+73-c35=-2+1-1o=_11

Das vollstdndige Tableau hat damit folgendes Aussehen:

Da uh die Optimalitédts- T 3 3 1 4
bedingungen nicht erfiillt, d
ist die Aufgabe noch e Vel ¥ V3| Y =
nicht optimal. 0 P j i3 L2 Ii 40
1| 5] @] 2]
I 3] 8
4 Byl 0 @ 45
T 8] Mo (2
| nl@] o e
b‘1 22| 33| 44| 36 135
l:e:lz:t::::if? Austausch- v1 v2 vj v 4 a;
2 = P, 40
Aist maximal zu wihlen; P, at 1-a-| 45
es dart nur so grof sein,
da8 die Bedingung xyy 20 (P3| o0-p" 28+4|
erhalten bleibt.
b.‘l 22 (33 ]| 44| 36 [135
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P2V4 ist das entscheiden- e 3 3 2 4
de Feld. Daraus folgt
v
A= 1, Der Umsetzungs- V% vg g Vq o
gyklus lautet: 0 Py % @- I—T 5— 40
+ - +
PEV1 3 P2V4 i P3V4 3 ® 9 L-’_ 5 1_8_ 25
3 2
PsV,". -1 @9 -1
-2 | B T8l polle 50
Das neue Tableau lautet: 3 <71. 30
by | 22| 33| 44| 36 135

Berechnung des Zielfunktionswertes:
Z, = 21 - oé.l-A= 433 - 1 = 432 zopt .

Bs handelt sich um die optimale L8sung. Der optimale Transport-
plan hat folgendes Aussehen:

P1 — 721 Xp = 23 PZ - 73: 125 = 44
P, -—-V4: Xy = T P3 — TV, X3q = 21
P2 i V1: =1 P3 —- V4: X3y = 29.

Es entstehen 432 [GE] Transportkosten.

4. Drei Produzenten (P;), die gleiche Produkte herstellen, haben
flinf Verbraucher (VJ). die je 20 [ME] benttigen, zu beliefern.
Die Kapazititen der Produzenten und die Transportkosten je ME
8ind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Vy [ Vo | V5| v [ vs | a
P, [ 6] 7] 3] 0| 2 | 2
Bo| 5[ 9] 6 8| 1| 33
P | 4| 13| 8] 7] 3 | 3

Zur Zeit werden die Transporte nach folgéndem Plan durchgefiihrt:

Yol ot vl vl v,
Py ®

Fa
Py )

@)
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a) Berechnen Sie nach dem vorgegebenen Transportplan die Trans-
portkosten!

b) Stellen Sie fest, ob dieser Transportplan optimal istl

¢) Sollte das nicht der Fall sein, 80 ermitteln Sie ein optimales
Transportprogramm!

Losung:

a) Berechnung der ITransportkosten
K=7:-9+3-20+2:7+3+:20+1-13+13-11 +7-20 = 493

b) Die Anwendung des Optimalitétskriteriums zeigt, dal es sich

bei dem vorgelegten Plan um eine zuldssige BasislUsung han-
delt, Diese lautet,in Tableauform geschrieben:

vy 4 7 3 1 2
L L7 3] o L2
e (2| 5o 8] 5] @] *
) 9 6 8 1
|2 | @) S ol @ 33
: 3 3 1 R 1
o P3 _._6 +1 @ +5 31
bj 20 20 20 20 20 100 31 = 493,

Da es cid > 0 gibt, handelt es sich nicht um die optimale L&-
sung.

¢) Ausgehend von dem Tableau unter b), folgen die Verbesserungs—

schritte:
1. Schritt
Vi -2 7 2 1 -4
L8 L7 L3 9] 2]
0124} <8 9| -6]| *
ST Lo] L8] L8] [
a1 R @ +3 | +2 | -2 é? 33
[y LI T A Y
|| @] & el |
b1 20 20 20 20 20 100

130 22=z1-6'7=495-42=451




2. Schritt: 1 iR re | -
el je]
0|2, | 5 & =3 26
Le]

T

bj 20 20 |20 2

6
2|2, &5— 5‘_1 |2—8 33
T
0

20 100

23=Z2-3'4=451-12=439=Z°pto
Die Optimalltsung ergibt folgende Transportzuordnung:
Xo = 163 X0 = 9; g = 20; Xz4 = 20
Xz = 205 Xy, =4y Xzpo= 1 [ME].

Bs fallen 439 [GE] Transportkosten an, die Einsparung betridgt
54 [GE].

5. Vier Anlieferungsstellen Ay (1 =1, 2, 3, 4) haben vier Be=
darfsstellen B, (k =1, 2, ¢esy 4) mit gleichen Erzeugnissen zu
beliefern. Die Kapazitédten Ay 8ind in Tonnen angegeben.

Aqg: 40; Ay: 505 A;: 60; Ayi 70. Die Bedarfstrdger benbti-
gen je 50 Tonnen. Die Entfernungen [km] von Ay nach B, sind fol-
gender Tabelle zu entnehmen.

Fir welchen Transportplan ist die B1 B2 B5 34
Transportleistung minimal? Aq 8 9 214
Losung: Ao 6 9 10 6
Aus den Zahlen der Aufgabe er- Az | 9 8 I
gibt sich, daf es sich um ein Ay | 2 > L.

offenes Transportproblem han-
delt, das durch Einfllhrung eines fiktiven Bedarfetrigers Bp in
ein geschlossenes Transportproblem verwandelt werden kann.

Es wird mit Hilfe der Vogelschen Approximationsmethode eine er—
ste zuldssige Basisltsung ermittelt. In der Spalte bzw. Zeile
der Differenzen sind nacheinander die Differenzen bei der etap-
penweisen Ermittlung dieser ersten zuldssigen BasislUsung aufge-
fihrt. Das Ausgangstableau lautet:
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vy 6 7 2 3 0
uy B1 329 332 84 Bf ay
8 4 0
o|ak i S T il 5] e
[ 8 10 [ 0
R EEEEE
5 - [
4| Ay e 3| 9 | 606,12
2 i 7 1 0
-4 A4 é— 19_' Io_ lT‘ T0 ;.
h:l 50 50 50 50 20 220
4,2,3 5,0 4 32,1 0

Die erste zuldesige Basisltsung ist degeneriert. Um die modifi-
zierte Distributionsmethode anwenden zu kSnnen, muB eine Basis-
variable mit dem Wert Null eingefilhrt werden.

Man erhdlt die Optimallbsung:

V4 2 4 2 2 4
o o 15 1 | e
0|4 |, -6 -5 @_ 2| 4| %
R ) IR - R S R
4| 4 @ 0 -4 0 @] *
) ) 3 7 0
s | 51 @] @] o] @] ©
L <] 21 - 128 :f R L
—1 ‘4 _1 _6 _5 70
by 5o [ so| so| 50| =20] 220

Bel der optimalen LYsung liegt ebenfalls Degeneration vor, Die
Bewertungszahlen °§2 = 0 und 054 = 0 besagen, daB es weitere op~-
timale gulBssige BasislUsungen mit dem Zielfunktionswert

Zopt = 79 [km] gibt. Die LBsung lautet

X4z = 403 X1 = 50; I3s = 303 Xy @ 104 Xyo = 20; *44 = 50
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sowle Xzp = 20 (bei Aa werden 20 Tonnen nicht abtransportiert).

6., Ein Betrieb ist durch vorhandene freie Kapazitéten in der La-
ge, ein Produkt zusédtzlich in den Produktionsplan aufzunehmen.
PUr dieses Produkt besteht in den einzelnen Quartalen folgender
Bedarf:

1. Quartal 4000 [ME] 3. Quartal: 3000 [ME]
2. Quartal 5000 [ME] 4, Quartal: 2000 [ME]

Zur Herstellung dieses Produktes kann der Betrieb zwei Haschinen-
typen l1 und b, einsetzen, die mit unterschiedlichem Kostenauf-
wand arbeiten. Die freien Kapazitdten fiir die einzelnen Quartale
und dis Kosten sind in den folgenden Tabellen angegeben.

(ME] | Q4 Q Q3 Q [GB/AME] | Q] Qp] 95 [Q,
M, [2000 | 5000 | 4000 | 1000 M 31112 |4
M, |3000 [ 2000 | 1000 | 1000 M, 2 11.j4 1%

Es besteht die M¥glichkeit, im voraus flr die nachfolgenden
Quartale zu produsieren. Desbei entstehen Lagerhaltungskosten von
1 [@] pro [ME] und [Quartal]. Es soll aus betrieblichen Griinden
ausgeschlossen werden, daB im 2, Quartal eine Produktion flr das
4. Quartal erfolgt.

a) Pormulieren Sie das mathematisch-Bkonomische Modell in
Tableauform!
b) Geben Sie flr die Aufgabe eine numerische Lbsung an!

Lsung:
a) Pormulierung des allgemeinen Modells:
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1
Q3 s z = : 7
M °31 fae °33 °34 o3| a5
2 3
u, | L% 11542 11543 1044 Nt d Y
Q X4 X42 X4 %4 Xaf
il 41 °422 °i§ °§4 °§r
2 8,
S | e | %3 | e | %
bJ b1 b, b5 b&_ by
Variable: xgj
i: Index flr Produktionsquartal
Js Index flir Bedarfaquartal
k: Index flir Maschinentyp analog °§J

analog a§, bj

b) Flir die Formulierung des speziellen Modells gilt es, zusdtzli-
che Aussagen iber die ck zu machen.
1. Plr 011 und o$1 gelten die in der Aufgabenstellung angege-
benen Werte. Es werden nur die Produktionskosten berlick=-
sichtigt: 011 = 5 0%1 = 2.

2. Fur c}a und °$2 sind zu den Produktionskosten fiir des
1. Quartal die Lagerungskosten flr ein Quartal zu berlick-
sichtigen: n}a =3+ 1= 4§; oﬁa =2 +1=3
Analog flr das 3. und 4. Quartal:
013 =3 +2=5; o%; =2 +2

n

43
3+ 3 =63 c§4 =2 +3=5,

.
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3. Plr das fiktive Quartal lauten die Kosten cip = O fur
i=1, 2, 3|4undk=1, 2.

4, Produktion kann nur fiir das laufende Quartal oder fiir die
folgenden Quartale erfolgen. Alle anderen Variablen x:J
milssen Null werden, was durch das Ansetzen hoher Kosten
erreicht wird.

051 = M und 021 = M sichert diese Bedingung fir das 2. und 1.

Quartal. Durch 024 = M und og4 = M kann erreicht werden, daf im

2. Quartal nicht flr das 4. Quartal produziert wird. Die restli-

chen Kostenelemente berechnet man analog. Gleiches gilt flir die
| Berechnung der Koeffizienten flir das 3. und 4. Quartal.

Das vollsténdige spezielle Modell ist in nachfolgendem Tableau
angegeben, Es enthiélt gleichzeitig die optimale Lésung.

|
!
" 9 y QELLQEI_Z °4&Qr& !
M 2000
| ]
l Ao & 3] & ] B 3000
| o0 I 5 N N 3 R 1 .
| A o
| R E™ 1. O 3 A ol 2000
.
L8 I 3 1 [
H iy
Q3 M, L8 N 8 N 3 B -1 ol 1000
.1000
M M 0
M, (] u LI K1 k 1000
4 My L8 [ Y I '3 I -1 %o 1000
: (1000)
b;j 4000 5000 3000 2000 5000 19000

= 26 000 [GE]

|
i
P -



2.6,2. Ubungsaufgaben
1. In drei Ziegeleien (Pi) werden Ziegelsteine gleicher Qualitdt
hergestellt, die von vier Baustellen (vd) benttigt werden. Die

Transportkosten und Kapa-

zitliten ‘entnohmen Sie fol- Tyl ¥y V; V4 8y
gender Tabelle:
21 2 3 4 6 20
a) Formulieren Sie dae ma- 2 5 1 8 b 40
thematisch-Skonomische P | 8 [ 1 4 50
Modell! by | 15| 15| 45| 45
b) Stellen Sie einen ko-

stenminimalen Transport-
plan aufl

2, LUsen Sie Aufgabe 1 dieses Abschnittes numerischl
3. LUsen 3ie Aufgebe 2 dieses Abschnittes numerisch!

4. Von vier Kiesgruben (K;) sind fiinf Baustellen (BJ) durch LKW
mit Kiee zu versorgen. Die Verladekapazitiiten in einer bestimmten
Zeiteinheit eind: v

Kyt 40; K1 40; Ky 25; K1 60 [=?].

In der gleichen Zeit werden von den Baustellen bendtigt:

Byt 28; Byi 35 By 18; By 32; Bgi 32 [2”].

Die Entfernungen [km] sind

aus folgender Tabelle zu B1 32 B3 34 35
entnehmen: ; 4 1 10 2 8
Fir welches Versorgungs— K, 3 4 9 3 5
programm wird die Trans- 5 2 1 8 L]
portleistung minimal, wenn 4 8 3 5] 2

Jede Baustelle von jeder
Kiesgrube beliefert werden kann?

a) Formulieren Sie das mathematisch-Okonomische Modell!
b) Geben Sie den optimalen Transportplan anl

5. Flinf Verkaufsstellen (V) werden von drei Auslieferungslagera
(Ay) nach folgendem Transportplan beliefert:
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Die Kapagitéten der Auslie- Y.l 72 V5 74 VL
ferungslager werden voll
genutzt, und jede Ver- F
kaufsstelle erhdlt die be- A2 @
ntigten Mengen. Die Ko=-
stenmatrix K gibt die
Transportkosten je ME an.

T 4 1 4 5
K=|4 6 3 8 9
8§ 5 5 6 '8

a) Berechnen Sie die Transportkosten nach dem vorliegenden Planl

b) Es ist zu priifen, ob die Kosten minimal sind.

c) Es ist der optimale Transportplan aufzustellen. Es ist die
Einsparung der Transportkosten zu berechnen.

6, Lbsen Sie Aufgabe 3 dieses Abschnittes numerischl
T« Flr ein Transportproblem liegt folgende optimale LUsung vor:

B, B By ay
2

¥14 (1%; 1] =

15 il 12

GilRAE

.75 iy L 9 £
@ 9

15 15 | 10 | 45

Z = 648 .

Es sind nachfolgende Kapa- A,

zitdtesinderungen und Ko-

stenberichtigungen, je-

weils von dieser optima- 2

len Lbsung ausgehend, zu A

diskutieren und eventuell >

auftretende Berichtigun- lb.‘l

gen durchzuflhren.

a) Die Kosten bei AzB, werden 2 [GE/ME] auf 14 [GE/ME] verin-
dert.

b) Die Kosten bei AzB, erhthen sich um 2 [GB/ME] auf 16 [GE/ME].

¢) Die Kosten bei A,B, erhthen sich von 14 auf 16 [GE/ME].

d) Die Kosten bei A,B, werden von 14 auf 10 [GE/ME] herabgesetzt.

) Der Bedarf von B, reduziert sich um 5 [ME] auf 10 [ME].

£) Der Bedarf von B, und B, erhtht sich jeweils um 3 [ME]. Die
Produktion bei Az wird um 6 [ME] erhtht.

wl [= _-w
AR _F
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8. Wir gehen bei dieser Aufgabe von der Grundaufgabenstellung
der Aufgabe 2 dieses Abschnittes aus und formulieren folgende Zu-
satzbedingungen, die gleichzeitig zu beriicksichtigen sind:

a) Die Strecken AyBy und ApB, eind fir den Transport gesperrt
(Bauarbeiten).

b) Die Kapazitédt von A; muB ausgelastet werden (keine Lagerkapa-
zitdt, keine Miglichkeit der Produktionsreduzierung).

¢) Auf den Strecken A5B,, A332 und 1535 kann nur eine begrenzte
Menge transportiert werden, und zwar auf
AB,: hichstens 3 [ME],
AzBo: héchstens 2 [ME],
AzBz: htchstens 2 [ME].

d) Auf der Strecke A4B3 sind mindestens 2 [ME] zu transportieren.

Formulieren Sie das mathematisch-Bkonomische Modell!

2,7. Losungen der Ubungsaufgaben zu Abschnitt 2.

Lisungen zu 2.1.2.

+

1. 2P Z = O,Esx1 + x5 4+ 0,6x3 (J,}x4 —= max

1200
2100
1200

EB:  4x, + X3+ X,
5:::1 + 6:2 + 213 + 3x4
5x, + 4x, + 6x4
10x, + 8x, + 613 + 4x, = 4800
x, + x . 150

MiB: x; 2 0; =123 4.

L [

na

v Ha

Zopy = 510 ; X° = (0, 150, 600, O, 700, 0, 600, O, 0)

2. ZB: 7 = 3x) + 6X, + 3x3 + Tx, —= min
HB: 750x + 2000x, + B0Oxz + 2000x, Z 10 000
2x, + 5x, + X3 + x, ES 24
3x, + %, + 3::3 + Tx, 2 0
10xy + 20x, + 5xz + 25x, 3 105
m:x‘léo; J- =5 25 35, %
Zopt = 305 X = (0, 5, 0, 0, 0, 1, 5, 5)




3.

a) Die Variablen entsprechen den Zuschnittvarianten.
ZF: Z=x1+12+x5+x4+x5+x6—-min

NB: 6x, + 2x4 + 4 2 300
2x, + 2:5 + 5::4 + 2:5 2 150
4x, + 2;1:3 + (-'»:l:6 2 300
n_Nl;: ﬁ E 0; J = 1. 2. esey 60

b) Die Nebenbedingungen und Nichtnegativitdtsbedingungen bleiben
erhalten.
Die Koeffizienten flir die Zielfunktion stellen den Abfall dar.

ZP: 2 = 0,2x, +0,16x; + 0,1613 +0,4x, + 0,16:.j
+0,2x6 —= min

(so, 75, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
(50, 75, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

. L,
a) Zopt = 125 3 £T
b) zopt = 22 ; b <

4, Mit Xqi Anzahl der Arbeitskréfte der 1. Vollschicht

Xg: Anzahl der Arbeitskriifte der 6. Teilschicht
folgt:

ZF: z=ex1+8x2+813+4x4+615+416-—-m1n

EB: x, +x, £ 18
x, +x, + X 2 133
x e = 30
x, + X3 + Xg 2 48
X + X3 2 54
X + X3 2 21
X + X3 + xg 2 11
x, + X 2 123
=2x, + X + X3 £ 0
B x 2 0; J = 1525 snss e
Zopt = 1020 H _-ET = (27!39l15101618419!0131010133!27l030)



5. ZF: Z=1ox1+512+8x3+514—-—max

NB: x ES 8
x, & a3
x, + X s 21
40:1 + 10x2 + 20.1:3 + 3014 £ 1080 1
5xy + 2x, + 6x3 + 4x, £ 108 ‘
3xy + 2xy + 2x3 + X, f 60 |
5:1 + Tx, + 2::3 + Sx4 = 210
311 + X+ 2:3 X B 72 *
X+ X+ Xy £ 24
mB: xy 20; J=1,2, 3 4 |
zopt a 87,2 ; ET & (5512, 18,2,.6; 13, 115.88 3322y 0, 124,

0, 28.44, 3.68, 0, 0)
6. Es werden Variable mit zwei Indizes eingefiihrt (xij)
i: Index flr Produkt B TS
J: Index fir Technologie =12, 3bsw, ] =1, 2

<
1

J

ZF: 2 = 11x.l,I - 7112 e va.l3 + 9121 + 6:22 + 7125 + 18131 !
+ 15:32 —* maX ‘
1

|

l

NB:
2z, +2x, + Xq3 + 3x5, + 4x23 + 3::51 + 3::52 i 200
5:11 + Xgo * 2:13 + Xy * 2:22 + 5131 i+ 6::32 = 340
Xy + 3xy3 + 2x,, + 3x,, + X3 + Xz £ 480
HNB: xyy 20; 1=1,2,3 §J=1,23
zopt = 1420; ;$ = (0, 76, 0, 16, 124, 0, 0, 0, 0, 0,0)
x; = (0, 100, 0, 0, 120, 0O, 0, 0, 0, 0, 20)
L en zu 2,2,2

1. Die Achsenabschnittsformen lauten

A

x x x
Mit der Annahme von

X
Z = 54 folgt — + :§ = 1.

Durch Parallelverschiebung der Zielfunktionsgeraden findet man |
als duBersten Punkt des zulHdssigen Bereiches x, = 6; x; = 6
mit dem Zielfunktionswert Z = 90,
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2. Die Achsenabschnittsformen lauten:
o x5 G - < #1 *
TS0 * 7500 - ' TBTS *700 < 1 3500 * 1T

Annahme Z = 48 :E + :g = 1,

A
na

1.

Daraus folgt durch Parallelverschiebung
x, = 900 x, = 1300 Z = 15 000
x4 = 1200 x = 900 Z = 15 000.

Es gibt also unendlich viele optimale LUsungen, darunter zwei
Basisltsungen.

378

3. Maximierungsaufgabe: x, =6 x, =6 2
x, = 524

Minimierungsaufgabe: x, =8 5 v

toxy=4 =x=1 3=5

5. Flir die Zielfunktion Z, glbt es keine L¥sung der Optimierungs-
aufgabe, da die Zielfunktion auf der Menge der zuldssigen L&-
sungen nach oben unbeschridnkt ist.

Flir Z, lautet die Ldsung x =1 X = 4 Zy = 9.

6. Diese Aufgabe ist nicht l¥sbar, da der L8sungsbereich durch
die leere Menge dargestellt wird. Die dritte Nebenbedingung
stellt elnen Widerspruch zu den lbrigen Nebenbedingungen dar.

Te a) x, =8/3 x, =20/3 12, =342/3

b) x; = 6 x, = 4 Zy, = 34
802. 21 = 20x1 + 40:2
g+ Xy + Xy = 30 Xy + X5 = 15
10x, + 6x2 + X = 240, X, + Xg = 20

Optimale Lisung:
;fpt1 = (15, 15, 0, 0, 0, 5) Z, = 900
8.4, Cy =25 C, =25 2, =750
{52101,1; = (15, 15, 0, 0, 0, 5)
Zoo0pt = {10, 20; ©; 20, 5, 0)

8.5. -x-g‘pt3 = (10, 20, 0, 20, 5, 0) Z = 1000

8.7 P1= a, ?2: b, P3= w5 o5 P4: a, e, P5: By )

Pg: a, ¢, e, £, o



Losungen zu 2,3.2,

1.

2.

5-

6.
Te

2 = 47 1137 22=5 1433
Die optimale Losung ist eindeutig.

Z = 200 Xy = 50 Ty » 100 =xg = 50. Da nach Substitution
von x4 und X3 nur noch Xy in der Zielfunktion vorkommt, han-
delt es sich nur noch um die Ermittlung des Engpasses.

Die LUsung dieser Aufgabe erfordert zuerst die Formulierung
und Lbsung einer Hilfsaufgabe. In der zweiten Etappe des Li-
sungsprozesses zeigt sich, daB die Zielfunktion der urspriing-
lichen Aufgabe auf der Menge der zuldssigen Lbsungen nach
oben nicht beschrédnkt ist.

Uber die Ldsung einer Hilfsaufgabe erhdlt man
Z =1%8 X, = 2 X = 4 33 =1 xXg = 4.
Losungen s. Abschnitt 2,

Siehe graphische Ldsung von Beispiel 6 des Abschnittes 2.3.1.
Zopt = 325000 WE xy = T000 Xy = 3000

Die Kapazitdten in den Abteilungen A, und Ay werden nicht aus=-
geschopft, (14 = 18000; xg = 11000)

8.141s 2, = 426 K" = (0, 9, 6, 24, 0, 0, O, 78, 0)

op

8+.1.2. Losung wie Originalaufgabe

Die Aussage ist ohne neue Berechnung moglich.
T

852-1- Zopt = 330 _x_ = (b, 0, 10, 25. 5. 0| 25| 5| o)

Die Aussage ist ohne neue Berechmnung méglich.

84242 Z,, = 468889 x = (0, 5556, 15, 24.444, 15, O, 59.444,

0, 0)

83010 Zy y = 390 x* = (0, 0, 10, 25, 20, 0, 20, 5, 0)

op
Die Aussage ist ohne neue Berechnung moglich.

Be3e24 zopt = 340,909 £T = (10.909, 17.727, 8.182, 0, O, O,

163.636, 150, 0)

8.4u14 Z 4 = 380 = = (0, 0, 10, 25, 20, 0, 20, 5, 0, 10)

op
Die Aussage ist ohne neue Berechnung mglich.
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8.4.2, Z,oy = 378.333  x = (0, 0,833, 10, 24.167, 20, O, 26,667,
12.5, 0, 0)
9.1, Lediglich das Paar A, B stellt benachbarte Extrempunkte dar.

9.2,
9.3,

9-4'

9.5,

3 R - Rk (T (S B - s i R Y D - RS I e |
xy 81, X = X3 51, X+ X+ xy & 5/2

>
Xyy Xpy X5 = 0
Bei der Ltsung der linearen Optimierungsaufgabe mit der
Simplexmethode ktnnten die Folgen a) und e) entstehen. Alle
anderen Folgen enthalten nichtbenachbarte Punkte oder Zyklen,

die allenfalls bei entarteten linearen Optimierungsaufgaben
auftreten kénnten,

Das System der Nebenbedingungen wird in die erste Normalform
gebracht:
x, + Xy =1
X5 + x5 = 1
x3 + Xg =1
Xy + Xy + Xg + X, = 5/2
x, =0 i=1 2 eeiy 7

Dann ergibt sich:

a) x, wird BV und Xg wird NBV,
b) X, wird BV und x; wird NBV,
c) X, wird BV und Xg wird NBV,
d) X, wird BV und X5 wird NBV.

LUsungen zu 2.4.2.

1. .a) 2:57:":1 + 2%, - 1oi3+1ai — min

b) 2

10x1 + 3:2 - x3 + 214 2 1 Die jeweils zwei bei
o £ der Umwandlung einer

4% - 2%, %3 + X, : Gleichung entstehenden
- X, + 5&2 - k; - 624 =2 3 Variablen wurden im Dual

. oy 41 ' in die dann nicht vor-
3““"1 - X 3 5 zeichenbeschridnkten Va-

i1, i; 20 riablen x2 und x4 zZu=-
o sammengefalt.

'

mnax

12x1 - 18:2 + X3

2k, + 4%, g5
-k + 3% - X 21 8. Bemerkung zu a)
X, + 5x, - x5 : ;

X %3
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2.a)x1=3 =2 Z2=5

it - - optimale L&sung ist nicht
b) x, "% &2 ‘g =2 eindeutig,

c)x1=12 x =1 x3=12 x4=15 Z =29

3. Beispiel 1: Dual 2 = 10 16%, + 2431:3-—- min
% + 5i3 25

"

+

+ 2%, + i3§4
=

.‘21:—‘":_.":-‘”’

Opte Lbsung: %, = 7/2,
Beispiel 2: Dual % = 18X, + 40%, + 24%y —= min

Opt. Lisung: %, = 0 5:3= 2. Z =48
bzw. X, = 0 15=2 % = 4s.

Die duale Aufgabe ist also degeneriert, was wegen der hehrdeu-
tigkeit in der optimalen Ldsung des Primals zu erwarten war.

Beispiel 3: % = 2%, + 4%, - 313 —= min

4%, + 16%, 22
6%, + 4%, - %, 2 3
11§o R I T

Zur LYsung mit der Simplexmethode muB nach Uberfiihrung in die
1+ Normalform eine Hilfsaufgabe formuliert werden:

2:-;&5-&7——1:131
i,

+16i‘2 -i4 +ﬁs =2
6%, + 4&2-:":5 -5:5 +I, =3
iiéo 121' 2. seey Ts

Die Lbsung der I-iilfsautgabe flhrt auf eine degenerierte opti-
male LUsung mit dem Wert "Null" fiir die Hilfszielfunktion.
Danach beginnt man mit der Losung der urspringlichen Aufgabe,
wobei noch zu beachten ist, daB der Algorithmus auf die Maxi-
mierung zugeschnitten ist.
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B, % % % % % Y (% (¢ |-

~—%| 4 @ o -1 0 1 0 2 | we*| =

t, 6 4 -1 0 -1 0 1 3 3/4 | -4

% | =10 -20f 1 1 1 0 o |-5 - |2
—-—%,| /4 1 0 -1/16 0 1/16 0 /8| 1/2 | =1/4
-5 o - /4 -1 =1/4 1 s/2 | 1/2%| =

2 -5t o 1 -1/4 1 5/4 9 |-5/2| - 5
-—%,| 0 1 (1/20)-3/40 1/20 3/40 -1/20| O x
——x, | 1 o =15 1/20 -1/5 =1/20 .1/5 | 1/2 1/5)

210 9 0 0 0 1 1 0 -

-Zz| 0 o -4/5% =3/10 11/5 -6 4/5
—~%z| 0 20 1 =32 1 0

£, 4 o -1/4 0 1/2

2| 0 16 o =32 3 -6

A R B TR LES. R R
-z = =12%, - 4%, + 3%; — max
R D A O
+ 5i3
2= =6+ 3y + g, - %
-z = =6 -(-gf:;-,rgi + 4 s,
Die Variable i mifte BV werden. Da alle Koeffizienten in dem
entaprachendan Vektor negativ sind, ergibt sich, dal die Ziel~-

funktion auf der Menge der zuldssigen Losungen nicht be-
schrdnkt ist.

+

Beispiel 4: Dual % = 6%, + 8%, + 20%; —= min

- X, - 4% + 25‘:355(-5)

“x1+2i2-—10i3-2—4

% 205 1= 1y 2y 2
Opt. Lbsung (mit Z,): %, = 3 *2=’:* % = 22,
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A

Opt. Lbsung: X, = 5 Xz = 15 2 = 260,

1e

|
1
|
Losungen zu 2,5.2, ‘
|
|
l

—-oo< t £ =2 =P = t & -9 -] Bt §oo
X4 /2 2 0
%o 0 3 5
X3 3/2 0 ) 1
*4 0 0 2 |
Z 7 13 + 3t 15 + 5t 1
|
2 -8 £t =510 10 5t 5 30
x4 2 +-1-21-1; 6 _; |
*2 3% - ot 0 |
X3 0 -14 + 4t
24 0 0
Xg, 4+§ -3 +gt
1
2 ?’?-Egt 6 '--st

L8sungen zu 2,6,2,
1. a) Mathematisch~8konomisches Modell
ZE: 2 = 2x,, + 3x,, + 4x,3 + 6:14 + 5%, + X5, + 8125
+ 6:24 - 8x51 - 6):32 kS 7133 + 4x3‘ —=min
NB: X119 * Xy + X3+ X, =30 x.”+xa1+x31=15
o1t Xpp * Xoz + Xy =40 Xy + X5 + Xzp = 15
xj1+x32+x35 +134=50 x13+xz3+153=45
3 4 Tig * T4 * X3y = 45
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NNB: xlj =) is1, 245 g w1y By De e
b) Der optimale Transportplan lautet:
113 = 30; e = 15; Xop = 15; 323 = 10; 153 = 5;

X34 45 [ME] mit minimalen Kosten Z = 505 [GE].

2. Das Optimal tableau hat folgendes Aussehen:

7 5 8 9

by By Bo By 1 B ~
) ) ) [ K

iMoo 1 LB @] 3
. (2 [1of [14] [14]

S Az =D @ i @ 18
ol LRl- o1 os

e el gl ©f -1 ] "’

bj 6 8 5 1 %0

Die minimalen Kosten betragen Z = 326 [GE].

3. Das Optimaltableau hat folgendes Aussehen:

\f 9 1 10 1 0
uy 31 Ey E3 E4 Ef a4
610 SN E 1 N < W 4 T
Bl n w Mon Mo lon
165 PR L S 1 IR (%71 S T
=4 | By 42 -1 0 @ -4 13
[19] S - ey . ¢ R
-5 | B4 & @) @0 s ]
by 12 9 12 8 5 46

Die minimalen Kosten betragen Z = 281 [GE].

Da die Bewertungszahl cid = cé = 0 ist, und zwar flir eine
Nichtbasisvariable, ist die Optimalltsung nicht eindeutig.
Eine weitere zuldssige BasislUsung mit gleichem Zielfunktions-
we_rt lautet:
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Uy E1 E2 E} E{ Ef a;
Be] lxgd 1wl T 0] 3
P [21 | =5 |1 ] G0 Tl
T S 3 ) 3 PR - O &
4| 85 @ -1 ©) 0 R A
) ) 5 -2 e O R
-5 | B3 h ©) ©) oo -5 10
b, 12 g 12 8 5 | 46 | 2 = 281 [GB]
4. a) Mathematisch-tkonomisches Modell:

b)

5. a)

148

ZF: 7 = 4xyq + X5 + 10x43 + 2x,, + 8x15 + 3%, + ..

4 2x45 —= min

NB: > +x12+x13+x14+x15§40
Xo1 ¥ Xop ¥ Zag ¥ Bpg ¥ ilas & 40
X391 + Xzp * Xzz + X3y + X35 = 25
Xg1 * Xgp + Xyz + Xy + X0 £ 60
Fjy K Eoq ¥ Epg Xy F B
Xyp + Xyp + Xzp + Xy = o9
Xiz + g3 +Xgy ¢ Xy = 18
114+x24+x54+x44=32
x15+x25+135+x45=32
NNB: xij Z Q0 - B e B S d=1,12; seeyp 5

Der optimale Transportplan lautet:

1. Losung: Xip = 105 X4 = 20; Xoq = 28; Xoy = 2%
Xp = 105 X 5 = 25; Xy3 = 18; Xy = 32%
Xye = 10 [mﬁ Z = 400 [km];

2, Lbsuang: Xyp = 20; X4 = 20; X, = 28; X = 12;

Xz = 153 ;?f = 10; x43 = 18; Xy = 32;

Xyp = 10 [m

Z = 400 [km].
Die LBsung ist nicht eindeutig. Es gibt zwei optimale Ba-
8isldsungen.

Berechnung der Transportkosten laut Plan:
K=1:13+5:-944-10 +6-12 +6-14 +8 -8 = 318,



6.

b) Die L8sung kann zur nicht degenerierten Basisldsung erwei-
tert werden, wodurch die Optimalitdt gepriift werden kann,
Es handelt sich um keine Optimall@sung.

VJ 2 4 1 3

uy Vs VE V3 V4

] L4 %J_ 14
0

B 66_3 L8]

&J -7 I -1 () =7
2
2

22

?

o]
-2 22

‘iiEL

17

o
P
—

22

13 14

n
W
—

¥a

4

1

A Y
0 [ n] =] ] @

K

s
3

7y
ox
2| &1 ® -1 @ -2 -2 22

L8] 2 L2] =
2 Ay - o 3 22

QJ 10 12 13 14 17 66

Die Transportbeziehungen mit dem optimalen Zielfunktionswert
Z = 298 [GE] lauten:

Xy3 = 1, X5 = 17, X3 = 12, X34 = ?0, Xy4 = 4,

x50 = 10, X3, = 12 [ME].

Die Einsparung betrdgt 20 [GE].

Die optimale Losung wird in Tableauform angegeben. Dabei han-
delt es sich um keine eindeutige Ldsung, denn wir stellen
feat, daB8 die Bewertungszahlen cid auf den Feldern 522E2 32434
mit Nichtbasisvariablen den Wert Null annehmen.

Gleichzeitig miissen wir feststellen, daB die LSsung wegen

Xq3 = 0 als Basisvariable degeneriert ist.
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Alle nicht eingetragenen Bewertungszahlen sind negativ und er-
fillen so das Optimalitdtskriterium.

V4 14 12 10 7 (o 4 4
uy Ey E22 E310 E47 Efo lzm 13M 8y
Bl lolololele] | =
2] LB} LR} (] 1O TO] - [N
=9 [Pz @5_ 3
K B '} 0 0 X
3 B, LM _(1)_ Ler (K] [O] @I_ K] 3
S 3 N 0 0 ]
-4 |B,|By3 L L_" e B (57 L% 13 1}‘
X [ O =2 o 0 [ M)
4 b o & ™
N ; 0 0 '}
e B, (uf [m] [ M] [ § B -1 @L_ 3] 1
10 M 1 o M 0
o~ 55, Lup (uyp [Mp M [ d‘T i
] & (el [y (M T 5]
-6 B, éj‘ 2
i B P L0 - 3 ¢ S B
& 23
¥ 7 0 0
| [y T & SR SRR M i
by |12 9 12 8 : 42 14 92
7. a) Optimale Ldsung: X0 = 2 X3 = 15, x5y = 5; Xyp = 4;
X4 = 105 X3, = 9; Z = 639.

b) Es tritt keine Verinderung in der optimalen Losung ein.

L]

c) Optimale LUsung: X0 = 25 Xy3 = 15; X5q = 55 X5 = 4;
X4 = 10; X33 = 9 Z = 661,
Man erhdlt die BasislOsung von a); es éndern sich jedoch
die Kosten und damit der Wert der Zielfunktion,

d) Optimale L¥sung: X0 = 155 X3 = 2; X4 =55 X3 = 4
Xog = 103 x3p = 9 Z = 592,

n
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. @) Optimale L¥sung: (
1. LBsung: x5 = 6

die Zuordnung ist nicht eindeutig)
P X3 =1 X0 =5 X =4

124 = 10; 153 = 4; xat = 5; Z 573.
2. Lisung: x4, = X3 = T3 X4 = 55 Xy £ 103
Xzz = B} Xp = 4§ Xzp = 1 2. = 573.

£) Optimale L8sung: (die Zuordnung ist nicht eindeutig)
1. Losung: x,, = 15; Xy3 = 2 X, = 6; X4 = 13;
Xzq = 23 x33 = 13; Z = T36,

2. LUsung: Xyp = x13 = 2; Xy, = B; X4 = 113
X33 = 13; x34 = 2; A T36.

8, Das mathematisch-tkonomische Modell lautet:

i
—
o
|
F S

1
-
\un

ZF: T = 14:11 * 1?.’:::12 +l:.:13 + 711‘ + “121 “ 8122 + 6123 + 3:24

+ ‘10::31 + 6::52 + 5135 “+ 4:54 + 20 — min

NB:  Aufkommen: Bedarf:
Tyq + Xy + Xz + Xy, 223 Xyq + Xpq * X3y = 12
Xpq ¥ Xpp + Xpz Xy, 213 Xyp ¥ Xy +Xzp = 9
Tgq + Xzp ¥ Xzz + Xyy = 0% X3 4 Tz 4 Xgz = ‘g

114 + 124 + 254
* Berlicksichtigung der Zusatzbedingung b)
HNB: xy 20 1=1,2,3  §=1,2 34
zusitzliche NB: X43 = 0 X4 = 0*

* durch c"l3 =M, Cyq = M abgesichert
X0 23 X322 X35 g
*%* Berlicksichtigung der Zusatzbedingung c)

Unter Beriicksichtigung von zusédtzlichen Betrachtungen 1lHG1T
sich diese Aufgabe auch in tabellarischer Form darstellen,
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