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0. Vorbemerkungen

In der vorliegenden Reihe der drei “Obungsmethodischen Lehrbrie-
fe* far das Lehrgebiet “"Mathematik fir Ukonomen" werden die Lehr-
abschnitte Lineare Algebra, Lineare Optimierung, Analysis und
wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt.

Ziel des Einsatzes dieser Lehrbriefe ist es, das Verstehen durch
Anschaulichkeit und damit die Ergebnis- bzw., Erkenntniswirksam-
keit Ihres Selbststudiums im Lehrgebiet Mathematik wesentlich zu
verbessern.

Die Lehrbriefe unterscheiden sich von herkémmlichen Obungsaufga-~
benlehrbriefen vor allem dadurch, daB Ihr Selbstindigkeitsgrad
beim L&sen der jeweiligen Klasse der Obungsaufgaben systematisch
angehoben wird. Dies wird erreicht, indem jeweils im Abschnitt
“"Beispiele” die lehrmethodischen Darlegungen - gewissermaBen das
Wort des Lehrenden - das modifizierte Vorgehen beim Lésen der
Aufgaben beschreiben und/oder die Spczifike methematischer Dar-
stellungen zur Ldsungsverzielung und -beschreibung, wie Tableaus,
Schemata, Graphiken, zur Anwendung gelangen., Beim Durcharbeiten
dieser Abschnitte wird Ihnen deutlich, wie die konkrete Anwendung
bzw. Umsetzung oder auch Interpretation allgemeingultiger mathe-~
matischer verfahren, Vvorschriften, Algorithmen etc. erfolgen

au,

Es wird hierfur empfohlen, sich vorher (nochmals) mit den zutref-
fenden Abschnitten im zweibandigen Lehrbuch "Mathematik fur Uko-
nomen® vertraut zu machen und von vornherein Selbstandigkeit im
Durchdenken des Lésungsprozesses anzustreben. Dies verbessert zu-
sétzlich Ihre Bedingungen fir das nachfolgende selbstandige Losen
der Aufgaben in den Abschnitten ~“Obungseaufgaben”.

Lésen Sie nach Méglichkeit alle angebotenen Obungsaufgaben. Sie
erreichen damit eine hohe variation in der Methodenbeherrschung.
Sollten bei der LSsung der Aufgaben Probleme auftreten, wenden
Sie sich vertrauensvoll an Ihren Mathematikkonsulenten. Fordern
Sie diesen auch auf, in den Lehrveranstaltungen mit den ubungs-
methodischen Lehrbriefen zu arbeiten und die im Selbststudium er-
arbeiteten Aufgabenlésungen sowie die Losungswege zu beurteilen,
Beachten Sie jedoch unbedingt: Die Arbeit mit den Lehrbriefen er-
setzt keinesfalls das Studium des Lehrstoffes im o. g. Lehrbuch,

sondern im Gegenteil, sie setzt dieses voraus!



Die durch den verdnderten Grundstudienplan erforderliche Ober-
arbeitung der vorliegenden ~"Obungsmethodischen Lehrbriefe” erfolg-
te unter folgenden Gesichtspunkten:

Die fast Ubersll vorauszusetzende Verfugbarkeit von leistungs-
fahiger Rechentechnik 148t eine weitere Zurickdrangung der zu
demonstrierenden Rechenaufgaben in Vorlesung und Seminar zugunsten
verstarkter Berucksichtigung allgemeiner (theoretischer) Fragen
geboten erscheinen. Dies wird in der Aufnahme eines gesonderten
Abschnitts in der Linearen Algebra deutlich.

Es wira an verschiedenen Stellen empfohlen, die Aufgaben mit

Hilfe von Kleincomputern zu lésen. Entsprechende Software ist in
immer starkerem MaBe verfugbar.

Die GrbBenordnung der Aufgaben wurde trotzdem meist beibehslten,
um auch weiterhin dem Aspekt der Methodenbeherrschung durch selb-
standiges Lésen Rechnung zu tragen.

Der Abschnitt Determinanten wurde gestrichen. Das schlieBt jedoch
nicht sus, daB der Begriff der Determinante an einigen Stellen
verwendet wird.



1. Lineare Algebra

1.1, Basistransformation

1.1.1. Beispiele

Durch eine Anzahl von Besistransformationen kann men ein lineares
Gleichungssystem A x = b in die kanonische Form Uberfihren, die
fur das Ablesen der Losung des Gleichungssystems besonders geeig-
net ist, Die Gewinnung der kanonischen Form wird tabellarisch
vorgenommen: und die einzelnen 8chritte werden dabei erlautert.
In den Beispielen wird lexikographisch vorgegangen, d. h., es
wird jeweils der kleinste mogliche Index (Reihe) fur das Haupt-
element gewahlt. Das kann natirlich unter Umstiénden zu unbequemen
Rechnungen fuhren.

1. Vorgelegt sei das Gleichungssystem 3!1 + 9:2 - 6x3 = -9
-2x, = Bx, ¢+ 2x, = - 4
BV x, xp x3| % |-} 3x: . ex: - 5x§ --6.
® 9 -6|-9| »
1 -2 -8 2 -4 2 In dae erste Teblesu werden
3 8 <5 -6 -3 die Ausgengswerte eingetras-
xy 7 3 =2 | -3 | -3 gen. De noch keine Variable
11 0 %é) -2 |-10 » sls Basisveriable (BV) ge-~
0 -1 1 3 1 wlhlt wurde, bestehen drei
Wahlmdglichkeiten. In allen
x3[ ¥ O =-5|-18 s Beispielen soll der jeweils
I x| © 1 1 511 kleinete mdgliche Index ge-
0 0 <2> 8 » wéhlt werden. (5) iet das
xy 1 (o] (o] 2 Hauptelement., Es wird damit
Iv x, (o] 1 [o] 1 die Zeile 1 Hesuptzeile und
Xy (0] [o] 1 4 die Spalte 1 Hasuptspalte.

Oie Hauptzeile wird mit dem
Kehrwert des Hsuptelementes
multipliziert (1/3) und so die transformierte Hauptzeile gewonnen.

In dem Tableau II notieren wir die transformierte Hauptzeile. Als
Hilfespalte fihren wir die - ‘-Spalte ein, in der mit Ausnahme

des Hauptelements die negativen Werte der Hauptspalte stehen. Die
restlichen Elemente werden wie folgt berechnet:

. gleich- )
[ neues 1 N J’alt.. \ j gloichﬁoiligos Ele- v X Eg:::ig"
1Elonont ~Element _ment -% -Spalte ‘der trans-
formierten

_Hauptzeile
7



FGr den Ubergang von I zu II werden die Berechnungen ausfOhr-
lich engegeben:

&21 a(-2) +1:-2=0 &22 = (-8) ¢+ 3:2 = =2

dyy = 2+ (=2) "2 = -2 dyg = =4 + (=3)-2 = -10
331 =341:(-3) =0 dy, =84 3:(-3)=-1
dyg = =5 ¢ (=2) (=3) = 1 dyg = =6+ (=3) - (=3) = 3

QS\ ist jetzt das Hauptelement. Es entsteht im Ergebnis der

Berechnungen das Tablesu III, in dem nur noch Xy sls Bessisve-
riable gewdhlt werden kann. Das Hesuptelement ist (2). Aue dem
entstehenden Tablesu IV 1aBt sich die Ldsung des Gleichunge-

systems ablesen: Xy = 2, Xy =1 und Xy = 4,

2. Die Gleichungssysteme
a) 2x1 S Xy v xg= 7 wund b) 2x1 + sz - 4x3 + 2x4 = 26
-3x1 + 6x2 + 5x3 = =15 - x4 01/2x2 + 2x3 * 3x‘ = =9
x, ¢+ 4x2 + 7x3 = -1 3:1 - Xy ¢ 5x3 - 2x4 = =5
3x1 + 3x2 + 5x3 ¢+ 6x, = 4
sind zu lé6sen.
o) [ov [, x, x x, _‘ In a) ergibt sich im Te-
blesu III, deBd eine Glei-
<§> -1 1 7 * chung Gberflissig 1ist
I -3 6 S =15 3 und damit kein weiterer
1 4 7 -1 -1 Schritt susgefiuhrt wer-
xy 1 -1/2 1/2 7/2 1/2 den kann, Die bei dieser
11 0 (3/2) 13/2 | -9/2 - Wahl der Basisvariablen
0 9/; 13/2 | -9/2 |-9/2 ermittelte Basisldsung
ist x = 3, Xy = -1.
11 X1 1 0 11/9 3 Allgemein lautet die L&~
2| © 1 13/9 -1 sung des Gleichungssy-
0 0 0 0 stems, die einen Frei~-
heitegred hat,
9
‘x 3 11/9



In b) stellt man fest,

b) BV ] x4 X2 X3 X4 X0 |~ ‘ daB es in der Glei-
(:) 3 -4 2 26 * chung, die noch ohne
-1 1/2 2 3 -9 1 Basisvariable 1ist,
I 3 -1 -2 -5 ] -3 kein di_1 + O gibt,
3 3 5 6 4|-3 aber b; + O ist. Das
xg | 1 32 -2 1| 13 ]-3/2 tritt auf, weil das
0 (§> o 4 , Gleichungssystem einen
II 0 -11/2 11 -5 |-4a | 1172 widerspruch enthélt,
0 - 3/2 11 3 |=35 3/2 Vielfach besteht die
x 1 0 -2 -2 10 2 Notwendigkeit, ein
x| © 1 2 2 o lineares Gleichungsf
III o 0 63) 6 |-33 « system von einer kano-
0 ) 11 6 |-32 | -11 nischen Form in eine
andere kanonische Form
*1 ' 1 o 0 -10/11 4 zu Gberfihren. Auch
v X2 0 1 o 2 2 zur Lésung dieser Auf-
xy| © 0 1 6/11} -3 gabe verwendet man
0 0 0 o 1 die Basistransforma-

tion. Wir gehen von
der kanonischen Form des Gleichungssystems 2a) aus und nutzen die
Besistransformstion, um Xy gegen x, bzw. gegen x, auszutauschen.
Im Ergebnis erhalten wir zwei weitere Basislosungen des Glei-
chungssystems. Die iberflissige Gleichung wird in den Berechnun-
gen weggelassen.

Austausch von Xy gegen xq Austausch von x5 gegen xq
BvY Xy Xy Xy X - A Bv xq Xy Xz X -’
xq 1 o 3| % ||x, |2 o 11/9| 3 }11/9
Xy (o] 1 13/9| -1 |-13/9 x| O 1 13/9) -1 *
Xy 9/11 0 21 27/11 xy 1 -11/13 0 | so/13
xy -13/11 1 0 |-50/1% xy | O 9/13 1 -9/1ﬁ

Die Basislésungen lauten (xz ) - (-50/11 ) und (xi) -(’50/13 ).

X3 27/11 X3 \-9/13/,



x, -50/11 " 9/11’
Aus den allgemeinen L&sungen ( - ( - ‘)xl
X3 ~27/11 -13/11

50/13 7-11/13

und ( Xy 148t sich bei wahl von
—9/13 N 9/13
7

= -8 bzw. von x, = -14 die Nichtbasisldsung

= -8, X, = -14 und xg = 9 gewinnen.

‘1

1.1.2. Obungssufgaben

1. Oberfuhren Sie mit Hilfe der Basistransformation die folgen-
den Gleichungesysteme in die kanonische Form, und geben Sie
die Ldsungen anl

8) 4xy + 5x, = 3 b) 2xy - X, = 3x3 = 0
2x1 + 3x2 = =5 -6x1 + 4x, + 10x3 - =2
2x1 + 3x2 + 4x3 = 1

c) Xy + 2%, + 4xy = X, =1
- Xq -‘3x2 - 5x3 + 4Ax, = 3 d) Xy ¢ x5 ¢+ Xg = 0
in + sz - 10x3 - 12x4 =3 Xy + 2x2 + 3x3 s 11
=3x4 - 2x2 + 7x3 + 10:4 = 4 Xy + 3x2 + 4x3 = 23

2. Geben Sie sdmtliche Basisl8sungen des Gleichungssysteams

Xy # Xy + Xy = 5 , 2x1 - Xy + 3x3 = 4 anl

3. Ermitteln Sie die existierenden Basieldsungen des Gleichungs-
systems

Xg + Xy + Xg ¢ X, ® 6

Xg = Xy + Xg + X, " 2
= -4 |

Xl X2 X3 + x‘

10



1.2, Matrizenoperstionen und Blockmatrizen

1.2.1. Beispiele
1. Gegeben sind folgende Matrizen bzw. Vektoren:

1 4 5 0. /2 0 0 0 7 0 0 O
00 1 7 0O 400 0100
A1°lo oo a4) 22"lo o1 0] %*loo0o 10
000 3 00 o0 3 0 0 0 1
' ‘1 3 -2 \
2 7 3 -2
a1 )" 8 =% -5 ‘) % * (1 -4 5 -1
s 2 1 0
-7 =1 . .
s . -1 2 -3
Ael 5 s Ag = (64210 =8y Aj=| 0-10 1
o 1 1 0 -1

Cherskterisieren Sie jede dieser Metrizen bzw, Vektoren mdg-
lichst uafesssend! Geben Sie von sllen Mstrizen den Typ anl
Bestimmen Sie, welche der Matrizen reguldr bzw. singuldr eind!
Bilden Sie die trensponierten Metrizen!

Ldsung:

Az Es handelt sich um eine obere Dreiecksmstrix vus Typ
(4, 4).
Die zu A; gehdrige Determinante

O O
o O &
O » n
& N O

det A =
0O 0 0o 3

ist gleich Null, de dss Produkt der Elemente der Hasupt-
disgonalen der Dreiecksdeterminante gleich Null ist, De-

mit iet die Matrix A, einguldr.

1

Ax: Typ (4.4)
det (A,) = 24 + 0
A, ist reguliér. A, ist eine Diagonelmstrix.

11



A: Typ (4.4) det (A;) = 14 O.

Ay 18t regular, A, ist eine Einheitsmetrix.
Ayt Typ (4.1) 8, ist eine spezielle Matrix - ein Vektor
(Spaltenvektor).
Ag: Typ (3.3) 1 3 =2
det (A;) = [0 -5 4f =0
2 1 o)
Ag 1st singuldr.
Ag: Typ (2.4)
T
Ay Typ (4.2) A, = -Ag
T
Ag: Typ (1.4) 8g 1ist ein Zeilenvektor,
Ag: Typ (3,3) -1 2 -3
det (Ag) = | 0 =20 1| = =384 0
1 0o -1

Ag iet regulér,

Gegeben sind folgende Matrizen bzw. Vektoren:

1 3 1\

4 2 4 1 2 o0 1 1 0 -4
Asl, 5 .3 B= |3 1 2 7’ g-‘q 1 2

o 7 6, 1 -2 3 4 s 3 o0

VA S

3 1
a=|_, b= (312 -1) g-(z)

Yy -3

Men prife, welche der folgenden Operationen mit den obigen
Matrizen bzw. Vektoren susgefihrt werden kdnnen, Fihren Sie
die mdglichen Rechnungen durchi

8) 3A + 4B b) A + 28" c) 28 - A

d) 28 - 3aT e) A Cc f)CAc

9 (ag) h) (28 1)a-b

Nb-e k) (28 - 38)7- ¢c 1) A-b
T

m) b A ‘n) A' b o)

©(4a) + 2¢



L3sung:

a) Diese Operation ist nicht susfihrber, de die Matrizenaddition
nur far Matrizen vom gleichen Typ definiert ist.

i‘-} 53-4
b) Die Operation ist durchfdhrbar.
T
403 843 .
3 1 1 3 1,
T 4 2 a4 1 -2
A+ 28 = -2 5 -3 + 2 o 2 3
\0 7 &6 1 7 4
‘13 1 2 6 2
4 2 4 4 2 -4
*{-2 s -3]° O 4 6
\0 7 6. 2 14 8
3 9 3
8 4
T
As28 =12 9 3
2 21 14,

c) Die Operation ist nicht durchfOhrber, de B und A unterschied-
lichen Typ besitzen.

d) Die Operstion ist durchfGhrbar, de B und AT den gleichen Typ
haben.

1 2 0 1) ‘1 4 -2 0
28-3aT-a2 (3 1 2 7)-3(3 2 s

1 -2 3 a4 1 4 -3 6

~N

-1 -8 6 2
28 - 3AT = (-3 -4 -11 -7)
-1 =16 15 =10/
e) Die Operation ist durchfihrber, da A und C,aber such C und ¢
verkettet sind.
A - & - e
4-3 3-3 3-1
E——

13



Dse Ergsbnis ist ein Spaltenvektor vom Typ (4.1).

1>
3]
1o
[ ]
)
N

1»
{g]
]
1
N
N

22
A-C-c- -22

\ 23

N AN

14
-4
25

6
14
-4
25

1 N
4
-3

(1
-1

A
-3/

0 -4
1 2
3 0
"1

31,

Unter Verwendung des Falkschen Schemas la8t sich die Matrizen-
aultiplikstion sehr Gbersichtlich gestelten, Durch Anflugen
einer Hilfezeile. die sich Burch Addition der Elemente in den
einzelnen Spalten ergibt, ist eine Rechenkontrolle mdglich.

1 (o} -4 1
-1 1 2
5 3 o] -3
1 3 1 3 6 2 9
4 2 4 22 14 =12 86
-2 S =3 -22 -4 18 -84
0 7 6 23 25 14 3
Hilfezeile 3 17 26 41 22 42

f) Die Operation ist nicht durchfGhrbar, de keine Verkettung der
Metrizen vorliegt,

g) Die Operation ist sueflihrbar, da eine
Matrizen vorliegt.

‘13

4 2
At=l_2 5
\©0 7

14

Verkettung der beiden

/ 3 6 2\
22 14 -12
-22 -4 18

\ 23 25 14



'3 22 -22 23
(A-c)" = (6 14 -4 25
\2 -12 18 14/
T T,T
Es gilt (A C) = C' A", so deB such folgende Berechnung még-
lich iet:
1 4 -2 0
3 2 S 7
1 4 -3 6
1 -1 5 3 22 -22 23
1 3 6 14 -4 25
-4 2 0 2 =12 18 14
-3 2 8 11 24 -8 62

h) Die Operation ist du
8 vorliegt.

rchfahrbar, de Verkettung zwischen B und

‘1 3 1
2 1 =2
T T T
1 7 4
1 3 1
2 1 -2
o 2 3
1 7 4
1 3 -2 4 |11 30 5 (8a)T = (11 30 5)

1) Die Operation ist du
kettet ;
1%

3
eb=|_, (3 1 2
4.

J) Die Operation ist du
kettet.

rchfGhrbar, die beiden Vektoren sind ver-

‘3 1 2 -1

9 3 6 -3

1) = | 6 -2 -4 2
12 4 8 -4

rchfuhrber, die beiden Vektoren sind ver-

‘1

3
ba=(3 1 2 -1) (_2 --2

N4
15



k) Die Operation ist nicht durchfGhrbar, da B und A nicht voa
gleichen Typ sind und deher nicht subtrshiert werden kdnnen,

1) Die Operstion ist nicht durchfihrbar, de A und b nicht ver-
kettet sind.

m) Die Operation ist durchfGhrbar, de b und A verkettet sind.

\

‘13 1
bA=(3 1 2 -4 2 4)a(3 14 -5)

-2 5 -3

\ 0 7 6

n) Die Operation ist nicht durchfahrbar, de 5T und b nicht ver-
kettet sind.

o) Die Operation ist durchfGhrbar; B und 8 sind verkettet, 8 (42)
und 2¢ sind vom gleichen Typ.

1 2 o 1 TN /4
B . (48) = ‘3 1 2 7 ‘ . a ‘ 5 ) - (120)
1 -2 3 4 -2 . 20
A .20
44 1 / 46"
B (4a) + 2¢c = (QZO ) + 2 ( 2) = (124
\ 20, -3 14

Man erkennt aus den Aufgaben:

Das Ergebnis der Multiplikation

- eines Zeilenvektors mit einer Matrix ergibt einen Zeilenvektor;

~ einer Metrix mit einem Spaltenvektor ergibt einen Spelten-
vektor

- einer Matrix mit einer Matrix ergibt eine Matrix;

- eines Spaltenvektors mit einem Zeilenvektor ergibt eine Matrix;

- eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor ergibt einen Skaler,

wobei jeweils eine entsprechende Verkettung vorausgesetzt wird,

3. Welche der folgenden Matrizen besitzt eine Inverse? Im Exi-
stenzfalle berechnen Sie diese!

4 2 -1 1 1 -1 6 9
8) A= |5 3 =2 b) A = (—2 1 1 c) A= (3 12)
1

3 2 -1, 1 1
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c) Xq x Xy X, Die Matrix d) Da die Matrix
nicht quadratisch
xx{ ¥ O 6 9] a. ( 6 9 ) ist, 1Bt sich
Xy 0 1 8 12 .8 12 kein Inverse
bilden.
X3 /e 0 1 3/2 ist singular,
x, |8/6 1 o o
2
4. Gegeben seien folgende Matrizen A und B, die durch Blockma-

18

trizen dargestellt sind:

A 841 252 By1 B42
2" \a A 8= g B
221 222 221 S22
mit
1 ‘-2 3
A = ( ), A= ( ), A, =4, A= (=2,1)
11 3 12 12 21 22

1 2 3)
Bjy= 2. Byp=(3.1) ., By (2) ¢+ Bap t (1 ) .

Berechnen Sie A - B,

Ldeung:

Durch Aufschreiben der Gesamtmatrizen kann man sich von der
Verkettberkeit der Einzelmatrizen, welche Vorsuseetzung fur
die Anwendung der Formeln

€11 " 844841 * 842821 ¢+ E42 = 844845 ¢ 24285
€21 ® 221843 * 822833+ L2 = 851812 * 222872
iet, Gberzeugen,
1 -2 3 ‘2.1 3.1, N
A= (LQ-L-Z!--Z- g=- ( 1 ; 2 3 ) A-8B=C- (-:-L-;--z-)
\ 4| -2 1 21 3 ..

fa(3)2 (302 GGG G
T LRy S [ R R e Y

Cpy = 4:2+(-21) (:‘)- 8+0=8



Cop = 4 (31) +(-21) (i :)-(124) + (=3 =3) = (9 1)

62 4
€= |.2...2..8. ),

8,9 1

Deraus folgt:

5. Berechnen Sie ait Hilfe von Blockmstrizen das Produkt von
A+B,

. 1 0! 2
‘12 3 : 4 0 3 -1 0
A (-0 B} mef 0 2 g
3 4 0 : o o 1 o o
W1 0 -1, 0 1 \. 0 -1/
Ldsung:
ﬁ 'E =c

<« /1 O
oY 3.4, (o o) (1 o)_ (15 -4\
o 2 o 1/l2 o) ' 322

11 4 ' 5

/2\
N\ * 1
. o(34 0 (0 ).<o o o). 6) c - [ -4---8-—-C
=22 \10-1/% . o 1jl-1 o 15 -4 6

\ \
.3 =2 . 0y

10
N
"

[ ]
» W
o &
U

-
v

19



1.2.2. Obungssufgeben
1. Gegeben sind die Matrizen A und B.

)

20

4 0
A= ( 1 3 ) B = ‘6
0o 1. 0

Gesucht sind die Matrizen

AB ., AT,

YA

(A B)'

Gegeben sind die Matrizen A und B,

>

(12

Gesucht sind die Matrizen

-1

A', 8", a"1, 871, (a1,

T

((a )t gTa’, @ HT. (8

.
-

. BA, (8A), 8'a’.
L

s)

(81, ae. (aB'., (aB)
-1.T

) .

Gegeben eind die Metrizen A, B und C.

1 4 3
-2

5-(2 o
-3 2 5

) e

Berechnen Sie die Produkte A B,

Gegeben sind die beiden Matrizen A

(ag)’. a', 8", 8'aT, und
der Regel
‘4
(A8)7 = 8" AT a1t A-(l
‘0

Welche der folgenden Metrizen

stenzfall berechnen Sie diese!

‘124
) b) A~ 132)c)
112

A=

23
(1 5.

1 -5 0 -1

-1 5) g-(s 4 3)

1 -5 1 0 1
BA, AC. CA. BC, CB.

und B, Bilden Sie A B,
bestdtigen Sie die Gultigkeit

besitzt eine Inverse? Im Exi-

123 1231
ﬁ.(215)d)5.2142
3138 0131
‘0201



6.

a)

Berechnen Sie:

((a -8, by (ae” - aTH™HT L o) ((aTa - an™HT
mit ) ]

A=(2 1 0y g.(1 0 2\

‘(ozz) '(\221)

Begrunden Sie des Ergebnis von c)!

Folgende Matrizenprodukte sind Uber Blockmatrizen zu be-

rechnen:
1 0 2
T2 3 4 O 4 3 1
A 5—-9--3--9--3-) . B 2ol
1 0 1 E 1 1 1 03 1
.0 2 2 1 2 0 1.3
2 1 7 .2 2¢ 3 : 27
g ' 1. 3 6
A= ( 3..2..2..3k Bl 2,43
‘ 1 3 5 : 1 6 3 ' 5 2
5 4 3 8 B 4 11

1.3, Mastrizengleichungen

1.3.1. Beispiele

Berechnen Sie X aus folgenden Matrizengleichungen! Stellen Sie
debei zuerst die sllgemeine Form auf!

1.

AX-BX=E-CX
mit

21
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AXeXxec XegE-A-BCoCX
mit
110\ 1200 /2 0 2\ 100
A«{021), B 011). [ 111)und§- 010
001/ 221, 221 001
L8sung
AXeXxegCX-cXx=E-A-BC
(A+Eecl-C)x =E-A-BC
Xe(AvEeC -1 (E-A-80)
212 424
cT=f[012) Bcaf 332
211 L8 47
110 100 12 202\
A+sE+g -caf02 (oxo 012 (111
‘\001, 001 211 221
‘220
A*E‘.QT-S-(dSZ
02
7100 1.1 00 ‘42 &4
g-g-gg-(oao -(oz:)-(ssz
001 001 847
(=4 =3 -4
5-:-59-(-3 - -3
\-8 ed4 =7
8 -4 4
(AsEsS -0 taxd|2 a-a),
1 2 8
‘8 =4 4 (=4 =3 =4 =52 =24 -48'
5-5}(2 4-4) -3-4-3), x-}-é(m- 8).
1 2 8 \ =8 =4 =7, =74 =43 =66



3.2 - (A s B) P -

mit
A= (2 0 ).
13,

Ldsung
2x - (A% + A
2x - A% - A
(26 - A% - A
A2 .

o o
I o

(-3 1)' _c__(7-2 . E"i O)‘

2 -2 4 -1 0 1.
BA+B) x=g-Cx
-BAx-8x-E-CX
8A-8240)x=E

2 2 -1

1 3 1 ) (
ea-(7} 1)(

X=(k(-A"-A8-8

2). ae-(22) (2223

)e (23 e (2 22 1))

2 (10\) (40) -6 2
-AB~-BA-B"=C=2 01/ \sg

3 =5

(-5 3)- S 11 -s\)0 (7 -2
"\ 2-6 (-10 6) \4-1
2\

e -4%-ap-pa-g-c-(7 %)
4 =3
32 32
A2 -A®B-ga-82-c)? .1.('5) 1(')
(2E - A AB-8BA-B ) * =35 \-s - A 5
X=-XA+XB=(C
mit
(1 3) 21 1 2 (
5'\24,' 5-13. 0(22 und E =
\3 4,
LB8sung

23



02
€-a-0--3(,,)

1 2 ‘0 2 ‘2 6 -1 =3
IONEETIE TR 5 W
.3 4 : 4 14 -2 =7

5. Lésen Sie folgende Matrizengleichung nach X auf:
2(xa+xB) =2x+c.
Losung:
2xA+2xB-2x=C X(2a+28-26)=C,
x=cl(za+28-20)7"
Berechnen Sie X und Y aus folgenden Gleichu.ngssystemen. Geben
Sie debei zunl:hot die sllgemeine Form an.

1.3.2. Obungsaufgaben

FOr die nachfolgenden Matrizengleichungen bzw. -gleichungsey-
steme sind X bzw. X und Y zu berechnen:

120" 1 00
1.AX-X=X+AX+B8 att 5-(010).§-oz1
002 1-33

T 12 35
2. XA+ X(B+C)+D=X+E mit A=]|, 2,)' B=\1549/:

10

[ ]

—
(%Y
N

T —

Cae(2]) e (30)

1.4, Verflechtungen - Anwendungen in der Ukonomie

Obwohl der Umfang der einzelnen Aufgaben aus didaktisch-methodi-
schen Grinden so gewdhlt wurde, daB eine Ermittlung der Ldsung
ohne Rechner zumutbar ist, wird empfohlen, die Aufgaben auch un-
ter Nutzung von Kleinrechnern zu lésen.

Dabei sollten Sie die Moglichkeiten von Variantenrechnungen, Er-
weiterungen und zuséatzlichen okonomischen Aufgabenstellungen nut-

zen,

24



1.4.1. Beispiele

Materislverflechtungen

1.

8)

Ein Betrieb stellt sus den Rohstoffen R1 und R2 in der ersten
Produktionsstufe die Zwischenprodukte Zi' Z2 und 23 her.

In der zweiten Produktionsstufe werden aus dieeen Zwischen-
produkten die Endprodukte 51 und Ez gefertigt.

Der Meterielverbreuch von Stufe zu Stufe ist durch folgende
Beziehungen gegeben:

Es 80ll eine Gesamtmaterislverbrauchsmatrix aufgestellt wer-
den, die in ihren Einzelelementen den Rohstoffverbrauch pro
Einheit des Endprodukte angibt.

b) Wie groB ist der Gessmtrohstoffbedarf, wenn der Betrieb 1600

)

1 und 1260 Einheiten E2 herstellen soll?

Einheiten E
Ldsung:

Der MateriaslfluB zwischen den Rohstoffen und den Zwischenpro-
dukten kenn durch folgende Matrix dargestellt werden:

M 4 2 3 RZ bezeichnet den dkonomischen Typ
RQ "3 &4 2/ von M

Analog kenn der MaterislfluB zwischen den Zwischenprodukten
und den Endprodukten dergestellt werden:

'

25



b)

26

"2 2 1 ZE bezeichnet den 8konomischen Typ

|3 2 von M

1 4 2

Gesucht ist nun die Materislverbreuchematrix M vom dkonomi-
schen Typ RE, Sie entsteht durch Multiplikation von M, und

1
!2‘ , .
M ;§ My (4 2 3) 2 1) (17 20)
- . - 3 2 -( ).
RE T\, 2/ \, 4 \ 20 19

FOr die Matrizenmultipliketion existiert die dkonomische und
demit auch mathematische Verkettung.

g, 17 bedeutet z. B.: Zur Herstellung einer Einheit E

sind 17 Einheiten R1 notwendig.

1

FOr den Geeasmtrohstoffverbrauch leitet sich folgende Formel
ab:

. o 188t sich aus der Aufgsbenstellung
1 RE 1 ablesen: gT = (1600 1260).

xP
m|

Deann {ist , . . ,

ra (17 20) ’1600) - (52400)

- .20 19 (1260 55940
Zur Realisierung der Gesamtproduktion sind 52400 Einheiten R
und 55940 Einheiten R, notwendig.

1

Fir eine Materislverflechtung sind folgende Angasben bekannt:

- Materislaufwandmatrizen zwischen den Produktionsstufen,

- geforderte Produktionsmengen der Zwischenprodukte und End-
produkte,

- FluBbild des Produktionssblaufs.

Geben Sie die Metrix !RE pro eine Einheit Endproduktion und
den Gesamtrohstoffbereitstellungsvektor r fir Zwischenproduk=~
tion und Endproduktion in der allgemeinen Form an.

J1 B2 M3 Ma Mse Mg Mpe Me Mg
RX XY YZ ZE RY RZ XE XxZ ©YE



LOsung:

Zunlchet stellen wir fest, deB wir zwischen einem direkten
FluB und einem indirekten FluB zu unterscheiden haben. Beia
indirekten MaterislfluB werden Zwischenproduktionsstufen
Gbersprungen.,

Bei der Aufstellung der Formel haben wir zu beachten:

- dem HauptfluB entspricht im Hotrizonkllkal eine Multipli-
ketion (direkter FluB),

= dem NebenfluB (indirekter FluB) eine Matrizensaddition, wo-
bei gegebenenfalls die bereits erfolgten Verflechtungen zu
beriGcksichtigen sind.

Far M. folgt
,
Mo [(y )+ M)y« My Mg+ Mg [ My ¢ (MM + Mg)lty + Hy-Hy.

FOr r eind die Rohstoffmengen fOr die Endprodukte, aber auch
die fOr die Zwischenprodukte zu berechnen.
Des 138t sich wie folgt foraulieren:

Lg'ﬁ“ﬁy’ﬁz‘ﬁ. mit

Lx - ul + X 'LY - (ﬂ1ﬂ2 . ﬂs)x-
fp [y e Mgy o MMg e Mgz £ - Hs.

Zwischen den Rohstoffen R1 und Rz und den Fertigprodukten
Ei' E, und E3 besteht die Beziehung

oy
\,
('1) . (‘u *12 '13) e
2 .o
f2. #21 %22 %23,
.3 /

' 27
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Die Rohstoffe Ry und R, sind in den Mengen ry
den. Zwischen welchen Schranken muB Ey liegen, demit die Pro-
blemstellung 8konomisch einnvoll bleibt? Bedingung iet, deB
die Rohstoffmengen r, und r, voll susgenutzt werden.

und rs vorhan-

1
" 4800 0, " S0 8,0 " 30 a13 - 2
rp,= 3000 021 = 40 8,, = 40 023 =1
Ldsung:

Zundchst tragen wir die Informationen in

’ \ i N e \
( M1 ’ (‘11 ®2 ‘13) 1
= e
r2, \823 %22 83 ( 2
3/
ein und erhalten
, 2.1\
‘4900‘~ ( S0 30 2 )
3000) "l40 40 1 "z .
®3

Zur besseren Obersicht schreiben wir diese Matrizengleichung
sls ein Gleichungssystem

50.1 . 30.2 + 20, = 4800

3

400, « 4002 + e, = 3000 .,

1 3

Okonomisch ist zu sichern

(%) 01;0, 20, e, 30,

2 3
Wir stellen fest, daB es sich um ein unterbestimates lineares
inhomogenes Gleichungssystem handelt.

Wir kénnen eine Varisble unter den Bedingungen (*) frei wéh-
len und das Intervall bestimmen, fir welches die anderen Be-
dingungen sus (%) erfillt bleiben.

Wir wéhlen z, B, e, aus,

Daraus folgt:

50.1 . 3002 = 4800 - 2e

4001 + 40e

3

2" 3000 - ey .



Wieder in Metrizenschreibweise uberfuhrt, folgt

(2 00z (2] s 2)

G oV () w2
() (22 730) (o) =s(2) -

o\ . .1 [/ 102000 50y . ]
1) = g I 299) - (),
. -42000 =30
N 4 [
Wieder els Gleichungssystem geschrieben,

102000 50

°, =~ =500 " B °3 ° (x =)

-42000 30

®2 " —e00 ‘80 °3° (x>

FGr (*»*) folgt mit e, = 0:

05 102380 _ 2 ey . SOey % 102000 . ey 3 2040 .
FOGr (*»») folgt mit e, =0

05 -42300 , 30 e, . 306, 2 42000 , ey 3 1400 .
SchlieBlich folgt

1400 = o & 2040 mit °, =0, ., =0,

Betriebswirtschaftliche Verflechtungen

Ein Betrieb besteht aus den vier Produktionsabteilungen (Ver-

fahrenssetufen) A1 bie A4.
Die Verflechtung ist durch folgende Skizze gegeben:
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rv *12 612702 - ™
M |
"3
'W1 ws

Die Abteilungen Al' Ay und A, produzieren jeweils ein Produkt.
In Az féllt neben dem Heuptprodukt w5 noch ein zweites Produkt
im konstanten Verhiéltnie an wg = 0,1 Ppe

Die Kepszitdten (in ME und bezogen suf des Heuptprodukt der
Abteilung und eine Periode von 200 h Arbeitszeit) sind durch
k' = (450 400 250 300) gegeben.

Ale Aufwinde werden drei Materislarten L bis LIy Elektro-
energie m, und Lohn ag betrechtet, Der Materiasleinsstz ist
durchsetzproportionsl., Bei Elektroenergie und Lohn ist suBer-
dem eine Zeitproportionsalitét zu berdcksichtigen,

Die Proportionalitétefaktoren (fir Material in ME/ME, fir
Elektroenergie in kWh/ME und fur Lohn in WE/ME) eind der fol-
genden Skizze zu entnehmen:

21172 82472 844710 85,20 02273 83272 0,730 85520
| 1 1 ) ' 1 1
A1 Az
-23-1 1‘3-20 053-30 02‘-4 -“-50 05‘-20
I I B I B
As As

30



Die zeitproportionslen Komponenten sind fir ", 60 kWh/h und

far m_. 70 WE/h,

5

1. Es et des erweiterte Grundmodell der direkten Verflech-
tung (Kopplungs-Aufwandmatrix) aufzustellen.

2. Welche Endproduktion w kenn der Betrieb in 200 Stunden Be-
triebezeit produzieren, wenn 2T = (400 300 200 200) gilt?
Welche Aufwinde esind dazu erforderlich?

3. Es 1st des Modell der totelen Verflechtung (Produktions-
funktion) zu ermitteln.

4. Ee 8ind p und m bei w' = (100 200 300 300) und 200 Stunden
Betriebszeit zu ermitteln,

Ldsung:

Aus den in der Aufgasbenstellung enthaltenen Angaben 148t eich
des erweiterte Grundmodell zur direkten Verflechtung

\ ) / N
(!)_ (!11 !12) (2)
a2 :!21 !22/ 1/

sufstellen, wobei das Kuppelprodukt in Az bei der Berechnung
in den Aufwandteil des Modells einzubeziehen ist:

. \
71-0'2 -0,1 -0,3 O fpl 2607
0 1 -0,2-0,5 0 160 '
i o o 1 oo P 200 I
!
0.-0,4__0 1.9 ..80
‘wh. 0.041_0__0,0 . P3 .30
( - ) 2 o0 o o010 | | 800
=7 | ! p‘ | '
2 3 1 40 g | 2700 |
0 2 0 0, 0 Lt | 600 |
10 30 20 S0 ;so! -/ 39000
20 20 30 20 70, iaoooj
it p' = (400 300 200 200) und t = 200.
Um dae Modell der totelen Verflechtung ’

‘v=1 1

B )

-1 -
Y2191 Yoz - ¥ag¥qy Yo
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zu erhalten,

Yi2

ist V.,

zu invertieren. Ds in dieseam Beispiel
= N gilt, ist suBerdem nur noch die Multiplikation le!;

auszufihren. Als erste Komponente im Vektor m erscheint die
Menge des in Az erzeugten Kuppelproduktes.

» 5 =
W N>V
[]

"4
s

1 0,4 0,18 0,5 ' O
0O 1,25 0,25 0,625, O
o] 0 1 (o) | 0
00,5 _.9,1__.1,25 [ 0
_0__0.125 0,025 0,0625__0
2 0,8 0,36 1 , O
2 6,55 2,51 7,875, 0
0 2,5 0,5 1,25 1 0
10 66,5 34,3 86,25 feo
20 43 40,6 47,5

Volkswirtschaftliche Verflechtungen

1.

folgende Tebelle gegeben:

3 [ 100
200

70.1

300
39
200 | =

( 384

51a,5
300

203,

---23422
768

4625,5
1025
62465

t§1oso

Die Verflechtung zwischen zwei Wirtschaftszweigen ist durch

Zweig
1 2 Y x
Zweig 11| 120 160 320 600
2| 120 560 120 800
a) Ee ist die Matrix M zu berechnen.
b) Wie groB muB die Gesamtproduktion in den beiden Zweigen sein,
demit ein Vektor der Endverwendung
350
x-
(130)

gewdhrleistet werden kann? Die Angaben beziehen sich esuf ME,

Ldsung:

a) Die Matrix M enthslt die direkten Aufwandskoeffizienten, die

mach der Formel

X
-
x

|

1k

x
x

32



b)

e)

b)

¢)

zu berechnen sind:
120

m-
120

Die Berechnung der Gesamtproduktion fur ein Planjshr bei vor-

/600  18%/g00 )'
/600  2%9/800

gegebener Endverwendung fur dees Planjahr mit vorgegebener Ma-
trix M fGr ein Basisjahr erfolgt nach der Formel

x=(E-m1.y.

_ ( 0.8 -0,2 jl (350 );

-0,2 0,3 130

Numerische Ldsung:

" 0.8 -0,2
(&1 = (-0.2 0,3 );

Ix

(’1.5 1 )(350) ‘355)
1 4 V130 \g70/°
Um die vorgegebene Endverwendung zu sichern, muB die Gesamt-

produktion des Zweiges 1 655 ME und die des Zweiges 2
870 ME betragen.

()1 - (1.5 1‘);

Ix

1 4

Fir drei Zweige wurden die Metrix M der Verflechtungskoeffi-
zienten "k

M=

0,20 0,20 0,30

('0,15 0.20 o.zo‘)
0,20 © 0.15

und der Vektor i mit den Importkoeffizienten

a7 = (0,15 0.20 0,20) ermittelt.

Berechnen Sie die fehlenden Elemente der Metrix

1,36 0,34 0,44
(E-m~1 (0,4 )- 8.
0,32 0,08 1,28

Ermitteln Sie den Vektor der komplexen Importkoeffizienten

17",

Es sei
250" 400

Y, -( 150 ) der Export und y, -( 250 ) der sonstige Verbreauch.
180, 320
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d)

e)

b)

c)

Wie groB auB die Produktion x sein, um den Endverbrauch
Y=Yy ¢ Yy Y gewdhrleisten?

Ees ist geplent, den Export des 1. Zweiges um SO zu erhdhen
und den des 3., Zweiges um 30 zu verringern. Wie gro8 iet denn
bei gleichbleibendem Yo des Importaufkommen der drei Zweige?

Die Zehlenangsben beziehen sich suf WE,

Ldsung:
Vereinfacht kann b22 nach folgender Formel berechnet werden:
Acaleatiaee.

Dases Element b,, sus ﬁ'i berechnet men z. B. durch folgende
Gleichung:

b + a,,b + a_.b =1,

*21°12 22722 23°32

Dabei sind die s, die Elemente der Mstrix (E - M) und b, die
der Inversen (E - M)~1,
-0,20-0.,34 + 0,8°b,, - 0,30-0,08 =1, b,, = 1,365

22
Anslog b23:

+ b + a,,°b =0, b = 0,59

821" Py3 ¢ 835 by ¢ 853 by 23
Die komplexen Importkoeffizienten berechnet msn nach der
Formel -
PURR I R U
1,36 0,34 0,44
(0,15 0,20 0,20) ( 0,46 1,365 0,59 ) = (0,36 0,34 0,44)

-0,32 0,08 1,28

Die Grundlage fir die Berechnung der Gesamtproduktion des Plan-
Jahres bei vorgegebenem Endverbrauch far des Planjshr und der
Verflechtungsmatrix fOr dee Basisjahr iset die Formel

x=(E-m7t.y,

1,36 0,34 0,44 ‘650 1240
x = ( 0,46 1,365 0,59 ) ( 400 | = ( 1140 )
0,32 0,08 1,28 500 . 880,

d) Die Formel fir dae Gesamtimportvolumen lautet:

L3
b ) éT (E-M"1.y oder I = LT- Y -
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1,36 0,34 0,44 700
I = (0,125 0,20 0,20) ( 0,46 1,36 0,59 ( 400
0,32 0,08 1,28 470/

700
I« (0,36 0,34 0,44) ‘ 400 ), I = 252,04+ 136,0+ 206,8= 594,8
470

Die einzelnen Glieder der Summe geben den Import fur die ein-
zelnen Zweige (xi, x5 und x3) an. Dss Geeemtimportvolumen be-
trédgt I = 594,8 WE,

Gegeben ist die Verflechtungesmetrix einer volkswirtscheftli-
chen Verflechtungsbilenz mit drei Zweigen:

M= (0,3 0,2 0,15

0,3 0,2 0,1 )
0,1 0,1 0,1

Weiter liegen Planzahlen fir die Endverwendung in den beiden
ereten Zweigen vor, FGr y, liegen keine Plenzshlen vor. Dafdr
iet die Gesamtproduktion des dritten Zweigee festgelegt. Fdr
die Gesamtproduktion der beiden ersten Zweige gibt es keine
Vorgeben,

Yy " 200, Yo = 250, = 400

X3
Es sind Xy Xp und Yy 2V berechnen.
Ldsung:

Ausgengspunkt ist die 1. Plenungsfrage y = (E = M) « x
Ee folgt:

0,7 =-0,2 -0,1 -

1 200"
( -0,3 0,8 -o,15> ( x, ).( zso‘ .
-0,1 -0,1 0,9 . 400 Y3

Die Trennung gesuchter und gegebener GrdBen fihrt zu

70,7 -0,2 0\ ,x, 1 o0 0,1 200
(-0.3 0.8 0)()(2)-(0 1 0.15) (zso).

0.1 -0,1 -1 vy 0 0-0,9 400
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Weiter folgt:
i -1

Xy 0.7 -0,2 © 10 0,1 200 x, 508
( %y )- (-0.3 0.8 0 ) ( 01 0,15) ( 250 ) ( x5 )- 578
Y3 -0,1 -0,1 -1 00 -0,9 400 Yy 251,4

1.4.2. Obungsaufgaben

1.

36

Einerseits besteht zwischen den Rohstoffen Yy und Yo und den

Zwischenprodukten z_, und z, die Beziehung

. 1 -~
( Yy )= ( o 3 ) ( 21/)
YZ/' \4 QI z,

und andererseits zwischen z, und z_ und den Endprodukten x

1 2 1

und Xy die Beziehung

( z, =( 3 8 ) Xy )
z, 6 1 xy /e
Wieviel Mengeneinheiten von Xy und X, kdnnen hergbstellt wer-

den, wenn \2 0 5400 und y, = 3780 Mengeneinheiten zur Verfi-
gung stehen?

FOr eine Materislverflechtung sind folgende Angaben bekannt:

- Materialaufwandmatrizen zwischen den Produktionsstufen,

- geforderte Produktionsmengen der Zwischenprodukte und End-
produkte,

- FluBbild des Produktionsablaufs.

Geben Sie die Metrix !RE pro eine Einheit Endproduktion und
den Gessmtrohstoffbereitstellungsvektor r fur Zwischenproduk-
tion und Endproduktion in der allgemeinen Form an.

Myr M2 M3e Mae M5 Mo Mye Mg Mg Mipr Mige Mipe Mize Mg
RX XY YZ ZV W WE XW XZ ZE ZW RY XV E YW
M _, M

Wﬁvﬁ X, Y. 2z, ¥, wm, e.



3.

4,

Es besteht zwischen den Rohstoffen R
produkten die Beziehung

. / N /o N\
R1 S0 3 1 51

- Ez
R 10 10 1 Ex/o.

1 und R, und den Fertig-

2/ N o 3.
Die Rohstoffe sind in folgenden Mengeneinheiten vorhanden:
RI: 4700 ,
Rz: 1410 .

Ee ist zu berechnen, unter welchen Bedingungen produziert wer-
den muB, demit bei voller Auslastung der Rohstoffe die Produk-
tion sinnvoll bleibt. Als variables Produkt sei E3 sngenoamen,

Ein Betrieb besteht aus den 4 Produktionsebteilungen A1 bis
Ag4r in denen jowsile ein Produkt hergestellt wird. Dezu wer=-
den die beiden Rohstoffe ", und m, eingesetzt. AuBerdem wer-
den als Aufwendungen Elektroenergie sowie Lohnkosten in die
Berechnungen einbezogen. Alle Aufwandsarten sind kapazitiitsab-
héngig. Der Elektroenergieverbrasuch und die Lohnkosten haben
suBerdes einen zeitabhiéngigen Anteil.

In der folgenden Bilanz sind der direkte innere und der di-
rekte #uBere Verbrauch far den lesufenden Planzeitrsum snge-
fohre:
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ZoMerteal A | 2 | A5 | e |Kepaz. | Anceid

Verbr, (ME)

von

A1 3 - (o] 300 o] 500 -
A, [mE] 250 - 150 200 600 -
Ay [ME] 0 ] - 200 300 -
A, [ME] ) 0 0 - 100 -
a, [Me] | soo | 1800 300 0 - -
., (ME] [1000 | 2400 0 200 - -
Energie |kWh] [2500 | 1200 900 600 - 2000
Lohn (WE] ]2000 1200 300 400 - 1000

4.1, Bestimmen Sie die H3he der Endproduktion fGr alle vier Ab-

teilungen und die H3he des Verbrauche fir elle vier Auf-
wandsarten im laufenden Plenzeitraum!

4.2. Im folgenden Planzeitraum soll eine Endproduktion entspre-

chend !T = (200 O 150 110) erzeugt werden, Welche Produk-
tionskepazitét 1st dezu erforderlich, und welche Aufwiinde
werden bendtigt?

4,3, Es wird unterstellt, deB fGr die unter 4.2. genannte Endpro-

S.

38

duktion folgende Kepezit8ten zur Verflgung stehen:

A1: 600, Azz 700, AS: 370 und A‘: 120 ME .

Un wieviel ME m(Bte denn die Kapezitiét bei Ay gootoig’rt

werden, um die Reserven bei A_ zur zusdtzlichen Endproduk=-

tion von Erzeugnissen der Abtsilung Ay ausnutzen zu k8nnen?
Wie hoch iet diese zusdtzliche Endproduktion in AS?
(In den Abteilungen Ay Ay und A, soll keine zusatzliche
Endproduktion Ober die unter 4.2, genannten Mengen hinause
erzeugt werden.,)
Ein Betrieb besteht aus zwei miteinander verbundenen Abtei-
lungen, die je ein Produkt herstellen, Die Beschaffenheit des
Produktes und die eingegangenen Lieferverpflichtungen machen
es erforderlich, im kommenden Planzeitraum tdéglich bei drei-
schichtiger Auslestung eine Endproduktion von

w' = (60 120)

zu erbringen. Ee steht eine Kapazitat von ET = (360 840) pro
Teag zur Verfugung.



Die benotigten vier auBeren Aufwénde konnen in den Tages-
héchstmengen

@' = (2400 5600 2200 7400)

bereitgestellt werden.
Fir die Berechnungen kann des folgende erweiterte Grundmodell

der direkten Verflechtung (Betriebsfunktion) verwendet werden:

1 -1/4 © o“\‘

, 1= 1 0 0 (py]
(!)_(111 Y12 (2)_\ o 2 o0 0! |p,
al \vy, v JVt ) a3 20 20 || e

C o o ol|6
t 2 S 20 40‘J
Welche Produktion p und Aufwdnde m sind erforderlich, um die
Planauflage erfGllen zu kénnen? Reichen die in der Aufgaben-

N

stellung genannten Werte aus?

6. Die Verflechtung zwischen drei Industriezweigen in einem Ba-
sisjahr iet durch folgende Tabelle gegeben:

Zweige 1 2 3 Yi
1 240 72 140 348

2 80 264 180 76

0 120 | 400 480

6.1. Wie groB ist die Gesemtproduktion Xy jedes Zweiges im Ba-
sisjahr?

6.2. Die Verflechtung zwischen den Zweigen mdge im folgenden
Jehr die gleiche wie im Baeisjshr sein. Wie groB muB denn

die Gesamtproduktion Xy jedes Zweiges sein, demit die Gb-
rige Volkewirtschaft die Finalproduktion

y' = (200 500 800) erhelten kenn?

6.3. Unter der gleichen Annahme wie in 6.2. 1st zu kliéren, wie
grod die Finalproduktion y, jedes Erzeugnisses ist, wenn
die Gesamtproduktion x = (1000 820 1440) betrigt.

7. Zwei Wirtschaftezweige sind durch folgende Verflechtungsme-
trix miteinander verflochten:

(0.1 o.z)
M= .
= 0,4 0,5, 39



AuBerdem erhalten diese Zweige fiir ihre Produktion folgende
Lieferungen von Dritten (in Werteinheiten (we] ).

Zweig 1 Zwelig 2

Lieferung 1 10 80
Lieferung 2 40 40

7.1. Welche Gesamtproduktion ist in den zwei Zweigen erforder-
lich, wenn im kommenden Plenjahr der 1. Zweig 100 [we]l und
der 2. Zweig 120 [WE) an Dritte liefern soll?

7.2. Welche Produktionsmengen (xij) misesen dabei unter den Zwei-
gen ausgetauscht werden?

7.3. Wie groB miseen die Gesamtlieferungen Dritter sein, wenn
im vergangenen Jehr der 1. Zweig 116 (WE] und der 2. Zweig
80 [WE] an Dritte leisteten?

8. Gegeben ist folgende Ausgangsinformation fir eine volkswirt-
schaftliche Verflechtungsbilanz fir ein Basisjahr. FGr das
Planjahr soll davon ausgegangen werden, da8 die Produktion im
Zweig 1 um 25 % und im Zweig 2 um 300 Einheiten gesteigert
wird. Der Export des Zweiges 3 soll um 100 Einheiten erhdht
werden bei gleichzeitiger Reduzierung der sonstigen Endver-
wendung um 51 Einheiten.

Sonstige End-
Zwelig 1| Zweiq 2 | Zweig 3 | Export | verwendungen I

Zweig 1 o] 180 240 500 280 1200
Zwelig 2 480 (o] 300 50 70 900
Zweig 3 324 225 (o] 700 251 1500
Import 200 180 500

Sonstiges

Aufkommen| 196 315 460

Zu berechnen sind:
8.1. die Gesamtproduktion des Zweiges 3 fiir das Planjahr.

8.2. die gesamte Endverwendung (Export und sonstige Endverwendung)
der Zweige 1 und 2.

8.3. wie verdndern sich die sonstigen Endverwendungen in den
Zweigen 1 und 2, wenn vorausgesetzt wird, daB der Export

40 Jieser Zweige konstant gehalten wird?



8.4,

Wie verd#ndert sich das gesamte Importvolumen im Planjahr
gegeniber dem Basisjahr?

9. Die Verflechtung zwischen sieben Wirtschaftszweigen ist durch
folgende Tabelle gegeben.

1 2 3 4 5 6 7 Exp.| So Y x
1 660| 96|136|175| 84(300( 216(|1667| 600{2133|2733 4400
2 264|416(102|140/105/200| 7561983} 300| 917|1217 3200
3 2201128578 210| 84| 500 (1296 (3016 50| 334| 384 3400
4 352| 32510 385| 252|400 | 648[2579] 400| 521 921 3500
S 88/160| 34| 315|420|100| 540(1657 50| 393| 443 2100
6 396| 320|204| 245( 126|400 | 864 |2555]| 300|2145| 2445 5000
7 44]256|306| 35| 84|250(1188(2163] 70079378637 | 10800

°8= | 176[192| e8| 70[1

port 05|450| 216

9.1. Ermitteln Sie unter Nutzung der Kleinrechentechnik die Ma-
trix M der verflechtungskoeffizienten, und geben Sie mg
und @y ant

9.2. Die Verflechtung zwischen den Zweigen mége im folgenden
Jahr die gleiche wie im Basisjahr sein. Wie groB muB dann
die Gesamtproduktion Xy jedes Zweiges sein, damit die abrige
Volkswirtschaft die Finalproduktion
y7 = (2813 1196 266 1005 423 419 8822)
erhalten kann?

9.3. Wie entwickeln sich der Export und die Sonstige Endverwen-
dung in den einzelnen Zweigen, wenn von der in 9.2. ermittel-
ten Gesamtproduktion asusgegangen wird?

9.4, Berechnen Sie die Verflechtungstabelle fur das Planjahri

9.5. Wie entwickeln sich Export, Import und AuBenhandelssaldo

im Planjahr im Vergleich zum Baeisjahr?
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1.5. Rang von Vektorsystemen und Matrizen

1.5.1, Beispiele
1. Aus den Vektoren

() mae(5) e ae )

3 2 \ =5,

ist eine konvexe Linearkombinstion (LK)

84" Wy8y ¢ Wol2 ¢ M3l
zu bilden, bei der die Skalare w, der Bedingung wootowy owy
=3 : 2 : 5 gendgen,
Da fir eine konvexe LK die Bedingungen :E:'1 = 1 und
i

OSw 51,1=1,2,3, erfollt sein missen, folgt mit
3¢424+5=10 w, = 3/10, w, = 2/10 und wy = 5/10. Daher
gilte:

1

-2 s -7 -3 =310
3 2 S 1
25, "5 ( 4 )o Ta( 1 )0 £} ( 3 )- 36( 29 )- ( 2,9 ).
\ 3 2 =5, \-12 -1,2

2. Gegeben sind funf Vektoren des R>:

1 2" 5™ 4 0
et () sl 2)

.2 -4 =9 '8, \13,

2.1. Bestimmen Sie w, und w, eo, deb w,a, + w8, = 8, ist.

1 1=1
2.2. Bestimmen Sie LI und wy 90, deB

[ ] iet.

LIV PRRIR Y PRI B PRI P
2.3. Prafen Sie, ob sich sus a,, 8, und a,

LIV PRRIL PU PR Y PRLRY bilden l#8t. Kenn men die

unter 2.1. und 2.2. gewonnenen Ergebnisse dabei verwenden?
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Bv ", LR - f Zu 2.1. Zur Bestimmung von ", und w,
(i‘ 2 4 x wird das Gleichungseystea w, + 2w, =4
3 -1 | 5| -3 3wy - mpeS
2 4 8 -2 2u1 + 4n2 = 8
w,| 1 2 4 | -2 mit der Besistransformetion geldst.
0 7 | =7 * Die dritte Gleichung ist fir die Ermitt-
0o o 0 0 lung von W, =2und w, =« 1 nicht erfor-
LY 1 (o] 2 derlich, Ee gilt
w o] 1 1 - -
2 o o o ay 28, + 8,.
BV [ w, w, wy ", -4 Zu 2.2. Zur Bestimaung von w,, w,
(;> 2 ) * und wy wird das Gleichungseystenm
3 -1 2 6 -3 w, 2'2 * 5w3 = 0
2 4 -3 13 =2 3w, = wy ¢+ 2wy = 6
", 1 2 5 0 -2 2w1 ‘4w, - 3w3 v 13
o Gga =13 6 * | geldet.
[0] Q =13 13 ]
", 1 o 9/7 |12/7| -9/7 Die L3eung ergibt:
w,| 0 1 13(2\ -6/7|-13/7 o =38, v 8, -8, .
90 0 =13 | 13 >
LI 1 0 0 3
", 0 1 0 1
"y 0 0 1 -1
['gv Wy Wy Wyl W -4 2u 2.3. Die L3sung des Gleichungs-
systeme
(E) 2 4 0 * W, t 2wy 4 Awy = (o]
301 5 6 -3 I, - Wy s Swyg e 6
2 4 8 13 -2 2
w, o 4w, + 813 = 13
L2 1 2 4 0 -2
o G}) -7 6 * mit Hilfe der Basistrensformation
o o0 o 13 0 fohrt zu dem Ergebnis, de8 ein
w 1 0 2(-12/7 Widerspruch im Gleichungssyetenm
'; o 1 1| -6/7 vorhanden iet und folglich keine
o o o 13 Ldeung existiert. Dieses Ergebnis

kenn man such aus den Ergebnissen
von 2.1. und 2.2. ableiten, Aus 2.1, ergibt sich, de8 8, eine
Linearkosbinstion von s, und a, ist, d. h., elle drei Vektoren
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3.
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liegen in einer Ebene. Aus 2.2. ergibt sich wegen w; = <1 + 0,
de s, nicht in der durch 8, und a, aufgespannten Ebene liegt
und daher nicht als Linearkombination von Vektoren dieser
Ebene dargestellt werden kenn.

Gegeben sind die Vektoren giT = (1 3 4), ng = (0 2 1),
S = (15 5 udpt (5 9 3).

Die aus den Vektoren 8,, 8,, 83: 8., 8,, 8,: 8,. 85, 8, und
2, 85 8, gebildeten Vektorsysteme sind suf lineare Abhé#n-
gigkeit bzw. lineare Unabhangigkeit zu untersuchen.

Hat man wie hier mehrere Vektorsysteme zu untersuchen, 8o

18st man des zugehdrige homogene Gleichungssystem fir alle
vier Vektoren., Eine gesonderte Spalte fir " ist hier nicht
erforderlich, da dort immer nur der Nullvektor zu notieren
wdre. Aus Teblesu III ergibt sich, dsB ", nicht Basisvarie-
ble werden kann, weil dss Hauptelement O ist. Dss Vektorsy-

stem 8,, 8,., 85 ist linesr abhéngig.
BV | w, w, wy ", -* Die Lésung des zugehdrigen ho-
17 0 1 5 N mogenen linearen Gleichungs-
1 3 2 s 9 | -3 systems A w = O lautet:
4 1 5 3 -4 (*1"-‘1)'3 -1tw3=1,
L 1 O 1 1) 0 w, 1
I o .2 2 -6 > also w, = -1 und w, = =1. Man
O 1 1 =17 | -3 praft leicht
L 1 (o] 1 5 -5 1 o 1 o
Hiw,| © 1 12 -3| 3 _(3)_(2‘.(5\’.(0).
0_0 0 -14 ~ a4 1 5 0.
", 1 0 1 (o]
v |w, 0 1 1 0 Aus Tebleau III ist weiter er-
", 0 o 0 1 sichtlich, daB ", Basisvarie~
ble werden ksnn, d. h., das

Vektorsystem a,, a,. 8, ist linear unabhéngig. De im Teblesu

1’ =4

IV in der Spealte "y zwei von Null verschiedene Elemente ste-~
hen, kenn ein Teusch von LAY bzw. w, gegen wy ohne weiteres
vorgenommen werden, Die Vektorsysteme 51, 23, 8, und

8, 840 8, sind aleo beide linear unebhéngig, denn das zuge-
hérige homogene linesre Gleichungssystem ist eindeutig ldsbar,

d. h., es existiert nur die Trivislldsung.



4,

Ees 1ist der Reng des Vektorsystems

., - (-i ) P ('J ) 23 = (“i ) 8t (-:' )

.2/ - 5. -6 3,
zu bestimmen,
Bv Xg Xy Xy X4 -’ Ein Vthoreyatgm :us vier (m)
G;) 3 2 -1 * Veftoren des R7(R') ist wegen
I 4 -11 -10 5 | -4 m > n auf jeden Fall linear
2-5-6 3| -2 abhangig. Zur Rangbestimmung
x 1 -3 -2 1 3 reicht diese Aussage aber
11 0 ,3) -2 1 » nicht aus, sondern es muB die
0 1 -2 1| -1 Anzshl der linear unabhéngi-
|30 e e werden was ate malte
e SOl der Baaietrenaf;rmation er-
[*] 0 0 0 0
A R Rt
v %4 ° 12 ! der Rang (Zehl der l;ne;r ;;-
o 0 0 0

sbhéngigen Spaltenvektoren)
ist gleich zwei. Aus dem
Teblesu ergeben sich auch Schlisse uUber Teilsysteme des zu
untersuchenden Vektorsystems. Im Tebleau III sind in den Spal-
ten x4 und X4 die beiden ersten Elemente $# O, Es ist also mdg-

lich, x, oder x, gegen Xy oder x, zu tauschen und zur Basis-

3
veriablen zu machen. Neben a,, 8, sind also auch a,. 8,:
8,, 8,: 8,, 85 und 8,, 8, linear unabhéngig. Tauscht man z. B,

X, gegen x, aus, so zeigt das entstehende Tableau IV, daB ein
Austausch von X, gegen xq nicht mdglich ist. Das Vektorsystem

85, 8, 18t linear abhéngig.
Der Rang der Matrix
/1 2 O\
A 372
2 -1 =5
414 5 A,

ist in Abhéngigkeit vom Paresmeter A zu bestimmen.
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BV | x, x, x -4 Die Koeffizienten der Matrix
<:) 2 0 * werden der Basistransforma-
1 s 7 1 -3 tion unterworfen, Aus Tablesu
2 -1 -5 -2 II1 iet ersichtlich, deB bei
-1 5 A 1 A= 7 gilt: r(A) = 2 und bei
11 o <:> 1 * echnung mit Parametern is
0 -5 5 5 es glnstig, sie gegebenen-
o 7 1 -7 fells durch Vertauschung von
Xy 1 0 -2 Zeilen und Spelten in die un-
tere rechte Ecke zu bringen,
111 | %2 o 1 1
0 (o] o) .
(o} 0 1=7

1.5.2. Obungeaufgeben
1. Aus den Vektoren

3 -1’ (6" “15)
31-(1 . 3_2-(5). 23-(3)und 14-(30)

2, L4/ \ 6, =24/
sind mit den Skalaren

| n1 ", L L

8) 3 -2 4 1
b)|1/2 0 1/3 1/6
c) 1 2 3 1/3

die Linearkombinstionen 5. 8¢ und a, zu bilden, und es iet
zu bestimmen, welche dieser Linearkombinationen nicht negativ
bzw. konvex sind!

2. Gegeben sind die sechs Vektoren des R>:

A O W T

2 =14

’

2.1, Prufen Sie, ob sich Zshlen L und ", finden lassen, so de8

w.e - a gile,

121 ¢ W28 " &

1
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2.2. Bestimmen Sie die Zahlen w,. Wy und ws, far die gilt:

"181 * Mol ¢ W3l3 % &y
2.3, Bestimmen Sie die Zahlen LT und ", %0, deB a, eine Li-

nearkombination der Vektoren 2,, 8, und 8,

2.4. L&Bt sich eine Zahl w, finden, so deB b = wea, eine konvexe

Linesrkombination von 2,. 8 und a8, ist?

ist.

3. Gegeben sind die Vektoren

/3 1) ‘2 8)
31'(1 ' _..2'(3)0 23'(3)\"‘@ 54-(5)-
‘ ‘_'2‘ \1. .9/
a, und a e, auf 1li-

3.1. Es 8ind die Vektorsysteme 8,. 8,. 84 a,. 25, 8,
neare Abhéngigkeit zu untersuchen.

3.2. Es sind die Ergebnisse von 3.1 zu nutzen, um zu entscheiden,
ob sich a, els Linearkombination von a
8, und s, derstellen lédt,

1 und a, bzw. von

4. Es 1t der Rang des Vektorsystems

‘1 (-2 /5 3
31-(-3 . 32-(7 . 33-(-12 und 8, = |-10

L2, -1 14 3

zu bestimmen und die Teilsysteme suf lineare Abhdngigkeit bzw.
lineare Unabhidngigkeit zu untersuchen., L#Bt sich a, als Line-~
arkombinstion von a,. 8, und 8, darstellen?

5. Es ist der Rang des Vektorsystems
2 ‘4 ' 6
!1 - 1 !2 - 3 Y _._3 - -4

\ 5 2 LY

in Abhéngigkeit vom Paremeter L zu bestimmen.
6. FOr die Matrizen

’ N\

2-6 12 18 1 7-13 25

Ay =|5-17 26 39 A, = 2 1370 ¥
1-5 2 3 -1 -9 17 1

\0 3 18 -9
80ll der Rang bestimmt werden.

7., FGr welchen Wert von 1 ergibt sich far
1 3 -2 4
A=(5 16 -8 23

2 7 =2 1 der minimele Rang? 47



1.6. Lésung von Gleichungssystemen

Obgleich der Umfang der Aufgaben aus didaktisch-methodischen
Granden so gewdhlt wurde, daB eine Ermittlung der Ldsung ohne
Rechner zumutbar ist, wird empfohlen, die Aufgaben auch unter
Nutzung von Kleinrechnern zu lésen.

Dabei sollten Sie zuss#tzlich z. B. sémtliche existierenden Basis-
lésungen bestimmen und Parameterdnderungen so vornehmen, daB sich
die Struktur der allgemeinen Lésung éndert.

Vor der Berechnung sollten Sie uberprifen, ob sich aus der Theo-
rie der Gleichungssysteme von vornherein Aussagen ableiten las-
sen, die durch die Rechnung lediglich bestétigt werden missen.

1.6.1. Beispiele

Oer Hauptfall eines linesren quadratischen Gleichungseystems mit
n Gleichungen und n Variablen und dem Maximelrang wurde bereits
im Abschnitt Beeistransformation am Beispiel erSrtert. Hier
steht der sllgemeine Fell im Vordergrund, der zuerst an einigen
Beispielen demonstriert wird.

1. Es ist des Gleichungssystem Xg ¢ 3x5 4 6x3 - X4= 3

-2x1 - 7xy, - 13x5 + 3x, = =4

3x1 . 11x2 + 18x3 + 4x4 = 1

auf Losbarkeit zu untersuchen und gegebenenfalls die allge-
meine Ldsung anzugeben,

Mit Hilfe der Basistraneforme-

BV Xy X3 X3 X4 |% |- tion erhélt men nach drei
(1) 3 6 -1 3|« Schritten die Aussage der Lds-
-2 -7 -13 -4 2 barkeit des Gleichungssystems

11 18 4 1 /-3 (r(A) = r(A, b) = 3) und die
3 6 -1 3|-3 allgemeine L3dsung

(3) -1 1 2 * "x; 3 31/2)
0 7 | -8 | =2 x - x
2 4 °

-4 |- 7/2
Xy 2 -9/2
1 -1(-2|-1 X N :

2
(¢}
1
) 9 | -4 . Setzt men far x, einen beliebi-
(o)
1
0

gen Wert ein, so erhdlt man eine
spezielle Ldsung des Gleichungs-
4= 2 ergibt eich

xy = -28, x, = =11, Xy = 11.

0o 7/2 | -4
2 systems. FOr x

x
O O »|O O » |O O + |w

Die Basislésung mit den BV Xg0
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II

III

IVe

Ivb

Ive

Ivd

X, und Xq erhdlt man, wenn man X, = 0 setzt: Xy = 3, X5 = -4,
Xy ® 2, Da alle Elemente in der Spslte der Nichtbasisvariablen
X, ¢ O sind, laBt sich x

gen jede beliebige BV (x

4 Zur Gewinnung einer Baeisldsung ge-

10 X
Untersuchen Sie das Gleichungssystem

2 oder x3) austauschen,

le + 4x2 - 4x3 - 2x4 = 58

3x1 - 4x2 + x3 + 3x4 s =5

-xg ¢+ sz - 5x3 - Sx4 = 63

auf Ldsbarkeit. Es ist gegebenenfells die allgemeine Ldsung
enzugeben und eine Tabelle der Basisldsungen.

1 Ee lassen sich nur zwei
V] x X2 X3 X, Xo | ~ 1 Schritte ausfiihren. Aus
@ 4 -4 -2| 58| ¥| dem Tablesu III folgt
3 -4 1 3 =5 | =3 r(A) = r(A.,b) = 2. Also
-1 8 =5 -5 63 1 iet die dritte Glei~
Xy 1 '/3 -2 -1 29 | -2 chung Gberflissig, und
o (-19 7 6| =92 [ = des Syetem ist lésbar.
0 10 -7 -6 92 |-10 Die allgemeine Lésung
xy 1 0 -0,6 0,2 [10,6 lautet
x2| © 1-0.7-0.6 | 9.2 x ) 10,6 -0,6
0 00 o 0 1). -( )x
(le ( 9,2 \-O,? 3
oV | x, X, Xy o X, x, -4 ) 0,2
x5[-5/3 0 1 -1/3]-s3/3 -o,a) X4
xa|-7/6 1 0 -5/6(-19/6 und hat slso zwei Frei-
S 2 2 2 2 heitsgrade. Es gibt
x,| S 0o -3 1| s3 4
x, 3 1 -5/2 0 41 meximal (2‘)- 6 Besis-
0 0 0 0 0 /
x| 1 -6/7 0 5/7] 19/7 ;:’”"9"“‘
Xy 0 -10/7 1 6/7|-92/7 e aus Tableau III ab-
o o o o 0 zulesende Basisldsung
" N /3 5/ o 41/3] * lautet x4 = 10,6,
x1 0 -5/3 ‘;73’ 1 |-a6/3|-7/6 x, = 9,2. Von Tableau
4 III lassen sich vier
0 0 0 0 0 0 )
xs ~6/5 -2/5 X o |-82/5 weitere Bssisldsungen
ermitteln, wenn jeweils
Xa 7/5 -6/5 ° 1| 1975 die Basistransformation
(0} (o) 0 0 0 49




X, gegen x5, x, gegen x,, x, gegen X und x5 gegen x, reali-
eiert werden. Vom Tablesu IVd susgehend, wird die Basisldsung
ait xq und x, als Basisvarisble errechnet.

Die Tebelle der Besisldsungen lautet:

1 2 3 4 5 6
x, | 53/5 o] 0| 19/7| 41/3 o]
x5 46/5 | -19/6 | 41 o] 0 0
Xy 0O | -53/3| 0 |-92/7 o] -82/5
x, 0 o 53 0 |-46/3 19/5

3. Es ist das Oberbestimmte homogene Gleichungssystem
Xg ¢ X5 ¢ Xy = X4 (o]
3!1 ¢ Xy - 2x3 - Xy = o)
2)(1 + 2x2 ¢ Xg =0
Xy = Xg = 3x3 - Xy = o]
=Xy = X, - x4a=0 zu ldsen.
Die L8sung wird mit Hilfe der Basistransformation durchge-
fGhrt, Die Spalte fur X4 wird hier nicht mitgefuhrt. Nach
drei Schritten ergibt sich der Rang r(A) = 3, Die allgemeine

Ldsung weist saleo n - r = 4 = 3 = 1 Freiheitsgraed suf. Sie

lautet:
Bv x1 Xy x3 X4 -’ Bv x1 X, X3 X4 -4
® 1 11> |1 0-3/2 032
3 1-2-1|-3[x,]0 1 s5/2-1f5/2| , -3
1
2 2 1 0|-2 0 0 (1) 2 » x| - o ),
1 -1 -3 -1 =1 0 0 1 =-2|-1 x -2
-1 -1 0-1]1 0 0 1 -2]-1 N3/ /
x 1 1 1-1|-1]||x,]12 0 o -3
1 1
- *
062-5 2 [0 1 0o 4
0 0-1 2| 0| |50 0 1 -2
0-2-4 0] 2 00 0 o
0 0 1-2]o0 00 0O O

4. Diskutieren Sie die Ldsungsmdglichkeiten des Gleichungssystems

Xg ¢ x5 4 kxs = C
xq ¢ kxz + xg=c

AX, ¢+ X, ¢+ X, = c ,
50 1 2 3



c $ O fur die Werte des Parameters A, und geben Sie fir die
verechiedenen Losungsmbglichkeiten die Lésungen en.

Bv[x, x, Xq Xy -4 Unsbhéngig von der
(I) 1 2 c * Gr5B8e des Parame-
1 i’ A 1 c -1 ters A 148t sich
A1 1 c -1 ein Schritt in der
x| 1 1 N c -1 Ba.icttanofor-ation
11 om 1- 2 0 - durchfahren. Der
0 1-1 1-22 c(1-2) | 2-1 Obergeng von Te-
e e e [en| My e
III X, o 1 -1 o b
o o ((;:iiZE:XD c(1-2) * sus, deB des Haupt-
x| 1 o ) ¢/ (A+2) ;le-:nt $ 0 19:.
v [x,| 0 1 0 c/(1+2) d” F';lg“"" enn
xy| © o 1 c/(1+2) er Fall, wenn 4
A #$ 1 iet (unabhén-

gig von der Wehl
des Hauptelements).

Far A = 1 gilt r(A) = r(A,b) = 1, d. h., es wird nur die erste
Gleichung fGr die L3sung in Betracht gezogen, denn die beiden
enderen eind Gberflissig. Xy =cC =Xy 5+ Die L8sung hat
zwei Freiheitsgraede. FGr A ¢ 1 kommt men zu Tableeu III, FOr

= =2 wird das einzige ale Heuptelement in Frage kommende
Element Null. Dann gilt r(A) = 2,eber r(A,b) = 3, d. h., das
Syetem ist unldsbar. FGr A $ -2 kommt man zu Teblesu IV und
liest als L3sung Xy 2 = Xy = c/(A +2) ab, d. h. V¥ A ¢ =2
ergibt sich eine eindeutige Ldsung fGr des Gleichungssystea.

- X

= X

1.6.2. Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie folgende linesre Gleichungssysteae!

o)
b)

Ist des Gleichungssystem ldsbar?
Felle es l3sber ist, geben Sie die sllgemeine Ldsung und ge-
gebenenfalls eine spezielle Ldsung en.

X, ¢+ X, - 4x, = =11 2. 9x1 + exz ¢ Xy = -2

1 2 3
2x1 - Xy ¢ 7x3 = 20 3x1 . sz . x3 -
3xg ¢ X3 = 2xy = -5 6x1 - 4xy ¢ 3xy = 1
3x1 + 5x, - 4x3 = =25
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14.

16.

18,

52

N
x

w
x
[V VR VAV O

x

X2 3
Xy 2x3 -
X, Xy ¢
X, Sx3 +
xz 4x3 -
X, 7x3 =
Xy 2x3 =
3x2 2x3
2x2 Xg
sz Bx3
5x2 16x3
9x2 24x3
Ix, + x3
5x2 . 2x3
8x2 + 3x3
Iixz - 4x3
X, 2x3
2x2 X3
Xy Sx3
2x2 3x3
2x2 2x3
4x2 8x3
6x2 6x3
x2 X3
sz 413
Xy 2x3
2x2 Xy
3x2 Axs
sz Sx3
Xy 3x3
Xo Xq

X4
X
2x

3Ix

-11

= 22
= 40
= 62
= 84

O O O 0O

+ 2x2 - Xy = X4 = 6
2x1 + 5x2 - 4x3 - 5x4 = 10

4x1 + 9x2 - 6x3 - 7x4 = 22

- 2x, ¢ 3xg = X4 2xg = 2
Ix, = Xy ¢ 5x3 - 314 - Xg = 6
2x, + Xy ¢ 2x3 - 2x‘ - 3x5 = 8

Uberlegen Sie, ob bei dieser Auf-
gabe gegebenenfalls alle Basisld-
sungen existieren. Versuchen Sie,
diese Aussage aus der berechneten
L5sung abzuleiten.

13, x, ¢ X, ¢ 2x., = 14

1 3
2x1 ¢ Xy 4 313 = 20
3x1 + 2x2 + Sx3 = 34
4x1 + 3x2 - 7x3 = 48
15. Xq ¢+ 2x2 . 213 - X4 = o
3x1 . 2x2 ¢ xg - 2x4 =0
2x1 ¢ Xy 4 Xy = X, "= 0
2x1 - 3x2 - Xy Xy = o
17. Xy ¢ x5 = (o)
3!1 . sz = 0
2x1 + 3x2 =0
6x1 . sz = 0



Oberpriifen Sie die L3sbarkeit der nachfolgenden linesren Glei-
chungssysteme in Abhdngigkeit vom Wert des Parameters / .
In Felle der Ldsbarkeit eramitteln Sie die allgemeine Ldsung!

19. 2ix
4x

1t 2x, = 20 Hinweis: Vor DurchfGhrung der Beasis-

1% %" 28 transformation Gleichungen und Varis-

2
blen vertesuschen.

+ Xo = O Hinweis: Vor Durchfuhrung der Besis-

20, 3x1 + 2x, 3
Xy ¢ Xy ¢ Xg® 0 transformation sind die beiden ersten
2xy ¢+ X5 ¢+ lxs = 0 Gleichungen zu vertauschen,

Bestimmen Sie die Lésungen der Gleichungssysteme

21, x, - Xy ¢+ Xy = O fir die Fadlle a) a = 0,

1
2x, + - 2x3 =0 b) a = 1,

x
1 2

3x1 + 3x, = 5x5 = 8 und diskutieren Sie die Ergebnisse.

22. 13x1 - 4x
8x1 + Sx

-3x

2" 104
2" =33

1+ X" A

23. FOGr welchen Wert von A wird das Gleichungssystem

2x1 + 3x2 - X3 = 2
3:1 . lxz + 4x3 =5

7x1 + sz + 213 = 8

unldebar? Durch welche Zahl muB die 8 auf der rechten Seite
der letzten Gleichung ersetzt werden, damit fur den gefunde-

nen Wert von A das Gleichungssystem wieder lésbar wird?

24, Die GrdBe A ist 8o zu bestimmen, daB die Gleichungen
ax, + bx2 - Axi
bx1 + cxy = AX,

mit @a,b,c € R eine vom Nullvektor verschiedene Ldésung haben.

1.7. Ldsung von linearen Ungleichungssystemen

1.7.1. Beispiele

Die hier behandelte Problematik ist als Vorstufe zur lineesren
Optimierung zu sehen, Dsher kenn das dort gebotene Obungsmateriasl
zum Teil in diesem Abschnitt genutzt werden.
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Wir beschrénken uns auf die Ldsung von normslen linesren Unglei-
chungssystemen A x S b, x 20, b3 Q.

1. Gegeben ist des normale lineere Ungleichungssystem

3x1 . 4x2

4x1 * 2x2
1 X2 X10%2
Da o8 sich um ein normsles linesres Ungleichungseystem han-
delt (b H 0), existiert auf jeden Fell die Trivialldsung

x = 0. Im L8sungeprozeB 1ist als erstes das Ungleichungssystem
durch die Addition des Schlupfvektors X in die 1. Normalform,

aleso in ein Gleichungssystem uberfihrt.

360
330
. X 45

8A BA BA

-)x =60 :O

3x1 . 4x2 + xq = 360

4x1 + 2x2 . x4 = 330

“Xg o+ X, + xg = 45 .
Xy + Xg = 60 x, =

J
J=1. ..., 6

Ausgehend von der Trivialldsung als ereter zuldseiger Basisldsung,
werden mit Hilfe der Basistransformation weitere zuléssige Basis-
l8sungen generiert. Durch geeignete Wahl des Hauptelementes
(Leitelementes) wird defir Sorge getragen, daB man im Bereich der
zulédesigen Besisldeungen bleibt. Neu gegeniber dem Vorgehen beim
Obergang von einer kenonischen Fora zu einer anderen sind:

1. Das Hauptelement kann nicht in einer Spalte susgewshlt werden,
deren Variable im vorangehenden Schritt Nichtbasisvariable ge-
worden wer, denn des wirde zu einer bereits berechneten zulés-
sigen Basisldsung zurlGckfahren,

2. Beachtung der Zullssigkeit der Basisldsung: Notwendig fir des
Verbleiben im Bereich der zuldssigen Bassisldsungen ist die
Wehl eines positiven Heuptelementes (n1J > 0), hinreichend
die Wehl des minimelen Quotienten

(bi \
ain | — [} = 0].
1 .11 ) 1)
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BV x1 x2 13 x4 x5 xe X Q - ‘
xs[ 3 4 1 o o o 360 120 | -3
- |x,| @ 2 o 1 0o o 330 165/2| *
Tlxgl-1 1 o 0 1 o0 45 - 1
xg| © 1 o o 0o 1 60 - o
<[x[ 062 1 -34 o o 225/2 | as* | *
=%y | 2 /2 O 1/4 O 0 165/2 | 165 |-1/2
Tixg| o 372 o 1/4 1 © 255/2 | 255/3|-3/2
x| © 1 o 0 o 1 60 60 | -1
- x| 0 1 2/5 =3/10 O o] 45 - 3/10
x, [ 1 O -1/5 4/10 O 0 60 150 |-4/10
Mo o -¥s 710 1 o 60 600/7|-7/10
-|x| © o -2/5 (3/10) 0 1 15 50 *
x,] 0 1 o 0 o 1 60 - o
x,] 1 o w3 o o -4/3 | 40 120 |-1/3
Zxg|l 0 0o a3 o 1 =7/3 | 25 7% |
| x4| O O -4/3 1 0 10/3 50 - 4/3
x,3] 0 1 o 0 o 1 60 6 | -1
=lx,| 2 0o o o -1 (@ 15 15
Volxs| 0 o 1 0 -7 75 - 7
x,|] o o o 1 4 -6 150 - 6
x -1 1 o 0 1 o0 45
=[x, |1 0o o 0 -1 1 15
vi|  ©
x| 7 0o 1 o -4 o0 180
x,| 6 0o o 1 -2 0 240

b
Als erste BV wird x4 gewéhlt und Q = .i berechnet, wobei die

11
Bedingung 84 > 0 zu bericksichtigen ist. Nach dem Auswahlkrite-

riua minimaler Quotient wird x, NBV. Die Durchfihrung der Basis-
transformation fGhrt zu II, wobei kenntlich gemacht wird, deB x
in diesem Schritt in die Besis gekommen ist und nicht sofort

wieder asusgeteuscht werden darf. Dsher muB in II die NBV X, far
die Aufnahme gewdhlt werden. Dann wird X3 NBV werden, was wieder-

1

um kenntlich gemacht wird. Im Teblesu III muB x, far die Aufnehme
in die Besis gewdhlt werden (bei X4 wiirde Rickkehr zu Tableau II
erfolgen). Bei Obergang zum Tebleau IV erfolgt der Teusch von Xg
gegen x, als BV. Im Tablesu IV muB x, als BV fir des nichste
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Tableau vorgesehen werden (die Wahl von xg fohrt zu Tableeu III
zurdck). Denn wird mit dem Obergeng zu Tableasu V Xg sls BV aue-
scheiden, In Tableau V wird sus den gleichen Grlnden Xg als BV
fir die Besisldsung in Tableeu VI gewdhlt. Dabei scheidet x, sus
dem Kreis der BV aus. Mit Tableau VI sind alle zuldseigen Basis-
lésungen des vorgelegten Ungleichungseystems berechnet, denn die
Aufnahme von Xy als BV wirde zu Tebleeu III und die Aufnshme von
Xg 2U Tablesu I fuhren.

Die Tabellen der zuléssigen Besisldsungen fGr die 1., bzw. 2. Nor-
melform lauten:

1 2 3 4 5] 6 1 2 3 4 S 6
xy 165/2| 60| 40| 15 (o) Xy 0|165/2| 60| 40 | 15 0
Xy [0} 0 45| 60| 60| 45 X5 0 0 45| 60 | 60 | 45
Xy 360 | 225/2 0 O| 775|180
X4 330 (o) 0| 50|150|240
xg| 45| 255/2| 60| 25| O] O Die allgemeinen L&sungen lsuten
xg| 60| 60 15| 0| Of 25 for die 1. Normalform:
/xy. / o\ /165/2' 60" 40" /38"
X5 0 (0] 45 60 60
Xy 360 225/2 (8] (o) 75
X =\ x4 = w; |330 |+ w, 9] +wy|l O Je wg |50 |+wg (150
Xg 45 255/2 60 25 0
xg | 60 60 15 o, ' 0
o
45
180
+ WG 240
0
15

und far die 2. Normalform:

("x1 0 '165/2 60 40 15
27 x, "'1(0)"'2( o J*™s\as |* Ma\eo/* "5 \e0

6.
Jeweils mit 3 S w, n 1 und w, =0 4i=1,2, ..., 6,
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1.7.2. Obungsaufgaben

Es ist die ellgemeine Lbosung der normalen Ungleichungssysteme

1‘

=Xy ¢ 2x, a 4 2. X, ¢ Xy = 18
3x, = 2x, = 30 X, ¢ 4xy i 48
x, ¢ 3x, i 21 Xy v Xy s 7
Xy, x, = 0 X, = %, E 12

xl, x, = 0

faGr die 2. Normelform anzugeben.

1.8, Zur Vertiefung der Theorie

Zeigen Sie:

i.

Ist das Produkt zweier Matrizen A, und A, kommutativ, so sind
A, und A, quadratisch und vom gleichen Typ. Gilt auch die Um-
kehrung?

Ist A eine Diagonalmatrix und eind alle Elemente in der Haupt-
disgonalen von A voneinander verschieden, so ist jede Matrix

B, deren Produkt mit A kommutativ ist, ebenfalls eine Diagonal-
matrix.

Ein Vektorsystem a,, 8,, ... 8., in dem ein beliebiger Vektor

ein Vielfaches eines anderen Vektors ist, ist linear abhadngig.

Ist ein Teilsystem eines Vgktorsystems linear abhéngig, so 1ist
auch das gesamte Vektorsystem linear abhéngig.

Sind drei Vektoren a,, a, und ay linear ebhéngig und 85 laBt
sich nicht durch eine Linearkombination von a, und 8, dar-

stellen, 80 unterscheiden eich a, und 8, nur durch einen kon-
stanten Faktor.

Sind die Vektoren 8. 8, und ay linear unabhdéngig, die Vek-
toren a,, a,, 85 und a, aber linear abhéngig, so l&B8t sich

a, als Linearkombination von 8., 8, und 85 darstellen.

Es sei eine Matrix mit m Zeilen und dem Rang r gegeben. Eine
beliebige Auswahl von s Zeilen ergibt eine Matrix, deren Rang
nicht kleiner ales r + 8 - m ist,
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9.

10.

11,

12,

13.

58

Eine Matrix A mit dem Rang r kann durch dquivelente Transfor-
mationen so umgeformt werden, daB eine Matrix B mit den Ele-
menten b,, = b22 = .. = brr = 1 und allen anderen Elemen-
ten gleich Null entsteht.

Wenn C = A + B und A, B und C voa Typ (m, n), so gilt
r(c) 3 r(a) + r(B).

Eine Matrix vom Reng r 188t sich als Suame von r Matrizen
und dem Rang 1 darstellen. Weniger als r Matrizen und dem
Rang 1 geniigen fir eine solche Darstellung nicht.

Es seien die Matrizen A und B gegeben, die die gleiche Zei-
lenzahl haben.

Ee sei C = (A B).

Wenn r(C) = r(A), dann muB gelten r(A) H r(8).

Wie verdndert sich das Produkt zweier verkettbarer Matrizen
A und B, wenn

12.1. in A die i-te und die j-te Zeile miteinander ver-
tauscht werden,

12.2. in A die mit der Zahl c 4 O multiplizierte j-te Zeile
zur i-ten Zeile addiert wird,

12.3. in B die k-te und die l-te Spalte miteinander ver-
tauscht werden?

Wie ver8ndert sich die zu Matrix A inverse Matrix &'1, wenn
in A

13.1. die i-te und die j-te Zeile untereinander vertauscht
werden,

13.2. die mit der Zahl c % O multiplizierte i-te Zeile zur
j-ten Zeile addiert wird,

13.3. die i-te Zeile mit einer Zahl c % O multipliziert wird?
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- 1
-3

-1
=2

“ N M2
X X X

-1/2 =3/2

2)
-2
-2
-1
-4
-2
-1

2
-6
=35
~7/19
*

-4
23

-5/19

-2

3/4|-5/4
»*

-1

10

-3

-7

19
0O 81/19)181/19 |(-81/19

0 -64/19 |~71/19 | 64/19

-12
-10

7/19
0 (256/19)(512/19

17

-13
-10
19
1

S/4
1

1.9. Losungen der Obungsaufgaben zu Abschnitt 1.

Lésungen zu
1.8)




d)
ev Xy Xy Xg X, -Q
) 1 1 o| »
1 2 3 11 | -1
-1 3 & 23 -
Xy 1 1 1 0 -1
0 1) 2 | 11| «
0O 4 S 23 | -4
Xy 1 0 -1 -11 1
x| 0 1 2 11 | =2
0 0 (3 |-21| »
xy 1 0 (o} -4 X, = -4
Xy (o} 1 (o} -3 Xy = -3
x| 0 0 1 7 xg= 7
2.
Bv x1 x x3 xo - A
1 1 1 5 -
2 -1 3 4 -2 Ee gibt
| 1 1 5 -1 (3) = 3 Basisldsungen.
0 =3 1 -6 » 2
x,| 1+ © _f/} 3| -4/3 x, = 3. x, = 2.
xp| 0 1 .-U/3) 2] « x, = 11, xy = =6,
x| 1 @ o | 1 * X, = 11/4, xg = 9/4
xg| O -3 1 -6 3
x, | 1/4 1 0 [11/4
xg | 3/4 0 1 |9/4

3. Maximale Anzahl der Basisldsungen ist 4. Bei der Berechnung
mit Hilfe der Basietransformation komamt man nach drei Schrit-
ten zur Basisldsung x,; = 1, x, = 2, xg = 3. Aus der Spelte
for x, ergibt sich, daB man lediglich Xy mit x, vertauschen
kann,
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BV X %p X3 %4 | % | -F
M 1 1 1| 6| =
1 -1 1 1 2 | -1 Der Obergeng zum niéchsten
1 -1 -1 1 =4 =1 Tebleau bringt die Basis-
xy 1 ’l 1 1 6 | -1 losung X, = 2, xg = 3,
0 =2) O (o) -4 »> X4 = 1.
0 -2 -2 0 {-10 2 Weitere Basislésungen exi-
xg 1 0 1 1 4 -1 etieren nicht.
x,/ 0 1 0 o0 2 0
0 0 (2 o0 | -6 | =
x,] 1 0 0o | 1
x,] 0 1 0 O 2 o
x| 0 0 1 0O 3 0
x| 1 0 o 1 1
x, 0 1 0 O 2
x| 0 0 1 0 3
LOsungen zu 1.2.2.
\
1. 24 0 20 ‘o4 5 T ; 24 1
AB=| 63 8),BA= ‘ . AB = (BA) = ( ) .
01 1. 14 54
24 6 O | ‘6 0
410
g@*.( 03 1).5’-( ).BT-‘O 1\
.20 8 1 031, 51
2. 2 1) 2 4 "2 -3 3/2 -1/2
A R e B e N e ]
32 13 -1 2 -2 1)
- - 2 -1 - -1
(AHT o (aT)-1 ( ) . (BT | (8T)=1 . ( 3/2 -1 '
-3 2 | -1/2 1
16 11 16 10\ ©7/2 -5°
as-| ) L)’ - ) 8'a’. (A 2)’)"-( )
\10 7 11 7 -11/2 8
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3. /000 ‘000 ‘23 18 14)
gg-(ooo .gg-‘ooo .ég-(-z 4-4),
.0 00 \0 0 0, 15 2 14,
/7 =2 =9 /15 =18 =33 6 =3 15
Q_A_-(AZGZZ ,g_e-(qs 18 33), cBs|-8 4-20
-2 6 8 \ 15 =18 =33, \-4 2 -10,
4. ‘24 0 20 24 6 0" ‘24 6 0"
ag=|63 8|, (a8 - 031).575_7-(031)
01 1/ 208 1, 208 1
5.8) ‘s -3\ b) "4 0 -8
-1 -1
ATt - 1/7( \ ATt = -1/4] 0-2 2},
N \-2 1 1
c) 123 d) “5 <3 9 2°
det(A) = |21 5| = 0 A" g/af 6 3 2 -2
338 -2 1 -3 3
demit existiert keine \N12 =6 =4 =7
Inverse.
6.0) [ A -3 0
.0 -
(((A-Q)BT)T)" - feah - @en] e )
-2 =3

6.b) - 1 1
((é (QT b éT;> )T - (2 3/2

19 21 1 23\

Ca [ 3017 49
4 5,11

\13 13 [ 19/

)

7.

Ldsungen zu 1.3.2.

1%

Ix

62

=(A-26-A")"188", x.-1/16 (-4 20 -16

-~ aeBedT -0t x -y

6.c) det (A" (A - B)) = 0, wo-
mit die Aufgabe nicht 1l8s-
ber ist, de
exietiert.,

keine Inverse

8. 735 147 47
1

32 144 52

_— e e — — —

43 ! 42 48

81 |82 92

E-

‘4 20 -8°

.8 =24 152

-12 21)
=34 22



L3dsungen zu 1.4.2.

1. Ldsungeansatz
(vi)-(os)(se)(xi) (x1 _‘ 3 )(
Yo/ ‘40716 171 x5 X, 37°°
(xi' (”299"
x5 )- - 6 ); xy = 299 , X, = 6
2. M vrr T
TRE T (Mgl M) My oo My [Hy e MyMyp ¢ () 5151 By
\
: e
s MMy o[ T Mg s () My Mg e MMy o[ T My t}—m
r
k_1'—r-x‘—r-y'£z’—v‘—r-w‘£c mit
M ) 1 V
Ce "Mgx . L = ( Jy .= ,2.0,%{ ¥.r,= L
. ..
e RE * 2
< < >
3. 0= ey = 587,5 , e, = o, e, = 0
4.1. (w ®') = (200 0 100 100 2600 3600 7200 4900)
4.2. Es mOssen die Koeffizienten L™ bzw. bJk berechnet werden.
1 0 -1 O\ 1 31 0\ coon
v -0,5 1 -0,5 =2 v 2402 v o
<11 " c =21 " ¢ z22 ¢
0 0 1 -2 5236 2000
.0 0 0 1 4 214 \1000
Far die Berechnung von (ngT) 1ot v,."2 und v, V.71 zu er-
= -11 =21 -11
mitteln,
1 01 2\ 2,53 5 16,
-1 _[0.5114 v.v=-1. 4 4 622
Y11 0 012 =21711 6 2 10 30
0 00 1 .5 2 722
(p'm') = (570 690 370 110 3010 4120 8OO0 5470)
4.3. Volle Nutzung der Reserven bedeutet: 0,5 LI IR )

+ 4w, =700, (Zweite Zeile von V

=11

<1 iet mit w zu multiplizie-

ren und muB gleich der verfligberen Kepszitdt sein.) Mit

w, - 200, w, = 0 und w,
ET

= 110 folgt w

= 160, Mit diesem

3

= (200 O 160 110).folgt ale erforderliche Kaspazitiét in
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Abteilung 3: (0 O 1 2) W = 380. Es muB also die Kepazitst in
A, um 10 ME erweitert werden,

3
5. a4 4 /24 ©
v =
L11 ( )' 52 16
12 4 VoV~
T =21~11 "\ 8 2°
(p'm') = (360 1200 2400 5520 720 7520) .68 22/

6.1. Die Gesamtproduktion setzt sich aus den Lieferungen an ande-
re Zweige und der Finalproduktion zusammen.

x1-240¢ 72 + 140 + 348 = 800

X, = 80 « 264 + 180 « 76 = 600
X5 = 0+ 120 + 400 + 480 = 1000  x' = (800 600 1000)

6.2. 240/800 72/600 140/1000

- - - -10
M 80,600 264/600 18973000 ) x=(E-M "y,
O/800 129,600 4%/3000
1,5 0,5 0,5, ,200" 950\
x=[0,3 2,1 0.7)(500)- 1670)
0,1 0,7 1,9/ 800 11890,
6.3. | 0,7 -0,12 -0,14 1000 400
y=(E-M)-x ,y=|=-0,1 0,56 -0,18 820 | = | 100
0 -0,2 0,6 1440 700
7.1. A ( 0.9 -0,2)
x=E-B Ty (E-M=lo4 o5]-
. 1 (05 0.2’ . (°5 o.z\) /100 (zoo)
(E-M "= 537 0,4 o.9) + X *5,37\0,40,9 (120/ * 400
M
1k
7.2. Die Grundlage fur die Berechnung ist die Formel L PP ;:- .

wobei die m, oaus der Aufgabenstellung bekennt sind und der
x-Vektor berechnet wird:

. = = IO,M -200
Mik = Py %k » M11 20 , H12 80 , M21 8 20

7.3. Fir des Basisjahr gilt: (116')
X='sg0/"
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Demit laBt sich x fur des Besisjahr berechnen:

X 8 ——
= 0.3715.,4 0,0

(0.5 0,2 ) (116
80

)-

(7).

Demit 148t sich die Matrix der direkten &uBeren Aufwendun=-

gen berechnen:

10 80 \
Q- ( /200 /320

’1/20

40,200 49/320 1/5

SchlieBlich gilt: Q - x

(72 o) (o) - ()

1/5 1/8

90

1/4)
1/8 1,

x:

Planjahr.

8. Nach Umformung und Einsetzen der Ausgengeinfornatiénen folgt:

1500
) (1200
1000 |

8.2.

8.3.

8.4.

-1 0 -0,16 "yl
0 -1 -0,20 ) (yz ) - (
0 0 1

X3v

-1

Yy -1 0 -0,16
yz - 0 -1 -0,20 )
' oo 1
‘sz/ /

xy = 1705 1500
X - (1200)

. 1705,

Yy " 987,2 Yy, * 259,96

|

-1 0,20
0,40 -1
0,27 0,25

-1 0,20

0,40 -1
0,27 0,25

987
- 259

0\

o]
1

0
(o]

1

2
,96

- 1000

|

|

1500
1200
1000

N

'987,2
259,96

1705

Die sonstige Endverwendung des Zweiges 1 steigt von 280
um 207,2 suf 487,2, die des Zweiges 2 von 70 um 139,96 auf

209,96.

Import Plasnjahr:

-5 %

'1500

= (0,167 0,200 O0,333) (

1200
1705

) = 1058,265
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Import Basisjahr:

1200
T
IB - &e- Xg = (0,167 0,200 0,333) 900 = 879,9
1500

Der Import erhdht sich von 879,9 (Basisjahr) auf 1058,265
(Planjahr).

9.1. n = 0,05 = 0,06

25 ®63
9.2. x' = (4500 3200 3300 3600 2100 5000 11000)

9.3. - 9.5.

Zweige| 1 2 3 4 5 6 7 | Exp. |Sonsti-| y
ge

Ix

675| 96|132|180( 84|300| 220 | 617,6|2195,4 |2813(4500
270/416| 99|144(105|/200| 770 | 294,8| 901,2 (1196( 3200
225|128(561|216( 84|500(1320 34,6| 231,4 266| 3300
360| 32]|495)|396|252(400| 660 | 436,5| 568,5 |(1005|3600
90|160| 33|324|420{100| 550 47,7 375,3 423 (2100
405(320{198(252(126(400( 880 | 296,8(2122,2 |2419|5000
45(256 (297 36| 84|250|1210 715 8107 882211000

NO VA N

Import|180/192| 66| 72{105|450| 220

Export: 101,79 %
Import: 100,62 %
AuBenhandelssaldo: 103,12 %.

Ldsungen zu 1.5.2.

1. &l = (50 35 -2)
g; = ( 6 13/2 -1) . konvexe Linearkombinstion

2; = (24 30 20) . nichtnegative Linearkombination

2.1, LI -1, w, = 4
2.2, Bei der L3sung des Gleichungssystems tritt ein Widerspruch

suf: a, 188t eich nicht els Linearkombinetion der Vektoren

8. 8, und a, derstellen.

2.3. w, = 2, w, = 1, wy = 2
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2.4, Mit we * 0,2 gilt QT = (-0,4 2,2 1,6). b ist eine konvexe
Linesrkombination von 8, 8 und a, mit w, = 0.4, wy, = 0,2

und wy = 0,4.

3.1. Des Vektorsystem a,, 8,, 8, ist linear unsbhiéngig, wdhrend
des Vektoreyetem 8,, 8,, 8, linesr abhlingig ist. Es gilt
z. B, 28, + 85 -8, =0.

3.2, Aus 3.1, folgt: P 148t eich nicht ele Linesrkombination
von a8, und a, darstellen, wohl aber als Linearkoambination

von a, und a,, 8leo ay = 8, - 2s,.

4, Es lassen sich drei Variable zu Besisveriablen machen, d. h.,
der Reng des Vektorsysteme ist drei. Im vierten Tableau zeigt
ein Element Null an, deB Xy und x, nicht vertauscht werden

kdnnen. Dse Vektorsystem 2,, 85, 8, 1st aleso linear abhingig.

Der Vektor a, 188t eich nicht sls Linesrkombinstion von a,,
8, und 8, derstellen.

S. Bei A = 71/3 ist der Rang des Vektorsyetems 2, fir A ¢ 71/3
gleich 3,

6. r(A,) = 2 r(Ay) = 4
7. r(A) = 2 fOor L= 11, r(A) = 3 fOr alle X ¢ 11.

Ldsungen zu 1.,6.2.
1. r(A) = r(A,D) = 3, das System ist l&sber.

X2 -4 den Meximalreng r = n = 3 besitzt, ist die

('1 ) ( 1 ) Des System ist Oberbestimat, de ma > n. Da ee
x + 2 Losung eindeutig.

3,
2. r(A) = r(A,b) = 3, des System ist ldebar.

x 1/2 Rengabfsll suf. Es besitzt dsher eine eindeu-

"1 -1 Dss System ist quadratisch und weist keinen
3 tige Ldsung.

3

3. r(A) = r(A,b) = 4, das System 1ist l5eber.

Betf | 1 Des System ist quedratisch und weist keinen
X2 ¢ Rengsbfall auf. Es besitzt daher eine eindeu~
X3 -1 tige LBsung.

X4 2
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4,

6.

7.

9.

10.

68

r(A) = r(A,b) = 2, des System ist lbsber.

(11) ( 3) ( 1) Das System ist quadratisch und weist
" \-14/ " 125/ %3  den Rangabfell 1 auf. Die allgemeine
Lésung ist mit x, und x, ale Basie-

iet freie Variable (Paremeter).

X2
variablen angegeben. X3
r(A) = 2, aber r(A,b) = 3. Das System ist quadratisch und

weist in der Koeffizientenmatrix
einen Rangabfall von 1 auf. Die Hinzunahme von b erhdht den
Rang von 2 auf 3. Das System enthdlt einen Widerspruch und
ist nicht 1l8sbar,

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist ldsbar.
(; 6 4 2/3 Es handelt sich um ein
1) ‘ ) ( )x ( )x unt
= - - erbestimmtes Systenm,
x, -12 -5 173 1/37 "4
des den Meximalrang

r=m= 2 besitzt. Die angegebene sllgemeine LBsung mit xy
und x, als Basisveriablen ist von zwei Parametern sbhingig.

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist l&sbar.
(xi)- 1/23 (67) - 1/23 ( ’ ) x i:t:::::::-:::: ;;o:::
X, 51 -14 3 ’
des den Maximslrang
r=m= 2 besitzt. Die allgemeine Ldsung (als Basisvariablen
Xy und x,) ist von einem Parameter abhéngig.

r(A) = r(A,b) = 2, das System ist l5sbar. Es handelt sich ua
ein unterbestimmtes System, des zusdtzlich einen Rangabfall
aufweist (m = 3, r = 2), Die allgemeine L3sung (BV: Xy und
xz)
(x1 )- (10 )- ( 3 )xS - ( S ’x4 iet von zwei Parametern

X2 -2 -2 -3 abhingig.

r(A) = 1, r(A,b) = 2, das System ist nicht ldsbar. Ees han~

delt sich um ein quadretisches System, das einen Rengabfell
von 2 aufweist.

r(A) = 2, r(A,b) = 3, das System ist nicht l5sbar. Es ist
unterbestimamt (m = 3, n = S) und weist in der Koeffizienten=-
matrix einen Rangabfall von 1 gegeniber dem Meximalrang auf.



11, r(A) = 2, r(A,b) = 2, das System ist ldsbar.
. 10 1 Das System ist Gberbeetimmt, weist
( ) ( ) ) aber gegeniber dem médglichen Meximal-
rang einen Rangabfell von 1 suf und
hat deher einen Freiheitsgrad. Die Null im vor X4 stehenden
Vektor macht deutlich, daeB X4 nicht anstelle von x, Basis-
variable werden kann, d. h., die Baeisldsung (xi' xs)lox1-
stiert nicht, was aus der Gleichheit der Koeffizienten bei

x4 und Xq auch sus der Aufgabe direkt zu sehen ist.

12, r(A) = r(A,b) = 3, des System 1ist lésbar,

-1/7 malrang sufweist, iet die Ldsung eindeutig.

‘ Xy ) ( 10/7 ) Das System ist Gberbestimmt. Ds es den Maxi-
-2/7

13. r(A) = r(A,b) = 2, des System ist ldsber,
‘. Des System 1ist Uberbestimmt. De ein
()= (2)-(3)s

x 8 1 Rangabfall gegenuber dea Maximalrang
2 ‘ auftritt, hst die allgemeine L3sung

einen Freiheitsgrad.

14. r(A) = 2. De ein Rangabfall von 1 in diesem quadratischen
homogenen System auftritt, existiert die sllgemeine Ldsung
()= (2) s -

X2 4/5,
15. r(A) = 3
x, -1/3 Der Rangabfell 1 in diesea quadrati-
schen homogenen System bewirkt, deB
(xz )- - (-2/3))&
3

die allgemeine L3sung von einem Para-

x 1/3

meter ebhéngt.

16. r(A) = 3 Der Maximslrang in diesem quadratischen homogenen
System deutet auf eine eindeutige LSsung, also die Trivial-

ldsung Xy 0
Xg o .
17. r(A) = 2 In diesem Uberbestimmten homogenen System tritt

der Maximalrang auf, d. h., es emistiert nur die Trivielld-
sung x = O.

69



18. r(A) = 3 Gegenlber dem mdglichen Maximalrang
x ‘3/2 r = 4 tritt in diesem Gberbestimmten
(xi - - o |x homogenen System ein Rangabfall von 1
2 ( ) 4 auf. Die allgemeine L3sung enthalt
3 einen Freiheitsgrad.

19.
BV|x, Xy X, -f Aus Tablesu II iet zu entnehmen:
(3> 4 28 » FGr 2 A= 8 = O oder A= 4 {iet
1 2 22 20 -2 des System unldsbar, de r(A) = 1
und r(A,b) = 2,
xz| 1 4] 28 -4 Far slle anderen Werte von 2 lau-
1 o (21 -8| -36
: * tet die L3sung
<40 . .
x 1 [o] -18
111 2 A -4 Xy 2
|0 1 TLI:AB ( )= 287 - 40
*2 Tr-4

z. B, for A= 1 Xy = 6, x; = 4,

20, Dsmit des homogene System eine nichttrivisle L3sung hst, muB
r(A) -~ 3 gelten. FGr A ¢ O ergibt sich lediglich die Trivisl-

1dsung. Far A = O gile

() (2)=s

Vv x1 Xy x3 -‘
@O 1 1| =
3 2 1 -3
‘2 1 A -2

xy 1 1 1 -1
0 ) -2 |
0 -1 =2

Xy 1 o) -1

Xy [0} 1 2
0] 0] A

21, 8) Fir a = O handelt es sich um ein quedratisches homogenes
System, r(A) = 2, deg System ist ldsber.
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22.

23.

24.

b) Fur @ = 1 handelt es sich um ein quadratisches inhomoge-
nes Gleichungssystem, das wegen r(A) = 2, asber r(A,b) = 3
nicht 13eber ist.

Die L3sbarkeitsbedingung r(A,b) = 2 gilt far A = =25,

Denn ergibt sich
(xl\‘) ( 4)
- - .
\x2/ N 13/
also eine eindeutige LJsung.

Nach einem Schritt ist zu er-

Bv|x X2 X3 [*o |~ ) kennen, daB mit A = =2
» r(A) = 2, aber r(A,b) = 3,
A 4 -3 d. h., Unldsbarkeit des Sy-
-7 stems folgt. r(A,b) = 2 tritt

3/2 =1/2 mit 2 sls letzter Komponente

A-9/2 11/2
-13/2 11/2

in der Spelte X, ein, Wenn

im urepringlichen System an-

»
N
» N RO WV N]JO

stelle von 8 der Wert 9 steht,

tritt dieser Fall ein.

Es handelt sich um ein homogenes quadrstisches Systeam
(8 - 1) xiobxzno
bx1 ¢+ (c = 1) x, = 0.

Eine vom Nullvektor verschiedene L8sung tritt fir D = O exn.
s -2 b
b c -

« (a=X) (c-X)=-b2a 2% (aec)r4
oac-bz-o

Die gesuchten Werte sind

N R - /i? + c-2 - ac bél a + c:\2
172~ 2 2V \(Z2 * mit —2—)

>

- ac + b2 -0,

Ldsungen zu 1.7.2.

v (1) " (Z) .w, (’Z) . (‘2 )+ w (:) . .5(:‘)

a0 1e1,2, ..., %
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\2 N /
(2)
+w
61y
6 >
it S w, =1, w = 0 1i=1,2, ..., 6
i=s]

2. Lineare Optimierung

2.1. Modelle der linearen Optimierung

Die Ldsungen fir Beispiele und Obungsaufgaben dieses Abschnitts
werden angegeben. Es wird empfohlen, gegebenenfalls unter Nutzung
der Kleinrechentechnik selbstdndig zu lésen.

2.1.1. Beispiele

1. Ein Betrieb kann aus einem Grundmaterial die drei Produkte
Pys Pas P, herstellen. Die Engp#isse des Betriebes sind des
Grundmaterial und die Maschinenzeiten in zwei Abteilungen.
Die Produktion soll so erfolgen, daB das Reineinkommen maxi-
mel wird.
Die folgende Tabelle enthdlt die notwendigen Zahlenangeben:

Verfigbare | Verbrauch pro Einheit
Menge P1 P2 P3
Grundmaterial 12 1 1 1
Masch, Std. Abt, I 15 2 2 1
- - - II i8 3 2 2
Reineinkommen pro 9 8 6
Einheit des Produkts

Formulieren Sie das Modell'!

Ldsung:

Entscheidungsvariablen X404 X und Xq eind die Produktionsmen=-
gen der drei Produkte Pi' P2 und P3. Grundmaterial und Maechi-
nenkepazititen bilden zusammen mit den in der Tebelle angege-
benen Aufwandsekoeffizienten pro eine Einheit Endprodukt

P‘ (i=1, 2, 3) die Informationen fur das System der Nebenbe-
dingungen, die wie folgt formuliert werden konnen:



NB: x, ¢ x, ¢+ xy & 12 Durch das = wird zum Ausdruck
2xy ¢ 2%, ¢ Xq 2 15 gebracht, deB die verfigbaren
3xg ¢ 2x, ¢ 2x4 = 18 Kapazitaten nicht Gberschritten

werden durfen,
Die Information Guber des Reineinkommen pro Einheit Endprodukt
148t folgende Formulierung der Zielfunktion zu:

ZF: Z = 9x1 + sz * 6x3~—> max

SchlieBlich ist noch zu sichern, daB die Variablen die Bedin-
gungen der Nichtnegativitét erfillen,
NNB: x, o0 J=1,2,3

z . Ta
opt = 661 x (o, 6, 3, 3, 0, 0)

2. Ein metallversrbeitender Betrieb steht vor folgender Produk-

tionsaufgabe:
Zur Herstellung stehen iha drei Maschi-
Produkt | Menge nen zur Verfagung.
A 400
B 200 Maschine | Kepazitét in Std.
Cc 450 M1 600
Mz 500
My 800

Der Betrieb kann zur Bearbeitung jedes Produkts zwei verschie-
dene technologische Verfahren in Anwendung bringen. Die Zeit-
normen und Selbstkosten sind in der folgenden Tebelle zusem-

mengefaBt:
A B Cc

Ty T2 | Ta [ T2 (T2 [ T2
M1 0,6| 0,6 0,6 |0,6 0,6 10,4
Pb 0,0|1 0,6 0,4 10,6 0,0 10,8
MS o,8| 0,8 0,6 |1,2 0,4 (0,6
Selbst-
kosten 29 26 27 26 36 33

Die Produktionsaufgabe soll ait minimalen Selbstkosten reali-
eiert werden., Formulieren Sie das Modell!
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Ldsung:
Zunéchet legen wir die Varisblen fest.

x4: Menge von Produkt A, die nach Technologie 1 horgootolltd
wird,

xp: - - A, - - 2

vy " - - 8, * - - 9 - -

uesw,

Formulieren wir zundchst die Nebenbedingungen, die sich auf
die technologischen Zussmmenhiinge beziehen:

<
NB: 0,6x, ¢ 0,6x, + 0,6y, « 0,6y, + 0,6z, + 0,4z, : 600
0,0xi + 0,6x, ¢+ 0,4y1 . 0,6y2 . O,OZ1 . 0,822 = 500
O,Bx1 . 0,9x2 . 0,6y1 ¢ 1,2y, 0.421 + 0,622 = 800
Hinzu kommen die Nebenbedingungen zur ErfGllung der Produk-
tionsaufgabe
X, + X = 400 Hier gilt unbedingt
Yy * Y2 = 200 das Gleichheits-
z, ¢+ 2 = 450 <zeichen.

Die Zielfunktion 188t sich mit den Informationen iber die
Selbstkosten formulieren:
ZF: Z = 29x1 + 26x, + 27y, + 26y, + 36z, ¢ 33z, —= nin

>
NNB: Xq0 Xo0 ¥Yq0 Yoo Zgo ?2 =0

z, . = 31275, x'

opt - (‘1: ‘20 Y1- Y2' lia Zz. .1, .2, .3)

= (0, 400, 0, 200, 275, 175, 5, 0, 25)

FOr eine Futtermittelmischung, die die N&hrstoffe M,, M, und
My enthalten eoll, kommen vier Produkte A, B, C und D in
Frage. Die Zahlenangaben Gber die Mindestmengen der drei N&hr-
stoffe und den Gehalt der NBhrstoffe in den einzelnen Produk-
ten sind eus der folgenden Tabelle zu entnehmen:

Produkt|Erforderliche
N8hratoff [ . * o C D [Mindestmenge
M1 3 2 4 1 38
My 1 2 36
My 1 2 3 50

74



Die Produkte A, B, C und D sind in solchen Mengen zu kaufen,
deB die Zufihrung der Néhrstoffe in den sngegebenen Mindest-
mengen bei minimelen Kosten garantiert ist.

Oie Einkaufepreise betragen fur A: 2 [WE], B: 3 [WE],

c: 5 [wel, o: 1 [WE]. Formulieren Sie das Modell!

Ldsung:

Die Variablen xJ j=1, 2, 3, 4 entsprechen den von den Pro-
dukten A, B, C und D verwendeten Mengen. Fir die erforderli-
chen Mengen der Produkte A, B, C und D lassen sich mit den
Informationen aus der Tabelle folgende Nebenbedingungen for-

mulieren:
NB: 3x1 + sz + 4x3 ¢ x4 2 38 -
Sx; ¢ xpy ¢ Xy e 2x, 2 36 Durch = wird die Einheltung
2 50 der Mindestmenge verlangt,

x1 + sz 3 213 + 3x4

Die Vorgebe der Einkaufspreise flGhrt zu folgender Zielfunk-
tion:
ZF: Z = 2x4 ¢ 3x, ¢ 5x3 ¢ x, —® min

NNB: x, 20 J=1,2,3,4
T
- 4, 0, 32, O
Z,50 30; x = (8,0,0,1 )

In der Papierindustrie tritt h#ufig das Problem auf, wie aus
Ausgengsrollen Papierrollen kleineren Formats zu schneiden
sind, Angenommen, eine Maschine stelle Pspierrollen von

195 cm Breite her. Aus diesen Rollen seien herzustellen:

49500 Rollen von 65 cam Breite,
15840 * - 50 cm Breite,
59400 - - 40 ca Breite.

Ee eind mdglichst wenig Ausgangsrollen zu schneiden.
Formulieren Sie des Modell !

Ldeung:
Zur Festlegung der Variablen iet es erforderlich, Zuechnitt- .
varianten zu bilden. Das erfolgt in nachstehender Tabelle:
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76

1 2 3| 4 5 6| 7 8 9 10
65 3 2 2 1 1 1 0 0o o (o]
50 | O 1 0 2 1 0 3 2 1 0
40 | O 0o 1 (o} 2 3 1 2 3 4

x, = Anzahl der nach Zuschnittvariante j zu schneidenden
Rollen

Daraus leiten sich unter Verwendung der Vorgaben iber die ge-

winschte Rollenzehl die folgenden Nebenbedingungen ab:

NB:

>
3x1¢2x2¢2x3 + Xyt Xg 4 Xe : 49500
X5 + 2)(4 + xg + 3x7 . ZxBo Xg : 15840
Xq ¢2x5 . 3x6 s Xy s 2x6 + 3xg + 4x10 = 59400

Die Aussage, mdglichst wenig Ausgangsrollen zu schneiden, ist
gleichbedeutend damit, daB mdglichst wenig Papierrollen nach
den einzelnen Varianten zu schneiden sind.

Das fuhrt zu folgender Zielfunktion:

ZF: Z = x Xy # Xy EXyE X X b Xy b NG+ XS Xy T min

1
NNB: x, 20 J=1,2, ..., 10
Zopt = 33220;

5T = (8140, O, O, O, 15840, 9240, O, O, O, O, O, O, 0)

Auf einem Bahnhof besteht durchschnittlich folgender Personal-
bedarf: Zwischen O Uhr und 4 Uhr 4 AK

- 4 - " 8 = 6 AK
- 8 - " 12 * 12 AK
. 12 = - 16 - 18 AK
" 16 - " 20 " 16 AK
- 20 * " 24 " 8 AK

Die Reichsbahnaengehdsrigen kénnen ihre Schicht um O, 4, 8, 12,
16 bzw. 20 Uhr beginnen und arbeiten B8 Stunden hintereinander.
Welcher Schichtplan erfordert den minimeslen Einsatz von Ar-
beitskraften? Formulieren Sie das Modell!

Lésung:
Zunéchst legen wir die Variasblen fest:



Xy Anzehl der Arbeitskréfte, die um O Uhr die Arbeit beginnen
Xyt Anzahl * - - - 4 Uhr - . -

Xg: Anzehl * - - ® 20 Uhr * - -

Demit lessen sich folgende Nebenbedingungen formulieren, durch
die gesichert wird, deB die Arbeitszeit von 8 Stunden zusam-
menhingend ist. Es iet leicht zu Gberblicken, daB es dabei
suftreten kann, deB Arbeitskrdafte nur 4 Stunden téglich zum
Einsatz kommen.

NB: x 6
12
18
16
8

11 * ‘6 4

Der normele Einsatz von Arbeitskrdften fihrt zu folgender
Zielfunktion:
ZF: Z = x, + Xy ¢ X

1* %

* X6

Ay Bv BV By Ny WV

+* X, ¢ X_ ¢+ X — min

1 3 4 S 6
Die Nichtnegativitétsbedingung lautet:
NNB:  x, =0 j=1,2,3

z . =32; x' = (4,6,10,8, 8 0,0,0,0,0,0,0)
opt -
Ein Betrieb produziert eine Legierung, die sich durch folgende

Eigenschaften auszeichnen soll:

a) spezifisches Gewicht = 1,
b) Gehelt des Bestandteiles s = 20 %,
c) Schmelztemperatur = 600 °cC.

Die fir die Produktion dieser Legierung in Frage kommenden Be-

standteile sind die Rohstoffe Pl' P2 und P3. die sich durch
die in der Tabelle engegebenen Eigenschaften auszeichnen:

Eigenschaften P1 P, Py
Spez. Gewicht 0,96 0,92 1,04
Gehalt Bestandteil s 18 % 12 % 25 %
Schmelztemperatur 550 '°c | 600 °c | 690 °c
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Die Preise der einzelnen Rohstoffe betragen pro Mengeneinheit:

PI: 160 WE, Pzz 360 WE, 93: 150 WE,

Es ist zu bestimmen, in welchen Proportionen die Rohstoffe
P1, P2 und P3
forderten Eigenschaften bei mdglichst niedrigen Ankaufskosten

for die Rohstoffe zu erhalten. Formulieren Sie des Modell!

zu verwenden sind, um die Legierung mit den ge-

L8sung:

Die Entscheidungsverisblen Xq0 Xg und Xy geben den Anteil an,
mit dem die Rohstoffe PI' P2 und Py in die Legierung eingehen.
Unter Verwendung der Angaben der Tebelle der festgelegten
Eigenschaften lsssen sich folgende Nebenbedingungen ableiten:

NB:  0,96x, ¢+ 0,92x, ¢+  1,04xy = 1
18 x, ¢+ 12 x; ¢ 25 x4 a 20
>
- 550 Xy ¢ 600 X, ¢ 690 Xy = 600
Hinzu kommt die Bilanzbedingung
x1 . xz . x3 - 1

Bei der Aufstellung der Zielfunktion werden die Preise fur
die Rohstoffe verwendet.
ZF: Z = 160x1 . 360x2 . 1SOx3 —e min

NNB: 20 1=1,2,3

X3

T
Zopt = 155; x = (0,5 O, 0,5, O, 1,5, 20)

2.1.2. Ubungsaufgaben

1.
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Ein Betrieb hat bei der Produktion von vier Massenartikeln in
einem bestimmten Zeitebschnitt bei zwei wichtigen Grundmate-
rielien (Gi’ Gz) nur begrenzte Mengen zu Verfigung; auBerdea
im gleichen Zeitabschnitt Engpésse bei zwei Besrbeitungsma-
schinen (Mi' "2)' Die technischen Daten sind sus folgenden
Zusemmenstellungen zu entnehmen:

Materislverbrauch in Kilogreas
(pro Stuck des Erzeugnisses) Materislfonds
E1 E2 E3 E4
G1 4 - 1 4 1,3 D]
G, ) 6 2 3 2,1 [t]




Bearbeitungszeit in Minuten
(pro Einheit des Erzeugnisees) | Zeitfonds
£, E2 Es Es
M, 5 4 - 6 20 [Stunden)
M, 10 8 6 4 80 [Stunden]

Eine vertragliche Verpflichtung sieht vor, deB von den Erzeug-
nissen 51 und Ey insgesamt mindestens 150 Stlick zu produzie-~
ren sind., Der Gewinn je Stlick der Erzeugnisse betridgt far

EI: 0,80 WE, E2: 1w, E3: 0,60 WE, E4: 0,30 WE.

Wie lautet des Optimierungsmodell, wenn der Betrieb die Aus-
nutzung so gestalten will, deB der grdB8tmdgliche Gewinn er-
zielt wird?

FOr welches Produktionsprogramam erzielt der Betrieb einen
aeximelen Gewinn?

Zwischen vier Kraftwerkstypen Tye Too T! und Ty 1ot beim Aus-
bau des Energienetzes eines Gebietes e0 auszuwdhlen, deB die
Gesamtkosten, bezogen auf ein Jahr, zu einem Minimum werden.
FGr des Gesamtgebiet sind eine jdhrliche Energieproduktion
von 10000 Einheiten, ein tégliches Mindestaufkommen von 24
Einheiten und die Mdglichkeit zur Abdeckung eines téglichen
Spitzenbederfs von 30 Einheiten zu sichern. Die Leistungen
der vier Kreftwerkstypen sind:

T1 T2 T3 T4
Jdéhrliche Energieproduktion 750 2000 | 800 2000
Tégliches Mindestaufkoamen 2 5 1 4
Tagliche Maximelkepazitét 3 7 3 7

FGr deae Basuprogramm steht eine Investitionsmenge von 105 WE
zur Verflgung. Der Investitionsbedarf je Kraftwerk betrigt
bei Typ T, 10 wE, bei Typ T, 20 WE, bei Typ Ty S WE und bei
Typ T, 25 WE. Die jéhrlichen Kosten je Kraftwerk betragen bei
Typ T, 3 WE, bei Typ T, 6 WE, bei Typ Ty 3 WE und bei Typ T,
7 WE, 1In welcher Anzehl sind die vier mdglichen Kreftwerke-
typen zu errichten? Formulieren Sie des Modell!
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3, Aus Blechtafeln der Abmessung 2 m 1 m gollen
300 Tefeln der Sorte I
150 Tafeln der Sorte II
300 Tefeln der Sorte III

geschnitten werden.

0,5m- 0,6 m, .
0,8 m:0,4m und
O,3m-1,0m

Zur Auswahl stehen sechs Zuschnittvarianten.

Variente 1: 6 Tafeln Sorte I
II und 4 Tefeln Sorte III
und 2 Tafeln Sorte II und

- 2: 2 °
Variante 3: 2
2 =
- . 5=
" S5: 4 *°
* 6: 6 "

Tafeln Sorte 1

II
II
1

II

I

und 2 Taefeln Sorte II

I

a) Die Anzahl der zu zerschneidenden Blechtafeln eoll minimal

sein, Formulieren Sie das Modell|
b) Der Verschnitt soll minimal werden.
Formulieren Sie das Modell|

4. In einer Paketumschlagstelle der Post sei die zeitliche Ver-
teilung fuir die auszufihrenden Tétigkeiten bekannt. Mittels
Zeitnormativen kann daraus berechnet werden, wieviel Arbeits«
kréfte in den einzelnen Zeitabschnitten eines Tages erforder-

lich sind.
Arbeitekriéftebedarf:

Zeitabschnitt AK
4 - 6 18

6 - 8 33

8 - 10 30

10 - 12 48
12 - 14 54
14 - 16 21
16 - 18 111
18 - 20 123

Arbeitskréfte k8nnen nicht stundenweise eingesetzt werden,
und es erfolgt deshalb folgende Schichtfestlegung:

1. Voll 4 - 12
2, " 12 - 20
3. " 10 - 18

4,
5.
6.

Teil 4 - 8

6 - 12
16 - 20



Zur Vereinfachung sollen Pausen und endere Arbeitsunterbre-
chungen unbericksichtigt bleiben.

Wahrend die Teilarbeitskrafte fur die gleiche Schicht vorzu-
sehen sind, eollte jede Vollkraft sowohl Vormittmgs-, sels
such Nachmittagsdienete verrichten. Daraus ergibt sich, daf
die Arbeitskrdftezahlen fir die erste, zweite und dritte
Schicht in einem bestimmten Verhédltnis zueinander steher mis-
sen, Es wird festgelegt, deB die Summe der Arbeitskrifte in
der zweiten und dritten Schicht h&chstens doppelt eo groB wie

diejenige der ersten Schicht sein darf, weil dann der Dienst-
stundenplen fir jede Vollkraft auf eine Vormittagsschicht

hdchstens zwei Nachmittagsschichten festlegt.
Formulieren Sie das Modell!

FOr die Pflanzenproduktion eines landwirtschaftlichen Betrie-
bes stehen vier Kulturen Ko Ky, K3 und K, zur Auswahl. Die
Gewinne je Erzeugniseinheit der Kultur betragen 10, 5, 8 und
3 WE, FOr die Kulturen Kz und K4 sind Mindestproduktionsmen-
gen in der H3he von 8 bzw., 13 ME vorgeschrieben. AuBerdem
soll die Produktionsmenge der Kulturen K
21 ME nicht Ubersteigen.

Es liegen folgende weitere Angaben vor:

1 und K3 zussmmen

K1 KZ K3 K‘
Benttigte Anbeuflache [ha/ME] 40 10 20 30
Benstigte Arbeitskrdfte [AK/ME] 5 2 6 4
Kosten fir Saatgut [WE/ME] 3 2 2 1
Aufwand sn Mineraldinger [ME/ME] 5 7 2 6
Aufwand an Chemikalien zur Unkraut=-
bekampfung [ME/ME] 3 1 2 1
Kosten fir fremde Leistungen [WE/ME] | 1 2 1 -

Die gesamte zur Verfigung stehende Nutzfliiche betr#gt 1080 ha.
Die Anzahl der vorhandenen Arbeitskréfte im betrachteten
Zeitreum sei 108. 60 WE stehen fur das Saatgut zur Verflgung,
bei Mineraldinger sind es 210 ME, bei den Chemikalien 72 ME.
FOr fremde Leistungen sind 24 WE geplent, die nicht Ober-
schritten werden diurfen. Zu bestimmen sind diejenigen Produk-
tionemengen bei den vier Kulturen, die den Gesamtgewinn des
Retrisbes zu einem Maximum machen.
Formulieren Sie das Modelll
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5. Drei Produkte k8nnen mit unterschiedlichen Technologien pro-
duziert werden., Grenzen f(ir die Anwendung der einzelnen Tech-
nologien sind durch die Zeitfonde beim Frisen, Drehen und
SchweiBen gegeben. Folgende Daten sind gegeben:

Zeitaufwand fGr die Bearbeitung

einer Einheit des Produkte
Masch.-Std./Stick

Produkt 1 Produkt 2 Produkt 3 | Verflgbare
Technologie| Technologie|Technologie| Zeit fonds
i 2 3 i 2 3 1 2
Fréeen 2 2 1 3 0 4 3 3 200
Drehen 3 1 2 1 2 0 5 6 340
SchweiBen o 1 3 2 3 1 1 (o] 480
Gewinn/
Stack 11 7 5 9 6 7 18 15

Formulieren Sie das Modell!

2.2. Graphische L&sung

2.2.1. Beispiele
Ldeen Sie folgende lineare Optimierungsaufgaben!

1. x5+ x5 ? 10
Xy ¢ 2x, f 16
3x, ¢+ x, = 24
xJ=0 3=1,2

Z = 5x1 + 4x2 — MOX

Ldsung:
Zundichst Oberfuhren wir die Nebenbedingungen (Ungleichungen)
in die Achsenabschnittsform

X X
1 2
motn =1
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und erhalten

1 Xy X,
-1-6’-{651 2%
II x4 Xy 22

!

0
ITI xl . xz -

s m "
Debei bilden m und n -
die Abschnitte auf '
der X, bzw. xz-Ach-o. 1%

Die Nebenbedingungen
kénnen somit in des

Koordinatensystem 0
eingezeichnet werden. T\\\E
8

FGr jede Ungleichung

ergibt eich eine 6

Halbebene als L&sung

(durch Einsetzen Lt\\

eines Punktes der .
24 2

Ebene, beispiels-

weiee des Koordina-
tenursprungspunktes
in die Achsenab-

echnittsform, kann man die Halbebene der L&sungen bestimmen).

N\
0 2 & 6 8 10 12 W B x

Ee entsteht ein konvexer L8sungsbereich.

Um die Zielfunktion einzeichnen zu kdnnen, nehmen wir einen
Zielfunktionewert sn und formen die Zielfunktion ebenfalle in
die Achsenabechnittsfora uam. % x

Annshme: Z = 20 Deraus folgt: Zl + 53 =1,

Diese Gerade verschieben wir parallel nach oben, bis der &uBer-
ste Punkt des konvexen Bereiches erreicht ist. Dieser Punkt
stoellt die optimale LO8sung der linearen Optimierungsaufgabe dar.
Wir kdnnen ablesen

- X1-7, ‘2.3-

Durch Einsetzen dieser Werte in die Zielfunktion erhiélt man den
optimalen Zielfunktionswert
Z = 47 ,
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<
2. 3xy ¢ X, : 18
2x1 ¢ 4x, = 40
3:10212524 xJ:O, 1=1,2 2= 6x, + 4x, -—= max
LOeung:
Zundchst erfolgt wieder die Uaformung in die Achsenabschnitte-
form .
X x
1 2 <
T rmE?
II x x
!% . 3% s
III x x
1,25,
8 12

Mit der Annahme Z = 24 folgt fGr die Zielfunktion
x, X

2
2—03—-1.

b,

Dieses Ergebnis tragen wir in des Koordinstensystem ein. Nun-
mehr verschieben wir wiederum die Zielfunktion durch den ober-
sten Punkt des zuldssigen Ldsungsbereichs. Dabei stellen wir
fest, daB die Zielfunktion parallel zur Nebenbedingung III
verléuft. Die beiden Eckpunkte des zuléssigen Ldsungsberei-~



ches, esber such slle dazwischenliegenden Punkte stellen opti-
male L8sungen der. Es gibt slso unendlich viele Lésungen und
darunter zwei Basislbosungen.

Die Ldsungen lauten:

x, = 4 X, = § Z = 48 Basislésung,
X, = 2 x, = 9 Z = 48 Basisldsung,
aber such 15
X, = 3 X, = =5 fohrt zu Z = 48,
<
4x10612:12
16!104)(2:4
x, = 3
>
Z = 2x1 + 3x2 — e max xJ =0 J=1,2
Ldsung:
Zunéchst stellen wir die N
Achsensbschnittsform auf. t.? m Q
3
x x
I
x x
X1, X2 1
11401-1

II11

x
N
av
|
=

“

Nach Einzeichnen der Nebenbedingungen in daes Koordinatensy-
stem kann man feststellen, daB der L&sungsbereich eine leere
Menge ist und die lineare Optimierungsaufgabe demzufolge
nicht lésbar ist.

<
- x4 ¢ Xy : 6
-4x1 + 2x2 : 8
2x1 - 10x2 = 20
>
xJ-O.J-i,Z 21-5x104x2—-———-ax

Z2 = -5)<:l + 4x2 —e MAX

Die lineare Optimierungsaufgabe ist fGr beide Zielfunktionen
graphisch zu lésen.
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Lodsung:

Wir betrachten zu diesem Zweck zundichst den Ldsungsbereich.
Die Achsenabschnitte~

formen fir die Neben-

bedingungen lauten:
x x
1 :% . 33 LR |
x x
11 :% 3 13 = 1
III‘]._’L?_:’:.
ic * 2 ‘
Nunmehr betrachten

wir die Zielfunk-

tionen:

Wir stellen fest,

der Ldsungsbereich
ist nach oben un-

beschrinkt.

x
. 1 —2 -
Z,: Wir nehmen Z1 = 20 an und erhalten Z* = 1.
Die Zielfunktion kann beliebig groBe Werte snnehmen. Es exi-

stiert keine optimale Ldeung.

x

1

ZZ: Wir nehmen Z2 = 20 an und erhalten +

ODurch Parsllelverschiebung dieser Geraden finden wir

Xy = 2 X, = 8
mit Z = 22 die optimale Lb&sung.
>
Xy o+ 4x2 : 16
x1 - xz : 7
x1 + 2x2 s 12
x4 20, j=1,2

2-20:(1 . !»Ox2 —emin

Ldsung:

Wir Gberfdhren die
Nebenbedingungen in
die Achsenabschnitte-
form




-
x
[y
x
N
av

i€ * 3 1
I :% " :g ]
m ;% . :§ 21,
Anslog die Zielfunktion mit der Annshme Z = 100
:% + :§ = 1,

Durch Pesrallelverschiebung der Zielfunktionsgeraden nach un-

ten bis zum #uBereten Punkt erh#lt men die optimale L8sung

x, = 8, x2-2 mit Z = 260,

1

2.2.2. Obungseufgaben

=~ 1.

v 3.

< . :
3x1 . 2x2 : 33 v 2, 3x1 ¢ x, 4500
5x, ¢ 6x, = 66 ax, + 3x, s 7500
< <
Xy : 3:2 s 24 Xy ; 2x2 s 3500
‘J-O,J- 1, 2 xJ-OIJ-ilz
Z-6x1¢9x2 —e MoXx Z-8x146x2 —e= max
> >
Xy ¢ Xy ; 11 4, 3x1 . 2x2 : 6
3x1 . 2x2 : 30 6x1 ¢ x5 : 6
’1 . 2x2 s 18 X, = 1
xJ=0,1-1,2 xJ:O,J-I.Z
Z1 - 27x1 . 36x2 —e max Z .- 15x1 . 33x2 —= main
Z2 = 27x1 * 36x2 —e min
-4x, + 2x, s 4
s 27

1
-9x1 . 9x2
xJ H 0, J=1,2

Z, = Xy ¢ 2x2 —e NOX
2 x1 . 2x2 —enin
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12
12
16
1, 2

AA 87 BV BV

[]
o

(578
.

+ 6:(2 —e-min

~N
.
N
x
*
N
x
A

20
16
12
1, 2

[ 7.5 1,

+ 4x2 —e= MN8X

a) Es iet die LOsung fur die angegebene Aufgabe anzugebun.
b) ts ist die Losung unter Bericksichtigung einer weiteren
Nebenbedingung Xq = X, 22 anzugeben.

8. Vorgegeben ist folgende lineare Optimierungsaufgabe:

Z = 20x1 + 40x, —= max

+ x, & 30

| 2

10x1 + 6 X, = 240

2

Xy & 15
Xg s 20

et >
Xq o X, = 0

mnufyabunstellungen:
8.1. Es ist die graphische Lésung zu ermitteln.

8.2. Schreiben Sie die 1. Normalform der linearen Optimierungs-
aufgabe auf, und bestimmen Sie die werte fir die Schlupf-
varigblen.

8.3. Treffen Sie Aussagen Uber die Degeneration mit Hilfe der
Definition fur Basisldsungen.

8.4. Bestimmen Sie <y und ¢, far den Fall, daB es unendlich viele
Lésungen gibt und Zopt = 750 betragt.
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8.5. Wie lautet die optimale Lésung fir die Zielfunktion

—e max ?

Z = 40x1 + 30x2

8.6. Vergleichen Sie die Ldsungen der drei Aufgaben miteinander

8.7.

(-Basisldsungen-)|

vorgegeben sind folgende Punkte fur die Grundaufgabe:
Py (10,10); P, (20,18); P, (0,20): P, (11,17);

P, (24,0); P (15,15)

Ermitteln Sie, ob es sich um eine

a) zuléssige Losung,

b) nichtzuléssige Ldsung,

Cc) zulassige Basislésung,

d) nichtzulidssigu Basislésung,
e) optamale Ldésung,

f) optimale Basisloésung

handelt.



2.3%. Simplexmethode

2.3.1. Beisgpiele
1. Vorgelegt ist die LO-Aufgabe

Z=4x1+5x2—-o-max
-11? 12-5-4
x1+ 12=1O
2xy - x, 2 14
x, 2 o, x, 20 .

Es soll die 1. Normalform (¢* x/ A Xx=1b, x 2 0) ermittelt wer-
des. Von dem dann entstandensn Gleichungesystem A x = b sollen
smtliche zuldssigen Basisldsungen berechnet, und durch zusatzli-
che Berechnung der jeweiligen Zielfunktionswerte soll die optima-
la Basisldsuny, gefunden werden.

Zur Uberfihrung in die 1. Normalfoim werden zu den drei Unglei-
chungen 3chlupfvaeriablen addiert, wodurch die Ungleichungen in
Gleichungen iiberfihrt werden. Die Schlupfvariablen miissen eben-
falls der Nichtnegativitdtsbedingzung geniigen.

be handelt sich um circ normales lineares Ungleichungssystem,
. >
de 2. b = Q.

Z=4x1+5x2 — max
X, v Xy 4+ x.3 = 4

21 + x5 + X, = 10

2x1 - x5 < xS = 14

"Jéo J=1,2, .., 5
Ohne weiteres ist ales erste gulkssige Basislbsung X3 = 4,
X, = 10 und xs = 14 sowie X, =X = O abzulesen. Sie bildet den

‘Ausgangepunkt der Berechnuugen mit Hiltfe der slementaren Basis-
transformation.
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BV x, x, L, X X |x Q -4
x3 -1 1 1 0 0 4 - 1
I x, 1 1 0 1 0 10 10 -1
-— |z @ -1 0 0 1 |14 T *
x5 0 /2 1 0 /2 |11 22 -1/2
I1-=|x, 0 0 1 =1/2] 3 2% »
— |z, 1 -1/2 0 0 /2 | 1 - 1/2
-— = o 0 1 -1/2 /210 15* *
III-~|x, 0 1 0 2/3 -1/31| 2 - /3
x, 1 0 0 /3 1/3| 8 24 -1/3
- |z 0 0 3/2 -1/2 1 |15 - 1/2
Iv 0 1 /2 1/2 0 7 14 -1/2
-— |z, 1 0 <172 (1/2) 0 3 6" *
g 1 0 1 0 1 18
v x, -1 1 1 0 0 4
— |x; 2 0 -1 1 0 3

Als erates werde x, Basisvariable (BV). Damit scheidet xg als BV
aus. Im Tableau II soll x, BV werden, wobel nach Ermittlung des
minimalen Quotienten x, aus der Basis ausscheidet. Im Tableasu III
wird Xg als BV fUr den ndchsten Schritt gewithlt (x4 wlirde zu
Tableau II zuriickfukren). 13 wird Niontbasisvacriable (NkvV)., Umr
von Tableau IV zu einer weiteren zuldssigen BasislUsuug zu gelun-
gen, wird x, als BV gewhhlt, wobei x, NBV wird, Mit dex Beruch-
nung des Tableaus V sind simtliche guléssigen BasislUsungen er-
mittelt, Sie werden in einer Tabelle zusammengestellt, und zu-
slitzlich wird deygWert von Z berechnet.

] X, | X3 | % | % |2
I 0 0 4 10 14 (o] Optimal ‘st die
TI 7 ) 1 3 0 28 Basisldsung IV
mit
el

111 8 2 10 0 0 42 x, = 3, x, =1
v 3 7 0 0 15 A7 und 2 = 47.

v 0 4 (0] 6 18 20
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2, Mit Hilfe der Simplexmethode soll die LO-Aufgabe
2= ‘\2::1 + 0x, +28x3 —e max
unter den Nebenbedingungen

x, + x2+3x3§28
x1+312+213§29
3x, + 8x, + Tx3 £ 89 20, 3=1,23

gelbst werden.
Die 1. Normalform der Aufgabe lautet:

2= ‘IZx1 + 0x, + 28::3 — max
x, + x, + 3x3 + ::4 = 28
x, + }x2 + 213 + xs = 29
311 + 8:1'2 + 7::5 + X5 = 89

xjéo. J =1, 2, ceey 6.

Eine erste zulidssige Basisldsung als Startpunkt fir die Simplex-

methode ist

"
(]

Xy = 283 Xg = 29; X = 89; 2
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BV x, x 13 14 15 X¢ X, Q -4

x| 1 1 3 1 0 0 28 28 -1
-xg [ 1 3 - 0 1 0 29 29/3*|

x| 3 8 7 0 0 1 89 89/8 | -8

2z | -12 -3t -28 0 0 o] 0 - 30

x| 23 o0 /3 1 -1/3 o 55/3 | 55/1 | -1/3
-x| V3 1 2/3 0 V3 0 29/3 | 29/2 | -2/3
~xg| V3 0 0 -8/3 1 35/5 | 1% | %

2z | -2 0 -8 o0 10 0 290 - 8
-x, | V5 o o 1 /5 2 10/17 =

x| V5 1 0 0 /5 =2/ 5 25/17 | -1/5
—~xz | 1/5 0 1 0 -8/5 3/5 7 - 8/5

z2|-2/5 0o 9o [ -14/5¢ 24/5 | 346 - 14/5
x| Q1D o0 0 S/ 1 =7/17| 10/17 | 10* *

x| 217 1+ o  -1/17 0O 317 /T | 1/2 | -2/17

x| 5/17 0 1 8/17 0 -1/17| 135/17 | 27 -5/117

Z | -4/17Y 0 O 14/17 0 62/17]15910/17| - 4/17
—~x,| 1 0 0 5 17 -7 10

x| o 1 0 -1 -2 1 3

xz| © 0 1 -1 -5 2 5

Z o} o 0 2 4 2 350

Die Zielfunktion ist also als Funktion der Nichtbasisvariablen

darzustellen., Das bereitet hier keine Schwierigkeiten. Es gilt
2=0 - (—1211 - 30x, - 2813) .

Bei der Auswahl der in die Basis kommenden Spalte wdhlt man unter

den NBV diejenige aus, die den grdBten spezifischen Zuwachs flr

die Zielfunktion aufweist. Im Beispiel tritt das bei x, mit einem

spezifischen Zuwachs von 30 auf, wdhrend z. B. die WahlL von Xy

nur einen spezifischen Zuwachs von 28 ergeben wiirde. Genauer widre

das Produkt: (Wert der neuen BV in der folgenden Basisldsung)

x (spez. Zuwachs). In unserem Beispiel g% *3 = 290. Das erfor-
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dert aber Lwiscihenrechnungen, die den Losungsprozed unterbrechen.
Die #ahl der ansecheidenden Basisvariablen muB unter der Ziel-
stellung: "Aufrer~n'erhaliung der Zulessigkeitl" erfolgen. Es er-
folgt elne Orientierung auf den "EngpaB", die natiirlich einen
“"Verdbrauch", d. b. einen positiven Koeffizienten in der Spalte,
vorangsetzi. Alle anderen Koeffizienten braucher bei der EngpaB-
bestimmung nichr.t berickaoichtigt zu werden. Zur EngpaBberechnung
ist dle vorhandene "kenge" (Komponente in der Spalte xo) durch
dsa apecifiachen Verbrauch zu dividieren.

Es wiri minr (E%; g;; Qg) = gg berechnet, und daher scheidet

ale BV aue. Der weitere Lisungsprozel ist in den Tableaus darge-
8telli. Im d~itt~n Tableau z. B. ist die WMinimumbildung lediglich
auf die Juotienten 2/1% und 5/; zu beschrinken, der negative Ko-
effizient -8/5 ist nichi zu beriickeichtigen. Nach vier Simplex-
schritten ist i’'e optimale LOsung erreiciht, denn in der Zeile 2
stehen nur nichtnezative WNerte. Die optimale LOsung lautet:

x, = 10, x, = 3, X3 = 5 Xy = g = Xg = 0 und 2 = 350.

5. Die LO-Aufgabe Z=4x, + 4x, + 313 —e max
(1) I+ X+ x5 220
(2) 3+ X + x5 £ 36
(3) I+ - x5 =0
(4) Xy 44X, + Xz £ 35
xJQO. J =1,2,3

ist mit Hilre der Simplexmethode zu ldsen. Im Anschlud ist zu
diskutieren, auf welchen Wert man die Beschridnkungszahl bei (4)
reduzierens kbnnte, ohne den Wert der Zielfunktion zu verdndern.
Plr den Losungsproze3 mit der Simplexmethode bedeutet das Auftre-
ten der Gleichung (3) eine Komplikation, da damit nicht ohne wei-
teres eine erate zuldssige Basislosung angegeben werden kann.
¥enn man (3) euflost und in (1), (2), (4) und die Zielfunktion
einsetzt, erhalt wan

2 = 7x1 + 7x2 —* max

x1d-x2§10
22y + X s 18
2xy + 5%, 2 35
I1§0, x2=0'
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da 15 =X+ X, AuBerdem wurde in den peiden ersten Ungleichun-
gen noch durch zwei dividiert. Die 1, Normalform lautet:

Z = 7x1 + 1x, — mex
I, + X+ x3 = 10

2x1 + X, + X, = 18

Zx1 + 5;2 + X5 = 35

xJ=O. J =1, 2, «eay 5.

Es liegt eine LO-Aufgabe vor, die keinerlei besondere Schwierig-
keiten aufweist.

BY x4 x, I3 X, Xg X, Q -4

xz 1 1 1 0 0 10 10 -1
-—x, ® 1 0 1 o |18 9* *

xc 2 5 0 0 1 3 35/2 | -2

b4 -1t -7 0 Q Q 0 - 7
~— x5 0 1 -1/2 0 1 2* *
—x, 1 /2 0 /2 0 9 18 -1/2

xc 0 4 0 -1 1 17 17/4 | -4

2 0 -1/2¢ 0 72 ¢ 63 - 1/2
—x, 0 1 2 -1 0 2 - 1

x, 1 0 -1 1 0 8 8 -1
-—x 0 o -8 0 1 9 3* *

Z Q [¢] 7 ot 0 70 - 0

x, 0 1 =2/3 0 /3! 5

x, 10 5/3 o  -1/3| 5
—x, 0 0 -8/3 1 /3| 3

2 Q Q 7 o] 0 70

Das Minimum ist nicht eindeutig. Man wédhlt den kleineren Index
(lexikographisches Prinzip), also wird x, BV. nach zwei Schritten
ist die optimale Losung erreicut. Sie weist eine Besonderhseit
aut., In der letzten Zeile der Spalte der NBV 14 steht der Wert
Null. Man kaan also x, als By wdhlen, ohne den Wert der Zielfunk-
tion zu veréindern. Dann sind Xx,, x, und x, 8V. Mithin ist auch
jede konvexe Linearkombination der beiden optimalen zulussigen
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Basislosungen eine optimale LOsung:

x, 8 5

x, 2 5 mit Wis Wy 20
X = x3 [=wy 0 |+wy] O und

x4 0 3 Wyt W, = 1.

% 9 °

Aus dieser Lbsung ist auch zu erkennen, daB die Beschrinkungs-
gzahl von (4) um 9 auf 26 reduziert werden kann, ohne daB der Wert
der Zielfunktion der optimalen Basislosung mit den BV Xy X und
g sich Endert. Dann ist in dieser Basisldsung Ig = 0, und die
Losung damit degeneriert. Um die optimale LOsung der urspriingli-
chen Aufgabe zu erhalten, wird resubstituiert.

1,=8-¢c, X =2+c, x3=10, 2=70 mt 0 S¢S 3,

Die Grenzen flir den Parameter ¢ folgen durch Einsetzen in die ur-
springliche Aufgabe, Kritisch sind die Ungleichungen (2) und (4)

(2) 3(B=-c) +2 +c +10 =336 -2c=36MNc
(4) (B =c) +4 (2+) + 10 = 35M26 + 3¢ £ 35N ¢

0
3.

1A A
HA v

4. Vorgelegt sei die LO-Aufgabe

Z = Sx1 + 4x2 + 200 — max
-4xy + 3 = 4
- s 4
211 - £ 10

20 20
x, =0, x, = 0.

Mit Hilfe der Simplexmethode 80ll versucht werden, eine optimale
Lbsung zu finden.

Die Aufgabe wird in die 1. Normalform lberfilhrt

7:511+4x2—’max

-4x, + x, + X3 = 4
- x5 +x, = 4
211 - :2 + = 10

0, J=1, 2, «¢¢, 5.

IJ

Um alle Ausgangsdaten flr das erste Simplextableau zu erhalten,
wird die Zielfunktion als Punktion der NBV dargestellt

z=0'(-511-412)-
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BV x4 x Xz X, Xg x, Q -
x3 -4 1 1 0 0 4 -
-— x, O 0 1 0 4 4> x
g 2 -1 0 0 1 10 5 -2
z -5t -4 o o o 0 5
x5 0o -3 1 4 o | 20 - 3
— x, 1 - 0 1 0 4 - 1
-— x o @ o -2 1 2 2% *
Z 9 -9 0 5 o0 | 2 9
15 0 0 1 =2 3 | 26 -
x 1 0 o -1 1 6 -
— x, o 1 0o =2 1 2 -
Z 0 9 o =13 9 | >

Nach zwei Simplexschritten stellt sich heraus, daB8 die Aufgabe
unlésbar ist. Die Zielfunktion Z ist auf der Kenge der zuldssi-
gen Ldsungen nach oben nicht beschrdnkt. Im dritten Tableau zeigt
der Koeffizient -13 in der letzten Zeile, daB die Wahl von x4 als
BV den Zielfunktionswert vergrdBSern wirde. Da in der zugehdrigen
Spalte keine nichtnegativen Koeffizienten auftreten, besteht kein
EngpaB, keine Grenze fiir die GrdBe X, als BV. Die Zielfunktion
kann also aut der Menge der zulassigen LOsungen unbeschrinkt
wachsen, die Aufgabe ist nicht 1lGOsbar.

€. Die LO-Aufgabe 2 = 511 + 212-—-max
<
x, x : 2
2x1—x2z2
X+ X z 1
211 : x, = 1 .
x1=0, 12=0

ist mit Hilfe der Simplexme thode zu losen.
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Der Ubergang zur 1. Normalform ergibt
Z=31.l +2:2——max
x, X, + X3 =
2:1 -5 +x, =
11 + 12 - IS =
’xy - X - X =1
x, 20, = 1, eeey 6.

+
- N N

Damit muBS zur Gewinnung einer ersten zulissigen Basisldsung eine
Hilfsaufgabe formuliert werden. Zusdtzliche Vorbereitungen sind
nicht erforderlich, da die Bedingung b 2 O in der ersten Normal-
form bereits erflillt ist. Die Hilfsaufgabe lautet

() 7= - (x; +x5) — max

(2) X+ X+ =2
(3) 2xy - x, +x, =2
() xyex -x emo =
(5) 2x1-::2 - xg + x5 =1

xJéo. J =1, 2, eae, 8.

Damit sind X3y X4y X und xg BV fir eine erste zuldssige Basis-
l¥sung. Die Zielfunktion der Hilfsaufgabe muB als Punktion der
NBV x,, X, Xg und xg dargestellt werden. Man ldst (4) und (5)
nach X bzw. xg auf:

x7=1-x1-12+x5; :xa=1-.?x1+r.2-o-x6
und erhdlt durch Einsetzen in (1) und Zusammenfassung
E:-Z-(-}x.‘ +x5+x6)

und kann nun mit dem L¥sungsprozeB fir die Hilfsaufgabe begin-
nen.
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BV | x4 x, X3 X, Xg X X xg x, Q -4
(1 1 0 o o o 0 2 2 |-
|2 - o 1 o0 o o 0 2 1 |=-2
nl|l 1 1 0 0 -1 o 1 0 1 1 |-
-z | (@ -1 0 0 0o -1 o0 1 1 V2% »
Z |-3 o 0 0 1 1 0 0 |-2 3
5[0 32 1 0 o0 V2 o =12 32| 1 |-3/2
|o o o 1 o0 1 0 -1 1 - 0
-x|o0 0 0 -1 /2 1 =2 | 2| /3 =
x| 1 -1/2 0 0 0 -1/2 0 V2| 2| - /2
Z]lo =32 0 0o 1 -1/2 0 3/2 | -1/2 3/2)
3]0 0 1 0 1 0 -1 1 1
o o 0o 1 o0 1 0 1 1
—~x,| 0 1 0 0 =2/3 /3 2/3 -1/3]| 1/3
x| 1 0 0 0 =V3 -V/3 /3 /3| 2/3
2o o 0 9 o o 1 1 0

Nach zwei Simplexschritten ist die optimale Lbtsung der Hilfsauf-
gabe ermittelt. Da Z=0 ist, ergibt sich ein Startpunkt (1. zu-
ldssige Basislosung) flir die Losung der ursprlinglichen Aufgabe.
Um das erste Tableau aufstellen zu kdnnen, mu8 die urspringliche
Zielfunktion Z = 3x1 + 2x2 als Funktion der NBV xs und X¢ ausge-
driickt werden. (Die kiinstlichen Variablen X und xg sind in der
eigentlichen Aufgabe nicht enthalten.) Aus den entsprechenden
Zeilen des letzten Tableaus filr die Ldsung der Hilfsaufgabe ist
abzulesen:

R R Rt A A Rl e
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o BV x4 x, X3 X, xi xg x, Q -4
~— x5 0 o 1 0 @ o 1 ™ o«
x, 0 0 0 1 0 1 1 - 0
x, 0 1 0 0 =2/3 /3 | /3| - 2/3
X, 1 0 0 0 -1/3 -1/3 | 2/3]| - 1/3
Z o] Q Q o) -7/3 -1/3 | 8/3 1/3
— x5 0 0 1 0 1 0 1 - 0
-—1x | 0 0 0 1 0 © 1 * o
x, 0 1 2/3 o0 0 /3 | 1 3 -1/3
x, 1 0 /3 0 0 -1/3 | 1 - 1/3
A 0 o] /3 0 ] -1/34| 5 /3
g 0 0 1 0 1 0 1
— x 0 0 0 1 0 1 1
x 0 1 2/3 -1/3 0 0 2/3
x, 1 0 /3 1/3 o 0 4/3
2} 2 [o} 73 /3 0 0 16/3

Durch Bin3stzen in die Zielrunktion folgt
3054325+ 3%) +2 3+ 3% - %),
8 7 1

3 (3% - 3%) -

Nach zwel S-thritten argibt sich die optimale Lbsung

Z

Z

x.‘:%. 12=%. x5=1. 16=1, x;=x4=0 und Z=176.
6. In einer LPG stehen fiir den Anbau von Mais und Plachs insge-
camt 2°,2 ha Aobauflidche zur Verflgung. Man kann mit einer Ernte-
aenge von 50 kg auf 90 mz bei Mais und auf 300 m2 bei Flachs
rechnen. Die Anbaukosten eind 2 WE fir 50 kg Mais und 6 WE fiir
50 kg Plachs. Sie dlirfen 8000 WE nicht Uberschreiten. Als Min-
d1esterntemengen 1lt. Plan seien jeweils 30 t festgelegt.

Der Gewinn 30l) maximiert werden. Wie sind die Anbauflédchen zu
wihlen, #2nn dar Gewinn pro Tonne Mais 120 WE und pro Tonne
Flachs 300 WE betrdgt?

BEs ist zuerst das mathematisch-Bkonomische Modell aufzustellen
und fUr jede vorkommende GrYSe die Einheit anzugeben.
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Die zur Vesfligung stehenden Angaben stimmen in den Einkeiton
nicht Uberein und mlissen daher z. T. umgerechrnet wecrden. Hier
ist eine Umrechnung auf Tonnen und Hektar vorgenommen worden.

Mais Plachs 2 = 120:.| + 3001:2 —-= max

[Ertrag 0. 18 0.6 0,18x, + 0,6x, é 25,2

in t pro ha ’ ’ 20x, + 120x, = 8000
Anbaukosten X4 = %0
in WE pro ha 40 120 x, 2 30

x 20, =1, 2.

Be ergibt sich folgendes LO-Modell, wern mit xj die geplante Ern-
temenge der Pruchtart j in Tonnen bezeichnet wird.

x2
100 |
.
\
50
l\l’\ . l
0 50 10 150 200 x,

Es bietet sich die graphische Lésung an. Der Losungsbereich ist
relativ klein, weil zur Erzielung der geforderten Mindestmengen
fast die gesamte Anbaufldche bendtigt wird. Die Begrenzung der
Anbaukosten ist unwirksam. Da der laisanbau pro Hektar mehr Ge-
winn abwirft als der Anbau von Flachs, wird Flachs nur in der
Mindestmenge angebaut. Die optimale Lisung lautet:

x, = 40 t; x, = 20 t; Z = 13 800 WE .
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2.3.2, UYbungsaufgaben

Es sind folgende LO- Aufgaben mit Hilte der Simplexmethode zu
l0sen:

1. Z=5x1+4x2——max
X, + X 5 10
X, + 2x, £ 16
3x1+ x2§24
xjéo, J=1,2.
2. Z=2x1—2x2- x3+ x4—. max
2x) + 44X, + Xg £ 100
x, + Sx3 + X, £ 200
x, + 4x3 + 2x4 = 200
x1+1):2 + X, = 150
xj=0 J=1, 2, a-o'4|

Bemerkung: Die Gleichungen kdnnen nach einer Variablen aufgelost
werden. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung erheblich.

3 Z=Sx1+6x2—’m&x
-2x, + xzf 2
-I1+ xz-;- 4
2x, + x, : 6
211 - 3x2 = 6
1330 j=1,2.
4. Z = 33:1 + 13:2 + ‘le3 —e max
8x, + 3:2 + 4x3\§ 32
12x1 + 5x2 + 7x3 S 59
5xy + 2%, + 3:5 s 21
X+ X+ X 2 3

xy20 3=1,23.

5. Losen Sie alle Beispiele des Abschnitts 2.2, mit Hilfe der
Simplexmethode!

6. Beiopiel 6 dieses Abschnitts ist rechnerisch mit der Simplex-
me thode zu lYsen.
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7. Ein Maschinenbaubetrieb stellt die Produkte P1 und P2 her. Es
wird eingeschdtzt, daB8 die Maschinenkapazitdét in den vier Abtei-
lungen Aq bis Ay die Produktionsmengen von P1 und P, begrenzt,
wiihrend aus der Materialversorgung und den Absatzmbglichkeiten
keine Einschridnkungen der Produktionsmengen zu erwarten sind. Der
Betrieb will das Betriebsergebnis maximieren.

Polgende Angaben stehen fiir die Ermittlung eines optimalen Pro-
duktionssortiments zur Verfligung:

Die Matrix A der erforderlichen Bearbeitungszeiten 843 in Maschi-
nenstunden der Abteilung i pro Kengeneinheit des Produktes J
[h/IBJ]. Der Vektor b der fir die Planperiode verfligbaren Maschi-
nenkapazitdt in Stunden [h), sowie der Vektor ¢ der Gewinnkoeffi-
zienten in Wdhrungseinheiten pro Mengeneinheit [WE/HEJ].

5 5 50 000

a=|28 p = | 56 000 c = (54)
6 2 48 000 29
2 5 40 000

BEs ist ein LO-Modell aufzustellen, zu l¥sen und die Ldsung zu
diskutieren!

8. PFlir eine Okonomische Aufgabenstellung liegt folgendes mathema~-
tisch-dkonomische Modell mit der entsprechenden optimalen Lsung
vor:

ZP: Z = 6x1 + 10x, + 813 + 12x4 —emax
<
NB: 3x1+212-x3+284- 60

x, 4+ x2+2x3+ x4= 45
2x, - 4x, = 3x3 + 4x4 & 90
4x, = 6x, + 4x4 + 3x, s 120
x1+2xz-2x3+2x4= 30
ENB: x; 20 1=1,2, 3, 4
ggpt = (0, 0, 10, 25, 20, O, 20, 5, O) Z = 380

Fir folgende Planvarianten, die sich aus dem Produktionsablauf er-
geben haben, sind auf der Grundlage postoptimaler Berechnungen die
Optimall¥sungen zu ermitteln.
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8.1. Durch Einsatz einer anderen Technologie wird der Vektor 8

8.3.

8.4.

vertindert.

801.1. !

2,

Weiter soll a3 vertindert werden,

8.1.2. Sh -1
2 -2
' -
az=| =3 |-&3 =| -2
4 3
\-2/ \‘1 /

Der Kapazitétsvektor éndert sich.
8.2.1. b3 = (45, 45, 100, 120, 30)
8.2.2, b3 = (60, 60, 90, 100, 30)

Durch Umstrukturierung des Produktionsprozesses ist eine an-
dere Gewinnverteilung an den unterschiedlichen Produkten mbg-
1ich., Der Zielfunktionsvektor Hndert sich wie folgt:

8.3.1. ¢l = (6 9, 9, 12)
8.3.2. g3 = (9, 10, 8, 9)

Es wird folgende Kapazititsbeschrdnkung durch Aufnahme zu-
sitzlicher Nebenbedingungen vorgenommen:

Be4ele x4+ 2z, + 7x3 + 3x4 % 155
8.4.2. 4x, + Xy 4 3x3 + 7x4 = 200

Anmerkungen

A1:
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Die postoptimalen Berechnungen gehen immer von der Grundauf-
gabe aus,

Bei der numerischen Realisierung sind entweder die Rechenta-
bleaus filr die Grundaufgabe zu verwenden (Rechnung ohne Klein=-
rechner) oder z. B. auf der Grundlage der revidierten Simplex-
methode Kleinrechner zu nutzen,

: Die Aufgabe 8.4.2. sollte nur mit Kleinrechner geldst werden.



9. Gegeben sei der dreidimensionale Losungsraum einer linearen
Optimierungsaufgabe mit den Extrempunkten A, B, «ee, Jo

9.3.

9.4.

Xy Q G
0 H
1
F L
NG
|
| \\\\\
|
N ’ B
P —————
7 / 12
/7
7
C 7
E
X

= (0! 0, 0)
= (oo 1, 0)
= (1' 0, 0)
= (oo 0, 1)
uswe.

J= (1, 5 1)

o Q >

Sind die folgenden Paare von Extrempunkten benachbart?

A, B B, D E, H c, I
Es sel
Z = 0111 + c2x2 + 0313 —e mMAX

4 > 0, ¢y > 0 und 03 > Qe

Welche(r) Extrempunkt(e) ist (sind) optimal, wenn gilt:

a) €y > ¢y = Cg d) Cq = Cp = Cq
b) 6y > €4 > C5 e) ¢y = ¢y < ¢4
c) e3> ¢, > ¢y t) ¢y > ¢y = cyq

Stellen Sie das System der Nebenbedingungen der linearen
Optimierungsaufgabe als Ungleichungssystem auf!

Der LosungsprozeB mit Hilfe der Simplexmethode beginne im

Extrempunkt A und ende im Extrempunkt H,

Ktnnen dann die Schritte der Simplexmethode iiber folgende

Extrempunkte fiihren?

8) A =B —»G —=H

b) A -=F —=J —+=H

c)A —=C —=I —-=H

d) A -=I -=H

@) A - e«D -G - =H

f) A —=D - = A B -G -=H

8)A +C =P =D  =A -=B -G
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9.5, Welche Variablen werden beim Ubergang
a) A —= B,

b) E—1,
c) F—=J,
d) D ——¢

neue Basisvariablen bzw, neue Nichtbasisvariablen?

2.4, Dualitit

2,4.1. Beispiele

Ausgangspunkt der Betrachtungen bei der Dualitdt wird stets die
2, Normalform sein. Wenn also gefordert ist, zu einer LO-Aufgabe
die duale Aufgabe zu formulieren, so ist zuerst die 2, Normal-
form dieser Aufgabe zu bilden. Dann ist die duale Aufgabe zu tor-
mulieren.

1. Vorgelegt seien die LO-Aufgaben

a)Z=Sx1+4x2—xa——max b)Z:}x1-x2-2x3——min
2x) - X, - x3 518 3x1+212-13-510
3xq + 4x, - 2x3 = 10 x, + x2-x3§ 1
-4x, + 6x, +5x5§32 2x, - x, + xz = 14
X, - X+ 1322 -xq +2x, + x3§6
2 = 2 =
!j-o J=1%2,3, XJ-O J=123

zu denen jeweils die duale Aufgabe zu bilden ist. Zwei zueinan-

der duale Aufgaben werden unter Zugrundelegung der 2. Normalform
wie folgt formuliert:
o}

o}.

Im ersten Schritt werden die Systeme der Nebenbedingungen so um-
geformt, dal sie die angegebene Porm haben. Dabei werden die
Gleichungen durch zwei entgegengesetzte Ungleichungen ersetzt
und teilweise Ungleichuigen mit (=-1) multipliziert, um das ge-
wilnschte Relationszeichen zu erhalten.

fiv

mex {c¥ x/ A x %,

I

nv
ilv

min {QT %/ AT x=¢,

I
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a) 2x1-x2-13§ 18 b) 3:1+2x.2-x3§ 10
3:1+412-2x3§ 10 -x1-x.2+x3§-1
-311-4x2+213§-10 2x, - 1:2+x3.-’. 14
-4xy + 6x, + 5x3 s 3 -2x, + X, - x}§ -14
- Xy + x2-x3§-2 -x1+2x2+x3§ 6

x5 20, 3=1,2,3 x 20, 3=1,2, 3

Nunmehr kann der Ubergang zur Dualaufgabe errfolgen.

8) 2 = 18%, + 10%, - 10%3 + 32%, - 2k; —= min

2%, + 3&2—35:5-414-&525

-i1+ 422-413+ 6:‘:44- 2554

- X - 2%, + 2%, + 55;4-&5:’-1
ij;ol J =12, eeey 5,

b) 2 = 1oi1-32+14i3- 14%, + 6% — max

ke e 2 &4
2x1 -x - 3+ X, + 2&5 s
-i1+kg+ i3- 244- isée

id=0, J =1, 2, eeey 5.

In den angegebenen Formulierungen treten nur gleichgerichtete
Relationen auf. Durch hultiplikation mit (-1) kann bei Umkehrung
des Relationszeichens erreicht werden, da8 im Beschriinkungsvek-
tor nur nichtnegative Werte auftreten. Durch die Transformation
ié = i2 - &B bei a) und i5 = ii - 14 bei b) kann die Anzahl der
Variablen reduziert werden. Die neue Variable iz bzw, ié ist
aber nicht vorzeichenbeschriénkt. Die resultierende Formulierung
lautet dann:

a) &= 18:::1 + 1012:5 +32?4 2is—>m1n
2%, + 3%y - 4%, 2535
- %+ 4% + 6k, + i5§4
i1t2§-‘514¢ isé‘l
x1,x4.x5-0,

b) Z = 10::.| -

#145:34‘6&5—-1:13:

J"n!"

3%, - +2i§- s 3

-2i1+x2+ i5+2i5.3.1

“hrh e B KE2
i1,i2.isgo.
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2. 2u der LO-Aufgabe

2 = BOx.I + 195::2 + 2401:3—> min
2x, + x, + 5132350
x, + 3x 4+ 4xz £ 420
20, 3=1,273

[V |

ist die duale Aufgabe zu formulieren und mit Hilfe der Simplex-
methode zu ldsen. Aus dem optimalen Tableau dieser Aufgabe ist
auch die optimale LUsung der ursprlinglichen Aufgabe abzuleiten.
Zuerst ist die duale Aufgabe zu formulieren, wobei hier keine
Transformationen durchzufiihren sind.

7 = 330&1 + 42012 — max

2i1 + iz £ 80

X, + 3%, %195

3%, + 4%, S 240
21. f2 20

Dann ist die 1. Normalform herzustellen und der LdsungsprozeB
mit der Simplexmethode vorzunehmen.

Z = 530i1 + 420i2 —= max

2i1+ i2+i3 = 80

X+ 3% + %, = 195

3%, + 4%, +ﬁs=24o
% 20 §=1,2,..4,5
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x, iz X i4 b x, Q -t
i3 2 1 1 0 (o] 80|80 |-1
X, 1 3 0 1 0 195165 | -3
-—Xg 3 ® 0 0 1 240 | 60% | =

Z |-330 -s420¢ [o} [0} ¢} 0 420
-z | (5/4 0 1 0 -1/4 20| 16* | %

X, | =5/4 0 ) 1 =3/4 15 - 5/4
—x,| 3/4 1 0 0 /4 60 | 80 | -3/4

z2 | -15¢ 0 0 0 105 25200 15
—=X, 1 0 4/5 0 =1/5 16

i4 0 0 1 1 -1 35

5 0 1 =3/5 0 2/5 48

2 o} o 12 0 102 25440

Der LosungsprozeB fiihrt nach zwei Schritten zu einer eindeutigen
optimalen Losung. Fiir des geldste Problean ergibt sich:

%, = 16, %, = 48, %, = 35 und Z = 25440. Die optimale Ldsung der
urgpriinglichen Aufgabe ist in der letzten Zeile des Endtableaus,
beginnend unter der ersten Zusatzvariablen, also unter &3, abzu-
lesen. Xy = 12, x3 = 102, Z = 25440, In der letzten Zeile des
Tableaus ist die Losung des urgspriinglichen Problems ebenfalls auf
die 1. Normelform

Z = 80x1 + 19Sx2 + 24Ox5 —e min
2x1 + x, + 313 - x4 = 330
xq + 3x2 + 4x3 - xS = 420
xjéo J = 1, 2, eeey 5

bezogen. Die optimale LOsung lautet vollstdndig: x, = 12, X, = o,
X3 = 102, x, = o, Xg = O und Z = 25440. In der 2. Normalform der
primalen Aufgabe sind beide Ungleichungen als Gleichungen er-
fullt, d. h., die Schlupfvariablen sind gleich Null. Daher sind
in der dualen Aufgabe die Problemvariablen %X, > O und %X, > O. Aus
der Bedingung i,o + 5220 < 195 in der optimalen Losung folgt aus
den Dualitdtssdtzen x, = 0 im Primal.
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3. Die LO-Aufgabe

Z=6x1 +5x2+4x3——m1n
2xy + 3x, + 4xs 32
x, + 2:2 + 513 20
+ + 213 24
J 1, 2, 3
it mit der dualen Simplexmethode zu lYsen.

Der erste Schritt zur Vorbereitung der Ldsung ist der Ubergang
zur 1., Normalform

v v v

Z=6x1 +5x2+413—>min.
211 + 3!2 + 4!3 - x4 = 32
x14-2x2+5x3 --xs = 20
2x1+ -1>2x3 -xﬁ=24

XJ=O. J=1'2'-o.|6-

Da die Koeffizienten im Zielfunktionsvektor nichtnegativ sind,
kann man durch eine Transformation leicht eine Ldsung finden,

die dual guldesig ist und damit einen Startpunkt fiir den L8sungs-
prozeB mit Hilfe der dualen Simpl.emethode bildet.

Z=-61:1-5x2-4x3——max

-2xq = 3::2 - 413 + X, = =32
-Jl:.|-2::2-5x3 +xs = =20
-2x, - 12-be + X = =24

xjéo J =1 2, eeey 6

Damit bietet sich fir diese Aufgabe die LOsung mit der dualen
Simplexmethode an. Die erste dual zulissige Basisl¥sung ergibt

sich mit den 3V Xy :zS und Xg Hier wird zuerst die aus der Basis
ausscheidende Variable nach dem Kriterium x, = min (xilxl < 0)
i

gewidhlt, Das ist im ersten Schritt X, = -32.

Umn im Bereich der dual zuldssigen Basisldsungen zu bleiben, muB8
die Spalte (WBV, die jeweils zur BV wird) geeignet gewidhlt wer-
den.
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X X X3 Xy X g x 1t
-—x,| -2 -3 &) 1 0 -32* | x
x| -1 =2 -5 0 1 0 =20 5
xg | -2 -1 =2 0 0 1 =24 2
2 6 5 41 Q 0 0 o |-4
Q | -3 -5/3 -1 - - -
— x5 1/2 3/4 1 -1/4 0 0 8 1/4
X5 3/2 1/4 0 =5/4 1 0 20 5/4
-— x| -1 1/2 0 0 1 | -8*%]| =
2 4 2 0 14 [ [0} =32
Q| -4 - - =2 - -
x| 1 1/2 1 0 0 -1/2] 12
x| 4 1/2 0 0 1 -5/2| 40
—x| 2 -1 0 1 0 =2 16
2 3 Q 0 0 2 -48

Um die BV werdende Variable positiv werden zu lassen, muB das
Leitelement drk < O sein. Um im Bervich der dual zuldssigen Basis~-
lYsungen zu verbleiben, muB gelten

e e

3;'"‘3“{313 iy <0}

Die Quotienten berechnet man im Tableau in einer besonderen Zei-
le Q. Nach zwei Schritten erhdlt man eine auch primal zuldssige
und damit optimale Basisldsung. Es ist X, =X =X =0, X3 = 12,
X, = 16, Xg = 40, Z = 48, Im Tableau erscheint der Zielfunktions-
wert mit einem hinuszeichen, weil die Zielfunktion am Anfanz des
Ldsungsprozesses mit (-1) multipliziert wurde.

4. Gegeben ist die LO-Aufgabe

2 = 211 + 312 —e max
-+t xS0
- x, +2x, S 4
x, - 4x, 22
2
X X 0.
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Es ist die duale Aufgabe zu formulieren und von beiden Aufgaben
die 1. Normalform zu bilden. Das Primal ist mit der 3implexmetho-
de und das Dual mit der dualen Simplexmethode zu losen. Die Ergeb-
nisse sind zu diskutieren.

Das Dual lautet:
z=i1+422+2i3——m1n

-k, - Xy ¢ &5 22
%y + 2%, - 4%5 2 3
% 20, J=123.
Die 1. Normalformen sind Ausgangspunkt der Rechnungen
Z = 2x; + 3%, —— max 2=i1+4i2+213-——m1n
-Xt X Xy =1 -x, - X% 4+ 23 - 14 =2
- xy +2x, + Xy = 4 i1 + 2&2 - 4&5 - i5= 3
11 -4x2 +xs= 2
XJ 2 0, J =12 eeey 5 ij 20 J =12y eeey 5
BV | x, x, x3 x, X x, Q -t
-~xz | -1 ® 1 0 0 1 ™|
x4 -1 2 0 1 (0] 4 2 -2
Xg 1 -4 0 0 1 2 - 4
Z | -2 =34 9 ¢ [ 0 3
——x | -1 1 1 0 0 1 - 1
-—x,|® 0 -2 1 0 2 ralll I
xg | -3 0 4 0 1 6 - 3
z | -5t 0 3 9o ) 3 5
x, 0 1 -1 1 0 3
—-X 1 0 -2 1 0 2
x| O 0 -2 3 1 12
z | o [ -7 5 0 13

Der LosungesprozeB fiir das Primal bricht nach zwei Schritien ab.
Dem negativen wert in der letzten Zeile entsprechend rlBte x3 im
folgenden Schritt BV werden. Da der zu x3 gehorende vVektor nur
nichtpositive Komponenten aufweist, ist es nicht mdglich, von die-
sem Tableau ausgehend, mit Hilfe der Simplexmethode eine weitere
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Basisldsung zu berechnen. Die Zielfunktion kann auf der henge der
zuliissigen LOsungen unbegrenzt wachsen.

Entsprechend mliBte sich im LUsungsprozeB des Duals zeigen, daB

eg nicht mdglich ist, zu einer primal zuldssigen LUsung zu kom-
men. Als Ausgangspunkt der Berechnungen muB eine dual zuldssige
Baeislosung gewdhlt werden, die man leicht durch Lultiplikation
der Gleichungen der 1. Normalform mit (-1) erhiilt. Es lassen sich
ebenfalls zwei Schritte ausfllhren.

V| &, %, %5 X, & x, | -
%, 1 1 -1 1 0 -2 | -
-5 | & -2 4 0 1 3% %
2 " 4 2 9 0 o | -1
¢ |- -2 - - -
-k, 0 ) 3 1 1 -5X *
—-x,| 1 2 -4 0 -1 3 | -2
zZ | o 24 6 0 1 -3 | -2
Q| - -2 - - -
—~%,| © 1 -3 -1 -1 5
%, 1 0 2 2 1 -7
2| o ¢} 12 2 3 -13

Dann mlBte zur Erreichung einer primal zuldssigen Basislosung X,
als BV ausscheiden. Es sind aber alle Elemente der entsprechen-
den Zeile nichtnegativ, und somit ergibt sich nicht die Aidglich-
keit, eine primal zuldssige Losung zu erhalten. Im Jual zeigt
8ich, dal die kenge der primal zuldssigen Losungen leer ist.
Beide Tableaus gestatten jeweils die Ablesung der zweiten Aufga-
be.
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2.4.2, Ubungsaufgaben

1. Formulieren Sie zu den beiden folgenden Aufgaben die dualen
Aufgaben:

+

a) Z= x4
1011 + 4!2 - xs + 314

3:1 - 2x2 + 513

x, + X+ x3 + x4 10

2:1+ x2-6x3+4x4=13

2x2 + 5::3 + 4x4 —& max
57

(1

1350' J =12, «0ey 4,
b) 2 = 5x1-3x2+4x5——m1n
2x1+ x, + 13=12
411-3x2+5135 18
>
:2"XB=1
3:1:0- J =12 3

2. LYsen Sie unter Verwendung des Dualproblems bzw. der dualen
Simplexmethode folgende Aufgaben:

a) Z = x, + 1:2>——m1n b)Z=-x1+x2:—m1n
211+ x2=8 2x1+12=2
2x1+312%12 x1-12.-32

xJéo J=1, 2, X, +x, 25
ﬁéo j=1,2,
c)z=2x1+5x2——m1n
311+3x2§27
2xy + x, 2 10
x, + 3x2 2 15
2xy + 4x, 2 28
xjéo J =1 2, coey 4 &

3. Bilden Sie zu allen Beispielen des Abschnitts 2.,2. die duale
Aufgabe, und 10sen Sie die Beispiele rechnerischl

2.5, Parametrische Optimierung

2.5.1. Beispiele

Es verden lediglich spezielle Aufgaben der einparametrischen
linearen Optimierung betrachtet.

114



1. Plr das Intervall (-oco< t < +co) sollen die Liusungen der ein-
parame trischen linearen Optimierungsaufgabe

Z=(2+1¢t)x +(3-1%)x,— max

-x, + 2x, 2 4
x, + x, f 5 .
2xy = L9 X% =0

gefunden werden, in der die Zielfunktion lineur vom Parameter t
abhingig ist.

Bel der LUsung ist im Unterschied zu nichtparcmetrischen Aufgaben
zusdtzlich flUr jede zuldssige Basislbsung das Intervall von t zu
finden, fUr das diese LYsung optimal ist (charakteristischer Be-
reich). Die Grenzen des charakteristischen Bereiches werden
durch die charakteristischen Punkte gebildet.

Bei der vorgelegten Aufgabe ldB8t sich ohne weiteres eine erste
zuldssige Basisl¥sung finden, nachdem sie in die 1. Normalform
Uberflhrt wurde.

Z=(2+t)x1+(3-t)xz——max
-x1-0‘2xz+x3 = 4
x1+12 +x4 =5
2x1-x2 +x5=9

20, J=1,2 0y 5

5'5 = (00 4509) ist die erste zulidssige Basislosung, die opti-
mal ist, wenn das Optimalitatskriterium erfiillt ist, d. h., wenn
gilt (1) =2 =-t20, (2) -3 +t 20,

BV | x4 x, X3 X, Xg x, Q -4
a1 ®@ 1 0 0 4 2* | %
x| 1 0 1 0 € 5 -1
x| 2 -1 0 0 1 9 - 1
z | -2-t =3+td o] 0 ] 0 3-t
—x, | =1/2 1 1/2 0 0 2 - 1/2
-—x, 0 -1/2 1 0 3 * | =
3/2 0 1/2 0 1 11 22/3| -3/2

z [-3-3 90 $-% o o | e 344




>

Es folgt fur (1) t £ -2 und fiir (2) t 2 3. Der Losungsbereich fur
das Ungleichungssystem (1) - (2) ist also die leere Menge .

Nn L, 5 ) ) % ol

o 1 1/3 /3 0 3 9 |-V/3

xf1 o0 -1/3 2/3 0 2 -3
] ® -1 1 8 g% x

z2 9 0 1/3-2¢/3t 1/3+t/3 0O 13-t -1/3+2t/3
-~z [0 1 0 -1/3 1/3 ™| =

5|1 © 0 1/3 /3 14/3 13]|-1/3
o230 O 1 -1 1 8 -1

z|lg o o 8/3-t/3} -1/3+2¢/3|31/3+13%/3| |-8/3+t/3
=X, |0 3/2 0 1 =-1/2 1/2

x, |1 -V/2 0 0 1/2 9/2

x5 (0 3/2 1 0 1/2 17/2

z [0 -4+t/2 0 0 14t/2 9+ 4t

Wenn man fir t einen kleinen Wert annimmt, mud X BV werden. Die
resultierende Basisldsung ist optimal fir -7/2 - t/2 20
3/2 - %/2 20,
d. h, flir t e (=0 -7].

v

L¥Bt man t wachsen, 8o entspricht die NBV x4 nicht wmehr dem Kri-
terium und muB8 BV werden. Die sich dann ergebende Basislisung
mit den BV x,, X, und ist fur 1/3 - 2t/3 20, 7/3 + t/3 2 0,
aleo fur t € [-7, 1/2] optimal.

PUr grbBere Werte ist x; zur BV zu tausachen. Die tolgende Basis-
l8sung ist flr 8/3 - t/3 2 0, -1/3 + 2t/3 2 0, also fir

t e [1/2, 8] optimal.

Niomt man t 2 8, so muB X4 BV werden,und X5 wird NBV, Das Un-
gleichungssystem -4 + t/2 2 0, 1 + t/2 2 0 ;ilt flr t € [8, +o9.
Damit ist das gesamte Intervall untersu:ci:t. Die charakteristi-
schen Werte sind -7, 1/2 und 3. Die Lésungen fur die charakteri-
stischen Intervalle sind in der folpgenden rabelle zusamuenge=
stellt,
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—m<ct ST | -75tS1/2]| 1/25t58 |85t <+m
x, 0 2 13/3 4
X, 2 3 2/3 0
x3 0 [§] 8 9
X 3 0 0 1
Xg 11 8 0 0
Z 6 - 2t 13 -t 32/3 + 11t/3 8 + 4t

Ist die Abhdngigkeit von einem Parameter nicht fiir den Zielfunk-
tionsvektor ¢, sondern fir den Ressourcenvektor b gegeben, so
kann man diese Aufgabe entweder direkt mit Hilfe der dualen Sim-
plexmethode 1l0sen oder durch Bildung der dualen Aufgabe auf den
vorigen Fall - Parameterabhdngigkeit im Zielfunktionsvektor ¢ -
zurlckflihren.

2. Es werde am Beispiel der Aufgabe
Z = 31:1 + 8x, —= max
-x,+ X 2 4+ 2t
x, + 212 20 + ¢t .
2x1+x2 28 - 3t x1,12=0

fur -2 £ ¢t £ 28/3 die Losung mit Hilfe der dualen Simplexmethode
dargestellt. Zuerst wird die Aufgabe in die 1. Normalform Uber-
flihrt und dann fir t = -2 die optimale Lbsung mit Hilfe der Sim-
plexmethode ermittelt.

A A N
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BV| x, X, X3 X, Xg x, Q -4
= @ 1 0 0 4 +2t | 4 +2t* | =
x, 1 2 0 1 0 20 + t 0 + t/2 | =2
x| 2 1 0 0 1 28 - 3t |28 - 3t -1

z2 |-3 -8t O o} o} 0 8
—-x, | -1 1 1 0 ) 4 + 2t - 1
-x(® o -2 1 0 | 12-3t | 4-t* »

| 3 0o -1 0 1 24 - 5t 6 - 5t/3| -3

z |-11t o 8 Q 0 32 + 16t 1"

x,| © 1 /3 /3 0 8 +t - -1/3
=x,| 1 0 1/3 0 4 -t |-6+ 3t/ x

x| O 0 1 -1 1 12 - 2t - -1

z | o 0 2/34 11/3 0 | 76 + 5t =2/3

Q| - - -1 - -

x, /2 1 0 /2 0 10 + t/2 - -1/2
—x3| =3/2 0 1 -1/2 o0 -6 + 3t/2|12 - 3t 1/2
-x| 3/2 0 O 1 18 - 7t/2]-36 + Tt¥| =

A 1 o 0 4t 0 | 80 + 4% -4

Q - - - =2 - -

x| 2 1 0 0 1 | 28 - 3¢

x| -3 0 1 0 -1 -24 + St
X, =3 0 0 1 =2 -3 + Tt

z | 13 o 0 ¢} 8 224 - 24t

Nach zwei Simplexschritten ergibt sich die optimale L¥sung. Der
Bereich der primalen Zuliéssigkeit wird durch das Ungleichungssy-
stem 8 + ¢t
4 -
12 - 2%

I ".V v
O O O

bestimmt. Die Lbsung ergibt t € [-8; 4]. Pir t > 4 mud x, NBV
werden und durch X3 als BV ersetzt werden. Bei der dualen Sim-

plexmethode muB die duale Zuldssigkeit erhalten bleiben, und es

werden die entsprechenden Quotienten gebildet.




Die primale Zuldssigkeit der dann ermittelten Basisldsung ist
durch das Ungleichungssystem

0 +t/2 20
-6 + 3t/2 20
18 - 7t/2 2 0

bestimmt. Die L¥sung ergibt t € [4; 36/7]). Pir t > 36/7 wird
die BV X durch X, ergsetzt. Die anschlieBend berechnete Basisl¥-
sung ist primal zuldssig, wenn

28 - 3t 20
-24 +5t 20
-3 + 7t 20

ist. Das gilt fur t € [36/7; 28/3). Damit ist das gesamte zu un-
tersuchende Intervall flr t Uberdeckt. Die LUsungen werden in
einer Tabelle zusammengestellt:

-25t34 | 45¢t3S32/7)| 36/75¢t S 28/3
x4 4 - ¢t (o] 0
x, 8 + ¢t 10 + t/2 28 - 3t
x3 0 -6 + 3t/2 =24 + S5t
14 0 0 "36 + Tt
35 12 - 2t 18 - Tt/2 0
r 76 + 5t 80 + 4t 224 -~ 24t

2.5.2. Ubungsaufgaben
1. Bs 18t die parametrische LO-Aufgabe
Z=2x1 +(5+t)12-<——max
x, + x, 5
2x, + x 27
fUr =< t < +00 gu l¥sen!

A n

X, X 20

2. Bs 18t die parametrische LO-Aufgabe
2 = N+ x5 :—— max
711 +4x, = 28
5xq + 6x2 3 -t
- x5 3+t
fir -3 £ t £ 30 zu l¥sen!

[}

T, X 20
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2.6, Transpertprobleme

Die Aufgaben sind aus didaktisch-methodisohen Griinden so formu-
liert, daB8 die Lisung von Hand zumutbar ist. Da praktische Aufga-
ben wegen ihrer Dimension nur mit Hilfe von Rechentechnik geldst
werden kbtnnen, ist es anzuraten, bei der LYsung der Aufgaben
Kleinrechner zusftzlich zu nutzen,

2.6.1., Beispiele

1. Auf drei Guterbahnhtfen der Deutschen Reichsbahn stehen lee-
re Gliterwagen gleichen Typs, die auf vier anderen Giiterbahnhtfen
zur Beladung bendtigt werden. Die Standorte und die Anzahl der
dort zur Verfligung stehenden bzw, bendtiszten Gliterwagen sind
bekannt. (ME bedeutet Mengeneinheiten.)

Abgebende GUterbahnhdfe: Aq: 3 [ME]; Ay: 18 ME]; As: 9 [ME]

Beziehende Bahnhife: By1 6 [ME]; By: 8 [MB]; By: 5 [ME];
By: 1 ME]

Die Giterwagen sind von den Gliterbahnhtfen Ay (1 = 1, 2, 3) un-
ter geringstem Kostenaufwand zu den Gliterbahnhdfen BJ (3 =1, 2,
3, 4) zu bringen. Dabei werden die Kosten fir den Transport
eines GlUterwagens von Ay nach B; den Entfernungen proportional

angenommen und in &%%%%%§§%%§§%33 [ﬁ%] ausgedrlickt. Diese Werte
8ind folgender Tabelle zu entnehmen:

B, B, 31 B4 (Transportkostentabelle)
ay | 12| 10 8 | 11 43 i=1273
K, |12 | 1 | % | 4 J=12 34
A3 8 8 1 13

Pormuliereg Sie das mathematisch-Bkonomische isodell!

LYsung:

Entscheidungsvariable sind die Transportmengen von Ay nach BJ'
Sie werden mit X, (L=1,2, 3; =1, 2, 3, 4) bezeichnet.
Die Variablen lassen sich Ubersichtlich in einer Tabelle dar-
stellen:
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38, | B, | 35 | B,

A1 44 x40 x13 x14 (Transportmengentabelle)

Ay | X0 | %o | o3 | X4
Az | X3q | X33 | X33 | T34

Die Tranaportbeziehungen lassen sich in einer Skizze schematisch
darstellen. han erhilt dadurch eine bessere Ubersicht beim Auf-
stellen der Beziehungen flr das mathematisch-8konomische kodell.

Nebenbedingungen - Aufkommen:

Xyq ¥ Xyp + X3+ X = 3

18 24:114=31 i

oy ¥ Xpp ¥ X3 + Xy < =123
X34 + X3 + X33 + X3, = 9 3=1

Nebenbedingungen - Bedarf:

Tyt Xyt X3 = 6 3

Xip ¥ X v X3 = 8 _ _

X3 v X3+ X33 = 5 Z‘id“’a 3=12,34

[}

Xig * T4 X3 = N

Man kann sich leicht davon Uberzeugen, daB8 die Gleichgewichtabe-

dingung erflllt ist
4

gai=;bi.

Die Nichtnegativitdtsbedingungen lauten:
x, 20 1=1,2,3% 3=1,2,34.
m
AbschlieBend die Zielfunktion: Z = i °1Jx1.1 —e min
i=1 j§=1
Z = 12x.l1 + 10x12 + ex‘u + 1‘lx14 + 12x21 + 1Ox22 + 14123

+ 14:24 + 8!31 + 8!32 + 11135 + 13!}4 —e min . 121



2. Drei Betriebe By (i =1, 2, 3) stellen ein gleichartises (ho-
morenes) Gut in folpenden i.enseneinheiten her:

By: <3 [MB]; 8, 13 [Wk]; 333 10 lhe] .

Die Produkte sind zu vier Sndverbrauchern EJ (3 =1, 2, 3, 4)
mit folgendem Bedarf zu transportieren:

By: 12 [KE]; Ey: 9 [ME]; 33: 12 [ME]; E4: 8 [ME] .
Die Transportkosten sind in folgender matrix gegeben: [%]

14 12 10 7\ Da Angebot und Nachfrage nicht
%E =| 5 8 6 -3 Ubereinstimmen, wird angenommen,
10 6 5 4/ da8 in allen Betrieben Lagerungs-
mdglichkeiten fiir die nicht bent-
tigten Produkte vorhunden eind bzw., in diesen Betrieben die Pro-
duktion entsprechend reduziert werden kann. Hierdurch entstehen
keine zusdtzlichen Kosten. Die Summe der Transportkosten ist zu
minimieren.

LUsung:
NB: Aufkommen Bedarf:
<
x4, +x12+x15¢x14:23 X, ¢ X, +x.31= 12
X1 ¥ Xop * Xp3 * Xy 2 13 Typ * Xpp + X35 = 9
X34 + X3, + X33 + X34 = 10 X43 + X3 + 133 = 12

VIR TR T
Gleichgewichtsbedingung nicht erfiillt, da:
4

3
}%{&1>;b3
H xijéo 1=1.2.5 J=102'304

Z 14x,, + 12:12 + 10:|:13 + 7114 + 5:21 +8x,, + 6:25
+ 3x24 + 10::31 + 6132 + S::33 + 413‘ —= min

5 8

Bs handelt sich um eine offene Transportaufgabe, die durch Ein-
flgen eines fiktiven Verbrauchers E, mit den dazugehdrigen fikti-
ven Traneportmengen Xy, in eine geschlossene Transportaufgabe
Uberfliihrt werden kann.
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Xyg + Xp + Xy3 Xy + Xqp =23
Nt Xp v X3 v X X =13
T3q * Xzp X3zt X3yt Xye = 10

i *+ Xp + X300 = 5

Damit iet die Gleichgewichtsbedingung

i 8 = i %
i=1 J=1
erflllt.
Das mathematisch-8konomische Modell 18t sich auch schematisch

in einer Tabelle angeben:

E, E, E, B, z, 8y

B, (14 ] [1<] 9] i I 23
Xq4 X2 X3 %14 e

s G| [ (® | 2] o] 3
2 | x4 %2 3 4 e

A (0] (o] ] 4] [O_] 10
3 X34 x5, X33 X34 X3e

b, | 12 9 12 8 5 46

Die Kosten fir den fiktiven Verbraucher sind mit Null ansusetgzen,
da die entsprechenden Mengen nicht transportiert werden. Dieses
Tableau s8tellt gleichzeitig den Ausgangspunkt flr die numerische
L8sung der Transportaufgabe dar.

%. Die Produzenten (Pi) erzeugen das gleiche Produkt, das zu
vier Verbrauchera (V,) transportiert werden soll. Die Produzenten
produzieren folgende kengen (ai):

Pl P? P}

und die Verbraucher bendtigen folgende Mengen (bj)‘

<

vy | Vo | Vs

by | 22| 33| 44 36
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Die Transportkosten je lMengeneinheit auf der Transportstrecke
PivJ 8ind c::,_.1 und tolgender Tabelle zu entnehmen:

V1 V2 V3 V4
Py | 8 3 3 4
2 6 7 5 8
P} 1 8 10 2

Die insgesamt auftretenden Transportkosten sind zu minimieren.

Polgende Aufgaben sind zu l0sen:

a) Stellen Sie das mathematisch-dkonomische kodell auf!

b) Bestimmen Sie eine zulédssige BasislOsung mit Hilfe der Vogel-
schen Approximationsmethodel

c) Bestimmen Sie den optimalen Transportplan und die dabei ent-
stehenden Transportkosten!

LYsung:
a) Es handelt sich um eine geschlossene Transportaufgabe ohne Zu-

satzbedingungen, so daB das mathematisch-Skonomieche AModell
direkt aus der Aufgabenstellung abgeleitet werden kann.

ZB: T = BXqq + 3Xpp + 3Xy3 ¢ 4xyy + 06Xy + 3Xy; + 5Xy3 + By,
+ X34 + 8x32 + 101:53 + 2134 — min

NB: xyq + Xqp + Xy3 + Xy =40 T+ Xpq + X3y =22
Xp1 * Xpp * Xp3 + Xy = 45 Xy * Xpp + X35 = 33
x31 + x}2 + x53 + 134 = 5 x15 + 123 + 133 = 44

x14 + x24 + x54 = 36

NNB: ) 20 i=1,2,3 J=1,2, 3 4

Ale Transporttableau erhdlt man:

V1 72 V3 V4 ay
Py U{_ 2 2] UL% 46
X11] Xq2] Xq3] *qq
13 7 ] :)
\ o1 U] =] Bl 45
Xo1| Xoo| Xo3] Xo4
b O B (09 lL 50
3 | 31| Xza| Xzz| X3y
b, | 22 33 44 36 135
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b) Das suletzt dargestellte Tableau ist der Ausgangspunkt fir

die Ermittlung einer zuldssigen Basisldsung. Die Ermittlung

einer ersten zulissigen BasislUsung nach der Vogelschen Appro-

ximationsmethode kann wie folgt zusammengefaBt werden:

1. Berechnung der Differenzen zwischen den beiden niedrigsten
Transportkostensidtzen fir sdmtliche Reihen (Zeilen und
Spalten). )

2. Ermittlung der Reihe, in der die grtBte Differenz auftritt,

3. In der ausgewidhlten Reihe ist das Feld mit den geringsten
Transportkosten mit der grtBtmdglichen Transportmenge zu
belegen.

Da die Auswahl der Reihe unter 2. nicht eindeutig zu sein
braucht, braucht auch die ermittelte zuldssige Basisldsung nicht
eindeutig zu sein.

Zundchst bilden wir die Zeilen- und Spaltendifferenzen.

Py 012 = ©43 = 3-3=0 Vs cpq = 031 =6-1=5
Pyt opq - Sz = 6 -5=1 Voi ey = Ci2 = T-3=4
PB: c34 - c31 =2 -1=1 V3: 023 - 013 =5=-3=2
V4: Cqg = 034 =4 -2=2

Die Ergebnisse werden in das Tableau eingetragen.

V1 v, vl, V4 ay Zeilendifferenzen
N B ] C] [4] 40 0
L L LR 2 T :
p L] LEL (9] (el 50 1
b, [ 22| 33] 44| 36| 135

5 4 2 2 Spaltendifferenzen

Die grtBte Differenz tritt in der ersten Spalte mit S auf.
Das Peld mit den geringsten Iransportkosten ist P3V1.
Dann ist

X3, = min (53. b,) = min (50, 22) = 22 .
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Es folgt das neue Tableau, bei welchem die Kapazitdt von V1
bereits ausgelastet
ist, was durch Striche V1
in den Feldern P.‘V1 P1

8]
und P,V, zum Ausdruck [é_
22

84
40 0
45 1
50 1

kommt,

A M b
o &

V2
2]
7]
8 1
PUr das reduzierte P} .
Tableau sind die Dif-
ferenzen neu zu be- b.‘l 22 33 44
rechnen, wobei die )1 4 2
Spaltendifferenzen
erhalten bleiben.
%2 %3 =2-3
Cay = C3=T-5

135

R

0
2

Cap = Czy = 8 -2=6

Diese Differenzen werden in das Tableau eingetragen.

Die grdBte Differenz ist in der dritten Zeile mit "6". Das Peld
mit den kleinsten Ko-

sten ist P5V4 mit V1 72 71 v ay
:34 = it Dieses Peld 3 1_1 31 L1 4] 40 0
ann m
[) f >

x5, = min (50 - 22, 36) P, (] LH L2 LB w5 1,2
= 28 belegt werden. P 3 % L8] 19 t% 50 Lt
Es folgt nebenstehen- - - 2
des Tableau: bd 22| 33| 55| 36 135
In den weiteren 5 4 2 2
Schritten ergeben
8ich die folgenden Tableaus:
Hier wurde in den V1 72 v V4 a
Spalten V2 und V4 B X L3 1
bei gleichen Diffe- P, [ %35 L2 B s 0
renzen die 3palte V2 5 L1 15 I}
ausgewdhlt, weil das P2 [:—— - 45 1,2
Peld mit den gering- P3 %é- LE— ‘ﬂ« & 50 H6
sten Kosten hier - -
einen kleineren Wert b1 22| 33| 44| 36 135
aufweist, 5 & 2 2.4

’
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Vil Vol V3| ¥y | o
?, 33 2] 54 0 | opr
P éé; LBf 001 [2 1 s 36
b, | 22| 33| 44| 36 [ 135

Bl 4| -2 2,4

Jetzt k8nnen die restlichen Kapazitdten aufgeteilt werden, und
wir erhalten die zuldesige BasislUsung:

TR TG
[ 1 5 8

JdimBsl:lo K
1 LE_ “D__ 2

3 éér 28 %0

b 22 33 44 36 135

Der dazugehdrige Zielfunktionswert lautet:

z1 =333 4+ T4 +44-5 +1°8 +22-1+28°2 =433 .

c) Die Optimalitdt wird mit
tionsmethode untersucht.

Wir erhalten:

ui +
44
U4
)
u.2
43
43

+ + + 4+ + +

Hilfe der modifigierten Distribu-
BEs gilt fUr die Basisvariablen:

vJ = 01J .
v, = 3
vy =4
v5 5
v4 8
vy = 1
v4 =2

Es handelt sich um ein unterbestimmtes inhomogenes lineares
Gleichungssystem mit einem Preiheitsgrad.

Wir wdhlen uy = O und erhalten:

V2=50

v4 = 4,

uy, = 4,

V;: 1'

u; = -2.

vy = 3,
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PUr die Nichtbasisvariablen gelten die Bewertungen:
cid =uy o+ vJ - °1J .

Gilt fuvc alle
°1J £0,

g0 ist die L¥sung optimal.

¢!, > 0 fUr mindestens ein Element bedeutet, daB die Ldsung noch
nicht optimal ist.

Berechnung der °ij’

€jg = Uy +Vvy -0y = 0+3- 8= -5
clx=uy + vy - ¢C 0O+1- 3= =2
13 1 3 13
cl, =u, +Vv, -¢ 4 + 3 - 6= +1
21 2 1 21
céz B uy, +V, - Chy = 4 +3~- 7= 0
c52 = uz + vy - °o3p = -2 +3- 8= =7
053 = u3 + v) - c;b ==2+1-1 = -1
Das vollstdndige Tableau hat damit folgendes Aussehen:
Da cé1 die Optimalitits- v 3 3 1 4
bedingungen nicht erfullt, h|
ist die Aufgabe noch 4y Vil Vol Va3 | Vg 8y
nicht optimal. 0 P L (2] (4] 40
1| =5 -2 [ ()
G 7] 5] [8
4 P, ) 0 ® 45
T 8] 0] 2
-2 | P3 =7 -1 @_ 2
bJ 22| 33| 44 36 135
Der notwendige Austausch- v1 v2 vj VQ, ay
zyklus lautet:
P4 40
A ist maximal zu widhlen; P, at 1-a- | 45
es dart anur so groB sein,
da8 die Bedingung xy, 20 3 | 22-A" 2844 0
erhalten bleibt.
yi 22 |33 | 44| 36 135
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P2V4 ist das entscheiden- vd 3 3 2 4
. folgt
2:-P:1dDeia;:::tzzi:a 94 vy Vo v3 v4 8y
=1, - 1 :
syklus lautet: 0 P, l_—SJ é— 9— @3— 40
+ - +
1’271 B P.‘,V4 3 P3v4 3 5 5 LT 511 6] s
3 2
PaV,". () -] @9} -
=2 P3 8] o] [ze 50
Das neue Tableau lautet: 2 -7 -10|

1 22| 33| 44| 36 135

Berechnung des Zielfunktionswertes:
2022, -031°08=430-1=43212,, .

Bs handelt sich um die optimale L¥sung. Der optimale Transport-
plan hat folgendes Aussehen:

P1 — v2: Xp = 33 P2 — Va: 1.23 = 44
P, — 741 Xy = 7 P; —= Vy: X34 = 21
P2 —_— v1l 221 = 1 P5 —_— V4; 134 = 29_

Es entstehen 432 [GE] Transportkosten.

4., Drei Produgzenten (Pi)' die gleiche Produkte herstellen, haben
fUnf Verbraucher (VJ)' die je 20 [ME]) bendtigen, zu beliefern.
Die Kapazititen der Produzenten und die Transportkosten je bk
8ind in der folgenden Tabelle zusummengestellt:

V1 V2 V) V4 V5 ay
P‘l 6 7 3 10 2 36
P, | 3| 9] 6| 8| 1 | 33
P5 4 13 8 T 3 n

Zur Zeit werden die Tranmsporte nach folgendem Plan durchgefihrt:

Vo[ Vo vs] v | ve
Py © @
P, [ @ 13
P3 @ @
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a) Berechnen Sie nach dem vorgegebenen Transportplan die Trans-
portkosten!

b) Stellen Sie fest, ob dieser Trunsportplan optimal ist!

c) Sollte das nicht der Fall sein, so ermitteln Sie ein optimales
Transportprogranm!

Losung:

a) Berechnung der Ilrunsportkosten
K=T7-9+3:20+2+:7+3:20+1-13 + 1311 + 720 = 493

b) Die Anwendung des Optimalitiitskriteriums zeigt, daB es sich

bei dem vorgelegten Plan um eine zuldssige Basislbsung han-
delt, Diese lautet,in Tableauform geschrieben:

vy 4 7 3 1 2
uy vy V2 VBB W ‘[’_5i 8
3 Tio
0 P, ) @ -9 @ 36
o L8] L& 8 1
4] 131 L8] L2]
o | Py +% +1 20 +5 E
by 20 20 20 20 20 100 [ 2, = 493.

Da es oij > 0 gibt, handelt es sich nicht um die optimale L¥-
sung.

¢) Ausgehend von dem Tableau unter b), folgen die Verbesserungs-

schritte:
1. Schritt
Vi =2 7 3 1 -4
uy V1 V2 V5 V4 YS a
L& L7 3] Dol =
01 P | 8 96|
21 L3 L] L8f [1
> | P2 @ +3 | «2 | -2 |@ 33
e e ] L3
B lclcialGisE
bJ 20 20 20 20 20 100

130 Z2=Z1-6°7=493-42=451



-
W
FS
]
iy

2., Schritt: vy 1

|93
_‘<
<
N
<
AN

V4 | Vs | 8y
3
». | L2 EL. 31 0o] 12] 3

20 | -6 | -3
oL e [
PSRISISEE
LI
3| %3 &:fq -3 |-2 |@) | -1 | >

0
bi, 20 20 20 20 20 100

(=}

€

Z; =2, - 3.4 = 451 - 12 = 439 = zopt .
Die Optimallbsung ergibt folgende Transportzuordnung:
Xyp = 165 Xy =95 X5 =20; x5, =20
113 = 20; Xo = 4; x31 = 11 [ME].

Es fallen 439 [GE] Transportkosten an, die Einsparung betridgt
54 [GB].

S. Vier Anlieferungsstellen Ay (1 =1, 2, 3, 4) haben vier Be-
darfsstellen B, (k =1, 2, «eoy 4) mit gleichen Erzeugnissen zu
beliefern. Die Kapazitdten Ay sind in Tonnen angegeben.

Ay 40; A 50; Aj: 60; Ay 70. Die Bedarfstriiger benbtti-
gen je 50 Tonnen. Die Entfernungen [km] von Ay nach B, sind fol-
gender Tabelle zu entnehmen.

PUr welchen Transportplan ist die B1 BZ Bj B4
Transportleistung minimal? A1 8 9 2 4
LYsungs A2 6 9 10 6
Aus den Zahlen der Aufgabe er- ‘5 9 8 6 1
gibt sich, daB es sich um ein Ag 2 2 710

offenes Transportproblem han-
delt, das durch BinflUhrung eines fiktiven Bedarfstrdgers Bf in
ein geschlossenes Transportproblem verwandelt werden kann.

BEs wird mit Hilfe der Vogelschen Approximationsmethode eine er-
ste zuldssige Basislbsung ermittelt. In der Spalte bzw. Zeile
der Differenzen sind nacheinander die Differenzen bei der etap-
penweisen Ermittlung dieser ersten zuldseigen Basisldsung aufge-
fihrt. Das Ausgangstableau lautet:
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vy 6 7 2 3 0
uy Tlg‘ ngd 832 84 Bf ay
|4 [0)
0| A 2| 2| @] - éj51 40 | 2
3 B 0] 5] L0
0| 4 éjf- E?_~ }E_d -3 | @ | *| &0
I L Y [ R )
4 A; o +3 +4 60 [6,1,2
B 1 B B R R R Y
=4 | A, é§‘ é_ -9 0 - 70 1
§J 50 50 50 50 20 220
4,2,3 5,0 4 3,2,1 0

Die erste zulidesige Basisl¥sung ist degeneriert. Um die modifi-
zierte Distributionsmethode anwenden zu kbnnen, muB eine Basis-
variable mit dem Wert Null eingefiihrt werden.

Man erhilt die Optimall¥sung:

v, 2 4 2 2 4
u; B 32 85 54 Bf a
LI ) 3 R Y )
A | -6 -5 -2 -4 | %
o 8] [o] [&] 0
e |@] 5] 2] o] @ *
L3 8 5 [ 0
2] > T 17 9]
"'1 A‘ -1 2 _6 _5 70
by 50 50 50 50 20 | 220

Bei der optimalen L8sung liegt ebenfalls Degeneration vor. Die
Bewertungszahlen °é2 = 0 und cé4 = 0 besagen, dal es weitere op-
timale sullissige Basislbsungen mit dem Zielfunktionswert

Zopt = 790 (km) gibt. Die LBsung lautet

X3 = 40 X5y = 503 X3 = 20; X33 = 103 Xyo = 20; Xg4 = 50
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sowie X3¢ = 20 (bei A3 werden 20 Tonnen nicht abtransportiert).

6. Bin Betrieb ist durch vorhandene freie Kapazitlten in der La-
g6, oin Produkt zusétzlich in den Produktionsplan aufzunehmen.
PlUr dieses Produkt besteht in den einzelnen Quartalen folgender
Bedart:

1. Quartal 4000 [MB) 3. Quartal: 3000 [ME]
2. Quartal 5000 [ME] 4. Quartal: 2000 [ME]

Zur Herstellung dieses Produktes kann der Betrieb zwei WHaschinen-
typen l1 und M, einsetzen, die mit unterschiedlichem Xostenauf-
wand arbeiten. Die freien Kapazitidten fiir die einzelnen Quartale
und die Kosten sind in den folgenden Tabellen angegeben.

(MB] | Q Q, Qs Q, (GBAE] | Q[ [uz]Q
M, 2000 | 5000 | 4000 1000 M, 3 11 2 |4
M, | 3000 2000 1000 1000 My 2 1 4 |5

Bs besteht die M¥glichkeit, im voraus flr die nachfolgenden
Quartale su produsieren. Debei entstehen Lagerhaltungskosten von
1 [@]) pro [ME] und [Quartal]. Ee soll aus betrieblichen Griinden
ausgeschlossen werden, da8 im 2. Quartal eine Produktion fur des
4. Quartal erfolgt.

a) Pormulieren Sie das mathematisch-Bkonomische Modell in
Tableauform!
b) Geben Sie fir die Aufgabe eine numerische LYsung an!

L¥sung:
a) Pormulierung des allgemeinen Modells:
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Q 1 ’i2 Q3 Q4 Qf ai
7 7 1 i
" 41 2 JL513 1I°14 Jeig] e
. X4 Xqp x, x, Xqp
1 . 3 p 2
N, | L[01 o112 HL°1 Cig LT Y
X11 %12 X4 X1 e
7 1 7 7
by | 4G22 1G22 1523 1 52 22 a)
Q X4 X2 X3 X2 4 . Xor -
2 ) ) T
K, | o(%21 , %22 ,%23 o 524 éIng a5
X21 X2 o X Xor
7 7 7 7 7
u ©31 32 °33 34 °3¢| al
1 o] 21 5] X 3
Q 31 52 33 4 3f
> M °§1 552 °§; °§4 °§f
2 2 az
X3 ng *g ‘% ‘%r
07l 01 c cT c1 1
M 41 42 43 44 42| a
1| g1 5! < <1 5 4
g 41 £42 4 42
¢ " °§1 °32 °33 °i4 °§f
2 2 8y
%41 "iz ‘i} "24 ‘ir
by b, b, by b, by

Variable: x§J

i:

Js
ke

Index fir Produktionsquartal
Index flr Bedarfsquartal
Index flir Maschinentyp analog cij

analog ai. bJ

b) Plr die Formulierung des speziellen Modells gilt es, zusdtzli-
che Aussagen iUber die Cyq 20U machen.
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1.

Pur 0}1 und o$1 gelten die in der Aufgabenstellung angege-
benen Werte. Es werden nur die Produktionskosten berlck-
sichtigt: 011 = 3 o%1 = 2,

Pur °}2 und °$2 sind zu den Produktioneskosten flr das
1. Quartal die Lagerungskosten flUr ein Quartal zu berlick-
sichtigen: ¢lp = 3 + 1= 4; o3, =2+ 1=3,
Analog flur das 3. und 4. Quartal:
1 _ _ e, 2
013 =3 +2=5; 013

1
C14

2 +2
2 +3

43
50

2
34+ 3=6; 271



3. PUr das fiktive Quartal lauten die Kosten o:f =0 fur
i=1,2, 3 4 und k =

1. 2.

4. Produktion kann nur fUr das laufende Quartal oder flr die

folgenden Quartale erfolgen. Alle anderen Variablen x1
milssen Null werden, was durch das Ansetzen hoher Kosten

erreicht wird.

021 = M und 031 = M sichert diese Bedingung fiir das 2. und 1.
Quartal. Durch 024

Berechnung der Koeffizienten flir das 3. und 4., Quartal.

2
= M und 024

= M kann erreicht werden, da8 im
2. Quartal nicht flir das 4. Guartal produgiert wird. Die restli-
chen Koatenelemente berechnet man analog. Gleiches gilt fUr die

Das vollstdndige spezielle Modell ist in nachfolgendem Tableau

angegeben, Es enthHilt gleichzeitig die optimale L8sung.

99 1% ]9 19 |Q 8y
" > (4] [B] L[] 9] 2000
!
N "7 LS R &1 R €3 B 1 I () Qe
M T 2 I T 509
a G50 | @500 ”
2 E ] 7] O O 2009
2
M L (8] e 2 0 40004
BE
3 M [ LI I -1 0
M, 4] 1000
¥, o b [ L9 1009
s M, £3 3 I 7 B 01 %.0 1000
b, | 4000 [ 5000 | 3000 | 2000 | 5000 | 19000

Z = 26 000 [GE]
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2.6,2. Utungsaufgsben

1. In dreil Ziegeleien (Pi) werden Ziegelsteine gleicher Qualitat
hergestellt, die von vier Baustellen (VJ) bendtigt werden. Die
Transportkosten und Kapa-

gzittiten entnchmen Sie fol- v, v, V5 V4 ay
gender Tabelle:
?1 2 3 4 6 30
a) Pormulieren Sie das ma- [P, 5 1 8 6 40
thematisch-8konomische P 5 8 6 7 4 50
Modell! 91 15 15 45 45
b) Stellen Sie einen ko-
stenminimalen Transport-
plan aufl

2, LYsen Sie Aufgabe 1 dieses Abschnittes numerischl
3. LUsen 3ie Aufgabe 2 dieses Abaschnittes numerisch!

4. Von vier Kiesgruben (Ki) 8ind flUnf Baustellen (BJ) durch LKW
mit Kies zu versorgen. Die Verladekapazitdten in einsr bestimmten
Zeiteinheit eind:

K4t 40;  E,s 403 K;x 25; Ky 60 [m5].

In der gleichen Zeit werden von den Baustellen bendtigt:

Byt 28;  Byi 35, By 18; By 32; Bgi 32 (2.

Die Bntfernungen (km] sind

aus folgender Tabelle zu B1 32 33 34 B5
entnehmens: ﬂK1 4 1 10 2 8
FUr welches Versorgungs- K, 3 4 3 S
programm wird die Trans- S5 2 1 8 9
portleistung minimal, wenn 4 8 3 5 2

Jede Baustelle von jeder

Kiesgrube beliefert werden kann?

a) Formulieren Sie das mathematisch-Ykonomische MKodell!
b) Geben Sie den optimalen Transportplan anl

5. PlUnf Verkaufsstellen (Vk) werden von drei Auslieferungslagern
(Ai) nach folgendsm Transportplan beliefert:
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Die Kapasgitliten der Auslie- V1 72 V; 74 VS

ferungslager werden voll

genutet, und jede Ver- :1 —“_® @ @
2

kaufestelle erhdilt die be-
nbtigten Mengen. Die Ko-
stenmatrix K gibt die
Pransportkosten je ME an.

7 4 1 4 5
E=(4 6 3 8 9
6 55 6 8

a) Berechnen Sie dis Transportkosten nach dem vorliegenden Plan!

b) Bs ist zu priifen, ob die Kosten minimal sind.

c) Es ist der optimale Transportplan aufzustellen., Es ist die
Einsparung der Transportkosten zu berechnen.

6. LUsen Sie Aufgabe 3 dieses Abschnittes numerischl
7. PUr ein Transportproblem liegt folgende optimale L¥sung vor:

Z =648. B, B, Bj B4 ay
Es sind nachfolgende Kapa- A, (e | 5— 1 el ] 17
gititedinderungen und Ko-
stenberichtigungen, je- 61 Do | 07 ] ‘127 19
weils von dieser optima- 2 > @
len L8sung ausgehend, zu e | D& ] [s ] [4 ] 9
diskutieren und eventuell >
auftretende Berichtigun- !:o‘1 5 15 15 10 45

gon durchzufihren.

a) Die Kosten bei A3B, werden 2 (GE/ME] auf 14 [GE/ME] verdn-
dert,

b) Die Kosten bei A3B, erhbhen sich um 2 [(GB/ME] auf 16 [GE/ME].

©) Die Kosten bei A;B, erhthen sich von 14 auf 16 [GE/ME].

d) Die Kosten bei A,B, werden von 14 auf 10 [GE/ME] herabgesetzt.

) Der Bedarf von B, reduziert sich um 5 (ME] auf 10 [ME].

) Der Bedarf von B, und B, erhtht sich jeweils um 3 [ME]. Die
Produktion bei Az wird um 6 [ME]) erhdht.
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8, Wir gehen bei dieser Aufgabe von der Grundaufgabenstellung
der Aufgabe 2 dieses Abschnittes aus und formulieren folgende Zu-
patzbedingungen, die gleichzeitig zu berlicksichtigen sind:

a) Die Strecken A183 und AZ.B1 8ind fur den Transport gesperrt
(Bauarbeiten).

b) Die Kapazitdt von Az muB ausgelastet werden (keine Lagerkapa-
zitit, keine Mdglichkeit der Produktionsreduzierung).

¢) Auf den Strecken A,B,, “‘332 und A333 kann nur eine begrenzte
Menge transportiert werden, und zwar auf
AyBys hichstens 3 (MB],
AzB,: hichstens 2 [ME],
A3Bx1 hichstens 2 [ME].

d) Auf der Strecke 44B3 sind mindestens 2 [ME] zu transportieren.

Pormulieren Sie das mathematisch-Bkonomische Modell!

2,7. Lisungen der Ubungsaufgaben zu Abschnitt 2.

L¥sungen zu 2.1.2.

1. 2P:
NB:

4x,
5x4
5x,
10x1
|

>

ﬁ:

+ 61:2 + 21.'5 + 31:4

+ X

+ 41?

+8:2 + 61:3 + 414

.

03

= 510 ;

Z=)x1

7SOx1
211
3x,
‘le1

xjé

= 30 ;

+
+
+
+

0;

J =

Z =0,8x, +x, + 0.6x3 +

+ X

+ 6x4

v A A 1A A

1, 2, 3

0,5x4 —e max

1300
2100
1200
4800

150

4.

xT = (0, 150, 600, 0, 700, O, 600, O, O)

+ 6x, +3x3 + 7x, —= min

2000x2 + 800x5 + 2000

5x, +
712 +
2Ox2 +

X3 +
Ixy +

5:|:5 +

X4

X
714

25x4

J =12, 3 4.

BA IV IV v

10 000
24

30

105

.x.T = (0, 5, 0, 0, 0, 1, 5, 5)



a) Die Variablen entsprechen den Zuschnittvarianten.
ZF: Z::;.l +x2+13+x4#x5+x6 —e min

NB: 6x, + 2x4 + 4xg 2 300
2x, + 2::3 + 514 + 2:5 £ 150
4x, + 2x4 + 6xg & 300
HNB: xy 2 0; J =12, ¢ou,y 6.

b) Die Nebenbedingungen und Nichtnegativitdtsbedingungen bleiben
erhalten.
Die Koeffizienten flr die Zielfunktion stellen den Abfall dar.

ZF: 7 = 0,2x, + 0,16x, + 0,16x3 + 0,4::4 + 0,16:5
+ 0,2x6 —e min

8) Z,,p = 1255 x' = (50, 75, 0, 0, 0, O, 0, 0, 0)
®) Zopy = 225 X' = (50, 75, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

4. Mit x4 Anzahl der Arbeitskriifte der 1. Vollechicht
Xg: Anzahl der Arbeitskréifte der 6. Teilschicht
folgt:

ZF: 7 = Bx, + 8x, +813+4x4+615+4x6—-m1n
NB: x, + X, £ 48
x4 + X+ Xg 2 33
x, + xg 2 30
x4 + X3 + xg 2 48
X + X3 2 54
x, + X3 2 21
X, +x3 + 3 2 111
x, + xg 2 123
-2x, 4 X + X4 =0
NB: xy 2 0; 3= 1,2, ouey 6.
Zopt = 1020 ; ET = (27,39,15,0,6,84,9,0,3,0,0,33,27,0,0)
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5. ZF: Z = 10x1 + 5x2 + 8x3 + 3x4 —= max

NB: x 2 8

X, 2 13

x, + x s 21

40x, + 10x, + 20x5 + 30x, S 1080

5xq + 2x, + 613 + 414 S 108

3x, + 2x, + 2xz +  x, £ 60

5xy + Tx, + 2x3 + 6x4 £ 210

3x1 + x4+ 2x5 + X, B T2

4 X+ Xy £ 24

mB: xy 205 §=1,2 3 4

Zopy = 8742 i X' = (5.12, 15.2, 0, 13, 15.88, 332.2, 0, 1.24,

0, 28.44, 3.68, 0, 0)
6., Es werden Variable mit zwei Indizes eingefiihrt (xij)
1: Index fUr Produkt 1i=1,2,3
J: Index fUr Technologie J=1,2, 3bzw, jJ =1, 2

ZF: 7 = 11x11 + 7112 + 5x13 + 9121 + 6122 + 7x23 + 18131
+ 15132-——-max
KB:

2111 + 2112 + X4z + 5121 + 4123 + 3131 + 3x32
319 + XTyp + 23 + Xy, + 2%y, + 5x5y + 6135
Xy * 3Xyz + 2Ty + Xy, 4 Xpz 4 X3y

I_Ng=1“30; i=1, 2, 3 =123

200
340
480

A A WA

Zy,4 = 1420; x7 = (0, 76, O, 16, 124, 0, 0, 0, 0, O, 0)

opt

5%‘ = (o, 100, O, O, 120, O, O, O, O, O, 20)

Lbgupgen zu 2,2.2,

1. Die Achsenabschnittaformen lauten
x o I X4 o X X
HrwsEh TR AR
Mit der Annahme von

X
Z=54folgt—é+:25= 1.

Durch Parallelverschiebung der Zielfunktionsgeraden findet man
als dubBersten Punkt des zuldssigen Bereiches x, = 6; x, = 6

mit dem Zielfunktionswert Z = 90,
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2. Die Achsenabschnittsformen lauten:
X4 o PR o X
=% ToYs *7soo C 305 tTTR C -
X
Annahme Z = 48 — + S

Daraus folgt durch Parallelverschiebung
x4y = 900 x = 1300 Z = 15 000
x4 1200 x = 900 Z = 15 000.

Es gibt also unendlich viele optimale L¥sungen, darunter zwei
Basisldsungen.

3. Maximierungsaufgabe: b 6 x = 6 Z =378
Minimierungsaufgabe: xy = 8 x= 3 2 324

4. xy = é X, = 1 Z =53

5. PUr die Zielfunktion Z, gibt es keine Ldsung der Optimierungs-
aufgabe, da die Zielfunktion auf der Menge der zuldssigen LY~
sungen nach oben unbeaschrdnkt ist,

PUur Z, lautet die L¥sung xy =1 x =4 2, = 9.

6. Diege Aufgabe ist nicht l6sbar, da der LYsungsbereich durch
die leere Menge dargestellt wird. Die dritte Nebenbedingung
8tellt einen Widerspruch zu den librigen Nebenbedingungen dar.

7. 8) x, = 8/3 x, = 20/3 Zg = 34 2/3
b) xy = 6 x, = 4 Zy, = 34
8.2, 24 = 20x1 + 40x,

X+ Xy + X4 = 30 Xy + X5 = 15
10x; + 6x2 + X, = 240, X, + Xg = 20
Optimale Losung:
££pt1 = (15, 15, 0, 0, O, 5) Z1 = 900
804. C1 = 25 02 - 25 22 - 750
521°pt - (15- 15. o, 0, O, 5)
Zoo0pt = (10, 20, 0, 20, 5, 0)
8.5. ggptB = (10, 20, 0, 20, 5, 0) 23 = 1000

8.7 P1: a, P2: b, P3: s, C, P4: a, e, P5: b, d,

P6: a, c, e, f,
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Laﬂmﬂn zu 2, 102:

1.

2.

3.

Z = 47 xy =1 x =3 X, =3
Die optimale L8sung ist eindeutig.

Z = 200 x, = 50 Xy = 100 Xg = 50, Da nach Substitution
von X, und 15 nur noch 14 in der Zielfunktion vorkommt, han-
delt es sich nur noch um die Ermittlung des kngpasses.

Die Losung dieser Aufgabe erfordert zuerst die Formulierung
und L8sung einer Hilfsaufgabe. In der zweiten Etappe des Ld-
sungsprozesses zeigt sich, daB8 die Zielfunktion der urspriing-
lichen Aufgabe auf der Menge der zulédssigen LOsungen nach
oben nicht beschrdnkt ist.

Uber die Ldsung einer Hilfsaufgabe erhdlt man
Z = 138 x = 2 x, = 4 x3 = 1 x7 = 4,
Losungen s. Abschnitt 2,

Siehe graphische Ldsung von Beispiel 6 des Abschnittes 2.3.1,

Zopt = 325000 WE X, = 7000 x, = 3000
Die Kapazititen in den Abteilungen A2 und A4 werden nicht aus-

geschopft, (14 = 18000; xg = 11000)

8.141. 2., = 426 &' = (0, 9, 6, 24, 0, O, O, 78, 0)

op

8e1.2. Ldsung wie Originalaufgabe

Die Aussage ist ohne neue Berechnung mtglich.

8.2.1. 2,4 = 380 x' = (0, 0, 10, 25, 5, 0, 25, 5, 0)

o
Die Aussage ist ohne neue Berechmung mtglich.

8.2.2. Z,., = 468889 x' = (0, 5556, 15, 24.444, 15, O, 59.444,

o
0, 0)

8.3.14 Zgpy = 390 x = (0, 0, 10, 25, 20, O, 20, 5, O)

Die Aussage ist ohne neue Berechnung mdglich.

8.3.24 Zy5y = 340,909 xT = (10,909, 17.727, 8.182, 0, 0, O,

163,636, 150, 0)

B.4els Z, . = 380 z’ = (0, 0, 10, 25, 20, 0, 20, 5, 0, 10)

op
Die Aussage ist ohne neue Berechnung miglich,
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8.4.2. 2, . = 378.333 x' = (0, 0.833, 10, 24.167, 20, 0, 26.667,

9.1,
9.2,
9.3.

9.4.

9.5,

o
12,5, 0, 0)

Lediglich das Paar A, B stellt benachbarte Extrempunkte dar,
a) I b)I ¢c¢)H d)H, I,J e)J,H (£)I,J
x 81, x, 21, X351, X+ Xy + Xy 85/2

>
X4y Xp x3 =0
Bei der Losung der linearen Optimierungsaufgabe mit der
Simplexmethode kdnnten die Folgen a) und e) entstehen. Alle
anderen Folgen enthalten nichtbenachbarte Punkte oder Zyklen,

die allenfalls bei entarteten linearen Optimierungsaufgaben
auftreten konnten,

Das System der Nebenbedingungen wird in die erste Normalform
gebracht:
x, + X, = 1
x, + X5 = 1
13 + Xg = 1
Xy + Xy + Xg + X, = 5/2
x; =0 1 21, 2, ey 7

Dann ergibt sich:

a) x, wird BV und xg wird KBV,
b) X3 wird BV und Xg wird NBV,
c) x, wird BV und X wird NBV,
d) x, wird BV und x5 wird NBV.

Lbsungen zu 2.4.2.

1. a)

b)

7 = 57&1 + 212 - 1Ox3 + 13x4—> min
0%, + 3%, - i3 + 2k, 2 1  Die jeweils zwei bei
s 2% 5. + % .22 der Umwandlung einer
4xq - 2x = I3 4 Gleichung entstehenden
- Xy 4+ 5% - & - 6%, 2 3 Variablen wurden im Dual
2 a £, + 4%, 2 4 in die dann nicht vor-
3% - X 3 4 = zeichenbeschrinkten Va-
x4, i; 20 riablen X, und %, zu-

sammengefalt.

2:12i1+18i2+25——max
2k, + 4%, £s5
-x 0+ 3% - i; 21 8. Bemerkung zu a)
-~ a A" <
SR e By

Xy %z
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2.

3.

a) xy = 3 x, = 2 Z2=5

- _ - optimale Losung ist nicht
b) x "; b 'g Z=2 eindeutig.
c)x1=12 1'2=1 x3=12 x4=15 Z =29

Beispiel 1: Dual 2 = 10%, + 16%, + 245‘:3_’ min

Opt. Lbsung: %, = 7/2, i3 =1/2, % =41
Beispiel 2: Dual % = 18%, + 40%, + 24%; —= min

. . D >
3x1+ 2x2+ 35=6
~ ~ AT >
J,.:1+ 412+ 25=4
x, 20 i=1, 2, 3.

-

Opt. Ldsung: i.' =0 %;,=2 7 =48
bzw, X, =0 %3 =2 2 = 48.
Die duale Aufgabe ist also degeneriert, was wegen der hehrdeu-
tigkeit in der optimalen LUsung des Primals zu erwarten war,
Beispiel 33 2 = ‘lZi1 + 4%, - 325 —= min
4i1 + 16&*2 2
6% + 4%, - %5 2 3
% 20 1=1, 2, 3

Zur L¥sung mit der Simplexmethode muB nach Uberflihrung in die
1. Normalform eine Hilfsaufgabe formuliert werden:

2:-&6-&7——11:3:

v IV

4i1 016:’:2 -14 +16 =2
6%, + 4%, - &y - % + %= 3
iiéo i= 1. 2' ey Te

Die Lbsung der Hilfsaufgabe filhrt auf eine degenerierte opti-
male L¥sung mit dem Wert "Null" fir die Hilfszielfunktion.
Danach beginnt man mit der LUsung der urspringlichen Aufgabe,
wobei nooch zu beachten ist, da8 der Algorithmus auf die Maxi-
mierung zugeschnitten ist.
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n b % ok x % S -t

—x| 4 @ o -1 0 1 0 2 | we*| =

i’l 6 4 -1 (0] -1 0 1 3 3/4 | -4

2 | -10 -20¢ 1 1 1 0 Qo |-5 - |2
—~%| /4 1 0 -1/16 0 1/16 0 /8| 1/2 | =1/4
-G o - /4 =1 =1/4 1 5/2 | 1/2*|

2 -5t 2 1 -1/4 1 5/4 0o |-5/2| - 5
-—%| 0 1 (1/20)-3/40 1/20 3/40 -1/20| 0O x
—%, | 0 =15 1/20 -1/5 -1/20 1/5 | 1/2 1/9)

2| o [+] 0 0 0 1 1 0 -

-z| 0 9 -4/5} -3/10 11/5 -6 4/9
—~%| 0 20 1 =3/2 1 0

£ 4 o -1/4 0 1/2

-z| 0 16 9  -¥2 3 -6

S B S, 1 . s o s P P
SRR RS RS RS T AR R R
-Z=-12i1—4ﬁ2+323—>max
e+ - ok i) - -y B - )
+3i5
- s _ M
-z = 64-§i3+1gx4 -5:??1
PR AN
Die Variable i4 miBte BV werden. Da alle Koeffizienten in dem
entsprechenden Vektor negativ sind, ergibt sich, daB aie Ziel-

funktion auf der henge der zuldssigzen Losungen nicht be-
schridnkt ist.

Beispiel 4: Dual Z = 6%

+

1 + 8% + 20%; —= min
- X, - 4%, + 2i3 2 5 (=5)
i1 + 2%, - 105:3 2 4
X 2 0; i=1, 2, 3
Opt. Ldsung (mit 2,): X, = 3 %, =,} 5 = 22.
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Dual 2

Beispiel ©: = 16%, + 1%, + 12$|:3 —= max
i1 + %, + 23 5 20
4x, + + 2%, £ 50
A1 > 22 5 5
H = O; i-= 1' 2' 3.
Opt. Ldsung: i1 =5 ’5 =15 2 = 260.
Losungen 2u 2.5.2,
1. —oo< t £ =2 2 £ts “15 % < +oo
x4 7/2 2 0
x, 0 3 5
13 3/2 [¢] 6]
x4 ] 0 2
VA 7 13 + 3t 15 + 5t
2. -8 2 t= 10 10 £ ¢ 3 30
X4 H o+ 6 - é
7
2 f - o 0 ,
13 0 -14 + Bt
x4 (0] 0
% | 43 3+ 3
1
z 29 - ht 6 - 4t

L8sungen zu 2.6.2,

1. a) Mathematisch-8konomiaches Modell

ZB: 2 = 2x,4 + 3x4, + 4113 + 6‘14 + 50X, + X22 * 8x23

+ 6124 + 8131 + 6132 + 7x35 + 4134 —=min

NB: xqq + x4, + Xz + Xy = 0 xqq+x,+ X349 = 15
o * Xpp Xz Xy =40 Xy + Xy + X3p = 15
T3t Xzp tFzz tXzy =0 Xzt Xpz 4 Xyz= 45

3 4 Xig * Xpq * X3y =45
D, o= by
i=1 J=1
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NNB: x4 20 1i=1,2, 3 3=1,2,3, 4.
b) Der optimale Transportplan lautet:

113 = 30; X9 = 15; X = 15; 123 = 10; 153 = 5;
X34 = 45 (ME) mit minimalen Kosten Z = 505 [GE].

2., Das Optimal tableau hat folgendes Aussehen:

vy 5 5 8 9

- e e a1
10 ik

O 4 -1 -b e | - 3
. Q2 o] [ [14]

5| A2 =2 @ -1 &) 18
tel [8] [ [13]

3 Az @ @ @ -1 9

by 6 8 5 1 20

Die minimalen Kosten betragen Z = 326 [GE].

3. Das Optimaltableau hat folgendes Aussehen:

vy 9 11 10 7 0
uy E, E, Ey B, E,p ay
a 2] (0] L1 L9
o | B, -5 -1 ) @ ® 23
L2 L8] L& L2 Lo
4B @ | o | @ -4 |V
T & L[5 L[4 0
-5 By -6 @ @ -2 -5 10
by 12 9 12 8 5 46

Die minimalen Kosten betragen Z = 281 [GE].

Da die Bewertungszahl ciJ = c'23 = 0 ist, und zwar fir eine
Nichtbasisvariable, ist die Optimalldsung nicht eindeutig.
Bine weitere zuldssige Basislbsung mit gleichem Zielfunktions-
wgrt lautet:
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V4 9 1 10 7 0
4 12 10 0
0 B, -5 -1 ® ® 23
12 L8] ol L2 L[9]
-4 By | @ | -1 1 0 -4 | 12
Lo Lel [of L4 L[4
by 12 9 12 8 5 | 46 | 2 = 281 [@&E)

4. a) Mathematisch-dkonomisches hodell:
ZP: Z = 4*11 + X4 10x13 + 2x14 + 8x15 + 3x21 + eee

+ 2x45 —e min

NB: x11+x12+x13+x14+x15§4o
"21*‘22*"25*"24*"25f4°
X3q * X3p * X33 * X3y *+ X35 = 25
Tar ¥ Tga * Xg3 t Tgy ¥ X5 F 60
g X H X3y v Xy, =28
x12+x22+132+x42=35
x13+12}+x55+x43= 18
Xyg Xy * Xzy t Xyq = 22
x15+x25+135+x45=32

m=ﬁ3§0 1=1,2, 34 J =1, 2, eeey 5

b) Der optimale Transportplan lautet:
1. L8sung: X5 = 10; X4 = 30; X4 28; X4 = 2;
Xyp = 105 X35 = 25; X3 = 1835 Xp5 = 32;
X, = 10 [mji Z = 400 [km];
2., LYsung: X4 = 20; X4
X3p = 15 ;?f
X4 = 10 [m
Z = 400 [km].
Die L¥sung ist nicht eindeutiz. Es gibt zwei optimale Ba-
sisl¥sungen.

= 20; X = 28; X4 125
10; 143 18; x45= 324

5. a) Berechnung der Transportkosten laut Plan:
K=113+5-94+4-10 +6-12 +6-14 +8-8 = 318,

148



b) Die L8sung kann sur nicht degenerierten Basisldsung erwei-
tert werden, wodurch die Optimalitdt geprlift werden kann.
Es handelt sich um keine Optimalldsung.

vy 2 4 1 3 5
ui, V1 . V2 : V3 V4 Y5
1 4
T O A
LS 6 3 8 9
T [ a &
(O] 1 [ ©] 8
| E @ .
10 12 13 14 17
o) Man erhilt folgendes Optimal tableau:
vy 2 3 1 4 5
91 V1 : V2 : Vj V4 . V5 . ay
1
ARSI
- L4 L] 2] L8] L]
2 A @ -1 @ -2 -2 22
3 N 51 N -3 R [ 3
2 A; -2 -2 @ -1 22
El, 10 12 13 14 17 66

6.

Die Transportbeziehungen mit dem optimalen Zielfunktionswert
Z = 298 [GE] lauten:

115 =1, 115 = 17, 125 = 12, x34 = ‘!O, X4 = 4,

Xy = 10, Xzp = 12 [ME].

Die Binsparung betrigt 20 [GE].

Die optimale LYsung wird in Tableauform angegeben. Dabei han-
delt es sich um keine eindeutige Losung, denn wir stellen
fest, da8 die Bewertungszahlen cij auf den Feldern 822E2 524E4
mit Nichtbasisvariablen den Wert Null annehmen.

Gleichzeitig miissen wir feststellen, dal die LOsung wegen

X3 = 0 als Basisvariable degeneriert ist.
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Alle nioht eingetragenen Bewertungscahlen sind negativ und er-
fUllen so das Optimalitdtskriterium.

v, |1 12 10 7 0 4 4
14 12 10 i 0 hl M
e e e S R
2 Cup e ] Lof L[Oof LA]
O Pa1G 3
E B ¥ E] 0] [0o] X
| b B @l_ .
E W %] ¥ [9] [0 [&
-4 |B, (B, o ®) L—‘ ©) 1313
(k] [hp [ef [2] [Q] o] [
70 [ 7 [ Y [ N ) I N 'S
-4 | Bz = = &) 13
02 [ O Y N " O I 0 O
-4 B31 ij—_ 10
} T 56_ 3 0 ' I )
- B
32
B S 3 3 3 ' Y 'Y [y Y R g
K 33
h E N q T 0
W O O O O O ”
bj 12 9 12 8 S 42 14 92
7. a) Optimale L¥sung: X4p = 2; Xy3 = 15; X5, = 5; X5 = 4
X4 = 10; X35 = 9; Z = 639,
b) Es tritt keine Vertinderung in der optimalen Ldsung ein.
c) Optimale LBsung: X4, = 2; X3 = 15, X5y =5 X, = 4; "
X4 = 10; 133 = O Z = 661,
Man erhdlt die BasislOsung von a); es d@ndern sich jedoch
die Kosten und damit der Wert der Zielfunktion.
d) Optimale L¥sung: x,, = 15; Xy3 = 2; x,,=5; x5 = 4;
X4 = 10; X35 = 9; 2 = 592,
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e) Optimale LYsung: (die Zuordnung ist nicht eindeutig)
1. Lbsung: x4, = 6; X3 = 1 x4 =5; X, = 43
x24 = 10; 153 = 4; x}f = 5 zZ =573.

2., LYsung: Xqp = 10; Xy3 = Ts X4 = 5; X4 = 10;
X33 = B X,p = 4; Xzp = 1 Z = 573.

£) Optimale LYsung: (die Zuordnung ist nicht eindeutig)
1. L8sung: x,, = 15; Xy3 = 2; x5, = 6; X4 = 13;
X3y = 23 X33 = 13; Z = 736,

2. LYsung: Xip = 15; x.‘5 = 2; X5, = 8; Xy = 11;
X33 = 13; X3y = 2; Z = T36.

8., Das mathematisch-bkonomische Kodell lautet:

ZF: Z = 4x,y + 12Xy, + Nxy3 + T3y, + MX,, + BX,, ¢ 6:2} + 3%y,
+ 10x5, + 6132 + 5X33 + 4X3, + 20 —= min

EB:  Aufkommen: Bedarf:
Tyq + Xqp + X3 41y, 223 Tyq + Zpq + X3y = 12
Tp1 *Xpp *Xp3 * Xy B3 Xyp v Xpp v 1z x 9
x51 + 132 + x53 + 134 = 10 113 + x23 + x;; = 12

T14 T Y24 T T34
* Berlicksichtigung der Zusatzbedingung b)

FEB: xy 20 1=1,2,3 I=1,2, 3 4
gusitgliche NB: X,z = 0; Xy, = 0*
* durch cyz = ¥, ¢,y = M abgesichert

X, 2 3 X3 2 2; X35 g %*
** Berlioksichtigung der Zusatzbedingung c)

Unter Beriicksichtigung von zusdtzlichen Betrachtungen li8t
sich diese Aufgabe auch in tabellarischer Form darstellen.
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