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2. Lineare Optimierung (Portsetzung)
2.3, Simplexmethode

2.3.1. Beispiele
1. Vorgelegt ist die LO-Aufgabe

2 = 4x1 + 5x2 —= max
-1+ x : 4
<
5+ x5 : 10
211 - z 14 .
x, = o, x = 0.

Bs s0ll die 1. Normalform (gT X/ Ax=Dhb, x 2 0) ermittelt wer-
den. Von dem dann entstandenen Gleichungssystem A x = b sollen
sdmtliche zuldssigen BasislOsungen berechnet, und durch zusdtzli-
che Berechnung der jeweiligen Zielfunktionswerte soll die optima-
le Basislbsung gefunden werden.

Zur Uberfilhrung in die 1. Normalform werden zu den drei Unglei-
chungen Schlupfvariablen addiert, wodurch die Ungleichungen in
Gleichungen iiberfiihrt werden. Die Schlupfvariablen mlissen eben-
falls der Nichtnegativitdtsbedingung genligen.

Bs handelt sich um ein normales lineares Ungleichungssystem,
d. h. b 2 Q.

Z=4x1+512 — max
X, v X 4 13 = 4
x1+12 4-14 = 10
211 - + x5 = 14

xdéo 3= 1,2, veey 5
Ohne weiteres ist als erste zuldesige Basislosung X3 = 4,
I, = 10 und xs = 14 sowie X=X = O abzulesen. Sie bildet den

Ausgangspunkt der Berechnungen mit Hilfe der elementaren Basis-
transformation.



BV x, x, X, X, X x Q -4
x5 -1 1 1 0 0 4 - 1
I x, 1 1 0 1 0 10 10 -1
-— |x @ -1 0 0 1 |1 7 *
x5 0 /2 1 0 1/2 |11 22 -1/2
II=|x, 0 3/2) 0 1 -1/2 | 3 2" *
— |z, 1 -1/2 0 0 1/2 | 7 - 1/2
-— |x3 0 0 1 -1/3 10 15% *
111 x, 0 1 0 2/3 -1/3| 2 - 1/3
x, 1 0 (o] /3 /3| 8 24 -1/3
~ |% 0 0 3/2 -1/2 1 15 - 1/2
Iv 0 1 /2 1/2 0 7 14 -1/2
-— |[x 1 0o -1/2 0 3 6% x
x5 1 0 1 0 1 18
v x -1 1 1 0 0 4
—- |z, 2 0 -1 1 0 6

Als erstes werde x, Basisvariable (BV). Damit scheidet x5 als BV
aus., Im Tableau II soll x, BV werden, wobei nach Ermittlung des
minimalen Quotienten x, aus der Basis ausscheidet. Im Tableau III
wird Xg als BV fir den ndchsten Schritt gewihlt (14 wirde zu
Tableau II zuriickfihren). X3 wird Nichtbasisvariable (MBV). Um
von Tableau IV zu einer weiteren zuldssigen Basislosung zu gelan-
gen, wird X, als BV gewidhlt, wobei x, NBV wird. Mit der Berech-
nung des Tableaus V sind sdmtliche zuldssigen Basislosungen er-
mittelt, Sie werden in einer Tabelle zusammengestellt, und zu-
gédtzlich wird der Wert von Z berechnet.

B T e . O T
I 0 0o 4 10 14 0 Optimal ist die
II 7 0 1 3 o 28 Basisldsung IV
mit
III 8 2 10 0 0 42 x, = 3, x, = 7
v 3 7 0 o 15 47 und Z = 47.
\'4 0 4 0 6 18 20




2, Mit Hilfe der Simplexmethode soll die LO-Aufgabe
Z = 12:|:1 4-30::2 +28x5 —e max
unter den Nebenbedingungen

28
29
89 xjéo. J=1,2,3

x1 + x, + 313
x, +3:2 -1»213
3:1 4-Bx2 4-7::3

WA 1A NA

geldst werden.
Die 1. Normalform der Aufgabe lautet:

Z = 12::1 + 301:2 + 2813 — max
v x4 313 + x4 = 28
x, + 332 + .'«.‘x3 + 1:5 = 29
311 + 8x, + 7x3 + = 89

xjéo, J =1, 2, ves, 6.

Eine erste zuldssige Basisllsung als Startpunkt fur die Simplex-
methode iet

x4=28; xs=29; x6=89; 2 =0.



BY x, x, xj- :|:4 ::L Xg X, Q -4

x, | 1 1 3 1 0 0 28 28 -1
x| 1 ® 2 .o 1 0 29 |29/3%| =

| 3 8 7 o} 0 1 89 89/8 | -8

z | -12 -30f -28 0 0 Q 0 - 30

x, 2/3 0 1/3 1 -1/3 0 Ss/3 | 55/71 | =1/3
-x | 1/3 1 2/3 0 1/3 0 29/3 | 29/2 | -2/3
~x| 3 o 0 -8/3 1 35/3 | 1% |

2 | -2 0 -t o 10 o] 290 - 8
-x,| /5 o o 1 G1/s /s 2 1017

x| 15 1 0 0 /5  =2/¢% 5 25/7 | -1/5
=Xy /5 0 1 0 -8/5 3/5 7 - 8/5

z | -2/5 o] [¢] [o] -14/5Y  24/5 | 346 - 14/5
:‘5 /17D o© 0 S/17 1 -1/17| 10/17 | 10* *

x| 217 1 0 -7/17 0 /17| 1w/ | 1v/2 | -2/

) 5/1T 0 1 8/17 © -1/17| 135/17 | 27 -5/17

Z2 | -4/074 0 0 14/17 0 62/17|5910/17 | - 4/17
—~x, | 1 0 0 5 17 -1 10

5| o 1 0 -1 =2 1 3

xz| © 0 1 -1 -5 2 5

z | o o 0 2 4 2 350

Die Zielfunktion ist also als Funktion der Nicntbasisvariablen
darzustellen. Das bereitet hier keine Schwierigkeiten. Es gilt

Z=0 - (-12x1 - 50:.2 - 2813) .

Bei der Auswahl der in die Basis kommenden Spalte wéhlt man
den NBV diejenige aus, die den gri8ten spezifischen Zuwachs
die Zielfunktion aufweist. Im Beispiel tritt das bei x, mit
gpezifischen Zuwachs von 30 auf, widhrend z. B, die Wahli von

unter
fir
elinem

X3

nur einen spezifischen Zuwachs von 28 ergeben wiirde. Genauer wdre
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das Produkt: (Wert der neuen BV in der folgenden Basislisung)

x (spez. Zuwachs). In unserem Beispiel 2? *30 = 290. Das erfor-
dert aber Zwischenrechnungen, die den LUsungsproze8 unterbrechen.
Die Wahl der ausscheidenden Basisvariablen muB8 unter der Ziel-
stellung: "Aufrechterhaltung der Zuldssigkeit" erfolgen. Es er-
folgt eine Orientierung auf den "Engpa8", die natlirlich einen
"Verbrauch®, d. h. einen positiven Koeffigienten in der Spalte,
voraussetzt. Alle anderen Koeffigienten brauchen bei der EngpaBS-
bestimmung nicht berlcksichtigt zu werden. Zur EngpaSberechnung
i8st die vorhandens "Menge" (Komponente in der Spalte xo) durch
den spezifischen Verbrauch zu dividieren.

Be wird min (28 2% ég) = 3; berechnet, und daher scheidet xg
als BV aus. Der weitere LUsungsprozeB ist in den Tableaus darge-
stellt. Im dritten Tableau z. B. ist die Minimumbildung lediglich
auf die Quotienten Z/lg und 5/; zu beschrdnken, der negative Ko-
effizient -8/5 ist nicht zu berlcksichtigen. Nach vier Simplex-
schritten ist die optimale LYsung erreicht, denn in der Zeile Z
stehen nur nichtnegative Werte. Die optimale LUsung lautet:

X, = 10, x, = 3, X3 = Sy Xy = Xg = Xg = O und 2 = 350.

3. Die LO-Aufgabe Z = 4x, + 4x, + 323 —e max
(1) I+ X+ X £ 20
(2) 3y ¢+ Xy 4+ X £ 36
(3) I, + X - Xy o= 0
(4) x, + 4:2 + x5 £ 35
1J= J =1,2,3

it mit Hilfe der Simplexmethode zu ldsen. Im AnschluB ist zu
diskutieren, auf welchen Wert man die Beschrinkungszahl bei (4)
redugzieren ktnnte, ohne den Wert der Zielfunktion zu verdndern.
PUr den L¥sungsprozeB mit der Simplexmethode bedeutet das Auftre-
ten der Gleichung (3) eine Komplikation, da damit nicht ohne wei-
teres eine erste zulidssige Basislosung angegeben werden kann.
Wenn man (3) aufldet und in (1), (2), (4) und die Zielfunktion
einsetzt, erhilt man

2 = 7x1 71:2 —* max
x, 10
x 18
5x, 2 35
o, x5 z o,

N
ld
-
we ¢+ + ¢+
WA 1A NIA



da x; =X, + X, AuBerdem wurde in den beiden ersten Ungleichun-
gen noch durch zwei dividiert. Die 1. Normalform lautet:

Z=’Ix1 ¢7x2 —- max
I+ X+ 13 = 10
211 +x + x, = 18
2:14»512 +15=35

x 20, J=1,2, 404, 5.

Ee liegt eine LO-Aufgabe vor, die xeinerlei besondere Schwierig-
keiten aufweist.

BV X, x, X X, Xc X, Q -

x5 1 1 1 0 0 10 10 -1
-—x, @ 1 0 1 o |18 9* *

Xg 2 S 0 0 1 35 35/2 | =2

Z -7t -7 0 0 ] 0 - 7
-—x; 0 1/2) 1 -1/2 0 1 2* %*
—x, 1 /2 0 1/2 0 9 18 -1/2

X 0 4 0 -1 1 17 17/4 | -4

pA [o] -7/2¢ 0 72 0 63 - 1/2
—x, 0 1 2 -1 0 2 - 1

x, 1 0 -1 1 0 8 8 -1
~—x 0 o -8 @ 1 9 3 *

Z o] Q 7 ot Q 70 - 0

x, 0 1 =2/3 o0 /3| 5

x, 10 5/3 0o  -/3[ S
— X, 0 0 -8/3 1 /31 3

3 0 o] 7 0 0 70

Das kinimum ist nicht eindeutig. Man wdhlt den kleineren Index
(lexikographisches Prinzip), aleo wird x, BV. wnach zwel Schritten
ist die optimale LYsung erreicht. Sie weist eine Besonderheit
aur. In der letzten Zeile der Spalte der NBV X, steht der Wert
Null. Man kann also X, als BV wdhlen, ohne den Wert der Zielfunk-
tion zu verdnderan. Dann sind I X und Xy BV. Mithin ist auch
Jjede konvexe Linearkombination der beiden optimalen zuldssigen



Basisldsungen eine optimale Ldsung:

x, 8 5

x, 2 5 | mit w,, w, 20
X = X3 |=wy O |+ w0 und

x4 0 3 w, bW, = 1.

%5 9 °

Aus dieser Losung ist auch zu erkennen, daB die Beschrinkunge-
zahl von (4) um 9 auf 26 reduziert werden kann, ohne daB der Wert
der Zielfunktion der optimalen BasislYsung mit den BV Xy X und
xs sich dndert. Dann ist in dieser Basislosung 1:5 = 0, und die
Losung aamit degeneriert. Um die optimale LYsung der urspriingli-
chen Aufgabe zu erhalten, wird resubstituiert,

1y=83-¢, xp=24+c, X3=10, Z2=70 mt O £c =3,
Die Grenzen fiir den Parameter c folgen durch Einsetzen in die ur-
springliche Aufgabe., Kritisch sind die Ungleichungen (2) und (4)
(2) 3(8-¢c) +2+c+10=236M3 -206236MNoc 20
(4) (B =c) +4 (2+) + 10 = 35M26 + 3¢ & 35N c = 3,

A nv

4. Vorgelegt sei die LO-Aufgabe

Z =5x, +4 + 200 — max
_4x1 . X2 €4
1 2
L 4
2x1-52=10 .
x1=0, 12=0.

Mit Hilfe der Simplexmethode soll versucht werden, eine optimale
Lbsung zu finden.

Die Aufgabe wird in die 1. Normalform Uberflhrt

7 = Sx1+412——max

-4x, + X 4+ X3 = 4

X, - X + X, = 4

211 - ::2 + X5 = 10
xJ =0, J =1, 2, ooy 5

Un alle Ausgangsdaten fUr das erste Simplextableau zu erhalten,
wird die Zielfunktion als Punktion der NBV dargestellt

z=0-(-5x1-422)-

10



BV x, x, X3 X, Xg x -t
x3 -4 1 1 0 0 4 -
-— x, O 0 1 0 4 4% *
xs 2 -1 0 [¢] 1 10 S -2
z -5t -4 0 o} 0 0 5
15 0 -3 1 4 o 20 - 3
— 1 -1 0 1 0 4 - 1
-— x o @® o -2 1 2 2 *
7 9 -9t 0 5 o |2 9
x5 0 0 1 -2 3 | 26 -
x, 1 0 0 -1 1 6 -
— 1 0 1 0 -2 1 2 -
Z 0 9 o =13 9 |

Nach zwei Simplexschritten stellt sich heraus, daB die Aufgabe
unlésbar ist. Die Zielfunktion Z ist auf der kenge der zuldsei-

gen Ldsungen nach oben nicht beschrédnkt. Im dritten Tableau zeigt
der Koeffizient -13 in der letzten Zeile, daB die Wahl von X, als
BV den Zielfunktionswert vergrtSern wirde. Da in der zugehorigen

Spalte keine nichtnegativen Koeffizienten auftreten, besteht kein

EngpaB, keine Grenze fir die Grdde x, als BV, Die Zielfunktion
kann also aut der kenge der zuldssigen LOsungen unbeschriinkt

wachsen, die Aufgabe ist nicht ldsbar.
Z = 3:1

5. Die LO-Aufgabe

x4
2:1
X
211
X4

+
+

+

nw 1

2:2-—-max
x, 2

X2
x

x2 >
o, x2=0

v v A A
n

ist mit Hilfe der Simplexmethode zu ldsen.

11



Der Ubergang zur 1. Normalform ergibt

Z=3x1+212—-m

x1+ x2~+x5 = 2
2x1-:|'2 +x, =2
Xt X -x.)- = 1
28‘- - = 1

11 g 0, J = 1. o:.o. 6.

Damit mu8 gur Gewinnung einer ersten 'zuluuison BasislYsung eine
Hilfsaufgabe formuliert werden. Zusiétzliche Vorbereitungen sind
nicht erforderlich, da die Bedingung b 2 Q in der ersten Normal-
form bereits erflllt ist. Die Hilfsaufgabe lautet

() Z=-(x +x3) — max

(2) X+ Xy + Xy e 2
(3) 2x1-x2 +x, = 2
(4) X+ X -xs +x, = 1
(5) 211-22 - xg +x8=1

xJéo. J =1, 2, eoe, B.

Damit sind X35 I X und g BV fUr eins erste zuliissige Basis-
l¥sung. Die Zielfunktion der Hilfsaufgabe mud als Punktion der
FBV x,, X,, Xg und Xg dargestellt werden. Man l8at (4) und (5)
nach e bzw. xg aufs

=1t -n eI REl-ayexn e
und erhdlt durch Binsetzen in (1) und Zusammenfassung

Z=-2-(=32y + 15 + X))
und kano nun mit dem LYsungsproze8 filr die Hilfsaufgabe begin-
nen.

12



BV iz T I3 X % X ¥ T |% |9 -
Bl 1 1 0 0 o o 0 2 2 |-1
2 - o 1 o o o 0 2 1 |-2
5|1 o 0 0 -1 o 1 0 1 1 |-
- | @ -1 0 0 0o -1 o 1 1 1/2% =
7 |-3 o Q 9 1 1 0 o |-2 3
x3| 0 32 1 0 o0 /2 0 -1/2| 3/2| 1 -3/2
lo o o 1 o 1 0 -1 1 - 0
-—x5|lo G2 o o - 172 1 =/2| 2| /3 o«
—- 1 -1/2 0 0 0 =12 0 ve | ve| - 1/2
Z|lo -t 0 0 1 -2 9 3/2 | -1/2 3/2
3]0 o 1 0 1 0 -1 1 1
Lo o o 1 o 1 o 1 1
x| 0 1 0 o0 =2/3 /3 2/3 -/3| /3
|1 o 0 0 =13 -V/3 V3 /3| 2/3
2] o 9 @ o o 1 1 fo

Hach swei Simplexschritten it die optimale L¥sung der Hilfsauf-
gabe ermittelt. Da Z = O ist, ergibt sich ein Startpunkt (1. su-
lésaige Basislisung) flir die LYsung der urspringlicheh Aufgabe.
Un das erate Tableau aufstellen zu k¥nnen, muS8 die urspringliche
Zielfunktion Z = 3:1 + 2:2 als Punktion der NBV X5 und X¢ ausge-
driiockt werden. (Die kilnstlichen Variablen x5 und xg sind in der
eigentlichen Aufgabe nicht enthalten.) Aus den entsprechenden
Zeilen des letzten Tableaus filr die Ldsung der Hilfsaufgabe ist
abzulesen:

13



BV | x4 x, x5 X, Xg Xg x, °] -4
—x | o 0 1 o @ o 1 ™| x
| o 0 0 1 ) 1 1 - 0
x| o 1 0 o -2/3 /3| V3] - 2/3
x, 1 0 ) o -3 -vV3 | 3| - 13
A ] 9 0 o =1/3t -v/3 | 8/3 73
— x| © 0 1 0 1 0 1 - 0
-—x, | 0 0 0 1 o @ 1 ™|
x| o 1 2/3 o0 0 /3 | 1 3 | -3
x, 1 0 /3 0 ] -1/3 | 1 - 1/3
Z 9 9 73 9 Q -1/34| 5 /3
| o 0 1 0 1 0 1
— x¢ 0 0 0 1 0 1 1
x| 0 1 2/3 -1/3 o0 0 2/3
X, 1 0 3 1/3 o0 0 4/3
Z [¢} 9 /3 /3 Q [+] 16/3

Durch Binsetzen in die Zielrunktion folgt
223G 355 ¢ 3%) +2 G+ 35 - 3x),

_8 - 22
=8 - -3%)
Nach zwei Schritten ergibt sich die optimale LYsung
_2 _ _ _ _ _ 16

x1=.§, =5 X=1, Xg=1, X3=X,=0 ud Z=-3.
6. In einer LPG stehen fiir den Anbau von Keis und Plachs insge-
samt 25,2 ha Anbaufléche zur Verfligung. Man kann mit einer Ernte-
menge von 50 kg auf 90 m2 bei lkiais und auf 300 m2 bei Plachs
rechnen. Die Anbaukosten sind 2 WEB flUr 50 kg Mais und 6 WE flUr

50 kg Plachs. Sie dlirfen 8000 WE nicht Uberachreiten. Als Min-
desterntemengen lt. Plan seien jeweils 30 t festgelegt.

Der Gewinn s0ll maximiert werden. Wie sind die Anbaufldchen zu
wihlen, wenn der Gewinn pro Tonne Mais 120 WE und pro Tonne
Plachs 300 WE betrdgt?

BEs ist zuerst das mathematisch-8konomische kodell aufzustellen
und fiir jede vorkommende GrdBe die Einheit anzugeben.

14



Die zur Verfligung stehenden Angaben stimmen in den Einheiten
nicht Uberein und mlissen daher z. T. umgerechnet werden. Hier
iet eine Umrechnung auf Tonnen und Hektar vorgenommen worden.

Mails Plachs 2= 120:1 + 300:2 —= max
[Ertrag 0,18x, +0,6x, £ 25,2
in t 0,18 0,6 <
pro ha 2Ox1 + 120:é = 8000
>
Anbaukosten 40 120 X = 30
in WE pro ha x, £ 30
x, 20, §=1, 2.

Bs ergibt sich folgendes LO-Modell, wenn mit die geplante Brn-
temenge der Fruchtart j in Tonnen bezeichnet wird.

x2
100

50+

. {

0 50 10 150 200 x,

Es bietet sich die graphische Lisung an. Der Losungsbereich 1st
relativ klein, weil zur Erzielung der geforderten Mindestmengen
fast die gesamte Anbaufldche bendtigt wird., Die Begrensung der
Anbaukosten ist unwirksam. Da der Maisanbau pro Hektar mehr Ge-
winn abwirft als der Anbau von Plachs, wird Flachs nur in der
Mindestmenge angebaut. Die optimale Ldsung lautet:

X, = 40 t; x5 = 30 t; Z =13 800 WE .

7. Bin Maschinenbaubetrieb stellt die Produkte P, und P, her. Es
wird eingeschitzt, da8 die Maschinenkapazitdt in den vier Abtei-
lungen A1 bis A4 die Produktionsmengen von P1 und P2 begrenzt,
wiihrend aus der Materialversorgung und den Absatzmtglichkeiten
keine Binschrdnkungen der Produktionsmengen zu erwarten sind. Der
Betrieb will das Betriebsergebnis maximieren.

15



Polgende Angaben stehen flr die Ermittlung eines optimalen Pro-
duktionssortiments zur Verflgung:

Die Matrix A der erforderlichen Bearbeitungszeiten 844 in Masohi-
nenstunden der Abteilung i pro Mengeneinheit des Produktes J
(WJJ' Der Vektor b der flr die Planperiode verfiigbaren Maschi-
nenkapazitét in Stunden [h], sowie der Vektor o der Gewinnkoeffi-
zienten in Wahrungseinheiten pro Mengeneinheit ['B/BJ] .

5 5 50 000

a=|2 8 b = 56 000 2=(34)
6 2 48 000 29
2 5 40 000

Es ist ein LO-Modell aufzustellen, zu l¥sen und die Li¥sung su
diskutieren!

Ale erstes eind als Bntscheidungsvariablen die Produktionsmengen
x, und x, einzufihren, die den Vektor x ergeben. Das LO-Modell

lautet

Z=2T5—>mx

Axsp, x3

lo

oder ausflihrlich

Z = 24x,
Sx«‘

+ 29::2 —e max
+
2::1 + sz
+
-+

50 000
56 000
48 000
40 000 x1.x220.

Zur L8sung muB man in die 1., Normalform transformieren. Die ein-
geflihrten Schlupfvariablen lassen sich Ykonomisch als nicht ge-
nutzte Maschinenkapazitdt in [h] deuten.

HA 1A 1A

6:1
.’:‘x1

[,

Z = 34:1 + 29:2 —e- max

511 + 5x2+x5 = 50 000

2x1 + Bx, +x, = 56 000

611 + 2z, + x5 = 48 000

2x1 + 5:2 + = 40 000
>

H=o J=1,29.'o.6.

Eine erste zuldssige BasislUsung ld8t sich leicht mit X3 = 50000,
X, = 56000, 5 = 48000 und Xg = 40000 angeben. Es wird also vor-
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erst nicht produsiert, und simtliche Produktionskapazitdten ste-
hen gur Disposition. Zur vollstdndigen Ermittlung des ersten
Simplextableaus ist die Zielfunktion als Funktion

der NBV darzu-

stellen
2 =0 - (=34x, - 29x,) .

BVixy % X3 X4y X T | % Q -t

x3 5 5 1 0o o 0 50000| 10000 -5

x, 2 8 0 1 0 0 56000 | 28000 -2
-1 ® 2 0 0o 1 0 48000| B800O* | x

xg 2 5 0 0o o 1 40000 | 20000 =2

2 | -34¢ -29 Q g 9 [ 0 34
—x| 0 1 0 -5/6 0 10000| 3000% |

X, 0 22/3 0 1 -1/3 0] 40000 | 60000/ 11| -22/3
—-x, 1 1/3 0 0o 1/6 0 800024000 -1/3

¢ 0 13/3 0 0 -1/3 1 24000 |72000/ 13| -13/3

z 0-5%3Y o Q 11/3 0 | 272000 53/3%
—x, o 1 3/10 0 =1/4 0 3000

x, 0o 0 -11/5 1 3/2 0 18000

x, 1 0 -1/10 0 1/4 0 7000

xg 0o o -13/10 0 3/4 1 11000

Z 9 0 53/10 9 5/4 O | 325000

Die Berechnungen fUhren nach zwei Simplexschritten zur optimalen
Ltsung. Es mlssen 7000 ME von P, und 3000 ME von P, hergestellt
werden, um das maximale Betriebsergebnis von 325000 WE zu erzie-
len. Die Kapasitiiten in den Abteilungen A, und A4 werden nicht

ausgeschipft (:|:4 = 18000 und xg = 11000).

20302. Ub sguf be
Bs sind folgende LO- Aufgaben mit Hilfe der Simplexmethode zu

lYsens

1 2 = 5x, + 4x, —> max
 + 12510

17



x1+22.2§16
3x, + 12524
xjéo. J=1,2.

24 z=2x1-212-13+ x‘——m
2xy +4x, + X5 £ 100

- x4 +5x3 + x4§200
x2~94x3-:-2::4 200

T, + X + =30

xjio 3= 1y 2, eees 4 o

Bemerkung: Die Gleichungen kBnnen nach einer Variablen aufgeltst
werden. Dadurch vereinfaocht sich die Berschnung erheblich.

3. 2= 5x4 +6:2——ux

-2114» 226 2
-x, + X E 4
2x, + xzé 6
2xy - 3x,d 6
:330 J=1,2.
4. 2 = 33xy + 13x; + 18x3; —= max
8x, + 3x, + 4x5§32
12z, + 5x, + 713551
5xy + 2%, + 5x3§21
+ X ¢+ ::333

x 2Cc J=1,2, 3.
5. LYsen Sie alle Beispiele des Abschnitts 2.2. mit Hilfe der
8implexme thode!

6. Bsispiel 6 Aieses Abschnitts ist rechnerisch mit der Simplex-
me thode su 1l8sen.

2.4, Duslitht

2.4.1, Beispilele

Ausgangspunkt der Betraohtungen bei der Dualitdt wird stets die
2, Normalform sein. Wenn also gefordert ist, su einer LO-Aufgabe
die duale Aufgabe su formulieren, so ist zuerst die 2, Normal-
form dieser Aufgabe su bilden. Dann ist die duale Aufgabe gu tor—-
mulieren.
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1. Vorgelegt seien die LO=-Aufgaben

a)z=5x1+4::2-x§——max b)Z=}x1-12-2:3—>nin
2x1-12-13-18 3x1+2x2-13=10
3x) + 4x, - 2x53 = 10 x, + xz-.23§1
-4x1+6x2+513§32 2x, - x, + Xz = 14
X - X+ x 2 2 -x, +2x, + x 2 6
2o 3=1,23, 2o 3=1,2,3

zu denen jewelils die duale Aufgabe zu bilden ist. Zwei gueinan-
der duale Aufgeben werden unter Zugrundelegung der 2. Normalform
wie folgt formuliert:

o}

o}.

Im ersten Schritt werden die Systeme der Nebenbedingungen so um-
geformt, daB sie die angegebene Form haben. Dabel werden die
Gleichungen durch zwei entgegengesetzte Ungleichungen ersetzt
und teilweise Ungleichungen mit (=-1) multiplisziert, um das ge-
wllnechte Relationszeichen zu erhalten.

("

max{eTs/Az=2- x

nv
v

s 2

min (BT £/ 4% %

a) 2x; - x, - x3§ 18 b) 3x1+2x2-13§ 10
5x1+4x2-213§ 10 -x, - x2+x3§-1
-Bx’-4x2+2x3§-10 2x, - 12+x3§ 14
-4x, +6x2+5x3§ 32 -2x, + x2-13§-14
- xy + 12—135-2 -x1+212+x3§ 6

xJQO, J=12,3 xjgov =12, 3

Nunmehr kann der Ubergang zur Duslaufgabe erfolgen.

a) 2 = 188, + 10%, - 10%; + 32%, - 2% —~ min
2k + 32.2 - 323 - 414 - 25 £ 5
- %y 4+ 4&2-413+ 6244- 9534
- Y z
-x1-: 2%, + 223-& 5i4- ks_-1
1" g 0, J =12, «eey 5,

19



b) & = 10%, - &, + 14%; - 14%, + 6% —= pax
By g+ - 2 - L5 3
~ A~ A A A s-
211 -x - 13 + 4 + sz ; 1
_i1+tg; tj- 144- %—2
= Uy

1y 2y seey 5

%

In den angegebenen Pormulierungen treten nur gleichgerichtete
Relationen auf. Durch Multiplikation mit (-1) kann bei Umkehrung
des Relationszeichens erreicht werden, da8 im Beschriinkungsvek-
tor nur nichtnegative Werte auftreten. Durch die Transformation
ié=5‘r.2-&3 bei a) undi'3=i3-i4 bei b) kann die Anzahl der
Variablen reduziert werden. Die neus Variable ié bgw. i_;’ iat
aber nicht vorzeichenbeschriinkt., Die resultierende Pormulierung
lautet dann:

a) Z = 18%, + 10%) + 32%, -

|
E

2%, + 3&&-4:‘:4-%%5
a " a >
- %, o+ 4x) 6::4+ is=4
%, + 2i§-5i4+ i5§1
i1oioi5§°:
b)i=10i1-i2+145:5+6f5—>max

3i1 -% + 2:‘:3 -
-2i1 + X, + i§ + 2:‘:.)-
- i1 + 3;2 + 15 + ts
~ a >
Xy, %5, is z 0.
2. Zu der LO-Aufgabe

Z = BOx1 + 19512 + 24-0:3 —e min
2xy + x, + ij 2 330
, + 3x, + 4x 2 420
520, 3=1,23

HA liv A
N = W

ist die duale Aufgabe zu formulieren und mit Hilfe der Simplex-
methode zu ldsen. Aus dem optimalen Tableau dieser Aufgabe ist
auoh die optimale L8sung der ursprlinglichen Aufgabe absuleiten.
Zuerst ist die duale Aufgabe zu formulieren, wobei hier keine
Transformationen durchzuflihren sind.

20



8

195

N
NagadNag
v 1A 1A A
g

(<]

Dann ist die 1. Normalform herzustellen und der Loésungsprozef
mit der Simplexme thode vorzunehmen.

i = 330%, + 420%, —= max

2?1 + iz + i} = 80
X, 0+ 3&2 + 24 = 195
3%, + 4%, + *5 = 240
ijéo 3=1,2, ey S
x X x5 Xy %o %o Q -t
i3 2 1 1 o} 0 80|80 |-1
i‘ 1 3 o 1 0 195165 [ -3
-k 3 ® 0 0 1 240 | 60* [ =
2 -3  -420¢ [o} [0} o} 0 420
-k 0 1 0 -1/4 20| 16% | %
x,| =5/4 0 0 1 =3/4 5] - 5/4
—%,| 3/4 1 0 o 1/4 60 | 80 | -3/4
2 | -15¢ 0 o] 0 105 25200 15
—%, 0 4/5 0 -1/5 16
X, ) 0 1 1 -1 35
| o 1 =35 o0 2/5 48
A 0 o] 12 ] 102 25440

Der LbsungsprogeB flihrt nach zwei Schritten zu einer eindeutigen
optimalen L¥sung. Pur das geldste Problem ergibt sich:

%, =16, &, = 48, %, = 35 und 7 = 25440. Die optimale Ldsung der
urspriinglichen Aufgabe ist in der letzten Zeile des Endtableaus,
beginnend unter der ersten Zusatzvariablen, also unter i;, abzu-
lesen. Xy = 12, I3 = 102, 2 = 25440. In der letzten Zeile des
Tableaus ist die LYsung des urspriinglichen Problems ebenfalls auf
die 1. Normalform
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Z = BOxy + 195x, + 24013 — min
2x, + x, + 313 - X,
x, + >312 + 4J|:3 - x5
20 J=1,2 e0ey
bezogen. Die optimale Ldsung lautet vollstdndig: x, = 12, x = 0,
X3 = 102, X, = o, xg = O und Z = 25440. In der 2. Normalform der
primalen Aufgabe sind beide Ungleichungen als Gleichungen er—
fullt, d. h., die Schlupfvariablen sind gleich Null. Daher sind
in der dualen Aufgabe die Problemvariablen i1 > 0 und i2 > 0. Aus
der Bedingung i10 + 3220 < 195 in der optimalen Ldsung folgt aus
den Dualitdtesdtzen x, = 0 im Primal.

330
420

3. Die LO-Aufgabe

Z = 6xy +5x, + 4x3-:4— min
2x, + 3x, + 4x3 : 32
x1+2x2+5x3=20
2x, + 12+213§24
x.,;o’ J=1%2,3

ist mit der dualen Simplexmethode zu l&sen.
Der erste Schritt zur Vorbereitung der Losung ist der Ubergang
zur 1, Normalform

Z=6x1+5x2+4x3—>m1n

211 +5x2+413-x4 = 32
x\‘-c»2x2-4-5x3 -xS = 20
2114- :|L2-0-2x3 —xﬁ=24

x 20, 3=1,2, ceep 6

Da die Koeffizienten im Zielfunktionsvektor nichtnegativ sind,
kann man durch eine Transformation leicht eine LYsung finden,

die dual zuldssig ist und damit einen Startpunkt fir den LYsungs-
prozeB8 mit Hilfe der dualen Simplexmethode bildet.

Z=-611—Sx2—413——max

..2::1 - 31:2 - 413 + 14 = =32
-x1-212--513 +x5 = =20
-2x1- 12-213 +x6=-24

xJEO 3 =1 2, ceey 6
Damit bietet sich fiir diese Aufgabe die L8sung mit der dualen
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Simplexmethode an. Die erste dual zuldssige Basisldsung ergibt
sich mit den BV 14, xs und Xg o Hier wird zuerst die aus der Basis
ausscheidende Variable nach dem Kriterium X, = min (xi|x1 < 0)

i

gewdhlt, Das ist im ersten Schritt x, = -32,

Um im Bereich der dual zuldssigen BasislOsungen zu bleiben, muB
die Spalte (NBV, die jeweils zur BV wird) geeignet gewdhlt wer-
den.

x4 x5 X3 X, Xg Xg X, -4
-—x,| -2 -3 € 1 0 0 | -32*] «
x5 [ -1 -2 -5 0 1 0 =20 S
xg | -2 -1 =2 o} o] 1 -24 2
2 | 6 5 4t 0 [o} 0 o |-4
Q | -3 -5/3 -1 - - -
— X3 1/2 3/4 1 -1/4 o} 0 8 1/4
xg 3/2 7/4 0 -5/4 1 0 20 5/4
-— x| - 1/2 0 0 1 | -8*| =
z 4 2 Jo} 14 Q [¢] -32
¢ | -4 - - -2 - -
xz| 1 1/2 1 0 0 -1/2] 12
x5 | 4 1/2 0 0 1 -5/2| 40
— x4 2 -1 o] 1 0 -2 16
2 3 0 o] 0 2 -48

Um die BV werdende Variable positiv werden zu lassen, muB das
Leitelement drk < 0 sein. Um im Bereich der dual zulédssigen Basis-
l6sungen zu verbleiben, muB gelten

ey i} ] B }

T “3“{313 dpg <Ot

Die Quotienten berechnet man im Tableau in einer besonderen Zei-
le 4. Nach zwei Schritten erhdlt man eine auch primal zul&dssige
und damit optimale Basislosung. Es ist Xy =X = Xg = o, x3 = 12,
x, = 10, Xg = 40, 2 = 48, Im Tableau erscheint der Zielfunktions-
wert mit einem linuszeichen, weil die Zielfunktion am Anfang des
Losungsprozesses mit (-1) multipliziert wurde.
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4. Gegeben ist die LO-Aufgabe

Es ist die duale Aufgabe zu formulieren und von beiden Aufgaben
die 1. Normalform zu bilden. Das Primal ist mit der Simplexmetho-
de und das Dual mit der dualen Simplexme thode zu l¥sen. Die Ergeb-
nisse sind zu diskutieren.

Das Dual lautet:

A "

z=x1+4&2+2i3—~m1n

-i1 - iz + t; 5 2
2 + 2% - 4%3 23
ij 20, J=1,2,3.
Die 1. Normalformen sind Ausgangspunkt der Rechnungen
Z 2 2x, + 3%, — max 2=i1+4i-2+213——m1n
-t XL 41 =1 -x1-22+ %-24 =2
- x4 +2x, +x, = 4 i1+2t2-413 -&5=3
X, -4 + =2
17 4% X5
lj 2 o, J =1, 2, «eeyp 5 ij 2o J=1,2, «eey 5
BV | x4 ) X3 X4 X5 L 18 -
~x3| =1 ® 1 0 0 1 L B
x4 -1 2 0 1 0 4 2 -2
25 1 -4 0 0 1 2 - 4
z | -2 -3¢ 0 o 0 ) 3
——x, -1 1 1 0 0 1 - 1
-5 |® 0 =2 1 0 2 2|
x| -3 0 4 0 1 6 - 3
2 | -5 o} 9 [o] 3 5
x, ] 1 -1 1 (0] 3
—=X, 1 (0] =2 1 (0] 2
xs o] 0] =2 3 1 12
z | o 0 -7 5 0 13
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Dexr LYsungsprozel fUr das Primal bricht nach zwei Schritten ab.
Dem negativen Wert in der letzten Zeile entsprechend mliBte X3 im
folgenden Schritt BV werden. Da der zu x5 gehorende Vektor nur
nichtpositive Komponenten aufweist, ist es nicht mdglich, von die-
sem Tableau ausgehend, mit Hilte der Simplexmethode eine weitere
Basisllsung zu berechnen. Die Zielfunktion kann auf der Menge der
sullissigen LYsungen unbegrenzt wachsen.

Batsprechend mUSte sich im LYeungsprozel des Duals zeigen, da8
ee nioht mbglioh ist, su einer primal zuldssigen Ldsung zu kom-
men. Als Ausgangspunkt der Berechnungen muB8 eine dual zuldssige
Basisldsung gewiihlt werden, die man leicht durch Multiplikation
der Gleichungen der 1. Normelform mit (-1) erhidlt. Es lassen sich
ebenfalle zwei Schritte ausflhren.

BV | %, PR &, % x, | -t
i‘ 1 1 -1 1 0 -2 -1
-—%| S -2 4 0 1 -3% |
8| 4 9 o} o | -
Q|- -2 - - -
-t | o ) 3 1 1 =5% | =
—& | 1 2 -4 o -1 3 | -2
2] 0 24 6 0 1 -3 | -2
Q| - -2 - - -
—-%] 0 1 -3 -1 -1 S
g0 1 0 2 2 1 -7
2 12 2 3 -13

Dann mUB8te sur Brreichung einer primal zullissigen Basisl¥sung x,
als BV aussoheiden. Bs sind aber alle Elemente der entsprechen-
den Zeile nichtnegativ, und somit ergibt sich nicht die Mbtglioch-
keit, eine primal zuldssige L8sung zu erhalten. Im Dual zeigt
sich, da8 die henge der primal zulHdesigen L¥sungen leer ist,
Beide Tableaus gestatten jeweils die Ablesung der zweiten Aufga-
be.
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2.4.2. Ubupsssufgaben

1. Jormulieren 8ie su den beiden folgenden Aufgaben die dualen
Anfgaben:
a) %= x1+2324-}:3#4x4—-m

10x, + 4x; - x;«v}:‘iS?

3:1-2x2+5x5- x‘- 2

X+ a0k x4=10

2x, + 32-6:3-&“‘-13

13‘00 I =12, «eeh 4,

b) £ = S5z, - 3x, + 4x; — min
2x, + x + = 12
4z, - 3x, + 583 £ 18
- 4
Il S
x: =0, J=1,2,3.
2. L8sen 8ie unter Verwendung des Dualproblems bsw. der dualen
Simplexmethode folgende Aufgaben:

a) 2= x, + X —= nin b) 2 = -x, + x, —= min
2x, + x, & 8 2x, +x, ¥ 2
2:1-0):2312 x1-2232

leo I=1, 2, x,+x, &5

szo i=1, 2,
o)z-2x1 +5xz—-nn
3!1*5:2327
2x, + x, & 10
x1+3§315
2:14.4:2328
x,io I =1, 2, ¢eey 4

5. Bilden 8ie su allen Beispielen des Abschnitts 2.2, die duale
Aufgade, und lbsen 8ie die Beispiele rechmerisoh!

2.5. Rarameixischs Optimleruns

2.5.1, Baisiele

Bs wexden lediglich spesielle Aufgaben der einparametrisochen
linsaren Optimierung betrechtet.
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1. Flr das Intervall (-co< t < +oo) sollen die Ldsungen der ein-
parametrischen linearen Optimierungsaufgabe

2 =(2 +t) x, +(3-¢t) X, — max

- s

X, + 2x2 : 4

220 .
211 - x, = 9 Xqs X, = 0]

gefunden werden, in der die Zielfunktion lineur vom Parameter t
abhédng;ig ist,

Bei der Losung ist im Unterschied zu nichtparametrischen Aufgaben
zusdtzlich fir jede zuldssige Basislosung das Intervall von t zu
finden, fur das diese L8sung optimal ist (charakteristischer Be-
reich). Die Grenzen des charakteristischen Bereiches werden
durch die charakteristischen Punkte gebildet.

Bei der vorgelegten Aufgabe ldBt sich ohne weiteres eine erste
zuldssige Basisldsung finden, nachdem sie in die 1. Normalform
Uberfihrt wurde.

Z =(2 + 1) x, + (3 -¢t) X, —= max
-xy 4+ 2x2 + x3 =4
x1 + 12 +X4 =5
2x, - x5 + Xg = 9
XJ 20 ’ J =12, ¢eey 5

x3 = (004509 ist die erste zuldssige BasislSsung, die opti-
mal ist, wenn das Optimalitdtskriterium erfullt ist, d. h., wenn
gilt (1) =2 -t20, (2) =3+t 20.

BV | x, x, X3 X, Xg X, Q -
-3 | =1 ® 1 0 0 4 2* | o«
x| 0 1 0 1 0 5 5 | -1
x| 2 -1 0o 0 1 9 - 1
Z2 |-2-t -3+t O 9 Q 0 3-t
—-x,|-1/2 1 1/2 0 0 2 - 1/2
-z, 0 -1/2 1 0 3 2% |
x5 | 3/2 0 1/2 0 1 11 | 22/3] -3/2
% h i
z|-4-3¢ $4-3 o o | &= 3+
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Es folgt fiir (1) t £ =2 und fir (2) t 2 3. Der L8sungsbereich fir
das Ungleichungssystem (1) - (2) ist also die leere Menge §.

Binxn I T4 - %o !

x,[0 1 1/3 /3 o 3 -1/3

x (1 0 -1/3 2/3 0 2 - /3
e ® -1 1 8 8*| =

2o o 1/3=2¢/34 1/3+t/3 0 13-t =1/3+2¢/3
~z,[0 1 0 @/» -3 2/3 ™| =

1 o 0 /3 /3 13/3 13[=1/3
L—x3 0o o0 1 -1 1 8 -1

z o o o 8/3-t/3 -1/342t/3|32/3+11¢/3| |-8/3+t/3
~x,l0  3/2 0 1 -1/2 1

x, |1 =1/2 0 0 1/2 4

x3|0  3/2 1 0 1/2 9

2 |0 -4+t/2 0 Q 1+t/2 8+t

Wenn man fir t einen kleinen Wert annimmt, mus x, BV werden. Die
resultierende BasislBsung ist optimal fur =7/2 - t/2 2 0
3/2 -t/2 20,
d. he flir t € (=co, =7].

LdBt man t wachsen, 8o entspricht die KBV x, nioht mehr dem Kri-
terium und muB8 BV werden. Die sich dann ergebende Basisldsung
mit den BV x4, X, und ist fur 1/3 - 2¢/3 20, 7/3 + t/3 2 0,
also fUr t € [=7, 1/2] optimal.

FUr grdBere Werte ist X3 zur BV zu tauschen. Die folgende Basis-
ldsung ist fur 8/3 - t/3 2 0, =1/3 + 2t/3 2 0, also flr
t e [1/2, 8] optimal.

Nimnt man t 2 8, so muB x, BV werden,und x, wird NBV. Das Un-
gleichungasystem =4 + t/2 2 0, 1 + t/2 2 0 gilt fir t ¢ [B, +d,
Damit ist das gesamte Intervall untersucht. Die charakteristi-
schen Werte sind -7, 1/2 und 8., Die Ldsungen fUr die charakteri-
stischen Intervalle sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
stellt,
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~wct S 7| 78tE1/2]| /28 t58 |85t <+
x, 0 2 13/3 4
x 2 3 2/3 0
x5 0 o 8 9
x4 3 0o 0 1
X 11 8 0 0
3 6 - 2t 13 - ¢ 32/3 + 11t/3 B + 4t

Ist die Abhdngigkeit von einem Parameter nicht fiir den Zielfunk-
tionsvektor o, sondern filir den Ressourcenvektor b gegeben, so
kann man diese Aufgabe entweder direkt mit Hilfe der dualen Sim-
plexmethode lYsen oder durch Bildung der dualen Aufgabe auf den
vorigen Fall - Parameterabhdngigkeit im Zielfunktionsvektor ¢ =-
suriiokf Uhren.

2. Bs woerde am Beigpiel der Aufgabe
Z=3x1+812—-—max
-x, ¢+ x2§ 4 + 2t
x1+2x2§20+ t
2x, + x, 28 - 3t x1.x2§0

fur -2 3 ¢t £ 28/3 die Losung mit Hilfe der dualen Simplexmethode
dargestellt. Zuerst wird die Aufgabe in die 1. Normalform lber-
fuhrt und dann fir t = -2 die optimale Losung mit Hilfe der Sim-
plexmethode ermittelt.
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Wln % mony % |5 q -!
-x3| -1 @ 1 0 0 4 +2t | 4 +2¢* | x
x, 2 o0 1 0 20 + t 10 + t/2 | =2
x| 2 1 ) ) 1 28 - 3t |28 - 3t -1
2 | -3 -8t 0 o] o] 0 8
—x,| =1 1 1 0 0 4 + 2t -
-x, ©) 0o -2 1 0 12 - 3¢ 4 - t* *
x| 3 0o -1 ) 1 24 - 5t 6 -5t/3| -3
2 | -1t o 8 0 0 32 + 16¢ 1
x| o 1 /3 /3 o0 8+t - -1/3
=x,| 1 0 1/3 0 4 -t |-6+3t/2% =
| o ) 1 -1 1 12 - 2% - -1
z2 | o o] 2/3t 1/3 o 76 + S5t -2/3
Q| - - - - -
x| V2 1 0 /2 0 10 + t/2 - -1/2
X3 -3/2 0 1 -1/2 0 -6 + 3t/2(12 - 3t 1/2
-x| %2 o o 1| 18 - 7t/2|-36 + Tt*| =
A 1 o 0 44 [o] 80 + 4t -4
Q| - - - -2 - -
5| 2 1 0 0 1 28 - 3t
x| -3 ) 1 -1 -24 + 5¢
X, =3 (o] o] 1 =2 =36 + Tt
z2 | 13 o 0 0 8 224 - 24t

Nach zwei Simplexschritten ergibt sich die optimale L8sung. Der
Bereich der primalen Zuldssigkeit wird durch das Ungleiochungssy-

stem B8 + t 20
4- t20
12-2t20

bestimmt. Die L¥sung ergibt t ¢ [-8; 4). PUr t > 4 muB x, IV
werden und durch X3 als BV ersetzt werden. Bei der dualen Sim-
plexmethode muB die duale Zuldssigkeit erhalten bleiben, und es
werden die entsprechenden Quotienten gebildet.



Die primale Zuldssigkeit der dann ermittelten Basisldsung ist
durch das Ungleichungssystem

10+t/2 20
-6 + 3t/2 2 0
18 -17t/2 20

m

bestimmt. Die L¥sung ergibt t € [4; 36/7]. Pir t > 36/7 winrd
die BV 15 durch 14 ergsetzt, Die anschlieBend berechnete Basisli-
sung ist primal zuldesig, wenn ’

28 -3t 20
-24 + 5t 20
-3 + 7t 2 0

ist, Das gilt fur t e [36/7; 28/3]). Damit ist das gesamte zu un-
tersuchende Intervall flr t Uberdeckt. Die LYsungen werden in
einer lfabelle zusaumengestellt:

25 t34 | 42t33/7| 36/75t5 28/%
x, 4 -t 0 o]
x, 8 +t 10 + t/2 28 - 3t
X3 0 -6 + 3t/2 -24 + 5t
x, 0 0 -3 + Tt
x5 12 - 2t 18 - Tt/2 0
Z 76 + S5t 80 + 4t 224 - 24t

2.5.2. Ubungsaufgaben
1. Bs ist die parametrische LO-Aufgabe
Z = .’2x1 +(3 +t)x2<—>max
x, + x, : 5 .
2xy + x 217 X X,
fUr =< t < +00 zu l8sen!

|
o

2. Bs i8t die parametrische LO-Aufgabe
Z= x4+ X, —= max

Tx, + 4%,

5xq + 612

n- X

fur -3 £ t £ 30 zu lbsen!
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2.6, Transportproblems

2.6.1, Beisgpiele

1. Auf drei Gliterbahnhdfen der Deutschen Reichsbahn stehen lee-~
re Glterwagen gleichen Typs, die auf vier anderen GUterbahnhifen
zur Beladung bendtigt werden. Die Standorte und die Anzahl der
dort zur Verfligung stehenden bzw, benttisten Glterwagen sind
bekannt. (ME bedeutet Mengeneinheiten.)

Abgebende GlUterbahnhdfe: As: 3 [ME]; Ay: 18 [M2]; Az: 9 (§:3)

Beziehende Bahnhife: Byt 6 (ME]; Byt 8 [MB]; Bj: 5 [ME];
By: M [MB]

Die Giiterwagen sind von den GUterbahnhifen Ay (1 = 1, 2, 3) un-
ter geringstem Kostenaufwand zu den Gliterbahnhtfen BJ (3 =1, 2,
3, 4) zu bringen. Dabei werden die Kosten flir den Transport
eines Gliterwagens von Ay nach B, den Entfernungen proportional

angenommen und in Geldeighelten SE auagedrlickt. Diese Werte
engenelnheliten EE

sind folgender Tabelle zu entnehmen:

By | B | By | B, (Transportkostentabelle)
A, | 12 10 8 11 13 1=1,2,3
[, | 12 10 14 14 J=1,2,3,4
. | ® 31 11 [ 13

Pormulieren Sie das mathematisch-8konomische xodell!

LYsung:

Entscheidungsvariable sind die Transportmengen von Ay nach B,.
Sie werden mit Xy4 (1=1,2, 3; =1, 2, 3, 4) bezeichnet.
Die Variablen lassen sich Ubersichtlich in einer Tabelle dar-
stellen:

B.‘ B2 B; ﬁ
A | T | X2 | B3| *
A2 | Xoq | XYoo | o3| T4
3 %31 ®32 | *33| ™34

(Transportmengentabelle)
4
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Die Transportbesiehungen lassen sich in einer Skizze schematisch
darstellen. Man erhiilt dadurch eine bessere Ubersicht beim Auf-
stellen der Beziehungen flir das mathematisch-Bkonomische Modell,

Nebenbedingungen - Aufkommen:

Xy *Xp t Xzt X =3

4
18 Zx“=ai i

Tp1 ¢ Tpp * Tp3 ¢ Xpy = =3
Ty * Xzp * Xzz X3y = 9 J=1
Nebenbedingungen - Bedarf:
Xyq + Xy + X3y = 6
g *Xpp v X3 = B x
= b 3=1,2, 3 4
- 1
i D D I S uo
14 T4 T

Man kann sich leioht davon Uberzeugen, daB die Gleichgewichtsbe-
dingung erflllt ist

Die Niohtnegativitiitebedingungen lauten:

>

xugo 1i=1, 2, 3 IJ=1,2,3 4.
m
AbschlieSend die Zielfunktion: Z = Z i °13’“13 —e min
i=1 j=1

Z= 12:!;11 + 1Ox12 + wa + 11114 + 12x21 + ‘IOx22 + 14x23
+ 141:24 + 3131 + 8x32 + ‘|1::33 + 1}134 —= min .

2. Drei Betriebe B, (1 = 1, 2, 3) stellen ein gleichartiges (ho-
mogenes) Gut in folgenden Mengeneinheiten her:

Byt 23 (Mm]; By 13 [MB]; By 10 (ME] .
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Die Produkte sind zu vier Endverbrauchern BJ (3 =1,2, 3 4
mit folgendem Bedarf zu transportieren:

By: 12 [MB]; B,: 9 [ME]; By: 12 (ME]; Eg: 8 (ME] .
Die Transportkosten sind in folgender kiatrix gegeben: [&E]

4 12 10 7 Da Angebot und Nachfrage nicht
%E = 5 8 6 3 Ubereinstimmen, wird angenommen,
0 6 5 4 daB8 in allen Betrieben Lagerungs-

mbglichkeiten fiir die nicht benb-
tigten Produkte vorhanden sind bzw. in diesen Betrieben die Pro-
duktion entsprechend reduziert werden kann. Hierdurch entstehen
keine zusdtzlichen Kosten. Die Summe der Transportkosten ist zu
minimieren.

L¥sung:
¥B:  Aufkommen Bedart:
<
Tt Xqg * Xz v X3y, 223 Xyq + Xy + Xy = 12
X1 * Xpp *Xp3 + Xy 213 Xyp + Xpp + X35 = 9
31 * X3z * Xzz Y X3y 210 =

13 * X3
Tig * X4 * X3y ¢
Gleichgewichtesbedingung nicht erfullt, da:
3 4
&1>;bj
i=1 =
: xuio i=1,2,3 J=12,3 4
Z = 14x,, + 12x, + 10:13 + 7114 + 5:21 + 8x,, + 6:23
+ 3:24 + 1Ox31 + 6132 + 5133 + 4134 —= min

+
M

W
W
"o
—b

@ N

& I8

Bs handelt sich um eine offene Transportaufgabe, die durch Bin-
fUugen eines fiktiven Verbrauchers Ef mit den dazugehdrigen fikti-
ven Transportmengen Xy in eine geschlossene Transportaufgabe
Uberflihrt werden kann.

XNB: Tyg + Xqp ¥ Xyz + Xy, + Xy = 23
Toq * Xpp Y Xp3 v Xy v Xpp = 13

X3q + X3p + X33 + X34 + X3p = 10

g * g + X3 = 5

Damit ist die Gleichgewichtsbedingung
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i‘i'i"a

i=1 =1

[ =9

erflllt.
Das mathematisch-Bkonomische Modell 1l#B8t sich auch schematisech
in einer Tabelle angeben:

5, x, B, B, x, 8

By [ 04 2] (9] ] 0] 23
X4 42 %3 44 Iy

b [ B BL L ] 9] 3
2 | 5y, 2 3 4 e

N [10 ] [0 ] 2] 4] [0 | 10
3 | =3 32 33 T34 T3¢

by | 12 9 12 8 5 46

Die Kosten fUr den fiktiven Verbraucher sind mit Null ansusetgzen,
da die entsprechenden Mengen nicht tranmsportiert werden. Dieses
Tableau stellt gleichzeitig den Ausgangspunkt flr die numerische
L¥sung der Transportaufgabe dar.

3. Wir gehen bei dieser Aufgabe von der Grundaufgabenstellung
der Aufgabe 2 dieses Abschnittes aus und formulieren folgende Zu-
satsbedingungen, die gleichzeitig zu berlickeichtigen sind:

a) Die Strecken A1B5 und A,B, sind fUr den Transport gesperrt
(Bauarbeiten).

b) Die Kapasitit von A) mu8 ausgelastet werden (keine Lagerkapa-
sitdt, keine MUgliohkeit der Produktionsreduszierung).

o) Auf den Strecken A,B,, A3B, und ‘333 kann nur eine begrenste
Menge transportiert werden, und zwar auf
AyB,1 hbohstens 3 (MB],
A,th h8chstens 2 [ME],
A3B3i hchstens 2 [ME].

d) Auf der 3treoke AyBy eind mindestens 2 [MB] szu transportieren.

Pormulieren Sie das mathematisch-8konomische Modelll
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LYsung:
Zundchst stellen wir fest, daB die Zusatzbedingung d) den Opti-

mierungsspielraum zwar einengt, diese Einengung aber vor Aufstel-
len des mathematisch~8konomiechen Modelle berlcksichtigt werden
kann. Es sind nur die Kapazitliten bei Aq und BB Jeweils um 2 Men-
geneinheiten zu reduzieren

As 21 [ME] By: 10 [ME] .

In der Zielfunktion sind 20 GE zu addieren. Die Zusatsbedingung
a) kann im Modell realisiert werden, index man die Kosten sehr
hoch ('"M") wdhlt und so sichert, daB auf diesen Strecken kein
Traneport erfolgt

033-‘-“ °é1=Io

Die weiteren Zusatzbedingungen lassen sich durch gusiétgliche Ne-
benbedingungen berlcksichtigen.

Das mathematisch-8konomische Kodell lautet:

ZB: 2 = 14Xy + 12X, + Mx, 5 + 7::14 +MX,, +8x,, ¢+ 6:2} + 3:24
+ 10131 + 6:;2 + 5133 + 4x34 + 20 —= min
NB: Aufkommen: Bedarf:
23 X+ Xy + x31 = 12
13* x12+x22+x32- 9
10 xu + 123 + x;; = 10
VIR TERGE VIR
* Berlicksichtigung der Zusatzbedingung b)
XNNB: XLJ-Z-O i=1,2,3 J=1,2,3 4
zusitzliche NB: X,3 = 0; Xy, = 0%

111 + 112 + 113 + x“_
g ¥ Xy Y X3 X,
131 + 132 + 133 + 234

[T Y

* durch cb =M, cyy =M abgesichert
*¥ Berlcksichtigung der Zusatzbedingung o)

Unter Berlicksichtigung von zusHdtzlichen Betrachtungen 1d8t sich
diese Aufgabe auch in tabellarischer Porm darstellen.

Hierzu zundchst einige vorbereitende Betrachtungen.
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PUr die Aufkommensbedingungen gilt:

(1) X 14X 04K 34T, £23 N (1) R P A TP b I
(2) Zp14xp3p3+3p4 £ 13 N (2') Ty 4Xpp¥aypxy 43yp
(3 5, % 3
Weiter gilt (4) x,, £ 13, X3 s 13, X, 513, X0 s
) xy, +Al = 3
xp +A52) = 13
%3 +A50) = 13
x4 * Y = 13

Xp + l(zf) =13,

Durch Addition der Gleichungen (4') folgt:

23
13

(4 xpy +25") wxp +afP) vy e 2f vy ealY v x,

a8 23413413413 413,

2
Nyt Xpp t Xz Xyt Xye 4 1%1) + Lg ) + 123) + l§4)

+ lgf) =55,
mit (2') rolgt (4")A51 +282) +a(3) 2 (4) LA (D)
= 55 - 13 = 42,
(5) X3y + Xz + X33 + X34 = 10, (6) x5, 2, X33 s2.

Weiter gilt:

(7 X34 210 ; X35 s 105 (7") x5, +/1%;; = 10; x35 *'1:32;
= 2. 4
I3z +A370 = 25 x5, + A5

Analog folgt (7"') l§1) + lgz) 4-1&3) + 124) =24 - 10 = 14,

(8) xyy + Xpq + X349 = 12,0 (9) Xyp + X, + X35 =9,

(10) X3 + Xp3 + X33 = 10, (11) Xy ¥ Xpy * Xzy = 8.
Damit ist eine Darstellung in einem Tableau mdglich:

[}

10.
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El 32 E; 34 Ef A2 A}
B, 141 [12] [0 [7f (o] [M] M 23
B, > ] [® (M ] (] [O] [Oof [¥] 3
B,, 7 [8 [M ] o] o] [¥] 13
B, B,y T ] (6] [ o] o] ] 13 13
Boy (M ] lu_1 | 2] o] Lo T% 13
B,e M e | [ ] [Oo] [Oof 1M} 13
B3, Qo] ] [wf (] [m] (W] [O] 10
By By, (v | [ ] [M] [M] [M] (M} [O] 2 10
By (] ] [5] [ [e] (] [O] 2
By, ] (| (] [4f [M] (M [O] 10
12 9| 12 8 s| a2 1a

4. Die Produzenten (Pi) erzeugen das gleiche Produkt, das zu
vier Verbrauchern (V,) transportiert werden soll. Die Produzenten

produzieren folgende Mengen (ai):

Py

Py

Py

184

40

45

S0

und die Verbraucher benttigen folgende Mengen (bj)‘

V4

\£

V3

M

by

22

33

44

26

Die Transportkosten je Mengeneinheit auf der Transportstrecke

P:I.VI.1 sind °iJ und tolgender Tabelle zu entnehmen:

Vilvalvs]v,
P8 |3 | 3| a
F, [6 |7 | 5] ®
P3 1 8 10 2

Die insgesamt auftretenden Transportkosten sind zu minimieren.

Polgende Aufgaben sind zu lbsen:
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a) Stellen Sie das mathematisch-Bkonomische Modell aufl

b) Bestimmen Sie eine zulissige Basislsung mit Hilfe der Vogel-
schen Approximationsme thodel!

c) Bestimmen Sie den optimalen Transportplan und die dabei ent-
stehenden Transportkosten!

LBsung:
a) Bs handelt sich um eine geschlossene Transportaufgabe ohne Zu-

satzbedingungen, so daS das mathematisch-Bkonomische Modell
direkt aus der Aufgabenstellung abgeleitet werden kann.

ZP: Z = Bx11 + 3x12 + 3113 + 4114 + 6:21 + 5:22 + 5:23 + 8:24
+ x31 + 81:32 + 101:33 + 2x3’4 —= min

EB: xqq + Xyp + Xg3 + Xy = 40 Tyt Tpq Xy = 22
Ty + X + 3 +* X = 45 Xyo + X5 + x32 = 33
T3t Xzt Tzt Mz =X 13 P Tz v Xz = M

VIR TR YR

BNB: x;y 20 1=1,2,3 =123 4

Als Transporttableau erhidlt man:

Vo | V| Vs v, 8 |
} B B0 CJ B 4
Ti1| T2 Xq3] X4
B | B W > B 45
2 1| Top| Toz| Xy
b O] B 09 ] s
> | T3] Tse| 33| X34
b, | 22 33 44 36 135

b) Das zuletzt dargestellte Tableau ist der Ausgangspunkt fur

die Ermittlung einer zuldssigen Basisl¥sung. Die Brmittlung

einer ersten zuléssigen Basisl¥sung nach der Vogelechen Appro-

ximationsmethode kann wie folgt zusammengefaSt werden:

1. Berechnung der Differenzen zwischen den beiden niedrigsten
Transportkostensitzen fir simtliche Reihen (Zeilen und
Spalten).

2. Ermittlung der Reihe, in der die griBte Differenz auftritt.
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3. In der ausgewidlhlten Reihe ist das Peld mit den geringsten
Transportkosten mit der grt8tmdglichen Transportmenge zu
belegen.

Da die Auswahl der Reihe unter 2. nicht eindeutig zu sein
braucht, brauocht auch die ermittelte zuldssige Basislbsung nicht
eindeutig zu sein.

Zundchst bilden wir die Zeilen- und Spaltendifferenzen.

P1ao12-o13=3-3=0 V1x021-c31=6-1=5
221021-023-6-5=1 V23022-012=7-3=4
P3=o34-03182-1-1 V33023-015=5-3=2

V4x 014-034=4-2=2

Die Ergebnisse werden in das Tableau eingstragen.

v, v, 75 74 ‘_1 Zeilendifferenzen
By L2] 2] L& 4 0
E I 21 LBl 45 1
B, | ] M (2] 5 ;
[y [22] 33| 4] 36| 135
5 4 2 2 Spaltendifferenzen

Die grvSte Differenz tritt in der ersten Spalte mit 5 auf.
Das Peld mit den geringsten Transportkosten ist P3V1.
Dann ist

131 = min (333 b1) = min (50. 22) =22 .,

Ba folgt das neue Tableau, bei welchem die Kapagzitdét von \!1
bereits ausgelastet
iet, was durch Striche 71 Vz VB V4 a4
in den Peldern P,V, P, EIRRINE L4] 40 )

und P,V, sum Ausdruck —

[
Kommt P, |=1_1 Cr =] E] 45 1
10 2
PUr das redusierte :P) é‘ 11 o] L= 50 1

Tableau sind die Dif-

\&

ferengen neu zu be- by [ 22 33| 44| 36 135
rechnen, wobei die 5 4 2 2
Spaltendifferensen
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erhalten bleiben.
012" %3=3-3=0
Coq = 025 =7-5=2
C3p = Czy = 8 -2=6
Diese Differenzen werden in das Tableau eingetragen.

Die gr¥Bte Differenz ist in der dritten Zeile mit "6". Das Peld
mit den kleinsten Ko-

sten ist P,V, mit v v v v a
374 1 2 3 4 i
:34 = i; Dieses Peld P, 1.14 3T 531 T3] 40 o
ann m
b 1 > 8
134=m1n(50—22, 36) P2 I.—L L2 L3 45 1,2
= 28 belegt werden. PB é_ L8] (19] é 50 6
Bs folgt nebenstehen- - -
des Tableau: b‘1 22 331 55| 36 135
In den weiteren 5 4 2 2
Schritten ergeben
sich die folgenden Tableaus:
Hier wurde in den V1 V2 Yﬁ V4 ay
Spalten V2 und v4 ;) 3 L 1
bei gleichen Diffe- Py [-—j@ L2 B 4 0
renzen die J3palte V2 T T 13T B
ausgewihlt, weil das P2 [;_- [:_'1 45 1,2
Peld mit den gering- P 3 % L8} [09] }_ 50 6
sten Koaten hier - - @
einen «leineren VYert bJ 22| 33| 44| 36 135
aufweist, 5 & 2 2,4
Vol Vol V3| V4 8y
p, | U L2 B 45 | 1,23
P, @ L8] [0 5—2 50 16
§J 22| 33| 44| 36 135
g A 21 2,4




Jetzt ktnnen die restlichen Kapazitdten aufgeteilt werden, und
wir erhalten die zuldssige Basisldsung:

Va Vs V3 AXQ ay
LRSI
NS
TEEEEEE
by | 22 33| 44| 36 135

Der dazugehdrige Zielfunktionswert lautet:
24=33"3+T7-4+44-5+1°8+22:1+28-2=433.

o) Die Optimalitdt wird mit Hilfe der modifizierten Distribu-
tionamethode untersucht. Es gilt fUr die Basisvariablen:

ui-er:OiJ.

Wir erhalten: Uy +Vy = 3
u1+v4-4
uz#YB:B
u, + e 8
u5*7181
u3 + v4 = 2

Es handelt sich um ein unterbestimmtes inhomogenes lineares
Gleichungssystem mit einem Freiheitsgrad.

Wir wHhlen ug = O und erhalten:
Vo = 3 V4 = 4, uy =4, vy = 1, uz = -2, vy = 3.
PlUr die Nichtbasisvariablen gelten die Bewertungen:
ci_‘1 =uy 4+ vJ - °13 .
Gilt fir alle
°iJ £0,
80 ist die LYsung optimal.
°iJ > 0 fUr mindestens ein Element bedeutet, daB die L¥sung noch
nicht optimal ist.
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Berechnung der ciJ:

€1 = Uy * vy T Sy
c‘; Uy + vy -
Cpq = Up + V¥, -
°é2 =u, + v, -
032 =uz + vy -
céb = uz + vy -

Das vollstdndige Tableau hat

Da cé1 die Optimalitdts-
bedingungen nicht erfiillt,
ist die Aufgabe noch
nicht optimal.

Der notwendige Austausch-
gyklue lautet:

A ist naximal zu wdhlen;
es dar?f nur so grod sein,
dad die Bedingung Xy 20
erhalten bleibt.

PZV4 ist das entscheiden-

de Peld. Daraus folgt

A= 1, Der Umsetzungs-

syklus lautet:
<+ -

 PALRE sz4 ;

?3V1 .

+
P;V4 ;

Das neue Tableau lautet:

= 0+3- 8= -5
= 0 +1- 3= =2
= 4 + 3 - 6 = +1

4 + 3 - 7= 0
= =2 +3%- 8= =7
= =2 +1-10=-11

damit tolgendes Aussehen:

vJ 3 3 1 4
uy AEARAEA ay
0 B 3] 21 T 40
Pyl -s| @3] -2|(D
IR RAEEIRE:

4 P2 +1 0 44 1 45
TS T 2
aBkckE kiR

bJ 22 33| 44 36 135
V1 V2 Vi V‘t ay
P, 40
P2 A* 'l-A- 45
Pz | 2224 28+8| P
b.1 22 33 44 3% (135
\ 3 3 2 4

uy vi| vo| vs] v, 8y

o | e, L8] %é; 2] gi%d 40

-5 -1

3 | e, %f% A A D
-1 @y -

R T
7| -10] @

b‘1 22| 33| 44| 36 135
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Berechnung des Zielfunktionswertes:
z2=z1 -Oé."A:‘}}- 1 = 432 Zopt .

Be handelt sioh um die optimale LYsung. Der optimale Transport-
plan hat folgendes Aussehen:

P1 — sz X4p = 33 PZ —_— V;: 123 = 44
21 — V4x X4 = 7 P; -——-V1: 131 = 21
Pz — V1: X, = 1 P; — V4: 134 = 29

Es entstehen 432 [GE] Transportkosten.

5. Drei Produsenten (P:I.)' die gleiche Produkte herstellen, haben
fUnf Verbrauchsr (VJ). die je 20 [ME] benBtigen, zu beliefern.
Die Kaparitiiten der Produsenten und die Transportkosten je ME
sind in der folgenden Tabelle gusammengestellt:

71 L/ VB V4 Vs ay
P 4 6 7 3] 10 2 36
B | 3] 91 61 8] 1 [ 3
Pl 4 13 8 7 3 N

Zur Zeit werden die Transporte nach folgendem Plan durchgefihrt:

AEAEEA R
Fq © @
P2 &)
3 @

a) Berechnen Sie nach dem vorgegebenen Transportplan die Trans-
portkosten!

b) Stellen Sie fest, ob dieser Transportplan optimal ist!

o) Sollte das nioht der Pall sein, 80 ermitteln Sie ein optimales
Transportprogranml

Lbsung:

a) Berechnung der Transportkosten
K=7-9+3:20+2:-7+3:-20+1-13 4+ 1311 +7-20 = 493
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b) Die Anwendung des Optimelithtekriteriums zeigt, daB es sich
bei dem vorgelegten Plan um eine zulidssige BasislUsung han-

delt. Diese lautet,in Tableauform geschrieben:

vy 4 i 3 1 2
uy VL16_ "27 '33 "13 "52 8y
T S TR
13 9 )
-1 R é§_ -3 e @ 33
) L4 137 T[e] 1 2]
° PB +% +1 @ +5 -4
bj 20 20 20 20 100

21 = ‘930

Da es °ij > 0 gibt, handelt es sich nicht um die optimale L¥-

sung.
¢) Ausgehend von dem Tableau unter b), folgen die Verbesserungs—
schritte:
1. Schritt
vy -2 7 3 1 -4
uy M "27 V33 ‘{4_ viz_ 8
[ 10
O[®] -8 <] s| *
21 L] L&) L&) L
5 ) +3 +2 -2 >3
A 3 8] LT 3]
IR RE
b.1 20 20 | 20 | 20 | 20 100
22=Z1-6-7=493-42=451
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2. Schritts v, | 1 7 [z 4 |-
A ENENCY YA

10
OIRy | =5 20 % | -3 | *

)
2 P2

IR
3| 2y @" 2

=3
b, 20 20 (20 |20 | 20 | 100

it

a1

[
cs
G

Z} =2,-3-4=451-12=439 = Zopt .
Die OptimallBsung ergibt folgende Transportzuordnung:
X = 16; X, =9 L5 = 20; X3y = 20
X3 = 205 X, =4 Xy = N (ME].
Bs fallen 439 [GE] Transportkosten an, die Einsparung betrdgt
54 [GB].

6. Vier Anlieferungsstellen A (L =1, 2, 3, 4) haben vier Be-
darfestellen B, (k=1 2, «ee, 4) mit gleichen Erseugniseen zu
beliefern. Die Kapazitdten Ay sind in Tonnen angegeben.

Ay: 405 A5z 505 Az 60; Ay 70. Die Bedarfstriger beniti-
gen je 50 Tonnen. Die Entfernungen [km] von Ay nach B sind fol-
gender Tabelle zu entnehmen.

Fir welchen Transportplan ist die By | By B) B4
Trangportleistung minimal? A, 8 9 21 4
LYsung: 6 9 10 6
Aus den Zahlen der Aufgabe er- Az 9 8 617
gibt sich, daB es sich um ein Ay | 2 > KB

offenes Trunsportproblem han-
delt, das durch EinfUhrung eines fiktiven Bedarfstriigers Bf in
ein geschlossenes Transportproblem verwandelt werden kann.

Es wird mit Hilfe der Vogelschen Approximationsmethodes eine er-
ste zuldssige Basisltsung ermittelt. In der Spalte bzw. Zeile
der Differenzen sind nacheinander die Differenzen bei der etap-
penweisen Ermittlung dieser ersten zuldasigen BasislUsung aufge-
fihrt. Das Ausgangstableau lautet:
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vy 6 7 2 3 0
Bla 329 332 B, By | &y
3 0
NSRS EE
5 (8 10 3 0
0| 4 éoT -1 -[8— _l3_l 50 6,0
13 7 0
41 4y ET IT (9 @5“ ,Lr 60 |6,1,2
2 3 K 1 0
TR EREEDE
by 50 50 50 50 20 | 220
4'2'} 5'0 4 3.2.1 0

Die erste zuldesige Basisldsung ist degeneriert. Um die modifi-
gierte Distributionsmethode anwenden zu kdnnen, muB eine Basis-
variable mit dem Wert Null elngefllhrt werden.

Man erhdlt die Optimalldsung:-

M 2 4 2 2 4

u B1 B2 B5 54 Bf a
Lef L2 <] L[4 Lo

01 4 -6 - | @9 -2 -4 | 40
3 ) Y I R )

del@] 5] +] 5] ©®
03 3 4 R

4 | Ay -3 @ - @ 60
2] 21 L] 1 L9

~1 | A -1 29 -6 5] ™

bJ 50 50 50 50 20 220

Bel der optimalen L8sung liegt ebenfalls Degeneration vor. Die
Bewertungszahlen °é2 = 0 und cé“ = O besagen, da3 es weitere op-
timale zuldssige Basisldsungen mit dem Zielfunktionswert

Z".‘.pt = 790 [km) gibt. Die L8sung lautet

113 = 40; X, = 50; 132 = 30; x33 = 103 X0 = 20; X44 = 50
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sowie Xzp = 20 (bei A3 werden 20 Tonnen nicht abtransportiert).

T. Bin Betrieb ist durch vorhandene freie Kapazitiiten in der La-
g0, ein Produkt rusdtzlich in den Produktionsplan aufzunehmen.
PUr dieses Produkt besteht in den einzelnen Quartalen folgender
Bedarf:

1. Quartal 4000 [ME] 3, Quartal: 3000 [ME]
2. Quartal 5000 [ME] 4. Quartal: 2000 [ME]

Zur Herstellung dieses Produktes kann der Betrieb zwei Maschinen-
typen I1 und llz einsetzen, die mit unterschiedlichem Kostenauf-
wand arbeiten. Die freien Kapazitdten flr die einzelnen Quartale
und die Kosten sind in den folgenden Tabellen angegeben.

(M) | «Q, Q | 93 | 9 (GE/MB] [ Qq|Qx|Qs(q,
M, 2000 | 5000 ] 4000 | 1000 M, 311 1(2 |4
M, [3000 | 2000 | 1000 | 1000 My 2 1114 |5

Bs besteht die KM¥glichkeit, im voraus flr die nachfolgenden
Quartale su produzgieren. Dabei entstehen Lagerhaltungskosten von
1 [@B) pro [MB] und [Quartal]. Bs soll aus betrieblichen Grilnden
ausgeschlossen werden, da8 im 2. Quartal eine Produktion flr das
4. Quartal erfolgt.

a) Pormulieren Sie das mathematisch-Bkonomische Modell in
Tableauform!
b) Geben Sie flr die Aufgabe eine numerische LYsung anl!

LYsung:
a) Pormulierung des allgemeinen Modells:
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Q«‘ Q2 Q} Q‘_ Qf a,
T 1.3 1 1 i
N, [ o1 (012 L0 RaT L0zl e
Q1 x1. X 2 11 x1 Iu;
3 z 7
" °14 |°12 33 %14 oie| &2
N 2 2 2 1
1 12 1 X14 ‘ir
1 | i) | 1
" 21 22 23 24 c2¢| ol
1 1 1 1 1 1 2
Q, ’2]1? 122 T3 24 Xor
K °21 %22 23 24 o2r 2
2 | 2 2 a8
2 . Ze : 2 : 2 2
I 1
u °31 °32 °33 °34 °3t| e
1] L £ £] 1 1 a3
- 31 - 32 - 3 . X3 . X3r
“2 031 1032 xz 033 03‘ °3f .2
X3 . ’% . 3 . £
1 1
M 41 %42 a3 %44 °%4¢| a)
1] g <) < | <! 4
Q4 ) “T z A 44 4
" °41 %42 °43 44 42| 2
2 4
% %2 ) % Dy
by b, b, by b, by
Variable: {J
i: Index fir Produktionsquartal
Js Index fuUr Bedarfsquartal
k: Index flir Maschinentyp analog C:J

analog a:. bJ
b) PuUr die Formulierung des speziellen Modells gilt es, zuslitsli-
che Aussagen iUber die c su machen.
1. Plur 011 und 031 gelten die in der Aufgabenstellung angege-—
benen Werte. Es werden nur die Produktionskosten berlok-
sichtigt: 011 =3 0%1 = 2,

2. Pur 012 und °$2 8ind zu den Produktionskosten fUr das
1. Quartal die Lagerungskosten flUr ein Quartal zu beriick-
sichtigen: c}z =3 +1=4; °$2 =2 +1=3,
Analog flr das 3. und 4. Quartal:

015 =3 +2 =05; oﬁ; 2 +2

n
n

4
2 +3=05,

1 2
[} =3 4 3=6; c
14 14 49



3. PUr das fiktive Quartal lauten die Kosten °§f = 0 fur
i=1, 2, 3, 4 und k = 1, 2,

4. Produktion kann nur fUr das laufende Quartal oder flr die
folgenden Quartale erfolgen. Alle anderen Variablen x§J
mlissen Null werden, was durch das Ansetzen hoher Kosten
erreicht wird.

051 « M und cg1 = M sichert diese Bedingung fUr das 2., und 1,
Quartal. Durch 034 = M und 034 = M kann erreicht werden, da8 im
2. Quartal nicht fur das 4. Quartal produziert wird. Die restli-
chen Kostenelemente berechnet man aralog. Gleiches gilt fUr die
Berechnung der Koeffizienten fir das 3. und 4. Quartal.

Das vollstidndige spezielle Modell ist in nachfolgendem Tableau
angegeben, Es enthilt gleichzeitig die optimale L¥sung.

91 % 9 18 |G 84
¥, d_ 41 B L& 2000
Q1 | B R ‘% 3000
2
K, o] l_‘lT 2] ] O 5000
Q _
2 M, ll& L2] (] O] 2ooq
7 TH] 3 5
93 |3 L ) O] 4009
2 1000
M, (e e [ [4] 'Ilii_ 1000
P" ¥, M [ M 5 1000
v, [ 4000 | 5000 | 3000 | 2000 | 5000 [ 19000

Z = 26 000 [GE]



2.6.,2. Ubungsaufgaben

1. In drei Ziegeleien (Pi) werden Ziegelsteine gleicher Qualitdt
hergestellt, die von vier Baustellen (VJ) bendtigt werden. Die
Transportkosten und Kapa-

gititen entnehmen Sie fol- V1 V2 V; 74 a;
gender Tabelle:
P1 2 3 4 6 30
a) Pormulieren Sie das ma- P, S 1 8 6 40
thematisch-bkonomische 53 8 [ 7 4 S0
Modell! bi 15 15 45 45
b) Stellen Sie einen ko-

stenninimalen Transport-
plan aufl

2. Lbsen Sie Aufgabe 1 dieses Abschnittes numerisch!
3. Ltsen Sie Aufgabe 2 dieses Abaschnittes numerisch!

4. Von vier Kiesgruben (Ki) 8ind flnf Baustellen (B,) durch LKW
mit Kies zu versorgen. Die Verladekapazitdten in einer bestimmten
Zeiteinheit eind:

Kqt 40; Ky 40; K;: 25; Ky 60 [m’].

In der gleichen Zeit werden von Cen Baustellen bendtigt:

Byt 28; By 35; By 18; By 32;  Bgr 32 (=].

Die Batfernungen [km] eind

aus folgender Tabelle zu B,y B, B; 34 Bﬁg

entnehmen: 4 1 10 2 8
1

PUr welches Versorgungs- EZ 3 4 3 S

programm wird die Trans- K; 5 2 1 8 9

portleistung minimal, wenn 4 B 3 5 2

jede Baustelle von jeder

Kiesgrube beliefert werden kann?

a) Formulieren Sie das mathematisch-tkonomische hiodell!
b) Geben Sie den optimalen Transportplan anl!

5. PUnf Verkaufsstellen (Vk) werden von drei Auslieferungslagern
(‘1) nach folgendem Transportplan beliefert:
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Die Kapazitiiten der Auslie~ v 72 V; 74
ferungslager werden voll
Ay @

genutzt, und jede Ver- -1
kaufsstelle erhilt die be- A2 @

ndtigten Mengen. Die Ko- —

Ly CAKCA

stenmatrix K gibt die
Transportkosten je ME an.

a)
b)
c)

T 4 1 4 5
E={4 6 3 8 9
6 5 5 6 8
Berechnen Sie die Transportkosten naoch dem vorliegenden Planl
Es ist zu priifen, ob die Kosten minimal eind.

Be ist der optimale Transportplan aufsustellen. Es ist die
Binsparung der Transportkosten zu berechnen.

6. L8sen Sie Aufgabe 3 dieses Abschnittes numerisohl

7. PUr ein Transportproblem liegt folgende optimale LUsung vor:
Z = 648 31 B: B 34 3

Es 8ind nachfolgende Kapa- “1 E— 11( %— AN 17

gitdtsdinderungen und Ko~

stenberichtigungen, je- ‘ &%- e 19

weils von dieser optima- Az 5 @

len LYsung ausgehend, zu N as & 04 9

diskutieren und eventuell >

auftretende Berichtigun- ij 5 15 15 10 45

gen durchguflhren.

a)

b)
e)
d)
e)
£)
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Die Kosten bei AzB, werden 2 [GB/ME]) auf 14 [GE/MB] veriin-
dert.

Die Kosten bei A3B, erhthen sich um 2 [@B/MB] aur 16 [GB/MB].
Die Kosten bei A,B, erhthen sioch von 14 auf 16 [@®/E].

Die Kosten bei A,B, werden von 14 auf 10 [GE/ME]) herabgesetst.
Der Bedarf von B, redusziert sich um 5 (ME] aur 10 [ME].

Der Bedarf von B, und B, erhtht sich jeweils um 3 {ME]. Die
Produktion bei Ay wird um 6 [ME) erhbht.



L8sungen zu Abschaitt 2,
Lbsungen zu 2.,1.2,

1‘

2.

3.

a)

b)

4.

2P: Z = O,tax1 +x, + 0,613 + O,}x4 —e max
NB:  4x, + X3+ x, 21300
s
511 + 612 + 2):3 + }1:4 : 2100
5xy + 4x, + 6::4 £ 1200
10x, +8Bx, + 613 + 4x, £ 4800
X, + X 2 240
NNB: x4 2 0; J=1,2, 3, 4

ZP: Z = 3x1 +612 + 3x3 + 714—— min
NB: 750x, + 2000x, + 80013 + 2000x

4 = 10 000
2x, + 5x, + x3 + x, z 24
311 + 712 + 3x} + 714 2 30
10xy + 20x, + ‘j::3 + .’:‘5:|:4 s 105

MNB: x; 204 J=1,2, 3, 4

Die Variablen entsprechen den Zuschnittvarianten.
ZF: Z=x1+x2+x3+x4+x5*xs — min

NB: 6x, + 234 + 4xg 2 100
2x2+2x3+5x4+2x5 2 50
4x, + 2%, + 6xg 2 100

_m:xjéo; J =1, 2y eeey 6.

Die Nebenbedin;iungen und Nichtnegativitdtsbedingungen bleiben
erhalten.
Die Koeffizienten filr die Zielfunktion stellen den Abfall dar.
ZF: 2 = 0,2x, + 0,16x, + 0,1613 + 0,414 + 0,16:5

+0,2x; —= min

Mit x4t Anzahl der Arbeitskrdfte der 1. Vollschicht

Xg: Anzahl der Arbeitskrtifte der 6. Teilschicht
folgt:

ZF: z=8x1+8x2+813+414+6x5+416——m1n

53



MB: x, +x, 2 6
2
x, + x4 + xs £ 11
x, +xg 2 10
x4 + 33 + xg % 16
12 + 13 = 18
X, + Xy 2 17
X, + 13 + xg =’>§ 37
% +xg 24
x, + x5 2 2x,
m:xjéo; J =1, 2, eeey 6.
5. 2P: Z=36x1 +24x2+40x3+5014+60x5+55x6—.m
NB: 3 2 10
x, + x, + x3 2 45
x, g 25
x = %0
X3 £ 25
I+ X 43y £ 55
x, £ 10
x 2 1n
x, 2 16
xg = 22
xg 2 14
Xy + Xg + Xg £ 50
x1 + x2 + 13 + x4 + xs + xs = 100
NNB: x 2 0; J =21, 2, ¢eay 6.
6. 2P1 Z = 10x,4 +5x2 -a-ex3 +5x4 —e max
NB: x, 2 8
x, 2 13
x, + x £ 21
40x, + 10x, + 2(‘;:3 + 30x, 2 1080
5x, + 2x, + 6:3 + 4x‘ 3 108
3xy + 23 + 2x3 ¢+ X, £ 60
Sxq + Tx, + 2xy + 6x4 * 210
32, 4+ X, + 2x5 + x, 2 72
X+ X+ 2} 3 24
NNB: X4 2 0; J=1,2,3 4.
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T. Ba werden Variable mit zwei Indizes eingefiihrt (113)
1: Index fUr Produkt 1i=1,2,3
J: Index fUr Technologie J =12, 3 bzw., §J = 1, 2

ZP: 2 = 11xy, + Tx 5 + 5:13 +9x,, + 6x55 + 7123 + 181:31
+ 15132 —* maXx

2xyy *+ 2xgp + Xy3 + Xy, v dxpz + DXz + Iy

3xyq + Xyp + 2X43 4+ Xy 42Xy, + 5x3q + 6x35
Ty * 3Xy3 + 2Xp 43Xy, + Xy ¢+ Xy

_N'N_B:xijéo; 1i=1,2, 3 J=12,3

na

200

340
480

A 1A

LYsungen zu 2,2.2,
1. Die Achsenabschnittsformen lauten

na
-
.

x L . o B X 5
AR S ARUNE » R RIS R
Mit der Annahme von

Z=54folgt:6+:25= 1.

Durch Parallelverschiebung der Zielfunktionsgeraden findet man
als duBersten funkt des zuldssigen Bereiches x, = 6; x, = 6
mit dem Zielfunktionswert 2 = 90.

2. Die Achsenabschnittsformen lauten:
X4 X . x4 X2 < X4 o I
500 * 7500 - ' TS *THo0 - v 3w * YT’ - -

X
Annahme Z = 48 -&+:§=1.

Daraus folgt durch Parallelverschiebung

x1=%0 x; = 1200 Z = 15 000

x, = 1200 X, = 900 Z = 15 000.

Es gibt also unendlich viele optimale Ldsungen, darunter zwel
Basisldsungen.

n
(<}
(]
"

3. Maximierungsaufgabe: x, = 6 x 378
Minimierungsaufgabe: Xy = 8 X = 3 2 = 324

4.x1=-§ X =1 Z =53
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5. PUr die Zielfunktion 2, glbt ee keine L¥sung der Optimierungs-
aufgabe, da die Zielfunktion auf der Menge der zuldssigen LU-
sungen nach oben unbeschrdnkt ist.

Fur Z, leutet die L¥sung x, =1 X = 4 Z, = 9.

6. Diese Aufgabe ist nicht l¥sbar, da der L8sungsbereich durch
die leere Menge dargestellt wird. Die dritte Nebenbedingung
stellt einen Widerspruch zu den Ubrigen Nebenbedingungen dar.

T. a) x, = 4 x =6 Z, = %
b) x, = 6 x =4 Z, = 34

Lis zu 2 2

1.Z=47 1137 2253 x4=;
Die optimale L¥sung ist eindeutig.

2, 2 =200 x4 = 50 X, = 100 xg = 50. Da nach Subetitution
von x; und X3 our noch x, in der Zielfunktion vorkommt, han-
delt es sich nur noch um die Ermittlung des kngpasses.

3, Die LUsung dieser Aufgabe erfordert zuerst die Pormulierung
und L¥sung einer Hilfsaufgabe. In der zweiten Etappe des Li-
sungsprosesses zeigt eich, dad die Zielfunktion der urspring-
lichen Aufgabe auf der Menge der sulidssigen L¥sungen nach
oben nicht beschrdnkt ist.

4. Uber die L¥sung einer Hilfsaufgabe erhilt man
Z =138 1132 12=4 13-1 x7=4.

5. L8sungen s. Abschnitt 2.

6. Siehe graphische L¥sung von Beispiel 6 des Abachnittes 2.3.1.



LYsungen zu 2,4,2,
a) Z = 57%, + 2%, - 10513 + 13&4—— min

1.

3.

10%, + 3%, - x3 + 2:4 2 1  Die jeweils gwei bei
2 oa o > der Umwandlung einer
4?1 2%, i} + x4 : 2 Gleichung entetehenden
-, ¢+ 5%, - i; - 6%, 23 Variablen wurden im Dual
3%, - iz - £, + 4%, 24 1n dle dann nicht vor-
1, 3 4 geichenbeschriinkten Va-
xy, i; 20 riablen %, und 1:4 su-
" . . sanmengefafSt,
b)z=1211+18 Iy — max
2%, + 4?2 f 5
-x 0+ 3% - i3 21 8. Bemerkung zu a)
%, + 5%, - i3 f 4
ia. i) = 0
a) x, = 3 X, = 2 Z =
_ - _ optimale LYsung ist niocht
b) X4 ‘; X "g t=2 eindeutig.
c) X, =12 x =1 x5 = 12 x, = 1 2 =29

Beispiel 1: Dual 2 = 10%, + 16%, + 24%; — min

Opt. Lbsung: %, = 7/2,

Beispiel 2: Dual 2 = 18%, + 40%, + 24%; —= min
3%, + 2&2 + 35336

Opt. Ldsung: i1 =0
bzw, i2 =0

Beisplel 3t 2 = 125:1
4i1
6,

i;=2 Z

i1+ % + 3& £65
x,+ 2x2+ iéo,
% 20 1=1,2, 3
i3=1/2, 72 = 47

X, + 4%, + 2&‘334
iiéo 1=1, 2, 3.
2 = 48

i5=2 23480

Die duale Aufgabe iat also degeneriert, was wegen der Mehrdeu-
tigkeit in der optimalen LYsung des Primals zu erwarten war.

+
+

+

2

16%, 22
0 i=1,2, 3

Zur Lbsung mit der Simplexmethode muB nach Uberflhrung in die
1. Normalform eine Hilfsaufgabe formuliert werden:
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a

- %,

- X + &

+i6 =2

n
\C ]

i-= 1, 2. es ey 70

Z=- iG - ﬁ7 —= max
4i1 + 16i2
6x, + 422-5:3
8 2
2o
Die Ldsung

der Hilfsaufgabe fihrt auf eine degenerierte opti-
male Losung mit dem Wert "Null" fur die Hilfszielfunktion.

Danach beginnt man mit der Losung dor ursprlinglichen Aufgabe,
wobel noch zu beachten ist, daB8 der Algorithmus auf die Maxi-
mierung zugeschnitten ist.

N T B O

—%| 4 @ o -1 0 1 0 2 || x

i-7 6 4 -1 0 -1 0 1 3 3/4 | -4

z | -10 -20¢ 1 1 1 o] o |-5 - |2
—-%( 1/4 1 0 -1/16 0 1/16 0 /8| 1/2 | -1/4
-5 ® o - V4 =1 =1/4 1 s/2 | /2% =

215t o 1 -1/4 1 s/4 0o |[-5/2| - 5
-— %[ 0 1 (1/20)-3/40 1/20 3/40 -1/20| © »
—~%, | 1 0o =15 1/20 -1/5 -1/20 /5| /2 1/5

210 0 ) 0 0 1 1 0 -

-z| o [¢] -4/5Y =3/10 11/5 -6 4/5
—~—%z| 0 20 1 =32 1 0

£ 1 4 o -1/4 0 1/2

-z| 0 16 o =32 3 -6

S B 1. 14 . 1. . 1.

%23+ 3% - ok, * 3 % - 0 - w3 ¢ 785 - W

-2 = -12%, - 4%, + 35:5 — max

2 = -12(3 + %5 - Pk, + 2ks) - 4 (- Jpks + 78%, - 7oks)

+ 5i3
N N 11,
2 = -6 + 455 + 14%, "‘5"?1
-Z = -6 - (- éxB - '1'814 + —Sis)
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Die Variable i4 miBte BV werden. Da alle Koeffizienten in dem
entsprechenden Vektor negativ sind, ergibt sich, daB die Ziel-




funktion auf der kenge der
achrédnkt ist.

Beispiel 4: Dual 2 = 6%, +

1

zuldsesigen Losungen nicht be-

832 + 20&; —e min

-i1-422+ 2i3£5(-5)
i1+212-1013-54
% 205 i=1,2, 3
Opt. LYsung (mit Z,): %, = 3 %, =4 2 = 22.
Beispiel S: Dual 2 = 16i1 + 722 + 1253 —e max
i1 + K, 4+ xB £ 20
4i1 + i2 + 2i3 £ 50
iiéo; i=1,2, 3.
Opt. L8sung: i1 =5 '3 =15 Z = 260.
Losungen zu 2 2
1. —oo< t S =2 25 t8 15 t< 4+
x, 7/2 2 0
x, 0 3 5
x; 3/2 ] 0]
X4 0] o] 2
7 13 + 3t 15 + St
2. -8 5t210 1035ts 3%
L] Hed -3
n | K- 0
x} 0 -14 +<§t
x4 0
| 4+ -3+ %t
1
e | H-o 6 - 3t
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LYsungen gu 2,6.2,
1. a) Mathamatisch-8konomisches Modell
ZB: 2= 21y 43Xy 4 4Xy3 46Xy 45Xy + X, + By,
+ 6:24 + 8131 + 6132 + 7::33 + 4134 —= min

NB: x"+x12+x13+x14=30 x11+121+131=15
Tpr *Xpp *Xp3 v X = 40 Xyp + Xyp +Xzp =15
T3q * Xzp ¥ Xzz X3y =0 X3+ Xy b X35 = 45
3 4 Tig * Xoy X3y = 45
PR
i=1 J=1

EEB: xyy 20 1=1,2,3  3=1,2 3 4

b) Der optimale Transportplan lautet:

113 = 30; X1 = 15; Xoo = 15; 123 = 10; 133 = 5;
X34 = 45 [ME] mit minimalen Kosten Z = 505 [GE].

2. Das Optimal tableau hat folgendes Aussehen:

vy 5 5 8 9
bt et
1
01 4 -1 -5 & -2 3
i3 1) [ T R KT Y
51 A2 -;* @l 1| @] ®
Ce 8] O (03]
I8 @] @] @] - 9
h 6 8 5 1 20

Die minimalen Kosten betragen Z = 326 [GE].



3. Das Optimaltableau hat folgendes Aussehen:

VJ 1 10 7 [¢]
uy E1 32 E3 E4 Ef 8,
L3 O K B L) W R )
0 31 -5 -1 @ @ @ 23
2] Lef L[e] L[2f L9
-5 | @] - o o1 -« |
Dof  Lef L[> L[4 LO]
-5 | By - ©) -2 s |10
b.i 12 9 12 8 5 46
Die minimalen Kosten betragen Z = 281 [GE].

Da die Bewertungszahl °:II.J = 0'23

0 ist, und zwar fir eine

Nichtbasisvariable, ist die Optimall¥sung nicht eindeutig.

Bine weitere zuldssige Basisldsung mit gleichem Zielfunktions-
wert lautet:
VJ 9 1 10 7 0]
uy E1 E, E; E4 Ef 8y
ma] 2] 1] L7 Lo
0 B, -5 -1 @ ® 23
(2} L8] oI 2] L9
-4 | B | @ | -1 0 -4 |
Lo [ef L[> [4f L4
’5 B} -6 @ @ -2 _5 10
bJ 12 9 12 8 ) 46

4. a) hatheoatisch-dkonomisches Miodell:
ZF:

+

* X2
* %52
+ x32
+ X0

+
+
+
+

113
X23
*33
X43

2x45 — min

+x14+x1

+ Xy
+ X3y

+x44+x

+
Ny
A BBV ERN ) |

+

1A 1A 1A 1A

>

N
V]

(<)
o

o O

281 [GE)

Z = 4an11 + X4 + 10x13 + 2x14 + 8115 + 3:21 + eee
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x11+x21+x}1+x“=28
Xypg + Xpp * X3p + X5 =35
T3 * Xp3 * X33 + X5 = 18
x14+124+x34+x44=}2
15 * Xo5 * X35 * ¥y = 32
.DEB.‘HJ?’-O 1=1,2 34 J =12, «eey 5

Der optimale Transportplan lautet:
1. Losung: X = 10; X4 = 20; X, = 28; X4 = 2;
Xyp = 10; X35 25; 145 18; x‘5
Xye = 10 = 2= 8 tum);
20; X, = 28; Xy = 12;
X3p = 15; ;gr = 10; X435 = 18; Xy = 32;
X4p = 10 [m
Z = 400 [km]).

n
4

n
-

2. LYsung: 20; Xq4

Die L¥sung ist nicht eindeutig. Es gibt zwel optimale Ba-
sisldsungen.

Berechnung der Transportkosten laut Plan:
K=1:13+5:9 +4-10 +6 12 +6-14 +8-8 = 318,

Die LYsung kann gur nicht degenerierten Basislisung erwei-
tert werden, wodurch die Optimalitdt gepriift werden kann,
Es handelt sich um keine Optimall8sung.

vy 2 4 1 3 5
uy Yy . V2 . Vs : Ve . Ve
P R R 2 i . e
4 2 L8] |1
I -
Lo 2] L2 3 8
3 A3 +2 m 0 22
10 12 13 14 17




0) Man erhilt folgendes Optimal tableuau:

6.

v, 2 3 1 4 5

uy v, v, Vs A Ve ay

0 A, _;l _Ei d}L éi 65_5 22

I EGEEE

R U 3 2 ) 1 1 e
b, | 10 12 13 14 17 66

Die Transportbeziehungen mit dew optimalen Zielfunktionawert
2 = 298 [GE] lauten:

I3 = 1, Xyg = 17, Xy3 = 12, X34 = 10, X4 = 4,

X, = 10, X3, = 12 [ME].

Die Binsparung betrdgt 20 [GE].

Die optimale Ldsung wird in Tableauform angegeben. Dabei han-
delt es sich um keine eindeutige Ldsung, denn wir stellen
fest, daB die Bewertungszahlen °ij auf den Feldern B22E2 B24E4
mit Nichtbasisvariablen den Wert Null annehmen.

Gleichzeitig mussen wir feststellen, daB die LOsung wegen

X3 = O als Basisveriuble degeneriert ist.

Alle nioht eingetragenen Bewertungszahlen sind negativ und er-
fUllen so das Optimalitétskriterium.
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7. a) Optimale LBsung: x4, = 2; = 15 Xy =51 X, = 4

:2‘ = 10; 132 = 9‘ Z = 6390
b) Bs tritt keins Verdinderung in der optimalen LUsung ein.

¢) Optimale L¥sung: x,, = 2; X3 = 151 x5y =5 X, = 44
o = 103 X33 = 9; Z = 661,
Man erhilt die Basisltsung von a); es Endern sich jedooch
die Kosten und damit der Wert der Zielfunktion.

d) Optimale L¥sung: x4 = 155 X3 = 2; x, =5 Xy = 43
Xog 103 332 = 9 Z = 592,
e) Optimale L¥sung: (die Zuordnung ist nicht eindeutig)

1. L3sung: 63 X3 = M xy =5 o = 43



2. LYsung: X = 10; Xy3 = T X = S X4 = 10;
X33 = 8; e = 4; Xzp = 1 Z = 573.
f) Optimale LYsung: (die Zuordnung ist nicht eindeutig)
1. L8sung: x,, = 15; X3 = 2; x, = 6; X4 = 13;
13, = 2 X3z & 13; Z = T3.
2. LUsung: X0 = 15; Xy3 = 2; X4 = 8; Xy = 11;

Z

X33 = 13; X3y = 2; = 736,



3. Annlysis
3.1. Mengen, Ungleichungen

Ubungeaufgaben
1. Gegeben seien die beiden Mengen

My =({xeR -22x<6j My ={xeR/ 1<x38)}.
Bilden Sie die Mlengonlﬂl:ll.l uld2. T=M1n Iz. S =I1\ llzl

2, Welche Relationen bestehen zwiechen den Mengen
m1={xeﬁ/xz-3x-40= 0},M2={xeR/x¢6=1}.
My = {5, 8}7

3. Gegeben seien die beiden Mengen
K={xeR -15x53}), N={yeR -25y52]},.
Veranschaulichen Sie in der Ebene die Menge
MxN={(x, y)/ xeMMud ye N}!

4. Bestimmen Sie in den folgenden Aufgaben alle reellen Zahlen x,
die jeweils die Ungleichungen erflillen!

41, 25322, x4 -1 4.2, -x° - 4x + 5 > 0;

4.3, Ilx + 6| < 3; 4.4.|/4x2+81+4>8l

3.2, Formales Differenzieren

Ubungsaufgaben
5. Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Punktionen:

1. £f(x) = sz + 4, x € R; 2. £(x) = ein r}. x € R;
1 - 12 12 + 2

. = 9 . < H . £ = » 2

3, £(x) lnm I x| 1 4 (x) ?—-—f x° % 23

Se f(x):xz-coax, x € R; 6. f(x)zx-lntz. x % 0;

1
- »x
7. £(x) = o 2 (:u:2 +Tx + 14), x € RI
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3.3. Zahlenfolgen

3.3.1. Beigpiele

B1: Geben Sie die ersten 4 Glieder der Zahlenfolge
2

{an}u{-“—;—l}. D=1, 2, eee

an! Untersuchen Sie diese Zahlenfolge hinsichtlich Beschrankt-
heit und Monotoniel
LUsung
8 * Tn
fir n = 1 folgt a4
fur n = 3 folgt sy ‘—05. fUr n

(na (23 5 o oee] -

"
g
la)
5
s
]

2 folgt a, = %;

1,

4 folgt a

Die Zahlenfolge ist nach unten beschrénkt: k = 2,
2
2s8 21 a5, 0 folgt 2n S n + 1.

0£nl-2n+1, 05 (n-12 gllt fir alle n= 1, 2, ...
Untere Schranken sind auch k1 =1, ky = 0 usw,

Die Polge wiochst nach oben unbeschriinkt.

Die Polge ist streng monoton wachsend: 8, < 8p49°

2

+1 _(n+ 1)2 + 1
o o+ 1 ’

(n2 +1) (n+1) < (n2 +2n +2) n

n5 + n2 +n+1< n’ + 2n2 + 2n
1<n® +n fur alle n = 1, 2, ...

n >0, n+1>0

i

Mit Hilfe der Grenzwertsiitze ist der Grenzwert der Polge {an}
zu bestimmen mit

2
&, = 2 3 . " 5- 1, D=1 2, 3 eos
a
M 2 n2(2 +%_11)
1im 32_.5_12_:_1 = 1im ” n
n—eo 3n° + 5 N= oo n© (3 + 22)
n
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p:3 ]

-]

1im —gﬁ--g. denn: lim < = 0,
f-eo0 3 4 =00
1a 1y =0, lin 25 = 0.

Bin Geldbetrag a wird auf einem Sparkonto festgelegt und

Jibrlich mit p Prosent versinst, Die Zinsen werden am Ende

Joedes Jahres dem Geldbetrag sugeschlagen.

1. Auf welchen Betrag b wilchst der Geldbetrag nach n Jahren
an?

2, Berechnen Sie b fir a = 1000 M bei p = 3] % fur
n = 5 Jahrel

3. Bereohnen Sie b fUr a = 1000 M, p=§-}$. n = 5 Jahre,
wenn die Zinsen am Ende eines jeden Monats sum Betrag hin-
sugeflgt werden!

Rbsupg

1, Anfangsbetrag: a, = a
Betrag am Ende des 1. Jahres: a, =a+e1-&5=a(1 *1‘80')

Betrag am Bnde des 2, Jahres: a, = a, + &, 1-&5
a, (1 +T8-6)
a (1 + 1‘8’6)2
Betrag am Ende des 3. Jahres: ay; = &, + a, 5
: sz (1 + 1bp)
a3 = a (1 +<Ew)3
Betrag am Ende des n-ten Jahres:
a, =a(1+ -148-5)n
Bs entesteht eine Zahlenfolge

{-nlgl‘o. ‘1' .2' eeey ani ooo}
mit ap = a (1 +fp® n=0,1, 2, ...

2, b= & ag=a (1 #155)5. ag = 1000 (1 +%&§5)5,
b= 1173,41 M.

*

3. Bei einsr monatlichen Verzinsung ist der Zinssatz %-2.
Die Addition der Zinsen zum Geldbetrag a ergibt bei
a Jahren 12 * n. Daraus folgt:



= 12°n
=8+ i) ,

b=as = 1000 (1+3420%, b= 1176,19 .

3.3.2. Ubungsaufgaben

6. Geben Sie mindestens die ersten 6 Glieder der Zahlenfolgen an,
die durch die nachstehenden Zuordnungsvorschriften bestimmt

gind!
-1
- -1)8 - D n 4+
1. an-£+-, 2, a, = (-1) -ﬁl
2

Untersuchen Sie diese Zahlenfolgen hinsichtlich Beschrinkt-
heit und Monotonie.

T. Weisen Sie die Konvergenz der nachstehenden Zahlenfolgen nach:

_[2n - 1. _ gn -1
1‘{an]"{ n }' 2'{an]'{n+ }'
8. Berechnen Sie mit Hilfe der Grenzwertsdtze die Grenzwerte der
nachstehenden Zahlenfolgen:
2 2

vl (S s () )

3 {an}=[£—;f-‘l"—1}; 4 fay] = {TJ_}'—]'

- 4n + 2

9. Gegeben seien die Zahlenfolgen {a;], {b_ ] mit

> + qn - n3 + qn + 2
8, = MB_LT_‘L i bn = 2_2._.3_ R
rn” - 2n° + 5 rn" = 2n + 1
1. Wdhlen Sie flr die Parameter p, q, r Jeweils ein System
von reellen Zahlen so, daB eine Nullfolge entsteht!
2. Wdhlen Sie fUur die Parameter p, q, r jeweils ein System

von reellen Zahlen so, daB lim an = 6, lim b = 4 giltl

10. Es seien {an} und {b ] konvergente Zahlenfolgcn. Es sel

lin a, = 3. Weiterhin gilt lim (2b Zoa ) = 5, Bestimmen
n—.ﬂ n-“
Sie lim bnl

nNe=e oo
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11. Bin Waldbestand kann sich ungesttrt mehrere Jahre hindurch
stindig um 4 % im Jahr vermehren. Wieviel Kubikmeter Hole
wird er nach 12 Jahren liefern, wenn zum Zeitpunkt der
Schiitzung 1 Million Kubikmeter veranschlagt werden?

(Die Vermehrung des Waldes erfolgt zwar stetig, die Rech-
nungsabschllisse der Porstverwaltung erfolgen aber in jHhrli-
chen Zwischenrtiumen.)

3.4. Differentialrecobaung fur Punktiopen in einer unabbineigen
Variablen

3.4.1. Beispiele

B4: Gegeben sei die Punktion y = f(x) = ln x?' - ;x. x > 0,
Bestimmen Sie die Stelle x, so, dal die Tangente an die
Punktionskurve im Punkt P, = (x , yo) mit der positiven
Richtung der x-Achse ainen Winkel von 135° bildet.

Lb8sung

X = 1}5° Anstieg der Tangente in X o= tan = ' (x )y

tan ax = tnn 135° = -1, daher f'(xo) = -1,
t(x) =25 -2, t(x)=2-2, f(x)=2-2
(x ';2 i x x % (x, X, ;

%’:-;--1, x°-8.

1
BS1 Gegeben sei die Punktion y = f(x) = o = (x2 +3x +4),
x 6 D(£).
Untersuchen Sie die Punktion auf
- Monotonieverhalten und Extremwerte,
- Krimmungsverhalten und Wendepunkte!

Lbsung
D(2): x e (=), stetig in D(L)

-11
f(x) = o 2 (12+Bx+4)
-%x -%x
f'(x)--%vo (xz¢3x4-4)+c (2x + 3)

|
t(x) e 2 (-dR edmen)
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Monotonie

:
A1 £'(x) 20, t(x) monoton wachsend,

1
e % (- %x? + %x +1) 20, e 2, 0 fUr alle x € (-oqom),
Daher folgt £'(x) 2 0 wenn ---%x2 +-§x + 120, / «(=2)
X -x-2%50

‘X - x -2

vxz-x-Z

Ofurx1=-1, x2=2,
(x +1) (x-2) (Zerlegung in Linearfakto-

ren),
also: (x + 1) (x=-2) £0 Losung aurch Pallunter-
acheidung (s. Aufgabe 4.2,)
1. Palli x+1 &0 und x -2 <0
x 2 -1 x <2 Lyt [=1, 2)
2, Palli x+1<Ound x=~-2 20
X < =1 x 22 Lzl [}

£'(x) = 0 flUr xy = -1, x, =2
f£(x) iet monoton wachasend fUr xe [-1, 2].

B: £'(x) 8 0, f£(x) monoton fallend,

'3’ 1 1 ‘%‘
. (-«2:2+~2x+1)§0, o > 0 fur alle x € R

f'(:)‘0wonn-%xz+%x+1éo, X -x-220

(x + 1) (x-2) 20, Pallunterscheidung!
£(x) ist in (=oq, =-1] monoton fallend,
in [-1, 2) monoton wachsend,
in {2, =© ) monoton fallend.

Eine hinreichende Bedingung flUr das Vorhandensein eines Ex~
tremwertes in X iet fUr eine in einer Umgebung von X
X, ¢ D(f), differenzierbaren Punktion ein Vorzeichenwechsel
der ersten Ableitung in x,. Die gegebene Punktion y = f(x)
iet in D(f) differenzierbar. Die erste Ableitung wechselt
ia x,4 = -1 und in x5, = 2 jeweils ihr Vorzeichen. Daraue
folgt das Vorhandensein von Extrema in

Xy = =1 Minimum, X2 = 2 Maximum.
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p6s

Ertmmungsverhalten:

-3z -9x
t"(x) = o 2 (%xz-;x). . 2 >0 fUrallexeR
£*(x) &€ 0, f£(x) ist konvex,
aleo: (§ -4x) 20, x(x=-5) 20, Palluntersoheidung

1. Pall: x20 und x-520 Lyt [Sy )
2, Pall: 30 ud x-5£0 Lyt (-e= 0]

t*(x) £ 0, f(x) ist konkav,
also: -}x"' - 2: £§0, =x(x-5)%0, Pallunterscheidung

1. Pall: x20 und x-~58&0 Ly [0, 5]
2. 2all: x20 und x-5%0 Lzzi

£(x) ist in (-w, 0] konvex,
in [0, 5] konkav,
in [5, ) konvex.

Bine hinreiochende Bedingung filr das Vorhandemsein eimes Wen-
depunktes in ist fUr eine in einer Umgebumg voa

S D(f), sweimal differensierbaren Funmktioam ein Verseiehen-
weobsel der sweiten Adleitung in x . MIr die gegedens Funk-
tion wechselt die sweite Ableitung ihr Vorseioheam im L (]
und in %2 =5,

Daraus folgt das Vorhandensein von swei Wendepunkten in
Xyq® 0 undin x, =5

Die Hutsungsdauer einer Maschine betrage ¢ Zeiteinheiten.
Die mittleren Gesamtkosten K (in M) hingen von der Nutsunge-
dauer ab und betragen

Kt) =2 +2(s+1), >0,

1., Bestimmen Sie die kostenminimasle Bamtsungsdauer der Ma-
sohine!
2, Wie hooch sind die minimalen Gesamtkosten?

L¥sung
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1, Gesucht ist ein Minimum flUr die Punktion K(t). (Bxtrem—-
wertaufgabe)

Kt) =R+ 2-(4+ 1), t>0,



Ke(e) = SECE) 333 +2, K'(t) =0, - fgg +2=0,
2

t 196, t, = 14 (da t > 0, entféllt t = -14).

to = 14 ist stationdrer Punkt, mbglicher BExtremwert,
Nachweis des Extremwertes:

2
K"(t) = d K(t = 8 , K" 1 > 0. t =1 .
v s (14) o = 14 Min
2. K(18) = 2%% +2 (14 +1), K(14) = 54

Kostenminimale Nutzungsdauer der Maschine: 14 Zeiteinhei-
ten, minimale Gesamtkosten: 54 000 M,

B7: Die Produktionskosten y (in Mark) eines Erzeugnisses sind ab-
hiingig von der Menge x (in Stlick) dee zu produzierenden Er-
zeugnisses:

y(x) = 2:3 - 200::2 + 6000x, x > O,

Aus der Bedarfsforschung und der Produktionskapazitidt des

Betriebes ergibt sich eine Mindestforderung an die Produktion

von 60 Stuck und ein maximal mdglict;&a Produktionsvolumen

von 100 Stick.

1. Ermitteln Sie die Menge x., fUur die die StlUokkosten mini-
mal werden!

2., Berechnen Sie die minimalen Stickkosten!

LYsung

1. y(x): Gesamtkosten, k(x): Kosten pro Stiick, k(x) = 19)-

k(x) = 2x° - 200x + 6000, x > O.
Gesucht: minimale Stilckkosten (Extremwertaufgabe).

k'(x) = 4x - 200, k'(x) =0, 4x - 200=0, X, = 50

Nachweis des Extremwertes: k"(x.) 0

k"(x) = 4, k"(50) =4 >0, x, =50 Min,

k(x) besitzt ein relatives Minimum bei x = 50. Laut Vor—
gabe soll gelten: X, € [60, 100]. Das relative Minimum

X = S0 gehdrt nicht dem vorgegebenen Intervall an.

k(x) ist monoton fallend in (0, SVJ.

k'(x) = 4x - 200 £ 0, 4x 3200, x ¥ 5, x>0.
k(x) ist monoton wachsend in [50, 100].

k'(x) = 4x - 200 2 0, 4x 2 200, x 2 50, x £ 100,
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PlUr das vorgegebene Intervall liegen daher die minimalen

Stiickkosten bei einer Menge von x, = 60 Stlck.

2. k(60) = 2 - 60° - 200 - 60 + 6000, k(60) = 1200 M.

Die minimalen Kosten pro StlUck entstehen bei der Produk-
tion einer henge x, = 60 Stlck im vorgegebenen Intervall
und betragen 1200 M je Stiick.

BB: Aus statistischen Erfassungen seien die folgenden Kennziffern
und ihr funktionaler Zusammenhang bekannt:

Y4¢ Ausgaben in iark pro Monat flir eine Ware A

Yol Ausgaben in Mark pro Monat fir eine Ware B

x: Haushaltseinkommen in Mark pro Monat,

y4(x) = 0,5 20992% 400 = x5 1500

yo(x) =5 + 5 400 5 x S 1500

1., Bestimmen Sie die relativen Elastizitdten der beiden
Kennziffern ¥q bzw, yzl

2, Charakterisieren Sie das Verhalten der Elastizitdten flr
die angegebenen Haushaltseinkommen x!

3. Bestimmen Sie die relativen Elastizititen fiir ein Durch-
schnittseinkommen von 900 M, und interpretieren Sie das
Ergebnis!

L8sung
1. y4(x) = 0,5 o0+002x 400 2 x £ 1500
yo(x) = F + 50 400 £ x 5 1500
N . = . X
relative Klastizitdt: e(y, x) = %% J
y4(x) = 0,001 ¢01002X
0,002x,
C(y«‘o x) = 9,001 e0,00Zx X ’ t(y1. x) = 0,002x
0,5 e
1
°X
Yé(x) = ‘%o e(yzo x) = —x? ’ :(yzv x) = X+ 100 +X
T+

2. €(yq» x) = 0,002x 400 £ x £ 1500
€(yqs x) <1 fUr 400 £ x < 500 nu:{orpmportio-
e(y1, x) = 1 fur x = 500 proportional
e(yqy x) > 1 fir 500 < x £ 1500 UD;rproportio—

na

74



X

(320 ) = 13106 400
ey, x) <1 fur 400

[T}
[}

X

1500

x £ 1500 unterproportio-
nal

[

3. x, = 900 :(y1. x) = 0,002x, c(y1, xo) = 1,8
Wenn sich das Haushaltseinkommen x, = 900 M um 1 % erhoht,
80 werden die Ausgaben Y4 fur die Ware A um 1,8 % erhoht.
vz X = z5oe SV %) =09
Wenn sich das Haushaltseinkommen x, = 900 um 1 % erhodht,
80 werden die Ausgaben y, flr die Ware B um 0,9 % erhoht.

3.40 2. Ubggaau.fgaben

12.

13.

14.

150

Gegeben ist die Funktion

y:t(x):-f%(xz-‘tx-S). x € D(f).

Berechnen Sie den Winkel, unter dem die Funktionskurve die-
ger Punktion die x-Achse im Bereich (0, o) schneidet!

Gegeben sei die Punktion

y = 2(x) = 4x - (2x + 1) ¢, x & D(f).

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Punktionskur-
ve im Punkt P, = (xo. yo) mit x, = Ol

Gegeben sei die Punktion

_x
y=f(x)=oT. x e D(f).

Pertigen Sie von dieser Funktion eine vollstiéndige Kurvendis-

kussion an, und stellen Sie diese Punktion auf hillimeterpa-
pler graphiasch darl

Ein Geldfonds y wachse kontinuierlich in der Zeit gemdl der
Punktion

y(t) = 103.¢2:01% |

0=t E10.

1. Welche durchschnittliche Geschwindigkeit des Wachstums hat-
te der Geldfonds im Zeitintervall O £ t 2 107

2. Welcher Wachstumegeschwindigkeit unterliegt dieser Geld-
fonds im Zeitpunkt t1 =1, t5 =5, t10 = 10?

3, Untersuchen Sie Monotonie- und Krimmungsverhalten der
Punktion y(t)!
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16,

17.

18.

19.

76

4, Bilden Sie das Wachstumstempo flir die BEntwicklung des
Geldfonds y!

Der Ausstattungsgrad mit Klhlschrdnken je 100 Haushalte ent-
wickelte sich nach statistischen Angaben in den Jahren von
1964 bis 1978 annihernd nach der Punktion

y(t) = -O.B‘t [ -7 é t § 7 .

Dabei wurde flr 1964 t, = -7 und flr 1978 ti4 = T gesetst,
Die ermittelte Punktion entspricht dem Typ

y(t) = —————-———? mit a, b, ¢ >0 ,
1+be

Untersuchen Sie die Eigenschaften dieser Funktion, und beach-
ten Sie anschlieBend, daB flr die gegebene Funktion a = 1,
= 0,48, c = 0,34 gilt!

Die Effektivitdt eines Arbeitskollektive hingt von seiner
GrtBe in folgender Weise ab:
2

3n” + 1200

1. Berechnen Sie die GriBe des Kollektivs, die eine maximale
Effektivitdét bringt!

2. Zu wieviel Prozent kann die maximale Effektivitdt reali-
siert werden, wenn alse zusiétzliche Bedingung n £ 15 hinsa-
kommt?

PUr eine Drehmaschine betrage wihrend der RNutsungsdauer von

x Jahren der abzuschreibende Botrag 50 000 M und die Repara-
turkosten (in 1000 M) R(x) = = 75 (5x2 + 9x + 4). Wie gro8 mud
die Nutzungsdauer gewidhlt werden, damit die durchschnittliochen
Kosten pro Jahr minimal werden? Wie hoch sind dann die minima-
len Durchschnittskosten pro Jahr?

Stellen Sie die durchschnittlichen Kosten y je Telefongesprich
in Abhidngigkeit von der Anzahl x der Gesprdche je Monat dar,
wenn die Grundgeblhr 9,00 M je Monat und die Kosten flr ein
Gespréach 0,15 M betragen!

Untersuchen Sie die Eigenschaften der Punktion y = £(x), und
8kizzieren Sie diese!



20,

21,

22,

23,

Pilr den Verkauf von Olfarbe verwendet man geschlossene zylin-
drische Blechdosen mit einem Passungsvermtgen von V = 250 nn’.
Wie groB milssen Durchmesser und Hthe der Dosen gewiihlt wer-
den, damit fur die Herstellung mdglichst wenig Blech ver-
braucht wird?

Zwischen der Produktionsmenge x eines Brzeugnisses im Produk-
tionszeitraum T und den Gesamtkosten y bestehe ein Zusammen-
hang, der durch die Funktion

¥(x) = 0,020 - 0,8x° + 200 x, x >0

gegeben ist.

1. Ermitteln Sie eine Anzahl x, der zu produzierenden Mengen-
einheiten (ME) so, daB die Kosten pro Mengeneinheit (Stlck-
kosten) minimal werden!

2. Bs ist eine Mindestproduktion von 30 und eine Hichstpro-
duktion von 40 ME gefordert. W#ieviel ME des Erzeugnisses
aind unter diesen Bedingungen zu produzieren, wenn die
Stlickkosten minimal werden sollen?

3. Geben Sie die nach 2. berechneten minimalen Kosten an!

Die Entwicklung einer bBkonomischen Kennziffer y in der Zeit
erfolgt nach statistischen Angaben gemdB der Punktion

y(8) = 2, t > 0.

1. Untersuchen Sie, ob die Kennziffer y einem Sdttigungswert
zustrebt!

2. Untersuchen Sie, ob die durch die angegebene Punktion be-
stimmte Kennziffer beschleunigt, linear, gebremst wachsend
ist!

3, Bestimmen Sie das Wachstumstempo w(t, y) fiur diese Kenn-
ziffer!

4., Untersuchen Sie das Monotonieverhalten des Wachstumstem-
pos, und geben Sie an, ob die Kennziffer progressiv, expo-
nentiell oder degressiv wachsend ist.

Ein Betrieb hat innerhalb eines halben Jahres einen Kunden
mit 30 000 ME eines Erzeugnisses zu beliefern. Der Abnehmer
hat fiir dieses Erzeugnis keinen Lagerraum. Der Betrieb belie-
fert den Abnehmer kontinuierlich mit diesem Erzeugnis. Pur
den Betrieb betragen die Lagerhaltungskosten 0,3 WE pro ME
und lonat, die Vorbereitungs- und Durchflhrungskosten flr die
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Produktion eines Loses 120 WE, Es ist die optimale LosgriBe
gzu berechnen, das Minimum der Kosten, die Anzahl n der su
produzierenden Lose und der Zeitabschnitt, nach dem die neu
produzierte LosgriSe zur Verflgung stehen muS.

24, Bin Betrieb hat innerhalb eines Jahres einen Abnehmer mit
24 000 ME seines Erzeugnisses zu beliefern. Der Abnehmer hat
fur dieses Erzeugnis keinen Lagerraum vorgesehen. Daher mus
der Betrieb tHéglich gleiche Mengen an den Abnehmer liefern.
Dem Betrieb entstehen Lagerhal tungskoaten von 0,05 WEB pro
Mengeneinheit und Monat. Die optimale LosgrtBe wurde zu
6 000 ME bei minimalen Gesamtkosten beatimmt.
Wie gro8 sind flr den Betrieb die Vorbereitungs- und Durch-
flihrungskosten fUr die Produktion eines Loses, wenn von
Pehlmengen und weiteren entstehenden konstanten Kosten abzu-
sehen ist?
Der Betrieb hat vorher in einer Serie 5000 ME hergestellt.
Wie groB sind die Gesamtkosteneinsparungen, wenn in Zukunft
unter sonst gleichen Bedingungen die optimale Losgrie produ-
giert wird?

25. Der funktionale Zusammenhang vom Pro-Kopf-Verbrauch an
Fleisch und Fleischerzeugnissen in Abhdngigkeit vom Binkom-
men entwickelte sich in den Jahren 1973 bis 1979 annkhernd
nach der Punktion

100 -,
1 + 65 - 0 0s006TEX

y = 2(x) = 830 3 x £ 1006.

Beatimmen Sie die relative Blastisitdt fUr die Kennsiffer
y(x), und untersuchen Sie das Verhalten der relativen Blasti-
zitdt begliglioh der verschiedenen Einkommen!

3.5. Differentialrec fitr Punktionen in mehreren
unabhlingigen Variablen

3.5.1, Beispiele

B9: Bestimmen Sie den griStmiglichen Definitionsbereich der
Funktion

y = (xq, X5) = |/1 - ?1 - 3 » (x4, X;) € D(L)!

8



L8sung

Damit zu (x1, 12) genau eln Bild y existiert, ist zu beach-

ten:
1 - xi - x% £ 0, also x? + xg s 4,

Das sind alle Punkte der Xq» xz—Ebene innerhalb und auf der
Peripherie des Binheitskreises um den Koordinatenursprung.
2
D(L) = {(x1. xz)/x1 € RAX, e RA x? + X s 1]
Damit ergibt sich W(f): 0 =y & 1,
2

B10: Von der Punktion z = f(x, y) = x° + y2, (x, y) € Rz, sind
einige Nivegulinien (Hdhenlinien) in der x, y-Ebene zu skiz-
gieren. Dadurch entsteht eine sogenannte "Karte der Plache",
durch die man sich geometrische Vorstellungen der durch f
erseugten Plidche im R3 machen kann.

LYsung

g = f(x, y) = x° + yz, (x, ¥y) € Rz

v

[¢]

Die Hbhenlinien entstehen, indem z = const.gesetzt wird. Da-
durch entstehen parallel zur x, y-Ebene Schnittkurven auf
der Pldche im 33, die in die x, y-Ebene projiziert werden
(z. B. Darstellung von Gebirgen auf geographischen Karten).

D(L): (x, y) ¢ 32

W(f):0§z<oo

=0 2+ y2 =0 P, Koordinatenursprung (0, 0)
z =1 x? + y2 =1 Kreig mit r = 1 um Po,

£=2 122+ y2 =2 Kreis mit r =12 um P,
=3 2 +y2=3 Krelemitr=y3 un P,

s=4 2 +3°=4 Krelomitr=2unkP,

s =9 x? + y2 =9 Kreismit r =3 un P,
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z=1
ze=2
Z=3
z=4
z=9

J x

@

Die PlHdche ist ein
Paraboloid.

B1l: Palle die Plche s = f(x, y) im B> die x, y-Bbene schneidet,
entsteht in dieser-Ebene eine Schnittkurve flUr z = O, Eben~
80 knnen Schnittkurven mit der y, g-Bbene flr x = O bew.
mit der x, z-Ebene flir y = O entstehen. Diese Schnittkurven
mit den Koordinatenebenen unterstiitsen mtglicherweise eine
goome trische Veranschaulichung der durch z = f£(x, y) erzeug-
ten Pllche.,
Versuohen Sie, sich auf diese Weise die Punktion

z-f(x.y):-%x-Zy«»z, (x,y)eR2

zu veranschaulichen.
L¥sung . \{‘
2 =-3x - 2y + 2
1. s = 0, Schnittkurve
mit x, y-Ebene;
P(x, y)

-z -2 +2=0 s

S~

y= - -}x + 1 \ y
Gerade durch die \

Punkte P‘(O, 1) und 1

P2(4' 0)



B12:

2, x = 0, Schnittkurve mit y, z-Ebene; P(y, z); z = =2y + 2,
Gerade durch P1(0, 2); P2(1, 0)

3. y =0, Schnittkurve mit x, z-Ebene, P(x, z),
% = - %x + 2, Gerade durch P,(0, 2); Py(4, 0)
2 = £f(x, y) ist eine Ebene (8. Ubungsaufgabe 27.1).

Pir z = £(x, y) = eX coa v+ x2 - yz, (x, y) € D(f) eind

die partiellen Ableitungen erster Ordnung gzu bilden.

Losung

Es gelten die bekannten Regeln fir das Differenzieren von
Punktionen in einer unabhdngigen Variablen. Pur

y = t(x1, Xos eeen xn) wird bei der partiellen Ableitung
erater Ordnung nach der Variablen x, nur nach dieser Varia-
blen differenziert, widhrend die Ubrigen Variablen als kon-
stant betrachtet werden.

z = f(x, y) = eXcos y #sz - y2 (x, y) € D(£)

2x 2 2

2 x 2 2
.g_:f = 6" coB y + —m="— x° -y = (x -y
x x

2V - §2

1
)'!

n
[ ]
[e]
o
@
<
+

y = const,

=f = -6% gin y + ———d— x = const.

<R
i}

«

N

: Die Funktion z = f£(x, y) besitzt in einer gewimssen Umgebung

des Punktes P, = (xo. yo) stetige partielle Ableitungen nach
x bzw, y. Dann ist der Punktionswertzuwachs Az in dieser Um-
gebung Az = f£(x, +4x, y, +Ay) - r(xo. yo).

Az léBt sich ndherungsweise durch das volletdndige Diffe-
rential dz = fx(x, y) OAx + f’(x. y) Ay bestimmen.

Berechnen Sie Az sowie dz, und vergleichen Sie die erhalte-
nen Werte fiur

z = £(x, y)=1:2+y2 fir x;, =1, Yo = 1o (x, Y)‘az

Ax = 0,1, Ay = 0,21
LUsung
Az = [(xo +Ax)2 + (y, *Ay)al - [Ig + Ycz,]
Az = [(1+0,12 + (1 +0,2)2)-[12% +13)
Az = (1,21 + 1,44) - 2; Az = 2,65 - 2; Az = 0,65
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2

e=fx, y) =x +5% fo=2x, t =27, By =(1,1)
dz=2-x°-Ax+2yoAy Ax = 0,1 Ay = 0,2
dz = 0,2 + 0,4 dz = 0,6

Az - dz = 0,05

B14: Gegeben sei die Punktion z = f(x, y) = - %x -2y + 2. Be-

stimmen Sie fiur den Punkt (x,, ¥,) = (2, 3) die Riohtung in
der x, y-Ebene, in der die Fldche am stdrksten ansteigt.

Ldsung

82

z = f(x, y) besitzt in der Umgebung des Punktes P, stetige
partielle Ableitungen. Der Vektor

grad £(x, y) = (f(x, y), £ (x, y))

zeigt im Punkt Py in die Richtung des grdBten Anstiegs der

Pldche z = £(x, y)
-3
=== fy=-2, grad f = .

-2
Die Pléche z = - wx = 2y + 2 it eine Ebene, 8. Beispiel
B11, dargestellt durch die Hthenlinien in den LYsungen gu
Aufgabe 28,2.Auf der Hthenlinie z = O wird im Punkt
P, = (2, -}) der Vektor (- %, -2) eingetragen. Dann zeigt
dieser Vektor, vom Punkt P, ausgehend, in der x, y-Ebene in
die Richtung des grtBten Anstiegs der Ebene.

N ¥
\ [/




B195: Von der Punktion
l=f(xoy)=13+7x2-4w+y2-451. (x,y)eR2

sind alle stationdren Punkte zu ermitteln und diese auf
Extremwerte su untersuchen.

L8sung
BEs werden die partiellen Ableitungen erster Ordnung gebildet
und diese gleich Null gesetzt.

fx:512+14x-4y-45; £ = -4x + 2y

y
32° + 14x - 4y - 45 = 0
- 4x + 2y =0 /2 |*

37-» 6x -45=0

P +2x- 15 = 0, daraus folgt: x4 = 3, x, = -5.
Durch Binsetzen von x,, X, in die zweite Gleichung folgt:

Iy = 6, yp = =10,

Stationdre Punkte: P,(3, 6); P,(-5, -10)

Uberprlfen der stationiren Punkte auf Extrema:

D = £y ¥o)  fyy(Xor ¥o) = T(Xgn ¥o)

fn=61+14. fyy-2, fn=-4

fur P1t fn(}. 6) = 32, fw(B. 6) = 2, fﬂ(a' 6) = -4
Dy=32-2-(-0)% D =48>0

P1(3, 6) i8t ein relativer Extremwert; wegen fn(a. 6) >0
ist P1 ein Minimum.

fur Pys £.(=5, -10) = =16 £.(-5, -10) = 2;
b 4 ("5. -10) = =4
D, = (=16) - 2 = (-4)° D, = =48 < 0

Da D, < 0, 18t P, kein Extremwert.

B16: Die Zahl 12 ist so in drei Summanden zu zerlegen, daB deren
Produkt ein Maximum wird,

LYsung
Es handelt sioch um eine Extremwertaufgabe mit einer Nebenbe-

dingung.
x+y +8 =12, Produkt: P = £(x, y, 2) = X*y g —& max
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1.

2'

LYsung mit Hilfe der Methode von Lagrange:

X+y+8-12=0, g(x, y, 2) = x +3 +8 - 12;
f(x, y,8) =x°y*8
Mx, y, 5, A) = £2(x, y, 8) + A-g(x, ¥, 8)
chy~l¢k; !,:x-sd-k, P‘=x-y+k
)x-x4y¢z-12
y°8+Ax=0 y-g=-=4; X% = -, Xy = =
X's + A=0 daraus folgt: x=y =12
X-y+A=0
X +y +2-12=0 hieraus folgt: 3x = 12, x= 4§
und somit: y= 4, ¢ =4
Dann ist P = £(x, y, 2) = 64.
Bei Verdnderungen von x, y und z, so da8 x +y + z = 12
bleibt, wird das Produkt P kleiner als 64.
Pir x = 4, y = 4, 2 = 4 wird das Produkt P = 64 maximal,

Die Nebenbedingung wird z. B. nach z aufgeltst und in
P = f(x, y, 8) eingesetzt.
£ =12 ~-x~-y P=1f(x,y)=xey (12 -x=y)

t(x, y) = 12xy - Py - xy?

2

n
(o]

t, =12y -2xy -y y (12 - 2x - y)
ty 12x - 2xy - x (12 - 2y - x)
x=0, y = O entfallen.

12 -2x-y=0, y =12 -2x

12-2y -x=0, 12-2(12-2x) -x=0 x = 4,
Dann folgt: y = 4, z = 4.

Stationdrer Punkt: P, = (4, 4)

Nachweis des Extremwertes

L]
o

fox = =2y fw=12-2x-2y
f__ = =2x

fn(‘l 4) = -8. tﬂ(4' 4) = -8. fn(4' 4) = =4
D=64-16 >0 Extremwert liegt vor.

fn(4, 4) = -8 <0 Extremwert ist ein Maximum.

Dahers Mit x = 4, y = 4, 2 = 4 ist das Produkt ein
Maximum.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dal auf diesem zweiten

Weg niocht alle Variablen gleichwertig, symme trisch, be-

handelt werden. Dabei besteht die Miglichkeit, da8 nicht



alle stationdren Punkte, nicht alle Extremwerte gefunden
werden.

Der Nachweis des Extremums bei der Methode von Lagrange ist
sohwieriger. Dies ist jedoch bei Punktionen in mehr als
swel unabhingigen Variablen auch der Pall.

3.5.2. Ubunesaufgaben

26.

27.

28.

29.

Bestimmen Sie die griBtmiglichen Definitionsbereiche der
folgenden Punktionenl!

.y=12(xy, x) = xﬁ + € ’ (x40 x;) € D(£)
-x
2.y-f(x1. x2)=|/1-x2+o 1. (x,. xz)eD(t)
1
3.5 = 2(xg, X;) = -5 (x40 x;) e D(£)
4, 2 = £(x, y) = 1n (x2 - y2 -1, (x, ¥y) e D(2)
5.8 = f(x, y) = —=—X _____ | (x, ) € D(£)

x2+y2-2n

Skiggieren Sie von den folgenden Punktionen jeweils einige
Niveaulinien in der x, y-Ebene!

l.zsf(x.y)=-%x-2y¢2. (x.y)ﬁR2
2, 2 = 2(x, y) = 3x + 2y , (:|:.y)sn2

3. 6= 2(x, y) =Y1 -2 -¥*, (x, y) ¢ D(P)

Skisgieren Sie flr die beiden folgenden Punktionen die
Sohnittkurven mit den Koordinatenebenen

1.z-f(x.y)=x2*¥2o (xl’)enz

2.z=r(x.y)=l/1-xz-y2. x2+y281

Versuchen Sie, sich ein Bild der Plliche im R3 su machen, in-
dem Sie susitzlich Hhenlinien einseiochnen!

Bestimmen Sie flr die folgenden Punktionen jeweils die par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung!

1.s:f(x.y)=3!5-5!2y+7n2-5¥*1 .(x.y)t-:a2
2.y = £(xy, ) = 2x§ ein 2x, , (x1. 32) ¢ D(L)
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3.

32.

33.

34.

86

z. -
3. y = 2(xy, x,) = ;21+_:222 ' (x4, x;) € D(£)
1
2

4.z=f(x,y)=221¥—, x %1

Bestimmen Sie fir die folgenden Punktionen partielle Ablei-
tungen erster Ordnung an einer festen angegebenen Stellel
1. 2 = f(x, y) =3x2 *w-y2-4x-5y+6

an der Stelle x, = 2, o = -3

2. y = 2(xy, xz)=21§-sin 2x, P, = (1, %)

3.y = 2(xy, X, %) = 1n (x5 + 223 + 4x) £2,(2: 01 3)
‘?*5‘1‘2"22,

4.y = £(xq, X) = 0 £x2(1. 0)

Bilden Sie die partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordoung der folgenden Punktionen!

1.yxf(x1,12)-r2+2x?€+2€ (x1.xz)exz
2.z=f(x.y)-+:4£ x-y %1

B.z-t(x.y)-ln-:—:ly x4y

Berechnen Sie den Funktionswertguwachs Ag sowie das voll-
stindige Differential dz flr die Punktion

z = (x, y)=x-5, (x.y)snz
mit x, = 2, y, = 3, Ax = 0,2, Ay = -0, 1!

Eine WirkungegriSe g hingt von zwei sie beeinflussendan
Paktoren ab:

z-t(x.y)s’;‘.

Bestimmen Sie mittels des Gradienten der Punktion, in wel-
cher Richtung der (x, y)-Ebene die Wirkungsgriie s den
grBten Zuwachs erhilt, wenn vom Punkt (xo. Yo) = (10, 20)
ausgegangen wirdl

Bestimmen Sie von den folgenden Punktionen jeweils alle sta-
tioniren Punkte, und untersuchen Sie diese auf migliche re-
lative Bxtremwerte!
1. ¢ = £(x, ¥y) =212 +3w+2y2-51-2y¢5. (x, y) € Rz
2,

(x, ¥y) € R?

2.p=2(x, y) =5(x+2y -1 -(x° +xy -y



35.

37.

39.

3.8 = 2(x, y) = 2 + 4xy - 2y? + 5, (x, y) ¢ R®

‘°’=f(‘1"2)=‘%*‘°‘§'4‘1‘2"9‘1"’%'3"2'2
(x45 ) €R

5.g:f(x,y):x+y§x°—.y, c >0, x, y >0

Zu einem Kombinat gehtren zweli Betriebe, die beide dasselbe

Brseugnis herstellen. In Abhlingigkeit von den Produktions-

mengen x, bsw, x, im ersten bgw. zweiten Betrieb entwickle

sich der Gesamtgewinn G gemhS der Punktion

Mz xp) = 27xy + 2Txy = (325 + 2 + 2 - 152 + 0x,) ,

Xy, 1, 20

1. Bereohnen Sie, mit welcher Brzeugniamenge die Kombinate-
leitung jeden der beiden Betriebe beauflagen sollte, da-
mit der Gesamtgewinn maximal wirdl

2. Weisen Sie die Existenr des Extremums nachl
3, Berechnen Sie den maximalen Gewinn!

Gegeben sei die Funktion

y = £(x,, x-‘,)-u§+3x,x2+bx§-5x1-2x2+5.

(zy, x) € B2
Bestimmen Sie a und b 8o, da8 in (x1, xa) = (2, -1) ein
stationirer Punkt vorliegtl
Setsen Sie a und b in f(x1, 12) ein, und Uberprifen Sie, ob
ein relativer Extremwert vorliegt!

Gegeben sei z = f(x, y) = 13 - Jaxy + 33. a*0, (x, y)e Ra.
Untersuchen Sie die gegebens Punktion auf eventuell vorhan-
dene relative Bxtremwerte, geben Sie diese und die Art des
Bxtremums anl

Gegeben sel
s=f(x,y)=-Jx-2y+2mtosxis 08yE1,
Bestimmen Sie die absoluten Extremwerte der Punktion
s = £(x, y)!

Gegeben sei die Punktion:

s = f(x, y)-12*2y2. (x, ¥) eRznity-xz-h

(x, y) € Rz.
Untersuchen Sie die Punktion auf relative Extremwerte er-
stens nach der Methode von Lagrange, zweitens durch Aufld-
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41,

42,

43-

44.

sen der Nebenbedingung nach einer Variablen und Einsetzen
in z = £(x, y)! Zur Uberprifung und Veranschaulichung skis-
zieren Sie einige HBhenlinien von z = £(x, y) sowie

y= 2 -1l

Gegeben sei y = f(x1. x,, 13) = fo + Zé + 2:%,
(11.12.x3)€R m1t211-12-3+1=0,

Untersuchen Sie y = f(x.‘, X5 15) unter der Nebenbedingung
auf etationdre Punkte sowie mdglicherweise vorhandene Ex-
tremwerte!

Die Zahl a 18t 80 in ein Produkt von drei positiven Pakto-
ren zu zerlegen, da8 die Summe der reziproken Werte der ein-
zelnen Paktoren ein Minimum wird.

Von einem Karton sollen Ldange, Breite und Hhe zusammen
90 cm betragen. FPlUr welche Male hat der Karton den gr8ten
Rauminhalt?

Gegeben sei z = f(x, y) = xzy mity=1-x, (x, §) ¢ Rz.

Untersuchen Sie f unter der gegebenen Nebenbedingung auf
Extremwertel

Das elliptische Paraboloid z = £(x, y) = x° + 4y2 wird von
der Ebene 4x - 8y -z +24 =0, (x, y) € Rz. geschnitten.
Bestimmen Sie den hdchsten und tiefsten Punkt der entstehen-
den Schnittkurvel

3.6, Methode der kleinsten Quadratsummen, Trendfunktionen
3.6.1. Beispiele
B17: Die Anzahl der in der DDR zugelassenen Personenkraftwagen

88

in Mio Stiock stieg in den Jahren 1976 bis 1982 laut stati-
stischem Jahrbuch wie folgt:

Jahr |1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
8y |z,osz 2,237 2,392 2,533 2,678 2,812 2,922

1. Berechnen Sie
a) eine lineare Trendfunktion,
b) eine quadratische Trendfunktion, die die Batwioklung
widerspiegelt!



2,

3.

4Ysung
1.

Welche der beiden Trendfunktionen ist den gegebenen sta-
tietiechen Werten besser angepaSt?
Berechnen Sie den Prognosewert fUr das Jahr 19841

Bs sind Hquidistante, gleichmiBige Zeitabaschnitte gege-
ben. n = 7 (ungerade Anzahl von MeSwerten), Axy = 1,
Aowendung der Normalgleichungen mit [x] = O und somit
auch [13] = 0,

Bs kUnnen die vereinfachten Normalgleichungen angewendet
werden.

Linearer Trend: y = a_ + a,x, a, = -[%l. a, = [:x] .
Quadratische Trendfunktion: y = a, +a.,x+ azxz,

_[e1-[x*]) - [2P)a 22 a. = 18X

%o © n-[x"] - [x]) ' ! I[:r}.
‘n'lxz-sxz 41 2

a, 2[4 - (2 ’ n[x*) [12] £0 .

Aomerkung: Wird in den Normalgleichungen [x] = O und
[x’] = 0 gesetzt, so0 ergibt sich aus der zweiten Glei-
chung 84+ Aus dem verbleibenden Gleichungssystem ergeben
eich a, bzw. a, durch Anwendung der Cramerschen Regel.

o

Jahr| 1 x| s |t oz | 88
1976 1 [-3[ 2,052| 9 | 81| -6,156 | 18,468
1977| 2 2| 2,237| 4 | 16 | -4,474 | 8,948
1978 3 [-1] 2,392 1 | 1|-2,392 | 2,392
1979 4 |o| 2,533/ 0 | o 0,000 | 0,000
1980 5 | 1] 2,678 1| 1| 2,678 | 2,678
1981| 6 | 2|2,812| 4 | 16| 5,624 | 11,248
1982 7 | 3] 2,922| 9 | 81| 8,766 | 26,298

n=17 [17,626]|28 [196 | 4,046 | 70,032

a) Lineare Trendfunktiem: y = a

s =ﬂ«,ﬁ , 8, = 2,518

ay = i!g.ié &y =0,1445 y = 2,518 +0,1445 x

°+.1x
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b) Quadratisches Trendfunktion: y = a, +a,x+ 5222

17,626 - 196 - 28 - 70,032
8, = ’ a, = 2,540
° 7196 - 28° o~ ™!
. 1-70,032 - 17,626 - 28 . 0,00562
%2 7-19% - 28° ’ %2 )

¥ = 2,540 +0,1445 x  0,00562 x°

2. Laut Ansatz soll 3 =:Z:(yi - 01)2 m8gliochst klein werden
i

(Summe der quadratischen Abweichungen).
8y statistische MeBwerte
V4t berechnete Werte der Trendfunktion

Linearer Trend Quadratischer Trend
NN (7, - 8,)°
1 1 178 Iy Vi~ %)
112,052 2,0845| 0,001060 2,0559 | 0,0000152
2 (2,237 2,2290 | 0,000064 2,2285| 0,0000719
312,392 2,3735| 0,000342 2,3899| 0,0000045
4 |2,533] 2,180 | 0,000225 2,5400 | 0,0000490
52,678 2,6625| 0,000240 2,6789| 0,0000008
62,812 2,8070 | 0,000025 2,8065| 0,0000303
71{2,922| 2,9515| 0,000870 2,9232 | 0,0000014

0,002826 0,000173

8 =2_(y; - 8;)° 1nt fUr din qundrntische Trendfunktion
1

kleiner als fUr die lineare., Die Anpassung der quadrati-
schen Trendfunktion ist also besser, Dies ist vom Sach-
verhalt her einleuchtend, da mit fortschreitenden Jahren
der Zuwachs der Anzrhl dar jdhrlich zugelassenen PKW ab-
nehmen wird (Wachstuwnntempo bzw, Wachstumsrate werden
kleiner) und schlieBlich sogar in spdteren Jahren einem
Sdttigungswert zustreben k8nnte unter gleichbleibenden
Bedingungen. Aus diesem Grund ist die quadratische Punk-
tion fUr die kurzfristige Vorhersage, etwa flr die nidch-
sten zwel Jahre, geeignet, jedoch flr die Prognose auf
ldngere Zeitrdume nicht geeignet. Nach Erreichen des
Scheitelpunktes der Parabel (a, < O, Maximum) werden die
Funktionswerte kleiner.



3. Prognosewert flr 1984: 1 = 9, xg = 5
¥y = 2,540 + 0,7225 - 0,1405; 3,122 Mio Stlck

Va4

Iw
—
o]

Der durchschnittlioche Grundmittelbestand in der Volkswirt-
echaft im produsierenden Bereich entwickelte sich von 1977
bis 1982 in 10'! Mark wie folgt:

Jum|19n 1978 1979 1980 1981 1982
o, | 4,09 4,328 4,576 4,827 5,105 5,360

Bei der vorliegenden Zeitreihe ist eine annihernd konstante
Wachstumsrate bzw. ein anndhernd konstantes Wachstumstempo
festzustellen. Als Trendfunktion ist daher eine Exponential-
funktion geeignet. Berechnen Sie die Parameter a und b der
Punktion y = a .bx'

Geben Sie den Prognosewert fiur 1983 an!

LUsung
Niherungsweise Bestimmung von a und b durch Transformation
in eine lineare Funktion:
lny =lna +bxlne , lne = 1
lny = 1ln a + bx

¥=A°+A1x mit Y =1lny, A°=1na, A1=b

Die Transformation ist auch auf die MeBwerte 8y anzuwenden

31 = ln 8y

Anwendung der Normalgleichungen mit (x] = 01

A°=L331, [S]=21n31; A1=L—’§-].[xs]-inlnsi
1 [x°] i

Anzahl der MeSwerte: n = 6, Axy =2

Jahr | 1| x4 8y ln 8,y xi xy ln 8y vy (y1 - -1)2
1977| 1| -5 | 4,098 | 1,4105 | 25 | -7,0525 |4,1021| 0,0000168
1978 2| -3 |4,328| 1,4651 9| -4,3953 [4,3297} 0,0000029
1979 3| -1 | 4,576 1,5208 | 1| -1,5208 |4,5699 | 0,0000372
1980 | 4| 1(4,827| 1,5742 | 1| 1,5742 [4,8235| 0,0000123
1981| 5| 3|5,105( 1,6%2| 9| 4,896 |5,0911] 0,0001932
1982 | 6| 5|5,%0( 1,679 | 25| 8,3950 [5,3736 | 0,0001850
n=6 9,2798 | 70 | 1,8912 0,0021124
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A, = 2[R 4 = 1,5466

A, =1lna, ln a = 1,5466, a = 4,695
Zu beachten: Ist ln a = x, 80 folgt eX =
Ay =812 4 -o0,02702, Ay=b, ba=o0,02]

y = 4,695 - 0+027X

Aus ;(yi - 91)2 ist zu ersehen, da8 die berechnete Bxpo-
nentialfunktion recht gut die Entwicklung widerspiegelt.

7, x7=7
5,672 - 10'1 Mark

Prognosewert flr 1983: {1
y = 4,695 00'189 H

yB}

B19: Von zwei Ukonomischen Kennsiffern seien nach statistischen
Angaben die folgenden Zeitreihen fiir ihre Entwicklung be-

kannt:
FUur ¥qt 1977 1978 1979 1980 1981 1982

0,3 0,5 0,70 0,98 1,37 1,%

FUr y,» 1976 1977 1978 1979 1980 1981
1,1 2,2 4,2 T, 1 15,8

Bestimmen Sie jeweils den Typ der Trendfunktion, die die
Entwicklung der Kennziffer am besten widerspiegelt!

LYsung
Zur Wahl der Trendfunktion widre eine Ckonomische Analyse des

Datenmaterials zu beachten. Aus mathematischer Sicht ist
folgendes Vorgehen zu empfehlen:

Wenn Asy = const., 80 lineare Funktion als Ansatg,
Aai =8y = 8y 1 erste Differenzen der MeBwerte.

Wenn Aaoi =~ const., 80 qlhadratische Funktion als Ansats,
Azai = Aei - A°1-1' gweite Differenzen der MeSwerte.

Wenn ry =~ const., 80 Exponentialfunktion als Ansats,

8

81-1

Wenn die MeBwerte der Zeitreihe einem SHttigungswert zustre-
ben, so k¥nnen als Trendfunktionen z. B, gewidhlt werden:

T, = , Wachstumsrate.,
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B—‘f—x (T8rnquistfunktion),

'ﬁ i 8, b, 0 >0 (logistische Punktion).
+ be

y

Aai wird kleiner, Ty wird kleiner,

Bel der Wahl ist besonders auf die Eigenschaften der Punk-
tion zu achten, die der Bkonomischen Analyse der Zeitreihe
entsprechen missen.

Pur ¥qt 1977 1978 1979 1980 1981 1982
81 0,36 0,50 0,70 0,98 1,37 1,92
%eiz 0,14 0,20 0,28 0,39 0,55
A 0,06 0,08 0,11 0,16
rt3 1,4 1,4 1,4 1,4 1,4

Da r; anndhernd konstant ist, wird eine Bxponentialfunktion
als Trendfunktion gewilhlt,

y = aobx oder y =a‘ b*
PUr y,: 1976 1977 1978 1979 1980 1981
8y 1,1 2,2 4,2 T,1 " 15,8
Asiz 1,1 2,0 2,9 3,9 4,8
Aays 0,9 0,9 1,0 0,9
rt: 2 1.9 1069 1’55 1’44

Ist Azli annihernd konstant, 8o wird die quadratische Punk-
tiony = a, + a;x + 5212 als Trendfunktion gewihlt.

Anmerkung: Bei den beiden vorliegenden Zeitreihen ist der
Typ der zu wihlenden Trendfunktion gut erkennbar. Bei sta-
tistischem Material aus Betrieben oder z. B. aus dem stati-
stischen Jahrbuch gibt es flr den zu widhlenden Typ meist ver-
schiedene Moglichkeiten. Als ein Kriterium fUr die GUte der
Anpassung kann S =¥(yi - 51)2 gelten. Diese Summe der qua-

dratischen Abweichungen ist eine absolute GrdBe, die nur
beim Vergleich verschiedener Trendfunktionen flur den glei-
chen Sachverhalt sinnvoll ist. Sie kann relativiert werden,
indem diese GrtBe zu der Summe <%ﬁ(s1 - )2 1ns Verhiltnis
gesetzt wird.

B = -L:]. Durchschnitt der MeBwerte. Je niher der so erhalte-
ne Quotient bei Null liegt, um so besser ist die
Anpassung. 93
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2. Ubungsaufgaben

Die Ausgaben des Staatshaushaltes flr das Bildungswesen in
der DDR in Mrd. Mark entwickelten sich von 1976 bis 1982 wie
folgt:

Jahrl 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

&, | 8%7 9,273 9,539 9,675 9,836 10,605 10,959

Berechnen Sie fUr die angegebene Zeitreihe die lineare Trend-
funktion y = a, + a1x!
Berechnen Sie den Prognosewert flir 19841

Schdtzen Sie die Wahl des Typs der Trendfunktion ein!

Nach vorliegenden statistischen Angaben stieg die Produktion
von Personenkraftwagen in der DDR in den letzten Jahren (in
104 Stilck) folgendermaBen:

Jahr|1977 1978 1979 1980 1981 1982

s, | 16,72 17,10 17,13 17,68 18,02 18,29

Berechnen Sie die Koeffizienten der quadratischen Funktion
y =8, +ax+ a212!

Berechnen Sie den Prognosewert flr 19831

Der durchschnittliche Grundmittelbestand der Volkswirtschaft
im nichtproduzierenden Bereich entwickelte sich nach stati-
stischen Angaben von 1976 bis 1982 in 102 Mrd. idark wie
folgt:

Jahr I 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982

8y |2.146 2,192 2,244 2,292 2,334 2,388 2,436

1. Bei Betrachtung des statistischen Materials lber einen
ldngeren Zeltraum erscheint als glnstiger Ansatz eine Ex-
ponentialfunktion y = a _‘bx. Berechnen Sie die Parameter
a und bl

2. Berechnen Sie flr den angegebenen Zeitraum eine lineare
Trendfunktion, und Uberprlfen Sie die Anpassung an die
MeBwerte!

3. Welche SchluBfolgerungen ergeben sich?

Nach statistischen Angaben entwickelte sich die Produktion
der spanabhebenden Werkzeugmaschinen in der DDR in Mrd. Mark



49.

51.

52,

wie in der folgendou M. bulle ensey

Jahr | 1976 1977 1978 1979  13du Vs ) 1982
s, | 1,491 1,667 1,802 1,926 2,04z 16 2,344
1. Berechnen Sie die Parameter & uv.i' o 1i, dioc den Trend wi-

derspiegelnde Exponentialfunkii.. y = a - b¥i
2. In welchem Jahr wird fur die Pruvdukiion anniihernd ein
Wert von 2,725 Mrd. Mark errsicl (¢

Die Produktion von Armaturen ia kird. Mark ist in den Jahren
1977 bies 1982 wie folgt geww. hs:n:

Juu-] 1977 1978 1979 80 1981  17BY

o, | 0,94 1,009 1,053 1,130 1,191 1,216

1. Berechnen Sie die Trendfunktion y = ab™!

2. Berechnen Sie die Abweichung des statistischen Wertes vom
Punktionswert fUr das Jahr 19811

3. Bestimmen Sie den Prognosewert fiir 1933l

Die Bmpfangsgenehmigungen je 100 Haushalte flir Fernschen ha-
ben in den Jahren von 1978 bis 1982 wie folgt zugenommen:

Jahr|1978 1979 1980 1931 1982

o, | 8,5 88,0 88,1 89,2 89,7

Bestimmen Sie als Trendfunktion die Funktion

y=8, +a,x+ 5212.

Der AuSenhandelsumsatz der DDR in Mrd. Valuta-Mark eriwik-
kelte sich wie folgt:

Jahrl 1978 1979 1980 1981 1982

By | 9,9 108,8 T120,1 132,9 145,1

Berechnen Sie als Trendfunktionen

8) y =&, +a,x+ 32121

b) y= a, + a,xl

Vergleichen Sie die Anpassung der bLelden Tr..adfunktionen!
PUr die jHdhrlich durch die Deutsche Reichsbahn transportierte
Dungemittelmenge wird angenommen, daB sic sich durch die
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54.
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Punktion y = a, + 8,X + a,X° beschreiben l8t. Laut stati-
stischen Angaben ist die Bntwicklung wie folgt:

Jahr |1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980

s, 5734 793 9156 9840 9732 11541 12740

81 transportierte Menge an Dungemitteln in 1000 Tonnen

Bereohnen Sie die Parameter der Trendfunktion! Berechnen Sie
die Werte der Trendfunktion flUr 1979 und fUr 1981!

Das Nationaleinkommen der DDR in Mrd. Mark entwickelte sidh
in den Jahren 1977 bis 1982 wie folgt:

Jahr | 1977 1978 1979 190 1981 1982
s, |166,0 172,2 179,2 187,0 19,1 201,0

Es kann ein exponentieller Trend angenommen werden. Berech-
nen Sie die Trendfunktion y = a - ebxt
Berechnen Sie den Prognosewert flUr 19841

Geben Sie flr die beiden folgenden Zeitreihen jeweils den
Punktionstyp an, der nach Ihrer Meinung die Bntwicklung am
besten widerspiegeln k¥nnte!

1.

Jahr 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981

84 2,69 3,46 4,45 5,71 T¢33 9,41 12,08

2.
Jahr | 1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982 1984

8y 1,45 2,65 3,17 3,46 3,65 3,78 3,87 3,95

Aus den statistischen Angaben des Gesundheitswesens ergeben
sich flir die Anzahl der Ansteltsgeborenen je 100 insgesamt
geborene Kinder die folgenden Daten:

Jahr |1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971
5, [94,2 95,5 9%,6 97,5 9,1 9%,5 9,9 99,1 99,1

Die vorliegende Zeitreihe ist ein Beispiel daflir, da8 die
MeBwerte 8y einem Sittigungswert zustreben. Berechnen Sie die
Parameter der Punktion y = %. die diese Bntwicklung wi-
derspiegelt!
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S$6. Nach statistischen Angaben ist der Ausstattungsbestand je

100 Haushalte mit Eausheltswasbhmsschinen folgendermafSen
gawachaen: w )

Jahr | 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982
o; |70,0 73,0 75,7 17,6 78,8 79,9 84,4 87,7 90,8

Werden dio etatietischen‘jAngaben ab 1955 ba?rachtet. die ent-
sprechenden Wachstumsraten untersucht und dem Sachverhalt
entsprechand unteratellt, da8 dle MeBwerte elnem 3dttigunge-
wert zustreben warden, so erscheint die logistische Funktion
als Tremdfunktion geeignet, um diese Bntwioklung anndhernd
wiederzugeben. Ala Sdttigungswert soll a = 100 angenommen
werden. Barechnen Sie die Parameter b und ¢ der Funktion

1 + be °%

Berechnen Sie einige Werte der Trendfunktion y; = f(xi)'

und vergleichen Sis diese mit den statistischen Angaben!
Untersuchen Sie das Verhalten der Wechstumsrate flr die ‘Jahre
1974 bis 19821



