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3. Analysis (Forteetzung)

3.7. Linesre Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten

3.7.1, Beispiele
B 20: FOr den jdhrlichen absoluten Zuwechs Oy, einer Skonomi-
schen Grdke y(t), t = 0, 1, 2, ..., T, sei bekannt, deB
eie der folgenden Differenzengleichung genigt:
y(t + 1) = y(t) = Joy(t) + 50 .
Zum Zeitpunkt t, = O sei Yo * 500,

1. Geben Sie die allgemeine Lésung yal) der Differenzen-
gleichung an!

2. Geben Sie eine spezielle Ldsung y{" an!

3. Auf welchen Wert wird die GrdBe y(t) nach 4 Jshren
angewachsen sein?

Lbsung
1.y(t¢1)-y(t)0-1%y(t)050 t =k
Yke1 = 1.1yk + 50

k
Allgemeine Ldsung: y'(‘l) - °kyo + b .i_:_:_

a=1,1; b = SO "
i1 - 1%y« so Aot

1-1,1
k
y£1) = 1,17y, - 500 (1 - 1.1“)

k

v} = 1.1% (y, + 500) - s00

2.y, = 500 ; y{® = 1000-1,1% - s00

3.k=4: y(4) =y, =1000-1,1% - 500, y, = 964,1
Nach 4 Jahren erreicht y den Wert y(4) = 964,1.

B 21: 1. Bestimmen Sie die sllgemeine Ldsung der Differenzen-
gleichung
Yee2 = 8 Ykey * 16 Y * 0!
2. Bestimmen Sie eine spezielle Lisung dieser Differenzen-
gleichung, wenn Yo * 2 und Yy " 10 1et!



3. Bestimmen Sie die allgemeine L3sung der Differenzen-

gleichung k
Yke2 = By|“1 + 16y, = 3" |
Loeung
1. Der Ansatz y, = aX fGhrt auf die charakteristische Gleichung

2.

3.

n2 - 8m ¢+ 16 = 0

mit By =u, = 4,
: (1) (2) k
Soait wirde folgen: Y "V =4 .
Die beiden L3sungen eind linear abhdngig (sie eind gleich)
und bilden dsher kein Fundsmentalsyetenm.
Far yaz) wird daher sngesetzt: yiz) - k- 4k.

y£1) = 4k und y{z) = k 'lk sind linear unabhingig.
For k = O: yf,”-4°-1. y(°2).o.‘0.0

ka1 yiB aalas, D410
1 2
ygi) ygz) 4 4

yal). y{z) eind Ldsungen der Differenzengleichung.
Durch Einsetzen in die Differenzengleichung ist dies zu be-
stétigen,

99n- k

Allgonoiﬁo LOsung: y{") = cil . czk -Ak

Bestimmung einer speziellen Ldsung ya') for
Yo = 2 und y, = 10
k=0 2= €y

k=1 10 = 4 Tyt Acz H

ya‘) - 2°4k 0%&'4"

10 = 8 + 4c, , cz-%

k
Yie2 = BYieq * 16y, = 37 1et inhomogen.
Allgemeine L&sung der inhomogenen Differenzengleichung:

yal) - ya“) . y:l

yiﬂ): allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differen-
zengleichung



yt: eine speziells L3sung der inhomogenen Differenzenglei-
churg,

(H)

k
Y "4

+cy k4k

Aneetz: y: =B -Sk. de m = 3 nicht L8sung der cherakteristi-

3.7
57.

s8.

59,

schen Gleichung 1st.

kel ke+2

k
LR R W R A

Einsetzen in die Differenzengleichung:

ke2

B-3%*2 _g.pg-3k*1, 46.8 3% . 3K | : sk40
B-32 -8-B:3 +16-8 -1
98B -248 + 16 B .1

Beil; y:'3k

yal) = cy LN ek NPLIN Sk .

«2. Obungesufgaben
Ea sei y(x) = 2x> o 3x2, x € N, Ee it die zweite Differenz

A?y(x) mit h = 1 zu bilden.

Bringen Sie die Differenzengleichung

3 Ay(x) + 2 A%y(x) - 4 Ay(x) = O , x €N,
auf die Fora

Yken * ®ne1 Yken-1 * oo * ¥4 Vo1 * % Yk T o

mit x = k, k € N; y(k) = ykl

Vog den folgenden Differenzengleichungen ist die Ordnung an-

zugeben und festzustellen, ob sie homogen oder inhomogen
eindl

1. 2 Ay(x) = 3 A%(x) - 2 Ay(x) = O
k

2. Yk¢2 - 2yk01 * Syk -2 = 0
k

3. Ykesz * 3yk02 = Ykes * 4

4. y(t) = 8 y(t)

Zu Beginn eines Jahres werden 1000,- M auf ein Konto bei
eines Geldinstitut eingezshlt wrwd jlkrlich ait 3 § verzinet.
Aa Ende eines jeden Monats werden regeladfiig 200,- M suf das
‘Konto eingezahlt,



61.

62,

63.

65.

1. Stellen Sie die entsprechende Differenzengleichung aut!

2. Auf welchen Betrag wichet das Guthaben nach zwei Jshren
an?

3. Nach welcher Zeit iet der Betrag auf 11000,~ M ange-
wachsen?

Das Nationaleinkommen der DDR betrug 1767 (to = 0) ennbhernd
100 Mrd. Mark. Das durchschnittliche jéhrliche Wachetume-
tempo wird mit 5 % engegeben.

1. Stellen Sie die zugehdrige Differenzengleichung euf, wo-
bei y = y(t), t =0, 1, 2, ... des Nationaleinkommen
nach t Jahren angibt |

2. Bestimmen Sie den Wert y(3) !

3, Wie groB wird daes Nationsleinkommen nach S Jahren sein
(4n Mrd, Mark), wenn gleichbleibende Entwicklung sngenom-
men wird?

4, In welchem Jahr t kenn sich des Nationaleinkommen ia Ver-
gleich zum Anfangswert verdoppelt haben bei gleichblei-
bender Entwicklung?

Gegeben sei die Differenzengleichung

yk‘z - 7yk01 + 12yk = 0 " k = o. 1. 2: cee

1. Geben Sie die allgemeines L&sung anl!

2, Oberprifen Sie die linesre Unebhéngigkeit von yai) und
y,(‘z) !

3, Geben Sie eine spezielle Ldsung an, wenn Yo * 2 und
Yy = 5 bekennt sind!

4, Bestimmen Sie den Wert von y(k) fdr k = 31

Gegeben sei die Differenzengleichung
yk‘z - IOyk’l * 25yk =« 0 ) k= op 1, 2, oo

Geben Sie die allgemeine L3sung en sowie eine spezielle L&~
sung, wenn y = 3 und Yy " 20 eindl!

Ermitteln Sie die sllgemeine Ldsung der Differenzengleichung
k
Yke2 ~ 8yk01 + 12y, = 6 !

Ein Betrieb hat zu einem bestimmten Jahr t den Ausbau sei-
ner Anlagen und die Einfihrung neuer Technologien sbge~
schlossen, Fiir die Produktion ist jdhrlich ein Zuwachs von

7



66.

40 ¥ dee Produktionsvolumens des Jashrees t und von 15 % des
Produktionsumfangee des vorangegsngenen Jshres (t - 1) vorge-
sehen, Ie Jahr t wurden vom Betrieb 440 ME hergestellt, im
vorangegangenen Jahr wurden 400 ME produziert.

1, Stellen Sie die enteprechende Differenzengleichung auf!

2. Geben Sie die allgemeine Ldsung anl!

3, Welche Produktionsgr58e kann nach 4 Jahren erreicht
werden?

Der jahrliche Zuwachs der Produktion eines Betriebes betriagt
4 %, Zum Zeitpunkt t = O werden 1500 ME produziert. 20 % des
Erzeugnisses hsben eine Lebensdauer von einem Jahr, die
restlichen 80 % von etwa 2 Jahren, Mit welchem Produktione-
unfang muB der Betrieb jahrlich produzieren, um den Bedarf
und den Ereatzbedarf zu decken?

1. Stellen Sie die Differenzengleichung auf!
2, Geben Sie die sllgemeine Ldsung an!
3. Wie groB ist die Produktion nach 3 Jahren?



Ldsungen zu Abschnitt 3,

Wiederholen Sie die Grundbegriffe der Mengenlehre, Relationen
und Operationen fir Mengen!

1.

2.

3.

NeM UM, =(x€eR/ =23 x3 8]}
TeM NM, =({xeR/ 1<x<6}
S-Ml\ﬂz-{xeR/-stfﬂ
Bemerkung:

R: Bereich der reellen Zahlen, Die reellen Zahlen werden
suf der Zshlengeraden veranschaulight., Sie kénnen sich da-

her die Mengen My, My, N, T, S auf der Zshlengeraden dar-
stellen,

Mengen reeller Zahlen kdnnen suf der Zahlengeraden ale
Intervalle angegeben werden.

M1: x € [-2. 6): H2: x e (1, 8]; N: x ¢ [-2. 8];
T: xe€ (1,6);: S: xe[=2,1].

My =My MM MCMy

Wiederholen Sie die Regeln fir das Rechnen mit Ungleichun-
gen! Beachten Sie insbesondere die Multiplikation einer
Ungleichung mit einem negetiven Faktor (c < 0)!
Wiederholen Sie die Definition des absoluten Betrages!

Die Ungleichung wird mit dem Nenner x + 1 multipliziert.
Dabei ist zu beachten, deB x + 1 > 0O oder x « 1 < O gelten

kann, Dies erfordert bei der Ldsung eine Fallunterschei-
dung.

1, Fall: x «+ 1 >0 , so folgt x = 1 2 2 (x + 1)

A x> -1, Ayt x s -3
Ly=A;je o, Ly = P,¢: leere Menge.



4.2,

4.3,

4.V Vix e 1)2

S.1.

2.

10

2. Fall: x + 1 <0, 80 folgt x =18 2 (x « 1)
81: x < =1, BZ: x a =3
L, =B, N8B, , Ly: x € [-3, -1)

L =LulL,, Le{xeR/ =38 xc<=1;

‘'Veranschaulichen Sie eich die Mengen A1' Az sowie 81, 82

auf der Zshlengersden! Zur Ldsungemenge des ereten Falles
gehdren alle reellen Zshlen x, die sowohl zu A, ale auch
zur Menge Az gehdren (Durchschnitt). Zur Ldsungemenge des
zweiten Falles gehlren alle reellen Zahlen x, die sowohl zu
81 sls auch zu 8, gehdren, Die Ldsungsmenge L ergibt sich
aus sllen reellen Zshlen x, die zu L, oder zu L, geh&ren
(Vereinigung von L, mit L,).

x2 -4x+e85>0] - (-1) x2 + 4x = 5 = 0; x, =1, x, = =5

x2 + 4x - 5 <0 x2 + 4x = 5 = (x = 1)(x + 5)
(x = 1) (x « 5) <O Fellunterscheidung

1, Fall: x = 1 >0 und x ¢« 5 <O Lyt [/

2, Fell: x =1 <0 und x « 5 >0 Ly: x € (=5, 1)

Le{x € R/=5<x <1}

Ee kann x + 6 2 O oder x + 6 < O gelten laut Definition des
sbsoluten Betrages. Ee muB also eine Fsllunterscheidung
vorgenoamen werden.

[ 1%

1, Fell: x + 6
x

O, Ix +6|=x4+6, X ¢+ 6 <3
-6, x < =3, Ly: x € [-6, =3)

o

2, Fall: x « 6 <O, |x + 6| = =(x « 6), =(x + 6) < 3
Lyt x € (=9, =6)
L a{x e R/ =9 < x < =3},

8, Va=2, Vixe+1?2>a

Vlz = |a | nach Definition, aleo |x + 1| > 2;
Fellunterscheidung: Ly: x € (1, ®): Ly: x € (-=, -3)

L-LiuLZ'

v

Le{x€eR/ew<x<a=3u{xeR/1c<x< »f

fo(x) » —=2 » Kettenregel, mittelbere Funktion
2
X" o+ 4

3

f'(x) = 3x2 cos x~, Kettenregel



6.1.

f'(x) = -:55-1 . Kettenregel, Quotientenregel
1 -x

f'(x) - =10x \

® - 2]

, Quotientenregel

2

f’(x) = 2x cos x - x° sin x, Pruduktregel

t'(x) = 1n x° +« 2 Produktregel, Kettenregel

-%x
£1(x) = o (- $x% - 3x)
1
- 3.

{'n} * {1' = %‘ %'

nicht monoton;

R N

' nach oben beschriénkt: K = 1, nach unten beschrankt: k = -%,

6.2.

6.3,

daher beschrinkt: C = max {Ikl. Ikl}, c =1,
C: Schranke.

n-1
J.(.:!.')'_Iﬁc,- %51 na31 for alle n.

{(_1)11 L ; }' {‘20 %o -1; 'Ea - Tgo HQ' ooe }

nicht monoton, beschrénkt: C = 2

2
2 - 1 1 7 17 1 49 7
et)-{3 2% 883 - l
nach unten beschriénkt: k = O (k1 -2 uew, )

2

2
o:%—’—}. 0s2n2 -1, 2n2>1 torne1, 2, ...

n e
nach oben unbeschrinkt ;

, 2n_ =12 * -
nel’ n e ne *

for slle n: O 5 6n o 10n + S

monoton wacheend: e, L 3 )

Jede monotone und beschrinkte Zshlenfolge ist konvergent.
(Konvergenzkriterium)

(ouf= {2 3 3 3o oo

1. Monotonie: 8 S monoton wachesend

nel

2";132—(2149-4.")0. nNe1>0

(2n = 1) (n+ 1) 2 (2 n s+ 1)-n

2n2 - ns+2n-152n% o n
-15 (o] for .ll.ﬂ. 1. 2. eoe

11



10.

12

2, beschrénkt: k = 1, Ka?2
|ga=1|:2 2n =13
-1 =

Da die Zshlenfolge monoton
eie konvergent.

['n] {3' 5’ 7' "§' }
1, monoton wachsend
2, beschridnkt, C = 2 oder 01

die Zahlenfolge iet konver

4
11” a - = 3 aozo
nee " 3 n
n2 (1« %--:"5)
lim e_ = lim n_ .
neo newo n (1= -5)

R C=2

2n
o]

und beschrénkt iet, so ist

=3 Cp=3;

gent,

E’:°n'%
n(1o;- )

n]-f: 1-4

denn: 11.(1-%)-1; lzl.nn(io%--%)--
n

n-eco n-eoo

lima_= 0

n—ee

Far p= 0, qeR, reR folgt 11-—34%:‘——-0;

n—ee® rn~ = 2n° ¢ 5

fir p=0, r=0, q€e€R gilt lims_= 0,

n

nN-eo

far p= 0, r=0, q=0 gilt lima_= O,

lim bn = 0 gilt fOr: p = O,
n-—-eco
p=0,

N> n

Q6 R, reRrR
qQq=0, r=0,

lima, = 6 uugne. reo0, peoO;

n-ee

p=6r,qeR; 2,8, ps6, r=1,q¢€R;

r-z,qGR

-3,)) =5

31lima_= 5

ait r ¢ O

p =12,
n]i.:bn-lt for p=0, r=0, H=4,.q=-0
lima_= 3 lim (2b
n—bon n-..( n
211.b -
n-+e

N-e

lim b_= 7

N+



11, b--n-1so1oao-3

12, Schnittpunkte mit der x-Achse: l/-é (x2 - 4x = 5) = O
xl-s' xzn-l; xe(o, G)

f'(x) -]/I—%(Zx-tt) : 1/1_2'-]/4-3. 2Y3

f'(5)-}/?. tonoc-‘/:?, x = 60°
13, D(f): x € (~», ®) ; (xol YO) = 0, -1)
f'(x) =4 -0 (2x + 3) , $°(0) = 1
Gleichung der Tangente: ys=x=-1
14, D(f): x € (=@, ®) , f(x) etetig in D(f):
f(x) >0 for x € D(f); f(x) besitzt keine Nulletellen,
lim f(x) = O
X g0

f(x) 1et monoton wachsend in (- =, O]
f(x) 1et monoton fallend 1in [0, =) ,
Extremwert: P° = (0O, 1) Maximum;
Wendepunkte: Pi- = (=1; 0,6065%), Pow * (1; 0,606%)
f(x) ist in (o, =1) konvex,
in (=1, +1) konkav,
in ( 1, =) konvex.

15. y(t) = 10%0:01t 0d&ta 10
03¢0+1
15,1, §Y - Magh= YO 20% - go*
§§ - 10,517
15.2. y*(t) = 106°°°1%, ye(1) = 10,1, y'(S) = 10,513

y’(10) = 11,0517

15.3. y(t) 1ist monoton wachsend und konvex.

.
15.4. w(t, y) = %. w(t, y) = 0,01

Die Exponential funktion besitzt ein konstantes Wachstume-~
tempo.

16. y(t) =
1

:.-ct mit a=1: b=0,48; c = 0,34
+
lim y(t) = a, die Funktion etrebt dem Sattigungswert

t->o

13



@ = 1 zu; der Sattigungswert sntspricht einem Ausctattungs-
grad an Kihlechr-8nkan von 100 %.

-ct
y'(t) = f—EESQ———-TE ;: y(t) ist monoton wachsend, besitzt
1+ be % keinen Extremwert,

t

2_=~c -ct
yo(t) = abc”e (be . -1) , abc2e~St > 0
(1 + bo-ct)
y(t) iet 4n [to. t'] konvex, in [t" t14] konkav,

1n b
c

y(t) besitzt im Punkt P' - (t". y”) - ( , %) einen
Wendepunkt.

Zur Berechnung des Wendepunktes: y"(t) = O foOr

b.-ct_i_o;.-ct-%. :-%.OCt-b:
[ ]

demit folgt: ct-lne =1lnb, t = L%_Q. ln e = 1,

P ™ (Lg.—g‘&) : 0,5), P = (-2,16 ;0,5)

t = =2,16 entepricht etwe dea Jehr 1969, in diesem Jshr
enteprach der Ausstattungsgred an KGhlschranken je 100
Heushalte ca. 50 %.

Eine Funktion des Typs y(t) = 2

+ be~¢"
mit dea angegebenen Wendepunkt bei .- ; wird als logi-
stische Funktion bezeichnet.

:..b.c>0

17.1. n= 3 (n = 3,2, jedoch nur sinnvoll fir n ganzzshlig)
17.2, zu 83,1 %
18. Durchschnittskosten pro Jahr (in 1000 M)

K(x) » Z2BLXD, K(x) o x3x o 5B ¢+ 1004-9d= : x>0

X
K’(x)-g%-—gb—"w‘-:iz : x% = 200,8 ; x ~14,2

K'(x)-sﬂ"f : K"(14,2) >0, x = 14,2 Min,
X

K(x) for x > O differenzierbar, fOr x > O iet x = 14,2
auch absolutes Miniaum.

Nutzungsdauer: 14,2 Jshre,

minimale Durchschnittskosten pro Jahr: 7520 M.

19. ye f(x) =0,15+2, xen, Oarstellung in [1, =)
(%gs ¥g) = (1: 9,15)

14



20,

21.1.

21.2,

21,3.
22.1,

22.2.

22.3.

22.4.

23,

y = f(x) monoton fallend, konvex: 1lim f(x) = OS5

X
vV = 250 c.s; V-xrzh; 0 = 27rh onrz
r.—?—- h.—1—°

k(x) = X2 k(») = 0,02x2 - 0,8x + 200, «x >0

X
X, = 20

Vorgegebenes Intervall fir die zu produzierende Mengs x:

x ¢ [30, 40].

k'(x) = 0,04x - 0,8

k(x) 1ist monoton fallend in (O, 20].

k(x) ist monoton wacheend in [20, 40] .

FOr des vorgegebene Intervall liegen die minimslen Stick-
kosten bei x = 30 ME, x  ist fir x ¢ (20, 40] sbeolutes

Minimum,

Minimale Kosten: k(30) = 194 WE
y(t) = tz: 7+ t>0; lim y(t) = 2

t—>e

Séttigungewert: Yg " 2
y'(t) s —2—, —2—— 0 firsllet >0,
(t + 1) (t + 1)
also y’'(t) 2 0, y(t) ist monoton wachsend.
y"(t) = ——5'4 . y"(t) < O far elle t > O
(t + 1)
y(t) 1st fGr t > O konkav,
y(t) ist fOr t > O gebremst wachsend und strebt dem
S#ttigungswert Yo " 2 zu,

w(t, vy) -’-;-&* . w(t, y) 't—ﬁl,—iy
2t +
(t€ + ¢)
FOr t > O gilt: 2t « 1 > O, tz +t >0, w(t, y) <O,
w(t, y) det fir t > O monoton fsllend.
Die Kennziffer y(t) ist fir t > O degressiv wachsend.

2 kg R
R = 30 000 ME % = |

T = 6 Monate t

WE
k= 0.3 B~ Wonat

w'(t, y) = =

qq * 2000 ME

15



24,

25,

26.

16

1.

2‘
3.

4.

5.

kg = 120 WE Knin -]/E-ks- k - R-T
n = 15 Kuin = 3600 WE
ty = 12 Tage (1 Monat & 30 Tage)
qe-T-kL

T = 1 Jehr = 12 Monate ke = =51 —
R = 24 000 ME

WE
k = 0.05 @~ Honat ke = 450 VE

q,-eooons

q = 5000; K(q) =

Kmin = 3600 WE

Rk
9 e .
3 . -g k0T K(q) 3660 WE

Die Kosteneinsparungen betragen 60 WE,

-0,00616x
y'(x) = 22.04e s 830 & x & 1006
L + 65¢=0+00616x)
. .=0,00616x
cly, x) = 244004 x - o -
1 + 650 '

far Xy " 830, ¢

for X, = 920, ¢

fOr xo = 950: [
far x, = 1000, ¢
Die Funktion y =

wert a = 100 zu,

D(f) = {(xq, x,)/x; € R A x; € R}z (xy, x,) €R

W(f):05y<w

(y, %) ~ 1,438 > 1} Entwicklung ist

(y. xo) ~1,04 > 1 Gberproportional

(y. x;) ~0,921 < 1J Entwicklung ist
(v, x;) 20,744 < 1 ] unterproportional

f(x) etrebt dem angenommenen Sattigungs-

2

D(f)-{(xl. x,)/x%, € RAx,d1}; W(f): 0 <y<m

O(f) = {(x1. xz)/xi ERAX, € RAX, & "2} .
das sind elle Punkte der xl.xz-Ebeno. die nicht auf der
Geraden Xy = Xy liegen,

2

x -y2-1>0,

xz-y2>1

D(f)'{(X:Y)/XERAyeRsz-y2>1}

(X - Y)z >0,
O(f) = {(x, y)/x

x ¢y
€ERAyeRAy#®x]}.



27.1. z = f(x, y)

27.2.

27.3.

28.1.

2y + 2 (x.y)eR?‘;--<z<w

N
x
]

zuo-%x~2y¢2.0
y--%x¢1 y
z 1 1 1 29 "
- y.-4x’-2. \
. .~/
z=3 y--%x-% N\
z -1 --1 3 2= \\
- Y I"’E \L\ \
Z = =3 ya-%x»% £=3 k

\ \*x

z = f(x, y) ist eine Ebene, \

die in Richtung des Koor-
dinatenursprungs ansteigt.

z=f(x, y)=3x+2y  D(f): (x, y) e R
W(f): = <z <=
parallel verlaufende Geraden:

for 2= 0 y--%x; for z = =1 y--%x-%;
z =1 y"%x’%; zZ = =2 y--%x-l;
z2=22 ye -%x + 1 ; Die Flache ist eine Ebene.

D(f)'{(!. y)/xe RayeR szoy2§1}
w(f): o03z31
Kreise um den Koordinatenursprung

f0r z = O mit r = 1, fﬂrz--} mit r =~ 0,97,
z=1 witra=o0, z=3% it r=~0,66,
2 -% mait r =0,87, z --2 mit r =~ 0,55,

Oberflache einer Halbkugel mit r = 1 um den Koordinsten=-
ursprung.

z = f(x, y)-xzoy2 (x, y)taR2
[o] 3 2 < @

1. x, y-Ebene: z = 0 x2 + y2 = 0 P _(0, 0)

2. y, z-Ebene: x = 0 zZ .y Parabel

3. x, z-Ebene: y = O z =« x2 Parabel

17



20.20 Z = f(xo Y) -

1. x,
2. vy,
3. x,

mit HOhenlinien:

(s. Beispiel

2 2

x“ .y

z=0

Paraboloid

A 8A
-

mit H3henlinien e. Aufg. 27.3.

1- x2 - yz
y-Ebene: z = 0 x% 4 y2 =1
z-Ebene: x = 0 y2 22 e 1
z-Ebene: y = O x2 4221
2|

e _
!
|

9z 2 _ 2
29.1. ox f, = 9x 10xy + 7y

%s - fy - osxz + 14xy - 3
oy . -
29.2., ax fx 4x1 sin 2x2
1 1
-a—L f 4"2
- - cos 2
axz Xy 1 X2
29.3. Anwendung der Quotientenregel:
3 2
%x— s f = xz xi xz : é!- = §
x
x, 1 ("i . “g ) axz

18

X2

Halbkuge!

y = const.

X = const,

Xz = const,

x

X, ¢

3
1

Xy
A

1 = const,

2
X2

2 2
(x1 . xz)



29.4, 92 . ¢ 2y" = 3x° ¢+ 6x 9z _ . _ _4xy
ax X - (1 - x) ay - Y 1 - x
30.1.‘2_2'.fx-6x0y-4: %!-f -x-Zy-S
X
t(2, -3) = 5 Y t(2, =3) = 3
30.2. f, (1, ) =4 ; t, (1, =0
1 2
8x %
30,3, f, = 5—— ; 1, (2,0, 3 =
*3 0 x2 e 23 4 axg xy o'
xionle-xg
30.4. f"z - (Sx1 - 2x2) ) : fxz(l. 0) = Se¢
4 2 .2 3 4
31.1. %ﬁ - fo - 5x1 * 6x1 x5 3 f"z - 4x1 * mxz
3 2 3 3
f = 20x7 ¢+ 12x, X, ; f = 4x7 + 40x
:(1x1 1 1 72 XpXy 1 2
2 3
f = 12x, x f = 12x) x
x1x2 1 72 x2x1 1 72
Nach dem Satz von Schwearz: f - f
X4%o LN
2 2X
31,2, f, = —X f =
* (1 -2xy)? Y o(1-2x9)2
2 2
f)tx - 4 3 f - Ax 3
(1 = xy) YWoo(1-xy)
f - 2xy + 2
¥ (1 -xy)°
-2 2%
31.3, f, = = f =
x x2 - y?. Yy x2 - yE
f = .__4_xz__§ f = _ALY_T
xx ( 2 2 144 ( 2 2
L 4 L 4
f = __12_'2"2 - 2y
Xy
(<2 - v3)
32, Az = (xo + Ax) (yo + QAy) - Yo*o Po = (2, 3)
Az = 0,38 Ax = 0,2 ; Ay = =-0,1
fx-y; fy-x; dz = 0,4 ; z - dz = -0,02

33. z = f(x,y) -3

(xge vy) = (20, 20)

19



f = % fy - -, gred f -(

<

=

34.1, (x.. y.) = (2, -1) 18t ein Miniaunm, z, = f(x’, y.) = 1

<>

gred f(x,. yv,) = (3§ + - 75

34,2, Stationdrer Punkt: Po = (4, =3), D < 0, es liegt kein

Extreawert vor.
34.3, f = 6x2 + 4, fy - ax - 6y2
Stationsre Punkte: P, = (0, 0) , P, = (3. - %

f_e12x, f _=-12y, f =4

xX YY xy

. -2 - -
Pi' fxx(o, 0) fyy(o, 0) fxy(o. 0) 16, D < O
P1 ist kein Extremwert,

2 2, . 2 _ 2 2.2 _ 2y, -
Pat £x(50 = 3) fyy( T 1) fxy(3’ 3) = 64-16>0

o>0: £, (5. -%H=8>0

XX(

In P, = (%, - %) liegt ein Minimum vor.

2
34.4, fxi - le + 20x1 - 4x2 -9 ; ,xz - -4x1 + 2x2 -3
fx =0, 'x = 0 ; aus fx = 0 folgt 2x2 = 4x1 + 3 ;
1 2 2
einsetzen in fx1 =0 ; xi - 4x1 -5=0,
-5 7 - 37
X1 T 10 X2 % 78 Xy TF . X2 "7
7
Stetiondre Punkte: F1 = (1, 5) : P2 = (=5, - l%)
f = 6x, + 20 ; [ 4 s 2 ; [ e = 4
xlx1 1 xzxz x1x2
For P f, (1, %) = 26: f, (1, %) =2: ¢ (1, F)=-4
171 272 172
D= 52 - 16 , D >0 relativer Extremwert liegt
’ vor,
f"x"x(l' Z) =26 >0 Minisus
17 17
For P,: ¢ (=5, = =5) = =10 ; ¢ (=5, - 25) = 2
2° Txgx 1T 2 S % PR -2 '



34'5.

35.1.

35.2.

f (=5, -3f)a-4 0=-20-16<0
X1x2
kein Extremwert,

InP, = (1, %) liegt ein relatives Minimum vor.

7 4
ve = f(1. %) = - %%
c .
fo= 1 - —5— fo=1- 5 f, =0, f =0, 60 folgt
x<y xy 3
aus fy =0 x= Lz . einsetzen in f = O ergibt y = /¢

Y

3
und demit X, " ‘[/:.

Stationdrer Punkt: P -(% -"V:
. o .

f . 2S_ . ¢ .20_, "—ZC_E
xx XSY Yy xyg xy

Y
fax(Xor Yo) = 3= i £ (xo0 ¥o) = 5=
xxo'0~3'/c’ yy''o’ 7o }l/:
f_.(x ) = 1
xy' %o’ Yo _l/"gc

2 3
2 2 1 ) 2
D= cx==|gr] + 0= [c° (4 ~1)
vl '
D=3 -'l/:E >0
2 -
fex(%Xg0 yo)-m >0 fior c¢c >0
InP_ = (;i/; , :-‘V:) liegt ein relatives Minimum vor,

3. C .

N
L}

1.2 3 2
G(xl, xz) = 27:(1 + 2‘7)(2 - 5% - 2 - X5 + 15)(2 - 90’(2
Gxy0 X5) = fxg, %p) Xgo Xy a0

f " 27 - x4, f‘z - 27 - 3x§ + 30x, - 90

x, = 27 xg - 10x, + 21 = 0

X294 = 30 X5 = 7
Stationare Punkte: P1 = (27, 3), Pz = (27, 7)

1*1‘1“1 = -1, fxzx2 = -6x, + 30, 1',‘1,(2 =0
P1: 01 = «12 < 0 kein Extremwert
P2: 02 = 12 >.0 , fxixi(xl‘ "22) < 0 Maximum

In P, = (27, 7) liegt ein relatives Maximum vor,

21



35.3. Gesamtgewinn: G(27, 7) = 313,5

36.

37.

38.

22

fxl - le; ¢ 3x; =5 ; fx1(2. -1) =0, a=2
fx2 = 3xy + 2bxy - 2 ; fxz(z, -1) =0, be=2
fxixi = 4 , fxzxz =4 ; fx’.x2 =3,
far (Xit xz) = (2, -1) 46t D = 16 -9 > 0, fxixl >0
(2, =1) ist relatives Minimum fOr f(xi. xz).

2 .- 2
f, = 3x° = 3ay , fy 3ax + 3y
3x2 - 3ay = O

2
~-3ax + Byg =0 ; x= X: . einsetzen in 1, Gleichung:
3y4 - 3l3y =0, y-(3y3- 3.3)- o}
Ees folgt: P, = (x,, y,) = (0, 0).

Aue 3y> - 383 =0 folgt y=3/a,
for @ > 0 folgt y, = e, Py = (a, a) ,

for @ < 0 folgt y, = -8, Py = (a, -8) .
Station8re Punkte: P1 = (0, 0); Py = (a, a); P3 = (a, ~a)
fxx = 6x ; fyy = 6y ; fxy = =3a
Far P1 = (0, 0) folgt:

Dy, = 0 - 98 < 0 kein E:xtremwert

For P2 = (a, a) folgt:
2 2 .
D2 = 368 = 98 > 0, fyy(a, a) 6a > 0

Fur P3 = (a, =-8) folgt:
D3 = 3692 - 932 >0, fyy(a, -8) = =6a < O

In P, = (e, 8) liegt ein relatives Minimum vor, in
P3 = (a, ~a) ein relatives Maximum.

z = f(x, y) ist als lineare Funktion in zwei unabhéangigen
Varieblen eine Ebene im RS und kann daher keine relativen
Extremwerte besitzen, Durch O 3 x & 4 und U & y £ 1 ist
der Definitionsbereich in der Ebene auf ein Rechteck ein-
geschrankt. Absolute Extremwerte konnen daher fur f(x, y)
nur euf dem Rand des Definitionsbereiches (dem Rechteck)
liegen. Die Untersuchung auf dem Rand ergibt:

fiur (xl. y1) = (O, O) mit z = 2 ein Maximum,

fur (xz, y2) = (4, 1) mit z = =2 ein Minimum,



2

39,1, f(x, y) = x2 o 2y g(x, y) = x% - y=-1

F(x, y,k)-x2¢2yzol(x2-y-1), F_ = 2x + 2Ax ;

x

Fy =4y =A; Fy= xX2-y=1; F =0, F, =0, F =0

Dann folgt: stetiondre Punkte: P1(°' -1), Pz(% ‘/g. - -}-)
Ps(-% 3.-%) ait z, = 2, z, = 23-%.

Wird for eine hinreichend kleine Umgebung der stationdren

Punkte jeweils Az = f(x, ¢ Ax, yg, + Ay) = f(x,, y,) unter=-

sucht, so ergibt sich, (xi, 71) -(Oi -1) mit z, - 2 1et

ein relatives Maximum, ("2' yz) = (5 f,-- %) eowie

(x3. y3) = (-% 3, - %) mit z, =2y = % sind relstive

Minime.

Es werden die HOhenlinien z = ¢ = const, mit ¢ = 2 und

cs= % gezeichnet. Es sind Ellipsen um den Koordinstenur~

sprung., FOr ¢ = 2 et @ -1/5. b= 1 (e groSe Halbschse,

b kleine Halbachse).

Fir ¢ = % iet a -% %. ex~0,94; b = %V;. b~0,66.

y
1 C'2
.z
- -
-1
A
-1

0 ! x
B
g
39,2, f(x, y) = x2 s 2y2
g(x, y) = 0, Aufldsen der Nebenbedingung:
8) y = x2 -1 z = f(x) = x2 ¢ 2 (x2 - 1)2

z = f(x) = 2x% = 3x2 4 2
relative Extremwerte: P1 (o, -1), z, = 2, rel. Maximum

Pz(%f- - %) o Pal= %f .- %) rel. Minime

7
Z " 23 3
23



41,

b) g(x, y) = 0, lz"y*l. th(y)-y¢1¢2y2,
als rolative Extremwerte ergeben sich:
Py o= (e %“/3. - %) rel, Minimunm,
Py = (= %f. - %) rel. Minimum,
Bei der zweiten L8sungsmethode werden die veriablen nicht
symmetrisch, gleichwertig, behandelt. Im Fall b) wird da-

durch des relative Maximum PI(O. =1) nicht erfaBt,

ys= f(x1. X0 x3) = 2x§ + 2x§ + 2x§

2)(1 - X5 = Xy ¢ 1=0, g(xl. x2,2x3) = 2x1 - Xy= Xg ¢ 1
F(xl, Xo0 Xy A) = in + 2x§ . 2::3 + A (2x1 S PULE SR 1)
F = 4x, + 2A; F = 4x, = A; F . 4x, = A
Xy b Xy 2 Xq 3 ‘
Fk'le'xz'x!»‘i
Aus Fx =0, Fx = 0, Fx =0, FA = 0 folgt:

1 2 3
"1"‘.15' "2'%' "3'%'

i 1 1 3

Stetiondrer Punkt: Po(- O -g), Yo " §
Untersuchung von Az in der Umgebung des etationdren Punk-
tes ergibt, daB die Funktionswerte grdBer werden, In P
liegt ein relatives Minimum vor. Az kann durch das voll-
stiindige Differentiel dz = fx Ax1 + 7 2Ax2 + fx:5 Axy

X
angenshert werden. 1

e = x, X >0

1 T X

2" %3 ¢ Xq0 X0 X3

S = f(xyg, Xp0 Xg) = ¢k e d = min
1 2 3
xi"'2°x3'.'°' g(xl, Xp0 x3)-x1x2x3-a

F(xl, X5 xs,l)-%io-’%;o-xlgok(xl X5 xs-a)

1 , .
Fx--—ia»xxzxs, Fx---%+/1,x1x3,
1 x 2 x

1 2
F --1+A.xx
Xy ) 172

X3
Fk-xi-xz-xs--

3
Xg = Xy = Xg = V: ; stationdrer Punkt: Po(!l/;' 51/;. ‘l/;)

Oberprafung von S-S(xi. X0 x3) ergibt ein Minimum in Poe



42,

43,

45,

V-x1~x2-x3=f(x1. X1 xs) xlox2013-90
x,: Lange: xy: Breite; Xyt Hdhe

F(xi, X5 x3,k) =Xyt Xyt Xyt A (x1 * Ryt Ry o= 90)
Stetiondrer Punkt: P (30, 30, 30), Nachweie ergibt Maximum
fur das Volumen.

z = f(x, y)-x2°y it 1 -~ x -y =0, g(x, y)mlex =y
F("ev.k)-xz-y«l(i-x-v) ‘

FXIZIY-A., F-xz-k, Fknl-x-y

Stationdre Punkte: Pi(O. 1) mit z, =0

4
Pa§ ) mit z, = 55
Oberprafung von Az unter Beachtung der Nebenbedingung
X + ys= 1 ergibt: P1 ist rel. Minimus, P2 ist rel. Meximum.

Paraboloid: z = x2 + 4y’2, Ebene: z = 4x - By + 24
Schnittkurve: x2 + 4y2 = 4x < By + 24

g(x.y)-xzolyz-lxoey-ZA

2 2 2 2
F(x, Yy, A) = x° ¢ 4y° + A (x© + 4y" = 4x + 8y + 24)
F, = 2x ¢« 2Ax - 4A , Fh-xZQAyZ-Axoay-u
Fyneyoekyoek
Fe,=0, X+ Ax=20=0, A=gz=is, x¢2
Fy-O, Yy +Ay ¢+ A =0, y +A(y+1)=0

y-5=%(y+1) =0, xy=2y=xy=x=0
X = -2y

Fr=Omit x = =2y1 4y° + 4y 4 8y s 8y - 24 = 0

y?e2y-320, y =1, y;=-3
aus x = =2y folgt: Xy = =2, x;,=86
Pi(-z. 1) mit z = 8, Pz(a. =3) mit z = 72
Pl('z' 1, 8) ist tiefeter Punkt suf der Schnittkurve,
Pz(b. =3, 72) 4et hdcheter Punkt auf der Schnittkurve.

ne? Axy = 1, y = 8, ¢+ a:x [x] =0

Xy = =3, Xy = =2, Xy = =1, x, =20, xg3 =1, xg=2,
Xy =3

[s] = 68,794;  [x%] = 28, [xe] = 9,117

Damit folgt: o, " 9,828, o - 0,326, y = 9,828 + 0,326x

23



47.1.

26

Prognosewer: flir :984: 1 = 3, xg = 5, vg " 11,458
Die Ausyaben fOr das Bildungswesen werden 1984 anndhernd
11,458 Mrd, Mark betragen.

S5 2
6§ . ~%~(71 ~ 8,)" = 0,255
Die Anpassung an die MeBwerte durch eine lirsere Trendfunk-
tion ist brauchbar, Die Werte etreuen um die durch y = !!x)
berechnete Gersde. Bei weiteren Untersuchungen wiirde aich

eine quedratische Funktion ale geeignster erweisen.

y=8,¢a,x¢ azxz; n=6, Oxg =2, [x] =0

o
xiﬂos. x2--3, XS.-i' xlai, x533, x6:5

[8x?] = 1226,14
[s] = 104,94, [x®] = 70, [x*]= 1414, [xe] = 11.16

LI 17,454, = 0,159, = 0,00308,

® *2
y = 17,454 + 0,159x + 0,00308x>
S= Z(Y, - .1)2 = 0,047

1

Prognosewert fOr 1963: 1 = 7, xy = 7, = 18,72

Y83
Vorsussichtlich betragt 1983 die Produktion von PKW
187 200 Stuck.

y=0-e%, na7z, Ax, =1 [x]=0

Linesrisierung: Y = Ao + Aix ait
Y = 1ln vy, A = lna, A, = b, S =1lns

(] 1 1

1 |x s ‘1n ] x2 x,ln 8 x, 8

i i 1 i 1 1 171
1976 1|=-3 2,146 00,7636 9 -2,2908 -6,438
1977 2| =2 2,192 0,7848 4 -1,5696 -4,384
1978 31=-1 2,244 0,8082 1 -0,8082 -2,244
1979 4 o] 2,292 0,8294 o 0,0000 0,000
1980 S 1 2,334 0,8476 1 00,8476 2,334
1981 6 2 2,388 00,8704 4 1,7408 4,776
1982 7 3 2,436 0,8904 9 2,6712 7,3C8
16,032 85,7944 28 0,5910 1,352




S 7944
Ao'LTl' Ao'zl_’_' Ap = 0.8278

ln a = 0,8278 , 8 = 2,288

Ay - {-:5-]1 \ Ay -ﬁ-l . A, =0,0211, b=o0,0211
y = 2.2“.0,0211)(
.------....‘.-.-.
] x8
47.2. y=8_sa,x.a_ =222, g =2,29; & -L!J a, = 0,0483
o 1 o n ' "o ’ 1 [x ] L §
= 2,29 + 0,048 s-}_;(y1 - +,)2, s = 0,0000337

For y = 2,288¢2°9232% gq1e 5 2 3 (y, - +,)? = 0,00003284
i

48.1. y = ab*, 1lgys=1gss+x-1gb

Y-AooAi-xnitYnlgy. A, = lge, A = 1g b,
S=1lg e

8
Y RPN

Alnffg-}. [xs]- Zi:xi 198,, n=7, Ox; =1, [x]-o

[s] = 1,9537; [x?] « 28 ; [xs] = 0,8754

A, = 0,2791; Ay = 0,03126

lga=0,2791, & =1,9015;: 1lg b = 0,03126, b = 1,0746
y = 1,9015 - 1,0746%

48,2, x = lﬂ.{g_";ﬂ._- x ~ 8, im Jshr 1984

49.1. y = #b*, n=6, Ax, =2, [x]« 0 y = 1,0316-1,0494
49.2. x =3, y=1,192, d= 1,192 - 1,191; d = 0,001
49.3. Fur 1983: yg, = 1,446 Mrd. Mark

50. n=35,48%, =1, [x]=0, [x3] = 0

y = 88,44 + 0,76x - 0,0714x2

o, [x3] =0
= 120,46 + 12,05x + 0,15x
120,76 + 12,05x

51. n=5,A40x, =1, [x]
y 2

Y

27



FGr quadratische Funktion: S1 - ‘Az:,(y1 - 91)2, s1 « 0,54
. i

Lrummnl 2
FOGr linesre Funktion: 82 - Z{_(yi - '1) , 82 = 0,567
52, y = 9699,3 + 1028,9x - 43,5x2
ne7, 1965: x = O, Axi = 1 entspricht 5 Jahre
3

FOr 1979 ann8hernd 12239 © 107t ,
fOr 1981 annBhernd 12546 - 105t .

83. n=6, Ox, =2, [x] =0, y-.-obx

Y-A°¢A1x it Y = ln vy, Aonln., Al-b. S=1lngs

AO-L?'-J, Al-{-li], [5]-;1"'1
[xs] = Zi:"t in e,

[x2] = 70, [s] = 31,2622; [x8] = 1,3888

A1 s b= 0,0198; Ao s §5,2104; 1ln s = 5,2104;
a = 183,1612
y = 183,16e0+0198%

Prognosewert far 1984: 218,89 Mrd, Mark

4979 3980 1983

e, | 2,69 3,46 4,45 5,71 7.33 9,41 12,08

0,77 0,99 1,26 1,62 2,08 2,67
0,22 0,27 0,36 0,46 0,59

r 1,29 1,29 1,35 1,28 1,28 1,28

Bei annshernd gleicher Wechstuasrste ist eine Exponentisl-
funktion zu espfehlen:

y-.ob" oder y = ab*,

1972 1974 1976 1978 1980 1982 1984
2,65 3,17 3,46 3,65 3,78 3,87 3,95

1,2 0,52 0,29 0,19 0,13 0,09 0,08
-0,68 -0,23 =0,1 -0,06 <-0,04 -0,01
1,83 1,2 1,09 1,05 1,04 1,02 1,02



Der absolute Zuwachs der MeBwerte As, nimmt ab, die Wache-~
tumsrate wird kleiner; es kann erwartet werden, daB die
MeBwerte einem Sattigungswert zustreben. Eine Funktion
mit diesen Eigenschaften wire z. B,

ax

Y"xe+B: Xt-b

y= f(x) = ;gé—s , ®>0, x$ =b,

Annéherung der Funktion y = f(x) durch Transformation in
eine lineare Funktion:

i _xs+b . i _x b 21
Y ax ‘ Yy ax a x '

i P b 1 -l
Y-AOOAIXIitY.‘;, AO.I' Al'a'x'x's s
Normalgleichungen:

[x]=> & [s1-5&
i i
i i
n-A_ + A - [x]=[s]
o 1 2
Ay [x] v A - [x3] = [xs]; [#?] = E (x_i) ;
1
i
1 1
[XS] - Z—- . -
et T
A o 0810x?] - [x] [xs] =, _n~|xs!-|x|!s|
! 1
°  n-[x2]-[x] n-[x%] - [x]
1 1 2 .
Dahr | 4 X | Xy = ;; o, |S; = =I X3 Xy s1
1963 | 1 |1 1 94,2 | 0,010615 | 1,0000 0,010615
1964 | 2 | 2 0,5 95,5 | 0,010471 | 0,2500 0,005236
1665 | 3 | 3 0,333 96,6 | 0,010351 | 0,1110 0,003447
1966 ! 4 (4 | 0,250 97,5 | 0,010256 | 0,0625 0,002564
1967 | 5| 5 0,200 98,1 | 0,010193 | 0,0400 0,002039
1968 | 6 | 6 0,167 98,5 | 0,010152 | 0,0279 0,001695
1969 | 7 | 7 0,143 98,9 | 0,010111 | 0,0204 0,001446
1970 | 8 | 8 0,125 99,1| 0,010090 | 0,0156 0,001261
1971 | 9|9 0,111 99,1| 0,010090 | 0,0123 0,001120
2,829 0,092329 | 1,5397 0,029423
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Ao = 0,01 0063 , e = 99,3679

A1 = 0,0006179 , be=a-A b = 0,061399

10
99 ,37x
V'xo&.“ﬁ

—_—
1 + be~SX

-CX

%-1-1:-.'“. 2-Y . p-e~cX

weil ln e = 1

- - u - - -
Y A° + A mit Y 1n v A° in b, A c

1X

8=1lnl : U

e = 100, n=29, Axi =1
R [s)] xS
Normelgleichungen: Ao -, A1 = 2
100 - s 100 - 8
DI LU SR e R
[ b [
i 1 1 i
100 - 8y 2
i Xy ., 51 = 1ln , X 31 x3 Yy
1 -4 70,0 - 0,8473 33,3892 16 68,29
2 -3 73,0 - 0,9946 2,9838 9
3 -2 75,7 - 1,1363 2,2726 4
4 -1 77,6 - 11,2425 1,2425 1 77,96
S 0 78,8 - 1,3129 0,0000 (o} 80,66
6 1 79,9 - 1,3801 -1,3801 1 83,11
7 2 84,4 - 1,6883 -3,3766 4
8 3 87,7 - 1,9643 -5,8929 9
9 4 90,8 - 2,2895 -9,1580 16 88,99
- 12,8558 =9,9195 60

A = - 1,42842 , ln b= - 1,42842 , b = 0,2397
A1 = - 0,1653 , c = 0,1653

o

100
1 + 0,2397e

=0,1653x




Wachstumsraten:

[ ]
ry . .—"1’ = 1,043, r,= 1,03, ry= 1,025, r,= 1,015,

rg = 1,014 , re ® 1,056 , r, = 1,039 , rg * 1,038
57. y(x) = 2x> 4 3x2 y(x) = 2x3 o k(x) = 3x2

Ay(x) = Ag(x) + Ak(x) , hs=1

Ag(x) = g(x + 1) = g(x) , .

Og(x) = 2(x + 1)3 = 2x3 ; Og(x) = 6x2 ¢ 6x ¢ 2

&2g(x) = Ag(x + 1) = Ag(x)
c[6(x+1)2 06 (xe1)s2]-[6x06x0s2]
£%9(x) = 12x + 12

Ak(x) = k(x ¢ 1) = k(x) ;: Ak(x) = 3 (x + 1)2 = 3x2
Ak(x) = 6x ¢ 3

A2%(x) = [6 (x + 1) + 3] = [6x + 3] ; 2%k(x) = 6

M2y(x) = &%g(x) + A2k(x) ; 02y(x) = 12x + 18

58. y(x) = y(k) = y,

3[Ykas = Viez * Wien - Yie] * 2 [Ykez = 2¥haq ¢ Yk]
=4 Yk - W)= 0
SYke3 = TVke2 * Yoy * 3V = 0
s9.1. 4, Ordnung, homogen
59.2. 2. Ordnung, inhomogen

59.3, 2. Ordnung, inhomogen
59.4. 1, Ordnung, homogen

60. Zedtpunkt t, " o, t=0,1,2, .00, T
Anfangswert: Yo * 1000 ; b = 200

Monatliche Verzinsung: Tg' % . p=0,0025

Betrag am Ende des ersten Monats: Yy * Yo * P Yo * b
Yy = Yo " PVYg+Dh

60.1. Differenzengleichung:
Ay(t) = py(t) «+ b, t=0,1,2, ..., T
y(t « 1) = y(t) = p y(t) « b
Yeoq = (14 p) vy, ¢ b
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1+p=8, ‘as= 1,0025

-at obl"'t mit t = k
Ye Yo T-0 '

k 1 - ok
yk..yo’bm— k'ociyzaao-gx
60.2, 2 Jahre sind 24 Monate, k = 24
2 24

24 1 - 1,00
Yo = 1,0025%4 - 1000 + 200 43823 — 555

Y24 L 6002.56
Nach zwei Jahren wichst der Betrag auf 6002,56 M an.

60.3. y, = 11000 ; Y = o~ Yo ¢ T-g-: (2 - .k)

b k b
Y~ T-a" % (Vo= T-7)

k
1,1235 = 1,0025% ; Kk = ﬁ%

k = 46,64 5547 : nach snn8hernd 3 Jahren und 11 Mone-
ten iet der Betrag auf 11000,~ M angewachesen.

61.1. XL’—HT;—X-(H - 0,05 , t=0,1, 2, ..

Ay(t) = 0,05y(t)
y(t ¢« 1) = 1,05y(t)

61.2. y(3) = 1,053y
y(3) = 115,76

o Yo = 100
1970: NE 115,76 Mrd. Merk
(laut ststistischem Jahrbuch 117,43 Mrd. Mark)

61.3. yg = 1,05° -y, ; vs = 127,63 Mrd. Mark

61.4. 200 = 1,05%y_ : t = }g—%-“ . t ~14,2
(]

Nach etwa 14 Jshren, das entspricht 1981, wird sich das
Nationaleinkommen verdoppelt haben,
(Laut statistiechem Jahrbuch fOr 1981: etwa 196 Mrd. Mark)

62:  Yike2 = 7Vk4y * 12y, = O

62.1. Chsrakteristische Gleichung: 2 - 7m ¢+ 12 =0
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62.2, k = O: ygi) =1, vgz) =1

sind linear unabhéngig.

62.3. y, =2, vy, =5

k = O: 2 = Cq *+ Cy c, " 3

k = 1: Ss= 3c1 + 4c2 c, = -1

y£°) -3 '3k _ 4k ; ~y£.) - 3k¢1 - 4k
62.4, k = 3 y(3) = vz = 17
63. y{M = e 5% 4 cksk

fOr yo = 3, y, = 20: yi® e 3.5k 4 k. sk

64. =~ Allgemeine Lidsung der zugehdrigen homogensn Differenzen-
gleichung Yke2 = 8Yp,q ¢ 12y, = O:
yan) - cizk + czék
- Eine spezielle L8sung der inhomogenen Differenzen-
gleichung:
q(k) = Gk. 6k ist im Fundamentaleystem enthslten:
yai) - 2K , Y£2) - 6% .
Ldsungsansatz: y} = k - B¥

kel

K
Y= B (ke1) 6l yr a8 (ks 2) 652

Eineetzen dee L3sungsansatzes yi = k 86X 1n die D1ffe-
renzengleichung ergibt:

B (k+2) 62 . 88 (k + 1) 6*2 , 128ke¥ = 6% | : 6 4 0
B(k+2)62 -8B(ke1)'6 128k =1
8 = 5%

33



Vi = 2 ke"

- Allgemeine Ldsung der inhomogenen Differsrzengleichung:
IRRTLRE
N S L L)

65.1. Ay(t) = 0,4y(t) + 0,15y(t - 1)
y(t + 1) = y(t) = 0,4y(t) + 0,15y(t = 1)
y(t +« 1) = 1,4y(t) - 0,15y(t - 1) = 0 ; t -1s=k
t = k + 1
Ykez = 144¥p,q = 0415y, = O

65.2, 02 - 1,4m - 0,15 = O , n, - 1,5, m, = - 0,1

y{") w e 1,5 o ¢, (-0,1)%

65.3. k = O , Yo * 400 , 400 = €y ¢+ 5
k =1, Yy ® 440 , 440 = 1,5c1 - 0,1c2
€y = 300 , c, = 100

k

y{®) = 300-1,5% + 100(-0,1)*

k = 4: y(4) = y, = 1518,76

Nach 4 Jshren betrédgt die ProduktionsgroBe
Y, = 1518,76 ME.

66.1. y; =~ Yo " 0,04y, ¢+ 0,2y, Yo " 1500
Yy " 1.04y° * 0,2y° Yy = 1860

yz - l'mzyo * 0,2y1 + O,Byo

) ke2
Ykez = O:2Y 4 = 0.8y, = 1,047y,

66.2. Yke2 = 0.2yk‘1 - 0.8yk =0 ; Y£H) = Cy G (‘008)k

- Ansstz y¥ = B -1,04%*2, B ~ 20380

- y{1 = e, + ¢, (0,8)% + 20380 - 1,04%*2

v} e e, + ¢, (-0.8)% 4 22043 - 1,04



66.3. k = 0 y, = 1500 Gy + ¢, + 20380 = 1500
ka1 y, = 1860 ¢, - 0,8¢c, + 21195 = 1860
¢, = -19132,8; ¢, = 252,8
y, = -19132,8 + 252,8 (-0,8)% + 22043 - 1,04%
k= 3: y; = 5533 M
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4. Vahrscheinlichkeitsrechnung
4.1, Zufélliqe Ereignisee

4.,1.1., beispiele

B 1: Ein Versuch bestehe im einmaligen Werfen eines Virfels.

Es werden folgende zufillige Ereignisse (Versuchsausgange)

betrachtet:

A: hbchetens eine “2" wird gewlrfelt,

B: mindestens eine "3~ wird gewirfelt,

: eine gerade Zehl wird gewirfelt,

D: eine "3" oder eine "5" wird gewirfelt,

E: eine “1" wird gewirfelt.

a) Welches Ereignis ist zum Ereignie B komplementar?

b) Welche Ereignisse sind mit dem Ereignis C unvertraglich?

c) Welches Ereignis bildet mit den Ereignissen C und D ein
vollsténdigee System von Ereignissen?

L8sung

a) Das zu B komplementdre Ereignis B ist ein Ereignis, das immer
dann eintritt, wermn B nicht eingetreten ist. B tritt nicht
.ein, wenn eine "1" oder eine “2" gewlrfelt wurde. Dieser Ver-
suchsausgang wird gerade durch des Ereignis A beschrieben,

8o daB B = A gilt.

b) Gesucht sind jene Ereignisse, die nicht gleichzeitig mit C
eintreten kdnnen, Das sind die Ereignisse D und E.

c) Dae gesuchte Ereignis muB zwei Bedingungen genugen:

1. es ist mit den Ereignissen C und D paarweise unvertraglich;

2, die Summe mit den Ereignissen C und D ergibt das sichere
Ereignis.

Die 1. Bedingung ist fUr dee Ereignis E erfullt, de es weder

mit C noch mit D gleichzeitig eintreten kann, Die Summe der

Ereigniese C, D und E ergibt des sichere Ereignis, de im Er-

eignis des Versuches eines dieser Creignisee eintreten wird.

Folglich ist auch die 2, Bedingung erflllt. E ist das gesuch-

te Ereignis.,

B 2: Ein Produktionsbetrieb verfigt Uber drei Fertigungsabtei-
lungen Fi' F, und F3. Ee sei E;, 1 = 1(1)3, das Ereignis,

36



daB in der Abteilung F, wdhrend einee Monate keine Stdrung

im Produktionssblauf asuftritt,

Stellen Sie durch VerknOpfung der Ereignisee E, und threr

Komplementdrereigniese folgende Ereignisse dar:

A: in allen drei Abteilungen tritt mindestens eine Stdrung
auf;

B: nur in der Abteilung F, tritt mindestens eine Stdrung
suf;

C: mindestens eine Abteilung arbeitet stdrungefredi.

Losung

Das Ereignis A bedeutet, daB gleichzeitig die drei Ereignisse
Ei, Eé und ES eintreten (Eiz in der Abteilung F, tritt minde-
etens eine Stdrung auf). A ist aleo das Produkt dieser drei Er-
eignisee: A = EI A Ez A E3'

Das Ereignis B bedeutet, daB in der Abteilung F1 nindeetens eine
Stdrung suftritt (Ereignis !1) und gleichzeitig die Abteilungen
F, und Fy stdrungsfrei arbeiten (Ereignie E, bzw. 53). Folglich
gilt: B = !1 nE, nEg, ’

Des Ereignis C bedeutet, daB mindestens eines der drei Ereig-
niese E:' Ez, E3 eintritt., Folglich handelt ee sich um die Summe
dieser Ereignisse: B = E v E2 v ES'

4.1.2. Obungssufgeben

1. Aus einem Skatspiel wird willkirlich eine Karte entnommen.
Wir betrachten folgende zufillige Ereignisse:
A: eine Deme wird gezogen,
B: eine Pik~Karte wird gezogen.
Beschreiben Sie die Ereignisse A, A U B, A n B, B \ A mit
Worten!

2. Sind die fGr die folgenden Versuche angegebensn zufalligen
Ereigniese unvertriglich?
a) Versuch: einmeliges Werfen einer MOnze.
Ergebnisse: A,: die Zahl iiegt oben,
Ayl das Wappen liegt oben,

b) Versuch: einmaliges Werfen von zwei Minzen.
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3.

4,

S.

6.
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Ereigniese: 31: auf der ereten 'iinze liegt die Zahl oben,
82: auf der zweiten Minze liegt das Wappen
oben.

¢) Versuch: zweimaliges SchieBen suf eine Zielscheibe.
Ereignisse: C : kein Treffer,
Cy: gensu ein Treffer,

C2: zwel Treffer.

In einer Abteilung erbeiten vier gleichesrtige Maschinen,

Jede dieser Maschinen kenn wdhrend einer Schicht ausfallen.
Es werden folgende Ereignisse betrachtet:

A: genau eine der vier Maschinen f&llt aus,

B: mindestens eine der vier Maschinen fillt aus,

C: nicht weniger als zwei Maschinen fallen aus,

D: genau zwei Maschinen fallen aus.

Ernitteln Sie, zu welchen der angegebenen Ereignisee die fol-
genden Operationen fihrenl

a) AuB; b)) AnB; ¢c)BuC; d)BnD,

Betrachtet man die tégliche Planerfdllung zweier Brigaden,
kdnnen unter anderem folgende zuflllige Ereignisse eintreten:
A: die 1, Brigasde erfdllt den Plan nicht,

B: die 2, Brigade erfOllt den Plan nicht,

C: mindestens eine Brigade erfdllt den Plan nicht,

D: mindestens eine Brigede erfdllt den Plan,

E: genau eine Brigade erfillt den Plen.

Ermitteln Sie, zu welchen der angegebenen Ereigniese die fol-
genden Operationen fihren!

8) AuB; b)CAD; e¢) CUE; d)CnE.

Gegeben seien die drei zufdlligen Ereigniesse A, B und C, wo-
bei1 8= AUD und C = A n D gelte.
a) Zeigen Sie, deB die Ereignisse A und B unvertriglich sind!

b) Zeigen Sie, daB die Ereignisee A, B und C ein volletdndi-
ges System von Ereignissen bilden!

Ein technisches System bestehe aus zwei Dampferzeugern, einer
Antriebsmaschine und drei Arbeitsmaschinen. Fir ein endliche
Zeitintervall (O, T] werden folgende zufdllige Ereignisse
betrachtet:



Aiz der i~-te Kessel arbeitet suefeilfrei (1 = 1, 2),
B: die Antriebemaschine arbeitet aucfallfrei,
C,: die j~te Arbeitsmaschine arbeitet susfallfrei

(3 =1, 2, 3).
Das gesamte System funktioniert (Ereignis D), wenn mindestens
ein Kesesel, die Antriebemeschine und mindestens zwei Arbeits~
maschinen ohne Ausfall arbeiten.

Stellen Sie das Ereignis D durch Verknipfung der genannten
Ereigniese (bzw. der Komplementiéirereignisse) dar!

4.2, Ermittlung der Wahregheinlichkeit zufslliger Ereignisse
4.2.1, Beispiele

8 3: In einem Betrieb sind von je 2 000 Fertigerzeugnissen, die
alle unter gleichen technologischen Bedingungen hergestellt
werden, im Durchechnitt 32 unbrauchber,

Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB ein in diesem Be-
trieb produziertes Fertigerzeugnis unbrauchbar ist
(Ereignis A)?

L8esung

Da die Fertigerzeugnisse unter gleichen Bedingungen hergestellt
werden, heben wir es mit einer Mageenerscheinung zu tun. Folg-
lich kann die relative Hiufigkeit als N&herungewert fir die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit verwendet werden. Auf Grund der stati-
stischen Angaben gilt:

haooo (A) = 5%2235 = 0,016 = P(A),

B 4: In einer Urne befinden sich 5 schwarze, 12 weiBe, 23 rote
und 20 grine Kugeln, Willkdrlich wird eine Kugel entnommen,

Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, daB sie rot (Ereignis
A) oder grin (Ereignis B) ist?
Lésung

Gesucht 1st die Wahrecheinlichkeit der Summe C = A u B (A gder B).
Ds eine Kugel nicht gleichzeitig rot und grin sein kann, sind
die Ereignisee A und B unvertriglich.
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Folglich gilt: P(C) = P(A u B) = P(A) + P(B).

P(A) und P(8) laesen sich nach der klassischen Definition be-
rechnen, ds es bei dem betrachteten Versuch 60 gleichwahrschein~
liche Elementarereignisse (Gesemtzehl der Kugeln) gibt.

Man erhalt P(A) = 2%, P(B) = £§ = § und somit P(C) = £ -0.717.

4.2.2, Obungsaufgaben

7.

8.

9.

10.

11.
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Aus der Geburtenstatietik einer Stadt geht hervor, daB

im Januar 145 Jungen und 135 Maddchen,

im Februar 142 Jungen und 136 Médchen,

im Miérz 152 Jungen und 140 Mddchen
geboren wurden. Bestimmen Sie die relative Hiufigkeit der
Geburt eines Jungenl

Aus der Menge der zweistelligen Zahlen wird willkGrlich eine
Zahl ausgewdhlt, Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fol-
gender Ereignisse:

A: die Zahl ist durch 2 teilbar,

B: die Zahl ist durch 5 teilbar,

C: die Zahl iet durch 2 oder 5 teilbar!

Wie groB ist die Wehracheinlichkeit, daB man beim einmaligen
Ziehen einer Karte aus einem Skatspiel eine Zehn (Ereignis
A) oder eine Herz-Karte (Ereignis B) erha&lt?

Beim einmaligen Werfen eines Wirfels werden folgende Ereig-
nisse betrachtet:

A: es wird hdchstens eine "3~ gewlrfelt;

B: es wird eine ungerade Zahl gewlrfelt.

Berechnen Sie die Wahrescheinlichkeit der Summe C = A u BI

A und B eeien zwei zufdllige Ereignisse, Ober deren Wahr-
scheinlichkeit folgende Angaben vorliegen:

P(A) = 0,4, P(B) = 0,6, P(A nB)=0,3,

Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeit folgender zuf&lliger
Ereignisse:

a8) X; b)AuB; ¢)ANnTE; d)Xu'E; e) Au BI



4.3, Rechnen mit Wehrecheinlighkeiten

4.3.1, Beispiele

B _5: Nech der allgemeinen Sterbetafel der DOR betrigt die Wahr-
scheinlichkeit (reletive Haufigkeit) deflr, deB ein nougo-.
borener Junge 5 Jahre alt wird (Ereignis A) 0,940, und deB
er 50 Jahre alt wird (Ereignie B) 0,858,

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, deB ein fOnfjshriger
Junge 50 Jashre elt wird?

L8sung

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(BIA).
Es gilt P(BIA) = P(BAA), Wegen BC A iet An B = B, 80 deB

sich P(BIA) = ;{%} ergibt.
Demit erhslt man P(BIA) = §4838 = 0,913,
[}

B 6: In einem Betrieb wurden zum Antrieb der Werkzeugmaechinen
zwei Elektromotoren installiert. Statistische Untersuchun=~
gen ergaben, deB die Motoren unabhingig voneinander in Be~
trieb sind und deB im Laufe eines Teges der erste Motor zu
80 ¥ und der zweite zu 85 % ausgelastet ist, wobei die Ar-
beitsperioden der Motoren willkOrlich auf den Tag verteilt
sind.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, de8 zu eineam beliebi-
gen Zeitpunkt beide Motoren leufen (Ereignis A), genau ein
Motor lauft (Ereignis B), mindestens ein Motor lBuft (Er-
eignis C) I

Ldsung

Wir betrachten die Ereignisse H1 (der erste Motor lauft) und
. "2 (der zweite Motor l&uft). Dann gilt:

AmM oM, e-(nlnﬁz) u.(ninﬂz); CaMuM,,

Auf Grund der statistischen Angaben ist P("l) = 0,80 und

P(Mz) = 0,85, Wegen der Unabhlingigkeit von My und M, erhdlt man
P(A) = P(M1 nMy) = P(Ml) . P(Hz) = 0,68,

Da die Ereignisee (H1 n Rz) und (ﬁi n nz) unvertriglich sind,
gilt P(B) = P(M, n ﬂz) . P(ﬁ1 N M,). Aus der Umsbhingigkeit des
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Paares ("1' Hz) folgt die Unabhlngigkeit der Psare (M,, Rz) und
(nl. M,), so daB sich P(B) = P(M,) - P(ﬁz) + P(W,) - P(M,) ergibt.
Wegen P(H,) = 0,2 und P(R,) = 0,15 erhalt man schlieBlich

P(B) = 0,29,

Auf Grund der Vertraglichkeit der Ereignisse M, und M, gilt
P(C) = P(H1 v N2) - P("i), + P(Hz) - P(N1 n M2)
= 0,8 +0,88 - 0,68= 0,97,

B _7: Zur Erhdhung eseiner Zuverllssigkeit wird ein Geradt durch n
gleichartige Gerdte dubliert, wobei die psrallel geschalte-
ten Reservegerdte gensu wie das urspringliche Gerdt bela-
stet werden (heiBe Reserve) und unabhingig voneinander aue-
fallen, Die Zuverlassigkeit (Wshrscheinlichkeit des aus-
fallfreien Funktionierens) jedes Gerites betridgt 0,8.

1, Berechnen Sie die Zuverlissigkeit des erhaltenen Gerdte-
systeme |

2, Wie groB muB die Zahl n der doublierenden Geriite eein,
demit die Zuverlissigkeit des Gerdtesystems mindestens
0,99 betragt?

L8sung

1, Ee werden folgende zufillige Ereignisse betrachtet:
A,: das i-te Gerat arbeitet ausfallfrei, i = 1(1) (nel1);
A: das Gerdtesystem funktioniert.
Aus diesen Angaben ergibt sich z, - P(Ai) = 0,8,

Gesucht ist Z = P(A),
nel

Wegen A = U Ay und der Unabhdngigkeit der Ereignisse A,
i=1

gilt der Satz (Mathematik fir Ukonomen, Bd. 2, S. 50)

( nﬁl
P(A) = 1 = 1-P(A,)].
Y [aeriay)]
Folglich erhslt man P(A) = 1 - (1 - 0,8)™1 . 1 - 0,2™1,

2., Die gesuchte Anzahl n ist aus der Ungleichung

1-0,2"120,99
zu ermitteln, Durch Uamfermsung erhilt man
(n + 1) 1og 0,2 3 10g 0,01 ,

2 log 0,01
n og O, - 1

s0 daB



sein muB, Daraus ergibt sich n a 1,86, d. h., es werden zwei

Reservegeréte bendtigt.

: Ein Industrieladen bezieht GlOhlampen einer bestimmten Sorte
von zwei Werken, wobei das Werk I 60 % und das Werk II 40 %
des Gessatbedarfs liefert. Im Durchschnitt sind von 100 Lam~
pen des Werkes I 82 und von 100 Lempen des Werkes II 69
normgerecht.

1. Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, daB eine im Indu-
strieladen willkGrlich erworbene Lampe normgerecht iet
(Ereignis B)?

2. Die erworbene Lampe mdge noragerecht sein.

Wie groB iet die Wahrecheinlichkeit, deB sie aus dem
Werk I stamat (Ereignis A)?

Ldsung

1.

2.

Da das Merstellerwerk der erworbenen GlUhlesmpe unbekannt ist,
muB P(A) mit Hilfe der Formel fOr die vollstdndige Wahrechein-~
lichkeit ermittelt werden. Zundchst ist zu Gberlegen, welche
alternstiven "Hypothesen" bezlglich des Herstellerwerkes denk-
bar sind., Offensichtlich sind des die Ereignisse

Ay = A: die Lampe wurde im Werk I hergestellt:

A, = X: die Lampe wurde im Werk II hergestellt.

Dann gilt

P(B) = P(BIA,) - P(A;) + P(BIAy) - P(A,)

=0,62:0,6 + 0,69-0,4 = 0,768,
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(Alla), die sich nach der
Formel von Bayes sus
P(BIA_ ) - P(A,)
P(A,1B) = 1 1 .
( 1'B) L ¢:)) ergibt
Mit P(B) = 0,768 erhalt men dann

0,82 -0,6
P(A1|B) - —‘b—"w‘— = 0,641,

Beachten Sie: Die zusitzliche Informestion, deB die erworbene
Lampe normgerecht ist, hat dazu gefOhrt, daB sich die Wahr-
echeinlichkeit des Ereignisses A (die Lampe ist aus dem
Werk I) von 0,6 (a-priori-Wahrscheinlichkeit) auf 0,641
(a=posteriori-wahrscheinlichkeit) erhbhte.
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4.3.2, Obungseufgaben

12,

13,

15.

16.

Nacheinander werden zwei Minzen geworfen und folgende zufdl-
lige Versuchsergebnisse betrachtet:

A: auf der 1. MGnze liegt das Wappen oben,

B8: mindestens ein Weppen liegt oben,

C: mindestens eine Zahl liegt oben,

D: auf der 2. MGnze liegt das Wappen oben.

Oberprifen Sie, ob die Ereignispaare

8) (A, D), b) (C, A), ¢) (B, C), d) (B, D)

abhéngig oder unabhingig sind!

Die Ereignisee A und B eeien unvertriglich, und es gelte
P(A) » O und P(B) ¢ O, Sind die beiden Ereignisse voneinan-
der unabhingig?

Zeigen Sie, deB aus der Unabhingigkeit des Ereignispsares

. (A, B) die Unsbhingigkeit der Ereignispaare (X, B), (A, B)

und (X, B) folgt! .

In einer Schuhfabrik werden in Abteilung I die Schuhsohlen,
in Abteilung II die Absdtze und in Abteilung III das Oberle-
der hergeetellt. Statistische Beobachtungen weisen aus, daB
die AusschuBquote in Abteilung I 2 %, in Abteilung II 4 %
und in Abteilung III 3 ¥ betrdégt. Ohne vorherige Gutekon-
trolle werden in Abteilung IV sus den Zulieferungen der an-
deren drei Abteilungen die Schuhe zussmmengendht. Wieviel
Prozent der hergestellten Schuhpsare werden im Durchochni(t
AusschuB sein, wenn angenocamen wird, da8 die Abteilung IV
faktisch fehlerfrei arbeitet?

In einem Eisenbahnknotenpunkt kreuzen sich drei Strecken,
Fir die Wahreseheinlichkeit, deB8 es suf der Strecke
i, 1 = 1(1)3, in 24 Stunden zu VQfopltungen kommt (Ereignis
Ai)' wurden snhand statistischer Untersuchungen folgende
Werte ermittelt:

P(A;) = 0,05, P(A;) = 0,02, P(A;) = 0,12,

a) Wie groB ist die Wehrscheinlichkeit, daB in 24 Stunden
auf keiner Strecke eine Verspétung eintritt?

b) Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, deB8 ee mindestens
auf einer Strecke zu Verspstungen kommt?



17.

18.

19.

Bei der Qualitatsprifung eines Erzeugnisses wird ein even-
tuelil vorhandener Fehler mit einer Wahrecheinlichkeit von
0,95 gefunden. Gefordert wird jedoch eine Wahrscheinlichkeit
von 0,99. Dazu bieten sich zwei Vorgehensweisen an:

a) Jedes Erzeugnis wird mehrmals geprift.

b) Nach der ersten Prifung werden die als fehlerhaft erkann-
ten Erzeugnisse ausgesondert und die restlichen einer er-
neuten Prifung unterzogen.

Welches Prifverfahren ist effektiver?

Wir betrachten das in der Aufgabe 6 beschriebene technische
Syetem. Ober die Zuverléssigkeit der einzelnen Elemente mb-
gen folgende Informationen vorliegen:

P(A,) = 0,7; P(A,) = 0,8: P(B) =0,9;

P(cl) = 0,8; P(Cz) = 0,9; P(cs) = 0,6.
Berechnen Sie die Zuverléssigkeit des Systems!|

Gegeben eei das folgende technische System:

0.75 0,8
£ &
o—q o‘ 8 —20
£ g
£ -
Es —

Die Zahlen geben die Zuverldssigkeit der einzelnen Elemente

an, die unsbhiingig voneinander ausfallen.

a) Ermitteln Sie die Zuverléssigkeit Z des Systeme als Funk-
tion von p! Welches Monotonieverhalten weist diese Funk-
tion auf?

b) wie groB ist die Zuverléssigkeit des Systems, wenn
p=0,8 ist? .

c) Vie groB muB die Zuverlassigkeit p der Elemente E3 und
E5 mindestens sein, wenn die Zuverlassigkeit des Systems
nicht kleiner als 0,92 sein soll?
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20,

21,

22,

23,

24,

46

Aus einer Urne mit 3 weiBen, 2 roten und 5 schwarzen Kugeln
werden nacheinander willkirlich und ohne Zuricklegen drei
Kugeln entnommen.

Wie groB iest die Wahrscheinlichkeit, daB die erste Kugel rot,
die zweite weiB und die dritte wiederum rot (Ereignis A)

ist?

Aus estatistischen Untersuchungen geht hervor, daB 96 % der
in einem Betrieb hergestellten Erzeugnisse normgerecht sind
(Ereignis B). Von jeweils 100 normgerechten Erzeugnissen
entsprechen im Durchschnitt 75 der GlUteklasse 1.

Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, daB ein aus der Produk-
tion des Betriebes willkGrlich susgewdhltes Erzeugnis der
GOteklasse 1 entspricht (Ereignis A)?

Aus einem Sketspiel werden nacheinander willkirlich ohne Zu-
ricklegen zwei Karten gezogen,
a) Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB die zweite Karte
ein As 1st (Ereignis B), wenn bekannt iset, daB
= die erste Kerte ein As war (Ereignis A),
- die erste Karte eine Zehn war (Ereignis C)?
b) Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, deB die zweite Karte
ein As iet, wenn die erste Karte unbekannt ist?

Eine Urne enthélt N Lose, von denen M einen Gewinn bringen.

Zwei Personen ziehen nacheinander ein Los.

Wie groB iet die Wahrscheinlichkeit, daB die zweite Person

gewinnt (Ereignis B), wenn

a) bekannt ist, daB die erste Person nicht gewonnen hat
(Ereignis Ai)'

b) unbekannt ist, ob die erste Person gewonnen hat oder
nicht?

FOr ein Exporterzeugnis gibt es im Land Ly vier potentielle
Kunden, im Land Ly, = zwei und im Land L3 - sechs.

Die Wahrscheinlichkeit, daB amit einem potentiellen Kunden
ein Liefervertrag abgeschlossen wird (Ereignis B), hdéngt vom
jeweiligen Land ab: In L, betrdgt die Wahrescheinlichkeit
0,7, in L2 - 0,5 und in L3 - 0,65.

Bei der Befragung eines willkirlich ausgewanlten Kéufers
wird festgestellt, deB er einen Vertrag abgeschlossen hat,
Welche Hypothese beziglich des Herkumftslandes dieses Kiu-
fers ist am wahrscheinlichsten?



25. In einer GroBstadt kann man den Punkt Q von einem Ausgange-
punkt R unter Benutzung dreier verschiedener Verkehremittel
vl, V2 und V3 erreichen,
Die Wahrscheinlichkeit, deB man in weniger als 20 Minuten
ane Ziel gelangt (Ereignis B), betrigt fir das Verkehrsait-
tel v1 0,75, far v, 0,6 und far v3 0,85, Es sei bekannt, daf
mit einem willkirlich ausgewihlten Verkehrsmittel des Ziel
(Punkt Q) in weniger als 20 Minuten erreicht wurde. Wie groB
ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Verkehreamittel vV, ge-
wihlt wurde?

26. Im Bereich einer Bezirksdirektion der Staatlichen Versiche-
rung wurden insgesamt 100 000 Kraftfahrzeugversicherungen
abgeschlossen, davon sind 60 % Pkw, 25 % Krdder und 15 % Lkw.
Die Wahrscheinlichkeit, daB im Leufe eines Jahree ein Verei-
cherungsfall auftritt (Ereignis B), betradgt fOr Pkw 0,005,
fur Krdder 0,01 und far Lkw 0,002,

8) Wieviel Vereicherungsfslle sind durchschnittlich in einea
Jahr zu bearbeiten?

b) Wie groB sind die Anteile der oben genannten drei Kraft~
fahrzeuggruppen an der Gesamtzahl der zu bearbeitenden
Félle?

27. Eine Anlege besteht asus drei Gerikten 61. Gz und Gs. von de-
nen zu jedem Zeitpunkt jeweils genau eines in Betrieb ist.
FGr die Waehrscheinlichkeit, deB das Geriat Gy in Betrieb ist
(Ereignis A, 1 = 1(1)3), gilt: P(A,) = 0,4; P(A,) = 0,1;
P(A3) = 0,5,
Die Wahrecheinlichkeit, daB das in Betrieb befindliche Gerit
eusféllt (Ereignis B), betrégt beim Gerat 01 0,2, bet G2 0,3,
bei GS 0,1,

Bei Ausfall der Anlage nimmt die Fehlersuche eine betradcht-~
liche Zeit in Anspruch. In welcher Reihenfolge sollen die
einzelnen Baugruppen zweckmiéBigerweise geprGft werden?

4.4, Zufallsvariablen und ihr Verteilungsgeset

4,4,1. Beispiele

B 9: Im Ergebnis eines Versuches kann geneu eines der finf Er-
eignisse A;, 1 = 1(1)5, eintreten., Fir die Wahrscheinlich-~

keit dieser Ereignisse gilt:
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P(A) = 3. P(A,)) = g3, P(Ag) = P(A)) = £.

Auf der Menge dieser Ereignisse sei eine diskrete Zufalls-
variable X definiert, die den Wert (Realisation) x; =24 -1,
i = 1(1)5, annimmt, wenn das Ereignis Ai eingetreten ist.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunk-
tion der Zufellsvariablen X, und stellen S&o diese Funk-
tionen graphisch dar! f

LSsung
Die Ermittlung der Washrscheinlichkeitsfunktion impliziert eine
Auseage (ber die mdglichen Werte der Zufallsvariablen X und Gber
die Wehrecheinlichkeit, mit der diese Werte angenommen werden.
Im vorliegenden Fall kann X die Werte 1, 3, 5, 7 und 9 annehmen.
Weiterhin gile:

Py = P(X = 1) = P(A]) = % i Py = P(X = 3) = P(Ay) = I%‘

p3-P(X-5)-P(A3)-%; psnp(X-Q).P(AS)-%,

Besondere Oberlegungen verlangt die Berechnung von p, = P(X = 7)
- P(A4), da diese Wehrscheinlichkeit nicht angegeben 1ist.

Da die Ereignisse Ao 1= 1(1)S, ein vollstandiges System von
Ereignissen bilden, iet ihre Summe des sichere Ereignis.
Damit gilt:

Pg = P(A) = 1 = P(A]) = P(A,) = P(Ay) = P(Ag) = F.

Die Wahrecheinlichkeitsfunktion kann in Fora folgender Vertei-
lungstabelle angegeben werden:

x1|1 3 5 7 9

o I 1 1 1 1 1
1 T T2 & T €
Graphiech ergibt sich folgendes Bild:
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FOr die Berechnung der Verteilungsfunktion F(z) der diskreten
Zufallsveriablen X gilt die Beziehung
o, z s Xy o

k
F(z) = P(X <z2)= Zpi, x, <z3d Xpoge k = 2(1)4

i=1
1, Xg < Z.
Daraus ergibt eich
(o, zs1,
%, 1<z483,
5 <
3 <zs=sS5
F(z) = ¢ Ig ' '
T35 5<2z&87,
%g. 7<zd9,
. 1, 9 <z,

Als graphisches Bild der Verteilungefunktion erhslt man:
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F(z)}

as

(V-] 3
N

B _10: Die Verteilungsfunktion F(z) einer stetigen Zufallevaria-

blen X habe die Gestalt {c = const.)

o, zs0,
F(z) = { 5= 2%, o<zdec,
1, c <z,

a) Ermitteln Sie die zugehdrige Dichtefunktion f(x)!
b) Bestimmen Sie den Wert der Konstanten c!

Lésung

a)

b)

SC

Die Dichtefunktion erhdlt man durch Differentiation der Ver-
teilungsfunktion. Da die angegebene Funktion F(z) nur an der
Stelle z = c nicht differenzierbsr ist, ergibt sich

o, x =0,
f(x) = % x , 0<x<c,
o, cC < X .

An der Stelle x = c hat f(x) eine Unstetigkeitestelle.

Zur Bestimmung des gesuchten Wertes von c werden die Eigen-
schaften einer Dichtefunktion genutzt.
Zunadchst ergibt sich aus der Forderung

fwf(x) dx = 1

-an

c
die Beziehung [ %x dx = 1, Nach der Berechnung des bestimm-~
o]



ten Integrals erhalt man die Gleichung
%c = 1, 80 daB ¢ = % ist.

B 11: Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y nehmen entsprechend
die Werte x,, 1 = 1(1)3, und y,, J = 1(1)4 an, Die zwei-
dimensionale Zufallsvariable (X, Y) habe folgende Wahr-
scheinlichkeitsfunktion Pyy = P[(x = xg) n (Y= yJ)]:

Yy
Xy -2 -1 0 2
1 0,05 | 0,05 | 0,15 | 0,10
2 0,15 | 0,05 | 0,00 | 0,05
3 o,05s | 0,20 | 0,10 | 0,05

a) Sind die Zufallsvariablen X und Y voneinander unabhén-
gig?

b) Ermitteln Sie die Wehrecheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen Z = X + Y!

L8sung

a) Die Zufallsvarieblen X und Y sind unaﬁh&ngig, wenn fir jedes
Indexpear (i, j) die Beziehung pi.1 =py- qJ gilt, wobei
Py = P(X = xi) und qJ a P(Y = YJ) ist.
Die Werte fur p, (bzw. qJ) erhdlt man durch Addition der Wahr-
scheinlichkeiten piJ in der entsprechenden Zeile (bzw. Spalte)
der zweidimensionalen Verteilungstabelle. Folglich gilt

P1 = 0,35; pz = 0,25; 93 = 0,40;
Q = 0,25; qp = 0,30; Q3 = 0,25; q = 0,20,

Da Pig = 0,05 * Pia, = 0,35-0,25 = 0,0875 ist, handelt es
sich um abhéngige Zufallevariablen.

b) Zundchst sind die Reslisationen der Zufallsvariablen Z zu be-
stimmen, die sich aus der Addition der einem méglichen Index-
paar (1, j) entsprechenden Werte xi,yJ ergeben., Offensicht-
lich kann die Summe aus X und Y folgende Werte annehmen: -1,
0,1, 2,3, 4, 5.

Nun ist noch die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, mit der
diese Werte angenommen werden,., Fir die Wahrscheinlichkeit
ry=P(zZ=-1) gilt r, =P(Z=-1)= P[(Xe 1) n (Y = -2)] = 0,05,
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wobei der Zshlenwert aus der zweidimensionalen Wahrscheinlich-

keitetabelle abzulesen iest. Analog gilt:

r, = P(Z=0) = P{[(x=1)n(Y==1)]u[(X=2)n (Y= -2)]}
= P[(X=1)n (Y = =1)] + P[(X = 2) n (Y = =2)]
= 0,05 « 0,15 = 0,20,

wobei die Unvertréglichkeit der Wertepasare (1, -1) und

(2, =-2) genutzt wurde.

Ermittelt man in 8hnlicher Weise die Ubrigen Wahrscheinlich=~

keiten o k = 3(1)7, erhélt man far Z die Wahrescheinlich=-
keitefunktion

zkl-; ) 1 2 3 4 5

T l 0,05 0,20 0,25 0,20 0,20 0,05 0,05 .

4,4,2, Obungsaufgaben

28,

29,

Ein Gerat enthalt vier stdranfsllige Elemente Ejo i = 1(1)4.

Die Wahrecheinlichkeit Py fGr den Ausfall des Elementes Ey

in einem bestimmten Zeitintervell betrage:

Py = 0,2; P, = Py = 0,1; Py ™ 0,3.

Die Zufaslleverieble X bezeichne die Anzahl der in diesem

Zeitintervell susfallenden Elemente.

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
felleveriablen X!

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB h3chstens zwei
Elemente ausfallen?

c) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X!

In einer Werkstatt arbeiten unabhdngig voneinander zwei

gleichartige Maschinen. Jede dieser Maschinen kann in einem

Zeitintervall (O, T] mit der Wahrscheinlichkeit p ausfallen.

Die Zufallevariable X eei die Differenz zwischen der Anzahl

der arbeitenden und ausfellenden Msschinen.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen X!

b) Stellen Sie die Verteilungsfunktion von X fGr p = 0,3
graphisch darl



30.

31,

32.

33.

Ein GerAt besteht aus drei Baugruppen 81, 82 und 83. Die
Zuverlideeigkeit Py der Baugruppen betrage:
Py = 0,75, P " Py = q.
Die Wahrscheinlichkeit, deB hdchetens eine Baugruppe im be-
trachteten Zeitintervall suefdllt, sei 0,625,
a) Berechnen Sie die Zuverldseigkeit q der Baugruppen E2
bzw, ES'
b) Es sei X die Anzahl der susfsllenden Baugruppen. Ermit-
teln Sie die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen!

Die Dichtefunktion f(x) einer etetigen Zufallsveriablen X
hat die Gestalt ‘

%x . 0<x=s3,
f(x) = %--&x, 3<x%6,
0 sonst.,

a) Stellen Sie f(x) grephisch dar)

b) Es sei F(z) die Verteilungefunktion von X.

Berechnen Sie F(4), und interpretieren Sie dae Ergebnis an-
hand der angefertigten Skizze!

Die stetige Zufsllevariable X besitze die Verteilungsfunk-
tion

o, zs -1,
Flz) ={ 3z + % . -1<z8¢,
1, §<z.

Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeit, deB X einen Wert aus
dem Intervell (O, i) annimmt!

Es sei f(x) die Dichtefunktion einer stetigen Zufallesveria-
blen X. Wie ver&ndert sich ihre graphische Daretellung,
wenn

a) zur Zufellevariablen der Wert 1 addiert,

b) von der Zufellsvariablen der Wert 2 subtrahiert,

c) die Zufallsvariable mit 2 multipliziert,

d) des Vorzeichen der Zufsllsvariablen verandert wird?

Die Zufallevarisblen X und Y seien durch die funktionale Be-
ziehung Y = % verkndpft. Die stetige Zufallsvariable X habe
die Verteilungsfunktion
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35,

36,

<

o, z=0,
F(z) = %z , 0O<z a4,
1, 4 < z ,

a) Stellen Sie die Verteilungsfunktion Fi(z) = P(Y < z) der
Zufallsvariablen Y in allgemeiner Form mittels F(z) dar!
b) Berechnen Sie Fl(%) 1

Eine diskrete zweidimensionale Zufasllevariable (X, Y) habe
folgende Wehrscheinlichkeitsfunktion:
Y3

Xy 0 1 2 3

o 0,3721 0,1830 0,0488 0,0061

1 0,1830 0,0900 0,0240 0,0030

2 0,0488 0,0240 0,0064 0,0008

3 0,0061 0,0030 0,0008 0,0001

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu-

fallsvariablen Z = X + Y |
b) Sind die Zufellsvariablen X und Y unabhiéngig?

Die Vornoge und die Prifungenote im Fach "Mathematik far
Ukonomen™ eines willkirlich susgewdhlten Studenten sind Zu-
fellsvarisble, die mit X bzw. Y bezeichnet werden sollen.

X kann die Werte Xy = 1, 2, 3, 4, Y die Werte y, = 1, 2, 3,
4, 5 annehmen. Die Wahrecheinlichkeitsfunktion der zweidi-
mensionalen Zufallevariablen (X, Y) habe folgendes Aussehen:

Y3
Xy 1 2 3 4 S
1 00,0461 00,0496 00,0035 (o] [0}
2 00,0390 0,1418 0,1064 0,0106 00,0035
3 0,0177 00,0887 00,2199 0,1099 00,0036
4 0 00,0285 0,0568 00,0567 0,0177

a) Ermitteln Sie die Wehrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen X und YI

b) Prufen Sie, ob zwischen den Vor- und PriGfungsnoten eine
Abhangigkeit besteht!

c) Ermitteln Sie die Wshrecheinlichkeitsfunktion der aus
Vor- und Prafungsnote ermittelten Endnote (Zufallsve~



riable Z), wenn dabei folgendermaBen verfahren wird:

- Iet die Prafungsnote gleich der Vornote, gilt diese
auch als Endnote.

- Unterscheiden sich Vor- und PrGfungsnote um eins, gile
die Vornote ale Endnote.

- Unterscheiden sich Vor- und Prifungenote um zwei, er-
gibt sich die Endnote ale Mittelwert beider Noten,

- Iet die Prafungenote "5, gilt diese unabhingig von der
Vornote als Endnote.

4.5, Parameter der Verteilung

4.5.1, Beispiele

B 12: Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

}_:;‘ a~-n<x22a+n,

f(x) =
o, sonst .

Berechnen Sie Erwartungswert E(X) und Varianz 62(x) von X!

Lésung
Fir den Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen gilt

E(X) = fuxf(x) dx ,

Unter Beachtung der konkreten Gestalt von f(x) ergibt sich der~

aus
a+n

E(X) = J[ x - E% dx = z% [(a + n)2 - (a8 - n)z] = 8,
a=n
Fir die Varianz gilt die Beziehung

62(X) = J’w[x - §(x)]? #(x) dx.

Auf Grund der konkreten Gestalt von f(x) erhdlt man mit E(X) = a

a+n 2
2(x) = 2,1 4, .00
() = [ (x- @ Fax - I,

a=n

B 13: Bei einem Kraftfehrzeug-Hilfsdienst konnen zu einem belie-

bigen Zeitpunkt reparaturbedirftige Fahrzeuge eintreffen.
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Wird der Bereitschaftsdienst von n Arbeitern nach der Me-
thode A organisiert, kénnen in jeder Stunde durchschnitt-
lich n - p Fahrzeuge repariert werden. Erfolgt die Arbeits-
organieation nach der Methode B, eo ktnnen im Durchschnitt
zwischen 6 und 18 Uhr stindlich n -[1 - (1 - p)z]Fahrzeugo.
zwischen 18 und 24 Uhr standlich np Feahrzeuge und zwischen
0 und 6 Uhr standlich %np Fahrzeuge repariert werden.

FGr welche Werte von p ist die Arbeitsorganisation nach
Methode B ginstiger?

L8sung
Die Methode B ist ginstiger, wenn die durchechnittliche Anzahl
der innerhalb von 24 Stunden reparierten Fahrzeuge grdfer ist
als bei der Methode A, Bezeichnet die Zufallevariable X die An-~
zahl der in 24 Stunden reparierten Fshrzeuge, so gilt bei Me-
thode A:

Ep(X) = 24 np .
Bei Methode B gilt entsprechend

Eg(X) = 12n [1 = (1 - p)2] + 6np + 6- 3np..

Lost man die entsprechende Ungleichung, so ergibt sich, deB far
alle p < % die Beziehung EA(X) < EB(X) erfGllt ist.

B _14: Die tégliche Nachfrage X (gemessen in Mengeneinheiten ME)
nach einer leicht verderblichen Ware in einer Verksufe-

stelle sei eine Zufallevariable und genige folgender Wahr-
echeinlichkeitsfunktion:

xy I 30 ME 40 ME 50 ME 60 ME

Py | 0,2 0,4 0,3 0,1

Die Ware wird tdglich geliefert. FOr jede am gleichen Tag
verkaufte ME erzielt die Verkaufsstelle einen Gewinn von

2 Werteinheiten (WE). Von der am gleichen Tag nicht ver-
kauften Ware kénnen em nichsten Tag noch 20 % mit einem
Gewinn von 1 WE je ME verksuft werden, Die Obrige Menge
kann nicht verkauft werden, so deB die Verkaufsstelle hier
einen Verlust von 2 WE je ME erleidet. Ist die von den
Kédufern gewinschte Menge an einea Teg gr&Ber als die ge-
lieferte Menge, erlgidet die Verkaufsstelle einen Verlust,
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der auf 2 WE je nicht vorhandener ME geschatzt wird,

Der Verkaufestellenleiter hat zu entscheiden, ob tdglich
40 ME oder 50 ME zu bestellen sind.

Welche Menge ist zu bestellen, wenn als Kriterium

a) der Erwartungswert,

b) die Standardabweichung,

c) der Variationskoeffizient

des Gewinns gewidhlt wird?

Losung

Die Zufellsveriable 61 (Gz) bezeichne den Gewinn, der bei einer
Bestellmenge von 40 ME (50 ME) erzielt wird. Die Realisationen
dieser diskreten Zufallsvariablen héngen von der tatsdchlich
eingetretenen Nachfrage ab. Ist X = 30 ME, so ergibt sich bei
einer Bestellmenge von 40 ME ein Gewinn von 46 WE:

30 ME kénnen am gleichen Tag mit einem Gewinn von 2 ° 30 = 60 WE
verkauft werden; von den verbleibenden 10 ME kbnnen am n&chsten
Tag 20 % (= 2 ME) mit einem Gewinn von 1 -2 = 2 WE verkauft wer-
den; die Gbrigen 8 ME kdnnen nicht verkauft werden, so deB ein
Verlust von 2 -8 = 16 WE enteteht. Der erzielte Gewinn betriégt
folglich 60 + 2 - 16 = 46 WE,

Ist X = 40 ME, stimmen Nechfrage und Bestellmenge Gberein, Fir
jede ME wird ein Gewinn von 2 WE erzielt, so daB G1 in diesem
Fell den Wert 2 - 40 = 80 WE annimmt., Bei X = 50 ME reicht die
bestellte Menge von 40 ME zur Bedarfsdeckung nicht aus: 40 ME
kénnen mit einem Gewinn von 80 WE abgesetzt werden, aber wegen
der fehlenden 10 ME erleidet die Verkaufsstelle einen Verlust
von 2 * 10 = 20 WE, so daB sich der Gewinn auf 80 = 20 = 60 WE
beléufe,

Auf diese Weise erhslt man fir die Zufallsveriable 01 und G2
folgende Wahrscheinlichkeitsfunktionen:

G11 46 80 60 40

p;l 0,2 0,4 0,3 0,1

621 32 66 100 80

Py 0,2 0.4 0,3 0,1

(Die Wehrscheinlichkeiten, mit denen die verschiedenen Realisa-
tionen des Gewinne eintreten, sind gleich den Wahrscheinlichkei-
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ten fir die Nachfragewerte, die der Berechnung der GewinngrdBen
zugrunde lagen.)

a) Aus
E(G1) = 46- 0,2 +80:0,4 + 60-0,3 ¢+ 40-0,1 = 63,2 WE,
E(Gz) = 32-0,2 + 66-0,4 +100:0,3 + 80°0,1 = 70,8 WE
folgt, daB bei einer Bestellmenge von 50 ME im Ourchschnitt
ein hdherer Gewinn erzielt wird.

b) Berechnet men zunéchst die Varianz
6%(G,) = (46 - 63,2)2-0,2 + (80 - 63,2)%- 0,4

+ (60 - 63,2)2: 0,3 + (40 - 63,1)%2-0,1 = 228,96,
so erhidlt man

6(¢,) =)/6%(6,) = 15,1 .

Auf analoge Weise ergibt sich G(Gz) = 24,0, so daB wegen der
geringen Standardabweichung eine Bestellmenge von 40 ME vor-
zuziehen ist.

c) FOr den Veristionskoeffizienten erhdlt man
6(G,)
15,1
V() = prEly - §¥13 - 0.4 .

6(G,)
V(Gz)'mgy'%':%'oouo

so daB sich nach diesem Kriterium eine Bestellmenge von 40 M
ale glinstiger erweist.

B _15: In einem Betrieb werden die Fertigerzeugnisse maschinell
verpackt. Der Verpackungssutomat ist so beschaffen, de8
die Anzshl X der Erzeugnisse pro Packung eine Zufalls-
varisble ist. Anhand statistischer Unterlagen wurde fest-
gestellt, deB

E(X) = 10000 und 62(X) = 100 ist.

Wie groB ist die Wshrscheinlichkeit, deB die Anzahl der
Erzeugnisee in einer willkdrlich ausgewdhlten Packung um
weniger ale SO vom Sollwert (Erwsrtungewert) abweicht?
Geben Sie mit Hilfe der Techebyschewschen Ungleichung
einen Naherungewert an!



L8sung
Auf Grund der Techebyschewschen Ungleichung gilt:

P(IX - 10 0001 < 50) 3 1 - x38C = 2. 0,9,

d. h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist nicht kleiner als
0,96.

4.5.2, Obungsaufgaben

37.

38.

39,

40,

Berechnen Sie Erwartungewert und Varianz der in den Beispie-
len B 9 und B8 10 betrachteten Zufallsveriablen X!

Eine diskrete Zufallsvarieble X habe die Wahrscheinlich-
keitsfunktion

x, | 0 1

pi | 1-p P
Berechnen Sie E(X) und 62(X) !

Ein Betrieb stellt R8hren fGr Fernsehapparate her. Der Ver-

keufepreis pro R8hre betragt 10 Werteinheiten (WE)., Der Be-

trieb beabsichtigt, auf jede R8hre eine Garentie von 18 Mo~

naten mit der MaBgebe zu gewdhren, daB

- bei erstmaligem Ausfall im 1. Halbjehr 100 % des Kauf-
preises,

~ bei erstmeligem Ausfall im 2, Halbjehr 66 % des Kauf-
preises,

- bei erstmaligem Ausfall im 3. Helbjahr 33 % des Kauf-
preises

zuriuckerstattet werden,

Statistische Untersuchungen lassen beziiglich der Ausfall-

wahrscheinlichkeit folgende Aussagen zu:

Helbjehr | 1, 2, 3, .
Ausfellwahr-
scheinlichkeit 0,10 0,05 0.15

\lelche Kosteneinsparungen missen erzielt werden, so daB
durch die zu erwartenden Garantieleistungen der Gewinn pro
R8hre nicht geschmélert wird?

An einem FuBgénger(berweg steht eine automatische Verkehre=-
ampel, die fir die Kraftfahrer im stdndigen Wechsel eine Mi-
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41,

42,

43,

45,

nute grines und eine halbe Minute rotes Licht zeigt.

a) Wie groB ist die Wahrescheinlichkeit, daB ein sich der Am-
pel zufallig ndhernder Kraftfehrer den Oberweg ohne anzu-
halten passieren kann?

b) Es sei X die Wartezeit eines beliebigen Fahrzeugs am

Oberweg. Berechnen Sie E(X) und 62(X)!
1

Ein Materiellager bestellt zu Beginn jedes Monats 20 Stick
einer bestimmten Ersatzteilart. Die monatliche Nachfrage

(in Stock) nach diesem Ersatzteil ist eine diskrete Zufslls-
variable X mit folgender Wahracheinlichkeitsfunktion:

Xy l 17 18 19 20 21 22

p, |01 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1

Fir jedes im laufenden Monat nicht bendtigte Ersatzteil ent-
stehen Legerhaltungskosten won 2 Werteinheiten je Stick.

Ist die Nachfrage grdBer als die vorhandene Ersatzteilmenge,
mGssen die fehlenden Teile zusdtzlich beechafft werden, was

Kosten von 5 WE je Stlck verursacht,

a) Berechnen Sie den Erwartungswert der Kosten, die dem La-
ger bei dieser Ersstzteilart entstehen!

b) Wie &ndert sich der Erwartungswert, wenn statt 20 Stick
19 Stdck (bzw, 21 StiGck) bestellt werden?

Wie verandern sich Erwartungswert, Varianz und Standardab-
weichung einer Zufallsvariablen X, wenn man

8) zur Zufallsvariablen eine konstante Zahl ¢ addiert,
b) die Zufallsvariable mit einer konstanten Zahl ¢ multi-
pliziert?

Die Zufallevarisblen X und Y haben den Erwartungswert

E(X) = 2 bzw. E(Y) = 6. Berechnen Sie den Erwartungswert der
Zufallsvarisblen Z = 3X + 4Y|

X und Y seien unabhingige Zufallsvarisblen mit 62(X) = 5

und 62(Y) = 6. Berechnen Sie die Varianz der Zufellsvaria-
blen Z = 3X + 2Y|

Eine stetige Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

X 0 < H .
f(x)-{‘. x 24
(o]

sonst.,



a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daeB die Werte der
Zufallsvariablen X um mehr 3ls % vom Erwartungswert E(X)
abweichen?

_b) Ermitteln Sie mit Hilfe der Tschebyschewschen Ungleichung
einen Naherungswert fir die unter a) ermittelte Wahr-
scheinlichkeit! Interpretieren Sie das Ergebnis!

4.6, Spezielle diskrete Verteilungen
4.6.1. Beispiele

B 16: Aus einer Sendung von 90 in Kartone verpackten Fernsehge-
réten, von denen 60 ein dunkles und 30 ein helles Gehduse
haben, wurden willkiGrlich 10 Kartons susgewshlt. Es zeigte
sich, daB sie slle Fernsehgeréte mit hellem Gehsuse ent-
hielten. Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, deB in den
ndchestén drei willkdrlich (und ohne Zurdcklegen) susge-
wihlten Kertons mindestens zwei Gerite mit hellem Geh&use
enthalten sind (Ereignis A)?

Lésung

Zun8chst gilt es, die fir die Aufgabenldsung relevante Zufalle-
veriable zu beschreiben. Das ist offentsichtlich die Anzahl X
der Gerste mit hellem Gehduse in den drei nachfolgend ausgewéhl-

ten Kertons, Die gesuchte Vighrscheinlichkeit P(A) ergibt eich
folglich asus der Beziehung

>

P(A) = P(X a 2) = P(X = 2) + P(X = 3),

Die Zufallsvariaeble X genigt einer hypergeometrischen Verteilung
(Auswahlschema ohne Zuricklegen), wobei gilt:

N =90 « 10 = 80; M = 30 = 10 = 20; n = 3, Somit ist

s )]

)
s [

= 0,4309 ,

= 0,4165 .

Man erhdélt P(A) = 0,4309 + 0,4165 = 0,8474.
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B_17: Aus einem Lieferposten automstisch hergestellter Buchsen
werden 80 Erzeugnisee willkirlich herausgegriffen und auf
ihren Durchmeseser geprift. Eine Buchse gilt ale AusechuB,
wenn ihr Durchmesser nicht in vorgeschriebenen Toleranz-
grenzen liegt. Aus statistischen Analysen ist bekannt, daB
durchschnittlich 7 % der hergestellten Buchsen AusschuB
eind.

Wie groB8 ist die Wahrecheinlichkeit, deB unter den ausge-
wihlten 80 Buchsen

a) genau 4 Buchsen AusechuB sind,
b) hdchstens 2 Buchsen AueeschuB sind?

Ldsung

Die fGr die Aufgabenldsung relevante Zufallevariable ist die An-
zahl X der AusschuBbuchsen unter den ausgewdhlten 80 Buchsen.

Ds es sich um ein Auswahlschema ohne Zuricklegen handelt, gendgt
X einer hypergeometrischen Verteilung. Aus den vorhandenen An-
gaben 1léB8t sich kein Wert fir den Parameter N ermitteln., Die ge-
suchten Wahrscheinlichkeiten lassen sich aber néherungsweise mit
Hilfe einer Binomislverteilung berechnen, wenn men von der of-
fensichtlich sinnvollen Annahme susgeht, daB die “Faustregel”

N > 10 ' n = 800 erfillt ist. Diese Binomialverteilung ist durch
die Parameter n = 80 und p = 0,07 charakterieiert, Dann gilt

8) P(x = 4) = (%¢)(0,07)% (0,93)7® = 0,1528 ,
b) P(X & 2) = (Bg)(o,o7)° (0,93)%0 (82) (0,07)1 (0,93)7°

.(ag)(o,07)2 (0,93)7% »
= 0,0003 + 0,0181 + 0,0539 = 0,0723.

B 18: In einem Textilbetrieb beaufsichtigt eine Arbeiterin
6 Spinnmaschinen, die unabhéngig voneinander arbeiten. Fur
Jede dieser Maschinen betrage die Wahrscheinlichkeit, daB
sie innerhalb einer Stunde bedient werden muB, 0,15.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB in einer Stunde

8) genau zwei Maschinen bedient werden missen,
b) mindestens zwei Maschinen bedient werden missen?
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Ldsung

Die fir die Aufgabenldsung relevante Zufallevarisble ist die An-
zahl X der innerhalb einer Stunde zu bedienenden Maechinen. Da
die sechs Maschinen unabhéngig voneinander arbeiten und die Be-
dienwahrscheinlichkeit fir alle gleich ist, liegt ein Bernoul-
lisches Versuchsschems vor, so daB X einer Binomialverteilung
gentgt, Dabei 18t n = 6 und p = 0,15, Folglich erhélt man:

a) P(X = 2) = (g) (0,15)2 (0,85)% = 0,176 .

6
b) P(x 3 2) = > (8] (0.15)* (0,85)57 1 .

i=2
Eine Berechnung nach dieser Formel wire sehr aufwendig, Die Rech-
nung vereinfacht sich, wenn man von der Beziehung

P(X2 2) =1 =P(Xs=0)=PXs=1)
ausgeht. Wegen

P(X = 0) = (g) (0,15)° (0,85)% = 0,3771 ,

P(x = 1) = (§) (0.15)" (0,85)% = 0,3993
erhélt man dann P(X & 2) = 0,2236.

B_19: An einem FlieBband sind 100 Arbeitskrifte eingesetzt., FOr
jede dieser Arbeitskridfte betrage die Wahrscheinlichkeit,
daB sie an einem beliebigen Tage in einer bestimamten Jeh-
reszeit krankheitsbedingt eusféllt, 0,04, Sinkt die Ar-
beitskréftezahl am FlieBband unter 90, mlissen zusatzliche
Kraéfte eingesetzt werden. Mit welcher Wahrescheinlichkeit
ist das der Fall?

Lésung

Die fur die Aufgabenldsung relevante Zufallsvariable ist die An-
zahl X der téglich krenkheitsbedingt ausfallenden Arbeitskriafte.
Unter der vereinfachenden Annahme, daB die Arbeitskr&fte unab-
héngig voneinander erkranken, gendgt X einer Binomialverteilung
mit n = 100 und p = 0,04, Folglich 148t sich die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit P(X > 10) aus der Beziehung

100 (100
P(X > 10) = E ( 1) (0,08) (0,96)100-4
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berechnen, Da aber

n-p = 100 0,04 = 4 5 10 ,
1500+p = 1500 + 0,04 = 60 3 n = 100

gilt, iet gemsB “Faustregel” eine niherungsweise Berechnung der
gesuchten wehrscheinlichkeit mit Hilfe einer Poisson-Verteilung
mit dem Paremeter A = n:p = 4 mbglich,
Aus der Tabelle der Poisson-Verteilung ergibt sich
P(X > 10) = 0,0019 + 0,0006 + 0,0002 + 0,0001
= 0,0028,

B _20: Der Bunkerinhalt eines Méhdreschers werde wihrend acht Be-
triebsstunden durchschnittlich 48mal entleert. Die Anzahl
X der Bunkerentleerungen je Zeiteinheit sei eine poisson=-
verteilte Zufallsvariable, wobei als Zeiteinheit eine
halbe Stunde gewdhlt wurde.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, deB wahrend einer
Zeiteinheit
a) genau drei Bunkerentleerungen,
b) nicht mehr als zwei Bunkerentleerungen stattfinden?

L8sung

Den Parameter A der poissonverteiiten Zufallsvarisblen X erhadlt
man aus der Oberlegung, daB in einer Zeiteinheit (halbe Stunde)
durchschnittlich 3 Entleerungen stattfinden, wenn in 8 Stunden
durchschnittlich 48 Entleerungen erfolgen. Folglich ist A = 3,

a) P(X = 3) = 0,2240 (Tafelwert).
b) P(X § 2) = 0,0498 + 0,1494 + 0,2240 = 00,4232,

4.6.2. Obungsaufgasben

46, Ein Betrieb erhdlt des dfteren Lieferungen von 100 Einzeltei-
len, Zur Qualitétekontrolle werden willkidrlich 10 Teile ohne
Zuricklegen esusgewdhlt, Enthdlt diese Stichprobe mehr als
zwei defekte Teile, wird die gesamte Lieferung zuirckge=-
schickt, andernfalls wird sie angenommen. Mit den beiden
méglichen Entecheidungen (Annahme oder Ablehnung) sind fol~-
gende Kosten verbunden:

Bei Annahme der Lieferung verursacht jedes defekte Teil
9 Mark Kosten fOr Nachasrbeiten. Bei Ablehnung und ZurGcksen-



47,

49,

51.

dung einer Lieferung, die nicht mehr als sechs defekte T;ile
onthalt,'werden dem Betrieb die Transportkosten in H8he von
2000 Mark in Rechnung gestellt.

Berechnen Sie den Erwartungewert der Kosten, die dem Betrieb
bei Anwendung des obigen Priafverfahrens fir den Fall entste-
hen, daB die Lieferungen genau 6 defekte Teile enthelten!

Eineat Posten von 800 Antriebewellen werden willkirlich und

ohne Zuricklegen 30 Stick entnommen und auf ihren Durchmes-
ser gepriuft, Eine Welle ist verwendbar, wenn ihr Durchmes-

ser in vorgegebenen Tolfronzgronzon liegt, Es sei X die An-
zahl der in der Stichprobe enthaltenen verwendbaren Wellen.
Aus statistischen Untersuchungen ist bekannt, daB 9 % aller
produzierten Wellen nicht verwendbar sind.

a) Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB die 30 entnomme-
nen Antriebswellen sémtlich verwendbar eind (Ereignis A)?
Wie kann diese Wahrscheinlichkeit ndherungeweise berech-
net werden?

b) Berechnen Sie Erwartungewert und Varianz der Zufalleva-
riablen X!

Bl

Aus statistischen Angaben geht hervor, daB in einem bestimm-
ten Gebiet von den Familien mit Kindern 50 % ein Kind, 41 %

zwel Kinder, 7 ¥ drei Kinder und 2 ¥ 4 Kinder haben. Es sei

X die Anzahl der Jungen in einer Familie mit Kindern.

a) Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeitsfunktion der Zufalls-
variablen X1
b) Berechnen Sie E(X) und 62(X)!

Ein Versuch gelingt in 8 % aller Fdlle. Wieviele Einzelver-
suche missen durchgefihrt werden, so daB mit an Sicherheit
grenzender Wahrecheinlichkeit (0,99) mindestens ein Versuch
gelingt?

An einer ‘Oberschule lernen 400 Schiler. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit hat keiner dieser Schiler am 24, Dezember Ge-
burtstag (Ereignis A)?

Von 8 Arbeitern einer Abteilung bendtigt jeder in der Stunde
durchschnittlich wéhrend 15 Minuten Elektroenergie. Dabei
kann angenommen werden, daB zu einem beliebigen Zeitpunkt
Jeder Arbeiter mit gleicher Wahrscheinlichkeit Elektroener=~

gie bendtigt.
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52,

53.

66

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB zu einem will-
kGrlich ausgewahlten Zeitpunkt keiner der Arbeiter Elek-
troenergie bendtigt? N

b) Welche Anzahl von Arbeitern, die zu einem beliebigen
Zeitpunkt gleichzeitig Elektroenergie bendtigen, ist am
wahrecheinlichsten?

c) Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB weniger als zwei
Arbeiter gleichzeitig Elektroenergie benttigen?

Eine GroBhandelsgesellschaft fGr Obst und Gemise hat in der
Saison im Betreuungsbereich 100 zurétzliche Verkaufseténde
eingerichtet, die in Abhéngigkeit von der Nachfrage sofort
beliefert werden sollen. Es hat sich gezeigt, daB jeder die-
ser Verksufsstdnde mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,05 im
Laufe des Tages eine Zusetzbestellung aufgibt. Zum Trensport
stehen Lastkraftwagen zur Verflgung, von denen jeder die
Menge von 3 Zusatzbestellungen traneportieren kann. Wieviele
LKW sind einzuplanen, wenn die Kosten (unabhéngig vom er-
folgten Einsatz) 300 Mark pro LKW und Tag und die Verluste
fOr jede nicht reaslisierte Bestellung 400 Mark betragen
(minimeler Erwertungswert der Kosten)?

Ein Arbeiter verarbeitet in einer Schicht 150 Halbfabrikate
zu enteprechenden Finslprodukten., Die Wshrscheinlichkeit,
daB ein Finalprodukt AusschuB ist, betriégt fir alle Produkte
0,04, Ee sei X die Anzshl der AusschuBsticke, die der Arbei-
ter wlhrend einer Schicht herstellt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, deB der Arbeiter nicht
mehr ale ein AusschuBetlck produziert (Ereignis A) | Wie 1laBt
eich diese Wehrscheinlichkeit ndherungsweise berechnen?

In einem Kreie geniige der jdhrliche Bedarf pro Haushalt an
einem Massenartikel einer Poisson=Verteilung. In den letzten
Jahren betrug der durchschnittliche Bedarf pro Haushalt 16
Stick. Der fGr die Versorgung des Kreises zusténdige Handels-
betrieb hat seinen Sicherheitsbestand so angelegt, daB ein
Ober den Durchschnitt hineusgehender Mehrbedarf pro Haushalt
in Hdhe der halben Standardabweichung noch befriedigt werden
kann, :

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Teil des Bedarfes
nicht gedeckt?



55. Die zentrale Werkzeugausleihe eines Betriebes verfdgt Ober
drei Exemplare eines bestimaten Spezislwerkzeuges, die am
Tag der Ausleihe zyrickgegeben werden missen., Durchechnitt-
lich werden pro Tag zwei dieser Spezialwerkzeuge bendtigt.
Die Nachfrage genige einer Poisson-Verteilung. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, daB an einem beliebigea Tag

a) kein Exemplar ausgeliehen wird,
b) die Nachfrage nicht befriedigt werdemn kann?

4.7, Spezielle stetige Verteilungen
4.7.1. Beispiele

B_21: Die Dicke X der auf einer Metsllhobelmsschine hergestell-
ten Platten ist eimne normalverteilte Zufellsvarisble mit
den Parametern p = E(X) = 10 mm und 6 = 6(X) = 0,00 sm.

1. Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, de8 eine willkdr-
lich ausgewdhlte Platte AusechuB ist, wenn
a) die Dicke aindestens 9,97 ma betragen soll,
b) die Dicke hdchstens 10,05 mm betragen derf,
c) die Dicke um meximel 0,03 mm vom Sollwesrt (30 mm)
abweichen darf?

2, Wie groB muB die Grenze c des Toleranzinterwslle

[10 - c, 10 + c] mindestens sein, deait men niehs ashr
als 5 % AusschuBplatten erhslt?

Lésung

1. a) Gesucht ist die Wahrecheinlichkeit P(X < 9,97),
Wegen X = N (10; 0,0004) gilt

= P(N (0,1) < - 1,8) = § (- 1,9),

wobei $(z) die Verteilungsfunktion der stendsrdisiertem
Normalverteilung N(O,1) iet, die in Tabellenform vorliegt.
Mit ¢(- 1,5) = 1 = $(1,5) = 1 - 0,9332 erhilt man fOr die
gesuchte Wahrscheinlichkeit 0,0668.

b) Gesucht i1st die Wehrecheinlichkeit P(X > 10,05).
Wiederum gilt
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c)

P(X > 10,05) = P(-’Sﬁég > 2,5) = P(N(0,1) > 2,5)
= 1 - P(N(0,1) < 2,5) (2) 1 -4(2,5)

= 1 - 0,9938 = 0,0062.
(Anmerkung zu (+): Entsprechend den Eigenschaften stetiger
ZufallegrdBen ist P(N(O0,1) & 2,5) = P(N(O,1) < 2,5)
- tb(2,5).)

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(IX - 10| > 0,03).
Auf Grund des Satzes 4.3.15 (vgl. Mathematik fur Okonomen,
Bd., 2, S. 113) erhslt man zundéchet

P(IX - 101 & 0,03) = 2 & (%11%) -1=28(1,5 -1

= 2-°0,9332 - 1 = 0,8664.
Daenn ist P(iX - 10! > 0,03) = 1 - 0,8664 = 0,1336
die gesuchte Wehrscheinlichkeit.

2. Die gesuchte Toleranzgrenze ist aus der Beziehung

P(IX = 101 2 ¢) & 0,05

zu bestimeen, Dabei gilt

P(1X = 101 2 ¢) = 1 = P(IX = 10l < ¢)
1-[2 47 - 2] = 2 [1 - o] -

Folglich ergibt sich die Ungleichung

2 [1 - @(6-‘;:-6-2-)] s 0,05,

deren Uaformung zu

$(ppz) = 0,975

fahrt. Aus der Tabelle der standardisierten Normalverteilung
erhalt man, deB diese Ungleichung for 3555 = 1,96 erfillt ist,

>

80 deB ¢ = 0,0392 sein muB,

B 22:

68

Auf Grund einer Marktanalyee wird geschiétzt, daB im Plen-
zeitreum der Bedarf X an einem Artikel normelverteilt mit
dem Parameter u = 50 Mangeneinheiten [ME] und 6 = 3 ME iet.

a) Zu Beginn der Planperiode ist ein Lagerbestand von
53 ME vorhanden. Eine AuffGllung des Lagers in der Plan-
periode ist nicht vorgesehen. Mit welcher Wahreschein=-
lichkeit kann der Bedarf in der Planperiode sus dem La-
ger gedeckt werden?



b) Eine Leitungsentscheidung legt fest, daB die Wahrechein-
lichkeit der Bedarfsdeckung mindestens 0,99 betragen
muB, Wie groB muB dann der Lagerbestand zu Beginn der
Planperiode sein?

L8sung

8) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X & 53). Wegen
X = N(50,9) gilt

P(x & 53) = P(X5-22 5 1) = P(N(0,1) & 1)
= (1) = 0,8413.

b) G bezeichne den gesuchten Lagerbestand, der sich aus der Be-
ziehung P(X & G) 2 0,99 ergibt. Es gilt

P(X § G) = p(X_Eio s 9_5_52) - @(@.) 20,9,

Die letzte Ungleichung ist erfillt, wenn

§320: 2,323 iet.

Folglich muB G & 56,97 sein.

B 23: In einer Werkhalle stehen 60 Maschinen, die unabhéngig
voneinander arbeiten. Wahrend eines Monate fdllt jede die-
ser Maschinen mit einer Wahrescheinlichkeit von 0,3 aus.

Es sei X die Anzahl der in einem Monat ausfallenden Ma-
schinen.

a) Berechnen Sie Erwartungswert und Standardabweichung der
ZufallsgrdBe X!

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, deB genau fanf
Maschinen ausfallen?

c) Berechnen Sie naherungsweise die Wahrscheinlichkeit
P(15 = x & 25)1

Lésung
a) Aus den gemachten “ngsben folgt, daB die Arbeit der 60 Ma-
schinen den Bedinjungen eines Bernoullischen Versucisschemas
genigt, so daB die Zufallsvariable X binomialverteilt mit
n=60und p=0,3 18t. Folglich gilt
E(X) = np = 60 0,3 = 18

6(X) =)/ np (1 - p) =)/12,6 = 3,55.
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b)
c)

P(x = 5) = (59) (0,3)% (0,7)°° - 4,0115 1073,

Da np (1 -~ p) = 12,6 > 9 gilt, kann gemdB “Faustregel™ die
gesuchte Wahrscheinlichkeit nadherungsweise mit Hilfe einer
Normalverteilung berechnet werden, wobei

B =np = 18 und 62 = np (1 - p) = 12,6 1st. Darsus ergibt

sich
- 18 < X 25 - 18
P(15 = X § 25) = P(%s §§1 g 3.5'3' 3,55 )

= P(= 0,84 & N(O,1) & 1,97) = $(1,97) - ¢(- 0,84)
= $(1,97) - [1 - §(0,84)] = 0,9756 - 0,2005 = 0,7751.

B 24: Die Dauer von Telefongeeprichen im Selbstwdhlverkehr sei

eine exponentislverteilte Zufsllsverisble mit dem Erwar-
tungswert E(X) = 2 Minuten. Bei etarker Uberlastung der
Leitung wird ein Gespriéch automstisch nach 3 Minuten ge~
trennt,. Mit welcher Wahrescheinlichkeit ist des der Fall?

Ldsung

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X = 3), Wegen E(X) = 2 gilt
fOr den Parameter a der Exponentislverteilung

>

F%YT = 0,5, Damit ergibt eich

P(X23) =1=P(X<3)=1=F3)=1-(1-070:33

= o~1:5 . 0,2231.

4.7.2, Obungsaufgaben

56.

57.

Die Zufellsverisble X sei normslverteilt ait p = O,

Die Wehrscheinlichkeit, daB die Zufallevariable einen Wert
im Intervell (-a, a) annimat, betresge 0,5,

Berechnen Sie 62. und geben Sie die Dichtefunktion f(x) der
Zufellsveriablen X ent

Die Zufellsvarisble X sei normeslverteilt mit E(X) = O,
FOr welchen Wert von 6 erreicht die Wehrscheinlichkeit
P(2 S X & 5) thr Meximum?

Ein Betrieb stellt Kugeln fGr Kugellager her. Der Nenndurch-
messer der Kugeln betradgt 5 mm, Auf Grund des technologi-
schen Prozesses iet der tetsdchliche Durchassser eine nor-



malverteilte ZufallsgrdBe X mit = 5 mm und 6 = 0,05 mm,
Alle Kugeln, deren Durchmesser vom Nennwert (5 mm) um mehr
els 0,1 mm abweicht, sind AusschuB. Bestimmen Sie den durch-
schnittlichen AusschuBenteil!

59, Die Zahl der Reisenden, die t&glich in Berlin den Schnell-
zug D 507 besteigen, ist anndhernd normelverteilt mit
W = 640 und 6 = 80, Der Zug verfigt (ber 684 Sitzplétze.

a) Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, deB alle in Berlin
einsteigenden Reisenden einen Sitzplatz finden?

b) Mit welcher Wehrescheinlichkeit bleiben h3chstens 100
Sitzpldtze frei?

c) Die Deutsche Reichsbahn erwirtschaftet beim D 507 einen
Gewinn, wenn mindestens an 90 von 100 Tagen mehr als 530
Personen in Berlin einsteigen, Ist das der Fall?

d) Fdr welchen Wert c liegt an 99 von 100 Tagen die Zahl der
in Berlin einsteigenden Reisenden im Intervell
[k=-c:pec]?

60. Der Durchmeseer der in einer Abteilung hergestellten Schrau-

ben gleicher Art geniige einer Normaelverteilung mit p = 4 mm

und 6 = 0,06 mm.

a) Eine Schraube ist normgerecht, wenn der Durchmesser zwi-
schen 3,88 mm und 4,09 ma liegt. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, deB eine willkirlich ausgewsdhlte Schraube
normgerecht ist?

b) Stindlich werden 200 Schrauben produziert. Wieviele von
ihnen haben im Durchschnitt einen Durchmesser grdBer als
4,08 mm?

c) Wie groR muB die Konstante c mindestens sein, so daB
hdchstens 4 % der Schrauben einen Durchmesser haben, der
nicht innerhelb des Intervalls [4 - c; 4 « c] liegt?

d) Im Durchschnitt gehdren 60 ¥ der stindlich hergestellten
Schrauben zur Giteklasse Q. Wie gro8 ist die Viahrechein-
lichkeit, daB von yier aus der Stundenproduktion willkdr-
lich ausgewdhlten Schrauben genau zwei die GOteklasse Q
aufweisen?

61, Die Lebensdauer von Radiordhren eines bestimmten Typs ist
eine normalverteilte Zufallsvariable X mit E(X) = 160 Stun=-
den und 6(X) = 20 Stunden,

71



a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB. eine willkarlich
ausgewéhlte Rediordhre lénger sls 180 Stunden funktio-
niert?

b) Die Radiordhren werden in Schachteln verpackt, wobei jede
Schachtel vier willkirlich ausgewdhlte Réhren enthélt.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB alle in einer be-
liebigen Schachtel enthaltenen Rbhren lénger als 180 Stun-
den funktionieren?

62. In einem groBen Forschungsinstitut arbeiten 40 Ingenieure,
denen fur ihre Untersuchungen ein Physiklabor zur Verflgung
steht, Jeder der Ingenieure meldet sich unebhéngig von den
ubrigen mit einer Wshrscheinlichkeit von 0,4 fir die Arbeit
im Physiklabor an. Es sei X die Zahl der taglichen Anmeldun=-
gen fur das Physiklabor.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau drei Anmel=~
dungen vorliegen?

b) Berechnen Sie naherungsweise die Wahrscheinlichkeit
P(10 S x ¥ 20)!

63. Die auf einer automatischen Anlage hergestellten Erzeugnisse
werden esofort eutometisch gepriuft., Auf diese Weise wurde
festgestellt, deB die Zeit zwischen dem AusstoB von zwei Aus~
schuBerzeugnissen exponentielverteilt mit dem Erwartungswert
E(X) = 10 Minuten ist, Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
def im Verlaufe einer Minute kein AusschuBerzeugnis produ=-
ziert wird!

64. Die Zeit der stérungsfreien Arbeit eines bestimmten Gerdtes
iet eine Zufallsveriable X mit der Verteilungsfunktion
.z
F(z) =1 =~-c¢e T . z >0,
Wie groB ist die Wehrscheinlichkeit, deB die stérungsfreie
Arbeitezeit groBer als T 1st?

4,8, Mathematische Statistik

4.8.1, Beispiele

B 25: Gegeben seien die Resultate von acht unabhéngigen Messun-

gen einer Strecke mit einem Gerat ohne systematischen
Fehler [m]:
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369; 378; 315; 420; 385; 401; 372; 383,

Ermitteln Sie einen erwartungstreuen Schitzwert fir die

Varianz der MeBfehler, wenn

a) die Lénge der zu messenden Strecke bekannt und gleich
375 m ist,

b) die Lénge der zu messenden Strecke unbekannt ist!

Loésung
a) Doidio Lénge der vermessenen Strecke bekannt ist, liefert

8
8- %Z (x, - 375)2
=1

einen erwartungstreuen Schiitzwert fir den unbekannten Parame-
ter 8 = 62, wobei x, die beobachteten MeBwerte sind., Setzt
man letztere in die angegebene Formel ein, erhdlt man

8 = 814,875 02,

b) Da die Lénge der zu vermessenden Strecke unbekannt ist, lie~
fert die empirische varianz

8
82-%Z(x1-;)2
i=1

einen erwartungstreuen Schétzwert fOr den unbekannten Perame-
ter 6 = 62. wobei

X = i xg

i=1

das arithmetische Mittel der Beobachtungswerte bezeichnet.

Da X = 377,875 m ist, erhélt man s> = 921, 839 a2,

B 26:

2

Eine konkrete Stichprobe vom Umfang 100 stamme aus einer
normalverteilten Grundgesamtheit mit dem Parameter 62 = 4,
Die Stichprobe het den Mittelwert x = 6,4.

a) Bestimmen Sie zu dem Konfidenzniveau p» = 0,95 ein kon=-
kretes Konfidenzintervall fiur den Parameter p!

b) Viie groB muB der Stichprobenumfang n gewihlt werden, da-
mit man zum Konfidenzniveau p» = 0,95 ein konkretes Kon-
fidenzintervall mit der Lénge 0,5 erhdlt?

c) Welche konkreten Konfidenzintervalle ergében sich, wenn
n = 400 bzw., n = 10 wére? Interpretieren Sie die Er-
gebnisse!
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L8sung

a) Bei bekannter Verianz der Grundgesamtheit gilt fur das gesuch-

b)

c)

te Konfidenzintervall die Formel

(x-sz:; xozm}/_..)
Die Werte X = 6,4, n = 100, 6 = 2 sind aus der Aufgabenstel-
lung bereits bekannt., Fir die Irrtumswahrscheinlichkeit o
gilt o = 1 = p= 1 -~ 0,95 = 0,05, wobei p das Kornfidenzniveau
bezeichnet. Wegen & (z,) = 1 = % findet man ¢ (z,) = 0,975,
woraus sich anhand der Tabelle der standardisierten Normal-
verteilung z, = 1,96 ergibt. Deamit erhdlt man das Konfidenz-
intervall

6,4 - 1,96 - —2—: 6,4 + 1,96.—2=—| = (6,008; 6,792).
Y100 VlOO
Die L&nge dee Konfidenzintervalles betrigt

L-22—6-".
n

Im vorliegenden Fall gilt also
. P2 . 2,84
L 21,96 7: —‘F- 0,5.
Daraus ergibt eich, daB n = 245,9 =~ 246 sein muB, um ein Kon-
fidenzintervall der L&nge 0,5 zu erhealten.

Gegeniber der Aufgabe a) andert sich nur der Wert fGr n, Bet
n = 400 erh8lt man das Konfidenzintervall (6,204; 6,596), bei
n = 10 hingegen (5,160; 7,640).

Es zeigt sich, daB mit wacheendem Stichprobenumfang n des In-
tervell, in dem der unbekannte Parameter p mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,95 liegt, kleiner wird, d. h., die
Schdtzung wird genauer,

B 27: An n = 10 Schragrédern wurde ein bestimmtes Merkmal, dee~
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sen Sollwert 90,018 mm betrégt, gemessen, wobei folgende
Werte ermittelt wurden [mm]:

90,010 90,012 €0,012 90,024 90,020
90,012 90,014 90,012 90,022 90,022,

Oberprifen Sie, ob die zur Herstellung der Schrigréder
verwendete Maschine den Sollwert einhalt (a = 0,05), wenn

fir die Grundgesemtheit Normalverteilung vorasusgesetzt
wird!



L8esung
GemaB der Aufgabenstellung soll die Nullhypothese Hy ¢+ E(X) =
Bo = 90,018 mm fir eine Irtumswahrscheinlichkeit von 0,05 gete-
stet werden. Da die Varianz der Grundgessmtheit unbekannt ist,
ergibt sich als TestgrdfBe
X = uo
[

us n.

10
Wegen n = 10, X = x, = 90,016 und
1
1=1

¥
o

o -3 (x, - 90,016)% = 0,0053
i=
erhdlt man u = - 1,19, u ist die Realisation einer t-verteilten
Zufallsvariablen mit m = n = 1 = 9 Freiheitsgraden. Wegen
a = 0,05 erhélt man aus der Tabelle der t-Verteilung ale kriti-
schen Wert

t =t
%,n 0,0025; 9

"

= 2.260

Folglich 18t |ul = |= 1,19] = 1,19 < 2,26, so deB die Nullhypo-
these nicht abgelehnt werden muB.

4.8.2. Obungsaufgaben

65, Die Zufallsvariable X sei exponentialverteilt mit der Dichte-
funktion

f(x) =
xe” %% R x >0,

Ermitteln Sie eine Schatzfunktion fGr den unbekannten Para-
meter o mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode!

66, Bei der Auswertung der Ergebnisse von 15 Versuchefllgen
eines Sportflugzeuges ergaben sich folgende Werte fir dessen
Maximelgeschwindigkeit [m/s]:

422,2; 418,7; 425,6; 420,3; 425,8; 423,1; 431,5;
428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5; 441,3; 420,0.

Ermitteln Sie erwertungstreue Schitzwerte fir den Erwer-
tungswert und die Standardabweichung der Maximslgeschwindig-
keit des Flugzeuges!
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67.

76

Die Untersuchung des Fettgehaltes der Milch ergsb bei 25 Ki-
hen folgende Beobachtungewerte:

3,7 4,6 4,3 5,6 3,5

3,3 4,1 4,4 3,4 4,5

4,2 3,6 4,1 4,0 3,7

3,8 3,4 4,4 3,9 3,2

3,6 5,1 4,8 3,6 3,9.

a) Ermitteln Sie anhsnd der Stichprobe erwartungstreue
Schatzwerte fir den Erwartungswert und die Varianz des
Fettgehaltes der Milchl!

b) Bestimmen Sie unter der Voraussetzung, daB die Grundge-
samtheit normalverteilt ist, ein konkretes Konfidenzin=-
tervall fGr den unbekernten Erwartungswert zum Konfidenz-
niveau y = 0,99,

Zur Bestimmung des Abstandes vom Punkt O bis zu einem gege-
benen Orientierungspunkt wurden 10 unabhéngige Messungen
durchgefihrt, die folgende Werte ergaben [m]:

25025 24970 24780 25315 24907

24647 24717 25354 24911 25374,

Die MeBfehler seien eine normalverteilte ZufallsgrbBe. Be-
rechnen Sie das Konfidenzintervall fOr den Erwartungswert
des Abstandes zum Orientierungspunkt bei einer Irrtumswehr-
scheinlichkeit von O0,1!

Der Tagesproduktion von Achsen wurde eine Stichprobe von
250 StlOck Achsen entnommen und deren Durchmesser geprift.
Die Abweichungen des Durchmessers vom Sollwert sind in der
folgenden Tabelle zusammengefaBt:

Abweichung vom Zahl der Achsen, die eine
Sollwert [um] solche Abweichung asufweisen
0- 5 15
5 -« 10 75
10 - 15 90
15 - 20 50
20 - 25 20

Oberprifen Sie, ob die Grundgesamtheit X (Abweichung des
Durchmessers vom Sollwert) einer Normalverteilung geniigt !
WEhlen Sie dabei als Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 und
o = 0,01!



70, Aus einer Stichprobe vom Uafeng n = 40 wurden die Schétz-
werte x = 17,15 pm und S = 4,54 um fOr Erwartungswert und
Standerdabweichung einer normslverteilten Grundgesamtheit er-
mittelt. Oberprdfen Sie, ob die Hypothese Ho DM " 20 pua mit
der Irrtumswehrscheinlichkeit o= 0,01 angenommen werden kann!

71. Anhand einer Stichprobe voa Uafang n = 10 aus einer normal-
verteilten Grundgesamtheit mit 6 = 2,6 wurde ale Schitzwert
x far den unbekannten Erwartungewert u die GrdBe X = 26,23
berechnet. Oberprifen Sie bei einer gegebenen Irrtumswahr-
echeinlichkeit von o = 0,05

a) die Hypothese Ho P 27 ,
b) die Hypothese Ho Py " 28 .

Ldsungen zu Abschnitt 4,

2, 8) js, b) nein, c) jo

3,8)B, b)A, <¢)B, d)D

4, a) C, b) E, c) C, d) E

6.0 = (A, n A)) n Bn[(c1 nCy) u (Cy n Cq) u (Cyn °3)]
7. 0,516

8., P(A) = 0,5; P(B) = 0,2; P(C) = 0,6

9. P(A) = 0,125; P(B) = 0,25; P(Au B) = 4}

10. P(C) = %

11. 8) 0,6; b) 0,7: c) 0,3; d) 0,7; e) 0,7

12, a) unabhéingig (P(A) = 0,5 = P(A | D));
b) ebhéngig (P(C) = 0,75 # P(C | A) = 0,5);
c) abhangig (P(B) = 0,75 & P(B | C) = 0,67);
d) abhangig (P(B) = 0,75 ¢« P(B | D) = 1).

15, A « ein Schuhpasr ist Ausschu8;
A1 - der linke Schuh ist AusschuB;
A2 - der rechte Schuh ist Ausschu8;
P(Al) - P(AZ) = 0,087;
P(A) = 0,166 ;
16,6 ¥ der Schuhpaare werden im Durchschnitt AusschuB sein.

16. 8) 0,819; b) 0,181



17.

i8.
19.

20.
21.

22,

23.
24,

25.
26,

27.

28,
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A = Fehler wird gefunden.
a) n= 2: P(A) = 0,9975
b) P(A) = 0,9975
Z=0,94°0,9-0,876 = 0,741096
8) Z = 0,08 p2 + 0,32 p + 0,6,
Z ist monoton wachsend fir pe [0, 1].
b) Z = 0,9072; <c) p & 0,83

P(A) = 0,00833

P(A) = 0,72
8) P(B1 A) =53 ; P(BIC)= 11

b) P(B) = 0,125

M
a) P(B | Ay)) = g—1 :
A - der Kéufer ist aus dem Land 1, 1 = 1 (1)3;
P(BIlA,) = 0,364; P(BIA;) = 0,130; P(8 | A3) = 0,506

P(B) = 0,273

b) P(B) =

a) P(B) = 0,0058, d. h., durchschnittlich sind 580 Versiche-~
rungsfélle zu bearbeiten.

b) PKW: 300; Krader: 250; LKwW: 30

P(Ay | B) = 0,5; P(A, | B) = 0,1875;

P(A; | B) = 0,3125

8) x, | o] 1 2 3 4

Py | 0,4536 0,4086 0,1226 0,0146 0,0006
b) 0,9848

C) [’ o ’ z = (o]
i 0,4526, 0<z=%1
Y(z) - d 0,8622, 1 < 2 3 2
. C,984t, 2 <2z 53
I ©,0994, 3T <z 4
N . 4 < 2
8) x, | -2 o) 2
P, | P 2p (1-p) (1-02)2
b) VI 2% -2
Flz) €9, =2-«<z 5 ©
s \
0,51, 0 <z = 2
L1 . 2 <z



31.
32.

35.

36.

37.

38,
39,

40,

41.

43,
a4,

45.

8) 9= 0,5 b) ) . z50
0,1875, 0<zid&g
F(z) = { 0,6250, 1 <z382
0,9375, 2<zd3
1 ’ 3 <z
b) F(4) = % - 0,778
5
]
’) [o » z‘%
Fi(2) =
1 1 1
1 1-%4 T<z 2 o
b) Fy(3) = §
a) z, (o] 1 2 3 4 5 6
r. | 0.3721 0,3660 0,1876 0,0602 0,0124 0,0016 0,0001
b) je
8) x, 1 2 3 4
py | 0.,0992 0,3013 0,4398 0,1597
Y5 1 2 3 4 5
ay | 0.1028 0,3086 0,3866 0,1772 0,0248
b) ja
c) z, 1 2 3 4 5
re | 0,0957 0,3084 0,4576 0,1135 0,0248
Bo: E(X)=22=4,833; 62(X) = 9,25

6
4

B 10: E(x) = 3: 62(X) = g2

E(X) = p: 6%(X) = p (1 =p)

Zu erwartende Garantieleistungen (in \/E): 1,825,
In dieser Hdhe sind Kosten pro R&hre einzusparen,
a) %; b) E(X) = T%: 62(X) = z%

a) E(K) = 3,5 Vi

b) 19 Stick: E(K) = 4,3 WE, 21 Stuck: C(K) = 4,1 WE
E(Z) = 30

62(2) = 69

a) é: b) %
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46, E(K) = 53,33 + 25,00 = 78,33 Mark
728) 72)
47. 8) P(A) = L300
(“30]
Naherungsweise Berechnung (Binomislverteilung):
P(A) = 0,059
b) E(X) = 2,7;

62(X) = 0,2368 (Naherungswert: 0,2457)
48. o) x, | 0 1 2 3 4

Py | 0,343 0,495 0,145 0,015 0,001
b) E(X) = 0,834; 62(X) = 0,5297

>

49, n = 56

50, P(A) = 0,3337

51, a) 0,1001; b) 2; ¢) 0,3671

52, 1 LKW: E(K) = 300 + 880 = 1180 Meark,
2 LKW: E(K) = 600 « 196 = 796 Mark,
3 LKW: E(K) = 900 ¢+ 16 = 916 Mark

53, P(A) = 0,015886
Nlhorungouoioo Berechnung (Poisson=Verteilung):
P(A) = 0,0174

54. 0,2575

55. ) 0,1353; b) 0,1428

s6. &% « m:z

57. 6 = 3,367

58. 4,54 %

59, @) O,7088; b) 0,7580; ¢) ja; d) c = 206

60. a) 0,9104; b) 18; ¢) c = 0,1232; d) 0,3488

61. ») 0,1587; b) 6,343 - 1074 67. a) X = 4,028;
62. 8) 3,9132 - 10°%; b) = 0,8753 S = 0,345
63. 0,9048 b) [3,699: 4,357]
64. 0,3679 68. [ 24846,212; 25153,788]
65. & = 1 69. "o nicht eblehnen.

1 ;E; 70. H_ ablehnen,

n Xy o

- 71. e) H, nicht ablehnen.

66. X = 424,73 m/s; S = 8,68 m/s b) H, ablehnen.
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