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3. Analysis (Fortsetzung)

3.7. Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten .

3.7.1, Beispiele

B 20: For den jéhrlichen absoluten Zuwachs Oy, einer tkonomi~
schen GréBe y(t), t = 0, 1, 2, ..., T, sei bekannt, daB
sie der folgenden Differenzengleichung genlgt:

y(t + 1) = y(t) = {oy(t) + 50 .
Zum Zeitpunkt B 0 sei Yot 500.

1. Geben Sie die allgemeine Ldsung yal) der Differenzen=-
gleichung an!

2. Geben Sie eine spezielle Lisung y£°) an!

3. Auf welchen Wert wird die GrdéBe y(t) nach 4 Jahren
angewachsen sein?

Lésung
1""("’1)'Y(‘)*f57(t)+50 ey
Ykeg = 1e1yy ¢ 50
Allgemeine Lésung: val) A .kyo ik 2 :k
a=1,1; b = 50
Yil) = 1.1kyo + 50 %‘E‘%f%ﬁ
v = 1%y, - 500 (1 - 1,15
vt = 1.1% (y, + 500) - s00
2. y, = 500 ; y{®) = 1000 - 1,1% - s00

3.k=4; y(4) =y, =1000-1,1% - 500, y, = 964.1
Nach 4 Jahren erreicht y den Wert y(4) = 964,1.

B 21: 1. Bestimmen Sie die sllgemeine Ldsung der Differenzen-
gleichung
Yisa (=i % Vgog & Moy = 0L
2, Bestimmen Sie eine spezielle L&sung dieser Differenzen-
gleichung, wenn Yo = 2 und Yy ® 10 ist!




1.

2,

3.

3, Bestimmen Sie die allgemeine Lbsung der Differenzen-

gleichung Kk
Ykez = BVieg * 38y = 37 !

/ Lésung

Der Ansatz y, = o fihrt suf die charakteristische Gleichung

0 -6m+ 16 =0
mit lli- I2-4.
Somit wirde folgen: y&i) = y£2) - 4,
Die beiden L&sungen sind linear abhéngig (eie sind gleich)
und bilden daher kein Fundamentalsystem.

Far yaz) wird deher angesetzt: yﬁz) = k- 4k.

yai) - 4k und yﬁzl = k ‘Ak sind linear unabhéngig.

Far k = 0: vL" - 4%« 0 ygz) =0-4%=0

k = 1: ygl)_‘i_“' yi?) = 1.4 -4

1 2
yg : y£ : Sl PR

2
vi") vg) N8
yti) (2) sind Ldsungen der Differenzengleichun
k ' Yk 9 9 g.
Durch Einsetzen in die Differenzengleichung ist dies zu be-
stétigen.
' (H) k

Allgemeine Ldsung: vy, ' = c,4" + czk -4k

Bestimmung einer speziellen Ldsung ya') far
¥ P2 und ¥y 30

k ; 0 2m=c¢,

k=1 10 = 4:-¢c, + 4c, ;
yaa) -2:4% s %k - 4%

Yicon = Byk+1 + 16y, = Sk ist inhomogen.

Allgemeine Lésung der inhomogenen Differenzengleichung:
A«

yaH): allgemeine Lésung der zugehdrigen homogenen Differen-

zengleichung




yi: eine spezielle L&sung der inhomogenen Differenzenglei-
chung,

yaH) = cy Ak + c, k4k

Ansatz: y: =B -3k, da m = 3 nicht L8sung der charakteristi-

schen Gleichung ist. ;

mest vy meel g emeshe
Eineetzen in die Differenzengleichung:
B-3%2 _g.p-3%1, 6.8 3% 3K | + 3* 40
B-3° -8-8-3 + 16+ B =1
9B - 248 + 16 B = 1

Be=1; y;:-:sk
(1) k K k .

= 0y 4" + czk- 4" ¢« 3" ,

3.7.2. Obungsaufgaben
57. Ea sei y(x) = 2x> + 3x2. x € N, Es ist die zweite Differenz

é?y(x) mit h = 1 zu bilden.
58, Bringen Sie die Differenzengleichung
3 A%(x) + 2 A%y(x) - 4 Ay(x) = 0 , x€eN,
auf die Form
Yien * ®net Yioned * oo * 8 Vi * 8, Y = 0
mit X =k, Kk e'N: y(k) = y, !
59. Vog den folgenden Differenzengleichungen ist die Ordnung an-

zugeben und festzustellen, ob sie homogen oder inhomogen
sindl

i+ 72 Afy(x) -3 A?y(x) - 2Ay(x) = 0
k

2e Yke2 = 2Vieg * 3V =2 =0
k

3. Ykez * 3vk+2 o T -

4, y(t) = a y(t)

60. Zu Beginn eines Jahres werden 1000,- M auf ein Konto bei
einem Geldinstitut eingezehlt wnd jdhrlich mit 3 % verzinst.
Am Ende eines jeden Monats werden regelm#&fig 200,- M auf das
*Konto eingezahlt.




61.

62.

63.

65,

1. Stellen Sie die enteprechende Differenzengleichung aufl

2. Auf welchen Betrag wilchet das Guthaben nach zwei Jahren
an?

3. Nach welcher Zeit iet der Betrag auf 11000,~ M ange=-
wachsen?

Das Nationaleinkommen der DDR betrug 1967 (to = 0) annéhernd
100 Mrd. Mark. Das durchechnittliche jéhrliche Wachstums-
tempo wird mit 5 ¥ angegeben.

1. Stellen Sie die zugehdrige Differenzengleichung auf, wo-
bei y = y(t), t =0, 1, 2, ... das Netionaleinkommen
nach t Jahren angibt |

2. Bestimmen Sie den Wert y(3) I

3. Wie groB wird das Nationaleinkommen nach S Jahren sein
(in Mrd. Mark), wenn gleichbleibende Entwicklung angenom=-
men wird?

4, In welchem Jahr t kann sich das Nationaleinkommen im Ver=-
gleich zum Anfangswert verdoppelt haben bei gleichblei~
bender Entwicklung?

Gegeben sei die Differenzengleichung
yk+2 = 7yk+1 * 12Yk = L, o k = OJ 1, 2. oo

1. Geben Sie die allgemeine L&sung anl!

2. Oberprifen Sie die lineasre Unebhéngigkeit wvon yai) und
Yﬁz)'

3., Geben Sie eine spezielle Ldsung an, wenn Yp = 2 und
Yy = 5 bekannt sind!

4, Bestimmen Sie den Wert von y(k) fir k = 31

Gegeben sei die Differenzengleichung
Yiez = 10Yp .4 + 25y, = O, k=0, 1, 2, ...

Geben Sie die allgemeine Ldsung an sowie eine spezielle L&-
sung, wenn y_ = 3 und ) 21 20 sindl

Ermitteln Sie die allgemeine Ldsung der Differsnzengleichung

k
Yiiz = 3Vk+1 + 12yk = 6 |

Ein Betrieb hat zu einem bestimmten Jahr t den Ausbau sei~-
ner Anlagen und die Einfihrung neuer Technologien abge~-
schlossen, Fir die Produktion ist jéhrlich ein Zuwachs von




66.

40 ¥ des Produktionsvolumens des Jahres t und von 15 % des
Produktionsumfangee des vorangegengenen Jashres (t = 1) vorge-
sehen, Im Jahr t wurden vom Betrieb 440 ME hergestellt, im
vorangegangenen Jahr wurden 400 ME produziert,

1., Stellen Sie die entsprechende Differenzengleichung auf!

2, Geben Sie die esllgemeine L&sung anl

3. Welche ProduktionsgrtBe kann nach 4 Jshren erreicht
werden?

Der jéhrliche Zuwachs der Produktion eines Betriebes betrigt
4 %. Zum Zeitpunkt t = O werden 1500 ME produziert. 20 % des
Erzeugnisses hsben eine Lebensdauer von einem Jahr, die
restlichen 80 % von etwa 2 Jahren, Mit welchem Produktions=-
umfang muB der Betrieb jéhrlich produzieren, um den Bedarf
und den Ersatzbedarf zu decken?

1. Stellen Sie die Differenzengleichung auf!
2, Geben Sie die allgemeine Ldsung an!
3. Wie groB ist die Produktion nach 3 Jahren?




Lésungen zu Abschnitt 3,

Wiederholen Sie die Grundbegriffe der Mengenlehre, Relationen
und Operationen fir Mengen!

1‘

2.

3.

N=M UM, = {xcR/ =23 x 3 8]

1
TaM OM ={xeR/ 1<x<6]
S-Ml\Mz-{xER/-stﬁij
Bemerkung: !

R: Bereich der reellen Zahlen, Die reellen Zahlen werden
auf der Zahlengeraden veranschaulicht. Sie k&nnen sich da=-
her die Mengen Myo My, N, T, S auf der Zahlengeraden dar=
stellen,

Mengen reeller Zahlen k&nnen suf der Zahlengeraden als
Intervalle angegeben werden.

My: x € [-2. 6): My: x e (1, B]; N: x e [-2. B]:

Tt L xo e (4061 18y ~x.e [=2, 1.

ety M C N,

Wiederholen Sie die Regeln fir das Rechnen mit Ungleichun-
genl! Beachten Sie insbesondere die Multiplikation einer
Ungleichung mit einem negativen Faktor (c < 0)!I
Wiederholen Sie die Definition des absoluten Betrages!

Die Ungleichung wird mit dem Nenner x + 1 multipliziert.
Dabei ist zu beachten, deB x + 1 > 0 oder x + 1 < 0 gelten
kann, Dies erfordert bei der Lésung eine Fallunterschei-
dung.

1. Fall: x + 1 >0 , so folgt x = 1 2 2 (x + 1)
Ag: x > =1, Az:x§-3
Ll = A1 nA, . dkgm By, ¢: leere Menge.




2. Fall: x + 1 <0 , so folgt x =18 2 (x + 1)
51: X < =31, Bz: x H -3

L, =8, nB,, Lyt x € [-3, -1)

L =Lul,, Le{xeR/ =38 x< =1}

‘'Veranschaulichen Sie eich die Mengen Ai' A2 sowie 81, 32
suf der Zahlengeraden! Zur Ldsungemenge des ersten Falles
gehdren alle reellen Zahlen x, die sowohl zu A1 ale auch
zur'Menge A, gehdren (Durchechnitt). Zur Lésungsmenge des
zweiten Falles gehdren alle reellen Zahlen x, die sowochl zu
81 als auch zu B, gehBren, Die L&sungemenge L ergibt sich
aus allen reellen Zahlen x, die zu L, oder zu L, gehdren

2

(Vereinigung von L, mit L,).
4.2, -x2 = 4x +5>0] - (-1) x2 $Ax =5 =0; x, 21, x, = =5
xZ & ax - 50 xz +4x = 5= (x = 1)(x + 5)
(x - 1) (x + 5) <0 Fallunterecheidung
1, Fall: x = 1 >0 und x + 5 < 0 Ly: (4]
2. Fell: x = 1 <0 und x + 5 >0 L, x € (=5, 1)

L={x €R/=5 < x < 1}

4,3, Ee kann x + 6 = O oder x + 6 < 0 gelten laut Definition des
absoluten Betrages. Es muB also eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden.

v

1, Fall: x + 6
X

0, Ix+6|=x+6, X + 6 <3
-6, X < =3, Ly: x € [-6, =3)

v

2, Fall: x + 6 <0, |x 4+ 6|= =(x +6), =(x + 6) < 3
Lyt x € (=9, =6)
Le=l,ulL,, Le{x e R/ =9 < x < =3},

4.4./4 - Vix+ 10258, Vawz, Vixs+1)?>a

V.2 = |a | nach Definition, also |x + 1| > 2;
Fallunterscheidung: Lys x € (1, ®): Ly: x € (=, =3)

Le{xeR/f=w<x< 3] ui{xeR/1c<xc<e]

Sed. f'(l) = &

, Kettenregel, mittelbare Funktion
x" + 4

3

2, f'(x) = 3x° cos x . Kettenregel

10




3./ 8(x) = =4x . Kettenregel, Quotientenregal

=10x
(@ - 2)

5. f'(x) = 2x cos x = x2 sin x, Produktregel

6. f'(x) = 1n x% s 2 Produktregel, Kettenregel

4, f'(x) Quotientenregel

-

7. f'(x) = @ 2(- éxz - %x)

it fan) = {1 - & & = Jodumeiene |

nicht monoton;

nach oben beschrénkt: K = 1, nach unten beschrankt: k --%.

daher beschrinkt: C=max{lkl, IKI}, C=1,
C: Schranke.

n=1
Jl:l%——-l ic; % S1, na&31 for elle n.

6.2. {(-0)" 522 ]a{-2, 3 -1: % - B B+ --- |

nicht monoton, beschrénkt: C = 2

2
2n" = 1 787 3% 49 F
Bt [""'_3n + 1} {2" 7' 10* 13’ 16’ Tg" =
nach unten beschrénkt: k = 0 (k: -3 usw, )

2 2

2
< 2n° = 1 < - 1, 2n° >1 fr n= 1, 2, cee

0= Syp—’ 0 = 2n

nach oben unbeschrénkt ;
2 2
. = 2n - 2 n + -
monoton wachsend: & & ®ret’ —— - _SLTF-TliT'T'*
for alle n: O & 6n° + 10n + 5

7.1. Jede monotone und beschrénkte Zahlenfolge ist konvergent.
(Konvergenzkriterium)

fso) {2 B § Fo oes ]

1. Monotonie: o S 8 ., monoton wachsend
2";,152(::ii'1.n>0, ne1>0
(2n = 1) (n+ 1) S (2n+1)-n
2n2 -n+2n=-135 2n2 + N

=1 @& D fir alle n = 1, 2, <o

11




2, beschrénkt: k = 1, Ka2, C=2
|B8=2/32,; 2n-152n
-1 0
Da die Zshlenfolge monoton und beschrénkt ist, so ist
sie konvergent.

A HA

72, (o) = (8. 8 5 4. ... ]

1. monoton wachsend
2, beschrénkt, C = 2 oder c1 = %, C2 = 3;

die Zahlenfolge ist konvergent.

4
8.1, lim a_= = ; 8.2, lim a_ =
i S st o k) 2

n? (h%-%) nis+8.3,
8.3, 1lim a = lim T i lim = o
n-*wo

n—=e n(j_-.ﬁ) n-—=om 1-%

denn: 1im (1 - 2) = 1 ; an(1+2-3) e
n

n-—=co N~ n

8.4, lim a, = 0

n-=o

9.1, For p=0, qe R, reR folgt lim -—3—32—255—-— =0 ;
n—=w rn~ = 2n° 4 5

-
(=
-

o

L}
=
-
u

0, g &R "gilt . lin a. a0 ,

n—=a n

far p

]
o
-
n

|
1
|
|
|
|
0, g=0 gilt lim a_ =0, ]
ne=o

lim b_ = 0 gilt fir: p = O, q&6R, reR mitrs0
e p=0; qu0, rs05%

n—eem

)
1
9.2, lima_ = 6 mng-s.rto.p-to; '

p=6r,qeR; 2, B, p=6B, r=.1, q6 R;
p=i12, T2, Q6 R

n}::bnaa firp=0, r=0, =4, g=-8
10, lim a, = 3 lim (2b, - Jln) =5
n-= e n—=co
2lim b_ =3 lima_= 5
R=esa, 7 n-e 0
lilbnS'?
new

12

M
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11.

2.

13,

14,

15.

15.1.

i15.2.

15.3.

15.4.

16.

b=a, =1 601030 a°

1z

Schnittpunkte mit der x=Achse: V?El (x2 - 4x = 5) = 0O
Xy =5, Xxp=<=1; x €(0,=)

fr(x) =)/g8 (2x - 4) ; VB =Va 3=2V3
f'(5) -]/?, tanm-ﬁ. o« = 60°

D(f): x € (==, “) H ('ol YOJ =0, =-1)

fo(x) = 4 =05 (2x +3) , £%0) =1
Gleichung der Tangente: y=x=1

D(f): x € (===, ) , f(x) stetig in D(f):

f(x) >0 fur x € D(f); f(x) besitzt keine Nullstellen,
lim f(x) = O

X4

f(x) 4ist monoton wachsend in (=, 0] ,

f(x) 4iset monoton fallend 4in [0, =) .

Extremwert: Pe = (0, 1) Maximum;

Wendepunkte: le = (-1; 0,6065), P2u = (1; 0,6065)

f(x) ist in (==, =1) konvex,
in (=1, +1) konkav,
in ( 1, =) konvex.

0,01t

y(t) = 10% 0&ta 10

Ay , ylio) = ¥(0) 10%6%+2 - 10%°

A'} - 0 = 0

Qay .

& = 10,517

y'(t) = 10.0,01t. y'(1) = 10,1, y'(S) = 10,513

y’(10) = 11,0517

y(t) ist monoton wachsend und konvex.

wit, y) = 1;{%} w(t, y) = 0,01

Die Exponentialfunktion besitzt ein konstantes Wachstume-
tempo.
a

_-ﬁ mit a= 1; b=0,48; c¢c = 0,34
1 + be

y(t) =

lim y(t) = a, die Funktion strebt dem S&ttigungswert

t-=o




@ = 1 zu; der Sattigungswert entspricht einem Ausstattungs—
grad an Kihlechrénken von 100 %.

abce”°"

y {z) »-~ .‘

% y(t) ist monoton wachsend, besitzt
|1 + be~%) keinen Extremwert,

za-ct (be'Ct =

(1 + bc-Ct)z
y(t) 1et 4in [to' t'] konvex, in [t". t14] konkev,

ln b
c

abc

y"(t) = & “*

= abczn— > 0

a
y(t) besitzt im Punkt P' = (t", y') = ( p f) ainen
Wendepunkt.

Zur Berechnung des Wendepunktes: y"(t) = 0 for

be—ct_z_O:.-ct.%' :t-%'.ct-b'
e

damit folgt: ct+1lne =1lnb, t = l%—g. lne =1,
ln 0,48
Pw = (o34 ) ¢ 05), P, = (-2,16 ; 0,5)

t = «2,16 entspricht etwa dem Jahr 1969, in diesem Jahr
enteprach der Ausstattungsgred an Kihlechrénken je 100
Haushalte ca. 50 %.

Eine Funktion des Typs y(t) = 8

+ he™®t
mit dem angegebenen Wendepunkt bei t, - ; wird als logi=-
stische Funktion bezeichnet.

1@, b, e >0

17.1. n= 3 (n = 3,2, jedoch nur sinnvoll fir n ganzzahlig)
17.2, zu 83,1 %

i8. Durchschnittskosten pro Jahr (in 1000 M)
K(x)-ﬂ-;—;ul; K(x)-!%"!gfim“ﬁ;: x >0

K*(x) =55 = lggi:’i ; x2 = 200,8 ; x ~14,2
x'(x)--:-'% ; K"(24,2) >0, x = 14,2 Min. '
XK

K(x) for x > O differenzierbar, fir x > O ist x = 14,2

auch absolutes Minimum.

Nutzungsdauer: 14,2 Jshre, f
minimale Durchschnittskosten pro Jahr: 7520 M.

19, y = f(x) = 0,15 + % > x € N , Darstellung in [1, =)
(xol YO) - (11' glls)

14




y = f(x) monoton fallend, konvex; lim f(x) = D g15

X

3 2

200 V=250 cma”; Vs==xr
rm= 3i : h = «ELO
= V=

21.1. k(x) = XX, k(x) = 0,02x° = 0,8x + 200, x >0

Xq = 20

2h: 0 = 2xrh + 2xr

21.2, Vorgegebenes Intervall fir die zu produzierende Mengs x:
x € [30, 40].
k'(x) = 0,04x - 0,8
k(x) 4ist monoton fallend in (0, 20].
k(x) ist monoton wachsend in [20, 40] .
Fiir das vorgegebene Intervall liegen die minimalen Stick-
kosten bei R, = 30 ME. X ist fir x ¢ [20, 40] absoclutes
Minimum.

21.3. Minimale Kosten: k(30) = 194 WE

2t
22.1. t) = ——— , t >0; lim y(t) = 2
y( o | Kooy
Séttigungswert: Ys ™ 2
2 »
22,2, y'(t) = - —_— >0 fir alle t > 0,
+ 1)2 (t + 1)2
also y'(t) = 0, y(t) ist monoton wachsend.
y (1) = —=2—5,  y"(t) < O fir slle t >0
(t + 1)

y(t) ist fir t > O konkav,
y(t) ist fOGr t > O gebremst wachsend und strebt dem
Séttigungswert Yo " 2 zu.

22.3. wit, y) = St . Wt ¥) = TrEey
\ 2t + 1
22.4, w'(t, y) = = T
(t + t)
FOr t >0 gilt: 2t + 1 >0, t2 s+t >0, w'(t, y) < 0.
w(t, y) ist fir t > O monoton fallend.

Die Kennziffer y(t) ist fir t > O degreseiv wachsend.

2 -kg'R
23. R-SOOOOFE qeﬂ —F’-Y_

T = 6 Monate <

WE
kL = 0.3 B Vonat




min
n = 15 Kmin-3600'HE
ty = 12 Tage (1 Monet 2 30 Tage)
G ' Tk
24, T = 1 Jahr = 12 Monate ka B i
R = 24 000 ME
WE
k = 0.05 B~ Wonat ok e
= 6000 ME min ™ 3600 WE
; smat!
q = 5000; K(q) = — 8 +521-k|_- T: K(q) = 3660 WE
{ Die Kosteneinsparungen betragen 60 WE.
-0 ,00616x
25.  y'(x) = poulde 5 830 = x = 1006
+ + 65¢=0+00616x)
C(yc !) = 0'4m4 X '3-0'00616x
1 . 659-0,00616x
for x_ = 830, € (y, x,) ~ 1,438 > 1} Entwicklung ist
fir X, = 920, € (y. x ) ~1 g iberproportional
fur x, = 950, € (y, x,) ~0,921 < 1 | Entwicklung ist
far Xy = 1000, & (y. xo) ~0,744 < 1J unterproportional
Die Funktion y = f(x) strebt dem engenommenen S&ttigungs-
wert a = 100 zu,
26.1. D(f) = {(xi. x2)/x1 € RAX, €R }: (x4, x,) € RZ
W(f): 05 y <=
2. D(f) = {(xl. x5)/%y € R A Xy s 1} ; W(f):0<y<ew
3. D(f) = {(xi. xa)/xi € RAX;€ RA X, # xz} N
das sind alle Punkte der xl.xz-Ebena. die nicht auf der
Geraden Xq = Xy liegen.
4.x2—y2—1>0. x2-y2>1
D(f) = {(x, y)/x e R AyERsz-yzb 1}
5, (x=y)2 >0, xovy

16

kg = 420 wE K 'Vz"‘s'kL'“'T

D(f) = {(x, y)/x e R AyeR ay# x}.
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z = f(x, y) ist eine Ebene, T‘ﬁxh\‘f““~=ﬁ~%\

die in Richtung des Koor-

dinatenursprungs ansteigt.

272, 2w fx, v) = IR -2

D(f): (x, y) € R?
W(f): =@ <2z <=

perallel verlaufende Geraden:

forz=0 y= = %x ;
z =1 y--%xf%
T®2 ym®= = %x + 1

27.3. D(f) = {(x, y)/x & R Ay
W(f): 0% z31

fﬁrz.-l y--%x-%:
1 ;

;  aeea ek~

: Die Flache ist eine Ebene.

e R AX o y2 s 1}

Kreise um den Koordinatenursprung

flr 2= 0 mit rs 13,
z=1 mitrs=20,

3= ,‘_’;. mit r ~0,87,

fir z = 3 @it r ~0,97,
2 .% mit r =~ 0,66,
zZ= % mit r ~ 0,55,

Oberfléche einer Halbkugel mit r = 1 um den Koordinaten=-

| ursprung.

28,1, z = f(x, y) = x% + Yy

=]
x

1, x, y=-Ebene: z =
2. y, z=Ebene: x

L]
o

3, x, z-Ebene: y = 0

(x, y) € R?

052(-
+ Y = 0 PO(D.O,
. z = y“ Parabel
zZ= X Parabel

NN

17




—H

mit HBhenlinien:

Paraboloid

(s. Beispiel B 10)
2 2 = 2

28,2, z = f(x, y) = Y1 - x° -y P e 1
oo 3 25031

1. x, y=Ebene: z = 0 x" + y" = 1

2. y, z=Ebene: x = 0 y2 + 2% = 1

3. x, z~Ebene: y = 0 x" + z2 = 1
mit Hihenlinien s. Aufg. 27.3.

|

| | Halbkugel
x ! x
29,.1. % = fx . 9x2 - 10xy + 7y2 y = const,
g—-: = fy = -5x2 + 14xy - 3 x = const,
29.2. %}:— = fx = 4x1 sin 2x, X, = const.,
i 1
Sy = f = 4x2
axz x3 1 cos 2x2 X, = const,
29.3. Anwendung der Quotientenregel:
3 2 3 2
X = Xg X
%Y_-fx .2_1_%:%\,__&_:1-;::1:(2
X 1 2 2 x
TGN I S

i8




2 2

= 2y~ = 3x" B g o Axy
29..4. v fK = H ay. fY 1 = x

(1 = x)
30.1.-a-§-fx-ﬁx+y-4; %iy-f = x =2y =5
X
f.(2, =3) = 5 fy(z. =3) = 3
30.2. f, (1, §) = 4 ; f, (1.5 =0
1 2
8x

30.3. f,_ = s f"s(z' 0,3 =3

2
3 xi + 23(2 + 4x3

xi-r!axixz-xg
30.4. f"z = (5x1 - 2x2) e H fx (1, 0) = Se
Pyl - 4 2 En i 3 4
31.1. axg fxl 5x1 + 6!1 X5 i fxz 4x1 > 1Dx2
3 2 3 3
f = 20x7 + 12x, X5 ; f = 4x7 + 40x
x1x1 1 - S < XpXgy ) 2
2 3
f = 12%, X f = 12x7 X
X4%y -« i "2"1 12
Nach dem Satz von Schwarz: fxi:"2 = f"z"s,
31.2, f = —2 f, = —2
(1 = xy) W 44 xy)
4y ax°
fxx u, . { f " 3
(1 = xy) W (1 - xy)
fx o R 23
Y (1= xy)
3.3, f, = 52 £, o= 22—
x= -y e
f” i A‘/_z § 4 LT
( 2 2) Yy ( 2 2)
oY S
I - el 2y?
Xy
(< - ¥?)
2. ~Az'= (xo + Ax) (Yo + Ay) - ¥ o Po = (2, 3)
Az = 0,38 Ax = 0,2 ; Ay = =0,1
fxay; fy-x; dz = 0,4 ; z = dz = =-0,02
33z = f(xy) =% (xge v,) = (20, 20)

19




34.1,

34.2,

34.3.

34.4,

gred f(x,. v,) = (58 + = 78)

(x ) =(2, -1) ist ein Minimum, z_ = f(x, . y,) = 1

e' Ye
Stationdrer Punkt: F'o = (4, =3), D < 0, es liegt kein

Extremwert vor.,

fx-6x2+4y; fy-4!-6y2

Stationére Punkte: P, = (0, 0) , P, = (%a i :
fox = 12¢, £ = -2y, f, =4

Pyt £,,(0, 0) < £ (0, 0) -fiy(o, 0) = =26, D < O

1t
P1 ist kein Extremwert,

g 2 280 2 L Eyem 2 L By a
Pa' fxx(S' 3) fyy(3. 3) fxy(3' 3) 64 16 > 0

2 2
D >0; f“(g.-i)-e>o

In P, = (%, - £) 11egt ein Minimua vor.
2 2 119
z,= 13 -9 =15
2
fxi = 311 - 2011 - 4x2 -9 ; fxz = -4x1 + 2x2 -3
fx I fx =0 ; aus fx = 0 folgt 2xy = 4x, + 3 ;
1 2 2
2
einsetzen in fxl =0 ; Xy + 4x1 -5=0,
7 17
Xeg 0 A o gReg WmN L L Moy S P 9 Ky ® S ge
7 7
Stetionére Punkte: F, = (1, 5) ; P, = (=5, = Ag)
f = 6N, 4« 207" f o, S B «=-4
x1x1 1 x?xz '1’2
For Porf, . (4. Z)=26: 6, , (1, %) =2;f (1, %)=-4
- - B 2 12
D= 52 - 16 , D>0 relativer Extremwert liegt
X vor,
7

fxixi(i. E) =26 >0 Minimum

17 17
Far P.: f (-5‘ - __) = «10 ; f (-5. -==) =2,
2 Xg%Xq 2 XoXo 2

!




o x (=5, = SlSSEEED . =20 - 16 < O
kein Extremwert,

In P, = (1, %) liegt ein relatives Minimum vor.

f(1, 3) = - 2%

Yo =
L M. f =1-—F—; f edo=fs f -0, f =0, so folgt
xy
2
c
aus fy =0 x = =5, einsetzen in f = O ergibt y = "|/c

Y

3
und damit I c

‘ Stationdrer Punkt: ( 1/: - W/ﬂ

_ F 2¢ Lane >y
XX x3 y YY o y xy x2 y§
2
fex(Xor Yol ﬁfﬁ } (X Y.l = ;73
:
xy(¥o* Yo) = 33

2
fxx(xo‘ Vo) - i/;
\
InP_= (%/; i %/:) liegt ein relatives Minimum vor.

z, 5 %/; .
35.1. G(xl, x2) = 27x1 + 27x2 - %ﬂi -2 - xg + 15x§ - 90x2
17 xz) = f(xi, xz) Xg0 %o 20
| fry = 27 = %y e 2: - 3x3 + 30x, = 90
L Xy # 27 X5 = 10x2 +21 =0
Xgg = 3¢ Xpp = 7

Stationare Punkte: P1 = (27, 3)., P, = (27; 7)

35,2, f = =1, f = =6x, + 30, f = 0
x1x1 X %o 2 X Xo
P1= D1 = =12 < 0 kein Extremwert
PZ: 02 = 12 >.0 , f‘i'i(xl' '22) <0 Maximum

In Py = (27, 7) liegt ein relatives Maximum vor,

21




35.3. Gesamtgewinn: G(27, 7) = 313,5

36.

37.

38,

22

- fir a >0 folgt y, = a, Py = (2, 8) ,
fir a <0 folgt y, = -a, Py = (8, =a) .
Stationéire Punkte: P1 = (0, 0); P2 = (&8, a); P3 = (a, -a)
fxx = B6x ; fyy = 6y ; fxy = =3a
FOr Py = (0, 0) folgt:
D1 =0 -9°2<0 kein Extremwert
For P2 = (a, a) folgt:
D, = 36a> = 9a® >0, fyle. a) = 68 >0

t 2ex, + 3x, = 5 ; fo, (20 =1 = 0, e =2

fx2 = 3x, + 2bx, = 2 ; fxa(z, -1) = 0 , b=2 E
f".1"1 o R K ;
fur (x4, x,) = (2, =1) 48t D = 16 - 9 > 0, f"1"1 >0 “]
(2, =1) ist relatives Minimum fir f(xi, xz).

f -3x2-30y, f --33x+3y2

x Y

3:2 - 3ay = 0 L
~3ax + .'ay-2 =0 ; x= x; + einsetzen in 1. Gleichung:

3y4 - 3a3y =0, y-(3y3- 333)- 0
Ee folgt: P, = (x4, y,) = (0, 0).

Aus 3y3 -3%=0 folgt y = %/: "

Fur P3 = (a, -a) folgt:
Dy = 36a2 - 932 >0, fyy(a. -8) = =62 < 0O

In P2 = (a, a) liegt ein relatives Minimum vor, in
P3 = (a, =-a) ein relatives Maximum.

z = f(x, y) ist als lineare Funktion in zwei unabhéngigen
vaeriasblen eine Ebene im R> und kann daher keine relativen -
Extremwerte besitzen. Durch 0 2 x £ 4 und 0 5 y = 1 ist

der Definitionsbereich in der Ebene auf ein Rechteck ein-
geschrénkt. Absolute Extremwerte kdnnen daher fir f(x, v) A
nur euf dem Rand des Definitionsbereiches (dem Rechteck) ‘
liegen. Die Untersuchung auf dem Rand ergibt:

fur (xl, Yi) = (0, 0) mit z = 2 ein Maximum,

fir (x5, y,) = (4, 1) mit z = =2 ein Minimum,




2 2

39.1. f(x, y) = x° + 2y glx, y) = x°

-y -1
F(x, y.A.)-x2+2yzfl(x2-y-1). Fo ™ 2X ¢ 2Ax ;

2
F‘/-4V-A; Fr= X" =y=1; ino. Fy-ol FL'O

Dann folgt: stetionéire Punkte: P1(°' -1), Pz(% ]/5. - %-)

Ps(-%ﬁ,-%) mit z, = 2, z, = Zy = -E-.
. Wird fir eine hinreichend kleine Umgebung der stationdren
? Punkte jeweils Az = f(x_ +Ax, y, + Ay) = f(x,, Yg) unter=
; sucht, so ergibt sich, (xi. 71) =(0, =1) mit z, = 2 iet
' ein relatives Maximum, (xz, yz) = (% ]/;.-- %) sowie

(x3. y3) = (= %f. - %-) mit zZ, = 25 = % eind relative
Minima.

Es werden die Hbhenlinien z = ¢ = conet, mit ¢ = 2 und

c = % gezeichnet, Es sind Ellipsen um den Koordinatenur=
sprung. Fir ¢ = 2 iet @ -‘|/5. b =1 (a groBe Halbachse,
b kleine Halbachse).

For ¢ = % ist @ = %V;’f e~0,94; b=4%]7, b~o,66.

y
1 c=2
ok
v C :
)
&
= |

0 1 X
2
A
39,2, f(x, y) = x2 + 2y2
4 g{x, y) = 0, Auflésen der Nebenbedingung:
a)y-xz-i z=f(x)-x2+2(>:2-1)2

z-f(x)-zx4-3x2+2

| relative Extremwerte: P, (0, -1), 2z, = 2, rel. Maximum
1 1
P313.- 3. Ps(=313.-3 rel. Minina

7
o T TR

23




41,

b) g(x, y) =0, x°sy+1, z=f(y)l=ys+1s 2y,

als relative Extremwerte ergeben sich:
= 1
P, = (+ 5)/3, =) rel. Miniaum,

1 g
Py = (=5)3, = 3) rel. Minimum,

Bei der zweiten Ldsungsmethode werden die Veriablen nicht
symmetrisch, gleichwertig, behandelt. Im Fall b) wird da-
durch des relative Maximum Pl(O. =1) nicht er fabt,

y = f(xl. X5 x3) = 2:3 - 2x§ + 2x§
2x1 - Xy = Xg # 1i=0, g(xi, Xo x3) = 2%y = Xp= Xg ¢ 1

2 2 2
F(xi, X0 g4 A) = 2x1 + 2x5 + 2x3 + A (2x1 - Xy = Xg 4 1)

F = 4:1 + 2A.; Fx

- -4.‘!2-3\.: Fxn4x3-a,,

1 2 3
Fl-le-xz-xsoi
Aus sz = 0, sz = 0, F"'_l, =0, FA = 0 folgt:

JEEE DEPER P % .
Stetiondrer Punkt: P _(= $. 4 1) -3

o' " 38 % Yo" 9
Untersuchung von Az in der Umgebung des stationéren Punk=-
tes ergibt, daB die Funktionswerte griBer werden. In P
liegt ein relatives Minimum vor. Az kann durch das voll=-
sténdige Differential dz = fxl‘ﬁxi . r“2 Axy + fx3 Axy
angendhert werden.

a-xi-xz'xs; Xgo Xoa x3>0

1 i 1

—_— == —= min
o Gy & Gl

Xg*%g Xz =@ =0, glxg, x5, X3) = X3 X5 Xy = 8

S = f(xg0 X5, Xq) =

F(xqs %5, xs.?«.)-;}-f-;‘l—o-’%-o?\.(xi X, X5 = 8)
i 2 3
i : 1 :
in-..?’lxz XS, sz-—-E"‘lxi xsl
1 X2
F --1+A.: X
Xy — .
oy
£ y

: S
Xy = Xy = Xy o= V; ; stationdrer Punkt: Po(;|/;, gl/:, ‘l/;)

Oberprifung von S= S(xi, X4 x3) ergibt ein Minimum in 9

N,




42,

43,

45,

V= Xg' Xyt Xg @ f(x1. Xp0 13) Xy # Xg ¢ Xg = 90

3t Hbhe

F{xi. X5 xs.h_) = Xyt Xyt Xy A (x1 * Ayt Xy = 90)
Stationdrer Punkt: PO(SD. 30, 30), Nechweie ergibt Meximum
fliir das Volumen.

Xyt Lénge; xz: Breite; x

z= f(x, y) = xz-y mit 1 - x=y=0, g(x, y)=1=x =y
F(X, yoA) = x>0y + 4 (1 = X = y) /
Fu=2xy=A, F =x®ei, F =1-x-y
Stationdre Punkte: Pi(o. 1) mit z, = 0
2 4
Pa(%: 3 omie z, = 55
Oberprifung von Az unter Beachtung der Nebenbedingung

X +y= 1 ergibt: Py dst rel. Minimum, P, ist rel. Maximum.

Paraboloid: z = x° + 492, Ebene: z = 4x - By + 24
Schnittkurve: )l.z + 4y2 = 4x = By + 24

Q(x-v)-xzodyz-£:+8y-24
F 2 2 2 2
(%s YoA) = x° + 4y" + A (x7 + 4y" = 4x + By + 24)

Fo=2x ¢ 2Ax - 4A , F, = x? 4 4y® - 4x s 8y - 24
Fy = By +«+ BA y + BA

Fe®= 0, X4 Ax=20=0, A=g=ix, x %2
Fy =0, Yy +Ay + A =0, y +A(y+1) =0

y-5=3(y+1) =0, xy=2y-xy=-x=0
X = =2y
A= O mit x = -2y: 4y + 4y’ s By s By -24=0
y +2y -3=0 , ‘Ii'i- Yz-"s
-6

F

aus x = =2y folgt: Xy = =2, X,
Pl(-z. 1) mit z = B, P2(6. =3) mit z = 72
Pl(-z. 1, 8) ist tiefster Punkt auf der Schnittkurve,

Pz(ﬁ. =3, 72) iet hdcheter Punkt auf der Schnittkurve.

ns=7 Axy = 1, y = 8, + a,x [x] =0

X, = =3, X, = =2, Xy = =1, X, = 0, Xg = 1, Xg = 2,
Xy = 3

[s] = 68,794; [x2] = 28; [xe] = 9,117

Damit folgt: e, = 9,828, a, = 0,326, y = 9,828 + 0,326x

25




46.

47.1.

26

Prognosewer: fir 1984: 1 = 9, x4 =5, yg = 11,458
Die Ausgaben fOr dae Bildungswesen werden 1984 anndhernd
11,458 Mrd, Mark betragen.

6 = f%;(yi - 8,)2 = 0,255

Die Anpassung an die MefBwerte durch eine lineere Trendfunk=
tion ist brauchbar. Die Werte streuen um die durch y = f{x)
berechnete Gerade. Bei weiteren Untersuchungen wirde aich
eine quedratische Funktion ale geeignater erweisen.

y=a,6 +8,x+ azxz; n=6, Ax, =2, [x] =0

x1 = -5, x2 s =3, Xy = -1, Kyah 1, Xg = 3. x6 = 5

[ex?] = 1226,14
[#] = 104,04, [xz] = 70, [x4] = 1414, [xs] = 11,16
e, = 17,454, a, = 0,159, a, = 0,00308,
y = 17,454 + 0,159x + 0,00308x>
S = ZZ:(y, - 31)2 = 0,047

i

Ry =¥ Yoy
Voraussichtlich betrégt 1983 die Produktion von PKW
187 200 Stick.

bx

Prognosewert fOr 1983: 41 = 7, = 18,72

y=a‘e n=7, Ax, =1 [x]=0

Linearisierung: Y = Ao + Ai‘ mit
Y=1n vy, A = 1lna, A, = b, S = 1n 8,

(-] 1

4| x 8 'ln 8 xz x,1ln 8 X, 8

i 1 i i 1 i 11
1976 | 1 | -3 | 2,146 | 0,7636 9 | -2,2908 | =-6,438
1977 | 2 | -2 | 2,192 | 0,7848 4 | -1,5696 | -4,384
1978 | 3 | =1 | 2,244 | 0,8082 1 | -0,8082 | -2,244
1979 | 4| 0| 2,292 | 0,8294 0 0,0000 0,000
1980 | 5| 1| 2,334 | 0,8476 x 0,8476 2,334
1981 | 6| 2 | 2,388 | 0,8704 4 1,7408 4,776
1982 | 7| 3| 2,436 | 0,8904 o 2,6712 7,3C8
16,032 | 5,7944 | 28 0,5910 1,352




s
a, = b2, A, = I3, . o0,8278
lna=0,8278, a = 2,288

IS 0 =
A = %‘!% , Ay = -!ggi + Ay =0,0211, b=0,0211

X

y = 2.28800‘0211’
szsassurenbnzanss
47.2. y = a_+08,x 8 = -%-]-. 8, = 2,29; a, = Lﬁ;-l a, = 0,0483

[x*]

y = 2,29 + 0,0483x S = ;(.,1 - 8,)%, s = 0,0000337

Far y = 2,28860°9213% g41¢ 5 = D '(y, - 8,)? = 0,00003284
i

w.l.y--b', lgy=1ga + x-1g b

Y-AooAl-xlitYnlgy. Aonlga, Aiulgb,

S=1g s

A -L%l [s]-Zi:lgui

Al.Eg-}' [:S]-Z’.:x‘ 1g 8y, n=7, 611-1. [g].o

[s] = 1,9537; [x®] = 28 ; [xs] = 0,8754

Ao = 00,2791 ; Ai = 0,03126

lga=0,2791, e=1,9015; 1lgb = 0,03126, b = 1,0746
y = 1,9015 : 1,0746%

48.2, x = lﬂ-{-g—’s-l-ﬂ-—' x ~ 5, im Jshr 1984

49.1. y = ab*, n=86, &x, =2, [x]= 0 y= 1,0316-1,0494"
49,2, x =3, y=1,192, d= 1,192 - 1,191; d = 0,001

49,3, Far 1983: = 1,446 Mrd. Mark

Yaz
3

0. n=5,4x =1, [x]=0, [x*]=0

y = 88,44 + 0,76x - 0,0714x°

51. n=5,4x =1, [x] = 0, [xz'] = 0
y = 120,46 + 12,05x + 0,15x>
y = 120,76 + 12,05x

27




quadratische Funktion: S, = L-(Yi - 91)2, §, = 0,54
. i

L o | 2
Fir lineare Funktion: 82 = Zr(yi - '1) : 82 = 0,587
52, y = 9699,3 + 1028,9x - 43,5x>
n=7, 1965: x = 0, Axi = 1 entspricht 5 Jahre
Fir 1979 anndhernd 12239 - 1031: »
3

fOr 1981 annBhernd 12546 - 107t .

53. n=86, Axg =2, [x] = 0, y_._'bx

Y-A0+A1x mit Y = 1ln vy, onlnl. Alab, S=1lns

AO-L%J, Al-f!%i' [5]-Ziln0‘
[x8] = Zi:l" In o

[x®] = 70, [s] = 31,2622; [xS] = 1,3888
Ay = b=0,0198; A = 5,2104; lna = 5,2104;

a = 183,1612

y = 183,16¢0+0198x

Prognosewert fir 1984: 218,89 Mrd. Mark

4977 1978 1979 1980 1981

3,46 4,45 5,71 7,33 9,41 12,08
0,77 0,99 1,26 1,62 2,08 2,67
0,22 0,27 0,36 0,46 0,59

1,28

Bei anndihernd gleicher Wechstumerate iet eine Exponential=-
funktion zu empfehlen:

y = ae®™  oder y = ab®,

19 1976 1978 1980 1982 _ 1984

2,65 3,17 3,46 3,65 3,78 3,87 3,95
1,2 0,52 0,29 0,19 0,13 0,09 0,08
=0,68 -0,23 =0,1 -0,06 -0,04 -0,01 s
1,83 1,2 1,09 1,05 1,04 1,02 1,02

1974




55,

Der absolute Zuwachs der MeBwerte As, nimmt ab, die Wachs=-
tumsrate wird kleiner; es kann erwartet werden, daB die
MeBwerte einem S&ttigungswert zustreben. Eine Funktion
mit diesen Eigenschaften wére z. B,

ax

Y x ¢+ b

y=f(x) =%, 820, X % =b ,
Anndherung der Funktion y = f(x) durch Transformetion in
eine lineare Funktion:

i1_x+b

= H
y ax

-

llu'

S R
y - Bx
Y-A°+A1XI1tYI%,AOI%.A-%.X-%'S.%‘

Normalgleichungen: ) i
[x] = Zi:x—i' ; [s] = 21;;
ne Ay + Ayc [x] =[s]

Ay [x] + Ay - [x] = [x8]; [%®] = Z(;:_)Z;
IXS].,Z:;%.'%

A S x2] - [x] [xs] . s &
T )5 T . 1

n
1 _L 2 ~

Dahr | 1 Xy X1 = -;; LA 81 = 5, X3 xi Si
1963 | 1 | 1 1 94,2 | 0,010615 | 1,0000 0,010615
1964 | 2 | 2 0,5 95,5 | 0,010471 | 0,2500 0,005236
1665 | 3 | 3 0,333 96,6 | 0,010351 | 0,1110 0,003447
1966 | 4 |4 | O 250 97,5 | 0,010256 | 0,0625 0,002564
1967 | 5| 5 0,200 98,1 | 0,010193 | 0,0400 0,002039
1968 | 6 | 6 0,167 98,5 | 0,010152 | 0,0279 0,001695
1969 | 7 | 7 0,143 98,9 | 0,010111 | 0,0204 0,001446
1970 | 8 | 8 0,125 99,1 | 0,010090 | 0,0156 0,001261
1971 |1 9 | 9 0,111 99,1| 0,010090 | 0,0123 0,001120

2,829 0,092329 | 1,5397 0,029423
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56.
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Ao = 0,01 0063 , a = 99,3679
A:l = 0,0006179 , b=a- A1 » b = 0,061399
99 ,37x
™ e 6,6314
-CX
Y'—._-_x"' g_i-o-:a . 2 m14 bhogrcX
1+ be © Y
% -1=b-e"°%, !—§—¥ = b-e"%*, 1n 2—5—1 =1lnb - cx
weil 1ln e = 1
Y=A +Ax mit Y-lnl;—!, Ap=1lnb, A =«c
8§ = 1n & ; 2
a = 100, n=29, élxi = 1
Normelgleichungen: Ao = L—lﬁ - A1 = xg
d X
100 - s 100 = 8
S-Zln——-—i, [xS]-Zx 1n 1
8 - |
i B i
100 = 8y 2
- Xy 8y 81 = 1ln 5, Xy 51 xy Y
1 -4 70,0 - 00,8473 3,3892 16 68,29
2 -3 73,0 = 00,9946 2,9838 9
3 -2 75,7 - 1,1363 2,2726 4
4 -1 77,6 - 1,2425 1,2425 - L 77 .96
5 0 78,8 - 1,3129 0,0000 0 80,66
6 1 79,9 - 1,3801 -1,3801 1 83,11
7 2 84,4 - 1,6883 -3,3766 4
8 3 87,7 - 1,9643 -5,8929 ]
9 4 90,8 - 2,2895 -9,1580 16 88,99
- 12,8558 «-9,9195 60
Ao = = 1,42842 , In b = - 1,42842 , b = 0,2397

A1 = - 0,1653 ,

c = 0,1653

100

: L wao . ~0,1653%

1+ 0,2397e '




Wachstumsraten:

ry .;f = 1,043, r, = 1,036, ry= 1,025, r = 1,015,

rg = 1,014 , e ™ 1,056 , r, = 1,039 , rg = 1,035
57. y(x) = 2x° + 3x% ; y(x) = 2x> y k(x) = 3x2

Ay(x) = Ag(x) + Ak(x) , h=1

Ag(x) = g(x + 1) = g(x) , -

Ag(x) = 2(x + 1)3 = 2x> ; Ag(x) = 6x° + 6x + 2

A2g(x) = Ag(x + 1) = Ag(x)
[6 (x+1)2 46 (xs1)+2]-[6x®+6x2+2]
A%9(x) = 12x + 12

|
| Ak(x) = k(x + 1) = k(x) ; Ak(x) = 3 (x + 1)% = 3x2
| Ak(x) = 6x + 3
A%k(x) = [6 (x + 1) + 3] =[6x + 3] ; 2%k(x) =6
M2y(x) = A2g(x) + A2k(x) ; A%y(x) = 12x + 18

58.  y(x) = y(k) = y,

3 [ Yies = ka2 * Vies = Vi) * 2 [ Yiaz = 2¥i4q ¢ Yk]
=4[V = w] =0
SYkes = TVie2 * Yker * 3V = 0
59.1. 4, Ordnung, homogen
' 59.2. 2. Ordnung, inhomogen

59.3. 2. Ordnung, inhomogen
59.4. 1. Ordnung, homogen

60. Zeitpunkt Eoom 0, t =0, 1, 2, c0e, T
Anfangswert: Y 1000 ; b = 200
Monatliche Verzinsung: T% % . P = 0,0025

Betrag am Ende des ersten Monats: y, = y  + p y, + b

Y1 = Yo = Plyy '+ b

60.1. Differenzengleichung:
Ay(t) = py(t) + b, t=0,1,2, ..., T
y(t + 1) = y(t) = p y(t) « b
Yeer = (2 +P) vy, + B




1+pun, “a= 1,0025

t
t i1 -8
yt-uyoob-i—-_—-.—-, mit t = k

k
v = 8%y, + b $=2 k=0, 3,2, dues' K
60.2, 2 Jahre sind 24 Monate, k = 24

24
Y4 = 1,0025%% - 1000 + 200 +=343523
You = 6002 ,56
Nach zwei Jahren wéchet der Betrag auf 6002,56 M an.

k b
€0,3.,y) = 11000 ; .y = &%y, ¢T2g

b k b
Y = Tes LA RITe S

k
1,1235 = 1,0025° ; k = %Hf&%%?

k = 46,64 5547 ; nach anndhernd 3 Jahren und 11 Mona=-
ten iet der Betrag auf 11000,~ M angewachsen,

(1 - -")

61.1, Yt s ;25 y(t) . 0,05 , .55, B eei

Ay(t) = 0,05y(t)
y(t + 1) = 1,05y(t)

61.2. y(3) = 1,05° + y
y(3) = 115,76
1970: NE 115,76 Mrd. Mark
(laut statistischem Jahrbuch 117,43 Mrd. Mark)

o’ Yo = 100

61.3, yg = 1,05° - y_ ; ys = 127,63 Mrd. Mark

61.4. 200 = 1,05%y_ ; t = ‘H‘?‘O‘! ’ t ~ 14,2
Nach etwa 14 Jahren, des entspricht 1981, wird sich das
Nationaleinkommen verdoppelt haben. '

(Laut statistischem Jahrbuch fir 1981: etwa 196 Mrd. Mark)
62¢  Yke2 = 7Vkeg * 12y, = O

62.1, Charakteristische Gleichung: 22 - 7m ¢+ 12 = 0
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62.2, k = 0: y{1) 21, y&z) -1

62.3. Yo =2 y, = 5

k = 0D: 2 = cy *+ Cy . 3
k.= 13 5= 3c1 + 4c2 cy = -1
y'((a) -3 o3k o gk : .yau) - 3K+l _ L4k
| 62.4, k = 3 y(3) = yg = 17
(H) k e
63. Yk = 0 5" # e2k5 ;
' . = = H (3) = . k . k
| far Yo 3., ¥4 20: Yk 3:5 +k*5
| 64. =~ Allgemeine Lodsung der zugeh&rigen homogenen Differenzen=-
gleichung Yke2 = BYp,q + 12y, = O:
yaH) = uizk - czﬁk

= Eine spezielle L&sung der inhomogenen Differenzen=
gleichung:
q(k) = 6*, Gk ist im Fundamentalsystem enthalten:

y£1) g y'(‘2) - 6% .

Lésungsansatz: yr = k - Be¥

F k+1 k+2

yt’l =B (k + 1) 6 i YE,2 =B (k+2)6

k

Einsetzen des L&sungsansatzes yi = k - B6" in die Diffe-

i renzengleichung ergibt:
B (k+2) 62 . 88 (k + 1) 6*1 , 128Kke* = 6% | : 6% & 0O

B(ke+2)6° -88(ke1)'6 128k =1

1
B-ﬁ
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»* 1 k
Yk = 35 k6

- Allgemeine L&sung der inhomogenen Differenzengleichung:
& H
SR R

k k

y&l) -'c12 * c26 k

+ E% k*6
65.1. Ay(t) = 0,4y(t) + 0,15y(t - 1)
y(t + 1) = y(t) = 0,4y(t) + 0,15y(t - 1)
y(t + 1) = 1,4y(t) - 0,15y(t = 1) = 0 ; t=-1sk
t =k +« 1
Ysz = 104Yjyq = 025y = O
2

65.2. m~ = 1,4m - 0,15 = 0 , m, =15, m, == P |
H k
yiM) = e 1,55 + o, (=0,1)
65.3. k= 0, Yo = 400 , 400 = Cy *+ Cp
k = 1 , y1-440 ’ 440 = 1.561‘0.1(:2
R 300 , ¢, = 100

k

yf") = 300 - 1,5 + 100(-0,1)%

k = 4: y(4) = y4 = 1518,76

Nach 4 Jahren betrégt die ProduktionsgroBe
Y4 = 1518,76 ME.

66.1. y; = Yo = 0.04y° - 0,2y0 T 1500
Yi = 1,04\/o + 0,2y, yq = 1860

Yo = 1,042y° - O,2y1 - 0,8y°

k+2
Yke2 ~ 0'27k+1 = Qilyy. = 2,04 Yo

66.2. y,,o = 0.2y, ,4 = 0.8y, =0 ; Viﬂ) =cy +cy (_O'B)k

1

- Ansatz yt =B -1,04k‘2. ~ 20380

(1)

-yt = ey ee, (=0.8)% + 20380 - 1,04%*2

Yal) SR ey (-0.8)k + 22043 '1.04k

34




66.3. k = 0O Y, = 1500 ¢, + ©, + 20380 = 1500
k=1 y, = 1860 ¢, = 0,8c, + 21195 = 1860

= =19132,8; = 252,8

01 Cz
Y, = -19132,8 + 252,8 (=0,8)% + 22043 - 1,04%

) k = 3: y; = 5533 ME
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4, Wahrecheinlichkeitsrachnung

4,1, Zuféllige Ereignisse

4.1.1. Beispiele

B 1: Ein Versuch bestehe im einmaligen Werfen eines Wirfels.

Es werden folgende zufidllige Ereignisse (Versuchsausgénge)

betrachtet:

A: hbochstens eine "2" wird gewiirfelt,

B: mindestens eine "3" wird gewirfelt,

C: eine gerade Zahl wird gewiirfelt,

D: eine "3" oder eine "5" wird gewirfelt,

E: eine "1" wird gewlrfelt.

a) Welches Ereignis ist zum Ereignies B komplementér?

b) Welche Ereignisse sind mit dem Ereignis C unvertréglich?

c) Welches Ereignis bildet mit den Ereignissen C und D ein
vollsténdiges System von Ereignissen?

Lésung

a) Das zu B komplement&re Ereignis B ist ein Ereignis, das immer
dann eintritt, wemn B nicht eingetreten ist., B tritt nicht
ein, wenn eine "1" oder eine "2" gewilrfelt wurde. Dieser Ver=-
suchsausgang wird gerade durch des Ereignis A beschrieben,
so daB B = A gilt,

b) Gesucht sind jene Ereignisse, die nicht gleichzeitig mit C
eintreten kdnnen. Das sind die Ereignisse D und E.

c) Das gesuchte Ereignis muf zwei Bedingungen genigen:

1. es ist mit den Ereignissen C und D paarweise unvertraglich;

2, die Summe mit den Ereignissen C und D ergibt das sichere
Ereignis.

Die 1. Bedingung ist fir dee Ereignis E erfillt, da es weder

mit C noch mit D gleichzeitig eintreten kann. Die Summe der

Ereignisse C, D und E ergibt das sichere Ereignis, de im Er=-

eignis des Versuches eines dieser Creignisse eintreten wird.

Folglich ist auch die 2. Bedingung erflillt. E ist das gesuch=-

te Ereignis.

B 2: Ein Produktionsbetrieb verfigt Uber drei Fertigungsabtei-
lungen Fy» F, und F3. Es sei E;, 1 = 1(1)3, dae Ereignis,
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| daB in der Abteilung F;, wihrend einee Monats keine Stdrung

im Produktionsablauf auftritt.

Stellen Sie durch Verknlpfung der Ereignisse E, und ihrer

Komplementdrereignisse folgende Ereignisse dar:

A: in allen drei Abteilungen tritt mindestens eine Stdrung
auf ;

B: nur in der Abteilung F, tritt mindestens eine Stdrung
auf;

C: mindestens eine Abteilung arbeitet stdrungafrei.

Lésung

| Das Ereignis A bedeutet, daB gleichzeitig die drei Ereignisse

| " El, Eé und E3 eintreten (Ezs in der Abteilung F, tritt minde-
stens eine Stdrung auf). A ist aleo das Produkt dieser drei Er-
eignisee: A = E1 n Ez nE,.

Das Ereignis B bedeutet, daB in der Abteilung F1 mindestens eine
Stérung auftritt (Ereignis !1) und gleichzeitig die Abteilungen
F2 und F3 stdrungsfrei arbeiten (Ereignis E, bzw. E3). Folglich

gilt: B =E, n E, n E;.

Das Ereignis C bedeutet, daB mindestens eines der drei Ereig-
nisee E,, E;, E5 eintritt, Folglich handelt es sich um die Summe
dieser Ereignisse: B = E, U E2 v 63.

.

4.1.2. Obungsaufgaben

1. Aus einem Skatspiel wird willkiirlich eine Karte entnommen.
| Wir betrachten folgende zuféllige Ereignisse:
| A: eine Dame wird gezogen,
B: eine Pik~Karte wird gezogen.
Beschreiben Sie die Ereignisse A, A U B, A n B, B ~ A mit
Wortenl

2, Sind die fir die folgenden Versuche angegebenen zufalligen
Ereignisse unvertréaglich?
a) Versuch: einmaliges Werfen einer Minze.
Ergebnisse: Ay : die Zahl liegt oben,
Ay das Wappen liegt oben,

b) Versuch: ‘einmaliges Werfen von zwei Minzen.
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6.
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Ereignisse: 31: auf der ersten "inze liegt die Zahl oben,
B,: auf der zweiten Minze liegt das Wappen

oben.

¢) Versuch: zweimaligese SchieBen euf eine Zielscheibe.
Ereignisse: CO: kein Treffer,
Ci: genau ein Treffer,
C2: zwel Treffer.

In einer Abteilung arbeiten vier gleicheartige Maschinen.

Jede dieser Maschinen kann wihrend einer Schicht ausfallen.
Es werden folgende Ereignisse betrachtet:

A: genau eine der vier Maschinen f&llt aus,

B: mindestens eine der vier Maschinen f&llt aus,

C: nicht weniger als zwei Maschinen fallen aus,

D: genau zwei Maschinen fallen aus.

Ermitteln Sie, zu welchen der angegebenen Ereignisse die fol=-
genden Operationen fiihrenl!

a) AuB; b)AnB; ¢)BuC; d)BnbD.

Betrachtet man die tégliche Planerfiillung zweier Brigaden,
ktnnen unter anderem folgende zuf#llige Ereignisse eintreten:
A: die 1. Brigade erfdllt den Plan nicht,

B: die 2. Brigade erflllt den Plan nicht,

C: mindestens eine Brigade erfillt den Plan nicht,

D: mindestens eine Brigade erf(llt den Plan,

E: genau eine Brigade erfillt den Plan.

Ermitteln Sie, zu welchen der angegebenen Ereigniese die fol=-
genden Operationen fihren!

e) AuB; b)CnD; ¢)CUE; d)CneE.

Gegeben seien die drei zuf#lligen Ereigniese A, B und C, wo-
bei B=AUD und C=2A nD gelte.
a) Zeigen Sie, daB die Ereigniese A und B unvertréglich sindl

b) Zeigen Sie, deB die Ereignisse A, B und C ein vollsté&ndi-
ges System von Ereignissen bildenl!

Ein technisches System bestehe aus zwei Dampferzeugern, einer
Antriebsmeschine und drei Arbeitsmeschinen. Fir ein endliche
Zeitintervall (O, T] werden folgende zufdllige Ereignisse
betrachtet:




b3
-

der i~te Kessel arbeitet susfellfrei (1 = 1, 2),
die Antriebsmaschine arbeitet ausfallfrei, .
3 die j~te Arbeitsmaschine arbeitet suafallfrei

(.1 =1, 2, 3).
Das gesamte System funktioniert (Ereignis D), wenn mindestens
ein Kessel, die Antriebsmaschine und mindestens zwei Arbeits~
maschinen ohne Ausfall arbeiten.

0O o

Stellen Sie das Ereignis D durch Verknipfung der genannten
Ereignisse (bzw. der Komplementérereignisse) dar!

4.2, Ermittlung der Wahrscheinlichkeit zufsilliger Ereigniese
4.2.1. Beispiele

B 3: In einem Betrieb sind von je 2 000 Fertigerzeugnissen, die
alle unter gleichen technologischen Bedingungen hergestellt
werden, im Durchechnitt 32 unbrauchbar.

Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB ein in diesem Be-
trieb produziertes Fertigerzeugnis unbrauchbar ist
(Ereignis A)?

Lésung

Da die Fertigerzeugnisse unter gleichen Bedingungen hergestellt
werden, heben wir es mit einer Massenerscheinung zu tun. Folg-
lich kann die relative Haufigkeit als N&herungswert fir die ge~
suchte Wahrscheinlichkeit verwendet werden. Auf Grund der stati-
stischen Angeben gilt:

Poooo (A) = % = 0,016 = P(A).

B 4: In einer Urne befinden sich 5 schwarze, 12 weiBe, 23 rote
und 20 grine Kugeln, Willkiirlich wird eine Kugel entnommen,

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB sie rot (Ereignis
A) oder grin (Ereignis B) ist?

Lésung

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit der Summe C = A u B (A gder B).
Da eine Kugel nicht gleichzeitig rot und grin sein kann, sind
die Ereignisse A und B unvertréglich.




Folglich gilt: P(C) = P(A u B) = P(A) + P(B).

P(A) und P(B) lassen sich nach der klassischen Definition be~
rechnen, da es bei dem betrachteten Versuch 60 gleichwahrschein=-
liche Elementarereignisse (Gesamtzehl der Kugeln) gibt.

Man erhalt P(A) = 22, P(8) = 2§ = § und somit P(C) = 23 =0,717.

4,2.2, Obungsaufgaben

7. Aus der Geburtenstatistik einer Stadt geht hervor, daB
im Januar 145 Jungen und 135 Médchen,
im Februar 142 Jungen und 136 Mé&dchen,
im Mérz 152 Jungen und 140 Médchen
geboren wurden. Bestimmen Sie die relative Hiufigkeit der
Geburt eines Jungenl!

8. Aus der Menge der zweistelligen Zahlen wird willkirlich eine
Zahl asusgewdhlt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fol=
gender Ereignisse:

A: die Zahl ist durch 2 teilbar,
B: die Zahl ist durch 5 teilbar,
C: die Zahl iet durch 2 oder 5 teilbar!

9. Wie groB ist die Wahracheinlichkeit, daB men beim einmaligen
Ziehen einer Karte aus einem Skatepiel eine Zehn (Ereignis
A) oder eine Herz-~Karte (Ereignis B) erh&lt?

10. Beim einmaligen Werfen eines Wirfels werden folgende Ereig-
nisse betrachtet: >
A: es wird héchstens eine "3" gewlrfelt;
B: es wird eine ungerade Zahl gewiirfelt.
Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeit der Summe C = A u Bl

11. A und B seien zwei zuféllige Ereignisse, (ber deren Wahr=
echeinlichkeit folgende Angaben vorliegen:
P(A) = 0,4, P(B) = 0,6, P(A nB) = 0,3,
Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeit folgender zuf&lliger
Ereignisse:
a) A; b)AuB; ¢)EnE; d) 2 uB; e) Au BI




4.3, Rechnen mit Wehrscheinlichkeiten

4,3.1, Beispiele

B _5: Nach der allgemeinen Sterbetafal der DDR betrégt die Wahr=-
scheinlichkeit (relative HBufigkeit) dafir, daB ein nougo-'
borener Junge 5 Jahre alt wird (Ereignis A) 0,940, und daB
er 50 Jehre alt wird (Ereignis B) 0,858,

Wie grof ist die Wahrescheinlichkeit, daB ein finfjéhriger
Junge 50 Jahre alt wird?

Lésung

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(BIA).
Es gilt P(BIA) = E(B O A) wegen BC A 16t A n B = B, so daB

sich P(BIA) = ;*%} ergibt.
Damit erhalt man P(BIA) = g-:-g%g = 0,913,

B 6: In einem Betrieb wurden zum Antrieb der Werkzeugmaschinen
zwei Elektromotoren installiert. Statistische Untersuchun=-
gen ergaben, daB die Motoren unabhlingig voneinander in Be~
trieb eind und daB im Laufe eines Tages der erste Motor zu
80 % und der zweite zu 85 ¥ esuegelastet ist, wobei die Ar-
beitsperioden der Motoren willkirlich auf den Tag verteilt
sind.

Berechnen Sie die Wehrecheinlichkeit, deB zu einem beliebi-
gen Zeitpunkt beide Motoren leufen (Ereignis A), genau ein
Motor léuft (Ereignis B), mindeetens ein Motor liuft (Er-
eignis C) I

Lbésung
Wir betrachten die Ereignisse H1 (der erste Motor lauft) und

1 H2 (der zweite Motor l&uft). Dann gilt:

A=Myn My B-(Hinﬁz)ul(ﬁinﬂz); Ca=M, uM

1 1 2.

Auf Grund der statistischen Angaben ist P(Mi) = 0,80 und

P(Mz) = 0,85, Wegen der Unabhéngigkeit wvon My und M, erhdlt man
P(A) = P(My n M) = P(M,) - P(My) = 0,68,

Da die Ereignisee (M, n Hz) und (F1 n M,) unvertréglich sind,

gilt P(B) = P(Miln ﬁz) + P(ﬂ1 N M,). Aue der Unabhingigkeit des
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Pasres (M,, M,) folgt die Unabhéngigkeit der Paare (M,, M,) und
(“1- M,). so daB sich P(B) = P(M,) - P(ﬁé) + P(W,) - P(M,) ergibt.
Wegen P(ﬁi) = 0,2 und P(Hz) = 0,15 erh&lt man schlieBlich

P(B) = 0,29,

Auf Grund der Vertréglichkeit der Ereignisse M, und M, gilt
P(C) = P(My u M) = P(My) + P(My) = P(My n My)
= 0,8 +0,8 -0,68= 0,97,

B 7: Zur Erhdhung seiner Zuverl#éssigkeit wird ein Ger#dt durch n
gleichartige Ger#te dubliert, wobei die parallel geschalte-
ten Reservegerdte genau wie das urspringliche Ger&t bela-
stet werden (heiBe Reserve) und unabhéngig voneinander aus-
fallen, Die Zuverldssigkeit (Wahrscheinlichkeit des aus-
fallfreien Funktionierens) jedes Gerétes betridgt 0,8,

1. Berechnen Sie die Zuverliseigkeit des erhaltenen Geréte-
systems |

2, Wie groB muB die Zahl n der doublierenden Geriéte sein,
damit die Zuverlédssigkeit des Gerétesystems mindestens
0,99 betragt?

Lésung

1. Es werden folgende zuféllige Ereignisse betrachtet:
A1= das i-te Gerdt arbeitet ausfallfrei, i = 1(1) (n+1);
A: des Geratesystem funktioniert.
Aus diesen Angaben ergibt sich 21 = P{Ai) = 0,8,

Gesucht ist Z = P(A).
n+1

Wegen A = UJ Ay und der Unabhéngigkeit der Ereignisse A,
i=1
gilt der Satz (Mathematik fir Ukonomen, Bd. 2, S. 50)
n+1
P(A) = 1 = T [1-P(A,)].
i=1

Folglich erhalt man P(A) = 1 - (1 - 0,8)™1 = 1 - 0,2™1%

2. Die gesuchte Anzahl n ist aue der Ungleichung

1-0,2"2 0,99
zu ermitteln. Durch Umformung erhiélt man
(n + 1) log 0,2 5 log 0,01 ,
| so daB

2 log 0,01
' "¥IgoiE -1




eein muB. Daraus ergibt sich n = 1,86, d. h., es werden zwei
Reservegeréte bendtigt.

B 8: Ein Industrieladen bezisht Glihlampen esiner bestimmten Sorte
von zwei Werken, wobei das Werk I 60 ¥ und das Werk II 40 &
des Gesamtbedarfs liefert. Im Durchschnitt sind von 100 Lam~
pen des Werkes I 82 und von 100 Lampen des Werkes II 69
normgerecht.

1; Wie groB ist die Wahrecheinlichkeit, daB eine im Indu=~
etrieladen willkirlich erworbene Lampe normgerecht ist
(Ereignis B)?

2, Die erworbene Lampe mige normgerecht sein.

Wie grof ist die Wehrscheinlichkeit, daB sie aus dem
Werk I stammt (Ereignis A)?

Lésung

1. Da das Herstellerwerk der erworbenen Glihlampe unbekannt ist,
muB P(A) mit Hilfe der Formel fOr die vollstdndige Wahrechein=-
lichkeit ermittelt werden. Zundéchst ist zu {berlegen, welche
alternativen "Hypothesen" bezilglich des Herstellerwerkes denk-
bar sind, Offensichtlich sind das die Ereigniese
Ay = A: die Lampe wurde im Werk I hergestellt;

A, = A: die Lampe wurde im Werk II hergestellt,
Dann gilt
P(B) = P(BIA,) - P(A;) + P(BIA,) - P(A,)
=0,82:-0,6 + 0,69:-0,4 = 0,768,

2. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(Aila). die sich nach der
Formel von Bayes eus
P(BIA,) - P(A,)
P(A,!B) = 1 1 »
(A;18) 26 ergibt

Mit P(B) = 0,768 erhalt man dann

0,82 - 0,6
P(A1IB) = —'“—'m.— - 0.641-

Beachten Sie: Die zus#dtzliche Information, daB die erworbene
Lampe normgerecht ist, hat dazu geflhrt, daB sich die Wahr=
echeinlichkeit des Ereignisses A (die Lampe ist aus dem
Werk I) von 0,6 (a=priori-Wahrscheinlichkeit) auf 0,641
(a=posteriori-Wahrscheinlichkeit) erh&hte.




4.3.2, Obuﬁg..ufgabcn

12,

13.

i5.

16.

Necheinander werden zwei Minzen geworfen und folgende zufél-
lige Versuchesrgebnisse betrachtet:

A: auf der 1. Minze liegt das Wappen oben,

B: mindestens ein Weppen liegt oben,

C: mindestens eine Zahl liegt oben,

D: auf der 2. Minze liegt das Wappen oben.

Oberprifen Sie, ob die Ereigniepaare

a) (A, D), b) (C, A), ¢) (B, €), d) (B, D)

abhéngig oder unabhéngig sindl

Die Ereignisse A und B seien unvertraglich, und es gelte
P(A) # O und P(B) # O, Sind die beiden Ereignisse voneinan=-
der unabhingig?

Zeigen Sie, daB sus der Unabhiingigkeit des Ereignispaares
(A, B) die Unabhéngigkeit der Ereignispasre (A, B), (A, B)
und (A, B) folgt! 3 !

In einer Schuhfabrik werden in Abteilung I die Schuhsohlen,
in Abteilung II die Abs&tze und in Abteilung III das Oberle-
der hergestellt, Statistische Beobachtungen weisen aus, daB
die AusschuBquote in Abteilung I 2 %, in Abteilung II 4 %
und in Abteilung III 3 % betrédgt. Ohne vorherige Gitekon=-
trolle werden in Abteilung IV sus den Zulieferungen der an=
deren drei Abteilungen die Schuhe zusammengenéht. Wieviel
Prozent der hergestellten Schuhpaare werden im Durchochnﬁtt
AusschuB sein, wenn angenommen wird, daB die Abteilung IV
faktisch fehlerfrei arbeitet?

In einem Eisenbahnknotenpunkt kreuzen sich drei Strecken.,
Fir die Wahrscheinlichkeit, daB es auf der Strecke
i, 1 = 1(1)3, in 24 Stunden zu Vaésp&tungon kommt (Ereignis
A;)+ wurden anhand statistischer Untersuchungen folgende
Werte ermittelt:

P(Al) = 0,05, P(Aa) = 0,02, P(AS) = 0,12,

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB in 24 Stunden
auf keiner Strecke eine Verspatung eintritt?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ee mindestens
auf einer Strecke zu Verspétungen kommt?




17.

i8.

19.

Bel der Quaelitétsprifung eines Erzeugnisses wird ein even-
tuell vorhandener Fshler mit einer Wahrscheinlichkeit wvon
0,95 gefunden., Gefordert wird jedoch eine Wahrscheinlichkeit
von 0,99. Dezu bieten sich zwei Vorgehensweisen an:

a) Jedes Erzeugnis wird mehrmals gepriift.

b) Nach der ersten Prifung werden die als fehlerhaft erkann=-
ten Erzeugnisse ausgesondert und die restlichen einer er=-
neuten Prifung unterzogen.

Welches Priifverfahren ist effektiver?

Wir betrachten das in der Aufgabe 6 beschriebene technische
System. Uber die Zuverléssigkeit der einzelnen Elemente mb=-
gen folgende Informationen vorliegen:

P(Ai) = 0,7; P(Az) = 0,8; P(B) = 0,9;

P(cl) = 0,8; P(cz) = 0,9; P(cs) = 0,6.
Berechnen Sie die Zuverléssigkeit des Systems!

Gegeben sei das folginde technische System:

0,75 08
E &
Lo, 0.8 Ly’
< &
E} ~
Es 7,

Die Zahlen geben die Zuverldssigkeit der einzelnen Elemente

an, die unabhingig voneinander ausfallen,

a) Ermitteln Sie die Zuverléssigkeit Z des Systems als Funk-
tion von p! Welches Monotonieverhalten weist diese Funk=~
tion auf?

b) Wie groB ist die Zuverlassigkeit des Systems, wenn
p=0,8 ist? -

c) Wie groB muB die Zuverléssigkeit p der Elemente E; und
E5 mindestens sein; wenn die Zuverlassigkeit des Systems
nicht kleiner als 0,92 sein soll?




20,

21,

23.

24,

Aus einer Urne mit 3 weiBen, 2 roten und 5 schwarzen Kugeln
werden nacheinander willkiirlich und ohne Zuricklegen drei
Kugeln entnommen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die erste Kugel rot,
die zweite weiB und die dritte wiederum rot (Ereignis A)

ist?

Aus statistischen Untersuchungen geht hervor, deB 96 % der
in einem Betrieb hergestellten Erzeugnisse normgerecht sind
(Ereignis B). Von jeweils 100 normgerechten Erzeugnissen
entsprechen im Durchschnitt 75 der Gilteklasse 1.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein sus der Produk-
tion des Betriebes willklrlich ausgewéhltes Erzeugnis der
Giteklasse 1 entspricht (Ereignis A)?

Aus einem Skatspiel werden nacheinander willkdrlich ohne Zu-
riicklegen zwei Karten gezogen.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die zweite Karte
ein As ist (Ereignis B), wenn bekannt ist, daB
- die erste Kerte ein As war (Ereignis A),
-~ die erste Karte eine Zehn war (Ereignis C)?
b) Wie groB ist die Wahrescheinlichkeit, daB die zweite Karte
ein As ist, wenn die erste Karte unbekannt ist?

Eine Urne enthélt N Lose, von denen M einen Gewinn bringen.
Zwel Personen ziehen nacheinander ein Los.

‘Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die zweite Person

gewinnt (Ereignis B), wenn

a) bekannt ist, daB die erste Person nicht gewonnen hat
(Ereignis Al).

b) unbekannt ist, ob die erste Person gewonnen hat oder
nicht?

FOr ein Exporterzeugnis gibt es im Land L, vier potentielle
Kunden, im Land L2 - zwel und im Land L3 - sechs,

Die Wahrscheinlichkeit, dsB mit einem potentiellen Kunden
ein Liefervertrag abgeschlossen wird (Ereignis B), hédngt vom
jeweiligen Land ab: In L, betrégt die Wahrscheinlichkeit

0,7, in L2 - 0,5 und in L3 - 0,65.

Bei der Befragung eines willkiirlich ausgewanlten Kiufers
wird festgestellt, daB er einen Vertrag abgeschlossen hat.

Welche Hypothese beziiglich des Herkunftslandes dieses Kiu-
fers ist am wshrscheinlichsten?




25, In einer GroBstadt kenn man den Punkt Q von einem Ausgangs-
punkt R unter Benutzung dreier verschiedener Verkehremittel
vl, V2 und V3 erreichen.
Die Wahrscheinlichkeit, daB man in weniger als 20 Minuten
ans Ziel gelangt (Ereignis B), betrégt fir des Verkehrsmit-
tel V1 0,75, fiar Vz 0,6 und fir V3 0,85. Es sei bekannt, da
mit einem willkiirlich ausgewdhlten Verkehrsmittel das Ziel
(Punkt Q) in weniger ale 20 Minuten erreicht wurde. Wie groB
ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Verkehrsmittel Vz ge=-
wihlt wurde?

26. Im Bereich einer Bezirksdirektion der Staatlichen Versiche-
rung wurden insgesamt 100 000 Kraftfahrzeugversicherungen
abgeschlossen, davon sind 60 % Pkw, 25 ¥ Kréder und 15 % Lkw.
Die Wahrscheinlichkeit, daB im Leufe eines Jahres ein Versi=-
cherungsfall auftritt (Ereignis B), betridgt fiOr Pkw 0,005,
fur Kréder 0,01 und fir Lkw 0,002.

a) Wieviel Vereicherungsfélle eind durchschnittlich in einem
Jahr zu bearbeiten?

b) Wie groB sind die Anteile der oben genannten drei Kraft=-
fahrzeuggruppen an der Gesamtzahl der zu bearbeitenden
Félle?

27. Eine Anlage besteht aus drei Geriten G,, G, und 03. von de=
nen zu jedem Zeitpunkt jeweils genau eines in Betrieb ist.
FlUr die Wahrscheinlichkeit, daB das Gerét Gy in Betrieb ist
(Ereignis A,, 1 = 1(1)3), gilt: P(Al) = 0,4; P(Az) = 04
P(A;) = 0,5.
Die Wahrscheinlichkeit, daB das in Betrieb befindliche Gerit
ausféllt (Ereignis B), betrégt beim Gerét G1 0,2, bei 62 0,3,

bei G3 0,1.

Bei Ausfall der Anlage nimmt die Fehlersuche eine betrécht-~
liche Zeit in Anspruch. In welcher Reihenfolge sollen die
einzelnen Baugruppen zweckméBigerweise geprift werden?

4.4, Zufallsvarieblen und ihr Verteilungsgesetz
4.4.1. Beispiele

B 9: Im Ergebnis eines Versuches kann genau eines der finf Er-
eignisse A;, i = 1(1)5, eintreten, Fir die Wahrscheinlich=-
keit dieser Ereignisse gilt:
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P(A,) = . P(A,)) = 75, P(A;) = P(A;) = 3.

Auf der Menge dieser Ereignisse sei eine diskrete Zufalls=
variable X definiert, die den Wert (Realisation) x, =21 =1,
i = 1(1)5, annimmt, wenn das Ereignis Ai eingetreten ist:
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunk=-
tion der Zufallsvariablen X, und stellen She diese Funk=-
tionen graphisch dar! i

Lésung

Die Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsfunktion impliziert eine
Aussege (ber die mbglichen Werte der Zufallsvariasblen X und Gber
die Wahrscheinlichkeit, mit der diese Werte angenommen werden.
Im vorliegenden Fall kann X die Werte 1, 3, 5, 7 und 9 annehmen.
Weiterhin gilt:

Py = P(X = 1) = P(A)) = §: Py = P(X = 3) = P(A,) = 7}

Py = P(X = 5) = P(A) = 3; Py = P(X = 9) = P(Ag) = £.

Besondere Uberlegungen verlangt die Berechnung von Py = P(X =7)
= P(A,), da diese Wehrscheinlichkeit nicht angegeben ist.

Da die Ereignisse Al = 1(1)5, ein vollsténdiges System von
Ereigniseen bilden, iet ihre Summe das sichere Ereignis.
Damit gilt:

Pa = P(Ag) = 1 = P(A)) = P(A,) = P(Ag) = P(A;) = F.

Die Wahrecheinlichkeitsfunktion kann in Form folgender Vertei=
lungstabelle angegeben werden:

x1|1 3 5 7 g

g | RS e R R
i 3 12 6 3 (3
Graphisch ergibt sich folgendes Bild:
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i FOr die Berechnung der Verteilungsfunktion F(z) der diskreten
| Zufellevariablen X gilt die Beziehung
0 z = Xq

k
F(z) = P(X <2)={ > Bys X < 28 x40 k = 2(1)4

i=1
1| xs<z.
Daraues ergibt sich
-0 ; zs1,
3 1<z53,
5 <
3 <zas,
Fz) =4 5 :
iz S5<z=7,
£, 7<zd9,
e 9 9 <z,

Als graphisches Bild der Verteilungsfunktion erh&lt man:

49




F(z)

a5
0 1 B é ; % é Z

B 10: Die Verteilungsfunktion F(z) einer stetigen Zufsllsvaria-

blen X habe die Gestalt {c = const.)

o, z50,
F(z) = 5% = , 0% 2% e
1, cC < 2.8

a) Ermitteln Sie die zugehdrige Dichtefunktion f(x)!
b) Bestimmen Sie den Wert der Konstanten c!

Lésung

a)

b)

50

Die Dichtefunktion erhdlt man durch Differentiation der Ver-
teilungsfunktion. Da die angegebene Funktion F(z) nur an der
Stelle z = ¢ nicht differenzierbar ist, ergibt sich

(1 J x50,
f(x) = % x O 3 1<ie .2
s« [ £ 5N .

An der Stelle x = c hat f(x) eine Unstetigkeitsstelle.

Zur Bestimmung des gesuchten Wertes von c werden die Eigen=~
schaften einer Dichtefunktion genutzt.
Zunaéchst ergibt sich aus der Forderung

- -]

S f(x) dx = 1

-0

c
die Beziehung [ %x dx = 1. Nach der Berechnung des bestimm=~
0




ten Integrals erh&lt man die Gleichung
%c = 1, so daB ¢ = % ist,

B 11: Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y nehmen entsprechend
die Werte x,, 1 = 1(1)3, und Yqe J = 1(1)4 an, Die zwei~-
dimensionale Zufallsvariable (X, Y) habe folgende Wahr-
scheinlichkeitsfunktion Pyy = Pl(x = xg) n (Y = yJ)]:

Y3
xi -2 -1 0 2
1 0,05 0,05 0,15 0,10
2 0,15 0,05 0,00 0,05
3 0,05 0,20 0,10 0,05

a) Sind die Zufallsvariablen X und Y voneinander unabhé&n-
gig?

b) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen Z = X + Y!

Ldsung

a) Die Zufallsvarieblen X und Y sind unabhéngig, wenn fiir jedes
Indexpaar (i, j) die Beziehung pij =P 9y gilt, wobei
Py = P(X = x;) und fy . BLY =iy.) ist.
Die Werte fir Py (bzw. qJ) erhdlt man durch Addition der Wahr=-
scheinlichkeiten p13 in der entsprechenden Zeile (bzw. Spalte)
der zweidimensionalen Verteilungstabelle., Folglich gilt

P, = 0,35; Py = 0,25; Pz = 0,40;
9, = 0,25; g, = 0,30; 9z = 0,25; 9, = 0,20.

Da p,, = 0,05 # P49, = 0.35+0,25 = 0,0875 ist, handelt es
sich um abh&ngige Zufallsvariablen.

b) Zundchst sind die Realisationen der Zufallesvariablen Z zu be=-
stimmen, die sich aus der Addition der einem méglichen Index-
paar (i, j) entsprechenden Werte xi,yj ergeben, Offensicht=
lich kann die Summe aus X und Y folgende Werte annehmen: -1,
0, ¥, 2,.3, 4, 5.

Nun ist noch die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, mit der
diese Werte angenommen werden. Fir die Wahrscheinlichkeit
ry=P(z=-1) gilt r, =P(Z=-1)= P[(x= 1) n (Y = -2)] = 0,05,
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wobei der Zshlenwert aus der zweidimensionalen Wahrscheinlich-
keitstabelle abzulesen ist. Analog gilt:

= P(Z =0) = P{[(x =1)n(Y==1)]u[(X=2)n (Y= -2)]}
= P[(X=1)n (Y = =1)] + P[(X = 2) n (Y = =2)]

k2

= 0,05 + 0,15 = 0,20,

wobei die Unvertréglichkeit der Wertepasare (1, -1) und

(2, -2) genutzt wurde.

Ermittelt man in &hnlicher Weise die (brigen Wahrscheinlich=
keiten ke k = 3(1)7, erhdlt man fir Z die Wahrscheinlich=

‘keitsfunktion
2, | -1 0 1 2 3 4 5
F | 0,05 0,20 0,25 0,20 0,20 0,05 0,05 .

4.4.2., Obungsaufgaben

28, Ein Ger&t enth&lt vier stdéranféllige Elemente Ei' i = 1(1)4.
Die Wahrscheinlichkeit Py fir den Ausfall des Elementes Ey
in einem bestimmten Zeitintervall betrage:
p1 = 0,2; Py = p3 = 0,1; Py = 0,3.

Die Zufallesvariable X bezeichne die Anzahl der in diesem

Zeitintervell ausfallenden Elemente.

a) Ermitteln Sie die Wshrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen X!

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB hdchstens zwei
Elemente ausfallen?

c) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X!

29, In einer Werkstatt arbeiten unabhéngig voneinander zwei
gleichartige Maeschinen, Jede dieser Maschinen kann in einem
Zeitintervall (O, T] mit der Wahrscheinlichkeit p ausfallen,

Die Zufallsvariable X sei die Differenz zwischen der Anzahl v

der arbeitenden und ausfellenden Maschinen.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu=-
fallsveriasblen X!

b) Stellen Sie die Verteilungsfunktion von X fur p = 0,3
graphisch dar!l




30.

31.

32,

33.

Ein Gerédt besteht aus drei Baugruppen 31' . Die
Zuverléseigkeit p, der Baugruppen betrage:
Py = 0,75, Py =Pg=q.
Die Wehrscheinlichkeit, daB hichstens eine Baugruppe im be-
trachteten Zeitintervall susfallt, sei 0,625.
8) Berechnen Sie die Zuverladssigkeit q der Baugruppen E
bzw. ESI
b) Es sei X die Anzehl der ausfallenden Baugruppen. Ermit-
teln Sie die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen!

82 und 33

2

Die Dichtefunktion f(x) einer ltotié.n Zufallsvariablen X

hat die Gestalt /
%x A <A 3.,
f(x) =¢{ $-8x, 3<x%6,
0 sonst,

a) Stellen Sie f(x) graphisch dar} '
b) Es sei F(z) die Verteilungsfunktion von X.

Berechnen Sie F(4), und interpretieren Sie dae Ergebnis an=-

hand der angefertigten Skizze!

Die stetige Zufallsvariasble X besitze die Verteilungsfunk-

tion
[ 15 z = -1 A
F(z) = %z + % ; -1 <z & % i
o o

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daB X einen Wert aus
dem Intervall (O, %) annimmt |

Ee sei f(x) die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvaria-
blen X. Wie ver#éndert sich ihre graphische Daretellung,
wenn

a) zur Zufellevariablen der Wert 1 addiert,

b) von der Zufallsvariablen der Wert 2 subtrashiert,

c) die Zufallsvariable mit 2 multipliziert,

d) das Vorzeichen der Zufallsvariablen veréndert wird?

Die Zufallsvariablen X und Y seien durch die funktionale B;-
ziehung Y = % verknipft. Die stetige Zufallsvariable X habe
die Verteilungsfunktion
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3S5.

36.

uA

0 , z 0o,
F(z) = %z ' Dz 4,
L 4 <z ,

a) Stellen Sie die Verteilungsfunktion Fi(z) a P(Y < z) der
Zufallsvariablen Y in allgemeiner Form mittels F(z) dar!
b) Berechnen Sie Flfé) !

Eine diskrete zweidimensionale Zufallevariable (X, Y) habe
folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:
Y3

Xy 0 i 2 3

0 0,3721 0,18320 0,0488 0,0061

1 0,1830 0,0900 0,0240 0,0030

2 0,0488 0,0240 0,0064 0,0008

3 ~ 0,0061 . 0,0030 0,0008 00,0001

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu=-
fallsvariablen Z = X + Y |
b) Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig?

Die Vornoge und die Prifungenote im Fach "Mathematik fir
Okonomen™ eines willkiirlich ausgewéhlten Studenten eind Zu-
fallsvarieble, die mit X bzw. Y bezeichnet werden sollen.

X kann die Werte Xy = 1, 2, 3, 4, Y die Werte yj = 41, 2,3,
4, 5 ennehmen. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der zweidi-
mensionalen Zufallevariablen (X, Y) habe folgendes Aussehen:

Y3
X4 1 2 3 4 5
1 0,0461 0,0496 0,0035 0 0
2 0,0390 0,1418 0,1064 0,0106 0,0035
3 0,0177 0,0887 0,2199 0,1099 0,0036
4 0 0,0285 0,0568 0,0567 0,0177

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zu-
fallsvariablen X und Y!

b) Prufen Sie, ob zwischen den Vor= und Prifungenoten eine
Abhéngigkeit besteht!

c) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der aus
Vor= und Priifungsnote ermittelten Endnote (Zufallsva=-




riable Z), wenn dabei folgendermaBen verfahren wird:

- Ist die Prifungsnote gleich der Vornote, gilt diese
auch als Endnote.

- Unterscheiden sich Vor- und Prufungsnote um eins, gilt
die Vornote ales Endnote.

= Unterscheiden sich Vor- und Priifungsnote um zwei, er-
gibt sich die Enanoto als Mittelwert beider Noten.

- Ist die Priifungenote "5", gilt diese unabhiéngig von der
Vornote als Endnote.

4.5. Parameter der Verteilung

4.,5.1. Beispiele
B 12: Die stetige Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

§% - a=-n<x3as+n,
f(x) =
2 1 sonst.

Berechnen Sie Erwartungswert E(X) und Varianz Ba(x) von X!

Lésung
Fiir den Erwartungswert einer stetigen Zufallevariablen gilt

B0 w - T x(x) dk.

Unter Beachtung der konkreten Gestalt von f(x) ergibt sich dar=-
aus

a+n
E(X) = Jf x 'E% dx = 3% [(a + n)2 - (a - n)a] = a,.
a=-n

Fiir die Varianz gilt die Beziehung
62(x) = [ [x - E(x)]? #(x) dx.

Auf Grund der konkreten Gestslt von f(x) erhdlt man mit E(X) = a

a+n >
GE{X) = J[ (x = a)%. %: dx = 23 »
a=n

B 13: Bei einem Kraftfahrzeug-Hilfsdienst koénnen zu einem belie-
bigen Zeitpunkt reparaturbedirftige Fahrzeuge eintreffen.
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Wird der Bereitschaftsdienst von n Arbeitern nach der Me-
thode A organisiert, kénnen in jeder Stunde durchechnitt=-
lich n - p Fahrzeuge repariert werden. Erfolgt die Arbeits-
organisation nach der Methode B, so kénnen im Durchschnitt
zwischen 6 und 18 Uhr stindlich n - [1 - (1 = p)z]Fahrzeugo.
zwischen 18 und 24 Uhr stindlich np Fahrzeuge und zwischen
0 und 6 Uhr stindlich %np Fehrzeuge repariert werden.

Fir welche Werte von p ist die Arbeitsorganisation nach
Methode B glinstiger?

Lbsung
Die Methode B ist ginstiger, wenn die durchechnittliche Anzahl
der innerhalb von 24 Stunden reparierten Fahrzeuge grdfer ist
als bei der Methode A, Bezeichnet die Zufallevariable X die An=-
zahl der in 24 Stunden reparierten Fehrzeuge, so gilt bei Me-
thode A:

EA(X) = 24 np.
Bei Methode B gilt entsprechend

Eg(X) = 12n [1 = (2 - p)2] + 6np + 6- Fnp .

Lést man die entsprechende Ungleichung, so ergibt sich, daB far
alle p < % die Beziehung EA(X) < EB(X) erfallt ist.

B 14: Die tagliche Nachfrage X (gemessen in Mengeneinheiten ME)
nach einer leicht verderblichen Ware in einer Verkaufs-
stelle sei eine Zufellsvarisble und geniige folgender Wahr-
scheinlichkeitsfunktion:

Xy l 30 ME 40 ME 50 ME 60 ME

Py | 0,2 0,4 0,3 0,1

Die Ware wird t#glich geliefert. Fir jede am gleichen Tag
verkaufte ME erzielt die Verkaufsstelle einen Gewinn von

2 Werteinheiten (WE). Von der am gleichen Tag nicht ver=-
keuften Ware kénnen am nachsten Tag noch 20 ¥ mit einem
Gewinn von 1 WE je ME verkauft werden., Die (brige Menge
kann nicht verkauft werden, so deB die Verkaufsstelle hier
einen Verlust von 2 WE je ME erleidet. Ist die von den
Kéufern gewilinschte Menge an einem Taeg grdBer als die ge-
lieferte Menge, erlgidet die Verkasufsstelle einen Verlust,




der auf 2 WE je nicht vorhandener ME geschitzt wird.
Der Verkaufestellenleiter hat zu entscheiden, ob tdglich
40 ME oder 50 ME zu bestellen sind.

Welche Menge ist zu bestellen, wenn als Kriterium

a) der Erwartungswert,

b) die Standardabweichung,

c) der Variationskoeffizient

des Gewinns gewdhlt wird?

Losung

Die Zufellsvariable G1 (62) bezeichne den Gewinn, der bei einer
Bestellmenge von 40 ME (50 ME) erzielt wird. Die Realisationen
dieser diskreten Zufellsvarisblen héngen von der tatséchlich
eingetretenen Nachfrage ab. Ist X = 30 ME, so ergibt sich bei
einer Bestellmenge von 40 ME ein Gewinn von 46 WE:

30 ME kénnen am gleichen Tag mit einem Gewinn von 2 * 30 = 60 WE
verkauft werden; von den verbleibenden 10 ME kénnen am néchsten
Teg 20 ¥ (= 2 ME) mit einem Gewinn von 12 = 2 WE verksuft wer-
den; die (brigen 8 ME kénnen nicht verkauft werden, so daB ein
Verlust von 2 * 8 = 16 WE entsteht. Der erzielte Gewinn betragt
folglich 60 + 2 = 16 = 46 WE,

Ist X = 40 ME, stimmen Nechfrage und Bestellmenge (berein. Fir
Jede ME wird ein Gewinn von 2 WE erzielt, so daB G1 in diesenm
Fell den Wert 2 - 40 = B0 WE annimmt. Bei X = 50 ME reicht die
bestellte Menge von 40 ME zur Bedarfsdeckung nicht eus: 40 ME
kdnnen mit einem Gewinn von 80 WE abgesetzt werden, aber wegen
der fehlenden 10 ME erleidet die Verkaufsstelle einen Verlust
von 2 * 10 = 20 WE, so daB sich der Gewinn auf 80 - 20 = 60 WE
beléuft,

Auf diese Weise erhélt man fir die Zufallsvarieble G1 und G
folgende Wahrscheinlichkeitsfunktionen:

2

Byy 46 80 60 40
Py 0,2 0,4 0,3 0,1
- 2 32 66 100 80

Py 0,2 0,4 0,3 0,1

(Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die verschiedenen Realisa-
tionen des Gewinns eintreten, sind gleich den Wahrscheinlichkei-
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ten fir die Nachfragewerte, die der Berechnung der Gewinngr&Ben

zugrunde lagen.)

a)

b)

c)

Aus

E(G,) = 46:0,2 + B0O- 0,4 + 60-0,3 + 40 0,1 = 63,2 WE,
E(G,) = 32°0,2 + 66° 0,4 +100°0,3 + 80 0,1 = 70,8 WE
folgt, daB bei einer Bestellmenge von 50 ME im Durchschnitt
ein hdherer Gewinn erzielt wird.

Berechnet man zunéchst die Varianz
6%(G,) = (46 - 63,2)%- 0,2 + (80 - 63,2)2- 0,4

+ (60 - 63,2)2: 0,3 + (40 - 63,1)%: 0,1 = 228,96,
so erhdlt man

6(6,) -]/52(61) = 15,1 ,

Auf analoge Weise ergibt sich 6(62) = 24,0, so daB wegen der
geringen Standardabweichung eine Bestellmenge von 40 ME vor=-
zuziehen ist.

Far den Variationskoeffizienten erhélt man

v(G,) = :{%}-%ﬁ- 0,24 ,

6(G,)
V(Gz)-g'rcf"-%':%.olul

so daB sich nach diesem Kriterium eine Bestellmenge von 40 ME
als glnstiger erweist.

B 15: In einem Betrieb werden die Fertigerzeugnisse maschinell
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verpackt, Der Verpackungsautomat ist so beschaffen, daB
die Anzahl X der Erzeugnisse pro Packung eine Zufalls-
variable ist. Anhand stetistischer Unterlagen wurde fest-
gestellt, daB

E(X) = 10000 und 6°(X) = 100 ist.

Wie groB ist die Waehrscheinlichkeit, deB die Anzeshl der
Erzeugnisse in einer willkirlich asusgewdhlten Packung um
weniger als S0 vom Sollwert (Erwartungswert) abweicht?
Geben Sie mit Hilfe der Tschebyschewschen Ungleichung
einen Ndherungswert an!




Lésung

Auf

Grund der Tschebyschewschen Ungleichung gilt:

P(IX - 10 000] < 50) 2 1 - 5208 = 22 = 0,9,

d. h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist nicht kleiner als
0,96.

4.,5.2, Ubungsaufgaben

37

38,

39.

40,

Berechnen Sie Erwartungewert und Varianz der in den Beispie-
len B 9 und B 10 betrachteten Zufallsvariablen X!

Eine diskrete Zufallsvariable X habe die Wahrscheinlich-
keitsfunktion

o] 1

pi I 1-p P
Berechnen Sie E(X) und ﬁz(x)l

Ein Betrieb stellt Rbhren fir Fernsehapparate her. Der Ver=

kaufepreis pro Réhre betrégt 10 Werteinheiten (WE). Der Be-

trieb beabsichtigt, auf jede Rbhre eine Garentie von 18 Mo=

naten mit der MaBgabe zu gewdhren, daB

- bei erstmaligem Ausfell im 1., Halbjahr 100 % des Kauf=-
preises,

- bei erstmaligem Ausfell im 2, Halbjahr 66 % des Kauf=-
preises,

~ bei erstmaligem Ausfall im 3. Halbjahr 33 % des Kauf=-
preises

zurickerstattet werden.

Statistische Untersuchungen lassen beziiglich der Ausfall=-

wahrscheinlichkeit folgende Aussagen zu:

Halbjahr | 2. 2s 3, |
Ausfallwahr=
scheinlichkeit 0,10 9,05 0.15

Vlelche Kosteneinsparungen missen erzielt werden, so daB
durch die zu erwartenden Garantieleistungen der Gewinn pro
Réhre nicht geschmélert wird?

An einem FuBgéngeriberweg steht eine automatische Verkehrs=-
ampel, die fir die Kraftfahrer im stdndigen Wechsel eine Mi-
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41.

42.

43,

45,

nute griines und eine halbe Minute rotes Licht zeigt.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein sich der Am=-
pel zufédllig ndhernder Kraftfahrer den Oberwog‘ohne anzu-
halten passieren kann?

b) Es sei X die Wartezeit eines beliebigen Fahrzeugs am

Oberweg. Berechnen Sie E(X) und 62(X)!
\

Ein Materiasllager bestellt zu Beginn jedes Monats 20 Stiick
einer bestimmten Ereatzteilart. Die monatliche Nachfrage

(in Stick) nach diesem Ersatzteil ist eine diskrete Zufalls-
variable X mit folgender Wehrscheinlichkeitsfunktion:

Xy | 17 i8 19 20 21 22

B, |0i @2 DELIEE 0.1 oA

Fiir jedes im lsufenden Monat nicht bendtigte Ersatzteil ent=-
stehen Lagerhaltungskosten won 2 Werteinheiten je Stick.

Iet die Nachfrage grtBer esls die vorhandene Ersatzteilmenge,
missen die fehlenden Teile zusétzlich beschafft werden, was

Kosten von 5 WE je Stiick verursacht.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert der Kosten, die dem La-
ger bei dieser Ersatzteilart entstehen!

b) Wie &ndert sich der Erwartungswert, wenn statt 20 Stick
19 Stick (bzw. 21 Stick) bestellt werden?

Wie veridndern sich Erwartungswert, Varianz und Standardab-
weichung einer Zufallsvarieblen X, wenn man

a) zur Zufallsvariablen eine konstante Zahl ¢ addiert,
b) die Zufallsvariable mit einer konstanten Zashl ¢ multi=-
pliziert?

Die Zufallsvariablen X und Y haben den Erwartungswert

E(X) = 2 bzw. E(Y) = 6. Berechnen Sie den Erwartungswert der
Zufallsvariablen Z = 3X 4+ 4Y|

X und Y seien unabhingige Zufallsvariablen mit 62(X) =5

und Gz(Y) = 6., Berechnen Sie die Varianz der Zufsllsvaria=-
blen Z = 3X + 2Y!I

Eine stetige Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

X - s
f(x) & { E . (0] x 4,
0

sonst.




a) Wie groB ist die Wehrecheinlichkeit, daB die Werte der
Zufallsvariablen X um mehr als % vom Erwartungswert E(X)
abweichen?

_b) Ermitteln Sie mit Hilfe der Tschebyschewschen Ungleichung
einen Naherungswert fir die unter a) ermittelte Wehr=
scheinlichkeit! Interpretieren Sie das Ergebnis|

4.6, Spezielle diskrete Verteilungen
4.6.1c B‘i’Eiole

B 16: Aus einer Sendung von 90 in Kartons verpackten Fernsehge-
rédten, von denen 60 ein dunkles und 30 ein helles Geh&use
haben, wurden willkirlich 10 Kartons esusgewdhlt. Es zeigte
sich, daB sie alle Fernsehgeréte mit hellem Geh&use ent-
hielten. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB in den
ndchstén drei willkirlich (und ohne Zuriicklegen) esusge-
wihlten Kertons mindestens zwei Geradte mit hellem Geh&use
enthalten sind (Ereignis A)?

Lésung

Zunéchst gilt es, die fir die Aufgabenlésung relevante Zufalls-
veriable zu beschreiben. Das ist offentsichtlich die Anzahl X
der Gerédte mit hellem Gehduse in den drei nachfolgend auegewéhl-

ten Kartons, Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) ergibt sich
folglich aus der Beziehung

P(A) = P(X 2 2) = P(X = 2) + P(X = 3).
Die Zufallsvariable X genigt einer hypergeometrischen Verteilung
(Auswahlschema ohne Zuricklegen), wobei gilt:

N=290«10=80; M= 30 - 10 = 20; n = 3, Somit ist

en- 2

(so
P(X = 3) = 9! . 0,4165 .

= 0,4309 ,

Man erhdlt P(A) = 0,4309 + 0,4165 = 0,8474.
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B _17: Aus einem Lieferposten automatisch hergestellter Buchsen
werden 80 Erzeugnisse willkirlich herausgegriffen und auf
ihren Durchmesser gepriift. Eine Buchse gilt als AusschuB,
wenn ihr Durchmeeser nicht in vorgeschriebenen Toleranz-
grenzen liegt. Aus statistischen Analysen ist bekannt, daB
durcheschnittlich 7 % der hergestellten Buchsen AusschuB
eind.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB unter den ausge-
wihlten 80 Buchsen

a) genau 4 Buchsen Ausschuf sind,
b) héchstens 2 Buchsen AusschuB sind?

Ldsung

Die fiir die Aufgabenldsung relevante Zufallsvariable ist die An=-
zahl X der AusschuBbuchsen unter den ausgewdhlten 80 Buchsen.

Da es sich um ein Auswahlschema ohne Zuriicklegen handelt, genigt
X einer hypergeometrischen Verteilung. Aus den vorhandenen An=-
gaben 1&Bt sich kein Wert fir den Parameter N ermitteln, Die ge~
suchten Wahrscheinlichkeiten lassen sich aber néherungsweise mit
Hilfe einer Binomialverteilung berechnen, wenn man von der of=
fensichtlich sinnvollen Annahme ausgeht, daB die "Faustregel”

N >10 - n = 800 erfillt ist. Diese Binomiaslverteilung ist durch
die Parameter n = 80 und p = 0,07 charakterisiert. Dann gilt

a) P(X = 4) = (92)(0,07)4 (0,93)7° = 0,1528 ,
b) P(X & 2) = (eg)(o,07)° (0,93)%° & (3‘;) (0,07) (0,93)7°
+(ag)(o.o7)2 (0,93)78 =
= 0,0003 + 0,0181 + 0,0539 = 0,0723 .

B 18: In einem Textilbetrieb beaufsichtigt eine Arbeiterin
6 Spinnmaschinen, die unabh&ngig voneinander arbeiten. Fir
jede dieser Maschinen betrage die Wehrscheinlichkeit, daB
sie innerhalb einer Stunde bedient werden muB, 0,15.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB in einer Stunde

a) genau zwei Maschinen bedient werden missen,
b) mindestens zwei Maschinen bedient werden missen?




Lésung

Die fir die Aufgabenlésung relevante Zufallsvariasble ist die An=-
zahl X der innerhalb einer Stunde zu bedienenden Maschinen. Da
die sechs Maschinen unabhingig voneinander arbeiten und die Be=-
dienwahrscheinlichkeit fir alle gleich ist, liegt ein Bernoul-
lisches Versuchsschema vor, so daB X einer Binomialverteilung
genlgt. Dabei ist n = 6 und p = 0,15. Folglich erh&lt man:

a) P(X = 2) = (g) (0,15)% (0,85)% = 0,176 .

6
b) P(X 2 2) = Z (';’) (0,15)* (0,85)%~1 ,

1=2 '
Eine Berechnung nach dieser Formel wire sehr aufwendig. Die Rech-
nung vereinfacht sich, wenn man von der Beziehung

P(X2 2) = 1=P(X=0)=PX= 1)
ausgeht. Wegen

P(X = 0) = (g) (0,15)° (0,85)% = 0,3771 ,

P(X = 1) = (f) (0,15)* (0,85)° = 0,3993
erhélt man dann P(X & 2) = 0,2236.

B 19: An einem FlieBband sind 100 Arbeitskréfte eingesetzt. Fir
jede dieser Arbeitskréfte betrage die Wahrscheinlichkeit,
deB sie an einem beliebigen Tage in einer bestimmten Jeh-
reszeit krankheitsbedingt ausfallt, 0,04, Sinkt die Ar=
beitskré&ftezahl am FlieBband unter 90, miissen zusitzliche
Krédfte eingesetzt werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
ist das der Fall?

Losung

Die fOr die Aufgabenlésung relevante Zufallsvariable ist die An-
zahl X der tdglich krankheitsbedingt ausfallenden Arbeitskréfte.
Unter der vereinfachenden Annahme, daB die Arbeitskrafte unab-
héngig voneinander erkranken, geniigt X einer Binomialverteilung
mit n = 100 und p = 0,04, Folglich l&Bt sich die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit P(X > 10) aus der Beziehung

100 (100

P(X > 10) = EL ; :

) (0,04)* (0,96)100-%
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berechnen. Da aber

n-p = 100 - 0,04 = 4 § 10 ,
1500+p = 1500 - 0,04 = 60 £ n = 100

gilt, ist geméB “Faustregel” eine néherungsweise Berechnung der
gesuchten wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer Poisson-Verteilung
mit dem Parameter A = n'p = 4 mbglich.
Aus der Tabelle der Poisson-Verteilung ergibt sich
P(X > 10) = 0,0019 + 0,0006 + 0,0002 + 0,0001
= 0,0028.

B 20: Der Bunkerinhalt eines Méhdreschers werde wihrend acht Be-
triebsstunden durchschnittlich 48mal entleert. Die Anzahl
X der Bunkerentleerungen je Zeiteinheit sei eine poisson-
verteilte Zufallsvariable, wobei als Zeiteinheit eine
halbe Stunde gewdhlt wurde.
Wie groB ist die Wehrscheinlichkeit, daB wahrend einer
Zeiteinheit
a) genau drei Bunkerentleerungen,
b) nicht mehr als zwei Bunkerentleerungen stattfinden?

Losung

Den Parameter A der poissonvertesiten Zufallsvariablen X erhédlt
man aus der OUberlegung, daB in einer Zeiteinheit (halbe Stunde)
durchschnittlich 3 Entleerungen stattfinden, wenn in 8 Stunden
durchechnittlich 48 Entleerungen erfolgen. Folglich ist A = 3.

a) P(X = 3) = 0,2240 (Tafelwert).
b) P(Xx £ 2) = 0,0498 + 0,1494 + 0,2240 = 0,4232,

4.6.2. Ubungsaufgaben

46. Ein Betrieb erhélt des &fteren Lieferungen von 100 Einzeltei-

len. Zur Qualitétskontrolle werden willkirlich 10 Teile ohne
Zuricklegen susgewdhlt, Enthdlt diese Stichprobe mehr als
zwel defekte Teile, wird die gesamte Lieferung zuidrckge=-
schickt, andernfalls wird sie angenommen. Mit den beiden
méglichen Entscheidungen (Annahme oder Ablehnung) sind fol-
gende Kosten verbunden:

Bei Annahme der Lieferung verursacht jedes defekte Teil

9 Mark Kosten fir Nacharbeiten. Bei Ablehnung und Zuricksen=




47,

48,

49,

51.

dung einer Lieferung, die nicht mehr als sechs defekte f;ila
enthalt,'nerden dem Betrieb die Transportkosten in Héhe von
2000 Mark in Rechnung gestellt,

Berechnen Sie den Erwartungswert der Kosten, die dem Betrieb
bei Anwendung des obigen Prifverfahrens fir den Fall entste-
hen, daB die Lieferungen genau 6 defekte Teile enthalten!

Einem Posten von 800 Antriebewellen werden willkiirlich und

ohne Zuriicklegen 30 Stiick entnommen und auf ihren Durchmes-
ser geprift. Eine Welle ist verwendbar, wenn ihr Durchmes-

ser in vorgegebenen Tolrrlnzgronzon liegt. Es sei X die An-
zahl der in der Stichprobe enthaltenen verwendbaren Wellen.
Aus statistischen Untersuchungen ist bekannt, daB 9 % aller
produzierten Wellen nicht verwendbar sind.

a) Wie groB ist die Wehrscheinlichkeit, deB die 30 entnomme-
nen Antriebswellen sémtlich verwendbar eind (Ereignis A)?
Wie kann diese Wahrscheinlichkeit ndherungsweise berech=
net werden? :

b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der Zufallsva-
riablen X1

A

Aus statistischen Angaben geht hervor, daB in einem bestimm-
ten Gebiet von den Familien mit Kindern 50 % ein Kind, 41 %
zwei Kinder, 7 % drei Kinder und 2 % 4 Kinder haben. Es sei
X die Anzahl der Jungen in einer Familie mit Kindern.

a) Berechnen Sie die Wahrecheinlichkeitsfunktion der Zufalls-
variablen X!
b) Berechnen Sie E(X) und 62(X)!

Ein Versuch gelingt in 8 % eller Félle. Wieviele Einzelver-
suche missen durchgefiihrt werden, .so daB mit an Sicherheit
grenzender Wahrscheinlichkeit (0,99) mindestens ein Versuch
gelingt?

An einer 'Oberschule lernen 400 Schiiler. Mit welcher Wahr=-
scheinlichkeit hat keiner dieser Schiler am 24, Dezember Ge-
burtstag (Ereignis A)?

Von 8 Arbeitern einer Abteilung bendtigt jeder in der Stunde
durchschnittlich wihrend 15 Minuten Elektroenergie. Dabei
kann angenommen werden, daB zu einem beliebigen Zeitpunkt
Jeder Arbeiter mit gleicher Wahrscheinlichkeit Elektroener=

gie benttigt.
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53.
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a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB zu einem will-
kiirlich eusgewdhlten Zeitpunkt keiner der Arbeiter Elek-
troenergie bendtigt? .

b) Welche Anzahl von Arbeitern, die zu einem beliebigen
Zeitpunkt gleichzeitig Elektroenergie bendtigen, ist am
wahrscheinlichsten?

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB weniger als zwei
Arbeiter gleichzeitig Elektroenergie bendtigen?

Eine GroBhandelsgesellschaft fir Obst und Gemise hat in der
Saison im Betreuungsbereich 100 zurétzliche Verkaufseténde
eingerichtet, die in Abhéngigkeit von der Nachfrage sofort
beliefert werden sollen. Es hat sich gezeigt, daB jeder die-~
ser Verkaufsstdnde mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,05 im
Laufe des Tages eine Zusatzbestellung aufgibt. Zum Transport
stehen Lastkraftwagen zur Verfiigung, von denen jeder die
Menge von 3 Zusatzbestellungen transportieren kann. Wieviele
LKW sind einzuplanen, wenn die Kosten (unabhéngig vom er=-
folgten Einsatz) 300 Mark pro LKW und Tag und die Verluste
fir jede nicht realisierte Bestellung 400 Mark betragen
(minimaler Erwartungswert der Kosten)?

Ein Arbeiter verarbeitet in einer Schicht 150 Halbfabrikate
zu entsprechenden Finalprodukten. Die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Finalprodukt AusschuB ist, betrégt fir alle Produkte
0,04, Ee sei X die Anzahl der AusschuBstiicke, die der Arbei-
ter wihrend einer Schicht herstellt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daB der Arbeiter nicht
mehr als ein AusschuBetlick produziert (Ereignis A)! Wie l&Bt
sich diese Wahrscheinlichkeit ndherungsweise berechnen?

In einem Kreis geniige der jéhrliche Bedarf pro Haushalt an
einem Massenartikel einer Poisson=Verteilung. In den letzten
Jahren betrug der durchschnittliche Bedarf pro Haushalt 16
Stick. Der fir die Versorgung des Kreises zusténdige Handels-
betrieb hat seinen Sicherheitsbestand so angelegt, daB ein
iiber den Durchschnitt hinausgehender Mehrbedarf pro Haushalt
in Héhe der halben Standardabweichung noch befriedigt werden
kann. ’

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Teil des Bedarfes
nicht gedeckt?




55, Die zentrele Werkzeugausleihe eines Betriebes verfigt Ober
drei Exemplare eines bestimmten Spezialwerkzeuges, die am
Tag der Ausleihe zyriickgegeben werden missen. Durchechnitt=-
lich werden pro Tag zwei dieser Spezialwerkzeuge bendtigt.
Die Nechfrage geniige einer Poisson-Verteilung. Wie groB8 ist
die Wahrscheinlichkeit, daB an einem beliebigen Tag

a) kein Exemplar asusgeliehen wird,
b) die Nachfrage nicht befriedigt werdem kann?

4.7, Spezielle stetige Verteilungen
4,7.1. Beispiele

B 21: Die Dicke X der auf einer Metallhobelmeschine hergestell-
ten Platten ist eine normalverteilte Zufallsvarisble mit
den Parametern p = E(X) = 10 mm und 6 = 6(X) = 0,02 om.
1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, deB eine willkir-

lich susgewdhlte Platte AusechuB ist, wenn

8) die Dicke mindestens 9,97 mm betragen soll,

b) die Dicke hdchstens 10,05 mm betragen darf,

c) die Dicke um meximal 0,03 mm vom Sollwert (20 mm)
abweichen darf? ‘

2. Wie groB muB die Grenze c des Toleranzinterwallas

[10 = ¢, 10 + c] mindestens sein, demit man nichs mehr

als 5 % AusschuBplatten erh&lt?

Lésung

1. a) Gesucht ist die Wahrecheinlichkeit P(X < 9.97).

b)

Wegen X = N (10; 0,0004) gilt
. X = 9 97 - X -
P(X < 9'97) = P (—U‘ < —‘—?—n) = P (ﬁ < = 1.5)

= P(N (D,1) < - 1,5) = § (- 1,5),

wobei $(z) die Verteilungsfunktion der standardisiertenm
Normalverteilung N(0,1) ist, die in Tabellenform vorliegt.
Mit ¢(~ 1,5) = 1 - $(1,5) = 1 - 0,9332 erhalt man fOr die
gesuchte Wahrscheinlichkeit 0,0668.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X > 10,05).
Wiederum gilt




P(X > 10,05) = P(ﬁafﬁég > 2,5) = P(N(0,1) > 2,5)
= 1 = P(N(0,1) < 2,5) () 1~ §(2.5)

= 1 - 0,9938 = 0,0062.
(Anmerkung zu (+): Entsprechend den Eigenschaften stetiger
ZufellsgroBen ist P(N(O,1) & 2,5) = P(N(0,1) < 2,5)
= $(2,5).)

c) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(1X - 10| > 0,03).
Auf Grund des Satzes 4.3.15 (vgl. Mathematik fir Okonomen,
Bd, 2, S. 113) erhélt man zunéchst

P(IX = 10| % 0,03) = 2' % (%fg%) -1=2¢(1,5) -1

= 2+0,9332 - 1 = 0,8664.
Dann ist P(IX - 10! > 0,03) = 1 - 0,8664 = 0,1336
die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
2. Die gesuchte Toleranzgrenze ist aus der Beziehung

P(IX - 10| &

c) # 0,05
zu bestimmen, Dabei gilt
P(IX = 10l 2 ¢) = 4 = P(1X = 10| < ¢)
=1-[2d8(g5m) - 1] =2[1-é(55m)] -
Folglich ergibt sich die Ungleichung
= £ Y
2 [1 @(5755)] 0,05,
deren Umformung zu
S a
6(5135) 0,975
fihrt, Aus der Tabelle der standardisierten Normalverteilung
erhdlt man, deB diese Ungleichung fir 5555 = 1,96 erfillt ist,

so daB ¢ 2 0,0392 sein muB.

B 22: Auf Grund einer Marktanalyse wird geschdtzt, daB im Plan-
zeitraum der Bedarf X an einem Artikel normelverteilt mit
dem Parameter u = 50 Mengeneinheiten [ME] und 6 = 3 ME ist.,

a) Zu Beginn der Planperiode ist ein Lagerbestand von
53 ME vorhanden. Eine Auffillung des Lagers in der Plan=-
periode ist nicht vorgesehen. Mit welcher Wahrschein=-
lichkeit kann der Bedarf in der Planperiode aus dem La-
ger gedeckt werden?




; -

b) Eine Leitungsentscheidung legt fest, daB die Wahrschein-
lichkeit der Bedarfedeckung mindestens 0,99 betragen
muB., Wie grof muB dann der Lagerbestand zu Beginn der
Planperiode sein?

Lésung
e) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X £ 53). Wegen
X = N(50,9) gilt

P(x = 53) = (2520 5 1) = P(N(0,1) ¥ 1)

= $(1) = 0,8413,

¢

]

b) G bezeichne den gesuchten Lagerbestand, der sich aus der Be-
ziehung P(X = G) £ 0,99 ergibt. Es gilt

P(X § G) = p(5_§_§9 s ey . @(9.%.29) 20,9.

Die letzte Ungleichung ist erfillt, wenn

G—g—-E 2 2,323 ist.

Folglich muB G 2 56,97 sein.

B 23: In einer Werkhalle stehen 60 Maschinen, die unabhéingig
voneinander arbeiten. Wdhrend eines Monats f&llt jede die-
ser Maschinen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,3 aus.

Es sei X die Anzahl der in einem Monat ausfallenden Ma=
schinen.

a) Berechnen Sie Erwartungswert und Standardabweichung der
ZufallsgroBe X!

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau finf
Maschinen ausfallen?

c) Berechnen Sie naherungsweise die Wahrscheinlichkeit
P(15 £ x £ 25)1

Lésung

a) Aus den gemachten Angaben folgt, daB die Arbeit der 60 Ma-
schinen den Bedingungen eines Bernoullischen Versuchsschemas
genigt, so daB die Zufallsvariable X binomialverteilt mit

) n=60und p=0,3 ist. Folglich gilt
E(X) = np= 60+ 0,3 = 18

6(X) =Y np (1 - p) =)/12,6 = 3,55.




b) P(x = 5) = (59) (0,3)° (0.7)%° = 4,0115 - 207,

c) Da np (1 - p) = 12,6 > 9 gilt, kann gem&B “"Faustregel” die
gesuchte Wahrscheinlichkeit niherungsweise mit Hilfe einer
Normelverteilung berechnet werden, wobei

p=np= 18 und 62 = np (1 - p) = 12,6 ist. Daraus ergibt

sich
s s Wi 15 = 18 < X = 18 < 25 - 18
P(15 'S X 3 25) = P(Sra™ * “T,28 55 )

= P(- 0,84 3 N(0,1) & 1,97) = $(1,97) - ¢(~ 0,84)
= $(1,97) - [1 - $(0,84)] # 0,9756 - 0,2005 = 0,7751.,

B 24: Die Dauer von Telefongespréchen im Selbstwidhlverkehr sei
eine exponentialverteilte Zufallsvarisble mit dem Erwar-
tungswert E(X) = 2 Minuten. Bei starker Uberlastung der
Leitung wird ein Gespréch automatisch nech 3 Minuten ge-
trennt,. Mit welcher Wahrecheinlichkeit ist das der Fall?

Lésung
>

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(X = 3). Wegen E(X) = 2 gilt
fir den Parameter a der Exponentialverteilung

a= E%YT = 0,5, Damit ergibt sich

P(X33) =1=P(X<3)=1=F3)=1-(1-2e"0573

.-1.5

= 0,2231.

4,7.2, Obungsaufgaben

56, Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit p = O,
Die Wahrscheinlichkeit, daB die Zufallsvariable einen Wert
im Intervall (-a, a) annimmt, betrage 0,5.
Berechnen Sie 62, und geben Sie die Dichtefunktion f(x) der
Zufellsveriablen X anl!

57. Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit E(X) = O,

Fir welchen Wert von 6 erreicht die Wahrscheinlichkeit
P(2 X & 5) 1hr Maximum?

58, Ein Betrieb stellt Kugeln flr Kugellager her. Der Nenndurch=
messer der Kugeln betrdgt 5 mm. Auf Grund des technologi-
schen Prozesses ist der tatséchliche Durchmesser eine nor=




‘ malverteilte ZufallsgrdBe X mit p = 5 mm und 6 = 0,05 mm,
Alle Kugeln, deren Durchmesser vom Nennwert (5 mm) um mehr
als 0,1 mm abweicht, sind AusschuB. Bestimmen Sie den durch-
schnittlichen AusschuBanteil!

59, Die Zahl der Reisenden, die téglich in Berlin den Schnell-
zug D 507 besteigen, ist anndhernd normelverteilt mit
B = 640 und 6 = 80, Der Zug verfigt (ber 684 Sitzplitze.

a) Wie grof ist die Wahrecheinlichkeit, daB alle in Berlin
einsteigenden Reisenden einen Sitzplatz finden?
FJ b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleiben héchstens 100
Sitzpldtze frei? '

c) Die Deutsche Reichsbahn erwirtschaftet beim D 507 einen
Gewinn, wenn mindestens an 90 von 100 Tagen mehr als 530
Personen in Berlin einsteigen. Ist das der Fall?

d) Fir welchen Wert ¢ liegt an 99 von 100 Tagen die Zahl der
in Berlin einsteigenden Reisenden im Intervall
[ =c:ip+c]?

60. Der Durchmesser der in einer Abteilung hergestellten Schrau=

ben gleicher Art geniige einar'Nornalvarteilung mit p = 4 mm

und 6 = 0,06 mm.

a) Eine Schraube ist normgerecht, wenn der Durchmesser zwi-
schen 3,88 mm und 4,09 mm liegt. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB eine willkirlich ausgewdhlte Schraube
normgerecht ist?

b) Stindlich werden 200 Schrauben produziert. Wieviele von
ihnen haben im Durchschnitt einen Durchmesser griBer als
4,08 mm?

c) Wie groB muB die Konstante c mindestens sein, so daB
héchstens 4 % der Schrauben einen Durchmesser haben, der
nicht innerhalb des Intervalls [4 - c; 4 + c] liegt?

i d) Im Durchschnitt gehéren 60 % der stiindlich hergestellten
Schrauben zur Giteklasse Q. Wie groB ist die Wahrschein=-
lichkeit, daB von yier aus der Stundenproduktion willkir-
lich ausgewdhlten Schrauben genau zwei die Giteklasse Q
aufweisen?

61. Die Lebensdauer von Radiordhren eines bestimmten Typs ist
eine normalverteilte Zufallsvariable X mit E(X) = 160 Stun=
den und 6(X) = 20 Stunden.
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a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB. eine willkiirlich
ausgewéhlte Rediordhre lénger als 180 Stunden funktio-
niert?

b) Die Radioréhren werden in Schachteln verpackt, wobei jede
Schachtel vier willkirlich ausgewdhlte Rohren enthélt.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, deB alle in einer be-
liebigen Schachtel enthaltenen Réhren lénger als 180 Stun=-
den funktionieren?

62. In einem groBen Forschungsinstitut arbeiten 40 Ingenieure,
denen fir ihre Untersuchungen ein Physiklabor zur Verfilgung
steht, Jeder der Ingenieure meldet sich unabhéngig von den
iibrigen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,4 fir die Arbeit
im Physiklabor an. Es sei X die Zahl der téglichen Anmeldun=-
gen fir das Physiklabor. '

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau drei Anmel=-
dungen vorlieganf

b) Berechnen Sie naherungsweise die Wahrscheinlichkeit
P(10 £ X S 20)!

63, Die auf einer automatischen Anlage hergestellten Erzeugnisse
werden sofort automatisch gepruft. Auf diese Weise wurde
festgestellt, daB die Zeit zwischen dem AusstoB von zwei Aus=-
schuBerzeugnissen exponentislverteilt mit dem Erwartungswert
E(X) = 10 Minuten ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,

daB im Verlaufe einer Minute kein AusschuBerzeugnis produ=
ziert wird!

64, Die Zeit der storungsfreien Arbeit eines bestimmten Gerédtes
ist eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
ol
F(z) =1 =-e T . z >0
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, deB die stérungsfreie
Arbeitszeit grofer als T ist?

4.8. Mathematische Statistik

r;

4.8.1. Beispiele

B 25: Gegeben seien die Resultate wvon acht unabhéngigen Messun=-

gen einer Strecke mit einem Gerdt chne systematischen
Fehler [m]:




' i \

369; 378; 315; 420; 385; 401; 372; 383,

Ermitteln Sie einen erwartungstreuen Schétzwert fir die
' Varianz der MeBfehler, wenn
a) die Lénge der zu messenden Strecke bekannt und gleich

einen erwartungstreuen Schatzwert fir den unbekannten Parame-
ter 6 = 62. wobei Xy die beobachteten MeBwerte sind. Setzt
man letztere in die angegebene Formel ein, erhdlt man

& = 814,875 n°.

375 m ist, |
1 b) die Lénge der zu messenden Strecke unbekannt ist!
Lésung
t a) Da die Lénge der vermessenen Strecke bekannt ist, liefert
] 8
ol A 2
i- 8=3>  (x, - 379)
i=1
I
|

b) Da die Lénge der zu vermessenden Strecke unbekannt ist, lie-
fert die empirische Varianz

8
s> = % :E: (x4 = %)2
i=1
einen erwartungstreuen Schétzwert fir den unbekannten Parame-
ter 6 = 52. wobei
gt 8
X = EE: Xy
i=1
das arithmetische Mittel der Beobachtungswerte bezeichnet.
Da X = 377,875 m ist, erhalt man s> = 921, 839 m2,

| B 26: Eine konkrete Stichprobe vom Umfang 100 stamme aus einer
l normalverteilten Grundgesamtheit mit dem Parameter 62 = 4,
i Die Stichprobe hat den Mittelwert x = 6,4.

a) Bestimmen Sie zu dem Konfidenzniveau = 0,95 ein kon=-
kretes Konfidenzintervall fir den Parameter p!

b) Wie gro® muB der Stichprobenumfang n gewdhlt werden, da-
mit man zum Konfidenzniveau » = 0,95 ein konkretes Kon-
fidenzintervall mit der L&nge 0,5 erh&lt?

c) Welche konkreten Konfidenzintervalle ergében sich, wenn
n = 400 bzw. n = 10 wére? Interpretieren Sie die Er=
gebnisse!




Lésung

a) Bei bekannter Varianz der Grundgesamtheit gilt fir das gesuch-
te Konfidenzintervall die Formel

("zu%‘ x+zmv—qﬁ).

Die Werte X = 6,4, n = 100, 6 = 2 sind aus der Aufgabenstel-
lung bereits bekannt. Fir die Irrtumswahrscheinlichkeit «
gilt «x = 1 = = 1 - 0,95 = 0,05, wobei » das Konfidenzniveau
bezeichnet. Wegen ¢ (zm) = 1 = % findet man ¢ (z“) = 0,975,
woraus sich anhand der Tabelle der standardisierten Normal-
verteilung z, = 1,96 ergibt. Damit erhélt man das Konfidenz-

intervall
6,4 = 1,96 - ~Bu=; 6,4 ¢ 1,96 =5=] = (6,008; 6,792).
Y100 Y100

b) Die Lénge des Konfidenzintervalles betrigt

6
L 2z, -—= .
- E.{R
Im vorliegenden Fall gilt aleo
2 7,84 )
Le2-:-1,96 7? = f?:r 0,54
Daraus ergibt eich, daB n = 245,9 ~ 246 eein muB, um ein Kon=-
fidenzintervall der Lénge 0,5 zu erhalten.

c) Gegeniber der Aufgabe a) &ndert sich nur der Wert fir n. Bei
n = 400 erhélt man das Konfidenzintervall (6,204; 6,596), bei
n = 10 hingegen (5,160; 7,640).
Es zeigt sich, daB mit wachsendem Stichprobenumfang n daes In-
tervall, in dem der unbekannte Parameter p mit einer Wahr=-
scheinlichkeit von 0,95 liegt, kleiner wird, d. h., die
Schétzung wird genauer,

B 27: An n = 10 Schragrédern wurde ein bestimmtes Merkmal, dee-
sen Sollwert 90,018 mm betrégt, gemessen, wobei folgende
Werte ermittelt wurden [mm]:

90,010 90,012 €0,012 90,024 90,020
90,012 90,014 90,012 90,022 90,022,

Oberpriifen Sie, ob die zur Herstellung der Schrégrader
verwendete Maschine den Sollwert einhdlt (o = 0,05), wenn
fiir die Grundgesemtheit Normalverteilung vorausgesetzt
wird!
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Lésung

Gem&R der Aufgabenstellung soll die Nullhypothese Hy ¢ E(X) =
B, = 90,018 mm fir eine Irtumswahrscheinlichkeit von 0,05 gete-
atet werden. Da die Varianz der Grundgesamtheit unbekannt ist,
ergibt sich als TestgrdBe

o "_’_“o e
10
Wegen n = 10, X = ZE: xy = 90,016 und
=1
10
s =3 (x, - 90,016)% = 0,0053
i=1

erhdlt man u = = 1,19, u ist die Realisation einer t-verteilten
Zufallsvariablen mit m = n = 1 = 9 Freiheitsgraden. Wegen
« = 0,05 erhédlt man aus der Tabelle der t=Verteilung als kriti-
schen Wert

t =t

%.n 0,0025; 9
Folglich ist |u| = |= 1,19 = 1,19 < 2,26, so daB die Nullhypo-
these nicht abgelehnt werden muB.

= 2,26,

4.8.2. Ubungsaufgaben

65, Die Zufallsvariable X sei exponentialverteilt mit der Dichte-
funktion

f(x) =
Gy R T N e

Ermitteln Sie eine Schétzfunktion fir den unbekannten Para-
meter o mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode!

66. Bei der Auswertung der Ergebnisse von 15 Versuchefliigen
eines Sportflugzeuges ergaben sich folgende Werte fir dessen
Maximelgeschwindigkeit [m/s]:

422,2; 418,7; 425,6; 420,3; 425,8; 423,1; 431.5;
428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5; 441,3; 420,0.

Ermitteln Sie erwartungstreue Schétzwerte fir den Erwar-
tungswert und die Standardabweichung der Maximalgeschwindig-
keit des Flugzeuges!
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67.

Die Untersuchung des Fettgehaltes der Milch ergab bei 25 Ki=-

hen folgende Beobachtungswerte:
3,7 4,6 4,3 5,6 3,5
3,3 4,1 4.4 3.4 4,5
4,2 3,6 4,1 4,0 3,7
3,8 3.4 4.4 3,9 3,2
3,6 5,1 4,8 3,6 3,9.

a) Ermitteln Sie anhand der Stichprobe erwartungstreue
Schatzwerte fir den Erwartungswert und die Varianz des
Fettgehaltes der Milch!

b) Bestimmen Sie unter der Voraussetzung, daB die Grundge-
samtheit normalverteilt ist, ein konkretes Konfidenzin=-
tervall fir den unbekannten Erwartungswert zum Konfidenz=
niveau y = 0,99.

Zur Bestimmung des Abstandes vom Punkt O bis zu einem gege-
benen Orientierungspunkt wurden 10 unabhéngige Messungen
durchgefihrt, die folgende Werte ergaben [m]:

25025 24970 24780 25315 24907

24647 24717 25354 24911 25374 .

Die MeBfehler seien eine normalverteilte ZufallsgréBe., Be-
rechnen Sie das Konfidenzintervall fUr den Erwartungswert
des Abstandes zum Orientierungspunkt bei einer Irrtumswehr=-
scheinlichkeit von 0,1!

Der Tagesproduktion von Achsen wurde eine Stichprobe von
250 Stick Achsen entnommen und deren Durchmesser geprift,
Die Abweichungen des Durchmessers vom Sollwert sind in der
folgenden Tabelle zusammengefaBt:

Abweichung vom Zahl der Achsen, die eine
Sollwert [um] solche Abweichung aufweisen
Q=" 5§ 15
5 = 10 i
10 - 15 90
15 = 20 50
20 - 25 20

Uberpriifen Sie, ob die Grundgesamtheit X (Abweichung des
Durchmessers vom Sollwert) einer Normalverteilung geniigt !
WEhlen Sie dabei als Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 und
o = 0,011




70. Aus einer Stichprobe vom Umfang n = 40 wurden die Schétz~
werte x = 17,15 pum und S = 4,54 um fOr Erwartungewert und
Standardabweichung einer normalverteilten Grundgesamtheit er=
mittelt. Oberprifen Sie, ob die Hypothese Hy ' By = 20 pm mit
der Irrtumswahrecheinlichkeit « = 0,01 angenommen werden kann!

71. Anhand einer Stichprobe vom Umfang n = 10 aus einer normal=-
verteilten Grundgesamtheit mit 6 = 2,6 wurde als Schitzwert
% fur den unbekannten Erwartungewert p die GriBe x = 26,23
berechnet. Oberprifen Sie bei einer gegebenen Irrtumswahr-
scheinlichkeit von o = 0,05

a) die Hypothese Ho t By = -y
| b) die Hypothese H  : u, = 28 .

Lésungen zu Abschnitt 4,

2. a) ja, b) nein, c) jea

3, a) B, b) A, c) B, d) D

4. a) C, b) E, e) C, d) E

6. D = (A1 n Az) n 811[(01 n 02) v (C1 n 03) v (C2 n 03)]
7. 0,516

8. P(A) = 0,5; P(B) =0,2; P(C)=0,6

9. P(A) = 0,125; P(B) = 0,25; P(Au B) = é%
10, P(C) = §
11. a) 0,6; b) 0,7; c) 0,3; d) 0,7; e) 0,7

12, a) unabh&ngig (P(A) = 0,5 = P(A | D));
b) ebhéngig (P(C) = 0,75 # P(C | A) = 0,5);
c¢) abhéngig (P(B) = 0,75 # P(B | C) = 0,67);
d) abhéngig (P(B) = 0,75 # P(B | D) = 1) .

15. A = ein Schuhpaar ist AusschuB ;
A1 = der linke Schuh ist AusschuB;
A2 = der rechte Schuh ist AusschuB;
i P(A;) = P(Ay) = 0,087;
3 P(A) = 0,166 ;
16,6 ¥ der Schuhpaare werden im Durchschnitt Ausschuf sein.

16. ) 0,819; b) 0,181




17. A = Fehler wird gefunden.
a) n = 2: P(A) = 0,9975
b) P(A) = 0,9975

18, Z = 0,94 - 0,9 - 0,876 = 0,741096
19, 8) Z = 0,08 p> + 0,32 p + 0,6,

Z ist monoton wachsend fur pe [0, 1].
b) Z = 0,9072; «¢) p £ 0,83
20, P(A) = 0,00833
21. P(A) = 0,72
R A e
22.8) P(B | A) =357 : P(BIC)=qx37
b) P(B) = 0,125

M M
23. a) P(B | A)) =g—3 : b)P(B) =g
24, Ay - der Kaufer ist aus dem Land i, i = 1 (1)3;
P(B|A,) = 0,364; P(B|A;) = 0,130; P(BI A;) = 0,506
25, P(B) = 0,273

26, a) P(B) = 0,0058, d. h., durchschnittlich sind 580 Versiche-
rungsfélle zu bearbeiten.
b) PKW: 300; Krader: 250; LKW: 30

27. P(A, | B) = 0,5; P(A; | B) = 0,1875;
P(A; | B) = 0,3125

28, a) x4 l o] i 2 3 4
Py ] 0,4536 0,4086 0,1226 0,0146 0,0006
b) 0,9848
c) { 0 - z=0
| 0,4526, 0< z3 1
F(z) = (I 0,8622, 1<z s 2
| ©0,9848, i R
| ©0,0094, 3 <z 4
R | . 4 < 2
20.'8) x, | =2 0 g o
B el % 2p (1 =p) (2-0p)2
b) { (0] 5 zZE = 2
F(z) J 0,09, ~2<«zi. 0
/
| o,s1, 0<zS 2
- . gy
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31.
32.
34,

35.

6.

37.

38.
39,

40,

41,

43,
44,

45,

a) q=0,5 b) 0 3 z=0
0,1875, D<z31
F(z) = 0,6250, f<zxH 2
0,9375, 2<z33
1 s 3 <z
b) F(4) = § = 0,778
5
]
a) [ 0 4 z = %
Fa(2) = 1 3
1-& 25588
g g
B) £4(8] =3
a) z, o 1 2 3 4 5 6
rk 0,3721 0,3660 0,1876 0,0602 0,0124 0,0016 0,0001
b) je
a) Xg 1 2 3 4
Py 00,0992 0,3013 0,4398 0,1597
Yy L 2 3 4 5
qJ 0,1028 0,3086 0,3866 00,1772 0,0248
b) ja
c) z). : | 2 3 4 5
Tk 0,0957 0,3084 0,4576 0,1135 0,0248
B9 E(X) =22 = 4,833; 62(X) = 9,25
5 =8 2 =
B 10: E(X) = 3: 6°(X) = 53
E(X) = p;: 6°(X) = p (1 = p)
Zu erwartende Garantieleistungen (in VE): 1,825,
In dieser Héhe sind Kosten pro Rdhre einzusparen.
2 ; 1 2 1
a) 3 b) E(X) = 13 6°(X) = VTl
a) E(K) = 3,5 ViE
b) 19 Stick: E(K) = 4,3 WE, 21 Stick: E(K) = 4,1 WE
E(Z) = 30
62(2) = 69
a) 3: b) 3
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46.

47,

48,

49,
50.
51.
52,

53.

55.
56.

57.
58.
59.
60.

61.

62,
63.
64,

65.

66.

80

E(K) = 53,33 + 25,00 = 78,33 Mark

728) 72)
a) P(A) = (—BOEAL
(30
Né#herungsweise Berechnung (Binomislverteilung):
P(A) = 0,059
b) E(X) = 2,7;
62(X) = 0,2368 (N&herungswert: 0,2457)

8) x, | o 1 2 3 4

p, | 0,343 0,495 0,145 0,015 0,001
b) E(X) = 0,834; 62(X) = 0,5297

>

n = 56

P(A) = 0,3337

a) 0,1001; b) 2; ¢) 0,367

1 LKW: E(K) = 300 + 880 = 1180 Mark,
2 LKW: E(K) = 600 + 196 = 796 Mark,
3 LKW: E(K) = 900 + 16 = 916 Mark

P(A) = 0,015886 :
Néherungeweise Berechnung (Poisson=Verteilung):
P(A) = 0,0174
0,2575
e) 0,1353;" b) 0,1428
6 - 5%
- 5.5
6 = 3,367
4,54 %
a) 0,7088; b) 0,7580; c) je: d) ¢ = 206
a) 0,9104; b) 18; c) ¢c= 0,1232; d) 0,3488

e) 0,1587; b) 6,343 - 1074 67. 8) X = 4,028;
) 3,9132 - 10"%; b) = 0,8753 s? = 0,345
S iae b) [3,699; 4,357]
0,3679 68, [ 24846,212; 25153,788 ]
B 1 69. M° nicht ablehnen.

% ﬁ xg 70. H, ablehnen.

- 71. a) H, nicht ablehnen.

X = 424,73 m/s; S = 8,68 n/e b) H, ablehnen.




