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Interessante Grafiken mit dem Computer

Der Computer ist in der letzten Zeit zum ig: Arbeitsgeriit aller Zeiten Er eroberte im
Handumdrehen die Mathematik und stiirmte mit seiner unglaublichen Rect gkeit fast alle Wit l\uuh das Leben des
einzelnen hat er direkt oder indirekt ziemlich durchcnnndcruc\\1rbn.|l So ist es mit dem (cmpulcr fast jedem mdglich, Zeitungen
herzustellen oder sich in simulierten Welten zu bewegen. Der Computer hat sich mit Riesenschritten in unser Leben hineinbewegt.

In der letzten Zeit hat er nun auch die letzte der menschlichen Hochburgen erobert - die Kunst. Mit ihm ist es wie mit keinem
anderen Zeichengerit moglich, perfekte Grafiken zu zeichnen oder berechnen zu lassen. In der Beziehung Computer und Kunst
spiegelt sich auch deutlich die Bezichung zwischen Mathematik und Kunst wieder; denn einige der Computerkunstwerke sind nichts
weiter als das Ergebnisse des Rechnens mit mathematischen Funktionen. Auch die Grafiken auf dieser Seite sind durch Berechnung
entstanden.

Herr Georg Schierscher hat die Grafiken mit dem Computer erstellt. Dabei wurde eine Seite der Schulmathematik beriihrt - die
Spiegelung am Kreis. Durch entsprechende Auswahl der gespiegelten Objekte entstehen Bilder, die durchaus den dsthetischen Wert

Bild eines am Quadrat gespiegelten schachbrettartig Bild eines am Dreieck i schach ig gefiirb

gefiirbten Quadrates. Quadrates

der Mathematik erkennen lassen. Die Grafiken sind Turtle-Grafiken (englische Bezeichnung fiir Igelgrafik, siehe Beschreibung PC-
Logo auf Seite 10/11), die von Herm Schierscher mit einem ziemlich umfangreichen Befehlspaket in Borland Pascal 7.0 geschrieben

wurden.
Die Grafik auf dem Riicktitel wurde mit den gleichen Prozeduren in Farbe gezeichnet. Sie zeigt ein Fraktal aus geradlinig
begrelmcn rL"uldun Fiinfecken, die am Inkreis des mittleren Pentagons gespiegelt (invertiert) sind. Die duBeren Fiinfecke sind von
zu Schachtelung mit dem Quadrat des Kehrwertes der Goldenen Schnittzahl verkleinert, damit sie sich im

Limes beriihren.

Solltet Thr mit PC-Logo auch schine Grafiken erstellt haben und wollt diese den anderen Lesern nicht vorenthalten, schickt sie
bitte an uns in den Verlag. Schin wdre es, wenn lhr bei der Einsendung auch das Programm (in schrifilicher Form oder auf
Disketten), mit dem Ihr die Grafik erstellt habt, mitliefern konntet.

Die Redaktion
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Editorial

alpha mit LOGO

Eigentlich hingt ja alles, was Computer machen, irgendwie mit Mathematik zusammen. Ohne Mathema-
tik gebe es die groBen ,Elektronenrechner* - wie sie einmal hieBen - iiberhaupt nicht. Und doch war es fiir
die alpha-Redaktion schwer, auf der CeBIT in Hannover Beziige zwischen Computertechnik und Mathe-
matik zu finden. Fast konnte man den Eindruck gewinnen, der ,,Rechner* - selbst ein Kind des Rechnens -
habe das Rechnen iiberfliissig gemacht und abgeschafft. Erst eine genaue Analyse durch den auf der Messe

Iten Informati p machte uns fiindig: Es gibt doch eine ganze Menge Software, die spe-
ziell zum Losen mathematischer Probleme entwickelt wurde oder geeignet ist. Sie geht eben bloB in der
Fiille anderer Angebote unter, weil es fiir so etwas ,.exotisches* keinen speziellen Ausstellungsbereich gibt.

Gerade die Software, die uns dann fiir alpha-Leser am interessantesten erschien, hatte uns nicht einmal
der lnformatlonscomputer verraten. - Wegen ihrer Vielseitigkeit hatten sie die Aussteller nicht als fiir
1e Al geeignet ausgewiesen. Doch unseren spihenden Adleraugen entging sie
trotzdem nicht: Es ist PC-Logo, eine intelligente Computersprache, mit der man sich selbst die Lésungs-
wege fiir Matheaufgaben schaffen kann. Auf den Seiten 10 und 11 stellen wir unseren Lesern die
schnuckelige Software vor, dazu gleich drei einfach I ische A d beispiele zum Einstieg.

Damit recht viele alpha-Leser sich das Softwarepaket leisten kénnen, bieten wir es unseren Lesern fiir
begrenzte Zeit zu einem Sonderpreis an: 100,- DM unter dem normalen Verkaufspreis! In Zukunft werden
wir dann regelmiBig dariiber berichten, wie sich mathematische Probleme mit PC LOGO l8sen lassen. Da-
bei warten wir auch gespannt auf [deen und Anregungen unserer Leser. Vielleicht kénnen wir so auch ma-
theinteressierte LOGO-Nutzer, die noch nicht zu unseren Lesern gehéren, fiir die ,,alpha-Gemeinde* ge-
winnen.

Uberhaupt sollen mathematische Anwendungen des Computers in Zukunft ihren angemessenen Platz in
unserer Zeitschrift erhalten. Aber keine Angst! - Eine Computerzeitschrift werden wir gen nicht, ver-
sprochen.

Ein Wort noch zum leidigen Geld: Wir haben den Preis der alpha trotz der sichtbaren Qualitétsverbesse-
rung sehr knapp kalkuliert. Alle Mitarbeiter, die den Inhalt mit viel Einsatz zusammenstellen, arbeiten
praktisch ehrenamtlich. Da ist selbst das Versenden von Zahlungserinnerungen ein finanzielles Problem.
Darum: Bitte, bitte, liebe Leser, schaut doch noch einmal nach, ob Ihr die Rechnung, die mit dem Heft 1/94
verschickt wurde, auch bezahlt habt. Eine Rechnung haben ausnahmsweise auch die Leser bekommen, die
bisher beim Friedrich Verlag per Einzugsermachtigung bezahlt haben. Das liegt daran, daB dieser Auftrag
nicht iibertragbar ist. Im Heft 3 werden wir ein Formular fiir die Einzugserméchtigung abdrucken und hof-
fen, daB recht viele Leser von dieser beq Z m fiir die nd Male Gebrauch machen.

Vereinzelt gab es immer noch Probleme mit der Belieferung; bitte teilen Sie uns diese umgehend mit.
Eine Ursache kann aber - t ders in den neuen B andern - der glei itige Wechsel von Postleit-
zahl und Straennahmen seln Es ist dann fiir den Vertrieb - fiir den wir die bewéhrten Dienste der mit mo-
derner Computertechnik arb den Pad ika Zentrale in Velber weiterhin nutzen - fast unméglich, die
richtige Adresse zu ermitteln. Hier hilft wirklich nur die Mitteilung des Lesers selbst.

Den Erscheinungstermin der Zeitschrift, die wir bekanntlich im letzten Moment mit erheblicher Verspa-
tung iibernommen haben, konnten wir leider nicht so schnell wieder vorverlegen, wie wir das gehofft hat-
ten. Dafiir bitten wir um Versténdnis und werden an dem Problem dran bleiben, um méglichst schon mit
dem iiberndchsten Heft wieder den reguldren Erscheinungstermin zu erreichen. SchlieBlich wissen wir, was
wir unseren Lesern, die gespannt auf das nichste Heft warten, schuldig sind.

In diesem Sinne:
alpha! - Rechnen Sie mit uns!

Reinhardt Becker

alpha * 2/1994 = 3



Leserbriefe

Unser erstes Heft ist verdffentlicht und
natiirlich steht es im Mittelpunkt unserer
Leserbriefe. Als erstes michten wir all de-
nen danken, die uns mit Ihren aufmun-
ternden Briefen den Mut geben, mit der
alpha immer weiter zu machen, und die
Hoffnung, daf8 die alpha Ihre einstige
Grdfie wiedererlangt. Ein solcher Brief
kam von Volker Péschel, der den Mathe-
Club Gotha leitet. Wir méchten Ihm auf
diesem Wege viel Erfolg bei seiner Arbeit
schen. Hier nun sein Br

Vielen Dank fiir die neue, alte alpha.

Ich hitte beinahe meine Abbestellung
geschricben, als das Heft 1/94 cintraf. Da
ich anldBlich der Landesolympiade Mathe-
matik mit anderen Kollegen gesprochen
habe, kann ich sagen, daB auch andere
nicht mehr mit dem Inhalt zufrieden
waren.

Ich hoffe, daB der ot/pha noch ein langes
und ecrfolgreiches Leben beschieden ist
(ich bin vom 2.Jahrgang an dabei). Vor
allem Wiinsche ich mir mehr echte Knobe-
leien mit einem Aha-Effekt und Beitriige
zu bestimmten Themen, die ein Problem
erschépfend behandeln. . .

Wir hoffen mit dem Beitrag ., Un-
gleichungen™ auf Seite 16 einen ersten
Schritt in diese Richtung getan zu haben.
Ein weiterer ermutigender Brief kam von
Herrn Rainer Werner aus Chemnitz:

Sehr geehrter Herr Becker,

herzlichen Gliickwunsch und  vielen
Dank fir dic Fortftihrung der ,alpha*.
Thre Ausfiihrungen im Heft 1/94 haben mir
sehr gefallen. Als Mathematiklehrer an
cinem Chemnitzer Gymnasium habe ich
schon viele Anregungen der ,,alpha" ent-
nehmen kénnen und méchte sie als Quelle
nicht mehr missen. Vielleicht gelingt es
mir, auch cinige Schiiler fiir die Zeitschrift
zu interessieren...

Zur inhaltlichen Gestaltung hitte ich
den Vorschlag, alte Priifungsaufgaben al-
ler Bundeslidnder mit zentralen Priifungen
zu verdffentlichen. Vielen Schiilern wiren
sie eine preiswerte Hilfe fiir ihre eigene
Vorbereitung auf Priifungen.

Ich wiinsche Thnen fiir Thre Arbeit viel
Erfolg.

Wir méchten uns als erstes fiir Ihr En-
gagement fiir die alpha bedanken. Auch
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womega" werden koénnte, denn dieser
maufgezwungene West-Style* nebst Inhalt
war cinfach licherlich.

Bleiben Sic cine anregende Mathematik-
Zeitschrift fiir Schiiler, Hobbisten und Ma-
theinteressenten!

Dazu wiinsche ich den besten Erfolg.

Ein Problemchen habe ich noch anzu-
bieten:

-Aus der experimentellen Mathematik
mit dem Computer ist die Mandelbrot-

menge als ,, Apfelménnchen” sattsam be-
kanm. \\’(c groB ist dic Fliche des
i ens“, wenn man zugrunde

Siir Ihren Verbesserungsvorschlag vielen
Dank. Zum Training der mathematise
Fihigkeiten sei folgendes bemerkt:
alpha wird sich in Zukunft mehr /‘n die
; p

lympiade
werden wir in Zukunft alle Axfgahen der
1. bis zur 3. Stufe verdgffentlichen. Aufer-
dem ausgewdhite Aufgaben der Deutsch-
landolympiade. Dies sollte ein ausrei-
chendes Training fiir alle Mathematikin-

engagieren.  So

Ein Beispiel, daff alpha auch seinen Le-
sern eine Chance gibi, die alpha zu berei-
chern zeigt folgende Zuschrift von Herrn
Karl-Hermann Waid aus Bad Wildungen:

Sehr geehrter Herr Becker

Nachdem ich heute als Bezicher ,[hrer*
Zcitschrift ,alpha* etliche Buchrezensio-
nen gelesen habe, kam mir die Idee, Thnen
weitere von mir cinzusenden, um die Zeit-
schrift auch fiir dic Nichtschiiler unter den
Lesern attraktiv zu machen. . .

In diesem Heft verdffentlichen wir zwei
seiner  Rezensionen in der Rubrik
. Marktecke "' auf Seite 25. Soliten Sie s
fiir fihig halten, selber Rezensionen fiir
Biicher oder auch Computerprogramme
aus der Mathematik oder den verwandten
senschaften zu schreiben, zigern Sie
nicht und schicken Sie uns das Ergebnis
zu. Es ist im Interesse aller Leser iiber den
gesamten Markt der Mathematik infor-
miert zu sein. Wir als Redaktion kénnen
leider nicht alle Veriffentlichungen im
Auge behalten. Natiirlich ist mit einer
Veriffentlichung auch ein Honorar ver-
bunden. Sollten Sie noch weitere Fragen
haben, wenden Sie sich an uns.

Der néichste Brief ist der Kategorie Pro-
bleme von Lesern fiir Leser gewidmet.
Herr Willy Thénnessen aus Darmstadt
schreibt uns:

Sehr geehrte o-Redaktion,

ich bin schon lingere Zeit Abonnent von
walpha”. Nun freue ich mich, daf die
Zeitschrift mit Nr. 1/1994 wieder heim ge-
funden hat. Es ist schon was dran an der
Aussage: ,Zu Hause ist es doch am
besten!*

Ich hatte schon Befiirchtungen, daB nach
den pupertiiren publizistischen Eskapaden
der Jahre 1990-1993 aus dem ,,alpha** ein

Ieg daB seine Form aus einem Kreis und
einer Herzkurve besteht (Niherungswert)?

Ein Problem fiihrte zu Leserbriefen und
auch Anrufen, wie wir sic uns eigentlich
nicht wiinschen. Der frithere Verlag der
alpha hat offenbar nicht alle Kiindigungen
des Jahres 1993 beriicksichtigt. So beka-
men wir einige bise Briefe und Anrufe von
Leuten, die cufierst verwundert waren, die
alpha weiterhin zu bekommen. Wir méch-
ten uns auf diesem Wege bei allen ent-
schuldigen denen dies widerfahren ist. Na-
tiirlich komnen auch wir eigene Fehler
nicht ausschliefien, aber so etwas darf ei-
gentlich nicht  vorkommen.  Vielleicht
schien der Untergang der alpha fiir den
Friedrich-Verlag auch so feststehend, dafy
man es nicht fiir nétig sah, Abbestellungen

noch einzutragen. Wir hoffen, daff unse-
rem neuen, ,,alten” Konzept mehr Erfolg
beschieden sein wird.

Fast in letzter Sekunde kam noch eine
Zuschrift von Oliver Fischer aus Kéln. Er
hat fiir das im letzten Heft erschienene
Schachproblem eine Losung mit mur 10
Gesamipunkten.

1

a b c f g h
1. be: Patt; I....cb:; 2. Patt
Punkte: 1 +2+2+1+2+2=10

Diese Losung liegt 4 Punkte unter der
im Heft angegebenen. Wir méchten ihm
auf diesem Wege fiir seine Losung danken.

Sollten Sie noch Ideen haben, wie wir
die alpha besser machen kénnen oder be-

stimmte  Stellen besonders gut finden,
schreiben Sie uns. Wir freuen uns iiber je-
den Brief!

Die Redaktion
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Zeitungsschnipsel

Héallenhitze vor dem Sonnen-
sterben
Unter dieser Uberschrift berichtet H

Bi in einem itrag (Jour-
nal der Débelner A - 37. Wo-

Aufgabe:

Wie lang ist die Seite eines ebenen qua-
dratischen Stiic!
das bei senkrechtem Lichteinfall die Lei-
stung der dieses Flichenstiick treffenden
S ¢ gleich der eines mittleren

che/September 93): ,Das Ende ist vor-

Kernkraftwerkes ist? Dabei soll sich cin-

der Erdoberfliche, aul

Sonne-Erde: 152,1 Millionen Kilometer)
befinden. Die witterungsbedingte Absorp-
tion von Sonnenenergie in der Atmosphiire
soll unberiicksichtigt bleiben.

‘Weihnachtsbaumkugeln

teleprisma (Nr. 46 / Stadtwappen
93) berichtete iiber die von Lauscha
Glasbliserstadt ~ Lauscha
im Thiiringer Wald: ,,Lau-
scha und Glas - das gehort
zusammen. Besonders seit
etwa vor 150 Jahren fin-
dige Glasbldser jene bunten Kugeln
crfunden haben und herzustellen began-
nen, die seither in aller Welt die Weih-
nachtsbdume schmiicken. In Lauscha, das
tiber lange Zeit das Monopol fiir Christ-
baumkugeln besaB, findet am ersten Ad-
entwocl de 27. u. 28. November) der
Kug kt statt. Gezeigt wird die Her-

der

das Verlischen der Sonne berechnen.

Kkonnen mit Ihrer Hilfe

hersehbar, sein Ablauf fir dic Wissenden
kein Geheimnis. In funf Milliarden Jahren
wird sich dic Kraft der Sonne erschdpft
haben und ihr mit ihr un-

mal dic Erde in Sonnennihe, in ihrem Pe-
rihel (Entfernung Sonne-Erde: 147,1 Mil-
lionen Kilometer) und zum anderen in

tergehen: Gegenwiirtig steht sie als kleiner
Stern unserer Galaxic in der Mitte ihres
Lebens, denn seit ebenfalls funf Milliarden
Jahren verstromt sie ihre gewaltige Ener-
gic, so viel wie 390 Milliarden (einc Zahl
mit 15 Nullen) mittlere Atomkraftwerke.
Diese Energie strahlt sie in alle Richtun-
gen des Alls. Der blaue Planet Erde emp-
fingt gerade zwei Milliardstel, immerhin
noch die Leistung von 178 Millionen
Kernkraftwerken. ..*

6 * alpha = 2/1994

stellung von Christbaumkugeln.*

Fir cinen sphirischen Spicgel gilt: An
der spiegelnden Ober[liche ciner Kugel
wird ein aufTallender Lichtstrahl so reflek-
tiert, als werde er an der am Einfallspunkt
P an den Spicegel gelegten Tangentialebene
rellektiert: Einfallender und reflektierter
Strahl bilden mit dem Einfallslot, dem ver-
lingerten Kugelradius W gleiche Win-
kel und beide Strahlen liegen mit dem Ein-
fallslot in einer Ebene.

Aufgabe:

Auf eine Kugel mit spiegelnder Oberfld-
che (Wélb- oder Konvexspiegel) fallen
zwei Lichtstrahlen, ein Hauptstrahl und
ein Parallelstrahl. Der eine heiBt Haupt-
strahl, weil seine Verlingerung durch den
Kugelmittelpunkt M verliuft. Der andere
heift Parallelstrahl, weil er zum erstge-
nannten parallel ist.

Parallelstrahl

Hauptstrahl

In der Ebene, in der Hauptstrahl und

S ferne, in ihrem Aphel (Entfernung | Parallelstrahl licgen, liegen auch ihre bei-
2500 Ososu
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dn Erllslde MS und MP. Mithin lie-
gen auch die zugehorigen reflektierten
Strahlen in dieser Ebene, die zweckmiBig
als Zeichenebene gewihlt wurde. Die bei-
den reflektierten Strahlen sind zu zeich-
nen. Weiterhin sind beide tiber ihren Re-
flektionspunkt S bzw. P hinaus zu verlin-
gern. Der Schnittpunkt beider Verldnge-
rungen ist mit Q zu bezeichnen. SchlieB-
lich ist der Punkt F zu ermitteln, gegen
den der Punkt Q strebt, wenn der Abstand
d von Parallel- und Hauptstrahl immer
kleiner wird und sich der Null nihert

Uber die Schuldenlast unseres
Staates

Aufgabe zum untenstehenden Dia-
gramm auf der linken Seite:

a) Wie hoch war 1991 in unserem Land
dic Staatsverschuldung pro Kopf der Be-
vélkerung? (Einwohnerzahl: 80°000°000)

b) Wieviel Prozent der Wirtschaftslei-
stung des Jahres 1991 hiitten bei einem
Jjihrlichen Zinssatz von 5 % dic 1992 fil-
ligen Zinsen fiir dic bis 1991 entstandenen
Staatsschulden betragen? (Die Inflations-
rate kann und soll dabei unberiicksichtigt
bleiben.)

NAFTA - Nordamerikanischer
Wirtschaftsblock

Aufgabe zur untenstchenden Gralik auf
dieser Seite:

Welches der drei zur NAFTA gehoren-
den Linder . ..

a) hat die gréBte Wirtschafisleistung pro
Kopf der Bevélkerung

b) hat den groBten
ner und

c¢) exportiert den kleinsten Prozentsatz

port pro Einwoh-

seiner Wirtschafisleistung?

Mathematische Impressionen
einer Schottlandreise

Aus einem Werbeprospekt [iir Schottland:

Mit der Mull Railway nach Torosay
Castle & Gardens

Fahren Sie mit dieser einmaligen Insel-
eisenbahn von Craignure, Isle of Mull, zu
dem  freundlichen Baronschloff mit 12

Acre lel'ax.\'('ly/?)‘l"nig angelegten  und
informellen P und W

Dampf - und dieselbetricbene Ziige mit
10%" Spurweite fahren Sie auf diesem
20 Minuten langen szenischen Ausflug an
Ostern und von Mai bis Mitte Ok/n/wl

In England werden mhcn (lLﬂ |\L\IlL

Waltzing Waters - Ein Spektakel aus
Wasser, Licht und Musik

Ilu

Ein unter Druck aus einem Rohr aus-
stromender Wasserstrahl bewegt sich auf
cinem Parabelbogen oder ciner lotrechten
Strecke, wobei bei den Wasserspiclen von
Newtonmore Anfangs- und Endpunkt in
ciner waagerechten Ebene liegen. Bei ge-
cignet gewiihlten aufeinander senkrecht
stchenden x- und y-Achsen bewegt sich
jeder Wassertroplen P cines Strahles in
der x-y-Ebene, und seine Bewegung wird
durch die Gleichungen x = x (1) = ¢, f und
£

v=y(t)=ct— beschricben. Dabei ist

x der Abstand des Troplens zur Zeit 1 von
der y-Achse und y zur gleichen Zeit sein
Abstand von der x-Achse. Zur Zeit 1 = 0
urlal&l der betrachtete Tropfen gerade das

international gebriuchlicl
auch noch iltere verwandt.
sind:
1 inch (abgekiirzt 1") = 2,54 cm
1 acre = 0,40467 ha

Aufgabe:

, zur Zeit T ist sein Flug

a) Die Spurweite der
auf der Insel Mull ist in Zentimeter anzu-
geben!

b) Wieviel Quadratmeter messen die
Parkanlagen von Torosay Castle?

Nordamerikanisches Freihandelsabkommen
AFT

Zwei dieser | beendet,
1
osi<T | poy [ o
Schmalspurbahn g \rm
/ : X7 W > g

Es sei noch vermerkt: Dic Tropfenbe-
wegung  ist  cine  Uberlagerung
(Superposition) der durch x = ¢/ und y =
¢yt beschriebenen geradlir glcluhlqrml—
gen Beweg! mit der Gesck

c=qci+a

(Ausslr(jmgn:sch\\‘mdigkc\l
des Wassers aus dem Rohr), die in die

e —

ge e

Wirchataaistung o W Dotriate
gossmt 6770,

aagerechte K ¢ und dic lot-
rechte Komponente ¢, zerlegt ist, mit dem
0und y=

durch x = ? crfaBten freien

Fall mit der Erdbcsd\lcum"ung g Die

Luftreibung blieb unberiicksichtigt.

1. Aufgabe: Beim Flug cines Wasser-
strahles in Newtonmore sei die Flugweite
W chenso grob wic die Flughohe H : W =
H. Fiir diesen Fall ist das Verhiltnis ¢,
¢, zu ermitteln!

2. Aufgabe: Die Hohe /7 ciner der bei
diesen Wasserspiclen erzcugten lotrechten
Wassersiule sei doppelt so groBf wie dic
ciner anderen. Das Verhiltnis ¢ : ¢, ihrer
Ausstromgeschwindigkeiten ¢ und ¢, ist zu
berechnen.

Dr. W, Trager
alpha * 2/1994 « 7



Mathematik und Kunst

Leonardo da Vinci als Mathematiker

genieure und Naturforscher waren. Am
ausgeprigtesten ist dies bei LEONARDO
DA VINCI (1452 - 1519), der sich in
seinen spiteren Lebensjahren auch viel
mit Mathematik beschiftigte. Da er jedoch
nichts , veréffentlicht* hat und seine Hin-
terlassenschafl nur in einer groBen Zahl
von meist zur inlhslversmndlgung ange-
fertigten S i ieg
schrift beigefiigten bruchstiickhafien Be-
merkungen besteht, da obendrein diese
Hinterl. fl zunichst in alle Winde

Unter diesem Titel veranstalten Prof.
Jiirgen Flachsmeyer und Prof. Peter
Schreiber gemeinsam im laufenden Stu-
dienjahr an der Ernst-Moritz-Arndt-
Universitiit Greifswald cine vielbesuchte
Vorlesung und cin dazuge-

breiteren Offentlichkeit vorgestellt wer-
den soll, so dafl dabei maglichst viele
Aspekte des  Verhiiltnisses  zwischen
Kunst und Mathematik beriihrt wer-
den.

zerstreut und manches crst in unserem
Jahrhundert wieder aufgefunden und
fentlich zugiinglich wurde, ist es selbst fiir
den Fachmann sehr schwer (viel schwerer
als z. B. bei ALBRECHT DURER), kon-
krete  mathematische Ergebnisse LEO-

NARDO's zu benennen.

hiriges Seminar.
Obwohl auch die Bezm»

hungen der M Fl

Bild von LEONARDO, dem beriihmten Kiinstler und Denker der
Renaissance. - Er beschiiftigte ﬂc/t mit Blldern Skulpturen und
i k zihlte zu seinen

aber auch die M

zur Musik und zur Litera-
filtig und sehr in-
teressant sind, wird hier
nur die bildende Kunst
(cinschlieBlich Architektur
und Ba en) betrachtet,
so daf dazu in Bezie-
hung stehende Mathnmank
meist (aber nicht al
schlieBlich) Geometric ist.
Wic iiberall, wo die Ma-
thematik zu einem Bereich
menschlicher Kultur, Wis-
senschaft oder Technik in
Bezichung tritt, sind dic
Bezichungen  wechselseitig
und kompliziert: Die Ma-

thematik licfert Begriffe,
Objekte, Methoden, Er-
kenntnisse, Klassifikationen

und empfingt dafiir Aufga-
ben und Anregungen, oft
solche, deren innermathe-
matische Bedeutung und
spitere  Anwendung weit
iiber den AnlaBf der ur-
spriinglichen Frage hinaus-
reichen. Im Fall der Kunst
tritt hinzu, dal} sic mit den
fiir sic typischen Mitteln
seit mehr als 3000 Jahren
die Existenz und gesell-
schaftliche Bedeutung der
Mathematik im Guten wie

Forschungsgebieten.

Bei all dem viclen, was
mittlerweise iiber LEO-
NARDO's  mathemati-
sche  Studien  bekannt
wurde, bleibt der Ein-
druck, er habe zwar in-
tensiv um das Verstind-
nis vieler Dinge gerun-
gen, auch viele Ideen ge-
habt, aber so etwas wie
einen ,Satz* oder cine
LAufgabe mit Losung®
von LEONARDO scheint
es nicht zu geben.

Zu den bevorzugten In-
teressen  LEONARDO's
im Bereich der Mathema-
tik gehdrte die Bestim-
mung des Schwerpunktes
von ebenen Flichen wie
auch von Kérpern. Eine
diesbeziigliche  Schrift
des ARCHIMEDES (ca.
287 bis 212 v, u. Z)
scheint er studiert zu ha-
ben, und es ist ihm wohl
bewuBt geworden, dal
man prinzipicll dic Lage
des Schwerpunktes jeder
geradlinig begrenzten Fi-
gur mittels folgender bei-
der Regeln konstruicren
kann:

A) Der Schwerpunkt
cines Dreieckes liegt im
Schnittpunkt seiner drei

im Bisen widerspicgelt,
d. h. von der Verherr-
lichung bis zur bissigen Verspottung.
Manchmal haben Kiinstler auch wirk-
liche schopferische Beitriige zur Mathe-
matik geleistet, rend umgekehrt vie-
le Mathematiker sich gern kiinstlerisch
betiitigen. Wir beginnen in diesem Heft
cine Seric klciner Artikel, in denen et-
was von den Ertriigen der oben ge-
nannten  Lehrveranstaltungen  ciner

8 © alpha * 2/1994

LEONARDO DA VINCI
als Mathematiker

Fiir die Zeit der curopiischen Renais-
sance war eine grofe, in dieser Weise nie
wieder erreichte Vielseitigkeit der Interes-
sen und Titigkeiten der stler charak-
teristisch, die oft zugleich Maler, Bild-
hauer, Baumeister, Dichter, aber auch In-

enden.

B) Haben dic beiden in
derselben Ebene liegenden Figuren F\, F,
keinen Punkt gemeinsam und sind ), S,
ihre Schwerpunkte, so liegt der Schwer-
punkt § der Gesamtfigur auf der Strecke
85,8, und zwar so, daB dic Produktc aus
den Flicheninhalten F(F)) und den zuge-
horigen . Hebelarmen* SS; sich an dem in
§ drehbar gelagerten Hebel mit den End-



punkten ), S, im Gleichgewicht befin-
den, d. h. es ist F(F)) - S8, = F(F,) - SS..

Wendet man diese beiden Regeln aul
cin beliebiges Trapez ABCD an, so ergibt
sich folgende einfache Konstruktion (Bild
1), die schon Archimedes bekannt war:

Verlingere die Seite 4B = a des Trape-
zes rechts und links jeweils um die Linge
b der zu AB parallelen Seite CD und um-
gekehrt die Seite CD rechts und links je-
weils um @. Dann schneiden sich die Dia-
gonalen des so vergroferten Trapezes im
Schwerpunkt § des Trapezes ABCD.

a D b C a

b A a B b

Zum Beweis denke man sich das gege-
bene Trapez wie in Bild 2 in zwei Dreiek-
ke ABD und DCB mit den Grundseiten a
bzw. b, der gemeinsamen Hohe / und den
wie iiblich konstruierten Teilschwerpunk-
ten Sy, S, zerlegt:

D h C

A B

Der gesuchte Schwerpunkt § muB dann
auf der Strecke S,S; in ciner solchen

od 0P erdeng Wi o

o) ayreashy anidaf em

5,; ,’),n M:py

v acw

Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus LEONARDO's Manuskripten. Beein-
druckend ist hierbei die genaue Beherrschung der Perspektive in seinen
geamclrix'clhen Skizzen.

‘“?-ﬂl"!‘n“\’"r" o

Y
b deqavieye
Yo al“ﬁ’};w“ o Q"

Weise liegen, dab sich seine Abstinde zu
S, bzw. S, umgekehrt wie dic Flichen der
entsprechenden Dreiecke, d. h. wie b : a
verhalten. Setzen wir den unbekannten
Abstand von S zur Grundlinic 4B in der
Form (1 +x) * /1/ 3 an, so ist scin Abstand
von der dazu parallelen Geraden CD
gleich (2 — x) - A/ 3 und fur x gilt
x:(l =x) =0 :a Daraus ergibtsich

2a+b

l+xy=——r, 2—x= s d..h,,. die

a+b

Abstiinde von S zu den beiden parallelen
Geraden verhalten sich wic a + 2b : b +
2a. Daher hat der von uns in Bild 1 kon-
struicrte Punkt § nach dem Strahlensatz
dic richtigen Abstinde zu AB bzw. CD.
Ander st klar, daB er auf der Ver-
bindung der Mitten von AB und CD liegen
mubB, wo sich auch der konstruierte Punkt
befindet. Man begriinde letztere Behaup-
tung. AuBerdem iiberlege man, wie der
Punkt S auf der Strecke S5, in Abhingig-
keit vom Lingenverhiltnis der Strecken a,
b hin- und herwandert und daff in den
Spezialfillen a = 0 bzw. b = 0, in denen
das Trapez zum Dreieck entartet, die ur-
spriingliche Regel fiir Dreiecke heraus-
kommt.

Dic vorgestellte Betrachtung ist keine
LErfindung® LEONARDO's, er hat sic -
wie auch vieles andere - nur nachvollzo-
gen. Dennoch liefert sie einen guten Zu-
gang zum Verhiltnis LEONARDO's zur
Mathematik. Einerseits hatte er einen aus-
geprdglen Sinn fiir das Praktische, und in
unserem Beispiel ist die im Prinzip in den
Regeln A), B) enthaltene Losung fiir einen
konkreten Fall bis zur wirklichen Praxis-
reife, d. h. bis zu einer einfach durchzu-
fiihrenden und leicht zu merkenden Kon-
struktionsvorschrift, durchgearbeitet. An-
dererseits offenbart der Weg zu dieser
Vorschrift etwas von dem dsthetischen
Reiz, der manchen (keineswegs allen!)
mathematischen Gedanken eigen ist und
worin dic Mathematik sich der Kunst auf
cine solche Weise nahert, daB sic selbst
zur Kunst wird.

Prof. Dr. P. Schreiber
alpha * 2/1994 « 9



PC LOGO fiir alpha-Leser

Mathe mit einer Programmiersprache

Auf der CeBIT in Hannover lernte die
alpha-Redaktion die Programmierspra-
che PC-Logo kennen und war begei-
stert. Wir haben gleich mit den LOGO-
Leuten eine Zusammenarbeit vereinbart
und freuen uns, unseren Lesern diese
Sprache zu einem sehr i Son-

Befehle. Somit wurde fiir die Verbreitung
von LOGO eine neue Tiir aufgestofen.
Jetzt ist sogar eine Windows-Version in

Arbeit.
Als Grundlage fiir mathematische An-
wendungen verfligt die Software iiber um-
i ari ische und 1 i

derpreis anbieten zu konnen. Denn fiir
mathematische Anwendungen von PC-
Logo gab es bisher kein richtiges Fo-
rum, obwohl schon an vielen Schulen
damit gearbeitet wird. Dieser Seite wol-
len wir uns jetzt und in den kommenden
Heften annehmen und rufen auch unse-
re Leser zur Mitarbeit auf.

Die Programmiersprache LOGO wurde
bereits in den 60er Jahren im Institut fiir
K i llig am M
Institute of Technology in Cambridge,
USA durch S. Papert und seine Mitarbeiter
entwickelt. Uber sein Buch ,,Mindstorm -
Kinder und Computer erlangte der
LOGO-VATER Papert mit seinen pid-
gogi ltweite Aner-
kennung. Das Softwareprodukt PC-Logo
hat als Lernumgebung eine grundlegende
Besonderheit. Im Gegensatz zu den iibli-
chen Programmiersprachen verwendet PC-
Logo ausschlieBlich deutsche Worte als
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sche Funkti von den G
ten iiber trigonometrische Funktionen bis
zu Logarithmen.
Mit diesen Moglichkeiten erzeugt die
iersprache  eine intellig
Lernumgebung®, die selbst Kindern ab 7
Jahren den Zugang zum Computer und zur
Programmierung spielerisch erschlieft, da-
bei jedoch, ohne Begrenzung nach oben,
.erwachsenen”  Anforderungen gerecht
W

Ein wesentlicher Bestandteil dieses
Konzepts ist die ,Igelgrafik. Mit leicht
erlernbaren  Anweisungen werden die
Llgel* iiber den Bildschirm bewegt. Den
zuriickgelegten Weg konnen die Igel mit
Linien in verschiedenen Farben markieren.
Man gibt dem Igel den Befehl
VORWARTS 10 - und er geht 10, Schrit-
te* (10 Punkte auf dem Bildschirm) nach
vom. So einfach ist das. So lassen sich
geometrische Figuren und auch kom-

plexe grafische Darstellungen erzeugen
und sogar iiber einen Drucker ausgeben.

Als Programmiersprache kombiniert PC-
Logo Elemente der strukturierten Compi-
lersprachen (z. B. PASCAL) mit der einfa-
chen interaktiven Bedienung der Interpre-
tersprachen (wie BASIC). Die Mdglich-
keit, Anweisungen iiber die Tastatur ein-
zugeben und sofort ein Ergebnis oder eine
Fehlermeldung zu erhalten, fordert das ex-
perimentelle Lemnen (learning by doing)
und das Lernen durch Fehler und Erfolgs-
bestiitigung (try and error).

Programme werden durch die Definition
von Prozeduren erstellt. Prozeduren sind
cinzelne aufeinander Bezug nchmende
Programmodule. Diese Prozeduren kénnen
,,Grundworte* aus dem mitgelieferten PC-
Logo-Wortschatz sein und andere durch
den Anwender selbst definierte Pro-
zeduren aufrufen. Durch das Definieren
eigener Prozeduren kann der Anwender
den Wortschatz von PC-Logo nach seinen
Vorstellungen erweitern. Zum  Erstellen
von Prozeduren verfiigt PC-Logo iiber
einen sehr komfortablen Texteditor, der
sich auch zum Erstellen anderer Texte gut
eignet.

Die wichtigste und vielseitigste Daten-
struktur in PC-Logo ist die Liste. Hierin ist
die Herkunft von LISP, der klassischen
Sprache der kiinstlichen Intelligenz, nicht
zu verleugnen. Diese Listen sind zu be-
trachten wie * in natiirlichen Spra-
chen. Sie setzen sich beliebig zusammen
aus Elementen unterschiedlicher Datenty-
pen oder auch beliebigen anderen Listen.

Da definierte Prozeduren in Listen
iibertragen und Inhalte von Listen ausge-
flihrt werden kinnen, ist es mglich, Pro-
gramme zu schreiben, die sich selbst in-
dern und abhiingig von Eingaben oder an-
deren Ergebnissen erweitern. Entwirft man
beispielsweise ein Labyrinth, in dem der
Igel seinen Weg alleine suchen soll, so
wird er ihn finden - und dabei lemen, wie
er beim niichsten Mal am schnellsten zum
Ziel kommt.

Rekursive Strukturen in PC-
Logo

Durch die Maglichkeit, in PC-Logo re-
kursive Programmstrukturen zu definieren
bietet sich fiir viele Aufgabenstellungen
verbliiffend einfache Lésungen an, wobei
diese Strukturen bei grafischen Anwen-
dungen ebensogut cingesetzt werden kon-
nen, wie bei numerischen Aufgabenstel-
lungen oder bei der Bearbeitung von Lis-
ten.

Grafische Anwendung

Als einfache Hinflihrung zu einer re-
kursiven grafischen Anwendung soll das
folgende Beispiel dienen:



Als erste Aufgabenstellung soll am
Bildschirm ein ,,V* mit variabler Schen-
kelliinge gezeichnet werden. Hierzu dient
folgende Prozedur
PRV :SCHENKEL
RECHTS 45
VORWARTS :SCHENKEL
RUCKWARTS :SCHENKEL
LINKS 90
VORWARTS :SCHENKEL
RUCKWARTS :SCHENKEL
RECHTS 45

ENDE

Beim Aufruf von V mit
V50
erhilt man diese Darstellung:

N

Als Erweiterung dieser Prozedur sollen
nun an die Schenkelenden des ,,V* weitere
+V*§ gezeichnet werden, deren
Schenkelldngen jedoch kleiner sind. An
die so entstandenen ,,V“s sollen emeut
»V“s mit noch kleineren Schenkellingen
gezeichnet werden, und so fort. Als Er-
gebnis wird ein sich veristelnder Baum
erwartet,

Wenn man in der oben dargestellten
Prozedur ,,V* verfolgt, an welcher Stelle
ein weiteres ,,V* gezeichnet werden soll,
erkennt man, daf dies jeweils nach Aus-
fiihrung der Anweisung

VORWARTS :SCHENKEL

der Fall ist. Somit ergibt sich folgende
erweiterte Version der Prozedur ,,V*

PRV :SCHENKEL

RECHTS 45

VORWARTS :SCHENKEL
V :SCHENKEL/ 1.5
RUCKWARTS :SCHENKEL
LINKS 90

VORWARTS : SCHENKEL
V :SCHENKEL/15
RUCKWARTS :SCHENKEL
RECHTS 45

ENDE

terne Speicherstruktur wird dem jedoch
eine Grenze gesetzt.
In der folgenden Version von ,\V* ist
eine Abbruchbedingung ergénzt:
PRV :SCHENKEL
WENN :SCHENKEL <3 DANN
RUCKKEHR
RECHTS 45
VORWARTS :SCHENKEL
V :SCHENKEL/1.5
RUCKWARTS :SCHENKEL
LINKS 90
VORWARTS :SCHENKEL
V :SCHENKEL /15
RUCKWARTS : SCHENKEL
RECHTS 45
ENDE
Ruft man diese Prozedur auf, erhlt man
das erwartete Ergebnis:
\&

Numerische Anwendung

Ein weiteres Beispiel demonstriert eine
numerische Anwendung, bei der eine re-
kursive Struktur vorteilhaft eingesetzt
werden kann,

Es ist eine allgemeine Prozedur zur Be-
rechnung einer Fakultit zu entwickeln. Als
Beispiel gilt:

51=5%4%3%2x%1

es gilt auch:

4= 4x3%2x1

damit gilt auch:

51=5*4!

oder allgemein:

nl=nx(@-1)

Dieser Losungsansatz zeigt den Schluf
auf den nichst einfacheren Fall, der eine

L#Bt man diese Prozedur
stellt man fest, daB der Igel sich in rechter
Richtung auf den immer kleiner werden-
den Schenkeln bewegt und schlieBlich
scheinbar in eine Drehbewegung iibergeht.
Dieser Vorgang dauert so lange, bis Logo
die Programmausfithrung mit einer Feh-
lermeldung abbricht.

Die Ursache hierfiir ist, daB ein wesent-
liches Element rekursiver Programmstruk-
turen noch nicht eingefiihrt wurde, nim-
lich eine Abbruchbedingung. In der obigen
Version von ,,V* wird der zuerst erreichte
rekursive Aufruf bei jeder Ausfiihrung von
»V* emneut ausgefiihrt und zwar theore-
tisch unendlich oft. Bedingt durch die in-

wichtige V zum  Entwurf
einer rekursiven Struktur ist. Wie bereits
erwihnt, ist das zweite wichtige Element
die Abbruchbedingung. Bei der Berech-
nung von Fakultiten ist dies die Definition
=1
Mit diesen Grundlagen kann die Proze-
dur ,,FAKT* leicht entwickelt werden:
PRFAKT :N .
WENN :N <2 DANN RUCK-
GABE 1 SONST RUCKGABE :N
*FAKT (N-1)
ENDE
Durch die Priifung ,:N < 2“ als Ab-
bruchbedingung wird auch der Sonderfall

=1
richtig behandelt.

Anwendung mit Listen

Als letztes Beispiel wird eine rekursive
Prozedur zur Bearbeitung einer Liste vor-
gestellt:

Hier sollen die Elemente einer Liste ein-
zeln jeweils in einer Bildschirmzeile aus-
gegeben werden.

Mit dem Grundwort ERSTES kann das
erste Element einer Liste isoliert werden
und das Grundwort OHNEERSTES gibt
die eingegebene Liste ohne das erste Ele-
ment zuriick.

Als Abbruchbedingung dient hier der
Fall, daB die leere Liste iibergeben wird,
aus der natiirlich keine weiteren Elemente
mehr isoliert werden kénnen.

PR WORTWEISE :L

WENN LEER? :L DANN
RUCKKEHR
DRUCKEZEILE ERSTES :L

‘WORTWEISE OHNERSTES :L

ENDE

Ruft man die Prozedur z. B. mit

WORTWEISE [DAS IST EINE
LISTE|

auf, erhilt man als Ergebnis:

DAS

IST

EINE

LISTE

In diesem Beispiel erfolgt der rekursive
Aufruf als letzte Anweisung in der Proze-
dur. Man bezeichnet dies als ,,End-Rekur-
sion®. PC-Logo erkennt diesen Sonderfall
und speichert die verschiedenen Aufruf-
Ebenen der Prozedur nicht im intemen
Stapelspeicher, da es nicht erforderlich ist,
die Aufruf-Ebenen riickwirts zu durchlau-
fen. Somit ist die Anzahl der mdglichen
Aufruf-Ebenen hier nicht durch die GréBe
des internen Stapelspeichers begrenzt.

End-Rekursionen verwendet man in PC-
Logo hiufig dazu, unendliche
Schleifenkonstrukte zu bilden, wie z. B. in

PR UNENDLICH

DZ "UNENDLICH
UNENDLICH

ENDE

Die Ausfihrung dieser Prozedur kann
nur ,,gewaltsam® durch Driicken von Strg-
G abgebrochen werden.

Haben Sie Interesse an der intelligenten
Programmiersprache PC-Logo? Fiir al-
pha-Leser haben wir einen Sonderservice.
Auf der 3. Umschlagseite befindet sich
eine Bestellkarte zum Ausschneiden. Wenn
Sie diese ausgefiillt an uns zuschicken,
erhalten Sie eine Version von PC-Logo
zum Sonderpreis von 198,- DM (incl.
MwSt,) Sie sparen 100,- DM!
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Experimentalmathematik
Spiele mit Schere und Papier

H. G. WELLS (1866-1946), ciner der
Begriinder der Science fiction, 4Bt in der
im Jahre 1897 geschricbenen Geschichte
»The Plattner Story* (Plattners Geschich-
te)! einen Lehrer aus unserer dreidimen-
sionalen Wellt in eine vierdimensionale ge-
langen. Der Lehrer kehrt zwar in die alte
Umgebung zuriick, aber in spiegelbildli-
cher Form. Er hat also jetzt das Herz am
wrechten® Fleck.

Dieses Versehen, das Plattner widerfah-
ren ist, konnen wir uns an einem Vorgang
in geringeren Dimensionen veranschauli-
chen, etwa indem wir einen ebenen (d. h.
zweidimensionalen) Plattner im Raum

Diese bemerkenswerte Fliche heifit M-
biussches Band nach dem Leipziger Ma-
thematiker A. F. MOBIUS (1790-1868),
der sie 1858 entdeckt hatte. Die gleiche
Fliche war allerdings im gleichen Jahr
auch durch J. B. LISTING (1808-1882)
beschrieben worden, der wic MOBIUS bei
C. F. GAUSS (1777-1855) in Géttingen
promoviert hatte.

Abb. 2: Streifen, der zum Mobius-
schen Band verklebt wird. Die rechten
und linken Enden werden um 180 Grad
gegeneinander verdreht, so daf} die glei-
chen Buchstaben aufeinander zu liegen

(d. h. im Dreidi ) wie eine

/
‘¥

Buchseite ,,herumklappen® (Abb. 1). Aber
diese Prozedur des Spiegelns gelingt be-
reits in einem zweidimensionalen Raum,
also auf einer Fliche. Diese Fliche muff
zwar zuvor im dreidimensionalen Raum
verdreht werden, aber das wiirden ihre Be-
wohner natiirlich gar nicht bemerken; wie
sie auch die Merkwiirdigkeiten dieser Fli-
che als véllig normal hinnehmen wiirden.

1Zu finden ist diese Geschichte z. B. in
dem Reclam-Béndchen ,,Das Kristall-
i, das Kurzgeschichten von Wells
enthélt.  Einige Jahre zuvor hatte
EDWIN A. ABBOT (1838-1926) eine
phantastische  Geschichte ,, Flatland
(Flachland bzw. Flichenland) geschrie-
ben, die sich ganz in einer ebenen Welt
abspiellt.
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des ist das dann der Fall, wenn Plattner auf
der ,anderen” Scite des Bandes den Start-
punkt erreicht. Genauer: wir behalten
einen Finger am Startpunkt und schicben
mit einem zweiten Finger der anderen
Hand Plattner am Band so lange herum,
bis die Finger sich wieder beriihren wiir-
den, wenn das Band nicht zwischen ihnen
wire. Das Band sollte ja dickelos (d. h.
zweidimensional) sein, daran miissen wir
uns bei unserem Modell erinnern.

Das einmalige Verdrehen des Bandes
bewirkt, daB Plattner und alles, was er bei

Abb. 3: Mibiussches Band mit zwei
Trennlinien.
B
$E: e o e o e
<
B A

sich hat, einmal um 180 Grad verdreht
wird bzw. gespiegelt im Ausgangspunkt
erscheint. Verfolgt das anhand ciner be-
wegten eingezeichneten asymmetrischen
Figur auf dem Band! Insbesondere geht
cine mitgefiihrte Uhr jetzt anders herum,
also entgegen dem Uhrzeigersinn. Auf
Band kann man also zwischen
Rechts- und Linksherum nicht entschei-
den.2 Mathematiker sagen hierzu, daB das
Band eine nicht orientierbare

A B
Abb. 1: Wie Mr. Plattner in einem
zweidij ionale Raum J; I
werden kann, wenn er in die dritte Di-
" o g — e dem
mension geriit.
B A

Ein Mébiussches Band liBt sich leicht
herstellen, am besten aus einem etwa 1 m
langen und mindestens 5 cm breiten Strei-
fen. Zeitungspapier eignet sich gut fiir un-
sere Experimente mit Mobiusschen Bin-
dern. Das in Abbildung 2 gezeigte Band
wird an den schmalen Enden zusammen-
geklebt, wobei zuvor die Enden gegenein-
ander verdreht worden sind. Zunéchst be-
trachten wir nur den Fall, daB die Verdre-
hung 180 Grad betrigt (womit dic rechts
bzw. links mit A und B markierten Stellen
genau iibereinander liegen).

Rundreisen auf diesem Band haben
iiberraschende Ergebnisse: Denken wir
uns cinen cbenen Mr. Plattner, der dabei
ist, das Band zu umrunden. Er soll dabei
dessen Rand nicht iiberschreiten, denn
diese Verrenkung wollen wir ihm nicht zu-
muten. Da das ideale bzw. gedachte Mo-
biussche Band natiirlich dickelos ist, gilt
eine Rundreise als beendet, wenn Plattner
wieder am Startpunkt eintrifft. Bei unserer
realen bzw. matericllen Version des Ban-

Fliche ist. In der Regel sind die uns ver-
trauten Flichen jedoch orientierbar, daher
wird das Mébiussche Band ecinige Eigen-
schaften haben, die zu unseren Alltagser-
fahrungen nicht immer passen werden.

Zerschneidet ein um 180 Grad gedrehtes
Band lings der Mittellinie (Abb. 2)! Wel-
ches Ergebnis erwartet ihr und welches
ergibt sich?

Wenn man einen Luftballon innen und
auBen mit verschiedenen Farben anstrei-
chen will, so bendtigt man zwei Farben.
Wic sicht das beim Mgbiusschen Band
aus?

Ist es moglich, aus diesem Band eine
Tasche anzufertigen, mit der man etwas
transportieren kann?

2ERNST JANDL, der zeitgenissische
osterreichische  Lyriker — hat  das
(vermutlich ohne es zu wissen), in
seinem Gedicht von 1982 beschrieben:

Manche meinen

lechts und rinks

kann man nicht velwechsern.

Werch ein Illtum!



Abb. 6: August Ferdinand Mibius, geb.
17. 11. 1790 in Schupforta, gest. 26. 09.
1868 in Leipzig.

Abb. 4: Mobiussches Band aus zwei Streifen.

Einige Vorschliige zum Experi-
mentieren:

1. Verdreht das Band vor dem Ver-
kleben um 180 Grad, 360 Grad, 540
Grad, . . . und zerschneidet dann das
Band lings der Mittellinie (Abb. 2)!
Was geschieht?

2. Zerschneidet Mobiussche Bin-
der der eben genannten Art nicht
lings einer Mittellinie, sondern lings
zwei Linien wie in Abbildung 3 ein-
gezeichnet.

3. Legt zwei Streifen iibereinander,
verdreht sie und verklebt sie dann
(Abb. 4). Wie wirkt sich das Zer-
schneiden lings einer oder zwei Li-
nien aus?

4. Kombiniert zwei Bénder, wie es
Abbildung 5 zeigt. Der Teil des
einen Bandes, der eingerahmt ist,
soll verdreht werden oder auch nicht.
Wie unterscheiden sich die Bénder
nach dem Zerschneiden lings der
eingezeichneten Mittellinien?

Riidiger Thiele

A D
c | I
< S
B
D A
Abb. 5: Zwei Biinder. Die e Stelle soll einmal einen

normal durchgehenden Streifen und ein andermal einen um 180 Grad verdrehten

Streifen symbolisieren.
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Alphons logische Abenteuer

Alphons' Klasse hatte im Fach Mathe-
matik eine Arbeit geschrieben. Am nich-
sten Tag fragte cin Schiiler der Klasse den
Lehrer vorsichtig, ob auch Arbeiten nicht
gut ausgefallen wiren. ,Nun®, antwortete
dieser, ,einige Arbeiten sind nicht gut,
mehr will ich jetzt aber noch nicht sagen.*
Diese Antwort ldste eine aufgeregt ver-
laufende Diskussion in der Klasse aus.
Wieviel sind ,einige*? MuB sogar be-
fiirchtet werden, daB alle keine gute Arbeit
geschricben haben? Bei welcher Aus-
legung stehen die Chancen am besten, bei
welcher am schlechtesten?

Alphons hérte eine Weile zu und kam
dabei immer mehr zu der Uberzeugung,
weniger auf die von banger Hoflhung
getragenen Spekulationen als vielmehr auf
die Auskiinfte des logischen Verstandes zu
haren.

In der Tat, das ,cinige Arbeiten* in der
Antwort des Lehrers liBt verschiedene
Verstehensweisen zu. Es kann damit nach
der einen Seite entweder mehr als eine
oder mindestens eine Arbeit gemeint sein,
nach der anderen Scite den Fall aller
Arbeiten  entweder ausschlieBen  oder

gerade cinschlicBen. Aufgelistet kann also:
+Einige Arbeiten sind nicht gut be-
haupten:

(1) Mindestens cine Arbeit ist nicht gut
und eventuell sind sogar alle Arbeiten
nicht gut.

(2) Mindestens cine Arbeit ist nicht gut
und mindestens eine Arbeit ist gut.

(3) Mehr als eine Arbeit ist nicht gut
und eventuell sind sogar alle Arbeiten
nicht gut.

(4) Mehr als eine Arbeit ist nicht gut
und mehr als cine Arbeil ist gut.

Im Fall (1) ist dic Aussage: Alle
Arbeiten sind gut, falsch. Da nicht
ausgeschlossen ist, daB auch eine Arbeit
gut ist, kann auch die Aussage: Alle
Arbeiten sind nicht gut, falsch sein. Zwei
allgemeine Aussagen, von denen die cine
bejaht, was dic andere verneint, kénnen
zugleich falsch sein. Was bei (1) nur cine
Moglichkeit darstellt, ist im Fall (2)

chlich so: Neben mind ciner
nicht guten Arbeit gibt es mindestens eine
gute Arbeit. Zwei partikulare Aussagen,

von denen die eine bejaht, was die andere
verneint, kdnnen zugleich wahr sein. Im
Fall (3) ist die Anzahl der nicht guten
Arbeiten mehr als 1. Die Anzahl kann
auch groBer als 2 sein. (3) ldBt offen, ob es
neben den Arbeiten, die nicht gut sind,
auch solche gibl, die gut sind. DaB alle
Arbeiten nicht gut sind, ist ja nur eine
unter den offengelassenen Mdglichkeiten.
Der Fall (4) hingegen behauptet, daB es
neben Arbeiten, die nicht gut sind, mit der
gleichen Untergrenze auch solche gibt, die
gut sind. Bei endlichen geraden Anzahlen
ist somit bei (4) die Hilfte dieser Anzahl
dic groBte Untergrenze. ,Einige Arbeiten
besagt dann dasselbe wie ,die Hilfte der
Arbeiten®

Welche Auslegung der Antwort des
Lehrers ist die fiir unsere Klasse giin-
stigste, wenn wir als MaBstab dafiir dic
héchstmogliche Anzahl guter Arbeiten
ansehen? Offensichtlich gibt (2) schon dic
GewiBheit, daB es auch gute Arbeiten gibt,
aber die Anzahl moglicher guter Arbeiten
ist hier nicht gréBer als im Fall (1)
Trotzdem ist (2) wohl die fiir die ganze
Klasse hoffnungsvollste Verstehensweise,
dagegen (4) dic pessimistischste. Was er
da so vor sich hintrdume, fragte sein
Freund Berti. Ich iiberlege, ob der
Wunsch auf die fiir uns beste Version auch
gleich die Arbeiten entsprechend  gut
macht”, antwortete Alphons, fiigte aber
gleich hinzu: ,Schon wire es zwar, aber
dann kénnen wir die gesamte Schulzeit
gleich zur Ferienzeit machen.

Prof. Dr. L. Kreiser

Ich habe
bestimmt keine
gute Arbeit!

Die Wahrscheinlichkeit, daf
5 Yhiger Wahrscheinlichkeit

ute Arbeit habe, ist grber
als 50 Prozent

Gute Aussichten!
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alpha verindert sich

Sicher haben Sie alle die groBen Veriin-
derungen an der alpha bemerkt, die mit
dem Verlagswechsel in Erscheinung tra-
ten. Wir meinen, daf alle diese Veriinde-
rungen notwendig und sinnvoll waren.
Eine weitere Verdnderung ist die Einfiih-
rung des alpha-Schachbrettes. Der wich-
tigste Uberlegungsgrund war die Verein-
fachung, damit wir in der Redaktion die
alpha noch schneller fertigstellen kénnen.
AuBerdem finden wir, daB eine Zeitschrift
wie dic alpha es verdient hat, ein eigenes
Schachbrett zu besitzen. Deshalb haben
wir uns ein Schachbrett in Corel Draw™
cinfallen lassen. Die Urform wurde dabei
mehrfach iiberarbeitet. Auch unsere Leser
sollen die Chance bekommen, das alpha-
Schachbrett zu verbessern. Sollten Sie
Vorschlige zur Verbesserung sehen, teilen
Sic uns diese bitte mit, damit wir das
alpha-Schachbrett noch besser und deutli-
cher gestalten kénnen. Wenn Sic dazu die
Inspiration des jetzigen Schachbretts brau-
chen, schicken wir Thnen dieses als Corel
Draw™ 3.0 Datei. Voraussetzung hierfiir
ist, daB Sic uns eine DOS-formatierte Dis-
kette und eine entsprechend frankierte und
adressierte Diskettenversandtasche zusen-
den. Doch nun wollen wir unsere neuen
alpha-Figuren vorstellen,

Auf dem Schachbrett stchend erkennt
man dic meisten Figuren am leichtesten.
Auffillig ist die ungewdhnliche Form des
Liufers. Er sicht wohl cher wie cin
Speerwerfer aus mit seinen muskulisen
Armen. Deutlich unterschieden ist er vom
Bauern durch seinen dreieckigen Kopf und
die Form des StandfuBes. Der Turm wirkt
etw azidser als normal. Die Dame mit
ihrer flinfzackigen Krone erinnert ein we-
nig an einen Kénig, der jedoch als Zeichen
seiner Wiirde ein Kreuz aul dem Haupt
Einzig der Springer wirkt ctwas
schmiichtig. Aber in ciner UberfluBgesell-
schaft wie der unseren ist dicses Pridikat
wohl cher cine Tugend.

Die Reduktion

Populiire Abart des

Schachspieles

Das Schlagschach ist eine interessante
und geistreiche Abart des Schacl
das jederzeit mit dem blichen Spiclmate-
rial gespiclt werden kann. Es gelten hicr-
bei die gleichen Regeln des Schachspieles,
jedoch hat der Konig keine besondere Be-
deutung im Spielverlauf. Ein Schachgebot
oder Matt braucht nicht beachtet zu wer-
den und wird der Konig
geht die Schlagschachpartic unvet
weiter. Der Grundgedanke des Spicl
der Schlagzwang, d. h.,
oder cinen Bauern schlagen kann, muB
diesen Zug ausfiihren. Hat der am Zug be-
findliche Spicler mehrere Moglichkeiten
zum Schlagen, so steht ihm die Auswahl
frei. Wird eine Schlagmoglichkeit tiberse-
hen, so hat der Gegner zu reklamieren und
der ausgefiihrte (schlagfreic) Zug muB zu-
riickgenommen werden.

Gewinner ciner Partic im Schlagschach
ist, wer alle scine Steine verloren hat oder
verbliebenen  Steine  (zumeist
blockierte Bauern) nicht mehr zichen kdn-
nen!

Die Auswahl an brauchbaren Erdff-
nungen ist nicht grofl. Nach wenigen Zii-
gen liBt sich oft schon der Gewinn der
ngen. Besonders wirkungsvoll
sind die Ldufer. Wenn man cinen Liufer
zum Schlagen veranlassen kann und selbst
nicht zu schlagen braucht, wird man durch
cine klug berechnete
alle Steine los.

Der Schlagzwang und der Zwang zur
Bauernumwandlung in  Konig, Dame,
Turm, Liufer oder Springer geben die
Maglichkeit, zahlreiche Ziige im voraus zu
berechnen. Dadurch ist das Gebiet der
Endspicle im Schlagschach recht mannig-
faltig.

les,

so

schlagen,

wer cine Figur

wessen

Partic erz

Schlagserie meistens

Das Diagramm | (T. R. DAWSON,
Deut. Wochenschach®, 1925) zeigt, wie

Weill am Zuge dic Schlagkraft des
schwarzen Liufers geschickt ausnutzt,
1.Tb2 L:b2
2.Th8 L:h8

3.e4 L belicbig auBer e5

4.¢5 L:e5 und Weib hat gewonnen
oder 3. ... Les
und WeiB kann nicht mehr ziehen und
hat die Partie gewonnen.
Falsch dagegen wiire
.Th2 L:h2
Tb8 L:b8
e4 La7!
e5 Lb6
e6 Las
e7 Ld8
¢:d8 und Schwarz hat gewonnen.

Do —

—o

a bcdef gh

Als kleine Anregung zum Losen soll
Diagramm 2 (J. NIEMANN, Schach-
matt, 1948) dienen. Weil ist am Zuge
und gewinnt. Wie?

H. Riidiger
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Ungleichungen -

Zahlenmittel

Teil 1

Wenn wir uns n nichtnegative Zahlen
Xy, ..., X, vorgeben, so lassen sich daraus
andere Zahlen berechnen, die wir als arith-
metisches, geometrisches, harmonisches
und quadratisches Mittel bezeichnen wol-
len. Dazu definieren wir

arithmetisches Mittel:

1

Alxpeeox,)==(x, +..4 x,)
n

geometrisches Mittel:

G[x‘... r,,)=§/-"|'—”

quadratisches Mittel:

Xt X

n
und fiir positive Zahlen x,, . . .
harmonisches Mittel:

H(xpeon,) =——

n

Die Zahlenmittel 4,G,Q und H hiingen
von den EingangsgroBen x, , X, ab; sie
sind Funktionen von x,, . . - Wir wol-
len noch einen weiteren Mittelwert einfiih-
ren. Dazu sei o eine reelle Zahl, o # 0.
Wir definieren

\
o a\g
W, x,50) = [M)a

n

und nennen es das gewichtete Mittel der
Zahlenx,, ..., x, mit dem Gewicht 0. Of-
fenbar ist A (x;, ..., x)=W(x,,...,x,;
=1); A, . x)= WXy, .. 1) und
e XD =W 2).

Wir zeigen zuerst eine wichtige Bezie-
hung zwischen arithmetischem und geo-
metrischem Mittel.

Satz 1: Es gilt stets G(x,, . . ., x,) <
A(x,, . .., x,). Das Gleichheitszeichen
steht dann und nur dann, wenn x, = x,
=X, ist.

Wir beweisen durch vollstindige In-
duktion die gleichwertige Ungleichung x,

X S[Alx X))

Als Induktionsanfang betrachten wir die
Fillen=1undn=2.

Natiirlich ist 4(x,) = G(x,) und

16 = alpha = 2/1994

>xx0=G(x.x)

das Gleichheitszeichen steht genau
dann, wenn (x; - x,)* = 0, also wenn x, =
X, ist.

Seci dic Aussage bereits fiir n = k > 2

Beweis: Wegen G(xy, ..., x,) = | folgt
aus Satz | die Ungleichung A(x,, . . ., x,)
> 1, alsox, + > 1. Auch der zweite
Teil der Behauptung ergibt sich direkt aus
diesem Satz.

Aufgabe |:
Mit einem Taschenrechner bestitige
man, daff

1+243+4+5>53120 ist!
Man benutze Satz | und zeige, daB fiir

alle n 2 gilt
+n>n4nl.

1+2+,..
Weil bekanntlich I + . .

o R - +I)

ist, erhdlt mann + 1>2 - 4/l

Aufgabe 2;
Aus der Folgerung 1 leite man fiir n be-
liebige posilive Zahlen Xy, ..., X, die Un-

glcu:hung —-r “>n her!
x3

Die Gleichheit besteht gcnau \venn alle

I : TIndukti )

2
also bestehe fiir je & nichtnegative Zahlen

Xp, ..., X die Ungleichung x, ... " x, <
Al ... x)I
Induktionsbehauptung:  Auch fir je
(k + 1) nichtnegative Zahlen x, , . . ., x;,,
i X X S[ACx )Y

gilt genau dann, wenn x, = . .. =

st Zur Abkiirzung schreiben wir 4

fir A(xy, .. X)), chn X=. .. =X
ist, 50 st xp..oxgy, = x0T
Wenn aber nicht alle Zahlen x,, .. ., x;.,

tibereinstimmen, so ist garantiert 4 > 0,
und wir werden x; * (AA ! zeigen.

Unter den Zahlen xy, . . ., x;,, muB es in
diesem Fall niimlich mindestens eine ge-
ben, die kleiner als 4 und eine, die groBer
als A ist. Weil die Numerierung der Zahlen
willkiirlich erfolgt, kénnen wir x, < 4 <
X4 zur Vereinfachung annehmen.

Wir definieren nun z; = x; + x; — 4.
Wegen 0> (x, - A)(xp, — A) ist 0> xx,,, —
Alx)+ xy — 4], also x\x,., <Az,

Weilaberz,+ x, + .. + ;= x + x,+ ..+
Xt X —A=(kt1)4 - A = kA ist, folgt
1

(z,+x,+...4x,)

= Az, %303, ).
Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt
sich fur das arithmetische Mittel der k

nichtnegativen Zahlen z;, x,, . . . , x; die
Bezichung

Az, x,, T XD ZGZy Xy 555

also

A A2 Azxy XX X

und damit die

Zahlen x,, . . ., x, iibereinstimmen.
Fglgerung 2 Dle Ungleichung
x*+2 52

Va4l

ist fur alle reellen Zahlen x giiltig, die
Gleichheit tritt nur fiir x = 0 ein.

Beweis: Das kann auch direkt gezeigt
werden, denn wegen x* 2 0 ist x* + 4x> + 4
242+ 4 und daher (x> + 22222 (32 + 1),

Die obige Ungleichung erhilt man we-

gen
2.5 =
£ f" =Vxi4l+ 1
X+l Vvl +1
auch aus Folgerung 1.
Folgerung 3: Fiir alle reellen Zahlen x
gilt:
X |
—<

I+x
Beweis: chcn (x*= 1)* 2 0 erhilt man
x*—2x*+ 1 20 und daraus die gewiinschte
Ungleichung. Sie ergibt sich aber auch aus

Folgerung 1, denn aus

und x* 1 ergibt sich

Die Gleichheit tritt nur fiirx = 1 ein.

Ungleichungen lassen sich oft benutzen,
um Extremalaufgaben zu l6sen:

Aufgabe 3:

Unter allen Rechtecken mit vorgegebe-
nem Umfang U bestimme man dasjenige
mit dem groBten Flicheninhalt F. Und
unter allen Quadcm mit vorgegebener
s A

Folgerung 1: Wenn x,, x, nichtnega-
tive Zahlen mitx, - . .. 1 sind, so gilt
x;p+...+x,2n Das Zeichen gilt

dann und nur dann wenn x, =. .. =x,ist.

man den mit
dem gréBten Volumen V.

Lasung: Es bezeichnen @ und b die Lan-
gen der Rechteckseiten, dann gilt F = ab
und U=2a +2b.



Nach Satz Listab < [ 258 | =& una
2 |76

,=" steht dann und nur dann, wenn a = b
ist. Folglich ist das Rechteck mit dem
groBten Flicheninhalt ein Quadrat.

Analog ist fur Quader mit den Kanten- |~

lingen a, b, c: V=abcund K=a + b +c.

Fdbes (L) :(ﬁ)‘
- 3 3

folgt, daB der gesuchte Quader ein Wiirfel
ist.

Aus

Aufgabe 4:

Fir die Zahlen x, = 2, x, = 4, x; = 8 be-
rechne man arithmetisches, geometrisches,
harmonisches und quadratisches Mittel
und ordne diese Werte dcr GrofBe nach!

Losung: (2, 4,8)= —, G(2,4,8)=4

H(,4,8) =2—74; 02, 4,8)=247

H<G<A<Q
Fiir das harmonische Mittel H(x,, . .., x,)
von positiven Zahlen x;, . . .,

x, und das
arithmetische Mittel der Zahlen L

gilt nach Definition die Identitit:
1

H(xy, . ooox,) A(l— =1
XX
Daher ergibt sich aus Satz | die Unglei-

chung
H(xy, 500 %0

Glxy, ... x,).
Mithin haben wir bewiesen:

Satz 2: Wenn x, . . ., 2 x, positive reelle
Zahlen sind, bestchen die Ungleichungen
H(xy, ..., x)SGlxy, ... %) S A, ..

I o8
Die Glcichhcil gilt genau dann, wenn
X=...
Satz 3: chn o, B reclle Zahlen mit o <
0<PBundx,...,x,positive reelle Zahlen
sind, so bestehen die Ungleichungen
W(x,, ;o) < Glxy, ..., x,) S W(xy,
e % B
gilt dann und nur dann, wenn x,=
L=X, st
Bewei
G(.\',“

ach Satz | ist
x%) < A

Wir beriicksichtigen l<O und erhalten
o
1
u)];
<
[ (30 4.4 ):l

= W(x,....x,50)

durch Potenzieren

Gx5:;) =[G(.\'f.

i 1 5 .
Weil —>0 ist, erhalten wir aus

Gl ) < alsd )
die andere gcwunsch\e Unglcichung:

[G b ]ﬂ

S[T'I(X.u...ur)]
(%,:%5B).

Glx...

* Zeichen stehen nach Satz 1 ge-

nau dann, wenn x
Folgerung 4: Fiir je n posmvc Zahlen x,,
., x, gilt die Ungleichung

(% +..tx,) oy g tlsap
X n

Beweis: Aus Satz 2 (bzw. aus Satz 3 mit
o=-1, = 1) erhalten wir
- )<A(v,. LX)
bzw. Wix,, ..., x5 —1) < W(\\

Das bedeulel abcr
cHtty,

X5 1).

n
X
woraus

(x +...+x,,)( Loy +L)>n’
Xy

folgt. ,=* steht genau dann, wenn x; =
L=x,ist.

Aufgabe 5:

Man zeige, daB fiir beliebige nichtnega-
tive Zahlen x,, . . ., x, die Ungleichung
%, SR Pk X

..
giiltig ist. Dabei tritt die Gleichheit nur fiir
X, =...=x,cin. Zum Beweis benutze
man Satz | fiir die Zahlen x7,...,x;.
bestitige die Ungleichung fiir x; = 2, x, =
3,x,=3,n =73 und fur selbst gewihlte
Zahlenbeispiele!

Aufgabe 6:
U durch C imente
(ein T: macht es auch), wel-

=8
pegi

i

ot

)

1

|

W(x,e.%,50)

che Werte die gewichteten Mittel

w2, 3, o), W2, 3, B), W2, 3, 4, o),
m2,3,4,B)
fir B=10",0=-B,k=0,1,2,3,4 annch-
men.

LiBt sich eine Vermutung formulicren,
wic sich diese Zahlen verhalten, wenn sich
o und B immer mehr der Zahl 0 annihern?

(Mit den Mitteln der Schulmathematik
konnen wir es nicht exakt beweisen, daf
die Zahlen W(x,, . . o) gegen G(xy, ..
., x,) streben, wenn o sich der Zahl 0 nd-
hert, hier darf & auch negativ sein. Wir
schreiben dafiir auch:

Ili_r'er(x, %00 =Glx5.0%,))

Literatur:

1. P. P. Korowkin. Ungleichungen.
Verlag Nauka. Moskau 1974 (in russisch).

2. W. Schmidt. Lésen von Extremwer-
taufgaben mit elementaren Mitteln. alpha
23 (1989)1, 3-6

Prof. Dr. Werner Schmidt
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Komisches, Kniffliges,

Knackiges

Ich weif} nicht wie ich der Welt
erscheine, aber mir selbst kom-
me ich vor wie ein Knabe, der
am Meeresufer spielt und der
sich daran belustigt, daf er dann
und wann einen glatteren Kiesel
oder eine schonere Muschel als
gewohnlich findet, wihrend der
grofie Ozean der Wahrheit uner-
Sorscht vor ihm liegt.

Isaac Newton

Balanceakt mit Zahlen

Anstelle jedes Buchstaben ist eine der
sieben Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und 6 so
auf die Flichen der neun kongruenten
gleichseitigen Dreiecke zu schreiben, daB
gilt:

Jede dieser Zahlen ist mindestens in eine

Herr Miiller ergénzt: ,,Wenn Alfons
Schularbeiten macht, so liest Bernd in
einem Buch.“ (II)

Er fiigt noch hinzu: ,Entweder Bernd
macht Schularbeiten oder Christian liest
ein Buch.*“ (IT)

Miillers Besuch weiB nun Bescheid. Wie
beschiiftigen sich Miillers S6hne?

Dr. W. Trager

Acht vertrigliche Damen

Beim  Schachspiel kann nur  die
schwarze Dame die weiBe und umgekehrt
die weiBle die schwarze schlagen. Bei der
folgenden Aufgabe werden nur graue
Damen benutzt, dic sowohl als weifie als
auch als aufgefaBt  werden
konnen, dic dieselben Ziige wie ihre

schwarze

Gleichwinklige Sechsecke

Welche Sechsecke ABCDEF erfiillen
die folgenden Bedingungen?

- Alle Innenwinkel sind kongruent.

- Die Langen aller Sechseckseiten haben in
der MabBeinhei i .
MaBzahlen.

- Fiir die Seitenlidngen a, b und ¢ gilt
4em;b=2

Wie groB sind ihre Flicheninhalte?

a=
cm und ¢ =3 cm.

A a B

Dr. W. Trager

Alte Aufgaben fiir junge Loser

1. Eine Kuh wirft jahrlich ein weibliches
Kalb, eine Firse. Beginnend mit dem 4.
L j wirft auch jede Firse zu

n beim S
konnen und von bei
der K wie beim

aus-

fiihren denen

der Dreiecksflichen gen.

Die sicben Summen der drei bzw. sechs
Zahlen, deren Dreiecke jeweils cinen ge-
meinsamen Eckpunkt haben, sind gleich
grof

Dr. W. Triger

Die Titigkeiten der Kinder

Als zu Miillers Besuch kommt, fragt
dieser: ,,Womit beschiftigen sich jetzt
Eure drei Séhne?

Frau Miiller antwortet: ,Einer macht
Schularbeiten, ein anderer liest ein Buch
und der drittc macht eine Radtour.* (I)

18 + alpha * 2/1994

Schachspicl die eine stets dic andere
schlagen kann

Aufgabe:

Acht graue Damen sind so auf das 8x8
Schachbrett zu stellen, daB keine eine
andere schlagen kann. Vier dieser acht
sind bereits, wie in der Abbildung an-
gegeben, auf weiBe Felder gesetzt worden.
Auf welche schwarzen Felder miissen die
restlichen vier Damen gestellt werden?

Dr. W. Trager

Jahresanfang wieder eine Firse. Wieviele
Kithe und Firsen werden es nach 20
Jahren sein, wenn alle Tiere am Leben
bleiben?

(Diese Aufgabe stammt von dem in-
dischen Mathematiker NARAYANA, der im
14. Jahrhundert lebte.)

2. Ist es richtig, daB o' +4 fir a>1
eine zusammengesetzte Zahl ist?

(Diese Aufgabe stammt von der fran-
zosischen Mathematikerin SOPHIE GE|
MAIN, die von 1776 bis 1831 lebte.)

3. Wenn keine Seiten eines Viereckes
parallel sind, so liegt der Mittelpunkt der
Strecke, welche die Schnittpunkte gegen-
tiberliegender Seiten verbindet, auf der dic
Mittelpunkte der Diagonalen verbin-
denden Geraden. Dieser Satz ist zu be-
weisen.

(Diese Aufgabe stammt von CARL
FRIEDRICH GAUSS, der von 1777 bis
1855 lebte.)

Gesammelt Hermann-Dietrich
Hornschuh

von



Eure alpha hat nun wieder eine Heimat
gefunden. Sic kommt auch beinahe schon
wieder wie frither daher. Die Problem
Ecke hat jetzt cinen festen Stammplatz
erhalten, und ihr kénnt sic an ihrem flotten
Signum leicht wiedererkennen. Vielleicht
habt Ihr auch gleich bemerkt, daB kiinflig
in der neuen ,alten* alpha dem Problem-
losen eine Menge Platz eingerdumt wird.
Wir halten es darin ihnlich wie die
Griinderviter des American Mathematical
Monthly, dem inzwischen wohl dicksten
Mathe-Journal in englischer Sprache. Sie
haben in ihrer Erstausgabe 1893 also vor
tiber 100 Jahren, schon die Marschroute
festgelegt: . die Losung mathema-
tischer Probleme besitzt einen bildenden
Wert, der nicht unterschitzt werden darf.
Sie ist die Leiter, mit der der Geist die
hichsten Stockwerke mathematischer For-
schung erklimmen kann. Manch schlum-
merndes Talent ist iiber ein gemeistertes
Problem zu cigener Titigkeit angeregt
worden .

So, ich hoffe nun, die heutigen Proble-
me aus der mathematischen Zeitschrift
QUANTUM werden in diesem Sinne dic
eine oder andere verborgene Fihigkeit in
Euch hervorkitzeln. QUANTUM ist iibri-
gens ein Schiilermagazin fir Mathematik
und Wissenschaften und erscheint zwei-
monatlich im Springer-Verlag USA. Das
ebenso blendend geschricbene wie gra-
phisch gestaltete Magazin ist die autori-
sierte englischsprachige Ausgabe der Mos-
kauer kvant. Diese Zeitschrift fiir Physik
und Mathematik ist das seit Jahrzehnten
wohl beste Lesevergniigen fiir natur-
wissenschafiliche interessierte ~ Schiiler,
das auf dem Markt ist. An QUANTUM
wirken ~ Wissenschaftler, Mathematiker
und Lehrer vom Amerikanischen Verband
der Physik- und Mathematiklehrer sowie

itgli der i
Akadcmnc der Wissenschaften mit.

Sic

.

M10

Prinz Iwan will einen dreikdpfigen,
dreischwinzigen Drachen besiegen. Er
besitzt ein Zauberschwert, das mit einem
Streich entweder einen Kopf, zwei Kopfe,
cinen Schwanz oder zwei Schwinze ab-
schlagen kann. Eine Fee hat ihm das Dra-
chengeheimnis verraten: wenn cin Kopf
abgehauen wird, wiichst sofort ein neuer
nach. Wird dagegen ein Schwanz abge-
trennt, wachsen zwei Schwinze nach; fiir
zwei at I wichst ein

chen. Die Probleme aus kvant
vereinzelt im Original auch an anderer
Stelle in alpha. Sie gehoren stets zum Be-
sten, was Monat fiir Monat tausende von
Problemseiten tiberall auf der Welt so her-
vorbringen.

Viel Vergniigen nun bei der Losung der
Probleme 19, 110, M9, M10, 09, O10 aus
QUANTUM.

J9

Ein volles WasserfaB wird in gleichen
Teilen durch drei verschieden groBe Eimer
entleert. Der erste Eimer ist dann zur Hilf-
te voll, der zweite zu 2/3 und der dritte zu
3/4 gefiillt. Die MaBzahlen der Inhalte von
‘Wassertank und der drei Eimer, sollen vier
verschiedene ganze Zahlen sein. Wie grofl
ist dann das kleinstmégliche FaBvolumen?

J10

Lise das folgende Zahlenriitsel. Gleiche
Buchstaben stehen dabei fiir gleiche Zif-
fernaus {0, 1,...,9}.

U
+ u
P E

e ZR%

A
S R
A E
M9

Zwei Zeitschriften liegen wie in der fol-
genden Graphik auleinander.

1 leicht
Artikel zu grundlegenden Themen aus
Matt k und ihr nal h Berei-

gril , ob der sichtbare Teil des un-

teren Hefles kleiner oder groBer ist, als der

neuer Kopf nach. Fallen sogar zwei Képfe,
wichst jedoch nichts nach.

Bestimme die  kleinste Zahl von
Schwerthieben, mit denen Prinz Iwan alle
Képfe und Schwinze des Drachen ab-
schlagen kann.

09

Die drei Eckpunkte eines Gleichschenk-
ligen Dreiecks besitzen nur ganzzahlige
Koordinaten.

Man weise nach, daB das Quadrat (der
Linge) der Grundseite eine gerade Zahl
L.

010

Zwei Boote (1 und 2) fahren gleichzeitig
von zwei Anlegestellen A und B eines
kreisrunden Sees los. Wiirden sie auf ge-
rader Linic die Hifen C und D ansteuern,
Wiren Sie auf Kollisionskurs.

Begriinde: Wenn Boot | Kurs auf D hilt
und Boot 2 nach C steuert, dann kommen
beide Boote gleichzeitig an.

Dic Aufgaben der Problem Ecke sind in
drei Altersstufen unterteilt: Junior (fiir L&-
ser bis einschlieBlich Klasse 8), Mittel (fiir
Tiiftler bis Klassenstufe 10) und Offenc
Probleme fiir alle Altersstufen. Es sind alle
Leser eingeladen, zu einem oder mehreren
Aufgaben Lésungen cinzureichen. Es diir-
fen sich auch Friihstarter an der jeweils
hoheren Stufe versuchen. Jede Bearbei-
tung ist willkommen! Die elegantesten
Auflosungen sollen nun regelmiBig in die-
ser Rubrik erscheinen. Kiinflige Losungen
zur Problem Ecke richtet bitte an folgende
Adresse:

StR Paul Jainta
Werkvolkstrafie 10
91126 Schwabach

VergeBt nicht, Name, Schule, sowie Al-
ter und Klasse anzugeben.

alpha * 2/1994 = 19



33. Mathematik-Olympiade
3. Stufe - Landeswettbewerb

05. - 06. 02. 1994

Ab diesem Wettbewerb begann dic 3.
Stufe mit der Klasse 6. Dem Umfang
und Schwicrigkeitsgrad nach sind die
Aufgaben fiir zwei Klausuren zu je 4
Stunden Bearbeitungszeit konzipiert.
Die 3. Stufe ist zwar nicht ig

Seite mit einem schon hingelegten Qua-
drat gemeinsam hat.

Am Ende soll die Figur F folgende Be-
dingungen erfiillen:

(1) Es soll keine freie Fliche geben, die
d

fiir cine E von

ganz von Q

der Figur F um-

Schiilern zur vom 01. bis 04. Mai in

Beispiel:

Zum

g di Deutsch-
land-Olympiade, aber cine gute Vorbe-
reitung darauf.

Olympiadeklasse 6 - 1. Tag

330631

Finde alle Méglichkeiten, drei natiirli-
che Zahlen a, b, ¢ so zusammenzustellen,
daBa+b+c=12undc—b=3gil!
Hinweise:

1.) Die Null soll auch als natiirliche Zahl
bezeichnet werden.

2.) Es wird auch zugelassen, daB sich
unter den Zahlen a, b, ¢ solche befinden,
die cinander gleich sind.

330632
Aus 21 Quadraten der Seitenlinge 1 cm

soll eine Figur F zusammengesetzt wer-
den:

An das erste Quadrat legt man ein
zweites so an, daB sic beide genau eine

Seite

haben: oder

(2) Die Figur F soll ganz in ein groBes
Quadrat der Seitenlinge 6 cm hineinpas-
sen.

(3) Die Figur F soll den Umfang 42 cm
haben.

(Beispiel: Der Umfang der folgenden

(E) > A - C —» B — (E) tun; dabei
macht er jedoch einen Umweg, weil er die
Strecke zwischen A und B éfter als notig
durchlauft

(a) Wieviele Méglichkeiten der Reihen-
folge, bei denen kein Umweg vorkommt,
gibt es insgesamt? Nenne alle diese Mog-
lichkeiten!

(b) Jetzt sollen in der Sackgasse vier
Hauser in einer Reihe stehen. Wieviele
Maglichkeiten der Reihenfolge, bei denen
kein Umweg vorkommt, gibt es hierzu
insgesamt? Nenne auch alle diese Mog-
lichkeiten!

(c) Wieviele Moglichkeiten der Reihen-
folge, bei denen kein Umweg vorkommt,
gibt es insgesamt, wenn in der Sackgasse
Reihe
(Hinweis: Fiir diese Aufgabe kann man
Uberlegungen beim Lasen von (a) und (b)
nutzen.)

10 Hauser in einer stehen?

2. Tag

330634
Sechs Kugeln, und zwar drei blaue und

drei gelbe, werden an Annette, Bernd und
Christiane verteilt. Jedes dieser drei Kin-
der bekommt wenigstens cine Kugel, aber

L L E

!

Figur betrdgt 16 cm
Zeichne eine solche Figur F!

330633
In einer Sackgasse, die an einer Ecke

(E) beginnt, stchen drei Hiuser A, B, C in
ciner Reihe:

(dagegen nicht und auch picht

Dann legt man immer das niichste Qua-
drat so an, daB es ebenfalls genau eine

20 * alpha * 2/199%4

man

Ein Briefiriiger, der dic Sackgasse an
der Ecke (E) betritt, dann zu jedem Haus
Post bringt und danach zur Ecke (E) zu-
riickkehrt, kann dies z. B. in der Reihen-
folge (E) > A - C — B — (E) tun. Er
kann es aber z. B. auch in der Reihenfolge

ens drei Kugeln. Damit die Vertei-
lung nicht so leicht zu erkennen ist, macht
Dieter drei falsche Aussagen. Erika meint
dennoch: Wenn man weiB, dafB alle diese
Aussagen falsch sind, ist die Verteilung
der Kugeln (fiir jedes Kind die Anzahlen
der blauen und der gelben Kugeln) da-
durch eindeutig bestimmt.

Die drei Aussagen von Dieter lauten:

(1) Die blauen Kugeln wurden an weni-
ger als drei Kinder verteilt.

(2) Annette bekam genau zwei Kugeln.

(3) Bernd bekam Kugeln unterschiedli-
cher Farben.

Hat Erika recht? Begriinde Deine Ant-
wort!

330635
Ein 4x4 - Feld soll mit Buchstaben so
gefiillt werden, wie folgendes Bild an

einem Beispiel zeigt:



cin beliebiges Feld der Figur, das noch frei
ist, eine der noch nicht verwendeten Kar-

Am Ende ist eine sicbenstellige Zahl
Ist sic durch » teilbar, so hat

In jedem so gefiillten Feld kann man
Worter* lesen, die aus zwei Buchstaben
bestehen. Die ,,Worter* liest man entweder
von links nach rechts oder von oben nach
unten. (Als Beispiele sind die ,,Worter” ae,
cd, ed, dc, cf, cd und aa hervorgehoben.
Man hat also auch solche ,,Worter* zu be-
achten, die einen Buchstaben gemeinsam
haben, wie im Beispiel ac mit ed und dc
mit cf.)

wWorter”, die sich nur in der Reihen-
folge der Buchstaben voneinander unter-
scheiden (wie im Beispiel ¢d und dc),
gelten nicht als einander gleich.

Folgende Bedingungen werden zusitz-
lich verlangt:

(1) In keinem ,,Wort*" diirfen die beiden
Buchstaben einander gleich sein (wie im
Beispiel im ,Wort* aa).

(2) Kein ,Wort*“ darf mehrfach vor-
kommen (wie im Beispiel das ,,Wort* cd).

a) Finde eine Eintragung, dic diese Be-
dingungen erfiillt und nur die 7 Buchsta-
bena, b, ¢, d, e, [, g verwendet!

b), ¢) Gibt es auch eine Eintragung, die
diese Bedingungen erfiillt und

b) nur 6 Buchstaben,

c) nur 5 Buchstaben

verwendet? Begriinde Deine Antworten!

330636
Anja und Bernd spielen ein Spiel nach

folgenden Regeln: Verwendet werden 8
Karten, jede mit genau einer der Ziffern 1,
2,3,4,5,6,7, 8, und cin Spielbrett aus 7
Feldern:

Anja gewonnen, anderenfalls Bernd.

a) Finde zwei der Zahlen 2, 3, 4, 5,6, 7,
8, flir die gilt: Ist diese Zahl als n verein-

7| |
el
KN isillE
mm] |||

bart worden, so kann Anja den Gewinn er-
zwingen, gleichgiiltig, wie Bernd spielt!
Erklire, wie Anja dies tun kann!

b) Beweise folgende Aussage! Wurde
n =9 verinbart, so gewinnt stets Bernd,
gleichgilltig, welche Karten beide Spieler
legen.

¢) Untersuche, ob im Fall, daB n = 21
vereinbart wurde, einer der beiden Spieler

Grofen der Innenwinkel <) BAC, <} CBA
bzw. <) ACB bezeichnet.

a) Wie groB sind die Winkel <} ASB und
) BSC in einem Dreieck 4BC, in dem o=
42° und B =98° gilt?

b) Ermittle y in jedem Dreieck ABC, in
dem <) ASB die GriBe 140° hat!

¢) Beweise, daB jedes Dreieck 4BC, in
dem <) ASB und <) BSC einander gleich-
groB sind, gleichschenklig ist! Gib auch
an, welche zwei Dreiecksseiten in jedem
solchen Dreieck einander gleichlang sind!

Ulrike sitzt am Fenster eines Zuges, der
mit der Geschwindigkeit 60 km/h fihrt.

den Gewinn erzwingen kann,
wie der andere spielt!

Olympiadeklasse 7 - 1. Tag

330731
Ermittle alle diejenigen vierstelligen
natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedin-
gungen (1) und (2) erfiillen!

(1) Die Zahl z ist durch 48 teilbar.

(2) Die zweite Ziffer der Zahl z ist eine
3, die dritte Ziffer von z ist eine 4.

330732
In cinem Kauthaus waren % aller Be-

schéftigten Frauen. Zu Anfang cines Mo-
nats waren 12,5 % dieser Frauen nicht
verheiratet. Von den in diesem Kaufhaus
beschiiftigten Ménnern waren 18,75 %
Wiihrend des Monats
heirateten vier Paare, von denen jeweils

nicht verheiratet.

sowohl der Mann als auch die Frau zu den
eben genannten unverheirateten Beschif-
tigten des Kaufhauses gehérten. Weitere
Anderungen gab es nicht. Danach waren
noch genau 36 Beschiftigte des Kaufhau-
ses unverheiratet.

Wieviele Beschiftigte hatte das Kauf-

LLITIIT

Zunichst wird eine natiirliche Zahl »n
vereinbart. Dann legen Anja und Bernd
abwechselnd (beginnend mit Anja) auf je

haus i ?
330733
Fiir jedes Dreicck 4BC bezeichne S den
i kt der Wi bierends

Ferner seien wie iiblich mit o, B bzw. y die

Sie
Gegenzug innerhalb von 4 Sekunden vor-

daB an ihrem Fenster cin

iiberfihrt. AuBerdem weiB sie, daB dieser
Gegenzug 120 m lang ist.
1 ob die G
Gegenzuges durch diesc Angaben eindeu-
tig bestimmt ist! Wenn das der Fall ist, gib

it des

diese Geschwindigkeit in km/h an!

330735
Die Klassen 7a, 7b, 7c trugen ein FuB-
ballturnier aus. Jede Klasse spielte genau

einmal gegen jede andere Klasse. Am En-
de ergab sich folgender Tabellenstand:

Klasse Torverhiltnis Punktverhltnis

3i1

3.
3
2

Ic

Untersuche, ob durch diese Angaben
eindeutig flr jedes Spiel bestimmt ist,
wieviele Tore jede Mannschatft in dem be-
treffenden Spiel erzielt hat! Wenn das der
Fall ist, so gib alle diesc Ergebnisse an!
Wie iiblich bedeutet das Torver-
b fir eine Mannschaft, daB sie

in allen Spielen zusammen a Tore erzielt

Hiny

hiltnis a :

hat und b Tore hinnehmen muBte. Ferner
erhilt die Mannschaft fiir jedes gewon-
nene Spiel 2 Pluspunkte, fiir jedes verlo-
rene Spiel 2 Minuspunkte und fiir jedes
unentschiedene Spiel | Plus- und | Minus-
punkt. Diese Punkte werden addiert, und
dann bedeutet das Punktverhiltnis ¢ : d,

alpha = 2/1994 * 21



& de Mamschaft de Summe
Pluspunkte und die Summe d der Minus-

¢ der

punkte erhalten hat.

330736

a) Zeichne ein Dreieck ABC und den
Mittelpunkt D der Seite 4B! Wihle auf der
Strecke DC einen Punkt P zwischen D und
C! Zeichne dann die Strecken AP und BP!

Untersuche fiir jedes Dreieck 4BC (mit
D als Mittelpunkt der Seite AB) und fiir
jeden (auf DC gelegenen) Punkt P, ob
eines der beiden Dreiecke ACP, BCP gris-
Beren Flacheninhalt hat als das andere

oder ob sie einander gleichgroBen Fli-
cheninhalt haben!

b) Fiir jedes Dreieck ABC gibt es in sei-
nem Innern genau cinen Punkt O, mit dem
die Bedingung erfiillt wird, daB die Fli-
cheninhalte der Dreiecke 4CQ, BCQ und
ABQ sich wie | : 2 : 3 verhalten. (Dies
darf im Folgenden ohne Beweis verwendet
werden.)

Beschreibe, wie zu jedem Dreieck 4BC
cin Punkt O gefunden werden kann, und
beweise, daB die genannte Bedingung stets
mit diesem - nach Deiner Beschreibung
gefundenen - Punkt Q erfiillt wird!

Olympiadeklasse 8 - 1. Tag

330831

In der Sprachfix-Schule zu Lernhausen
sind 120 Schiiler. Jeder von ihnen lernt
mindestens eine der Sprachen Englisch,
Latein, Franzésisch. Der Reporter Schreib-
klug erfihrt folgende Tatsachen:

(1) Fiir genau 102 der 120 Schiiler gilt:
Jeder von diesen 102 Schiilern lernt min-
destens cine der Sprachen Englisch,
Latein.

(2) Fiir genau 75 der 120 Schiiler gilt:
Jeder von diesen 75 Schiilern lernt minde-
stens eine der Sprachen Latein, Franzo-
sisch.

(3) Genau 18 der 120 Schiiler lernen nur
Latein.

(4) Die Zahl der Schiller, die genau die
beiden Sprachen Englisch und Latein ler-
nen, ist um 9 groBer als die Zahl der
Schiiler, die genau die beiden Sprachen
Latein und Franzésisch lernen.

22 = alpha = 2/1994

(5) Keiner der 120 Schiiler lernt sowohl
Englisch als auch Franzésisch.

Schreibklug méchte berichten, wieviele
der Schiiler je genau eine der drei Spra-
chen und wieviele der Schiiler je genau
zwei der drei Sprachen lernen. Sind diese
beiden Zahlenangaben durch die Aus-
kiinfte (1) bis (5) eindeutig bestimmt?
Wenn das der Fall ist, so ermittle diese
beiden Zahlenangaben!

330832

Die Abbildung zeigt ein regelmiBiges
Neuneck ABCDEFGHI, d. h. ein Neun-
eck, bei dem alle Seiten dieselbe Linge
und alle Innenwinkel dieselbe GroBe ha-
ben.

a) Beweise, daB die Diagonalen BI und
CH zueinander parallel sind!

b) Beweise, daB CH — BI = BC gilt!

330833

Zu jedem Dreieck ABC seien folgende
Bezeichnungen eingefiihrt:

Die Gerade durch A und B sei u,

die Gerade durch B und C sci v,

die Gerade durch C und A sei w,

bei der Spiegelung an v gehe u in die
Gerade p iiber,

bei der Spiegelung an w gehe u in die
Gerade g iiber.

Wie tblich seien die GroBen der In-
nenwinkel <J BAC und <) ABC mit o bzw
B bezeichnet. Fiir die folgenden Aufgaben
werde stets 0. = 55° vorausgesetzt.

a) Unter welchem Winkel schneiden die
Geraden p und g cinander, wenn B = 75°
ist?

b) Wie groB muB B sein, damit p und g
aufeinander senkrecht stehen?

¢) Gib einen Wert B so an, daB sich p
und q als zueinander parallel nachweisen
lassen!

d), e) Stelle je eine Zeichnung her, in
der p und g einander in cinem Punkt
schneiden, der auf derselben Seite der Ge-
raden u liegt wie ¢; wihle dabei das Drei-
eck ABC

d) mit spitzem Innenwinkel bei B,

¢) mit stumpfem Innenwinkel bei B.

(Zu d) und e¢) wird keine Begriindung
verlangt.)

2. Tag

330834

Auf einer Strecke 4B fihrt cin Radfah-
rer X von A nach B, ein zweiter Radfahrer
Y von B nach 4. Beide sind zur gleichen
Zeit gestartet. In B bzw. A angekommen,
kehren sie sofort um, fahren dieselbe
Strecke bis A bzw. B zuriick und beenden
dann ihre Fahrt. Es werde angenommen,
daB jeder der beiden Fahrer seine Ge-
schwindigkeit konstant beibehilt und daff
die zum Wenden gebrauchte Zeit vernach-
ldssigt werden kann.

Auf der Hinfahrt begegneten sie sich 30
Minuten nach dem Start an einer Stelle,
die 7,5 km von 4 entfernt ist. Nochmals 30
Minuten spiiter waren die Radfahrer wie-
der beide zusammen an einer Stelle zwi-
schen 4 und B.

Ermittle alle Méglichkeiten dafiir, wie
groB nach dieser Beschreibung

a) die Liinge der Strecke 4B,

b) die Geschwindigkeiten der Radfahrer
Xund Y sein kénnen!

330835

Eine sechsstellige natiirliche Zahl heifie

genau dann eine ,,Spiegelzahl®, wenn ihre
erste Ziffer gleich ihrer sechsten Ziffer,
ihre zweite Ziffer gleich ihrer fiinften Zif-
fer und ihre dritte Ziffer gleich ihrer vier-
ten Ziffer ist.

a) Ermittle alle diejenigen ,,Spiegelzah-
len®, die zwei Ziffern 2, zwei Ziffern 5
und zwei Ziffern 7 enthalten! Ermittle die
Summe s aller dieser ,Spiegelzahlen"!
Welches ist der groBte echte Teiler von s?



b) Beweise, daB fur je drei Ziffern a, b,
¢, von denen keine zwei einander gleich
sind, folgende Aussage gilt!

Die Summe aller derjenigen ,Spiegel-
zahlen®, die zwei Ziffern a, zwei Ziffern b
und zwei Ziffern ¢ enthalten, ist durch
L1111 teilbar.

Hinwe

Als echte Teiler von s bezeichnet
man alle diejenigen Teiler von s, die
(positiv und) kleiner als s sind.

330836

a) Berechne die Seitenliinge b = ac
eines Dreieckes ABC, von dem die Seiten-
linge ¢ = AB =6 cm, dic Lange h, = CH,

=5 cm der auf 48 senkrechten Hohe und

die Linge h, = BH, =2 cm der auf 4B

senkrechten Héhe gegeben sind!

b) Beweise, daB es kein Dreieck ABC
gibt, in dem die drei Hohenldngen h, =
4 cm (Lidnge der auf BC senkrechten
Hohe), /i, =2 cm und i, = 5 cm vorkom-
men!

Olympiadeklasse 9 - 1. Tag

330931
Beweisen Sie, daB es unendlich viele
Stammbriiche gibt, die sich als Summe

zweier Stamm-

Man konstruiere ein gleichseitiges Drei-
eck ABC mit der Seitenldnge s. Dann
konstruiere man den Mittelpunkt D von
AB und verlingere die Strecke DC iiber C
Auf dieser

Man beweise, daB fiir jedes konvexe
Viereck ABCD die folgende Aussage gilt:
Sind M,, M,, M;, M, die Mittelpunkte
der Seiten 4B, BC, CD, DA und M, M,

hinaus.
man fortgesetzt Strecken der Lénge % ab.
Die dabei
Punkte seien mit M;, My, M,, .
net. Fiir n > 6 ist dann jeweils der durch 4

. . bezeich-

und B gehende Kreis um M, niherungs-
weise der Umkreis eines regelmiBigen n-
Ecks der Scitenlinge s,.

Beate behauptet, speziell fir n = 12
gelte das nicht nur niherungsweise, son-
dern sogar genau. Beweisen Sie diese Be-
hauptung!

2. Tag

330934
ZWEI
+ DREI

= FUNF

Das obenstehende ,Kryptogramm* stellt
die Aufgabe, die Buchstaben
Ziffern zu ersetzen, daB eine richtig ge-
rechnete Additionsaufgabe entsteht. Dabei

so durch

soll auch die Regel beachtet werden, daB

briiche darstellen lassen!

Hinweis: Ein Bruch heiBt genau dann ein
Stammbruch, wenn sein Zihler | lautet
und sein Nenner cine natiirliche Zahl ist.

330932

Fir jede positive ganze Zahl # denke
man sich nach folgender Vorschrift eine
weitere Zahl n’ gebildet:

Aus der Zifferndarstellung von » im
Dezimalsystem wird dic erste Ziffer weg-
genommen und stattdessen hinter die
letzte Ziffer angefiigt. Dann sei n’ die Zahl
mit der entstandenen Zifferndarstellung.

Untersuchen Sie, ob es eine durch 7
teilbare Zahl n gibt, fiir die n'=n: 7 gilt!

330933
Antje hat in einem dlteren Geometrie-
buch folgende Niherungskonstruktion fuir

regelmiBige Vielecke mit gegebener Sei-
tenlinge s gefunden:

als Anfz ziffer (fiir Z, D und F) nicht
die Ziffer Null auftreten darf. Gleiche
Buchstaben sind durch gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben durch verschie-
dene Ziffern zu ersetzen.

a) Geben Sie eine Losung an!

b) Untersuchen Sie, ob es mehr als fiinf

Losungen gibt, von denen keine zwei ein-
ander gleich sind!

Hinweis: Zwei Losungen heifien genau
dann einander gleich, wenn in der einen
dieser Losungen jeder Buchstabe durch
dieselbe Ziffer ersetzt wird wie in der an-
deren dieser Losungen.

330935

Ermitteln  Sic alle positiven ganzen
Zahlen n mit der Eigenschaft, daB die drei
Zahlen n+ 1, n+ 10 und n + 55 einen ge-
meinsamen Teiler groBer als 1 haben!

330936

Verling trage | die Mi der Di AC, BD,

so gehen die drei Strecken M\ M;, M,M,

der Reihe nach erhaltenen und MM, durch einen gemeinsamen
Punkt.

Hinweis: Ein Viereck ist genau dann kon-

vex, wenn alle seine Innenwinkel kleiner
als 180° sind.

Olympiadeklasse 10 - 1. Tag

331031
Beweisen Sie, daB sich der Bruch

|

1994
als Summe von genau 1994 Stammbrii-
chen darstellen liBt, von denen keine zwei
einander gleich sind!

Hinwe

in Bruch heiBt genau dann ein
Stammbruch, wenn sein Zihler | lautet
und sein Nenner eine natiirliche Zahl ist.

331032

Fiir jede positive ganze Zahl n denke
man sich nach folgender Vorschrift eine
weitere Zahl n’ gebildet:

Aus der Zifferndarstellung von n im
Dezimalsystem wird die erste Ziffer weg-
genommen und stattdessen hinter die
letzte Ziffer angefiigt. Dann sei »' die Zahl
mit der entstandenen Zifferndarstellung.
(Bei dieser Zifferndarstellung von n' wird
auch die Maglichkeit einer Anfangsziffer
Null zugelassen, wenn nimlich die zweite
Ziffer von n eine Null war.)

Untersuchen Sie, ob es durch 7 teilbare
Zahlen n gibt, fir die n'=n: 7 gilt! Er-
mitteln Sie, wenn es solche Zahlen gibt,
die kleinste unter ihnen!

330933
Antje hat in einem ilteren Geometrie-

buch folgende Niherungskonstruktion fiir
regelmiiBige Vielecke mit gegebener Sei-
tenliinge s gefunden:

Man konstruiere ein gleichseitiges Drei-
eck ABC mit der Seitenlinge s. Dann
konstruiere man den Mittelpunkt D von
AB und verlingere die Strecke DC iiber C
hinaus. Auf dieser Verldngerung trage

alpha * 2/1994 « 23



man fortgesetzt Strecken der Linge % ab.

Die dabei der Reihe nach erhaltenen
Punkte seien mit M;, My, M,, .
net. Fiir n > 6 ist dann jeweils der durch 4

. . bezeich-

und B gehende Kreis um M, niherungs-
weise der Umkreis eines regelmiBigen n-
Ecks der Seitenlidnge s,.

Beate behauptet, speziell fiir n = 12
gelte das nicht nur niherungsweise, son-
dern sogar genau. Beweisen Sie diese Be-
hauptung!

2. Tag

331034

EINS
EINS
EINS
EINS
EINS

+ o+ o+ o+

= FUNF

Das obenstehende ,,Kryptogramm® stellt
die Aufgabe, die Buchstaben so durch Zif-
fern zu ersetzen, daB eine richtig gerech-
nete Additionsausgabe entsteht. Dabei soll
auch die Regel beachtet werden, daB als
Anfangsziffer (fir E und F) nicht die Zif-
fer Null auftreten darf. Gleiche Buchsta-
ben sind durch gleiche Ziffern, verschie-

rJ3. Auf dem Rand der Grundfliche
seien zwei Punkte 4, B so gelegen, daB der
Winkel <) AMB die Grofie 120° hat. Eine
Ameise, die sich im Punkt 4 befindet, will
zu einem Punkt C der Mantellinie BS ge-
langen und diesen Zielpunkt C so wihlen,
dafd sie, ohne die Mantelfliiche zu verlas-
sen, einen moglichst kurzen Weg zuriick-
zulegen hat.

Ermitteln Sie die Linge eines solchen
Weges, ausgedriickt in Abhzngigkeit von
rl

Olympiadeklasse 11 bis 13 -
1. Tag

331331
Beweisen Sie, daB fiir alle positiven

reellen Zahlen a, b, ¢, d die nachstehende
Ungleichung (1) gilt!
1

—— )

—+——c
PRERRTS

T
are T ha

dene Buchstat Zif-
fern zu ersetzen.

durch

Untersuchen Sie, ob ecine Losung exi-

stiert! Wenn das der Fall ist, untersuchen
Sie, ob verschiedene Loésungen existieren
und geben Sic jede Losung an!
Hinweis: Zwei Losungen heiflen genau
dann voneinander verschieden, wenn nicht
jeder Buchstabe in der einen dieser L-
sungen durch dieselbe Ziffer ersetzt wird
wie in der anderen dieser Losungen.

331035
Man ermittle alle diejenigen Paare (m;n)
positiver ganzer Zahlen m, n, fir die

m’

Uber cine Strecke 4B sei cin Halbkreis
h mit dem Mittelpunkt M errichtet. Darin
(siche Abbildung) seien die Halbkreise
und 4, iiber AM bzw. MB konstruiert. Fer-
ner sei k, derjenige Kreis, der /# von innen
sowie /1, und h, von auBen beriihrt, und es
sei k, derjenige Kreis, der /# von innen
sowie A, und k; von auBen beriihrt.

Man beweise, daB M und diec Mittel-
punkte M;, M, M, von ks, k, bzw. h, die
Ecken cines Rechteckes sind.

Von den nachstehenden Aufgaben

331333 A und 331333 B ist genau eine

FoE g n"T cine ganze Zahl ist. auszuwihlen und zu losen:

331036 331333 A

Es sci K ein gerader Kreiskegel. Die Ist m eine natiirliche Zahl mit m = 2, so
Grundfliche von K habe den Mittel werde cine Z (s = 0.1, 2,
M und den Radius r, die Spitze von K sei | durch die Festsetzungen definiert, daB x, =
S, dic Hohe 5 = MS von K betrage & = | 0, x = I gelten soll und fiir n 2 0 jeweils

24 + alpha * 2/1994

X, der Rest (mit 0 < x,., < m) sein soll,
den x,,,, +x bei Division durch m laBt.
Man untersuche, ob zu jeder natiirlichen
Zahl m 2 2 eine natiirliche Zahl > |
existiert, mit der die drei Gleichungen x, =

Xpp Xp = Xgy und X, = x5 gelten.

331333 B
Fir jede ganze Zahl n mit n 2 0 sei £, die
durch

R x? S )
S@=2 +0+3) 2 42 x -l

fiir alle reellen x definierte Funktion.

Man ermittle alle dicjenigen ganzen
Zahlen n 2 0, fiir die gilt: Alle Nullstellen
von f, liegen in einem Intervall der Lange

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen
Paare (x ; y) ganzer Zahlen x, y, fiir dic

Vx +4y = 1993 gilt.

Zwei kongruente regelmiBige 2n-Ecke
seien durch Verbinden ihrer Eckpunkte
mit dem jeweiligen Mittelpunkt in Dreiek-
ke zerlegt. Jedes dieser Dreiecke sei ent-
weder blau oder rot gefirbt. Von einem
der beiden 2n-Ecke werde vorausgesetzt,
daB es ebenso viele blaue wie rote Dreiek-
ke hat.

Man beweise: Unter diesen Vorausset-
zungen ist es stets moglich, die beiden 2n-
Ecke so aufeinanderzulegen, daB in min-
destens n iibereinanderlicgenden Drei-
eckspaaren die beiden Dreiecke dieses
Paares einander gleichgefirbt sind.

331336
Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n

die groBte Zweierpotenz, die ein Teiler der

Zah! [(4+JE)"] ist.

Hinweis: Ist » einc relle Zahl, so wird die-
jenige ganze Zahl g, fir die
g<r<g+1 gilt, mit g =[ r ] bezeichnet.

Die Losungen kénnen Sic bei Einsen-
dung cines frankierten (3,00 DM) und
adressierten Riickumschlages von uns
erhalten.



Marktecke

Neues vom Fachbuch- und Computermarkt

zeption von Haus- und Klausuraufgaben,
cgal ob es sich um so einfache Probleme
der Algebra, das Losen groBerer Glei-
oder Aufgab 1l

der Analysu handelt. Da bekanntlich no-
body perfect ist, gibt es eine automatische
Kontrolle hinsichtlich der inhaltlichen
Richtigkeit cingegebner Formeln mit ent-
sprechender Fehlermeldung.

Als Resiimee ist [estzustellen, dal es
sich um cine auBerordentlich leistungsstar-
ke ische Software handelt, dic

Die  folgenden beiden Beitrage zur
Marktecke stammen von einem Leser der
alpha (s. auch Leserbriefe S. 4):

Chaos als Wissenschaft

Die Neuerscheinung von Georg IHein-
richs ..Chaos* aus der ,Praxis Schriften-
reihe Physik® des Aulis- Vcrlagcs Koln

Formeln ohne Schrecken

Das Programm MATHCAD der ameri-
kanischen Firma Mathsoft ist nun auch un-
ter Windows 3.1 verfligbar. Es ist cine ge-
lungene Symbiose aus cinem mathemati-
schen Editor und einem Programm zur Lo-
sung und Bcrcclmung mulhu\mllsul‘mr und

fuhrt auf einem den K von
Oberstufenschiilern adiquaten Niveau in
die grundlegenden Sachverhalte der mo-
dernen Chaosforschung ein. Galt es nim-
lich bisher unter Physikern als sclbstver-

her Probleme. So
reichen die vielfiltigen Mdéglichkeiten
vom Verfassen enschaftlicher Texte
iiber den Einsatz als exklusiver Taschen-
rechner mit zahlreichen implementierten

ingenieur

stindlich, daB sich alle phy Er-
scheinungen im Prinzip durch mathemati-
sche Formulierungen erfassen lieBen, so
daB auch damit Voraussagen iiber das
kiinftige Verhalten physikalischer Systeme
méglich waren, so zeigten sich in den ver-
gangenen Jahrzehnten immer grofere
Zweifel daran: auch Systeme mit wenigen
relevanten Parametern verhielten sich cha-

Funk und die Auswertung von Ver-
suchen bis hin zum Erstellen mathemati-
scher Texte mit integrierten graphischen
Darstellungen. Einer der wichtigsten Vor-
teile licgt zweifellos in der leichten Hand-
habung, denn Formeln werden genauso
geschrieben wie man cs gewohnt ist, und
cin erliuternder Text kann ohne zusitzli-
chen Aufwand cinfach und  problemlos

otisch! Das natur tliche Welt-

I ligl werden.

bild erfuhr cine Anderung.

Warum verhalten sich ecinige Systeme
chaotisch, anderc aber nicht? Existieren
charakteristische Verhaltensmuster daftir?
Lassen sich daraus chaotische Verhal-
tensweisen voraussagen? Diese und weite-
re sich daraus ergebende Fragestellungen
und Aspekte sowie alle benétigten
Grundlagen werden auf einem leicht ver-
stindlichen Niveau beschrieben und auf-
bereitet, erfordern allerdings vom Leser

Alle Ergebnisse mathematischer Ther-
me, Funktionen und Formeln lassen sich
sofort berechnen und graphisch (2- oder 3-
dim) anzeigen sowic mit der Windows-
Technik leicht an eine andere Stelle posi-
tionieren. Neu gegeniiber den Vorversio-
nen sind u. a. die elektronischen Handbii-

unkompliziert und leicht erlernbar ist.
Durch dic Integration in dic Windows-
Oberfliche hat die Anwenderfreundlich-
keit gegeniiber den fritheren Versionen
merklich zugenommen. MATHCAD ist
somit ein hervorragendes und preisgiinsti-
ges Werkzeug fiir Anwender und Lehrer,
die in der tiglichen Arbeit mit Mathematik
und den Nachbarwissenschaften in jedwe-
der Form zu tun haben

MATHCAD 3.1 deutsch fiir Win-
dows, Softline GmbH, Oberkirch, Preis
ca. DM 400.

Karl-Hermann Waid

Blick ins Schachbuch

Die neueste Auflage des schon in mehr
als hunderttausend Exemplaren verbreite-
ten Schachkurses von Rudolf Teschner
prisentiert sich neu in hervorragendem
Layout. Dic 40 Lecktionen, geeignet fiir
Seclbststudium oder Lehre, sind gut geglie-
dert und damit ein Leitfaden fiir den Ein-
sticg in's konigliche Spicl. Beginnend bei
den Schachfiguren und Grundregeln wird
der Lernende mit Problemen der Er6ff-
nung, der Taktik und der Strategie bis zu
den Regeln der Endspeilbehandlung ge-
fhrt.

Im G

z zu der ausge-

cher, dic es crlauben, hiufig vor

Qualitdt des Bandes steht dic

de Formeln, Di und K
direkt in ein vorhandenes Dokument ein-
zufiigen. Im weiteren ist es per Mausklick

lmlu Anzahl von Druckfehlern und Verse-
hen, die dem Leser schon im Inhaltsver
zeichnis riicksichtsvoll durch das latein
sche Errata angekiindigt werden. Nach-
dem der Kiuler dic empfohlenen 33 Kor-
rekturen durchgefiihrt hat, ist der vorlie-

zum Teil entsprechende Vorkenntnisse der | méglich, Therme zu vereinfachen oder zu
iscl Den | faktorisieren, symbolisch 2 integrieren
A bilden meist sck ife | und zu differenzieren, icklun-
Bc|sp|c]c und Experimente sowie Compu- | gen zu erzeugen oder Matri i
wobei geei Parame- | dur

ter und verwendete Rechentechniken ein-
gehend beschrieben werden. Ergiinzend
finden sich stets entsprechende Ausfiih-
rungen zu dem mathematischen Hinter-
grund. Diese und Aufgaben mit Losungen
am jeweiligen Kapitelende sollen zu eige-
nen Forschungen anregen. Somil ist mit
diesem preiswerten Buch elnc Liicke zwi-

Durch ein |nngm.rlcs Lernprogramm
und ide (intitive Benutzerfiihrung) 1Bt
sich dieses viclseitige Programm schnell
erlernen. Zusitzlich wird noch cin detail-
liertes und \crilandhcl\us dLulschcs IHand-

gende s hervorragend fiir alle,
dic sich mit der Schachausbildung be-
schiiftigen, geeignet. Auch der geiibte Ver-
cinsspicler wird viel Freude bei der Lek-
tiire und einen Trainingseffekt verspiiren.
In zahlreichen Dmg,mmmcn die aufgrund
der Kur | l h geordnet

buch, sowie eine i uick-
Referenz* gelicfert. MATIICAD bewiltigt
einfache mathematische Aufgaben cbenso

schen hoch- und populir
cher Literatur zu diesem T

wie K und wissen-
b Berect ven. Gerade in der

geschlossen worden.

Georg Heinrichs: ,,Chaos“, Aulis Ver-
lag, Kiln 1992, DM 28,00

Karl-Hermann Waid

Schule kénnen die Schiiler interaktiv cin-
bezogen werden in dic Visualisierung von
mathematischen Formeln und Problem-
stellungen. Aber auch dem Lehrer kann es
eine sehr groBe Hilfe sein bei der Kon-

sind, kann der Leser die gecignete Fort-
setzung suchen und so seine taktischen
und strategischen Fertigkeiten in allen
Spiclphasen gezielt schulen.

Rudolf Teschner: ,Eine Schule des
Schachs in 40 Stunden“, Georg Olms
Verlag, Ziirich, 144 Seiten, DM 19,80.

Richard Bromel
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Die Olympiade Ecke

The Mandelbrot Competition

Angefangen hat es, wic so oft, ganz | brauchbare Methoden des Problemlssens;
harmlos. RICHARD RUSCZYK, Mathe- | ja oftmals entpuppen sich solche Wett-
matikstudent an der Kalifornischen Stan- | bewerbe nur als simple mathematische

das Grundgeriist eines neuartigen Wettbe-
werbstyps auszukliigeln: den Schulwett-

bewerb auf Be:

tellung, Thr Geschapf, The
Mandelbrot Competition, will nun er-
reichen, dab jeder Teilnchmer, in der Re-

gel Schiiler ab der Klasse 8, im Ge

zu den iblichen schlichten Ankreuzver-
fahren, aus den Aufgaben fiir sich selbst
cinigen mathematischen Nutzen zichen
kann. Dic drei testerprobien College-Boys
picken vor jeder Einzelrunde cin Thema

heraus, das gewdhnlich nicht im Mathe-

matik-Unterricht behandelt wird. Sie ge-

Wetthewerbsnamen.

I¥Iandelbrot

Das Logo des Mandelbrot-Wetthewerbs. Es besteht aus dem bekannten Apfelminnchen und dem Schry

ug des

Competition

ford Universitit, und chemaliges Mitglied

des US-Teams zur Internationalen Mathe-
matik Olympiade (IMO) 1989, ir

wieder cinmal tiber cinen nicht gerade

rte sich

lehrreichen  Mathewettbewerb auf  dem
amerikanischen Kontinent. Neben viclem
anderen, gibt es auch in den USA jede
Menge Mathe-Tests: einige wenige niitz-

liche, dafiir um so mehr mit g
Tie
bestens ausgestatteten alten  Klassikern

ngerem

sang. Mit den drei vorziiglichen und

(der American High School Mathematics
Examination (AHSME), der American
Invitational ~ Mathematics ~ Examination
(AIME) und der USAMO, unserem Bun-
deswettbewerb vergleichbar), welche jihr-

lich die Zusammensetzung des US-Teams

zur IMO bestimmen, wetteifern unzihli

lokale und bundesstaatliche Wettbewerbe

um die Gunst von Geldgebern. Fiir die
Mehrzahl dieser kleineren Tests geniigt es
schon, auswendig gelernte Formeln richt

anzuwenden. Man lernt nur wenig iiber

26 * alpha = 2/1994

Preisausschreiben.  Eine
Antwort auf diese formel-
und  gewinnorientierten
Veranstaltungen stellt nun
der Mandelbrot  Wetthe-
werb dar, Unser Student
aus dem sonnigen Stan-
ford erhielt im Sommer
1990, als er fiir cinen
Freund gerade Muslter-
losungen zu cinem an-
deren Test auf Fehler
ah, urplotzlich die

nheit, selbst cinmal
einen Wettbewerb auf die
Beine zu stellen. Zwei
Mitstudenten  und  Mit-
kimpfer aus (ritheren
Wettbewerbsjahren, SA-
MUEL VANDERVELDE
und SANDOR LEHOCZ-
KY, haben Richard in zi-
her Kleinarbeit geholfen,

Der Superstar des deterministischen Chaos:

Das Apfelminnchen




bn drin kap Asknft b
@6 gaw hite Randoghet, z1 dem
Pt Fagn o=l werds:
z B Ugleichugen, ds Plam-
kuden Theorem, dr Stz von
Sylvester e,

So sollen die Teilnehmer ein-
zeln oder im Team in die Kunst
der Darstellung von Mathematik
und deren Beweisfiihrung einge-
wiesen werden.

Mathe per Luftpost

Nach den
Schwierigkeiten in der Aufbau-
phase des Wettbewerbs prisen-
tiert sich The

unvermeidlichen

Mandelbrot Com-
petition nun seit November 1993
in einer abgespeckien, aber wohl
endgiiltigen Form. Ein voller
Durchlauf besteht aus 5 Runden,
an vorher festgesetzten Tagen
eines Schuljahres. Der Startschul

erfolgt

jeweils im November.

Der Erfinder des

und N

o Ein Mathe-Sprung iiber

Wettbewerbs: BERNOIT MANDELBROT.

den Grofen Teich

Trotz des beriihmten Namens
saB bald nach dem glinzenden
Start (87 teilnehmende Schulen)
der Wurm im Wettbewerb drin.
Vermutlich waren die Aufgaben
fiir unerfahrene Problemldser zu
anspruchsvoll. Da hatte SAN-
DOR LEHOCZKY den retten-
Einfall. Ab dem Jahr
1992/93 werden nun zwei Paral-
leldurchginge angeboten: Kate-
gorie A fiir erfahrene Wettkdm-
pfer, Kategoric B fiir Anfiinger.
Dic Erfolgskurve

den

weist  jetzt
wieder langsam nach oben. ITm
Jahrgang
tiber 110 Schulmannschafien aus

laufenden nehmen
den USA und je eine aus Thai-
land und von den Philippinen
teil. Dadurch ermutigt, wagen
dic drei wackeren Amerikaner
nun den Sprung iber den At-
lantik: Sie miéchten Gymnasien

Rechtze:

vor Beginn erhalten

alle teilnehmenden Schulen in getrennten
Umschl

n dic Unterlagen zu den Ein-

zelrunden ( mit A

Die beste (deutsche) Schule darf im
niichsten  Wetthewerbsjahr  Kkostenlos

und Listen zur Protokollierung der Ergeb-
nisse). Nach jeder Runde werden an die
vollstindige Losungen der
Aulgaben (mit
werteten Ergebnissen je Schule). Im Ein-

Teamleiter
verschickt den ausge-
zelwettbewerb miissen die Schiiler in 40
Minuten 7 kurze Aufgaben mit leicht an-
steigendem Schwierigkeitsgrad losen. Die
Tests werden anschlicBend vom Team-
chef, einem Lehrer der jeweiligen Schule,
bewertet. Vier Schiiler, die vor jeder Run-
de bestimmt werden, bilden eine Gruppe,
die gemeinsam in 50 Minuten einen Team-
Test bestreitet. In dieser Zeit beschiftigen
sie sich mit ciner ctwas umfangreicheren
Aufgabe aus cinem schulischen Randge-
biet. Die Themenbereiche werden zu An-
fang des Schuljahres bekanntgegeben
(s. 0.), damit sich interessierte Schiiler
griindlich cinlesen kénnen. Auch so ctwas
wie eine Vereinszeitung gibt es schon.
Alle teilnchmenden Schulen erhalten in
unregelmiiBigen Abstinden The Mandel-
brot Memo. Am Ende des Jahres winken
Geldpreise fiir cinc dufte Schulparty!

So originell wic der Wettbewerb, war
auch die Geschichte seiner Namensfin-
dung und ist in dieser Weise wohl nur in
Amerika moglich! SAMUEL VANDER-
VELDE hatte dic Idee, den Wettbewerb
auf BENOIT MANDELBROT zu taufen,
dem Erfinder des Apfelménnchens. Die
Welt verdankt diesem, aus Polen stam-
menden und fiir IBM forschenden Compu-
terwissenschaftler, eine ganz neue Spielart
der Mathematik, die fraktale Geometrie
der Natur. Der Bildermacher Mandelbrot,
der sich laut eigener Einschitzung mit Al-
gebra stets schwergetan hat, hat mit seiner
Chaos-Theorie dem Computer eine for-
menreiche Geometrie verfligbar gemacht.

Nun, dicsen Vater der Fraktale, den
RICHARD RUSCZYK damals sclbst
(noch) nicht kannte, hat er aus ciner Tele-
fonzelle vor ciner Tankstelle angerufen,
und darum gebeten, seinen Namen [ir
cinen neuen Mathewettbewerb herzuge-
ben. Der véllig iiberraschte, aber ebenso
geschmeichelte Professor gab schon bald
sein schriftliches OK. Der Brief hiingt nun
gerahmt im Biiro des [rechen Anrufers!

im  gesamten  Bundesgebict
iiber alpha cinladen, sich erstmals im
Wettbewerbsjahr 1994/95 am Mandecl-
brot Wettbewerb zu Die
nichsten Rundentermine stehen schon
s sind der 9./10. November, 7./8.
Dezember, 25./26. Januar, 1./2. Mdrz und
19./20. April. Die Termine sind flexibel in
dem Sinne, daB die Schulen frei sind, auf

beteiligen.

fest.

cinen anderen Tag der Woche auszuwei-
chen. Die Teilnahmegebiihr betrigt 65 $
fiir Materialkosten bzw. Luftposttarife und
sollte, moglichst im voraus, per Scheck an
folgende Adresse geleitet werden: Grea-
ter Testing Concepts, P.O. Box A-D,
Stanford, CA 94309. Bitte geben Sie, bei
Interesse, Name und genaue Anschrift Th-
rer Schule, sowie den jeweiligen An-
sprechpartner bis spitestens, Freitag, 30.
September 1994, an mich weiter (Paul
Jainta, Werkvolkstr. 10, 91126 Schwa-
bach). Ich werde Thre Angaben sammeln
und sic den Veranstaltern, zur weiteren
Planung, nach Ubersee melden, damit Sic
rechtzeitig simtliche Unterlagen fiir Thre
Schule erhalten. Es wird gebeten, alle Ar-
beiten der Einzeltestklassen A und B an
der Schule in ecigener Verantwortung
selbst zu korrigieren. Die Punktzahlen die-
ser Einzeltests schicken Sic bitte zusam-
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Amerikanisches Apfelminnchen erobert
die deutsche Schulmathematik!

men mit den Losungen aus der Teamarbeit
an mich. Die Gruppenlosungen sollen
némlich, aus Griinden der Vergleichbar-
keit, zentral ausgewertet werden. Dies hat
zusiitzlich den Vorteil, daB die Schiiler in
deutsch schreiben kénnen.

Vielleicht erwichst aus der Teilnahme
an diesem Wettbewerb die cine oder an-
dere Schulpartnerschaft mit einer High
School in den USA. Das groBe Interesse
t Schulen an Par -

ten mit Schulen im Ausland ist ja weiter-
hin ungebrochen. Der Mandelbrot Wettbe-
werb kann dazu mit dreierlei Besonder-
heiten aufwarten. Er bietet cine ficher-
iibergrei Bereich und Belet

des mathematischen Unterrichtes durch
gleichzeitige Pflege einer Fremdsprache.
Zum anderen begegnen Schiiler hier Ideen
aus einer nahezu unbekannten mathemati-
schen Denkschule. SchlieBlich dient dieser
GedankenfluB in ebenfalls ungewohnter
Weise der Vdlkerverstindigung: neben
Coke, Jeans oder Mickey Mouse, diirfen
diesmal amerikanische Denkgewohnheiten
angenommen werden. Als Schnupperpro-
be folgen nun die sieben Aufgaben aus der

28 < alpha * 2/1994

1. Runde des
Anfiinger. Viel SpaB beim Losen!

Einzelwettbewerbes 1993 fiir

1. Quarks sind elementare Bausteine der
Materie. Es gibt fiinf Quark-Arten, ein
sechstes wird vermutel. Die Ladung eines
Teilchens setzt sich zusammen aus der
Summe aller Quark-Ladungen. Jedes Up-
Quark triigt diesclbe Ladung; desgleichen
gilt fiir dic Down-Quarks.

Zwei Up-Quarks und cin Down-Quark
bilden ein Proton (Wasserstoffkern) mit
Ladung 1.

Zwei Downs und cin Up dagegen erge-
ben ein Neutron mit Ladung 0.

Welche Ladung trigt demnach ein Up-
Quark?

2. Es bedeutet # die Verknilipfung

atb=4"
>

Bestimme x so, daB gilt: x # 2 =4.

3. Die Abbildung zeigt ein Quadrat
ABCD der Liinge 1. M und N sind die Mit-
telpunkte der Seiten AB und CD.

D

N C

Welchen Inhalt 4 besitzt die schraflierte
Fliche?

4. Jayne schreibt alle natiirlichen Zahlen
zwischen 1 und 2000 einschlieBlich auf
ein Blatt Papier. Sie streicht nacheinander
alle Vielfachen der ungeraden Primzahlen
3.5, 7).

Wie viele Zahlen bleiben iibrig?

5. Im rechtwinkligen Dreieck ABC gilt
9 A = 36°. Der Inkreis beriihrt die jewei-
ligen Seiten in den Punkten R, S und T
(siche Abbildung).

B

S

Wie groB ist der Winkel <) RTS?

6. Die Menge 4 besteht aus 12 Punkten
n.
Teilmenge B von A enthiilt 7 Punkte einer
(rdumlichen) Ebene. Weiter gelte: Alle
Mengen mit genau 4 Punkten aus 4, die in
einer Ebene liegen, sind Teilmengen von
B.

Wieviele verschiedene Ebenen gibt es,
die 3 oder mehr Punkte aus A4 enthalten?

unseres  Anschauungsraumes Eine

7. Bestimme den groBten Primteiler von
3541,

Paul Jainta



1844: Die ersten transzendenten
Zahlen werden bekannt

Zahlen, die nicht algebraisch sind, nennt man
.transzendente Zahlen®. Eine algebraische Zahl
ist eine Losung ciner algebraischen Gleichung

Koeffizienten rational sind® (A. - M. LEGEND-
RE (1752 - 1833) im Jahre 1806). Eine algebra-
ische Gleichung in x ist cin Polynom in v, also
<A
NDRE noch gelten
soll: A, sind rationale Zahlen, also
i e ganze Zahlen oder Brilche. Sinn-
vollerweise wird man bei der Gleichung noch
verlangen: 4y = 0 und 12 1 und n: natirliche
Zahl. Die sehr einfache Gleichung vx —1=0 ist
also keine algebraische Gleichung, aber die da-
raus durch Quadricren hervorgehende x* = | = 0
ist es. Man kann nun die Frage stellen, welche
Zahlen als Losungen Konkreter algebraischer
Gleichungen aufircten kdnnen. An Beispiclen er-
kennt man

¥ —4=0,x,==2 (Losungen: ganze Z.)
x*=1/4 =0, x, » =+ 1/2 (Losungen: ration. Z.)

=0,x,,=+/3 (Losungen: irration. Z.)

¥ +4=0,x,,==2i (Losungen: komplexe Z.)

Auf den ersten Blick sicht es so aus, als wiiren
alle Zahlen als Losungen algebraischer Glei-
chungen miiglich. Es war eine groBe Leistung
des  franzosischen  Mathematikers JOSEPH
LIOUVILLE (1809-1882) im Jahre 1844, als cr
zeigte, dabl es Zahlen gibt, die nicht als Losung
ciner algebraischen Gleichung auftreten konnen,
also transzendent sind. Eine solche Liouvillesche
Zahlist z. B.

2= 10"+ 107 + 107+
2= 107141024100+ 10
10

(m=123.m
0,1100010000 ...

Die hinten stehende | kommt an der 24. Stelle
nach dem Komma.

1874 zeigte dann der bertihmte Begrnder der
Mengenlehre, GEORG CANTOR (I845-1918),
sensationell, dab es nur abzihlbar viele alge-
braische Zahlen gibt, aber Gberabzihlbar viele
transzendente Zahlen. Man kann also alle denk-
baren Losungen algebraischer Gleichungen so in
cine Reihe bringen, dab jeder dieser Zahlen ge-
nau eine bestimmie Stelle in dieser Reihe zu-
kommt. Dic transzendenten Zahlen lassen sich
nicht mehr so ordnen, s gibt also mehr trans-
zendente Zahlen als algebraische. Es ist sehr
schywierig nachzuweisen, ob cine bestimmie irra-
tionale Zahl transzendent ist. 1873 bewies
CHARLES HERMITE (1822-1901) die Trans-
zendenz von ¢ = 2,718... (Basis der natirlichen
Logarithmen) und 1882 FERDINAND VON
LINDEMANN (1852-1939) die Transzendenz
von 7. Bis heute wei man aber z. B. nicht ob ¢ +
 auch transzendent ist. Mit dem Beweis von
LINDEMANN war auch dic Quadratur des Krei-
ses mit Zirkel und Lincal als unmoglich nachge-
esen, denn mit beiden Instrumenten lassen
h nur algebraische Zahlen konstruieren.

1519 am 2 starb aul’ Schlof Cloux in
Frankreich LL(!N/\RD() DA VINCI (sicl

1644 scit diesem Jahr trafen sich im Gresham-
College in London, benannt nach dem Kaufmann
THOMAS GRESHAM (1519-1579), cine Gruppe

Leonardo da Vinci

Am 2. Mai 1519, also vor 475 Jahren, starb
auf Schlof Cloux bei Amboise LEONARDO DA
VINCL. LEONARDO gilt als die Verkdrperung
des Renaissancemenschen. Geboren am 15. Ap-
il 1452 in Vinci bei Florenz, lebte und arbeitete
LEONARDO in Mailand, Mantua, Venedig,
renz und Rom. Auf Einladung des franzo

dnigs siedelte er 1516 nach Fi

von  Naturfors

hern  und 2
regelmiifiigen Besprechungen. Diese Gruppe wur-
de das unsichtbare Kollegium* genannt. Aus dic-
ser Gruppe entstand 1662 die
b

ische Akademie der Wiss

ie

1694 der franzisische Mathematiker JACQUES
OZANAM (1640-1717) veroffentlicht sein bedeu-
tendes Werk Récréalions ... Mit diesem Werk
wurde die neuere Unterhaltungsmathematik be-
priindet.

1769 am 6. Mai wurde in Mézicres der fran-
zbsische Mathematiker JEAN NICOLAS PIERRE
HACHETTE  geboren. HACHETTE, der vor-

wiegend in Paris titig war, hatte groBe Verdienste
um die Entwicklung der theoretischen Maschinen-
lehre, der darstellenden Geometrie und der mathe-
matischen Physik. HACHETTE starb 1834

PH

Zahlen

1844 der franzosische Mathematiker JOS
LIOUVILLE Konstruierte transzendente
(siche Text).

1919 am 13. Mai starb in GicBen der deutsche
Mathematiker EUGEN NETTO (geb. 1846). Be-
kannt wurde er besonders durch scine Arbeiten zur
Algebra und zur Kombinatorik

1984 auch am 13. Mai starb in Santa F¢ (New
Mexico, USA) der polnisch- 1mmL\|\|=Ll\n w\l‘\l\n
matiker STANISLAW UL,
grundlegende Beits
tistik und zur statistischen Mechanik gel \,IL“

Bild der Stadt Florenz, einem der grofien
Wirkungsorte LEONARDOS:

EinfluB auf Llu. Entwicklung
dieser Kunst genommen. Von seinen bildhaueri-
schen und architektonischen Arbeiten ist wahr-
scheinlich nichts mehr erhalten,

Fr die Beschreibung des Standes der Natur-
wissenschaft und Technik im 15. und 16. Jahr-
hundert sind seine Zeichnungen von hervor-
ragender Bedeutung.

Leonardo war kein Mathematiker - in schwie-
rigen mathematischen Fragen lieB er sich von
seinem Freund LUCA PACIOLI (um 1445-
1517) beraten. Fr PACIOLI illustrierte er des
sen Werk fiber Proportionen (erschienen 1509).
Als Maler war LEONARDO selbstverstindlich
schr an der richtigen Anwendung und Lehre der
geometrischen  Perspektive  interessiert (,Ab-
handlung tiber die Malerei*, verdffentlicht 1651).
In diesem Werk empfahl er den Kinstlern, sich
mit Wissenschalt zu beschiiftigen, denn der in
die Praxis Verlicbte gleiche einem Steuermann,
der das Schiff ohne Steuer oder KompaB betrete:
denn er konne nie sicher sein, wohin er fahre*.

In seinen Notizbiichern wurde die Mathematik
durch Aufgaben und Rechnungen reprisentiert.
Meist sind es praktische Probleme, die ihn zu
mathematischen Aufgaben fuhren. Er unter-
suchic 2 B, regulire Viclecke, Schwerpunkte,

Figuren und

LEONARDO erfand cinige cinfache mathe-
matische Geriit B. den Proportionalzirkel und
cin Parabelzei it 1967 entde
scinen Manuskripten sogar den Entwurf ciner
Rechenmaschine. LEONARDO war ein (theo-
retischer) GkLﬂLI wunendlich Kleiner GréBen®,
i ihnen. Er begrindete

den Mulhumllkum gemeinsam habe”, nimlich
die Freiheit, aus kontinuierlichen GroBen dis-
krete GroBen zu machen und mit diesen dis-
kreten GroBen dann zu arbeiten.

D. S. MERESCHKOWSKI (1865-1941) hat
1896, 1903 das Leben LEONARDOS im Roman

Leonardo da Vinci* dargestellt
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Zur Beobachtung der Sonnen-

finsternis am 10.

Mai 1994

Verfinsterungen von Sonne und Mond
sind infolge der um 5 Grad geneigten

samer Anblick, den man sich nicht entge-
hen lassen sollte. Die nachstchende Uber-

der sicht gibt an, wie groB der Bedeckungs-

Sonnenbahn  (Ekliptik) iltnismaBig | grad bei S gang ist, d. h. wieviel
selten. Es sind eigentlich Licht-Sch: Prozent der ibenfliche vom
Spicle, wobei Sonne, Erde und Mond die [ Mond bedeckt werden:
Schauspieler darstellen. Bei einer Mond-
finsternis durchquert der Vollmond den | Berlin 25%
Schattenkegel unserer Erde. Bei ciner Son- | prank fur/M. 27%
nenfinsternis schiebt sich der Neumond .

& Mannheim 30%
vor dic Sonne, streng genommen handelt | i
es sich um cine Sternbedeckung. Sonne | Chemnitz 3%
und Mond haben mit ungefihr 0,5 Grad | Hamburg 1%
(30 Bogenminuten) den gleichen schein- [ Miinchen 41 %
baren Durchmesser (Scheibendurchmes- [ Dortmund 15 %
ser), doch schwankt dieser infolge der un- Hannover 16 %
terschiedlichen  Entfernungen  zwischen Niimbere 36 %
Erde und Sonne sowie zwischen Erde und 8 7 “n
Mond. Vercinfacht ausgedriickt, konnen | Presden 2%
wir einmal von einer grofien und kleinen | Koln 17%
Sonnc sowie von cinem grofien und klei- | Stuttgart 36%
nen Mond sprechen. In Erdnihe bei | Essen 13 %
3:56740 %;m crschcinll‘,vcvlcx_' Mnn_d unter Leipzig 30 %
ginem Winkel von 39192, in Ecdfecte bel | o4 ve: Das, Kosmosiiimmeisjahe 1994,

406700 km unter 29'14". Immerhin betrigt
die Schwankung des scheinbaren Mond-
durchmessers 13 %. Befindet sich der
Mond in Erdferne, reicht sein Kernschat-
ten nicht mehr bis zur Erdoberfliche - und
genau dieser Fall tritt bei der Sonnenfin-
sternis am 10. Mai cin. An diesem Tag er-
scheint der Mond um fast 3' kleiner als die
Sonne, es kann daher zu keiner totalen
Sonnenfinsternis, sondern nur zu einer
ringformigen kommen. Fiir kurze Zeit
umgibt cin schmaler, leuchtender Ring den
dunklen Mond. Dieses gewil beeindruk-
kende Naturschauspiel werden wir in
Europa nicht erleben und wir werden uns
mit ciner teilweisen (partiellen) Sonnen-
finsternis begniigen miissen. Die Zone der
ringformigen Verfinsterung erstreckt sich
vom Gstlichen Pazifik quer {iber die USA
und iiber den Atlantik bis Marokko, wo sic
endet.

Die Finsternis beginnt um 18.38 Uhr
MESZ auf der Linic Ruhrgebiet-Braun-
schweig-Berlin, in Norddeutschland um 2
Minuten frither, in Stiddeutschland 2 Mi-
nuten spiter. Da der Sonnenuntergang in
Berlin bei 20.48 Uhr MESZ liegt und die
Finsternis noch nicht beendet ist, werden
wir erleben konnen, wie die teilweise ver-
finsterte Sonne untergeht - gewif ein selt-

30 = alpha * 2/1994

Stuttgart 1993)

Um schwere Augenschiiden zu vermei-
den, ist wie bei jeder Sonnenbeobachtung
grofte Vorsicht geboten! Die Sonne darf
nur mit einem Blendglas beobachtet wer-
den. Dazu eignen sich beruBte Glasschei-
ben oder dunkle Negative von Filmen.
Beobachtungen mit Fernglisern oder Fern-
rohren erfordern vorschriftsmiBige Filter.

Arnold Zenkert

Anblick der teilweise verfinsterten
Sonne am 10. 05. 1994 zum Zeitpunkt
des Unterganges.

Eine halbe Sonne

Eine wichtige mathematische Frage
stellt sich bei der Betrachtung einer totalen
Sonnenfinsternis. Zu welchem Zeitpunkt
der Sonnenfinsternis ist genau die Hilfte
der Sonne zu schen? Die spontane Ant-
wort ist sicher: ,Nach der Hilfte der Zeit.*
Doch diese Antwort ist falsch, wie folgen-
de Graphik zeigt:

Die gestrichelte Linie stellt die Mitte der
Sonnenfliche dar. Man sicht deutlich, daB
noch mehr als die Hilfte der Fliche sicht-
bar ist. In der gleichen Weise stellt sich
die Frage, wieviel Prozent der Fliche zur
Hilfte der Zeit zu schen sind. Versucht
cinmal, diese Fragen unter der Zuhilfe-
nahme der folgenden Ansiitze zu l6sen:

Natiirlich miissen wir zur Berechnung
cin vereinfachendes Modell aufstellen. Zu-
erst sei angenommen, daB die beiden sich
iiberlagernden Flichen gleichgroBe ideale
Kreise mit dem Radius | sind, von denen
die Mittelpunkte bei den Koordinaten (0,0)
und (-2,0) in der Ausgangsstellung liegen.
Damit ist auch schon dic zweite Verein-
fachung verbunden, daB wir den Vorgang
mit ebenen Kreisflichen in einem Koordi-
natensystem mit den BestimmungsgroBen
x und y stattfinden lassen:

Als drittes sollen sich die Kreisflichen
nicht auf ellipsoiden Bahnen iiberlagern,
sondern durch dic lineare Bewegung des
linken Kreises zum rechten hin.

Mit diesem Modell entsteht cin durch-
aus berechenbarer Vorgang. Folgende
Gleichung zur Berechnung cines Kreis-
segments sei noch bemerkt:

I
o7
&

M

Die schraffierte Fliche berechnet man
nach der Formel: A =—]

[7[-:1 ; ]
———sinot |.
20180

Roland Becker



Losungen

Lésungen alpha-Wettbewerb
Heft 6/93

5/1 Es wurden 21 — 5 = 16 Partien gewon-
nen bzw. verloren. Wegen 3-4+1.4=
gewann Axel zwdll und somit Bernd vier
Partien.

52 Vor Jahren waren beide
zusammen 80 — 4 - 2 = 72 Jahre alt. Wegen
72 : 9 = 8 war der Neffe vor vier Jahren 8
Jahre alt, der Onkel 64 Jahre alt
Gegenwirtig ist der Neffe 12, der Onkel 68
Jahre alt

5/3 Da alle Tiere zusammen 20 Kopfe
haben, sind in dem Stall 20 Tiere. Wenn es
alles Kaninchen wiren, so miiten 20 - 4 =
80 FiiBe vorhanden sein. Es sind jedoch 8
FiiBe weniger, nimlich 72 FilBe. Eine Gans
hat 2 ]'uﬂc weniger als ein Kaninchen.
Wegen 8 : 2 = 4 sind es 4 Génse und somit
16 Kammhen.

5/4 Es seien k, r, 1, p, h die MaBzahlen der
KorpergriiBe (zemessen in cm) der Schiiler
Karl, Rolf, Lutz, Peter, Hans. Dann gilt nach
(1yk<r, nach (2) r < 1. Daraus gilt k<r <.
Wegen (3) gilt deshalb p < k <r </l<h.
Beginnend mit dem Kleinsten lautet die
Reihenfolge Peter, Karl, Rolf, Lutz, Hans.

5/5 Wegen 209 = 1 1 - 19 hat dieser
Mathematiklehrer am 19. 11. Geburtstag.
Der 11.19. ist nicht mdglich, da es keinen 19.
Monat gibt.

vier

5/6 Die letzte Ziffer des kleineren Sum-
manden muB 6 sein, da der gréBere Sum-
mand auf die Ziffer 0 endet. Dann ist 6 aber
auch die mittlere Ziffer des groBeren Sum-
manden. Wegen der Summe 836 lauten die
beiden Summanden 76 und 760.

5/7 Wegen 3 - 4 km = 12 km trelfen die
Fubgéinger im Ziel um 11 Uhr ein. Die
Radler schaffen in 15 Minuten 4 km, in 45
Minuten 12 km. Sie miiften um 10.15 Uhr
aufbrechen.

6/1 Das k. g. V. der Zahlen 2, 3, 4,5,6,7,
ist 2520. Wegen2 - 1=3-2=4 -
.=9-8=10-9 erfiillt die Zahl

2519 die gestellten Bedingungen. Sie ist
zugleich die einzige Zahl mit diesen Eigen-
schaften, die kleiner als 3000 ist.

6/2 Die Zahl 3535 besitzt genau zwei
einstellige Teiler, nimlich 5 und 7. Wegen
3535 : 5 =707 und 3535 = 505 konnte der
erste Faktor 707, aber auch 505 lauten. Der
zweite Faktor konnte *5* aber auch *7*

lauten. Da 2 7 = 1414 und 2 . 505 =
1010, beide eine vierstellige Zahl ergeben,
sind die beiden Sternchen des zweiten
Faktors in beiden Fillen durch die Ziffer |
zu ersetzen. Da 505 - 171 = 86355 nur eine
fiinfstellige Zahl ergibt, das Ergebnis aber

sechsstellig ist, entfiillt dieser Fall. Die
Losung lautet:
707-151
707
3535
707
106757
6/3
H Z E Quersumme
126 9<15
2:3 7 12<15
3408 15
4 5 9 18> 15
Es handelt sich um die Zahl 348.
6/4 Die folgende Tabelle zeigt, wie
vorzugehen ist.
GefiBe zu
12 7 5 _Liter
12 - -
5 7 -
5 2 5
10 2 -
10 - 2
3 7 2
3 4 5
8 4 -
8 - 4
1 7 4
1 6 5
6 6 -
6/5 Die zu ermittelnden zweistelligen

natiirlichen Zahlen lassen sich durch z = 10a
+bmit0<a<9und0<b<9 darstellen.
Nungilta-b=2-(a+b),a-b=2a+2ba

~b-2a=2ba-(b-2)=2b,a= 2 . Fiir
bh-2

b gleich 3, 4 oder 6 erhalten wir die
natiirlichen Zahlen a gleich 6, 4 oder 3. Die
gesuchten Zahlen sind 63, 44 und 36.

6/6 Wir zeichnen die Gerade PS und
tragen auf dieser Geraden die Strecke PS
iiber P hinaus von P bis 7 nochmals ab. Wir
zeichnen die Parallele zu s, bzw. die
Parallele zu s, durch T, die s, in N bzw. s, in
M schneiden moge. Dann ist das Viereck
SMTN aufgrund der Konstruktion ein
mit der Di ST,

v = 8 erhalten w

auch die Stecke MN, und es gil
PM=PN.
N T
P
K M )

6/7 Die Person bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 3,6 km/h entgegen der
Be\\ep,unésnchlgun;, des Zuges. Die Ge-

gl der Person des
Bahndammes betréigt somit (10 km/h —
3,6 km/h) = 6,4 km/h.

7/1 Die zu ermittelnden Primzahlen lassen
sich darstellen durch p = 1004 + 10b + a
101a + 10b. Fiir deren Quersumme gilt ¢
+bt+ta=2a+b=22als0b=22-2a=2"
(11 = a). Daraus folgt, daB b eine gerade
natiirliche Zahl sein muB,

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

(1) Es sei b= 0, also a = 11. Das ist wegen
1 <a <9 nicht moglich.

(2) Es sei 2,alsoa=
nicht moglich ist.

(3) Es sei h=4, alsoa =
13 - 73 ist keine Primzahl.

(4) Es sei b = 6, also a = 8. Die Zahl 868
ist durch 2 teilbar, also ebenfalls keine
Primzahl.

(5) Es sei b = 8, also a = 7. Die Zahl 787
ist Primzahl; es existiert somit genau eine
Losung.

a

10, was ebenfalls

9. Die Zahl 949 =

7/2 Angenommen, die Sparbiichse enthilt
x 10-DM-Scheine, ) 5-DM-Stiicke und = 1-
DM-Stiicke; dann gilt 10x + 5y + 1z 00
und x + y + z = 50. Subtrahieren wir die
zweite von der ersten Gleichung, dann
erhalten wir 9x + 4y = 50. Nur fiir x = 2 und
ne positive ganzzahlige
Losung. Wegen 50 — 2 — 8 = 40 enthalt die
Sparbiichse 40 Ein-DM-Stiicke.

7/3 Es sei n die gedachte Zahl und z das
Ergebnis; dann giltz=n-54 -37=1998 - n
=2:1000n - 2n. Da 2n < 1000 ist, fehlt bei
der Nennung des Ergebnisses z am néichsten
vollen Tausender gerade 2n. Heinz braucht
nur das Ergebnis z auf den niichsten vollen
Tausender aufzurunden, drei Nullen abzu-
streichen und zu halbieren. So ergibt sich die
von Gerd gedachte Zahl 1.

Beispiel: n = 217, z = 217 - 54 - 37 =
433566, gerundet 434000, 434 : 2 =217.

7/4 Angenommen, es waren x Frauen, also
3x Ménner anwesend; dann gilt 4 - (x — 4) =
3x — 4, also x = 12. Aufl der Versammlung
waren 12 Frauen und 36 Minner, also 48
Personen anwesend.

75 Ausa:zbic=9:10:15folgta:c=9
(15=3:5 Wegenc=a+ 12gilta: (a+
12)=3:5,alsoa= 18 und c = 30. Aus b : ¢
=10:15=2:3 und ¢ = 30 folgt b = 20. Die

deren Mittelpunkt P ist. Folglich halbiert P

Seitenl dieses Dreieckes betragen 18
em, 20 em und 30 em.
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7/6 Die Volumenausdehnung A V ergibt
sich aus AV =y-V-Ar.(A  Temperaturiin-
derung, ¥ Anfangsvolumen). Mit ¥ = 40 000
cm?, Ar = 40 K ergibt sich AV = 1600 cm® =
161

7/7 Richtig ist d).
8/1 Es gibt 7 nichtkongruente Netze:

J68Y
T EE

82

1 Scheibe 2,6 cm x 2,6 cm
2 Scheiben 2,6 cm x 2,0 cm
2 Scheiben 2,0 em x 2,0 cm
oder

1 Scheibe 2,6 em x 2,6 cm
4 Scheiben 2,3 cm x 2,0 cm
oder

1 Scheibe 2,6 cm x 2,6 cm
I Scheibe 2,6 cm x 2,0 cm
I Scheibe 2,0 cm x 2,0 cm
2 Scheiben 2,3 cm x 2,0 cm

83 Fir die erste Kugel gibt es 3
Maglichkeiten, fiir die zweite ebenfalls, das
sind 9 mbglxche 7usammenstellungen Wenn

ellungen: An erster Stelle
konnen 6 Ziffern stehen, an zweiter Stelle
eine, an dritter Stelle 6 und vierter wiederum

6. Insgesamt ergeben sich damit 6 - 1 -6+ 6 =
216 Méglichkeiten.

9T =2 Ty=4;T,=6;T,=8 Ty=
T,=2n

9/4 Den Preis von | Pfennig und 3 Pfennig
kann er nicht in dieser Weise bezahlen, alle
anderen Preise lassen sich aus den ange-
gebenen Minzen zusammenstellen. Mathe-
matisch formuliert heiBt das Problem: LaBt
sich jede natiirliche Zahl n als Summe aus
einem Vielfachen von 2 und einem Viel-
fachen von 5 darstellen.

95 ax+1)=bx=0

(a—byx=-a

Fallunterscheidung:

fiir @ # b erhilt man x = —a /
(a=b)
fir a
keine Lésung
fira = b und a = 0 gibt es
viele Losungen.

=bund a # 0 gibt es

es dem egal ist, an
welcher Kugel er zuerst leckt, so gibt es 6
Varianten.

8/4 Das Guthaben betrigt 6342,12 DM.

8/5 Die Zahl 4755 kommt in der
Zahlenfolge vor. Die Glieder der Folge
haben die Struktur 3 + 9n. Wenn eine Zahl
zur Folge gehért, so muB die zu priifende
Zahl vermindert um 3 durch 9 teilbar sein.
4755 — 3 = 4752. Die Quersumme betréigt
18, d. h. die Bedingung ist erflillt.

8/6

a) Leistung P beim Heben: P=m - g - hit
(m Masse, g = 9,81 N/kg, h Hubhshe,
Hubzeit). Mitm =130 kg, #=2,20mund 1 =

Is erhiilt man P= 2806 W = 3,8 PS.

b) Mit m =185 kg, h =060 mundr= 8s
erhilt man P = 136 W = 0,19 PS. (Die
sportliche Leistung ist aber im 2. Fall

groBer!)

8/7 Die Gewichtskrafl der verdringten
Flilssigkeit muB gleich der Aufiriebskrafl
sein. Da der Korper schwimmi, mul
Aufiriebskrafl = Gewichtskrafl des Korpers
sein. Aus V- ¢ - g = 6 N ergibt sich ¥ =
0,75 dm?.

9/1 Die vier Eckpunkte des Tetraeders
fallen mit 4 Eckpunkten des Wiirfels
zusammen. Die Kante des Tetraeders ist
gleich der Linge der Flichendiagonalen des
Wiirfels. §=28,3 cm.
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9/6 Aus a = Av/Atergibt sich Ar=175 5.

9/7 Der Widerstand des Heizdrahtes
betriigt nun 0,95 R. Mit P = U/ R ergibt sich
R=U/500und P,=U?/095Rd. h.P,=
526 W.

10/1 5 = 14,1 cm. Die Losung findet man,
indem man den Wirfel parallel zu einer
Seitenfliche halbiert und die Berechnungen
in der
Es entsteht ein rechtwinkliges Dreieck,
dessen Hypotenuse der gesuchten Kante
entspricht

=& ()

(10 mm)” + (10 mm)?

=4/200 cm*

1073 1. Spiel: 3 Moglichkeiten; 2. Spiel: 4
M das sind i
3-3:3-3-3-3-3-3.3= ”‘|77|47

verschiedene Tips.

10/4 4 =433 cm?

Die Diagonale des Rechteckes ist zugleich
Durchmesser des Kreises und Hypotenuse
des rechtwinkligen Dreieckes mit den
Rechteckseiten als Katheten. Die fehlende
Rechteckseite wird nach dem Satz des
Pythagoras berechnet,

10/5 Lisa erhiilt 44 320 DM; Maria 27 700
DM; Anna 22 160 DM und Katja 88 640
DM.

10/6 Es gilt

tang =

W, =U, cos(p-1/z).
Z=58,9Q.

¢ =+85°

Zeit fiir IkWh = 13 h

37 min.

E/1 5 Begrenzungsflichen. Man kann sich
durch Basteln von Modellen iiberzeugen*,
dab es sich bei dem zusammengeselzten
Korper um ein schiefes dreiseitiges Prisma
handelt,

E/2 Wihit man den Weg so, daB er iiber 5

Begrenzungsflichen fithrt (s. Abb.), dann
gendigt ein 20 cm langer Faden!
G F
) Q e r [
D A= B[, |C D
1 D
I’Q or’ +OQ

(12 em)* +(16 cm)?

E/3 Fiir die Reihenfolge beim Einlauf gibt
es 504 Moglichkeiten. Filr den ersten Platz 9,
den zweiten dann noch 8 und den dritten
Platz noch 7 mogliche Belegungen, das sind
insgesamt 9 - 8- 7 = 504 Varianten.

E/4 Der Bauherr beteiligt sich mit 100 000
DM. x sei der Bruchteil, mit dem B sich
beteiligt. Die gesamte Bausumme setzt sich
aus den einzelnen Bruchteilen zusammen,
die somit | ergeben:

2T+3/10+x+1/5=1

X =70/70 - 20/70 - 21170 —
x=15/70

14/70




x=3/14
3/14 entsprechen 75 000 DM. Die
Gesamtsumme betréigt 350 000 DM. Der

Bauherr zahlt davon 2/7, das sind 100 000
DM

E/5 Bei 2 Scheiben sind 3 Zige
erforderlich,

bei 3 Scheiben 7 Ziige,

bei 4 Scheiben 15 Ziige,

bei 5 Scheiben 31 Ziige,

bei n Scheiben sind mindestens 2 — |
Ziige no

E/6 Fiir ein Teilchen folgt p = Al/d - Ar
aus A/ = F7 - At und p = F/A (I Impuls, p
Druck, 7 Kraft, 1 Zeit).

Fir N Teilchen, wobei N=n-v-Ar-A,
p=N-AI/A-At=n-v-Al

E/7a)

. =3 3.
Au.\z ey —E»k-Tfolg(

der wahrscheinlich schnell in den Glutofen
abstiirzen wird.*

‘Weihnachtsbaumkugeln

Laut Scheitelwinkel- und Stufenwinkelsatz
ist A POM gleichschenklig. Die Basis PM
dieses Dreieckes ist ein Kugelradius, die
Basiswinkel sind ebenso groB wie der

i o des F Wenn
d gegen 0 strebt, wandert P auf S zu und der
Einfallswinkel o wird zu einem Nullwinkel
Da stets PQ=0M gilt, strebt Q gegen den

v=0,92 -Al=4,4-10Ns. 1
m Mittelpunkt 7 der Strecke SM.
b)
Schuldenlast
=2-h. r=2
Al=2-h-fle=2h/A 2 14 600 DM
Al'=22-107Ns. b)41,3%-0,05=2%
: . NAFTA
Zeitungsschnipsel a) Wegen
5880-10” 560-10°
o iss_o |(3 230005 360 [(3
iy el 255-10° 27-10°
Die je Zeiteinheit ausgestrahlte Son-
nenenergie (diese Leistung ist ebenso groB | _ 50005 33010 _ 00
wie die von 390 - 10" mittleren Atom- 90-10°
kraftwerken) verteilt sich gleichmiBig auf | sind dies die USA.
die gedachte Kugeloberfliche mit Radius r = b) Kanada exportiert jihrlich pro

147,1 -
Sonnc

10° km, in deren Zentrum sich die
befindet und in der das zu
mit
der Seitenliinge @ und dem l‘]achemnha]l a
als liegend angenommen werden kann.

Mithin gilt: 4702 : a* = 390 - 10'5 : 1. Hieraus
folgt
2 4mr
a’= 5
390-10 390-

=0,697km* und a = 0,835km.

Erde im Aphel: Analog ergibt sich mit »
=152,1-10°km a = 0,863 km.

Bemerkungen:

I. Wer, wie im zitierten Zeitungsbericht
angegeben, ermitteln  will, mit welcher
Leistung die Sonne die Erde bestrahlt, sollte
statt der beleuchteten Erdhalbkugel als
senkrecht bestrahlte Ersatzfliche die eines
Kreises mit Erdradius R = 6371 km be-
trachten, die von der Sonne den gleichen
Abstand wie die Erde hat.

2. Im zitierten 7eilungshen‘chl heiBt es
weiter: ,, ... Wenn in fiinf Milliarden Jahrzn
der als  Hauptb
verbraucht ist, dann bliht sich die Sonne zu
einem Roten Riesen auf - ein Stern, so groB,
daB er die inneren Planeten Merkur und
Venus, aber auch die Erde verschlingt. Die
wabbernde Oberfliche der Sonne wird dann
bis zur Bahn des Mars - heute 228 Millionen
Kilometer von der Sonne entfernt - reichen,

Einwohner Waren fiir 5 000, die USA nur
fiir 1 800 und Mexiko sogar nur fiir 310
Dollar.

c) Die USA exportieren nur 7,6 %,
Kanada exportiert 24 % und Mexiko 8,5 %
der Wirtschaftsleistung.

Schottlandreise
a) 10 1/4" =10,25 - 2,54 cm = 26,0 cm
b) 12 acre = 12 - 0,40467 ha = 48600 m*

‘Waltzing Waters
Zunichst wird die Flugzeit T eines
Wassertropfens bestimmt. Fir diese gilt 0

=yN=cT- 47 Tv(tz iTJ. DaT>

>

0 ist, ergibt sich 0 = ¢, —%T und damit 7=

: g Nunmehr IiBt sich die Flugweite
stimmen:

W=xT)=c¢,T=

2c,c,

Zeichnung und Foto lassen vermuten, daf
die Flughhe gerade nach der halben
Flugzeit von einem Wassertropfen erreicht
wird. Deshalb wird zunichst y| % ermit-
telt, um dann spiter nachzuweisen, daf

\(gj tatsichlich die Flughdhe ist:

(T] T( gT) [
N ==l -=—=|==%
2, 2\7 22)
=,
2

Um die Vermutung zu bestitigen, wird
nunmehr )(r) unter Benutzung einer bino-
mischen Formel umgeformt:

==
<8

Aus der erhaltenen Darstellung fiir y(r) ist

abzulesen: Es gilt fur alle 1 y(r)< <. Und
=8

in  dieser  Ungleichung  gilt das

Gleichheitszeichen nur fur

2 £ .1=0, also mur 1 = 2T

NeTs e 2

Damit ist die Vermutung bestatigt und es gilt

H= ;—q Die Gleichung W = I ist also
dquivalent mit ¢3:(2¢)=2¢,c,:¢ und damit
auch mit ¢, : ¢, = 4. Wie die angegebene
Zeichnung zeigt, muB fur W = I die
Ausstomgeschwindigkeit ¢ mit  der
Waagerechten einen Winkel ot von rund 76°
bilden.

tano =%: 4

a
2.)Die Bewegung eines Wassertropfens
wird jetzt wegen ¢, = 0 und ¢ = ¢, durch x =
x(n) = wn = £

0 und y = o - 21 =
. 2

;—; - [ﬁ— ‘E /] beschrieben. Fiir die
Flughthe /7 gilt dann / = ¢* : (2g). Filr eine
zweite senkrechte Wasserséule mit ¢, = 0
cogilt H. = ¢2:(2g). Aus I = 2H.
2g) = 2¢2:(2g), (¢ : ¢ =2 und ¢
=1,414.

und ¢

folgt ¢

Experimentalmathematik

a) Ein zerschnittenes Mobiussches Band
zerfillt nicht, sondern ergibt zwei ineinander
hingende Biinder. Versucht diese Binder
weiter lings einer Mittellinie zu zerschnei-
den.

b) Bei einem Mbbiusschen Band kann
man zwischen Unter- und Oberseite nicht
unterscheiden. Man kann also nur eine Farbe

alpha * 2/1994 = 33



auftragen. Trotzdem ist es méglich, daraus
eine Tasche anzufertigen:
Die Tasche ist wie iiblich, aber der
Tragegurt ist in sich verdreht.

Schachecke
1. Tel Ll
2.Sa2 Lb2/La3/Ld2-Lh6
3. Scl, Sc3/ Sb4, Scl/ Scl

L:cl,L:a3/L:b4,L:cl/L:cl

Komisches, Kniffliges, Knackiges
Balanceakt mit Zahlen

Die Tiitigkeiten der Kinder
Nach der Il Auskunfl, einer wahren

Entweder-Oder-Aussage,  bestehen  zwei
Maoglichkeiten:
1. Fall: Bernd macht 1 und

darf, kommen fiir das Aufstellen der vier
restlichen Damen nur die schwarzen Felder
in Betracht, die mit keinem der bereits
besetzten weiBen Felder in einer Zeile oder
Spalte liegen. Dies sind al, el, a3, €3, b6, 16,
b8 und f8 (siche Abbildung). Bei der
gesuchten Losung steht also entweder auf
Feld al (1. Fall) oder el (2. Fall) eine Dame.

abcdef gh

. Fall: Ist al mit einer Dame besetzt, so
milssen el, a3 und {6 unbesetzt sein. Da auf
{6 keine Dame steht, muB eine aul b6 stehen.
Doch €3 und b6 diirfen nicht gleichzeitig
besetzt sein. Somit scheidet der 1. Fall aus
und der zweite muB zutreffend sein. 2. Fall:
Auflel steht eine fiinfte Dame. Dann sind al
und e3 unbesetzt. Da al unbesetzt ist, muB
auf a3 eine sechste Dame stehen. Weil a3
besetzt ist, kann {8 nicht besetzt sein. Da 8
nicht besetzt ist, muB auf {6 eine siebente
und aul b8 die achte Dame stehen. Und diese
acht Damen bedrohen sich nicht gegensei

Gleichwinklige Sechsecke

Jeder Innenwinkel betrigt 720° : 6 = 120°.
Fiir die Seitenlingen ¢, ¢ und f der vier die
gestellten Forderungen erflillenden Sechs-
ecke gilt:

Maglichkeit d e r

N |

Christian liest kein Buch.

2. Fall: Bernd macht keine Schularbeiten
und Christian liest ein Buch. Im ersten Fall
miifte nach der I. Auskunft, einer wahren
Und-Aussage (Konjunktion) Christian eine
Radtour machen und Alfons ein Buch lesen,
Im zweiten Fall miiBte nach der I. Auskunft
Bernd eine Radtour machen und Alfons
Schularbeiten

Laut II. Auskunft, einer wahren Wenn-So-
Aussage (Implikation), scheidet der zweite
Fall aus. Also liest Alfons ein Buch, Bernd
macht Schularbeiten und Christian eine
Radtour.

Bemerkung: Die Implikation II ist logisch
dquivalent (gleichwertig) mit der Oder-
Aussage (Disjunktion) ,Alfons macht keine
Schularbeiten oder Bernd liest ein Buch*.

Acht vertriigliche Damen
Da bei der gesuchten Losung in jeder
Zeile und jeder Spalte nur eine Dame stchen
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Da ein gleichscitiges Dreieck mit der Seite

I em den Flicheninhalt cm? hat, sind

die Flicheninhalie dieser Sechsecke gleich
?ﬁcm’:l()ﬁcm’, % 3

.
V3 eme= 134 Fem?und gﬁcmz

NARAYANA

Im ersten Jahr waren es eine Kuh und eine
Firse, die zu Jahresbeginn geboren wurde,
d. h., zwei Tiere. Zu Beginn des zweiten
Jahres wurden es 3, zu Beginn des dritten 4,
und zu Beginn des vierten Jahres vermehrte
sich der Viehbestand um 2 Tiere, da die Kuh
und die im ersten Jahr geborene Firse je eine
Fiirse warfen, d. h., insgesamt waren es nun
4 + 2 = 6 Tiere. Zu Beginn des fiinflen
Jahres vermehrte sich der Viehbestand um 3
Tiere, und insgesamt wurden es 6 + 3 = 9.
Beginnend mit dem vierten Jahr wird der
Viehbestand durch ein und dieselbe Rekur-
iionslhrmel bestimmt: x, = x; + X, x5 = Xy +
X,y X, da man, um die

nl\l "der Kilhe und Farsen addieren muB,
welche zu Beginn dieses Jahres geboren
waurden; dies sind genau soviele, wie es Tiere
vor drei Jahren waren

Zu Beginn des zwanzigsten Jahres sind es
2745 Tiere.

GERMAIN

at+4=at+dat 4 - dat = (@ + 2 -
(2a)* = (¢ + 2 + 2a)(a@® + 2 — 2a), wobei &
+242az1;

@+2-2a=@-1p+1=z1L
besitzt a* + 4 zwei verschiedene Teiler, die
von der Zahl selbst und von eins verschieden
sind. Also ist die Zahl zusammengesetzt.

Folglich

GAUSS

Wenn M, und M, die Mittelpunkte der
Diagonalen des Viereckes ABCD sind, so
gilt S\\hm + Savnoa und Suuas + Saunen =
+ Saups Wenn N der Mittelpunkt
st, wobei £ und F die Schnittpunk-
te gegeniiberliegender Viereckseiten sind, so
2ilt Savan = YaSurn

Savep = Y2
VaSatva-

Sarcos Savne = VaSagpes Savpa =

E B A
Hieraus folgl Syyup — Saven = YA(Syuen —
Sare) = YSupep und - Syypy — Savpe =
YaSarpa = Sarnc) = ViSapcpy d- b,
SA.\'L‘[) =
Daraus folgt, daB N e (M;, M,).

Savan =

Sanpa = Sannc:



Die Bestellkarte

Mit der untenstehenden Bestellkarte knnen Sie ,, alpha - Math ik als Hobby* i Kleben Sie den 1 in auf eine
Postkarte und dann ab zu uns: Reinhardt Becker Verlag; Redaktion ,,alpha“, Luisenstralie 45; 16727 Velten. Sollte Thnen die
Zeitschrift gefallen, em-

pfehlen Sie uns doch in ABO-ANGEBOT!

Threr Bekanntschaft wei-
ter. Wenn mehrere die | Ja jch méchte die Name (Schule)
,alpha* abonnieren
wollen, oder Sie Ihr al-

pha-Heft  nicht  zer- alpha

schneiden mdchten, ko-
pieren Sie bitte diesen | l€sen! Strabe
Bestellschein. ~ AuBer- | Senden Sie mir bitte die jetzt im
dem ‘haben Sie die | Reinhardt Becker Verlag erschei- | P-4on
Méglichkeit, sich vom de Zeitschrift Gnsti
Verlag cinen Sammel- | Nende Zeitschrift zum gtinstigen
bestellschein  schicken | AbO-Preis von nur 3,40 DM je Heft
zu lassen. Dabei erhalten | incl. Versandkosten (statt 3,90 DM
g‘e‘ ]:’“' jeweils 10 | hej Einzelbezug). Die sechs Hefte
estel ungen ein gmlIS- e . . .
Abo zusitzlich. Auger- | janrlich kosten mich also nur Ieh weil, ich kann dicse Bestellung binnen einer W gegen
uber dem Verlag widerrufen. Zur Fristbewahrung genogt die

dem ist der Abonne- | 20,40 DM.
mentpreis von 3,40 DM | Eine Kiindigung ist jeweils bis zu
incl.  Versandkosten | gachs Wochen vor Ende des Be-

Vorname

Datum

Unterschrift

Absendung innerhalb dieser Frist (Poststempel).

Ausland: zuziiglich . Dty
(Velsandkoslen) delﬁlich rechnungszettraumes

giinstiger als der Ein- | (=Kalenderjahr) méglich. 2 Unterschrift
zelverkaufspreis von

3,90 DM.

PC-Logo ist die Programmiersprache fiir alpha-Leser. Sie wird fiir den ficheriibergreifenden Unterricht in der Schule empfoh-
len, besonders fiir die Féicher Mathematik und Informatik an Haupt/R len und den i Tund II.
Aber auch Autodidakten haben ihre Freude an der cleveren Computersprache fiir Einsteiger und Aufsteiger. PC-Logo erzeugt
eine Lernumgebung, die den Zugang zum Computer und zur F ierung spielerisch ieBt. Sie fordert die Fahigkeit
zum logischen Denken, weckt Verstindnis fiir h ische Aufgat 11 und trainiert das Gliedern komplexer Pro-
bleme in iiberschaubare Bausteine.

Nebenbei kann man mit dieser Software auch eigene originelle Computerspiele entwickeln. Am eigenen Computer 148t sich
nachvollziehen, was Kiinstliche Intelligenz ist: Der Computer fingt plotzlich an zu lernen und trifft eigene Entscheidungen!Das
Software-Paket, das wir unseren Lesern zum Sonderpreis anbieten, enthiilt eine ausfiihrliche deutsche Bedienungsanlei-
tung mit vielen Bei-
spielen, so eine Anleitung

Ich bestelle hiermit verbindlich eine Einzelplatzlizenz

Zum P . d fiir das Softwareprogramm PC-Logo 4.0 fiir DOS - bite
C‘"" r:)grm:nlmlere; kes deutsch fiir 1 PC incl. deutscher Dokumentation zum austeichend
Omputerspic’s; ., Kes lalpha - Sonderpreis von DM 198.- (Listenpreis ist frankjeren

te“. Die Dokumentation
ermoglicht auch Auto-
didakten, ihren Compu-
ter zu Hause sinnvoll-
kreativ zu nutzen. Die
alpha wird regelmifig
iiber mathematische An-
wendungen von PC-Logo

DM 298,-) incl. Mwst. Ich spare also DM 100,-!

| Zuziiglich berechnen wir DM 10,- fiir den Versand
per Nachnahme.

Liefern Sie bitte das oben genannte Angebot an
folgende Adresse:

berichten. R
Reinhardt Becker Verlag
ist cin PC
mit MS DOS ab Version 3.0, |Stae Redaktion ,,alpha*
640 KB Hauptspeicher und
25MB freier Festplatie. Das |0 LuisenstraBe 45
Programm befindet sich auf ciner
Diskette, dic zusammen mit den 16727 Velten
Handbiichern gelicfert wird Unterschrift

(bei Kindern unter 18 Jahren Unterschrift
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