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12. Zahlenfolgen, Grenzwerte, Stetigkeit

12.0. Vorbemerkung

Gegenstand dieses Abschnittes sind Begriffe und Fragestellungen, die fiir den Auf-
bau der Analysis grundlegend sind. Bei den Zahlenfolgen werden zunichst elementare
Eigenschaften betrachtet. Es folgt die Behandlung arithmetischer und geometrischer
Zahlenfolgen mit einigen Anwendungen. Mit der Einfiihrung des Grenzwertes be-
ginnt die hohere Mathematik. Auf seiner Grundlage wird die Stetigkeit einer Funktion
definiert und das Verhalten einer Funktion im Unendlichen untersucht.

12.1. Zahlenfolgen
12.1.1. Der Begriff einer Zahlenfolge

Bei einer Menge wird bekanntlich von einer Anordnung der Elemente abgesehen.
Hiufig spielt jedoch die Anordnung der Elemente einer Menge eine wesentliche
Rolle. So ist es gelidufig, die Menge der natiirlichen Zahlen in ihrer natiirlichen An-
ordnung 1, 2, 3, ... anzugeben, in der jedes Element genau einen Nachfolger und —
mit Ausnahme des ersten — genau einen Vorginger hat.

Jede Menge, in der eine den natiirlichen Zahlen entsprechende Ordnung so festgelegt
ist, daB es ein erstes, ein zweites, ein drittes usw. Element gibt, heiBt eine Folge. Im
Falle einer so geordneten Zahlenmenge spricht man von einer Zahlenfolge, oft auch
kurz Folge genannt.

Das Zeichen fiir eine Zahlenfolge ist {x;}. Der Index durchliuft, mit einem Anfangs-
wert beginnend, aufsteigend die natiirlichen Zahlen und heiflt Laufindex. Hiufig
wird k = 1, 2, 3, ... gewihlt. Die Glieder lauten dann

Ty Bgs Ly o555 Lz sovp

so daB der Index die Gliednummer angibt. Im folgenden wird bei endlichen Zahlen-
folgen fast ausschlieBlich so verfahren. Fiir die eindeutige Fortsetzung einer Zahlen-
folge wird — wenn méglich — das allgemeine Glied z; angegeben.

BEISPIELE
121, {z = 2,4,6, ..., 2k, ...

1 1 1
12.2. {ay} =T, P Ta il
123 1) =2,2,2, .., 2, ...
124, &) =2, —4, 6, ..., (—1)+1- 2, ...
12.5. (b} = 12,7, —2, 5, 3.
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Die ersten vier Beispiele sind unendliche Zahlenfolgen, das letzte ist eine endliche
Zahlenfolge.

Wird der Anfangswert des Laufindexes geéindert, dann nimmt das allgemeine Glied
eine andere Form an. So bezeichnen

(@) = 2k — 1), £=1,23,...

(@) = (@n + 1}, n=0,1,2 ...

{x,} = {2» — 5}, vy =3,4,5,...
alle dieselbe Folge

{m} =1,8,6,...,2k— 1,....

Durch die Numerierung der Glieder einer Zahlenfolge ist jedes Glied einer natiirlichen
Zahl zugeordnet.

Definition
Eine reelle Zahlenfolge ist eine reelle Funktion, deren Definitionsbereich die
Menge (oder eine endliche Teilmenge) der natiirlichen Zahlen ist.

Die Zuordnung k — 2; kann in vielen Fillen wie bei den Funktionen durch eine
Gleichung gegeben sein:

o = f(k), k€ {1;2;3;...5m) (endliche Zahlenfolge)
@ = f(k), k € N\ {0} (unendliche Zahlenfolge)

Sie gibt an, wie das Glied z; (der Funktionswert) aus der Gliednummer (dem Argu-
ment) zu berechnen ist.

BEISPIEL
12.6. Die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolge { 7 _l:_
1 2 3 4 5

} heiBen
1

Das 20. Glied lautet

Zyg = E’.
Nicht von jeder Folge lifit sich das allgemeine Glied angeben. Ein Beispiel dafiir ist
die Folge der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... Im Rahmen dieses Buches werden
aber nur die formelmiB8ig angebbaren Folgen interessieren.
Ahnlich wie die Funktionen konnen Zahlenfolgen Besonderheiter aufweisen, die ihre
Eigenschaften charakterisieren.

Definition
Eine Zahlenfolge heiBt
(eigentlich) monoton wachsend B < Fpars
(eigentlich) monoton fallend . p Ty > Xy,
alternierend wenn fiie alle b gilb g+ Ty < 0,

konstant Ty = Tpyr -
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BEISPIEL
12.7. a) Die Zahlenfolge

2
{T}' ke N\ {0}

ist monoton fallend (vgl. Bilder 12.1 und 12.2).

Xk
ST ©
2 %
=% 6 Xe=-1)** 2k
e f
o 4 / |
o 5 / \

'S PP - o I N A
O 1 2 32 4 5 6 7 & Tt
; k

Bild 12.1 5] TN 2%

N \
—~— T \

T x |

0 7 2 7 \
X

Su So " -8 l
Bild 12.2 Bild 12.3

X, X X X3
iy T T —f———— O

-8 -6 -4 =2 0 2 & 6 x

Bild 12.4

b) Die Zahlenfolge
{od = (—1)F2. 28, ke N\ {0}
ist alternierend (vgl. Bilder 12.3 und 12.4).

Kontrollfragen

12.1. Was wird unter einer reellen Zahlenfolge verstanden? Wie lautet ihre Definition?
12.2. Welche Eigenschaften einer reellen Zahlenfolge werden hinsichtlich ihrer Monotonie
unterschieden?

Aufgaben: 12.1. und 12.2.
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12.1.2. Arithmetische Zahlenfolgen

Definition

Eine Zahlenfolge {z;} mit konstanter Differenz d = 2., — a heiBt arithmetische
Zahlenfolge.

Eine konstante Folge kann als arithmetische Folge mit ¢ = 0 angesehen werden. Es
sollen nur endliche arithmetische Folgen betrachtet werden. Das letzte Glied x,
heiBt Endglied.

Eine endliche arithmetische Zahlenfolge mit Anfangsglied x; und Differenz d be-
steht nach der Definition aus den Gliedern

a2y +dyzy + 2,0+ Kk —1)d, ...,z + (n— 1)d.

Danach lautet das allgemeine Glied einer arithmetischen Zahlenfolge

Fiir das Endglied ist in (12.1) k¥ = n zu setzen.

BEISPIELE
12.8. Von einer arithmetischen Zahlenfolge sind bekannt:
2, =08, 2,=178, d=12.
Es ist das allgemeine Glied b

&

Lbsung: Mit x, ist auch & = 3 gegeben. Nach (12.1) folgt

firk=3:06=2 + 21,2, also 2z, = —1,8
firk=n:78= —18+4(n—1)-12,alson =9.

Somit:
=—18+(k—1)-1,2mitke {1;2;...; 9.

12.9. Zwischen je zwei Glieder der arithmetischen Folge
), 2y + d, 7, + 2d, ...

sind m Glieder so zwischenzuschalten, daf wieder eine arithmetische Folge ht

Lésung: Die Differenz der neuen Folge sei @*. Da zwischen zwei Nachbarglieder jeweils
m neue Glieder einzufiigen sind, ist d* der (m -+ 1)-te Teil von d:

d
m+1'

a* =

Das Zwischenschalten von Gliedern findet bei der linearen Interpolation Anwendung.
Sind z, und z, zwei benachbarte Tafelwerte mit der Differenz 2z, — z; = d, so fordert
die lineare Interpolation das Zwischenschalten von m gleichabstindigen Werten mit
der Differenz d* = df(m + 1).
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BEISPIEL

12.10. Einer Zahl fel sind nebenstehende Werte zu entneh 4 I fie)
Durch lineare Interpolation ist f(1,23) zu ermitteln. 1,20 3,32
Lésung: Die Argumente 1,20, 1,21, ..., 1,25 bilden eine arith- 1,25 [ 3.9

metische Folge von 6 Gliedern. Zwischen den Tafelwerten
3,32 und 3,49 sind dementsprechend m = 4 gleichabsténdige Werte mit der Differenz

_ 17.10-2
-5

a* =3,4-102

zwischenzuschalten, Dem Argument 1,23 ist dann das Glied
3,32 +3.34.102 =342
zugeordnet. Es ist also
#(1,23) = 3,42.
Die arithmetische Zahlenfolge verdankt ihren Namen dem Umstand, daB das Glied

a; das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder ist. Nach der Definition der arith-
metischen Folge gilt ndmlich

o —d=x_ und o+ d =,

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

_ Tkt Tn
2

T

(12.2)

Mitunter ist die Summe
SG=xt+ X+ttt

der n Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge zu berechnen. Das bei groBem =
miihevolle Addieren der Glieder ist vermeidbar. Jede arithmetische Zahlenfolge mit
der Differenz d ergibt, riickwirts gelesen, eine arithmetische Zahlenfolge mit der
Differenz —d. Das k-te Glied lautet jeweils z, =2, + (k — 1)d bzw. z, ==,
~— (k — 1) d. Diese Gesetzma Bigkeit wird zur Herleitung einer Summenformel benutzt.
Die Addition von

=t @+d)+ -+t E—1dl 4+ + 1+ (n—1)d]
und

8 =0+ (@0 — &) F oo + [0 — (b — D]+ oo + [5 — (0 — 1) d]
ergibt

28, = (@1 + 2a) + (@1 + ) + 0+ @+ X)) + o0 (@1 + 20),

28y = n(%1 + ).

Wird noch 2, = 2, + (n — 1) d eingesetat, so folgt als Summenformel

5= @+ @) =3 [2 + (0 — 1)) (12.3)
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BEISPIELE
12.11. Es ist die Summe der natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., » zu berechnen,
Lésung: Die Folge hat n Glieder. Mit 2, = 1 und 2, = n ist

g ik: n(n;—l) .
k=1

12.12. Von einer arithmetischen Zahlenfolge sind bekannt:
= 14,d =12, s, = 35,0.
Es sind die Anzahl der Glieder und das Endglied zu berechnen.
Lisung: Das Einsetzen der gegebenen Werte in Gl. (12.3)
35,0 = —;- [2,8 + (0 — 1) - 1,2]

fithrt auf die quadratische Gleichung

4 176 . 25
nz+—§n——3—=0 mit 7, =7, m=—=.

Da, die Zahl der Glieder weder gebrochen noch negativ sein kann, scheidet n, aus. Somit
ist die Anzahl der Glieder: n = 7.

—_—
Das Endglied ergibt sich aus (12.1) zu
2, =1446-12 = 86.

12.13. Papier fiir den Zeitungsdruck wird an die Druckerei in Form von Rollen geliefert. Eine
Papierrolle habe einen #uBeren Durchmesser von 60 cm und einen inneren von 8 em.
Wie lang ist die aufgewickelte Papierbahn, wenn die Papierdicke 0,08 mm betrigt?

Lésung: Eine Papierlage kann in guter Niherung als Zylinder angesehen werden. Die
Innendurchmesser der Papierlagen bilden eine arithmetische Zahlenfolge mit

2, =8cm, x, = 59,984 cm~ 60,0cm, d = 0,016 cm,

ne 020m 405,
0,016 cm.

Ebenso bilden die Umfiinge eine arithmetische Zahlenfolge mit
U = TXy, U, =TTy, n = 3250.

Die Gesamtlinge der Papierbahn betrigt demnach

8 = % (4 + u,) = 1625(8 -+ 60r) cm = 3471 m.

Kontrollfragen

12.3. Was ist das K ichen einer arithmetischen Zahlenfolge?

12.4. In welchem Zusammenhang steht das lineare Interpolieren mit den arithmetischen
Zahlenfolgen?

Anfgaben: 12.3. bis 12.10.
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12.1.3. Geometrisehe Zahlenfolgen

Die Zahlenfolge
{r} =8,6,12,...,3.2¢1, |
zeichnet sich dadurch aus, daB der Quotient x;,,/2; zweier benachbarter Glieder
konstant ist.
Definition
Eine Zahlenfolge {z;}, bei der der Quotient ., /x; zweier benachbarter Glieder fiir
alle k denselben Wert ¢ hat, heiBt geometrische Zahlenfolge.

Sind von einer geometrischen Zahlenfolge 2, und ¢ gegeben, so heiBt ihr 1, 2., 3., ...,
k-tes, ... Glied

21, T, ©1g% ..y 1@, L

Das allgemeine Glied der geometrischen Zahlenfolge lautet somit

Ist ¢ < 0, so alterniert die Folge, fiir 0 < ¢ < 1 ist die Folge monoton fallend, fiir
¢ > 1 monoton wachsend.

Mit k¥ = n ist (12.4) die Formel fiir das Endglied.

Nach der Definition der geometrischen Zahlenfolge ist

Taime=¢ und mim,=gq.

Es ergibt sich

B = Tpq + Ty

oder

Jedes Glied ; (k == 1) der geometrischen Zahlenfolge ist geometrisches Mittel seiner
Nachbarglieder. Diesem Umstand verdankt die geometrische Zahlenfolge ihren
Namen.

BEISPIELE
12.14. Von einer geometrischen Zahlenfolge sind bekannt:
2, =12, =, =128/9, ¢=2/3.
Wie lautet das allgemeine Glied und wie viele Glieder hat die Zahlenfolge?
Lésung: Fiir k = 4 gilt nach (12.4)
72 ==z, - (2/3)3, =, = 243.
Fiir & = n folgt
128/0 = 243 - (2/3)"1,
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12.16,

12.16.

12.17.

g 128 2
7
B2 23 o
= ]
83 3
n=8.

Das allgemeine Glied lautet
2, = 243 - (2/3)%1,

Zwischen je zwei Glieder der geometrischen Zahlenfolge

), 21, 218% oo
mit ¢ > 0 sind m Glieder so einzuschalten, daB wieder eine geometrische Zahlenfolge
entsteht. Wie lautet der neue Quotient g*?
Lésung: Da zwischen benachbarten Gliedern m Glieder einzufiigen sind, gilt

gl = g,

i1
= Tq.

Fiir die industrielle GroBproduktion ist die Standardisierung der Erzeugnisse eine

wesentliche Voraussetzung. Der Abstufung von mafigeblichen technischen GroBen wie

Durchmesser, Leistung, Drehzahl oder Masse liegen sogenannte Vorzugszahlen zu-

grunde. Sie sind dem Dezimalsystem angepaBte geometrische Zahlenfolgen.

a) Die Glieder der Vorzugszahlenfolge 5 (2, = 1, a5 = 10) sind auf zwei Dezimalstellen
zu berechnen.

b) Fir die Vorzugszahlenfolge R 20 (2, = 1, @y = 10) ist der Quotient g zu ermitteln.

Lésung:
a) R5 besteht aus den sechs Gliedern
1, ¢, ¢ ¢ ¢ ¢* = 10.
Aus
=10
folgt
5
¢.= V10 = 1,585.
R 5: 1, 1,58, 2,51, 3,98, 6,31, 10,00

Bemerkung: In TGL 27786 sind aus Griinden der ZweckmaBigkeit die Werte 1, 1,60,
2,50, 4,00, 6,30, 10,00 vorgeschrieben. Eine Folge dieses Standards ist z. B., daB eine
bestimmte Krangruppe eine maximal zuliissige Masse von 6,3 t heben kann.

b) Zwischen g, = 1 und ay, = 10 sind m = 19 Glieder zwischenzuschalten:
20
g= V10 = 1,122.
—
Ein Guthaben b wird zu p%, verzinst. Wie groB ist das Guthaben nach n Jahren?
Lésung: Nach Ablauf eines Jahres betragen die Zinsen
4
=b-.
£ 100

Sie werden am Jahresende dem Guthaben zugeschlagen.
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12.18.

12.19.

4

Das im folg Jahr zu verzi de Guthaben betrigt dann

by=b+b- =b[1+ 1)
1 =045 106 (+100)

Das neue Guthaben ergibt am Ende des 2. Jahres ein Guthaben

p »\*
by=b(14+-=—])=b(1+4+ ") .
AN ( * 100) ( + 100)
Am Ende des n-ten Jahres wichst das Guthaben auf den Betrag
n
bo=b(1+E)".
w0 (14 &)
Die Betriige b, by, b, ..., b, bilden eine geometrische Folge mit dem Quotienten
4
=1 et
q + 100°

der Zinsfaktor genannt wird.

Die Produktion eines Betriebes erhohte sich in 5 Jahren von 18,0 Mill. M auf 23,4 Mill,
M. Wie gro8 war das mittlere Wachstumstempo?

Losung: Die Produktion wichst jihrlich im Mittel um den Faktor ¢ und erreicht in
5 Jahren den Wert

25 =2, ¢*.
Daraus folgt
' Z
q= l/—’,
z

[ e—
g = 1,300 = 1,068.
Das mittlere jihrliche Wachstumstempo betrigt 106,8%,.

Das Hubvolumen einer Vakuumpumpe betrigt V) = 150 cm?, der Rezipient hat ein
Volumen von ¥V, = 2000 cm®. Nach wieviel Hiiben hat sich der Druck im Rezipienten
bei Annahme konstanter Temperatur auf 10-3 des Ausgangsdruckes p, verringert?

Lésung: Betrigt der Druck im Rezipienten zu Beginn des (k¥ 4 1)-ten Hubes py, so gilt
nach dem Gesetz von BoYLE-MARIOTTE

Y
Vot Vi

Die Driicke einer Hubfolge bilden eine geometrische Zahlenfolge mit

Do Vo=psar (Vo + V), L=
Px

Vo
= —2L— =(,930.
=V
Aus g® = 1072 folgt
Ig 102
= = =952,
" lgoe T =—

Der Druck im Rezipienten erreicht nach etwa 95 Hiiben 10-2 des Ausgangsdruckes.
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Auch fiir die geometrische Zahlenfolge 1a8t sich eine Formel fiir die Summe von =
Gliedern herleiten. Wird von der Summe

8 =a + ng + ug + - + @™t @
das g-fache gebildet:
g = ng + wgt + - + mg* + ng®
und subtrahiert, so ergibt sich
HBl—q)=m — zq".
Es folgt
8.=z1::g”, g+1 (12.6)

Fiir ¢ = 1 liefert (I) sofort s, = na;.
(12.6) 1aBt sich noch umformen:

==l _a—oftog |, m o (12.7)
1—g¢ 1—¢ 1—g¢
BEISPIELE

12.20. Von der geometrischen Folge
24, —12,6, ..., 7,
sind Endglied z, und die Summe der Glieder zu berechnen.
Losung: z; = 24, ¢ = —1/2, n = 9 fihren mit (12.4) auf
7y =24 (—1/20 = 332,
1—(—1/2° 513

w=M T T e

12.21. Die Summe
a1 4 an-%p J a®3p 4 ... 4 @bt 4 B2

ist zu berechnen.

Ljsung: Die Summanden bilden eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ = b/a.
Da der Exponent von b die Folge der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, ..., n» — 1 durchléuft,
ist die Anzahl der Glieder gleich n. Es folgt mit 2, = a™%, ¢ = b/a:

I
P T . R Y
" 1—ba o ;| B a—b
-2 A

Folgerung: Der Term a® — b® ist durch a — b ohne Rest teilbar. So ist
(@ —b):(a—b)=a'+ab+ b?
(1—a):(1l—2)=1+z+ 2® + 2°.
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Bekannt ist schon der Fall

@ —b):(@@—bd=a+b
in der Form

at — b= (a + b) (@ —b).

Kontrollfragen

12.5. Was ist das K ich trischen Zahlenfolae?
12.6. Wovon hiingt das Monotomeverhulten einer geomemauhsn Zahlenfolge ab?

Aufgaben: 12.11. bis 12.15.

12.2, Der Grenzwert einer Zahlenfolge

Wichtige Probleme der Praxis lassen sich mit den Mitteln der Elementarmathematik
nicht 16sen. Der Begriff, der iiber ihre Grenzen hinausfiihrt und die Grundlage fiir
weitergehende Mittel und Methoden der Mathematik bildet, ist der Begriff des Grenz-
wertes.

Ein elementares Verfahren, den Wert }/E zu berechnen, fiihrt schrittweise auf eine
Folge rationaler Zahlen:

1,4; 1,41; 1,414; ...

deren Quadrat jedesmal kleiner als 2 ist, sich aber dem Wert, 2 immer mehr néhert:
1,96; 1,9881; 1,999396; ...

Die erstgenannten Zahlen sind daher Néherungswerte fiir }/2_

Bild 12.5

Zur Bestimmung des Kreisumfanges kann der Umfang regelmiB8iger n-Ecke, die
dem Kreis ein- bzw. umbeschrieben sind, berechnet werden. Wird vom einbeschrie-
benen 6-Eck ausgegangen und die Eckenzahl schrittweise verdoppelt, so schmiegt
gich der Umfang des n-Ecks mit wachsender Eckenzahl immer mehr der Kreistinie
an (Bild 12.5). Fiir das einbeschriebene 6-, 12-, 24-, 48-, 96-Eck ... ergibt sich so,
wenn der Kreisdurchmesser den Wert 1 hat, eine Folge von Niherungswerten fiir
die Zahl :

3,0000; 3,1058; 3,1326; 3,1394; 3,1410;...
Den genannten Beispielen ist gemeinsam, daB ein Schritt mehrfach wiederholt wird.

Dabei erhebt sich die Frage, ob ein Fortsetzen der Schritte zu noch besseren Werten
fithrt, und ob das Verfahren bei einem Wiederholen der Schritte ohne Ende ein be-

stimmtes Endergebnis — hier Y2 bzw. = — liefert. Die Beantwortung fordert die
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Betrachtung unendlicher Zahlenfolgen, wobei ausschlieBlich deren Eigenschaften
bei unbeschrinkt wachsender Gliednummer von Interesse sind. Im Mittelpunkt steht
dabei der Begriff des Grenzwertes. Er ist grundlegend fiir die héhere Mathematik
und unumginglich, um der Differential- und Integralrechnung ein sicheres Funda-
ment zu geben.

Die Eigenschaften der Zahlenfolgen sind in der strengen Aufeinanderfolge der Glieder
begriindet. Betrachtet man bei den beiden unendlichen Zahlenfolgen (n =1,2,3,...)

(2, = 2,4,6,8, ..., 2n, ...
und

{wa} =0, PRI R R Rt I
nur endlich viele Glieder, so ist beiden Folgen gemeinsam, daf sie monoton wachsen.
Wird aber das Verhalten beider Zahlenfolgen bei unbeschriinkt wachsender Glied-
nummer verfolgt, so zeigt sich ein wesentlicher Unterschied: Wihrend die erste
Folge unbeschrinkt wiichst und ihre Glieder schlieflich jede noch so groBe feste Zahl
iiberschreiten, ist das Wachstum der zweiten Folge beschrinkt. Kein Glied — und
sei die Gliednummer noch so groB — ist groBer als 1, da der Zihler stets kleiner als
der Nenner ist. Auf das unbeschrinkte Wachsen der ersten bzw. auf die Beschrinkt-
heit der zweiten Folge hat die Beschaffenheit der ersten tausend oder zehntausend
Glieder gar keinen EinfluB. Solche Eigenschaften, die wesentlich durch die Glieder
mit hoher Gliednummer — gewissermaBen die ,,fernen‘‘ Glieder — bedingt sind und
die das Verhalten einer Zahlenfolge bei unbeschrinkt wachsender Gliednummer be-
schreiben, werden infinitire!) Eigenschaften genannt.

Definition
Eine Zahlenfolge heit nach unten heschriinkt, wenn sich eine Zahl S, angeben
1a8¢, so daB gilt:
Sy <z, fiiralle k.
Eine Zahlenfolge heiBt nach oben beschrinkt, wenn sich eine Zahl 8, angeben
1aBt, so daB gilt:
2 <8, fiirallek.

Die Zahl 8, (8S,) heiBt untere (obere) Schranke der Zahlenfolge. Auf die Zahlengerade
bezogen sind auch die Sprechweisen ,,nach links (rechts) beschrinkt‘‘ bzw. ,linke
(rechte) Schranke** gebriuchlich.

BEISPIELE
12.22. Die Zahlenfolge
2 2 2

=210 5
fillt monoton. Das groBte Glied ist z, = 2, somit ist §, = 2 eine obere Schranke. Mit
wachsendem k werden die Glieder immer kleiner. Die Null wird aber nie unterschritten.
Deshalb ist 8, = 0 eine untere Schranke (vgl. Bilder 12.1 und 12.2). Fiir alle Glieder
gilt somit 0 < 2, < 2.

1) infinitum (lat.) das Unendliche
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12.23. Die Zahlenfolge
(5] = 2, —4, 6, —8, ..., (—1)H1. 2k, ...

ist alternierend. Der Betrag der Glieder wiichst mit k¥ unbeschrinkt. Die Zahlenfolge
hat weder eine obere noch eine untere Schranke (vgl. Bilder 12.3 und 12.4).

Fir {z} = % ist auch die Zahl 3 eine obere Schranke. S, = 2 ist die kleinste

obere Schranke. 8, = 0 ist selbst kein Glied der Zahlenfolge. Es 1i8t sich aber keine
groBere Schranke angeben. S, = 0 ist gréBte untere Schranke.

Unendliche Zahlenfolgen, die (nach beiden’ Seitén) beschriinkt sind, deren Glieder
also auf der Zahlengeraden einen beschrinkten Abschuitt belegen, verdienen be-
sonderes Interesse und sollen genauer untersucht werden.

Bei der schon erwihnten Zahlenfolge

1 2 3 n—1
R L T
ist jedes Glied groBer als das vorangehende. Trotzdem wird wegen » — 1 < n der

Wert 1 nie iiberschritten. Die niihere Umgebung von 1 soll auf diese Besonderheit
hin genauer betrachtet werden.

{za} =0,

Detinition

Unter der e-Umgebung einer Zahl a versteht man das offene Intervall (@ — ¢;
a + &), wobei ¢ eine positive reelle Zahl ist.

g X1 e X0 X0 X0 ... Xwo...
LY T A T T T T— 7t T T
a-¢ a a+te o 095 0% 097 09 09 1
[

. ¢ e & ] < .
endlich viele Glieder fast alle
Glieger

Bild 12.6 Bild 12.7

In Bild 12.6 ist die e-Umgebung einer Zahl a dargestellt. Beim vorliegenden Beispiel
geniigt es, die linksseitige Umgebung (1 — &; 1) der Zahl 1 zu betrachten, da rechts
von 1 keine Glieder der Folge existieren.
Wird das allgemeine Glied umgeformt:

n—1 1

===

n n

80 ist zu erkennen, daB der Abstand eines Gliedes zum Wert 1 beliebig klein wird,
wenn n unbeschrinkt wiichst. Das Glied ;0 = 0,99 hat von 1 den Abstand 1 — 2,4,
= 0,01. Jedes Glied mit groBerer Gliednummer ist gréBer als g9, aber kleiner als 1
und liegt somit in dem Intervall (0,99; 1). Wihrend nur endlich viele Glieder —
némlich ), 2,, ..., #1090 — kleiner oder gleich 0,99 sind, liegen fast alle Glieder —
das heiBt, alle von der Gliednummer.n = 101 an — in der (linksseitigen) e-Umgebung
(0,99; 1) der Zahl1 (vgl. Bild 12.7). Das gilt fiir jede beliebig gewiihlte e-Umgebung.
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So hat 219999 = 0,9999 nur noch den Abstand 104 von 1, und fast alle Glieder, nim-
lich alle Glieder mit einer Gliednummer n > 10000, gehéren der ¢-Umgebung (1 — ¢;
1) mit ¢ = 10-4 an. Da dieser Sachverhalt bestehen bleibt, wie klein die e-Umgebung
auch gewihlt wird, kommen die Glieder der Zahlenfolge dem Wert 1 beliebig nahe.

Die Zahl 1 heiBt Grenzwert der Zahlenfolge {z,} = {nTl} :

Definition
Die Zahlenfolge {z,} hat den Gremzwert g, wenn fiir jede Zahl ¢ > 0 fast alle
Glieder der Folge in der e-Umgebung (g — ¢; g + &) liegen. )
Dic Definition besagt: So klein auch ¢ > 0 gewidhlt wird, von einer bestimmten
Gliednummer an liegen alle Folgeglieder in der e-Umgebung von g. Das sind, da nur
endlich viele Glieder auBerhalb dieser e-Umgebung liegen, fast alle Glieder der
Folge.
Zahlenfolgen, die einen Grenzwert g haben, heiBen konvergent?).
Zahlenfolgen, die keinen Grenzwert haben, heiBen divergent!).
Sprech- und Schreibweisen fiir konvergente Zahlenfolgen sind:
Die Zahlenfolge {z,} strebt (konvergiert) mit wachsendem n gegen g, geschrieben:
z,—>g fir n—>oo
(lies: x, gegen g fiir n gegen unendlich) oder
die Zahlenfolge hat fiir n — co den Grenzwert g, geschrieben:

lime, =g
-
(lies: limes?) =, fiir n gegen unendlich gleich g).
Das unbeschrinkte Wachsen der Glied wird durch n — oo angegeben. Das

Zeichen oo ist keine Zahl. Es driickt aus, daB das Wachsen der Gliednummer ohne
Ende ist. Weiter besagt das Gleichheitszeichen in lim z, = g nicht, daB der Grenz-
A0

wert schlieBlich erreicht wird. Bei der Folge {n 1} ist stets z, == 1. Es wird nur
festgestellt, daB der Grenzwert g = 1 ist. %
Laut Definition ist jede konstante Zahlenfolge {z,} = ¢ konvergent mit dem Grenz-
wert g = ¢, denn in jeder beliebigen e-Umgebung (¢ — ¢; ¢ + &) der Zahl ¢ liegen
fast alle (ndmlich alle) Glieder der konstanten Folge.
Eine sehr einfache Zahlenfolge ist {x,} = {1/n} mit n € N \ {0}. Da der Zihler
konstant ist, ist jedes Glied z, = 0. Mit wachsendem n werden aber die Glieder
immer kleiner und nihern sich immer mehr dem Wert 0. Das Glied ;g9 ist nur noch
um 0,001 von Null entfernt. Dennoch liegen alle Glieder mit » > 1000, also fast alle
Glieder, in dem Intervall (0; 0,001). Es gilt daher

lim £ =0.

nao0 T
Eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert g = 0 heit Nullfolge. Auch {¢/n} mit ¢ € P
und ¢ = const ist eine Nullfolge, denn sobald » > |¢| ist, ist [¢/n| < 1 und wird mit

1) vergere (lat.), sich neigen; convergere, zusammenstreben; divergere, auseinanderstreben
2) limes (lat.), die Grenze
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beschriinkt wachsendem 7 beliebig klein:

L _0, ceP (12.8)
n

SchlieBlich ist auch {1/n#} mit p > 0 eine Nullfolge, denn jede Potenz n? wichst mit
wachsender Basis » unbeschriinkt, z. B.

18=1,20=43=09,...

191 = 1, 201 = 1,072, 301 = 1,116, ...
Also gilt

1
lim— =0, p>0 12.9
= » (12.9)

Die Zahlenfolge {2,} = {2n} strebt fiir n — oo keinem bestimmten Zahlenwert g zu.
Das:unbeschrinkte Wachsen der Glieder wird durch

lim 2n = oo

n—o0
ausgedriickt. Allgemein werden

limz, =00 und limz,=—c

N0 0
uneigentliche Grenzwerte genannt. Obwohl auch hier der Begriff Grenzwert benutzt
wird, sind solche Zahlenfolgen natiirlich divergent zu nennen. Mit Grenzwert schlecht-
hin ist stets der bestimmte Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge gemeint.
Auch die Zahlenfolge

1, —=1,1, ..., (=), ...
ist divergent, denn fiir ¢ = 0,5 enthiilt weder die e-Umgebung von 1 noch die von —1
ab einer bestimmten Gliednummer fast alle Glieder der Zahlenfolge. Eine solche

Zahlenfolge heiBt unbestimmt divergent. Divergente Folgen mit dem uneigentlichen
Greazwert oo (bzw. —oo) heiflen bestimmt divergent.

BEISPIELE
,12.24. Es ist zu zeigen, daB alle Glieder der Folge (1/n?) fiir n > 100 im Intervall (0; 0,0001)
liegen.
Lisung: Alle Glieder der Folge sind positiv, liegen also auf dem Zahlenstrahl rechts von
0. Andererseits liegen alle Glieder 2, mit » > 100 links von 0,0001, denn firr k = 1, 2, 3,
Loist 7
100 + & > 100,
(100 + k)? > 1002,
1 1

(100 + k) < Toor’

Zioo+k < Zy00 = 0,0001.
Folglich gilt
2, € (0;0,0001) fitr » > 100.
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12.25. Das Verhalten der Folge {(—1)‘”‘1 . l} ist fir #» ~ oo zu untersuchen.
n

Lisung: Die ersten 5 Glieder der Folge lauten
1 1 1 1
£ =y —

2’3’ 1'%

Die Glieder wechseln stindig das Vorzeichen und liegen auf dem Zahlenstrahl auf beiden
Seiten der Zahl Null. Dem Betrage nach werden sie mit wachsendem 7 immer kleiner,
80 daB sich die Glieder der Folge von beiden Seiten der Null nihern. Aus

Zyop = = und 2, = L
100 — 100 101 — 101
folgt z. B., daB alle Glieder mit » > 101 — das sind fast alle Glieder der Folge — im
Intervall (—0,01; 0,01) liegen (vgl. Bild 12.8). Allgemein liegt ein Glied z, in der &-
Umgebung (—¢; &) von 0, wenn |z,| = 1/n < &, also n > 1/e ist. Daher gilt

. 11
’}1[(—1)-+l . :] =0.

—_—— -

X2 X100 X99 X
- = & meaihe
05 -0,01 0 oo 7
N s o
fast alle Glieder Bild 12.8
12.26. Welchen G  hat die Zohlenfolge %111

L2n |
Lésung: Da der Nenner doppelt so schnell wiichst wie der Zihler, kénnte man annehmen,
daB der Grenzwert Null sei. Diese Annahme ist aber falsch, wie schon eine Betrachtung
von Gliedern mit hoher Gliednummer zeigt:

= % — 0,495, 2000 = 2%%% = 0,4095.

Daraus ist g = 1/2 zu schlieen. Das wird durch Bilden des Abstandes von g
1 n—1 1

!zn—y]=lg_xnl=?_Tn—=E

bestitigt. Ein Glied z, liegt in der e-Umgebung von g, wenn sein Abstand 1/(2n) < ¢ ist. *
Diese Bedingung erfiillt jedes Glied mit einer Gliednummer n > 1/(2¢). Deshalb gilt

n—1

lim o
oo 2 2°

12.27. Fiir welche Werte von g ist die Folge {g"} konvergent, fiir welche divergent?
Lésung:

lgl > 1: Wird |g| zerlegt in |gl =1 + ¢ mit ¢> 0, so folgt |g|* = (1 4 ¢c)*=1+ nc
+ <.« 4 ¢" > 1 + ne. Mit wachsendem n wiichst 1 -+ n¢ unbeschrinkt und damit
erst recht |g|". Es ist also

lim |g|* = 0.
n—o0
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Fiir ¢ > 1 wird lim ¢" = oo (bestimmt divergent). Fiir ¢ < —1 existiert keine

10
Gliednummer, von der ab alle Glieder in der e-Umgebung einer bestimmten Zahl g
liegen. Da die Glieder abwechselnd positiv oder negativ sind, ist die Folge unbe-
stimmt divergent.

g=1: Es ist 1? = 1 fir alle #, also
lim ¢" = 1 (konvergent).
A—+00
—_—
g= —1: Esist (—1) = +1, (—1)>*! = —1, Es liegt die Folge
1, =1, 1, ooy (=17, ...
vor, die unbestimmt divergent ist.

lgl < 13, Wird g = 1 mit p > 1 gesetzt, so ist {jg|"} = {%} eine Nullfolge, da p® mit »
unbeschriankt wichst (s. 0.). Somit ist

lim g" = 0 (konvergent).
n—ro0

Der Grenzwert einer Zahlenfolge liBt sich nicht immer mit elementaren Mitteln
berechnen. Ein Beispiel dafiir ist die Zahlenfolge

) = {(1 + %)"} =+ (1 + %)' (1 i —;-)’ (1 +%)",

Sie s0ll etwas nither betrachtet werden. Auf Beweise muB dabei im Rahmen dieses
Lehrbuches verzichtet werden.

n
» | g
n
1 2,000 Die nebenstehende Tabelle liBt vermuten, daB die
2 2,250 Zahlenfolge monoton wiichst. Zum Beweis wire zu
3 2,370 zeigen, daB die Ungleichung , < 2,.,, also
4 2,441 e i s
5 2,488 "
6 2,522 (1"'7) <(1+n+l)
7 2,548 p s . £ % .
8 2,566 fiir jedes » richtig ist. Dieser Beweis laBit sich tat-
9 2,581 giichlich fiihren.
10 2,594
100 2,705
1000 2,717
10000 2,718

Mit wachsender Gliednummer nehmen die Glieder immer weniger zu. Das gibt zu
der Vermutung AnlaB, daB die Folge beschrinkt ist. Es lift sich beweisen, daf z. B.
die Schranke S = 3 nicht iiberschritten wird. Nun gilt folgender

Satz

| Jede monotone und beschriinkte Zahlenfolge ist konvergent.
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Nach diesem Satz konvergiert die Folge. Ihr Grenzwert ist eine transzendente Zahl,
die nach dem Schweizer Mathematiker LroNEARD EULER (1707 bis 1783) mit e be-
zeichnet wird.

lim (1 + %)" — e —2,71828... (12.10)

n—>00

Die Zahl e spielt eine wesentliche Rolle in der héheren Mathematik, z. B. als Basis
des natiirlichen Logarithmus log, * = In z und als Basis der Exponentialfunktion
y.= €. In der Praxis ist die Funktion y = ae®® von Bedeutung, die Prozesse des
‘Wachstums und des Abklingens beschreibt.

Fiir das Rechnen mit Grenzwerten sind einige Regeln von Nutzen, die im folgenden
Satz zusammengefaBt sind.

Satz

Sind {z,} und {z,} kbnvergente Zahlenfolgen und konvergiert z, — z, ¥, = y, 80
konvergiert

(X + Yn) > 2+ ¥,
(@n — Yn) > — Y,

(@aya) =2y
und im Falle y &= 0

()3

Yn Y

Das bedeutet: Bei konvergenten Zahlenfolgen kénnen die rationalen Rechen-
operationen mit dem Grenziibergang vertauscht werden.

Diese auch Grenzwertsitze genannten Regeln fiir das Rechnen mit konvergenten

Zahlenfolgen erleichtern in vielen Fillen das Bestimren von Grenzwerten. Oft sind
vor ihrer Anwendung noch geeignete Umformungen notwendig.

BEISPIELE

12.28. Die Folge {c + -1—} hat den Grenzwert ¢, denn es ist
n

=6, lim 2z, =c¢,
mrco

1 .
.'In=:r lim y, = 0,

n—>00

also

i 1 2 - |

lim [¢c+ —| =lim¢c+lim —=c+0=c¢c.
n =

n—00 n n—c0 n—>00

2
3n5 zu berechnen.

12.29. Es ist lim ~—
o0 20
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Losung: Fir n & 0 kann so umgeformt werden, daB in Zihler und Nenner Nullfolgen
und konstante Folgen auftreten:

1
. n—3n? c il
lim ~ = lim .
nsoo 20* + 6 m2+ix
n

Jetzt werden die Grenzwertsiitze angewendet:

L3 mt_tms3
lim —mow® _mee 0-8_ 3
=
2ot 2 lmeylm 2 2FO 2
B aooo | pereo W
. n—3n 3
lim =——.
n>o0 21 + & 2
R

12.30. Der Grenzwert lim 26 ist zu bestimmen.
00 N 1

Lésung: Kiirzen mit #»? und Anwenden der Grenzwertsitze fiihrt auf Folgen mit be-
kanntem Grenzwert:
lim 2n lim 27
lim ——— = lim . FERRS =) T - .
rrwahd ""°°1+;1; lim1 4 him = 1H0

3
li
n:.elu”""l

oo.

Kontrolltragen

12.7, Was wird unter der e&-Umgebung einer Zahl a verstanden?

12.8. Wie ist der Grenzwert einer Zahlenfolge definiert?

12.9. Wie ist das Zeichen co zu interpretieren?

12.10. Welche Folgen werden als Nullfolgen bezeichnet?

12.11. Es sind Beispiele zu nennen, in denen der Grenzwert g ein Glied der Zahlenfolge bzw.
kein Glied der Zahlenfolge ist.

Aufgaben: 12.16. bis 12.19.

12.3. Anwendungen

Bei der Verzinsung wird dem Grundbetrag b nach einem festgesetzten Zeitabschnitt
ein Anteil zugeschlagen, dessen Hohe proportional dem Grundbetrag ist. Der Pro-
portionalititsfaktor ist durch den vereinbarten Prozentsatz p gegeben. Der Grund-
betrag wiichst so am Ende des Zeitabschnittes auf den neuen Wert

w,=b+b- F)-o_b(ur )

Beim natiirlichen Wachstum liegt insofern ein #hnlicher Sachverhalt vor, als die
GroBe des Zuwachses proportional der jeweiligen Grundsubstanz ist. Nur erfolgt



28 12. Zahlenfolgen, Grenzwerte, Stetigkeit

der Zuwachs nicht am Ende eines Zeitabschnittes, sondern kontinuierlich — ge-
wissermafen zu jedem Zeitpunkt. Zum kontinuierlichen Wachstum fiihrt die fol-
gende Uberlegung.

Wird der Zeitabschnitt in % gleiche Zeitintervalle mit k Zinsterminen zerlegt, so ist
der anteilige Zinssatz p[k anzusetzen. Der Grundbetrag wiichst dann durch Zinses-
zins auf

- r_\
w.,-b(l—!—k'mo).

Mit wachsendem k werden die Zeitintervalle immer kiirzer. Die Formel fiir das
kontinuierliche Wachstum wihrend einer Zeiteinheit liefert deshalb der Grenzwert

—limw, =i S

’”“.1_‘2’”"}12”(1+k.100) .
P 1 esetzt werden. Dann ist

F-100 = B -

k=mn- 100 Mit k — oo geht auch 7 — oo, und es folgt

1\n-2
=1 —=Te —| 100,
w_hmb(l-i-k 1:[)_hmb(1+n)

1\n]2 L
w=1limb [(1 —}—;) ]100 =phel®,

o3

Zur Ermibtlung dieses Grenzwertes soll ——

Dabei wurde Formel (12.10) verwendet.
Der auf die Zeiteinheit bezogene Wert,

o« = m Zeiteinheit

wird Wachstumsintensitiit genannt. Mit dieser Festsetzung lautet die Formel fiir das
kontinuierliche Wachstum im Zeitraum ¢

et (12.11)

Auch Prozesse des Abklingens, wie die Abkiihlung eines Kérpers, die Entladung eines
Kondensators oder der radioaktive Zerfall, werden durch dieses Gesetz beschrieben,
In diesen Fillen ist & negativ.

Beim radioaktiven Zerfall wird o = —4 gesetzt:

Die Grofe 4 heiBt Zerfallskonstante; IV, ist die Anzahl der zur Zeit ¢ = 0 noch nicht
zerfallenen Atomkerne, N die Anzahl der nach dem Verstreichen der Zeit £ noch nicht
zerfallenen Kerne.

Als anschauliche Gré8e wird héufig die Halbwertszeit 7', ; angegeben. Das ist die Zeit,
in der die Anzahl der aktiven Atomkerne eines Radionuklids auf die Hilfte ab-
sinkt.
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Die Entladung eines Kondensators erfolgt nach dem Gesetz

t
Uy ="Uye EC (12.13)

Die Konstante v = RC wird Zeitkonstante genannt. 7 ist die Zeit, in der die Span-
nung auf den e-ten Teil des Anfangswertes abklingt (vgl. Bild 12.9).

Y
A
-t

up=Uye A€
b
e
Yy
e? T~ Bild 12.9

0 T 2r 3t

BEISPIELE

12.31, Die Zerfallskonstante des Radionuklids Ra 226 betrigt A = 4,28 - 10-% a~1(la = 1 Jahr).
Wie groB ist die Halbwertszeit 7';/y?

Losung:
Aus
N 1
— =T = —
N, ° 2
folgt
AMyp=mh2

T,,,:‘—“E-2-= 1620 a.

12.32. Ein Kondensator wird iiber einen Widerstand R entladen. In welcher Zeit ist seine
Spannung auf den zehnten Teil ihres Anfangswertes abgeklungen (R = 800 kQ,

O =2 uF)y
Lisung:
t
Ue _ "7 _
L_V,,_e =0,1,
4
ofi¢ = 10,
¢
— =In10,
G n 10
t=RC-In10,

t = 3,7s.

Aufgaben: 12.20. und 12.21.
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12.4. Grenzwerte von Funktionen
12.4.1. Der Grenzwert einer Funktion an der Stelle x = a

In der Praxis treten nicht selten umstetige Funktionen auf. Ein Beispiel aus der
Mechanik ist das plétzliche Auftreten einer Zentralbeschleunigung, wenn ein Schie-
nenfahrzeug aus der Geraden in eine Kreisbahn einbiegt (vgl. Bild 12.10). Ein anderes
Beispiel ist das Auftreten von Spannungs- oder StromstdBen bei Schaltvorgingen
oder in der Impulstechnik.

In der grafischen Darstellung ist eine Unstetigkeit daran zu erkennen, da8 der Graph
an einer Stelle 2 = a unterbrochen ist. Es gibt viele Arten von Unstetigkeiten. Die
Bilder 12.11 bis 12.13 zeigen Beispiele von Funktionen, die bei z = 0, z = 1 bzw.
2 = 2 eine Unstetigkeitsstelle haben. Solche Stellen miissen genauer untersucht
werden. Um iiber das Verhalten einer Funktion an einer Unstetigkeitsstelle & und
deren Umgebung Aufschluf zu erhalten, wird fiir das Argument eine Zahlenfolge
{x,} eingesetzt, die die Unstetigkeitsstelle a als Gr t hat. Jedem Wert z, der
Zahlenfolge {x,} ist ein Funktionswert y, = f(x,) zugeordnet. Durchlauft das Argu-
ment z die Zahlenfolge {x,), so durchliuft der Funktionswert y die zugeordnete
Zahlenfolge {y,} = {f(x,)} (vgl. Bild 12.14). Durch dieses Verfahren ist es maoglich,
sich der betrachteten Stelle beliebig zu nahern und das Verhalten der Funktion in
der Umgebung der Unstetigkei lle zu untersuchen. Dabei ist es notwendig, sich
von links und von rechts der betrachteten Stelle zu nihern. Das Vorgehen soll zu-
nichst am Beispiel der Funktion y = f(z) = (¢ — 1)/(z — 1) erldutert werden.

An der Stelle 2 = 1 hat die Funktion keinen Funktionswert, da f(1) = 0/0 nicht
definiert ist. Mit Ausnahme dieser Stelle ist die Funktion fiir jedes reelle Argument »
definiert (vgl. Bild 12.12), Zur Untersuchung der Unstetigkeitsstelle wird fiir das
Argument z eine Zahlenfolge {%,} mit z, — 1 eingesetzt. Durch diese MaBnahme
nihert man sich ,,behutsam‘ dem kritischen Wert z = 1, ohne diesen Wert selbst —
fiir den die Funktion ja nicht definiert ist — als Argument der Funktion zu be-
nutzen.

Eine Zahlenfolge, die sich dem Grenzwert 1 von rechts néhert, ist {1 + 10-"}. Mit
den Gliedern dieser Zahlenfolge als Argument ergibt sich folgende Wertetabelle:

Zy | 1,1 1,01 1,001 1,0001
2,1 2,01 2,001 2,0001

Yn

Je mehr sich z von rechts dem Wert 1 niéhert, desto mehr nihert sich der Funktions-
wert dem Wert 2.

Fiir eine linksseitige Anndherung an die Unstetigkeitsstelle soll die Folge {x,}
= {1 — 10~} gewihlt werden. Mit dieser Folge lautet die Wertetabelle

Ty I 0,9 0,99 0,999 0,9999
1,9 1,99 1,999.  1,9999

Yn

Fiir 2, — 1 nihert sich der Funktionswert wiederum dem Wert 2. In Bild 12.15 ist,
die Annéherung an die Unstetigkeitsstelle mit den Folgen {1 + 1/} und {1 — 1/n}
dargestellt.
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Die Untersuchung wurde mit konkreten Zahlenfolgen gefiihrt. Sicher ist das Ergeb-
nis aber nur, wenn fiir jede beliebige Folge {x,} mit z, — 1 die Folge der zugeordneten
Funktionswerte gegen 2 strebt. Ist {h,} mit h, > 0 eine Nulifolge — etwa {10~"},
{1/n} oder eine andere —, so hat {z,} = {1 + h,} den Grenzwert 1. Werden die
Glieder dieser Folge in den Term f(z) = (a® — 1)/(x — 1) eingesetzt, so ergibt sich

(L4 h)p—1 142 +h2—1 2k, bt

= =24 h,.
A —1 o Fon +
Der Folge {z,} = {1 + h,} ist also die Folge der Funktionswerte
{yn} = {2 + Rq}
zugeordnet, die fiir k, — 0 den Grenzwert 2 hat.
Bei linksseitiger Annaherung mit der Folge {z,} = {1 — h,} wird
1—h)2—1 1—2h,+h2—1 —2h,+ b2
= = =2—h,.

T—h, — 1 T -

Die Folge {ya} = {2 — h,} hat ebenfalls den Grenzwert 2.
Das Ergebnis, daB fiir jede beliebige Folge 2, — 1 der Funktionswert y, — 2 strebt,
kann in der Form lim f(z,) = 2 geschrieben werden. Der Index n wird schlieBlich

1
noch fortgelassen, Jnd man schreibt
lim (z) = 2.
51
Als weiteres Beispiel soll die Funktion y = f(#) =Sxf|z| untersucht werden. Sie ist
an der Stelle z = 0 wegen f(0) = 0/0 nicht definiert. Zur Anniherung von rechts

und links an die Stelle # = 0 werden die Nullfolgen {x,} = {10~"} und {z,} = {—10~"}
verwendet

z, = 10~ | 0,1 0,01 0,001

yﬂ 1 1 1
@y = (=10 | —01 —001 —0001
% [ =2 =i -1

Je nachdem, von welcher Seite man sich der Stelle z = 0 niihert, ergeben sich zwei
verschiedene Grenzwerte (vgl. auch Bild 12.18). Die rechts- bzw. linksseitige Anniihe-

4 X
YT
1
-1 0 1 x

— Bild 12.16
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rung an eine Unstetigkeitsstelle ¢ wird durch die Schreibweise

z—>a+0 bzw. z—>a—0
unterschieden.
Bei der Funktion y = f(x) = «/|x| ergeben sich zwei verschiedene Grenzwerte:
limfz) =1 und  limf(z) = —1.
Z>+0 z>—0
Definition ,
Es sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich X mindest eine rechtsseiti

Umgebung von a enthilt, Hat die Folge der Funktionswerte {f(z,)} den Grenz-
wert g+ fiir jede beliebige von rechts gegen a konvergierende Folge {x,}, so heifit
g* rechtsseitiger Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, geschrieben:

f(x) >g+t fir x—>a+ 0 oder limf(z)=g".
za+0
Dementsprechend ist der linksseitige Grenzwert der Funktion f erklirt, geschrie-

ben:
f®)—>g- fir x—>a—0 oder limfx)=g.
z—a—0

Gilt f(x) — g fiir jede beliebige Folge 2 — a, 80 heilit g schlechthin Grenzwert der
Funktion f, geschrieben:

lim f(z) =

Es gilt der

Satz
I Ist lim f(x) = lim f(z) = g, so gilt auch lim f(z) = g.
2—>6+0 a0 z—a

Fiir den Grenzwert einer Funktion gelten folgende Grenzwertsitze:

lim ¢ - f(x) = ¢ lim f(z)
li_!: [f() + g(=)] 3211_:1 fl@) £ lim g(z)
lim [f(z) - g(x)] = lim f(z) - lim g(z)

lim f(z)

. flx) __ _z—a :
lim ‘9@ ~ lim g(z) lim () + 0
P
BEISPIELE

12.33. Die Unstetigkeitsstelle der Funktion y = f(x) = 1/2? ist zu untersuchen.
Lisung: Fiir z = 0 ist die Funktion nicht definiert. Sie hat dort eine Polstelle. Werden
als Nullfolgen {z,} = {10-%} mit 2, = 40 und {z,} = {—10-" mit z, — —0 benutzt,
80 lautet die Wertetabelle
T, | 101 102 10-3 T ] —101 —10-2 —10-°
¥ | 100 108 108 .. ¥a | 102 104 w0 ..
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Yy, Wiichst in beiden Fillen unbegrenzt. Das wird durch Einsetzen in f(z) = 1/2? besti-

tigh:
1 1
107 = —— —107) = ———
T =t e
— 10 = 10w
Es folgen somit bei links- bzw. rechtsseitiger Anniherung an 0 die uneigentlichen
Grenzwerte
lim ——— +o0 bzw. lim L: “+oo.
240 z>—0 2*

1
12.34. Die Funktion ¥ = f(z) = 272 ist an der Stelle # = 2 nicht definiert. Ihr Verhalten in
der Umgebung von z = 2 ist zu untersuchen.
Ldsung:
Wird fir 2 die Folge 2 = 2 + h eingesetzt, so ergibt sich
NS SURRSR. §
y=f2+h) = 2@+N-2 _ ok
Zur Bildung des rechtsseitigen Grenzwertes sei die Nullfolge {,} = {1/n} mit » — o
gewd.hlt Dann folgt
1
lim 2°-% = lim 2 = lim 2" = cc.

240 A—>+0 n—00 —
Der linksseitige Grenzwert erglbt sich fiir eine Nullfolge 5 — —0, z. B. {hs} = {—1/n}
mit n = oo:

1
lim 2’" lim 2% = lim 2-* = 0.
2-2—-0 A——0 n—00 -

Rechts- und linksseitiger Grenzwert sind verschieden (vgl. Bild 12.17).

R T S T

Bild 12.17
10 1 2 3 4 5 «x ’

Eine gebrochenrationale Funktion y = % ist iiberall dort nicht definiert, wo

der Nenner h(x) verschwindet. Haben g(x) und h(z) dieselbe Nullstelle 2 = a, so

Zg; g iber das Verhalten der Funktion an dieser Stelle zu-
“niichst nichts ausgesagt werden. Eine solche Stelle wird Liicke der gebrochen-

kann wegen
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rationalen Funktion genannt. Im Fall einer Liicke an der Stelle # = a kann das Ver-
balten der Funktion auch auf folgendem Wege untersucht werden. Wegen g(a) = 0
und h(a) = 0 laBt sich in Zghler und Nenner der Faktor (x — a) abspalten:

9@ _ @—a) g
he) @ — a) @)

Wird nun zur Grenzwertbildung eine Folge z — a mit z 3= a eingesetzt, so kann mit
(# — a) &= O gekiirzt werden:

i 28 _ i &= 9 0@ _ (@)

za h(@ za (& — @) by(2) " e by(2)
Der letzte Grenzwert ist dann weiter zu untersuchen.
Bei einer .gebrochenmtiona.len Funktion y = % sin(i somit folgende Fille zu
unterscheiden:

g(@) =0, h(a) =0 Nullstelle

gl@) =0, h(a) =0 Pol

gla) =0, h(a) =0 Licke
BEISPIELE
12.35. Der Term

A—-1 (z—1(x4+1)
z—1  z—1

kann fiir 2 & 1 gekiirzt werden. Deshalb ist

L o G V@R e e
s 2—1  zu z—1 1 -
12.36. Die Unstetigkei lle der Funkti
_ g z—2

V= %e) P—dzt 4
ist zu untersuchen.

Lésung: Die Funktion ist fiir = 2 nicht definiert, da 4(2) = 0 ist. Ebenso ist g(2) = 0.
Der Nenner 1éBt sich in ein Produkt umformen; der Quotient kann fir z = 2 mit
{(x — 2) gekiirzt werden:
o2 —=2 i 1

e e

« = 2 ist weiterhin Unstetigkeitsstelle, wobei

lim -—1-— =400 und lim
72402 — 2 2302 — 2

= —00.

Oft ist zur Ermittlung des Grenzwertes eine besondere Beweisfithrung notwendig.
Ein Beispiel dafiir ist die Funktion y = f(z) = ———, die fiir # =0 nicht definiert
ist. Es geniigt hier, sich auf den rechtsseitigen Grenzwert zu beschréinken. Da es sich
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um eine gerade Funktion handelt:

sin(—z) —sinz _sinz
) S——= === =),
sind rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich. Nach Bild 12.18 ist
Dreieck 0AD < Sektor OBD < Dreieck OBC,
also
sinz.cosxz _1-x _1-tanz
—_— < —_— ———

Bild 12.18

Fiir > 0 kann durch L;”f dividiert und der Kehrwert gebildet werden:

1
sin x ~cosz’

coszr <

1 sin z
> —z—- > co8 z.

CO8 2

Fiir z -0 ist 2o2 zwischen lim e 1 und lim cos z = 1 eingeschlossen. Da-
her gilt z0 CO8 T 0

1 SBE 4 (12.14)
0 T
. Fiir z-Werte nahe Null gilt demnach
2 sinz

sin x

0° = 0,00000 0,00000 ~ 1, also sin z ~ z.

1° = 0,01745 0,01745

2° = 0,03491 0,03490 Fiir kleine z-Werte kann daher sin z durch:
3° = 0,05236 0,05234 z (im BogenmaB) ersetzt werden. Das zeigt
4° = 0,06981 0,06976 auch nebenstehende Tabelle.

5° = 0,08727 0,08716

BEISPIEL

12.37. Der Grenzwert lim (z . cot x) ist zu berechnen.
z—0
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Liosung: Fiir = 0 ist cot z nicht definiert. Eine Umformung fiihrt auf bekannte
Grenzwerte:

z-0082
x-cotx =

s B
8in

. " z . i
lim (z - cot z) = lim (—— . cos z) = lim — - lim cos z.
0 20 \SIL X z—0 BN T 20

Auf Grund der Grenzwertsitze ist

1 lim 1 1
lim =2 = lim — =_""[_=T=1,
70 8iNZ  z0 Binz lim sin x

z 0 T

lim—,z—--limcosz=1~1==1.
z—0 ST 259

Somit folgt

lim (z - cot z) = 1.
730

Kontrollfragen

12.12. Durch welches Vorgehen wird das Verhalten einer Funktion an einer Stelle z = a
untersucht?

12.13. Was bedeuten die Schreibweisen 2 -+ a, 2 >a + 0 und z - a — 0?

sinz . 3 3
fiir das Rechnen in der Praxis?

12.14. Welche Bedeutung hat die Formel lim
z—0
Aulgabe: 12.22.

12.4.2, Die Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion ist in einem zusammenhingenden Intervall I stetig, wenn ihr Graph
in diesem Intervall eine ununterbrochene Kurve ist. Dazu ist notwendig, daB die
Funktion an jeder Stelle dieses Intervalls I definiert ist und daB an jeder Stelle des
Intervalls rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich sind und mit dem Funktions-
wert iibereinstimmen.

Detinition
Eine Funktion f, deren Definitionsbereich eine Umgebung der Stelle o enthiilt,
ist an der Stelle z = o genau dann stetig, wenn
1. die Funktion an der Stelle x = a definiert ist,
2. der Grenzwert lim f(2) = g existiert,
3. fa) =g gilt. e
Ist auch nur eine der in dieser Definition genannten Forderungen nicht erfiillt, dann
ist die Funktion an der Stelle z = a unstetig.

Definition
Eine Funktion heifit in einem Intervall stetig, wenn sie in jedem Punkt dieses
Intervalls stetig ist.
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Uberall stetig sind z. B. alle ganzrationalen Funktionen, alle gebrochenrationalen
Funktionen, deren Nenner nirgends verschwindet, die Funktionen y = sin# und
y = cos z und die Exponentialfunktion y = ¢ - a2,

BEISPIELE
12.38. y = f(z) = &= 11 ist bei # = 1 unstetig, da die Funktion fiir z = 1 nicht definiert ist.
z —
0firze<<2. . . . " . -
12.39. y = f(z) = " ist bei z = 2 unstetig. Zwar ist dort die Funktion definiert:
1firz=2

f(2) = 1; jedoch existiert der Grenzwert lim f(z) nicht, weil rechts- und linksseitiger
Grenzwert voneinander verschieden sind. %=1

12.40. y = fz) = (1) f," £ ; ist bei 2 = 1 unstetig. Zwar ist die Funktion iiberall definiert
ir 2 =
und rechts- und linksseitiger G t st iberein:

lim f(z) = lim f(z) = 1.
2140 z—1—0

Es fehlt aber die Ubereinstimmung von Grenzwert und Funktionswert:
f1)=0=%1
(vgl. Bild 12.19).

— Bild 12.19
710 ; 72 7 x

Die in Beispiel 12.38. betrachtete Funktion ist bei # = 1 unstetig, weil (1) nicht
definiert ist. Da rechts- und linksseitiger Grenzwert existieren und einander gleich
sind, liegt es nahe, den fehlenden Funktionswert durch die Definition f(1) =g = 2
zu ergiinzen. Mit dieser Festsetzung liBt sich die Unstetigkeit bei # = 1 beseitigen.
Eine solche Unstetigkeit wird hebbare Unstetigkeit genannt. Bei y = f(z) = 1/2?
liegt keine hebbare Unstetigkeit vor, weil lim f() = oo ein uneigentlicher Grenzwert
ist. 40

Kontrollfragen
12.15. Welche Forderungen muB eine Funktion erfiillen, wenn sie stetig sein soll?
12.16. Wann liegt eine hebbare Unstetigkeit vor?

Anfgabe: 12.23.

12.4.3. Der Grenzwert des Funktionswertes fiir @ - 4-occ

Hiiufig interessiert das ,,Verhalten einer Funktion im Unendlichen*. Gemeint ist
damit der Grenzwert, dem der Funktionswert f(x) zustrebt, wenn x unbeschrinkt
wiichst bzw, fillt. Fiir eine solche Untersuchung wird fiir z eine unbeschrinkt wach-
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sende bzw. unbeschrinkt fallende Zahlenfolge eingesetzt und die Grenzwerte
lim f(z) = ¢ bzw. lim f(z) =%
00 d 2-+—00

gebildet. In vielen Fillen erweist sich dabei eine Umformung des Terms f(z) als
zweckmiig.

BEISPIELE

12.41. llm( —22% 4 bz — 12) = lim 2® ( —2 + l—%} = Foo. In dieser Rechnung sind
>+ oo
zwel Grenzwerte fiir - 400 und £ - —o0 — berechnet.

1242, Firy = f(z) = ;1; (k> 0, k¢ N) ist

1
lim L= lim — =0.
20 T gpeo @F

Das bedeutet, die Gerade y = 0, also die z-Achse, ist Asymptote der Funktion.

38
1243, lim 28 _ z _3=0_3
s>z 22 +1 z—»iw2+_1_ 2+0 2
- =

Hier wurden zwei Grenzwerte fiir z — + oo und # - — oo berechnet.

Die Funktion y — fiz) = ~2.— %2

hat die Gerade y = 1,6 zur Asymptoten (vgl.
Bild 12.20). L

Bild 12.20

L e . T T
-7'6-5'4-3'2'7;{4 /2 3 4 5 6 7 x

21

Kontrollfragen

12.17. Was wird unter dem Verhalten einer Funktion im Unendlichen verstanden?

12.18. Wie wird das Verhalten einer gebrochenrationalen Funktion im Unendlichen unter-
sucht? Welche Fille sind zu unteracheiden?

12.19. Welches Verhalten zeigt eine echt gebroohene rationale Funktion im Unendlichen?

Anufgabe: 12.24.



12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

40 12, Zahlenfolgen, Gr , Stetigkest
12.5. Aufgaben
12.1. Von den nachstehend ten Zahlenfolgen sind die ersten fiinf Glieder anzugeben
*k=1,23,..).
a) {3k} b) {2 — 3k} o) {28 d) {104
k
R e MR G
12.2. Die Folgen der Aufgabe 12.1. sind hinsichtlich Monotonie und Vorzeich hsel zu
charakterisieren.
12.3. Fir die hstehenden arith ischen Folgen sind das allgemeine Glied und n anzu-
geben.
a) —8, —5, ..., 13 b).17, 13, ..., —19
c) 2,4,29,...,12,4
12.4. Wie lautet das allgemeine Glied der arithmetischen Folge?
8) zg = 10, 23 = 55 b) z, =54, 2, = 2,4
c) z,=4,2,=86
12.5. Aus den angegeb Werten der arithmetischen Folge {x;}, k € {1; 2; 3; ...; n} sind z,

und 8,5 zu berechnen.
a) 2y, =056,d=2 b))z =172,2, =24
c) 2, =5,5,8, =74

a) Wie lautet die Summe der ersten n ungeraden Zahlen?
b) Die Summe aller durch 11 teilbaren Zahlen zwischen 100 und 1000 ist zu berechnen.

Durch lineare Interpolation sind aus hstehender Tabelle die Funktionswerte fiir
z = 4,00 (0,02) 4,10 zu berechnen.

z | 4,0 4,1 4,2
fzy | 1,383 14110 14351

Aus der Tabelle der Aufgabe 12.7. sind die z-Werte fiir die Funktionswerte 1,3950,
1,4083, 1,4242 durch lineare Interpolation zu ermitteln.

Es sind die fehlenden GriBen der arithmetischen Folge zu berech

EX d n z, v o8y
a) -2 — 11 = 143
b) 2 3 = 50 —
c) 10 —3,5 - — —143
d) = —2 = —22 —102

Es sind 68 Rohre so zu stapeln, daB jede Schicht auf Liicke mit der darunterliegenden
Schicht liegt. Die oberste Schicht soll aus 5 Rohren bestehen. Wieviel Rohre miissen
in die unterste Schicht gelegt werden, und wieviel Schichten umfaBt der ganze Stapel?

Fiir die geometrische Folge {z;} ist ¢ zu bestimmen.

%) %.%, 2 ... b) 16, —8, 4, ... o) V8, 3V%; 376, ...
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12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

12.18.

12.19.

12.20.

12.21.
12.22.

12.23.

12.24.

Fir die endliche geometrische Folge ist n zu bestimmen.
3 3
a) O 96 b) 16, —24, ..., —121,56

Fiir die geometrische Folge {2} sind z; und s, zu berechnen.
a) 2, =80,¢ =05 b) z, = 0,25, ¢ = —2

An einem Regelwiderstand lassen sich 10 hied: Widerstinde abgreifen. Der

erute betriigt 10 kQ, der uehnte 750 0. Jeder Widerstand fillt gegeniiber “dem voran.
den um den gleichen Pr ab.

a) Wie groB ist der p le Abfall von Widerstand zu Wid d?

b) Wie groB ist der vierte Widerstand?

Der Anschaffung t einer Maschine betrug 65000 M. Durch jéhrliche Abschreibung
von 8,59% hat sie noch einen Buchwert von 32000 M. Nach wieviel Jahren ist das der
Fall?

Welche der angegel Zahlenfol sind beschrinkt? Im gegeb Falle sind die
gsten Schrank ben (n = 0,1, 2, ...).

a) {(1/2)% b) {10% c) {10-%) d) {(= + 1)%

Von den nachstehenden Folgen (» = 1, 2, ...) ist zn zeigen, daB sie Nullfolgen sind. Wie

groB ist das Intervall, in dem alle Glieder mit n > 100 liegen?

10 1
e 10—%)
») {”H} b) {n,} o (10"
Die nachstehenden Grenzwerte sind zu berechnen.
2 5
li b) li
O a3 V25 B
of i A% @ i =104
wseo T o) n® — 1

Das Konvergenzverhalten der Folgen der Aufgabe 12.16. ist festzustellen. Gegebenen-
falls ist der Grenzwert anzugeben.

Nach welcher Zeit verdoppelt sich der Holzb d eines Waldes, wenn die Wachstums-

intensitit « = 0,028 a~* (1a = 1 Jahr) betriigt?
Die Halbwertszeit von Pl ium- 237 ist zu besti (A=3,8581).
Der Grenzwert ist durch Kiirzen vor dem Gi iibergang zu besti
3 __ _— p—
a) lim ——l— b) lim 2—ag—10 ¢) lim 20— 8
71 22% — 22 T2 z+ 2 292 T—2

Die Stetigkeit der Funktion y = f(z) ist zu untersuchen.

z—2 z z
ﬂ)v=f(¢)—z,_4 b)y—/(z)—1+x, c)y—!(f)——z-
Das Verhalten der Funktion y = f(z) im Unendlichen ist zu untersuchen.

a) y = f(z) = 2® — 10z b)y=[(x)=—z“-\/—l2::’+9
o) y = flz) =

8+ 2t
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12.25.

12.26.

12.27.

12.28.

12.29.

12.30.
12.31.

12.32.

12.33.
12.34.

12.365.

12.36.

Von den nachstehend g Zahlenfolgen sind die ersten fiinf Glieder anzugeben
(k=1,2,3,...).
a) {k* — 1} b) {2 — 1074 o) {b - —,1‘-}
1\¥ 1] 14 (=¥
o3} ol o
Die Folgen der Aufgabe 12.25. sind hinsichtlich M ie und Vorzeich hsel zu
charakterisieren.
Far die nachstehenden arithmetischen Folgen sind das allgemeine Glied und » anzu-

geben.

a) —3,—22,...,9 b) 18,2, 16,7, ..., 1,7
c) 2,4,2,...,284

Wie lautet das allgemeine Glied der arithmetischen Folge?

a) 25 =2, 2, = —8 ' b) 2, = 4,9, 2 = 3,1
0) zy = —20, 2, = —16

Aus den angegeb Werten der arithmetischen Folge {2}, k € {1; 2; 3; ...; n}, sind
2, und 8,5 zu berechnen.

a) 2y = —12,d = -3 b) zg=4,d =04
o) 2, =8/8,z, =8 d) 2, =3,=0

o) 83 = 33, 85, = T0

Wie groB ist die Summe aller dreiziffrigen natiirlichen Zahlen?

Gegeben ist eine arithmetische Folge z,, 2,, 23, .... E8 ist zu zeigen, daB auch a) z;, 25,
Zgy +e0y b) 23y &y, Zyy, ... eine arithmetische Folge ist. Wie groB ist die Differenz d* der
neuen Folge?

Betzt man in die Funktionsgleichung y = ma + b fiir z die Glieder einer Folge {z;} ein,
80 bilden die Funktionswerte eine Folge {y;}. Wie lautet das allgemeine Glied dieser Folge,
wenn {z;} eine arithmetische Folge mit z; = 2, + (k — 1) d ist? Es sind y, und é* anzu-
geben.

Es ist zu zeigen, daB {y,} = {mk + b} eine arithmetische Folge ist.

Es sind die fehlenden GréBen der arithmetischen Folge zu berechnen.

ER a n 2y 8y
a) - 4 22 - 110
b) - —2,6 25 —40 -
S — 1,5 29 32 -
d) 4,7 - - 21,5 563,3
Fir die geometrische Folge {2} ist ¢ zu bestimmen.
a) 18, 12,8, ... b) 28, 30, 36, ...
o) 4, —212,2, ... d) 1, =% oA, ...
e) 272%, 18z%y, 1223, ...
Aus der g ischen Folge der Zehnerp {=} = 1, 10, 100, 1000, ... ist die

Folge {y;} mit y; = Ig z; zu bilden. Was fiir eine Folge ergibt sich?
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12.37.

12.38.

12.39.

12.40.

12.41.

12.42.

12.43.

12.44.

12.45.

Aus der geometrischen Folge {z;} = 2y, 2,9, 7,42, ... ist die Folge {y;} mit y, = lg z; zu
bilden.

Fiir die endliche geometrische Folge ist n zu bestimmen.

21 9 8 1
L S , 32, ..., —
S L 27 b A 2

Fiir die geometrische Folge {2} sind z; und s, zu berechnen.
8) 2, = 218,7,9 = 2/8 b) z; = —48,¢g = —1,6

Die Stiirke der Schallempfindung ist nach dem WEBER-FrOHN hen Gesetz annihernd
dem Logarithmus der Schallintensitét J proportional. Man definiert deshalb den Laut-
starkepegel durch .

L= (10 Ig J—‘:) phon

mit J, = 10-3* W/m?, Ein Ton von 1000 Hz mit der Schallintensitit J, liegt an der

unteren Horschwelle und hat laut Definition die Lautstirke L, = 0 phon.

a) Welche Folge bildet {L;}, wenn {J;} eine geometrische Folge ist?

b) Wie groB ist die Lautstiirke bei einer Schallintensitéit von 5 . 10-* W/m??

c) Wie groB ist die Lautstirke bei der 2fachen (4fachen) in b) angegebenen Schall-
intensitit?

d) Welchen Wert muB die Schallintensitét haben, damit die doppelte Laumrke der
Aufgabe b) empfunden wird?

Eine Rotationspumpe fiihrt einem Kompressor mit jeder Umdrehung des Antriebs-
motors eine Gasmenge von 100 cm® zu, Der Anf; druck im Komp betriigt 1 bar
(1 bar = 10® Pa = 10° N/m3), sein Volumen 5000 cm?®.

a) Wie groB ist der Druck im Komp nach 26 Umdrehungen des Antriek t
wenn die Kompressionswirme abgefiihrt wird?
Hinweis: Man geht vom Gasvolumen im unkémprimierten Zustand aus.

b) Wie groB ist der Druck ieg nach einer Umdrehung?

o) Wie groB ist der Druck p; nach k¥ Umdrehungen?

Die Papleriornmte sind nach TGL 0-476 dardisiert. Das A f t der Haupt-
reihe A ist ein rechteckiger Bogen mit einem Flicheninhalt von 1 m%. Die Seitenliingen
des Bogens stehen im Verhiiltnis }r- 1. Jedes kleinere Format entsteht aus dem voran-
gehenden durch Halbieren der lingeren Rechteckseite.

a) Wie lang sind die Abmessungen (in mm) des Ausgangsformates AQ?

b) Was fiir eine Folge bilden die groBen (die kleinen) Rechteckseiten a; (b;) der Haupt-
reihe A?

©) Wie lauten die Abmessungen des Formates A10?

Die Mikrorillen einer Langspielplatte bilden einen Kreisring mit einem Innendurch-
messer von 138 mm und einem AuBendurchmesser von 290 mm. Die Spieldauer bei einer
Umlauffrequenz von 33 min-? betrigt 1420 s.

a) Welchen Weg legt der Saphir beim Abspielen der Platte zuriick?
b) Wie groB ist der Rillenabstand?

Eine Drehmaschine soll 11 Drehzahlstufen mit konstantem Stufensprung erhalten. Wie
lauten die Drehzahlen, wenn die niedrigste 120 min-?, die hdchste 1200 min-? betriigt?

Mit einem Draht von 0,2 mm Durchmesser soll eine Spule von 2400 Windungen ge-
wickelt werden. Wie lang ist der Wickeldraht, wenn die Spule bei einem lichten Durch-
messer von 0,8 cm eine Linge von 2 om hat (x = 3,14)?
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12.46.

12.47.

12.48.

12.49.

12.50.

12.51.

12.52.

12.53.

12.54.

12.55.

12.56.

Das Produktionsvolumen eines groen Industriebetriebes soll innerhalb von vier Jahren
auf 1289, anwachsen. Wie groB muB der auf den jeweiligen Jahresanfang bezogene jihr-
liche Produktionszuwachs sein, wenn ein gleichméBiges Anwachsen der Produktion an-
genommen wird?

Auf welchen Betrag wichst ein Grundbetrag von 5200 Mark bei 49, Zinseszins a) in 5
Jahren, b) in 10 Jahren an? ¢) In welcher Zeit hat sich ein Grundbetrag bei 3,5%, Zinses-
zins verdoppelt?

Die Produktion eines Betriebes soll in 5 Jahren von 12,5 Mio M auf 17 Mio M gesteigert
werden.

a) Welches jihrliche Wachstumstempo ist zu planen?
b) Wie groB ist die jihrlich zu planende Zuwachsrate?
¢) Um wieviel Mio M ist die Produktion im 1., 2., 3., 4., 5. Jahr zu steigern?

Welche der angegeb Zahlenfolgen sind beschrinkt? Im gegeb Falle sind die
gsten Schrani geben (n = 0, 1, 2,
—gymy _9)~ .
a) {(—2)™} b) {(—2)" c) {10n+ 10}
2ll+l
d 1 .. i
) T 1) o) fin(n + 1) ) {(H 1)3}

Von den nachstehenden Folgen (n = 1, 2, ...) ist zu zeigen, daB sie Nullfolgen sind. Wie
groB ist das Intervall, in dem alle Glieder mit » > 100 liegen?

Y

ne

Fiir welche Werte von ¢ sind die angegebenen Folgen Nullfolgen?

a) {n% b) {c"}
Die nachstehenden Grenzwerte sind zu berechnen.
a) Jim: 2=1 b) lim ——o o)iim AL

oo + 1 + 20 nsoo 2"

10n —2n® 4 1

d) lim —— lim —————

Vim 1 o lim o T 2m

. 1 " n 41 . 2n(n — 1)

f) 1 " 1 1 —1)" lim ———
)lmH_D,, lel < g) lim ( )n,_‘_1 h),,l':o P

Das Konvergenzverhalten der Folgen der Aufgabe 12.25. ist festzustellen. Gegebenen-
falls ist der Grenzwert anzugeben.

Ein Wald hat einen Holzbestand von 110000 m®. Der Holzbestand wurde 15 Jahre zu-
vor auf 80000 m® geschiitzt. Wie groB ist die auf das Jahr bezogene Wachstumsinten-
sitiat?

Die Fliissigkeit in einem GefiB kiihlt sich innerhalb von 15 Mmuten von 90°C auf 70°C
ab. Es sei vorausgesetzt, daB die Abkiithlung nach dem New Abkiil

erfolgt. Wie lange muB8 man warten, bis die Temperatur von 70°C auf 50°C gesunken
ist, wenn die Umgebungsbempemt.ur Ty = 20°C betriigt? [T = (T4 — Ty) e # + Ty,
TA peratur, TU U g g peratur.]

Ein Kondensator wird iiber einem Widerstand entladen (C = 47 uF, R = 270 kQ).

a) Wann ist seine Spannung auf den e-ten Teil abgeklungen?
b) In welcher Zeit ist die Anfangsspannung von U, = 150 V auf 10 V gesunken?
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12.57. Beim Einschalten eines Stromkreises mit der Induktivitit L erfolgt das Ansteigen der
Stromstirke nach dem Gesetz

R
U -t
=—[1—¢ .
a) Welchem Wert néhert sich die Stromstiirke mit zunehmender Zeit (Begriindung)?

b) Wann ist die Stromstérke den e-ten Teil von der theoretischen Endstromstirke ent-
fernt (Zeitkonstante 7)?

12.68. Der Grenzwert ist durch Ei einer geeig) Folge zu b
— at
&) T, 202 E0 ) i 28 ¢) lim @
z>-3 2*—9 -2 T+ 2 zsa T—a

12.59. Die Stetigkeit der Funktion y = f(z) ist zu untersuchen.

ﬂ)y=/(-‘t)=E b) y=flz) = =+ 1
% z  x—2
L 1

o) y = flz) =27 d) y = f(z) = 2= *

o) ¥ =fle) = ——
1427

12.60. Das Verhalten der Funktion y = f(z) im Unendlichen ist zu untersuchen.

a) y = f(x) = —4a* + 102* + 3 b)y=’(z)=1+x
= fla) = = = )
c)y~/(x)—l+x d)y—/(r)—1+z
e) 3’=/(1)=m f) y=[(z)=__1§$i;z
. _ _ 14 22 _l—a,‘
E)V—/(z)—l_wx h)y—_1+-z-’



13. Einfiihrung in die Differentialrechnung

13.0. Vorbemerkung

Kurventangente, Geschwindigkeit, Beschleunigung oder Temperaturgefille sind
Begriffe, deren mathematischer Inhalt gemeinsam durch den Begriff der Ableitung
erfaBt wird. Die Ableitung ist der zentrale und grundlegende Begriff der Differential-
rechnung. Nach ihrer Definition als Grenzwert und anschaulichen Erklirung wird die
Ableitung der Potenzfunktion hergeleitet. Da auf Grundlage der Ableitung viele
Probleme der Praxis gelést werden, gilt es, das Bilden der Ableitung zu formalisieren
und mit Hilfe einiger Grundregeln zu einer leicht durchfiihrbaren Operation zu ge-
stalten. Es folgt die Erklirung des Differentials mit einfachen Anwendungen in der
Fehlerrechnung.

13.1. Die Ableitung einer Funktion

Eine Reihe wichtiger naturwissenschaftlicher und technischer Fragestellungen fithrt
auf eine Problematik, die von grundlegender Art ist und der sich mit elementaren
Mitteln nicht beikommen 1iBt. Ein Beispiel ist die Ermittlung der Geschwindigkeit v,
eines ungleichformig bewegten Korpers zu einem Zeitpunkt ¢,

Bei der gleichformigen Bewegung ist die Geschwindigkeit gleichbleibend und durch
den Differenzenquotienten

Wegdifferenz _ & —8 _As
Zeitdifferenz = ¢, — 8, At

gegeben (vgl. Bild 13.1).
Bei der ungleichformigen Bewegung ist die Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt
eine andere. Der Differenzenquotient As/A¢ liefert deshalb nur eine mittlere Ge-
schwindigkeit fiir das Zeitintervall At =¢, — #, (vgl. Bild 13.2). Da sich die Ge-
schwindigkeiten am Anfang und am Ende der MeBstrecke um so weniger unterschei-
den, je kiirzer das Zeitintervall At und damit die MeBstrecke As ist, liegt es nahe, die
Augenblicksgeschwindigkeit als Grenzwert
. As

Yo —Alﬂlo A (¢9)
zu definieren.
Auf dasselbe mathematische Problem fiihrt die Aufgabe, an eine Kurve im Punkte P,
die Tangente ¢ zu legen. Die Lage einer Geraden ist durch zwei Punkte oder durch
einen Punkt und die Richtung der Geraden gegeben. Das Tangentenproblem léuft
deshalb darauf hinaus, die Richtung der Tangente in einem Punkte P, zu bestim-
men. .
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Gegeben sei die Kurve der Funktion y = f(x). Durch P, wird eine Sekante P,P = s
gelegt. Wandert P, wie in Bild 13.3 angedeutet, auf der Kurve in Richtung Py, so
dreht sich die Sekante und strebt fiir P,— P einer Grenzlage zu. Diese Grenzlage
wird als Tangente ¢ der Kurve im Punkte P, definiert. Die hier gegebene Definition
der Tangente erfaBt auch Sonderfalle. So kann, wie Bild 13.4 zeigt, die Tangente die
Kurve auch durchdringen.

o' n h ot o 4 r, ot T % x

Bild 13.1 Bild 13.2 Bild 13.3

0
Bild 13.4 Bild 13.5

Nach dieser Vorbereitung kann das Tangentenproblem rechnerisch erfat werden.
Um zum Tangentenanstieg zu gelangen, wird vom Sekantenanstieg ausgegangen,
der durch den Differenzenquotienten

Ay A s —w Hel= ) g a

gegeben ist (vgl. Bild 13.5). Fiir Az — 0 wandert P — P,;-die Sekante dreht sich in
die Tangentenlage. Der Tangentenanstieg ist somit der Grenzwert des Sekanten-
anstieges fiir Az — 0:
lim j‘_?{_ = lim M = tan 7,. (III)
Az—0 BT gy, T — X
Fiir den Differenzenquotienten (II) einer Funktion ist noch eine andere Schreibweise
iblich, Wird # = x, + Az gesetzt, so lautet der Differenzenquotient
Ay _ Af@) _ [z £ A2) — f(%0)

Az Az Az
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Zwei verschiedene Aufgabenstellungen fiihrten auf die Grenzwerte (I) und (III).
Beide haben den gleichen mathematischen Inhalt und bilden das Fundament der
Differentialrechnung.

LE1sN1zZ (1646 bis 1716) und NEwTON (1643 bis 1727) gelangten unabhiingig voneinander zur
Differentialrechnung, LEIBN1Z vom Tangentenproblem und NEwToN vom Geschwindigkeits-
problem ausgehend.

Definition

Ist f eine in der Umgebung von z, definierte Funktion und existiert der Grenz-
wert

lim Ay _ lim Afte) _ lim fl@o + Ax) — /(Io)’
Az—0 AT Azso Az Az—0 Az

8o heiBt die Funktion differenzierbar an der Stelle z,. Der Grenzwert wird mit
f'(w,) bezeichnet und 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle z, genannt.

Das Bilden des Grenzwertes wird Differenzieren oder Ableiten genannt. Der Vorgang
heiit Differentiation.

Im Zusammenhang mit der grafischen Darstellung der Funktion f ist f'(z,) der An-
stieg der Tangente an die Kurve von f im Punkte Py(zy; y,):

Der Tangentenanstieg wird auch Kurvenanstieg in P, genannt.

BEISPIEL

13.1. Fiir die Kurve der Funktion f: y = f(z) = 0,222 ist der Kurvenanstieg an der Stelle z, = 2
zu ermitteln.

Lisung:

Zunichst ist der Diff quotient zu bestimmen:
fl@y + Az) = 0,2(z, + Az)*
f(zo) = 0,22,

1o + Az) — f(zo) = 0,2((x + D) — %,"] = 0,2(2%0 Az + (Az)*]
Der Differenzenquotient lautet somit
Ay _ 0.2[2z, Az + (Az)*]
Az Az
= 0,2(22, + Az).
Der Kurvenanstieg ergibt sich daraus fiir Az — 0:
tan 7, = /(o)
= lim 0,2(22, + Ax)
Az—0
= 0,4x,.
Mit z, = 2 wird

tan 7y = 0,8.
—_—
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Unter Verwendung der Definition des Tangens:

Gegenkathete _ 0,8
Ankathete 1

188t sich die Tangente in P, leicht zeich (Bild 13.6).

tant, = ’

¥y
y=1flx)
|
l
|
4 X 0 X X
Bild 13.8 Bild 13.7

Wie Beispiel 13.1. zeigt, kann eine Funktion an jeder Stelle eines Arguméntbereiches
differenzierbar sein. So ist fiir das Beispiel

f@) =04.3=12 und f(—2)=04.(—2) =—08.

Definition
Eine Funktion f heiBt im Intervall I differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt des
Intervalls differenzierbar ist.

Die Funktion y = f(z) = 0,22® ist iiberall differenzierbar, weil der Grenzwert
f' (%) = 0,4z, fiir jedes endliche z, existiert und endlich ist. Da viele Funktionen
zumindest in einem Intervall differenzierbar sind, wird bei 2, der Index fortgelassen
und die Ableitung in der Form f'(z) geschrieben. Die Wertepaare (:c; /’(a:)) bilden wie-
der eine Funktion, die Ableitungsfunktion /* = {(z; /'(z))}.

Fiir die Differenzierbarkeit gilt folgender

Satz
J Ist eine Funktion an der Stelle «, unstetig, so ist sie dort nicht differenzierbar.

Die Funktion y = 1/x ist an der Stelle z, = 0 nicht differenzierbar, weil sie bei ,
unstetig ist. Aus der Stetigkeit, folgt aber nicht die Differenzierbarkeit. So ist die in
Bild 13.7 dargestellte Funktion an der Stelle z, zwar stetig, aber nicht differenzier-
bar. Die Kurve der Funktion hat im Punkte Py(zy; yo) zwei Tangenten, also an der
Stelle 2, zwei verschied Ableitungen. Sie ergeben sich, wenn die Ableitung als
links- und als rechtsseitiger Grenzwert gebildet wird,

Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit einer Funktion.

Satz
| Jede differenzierbare Funktion ist stetig,
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Fiir die Existenz des Grenzwertes
lim flx + Az) — f(z)-
Az—0 Az

ist nimlich notwendig, daB der Zihler des Differenzenquotienten fiir Az — 0 eine
Nullfolge ist. Damit jedoch

lim [f(z + Az) — f(z)] =0
Az—0

ist, muB
lim f(@ + Az) = f(z)
4z—>0

sein. Das ist aber nach 12.4.2. die Voraussetzung der Stetigkeit einer Funktion f an
der Stelle z.

Kontrollfragen
13.1. Wie wird die 1. Ableitung einer Funktion an einer Stelle definiert?

13.2. Wie ist der Differenzenquotient und wie ist die 1. Ableitung der Funktion y = f(z) an
der Stelle 2, geometrisch zu deuten?

Aufgabe: 13.1.

13.2. Die Ableitung der Potenziunktion

Es wiire mithsam, die Ableitung einer Funktion stets vom Differenzenquotienten
ausgehend zu bilden. Es geniigt, die Ableitungen von einigen einfachen Funktionen
zu kennen, um mit Hilfe von Ableitungsregeln eine Vielzahl von Funktionen diffe-
renzieren zu konnen.

Fiir die Potenzfunktion y = f(x) = «® (n positiv, ganzzahlig) lautet der Differenzen-
quotient:

Ay (&) —Ja) #—af

Az x — 2 x—x
Fiir « = x, ergibt die Division

=z = e o

— = bt g 4w e - m* i o+
— %

Der Grenziibergang x — 1, liefert die Ableitung an der Stelle x,:

f'(xp) = lim ﬂ =lm (271 4 22" 2 4 .o 4 g2 4 et Y)

Az—0 Az T2,
=n. "1,

Da y = f(x) = 2" iiberall stetig ist und der eben berechnete Grenzwert an jeder
Stelle x, des Definitionsbereiches existiert, folgt

nz*1 (13.2)
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d. h,, y = f() = =" hat die Ableitungsfunktion y’' = f'(x) = na™-'. Das fiir n ¢ N
gewonnene Ergebnis gilt auch fiir jeden reellen Exponenten n. Bei n ¢ N ist jedoch
der jeweilige Definitionsbereich zu beachten.

BEISPIELE
13.2. a) y = f(z) =
= f'(x) = 62 =£
coe
by =f&)=Yat =2°
- 1
2 1 2 _~-5 2
yY=fe)=+2" =—z ¥ =—+
3 3 3‘/;
Die Ableitungefunktion ist nur fir z > 0 definiert. Fiir z < 0 lautet sie
, 2
¥=-5—.
3=z
o)y = fle) = 1.
y = fz) = 3
Y=f@)=~% 1= 3= —=
dly =f@) ==
¥ =f@=1"1=2
v=r@=1

13.3.

13.4.

Fiir die Kurve der Funktion y = f(z) = 2® sind der Kurvenanstieg an der Stelle 7, = —2
und der T inkel in P, zu besti

Losung:

Die Ableitungsfunktion lautet
¥ =f(2) =3z

Fir z, = —2 ergibt sich
f(—2)=38-(—2)t=12.

Die Tangente an die Kurve der Funktion hat im Punkte Pg(—2; —8) den Anstieg
tan 7, = 12. Der Tangentenwinkel betrigt 7, = 85,24°,
——

In welchem Punkt hat die Tangente an die Kurve von y = f(z) = 1/z eine Neigung von
1356° gegen die z-Achse?

@aunq.
Fiir die Ableitungsfunktion ergibt sich
1

¥ =t =@ =—ter1= -1,

%

Das Argument z ist 8o zu wiihlen, da8 tan 7 = y’ = —1 wird. Die Gleichung
1

s ]

E
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hat die Losungen
o =—1, =41,

Die Tangente hat in den Punkten P;(—1; —1) und Py(1; 1) eine Neigung von 135° gegen
die z-Achse. EEE——

Aufgaben: 13.2. bis 13.4.

13.3. Einfache Ableitungsregeln

Zur Bildung der Ableitung einer ganzrationalen Funktion ist die Kenntnis von einigen
Ableitungsregeln notwendig.

Satz
Die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null:

Die Funktion y = f(x) = ¢ ist eine Parallele zur z-Achse im Abstand c¢. Daher ist
der Differenzenquotient unabhiingig von Az stets gleich Null:

Ay _ fet+Al2)—f@)_c—c
Az Az T Az
Die Ableitung als dessen Grenzwert ist ebenfalls 0.

Satz /
Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten:

[a-f@)] =a-f() : (13.4)
Es sei vorausgesetzt, daB die Ableitung der Funktion y = f(x) existiert und be-

kannt ist. Fiir die Funktion y = a - f(z) lautet der Differenzenquotient

Ay _afw+ Az) — af@@) _ a/(ﬂ? + Az) — (=)
Az Az Az '

Unter Anwendung des Grenzwertsatzes (vgl. 12.4.1.) folgt
e+ Az) — f(z)

v =Alit£0a Az
lima. lim @ 42) — f(@)
Az—0 Az
=a-f(@).

Satz
Die Ableitung einer Summe ist gleich der Summe der Ableitungen der Summanden:

[ @) + v@ = v@ + v | (135)
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Fiir die Funktion y = f(x) = u(z) + v(z) lautet der Differenzenquotient

Ay fz+ Az) — f(x) _ [u(@ + Az) + v(z + Az)] — [u(z) + v(#)]
Az Az - Az

_u(z+ Az) —u(@) | @+ Az) — v(x)
B Ax + Az :

Existieren die Ableitungen der Summanden, so folgt nach dem Grenzwertsatz von
12.4.1.
Y =) =v@ +v'@).

Regel (13.5) gilt auch fiir endlich viele Summanden sowie Differenzen.

BEISPIELE
13.5. Die Funktion y = f(2) = 2? — % + ¥z + 2 hat die Ableitung

V=t =t 3t

2Vz
13.6. An welchen Stellen hat die Kurve der Funkhon y = f(z) = 22® — 62® — 182 4 12
waagerechte Tangenten?
Léosung:
Bei waagerechter Tangente ist 7 = 0° und damit f’(z) = tan v = 0. Somit ist die Forde-
run;

(@) =62 — 122 — 18 =0

zu erfiillen. Die quadratische Gleichung
22— 22—-3=0

hat die Losungen 2, = —1, 2, = 3.

Die Kurve der Funktion hat bel ;= —1 und Hn=3 3 waagerechte Tangenten (vgl. Bild
13.8). _—

Aufgaben: 13.5. bis 13.13.

y=2x%-6x2-1x+12

Bild 13.8

B

-20
-301
40
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13.4. Das Differential einer Funktion

In der Praxis wird oft die Funktionswerténderung Ay einer Funktion f bei Anderung
des Argumentes z um Az benétigt. So interessiert bei der Berechnung einer GriBe aus
einem MeBwert der EinfluB eines MeBfehlers auf das Ergebnis.

Der Zusammenhang zwischen Ay und Az ist — von linearen Funktionen abgesehen —
kompliziert:

Ay = f(z + Az) — f(z).

Als Niherung fiir y ergibt sich eine einfachere Beziehung, wenn — geometrisch ge- .
sprochen — der Graph der Funktion im Intervall (z; z + Az) durch die Tangente an
der Stelle z ersetzt wird (vgl. Bild 13.9). In Analogie zur B hnung des S n-
dreiecks PQP; werden die Katheten im Tangentendreieck PQT mit it dz bzw. dy be-
zeichnet. Bei Anderung des Arguments um Az éndert sich der Funktionswert um Ay,
withrend die Tangentenordinate eine Anderung dy erfihft. Es leuchtet anschaulich
ein, daB Ay néherungsweise durch dy ersetzt werden kann, wenn Az = dz hinrei-
chend Kklein ist.

Bild 13.9

Die Anderung dy der Tangentenordinate wird Differential der Funktion y = f(z)
genannt. Das Differential dy 1i8t sich aus dem Tangentendreieck PQT berechnen:

dy =tanz-dx

oder, mit tan v = f'(z):

dy = f'(z) - de l (13.6)

Wegen y == f(x) ist auch die Schreibweise df(x) = f'(z) - dz iiblich. Es ist dz das
Differential der Funktion y = f(z) = 2: dy = df(z) = (z)' - dz = d=.

BEISPIELE
13.7. a) Das Differential der Funktion y = f(z) = 32® — bz lautet
dy = df(z) = d(32* — bz) = (3a® — Bz)' - dz = (62 — b) dz.
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b) Eine additive Konstante in der Funktionsgleichung éndert das Differential der
Funktion nicht:

d(32% — Bz + 8) = (328 — bz + 8)’ - dz = (6z — 5) dz.

138. d(3Yz —4) = (35-4) dz = %z"_ dz=2—Y:

Wiihrend stets Az = dx gilt, ist im allgemeinen dy = Ay; denn geometrisch ist Ay
die Anderung des Funktionswertes und dy die Anderung der Tnngentenotdmate Nur
bei der Geraden fallen Kurve und Tangente zusammen, so daB einzig fiir die lineare
Funktion dy = Ay gilt. Es ist aber bei hinreichend kleinem Az = dz

(13.7)

Entscheidend fiir die Néherung Ay ~ dy ist, daB sie mit kleiner werdendem Az an
Giite zunimmt. Genauer heiBt das: Die Differenz Ay — dy wird nicht nur absolut
kleiner, sondern auch die relative Abweichung

Ay — dy
Ay
geht mit verschwindendem Az gegen Null. Von diesem Sachverhalt gibt Bild 13.10

eine hauliche Vorstellung. Er soll noch an dem konkreten Beispiel der Funktion
y = f(x) = #® demonstriert werden.

y=f(x)

Bild 13.10

0 X xtdx x

Fiir y = f(2) = 2® ist
Ay = (& + Az)® —a®, Ay =32 Az + 32(A2)* + (Az)?,
dy = (%)’ Az, dy = 322 Az.
An der Stelle z = 1 gilt z. B.
Ay = 3Az + 3(Ax)* + (Ax)?,
dy = 3Az.

Gegeniiber der exakten Funktionswertdifferenz sind beim Differential die Gheder
mit héheren Potenzen der Argumentsinderung Az vernachlissigt. Nach de
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Tabelle zeigt, wie mit kleiner werdendem Az die Giite der Niaherung Ay ~ dy zu-
niznmt.

z Az Ay dy é!___d!
Ay

1 0,1 0,331 0,3 9,4%

1 0,01 0,030301 0,03 0,899,

1 0,001 0,003003001 0,008 | 0,10%

BEISPIELE

13.9. Mit welchem Fehler ist das Kugelvolumen behaftet, wenn der Kungeldurchmesser mit
@ = (3,00 4 0,01) cm gemessen wird?

Lisung:

V=—d,

EYE]

v = T3 Ad,
AV e dV.
Mit Ad = 0,01 em folgt
AV ~ +0,141 cm?.
13.10. Néherungsweise ist ¥1,06 zu berechnen.
Lésung:
Ausy = 123 und dy ==#_Azfolgtmity+Ay~y+dg
2

1
+ Ay & V2 + —— Az.
4 2Vz

Mit z = 1 wird daraus die Niéherungsformel

y+Ay~1+%A:c,

Vi + Az 1+ % Az
gewonnen. Fiir Az = 0,06 ergibt sich
¥1,06 ~ 1,03.
———
Die relative Abweichung vom genaueren Wert ¥1,08 = 1,02056 betrigt 0,04%,.

Eine wichtige Folgerung von (13.6) ist, daB sich die Ableitung einer Funktion als
Quotient der beiden Differentiale dy und ds schreiben 1a8t:

dy _
L=r@ (13.8)
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Die Ableitung einer Funktion wird wegen dieses Zusammenhanges auch als Ditfe-
rentialquotient bezeichnet. Er wird ,,dy nach dz* gelesen.

Wegen /'(z) = lim ﬁ gilt auch
Azs0 Az

limﬁ=dy

Jim =30 (13.9)

Das ist die einprigsame Definitionsgleichung von Lemniz fiir den Differential-
quotienten, der — wie in (13.8) festgestellt — gleich der Ableitung der Funktion an
der Stelle z ist. Formel (13.9) ist besonders fiir Anwendungen niitzlich.

Bei der ungleichfdrmigen Bewegung ist die mittlere Geschwindigkeit

e
A
Die Augenblicksgeschwindigkeit ist der Grenzwert
As  ds
v= h—»o ~ =@ (13.10)

Fiir den freien Fall ergibt sich damit aus
= iyl
8 =f(t) = 5 @
v=g=ro=g

Aus dem Mittelwert fiir die Beschleumgung folgt die Beschleumgung zum Zeit-
punkt ¢

. Av  dv
a _1}:3 = =4 (13.11)

Fiir den freien Fall ist v = g, also
a =g7.1/ =v'(t) =g.

BEISPIEL
13.11. Ein Fahrzeug féhrt mit einer Geschwindigkeit von v, = 20 m/s. Zur Zeit { = 0 wird das
Fahrzeug mit einer Verzégerung von a = 4 m/s? gebremst.

a) Welche Geschwindigkeit hat das Fahrzeug 3 s nach dem Einleiten des Bremsvor-
ganges?
b) Wie groB ist die Bremsstrecke bis zum Stillstand des Fahrzeuges?

Lisung:
a) Die Bewegung verléduft nach der Gleichung

a
8(8) = vot — ) 2,
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Die Augenblicksgeschwindigkeit ist die Ableitung des Weges nach der Zeit:
ds
v(l)=E- = vy — at.

Fiir ¢ = 3 8 ergibt sich v = 8 m/s.
—

b) Aus v(t) = 0 folgt ¢ = vy/a und

¥l

8=y,

NE

=l
2 d

Der Bremsweg betriigt 50 m.

Kontrollfragen

13.3. Wie ist das Differential definiert, und wie ist es am Graph der Funktion zu deuten?
13.4. Welche Anwendung findet das Differential in der Praxis?

Aufgaben: 13.14. bis 13.16.

13.5. Aufgahen

13.1. Eg ist der Diff, quotient aufzustellen und davon hend die Ableitung zu bil-
den. .
a)y=fa)=2 b) y = fl) = 2

¢) y=f(z) = 0,22 — 2z + 1,8
13.2. Es ist die 1. Ableitung zu bilden. .
8)y=flz) =" b) y = f(z) = 2* ©) @ = fg) = a1t

Q) y = f(a) = 1/at o k=f)=1m ) w=fw =10
9 v=fw=1u b y=fe) =1z i) s =fin ==
Vr

13.3. Wie groB ist der Anstieg der Kurve der Funktion y = f(¥) an der Stelle z = 1?
a) y=fz)=2* b) y = flx) = 2» o)y = flz) = a*
d)y = fla) =z
134. Unter welchem Winkel schneiden die Kurven der Funktionen y = f(z) = 2® und

y = g(z) = = einander?
Es ist der spitze Schnittwinkel anzugeben.

Hinweis: Als Schnittwinkel zweier Kurven wird der Schnittwinkel der T: im
Schnittpunkt definiert.

13.5. Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren.
8) g.=20— 32 +6 b)y=l2z‘—%z‘+%r’—2

c) y=az*+ 3a% +a’z + ¢ dy=(z+a(x—a)
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13.6. Desgl.
. 3
o) y=2zlz — 3z b) y=alz —Vbz gy=1V=
13.7. Welchen Winkel bildet die Tangente an die Kurve der Funktion y = f(x) = 0,12

+ 0,4z — 2 an der Stelle z; = —4,5 mit der z-Achse?

13.8. An welchen Stellen der Kurve mit der Gleichung y = f(z) = 0,22 + 1,22% + 0,82 — 2
bildet die Tangente mit der 2-Achse einen Winkel von 135°?

13.9. Unter welchem Winkel schneidet die Kurve mit der Gleichung y = f(z) = —2*+ 3z — 18
die z-Achse?

13.10. Wo hat die Kurve mit der Gleichung y = f(z) = 22® — 6,62 + 2,42 — 1,8 waage-
rechte Tangenten?

13.11. Im Scheitelpunkt der Normalparabel liegt die T: it ht. Die Koordi
des Scheitelpunktes der Parabel y = 2® + pz + ¢ sind zu bestlmmen

13.12. Wie heiBt die ganzrationale Funktion 3. Grades, deren Kurve die folgenden Bedingun-
gen erfiillt?

Die Kurve hat im Punkt P(2; —4) den Anstieg —3 und schneidet die Koordinaten-

achsen in z = 4 und y = 4.

Ansatz: y = az® + ba® 4 cz + d.

13.13. Fir welche ganzrationale Funktion 2. Grades geht die Kurve durch die Punkte

Py(—2;0,2) und Py(1; 7,4) und hat in P, den Anstieg 4,2?

13.14. Ein Kérper wird mit der Anfangsgeschwindigkeit v, = 15 m/s senkrecht nach oben ge-
worfen. Seine Bewegung verliduft dann nach der Gleichung
g
=gt — L2,
a8 =yt o )

a) Seine Geschwindigkeit nach ¢ = 18, 2 8, 3 s ist zu berechnen (g ~ 9,8 m/s?).

b) Die Ergebnisse von a) sind zu deuten.

©) Wie groB ist die maximale erreichte Hohe?

d) Wie groB ist die Geschwindigkeit des Korpers beim Wiederauftreffen auf dem
Boden? B

13.15. Es ist das Differential der Funktion zu bilden.

8)y =flz)=—2"+6c—5 b) w=w(u) = Tu

o) r =rt)=at—2 d)a=5(t)=%t‘

o) W= W) = % mes 1) A®) = % b

13.18. a) Ein Kreis hat einen Durchmesser von 1,98 m. Welcher Fehler tritt bei der Flichen-
berechnung auf, wenn d ~~ 2 m gesetzt wird?

b) Ein Wolframdraht hat einen Widerstand von 2000 Q. Durch Temperaturerhéhung
erhoht sich sein Widerstand um 15 Q. Um wieviel Ampere verringert sich die Strom-
stiirke bei einer Spannung von 220 Volt?

13.17. Es ist der Diff quotient aufs llen und davon ausgehend die Ableitung zu

bilden. i

a) y = fla) =2 b) y = flx) = 32*

o) y = fla) = —22 + bz d)a=a(l)=%t’

e) v=19f) =gt f) r=r(u) =1242+3
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

Desgl.

3)y=f)=Ve b) r=r(t) = ¢Vt

Hinweis: Im Differenzenquotienten ist der Zihler rational zu machen.

Unter welch Winkel schneiden die Kurven der Funktionen y = f(z) = «® und
y = g(x) = x einander?

Es ist der spitze Schnittwinkel anzugeben.

Hinweis: Als Schnittwinkel zweier Kurven wird der Schnittwinkel der Tangenten im
Schnittpunkt definiert.

Die Gleichung der Tangente in P,
Y — Yo = m(z — %)
ist aufzustellen.

a)y=2a% =2 b)y=x,zo=—2
1
o) y =2% & = —0,6 d)!!=ﬁ'%=2,25
Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren.
a) y= —0,42* + V2224 1,22 — 8
) 3z 42

b) y = f(t) = (8¢t — 1) ===
)y = ft) = ( ) o) y="5g

22 —z+ 1 —62t 4 327 + 2 — 2
Dy =" VY= ——

4 22 —3
ny=aV2 gy=—"="

1—z
h)y=

z+Vx

Die Kurve mit der Gleichung y = 0,22* — 1,822 + 3z + 2,4 ist mit Hilfe von Punkten
und Tangenten fiir z = 0, 1, ..., 6 zu zeichnen.

Welchen Winkel bildet die Tangente an die Kurve der Funktion y = f(z) an der Stelle
2, mit der -Achse?

_ 231

8
a) y » 2 =23 b)y="V2, 2 =15

An welchen Stellen der Kurve mit der Gleichung y = f(z) = —0,3z* — 0,42® + 0,62*
+ 0,2z bildet die Tangente mit der z-Achse einen Winkel von 135°?

Unter welchem Winkel schneidet die Kurve mit der Gleichung y = f(z) die 2-Achse?

a) y = 0,12% — 0,222 — 0,3 b)y= (z—m(x-f- ﬁ)’

o) ¥y = 0,2(2® — 3z)

Die Kurve y = ka® — 0,4x hat an der Stelle x = 2 den Anstieg m = —1,6. Welchen
Wert hat k? 5

‘Wo und unter welchem Winkel schneiden die Kurven einander?
By=2 uwd y=Jz
b)y=062"+1und y = —0,62 + 2
c)y=2—22?+22 +2undy =22 —1
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13.28.

13.29.

13.30.
13.31.

13.32.

13.33.

13.34.

13.35.

13.36.

13.37.

13.38.

Wo hat die Kurve mit der Gleichung y = f(z) waagerechte Tangenten?

a) y = 07578 + 22° — 4,621 — 18z + 15

b)y=2a®—2*+ 0250 —3

Die T: tengleick in P, ist anfzustell

a)y=222—8 —1,2,=005 '

b)y=—42* — 2+ 2,2,=—0,56

Fiir die Parabel y = 42?® 4+ Bz + C sind die Scheitelpunktskoordinaten zu bestimmen.

Unter welcher Bedingung hat die Kurve der Funktion y = az® + bz keine waage-
rechten Tangenten?

Wie heiit die ganzrationale Funktion 3. Grades, deren Kurve die folgenden Bedingun-
gen erfiillt?

Die Kurve schneidet die 2-Achse bei 2 = —2 unter einem Winkel von 45° und die
y-Achse in y = 2 unter einem Winkel von 80°.

Ansatz: y = aa® 4 ba® + ez + d.

Die Kurve einer Funktion 3. Grades geht durch die Punkte P,(—1;0), Pg(0; 2),
Py(1; 0) und schneidet die z-Achse in P; unter dem Winkel von 45°.

a) Wie heiBit die Funktionsgleichung?

b) Wie lautet die 3. Nullstelle?

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die die Kurve mit der Gleichung w = %% — 1,54
+ 4 beriihrt und die Gerade mit der Gleichung w = 2u — 3 unter einem rechten Winkel
schneidet?

Welcher Bedingung miissen die Koeffizienten der Funktion y = a® + a2? + bz + ¢
geniigen, damit ihre Kurve nirgends eine waagerechte Tangente hat?

a) Die Kante eines Kupferwiirfels von 1 cm Kantenlinge verlingert sich durch Er-
wiirmen um 3,2 - 10~ cm. Wie groB ist die Volumenzunahme des Wiirfels?

B 3
b) Von ¥1000 ausgehend ist ein Néherungswert fiir Y1030 zu bestimmen.
3
Hinweis: Es kann z = 1000, Az = 30 gewihlt werden, da die Kurve von y = }/:—r—
in der Umgebung von z = 1000 nur eine geringe Kriimmung ausweist.

Ein PKW fihrt mit der Geschwindigkeit v,. Er wird mit einer Verzogerung von
a = 4 m/s® geb it und k t nach einer B: ke von 25 m zum Stehen.

Wie groB war seine Geschwindigkeit, und welche Zeit wurde fiir den Bremsvorgang be-
notigt?

Ein GeschoB wird unter dem Winkel « gegen die Horizontalebene abgeschossen (Bild
13.11). Seine Bewegungskomponenten in honzontaler und vertikaler Richtung sind
dann (ohne Berii ung des Luftwiderst:

Teaioht

z=2z() =vtcosx, y=y(t)=v¢sina— % .,

@ Bild 13.11
X
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13.39.

a) Wie groB sind die Komponenten v, und v, seiner Geschwindigkeit zur Zeit ¢?
b) Wie gro8 ist seine Bahngeschwindigkeit v zur Zeit ¢?

¢) Wie groB ist seine Aufschlaggeschwindigkeit v, an.der Stelle z,?

d) Wie gro8 ist die Gipfelhéhe?

Ein Kérper bewegt sich mit der Geachwmd.lgkelt vp = 18 m/s. Er wird gebremst und
bewegt sich bis zum Stillstand nach dem Weg-Zeit-Gesetz:

8=18m/s -t — 2,4 m/s® - ¢* 4 0,04 m/s? 3,
Wie lang ist der Bremsweg?



14. Die Ableitung der elementaren Funktionen

14.0. Vorbemerkung

Mit der Bereitstellung weiterer Ableitungsregeln wird der Kreis der Funktionen, die
abgeleitet werden kénnen, betrichtlich erweitert. Es werden Regeln zur Ableitung des
Produktes mehrerer Funktionen, des Quotienten zweier Funktionen, der mittel-
baren Funktion sowie der Umkehrfunktion hergeleitet. Die Ableitungen der trans-
zendenten Funktionen beschlieBen diesen Abschnitt. Damit ist die Moglichkeit ge-
geben, alle vorkommenden Funktionen abzuleiten.

14.1. Weitere Ableitungsregeln
14.1.1. Die. Ableitung des Produktes mehrerer Funktionen

Es soll die Ableitung der Funktion y = f(z) = u(z) - v(z) gebildet werden unter der
Voraussetzung, daB die Ableitungen der Funktionen u = u(x) und v = v(z) existieren
und bekannt sind. Der Differenzenquotient lautet

Ay ur + A2) - v(x + Az) — u(z) - o(@)
Az Az

Vor dem Gtenziiberga.ng soll der Differenzenquotient so umgeformt werden, daB die
Differenzenquotienten —— (x) (z) auftreten. Wird im Zihler

—u(z) - v(z + Az) + u(z) v(x + Aa:) (— 0) addiert, so folgt

_Al — w(x + Ax) - v(x + Az) — w(x) - vz + Az) + u(x) - vix + Ax) — ulx)-v(x)

Az ‘Az
_ u(x + A:l — u(z) ole + Ax) + v(z + AAzi — v(x) -
- ( ) v(x + Az) + v(z) u(x).

Wird jetzt der Grenzwert fiir Az — 0 gebildet, so ergibt sich fiir die Ablvitung
F@) =[u(x) - e(@)] = w'(@) - v(x) + 2'(z) - w(0).

Diese Ableitungsregel wird Produktregel genannt:

(uv)’ (14.1)
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Aus Formel (14.1) liBt sich leicht die Formel fiir das Produkt y = uvw herlelten,
wenn uv zunichst als ein Faktor aufgefaflt wird:

= (w)w,
¥ = W) w+ (W) w',
Yy = (u'v + w') w 4 wow',
Yy = w'ow + wv'w + uww'.
Nach diesem Vorgehen kann auch die Produktregel fiir n Faktoren gewonnen werden,

Sie lautet
(rttge+~tn) =Ygty + Uyt o Uy

7 Summanden
BEISPIEL
3
14.1. Bei der Funktion y = (322 — 1) Jz ist

wu=@32—1, v=2°,

u = 6z, v’=%:¢_i.
Es folgt
3 =
v =6zVz + 3_“T1
3}/z’

Das Ergebnis kann im vorliegenden Fall auch ohne Produktregel durch vorheriges Aus-

3
multiplizieren von (322 — 1) V= gewonnen werden.

14.1.2. Die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen

Es soll die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen gebildet werden, deren Ab-
leitungen existieren und bekannt sind. w()
Der Differenzenquotient der Funktion y = f(z) = ——- lautet

v(x)
Ay 1 w(x + Ax) u(x)
E_A:c v(x + Az) —W]

_ L u(x + Az) - v(z) — u(z) - v(z + Ax)
T Az v(@ + Az) - v(z) :

Nach der Addition von —u(z) - v(x) + u(z) + v(x) im Zihler folgt:
" T T—
Azr v + Az) - v(z)
(@ + A%) - (&) — ula) - v(x) + u(@) - v(&) — u(z) - v(a + Az)
Az

_ 1 u(x + Ax) — u(z) (x4 Az) — v(x)
" o+ Az) - v(@) [ Az vte) . Az u(:t)] 8
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Der Grenziibergang fiihrt auf die Quotientenregel

u\ u'y — uv'
(;) e (14.2)
BEISPIELE
i 2 —1 .
142, Fir y = flz) = o—— ist
u =2 —1, v = 322 — 22,
w =2, v =6z — 2.

Einsetzen in Formel (14.2) liefert

2(322 — 22) — (22 — 1) (6 — 2)

yr= (322 — 2x)?
,_ —622 6z —2
= (322 — 2a)?

14.3. Fiir die sogenannte reziproke Funktion y = ,(1—) folgt
z,

L0 @ L, @
VST e 0 YT e

14.1.3. Die Ableitung der mittelbaren Funktion

Fiir mittelbare Funktionen — wie y = f(x) = 3z — 1 — ist eine weitere Ableitungs-
regel erforderlich.
Im angefiihrten Beispiel sind zwei Funktionen:

u=gx)=3x—1 und y=h(u)=]/;

miteinander verkettet (vgl. Bd. I, 10.6.2.). Innere und #uBere Funktion sind einfache
Funktionen mit bekannten Ableitungen. Mit Kenntnis dieser Ableitungen kann eine
mittelbare Funktion differenziert werden.

Ist die mittelbare Funktion y = f(x) = h[g(x)] gegeben und existieren die Ableitungen
der Funktionen » = g(x) und y = h(u), so existiert auch die Ableitung der Funktion
y = f(z). Ihr Differenzenquotient kann in der Form

geschrieben werden. Wegen der Differenzierbarkeit von g und A geht mit Az — 0
auch Az — 0, und mit Ax — 0 geht wiederum Ay — 0. Da die Ableitungen von g
und & existieren, kann der Grenzwertsatz aus (12.4.1.) angewendet werden. Es ergibt
sich die Kettenregel

f'&) = k() - g'(%) (14.3)
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In der von LumBN1z eingefiihrten differentiellen Schreibweise ist ‘die Kettenregel
besonders einpriigsam:

dy dy du
P i (14.4)
Zu beachten ist, daB » im ersten Faktor unabhingige, im iten Faktor abhiing

Variable ist. Die Kettenregel ist auch auf den Fall von zwei und mehr inneren Funk-
tionen anwendbar. Fiir y = f(z) = w{v[u(z)]} gilt z. B.

e =w'(v) - v'(u) - u'(z).

BEISPIEL
14.4. y = f(z) = ¥3z — 1 hat mit
1
u=3—1, y=u?
1
du _ 5 4y _1 .-
dz % 2
die Ableitung
1
PR e T

Die Kettenregel ist auch bei der Ableitung von Funktionen anzusetzen, die in impli-
ziter Form dargestellt sind. Ist z.B. eine Funktion durch f: 3® — 2% + 2 =0,
z € X, y € Y gegeben, 80 ist y = f(z), und bei der Ableitung von

[f@)P — (@) + =0

muB die Kettenregel angewendet werden:
@) f (=) — 22 f(z) — - f(2) + 1 =0.

Das kann auch unter Beibehaltung der gegebenen Schreibweise geschehen:
3yt-y — 2wy —2aly +1=0,

,_2zy—1
Vo=
BEISPIELE )
2
3 2,
14.5. Die Ableitung von y = }/z_’ = z? kann auch aus der impliziten Di llung g
werden:
P—22=0,
3y’ — 22 =0,
e R B8 R
% 3im sz

Das Ergebnis bestitigh fir den vorliegenden Fall die Anwendbarkeit der Formel
(z")’ = na™? bei rationalem n.
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14.6. Es soll die Tangentengleichung des Kreises 22 4 y? = #? fiir den Beriihrungspunkt
Po(zy; y,) auigestellt werden.

Lésung:
Differenzieren der Kreisgleichung ergibt

2 + 2y’ = 0, y'=—-;—’.

Der Tangentenanstieg in P, ist somit y," = — ? . Die Tangente in P, hat die Gleichung
0
L—Y_ &
T =% Yo
o E2
y=——z+— 44
% w
2
y= ——Lz 4 L
o Yo
14.7. Ein Kérper X wird an zwei iiber zwei Rollen laufenden Seilen herabgel. (vgl. Bild

14.1). Jedes Seil liuft mit der Geschwindigkeit v, iiber die Rollen. Zur Zeit ¢ = 0 ist
4K = 1,.

Bild 14.1

'a) Welche Senkgeschwindigkeit hat K zur Zeit ¢?
b) Fir a =1,6m, r, =2,1m, v, = 0,9 m/min ist die Senkgeschwindigkeit zur Zeit
t; = 2 min 2u berechnen.

Losung:
a) Esist
h=ht) =V —a® mit r=r(t) =7, 4 v
Die Senkgeschwindigkeit ist durch die Ableitung dk/d¢ gegeben:

dh_dh dr
dt dr dt’

B_g L,

dt 2V —a®

dh YT Vo(ro + vgt)

U E—a Jrtr—a
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b) r(t;) = 2,1 m 4 0,9 m/min - 2 min = 3,9 m
BE) = V3,9 — 1,6°m = 3,6 m

ﬁ _ 09 m/min - 3,9 m
T 3,6 m

b _ 0,975 m/min.
dt

14.14. Die Ableitung der Umkehrfunktion

Bei Umkehrung der Zuordnung ergibt sich aus der Funktion y = f(») die Umkehr-
funktion z = f~1(y) (vgl. 10.3.). Die Gleichung « = f~*(y) entsteht durch formales
Umstellen der Gleichung y = f(z) nach z.

Die Funktion y = f(z) sei eine im Intervall X umkehrbare und differenzierbare
Funktion. AuBerdem soll die Ableitung ' = f'(z) in X nirgends verschwinden. Unter
diesen Voraussetzungen ist auch die Umkehrfunktion z = f/~1(y) im Bildintervall ¥
differenzierbar. Az

Der Differenzenquotient der Umkehrfunktion lautet —. Da f die Umkehrfunktion
von f~1 ist, gilt Ay = f(x + Az) — f(x) und somit

Az Az _ 1
Ay flz+Ax) —fla)  fle £ A) —f@)
. Az
Wegen der Differenzierbarkeit von f und nach dem Grenzwertsatz aus 12.4.1. folgt
Az 1 1
g =lim e =~
W = Ay = o et A @ T®
Az—0 Az
[ = - (14.5)
/') '
In differentieller Schreibweise lautet die Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion
dx 1
T (14.6)
dz

Dieses Ergebnis laBt sich auch geometrisch deuten. Wird bei f und /- die Bezeich-
nung der Variablen beibehalten, so sind die Graphen von f und f~! identisch (vgl.
Bild 14.2). In einem Punkte P = P des gemeinsamen Graphen gelten folgende Zu-
sammenhinge:

Funktion f Umkehrfunktion f-!
Argument, 7 y
Funktionswert y z
Argumentsénderung dx dy
Differential dy dz

Anstieg tan v tan 7
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Wegen 7 = 90° — 7 gilt

tan 7 = tan (90° — 7) =

tan 7’
dx 1
Ay~ dy
) dz

Hier zeigt sich besonders deutlich, wie zweckmiBig die LErBN1zsche Symbolik ist,
die die Ableitung als Quotient zweier Differentiale schreibt.

y y=rfilx)
x=f7(y)
[
ytdy = !
dy 7 - dy
i P=p ax
Bild 14.2
0 x Xty x
BEISPIELE
148, y=fz) =22 (x> 0), z=F) =Yy >0,
Y _ - =L
dx_/(x)_%’ dy_[f—(y)]—h'
1
)y =——.
2Vy
Wird die Bezeichnung der Variablen vertauscht, so folgt fiir y = Vz die schon bekannte
Ableitung y* = L_.
2V

14.9. Fiir die durch die Kurvengleichung # — y® + y* = 0 gegebene Kurve soll der Anstieg
im Punkte Py(0; 1) bestimmt werden.

Lésung:
z=fy)=9*—y*® (yunabhingig!),
[ )) = 2y — 397,

1

) ke
o= Fer ~w—s
. 1 o
tanr=}(0)=m=—1, T = 136°.
Kontrollfragen

14.1. Wie lauten Produkt- und Quotientenregel?

14.2. Wie wird eine mittelbare Funktion differenziert?

14.3. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Ableitungen von Funktion und Umkehr-
funktion?
Wie spiegelt sich dieser Zusa hang geometrisch wider?

Aufgahen: 14.1. bis 14.8.
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14.2. Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen

Der Differenzenquotient der Sinusfunktion y = sin z hat den Wert
Ay _sin(z 4 Az) —sinz
Az Az :

5 2
Die Umformung mit sin (# 4+ Ax) — sin z = 2sin % cos _%Aa: liefert

. Az Az . Az
Ay zE sin — cos (:c + T) sin —

Ay o2 T o~ )
Az Az =g 2/
3

Beim Grenziibergang sind der Grenzwertsatz aus 12.4.1, und Formel (12.14) — nach-

Az
dem —— = z gesetzt wurde — anzuwenden.

2
Wegen
. Az
o5 sin z Az
lim =lim——=1 und lim cos (:c + —) = cos
Az Az =0 2 Az—>0 2
2
folgt als Ableitung fiir die Sinusfunktion
cos x (14.7)

Wegen cos x = sin (z + %) kann die Ableitung der Funktion y = cos x durch Ab-

‘leiten von y = gin (x + %) unter Anwendung der Kettenregel gewonnen werden:
y=cosz=sin(z+%), u =z+%, y =sinu,

—=1, E’i—=coeu.

Nach der Kettenregel folgt
Yy’ = (cosz)’ = [sin (a: + %)] =1.cosu,

y = cos(z-{-%) = —sinz.
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Die Ableitungen der Tangens- und der Cotangensfunktion kénnen nach Umformung
mit Hilfe der eben gefundenen Ergebnisse gebildet werden. Zu beachten ist, daB die
Funktionen iiberall dort nicht differenzierbar sind, wo sie nicht definiert sind.”
sin z cos
y =tanz = Yy =cobx = —
cos z sin z

i —sin  sin & — cos  cos x

v = coB x co8  + sin x sin z

cost z - sin?z
= cos®x + sin®x . sin® z + cos? z
cos? x sin? z

Mit sin® x + cos? z = 1 folgt

(ba.n z) = e 1+ tan? x (14.9)

(cot z)" = o

= —(1 + cot?x) (14.10)

BEISPIELE
14.10. y = sin 2z

1. Weg: ¥y =2sinzcosz
Yy =2cos?z — 28in?z
Yy = 2(cos? z — sint ) = 2 cos 2z
—

2. Weg: u = 2z,

y=¢sinu
%=2;' :—Z=00F‘u
Yy = 2cosu = 2cos 2z
14.11. y = J1 —sin 2z .

u =2z v=1—sinu y=Vv
du dv dy 1
—_— =2 _——=— —_
dz du Sgnt dv 21y

‘1

Yy =2.(—cos2t) s ——

2¥1 — 8in2z

= = cos 2z

. V1 — sin 2z

¥ = —V1 +4sin22 °

Aufgahen: 14.9. bis 14.11.
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14.3. Die Ableitung der logarithmischen und der Exponentialfunktion
14.3.1. Die Ableitung der logarithmischen Funktion

Es soll die Funktion des natiirlichen Logarithmus y = In z abgeleitet werden. Der
Differenzenquotient

1nx+Ax
Ay In(@+Ax)—Inz z
Ar Az - Az

wird zunichst ulngeformt:

Ay 1 Az 1 =z Az
’A?“E]“(I+T)—?'HI“(I+T)
z
=l.1n(1+£)“’_

x x

Fiir Az — 0 geht 2 _, co. Der Numerus des Logarithmus hat nach Formel (12.10)
den Grenzwert

z z
lim (1 + ﬂ)“ —lim 14—t \B7 = i (1 da l)" —;
x x n

Ar—0 Az—0 n—00

Az
Folglich ist

z
lim _A_y = lim l -In (1 + £)AI =l1n e.
Az—0 BT  Az—0 T € x
Wegen Ine = 1 gilt
(nz) = ! 14.11
== (14.11)

Die Logarithmusfunktion mit der Basis @ 148t sich umformen:

1
y=log,z = mlnx.

Thre Ableitung lautet also

(14.12)

(log. )’ = zlna

Dije Einfachheit von Formel (14.11) ist ein Grund, warum der natiirliche Logarithmué
in der héheren Mathematik bevorzugt wird.
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BEISPIELE

14.12. y=In (1 — z); u=1—2 y=Inu
B - i/
dz du u

14.13. Das Anwenden arithmetischer Umformungen erleichtert oft das Differenzieren. Auf
Aquivalenz der Umformung ist aber stets zu achten.

x
s,)y_]nl+x b)y =Iny1 — 2? e) y =Inf(z)
1 : = Py
y =z —In(l+2) y=?ln(l—ﬁ) y = f(x) 7@
R N PR SPEr TS o L)
Yy Tt e V=g BT Y= )
v x
¥ = 1— a2

14.3.2. Die Ableitung der Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion
y=fx) =a* a>0
hat die Logarithmusfunktion zur Umkehrfunktion:
z=f7"y) =logay, y>0.
Deren Ableitung lautet nach Formel (14.12)

1

[ )] = T
Daraus folgt mit Formel (14.5)

1

) = o — yIna.

@) = gy =vine
Also ist

[ @) =a*lna (a>0) (14.13)

Im besonderen wird fiira = e

BEISPIEL
14.1448) y = aeb?, y = abelz

b)y =ecosz

(14.14)

Yy = e? cos x + % - (—sin z)

y’ = e? (cos x — sin z)
—_—
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Formel (14.14) ist bemerkenswert: Die Exponentialfunktion y = e? ist identisch mit
ihrer Ableitungsfunktion. Anschaulich bedeutet das: An jeder Stelle x des Definitions-
bereiches haben Ordinate und Anstieg den gleichen Wert. Diese Eigenschaft und
GL. (14.11) verschaffen der Zahl e ihre besondere Stellung in Theorie und Praxis.

14.3.3. Differenzieren nach Logarithmieren -
Die Kettenregel erlaubt die Differentiation einer weiteren Klasse von Funktlonen‘
der Form
y = f(®) = ul@ye.
Wird logarithmiert:
Iny = v(z) - Inu(z), .
so folgt unter Anwendung von Kettenregel und Produktregel
1 w'(x)
— .y =v'(@) Inulx) + v(z)- .
SV =) Inul) +vle)
Mit y = u(z)*® lautet die Ableitung

y' = ulz)® [v'(z) 2 In u(z) + v(z) - u'(ﬂ:)] .

u(z)

Auch bei Funktionen, die nach schon bekannten Ableitungsregeln differenziert
werden konnen, ist das Verfahren selbstverstindlich anwendbar. Unter anderem
kann die Potenzregel (2")' = nz"-1 wie folgt fiir jedes reelle » bestéitigt werden:

y=a",

lhy=nlnz,

Yo, 1
Y x
, Yy e
=Nn—-=nN-—,
Y x x
y' = na™l,

Da n keinen Voraussetzungen unterworfen wurde, gilt die Poténzregel fiir jede reelle
Zahl n.

BEISPIEL .

14.15. y = a8z, 2> 0 Iny=sinz-lnz
1 vy =cosz.lnz+ (sinz)-l y = gsinz (cosx Inz + Em_z)' x>0
y z z

14.4. Die Ableitung der zyklometrischen Funktionen

Fitr die in 10.5.3. behandelten zyklometrischen Funktionen ergibt sich die Ableitung
unter Verwendung ihrer Umkehrfunktionen. Aus

y = arcsin # = f(x)
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folgt
z =siny =fy)

und nach (14.5)

' S N S
6= g = oy ey fi—=
(arcsin z)’ = —1—}/1;_—:‘2 (14.15)
Entsprechend ist

(arccos z)’ = _—V1~1—=—;’ (14.16)
tan 2)’ = — (14.17
(arctan z)’ = ﬁ—z’- .17)
tz) = L 14.18
(arccot z) =—17= (14.18)

Aufgaben: 14.12. bis 14.16.

14.5. Aufgaben

Die nachstehenden Funktionen sind unter Anwendung von Produkt-, Quotienten- und Ketten-
regel zu differenzieren.

14.1. a) y=(3a®—22) 2z + 1) b) y = (22° + 32) (1 — a?)
c)y=(a—a—2a?)(1+bz) d) y = z(z® — 1) (1 — 22)
14.2. Am Beispiel 2° = 27 « 22 ist zu zeigen, da8
(w-v) Fu - v.
z z*
14.3. n.)y—l+x b)_y—l+x
_z+1 _ 2
oy=-— d)y_1+z=
144. a) y = (3z + 1)1 b) y=(a —2)°
¢) y = (22* — 322 + 1)®
145. a)y =132 —1 R SR~
o) g = 2z

142t
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12
146. a) w=7¥1—u b)a:(l——tF
e) z=(1— &)
14.7. Xur tieg und Ansti inkel der Kurve von y = f(z) im Punkte P, sind zu be-
stimmen.
Oy =1rm Pltiw) D) y=VI+2, P2

14.8. Nachstehende Funktionen sind zu differenzieren (y = f(z)).
a) PP —2=0,y=20 b)at+yt=1%y=0

Nachstehende Funktionen sind zu differenzieren.

149. a) y =zsinz : b) w = 2sin (2t — 1)
c) y =71 — cosx
14.10. a) y =z tanz b) y = cot? z

¢)y=1VJ1 +tanz
14.11. Unter welchem Winkel schneidet die Kurve von y = f(z) die 2-Achse?
a) y=sinx b) y = tanz
Nachstehende Funktionen sind zu differenzieren.

1412. a) y=zlnz by gim B2
z
¢) y=In(1 —a? d) y =Iny1 + %
11—z
=1

oy n1+x )
14.13. a) y =z e? ) b) y = et & g= % (e — ety

d) y = ecost e) y=Insinz

14.14. An welchen Stellen hat die Kurve von y = e~#(1 — 22) waagerechte Tangenten?

14.15. Nachstehende Funktionen sind zu differenzieren.

a)y=2a%2>0 b) y* = 2e®
14.16. Desgl. .
a) ¥ = (1 + 2?) arctan 2 b) y = arcsin ¥1 — 2#

Die nachstehenden Funktionen sind unter Anwendung von Produkt-, Quotienten- und Ketten-
regel zu differenzieren.

14.17. a) y = (223 — 3z + 4) (2* — 1)
b)y=(2—2°)(1—2?) ¢) y=(a— 2% (b—a?
d) y = 2*1 + az) (1 — b2)

14.18. a) y = (1 + 2 b) y = (a2 — 1)V
dy—(—2 s By = (1 —¥7) (1 +77)
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7

14.19.

14.20.

14.21.

14.22.

14.23.

14.24.

14.25.

14.26.

_ 2—1 2345
s)y="T—3 b)yﬂ——_h
1 1
VY=F1 Dy =15
1 (@1 —2)
V=Gt Dy ="—0 s
— 223 a — bz
VY =Grna—= Wy =
x z
VY= T DY =y
3z — 2 x
=2, d)y=——
VY =Gy i
1—2z
e)y= =~
a)r=ty1—1¢* b)yz=1— .
V1¥u
uw—1
e) ¥ = ——
w41

An die Kurye der Funktlon y= /(a:) so]l die Tangente mit dem Anstieg m gelegt werden.

Wie lauten die Koordi des Berithrungsp

2 z
a)y=T—‘_::’ m = 0,25 b)y=1T§, m=1
c)fy=V1—z’! m=§-ﬁ
Die Tangentengleichung im Punkte P, ist aufzustellen.

a? 2
&)y=1_zv 2 =3 b)y=m". Ty = —2
c)y="Va2+ 1, 2,=075 d) y =79 — 422, z,=12

Die Ab der Schnittpunkte und die Schnittwinkel der durch die Gleichungen ge-
gebenen Kurven sind zu berechnen,

a)y=z 2>0 und xy = 16

b) y =a® — 32% 4 b2 und y=22*—z+2

Nachstehende Funktionen sind zu differenzieren (y = f(x)).

a)y?—z=0, <0 b)yz2=1, y>0

2
y20 ) 23 +9° =a?

o) bla? + byt = 0¥, . y20

Die Funktion y = f(z) = u(z)

dargestellt werden. Die Quotxentenregel ist durch Ableiten dieser impliziten Form herzu-
leiten.

kann auch in der impliziten Form f(z) - v(z) = »(z)
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14.27.

14.28.

14.20.

14.30.

14.31.

14.32.

14.33.

14.34.

Die Ableitung der Funktion y = i/a:—? ist aus der impliziten Form der Funktionsgleichung
¥9 = 2P zu gewinnen.

Kur tieg und Ansti inkel der Kurve von ¥ = f{z) im Punkte P, sind zu be-
stimmen.

a) 2* —y?=0, Py(1,2; yo > 0)
b)a? — 2t =1, Py(1,85 y, < 0)

Es ist die Tangentengleichung der Kurve K auf: llen, die die gegebene Bedi
erfiillt (P, € K). '

a) g — 3z — 4y =0, Py(—1;1)

b) (z — 6)2 + (y — 6)* = 100, Py(—2,y, < 0)

¢) 4% + z = 1; Tangente parallel 2y + 2 = 10

Ayt 4+22—4y—-3=0;T ten in den Schnittpunk mit der 2-Achse

g

Der Radius eines Kreises wiichst mit der Geschwindigkeit v,. Mit welcher Geschwindig-
keit wiohst

a) der Umfang
b) die Fliche
des Kreises?

Der Umfang eines expandierenden Kreises wiichst mit 1,5 om/s. Wie schnell wiichst die
Fliche zu dem Zeitpunkt, an dem der Radjus 6 om betrégt?

Eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks wiichst mit 2,8 om/s, wihrend die andere
Kathete die konstante Linge von 5 cm beibehiilt. Mit welcher Geschwindigkeit wiichst

die Hypot ¢ zu dem Zeitpunkt, an dem die Linge der Hypotenuse 13 om betrigt?

Eine Stange von der Linge ! = 30 cm gleitot mit ihren Endpunkten 4 und B in den
Fithrungen eines rechten Winkela (vgl. Bild 14.3). Der Punkt A bewegt sich mit 2 em/s
in z-Richtung. Welche Geschwindigkeit hat B zu dem Zeitpunkt, an dem OB = 24 om
ist?

Bild 14.3

In ein leeres kegelférmiges Gefd8 mit 12 cm Durchmesser und 18 cm Hdhe wird Wasser
mit einer Geschwindigkeit (Volimenstrom) von 12 em?/s gefiillt.

a) Wie schnell steigt der Flissigkeitsspiegel zu dem Zeitpunkt, an dem das GefiB zu
1/8 gefiillt ist?
b) Wie schnell steigt der Flissigkeitaspiegel zur Zeit t = 8 8?
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Nachstehende Funkti sind zu diff
14.35. a) y = (1 —sin z) cos = b) 8= 3t2cost
sin ' sin ¢
I d) y =
9y 1 —cosz 1y 't
2z 1
e, ) y=—— +tant
a9y 1 4 tanz )y cos ¢ T
z o
14.36. a) y = 2% b)y=1—+; c) u=2et'"1
14.37. a) y = e¥slnz b) u=2eHcost
¢)y=Inhz d)y=:¢e_F
1\ L
14.38. a)y=(1+?) b)y=(+2)%

¢) y = zl-cosz

dy=1iz

14.39. Unter welchem Winkel schneidet der Graph von y = In z die z-Achse?

14.40. An die Kurve der Funktion y = In :42 3 ist im Schnittpunkt mit der z-Achse die

Tangente zu legen. Wie lautet die Tangentengleichung?

14.41. Im Punkt P, der Kurve der Funktion y = In 2 ist die T: . ichnet. Sie sch
die z-Achse an der Stelle zy. Wie gro8 ist der Abschnitt z, — »’CT unter der Tangente -
(Subtangente)?

S0t

14.42. Unter welchem Winkel schneiden die Kurven einander?
a) y=rcosz,y=sin2z(0 =<z <n2)
b)y=e',y=e?

Es ist der spitze Schnittwinkel anzugeben.

14.43. An die Kurve der Funktion y = f(z) soll die Ta.ngente mit dem Anstieg m gelegt werden.
Wie lauten die Koordi js

0=z=mx2), m=—05
by=Vl+sinz 0<z=n2), m=03
dy=ze"f, m=0 )

des Beriihr

a) y =sinzcosz
c)y=e*, m=2

e) y=2e807 0<z=7m)m=0
f)y=Incosz (0 =2z<=x/2), m=—1

@y=Ing @20, m=—=1%

14.44. Die Sck kte und Sck inkel der Kurven im I. Quad sind zu 1
a)adf 2 =17 und 2! —yt=15
b) 2+ y2 =13 und 2y = 9z

14.45. Ein Punkt P bewegt sich mit k ter Winkelgeschwindigkeit @ auf einer Kreisbahn
mit dem Radius r (Bild 14.4). '
a) Wie groB ist die Geschwindigkeit (die Beschleunigung) der Projektionspunkte @ und R

auf den Koordinatenachsen?
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b) Zu welchen Zeiten ist die Geschwindigkeit (die Beschleunigung) der Projektionspunkte
gleich Null?

¢) Es ist zu zeigen, daB aus den Geschwindigkeitskomponenten v, und v, die Kreisbahn-
geschwindigkeit ¥ = wr des Punktes P folgt.

d) Wie groB ist die Bahnbeschleunigung, und welche Richtung hat sie?

Bild 14.4

14.46. Gegeben ist die Funktion y = f(z) = % ez,

a) Fiir welche Anderung des Abszissenwertes wichst der Funktionswert auf das 2*ache
von f(0)?

b) Die Funktion ist grafisch darzustellen.

¢) Im Punkte Py(4; y,) ist die Tangente zu zeich Sie schneidet die z-Achse an der
Stelle zr. Wie groB8 ist der Abschnitt #, —zr unter der Tangente?

d) Wie groB ist z, — @y fiir y = a e02?

14.47. Ein Kondensator wird iiber einen Widerstand entladen. Die Zeitfunktion fiir die Kon-
densatorspannung lautet
¢

up= Uge

(U, Anf: 7 = C - R Zeitkonstante).

a) In welcher Zeit fillt die Spannung auf das 2-"fache des Anfangswertes?
b) Die Zeitfunktion ist fiir Uy = 200 V, r = 4 s grafisch darzustellen.
¢) Im Punkte P, (¢, = 2 s) ist die Tangente zu zeichnen. Sie schneidet die Zeitachse in
zy. Wie groB ist der Wert zy — 2, (z = t/8)?
14.48. Es sind die ersten Ableitungen zu bilden.
a) y = z arcsin 4z b) y = arcsin (1 — =)

d) y =z arctanz — In J1 4 22

¢) y = arcsin

8



15. Hohere Ableitungen und
Untersuchung von Funktionen

15.1. - Hohere Ableitungen

Der Begriff der Ableitung einer Funktion wird dahingehend erweitert, daB auch
hohere Ableitungen der Funktion gebildet werden. Es wird die geometrische Be-
deutung der zweiten und hoheren Ableitungen untersucht und gezeigt, wie aus dem
Vorzeichen der 1. bzw. 2. Ableitung Eigenschaften der Funktion an der betrachteten
Stelle bzw. der geometrische Verlauf des Graphen der Funktion erkannt werden. Fiir
die Beschreibung vieler physikalischer und technischer Vorginge wird neben der
1. Ableitung der auftretenden Funktionen zumindest noch die 2. Ableitung ge-
braucht.

Von einer differenzierbaren Funktion f: y = f(x) kann nach den Regeln des vorigen
Abschnitts die Ableitungsfunktion f': y' = f'(x) gebildet werden. Ist diese selbst
wieder differenzierbar, dann JaB8t sich von ihr nach den gleichen Regeln ebentalls die
Ableitungsfunktion bilden, die mit f’: 4" = f'’(x) bezeichnet wird und 2. Ableitungs-
funktion oder kurz 2. Ableitung heifit. Entsprechend wird die 3. Ableitung y'"' = f'"'(2)
erhalten usw.

Die zweite und alle folgenden Ableitungen heiBen Ableitungen hoherer Ordnung. Von
der 4. Ableitung an wird y® = f@(z), y® = f®)(z), ... und allgemein fiir die n-te
Ableitung y™ = f™(2) geschrieben. In der differentiellen Schreibweise folgt mit

QY 3
Y = fiir die 2. Ableitung
dy
dl=2L
w8y _ (dx)
Y S8 T T de

wofiir kiirzer formal

2,
y' = £y (gelesen: d zwei y nach d x Quadrat)

da?
geschrieben wird. Entsprechend wird die n-te Ableitung mit
m 4y
da”
bezeichnet.
BEISPIELE
15.1. Die erste und die héheren Ableitungen der Funktion y = 2% — 62* ++ 22 + 10 lauten:
y =322 —12r+42 Yy’ =6
¥y’ =6z — 12 YW =yl = .. =0

d. h., von der 4. Ableitung ab sind simtliche Ableitungen identisch gleich Null.
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Das Ergebnis 148t sich fiir ganzrationale Funktionen n-ten Grades verallgemeinern: Der
Grad dieser Funktion erniedrigt sich bel jeder leferentwtlon um 1. Deshalb ist die n-te
Ableitung vom 0-ten Grad, d. h. ki und alle fc den Ableitungen sind id

gleich Null.

15.2. Fir die Ableitungen der Funktion y = 2# ergibt sich: y’ = 42.‘ y = 3.42%
Yy’ =2-8-42, y¥ =1-2.3.4 =24 = 4! Die folgend Ablei sind
wieder gleich Null. Allgemein lautet die n-te Ahleltung der Funktion y = z": y"" =n!

15.3. Die ersten 4 Ableltungsn der Funktion y = sin z lauten y’ = cog 2, y”’/ = —sinz, y'”
= —cos z, ¥ = sin z. Da bei den folgenden Ableitungen die Funktionen in der gleichen
Reihenfolge periodisch wiederkehren, lassen sich alle Ableit kurz d llen durch
YU = ginx, YWD = cosz, ylk+) = —ginz, ylk+d) = —cosz mit k=0, 1,2,.
(Fiir k = 0 ist unter ! = y = sin = die gegebene Funktion zu verstehen.)

Im folgenden soll die geometrische Bedeutung der 2. Ableitung y" = f"’(x) unter-
sucht werden.

Vorher wird noch einmal auf die geometrische Bedeutung des Vorzeichens der 1. Ab-
leitung eingegangen. Die 1. Ableitung einer Funktion gibt ; den Anstieg der Tangente in
einem Punkt, z. B. P,, der zur Funktion gehérenden Kurve an:

f'(zg) = tan z,.
Fiir f'(z,) = 0 folgt 7, € [O, %) , d. h., die Funktion wiichst in der Umggbung von P,.
Fiir f'(xz,) < Ofolgb 7 € (—Z—, 1-:] , d. h., die Funktion f&llt in der Umgebung von P,
Diese Aussagen konnen auf die x-Werte eines Intervalles I erweitert werden.

Definition:

Eine Funktion f, die in dem Intervall I differenzierbar ist, ist genau dann in 7

wachsend . fx) =0
monoton {iallend }, wenn fiir alle z € T {/,(z) =0

} ist. Der zugehorige Kur-
uslistde } Monotoniebogen.

venbogen heif3t { fallender

Weiterhin wird anschaulich der Zusammenhang zwischen den beiden Kurven dar-
gestellt, die zu der urspriinglichen Funktion

fry =f=),
die auch Stammfunktion heiBt, und der ersten abgeleiteten Funktion
1y =f)

gehoren. Die Kurven werden entsprechend Stammkurve und erste abgeleitete Kurve
genannt.

Im Punkt Pyfzy; f(2o)) ist an die Stammkurve die Tangente gelegt, und es ist: f'(xz,)
=tan 7, (Bild 15.1a). In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit den Achsen
2, ¥’ wird nun in z, die Ordinate

f'(xy) = tan 7y
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gezeichnet und der Punkt Py’'(zy; f'(%)) erhalten (Bild 16.1b). Wird diese Konstruk-
tion fiir alle 2, aus einem Intervall I = [a, b] durchgefiihrt, dann ergibt die Menge
der erhaltenen Punkte P,’ die abgeleitete Kurve als Bild der 1. Ableitungsfunktion

iy =r@.

MM
G

Bild 15.2

Bild 15.1

So ergibt sich z. B. fiir die in Bild 15.2 gezeigte Parabel 3. Grades mit der Gleichung
a®
SN T~
y=—13 +a2—3245
als erste abgeleitete Kurve eine Parabel 2. Grades mit der Gleichung
2
v = _34- + 2z — 3.

Man erkennt unter anderem, daB in den Punkten H und 7' der Stammkurve die
Tangenten jeweils waagerecht sind. Folglich ist in diesen Punkten tan 7 = 0. Deshalb
schneidet die 1. abgeleitete Kurve in zg und zy die z-Achse. Der links von 7' liegende
Bogen der Stammkurve fillt monoton, deshalb ist fiir < 2p die 1. Ableitung f'(x)
=tant < 0,und der zugehérigeBogen der 1. abgeleiteten Kurve liegt unter derz-Achse.
Der Bogen der Stammkurve zwischen 7' und H ist monoton steigend, so daB wegen



84 15. Hohere Ableit: und Uniersuchung von Funktionen

f'(z) = tan v > 0 der zugehdrige Bogen der 1. abgeleiteten Kurve iiber der z-Achse
verliuft usw. Im Punkt W hat die Tangente an die Stammkurve den gréBten Anstieg
beziiglich des Intervalls [y, zz], so dafl die 1. abgeleitete Kurve in zy die gréBte
Ordinate in diesem Intervall hat. Die hier skizzierten Zusammenhéinge werden in den
folgenden Abschnitten genauer untersucht.

Analog zur geometrischen Deutung der 1. Ableitung gibt die 2. Ableitung /"'(x,) den
Anstieg der Tangente an, die im Punkt Po’(xo; f'(%)) an die 1. abgeleitete Kurve ge-
legt ist: f''(x) = tan 7,’ (Bild 15.1b).

Mit Hilfe dieser anschaulichen Deutung li8t sich nun die Bedeutung des Vorzeichens
der 2, Ableitung fiir die Stammfunktion bzw. Stammkurve erklidren.

Kurvenbogen unterscheiden sich neben ihrer Monotonieeigenschaft noch durch die
Art ihrer Kriimmung. Das Bild 15.3 zeigt zwei wachsende und zwei fallende Monoto-
niebogen. Es ist zu erkennen, dafl ein wachsender Monotoniebogen auf zwei Arten
'gekriimmt sein kann, ebenso ein fallender. In den Bildern 156.3b und 15.3 ¢ liegen alle
Kurvenpunkte oberhalb einer an die Kurve gelegten Tangente, in den Bildern 15.3a
und 15.3d unterhalb der Tangente.

AN

Bild 15.3

Definition:
Eine Funktion f, die in einem Intervall I differenzierbar ist, heiit genau dann
konvex

t
von unten {konkav

} in I, wenn fiir eine in I an die Kurve gelegte Tangente alle

oberhalb

unterhalb
Konvexbogen
Konkavhogen

Kurvenpunkte aus I { } der Tangente liegen. Die entsprechenden Kur-

venbogen heiﬁen'{ } und gemeinsam Kriimmungsbogén.

In den Bildern 15.4a bis 15.4d sind noch einmal die in Bild 15.3 gezeigten Méglich-
keiten zusammengestellt. Zu jedem der vier Monotoniebogen wurde die erste abge-
leitete Kurve konstruiert. So sind z. B. im Bild 15.4a die Punkte P,, P, zwei be-
liebige Punkte der von unten konkaven Stammkurve mit z; < x,. Fir die in P,, P,
angelegten Tangenten gilt 7, = 7, und folglich tan 7, = f'(z;) = tan 7, = f'(x,). Des-
halb ist die abgeleitete Kurve ein fallender Monotoniebogen. Nach der Definition
der Monotoniebogen muf} (wenn man /"' (x) = [f'(x)]" beriicksichtigt) f"’(x) < O sein.
Geometrisch bedeutet es, daB im betrachteten Intervall fiir eine an die abgeleitete

Kurve gelegte Tangente 7’ € (%, 7:] , also tan ©' = f"'(x) < 0 ist. Auch in Bild 15.4b

ist die Stammkurve von unten konkav, und die abgeleitete Kurve stellt einen fallen-
den Monotoniebogen dar. In den Bildern 15.4¢ und 15.4d sind die Stammkurven von
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unten konvex, die abgeleiteten Kurven sind steigende Monotoniebogen; deshalb
ist /(%) = 0. Aus diesen Uberlegungen folgt der

Satz
I Eine Funktion f, die in dem Intervall I zweimal differenzierbar ist, ist in I genau

10\ >
konvez }, wenn fiir alle z € I {f (@) 2 0} wird.

') =0

dann von unten
konkav

. Flix) 50 £'ix) %0 f'(x) 20
| B _
| - =
| ﬁiﬁ |
T i T T T j %
| Lo |
v f'(x)!0| lf”(x}él}% Lf'"()()ED‘I
o | |
[ | 1 [
| I
‘ | |
l I
| L |
X1 XZ ' X
o 6) o) d)
Bild 15.4
BEISPIEL

15.4. Bild 15.5 gibt fiir die zur Funktion f: y = sin z und z € [0; 2r] gehérigen Sinuskurve die

Monotonie- und Kriimmungsbogen an. In 1= O,% z, B. ist die 1. Ableitung f'(z)
= cos 2 = 0, d. h. der zugehérige Kurvenbogen der Stammfunktion wachsend und in
I =[0, =] die 2. Ableitung f”(z) = —sinz =< 0, also der entsprechende Kurvenbogen

der Stammfunktion von unten konkav. (Auf die Stellen 0, % , 7T USW., an denen entweder
f'(x) = 0 oder f(x) = 0 ist, wird in 15.2. eingegangen.)
Kontrollfragen

15.1. Welche geometrische Bedeutung hat das Vorzeichen der 1. bzw. der 2. Ableitung einer
Funktion fiir ihr Bild?
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15.2. Welche Bedeutung haben die Ordinaten von Punkten der 1. abgeleiteten Kurve?
15.3. Wie ist der Verlauf der 1. abgeleiteten Kurve, wenn die Stammkurve einen Konvex-
bogen bzw. Konkavbogen beschreibt?

Aufgaben: 15.1. bis 15.4.

y y=sinx
3
g Vs PR 2 T
0 T ‘
f'(x)=‘0_L £(x)50 F'(x)20
wachsender fallender ‘wachsender
Monotoniebogen
£U050_ |, FUx)E0 Bild 15.5
Konkavbogen  Konvexbogen
Krimmungsbogen
156.2, Untersuchung von Funktionen

15.2.1. Extremwerte

In diesem und dem folgenden Abschnitt werden charakteristische Stellen der Funk-
tion und damit charakteristische Punkte der zugehérigen Kurve betrachtet.

Definition:

Der Punkt Z einer Kurve heiBt (relativer) Extrempunkt, wenn er zwei verschieden-
artige Monotoniebogen trennt.

Der Punkt heiBt speziell (relativer) {Maximump unkt oo Hockpenkt 5

Minimumpunkt oder Tiefpunkt 7'
wachsenden) . (fallender o
fallenden wachsender

, wenn

in Richtung wachsender z-Werte auf einen
notoniebogen folgt.

Maximumpunkt H hdher
Minimumpunkt 7' tiefer

Bild 15.8 zeigt anschaulich, da8 ein{
eines gewissen g enthaltenen Kurvenstiicks,

}liegt als alle Punkte

Die Beschrinkung der Extremaleigenschaft auf ein derartiges Kurvenstiick wird
durch die Bezeichnung ,,relativ¢‘ zum Ausdruck gebracht. In Bild 15.6 gibt es z. B.
auch Kurvenpunkte, die hoher liegen als der Maximumpunkt H. Da absolute Extrem-
werte hier nicht behandelt werden, kann der Zusatz ,,relativ‘‘ meist wegfallen.

Als Umgebung U von zg wird ein beliebig klein zu denkendes, den Wert zz im
Inneren enthaltendes Intervall [a, b] definiert. Links von H liegt ein wachsender
Monotoniebogen vor, also gilt (vgl. 10.3.): f(z) < f(xg) fiir alle € [a, zg]. Fiir den
rechts von H liegenden fallenden Monotoniebogen wird f(zg) = f(2) fiir alle z € [z,b].
Beide Ergebnisse zusammengefaB8t liefern' f(z) < f(zy) fiir alle z € [@, zg] U [xg, b]
= U. Analoge Betrachtungen lassen sich fiir einen Minimumpunkt T anstellen.
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Delinition:

Maximumstelle = of
Mintmumstelle {* 7B €8 eine

g U /(z")} ist. Der Funk-

» f(@) 2 f(xr)
} heiBt (relatives) {Mlnlm::: von /.

Die Funktion f besitzt in {:H } eine (relative) {
T

Umgebung U von :H gibt, so daB fiir alle z €
T

yr = f(zx)

tionswert { yor=F%)

Bild 15.6

Gemeinsam wird von Extremstellen bzw. Extremwerten gesprochen. Nach 15.1. gilt
fiir die im Maximumpunkt H zusammenstofienden Monotoniebogen: f'(z) = 0 fiir
alle z € [a, zg], f'(x) < O fiir alle z € [zg, b]. Daraus folgt sofort /'(25) = 0. Anschau-
lich bedeutet es, daB in H die Tangente waagerecht liegt, also g = 0, tan 1y = f'(z5)
= 0 ist. Mit einer entsprechenden Uberlegung fiir den Minimumpunkt ergibt sich
folgende notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremwertes:

Satz

Hat eine Funktion f in a; eine Extremstelle und ist f in einer Umgebung U von
g differenzierbar, dann ist

{'zg) = 0.

DafB diese Bedingung nicht auch hinreichend fiir die Existenz eines Extremwertes
ist, zeigt z. B. Bild 15.10. Obgleich in W die Tangente waagerecht liegt, also f'(zy) = 0
wird, ist W kein Extrempunkt.

Wird beachtet, daB die Funktion in der Umgebung einer Extremstelle 2z bei einem
Maximum von unten konkav, d. h. f”(zg) < 0 ist, und bei einem Minimum von
unten konvex, d. h. f’(xz) > 0 ist (der Fall /’(xz) = 0 wird zunfichst auBler acht
gelassen), dann ergeben sich hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Extrem-
wertes.

Satz
| Ist eine Funktion f in U zweimal differenzierbar und ist

oy o fFxe) <0 : s Maximumstelle
flew) =0 { 7(xx) > 0}’ datin i &yeine {Minimnmstelle i
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Nach diesem Satz konnen praktisch die Extremstellen berechnet werden. Die 1.'Ab-
leitung wird gleich Null gesetzt, und es werden die Losungen g, Zg, ..., g, der
entstandenen Gleichung f'(z) =0 bestimmt. Diese Losungen werden in die 2. Ab-
leitung eingesetzt: f'(xg1), ..., [’ (¥gs). Das Vorzeichen der jeweiligen 2. Ableitung
gibt dann an, ob ein Maximum oder Minimum vorliegt.

BEISPIELE

15.5.

15.6.

Es sind die Extremstellen und Extremwerte der Funktion mit der Gleichung
flz) = % 23 — 22% + 3z + 1 zu berechnen.

Losung: .
Die ersten zwei Ableitungsfunktionen sind
fry=at—42x4+3 1y’ =20—4

Die Gleichung f'(x) = 22 — 42 + 3 = 0 hat dic Losungen zg, = 1, zg, = 3.
Wegen [“(xp,) = f'(1) =2 — 4 = —2 < 0 ist 25, — 2y eine Maximumstelle. Wegen
f(xgs) = f7(3) = 6 — ¢ = 2 > 0 ist x5, = 2 eine Minimumstelle.

Das Maximum ist gy = f(1) = l, das Minimum ist yp = f(3) = 1. Die Kurve ist in Bild
15.6 angegeben. 3 ]
Die freie gedimpfte Schwingung eines Federschwingers wird im aperiodischen Grenzfall,
d. h. im Fall des raschesten Abklingens der Schwingung, durch die Funktion

u = vyt 670 = wut)
beschrieben. Dabei ist u(t) die Auslenkung des schwingenden Korpers aus der Ruhelage
zur Zeit ¢, v, die Anfangsgeschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 und & die von der Masse des

schwingenden Koérpers und der Federkraft abhingige Dampfungskonstante. Gesucht
wird die maximale Auslenkung.

Lésung: Aus

% = vy(e~¥ — Stedt) =0
folgt

el — 6ty = 0
und wegen

e~ot £ 0
wird

1
ty =5

Fiir die zweite Ableitung folgt
Lo (060 — (1 — ot) 8 -t

dt’
= —u, (2 — Sty bt
1
A firt =ty = —
und {iir "=

dz
{T:] i = —vﬂé e <.
=
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Fiir ¢y liegt also ein Maximum vor. Die maximale Auslenkung ist
upg = ulty) = v L3
'H 'H L

Bild 15.7 zeigt den Verlauf der Sch\;lingung fiir v, = 8 m/fs, 6 = 0,7 s,

Bild 15.7

Die Bedingungen /() = 0, /"’(z) = 0 sind hinreichend, aber nicht notwendig fiir die
Existenz eines Extremwertes. Wie das folgende Beispiel zeigt, kann an einer Extrem-
stelle auch f''(z) = 0 sein. Zur Entscheidung iiber die Art des Extremwertes miissen
dann die nichst hoheren Ableitungen herarigezogen werden.

BEISPIEL

15.7. Gesucht werden die Extremstellen der Funktion f: y = (x — 2)* + 1
Lisung:
Es ist f/(z) = 4{z — 2)3, f’(2) = 12{x — 2)% Aus['(z) = 4(x — 2)* = O folgt xg = 2 als
mogliche Extremstelle. Wegen f(2) = 0 versagen aber die im obigen Satz genannten

Bedingungen, obwohl die Funktion fiir zz = 2 ein Minimuni besitzt (Bild 15.8). Die
néichsthéheren Ableitungen ergeben

"(z) = 24(z — 2) 7@ =0
f9(z) = 24 f@(2) = 24 > 0.
y=(x-2)*1
! 7
T Bild 15.8
0 7 2 I x

Es gilt: Ist auBer f'(xg) =0 auch f’(zg) =0, dann werden héhere Ableitungen
gebildet. Ist die erste von Null verschiedene Ableitung von gerader Ordnung:
) (zg) < 0, k € G, dann liegt eine Extremstelle vor, und zwar fiir /@9 (zz) < 0 ein
Maximum und fiir /2 (zg) > 0 ein Minimum.

Die Punkte heiBen nach dem Kurvenverlauf in der Umgebung des jeweiligen Punktes
auch Flachpunkte.
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Kontrollfragen

15.4. Wie wird der relative Extremwert einer Funktion /: ¥ = f(x) an der Stelle x definiert?

15.5. Welche Bedingungen sind a) notwendig, b) hinreichend fiir die Existenz des Extremwertes

einer Funktion f: y = f(z)?

15.6. Es sind einige Funktionen zu nennen, fiir die relative und absolute Extremwerte zusam-

menfallen.

Aufgaben: 15.5. und 15.6.

15.2.2. ‘Wendepunkte

Detinition:

Der Punkt W einer Kurve heit Wendepunkt, wenn er einen Konvex- und einen

Konkavbogen trennt.

. InBild 15.9a ist W ein Wendepunkt. Ist f: y = f() die zur Kurve gehérende Funktion,
dann gilt, da W beiden Kriimmungsbogen angehért: /"' (zy) = 0 und f'(xw) < 0.

Daraus folgt /"' (zw) = 0.

y

001
Bild 15.9

Da fiir die abgeleitete Funktion (Bild 15.

Bild 15.9b zeigt anschaulich, daB die ab-
geleitete Kurve in W' einen Extrempunkt
besitzt, also die Tangente in W' waage-
recht ist: 7y = 0, tan 7, = f"'(2w) = 0.

Satz

Ist die Funktion f in einer Umgebung
U von zy zweimal differenzierbar und
ist W ein Wendepunkt der zu f gehdri-
gen Kurve, dann ist /" (zw) = 0.

Diese Bedingung ist notwendig, aber nicht
hinreichend. In Bild 15.8 ist z. B. die
Kurve auf beiden Seiten von 7' konvex
gekriimmt, also f’(z) = 0. Bei Annihe-
rung an 7' von links wird f’(z) Kleiner,
nimmt in T den Wert 0 an (vgl. Beispiel
15.7.) und wird dann wieder groBer. Ent-
scheidend fiir die Existenz eines Wende-
punktes W ist aber, daB f''(z) unterschied-
liche Vorzeichen links und rechts von ay
hat.

9b) xy eine Extremstelle ist, muB im all-

gemeinen nach der hinreichenden Bedingung iiber Extremwerte die iibernichste
Ableitung, also f'’'(zw) == 0 sein. Daraus folgt eine hinreichende Bedingung fiir die

Existenz eines Wendepunktes.
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Satz

Ist die Funktion f in einer Umgebung U von zp dreimal differenzierbar und ist

f'@w) =0, ["(xw)=+0,

dann ist W ein Wendepunkt der zugehérigen Kurve.

Die Tangente im Wendepunkt heift Wendetangente. Sie liegt auf einer Seite von W
oberhalb, auf der anderen Seite unterhalb der Kurve. Die Wendetangente durch-
setzt also die Kurve. Ein Wendepunkt mit waagerechter Wendetangente heifit
Stufen- oder Terrassenpunkt (Bild 15.10). Fiir ihn lautet die notwendige Bedingung
F(@w) =0, " (@w) = 0.

Jy y= %x‘—?xz*.?

&
7
W etz | Wt

OI Xy x I Xwr=-1 0] xwe=7 \ x

Bild 15.10 Bild 15.11
BEISPIELE
15.8. Gegeben ist die Funktion f:y = %z‘ — 822 4 3. Firr die zugehorige Kurve werden die
Koordi der Wendepunkte und die Anstiegswinkel der Wendetangenten gesucht.
Lésung: Es ist
flz) = % 22— 42 [a)=4a*— 1 [7(x) = 8a.
Die Gleichung f(x) = 42* — 4 = 0 hat die Lésungen 2, == —1, 2, = 1. Wegen f"/(—1)
= —8=0, /(1) = 8 %+ 0 sind a,. , die Abszi von Wendepunkten: z, = 2y,
23 = 2y, Die Ordinaten sind y, = f(—1) = %, Y = f1) = % Fiir die Anstiege
der Wendetangenten folgt f(—1) = % =tan ). f(1) = — % = tan Ty,
Die Kurve hat die Wendepunkte ll'l(—l;—;—) o (1; —;—) s
—_—
Die Anstiegswinkel der Wendetangenten sind
Ty, = 69,4°, Ty, = 110,6°. (Bild 15.11)
—_—
15.9. Die geradlinige Bewegung eines Korpers werde durch die Funktion

s —tpm LD ci<ias
0 &5 @
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beschrieben. Gesucht wird der Zeitpunkt ¢, fiir den des Weg-Zeit-Diagramm einen
Wendepunkt besitzt. Wie groB ist der Anstieg der Wendetangente? Es ist das s, ¢-, v, ¢-
und @, t-Diagramm zu zeichnen, Welche physikalische Bedeutung haben der Wende-
punkt und der Anstieg der Wendetangente?

Losung: Allgemein ergibt die erste Ableitung der Funktion ¢ = /() die Geschwindig-
keit » und die zweite Ableitung die Beschleunigung a (vgl. 19.1.). Fiir die angegebene
Funktion folgt

ds 1 m 2 m

i o R e I U 1 I
at e TEe T &
d2s 1 m 2 m

ol AU O B 1T
de? 15 s + 5 §? = an

Fiir den Wendepunkt gilt ¢ = 0, so daB aus (II) folgt
ty = 68s.

Der Anstieg der Wendetangente ist:

ds 6 m 12 m m
— =t =— =12 — =y
dt J;_6s 5 s 5 s 8

Bild 15.12 zeigt den Kurvenverlauf im s, ¢-, v, t- und a, ¢-Diagramm. Die Beschleunigung
nimmt von positiven Werten ausgehend linear ab, erreicht zum Zeitpunkt ¢ty = 65,
also im Wendepunkt, den Wert @ = 0 und geht dann in eine negative Beschleunigung
(Bremsbewegung) iiber. Zu den Zeitpunkten { = 08 und ¢ = 12 s ist die Geschwindig-
keit v gleich Null, das ist also Anfang und Ende der Bewegung. Der Anstieg der Wende-
tangente gibt die groBte Geschwindigkeit vy, im genannten Zeitintervall an.

33w

Tw

e y=(x=2)%x

W,

Bild 15.12 Bild 15.13
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15.10. Gesucht werden die Wendepunkte der zur Funktion f: y = (x — 2)° + a gehorigen
Kurve.

Losung: f/(z) = b(z — 2% + 1, () = 20(z — 2)3, {"'(x) = 60(x — 2)2.

Aus () = 20(z — 2)* = 0 folgt x; = 2. Wegen /"/(2) = 0 werden wie in Beispiel 15.7.
héhere Ableitungen betrachtet:

9 z) = 120(x — 2) F82) =0
19=) = 120 19(2) = 120 = 0.

Nach Bild 15.13 existiert fiir 2, = 2 = 2 ein Wendepunkt.

Bedingungen fiir Extrem - und Wendepunkte

flx)=0 | = X1 %z... Xy

7. Ableitung

2. Ableitung Fx;)>0 lx)=0 | => X7 Koo X
Moximum- Minimum-~
punkt H punkt T;
Yy _H; Y
| R
Fra xS
3. Ableitung

(n-1)-te Ableitung

n-te Ableitung [
Stufen - Uneigentlicher ~ Wende-
punkt S;  Wendepunkt P punkt ‘W;
S ey Mt wt
Flachpunkte 1 > 1.
X;p X X; X X X
Maximum- Minimum-
punkt H; punkt Ty

Yy -H ¥
X; X X X

Bild 15.14
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Es gilt: Ist auBer f'(zw) = 0 auch f''(zy) = 0, dann werden héhere Ableitungen
gebildet. Ist die erste von Null verschiedene Ableitung von ungerader Ordnung:
O+ (25) 2= 0, k € G, dann liegt ein Wendepunkt vor.

Ist aber die erste von Null verschiedene Ableitung von gerader Ordnung, dann hat .
die Kurve in zy keinen Wendepunkt (Dieser Kurvenpunkt heiBt in der Literatur auch
,;uneigentlicher Wendepunkt‘). Die in den Abschnitten 15.2.1. und 15.2.2. gewonne-
nen Ergebnisse sind im Bild 15.14 iibersichtlich zusammengestellt. Die haufiger vor-
kommenden Fille sind stérker umrahmt.

Kontrollfragen

15.7. Wie wird der Wendepunkt einer Kurve definiert?

15.8. Wie verhilt sich die abgeleitete Kurve an der 8telle 2, wenn die Stammkurve an der
Btelle xy, einen Wendepunkt hat?

15.9. Welche Bedingungen sind a) notwendig, b) hinreichend fiir die Existenz eines Wende-
punktes?

15.10. Wieviel Extrempunkte und wieviel Wendepunkte hat im Hochstfall eine Parabel
n-ten Grades?

Aufgaben: 15.7. bis 15.9.

15.2.3. Kurvendiskussionen

Es wird gezeigt, wie durch zusammenfassende Anwendung der bisherigen Ergebnisse
rationell mit Hilfe charakteristischer Punkte sowie wichtiger geometrischer Eigen-
schaften ein Uberblick iiber das Bild einer Funktion gewonnen wird.
Eine Funktion f sei gegeben, und es soll der Verlauf der zugehérigen Kurve unter-
sucht werden. Eine erste Moglichkeit besteht in der Aufstellung einer Wertetabelle,
d. h. der Berechnung von Funktionswerten y = f(x) fiir beliebig gewiihlte, meist
ganzzahlige z-Werte, z. B. z € {—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3}. Die zugehérigen Kurven-
punkte P(z; y) werden im Koordinatensystem aufgetragen und ergeben miteinander
verbunden annihernd den Kurvenverlauf. Nachteilig ist, daB charakteristische
Punkte wie z. B. Extrempunkte dann nicht erfaBt werden, wenn ihre Abszissen nicht
in der Wertetabelle vorkommen. Besser ist deshalb die Berechnung der Koordinaten
aller charakteristischen Kurvenpunkte sowie die Untersuchung besonderer Kurven-
eigenschaften. Diese Aufgabe wird Kurvendiskussion genannt, ZweckmiBig ist die
Reihenfolge:

1. Definitionsbereich bestimmen

2. Untersuchung auf Symmetrie und Periodizitit

3. Untersuchung auf Verhalten im Unendlichen

4. Achsenschnittpunkte bestimmen

5. Unstetigkeitsstellen bestimmen

6. Extrempunkte und Art der Extremwerte bestimmen

7. Wendepunkte und Anstieg der Wendetangenten bestimmen

8. Skizze anfertigen

9. Wertebereich angeben
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BEISPIELE
15.11. Die zur Funktion f: y = —;- 2 — 2® gehorige Kurve ist zu disku!;ieren.
Losung:
1. Definitionsbereich: f ist g tional, daher X = P
2. Sy trie: Die vork den Exp sind sémtlich ungerade, daher ist
f(—zx) = —f(z), d. h., die Funktion ist ungerade und die Kurve zentralsymmetrisch
zum Ursprung.
3. Verhalten im Unendlichen: Fiir 2 — + oo folgt y — +- o0, fiir £ - —oo folgt y > — 00
4. Achsenschnittpunkte:

Schnitt mit der z-Achse: y = %z‘ — a® = 0. Daraus folgt 2® %x’ —1}=0,

2 =0, 2= — V5 = —2,24, 2, =5 = 2,24. Die Schnittpunkte sind X,(0;0),
X,(—2,24; 0), X,(2,24; 0).
Schnitt mit der y-Achse: z = 0 = y; = 0. Der Schnittpunkt ¥,(0; 0) fillt mit X,

zusammen.
5. U ighei llen: Da f g ional, ist die Kurve iiberall stetig.
6. Extrempunkte: Es ist

flx) = 2t — 323, [’(z) = 42 — 6z
Aus f/(z) = 0 folgt 2%a* — 3) = 0,2, =0, 2, = —3 = —1,73, 2, =13 = 1,73.
Die Ordinaten sind y, = 0, y, = 2,08, y, = —2,08. Wegen f(0) =0, /”(—}/5)

=—613<0, {(13) = 613> 0 ist z, = —1,78 Maximumstelle, =, = 1,73 Mini-
mumstelle: H(—1,73; 2,08), T(1,73; —2,08).
Fir 2, ist noch keine Aussage moglich. Wegen

Frlz) =122 — 6 f(0)= —6=0
ist 2, = 0 Abszisse eines Stufenpunktes: S(0; 0).
. Wendepunkte, Anstieg der Wendeta

F/(2) = 42% — 62 = 0 ergibt 22(20% — 3) = 0, z; — _l/-;- = 1,93, z,= I/%
= 1,23, 2, = 0. Die Ordinaten sind y, = 1,29, y, = —1,29, y, = 0.

X

y
|
%l =L 5,3
Ny <3
~1
I W,
"l
A Bild 15.15
X2 Xy=¥p$] 7 X3 x
W
T
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15.12. Es ist dic Kurve der Funktion y =

Der Stufenpunkt § in z3 = 0 wurde bereits in 6. bestimmt. Wegen f"(—1,23)
= f"(1,23) = 12 = 0 existieren die Wendepunkte W,(—1,23;1,29), W, = (1,23;
—1,29). Der Anstieg der Wendetangente ist in

2, = —1,23: f(—1,23) = —2,25
, 1,23: f(1,23) = —2,25
2= 0: f(0) =0

®

. Skizze: siche Bild 15.15. Die Wendetangenten wurden mit Hilfe der Anstiegsdreiecke
gezeichnet.

9. Wertebereich: ¥ = P.

2
2= zu diskutieren.
@t
Lisung:
1. Definitionsbereich} X = P\ {—1}

. 2(—a)? 222 | . .

2. Sy trie: f(—2) = —————— = ————— % d = —f(z), keine S; etrie

ymmetrie: f(—z) vy i w— =% f(z) und == —f(z), keine Symmetri

" = x 2% . 222 . 2
3. Verhalten im Unendlichen: lim = lim = lim
20 @+ 12 g2+ 22+ 1 oo 2 1
' e T
= 1—_'_—3? = 2. Die Gerade mit der Gleichung y = 2 ist eine Asymptote der
Kurve.
y
|
2x2 |
Y ipen)? f
= ‘ 2
1 //—_
w
! \. . Bild 15.16
-1 ?f 7 : ”
4. Achsenschnittpunkte:
5 . 222
Schnitt mit der 2-Achse: 0 = m >z, =0, X,(0;0)

Schnitt mit der y-Achse: z =0 =y, = 0, ¥,(0; 0)
5. Unstetigkeiten: An der Stelle x = —1 ist die Funktion unstetig. Wegen f(—1) = %

ist 2 = —1 eine Polstelle. Esist lim f(z) = lim f(x) = + oo, daher ist die Gerade
z>—1-0 Z—>—1+0
x = —1 eine weitere Asymptote.
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15.13.

=

. Extrempunkte:
da(z 4 1) — 2222(x 4+ 1) 4z
@+ 1) RS
4(z + 1) — 4a3(x + 1)2 _ 4(1 — 22)
@+ 1r TR
Aus f'(z) = 0 folgt 2, = 0, y, = 0, /(0) = 4 > 0 = Minimumpunkt 7,(0; 0)

f@) =

@) =

]

. Wendepunkte, Anstieg der Wendetangenten:
24z — 1)

) = . L2 =
Fe)=031-20=0a=5, 5 =5, ") @t 1F "

2
Iz (%) = 1,68 == 0 = Wendepunkt ,(0,5; 0,222)

Anstieg der Wendetangente: f'(0,5) = 0,593

-]

. Skizze: siehe Bild 15.16. Die Asymptoten sind gestrichelt gezeichnet.
. Wertebereich: ¥ = [0; o0)

©

2+ 1
4

Gegeben ist die Funktion f:y = 8 . Die zugehérige Kurve ist zu diskutieren.

Lésung:

1. Definitionsbereich: X = P\ {0}
a4+ 1 (—2) 4+ 16 _ =2+ 16_ 2 — 16
dx 4( -z) —4z 4z
d. h., es ist weder f(—&) = f(z) noch f(—z) = —f(z). Daher liegt keine Symmetrie

vor.

2. Symmetrie: Mit f(z) = folgt f(—z) =

’

2 + 16
4z
eines ganzrationalen und eines echt gebrochenen rationalen Terms léBt erkennen,

o

. Verhalten im Unendlichen: Die Zerlegung y = = + ] in die Summe
x
. . ; 22 4 Bl 5
daB sich die Ordinaten y = s + — und y = — fiir wachsendes |z| immer mehr
z 2
nihern, da i & gegen Null strebt. Die Parabel mit der Gleichung y = % ist deshalb
z
Asymptotenkurve. Ihr nihert sich die gesuchte Kurve fiir & — 4 co.

'

. Achsenschnittpunkte:

Schnittpunkte mit der -Achse: 0 =
X,(—2,52; 0).

Schnittpunkt mit der y- Achse: existiert nicht, da x = 0 nicht zum Definitionsbereich
gehort.

3
Bhd8 o = 46, w, = — V18 =853,
4z

. Unstetigkeiten: An der Stelle z = 0 ist die Funktion unstetig. Wegen f(0) = l—q

o

ist z=10 I’olste]le, die y-Achse ist Asymptote der Kurve. Es ist llm f(:r) = ——oo,
lim [(z)
& >4 4
Fur klemer werdendes || nihern sich die Ordinaten y =— + — und y = — ein-
z

ander, da =— gegen Null strebt. Die Hyperbel mit der Glexchung y= = ist daher
z
Asymptotenkurve fir z > 0.
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*

-

Extrempunkte:
) — A gy - L 8
t@) =g - '@ =5+

f@)=0=2,=2,9, =3, {'(2) = —Z— > 0 = Minimumpunkt 7',(2; 3).

. Wendepunkte, Anstiex 1+ Wendetangenten:

’ 3
@) =028 = —16. o, = —V16 = —2,52, 9, = 0,
1) = —%. 17(—2,52) = —0,60 = 0 => Wendepunkt WV,(—2,52; 0).

Der Anstieg der Wendetangente ist f(—2,52) = —1,89.

. Skizze: siehe Bild 15.17. Die beiden Asymptotenkurven sowie die Wendetangente

sind gestrichelt gezeichnet.

. Wertebereich: ¥ = P.

Bild 15.17

15.14. Die Kurve der Funktion y = 22 In « ist zu diskutieren.

Lésung:

1. Definitionsbereich: Da « Argument der Logarithmusfunktion ist, wird X = (0, oc).
2. Symmetrie, Periodizitiit: liegt nicht vor, da In z diese Eigenschaften nicht hat.

3. Verhalten im Unendlichen: fiir # — oo folgt 22 In 2 — oo

4. Achsenschnittpunkte:

Schnittpunkt mit der z-Achse: Aus f(#) =0 und 2 3 0 folgt nz =0, , = 1:
X(1;0)
Kein Schnittpunkt mit der y-Achse wegen z % 0

. Unstetigkeiten: keine
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8.

7.

8.
9.

Extrempunkte:

3
fla) =22z + - =2@2Inz+ 1)

x
/”(z)=2lnz+1+2—:=21nx+3

1 1 1

(z) = ===, z,=0, =—\|, p=-0,184({=——
fl@) =0z > & 0607( VZ) " ( 28)

#7(0,807) = 2 > 0, Minimumpunkt 7'(0,607; —0,184)

Bild 15.18

‘Wendepunkte, Anstieg der Wendetangente :
"z =0=>Inz = —1,5, 2, = 0,223, y, = —0,075
#(e) = L + 0, Wendepunkt W(0,223; —0,075)

z

Der Anstieg der Wendetangente ist /(0,223) = —0,446
Skizze: siehe Bild 15.18

Wertebereich: ¥ = [—i, oo)
2e

15.15: Die zur Funktion y = 56~0% sin z, X = [0; co) gehdrige Kurve ist zu diskutieren.

Lésung:
1. Definitionsbereich: Der Definitionsbereich X = P wurde durch die Aufgabenstellung
eingeschriinkt.

2. SBymmetrie, Periodizitiit: liegt nicht vor, da e~9:2% diese Eigenschaften nicht besitzt.
3. Verhalten im Unendlichen: Wegen |sinz| < 1 ist lim 5e=%3% smz-hm 8 !o"::
=0, d. h., die z-Achse ist Asymptote. z00 L

4. Achsenschnittpunkte:

s =

Schnittpunkte mit der z-Achse: Aus f(z) = 0 folgt wegen e3¢ == 0 sofort sin z = 0,
=(k—1)mke{l,23,..}: X,(0;0), X,(3,14;0), X4(6,28;0), X(9,42;0),..
Schnittpunkt mit der y-Achse: ¥,(0; 0) = X,.

Unstetigkeiten: keine.

Extrempunkte: Fiir die ersten beiden Ableitungen ergibt sich nach Vereinfachung:
f'(x) = 5e=2:3%(—0,2 sin z + cos z), f*(z) = 56~02%(—0,98 sin z — 0,4 cos z).

f() =0=> —02sinz +cosz=0=>tanz =5
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2, ="18,7° + (k—1)180° = 1,373 + (k —1)m k€ {1,2,3, ...} : 2, = 1,37, 2, = 4,52,
z3 = 7,66, x, = 10,80, ...
(%) = —3,87 <0, f’(x,) = 2,01 > 0, f'(25) = —1,10 < 0, f’(2,) = 0,59 > 0, ...

Maximumpunkte: H,(1,37; 3,73), Hy(7,66; 1,06), ...
Minimumpunkte: 7,(4,52; —1,99), T,(10,80; —0,57), ...

~3

. Wendepunkte:
() =0=> —0,96s8inz — 0,4 cosz =0 = tanz = —% = —0,417

z, = 157,4° 4+ (k —1) 180° = 2,75 + (k — 1) m, k€ {1, 2, 3, ...} : W(2,75; 1,11),
Wy(5,89; —0,569), W4(9,03;0,32), ... (Die Untersuchung f/(;) # 0 wird weggelassen.)
Die Anstiege der Wendetangenten sind: f(x,) = —2,88, f'(z,) = 1,54, f'(%,) = 0.82, ...

y
N
Hy
g,
1 W TN,

. s T Bild15.19
OFX 7 Xy Wx, x&_‘
=7 2 7
y=5e"0%%sinN\_Ty y=—5/ar <

-
7
e
Ve

8. Skizze: Bild 15.19. Fiir [sinz| = 1,d. h., 2 = l +km, k€ N, stimmen die Ordinaten

der Kurve mit den Ordinaten der durch y = 5e—" 2% bzw. y = —5e~"2% gegebenen
Exponentialkurven tiberein. Fiir die iibrigen z-Werte ist [sin 2| < 1, d. h., die Kurve
liegt zwischen den beiden Exponentialkurven. Die Beriihrungspunkte zwnschen der
Kurve und den Exponentialkurven fallen nicht mit den Extrempunkten der Kurve
zusammen. Der Abszissenunterschied zwischen Extrempunkt und jeweiligem Beriih-

rungspunkt betrigt stets Ax = — — arctan 5 = 0,20. Die Funktion stellt eine ge-
démpfte Sinusschwingung dar.

9. Wertebereich: ¥ = [—1,99; 3,73].
Aufgaben: 15.10. bis 15.13.

15.3. Angewandte Extremwertaufgaben

Bei vielen Aufgaben in der Naturwissenschaft, Technik, Wirtschaft usw. sind Best-
werte zu berechnen, z. B. minimaler Materialverbrauch, minimale Kosten, maximale
Leistungen, Volumen, Belastbarkeiten usw. Diese Aufgaben heiBen Extremwert-
aufgaben. Zur Einfiihrung dient das folgende einfache geometrische Beispiel :
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BEISPIEL
15.16. Von einem Dreieck sind die Grundlinie e und dle Hohe £ gegeben. Dem Dreieck ist ein
Rechteck so einzubeschreiben, daB eine Recht: ite auf ¢ liegt und die Rechteckfliche

maximal wird. Zu berechnen sind die Seiten und die Fliche des Rechtecks.

Lésung: Die Rechteckfliche 4 soll ein Maximum sein. Die Bilder 15.20a bis ¢ zeigen, daB
bei VergroBerung der Rechteckseite z die andere Seite y kleiner wird und umgekehrt. Fji
y — ¢ folgt 2 — 0 und damit 4 — 0, und fiir y — 0 folgt # — » und 4 — 0. Zwischen
beiden Grenzlagen mufl 4 einen maximalen Wert annehmen. Es ist

d=z-y=flx;9). (I
¢
|
= Y 3
0/
A Yy 8
a) ) c)
D R .
Bild 15.20
Wie die Betrachtungen zeigten, sind 2 und y nicht unabhiingj inander. Die zwisch

ihnen bestehende Bedingung folgt aus der Ahnlichkeit der Drelecke ABC und DEC:
c:h:y:(h—z)=)y=7(h—x). (I1)
(IT) wird in (I) eingesetzt und ergibt mit
A=z, ;T(h—- x)=-£—(hz—z‘)=/(z) (I11)
die Rechteckfliche in Abhingigkeit von nur noch einer Variablen.  hat nach der Auf-

gabenstellung den Definitionsbereich D = [0; &].
Die erste Ableitung der Funktion 4 = f(z) wird gleich Null gesetzt:

d4 c
= k-2 =0.

Mit % + 0 folgt

h—20=0=2p=—

((ll;: _;% < Oist 2g Muxlmumstelle

Aus (IT) folgt: yg — T (h — z5) = -;—

Wegen

Die maximale Rechteckfliche ist Ay = f(2p; yg) = x5+ yg = %
Die Rechteckfliche nimmt also den maximalen Wert Az = ey an, wenn die Seiten die

Lingen zz = %-, Yp = % haben.
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Anmerkung: Da bei angewandten Extremwertaufgaben im Gegensatz zu Kurvendiskus-
sionen im allgemeinen der absolute Extremwert gesucht wird und dieser auch am Rand
des Definitionsbereiches auftreten kann, ist das Verhalten der Funktion in den Rand-
stellen zu priifen. Fiir = 0 und z = 4 folgt aber 4 = 0, d. h., es liegt kein Maximum
vor. Absoluter und relativer Extremwert fallen, wie bei den meisten Extremwertauf-
gaben, zusammen (Bild 15.21).

A'%(hx-x’)

Bild 15.21

Wie aus Beispiel 15.16. ersichtlich, gliedert sich die Losung einer Extremwertaufgabe
in folgende Schritte: '

1.

5.

Der naturwissenschaftliche, technische oder sonstige Sachverhalt ist klar zu er-
fassen. Die Betrachtung einiger ausgewihlter Fille, z. B. durch Skizzen, erleich-
tert die Unterscheidung von Konstanten und Variablen.

. Die GriBe, die einen Extremwert annehmen soll, ist in einer Funktlonsglexchung

als abhiingige Variable darzustellen. Diese Funktion heiSt Zielfunktion. Sie
enthélt im allgemeinen mehr als eine unabhiingige Variable.

. Die Zahl der una.bhanglgen Variablen in der Zielfunktion ist auf eins zu reduzieren.

Noh

Hierzu sing ding; auf: h die zwischen den unabhéngigen
Variablen und gegebenen  GroBen bestehen. Durch jede Nebenbedingung kann die
Zahl der Variablen um eins reduziert werden. Der Definitionsbereich der Ziel-
funktion ist zu ermitteln.

LaBt sich die Zahl der unabhingigen Variablen in der Zielfunktion nicht auf eins reduzie-
ren, dann sind die Methoden aus 21.5. anzuwenden.

. Fiir die Zielfunktion sind die Extremstelle, der Extremwert und die Art des

Extremwertes nach 15.2.1. zu berechnen. Die Funktionswerte in den Randpunkten
des Definitionsbereiches sind auf Extremaleigenschaft zu untersuchen.

Das Ergebnis ist zu formulieren.

BEISPIELE

15.17. Es soll eine zylinderformige Konservendose mit dem gegebenen Volumen V hergestellt

werden. Wie sind Radius r und Héhe & des Zylinders zu wihlen, damit der Material-
verbrauch, d. h. die Oberfliche des Zylinders, ein Minimum wird?

Lésung: Die Bilder 15.22a bis ¢ zeigen einige Zylinder gleichen Volumens. 7 und % sind
variabel, V ist konstant. Die Zielfunktion ist

0 = 2nrh + 2rr? = 2r(rhk + %) = f(r; k). . (1v)
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Die Volumenformel 1" = nr% ergibt die Nebenbedingung und wird, um eine Wurzel zu
vermeiden, nach A aufgeldst:

v

= %

Mit (V) folgt aus (IV) die Zielfunktion als Funktion mit einer unabhingigen Variablen:
0 =2 (I— + ,.2) = f(r).
nr

Der aus der Aufgabenstellung folgende Definitionsbereich ist D = (0; co).

-

t——\l c)

b Bild 15.22

Die weitere Rechnung ergibt

do Vv
@ = (—;,? * 2’)

a0 2V
= (= +2
doay

dr?
3

%g=0=)—'7:/7+2r=0:>r5=]/_“.
g

[

|

Ve

\ |

\ ,Ig Bild 15.23
N
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15.18.

15.19.

2,
Wegen [% ~ > 0 ist rg eine Minimumstelle. Bild 15.23 zeigt das Bild der Ziel-

r=r

funktion (vgl. a.ucl: Bild 15.17). Im betrachteten Intervall (das als offenes Intervall keine
Randpunkte besitzt) fallen wieder relatives und absolutes Minimum zusammen.

Die zu rg gehérige Hohe ist nach (V)

4 v Y
Mg = — e — 8 |/ —— = %
P g 372 VZ?: 15

Die Oberfliche eines Zylinders mit gegebenem Volumen ist ein Minimum, wenn Héhe
und Durchmesser des Zylinders gleich grol gewihlt werden.

An eine Spannungsquelle mit der Urspannung U und dem inneren Widerstand R; ist
ein duBerer Widerstand R, angeschlossen. Wie groB ist R, zu wihlen, damit die in ihm

verbrauchte Leistung P = I?R, méglichst groB ist?
Lisung: Mit der Stromstirke
Pl
Ri+ Ry
folgt aus P = I?R, die Zielfunktion
R,
P=Ut—22 ___ _ 4R).
G ay
Ihre ersten beiden Ableitungen lauten
AP _ R+ RP—RAR A+ R) _, R R
dR, (Bi + Ry)* (Bi + B,)?
&P o — (Bt Ry — (B — Ry) 3R+ B _ oy 2Ry — R
dR® (B; + Ry)® (B; + By

Aus % = 0 folgt R,z = R; und damit

a
d2pP R;

e = 2P ——1__ 9,
dR,? ]R.:R: (B + R)*

d. h., R,p ist eine Maximumstelle.
Fir R, = R; ist die im Widerstand R, verbrauchte Leistung ein Maximum (Anpas-
sungsfall).

Gegeben sind die Punkte 4(0; y4) und B(zp; yp) entsprechend Bild 15.24. Ein Punkt
P(x;0) ist auf der z-Achse 8o zu wiihlen, daB der Weg s = AP 4 BP = & + s, ein
Minimum wird.

Lésung: Aus Bild 15.24 1é8t sich sofort die Zielfunktion ablesen:
8=V 4yl + Vizg — 2 + yg* = f@).

Die notwendige Bedingung fiir einen minimalen Weg s lautet:

ds z _ xp — @
dz Y2 tyl Vg — 2P + yg

Aus dieser Gleichung kénnte die Extremstelle 2z berechnet und damit der gesuchte
Punkt P bestimmt werden.

=0 (VI)
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Darauf soll hier verzichtet werden. Zu einer inter physikalischen Aussage fiihrt
jedoch die geometrische Dentung der Gleichung (VI). Die Wurzeln im Nenner stellen
die Strecken s, bzw. s, dar, so daB (VI) iibergeht in

2 _ = (VII)
8 8
Sind « und B die Winkel zwischen AP bzw. BP und der Senkrechten zur 2-Achse durch
P, dann 1&Bt sich (VII) unter Beachtung der Beziehungen fiir Wechselwinkel in der
Form schreiben
sin « = sin 8.
Da « und B spitze Winkel sind, folgt daraus

& =f.
Der Weg 8 = 8, + 8, ist dann ein Minimum, wenn P so gewiihlt wird, daB der ,,Einfalls-
winkel“ « gleich dem ,,Ausfallswinkel* g ist.
Auf die Untersuchung der zweiten Ableitung wird verzichtet, da von der g ischen
Uberlegung her nur ein Minimum vorliegen kann.

Ya
v

_X8 Bild 15.24

Nach dem FErRMATschen Prinzip legt ein Lichtstrahl zwischen zwei Punkten unter allen
verschiedensten denkbaren Verbindungen den kiirzesten Weg zuriick. Wird die 2-Achse
als Grenze zwischen zwei verschied Medien (z. B. Luft und Glas) angesehen, so laBt
sich entsprechend obiger Rechnung mit dem FermaTschen Prinzip das Reflexions-
gesetz der geometrischen Optik herleiten.

Ein Kérper, auf den die Gewichtskraft G wirkt, soll auf einer horizontalen Ebene mit
der Reibungszahl u = 0,12 von der Zugkraft F' gleichférmig bewegt werden. Welchen
Winkel « muB die Kraft F mit der Horizontalen bilden, damit der Reibungsverlust und
damit die bewegende Kraft ¥ méglichst klein werden?

Lésung: In Bild 15.25 sind Fy; und Fy die Hori: 1- bzw. Vertikall te der
Zugkraft F. Nach physikalischen Uberlegungen gilt fiir die Relbungskmft

Fp = (G — Fy) .

Um sie zu iiberwinden, mu F', = Fp sein:
Fy = (G — Fy)p.

Mit den Bezeichnungen des Bildes 15.25 folgt daraus
Fecoso = (G — Fsinax)u,
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und durch Auflésen nach F ergibt sich die Zielfunktion

I . S 1 (vIII)
cos & + u 8in o

Der Zihler in (VIIT) ist konstax'xt. Deshalb ist F genau dann minimal, wenn der Nenner
maximal ist. Daher wird der Nenner als neus Zielfunktion

z=coBo + usina = g(x)

betrachtet, und es wird ihr Maximum bestimmt.

Bild 15.25

@

Die 1. Ableitung lautet

ﬁ:—sina-}—ycosa.

do

Die notwendige Bedingung fiir ein Maximum :—:‘ = 0 ergibt
8in & = ucos & oder
tan x = pu = 0,12,

woraus o = 6,8° & 7° folgt.
Die 2. Ableitung
&% —co8 & — p8ina
da®
ist wegen « € [0°, 80°] stets kleiner als Null, so daB ap einé Maximumstelle ist.
Die bewegende Kraft F muB mit der Horizontalen den Winkel ag & 7° bilden, damit
und somit der Reib lust ein Mini werden.

Kontrollfrage

15.11. In welche Schritte zerfillt die Losung einer angewandten Extremwertaufgabe?

Aufgaben: 15.14. bis 15.25.

15.4. Aufgaben

15.1. Es sind die ersten zwei Ableitungen der folgenden Funktionen zu bilden:
1 1 14 2 2t — 4

=8 i 11 b) y = —— —
a)y FpEtgs Yy=1—"3 o)y eyt
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15.2.

15.3.

15.4.

15.5.

dy=V1—2 oy lEEE f) y=rcos’z
x

g)y=cot% h) y =In(1 + 2% i) y=ilnz -

k) y =e%cos z 1) y =etlnz m)y = a%

Zu berechnen sind die ersten vier Ableitungen der folgenden Funktionen:
a)y=2"+222+5 b)y=sin%

¢c)y=Inz d) y = x cos 2z

Wie lautet die n-te Ableitung der folgenden Funktionen?

a) y = ax" b) y =ze*

x

z 41

o)y = d) y = et*

Fiir welche ganzrationale Funktion 3. Grades ist
a) (—=1)=0, f2)=0, f(1)=86, [(—2)=—12
b) f(0) =0, f(2)=9, ["(8)=8, ['(1)=—4

' L

9 =5 tO=—3 1

s @ =5 Pll)y=gt

(Mit dem Ansatz y = aa® + ba2? + cz + d sind Gleichungen fiir (iie bel ten Koeffi-
zienten a bis d aufzustellen.)

Gesucht werden die Extremstellen, Extremwerte und die Art der Extremwerte fiir
folgende Funktionen:

a) y =3z — 122 + 18 b)y=2>—322— 08z +5
2z
=gt — 82° 2422 — d = ——
c)y + 32 + 2 )y Tter
e)y=i+—z f) y=2a%.e* g)y=ainz+‘%eoa2z, z € [0; 2r)
-z

Welche ganzrationale Funktion 3. Grades geht durch den Ursprung, hat bei z = —2 und
2 = 4 je eine Extremstelle und in = 2 den Anstieg —48?

Gesucht werden die Wendepunkte der folgenden Funkti

a) y = 2® — 152% + 62 4 210 b)y=1l2(r‘—8r’+18:r=—l4z+27)
_ 6 %45

c)y—(z_l), dhy= =

e)y = % sin2z + cosz, z€[0;2r) f) y=e2'

Wie heiBen die Gleichungen der Wendetangenten der Funktion y=—41—

9
14 2
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15.9.

Welche gnnzmhonule Funktion 3. Grades hat eine Kurve, die durch P, (0 —) geht und
in Py(1; 1) einen Stufenpunkt hat?

In den Aufgaben 15.10. bis 15.13. sind die zu den angegebenen Funktionen gehérigen Kurven
zu diskutieren.

15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

15.14.

15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

15.20.

a) y =a®— 622 + 9z bDy=2*—32—2+3
2 _ )y a Lo g
¢) y = (a® — 1) )y = _T+§
e)y:-i-x‘+x“ f) y=af — 28 — 3z
z* 2 — 9
ft)y=(x_l)2 b)yfmz_4
222 22+ 1
= d) y=2"T-
o)y = )y =
@ 2z
= f) y = ——ou
e) y e )y Tt e
a)y = b) y = o) y=z—4Vz
ef
a) y=umxe® b) y = a%e® c)y——’
_Z 1 1
dyy=e 2 e)y~nz f)y=cosz+Esin2z
x

g) u = cte~% fiir T = (0, c0)

‘Wie sind die Seiten eines Rechtecks zu wiihlen, damit bei

a) gegebener Fliche 4 der Umfang U ein Minimum

b) gegebenem Umfang U die Fliche 4 ein Maximum wird?

In einen Kreis mit dem Radius r soll ein Rechteck gezeichnet werden, dessen
a) Umfang U b) Fliche 4

ein Maximum ist. Wie groB sind die Rechteckseiten a, b?

In einen Kreis mit dem Radius  ist das gleichschenklige Dreieck mit maximaler Fliche
einzubeschreiben. Wie groB ist diese Fliche?

Von einem Dreieck sind die Summe 8 = b + ¢ und der Winkel  gegeben, Wie groB miis-
sen b und c sein, damit die Dreiecksfliche ein Maximum wird?

Ein zu errichtender Schuppen soll nach dem vorhandenen Material Seitenwiinde der
Hohe & = 2 m und Dicher der Liinge ! = 3 m (Bild 15.26) erhalten. Wie ist der Winkel
2x zu withlen, damit die Fliche der Giebelwand und damit das Volumen des Schuppens
ein Maximum werden?

Welchen Radius und welchen Zentriwinkel hat ein Kreissektor, der bei gegebenem Um-
fang U die groBte Fliche hat?

Der Querschnitt einer Schleuse bzw. emes Kanals soll den Wert 4 haben. Wegen des
Materialaufwandes und des Reibung des soll der b Umfang mog-
lichst klein werden. Wie lang sind jeweils die Ab gen des Q hnitts, wenn er

a) ein oben offenes Rechteck ist;
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b) ein oben offenes symmetrisches Trapez mit dem konstanten Bsschungswinkel « = 30°
an der Grundlinie ist;

¢) ein oben offenes, auf der Spitze stehendes gleichschenkliges Dreieck ist (als Variable
ist der Winkel an der Spitze einzufiihren);

d) ein Rechteck mit aufgesetztem Halbkreis ist?

15.21. In eine Kugel mit dem Radius R ist

a) ein Zylinder mit maximalem Volumen,

b) ein Zylinder mit maximaler Mantelfliche,

¢) ein Kegel mit maximalem Volumen,

d) ein Kegel mit maximaler Mantelfliche

einzubeschreiben. Wie groB sind Radius r und Hohe % des Zylinders bzw. Kegels?

15.22. In einen Kegel mit dem Radius R und der Hohe H ist ein Zylinder mit maximalem Volu-
men einzubeschreiben. Zu berechnen sind Radius » und Hohe & des Zylinders.

15.23. Eine rechteckige Tafel aus Blech hat die Linge ¢ = 16 dm und die Breite > = 6 dm. An
den Ecken sind Quadrate mit den Seitenlingen z auszuschneiden (Bild 15.27) und der
Rest zu einem oben offenen Kasten zusammenzubiegen. Wie groB ist « zu wihlen, damit
das Kastenvolumen ein Maximum wird? Wie groB ist das maximale Volumen?

K>
)
§
Bild 15.26 Bild 15.27
. " 22 32 . - : .
15.24. In die Ellipse mit der Gleichung =% e 1 soll ein les Rechteck eing 1
a
net werden (dessen Seiten parallel zu den Ellipsenachsen sind). Wie groB sind die Seite
¢, ¢ und die Fliche des Rechtecks?

15.25. Eine Grofle wurde n-mal gemessen. Die MeBwerte sind [y, Iy, ..., I,. # sei ein Mittelwert
und v; = 2 — I; (i = 1, 2, ..., n) die Differenz zwischen Mittelwert und MeSwert. Wie
ist der Mittelwert 2 zu wihlen, damit die Summe der Quadrate der v; ein Minimam
wird?

15.26. Gegeben ist die Gleichung einer geradlinigen Bewegung: 8 == f(t). Gesucht werden
Geschwindigkeit v, und Beschleunigung a, zum Zeitpunkt #,.

m m 1
a) 8 = ‘MF —2t—s, ty =3
b) e =32 4 tm, g, = 25;
BI
t1
T 1
c)g=2m-e sin (26—, ¢ =18
8
15.27. Welchen Zentriwinkel mu8 ein Kmissuéschnitt mit dem Radius 8 haben, damit der

Kegel mit diesem Ausschnitt als Mantel ein maximales Volumen hat?
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15.28.

15.29.
15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

Auf einem Schenkel des Winkels « sind zwei feste Punkte 4 und B gegeben (Bild 15.28).
Auf dem anderen Schenkel ist ein Punkt C so zu bestimmen, da8 der Winkel ¢ maximal
wird. Wie groB ist z?

1

Fiir welche positive reelle Zahl z ist 2% ein Maximum?

Gegeben sind die Punkte 4(0; y,) und B(zg; y5) (Bild 15.29), P(x; 0) ist ein Punkt der
2-Achse. Die Strecke AP werde mit der Geschwindigkeit v,, die Strecke PB mit der
Geschwindigkeit v, durchlaufen. P ist so zu wiihlen, da8 die Zeit ¢ zum Durchlaufen von
s = AP + PB ein Minimum ist. Welche Beziek besteh ischen « und §?
(Die Berechnung von xy entfallt. Man vergleiche mit Beispiel 15.19.)

y
A
Ya
&l
P
a X
18
X
8 7]
8
Bild 15.28 Bild 15.29

‘Welchen Neigungswinkel & muB ein Brett von der Liange I erhalten, damit eine auf ihm
herabrollende Kugel auf der Horizontalebene méglichst weit gelangt?

Fiir eine symmetrische Linse mit bekannter Brennweite f ist mit Hilfe der Abbildungs-

gleichung L = L + —;— (g ist die Gegenstands-, b ist die Bildweite) die kiirzeste Ent-
g

fernung 8 von Bild und Gegenstand zu bestimmen.

Aus einem Baumstamm mit annihernd kreisfsrmigem Querschnitt vom Durchmesser d
soll ein rechteckiger Balken von mdglichst groBer Tragkraft, d. h. maximalem Wider-

standsmoment W = < bh?, herausgeschnitten werden. Wie lang sind die Rechteck-
seiten b und A? 8

. Ein Balken auf zwei Stii mit der Stit ite J.hat bei folgenden Belast im

Abstand z vom linken Auflager das Biegemoment

a) M, = ﬂ(-l2;£)-, z € [0; I] bei gleichmiBig verteilter Last ¢;

b) M, = L z—-L 28, 2 € [0; 1] bei einseitiger Dreieckslast, die von 0 bis zum Wert
8 6

g linear ansteigt;
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15.36.

15.38.

15.39.

c) M,= % z(l —2— % , « € [0;1 — a] bei zwei gleich groBen wandernden Lasten

F mit konstantem Abstand a < i , wobei z der Abstand der-linken Last vom linken
Auflager ist. 2

Zu bestimmen sind das groBte Biegemoment sowie die Stelle, an der es auftritt (gefiihr-
deter Querschnitt).

5. Zwei Punkte P, und P, bewegen sich auf den beiden Koordinatenachsen gleichférmig

mit », = 0,3 m/s und v, = 0,4 m/s in Richtung auf den Ursprung 0 hin. Am Anfang der
Bewegung sind sie vom Ursprung 12 m bzw. 9 m entfernt. Nach wieviel Sekunden ist
ihre Entfernung am kleinsten?

Es sind N = m - n galvanische Elemente, von denen jedes die Urspannung F und den
inneren Widerstand R; hat, in m parallele Reihen von je n Elementen so zu schalten, daB
die Batterie eine moglichst groBe Stromstiirke liefert, wenn sie mit einem @uBeren Wider-
stand R, in Reihe geschaltet wird. Wie sind m und » zu wihlen?

. Der stationiire- Anteil einer gedimpften erzwungenen Schwingung ist K cos (wt + ¢).

Fiir die Amplitude gilt

K,

Hme——f .
Viw % + (260)

fw);

o> —

K,, w, und 8 sind konstant. Fiir welche Kreisfrequenz »» = w, ergibt sich die maximale
Amplitude (Resonanzfrequenz)?

Eine Spule mit einem kreisférmigen Querschﬂitt enthiilt einen Eisenkern mit kreuz-
formigem Querschnitt @. Wie sind die Abmessungen a und b zu wiihlen, damit die Spule
maximal ausgefiillt wird (Bild 15.30)?

L | Bild 15.30

In einem Stromkreis sind der Widerstand R, die Induktivitit L und die Kapazitit C in
Reihe geschaltet. U ist die Klemmenspannung des an den Stromkreis gelegten Wechsel-
stromes. Die Stromstiirke I ergibt sich dann aus

. U

Fiir welche Frequenz w nimmt die Stromstéiirke 7 ihr Maximum an?



16. Einfithrung in die Integralrechnung

16.1. Unbestimmtes und bestimmtes Integral

Das Problem, den Inhalt einer ebenen Fliche zu berechnen, fiihrt zur Definition des
bestimmten Integrals. Fiir dieses wird eine Formel hergeleitet, nach der es' mit Hilfe
des unbestimmten Integrals berechnet werden kann.

Wenn die Fliche geradlinig begrenzt ist, 1aBt sich der Inhalt leicht berechnen Sie

wird in Dreiecke zerlegt, deren Flicheninhalte addiert werden: 4 = Z A;. In Bild
16.1ist » = 3.

4

fix+dx)

fix)

fla)
A A
e, \\ 17
/AN

I

Bild 16.1 Bild 16.2

Fiir eine krummlinig begrenzte Fliche ist das Problem auf diesem elementaren Weg
nicht 16sbar. In Bild 16.2 ist eine nur auf einer Seite krummlinig begrenzte Fliche
dargestellt, deren Inhalt 4 berechnet werden soll. Sie ist von der Kurve einer Funk-
tion f, der 2-Achse und den Parallelen zur y-Achse an den Stellen a und z begrenzt
und soll als ,,Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen von
a bis z*‘ bezeichnet werden. Vorausgesetzt wird, daB f stetig ist und die Funktions-
werte von f nichtnegativ sind: f(x) = 0. Da die rechte Grenze x variabel sein soll,
ist auch A variabel: 4 = F(z). Wenn sich = der linken Grenze a nahert, wird
A Xleiner, und fiir = a ist der Inhalt 4 Null: F(a) = 0. Wenn sich z um Az
dndert, so &ndert sich die Fliche um den Streifen mit der Breite Az. Sein Inhalt ist
A4 = F(z + Az) — F(z), d.h. gleich dem Inhalt der Fliche von @ bis =+ Az,
vermindert um den Inhalt der Fliche von a bis z. Bei steigender Kurve gilt (vgl.
Bild 16.2)

fl@) Az < AA < f(x + Az) Ax.
f(x) Az und f(z + Az) Az sind die Inhalte der Rechtecke mit der Breite

Az und den Hohen f(z) und f(x + Aw). In der Ungleichung wird A4 ersetzt:
f(z) Az < F(x + Az) — F(z) < f(r 4 Az) Az.

Division durch Az =+ 0 ergibt f(z) <W < f@ + Ax), dabei ist
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der mittlere Ausdruck der Differenzenquotient von F. Da f nach Voraussetzung stetig
F(x+ Ax) — F(x)
Ax
gegen f(x). Der Grenzwert des Differenzenquotienten (die Ableitung) von F' ist dem-
Pt 2 - F@ _ p) = ),
A0 x
Bei fallender Kurve gilt f(x) Ax > A4 > f(x 4 Ax) Az, und bei konstanter Kurve
sind Gleichheitszeichen zu schreiben. Beim Bilden des Grenzwertes entsteht aber
stets dieselbe Gleichung.
Es ergibt sich:
Wenn f eine stetige Funktion mit nichtnegativen Funktionswerten ist und F eine
Funktion ist, deren Wert gleich dem Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f
und der z-Achse in den Grenzen von a bis z ist, so gilt:

ist, geht fiir Ax — 0 der rechte Ausdruck f(x 4 Ax) gegen f(x), also

nach lim

F'(x) = f(x) (16.1)

Aus Gl. (16.1) folgt di(;—(:) = f(x), dF (x) = f(x) dz.
Um diese Gleichung formal nach F(z) auflésen zu kénnen, wird ein neues Symbol,
das Integralzeichen, eingefiihrt:

F) = [ f(x) dz,

gelesen ,,Integral iiber f(x) dz‘‘. Das Integral wird berechnet, indem alle Funktionen
F (Integralfunktionen, Stammfunktionen) ermittelt werden, die die gleiche bekannte
Ableitung haben: F'(x) = f(x). Es gibt unendlich viele Stammfunktionen. Sie unter-
scheiden sich nur durch eine additive Konstante C' (Integrationskonstante), denn
die Ableitung einer additiven Konstanten ist Null:

l“mm=nm+;] : (16.3)
Das Integral heiBt unbestimmtes Integral, f(z) Integrand und » Integrationsvariable.

Aus der Definition folgt, daB das Berechnen des unbestimmten Integrals die Um-
kehrung des Differenzierens ist.

Da das unbestimmte Integral als die Menge aller Stammfunktionen definiert ist, miiBte Gl.
(16.3) mit Mengensymbolik geschrieben werden. Diese umstiindliche Schreibweise wird ver-

, mieden, und wie in Gl. (16.3) wird nur ein Element (Repriisentant) dieser Menge angegeben.
(Das Zeichen F, bedeutet die Stammfunktion, fiir die ¢ = 0 ist.)

Die grafische Darstellung des unbestimmten Integrals ist eine Menge von Kurven,
von denen eine aus der anderen durch Parallelverschiebung in y-Richtung hervor-

geht. Damit ist gewéhrleistet, daB alle Kurven an gleichen Stellen x den gleichen
Anstieg haben (denn alle Stammfunktionen haben die gleiche Ableitung).

BEISPIEL

16.1. Es ist das unh.st.mmte Integral iiber die Funktion f: y = 322 + 2 zu berechnen, und es
sind die Stammfvnktionen fiir C = 0, C = 10 und C = —3 anzugeben.
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Lésung: Esist [ (32 + 2)dv = «* + 22 + C,

denn (23 4 2z + C)’ = 322 + 2.

Die Gleichungen der geforderten Stammfunktionen sind
y = Fy(z) =+ 2z fir C=0,
y = Fo(2) + 10 = 2 + 2z 4+ 10 fir C =10,
y="Fyx) —3 =a®+22—3 fir C= —3.

In Bild 16.3 sind diese drei Stammfunktionen grafisch dargestellt.

y="FRix)+10

S

Bild 16.3

Der niichste Schritt zur Berechnung des Flicheninhalts ist, aus der Menge aller
Stammfunktionen diejenige auszuwihlen, fiir die nach Gl. (16.2) F(a) = 0 ist, die

-also

bei z = a eine Nullstelle hat. Aus
F(z) = Fo(z) + C

folgt firz = a

F(a) = Fyfe) + C,

nach Gl. (16.2)

also

Q=Fo(a)+0,

C = —F,a).

Wenn (II) in (I) eingesetzt wird, ergibt die rechte Seite von (I)

Diese Differenz wird symbolisch durch eckige Klai

Folx) — Fo(a).

h

@

an

b

Grenzen bezeichnet :

[F(@)]; = Folx) — Fo(a),
gelesen ,,F'(z) (in den Grenzen) von a bis z*‘.

n mit ang
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BEISPIEL

16.2. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = 323 + 2 und der z-Achse in
den Grenzen von a = 1 bis z zu berechnen.

Lésung: Nach Beispiel 16.1. ist

Fy(z) = 2® + 2z, also Fy(1) = 3,

und [Fo(2))? = Fy(z) — Fo(l) = 2° + 22 — 3.
y = Fo(z) — 3 = 2® + 2z — 3 hat fiir x = 1 eine Nullstelle (vgl. Bild 16.3); Gl. (16.2)
ist erfiillt.

Wenn statt mit F, mit einer beliebigen anderen Stammfunktion F: y = F(z)
= Fo(x) + O, gerechnet wird, entsteht das gleiche Ergebnis, weil C; beim Subtrahieren
wegfillt:

[F@)]3 = F(z) — Fla) = [Folz) + C1] — [Fo(@) + C1] = Fo(z) — Fo(a)-

Der Index 0 darf also weggelassen werden.

Die Grenzen werden an das Integralzeichen geschrieben. Die am Zeichen unten
stehende Grenze heiBt untere Grenze, die oben stehende Grenze obere Grenze. Als
Symbol ergibt sich

[ (@) de = [F@)]; = F(z) — F(a), | (16.4)

gelesen ,,Integral von a bis z iiber f(z) dz*‘.

Mit diesem Integral wird der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von / und der
z-Achse in den Grenzen von a bis z definiert (wenn z = a und f(z) = 0 im Intervall
[a; z], vgl. Bild 16.2).

Fiir das Symbol [F(2)] ist auch das Symbol F(x)|Z gebréuchlich.

Gl. (16.4) ist die Gleichung einer Funktion, die von der oberen Grenze z abhiingig ist.
Thr Funktionswert an der Stelle z = b ist

b
J f@) dz = [F@)k = F®) — Fla) (16.5)

Er heiBt bestimmtes Integral iiber die Funktion f in den Grenzen von a bis b. Das
Intervall [a; b] heiBt Integrationsintervall. Nach Gl. (16.5) gilt:

Das bestimmte Integral iiber eine Funktion f in den Grenzen von a bis b wird be-
rechnet, indem 7 unbestimmt integriert wird und fiir eine beliebige Stammfunk-
tion der Funktionswert fiir die untere Grenze vom Funktionswert fiir die obere
Grenze subtrahiert wird.

In 16.3. wird untersucht, welche Bedingung / erfiilllen muB, um das bestimmte
Integral berechnen zu kénnen.

Wenn b = a und f(z) = 0 in [a; b] sind, so wird der Inhalt der Fliche zwischen der
Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen von a bis b als der konstante Wert defi-
niert, der sich nach Gl. (16.5) ergibt. (Genauer: Die MaBzahl dieser Fliche wird damit
definiert.)
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BEISPIEL

16.3. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = 32% 4- 2 und der #-Achse in
den Grenzen von @ = 1 bis b = 3 zu berechnen.

3
G+ 2)dz =2+ 2% = (3 +6) — (1°+2) =33 —3=130
1

In Bild 16.4 ist diese Fliche schraffiert dargestellt. Thre MaBzahl ist gleich der Differenz
zweier Ordinaten der Stammfunktion. .

: (
Fl)=3x242
X
¥
F3)=33
30+
S
I
2t g
] ¥
3 5
ot T T2 %
2 4
=3 ¢ Y %
0 7 7 x 0 I X
5 7
Flx) =ff(x)dx = x*+2x
0
Bild 16.4 . Bild 16.5

Das Ergebnis gibt die Anzahl der Flicheneinheiten 4, = .1, an, wobei I, und [, die
Einheitslingen auf den beiden Achsen sind (Bild 16.5). Sind zum Beispiel I, = 3 cm
und I, =2 cm, so ist 4,, = 6 cm?, und der Flicheninhalt in Beispiel 16.3. ist
A =30 4,, =180 cm?

Kontrollfragen

16.1. Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Berechnen des unbestimmten Integrals
und dem Differenzieren?

16.2. Welche Beziehung besteht zwischen den grafischen Darstellungen der Stammfunktionen
eines unbestimmten Integrals?

Anufgabe: 16.1.
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16.2. Grundintegrale, Grundregeln

Fiir die Konstante 1 und die Potenz 2" werden die Grundintegrale hergeleitet und
anschlieBend wichtige Regeln fiir das Rechnen mit unbestimmten und bestimmten
Integralen bewiesen, Der zweite Teil dieses Abschnitts enthilt weitere Untersuchun-
gen zu dem in 16.1. formulierten Problem der ichemnha,ltsberechnung

Nach den Gln. (16.3) und (16.1) ist

[Fo(@)) = f(x) & [ /(z) dz = Fo(a) + C.

Aus den in der Differentialrechnung hergeleiteten Ableitungen ergeben sich damit
fiir die Konstante 1 und die Potenzfunktion die Grundintegrale:

(x) =1 =3 fldx:fdx=x+0 (16.6)
n+ ’ n+1
(;—4-11) —re fﬂda::ﬁ-&-(}’,n:l:—l (16.7)

Beim Integrieren erhéht sich also der Potenzexponent um eine Einheit, wihrend er
beim Differenzieren um eine Einheit niedriger wird. G1. (16.7) gilt fiir beliebige reelle
Exponenten aufler » = —1, denn fiir diesen ist der Nenner des Bruches 0; also a8t

sich | a7 1dz = L dz nicht mit Gl. (16.7) berechnen. Weitere Grundintegrale wer-
) x
den'in 17.1. hergeleitet.

BEISPIELE
7 p— i\’ £ i =
16.4.fz dz—s +C,denn(8+0)

a8
16.5.fa:dz=fz‘dz=—2—+0

Differenzieren der Gl. (16.3) ergibt wegen Gl. (16.1)
[f /(z) dz]' = [Fo(w) + CT = f(x).
d[f f(x) da]

Wenn die Ableitung als Differentialquotient geschrieben wird, — = f(z),
ergibt sich d[f/(x) dz] = f(z) d=.
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Andererseits isbe’(x) dz = fdg( 2) daz _de(x) = F(z) + C. Also
[f fie) da]’ = f@); d[f f(w) da] = f(a) da (16.8)
[ F'(z)de = [ dF(x) = F(z) + C (16.9)

Differenzieren und unbestimmtes Integrieren heben einander auf, wenn zuerst inte-
griert und dann differenziert wird. Wenn zuerst differenziert und dann integriert
wird, ist noch eine Integrationskonstante C' zu addieren.

Fiir die folgenden zwei Regeln existieren in der Differentialrechnung entsprechende
Regeln:

[ /@) + g@)] dz = [ f(z) dz + [g(z) dz (16.10)
fa/(a:) dz =a f f(z) dz, a0 (16.11)

Das Integral einer algebraischen Summe ist gleich der Summe der Integrale der
einzelnen Summanden. .

Ein konstanter Faktor des Integranden darf vor das Integralzeichen geschrieben
werden.

Beweise:
1. Essei [ {(z) dz = F(z) + C, und [ g(x) dz = G(2) + C,,
also F'(z) = f(z) und @’(z) = g(x).
Dann ist nach der Sum egel der Diff ialrech
f(z) + glz) = F'(z) + F'(2) = [F(z) + G2))
und nach Gl. (16.9)
[ U@ + 9@ dv = [ [F@) + 6@) dz = [F(z) + @) + C.
Mit C = C, + Cj ergibt sich -
[ @) + 9@@) dz = F@@) + C, + 6(2) + C, = [ f) dz + [ g(x) d=
2. Es sei [ f(z) dz = F(z) + C, also F'(z) = f(a).

Dann ist af(z) = aF’(z) = [aF(z)]’ nach der Regel fiir einen konstanten Faktor in der
Differentialrechnung und nach Gl. (16.9)

[ of@) dz = [ [aF(@)) dz = aF(2) + C,
fu/(x) dz =a [F(z) + %] =a[F(x)+Cl=a f f(z) da.

g

Dabei ist C = -c—', also muB a == 0 sein.
a

Gl. (16.10) 1aBt sich auf mehr als zwei Summanden erweitern. Die Gln. (16.10) und
(16.11) gelten auch fiir bestimmte Integrale, wenn alle in der Gleichung auftretenden
Integrale gleiche untere Grenzen und gleiche obere Grenzen haben.
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Fiir bestimmte Integrale gelten die Regeln:

b a
[ H@)dz = — [ f(z) dw (16.12)
a b

¢ b b
[ @) dz + [ f(x) dz = [ f(z) da (16.13)

Vertauschen der Integrationsgrenzen eines bestimmten Integrals éndert sein Vor-
zeichen.

Die Addition zweier bestimmter Integrale mit gleichen Integranden ist ausfiihr-
bar, wenn die obere Grenze des einen Integrals gleich der unteren Grenze des
anderen ist.

Bewetse:
1. Aus Gl. (16.4) folgt

b & a
[ fa) dz = F(b) — F(a) = —[F(a) — FO)] = — [ j(@) dz
a b
2. Aus Gl. (16.4) folgt gleichfalls

12 b b
[ 1@ az + [ [(z) dz = [Flo) — F(@)] + [F(8) — F(e)] = F(b) — F(a) = [ f(z) dw

Bild 16.6 Bild 16.7

Gl. (16.13) ist fiir ¢ € [a; b] unmittelbar aus Bild 16.6 ablesbar, denn jeder Summand
ist gleich dem Inhalt einer schraffierten Teilfliche. Fiir ¢ ¢ [a; b] (vgl. Bild 16.7) er-
gibt sich die Fliche von a bis b durch Subtraktion zweier Teilflichen; mit Gl. (16.12)
folgt

¢ ¢ c b b
[ 1@)da ~ | fie) do = [ fie) d + [ fi@) do = | fi@) do.

Gl. (16.13) la Bt sich auf mehr als zwei Summanden erweitern. Das bestimmte Integral
ist nur von der Funktion f und den Grenzen abhiingig, aber nicht von der Bezeich-
nung der Integrationsvariablen:

Aus
b

[ 1(@) dz = [F@)); = F(b) — F(a)
und

b
[0 dt = [F@); = F®) — F(a)
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folgt
b b
[ @) dz = [ f@) &t
a a
BEISPIELE
k 1 3 24 4
16.9. [(—2 + V;)d::f(rﬂ s a:!!)da: —fx-i de - [.zﬂ da
o x o
- 4
2 3: 1 3 3=
- (f—+ 0.)+(L+ o,)-——+—m G
—1 x 4
wobei C; + C, = C ist
16.10. f3z’dz= 3ft-d:r—3( + ) = 2% + C, wobei 3C; = C ist
L
16.11. f(zz—lix+8)dz=a — 3224 8z -+ C
Nach dem Integrieren aller Summanden wird eine gemeinsame Integrationskonstante
addiert.
16.12. f:::zu,3 de = u? f 2t de = TI;- 2ud + C
1
fzzu’du=zzfu3du= Iz*u‘ +
f 223 dt = atud f dt = 2%’ + C
Durch das Differential wird die Integrationsvariable festgelegt. Potenzen mit einer
anderen Basis sind als konstante Faktoren aufzufdssen.
16.13.[V2uv v = V_fue do=yam 22 +c;§mvyv—+0=§vvm+c
5
1 L o
16.14 8 — =z l|dz =|——~=+4+ —
f 2+2)z[4 6+2L
3
(0312 ) (st e
T\ e 6 ' 2 4 62
1 5 1 3 1
=(156+——20— 2 1374+ —)—(204+ - —4— = + 13+ —
(”+4 s " +2)(+4 6 " 1'2)
1 5 1 1 1 1
(113424 ) (29— —-= 4=
( T e T ( i 2)
5 1 1 2
=44 -2 4 14— — =143 2
6 + 2 3 3

Summen mit unechten Briichen lassen sich am einfachsten berechnen, wenn diese in
eine Summe aus einer ganzen Zahl und einen echten Bruch zerlegt werden.
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z
16.15.f(xzfl)dz=[§—x]iz:(§;;)_(_;_8_(_2))=_;_,;3_1+§
=2
r

. = [2 e P oy (=2 e td e 2
f(u-~1)du—[3 u]_z-(3 z) (3 ( 2)_31“ a:—|—3
3 .

Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Grenze hiingt nicht von der Bezeich-
nung der Integrationsvariablen ab.

8 k-3 .

7 478 |8

R I Il B I

Izﬁ 1 1}/1 1
1 1 .
—e3f 1 tY 3 18 &

T4 \8.2 1.1/ 4\ 18/ 64

16.17. f'z” de + __fsz“ da + ]-212 dx + f a2 da
[ -2 H =3

= j‘x’dz—i— jzrzdz + jg.z'-’dx -+ fl:czdz: J}xzdx
[ 4 -2 -3 0

Die Grundintegrale und -regeln ermdoglichen die Berechnung bestimmter Integrale,
deren Integranden eine Linearkombination der in den Grundintegralen (16.6) und
(16.7) als Integranden auftretenden Terme sind. Dazu gehoren ganzrationale Terme
sowie einfache gebrochenrationale und Wurzelterme.

Kontrollfragen

16.3. Fiir welchen Exponenten ist das Grundintegral der Potenzfunktion nicht definiert?
16.4. Wie dndert sich der Wert eines bestimmten Tntegrals, wenn die Grenzen vertauscht
werden?

Aufgaben: 16.2. bis 16.4.

16.3. Das bestimmte Integral als Grenzwert

Der bisher erliuterte Begriff des bestimmten Integrals wird prézisiert. Es wird eine
Definition erarbeitet, deren Anwendung die Losung verschiedenartiger Probleme aus
dem Bereich der Naturwissenschaften und Technik gestattet.

Mit Hilfe des bestimmten Integrals lassen sich nicht nur Flicheninhalte berechnen,
sondern auch viele andere Probleme losen. Beispiele aus der Geometrie sind die Be-
rechnung des Volumens und der Oberfliche eines Kérpers, Beispiele aus der Physik
sind die Berechnung der Arbeit, des Schwerpunktes und des Trigheitsmoments einer
Fliche.

Um diese verschiedenartigen Probleme 16sen zu kénnen, ist es zweckmiBig, das be-
stimmte Integral unabhiingig von der Differentialrechnung zu erkléren, und zwar als
Grenzwert einer Summe,
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Es sei f eine in [a; b] stetige Funktion, und fiir alle z € [a; b] sei f(z) = 0. Der Inhalt
zwischen der Kurve von f und der 2-Achse in den Grenzen von a bis b ist zu berechnen
(Bild 16.8). Die Fliche wird zunichst in n Streifen geteilt, indem [a; 8] in n Teil-

Xy, Ax{ 7,

X X2 X3 Xi Xip1 Xp Xper
= =5
Bild 16.8 Bild 16.9

intervalle der Linge Ax; beliebig zerlegt wird und in den Teilpunkten Parallelen zur
y-Achse gezeichnet werden. Fiir jedes Teilintervall wird die kleinste (m;) und die
groBte (M;) Ordinate bestimmt. Der Inhalt eines jeden Streifens ist nicht kleiner als
der Rechteckinhalt m; Az; und nicht gréBer als M; Ax;, folglich ist der Inhalt der ge-
samten Fliche nicht kleiner als 8, = Y, m; Az; und nicht groBer als S, = X M; Ax;.
Die Summen heiBen Untersumme &, und Obersumme §,,. In Bild 16.8 ist s, die Summe
des Inhalts aller schraffierten Rechtecke. Bei Verfeinerung der Zerlegung, z. B.
durch weiteres Teilen der Teilintervalle, kann die Untersumme nur wachsen urid die
Obersumme nur abnehmen. In Bild 16.9 ist z. B. ein Teilintervall der Linge Az in
zwei Teilintervalle der Liangen Az, und Az, zerlegt worden. Der Beitrag zur Unter-
summe erhéht sich von y;, Az auf y, Az, + y, Az,, d. h., er erhoht sich um den Inhalt
des Rechtecks, das von links oben nach rechts unten schraffiert ist. Der Beitrag zur
Obersumme verringert sich von y; Az auf y, Az, + y; Az,. Obwohl die Untersumme
wiichst, kann sie nicht groBer als der Inhalt der Fliche zwischen Kurve und x-Achse
werden, und die Obersumme nimmt zwar ab, kann aber nicht kleiner als der Inhalt
der Fliche zwischen Kurve und z-Achse werden. Wenn die Zerlegung von [a; b]
beliebig verfeinert wird, d.h., wenn mit VergroBerung der Anzahl der Streifen
(n — oo) das lingste Teilintervall und damit auch alle anderen Teilintervalle beliebig
klein werden (Az; — 0), bilden die Untersummen eine monoton wachsende Folge
{ss} und die Obersummen eine monoton fallende Folge {S,}. Beide Folgen sind be-
schrinkt, monotone beschriinkte Folgen sind aber konvergent. {s,} und {S,} haben
demnach einen Grenzwert. Fiir den Fall, daB beide Grenzwerte gleich sind, wird
durch diesen gemeinsamen Grenzwert das bestimmte Integral definiert:

n n b
lim ¥ m; Aw; =lim 3 M; Ax; = [ f(2) dw. 0]
A% A °

Wenn in jedem Teilintervall eine beliebige Stelle &; gewiihlt wird (Bild 16.10), so liegt
I, = EH: f(&:) Az; zwischen Unter- und Obersumme: g, < I, < S,. Also ist wegen (I)
=1 b
auch lim I, = f f(z) dz. Durch Verallgemeinerung dieser Uberlegungen folgt die
a

nerc0
Az—0
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Definition:

Eine Funktion f heiBt genau dann im Intervall [a;b] integrierbar, wenn der

Grenzwert lim I, = I der Summe I, = i f(&;) Ax; existiert und fiir jede Folge
i=1

A= =
beliebig fein werdender Zerlegungen von [:1,; b] sowie fiir beliebige Wahl der Stellen
&; den gleichen Wert hat.
Der Grenzwert I heiBt bestimmtes Integral der Funktion f im Intervall [a; b]:

n b
lim ¥ /(&) Az, = [ f(z) de (16.14)
n—>00 i=1 a
0

Bild 16.10

X x| x Xi ) X, Xn o X, X
l - & I 3 lgl 1+7 ngnsrgq

Geschichtliches:

Das Problem, den Inhalt einer ebenen Fliche zu berechnen, wurde schon von ARCHIMEDES
(287 bis 212 v. u. Z.) untersucht. Mit seiner ,,Exhaustionsmethode* (lat. ,,exhaurio*, aus-
schopfen) berechnete er den Inhalt eines Parabelsegments, indem er die Fliche durch eine
Folge von Flichen bekannten Inhalts mit immer groBerer Genauigkeit anniherte. Er fand z. B.
einen guten Naherungswert fiir den Kreisinhalt, indem er dem Kreis eine Folge regelmiBiger
Vielecke mit wachsender Anzahl der Ecken einbeschrieb und damit den Inhalt des Vielecks
immer besser dem Inhalt-des Kreises anniherte. KepLEr (1571 bis 1630) berechnete den Inhalt
von Flichen und Kérpern, z. B. von Fissern, durch Zerlegen in viele kleine Teile. LEIBNTZ
(1646 bis 1716) und NEwTON (1643 bis 1727) erkannten als erste den Zusammenhang zwischen
ifferentiation und Integration. Von LersNiz wurde das Integralzeichen eingefiihrt. Es ist der
stilisierte Buchstabe S und soll daran erinnern, daB das bestimmte Integral der Grenzwert
einer Summe ist. Das Wort ,,Integral* (lat. ,,integer, ganz) weist darauf hin, daB aus den
Teilen das Ganze ermittelt werden soll.
In den folgenden Jahrhunderten wurde der Integralbegriff exakt erarbeitet. Riemanx (1826
bis 1866) leistete einen wesentlichen Beitrag. Der in diesem Abschnitt erarbeitete Integral-
begriff (s. Gl. (16.14)) geht auf ihn zuriick. Das Integral wird deshalb genauer ,,Rremannsches
bestimmtes Integral* g und die Funktion f heiBt ,,integrierbar im RIEMANNschen Sinne
im Intervall [a; b]“. Es gibt Erweiterungen dieses Integralbegriffs (z. B. von STreLTsES und
LeBESGUE), die in diesem Buch nicht behandelt werden.

Hinweise:

1. Nach Gl (16.14) ist das bestimmte Integral der Grenzwert einer Summe von Pro-
dukten, bei der die Anzahl der Summanden gegen unendlich und jeweils ein Faktor
(Aw;) eines jeden Produktes gegen Null strebt. Jeder Begriff, der auf diese Art er-
klart werden kann, liBt sich als bestimmtes Integral darstellen (vgl. Beispiel
16.18.).
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2. Die Funktion f darf in [a; b] auch negative Werte annehmen (f(§;) < 0). Dann sind
auch die Produkte f(£;) Az; negativ, denn fiir den in der Praxis am héufigsten
auftretenden Fall @ < b ist Ar; = 2., — ; > 0. (Beim Vertauschen der Grenzen
wird @ > b und Ax; < 0, denn die Zerlegung des Integrationsintervalls beginnt
an der oberen (rechten) Grenze mit z; = a und endet an der unteren (linken)
Grenze mit x,.; =b, so daB x > 2, > - > 2; > 33y >+ > 2.y, vgl GL
(16.12).)

3. Es gilt: Eine Funktion f ist in [a; b] integrierbar, wenn sie in [a; b] beschrankt ist

und sie in [a; b] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat. (Dieser Satz wird nicht
bewiesen, denn der Beweis iibersteigt den Rahmen dieses Lehrbuchs.)
Eine integrierbare Funktion braucht also nicht stetig zu sein, wihrend eine stetige
Funktion (d. h. eine Funktion ohne Unstetigkeitsstellen) stets integrierbar ist:
Die Stetigkeit von f ist hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir die
Integrierbarkeit von f.

4. Ein wichtiger Sonderfall der Gl. (16.14) entsteht fiir & = a;, Az; = da; (Bild
16.11), d. h., fiir die Hohe eines jeden Rechtecks wird die zur linken Grenze des
Teilintervalls gehérende Ordinate gewihlt. Der Inhalt eines Rechteckstreifens ist
damit f(z;) dz; = F'(x;) dz;, und das ist das Differential dF(»;) von F an der
Stelle z; (vgl. 13.4.). Das bestimmte Integral wird damit als Grenzwert einer
Summe von Differentialen dargestellt. (Die Differentiale dF(x) werden auch als
Elemente bezeichnet.)

Aus Gl. (16.14) wird

n b
lim ¥ dF(z;) = [ dF(; (16.15)
;;::J i=1 a =
y

Bild 16.11

Xi Xi+1 Xp  Xnvp X

=t

BEISPIEL

16.18. Mit Hilfe des bestimmten Integrals ist eine Formel fiir die Berechnung der mechanischen
Arbeit fiir den Fall herzuleiten, daB die Kraft in Richtung des Weges wirkt und eine
wegabhingige GroBe ist.
Lésung: Wenn die Kraft F konstant ist und in Richtung des Weges wirkt, so ist die
Arbeit im Wegintervall [s;; 8,] durch W = F As = F(s, — s,) definiert.
Wenn F wegabhingig ist, F = F(s), so wird das Intervall [s,; s,] in Wegelemente ds;
zerlegt, in denen die Kraft F(s;) als konstant betrachtet wird. Die Arbeit im Wegelement
ds; ist dann niiherungsweise gleich dem Arbeitselement dW(s;) = F(s;) ds; (vgl. Bild
16.11, in dem « durch s und y durch F zu ersetzen ist). Durch Integration folgt nach
Gl. (16.15)

W= f.dW = j.F(a) ds.
N a
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Da jedes bestimmte Integral als Flacheninhalt deutbar ist, folgt aus dem Ergebnis, daB
die mechanische Arbeit grafisch in einem (F, g)-Diagramm als Inhalt der Fliche zwi-
schen der Kurve von F und der s-Achse in den Grenzen von s, bis &, dargestellt werden
kann. (Anwendungsbeispiele s. 19.3.)

Es laBt sich nachweisen, daB fiir eine stetige Funktion f das durch Gl. (16.14) defi-
nierte bestimmte Integral mit dem Integralbegriff iibereinstimmt, der durch Gl.
(16.5) mit Hilfe einer Stammfunktion F erklirt wurde. Fiir stetige Integranden
braucht deshalb das bestimmte Integral nicht als Grenzwert einer Summe nach Gl
(16.14) berechnet zu werden, sondern es kann das leichter handhabbare Verfahren
nach Gl. (16.5) iiber das Ermitteln einer Stammfunktion benutzt werden.

Kontrollfragen

16.5. Wie ist das bestimmte Integral als Grenzwert definiert (s. Hinweis 1.)?

16.6. Welche Bedingung muB eine Funktion erfiillen, um in [a; 4] integrierbar zu sein?

16.7. Welche Ordinaten werden als Héhen der Rechteckstreifen gewiihlt, wenn das bestimmte
Integral als Grenzwert einer Summe von Differentialen dargestellt wird?

16.4. Anwendungen

Der in 16.3. erarbeitete Begriff des bestimmten Integrals wird auf verschiedene
Probleme der Geometrie (Flichen-, Rauminhalte) angewendet.

16.4.1. Fldcheninhalte ebener Flichen

Inhalt einer Fliche zwischen einer Kurve und der x-Achse

Eine Funktion f sei in [a; b] stetig, und es sei f(x) = 0 in [a; b]. Die Fliche zwischen
der Kurve von f und der z-Achse wird in Streifen der Breite dx zerlegt. Der Inhalt
AA eines Streifens (Bild 16.12) ist annihernd gleich dem Inhalt d4 des rechteckigen
Streifens: A4 ~ d4 = f(z) dz. Nach Gl. (16.15) ist

b
A4 =[d4 = [ f(2)dx.
A a

Bild 16.12

Das Differential d4 wird Flichenelement genannt. Der Flicheninhalt ergibt sich
somit durch Integration iiber alle Flichenelemente. Das an das erste Integralzeichen
gesetzte A bedeutet: Die Grenzen fiir das zur Berechnung dienende rechts daneben
stehende Integral sind so zu wihlen, daB die gesamte Fliche A erfalit wird.
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Fiir f(z) < 0 in [a; b] ist der Wert des bestimmten Integrals negativ. Da der Flichen-
inhalt A4 nichtnegativ sein soll, wird festgelegt: Wenn der Wert des bestimmten
Integrals mit I bezeichnet wird,

°
1= fle) da,
so ist fiir f(z) = 0 in [a;b] auch I =0 und 4 = I (Bild 16.13), und fiir f(z) <0

in[a;b]ist I < 0und 4 = —I = |I| (Bild 16.14). Das folgende Beispiel veranschau-
licht diese Behauptung.

.

a. b X
Bild 16.13 Bild 16.14

BEISPIEL

16.19. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = a® — 6z + 8 und der
2-Achse mit den Nullstellen als G zu b

Lésung: Zuniichst Berechnung der Nullstellen.
fle) =0:22 — 6z +8=0,
2,3=31+19—8,z, =22, =4.

4
Folglich I = f (a2 — 6z + 8)dz = [§ — 322 + Sx]‘
2
2

64 8 1
=(?—-48+ 32)—(?—12-!- 18)=—1 3

und der Flacheninhalt ist 4 = |I|'= 1 % (Bld 16.15)
Wenn die Kurve von { in [a; b] die z-Achse schneidet, so wird der Inhalt der Gesamt-

fliche als Summe der Inhalte der Teilflichen berechnet. Die Rechnung wird nach
folgendem Schema durchgefiihrt:

y=x2-6x+8

Bild 16.15
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Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der x-Achse in den Grenzen von
a bis b (vgl. Bild 16.16):

1. Nullstellen von f berechnen: f(z) = 0 ergibt x;, x,, 25.

2. In [a; b] liegende Nullstellen auswihlen: x,, z,.

2,
3. Teilintegrale berechnen: I, = { f(z) dz,

z, b
I, = f/(:c) dx, I, = f/(z) dz.

4. A = L] + || + |Iy).

ot * y=-2x%10x-8

-1 /1 3 4

x

Bild 16.16 Bild 16.17

BEIRPIEL

16.20. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = —22% + 10z — 8 und der
z-Achse in den Grenzen von —1 bis 3 zu berechnen (Bild 16.17).
Lisung: '
1, —22% 4+ 102 —8=0

a®—bx+4=0; 7 =1z,=4

N

. Im Integratiomsintervall [—1; 3] liegt nur 2, = 1.

1

’ 2 2 2 2
_(_?+5_3)_(?+5+3)=(_3__3_)_(13+?)

4 1
-—18—— =7

1
3. I,=f(_2x’+101—8)&4::[—%:,—‘+5z’~8x]
%51

3
3
Iz=f(-—2z‘+102—8)dx=[——i—zg—l—Sx‘—Sz]
1
1

2 2 2
=(~1s+45~24)~(—3—?) =(3)—(_3?)=s?
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Der Wert der Stammfunktion fiir die Grenze 1 wurde schon beim Berechnen von I,
ermittelt und kann iibernommen werden. '
=24

1 2
4 A=|-17T—[4|6
[l

Das Beispiel zeigt, daB die grafische Darstellung zur Berechnung des Flicheninhaltes
nicht erforderlich ist. ’

wenn die Funktion f Unstetigkeitsstellen in [«; b] hat oder in Teilintervallen von
[a; b] durch verschiedene Gleichungen definiert ist, wird der Flicheninhalt-gleichfalls
durch Zerlegen in Teilflichen berechnet.
BEISPIEL
16.21. Es ist der Inhalt der Flache zwischen der Kurve von

fig= —a? + 4 fiar r<0

2 6—=z fir 220
und der z-Achse mit den Nullstellen als Grenzen zu berechnen.

Lisung: Berechnung der Nullstellen:

—a24+4=0p2<0 6—2=0A2z=0
=4 z=6 '
r =42
z; = —2 (wegen z < 0) z, =6

An der Stelle z = 0 ist { unstetig, denn nach Bild 16.18 ist
limy =4; limy =6
>0 Z+0

Fiir die Teilintegrale ergibt sich

0
1 0 8 1
1= —a? - =|—=u = — (= —-8)=5—=
5 f( 2% 4- 4) dz [ 31 +4z]_z (0) (3 8) 03,
-2
6

6
I, = f (6 —z)de = [Gr - %’z‘] = (36 — 18) — (0) = 18;
2 o
folglich 4 =

1 1
5—| 418 =23 —
= + 18 3

Das Vorzeichen des Integralwertes I wird einerseits durch die Lage der Kurve beziig-
lich der z-Achse und andererseits durch die Grenzen bestimmt: fiir a < b und iiber
der z-Achse liegende Flichen ist I positiv (Bild 16.19), fiir unter ibr liegende Flichen
ist I negativ (Bild 16.20); beim Vertauschen der Grenzen dndert sich nach Gl. (16.12)
in beiden Fillen das Vorzeichen (Bilder 16.21, 16.22).

Wenn fiir die Fliche zwischen Kurve und z-Achse eine Orientierung (ein Umlaufsinn)
dadurch festgelegt wird, dal beim Umlaufen des Flichenrandes das Integrations-
intervall [a; b] (als Teil dieses Randes) stets in der Richtung von @ nach b durch-
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laufen werden soll, so ergibt sich, daB Orientierung und Integralwert I vorzeichen-
gleich sind, d. h., bei mathematisch positiver Orientierung (entgegengesetzt zum Uhr-
zeigersinn) ist I positiv, und bei mathematisch negativer Orientierung (im Uhrzeiger-
sinn) ist I negativ (Bilder 16.19 bis 16.22). Deshalb kann I als Inhalt der orientierten
Fliche gedeutet werden:
Wenn f eine in [a; b] stetige Funktion ist, so ist der Inhalt der orientierten Fliche
zwischen der Kurve von f und der 2-Achse in den Grenzen von a bis b gleich dem
b

Wert des bestimmten Integrals I = _f f(z) dz. Die Orientierung wird dadurch

festgelegt, daB [a; b] von der unteren zur oberen Grenze durchlaufen wird.

Bild 16.18

g — b

£ X
-) -)
| s
| ¢ — b x #

Bild 16.19 Bild 16.20
Y
¥y 0= ¢
r X
= C
f

O -—— aq x

Bild 16.21 Bild 16.22

BEISPIELE

16.22. Esist der Inhalt der orientierten Fliche zwischen der Kurve von f: y = —22% + 10z - 8
und der xz-Achse in den Grenzen von —1 bis 3 zu berechnen.
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16.23.

Lésung:
3
2 3
I=f(—2x’+ 10z — 8) dxr = [-—;x“«(r—ﬁz’—&c]
-1
-1

=(—18+45—24)—(%—+5+8)=—10—§-

Zum Unterschied von Beispiel 16.20. ist eine Zerlegung in Teilintegrale nicht nétig. Das
Ergebnis besagt, daB bei der in Bild 16.17 schraffiert dargestellten Fliche der Inhalt des

unter der z-Achse li den Flichenteils um 10 % Fldcheneinheiten groBer ist als der

Inhalt des iiber der z-Achse liegenden Fliichenteils. Integral I ergibt sich auch durch
Addition der Teilintegrale (mit ihren Vorzeichen). Nach Beispiel 16.20. ist I = I, + I,
= —17 -%— + 6 % = —10 % (Die Addition der Betrige ergibt dagegen den Inhalt 4.)
Es ist der Inhalt der orientierten Fliche zwischen der Kurve von f: y = 3 z — 3 und
der z-Achse in den Grenzen von 0 bis 4 zu berechnen. 2

4
Lﬁaung:l:f(iz—:i)dz:[iz"~3:c]4=(12—12)—(0)=0
2 4 o
[

I = 0 bedeutet, daB die unter und iiber der z-Achse liegenden Flichenteile gleich
Inhalt haben (Bild 16.23).

g

Bild 16.23 Bild 16.24

Die Symmetrie von Kurven kann benutzt werden, um Rechnungen zu vereinfachen.

1. f sei eine gerade Funktion: f(—z) = f(z). Die Kurve liegt symmetrisch zur
y-Achse (Bild 16.24). Fiir symmetrisch zur Null liegende Grenzen gilt

I=f/(z)dx=2off(z)dx,A=1Iy.
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2. f sei eine ungerade Funktion: f(—x) = — f(z). Die Kutve liegt symmetrisch zum
Ursprung (Bild 16.25). Fiir symmetrisch zur Null liegende Grenzen gilt

nfa/(a:) dz|.

3. Die Kurve liege symmetrisch zur z-Achse. Die Fliche wird von den Stiicken
zweier Kurven mit den Gleichungen y = f(z) und y = —f(z) begrenzt (Bild

b
18.26). Es gilt 4 =2 [ /() dw.
a

1=f/(x)da:=0,A=2

y==f(x)
Bild 16.25 . Bild 16.26
BEISPIELE
16.24. Ea ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = ——(f’- - 1) und der
z-Achse mit den Nullstellen als G zub 4

Lésung: Berechnung der Nullstellen:

EN

4

2!
T—l=0;:¢,_,=i2

Die Funktion f ist gerade (Bild 16.27), folglich

oo e o

1 2 32 8 2
=—2|—sp— — a:‘ —2(Z_Z42)—()=-2=2
CCRa Rl i
d=|-22[_2 _2.
15 15
16.25. Es ist der Inhalt des in Bild 16.28 dargestellten Parabel zu berech
Lésung: Aus y* = 2pz folgt y = 4 ¥2pa. Die Kurve liegt symmetrisch zur z-Achse,
folglich

A h
1 37h
A=2f¥z,wdz=2V27fx= dz=2}’2‘;3[_;-x2]
0
0 ()

4 4 e @O
=?V2—ph}’h_=?h}/2ph
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2
Nach Bild 16.28 liegt der Punkt P (h; %) auf der Parabel, also (%) = 2ph und
s i
— = V2ph.
5 =12

Durch Einsetzen in (I) entsteht 4 — % h- % - % sh
] ///// .
Z <l
R

Inhalt einer Fliiche zwischen zwei Kurven

Es seien f und ¢ zwei in [a; b] stetige Funktionen, und es sei f(x) = g(z) in [a; b]
(Bild 16.29). Der Inhalt A der Fliche zwischen beiden Kurven ist gleich dem Inhalt
der Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse, vermmdert um den Inhalt der

Fliiche zwischen der Kurve von ¢ und der z-Achse: 4 = f fx) dx — f g(x) dz, und
nach Gl. (16.10)

R ’
A4 = [[f@)—g(z)]de; f(x)=g(x) in[a;b] (16.16)
Y
a4
¥ § F=F
EREG X
= o
= 97
] I3 X
Bild 16.29 Bild 16.30

Diese Formel gilt auch, wenn die Fliche auf beiden Seiten oder ganz unter der
z-Achse liegt. Die z-Achse braucht nur so weit nach unten verschoben zu werden, bis
die Fliche ganz iiber der z-Achse liegt. Der Flicheninhalt éndert sich dabei nicht.
In Bild 16.30 wird die z-Achse um ¢ Einheiten nach unten verschoben. Dabei dndern
sich die Gleichungen der Begrenzungskurven: Aus y = f(z) wird y = f(z) = f(z) +e
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und aus y = g(») wird y = §(x) = g(x) + ¢. Nach Gl. (16.16) ist
b b
4 = [ [i(@) — §@®)] dz = [((/(z) + ) — (9(z) + c)] du,

b
also 4 = [ [f(2) — g()] da.

GlL (16.16a) ergibt sich auch durch Integration iiber alle Flichenelemente d4. Nach
Bild 16.30 ist d4 = [f (x) — g(z)] d=. Fiir f(z) = g(=) ist f(z) — g(x) = 0, unabhingig
davon, welche Vorzeichen f(z) und g(z) haben. Da dz > 0, ist stets auch d4 = 0.

Durch Integration folgt 4 = f d4 = f [f(@) — g(x)] da.

Wenn sich die Kurven von f und gin [a b] schneiden, ist die Gesamtfliche in Teil-
flichen zu zerlegen, denn fiir f(z) < g() ist [f(z) — g(z)] dz < 0. Bei der in Bild 16.31
dargestellten Fliche wiirde beim Integrieren von a bis b der Inhalt der Fliche
zwischen z; und b vom Inhalt der Fliche zwischen a und =, subtrahiert. Die Berech-
nung wird nach folgendem Schema durchgefiihrt:

Inhalt der Fliche zwischen den Kurven von f und g in den Grenzen von a bis b
(vgl. Bild 16.31):

1. Schnittstellen von f und g berechnen: f(z) = g(x) ergibt x;, ;.
2. In [a; b] liegende Schnittstellen auswihlen: z,.
3. Teilintegrale berechnen:

EA b
=[l/@) —g@]dz, I = [[f(z) — g2)] dz.
4 A =\L| + |I|.

Y

K

| |

| |
1 I Bild 16.31
[ e x b x, x

Ein Vergleich mit dem Schema, das fiir die Berechnung des Inhalts der Fliche
zwischen der Kurve von f und der z-Achse aufgestellt wurde, zeigt, daB das erste
Problem ein Sonderfall des zweiten ist, denn die zweite Begrenzungskurve ist die
z-Achse mit der Gleichung g(z) = 0.

BEISPIELE

16.26. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven mit den Gleichunéen y =12 —2und
y = —a% + 22 + 2 in den Grenzen von 0 bis 3 zu berechnen (Bild 16.32).

Losung:
1. 22 -2=—2a+ 22+ 2

22—z —2=02=—1,2,=2
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16.27.

2. Im Integrationsintervall [0; 3] liegt 2, = 2

] 2
3.5 = [[(#—2) —(—2* + 20+ 2)]dz = [ (2" — 22 — ) dz
0 0

2 e (18 2 2
_[—3-:::’—2’—-42]0=(3—4—8) (o)=( 3) o=-62,
3
I.=f(2z’—2z—4)dz=(18—9—12)—(—6%)—( —3)— (—6%) %
1
44— I—e—| | =10l

Eine grafische Darstellung ist zur Berechnung nicht erforderlich. Es braucht auch nicht
ermittelt zu werden, welche Kurve die Fliche von oben begrenzt. Ein Vertauschen von
2

f und g ergiibe den Ansatz I, = f [(—2® + 2z + 2) — (2® — 2)] dz mit I, = 6% und
[
entsprechend I, = —3 %, also gleichfalls 4 = 10 % 0

Bild 16.32 Bild 16.33

Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven mit den Gleichungen z* = 2(y 4 3)
und y = z + 1 zu berechnen.

Lésung: Die Integrationsgrenzen sind die Schnittstellen beider Kurven (Bild 16.33).

Die explizite Form der ersten Gleichung ist y = 2 2* — 3.
B 1 der Schpittstellen: 2

%z’—3=z+l

22— 2 —8=0;2,= —2,7,=4
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4 4
I=f[(z+l)—(—;—z'—3)sz=f(-%x'+z+4)dz
A -2
1 1 ‘ 2 1
=[——6-za+?a:'+41]—i=(—10?+8+16)—(1?+2—-8)

1 2
=(1a?)—(—4?)=1§,A_1s
Inhalt einer Fliche zwischen einer Kurve und der y-Achse
Die Fliche wird in parallel zur z-Achse liegende Streifen mit der Breite dy zerlegt
(Bild 16.34). Wenn 2 = 0 in [y, ; ¥s], so ist ein Flichenelement d4 = z dy. Um 4 be-

rechnen zu kénnen, muB sich die Gleichung y = f(z) eindeutig nach z auflésen
lassen:.

¥ 1 g
z =fy) = @(y). Dannist A =4f d4 = [zdy = [ ¢(y) dy.
LA Y

Wenn die Kurve die y-Achse schneidet, wird der Inhalt durch Zerlegen in Teilflichen
berechnet. Fiir die Berechnung einer Fliche zwischen zwei Kurven im Integrations-
intervall [y, ; y,] 1Bt sich eine zur Gl. (16.16) analoge Formel herleiten.

77 4
|\\\m / {f:%)'

Bild 16.34

Bild 16.35

6 x

BEISPIELE

16.28. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve mit der Gleichung y = :c + 2 und der
y-Achse in den Grenzen von y = 0 bis y = 2 zu berechnen (Bild 16.35).

Ldsung: Auflésen nach z ergibt z = y® — 2.
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Berech g des Schnittp ‘f-nmitdery-Achse(z=0):y=1/2—.
3
e ¥ (Lye
Ix=f(!/°—2)d!/=[%y‘—2y] =(I}’E—2ﬁ)—(0)~—1,sg,
o
n! ’
I:=f(y’—2)dy=[%y‘—2y] ~ (4 — 4) — (—1,89) = 1,89;
" i
A=378

16.29. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven mit den Gleichungen y* = 2z und
y = x — 4 zu berechnen (Bild 16.36).

¥
r——— — — — =

Bild 16.36

Losung:

1. Méglichkeit: Zerlegung in senkrechte, d. h. parallel zur y-Achse liegende Flichen-
elemente. Da die untere Begreazung der Fliche aus zwei Kurvenstiicken besteht, mufl
die Fliche in zwei Teile zerlegt werden: A = A, -+ A,, wobei sich 4, durch Integration
von 0 bis 2, und 4, durch Integration von z, bis 2, ergibt.

2. Maglichkeit: Zerlegung in waagerechte, d. h. parallel zur z-Achse liegende Flichen-
elemente. In diesem Falle bestehen die linke und die rechte Begrenzungskurve nur aus
je einem Kurvenstiick. Es ist nur eine Integration nétig, d. h., die zweite Moglichkeit ist
die einfachere.

Auflésen beider Funktionsgleichungen nach 2::

2=%y’;x=y+4.

B h der Integrati vmm—n:%y’:y-j-‘l

Y- —8=0y=—-2y=¢
4 1
Entsprechend Gl. (16.16) ist J = f [(y +4) — (—2— y’)] dy
-2

I
—
n[.—
s
+
&
|
|
Qﬂ

2 1 1 2
= —10-)—(2- )= (182) —(—¢=)=18 4=1
(8+16 103) (2 8+13) (133) ( 43) 18; 8
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Kontrollfragen

16.8. Mit welcher Rechnung ist stets zu beginnen, wenn der Inhalt einer Fliche zwischen einer
Kurve und der 2-Achse berechnet werden soll?

16.9. Welche trische Deutung kann dem besti Integral I gegeben werden?

16.10. Welche Vereinfachungen sind fiir das bestimmte Integral iiber geraden bzw. ungeraden
Funktionen moglich, wenn das Integrationsintervall [—a; a] symmetrisch zur Null
liegt?

16.11. Inwiefern ist die Berechnung des Inhalts einer Fliche zwischen einer Kurve und der
z-Achse ein Sonderfall der Berechnung des Inhalts einer Fliche zwischen zwei Kurven?

16.12. Mit welcher Rechnung ist stets zu beginnen, wenn der Inhalt einer Fliche zwischen
zwei Kurven berechnet werden soll?

16.13. In welche Flichenelemente dA wird eine Fliche zerlegt, wenn ihr Inhalt zwischen der
Kurve und der 2- bzw. y-Achse berechnet werden soll?

Aufgaben: 16.5. bis 16.8.

16.4.2. Rauminhalte

Ein Kérper, der in einem raumlichen Koordinatensystem liegt (Bild 16.37), wird durch
parallel zur y,2-Ebene gefiihrte Schnitte in n Scheiben mit der Breite dx zerlegt. Thr
Volumen AV liBt sich schwer berechnen, da die Querschnittsfliche Q im Intervall
mit der Linge dz nicht konstant ist. Ein Naherungswert fiir AV ist das Volumen-
element dV = @ dz, wobei der Querschnitt @ am linken Rand der Scheibe als kon-
stant fiir die gesamte Scheibe angenommen wird. Die Summe aller n Volumen-
elemente ist ein Niherungswert fiir das Volumen V. Der Fehler des Niherungs-
wertes wird um so kleiner, je feiner die Zerlegung ist:

V =lim Eﬂ dav;.
A0 =1
dz—>0

Y

Bild 16.37

Das Volumen V liBt sich also als Grenzwert einer Summe von Differentialen (Vo-
lumenelementen) und damit als bestimmtes Integral erkliren (vgl. Gl. (16.15)).

Das Volumen eines Korpers ist definiert durch

v=fav=[Qde (16.17)
4 z,
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@ = f(z) ist der Inhalt des parallel zur y,2-Ebene im Abstand 2 von ihr liegenden
Querschnitts {z € [z,; 2;]), wobei vorausgesetzt wird, daB f eine in [, ; 2,] stetige
Funktion ist.
Das Ergebnis gibt die Anzahl der Volumeneinheiten Vm =111, an, dabei sind
l;, I, und 7, die Einheitslingen auf den Ach Ist 2. B. I, —2em, b, —lﬁcm,
L= 3 cm, so ist V., =9 cm?® Die Volu i mcht bedi
pamllel zur y,z-Ebene liegen. Sie kénnen auch pa.mllel zur z,z-Ebene oder zur x,y-
Ebene sein. Die Uberlegungen sind dann entsprechend.

BEISPIEL

16.30. Es ist das Volumen eines Kérpers zu berechnen, der von zwei parallelen ebenen Flichen
begrenzt wird (die auch den Inhalt Null haben kénnen) und bei dem der Inhalt @ eines
beliebigen Querschnittes im Abstand # von der Grundfliche (oder einer zur Grundfliche
parallelen Ebene) sich als ganze rationale Funktion hdch dritten Grades von z dar-
stellen 1dBt:

Q = f(x) = ap + a2 + ayz* + agz® {ay, ay, a3 a} C P.
Die Hohe des Korpers (der Abstand der beiden Endfléchen) sei h. .
Lésung: Wenn z der Abstand von der Grundfliche ist, so ist nach Gl. (16.17)

A »
V=dez=f(ao+n.,z+a,z’+a,z‘)dz
[ Q

Lo, 1 Lo [T SR
= |32 + 5 +?Ggr'+70az‘o=anﬁ+?“xh +?a,h +g
(4]

Das Ergebnis kann in einen einfach Ausdruck formt werden: Es seien 4, und
A, die Inhalte der beiden Endflichen, und 4, sei der Inhalt des Mittelschnitts, d. h.

des im Abstand % zu den Endflichen gefiihrten Parallelschnitts. Dann ist

4, = f(0) =
4, = (k) = ay + a;k + u,h' i ‘1:"’
b K
Ay =f(— 2 —-"o+“1 +a. +a,—
Der Ausdruck (I) entsteht, indem
3
Ax+mm+A2=6'lo+3¢1h+2“th’+;'alh’
gebildet und dieser Ausdruck mit 7};— multiplizieft wird:

o s+ 4y + 4y) = 0ok + ol T,

Algo ist
h
V= s (4, + 44 + 4,). (I1)
Die Formeln fiir das Vol der mei aus der 8 trie bek Korper sind
Sonderfiille der Gl. (II). Wenn ein Kérper die in der Aufgat 11 Vor-

aussetzungen nicht erfiillt, so ergibt Gl. (II) einen guten Nkhmngswert fiir V.
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Anwendungsbeispiele:

1. Halbkugel (Bild 16.38): 4, = nr3, 4, = 0, h = r. @ = g% mib g3 = #* — 2, folg-
lich Q = nr® — w2, (Q ist eine Funktion 2. Grades von z, die Voraussetzung ist
ertiillt.) Es ist 4, =Q (% r) =t — rr; = %m". Gl. (I1) ergibt ¥ = (mﬂ +4

X % mrd + 0) = -;— nr3. Das Volumen der Kugel ist demnach ¥V = % LN

,,l//' A //II'“
W EZSI1TIYY, SIS ZS

B

777

)
W

Bild 16.38 Bild 16.39

(3]

. Die Gl. (IT) gilt auch exukt fiir jedes Prismatoid, d. h. fiir jeden Korper, dessen End-
flichen beliebi llele n-Ecke und dessen Seitenflichen Dreiecke
oder Tra,peze sind. Deslmlb wird diese Glelchung auch als Prismatoidformel be-

t. B iele fiir Pri ide sind Pyr mpf, Ponton, Keil, Rampe
usw. Auch der dachférmige Korper in Bild 16.39 ist ein Prismatoid. Bei rechteckiger

Grundfliche und den MaBena = 10m, b =4 m, ¢ = 6 m und b = 5 m ist

A, =ab=40m? 4, =0, 4, =

a-Z{-c %=8m 2m = 16 m2.

(Der Inhalt des Mittelschnitts unterscheidet sich also vom Mittelwert 4 ‘; A

1)
. 65m
Nach GI. (II) ist ¥ = =5 (0m? 4416 m? +0) = 86,7 m?.

Fiir das Yolumen von Rotationskdrpern lassen sich spezielle Formeln herleiten. Es
sei f eine in [#, ; #;] stetige Funktion. Durch Drehung (Rotation) der Fliche zwischen
der Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen von z, bis z, (auch erzeugende
Fliche genannt) um die z-Achse entsteht ein Rotationskérper (Bild 16.40). Die zur
y,2-Ebene parallelen Querschnittsflichen sind Kreise mit dem Radius y = f(z). Der
Querschnittsinhalt ist @ = wy?, das Volumenelement dV, = ny?® dx. Nach Vor-
aussetzung ist f stetig in [z, ; z,], also auch my® = n[f(z)]?, G1.(16.17) ist anwendbar.
Volumen eines Rotationskérpers (z-Achse als Rotationsachse):

Vo= [dV, == [pde =n | )P ds (16.18)
) 3 E2 zy

Wenn die y-Achse die Rotationsachse ist, so liegt die erzeugende Fliche zwischen
der Kurve von f und der y-Achse (Bild 16.34). Die parallel zur x,z-Ebene liegenden
Querschnittsflichen sind Kreise mit dem Radius z. Der Querschnittsinhalt ist Q = na?,
das Volumenelement dV, = mz? dy, also ist das
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Volumen eines Rotationskdrpers (y-Achse ist Rotationsachse):

(16.19)

I3 v
Vy=[dV,=n[2dy == [ [p@)F dy
v n L

Vorausgesetzt wird, daB sich y = f(x) eindeutig nach z auflésen liBt: 2 = g(y).

J %
Q )
N %
N g?\; ﬁf
.
¢ az
z
z
Bild 16.40 Bild 16.41
BEISPIELE
16.31. Es ist das Volumen des R ionskorpers zu b h der bei R ion der Parabel
mit der Gleichung y* = 2pz um die z-Achse (Rotationsparaboloid) entsteht (Bild
16.41).

Losung: Aus y® = 2px folgt nach Gl. (16.18)
2 27k
Ve=m f2pa:dz =n2p [%] = nph?.
o

Da der Punkt P(k; r) auf der Parabel liegt, gilt 72 = 2ph, also
1 1 1
Ve =—m-2ph-h=—nrh=— 4k.
s =g B 2" 74

16.32. Es ist das Volumen des Rotationskdrpers zu berechnen, der durch Rotation der Kurve
mit der Gleichung ¥y = ¥z — 2 um die y-Achse in den Grenzen voh y;, = 0 bis y, = 3 ent-
steht. .

Liosung: Gleichung nach z auflésen z = y2 + 2.
Nach Gl. (16.19) ergibt sich

3 3
Vy=rn [+ 2 dy=n [ +4¢° + 4 dy
L] ]

3
== L5/5+iyf*+4y —n|(82 £36+12 — (0)
5 3 o 5
= 96,6 ~ 303,5
16.33. Es ist das Volumen eines Kugelabschnitts zu berechnen, wenn r der Radius der Kugel
und &, die Hohe des Abschnitts ist (Bild 16.42).
Losung: Erzeugende Fliche ist die Fliche zwischen der Kurve mit der Gleichung
y = ¥r* — 2® und der z-Achse (die Kurvengleichung ist die explizite Form der Mittel-
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punktsgleichung des Kreises: 22 + y* = r2; wegen ¥r? — 22 = 0 aber nur die Gleichung
des iiber der z-Achse liegenden Halbkreises.).

r T
V,_=nfy‘dx=1rf(r’—:c’)dz=n[r’z—%r‘]r

r—hy
—h, (RN

" 1 1
=1t[(r‘— ?r’)—(rﬁ(r—h,); ;(r-—hl)‘)]
| S RIS 1 I g N 1
3 1 3 1 1 3 1
1 nh?
=x (rh,2 ~3 hla) = T‘ (3r — &y)
Wie leicht nachgepriift werden kann, ergibt sich fiir &, = 2r die Formel fir das Kugel-
volumen.
¥

:

Kontrollfragen

16.14. In welche Volumenelemente dV wird ein Korper zerlegt, wenn sein Volumen berechnet
werden soll?

16.15. Welche besondere Form haben die Vol 1 te bei der Berechnung des Vol
V. bzw. V, eines Rotationskorpers?

Aufgaben: 16.9. bis 16.12.

Bild 16.42

16.5. Aufgahen

z x
16.1. Essind[:y:%z,ﬁ‘,:y=f—;—-xda::-i—x*undi',:y=f%zdx=%z=— 2T5
¢ ;

fiir z € [0; 5] grafisch darzustellen., An Hand dieser grafischen Darstellungen ist zu
zeigen, daB die MaBzahl der Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse in den
Grenzen von 3 bis 4 gleich den Differenzen F,(4) — Fy(3) und Fy(4) — Fy(3) ist.

16.2. Es sind zu integrieren:

a) [ ot dz b) [edt ¢) f%

Q [% o [ VFax 8 [V
8
o [2Vz dz n [& g[8

Va =
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16.3.

16.4.

16.5.

16.6.

16.8.

Es sind zu integrieren:

a) [ a2 v fay o J (1a) da

d)f(2z*—%)2 dz e) f%:du f) flgdv

Es sind zu integrieren:

5 2
a)p{ (@ — 32 + 22) da b) f (2u= - -;i) du
—2
3 4 2 1 ’8
e)_g‘(r‘-i»&")dr d)f(;-—;)dz e)’f}’ﬁdt
1

8 9 5 3
3 - 3

0 [3Vzdz o [ w[¥at e

] 2ﬂ ] 5

1
z x v

i) [@Er—4a i) [ (322 + 6z + 8) dz k) [ode

[ [ 1
Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen
von , bis z, zu berechnen.
) fiy=—at+6x—5;2,=0,2, =4
b) fry =382 — 182 + 15; 2, = —2, 2, =.T
o) fry=28—62 + 8257, =—1,2, =3

d) fry= i — 81; , ist die positive Nullstelle von f, 2z, = 1

e) f:y=2—V;;:z‘=0,a:,=9
ixz z € [4; 6]

f)fry=1 8 2y =4,2,=8
—(z—6)2+6 2c(6;8];

Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven von f und g in den Grenzen von 2, bis
2, zu berechnen.

a)fry=a—5 giy=20+3; 2 =0z=286
b)fry=32+2—25 gry=4r+4+11; z,=2,z5,=4

Es ist der Inhalt der Fliche zu berechnen, die von den Kurven von f: y = 82® + 2+ 1
und g: y = 2? + 3z + 5 eingeschlossen wird.

Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der y-Achse in den Grenzen
von y, bis y, zu berechnen.

1
a)/=y=gx—2;y1=—1.y¢=1

3
b)fry=Vat 9, =0,y =14
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16.9. Es ist das Volumen ¥, des Rotationskirpers zu berech der durch Rotation der
Kurve von f in den Grenzen von z, bis , um die z-Achse entsteht (Skizze anfertigen!).
a) f: y = 3z — a*; =, 2, sind die Nullstellen von f
b)f-y=V4—z~z,=0,z,=4
e} f: = + ¥ ;, %, sind die Nullstellen von f (Rotationsellipsoid)}
16.10. Es ist das Volumen V, des Rotationskorpers zu berech der durch Rotation der
Kurve von fin den Grenzen von ¥, bis y, um die y-Achse entsteht (Skizze anfertigen!).
a) fry="V4 —2; 9, =0, y, = 2 (vgl. Aufgabe 16.9.b))
1
b fiy=ih=1y=3
18.11. Es ist das Volumen V, des Rotationskorpers zu hereclmen, der durch Rotation der von
den Kurven von f:y =2 V= und g y= & z+ — emgeschlonsenen Fliche um die
z-Achse entsteht (Skizze anfertigen!). 3
16.12. Es ist das Volumen ¥, des Rotationskorpers zu berech der durch Rotation der im
1. Quadranten liegenden, von den Kurven von f: y = II%,V: Yy =3 — z und der
y-Achse eingeschlossenen Fliche um die y-Achse entsteht (Skizze anfertigen!).
16.13. Es sind zu integrieren:
@ 3
dm 3 V;
a)jz"d:; b)/‘ﬁ c)fu}/;da d)f;;dv
16.14. Es gind zu integrieren:
2 § 6 ¢
a) [ (2* —2)2da b)f(—‘+ﬁ)du
w
4 :
v 5 3 1
c)f(Zt—S)dl d)fm‘dm-l—fm‘dm-{—fm‘dm
M 3 1 5
16.15. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der 2-Achse zu berechnen.
a) fry = (2 — 9)? b) fry = a® — T2 + 82 + 16
16.16. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen
von 2, bis ; zu berechnen.
a)/:y:%vz—!—l—z; 5 =0,1=9
b) fry =2 — 4x; Ty = —2,2,=2
16.17. Die Fliche zwischen der Kurve von f: y = 2* — 4z und der z-Achse in den Grenzen
von z; = 0 bis x, = 2 ist durch eine senkrechte Gerade z = x, zu halbieren. Es ist z; zu
berechnen.
18.18. Es ist der Inhalt der Fliche zu berechnen, der von den Kurven von f: y = ¥3z und

g:y = % z + 2 eingeschlossen wird.



144 16. Einfiihrung in die Integralrechnung

16.19. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = 3}/83: + 8 und der y-Achse in
den Grenzen von y, = f(—1) bis y, = f(7) zu berechnen.

16.20. Der Querschnitt eines Wasserstollens ist das Seg t einer quadratiscl Parabel mit
4 m Sohlenbreite und 2 m Hohe (Bild 16.43). Wieviel Kubikmeter Wasser flieBen bei
einer Stromungsgeschwindigkeit von 4 m/s in jeder Minute durch den Stollen, wenn er
bis 609, seiner Hohe gefiillt ist?

Bild 16.43 Bild 16.44

16.21. Die zwischen der Kurve von f:y = 2® — 92® 4 24x — 20 und der x-Achse zwischen
den beiden Nullstellen liegende Fliche soll durch die Gerade z = @ im Verhiltnis 1: 3
geteilt werden. Es ist @ zu berechnen.

16.22. Fiir das ,,parabolische Blatt* mit der Gleichung y* = — (4 — 2)? (Bild 16.44) sind zu

berechnen:
a) Flicheninhalt der Schlelfe
b) Vol V, des R korpers, der bei Rotation der Schleife um die z-Achse
entsteht.
16.23. Es ist das Volumen V, des Rotationskorpers zu b 1 der durch Rotation der von

den Kurven von f: (x — 5)* + y* = 25 und g: y* = 2z eingeschlossenen Fliche um die
z-Achse entsteht (2 Moglichkeiten; Skizze anfertigen!).

16.24. Fiir die Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen y = -1—6, y=Vz—4,2=1
x

und der z-Achse begrenzt ist (Skizze anfertigen!), sind zu berechnen:

a) Volumen V, bei Rotation der Fliche um die z-Achse
b) Volumen V, bei Rotation der Fliche um die y-Achse.

_ e

Bild 16.45
x/cm

Rotat

16.25. Eine 5 cm hohe Glasschale (¢g = 2,6 g/cm®) hat als Beg gen zwei ionspara-

boloide, die durch Rotation der Kurven mit den Gleichungen y = % 22und y = % (a®

+ 10) um die y-Achse entstehen. Sie ist 2 cm hoch mit Quecksilber (opg = 13,5 g/em?)
gefiillt (Bild 16.45). Es ist die Masse der gefiillten Schale zu berechnen.



17. Integration weiterer Funktionen

17.0. YVorbemerkung

Die in 16.2. hergeleiteten Grundintegrale werden durch weitere ergianzt, und ihre An-
wendung wird in Beispielen geiibt. Fiir Integranden, die sich nicht mit Hilfe von
Grundintegralen integrieren lassen, werden die wichtigsten Integrationsverfahren er-
kliirt: Integration durch Substitution (mit dem besonders wichtigen Spezialfall der
linearen Substitution) und Integration mit Hilfe einer Tafel.

17.1. Grundintegrale

Aus den in der Differentialrechnung hergeleiteten Ableitungen ergeben sich die
Grundintegrale (vgl. die GIn. (16.5) bis (16.7)):

dex:C fld:c:fdx:x-{—o
n+1l
fx”dz:z——kC, n$ —1 flda::fﬂ=lu|zl+0'
n+1 z z
ferde =e 4 C fa’dx=a—z+0
Ina
fsinxdz:—cosx-l—() fcoszdz:sinz—i-c‘
fﬁ—f-:—cotx—kc f%—-:tn'nz+0
sin? cos? x
f}/lix—z = arcsinz + € = —arccosz + C
da =
fm=arcmnx+0=—arccotx+0

17.1)
Zum Grundintegral f df: Wegen (In z) = —:-:-ist zunéchst f d—: =lnz+ C
x firz =0, 1 firz >0,

. Igt
—z fire <0, —1 firz <0, folg

mit z > 0; da |x|={ also |z|’={

1 [ —::— fiir x > 0,

mit Hilfe der Kettenregel (In |z|)’ = P o) =4 d. h.,
2 = firz <0,
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(In |])’ =‘% fiir z 5= 0, also %’_’ = In |z| + C. (Hinweis: y = |z| ist fiir z = 0

nicht differenzierbar, denn die Kurve hat an dieser Stelle einen Knick; deshalb ist

|2|" = 1 nur fiir z > 0.) -
Zu den beiden letzten Grundintegralen: Wegen arcsin ¢ = g — arccos z und

arctan & = — — arccot z ist C = € - —;—

2

BEISPIELE

o

‘ 1 ¥= 135°
17.1. f sinz — cos x — ——) dz = [—cos z — gin z + cot z]
sin? & T
T
= (—cos 135° — sin 135° + cot 135°)
—(—cos 45° — sin 45° + cot 45°)
1 1 = 1 1
=(=V2—-=V2—-1)—-[-—V2 - = =V2 —
(2}’5 ¥ 1) ( V2 2}’§+1) 32

n

% %gao"
17.2 f (sinz + cosz) dz = [—cos 2 + sina]

I 'T=‘3°°

%

= [—cos 30° + sin 30°] — [—cos (—30°) + sin (—30°)]

= (—cos 30° - sin 30°) — (—cos 30° — sin 30°)

=28n30°=1

(Fiir negative Argumente gilt: cos (—z) = cos x; sin (—z) = —sin )

Bild 17.1

24 4

17.3. [ sin 2 dz = [—cos 215, = [—cos 2,4] — [—cos (—0,2)]

—0.2
= (—cos 2,4) — (—cos 0,2) &~ —cos 137,56° + cos 11,5°

=0,7374 + 0,9801 = 1,7175
(Die Winkeleinheit Radiant wurde in Grad umgerechnet: z rad ~ z - 57,3°)

17.4. fm—ltlfdt=sinzf-(¥=sinzln1t|+0

1 4
fsinzdu:sinzfdu=sinz[u]‘=sin:¢(4—- 1) = 3sinz
1 1
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17.5. Es ist der Inhalt der in Biid 17.1 dargestellten Fliche zu berech und der G t
lim A4 zu bestimmen.
a>—o0

Losung:

0
=fe’dz=[e’],‘}=e“—e'=1—e", a<0

k.

2 ™
I,=fcoszdz=[sinz]o’ =ain%—ain0=l—0=l
0
A=(1—-e)+1=2—-¢%a<0

Der Grenzwert ist im4 =lim (2 —e?) =2 -0 =2

a>—00 g>—00
(Aus I, wird fiir @ - —oo ein Integral mit der unteren Grenze —oc. Integrale mit den
Integrationsintervallen (—oo; b], [a; 00) oder (—o00; o0) heiBen uneigentliche Integrale.)

d= = [arcsin z]o.s
T=2 -3h
1

—7}'5

= arcsin 0,56 — arcsin (—% }’5) = arcsin 0,5 + arcsin % ]/E

17.6.

= 30° + 45° = 75° & 1,309 rad = 1,309
14
14
f T = [arctan "]-o.a = arctan 1,4 — arctan (—0,3)

—-0.3
= arctan 1,4 + arctan 0,3 ~ 54,56° 4 16,7° = 71,2° ~ 1,242
(Fiir negative Argumente gilt: arcsin (—z) = —arcsin z; arctan (—z) = —arctan z)

J

— Bild 17.2
0 7 X 3
17.7.  Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Hyperbel mit der Gleichung y = 1 und der
«-Achse in den Grenzen von 1 bis z (z > 0) zu berechnen (Bild 17.2). z
Lésung

z
A=fdﬁ=[ln]z|]f=ln|z|—lnl=lnz—0=lnz; In |z| = In 2 wegen > 0.
z
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Der natiirliche Logarithmus In 2 1iBt sich also als Inhalt (genauer: als MaBzahl) der

Fliiche zwischen der Hyperbel mit der Gleichung y = i und der z-Achse in den Gren-
zen von 1 bis z deuten.

Konirolifrage
17.1. Fiir welchen Exponenten ist das Potenzintegral f 2" de nicht definiert? Welche Stamm-
funktionen hat das Integral mit diesem Exponenten?

Aufgaben: 17.1. bis 17.3.

17.2. Integration durch Substitution

17.2.1. Integranden der Form f(ax 4 b) (Lineare Substitution)

Ein Integral 148t sich sofort integrieren, wenn es die Form eines Grundintegrals hat.
Anderenfalls 148t es sich entweder auf einen Ausdruck umformen, der ein Grundinte-
gralist oder eins enthilt, oder es 148t sich nicht auf einen solchen Ausdruck umformen.
Es ist dann auch nicht durch die bekannten elementaren reellen Funktionen ,,in
geschlossener Form‘‘ darstellbar, sondern es definiert eine neue, nicht elementare,

héhere Funktion. Ein Beispiel ist der Integralsinus, der durch Si(z) = f L de

definiert ist. Integrale, die durch elementare reelle Funktionen nicht in geschlossener
Form darstellbar sind, kénnen durch grafische oder numerische Verfahren oder
durch Entwicklung in eine Potenzreihe ausgewertet werden (s. Abschnitte 20., 23.).
Wenn der Integrand der Term einer mittelbaren Funktion ist, 148t sich das Integral
mitunter durch Substitution auf ein Grundintegral umformen. Das ist besonders
dann méglich, wenn die innere Funktion linear ist.

BEISPIELE
178. [V2zde

Ldsung:
1. Méglichkeit: Der Integrand wird in zwei Faktoren zerlegt.

[Ea i [t [Fuapliio-2iio

=-§_zmw

2. Moglichkeit: Im Integranden wird z = 2z substituiert. Da die Variable « auch im
Differential dz substituiert werden mu8, wird die Substitutionsgleichung differenziert

und umgeformt: z = 2z; _d_z =2,dz = = dz.

2
123 1
Alsofm f}/z-—dz_—f dz = ??2+C=§zﬁ+0,wegen
z=2zmtf}lﬂ =—(21)]/2—a:‘+0’—£ r+
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LY
17.9. fl/?x+2dz

Lésung: Eine I ion ohne Substitution ist nicht moglich, denn der Wurzelterm ist
nicht zerlegbar, da der Radikand eine Summe ist.
1 dz 1
A =— 2, —=—, de=28dz
us 2 s z 4 o 3 £

21 s 3 + 3—
folgt §z+2d1=8 }’;dz=8-123+0=6211+0
' 3
=G(%z+2) |/%z+2+0

o

17.10. [ cos (52 — 3) dx

Lésung: z = bz — 3, =5, dx=-;—dz,

&

fcus(iiz—3)dz=%fcoszdz=%-sin(5z—3)+0

Fiir die Integration durch lineare Substitution a8t sich eine Regel herleiten.
Aus ff(az—i—b)d:c folgt mit z = ax 4 b, ;—d: =a, dz= % dz:

f/(ax + b) dx=f/(z)-%dz=%f/(z)dz=%F(z)+0=—‘1;F(ax+b)+0;

dabei ist F eine Stammfunktion von £, d. h., es ist dg‘z(z) = f(2).
jﬁu+¢ﬂx=%me+M+C;d$”=ﬂﬂ (17.2)

Beim Integrieren bleibt oz + b unverindert, und F(az + b) wird mit dem reziproken
Wert des Koeffizienten von z multipliziert.

BEISPIELE
17.11. fcos 5z — 3)dz = % sin (52 — 3) + C,

denn ax + b = 5z — 3, alsoa = 5, L = % (vgl. Beispiel 17.10.).
a

Ly -
1712. Je 3 du= —3e 3 4+ C,denmna= —

o=

1
,—=—3.
a

17.18. fsin (—t)dt = —[—cos (—¢t)] + C = cos (—t) + C = cost + C,
1

denn a = —1, = —1.

a

17.14. fsin (wt + @) dt = 1 [—cos (wt + ¢)] + C = = cos (wt + @) + C
) )
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dz
17.15.
[7=
Lésung: Das Integral 1Bt sich in das Grundi 1 dz f Der Minu-

17.16.

’fﬁﬁ

end 1 des Radikanden ergibt sich durch Ausklammern des Faktors 9.

7= f e I

Die Substltutlon z= ?, —_— =?, dz = 3 dz ergibt -:;-3[

d:t > = arcsinz + C

= —+4C
aresin 3 +

Jesttidx
Dieses Integral ist nach Gl. (17.2) nicht integrierbar, denn z = 2? + 4 ist nicht linear.
Die Substitution ergibt z = 22 4 4, 2 =2z, do = 2 5
dz 2x
o'+ dr — ezﬂ’,_l °_'dz_
2z 2 x

Der Integrand enthilt nach der Substitution noch die Variable z. Weil sie eine Variable
ist, darf sie auch nicht vor das Integralzeichen geschrieben werden. Die Variable z 18t
sich also nicht vollstindig substituieren.

Bei bestimmten Integralen ist darauf zu achten, daB bei Substitution der Integrations-
variablen auch die Integrationsgrenzen zu substituieren sind.

BEISPIELE

17.17

ds
") 2—5
6

Losung:
1. Moglichkeit: Substitution z = 28 — 5, 1;2 =2,ds= —;— dz
5

Grenzen: 8, = 6 ergibt 2, = 2.6 —5=17,
3, = 8 ergibt z, = 11
8;=8 z3=11

f d ~-;—fﬂ:%[lmzu;‘:%(lnu—1n7)~o,220
=7

2s—5

5=8
2. Moglichkeit: Anwenden der Gl. (17.2). Die Integrationsvariable und damit auch die
1

Grenzen werden nicht geiindert. Es ist a = 2, — = ?:
a

8
ds 1 s_ 1
fm_5=-§-[ln|2a—5j]u_?(lnll——In7)~0,226
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17.18. Es ist der Inhalt der Fliche zu berechnen, der von der Kurve mit der Gleichung
y* = 2%(4 — z) eingeschlossen wird (Bild 17.3).

Lésung: Die Nullstellen berechnen sich aus
M —2)=0,9=0v4—z=0;2=0,z=4.

4
Alsod =2[zVi—zas;
L]

Substitution: z = 4 — z, & = —1,dz = —dz;
dz
z=4—2,

Substitution der Grenzen: z; = 0 ergibt z, = 4,
. 23 = 4 ergibt 2z, = 0.
Daraus folgt

0 . 0
A=2‘_[(4—2)Vz_(—dz)=—2“[(42%—:%)111

-t 3538 o[- (- 09

1 256 1
37 ?) BT
Bild 17.3

17.19. Die Fliche zwischen der Kurve von f:y = (22 — 6)® und der 2-Achse rotiere um die
z-Achse. Es ist V, im Intervall [0; 3] zu berechnen.

Lésung: Nach Gln. (16.18) und (17.2) mit « = 2, % = -;- it

3 3
V,=nfy’dr=wf(22—6)‘d1=£[(22——ﬂ]s
2 5 o
o 0

=%[%'_(;:_)']=‘n%~9,«-10-



152 17. Integration weiterer Funkii

Kontrollirage

17.2. Mit welchem Faktor ist die St: funktion F zu multiplizi wenn der I d des
Integrals, das integriert werden soll, die Form f(ax + b) hat? Wie heiBt dieser Faktor
speziell, wenn der Integrand die Form f(—z) hat?

Aufgaben: 17.4. bis 17.6.

17.2.2. Andere Formen von Integranden

Aus der Kethenregel der Differentialrechnung folgt eine Verallgemeinerung der Gl.
(17.2). Es sei F eine mittelbare Funktion mit der inneren Funktion ¢, und es sei
f:

ara
y=Tig@), v = T _ pipe) pe) = Mol o',

Aus dF[p(x)] = fle(=)] ¢'(z) dz folgt nach Gl. (16.9)
S aFlgpl)] = | /[w(z)] ¢'(2) dv = Flg(a)] + C.

Durch die Substitution z = cp(a:) T = ¢'(x), dz = ¢'(x) dz vereinfacht sich der Inte-
grand:

[ flo@)] ¢'(@) dz = [ f(z) dz = F(2) + C = Flp(x)] + O

113)
)

z=¢(@@), dz=¢'(z)dz;

Wenn der Integrand ein Produkt zweier Terme ist, von denen der eine der Term
flo(z)] einer mittelbaren Funktion und der d innere Ableitung ¢'(z)
ist, so 1laBt sich das Integral durch die Substitution z = @(z) ermitteln.

Aus Gl. (17.3) folgt, daB nur die &uBere Funktion f integriert wird, wihrend ¢(x)
unverindert bleibt.

BEISPIELE

17.20. [ sin® z cos z dz

Lésung: Der zweite Faktor cos  ist die innere Ableitung des ersten: (sin z)’ = cos z.
Der Integrand erfiillt die geforderte Voraussetzung.
Substitution der inneren Funktion: z = sin z, dz = cos z dz;

sin3:rcoszd1=fzﬂdz =iz‘+0=Lsin‘z+0
[—— 4 4

dz
17.21. [ze' i de
Lésung: z = 2 + 4, dz = 2z d=.
Der Integrand enthilt statt der Ableitung 22 nur den Faktor z. Der fehlende konstante
Faktor 2 wird durch Erweitern ergiinzt:

f:ce"+‘dx —f&"+‘21dw=—fe’dz——e’+0— e'+4 + C
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Das Integral in Beispiel 17.16. hat fast den gleichen Integranden. Es 1Bt sich aber nicht
durch Erweitern auf die Form des Integrals in Gl. (17.3) bringen. Da némlich der Er-
weiterungsfaktor als reziproker Wert auch vor dem Integralzeichen steht, muf er ein
konstanter Faktor sein. Im Beispiel 17.16. miiBte aber mit 2z erweitert werden, und
dieser Faktor ist nicht konstant. Das Integral des Beispiels 17.16. ist durch elementare
reelle Funktionen in geschlossener Form nicht darstelibar.

17.22. [ (2* — 3z + 1)* (2 — 1) dz
Liésung: 2 =23 — 3z + 1,dz = (32 — 3) dz = 3(2® — 1) dz
Erweitern mit 3 ergibt

1 1 128
= - 1) = =— | dz = ==
3f(z= 32 + 1) 3(2% — 1) da 3[:&: == a

N N S )
15

17.28.

Losung: z = a® — ut, dz = —4uf du
Erweitern mit —4 ergibt

—4? =L L
_df-adds AL A Tam e liTy ¢
4 e 4 | vz 4 4

= —%}’a“—u" +C

1os. [ 292
1 + e?*

Losung: Ein Vergleich mit den Grundi len (Gln. (17.1)) zeigt Ahnlichkeit mit

fﬁ‘%,alsoz:e’,dz=e’dz;

e® dx e dx dz
m;:fl—m;=fm=amtanz+0=a.rctaue‘+0

3
17.25. [z V16 — 2 da
[

Lisung: z = 16 — 2*, dz = —2z dz.
Grenzen: 2, = 0 ergibt 2z, = 16, z, = 3 ergibt z, = 7.

3 3 7
fV16—x’-mdz=—-;—f}/w—z‘-(——2z)dx=—%f}/;dz
[ 0 18

377
112 & 1 1
- _?[—3—22]“= SN R R L, SR PP

]

17.26. f cos? wt sin wt dt (T = —'}_ = E)

=19,

Losung: z = cos wt, dz = —o sin ot d¢ (Kettenregel beachten!)
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T T '
Grenzen: ¢, = Tergxbtzl =cosw - = 005% =0,
t.=%ergibt,z,=oosw—:-=cos1r= -1,

Erweitern mit —w ergibt
z
2
—if cos? wt(—w sin wt) dt
w
T

1
1 i
10, 1 [2]1 1 1
s GE e ] = e =) = =
wfz m[3]g w[( 3) (0)] 3w
°
17.27. [22 V16 — 27 dz )
Dieser Integrand erfiillt nicht die in Gl. (17.3) geforderte Voraussetzung, denn wegen

z =16 — z?ist dz = —2z dz, d. h., das Integral mul auffVlG — 22 (—22) dz umgeformt
werden. Das 1éBt sich durch Erweitern mit einem konstanten Faktor nicht erreichen.

Aus Gl. (17.3) lassen sich Sonderfille herleiten.
Fiir f(z) = 2" folgt [

[ @ e — S wart + 0, -1 (1.4

BEISPIELE
17.28. f(—;— gin z 4 3)‘ cos z dz
Losung: z = p(z) = —é— sinz + 3, ¢'(z) = % cos z
Nach Erweitern mit 3 ergibt sich nach Gl. (17.4) mit n = 4
3[(%sinx + 3)‘-%cosxd.z= %(%sinz+3)u+0

17.29. f LA

sin® z
Liésung: 2 = @(z) = sin z, ¢'(x) = cos z
Gl. (17.4) mit n-.= —3 ergibt
1

sin-“rcosxda::Lain-’:+C= —_—
-2 2 sin? 2z

17.30. [ 2 V4 + B dx
Lisung: 2 = @(z) = 4 + 23, ¢'(x) = 32, n = —;— in Gl (17.4)
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L
3
_3(4+z=)V4+r‘+0

Nach Gl. (17.4) lassen sich auch die Integrale der Beispiele 17.20., 17.22., 17.23.,

17.25. und 17.26. berechnen.
Ein weiterer Sonderfall folgt aus Gl. (17.4) fiir n = 1:

1
f ?@) ¢'@) dz = 5 (o) + O (17.5)

In diesem Falle ist der Integrand ein Produkt aus zwei Faktoren, von denen der eine
die Ableitung des anderen ist.
BEISPIELE
17.31. [ sinz cos z dz
Lésung: g(z) = sin z, ¢'(z) = cos z;

Gl (17.5) ergibtf sinzcos xdx = —;— sin?z + C

17.32. f LI
u
1

Lésung: p(u) = Inu, ¢'(u) = o

f{nu-ldu=L(lnu)*+C
. u 2
1

arctan 2

1733, | ———dz
f 14 22

0

Lésung: @(x) = arctan z, ¢'(z) = ﬁ—;}-
1

fawtm - I + Toa ——dz=— [(arctnn x)’]
)

-t

Ein wichtiger Sonderfall folgt aus Gl. (17.3) fiir f(2) =% =._l.._ Dann ist

F(z)=In |2 =In|p(z)|, und es gilt: #(@)
@
f 8 da = fpta) + 0 | (17.6)

In diesem Falle ist der Integrand ein Bruch, bei dem der Zahlerterm die Ableitung des
Nennerterms ist.
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BEISPIELE
17.34. fh—+5
z* + 5z + 6
Losung: p(z) = a® + 52 + 6, ¢'(z) = 2x + 5.
Die in Gl. (17.6) geforderte Bedingung ist erfiillt, und es folgt
2z 4+ 5
fmdx:ln|x’+5x+6\+0
[2
t+8
Losung: (t) = 2 + 8, ¢'(t) = 3t2.
Nach Erweitern mit 3 folgt aus Gl. (17.6)

17.35. dt

1 32 1
— dt = — In |8? 8 C
3ft3+8 i+ 8]+

17.36. fcobz dx

Lésung: fcut zdz = f:;: z dz; ¢(x) = sin 2, ¢’(x) = cos x.

Nach Gl. (17.6) folgt
fcotzdx =Inisinz| + C

ot
17.37. | ——— dz
1 — 3e®

Losung: p(x) = 1 — 3e?, ¢'(z) = —3e*.
Erweitern mit —3 ergibt

1 —3e® 1
= dr— —Lmp—se 10
3/1-3@*‘L g it 36t

Es existieren noch weitere Substitutionsméglichkeiten fiir andere Formen von Inte-
granden. Sie werden in diesem Buch nicht behandelt.

Kontrolliragen

17.3. Welche Form muf der Integrand haben, um das in diesem Abschnitt behandelte Sub-
stitutionsverfahren anwenden zu kénnen?

17.4. Welche Form hat die Stammfunktion, wenn der Integrand ein Bruch ist, dessen Zihler-
term die Ableitung des Nennerterms iat?

Aufgaben: 17.7. und 17.8.

17.3. Die Integraltafel

Aufler dem Substitutionsverfahren gibt es noch andere Integrationsverfahren fiir ver-
schiedene Typen von Integranden. Da sie nicht von der gleichen grundlegenden
Bedeutung wie das Substitutionsverfahren sind, werden sie in diesem Lehrbuch nicht
behandelt.
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Um den zum Integrieren erforderlichen Arbeitsaufwand zu verringern, werden hiufig
vorkommende Integrale in Tafeln zusammengestellt. Diesem Buch ist eine solche
Integraltafel beigefiigt. Sie ist nach den in den Integranden enthaltenen Funktionen
geordnet. Falls ein zu lésendes Integral nicht in der Tafel enthalten ist, aber eine
dhnliche Form existiert, 148t es sich mitunter durch Substitution auf das in der Tafel
stehende Integral zuriickfiihren.

BEISPIELE
1738 [ 2%
@ + 9

Losung: Integral 1.5. der Integraltafel mit @ = 2, b = 3 ergibt
2z da 1 3
—_— = — [—— 4 In|2 3| ¢
f(2z T 4 [2x+3 + jaE: []+
17.39. Es ist.der Flicheninhalt eines Kreises mit Radius » zu berechnen.

Lésung: Aus der Mittelpunktsgleichung des Kreises 2® + y* = 72 folgt

y =4 V2 —a?.
Der Inhalt des Viertelkreises im 1. Quadranten ist nach Integral 2.1. der Integraltafel

r
— 4 2 r
lA= ¥t — a?de = inz—a:”+1—B,rcsin-i
4 2 2 r o
0

2 ' 2
= (,r_ .0+ % aresin 1) — (0 -+ % arcsin 0)

folglich gilt A = nr? fiir den Flicheninhalt des Kreises.

Einige Integrale der Tafel fiihren bei ihrer Anwendung wieder zu Integralen, die
ihrerseits wieder berechnet werden miissen. Von besonderer Bedeutung sind in
diesem Zusammenhang die Rekursionsformeln (lat. ,,recursus, Riicklauf), in denen
ein Exponent n auftritt, der bei Anwendung der Formeln schrittweise kleiner wird.
Solche Rekursionsformeln sind z. B. die Integrale 1.10., 3.5. und 4.2. der Integral-
tafel.

BEISPIELE

1740, [
(a* — 5)
Losung: Tntegral 1.10. der Integraltafel mit b = —5, n = 2 ergibt

& dx _ x __1_ dz
(z* — 5)2 —10(* — 5) 10 ) 2® — 5’

nach Integral 1.12. ist mit a = VE

dz =_1_1n"_}/g
#=5 216 |s+15

H
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also

dz z 1

s R T e e

z—VE +o
x4+ Vb

17.41. [ sint wt dt
Losung: Integral 3.5. mit n = 4 ergibt

sint wt df = ——l- 8in® wt cos wf + 3 sin® wt dt;
40 4
nochmalige Anwendung dieses Integrals mit » = 2 ergibt

sin? wt dt = =i sin wt cos wt + 4 sin ot dt,
20 2
und
Jeintwtde= [1de=e.

Durch Einsetzen ergibt sich
2 1 . 3 1 . 1
sint wt df = —— gin® wf cos wf + — | ——— sin wé cos wt + —¢) + C
40 4 2w 2

= =L 8in® wt cos wf — lsfnwtcosmt +1t +C
40 8w 8

17.42. [ cos® (22 — 3) dz

Lésung: Die Substitution z = 2z — 3, % =2, dz = -%- dz fihrt auf das Integral
> :

L cos® zdz,
2

Integral 3.6. mit n = 3, @ = 1 ergibt

%fcoa“zdz:%[%cos’zsinz+%fcoazdz]

= % cos? z 8in z 4 —;— sin z + C (vgl. Integral 3.2.),
und wegen z = 2z — 3 folgt

fcoa’(?z— 3) dz = —;— cos? (2 — 3) sin (22 — 3) + %uin 2z — 3) + C.

ESE]

. 17.43. '/‘a:z cos 3z dz
0
Lisung: Integral 3.8. mit n = 2, w = 3 ergibt

L L

&Y % 2 .
2t cos 3xdx = |— sin3z|% — — | asin3zdz;
3 b ~ 3
0 0
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Integral 3.7. mit » = 1, o = 3 ergibt

b ki
s s
51
fzsin:izdz = {—% cos 31]“ + E—fx" cos 3z dz,
0 " [)
und
n
s

n
fcos 3zdz = [—3— sin 31] 8  (vgl. Integral 3.2.).
g o
Daraus folgt

kg

[3

2 T _a0°
fz’ cos 3z dz = [% sin 3z — %(«% cos 3z + %-;— sin 3:)]:
0

2
(1%; sin 90° 25—: cos 90° — -2271 sin 90°) —(0)

——(n2—8 3
ms(n ) & 0,017

1744. [ Yo — 82 — 10 dz

Lisung: Der Radikand wird durch Addition und Subtraktion der quadratischen Er-
ginzung von 22 — 8z umgeformt (die quadratische Ergénzung ist das Quadrat des
halben Koeffizienten von z):

2t — 8z — 10 = (2* — 8z + 16) — 16 — 10 = (z — 4)* — 26.

Die Substitution z =z — 4, iz- =1, dz =dz und Integral 2.2. mit a? = 26 er-
geben dz

JVe—9"—26de=[ V" — 26 dz
=% 26— 131 |z 4 V2" — 26| + C.

Mit z = 2 — 4 folgt
szﬂ—Bz—lodz=%(x—4)V(z—4)2-26

—13In|e—4+ Vz— 97 — 26| + C.
x dz
Y16 1 6z — =
_ Losung: Integral 2.8. mit @ = —1, b = 6, c = 16 ergibt

zdz }/16+62'~:02_
V16 + 6z — a* =1 -2 }/16+ 6z — 2*

R, vy ey (IS .
V16 + 6z — 2

17.45.
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Der Integrand wird umgeformt:
16 — (22 — 6z) = 16 — (22 — 6z + 9) + 9 = 25 — (v — 3)?
Die Substitution z = # — 3, dz2 = dz und Integral 2.4. mit a® = 25 ergeben

/‘ de _ dz _ dz
¥16 + 6z — «* V25 — (« — 3)% V25 — 22
z 3

x —

= arcsin-g = arcsin

Folglich

2% T &—F4+suaini =240
V16 + 6z — 2? 5

Aufgaben: 17.9. bis 17.11.

17.4. Aufgaben

17.1. Es sind zu integrieren:

3 2
a) f(h:‘ - ——Z— + %) dz b) f (2u‘ - %)’ du
1 b |

1 1 1
c) f (e® + 2%) dz d) fz’ e¥ dx e) f:t” et du
[ 0 0
17.2. Es sind zu integrieren:
3 ik
iy 6
a)f(sinx-2cosa:)dz b)f dz
¢ cos? z
.
§
c)fsinacosﬁda d)fsino:cosﬂdﬂ e)fsino‘cosﬂdx
0.5 03
3dt
f
) g) f gy
—~0,85 —-0.3
17.3. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von
z, —2;0
fry= = Bl und der z-Achse
o8 z, z € [0;0,8]

in den Grenzen von —2 bis 0,8 zu berechnen (Skizze!)

17.4. Es sind zu integrieren:

3 1
d: z
e) [ (32 + 5P dz b) f“ _“u)‘ o)fl/l + e
2 )
15°

d) fsin % tdt. e) fcos (3:: — %) dz 1) fcos (—oa) da

10°
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i
3, _du : dp
g)f4t—ld h)fa—m i) [sinisq;
10°
He 1
i) [ et da k)fes_T"du ) fevdy
4

» dz %) f ar
V1 = 162* A 1+ (6r)?

Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f und der z-Achse in den Grenzen
von #, bis 2, zu berechnen.

W) fiy =5 (& + e 5= —%a=2
[ p—
b)fry=1V2x— 3; z =2, = 42

Es ist der Inhalt des Rotationskdrpers bei Rotation um die z- bzw. y-Achse zu be-
rechnen.

a) V, firr die Funktion und die Grenzen der Aufgabe 17.5.a
b) V¥, und V, fir die Funktion und die Grenzen der Aufgabe 17.5.b; die Grenzen fir
Vy sind y, = f(x,), yp = flx,)-

Es sind zu integrieren:

ku
a) fcosﬁ'zsinxdz b)f}/3 — gin z cos z dz
0
In9 N
c) fe""' cos u du d) fe‘ Viet + 1at
[
an
§ 2
o [V + 1dz f)f(2——3cost)“sintd[
o aresin da h) f 47 — 10z
V1 —g® — 522+ 3
i) co8 x — s?'nzdz i) _t=3 3
cosz + sinz t’ 6t+8

b
k) f 92
mx + n
a
Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von
1

——, zc[0;3]
Y25 — 22
liy= N
%, 2 €[3;4]
—

und der z-Achse in den Grenzen von 2, = 0 bis 2, = 4 zu berechnen.
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17.9. Es sind zu integrieren:
1
2 4
o) [a(3z — 4y de b)f—sdx o [ " 0dx
@ + 1) ;
0
4
da
Q[ ——= o [1FTa+8a
V=i — 4
17.10. Es sind zu integrieren:
z
a)foos’mdl b)f:csinﬁzdx
=T
2
o) [ e sinszdx 4 [oPeda
. )
]
17.11. Es ist der Inhalt der Ellipse mit der Gleichung _z_: + % = 1 zu berechnen.
a
17.12. Es sind zu integrieren:
) . [
1 3
a) —+}’v— dv b)fsin—cosudu
[F+") Jos
9 =]
1
04
c) f sintdt
—06
17.13. a) Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven von f: y =2 — cosz und
g: y = cos z zu berechnen. Die Grenzen sind die beiden kleinsten nicht negativen
Beriihrungsstellen (Skizze!) 6
b) Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurvenvonf:y = 2sinzundg:y = — z
in den Grenzen von 0 bis & zu berechnen (Skizze!).
17.14. Es ist f%f- zu berechnen.
17.15. Es sind zu integrieren:
a? — 4
3=
a) f z zdz b) f oy 1
¢) —d‘t-—- d) f
¥4 — 922 5+ 412
17.16. Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Kurven von f: y = sin 2z und g: y = cos 2z
in den Grenzen zu berechnen, die die im Intervall [0; n] liegenden Schnittstellen sind.
17.17. a) Es ist der Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von f: y = % (3 — Inz) und der

y-Achse in den Grenzen von y, = f(z,) bis y; = f(2,) mit 2, = 1 und z, = e® zu be-
rechnen.
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17.18.

17.19.

17.20.

17.21.

17.22.

17.23.

b) Fiir die Funktion / der Aufgabe 17.17.4 ist mit den angegebenen Grenzen das Volu-
men ¥V, des R kérpers zu berech

Es sind zu integrieren:

a) 8in 2 b) e® dz
f cos® z f 1—e=

c) fem"" sin wt df d) f (tan z + tan® z) dz
222 — 4 e%
dz f —dz
e)[z"—ex+l )_[1+e»z
Es sind zu integrieren:
T
4 3
.du < ™
a) fm b) fsm’ (3:—?)&::
k

9
o fVF—6x+ 13ds d) [Vat T 240 + 2B dv
& 0,30
e) | —— f) [tan3tdt
fV3+2:¢—x‘ o,i{
g) fain 2z cos 3z dz h) f (In z)® dz
i) [ e+ sin 5z dz

Es ist der Inhalt der Fliche zu berechnen, die von den Kurven mit den Gleichungen
y =2sin*2 und y = tan z ei wird. Die G sind 2, = 0 und die im

Intervall [0; —2—] liegende Beriihrungsstelle.

Fiir die Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen

e 2
y=e2 +1, y= —?:c+2 und z=3
eingeschlossen wird, sind der Inhalt der Fliche und das Volumen V, des Rotations-
korpers bei Rotation um die z-Achse zu berechnen.

Es ist der Inhalt der von den Kurven von f und g eingeachl Flache zu berech
(Skizze!).

Byt = @ 1 g = 2= D)

G : Nullstellen von {, g; S %y < 4 von f und g.
b) f: 2y* — 25z + 50 = 0, g: 45z + 36y — 1620 =0
llen von /, g; Sck

Die Kurve von f: y = 3 gin (22 — 0,3) rotiert um die z-Achse. Es ist der Inhalt des
Rotationskérpers ¥, in den Grenzen von 0 bis 0,15 zu berechnen.

Grenzen: Positive Null

von f und g.



18. Geometrische Anwendungen der Differential-
und Integralrechnung

18.1. Kurvengleichungen in rechtwinkligen Koordinaten.
Parameterdarstellung

Zahlreiche Kurven, die in der Technik verwendet werden, lassen sich vorteilhaft
durch eine Parameterdarstellung beschreiben. Bei einigen technisch wichtigen Kurven
existiert iiberhaupt nur diese Darsbellungsart.

Nach Abschnitt 9.4. 1iBt sich eine Kurve unter Zugrundelegung eines kartesischen
Koordinatensystems durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten = und y eines
variablen Kurvenpunktes in der impliziten Form

Fl@;y) =0 @
oder, wenn eine Umstellung nach y méglich ist, in der expliziten Form
y =f(2) ()

beschreiben.
Bei der Parameterdarstellung von Kurven (vgl. 11.1. und 11.2.) werden z und y ge-
trennt voneinander als Funktionen einer Hilfsvariablen ¢, des Parameters, darge-
stellt:
z = x(t) am
¥y =yl )
Um von der Parameterdarstellung (III) zu einer parameterfreien Gleichung der
Form (I) oder (II) zu kommen, wird eine der Funktxonen, meist x = z(¢), nach ¢
aufgelost und die erhaltene Umkehrfunktion ¢ = @(z) in y = y(¢) eingesetzt. Dann
folgt y = y(?) —y(q:(z)) = f(x) als explizite Form der parameterfreien Kurven-
gleichung.

BEISPIEL
18.1. Eine Kurve, hat die Parameterdarstellung
z =18 = a(t)
teT=P (IV)
y==8=y
Welches Bild hat die Kurve, und wie lautet ihre parameterfreie Gleichung?
Losung: Mit der Wertetabelle
¢ —2 | —1,5 —1 | —05 0 | 05 1|15 2
z —8 | —3,38 —1 | —0,12 0 0,12 1 3,38 8
v 4 2,25 1 025 | 0 025 | 1 | 225 | 4
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x Bild 18.1

ergibt sich die Kurve des Bildes 18.1. Die Kurve heift Neilsche Parabel. Aus der ersten
Gleichung von (IV) folgt:

3
t= ]/; = @ () fiir 2 € [0; o0) bzw.
3
t = — ) —z = @) fiir 2 € (—o0, 0)
und damit aus der zweiten Gleichung von (IV) nach Zusammenfassung
2
3,-\2 2
v=() =" = i
als parameterfreie Gleichung.

Wiihrend bei Wahl eines kartesischen Koordinatensystems zu einer Kurve nur jeweils
eine der Gleichungen (I) oder (II) gehéren, sind unbegrenzt viele Parameterdarstel-
lungen einer Kurve méglich. Durch geeignete Wahl des Parameters kann daraus eine
méglichst einfache Darstellung (ITI) ausgewihlt werden. Zum Beispiel ergibt sich fiir

die NEiLsche Parabel mit z = }/7, y= a}/t— eine weitere, aber fiir die praktische Rech-
nung nicht mehr so einfache Parameterdarstellung.

Wiihrend zu jeder Kurve Parameterdarstellungen existieren, gibt es Kurven, die sich
nicht durch eine parameterfreie Gleichung der Form (I) oder (II) beschreiben lassen.
Die Parameterdarstellung ist die allgemeinere Darstellungsform. Praktisch wird der
Begriff ,,Kurve** iiber eine Parameterdarstellung definiert.

In der Getriebelehre treten z. B. zahlreiche Kurven auf, die von Punkten bewegter
Teile beschrieben werden und am einfachsten in der Parameterdarstellung erfalt
werden. Hierzu gehéren auch die Rollkurven oder Zykloiden.

Ein Kreis £ mit dem Radius r rollt (ohne zu gleiten) auf einer Geraden g. Ein Punkt
P des Kreises beschreibt bei dieser Bewegung eine Kurve, die gewthnliche Zykloide
heiBt.

Um die Kurvengleichung zu erhalten, wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zugrunde gelegt, dessen 2-Achse mit der Geraden g zusammenfillt. Bild 18.2 zeigt

y
tex
3 PR

X t=5x

"o tom ¢ =2

K tedx

8
S

_t=olf¥] Bild 18.2
/=0 ﬁ" C’_’ A g =27
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eine beliebige Lage wiihrend des Abrollens. Zu Beginn der Bewegung liege der Kreis-
punkt P auf der Geraden g. Diese Anfangslage P, von P wird als Ursprung des Ko-
ordinatensystems gewihlt. ¢ ist der Drehwinkel, um den der Kreis aus der Anfangs-

lage heraus gedreht ist. Dabei ist der Kreis auf der Strecke O4 weitergerollt. Die
Strecke OA muB gleich dem abgerollten Kreisbogen PA sein:

04 = ﬁ =rt.

Fiir die Koordinaten von P ergibt sich
#=00 =04 —CA =04 — PB =rt — rsint
y=PC =MA — MB =r —rcost.

Die Par terdarstellung der gewhnlichen Zykloide lautet:

z =r(t — sin?) (18.1)

y =r(l — cost)

Die folgende Tabelle gibt fiir einige ¢-Werte die Koordinaten an. Die zugehérigen
Punkte sind in Bild 18.2 eingezeichnet.

t —_ i e
0 3 T 3™ 2n 5
T 0 0,67r 3,147 4,71r 6,287 7,851
y 0 # 2r r 0 r

Die gewohnliche Zykloide besteht aus kongruenten Bégen und hat in den Punkten,
die zu ¢ = 0, 2, 4, ... gehoren, Spitzen.

Eine parameterfreie Darstellung ¥ = f(z) ist nicht méglich, da die erste Gleichung in (18.1)
nicht nach ¢ aufgelést werden kann. Dagegen lift sich aus (18.1) die Kurvengleichung z = g(y)

= rarccos —— Y _ Yy(2r — y) herleiten, die kompliziertere Terme als die Parameterdar-
T

stellung hat.

Kontrollfragen

18.1. Welche wichtige Arten der analytischen Darstellung von Kurven gibt es?

18.2. Was wird unter der Parameterdarstellung einer Kurve verstanden?

18.3. Wie erfolgt, falls dieses moglich ist, der Ubergang von der Parameterdarstellung zur
parameterfreien Darstellung einer Kurve?

Aufgaben: 18.1. und 18.2.

18.2. Kurvengleichungen in Polarkoordinaten

Verschiedene technisch wichtige Kurven werden durch Gleichungen in Polarkoordi-
naten beschrieben. Das Polarkoordinatensystem ist diesen Kurven besonders giinstig
angepaBt, so daB einfachere Kurvengleichungen entstehen als bei Verwendung recht-
winkliger Koordinaten.
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Ein Polarkoordinatensystem besteht aus einem Punkt O als Pol und einem von O
ausgehenden Strahl als Polarachse, auf der eine Einheitsstrecke OF gewihlt wird
(Bild 18.3). Jedem Punkt P der Ebene, den Pol ausgenommen, lassen sich einein-

deutig die Strecke OP mit der MaBzahl r > 0 und der von der Polarachse mathema-

tisch positiv bis OP gemessene Winkel ¢ € [0°, 360°) zuordnen. r und ¢ sind die
Polarkoordinaten von P, r heit Abstand oder Radiusvektor, ¢ heift Richtungswinkel
oder Argument. Die Gleichungen

F(r,g) =0 oder r={(g) V)

stellen die implizite bzw. explizite Form einer Kurvengleichung in Polarkoordinaten
dar.

P(rig)

(2 E
1 Polarachse 4 |
Bild 18.3 Bild 18.4

0

Fallen wie in Bild 18.4 der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit
dem Pol des Polarkoordinatensystems und die z-Achse mit der Polarachse zusammen,
dann ist der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten durch
die Gleichungen

z=rcosg, y=rsing (VD)
in der jeweiligen Kurvengleichung moglich. Fiir den Wechsel von einer Kurven-
gleichung der Form (I) oder (II) zu einer der Kurvengleichungen (V) dienen die
Gleichungen

r=7Va*+ y?, tang = ¥ oder auch

% (VIL)

. Y x
8iN @ = —=——, CO8Qp = ——=
d Ya? + y? Y Ja? + o

BEISPIELE
18.2. Wie lautet die Gleichung der NEmschen Parabel in Polarkoordinaten?
Lésung: Aus der Kurvengleichung des Beispiels 18.1.

y =1/F=f(z)

folgt mit den Gleichungen (VI)
3 f—_—
reing = }/r' cos? @
3 8in® @ = 2 cos® ¢
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18.3. Eine Kurve hat in Polarkoordinaten die Gleichung

4

= —_—
1 —sing

Die Kurve ist mit Hilfe einiger Punkte zu zeichnen. Wie lautet die Kurvengleichung in
rechtwinkligen Koordinaten?

Bild 18.5

Lésung: Nach der folgenden Wertetabelle wurden die in Bild 18.5 angegebenen Kurven-
punkte konstruiert.

@ | 0 | 30° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330°
ro | e [ s [ 8 | 4 267 [21a| 2 [ 214] 26

Aus der Kurvengleichung in Polarkoordinaten folgt mit den Gleicliungen (VII):

Vz’+y2:_;_
Y
Va2 4 o*
]/xz+ 2 _y—=4
y y

2?4yt =16 + By + y?
y=%x2~2=/(z)

Die Kurve ist eine nach oben gedsffnete Parabel.

Zu den Kurven, die sich bevorzugt durch Gleichungen in Polarkoordinaten beschrei-
ben lassen, gehéren die Spiralen. Der Winkel ¢ wird im folgenden in BogenmaB an-
gegeben und sei nicht auf das Intervall [0, 2r) beschrinkt.

Ein Punkt bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit v auf einem von O ausgehen-
den Strahl von O weg, withrend sich der Strahl mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit @ um O dreht (zur Veranschaulichung diene die sich bewegende Laufkatze auf
einem sich drehenden Turmdrehkran). Dann beschreibt der Punkt P eine Archime-
dische Spirale.

Es sei t die Zeit, und fiir £ = 0, am Beginn der Bewegung, seien r =0 und ¢ = 0.
Zur Zeit ¢ ist dann

r=uwt, @ = wt,
woraus

v " v
r=—g¢ odermit a=—=+0
w w
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die Gleich der Archimedischen Spirale in Polarkoordinaten folgt:

(Bild 18.6) (18.2)

Allgemein muB wegen r = 0 gelten:

fiir @ > 0 ist ¢ € [0, o0)
fiira < Oist ¢ € (—o0, 0]

~<
r=a N
¢ N

Bild 18.6

Sind P,(r;; ¢1) und Py(ry; @;) zwei Punkte der Spiralen, deren Argumente sich um
27 unterscheiden, so daB die Punkte auf einem Strahl durch O liegen, dann folgt mit
¢ =@ + 2r:

ry = agy = a(p; + 2r) = ag, + 2ra =, 4 2ra.
Aligemein haben zwei Punkte der Spiralen, deren Argumente sich um 2z unterschei-

den, den konstanten Abstand 2an (Bild 18.6).
Die Gleichung der Logarithmischen Spirale in Polarkoordinaten lautet:

(18.3)

mit den reellen Zahlen a > 0, k 50 und ¢ € (—oo, o0). Fiir ¢ =0 wird r =a.
Strebt ¢ von 0 gegen -+ 0o, dann umschlingt die Spirale in immer gréBeren Absténden

Bild 18.7

\
\_r=ge*®
\
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den Pol 0. Strebt ¢ von O gegen —oco, dann néhert sich die Spirale in immer engeren
Windungen asymptotisch dem Punkt O (Bild 18.7).

Kontrolifrage

18.4. Wie erfolgt der Ubergang von einer Kurvengleichung in Polarkoordinaten zu einer
Kurvengleichung in rechtwinkligen Koordinaten und umgekehrt?

Aufgabe: 18.3.

18.3. Kurventangenten und -normalen

In diesem Abschnitt soll fiir die verschied Darstellungsarten der Kurven-

gleichungen die Bestimmung von Kurventangenten und -normalen behandelt
werden.

Ist an eine Kurve k in einem gegebenen Kurvenpunkt Py(z,; yo) die Tangente zu
legen (Bild 18.8), so muB lediglich die Richtung der Tangente bestimmt werden. Fiir

y

Bild 18.8

X

Kurvengleichungen der Form y = f(z) und F(x; y) = 0 wurde diese Aufgabe bereits
gelost. Der Anstiegswinkel der Tangente ergibt sich bei der expliziten Form der
Kurvengleichung unmittelbar aus

tan o = f'(z) = my
und bei der impliziten Form nach (21.4) aus
Fa(zo; o) _
Fy(#o; %)
In der Tangentengleichung y = mx + b ist damit m = m, bekannt, und b kann

unter Verwendung der Koordinaten ,, y, berechnet werden.
Fiir eine Kurve mit der Parameterdarstellung 2 = z(t), y = y(¢) folgt fiir den Anstieg

tan o = — my

einer Kurventangente unter Beachtung der Kettenregel (14.4) und der Regel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktionen (14.6):
dy
vy dy dy de dt
I =g =3 o=-% @
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Die Ablelhungen der Funktionen z = x(t), y = y(t) nach dem Parameter ¢ Werden

durch einen dariiber g ten Punkt ichnet:
dy dz
y, =49 18,
TR Tt (154)

= % (18.5)

Die Ableitungen #(¢) und §(¢) sind jeweils fiir denjenigen Wert ¢ = ¢, zu betrachten,
zu dem der Kurvenpunkt P, gehort:

§(to)
B(ty)”

Die Kurvennormale n in P, ist die Senkrechte zur Tangente £, Der Anstieg der Nor-
malen ist nach (9.8)

= f'(m) =

Mit den bisherigen Uberlegungen kénnen zum Beispiel fiir die Kegelschnitte ,,Tan-
genten- und Brennpunkteigenschaften‘ auf einfachem Wege hergeleitet werden. Die
folgenden Beispiele ergi die Behandlung der Kegelschnitte des Abschnittes 11.

BEISPIELE

18.4. Gegeben sind eine Parabel mit der Gleichung y® = 2pz und ein Parabelpunkt Po(z,; yo > 0)
(Bild 18.9). Der obere Parabetbogen, auf dem P, liegt, hat die Gleichung y = V2pz = flx).
Fiir den Anstieg der Purabeltangente in P, folgt

4
=f(x) = = (I)
2 V2px|, Yo
/ t
y n
h
&
&
g
2 g ¥ Bild 18.9
0 X
Xg \Xa 4
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18.5.

Die Gleichung der Tangente ¢ lautet folglich
by = 2, +b
Y%
Wegen P, ¢ t gilt (unter Beachtung von y,? = 2px,)
yo='2zo+b=5b=yo_£’~'o=m
Y% Yo Yo
Damit lautet die Tangentengleichung
tiy=Lg 4 B (I
Y% Yo
Die Tangente schneidet die z-Achse im Punkt T. Dessen Abszisse folgt aus (III), wenn
y = 0 gesetzt wird:

=2 + 22 oder
Y

xp = —x,

Der Abstand des Punktes 7' vom Ursprung ist gleich der Abszisse z, von P,. Damit laBt
sich die Tangente an die Parabel in P, leicht konstruieren: #, wird von O nach links bis 7'
abgetragen, und es wird die Tangente 7'P, = ¢ gezeichnet.

Fiir die Normale der Parabel in P, folgt mit m, = s nach (IT)
my
ny = _Y, +b
b4
und aus' P, € n folgt b:
Yo = _ﬂ%*’b'—‘)b:yo‘*’ﬂ%
P P
und damit die Normalengleichung
niy= Ly py Yoy, )
? 4
Fiir den Schnittpunkt N zwischen der Normalen und der z-Achse ergibt sich

Ozfﬂﬁv‘f‘yﬂ"‘l‘l%
P b4
oder
Ty =2+ p

Die Strecke QN ist also stets gleich dem Halbparameter p der Parabel. Damit 18t sich
die Tangente konstruieren, wenn 7' auBerhalb der Zeichenebene liegt: p wird von Q bis
N abgetragen, die Normale NP, gezeichnet und senkrecht zu n durch P, die Tangente
gelegt.

Gegeben sei die Parabel mit der Gleichung y* = 2pz. Ist g die Gerade durch den Parabel-
punkt Py und den Brennpunkt F (—Z—, 0] und % die Gerade durch P, parallel zur -Achse
(Bild 18.9), so bildet die Parabelnormale » mit den Geraden g und kA gleiche Winkel:

& =&



18.3. Kurventangenten und -normalen 173

Beweis: Die Gerade g hat den aus dem Bild abzulesenden Anstieg

Yo

die Gerade 4 hat den Anstieg my = 0, und die Normale z hat nach (IV) den Anstieg
Y%

my, = —=2,

" P
Nach (9.8) folgt fiir den Schnittwinkel ¢, zwischen g und =:

_ Y _ Yo
P =L 2
N my —my Zo ) Yo (xn+ 2)
an g = =
R ,,(,Hﬁ)'
. 2
2
tane,=ﬂ V)
P

Bei der Umformung wurde wieder y,? = 2pz, verwendet. Fiir den Schnittwinkel &,
zwischen k und 2 wird:

04
tangg=—2— T ___ P
Tmm ™ o(-8)
P
tane, = 2 (VI)
P

Aus (V) und (VI) folgt & =&

Hieraus ergibt sich die b Eig haft des Parabolspiegels. Durch Rotation einer
Parabel um ihre Achse entsteht ein Rotutlonspambolmd Der Parabolspiegel entspricht
einem Stiick des Paraboloids. Seine Innenfliche trigt einen Spiegelbelag. Parallel zur
Achse einfallende Lichtstrahlen werden wegen obiger Brennpunkteigenschaft nach dem
Reflexionsgesetz so zuriickgeworfen, daB sie durch den Brennpunkt gehen. Hieraus er-
klirt sich auch fiir F' der Name Brennpunkt (Bild 18.10).

Bild 18.10
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18.6.

18.7.

Fiir die gewohnliche Zykloide mit der Parameterdarstellung (18.1): 2 = r(t — sin¢) = z(¢),
y = r(1 — cost) = y(¢) ergibt sich

&(t)=r(1 — cost)
y(t) = rsint
und nach (18.5) fiir den Anstieg einer Tangente:
.t ¢
. 2 sin — co8 —
_g) __ rsimt 2 2
#t) r(l — cost)

tan o = f'(x) ;
2 sin? —
sIn 2

e
f(x) = cot 3"

Fiir ¢t = = wird tan « = 0 und damit &« = 0. Die Tangente liegt in dem zu ¢ = = gehdren-
den Kurvenpunkt waagerecht (Bild 18.2). Fiir t = 0, 2, 4w, ... ist tan & nicht definiert.
In den zugehérigen Punkten ist die Tangente senkrecht zur z-Achse, dort hat die Zykloide
Spitzen.

Wird um einen Kreis ein Faden gelegt und straff abgewickelt, dann beschreibt ein Punkt
P des Fadens eine Kurve, die Kreisevolvente heiBt. In Bild 18.11 verldaBt der Faden bei
A den Kreis. Als Parameter wird <t AMP, = t gewiihlt. In der Anfangslage P, von P

ist ¢ = 0. Der Bogen ;1_15', ist gleich der abgewickelten Fadenlinge AP:
4P = AP, = Rt.

Da auch ¢ BAP = t ist, sind die Koordinaten von P:
z=MC = MB + BC = Rcost + Rtsint
y=CP = AB — AD = Rsint — Rt cost.

Die P terdarstell der Krei lautet

x = R(cost + tsint)

(18.6)
y = R(sint — t cos t)

Bild 18.11
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Der Anstieg m, der Tangente der Kreisevolvente folgt aus
§ = R(cost — cost + tsint) = Rtsint
& = R(—sint 4 sint 4 t cost) = Rtcost

Wegen my = tan o = tan ¢ ist der Ansti inkel o der Tangente gleich dem Parameter ¢;
d. h., die Tangente ¢ ist parallel zum Radius M4 (Bild 18.12). Damit folgt aus AP | MA
auch AP | t, d. h., AP ist die Kurvennormale n.

Bild 18.12

S —

Ist die Kurve durch die Gleichung in Polarkoordinaten r = r(p) gegeben und soll der
Tangentenanstieg tan « = y’ bestimmt werden, dann kann ¢ als Parameter betrach-
tet werden. Die Gleichungen z =7 cos ¢, y = rsin ¢ ergeben die Parameterdar-
stellung

x = r(p) cos ¢ = z(p)
y =r(p)sing = y(g).

Fiir my = f'(z) folgt aus (18.5), wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ angibt:

,_§ fsing+trcosg
Y T & fcosp—rsing (130

Wird in (18.7) mit # cos ¢ gekiirzt, dann ergibt sich

% + tan ¢
_ (vII)

Bild 18.13
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Bild 18.13 zeigt die zu einem Kurvenpunkt P(r; ¢) gehorende Tangente . Zwischen
dem Argument ¢ von P, dem Anstiegswinkel & der Tangente und dem Winkel 7
zwischen der Tangente und dem Radiusvektor von P besteht die Beziehung

« =1+ ¢ oder
tan 7 -+ tan ¢

y'=cana=t&ﬂ(7+9’):m

(VILI)

Der Vergleich von (VII) und (VIII) ergibt eine Gleichung zur Berechnung des
Winkels 7:

7
tan v = v (18.8)
BEISPIEL
18.8. Die Logarithmische Spirale mit der Gleichung (18.3): r = a e*? hat die Parameterdarstel-
lung

2 =rcosp = aek? cos p = 2(p)
y=rsing = aef?sing = y(p)
Die Ableitungen nach dem Parameter ¢ sind nach (18.7):
& = aek?(k cos ¢ — sing)
§ = a e*?(k sin ¢ + cos )
Damit ist der Tefagentenanstieg

Y _ksing 4 cosg ktang +1
& kcosp —sing k—tang

tan o =

Fiir den Winkel t zwischen Radiusvektor und zugehériger Tangente folgt

Bild 18.14
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Da der Winkel 7 nur von der Konstanten k, aber nicht von dem Argument ¢ und damit
von dem Kurvenpunkt P(r; @) abhiingt, gilt:
Die Logarithmische Spirale mit der Gleichung r = a e*¢ schneidet alle Geraden durch O

unter dem gleichen Winkel z = arctan % (Bild 18.14).

Kontrollfrage

18.5. Wie ergeben sich die Gleichungen der Tangente und der Normalen in einem Punkt einer
Kurve, wenn die Kurve im rechtwinkligen Koordinatensystem a) durch eine parameter-
freie Gleichung, b) durch eine Parameterdarstellung und c) durch eine Gleichung in Polar-
koordinaten gegeben ist?

Aufgaben: 18.4. bis 18.8.

18.4. Die Bogenlinge

Die Kenntnis der Linge eines Kurvenstiickes ist fiir zahlreiche technische Probleme
von Bedeutung. Die Berechnung dieser Bogenlinge fiihrt ebenso wie die Flichen-
bestimmung auf die Berechnung eines bestimmten Integrals.
Es ist die Liange des in Bild 18.15 gezeigten Kurvenstiicks zwischen den Punkten
P,, P, zu berechnen. Nach Wahl von n — 1 Zwischenpunkten @, ..., @, kann die
Kurve genihert durch den Sehnenzug P,@,Q; - -+ @, P, ersetzt werden. Seine Linge
ist
13
8y = A8 + Asy + -+ + Asg, = 3 As;.
fs

8, ist eine um so bessere Niherung fiir die gesuchte Bogenléinge, je groBer die Anzahl
n der Sehnen As; und je kleiner jede Sehne As; ist. Fiir n — oo, wobei zugleich fiir
alle i As; — 0 gelten soll, strebt s, gegen einen festen Wert s, der als Bogenlinge s
des Kurvenstiicks P, P, definiert wird:

s =lims,. (I)
n—c0

Zur Berechnung von s wird die Linge der Sehne As; angegeben:
Ay:\*
& =VAz?® 4+ Ay = |/1 + Am. Ax;-
Y

Qn-1
an=F;
)

co |4xp Bild 18.15
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Die Linge des Sehnenzuges ist damit:

n » W
=35 =31+ (52 Az,
weFon-E)r+ ()
und fiir die Bogenlinge s folgt mit (I):

& =i Z;l l/l + (%:)’ Az;. an

>0 i
Wegen As; — O fiir alle ¢ gilt auch Az; - 0, also %Z—' — f'(%;)» und nach der Definition
i
des bestimmten Integrals (vgl. 16.14) folgt aus (II) fiir die Bogenlinge

s
s=[YT+¢%de (18.9)
£y
Der Integrand heift Bogenelement ds:

ds =Y1+ y2dx (18.10)

Bild 18.16
dx=4x
. dy\* ;
Geometrisch stellt ds = |/1 4 Iz dz =}(dz)?® + (dy)? nach Bild 18.16 das zu den

Differentialen dx und dy gehorige Tangentenstiick dar. )
Ist die Kurve durch eine Parameterdarstellung = = z(t), ¥ = y(t) gegeben, dann
folgt mit (18.4) dz = & dt sowie mit (18.5) und den Grenzen ¢, ¢, fiir die Bogenlinge

h
s:f I/l + (%)2idl oder
[N

ts
s=[V& it de - (18.11)
4L

Fiir die Kurvendarstellung in Polarkoordinaten ergibt sich aus (18.11), wenn ¢ durch
@ und &, § nach (18.7) ersetzt werden:

Ps
8 :f]/(i' sin ¢ + 7 cos @)® + (# cos p — rsing)®dy
P

s
s=[yrP+ P dg (18.12)
P




18.4. Die Bogenlange 179

BEISPIELE
18.9. Die Linge des Halbkreises ist zu berechnen.
Lésung: Die Gleichung des (oberen) Halbkreises lautet [vgl. (11.4)]:

y=V¥r — 2 zc[—r;r].

Mit 5 = ———=— ist nach (18.9)

VA==
r

- [y f o]

= 2r(arcsin 1 — arcsin 0) = 2r (L;- - 0) =mr.

18.10. Die Liinge eines Zykloidenbogens zwischen zwei Spitzen it zu berechnen (vgl. Bild 18.2).

Lisung: Mit den Grenzen ¢, = 0, £, = 2r und den aus (18.1) folgenden Ableitungen
£ =r(l — cost), y = rsint wird nach (18.11):

n n
8 =f}’r‘(1 — cost)? + r2gin?t dt = rf V1 —2cost + cos?t + sin? ¢ dt
0 o

2n b2l 2r
:rf}/2(l—cosl)dt:rfl/4sin“édl=2rfsin%dt
0 0 o

t 12w
= [—41 cos —] = —4r(—1 — 1) = 8r.
2 =

Die Lénge eines. Zykloidenbogens zwischen zwei Spitzen ist gleich dem achtfachen
Radius des rollenden Kreises.

18.11. Wie groB ist die Bogenlinge der archimedischen Spirale r = — q) [vgl. (18.2)] zwischen
den Punkten P,(p, = 0) und Py(p, = 2r)?

Lésung: Mit der Ableitung # = % folgt aus (18.12):

pd
— (1L L
= Vers e
[

2r
s ,
=?fv;ﬁa¢.
[

5( =2x)

Alpy=0)

Bild 18.17

Aus der Integraltafel (vgl. 17.3.) ergibt sich fiir dieses Integral
T [w Yo' +1+— Imlp+ VT )]
% [wv 2n)2 + 1 + —-ln (em + YEm® + )] =10,63.  (Bild18.17)

8§ =
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Kontrollfrage

18.6. Durch welchen Grenzwert wird die Bogenliinge eines Kurvenstiicks definiert?

Aufgaben: 18.9. bis 18.13.

18.5. Die Kriimmung

Eine Kurve sei das Bild einer Funktion f. Das Verhalten der Kurve in einem Punkt
wird zunéchst mit Hilfe der 1. Ableitung von f durch den Anstieg der Tangente in
diesem Punkt beschrieben. Unter Verwendung der 2. Ableitung von f kann als weitere
Aussage die Krii g in dem betrachteten Kurvenpunkt angegeben werden. Es
wird eine Formel fiir die Kriimmung entwickelt und gezeigt, wie sich Kurven mit
Hilfe bestimmter Kriimmungskreise in guter Niherung einfacher zeichnen lassen.
Kurven mit gleichmiBig sich dndernder Kriimmung spielen z. B. als Ubergangsbogen
bei der Linienfijhrung von StraSen und Eisenbahnen und als Kurvenscheibenkontur
im Maschinenbau eine wichtige Rolle.

Der Krii begriff ist haulich so weit bekannt, daB z. B. fiir die Kurve in
Bild 18.18 gesagt werden kann, sie ist in der Umgebung von P, stirker gekriimmt als
in der Umgebung von P;. Um aber die Kriimmung auch analytisch zu erfassen, wird
ein Kurvenpunkt P betrachtet, der sich nach P; bewegt und dabei die Bogenliinge -
As zuriicklegt (Bild 18.19). Die Tangente in P hat sich hierbei um den Winkel Ax

y y=rfix)
P2
A
ol = U X
Bild 18.18 Bild 18.19

gedreht. Je groBer Ax ist, um so groBer ist auch die Kriimmung zwischen P und P,.
Da die GroBe von Ax auch von der GroSie der Bogenlinge As abhiingt, kann der
Quotient & = %‘ als die mittlere Krii ng des Kur tiicks PP, definiert
werden. Durch den Grenziibergang P, — P, d. h., As — 0, ergibt sich die Kriimmung
im Kurvenpunkt P:

Ax  dx

=A1:E10 &%= . @

Wegen tan « = y' ist & = arctan y’. Nach der Kettenregel ist

do i
= Ty,’y »oder da = T+g° dz. {n
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In (I) wird dx nach (II) und ds nach (18.10) ersetzt:
da y" 1
= —=—drs —.
ds 1+ y* Y1+ y%de

Damit folgt die Kriimmung der Kurve in einem Punkt:

"

k=g (18.13)

k ergibt sich als Funktion der Abszisse x des Kurvenpunktes. Das Vorzeichen von k
héingt vom Zihler 3" ab (der Nenner ist positiv) und ist daher fiir eine von unten
konvexe Kurve (Linkskurve) positiv und fiir eine von unten konkave Kurve (Rechts-
kurve) negativ. Im Wendepunkt einer Kurve ist wegen 4"’ = 0 auch k = 0.

Fiir eine in Parameterdarstellung gegebene Kurve ist in (18.13) ' = % zu setzen. Fiir
y' folgt daraus nach der Quotientenregel:

. d_y ;
o_ @y dy  \&) dt g — gE 1
YV =32 "4 & d . # %

o _§t — 9%
v ==

(18.14)

und damit aus (18.13)
g& — §E

_ gE— g
T @+

k= und umgeformt

(18.15)

BEISPIELE

18.12. Fir die Parabel y = 2? ist mit y* = 322, y” = 6 nach (18.13) die Krimmung
6z
Fiir z = 0 ist k¥ = 0, das ist der Wendepunkt der Kurve, und fiir x = 1 ist & = 0,19.

18.13. Fiir den Kreis mit der Parameterdarstellung z = r cos ¢, y‘= 7 8in ¢ wird
&= —rsint g§=rcost
&= —rcost §= —rsint.
Die Kriimmung ist nach (18.15):
P r2sin%¢ 1+ r2 cost =r_2:L. i)

(r? sin? ¢ 4 72 cos? ¢)3/2 Il r

Die Kriimmung des Kreises ist konstant gleich dem reziproken Radius.
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Der in Beispiel 18.12. berechnete Wert & = 0,19 ist zunéchst vollig unanschaulich.
Mit dem Ergebnis des Beispiels 18.13. 1Bt sich aber k auch fiir beliebige Kurven geo-
metrisch wie folgt deuten.

Es gibt unendlich viele Kreise, die eine Kurve in einem Punkt P beriihren. Ihre
Mittelpunkte liegen auf der Kurvennormalen » von P (Bild 18.20).

Bild 18.20

Unter diesen Kreisen existiert einer, der die gleiche Kriimmung wie die Kurve in P
hat. Er heifit Kriimmungskreis und schmiegt sich anschaulich in'der Umgebung von
P der Kurve am besten an. Soll also die Kurve in der Umgebung von P durch einen
Kreis ersetzt werden, dann gibt der Kriimmungskreis die beste Néherung.

Ist k die Kriimmung der Kurve in P und ¢ der Radius des Kriimmungskreises, dann
muB, damit Kurven- und Kreiskriimmung in P iibereinstimmen, wegen (III) die
Beziehung

= ’—l (18.16)

gelten. ¢ heifit Kriimmungsradius. Der Mittelpunkt M des Kriimmungskreises heift
Kriimmungsmittelpunkt.

BEISPIEL
18.14. Fiir die Sinuskurve ist y = sin, y’ = cos , ¥ = —sin £ und
# = —sin 2
T F costaplir’
Im Punkt S(zg= I )ist k(=) = —1. Der Kriimmungsradius ist o Y I 1
2 2 2 L (T

und der Kriimmungsmittelpunkt M (%;0). Bild 18.21 zeigt, daB mit Hilfe dieses

Kriimmungskreises die Sinuskurve in der Umgebung von S leichter gezeichnet werden
kann.
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Der Kurvenpunkt, in dem die Kriimmung einen Extremwert annimmt, heift
Scheitelpunkt der Kurve. Wihrend in einem beliebigen Kurvenpunkt P der Kriim-
mungskreis die Kurve durchsetzt (z. B. Bild 18.20), liegt der zum Scheitelpunkt §

gehorige Kriimmungskreis in der Umgebung von § véllig auf einer Seite der Kurve
(z. B. Bild 18.21).

y S
17

=7
(NA
BEISPIEL

18.15. Die Ellipse ist mit Hilfoe derjenigen Kriimmungskreise zu konstruieren, die zu den
Haupt- und Nebenscheitelpunkten gehoren.

Bild 18.21

Losung: Es wird die P darstellung verwendet:
r=acost &= —asint & = —acost
y=bsint g =nboost y = —bsint.

ab sin? ¢ + ab cos® ¢ ab

= (@sin® £ + b cos? )2 (a® min® £ + b® cos? t)2/2 U

In den Hauptscheitelpunkten ist t = 0 bzw. ¢t = i (vgl. 11.2.): k(0) = k(n) = % =2 und

b2
. b < . T 3
damit g(0) = g(r) = — = g,. In den Nebenscheitelpunkten ist ¢ = iy bzw. t = Y
a

L 3 ab b . T 3 a®
k(;):k(;yﬁ:;:;unddamntg(—;)—9(2 n)—T_gB.

‘I’Msz
B8y (A |
By
b
M
4
0 \ [ £ A My Mz )4
g
7}
5
|
S,
1%

Bild 18.22 Bild 18.23



184 18. Geometrische Anwendungen der Differential- und Integralrechnung

Die hori; Kri ittelpunkte lassen sich leicht konstruieren. Im Rechteck
OA,CB, mit den Sciten a und & wird die Diagonale 4,8, gezelchnet (Bild 18.22). Die zu
A,B, senkrechte Gerade durch C schneidet die Hauptachse in M ,, die Neb hse in

Mp, und es ist M,d, = o4, MpB, = g5.
Beweis: Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke M,4,C und A4,CB, folgt: M 4,: 4,C
= A,C B,C oder g 4:b=>b:a, worausg, = i folgt. Entsprechend verliuft der Beweis

fiir g,
Mit Hllfe der 4 Xril gskreise in den Scheitelpunkten kann die Ellipse leicht gezeich-
net werden (Bild 18.23).

Kontrollfragen

18.7. Wie wird die mittlere Kri eines Kur tiicks 8 und wie wird die Kriimmung

in einem Kurvenpunkt definiert?
18.8. Welche Bedingungen erfiillt der zu einem Kurvenpunkt gehérende Kriimmungskreis?
18.9. Was sind Scheitelpunkte von Kurven?

Aufgaben: 18.14. bis 18.19.

18.6. Flichen

Die in 16. behandelte Flichenberechnung wird um den Fall erweitert, daB die Kurve,
die die Fliche begrenzt, in einer Parameterdarstellung bzw. durch eine Kurven-
gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist.

Bild 18.24

Bei gegeb Kurvengleichung y = f(x) wird die in Bild 18.24 gezeigte Fliche nach
16.4. durch

b
4 =[f@)dz ; M

berechnet. Nun sei eine Parameterdarstellung z = x(¢), y = y(t) der Kurve gegeben.
Zu den Punkten 4 und B sollen die Parameterwerte ¢, bzw. f, gehéren, d. h., z(t,) = a,
z(t,) = b. In (I) wird eine Substitution durch y = f(x) = y(¢) vorgenommen. Nach
(18.4) ist da = #(¢) d¢, und aus (I) folgt

s
A= [y)z@ a (18.17)
t
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BEISPIEL
18.16. Gesucht wird die Fliche zwischen einem Zykloidenbogen und der z-Achse.

Losung:
z=a(t —sint) & =a(l — cost)

t, =0, t,=2m
y =a(l — cost) t *

2w o
A =fa-(1 —cost)tdt =a? [ (1 — 2 cost + costt) dt
[ [

=a? [t — 2sint + % &+ sintcost)]m = a[2rn + ©] = 3ma®.
o _

Die-gesuchte Fliche ist gleich der dreifachen Fliche des rollenden Kreises (vgl. Bild

18.2).
Die Formel (18.17) ist auch dann vorteilhaft anzuwenden, wenn die Fliche von einer
geschlossenen Kurve begrenzt wird (Bild 18.25). 4, B sind Kurvenpunkte mit ver-
tikalen Tangenten. Die Kurve werde in Pfeilrichtung von 4 iiber B bis 4 durch-
laufen, wenn ¢ von ¢, iiber 4 bis £, lduft. Der Punkt 4 wird also durch ¢ = ¢ und
t = t, erhalten: z(4) = x(t), () = y(t:). Zu ¢ € [t ; t,] gehort der obere, zu ¢ € [fy; ;]
der untere Kurvenbogen. Fiir die eingeschlossene Fliche folgt:

t to f b
A= [yidt— [yt dt = [yzdt + [ysde
Y [ Y t

t .
4 =‘f yedt mit z(h) = 2(t), yt) = yt)-

Die Fliche wird positiv oder negativ, je nachdem, ob die Kurve rechtsliufig, d. h.
wie in Bild 18.25 angegeben, oder linksliufig, also entgegengesetzt zu Bild 18.25,
umfahren wird.

y
A 8
t=t, A t=ty
| 1=13.

Bild 18.25

7]

BEISPIEL
18.17. Gesucht wird die Fliche der Ellipse mit der Parameterdarstellung z = a cos t, y = bsin .
Lésung: Nach (11.9) ergeben sich fiir ¢ € [0; 27) alle Ellipsenpunkte, und es ist
2(0) = z(2n) = a, y(0) = y(27) = 0. Mit # = —a sin ¢ folgt aus (18.17)
2m
2
A=——abfsin2tdt=—ab —‘—(t—sintcost) =—g-b-~21==—1mb.
2 5 2 —
Q

Die Fliache wird negativ, da die Ellipse linksliufig umfahren wird, wenn der Winkel ¢
von 0 bis 2x liuft.
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Die Kurvengleichung sei in Polarkoordinaten gegeben: r = f(¢). Ist 4 die in Bild
18.26 dargestellte Fliche und wird der zugehorige Winkel ¢ um Ag vergréBert, dann
dndert sich die Fliche um A4. Im Intervall von ¢ bis ¢ + Ag sei 7, der minimale, r,
der maximale Radiusvektor. A4 ist dann groBer als die Fliche des Sektors mit dem
Zentriwinkel Ap und dem Radius ; und kleiner als die Fliche des Sektors mit dem
gleichen Zentriwinkel und dem Radius 7,:

-

n2Ap < AA < —;— 2 Ap oder

1
< =< =

2
1 AA
2 Ap T2

Bild 18.26 Bild 18.27

Fiir Ap — 0 folgt 7, — r, r, — 7 und damit

Ad d4- 1.
Aq?—)dy_Zr' (I)

Die Integration von (I) ergibt 4 als Funktion von ¢:

1
A=E_[T2d¢'

Fiir die in Bild 18.27 gezeigte Fliche folgt dann sofort

(18.18)

BEISPIEL

18.18. Es ist die Fliche zu berechnen, die von der Logarithmischen Spirale r = « e*# und den
zu @, und @, gehorenden Radiusvektoren begrenzt wird.
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Losung: Nach (18.18) ist

1 P 1 Ps S P P
P
a= [@enrap= 5 [lar e ap= LT | Fria ol
P P L2 @

1
4= % (rg® — %)

- Bild 18.28
s Ly A

Bild 18.28 zeigt fiir die dargestellte Spirale die zu den Argumenten ¢, = 0 und @, = 7
gehorende Fliche.

Aufgahen: 18.20. bis 18.25.

18.7. Aufgaben

18.1. Rollt ein Kreis mit dem Radius R auf einem festen Kreis mit dem gleichen Radius R ab,
80 beschreibt ein Punkt des rollenden Kreises eine Kurve, die Kardioide (Herzkurve)
heiBt. Die Gleichung der Kardioide lautet in Parameterdarstellung

& = R(2 cos t — cos 2t)
y = R(2sin ¢t — sin 2¢).

Es sind die Koordi von Kurvenpunkten fiir ¢ € [0°, 360°) und A¢ = 20° zu be-
rechnen, und s jst die Kurve zu zeichnen.

18.2. Die Kurve mit der Parameterdarstellung
_ a@—1) oo att —1)
e+t 7 et
heiBt Strophoide. Wie heiBt die parameterfreie Gleichung?

18.3. Wie heiBt die Gleichung der Strophoide aus Aufgabe 18.2. in Polnrkoordmuten? Die
Kurve ist mit Hilfe der Polarkoordinaten einiger Punkte zu zeichnen.

18.4. An den Kreis mit der Gleichung 2® + y* = 289 smd in den Punkten P,(15;y > 0)»

Py(8; y < 0) die Tangenten gezogen. Es smd die Gleich der Schnittpunkt P, und
der Schnittwinkel 8 der Tang: zu b

18.6. Welche Fliche wird von der Parabel mit der Gleichung y = 1 22 und der zum Parabel.
punkt Py(z, = 2) gehorenden Normalen eingeschlossen? 2

18.6. In den Schnittpunkten ischen der Geraden y = —% z — % und der Ellipse

42 + 9y® = 36 sind die Ellipsentangenten gezogen. Wie groB ist ihr Schnittwinkel?
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18.7.

18.8.

18.9.

18.10.

18.11.

18.12.

18.13.

18.14.

18.15.

18.16.
18.17.

18.18.

18.19.

Wie heilen die Gleichungen der Tangente und Normale der NE1Lschen Parabel fiir t = 2?
(vgl. Beispiel 18.1.)

Eine Kurve hat die Parameterdarstellung & = 3t2 4 2, y = 2¢3. Fiir welches ¢ hat die
Tangente den Anstiegswinkel o = 45°?

Wie groB ist die Bogenlinge der Kurve aus Aufgabe 18.8. fiir §;, = 0, t, = 2?

In einem Kreis mit dem Radius R rollt ein Kreis mit dem Radius % Ein Punkt des
rollenden Kreises beschreibt eine Astroide oder Sternkurve (Bild 18.29). Sie hat die
Parameterdarstellung

t 2
z = R cos® — = Rsin®—.
v 4

Wie lang ist der Astroidenbogen in einem Quadrant (¢, = 0, ¢, = 2m)?

Wie groB ist die Bogenlidnge der Kreisevolvente, wenn der um einen Halbkreis liegende
Faden abgewickelt wird?

Bild 18.29

Die Kardioide aus Aufgabe 18.1. hat in Polarkoordinaten die Gleichung r = 2R(1 — cos ).
Dabei liegt der Pol in der Spitze der Kardioide. Gesucht wird ihre Bogenlinge.

Fiir die Parabel mit der Gleichung y = 2? ist die Bogenlinge zwischen den Grenzen
2, = —3, #, = 3 zu berechnen.

Wie groB ist der Kriim gsradius im Scheitelpunkt der Parabel mit der Gleichung
2% = 2py? :

Fiir die Parabel y = % 2 — % 2?2 sind die zu den Extrempunkten gehérenden Kriim-

mungsradien zu berechnen, und die Kurve ist mit Hilfe der zugehérigen Kriimmungs-
kreise zu zeichnen.

Wie groB ist die Krimmung der Zykloide?

Fir die Kreisevolvente sind Kriimmungsradius und Kriimmungsmittelpunkt zu be-
stimmen.

Zu berechnen ist der Krimmungsmittelpunkt M, der zum Punkt P, (:co = E; Yo > 0)
der Parabel mit der Gleichung y* = 6x gehort. 3

Wo liegen die Scheitelpunkte der Kurven mit den Gleichungen

a)y=2a° b)y=Inz c) y=—1?
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18.20.

18.21.

18.22.

18.23.

18.24.

18.25.

Wle groB ist die von der Astroide eingeschlossene Fliche (—- fiir die Grenzen ¢, = 0,
= 2r berechnen)?

Wle groB ist die von einer Schleife der Kurve mit der Parameterdarstellung z = 2 sin ¢,
y = 2 sin 2¢ eingeschlossene Fliche?
Es ist die Fliiche der Kardioide

a) mit der Pammeterd.a.rstellung (vgl Aufg. 18.1.)
b) mit der Gleichung in Pol r = 2R(1 — cos @)
zu berechnen.

Wie groB ist die Fliche einer Exzenterscheibe, die von der Archimedischen Spirale mit

der Gleichung r = 2¢ und den zu ¢, = m, @, = —1: gehorenden Radiusvektoren be-
grenzt wird?

Rotiert ein Kur iick um eine Gerade, so entsteht ein Rotati orper. Ist die
Kurve in P: d 11 ben und rotiert sie um die z- Achae, 8o 1Bt sich fiir
das Vol des Rotationskérpers s Bus (16.18) die Gleichung herleiten

4L
Ve=n [y'0) 4() at
LY
und bei Darstellung der Kurve in Polarkoordinaten

o
V,——-xjr'sin’qp(icosq:—rsimp)dw.
A
Wie gro8 sind die Vol der Rotationskorper, die durch Rotation der folgend
Kurven um die z-Achse entstehen:
a) Bogen der Ellipse mit der Gleichung 2 = a cost, y = bsint, ¢, = 0,4 =m,

b) Bogen der in Aufg. 18.21. angegebenen Kurve fiir ¢, = 0, t, = % %

¢) Bogen der Kurve r = 2R cos ¢ zwischen 2 Schnittpunkten mit der 2-Achse?

Fir die Mantelfliche eines Rotationskirpers gibt es bei einer Rotation um die z-Achse
und je nach der Darstellungsart der Kurve die Gleichungen

2y
Ay, = 21:ny1 + y*dz
EXN
13
Ay, =2 [y VF gt
h

L4
Ay, =2n [reing V™ + P dp
1

Wie groB sind die Mantel- bzw. Oberflichen der Rotationskérper, die durch Rotation
der folgenden Kurven um die z-Achse entstehen:

a) Bogen der Zykloide zwischen zwei Spitzen,

b) Parabel mit der Glelchung y? = 4 fiir z, =0,2,=2,

©) Bogen der Kardioid hen den zwei Schnif kten mit der z-Achse?




19. Physikalisch-technische Anwendungen

19.1. Differentiation und Integration zeitlich veréinderlicher Grfien

19.1.1. Berechnung von Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Im folgenden sollen die Differential- und Integralrechnung auf die Berechnung von
Bewegungsvorgiingen, d. h. auf die Ermittlung der Zusammenhinge von Weg, Zeit,
Geschwindigkeit und Beschleunigung angewendet werden. Eigentlich ist es nicht
zutreffend, hier von einer ,, Anwendung* der Infinitesimalrechnung zu sprechen;
denn die Probleme der Kinematik waren die Ursachen der Untersuchungen NEwTONS
(Isahc NEwTON, 1643 bis 1727, engl. Mathematiker und Naturwissenschaftler), und
zu ihrer Losung schuf er seit 1665/66 das neue Kalkiil. NEwToN selbst formulierte
das Problem, dessen Lisung ihm als erstem allgemein gelang, wie folgt:

,,Wenn in jedem Zeitmoment die Lange des von einem Punkt beschriebenen Weges
bekannt ist, ist zu einer bestimmten Zeit die Geschwindigkeit der Bewegung zu
finden.‘“

Anders ausgedriickt: bekannt sei s = s(t), gesucht ist ¥ = v(¢) (im folgenden werden
immer ¢ und v als Funktionssymbole fiir die Weg-Zeit- bzw. Geschwindigkeits-
Zeit-Funktion verwendet).

Wie bereits mit (13.10) bzw. (13.11) gezeigt wurde, ist die Geschwindigkeit die Ab-
leitung der Weg-Zeit-Funktion bzw. die Beschleunigung die Ableitung der Ge-
schwindigkeits-Zeit-Funktion nach der Zeit.

Da aber v = 3—:, ergibt sich

ds
_dv d (E) _ dz

TR @ @
d. h., @ = a(t) ist die zweite Ableitung der Funktion 8 = s(¢) nach .
Umgekehrt kann aber auch z. B. der Weg bei Kenntnis der Geschwindigkeit v = v(#)
oder die Geschwindigkeit bei Kenntnis der Beschleunigung @ = a(¢) bestimmt werden.
Aus
ds v
= v(t) bzw. rria a(t)
folgt ds'=o()d¢t bzw. dv = a(t)dt.
Beiderseitige Integration (s, ist der zur Zeit ¢ = {, bereits zuriickgelegte Weg, v, die
bereits erreichte Geschwindigkeit) liefert

3

© 8 4 t
fds = fv(t) de fdv = fa,(!) de
5o va t

to
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a—ao=jv(t)dt v—v.,=f‘a(t)dt
b

8 =28, +'f‘v(t)dt v =1, +‘f‘a(t)dt

BEISPIEL
19.1. Ein Korper hat zu Beginn der Zeitmessung (¢ = ¢, = 0) die Geschwindigkeit v = v,

=10 —ls—n und bewegt sich mit der konstanten Beschleunigung a = 2 2; .
8

a) Welche Geschwindigkeit hat er zur Zeit ¢, = 10 s?

b) Welche Zeit ¢ = £, vor Beginn der Zeitmessung begann der Bewegungsvorgang, wenn
die konstante Beschleunigung von Anfang an wirksam war? Wo befand sich der Kor-
per zu Beginn des Bewegungsvorganges (s(t,) = 8,)?

Lésung:

¢
a) Aus v(t) = v, + fa(t) de
5 t
folgt *
108

4
v(tl)=v,,+fa(¢)dt=10%+f2§dl=(10+2-10)?
to 0s

() = v, = 30 =,
8

b) Zu Beginn des Bewegungsvorganges (¢ = t,) war die Geschwindigkeit »(,) = 0. Die
Gleichung fiir v = v(¢) liefert

[
vt =v,+ [at)dt =v,+ oty =0  (t,=0)
ty

Daraus folgt
= =% —&8.
a =

Das Weg-Zeit-Gesetz ergibt sich aus

a=a.,+f'v(t)dt=a.+f'[v.+f'a(t)dt]dt
- t & t
8= 8+ volt — &) + % (= —t2).
Es folgt fiirt =1, = —58,4,=0,8,=0
8ty) =8, =10-(—5)m 4 1-26m
8 = —25m,
d. h., bis zu Beginn der Zeitmessung hatte der Korper bereits 25 m zuriickgelegt.

Ist auch die Funktion ¢ = ¢(s) differenzierbar, so kénnen ¢, v und a in Abhéngigkeit
vom Weg s ermittelt werden. Die folgenden Ubersichten enthalten die méglichen
Fille.
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Gesucht
Gegeben s(t) = II o(t) = | a(t) =
1
] 1
8 = s(t) - = ds | dv _ d%
! dat oW ae
¢ 4 : { dv
v = () % +“fv(t)dt : - | L
trot | t
a = a(t) s+ ot —to) + [ [ [ at) dt] at | o+ [a@t)ds =
t Lt ! t
Gesucht
Gegeben t(8) = i v(s) = i a(s) =
ax
- _ 1 ds2 _dv
t=t(s) ﬂ e —_—
ds | (d8)
dv
v = v(s) ty + _[v(a) ! e av
|
| &
a = a(s) [ Vvoﬂ +2 f a(s) ds =
]/vo’ +2 f als) de =
1
i

Ist @ = a(v) gegeben, so kénnen daraus

s=s(v)=so+f%dv, t_t(v)_tn+fa(v)

ermittelt werden.
Die entsprechenden Uberlegungen und die in den Zusammenstellungen enthaltenen
Beziehungen gelten auch fiir die Drehbewegung, wenn man

den Weg s durch den Drehwinkel ¢,
die Geschwindigkeit v durch die Winkelgeschwindigkeit w,
die Beschleunigung a durch die Winkelbeschleunigung «
ersetzt.
BEISPIEL

t
19.2. Eine zeitlich verinderliche Kraft ¥ wirkt nach dem Gesetz F(t) = Fp,y (1 —e ')
(v Zeitkonstante) und erzeugt an einer Schwungmasse mit dem Massentrigheitsmoment
J ein proportionales Drehmoment M = F . r (r = const.).
Mit welcher Winkelgeschwindigkeit rotiert die Masse, wenn die Kraft 10 s lang wirkt,
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Reibungs- und andere Einfliisse vernachlissigt werden sollen, J = 0,2 kg m?, My,
=1Nm = 1kgm?s? und 7 = 18 ist?
Losung: Fiir Drehbewegungen gilt (in Analogie zu F = m - a)
M = J - o, daraus folgt x = —
Dann ist die Winkelgeschwindigkeit

¢ t
cu—fadt f—dt fF ’d[:f'“T“—'f(l—e*T)d;
¢

! t t)t
= A—{’““f(l - e_T) dt = —M;“ [t +1e '],_

J

3
Mit ¢, = 0, ¢ = 10 5 und den vorgegebenen Werten fiir My,,, J und v wird

wlt=10s = 0’21ll\:—gmmz[103+lxae-‘“—13]@55‘"-!-)3:455‘l

Kontrollfragen

19.1. Wie heiBen die der Weg-Zeit-, Geschwindigkeits-Zeit- und Beschleumgungs Zeit-Funk-
tion sowie dem Grundgesetz der Dynamik entsprechenden Beziehungen fiir die Dreh-
bewegung?

19.2. Bei der Berechnung von Weg und Geschwindigkeit wurde von ¢, (untere Grenze) bis zu
einer nicht bestimmten (variablen) oberen Grenze ¢ integriert. Wieso ergibt sich nach
Durchfithrung der Integration trotzdem ein bestimmtes Integral?

Aufgaben: 19.1. und 19.2.

19.1.2. Zeitlich verinderliche Strome und Spannungen

Auch zur Darstellung von Beziehungen zwischen elektrischen GroBen, wie z. B.
Strom und Spannung, werden oft die Differential- und Integralrechnung bengtigt.
Im folgenden werden deshalb die Strom-Spannungs-Beziehungen an Kapazititen
und Induktivititen hergeleitet und auf technische Sachverhalte angewendet.
Die Stromstirke 7 ist definiert als der Quotient von Elektrizititsmenge, die durch den
Querschnitt eines Leiters flieft, dividiert durch die Durchstrémzeit

AQ

1= At (@ Elektrizitdtsmenge, [Q] = C).

Ist die Stromstiirke nicht konstant, so gibt dieser Differenzenquotient nur den Mittel-
wert der Stromstirke wihrend des Zeitintervalls A¢ an. Die Stromstirke in einem

Zeitpunkt erhélt man durch Bilden des Grenzwertes des Differenzenquotienten fiir
At — 0, d. h. als Differentialquotient

_%
e
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Nach dQ aufgelést dQ = 7 df und integriert, ergibt
Q t
Q=[dQ=fidt
0 fa
Die Kapazitit C eines Kondensators ist definiert durch das Verhiltnis der auf dem
Kondensator befindlichen Ladung (Elektrizititsmenge) Q. zur Spannung uc:

oS
Ue
Setzt man fiir @ = Q. den obenstehenden Integralausdruck ein, so erhilt man
]
[ icdt
to

Ot —
Ue

t
up = %f{c dt (19.1)
te

Andererseits folgt aus Q¢ = C u¢ durch Differentiation nach der Zeit

_ dQc dug

o=t =03¢ (19.2)

Die Berechnung von Spannung bzw. Stromstirke ist also beim Kondensator aus
Kapazitit und Stromstirke bzw. Spannung mittels Integration bzw. Differentiation
moglich.

In analoger Weise ergeben sich fiir den Spannungsabfall u;, iiber einer Induktivitat L
(z. B. einer Spule) bzw. fiir die Stromstiirke ¢; aus dem Induktionsgesetz die Be-
ziehungen (y InduktionsfluB)

_ dy, . dig

w=g=Lg (19.3)

und
t
1, = 1 uy, de 19.4)
V=7 L (19.
to

BEISPIELE
19.3. Die durch den Querschnitt eines Leiters hindurch de Lad @ habe den in

Bild 19.1 dargestellten zeitlichen Verlauf. Das Kurvenstiick fiir 0 < ¢ < 28 sei eine
quadratische Parabel, die fiir £ = 2 s ihren Scheitelpunkt erreicht. Es sollen

a) der Zeitverlauf der Ladungsmenge und des Stromes in den einzelnen Zeitabschnitten
beschrieben werden ;
b) die Strom-Zeit-Funktion grafisch dargestellt werden.



19.1. Differentiation und Integration zeitlich veranderlicher Grofen 195

Bild 19.1

Wl o —
o

s

Lésung: Zur Vereinfach der Darstell wird im folgenden Rech g fiir ¢/,
/e, ¥/ s, Yy nur ¢, @, ¢, u geschrieben.

a) 0=¢<2

Da die Parabel nach unten gedffnet ist, muB angesetzt werden [vgl. (11.18)]:
(t—ts) = —2p(Q — Qs)
(t—2)" = —2p(@ — 8).

p kann aus der Bedingung: ¢ = 0 = Q = 0 bestimmt werden:

=

p=

Einsetzen von p in die Ausgangsgleichung und Auflésen nach @ liefert

Q=—20+48 o
2=5t=<4
Da die Kurve eine Parallele zur ¢-Achse ist, gilt

9=8 (Im)
4t<8

Der Zeitverlauf der Ladungsmenge wird durch eine Gerade dargestellt, die durch die
Punkte (4; 8) und (8; 0) geht. Die Geradengleichung ergibt sich entsprechend Beispiel
9.12. mit

Q=—2+16 am

Die zugehérigen Zeitverliufe des Stromes erhilt man gemiB Gl. (19.2) durch Differen-
tiation von (I), (IT) und (III) nach der Zeit

L
A
8

4

4 Bild 19.2
01[ 2 ¢ ¢

“l~
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(Ia)
(I1a)

(I11a)
b) Die Strom-Zeit-Funktion ist in Bild 19.2 dargestellt.

19.4. Der Spannungsabfall u; iiber einer Induktivitit L (L = 10H, [L]= 1 H (Henry)
=1 % habe den in Bild 19.3 gezeigten Verlauf. Zur Zeit ¢ = 0 flieBt durch die Indukti-

vitét ein Strom i, = 0,1 A.

Die Gleichungen fir die Stromstiirke in den Zeitintervallen, in denen die dargestellte
Funktion integrierbar ist, sind aufzustellen, die Strom-Zeit-Funktion ist zu zeichnen.

Losung: Auch hier sollen die physikalischen Grofien durch ihre Zahlenwerte ersetzt wer-
den.

o<t<1
In diesem Intervall gilt fir die Spannungskurve
up = —t

Damit folgt nach Einsetzen von uy, in Gl. (19.4)
1 1
g = — —t)dt = —— 2 + C,.
iL 10,{( ) % +C

Zur Bestimmung der Integrationskonstante C, wird der Anfangswert: ¢=/y =0
= iz = %, = 0,1 A verwendet. Man erhilt

Cy=0,1
i = —0,05¢2 + 0,1
oo

Fiir die Stromstiirke zur Zeit £, = 1 folgt hieraus

iz(t) = 0,05

Bild 19.3

Ul

Die Berechnungen fiir die anderen Teilintervalle verlaufen analog denen fiir das erste
Teilintervall. Es ergibt sich

1st=s2
1

2 1
up = —1; i = 10 (—=1)dt = —E(—t)-i-C,
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Aus ¢ = 1, ip = 0,05 folgt C, = 0,15.
i = —0,1t+4 0,156
t, = 2: qg(ty) = —0,05
25t<3

.1
up=1; iy=15t+0C

Aust = 2, iy = —0,05 folgt €, = —0,25.

iy = 0,1t — 0,25
ty = 3: ig(t;) = 0,05
3<t<4
up=0; i =0y
Aus t = 3, if = 0,05 folgt Cy = 0,05.
iy = 0,05

Die Strom-Zeit-Funktion ist in Bild 19.4 dargestellt.

|
0‘5\1'774
ol — — —

Kontrollfragen

Bild 19.4

19.3. Welche der Beziehungen zwischen Strom und Spannung-bei Kapazitit bzw. Induktivi-
tit sind beim Knotenpunktssatz (1. KIRoHEOFFsches Gesetz) und welche beim Maschen-

19.4.

19.2.
Fiir » diskrete GroSen Zy, Tg, .

satz (2. chunomches Gesetz) zu verwenden?
te ergeben sich bei sinusférmigem (z. B. 4 sin wf)

Welche hori

Strom ip bzw. i? Welche zeitlicho Verschiebung zwischen Strom und Spannung besteht
demnach bei den beiden elektrischen Schaltelementen?

Aufgabe: 19.3.

Berechnung von Mittelwerten

das arithmetische Mittel

s T Bt

1
n n

v X, sind u. a.

4=
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R

und das quadratische Mittel

1 e
= B
(das in der Statistik als Streuung Anwendung findet, vgl. Abschn. 22) definiert.
Aber auch fiir stetige GroBen in Naturwissenschaft, Technik und Okonomie, die als
Werte y = f(z) vorliegen, kénnen Mittelwerte sinnvollerweise definiert werden. Zwei
von diesen Mittelwerten sowie ihre technische Anwendung sollen vorgestellt werden.

y /—y=f(x)
,/nylfi

|
|
0r.a 3 ¢ x

Zur Herleitung soll eine Fliche (Bild 19.5) betrachtet werden, die von der Kurve einer
im abgeschlossenen Intervall [a; ] stetigen und in diesem Intervall nur positive oder
nur negative Werte habenden Funktion f: y = f(x), der z-Achse und den Ordinaten
z = aund 2 = b begrenzt wird. Es ist offensichtlich, daB sich diese Fliche durch
ein flichengleiches Rechteck mit der Basis b — a und der Hohe /(&) darstellen 1a8t:

Bild 19.5

b
J H@) dz = (b — a) /(£) (19.5)

Dabei ist f(£) ein Funktionswert der Funktion  im betrachteten Intervall, d. h.,
£€(asb). 5

Der in Gl. (19.5) formulierte Zusammenhang ist der erste Mittelwertsat#der Integral-
rechnung, auf dessen exakte Herleitung hier verzichtet werden soll. Der Wert f(£)
selbst heiBt linearer oder arithmetischer Mittelwert der Funktion f im Intervall
[a; b):

b
1
Yme = f(&) = = af/(") dz (19.6)
a
BEISPIELE
19.5. Es soll der arithmetische Mittelwert
a) fiir die Funktion y = sin b) fiir die Funktion y = sin*z

im Intervall [0; =] berechnet werden.

Lésung:

"
e —I-—fsin:vdr =L cosz] =2 ~ 0,636
T—0 1 0 ™ _—
0
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. 11 , n
b) Yma = sin? z dz = ?(z—smzcosz)n
1 1
< ET

19.6. Ein geradliniger Bewegungsvorgang verlduft mit zeitabhingiger Beschleunigung
a = 3.10-%2 m/st, Es soll die mittlere Beschleunigung wihrend der ersten 10 s berech-
net und mit der Beschleuni nach 10 s verglichen werden.

Losung:

ty
1 1 105 m
ld!——3 102 =1
t,—tlfa() 10s [ 3]0 2
b

a(10) = 3-10-2. 10'52-—_3—
sﬁ

Gy =

I =15

ay = —3—a(10).

Neben dem linearen kann auch ein quadratischer Mittelwert einer Funktion f: y = f(x)
im Intervall [a; b] definiert werden:

—
You = Vﬁ [ver | (197)

BEISPIEL
19.7. Die im Zeitintervall ¢, — ¢, portierte Elektrizita ge @ bzw. von einem Strom
verrichtete Arbeit W ergibt sich
bei konstantem Strom I (Gleichstrom) zu @ = I(¢; — ¢,) W= UIt, — t,)
= I*R(t, — ¢,)
& b
bei zeitlich verdnderlichem Strom ¢ = i(¢) zu @ = f i) d¢ W= f us d¢
h f
I
= [¢Rar.
t
Es sollen

a) der Strom I, bestimmt werden, der in einer halben Periode die gleiche Elektrizitiits-
menge transportiert wie ein sinusférmiger Wechselstrom ¢ = £ sin wt (£ Scheitelwert),

b) der Strom I,y (Effektivwert der Stromstirke) berechnet werden, der in einer halben

Periode die gleiche Arbeit leistet (den gleichen Effekt erzielt) wie der Wechselstrom

t = $sin wt.
Losung:
a) Wenn die gleiche Elektrizititsmenge transportiert werden soll, muB

[
In(t,— ) = [i@)dt sein.
b
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Firt, =0,¢, = % (T Periode) ergibt sich

T
i T

Im=%fsinwtdt=[——% coswt]: (%=0—7j. wT=21r)
)

1
= ——[cos ® — cos 0]
™

I, = 2 ~ 0,637i.
™ _—
Dieser arithmetische Mittelwert heiBt auch elektrolytischer Mittelwert der Strom-
stirke.
b) Da die von beiden Stromen verrichtete Arbeit gleich sein soll, muB gelten
ts
LyR(t, — t;) = [#Rdt (R = const).
t

Mit ¢, =0, ¢, = %, i = {sin wt und R = const wird
n T/2
2i
T = — | sin?wt dt.
eff T f
[

Wie ein Vergleich mit G (19.7) zeigt, ist der Effektivwert ein quadratischer Mittel-
wert. Es ergibt sich

Toyy = —‘2 wt — sin wt cos wt]o = __‘z T —0)— (0 0
= vt = s =
et 2mT[ e ]D 2r I ) ( ]

Toy = VLE ~ 0,707,

Im vorliegenden Beispiel ist Jeyy > Iy, Wie von CAucHY (AucusTIN-Louls CAuCHY,
1789 bis 1857, franz. Mathematiker) bewiesen wurde, ist stets der quadratische Mittel-
wert gréBer als der arithmetische, d. h., es gilt immer y,q > yma.

Kontrolifrage

19.5. Uberlegen Sie sich, warum beim quadratischen wie auch beim linearen Mittelwert ein
konstanter Faktor a vor der Funktion f(z) den Mittelwert in gleicher Weise, nimlich um
den Faktor a, verindert?

Aufgaben: 19.4. und 19.5.

19.3. Arbeitsintegral
19.3.1. Allgesmeines

Viele Anwendungen des Integrals beruhen auf der Méglichkeit, einen Zusammen
hang -wischen physikalischen oder technischen GréBen durch den Grenzwert einer
Sumnie von Produkten darzustellen. Im folgenden soll gezeigt werden, daB bei aller



19.3. Arbeitsintegral 201

Vielfalt der Probleme, wie Berechnung der Arbeit, statischer Momente usw., ihre
Losung sich auf das gleiche Grundprinzip zuriickfiihren 1iBt, das in 16.4.1. auf die
Berechnung der Flicheninhalte ebener Flichen angewendet wurde. Von der zu be-
rechnenden GréBe (z. B. in 16.4.1. die Fliche A4) wird ein Teil (dort ein Flichen-
element d4) herausgegriffen. Die GréBe selbst (z. B. die Fliche 4) gewirmt man hier-
aus durch Integration.

Dieses Vorgehen wurde bereits in 16.3. auf die Berechnung der Arbeit W einer weg-
abhingigen Kraft F' lings eines Weges s angewendet. Fiir die Arbeit im Wegintervall
[81; 82] gilt:

W =[aw = [P de
w 8

19.3.2, Dehnungsarbeit einer Schraubenfeder

Bei der Dehnung einer Schraubenfeder ist innerhalb des Elastizitdtsbereiches die
erforderliche Kraft .

F =f(s) =k-s (k Federkonstante).

33
Die aufzuwendende Dehnungsarbeit wird somit wegen W = f F ds
4

8s 82
kst]  k
W=fk~s-ds=kfsds:[T]slzi(sf—sﬁ).
&

81
Bei einer Dehnung aus der Ruhelage (s; = 0) um 8, = s, (s, Auslenkung oder Elon-
gation) ist
1
2

Dies entspricht der Arbeit einer konstanten Kraft, die gleich der halben Endkraft ks,
ist, bei einer Auslenkung um s,. X

W = — ks.2.

19.3.3. Ausdehnungsarbeit eines Gases

Ein Gas vom Druck p iibt auf eine Fliche A (z. B. eines Kolbens) eine Kraft F = p - 4
aus. Dehnt sich das Gas, dessen Volumen V ist, um dV aus, z, B. durch Bewegen des
Kolbens um ein Wegelement ds: dV = A4 - ds, so ist die vom Gas verrichtete Arbeit

dW =F .ds=p-A-ds=p-dV.
Bezeichnen V', und V, das Anfangs- und Endvolumen, s; und s, die beiden Stellungen
des Kolbens, so ergibt sich fiir die Arbeit bei der Volumenénderung von ¥, und V,

& Va
W=prds=fpdV.
I

V1

Fiir die isotherme Ausdehnung (Ausdehnung bei gleichbleibender Temperatur) von
idealen Gasen gilt das Gesetz von BoyLe (engl. Physiker, 1626 bis 1691)

pV =pV, = p,V, = const,
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= g’;—- (p1, V, bekannte Anfangswerte).

Damit wird die Arbeit bei isothermer Ausdehnung
(] Vs
dv
W=|pdV =pV, —V‘=P1V1(XDV3_1" Vi)
V. L

; 14
w =p,V} lnﬁ

oder auch — wegen p,V, = p,V; = const —

W =pV, 1.%;.

Fiir die adiabatische Ausdehnung (Ausdehnung ohne Wirmezu- oder -abfuhr) von
idealen Gasen gilt das Gesetz von Porssox (franz. Mathematiker und Physiker, 1781
bis 1840)
pV* = p, V¥ = p,V* = const

(% = cpfc, Verhiiltnis der spezif. Wiarmekapazitit bei konstantem Druck und kon-
stantem Volumen),
also

_pV

=5
Die Arbeit bei adiabatischer Ausdehnung wird somit fiir x = const

W= f pdv = f L I L i P )

—x+ 1
__ﬂv_'_. = —(x=1) _ Pa-te-1)
g (=1 [V, Vyt-¥]
I LGk (I .

19.3.4. Arbeit eines Wechselstromes

Zwischen Arbeit W und Leistung P besteht die Bezxeh\mg
W=P-t,

wenn die Leistung withrend der Zeit ¢ konstant ist.
Ist P eine zeitlich veriinderliche GroBe (P = f(¢)), so kann fiir ein Arbeitselement

dW =P dt
gesetzt und daraus die Arbeit
W= f Padt
P

errechnet werden.
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Die Leistung eines Wechselstromes ist P = %7 mit 4 = 4 sin wf und ¢ = ¢ sin (wf + ).
(4 und § Scheitelwerte von Spannung und Stromstirke, w = 2rf = 7 Kreis-
frequenz, f Frequenz, T Periode, ¢ Phasenwinkel zwischen Spannung und Strom-
stiirke)
Die Arbeit eines Wechselstromes wiihrend einer Periode 7' wird mit
T T
W = [uidt =i [ sin wt - sin (0t + @) dt
g [

angesetazt.
Nach dem Additionstheorem (3.27) ist

sin wf - 8in (wt + ¢) = %[cos @ — cos (2wt + ¢)].
Damit wird

=-—2j cosq:fdt fcos(2wt+¢p)dt

i 1 . 1 .
—E[Tcosqp—%sm(%ﬂ'-l-w)+%sm<pJ.

Wegen »T' = 2r heben sich das zweite und dritte Glied gegenseitig auf, und man

erhilt als Arbeit des Wechselstromes, wenn man die Effektivwerte Upy = —ﬁ- und
e 2

Iy = — einfiihrt,

7

W= %Tcosq: = Ul tT cos .

Kontrollfragen

19.6. Das Arbeitsintegral wurde sowohl in der Form f 1(8) ds als auch in der Form f g(¢) dt auf-
gestellt. Welche physikalischen GroBen stellen f(s) und g(¢) dar? Welche Gesetze der
Physik ergeben sich nach durchgefiihrter Integration fiir f(s) = const bzw. g(t) = const?

19.7. Bei Zustandsinderungen von Stoffen treten auch sprunghafte Anderungen auf, die sich
in den darstellenden Dls.gmlnmen als Sprungstellen abbilden (U i llen 2y der
Funktion). Wie miissen in diesem Falle die Integrationsgrenzen gewnhlt werden?

Aufgaben: 19.6. und 19.7.

19.4. Statisches Moment und Schwerpunkt

19.4.1. Allgemeines

Das statische Moment M einer Masse m ergibt sich als Produkt von Masse und senk-
rechtem Abstand I der Masse von der B hse bzw. Bezug : M =1Im.
Dies gilt nur dann genau, wenn die riumliche Ausdehnung der Masse nicht beriick-
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sichtigt zu werden braucht oder wenn man sich die gesamte Masse in einem Punkt,
dem Schwerpunkt S, vereinigt denkt. Ist /s der Abstand des Schwerpunktes von der
Bezugsachse bzw. -ebene, so gilt fiir das statische Moment

M =lIsm (19.8)

Zur Berechnung der statischen Momente von Kaérpern, deren raumliche Ausdehnung
nicht vernachlissigbar und deren Schwerpunktlage nicht bekannt ist, kann man sich
die Korper aus M lementen dm; zusammeng denken, die verschiedene
Abstéiinde /; von der Bezugsachse bzw. -ebene aufweisen (Bild 19.6). Das statische
Moment eines solchen Massenelementes ist

dM =ldm.

l amy

] Bild 19.6

Durch Integration iiber die Massenelemente erhilt man das statische Moment der
Masse m

M=[ldm (19.9)
m

(Auch hier liegt in Wirklichkeit wieder der Grenzwert einer Summe von Produkten
l; Am; fiir Am; — 0 vor.)

Die Gln. (19.8) und (19.9) liefern eine Formel zur Berechnung des Sehwerpunktab-
standes

f tdm
Is== (19.10)
m N
19.4.2 Statische Momente und Schwerpunkte von ebenen Flichen

Ist der in 19.4.1. betrachtete Kérper mit der Masse 7 homogen, d. h., hat er iiberall
die gleiche Dichte g, dann gilt

m =gV und dm =dV. (I)

Hat der Korper auBlerdem die Gestalt eines Prismas, dessen einander kongruente
Grundfliche und Deckfliche A4 den Abstand h aufweisen, dann ist

V=h4d uwnd dV =hd4. 1)
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Durch Einsetzen von (II) in (I) und den daraus sich ergebenden Ausdriicken fiir m
und dm in (19.10) wird

fidm  [lohdd ok [1d4

m A A

= =

m ohA ohA

und nach Kiirzen mit ¢ und

(19.11)

f 1 dA4 heiBt statisches Moment einer (ebenen) Fliche.
4

Bezeichnet man das statische Moment einer Fliche beziiglich der z-Achse mit M,
das beziiglich der y-Achse mit #/, und die Koordinaten des Schwerpunktes selbst mit
25 und ys, so wird aus (19.11)

5 ol " (19.12)

Bei der Berechnung von Schwerpunkten bzw. statischen Momenten von Flichen kann
man oft den Rechenaufwand verringern, wenn man beriicksichtigt, daB alle Symme-
trieachsen von Flichen Schwerlinien (d. h. durch den Schwerpunkt gehende Linien)
sind. )

Ist die Fliche von der Kurve einer im Intervall [a; b] stetigen Funktion f: y = f(z),
den Ordinaten x = a und x = b sowie der z-Achse begrenzt (Bild 19.7), so kann
zunichst fiir das Flichenelement d4 = f(x) dx der Schwerpunkt angegeben werden.

v dk y=Flx)

?

1¥)

\
|
o
Iz
1l
*  Bild 19.7
X X

Da Symmetrieachsen gleichzeitig Schwerlinien sind, hat das Flichenelement die

Schwerpunktkoordinaten (x; %/(x)), und fiir die statischen Momente des Flichen-
elementes beziiglich

der x-Achse, der y-Achse
gilt

am, = % fix) d4 dM, = zd4.
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Integration liefert

b

b
1
M,=-2-f/(z)dA M,=[=zd4

a

und mit d4 = f(z) dz

1 [ . 4
M= f [f(x)]2 dz M, = ﬂf z f(z) d (19.13)

als

tatische M te einer (eb ) Fliiche unter einer Kurve mit der Gleichung

y = f(x) in den Grenzen von a bis b.

BEISPIELE

19.8,

Es soll der Schwerpunkt eines Dreiecks mit der Grundseite @ und der Héhe A berechnet
werden.

Losung: Man legt das Dreieck zweckmiiBig so in das z,y-Koordinatensystem, daB eine

Ecke im Ursprung und eine Seite parallel zu einer Achse liegt, z. B. Ecke 4 im Ursprung,
Seite a parallel zur y-Achse (Bild 19.8).

y C
G

0

a

Bild 19.8
an X

13

X dx 5

h

Um das statische Moment beziiglich der y-Achse zu ermitteln, wihlt man ein Flichen-
element DEFG parallel zu dieser Achse:

d4 = DE da.
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und AED gilt

:E =%, und da OB = a,
CB
—_— ar
B ==
h

Somit ist d4 = %x dz.
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Um das ische M t fiir die g Fliche zu erhalten, ist in den Grenzen von
z = 0 bis @ = k zu integrieren:

2
- M, —‘[:a:dA——--/.::"d;z‘=ﬂ

Die Fliche des Dreiecks ist 4 = %

Gl. (19.12) ergibt z5 — %l = %h.
—_—
Der Schwerpunkt liegt also auf einer Parallelen zur Dreieckseite a im Abstand % h von
der Ecke 4 bzw. —;— h von der Seite a entfernt. Da das Entsprechende fiir die beiden
anderen Seiten gelten muB, kann auf die Berechnung von yg verzichtet werden.
19.9. Der Schwerpunkt der Fliche unter der Kurve der Funktion f: ¥ = cos x in den Grenzen

von z = 0 bis 2z = % soll berechnet werden.

Losung:
bl
z =
Esist M, fz/(r 1'=f1‘!!082d1‘~[xsm1+COSI]: %—1
M, = 0,5708
=
¥ =
My = —f[/(x)]zdx = —;—fcosza:dz = %[z + sinzcosz]: =-7-;—
M, = 0,3927
=
: :
4 =6fcosz:dx = [sinz]; ==1.;
Damit ergibt sich als Lage des Schwerpunktes $(0,57; 0,39).
=1
Auch fiir das Dreieck (Beispiel 19.8.) hitte die Mc tenb h ittel

Gl. (19.13), d. h. fiir die Fliche unter einer Kurve y = f(z) erfolgen konnen Mittels
der Gleichungen der beiden Geraden AC und AB kann man namlich die statischen
Momente M,; und M,, der beiden Teildreiecke AHC und ABH ermitteln und nach
Division durch deren Flicheninhalte 4, und 4, die Abszissen ihrer Schwerpunkte
M
X5 = jﬂ und zg, = iz%’. Der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks ergibt sich mit
1 2

M, =3I M, =M, + M,z = M—"z—'—ﬂ.

Ein anderer moglicher Weg wiire der fiir die Momentenberechnung einer Fliche
zwischen zwei Kurven y = fy(x) und y = f,(x) gewesen. Fiir eine solche Fliche er-
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hélt man fiir die statischen Momente

b
o, =3 [ (¥ = thiop) de
: (19.14)

b
M, = [ alfo(x) — h(x)] dz

Auf eine Herleitung dieser Formel soll hier verzichtet werden. Es soll aber noch
darauf hingewiesen werden, daf bei beiden begrenzenden Kurven die Integrations-
grenzen die gleichen sein miissen.

Bild 19.9

BEISPIEL
19.10. Eine Fliche (Bild 19.9) wird von einem Halbkreis und einem Parabelstiick begrenzt.

Wo liegt der Schwerpunkt dieser Fliche?

Lisung:

Die Gleichungen der begrenzenden Kurven sind
y="Hhx)=22—4 und y=[y(z)= }/i_—-—zi

Die y-Achse ist Symmetrieachse und damit Schwerlinie, also ist
zg =10
—_—

Fiir die Berechnung von yg werden A und 3/, benétigt. Die Fliche setzt sich aus der
Halbkreisfliche mit

= 2r ~ 6,283
und dem Parabelsegment

4, = = 22 & 10,667

3

32

2 f(x@ — 4) dx|
0

Pl 2
2| — 4z
[3 ]o

zusammen :

A=A, + A4, = 16,950.



19.5. Aufgaben 209

Das statische Moment beziiglich der z-Achse berechnet sich gemi Gl. (19.14) zu

:—f[(«t—xi)—(zﬂ—4)2de«—[[ 2 4 T2t — 12] da.
-2

Da der Integrand eine gerade Funktion ist und die Grenzen symmetrisch zur y-Achse
liegen, wird

M, = 7t —19]de=| -2 4 Lo — 12|
,—of[—:c—kr— ]x-—;-{—? —zo

=250 gin 12667,
5 ' 3

Damit wird
M, 12,667
oo Be . LB
¥s=73 16950 © =il

Die Flache hat ihren Schwerpunkt in 8(0; —0.747).

Vergleicht man Gl. (19.13) mit der Formel zur Berechnung des Volumens eines
Rotationskorpers bei Drehung der Kurve um die 2-Achse [vgl. (16.18)]

V=mr f [f(x)]* dz,
so stellt man fest, daB V = 2rnM, sein mull bzw,

(19.15)

Gl. (19.15) stellt die 2. Guldinsche Regel dar (PAvL GULDIN, schweizer. Mathemati-
ker, 1577 bis 1643):

Das Volumen eines Rotationskérpers ist gleich dem Produkt aus erzeugender Fliche A
und dem Weg 2nys ihres Schwerpunktes bei der Rotation.

Kontrollfragen

19.8. Welche Dimension hat das statische Moment einer Fliche?

19.9. Liegt eine Fliche symmetrisch zur 2-Achse, go ist diese Schwerlinie und y5 = 0. Unter
welchen Bedingungen ergibt sich das auch aus Gl. (19.14)?

19.10. Wie miiBte das statische Moment einer Linie der Kurvenlinge 8 analog dem statischen
Moment einer Fliche definiert werden?

Aufgaben: 19.8. bis 19.11.

19.5. Aufgaben

19.1. Ein Stein wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 20 — 2 senkrecht nach oben ge-
worfen (g = 9,81 m/s?).
a) Welche Geschwindigkeit hat der Stein in 18 m Héhe?
b) Welche Hohe und Geschwindigkeit hat der Stein nach 0,5-s?
¢) Wie groB ist die maximale Steighhe?
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19.2.

19.3.

19.4.

19.5.

19.6.

19.7.

19.8.

Eine Kraft F(t) = F, e * greift im Abstand r = 10 cm von der Drehachse einer Masse
mit dem Massentrigheitsmoment J an (F, = 10N, r = 58, J = 1 kg m?).

Wie groB ist die Winkelgeschwindigkeit w

a) allgemein,

b) zum Zeitpunkt ¢ = 7,

c) fir't - co?

An einem Kondensator mit einer Kapazitit C = 10pF (1 F =1 —A‘; liegt eine Span-

nung mit dem in Bild 19.10 dargestellten zeitlichen Verlauf an. Es sollen

a) der Zeitverlauf der Spannung und des S in den einzelnen Zeitabschni be-
schrieben werden;
b) die Strom-Zeit-Funktion grafisch dargestellt werden.

§<]=

8

20
Bild 19.10

5

Der mittlere Funktionswert y, der Funktion y = ¥9 — 2? im Intervall 0 <z 5 3
soll ermittelt werden.

Die Stiirke eines zeitlich veranderlichen Stromes ist durch die Gleichung f; =0,1 —i~

min
(0 = ¢ =< 1 min) bestimmt. Es soll der arithmetische Mittelwert des Stromes im angege-
benen Zeitintervall berechnet werden.

3

Welche Arbeit verrichtet eine wegabhéngige Kraft % = -32— (i— 2 lings eines Weges
von 8, = 1 m bis 8, = 8 m? Welche konstante (mittlere) Kraft wiirde lings des Weges
die gleiche Arbeit aufbringen?
Bei einem Expansionsvorgang in einem Dampfzylinder vergréBert sich das Volumen von
V, auf V,, der Druck fillt von p, auf p,, die Temperatur bleibt konstant (Bild 19.11),
Wie groB ist der konstante (mittlere) Druck, der lings des gleichen Kolbenweges (bei
gleicher Volumeniinderung) die gleiche Arbeit verrichten wiirde?

P
nt——

gl m o 2
| 1

oty nv

Bild 19.11

Die Schwerpunktskoordinaten des von den Geraden z = 1, 2 = 4, y = 0,5z und der
z-Achse gebildeten Trapezes sind zu bestimmen.
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19.9. Es soll der Schwerpunkt eines Ellipsenquadranten (groBe Halbachse a auf der z-Achse,
kleine Halbachse b auf der y-Achse) berechnet werden (Flicheninhalt der Ellipse
A = mab). Was folgt aus dem Ergebnis fiir den Abstand des Schwerpunktes eines Kreis-
quadranten vom Mittelpunkt?

19.10. Die Kurve der Funktion y = 0,1 z}8 — « schlieBt zusammen mit der z-Achse eine
Fliche ein.

a) Der Sehwerpunkt dieser Fliche ist zu bestimmen.
b) Wie groB ist das Volumen des Korpers, der durch Rotation dieser Fliche um die
z-Achse erzeugt wird?

19.11. Wie groB ist das Volumen eines R ionsparaboloids, dessen M lfliche durch Rota-
tion einer bis zum Punkt P, (z,; ,) sich erstreckenden Ursprungsparabel um die z-Achse
erzeugt wird? Die Berechnung soll mit der 2. GuLpINschen Regel erfolgen.

19.12. Ein mit einer Geschwindigkeit von 72 km/hfahrender PKW muB 60 m vor einem
Hindernis abbremsen und erfihrt dabei eine Verzogerung von 4 m/s%.

a) Wieviel Meter vor dem Hindernis kommt der PKW zum Stehen?
b) Welcher Weg ist 4 s nach Bremsbeginn zuriickgelegt, welche Geschwindigkeit besitzt
der PKW zu diesem Zeitpunkt?

19.13. Der freie Fall eines Korpers erfolgt (bei Beriicksichtigung des Luftwiderstandes) nach
dem Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz

e s
k ekt 4 okt
(k= ., m Masse des Korpers, g Fallbeschleunigung, ¢ von der Form des Kérpers ab-
m
hiingiger Faktor).
a) Das Beschleunigungs.-Zeit-Gesetz ist aufzustellen.
b) Welchem Wert strebt die Geschwindigkeit fiir £ — oo zu?
19.14. Der Ladevorgang an einem Kond tor mit der Kapazitit C = 20 pF verliuft nach
¢
der Spannungs-Zeit-Beziehung u, = U, (1 — 2 ') mit Uy =5V, 7 =100 ns.
Wie groB ist der Strom i,
a) zum Zeitpunkt ¢ = 0;
b) zum Zeitpunkt ¢ = ¢, fiir den up = 0 wird;
¢) fiir £ — oo?

19.15. Fiir den in Bild 19.2 dargestellten zeitlichen Verlauf der Ladungsmenge @ soll fiir das
Zeitintervall 0 < ¢ < 8 8 die mittlere Ladungsmenge berechnet werden.

19.16. Bei einer gerad]inigen Bewegung dndert sich im Zeitinbervnll von ¢, = 0 bis £, = 1 min
die Beschl g nach der Gleichung a = 1 I . Wie groB ist im Zeitintervall
von #, bis ¢, die mittlere Beschleunigung? 2 min®

19.17. Der Schwerpunkt der Fliche unter der Parabel y = & 2% in den Grenzen von z, = 0 bis
2, = 3 ist zu ermitteln. 3

19.18. Der Schwerpunkt der Fliche unter der Kurve y = e~ (0 < z < 2) ist zu berechnen.

19.19. Der Schwerpunkt der Fliche unter der Kurve y = — }/; (3 —2) (0 <z < 3) ist zu be-
rechnen. 4 ’

19.20. Die Kurven der Funktionen y = 1, ¥y = lg z und z = 1 schlieBen eine Fliche ein, deren

Schwerpunkt zu berechnen ist.



20. Grafische und numerische Verfahren

20.0. YVorbemerkung

Wie in 14. gezeigt wurde, kénnen alle elementaren Funktionen sowie algebraische
Summen, Produkte usw. dieser Funktionen differenziert werden, das Ergebnis ist
wiederum ein geschlossener analytischer Ausdruck. Im Gegensatz dazu sind viele
Funktionen entweder iiberhaupt nicht oder nur mit betrichtlichem Aufwand ge-
schlossen integrierbar. In diesem Falle oder wenn die zu differenzierende bzw. zu
integrierende Funktion durch eine Wertetabelle oder ihren Graphen gegeben ist,
fiihren oft grafische oder numerische Verfahren zum Ziel. Obwohl es sich hierbei um
Niherungsverfahren handelt, sind die Ergebnisse fiir die Praxis meist hinreichend
genau. Im folgenden werden die am héufigsten angewendeten Verfahren vorgestellt.

20.1. Grafische Differentiation und Integration

20.1.1. Grafische Differentiation

Oft ist die Zuordnung zwischen physikalisch-technischen oder 6konomischen GréBen
nur empirisch bekannt, z. B. durch Messung einer verinderlichen Grofie in Abhiingig-
keit von einer anderen, unabhingigen Verinderlichen, d.h. durch eine Werte-
tabelle, oder als Aufzeichnung einer Schreibeinrichtung, d. h. durch eine Kurve.
Wird auch hier der Wert der Ableitung bendétigt, so bedient man sich — ausgehend
von der Kurve der Funktion — der grafischen Differentiation.

Beispiele solcher Problemstellungen sind:

a) Die Empfindlichkeit S eines Drehzeiger-MeBinstruments ist definiert durch

S = dx & Ausschlagwinkel des Zeigers
" dz, «, EingangsgroBe (MeBgrofe).

Die Kurve & = f(z.) kann — nach Messen einander zugeordneter Werte x, und
o — gezeichnet werden.

b) Bei einem beliebigen Bewegungsvorgang kann der zuriickgelegte Weg in hin-
reichend kleinen Zeitabstinden und mit der erforderlichen Genauigkeit gemessen
und daraus die Geschwindigkeit in jedem Punkt des betrachteten Zeitintervalls
durch

ds

de

v =

bestimmt werden.
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In allen diesen und éhnlichen Fillen kann die Differentiation mittels der grafischen
Darstellung der Funktion erfolgen.

Wie bekannt ist, gibt die Ableitung y’ der Funktion f: y = f(z) fiir + = 2, den Anstieg
der Kurve (Anstieg der Tangente) an der Stelle ; an. Soll die Ableitung einer durch
ihre Kurve gegebenen Funktion f: y = f(z) im Punkte P,(z,; y;) bestimmt werden
(Bild 20.1), so kann dies deshalb nach folgender Vorschrift erfolgen (vgl. 15.1.):

1. Die Ordinat hse wird gleichzeitig als y’-Achse verwendet.
2. Auf der negativen z-Achse ist ein Pol P(—p; 0) festzulegen; zweckmiBig ist oft
p=1

3. An die Kurve ist im Punkt P; die Tangente zu legen.

Durch den Pol P ist die Parallele zur Tangente, der sogenannte Polstrahl, zu

zeichnen.

. Der Schnittpunkt P,* des Polstrahls mit der y'-Achse liefert den Wert der Ab-
leitung der Funktion im Punkt P;.

-

(=

Bild 20.1

Bewets (Bild 20.1):
Es ist OP,* = FP,’. Dann gilt

; [
[4)e=z, = tanz = 5 - P
und mit p = PO =1
[¥)e=z, = FP,'.
Die Teilung der y’-Achse ergibt sich fiir beliebiges p aus

(20.1)

Einheitslinge auf der y'-Achse fiir die Funktion /: y’ = f'(x)
Polabstand

Einheitslinge auf der y-Achse fiir die Funktion f: y = f(z)
Einheitslange auf der z-Achse.

R o
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Gl. (20.1) erméglicht auch, einen Polabstand p verschieden von 1 zu wihlen. Bei
der praktischen Durchfiihrung der grafischen Differentiation wird man meist Wert
darauf legen, fiir /s giinstige Werte zu erhalten und ggf. fiir p, das nur einmalig zum
Festlegen des Poles P bendtigt wird, ungiinstigere Zahlenwerte in Kauf nehmen:

_ Ll

gy
Soll nun eine Funktion in einem Bereich 2, < z < z, grafisch differenziert werden
(Bild 20.2), ist gem#B den Punkten 3. bis 5. der oben angegebenen Vorschrift n-mal
(fiir n Punkte) zu verfahren, und es sind
6. die Punkte P,/, ..., P,’ durch eine Kurve zu verbinden.
Es erweist sich als zweckmiBig, die Extrem- und Wendepunkte als Punkte P; mlt zZu
verwenden.

y

0

Bild 20.2

Zwischen dem MaBstab m, und der Einheitslinge /, bei der Abbildung einer GroBe u gilt die
Beziehung

b
= ]
Abbildung ZeichengroBe
_——_— e od = e—— o
(M“B“"b sbrabildende Grode Co MeBeteb = kel Grb'Be)
Iy [/ [} o Wl
Somit ist 2V m, = L, m, = -2 und auBerdem [y’] = -2, Gl. (20.1) kann deshalb
7 M v R = Yo m ’

auch in der Form
= B
m.t
eschrieben werden.

20.1.2. Grafische Integration
Die grafische Integration stellt die Umkehrung des in 20.1.1. beschriebenen Ver-

fahrens der grafischen Differentiation dar. Sie wird angewendet, wenn entweder die
zu integrierende Funktion f: y = f(z) nur durch eine Wertetabelle bzw. durch ihre
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Kurve bekannt ist oder die Integration mit keinem der anderen Integrationsverfahren
moéglich oder zweckmaé Big ist.
Durch dié grafische Integration kénnen partikuliire Integrale

Y=[fa)dz=F@)+C [F@)=/@)]
oder bestimmte Integrale

Zy=b

| f@) dx = Fb) — F(a)

=0
ermittelt werden.
Zur Durchfiihrung der grafischen Integration wird die Kurve y = f(z) im Bereich
2, < z < z, durch eine Treppenkurve (Bild 20.3) ersetzt. Diese Ersatzkurve hat die
Punkte Py, ..., P, mit der Kurve y = f() gemeinsam, und die Fliche unter der
Treppenkurve ist gleich der unter der Kurve y = f(z). Damit ist das Problem auf die
grafische Integration einer stiickweise definierten Kurve zuriickgefiihrt, wobei die
Kurvenstiicken die zur z-Achse parallelen Strecken der Treppenkurve sind, die durch
P, ..., P, gehen. Die Integration muBl deshalb einen aus Geradenstiicken zusammen-
gesetzten Streckenzug ergeben (Bild 20.3).

-
L]
)
)
2P,
P.} T o )
(] 4 P5
t t T~y=rf(x)
b 1 | . | "
| | | ™ Y=ff(x)dx
a3
[ i, i Y(6)~¥(@)
l _] 4 2 =[fix)ax
@, 5
| 7
/R
Bild 20.3

Im einzelnen sind zur Realisierung des Verfahrens folgende Schritte durchzufiihren:

1. Die Ordinatenachse wird gleichzeitig als Y-Achse[Y = [ f(x) dz] verwendet.

2. Auf der Kurve y = f(x) werden im Bereich von 2 = a bis z = b Kurvenpunkte
Py, ..., P, festgelegt, und zwar am dichtesten im Bereich groBerer Funktions-
anderungen, stirkerer Kriimmung oder bei Anderung des Kriimmungssinns.

3. Durch P,,..., P, werden Waagerechten bis zum Schnitt mit der y-Achse in
P*, ..., P* gezogen.
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4. Auf der negativen z-Achse wird ein Pol P(—p; 0) derart festgelegt, daB die Pol-
strahlen PP,*, ..., PP, * nicht zu steil verlaufen.
5. Auf der Kurve y = f(z) werden Punkte @,, ..., @, festgelegt und ihre Ordinaten

eingezeichnet, so daB die rechts und links davon entstehenden Flichen (in Bild
20.3 schraffiert) jeweils flichengleich werden.

6. Man wihlt auf der Senkrechten durch P, einen Anfangspunkt P; der Integral-
kurve.

7. Parallel zum Polstrahl PP;* wird durch P, eine Gerade bis zum Schnitt mit der
Senkrechten durch @, in Q; gezeichnet, dann parallel zu PP,* eine Gerade durch
Q, bis zum Schnitt mit der Senkrechten durch @, in @, usw.

8. Es wird eine den Streckenzug P,Q,P, ... P, in P, P,, ..., P, berithrende Kurve
gezeichnet. Diese ist eine Integralkurve ¥ = F(z) + C.

9. Die Ordinatendifferenz Y () — Y(a) = F(b) + C — [F(a) + C] = F(b) — F(a)
b

liefert den Wert des gesuchten Integrals j f(z) da.
a

Begriindung:

Die Punkte @; wurden so festgelegt, daBl die rechts und links davon entstehenden
Dreiecke flichengleich sind, d. h., ihre Ordinaten stellen jeweils den Mittelwert der
Ordinaten des Kurvenstiickes P;P;,, dar. Das Integral der Treppenkurve im Bereich
24y -.., 2, mul} deshalb dem Integral der Kurve y = f(z) gleich sein. Jedes Stiick
des Streckenzuges P,@,P, ... P, wurde durch Umkehrung des Verfahrens der gra-
fischen Differentiation ermittelt. Da die Punkte P; sowohl auf der Treppenkurve als
auch auf der vorgegebenen Kurve y = f(z) liegen, miissen die Punkte P; auf der
Integralkurve liegen, wobei die Richtung der Integralkurve in diesen Punkten durch
die des Streckenzuges bestimmt ist.

Der Schritt 8 (Einzeichnen der Integralkurve) ist nicht nétig, wenn nur der Wert des

b

bestimmten Integrals f f(x) dz = F(b) — F(a) und nicht die Kurve eines partikuliren
a

Integrals gesucht ist. Die Bedingung eines partikuliren Integrals [vorgeschriebener
Wert der Funktion ¥ = F(z) + C fiir einen Wegt z] kann bei der Konstruktion
beriicksichtigt werden, indem man von diesem Punkt ausgehend die Integralkurve
konstruiert. —

Die Wahl des Anfangspunktes P, ist wegen der Differenzbildung F(b) 4+ C — [F(a)
+ O] = F(b) — F(a) beliebig.

Die Teilung der Y-Achse ergibt sich analog Gl. (20.1):

(20.2)

ly Einheitslinge auf der Y-Achse fiir'die Funktion ¥ = f/(z) de =F(z) + C
1. Einheitslinge auf der z-Achse

1, Einheitslinge auf der y-Achse fiir die Funktion y = f(z)

p Polabstand.

Auch hier ist es wiederum zweckmiBig, den Polabstand p so zu wihlen, daB sich
giinstige Werte fiir die Teilung der Y-Achse ergeben.
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Die grafische Integration findet in der Praxis stirkere Anwendung als die grafische
Differentiation, da sie mit geringeren Fehlern als jene behaftet ist. Wihrend bei der
grafischen Differentiation Fehler — z. B. beim Zeichnen der Tangenten — sich in
vollem Umfang auf die Ableitungskurve auswirken, gehen Fehler bei der grafischen
Integration wegen der dabei erfolgenden Summierung nur noch mit einem Bruchteil
in das Endergebnis ein, bzw. sie konnen sich teilweise oder im Extremfalle vollstindig
aufheben. Man sagt deshalb, beim grafischen Differenzieren erfolgt im allgemeinen
eine ,,Aufrauhung‘‘ gegeniiber der Ausgangskurve, beim grafischen Integrieren eine
,,Glittung* (das gleiche gilt auch fiir das numerische Differenzieren und Integrieren).

BEISPIEL

2
z

20.1. Durch grafische Integration soll 2 dv ermittelt werden. (Obwohl der Integrand
x

. oa
»recht einfach* aussieht, ist dieses Integral nicht geschlossen l6sbar.)

Lasung: Mittels eines Tabellenwerkes oder Taschenrechners konnen die Funktionswerte

z
fiiry = 2 4. B.in Absténden Az = 0,1 hnet und die Kurve gezeichnet werden.
z

et et e?
x — z — £ ] -

x
0,4 3,73 1,0 2,72 1,6 . 3,10
0,5 3,30 1,1 2,73 1,7 3,22
0,6 3,04 1,2 2,77 1,8 3,36
0,7 2,88 1,3 2,82 1,9 3,52
0,8 2,78 14 2,90 2,0 3,69
0,9 2,73 1,5 3,00

Y

r
=\

| ‘
// 2 [ I

/ J 3

/ | 3

/ A S|

H 5|

[ >

i\ Bild 20.4
P 0 20| x
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Da zp,y = 2,0 und ypax &~ 3,7, wihlt man

l,=5cm, .l, =2,5cm.
Ein Ubérschlag fiir den Wert des Fliacheninhalts ergibt etwa 5 cm?, so dafl

ly =2,5cm
zweckmiBig erscheint.
Damit wird (Bild 20.4)

= u! =5cm.
ly

Die Konstruktion der Integralkurve gemiB den oben angegebenen Schritten 1 bis 8

zeigt Bild 20.4. Firr ihren Anfangspunkt P, wurde y; = Y(a) = —2 gewiihit.
Die Ordinatendifferenz Y(b) — Y (a) liefert als Niaherungswert

2
#
fe—dz: — 4,84,
, i
04

Kontrolltrage

20.1. Welche Gesichtspunkte bestimmen bei der grafischen Integration die Wahl des Pol-
abstandes p und der Einheitslinge firr ¥'?

Aufgaben: 20.1. bis 20.3.

20.2. Numerische Integration

20.2.1. Allgemeines
z=b

Ist das bestimmte Integral I = f f(z) dz zu berechnen und die Funktion f: y = f(x)

z=a
nicht geschlossen oder nur mit groBem Aufwand integrierbar, nur durch eine Werte-
tabelle oder durch ihre Kurve gegeben, so kann eine niherungsweise Integration auf
numerischem Wege erfolgen. Die verschiedenen Verfahren fufien alle auf der Deutung
des bestimmten Integrals als Fliche und als Grenzwert einer Summe:

z=b n
J fe)da;=1im 3, f(&) (@ — 2e).
z=a oo i=1 5

Im folgenden sollen ausschlieBlich solche Verfahren der numerischen Integration
dargestellt werden, bei denen das Integrationsintervall [a; b] in » gleiche Teile, d. h.
die Fliche in Streifen gleicher Breite, zerlegt ist (z. B. n =6 in Bild 20.5). Die Stiitz-
stellen z; sollen Randpunkte eines Teilintervalles sein und die Funktionswerte f(£;)
sich nur auf die Randpunkte beziehen. Die Linge eines Teilintervalles sei k:

b—a
n

h=z— 2, =

(% =a,z; =a + th,z, = b = a + nh),



20.2. Numerische Integration i 219

Der prinzipielle Lésungsweg besteht bei der numerischen Integration darin, die
Kurve y = f(x) jeweils im Bereich eines oder mehrerer Teilintervalle durch die Kurve
eines Interpolationspolynoms zu ersetzen und den Wert des bestimmten Integrals
durch Summieren der Inhalte der Flichen unter diesen Kurven niherungsweise zu
bestimmen. Ausgangspunkt der Berechnung sind die Funktionswerte y; (Stiitzwerte)
an den Stiitzstellen ;. Der Naherungswert des Integrals soll allgemein mit I bezeich-
net werden:

I =i=il/(5-') (@i — @) (20.3)

Die Berechnung wird im allgemeinen um so genauer, je grofier die Anzahl n der Teil-
intervalle und je gréBer der Grad des Interpolationspolynoms ist.

y fix)
Iya !7 yz IJ'J -V‘ l-Vs 5

Lnln Bild 20.5
a=Xn "1 X2 X3 x,, X5 b=xg

20.2.2. Keplersche FaBregel, Simpsonsche Regel

Teilt man das Integrationsintervall in eine gerade Anzahl von Teilintervallen, so
kann die begrenzende Kurve y = f(x) im Bereich eines Doppelstreifens durch eine
Parabel (Kurve eines Polynoms 2. Grades) angenihert werden, die an den Stiitz-
stellen z; 4, z; und «;,, die gleichen Ordinaten wie y = f(z) hat.

Die Gleichung der Parabel ist

Y = Gg + 4% + ap2®.

Fiir eine einfache Berechnung des Flicheninhalts des ersten Doppelstreifens soll
dieser so verschoben werden (Bild 20.6), daB zy = —h, 2, = 0, 2, = b wird.

y y=fix)

1Yo )

Bild 20.6
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Durch Integration erhélt man

= A +h
I, :f(a‘,—i-a,lx—}-a,a:’)dx:[aox+%xz+&r’]
! 3 J

2 2h
= 2agh + 5 ah® = - (300 + ash).

Aus dén Bedingungen fiir die 3 Stiitzstellen
Zy = —h Yo = O — aif + ash?
2 =0 Y =0
zy=h Yo = @y + a,h + ash?
konnen die Werte aq, @, und a, des Interpolationspolynoms berechnet werden:

- Yo— 2ty
% =Y, a|=y22hy“y ay = > 2;:; z.

Setzt man ao, @, und a, in den berechneten Ausdruck fiir 7; ein, 8o erhilt man fiir
den Flicheninhalt des 1. Doppelstreifens

I, = % (o + 4% + u,) | Keplersche FaBregel (20.4)

Diese Formel wurde bereits 1615 von dem deutschen Astronomen JoHANNES KEPLER
in seiner ,,Nova stereometria doliorum vinariorium* (Neue Stereometrie der Wein-
fiisser) verdffentlicht. n
Die Gesamtfliche ergibt sich als Summe der Flicheninhalte von — nach der KEPLER
schen FaBregel errechneten Doppelstreifen: 2

I=L+L++T5

= h
I=8=3lp+yt+20ty+t -+ + 4+ 5+ + vl

< b—
t=8= 3na[yo + U+ 2+ vt F Yue) TG W+ Yaa)]
(n gerade)
Simpsonsche Regel (20.5)

Die KrpLERsche FaBregel — und damit auch die Simpsonsche Regel — liefert den
genauen Wert des Flicheninhaltes, wenn die den Doppelstreifen begrenzende Kurve
die eines Polynoms bis zum 3. Grade ist (obwohl zur Herleitung eine quadratische
Parabel verwendet wurde). Fiir viele Anwendungsfille ist die mit der SrmpsoNschen
Regel erhaltene Genauigkeit bei der Berechnung eines bestimmten Integrals vollig
ausreichend. Trotzdem erfordert jede angendherte Berechnung letztlich eine Ab-
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schitzung des begangenen Fehlers, um eine Sicherheit fiir die erreichte Genauigkeit
zu bekommen. Auch fiir die Verfahren der numerischen Integration gibt es Ausdriicke
zur Fehlerabschitzung, die aber einerseits einen relativ groen Aufwand erfordern
(fiir die StMpsoNsche Regel z. B. ist die Bestimmung von Werten héherer Ableitungen
der Funktion bis zur vierten an den Stiitzstellen nétig) und andererseits keine sehr
enge Eingrenzung gestatten. In der Praxis wird deshalb oft mit einer anderen Form
der StMpsonschen Regel gearbeitet, die hohere Differenzen der Funktionswerte mit
verwendet (zuniichst also etwas aufwendiger ist), und fiir die mit Hilfe der Diffe-
renzen sowohl eine Fehlerabschitzung als auch Rechenkontrollen durchgefiihrt
werden kénnen (vgl. z. B.: von Sanden, Praktische Mathematik).

Fiir die StMpsonsche Regel, die im Vergleich zu den vorher aufgestellten Formeln fiir
die Integration recht gute Naherungswerte liefert, existiert eine relativ einfach
anwendbare Fehlerabschitzung. Sie erfordert allerdings, daB die Zahl der Teil-
intervalle durch 4 teilbar ist (» ein Vielfaches von 4 ist).

Man berechnet zusitzlich

2h
S = [t ¥+ 20+ g+t Ynd) T Y+ Tyl | (206)

(dies ist ein Naherungswert fiir die Fliche bei einer Streifenbreite 2k, zu dessen
Berechnung man die Ordinaten mit ungeradem Index wegliBt) und bildet die Diffe-
renz § — S*. Dann ist der Fehlerbetrag bei der Anwendung der Simpsonschen
Regel

(20.7)

b
Fs = f/(x)da:—S < -11—5-(S—S*)

Fiir rationelles Arbeiten verwendet man zweckméfigerweise ein Rechenschema, wie
im folgenden Beispiel gezeigt wird. Bei Verwendung eines programmierbaren Taschen-
rechners wiirde man die Glieder in der durch ihren Index bestimmten Reihenfolge
addieren.

BEISPIEL
1,2
20.2. fain 22 do ist mittels der Simpsoxschen Regel zu berechnen sowie die Fehlerabschitzung

0
mit Formel (20.7) vorzunehmen.

Lisung: Wahlt man & = 0,1, so ist » = 12, x, = ¢ = 0, ,; = b = 1,2. Die Funktjons-
werte y = sin 22 koénnen einem Tafelwerk entnommen, in ein Schema eingetragen und
aus jhnen die im Sch (s. S. 222) angegel Summen errechnet werden.

Mit den einzelnen Niherungsformeln erhilt man:

b —
5 = 3—“ [So+ 25, + 43,] = 0,4961
n —_—

2(b —
st =200 15, 4 20+ 00+ 4 + %o + ] = 04960

Fs < 107
e
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L4 ] Yi
0 0 0
1 0,1 0,0100
2 0,2 0,0400
3 0,3 0,0898
4 0,4 0,1593
5 0,5 0,2474
6 0,6 0,3523
7 0,7 0,4706
8 0,8 0,6972
9 0,9 0,7243
10 1,0 0,8415
11 1,1 0,9356
12 1,2 0,9915
To="Y + ¥ 0,9915
Si=nt+ ¥ttty ¥ty 2,4778
Y=+ Y%+ Y%+ Y+ %o 1,8903
Kontrollfragen
20.2. Fiir welche begrenzenden Funktionen liefert die St he Regel exakte Ergebnisse?
20.3. Wie wird man bei der nummwhen Integratxon die Sti llen beziiglick der -
werte, Wendepunkte und U i llen der begr den Funktion zweckmiiBig
legen? Es soll eine Reihenfolge des Vi ges aufgestellt werden!
20.4. Ist der Integrand durch seine Km-ve oder eine Wertetabelle vorgegeben, kénnen sowohl
die grafische als auch die i g det werden. Wolc.her Unter-
achied besteht zwischen den beiden Verfahren hinsichtlich der erhalt Erg ?

Aufgaben : 20.4. und 20.5.

20.3. Aufgaben

20.1. Eine Funktion ist im Intervall (0; 2) durch folgende Wertetabelle gegeben:

z {0.0 02 04 06 08 10 12 (4 16 18 20
y I 1,02 1,08 1,19 1,3¢ 1,54 1,81 2,15 2,58 3,11 3,76 4,57

Der Wert der Ableitung an der Stelle ¢ = 1 soll durch grafische Differentiation bestimmt
werden.

20.2. Durch grafische Integration sind zu berechnen
1.2 +1
8) [ sina?dz b) [e* de.
0 -1

20.3. Von einer Kraftmaschine wurde das in Bild 20.7 dargestellte p,V-Diagramm aufge-
nommen. Durch grafische Integration soll die (fiir die Energieberechnung benétigte) ein-
geschlossene Fliiche ermittelt werden.



20.3. Aufgaben

P

%1

0

N

w v
Bild 20.7

)
7001
80

60

0 20 P 60 80 00 20 %

Bild 20.8
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20.4.

20.5.

Es sind die Werte folgender bestimmter Integrale durch numerische Integration zu be-
rechnen, und es ist eine Fehlerabsghiitzung durchzufiihren

+1 ?
8) [ede, h=0,1: b) f—dx, h=0,1.
z
= 0.4

Mittels der Simpsoxachen Regel soll die Fliche unter der Kurve y = f(z} in Bild 20.8
(aufgenommen bei der Ummagnetisierung eines Ferritkerns durch einen Strom konstan-
ter Stirke. y = U/mV, & = t/ms, der Flicheninhalt ist der zum Ummagnetisieren er-
forderlichen Energie proportional) berechnet werden,

20.6.

20.7.

20.8.

Fir die Funktion y = V9 — 2® (Halbkreis mit » = 3) soll durch grafische Differentiation
der Wert der Ableitung an der Stelle x = 2 ermittelt werden.

Die Kurve des partikuliren Integrals 02 4 fiir 0 Sr=rmit ¥ (%) =0soll durch
x

grafische Integration ermittelt werden.

Durch numerische Integration soll
i .
sing . L_Z
z 12
[

berechnet und eine Fehlerabschitzung durchgefithrt werden.,



21, Funktionen mit mehreren
unabhiéngigen Verinderlichen

21.1. Definition und geometrische Veranschaulichung

In den bisherigen Abschnitten wurden Funktionen mit einer unabhingigen Variablen
betrachtet. Dabei wurde die unabhiingige Variable x € X eindeutig auf eine abhin-
gige Variable y € Y abgebildet. Zahlreiche GroBen in Physik und Technik sind jedoch
von zwei oder mehr als zwei Variablen abhiangig. Zum Beispiel ist der Druck eines
Gases abhiingig von seinem Volumen und von seiner Temperatur, die Eigenfrequenz
eines Schwingkreises ist abhiingig von der Induktivitat der Spule und der Kapazitit
des Kondensators usw. Im folgenden wird deshalb der Funktionsbegriff beziiglich
der Anzahl der Variablen erweitert. Es werden Ableitungen von Funktionen mit
mehreren unabhingigen Variablen behandelt, und es wird auf einige Anwendungen
wie Bestimmung der linearen Anderung des Funktionswertes und Berechnung von
Extremwerten eingegangen.

- BEISPIELE
21.1. Die Stromstirke 7 ist nach dem Ohmschen Gesetz I = % von der Spannung U und dem

Widerstand R abhiingig. Da Spannung und Widerstand unabhiingig voneinander beliebig
veriindert werden kénnen, sind U und R voneinander unabhingige Variable. Jedem
Wertepaar (U; R) ist eindeutig eine Stromstérke J/ zugeordnet:

(U; Ry~ 1 bzw. I = f(U;R).
Die Menge f der geordneten Wertetripel (I'; R; I) wird eine Funktion mit zwei unab-
hiingigen Variablen genannt:
f={U;R; )| I = [(U; R)}.
21.2. Ein Raum wird von einer Stelle aus erwirmt. In den Raum sei ein dreiachsiges karte-

sisches Koordinatensystem gelegt. Die Temperatur 7' in einem Raumpunkt P(z; y; z)
hiingt von dessen Koordinaten und der Zeit ¢ ab:

T = fx; y; 23 t).
Es liegt eine Funktion von vier unabhiingigen Variablen vor, die jedem Quadrupel

(x; y; 2; t) eindeutig eine Temperatur 7' zuordnet. Die Funktion f ist die Menge der ge-
ordneten Quintupel:

f=A@y;2:6 1) | T =[5 952 1)) -
21.3. Eine Funktion / von zwei unabhingigen Variablen ist durch die analytische Darstellung
z=2Yz —In(y — 1) = f(z; )

gegeben. Die unabhiingigen Variablen 2 und y kénnen nur aus bestimmten Bereichen
gewithlt werden:

2€X =[0;00), y€Y=(1;00).
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derlich,

Die Menge der damit méglichen geordneten Paare (z; y) heilt Definitionsbereich D der
Funktion: .
(z;9) € D.

Beispiele fiir die Abbildung (z; y) — z sind (0; 2) - 0, (1; 2) — 2, (2; 2) — 2,83, (4; 5)
— 2,61 usw. oder bei der Darstellung in einer Wertetabelle fiir z mit den Tabelleneingén-
gen z und y:

y x> 0 1 2 3 4

}

2 0 2 2,83 3,46 4

3 —0,69 1,31 2,14 2,77 3,31
4 —1,10 0,90 1,73 2,37 2,90
5 —1.39 0,61 1,44 2,08 2,61

Allgemein gilt die Definition:

Liegt eine eindeutige Abbildung der Menge D von geordneten Zahlenpaaren
(x; y) auf die Menge Z vor, d. h., ist jedem Paar (z; y) € D eindeutig eine Zahl
z € Z zugeordnet, dann heiBt die Menge der geordneten Tripel (z;y;2) eine
Funktion mit zwei unabhiingigen Verdnderlichen:

f=A;y;2) | 2= flx;y) A (; y) € D}.

z = f(x; y) heiBt der Funktionswert von z und y. D heiBt Definitionsbereich,
Z Wertevorrat der Funktion.

Die Definition li8it sich erweitern auf Funktionen von mehr als zwei unabhingigen
Variablen. Fiir eine Funktion mit drei unabhéngigen Variablen wird der Funktions-
wert, hiufig durch

u=f;y;2)
und bei einer Funktion mit allgemein n Variablen durch

Y = fl@; %a5 ooes )
dargestellt. Im letzteren Fall dienen die Indizes also nicht wie sonst iiblich zur
Kennzeichnung fester Werte von z, sondern werden zur Unterscheidung der Variablen
verwendet.
Der Definitionsbereich D laBt sich bei manchen Funktionen nicht wie in Beispiel
21.3. durch einzelne Intervalle X und Y, sondern nur durch Gleichungen zwischen
den unabhiingigen Variablen beschreiben (vgl. Beispiel 21.4.).
Die unabhingigen Variablen sollen auch stets voneinander unabhingig sein. Wiirde
niamlich in u = f(z; y; 2) z. B. zwischen y und z eine Abhingigkeit bestehen, die
explizit y = g(z) lautet, dann ergibt sich durch Einsetzen dieses Wertes in « mit
u= /(z; 9(2); z) = f(x; ) eine Funktion von nur noch zwei unabhéngigen Variablen
z und z.
Einer Funktion von einer unabhingigen Variablen laBt sich unter Zugrundelegung
eines ebenen Koordinatensystems im allgemeinen eine Kurve zuordnen. Im folgenden
wird das Bild einer Funktion 2 = f(x; y) erklart.
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Gewihlt wird ein rdumliches rechtwinkliges Koordinatensystem mit z-, y- und
z-Achse entsprechend Bild 21.1. Einem gewihlten Paar (z;y) der unabhingigen
Variablen entspricht ein Punkt P’(z;y) in der x,y-Ebene (GrundriBiebene). Die
Menge der Wertepaare (z; y), fiir die z = f(z; y) definiert ist, d. h. der Definitions-
bereich D der Funktion, hat daher als Bild eine Fliche in der z,y-Ebene. Ist z. B.
D durch X =[a;b], ¥ = [c; d] bestimmt, dann ist das Bild von D ein Rechteck
wie in Bild 21.1.

Der einem Wertepaar (z;y) eindeutig zugeordnete Funktionswert z = f(x; y) lafit
sich als Héhe eines senkrecht iiber P’ gelegenen Raumpunktes P deuten.

Der Menge aller Wertepaare (z; y) € D entspricht somit eine Punktmenge im Raum,
die im allgemeinen eine Fliche darstellt:

& =(Pz;y;2) | z=fx;y), (x; y) € D}.

@ heiBt das Bild der Funktion z = f(z; y).
Wird in 2 = f(x; y) fiir 2 der konstante Wert « = x, eingesetzt, dann folgt mit
2z = f(%9; y) = g(y) eine Funktion von einer Variablen. Ihr Bild ist eine Kurve auf

z2=f(xy)

0 L2

|
N
AN

[

Bild 21.1 Bild 21.2

Bild 21.3 Bild 21.4
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der Fliche. Alle Kurvenpunkte haben die gleiche Koordinate 2 = z,. Die Kurve ist
daher die Schnittkurve zwischen der Fliche und einer Ebene, die parallel zur y,z-
Ebene ist und von dieser den Abstand z, hat (Bild 21.2). Fiir ¢, = 0 wird z = f(0: y)
die Gleichung der Schnittkurve zwischen @ und der y,2-Ebene.

Analog folgt fiir y = y, = const mit z = f(x; y) = k() die Gleichung einer Kurve
auf @ parallel zur z,2-Ebene und fiir y, = 0 die Schnittkurve von @ und der z,z-
Ebene.

Fiir z = 2z, = const stellt z, = f(z;y) bzw. in impliziter Form f(z;y) — 2z =0
eine Kurve der Fliche dar, deren simtliche Punkte die gleiche Hohe besitzen. Diese
Kurve heilt Hobhenlinie von @ (Bild 21.3). Fiir z, = 0 ergibt sich die Schnittkurve
mit der GrundriBebene. Werden fiir ausgewihlte Werte von 2, z. B. 2 = 0; 1; 2: ...
die Hohenlinien bestimmt, in die z,y-Ebene als GrundriBebene projiziert und an
jede Hohenlinie der zugehérige Wert z, geschrieben, dann ergibt sich eine Hohen-
liniendarstellung der Fliche, aus der mit etwas Ubung wie aus einer Landkarte die
Form der Fliche zu erkennen ist (Bild 21.4).

BEISPIELE

21.4. Gesucht wird das Bild der Funktion z = ¥16 — 2® — y* = f(z; y).

Lésung: Der Radikand muB positiv sein, so daB durch 16 — 22 — y* > 0, d. h. 2® + y*
< 16 der Definitionsbereich D fi legt ist:

D= {(a;y) | 2* + y* < 16}.
Den Wertepaaren (z;y) € D entsprechen alle Punkte der z,y-Ebene, die in bzw. auf
dem Kreis um 0 mit dem Radius 4 liegen.
Werden nacheinander in der Funktion 2z = f(z; y) die Variablen z, y bzw. z gleich Null

gesetzt, dann ergeben sich die Gleichungen der Schnittkurven mit den Koordinaten-
ebenen:

2 =0 =z = }16 — y?: Halbkreis mit dem Radius 4 in der y,2-Ebene,
y=0=z= }/16 — #2: Halbkreis mit dem Radius 4 in der z.z-Ebene,

2=0=0=}16 — «® — y? bzw. 22 + y* = 16: Kreis mit dem Radius 4 in der x,y-
Ebene.

Das Bild der Funktion ist eine Halbkugelfliche mit dem Radius 4 (Bild 21.5).
Bild 21.6 zeigt die Hohenliniendarstellung der Fliche.

222

Z=1 30

Bild 21.5 Bild 21.6
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21.5. Welches Bild hat die Funktion z = 2® 4 y® = f(z; y)?

21.6.

Lésung: Fiir die Schnittkurven mit den Koordinatenebenen und fiir die Héhenlinien folgt:
r=02z=y%: Parabel in der y,2-Ebene,
y=0z=2z% Parabel in der 2,z-Ebene,

z2=0=0=2a?+ y%:  Punkt(Koordinatenursprung) in der z,y-Ebene (Die Gleichung
wird nur von dem Wertepaar (z; y) = (0; 0) erfiillt.),

2=z D2z =2+ y?: Kreis mit dem Radius VZ&IS Hohenlinie mit der Hohe z,.

Das Bild der Funktion ist eine Fliche, die durch Rotation einer Normalparabel mit dem
Scheitelpunkt § = ¢ und der z-Achse als Parabelachse um diese z-Achse entsteht. Die
Flache heiBt Rotationsparaboloid. Fiir die Wahl von 2 und y bestehen keine Einschrin-
kungen, d. h., die dem Definitionsbereich entsprechende Punktmenge ist die gesamte
z,y-Ebene. Bild 21.7 zeigt die Fliche, Bild 21.8 zeigt die Hohenliniendarstellung fiir
2=20;1;2;3;4.

Fiir die zur Funktion z = 2% — y* = f(z; y) gehorende Fliche ist die Hohenliniendar-
stellung anzugeben.
Losung: Fiir z = z, folgh 2® — y* = z,, das ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel

4

mit den Halbachsen @ = b = Vz,. Fiar 25 > 0 ist die 2-Achse, fiir 2, < 0 diey-Achse die

Bild 21.7 Bild 21.8
s\,
=
2=
7=
\!
1 oy
| |/ A A Bild 21.9
55 EE 6s-o o x
1 =
7=
=51
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Hauptachse der Hyperbel. Fiir z, = 0 folgt 2 — y? = 0 bzw. y = 4 z. Die Hohenlinien
der Héhe z = 0 sind also zwei inander senkrechte Geraden und hei: in der
Héhenliniendarstellung der Fliche (Bild 21.9) als Asymptoten simtlicher Hyperbeln.

Die Fliche heiBt hyperbolisches Paraboloid und wird auch Sattelfliche genannt. Der

Punkt 8 = 0 heift Scheitelpunkt. Fir die Schnittkurven mit den Koordinatenebenen
folgt

z=0z=—y*: nach unten geéffnete Parabel k,

y=0=>z=2% nach oben gedffnete Parabel g,

z=0=>0=2%—y®:  zwei sich in 0 schneidende Geraden h.

Bild 21.10 zeigt eine anschauliche Darstellung der Fliche.

Bild 21.10

Kontrollfragen

21.1.
21.2.

Wie wird eine Funktion mit zwei bzw. mehreren unabhéngigen Variablen definiert?

‘Was wird unter dem Bild einer Funktion mit zwei unabhingigen Variablen verstanden?

21.3. Was bedeutet es geometrisch, wenn in der Funktionsgleichung z = f(x; y) fir z, fir y

bzw. fir z eine Konstante eingesetzt wird?

Aufgabe: 21.1.
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21.2. Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt soll der Begriff der Ableitung auch fiir Funktionen von mehreren
Variabléh definiert werden. Die erforderlichen Beziehungen werden zuniichst fiir
zwei Variablen anschaulich aus dem Bild ermittelt. Das Ergebnis wird dann sinngemé
auf Funktionen von mehr als zwei Variablen iibertragen. Da eine strenge analytische
Herleitung der Formeln und Sétze in diesem Abschnitt iiber den Rahmen des Buches
hinausfiihrt, ist eine Beschrankung auf Plausibilitdtsbetrachtungen notwendig. Der
Differentialquotient einer Funktion von einer Variablen wurde als Anstieg der
Tangente erklirt, die in einem Punkt an die zur Funktion gehérende Kurve an-
gelegt ist. Durch einen Punkt P, der Flache, die zu einer Funktion z = f(z; y)
gehort, gehen im allgemeinen unendlich viel ebene Kurven, die auf der Fliche liegen,

Bild 21.11

und an jede dieser Kurven kann die Tangente in P, angelegt werden. Fiir die Defi-
nition der Ableitung werden diejenigen Kurven mit den zugehérigen Tangenten aus-
gewihlt, die parallel zur z,2- bzw. y,2-Ebene liegen. Diese Kurven haben die Gleichung
2 = f(2; yo) bzw. 2 = f(xy; y) und sind die Schnittkurven zwischen den Ebenen mit
den Gleighungen y = y, bzw. 2 = 2, und der Fliche (Bild 21.11). Die Tangenten,
die in P, an die ausgewihlten Kurven gelegt sind, haben die Anstiegswinkel a,
bzw. xp. Zur Berechnung des Anstiegs tan «;, wird zundchst das Sekantendreieck
mit den Katheten Az und f(z, + Az; yo) — f(2o; Yo) betrachtet und der Anstieg der
Sekante durch den Differenzenquotienten

f(@o + Az; yo) — f(%o; Yo)
Az

angegeben. Fiir Az — 0 geht die Sekante in die Tangente iiber. Ihr Anstieg ergibt
sich aus dem Grenzwert
tan @, = lim f@o + A%; yo) — f(xo3 Yo)
Az—0 Ax

@
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Entsprechend folgt fiir den Anstieg der zweiten Tangente

tan o, = lim [(@a; Yo + Ay) — f(%as %o) . (1)
Ay—0 Ay

Die Grenzwerte (I) und (II) heifien die ersten partiellen') Differentialquotienten oder
die ersten partiellen Ableitungen der Funktion z = f(z; ) nach & bzw. nach y an der
Stelle (x;y) = (x4 y,). Werden die partiellen Ableitungen nicht an einer festen
Stelle Py(zo; ¥o), sondern in einem variablen Punkt P(x; y) betrachtet, dann ergeben
sich die ersten partiellen Ableitungsfunktionen nach & bzw. nach y mit den gebrauch-
lichen Bezeichnungen:

fe+Aziy) — flasy) 2 Hleny)

li .
e Ax tx cx 2 = [atesy) @
iy FL0 A — Py Ee e g) flxsy)
Ay—0 Ay ey y v oy

Vereinfacht wird meist nur von den ersten partiellen Ableitungen gesprochen.

dar, die in einem Punkt P(x; y) an die Fliche mit der Gleichung z = f(; y) gelegt

Die partiellen Ableitungen (21.1) stellen geometrisch den Anstieg von Tangenten
sind und parallel zur z,2- bzaw. y,2-Ebene verlaufen.

Zum Unterschied gegen den gewdhnlichen Differentialquotienten wird das ge-

dz " s
schwungene ¢ verwendet. Fiir — wird gesprochen: de-z partiell nach de-x. Zur
cx

Definition von /,(z; y) wurde eine Kurve der Flache betrachtet, deren Punkte einen
konstanten y-Wert besitzen. Fiir die praktische Berechnung ergibt sich daher die
einfache Regel:

Um die partielle Ableitung der Funktion z = f(z; y) nach x zu bilden, wird y
voriibergehend als Konstante betrachtet und die Funktion nach den bekannten
Regeln nach z differenziert. Bei der partiellen Ableitung nach y ist z vorliufig
als Konstante anzusehen und nach y zu differenzieren.

Zur Berechnung der Tangentenanstiege in einem festen Punkt P(z,; y,) sind dessen
Koordinaten in die partiellen Ableitungen einzusetzen.
BEISPIELE
21.7. Es sind die ersten partiellen Ableitungen der Funktion
z2=3tay—y  —4x—5y+6
an der Stelle z, = 2, y, = —3 zu berechnen.
Lisung: Die partiellen Ableitungen lauten
2, =62 +y—4, z,=x—2y—5.
Durch Einsetzen der Werte z, = 2, y, = —3 folgt:
/25 =8) =5, [,(2; —=3) =3.

1) pars, partis (lat.) = Teil
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21.8. Gesucht werden die eraten partiellen Ableitungen der Funktion

z=e%In (a® 4 y?).

2z
Losung: z, = e In (2 2) + ef ———
g zg («® + 9% + e
2;
z, = e* b,
2+ gt

21.9. Wie groB ist der Anstiegswinkel « der Tangente, die die Fliche mit der Gleichung
z = ¥9 — 2 — y? im Punkte Py(2; 1; ) beriihrt und parallel zur y,z-Ebene verlduft?

Lésung: Die Funktion stellt nach Beispiel 21.4. eine Halbkugel mit dem Radius r = 3
dar. Durch Differenzieren nach y, wobei # als Konstante angesehen wird, folgt

Bild 21.12

Fiir » = 2 muB der Berithrungspunkt auf der Kurve mit der Gleichung 2= }9 — 4 — »*
= ¥5 — y? liegen (Bild 21.12), und der Tangentenanstieg fiir diese Kurve ist

By = ==
V5 — y*
Fiir y = 1 folgt dann der Anstieg im gegebenen Punkt P:
—1 1
f(2;1) = ——= = —— =tanax
‘ V51 2

und der gesuchte Winkel mit o« = 153°26’.

Die partiellen Ableitungsfunktionen werden nun auch fiir Funktionen von mehr als
zwei Variablen definiert. Die Funktion

¥ = flar; %25 -5 2a)
besitzt die n ersten partiellen Ableitungsfunktionen

oy oy oy cy
ox, ex,’ 7 ex;’ 7 ox,

Zur Berechnung von _;;y_ sind alle unabhéngigen Variablen auBer x;, dasheiBtz;, x,,

i
veuy Xi_ys Tirly - -y Lp, als konstant zu betrachten, und es ist nach ; zu differenzieren.
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BEISPIELE
21.10. Gesucht werden die ersten partiellen Ableitungen der Funktion

r=a L% N
y = V2, — 2% + 2y 8in 3, = f(2y; 255 2,)

Lésung :

oy 21
—_—— = ————— | 73 c08 2,
oz, Yz — 22 i

% _ —%s

oxy Vo2 — 2,
by _ sin z, .

dzy

21.11. Ein Kondensator hat die Kapazitit C, den Widerstand R und zur Zeit ¢, = 0 die Span-
nung U,. Beginnt zur Zeit ¢, die Entladung des Kondensators, so ergibt sich die Strom-
stiirke ¢ zur Zeit { aus

¢
Uy ~7C

i=—¢

Es sind die partiellen Ableitungen von ¢ nach Uy, R, ¢, C zu bilden.

Lésung:

t
o _ U~ _t _ Ut ~Fe

c TR "RCt T Rt

Die ersten partiellen Ableitungsfunktionen konnen (unter der Voraussetzung der
Differenzierbarkeit) nochmals partiell differenziert werden. Es entstehen partielle
Ableitungen 2. Ordnung bzw. allgemein partielle Ableitungen htherer Ordnung.
Zum Beispiel ergeben sich fiir die 2. partiellen Ableitungen der Funktion z = f(z; y)
vier Méglichkeiten mit folgenden Schreibweisen :

Py (&
ox &% ox &%

e =P—I,—=/u(1:y) _by_= mby=lz,(1:y)
. [ o= 2 (ﬁ
= oy &% dy &%

=— = ful;y)-

= —— = fu(x; %) 3 o
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Ferner bedeutet z. B.
%
oy fezy(®3 ),
dafB die Funktion z = f(z; y) erst zweimal partiell nach = und anschlieBend einmal
partiell nach y differenziert ist.
BEISPIEL

21.12. Essind die 1. und 2. partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen zu berechnen.

a)z:z’+5@:y—%-y’+3z—4y+10

b) z = 2a® sin 2y

Lésung:

a)z, =2z +5y+3 z, =br—y—4
2,=2 25=5 2, =5 z,=—1

b) z, = 6a®sin 2y z, = 42° cos 2y
2,, = 122 8in 2y 2, = 1222 cos 2y
25, = 1222 cos 2y 2,, = —82% sin 2y

Die Ubereinstimmung der beiden »gemischten‘ partiellen Ableitungen z,, und z,,
in Beispiel 21.12. ist kein Zufall. Allgemein gilt:

Unter der Voraussetzung, daB die partiellen Ableitungsfunktionen einer Funktion
stetig sind, ist die Reihenfolge der partiellen Differentiationen gleichgiiltig.
BEISPIEL

21.13. Fir die Funktion u = z¥ sin 2 ist die Gleichheit der partiellen Ableitungen 3. Ordnung
Ugyy = Ugyy ZU Zeigen. .

u, = ya¥lsinz u, =aVcosz

Uy = (29! + yz¥'ln 2) sin z Uy =2aVInzcosz

Uzye = (297 + ya¥~'In 2) cos z Usyz = (yz'-l Inz 4 a¥ L) cos z

z
= (yx¥'ln 2z 4 2¢/-1) cos z
Kontrollfragen
21.4. Wie werden die partiellen Ableitungen einer Funktion von mehreren unabhingigen
Variablen gebildet?

21.5. Welche geometrische Bedeutung haben die partiellen Ableitungen einer Funktion mit
zwei unabhingigen Variablen?

Aufgaben: 21.2. bis 21.5.

21.3. Das totale Differential

Der Begriff des Differentials dy = f'(x) dz einer Funktion f: y = /(%) wird auf Funk-
tionen mit mehreren unabhingigen Variablen erweitert und fiihrt zu dem besonders
fiir die Fehlerrechnung wichtigen Begriff des totalen Differentials.
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Werden in der Funktion z = f(z; y) die unabhingigen Variablen z und y um Az
bzw. Ay geiindert, dann éndert sich der Funktionswert z um

Az =flx + Az y + Ay) — f(z; y).

Bei zahlreichen Anwendungen ist es notwendig oder vorteilhaft, diese Anderung Az
genihert als lineare Funktion von Az und Ay darzustellen:

Az ~ alAx + bAy.

z

Bild 21.13

Zur Ermittlung der Koeffizienten a und b wird Bild 21.13 betrachtet. Az bedeutet
die Hoheninderung eines Punktes, der auf der Fliche von P nach P, verschoben
wird. Ein Naherungswert fiir Az ist der Héhenzuwachs dz bis zum Punkt P, der
Tangentialebene, die in P an die Fliche gelegt ist. Die Tangentialebene wird von
zwei Tangenten aufgespannt, die in P die Fliche beriihren und parallel zur x,z-
bzw. y,2-Ebene sind. Die Tangenten haben die Anstiege tan «; = z, bzw. tan ay = z,.
In den rechtwinkligen Dreiecken mit den Ankatheten Az bzw. Ay sind daher die
Gegenkatheten z, Az baw. 2z, Ay. Der Hohenzuwachs dz setzt sich nach Bild 21.13
additiv aus diesen Gegenkatheten zusammen:

Az &~ dz = 2, A% + 2, Ay. I)

Beachtet man, daB wie bei der Funktion von einer Verinderlichen (vgl. 13.4.) hier
fiir die unabhiingigen Variablen 2 und y Differenz und Differential iibereinstimmend
gewihlt werden konnen: Az = dz, Ay = dy, dann folgt

dz:ﬁdz—l-ﬁ

21.2
ox ay dy { )

dz heit das vollstindige oder totale Differential der Funktion z = f(z; y). Die
Niherung Az ~~ dz ist um so besser, je kleiner Az = dx und Ay = dy sind.
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BEISPIELE

21.14.

21.16.

Fiir die Funktion z = 22 + 3xy = f(2; y) sind Az und dz zu berechnen und zu ver-
gleichen,

Lésung: Die Funktionsinderung ist
Az = f(z + Az; y + Ay) — f(x;9)
Az = (z + Az)? + 3z + Ax) (y + Ay) — 2* — 32y
Az = 2% + 22 Az + Ax® + 3zy + 3y Ax + 3x Ay = 3Ax Ay — 2% — 3y
Az = (2x + 3y) Az + 3z Ay + Ax? + 3Ar Ay.
Fiir das totale Differential folgt mit dz = Az und dy = Ay:
dz =z, Ar + 2, Ay
dz = (2 + 3y) Az + 3z Ay.

Das totale Differential dz enthilt im Vergleich zur Funktionsinderung Az nicht die
Summanden A2? und 3Az Ay. Sind nun Az und Ay gegeniiber  und y nur kleine Ande-
rungen, so konnen A2? und 3Ax Ay als Quadrat bzw. Produkt kleiner GréBen gegen-
iiber den anderen Summanden tatsichlich vernachlissigt werden, und es folgt die
Niaherung Az &~ dz.

. Fiir die Funktion z = 22 — y? sind Az und dz fiirxr = 5, y = 2, de = 0.4, dy = 0.1 zu

berechnen.

Lésung: Der Funktionswert an der Stelle (5; 2) ist
2= {(5;2) = 10 — 4 = 6.
Fiir die Stelle (z + dz; y + dy) = (5,4; 2,1) folgt
2 = {(5,4;2,1) = 108 — 4,41 = 6.39.
Die Anderung des Funktionswertes ist
Az=2 —2z= 0.39.
Fiir das totale Differential ergibt sich
dz = 2dz — 2y dy = 0,80 — 0,40 = 0,40.
Es ist also Az &~ dz. =

Nach der Zustandsgleichung eines idealen Gases ergibt sich der Druck eines Gases aus
- BET
LA T

Darin ist R = 8314,4 J/kmol - K die allgemeine Gaskonstante, M ist die molare Masse
und m die Masse des Gases, 7' ist seine Temperatur und ¥~ sein Volumen.

In einem Behiilter mit dem Volumen V = 8 m?® befindet sich Luft mit der Temperatur
T = 288 K und der Masse m = 9 kg. Wie groB ist die Druckanderung Ap, wenn die
Temperatur um A7 = 1 K und das Volumen um AV = 0,03 m? vergroBert werden?
Die molare Masse der Luft ist M = 28,96 kg/kmol.

Losung: Fir die Konstante%jz ergibt sich mit den angegebenen Werten (wobei
J=N-m) ’;—f = 2700 N m/K. Der Druck p ist fiir diese Aufgabe als Funktion der
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Variablen 7' und V anzusehen:

mR T Nm T
=22 - — 2700 === ={T; V).
LA T K Vv I )

Mit dem totalen Differential folgt

prdp:%——lv—AT~%f%AV

Nm 1 11(_27001\4111288}{
K 8m? K 64mé
X

Ap ~ 2700 0,03 m?*

— 3045 X

Ap~ 3375 — =

Ap~ —27 1 = —27Pa
ml

Die Gesamtdruckinderung ist sehr klein, da sich die Teilinderungen des Drucks infolge

VergroBerung der Temperatur und VergroBerung des Volumens fast aufheben.

Beim Ubergang zu Funktionen von n Variablen y = f(x; %3; ...; ,) wird als totales

Differential definiert:

¢y oy oy
dy = —d. il von b e,
y o, 2 + 2 dxy + -+ + 7z, Xn

(21.3)

Fiir die Anderung y = f(x, + day;...; 2, + day) — f(z15...; x,) des Funktions-

wertes y gilt bei kleinen Anderungen dx;; ...; dz, ebenfalls Ay ~ dy.

BEISPIEL

21.17. Um den Elastizititsmodul eines bestimmten Stoffes zu ermitteln, wird ein aus die-
sem Stoff bestehender Stab von der Linge I, = 1,500 m und mit dem Querschnitt
A = 4 mm?® durch eine Kraft F = 620 N in Langsrichtung gedehnt,so daB der Stab die

Linge I, = 1,5035 m erhilt. Der Elastizitdtsmodul E berechnet sich dann aus

B = ._i.. :8,6-10‘"—1\—.
Al — &) m?

Welchen EinfluB haben die Anderungen AF = 41N, A4 = 40,04 mm?,

Aly = 40,2 mm, Al; = 40,2 mm auf den Elastizititsmodul E?

Lésung: E wird als Funktion von F, 4, I, und [, betrachtet, und es wird sein totales

Differential berechnet:

dE = gu'+ gAA;%AI,,Jr%Az,
= T A~ g M T
g
U = g AT~ g M
Fly Aly.

TAl — 12
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Bei dem Einsetzen der gegebenen Werte ist zu beachten, da8 die Anderungen AF, A4,
Aly, Al, positiv und negativ sein konnen. Daher ergibt sich die groBtmaoglichste Ande-
rung d&, wenn die Betrige der Teilinderungen addiert werden:

dE = (0,107 + 0,664 + 3,805 + 3,796) - 100 ——
# m
dE = 84 100 X
mz

Die Rechnung zeigt, daB die Anderungen AF und A4 relativ wenig EinfluB auf d&
haben, so daB sich auf dE hauptsichlich die Anderungen Al, und Al, der Stablingen
auswirken.

Kontrollfragen
21.6. Was wird unter dem totalen Differential einer Funktion mit der Gleichung z = f(z; y)
verstanden und welche geometrische Bedeutung hat es?

21.7. Auf welcher Niherung beruht die Anwendungsméglichkeit des totalen Differentials in
der Naturwissenschaft und Technik?

Aufgaben: 21.6. bis 21.12.

21.4. Die Ableitung von Funktionen mit impliziter Darstellung

Die Funktion f: y = f(z) sei durch eine Gleichung in impliziter Form
F(z;y) =0

gegeben, und es werde die Ableitungsfunktion /': y' = f'(z) gesucht. Da es in ein-
zelnen Fillen umstindlich oder sogar unmdéglich ist, durch Auflésen nach y zur
expliziten Darstellung der Funktion zu gelangen, wird gezeigt, wie mit Hilfe partieller
Ableitungen auch Funktionen mit impliziter Darstellung differenziert werden kénnen
(vgl. 14.1.3.).

F(z;y) =0 wird als Sonderfall der Funktionsgleichung z = F(x;y) fiir 2z =0
aufgefait. Wird z = F(x; y) als Gleichung einer Fliche gedeutet, dann ist F(x; y) = 0
die Gleichung der Schnittkurve k zwischen der Fliche und der z,y-Ebene (Bild 21.14).
Die gesuchte Ableitung y’ = f'(z) ist der Anstieg tan = der Tangente ¢, die in einem
Punkt P an k gelegt ist. ¢ liegt in der zu P gehérenden Tangentialebene der Fliche,
P,(x + dz; y + dy) sei ein Punkt der Tangente ¢, d. h., dy ist das zu dz gehorige

Bild 21.14
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Differential der Funktion /. Mit dz und dy folgt fiir das totale Differential der Funk-
tion F:
dz = F(z; y) dz + Fy(z; y) dy.

Da nach Bild 21.13 das totale Differential dz den Zuwachs bis zur Tangentialebene
bedeutet, P, aber in der Tangentialebene selbst liegt, ist dz = 0:

0 = F,(2; y) dz + Fy(z; y) dy.
Die Division durch dx ergibt

0=F (x;9) + Fylz;9) ¢’

und unter der Voraussetzung F,(z; y) = 0 folgt

i Fix;y) 21.4)
’ Fyx;y)
BEISPIEL
21.18. Gegeben ist die Gleichung einer Kurve in impliziter Form
T2t — 6 Y3zy + 13y — 16 = 0. 118
a) Wie gro8 ist der Anstiegswinkel v der Kurventangente in P, (7 %; %’— V;)?
b) Wo liegen die Extrempunkte der Kurve?
Lésung :
a) Nach (21.4) ist
vy,::_ 141——6l/3_y = 141:_~6V§y- an
—6V3x 426y 6Y3x — 26y
Im Punkt P,,(—%; % V?) ist
yl__1= —__L;—!).. =L —tmr = v = 30°.
7 —313-13Y3 3 —_—
v=% 3
b) Fir die Extrempunkte muf y’ = 0 sein. Damit folgt aus (II)
142 — 6Y3y =0
x=%¥'§y. (1th

2 aus (IIT) in die Kurvengleichung (I) eingesetzt ergibt

7.%.3_1,2,6}’3‘.-'3—}/3—yi+13y2=16
i
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Aus (IIT) folgt

3 o
= 3 va1 — 0gs; = 3 y31= _o9s.
o= T =

Auf die Untersuchung zur Bestimmung der Art der Extremwerte wird verzichtet. Die
Kurve stellt eine Ellipse mit @ = 2, b = 1 dar, deren Hauptachse mit der 2-Achse einen
Winkel von 30° bildet (Bild 21.15). E,(0,98; 1,32) ist ein Hochpunkt, E,(—0,98; —1,32)
ein Tiefpunkt.

Bild 21.15

Anmerkung: Durch die Kurvengleichung (I) sind jedem z-Wert zwei y-Werte zuge-
ordnet. (I) stellt die Zusammenfassung von zwei Funktionsgleichungen dar.

Aufgaben: 21.13. bis 21.17.

21.5. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer unabhingiger Variabler

Die aus 15.2.1. bekannte Bestimmung von Extremwerten einer Funktion y = f(z)
wird auf Funktionen von mehreren Variablen iibertragen. Der Sachverhalt wird
wieder ohne strenge analytische Herleitung anschaulich fiir Funktionen von zwei
unabhiingigen Variablen am Bild der Funktion erklirt und dann sinngemif auf
Funktionen von beliebig vielen Variablen erweitert.

Zum Bild der Funktion z = f(z; y) gehére der in Bild 21.16 dargestellte Flichenteil.
Auf ihm soll ein Punkt E(xg; yg; 2g) existieren, der hoher liegt als jeder Punkt seiner
Umgebung. Hierzu folgende Uberlegung: Unter der Umgebung der Stelle (xg; y5z)
soll ein Teilbereich U des Definitionsbereiches verstanden werden, der die Stelle
(#g; yg) im Inneren enthilt. Das Bild von U wird im einfachsten Fall als die Fliche
eines in der z,y-Ebene liegenden Kreises mit dem Mittelpunkt E'(xz; ygz) gedacht,
dessen Radius beliebig klein gewihlt werden kann. Fiir jeden Punkt P(z; y; 2) mit
(z;y) € U gilt dann 2z > 2. Bild 21.17 zeigt eine zur Funktion z = f(x; y) gehorige
Fliche, auf der ein Punkt F existiert, der tiefer liegt als jeder Punkt seiner Umgebung.
Hier gilt fiir jeden Punkt P(z; y; 2) mit (z; y) € U die Ungleichung z; < z.

Definition
Die Funktion z = f(x; y) besitzt an der Stelle (zg; yz) ein (relatives)

{ﬁm::} 2g = f(xg; yg), wenn f(zg; yg) {z}/(z; y) fir alle (z;9) € U.
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Bild 21.16

Bild 21.17

Pllx;y)

Bild 21.18
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Jede in der Fliche I{egende und durch £ gehende Kurve hat in # einen Maximum-
bzw. Minimumpunkt und daher zur z,y-Ebene parallele Tangenten. Werden iell

P

die Kurven k,, k, parallel zur x,2- bzw. y,2- Ebene betrachtet, so folgt fiir die Anstiege:

tan a; = fo(xg; ye) =0, tan &y = fy(xg; yg) = 0. )

Aus den zwei Gleichungen (I) kénnen bei gegebener Funktion z = f(z; y) die zwei
unbekannten Koordinaten xg, yz der Extremstelle berechnet werden. Die Glei-
chungen (I) sind jedoch nur notwendig fiir das Vorhandensein eines Extremums,
aber nicht hinreichend. Zum Beispiel ist der Sattelpunkt S der in Bild 21.18 gezeigten
Sattelfliche sowohl der Maximumpunkt der Kurve k, als auch der Minimumpunkt
der Kurve k,. Obwohl also die Tangenten an beide Kurven in 8 parallel zur z,y-Ebene
und damit die partiellen Ableitungen gleich Null sind, ist .S kein Maximum- oder
Minimumpunkt der Fliche. Ohne Beweis werden daher noch weitere Bedingungen
hinzugefiigt, so daB sich die folgenden notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fiir das Vorhandensein eines Extremwertes und fiir die Unterscheidung von Maximum
und Minimum ergeben:

< " fol@e; ye) =0, fy(xe; y) =0
Existenz eines Extremwertes:
{ fe2(g; Y5) - fu(@es YE) — [3(@8595) >0
Maximum: f,,(xg; ye) < 0 (qnd damit auch f,,(@z; yg) < 0)
Minimum: f;.(xg; y5) > 0 (und damit auch f,,(2z; y£) > 0)

(21.5)

Ist f.-(2g; YE) - fyy(®Es Ye) — /3(%; yg) < 0, dann ist kein Extremwert vorhanden.
Fiir f..(%5; ¥z) - fy(@E; Yg) — f2y(2e; yg) = O kann ein Extremwert existieren oder
nicht existieren. Dieser Fall wird hier nicht weiter betrachtet.

BEISPIELE

21.19. Es sind die Extremwerte der Funktion z = 22° + 42y — 233 +5= f(z; y) zu berech-
nen.

Lésung: Aus den zwei Gleichungen
[z y) =62+ 4y =0
fylw; y) = 4o — 62 =0
errechnen sich fiir die méglichen Extremwerte die Stellen
(@g1s Y1) = (05 0),  (xge; Yra) = (2/35 —2/3).
Die zweiten Ableitungen lauten
frz(@59) = 1225 fy(x5y) = —12y; [y le;y) = 4.
Fiir die Stelle (zg,; yg,) = (0; 0) ergibt sich
24005 0) - £,,(0; 0) — f2,(0;0) = 0.0 — 16 < 0.

An dieser Stelle liegt also kein Extremwert vor.
Fiir die Stelle (2g,; yre) = (2/3; —2/3) folgt

12202135 —2/3) - £,,(2/3; —2/3) — [3,(2/3; —2/3) = 48 > 0.
An dieser Stelle existiert ein Extremwert, und zwar wegen

f2:(2/3; —2/3) =8> 0
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21.20.

21.21.

ein Minimum. Der minimale Funktionswert ist
119

o = 235 —203) = 5

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die drei Punkte A(z4; y,4), B(xp; ¥5),
C(z¢; y¢) durch ihre Koordinaten gegeben. Ein Punkt M(zy; yy,) ist so zu bestimmen,
daB die Summe der Quadrate seiner Abstéinde von den drei Punkten ein Minimum wird.

Lisung: Mit der Bezeichnung des Bildes 21.19 soll also das Minimum der Funktion
glu; v; w) = u? 4 o* + w?

bestimmt werden. Werden u, v, w durch Koordinaten ausgedriickt, dann heiBt die Funk-
tion
flasy) = (@ — 20+ (y —ya)* + @ —2p)* + (Y — ¥a) + (z — @)* + (¥ — ¥c)®-

y C

Bild 21.19

ol

Aus den partiellen Ableitungen
fol@;y) = 2(z — 24) + 2(x — xp) + 2(x — 2¢) =0
ful@s y) = 20y — ya) + 2(y — yp) + 20y — yc) = 0
tolgt

_ w4t t 30, _Yatystyc
== =g

3 H

M ist der Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC. Wegen
Tza(@ars Yar) - fyy(ars Yne) — 1oy(@ars yar) = 36 > 0,
fral@ns yu) = 6> 0

liegt tatsichlich ein Minimum vor.

Ein oben offener Behiilter in Form eines Quaders hat das Volumen V. Wie sind die
Kantenlingen 2, ¥ und z zu wihlen, damit die Oberfliche und damit der Materialver-
brauch ein Minimum werden?

Lésung: Sind z, y die Kanten der Grundfléche und ist z die Hohe des Behiilters, dann
folgt fiir die Oberfliche

0 = ay + 222 + 2yz = f(z; y; 2)-

Eine Nebenbedingung zwischen z, y, z folgt aus der Formel fiir das gegebene Volu-
men V

V=ay oder 2= —V (1)
xy
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Damit lautet die Zielfunktion

’ v 14
O=zy+2—+2— = flz;y).

y z

Die beiden partiellen Ableitungen werden gleich Null gesetzt:

%0_= ,_2_:3=o (111
x

2—0””2:0 1a9)
Yy Y

Durch Umstellen der Gleichungen (III) und (IV) und Gleichsetzen folgt:

2V = ya® = xy®
und wegen z = 0 und y 4 0:

x=y, 34}
das heiBt, die Grundfliche ist quadratisch. Mit (V) folgt aus (III):

1—2—0

zl
3
Ty =Yg = 127
Die Héhe z ergibt sich aus (II)

e v _ 14 3/ye 87

E | P p— = vz =
XEYE 3V V2 472 8
13— 1

zb-=? 2 :?xg

_—

Die Oberfliche des angegebenen Behilters ist unter den angegebenen Bedingungen ein
Minimum, wenn die Hohe halb so groB ist wie die Seite der quadratischen Grundfliiche.

Die Bestimmung der Extremwerte 1iBt sich auf Funktionen von mehr als zwei
Variablen iibertragen. Ist die Funktion

Y =f&1; Za3 .05 @)

von n unabhingigen Variablen gegeben, dann werden die n partiellen Ableitungen
gebildet und einzeln gleich Null gesetzt:

oy oy oy -
= =0; —=—=0; ... =0. VI
0%y 0%y ox, 0 i)
Aus den n Gleichungen (VI) lassen sich die n Werte ;z; 55 ; . .. ; @nz der Extremstelle
und damit der extremale Funktionswert yz = f(1z; %oz; ...; Zsz) berechnen. Die

Gleichungen (VI) sind wieder nur notwendige Bedingungen. Auf hinreichende Bedin-
gungen kann fiir n > 2 im Rahmen dieses Buches nicht eingegangen werden.

Bei eingekleideten Aufgaben geht meist schon aus der Aufgabenstellung die Existenz
und Art des Extremwertes hervor.
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BEISPIEL

21.22.

Es ist der Extremwert der Funktion y = %> + % + z,® — 2, + 2, + 223 zu be-
rechnen.

Lésung: Aus dem Gleichungssystem
By
oxy

%

o,

=22, — 7y +1=0
= —, + 22, =0

L i 2, 4+ 2 =0
oxy

folgt:

QE= T Mg ==

3 3 %p=—1 unddamit T

3

hh

Es laBt sich zeigen (u. a. durch Betrachtung der b
Minimum vorliegt.

ten Funkti te), daB ein

Kontrollfragen

21.8.

21.9.

Wie werden Extremwerte einer Funktion mit zwei unabhingigen Variablen mit der
Gleichung z = f(x; y) an einer Stelle (2g; yg) definiert, und welche geometrische Bedeu-
tung haben sie?

Welche Bedingungen sind a) notwendig, b) hinreichend fiir die Existenz eines Extrem-
wertes einer Funktion mit der Gleichung z = f(z; y)? Welche geometrische Bedeutung
haben die notwendigen Bedingungen?

Aufgaben: 21.18. bis 21.21.

21.6.
21.1.

21.2.

21.3.

21.4.

Aufgaben
Welches Bild hat die Funktion z = —% z—2y+ 27
Es ist die Ableitung z, der Funktion z = 2? + %2 an der Stelle (z,; y,) = (1; 1) zu be-

rechnen und das Ergebnis anschaulich entsprechend Bild 21.12 darzustellen.
Die 1. partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen sind zu berechnen:

a) z = 2% — 8a?y + ay® + 152 — 20y + 2 b) u = 2° + 62y — 22%z + 3y
2 2
B =22 de=fr—F—¢

1~z

e) 2 = cos (z + y) cos (z — ¥y) f) z = arctan 2

x

T
9v=unlt i+ =f:0 h)T=2nl/?=i(l:g)

z

. R, s = m.
) L=Ppto = fRsR)  Da=ye’ W) F=yTEE = fimimn)
Die 1. und 2. partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen sind zu berechnen:
a) z = a% + 227y° + 2¢° b) v =xy + yz + 2z c)z=u

z+y
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21.5.

21.6.

21.7.

21.8.

21.9.

21.10.

21.11.

21.12.

21.13.

21.14.

21.15.

21.16.

21.17.

21.18.

21.19.

d)z=1V2 + o2 e) z=2sin(zx 4+ y) cos (x — y)
f)z=arctanz+y g)z—lnz+y
1—ay Yy

Fiir die Funktion u = e*V* ist die partielle Ableitung 3. Ordnung u,,, zu bilden.

2
Fir die Funktion z — 2~ sind Az und dz an der Stelle (z;y) = (12; —3) firder = dy
= 0,2 zu berechnen.

Fiir die Funktion » = zy + yz + zz sind Au und du an der Stelle (z; y; z) = (2; 3; 1)
fir dz = 0,1, dy = —0,2, dz = 0,2 zu bestimmen.

Man berechne das totale Differential dz der Funktion e® sin (x — y) firz = 1,4;y = 0,8;
dz = 0,2; dy = 0,1.

Es ist das totale Differential fiir jede der folgenden Funktionen

h
g

a)z=i+l b) z = a¥ ¢) u= eyt
d) z = arctan ay e) v=§(l+at)=/(t;p)
f) F='mv—a=/(m;v;f) g)v=11;ml—_‘7ﬂ=f(m1;mz)

my + My

Um welchen Wert #ndert sich die Fliache 4 eines Dreiecks mit @ = 10 m, b = 16 m,
y = 60°, wenn die Anderungen Az = Ab = 0,2 m, Ay = 1° gegeben sind? (Zum Ver-
gleich sind A4 und d4 zu berechnen.)

Man bestimme fiir die Zentrifugalkraft z = mv*~! das totale Differential dz fir die
Werte m = 300g, v =6 m/s, r = 1m, Am = 1 g, Av = 0,1 m/s, Ar = 0,01 m.

Man berechne fiir den Abstand r eines Punktes P(z; y) vom Punkt P,(3; 5) das totale
Differential dr mit den Werten 2 = 12, y = 2, dz = 0,2, dy = —0,1.

Wie groB ist der Neigungswinkel der Tangente, die im Punkt Py(1; 2) an die Kurve mit
der Gleichung #* — 3a%y + y* — 3 = 0 gelegt ist?

Unter welchen Neigungen schneidet die Kurve mit der Gleichung
2 + 62 — 24z + By = 0 die 2-Achse?

Gegeben ist eine Kurve durch die Gleichung 32 + 102y + 3y + 8 = 0. In welchen
Punkten ist der Anstiegswinkel 7 = 45°?

Unter welchen Winkeln schneiden einander die Kurven mit den Gleichungen
22 + 4y* — 100 = O und 2? — y* — 20 = 0?

In welchen Punkten hat die Kurve mit der Gleichung 2* + y* — 42 — 2y — 31 = 0
a) waagerechte und b) senkrechte Tangenten?

Die Extremstellen und -werte der folgenden Funktionen sind zu ermitteln:

a)z=2—2y+y* + 3y b)z=2?+4+3zy+y* —2— 4y +8
c)z=a 4y  —4ax—6y+ 7 d)z=ﬂ+—l-—i

27 Y
e) z=2aY(1 —z—y) f) z=2—32y + 2" 41

g) z=sinz +siny + sin (x + y) fir ze€ [0; -;—], Y€ [0; %]

Eine Strecke / ist 8o in 3 Teile zu teilen, da8 deren Produkt ein Maximum ist.



248

21. Funktionen mit mehreren unabhangigen Verdnderlichen

21.20.

21.21.

Das Volumen eines Quaders sei V. Wie groB miissen die Kanten sein, damit die Ober-
fliche ein Minimum wird?

Von einem Quader ist die Summe 8 = a + & + ¢ der Kantenléngen a, b, ¢ gegeben. Wie
sind die Léngen der Kanten zu wihlen, damit die Oberfliche ein Maximum wird?

21.22.

21.23.
21.24.

21.25.

21.26.

21.27.
21.28.

21.30.

21.31.
21.32.

21.33.
21.34.

k-1
Es sind die partiellen Ableitungen der Funktion T), = T, (—L) = f(Vy; V5) zu
bilden. V2

Fiir die Funktion v = (z — y)* ist die Gleichheit u,,, = u,,, zu zeigen.
Fiir die Funktion u = 22 In sin (y — z) ist die Richtigkeit der Gleichungen a) u,,, = ug, .,
b) v, = %, nachzuweisen.
Es ist zu zeigen, daB die Funktion z = e¥ arcsin (x — y) die Beziehung z, 42z, =z
erfullt.
Mit der Funktion z = - ist der Ausdruck a2z + ¥z, zu berechnen.
Yy -
Es ist zu zeigen, daB die Funktion z = eV die Gleichung zz, — yz, = 0 erfillt.
Es ist das totale Differential fiir jede der folgenden Funktionen zu bilden.

x—1

-
a) u = Intan = b) u=-"2e? c) T1=Tz(ﬂ) ¥ = f(py; Pa)
y y P

. Der Luftdruck p in der Héhe & iiber einer Bezugsfliche ist

_eah
p=pye P (pot Luftdruck fiir A = 0, g,: Dichte der Luft fir 2 = 0)

Gesucht wird das totale Differential fir p, = 1013 - 10 N/m?, dp, = 1 - 102 N/m?,
9o = 1,205 kg/m?, dg, = 0,002 kg/m?, ¢ = 9,807 m/s?, dg = 0,005 m/s?, h = 164 m,
dk = 1m.

In einem kartesischen Koordi sind zwei Punkte Py(z,; y,) und Py(z,; y,) ge-
geben. Die Strecke s = PP, hat den Anstiegswinkel . Der Punkt P, werde in Richtung
der z-Achse um Az, und in Richtung der y-Achse um Ay, verschoben. Die hieraus fol-
gende Anderung Ax des Anstiegswinkels ist geniihert als lineare Funktion von Az, und
Ay, darzustellen.

z
Es sind die Extremwerte der Funktion z = e* (z + y?) zu berechuen.

Gegeben ist die Summe 28 = @ + b + ¢ der Seiten eines Dreiecks. Wie groB miissen die
Seiten a, b, ¢ gewihlt werden, damit die Dreiecksfliche 4 ein Maximum wird?
Welches Dreieck hat in einem Kreis mit dem Radius r den groBten Flicheninhalt?

Ein Kanal hat einen trapezférmigen Querschnitt, dessen Fliche 4 gegeben ist (Bild
21.20). Wie miissen Hohe & und Boschungswinkel o gewiihlt werden, damit der benetzte
Umfang U (gestrichelte Linie) ein Minimum wird?

h
_ Bild 21.20




22. Fehlerrechnung

22.0. Vorbemerkung

Eine fiir den Ingenieur wichtige Anwendung des totalen Differentials bietet die
Fehlerrechnung. Mit ihrer Hilfe sollen eine richtige Einschitzung von MeBergebnissen
gesichert und damit Uber- oder Unterschitzungen der MeBgenauigkeit vermieden
werden. Es wird gezeigt, wie sich die zufilligen MeBfehler auf GréBen, die aus den ge-
messenen berechnet wurden, auswirken. Diese Fehlerfortpflanzung wird fiir Maximal-
fehler und fiir Standardabweichungen behandelt. Als einfaches Beispiel der Aus-
gleichpungsrechnung wird die lineare Regression sowie die Berechnung einer linearen
Trendfunktion behandelt.

22.1. Maximalfehler und ihre Fortpflanzung

Bei der Messung von GroBen, z. B. Strecken, Temperaturen oder Stromstirken,
wird der erhaltene MeBwert im allgemeinen nicht mit dem wahren Wert der GriBe
iibereinstimmen. Es treten MefBfehler auf, die in 3 Gruppen eingeteilt werden.

Grobe Fehler ergeben sich meist durch Unaufmerksamkeit des Messenden oder Ver-
wendung eines schadhaften Instrumentes. Sie liegen weit iiber der erreichbaren MeB-
genauigkeit. So ist z. B. ein MeBfehler von 2 Volt bei einer Messung mit einem Volt-

meter, das eine Ablesegenauigkeit von %V hat, ein grober Fehler. Grobe Fehler

werden durch Messungs- und Rechenproben erkannt. Sie gehéren zu den vermeid-
baren Fehlern. :

Systematische Fehler sind nicht immer vermeidbar und haben ihre Ursache haupt-
sichlich in gewissen Mingeln des verwendeten Instrumentes bzw. in der Art des
MeBvorgangs. Ist z. B. ein MeBband von 20 m Léinge um 1 cm zu kurz, so wird bei
250 m
20 m
macht. Ein systematischer Fehler tritt auch auf, wenn ein Thermometer einen
Nullpunktfehler besitzt und etwa alle Temperaturen um 2 K zu klein angibt. Syste-
matische Fehler kénnen meist rechnerisch erfaBt und nach der Messung durch An-
bringung einer Reduktion beriicksichtigt werden.

Zufillige Fehler ergeben sich aus dem Zusammenwirken zahlreicher Fehlerursachen,
die vom Messenden nicht erfaBt und beseitigt werden kénnen, und sind daher nicht
vermeidbar. Die Fehlerursachen sind Méingel im Instrument, die trotz aller Sorgfalt
bei der Herstellung auftreten, Unvollkommenheit der MeBmethoden, personliche
Fehler des Beobachters, z. B. Augenfehler, Witterungseinfliisse usw. Die auftreten-
den kleinen Teilfehler ergeben sich mit einer dhnlichen Zufilligkeit, wie die Zahlen
1 bis 6 beim Wiirfelspiel. Wie die Teilfehler bleibt auch der aus ihrer Vereinigung

der Messung einer Strecke von 250 m ein Fehler von +1lem = 12,5 cm ge-
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entstehende zufillige Fehler, der auch Me8- oder Beobachtungsfehler heiBt, un-
bekannt. Man begniigt sich mit genidherten Werten. Im folgenden wird nur dieser
MeBfehler betrachtet.

In der Fehlerrechnung gibt es zwei grundlegende Aufgaben: Sind die Fehler gemesse-
ner GroBen naherungsweise bekannt, etwa geschiitzt, und werden aus den gemessenen
GroBen andere berechnet, dann ist zu zeigen, wie sich die MeBfehler auf die zu
berechnenden GroBen auswirken. Hierdurch wird verhindert, daB bei der Rechnung
eine nicht vorhandene Genauigkeit vorgetduscht wird, also z. B. Dezimalstellen
berechnet werden, die wegen der MeBfehler nicht gesichert sind.

Wird umgekehrt vorgeschrieben, mit welcher Genauigkeit eine GroBe aus Messungen
zu berechnen ist, dann lassen sich mit Hilfe der Fehlerrechnung die einzuhaltenden
MesBfehler bestimmen und Entscheidungen iiber die zu verwendenden Instrumente
und MeBmethoden treffen.

X sei der wahre Wert einer zu messenden GréfBe und « der erhaltene MeBwert. Als
‘wahrer Fehler der Messung wird

e=2z—X

definiert. ¢ ist ein zufilliger Fehler. Mit dem wahren Wert X bleibt auch der wahre
Fehler e unbekannt. Daher wird e abgeschitzt, wobei die Ablesegenauigkeit des MeB-
instrumentes, das Streuen der MeBwerte = bei mehreren Messungen sowie die Erfah-
rungen des Messenden die Grundlage bilden. Der geschiitzte Wert von & wird mit Az
bezeichnet und soll der Bedingung

le] < |A]

geniigen. Wegen dieser Ungleichung wird Az als Maximalfehler der MeBgroBe be-
zeichnet. '

Az wird mit doppelten Vorzeichen angegeben. Durch die Schreibweise X = 2 + Ax
wird ausgedriickt, daB der wahre Wert X mit groBer Wahrscheinlichkeit im Intervall

z— |Ar] < X <z + |Az|

liegt. Héufig interessiert nicht der Fehler Az selbst, sondern sein Verhiltnis zu der
zu messenden GrofBe. In diesem Zusammenhang heiBit

Az der absolute Maximalfehler der MeBgriBe
_i_x der relative Maximalfehler der MeBgroge

Der relative Maximalfehler wird meist in Prozent angegeben. In diesem Abschnitt ist
unter MeBfehler stets der Maximalfehler zu verstehen.

BEISPIELE

22.1. An einem Voltmeter wurde eine Spannung von u = 42,9 V abgelesen und der MeBfehler
mit Ay = 40,3 V geschitzt. Dann ist U = (42,9 4 0,3) V, d. h., der wahre Wert ist im

-
Intervall 42,6 V< U < 43,2V zu erwarten; der relative Fehler ist ﬂ = £03 ¥

= £0,007 = £0,7%. u | 429V

22.2. Die Messungen der Strecken 8, und 8, ergaben die MeBwerte s, = 622,60 m, s, = 280,70 m.
Die absoluten Fehler sind As;, = 4-20 em, As, = 4-15 cm. Fiir die relativen Fehler
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Pl 4

folgt

As, +0,20 m
= 2T T o 10,00032
8 622,60 m ot

As, _ 40,15m

= = 40,00053.
EN 280,70 m =

Dle relativen Fehler zeigen besser nls die ubsoluten Fehler, daB der ersten Messung eine

g igkeit als der

Hiiufig LiBt sich eine GréBe nicht unmittelbar messen, sondern sie muB aus anderen,
durch Messung erhaltenen Gréfen berechnet werden.
Die GroBe Y sei von den k GroBen X,, X, ..., X, abhingig:

Y = {(Xy; Xo5een5 Xi). @
Die Messungen der X; haben die Werte z; ergeben, mit denen nach (I) der Wert
Y = f@; @25 .5 )

berechnet wird. Zu jedem MeBwert z; gehrt ein MeBfehler Ax;, d. h., X; = 2; + Ax;.
Es ist festzustellen, wie sich diese MeBfehler auf die Genauigkeit der berechneten
GréBe y auswirken, d. h. wie groB Ay als MaB fiir die zu erwartende Abweichung
vom wahren Wert Y ist. Aus (I) folgt

Y =y + Ay = flo + Ay oos 2y + Aa)

und nach dem totalen Differential, da die Az; relativ klein sind,

g A
35 Az,+ Ax,+ + an

Wegen der doppelten Vorzeichen der Axz; wird sicherheitshalber der ungiinstigste
Fall angenommen, daB sich in (IT) alle Fehleranteile summieren. Das fiihrt zur Defi-
nition des absoluten Maximalfehlers der berechneten GriBe:

01
AYmax = £ (la_:Z1 Az,

%
+ la_z, Az,

o
deese la—y Az
73

) (22.1)

Dieses Fortpflanzungsgesetz der Maximalfehler der gemessenen GroSen ist von dem
Fortpflanzungsgesetz der Standardabweichungen zu unterscheiden (vgl. 22.4.).

Ist y = f(z) eine Funktion von einer unabhiingigen Variablen und hat 2 den Maximal-
fehler Az, dann ergibt sich der Maximalfehler Ay als Sonderfall von (22.1):

Ay =f'(z) Az (22.2)

Aus (22.1) folgt der relative Maximaltehler der berechneten Groge:

gy = Dfmax 22.3)

Y
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Fiir den Fehler werden hochstens ein oder zwei Ziffern angegeben (ohne die Nullen
vor bzw. nach dem Komma). Bei der Berechnung von Fehlern wird stets aufgerundet.
Nach der GréBe des Fehlers Ay richtet sich die Stellenzahl, mit der y selbst angegeben
wird.

BEISPIELE

22.3. Zur Bestimmung der nicht meBbaren Strecke 4B = ¢ wurde ein Hilfspunkt C' gewiihlt,
und dann wurden die Strecken a = 364,76 m, b = 402,35 m und der Winkel y = 68° 14’
gemessen (Bild 22.1). Die MeBfehler wurden mit Aa = Ab = 45 cm, Ay = +1’ ge-
schiitzt. Wie groB ist ¢ und sein absoluter Maximalfehler?

Bild 22.1

Losung: ¢ ergibt sich als Funktionswert der gemessenen GriBen aus
¢ =Va® + b2 — 2ab cosy = f(a; b;y) (ITI)

mit ¢ = 431,38 m. Nach (22.1) folgt

Aomax = i(

dc
5M|+

e
Z b
a |+

% Ayl) %

Nach der Bildung der partiellen Ableitungen wird die Wurzel nach (III) durch ¢ ersetzt:
+(b — acosyAbl+[ab sinyAy)_
¢ | e
Die einzusetzenden Zahlenwerte kénnen auf drei Ziffern gerundet werden, Ay ist im

BogenmaB anzugeben:
65 — 402 - 0,371 — 3650, .402. 0,
3 43? 0,05 + 402 zg? 0,371 0,05 + 365 41);1 0,929
Acpax = £(0,025 4 0,031 + 0,092) m
Acpaxy = +0,148 m &~ 40,15 m.
Fir die Strecke ¢ folgt damit
¢ = (431,38 + 0,15) m.

Aty = :(:(

a — bcosyAa
c

Acpax =+ ( 0,000291) m

22.4. Zur Berechnung eines elektrischen Widerstandes R wurden die Stromstirke I = (15
+ 0,3) A und die Spannung U = (110 + 2) V gemessen. Gesucht wird der relative Maxi-
malfehler von R.

Losung: Nach dem OnMschen Gesetz gilt

LY
= =i,



Fir den absoluten Maximalfehler von R folgt

22.1. Mazimalfehler und ihre Fortpflanzung 2563
2R
A = £ (|75 80|+ |5

B ) -o(2effo)

Zur Bestimmung des relativen Maximalfehlers wird (IV) durch R geteilt und fir die Ver-
einfachung IR = U gesetzt:

oS ] o) -+ )

—AI

I*R
2

0,3
AR, = d:(110+ ) ~ 2004

Ist die der Fehlerrechnung zugrunde liegende Funktion speziell das Produkt aus
mehreren Funktionen von je einer Variablen:

y =[@1; %5 o5 1) = o) - @a(a) - - - @), V)
dann ergibt sich der relative Maximalfehler leichter durch Differentiation nach Log-
arithmieren (vgl. 14.3.3.). Der analytische Ausdruck (V) wird logarithmiert:

Iny =Ing(z;) + In ga(xs) + -+ + In @e(zs)
und das totale Differential von In y berechnet:

dy %'(-’”1) P2 (Z2) (E:) P \ZTe) ' (@)
d(lny) =—~= g o 230 e BT g,
) = = o) ¥ T e e

Werden die Differentiale dy, dz,, ... durch die Fehler Ay, Az, ... ersetzt, dann folgt
der relative Maximalfehler aus .

Az )
BEISPIELE

Ay = AyYmax - (,‘Pl,(xl)
Y [AEN)]
22.5. Von einem Zylinder wurden der Durchmesser D = (4,84 + 0,01) cm, die Hohe
h= (6 74 :l; 0 ,01) cm und durch Wigung die Masse m = (968,5 + 0,1) g bestimmt. Mit
T imalfehler liBt sich daraus die Dichte p berechnen?

o’ (%)
[AEA)

@' (z2) A

A
”‘l e

Lésung: Es ist
m 4m 4 1 1
=T i T T = A D) .

Mit den oben angegebenen Operationen folgt schrittweise
Ing = lni +Inm—2IlnD —1Ink

d: 2dD dr
e

D
o= 7+

2.0,01 0,01
- ——| = 4(0,0001 + 0,0041 + 0,0015
=% (970 4,84 * 6, 74) *( i + )

= 40,0067 ~ +0,6%.
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Es ist zu erkennen, daB der Fehler der Wiigung gegen die LingenmeBfehler vernach-
lissigt werden kann und eine weitere Genauigkeitssteigerung fiir ¢ nur durch genauere
Volumenbestimmung méglich ist.

9
»
=

. Aus der Linge I = 118,5 cm und der Periodendauer 7' = 2,180 s eines mathematischen
Pendels soll die Fallbeschleunigung g berechnet werden. Wie genau sind ! und 7' zu be-
stimmen, damit der Betrag, des absoluten Maximalfehlers von g nicht mehr als 1 cm/s®
betréigt?

Laosung: Obgleich die Fehler Al und AT der zu messenden GréBen gesucht werden und
Agmayx gegeben wird, ist zunichst die Formel fir Ag,,,, aufzustellen.

Aus g = '4—;“ = f(I; T) folgt
|Agmaxl = |~— Al‘ ‘—S:rl AT( < 1 omjs. WD)

Es wird festgelegt, Al und AT so zu bestimmen, daB die beiden Summanden in (VI) je zur
Hiilfte zum Fehler [Ag,,,,| beitragen:

4n? , Iz
— Al} £0,5 em/s? = |Al] = — 0,5 em/s? = 0,06 cm
b ! 4n?

8—;:’-AT’ = 0,5 em/s® = |AT| <Ll00cm/s-—0000:ms

Die Pendellinge miiBte annihernd auf einen halben Millimeter und die Periodendauer
auf 6 Zehnt dstel Sekunden besti werden, um die geforderte Genauigkeit fiir ¢
einzuhalten.

Kontrollfragen

22.1. Welche Fehler sind bei Messungen méglich, und auf welche Fehlerart bezieht sich die
Fehlerrechnung in diesem Abschnitt?

22.2. Wie werden absolute Maximalfehler einer MeBgroBe und absolute Maximalfehler einer
aus MeBwerten berechneten GroBe erklirt?

22.3. Wann werden zweckmiiBig relative Maximalfehler verwendet?

Aufgaben: 22.1. bis 22.11.

22.2. Kleinste Quadratsumme

Der Maximalfehler (GroBtfehler) ist eine anschauliche, aber etwas grobe Fehler-
schitzung. Wenn man eine GréBe, z. B. eine Linge, mehrmals miBt, so werden die
MeBwerte nicht simtlich iibereinstimmen. Ferner ist der wahre Wert der Grofe ge-
wohnlich unbekannt. Damit erheben sich zwei grundlegende Fragen.

1. Frage nach dem Mittelwert: Welcher Wert soll als endgiiltiger MeBwert des
Objektes angeséhen werden?

2. Frage nach dem Streuungsma8: Wie soll die Unsicherheit des endgiiltig gewihlten
Wertes gekennzeichnet werden?
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Zur Losung eines solchen Ausgleichsproblems benutzt man nach Gauss die weit-
reichende
Methode der kleinsten Quadratsumme:
Die beobachteten Werte sind so auszugleichen, dal die Summe
Q =Zvu?
der Quadrate der Fehler moglichst klein wird.

Dabei sind als Fehler v; die Abweichungen der Me3werte von dem gesuchten Mittel-
wert zu betrachten.

Dieses Ausgleichsprinzip ist die Grundlage der gesamten Ausgleichsrechnung und
hat weitgehende Konsequenzen fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die mathe-
matische Statistik.

22.3. Arithmetisches Mittel und Standardabweichung

Es seien n MeBwerte z,; #,; X3; ...; x, desselben Objekts gegeben, die unter gleichen
Versuchsbedingungen ermittelt wurden. Gesucht wird derjenige Wert ., der die Mef-
werte méglichst gut ausgleicht, Man bildet die Einzelfehler

v =X —,

betrachtet die Quadratsumme
Q=Nr

als Funktion von x und bestimmt ihr Mininiwm mit Hilfe der Differentialrechnung:
ac
dx

dQ

dz
2vi=0 @

Ya@—2=0

=3 2(—1)=-23

Yy —nx=0
1

z=;$x;=f (I1)

Die GIn. (I) und (1I) liefern folgenden

Satz
Das arithmetische Mittel
1 n
F=— Y (22.4)
n o)

ist derjenige Wert, fiir den die Summe der Fehler verschwindet und die Quadrat-
summe der Fehler am kleinsten ist.
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Es erscheint zweckméiBig, als StreuungsmaB fiir die MeBwerte z,; ...; z, einen Aus-
druck zu benutzen, der im wesentlichen auf der Quadratsumme der Fehler beruht.
Um ein Streuungsmaf zu erhalten, das in der GréBenordnung der Einzelfehler liegt,
macht man die Quadrierung und die Summierung durch Radizieren und Dividieren
wieder riickgingig.

Definition

Als StreuungsmaB fiir n gleichgenaue Beobachtungswerte wird die GréBe

1 7
— ' (2: 7)2 929.5
8= V‘” 1 5121 (z; — T) (22.5)

benutzt. Sie heit StreuungsmaB (im engeren Sinne), mittlerer Fehler (der Einzel-
messungen), mittlere quadratische Abweichung oder Standardabweichung. Die
GroBe s? heifit Streuung (im engeren Sinne) oder Varianz.

Die Bezeichnungen Standardabweichung und Varianz werden bevorzugt verwen-
det.

Der Divisor » — 1 hat eine anschauliche Bedeutung. Wenn nur ein Meiwert be-
stimmt wurde, dann kann iiber die Streuung noch gar nichts ausgesagt werden. Hat
man n Mewerte bestimmt, so liegen n — 1 iiberschiissige oder Kontrollmessungen
vor, die zur Beurteilung der Streuung dienen. Die Zahl der Kontrollmessungen nennt
man den Freiheitsgrad des Ausgleichsproblems.

Die Standardabweichung s der Einzelmessungen ist ein MaB dafiir, wie weit die
einzelnen Mefiwerte um das arithmetische Mittel streuen. Bei der Angahe des zu-
sammenfassenden Ergebnisses einer Mefireihe interessiert aber die Frage, wie weit
das arithmetische Mittel vom unbekannten wahren Wert des Objektes abweicht. Es
leuchtet ein, dafl das arithmetische Mittel den wahren Wert um so besser schitzen
wird, je groBer die Anzahl der Einzelmessungen, der Umfang der MeBreihe, ist. Es
1aBt sich zeigen, daB hierfiir der folgende Satz gilt.

Satz

Aus einer MeBreihe vom Umfang » sei das arithmetische Mittel Z und die Stan-
dardabweichung s der Einzelmessungen berechnet worden. Dann ist die Stan-
dardabweichung des arithmetischen Mittels gegeben durch die Gleichung

8
= (22.6)

Entsprechend dem relativen Maximalfehler in 22.1. kénnen hier die relative Stan-
dardabweichung der Einzelmessung s/Z und die relative Standardabweichung des
arithmetischen Mittels sz/Z gebildet werden. Vor der Berechnung von Standard-
abweichungen ist hiufig eine einfache Fehlerschitzung mit Hilfe des Maximalfehlers
niitzlich. Wihrend in 22.1. dazu im wesentlichen nur die Erfahrung des Messenden
herangezogen wurde, zeigt das folgende Beispiel 22.7., wie der Maximalfehler aus
mehreren MeBwerten objektiv definiert und berechnet werden kann.
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22.7,

22.8.

Bei der M g einer Schwi it ergaben sich untenstehende MeBwerte in Sekun-
den (Spalte 1). Zur ersten Orientierung iiber die Genauigkeit dieser MeBreihe soll das
arithmetische Mittel sowie der absolute und relative Maximalfehler berechnet werden.!)

i z—

2,87  —0,066
3,00 40,074
2,99 40,054

284  —0,096
2,97 40,034
14,68 0,000
Lisung:
= % = 2,936

Als absoluter Maximalfehler wird der absolut gréBte Einzelfehler aus Spalte 2 herausge-
sucht. Man findet

Az = 0,096.

Daraus ergibt sich der relative Maximalfehler

Az 0,096
Az, = — = —— = 0,0328.
TTZ T 293
Als Ergebnis der M g folgt in si aBer Rundung
Z =294

Az = 0,10
—_—
Az, = 3,3%.
—_—

In vielen elementaren Praktikumsversuchen geniigt eine solche Fehlerschitzung durch-
aus.

Aus den Angaben des Beispiels 22.7. sollen die absolute und die relative Standardabwei-
chung des arithmetischen Mittels berechnet werden.

Lésung:
% (z; — 2
2,87 0,00436
3,01  0,00548
2,99 0,00292

2,84 0,00922
2,97 0,00116

14,68 0,02314

1) Es erscheint zweckmiiBig, bei statistischen Bereck wegen & Ubersichtlichkei
grundsitzlich auf die Mitfithrung physikalischer MaBeinheiten zu verzick Im vorli d
Beispiel ist durchweg die MaBeinheit Sekunde zu erginzen.




258 22. Féblarrechmmg

Arithmetisches Mittel (vgl. Beispiel 22.7.):

T =— =2936.

o

Streuung (Varianz):

a= @ = 0,00578.

Standardabweichung der Einzelmessung

8 =70,00578 = 0,0759.

Standardabweich des arith ischen Mittels
oz = 20759 _ (0340
15 ;
Relative Standardabweichung des arithmetischen Mittels
25 _ 00340 _ 046,
z 2,936

Ergebnis der Messung:
z =204

0,03

Die wahre Schwingungszeit wird also zwischen 2,91 und 2,97 liegen (Bild 22.2). Eine
Prizisierung dieser Aussage ergibt sich in der mathematischen Statistik (25.3.).

2,90 295 300

) f %
zsx lsx _2

224. Fehlerfortpflanzung

Bild 22.2

Fiir Maximalfehler wurde die Fehlerfortpflanzung bereits im Abschnitt 22.1. behan-
delt. Der Maximalfehler der berechneten GréBe ist im wesentlichen durch das totale
Differential bestimmt (lineares Fehlerfortpfl tz). Wenn dagegen die
Standardabweichungen (mittlere Fehler) der direkt gemessenen Grofen bekannt sind,
dann gilt der folgende, oft als quadratisches Fehlerfortpflanzungsgesetz bezeichnete

Satz

Es sei 2 = f(z, y) eine bekannte Funktion der direkt gemessenen GréBen x und y
mit den Standardabweichungen s, und s,. Dann ist die Standardabweichung der
GroBe z bestimmt durch das Fehlerfortpflanzungsgesetz

8 = (:i) 82+ (a/) 8,2, (22.7)
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Gewoéhnlich sind die direkt g 1en GréBen arithmetische Mittel, die sich aus
mehreren EinzelmeBwerten ergeben haben. Dann bedeuten s, und s, die Standard-
abweichungen dieser arithmetischen Mittel, und s, ist die Standardabweichung des
Mittelwertes 2.

Fiir die vier Grundrechnungsarten lassen sich aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz
leicht die folgenden Sitze beweisen.

Satz
Fiir die Funktionen z = x + y bzw. z = & — y gilt

Fiir die Funktionen z = zy bzw. z = % gilt

2 2 2
G-+ 6) o
z @ y
Bei Addition und Subtraktion addieren sich also die Quadrate der absoluten Stan-
dardabweichungen, bei Multiplikation und Division addieren sich die Quadrate der
relativen Standardabweichungen.
BEISPIEL

22.9. Zur Bestimmung der Dichte eines festen Korpers wurde die Masse m und das Volumen V
gemessen. Es ergab sich

m = 357¢g 8p = 0,38 g
V =236 cm® sy = 0,53 cm?.

Gesucht wird die Dichte mit absoluter und relativer Standardabweichung.

Satz

Losung:

m 35,7g g
9 =—=— = 1,51 ——
14 23,6 cm® cm?

2 2 2
(2 - Co) - (%)
0 m 14
0,38\? 0,53\2
= (ﬁ) * (23,6)
= 0,0107% + 0,0225
= 0,000114 + 0,000505

= 0,000619
Ze _ 0,0249
[)
8, = 0,0249 - ¢
=0,0249 - 1,51 &
cm?
=0,0376-£

cm?®
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In sinngemiBer Rundung ergibt sich also

o = 1,51 g/om®

8, = 0,04 g/em?®

Lo _ 9,5%.
[4

22.5. Lineare Regression

Wenn die zu bestimmenden GréBen nicht direkt meBbar sind, denn spricht man von’
vermittelnden Beobachtungen. Es sei zum Beispiel fiir die Lingenausdehnung [ eines
Metallstabes in Abhingigkeit von der Temperatur T eine Funktionsgleichung

1=fT)

gesucht. Dann handelt es sich darum, aus fehlerbehafteten gemessenen Wertepaaren
auf eine moglichst gut angepaBte Funktionsgleichung zu schliefen. Allgemein kann
das Problem folgendermafen formuliert werden:

Zu n fehlerfreien Werten z; seien zugehérige MeBwerte y; experimentell bestimmt
worden. Gesucht wird eine ausgleichende Funktion y = f(z), die zwischen den ge-
gebenen ,,MeBpunkten‘‘ moglichst genau vermittelt.

y

Yi
PR
Yi

Bild 22.3

Xi X

Zur Lisung dieser Aufgabe wird die Methode der kleinsten Quadratsumme benutzt
(22.2.). Als einfachster Funktionstyp kommt eine Gerade

y=a+ bz

in Betracht. Fiir die Abweichungen zwischen MeBwert y; und Funktionswert #; der
Ausgleichsgeraden erhilt man die Fehlergleichungen (Bild 22.3)

v =y — B
=y —a— bz
Nun wird die Quadratsumme
n
Q=X
i=1

‘als Funktion der unbekannten Koeffizienten @ und b betrachtet. Gesucht werden die-
jenigen Werte fiir ¢ und b, fiir welche die Quadratsumme Q = @(a, b) am kleinsten
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wird. Da es sich um eine Funktion von zwei Variablen handelt, miissen die partiellen
Ableitungen verschwinden:

Q
—= =Y 2;(—1) =
i Y 20,(—1) =0
Q
= =Y 2u,(—=x;) =
= 2 2o(—=) =0
Daraus folgt
v, =0
E vz; =0

und durch Ersetzen von »; das Gleichungssystem
Z@—a—bx) =0
Yyi—a—bx)z = 0|
Nach Auflésen der Summen folgt
an  +b¥x = Xy
ez +bYat= 3y
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢ und b. Mit den Ab-
kiirzungen

| 1
E=—Xa =X
ergibt sich nach einigen Umformungen der
Satz
Die Regressionsgerade
9=a+bx

ist diejenige Gerade, fiir die die Quadratsumme der Fehler am kleinsten ist. IThr
Richtungsfaktor ist

2wy — nay

= X z¢ —

(22.10)

und ihr Ordinatenabschnitt betrigt

(22.11)

Es ist zweckma’il}ig, als weitere Kenngrofien die Varianz

——(Zx. 2% 3, z; + n2?)

&2 =

4——(Zx;’—2a‘mi:+n52)

{ -
8:

(X ;2 — nz?)

n—l
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und die Kovarianz

1 e
8y = o (X @ys — &)

einzufiihren. Dann ist der Richtungsfaktor der Regressionsgeraden durch die Glei-

chung

b=

Sz
8.2

bestimmt,

BEISPIELE

(22.12)

22.10. Bei verschiedenen Temperaturen 2 (in °C) wurde die Lingeninderung y (in mm) eines

Metallstabes gemessen.

Die MeBpunkte sind durch eine Gerade nach Augenmul} grafisch auszugleichen, und es

.7 | Yi
20 0,040
30 0,051
40 0,073
50 0,079
60 0,102
ist die Gleichung dieser G
y
on
Q05
0 20

Losung:

Aus Bild 22.4 licst man ah. daB die Punkte

P4(0; 0,008)

P,(60; 0,099)

auf der Geraden liegen. Daher miissen ihre Koordinaten die Geradengleichung

=a + bz

erfiillen. Es gilt also das Gleichungssystem

a@

= 0.008
« + 60b = 0,099
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mit der Lésung
a = 0,008 b = 0,00152.

Die Gleict der Ausgleichsgeraden lautet
9 = 0,008 + 0,00152.

Fiir viele elementare Praktikumsversuche geniigt eine solche grafische Ausgleichung
durchaus.

22.11. Aus den MeBpunkten des Beispiels 22.10. soll die Regressionsgerade rechnerisch be-
stimmt werden.

Lésung:

% i = ziYi
20 0,040 400 0,8
30 0,051 900 1,53
40 0073 1600 2,92
50 0,079 2500 3,95
60 0,02 3600 6,12

200 0345 9000 15,32

2 -2

g = 0,3;45 -

82 = % (9000 — 5 - 409) = 250

oy = % (15,32 — 5 - 40 - 0,069) = 0,38

b =238 _ 000152

250

a = 0,069 — 0,00152 - 40 = 0,0082.

Die Gleichung der Regressi aden lautet
# = 0,0082 i 0,00152z.

22.6. Trend

Die Entwicklungsrichtung einer 6konomischen Erscheinung im Verlaufe der Zeit
wird als Trend bezeichnet. Die Berechnung einer Trendfunktion kann als Spezialfall
_der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen (Regression) betrachtet werden. Es
liegt folgendes Problem vor:

Zu n Zeitpunkten ¢; seien entsprechende Werte y; eines statistischen Merkmals er-
mittelt worden. Gesucht wird eine ausgleichende Funktion y = f(t), die zwischen den
MeBpunkten méglichst gut vermittelt.
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Hier erhebt sich nun allerdings die Frage, welcher Funktionstyp zur Ausgleichung
benutzt werden darf. Diese Frage, die auch bei anderen Regressionsproblemen eine
Rolle spielt, kann prinzipiell nur von der Theorie des betreffenden Fachgebietes ent-
schieden werden. Bei Trendberechnungen ist der Funktionsansatz also vom Oko-
nomen zu begriinden. Wir beschrinken uns im folgenden mathematisch auf die Be<
rechnung einer linearen Trendfunktion.

Hiufig sind die vorgelegten Zeitwerte recht grofie Zahlen, z. B. Jahreszahlen. Dann
empfiehlt sich eine Abszissentransformation derart, daB man den Zeitwerten ¢ der
Reihe nach die Abszissen z = 1; 2; 3; ...; n zuordnet.

BEISPIEL
22.12. Im Jahre ¢t wurden in einem Betrieb y Stiick Fertigprodukte hergestellt.

¢ Y

1963 205
1964 226
1965 263
1966 283
1967 263
1968 287
1969 306
1970 329

Es ist die Entwicklung des Betriebes durch eine lineare Trendfunktion zu charakteri-
sieren.

Lésung:

Mit der Abszissentransformation z = ¢ — 1962 folgt

t z Y el xy

1963 1 205 1 205
1964 2 226 4 452
1965 3 263 9 789
1966 4 283 16 1132
1967 5 - 263 25 1315
1968 6 287 36 1722
1969 7 306 49 2142
1970 8 329 64 2632

36 2162 204 10389
36
8
_ 2182

8

I
I

=45
= 270,25
2 1 52
8,2 = 7(204—8~4,a-):6

1
oy = 7 (10389 — 84,5 270,25) = 94,3
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b=223 _ 150
6
a = 270,25 — 15,7 - 4,5 = 199,6
Die Entwicklung des Betriebes kann durch die Trendfunktion
y =200 + 15,7z

beschrieben werden (Bild 22.5).

v 4
350
3001 °
. A

o« e
201

.
20042 B70 i Bid 225

Kontrollfragen

22.4.
22.5.

22.6.
22.7.

Wie ist das arithmetische Mittel definiert? Welche Problemstellung liegt zugrunde?

Was ist unter der Standardabweichung der Einzel gen zu verstehen? Welche an-
deren Bezeichnungen fiir diese GroBe sind gebréuchlich?

Es ist die Problemstellung der Fehlerfortpflanzung zu erldutern!

‘Wie kann eine Regressionsgerade berechnet werden? Welche Voraussetzungen sind er-
forderlich?

Aufgaben: 22.12. bis 22.17.

22.7.

22.1.

22.2.

22.3.

Aufgaben

Die Zahlw = 3,14159265... werde durch die Niaherungswerte z, = % und z, = 850

ersetzt. 13
a) Wie groB sind die wahren Fehler von z, und z,?

b) Welcher Fehler ergibt sich fiir den Umfang U eines Kreises mit dem Radius » = 5 m,
wenn U unter Verwendung von z, bzw. 2, berechnet wird?

hioh

Der Durchmesser d eines Drahtes wurde unter Verwendung eines MeB: mit
(0,361 + 0,005) mm gemessen. Mit welchem relativem Fehler liBt sich daraus die Quer-
schnittsfliche berechnen?

Zur grafischen Bestimmung der Fliche eines Dreiecks wurden aus einer*Zeichnung mit
einem MaBstab die Grundlinie g = 171,4 mm und die Héhe & = 95,8 mm mit den
maximalen MeBfehlern Ag = Ak = 40,2 mm bestimmt. Wie groB ist der Maximal-
fehler fiir die Fliche?
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22.4.

22.5.

22.6.

22.7.

22.8.

22.9.

22.10.

22.11

22.12,

22.13.

22.14,

Von einem Quader wurden die Kanten mit @ = (32,3 4+ 0,1) em, b = (12,0 4 0,1) em,
¢ = (6,7 + 0,1) cm bestimmt. Wie gro8 ist der absolute Maximalfehler des Quader-
volumens?

Von einem Kegel wurden der Radius r = 30,4 cm und die Héhe 2 = 75,2 cm mit den
maximalen MeBfehlern Ar = Ah = 40,1 cm bestimmt. Wie groB ist der Maximal-
fehler fiir das Kegelvolumen?

Zur Bestimmung der Brennweite einer einfachen, bikonvexen Linse wurden die Gegen-
standsweite ¢ = 42,4 cm und die Bildweite b = 26,6 cm mit den MeBfehlern Aa = Ab
= +0,1 cm gemessen. Wie grof ist die Brennweite f und ihr absoluter Maximalfehler?

Im rechtwinkligen Dreieck wurden die Hypotenuse ¢ = (130 4- 0,06) m und die Kathete
a = (50 £ 0,02) m gemessen. Welcher absolute Maximalfehler ergibt sich hieraus fiir
den Winkel &?

Far die Fallzeit eines Korpers wurde t = 4,58 mit dem maximalen Meffehler At
=40,018g . Die Fallbeachl g ist mit g = 9,810 m/s? und Ag = 40,005 m/s®

bekannt. Mlt welohem Maximalfehler berechnet man die Fallhéhe A?

Bei der Widerstandmessung mit der WHEATBTDNEEChEH Briicke wird der zu bestim-
mende Widerstand R, aus B, = R W berechnet, wobei R = (10004 1)Q
der bekannte Widerstand und 2 = (765,8 4 0,3) die MaBzahl der am Mafstab abge-
lesenen Linge in mm sind. Mit welchem absolutem Maximalfehler ergibt sich R,?

Die drei Widerstinde R, = (100 4+ 1)Q, R, = (50 &+ 1) Q, R; = (250 4 2) Q sind
hintereinandergeschaltet. Wie groB ist fiir die Spannung U = (220 + 2) V die Strom-
stiirke des durchflieBenden Stromes und ihr relativer Maximalfehler?

. Die Widerstinde R, = (350 + 2) Q und R, = (100 4 1) Q sind parallel geschaltet. Wie

groB ist der Ersatzwiderstand R und sein relativer Maximalfehler?

Aus den folgenden MeBreihen sind zu berech
das arithmetische Mittel,

die Varianz,

die Standardabwelchung,

die Standard h des arithmetischen Mittels,
die relative Standardabweich des arithmetischen Mittels.
a) 8,13 b) 14,3 o) 527 d) 3720
8,15 14,2 513 3650
14,5 541 3830
558 38670

3540

Fiir ein Fadenpendel wurden die Linge ! und die Periodendauer 7' durch mehrmalige
Messung bestimmt. Es ergab sich

! =0,643 m 8; = 0,004 m

T=160s sp =0,028
Man berechne daraus die Erdbeschleunigung mit Angabe der absoluten und relativen
Standardabweichung.
Ein Wechselstrom mit der Frequenz 675 kHz durchflieBt eine Reihenschaltung von
Selbstinduktion L und Kapazitét C mit folgenden Werten:

L=56mH 8; = 0,1 mH

C = 35 pF . 8¢ = 0,3 pF ,
Gesucht ist der Blindwiderstand mit absoluter und relativer Standardabweichung.
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Aus den folgenden Wertepaaren ist die Gleich der R i den zu berech

22.16. g
a) z y b) = Yy
20 0,04 400 1800
40 0,06 1000 2300
60 0,10 1800 3200
) . 2300 3500
DX y dz g
0,259 0,737 0 16,9
0,383 0,898 1 21,8
0,422 0,955 2 269
0,546 1,108 3 32,0
0,642 1,245 4 36,6
5 41,3
22.16. Zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ (in 8) wurde die Geschwindigkeit v (in m/s) eines gleich-
miiBig beschleunigten Fahrzeugs g Man erhielt
t v
0 5,5
10 11,1
20 22,7
30 26,9
40 45,2
Es ist die bestmégliche Ausgleichsgerade fiir diesen Vorgang zu berechnen.
22.17. Die Spareinlagen pro Kopf der Bevélkerung cier DDR im Jahre ¢ betrugen y Mark:
11 v
1958 650
1959 810
1960 1020
1961 1180
1962 1260
1963 1380
1964 1610
Es ist diese Entwicklung durch eine lineare Trendfunktion zu charakterisieren und
grafisch darzustellen.

22.18. Um den Radius eines im Kreisbogen verlegten Gleises zu bestimmen, wurde eine Sehne
8 = (20 £ 0,01) m und die zugehérige Pfeilhéhe p = (0,085 4+ 0,001) m gemessen. Zu
berechnen sind r und Ary,, (Bild 22.6).

P
s s
2
A
Bild 22.6
22.19. Ein Hohlzylinder hat den #uBeren Radius r, ~ 10 ¢m, den inneren Radius 7, &~ 8 cm

und die Hohe & s 12 cm. Wie genau sind die drei GroBen zu messen, damit der Betrag
des relativen Maximalfehlers des zu berechnenden Vol héch 0,2% betrigt?
(Vgl. Beispiel 22.6.)
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22.20.

22.21.

22.22.

22.23.

Die Brechzahl einer Glassorte ergibt sich aus n = sfn—a‘.Wie genau miissen Ein-
sin

fallswinkel « s 33°20° und Ausfallswinkel g = 21° 45’ gemessen werden, damit

|An,| < 0,001 wird? (Vgl. Beispiel 22.6.)

Die Druck-Temperatur-Beziehung bei polytroper Zustandsénderung des idealen Gases
lautet
(=
T, = TypJp) *
Mit welchem relativem Maximalfehler ergibt sich 7';, wenn die Temperatur 7', = 358 K
+ 3K und die Driicke p, = 2,05 - 10~ Pa + 0,05 - 10~ Pa, p, = 3,85+ 10-5 Pa + 0,05
X 10~ Pa sowie der Polytropenexponent k = 1,39 + 0,03 gegeben sind?

Im Dreieck sollen die Seite b und die Winkel x und § gemessen und daraus die Seite a
berechnet werden.

a) Mit Hilfe der logarithmischen Diff iation ist die Fehlerformel fiir den relativen
Maximalfehler von a aufzustellen.
b) Wie genau mfissen b~ 220 m, x ~ 63°, B ~ 42° gemessen werden, damit |Aa,}

=< 3.10* ist? (Vgl. Beispiel 22.6.)

Im Jahre ¢ wurden 2 Fernsprechhauptanschlii ingerichtet, wobei die Kosten y ent-
standen (¢ in Tausend Stiick, y in Tausend Mark):

13 x Ki

-6 9 240
—4 16 390
—3 30 400
-2 37 480
—1 50 720 |
Fiir den Pl gszei sind folgende Haup hlisse vorg

t z

0 60

1 70

2 85

3 90

4 99

5 110

Welche Kosten sind in den Planjahren zu erwarten, wenn mit linearem Trend zu rech-
nen ist? (Hinweis: Man benutze die Regression zwischen z und y!)
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23.1, Allgemeines iiber Reihen

Bei der Anwendung der Mathematik auf die Lésung von Aufgaben aus der Ingenieur-
titigkeit spielen die unendlichen Reihen eine wichtige Rolle. Sowohl die Herleitung
von hiufig gebrauchten Niherungsformeln und die Beurteilung der mit ihnen er-
reichten Genauigkeit als auch die Berechnung der Funktionswerte zahlreicher Funk-
tionen, besonders in der modernen Rechentechnik, oder die Berechnung schwieriger
Integrale erfolgt mit Hilfe unendlicher Reihen. Im folgenden werden nach. kurzer
allgemeiner Einfiilhrung hauptsiichlich die fiir technische Anwendungen wichtigen
Potenzreihen untersucht. An einigen Beispielen wird gezeigt, wie Potenzreihen fiir die
Losung unterschiedlicher Aufgaben aus der Ingenieurpraxis eingesetzt werden kon-
nen.

Gegeben sei eine unendliche Folge:
{ug} = uy, Ug, Ug, ooy Uy, ous

Durch Addition der Glieder der Folge entsteht die unendliche Reihe:

M8

Up =y Uy Uy e Uy e (@

k=1

]

Diese Erklirung der unendlichen Reihe ist jedoch unzureichend. Das ergibt sich so-
fort bei der Frage nach der ,,Summe** der unendlichen Reihe, da die Addition von
unendlich vielen Summanden nicht definiert und praktisch auch nicht méglich ist.
Deshalb werden, bei «, beginnend, schrittweise Teil- oder Partialsummen gebildet:

S =u

S, Uy + Us.

83 = Uy + uy + ug

8, heiit die n-te Teilsumme und ergibt sich aus der Summe der # ersten Glieder der
Folge. Die Teilsummen bilden die Teilsummenfolge:

S} = 81, 8z, S, «vvy Sy - an
die lediglich einen anderen Ausdruck fiir die unendliche Reihe (I) darstellt.
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Definition:
Es sei {u;} = uy, 4y, ug, ..., Uy, ... eine unendliche Folge. Dann ist eine unendliche
Reihe der Ausdruck

kZuk=u1+uz+ua+~~+u,.+---
=1

unter dem die Folge {8,} der Teilsummen
Sp = + up +ug + -+ +
zu verstehen ist.

Die Frage, ob die unendliche Reihe eine Summe hat, ist gleichbedeutend mit der
Frage, ob die Teilsummen 8, mit wachsendem n einem Grenzwert § zustreben, d. h.
ob die Teilsummenfolge (IT) konvergent ist.

Definition:

Eine unendliche Reihe hei8t konvergent, wenn die Folge der Teilsummen konver-
gent ist, wenn also der Grenzwert lim S, = § existiert. S heiBt die Summe oder

der Wert der unendlichen Reihe ur’llttlb elilan schreibt
kZlu.=uz+‘uz+ua+ e Uy e =8
Eine nicht konvergente unendliche Reihe heiBt divergent. Eine unendliche Reihe

heiBt alternierend, wenn die zugrunde gelegte Folge alternierend ist, d. h. die Glieder
der Reihe abwechselnd positiv und negativ sind.

BEISPIELE
23.1. Die unendliche Reihe
® 1 1,1 1 1
R A S
hat die Teilsummen
8= . D—
2 2 2-
1,1 3 1
By i i = =1——
=7ty 4 4
1,1, 1 7 1
[ T B =il =1——
=g tetet 8 8
1,1 1 on—1 1
8 =—=+—+— — o s e
" 2+4+s+ +2" on 2n
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23.2.

deren Glieder augenscheinlich gegen eins streben. Wegen

lim 8, = lim (1 — L") =1

n—soo n—co 2
ist die Teilsummenfolge und damit auch die unendliche Reihe konvergent, und die un-
endliche Reihe hat die Summe § = 1.
In Bild 23.1 ist die Teilsumme S, = % + % + —;—- + ]_16 anschaulich als Fliche darge-

stellt. Das Bild zeigt die Konvergenz der Reihe, da durch Hinzunahme weiterer Glieder
der Reihe das Quadrat mit der MaBzahl eins der Fliche schrittweise immer weiter aus-

gefiillt wird.
1
8

Bild 23.1
Die unendliche Reihe
)
T2 =2+4484 42" e
k=1

hat die n-te Teilsumme

S, =2+448+4 2%,

. die fiir n — oo unbegrenzt groBer wird. Es existiert kein Grenzwert, die Reihe ist diver-

23.3.

gent.
Die Reihe
X (—1)k1 1 1 1
B0 e i oo o o
k=1 k 2 * 3 4 *

ist eine alternierende Reihe. Es liBt sich beweisen, daB diese Reihe konvergent ist und die
Summe § = In 2 besitzt.

Aufgabe: 23.1.

23.2.

Die unendliche geometrische Reihe

Aus der in 12.1.3. behandelten geometrischen Folge

{w} = {ug*Y) = u, wg, we?, wme®, ..., wg™ Y, ...

entsteht durch Addition der Glieder die unendliche geometrische Reihe:

kglu.q““ =+ wmg + @+ m@ + o+ ugt
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Fiir die Summe der n ersten Glieder, also fiir die Teilsumme S,, ergibt sich nach (12.6)
der Ausdruck

1_ L] .
S=mg—r- @D

Die Konvergenz der unendlichen geometrischen Reihe hingt von der Existenz des
Grenzwertes

—
lim 8, = lim g ~—9
o0 1—g¢

und damit von ¢ ab. Es folgt fur

lgl < 1: lim ¢" = 0 und damit
n—c0

1— g s
™1 _. die unendliche geometrische Reihe ist

Uy
—_— q 3
lg| > 1: lim ¢" = oo, d. h., der Grenzwert lim S, existiert nicht, und die unend-

hm 8, =lim
o 1—g 1
m dlesem Fall konvergent mit der Summe § = 1

n—00 n—-00
liche geometrische Reihe ist divergent.
g=1: Die Formel fiir die Teilsumme wiirde lim u, kA e WL
s T 1—1_0
also einen unbestimmten Ausdruck ergeben. Es ist aber
lim S, _lim (u‘+u,+ <+ ) —limnu‘ = oo,

n—>00

die unendhche geometrische Reihe 1st dlvergent

¢g=—1: EsistS, =u; —w +u —u+ —--+ (—1)" ' u und wegen §;, = u,,
8, =0,8 =u, 8, =0, ...ist die Teilsummenfolge und damit die un- -
endliche geometrische Reihe (unbestimmt) divergent.

Satz:

Die unendliche geometrische Reihe
©
kEI gt = wuy + g + gt 4 o gt

ist fiir |g| < 1 konvergent und hat die Summe

(23.1)

BEISPIELE
23.4. Die unendliche geometrische Reihe

& 1 \k-1 2 2 2
2(—=) =2 =422 4 _ ..
z ( 3) st "m T
hat das Anfangsglied %, = 2, den Quotienten ¢ = —% und damit die Summe
1 3

8 = =

1
5 S R
+ 3



'23.3. Das Restglied 273

23.5. Ein mathematisches Pendel fiihrt unter dem EinfluB von Reibungskriften gedimpfte
Schwingungen durch, die im Punkt P, beginnen sollen. Der Pendelkérper legt in der
ersten Halbschwingung von P; nach P, die Bogenlinge s, zuriick, in der zweiten Halb-
schwingung von P, nach Py die Bogenlinge s, = 0,968, in der dritten Halbschwingung
von Py nach P, die Bogenlange 8; = 0,965, usw. Es wird die Annahme gemacht, dafl das
Pendel im Gegensatz zum realen Vorgang nicht zur Ruhe kommt. Gegen welchen Wert
strebt dann der Gesamtweg des Pendelkorpers?

P,
P, 2 .
1 B, 75, Bild 23.2

Losung: Der Grenzwert des Gesamtweges ist die Summe der unendlichen geometrischen
Reihe
8 =& + 0,963, + 0,96%, + .-

mit u, = 8 und ¢ = 0,96. Fiir s folgt

e 25s, .
1-096 —
23.6. Der unendliche periodische Dezimalbruch 0,57 ist in einen gemeinen Bruch zu verwan-

deln.

Losung: Der periodische Dezimalbruch la8t sich als Summe einer konvergenten unend-
lichen geometrischen Reihe darstellen:

= 51 | 51 57
T g ol B
% 100 * 1002 7 100 +

Mit u, = fg—o und ¢ = ﬁ folgt fiir die Summe

57
w, 100 57 _ 19

t—g, 1 9 33
100

Auch die unendliche Reihe aus Beispiel 23.1. ist eine unendliche geometrische Reihe
. 1 '

mit u; = ?und 9=3-

Aufgaben: 23.2. bis 23.5.

23.3. Das Restglied

Fiir eine unendliche geometrische Reihe kann in Abhingigkeit von ¢ sehr leicht die

Konvergenz oder Divergenz der Reihe festgestellt und bei Konvergenz nach (23.1)
sofort die Reih me S berechnet werden. Fiir beliebige Reihen sind die Konver-
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genzuntersuchungen und im Konvergenzfall die Berechnung von § nicht mehr so
einfach.
Nur bei wenigen Reihen kann der Grenzwert lim S, = § tatsiichlich berechnet wer-

n=>00

den, so daf} damit die Konvergenz bewiesen und die Summe § ermittelt wurde. Bei
vielen Reihen ist die Berechnung des Grenzwertes nicht moglich. Es kann dann in
einem ersten Schritt unter Verwendung von , Konvergenzkriterien‘ nur untersucht
werden, ob die Reihe konvergent ist. Ist das der Fall, dann mu8 wie bei allen Anwen-
dungen noch die Reihensumme S berechnet werden. Hierzu werden die  ersten Glie-
der der Reihe addiert, d. h., es wird die n-te Teilsumme S, gebildet und diese als
Niherungswert fiir die Reihensumme S verwendet :

S8y =u + ug+ -0 + uy

Die Summe der unendlich vielen weggelassenen Glieder der Reihe, das sind alle
Glieder von u,4; ab, stellt den Fehler der Néherung dar und heiit das Restglied B, :

[ Ra =8 — 80 = ttuns + e + -~ (23.2)
Es gilt also
8 :k:l Up = Uy + Uy + Us + o0+ Uy + Unyy F Upga F o0
8, Ry,

| berechneten Niéherungswert S, zu addieren wire, um die Reihensumme S zu er-

Das Restglied stellt den (meist unbekannt bleibenden) Wert dar, der zu dem
halten.

Die Anzahl n der verwendeten Glieder hingt von der angestrebten Genauigkeit der
Niherung S &~ S, ab. Es gilt nimlich nach der Definition fiir konvergente Reihen
th =28. Daraus folgt 11mR _hm (S Sp) _llmS—th =8—-8=0.

Umgekehrt folgt aus llm R = 0 der Grenzwert lim S = hm (S R,) =

nc0
Satz
] Esist genau dann lim R, = 0, wenn die Reihe konvergent ist.

00
Nach diesem Satz wird bei konvergenten Reihen der Fehler R, der Niherung 8 ~ S,
mit wachsendem n immer kleiner, so dafl S durch Erhohung der Anzahl der verwen-
deten Glieder mit beliebig hoher Genauigkeit berechnet werden kann.

BEISPIELE
23.7. Die unendliche Reihe aus Beispiel 23.1. hat die Summe § = 1 und die Teilsumme
1
S,=1 T Daher ist das Restglied R, =8 — 8, =1 — (1 - —217) :%. Fir

n — oo strebt R, gegen Null.
23.8. Es laBt sich beweisen, daB die folgende Reihe konvergent ist:

3 4 5
S~04+04+0:; O,4+04
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Um die Reihensumme 8 genéhert zu berechnen; werde z. B. die Teilsumme S, gebildet :
4
S, =04 + o+ % — 0,50773.
Die Teilsumme §; ergibt:
0,4%
8; =04+ - + == 0,50979.

‘Wegen der Konvergenz der Reihe muB 8; eine bessere Naherung fiir die Reihensumme S
als die Teilsumme S, sein. Uber die Giite der Néherungen § ~ §, bzw. § ~ S selbst kann
allerdings zundchst keine weitere Aussage gemacht werden (Es 1Bt sich zeigen, daB die
Summe der Reihe § = —In 0,6 = 0,61083 ist.).
Wie in Beispiel 23.8. bleibt allgemein mit § auch R, unbekannt. Um trotzdem etwas
iiber die Genauigkeit der Niherung § a~ S, aussagen zu kinnen, wird die Gréfie von
R, abgeschitazt.

Am einfachsten ist die Restgliedabschiitzung fiir alternierende Reihen:

Satz

Bei alternierenden konvergenten Reihen ist der absolute Betrag des Restgliedes
stets kleiner als der absolute Betrag des ersten vernachlissigten Gliedes:
[Bal < |, -

und R, besitzt dasselbe Vorzeichen wie wgy, . ‘
Anmerkung: Der Satz gilt strenggenommen nur fiir solche alternierende Reihen, fiir
welche die Betrige der Glieder monoton gegen Null streben, was aber bei den meisten
praktisch anwendbaren Reihen der Fall ist.
An Stelle eines Beweises wird der Satz an folgendem Beispiel veranschaulicht.

BEISPIEL
23.9. Fiir die alternierende Reihe
0o (—1)k-1 1 11
Al e st e a il g,
=1 B 22 * 32 g +

deren Konvergenz gezeigt werden kann, soll als Niherungswert fiir § die Teilsumme

1 1 1,1 1
==l gty T T e

berechnet werden. Es ist bei gewiihlter 4stelliger Genauigkeit
8 = 1,0000 — 0,2500 + 0,1111 — 0,0625 + 0,0400 — 0,0278 = 0,8108.

Ohne Restgliedabschétzung kann keine Aussage dariiber gemacht werden, welche der
Ziffern von 84 ,,gesichert* sind, d, h, mit den Ziffern der unbekannten Summe § iiberein-

Das 6 gl
1 1 1 1 1
i T T T

1iBt sich wie folgt schreiben:

1 1 1 1 1
B=—f— o) [ ) — ..
7 82 9 102 112
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bzw. :
1 1 1 1

B (W‘?)J’(ﬁ_x_oz) L

Da alle auftretenden Klammern positiv sind, folgt aus der ersten Schreibweise, daB

|Rg| < % = %; = Uy, i8t, und aus der zweiten Schreibweise, daB R, ebenso wie das

erste vernachlissigte Glied u, = % positiv ist in Ubereinstimmung mit obigem Satz.

Es ist also

1
O<R°<F‘

Nach Addition von S, folgt
s,<sﬁ+R¢<sﬁ+%.

Damit wurde wegen § = 8, -+ R, die unbekannte Summe § zwischen zwei Grenzen ein-
geschlossen:

1
<8< 8+ =
0,8108 < § < 0,8312

Es ist also nur die in der linken und rechten Schranke tibereinstimmende erste Zahl nach
dem Komma gesichert:

8§=08....

Analog zum Beispiel 23.9. kann auch fiir B, < 0 die Summe S zwischen zwei Schran-
ken eingeschlossen werden. ZusammengefaBt gilt bei alternierenden Reihen fiir

Upyy > 02 Sp <8 < 8p + Unn
Upy <O0: Sy +upn <8 <8,

Aufgaben: 23.6. und 23.7.

23.4. Potenzreihen

In 23.1. wurden unendliche Reihen mit konstanten Gliedern hetrachtet. Im folgenden
sollen die Reihenglieder Funktionen sein, und zwar von der Form u, = a,a*.

Definition
Die unendliche Reihe

2t =ay + ar + a2 + a5z + -+ ae” + -

k=0

heiBt Potenzreihe. Die Zahlen a, sind die Koeffizienten der Potenzreihe.
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Auch die Teilsummen der Potenzreihe sind Funktionen von z:
So(x) = ao
8i(x) = ao + ax
8y(x) = ap + ayx + anr?

Die n-te Teilsumme einer Potenzreihe ist also eine ganzrationale Funktion n-ten
Grades.

Wird fiir z ein fester Wert » = =, eingesetzt, dann ergibt sich eine Reihe mit kon-
stanten Gliedern:

o
N axe* = ay + ay7y + aaxe? + agze® + -0 + ez + -,

und es gelten die Betrachtungen aus 23.1. Ist die Potenzreihe fiir 2 = x, konvergent,
dann existiert eine Summe &8, fiir die, da sie von z, abhingt, § = f(,) geschrieben
wird:
8 = (@) = ag + @12 + as%e® + agme® + -+ + @z + +--.

Ist die Potenzreihe fiir alle z aus einem Intervall I konvergent, dann gehért zu jedem
z € I eine Summe S, d. h., S ist eine Funktion von z: 8 = f(z) fiir alle « € I. Diese
Funktion heiit Summenfunktion. Es 1aBt sich beweisen, daB fiir alle Potenzreihen
das Intervall I symmetrisch zum Nullpunkt liegt und daher die Form

I = (—r;r)
hat. I heiflt der Konvergenzbereich oder das Konvergenzintervall der Potenzreihe,
r heiBt Konvergenzradius.

Zur Berechnung des Konvergenzradius einer gegebenen. Potenzreihe dient der
folgende

Satz
Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a;2* ergibt sich aus
=
e 1 (23.3a) bzw. . (23.3b)
lim Vla,| n—»c0| Bn+1
N0

Fiir x € (—r;r) ist die Potenzreihe konvergent, fiir € (—oo0; —r) u (r; c0) di-
vergent, wiahrend fiir + = —r und x = r Konvergenz oder Divergenz vorliegen
kann (Bild 23.3).

Der Beweis kann hier nicht gefiihrt werden.

Divergenz Konvergenz Divergenz
3 N — ;
o owk o v Bild 23.3
-r 0 r X
I

-— =
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Ist r = oo, dann ist I = P. Die Reihe konvergiert fiir jedes z und heifit bestindig
konvergent. Ist » = 0, dann ist I = {0}. Die Reihe konvergiert nur fiir z = 0 und
heiBt nirgends konvergent.

Fiir die Berechnung von r wird im allgemeinen die leichter zu handhabende Formel
(23.3b) verwendet. LaBt sich damit der Grenzwert nicht berechnen, wird (23.3a)
benutzt. .

BEISPIEL
23.10. Es sind die Konvergenzbereiche der folgenden Potenzreihen zu bestimmen:
®  (__{)k-1 ] ® k
&)E(LT"‘ b) X kkek o) 3 A=
=1k k=1 k=0 k!
Lésung :

a) Die Reihe lautet

S (=1 1 1 (=t (=n"

Sl e e B BB il o S o oy R DR
k=1 k z ® 2 S 3 : = n =+ n+1 =k
d. h.,

1 1 (=1t (—r

a,:l,a,:—;,as:?,....a,,=—n)-—,a,,“= 1
Nach der Formel (23.3b) ist

r=1lim |2 = lim —>— Z1lim E-l—zl.

n—00 [@niy n—sc0 n—sc0 M
n+1

Die Reihe ist also fiir z €¢ I = (—1; 1) konvergent.

b) % kkgk = 2 4 42 + 272% + -+« + nt2® 4 ...
=1

Zur Berechnung von 7 wird die Formel (23.3a) benutzt.

Mita, =natfolgt r = ——=—— =10

c)Ez_k=1+z+ixn+Lr!+“.+_l_xn+;znn*_,..
R 2 31 al wr i
1 1
LT T VT
retim [ = tim BEDY e ) =0
nosoo |Bnia| nooo 7! n—>o0

Die Reihe ist fiir alle 2 konvergent: 7 = P.
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Das Restglied einer Potenzreihe ist ebenfalls eine Funktion von x:

R(z)

(23.4)

Fiir alle » € (—r; r) ist nach dem Satz aus 23.3,

lim R,(x) = 0.
n—>o0
Ohne Beweis sei noch ein wichtiger Satz iiber Potenzreihen angegeben.

Satz

Eine Potenzreihe kann im Innern des Konvergenzbereiches gliedweise differen-
ziert und integriert werden. Die neu entstehenden Potenzreihen haben den gleichen
Konvergenzbereich wie die urspriinglichen Reihen.

Aufgabe: 23.8.

23.5. Entwicklung gegebener Funktionen in Potenzreihen
23.5.1. Die 1. Form der Taylorschen Reihe

Die einfachsten Funktionen sind die rationalen und besonders die ganzrationalen
Funktionen

g(@) = ag + &> + aga® + -+ + a2,

Sie gestatten es, auf einfache Weise zu gegebenem z den Funktionswert g(z) zu
berechnen. Schwieriger wird die Berechnung bei irrationalen Funktionen, wie z. B.

] =
flx) = Vx’ — V=. Bei transzendenten Funktionen wie y = sinz oder y = Inz ist
theoretisch eine Berechnung der Funktionswerte durch endlich viel algebraische
Rechenoperationen iiberhaupt nicht méglich, Es wird deshalb die Aufgabe gestellt,
derartige Funktionen niherungsweise durch die einfachsten, d. h. die ganzrationalen
Funktionen darzustellen. Das geschieht auf folgendem Weg:

Zu der gegebenen Funktion y = f(x) wird diejenige Potenzreihe gesucht, die im
Konvergenzbereich diese Funktion als Summenfunktion besitzt. Es heift, y = /()
wird in eine Potenzreihe entwickelt. Wird von der Potenzreihe die n-te Teilsumme
verwendet, dann ist die Funktion tatsichlich geniéhert durch eine ganzrationale
Funktion n-ten Grades dargestellt :

f(&) ~ 8y(x) = ag + ay2 + a2 + -+ + «p2”.
Da im Konvergenzbereich lim R,(x) = 0 ist, kann durch Vergréflerung von n die
n—s00
Genauigkeit der Naherung beliebig erh6ht werden,
Die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe kann nach verschiedenen Metho-
den erfolgen. Eine verhiltnismiBig universell anwendbare Formel stammt von
Taylor (Brook Tayror, 1685 bis 1731, englischer Mathematiker). Zu ihrer Her-

leitung wird fiir die gegebene Funktion y = f(x) eine Potenzreihenentwicklung mit
noch unbekannten Koeffizienten «, angesetzt:

(@) = ag + a1x + agx® + azx® + o + ap@® + o0 (I)
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Die Funktion y = f(x) besitze stetige Ableitungen beliebig hoher Ordnung. Zur Be-
rechnung der a; wird (I) beliebig oft nach x differenziert:

fx) =a; + 2090 +  3a2: + - + naxtt 4 -

@) = 2a, +2-3a5x + -+ (0 — 1) naz" 4 .o
@) = 2-3a; + -+ (0 —2) (n — 1) naz" 3 4 .o
£() nlag + - (1)

Die Funktion y = f(z) und alle Ableitungen seien an der Stelle x = 0 definiert. Dann
folgt aus (I) und (II) mit x = 0:

1(0) = ap und umgestellt «, = f(0)

10 =a —
£1(0) = 2la, g = /'—;—(?)

o
1'(0) = 3lag g = /—3(! )
1(0) = nla, 0y =2

Damit wurden alle Koeffizienten «;, durch die Funktion bzw. ihre Ableitungen an der
Stelle & = 0 ausgedriickt, und fiir (I) 148t sich schreiben

0 " () () (n+1)(()
) =10+ 1@ s+ e e D sy B0 SO

x‘ll+l + o
(I1I)

Bei der geniiherten Berechnung von /() aus der n-ten Teilsumme 8,(x) ist

/(n+1)(0) - /(n+2)(0)

(n + 1)! (n + 2)!

das zugehorige Restglied. Es ist im allgemeinen wieder unbekannt, so daB seine GroBe

nur abgeschétzt werden kann. Eine fiir die Abschitzung giinstige allgemeine Form

des Restgliedes stammt von Lagrange (JoserH Louis LAGrRANGE, 1736 bis 1813, franz.
Mathematiker):

RBy(z) =

.

/(n+l) (’191)

) = @

™l 0<d < (23.5)

Die Unbestimmbarkeit des Restgliedes wurde hier auf eine GrofBe & konzentriert,
von der nur bekannt ist, daf sie zwischen Null und eins liegt.
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Die Reihe (III) heiit die 1. Form der Taylorschen Reihe oder MacrauRINsche Reihe
(CoLiy MacLAvURIN, 1698 bis 1746, englischer Mathematiker):

N o e 11O PO O
fio) =10+ s+ L 2 4 o+ SR fom et |
Sul2) Ry(2)
20

Die Formel f(z) = f(0) + f'(0)z + --- + Sl 2" + R,(z) heiBt TayLorsche For-

mel. Sie geht fiir alle z € I in die TayLorsche Reihe iiber, wenn fiir dieses Intervall
lim R,(x) = 0 ist.

n—o0

Anmerkung: Wird fiir eine Funktion y = f(z) die Taylorentwicklung nach (23.6) vorgenommen
und dann nach (23.3) der Konvergenzbereich I bestimmt, dann kann es in Ausnahmefillen vor-
kommen, daB die Taylorreihe in I als Summenfunktion nicht ¥ = f(z), sondern eine andere
Funktion besitzt. Dagegen ist die Existenz des Grenzwertes lim R,(x) = 0 fiir « € I notwendig

n—00
und hinreichend dafiir, daB die Funktion y = f(z) in I durch ihre Taylorreihe dargestellt wird.
Durch die hier vorgenommene formale Herleitung der Taylorschen Reihe konnten diese Ge-
sichtspunkte nicht herausgearbeitet werden.

Wird, je nach der geforderten Genauigkeit, die Funktion y = f(x) genihert durch die
Teilsummen 8, 8, ... dargestellt:

fx) =~ 8i(x) = /(0) + f(0) x

1) ~ Sa2) = 1O) + f(0) 2 + L& o

21

50 bedeuten die Niaherungen geometrisch, dafl die zu y = f(x) gehorige Kurve durch
Parabeln 1., 2. oder hoheren Grades ersetzt wird. Diese Nitherungsparabeln beriihren
die Kurve im Punkt Py(zo = 0) und schmiegen sich der Kurve um so mehr an, je
héher der Grad n der Naherungsparabel ist (Bild 23.4).

Im folgenden werden einige wichtige Funktionen in Potenzreihen entwickelt.

@
//‘-';5
y PYNT
R
- o
f ok
(‘: kN
'—‘ =
A
K
A
g
Bild 23.4
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23.5.2. Entwicklung einiger spezieller Funktionen -
a) Die Reihe der Exponentlaltunktion f(x) = e®

Fiir diese Funktion ist f(x) = f'(x) = f"'(x) = :-+ = e fiir beliebig hohe Ableitungen
und f(0) = f'(0) = f"'(0) = -+- = 1. Aus (23.6) ergibt sich damit die Potenzreihe

e B e

e—1+x+2!+3!+ +n'+(n+l)!+
Mit a, = % und dny = T ! e berechnet sich der Konvergenzradius r nach
(23.3b) aus

1
rn !
r=1lim =lim P —lim Ebl lim (n 4+ 1) =
n—00 | Tn+1 n—o0 1 n—>00 n! n—>00
(n + 1)!

Der Konvergenzbereich ist I = P, die Potenzreihe ist bestindig konvergent.

e
=1+ ot grtgr o=

.C
= S 2P (23.7)

u[/jz

Fiir die Summendarstellung ist die Definition 0! = 1 zu beachten.

BEISPIEL

23.11. Es ist der Funktionswert f(z) = o7 fiir 2 = 0,5 unter Verwendung der Reihe (23.7) bis
zum Glied 5. Ordnung zu berechnen und die erreichte Genauigkeit abzuschitzen.
Lésung: Nach (23.7) ist

3 4
e“-":l+05+—+——05 + 2 +°5 + R(0,5). (v
Um einen Anhalt zu haben, auf wieviel Dezimalstellen die einzelnen Summanden zu be-
rechnen sind, wird zuerst das Restglied nach (23.5) berechnet und abgeschitzt. Mit
n + 1 = 8, f®)(z) = e?, also f€(Bz) = e®7 und « = 0,5 ist

5
,58.

Ry(0,5) =

Wegen 0 < # < 1 ist, wenn & durch 0 bzw. 1 ersetzt wird:

oder
1

g e 058
a7 050 < Ry0.5) < - 05
Wird noch €% durch den runden groBeren Wert 2 ersetzt, dann ist

%<R5(05)< = 0,5
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oder
12,2108 < Ry(0,5) < 4,3 105, V)

Das Restglied ist kleiner als 5 Einheiten der 5. Dezimalen, so daB sich 4stellige Genauig-
keit ergeben wird. Zur Sicherheit werden die Summanden in (IV) auf 2 Dezimalen mehr
ausgerechnet:

e =1 4+ 0,5 4 0,125 -+ 0,020833 + 0,002604 + 0,000260 + R,(0,5)
e"% = 1,648697 + R;(0,5).
Mit (V) folgt:
1,648697 + 2,2 - 10~° < e*F < 1,648697 + 4,3 - 10-°
1,648719 < e*® < 1,648740.
Vier Dezimalen des Funktionswertes sind gesichert:

&5 = 1,6487...
Durch Runden, dem praktisch wichtigeren Fall, ergeben sich hier ebenfalls 4 gesicherte
Dezimalen:

%% & 1,6487.
—_—

Aus (23.7) folgt mit 2 = 1 eine Potenzreihe zur Berechnung der Zahl e:

1 1 1
e=1+1+ﬁ+ﬁ+i

b) Die Reihe der Sinusfunktion f(x) = sin @

Fiir die Funktion und ihre Ableitung folgt
fz) =sinz undbeiz =0 f(0) =0

+ .-

f'(®) =cosx fo)=1
f'(x) = —sinz "0 =0
(@) = —cos z f7(0) = —1
) =sinz 190) =0
f®(x) = cos 1®0) =1

Diese Werte in (23.6) eingesetzt ergeben die Potenzreihe

sinz =2 —

28 25 . = i Z2k+1 )
ﬁ-‘_ﬁ = iwnn _‘Eo(—l) m, xEP}

(23.8)

Die Sinus-Reihe ist besténdig konvergent. Der Beweis kann mit Hilfe der Formel
(23.3b) gefiihrt werden.

BEISPIEL
23.12. Es sind die Funktionswerte sin 10° und sin 10’ auf 5 Dezimalstellen (gerundet) zu be-
rechnen.

Ldsung: Die bstellige Genauigkeit ist erreicht, wenn der Fehler der Naherung, also
R, (), kleiner als 5 Einheiten der 6. Dezimalen betriigt. Da die Sinus-Reihe alterniert,
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ist | R,(z)| kleiner als das erste vernachlissigte Glied: Die Reihe kann daher dann abge-
brochen werden, wenn der Betrag des letzten berechneten Gliedes kleiner als 5 - 10~ ist.
Fiir die Zwischenrechnungen werden 7 Dezimalen verwendet. Die Winkel sind in Bogen-
maB umzurechnen.

sin 10° = sin 0,1745329

017453295
5!

3
= 01745329 — LLTA5929°

= 0,1745329 — 0,0008861 + 0,00000135 — + -+~
=0,17364818 — + --- sin 10° & 0,17365

_
sin 10’ = sin 0,0029089

= 0,0029089 — b e

0,0020089°
31
= 0,0029089 — 4. 10~ 4 ..

= 0,0029089 — 4 ... sin 10’ &~ 0,00291

Fiir die Rechnung sind um so weniger Glieder erforderlich, je kleiner 2 ist.

Bild 23.5 zeigt fiir die Naherungen

sinzx ~ x; si 2 ud
T, smx~z—§, smx~x—§+ﬂ
Y
&
’**\é_ri
* &8
J—\\+ I\ ;ﬁé\
\ ">é
o\ +
' Bild 23.5
0 7 \ \ x

die zugehorigen Naherungsparabeln 1., 3. und 5. Grades. In der folgenden Tabelle
sind fiir die ersten beiden Niherungen und verschiedene Genauigkeitsanforderungen
die erlaubten Intervalle des Winkels in Bogen- und GradmaB ‘angegeben.

Genauigkeit auf

3 Dezimalen 4 Dezimalen 5 Dezimalen 6 Dezimalen
3 || < 0,144 |z] < 0,087 |2 < 0,033 lx| < 0,014
sinz ~ 2
o] < 8,2° o < 3,8° lo| < 1,8° o] < 0,8°
. |2| < 0,570 l2| < 0,359 |x| < 0,227 |z < 0,143
sinzR r — —
3! x| < 32,6° |l < 20,6° || < 13,0° lo| < 8,2°
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c) Die binomische Reihe

Zu einer vielseitig anwendbaren Reihe fiihrt die Entwicklung der Funktion
f@) =1+

mit der beliebigen reellen Zahl m. Es ist

f@) =1+ =)™ 70) =1
f(@) =m(l + 2" f(0) =m
/(@) =mim — 1) 1 + )2 1(0) =m(m — 1)

1@ =mim —1) (m — 2) 1 + 2)™2 f"'(0) =m(m — 1) (m — 2)

Damit folgt aus (23.6):

Qo =1tmz+ mm—1) , mm—1)(m

TR 30

—2) 28 4 .-
(VI)

Die Koeffizienten von z sind Binomialkoeffizienten (vgl. 2.6.4.), deren allgemeine
Form lautet:

m(m—1)(m—2)---(m—k+1)__(m)

k! k)
Mit (VI) ergibt sich die bionomische Reihe

L+ =1+ me+ (';‘) 2 (7;)1"’—1— =§0(’:) o ze(—1;1) | (23.9)

Der angegebene Konvergenzradius r = 1 folgt nach (23.3b) aus

m m(m — 1) --- (m —n 4 1)
—1 Ay -1 n —ii n!
T ol Gni | | M || ne |mm — 1) n —n £ 1) m —n)
n41 (m 4 1)!
1
g
=lim|n+1 =i, || =
e e =
n

Ist m eine natiirliche Zahl, dann werden alle Binomialkoeffizienten Z" fir k>m

gleich Null, und die Reihe bricht ab. Die unendliche binomische Reihe geht dann in
eine endliche Reihe, den binomischen Satz, iiber.
Die binomische Reihe dient zur Herleitung vieler Niherungsformeln (vgl. 23.5.4.).
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BEISPIELE
23.13. Firr die Funktion f(z) = V1 + z lautet die Reihenentwicklung

1 1 1
1 i~ i -y
Vl_ﬁ=(1+x)’=1+%z+<§)z=+(§)zﬁ+<i)z‘+---

1 1,1 5
z 1.1 T g 18 =
4y 3715 et

Fiir sehr kleine z gilt die Naherung

Vm~1+§-- (VD

Wird 4stellige Genauigkeit verlangt, dann muB, da die Reihe alterniert, |R,(z)| < -;— 22

< 6+ 10~ sein; woraus fiir die zuldssigen z-Werte 22 < 4 . 10~¢ und |z| < 2 . 102 folgt.
Zum Beispiel ist nach (VII)

¥1,0184 =V1 + 0,0184 =1 + w = 1,0092.

23.14. Von einem Kreisbogen sind der Radius r und die Sehne & gegeben. Gesucht wird eine
Néherungsformel zur Berechnung der zugehorigen Pfeilhéhe p.

Lésung: Nach Bild 23.6 ist

Bild 23.6

Die Wurzel wird umgeformt

1

82 82 8 \z
= dos B gas —_——=r — 1 — —2
p=r—]/r =" rl/l =7 r( 4r")

und nach (23.9) mltz——fi’,m=%meme ische Reihe ickel:
oLt
e ETEE N 5[
p;ﬁ_s';_‘+_... (VIII)
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Wﬁd bereita das zweite Glied der Reihe (VIII) vernachlassigt, dann ergibt sich die
Niherungsformel

8¢
P (IX)

Durch Restgliedabschiétzung kann wieder entschieden werden, fiir welches Verhiltnis
der Sehne & zam Radius r die Naherungsformel (IX) bei festgelegter Genauigkeit giltig
ist. Wird z. B. eine G igkeit auf 3 Dezi geben, dann gilt

st
IRyl < 555 < 0,0005

3
Daraus folgt ¢ < 0,36r%. Z. B. muB fiir r = 100 m die Sehne ¢ < 11,3 m sein, um p

nach (IX) auf mm genau zu erhalten.
d) Die Reihe fiir y = arcsin @ )
Statt unmittelbar die TavrLoRrsche Reihe (23.6) anzuwenden, wird ein anderer Weg

der Reihenentwicklung gezeigt. Der Term wird nach (23.9) in eine bino-
mische Reihe entwickelt: y1— «?

1
L R T e T yE

Auf beiden Seiten integriert ergibt

arcsnnx—x+l£+}—§ 1563’:7

+-+0, ze(—=1;1), (X)
wobei nach 23.4. der Konvergenzbereich erhalten geblieben ist.

Mit z = O folgt wegen arcsin 0 = 0 aus (X) die Integrationskonstante C = 0. Die
Reihe lautet:

ik xﬁ+&xv+...; z€(—1;1)

arosinz = + 5.4.8° T2.4.6.7

23”s+

(23.10)

Die angewandte Schreibweise der a; 168t das Bildungsgesetz gut erkennen.
e) DieBeiheﬂiry=ln(l+::)

Wird fiir den Bruch

die Partialdivision durchgefiihrt, dann entsteht die Po-

tenzreihe
1 a— —1)\ +1 i1
T35 sl et R I (e
Der Konvergenzradius ist nach (23.3b): r = lim = lim e | =1,
n—c0 | An+1 1
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Die Integration ergibt

(—1)k-1 ‘.tk_
= ko

22 23
ln(1+x)=z——2—+?

INES

x€(—1;1)

(23.11)
Fiir die Integrationskonstante folgte mit z = 0:In1 =0 =0
BEISPIELE
23.15. Es ist In 1,2 auf 3 Dezimalen genau zu berechnen.
Losung: Mit der Reihe (23.11) folgt
0,22 0,23 0,24
— + —_—— ——

In1,2 =02 — _
2 3 4
= 0,2 — 0,02 + 0,00267 — 0,0004 + —---
= 0,182

23.16. Wieviel Glieder der Reihe (23.11) muB man verwenden, um In 1,2 auf 5 Dezimalstellen
genau zu erhalten?

n-+1
Losung: Da die Reihe alterniert, ist |R,(0,2)| < 9.2 1 ; auBerdem muB R,(0,2) klei-

ner als 5 Einheiten der 6. Dezimalstelle sein:

0,27+1 %
|Ra(0,2)] < e 5.10°%,

Durch Probieren zeigt sich, dafl die Ungleichung bereits fiir » = 6 erfiillt ist=
7
% =1,8-10"% < 5.10-5.

Es miissen deshalb die ersten 6 Glieder der Reihe verwendet werden.

Die Reihe (23.11) gestattet nur die Berechnung der Logarithmen der Zahlen zwischen
0 und 2. Zur Berechnung beliebiger Logarithmen wurden andere, vor allem schneller
konvergierende Reihen aufgestellt, z. B. die Reihe

llnx=2|:x— 1+%(’_ 1)a+ L (’” _1)5+ ] z € (0; 00) (23.12)

z+1 A | Ex+1

Um z. B. In 2 auf 5 Dezimalen zu berechnen, braucht man von der Reihe (23.11) (mit z = 1,
fiir welchen Wert die Reihe auch konvergent ist) rund 200000 Glieder, wiihrend von der Reihe
(23.12) (mit z = 2) nur 5 Glieder benétigt werden.

Fiir einige Funktionen, z. B. y = tan z, geben die hoheren Ableitungen komplizierte
Ausdriicke. Statt der Reihenentwicklung nach TAYLOR werden dann andere Ver-
fahren angewandt, auf die hier nicht eingegangen werden kann.

Aufgaben: 23.9. bis 23.12.
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23.5.3. Die 2. Form der Taylorschen Reihe

Bei der Anwendung der 1. Form der TavrLorschen Reihe wird die Funktion y = f(z)
in der Umgebung der Stelle 2 =0, der Entwicklungsstelle, genihert durch ganz-
rationale Funktionen n-ten Grades dargestellt. Allgemeiner ist die Aufgabe, die
Funktion in der Umgebung einer beliebigen Entwicklungsstelle z = , durch ganz-
rationale Funktionen anzunihern. Die zugehérigen Niherungsparabeln beriihren
dann die Kurve der Funktion y = f(z) im Punkt Py(zy; yo) entsprechend Bild 23.7.
Ein Vergleich mit Bild 23.4 zeigt, daB nur eine Verschiebung in Richtung der z-Achse
erfolgt. In Bild 23.4 ist x der Abstand der betrachteten Abszisse von der Entwick-
lungsstelle z = 0. Entsprechend ist in Blld 23.7  — x, der Abstand von der Entwick-
lungsstelle ;.

y
Pz
o
A
e A
™ ST <
ys51 _8 é
FE “
2
“~
X-xp=h Bild 23.7
g Xp X=xpth X

Wird deshalb in (23.6) auf der rechten Seite fiir  die Differenz # — z, und fiir 0 der
Wert z, gesetzt, dann ergibt sich die 2. Form der Taylorschen Reihe

f"\x) l o) JARED)
n!

fa) = f@o) + f'(@o) (& — %) + 7 (@ — )2 + - +

(z — 2o)*

8y()
e (23.13)
{n +(T),3 L M

R,(x)

o1t

Das zugehorige R d in der Lagrangeschen Form lautet

/("H)(Io + dx — J5«»))
(n+ 1!

R,(x) = (x — )" 0<B <1, (23.14)

Hiufig wird in (23.13) auch 2 — z, = h-gesetzt, so daB x = 2 + h ist:

(),
Hoo + B = flan) + e b+ L8 . g LG,
Sulk)
FOD (g0 - (23.15)
A
R k)
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mit dem Restglied in der LAGRANGEschen Form:

(n-+1),
= {0z, + Oh) P 0 < <1 (23.16)

E. () o+ 1)

BEISPIELE
=&
23.17. Die Funktion f(z) = e 2 ist nach der 2. Form der TavrLorschen Reihe an der Stelle
%, = 2 in eine unendliche Reihe zu entwickeln.

Lésung: Fir die Ableitungsfunktionen und die Ableitungen an der Stelle z, = 2 folgt:
z
-3 1
flz) =e f2)=—
e
g 1
(z) = —e 2.— (2) = ——
() & B 7(2) e
T
-3 1 1
z) = E.— Q) = —
@) =e 2 1@ T
z
-3 1 1
il s ey Migans gy — 2
1(=) o el f7(2) &

z

-3 1 1
(W)(z) = ¢ 2.— Q) = —
/‘(:v).e T MR = =

Damit folgt aus (23.13)

z 5
T R L
e 2 4.2! 8.3! 16 - 4!
2
Bei bekanntem Wert von e kénnen damit weitere Funktionswerte von f(z) = e 2 be-
rechnet werden, wenn z in der Niéhe von 2, = 2 liegt. Fiir = 2,4 und eine Genauigkeit
auf 4 Dezimalen ergibt sich zum Beispiel

e-12 — % [1 = O’_4 + 0.4° = 042 o4 —_ _|..]

2 8 48 384
= 0,367879[1 — 0,2 + 0,02 — 0,001333 + 0,000067 — +---]
=0,3012
—

23.18. Der Funktionswert sin 31° ist mit 5stelliger Genauigkeit unter Verwendung der bek

ten Funktionswerte sin 30° = -;— und cos 30° = —;— 3 zu berechnen.

Losung: Nach (23.15) folgt:

sin (2o + k) = sin 2, + cos 2h — s'—;lﬁ-’-h* - % B A e
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Mit 2, = = = 30° und h = 0,0174533 = 1° ist
)

1 1 1
in3l°=—+=—13. 74533 — —— 0, 3 ...
sin 31 ) -+ ) 3 .0,0174533 YT 0,017453

= 0,56 + 0,0161150 — 0,0000762 — ---

Bei Verwendung der ersten 3 Glieder ergibt sich sin 31° = 0,6150388 + Ry(31°) und
fiir das Restglied nach (23.16)

|Ry(31%)] = ﬂw W< _;T B =9.107

[es ist stets cos (2 + #h) < 1];

damit ist 5stellige Genauigkeit gesichert. Der gerundete Wert ist
sin 31° & 0,51504.
—_—

Aufgaben: 23.13. und 23.14.

23.54.  Einige Anwendungen

Zu den hiiufigsten Anwendungen der unendlichen Reihen gehoren neben der Berech-
nung von Funktionswerten in der modernen Rechentechnik besonders die Auf-
stellung von Niherungsformeln und die Berechnung von Integralen, die nur schwer
odgr gar nicht auf Grundintegrale zuriickgefiihrt werden kénnen.

BEISPIELE

23.19. Es ist eine Nﬁherungsfou'nel aul llen, die bei gegeb Radius r und gegebener
Bogenliinge b die Differenz zwischen Bogen und zugehériger Sehne ergibt.

Lésung: Nach Bild 23.8 ist
b=rx, s=2rsin>
o 8 7 8In 3
und damit die Differenz

P —— — 2sin 2.
8 r(oc B!n2)

Bild 23.8
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23.20.

sin % wird nach (23.8) mit x = —;i in eine Potenzreihe entwickelt:

o o o
F= =B [E ¥ =il
'[“ (2 s Tes0 T )]
o sei 80 klein, daB nur die ersten 2 Glieder der Reihe verwendet werden:
3 3,
der|a—2 (- )[=21.
2 48 48
Mit o = % ergibt sich die fiir den Rechenstab geeignete Niherungsformel

3
d=b—aw—é—;

24r2
z. B. ist fiir » = 20 m, b = 6 m die Differenz d = b — s = 0,0225. Fiir das Restglied
2rad b
ilt |, - < 25.10°.
elt 1Rl < 3500 = Toz0m ~

Damit ist fiir d die vierte, praktisch kaum noch verwertbare Dezimalstelle gesichert.

Ein Pendel hat die Form eines hc Stabes mit k tem Querschnitt. « sei der

Ausdehnungskoeffizient des Stabmaterials. Bei der Temperatur ¢, habe das Pendel die
Periodendauer 7', und die Stablinge /,. Welche Periodendauer 7', ergibt sich bei einer
Temperaturt,?

Lésung: Ist I, die Stablinge bei der Temperatur f,, so gilt nach physikalischen Uber-
legungen

T,_ [k
T,—Vz, o

Weiterhin ist
I, = ly(1 + aty)
L =11 + o)
wenn [, die Stablinge bei der Temperatur ¢, ist. Damit folgt aus (I)

T, _ 1 4 aby (I
T 14 of

Der Radikand wird als Funktion von « betrachtet und nach (23.6) in eine Reihe ent-
wickelt :
1+ ofy
1+ oy
Da a? bereits sehr klein ist, konnen das 3. Glied sowie alle folgenden Reihenglieder ver-
nachliissigh werden. Aus (II) folgt

=14t —t) o — (b — 4) ho? + -

1’ ~ 1+ (t; — ) o oder
T,
Tym Ty Vi (b — ) &

Damit wurde eine leicht handhabbare Naherungsf I zur Berech von 7, ent-
wickelt.




23.5. Entwicklung gegeb Funkti in Potenzreihen 293

23.21. Von einer Parabel sind nach Bild 23.9 die Sehne s und die Pfeilhohe & gegeben. Gesucht

wird eine Niherungsformel fiir die Bogenlinge I = AB, wenn b im Verhiltnis zu s klein

ist.
Losung: Die Parabelgleick lautet im angegeb Koordi y
y= % z*
Y
S
A 8
] n
| i | Bild 23.9
_s 0 s X
z 2

Die Bogenlinge | = fﬁe ist nach (18.9):

2

8
N
l=2f}/1+y"d:t=2fl 14+ b S an
0

&
0

Der Integrand wird nach (23.9) in eine Potenzreihe entwickelt: -

[
; 2 4
1=2f(1+£2"—ﬂx‘+——---)dx.
8 &8
o

. 2 2
Die Reihe ist fiir Gj.h 2? < 1, d. h, fir |z] < %— konvergent und kann nach dem

Satz aus 23.4. gliedweise integriert werden:
2 - 4 . jz=4/2
325 5127 & — ]

2 —
3t 58°

l=2[z+

z=0
" 8 ., 8 &2 8 .- s
Wird b < < 8ngenommen, dann ist < e dh,z= z liegt im Konvergenz-
bereich, und nach Einsetzen der Grenzen folgt:
2 4
Doy B3
3s

Die Verwendung der ersten 2 Glieder fiihrt zur Niherungsformel:

Bei einer geforderten Genauigkeit von 3 Dezimalen ist

4 a
By < % < 0,0005 3k < V8. 1058;

z. B. muB fiirs=20m A < 0,9 m und fiir s = 50 m % < 1,77 m sein.
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23.22. Fir eine Ellipse mit der Parameterdarstellung # = a cost, y = bsin ¢, ¢ € [0,27) ergibt

sich die Bogenlinge nach (18.11) mit

2n 2n
T — 2
8 = f}/az sin®¢ + b%cos?t dt = uvf l/sin’t -+ b—n cos? t dt (IEI),
a?
0 [
Die numerische Exzentrizitat ist
e
£E=—= ,
a a
woraus
2 __ ph2 2 2
Ez=u:1_b_ oder b_=1_ez
a2 - at
folgt. Damit wird aus (III)
bid 2n
8 = astin‘t + (1 —s“)cos’ldt:af}/l —&fcos?t dt |
[ ]

e 1
=a f(l — &2 cos®f)2 dt
0

Dieses Integral kann durch keine elementare Funktion ausgedriickt werden. Deshalb
wird der Radikand nach (23.9) in eine Reihe entwickelt:

2m
s=a l—iezcos’[—i elcogtt — ... dt
2 > 8
0

Die gliedweise Integration unter Verwendung der Rekursionsformeln fiir f cos™ ¢ di
(s. Integraltafel) ergibt:

8=a t—L:“.L(t—sintcosl)
2 2

. Tem
~%s‘(%cos“tsint+%-%(t—sintcost))—--~]0
2 4
s—alom— & . on_ L3 1 o ..
4 8 4 2

Umgeformt und erganzt durch weitere Glieder der unendlichen Reihe ergibt

pion (g B B VB
4 64 256 16384

Zum Beispiel ist fiir @ = 42 em, b = 36 cm die numerische Exzentrizitit ¢ = 0,561508
und damit die Bogenlidnge bei einer geforderten Genauigkeit auf eine Dezimale

8§ = 84n(1 — 0,06633 — 0,00330 — 0,00036 — 0,00005 — --:) cm
8 = 245,4 cm
Eine Restgliedabschitzung ist komplizierter. Es ist daher geniigend, wenn auch theore-

tisch nicht exakt, fiir die Berechnung von 8 soviel Glieder der Reihe zu verwenden,
bis das letzte mit erfate Glied, multipliziert mit 84w, kleiner als 0,05 ist.
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g geg

23.23. In der h ischen Statistik hat das Ga he Fehlerverteilungsg eine groBe
Bedeutung. Es wird im einfachsten Sonderfall durch die Funktion y = L,_ e2" be-
kil
schrieben, deren Bild eine Glockenkurve ist. Die in Bild 23.10 schraffierte Flidche ist zu
berechnen.
Lisung: Da eine gerade Funktion vorliegt, ist
1
1 '
A=2. — [ e2'dzx
V=
0
Dieses Integral ist elementar nicht Isbar. Fiir den Integrand ergibt sich die Potenz-
reihe, wenn in (23.7) « durch —a? ersetzt wird (als Konvergenzbereich bleibt P):
xU
Ao —f l—a"-}——y—Ef—---)dz
2 z3 5 a? 1
_ﬁ'[’" CRR TR _"']o
2 1 1 1
e i e ol
V= ( CRETIRPT I )
Y wle o ?
¢
Bild 23.10
=1 g 7 x
Aus den ersten 4 Gliedern folgt:
4 = 0,838 + Ry mit |Ry] < —=- —— — 0,005, Ry > 0.
V= 216
Dabher ist
0,838 < 4 < 0,843 = 4 ~ 0,84.
Kontrolliragen
23.1. Wie wird die Konvergenz einer unendlichen Reihe definiert?
23.2. Welches Konvergenzverhalten hat die unendliche geometrische Reihe?
23.3. Welche Bedeutung hat das Restglied einer unendlichen Reihe?
23.4. Es sind a) eine notwendige Bedingung, b) notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe anzugeben.
23.5. Wie wird die Genauigkeit der Niherung S ~ S, abgeschitzt?
23.6. Wie ist das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe charakterisiert?
23.7. Wie lassen sich transzendente oder algebraische Funktionen genshert durch ganz-
rationale Funktionen darstellen?
23.8. Welche geomemsche Bedeutung hat die n-te Teilsumme der ersten bzw. zweiten Taylor-
schen Reihe? g
23.9. - Was wird unter ,,Linearisierung** einer Funktion verstanden?

Aufgaben: 23.15. bis 23.17.
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23.6.

23.1.

23.2.

23.3.

23.4.

23.5.

23.6..

23.7.

23.8.

23.9.

Aufgaben

Fiir die folgenden unendlichen Reihen sowie fiir die zugehongen Tellsummenfolgen sind
jeweils die ersten vier Glieder anzugeben.

0 _1- o 5 o« (_l)k—l
a)kgl 3k & k§l ¥ “ El i
® 0,2 (_1)k+1 92k-1
d —_ -~
)k§l ! o) L-E, (2k — 1)!

Fiir jede der folgenden unendlichen geometrischen Reihen ist die Summe § zu bestim-
men.

2) =382+ 8+2+05+

b)S=15—9 + 5,4 — 3,24 + --.

) S=1—z+ 22— 2%+ -+ (lz| < 1)

3
DS=et T Zp (<

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b wird vom Scheitelpunkt des
rechten Winkels das Lot auf die Hypotenuse gefiillt. Vom FuBpunkt des Lotes wird
das Lot auf die Kathete b, von dessen FuBpunkt das Lot auf ¢, vom FuBpunkt des
letzten Lotes das Lot auf b gefillt. Dieses Verfahren werde unbegrenzt fortgesetzt. Wie
groB ist die Summe aller Lote?

Die Seite @, eines Quadrates ist Diagonale eines zweiten Quadrates, dessen Seite die
Diagonale eines dritten Quadrates usf. a) Wie grof ist die Summe aller Quadratseiten
a,, @y, ...? b} Wie groB ist die Summe aller Quadratflichen?

Die nachstehenden periodischen Dezimalbriiche sind als gemeine Briiche zu schreiben.

a) 0,36  b) 0,26 c) 0,108 d) 4,054

oo —1)k-1

Fiir die Summe der konvergenten Reihe Y} %)17 ist ein Naherungswert aus der
k=1 (k—1)!

Teilsumme 8, zu berechnen, und es sind die gesicherten Stellen geb

.- LB (—1)k-10,2k
Desgl. firr die konvergente Reihe 3 —_— und 8,.
k=1

Es ist der Konvergenzbereich fiir jede der folgenden Potenzreihen zu bestimmen.
® . o gk o
a) kz‘_oz b)k§| 3 c) k;‘:ok 1zk

Die folgenden Funktionen sind in Potenzreihen zu entwickeln. (Es sind von jeder Reihe
die ersten 4 Glieder anzugeben.)

a) y = (1 + )2 b) y=cosx ¢) y =sin?z
d)y*; e)y=ln-—1— f)y=a—+z

i+a Mite wae

g) y=In(1+e%)
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23.10. Fir die folgenden Funktionen sind Niherungsformeln anzugeben. Dazu sind die Funk-
tionen nach (23.9) in binomische Reihen zu entwickeln und diese nach dem 2. Glied
abzubrechen. Fiir welche z-Werte liefert die Naherungsformel eine Genauigkeit auf drei
Dezimalen (Diese Genauigkeitsuntersuchung ist nur fir die alternierenden Reihen durch-
zufithren)?

a)y=7V1+2a* b)y=71 -2z c)y=liz
1 1
d)y= e) y=—— f) y=
1—x 14z 1+
1 3 i 3
g y=57—— hy=V1+=2 i) y=V¥1—=a?
V1 4+ 2
1 1
k)y= 1) = m)y = ——o-
e Tihee a+
23.11. Es ist die Reihe fiir arctan x anfzustellen, indem auf den Bruch T adie Partialdi-
z

Tk hlieBend

vision angi und integriert wird. Wie groB ist der Konvergenz-
radius? Welche spezielle Reihe folgt fiir z = 1?

23.12. Die Funktionswerte cos 5° und cos 20’ sind mit Hilfe der in Aufg. 23.9b ermittelten
Reihe auf 5 Dezimalstellen zu berechnen.

23.13. Die folgenden Funktionen sind nach der 2. Form der TayLORschen Reihe an der Stelle
x = x, zu entwickeln.

z
a)y==¢€% z,=a bly=ze? 2,=1
z
c) y = e—, Xy =2
x
23.14. Unter Verwendung von In 3 = 1,0986124 ist In 3,1 nach der 2. Form der Taylorschen
Reihe auf 6 Dezimalen zu berechnen.

23.15. Im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und b soll @ um die variable Strecke Aa

verindert werden. Der Winkel « ist genédhert als lineare Funktion von Aa darzustellen
(Bild 23.11).

Bild 23.11

23.16. Im rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten a und b gegeben, und es ist b < a. Zur
Berechnung der Hypotenuse ist eine Niaherungsformel der Form ¢ s a + k zu ent-
wickeln.
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23.17. Die folgenden bestimmten Integrale sind durch Reihenentwicklung des Integranden und
nachfolgende gliedweise Integration zu berechnen.

™
T .
a) I = f B2 4 auf 4 Dezimalen genau
z <
3
T
0.6
b) I = fx” e2' dx auf 3 Dezimalen genau
0
03
ey I= [ ; de auf 5 Dezimalen genau
1+
0
0,5

3
d) I= f 1+ 22 de auf 3 Dezimalen genau
0



24, Differentialgleichungen

24.1. Einfiihrende Betrachtungen, Grundbegriffe

In Naturwissenschaft und Technik treten oft Probleme auf, deren mathematische
Behandlung das Lésen von Differentialgleichungen erfordert. Fiir einige Typen von
Ditferentialgleichungen, darunter die fiir die Praxis bedeutungsvollen linearen Diffe-
rentialgleichungen, werden im folgenden Lésungsverfahren vorgestellt. Einige Be-
griffe von allgemeiner Bedeutung sollen vom Beispiel ausgehend definiert werden.
Die Veranschaulichung des allgemeinen Vorgehens und einiger grundlegender Be-
griffe erfolgt am senkrecht nach oben geworfenen Korper. Auf diesen wirkt (wenn von
anderen Kriften wie Luftwiderstand usw. abgesehen wird) die Anziehungskraft der
Erde und bewirkt eine der Wurfrichtung entgegengesetzt gerichtete Beschleunigung g.
Also gilt fiir die Beschleunigungs-Zeit-Funktion

h: a=hH{t)=—g. @
Wegen a = %tv_ wird

do

i

dy = —gde.
Unbestimmte Integration beider Seiten der Gleichung

fdv=[ —gdt
liefert die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion

forv=—gt + G, C,eP, 1)

(Die durch die unbestimmte Integration auf beiden Seiten sich ergebenden Integra-
tionskonstanten kénnen zu einer Konstanten C, auf einer Seite der Gleichung — hier
die rechte — zusammengefaBt werden.)

In gleicher Weise erhiilt man wegen v = % aus

ds
& =—gt+ 0,
ds = (—g! + C)) d¢

durch unbestimmte Integration
fds :f(~gt + C))dt
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die Weg-Zeit-Funktion
jszs=—%:2+c,t+oz, 0, C € P. (I1I)

Hat der Korper zu Beginn der Zeitmessung, fiir ¢ = 0, die Geschwindigkeit v = v,
und ist der bis dahin zuriickgelegte Weg s = s,, so konnen mit Hilfe dieser Anfangs-
bedingungen die Werte von C, und C, fiir diesen speziellen Fall berechnet werden.
Aus (IT) folgt fiirt =0, v = vy:  C; = vy,

aus (III) folgt fiir t = 0,8 =sp: Cp = 5.

Somit lautet das Weg-Zeit-Gesetz des Wurfes senkrecht nach oben unter Beriick-
Yo

sichtigung der Anfangsbedingungen ¢t =0 {j i .
= %0

.s:s“+vot—%t”. vy

Das Weg-Zeit-Diagramm ist in Bild 24.1 dargestellt.
Ausgangspunkt der Berechnung war die Beschleunigungs-Zeit-Funktion, Gl. (I), die
2

dv d2s .
wegen a = —- = =0 auch in der Form
d?s
o To="0 )

geschrieben werden kann.

Gl. (V) nennt man eine gewbhnliche') Differentialgleichung?), da sie eine Ableitung
(hier die 2.) einer zu bestimmenden Funktion mit einer abhéngigen (hier s) und einer
unabhingigen Variablen (hier ) enthilt. Allgemein gilt die

Definition

Eine Bestimmungsgleichung fiir eine Funktion einer unabhingigen Variablen, die
mindestens eine Ableitung der gesuchten Funktion nach der unabhiingigen Varia-
blen enthélt, heiit eine gewdhnliche Differentialgleich

Die hochste in einer Dgl. vorkommende Ableitung der gesuchten Funktion be-
stimmt die Ordnung der Dgl., d. h., in einer Dgl. n-ter Ordnung tritt als hichste
Ableitung die n-te auf.

Gl. (V) stellt demnach eine Dgl. 2. Ordnung dar. Aus dieser konnte durch Integration
die Losung (III) der Dgl. sowie die spezielle, den Anfangsbedingungen geniigende
Losung (IV) ermittelt werden. Von der Richtigkeit der Lésungen kann man sich durch
Ableiten von (IIT) oder (IV) und Einsetzen des Wertes der 2. Ableitung in (V) iiber-
zeugen.

Definition

Die allgemeine Lisung der Dgl. ist die Menge aller Funktionen, deren Funktions-
werte und Werte der Ableitungen im Definitionsbereich die Dgl. erfiillen.

1) Gewohnliche Dgln. sind Gleichungen fiir Funktionen einer unabhingigen Verinderlichen,
partielle Dgln. sind Gleichungen fiir Funktionen mit mehreren unabhingigen Verinderlichen.
2) Im folgenden wird ,,Differentialgleichung*‘ mit ,,Dgl.* abgekiirzt.
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Das Losen der Dgl. 2. Ordnung (V) erforderte ein zweimaliges Integrieren. Deshalb
enthilt die allgemeine Losung (III) zwei Integrationskonstanten, die auch als Para-
meter bezeichnet werden. Allgemein gilt der

Satz

Die allgemeine Losung einer Dgl. n-ter Ordnung enthilt genau n willkiirliche
Parameter.

Werden z.B. auf Grund von Anfangsbedingungen fiir diese Parameter spezielle
Werte festgelegt, so entsteht eine partikulire Losung der Dgl. (z. B. Gl. (IV)).

Die allgemeine Losung einer Dgl. laBt sich grafisch durch eine Kurvenschar dar-
stellen. Eine Dgl. n-ter Ordnung, deren allgemeine Lésung n Parameter enthilt, hat
eine n-parametrige Kurvenschar. Einer partikuliren Lésung entspricht dann eine
dieser Kurven, die auch als Lisungskurve oder Integralkurve bezeichnet wird.

Die Losungsmenge der Dgl. (V), deren Elemente Funktionen mit der Gleichung (IIT)
sind, wird durch eine zweiparametrige Kurvenschar reprisentiert, namlich durch
quadratische Parabeln. Fiir die partikulire Losung (IV) ergibt sich die in Bild 24.1
dargestellte Losungskurve. Die Koordinaten des Scheitelpunktes konnen als die des

Extrempunktes der Funktion s = s, + vpt — -g— 2 2u

vy Vo
g = —; 8g =8y + —
E 7 E o 29

berechnet werden.

&
+
e,

“ls
-

Bild 24.1 Bild 24.2

BEISPIELE

24.1. An einem RC-Glied (Bild 24.2) soll eingangsseitig eme zeitlich veéridnderliche Quell-
spannung %,(¢) (im Bild e(t)) anliegen. Die Abhiingigk der A T g u von
der Zeit ist durch eine Dgl. anzugeben.

Losung: Nach dem 2. Kirchhoffschen Satz (,,In einer Masche ist die Summe aller Urspan-
nungen gleich der $ aller S bfille.*) gilt

ug(t) = ug + uc,

wobei up = iR und %y = u ist.
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24.2.

Fiir einen idealen Kondensator gilt (vgl. 19.1.2.)i =C dT": Damit erhiilt man
uq(t)=iR+u=C'%R+u.

Das Ubertragungsverhalten des Vierpols wird also durch eine’ Dgl. 1. Ordnung be-
schrieben :

RC —_— + u = uy(t).
Eine Masse m ist an einer elastischen Feder (deren Masse gegeniiber m vernachlissigbar

sei) aufgehiingt (Bild 24.3). Die Dgl. fiir die Bewegung der Masse nach einmaligem Aus-
lenken aus der Ruhelage ist aufzustellen.

!

’,

-
s Bild 24.3

Lisung: Bei einer Abwiirtsbewegung der Masse tritt eine nach oben gerichtete Feder-
kraft auf, die proportional der Auslenkung ist

Fy= ks (k Federkonstante).

Die der Bewegung entgegengesetzt, also ebenfalls nach oben gerichtete Massentriigheits-
kraft ist

g d2s
' Fp=ma=m——.
w=ma=m-od
Werden Reibungskrifte vernachlissigt, so liefert die Bedi fiir des Gleichgewicht
der Kriifte
d?s
m Fr +ks=0
dis |k
Wt

Das ist eine Dgl. 2. Ordnung, durch die eine ungedimpfte freie Schwingung beschriehen

wird. Die Exgenfrequenz der ungedémpften Schwingung ist 'l/ & _ wo. Damit erhilt
man die Dgl. in der Form

d2s

rry + wy?s = 0.
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¢
24.3. Es soll gepriift werden, ob y = f(t) =y, + ¢ +Ke T und yp, =y, + ¢ (1 —e T)
Lésungen der Dgl. 1. Ordnung Ty’ + y = yo + ¢ (¢ = 0, ¥, ¢, 7 Konstanten, K Para-
meter) sind.

Lésung: Durch Differenzieren der angegebenen Losungen entsteht

L

o T,

(4

d = —
un yp T
y und y’ bzw. y, und y,’ in die Dgl. ei tzt, ben identisch Glelchungen, d. h.,
y und y, sind Lésungen der Dgl. y ist die a.llgememe Losung, da sie genau einen Para-
meter (K) enthilt. y,, ist eine partikulire Losung, die sich aus der allgemeinen durch die
Anfangsbedingung ¢ = 0, y'= y, ergibt:

t
y,,=y0+c+Ke"—>K=—c—)yp=yo+c(1—e T).

Bild 24.4

¢ bestimmt (Bild 24.4)
— in Verbindung mit 7' den Anfangsanstieg der Kurven:
c

t=0->y = -

— sowie in Verbindung mit y, deren Asymptote
t—>co—>y=y,+c.

Dgln. der Technik, in denen die Zeit als unabhingige Variable auftritt, werden im
allgemeinen so geschrieben, daB die abhingige Variable den Koeffizienten eins hat
(insbhesondere dann, wenn die abhingige Variable linear auftritt). Dann ist aus der
Dgl. auch das statische Verhalten zu erkennen. Wenn im Beispiel 24.1. die Ausgangs-
spannung des RC-Gliedes (nach lingerer Zeit) in einen stationiren Zustand iibergeht
(z. B. fiir u,(f) = U, = const), miissen die 1. Ableitung dieser GréBe nach der Zeit
und auch alle héheren Ableitungen zu Null geworden sein, und man entnimmt aus
der Dgl.: [u}eo = U,. Die Dgl. des Beispiels 24.3. ergibt fiir den stationiren Zustand
[¥lreo = %0 + ¢

Anhand des Bexsplels 24.1. soll auch noch erliutert werden, warum fiir viele Betrach-
tungen die Dgl. nicht nur wichtiger, sondern in ihrer Aussagekraft auch umfassender
als ihre Losung ist. Die im Beispiel 24.1. aufgestellte Dgl. beschreibt das Ubertra-
gungsverhalten des elektrischen Baugliedes fiir jede beliebige Form der Eingangs-
groBe (Quellspannung) u,(f). Es kénnte also u,(t) sowohl eine Gleichspannung U sein
(die im Zeitpunkt ¢ = 0 zugeschaltet wird) als auch eine zeitlich verinderliche Span-
nung, z. B. U sin wt oder U- ¢. Eine Losung der Dgl. in der Form » = f(¢) kann aber
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stets nur fiir eine bestimmte Form der EingangsgroBe angegeben werden. Zwar
interessiert bei praktischen Problemen oft nur die fiir eine spezielle EingangsgrsBe
ermittelte partikulire Losung, diese gilt aber auch nur fiir den Spezialfall.

Kontrollfragen

24.1. Wodurch wird die Ordnung einer (gewéhnlichen) Dgl. bestimmt?
24.2. Eine Funktion ist Lésung einer Dgl. 2. Ordnung, enthilt aber nur einen Parameter. Liegt
damit eine allgemeine Lésung der Dgl. vor?

Aufgaben: 24.1. und 24.2.

24.2, Differentialgleichungen 1. Ordnung

Von den Dgln. 1. Ordnung soll eine firr viele Anwendungen ausreichende Auswahl
néiher betrachtet werden. Die Losung erfolgt durch Integrieren, d. h., entsprechende
Vorkenntnisse aus der Integralrechnung sind erforderlich.

24.2.1. Die Differentialgleichung 1. Ordnung

GemiB der in 24.1. gegebenen Definition tritt in einer Dgl. 1. Ordnung mindestens
einmal der Wert der abgeleiteten Funktion y’ = f'(z) einer Funktion f auf, weiterhin
kénnen x und y selbst noch vorkommen. Eine Dgl. 1. Ordnung kann deshalb all-
gemein in der Form

D(x;y;y) =0 (24.1)
geschrieben werden, sie wird als implizite Dgl. 1. Ordnung bezeichnet. Im folgenden

sollen ausschlieSlich solche Dgln. 1. Ordnung behandelt werden, die sich eindeutig
nach ¥’ auflésen lassen. Diese sog. expliziten Dgin. 1. Ordnung konnen stets in der

Form

dargestellt werden.

24,2.2, Differentialgleichungen 1, Ordnung mit trennbaren Variablen

Kann in der expliziten Dgl. 1. Ordnung 3" = ¢(z; y) die rechte Seite ¢(x; y) als Pro-
dukt zweier Terme g(z) und h(y) geschrieben werden, die jeweils nur eine der beiden
Variablen enthalten, so entsteht der hiufig vorkommende Typ einer Dgl.

¥ =g(@) - h(y) (24.3)

Bei dieser Dgl. ist es stets moglich, die beiden Variablen zu trennen. Deshalb wird
(24.3) auch eine Dgl. 1. Ordnung mit trennbaren Variablen genannt.
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Zum Losen der Dgl. schreibt man y’ als Quotienten der Differentiale

d
3 = 9@ k),

trennt die Variablen
dy
—— =g(z)dz
) 9(@)

und integriert beide Seiten

Sy
_/-h(y) -.-fg(a:) dz.

Die Berechnung der Integrale auf beiden Seiten liefert die allgemeine Lésung der
Dgl. mit einer Integrationskonstanten als Parameter.

BEISPIELE
24.4. Die Dgl. 'y 4 2 = 0 (y + 0) soll gelost werden (vgl. Aufg. 24.2.).
Losung:
.. dy T
Explizite F —_ = ——
xp 1zite Form ax v

Trennen der Variablen y dy = —z dz.

Integri L_._Z 4o0.

ntegrieren 2 2 +
22 2
o4V e
2+2

Mibr=ﬁ5wird 22 4y =12,
—_—
Dies ist die Gleichung von Kreisen, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt.
24.5. Man l6se die Dgl. ay’ + y = b (a = 0, y == b).

Losung:

- dy b—y
Explizite F ="
xplizite Form A -

L

Trennen der Variablen
y—

Integrieren Inly — b = _% +c

—En =
y—b=+4e & =4eC-e @

z
y=b+Ke ® mit +e€ =K.
———
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Im Beispiel 24.5. ergab sich nach dem Integrieren der linken Seite der Logarithmus
eines Terms. Ist dies auf mindestens einer der beiden Seiten der Fall, dann setzt
man zweckmiéBig die Integrationskonstante gleich in der Form des Logarithmus
einer Konstanten an. Dies ist ohne Einschrinkung der Losungsmenge mbglich,
denn C soll eine reelle Zahl sein, und jede reelle Zahl kann als Logarithmus einer posi-
tiven Zahl dargestellt werden. Im Beispiel 24.5. wiirde sich ergeben

Inly— b = —= + In|K|

_‘—z_i

a

y=b+ K edT .
Mit dieser Dgl. kénnen auch die Dgln.
Ty +y=yo+c und RC%+u=U
(vgl. Bsp. 24.3.) (vgl. Bsp. 24.1. mit u,(t) = U)

als allgemein gelést betrachtet werden. Der Lisungsweg ist:
Trennen der Variablen

dy dz du dt
Y—to—c T w—U  RC
Integrieren
mly—go—c=—g+0 Ilu—U=—as+0
& L
y=y+c+Ke ¥ u=U-+Ke * (4e% =K)

Aufgaben: 24.3. bis 24.8.

24.2.3. Geometrische Deutung der Differentialgleichung 1. Ordnung

Der Dgl. (24.2) kann man eine anschauliche geometrische Deutung geben. Jedem
Wertepaar (z; y) des Definitionsbereiches der Funktion ¢ entspricht genau ein Punkt
der z, y-Ebene. Durch die Funktion g ist jedem dieser Punkte eine Steigung y' = @(z;y)
mit einem Winkel & = arctan y’ zugeordnet (Bild 24.5). Ein Wertetripel (z; y; %)

Bild 24.5
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bestimmt demnach ein Linienelement, die Gesamtheit aller Linienelemente ergibt:
ein Richtungsfeld in der 2,y-Ebene. Alle Kurven, die in jedem Punkt die Richtung
des Linienelementes haben, erfiillen die Dgl., sind Kurven der Losungsmenge der
Degl.

BEISPIEL

24.6. Welche Kurven beschreibt die Lésungsmenge der Dgl. y' = a?

Lisung: Die Dgl. besagt, daB in jedem Punkt des Richtungsfeldes die Steigung des Linien-
clementes gleich dem Abszissenwert dieses Punktes sein mufBl. Zeichnet man z. B. die
Linienelemente nur fiir Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, so erhilt man ein Rich-
tungsfeld wie in Bild 24.6. Die zu diesem Richtungsfeld gehérenden Kurven sind quadra-

tische Parabeln mit der Gleichung y = % + C.

AAAA A

Bild 24.6 .

~ P A v V-

Kontrollfrage

24.3. Unter welchen Bedingungen ist es moglich, die Lésungsmenge einer Dgl. 1. Ordnung durch
ein Richtungsfeld in der a,y-Ebene darzustellen?

Aufgabe: 24.9.

24.2.4. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Ist in Gl. (24.1) die Funktion @ eine ganzrationale beziiglich des Funktionswertes y
und des Wertes der Ableitung y’, so kann man auch von einem Grad der Dgl. spre-
chen, der sich aus der hichsten Potenz von y und seiner Ableitung y' ergibt. Besondere
Bedeutung fiir die Praxis besitzen lineare Dgln. (Dgln. 1. Grades),

a) da sehr oft in Naturwissenschaft und Technik ein linearer Zusammenhang zwi-
schen dem Funktionswert y und dem Wert der Ableitung y' besteht. (Dies gilt
auch fiir lineare Dgln. hoherer Ordnung, vgl. Abschn. 24.3.)

b) weil fiir lineare Dgln. spezielle, relativ einfache Lésungsverfahren existieren (neben
numerischen und grafischen Losungsverfahren ist hier die Méglichkeit des Losens
mittels Analogrechners zu nennen).

Aus dem letztgenannten Grunde werden oft auch nichtlineare Dgln. linearisiert,
d. h., die Beschreibung durch eine nichtlineare Dgl. wird entweder fiir den gesamten
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Definitionsbereich oder innerhalb einzelner Intervalle durch eine in Naherung giiltige
lineare Dgl. ersetzt. Eine mogliche Methode besteht darin, eine (nicht rationale)
Funktion an einer Stelle in eine TA¥LORsche Reihe zu entwickeln und diese z. B, nach
dem 2. Glied (dem Glied mit der 1. Ableitung) abzubrechen. Dies bedeutet die An-
néherung der Funktion durch ihre Tangentengleichung an der Entwicklungsstelle.
Eine lineare Dgl. 1. Ordnung besitzt die allgemeine Form

7@y + gy =8  [nE) +0].
Dividiert man durch g, (x), so erhilt man mit 90_23 = g(x), :((2)) = $(z) die Normal-
1 14
form der inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung

¥+ g@)y = s (24.4)

Im Falle s(z) = 0 liegt die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung vor

y+g@)y=0 ‘ (24.5)

Die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung kann nach Trennen der Variablen geldst
werden:

dy
3= 9=y

dy
v
Infy| = —[g(x) dz + In |K}.

Damit wird die allgemeine Losung der homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung

(Die allgemeine Losung der homogenen Dgl. soll von der inhonrogenen Dgl. durch
den Index h unterschieden werden, deshalb yp.) Die inhomogene.lineare Dgl. 1. Ord-
nung besitzt im Gegensatz zur homogenen Dgl. ein Glied s(z), das nur die Variable »
enthélt. Dieser Term s(z) wird auch als Stérfunktion bezeichmet. Der franzosische
Mathematiker LAGRANGE hatte die Idee, die Integrationskongtante K in der allge-
meinen Losung der homogenen Dgl. durch einen Term mit der Variablen z zu er-
setzen und diesen Term K(z) so zu bestimmen, daB y = K(z) e~/r®4z Lésung der
inhomogenen Dgl. wird. Weil bei diesem Verfahren die Integrationskonstante durch
einen Term mit einer Variablen ersetzt wird, spricht man von der Variation der Kon-
stanten. Aus (24.6) wird also

Il

—g(z) dz

y = K(z) e~Jotriz,
Differenziert
dy

Fr K'(x) e—fomir _ K(z) glz) e~fotmndz,
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Einsetzen in (24.6) ergibt

K'(z) e—folmaz _ K(z) g(z) e—Jomdz g(z) K(z) e —fotz)ar — (%)

K'(@) e~fo=z — g(z)

K'(2) = s(x) efo=ez,
Da die Glieder mit K(2) wegfallen, entsteht eine nach Trennen der Variablen lésbare
Dgl. Aus dieser ergibt sich durch Integrieren K(x). Das Einsetzen des errechneten
Terms K(z) in den Ansatz y = K(x) e~/ fiihrt zur allgemeinen Lisung der

inhomogenen Dgl. Zum Losen der inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung sind also
zwei Schritte mit insgesamt zwei Integrationen erforderlich:

1. Lésen der homogenen Dgl. durch Trennen der Variablen;
2. Lésen der inhomogenen Dgl. durch Variation der Konstanten.

BEISPIEL

24.7. ¥y + L _sinz (x == 0)
z

Lisung:
Homogene Dgl. v+L=o.
x
Trennen der Variablen ﬂ- = 7d_x (y=+=0).
y z

Integrieren In |yl = —In|z| + In |K]|.
Allgemeine Losung der _ K
homogenen Dgl. o=

_ K@)

Variation der Konstanten y
@

. _ K@z — K@)

y 2
=
Einsetzen in die Dgl. &) - Kiz), F Kl _ o
1-2 11
I_M = sinz.
x

Trennen der Variablen dK(z) = z sinz dz.
Integrieren K(z) =sinaz —xcosz + C.
Allgemeine Lésung der _sinz —xcosz + C
inhomogenen Dgl. y= *

Schreibt man das Ergebnis von Beispiel 24.7. als Summe in der Form

7 y= (S":x ~cosx)+-%,
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80 ist zu erkennen, dafl der 2. Summand % die allgemeine Losung der zugehdrigen

homogenen Dgl. ist (die Bezeichnung des Parameters mit C oder K ist belanglos). Der
1. Summand stellt eine partikulire Losung der inhomogenen Dgl. dar, die sich aus der
allgemeinen Losung fiir C = 0 ergibt.

Was fiir das spezielle Beispiel festgestellt wurde, gilt aligemein sowohl fiir lineare
Dgln. 1. Ordnung wie auch fiir lineare Dgln. n-ter Ordnung mit der allgemeinen Form

ga@) Y™ 4 gua(@) Y0 4 o 4 91(2) ¥+ gol) y = ().
Satz

Die allgemeine Losung einer linearen Dgl. n-ter Ordnung setzt sich aus einer
partikuliren Losung der Dgl. und der allgemeinen Losung der zugehdrigen homo-
genen Dgl. zusammen.

BEISPIEL

24.8. Ein Stromkreis mit dem ohmschen Widerstand R, &er Induktivitit L und der Wechsel-
spannungsquelle e(t) = é sin wt wird zur Zeit ¢ = 0 geschlossen (Bild 24.7). Wie ist der
zeitliche Verlauf des Stromes?

t=0

eft) R
Bild 24.7
i »
Lésung: Der 2. Kirchhoffsche Satz erméglicht den Ansatz der Dgl.:
up +up =e

Ri + L % = ésin wt.

Dgl. des Stromkreises %:— + % P = % sin wt.
di R .

H Dgl. — 4+ —1i=0.

omogene Dl @ A Z

Trennen der Variablen ﬁ- = — -f— de.

13 ”
. . R

Integrieren In il = -5 t + In K.

Allgemeine Lésung der By

homogenen Dgl. in=Ke .

Lasungsansatz durch -2
Variation der Konstanten ¢ = K(t)e I
R R
di — R -1
— =K'(the ' —K({t)—e
& () (t) T
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R R R
- ——i ——
Einsetzen in die Dgl. K(ye ¥ — K(l)%e LN %K(n e I = %ain wt,

R
)
Trennen der Variablen dK(t) = % el sinwtdt.

R
é eTl R
Integrieren K@) = IR (—— sin‘mf — m cos wl) + C.
(T =
: i —-——t
inbomogonen Dgle 1§ = s (Reinat — wLeosat) +Ce 2,

Fiir den Einschaltvorgang gilt die Anfangsbedingung ¢t = 0, ¢ = 0. Aus
¢

0= gy ©— b} +0¢
148t sich fiir C der Wert
C= __fol
R® + o?L?

errechnen. Damit wird die partikulire Lésung zu

VI T )
,p=m wl e - R sin wt — wl cos wtf.

Bei Dgln. der Physik, Technik usw. kennt man oft partikulire Losungen, oder man
kann diese ohne Integrationen ermitteln. Dann kann ein Teil des im vorangegangenen
gezeigten Losungsweges eingespart werden.

Mit y, = f1(2) hege eine pa,mkulhre Lésung der homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung
vor, d. h., es sei

.1/1 +gl@)p =0.

Dann ist auch C‘yl = Cf,(x), worin C eine Konstante ist, Losung dieser Dgl.: denn
es ist (da —— dC =0 dy' =~

d;
—= +g{@) Oy =C (% + gla) .m) =0.

Da Cy, = Of,(x) Losung der Dgl. ist und eine willkiirliche Konstante enthélt, muf}
es die allgemeine Lésung sein. Es gilt also:

kannt, so erhilt man durch Multiplizieren mit einer willkiirlichen Konstanten die

Ist von einer homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung eine partikulire Lésung be-
allgemeine Lisung der homogenen Dgl.

Ist y; = fi(x) eine partikulire Losung der inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung,
so kann nach Einfiihren einer neuen, von z abhiingigen Variablen u die allgemeine
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Lésung mittels des Losungsansatzes

y=th+u
berechnet werden.
Es ist
dy _dy | du
dz ~ d=x dx’

Nach Einsetzen in (24.4) erhilt man

d; d
o+ 0@ 1 + @) u = s(a).

Da vorausgesetzt wurde, dafl y, partikulire Losung ist, mufl

d
d—yz‘ + 9(@) y1 = 8(2)

sein. Damit vereinfacht sich die Dgl. zu

d
T Ho@u=0,

also einer Dgl. mit trennbaren Variablen, aus der u bestimmt werden kann. Man
erkennt:

kannt, so geniigt eine Integration, um die allgemeine Lésung der inhomogenen

Ist von einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung eine partikulire Losung be-
Dgl. zu finden.

Sind y, = fi(«) und y, = f,(x) zwei partikulire Losungen einer inhomogenen linearen
Dgl. 1. Ordnung, so muf} gelten
dy

©d
dp 9@y =s@ und d_y; + 9(@) y. = s(x).

Durch Subtrahieren der ersten Gleichung von der zweiten erhilt man

d(y, —
(?/zd—x?h) + 9@) (2 — y) =0.

¥s — Y1 = fa(@) — fi(x) ist also eine Losung der zugehérigen homogenen Gleichung.
Wie oben dargelegt wurde, erhélt man aus einer partikuliren die allgemeine Losung
einer homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung durch Multiplizieren mit einer willkiir-
lichen Konstanten. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung kann man
nunmehr als Summe aus einer partikuliren Lésung und der allgemeinen Losung der
zugehdrigen homogenen Dgl. ermitteln:

¥y =+ Cly —n).

Aus zwei partikuliren Losungen einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung
kann die allgemeine Losung ohne Integrationen bestimmt werden.

Aufgaben: 24.10. bis 24.13.
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24.2.5. Auf Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfiihrbare Differential-
gleichungen 2. Ordnung

Die implizite Dgl. 2. Ordnung besitzt die allgemeine Form

die explizite Dgl. 2. Ordnung lautet

y' =9 yy) (24.8)
Im folgenden sollen diejenigen expliziten Dgln. 2. Ordnung behandelt werden, die
sich auf Dgln. 1. Ordnung zuriickfiihren lassen. (Eine solche Dgl. 2. Ordnung wurde
bereits in 24.1. geldst, ndmlich bei der Ermittlung des Weg-Zeit-Gesetzes fiir den
Waurf senkrecht nach oben.) Die speziellen Typen von expliziten Dgln. 1. Ordnung,
die Art ihrer Zuriickfiihrung auf eine Dgl. 1. Ordnung und diese Dgl. 1. Ordnung
selbst sind in der folgenden Ubersicht zusammengestellt.

Zuriickfiihrung auf Dgl.

Typ der Dgl. 1. Ordnung durch Entstehende Dgl. 1. Ordnung

¥’ = p(z) Integration itber z y = f @lz)dz + O,

Multiplikation beider Seiten mit

s v*=2[ody +Cy,
¥ = ply) 2y’, Setzen von 2y’y” = ﬂéy—)
x

=22 | ely)dy + C,
und Integration iiber y f i X

v , du

¥ =9ly) Substitution y’ = u, | T W
- du s
= Az du

v =9l y) = o =Pl w)
y"’ = ‘p,(y: ¥) Substitution y’ = «, %1 u = g*(y; u),
¥ = f@)=*0, o dw dw @y du Y
d. h., y'= f(z) V@ Ty G L R
eigentlich monoton ¥ y dy #lyi )
BEISPIELE

249. y' —y =e*
Léosung: Es liegt der Typy” = g(x; y') vor. Mit y' = u, ¥’ = :z_u wird die Dgl. zu
du

—_—— = e%

dz w=en
einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung.
Homogene Dgl. gu u=0.

dz
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24.10.

Trennen der Variablen % =dz.
Integrieren In|u| =2z + In |K|.
Lésung der homogenen
Degl. ! up = K e?.
Variation der Konstanten u = K(x) e®
ﬂ- = K'(z) e* + K(x)e%,
dz

Einsetzen in die Dgl. ergibt

K'(z) e* = e%

K'(z) =1
K@) =z+C,
u = (C) + ) e%.
Riicksubstitution :—: = (C, + z) e®.
dy = (C, + z)e* dz
Partielle Integration y=0,e+ze* —e + C; =e*(x — 1 + C,) + C,.
Aligemeine Losung der
inhomogenen Dgl. y=e%x+Cy)+C,. (O, —1=0C)

Die Dgl. der freien ungedémpften Schwingung

d?s

FTE + wel =0

o g ds &
soll fiir die Anfangsbedingungen ¢ = 0:8 = 8, = = v, =0 gelost werden (vgl.
Bsp. 24.2.). dt
Lésung: Die Dgl. ist vom Typ y* = ¢(y) bzw. § = @(s). (Im folgenden soll fiir die Ab-

2,

leitungen des Weges nach der Zeit die oft benutzte Schreibweise mit & und & fiir %

und i—: angewendet werden.)

§= —w,ls
Multiplikation mit 24:

285 = —w,lsb

d(82) = —2wy?s ds
Integrieren

8 = —ws® 4 O

Ei der Anfangsbedi
e

0= —ugds? +C,

O, = wya®
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24.11.

Damit wird
8 = ogi(e? — o)
i =wy V;;T‘_‘—’z
Trennen der Variablen
ds
Vol — &
Integrieren (Integral‘ der linken Seite aus Integraltafel)

= wp d¢

arcsin — = wet + Cy
%
8 = g 8in (wot + Cy)
Eir der Anfangsbedi

8, = 8 8in (0 + Cy)

. L
sinCy=1; C;= 51
Losung der Dgl. fiir die vorgegeb Anf, bedingungen

8 = 8 8in (wuﬁ + %) = 8 CO8 Wyt

Fiir einen auf zwei Stiitzen gelagerten Balken von konstantem Querschnitt, auf den im
Abstand z von einem Auflager ein Moment M in y-Richtung wirkt (Bild 24.8), gilt die
sogen.

Dgl. der elastischen Linie

3

M =y
4 —— (1 22 _ 0
!I+EI(+11)

(E Elastizitatsmodul, I Flichentriighei t des Querschnittes, bezogen auf die
neutrale Faser).

‘M

x & Bild 24.8

Y

Diese ist eine nichtli Dgl. 2. Ordnung. In den mei praktischen Fillen ist die
Durchbiegung des Balkens sehr klein gegeniiber der Balkenlinge, so daB man y% (y
Tangens des Neigungswinkels) gegeniiber 1 vernachlissigen kann. Fir die dann ent-
stehende lineare Dgl. 2. Ordnung

v Mo
y+E,I—

soll fiir die Belastung mit einer konstanten Streckenlast g bei einer Balkenldnge ! (Bild
24.9) die Gleichung der elastischen Linie ermittelt werden.



316 24. Differentialgleichungen

AN G 1
gl.i

X i

Bild 24.9

Lésung: Die Dgl. ist vom Typ y" = p(z) mit p(z) = —-;I—I:

o M
Y= TE
Das Moment im Abstand z errechnet sich aus der Gleichgewiéhubedingung fir die

Momente
M =2 1z
2
Damit wird
¥y = I (lx — a?)

Zweimaliges Integrieren

q z? a
=L E_Z)
y 2EI( 2 3)+ 1

2EI 6 12
An den Stellen z = 0 und = I muB y = 0 sein (sogen. Randbedingungen).

4
y :»L(IE—L)+CIZ+C,

z=0,y=0 liefert C,=0,

B,

: q
=1,y=0 liefert C, =
e g leter ' 24FI

Die Gieichung der elastischen Linie heifit fiir den vorliegenden Belastungsfall

=9 (pr— o1
y=g5por bz — 20 + o)

Kontrollfragen
24.4. Wodurch wird der Grad einer (gewdhnlichen) Dgl. bestimmt?

24.5. Ein technisches Problem wird durch eine lineare Dgl. exakt beschrieben, ein anderes
erst nach Linearisierung. Was kann iiber die Genauigkeit der ermittelten Lisungen
gesagt werden?

24.6. Ist eine explizite Dgl. 2. Ordnung vom Typ y” = ¢(x; y) auf eine Dgl. 1. Ordnung zu-
rickfithrbar?

Aufgaben: 24.14. bis 24.17.
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24.3. Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
24.3.0. YVorhemerkung

Durch Dgln. 2. Ordnung lassen sich z. B. einfache Schwingungsvorginge, Belastungs-
fille von Trigern und Vorginge des Energieaustausches beschreiben. Die méglichen
Formen der Losungen fiir diese Dgln. sowie einige Anwendungsfille sollen im fol-
genden behandelt werden.

24.3.1. Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die lineare Dgl. 2. Ordnung besitzt die allgemeine Form

72@) ¥ + (@) ¥’ + gol@) y = S(x).
Sind hierin g,(z), g (x) und go(x) konstante, reelle Zahlen und dividiert man die Dgl.

durch den Koeffizienten der zweiten Ableitung, so erhidlt man mit&:) =a,

2
%ol2) = gy und Sta) = s(z) als Normalform einer linearen Dgl. 2. Ordnung mit
() ()
konstanten Koeffizienten

V oy +oy=s) e acR | (24.9)

Im Falle s(x) = 0 heiBt die Dgl. homogen, fiir s(z) == 0 inhomogen.

24.3.2, Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Das Losen der homogenen linearen Dgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

ist allein mit Hilfe elementarer Funktionen und durch algebraische Operationen, also
ohne Integration méglich.

Die Methode beruht auf folgender Uberlegung: Eine elementare Funktion, die die
Dgl. ¥ + a1y’ + agy = 0 erfiillen soll, muB nach Einsetzen des Funktionswertes
und der Werte der Ableitungen in die Dgl. eine Summe gleichartiger Glieder ergeben,
die identisch gleich Null sein muB. Eine solche Funktion ist die Exponentialfunktion.

Zum Lésen einer homogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten verwendet
man den Ansatz

y =etr
und bestimmt die Konstante k so, dal y = e** die Dgl. erfiillt.!)
Aus y = e** folgt y' = k e**, y'* = k2 e¥*. Dies in die Dgl. (24.10) eingesetat, ergibt
k2 ek 1 ak ek 4 gpett =0
e (k? 4 a;k + ap) = 0.

!) Dieses Verfahren ist allgemein auf lineare Dgln. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
anwendbar.
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Da e** fiir alle Werte der Variablen z verschieden von Null ist, muf}

k4 ak + ag.= (24.11)

sein. Man nennt (24.11) die der Dgl. (24.10) zugeordnete eharakteristische Gleichung.
(Die charakteristische Gleichung entsteht aus der Dgl. dadurch, daB die Werte der
Ableitungen durch Potenzen von k gleicher Ordnung ersetzt werden.) Aus der charak-
teristischen Gleichung errechnet man fiir & die Werte

a a,?
kip = 'éi VTl — ag-

Damit sind zwei partikulire Losungen y = fi(z) = eb* und y = fy(z) = e"* der
homogenen Dgl. ermittelt. Da jede dieser Funktionen die linke Seite der Dgl. (24.10)
zu Null werden 1a8t, muB auch fiir die Summe von y = f,(x) und y = f,(x) bzw. fiir
die mit einer Konstanten multiplizierten Losung y = f,(x) die linke Seite gleich Null
werden. Es gelten folgende Sitzel), auf deren Beweisfiihrung verzichtet werden soll.

Siitze

1. Sind y = f,(x) und y = f,(z) Lésungen einer homogenen linearen Dgl., so ist
auch y = f,() + /() eine Losung.

2. Ist y = /,(x) Losung einer homogenen linearen Dgl., so ist auch y = C - hi=)
eine Losung. =

3. Liegen mit y = f;(z) und y = f,(x) zwei wesentliche?), voneinander nicht ab-
hingige?) Losungen einer homogenen linearen Dgl. 2. Ordnung vor, so kann mit
y = C1/i() + Cyfo(x) die allgemeine Lésung angegeben werden,

4. TIst eine komplexwertige Funktion der reellen Variablen z in der Form y = f(x)
= u(x) + jv(z) Losung einer homogenen linearen Dgl., so sind auch y = u(z)
und y = v(z) Lésungen der Dgl.

Der letzte Satz folgt aus der Tatsache, daB eine komplexe Zahl dann und nur dann den
Wert Null hat, wenn Realteil und Imaginirteil gleich Null sind.
Unter Anwendung dieser Sitze lassen sich fiir die Losungen der charakteristischen

2
Gleichung, je nachdem, ob die Diskriminante b B a, groBer, gleich oder kleiner Null
ist, drei Fille unterscheiden: 4

2
1. k, und %, sind reell und voneinander verschieden (—%— — ag > 0). Dann lautet
gemiB Satz 3 die allgemeine Losung

y =0y b 1 Cyehe (24.12a)

1) Diese Sitze gelten auch fir lineare Dgln. n-ter Ordnung, im Falle von Satz 3 fiir n wesent-
liche, voneinander nicht abhéingige Losungen.

2) Jede homogene lineare Dgl. hat die triviale Losung y = 0. Diese soll nicht als wesentliche
Losung gelten. g

3) Ist 2. B. y = /;{«) = sin = cos = Losung einer Dgl., so ist y = f,(2) = sin 22 wegen sin 22
= 2 sin z cos 2 keine unabhéngige Losung.
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2
2. k, und k, sind gleich ("_; —— o).

s

2
allgemeine Losung kann hier mit Hilfe der Variation der Konstanten bestimmt
werden:

y =C(x)ek
Y = C'(@) e 4 C) ke = H[C'(2) + kC()]
y' = 0" (x) ek + C'(x) k e + C'(x) k ¥ + C(z) k? e
= eX[C""(z) + 2kC'(x) + k20(x)].
Die Terme fiir y, ¥’ und ¥’ in die Dgl. (24.10) eingesetat, ergibt
0" (@) + 2k + a;) C'@) + (k + wk + ao) C(w)] = 0.

Wegen ky =k, = ergibe sich nur eine unabhingige Lésung y = C e**. Die

2

Wegen e** £ 0, k = —% und gy = aTl folgt daraus

C"(x) =0

C(z) = Cyz + C,.
Fithrt man noch —¢ = —-% =k ein, so erhilt man als allgemeine Lésung der
Dgl.

y=(Ciz + C) e 24.12b)
(

3. k; und %, sind konjugierb komplex (aTIE —ap < 0) .
Mit % =46 pnd o= 1/% — % wird
kh=—0+jo
ky = —0 — jow.
Die Losung der Dgl. kann somit in der Form
y = O, e+ | (), el-0-0)z
= e%%(C, e¥? 4 C, e~Iv%)
geschriecben werden. Mit Hilfe der Beziehungen e!* = cosz + jsinx und
e 1% = cos z — j sin 2 14Bt sich die Losung umformen zu
y = e ¥[C)(cos wz + j sin wz) + C,(cos wx — j sin wzx)]
= e ¥[(C, + 0,) cos wzx + j(C, — C,) sin wz].
Nach Satz 4 miissen Realteil und Imaginiirteil dieser Losung selbst Losung der

Dgl. sein. Setzt man noch €, + C;, = 4 und C; — C, = B und bildet aus Realteil
und Imaginirteil eine neue Losung, so erhilt man diese in der Form

y = e7%%(A4 cos wz + B sin wz) 24.12¢)
(
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BEISPIEL

24.12. Die Dgl. " + a3’ + apy = 0 ist fiir @, = 4 und
a) ap =3, b) @y =4, c) ag=25
zu lésen.
Lisung:
a) Y 4y +3y=0
Charakteristische Gleichung k+4k+3=0
Losungen der charakt. Gl. ky=—1,k=—-3
Aligemeine Losung der Dgl. y=0,e%4 0%
b) Yy +4y +4y=0
Charakteristische Gleichung 4+ 4k+4=0
Losungen der charakt. Gl b=k =k=—-2
Allgemeine Losung der Dgl. y = (Cyx + C,) e2®
c) y' +4y +5y=0
Charakteristische Gleichung k24 4k 4+ 5=0
Losungen der. charakt. Gl. ky=—2+4+j,k,=—-2—]j
Allgemeine Losung der Dgl. y = e (0, el® I Cy %)

y = e ?%(A4 cos x + Bsin z)

Bei nur geringen Anderungen von a, ergaben sich in diesem Beispiel recht unter-
schiedliche Losungsfunktionen. Diese und die Ubergiinge zwischen ihnen lassen sich
in praktischen Anwendungsfillen oft anschaulich interpretieren, wie im folgenden
Beispiel zu erkennen sein wird.

BEISPIEL
24.13. Eine Masse ist an siner el hen Feder aufgehingt und starr mit einem in einer Fliis-

sigkeit eingetauchten Dampfungskolben verbunden (Bild 24.10).

a) Die Dgl. fiir die Bewegung der Gesa nach einmaligem Auslenken aus der
Ruhelage ist aufzustellen.
b) Die grundsitzlich méglichen Losungen der Dgl. unter Beriicksichtigung einer Rei

bungskraft Fg 4= 0, d. h. fir die gediampfte freie Schwingung, sind zu ermitteln und”
zu diskutieren.

Losung:

a) In Erweiterung des Ansatzes in Bsp. 24.2. ist jetzt noch eine geschwindigkeitepro-
portionale Reibungs- bzw. Dimpfungskraft Fy zu beriicksichtigen:

Fyg=d %:— = dé (d Dimpfungsfaktor).
Die Gleichgewichtsbedingung fir die Krifte liefert die Dgl,
mé + dé + fa =0,
t

frdaada—o,
m m
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bzw. mit i = 24, -,— = w,?
m m

5+ 208 + wgls = 0.

}s

i I
2

Sed Bild 24.10

b) Die charakteristische Gleichung k2 4 26k + w,® =
hat die Loésungen ky; = —& 4 V8 — g
Je nachdem, ob § < w,, § = w, oder 8 > w, ist, ergeben sich hiedene L
der Dgl. Die Bereck g dieser Losungen soll unter Verwendung des

Dimplungsgrades D = L erfolgen.

x)0<D<1,d.h d<w.
Dies ist der Fall, wenn die Démpfung relativ klein ist (4 <2 }/,‘m) k; und ¥, sind
konjugiert komplex:

kp=—8+jVo — & oder,mit o, = Vi, — &,

b= =0+ joe k= —3— jo,.
Als allgemeine Losung der Dgl. ergibt sich nach Gl. (24.12¢)

8 = e~(A 008 wet + B sin wet),
die unter A dung eines Additi

+h

auch in der Form

8 = e~¥K gin (w, + @)
mit K = YA? + B, ¢ = arctan -%- geschrieben werden kann.

Das System fithrt eine gedimpfte Schwingung aus. Die Amplituden K - e~% indern
sich in Abhiingigkeit von ¢.w, = Yw,! — 8® = w, Y1 — D* ist die Eigenfrequenz
der freien Schwingung des gedimpften Systems, die um so mehr von der Kennkreis-
frequenz w, abweicht, je groBer der Dimpfungsgrad D ist. Wegen w, < w, ist die
Periodendauer 7' des gedimpften Systems stets groBer als die Periodendauer 7', des
ungedéimpften Systems (Bild 24.11a).

pD=1,d.hd=a,.

Die Losungen der charakteristischen Gleick sind

by = ky = —4.
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Nach (24.12b) heift dann die allgemeine Lésung der Dgl.
8= (Cyt + 0,) e~¥.
RN SRR S

Das System fiihrt keine Schwi d. h. periodische Bewegungen, mehr aus.
Wie man zeigen kann, hat die Losungsfunktion hochstens eine Nullstelle (wenn
Cy 4: 0) und einen Excremwert Der Fall D = 1 trennt die fir D > 1 aperiodisch

Vorgé von d iodischen (fir 0 < D < 1), man nennt ihn des-
halb den nperlodlschen Gren:hll (Bild 24.11D).

- (C,e+Ce7)

§-6 UG G)

“ ol 7
Bild 24.11a Bild 24.11b
yY)D>1,d. h.d > w,.
Das System ist stark gedimpft. Die Losungen der charakteristischen Gleichung

sind
h=—8+1F—of, kKh=-8—1F—of

Mit y = ¥é* — o, kann man die allgemeine Losung der Dgl. in der Form
8 = e (C, o 4 Cye 1)

schreiben. Diese Funktion hat ebenfalls hichstens eine Nullstelle (wenn C; = 0 und
C, = 0 sowie C,C; < 0) und einen Extremwert. Der durch diese Funktion beschrie-
bene aperiodische Vorgang heiBt der Kriechfall (Bild 24.11b).

In allen drei betrachteten Fillen konnen die den speziellen technischen Problem-
stellungen entsprechenden partikuliren Lésungen ermittelt werden, indem man die
zu den Anfangsbedingungen gehérenden Werte fiir C; und C, bzw. 4 und B (oder
kund @) bestimmt.

Aufgaben: 24.18. bis 24,20,

24.3.3.

Die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mif konstanten Koeffizienten

Wie bereits in 24.2.4. ausgefiihrt wurde, setzt sich die allgemeine Lisung einer linearen
Dgl. n-ter Ordnung aus der allgemeinen Losung (yn) der zugehérigen homogenen Dgl.
und einer partikuliren Losung (y,) der inhomogenen Dgl. zusammen:

Y=1tn+ Yp-
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Damit ist — da der Ldsungsweg der homogenen Dgl. bereits bekannt ist — fiir das
Lésen einer inhomogenen linearen Dgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

¥ + oy + agy = 8(z)

nur noch erforderlich, ein Verfahren zum Bestimmen einer partikuliren Losung
bereitzustellen. Dieses ist fiir den allgemeinen Fall das Verfahren der Variation der
Konstanten, Bei gewissen speziellen Formen der Stérfunktion s(x) kann jedoch eine
partikulire Losung wesentlich einfacher, ohne das (allgemeingiiltige) Verfahren der
Variation der Konstanten anwenden zu miissen, gefunden werden. Der Vorteil dieses
Weges besteht darin, daB er keine Integrationen erfordert. Die nachfolgende Tabelle
enthiilt 3 spezielle Formen der Stérfunktion, fiir die durch geeigneten Ansatz (Ansatz
und Bedingung seiner Anwendbarkeit sind ebenfalls aufgefiihrt) eine partikulire
Lésung bestimmt werden kann:

1. die Stoérfunktion ist ein Polynom m-ten Grades;

2. die Stérfunktion ist eine Exponentialfunktion;

3. die Storfunktion ist eine Sinus- oder eine Cosinusfunktion oder eine Summe aus
beiden (mit gleichem Argument).

Als Losungsansatz dient dann im Normalfall eine Funktion vom gleichen Grade bzw.
des gleichen Arguments m, wobei in jedem Glied noch ein konstanter Faktor mit an-
zusetzen ist. Sonderfille ergeben sich, wenn k = 0 bzw. k = m baw. k = jm Lé-

Stérfunktion Ansatz Bedingung
8z) = Yp =
. by + by + o+ A D™ a+0
8 + 8% 4 ¢+ + 2™ [gleicher Grad wie s(z)] (y tritt auf)
(Polynom m-ten
Grades) : g, =0oderay=a, =0
#by + bz + ++- + ™) (k = 0 ist g-fache Losung
q€fl,2) der charakterist. Gl.)
Beme beme m == ky, ky
(Exponential- [gleiches Argument m (m ist nicht Losung der
funktion) wie 8(z)] charakterist. G.)
bzt ™= m==Fk oderm ==k =k
geft, 2} (m ist g-fache Ldsung
der charakterist. Gl.)
a cos mz + b sin mz jm == ky, ky
A cos mz + B sin mz [gleiches Argument m (jm ist nicht Losung der
(Sinus- und/oder wie 8(z)] charakterist. Gl.)
Cosinusfunktion) % " s
z(a cos mz + b sin mz) jm = ky und —jm = k,

(jm und —jm sind Lésungspaar
der charakterist. Gl.)
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sung(en) der charakteristischen Gleichung ist (sind). In diesen Fillen ist der normale
Losungsansatz durch einen Faktor z (bzw. 22 bei zweifachen Losungen) zu erweitern.
Die Koeffizienten b; bzw. b bzw. ¢ und b des Losungsansatzes sind durch Koeffi-
zientenvergleich nach Bilden der Ableitungen und Einsetzen von yp, y,', %"’ in die zu
l6sende inhomogene lineare Dgl. 2. Ordnung zu bestimmen.

Ist die Storfunktion s(z) die Summe oder das Produkt aus den in der Tabelle aufge-
fiihrten Storfunktionen, so ist als Ansatz die Summe bzw. das Produkt der ange-
gebenen Ansitze zu nehmen.

Im Falle der Summe kann die partikulire Losung auch mit Hilfe des folgenden Satzes
ermittelt werden.

Satz

Ist bei einer inhomogenen linearen Dgl. 2. Ordnung die Stérfunktion die Summe
zweier (oder auch mehrerer) Funktionen, d. h., 8() = &(2) + 8(x), und ist

Y eine partikulire Losung der Dgl. ¥ + a,y’ + agy = 8 (2),
Ype eine partikulire Losung der Dgl. 4 + a,y’ + aoy = 8(2),
80 ist yp = Yy + Yy eine partikulire Losung der Dgl. 4" + a,y’ + agy = 8(z).

BEISPIELE
214, y” — 3y + 2y =2z + 1
Lésung:
Homogene Dgl.
¥y’ —3y +2=0.
Charakteristische Gleichung
B—3k+2=0.

Losungen der charakteristischen Gleich

k=1k=2.

Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yp = O, e® + Cye®?.
_

8(z) ist ein Polynom 1. Grades. Der Losungsansatz lautet, da ay + 0,

Yo =b + b
%' =0b
" =0.

In die Dgl. eingesetzt
0 — 35, + 2(b + by2) = 22 + 1
2b,z + (2b, — 3b,) = 2z + 1.
Der Koeffizientenvergleich liefert
by=1, by=2.
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Algo ist
yp =z + 2.
Die allgemeine Losung der inhomog, Dgl. erhiilt man mit y = yp + y, zu

y=0,e°+ Cyet® Lz 4 2.

24.15. y” — 3y + 2y = e3%
Losung:
Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yn = C, 6% 4 Cye?* (s, Beispiel 24.14.).

Fiir 8(x) = €%, und weil m = k,, k,, lautet der Losungsansatz

\

Yp =be”
9 = 3b et
yp” = 9b &,

In die Dgl. eingesetzt

9b &3 — 3 . 3b e** | 2b e3% = &7,

Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

y=Cle’+0,e"+% e’%,

24.16. y"” — 3y’ -+ 2y = 3%
Lésung:
Allgemeine Lésung der homogenen Dgl.

yn = C, 6% + C, 62 (s. Beispiel 24.14.).

Da m = 2 einfache Losung der charakteristischen Gleick der 1 g Dgl. ist,
lautet der Losungsansatz

Yp = bz e?®
Yy’ = b e** | 2bx e*®

yp” = 4b e 4 bz €2,
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24.18.

In die Dgl. ei tzt und den Koeffizi leich durchgefiihrt, ergibt
b=1.
yp = T €2,

Allgemeine Losung der inbomogenen Dgl.
y = 0, e% + (Cy + z) o**.

Y =3 + 2 =2z 41+ "

Lésung: Die zugehdrige homogene Dgl. wurde bereits in Beispiel 24.14. gelost. Die Stér-
funktion s(z) = 22 + 1 + 2 kann in zwei Summanden s,(x) = 2z + 1 und sy(x) = e**
zerlegt werden. Fiir die Dgin. y* — 3y’ + 2y = 22 + 1 und y” — 3y’ + 2y = €* wur-
den bereits in Beispiel 24.14. und 24.18, die partikuliren Lésungen y;; = = + 2 und
Yps = « e*” bestimmt, aus denen gemdB dem obenstehenden Satz die partikulére Losung
Yp = + 2 + z e** der vorliegenden Dgl. ermittelt werden kann: Man erhilt

Y=Yn+¥% =¥+ Up + ¥Upa
y=0C10"+ (C +2)e* +z + 2.

Y — 3y + 2 =2
Lésung:
Allgemeine Losung der homogenen Dgl.

yn = C, 6% 4 Cy e3® (s. Beispiel 24.14.).
—

&(x) ist das Produkt eines Polynoms (2x) und einer Exponentialfunktion (e*%). Der
Lésungsansatz muB deshalb als Produkt von b, + b,z (wegen m = 1 und a, =% 0) und
be*® (wegen m = 3 = ky, k) in der Form (b, + b,2) b 63 = (¢y + ¢,2) % (¢, = byb,
¢, = byb) erfolgen:

Y = (6 + cz) e

¥’ = (Baz + ¢ + 3cp) °

yp” = (96,2 + 6c; + 9c,) €27,

Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich ergeben

3
°1=1,Dn=—'?

Aligemeine Losung der inhomogenen Dgl.

y=0Ce* + C,e¥ | (z——:—) o,
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24.19. y’ — 3y’ + 2y = cos 2z
Lisung:
Allgemeine Lésung der homogenen Dgl.
yn = C, e® | 0, e** (8. Beispiel 24.14.).

jm = j2 und —jm = —j2 sind nicht L& der charakteristisochen Gleick Des-
halb lautet der Losungsansatz

Yp = a cos 2z 4 b sin 2z
Yy’ = —2a8in 2z + 2b cos 2z
¥y = —4a cos 2z — 4b sin 2z.
Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich liefert

3
=% ="

yp = —0,05 cos 2z — 0,15 sin 2z.

Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.
y = C, e® + C, 6** — 0,05 cos 2z — 0,15 sin 2z.

Kontrollfragen

24.7. Ist die Lésung einer homugensn linearen Dgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
in der Form = C’e"’ sm (wz + lp) der in Gl. (24.12¢) angegebenen #quivalent?
Welche Bezi g 4 und B its und C und @ andererseits miiten
dann gelten?

24.8. Welche Fallunterscheidungen sind fiir das Lésen
a) von homogenen linearen Dgln. 2. Ordnung
b) von inhomogenen linearen Dgln. 2. Ordnung méglich?

24.9. Welches Verfahren ist generell zum Lésen von inhomogenen linearen Dgln. 2. Ordnung
anwendbar, wenn die Form der Storfunktion das Bestimmen einer partikuliren Lésung
durch Ansatz nicht méglich macht?

24.10. Welche M‘ lichkeiten bieten Pot: ihen, um z. B. partikulire Lésungen (fiic be-
i gsbeding ) einer inh Ii Dgl. 2. Ordgung mit kon-
Koeffizi itteln, wenn wegen der Form der Storfunktion ein Lé-

sungsansatz nicht moglmh ist?

Aufgaben: 24.21. bis 24.30.

24.4. Aufgaben

24.1. Gesucht ist die Glewhung y= l(z) der Menge aller Kurven, deren Subtangente (Pro-
jektion des Tang Beriihrungspunkt und Schnittpunkt mit
der Abszi hse auf die Abszi hee) die ki Linge { besitzt (Bild 24.12). Es

sind einige Kurven der Kurvenschar zu zeichnen, darunter die durch den Punkt (0; 1/2)
verlaufende Kurve.
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y=Ffix)

j L3 - Bild24.12
X

;

24.2. Wie heiBt die Dgl. aller Kurven, die alle Geraden durch den Ursprung rechtwinklig
schneiden?

Man l3se nach Trennen der Variablen:

243 y==% 24. 2y —ay' —y+b=0 24.5. a:y——-.—O
z z+1
Es sind die partikuliren L gen zu ermitteln, die die angegeb Anfangsbedi gen er-
fisllen.
246 —¥ 4L 0, somy=1 UL Y+ B—1=0;2=2 y—1
zsinz  y

248. DieDgl. Ty +y = K [§ = L) ist zu 15sen (¢ = 0, y = 0). Wie groB ist y fiir ¢ — co?
§ == y y

Wie groB ist y zur Zeit ¢ = T'? Zu welcher Zeit ¢ (bezogen auf T') hat y 95%, bzw. 999%
von ylesoo erreicht?

24.9. Das Rwhtungsield der Dgl. ' =1 — -y (=0, 0 <y = 1) ist zu zeichnen. Wie heiBit

die vom Koordina ung Kurve der Losung ?

24.10. y' — 2y + 22 =0 2411, y' —ytanz + sinz =0
2412. ¥ +y+ef=0;2=1,y=0

24.13. Fir ein System mit einfacher Spelcherwu'kung gilt die Dgl. T'%, 4 2, = Kz, (2, Aus-
686, 2, Ei oBe, T Zi te, K proportlonaler Ubertragungsfaktor
mit, [K] [z.]/[z,]) Wie andert sich die AusgangsgroBe z, in Abhingigkeit von der

Zeit ¢, wenn z, = ci (¢ = const)?

24.14. ¢ +y=0
24.16. y' — 10y + P =0;2=0:9y=0,%¥ =0
24.16. y’' =2e¥; 2 =0:y =‘0, Yy =-2

24.17. Fiir einen Triiger auf zwei Stiitzen mit der Linge I ist die Gleichung der elastischen Linie
fiir folgende Belastungsfiille zu :
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24.18.

24.20.

24.21.

24.23.
24.25.

24.27.

24.28.

24.29.

24.30.

a) Mittellast, I — 52’”-; b) Dreieckslast, ¥ = % [% - (%)3]
v +y=0 24.19. y” + 6y’ + 13y = 0

¥ -5 +4y=0,90=2y0) =1

Yy =a? 2422,y —y =e*

Y — 3y =2z + 1) e* 2424, y’ —dy + 3y ="T2% + 3
y' + 2y + 4y =sin22 24.26. y” — 10y’ | 26y = 16e*
V'Y Ty=2"+22+3

' —y=~z2=1:y=38,y =35

Y +y+224+6=02=0:y=0,z=mn:y =0

Fiir ein Ubertragung mit zweifacher Speicherwirkung gilt die Dgl.

Ty2%, + Tyi, + z, = Kz, (vgl. Aufg. 24.13.). Es soll #, fir z, = const und T, > 27,

mit der Anfangsbedingung z, = 0: z, = 0,#, = 0 berechnet werden.

24.31.

24.33.

24.34.

24.35.

24.36.

24.38.

24.39.

24.40.

24.41.

24.42,

24,44,

24.46.

24.48.

z

y== 2432 ¢ —ay 2y =0
Yy
Die Dgl. ¢’ sin z = y In y ist zu 16sen. Wie lautet die partikulire Losung, fiir die 2 = =/2,

y = 1gilt?

Yl —a?) —1—22=0;2=1/3,y = V2/2

Die Dgl. aller Kurven, deren Subtangentenlinge das Doppelte der Abszisse des Beriih-

ktes ist, soll

rungsp

y sin? &

Y+ 2y =e 2437, y = ———
sinzcosz  cosz

2y T2 =33 -2+ 4;2=1,y=1/12
y' Ly =ef

Y +3 —br+b5=0Gr=—~l:y=1,9 =2

werden. Wie heiBt die Gleichung der Kurven?

kurve zu be-

Die Dgl. ¥ — Ty’ + 12y = 0 ist zu l6sen und die Gleichung der L
stimmen, die durch den Punkt (0; 2) geht.

¥y -4y 413y =0 24.43. 4y —dy' +y=10
Y+ 2y = e 2445. y’ — 5y + 4y =z

Y’ + 6y + 20y = &% 2447, y’ — 4y’ + 4y =sinz
¥y’ — ¥ + 1,25y = 5 sin 5z — 23,75 cos 5z
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24.49. y" — by’ + By = 4 sin 2z

24.50. y' — 5y +3x —8=0; zx=0:9y=0,y9"=3

2451, ¥y + 3y —6y+3=0;2=0:y=0,y9 =0

24.52. Eine an einer elastischen Feder aufgehiingte und mit einem Dampfungskolben starr ver-
bundene Masse (vgl. Bild 24.10) wird durch eine erzwungene periodische Bewegung des

oberen Federaufhingepunktes (von auBen einwirkende Kraft F, = F sin wt) zum
Schwingen gebracht.

a) Die Dgl. der gedimpften erzwungenen Schwingung ist aufzustellen.
b) Die Lésung fiir § < ey ist zu ermitteln.



25. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

25.1. Klassische Wahrscheinlichkeitsrech

25.1.0. Vorbemerkung

In den verschiedensten Wissensgebieten begegnet man dem eigenartigen Begriff des
Zufalls. Wenn man mit einem Wiirfel mehrmals wiirfelt, so ist kaum zu erwarten, dafl
man jedesmal die gleiche Augenzahl, etwa die Sechs, wirft. Wenn ein Schiitze mehr-
mals unter gleichen Bedingungen auf eine Scheibe schieBt, so trifft er in der Regel
nicht jedesmal die Scheibenmitte. Weitere Beispiele sind die zufilligen MeBfehler in
der MeBtechnik, die unterschiedliche Qualitdt der Serienproduktion, die Lebens-
dauer von Bauelementen und die Linge der Warteschlangen bei der Kundenbedie-
nung. Trotz der Regellosigkeit dieser Erscheinungen im einzelnen gelingt es der
Mathematik, allgemeingiiltige Gesetzmi Bigkeiten fiir Zufallsprobleme aufzustellen.
Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten hat sich, historisch gesehen, zunichst durch
die Untersuchung von Gliicksspielen entwickelt. Die so entstandenen Methoden der
klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung spielen aber auch heute noch, besonders in
der theoretischen Physik und bei der Verkniipfung technischer Bauelemente, eine
erhebliche Rolle.

25.1.1. Zufilliges Ereignis und Wahrscheinlichkeit

Nicht immer ist bei einem Experiment das Versuchsergebnis durch die Versuchs-
bedingungen eindeutig bestimmt. Wenn die Ursachen nicht simtlich erfaBt worden
sind, dann ist die Wirkung unsicher. Nicht immer wird der gewiinschte Treffer er-
zielt.

Delinition

Ein zufilliges Ereignis ist ein Versuchsergebnis, das unter gleichbleibenden Ver-
suchsbedingungen eintreten kann, aber nicht eintreten mu@.

Wird eine Miinze beliebig in die Luft geworfen, so ist es ganz ungewiB, ob nach dem
Aufschlag die Zahl oder das Bild (Wappen) oben liegt. Es gibt zwei migliche Ergeb-
nisse des Versuchs. Hat jemand gewettet, daBl die Zahl oben liegen wird, so ist fiir
ihn nur dieser eine Fall giinstig. Es liegt nahe, das Verhiltnis 1: 2 als MaB fiir die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Zahl zu benutzen. Die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses betrigt also p = 1/2 = 0,5 = 50%,.
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Definition

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird gemessen durch den Bruch

25.1)

wobei g die Anzahl der giinstigen und m die Anzahl der méglichen Fiille bedeutet.
Dabei miissen die méglichen Fille samtlich gleichwertig sein.

Diese ,,klassische Definition‘‘ der Wahrscheinlichkeit ist nur auf solche Probleme an-
wendbar, bei denen von vornherein klare Aussagen iiber die moglichen Fille gemacht
werden kénnen. Wenn das Ereignis A bei der Angabe der Wahrscheinlichkeit he-
sonders hervorgehoben werden soll, so ist die Schreibweise p = P(4) iiblich, die an
ein Funktionssymbol erinnert und entsprechend ,,P von A* gelesen wird.

BEISPIEL

25.1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel mehr als vier Augen zu werfen?

Llefs]« HA wiass

Lésung: Die moglichen Fille sind die Augenzahlen 1 bis 6, die in Bild 25.1 als Flichen
dargestellt sind. Thre Anzahl ist m = 6. Giinstig fiir das betrachtete Ereignis sind die
Zahlen 5 und 6. Die Anzahl der giinstigen Fille ist also g = 2. Fiir die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ergibt sich daher
2_1
=—==—=10,333 = 33,3%.
p=o = = 0333 =333%

Um die Massenerscheinungen der Statistik mit wahrscheinlichkeitstheoretischen
Mitteln untersuchen zu konnen, geniigt die klassische Definition der Wahrschein-
lichkeit nicht. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel eine Sechs zu werfen, liit
sich im voraus bestimmen, ehe ein Versuch angestellt wird. Die Wahrscheinlichkeit,
mit der bei einem Schiitzen die Trefferzahl 9 Ringe auftritt, liBt sich erst nach Aus-
fiihrung von Versuchen feststellen.

Beim Wiirfel ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Mehr als drei Augen‘‘ im
voraus gleich 0,5. Fiihrt man = Versuche aus und bestimmt die Haufigkeit A, mit der
das fragliche Ereignis eingetreten ist, so kann man die relative Hiutigkeit

w=—
n

berechnen. Es zeigt sich, da$# bei wachsender Anzahl n der Versuche eine eigentiim-
liche Konstanz dieses Zahlenwertes entsteht (Bild 25.2).

Umfangreiches Zahlenmaterial hat immer wieder ergeben, dafl die relative Hiufig-
keit nahezu gleich der im voraus berechneten klassischen Wahrscheinlichkeit wird.
Es erscheint daher sinnvoll, auch solchen Ereignissen, bei denen die klassische Defi-
nition nicht anwendbar ist, eine Wahrscheinlichkeit p zuzuordnen, die die Erschei-
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nung zahlenméBig objektiv charakterisiert. Zusammenfassend ergibt sich also fol-
gende Regel zur statistischen Schitzung der Wahrscheinlichkeit:

Wenn die Anzahl & der Versuche, bei denen das Ereignis eingetreten ist, durch die
Anzahl n aller angestellten Versuche dividiert wird, so gilt fiir die Wahrschein-
lichkeit p die Naherung

P

Je groBer die Anzahl n aller angestellten Versuche ist, desto unwahrscheinlicher sind
grobe Abweichungen (Gesetz der grofien Zahlen).

Aus dieser Schitzregel darf nicht geschlossen werden, daB die Wahrscheinlichkeit
der Grenzwert der relativen Haufigkeit sei. Denn auch bei grofiem x sind grobe
Abweichungen nicht mit Sicherheit auszuschliefen. Der heschriebene Zusammenhang
legt die Vorstellung nahe, daB die praktisch durchgefiihrten Versuche aus der Menge
aller iiberhaupt denkbaren Versuche entnommen seien.

Detinition

Die Gesamtheit aller denkbaren Versuchsergebnisse, die unter gleichen Bedingun-
gen zustande kommen konnen, heiBt die zu diesen Versuchshedingungen gehérige
Grundgesamtheit.

Definition
l Jede endliche Anzahl # von Versuchsergebnissen, die unter gleichen Versuchsbe-

dingungen zustande gekommen sind, heift eine Stichprobe vom Umfang n ausder
entsprechenden Grundgesamtheit.

BEISPIELE

25.2. Beim Wurf mit einem Wiirfel soll als Treffer jede gerade Zahl gelten. Nach Durchfithrung
von n Vérsuchen ergab sich die Trefferzahl k (Spalten 1 und 2):

n h w n h w

1 1 1 6 3 05
2 1 0,5 7 4 0.571
3 2 0,867 8 4 0,5
4 2 0,5 9 5 0,556
5 2 0,4 10 5 0,5

Es soll die relative Hiiufigkeit w = h/n als Funktion von n grafisch dargestellt werden.
Lésung: Nach Berechnung der relativen Hiufigkeiten (Spalte 3) ergibt sich w = f(n) als
Streckenzug im Koordinatensystem (Bild 25.2). Mit wachsendem » néhert sich der
Streokenzug immer mehr der Geraden w = 0,5.

w

7

057

Bild 25.2
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25.3. Fiir die Woh 1 eines Verwaltungsbereiches wurde festgestellt, da8 von ins-
gesamt 6110217 Hanushalten 4618168 Ha,ushalte weniger als 4 Penonen umfa.uen Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB zu einem Haushalt hack g ?
Lésung: Es wurden n = 6110217 ,,Versuche* angestellt, wobe| fiir das fraglwhe Erelgms
h= 4618168 s Ireffer* erzielt wurden. Die hte Wah inlichkeit ist g8~
weise

4618168
= 0,756 = 75,8%.
™ g0z — 700 = 1B8%

Aufgaben: 25.1. bis 25.3.

25.1.2. Zusammengesetzte Ereignisse

Hiufig werden Ereignisse miteinander verkniipft. Es entstehen zusammeng te
Ereignisse. Diese lassen sich mit den Aussagenverbindungen der Logik fc lieren
und konnen durch ebene Punktmengen veranschaulicht werden. Besonders wichtig
sind die ic den drei Bezieh

1. Das Emlgm’s »A oder B besteht darin, da@ mindestens eines der Ereignisse 4
oder B eintritt. Man schreibt

C=A4VB

Diese Beziehung heifit die Summe der Ere!gnisse (Blld 25.3) In der Logik heit sie
Alternative (oder Disjunktion), in der Mengenl

2
Bild 25.3 Bild 25.4

2. DasEreignis ,,4 und B* besteht darin, dafl beide Ereignisse gleichzeitig auftreten.
Man schreibt

C=A4AAB

Diese Beziehung heiBt das Produkt der Ereignisse (Bild 25.4). In der Logik heit sie
Konjunktion und in der Mengenlehre Durchschnitt.

Bild 25.5
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3. Das Ereignis ,,Nicht 4 besteht darin, da8 das Ereignis A unter den festgelegten
Versuchsbedingungen nicht eintritt. Man schreibt

Cc=4
Diese Beziehung heift das entgogengesetzte Era)gnls (Bild 25.5). In der Logik heiBt
sie Negation, in der Mengenlehre g

25.1.3. Additionsregel

In einer Lostrommel mégen sich m Lose befinden. Unter diesen sollen a Treffer und
b Freilose vorhanden sein. Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit des Ereigni
,»A oder B, nimlich einen Treffer oder ein Freilos zu ziehen. Untersucht man,
welche Fille giinstig bzw. mdglich sind, so erhilt man die Wahrscheinlichkeiten

Pa)=2 B =2

sowie
P(AoderB)=a+b.
m
Wegen
a+db a b
m omm

kann man die gesuchte Wahrscheinlichkeit: schreiben in der Form
P(A oder B) = P(4) + P(B).

Diese Gleichung gilt nur dann, wenn die Ereignisse, wie im vorliegenden Fall, unver-
triiglich sind.

Definition

Zwei Ereignisse A und B heiBen unvertriiglich, wenn sie bei einem Versuch nicht
beide zugleich auftreten kénnen.

Mit der Symbolik der Logik gilt also der

Satz
Wenn die Ereignisse A und B unvertriiglich sind, dann gilt die Additionsregel

L Av B) = P(4) + P(B) 25.2)

BEISPIELE

25.4. Ein industriell gefertigtes Produkt wird i in. der Gﬁuklam 1 mit der Wahrscheinlichkeit
179, in der Giiteklasse 2 mit der Wah 36% boten. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, ein Stiick aus einer dieser beiden Giiteklassen zu erhalten?
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Losung: p = P(G, V Gy) = P(G,) + P(G,) = 0,17 + 0,36 = 0,563
Mit 53% Wahrscheinlichkeit wird man Giiteklasse 1 oder 2 erwarten diirfen.
te (Ereignis 4)

1

25.5. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem Skatspiel eine Zahl
oder eine griine Karte (Ereignis B) zu ziehen?

Losung:
a) Es gibt 16 Zahlenkarten, also
16 1
PA) =5 =5 =05
b) Es gibt 8 griine Karten, also
8 1
P(B) = —=— = 0,25.
&) 32 4

c) Es gibt 16 Zahlenkarten und auBerdem 4 griine Karten, die keine Zahlenkarten sind,
also .

20 5
P(C) = —=— = 0,625.
© 32 8 ==
Das Additi heorem darf nicht ang dt werden, da die Ereignisse 4 und B nicht

unvertriiglich sind. Es gibt namlich Karten, die sowohl Zahlenkarten als auch griine
Karten sind. Die Summe

P(4) + P(B) = 0,75
ist groBer als die richtige Wahrscheinlichkeit P(C) = 0,625.

25.1.4. Multiplikationsregel

Mit ahnlichen Uberlegungen 1iBt sich eine Verkniipfungsregel fiir das Ereignis ,,4
und B* beweisen, wobei der Begriff der Unabhingigkeit zweier Ereignisse auf-
tritt.

Definition

Zwei Ereignisse A und B heiBen unabhiingig, wenn das Eintreten von 4 auf die
‘Wahrscheinlichkeit von B keinen Einflu hat und umgekehrt.

Satz
Wenn die Ereignisse 4 und B iinabhingig sind, dann gilt die Multiplikationsregel

l P(4 AB) = P(4) - P(B) 26.3)

Zum Beweis werden zwei Loskiisten betrachtet:

1. Kasten: m Lose, darunter a Treffer
2. Kasten: n Lose, darunter b Treffer
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Die Treffer seien von 1 bis @ bzw. von 1 bis b numeriert. Dann lassen sich die még-
lichen Fille des Ziehens von je einem Los aus beiden Késten leicht aufschreiben:

11 12 13 ... 1 in
21 22 23 ... 2 2n
31 32 33 ... 3b 3n
—a-l—a.2—a-3——:...-—a.b u.n
ml m2 m3 .. mb .. omn

Die erste Zahl bedeutet jeweils die Nummer des Loses aus dem ersten Kasten. Man
erkennt, daB die giinstigen Fille fiir das Ereignis ,,Zwei Treffer*‘ simtlich in der recht-
eckigen Teilfliche links oben stehen. Es folgt

P(4 A B) =;—2=%.% = P(d)- P(B)

Dies aber war behauptet worden.

BEISPIEL

25.6. Die Wahracheinlichkeit, daB sich ein Gasmolekiil in einem gewissen Raumgebiet be-
findet, sei 30%. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich drei solche Molekiile, die
sich gegenseitig nicht beeinflussen sollen, in dem gleichen Raumgebiet befinden?
Lésung: p = P(M, A My A My) = P(M,) - P(M,) - P(M,)

= 0,30 - 0,30 - 0,30 = 0,027

Das Zusammentreffen von drei Molekiilen ist nur mit 2,79, Wahrscheinlichkeit zu er-
warten.

Aufgaben: 25.4. bis 25.8.

25.1.5. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit soll an folgendem Beispiel erliutert
werden.
BEISPIEL

25.7. In einem Loskasten mit 100 Losen befinden sich 5 Treffer. Es werden nacheinander
2 Lose gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, da8 beide Lose Treffer sind?

Lisung: Fiir die erste Ziehung sind 5 giinstige unter 100 méglichen Fillen vorhanden.
Also gilt
5
P(4) = — = 0,056 = 5%
(4) 100 /0

Wiire die erste Ziehung nicht vorausgegangen, so wiirde fiir die zweite Ziehung die Wahr-
scheinlichkeit

P(B) = % = 0,05 = 5%

gelten.
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Wenn die erste Ziehung ein Treffer gewesen ist, dann sind fir die zweite Ziehung nur
noch 4 ghnsti \mter 99 moglichen Fillen vorhanden. Also gilt

P(B/4) = @ = 0,0405 = 4,06%.

Das Eintreten von 4 hat einen EinfluB auf die Wahrscheinlichkeit von B. Die Ereig-
nisse 4 und B sind nicht unabhingig. Man nennt P(B/4) die bedingte Wahrscheinlich-
keit von B unter der Voraussetzung 4. Es li8t sich zeigen, da8 in diesem Falle eine ver-

all inerte Multiplikati 1 gilt. Man erhalt
P(4 A B) = P(d) - P(B]4)
5 4
= —.— = 0,00202 = 0,2029
100 99 o -==02/°
Allgemein formuliert ergibt sich der

Satz
Fiir zwei beliebige Ereignisse 4 und B gilt die Multiplikationsregel

P(A4 A B) = P(4) - P(BJ4) (25.4)

Sind die beiden Ereignisse unabhingig, so ist P(B/4) = P(B), und es folgt die Gl.
(25.3) als Spezialfall.
25.1.6. Bernoullische Formel

Eine entscheidende Rolle beim weiteren Aufbau der Wahr
spielt das Problem der Trefferzahl in einer Reihe von unabhiingigen Versuchen.

heinlichk hnung

Satz
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4 sei ». Es werden n voneinander unab-
hingige Versuche angestellt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das
Ereignis 4 genau ¥-mal auftritt, bestimmt durch die Bernoullische Formel

Pty = () 240 — o (@5.5)

Der Beweisgedanke wird aus folgender Uberlegung deutlich. Mit einem Wiirfel soll
4mal gewiirfelt werden, und es wird das Ereignis ,,2 Treffer* betrachtet, wobei als
Treffer eine Sechs gilt. Wenn man jeden Treffer mit 4 und jeden Nicht-Treffer mit B
bezeichnet, dann kann das Ereignis ,,2 Treffer* auf verschiedene Weise zustande
kommen:

K;

12
13
14
23
24
34

-,

D O WD -
ETT TN P
CTNNTIN
At ot
NN
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Aus diesem Schema li8t sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit schrittweise zusam-
mensetzen,

1. Die Trefferwahrscheinlichkeit fiir einen Einzelversuch betriigt

P4) = =%

2. Das Ereignis ,,4 oder B*, namlich ,,Treffer oder Nicht-Treffer*, hat die Wahr-
scheinlichkeit 100%,. Es gilt P(4 V B) = 1, also P(4) 4 P(B) = 1. Daher folgt
P(B) =1— P(4)
=1 P
3. Fiir das Ereignis ¥, gilt die Multiplikationsregel
P(E,) =PAANAABAB)
=P(4)- P(4)- P(B) - P(B)
=p*1 — p)*.
4. Fiir die Ereignisse I, bis Ej ergibt sich dieselbe Wahrscheinlichkeit, da sie sich nur

durch die Reihenfolge von 4 und B unterscheiden. Es gilt also fiir alle 7 die Glei-
chung

P(E;) =p*1 — p)*.
5. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit findet man nun mit Hilfe der Additionsregel:

P =P V-V E)
= P(E) + -+« + P(Ey)
= 6p*(1 — p)*
6. Die Anzahl der Moglichkeiten E; 1iBt sich aus der 3. Spalte (X;) des Schemas
theoretisch erkliren. Dort ist die Stellung der Ereignisse 4 in jeder Versuchsserie
vermerkt, Wie aus dem folgenden Abschnitt 25.1.7. hervorgeht, handelt es sich

um Kombinationen von 4 Elementen zu je zwei Stiick, deren Anzahl nach der
Formel berechnet wird:

Damit 146t sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit schreiben in der Form
4
= «p2(1 — p)i-2
P= (2) (1 —p)
Die Veraligemeinerung des Beweisgedankens fiihrt auf die behauptete Gleichung
(25.5).

Eine interessante Veranschaulichung des zusammengesetzten Ereignisses ,,k Treffer*
zeigt Bild 26.6. Das Ereignis ,, Treffer bedeutet stets ein Wegstiick nach rechts
unten, das Ereignis ,,Nicht-Treffer ein Wegstiick nach links unten. Die weitere
Deutung des Bildes sei dem Leser als niitzliche Ubung empfohlen.
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0

5

2

24

4 1 2 3 4
— _, Bid258
7 4 6 4 7

BEISPIEL

25.8. Ein GroBhandelskontor versorgt 10 Geschifte, die fiir den nichst Tag eine Bestellung
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 409, aufgeben. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB 6 Bestellungen aufgegeben werden?

Lésung:
Pyy(6) — (1;’) (048 (1 — 0,48
— 210. 0,45 - 0,6°
= 210.0,0041 . 0,1296
— 0,111

Sechs Bestellungen an einem Tag werden mit der Wahrscheinlichkeit 11,19, ei

Aufgaben: 26.9. bis 25.15.

25.1.7. Kombinatorik

Bei komplizierteren Aufgaben der klassischen Wahrscheinlichkeitsrect g kann die
Abzihlung der moglichen Fille Schwierigkeiten bereiten. Die Kombinatorik be-
schiftigt sich mit der Frage, wie viele Moglichkeiten der Zusammenstellung gleich-
artiger Dinge vorhanden sind. Die gleichartigen Dinge werden Elemente genannt und
mit den Zahlen 1; 2; 3; ...; n numeriert. Es gibt drei Grundprobleme der Kombinato-
rik, nimlich Permutationen, Variationen und Kombinationen.

a) Es seien n Elemente gegeben, die in beliebiger Reihenfolge nebeneinander gestellt
werden sollen.
Definition

Permutationen entstehen, indem die gegebenen Elemente in jeder mdglichen
Reihenfolge zusammengestellt werden.
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Fiir n < 4 ergeben sich die folgenden Méglichkeiten:

n Permutationen Anzahl
1 1 1
2 12 21 2
3 123 213 312 6

132 231 321

4 1234 2134 3124 4123 24
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Alle Permutationen, die mit dem gleichen Element beginnen, sind in dieselbe Spalte
geschrieben worden. Man erhilt die Permutationen einer Spalte, indem man die
iibrigen n — 1 Elemente, auler dem ersten, permutiert. Fiir die Anzahl P, aller Per-
mutationen folgt daher

P, =1
Py=2.1
P,=3.P,=1.2.3
P,—=4.P,=1.2.3.4

P,=n-P,_,=1-2.3-4.....2
Allgemein gilt der

Satz

Die Anzahl der Permutationen von » verschiedenen Elementen betrigt

b) Es seien n Elemente gegeben, aus denen jeweils k Stiick herausgegriffen werden
sollen.
Definition

Variationen entstehen, indem aus » Elementen jeweils & Stiick herausgegriffen
und in jeder méglichen Reihenfolge zusammengestellt werden.
Fiir » = 4 und & = 2 ergeben sich folgende Méglichkeiten:

12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43
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Man kann sich die Variationen aus den Permutationen entstanden denken:

12 34 21 34 31 24 41 23
12 43 21 43 31 42 41 32

13 24 23 14 32 14 42 13
13 42 23 41 32 41 42 31

14 23 24 13 34 12 43 12
14 32 24 31 34 21 43 21

Streicht man jeweils die letzten n — k El te weg, so entstebt jede Variation so
oft, wie sich die gestrichenen Elemente permutieren lassen, also (n — k)!-mal.
Fiir die Anzahl V,® aller Variationen gilt daher die Gleichung

(n — k) Vo =n!

und damit folgt der
Satz
Die Anzahl der Variationen von n verschiedenen Elementen zu je k Stiick betriigt
n!
(1)) S
Va Ty (26.7)

Eine spezielle Art von Variationen soll nun gesondert betrachtet werden, weil sie in
den Anwendungen héufig vorkommt.
Definition
Variationen mit Wiederholung entstehen, wenn in den einzelnen Variationen
dasselbe Element mehrmals auftreten darf.

Fiir n = 4 und k = 2 ergeben sich folgende Méglichkeiten:

11 21 31 41
12 22 32 42
13 23 33 43
14 24 4 4

Die Variationen mit Wiederholung zu je k Stiick entstehen aus denen zu je k — 1
Stiick, indem man jedes der n Elemente vor die schon vorhandenen Variationen
schreibt. Es gilt also

n-VED =V
Man erhiilt der Reihe nach

Vi=n

V& =n-VE =nt

TR =n V=
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Allgemein folgt der

Satz
Die Anzahl der Variationen von n Elementen zu je k Stiick mit Wiederholung be-
triigt

BEISPIEL

26.9. Aus den Ziffern 0 bis 9 sind alle Variationen zu jo zwei Stiick mit Wiederholung aufzu-
schreiben. Welche praktische Anwendung beruht auf diesen Uberlegungen?

Lésung:
00 10 20 oen 90
01 11 21 vee 91
02 12 22 o 92

03 13 23 s 93
04 14 24 e 94

05 15 25 95
08 16 26 96
07 17 27 97
08 18 28 98
09 19 29 99

Diese Variationen kénnen nicht nur elementweise gelesen werden, sondern als Zahlen des
praktischen Rech Zum Beispiel ergibt sich in der zweiten Spalte statt ,,Eins-Null*
die Zahl ,,Zehn", statt ,,Eins-Eins* die Zahl ,,Elf** usw. Man erk daB die Vari

mit Wiederholung die Grundlage fiir das Desimalsystem des iiblichen Zahlenrechnens
bilden. Die Nullen vor der Ziffernfolge werden im praktischen Gebrauch bekanntlich
weggelassen. Fiir » = 10 und k¥ = 8 wiirden alle Zahlen bis einschlieBlich der dreistelligen
Zahlen entstehen, also von 0 bis 999. Thre Anzahl betrigt 10 = 1000.

Aufgaben: 25.16. bis 25.22,

c) Bei vielen Aufgaben der Kombinatorik ist die Reihenfolge der Elemente innerhalb
einer Zusammenstellung ohne Bedeutung.

Definition

Kombinationen entstehen, indem aus » Elementen jeweils k Stiick herausgegriffen
und in einer einzigen Reihenfolge zusammengestellt werden, wobei die Reihen-
folge unwesentlich ist.

Fiir n = 4 und k = 2 erhiilt man folgende Mdglichkeiten:

12 23 34

13 24

14
Offensichtlich kann man sich die Kombinationen aus den entsprechenden Variationen
entstanden denken. Es fallen namlich alle diejenigen Variati die die gleichen

El te enthalten, jeweils in eine einzige Kombination Dies sind aber
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je k! Variationen. Fiir die Anzahl C,*) der Kombinationen erhalt man somit

V& n!

[ P L,
O IR Ty

Mit der Definition des Binomialkoeffizienten (vgl. Band I) folgt daraus der

Satz
Die Anzahl der Kombinationen von n verschiedenen Elementen zw je & Stiick
betrigt
O = (") @5.9)
k
BEISPIEL
25.10. Zur D tration des Zahlenl werden aus einem Skatspiel vier Karten beliebig

herausgezogen. Jemand tippt, daB es die vier Asse sind. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, daB er k = 0; 1; 2; 3; 4 Treffer erzielt?

Lésung: Die Karten seien von 1 bis 32 numeriert; die Asse sollen die Zahlen 1 bis 4 er-

halten. Die mdglichen Fille des Her iehens von 4 Karten sind die Kombinationen
von n = 32 Karten zu je m = 4 Stiick. Thre Anzahl ist
(32) = 35060
4

Es soll nun die Anzahl der giinstigen Fille fiir ¥ = 2 Treffer bestimmt werden. Die
Treffer sind aus den Zahlen 1 bis 4, die Nicht-Treffer aus den Zahlen 5 bis 32 auszu-
wiithlen. Jeder giinstige Tipsatz hat die Form

Tretfer, Treffer, Niete, Niete,

wobei es auf die Reihenfolge nicht ankommt. Wenn man 4 Asse zu je 2 Stitck zusammen-
stellt, so ergeben sich

-

Maéglichkeiten. Werden die iibrigen 28 Karten zu je zwei Stiick zusammengestellt, ent-
stehen

(23) =318
2
Méglichkeiten. Jede der Trefferzusammenstellungen kann mit jeder Nicht-Treffer-

zusammenstellung zu einem Tipeatz vereinigt werden. Die Anzahl der giinstigen Tip-
siitze betrigt also

g =6.378 = 2268,
und daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Treffer

2268
= 2298 _ 0,0631.
P@ = 35060
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Die Verall inerung dieser Uberl fithrt zu der Formel

o B2
(%)

und damit zu folgender Wertetabelle:

k 4’ 28 g P(k)
k 44—k
0 1 20475 20475 0,569
1 4 3276 13104 0,364
2 6 378 2268 0,063
3 4 28 112 0,003
4 1 1 1 0,00003

Die Ubertragung dieses Beispiels auf # = 90 und m = 5 kann dem Leser iiberlassen
bleiben.

Aufgaben: 25.23. bis 26.25.

Kontrollfragen )

25.1. Wle ist die Wahrschemhchkelt eines zufilligen Ereignisses definiert? Wie kann man sie
isch néherung berech bzw. besti ?

25.2. Welches sind die drei wichtig zusam Ereignisse? Wie kann man ihre

‘Wahrscheinlichkeit berechnen?

25.3. Wie groB ist die Wahrsohemlwhkelt der Trefferzahl k bei n angestellten Versuchen und
bek Grundwahracheinli ?

25.4. Wieviel Per i von 4 verschied El gibt es?

25.5. Was versteht man unter Variationen a) ohne Wiederholung, b) mit Wiederholung?

25.86. Wie ist der Binomialkoeffizient ,,n iiber & definiert? Wo wird er innerhalb der Kombi-
natorik und Wahrscheinlichkeiterechnung benétigt?

25.2. Zuiallsgréfen

25.2.0. Vorbemerkung

Wihrend in der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung von Ereignissen gespro-
chen wurde, ist fiir statistische Probleme der Begriff der ZufallsgroBe erforderlich.
Die Grundaufgabe der Statistik besteht darin, eine Massenerscheinung auf ein be-
stimmtes Morkmal hin zu untersuchen. Stellt man viele Versuche unter gleichblei-
benden Versuchsbeding) an, so zeigt sich, daB die Versuchsergebnisse nicht
simtlich iibereinstimmen, sondern zufiillige Schwankungen aufweisen.

Detinition

Eine Zufallsgr‘iiﬂe ist eine Verdnderliche, deren verschiedene Werte durch zu-
filllige Unterschiede im Versuchsablauf zustande kommen.
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Es sollen nun zunichst einige notwendige Begriffe zur elementaren Beschreibung von
ZufallsgroBen bereitgestellt werden, bevor die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf
ZufallsgroBen iibertragen wird.

25.2.1, Beschrelbende Statistik

Bei der Unt hung von M: hei konnen die Versuchsergebnisse
durch Z#hlung oder durch Messung gewonnen werden.

Wenn ein Schiitze auf eine Ringscheibe mit 10 Ringen schieBt, so kénnen als még-
liche Werte der Trefferzahl nur die Zahlen 0; 1; 2; ...; 10 auftreten. Die Trefferzahl
ist eine diskrete ZufallsgroBe.

Definition
Eine Zufallsgrofie heiBt diskret, wenn sie nur endlich viele (oder abzéhlbar un-
endlich viele) mogliche Werte annehmen kann.

Wenn man eine gegebene Linge mehrmals miBt, so kénnen als MeBwerte prinzipiell
alle reellen Zahlen (in einer gewissen Umgebung des wahren Wertes) auftreten. Die
ZufallsgroBe MeBwert ist eine stetige Zufallsgrsfe.

Definition

Eine ZufallsgrsBe heiBt stetig, wenn sie (in einem gewissen Intervall) jeden reellen
‘Wert annehmen kann.

Statistische MaBzahlen

Die einfachste Beschreibung einer ZufallsgroBe ergibt sich aus der Fehlerrechnung.
Dort werden bekanntlich die Begriffe Mittelwert und Strenung eingefiihrt (Abschnitt
22.3.). Zur Ausgleichung der EinzelmeBwerte benutzt man dabei die Methode der
Kkleinsten Qundratsumme und erhilt als Mittelwert das arithmetische Mittel

SEPE
und als StreuungsmaB die Varianz
"
= . — 72
a’—”_ ligl(z. z)

beziehungsweise die Standardabweichung

= — F)3
8 n — 1 ‘Z (= z)
Diese Kennwerte lassen sich auf beliebige ZufallsgroBen iibertragen. Sie charakteri-
sieren die GréBenordnung und die Schwankungsbreite einer ZufallsgrsBe.

Absolute Hitutigkeit
Wiihrend man es bei physikalischen Messungen melst nur mit 5 his 10 MeBwerben
eines Objekts zu tun hat, liegen bei anderen statist M oft.

Hunderte von Einzelwerten vor. Diese sind zuniichst der Reihe nach in einer Urliste
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aufgeschrieben. Um einen besseren Uberblick zu gewinnen, stellt man sich eine
Hiufigkeitsverteilung her. Bei einer diskreten Zufallsgr6B8e mit endlich vielen mdg-
lichen Werten kann dies in folgender Weise geschehen.

In die erste Spalte schreibt man die moglichen Werte z,; zy; 3; ...; %, der Zufalls-
groBe. Dann zihlt man in der Urliste ab, mit welcher Hiufigkeit &; der Wert ; ange-
nommen wurde. So erhiilt man eine Hiufigkeitstabelle der Form

z; ki

2 h

T b
n

Die Summe aller Hiufigkeiten muB gleich der Anzahl der Einzelwerte sein:

Sh=n
i=1
Man beachte den Unterschied zwischen dem Umfang n der Stichprobe und der
Anzahl m der verschied Merkmal te! Wird die Haufigkeit b = h(z) als
Funktion von z grafisch dargestellt, so entsteht gewdhnlich ein glockenfSrmiges
Gebilde. Die Darstellung kann als gebrochener Streckenzug (Polygon) oder durch
Rechtecksflichen (Siulendiag) Histogramm) erfolgen (Bilder 25.7 und 25.8).

Relative Hiiufigkeit

Wenn Stichproben verschiedenen Umfangs verglichen. werden sollen, ist es zweck-
miBig, die Haufigkeiten A; auf den Umfang » der Stichprobe zu beziehen und fiir
jeden Merkmalswert die relative Hiufigkeit

g
I
3|

(2.10)

zu berechnen. Wegen 0 < & < n liegt die relative Haufigkeit stets im Intervall
0swgt
Daher kénnen relative Hiufigkeiten auch in Prozent angegeben werden.

BEISPIEL
25.11. Ein Schiitze erzielt der Reihe nach folgende Trefferzahlen:
5 875 7 4
7761786
4 8 87 8 8
87175 99
10 7 6 6 8 8
6 6 77 9 6
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Es soll die relative Hiufigkeitsverteilung als Polygon dargestellt werden.

Lisung:
z; &y w;
4 2 0,0556
5 3 0,0833
6 7 0,194
7 11 0,306
8 9 0,250
9 3 0,0833
10 1 0,0278
36 1,0000

Die Trefferzahl 4 erzielte der Schiitze zweimal. Dies sind 5,669 aller abgegebenen
Schiisse. Entsprechendes gilt fiir die anderen Trefferzahlen. Am hiufigsten wurde die
Trefferzahl 7 erzielt, und zwar in 30,6% aller abgegebenen Schiisse (Bild 25.7).
Aufgaben: 25.26. bis 25.28.
% w
30

Bild 25.7

o 2 4 6 8 n~*

Verallgemeinerte statistische MaBzahlen

Wenn die Einzelwerte in Form einer Hiufigkeitstabelle vorliegen, dann erhilt man
fiir das arithmetische Mittel die Summe aller Einzelwerte, indem %, mal der Wert z,,
hy mal der Wert z; usw. addiert wird. So ergibt sich der Ausdruck

e L h
1—7";‘2.‘-’,

der oft als gewogenes arithmetisches Mittel bezeichnet wird. Fiir die Varianz ergibt
sich entsprechend

m

X (o —E)R Iy

i
82 =
n— 15

und daraus durch Wurzelziehen die Standardabweichung s.

Es sei erwihnt, daB in der beschreibenden Statistik, insbesondere bei manchen éko-
nomischen Problemen, andere GréBen als Mittelwert und Streuungsma$ benutzt
werden. Die mathematische Btatistik dagegen verwendet immer das arithmetische
Mittel und die Standardabweichung.
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BEISPIEL
25.12. Aus der bekannten Haufigkeitsverteilung eines Schiitzen (Beispiel 25.11.) ist das arith-
metische Mittel der Trefferzahl und die Standardabweichung der Schiisse zu bereck
Lésung:
zi LN Zihy %=z (z; — 2P - by
4 2 8 —2,97 17,8
5 3 15 —1,97 11,6
6 7 42 —0,97 6,6
7 11 77 +0,03 0,0099
8 9 72 +1,03 9,55
9 3 27 +2,03 124
10 1 10 +3,03 9,18
36 251 66,9399
Arithmetisches Mittel: T = 2—561 = 6,97
Varianz: 8= 66,8309 =1,91
35 =

Standardabweichung: 8 =1)1,91 =138

Die Differenzen x; — Z kdnnen zu starken Rundungsfehlern bei der Varianz fiihren.
Daher wird die Varianz in der beschreibenden Statistik meist nach geeigneter Um-
formung berechnet. Hier wird darauf nicht eingegangen.

Stetige ZulallsgroBen

Wenn bei der Untersuchung einer ZufallsgroBe die Versuchsergebnisse durch Mes-
sung gewonnen werden, dann kann wie schon erwiahnt prinzipiell jede reelle Zahl in
einem gewissen Intervall als Merkmalswert auftreten. Solche stetigen ZufallsgroBen
sind z. B. der Mewert der Linge eines Metallstabes bei mehrmaliger Messung, die
Lebensdauer von Glithlampen bei Serienproduktion oder das Geburtsgewicht von
Kindern.

Die moglichen Werte einer stetigen ZufallsgrsBe sind offenbar nicht abzéhlbar. Man
kann sie nicht einzeln aufschreiben, um ihnen gewisse Hiufigkeiten zuzuordnen.
Dagegen liBt sich das Gesamtintervall der moglichen Werte in Teilintervalle zer-
legen. Eine solche Klasseneinteilung ist natiirlich in gewissem Grade willkiirlich. Es
hat sich als zweckmiiBig erwiesen, etwa 5 bis 10 gleichbreite Klassen zu benutzen. Nun
kann man in der Urliste abzihlen, wie viele Werte in eine bestimmte Klasse fallen.
Wenn ein Wert genau auf eine Klassengrenze fallt, dann soll er in die rechts von ihm
liegende Klasse eingereiht werden (in speziellen Fillen kann auch eine andere Verab-
redung getroffen werden). Die Hiufigkeitsverteilung einer stetigen Zufallsgrofe ent-
steht, indem jeder Klassenmitte x; die entsprechende Klassenhiufigkeit AH; zuge-
ordnet wird, Damit lassen sich alle Uberlegungen, die fiir diskrete ZufallsgréBen an-
gestellt wurden, auf die stetigen ZufallsgréBen iibertragen.

Die Willkiirlichkeit der Klasseneinteilung kann vermieden werden, indem man die
Klassenhéufigkeit AH auf die Klassenbreite Az bezieht. Die Grofie

AH

T Aw
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soll die Klassendichte heiBen. Dann 158t sich die Klassenhéufigkeit
AH =h Az

als Flicheninhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie Az und der Héhe » deuten. So

teteht die Haufigkeitsverteilung einer stetigen ZufallsgroBe als Histogramm (Bild
25.8). Wird die Klassenbreite Az veriindert, so dndert sich die Klassenhiufigkeit AH,
aber die Form der Haufigkeitsverteilung bleibt im wesentlichen die gleiche.

h
I_IL%—EEL
L Bild 25.8
ax

X

Wenn man die Klassenbreite Az immer mehr verkleinert, so wird die Treppenkurve
allmihlich in eine stetige Kurve iibergehen. Diese Kurve charakterisiert die stetige
ZufallsgréBe unabhiingig von der willkiirlichen Klasseneinteilung, Sie wird die Hiutig-
keitsdichte der Verteilung genannt und solange keine Verwechslungen zu befiirchten
sind, weiterhin mit dem Buchstaben h bezeichnet, siehe Bild 25.9.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiihren entsprechende Uberlegungen zum Begriff
der Wahrscheinlichkeitsdichte und werden dort mathematisch prizisiert.

Aufgabe: 25.29.

h

Bild 25.9

25.2.2. . Wahrscheinlichkeitsverteil

Wiihvrend bisher die ZufallsgréBen ohne den Begriff der Wab.rsohemhchkext beschrie-
ben wurden, sollen nun geeignete Methoden der Wahrach hnung zur
Untersuchung von ZufallsgroBen entwwkelt. werden. Ausgehend vom Begriff des
zufilligen Ereignisses (s. 25.1.1.) liegt es nahe, eine ZufallsgroBe als eine Menge von
zufilligen Ereignissen aufzufassen. Jedem Merkmalswert entspricht ein Ereignis, das
eintreten kann, aber nicht eintreten mus.

Der enge Zusammenhang zwischen relativer Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses fiihrt zu der Vorstellung, daB auch fiir ZufallsgréBen jede relative
Hiufigkeitsverteilung w = f(z) einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

? =9
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in der Grundgesamtheit zugeordnet ist. Es erhebt sich nun die Frage, ob gewisse
‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen im voraus durch eme Funktlonsglmchu.ng ange-
geben werden kénnen, so daB méglichst viele statisti inungen einer
solchen Verteilung exakt oder wenigstens angemhert genugen

Weiterhin ist zu erwarten, daB sich die zusan tistischen MaBzahlen,
insbesondere das arithmetische Mittel und die Varianz, zur Definition geeigneter
wahrscheinlichkeitstheoretischer Parameter benutzen lassen.

Dies ist in der Tat der Fall und fiihrt zu den Begriffen Erwartungswert und Disper-
sion. Zusammenfassend ergibt sich folgende Gegeniiberstellung:

Statistik Wahrscheinlichkeitsrechnung
Merkmalswert Ereignis

Relative Hiufigkeit Wahrscheinlichkeit
Ma.ssenerscheinuﬂg ZufallsgréBe
Hanfigkeitsverteilung ‘Wahrscheinlichkeitsverteilung
Arithmetisches Mittel Erwartungswert

Varianz Dispersion

25.2.3. Binomialverteilung

Verteilungsgesetz

Einen ersten Hinweis auf eine theoretische bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung
liefert die Bernoullische Formel, die in der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung
entwickelt wurde (s. 25.1.6.). Bei fester Grundwahrscheinlichkeit p und konstanter
Versuchszahl n ist jedem Wert k der Trefferzahl eine bestimmte Wahrscheinlichkeit

2@ = ;) o't — ot
zugeordnet. Es liegt also eine Wahrscheinlichkeitsverteil

= Py(k)
vor, und zwar fiir die ZufallsgréBe ,,Trefferzahl‘

Detinition

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Trefferzahl k heift die Binomialverteilung
und ist bestimmt durch die BerRNoULLIsche Formel

Pt = () 20 — o

Bei der grafischen Darstellung ergibt sich ein glockenférmiges Gebilde wie bei Haufig-
keitsverteilungen der Statistik.
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BEISPIEL

25.13. Bei einem komplizierten Produkti B ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Her-
stellung eines einwandfreien Gerst.es g]elch 50%. Zur Qualititskontrolle werden 10
Stiick aus der laufenden Prod
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB in diesem Warenposten k = 0;1;2;...; 10
einwandfreie Stiicke enthalten sind? Die Ergebnisse sind grafisch als Polygon darzu-
stellen.

Il
-
°

Lésung: p = 0,6 = —;- n

e = () (3= 27" ()-8 -()

Damit ergibt sich die Wertetafel

10
k
(k) b3

0 1 0,001
1 10 0,010
2 45 0,044
3 120 0,117
4 200 0,205
5 262 0,246
6 210 0,205
7120 0,117
8 45 0,044
9 10 0,010
10 1 0,001

Als grafische Darstellung erhiilt man Bild 25.10.

% | Px
30

20

0

Bild 25.10

Erwartungswert und Dispersion

Die zusammenfassenden MaBzahlen der beschreibenden Statistik geben Veranlassung
zur Definition gewisser Kennwerte der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Vom arith-
metischen Mittel

N
B== > xihy;
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wird man wegen der Niherung

h,-N
il 2

auf den Ausdruck
m
=X -p
i=1
gefiihrt,
Definition

Der Erwnrtungswert einer diskreten Zufallsgrofe ist bestimmt durch die Glei-
chung

m
s = Z i - Di
i=1
Ausgehend von der Varianz
2 — 1 i Z)2 . b,
§ —"LT.‘-I(I‘. — )%,
konnen fiir groBies n die Niaherungen

h; h; -
w—mp, und Tap

benutzt werden, und dies fiihrt zu der
Definition
Die Dlspersion einer diskreten ZufallsgroBe ist bestimmt durch die Gleichung
E (@ — p)? -
Mit Benutzung der Begriffe Stichprobe und Grundgesamtheit ergibt sich folgende

Ubersicht :
I Stichprobe | Grundgesamtheit

xz
82

Mittelwert
Streuung

H“
ot

Wenn als Zufallsgrée speziell die Trefferzahl & bei » unabhingigen Versuchen be-
trachtet wird, so 1Bt sich zeigen, daB fiir den theoretischen Mittelwert der Treffer-
zahl und fiir das zugehérige StreuungsmaB der folgende Satz gilt:

Satz
Die Binomialverteilung besitzt den Mittelwert

und die Streuung

=n.p-(1—p) (25.12)
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BEISPIEL

25.14. In einer Betriebsabteilung ist die Wahrscheinlichkeit, da der Wasserverbrauch je Tag
normal ist, gleich 75%,. An wieviel Tagen wird der Wasserverbrauch durchschnittlich
je Quartal (90 Tage) normal sein, und welche Abweichung von dieser Anzahl mufl im
allgemeinen eingeplant werden?

Losung: Die Wahrscheinlichkeit des Ereigni: , Normaler Wasserverbrauch* ist
- p = 0,75. Es werden n = 90 ,,Versuche‘* angestellt. Dann ist die mittlere ,, Trefferzahl*
bestimmt durch

§u=90-0,75 = 67,6

und die mittlere Abweichung betrigt
o =190-0,75- (1 — 0,76) = 4,11

In sinnvoller Rundung liBt sich also folgendes aussagen: Der Wasserverbrauch wird
durchschnittlich an 67 Tagen eines Quartals normal sein. Es muf aber im allgemeinen
mit einer Abweichung von 4 Tagen gerechnet werden. Es ist also eine mittlere Schwan-
kung zwischen 63 und 71 Tagen einzuplanen.

‘Wahrscheinlichkeit eines Intervalls

Hiiufig wird die Wahrscheinlichkeit dafiir bendtigt, daB die Trefferzahl & einen Wert
im Intervall @ < k¥ < b annimmt. Es handelt sich offenbar um das Ereignis ,,a oder
a + 1 oder ... oder b*‘. Daher kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit nach der Addi-
tionsregel bestimmt werden. Man erhiilt

b
Pa<sk=<b) =:§ Pr

Eine anschauliche Deutung ergibt sich, wenn man die Wahrscheinlichkeitsverteilung
als Histogramm (vgl. 25.2.1.) darstellt. Die Wahrscheinlichkeit des Intervalls er-
scheint dann als Summe der entsprechenden Rechtecke, also als zusammenhéingende
Fliche unter der Treppenkurve.

Satz H

Die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls ist bestimmt durch die zugehérige Fliche
unter der Verteilungskurve.

BEISPIEL

25.15. Fiir den Warenposten des Beispiels 25.13. soll die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet
werden, daB die Trefferzahl k der einwandfreien Stiicke vom Mittelwert u hochstens um
den Betrag a abweicht. Ferner ist diese Wahrscheinlichkeit im Histogramm der Ver-
teilung grafisch zu deuten.

Losung: Fiir den Mittelwert ergibt sich
n=10.0,5=5.

Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit des Intervalls
p—ask=p+a
—esk—p<+a
|k —pl =a,
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also nach der Wahrscheinlichkeit
P = P(k — y| £a),
die mit P = ®(a) bezeichnet werden soll. Nach der Additionsregel ergibt sich fiir @ = 1
P(lk—u| S1)=P@4V5V8)
= P(4) + P(5) + P(6)
= 0,205 -+ 0,246 -+ 0,205

= 0,658
—
usw. So entsteht fiir die méglichen Werte von a die folgende Wertetabelle

k | a | ®(a)

5 0 0,246
4.8 1 0,656
3...7 2 0,880
2...8 3 0,978
1...9 4 0,998
0---10 5 1,000

Bei einem Warenposten von 10 Stiick sind 3 bis 7 einwandireie Stiicke mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 899, zu erwarten. Weniger als 3 oder mehr als 7 einwandfreie Stiicke
zu finden ist lich unwahrscheinlich. Dies wird durchschnittlich nur in 119, aller
entnommenen Warenposten von 10 Stiick auftreten (Bild 25.11).

Aufgabe: 25.30.

%y Py
30

Bild 25.11

256.24. Normalverteilung

Verteilungsgesetz

Die BerNouLLische Formel ist fiir praktische Rechnungen bei groBen Werten von n
héchst unbequem. Wie LAPLACE gezeigt hat, ist fiir n — oo die Naherung

=)
1 T

P(k) ~

o)2r
benutzbar.
Es hat sich nun herausgestellt, dafl dieser Funktionstyp nicht nur fiir die Trefferzahl
k die Wahrscheinlichkeitsverteilung annéhert, sondern fiir viele Zufallsgrofen der
Statistik als Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grundgesamtheit angesehen werden
kann.
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Definition

Die ZufallsgroBe z heiBt normalverteilt mit dem Mittelwert 4 und dem Streu-
ungsmaB o, wenn sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung '

L 25.13)
o :

p=

besitzt.

Dabei bedeutet der Buchstabe p jetzt die Funktionsvariable einer stetigen Funktion
von 2 und hat nichts mehr mit der Grundwahrscheinlichkeit in der BERNoULLIschen
Formel zu tun.

Die grafische Darstellung ergibt eine glockenformige, symmetrische Kurve mit
einem Maximum bei z = p und zwei Wendepunkten bei # = u 4 ¢. Diese Kurve
wird oft die Gausssche Glockenkurve genannt.

BEISPIEL

25.16. Zur Skizzierung der Normalverteilung sollen die Funktionswerte p fiir die Abszissen
2= pu; p+ 0; p 4 20 und u + 30 als Bruchteile von py,, berechnet werden.

Losung:
1
plp) = - ° = Pax
o}2r
1 L
Pl £ 0)= ce 2 =061p,
e max
1
plu + 20) = ce7? = 0,14pp,
o¥2r
. -2
Pl £ 30) = - e % =0,01ppux

Nach willkiirlicher Wahl von pp,x und o ergibt sich daraus leicht eine Skizze der Normal-
verteilung (Bild 25.12).

‘Wahrscheinlichkeit eines Intervalls
Die Normalverteilung wird durch eine stetige Funktion dargestellt. Dies ist eine
prinzipiell neue Sachlage. Man nennt die Funktion p die Wahrscheinlichkeitsdichte.

P
Pmax

lolo] Bild 25.12
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Die Wahrscheinlichkeit, daB die ZufallsgréB8e exakt eine vorgegebene reelle Zahl
z annimmt, ist praktisch gleich Null. Wesentlich ist dagegen die Frage nach der
Wahrscheinlichkeit eines Intervalls. Es erscheint sinnvoll, die Flichendarstellung der
Intervallwahrscheinlichkeit von der Binomialverteilung auf die Normalverteilung zu
iibertragen. Die Fliche unter einer stetigen Kurve kann aber bekanntlich durch ein
bestimmtes Integral dargestellt werden. So ergibt sich die allgemeine

Definition :
Die Wahrscheinlichkeit P dafiir, daB die stetige ZufallsgroBe X mit der Wahr-

scheinlichkeitsdichte p(X) einen Wert im Intervall z;, < X < %, annimmt, ist
bestimmt durch das Integral

P= f'p(X) de | (25.14)

Fehlerintegral

Wegen der Symmetrie der Normalverteilung beziiglich des Mittelwertes u interessiert
hesonders die Wahrscheinlichkeit des Intervalls

u—a<X<p+ta

einer beiderseits gleichen Abweichung a.

Bei der Betrachtung von Intervallwahrscheinlichkeiten stetiger ZufallsgroBen ist es
iiblich, die ZufallsgréBe mit groBen Buchstaben, dagegen die speziellen Werte, die sie
annimmt, mit kleinen Buchstaben zu bezeichnen.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 148t sich stets zuriickfiihren auf den Fall 4 = 0 und
¢ = 1 (normierte Normalverteilung).

Definition
Das Integral

u o,
=l =T
D(u) ~ Ve fe dz (25.15)

wird das Abweichungsintegral der- Normalverteilung oder Fehlerintegral ge-
nannt.

Satz

Die Zufallsgréfie X sei normalverteilt mit dem Mittelwert x4 und dem Streuungs-
maB ¢. Dann gilt

Pix— s <o) =0 (%) (25.16)
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Beweis:
Nach Definition der Intervallwahrscheinlichkeit gilt:

=
o' dg

P=P(X —p <a)=

1
e
o2n
u—a
Durch die Substitution

X—p
o

u=
mit dez = o du und den neuen Integralgrenzen
a

1
w=op—a—p ===

1
= te—p=+=

+
= f ’du

Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist unwesentlich. Nach Gl. (25.15) gilt

also
r-o(t)
o

wie behauptet.
Wenn man die Abweichung q als Vielfaches des StreuungsmaBes in der Forma = u - ¢
darstellt, dann laBt sich die bewiesene Gleichung offenbar auch in der Form

folgt

q|=

LP(\X — 4l <u-0) = D) 25.17)

schreiben. Die Intervallwahrscheinlichkeit P = ®(u) liegt als Funktion von u tabel-
liert vor (Tab. 25.1).

BEISPIELE

25.17. Von einem serienmiiBig gefertigten Werkstiick sei bekannt, daB seine Liinge eine normal-
verteilte ZufallsgroBe mit dem Mittelwert g = 20 mm und dem StreuungsmaB
o = 0,2 mm ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Linge eines beliebig
herausgegriffenen Einzelstiickes um weniger als 0,3 mm vom Mittelwert abweicht?

Losung:
" 0,3
P=PX—-200<03)=0 (02) D(1,5)
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Nach Tabelle 25.1 ergibt sich
P = 0,866

Es werden 86,69 aller hergestellten Werkstiicke eine Abweichung von weniger als
(0,3 mm haben (Bild 25.13).

P
N
: / . Bild 25.13
9 Ea20,7 21 X
m

25.18. Die Masse eines in Serie produzierten Werkstiickes sei normalverteilt mit dem Mittel-
wert 4 = 8,4 kg und dem StreuungsmaB o = 0,025 kg. Welche Genauigkeit 1a8t sich
mit einer Wahrscheinlichkeit von 999, garantieren?

Lésung:
P =P(X — 84| < a) = 0,99

Nach Tabelle 25.1 ergibt sich

L2 _ _2¢8
0,025
a = 0,065

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 999, wird die Masse der Werkstiicke um weniger als
65 g vom Mittelwert abweichen.
Verteilungsfunktion

Zur Definition einer Zufallsgrofe kann anstelle der Wahrscheinlichkeitsdichte auch
eine geeignete Intervallwahrscheinlichkeit dienen. Man fragt nach der Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die ZufallsgréBe X einen Wert im Intervall —co < X < z an-
nimmt, wobei z eine beliebige reelle Zahl darstellt.

Definition
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ZufallsgréBe X einen Wert annimmt, der
Kkleiner als z ist, heiBt die Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe. Man schreibt
PX <z)=F(x)

Im Falle der Normalverteilung muf offenbar eine Beziehung zwischen dem Fehler-
integral und der Verteilungsfunktion der normierten Normalverteilung bestehen.
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Es 1aBt sich zeigen, daB folgende Gleichung gilt:

1 1
F(u)=§‘+-2-¢(u)
Eine Tabelle der Verteilungsfunktion der normierten Normalverteilung kann also
anstelle einer Tabelle des Fehlerintegrals zu praktischen Rechnungen benutzt wer-
den,

Anfgaben: 25.31. bis 25.35.

26.2.5. Weitere Verteilungen
Poissonsche Verteilung

Bei vielen Anwendungen wird nach der Trefferzahl eines seltenen Ereignisses gefragt.
So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein einzelnes Atom einer radioaktiven
Substanz im Verlauf einer Sekunde zerfillt, duBerst gering. Wenn nun sehr viele Ver-
suche betrachtet werden, so wird trotzdem die mittlere Trefferzahl 4 = n - p eine
ziemlich kleine Zahl bleiben. Unter diesen Bedingungen liBt sich zeigen, daB die
Wahrscheinlichkeit der Trefferzahl & nitherungsweise durch das Poissoxsche Ver-
teilungsgesetz bestimmt ist.

Definition

Die ZufallsgroBe k mit dem Mittelwert u geniigt der Poisson-Verteilung, wenn sie
das Verteilungsgesetz

Pl =L . g (25.18)
=¥ :

besitzt,

Zur Anwendung der Porsson-Verteilung ist die genaue Kenntnis der Grundwahr-
scheinlichkeit p und der Anzahl » der angestellten Versuche nicht erforderlich, wenn
nur bekannt ist, daB die Bedingungen p — 0 und n — oo erfiillt sind und x hinrei-
chend klein bleibt.

BEISPIEL

25.19. Bei einer Fernsprechvermittlung werden dur zwei G iche pro Minute
angemeldet. Wie groB ist die Wahracheinlichkeit, daB in einer Minute ¥ = 0; 1; 2; 3;
4; 5; 6 Anmeldungen eintreffen, wenn fiir die Anzahl der Anmeldungen eine Porsson-
Verteilung angenommen werden kann?

haohnittliok

Lésung: Wegen u = 2 gilt das Verteilungsgesetz
2* 3
P(k) = T

Fiir k = 0 folgt
P(0) = e2 = 0,135
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usw. Man erhilt die folgende Wertetafel
k | 2@

0,135
0,270
0,270
0,180
0,090
0,036
0,012

ST W=D

Eine grafische Darstellung zeigt Bild 25.14. Man kénnte nun fragen, ob die eintreffenden
..Kunden* simtlich sofort ,,bedient* werden konnen. Dies ist eine Problemstellung der
Bedienungstheorie, einer wichtigen Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung,' in
der vor allem Warteschlangenprobleme untersucht werden.

Aufgabe: 25.36.

% P
30

20

Bild 25.14

Exponentialverteilung

Haufig tritt in den Anwendungen als ZufallsgroBe die Zeit auf. So ist z. B. die
Lebensdauer eines Geriites zufallsbedingt. Auch die Bedienungsdauer bei der Be-
dienung von Kunden im weitesten Sinne hiingt von zufélligen Einfliissen ab. Es hat
sich gezeigt, daB solche ZufallsgroBen im allgemeinen einer Exponentialverteilung
geniigen.

Definition
Die ZufallsgroBe X geniigt der Exponentialverteilung mit dem Parameter /, wenn
sie die Verteilungsfunktion

PX<z)=1—¢ (25.19)

besitzt.
Die Definition steht im Einklang mit der Erfahrung: Je linger ein Vorgang andauert,
desto wahrscheinlicher ist seine Beendigung.

BEISPIEL

25.20. Die Lebensdauer eines Gerites sei exponentialverteilt mit dem Parameter 4 = 1/500 h-1.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf das Gerit nach ¢ = 0; 500; 1000; 1500 h aus-
gefallen ist? Die Verteilungsfunktion ist zu zeichnen.
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Lésung: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Lebensdauer 7' kleiner als die Zeit ¢ ist,
betrigt

t
PT<t)j=1—¢ 5%,

wobei ¢ in Stunden (h) zu messen ist. Man erhilt die Wertetabelle

¢ | P

0 0
500 0,632
1000 0,865
1500 0,950

Eine grafische Darstellung zeigt Bild 25.15. Nach einer Arbeitszeit von 1000 h betrigt
die Ausfallwahrscheinliochkeit 86,4%. Je linger das Gerit arbeitet, desto wahrschein-
licher ist sein Ausfall. Die Ausfallwahrscheinlichkeit nimmt zu, die Zuverlissigkeit des
Geriites nimmt ab.

Aufgabe: 25.37.

% 3 P
700
80
601
401
201
: . . Bild 25.15
0 500 7000 1500 t
Kontrollfragen
25.7. Was ist der Unterschied zwischen diskreten und stetigen ZufallsgroBen?
25.8. Wie ist das arithmetische Mittel, die Varianz und die Standardabweichung definiert?
25.9. Unter welchen Bedingungen spricht man von einer Hiufigkeitsverteilung?
25.10. Wie wird die relative Hiufigkeit eines Merkmalswertes berechnet:?
25.11. Was versteht man unter dem Mittelwert und dem StreuungsmaB der Trefferzahl? Wie
werden diese Gréfien berechnet?
25.12. Wie lautet die Funktionsgleichung fir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalver-
teilung? 5
25.13. Wozu dient das Fehlerintegral? Wie rechnet man praktisch damit?
25.14. Unter welchen Bedingungen wird das PossoNsche Verteilungsgesetz angewendet?
25.15" Was versteht man unter einer Verteilungsfunktion? Welche Gleichung hat die Vertei-
lungsfunktion der Exponentialverteilung?
25.3. Mathematische Statistik
25.3.0. YVorbemerkung

Die mathematische Statistik untersucht die ZufallsgréBen der beschreibenden Sta-
tistik mit den Hilfsmitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der praktisch wichtigste
Teil der mathematischen Statistik befaBt sich mit der Priifung statistischer Maf-
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zahlen.- Gegeben ist ein fiir das betrachtete Problem charakteristischer Normal-
zustand. In einer speziellen MefBireihe wird jedoch ein anderer Zustand festgestellt,
Dann lautet die Grundfrage:

Ist die Abweichung vom Normalzustand nur zuféllig oder wesentlich?

Zur objektiven Beantwortung dieser Frage werden verschiedene neue Begriffe ein-
gefiihrt.

25.8.1. Priitverteilung

Als einfachstes Beispiel einer Priifverteilung soll die Normalverteilung niher unter-

sucht werden, Wenn die Zufallsgro8e X normalverteilt ist mit dem Mittelwert 4 und

dem StreuungsmaB8 o, so gilt nach Gl. (25.17) mit u = u,
P(X — pl < up 0) = Pluo)

oder
P (@ < uo) = P(uy).

Die ZufallsgrsBe
U= -

ag

soll eine PriifgriBe heifien. Dann folgt

P(|U| < ug) = P(uo)

Das Fehlerintegral wird jetzt eine Prilfvertellung genannt. Nach Definition der
Intervallwahrscheinlichkeit und des Fehlerintegrals folgt weiter

Ty 1 +1y o
plu)dy = — f e Tdu
2
—t V ”-Hl
und damit
1 -

Pu) =g=e ?

}/2n

Es ergibt sich also der

Satz

Es sei die ZufallsgroBe X normalverteilt mit dem Mittelwert 4 und dem Streu-
ungsmaB o. Dann ist die Priifgrife

X—p
[

U=

normalverteilt mit dem Mittelwert O und dem StreuungsmaB 1.
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Die Priifverteilung

P = &(uo)
gibt an, wie die Intervallwahrscheinlichkeit

P = P(ul < u)
von der zugelassenen Abweichung u, abhingt (Bild 25.16). Umgekehrt liBt sich
aber auch die Abweichung 2

uy = u(P)
als Funktion der gewiinschten Intervallwahrscheinlichkeit P betrachten. Dann wird
P die statistische Sicherheit und u, die zugehorige Sicherheitsgrenze genannt. Wenn
in dieser Weise die statistische Sicherheit als unabhingige Variable benutzt wird, so

ergibt sich als Tabelle einfach die Wertetafel der Umkehrfunktion des Fehlerintegrals,
also auszugsweise

P Uy

0 0

0,683 1

0,955 2

0,997 3

Besonders hiufig werden die folgenden Wertepaare benutzt:

P Uy

0,95 1,960

0,99 2,576

0,999 3,201

In der mathematischen Statistik wird anstelle der statistischen Sicherheit P meist
das Signifikanzniveau x verwendet. Das ist die Wahrscheinlichkeit des Intervalls
|U| > uy (Bild 25.17). Offenbar gilt « = 1 — P. Anstelle der statistischen Sicherheit
959, kann also das Signifikanzniveau 59, benutzt werden. Fiir die Wertetafel der
Sicherheitsgrenzen bedeutet dies nur eine Umschreibung der linken Spalte.

x l uy

0,05 1,960

0,01 2,576

0,001 3,201
P

Bild 25.16 Bild 25.17
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Definition
Wenn fiir die PriifgroBe U die Sicherheitsgrenze u, in Abhingigkeit vom Signifi-
kanzniveau « tabelliert wird, dann spricht man von der Priifverteilung der Priif-
groBe U.

BEISPIEL

25.21. Die Qualitiit einer Serienproduktion sei durch eine normalverteilte Kenngrijﬁe mit dem
Mittelwert 4 = 34 und dem StreuungsmaB o = 2 bestimmt. Bei Priifung eines Gerites
ergab sich fiir die KenngroBe der Wert 2 = 39. Darf man annehmen, dafl dieses Gerit
mit einem anderen Verfahren gefertigt wurde?

“Lésung: Fir die PriifgroBe ergibt sich bei dem betrachteten Gerét der Wert
30 — 34 ’
>=—

2,5.
2
Nach Annahme einer statistischen Sicherheit von 95%, bzw. eines Signifikanzniveaus
von 5% betriigt die zugehérige Sicherheitsgrenze

w(5%) = 1,96.
Der berechnete Wert der PriifgroBe ist gréBer als die Sicherheitsgrenze:

[u] > u(5%).
Eine solche Abweichung vom Mittelwert 0 der PriifgréBe ist recht unwahrscheinlich.
Sie diirfte nur sehr selten durch Zufall entstanden sein. Unter Vorbehalt eines Irrtums

von 5%, ist es eine wesentliche (signifikante) Abweichung. Das betrachtete Gerit ist
nicht mit dem iiblichen Verfahren gefertigt.

25.3.2. Sicherheitsgrenze

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Begriffe konnen prinzipiell auf alle statisti-
schen MaBzahlen angewandt werden, mit denen ein gewisser Normalzustand beur-
teilt werden soll. Besonders einfach liegen die Dinge beim arithmetischen Mittel.
Das arithmetische Mittel Z ist eine Stichprobenfunktion, mit der man den Mittelwert
w der Grundgesamtheit moglichst genau zu schétzen trachtet. Im allgemeinen wird
der Wert 2 vom Mittelwert u abweichen. Es soll nun gepriift werden, ob z von x nur
zufillig oder aber wesentlich abweicht,.

Es erhebt sich die Frage, welche Abweichungen noch als zufillig, welche aber schon
als wesentlich angesehen werden sollen. Grofie Abweichungen sind ,,ziemlich unwahr-
scheinlich®, eine grofie Abweichung ist mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit zu er-
warten. Es erscheint verniinftig, die ,,Grenze des Zufilligen‘‘ dadurch abzustecken,
dafB man die Wahrscheinlichkeit desjenigen Intervalls angibt, das man nicht mehr als
zufallig betrachten will.

Definition

Das Signifikanzniveau « ist die Wahrscheinlichkeit desjenigen Intervalls, das
nicht mehr als zufillig betrachtet werden soll.

Es sei U die vorliegende Priifgrofe. Dann ist das Signifikanzniveau bestimmt durch
o = P(|U| > up).
Der Wert u, heiit die zugehdrige Sicherheitsgrenze.
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Definition

Die Bicherheitsgrenze ist derjenige Wert der PriifgroBe, der die Grenzen des zu-
félligen Intervalls bestimmt.

Fiir alle PriifgréBen der mathematischen Statistik liegt die Sicherheitsgrenze
uy = u()

in Abhiingigkeit vom Signifikanzniveau « tabelliert vor. In Abschnitt 25.3.1. wurde
gezeigt, wie die Tabelle der Normalverteilung (Tabelle 25.1) sinngemé8 als Priifver-
teilung benutzt werden kann. Die nichste wichtige Priifverteilung ist die #-Ver-

P

Bild 25.18

teilung (Student-Verteilung). Die Wahrscheinlichkeitsdichte der entsprechenden
PriifgroBe ¢ ist bestimmt durch die Gleichung

P (145)

Dabei ist m ein Parameter, der als Freiheitsgrad bezeichnet wird. Eine hier weniger
interessierende Konstante stellt ¢,, dar. Die grafische Darstellung ergibt eine Glocken-
kurve, die aber etwas flacher verliuft als die grafische Darstellung der Normalver-
teilung (Bild 25.18). Die Sicherheitsgrenzen

to = t(x, m)

sind aus der Tabelle 25.2 zu entnehmen.

25.3.3. Priithypothese

Es sei zu priifen, ob das arithmetische Mittel Z einer Stichprobe wesentlich vom
Mittelwert u der Grundgesamtheit abweicht. Dazu wird zunichst angenommen, daf
die betrachtete Stichprobe tatsichlich aus der ins Auge gefaBten Grundgesamtheit
stammt. Diese Annahme ist die Prufhypothese, die in dhnlicher Form bei jedem Priif-
verfahren auftritt.

Daraus folgt, daB die entsprechende Priifgrofle der zugehorigen Priifverteilung ge-
niigen muB.

Nun wird aus der vorliegenden Stichprobe der Wert u, der fiir das Priifverfahren
erforderlichen PriifgréBe U berechnet. Ferner wird ein fiir das praktische Problem .
angemessen erscheinendes Signifikanzniveau « ausgewihlt. Damit a8t sich die zu-
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gehorige Sicherheitsgrenze

u(x) = up
aus der Tabelle der Priifverteilung ablesen. Es Konnen nun zwei Fille auftreten:
1. Fall |u| < u(x).

Der Stichprobenwert ist dem Betrage nach kleiner als die Sicherheitsgrenze. Er liegt
in dem Intervall, das noch als zufillig betrachtet werden soll. Der Stichprobenwert
weicht nur zufillig von Null ab. Dies steht im Einklang mit der Annahme, dafl die
Stichprobe aus der zugrunde gelegten Grundgesamtheit stammt, also im Einklang
mit der Priifhypotheése. Es ist nicht feststellbar, ob die Stichprobe aus einer anderen
Grundgesamtheit stammt.

2. Fall |u| > u(x).

Der Stichprobenwert liegt in dem Intervall, das nicht mehr als zufillig betrachtet
werden soll. Er weicht wesentlich von Null ab. Dies steht im Widerspruch zur Priif-
hypothese. Also kann die Hypothese nicht aufrechterhalten werden. Die Hypothese

1.Fall

Up 0 u Up
2Fall _
Uo 0 up Y Bild 25.19

.1 1

ist falsch. Richtig ist vielmehr, da die Stichprobe aus einer anderen Grundgesamt-
heit stammt. Diese SchluBfolgerungen sind nicht sicher, da die Grenze des Zufalls-
intervalls mit Hilfe von einer Wahrscheinlichkeit «, dem Signifikanzniveau, fest-
gelegt wurde. Unter Vorbehalt einer Irrtumswahrscheinlichkeit o stammt die Stich-
probe aus einer anderen Grundgesamtheit (Bild 25.19). Damit ergibt sich fiir die
Priifung statistischer MafBzahlen folgender grundlegender

Satz

Ein Unterschied zwischen zwei gleichartigen statistischen MaBzahlen gilt als
signifikant (wesentlich), wenn fiir die entsprechende PriifgroBe die Ungleichung

[u] > u(x)
erfiillt ist.

Damit kann der Ablauf eires statistischen Priifverfahrens grundsitzlich durch
folgendes Programm skizziert werden:

1. Stichprobenwert  der PriifgroBe berechnen,

2. Signifikanzniveau « sinnvoll annahern, bzw. wihlen,

3. Sicherheitsgrenze u, aus der Tabelle der Priifverteilung ablesen,

4. Vergleich zwischen % und u, durchfiihren.

Die Abweichung ist wesentlich, wenn die Sicherheitsgrenze iiberschritten wird.
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25.3.4. Priifung von Mittelwerten

_Es handelt sich nun darum, fiir die praktisch wichtigsten Priifverfahren jeweils Priif-
groBe und Priifverteilung anzugeben. Die Beweise dieser Sitze gehen iiber den Rah-
men dieser Einfiihrung hinaus. Die meisten Priifverfahren setzen normalverteilte
Grundgesamtheiten voraus. In den Anwendungen ist diese Bedingung im allgemeinen
erfiillt. In Zweifelsfillen sind genauere Untersuchungen erforderlich, auf die hier
nicht eingegangen werden kann.

Abweichung eines arithmetischen Mittels
Zunéchst soll die zufillige Abweichung des arithmetischen Mittels einer Stichprobe
vom Mittelwert der Grundgesamtheit betrachtet werden. Dafiir gilt der

Satz

Es sei die Grundgesamtheit normalverteilt mit dem Mittelwert 4 und dem Streu-
ungsmal o, und es werde eine Stichprobe vom Umfang » mit dem Mittelwert T
und dem StreuungsmaB s herausgegriffen. Dann geniigt die GroBe

mit 87 =

(25.20)

der t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad m =n — 1.

Unterschied zweier arithmetischer Mittel

Besonders wichtig fiir die Praxis ist der Fall, daB der Unterschied zwischen den beiden
arithmetischen Mittelwerten von zwei Stichproben gepriift werden soll.

Satz

Aus einer normalverteilten Grundgesamtheit mogen zwei voneinander unab-
hingige Stichproben vom Umfang n; bzw. n, mit dem Mittelwert Z, bzw. Z, und
dem StreuungsmaB s; bzw. 8, herausgegriffen werden. Dann geniigt die Grsfle

(25.21)

mit

(m —1)-8%+ (np — 1)'«5'22."11 + ng

P#=
ny 4+ ny — 2 Ny« Ny

(25.22)

der ¢-Verteilung mit dem Freiheitsgrad m = n, + n, — 2.

Bei hinreichend groBem Stichprobenumfang kann zur Priifung von Mittelwerten die
Normalverteilung benutzt werden. Dies gilt etwa fiir n > 200.
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BEISPIELE

25.22.

25.23.

Die Lebensdauer einer Elektronenrshre ist bei einem langjéhrig benutzten Produktions-
verfahren 525 Stunden. Bei einem neuen Verfahren ergab sich fiir 5 Rhren der Mittel-
wert Z = 550 h und das StreuungsmaB s = 22,8 h. Darf man unter Vorbehalt eines
Irrtums von 5% annehmen, daB das neue Verfahren das bessere sei?

Lésung: Als hinreichend genau bekannter Mittelwert der Grundgesamtheit wird der
Wert . = 525 angesehen. Es ist also die Abweichung des Mittelwertes Z der Stichprobe
vom Mittelwert 4 der Grundgesamtheit zu priifen. Aus der Stichprobe folgt

22,8 _

o = =2 — 10,2
V5 =
(= 930525,
10,2 —

Fiir die Sicherheitsgrenze ergibt sich aus Tabelle 25.2
45%; 4) = 2,776

Es ist also
6] < #5%; 4)-

Nach 25.3.3. ist daher die Abweichung als zufiillig anzusehen. Es liegt keine wesentliche
Abweichung vor. Es ist nicht feststellbar, ob das neue Verfahren das bessere ist (Bild
25.20).

32101 23 4 3-2-1 0123 45 ;4
AR A U LU RO [ IR
Bild 25.20 Bild 25.21

Gegeniiber dem Beispiel 25.22. wurde der Stichprobenumfang auf 20 erhoht. Mittel-
wert und Streuungsmall haben sich nur wenig veréindert; es ergab sich Z = 549 und
& = 23,1. Darf man jetzt schlieBen, daB das neue Verfahren das bessere ist?

Losung: -
Priifstreuung .
87 = E'_l- = 5,17
Y20 =
Prafgrofe
Sicherheitsgrenze
#(5%; 19) = 2,003
Vergleich -

|t] > £(6%; 19).

Nach 25.3.3. ist daher die Abweichung als wesentlich zu betrachten. Das neue Ver-
fahren ist besser als das alte. Durch die Erhohung des Stichprobenumfangs ist ein deut-
licherer Einblick in die zufélligen Schwankungen des neuen Verfahrens erméglicht wor-
den, und dies wirkt sich im Testverfahren aus (Bild 25.21).
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25.3.5. Konfidenzintervall

Wie gezeigt, ist die Abweichung des arithmetischen Mittels Z einer Stichprobe vom
Mittelwert u der Grundgesamtheit dann als zufillig anzusehen, wenn die Unglei-
chung ’

Z—ul < to, m)
8%

gilt. Dabei ist « das gewiihlte Signifikanzniveau und m = n — 1 der Freiheitsgrad.
Aus dieser Ungleichung folgt
|Z2—pul <t-sz
—t- sz <T—u<t-sz
Daraus ergibt sich einerseits
p<zT+t sz
und andererseits
I—t.sz<p,
also zusammengefat
T—t-s:<u<T+t-83.
Die GroBe

a=1t-87 =

soll der statistische GréBtfehler genannt werden. Es gilt also der

Satz
Nach Annahme eines Signifikanzniveaus « ist der statistische GroBtfehler des
Mittelwertes bestimmt durch die Gleichung

a = < e, m
o
Damit ist das Konfidenzintervall
T—a<pu<T+a

festgelegt, das unter Vorbehalt einer Irrtumswahrscheinlichkeit « den Mittelwert
u iiberdeckt.

BEISPIEL
25.24. Bei der Messung einer Sohwmgu.ngszelt (in Sekunden) erhielt man aus 5 MeBwerten
das arithmetische Mittel Z = 2,936 und die Standard ich der Einzel

s = 0,0759. Es soll das Konfidenzintervall des Mittelwertes fiir ein Signifikanzniveau
von 5% bestimmt werden.
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Lésung: Statistischer GroBtfehler

a= w + 2,776 = 0,094
5
Konfidenzgrenzen

g = 2,036 — 0,004 = 2,842
g = 2,936 + 0,094 = 3,080

Bei einem Signifikanzniveau von 5%, wird das Konfidenzintervall
2,842 < p < 3,030

den Mittelwert x der Grundgesamtheit iiberdecken (Bild 25.22). Weniger prizis ausge-
driickt, ist das arithmetische Mittel mit absolutem und relativem statistischem GréB8t-
fehler darstellbar in der Form

z = 2,936 a = 0,094
_— —

Der elementare GroBtfehler zu diesem Beispiel wurde bereits in Abschnitt ,,Fehler-
rechnung* bestimmt, (Bsp. 22.7.)

Aufgaben: 25.38. bis 25.42.

285 290 295 300
o b 4

Bild 25.22

Kontrolliragen

25.16.
25.17.

25.18.

Wie lautet die Grundfrage fiir die Anwendung statistischer Priifverfahren?

Welcher Programmablauf kann zur Priifung statistischer MaBzahlen benutzt werden?
Welche Fragen sind nacheinander abzuarbeiten?

Welche PriifgroBe ist zur Priifung der Abweichung eines Mittelwertes vom Mittelwert
der Grundgesamtheit zu berechnen?

. Wie lautet die PriifgroBe, wenn die Differenz der Mittelwerte zweier Stichproben ge-

priift werden soll?

. Was versteht man unter einem Konfidenzintervall?

Tabelle 25.1

Normalverteilung

% D(u) u D(u) u D(u)

0,0 0,000 1,1 0,729 2.2 0,972
0.1 0,080 1,2 0,770 2,3 0.979
0.2 0,159 1,3 0,806 2,4 0,984
0.3 0,236 1,4 0,838 2,5 0,988
0,4 0,311 1,5 0,866 2,6 0,991
0,5 0,383 1,6 0,890 2,7 0,993
0.6 0,451 1,7 0,911 2,8 0,995
0,7 0,516 1,8 0,928 2,9 0,996
0.8 0,576 1,9 0,943 3,0 0,997
0.9 0,632 2,0 0,955 4,0 0,99994
1,0 0,683 2,1 0,964 5,0 0,999999 94
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Tabelle 25.2
t-Verteilung (Bild 25.18)
m o = 0,05 o = 0,01 « = 0,001
1 12,706 63,657 636,619
2 4,303 9,925 31,598
3 3,182 5,841 12,941
4 2,776 4,604 8,610
5 2,571 4,032 6,859
6 2,447 3,707 5,959
7 2,365 3,499 5,405
8 2,306 3,355 5,041
9 2,262 3,250 4,781
10 2,228 3,169 4,587
11 2,201 3,106 4,437
12 2,179 3,055 4,318
13 2,160 3,012 4,221
14 2,145 2,977 4,140
15 2,131 2,947 4,073
16 2,120 2,921 4,015
17 2,110 2,898 3,965
18 2,101 2,878 3,922
19 2,093 2,861 3,883
20 2,086 2,845 3,850
21 2,080 2,831 3,819
22 2,074 2,819 3,792
23 2,069 2,807 3,767
24 2,064 2,797 3,745
25 2,060 2,787 3,725
26 2,056 2,779 3,707
27 2,052 2,771 3,690
28 2,048 2,763 3,674
29 2,045 2,756 3,659
30 2,042 2,750 3,646
35 2,030 2,724 3,592
40 2,021 2,704 3,551
45 2,014 2,689 3,521
50 2,008 2,678 3,496
60 2,000 2,660 3,460
70 1,994 2,648 3,435
80 1,990 2,638 3,416
90 1,987 2,631 3,402
100 1,984 2,626 3,390
120 1,980 2,617 3,373
140 1,977 2,611 3,361
160 1,975 2,607 3,352
180 1,973 2,603 3,346
200 1,972 2,601 3,340
300 1,968 2,502 3,324
400 1,966 2,588 3,315
500 1,965 2,586 3,310
1000 1,962 2,581 3,300

oo 1,960 2,576 3,201
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25.9.

Aufgaben

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem Skatspiel

a) ein As,

b) eine griine Karte (Pik-Karte),

c) eine Bildkarte zu ziehen?

In einem Loskasten befinden sich 573 Lose, darunter 134 Treffer. Wie groB ist die
‘Wahrscheinlichkeit, eine Niete zu ziehen?

Bei der Serienproduktion eines Werkstiicks waren von 2350 kontrollierten Stiicken
38 Stiick nicht normgerecht. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit fiic ein normgerechtes
Werkstiick? Wie grof3 ist die AusschuBwahrscheinlichkeit dieses Produktionsverfahrens?

Bild 25.23

OO

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel folgende Augenzahlen zu werfen:

a) 1 oder 6,

b) weder 3 noch 4,
¢) mindestens 4,
d) héchstens 5,

e) weniger als 3,
f) mehr als 2?

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel in zwei Wiirfen

a) zweimal eine 6,
b) eine gerade und eine ungerade Zahl zu werfen?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einer Miinze in zwei Wiirfen mindestens ein-
mal ,,Bild* zu werfen?

In obenstehender elektrischer Schaltung (Bild 25.23) kénnen die Bauelemente unab-
hiingig voneinander ausfallen mit den Wahrscheinlichkeiten

P(4) = 0,55; P(B)=061; P(C)=0,52.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die gesamte Schaltung ausfallt?

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei einem Telefonanruf die technische Einrichtung
A; storungsfrei arbeitet, heiBt die Erfolgsrate r; = P(4;). Wie groB ist die Gesamt-
erfolgsrate fiir einen Anruf, der die technischen Einrichtungen 4,, 4,, 4, 4, und 4,
mit den Erfolgsraten r, = 839%,, r, = 96%, r; = 80%, r, = 78% und r, = 949, durch-
laufen muB?

Die Wahrscheinlichkeit des Ereigni A sei p. Wie groB ist dann die Wahrscheinlich-
keit dafiir,

a) daB A4 nicht eintritt,
b) daB A in n Versuchen nicht eintritt,
¢) daB A.in » Versuchen mindestens einmal eintritt?
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25.10. Bei einer gewissen Form der Dateniibertragung werden je 8 Zeichen zu einem Block zu-
gefaBt. Die Wahrscheinlichkeit eines falsch iibertragenen Zeichens betrage 2%,
Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, daB in einem Block mindestens ein falsches Zeichen
vorhanden ist?

25.11. Die Wahracheinlichkeit, ein Fl g mit einem GewehrschuB abzuschieBen, sei unter
gewtuen Bedmgungen g]elch 0004 " Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, das
Flugzeug bei gl Ben aus 250 Gewehren abzuschieBen?

25.12. Es soll die Wahrschemhchkelt der Trefferzahl k unter »n angestellten Versuchen be-
rechnet werden, wenn die Grundwahrscheinlichkeit p bekannt ist:

1
= — n="1 k=25
8 gy 1
2
b)p=— =6 k=2
yp=13 n
c) p =027 n=28 k=3

25.13. Die Trefferwahrscheinlichkeit eines Geschiitzes sei p = 0,80. Wie groB ist die Wahr-

heinlichkeit, daB bei 5 Schii genau 3 Treffer erzielt werden?

25.14. Die Wahrscheinlichkeit fiir die vollstindige Ausheilung einer Krankheit sei 70%. Man
berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von 6 erkrankten Personen genau 4 geheilt
werden.

25.15. Die A huBwahrscheinlichkeit eines Produktes sei 12%,. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, in einem Posten von 20 Stiick weniger als 3 AusschuBstiicke zu finden?

25.16. Aus den fiinf Elementen 1, 2, 3, 4, 5 sind diejenigen Permutationen zu bilden, die mit
24 beginnen.

25.17. Wie viele Permutationen lassen sich (ohne Wiederholung) aus den 10 Ziffern des Dezi-
malsystems bilden?

25.18. Welche sinnvollen Worter lassen sich aus den folgenden Buchstaben bilden, wenn jeweils
alle gegebenen Buchstaben nur einmal benutzt werden sollen? Wieviel Prozent aller
méglichen Zusammenstellungen sind das?
a)asu
b) beil

25.19. Es sollen alle Variationen von 5 Elementen zu je 2 Stiick aufgeachrieben werden.

25.20. Wieviel Variationen kénnen aus 6 Elementen zu je 4 Stiick gebildet werden?

25.21. Fiinf Seminargruppen sollen auf 8 Riume verteilt werden. Wieviel Moglichkeiten gibt
es?

25.22. In Digitalrechenmaschinen werden die Dezimalziffern 0 bis 9 als duale Tetraden ver-
schliisselt. Aus den Elementen 0 und L sind alle Variationen zu je 4 Stiick zu bilden und
der Reihe nach den Dezimalziffern 0 bis 9 zuzuordnen. Wie viele Variationen bleiben
als ,,Pseudotetraden iibrig?

25.23. Es sind alle Kombinati ‘von 6 El ten zu je 4 Stiick aufzuschreiben.

25.24. Wie viele Kombinationen lassen sich aus 8 Elementen zu je 3 Stiick bilden?

25.25. Wie viele Moglichkeiten gibt es, bei den folgenden Spielen aus » Elementen jeweils k

Stiick auszuwihlen?

a) Sechsundsechzig n = 24 k=86

b) Skat n =32 k=10

¢) Rommé n = 106 k=12
k=5

d) Zahlenlotto n =90
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25.26.

25.217.

25.28.

25.29.

25.30.

Bei der Qualltatskontrolle wurden Btlchproben von Je 20 Stiick untersucht. In & Stich-
proben wurden 2 qualitiitsgerechte Stiicke fi

z h z h

9 1 15 15 Es ist die absolute und die relative Haufigkeitsver-
10 3 18 8 teilung der qualitéitsgerechten Stiicke als Polygon zu
11 5 17 5 zeichnen!
12 9 18 2
13 13 19 0
14 16 20 0

In einem Verwaltungsbereich wurden z Personen je Haushalt mit der Hiufigkeit & ge-
2éhlt.

z 3

1277409 Man veranschauliche die relative Hiufigkeitsver-
1877063 teilung der HaushaltgroBen als Polygon!
1463696 !
874626
397257
171507
73767
54892

-1 DO W

Bei einer radioaktiven Strahlung wurden in & Zeitintervallen von je 7,5 s jeweils a Teil-
chen gezihlt.

z h i h

0 57 6 273 Es ist die relative Hiufigkeitsverteilung der Teilchen-
1 203 7 139 zahl als Polygon zu zeichnen!

2 383 8 45

3 525 9 27

4 532 10 16

5 408

Aus der Produktion von Speziallampen wurde eine Stichprobe auf die Lebensdauér
untersucht. Man erhielt folgende Werte (in Stunden):

153 64 401 368 209 342
288 161 311 212 313 266
238 360 227 348 412 433
420 189 270 503 201 307
395 123 77 194 327 21

Es soll eine Klasseneinteilung mit den Klassenmitten 100; 200; 300; 400 und 500 vor-
genommen werden, und es ist die relative Hiufigkeitsverteilung als Polygon zu zeich-
nen!

In einem technischen System ist die Wahracheinlichkeit dafiir, daB an einem Tag alle
Geriite normal arbeiten, gleich 70%,.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB i halb von 7 Tagen die Gerite an
k=0;1;2;...; 7 Tagen normal arbeiten?
b) Man zeich dle Verteil kurve der Trefferzahl!

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden die Geriite an weniger als 4 Tagen und
d) an mindestens 5 Tagen stérungsfrei arbeiten?
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25.31.

25.32.

25.33.

25.34.

25.35.

25.37.

25.38.

25.40.

25.41.

Die KérpergroBe von Minnern ist eine normalverteilte Zufallsgrofe, die unter gewissen
Bedingungen den Mittelwert 4 = 1,70 m und das StreuungsmaB ¢ = 6,53 cm besitzt.
Wieviel Prozent der Herrenkonfektion mufl unter diesen Vomussetzungen fiir Ménner
iiber 1,80 m und unter 1,60 m bereitgestellt werden?

Bei der Produktion von Lagerkugeln wurde festgestellt, daB der Durchmesser normal-
verteilt ist mit dem Mittelwert 4 = 8,000 mm und dem StreuungsmaB o = 0,006 mm.
Wieviel Prozent der Produktion sind AusschuB, wenn eine Abweichung von héchstens
0,01 mm zulissig ist?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine normalverteilte ZufallsgroéBe um weniger
als 30 von ihrem Mittelwert abweicht? i

Bei der Produktion von Wellen ergab sich, daB die Abweich des Dureck vom
NennmaB eine normalverteilte Zufallsgrofe mit dem Mittelwert 4 = —0,052 mm und
dem StreuungsmaB o = 0,043 mm ist. Zwisch Ichen Intervallg wird die Ab-
weichung mit 909, Wahrscheinlichkeit schwanken? Das gefundene Intervall ist grafisch
darzustellen.

Der Schwefelgehalt einer gewissen Stahlsorte ist normalverteilt mit dem Mittelwert
1 = 0,0229%, und dem StreuungsmaB o = 0,004%,. In welchem Bereich liegt der Schwe-
felgehalt mit einer Wahrscheinlichkeit von 809,?

. Von einer radioaktiven Substanz wurden im Mittel 1,55 Zerfallsakte je Sekunde ge-

zéhlt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB in einer Sekunde 0; 1; 2; ...; 7 Zerfalls-
akte eintreten?

Man zeichne die Wahrscheinlichkeitsverteilung!

In einem Betrieb sind 1430 gleichartige Geriite mit der Ausfallrate 4 = 5 - 10-5 h-! ein-
gesetzt, deren Lebensdauer exponentialverteilt ist. Mit wieviel ausgefallenen Geriten
ist nach 7000 Arbei den durchschnittlich zu rechnen?

1

) T T 1

alt von

Eine Ladung Kupfererz soll nach Angabe des Ab s einen Dur
2,5%, Kupfer besitzen. Der Empfinger stellt bei 7 Proben folgende Gehalte fest:

1,96 2,06 2,18 2,22 2,62 2,28 1,84

Liegt danach mit 959 Wahrscheinlichkeit der Verdacht nahe, daB die Angabe des
Absenders falsch ist?

. Zur experimentellen Prifung des elektrischen Wirmeiquivalents u = 4,18 Ws/cal

wurden 5 Versuche angestellt, aus denen sich der Mittelwert # = 4,32 Ws/cal und das
Streuungsmaf s = 0,08 Ws/cal ergab. Kann man daraus, unter Vorbehalt eines Irrtums
von 19, schlieBen, daB sy tische Fehler g ht worden sind?

Aus der Serienproduktion eines Werkstiicks sind zur Priifung der Masse zwei Stich-
proben mit folgenden Vergleichswerten herausgegriffen worden:

n =10 % =3524my s =469mg

ny = 10 %, = 3479 mg 8, = 58,9 mg
Darf man mit 999, Sicherheit annehmen, daBl wesenthche Anderungen im Produktions-
ablauf eingetreten sind?

Bei der Messung einer Kapazitit fand ein Experimentator in 5 Versuchen den Mittel-
wert Z, = 22,9 nF und das StreuungsmaB s, = 0,3 nF, ein anderer in 4 Versuchen den
Mittelwert Z, = 21,8 nF und das StreuungsmaB s, = 0,04 nF. Kann man mit 95%
Sicherheit behaupten, daB8 wesentliche meBtechnische Fehler aufgetreten sind?

. Aus einer Stichprobe vom Umfang » = 7 erhielt man das arithmetische Mittel = 2,27

und die mittlere Abweichung ¢ = 0,252. Man berechne das Konfidenzintervall des
Mittelwertes fiir ein Signifikanzniveau von 5%, bzw. 1%.
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25.43.

25.44.

25.45.

25.46.

25.47,

25.48,

25.50.

25.51.

25.52.

25.53.

In einer Verkaufsstelle befinden sich 1000 Glithlampen, von denen 700 Stiick im Betrieb
B,, der Rest im Betrieb B, hergestellt wurden. Normgerecht (im Sinne einer gewissen

normalen Lebensdauer) seien vom Betrieb B; 581 Stiick, vom Betrieb B, 189 Stiick.

Man berechne fiir eine beliebig herausgegriffene Glithlampe die Wahrscheinlichkeit da-
fiir,

a) daB die Glithlampe im Betrieb B, hergestellt wurde,

b) daB die Glithlampe im Betrieb B, hergestellt wurde und normgerecht ist,

c) daB die Glithlampe im Betrieb B, hergestellt wurde, unter der Bedingung, daB sie
normgerecht ist,

d) daB die Glihlampe normgerecht ist, unter der Bedingung, daB sie nn Betrieb B,
hergestellt wurde.

Wie oft muB man mit einem Wiirfel werfen, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit
von 909, mindestens einmal eine Sechs erhélt?

Wie viele Stellen sind fiir die Morsezeichen héchstens erforderlich, um alle 26 Buch-
staben der lateinischen Schrift durch die Elemente ,,Punkt* und ,,Strich** darzustellen?
Wie viele von diesen Zusammenstellungen bis einschlieBlich £ Stellen werden nicht be-
notigt?

Wieviel Autonummern fiir polizeiliche Kennzeichen kénnen aus 2 Buchstaben und
4 Ziffern gebildet werden?

In der kinetischen Gastheorie wird die Verteilung der Gasmolekiile auf die Stellen des
Raumes untersucht. Es seien 4 Molekiile auf 2 gleichgroBe Kisten zu verteilen. Welche
Fille sind moglich? Man stelle eine Tabelle mit folgenden Spalten auf:

a) Die Molekiile 1, 2, 3, 4 befinden sich in den Késten mit untenstehenden Nummern.
b) In den Kisten 1, 2 befindet sich untenstehende Anzahl von Molekiilen.
c) Die einzelnen Belegungen (,,Verteilungen‘‘) der Spalte b) sind zu einer Haufigkeits-

tabelle zusammenzufassen.

Aus organisatorischen Grinden sei bei einem Schachturnier die Anzahl der Spiele auf
150 beschrinkt. Wieviel Personen kénnen hochstens teilnehmen, wenn jeder gegen jeden
spielen soll?

. Wieviel Moglichkeiten gibt es, bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln die Augensumme s zu

werfen? Man stelle eine Wertetafel fiir 2 < s < 12 auf und zeichne die Hiufigkeitsver-
teilung!

Aus den Zahlen 1, 2, 3, 4 sollen alle Variationen mit Wiederholung zu je 3 Stiick gebildet
werden. Dann ist jeweils die Summe der drei Zahlen zu berechnen und die Hiufigkeits-
verteilung zu zeichnen.

Aus einem Skatspiel werden alle Karten mit den Werten 7, 8 und 9 heraussortiert. Aus
diesen 12 Karten sollen 4 Stiick willkiirlich ausgewéhlt werden. Welcher Summenwert
ist am héufigsten zu erwarten? Man berechne die Haufigkeitsverteilung!

Aus der Hauflgkeltsvettellung der qualititsgerechten Stiicke (s. Aufgabe 25.26.) ist die

A Bquote (ndherungsweise mittels Z ~ u) zu berechnen. Ferner sind
die Werte der relativen Hinfigkeiten mit den Wahrscheinlichkeiten der theoretisck
Binomialverteilung zu vergleichen.

In einer Geburtenstatistik wurden unter 2612246 Geburten 300 Drillingsgeburten regi-
striert. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, da unter 30000 Geburten genau 5
Drillingsgeburten auftreten?



378 25. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

25.54. Aus der Geburtenstatistik wurde ittelt, daB die Wahrscheinlichkeit einer Médchen-
geburt p = 489, betriigt. Wie grof8 ist die Wahracheinlichkeit dafiir, daB in Familien,
in denen 5 Kinder geboren werden,

a) genau 2 Médchen,

b) hochstens 3 Madchen,

¢) mindestens 4 Midchen

unter den & Kindern sind?

Wie groB ist die Wahracheinlichkeit, da8
d) alle Kinder Midchen,

e) alle Kinder Jungen sind?




Losungen

12.1. 1) 3,6,9,12, 15 b) —1, —4, —7, —10, —13
c) 1,2,4,8, 16 d) 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001, 0,00001
e)—;-,%,%,—:—,-g— f) 2, —4, 8, —16, 32
12.2. a) monoton wachsend b) monoton fallend
¢) monoton wachsend d) monoton fallend
e) monoton wachsend f) alternierend

12.3. a) 2, = —11 + 3k, ke{1;2;...;
b) 2z = 21 — 4k, ke{l;2;
c) 2 =19+ 0,5k, ke{l;2;...
12.4. a) 2, = —5 + bk 3 b) 2y = 10,85 — 0,75k

) ze = 3,2 + 0,4k

125, a) 13, 165 b) 0, 18 o) —2, 15

12.6. a) n? b) 44550

127 2 | 400 4,02 4,04 4,06 4,08 4,10
i@ | 1,3863 1,3912 1,3062 1,4011 1,4061 1,4110

12.8. 4,04; 4,09; 4,15

129. a)d =3 2, =28 b) n = 17, 8, — 442

o) n=13, z;3 = —32
d) 1. Losung: n = 17, z; = 10
2. Losung: n = 6, z; = —12
12.10. 12 Rohre, 8 Schichten '

12.11. 8) 3 b) —1/2 o) V3

12.12. a) g=2,2 =8 b)g=—-15n=6

12.13. 8) 7 = 5, 85 = 159,375 b) z; = 4, 8 = —21,25

12.14. a) 25% b) 4,22 kQ

12.15. 8 Jahre

12.16. a) beschriinkt: 0 < 2, =1 b) n. u. beschrinkt: 1 < 2, < o©
c) beschriinkt: 0 < z, <1 d) n. u. beschrinkt: 1 <z, < o

12.17. a) (0; 0,088) b) (0; 0,0001) e) (0; 10-100)

12.18. 8) 0 b) 2/3 ¢) 0! d) 2/5

12.19. a) konvergent: g = 0 ) b) bestimmt divergent: g = oo

¢) konvergent: y = 0 d) bestimmt divergent: g = oo
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12.20. 24,8 a

12.21. 0,188

12.22. a) 0,5 b) —7 c) 8
12.23. a) hebbare Unstetigkeit bei z = +2: gt = g~ = 1/4

12.24.

12.25.

12.26.

12.27.

12.28.

12.29.
12.30.
12.31.
12.32.
12.33.
12.34.

12.35.

12.36.
12.37.
12.38.
12.39.
12.40.

12.41.
12.42.

b) iiberall stetig
c) hebbare Unstetigkeit bei x = 0: gt =g~ =1
Grenzwerte fiir x — {-oco:

a) +oo b) Feo c) 0
a) 0, 3, 8, 15, 24 b) 1,9, 1,99, 1,999, 1,9999, 1,99999
3 8 15 24 9 64 625 17776
e) 0, —, =, —,— d) 2, —, —, —, =
2°3 45 427 256 3125
e) I,L,—l— L,L £ 0,1,0,1,0
2 6 24 120
a) monoton wachsend b) monoton wachsend
¢) monoton wachsend d) monoton wachsend
e) monoton fallend f) nicht monoton
a) & = —3,8 + 0.8k, n =16
b) =z, = 18,2 — 1,5k, n =12
c) x = 2,0 + 2,2k, n=13
a) , = 14,5 — 2,5k b) z;, = 7,06 — 0,36k c) —24 4 % k
a) =3, 0 b) 5,2, 72 c) 6, 80 d) 9, 1125 e) 32, 435
494 550
a) d% = aypqy — Ty = 2d b) 8% = 2y — Ty = 4d

yp=mx; + b+ (k — 1)md, y =mz, +b, d* =md
d=yu —yp=m

a) &) = —37, xyy = 47 b) 2, = 20, 8; = —250

c) #; = —10, 8,y = 319 d)d=04,n=43

a) 2/3 b) 1,2 ¢) ﬂé V2 d) —a? €) %yz“
w==k k=012..

y=lgz, +k—1)-1gg, £=1,2,3,...

a)g=23,n=17 b)g=1/2,n=8

a) @; = 43,2, 85 = 630,5 b) z; = —243, 5, = 472,875

a) arithm. Folge b) 47 phon

¢) 50 phon (53 phon) d) 25 10~* W/em?

a) 1,5 bar b) 0,02 bar ¢) pp = (1 + 0,02k) bar
a) @y = 1189 mm, b, = 841 mm

4 1\x
b a=10-12. (=), k=012, ...
o2 (5)
—] k
=100 V2 (LN, k=012,
12,

¢) @, = 37 mm, by = 26 mm
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12.43.
12.44.
12.45.
12.46.
1247,
12.48.

12.49.

12.50.
12.51.
12.52.

12.53.

12.54.
12.55.

12.56.

12.57.

12.58.
12.59.

12.60.

13.1.
13.2.

a) 52500 cm

b) 0,195 mm

120, 151, 190, 239, 301, 379, 478, 601, 757, 953, 1200

l=96,5m
6,4%

a) 6326,60 Mark
a) 108,39,

b) 7697,27 Mark

¢) in 20,1 Jahren
b) 6,3%

c) in Mill. M: 0,788; 0,843; 0,897; 0,953; 1,014

a) unbeschrinkt: —occ < x, < 40
b) beschrinkt: —1/2 <2z, <1

c) beschrinkt: 0 < z, < 0,1

d) n. u. beschrinkt: 1 < 2z, < o

e) n. u. beschrinkt: 0 < z, < o0

f) n. u. beschrinkt: 0,25 < z, < co

a) (—0,001; 0,001)

a)ec<0
a) 1 b) 5
e) —1/5 f1

a) unbestimmt divergent: g = + oo
c) konvergent: g = 1/10
e) bestimmt divergent: g = oo

b) 0; 0,007
b) le] < 1

¢ 0 d) 0
20 h) 2

b) konvergent: g = 0
d) bestimmt divergent: g = oo
f) bestimmt divergent: g = oo

0,021 a1

22,8 min
t
a)t=RC =12,69s b) eRC = 15; t= 34,45
R
——=t
a) U/R; e X ist fiir wachsende ¢-Werte eine Nullfolge.
b) ¢t = L/R
a) 1/2 b) —7 o) 8 d) 0 €) 12 f) 4a°
a) nichthebbare Unstetigkeit bei 2 = 0: g* = +1,9- = —1

b) hebbare Unstetigkeit bei 2 = 0: gt = g~ = 1/2
nichthebbare Unstetigkeit bei = 2: gt = +00,9- = —o0

¢) nichthebbare Unstetigkeit bei x = 0: g* = 00,9~ =0

d) nichthebbare Unstetigkeit bei z = 1: ¢ = +o0

e) nichthebbare Unstetigkeit bei z = 0: g* = 0,9~ =1

Grenzwerte fir z — 4-co:

a) —oo h) 0 c) 1 d) +oo e) 0 f) o0
g Foo h) —1
a) flz) =1 b) f(z) =2z ¢) f(x) = 04z — 2
a) ¥ = 32 b) y’ = 827 ¢) o’ = 1211
d) y = —4/2° e) k= —6/r" f) w = —9/ut®

, 1 L1 PR
g) v e h) y n—v—i/z_”__l i) & =
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13.3. a)tanr =2 b) tant =1n ¢) tant = —2
d) tant = —n
13.4. 8,(0; 0): o« = 45° 8y(1; 1): & = 18,4°
13.5. a)y =82 —3 b) y = 722% — 32 + 2,522
¢) ¥’ = 3az® + 6a% + a® d) ¥ = 32 + 20z — a?
3 3 a Ve ’ i
136. a)y' == Vo — by =—— = o)y =——
%= 2z 2V 2V= N~3
137, 153,4°
138, —3; —1
13.9. o =024°
13.10. 2, = 0,2, =
P 7
1311, 8 (—=; —=~
( Br =& +4)
13.12. y = 0,52% — 1,62 — 32 1 4
13.13. y = —0,62% + 1,8z + 6,2
13.14. a) v = v, — ¢gt; 5,2 m/s, —4,6 m/s, —14,4 m/s
b) v > 0 aufwiirts, v < 0 abwirts
c) Bei 8y ist v =0, 805 = 11,48 m
d) v = —vy= —15m/s
13.15. a) dy = (—4z + 6) dx By 0% ¢) dr = 2at dt
< %
d)ds=gtadt o) AW = modo 9 dA=—;-ydh
13.16. a) 0,063 m? b) 0,825 mA.
13.17. a) f'(z) = 32® b) f'(x) = 62
o) fle) = —6a? + 5 d) &(t) =gt
&) vit) =g 1) r(u) = 2,du
18.48. 8) f(e) = —— b) ) = SV
2Vz 2
13.19. 8,(0;0), 0, = 45°  Sy(1; 1), 0 = 26,6°  Sy(—1; —1), a5 = 26,6°
13.20. a) y — 4 = 4(z — 2) b) ¥+ 0,5 = —0,25(z + 2)
2 4
0,125 = 0,75(z + 0,5 &) e e B
9+ (@ +05) i-g=-5(-1)
13.21. 8) y' = —1,22% + 2 V22 + 1,2 b)y =18t — 6
,_ —22—2 o z—2
o)y = p dy =2+
O k. ,_ 11 4
ey =—3 ey f)y-—4zz’
1 3 1
By =—= hy==—=
V= 2Vz 2% Vz
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13.22. vgl. Bild L 1.
13.23. a) 76,8° b) 30,2°
13.24. 1; —1
13.25. ) oy = 125,8% oy = 54,2° b) & = 85,2°, oty = 0°

o) &y = 50,2% g = 149,0°, oy = 50,2°
13.26. k= —0,1
13.27. a) Py(0; 0), o = 90°; Py(1; 1), g = 45°

b) Py(—2; 3), &, = 36,9° Py(1; 1,5), &, = 71,6°

13.28.

13.29.

13.30.

13.31.

13.32.
13.33.
13.34.
13.35.
13.36.
13.37.
13.38.

¢) P(~1; —3), & = 20,2°

y=02x3-18x*+3x+2,4

BildL1

a)zl=—2,x2=y—3_,x.,:—ﬁ

i

10

a)y=—z—15 b) y — 8= —4(z + 0,5)
B B2

§{——; ——+C

( 2’ Taat )

2
Woe=tb o =2

b

3 <0

y = —0,254® — 22 + 2
a)y=—iz’—2x'+—:-z+2 b) 23 = -2
w = —0,5u + 3,75

a® < 3

a) 9,6 - 10-% cm? b) 10,10
14,1 mfs; 3,58

a) vy =1y, 080, v, = vpBinx — g1t

b) v = Vu? + 9,2 = Vot — 2v,gt sin o + g%*

c) v, =19,

22 8in o

d
) Yn 2%
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Lésungen

13.39.
14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

14.9.

14.10.

14.11.
14.12.

14.13.

Aus v = 0 folgt ¢, = 4,198, 8 = 36,2 m
a) ¥ = (6z — 2) (22 + 1) + 2(322 — 2q)

b) ¥ = (102* + 3) (1 — 2?) — 22(225 + 32)

o) ¥ = —(1+ 22) (1 + ba) + bla — z — =z?)

d) ¥y = (@ — 1) (1 — 2x) + 22%(1 — 2x) — 22(2® — 1)
(28)” = 5at; (1)’ - (28) = 32 - 2o = 62%; 52d 4 62®

T S _2+2 2
a) y =Tt b) ¥ i+ or 0) ¥ p—T
o n AP
d)y e

a) y = 30(3z + 1)

) ¥ = 5(82° — 6x) (224 — 3z + 1)t

b) ¥ = —6(a — 2)*

0y = by =-——E—
32 — 1 Ya?
oy = 1—232
VE-VI—}—:;"
a) w = — 1 b) & = 1+¢
211 —u (1 —t
o = 8s
T i—ap
a) 0; 0° b) —0,895; 138,2°
1 s
a)y = b))y =—
21z
a) Yy =sinz + zcosx b) w’' =
, 8in z
o) Y = ——=—e
2Y1 — cos x
a)y’:mnz+Lﬂ b) ,__2'cotz
cos? x sin% z
1
ey =———"nr——
2008z V1 + tanz
a) 45° b) 45°
1—Ina
r=1+1 b) ¥y =
a) ¥ +Inz )y =
o 2z , z
=TT d)y—H_z,
PRI S
.y 1—z 142

a)y =(1+2)e?
9y =1+

e) y =cotx

b) ¥’ = —2e-t

d) ¥y’ = —sin ¢ ecost
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414, y =e (P —20— 1), 3, =1+ V2, =1 —1)2

14.165. a) y’ = 25(1 + Inz) b) y’=—el—:;2i’?
=t , 2>0
\ —z 1— 22
14.16. a) ¥’ = 2z arctanz + 1 b))y = —=
e
o YT — = 11 . <0
— T

14.17. 8) ¥’ = (82 — 3) (2® — 1) + 22(22® — 3z + 4)
b) ¥y’ = —32%1 — 2?) — 22(2 — a%)
0) ¥ = —22(b — 2°) — 3a¥a — a?)
d) ¢’ = 21 + az) (1 — bz) + az*(1 — bz) — ba®(1 + az)
22— 1 522 — 1

14.18. a) ¥’ = 3(1 + 2)? b) 4 = 2 Yz + =
i 2z 21z
3 2 = 1 1—
e)y,=_62,ﬁ+1,21==1 ’202' Oy =— +V?+ V= _
3y 3¥ar Ve 2Ve
L %2 — 242 —82% 4 622 + 10
14.19. = —_— S T
9.8y -z by 0 — 22
,_ 2 G 822
Y=y DY =T 2ap
p —3 —o — b2 4 25 — 2
= — f = —
e) y T ) ¥ = 1o
) ,=—2z‘—6z’ h) , _ b — 2abx —ab
BY="a—ap Y T ety
, 14z 14 4o
14.20, = e Lo
DY =G DY =y
~—92% + 82 43 . 1
C ! S ovmm———— d 7 -
)y Ty ) ¥ it
1
Y=
14211 =22
1— o 1
1421, 8) r = b) &' = ————
n—a 21+ o
g S
w1y

1422, 8) Py(—1; —0,5), Py3; —1,5)  b) P,(0;0), P, (Vs‘ -5 ) P, (—Va‘; < ﬁ)

¢) P (—0,5; % }’3‘)
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14.23. 8) ¥’ = (2%_:;‘:; y+45=—0,15zx —3) bzw. y= —0,762z— 2,25
by = (l—j’iﬁ; y—08=—016+2) baw. y= —0,16z + 0,48
o)y = .$+ = ¥y — 1,25 = 0,8(z — 0,75) bzw. y =08z + 0,8
x
4z . 8 8
dy =— ; y—1.8=—(—12) b =-z— 14
) ¥ i y 3 v(x ) w. § =g
14.24. a) z = 2, o = 18,80°

14.25.

14.26.

14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

14.31.

14.32.

14.33.

14.34.

b) 2, = 1, &, = 8,13°%; zg=2+4 V?, oy = 1,58°%;

73 =2 — V2, oy = 14,98°

h bek:

1 : 1

)Y = ———= b))y =——

oy 2Vz 2yz*
. U I 1)

i~ = = V:

f(@) - v(z) + f(z) - v’(x) = %'(z). Durch U lien dieser Glei

wird die

Form der Ableitung eines Quotienten gewonnen.

P
, N b
gyt y =part, Y =-=af
q
a) 1,643;58,7° b) —0,906; 137,8°
3
= ; —1=—-15@+1
a) y w_v VY (z + 1)
z— 6 4
b)y = ———; 1=——(z+2
) ¥ P y+ 3 Z2)
1
0y =—= y—1=—052
2y
d)y"=;%l; H=—-3iy=—2—3; Zp=lLy=z—1
a) u = 2nr, du/dt = 2r dr/dt, v, = 2w,

b) A = nr?, dA/dt = 2nr dr/dt, vy = 2mry,

A=frri’ %:ﬁ.%. vy =9 cm?s

ot = a? + 2, d_‘:—%.i—:, v, = 2,4 cm/s
p=0—a %:-.;—.%, v, =1,5cm/s

a) V___.;_qha, %:‘)i:fdt, h =9 cm: vy = 0,42 cm/s

b) k(8 s) = 9,38 cm, vy = 0,39 cm/s
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14.35. a) ' = 8in? 2z — cos?z — sin 2 b) &' = Bt cost — 3t eint
1 tcost — sint
s Q)i m OO0 = TNE
oy 1 —cosz VY "
cos?z 4+ sinzcosx — 2 , 1+ sint
= ————— 1 = —
oy =2 (cos z + sin z)% )y cos? ¢
, 14 e?—qge®
T B e e,
14.36. a) y’ =2%.1n2 b) ¥ TFep
¢) u = (2 + 419) ot™1 :
14.37. a) ¥’ = (sin z + 2 cos z) e%8In% b) w' = —2e-t(sin ¢ + cos t)
1 2\ -&
¢ dy=(1+=2)e &
oy zln z )y ( +x‘)e

. = 1) 4y 1L
14.38. a) ¥ —(1+ z) [ln(1+ z) 1+z]

1
Ly 1
by=@+27% |-Lma _t
)y =t +2) [ 2 n( +x)+a:(l+x)]
¢) y = gl-cosz (sin zlnz + 1_%)
, =1 —Inz
ay ~frizie
1439, 45°
14.40. Aus —2 — 1§ folgba, = 1, 2, = 8
40, Au 2 e
o S _ = ote L
Y=oy V=005 y=—gatg
14.41. 2y — zp = 20y, 5
14.42. 8) & = 71,6% &y = 18,4° b) oy = 46°, op = 0,8°
14.43. a) P (1:/3; % %3 ) b) P(0,69; 1,28) o) P(ln2; 2)
d) P(—1; —1fe) o) P(/2; 2) 1) P (1!/4; —%In 2)

g) Py(3,15; —2,39) P,(0,32; —0,088)
14.44. a) Py(4; 1), « = 151,93°
b) Py(2; 3), & = 70,56°

14.45. a) 2(t) =rcoswt, v, = —owrsinwt, a,= —w? coswt
y(t) = r sin wt, v, = or cos wi, a, = —olrsin 0t
1 1 (m
b)v,=_0:'=-uT~m:. a,=0:t=-[:(—2-+mr)
1 (n 1
vy =0:t=— (= =0:t=—.nn
’ ® (2 + 'm)' % w

c)v= ]/v,’ + vt =or

d) a = Va,* + @, = . Wegen a, = —®z und a, = —o? ist die Bahnbeschleuni-
gung zum Kreismittelpunkt gerichtet.
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14.46. a) Ansatz: %442 = 28 Az = 2,57 1n 2

b) Vgl Bild L2
t

¢) ¥y —xp = 2,5

d) 7y — ap = 1/b

14.47. a) Ansatz: 6 F = 2" t=mmn2

b) Vgl. Bild L3

) ay —ay=1/s =4

14.48. a) ¥’ = arcsin 4z + é b)Yy = ——
V1T = 1622 2
’ - 1 Y =
c)y_“.1+:r’ d) ' = arctan =

151, 8) y =325 + %:ﬂ + %

2
b)y = ——
) Y ¢
o) g 162
Y wreyr
&y ===
1— 23
1
ey =——=—=
2V1 + 22
f) ¥ = —sin22
1
gy =-— 5
2 sin® =
2
. 2z
h)y =
) y i+ a

i) ¥y =231 +4n2)
k) y’ = e%(cos 2 — sin z)
l) ¥ =esin%cos 2

m)y’ = 3a**Ina

ol 7 3§ 5 6¢
v T K
Bild L3

Y’ =962% +
vw__ %
Yo U—or
L, 18(4 — 32
V= Tw ey
v =— i

==°
,_ 82 i2

2V + 22°
¥y’ = —2cos 2z

cot;i
” 2
g =

2 5int =

2

,_ 201 —a?
V= rer
¥ =27+ 12In )
Yy’ = —2%sinz

y” = e®inZ (cos? 2 — sin 2)
¥’ =9 In%a
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15.2.

15.3.

154.

15.8.

a)y =428+ 4z Yy’ =122 4+ 4 Yy =24z Yy =24
b)y = %oos% Yy = —% sin% Yy = —-;— cos% ¥ = -llésin—';—
1 1 2 8
1 o 1 o 2 w_ _8
WE=Z ¥ = vEa d 7
d) ¥’ = cos 22 — 2z sin 2z y” = —4(sin 2z - x cos 2z)
. ¥’ = —4(3 cos 22 — 22 sin 22) y) = 16(2 sin 2z + x cos 2z)
a) y™ = an! b) y™ = e%(z + n)
= =N a (m —
)y = @1 ™ d) yiM = 2n. e2*
a) y = 22 + 62 — 127 — 16 b)y=2®—b62 + 2
1 1 3
c)y—ﬁz’+2x’—§-z—?

a) Bei zg = 2 Minimum yz = 6

b) Bei zg, = —1 Maximum yz, = 10
Bei 25, = 3 Minimum yz; = —22
¢) Bei zg = 2 Minimum yz = —14

d) Bei 2z = 1 Maximum yg = %

e) Kein Extremwert
f) Bei 2z = —3 ein Minimum yy = —27¢~* = —1,35

g) Bei 2z, = % ein Maximum yg, =

1 )
. T o 1
Bei 25, = 7 ein Minimum yg, = <
5 5 _ . 5 3
Bei zg; = ry 7 ein Maximum yg, = T
P 3 o 3
Bei 2, = 5 mein Minimum yg, = -

y = 22® — 6a® — 482 (vgl. Aufg. 15.4.)
a) W(5; —10) b) Wy(1;2), Wy(8; 1)

c) W (~2; — -;—) N d) kein Wendepunkt,
e) W, (%. 0) » Wa(3,39; —0,73), W, (—z— n; 0) , W,(6,03; 0,73)
1) Wy(0,71; 0,61), Wy(—0,71; 0,61) '
Wi(0;0), tyy: y = 42

= A 1 3
Wz(V3;V3 ) by y = i + 2z V3_y

Wy (V3 —13), tyary = —%x-— 3
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15.9.

y=%(z“—3z’+3z+5)

15.10. a) X = P, lim y = +00, hm .1/ = —00, X,(0; 0) = ¥, X,(3; 0), H(1; 4), T(3; 0),

15.11.

Z—>+00
W(2; 2), f(ay) = ——3,_}’ =P
b) X = P, lim y = 400, lim y = —oo, X;(—1;0), X,(1; 0), X3(3; 0), ¥,(0; 3),
z—++00 z>—00
H(—0,15; 3,08), T(2,15; —3,08), W(1; 0), f(z)y) = —4, ¥ = P
¢) X = P, symmetr. zur y-Achse, lim y = + o0, X,(—1;0), X,(1;0), ¥,(0; 1),
7>+ 00

H(0; 1), Ty(—1; 0) Ty(1; 0), W;(—O 58; 0,44), W,(0,58; 0,44),

F(zwy) = 1,54, f'(zys) = —1,54, ¥ = [0; o0)
d) X = P, symmetr. zur y-Achse, lim y = +o0, X,(—3,11; 0), X,(—1,58; 0),
Z>t00

X4(1,58; 0), X,(3,11; 0), Y,(0; 1), H(0; 1), Ty(—2,45; —0,5), T5(2,45; —0,5),
Wi(—1,41; 0,17), Wy(1,41; 0,17), ['(2y:) = 0,94, '(xp,) = —0,94, ¥ = [~0,5; o)

e) X =P, lim y= +oo, X,(—4;0), X,(0;0) = ¥y, T( _3; __) (05 0),

PR
W(—2; —4), floy) = 4, ¥ = [—24—7; co)
f) X = P, symmetr. zum Ursprung, lim y = —oo, lim y = +o0, X,(—1,73;0),

T—>—00 T—>+00
X,(0;0) = ¥, X,(1,73; 0), H(—1,26:4,61), T(1,26; —4,61), W,(—0,78; 2,97),
Wy(0; 0), W,(0,78; —2,97), f'(zwy) = —4.8, ['(xys) = —3, f(2ys) = —4,8, ¥ = P

a) X =P\ {1}, lim y =1, X,(0;0) = ¥,, Pol bei z=1, T(0;0), W AL; _1_)’
z—>4 00 PR

faw) = =52, Bd L4, ¥ =[0; 00)
b) X =P\ {—2; 2}, symmetr. zur y-Achse, lim y = 1, X,(—3; 0), X,(3; 0), ¥,(0; 2,25)
z>to0
Pole bei x = —2, z = 2, T(0; 2,25), Bild L5, Y = P \ [1; 2,25)
©) X = P, symmetr. zur y-Achse, lim y = 2, X,(0;0) = ¥y, 7(0; 0), Wy(—1,16;0,5),
z—>+ 00
Wy(1,16; 0,5), f'(zy1) = —0,65, ['(zws) = 0,65, Bild L6, Y = [0; 2)

d) X = P \ (0}, symmetr. zum Ursprung, Asymptote: y = z, Pol bei z = 0, T'(1; 2),
H{—1; —2),Bild L7, ¥ = P\ (—2;2)

e) X = P, symmetr. zum Ursprung, lim y = 0, X,(0;0) = Y,. H (1;%) T (_1; __1_)

xr—>+ 00 2
WA(—L,73; —0.43), W03 0), Wa(L73; 0.49), ) = — -, flawa) = 1,
, 1 . . 1 1
flaws) = —5» BIALS, ¥ = [E ;]

f) X =P\ {1}, lim y = 0, X,(0;0) = ¥,, Pol bei v = —1, H(1 _1_) W(z;%),

Z>too

aw) = — 2 ,BildL9, ¥ = (_w; ﬂ
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BildL 4 BildL 5
2x?
Y=
Wy /]
Xp=[T 1 X
Bild L6 BildL7

¥

BildL 8

-3
y ﬁ_?'

BildL#9

|
|
|
’
|

Bild L 10

W
X

x
|
|
|
|
+
g

7 | 7 X
Bild L 11
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15.12.

15.14.

15.19.

15.20.

a) X = (—3; 3), symmetr. zur y-Achse, Pole bei 2 = —3, 2 = 3, T(0; 1), Bild L 10,
Y = [1; 00)
b) X = (—1;1), X,(1;0), ¥4(0; 1), Pol bei z = —1, W(0,5; 0,58), /'(y) = —0,77,
Bild L 11,
¢) X = [0; 00), lim y = o0, X,(0; 0) = ¥y, X,(16;0), T(4; —4), Bild L 12,
z>—00

Y =[—4; )

.a) X =P, limy =0, limy = 400, X,(0;0) = ¥y, T(—1; —0,37), W(—2; —0,27),

Z—»—o00 ZT—>+00
f(ew) = —0,135, Bild L 13, ¥ = [—0,37; o)
b) X =P, 'limy— 0, limy = +oo, X,(0;0) = ¥y, H(~2;0,54), T(0;0),
u (—3.41;0,39), Wg( 0,595 0,19), f(@y) = 016, Fews) — —046, Bild L 14,
= [0; o)
¢) X =P\ {0}, lim y =0, lim y = o0, Pol bei z — 0, T'(2; 1,85), Bild L 15,
z>—00 z—>+00
= (0; c0)
d) X = P, Symmetrie zur y-Achse, lim y = 0, H(0;1), W,(—1;0,61), Wy(1;0,61),
z—>to0
f'(@y1) = 0,81, f(zwe) = —0,61, Bild L 16, Y = (0; 1]
o) X = (0; 00), lim y =0, X,(1;0), H(2,72;0,37), W(448;0,34), [(zy) = ~0,025,
>0
BildL 17, ¥ = (—o0;0,37)

f) X = P, Periode 2w, Beschréinkung auf X = [0; 2r): X,(1,57; 0), X,(4,71; 0), Y,(O; 1),
H(0,52; 1,30), T(2,62; —1,30), S(4,71;0), Wy(1,57;0), W,(3,39; —0,73), W4(6,03;

0,73), (@) = —2, [(zwe) = 1,12, [(zya) = 1,12, BIA L 18, ¥ = [—1,30; 1,30]
g) limu =0, H( -G—),w(i-—) j’(tu)=‘— Y-[O,—)
t-s00 a ae a ae? ae

a) U=2 (a + —) = fla), ag = bg = Y4, das Rechteck ist ein Quadrat
a

b)d=a (% — a) = Ha), ag = bg = %, das Rechteck ist ein Quadrat

. a) U = 2(a + V4* — &) = f(a), ag = bg = V2r, das Rechteck ist ein Quadrat

b) A = a V&% — & = f(a), a = bg = J2r, das Rechteck ist ein Quadrat
= V2R — 7 = /(b), b ist die Dreieckshohe, by = % R Ay = % Vo

= % (bs — b®) sin & = f(b), bp = cp =

o»

4 =3(4sina + 3sina cosa) = f(x), 4’ =0=>6cos?x + 4cosx — 3 = 0.
g = 126,7°

1 U .
A= 5 (Ur—2r) = fir, rp = -, ap = 1148
24
a) U=a+2=a+ — = f(a); ag = V24 = 2bp ~ 14,14 dm
a

WU=a+2% d=t@to="7@a+s18); v=204 (2——1”)—/(»),

be

by =2 4 ap—bg(2—V3); hg=2E
4—V3 2
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¥
y=xe"
[X,=Y, : X
=" 1
\V?\?/I
Bild L 12 Bild L 13
JH
= ex
vz
?
7 X
Bild L 14 Bild L 15

y
XL(LL
7 X
nx
X
Bild L 16 Bild L 17

y y=cosx+Fsin2x

Bild L 18 Bild L 19
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15.21

Lésungen
L v=2]/24 = 90°, ap — V24
c)A—zasma,U—Z o =)« ag = 90°, ap. = V24
d)U=E+a(1+l'.)=/(a);a,=2Vi
2 4 Va4 + =

h3

b) M = = V4R — W = f(h), hgy = V2R = 2rp

W) = [, by = = Ry g = V

' 2 1 -
- a) V="("R‘—T)=/(h),hx=?ﬁﬁ,rs=?}/6!€

o V= % (2RW? — R
= VAR — ORR® = =, )’—
d) M =~ VAR?MY — 2RK® = f(h), hg = 5 LB, g 2l2
H 2 1
15.22. V = T F (R"’.— ) = fr), rg = —3—R, hg = ?H,
18,23, V = d2® — 44a? + 9Bz = f(2), 25 = % dm, Vg = %‘9 dm?
16.24. 4 = % Va%2? —2f = f(z) mit = = 7;— cg = V2a, dg = V2b, Ag = 2ab
" e
1625, Tvl = (e~ W+ o+ (0~ ) = o), 2p = htbhtoth
=1 n
m 4 m 2 m
15.26. a) v=1—s—- 1257 b) va=??; a":_FsT
o) vy = —0,781 = @y = —1,563 T
8 s
16.27. V = _,3_— V4rr'os“— o8 = fla); ap = 2 z T A 204°
24r? ! 3
15.98. p = 180° — (@, + @), BIA L 19, tang, = —00E 4oy o, — 8RS
z— bcoso acosx — &
(a — b) z8ina
tang= — > ITFI® 4oy o — Yab,
ne ab 4+ 2® — (@ + b) z cos - @), zg m
15.29. y = '?: f(a), tg = ¢
15.30. t = — Vz* A V(Ia A T = M), B2
sinf v,
(entspncht dem Brechungzgesetz)
15.31. Geschwindigkeit am unteren Ende des Brettes:
= V2glsin .
Waagerechte Komponente von v: v, = V2g7 sin o cos® & = f(xx)
&g = 35,3°
2
16.32. s = L ;= o) bs = g5 =2, ag = 4f
g —
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15.33. W = = (d% — b%) = f(b), bp = V—'; d, hg = m d
6 j 3 3
i g2 ' 1 g2
15.34. =—, Mjz="— b =— M,p=—"13
8) zg= o Mop = ) zg e 163
2l —a F a\?
s \ ==fi-%),
% 2 M=o ( 2)
der gefahrdete Querschnitt ist nicht die Balkenmitte
15.35. d* = (12 — 0,3t)* + (9 — 0,4t)* = f(t), tg = 72
n NR, NR,
1536. I = NE ————— = i = |/—2, = Tk
o+ VR, ™ l/ ol l/ R
15.37. K wird ein Maximum, wenn der N_enner und damit auch sein Quadrat ein Minimum wird.
wg = o, = Vag® — 26°
1
5 = 22 _ gl — g8 — - e
15.38. Q = 2 V4r%a* — a® — a® = [(a), ag l/2 (l ﬁ) r,
1
be=1/2(1+ —=])r
15.39. Das Quadrat des Nenners muf3 ein Minimum werden. Zielfunktion:
2
2= R®+4 (mL - ,.%‘) = f(m), mg = Vi_(,_'
16.1. Siehe Bild . 20

Fl4)
Fa(4)-F(3) =175

Fa(3)

Bild L 20
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162, a) LaB ¢ pyilsic 0 —L +0¢ a-Lte
13 z 9s°
3 3 4 4= 2
e)FxVFJrc f) Hz’}/x’-f—c g)7fﬁ+c h)2Vz +C
4
i 4Yu+C
3
16.3. a) 2* + C b) Vit C o) Ya+C
4 3 % u?
—a — - = —4+C f) ——+C
d)sz“ 122 zs+C’ e)3v’+ ) v—i—
16.4. a) (56 %) — (16) = 40 % b) f(u) ist ungerade: 0
3
3
c) f(r) ist gerade: Zf[(r) dr = 151 1 d) [_l_;‘_l] =£
5 2 z)1 9
0
318
e)%[t}/t_’]1=18—2- f) 16(272 — 1) 22
h) 0 (s. Gl. (16.12)) i) 2® — 4z i) 2 + 322 4 82
1
k) — (v — 1
T (v )
1 . 1
16.5. a) Grenzen: 0; 1;4. I, = —2 3 I,=94=11 ?
b) Grenzen: —2;1;5; 7.1, =81, [, = —32, I, = 32; 4 = 145
c) Grenzen: —1;0;2;3.1, = —6 %, I,=4,1,=—1 %; 4=12
1 1 1 1
d t—; L. I=(—81—) —(—36)=—45 —; 4 =45 —
) Grenzen = ( 3) ( ) 3 A =45 3
2 2 1
G :0;4;9.,=2—I,=—-2— 4A=5—
e) Grenzen f 3 I: 3 4 3
4 1 7
f) G :4;6;84=8—+9— =17 —
) Grenzen 5 + 3 5
2 2 1
16.6. a) Grenzen: 0; 4; 6. I, = —26 ?, I, = 14 —3—; A=41 5
b) Grenzen: 2;4. ] = —34; A = 34
16.7. Grenzen (Schnittstellen von fund g): —1; 2. I = —9; 4 =9
168. a)gp:x=2y+4;4=38
b)q:*:z=}/F;A=12%
2
a
81 4
16.9. a) Enm 25,4 b) 8n ~ 25,1 c) nyzdz = ?rmb’

0

16.10. &) w17 é ~ 53,6 b) n[2Vy i =2r (13— 1) ~ 4,60
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! 2 4\2 5 22
1. 2y 2 =x|{12) 5 (=2)| = 2r~ 6,28
16.11 nf['lz (3::—(-— 3)](1’: 1:[( 27) ,( 27)] T R
1
2 H 10
16.12. = [f yrdy+ [ —y)‘dy] = o~ 1047
) 1
2L m—VE+1 m
16.13. a +C b)) —— +C=————— +C
)1:+l V2 +1 (12— 1) mi2
3 3 —% 3
¢) —atYa+C d) v dv=—-——+C
7 2V
3 16 6
3 1 "
.14, - =15 — ——t—= —-{—= 5,69
16.14. a)f(z‘ 42+ 4)dz =15 b)( 32+5ﬁ) ( ﬂ)am
-1
) (v? — 3v) — (u? — 3u) d) 0 (s. GL. (16.13))
16.15. Die Grenzen sind die Nullstellen von f
3
a) Grenzen: —3; 3. 2f/(x)d:t=259%
0
b) Grenzen: —1; 4 (zweifach) (Schema von HORNER)
2 5 1
A=[e22)—(-92) =52~
(23)-(5)-=5
16.16. a) Grenzen: 0; 4; 9 (x = i- ist nicht Losung der Wurzelgleichung)
1 1
L=tlL=-84; 4=125

16.17,

16.18.

16.19.

16.20.

2
b) Grenzen: 0; +2. f ist ungerade: I = 2 f fz)dz; A =8
[

Z3 2
. [ H@) dz = [ f(z) dm; @0 — 82t + 8 = 0; 2, = 1,082
[ zy

Grenzen: 3, 12. f}/ﬂdz= P’3_f}/;dz;’ I=(0)— (—1 %), A=1 %
Schnitt mit der y-Achse (z = 0): 2.
Grenzen: 0; 2; 4. I, = —1 %,I,=5%;A=7

.y=—%z’+2.y=0,6-2=1,2iﬁr:=:]:Vﬁ
1.8 2
A=2 fl.2dz+f(—%z‘+2)dz ~ 21,518 + 0,474) m?
J s

= 3,984 m?; V ~ 956 m3
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a 5
18.21. [ f(z) da: [ fle)dz =1:3;
2 a

(% at — 303 + 12u2—20a+12): (f%uljuw— 12¢% + 200 — 18,75) =1:3

at — 12¢% + 4842 — 80z + 54,75 = 0; a ~ 3,369
4
16.22. a) 2. L (4ﬁ~y?)dx=4i b) 2o a 419
1 15 3
0

16.23. Vn=7rf[25—(1—5)2—2x]d1=n<85%m268
0

8 10
Vzgzwf2xda:+7:f[25—(1—5)2]dx=1r-81-;—~256
8

8
16.24. a)nfﬂidz—nf(z—4)dz=216n~679

16 1,
b)xf(y’+4)“dy+nfzi’6dy—nfl“dy:-rr-155%~489
Kk
L] 2 0

5 5 4
16.25. mog [f sydy — [ (5y — 10) dy] + mong [ (5y — 10) dy
0 2 2
~327g+424g="T51¢g

171, o) |22 —sme— 2"~ 32,013
- 3 3],

2
b) 4u‘—i-|—l du=25—L—41n2~22,221
u o oud 160

o et —— — 13,161 Q) £ e ¢) [z evl} = ae — 1)
In2 3
3 = 300 2
17.2. a) 1 — 5 V2 —1,121 b) 2[tan 2];) = 5 V3
c) —cosacosf + C d) sinasin g + C e) zsinacosf + C

f) ~ 30° — (—58,21°) = 88,21° ~ 1,54
g) 2[3 arctan 2]0-% ~ 100,20° ~ 1,75
17.3. 1 — e-? 4 sin (0,8 rad) ~ 1,58

174. o) L @e 457 4C ST (I
I TH -3 —wpl 24

3|1
c)a=%;%h/(l+%):lowl,06 d)72cos%t+0
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17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

e) —;— [sin(—45°) — 8in(—60°)] &~ 0,0530 f) —sin(—a) 4+ C =sinax + C
3 1
g)—4—lnl4t-1|+0 h)a:——4;—:ln|3~4u|+0
o 1 o200 2 s 1
5 [—cot 3¢li =5 ¥3 ~ 0,385 05 e87-2 4 ¢
5-—- Lu 0
k) —¢ [e 4 :L ~ 214 Ha=—1; —ev-0C

m)a = 4; Ti— arcsin 4z + C

n) % [arctan 5r]&3“2 = % (arctan 1 — arctan(—2,1)) ~ 0,382
. 2 4 42
a) [% et — e/’):l —e?—e?a 725 . D) [% V2= = 3)’] — 96,8
Y 2

1 2
a) 2- % [% €% + 2z — o e"‘]o ~ 49,2

3
S— " 1
b V.= |E.2 (2 —3) ~ 163V, = = [ (4 + 3)2dy ~ 1960
23 A 4
1
2
1 L
a)—?cos°x+0 b) 2= 3 —sinz; ——sz dz ~ 1,578
3
64
¢) z = sin u; esint 4 C d) z=Tet 4 1;-;—fzadz=25%
8
2
1 P 1
e)I(z’+l)}’z’-y—l+C' f)-g-fz’dz=~13
5
g) —;—(arcsin:c)’—FC h) In |2* — 522 4 3| + C
i) Injcosz + sinz| + C i) %ln}i’—61+8l+0
k) L [in jmb + n| — In|ma + al] = > In |22
m m me + n

1. Integral vgl. Beispiel 17.15.; 2. Integral nach Gl. (17.3) mit z = 25 — 22:
3
[aresin z]g — % [Yz— L ~ 0,977

1 [ (32 —4)!  4(3z —4)°
Ints ltafel 1.3.: — [ ———— 4 ———
a) Integraltafel v [ 2 + 3

Jre
b) Integraltafel 1.9.:

1 2 o
Llmgr 1+ —2— L [ ~o022
s[nlf’T I+ %1 2(2::+1)=].,N
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c) Integraltafel 2.2.:
'(2}/7—— % In (4 + y-T)) - (—% ln3) ~ 1,71
d) Integraltafel 2.5.:

ln(4+VE)—ln(3+Vg)=ln4+}/1_2~0,355
3+1715

e) Integraltafel 2.3.:
L+ TT T2l 42+ VEF D) +C
17.10. ) Integraltafel 3.4.:

30°==
L (2t + sin 2t cos 2) 6~ 1,155
1 _aore

z
b) Integraltafel 3.7, 3.2.: — - cos 6z + 21—5 sin5z + C
¢} Integraltafel 4.3.: —-21—9 e~2%(2 sin 5z + 5 cos 52) + C
d) Integraltafel 4.2.:

‘
1 1 1\72 1
20 [ — ,8 _ — =) =— (et — 1 68,0
[e (22:’ 2z+4)]0 4(9 )~
a
17.41. 4ify/aﬂ—zﬂdz=mzb
a

.
17.12. a) [lnv + 2v + % v"] ~ —43,31
9

180° 1 = 22,02°
b) — [sm U] g = Y V2 ) [—cos )50 sge & —0,0057
17.13. a) Grenzen: 0; 2. 4 = 4w

b) Schnittstelle: % 5 2,423 4+ 0,308 — 2,731

17.14. lim (—i + 1) -
a

00

1 3
17.15. a)z=3—x;f(—3z7+z?)dz=}/3—z[—2(3—z)+%(3—x)2]+c

2 2
- 1 [z =1\ =l T =
b)z—3a:+1,3fz[( = ) 4]dz_27f(z 2 )dn: 0,917
1

2
)]; Larcsm%—}-(f'

0)4—91’_4[

—_
|

I}'-?

d) 54 4r2 = [ ( )’];~£(5330°—4181)~00448
10

¥

o
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17.16. Grenzen: sin 2z = cos 2z, tan 2z = 1; 2, = 22,6°, 7, = 112,5°; 4 = i’2_
-1 5
1717, 8) [ e-wdy = —% [e — 1]; A ~ 73,7
15
b) a? = et4¥; V, = I—% (et — 1)| ~ 1,73 108

17.18. a) ; +C b) z =e%; arcsine®* + C
4 cost z
c) —ie"ﬂ"‘"+0 d)ftanz(l+mn’x)dz=—;—hn’:c+0
o

e)—:z—lnlz’—ﬁz+1|+0 f) —Injl +e% +C

17.19. a) Integraltafe] 1.10., 1.11.:

% 3u 3 u
+ — arctan — + C
20(u? + 5)2 + 200(w® + 5) 2005 }/E'
on b
3 3
b)z=3z—%;%fﬂin’zdz=%fsin’zdz,
= o

3
2 [1 a
Integraltafel 3.3.: i [? (z — sin z cos z)]a ~ 0,842
o

) 2* — 62 + 13 = (z — 3)? + 4; Integraltafel 2.3.:

L e rda+2h|e—3+Vz—9FF4|+C

2

d) 4o 4+ 240 + 25— 4 [(v L9 %]; Integraltafol 2.2.:

(.,+3)1/(u+3)-_‘.1__£1,. v+s+l/(v+3)-—ﬂl+c
4 4 4

©) 3 + 2z — 2 = 4 — (z — 1)?; Integraltafel 2.4.:
s

2
f) Integraltafel 3.15.: ——;- (In cos 0,9 — In cos 0,45) s 0,124

1+C

aresin

1 1
g —é-wsz—ﬁoouﬁz+0
h) z{(in2)* — 3(Inz)* + 6lnz — 6]+ C
i) e‘fo"sin&dz= %(3sin52—ﬁcosﬁz)+0

™
17.20. 2y = 45° = %; [—In |cos 2| + sinz cos z — z]3 = 0,0612
']



402 Losungen

. L. 5 .
17.21. 4 = | 2% + i 2(et® — 1) ~ 6,96
0

Ly 4 4 b
= 2 ——2— =
Ve n[(e'+4e + ) (272' 31-{—4::)0
= n(e® 4 4e!t — 6) & 100,6

3 3
mezae|L (VT 1)'dz—}/2_f1/z—2dz =BT N2
1 1
-1 2

4 8
5 NE
b2 V—Eifﬁ—_édz-f-?‘f}’mdz

= _?4-9‘/5—1:— lsﬁarcsin% ~ 27,2
17.23. z =2z — 0,3
0
- %" f sintz dz = 94-_" (0,3 — 5in 0,3 cos 0,3) v 0,125

-03
18.1. BildL21

182. o —2) —a¥a +2) =0, 183. r=—‘-‘;% (Bild L 22)
, @
15, 289 8 . 280
7 R S, by = —z— 2 s —17), 6 = 90°.
84 hiy=-Fa+ 2, hiy= o= B pes—n, 0= 00
1 125
5. mry = —— 34 =2
18.5. n:y 2a=+ A4 2

18.6. & =31°26

18.7. y’=£. i:y=%z+ %. n:y = —38z 4+ 28

3

188, t=1

189. =204 18.10. s = % R

81 0= 22 18.12. s = 16R

18.18. 8 = % [22VTF & + In (22 + VT + &9)J3 = 19,49 18.14. g=p

18.15. H(0; 0), T(2; —1), 0(0) = o(2) = _:- (Bild L 23)

18.16. k = — 1

.
4r sin —
2

18.17. ¢ = Rt. Nach Beispiel 18.8. ist AP in Bild 18.11 die Normale von P, also ist wegen
AP = Rt der Punkt 4 Kriimmungsmittelpunkt.
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Bild L 21 Bild L 22

Bild L 23

125 -, 3
18.18. o(x) = 5 [l =tana=—7,

Ty =%+ osina =11; ypy =y, —pcosx = —%
18.19. a) k = L' = k(z), Minimum von & fiir 2, y = i‘l/z,
V1 + 92 45

8,(0,386; 0,058), 8,(—0,386; —0,058)
z

b) k= —— = k), §(0,707; —0,347)
Vo + 1
0 k= =22 — k@), 8,(1; 1), 8(—1; —1)
Vot F L
1820, 4 = — 2 ops 1821, 4, =0t =m, 4 = &
8 3
19
18.22, A = 6nR? 18.23. A = E o

v
18.24. a) |V} = % (Rotationsellipsoid)

64 4 3
—_—— — 1
b V= T ¢) |V] = — nR® (Kugel)
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18.25.

19.1.

19.2.

19.3.

19.4.
19.6.

19.7.

19.9.

19.10.
19.11.

19.12.

19.13.

2 do= 3wt b dx =2 = (12/5-4) = 35,15

¢) Nach Umformung des Integrals ergibt sich

T

Ao = 64nR? f sin® %- cos !2)- dp = 12?8 nR2.

a) v~ 6,85 % b) & = 8,73 m; v = 15,10 % €) Smax = 20,4 m
F -
a) o= OT (1 —e ') b) o) ~ 3,16 571 ¢) w(co) =581
a) 0t <2 u=>50; 1=0
2Zt<4: u=25¢ 1=0,25.10"°
4<t<6: u=100; 1=0
6<t<8: u—20=20(—8)3 1 =10,4-10"%¢ — 8)
8=<t<10: u=40; i=0
b) Bild L 24
L
mA
925+ —
g 2 4 6 8 70 L
ogb—— — — Bild L 24
Y = 2,356 19.5. ip = 67 mA
Wea122Nm; Fpy &~ 17,4 N
2V Ve
=B 3, 19.8. 4 = 3,75; §(2,8; 0,7
Pm VoV, n v, ( )
da  4b 4r
(3B, B ae b= zs =y rg= SR
(3", 31‘) @i bims 1 25 Yoy o= o 1£3
4 =235 M, =054, M, = 8,20, 5(3,49; 0,23); V. = 3,39
3
Vo= ?zx.'ll'
8) 8=050m (£ =58) b)a=48m;u=4%
ekt 4 e~ktyr — (ekt — e—kty2

2
s)a=g =9‘1—:—2-0’=g——%v’

(e¥t | e~kt)

b)t—>o0:v—> ii'h
b c
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19.14. a) i = 20:]" e"%; ig(0) = 2mA

b)tg=In2 7 0,603 Tsiplts) = 1mA  ©) ig(c0) = 0
19.15. Q, = 5,67 A 19.16. a,, = 0,125 m - min3
19.17. A = 3; 8(2,25; 0,9) 19.18. A =1 — ei_; §(0,687; 0,284)
19.19. 4 = 1,039, M, — 0,209, M, = 1,336; §(1,288; 0,203)
19.20. 4 = 2,91, M, = 0,5, M, = 10,25; 8(3,52; 0,17)
20.1. y'(1) ~ 1,51
20.2. a)l;=12cm,l, = 10cm, ly = 15 cm, p =8 cm

Y(b) — Y(a) ~ 0,50 (A 7,5 cm), vgl. Beispiel 20.2.
b)I= 2,fle-"dz, I,=1,=8cm,ly =10cm, p =64 cm
0

Y(b) — Y(a) ~ 1,50 (A 15,0 cm); vgl. Aufgabe 20.4.a)
203. ly=1,= %mm;l,,:l,:%mm;ly: ;—smm,p= l—:;.gmm

A = 4125 (= 5,5 cm)

1
204 a)I=2fedz;y=0,b=1n=10
[

x ' y
00 | 1,0000
0,1 0,9900
0,2 0,9608
0,3 0,9139
0,4 0,8521
0,5 0,7788
0,6 0,6077
0,7 0,6126
0,8 0,5273
0,9 0,4449
1,0 | 03679
1,3679 3,7402 3,0379
=% =% =%
b 1,3679 1
25 60758 §=2. T =14936
4y, 14,9608 9% = 1,4937
—_— (@=—1,b=1,h=0,1;n=20)
T | 224045 Fg < 104 :

b) n = 16; S = 4,8496; S* = 4,8509; Fg < 10-*
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205 = v o 0
25, 638
o | o 45, 1328
10 | 38 _—
20 49 z | 1066
30 48
40 67
50 20
60 98
70 92 120
56 73 8 =27 T 6550
90 53
100 32
110 15
120 | 0
0 332 319
=%i=i=X

20.8. y'(2) ~ —0,89

20.7. lim %BF — 1;1, =1, = 4 om, Iy = 5 om; p = 3,2 em; Bild L 25
20 %

20.8. n=12; § = 1,8620; §* = 1,8521; Fg < 105

21.1. Ebene entsprechend Bild L 26

21.2. f,(1;1) =2 = tan &, & = 63° 26’ (Bild L. 27)

21.3. a)2z,=322— 162y + 3* + 15 7y = —8a% + 22y — 20
b)uq=5z‘+18:t’y-—4a:yz Uy = 62® — 20% + 32° u, = —2aty + Oy2?

_ 6z 4 242 — 322 4zy
V=g g
d) z, = —f— 2y = —%
yAY
1 .
— y=rflx)= STX
|
}
75 } 1\\| | I
4 i ™. |
| ! T~
P g x x| X
[ V7
|
v=ffxiax, Y(E)=0 é
] [ X
- g
Bild L 25
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21.4.

Bild L 26 Bild L 27
e) z; = —sin 2z 2, = —sin 2y
==t el
f) z"—z'+y’ z,—z’+y’
i Po 9 _ Py
e < N § | o 250,
g) % ”op,( + of) % 5 o
wZ_x & __=id
al yﬁ ag g
& __, R, K
oR, (By + Ry)* oRy (By + Ry)?
z z
. = > z
i) 2z =e? z, =oV 1_7)
R N W . N .
8) z, = 5ot + Bafy? 2, = dady + 1040
220 = 2023 + 12247 2y = 2y, = 1207 2,y = 4% + 4043
bu,=y+2 w=z+4z Uy=y+z Upg = Uy = Uy = 0
Ugg = Uy =1 Upy == tUyy =1 Uy = Ugy = 1
2y —2z
Q) 2, = ——— 2, = —
V=T e Yt v
z —— ey = tyg = 22— Y) e i
= @tyr O @t oyP W (@ tyP
z Yy
d)z, = —— 2, = ——
T R 7
PRSI YRR - a2
S R T R
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e) z, = 2 co8 2z 2z, = 2 cos 2y
2., = —48in 22 2y =2y,=0 zyy = —4sin 2y
1

f)z——l— z, = ——
S T

= 2 - =0 -2
BT Ty TS0 T Ty
2y _ 2
s)=z=—z,_y, " a g
dzy _ AP+ ) dzy

HTE o TR T T @y
215, uyy, = (1 4 3zyz + 2%y%?)
216, Az= —5,16;dz = —4,8 21.7. Au = 0,76; du = 0,8
21.8. dz = e7[(sin (z'— y) + cos (z — y)) dz — cos (z — y) dy] = 0,79

21.9. a)dz=”:y,’” (v dz — 2 dy) b) dz — ye¥1de + 2¥Inzdy
Ea
eed dz + zd
o) du = 265N g dx + y dy + 2 d2) EN dz=—yl_:_#
av=LFaar— 2 tanap
P P
) aF =2 am + 2 gy - ™ g,
r 2 r
2 dv=—2"'1——-(m,dm,—ml dmyg)
(my + my)?
21.10.A=%ubsi'ny=/(a;b;y) A4 = (72,26 — 69,28) m? = 2,98 m?

d4d = —;—(bsinyda + asin y db 4 ab cos y dy) = 2,95 m?
dy ist in BogenmaB anzugeben.
2
2l dr= 2 Am 4 2 py — ™ Ap —2g8N
r r 2

21.12. r =V¥(z — 3)* + (y + b)*
CAE ok ST L i
r r
21.13. o = 41° 38’

244 2, =0 [Yleog=4 #=2 [Floy=-8 &=-2 [yle_g=-8
v=0 y=0 =0
,_ 3+ by
$UIB, s il wd by = B, (12 —12), £, (—V2: 12)

Die Kurve ist eine Hyperbel, deren reelle Achse um 45° gegen die 2-Achse geneigt ist.
E,, E, sind die Hauptscheitelpunkte.

21.18. Schnittpunkt im I. Quad : Py(6; 4). Schnittwinkel: § = 76° 52
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21.17.

21.18.

21.19.

21.20.

21.21.

5 2z — 4 Z
Y =— =
2y— 2 N
8) Z =2z — 4 =02 Py2; 7), Py2; —5)

b) N =2y — 2 =0= Py8; 1), P(—4; 1)

a) Minimum 2z = —3 bei (zz; yg) = (—1; —2).

b) Kein Extremwert. '

c) Minimum zgz = —6 bei (zg; yg) = (2; 3).

d) Maximum zz = —1 bei (zg; yg) = (—3;3).

e) Bei (0; 0) kein Extremwert, bei (%, %) ein Maximdm zg = Z:E

) Bei (0; 0) kein Extremwert, bei (%, -;—) ein Minimum zg = %

g) Aus z, = 0, z, = 0 folgt # = y und damit cos z = —Li %

4
. 3 @ ™ ] . 1.
Maximum zp = ?}/:i_bel Xp =Yg = 3 Wegenz € |0; S ist nur cos 2z = T Lésung.

z+y+z=Ibzw.z2=1—2 — y. DasProduktistz -y -z = 2y(l — x — y) = f(z; y),
Tg =Yp = % » d. h., die Strecke ist in 3 gleiche Teile zu teilen.

Sind K, K,, K, die Kanten, dann ist die Oberfliche 4o = 2(K,K; + K,K; + K,Kj;).

Wegen V = K, - K, - K, folgt K,=KI;{ Ao = 2(K1K,+ ?+KL) — /(Ky; K).
¢ Sl § t] 1

Ag ist ein Minimum fiir K, = K, = K; = W, d. h., der Quader ist ein Wiirfel.
0 = 2(ab + s(a + b) — (a + b)*) = f(a; b)

ag =bg=cg= %. der Quader ist ein Wiirfel.

21.22,

21.23.

21.24.

21.25.

21.26.

21.27.

Ay _=NT, (Va2
‘av, A 7,

o, G=if (B

vV, Vi 1A

Ygys = Upyy = (2 — y)* Y1 — 22+ (z — 2*) In (z — p)]

- 2z = _ —2a%cos(y —2)

a) Ugyy = Ugyz = m b) Uyys = Ugyy = _sin_'(y_—z)—
z, = L. = eV arcsin (z — ¥) e

T e-w T—(—y»

1 z z z
z,=7 z,=—y—a n,+yz,=7—?=0

z 2
—_ 2 —
Mitz, = 2—-:—: e¥" und 7y = — 2% e¥" folgt die Behauptung.
y
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21.28. a) du = 2 = (yde — 2 dy)
y*sin —
Y
=z

b) du=ZEE oV (ydz — 2 dy)

: |

—1 -——=(1

o an =0ty ()7 (L an — 2 an)
¢ ]

21,29, dp = e—h”L'. [(1 + %) dp, — gh dgg — eoh dg — e dh]
dp = 84 Nm—*
21.30. & = arotan 4”9
Zy— 7
Bamda = B pp, 2R Ay,
21.31. Minimum zg = ——% fiir 2p = —4, yp = 0.

2132. z2=A'=s(s —a)(s—b)(a+b—8),ag=bg=cg= gi, das Dreieck muB gleich-
seitig sein. 3

21.33. z = -;—- #3(sin & + sin f + sin(x + B)) = f(x; B), g = By = Yz = 120°, das Dreieck ist
gleichseitig.

21.34. Benetzter Umfang: U =a +2&.Auu4 = (a + h oot &) b folgt a = AT_ h cot &

und damit U=£—-hcota+2_L=/(h;a). U ist minimal fir oy = =,
h sino 3

hg = V%'—ﬁ(ﬂx=§}/4_ﬁ)

221, 8) Az =2 —na 1,310 b) AU, ~ 1,3 om
Azg =23 — mwaw 2,7 107 AU, & 0,00027 cm
@ A4 2Ad
22 A=nT—otozmm,  SE-T0 - rasy
223, Adpg=+ + 8l |Ag| = 27 mm® (wogen Ag = AK)

224, AVpax = (b0 |Aa| + ac [Ab] + ab |Ac|) = +68 cm®
226, AV = :t'—;’- (2h |Ar| + 7 |AR}) = 580 om®
b2 Al + a? [Ab|

ab
228. f= oy 16,35 cm, Afpax = + @t Ip = 40,05 cm
22.7. & = arcsin %
Aa —a Ac
Ax =4 + |[———=—=]] = +0,00036 = 41,3’
e ('Vc’—a‘ < e c'——a‘l) = .
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228, Ahpay = :t”% :- Ayl + lpt Acl =405m

229, ARy mex = i(lloooz A13,+‘(1 10008 = Aﬁl) — 4870

U U
2210 = ——— = — =05A
BR+E+R R
AL = | |+ L (AR + 18R, + |AR.|)) £2%
RR RAR,|  |[RAR
A1 B = =370 _ 7780, AR, = +(|==2|+ ——I 0,99
= R+ R ) i( B? l “ahe
2212, 8) 7 = 8,14 b) Z = 14,33
#=0,0002 s=0,0141 & =0,0284 as=0,153
=001 £ —0,1239 85 =0,0883 £ =0,616%
x z
o) 7 =5348 d) 7= 3682
S=372 +=103 8 =11170 &= 105
=966 Z =189 8z =471 ’?5 = 1,289
z
22.13. g = 9,92 m/s?
9 _4n® _ a4l
A~ ot
b9 _ 8% _ oD
ar =T C MG
85 = 0,256 m/s?
22.14. X = 14460 Q
ox
= oo L
o= =421
X 1 v
193104 —
a0 "o 9 Ats
8, =428Q
22.18. ) § = 0,00667 + 0,00152 b) 9 = 1420 + 0,93z
o) § =035 + 1,4z d) § =17 + 4,89z
952
22.16. b = —— — 0,952 —922,98 — 19,04 — 3,24
1000 ¢

§ = 3,24 + 0,952z

22.17. b=42i0=152 a = 1130 — 608 = 522

§ = 522 + 152z (Bild L 28)
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218 r= 2 12 02 L 500m
8p 2 8p
Armax = i( — As| + ;—;:Ap|) = 4(0,69 + 6,93) m ~ +-8 m

Der Fehler der Sehne hat also kaum EinfluB auf Arp,y

S L 0, .. ! BiaLss,
01234567 «x

22.19. |AV maxl = (|27rh Aryl + 127rgh Argl + |m(r,2 — 1,2) AR)) < 2,7 om®,
|Ary| < 0,0012 om, |Ary| < 0,0015 cm, |Ak| < 0,008 cm
22.20. |An,;| = (Jeot & Axx| + |cot B AB]) < 0,001, |Aax| < 1/, |AB] < 0,6

2221. n T, =InT, + (1 - %) (In p; — In p,)

ATgnax AT, 1 Py Ap. Ap,
——smax _ — . In =X Ak 1—
7, = TE e AT k
AT, = +0,0325 = 13,29
22.22, a) Aa, = + (l%l + |cot & - Ax| + [cot B - Aﬁ|)
b) |Ab} = 0,02 m, |Ax| = 0,6, |AB] < 0,8".
10868
22.23. b = —— = 10,13 = — = 158
3. Tom32 10,1 a = 446 — 288 5!
§ =158 + 10,13z t z 9
0 60 766
1 70 867
2 85 1019
3 90 1070
4 99 1161
5 110 1272

1 1 1 1
23.1. a) §+F+E+§ EE
{8y} = 0,333; 0,444; 0,481; 0,404; ...
b)1+4+8+16+ .-
{8} =1;5;13; 29; ...
1 1 1
e} 1 — T+—°-_.l—é+...
18;} = 1; 0,75; 0,861; 0,799; ...
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23.2.

23.3.

23.4.

23.5.

23.6.

23.7.

23.8.

23.9.

02 02t 028 0,2¢
1 ¥ 2 6 + 24
{8 = 0,2; 0,22; 0,221; 0,2214; ...

d) 4 o

2 9 9
e TR T
18:} = 2; 0,666; 0,933; 0,908; ...

128 15 1 ab
a)S_—s— b)S—E n)S=m d)S—b_a
S=—Z—(b+}/u'+b’)

2) §=a (2 +12) b) 8§ = 2a,2
4 4 4 450
i b ) 5 R

Wegen |R,| < 2,0 - 10~* geniigt bstellige Rechnung.
8§ =28,+ R, =0,36806 + R,; R, < 0;0,36786 < S < 0,36808; § ~ 0,368

Wegen |R,| < 6,4 - 10-* wird 6stellig gerechnet.
8 =8, + R, = 0,182267 + R,; R, > 0; 0,182267 < § < 0,182331; S ~ 0,1823

a) r= — =1I=(-1;1)
lim y1
100
b)"=-1—_=—1—-=c<1;I=P
. L1
lim |/— lim —

a0 | B® a0 B

8 F i —es M —ee 05 T (0}
oo (2 +1)! pron+1

a) (l+e’)’=4+4z+3z’+—g-r‘+-~-

b)mz=l—;—:-+%_.:_:+_ﬁ
c) si}x'z:z'—%+f—5::‘— 3—igx!+ —
d) 3’1:- =1——;—:¢+%z‘—§z"+—~--
x
o) 1”}’1_1+“z= —prt R A - +---,(lnvl:__z=—%}n(1+x))
2 ln(l+e“)=ln2+%+%;_%+...
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23.10. 8) 1+ S s 1 + f;— la] < 0,251
b)}/l—zul-——;- 1] < 0,063

1
c)mssl—a: |2| < 0,02

d)—1—~l+z
1—2

u)v_1+_~1—? || < 0,088
x
1 2
f) ——m1 =% ] < 0,10
N+a 2 *
g),;;n*% 2] < 0,047
142
h);’1+z~1+% 2| < 0,087
3
i) Vl—z’~1—£;—
k) ; 1 ml—”-;- | < 0,22
1+ a®
1 3
) —— 1=
)';V1—1’~ +zz
m)(lle)a-nll—-Sx |z| < 0,009
7
23.11. armnx=z—%'+%—f7—+—---,r=1
= ™ 1 1 1
E‘m’x—lfolgt.4—1 3—1-,5 ,7+ .

23.12. cos 5° = cos 0,0872665
=1 — 0,0038077 + 0,0000024 — +.- &~ 0,99619
cos 20" = cos 0,0058178
=1 —0,0000169 + 5.10~1 — +... a4 0,99998

£
- z—a, @—of @—af
2.13. 8) 0 _°[1+ B T i T

1 @E—1p  @—1p (@—1¢
[1_ 7 T3 8 +J

byre?=—
e

¢) o —e? [l+£—_2+(a:;2)_'
z 8

(z—2¢
2 4 ST

o]
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23.14, 7, =38; h=0,1

1 1 2 [}
= 22 R e Y e A s =g
In(zy+ h) =Inz + - h 2o + 30 o ht +

In 3,1 = 1,1314024 + By(3); |R4(3)] < 3-107; RBy(3) < 0;
1,1314021 < In 3,1 < 1,1314024; In 3,1 ~ 1,131402

a + Aa
b

% - a b
Nach (23.15) ist & = f(a) + f'(a) Aa + --+ = arctan _+“'_+b; Aa + .-

23.15. « = arctan

= f(a + Aa).

b

. b
Mit oty = arctan%folgta‘saaﬂ-{-mAa.

1
23.16. ¢ = Yo' ¥ B2 =a(l +'b—:)2.Nach (23.9) istcsau(1+—’-b— ;
af 2 a?

bl
by b=
dh, b= o
L K
e b 8 @ s
8in z
23.17. a)I=2dez=2f(1—i+a-—ﬁ+ ——--~)dz
[] 0
T
2 ol 27 T
—2[” 18+ 500 35280 ']‘,
= 2(0,785398 — 0,026915 -+ 0,000498 — 5,2 - 10-° + -.-)
I 51,6180
0,8 0,8 o
—z1 — 1‘ .. Is )
b)I=fz’e’dx—fx’(1—z'+E—3!+Z—-+---)d-b‘
0 0

0,6
2 2
_f(zl_z“*-a_—ﬁ_l_ —)dz
0

= 0,072 — 0,015552 + 0,002000 — 0,000187 + —---
I~ 0,058 '

03 ’ 0,3
o) 1=f;L= (1—%—}-%2‘ _15_694__...)51
Tr=
] & (1] .
— 0,3 — 0,0010125 -+ 0,0000117 — 2 - 107 4+ —...
I~ 0,20900

0.6 05
e (ViTHd = Lo _ L 2.
d)I_f}/1+zdz—f(l+3ar' LA oA )l
0 0

— 0,5 + 0,01389 — 0,00035 4 —---
I~ 0,514
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z A
241, y=yfl,y=Ke' (BildL29) 242 yy+z=0
243. y=Cz 244. y=C(z—a)+ b 245. y = 1 _c:z
246. y= 4 V2(zcosz — sina) + 127,3 247. P#=3+3—2

Bild L.29

t
248. y=K (l —e T); Yoo = K; 9 t=7 = 0,632K; tygo, = T' In 20
& 3,00T; tppe, = T'ln 100 ~ 4,617

249, y=1—e—* 2410. y =2+ Ke?
cos x (5} 1
2411, y=BZ L~ 2412, y = — (e*% — oF
y s Toas y 2( )
-
24.13. z, = Ke(t — T) +Ce T 24.14. y = A cosz + Bsinz
z a® 23 1
U165 y= — 4 = 2~ t0r _ o
5 ¥ =500t 100 T 30~ oo0 © )
24.16. y = —In (1 + 2) ‘
P [z 4z2° Fi? z z\® AN
24.17. = (Z_= b)y=——|71% -10(& 2
78 ¥ mm(z :u-) )y 180E1[71 0(!) +3(1)]
2418, y = e %(C, + Cy2) 24.19. y = e~3*(4 cos 2z 4 B sin 2z)
24.20. y = 3% — e~4% 2421, y=Acosz + Beinz + 22 — 2
z _ z ., 22\,
2422, y = (?+C’l)+0,e' 24.23.y=0l+(0,+ 3""?) &

7 56 209
24.24. y = C, e3¢ C, e® —_— 2 —_— —_—
y 63 4+ Cye +3z +9z+

24.26. y = e (4 cos 3z + Bsin 132) -——1-00321
24.26. y = e%%(C, + Cy2) + €*
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z —_ —
24.27. y=e—?(Aooa V%z-{-lisin V%n:)+z‘+l

24.28, y = z | 3e*1 — el-% 24.29. y=4cosx — 2neinzy — 22 — 4
=, L et
24.30. z, = Kz, {1 —e N [ﬂ_ﬂ en—h=T, 'l]};
27, 27,
oT2 oT2
7= » Ty = —————
T, V7,2 — 472
;_l 2
24.31. y = + V2¢* + Oy 24.32Ay=:|:(1+6'e‘)
Khr.\1
2433. y=e %y, =1
2434, y = iE2 tan iR m|ZtL| 4 o205
2 2 z—1
2435 y = L Oa 2436, y = L o3 4 O
2z b5
24,37. y =sinz + Ktanz \2438 —1:63-—-g-.‘l:+2—i
.37, ¥ .38. ¥ 2 3 =
z
UM y= T —Cet+ G 2440, y = ~% z 4 2% — 0,106e% — 0,22

2441, y=C, e + Cyef%; y =Ce¥® 4 (2 — () e*
24.42. y = e?%(4 cos 3z 4 B sin 3z) ’ 24.43. y = (Ciz + C,) e*5%

24.44. y = A cos Y22 + Bsin}22 +iII°”
24.45.y=01e‘=+0‘e=+i+.§.
4 16
2446, y = e-3%(4 cos dz + Bsin4x)+6—12-e”
3 . 4 1 4
24.47.y=a”(0,+C,z)+§gsmz+ﬁcosx=e”((},+0,x)+gam a:+urctan-3—

T
2448, y = e? (4 cos z + Bsin z) + cos 5z
1 . 5
24.49. y=-1§sm2z+ﬁcos22+0,e"+0,e"
- Voz ~V5z
24.50. y = —1,60 + 0,60z + 1,34e""" + 0,26e

24.51. y = 0,5 — 0,381e1372 — (,118e—4:37%
24.52. a) mé + di + fs = Fsin ot b) s = &% K, sin (wet + @;) + K cos (of + @,)
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25.1. 8) p= & = 12,69
il pim= 33 = 9%
8
s =950
b) p= 2 =25%
16
= ——= 0,
p= g =50%
573 — 134
2. p=20_""% _ 176,69
26, 573 %
253. p= E;(;T_Oas— = 98,49, (normgerechtes Werkstiick)
.38 _ o
p= 2350 1,6% (AusschuB)
25.4. a) P(LV6) = % — 33,39
BYPAVIVEYE) = -§-=es,7%
¢) P(4V5V6) = %=50%
4 PIV2V3VaVE) = %=s3,3%
e) P(1V2) = % = 33,39
f) PBVAVEVE) = % — 66,7%
1
255, 8) POAG) = = = 2.8%
b) P((@ A U) V (U A G)) = P(@) - P(U) + P(U) - P(@) = 50%
25.6. P((BAB)V(BAZ)V(ZAB)
= P(B) - P(B) + P(B) - P(Z) + P(Z) - P(B) = 15%
25.7. P(A A B AC) = P(4)- P(B) - P(C) = 17,4%
25.8. r=ryry-ry-ry-1y =529
259. a) P,=PA)=1—1p
by P,=PAANAANANAy=(1L —p)*
) PBp=1—P,=1—(1—p)*
25.10. P =1 — (1 — 0,02)° = 0,149 = 14,99,
25.11. P =1 — 0,996%° = 0,633 = 63,3%
25.12. a) 16,4%
b) 8,23%

c) 22,99
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25.18, 20,5%
25.14, 32,49
26.15. P = P(0V 1V-2) = 0,078 + 0,212 -+ 0,274 = 0,564 = 56,4%

25.16. Py = 31 24136 24315 24513
24153 24351 24531

25.17. Py, = 10! = 3628800
25.18. a) aus, sau; w = -:T =33,3%

b) beil, blei, leib, lieb; w = 741' =16,79%

25.19.12 21 31 41 61
13 23 32 42 52
14 24 3¢ 43 B3
15 25 35 45 64

25.20. V = — =360
21

8!
25.21. V= — =86720
31 .

2522, 7§ =2¢=16 Dual  Dezimal

0000 0O
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 &
0110 (]
o111 7
1000 8
1001 9
1010 Pseudotetrade ,

1111 »
25.23. C = (i) =15

1234 1235 1236 1245 1246 1256
1345 1346 1368 1456

2345 2346 2356 2456

3456

25.24. 0 = (:) =56



420 Losungen
25.25. ) C = 134596

b) C = 64512240

¢) C = 2200787712814600

d) ¢ = 43949268
25.26. =z w (s. Bild L 30)

9 0,013

10 0,039

11 0,065

12 0,117

13 0,169 w

14 0,208 %

15 0,195 20

16 0,104

17 0,065 10

18 0,026

19 0 Bild L 30 1 — i i

20 0 : 0 5 0 B 20 x
2527. =z w (s. Bild L 31) ;/g

%

1 020 30

2 0,303

3 0,236 20

4 0,141

5 0,0842 10

(] 0,0277 .

7 0,0119 Bild L 31

8 0,00887 0 1234567891«
25.28. x w (s. Bild L 32)

0 0,0219

1 0,0778

2 0,147

3 0,201 4

4 0,204 %

5 0,156 20

6 0,105

7 0,0533 10

8 0,0172

9 0,0104 Bild L 32

10 0,00613 0 1234567891«
25.29. =z AH AW (5. BildL33) aWw

%

100 3 0,100 4

200 8 0,267 0

300 11 0,367

400 7 0,233 20

500 1 0,033 10

Bild L 33 | ——
30 1,000 0 100 300 500 X
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25.30. 8) Py(k) = (Z) .0,7% . 0,37k k P(k)
' 0 0,000
1 0,004
b) (s. Bild L 34) pe e
3 0,097
4 0,227
5 0,318
6 0,247
7 0,082
£
%
30
20
)
Bild L34

25.31.

25.32.

25.33.

25.34.

25.35.

25.36.

0 12345678 &k
¢) Pk < 4) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = 0,126 = 12,69,
d) P(k 2 5) = P(5) + P(8) + P(7) = 0,647 = 64,7%

P=1—P(X —170| < 10) = 1 — B(1,53) = 1 — 0,874
= 0,126 = 12,6%

P=1—P(X —8/ <001 =1— &(1,67) = 1 — 0,905

= 0,005 = 9,5%
P = ®(3) = 0,097
") (—'i) =09 2 165 a=0,0708
g [
—0,1228 < z< 0,088 (s Bild L 35)
-0 -005 0 +005
"B o [ o 1 X BildL3s
I
] (1) =08 2L -1, a = 0,00512
o o
0,0169 < z < 0,0271
po L6 k P
1
0 0,212
1 0,320
2 0,265
(s. Bild L 36) 3 0,132
4 0,051
5 0,016
6 0,0041
7 0,0009
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£
%
30
20
10
Bild L 36
0 12345678
25.37. p = P(T < 7000) = 1 — e70:35 = 0,295
»# = 1430 0,295 = 422
2638, 5= 28 —217 4 = 00637 — 0252
sz = 0,0954 t= —3,46 £95%; 6) = 2,447
[t| > 2,447 Abweichung wesentlich! Angabe des Absenders falsch.
2530, t = X2 =418 4, 1(1%; 4) = 4,604
0,0357
|f| < 4,604 Abweichung zufiillig! Systematische Fehler nicht nachweisbar.
25.40, ¢ — 3524 — 3470 _ oo 1(99%; 18) = 2,878
23,81
|t| < 2,878 Abweichung zufillig! Keine Produktionsinderung nachweisbar.
22,9 — 21,8
2641 t=—"——""" =1,19 4(95%; 7) = 2,365
0,153 (96%: 7) 6
|¢| > 2,365 Abweichung lich! Syst isck Btechnische Fehler vorhand
26.42. oz = 2222 _ 0,0085
45%; 6) = 2,447 a5, = 2,447 - 85 = 0,234
#(1%:; 6) = 3,707 a9 = 3,707 - 55 = 0,354

Konfidenzintervall (5%) 1,936 < z < 2,404
Konfidenzintervall (1%) 1,818 < z < 2,524

25.43. Es gei 4, das Ereignis ,,Normgerecht*, 4, das Ereignis ,,Nicht normgerecht*. Damit
erhilt man die ,,Vierfeldertafel*

4, Ay
B, 581 | 119 700
B, 189 | 111 300
770 | 230 | 1000

aus der man die gesuchten Wahracheinlichkeiten abliest:

700 o
a) P(B,) = Tooo = 70 70%,
b) P(B, A 4y = L _ 0,581 = 58,19

1000



Lsungen

423

25.44. n:lg(1 — p) =

o) P(By/4,) = — = 0,785 = 75,6%

770

d) P(4,/B,) = W = (0,83 = 839,

lg(1—P)

Firp = 3 und P = 0,9 folgt ganzzahlig aufgerundet » = 13.
r} g aulg

25.46. 2' + 20 + 2' 4-2¢ =30 > 26

Es sind ein- bis vierstellige Zeichen ariotderllch und es werden 4 vierstellige Zeichen
nioht bendtigt.

25.468. V = 26%. 10* = 6760000

25.47. a) Molekille  b) Kiister c) Belegung Hbuufigkeit
1234 12 z h
1111 40 40 1
1112 31 31 4
1121 31 22 ]
1122 22 13 4
1211 31 04 1
1212 22
1221 22
1222 13
2111 31
2112 22
2121 22
2122 13
2211 22
2212 13
2221 13
2222 04

25.48, C = 150 = (;‘) n—n—3800=0

n, = 17,8 (ny = —16,8 entfillt)
Es kénnen hdchstens 17 Personen teilneh
25.49. & h (s. Bild L 37)
2 1
3 2 h
4 3 2
8 0
(] 5
7 8 8
8 5 6
9 4 4
10 3 2
12 —t ¥
12 1 0 2 4 6 8 10 1

Bild L 87
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25.50. z 8 8 h (s. Bild L 38)
111 3 3 1
112 4 4 3
113 5 5 6
114 6 L] 10
121 4 7 12
122 5 8 12 h
123 6 9 10 6
124 7 10 6 4
131 5 1 3
: : 12 1 2 L
442 10 i 5 4 F B
443 1 2 4 6 8 10 122 s
444 12 Bild L 38
25.51. « 8 8 h Am hiiufigsten ist die Summe 32 zu erwarten.
7777 28 28 1
7778 29 29 4
7719 30 30 10
d i 31 16
9997 34 32 19
9998 35 33 16
9999 36 34 10
35 4
36 1
20
25.52. z h z-h w (z) P(z)
0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 20 0
2 0 0 0 190 0
3 0 0 0 1140 0
4 0 0 0 4845 0
5 0 0 0 15504 (1]
6 0 0 0 38760 0
7 0 0 0 77520 0,001
8 0 0 0 125970 0,004
.9 1 9 0,013 167960 0,014
10 3 30 0,039 184756 0,034
11 5 55 0,085 167960 0,070
12 9 108 0,117 125970 0,120
13 13 169 0,169 77520 - 0,168
14 16 224 0,208 38760 0,192
15 15 225 0,195 15504 0,174
16 8 128 0,104 4845 0,124
17 5 85 0,085 1140 0,067
18 2 36 0,026 190 0,025
19 0 0 0 20 0,008
20 0 0 0 1 0,001

<
3

1069 1,000 1,000
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25.53.

25.54.

13,9
139 _ 0,695
~ 20

8l
I
I
&
&
-]
=
[
s|=

7
Pz) = (io) « 0,605% - (1 — 0,605)%-%

300

= 3% __ 4000115 —n.-p=2345

P = 2612246 I=inzp
5

P=P() = 3:f . e=95 — 0,120

e = Py(k) = (:) .0,48% . (1 — 0,48+

k Pk

0 0,038

1 0,175

2 0,324

3 0,209

1 0,138

5 002

a) Py(2) = 0,324 = 32,4%

b) P =P(0V1V2V3)=Py0) + Pyl) + Py(2) + Pg(3)
= 0,836 = 83,6%

c) P = P(4V 5) = Py(4) + Py(5) = 0,163 = 16,3%

d) P,(5) = 0,025 = 2,5%

€) P4(0) = 0,038 = 3,89
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— -stelle 87, 243

— -wert 87, 243, 245
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87, 243
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87, 243
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Fehler, absoluter 250
—, grober 249

1, Ordnung 308 —, mittlerer 256
= l_“"fg::;iﬁm 52 —-—— -2 Ord.nung 317  —, relativer 250
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— — Summe 52 — —, — n-ter Ordnung 301 —, fzuﬁggget 249 -
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— hoherer Ordnung 81 blen 304 naten 186 \
Ableitungaregeln 52£. == ?rgn;:s 30‘;04 Wy lgzmmemdmm'
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202 —r };urtl:::}llre Losung 301 —, I: m: e;x X 3loué'mme n
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ﬁ;z:ﬁtﬁﬁf 820:;&19 169 — —, partieller 232, 233 —, —, zwischen einer Kurve
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Gases 201 Differenzquotient 47 136ﬂ s
Ausgleichs-gerade 260 differenzierbar 48, 49 =y —, — Zwel Kurven 132ff,
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Fprinsp mieren 74 — -element 125
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Beobacht vermittelnde divergent, besti 23 — —, orientierter 129
260 —, unbestimmt 23 Flachpunkt 89
Beobachtungsfehler 250 Freiheitsgrad 256, 366
BeerNouLLische Formel 338  Ereigni s Funktion, duBere 65

Beschleunigung 190

335

—, differenzierbare 49
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Funktion, innere 65

—, mittelbare 656

—, monoton fallende 82
—, — wachsende 82

Kettenregel 66
Klassen-einteilung 349
— -hiiufigkeit 349

— -mitte 349

—, stetige 37 Kombinationen 343

—, unstetige 37 Kombinatorik 340£f.

—, von unten konkave 84 Konfidenzintervall 370

—, — — konvexe 84 Konkavbogen 84

— mit n Veriinderlichen 226 Kc 11 gen 256

— — zwei Veriinderlichen 226 konverg Folgen 22
— Reihen 270

Gavsssche Glockenkurve 356
Geschwindigkeit 190
grafische Differentiation 212
— Integration 214

Grenze, obere 115

—, untere 115

Grenzwert, link 33

Konvergenz-bereich 277
— -radius 277
Konvexbogen 84
Kovarianz 262
Kreisevolvente 174
Kriimmung 181

Kri

—, rechtaseitiger 33

—, uneigentlicher 23

— einer Folge 19ff., 22

— — Funktion 301f., 33, 38
— -ptze 26, 33

GroBtfehler 254

—, statistischer 370
Grund-gesamtheit 333

— -integral 117, 145

Halbwertszeit 28
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—, relative 332, 347
Hiufigkeitsverteilung 347
Herzkurve 187
Histogramm 347
Hochpunkt 86

Induktivitit 194

Integral, bestimmtes 115

—, —, als Grenzwert 123

Integral, RIEMANNsches be-
stimmtes 123

—, unbestimmtes 113

ngs-kreis 182
— -mittelpunkt 182

— -radius 182

Kurve, abgeleitete 82
Kurven-anstieg 48

— -diskussion 94

Ladung 194
Linienelement 307
logarithmische Spirale 169
Liicke 34

MaBzahlen, statistische 346ff.

Maximalfehler 250, 251

Maximum 87, 241

— -punkt 86, 243

— -stelle 87

MeBfehler 250

Methode der kleinsten
Quadratsumme 255

Minimum 87, 241

— -punkt 86, 243

— -stelle 87

Mittelwert 254

— .funktion 113 —, arithmetischer 197, 255,

— -tafel 156£f. 348 .

Integrand 113 - le.lektrolylt;scher 200

i fische 214 —, linearer 198

E‘t:,g::,:i:cir: 2“1; —, quadratischer 198

_’ durch Sub 148, M ek fallender 82

Integrations-intervall 116 —; wachsender 82

— -konstante 113

— -variable 113 Niherungsparabeln 281

integrierbar 123 Nebenbedingungen 102
Nerrsche Parabel 165

Kapazitit 194 Normale 171

Kardioide 187, 189
KepLERsche FafBregel 220

Normalverteilung 355ff.
—, Abweichungsintegral 357

Nullfolge 22
numerische Integration 218

Obersumme 122
Paraboloid, hyperbolisches
230

Partialsummen 269
Permutationen 340
Porsson-Verteilung 360
Pol einer Funktion 35
Potenzreihe 276

—, Koeffizienten 276

—, Konvergenzbereich 277
—, Konvergenzradius 277
Produktregel 63
Priif-groBe 363

— -hypothese 366 ff.

— -verteilung 363

— —, der PriifgroBe 365

Quotientenregel 65

radioaktiver Zerfall 28

Rauminhalt 137ff.

Regression, lineare 260ff.

Regressionsgerade 261

Reihe, alternierende 270

—, binomische 285

—, divergente 270

—, konvergente 270

—, Summe der 13, 18, 270

—, unendliche 269 ff.

—, — geometrische 271ff.

Rekursionsformel 157

Restglied 274

—, Form von LAGrANGE 280,
289

— -abschitzung fiir alternie-
rende Reihen 275

— — — Potenzreihen 280

Richtungsfeld 307

Rollkurven 165

Rotations-kérper, Mantel-
fliche 189

— —, Volumen 139, 189

— -paraboloid 229

Sattelfliche 230
Scheitelpunkt 183
Schwerpunkt 203

— ebener Flachen 204
Sicherheit, statistische 364
Sicherheitsgrenze. 364, 366
Signifikanzniveau 364, 365
Stmpsonsche Regel 220
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Spannung 193
Stamm-funktion 82, 113

— -kurve 82
Standardabweichung 256, 258
statisches Moment 203

— — ebener Flichen 204
Sternkurve 188

Stetigkeit einer Funktion 37
Stichprobe 333
Storfunktion 308
StreuungsmaB 254, 256
Stromstiirke 193

Strophoide 187

Stufenpunkt 91

Stiitzstellen 218
Substitution, lineare 148f.

Tangentenanstieg 48

Tavrorsche Reihe, 1. Form
281

— —, 2, Form 289

Teilsummen 269, 277

— -folge 269

Terrassenpunkt 91

Tiefpunkt 86

Trend 263

trig ische Funkti
Ableitungsregeln 70£f.

t-Verteilung 368

Umfang der MeBreihe 256

— — Stichprobe 333

Umkehrfunktion, Ableitungs-
regel 68

Unstetigkeit einer Funktion 30

— — —, hebbare 38

Untersumme 122

Urliste 346

Variation der Konstanten 308
Variationen 341

Varianz 256, 348
Verteilungsfunktion 359
Volumen-element 137

— eines Rotationskérpers

‘Wahrscheinlichkeits-vertei-
lungen 350£f.

Weg 180

‘Wendepunkt 80

Wertevorrat fir Funktionen
von mehreren Variablen
226

Zahlenfolgen 9£f.

—, alternierende 10

—, arithmetische 12

—, beschriinkte 20

—, divergente 22

—, fallende 10

—, geometrische 15

—, Grenzwert von 19£f.

_ -:i?x%eilﬁgs. —, konstante 10
—, konvergente 22
—, unendliche 10
Wachst Kontinuierlick =% hsende 10
2s 'I'Lv--xl-L GraB
Wachstumsintensitit 28 190
Wahrscheinlichkeit 331, 332, — — Stréme und Spannungen
333 193

—, Additionsregel 335

—, bedingte 337"

—, eines Intervalls 354, 356

—, Multiplikationsregel 336

‘Wahrscheinlichkeits-dichte
356

Zielfunktion 102
ZufallsgroBe 345
—, diskrete 346

—, stetige 346
Zykloiden 165

—, gewdhnliche 165



Integraltafel

Bei jedem unbestimmten Integral ist die Integ: zu

1. Die Integranden sind rational
1
11. [ (az + brdz =%;n#—l
1.2.fndib =%ln1az+b]
13. [ zlar + brdr = % [“"i:’;’"’ = ”(“24;”1)'“]; ng{—1; -2
14, a:‘_’:b =il[az—b1n|az+b1]
1.5. a"—i‘—”; =;‘,—[M—_H+ln|u+b(]
18, [ oz + O dr= 5 [‘“””’:";m - e T‘_ L """: i i”m]
ngi{—1; —2; -9
:i"’b =-a1—a[w2;b),—2b(az+b)+b’ln |az+b[]
1.8.-[(—0;’%1))’I =;—9[az+b—2bln|az+b;—ulib]
R R ]
1.10.[ (@ :—zb)' “wm-1 2:(;' Tt = —1)321; f @+ b)"—" nd
1.11./'1% = %-a.rctan %
1.12.[1% =El;ln:I:
2. Die Integranden enthalten Quadratwurzeln
T Cr

2.2. f}’z’—a'dz:;l’z’—‘a'—?lnlz+}/z‘—u’|
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2.3. f}/z'-i—a’dz =%Yx’+a’+%zln(x+}/z‘+a’)

24. f %
2.5. f %

dz
26, | ———
f Vot + &

27, f’ W+bz+cd‘t=(Vaz"+bz+c'_b(2az+b)}/az’+bz+c
3a

8a?

b(dac — b?) da
- 16a* Yaa? 4 bz + ¢

e
di az"+bz+c_

b dz
2.8. £ —
fYaz’+bz+c a 2¢f}'nz'+bz+c
Vo T bz 7o)
2.9. fa:’Vaz’+bz+cdz.= (0ax—5b)(2:::+bz+c) +5b’l;.4aof}/az’+bz+cdz

aresin =
a
= lnl:c+ Va2 — a’|

lnlz + }/zz =+ a’|

2 2az — 3b 3b2 — dac dz
2.10. f dz = = Vaz® + bz + ¢ + o f

Yax? 4 bz + ¢ Yaz® + bz + ¢
3. Die Integranden enthalten trigonometrische Funktionen
3.1, f sin wz dz S cos wr
®
3.2. jcoswzdz = —1—sin wz
@
3.3. _’.sin2 wz dz = 2L (wz — sin wz cos wz)
oW
3.4. f cos? wz dz = 31— (wz + sin wz cos wz)
)
3.5. fain" wz dz = = 8in"1 wx cos wz + a=1 f sin"2zrdz;n + 0
nw n
3.6. f cos” wz dz = 1 cos™! wz sin wx + 'n_—l f cos™2wzx dz; n + 0
nw n
"
3.7. Iz" sin wz dz e cos wz + Lf:c"" cos wx dz
w w
n
3.8. f:c"coswzdz = z—sinmz-—ifz"“sinwxdx
® w J.
3.9. fsin o@sinogzds = oo (0 —wy)z _ sin (@ + ) Z; ol # |oog]

2(wy — wy) 2(wy + wy)
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_cos(w —wy _cos(m + w2z

3.10. | sin cos dx = 5 |oy| = |
itk oot Bon o) e tam T
8in (w; — wy) z  8in (w; + wy)
3.11. [ cos w,z cos wyz dz = i o] == ooy
Jememn s 2w, — wg) 2ogtw)
K 3 -1 =1
3.12. f sin wz sin (wz + @) dz = 7 [_E)- sin (2w + @) + zcosap]
5 _ 1 1 :
3.13. fsm wz cos (wr + @) dz = T [_E cos (2w + @) — z sin w]
3.14. f cos w2z cos (wxr + @) dz = X IiL sin (2wz + @) + x cos tp]
2 | 20
3.15. ftan oz dz = i In |cos wa|
w
3.16. f cot wz dz = 2 In |sin w2|
w
4. Die Integranden enthalten Exponentialfunktionen
41 [esrdr =L
a
1 n
4.2, fz"e“dx =—a:"e“——f:t"“e°"da:
a a

4.3. 'f €%% gin wzr dz = (a sin 0z —  cos wz)

ad
a® + w?
4.4. f €%% cos wz dz =

& .
—— (a cos wz + w 8in wx)
@ + o?

5. Die Integranden enthalten logarithmische Funktionen
5.1. flnxdz =zhe—=z
52.~[(nz)"dz =z(na)"—n [ (nz)tdr;ne N
Ina 1

5.3. fz“lnzdz = g™l [m _(nTl)’];n*_l

dz
5.4. f s =In|ln 2|
6. Einige bestimmte Integrale

(6.5. bis 6.14. gelten fiir m € @, n € G.)
m

w
6.1. fsinwzd::O 8.2. | coswzdx =0
0

Q"'alﬁ
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™ T
o 3
6.3. fainmdz=-1— 6.4.feoswzdz=l
w w
0 0
2n on
6.5. fsinm:dz=0 6.6. feosm'dz:{o’" *0
° e 2n,n =0
n 0, n gerade ”
- _ _ [0, n0
6.7. af!m"dz_{%,nungsmde 6.8.6"oosm:dz_ &5 —p
2m
6.9. fsinm.zsinnzdz 0O,m=n
[
& =
‘6.10. fcooma:oosnzdz wmm=n=+0
o

n
6.11. fsinmzcosnxdx=0
]

-6.12. fsinmzsinnzdz ‘0, m\#u

o" =
-8.13.6foosmnosnzdz %,m=n+0

n 0, m + n gerade
6.14. Jsinmzeosm:dz= {m.z_"_'n,:m-l'ﬂ“ngel‘ﬂde

{(Wenn m = »n = 0, so ist 6.9.: 0, 6.10.: 2r, 6.12.: 0, 6.13.: =)
o

6.15. fa"'dz = % V=

[

o
6.16. fz'e-'dz: al; n € N\ {0}
0
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