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TEIL I

N. B. Wassiljew, A. A. Jegorow

Aufgaben zur Vorbereitung
auf die Allrussische Olympiade
junger Mathematiker

Staatlicher Verlag fiir padagogische Literatur, Moskau 1963



VORWORT

Der bedeutendste Wettbewerb junger Mathematiker in unserem Lande, die all-
russische Mathematik-Olympiade, die vom Ministerium fiir Volksbildung der RSFSR
durchgefiihrt wird, ist schon zur Tradition geworden.

Fiir die Endetappe der Olympiade, die in den Friihjahrsferien in Moskau stattfindet,
kommen aus allen Teilen unseres Landes diejenigen Schiiler zusammen, die bei den
Olympiaden in den Stiddten, Kreisen und Bezirken die besten Resultate erzielten.
Im Zusammenhang damit wurde es notwendig, alle Schiiler, die sich fiir Mathematik
interessieren, in verstindlicher Form mit dem Charakter der Aufgaben, dic fiir die
Olympiade vorgesehen sind, vertraut zu ‘machen. Zu diesem Zweck wird die vor-
liegende Sammlung, die ungefihr 200 verschiedene Aufgaben enthilt, herausge-
geben.

Dabei bilden die Aufgaben von erhdhter Schwierigkeit, die das Ziel haben, die
mathematischen Kenntnisse im Schulunterricht zu vertiefen, nur einen geringen Teil
der Sammlung. Es gibt eine geniigende Anzahl von Biichern sowohl fiir Schiiler als
auch fiir Lehrer, in denen derartige Aufgaben zusammengestellt sind und auf deren
Losungsverfahren hingewiesen wird. (SCHACHNO, Sammlung von mathematischen
Aufgaben; KRETSCHMAR, Sammlung von Algebra-Aufgaben; DELONE und SHITO-
MIRSKI, Sammlung von Aufgaben der Geometrie; HADAMARD, Elementar-Geometrie;
verschiedene Aufgaben fiir Wettbewerbe u. a.)

Der Zweck der vorliegenden Sammlung ist vor allem, die Leser mit solcher Thematik
und solchen Fragestellungen bekannt zu machen, die nicht selten sogar sehr befihigte
Schiiler in Schwierigkeiten bringen, wenn sie zum ersten Male mit ihnen zusammen-
treffen.

Insbesondere werden an vielen Stellen in der Aufgabensammlung Teilbarkeitsauf-
gaben gestellt. Ferner enthélt die Sammlung Aufgaben iiber die Anordnung von
Punkten und Figuren in der Ebene, geometrische Konstruktionsaufgaben, Aufgaben
zur Methode der vollstindigen Induktion, Aufgaben von rein logischem Charakter
und andere, die hdufig bei Mathematik-Olympiaden gestellt werden. Ein groBer Teil
der Aufgaben ist der Sammlung von Vorbereitungsaufgaben zur Moskauer Olym-
piade und einigen anderen Olympiaden sowie den Biichern der Reihe Bibliothek
des mathematischen Zirkels und einigen auslindischen Zeitschriften entnommen
worden.



Bei vielen der gestellten Aufgaben sind zur Lésung einige Anstrengungen und eine
erhebliche Auffassungsgabe notig.
Zur Erleichterung sind alle Aufgaben mit Hinweisen und in einzelnen Fillen auch
mit kurzen Losungen versehen, die AufschluB iiber einige Verfahren geben, die man
oft bei der Lésung von dhnlichen Aufgaben verwenden kann.
Es empfiehlt sich jedoch, erst dann die Hinweise zu benutzen, wenn man lange genug
versucht hat, die Losung zu finden; nur in diesem Fall bringt das Arbeiten an den
Aufgaben wirklich einen Nutzen. Man sollte dabei nicht gleich verzweifeln, wenn es
nicht gelingt, diese oder jene Aufgabe selbstindig zu 16sen. Dies bezieht sich be-
sonders auf die schwierigeren Aufgaben, die mit einem oder mit zwei Sternchen ver-
sehen sind.
Die Aufgabensammlung besteht aus 8 Abschnitten, von denen ein jeder Aufgaben
enthilt, die entweder in der Idee der Losung oder im Thema verwandt sind. Vor
allem sind die Aufgaben jedes Abschnitts der Reihe nach zu 16sen (dies bezieht sich
insbesondere auf die Abschnitte 2 und 6).
Ein groBer Teil der Aufgaben ist fiir Schiiler der achten Klasse zugénglich. Fiir die
iibrigen sind besondere Vermerke angebracht (z. B. bedeutet die Ziffer (X) nach der
Nummer der Aufgabe, daB diese fiir Schiiler der X. bis XI. Klassen gedacht ist).
Die Abschnitte 4 und 5 sind durchweg fiir Schiiler der Klassen X und XI bestimmt.
Am Schluf der Sammlung werden die Aufgaben, die bei der zweiten allrus-
sischen Olympiade junger Mathematiker gestellt worden sind, einschlieBlich ihrer
vollstindigen Losungen mitgeteilt.
Bei dieser Gelegenheit mdchten wir dem Initiator dieser Sammlung, dem Akademie-
mitglied A. N. KoLMoGorow, der die Herausgabe der Sammlung iibernahm,
unseren Dank aussprechen.

N. B. Wassiljew, A. A. Jegorow



VORWORT DES HERAUSGEBERS

Unser Land bendtigt eine groBe Anzahl gut ausgebildeter und talentierter Mathe-
matiker. Es ist sehr wichtig, daB man fiir den Beruf eines Mathematikers solche Ver-
treter unserer Jugend auswihit, die auf diesem Gebiet besonders produktiv arbeiten
kénnen. Die Mathematik-Olympiaden ermdoglichen es, begabte junge Menschen fiir
die Mathematik zu interessieren. Die Teilnahme an mathematischen Zirkeln und
Olympiaden in den Schulen kann jedem helfen, seine eigenen Fihigkeiten, die Ernst-
haftigkeit und Bestidndigkeit seiner Zuneigung zur Mathematik einzuschitzen. In
der Sammlung, die von N. B. WassiLIEW und A. A. JEGorow verfaBt wurde, sind
Aufgaben zusammengestellt worden, fiir deren Losung keine besonderen Kenntnisse
erforderlich sind, die iiber die Grenzen des Lehrplanes fiir Mittelschulen hinaus-
gehen, sondern sie erfordern eine bestimmte Selbstindigkeit im Denken und in der
Auffassungsgabe. Zum SchluB der Sammlung werden Beispiele von Aufgaben ange-
fithrt, die auf allrussischen Mathematik-Olympiaden gestellt worden sind. Es
wird beabsichtigt, im Jahre 1963 fiir die besten Teilnehmer der allrussischen
Mathematik-Olympiaden, welche die IX. Klasse der Zehnjahresschule oder die
X. Klasse der Elfjahresschule besucht haben, in Moskau einen Friihjahrslehrgang fiir
Mathematik einzurichten, in dem sie sich einen Monat lang unter Anleitung von
Hochschullehrern und Aspiranten der Moskauer Universitit mit Mathematik be-
schiftigen konnen.
Indem ich den Lesern der Sammlung viel Erfolg beim Losen der Aufgaben und
einen Sieg bei den Olympiaden in den Stddten und Bezirken sowie bei der all-
russischen Olympiade wiinsche, mochte ich zugleich bemerken, dal der Weg zur
ernsthaften Arbeit auf dem Gebiet der mathematischen Wissenschaft nicht immer
der gleiche ist. Dem einen fillt das Losen von komplizierten Aufgaben leicht, ein
anderer tut sich anfangs auf diesem Arbeitsgebiet nicht hervor, aber er dringt, indem
er langsamer arbeitet, tiefer und ernsthafter in die Theorie ein. Einige lernen erst
spiter selbstindig zu arbeiten. Letzten Endes muB sich jeder, der die Mathematik
als Hauptinteressengebiet und Beruf wihlt, von seiner eigenen Selbsteinschitzung
leiten lassen und nicht von der Anzahl der Primien und Belobigungen auf den
Olympiaden.

A. N. Kolmogorow



16. Kann eine Quadratzahl auf vier einander gleiche von Null verschiedene Ziffern
enden?

17. Es ist zu beweisen, daB die Zahl n* + 4 fiir jedes ganze n = 2 eine zusammen-
gesetzte Zahl ist.

18. Es ist zu beweisen:
Ist die Summe dreier ganzer Zahlen durch 6 teilbar, dann ist die Summe ihrer
Kuben auch durch 6 teilbar.

19. Es ist zu beweisen:

2
m

3
Die Zahl T3 + & + m? ist fiir jedes ganze m ganzzahlig.

20. Eine gewisse ganze Zahl schreibt sich im Dezimalsystem mit Hilfe von 300 Einsen
und einer gewissen Anzahl Nullen. Kann sie eine Quadratzahl sein?

21. Es seib die letzte Ziffer der Zahl 2" und 2" = 10a + b. Man zeige, daB ab durch
6 teilbar ist.

*22. Einige von 15 Bogen Papier wurden in 10 Teile zerschnitten. Sodann wurden
einige der zerschnittenen Bogen nochmals in 10 Teile zerschnitten usw. Als man
alle so entstehenden Papierbogen zusammenzihlte, erhielt man 1963. Beweisen
Sie, daB falsch geziihlt worden ist! '

23. Es ist die kleinste positive ganze Zah] zu finden, die bei der Teilung durch
2,3, 5,7 und 11 jeweils den Rest 1 ergibt.

24. (Fortsetzung) Es ist die kleinste positive ganze Zahl zu finden, die bei der
Teilung durch 2, 3, 5, ..., p;, ..., pa (p; die i-te der ersten n Primzahlen) den Rest 1
ergibt.

*25. (Fortsetzung) Man beweise, daB es unendlich viele Primzahlen gibt.

26. Man beweise, daB es zu jeder beliebigen Zahl N stets N aufeinanderfolgende-
zusammengesetzte ganze Zahlen gibt. (Das heiBt, obwohl die Menge der Prim-~
zahlen unendlich ist, gibt es doch beliebig lange Abschnitte natiirlicher Zahlen,,
die keine Primzahl enthalten.)

*27. Es ist zu beweisen, daB es unendlich viele Primzahlen gibt, die bei Teilung durch
4 den Rest 3 ergeben, d.h. die Primzahlen der Form 4n + 3 sind. Das ent-~
sprechende ist fiir die Zahlen der Form 6n + 5 zu zeigen.

28. Es ist zu beweisen, daB3 es unendlich viele ganze Zahlen gibt, die sich nicht in
der Form p + n? darstellen lassen, wie die Primzahl p und die ganze Zahl n > 1
auch gewihlt sein mogen.



29. Es ist die folgende Gleichung zu beweisen:
Q+DQE2+ 1. +1)=22"" -1

**30. Es ist zu beweisen, daB zwei beliebige Zahlen der Folge
22 4 1=3, 22 +1=5 2 41=17, .., 2" 4+ 1

zueinander teilerfremd sind. Man leite hieraus das Resultat der Aufgabe 25 her.

31. Unter dem ganzen Bestandteil einer gegebenen reellen Zahl x versteht man die
groBte ganze Zahl, die nicht groBer als x ist. Er wird mit dem Symbol [x] be-
zeichnet.

a) Der ganze Bestandteil folgender Zahlen ist zu finden.

—1,5; —1—; 0; 1; 21;3,99
2 2

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften iiber den ganzen Bestandteil von
Zahlen!

1) Esist [n + x] gleich n + [x] fiir jedes ganze n. 2) Es gilt |ik_a:| >k I:‘—I:I fiir
jedes ganze k. b b

32. Man beweise, daBl es genau I:]ijl natiirliche Zahlen gibt, die nicht gréBer als
q

die gegebene Zahl N > 0 sind und durch die gegebene natiirliche Zahl (g < N)
teilbar sind.

33. Man beweise: la]
Ist b > 0 eine ganze Zahl, dann gilt [g] = l:%] fira = 0.
*34. Mit n! bezeichnet man das Produkt der ersten » natiirlichen Zahlen
(n!=1-2-3-..)). Beweisen Sie, daB die hochste Potenz der Primzahl p, durch

die n! teilbar ist, gleich I:’l] + I:i:l + ...+ I:l"':l ist, wenn p™ < n und
P p

2
prtt > nist! p

*35. (X) Man beweise, daB »! fiir kein #n durch p” teilbar ist, wenn p eine Primzahl
ist.
*36. Man beweise, daB die Zahl (n!)! durch die Zahl (n!)"= 1" teilbar ist.
37. Es seien zwei natiirliche Zahlen a und b gegeben. Bei der Teilung durch b er-
gebe a den Rest ;. Teilt man b durch r, (es ist klar, daB r; < b ist) moge sich

der Rest r, ergeben, weiter moge sich bei der Teilung von r; durch r, der Rest r
ergeben usw. Es ist zu beweisen, daB nach einer gewissen Anzahl von Schritten
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der ProzeB abbricht (d. h. ein gewisser Rest r,_, wird schlieBlich durch r, teil-
bar sein) und daf der letzte von Null verschiedene Rest der grofte gemeinsame
Teiler von @ und b ist.

*38. (Fortsetzung) Es ist zu beweisen, dal man zu zwei beliebigen ganzen Zahlen a
und b stets zwei ganze Zahlen m und » finden kann, so dall ma + nb = d ist,
wenn d den groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen a und b bedeutet. (Sind
insbesondere @ und b teilerfremd zueinander, dann folgt aus dem Ergebnis
dieser Aufgabe, daB es zwei ganze Zahlen m und » gibt, so daB ma + nb = 1
ist.)

**39, Man beweise:
Sind die Zahlen 27 — 1 und 29 — 1 zueinander teilerfremd, dann sind auch die
Zahlen p und g zueinander teilerfremd
und umgekehrt:
Sind die Zahlen p und ¢ zueinander teilerfremd, dann sind auch die Zahlen
27 — 1 und 27 — 1 zueinander teilerfremd.
Es ist der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen 2? — 1 und 2¢ — 1 zu finden,
wenn p und g nicht zueinander teilerfremd sind.

40. Es ist zu beweisen, daB alle ganzzahligen Losungen der Gleichung x™ = )",
in der die gegebenen Zahlen m und n» teilerfremd sind, durch die Formeln
x = t", y = t" gegeben werden, wobei ¢ alle ganzen Zahlen durchliuft.

41. (IX) Beweisen Sie, daf 1g 2 eine irrationale Zahl ist!

*42. (IX) Wie miissen die ganzen Zahlen aund b beschaffen sein, damit log, b eine
rationale Zahl ist?

2. Aufgaben zum ,,DIRICHLETschen Schubfachschluf‘

Im vorliegenden Abschnitt werden einige Aufgaben gestellt, deren Losungen auf dem
folgenden ,,DiricHLETschen SchubfachschluB‘ beruhen:

Wenn n + 1 Gegenstinde auf n Schubladen verteilt sind, dann miissen sich in wenig-
stens einer Schublade zwei Gegenstinde befinden.

43, Es ist zu beweisen, daB man unter n + 1 ganzen Zahlen stets zwei finden kann,
deren Differenz durch n teilbar ist.

44, Zu jeder natiirlichen Zahl » gibt es eine Zahl der Gestalt 111 ... 100 ... 0, die
durch # teilbar ist. Dies ist zu beweisen.

45. Zu jeder 100stelligen Zahl M kann man eine Zahl finden, die durch 1963 teilbar
ist und deren letzte 100 Ziffern die Zahl M bilden. Dies ist zu beweisen.

16



46. Man beweise, daB man aus 1000 ganzen Zahlen solche Zahlen auswihlen kann,
daB deren Summe durch 1000 teilbar ist.

47. Es wird die Folge der Zahlen 6, 62, 63, ..., 6", ... betrachtet, und es werden die
letzten vier Ziffern dieser Zahlen 0006, 0036, 0216, 1296, 7776, ... hingeschrie-
ben. Es ist zu beweisen, daB diese Folge von einer gewissen Stelle 7, an peri-
odisch ist.

48. Kann man eine Potenz von 3 finden, die mit den Ziffern 0001 endet?

*49, a) Es ist zu zeigen, daB die Folge der letzten drei Ziffern der ,,FiBONAccCIschen
Zahlen* 1,1,2,3,5,8, 13, ... (jede Zahl ist gleich der Summe der beiden vor-
hergehenden) periodisch ist. )

b)** Es ist zu beweisen, daB unter der ersten Million Glieder dieser Folge eine
Zahl vorkommt, die mit drei Neunen endet.

50. Es ist zu beweisen, dal man aus 26 verschiedenen natiirlichen Zahlen, die nicht
grofler als 50 sind, zwei auswéhlen kann, von denen die eine doppelt so grof3
wie die andere ist. Ist dies auch fiir 25 verschiedene Zahlen, die nicht groBer als
50 sind, richtig?

*51. Man zeige, dall man aus n + 1 verschiedenen natiirlichen Zahlen, die kleiner
als 2n sind, drei solche auswéhlen kann, bei denen die Summe von zweien gleich
der dritten ist.

*52. Auf einer quadratischen Flidche von 1 km Seitenléinge wéchst ein neuer Wald
heran, der aus 4500 Biumen mit einem Durchmesser von 50 cm besteht. Es ist
zu beweisen, daB man in dem Wald eine rechteckige Fliche von 10 m x 20 m
finden kann, auf der kein Baum steht.

3. Aufgaben zur ebenen Geometrie

53. Es ist zu beweisen:
Ist die Linge der Strecke Wv, die die Mittelpunkte der Seiten 4B und CD des
Vierecks ABCD verbindet, gleich der halben Summe der Linge der anderen
Seiten, dann ist dieses Viereck ein Trapez mit der Grundseite AD.

54. Gegeben sind zwei Kreislinien S; und S, und die Gerade /. Man konstruiere
eine zu der gegebenen Geraden parallele Gerade, bei der der Betrag des Ab-
standes zwischen ihren Schnittpunkten mit den gegebenen Kreislinien gleich
einer gegebenen Zahl a ist.

55. Es ist der geometrische Ort aller Punkte zu finden, fiir die die Summe der Ab-
stinde von zwei gegebenen nicht parallelen Geraden /; und /, gleich der ge-
gebenen Zahl a ist.

2 [002106] ' 17



56. Durch einen gegebenen Punkt A4 soll eine Gerade so gelegt werden, daB die

Strecke zwischen ihren Schnittpunkten mit einer gegebenen Geraden und einer
gegebenen Kreislinie im Punkte 4 halbiert wird.
e

57. Beweisen Sie, daBl die Mitten der Seiten jedes Vierecks die Ecken eines Par-

allelogramms sind!

*58. Durch einen Punkt, der im Innern eines gegebenen Winkels liegt, soll eine Ge-

rade so gelegt werden, daf3 das von ihr abgeschnittene Dreieck einen moglichst
kleinen Flicheninhalt hat.

59. Man konstruiere ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecken auf drei gegebenen

konzentrischen Kreisbogen liegen.

60. Uber den Seiten eines beliebigen Parallelogramms ABCD werden nach auBen

die Quadrate konstruiert. Beweisen Sie, daB3 die Mittelpunkte dieser Quadrate
die Ecken eines Quadrates bilden!

61. Uber der Seite 4B des Dreiecks ABO mit den gegebenen Seiten A0 = a und

OB = b wird das gleichseitige Dreieck ABC konstruiert. Bei welcher GroBe
des Winkels 40B hat die Strecke OC ihre grofite (kleinste) Linge?

62. Uber den Seiten 4B und BC des gegebenen Dreiecks 4BC werden die Quadrate

A'B'BA4 und B" C'CB konstruiert. Beweisen Sie, daf} die Verldngerung der Hohe
im Dreieck ABC durch die Ecke B Seitenhalbierende im Dreieck B”'B'B ist!

63. In ein Quadrat ist ein gleichseitiges Dreieck einzubeschreiben, dessen eine Ecke

ein gegebener Punkt auf dem Rande des Quadrats ist.

64. Auf einer gegebenen Geraden [ ist ein Punkt X zu finden, so daB die Summe der

Abstinde des Punktes X von zwei gegebenen Punkten A und B, die auf ein und
derselben Seite der gegebenen Geraden liegen, moglichst klein ist.

65. Es soll ein Dreieck von moglichst kleinem Umfang konstruiert werden, dessen

eine Ecke in einen gegebenen Punkt A innerhalb eines gegebenen Winkels B
fallt und dessen andere Ecken auf verschiedenen Schenkeln des Winkels B
liegen.

*66. Durch einen gegebenen Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die von einem

gegebenen Winkel ein Dreieck gegebenen Umfangs abschneidet.

*67. Gegeben sind eine Gerade MN und die Punkte 4 und B auf ein und derselben

Seite der Geraden. Auf dieser Geradenist ein Punkt X zu finden, fiir den
¥AXM = 2¥XBXN ist.

68. Kann man die Ebene parkettieren: a) durch kongruente Dreiecke gegebener
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69. Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die einem
Dreieck mit gegebener Grundseite 4B und gegebenem Gegenwinkel einbeschrie-
ben sind!

70. Gegeben ist eine Kreislinie S. Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittel-
punkte aller Sehnen, die durch einen gegebenen Punkt 4 gehen!

*71. Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck ABC. Der Punkt M sei der Mittel-
punkt der Seite 4B und D der Mittelpunkt der Seite AC. Die dem Dreieck MBC
umbeschriebene Kreislinie schneidet die Hohe BD im Punkte K. Beweisen Sie,

daB BK = ER ist, wenn R der Radius des Umkreises des Dreiecks 4BC ist!

*72. Einem gegebenen Sektor ist ein einem gegebenen Dreieck kongruentes einzu-
beschreiben.

73. Zwei Kreislinien S; und S, mogen sich im Punkte 4 schneiden. Durch den
Punkt 4 soll eine Gerade so gelegt werden, daB die Strecke, die von ihr durch die
Kreise S; und S, abgeschnitten wird, eine gegebene Linge hat.

*74. Gegeben sind die drei Punkte M,, M,, M. Es ist ein Dreieck zu konstruieren,
welches zu einem gegebenen kongruent ist und dessen Seiten durch die Punkte
M, M,, M; gehen.

*75. In ein gegebenes Dreieck 4B, C; ist ein Dreieck einzubeschreiben, das zu einem
gegebenen Dreieck 4BC kongruent ist.

76. Es ist der geometrische Ort aller Punkte M zu finden, fiir die % =k ist.

Dabei bedeuten 4 und B gegebene Punkte und k eine gegebene von 1 verschie-
dene positive Zahl,

77. Es ist eine Kreislinie zu konstruieren, die durch zwei gegebene Punkte 4 und B
geht und eine gegebene Gerade / beriihrt. :

78. Es ist ein Punkt zu finden, von dem aus gesehen eine gegebene Strecke und eine
gegebene Kreislinie unter den Winkeln o und f erscheinen.

*79. Konstruieren Sie ein Dreieck, von dem die drei beziiglich seiner Seiten spiegel-
bildlich zum Orthozentrum gelegenen Punkte gegeben sind.

80. Es ist ein Dreieck mit den drei Hohen A,, h,, h. zu konstruieren.
*81. Auf den Seiten 4B und_ﬁ des Pa‘rall_elogramms ABCD sind die Punkte M
und N so gegeben, daB3 % =« und % = B ist. Der Punkt P sei der Schnitt-

punkt von NM und 4C. Gesucht ist das Verhiltnis :j:g
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*84.

8s.

86.

*87.

88,

89.

90.
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Es sind der Winkel 4ABC und ein Punkt P in seinem Innern gegeben. Auf dem
Schenkel 4B dieses Winkels ist ein Punkt zu finden, der vom Punkte P den
gleichen Abstand wie vom Schenkel BC hat.

. Innerhalb eines beliebigen Rechtecks liege ein Polygon so, da jede Gerade, die

zu einer Rechteckseite parallel ist, das Polygon in hdéchstens einem Punkte
schneidet. Es ist zu beweisen, daB3 die Linge des Polygons nicht grofer als die
Summe der beiden Rechteckseiten ist.

Es ist der geometrische Ort der Endpunkte aller Polygonziige der Linge 1 zu
finden, die von einem gegebenen Punkt ausgehen und von jeder Geraden, die
zu einer von zwei zueinander senkrechten Geraden parallel ist, hochstens einmal
geschnitten werden.

Beweisen Sie, daB bei einem Vieleck mit mehreren Symmetrieachsen alle diese
durch einen gemeinsamen Punkt gehen!

Beweisen Sie, daB} drei beliebige Punkte der Ebene, von denen keine zwei einen

groBeren Abstand als 1 haben, in einer Kreisscheibe vom Radius - liegen.
V3

(Fortsetzung)

a) Wenn man von n gegebenen Punkten der Ebene drei stets in eine Kreisscheibe

vom Radius r einbeschreiben kann, dann liegen alle » Punkte in einer Kreis-

scheibe vom Radius r.

b) Es liegen n Punkte der Ebene, von denen je zwei einen nicht gréferen Abstand

als 1 haben, innerhalb eines Kreises vom Radius r = L_ (Satz von JUNG).
3

(IX) Alle Seiten eines konvexen Vielecks vom Umfang 12 werden um 1 nach
auBen geschoben. Es ist zu beweisen, daB sich dabei der Flicheninhalt um mehr
als 15 vergroBert.

Es ist zu beweisen, daB die Summe der Abstinde eines beliebigen Punktes A/ im
Innern eines gleichseitigen Dreiecks von dessen Seiten konstant ist. Allgemeiner
gilt: Fiir einen beliebigen Punkt M im Innern eines gegebenen konvexen Viel-
ecks ist die Summe a;h; + ayh, + ... + a,h, stets dieselbe. Dabei bedeuten
a,, d,, ..., a, die Lingen der Seiten des Vielecks, und h,, A, ..., h, die Ab-
stinde des Punktes M von den entsprechenden Seiten.

Es ist zu beweisen, daB es im Innern eines spitzwinkligen Dreiecks 4BC genau
einen Punkt P gibt, fiir den

a) XAPB = XBPC = ¥xCPA = 120° ist,



91.

*92.

9%4.

*95,

*96.

9

98.

N

b) die Geraden, die durch die Punkte 4 BC gehen und senkrecht auf den Strecken
AP, BP, CP stehen, ein gleichseitiges Dreieck bildeh,

¢) die Summe der Abstinde des Punktes P von den Ecken des Dreiecks ABC
kleiner ist als von jedem anderen Punkte der Ebene.

a) Es seien g und b zwei Seiten eines Dreiecksl. Es ist zu beweisen, daB3 dessen
Flicheninhalt S nicht groBer als a?b ist.

b) Es seien a, b, ¢ und d vier aufeinanderfolgende Seiten eines Vierecks. Es ist zu
(a + c)4(b + d) ik

(IX) Es ist zu beweisen, daB man in einer Kreisscheibe vom Radius 9,5 unméglich
400 Punkte so unterbringen kann, daB der Abstand zwischen je zweien stets
groBer als 1 ist.

beweisen, daB dessen Flicheninhalt nicht grofer als

. (IX) In einem Rechteck mit den Seiten 20 und 25 befinden sich 120 Quadrate

der Seitenldnge 1. Es ist zu beweisen, daB man innerhalb des Rechtecks eine
Kreisscheibe vom Durchmesser 1 unterbringen kann, die mit keinem der Quadrate
einen Punkt gemeinsam hat.

Es seien E und F die Mittelpunkte der Seiten AB und CD eines Vierecks ABCD.
P sei der Schnittpunkt der Strecken ED und AF, Q der. Schnittpunkt der Strek-
ken EC und BF. Es ist zu beweisen, daB dic Summe der Fliacheninhalte der Drei-
ecke APD und BQC gleich dem Flicheninhalt des Vierecks PEQF ist.

In der Ebene seien n Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Es ist zu beweisen, daB man einen sich nicht selbst iiberschneidenden ge-
schlossenen Polygonzug konstruieren kann, der diese Punkte als Ecken hat.

Es ist ein sich iiberschneidender Polygonzug zu konstruieren, bei dem jede Seite
genau einmal geschnitten wird. Man zeige, daB ein solcher Polygonzug sicher
eine gerade Anzahl n von Seiten hat; fiir gerade »n = 6 sind Beispiele zu kon-
struieren.

Beweisen Sie, daB es fiir jede beliebige ungerade Zahl » = 5 einen geschlossenen,
sich selbst iiberschneidenden Polygonzug mit n Seiten gibt, bei dem jede Seite
genau zweimal geschnitten wird!

In der Ebene seien 2n Punkte gegeben. Weiter sei bekannt, daB es unter drei
beliebigen dieser Punkte stets zwei gibt, deren Abstand nicht groBer als 1 ist.
Man zeige, daB man zwei Kreisscheiben vom Radius 1 so in die Ebene legen
kann, daB sie alle diese Punkte bedecken.
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4. Aufgaben zur Geometrie des Raumes (X. und XI. Klasse)

Es ist zu beweisen, daB die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte einander
gegeniiberliegender Kanten eines Tetraeders sich in einem Punkte schneiden
und durch ihn halbiert werden.

Kann man ein Tetraeder konstruieren, bei dem jede Kante Schenkel eines
stumpfen oder rechten ebenen Winkels ist?

Es ist zu beweisen, daB fiir ein Parallelepiped, das keine rechten Winkel hat,
eine der beiden folgenden Aussagen gilt:

In einer Ecke befinden sich drei ebene spitze Winkel oder in einer Ecke befinden
sich drei stumpfe Winkel.

Welches ist die groBSte Anzahl von Kanten, in der eine regulére n-seitige Pyra-
mide von einer Ebene geschnitten werden kann? Wie ist die Frage bei reguliiren
n-seitigen Prismen zu beantworten?

Man zeige, daB es kein Polyeder mit 7 Kanten gibt. Man gebe ein Beispiel eines
Polyeders mit » Kanten, n > 8.

Eine Ebene schneide alle Strecken eines geschlossenen Polygonzuges A,4,, ...,
A,A; in den Punkten By, B,, ..., B,. Es ist zu beweisen, daB

AiBi A:B;  AniBiii AdBi _
BA, B,d,  B,_14, B4,

ist.
Man beweise, daB der Flicheninhalt der Projektion eines Polygons auf eine

horizontale Ebene gleich S cos « ist, wenn S sein Flicheninhalt und o der Nei-
gungswinkel der Polygonebene gegeniiber der horizontalen Ebene sind.

Welche Lage muB ein rechtwinkliges Parallelepiped im Raum haben, damit der
Flicheninhalt seiner Projektion auf eine horizontale Ebene moglichst groB ist?

Man zeige, daB der Flicheninhalt der Projektion eines beliebigen Tetraeders
auf eine horizontale Ebene in einem der folgenden 7 Fille maximal ist: Eine
der 4 Seitenflichen ist horizontal oder eines der 3 Paare gegeniiberliegender
Kanten ist horizontal. Welcher Fall tritt bei einer reguldren dreiseitigen Pyra-
mide mit der Grundkante @ und der Seitenkante b ein?

Man zeige, daB das Volumen eines Polyeders, das einer Kugel vom Radius r

umbeschrieben ist, gleich 1 rS ist, wenn S der Inhalt der Oberfliche des Poly-
eders ist. 3
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115.
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a) Dafiir, daB es eine Kugel gibt, die alle Kanten des Tetraeders ABCD beriihrt,
ist notwendig und hinreichend, daB 4B + CD = AC + BD = BC + AD ist.
b) Wie édndert sich diese Bedingung, wenn diese Kugel drei Kanten einer Seiten-
fliche und die Verldngerungen der drei anderen Kanten beriihrt?

¢) Fiir welche Tetraeder gibt es zwei Kugeln vom Typ b), die zu zwei gleichen
Seitenflichen gehdren? Fiir welche Tetraeder gibt es eine Kugel vom Typ a)
und eine Kugel vom Typ b)?

d) Es ist zu zeigen: Gibt es eine Kugel a) und zwei Kugeln b), dann ist das
Tetraeder reguldr und es existieren alle 5 Kugeln, eine vom Typ a) und 4 vom
Typ b).

Im Raum seien zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ gegeben, die in verschiedenen
Ebenen liegen. Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte M, fiir die die
Volumina der Tetraeder MABC und MA'B'C’ einander gleich sind.

Es seien eine Ebene und zwei nicht in ihr liegende Punkte 4 und B gegeben.
Gesucht ist der_geometrische Ort aller Punkte M in der Ebene, fiir die die Strek-
ken AM und BM mit der Ebene den gleichen Winkel einschlieBen.

Gegeben sei eine Kreislinie X und ein Punkt P, der nicht in der Ebene der
Kreislinie liegt. Durch die Kreislinie K wird eine beliebige Kugel gelegt und es
wird der Kegel mit der Spitze P konstruiert, der diese Kugel in einer gewissen
Kreislinie mit dem Mittelpunkt M beriihrt. Gesucht ist der geometrische Ort
aller Punkte M.

Man beweise, dal man eine belicbige vierseitige korperliche Ecke mit einer
Ebene so schneiden kann, daB der Schnitt ein Parallelogramm ist.

Man zeige, daB man zu jeder dreiseitigen korperlichen Ecke, deren drei ebene
Winkel rechte sind, eine Ebene finden kann, so daB ihr Schnitt einem beliebig
vorgegebenen spitzwinkligen Dreieck kongruent ist.

5. Aufgaben, die mit Hilfe der vollstindigen Induktion zu losen sind

Man zeige, daB 4" + 157 — 1 fiir alle n = 1 durch 9 teilbar ist.
Man zeige,daB 13 + 23 + 33 + .. + n® = (1 + 2+ 3 + ... + n)?ist.

Man zeige, daB fiir n > 1 stets i + l + l + .o+ l > 2 ausfillt.
2 3 4 2> 2

Man ermittle die Summe

(m) (m + l) (m + 2) <n)
+ + o+ ()
m m m m
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119. In der Folge der Zahlen 1,1, 2,3, 5, ... ist jede Zahl die Summe der beiden
vorangehenden. Man zeige, daB jede vierte Zahl der Folge durch 3 teilbar ist.

120. Man zeige, daB man mit Hilfe der Wagestiicke 1 g, 2 g, ..., 2" g jede beliebige
Masse von 1 g bis (2"+! — 1) g zusammensetzen kann. '

121. Es seien die Wigestiicke 1 g, 3 g, 9 g, ..., 3" g gegeben. Man zeige, daB man mit

ihrer Hilfe jeden Gegenstand mit der Masse von 1 g bis g wigen kann.

(Dabei diirfen die Wigestiicke auf beide Waagschalen gelegt werden.)

122. a) Man beweise, daB 3" — 1 durch 2"*2, aber nicht durch 27*3 teilbar ist.
b) Man beweise, daB 23" + 1 durch 3"+!, aber nicht durch 3"*2 teilbar ist.

*123. Man zeige, daB eine Zahl, die mit Hilfe von 3" Einsen geschrieben werden kann,
durch 371, aber nicht durch 3"*2 teilbar ist.

124. In der Ebene seien n = 3 Punkte gegeben. Man beweise, daB man von jedem
Punkte zu gewissen der iibrigbleibenden Punkte Strecken so legen kann, daB3
diese einander nicht schneiden und ein konvexes in Dreiecke zerlegtes Polygon
bilden.

*125, Jede von n = 3 gegebenen Strecken haben eine gréBere Linge als 1. Weiter sei
bekannt, daBl k von diesen Strecken fiir kein & mit k = 3, 4, ..., n, ein geschlos-~
senes Polygon bilden. Man zeige, daB die Summe der Lingen aller dieser
Strecken grofer als 21 ist.

126. In einer Tabelle mit drei Zeilen und » Spalten sind in beliebiger Weise n weil3e,
n rote und 7 schwarze Spielmarken untergebracht. Man zeige, daB man die
Marken in jeder Zeile so umordnen kann, daf in jeder Spalte 3 Marken ver-
schiedener Farbe liegen.

127. Man beweise, daB die Winkelsumme eines nicht in ein und derselben Ebene
gelegenen geschlossenen Polygonzuges, der aus n Strecken besteht, kleiner als
(n — 2) 1807 ist.

*128. a) In der Ebene seien n Geraden gegeben, von denen keine zwei parallel sind und
keine drei durch einen Punkt gehen. In wieviel Teile zerlegen Sie die Ebene?

b) Man beweise, dal n Ebenen in allgemeiner Lage (keine 2 sind parallel, keine 3
haben eine gemeinsame Gerade und keine 4 einen gemeinsamen Punkt) den

3
Raum in —ZI-;_——Sn + | Teile zerlegen.

*129. n Kreislinien zerlegen die Ebene in mehrere Teile. Man zeige, dal man die
Ebene mit zwei Farben so firben kann, daB jeder Teil eine Farbe bekommt,
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130.

*131.

132,

*133.

*134.

und zwei Teile, die lings eines Bogens aneinander stoBen, verschiedene Farben
bekommen.

. 1 . ’ G
Die Zahl a + - sei ganz. Man beweise, daB fiir jedes ganze n auch
1 .
a" + — ganzist.
7

Man zeige, daB die Teilnehmer eines Schachturniers, in dem jeder mit jedem
genau eine Partie gespielt hat, in einer solchen Ordnung numeriert werden
koénnen, daB jeder gegen den Spieler, der eine um 1 gréBere Nummer hat, ge-
wonnen oder unentschieden gespielt hat.

Es seien 2n positive Zahlen a; < a, < ... < a,, gegeben. Wie muf3 man sie in
Paare zerlegen, damit

a) die Summe der Produkte der Paare méglichst grol wird,
b) die Summe der Produkte der Paare méglichst klein wird,
¢) das Produkt der Summe der Paare moglichst groB wird,

d) das Produkt der Summe der Paare mdoglichst klein wird?

Die Summe von 7 positiven Zahlen sei gegeben. Man zeige, daB ihr Produkt
dann am gréBten ist, wenn die Zahlen alle einander gleich sind. Daraus ist zu
schlieBen, daB fiir » beliebige positive Zahlen x;, x5, X3, ..., X,
Xy +X+x3+ ...+ X,

n

PR
\/x,xzx;, X =

ausfillt (das geometrische Mittel ist nicht gréBer als das arithmetische).

a) Aus der Zeile uy, u,, ..., uy,, deren 2" Glieder entweder +1 oder —1 sind,
wird die folgende Zeile gebildet:

Uyly, Upllz,y Usllyy oy Upn-1lgny Uz,

deren 2" Glieder ebenfalls +1 oder —1 sind. Aus dieser Zeile wird nach der
gleichen Regel wiederum eine neue gebildet. Man zeige, dafl nach spitestens
2" Schriften eine Zeile entsteht, die nur aus Einsen besteht.

b) (Fortsetzung) Man zeige, daB aus einer Zeile mit einer ungeraden Anzahl
von Elementen, in der wenigstens einmal + 1 und wenigstens einmal —1 vor-
kommt, auf diese Weise niemals eine Zeile, die nur aus Einsen besteht, ent-
stehen kann.

c¢) (Fortsetzung) Man stelle alle Zeilen mit m Elementen auf (m eine beliebige
natiirliche Zahl), aus denen man schlieBlich eine Zeile erhilt, die nur aus Einsen
besteht.
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*%135, Es seien 2" ganze Zahlen ay, a,, ..., 4. gegeben. Mit ihnen werden die Be-

trige der Differenzen zweier aufeinanderfolgender Zahlen gebildet:
laz — ayl, las — aal, ...s [@2n_1 ~ @aul, @20 — ay].

Mit den so entstehenden Zahlen wird der gleiche ProzeBl vorgenommen usw.
Man zeige, daBl nach einer gewissen Anzahl von Schritten eine Zeile entsteht,
die nur Nullen enthilt.

6. Aufgaben iiber kariertes Papier

136. Man beweise, daB auf einem karierten Bogen die Linge jedes geschlossenen

Weges, der aus Strecken des Netzes besteht, eine gerade Zahl ist, wenn die
Seitenlinge jedes Karos gleich 1 ist.

137. Eine Schnecke kriecht mit konstanter Geschwindigkeit iiber einen Tisch. Alle

15 Minuten dndert sie ihre Richtung um 90° und bewegt sich zwischen zwei
Richtungsinderungen geradlinig fort. Es ist zu beweisen, daB sie den Anfangs-
punkt nur nach einer ganzen Zahl von Stunden erreichen kann.

#138, Der Flicheninhalt eines Polygons, dessen Ecken in den Knoten eines auf

kariertem Papier gezeichneten Netzes liegen, ist gleich j + % — 1, wenn j die

Anzahl der Knoten ist, die innerhalb des Polygons liegen, und r die Anzahl
der Knoten ist, die auf seinem Rand, bzw. seinen Ecken liegen. (Als Knoten
des Netzes bezeichnen wir die Punkte, in denen die Linien des Netzes einander
schneiden; die Seiten des Netzes werden gleich 1 angenommen.) Man beweise
diese Formel:

a) fiir Rechtecke aus m x n Karos, deren Seiten von Linien des Netzes ge-
bildet werden;

b) fiir rechteckige Trapeze, bei denen die Grundseiten und eine andere Seite
von Linien des Netzes gebildet werden;

¢) fiir beliebige konvexe Polygone.

*139. a) Wieviel Losungen in natiirlichen Zahlen hat die Gleichung x + y + z = 100?

b) Wieviel Dreiecke vom Umfang 200 gibt es, deren Seitenldngen natiirliche
Zahlen sind?

*140. (X) Wieviel Losungen in natiirlichen Zahlen x,, x,, ..., x; hat die Gleichung

X+ x4+ o+ x=n?

141. Auf einem karierten Bogen ist ein Rechteck aus m x n Karos gezeichnet. Aus
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den Linien des Netzes soll ein Polygonzug gebildet werden, der genau einmal



142,

*143.

*144.

**145,

durch jeden Knoten des Netzes, der innerhalb oder auf dem Rand des Recht-
eckes liegt, lduft und nicht iiber den Rand des Rechteckes hinaustritt.

a) Man ermittle die Ldnge dieses Polygonzuges.
b) Fiir welche m und » kann man einen solchen Polygonzug finden?

¢) Man ermittle den Inhalt der Fliche, die von einem solchen Polygon begrenzt
wird (dabei ist zu beweisen, daB3 dieser fiir alle solche Polygonziige ein und
derselbe ist).

(X) Wieviel Polygonziige der Linge m + n gibt es, die aus Linien des Netzes
bestehen und von einer Ecke eines Rechteckes m x n zur gegeniiberliegenden
laufen?

2 2 2
(X) Man beweise, dal3 <n> + (n) + ..o+ (n) = <2n) ist.
0 1 n n

(X) Man beweise, daB die Anzahl der geschlossenen Polygonziige der Linge 2n,
die aus Linien des Netzes bestehen und deren Anfangs- und Endpunkt in einem

2
festen Knoten des Netzes liegt, gleich <2n) ist. (Der Polygonzug kann auch
n

mehrmals durch ein und denselben Knoten des Netzes gehen oder ein und
dieselbe Strecke mehrmals enthalten.)

(X) Es ist zu beweisen, daB die Anzahl der Polygonziige der Lange 2n, die aus
Linien des Netzes bestehen und von einer Ecke eines Quadrates m x n gegen-
iiberliegenden fithren und ganz unterhalb der Diagonalen verlaufen, gleich

7(2” - 2) - (2” - ;) ist (alle Ecken des Polygonzuges mit Ausnahme des

146.

*147.

148.

149.

n—1
Anfangs- und des Endpunktes, liegen unterhalb der Diagonalen).

7. Vermischte Aufgaben
Kann man 1963 Telefone so miteinander verbinden, daBl jedes von ihnen mit
genau 5 anderen verbunden ist?

Man zeige, daB man unter 99 beliebigen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
eine solche Zahl finden kann, deren Quersumme durch 14 teilbar ist.

Man beweise die Ungleichung V; > \/; (= 12350 % %)

Auf einer Kreislinie sind eine Anzahl von Pluszeichen und Minuszeichen unter-
gebracht. Es sei a die Anzahl der Pluszeichen, b die Anzahl der Minuszeichen,
p die Anzahl der Paare nebeneinanderstehender Pluszeichen und ¢ die Anzahl
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*159.
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der Paare nebeneinanderstehender Minuszeichen. Es ist zu beweisen, daB
a—b=p-—qist. k

Gegeben sind n Zahlen x,, x,, ..., x,, deren jede gleich +1 oder —1 ist. Man
beweise: Ist XX, + X,x3 + ... + X,x; = 0, so ist die Zahl n durch 4 teilbar.

(X) Man beweise, dab die Zahl <n> durch 7 teilbar ist, wenn » und k zuein-
ander teilerfremd sind. k

In der Ebene seien n Punkte gegeben. Von diesen sei bekannt, daB von vier
gegebenen Punkten stets drei auf ¢in und derselben Geraden liegen. Es ist zu
beweisen, daB alle Punkte mit Ausnahme von hochstens einem auf ein und
derselben Geraden liegen.

Die Summe von 1963 positiven Zahlen, deren jede kleiner als 1 ist, sei gleich 5.
Man zeige, daB man diese Zahlen in drei Gruppen so einteilen kann, daB die
Summe der Zahlen in jeder Gruppe groBer als 1 ist.

Es seien 50 voneinander verschiedene positive Zahlen a,, a,, ..., aso gegeben.
Wie muB man sie numerieren, damit die Summe

lay — a2 + |a; ~ as) + ... + |asp — a3
moglichst groB ausfillt?

. 1 1 1 1, - —
(X) Zu beweisen ist: Wenn —————— = - + - + ~ ist, dann ist fiir beliebiges
ungerades n auch a+b te @ boe

1 1 1 1

b d

(X) Es seien n komplexe Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢, so gegeben, daB die ihnen ent-
sprechenden Punkte der Gaussschen Zahlenebene die Ecken eines konvexen
n-Ecks bilden. Man beweise, daB fiir jede komplexe Zahl z, die die Eigenschaft

’ 1 1 1 .
besitzt, daB + + ..+ =0 ist, der = entsprechende
Z~—c¢ zZ—0C Z =y

Punkt der Ebene im Innern des n-Ecks liegt.

Es ist die Summe der Koeffizienten des Polynoms zu finden, das man nach
Entwickeln der Klammern und Ausmultiplizieren der entstehenden Glieder in
dem Ausdruck (x° + x* ~ 1)1963+ (x® — x + 1)*?%* erhiilt.

Man denke sich zwei Fisser von unendlich grofiem Iiassungsvermt}gen. Kann
man mit Hilfe von zwei Kellen, die (2 - \/2) lund \/2 ! fassen, von dem einen
in das andere genau 1 / umfiillen?

Gibt es eine ganze Zahl p, so daB fiir alle ganzen n = p stets n! durch 2"-»
teilbar ist?



160. Beweisen Sie die Ungleichung
(@b, + azby + ... + ab)* < (@ + a5 + ... +a)) (b + b5 + ... + b)),

Wenn daj, ds, -.., dp, by, b, ..., b, beliebige reelle Zahlen sind! Fiir welche
ay, ..., @y, by, ..., b, gilt das Gleichheitszeichen?

*161. (X) Man beweise, dafB sich fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl (\/E - 1)" in
Gestalt der Differenz \/m +1-— \/m darstellen 14Bt, wobei m eine ganze Zahl
bedeutet.

162. Ein Schiiler denkt sich fiinf positive Zahlen x, x,, x3, X4, X5 und teilt einem
anderen die Summen aller méglichen Paare dieser Zahlen x; + x,, x; + X3,
Xy + X4, .., X4 + X5 mit. Wie kann der Schiiler aus diesen 10 Zahlen die von
dem ersten Schiiler gedachten finden?

*163. Aus dem Zahlenqﬁadrupel a, b, ¢, d wird das neue Quadrupel a + b, b + ¢,
¢+ d, d + a gebildet. Aus diesem mit Hilfe der gleichen Regel ein weiteres usf.
Man zeige, daB in dieser Folge niemals zwei gleiche Zahlenquadrupel auftreten
konnen (mit Ausnahme des Fallesa = —b = ¢ = —d)!

*164. Es seien zwei beliebige Zeilen gleicher Lange gegeben, deren Elemente +1 und
—1 sind. In der ersten Zeile werden gleichzeitig bei 15 beliebigen Zahlen die
Zeichen gedndert. Man zeige, daBB man durch Wiederholung dieser Operation
in einigen Schritten die erste Zeile in die zweite iiberfithren kann (d. h., man
kann erreichen, daB an gleichen Stellen ein und dieselbe Zahl steht).

Es ist zu zeigen, daB diese Behauptung nicht mehr richtig ist, wenn man jedes
Mal bei 14 beliebigen Zahlen der ersten Zeile das Zeichen dndert.

#165. Auf einem unendlichen Schachbrett steht ein (m, n)-Springer. Das ist eine
Figur, welche um m Felder lings einer. Horizontalen und um n Felder lings
einer Vertikalen oder umgekehrt weiterzieht.

a) Man ermittle, fiir welche » ein (1, n)-Springer von einem gegebenen Feld zu
jedem anderen Feld des Brettes (in einer gewissen Anzahl von Ziigen) gelangen
kann.

b) Man markiere alle Felder, auf die ein (m, n)-Springer in einer gewissen Anzahl
von Ziigen von einem gegebenen Feld aus gelangen kann.

¢) (Fortsetzung) Man beweise, dal man diese Felder mit einem Rotstift und
einem Blaustift so markieren kann, daBl der (m, n)-Springer auf die roten Felder
von einem Anfangsfeld aus nur in einer geraden Anzahl von Ziigen und auf die
blauen Felder nur in einer ungeraden Anzahl von Ziigen gelangen kann.

166. Man zeige, daB man die Felder eines Brettes 4 x 5 mit einem Schachspringer
[(1, 2)-Springer] so durchlaufen kann, daB jedes Feld genau einmal benutzt
wird.
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167. Man beweise, daB man ein 8 x 8 Brett mit einem (1, 2)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man in der linken oberen Ecke beginnt, in der rechten unteren
Ecke endet und auf jedem Feld genau einmal absetzt.

**168. Man beweise, dal man ein 4 x n Brett mit einem (1, 2)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man zu jedem Feld genau einmal gelangt und mit dem letzten
Zug zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

*169. Man beweise, daB man ein 7 x n Brett mit einem (2, 3)-Springer nicht so durch-
laufen kann, daB man zu jedem Feld genau einmal gelangt.

*170. Auf 25 in einer Reihe angeordnete Felder sind in irgendeiner Ordnung 24 Miin-
zen verteilt, auf die die Nummern 1 bis 24 geschrieben sind, ein Feld bleibt frei.
Bei einem Zug darf man eine beliebige Miinze auf das freie Feld setzen. Man be-
weise, daB man in 36 derartigen Ziigen die Miinzen der Nummer nach anordnen
kann. Es ist ein Beispiel fiir eine Anfangsverteilung anzugeben, bei dem man
dies in 35 Ziigen nicht erreichen kann.

*171. Auf dem ersten von 7 in einer Reihe angeordneten Feldern befindet sich eine
Miinze. Mit einem Zuge kann man sie um 1, 2 oder 3 Felder vorriicken. Zwei
Spieler ziehen abwechselnd. Gewonnen hat derjenige, der die Miinze auf das )
letzte Feld zieht. Wer von den beiden Spielern gewinnt bei diesen Spielregeln,
der erste (anziehende) oder der zweite? Wie mufl man spielen?

*172. In der rechten oberen Ecke eines Schachbrettes steht eine Figur. Mit einem
Zuge darf sie um 1 Feld nach links, nach unten oder diagonal nach links unten
riicken. Gewonnen hat derjenige, der als erster in der linken unteren Ecke an-
kommt. Wie muBl man bei diesem Spiel zichen? Wer gewinnt auf einem m x n
Brett?

*173. In einer Tabelle mit m Zeilen und n Spalten sind irgendwelche Zahlen einge-

} tragen. Man darf bei allen Zahlen ein und derselben Zeile oder ein und derselben

Spalte gleichzeitig das Vorzeichen dndern. Man beweise, dal3 man durch mehr-

malige Wiederholung dieser Operation erreichen kann, daB die Summe der
Zahlen in jeder Zeile und in jeder Spalte der Tabelle positiv oder 0 ist.

**174, Mit einem nicht konvexen Vieleck werden folgende Operationen vorgenommen:
Sind 4 und B zwei beliebige nicht aufeinanderfolgende Ecken, und liegt das
Vieleck ganz auf einér Seite der Geraden durch 4B, dann wird einer der Teile
des Umfanges, der zwischen den Punkten 4 und B liegt, am Mittelpunkt der
Strecke AB gespiegelt. Man beweise, da man nach mehrmaliger Wiederholung
dieser Operation jedes Vieleck in ein konvexes iiberfithren kann.

**175. Man beweise, daBl in der Dezimalbruchentwicklung der Zahl (V26 + 5)1°%%
die ersten 1963 Ziffern nach dem Komma Nullen sind.
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8. Aufgaben, die bei der zweiten allrussischen Olympiade gestellt worden sind

8. Klasse

1. Auf den Verlingerungen der Seiten AB, BC, CD und DA ecines konvexen
Vierecks 4BCD werden die Strecken BB' = AB, CC' = BC, DD’ = CD und
AA' = DA abgetragen. Man beweise, daB der Flicheninhalt des Vierecks
A'B'C'D' fiinfmal so groB ist wie der Flicheninhalt des Vierecks 4BCD.

N

. In der Ebene ist eine Kreislinie S und eine Gerade / gegeben, die durch den
Mittelpunkt O des Kreises S geht. Durch den Punkt O wird eine beliebige
Kreislinie S’, deren Mittelpunkt auf der Geraden / liegt, gelegt. Es ist der geo-
metrische Ort aller Punkte M zu finden, in denen die gemeinsamen Tangenten
der Kreise S und S’ den Kreis S’ beriihren.

3. Es sind die positiven ganzen Zahlen aq, ay, ..., a;00 gegeben. Weiter ist be-
kannt, daB a, > ay, a, = 3a; — 2ay, a3 = 3a, — 24y, ...,0a100 = 3099 — 2a9g
ist. Man beweise, daB ;o > 29 ist. 4

4. Man beweise, daB es keine ganzen Zahlen a, b, ¢, d derart gibt, daB3 der Aus-

druck ax3 + bx* + cx + d fiir x = 19 gleich 1 und fiir x = 62 gleich 2 ist.

W

In jedes Feld einer quadratischen Tabelle 25 x 25 wird in beliebiger Weise
eine der Zahlen 1 oder —1 eingetragen. Unter jede Spalte wird das Produkt
aller Zahlen, die in dieser Spalte stehen, geschrieben. Rechts neben jede Zeile
wird das Produkt aller Zahlen geschrieben, die in dieser Zeile stehen. Man be-
weise, dal die Summe der 50 aufgeschriebenen Produkte nicht gleich 0 ist.

9. Klasse

1. Man konstruiere ein Dreieck aus zwei gegebenen Seiten so, daB sich deren
Seitenhalbierende unter einem rechten Winkel schneiden.

2. Es seien a, b, ¢, d vier positive Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist. Es ist zu be-
weisen, dall

@+ b* + ¢+ d*+ ab + bc + c¢d + da + ac + bd = 10
gilt.

3. Es ist ein reguldres Fiinfeck gegeben und M sei ein nicht auBerhalb von ihm
gelegener Punkt. Die Abstinde des Punktes M von den Seiten des Fiinfecks
seien der GréBe nach angeordnet: ry < r, < r3 £ ry < rs. Es sind sédmtliche
Lagen des Punktes M zu bestimmen, fiir die r; einen moglichst groBen Wert

annimmt und alle Lagen des Punktes M, fiir die r, einen moglichst kleinen Wert
annimmt.
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4. Man wihle irgendeine 1962-stellige Zahl, die durch 9 teilbar ist, bezeichne die
Summe ihrer Ziffern mit @, die Summe der Ziffern von a bezeichne man mit b
und die Summe der Ziffern von b mit ¢. Wie groB ist ¢?

5. Die Aufgabe Nr. 5 fiir die Klasse 8 fiir Tafeln der Form m x n mit beliebigem
ungeraden n.

10. Klasse

-

Von der Mitte A% der Grundseite AC des gleichschenkligen Dreiecks ABC werde
das Lot MH auf die Seite BC gefillt. P sei der Mittelpunkt der Strecke MH.
Man zeige, dal AH senkrecht auf BP steht.

4

Welches ist der groBtmogliche Flicheninhalt fiir alle Dreiecke, deren Seiten
a, b, ¢ der folgenden Bedingung geniigen: 0 < a £ 1 b2 3?

w

. Es seien x. y, z drei paarweise voneinander verschiedene ganze Zahlen. Man
zeige, daB (v — )5 + (y — 2)% + (z — x)° durch 5(x — ») (y — 2) (z — X) teil-
bar ist.

4. Von den Zahlen ay, a4, ..., a,_1, @, sei bekannt, daB a, = a, = 0, und daf3
@y — 2a; + ap. = Ofiiralle &, (k = 1,2, ...,n — 1) gilt. Es ist zu beweisen,
daB alle Zahlen g, nicht negativ sind.

»

Gegeben seien die Zahlen a,, a,, ..., a,, by, b,, ..., b,, wobei

a, +ay+ ... +a,=b, +b,+...+85,

ist.

Man beweise, dal man in eine leere Tabelle mit m Zeilen und i Spalten héch-
stens m + n — 1 positive Zahlen so eintragen kann, daB3 die Summe der Zahlen

in den Zeilen jeweils gleich a,, a,, ..., a, und die Summe der Zahlen in den
Spalten jeweils gleich b, b,, ..., b, ist.



LOSUNGEN UND HINWEISE

1. Uber die Teilbarkeit von Zahlen

1. Erste Lésung: Wir beweisen zunéchst, daB jede Primzahl p = 5 bei der Tei-
lung durch 6 den Rest 1 oder 5 ldft, d. h. in der Gestalt 6k + 1 oder 6k + 5
mit ganzzahligem k darstellbar ist. LieBe namlich die Zahl p = 5 bei der Teilung
durch 6 den Rest 2, 3 oder 4, dann wiire sie entweder gerade oder durch 3 teil-
bar. Sie konnte also nicht Primzahl sein. Im Falle p = 6k + 1 ergibt sich
unmittelbar (6k + 1) — 1 = 12k(3k + 1). Weiter ist leicht zu sehen, daf eine
der Zahlen k und 3k + 1 gerade ist, und das bedeutet, daBl p> — 1 durch 24 teil-
bar ist. Der Fall p = 6k + 5 14Bt sich analog behandeln.

Zweite Losung: Wir betrachten die Zahlen p — 1, p, p + 1. Da p 2 5 Prim-
zahl ist, sind p — 1 und p + 1 gerade, und daraus folgt, da} eine von ihnen
durch 4 teilbar ist. Daher ist p?> — 1 durch 8 teilbar. Weiter ist eine der Zahlen
2 — 1, p, p + 1 durch 3 teilbar (denn dies sind drei aufeinanderfolgende ganze
Zahlen), und da p = 5 Primzahl ist, muf} entweder p — 1 oder p + 1 durch 3
teilbar sein.

2.p = 3.Istp # 3, soist 14p> + 1 durch 3 teilbar. Dann gilt nimlich p = 3k + 1
oder p = 3k — 1, woraus sich durch Quadrieren p? = 942 + 6k + 1 oder
p? = 9k* — 6k + 1 ergibt, und das bedeutet, daB p? bei der Teilung durch 3
den Rest 1 148t
Daraus folgt, daB 14p + 1 fiir beliebiges p durch 3 teilbar, d. h. keine Prim-
zahl ist. Fiir p = 3 ist aber 14p® 4+ 1 = 127 eine Primzahl.

3, Man benutze, daB aus ab = N folgt, daB entweder a < \/ﬁ oder b < \/E ist.

4. Wir untersuchen, welche Reste die Zahlen 2, 22,23, ...,2" ... bei der Teilung
durch 3 und 5 ergeben und erhalten
a)2,1,2,1,...,
b)2,4,3,1,2,4,3,1, ...
Jetzt bemerken wir, daB fiir alle n, die durch 4 teilbar sind, die Zahl 2” bei der
Division durch 5 den Rest 1 ergibt und daB 2" bei der Division durch 3 fiir
gerades n ebenfalls den Rest 1 ergibt. Hieraus folgt, daB die beiden gesuchten
Reste gleich 1 sind.
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5. a) Fiir n > 1 1aBt die Zahl 2" — 1 bei Division durch 4 den Rest 3. Beweisen

Sie, daB das Quadrat einer ganzen Zahl bei Division durch 4 den Rest 0 oder 1
1aBt! Fiir n = 1ist 2! — 1 = 1 Quadratzahl.
b) Ist 2" + 1 eine Quadratzahl, dann gilt2" + 1 = k2und 2" = (k + 1) (k — 1),
d.h. k + 1 = 2" k — 1 = 27 Hieraus erhalten wir, wenn wir die zweite Zahl
von der ersten abziehen, 2 = 2! — 2™, woraus sich m =1, I — m = 1 also
m=1,1=2,d. h.n=3ergibt.

6. Die Antwort heifit 0, 1, 8. Ist die Zahl » durch 3 teilbar, dann ist n> durch 9
teilbar. Ist aber » nicht durch 3 teilbar, dann hat es die Form n = 3k + 1 oder
n = 3k + 2. Das iibrige ist klar.

7. Beweisen Sie unter Benutzung des Ergebnisses der vorhergehenden Aufgabe,
daB die Zahlen 9% + 4 und 9% + 5 fiir kein ganzes & als Summie dreier Kuben
darstellbar sind!

8. Ist p keine Primzahl, so gilt 7 = k -/, und die Zahl 2 — 1 148t sich leicht in
Faktoren zerlegen:

M_1=@ - DR 2P 4 12 1)
9. Ist n keine Potenz von 2, so gilt n = 2'n’, wobei n" > 1 ungerade und / = 0

ist, dann ist aber 2" + 1 = (22)"" 4 1 durch 22" + 1 teilbar. (Dabei ist benutzt
worden, daB x* + y* fiir ungerades k durch x + y teilbar ist.)

10. 72" — 42" = (7%)" — (4®)". Man benutze jetzt, daB x* — y* fiir jedes natiirliche k
durch x — y teilbar ist.

11. Fiir gerades n. Wir beachten, daB3 323 = 1719 ist, und untersuchen, welche
Reste die Zahl 20" + 16" — 3" — 1 bei der Division durch 17 und 19 IdBt.
Wir zeigen, daB fiir gerades n beide Reste Null und daB fiir ungerades n beide
Reste von Null verschieden sind. Um z. B. zu finden, welchen Rest die in der
Bedingung der Aufgabe genannte Zahl bei der Teilung durch 19 Id8t, beachten
wir, daf3 20 den Rest 1 und 16 den Rest —3 14Bt. Das bedeutet, daB
20" + 16" — 3" — 1 denselben Rest 148t wie '

P4 (=3P~ 3 — 1= 3(—1) — 1].

Durch analoge Betrachtungen iiber den Rest, den die gegebene Zahl bei der
Division durch 17 14Bt, kommen wir zu der Feststellung, daB diese Zahl fiir
gerades 1 durch 17 und durch 19 teilbar ist, fiir ungerades # aber nicht.

2.7 -5m+dn=n-2)(n—Dnn+ 1)(#n + 2)

Unter 5 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen befinden sich stets 2 gerade
Zahlen 2k und 2k + 2, von denen eine durch 4 teilbar ist. Das bedeutet, da
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14.

15.

16.
17.

18.

19.

ihr Produkt und damit die gegebene Zahl durch 8 teilbar ist. Unter 3 aufeinander-
folgenden ganzen Zahlen gibt es stets eine durch 3 teilbare und unter 5 aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen stets eine durch 5 teilbare. Hieraus folgt die Be-
hauptung der Aufgabe (120 = 85 - 3).

Wir bemerken zunichst, daB in der gegebenen Zahlenfolge keine der Primzahlen
2,3,5,7,11, 13 vorkommen kann. Kdme némlich eine dieser Zahlen (z. B. 13)
unter den gegebenen vor, dann miiite das erste Glied p, dieser Folge gleich einer
der Zahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 sein. Nun ist die Zahl p, + p,d auch ein Glied der
Folge und daher Primzahl. Wir zeigen jetzt, daB die Differenz d der Folge durch
2,3,5,7, 11 und 13 teilbar sein muB. Wir beweisen, daB d z. B. durch 13 teilbar
ist. Es sei wie vorhin p, das erste Glied der gegebenen Zahlenfolge. Dann sind
alle Zahlen p,, p, + d, p; + 2d, ..., p; + 12d Primzahlen. Nehmen wir einmal
an, daB d nicht durch 13 teilbar wire, dann miiBten alle Zahlen p,, p, + d, ...,
p1 + 12d bei der Teilung durch 13 verschiedene Reste lassen, d. h. eine von
ihnen miiBte durch 13 teilbar sein. Genauso wird bewiesen, daB d durch 2, 3, 5,
7, 11 teilbar ist. Da d durch alle Primzahlen, die nicht groBer als 13 sind, teilbar
ist, kann d nicht kleiner als 2-3-5-7-11-13 = 30030 sein.

52n+l + 3n+22n71 =5 .2571 + 27‘6"_1.

Die Zahl 25 148t bei der Division durch 19 den Rest 6. Das bedeutet, daBl
unsere Zahl bei der Division durch 19 denselben Rest wie 5- 6" 4+ 27 - 6"~1 =
= 57-6""" 1aBt. Die letzte Zahl ist aber stets durch 19 teilbar.

Schreiben Sie die Zahl in der Form 10a + b, wobei b deren letzte Ziffer ist, und
erheben Sie sie ins Quadrat!

Das ist nicht mdglich. Benutzen Sie das Resultat der vorhergehenden Aufgabe!

Zerlegen Sie das Polynom n* + 4 = (n® + 2)? — (21)? in zwei Faktoren!

Die Zahl
A+b+cd—a—b—c=ala—1D(@+1)+bb—-1)(b+1)+clc—1(c+1)
ist immer durch 6 teilbar. Das bedeutet a® + 6> + ¢® und @ + b + ¢ sind beide

gleichzeitig entweder durch 6 teilbar oder nicht durch 6 teilbar.

2 m

3
li+_>’_£=1n(rn+l)(m+2)
6

6

20. Ermitteln Sie die Quersumme der genannten Zahl, und tiberzeugen Sie sich, daB

sie durch 3, aber nicht durch 9 teilbar ist, woraus sich ergibt, daB sie keine
Quadratzahl sein kann!
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21. Vergleichen Sie die Reste, die die Zahl 2" und ihre letzte Ziffer bei der Division
durch 3 lassen! Diese Reste sind in den Féllen, in denen die letzte Ziffer der
Zahl 2" von 6 verschieden ist, einander gleich. Daraus ergibt sich, daB die Zahl a
durch 3 teilbar ist.

22. Berechnen Sie, welchen Rest die Gesamtzahl der Papierbdgen bei der Division
durch 9 1dBt, und benutzen Sie die Tatsache, daB die Zerschneidung eines
Papierbogens in 10 Teile die Gesamtzahl der Blatter um 9 vermehrt, so daB der
Rest, der bei der Division der gesamten Blitterzahl durch 9 bleibt, nicht ver-
dndert wird! Die Zahlen 15 und 1963 lassen aber bei der Teilung durch 9 ver-
schiedene Reste.

23.2-3-5-7-11 + 1 = 2311
24.2-3-5- .. p, + 1

25. Wiire die Menge der Primzahlen endlich, dann wire die Zahlp,-p,-ps-...-p, + 1,
wobei p, " p,* ps- ... " p, das Produkt aller Primzahlen bedeutet, zusammen-
gesetzt und daher durch eine von ihnen teilbar.

26. Wir betrachten die Zahl 1-2-3-4-...+ (N + 1) = (N + 1)!. Dann sind alle
Zahlen (W + D!+ 2, (N + D!+ 3, ..., (N + 1)! + N + 1 zusammengesetzt.

27. Angenommen, es gibe nur eine endliche Anzahl solcher Primzahlen. Betrachten
Sie die Zahl 4p, - p, - ... " p, — 1, wobei p; * p, * ... - p, das Produkt aller Prim-
zahlen der Form 4k + 3 ist! Beweisen Sie, daB} diese Zahl einen Primteiler der
Form 4k + 3 hat, der von p,, p,, ..., p, verschieden ist oder selbst Primzahl ist!

28. Wir betrachten alle Zahlen der Form N? mit ganzzahligem N und beweisen, daf3
es unendlich viele Zahlen gibt, die sich nicht in der verlangten Weise darstellen
lassen. Es sei N2 = p + n?. Dann gilt (N — n) (N + n) = p. Da p Primzahl ist,
muB N — n = 1sein,d.h.p = 2N — 1 und das bedeutet: Dafiir, daB die Zahl N2
in der geforderten Weise darstellbar ist, ist notwendig, daB die Zahl 2N — 1
Primzahl ist. Es ist klar, daB es unendlich viele ganze Zahlen N gibt, fiir die die
Zahl 2N — 1 zusammengesetzt ist.

2,027 + DR+ 1) QLD 2T+ D)
=Q2-1D'Q+D- 2+ .. =@ -D 2+ Q2+ 1)-...
=2 -1+ 1. =21
**3(, Unter Benutzung des Resultates der vorhergehenden Aufgabe erhalten wir
QT+ D—2=2"-1=Q+ DR +D-Q¥+ 1) ...- -1 1),
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33.

3s.

. Alle ganzen Zahlen g, 2g¢, ..., [

d. h.
24 =R+ R+ DR+ DR+ D)+ 2

Daraus folgt die Behauptung der Aufgabe. Da je zwei Zahlen der Form 22" + 1
teilerfremd sind, ist die Zahl 22" + 1 entweder Primzahl oder sie hat nur solche
Primteiler, durch die keine andere Zahl der Folge 22" teilbar ist. Hieraus folgt
leicht die Behauptung der Aufgabe 25.

1

1
< = =~-2;|=—=-|=~1; [0] =0; = Iy -|=2; [3,99] = 3.
) [~ 1,81 = 2 [ 2] 1 0] = 05 (1] = i [22] [3.99]

b) 1. Ist offensichtlich.

2. Wir bemerken, daB i

= I:;:‘ +a mit 0 <« =1 gilt, woraus sich

|7

E = [%] +p, mit0Sp<1,dnh %}’i =k [g:l + kB ergibt. Hieraus folgt
unmittelbar, da l:/—;f] >k (:;—I:l gilt.

ﬁjl g, sind nicht groBer als NV und durch g teil-

q
bar; (I:E:, + 1>q > N.
q :
[a]

Ist ;—1; m und sind m = 0 sowie » > 0 ganze Zahlen, so gilt % = m.

. Entsprechend dem Resultat der Aufgabe 32 gibt es genau ,:E Zahlen, die

2 3

P
nicht groBer als » und durch p teilbar sind, [i:l die durch p?, [l:l. die
4 p

durch p? teilbar sind, usw. Zur Berechnung der héchsten Potenz von p, durch
die n! teilbar ist, hat man alle diese Zahlen zu addieren. Wir erhalten

n n n n
1)) -+ [

p p p 4
Dabei ist k so zu wihlen, daB p* < n und p**' > n ausfillt also [—%] =0
ist. 4

Die héchste Potenz der Zahl p, durch die n! teilbar ist, ist gleich

3 ) )
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37.

38

Diese Zahl ist kleiner als n, denn es gilt:

n n n n n n n
[—]+[—2]+...+[—{I<—+-§+...+—k+...< s n.

P p P p P p p—1
Es sei p eine beliebige Primzahl. Auf Grund des Resultates der Aufgabe 34 ist
die hochste Potenz der Zahl p, durch die (n!)! teilbar ist, gleich

2+

Unter Benutzung der Formel aus Aufgabe 31 erhalten wir daraus

2 B (B

Auf Grund der Bedingungen der Aufgabe gilt

a=qgb+r, mit 0<r, <b;
b=gqry+1r, mt 0<r,<r;

Fyo=qary +ry mit _0<ry < ry;

Tw—2 = Quim—1 + rm mit 0 <7, <rp-yq.

Dabei ist die Folge der natiirlichen Zahlen &, ry, ry, 13, ..., r,, abnehmend, und
das bedeutet, daB der ProzeB der wiederholten Division schlieBlich abbricht, d. h.
einer der Reste r,,_; ist durch r,, teilbar, also r,,_; = ¢,,+ 17, Unsere Gleichungs-~
kette nimmt jetzt die folgende Gestalt an

a=qb+ry;
b= gory + 135

ry = galy + 735

Fn—2 = Qulm-1 + T3
et = Gm+ 1

Beweisen Siz nun, daB r, durch jeden gemeinsamen Teiler der Zahlen a und &
teilbar ist und umgekehrt r,, gemeinsamer Teiler von @ und b ist. Das bedeutet
aber, daB r,, der gréBte gemeinsame Teiler von « und b ist. Die vorliegende Auf-
gabe gibt ein einfaches und handliches Verfahren zur Auffindung des g. g. T.
zweier Zahlen an.

Es wird auch EUkLIDischer Algorithmus genannt.



38. Man driicke r,, durch & und b unter Benutzung der Gleichungskette der vorigen
Aufgabe aus.

39. Beweisen Sie unter Benutzung des EukLiDischen Algorithmus, daB der g. g. T.
der Zahlen 2°~" und 2°"" gleich 2°~! ist, wenn d der g. g. T. von p und g ist.

40. Zerlegt man in der Gleichung x™ = y" die Zahlen x und y in ihre Primfaktoren

x=phtplee o pb y =plt-ple - plr, so erhilt man

Pt g = PP B e

Vergleicht man auf beiden Seiten die Exponenten von p,, so ergibt sich

kym = lin, d. h. I—C—‘ =2, Da m und n teilerfremd sind, kann der Bruch =
. om . m

nicht gekiirzt werden. Folglich gibt es eine ganze Zahl 4, , so daf3

ky=dmn, I, =dm

ist. Genauso beweist man, daB fiir gewisse ganze Zahlen d,, ..., d,

ky,=dmn, I, =dm,

k., =dn, I, =dm

gilt. Bezeichnet man die Zahl p{* - p%2- ... - pi mit 7, dann ergibt sich aus den

hergeleiteten Gleichungen x = #" und y = ™. Andererseits ist klar, daB x = "
und y = ¢™ fiir jedes ganze t =0, +1, 2, ... eine Losung der Gleichung
x™ = " sind. Da wir oben bewiesen haben, daB jede Losung in dieser Gestalt
darstellbar ist, geben diese Formeln alle Losungen der Gleichung x™ = y” an.

. Angenommen, es sei 1g2 = ﬂ, dann miifite 10™ = 2" sein, was fiir ganzzahlige
m und n unmdglich ist. n

4

ey

4

N

. Sind a und b zwei teilerfremde ganze Zahlen, fiir dic log, b = 2 ist, dann muB
q

a” = b%sein. Aus dem Resultat der Aufgabe 40 folgt, daB es dann eine positive
ganze Zahl 7 derart gibt, daB ¢ = % und b = ¢7 ist.

2. Uber den ,,DIRICHLETschen Schubfachschlufi*

43, Bei der Teilung einer beliebigen Zahl durch 7 ergibt sich als Rest eine der Zahlen
0,1,2,...,n — 1, d. h,, es gibt insgesamt » voneinander verschiedene Reste.
Daher kann man unter » + 1 Zahlen sicher zwei finden, die bei der Teilung
durch n den gleichen Rest lassen. Die Differenz dieser Zahlen ist dann durch n
teilbar,
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44. Es werden die Zahlen 1, 11, 111, ..., 11 ... 1 betrachtet, womit die Aufgabe auf
n+1

die vorhergehende zuriickgefiihrt ist.

45. Es werden die Zahlen betrachtet, die man erhélt, wenn man die Zahl M einmal,
zweimal, dreimal ... 1964mal hintereinander schreibt, ganz entsprechend wie in
der vorhergehenden Aufgabe.

46. Es seien xy, X5, ..., X1000 diese Zahlen. Wir bilden die Reste der Zahlen
Xps X1 F X2, X1 + X3 + X3, .00, X1 + X3+ .00+ Xy000
bei der Division durch 1000. Unter diesen Resten kommt entweder 0 vor, oder
es gibt zwei Summen mit gleichem Rest. Die weitere Losung der Aufgabe ver-
lauft wie in Aufgabe 43.

47. Es gibt nur eine endliche Anzahl von Mdglichkeiten, ndmlich 10*, um die
letzten vier Ziffern in verschiedener Weise auszuwihlen. Daher miissen in
unserer Folge zwei gleiche Quadrupel vorkommen, mit anderen Worten, man
kann zwei Zahlen n, und no, + ¢ derart finden, daB die letzten Ziffern der
Zahlen 6™ und 6™** {ibereinstimmen (6"*' — 6" = 10*-m, m ganzzahlig).
Dann stimmen natiirlich auch bei den Zahlen 6™*' und 6*'*! die letzten
vier Ziffern iiberein (6™**** — "' = 10*- 6m), und allgemein stimmen bei
den Zahlen 6" und 6"*" fiir jedes n > n, die letzten vier Ziffern iiberein
(6" — 67 = 10*- 6" " m).

48. Ja. In der Folge 3, 32, ..., 3" gibt es zwei Zahlen, deren letzte vier Ziffern iiber-
einstimmen: 3% und 3', k < /, 3' — 3* = 10* - m. Es ist nicht schwer zu zeigen,
daB 3'~* eine gesuchte Potenz von 3 ist, d. h., daB 3'~* — 1 = 10*m,, m, ganz-
zahlig gilt.

49. Man braucht nur die gleichen Uberlegungen anzustellen wie bei der Aufgabe 47.
Unter 106 + 1 Gliedern der Folge muB es zwei Paare aufeinanderfolgender
Glieder geben, bei denen die letzten drei Ziffern {ibereinstimmen. (Es gibt ndm-
lich nur 10° Kombinationen aus zwei dreistelligen Zahlen.) Nun ist aber leicht
zu sehen, daB sich aus den letzten drei Ziffern eines Paares aufeinanderfolgender
Glieder der Folge die letzten drei Ziffern der diesen folgenden und vorangehenden
Gliedern der Folge bestimmen: Hieraus ergibt sich, daB die Folge der letzten
drei Ziffern periodisch ist und die Periode nicht groBer als 106 -+ 1 ist. Denken
wir uns aber diese Periode von einer gewissen Stelle an nach links fortgesetzt,
so erhalten wir die Ziffern 999, 001, 000, 001, 001. Hieraus folgt die zweite Be-
hauptung dieser Aufgabe.

50. Man betrachte die 25 Zahlenpaare (1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8), ..., (25, 50) und
beweise, daB unter 26 beliebigen natiirlichen Zahlen von 1 bis 50 die beiden
Zahlen eines dieser Paare zu finden sind. Fiir 25 Zahlen ist die Behauptung
nicht richtig, wie das Beispiel 26, 27, ..., 50 erkennen 14Bt.
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S1. Es seien 0 < a; < @, < ... < a,, diese Zahlen. Man betrachte die n Zahlen
a, — a;,ay — ay, ..., a,,; — a, und die n Zahlen a-, as, ..., a,,,. Da alle
diese Zahlen kleiner als 2n sind, kann man aus der ersten Folge eine Zahl finden,
die gleich einer gewissen Zahl aus der zweiten Folge ist: @, — a, = a;, woraus
a, = a, + a, folgt.

52. Auf einer Fliche von 1km x 1km kann man 4560 Rechtecke der GroBe
10m x 20 m unterbringen — 95 lings der einen und 48 lings der anderen
Seite, so daf3 zwischen ihnen ein Streifen von mindestens 0,5 m frei bleibt. Da
in dem Wald insgesamt 4500 Bdume wachsen, gibt es mindestens 60 von diesen
Rechtecken, in denen keiner der Bdume wichst.

3. Zur Ebenen Geometrie !

53, Die Seiten BC und AD werden parallel-verschoben, so daB die Punkte B und
A in den Punkt M fallen. Verbinden Sie die Endpunkte C’ und D’ der verscho-
benen Strecken, und beweisen Sie, daB MN Seitenhalbierende im Dreieck MC"D’
ist! Zeigen Sie dann, daf} die Seitenhalbierende MN des Dreiecks MC’D’ kleiner
ist als die halbe Summe der Seiten AD' und MC’, d. h. kleiner als 'Q—:ﬂ

54. Verschieben Sie die Kreislinie parallel zu der Geraden / um a!

55. Auf der Geraden /, gibt es zwei Punkte 4 und C, deren Abstand von /, gleich a
ist. Ebenso gibt es auf der Geraden /, zwei Punkte B und D, deren Abstand von
I, gleich a ist. Der geometrische Ort ist die Randlinie des Vierecks 4BCD.

56. Drehen Sie die Kreislinie S um 180° um den Punkt 4!

57. Es sei ABCD ein gegebenes Viereck. Dann sind die Verbindungslinien der Mittel-
punkte der Seiten 4B und BC und der Seiten BC und CD zu der Diagonalen 4C
parallel und halb so lang wie diese.

58. Die Strecke zwischen den Schnittpunkten der gesuchten Geraden mit den
Schenkeln des Winkels muf3 im Punkte A halbiert werden.

p Beweis: Wir Kkonstruieren ein_solches
Dreieck DBC, daB3 dessen Seite BC durch
den Punkt 4 geht und AB = AC ist
(Abb. 1.1.). Es sei A MEF ein beliebiges
Dreieck, dessen Seite EF durch den Punkt A
geht (ME < MB). Wir beweisen, daB
Samer > Sampc gilt. Es gilt ndmlich
Saape < Saurc, da Saurc =£L_\AF'E ist

Abb. 1.1. a (F' liegt so, daB die Strecke BF’ gleich

! Beachten Sie bitte den Hinweis auf Seite 71!
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lang und parallel zu CF ist). AuBerdem gilt:
Samer = Somsc — Soaes + Soacr > Sopmc-
Damit ist bewiesen, daB A MBC den kleinstmdglichen Fldcheninhait hat. Die

Konstruktion von BC ist aus der Abbildung zu erkennen (MA = AD, BD | MC).

59. Nehmen Sic auf einer der Kreislinien irgendeinen Punkt und drehen Sie eine

beliebige der anderen Kreislinien um diesen Punkt um 60°!

60. Es seien O,, 0,, O, und O, die Mittelpunkte der Quadrate iiber den Seiten

AB, BC, CD bzw. AD des Parallelogramms ABCD. Beweisen Sie, da bei einer
Drehung um 90° um den Punkt O, der Punkt O, in Oj iibergefithrt wird!

61. Man kann annehmen, daB die Strecke O fest ist. Dann liegen die Spitzen aller

Dreiecke OAB, deren Seite OB gleich b ist, auf der Kreislinie S mit dem Mittel-
punkt 4 und dem Radius b. Der geometrische Ort der Ecken C aller gleich-
seitigen Dreiecke ABC ist die Kreislinie, die man aus S durch eine Drehung um
den Punkt 4 um 60° erhilt. Hieraus erkennt man, daf OC dann maximal ist,
wenn OC = a + b und ¥ AOB = 120° ist. Das Minimum fiir OC ist gleich
a — b (wenn g > b) und wird angenommen, wenn ¥ AOB = 60° ist.

62. Drehen Sie das Dreieck B'BB’ um 90° um den Punkt B!

63. Drehen Sie das Quadrat um den Punkt P um 60°.

64. Betrachten Sic den Punkt 4’, der spiegelbildlich zum Punkte 4 in bezug auf die

Gerade  liegt. Der Punkt X ist der Schnittpunkt der Strecke A’B mit der Ge-
raden /.

65, Esseien A’ und A" die Spiegelpunkte von A beziiglich der Schenkel des gegebenen

Winkels. Die Schnittpunkte der Strecke A’A"" mit den Schenkeln des Winkels
sind Ecken des gesuchten Dreiecks.

66. Tragen Sie auf jedem Schenkel des Winkels von der Spitze eine Strecke der

Linge 12—) ab! Schlagen Sie den Kreis, der die Schenkel des Winkels in den

Enden dieser Strecken beriihrt! Die Tangenten an diese Kreislinie, die durch
den Punkt 4 gehen und die Schenkel des Winkels zwischen den Berithrungs-
punkten der Schenkel mit dem Kreis und der Spitze des Winkels schneiden,
sind dann die Losungen der Aufgabe.

67. Konstruieren Sie den beziiglich der Geraden MN achsensymmetrisch zu B
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gelegenen Punkt B’ und danach den Kreis um B’, der die Gerade MN beriihrt!
Einer der Schnittpunkte X von MN mit den durch den Punkt A gehenden Tan-
genten an den Kreis ist der gesuchte Punkt.



68.

69,

70.

7

—

T2

3.

74.

75,

76.

a) Ja. b) Ja.

Ein Kreisbogen (und dessen Spiegelbild an der Strecke AB). Man beachte, daB
der gegebene Winkel an der Spitze durch den Schnittwinkel der Winkelhal-
bierenden der beiden anderen Winkel eindeutig bestimmt ist.

Es sei O der Mittelpunkt des gegebenen Kreises S und S’ der Kreis mit dem
Durchmesser 40. Der gesuchte geometrische Ort besteht aus allen Punkten des
Kreises S, die innerhalb des gegebenen Kreises S liegen.

. Es sei O der Mittelpunkt des Kreises durch MBC, O, der Mittelpunkt des

Kreises durch ABC, N der Mittelpunkt von BM und L der Schnittpunkt von
ON und BD. Beweisen Sie, daB das Dreieck 0O, L gleichschenklig ist!

Es seien ein Dreieck 4BC und ein Kreissektor vom Radius R mit dem Zentri-
winkel « gegeben. Statt das Dreieck 4BC in den Sektor einzubeschreiben, wird
einem gegebenen Dreieck ein vorgegebener Sektor umbeschrieben. Konstru-
ieren Sie dazu iiber jeder Dreiecksseite ein Segment mit dem Umfangswinkel «,
und ermitteln Sie auf dem Bogen jedes dieser Segmente Punkte, deren Abstand
von der gegeniiberliegenden Ecke gleich R ist! In diesen Punkten miissen die
Ecken des Sektors liegen. Die Aufgabe hat hichstens 6 Losungen.

Es seien O, und O, die Mittelpunkte der gegebenen Kreise und / eine beliebige
durch den Punkt 4 gehende Gerade, die S; im Punkte B, schneide. Zichen Sie
durch O, eine zu / parallele Gerade und fillen Sie vom Punkte O, auf diese
das Lot 0,K! Beweisen Sie sodann, daB 0,K halb so lang wie B, B, ist! Danach
bereitet die Konstruktion der geforderten Geraden keine Schwierigkeiten mehr.

Das gegebene Dreieck habe die Winkel «, f3, ¥ und die Seiten a, b, ¢. Kon-
struieren Sie iiber den Strecken M, M, und M, M; Bdgen mit den Umfangs-
winkeln x und § (oder & und y, § und'y), und erginzen Sie diese Bogen zu Kreis-
linien! Benutzen Sie sodann das Resultat der vorhergehenden Aufgabe!

Die Aufgabe 148t sich auf die vorhergehende zuriickfiihren.

Fiir k # 1 ist der geometrische Ort die Kreislinie mit den Durchmesser K, K,
wenn die Punkte K, und K, auf der Geraden durch 4 und B so liegen, daB
K, _ K
BK, BK,
ein beliebiger Punkt des gesuchten geometrischen Ortes ist, und konstruieren
Sie die Winkelhalbierenden des Winkels AMB und des entsprechenden Auflen-
winkels! Beweisen Sie sodann, daB3 diese Winkelhalbierenden aufeinander senk-
recht stehen und die Gerade durch 4 und Bin den Punkten K, und K, schneiden!

= k gilt. Betrachten Sie zum Beweis das Dreieck 4 M B, wobei M
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77. Es sei X der Berithrungspunkt des gesuchten Kreises mit der Geraden / und M

der Schnittpunkt der Geraden durch AB und /. (Sollten diese Geraden parallel
sein, so ist der Punkt X leicht zu finden.) Es ist leicht zu sehen, daB
MB - MA = AX? gilt, wonach der Punkt X miihelos zu finden ist.

78. Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Punkte, von denen aus eine gegebene

Strecke unter einem gegebenen Winkel erscheint, und den geometrischen Ort
aller Punkte, von denen aus eine gegebene Kreislinie unter einem gegebenen
Winkel erscheint! Die Schnittpunkte der genannten geometrischen Orter bilden
die Losungen der Aufgabe.

79. Beweisen Sie zundchst, daBl die Spiegelpunkte des Hohenschnittpunktes an den

drei Dreiecksseiten auf dem Umkreis dieses Dreiecks liegen und daB3 die Bogen
zwischen ihnen in den Ecken des Dreiecks halbiert werden!

80. Es seien die drei Strecken &, A, h, gegeben, die die Hhen des gesuchten Drei-

y . . . . . hl
ecks sind. Beweisen Sie, daB das Dreieck mit den Seiten /i,, i, und ally

dem gesuchten dhnlich ist! te

81. Ziehen Sie durch den Punkt N die Parallele zu CD! Es sei S der Schnittpunkt

dieser Geraden mit AC. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AMP und PNS

erhalten wir 'i_A—l = g, so daB aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ANS und
NS PSS _

ACD die Beziehung i\f = g = A:—

" 4ab_cD_4C

AS = BAC und PS = AC — AP, und

=p folgt. Daher gilt NS = §CD,

die erste Gleichung kann in der fol-
AM 4P
fCD BAC — 4P

aff
x+ B

genden Weise geschrieben werden:

. 5 AP ;
Hieraus erhaiten wir leicht, dal — = gilt.
A

82. Nehmen Sie auf der Geraden durch AB einen beliebigen Punkt Q an, und

suchen Sie auf der Geraden durch BP einen Punkt, dessen Abstand vom Punkte
Q gleich dem Abstand des Punktes Q von der Geraden durch BC ist! Benutzen
Sie sodann Ahnlichkeitssitze!

83. Es sei 4,4, ... A, der gegebene Polygonzug. Benutzen Sie die Tatsache, daB

die Lédnge einer Strecke nicht groBer ist als die Summe der Léngen ihrer Pro-
jektionen auf zwei zueinander senkrechte Geraden!

84. Es sei O der Schnittpunkt zweier gegebener zueinander senkrechter Geraden.
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85.

86.

87.

388.

mit dem Radius 1, die auBerhalb des Quadrates liegen, dessen Ecken die Schnitt-
punkte des Randes dieser Kreisscheibe mit den gegebenen Geraden sind. Be-
nutzen Sie zum Beweis das Resultat der vorhergehenden Aufgabe und ermitteln
Sie den geometrischen Ort aller Punkte, fiir die die Summe der Abstéinde von
zwei gegebenen Geraden gleich 1 ist!

Beweisen Sie zunichst folgendes: Sind /; und /, Symmetrieachsen irgendeiner
Figur, dann ist die zur Geraden /, in bezug auf /, spiegelbildlich gelegene Ge-
rade ebenfalls eine Symmetrieachse dieser Figur, Zeigen Sie danach: Schnitten
sich irgend drei Symmetrieachsen nicht in einem Punkt, d. h., erzeugten sie ein
Dreieck, so kénnte man durch Spiegelung dieses Dreiecks an seinen Seiten
unendlich viele verschiedene Symmetrieachsen erhalten, was aber nicht moglich
ist!

Es seien A4, B und C drei gegebene Punkte. Ist das Dreieck 4BC stumpfwinklig
oder rechtwinklig, dann enthilt die Kreisscheibe, deren Mittelpunkt in der
Mitte der dem stumpfen oder rechten Winkel gegeniiberliegenden Seite liegt
und deren Radius gleich der halben Linge dieser Seite ist, alle drei Punkte

A, B und C. Es ist klar, daBl der Radius nicht groBer als l < L ist. Ist aber

2 /3
Y
das Dreieck ABC spitzwinklig und R der Radius des Umkreises, dann ist, da
einer der Bogen ,ﬁ?, éz‘, AC mindestens 120° betriigt, aber die entsprechende

Sehne nicht groBer als 1 ist, R < L_

3

a) Wir schlieBen alle diese Punkte in irgendeine Kreisscheibe ein und ver-
kleinern diese (eventuell unter Verschiebung des Mittelpunktes). Nur in einem
der beiden folgenden Fille wird uns die Verkleinerung des Kreisradius nicht
gelingen. 1) Zwei der gegebenen Punkte liegen auf dem Rande der Kreisscheibe
einander diametral gegeniiber. 2) Drei von den gegebenen Punkten bildeg die
Ecken eines dem Kreise einbeschriebenen spitzwinkligen Dreiecks. Da man
aber nach Voraussetzung stets drei und daher erst recht zwei der Punkte in eine
Kreisscheibe vom Radius r einschlieBen kann, kann in beiden Fillen der Radius
der Kreisscheibe, die wir erhalten, nicht gréBer als r sein.

b) Dies folgt unmittelbar aus dem Ergebnis der Aufgabe a) und der vorher-
gehenden Aufgabe.

Der an das Vieleck angrenzende Streifen besteht aus Rechtecken der Hohe 1,
die iiber den Seiten des Vielecks errichtet sind, und den verbleibenden Vierecken.
Die Summe der Flicheninhalte der Rechtecke ist 12. Die Vierecke kann man
so parallel verschieben, daB sie zusammen ein Vieleck bilden, welches einem
Kreise vom Radius 1 umbeschrieben ist. Daher ist die Summe ihrer Flichen-
inhalte groBer als = > 3.
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89. Man verbinde den Punkt M mit den Ecken des Vielecks und betrachte die
Flacheninhalte der sich ergebenden Dreiecke.

90. a) Den Punkt P findet man als Schnittpunkt zweier Bogen, die iiber zwei
Seiten des Dreiecks errichtet sind und zu einem Umfangswinkel von 120° ge-
horen.t.

b) Der Winkel zwischen den konstruierten Geraden betrégt 160°.

¢) Es ist klar, daB man sich auf die Betrachtung von Punkten beschrianken kann,
die nicht auBerhalb des Dreiecks ABC liegen. Fiir jeden solchen von P ver-
schiedenen Punkt ist die Summe der Abstdnde zu den Ecken 4, B, C groBer
als die Summe der Abstinde zu den Seiten des gemiB b) konstruierten gleich-
seitigen Dreiecks, die nach der vorhergehenden Aufgabe konstant und gleich
P4 + PB + PCist.

91. a) Die Hohe auf der Seite « ist nicht groBer als b.

b) Der Flicheninhalt jedes der vier Dreiecke, die von zwei Seiten und einer
Diagonalen des Vierecks gebildet werden, 146t sich unter Benutzung von a) ab-
schitzen. Die Summe dieser Flicheninhalte ist gleich dem doppelten Inhalt des
Vierecks.

92. In einer Kreisscheibe vom Radius 10 kann man nicht 400 Kreisscheiben vom
Radius 1 so unterbringen, daB keine zwei einander iiberlappen, denn die Summe

ihrer Flicheninhalte 4007 ist gleich dem Flicheninhalt der groBeren Kreis-
scheibe, ndmlich 100 7.

93. Der Mittelpunkt der gesuchten Kreisscheibe darf nicht weniger als 0,5 von den
Seiten des Rechtecks oder eines der Quadrate entfernt sein. Fiigen wir zu jedem
der Quadrate alle Punkte hinzu, die von diesen einen kleineren Abstand als
0,5 haben, so erhalten wir eine Figur (ein Quadrat mit abgerundeten Ecken)
®nit dem Fldcheninhalt 3 + 0,25z. Diese Figuren kénnen nicht das Rechteck
19 x 24 uberdecken, auch dann nicht, wenn sie nicht iibereinandergreifen, da
120(3 + 0,257) < 19 x 24 ist.

94. Der Flicheninhalt des Dreiecks DEC ist gleich der Summe der Flicheninhalte
der Dreiecke ADF und FBC.

95, Eine der vielen Lésungsmoglichkeiten ist die folgende:
-Wir wihlen einen von den n Punkten 4. Von diesem aus ziehen wir einen Strahl
und verbinden, indem wir ihn um die Ecke A4 drehen, die iibrigen Punkte in der
Reihenfolge, in der sie der Strahl trifft. Den ersten und den letzten von ihnen
verbinden wir mit dem Punkt «.

1 Man iiberlege sich, daB der Schnittpunkt tatsichlich im Innern des Dreiecks liegt. (Anm. d.
Herausgeb. d. dtsch. Ausg.)
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96.

Ol

98.

99.

100.

10

=1

102.

103.

Die Strecken des Polygonzuges zerfallen in Paare einander schneidender.
Daher ist ihre Anzahl gerade. Ein Beispiel fiir » = 6 ist der Polygonzug
4,B,A3B;A;,B3A4,, wenn A, A,, A; die Ecken eines reguldren Dreiecks mit
dem Mittelpunkt O und B,, B,, B; die Mittelpunkte der Strecken OA,, O4,,
04, sind. Aus diesem Beispiel erhilt man miihelos Beispiele fiir n = 8, 10, 12
usw.

Es sei A;A4, ... A, ein regulires n-Eck. Betrachten Sie den Linienzug 4,, 43,
As ... (dabei sind alle Ecken durch einen einzigen Linienzug verbunden)!

Nehmen Sie zwei Punkte mit groBtem Abstand, und konstruieren Sie zwei
Kreisscheiben vom Radius 1, die diese Punkte als Mittelpunkte haben! Be-
weisen Sie dann, daB alle Punkte im Innern dieser Kreisscheibe liegen!

4. Zur Geometrie des Raumes

Je zwei dieser Strecken bilden die Diagonalen eines Parallelogramms, welches.
von Mittellinien der Seitenflichen gebildet wird.

Nein. Betrachten Sie die lingste Kante des Tetraeders!

. Es sei ABCDA'B'C'D’ ein Parallelepiped, bei dem sich keine zwei Kanten recht--

winklig schneiden. Man kann annehmen, daB die Winkel bei 4 und A’ in den
Grundflichen ABCD und A’'B'C'D’ stumpf und daher die bei B und B’ spitz
sind. Betrachtet man die Seitenfliche ABA'B’, so sicht man, daB entweder in
der Ecke 4 zwei stumpfe Winkel, also in der Ecke B zwei spitze oder in der Ecke
A’ zwei stumpfe, also in der Ecke B’ zwei spitze liegen. Jetzt ist klar, daB, wie
auch die stumpfen Winkel auf den Seitenflichen ADD’A’ und BCC'B’ liegen
mdgen, von genau einer der Ecken 4, B, A’, B’ zwei stumpfe oder zwei spitze
Winkel ausgehen miissen.

In den Ecken C’, D', C, D liegen die Verhiltnisse wegen der Zentralsymmetrie
eines Parallelepipeds in bezug auf seinen.Mittelpunkt genauso.

n + 1 Kanten. Das Polygon, das als Schnitt entsteht, kann nicht mehr als
n + 1 Seiten haben, denn die Anzahl der Seitenflichen der Pyramide ist n + 1.
Andererseits schneidet die Ebene, welche durch die Mitten zweier benachbarter
Kanten der Grundfliche und die Mitte der Héhe der Pyramide geht, alle Seiten-
flichen, d.h. n + 1 Kanten. Fiir Prismen lautet die Antwort entsprechend
n + 2 Kanten.

Eine der moglichen Lésungen ist folgende:
In einem Polyeder mit 7 Kanten kann keine Fliche mit 4 oder mehr Kanten
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vorkommen, da es sonst auBer den 4 noch wenigstens weitere 4 Kanten, die von
den Ecken ausgingen, insgesamt also mindestens 8 Kanten hitte. Aus Dreiecken
kann es aber auch nicht zusammengesetzt sein, denn ein Polyeder, das aus m

Dreiecken besteht, hat §2ﬁ Kanten.

Ein Beispiel eines Polyeders mit 2» Kanten (n = 0) ist eine n-seitige Pyramide.
Ein Polyeder mit 2n + 3 Kanten (n = 3) erhélt man aus einer n-seitigen Pyra-
mide, wenn man auf einer ihrer Seitenflichen ein Tetraeder aufsetzt.

104. Es seien /iy, h,, ..., 1, die Abstinde der Punkte A4, 4,, ..., A, von den ge-
gebenen Ebenen. Dann ist das in der Aufgabe genannte Produkt gleich
hy hy hs  hyy Ry

hy hs he  hy Iy

105. Jedes Polygon kann man in Dreiecke und Trapeze zerlegen, deren Grundseiten
zu einer horizontalen Ebene parallel sind. Dazu braucht man nur durch alle
ihre Ecken horizontale Ebenen zu legen. Fiir diese Dreiecke und Trapeze ist
aber die Behauptung der Aufgabe leicht einzusehen, denn ihre Grundseiten
bleiben bei der Projektion erhalten, wihrend die Hohen mit cos « multipliziert
werden.

106. Man braucht das Parallelepiped nur so zu legen, daB die Ebene durch die End-
punkte dreier on einer Ecke A ausgehenden Kanten des Parallelepipeds hori-
zontal liegt. Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daf die Flache des Sechsecks

(Abb. 1.2.), die die Projektion des Parallelepipeds ist,

stets einen doppelt so grofien Inhalt hat wie die schraffierte

Dreieckfliche, die Projektion des Schnittes des Parallel-

epipeds mit der obengenannten Ebene. (Wir nehmen

an, daB die Ecke 4 oben liegt.) Dann bleibt nur noch zu
zeigen, daB der Flacheninhalt der Projektion des Dreiecks
maximal ist, wenn das Dreieck parallel zu einer hori-
zontalen Ebene liegt, (Dies folgt aber aus dem Resultat
Abb. 1.2 der vorhergehenden Aufgabe.)

0

107. Die Projektion eines Tetraeders ist entweder ein Dreieck oder ein Viereck. Im
ersten Fall ist klar, daB der Flicheninhalt der Projektion nicht gréBer ist als
der Inhalt einer Seitenfliche. Im zweiten Fall (Abb. 1.3.) ist dieser doppelt so
groB wie der Flicheninhalt des Parallelogramms, welches der Schnitt des Tetra-
eders mit einer durch die Mitten von vier Kanten gehenden und zu den zwei
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iibrigen Kanten parallelen Ebene ist. Die weiteren Uberlegungen verlaufen wie
in der vorhergehenden Aufgabe. Eine regulire dreiseitige Pyramide muB8 man

im Falle b > a73 so legen, daB eine Kante der Grundfliche und eine
Kante ciner schrigen Seitenﬂz’icl}e horizontal liegen,

wihrend man im Falle b £ a 223 die Grundfliche in

eine horizontale Ebene legen muB. (Der Flicheninhalt

der Projektion ist im ersten Falle gleich @ und im

zweiten a” ?)

108. Man verbinde den Mittelpunkt der Kugel mit den Ecken des Polyeders und
bilde die Summe der Volumina der entstehenden Pyramiden.

109. a) Fiir die Existenz einer solchen Kugel ist notwendig und hinreichend, daB die
den Seitenflichen einbeschriebenen Kreise jede der Kanten in ein und demselben
Punkte berithren: Die Kante 4B im Punkte P, BC in Q, CA in R, AD in L,
BD in M, CD in N. Fiir die Punkte P, Q, R, L, M, N miissen die Gleichungen
AP = AR = AL = a; BP = BQ = BM = b usw. erfiillt sein.

Es ist nicht schwer zu zeigen, daf fiir die Existenz solcher Punkte die Bedingung

4B + CD = AC + BD = BC + AD
T R
X azi(AB+AC—BC)=5(AC+AD—CD);
s o e o o e o e
b=;(BA+BC—AC)=§(BA+BD—AD)=§(BC+BD—-CD) usw.

hinreichend ist.

b) Beriihrt die Kugel die Kanten 4B, BC, CA und die Verlidngerungen der
Kanten 4D, BD und CD, dann nimmt die Bedingung die Gestalt 4B — CD
= BC — AD = CA — BD an. Der Beweis verliuft analog wie unter a).

Es sind lediglich drei Inkreise durch Ankreise zu ersetzen.

¢) Aus den genannten Bedingungen folgt unmittelbar, daf3 es dann und nur
dann zwei Kugeln vom Typ b) gibt, wenn gegeniiberliegende Kanten gleich
Jang sind. In diesem Falle gibt es noch zwei weitere Kugeln vom Typ b). Nur
bei reguléren Pyramiden gibt es eine Kugel vom Typ a) und eine vom Typ b)
[die Kugel vom Typ b) beriihrt die Kanten der Grundﬂache]

d) Folgt aus c).
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Das Verhiltnis der Abstinde des Punktes M von den Ebenen durch ABC und
A'B'C’ ist gleich dem Verhiltnis der Fliacheninhalte der Dreiecke 4’B’C’ und
ABC. Der gesuchte geometrische Ort besteht aus zwei Ebenen, die durch die
Schnittgerade der Ebenen, in denen die Dreiecke ABC und A'B'C’ liegen,
gehen (strenggenommen muB diese Schnittgerade ausgeschlossen werden).

Es seien 4' und B’ die Projektionen der Punkte 4 und B auf die Ebene. Uns
interessieren die Punkte M, fiir die 4’M: B'M = A'A : B'B gilt. Der geometri-
sche Ort der Punkte M ist eine Kreislinie oder im Falle 4’4 = B'B cine Gerade.
Vergleiche Aufgabe Nr. 76!

Wir ziehen vom Punkte P aus die Tangenten PA und PB an den Kreis K. Es
sei C der Mittelpunkt des Kreises und D der Schnittpunkt der Strecken AB
und CP. Der gesuchte geometrische Ort ist die Kreislinie mit der Strecke DP
als Durchmesser, die in einer zur gegebenen Ebene senkrechten Ebene liegt und
aus der der Punkt P herausgenommen ist. Zum Beweis geniigt es zu bemerken,
daB jeder Beriihrungskreis von Kugel und Kegel durch die Punkte A und B
geht (die Ebene des Kreises dreht sich um die Ebene AB) und daB PM
senkrecht auf diesen Ebenen steht. Eine andere Losung kann man erhalten durch
Zuriickfithrung der Aufgabe auf eine planimetrische in der zur gegebenen Ebene
senkrechten Ebene durch die Punkte P und C.

Man braucht nur die beiden Ebenenpaare, die zu gegeniiberliegenden Seiten-
flichen gehdren, bis zu ihrer Schnittgeraden fortzusetzen und als Schnittebene
eine zu den beiden erhaltenen Geraden parallele Ebene zu wihlen.

Die Konstruktion des Dreiecks mit den drei Seiten a, b, ¢ fithrt auf die Losung
des Gleichungssystems

X4y =0,y 22 =02+ X =2,

woraus
xz__a2+cz—b2 ,_a+b -, P+l -d
2 2 2
folgt.
S. Zur vollstindigen Induktion
Fiir n = 1 ist die Zahl 4" + 157 — 1 = 18 durch 9 teilbar. Wir nehmen jetzt

an, daB fiir ein n die Zahl 4" + 157 — 1 durch 9 teilbar ist.

Wir zeigen, daB3 dies dann auch fiir die um 1 gréBere Zahl als # gilt, d. h. daB
auch 4"*! + 15(n + 1) — 1 durch 9 teilbar ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB
die Gleichung 4"*' 4+ 15(n + 1) — 1 = 4(4" + 15n — 1) — 45n + 18 erfiillt
1st.
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118.

119.

120.

Zur unmittelbaren Uberpriifung beweise man mit Hilfe der vollstindigen In-
duktion, daB
1+2+3+..4+n=@—;——1)
und
1P 42243 4 +n3=|:"ﬁﬁ:r
b 5]
gilt.

. . . 1 : o
Fiir n = 1 ergibt sich die Gleichung - = % Wir nehmen an, dal die Un-
gleichung %+ ; + i + ...+ % Z g erfiillt sei. Wenn man in der Summe
J

1 .
Foi + m + o+ T jeden der 2" Summanden durch T
dann wird die Summe verkleinert. Es gilt also

ersetzt,

1 1 1 1
u Fo e nvl T °
2"+1 2"42 2 2

Addieren wir diese Ungleichung zur ersten, so erhalten wir

n 1 n+1
B e R .
2 3 4 2! 2 2 2

Die Summe ist gleich (n i l]) Der Beweis beruht auf der Relation
m -+
n+1 n n+1\_[(n+2
m m+ 1 m+1)
a, = 3 ist durch 3 teilbar. Ist a,, durch 3 teilbar, dann ist auch

Qansa + Aantz = 204n42 + Aaney = 3Qunir + 24,

durch 3 teilbar.

Wir nehmen .an, daB wir schon alle Massen bis (2"+! — 1) g aus den Wige-
stiicken 1 g,2g, ..., 2" g zusammengesetzt haben. Es sei jetzt M eine beliebige
ganze Zahl zwischen 2"** — 1 und 2"*2? — 1. Dann ist M — 2"** nicht gréBer
als 272 — 2m+1 _ | = 2m+1 _ [, Daher kann man die Masse M aus den
Wigestiicken 1g,2g,4g,...,2" g, 2"*! g zusammensetzen. Damit ist die Be-
hauptung durch vollstindige Induktion bewiesen.
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Die Aufgabe wird dhnlich wie die vorhergehende geldst. Ist M eine beliebige
n+1 3n+2 -1

Zahl zwischen + 1 und — so gilt entweder

n+1
3_—_1 <M< 3!

und folglich

nt2
0§3"“—M§%(3"“—1) oder "' <M< :

und folglich
0<M-3"*"< %(3"“ = 1.

a)3"" 1 =032 —-1=036"-1)3"+1)

Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig. Wir nehmen an, daB 32" — 1 durch 2"+2
teilbar ist. Da 32" + 1 durch 2 teilbar ist, ist 32""" — 1 = (32" + 1) (3*" — 1)
durch 27+3 teilbar. Andererseits kann man als bewiesen annehmen, daf3 32" — 1
nicht durch 27+3 teilbar ist. Nun ist aber 32" 4+ 1 nicht durch 4 teilbar, da
(3*" + 1) — 2 = 3%" — 1 durch 4 teilbar ist (sogar durch 4 - 2"). Daraus folgt,
daB 32""" — 1 nicht durch 2"*+* teilbar ist.

b) Die Losung ist genau dieselbe wie unter a). Man braucht sich nur von der
Richtigkeit der folgenden Umformung

2" L1 =2 1=+ )R -2+ 1)
=@+ DIR¥ +1)? —3:2%]

zu liberzeugen. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist durch 3 teilbar, aber
nicht durch 9.

Es gilt 111...1 = 4, 111 ... 1 mit 4, = 100 ... 0100 ... 01

3n+ b 3 3’!
(zwischen zwei aufeinanderfolgenden Einsen stehen 3" — 1 Nullen). 4, ist durch
3 teilbar, aber nicht durch 9 (die Summe der Ziffern von 4, ist 3). Daher konnen
wir mit Hilfe der vollstindigen Induktion schlieBen, daB 111 ... 1 durch 3~ teil-

—_—

bar ist, aber nicht durch 3"+, 3n

Man kann annehmen, dall » miteinander verbundene Punkte ein konvexes in
Dreiecke zerlegtes Polygon bilden. Dann wird der (n + 1)-te Punkt durch
Strecken mit allen Punkten verbunden, die von ihm aus gesehen werden kénnen
(d. h. die fiir ihn noch nicht durch eine schon vorhandene Strecke verdeckt
sind).
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. Man benutze die folgende Regel:

Aus mehreren Strecken kann man dann und nur dann ein Polygon bilden, wenn
die groBte unter ihnen kleiner ist als die Summe der iibrigen.

Man fiihre eine vollstindige Induktion nach der Anzahl der Spalten durch: Es
ist nicht schwer zu zeigen, daB man in jeder Tabelle 3n durch eine Umordnung
der Miinzen innerhalb der Zeilen erreichen kann, daB sich in der ersten Spalte
Miinzen verschiedener Farbe befinden.

. Man betrachte einen Polygonzug, der aus n + 1 Strecken besteht, und ersetze

zwei benachbarte Strecken AB und BC durch die eine AC und benutze, daB in
einer dreiseitigen korperlichen Ecke jeder ebene Winkel kleiner ist als die
Summe der beiden anderen.

+ 1 Teile. Eine Gerade zerlegt die Ebene in zwei Teile. Die

a)l

(n + 1)-te Gerade schneidet die fibrigen in n Punkten, d. h., sie zerlegt n + 1
der bereits vorhandenen Teile in je zwei Teile.

G nn+ 1)
2

b) Die (n + 1)-te Ebene hat mit den vorhergehenden Ebenen n Schnittgeraden in

allgemeiner Lage, durch die sie in "(i;i + 1= ("-‘2- 1) + 1 Teile zerlegt

neue Teile im Raum.

wird. Daher entstehen durch die (n + 1)-te Ebene w

B B
Beider Untersuchung des Ausdruckes '-1—;—3’-7 +1= (” § 1) + n 4+ 1 erhalten
wir fiir n = 1 gerade 2 Teile, und allgemein ergibt sich

3 3
n -;5n+1+71(n;—1)+1=(n+1) -;5(n+1)+1.

Die Gebiete, in die die Ebene durch n Kreise zerlegt wird, seien bereits in der
geforderten Weise gefirbt. Wir zeichnen jetzt eine (n + 1)-te Kreislinie. Wenn
wir dann bei den innerhalb der Kreislinie gelegenen Gebieten die Farbe durch
die andere ersetzen, so erhalten wir eine Firbung der Ebene, die den geforderten
Bedingungen geniigt.

Man benutze, dal3

1 1 1 = 1 .
n+1 " n=1

a + =ld +—=)(a+-)—~|d + —— ) gilt.
att ( a") ( a) ( a"“‘)

Wir nehmen an, daB bereits 7 Schachspieler in der geforderten Weise angeordnet
sind. Die Stelle des (n + 1)-ten Schachspielers kann man folgendermafBen be-
stimmen: Wenn er gegen niemanden verloren hat, so stellen wir ihn an die
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Spitze, anderenfalls stellen wir ihn hinter den letzten (in bezug auf die Numerie-
rung), gegen den er verloren hat. '

a) a,a, + 304 + ... + Arp_102,

b) aya,, + azay, -1 + ... + Qa4

¢) (ay + az,) (@2 + A1) ... " (@ + Gpyy)
d) (a; + a;) (a5 + as) - ... (@zu—1 + G20)

Die Beweise verlaufen analog. Wir beweisen z. B. b). Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung offensichtlich richtig. Wir nehmen an, daB die Behauptung fiir 2n Zahlen
bereits bewiesen ist und zeigen, daB sie auch fiir 2(n + 1) Zahlen

Ay < a; < ay < ... <l

richtig ist. Wir iiberzeugen uns davon, daB es stets giinstiger ist, @, und a,,,
zu einem Paar zusammenzufassen als irgend zwei andere der Zahlen g, und q,.
In der Tat gilt agazn+1 + @@ < Goay + azp41a,. da (@, — ap) (@zpyey — @) > 0
sein muB. Daher hat die kleinste Summe der Produkte die Form aq - a5, + ...
Nun sind aber nach Induktionsvoraussetzung die {ibrigen 2n Zahlen auf folgende
Weise am giinstigsten zusammengefaf3t:

a,a;, + axa;,—; + ... + a,a,_,.

Der Beweis verlduft dhnlich wie im vorhergehenden Fall. Es sei x; + ... + x4,
= (n + 1) a. Man kann annehmen, daB nicht alle Zahlen x, ..., x,,, = asind.
Es sei z. B. x; > aund x, < a. Ersetzen wir x;, = a + d durch a und x, durch
x5 = x, + d, dann vergrdBert sich das Produkt x,x,, da (@ + d)x, < a(x, + d)
ist. Folglich wird auch das ganze Produkt x; - X, * ... * X, vergrdfert, d. h.,
es gilt x; *x5+..." X, < a'xy - ... x,, obwohl die Summe der Zahlen nicht ver-
dndert worden ist: @ + x5 + x3 + ... + x, = a(n + 1). Nun konnen wir fiir die
n Zahlen x5, ..., x,, deren Summe gleich na ist, bereits als bewiesen annehmen,
daB ihr Produkt dann am gréBten ist, wenn sie alle gleich a sind. Daher gilt

Hy oK Y s P K %, BB Xy Xares X AKX i@,

Somit ist die Behauptung durch vollstindige Induktion bewiesen.
Die Ungleichung in der Aufgabe kann in der Form

_ - Xy Xy o+ X\
Xy Xy e Xy S| —M———————— =
n

geschrieben werden und damit auf die bewiesene Ungleichung zuriickgefiihrt
werden.
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135,

a) Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daB in zwei Schritten eine an einer
ungeraden Stelle (oder an ciner geraden Stelle) stehende Zahl so transformiert
wird wie eine Zahl aus einer Zeile, die aus 2"~ ! positiven und negativen Ein-
heiten besteht, bei der analogen Regel: U,, Us, ..., U,._; wird iibergefiihrt in
U,Us, U3Us, ..., Uya_yU,. Wir nehmen dann als bewiesen an, daB jede Zeile
aus 2"-1 positiven und negativen Einheiten nach 2"~! Schritten in eine Zeile
iibergefiihrt wird, die nur aus positiven Einheiten besteht. Daraus schlieBen wir
sofort, daB nach 2"~! Paaren von Schritten an jeder ungeraden (und genauso
an jeder geraden) Stelle +1 steht.

b) Bevor wir zum ersten Mal eine Zeile aus positiven Einheiten erhalten, miiBten
wir vorher eine Zeile aus lauter negativen Einheiten gehabt haben und vor
dieser eine Zeile, in der +1 und —1 bestédndig abwechseln. (Wir nehmen an,
daB diese ,,auf einer Kreislinie* untergebracht sind, d. h. daB die letzte Zahl
neben der ersten steht.) Das ist aber offenbar wegen der ungeraden Linge der
Zeile nicht moglich.

¢) m =r2* r ungerade. Dann muB die Zeile aus r aufeinanderfolgenden
gleichen Abschnitten mit je 2* positiven und negativen Einheiten bestehen, sie
mubB also die Periode 2* haben.

Man beweist zundchst mit Hilfe der vollstindigen Induktion nach k, daB nach
2% Schritten alle Zahlen, die voneinander um 2* entfernt sind [d. h. 1-te,
(2F + 1)-te, (2-2% + 1)-te usw., 2-te, (2% + 2)-te, (2- 2% + 2)-te usw. ...], so
transformiert werden, als ob sie in einer Zeile der Linge r stinden. Mit Hilfe
von b) erhalten wir daraus sofort das gewiinschte Resultat.

Wir bemerken zunachst: Wenn man den geraden Zahlen den Wert + 1 und den
ungeraden den Wert — 1 zuordnet, dann entspricht die in der Aufgabe genannte
Transformation der Zahlen genau der Transformation der Zeile +1 und —1
der Aufgabe 134a. Das bedeutet, dafl nach einigen Schritten jetzt alle ent-
stehenden Zahlen gerade sind: dies entspricht der Tatsache, daB eine Spalte
aus lauter Einsen besteht. Andererseits kann die groBte der Zahlen bei der in
der Aufgabe genannten Operation nicht wachsen. Diese Angaben geniigen zur
Losung der Aufgabe. Der vollstindige Beweis kann etwa folgendermaBen gefiihrt
werden: Fiir eine Reihe von Nullen ist die Behauptung offenbar richtig.

Wir setzen jetzt voraus, daB fiir alle Reihen, die nur aus Zahlen bestehen, die
kleiner als 2” (m = 1) sind, die Behauptung bereits bewiesen ist. Wir wissen,
daB diese Reihe durch eine gewisse Anzahl von Schritten in eine Reihe aus ge-
raden Zahlen 2b,, 2b,, ..., 2b,. Ubergefiihrt wird, bei der jede Zahl kleiner als
2m ist, d. h. jedes b kleiner als 2"~ ist. Nun haben wir aber vorausgesetzt, daB
die Reihe b,, b,, ..., bsn, bei der jede Zahl kleiner als 2"~! ist, nach einigen
Schritten in eine Reihe mit Nullen iibergefithrt werden kann. Damit ist klar,
daB das gleiche auch fiir die Reihe 2b,, 2b,, ..., 2b,. gilt.
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6. Losungen zn den Aufgaben iiber kariertes Papier

Werden p Strecken nach oben durchlaufen, so werden auch p nach unten durch-
laufen, und werden g Strecken nach rechts durchlaufen, so werden auch g nach
links durchlaufen. Die Linge des Weges ist dann gleich 2p + 24.

Vgl. die vorhergehende Aufgabe fiir p = ¢!
a) Innerhalb des Rechtecks m x n liegen (m — 1) (n — 1) Knoten und auf dem
Rande (2m + 2n) Knoten. Nun ist aber

1 =mn

(m—l)(n—1)+2(m—+n)—
2

also gleich dem Flicheninhalt des Rechtecks.

’ b) Es sei r die Anzahl der Xnoten inner-

halb des Trapezes, j, die Anzahl der

Knoten auf der schriigen Seite und j, die

Anzahl der Knoten auf den iibrigen Seiten

r und in den Ecken. Aus zwei kongruenten
i | Trapezen, die ldngs ihrer schrigen Seite an-
Abb, 1.4 einander stoBen (Abb. 1.4.), kann man ein

Rechteck zusammensetzen. Der Flichen-

= 1.

: . ; i —2
inhalt dieses Rechtecks ist nach a) gleich 2r + j, + 211——

Der Flicheninhalt eines Trapezes betrigt die Halfte hiervon, also
r +j——1 + 2 — 1.
2

¢) Wir zeichnen uns auf einer Seite des Vielecks eine vertikale Gerade und fillen
von jeder Ecke das Lot auf diese (Abb. 1.5.). Der Flicheninhalt des Vielecks
ist gleich der Differenz aus den Flicheninhalten
der Trapeze, deren schrige Seite von der verti-
kalen Geraden aus nicht sichtbar ist, und den
Flacheninhalten der Trapeze, deren schrige Seiten
von der vertikalen Geraden aus sichtbar sind.
Der Flicheninhalt jedes Trapezes wird gemiB b)
berechnet. Man braucht sich nun nur noch davon
zu {iberzeugen, daB dabei jeder Knoten im Innern
Abb. 1.5, und auf dem Rande des Vielecks in der ge-
forderten Anzahl von Malen auftritt.

a) Man braucht nur zu ermitteln, wieviel Paare natiirlicher Zahlen (x, y) es gibt,
fiir die x + y < 100 ausfillt (dann ist z = 100 — x — y).
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Erste Losung: Es gibt 98 Paare (x, 1), x =1,2,3,...,98; 97 Paare (x, 2),
x=1,2,...,97 usw. und ein Paar (x, 98), x = 1. Die Anzahl aller Paare (x, ),
firr die x + y < 100 ausfallt, ist also

98 + 97+ ...+ 2+ 1=(98 + 1) + (97 + 2) + (96 + 3) + ... + (50 + 49)
= 9949 = 4851,

Zweite Losung: Jedes Paar ganzer Zahlen kann man durch einen Knoten des
Netzes auf einem karierten Blatt Papier reprisentieren. Der Knotenpunkt (x, y)
ist vom Anfangspunkt (0, 0) um x horizontale Einheiten und um y vertikale
Einheiten entfernt. Uns interessieren die Paare ganzer Zahlen (x, y), die durch
Knotenpunkte reprisentiert werden, die innerhalb des Dreiecks x + y < 100,
x>0, y> 0 liegen. Um ihre Anzahl festzustellen, benutzen wir dann das
Resultat der Aufgabe 138. Der Flicheninhalt des Dreiecks x + y < 100, x > 0,

y > 0 ist gleich 12 100 - 100 = 5000. Auf seinen Seiten liegen 300 Knoten-

punkte. Unter Benutzung der schon genannten Aufgabe 138 erhalten wir

J+ g — 1 = 5000, r = 300, woraus j = 5000 — % + 1 = 4851 folgt.

b) Die natiirlichen Zahlen x, y und 200 — x — y konnen dann und nur dann
die Seiten eines Dreiecks sein, wenn
X+y>200—x—p,x+ 200 —x—»)>p, y+ (200 ~ x — y) > x,

d.h. x + y > 100, x < 100, y < 100 gilt.

Die Anzahl der Zahlenpaare (x, ), die der Bedingung geniigen, ist 4851 (es sind
dies gerade die Losungen von a)). Bei dieser Zahlung werden alle Dreiecke mit
drei verschiedenen Seiten (a, b, ¢) sechsmal gezihlt [es werden ndmlich die Drei-
ecke (a, b, ¢), (a, ¢, b), (b, ¢, a), (b,a,c), (c,a,b), (¢, b,a) als verschieden ge-
zihlt], und die Dreiecke mit zwei gleichen Seiten: (2,99, 99), (4, 98, 98),
(6, 97, 97), (8, 96, 96), ..., (98, 51, 51) — das sind 49 — werden dreimal gezihlt.
Dabher ist die Anzahl aller verschiedenen Dreiecke vom Umfang 200 gleich:

4851 +3:49 1617 + 49
6

833.

k-1
Reihe nach » Einsen hingeschrieben und in die n — 1 Liicken zwischen ihnen
sind & — 1 Nullen einzutragen, die diese Einsen in k& Gruppen zerlegen, so daB}
in jeder einige Einsen stehen: x; in der ersten Gruppe, X, in der zweiten usw.

i (” - 1> Die Aufgabe 146t sich auf die folgende zuriickfithren: Es werden der

.a) (m 4+ 1) (n + 1), denn von jedem Knoten im Innern und auf dem Rande des

Rechtecks geht eine Linie des Polygons aus.
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b) Eine der Zahlen m und » muB} ungerade sein (vgl. Aufg. 136). In diesem Fall
kann man leicht ein Beispiel konstruieren.

c)%(m + D@+ 1).

m+n

(")

Wir numerieren die Strecken eines beliebigen Polygonzuges, der von einer Ecke
des Rechtecks m x n zur gegeniiberliegenden fithrt, der Reihe nach mit
1,2, ...,m + n. Esist klar, daB von den m + n Nummern genau m horizontalen
Strecken entsprechen. Wie man dabei auch die m Nummern aus den m + n
auswahlt, stets gibt es einen Polygonzug, bei dem die horizontalen Strecken
gerade die ausgewihlten Nummern haben, und solch ein Polygonzug ist sogar
eindeutig bestimmt. Es ist aber bekannt, daB man m Elemente aus m + n Ele-

m+n

menten auf < ) verschiedene Arten auswihlen kann.

n
n
n—k

Formel (" + " ’f F e (" darstellen. Die zu be-
0/ \n 1/\n—-1 n/\0

weisende Gleichheit ergibt sich nach der Ermittlung der Anzahl der Kombi-
nationen: Wir bilden aus 2» Elementen 2 Haufen von je n. Will man aus den 2n
Elementen n auswahlen, so muBl man entweder 0 aus dem ersten Haufen und »
aus dem zweiten oder 1 aus dem ersten Haufen und » — 1 aus dem zweiten
oder 2 aus dem ersten und » — 2 aus dem zweiten usw. auswihlen.!

. Unter Benutzung der Formel (Z) = ) kann man diese Summe in der

I. Der natiirlichste Weg zur Losung besteht darin, zu zéihlen, wieviel Polygon-
ziige es gibt, bei denen p Strecken nach oben, p nach unten, » — p nach rechts
und n — p nach links fiihren, und diese Zahlen iiber p aufzusummieren. Beim
Beweis der Gleichung

(2n)! P (2n)! & @2n)!

LI T (G VI R P (O T i

2n)! 2! [2n\?
+_(n)2 7+(n)2= n
[(n — DI (11" [n!] n
kann man das Resultat der vorhergehenden Aufgabe benutzen.
II. Eine kiirzere Losung ist die folgende: Wir notieren unter den Nummern
1,2, ..., 2n diejenigen n, fiir die es eine Strecke gibt, die nach rechts oder nach

links oben fiihrt (dafiir gibt es (Zn) Maoglichkeiten). Unabhingig davon kann
n

1 Beachten Sie bitte den Hinweis auf Seite 71!
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man die Nummern 7 notieren, fiir die es Strecken gibt, die nach rechts oder nach
unten fithren (dafiir gibt es auch (Zn) Maéglichkeiten). Es ist klar, daB diese
n

Polygonziige eindeutig bestimmt sind. Damit betriéigt die Gesamtzahl aller M6g-
2
lichkeiten <2n) "
n

145, Die Anzahl aller die Punkte 4 und B verbindenden Polygonziige der Linge
2n — 2 ist gleich (2” _12> (Abb. 1.6.). Die Anzahl aller derjenigen von diesen
n—
Polygonziigen, die mit der Diagonalen einen Punkt gemeinsam haben, ist gleich
n—

B sehen: Auf jedem dieser Polygonziige wird der
erste Schnittpun_ht_ M mit der Diagonalen gewéhlt
und das Stiick AM des Polygonzuges durch sein
Spiegelbild A'M ersetzt. Dann entspricht jedem
Polygonzug AMB ein Polygonzug A’ MB und um-
gekehrt. Nun ist aber die Anzahl der Polygonziige
der Linge 2n — 2, die A" und B verbinden, offen-

bar gleich (2n —22) (wir benutzen hier das Resul-

(2’1 _22>; das kann man folgendermaBen ein-

=
tat von Aufgabe 142).

7. L der vermischten Aufgal

5

146. Nein. Hat man k Telephone, deren jedes mit genau m anderen verbunden ist, so
ist die Zahl km gerade, da sie doppelt so grof3 ist wie die Anzahl der die Telephone
verbindenden Leitungen. Die Zahl 5 - 1963 ist aber ungerade.

147. Man beweise, daB es unter 99 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen stets eine
Gruppe von 50 aufeinanderfolgenden Zahlen gibt, deren erste entweder die
Ziffern 00 oder 50 als die letzten beiden Ziffern hat. Die Summe der Ziffern einer
solchen Zahl sei gleich a. Dann kann man leicht die Summe der Ziffern aller
Zahlen dieser Gruppe ermitteln. Wir schreiben die Summe dieser Ziffern hin
und erhalten

aga+1,a+2,a+3 .., a+9, a+1l,a+2 ..., a+10, a+ 2, ..,
a+ 11, ...,a+ 13.
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Die Losung der Aufgabe erhilt man unmittelbar, wenn man beachtet, daB eine
der Zahlena,a + 1,a + 2, ..., a + 13 durch 14 teilbar ist.

Unter 98 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen braucht es keine Zahl zu geben,
deren Ziffernsumme durch 14 teilbar ist. So gibt es z. B. unter den 98 Zahlen
951, 952, ..., 1048 keine solche Zahl.

148. Beweisen Sie, daB
m)r=(-2-3-..-n)?
=11 [—-1-2]"[(n=2)3]...-[(n — k) (k + D]~ ...
w2 = D] [1-n]

ist. Beweisen Sie dann, daB jedes der Produkte in den eckigen Klammern nicht
kleiner als » ist!

149. Wir durchlaufen die Kreislinie entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn und kehren
zum Ausgangspunkt zuriick. Es ist klar, daB dabei die Anzahl der Ubergiinge
von plus zu minus gleich der Anzahl der Uberginge von minus zu plus ist. Wir
bezeichnen diese Zahl mit d. Da nach jedem plus entweder plus oder minus
steht, ist a gleich p + d, und da nach jedem minus entweder minus oder plus
steht, ist b gleich ¢ + d. Hieraus folgtd =a —p=5b — q.

150. Dies ist ecine einfache Folgerung aus der vorhergehenden Aufgabe. Es ist
p + q= 2d, woraus a + b = 4d folgt. Es gibt noch einen anderen Losungsweg:
Die Anzahl aller Summanden in der Summe x;x, + ... + Xx,x, ist gleich #, und
da jeder der Summanden gleich +1 und die ganze Summe gleich Null ist, ist
die Anzahl der Summanden +1 gleich der Anzahl der Summanden —1, und
daraus folgt, daB n gerade ist. AuBerdem ist das Produkt

(Ga%a) “(a%s) ¥ oo P (0y) =G 1 vy = 1,

und daher ist die Anzahl der Produkte in den Klammern, die gleich —1 sind,
gerade. Hieraus folgt, daf3 n durch 4 teilbar ist.

15Lk(")=n "_l)
k k-1

152. Aus den gegebenen Punkten wihlen wir irgend drei Punkte A, B, C aus, die auf
einer Geraden liegen. Unter den gegebenen Punkten moge es noch zwei weitere K
und L geben, die nicht auf dieser Geraden liegen. Wenn die Gerade KL zur
Geraden ABC parallel ist, dann kann man aus den 4 Punkten 4, B, K, L nicht
drei auswihlen, die in einer Geraden liegen, was im Widerspruch zur Voraus-
setzung steht. Schneiden einander aber die Geraden KL und 4B, dann gibt es
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unter den drei Punkten A4, B, C wenigstens zwei, die nicht in den Schnittpunkt
dieser Geraden fallen. Dies seien etwa die Punkte B und C. Dann kann man aus
den vier Punkten K, L, B, C keine drei auswihlen, die auf einer Geraden liegen,
was wiederum im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Daraus folgt, daB alle
Punkte mit hdchstens einer Ausnahme auf der Geraden 4B liegen.

153. Es seien a,, 4, ..., 1963 diese Zahlen. Wir wiihlen eine Gruppe von k Zahlen
so,daB a; + a, + ... + @y < 1, und a; + a, + ... + @, = 1 ausfillt. Dies
kann man erreichen, weil keine der Zahlen grofBer als 1 ist. Dabei ist klar, da3

“ay + ay + ... +a <2 gilt. Weiter wihlen wir analog eine zweite Gruppe
sy + ... + apso,daBa,y + ... + @y =1 und @y + ... + G-y < 1 aus-
fallt. Die iibrigen Zahlen bilden die dritte Gruppe. Damit haben wir die ge-
forderte Zerlegung.

154. Es sei a; < a5 < a3 < ... < dsy. Bei der in der Aufgabe genannten Summe
befreien wir uns von den Absolutstrichen und erhaiten

+(a, — a) + (@2 — a@3) £-... & (aso — ay).

Losen wir die Klammern auf, so kommen in der entstehenden algebraischen
Summe 50 Summanden mit dem Pluszeichen und 50 mit dem Minuszeichen
vor. Diese Summe ist offenbar nicht groBer als

2as0 + 2a40 + ... + 2a56 — 2035 — ... — 2a;.

Um die groBtmdgliche Summe zu erhalten, geniigt es daher, die Zahlen in der
folgenden Weise anzuordnen: '

Asos A1, Qag, Az, -..5 Q26 Q25

155. Es sei + 1, dann gilt abe = (a + b + ¢) (ab + be + ac).
c

1
b
Wir setzen a + b + ¢ = 4, ab + bc + ac = B und betrachten die Gleichung
x% — Ax?> + Bx — A+ B = 0. Die Zahlen a, b, ¢ sind die Wurzeln dieser Glei-
chung. Lésen Sie diese Gleichung, indem Sie die linke Seite in Faktoren zer-
legen, und beweisen Sie anschlieBend, daB eine der Summen a + b, b + ¢,
a + c gleich Null ist. Hieraus ergibt sich leicht das Resultat der Aufgabe.

156. Wir identifizieren zunichst die Punkte der Ebene und die ihnen entsprechenden
komplexen Zahlen. Der Punkt Z liege auBerhalb des Vielecks C,C, ... C,. Da
das Vieleck C,C, ... C, konvex ist, erscheint es vom Punkte Z aus gesehen unter -
einem Winkel, der kleiner als 180° ist. Daraus folgt, daB alle Punkte, die den
Zahlen Z — Cy, Z — C,, ..., Z — C, entsprechen, innerhalb eines gewissen
Winkelraums A liegen, der kleiner als 180° ist und dessen Scheitelpunkt im Koordi-
matenursprung liegt. Wir bemerken jetzt, daB man fiir jede komplexe Zahl Z
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as7.

158.

159.

160.

161.

62

den Punkt 1 aus Z durch Spiegelung an der reellen Achse und Multiplikation

im Innern

mit —13 erhilt. Daraus folgt, daB die Punkte —
1Z| Z-C, Z-C,

eines Winkelraumes liegen, den man aus A und durch Spiegelung an der
reellen Achse erhilt. Weiter ist klar, daB3 die Summe von nicht verschwindenden
komplexen Zahlen, die innerhalb eines Winkelraumes von kleinerer Offnung
als 180° liegen, nicht O sein kann.

Antwort: 1.
Setzen Sie in dem in der Aufgabe gegebenen Ausdruck x = 1 ein!

Nein; denn aus dem einen FaB kann man in das andere k \/E +12 — \/E)
Liter umfiillen, wobei k und / ganze Zahlen bedeuten.

Es gibt keine solche Zahl. Beweisen Sie zunichst, daB die Zahl (2¢)! fiir beliebiges
ganzes & durch 22°~! teilbar ist! Beachten Sie jetzt, daB die Zahl (2% — 1)!
nur durch 22°-¥=1 tejlbar ist (Aufgabe 34)! Gibe es eine Zahl p, die der
Bedingung der Aufgabe geniigt, dann miiBte fiir alle natiirlichen k gelten
2 —1—k2z=2~p—1,d h k < p, was unmoglich ist.

Es sei x eine beliebige reelle Zahl. Wir betrachten den Ausdruck

(@ — xb))* + (a; + xby)* + ... + (@, — xb,)? 2 0.

Durch Ausmultiplizieren der Klammern erhalten wir

X*(B + b5+ o+ BY) — 2ahy 4 o +ab)x+aE+a;+ ... +ai=0.

Auf der linken Seite der letzten Ungleichung steht ein quadratisches Polynom
in x. Da dieses Polynom keine negativen Werte annehmen kann, kann seine
Diskriminante nicht positiv sein, d. h., es gilt

@by + @by + ...+ @by — (@ + a5+ ... +a)(Bs + b3 + ... + B) 0.

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn es zwei Zahlen x und y gibt, von denen
wenigstens eine von Null verschieden ist, so daBl ya, = xb, fur k =1, 2, ..., n gilt.

Nach Potenzieren mit » und Zusammenfassung geeigneter Glieder erhalten wir
(\/2 —)r=4 \/2 — B, A und B ganz. Beweisen Sie, dal}

~2+1y=4vV2+B

giit! Durch Multiplikation erhalten wir aus diesen Gleichungen
1=(/2-1)"(/2+ 1)y =242 — B? oder B=+/24> - 1

und damit die gewiinschte Darstellung (\/E - 1) = \/Z-A2 — /2Az—~i.



162.

163.

164.

165.

Wir nehmen an, daB die Zahlen x,, x,, X3, X4, x5 der GroBe nach angeordnet
sind: x; < X, < x3 < x4 < x5. Wir ordnen die Summen von je zwei dieser
Zahlen ebenfalls der GréBe nach an: a; < a, < a3 < ... < @9 < d;9. Dann
kann man behaupten, daB3

Xp + Xy =a;, X +X3=a, X3+ Xs=4dg, X4+ Xs=a
und auBerdem
a, + a; + ... + a0 =2(x; + x5 + X3 + X4 + Xs5)

gilt. Zur Berechnung von x;, X5, X3, X4, X5 braucht man nur das entstandene
Gleichungssystem mit 5 Unbekannten zu I6sen.

Bei der genannten Operation wird die Summe von vier Zahlen verdoppelt.
Daher istim Falle a + b + ¢ + d = 0 alles klar. Ist aber die Summe der Zahlen
gleich Null, dann entsteht nach dem ersten und jedem folgenden Schritt ein
Quadrupel der Form a,, b;, —a,, —b,. Ist jede dieser vier Zahlen von Null

-verschieden, so ist es nicht schwer zu zeigen, daB3 der Betrag der gréBten Zahl

des Quadrupels vergroBert wird (man kann zeigen, daB er in zwei Schritten
verdoppelt wird). Sind aber nur zwei dieser vier Zahlen von Null verschieden,
so kommt man durch dhnliche Uberlegungen zum Resultat.

Wir verdndern das Vorzeichen bei den 15 beliebigen Zahlen a,, a;, a4, ..., a6
und danach bei den 15 Zahlen a,, as, aq, ..., a,6. Als Ergebnis dieser beiden
Operationen erhilt man eine Vorzeicheninderung nur bei den Zahlen @, und a,.
Auf genau dieselbe Weise kann man das Vorzeichen bei den Zahlen a3 und a,,
as und ag, ..., a;; und a,, indern. Andert man jetzt das Vorzeichen bei den
15 Zahlen a,, a,, ..., a5, dann hat man gegeniiber den Ausgangswerten das
Vorzeichen nur bei der Zahl a, 5 gedndert. Das iibrige ist klar. Andert man das
Zeichen nur 14mal (allgemein eine gerade Anzahl von Malen), dann kann man
aus der ersten Zeile auf diese Weise nicht die zweite erhalten, wenn diese sich
von ihr an einer ungeraden Anzahl von Stellen unterscheidet.

a) Fiir beliebiges gerades n. In diesem Falle kann der Springer, wie in Ab-
bildung 1.7. gezeichnet, in n + 1 Ziigen auf ein dem Anfangsfeld benachbartes
gelangen. Das iibrige ist klar. Fiir ungerades n gelangt der (1, n)-Springer nur
auf Felder der gleichen Farbe (wir nehmen an, daB die Farben der Felder wie
bei einem gewdhnlichen Schachbrett angeordnet sind).

b) Bei der Losung kann man annehmen, dal m und »n teilerfremd sind. Ist
ndmlich m = dm; und n = dn,, dann erhilt man das Feld fiir den (m, n)-
Springer offenbar aus dem Feld fiir den (m,, n,)-Springer, indem man die Ab-
stinde in beiden Richtungen ver-d-facht. Fiir teilerfremde m und n kann man
zwei Zahlen a und b so finden, daB am — bn = 1,d. h.@a-2m — b 2n = 2 ist

63



(Aufg. 38). Hieraus kann man schliefen, daB ein (m, n)-Springer in 2a + 2b
Schritten auf ein Feld gelangen kann, das auf einer Horizontalen oder Verti-

'Wl/l/
i =

=
3
N

74 8 F
A%/ K%

Abb. 1.8.

kalen durch ein Feld vom Anfangsfeld getrennt
ist. Benutzt man dies, so ist es nicht schwer zu
zeigen, daB ein (m, n)-Springer auf jedes Feld
des Brettes gelangen kann, wenn m + n ungerade
ist. Ist aber m + n gerade, so kann er auf ein
beliebiges Feld gelangen, das die gleiche Farbe
hat wie das Anfangsfeld.

¢) Wir bezeichnen mit (x, y) das Feld, das vom
Anfangsfeld (0, 0) um x Felder lings der Horizon-
talen und um y Felder lings der Vertikalen ent-
fernt ist. Man kann annehmen, daB » und # teiler-
fremd sind. Ist m + n ungerade, dann werden
diejenigen Felder (x, y), fiir die x + y gerade ist,
mit Rotstift markiert, und diejenigen, fiir die
x + yungerade ist, mit einem Blaustift. Ist m + n
gerade, dann werden die Felder rot gefirbt, fiir
die x und y gerade sind, und diejenigen blau, fiir
die x und y ungerade sind. ’

166. Die Losung ist in Abbildung 1.8. angegeben.

167. Auf dem Brett befindet sich eine gerade Anzahl von Feldern, und der Springer
zieht jeweils auf ein Feld der anderen Farbe.

168. Wir nehmen zunichst an, daB} die in der Aufgabe genannte Durchlaufung des
4 x n Brettes mit einem Springer mdglich ist. Wir zerlegen jetzt das Brett und
seine Felder und ordnen diese 4n Felder auf einer Kreislinie so an, wie sic vom
Springer der Reihe nach durchlaufen werden. Dabei wechseln die schwarzen
und weiBen Felder ab. Wo liegen dabei die 2n Felder, die die beiden Rand-
reihen des 4 x n Brettes bilden? Keine zwei dieser Felder liegen nebeneinander,
da der Springer von einem Randfeld immer nach innen zichen mufB. Das be-
deutet, daf zwischen ihnen genau ein anderes Feld liegf. Daher miissen diese
Randfelder alle die gleiche Farbe haben.

169. Die Losung ergibt sich analog zur vorhergehenden Aufgabe. Von einer der vier
Randlinien zieht der Springer auf eine der drei inneren Linien. Dabei kann er
von den 7n Feldern nicht mehr als 6n + 1 durchlaufen.

170. Wir legen eine beliebige Miinze a,, die nicht an der richtigen Stelle liegt, auf
das freie Feld. Auf das dadurch frei gewordene Feld setzen wir die Miinze «»,
die auf ihm liegen muB. Auf das dann frei gewordene Feld legen wir die Miinze as,



die auf ihm liegen muB usw., bis wir die Miinze a, auf ihr Feld legen miissen
(dieses Feld wird nach Umsetzung eines gewissen a, auf dessen Feld frei). Wenn
jetzt noch nicht alle Miinzen richtig angeordnet sind, dann setzen wir dieses
Verfahren fort, indem wir mit einer gewissen anderen Miinze a4, beginnen
usw., bis alle Miinzen auf ihrem Platz liegen. Bei der Umsetzung jeder Kette, wie

as, s, ..., a (k > 2), verliert man einen ,,iiberfliissigen* Schritt (ndmlich
den, bei dem eine der Miinzen a,, a,, ..., a, nicht auf ihren Platz gelegt wird).
Es gibt aber hochstens 12 solche Ketten. Ein Beispiel fiir eine moglichst un-
giinstige Verteilung ist: 2,1,4,3,6,5 ...

171. Man kommt leicht darauf, daB es fiir jeden Spieler giinstig ist, auf dem 5.,
9. und allgemein (4k + 1)-ten Feld vom Ende, und ungiinstig ist, auf den anderen
Feldern zu stehen. Daher verliert der erste Spieler, wennn = 5,9, 13, ..., 4k + 1
ist, und gewinnt in den iibrigen Fillen: Er zieht sofort auf das ,,gewinnende*
Feld und erginzt jeden Zug des Gegners ,,auf 4.

172. Hier ist ein ,,gewinnendes* Feld ein solches, bei dem sowohl die horizontale
als auch die vertikale Nummer ungerade ist [dazu gehort auch die linke untere
Ecke (1, 1), in der das Spiel endet]. Auf einem (m x n) Brett gewinnt der An-
ziehende mit Ausnahme des Falles, dafl sowohl m als auch » ungerade ist.

173. Losung: Wir dndern die Vorzeichen in einer Zeile oder einer Spalte, wenn die
Summe der Zahlen negativ ist. Dabei wird die Summe aller Zahlen in der Ta-
belle vergroBert, d. h., wir erhalten immer neue Tabellen. Da die Vertauschung
der Vorzeichen nur zu einer endlichen Anzahl verschiedener Tabellen fithren
kann, konnen wir nach einigen Schritten keine derartige Operation mehr vor-
nehmen, d. h., wir gelangen zu einer Tabelle, bei der die Summe der Zahlen in
jeder Zeile und in jeder Spalte nicht negativ ist.

174. Der Gedanke zur Losung ist derselbe wie in der vorhergehenden Aufgabe. Wir
beachten, daB bei der in der Aufgabe genannten Transformation der Flichen-
inhalt des Vielecks jedesmal vergroBert wird. Andererseits gibt es nur eine end-
liche Anzahl verschiedener Vielecke, die man auf diese Weise erhalten kann,
da sie alle aus denselben Strecken bestehen, die nur jeweils anders angeordnet
sind.

1 1
—_—< .
V+s 100
Nun ist aber die Zahl (\/ 26 + 5)1963 — (\/ 26 — 5)1963 ganz (man benutze die
Losung der Aufgabe 130 oder den binomischen Satz).

175. Es gilt /26 — 5 =

5 [002106] 65



8. Aufgaben, die bei der zweiten allrussischen Olympiade gestellt wurden

8. Klasse

1. Jede Seitenhalbierende zerlegt ein Dreieck in zwei flichengleiche Teile. Daher
sind die Flicheninhalte der Dreiecke ABC, CBB’, CB'C’ gleich. Hieraus folgt,
daB der Flicheninhalt des Dreiecks BB'C’ doppelt so groB ist wie der Flichen-
inhalt des Dreiecks ABC: Sppgc: = 28 48c. Genauso beweist man, daf

Sacen' = 28Sascps Sappar = 2Sacpas Saaaw = 28apan

ist. Durch Addition erhalten wir aus diesen Gleichungen

SABB’C' + SACC'D’ + SADD'A' &+ SAAA’B'

= 2(Saasc + Sasco + Sacoa + Sapap)-

Bezeichnet man den Flicheninhalt des Vierecks ABCD mit S, so gilt

Spaasc + Sacpa = Sascp + Sapas = S.

Aus der obenstehenden Gleichung folgt, dall der Flicheninhalt der vier an-
liegenden Dreiecke gleich 4 ist. Um den Flacheninhalt des Viereckes 4'B‘C'D’
zu erhalten, braucht man zu diesen Dreiecken nur das Viereck ABCD hinzu-
zufiigen, Welches den Flicheninhalt S hat. Daher ist der Flidcheninhalt des

Vierecks A'B’C'D' gleich 4S5 + S = 58.

N

. Der gesuchte geometrische Ort ist das Geradenpaar, welches den Kreis S in

seinen Schnittpunkten mit der gegebenen Geraden / beriihrt (Abb. 1.9.).

<

Abb. 1.9.

Beweis: Es sei C der Mittel-
punkt des Kreises S’ und M
ein Schnittpunkt von §’ mit
der Senkrechten KM zur
Geraden /, MP die andere
vom Punkte M aus an den
Kreis S gelegte Tangente. Wir
beweisen, daB Winkel PMC
ein rechter ist, d. h., daBl PAM
eine gemeinsame Tangente
der Kreise Sund S’ ist. Hier-
aus folgt, daB der Punkt M
auf dem gesuchten geome-
trischen Ort liegt. Es ist
¥ OMC = ¥ MOC, da

OC = MC ist und ¥ MOC = ¥ MOP, da A MOK = A MOP ist. SchlieBlich

ist ¥ PMO + ¥ MOP = 90° und daher °

¥ PMC = £ PMO + £ OMC = ¥ PMO + ¥ MOP = 90°.
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Damit haben wir bewiesen, daB fiir eine beliebige Kreislinie S’ der entsprechende
Punkt des geometrischen Ortes auf der Senkrechten zur Geraden / liegt, die durch
K geht (oder durch L, wenn der Mittelpunkt C des Kreises S’ auf der anderen
Seite vom Punkte O liegt). Umgekehrt kann man durch jeden Punkt A dieser
Senkrechten eine Kreislinie S’ legen, deren Mittelpunkt auf der Geraden / liegt
und die durch den Punkt O geht. Wie oben bewiesen, ist dann der Punkt A
ein Punkt auf dem geometrischen Ort, der dieser Kreislinie S’ entspricht. Folg-
lich gehort jeder Punkt der Senkrechten dem geometrischen Ort an. Damit ist
der Beweis beendet.

Nach Voraussetzung ist
ay —ay >0, a, — ay =2(a, — ao); ..., Aio0 — oo = 2(dg9 — dgg).

Hieraus folgt, daB alle Differenzen a, — a;, as — @, ..., @109 — @99 POSitiv
sind und daB
a,—a; as—a @100 — @ .
2 1= Rt L LU 20 = 2 ist.
a,—a a; —a dgg — dog

@100 — doo _ 299’
a, — ag

woraus sich a,00 = ag9 + 2°%(a, — a,) ergibt. Wir wissen, daB ay9 > X, und

a; — ao Z 1 ist und daher a,0o > 2°° sein muB.

Bemerkung: Durch eine genauere Abschitzung von ay, a,, as, ... kann man

zeigen, daB sogar a;oo = 20 gilt.

Durch Multiplikation erhalten wir aus diesen 99 Relationen

Es gilt

(ax3 + bx3 + cx; + d) — (axi + bxi + cx; + d)
= a(x3 — x1) + b(x3 — x]) + c(x2 — x;)

= (x2 — x) [a(¥F + x%5 + x3) + b(xy + X;) + €]

Sind a, b, ¢, x,, X, ganze Zahlen, dann steht in der eckigen Klammer eine ganze
Zahl, d. h., (ax5 + bx3 + cx, + d) — (ax; + bx} + cx, + d)ist durch (x, — x,)
teilbar. Dies steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen der Aufgabe, daB
axi + bxi + cx; +d =1 ist fiir x, = 19 und ax3 + bx3 + cx, + d = 2 ist
fiir x, = 62, denn 2 — 1 = 1 ist nicht durch 62 — 19 = 43 teilbar.

. Erste. Losung: Wir multiplizieren alle 50 Produkte. In dem so entstehenden

Produkt kommt jede Zahl der Tabelle zweimal vor: einmal in einem Produkt
in einer Zeile und einmal in einem Produkt in einer Spalte. Daher ist das Ge-
samtprodukt gleich 1. Hieraus folgt, daBl unter den 50 Produkten (—1) eine
gerade Anzahl von Malen auftritt, und daraus folgt, daB3 die Summe der Produkte
nicht Null sein kann.
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Zweite Losung: Wenn man in der Tabelle eine 1 durch —1 ersetzt, dann
dndern sich das Produkt der Zahlen in der betreffenden Zeile um zwei und das
Produkt der Zahlen in der betreffenden Spalte auch um zwei, wihrend die
itbrigen Produkte ungeidndert bleiben. Folglich bleibt die Summe der 50 Pro-
dukte dieselbe, oder sie dndert sich um 4 oder um —4.

Fiir Tabellen, die nur aus Einsen bestehen, ist die Summe der Produkte gleich 50.
Aus einer solchen kann man eine beliebige Tabelle erhalten, indem man nach-
einander verschiedene Einsen durch —1 ersetzt. Dabei geht, wie bereits oben
bemerkt, die Summe der Produkte in 50 — 4k iiber, wobei k eine gewisse ganze
Zahl ist. Es ist klar, daB eine Zahl der Form 50 — 4k nicht gleich Null sein
kann.

9. Klasse
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1. Erste Losung: In dem Dreieck 4BC mit AC = a und BC = b mogen die

Seitenhalbierenden 4D und BE aufeinander senkrecht stehen; ihren Schnitt-

punkt bezeichnen wir mit M. Wir ziehen DFH BE (der Punkt F liegt auf AC).

Dann ist ¥ ADF = £ AME = 90° und £—ﬂ 2, d.h.ﬁ=iﬁ
EF MD 4

= ia. Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion: Wir tragen auf einer Ge-

o

raden die Strecke AC = a ab und konstruieren den Punkt F, der die Strecke AC
im Verhiltnis 3 : 1 teilt. Wir konstruieren die Kreislinie mit der Strecke AF als

Durchmesser. Sie schneidet den Kreis um C mit dem Radius g im Punkte D:
CD = g, ¥ ADF = 90°. Wir verlidngern die Strecke CD iiber den Punkt D
hinaus um DB = g Dann ist das Dreieck ABC das gesuchte: AC = q,

BC = b, und die Seitenhalbierenden BE und 4D schneiden sich im Punkte M

unter einem rechten Winkel, da A—M = A—-E und folglich BE|| DF und ¥ AME
MD EF b

= ¥ ADF = 90° ist. Die Aufgabe hat eine Lésung, wenn ‘—‘ < 3 <a, d.h

wenn ¥ < 4 < 2 ist. In diesem Fall ist die Lésung eindeutig bestimmt.
- 3
Zweite Liosung: Die zweite Losung beruht darauf, daB die dritte Seite ¢
eines Dreiecks mit zueinander senkrechten Seitenhalbierenden der Gleichung
5¢2 = a* + b? geniigt.

2. Fiir beliebige positive Zahlen x und y gilt die Ungleichung x + y = 2\/\y

[sie ist mit der Ungleichung (\ x - \/y)2 > 0 #quivalent]. Unter Benutzung



dieser Ungleichung erhalten wir, wenn wir beriicksichtigen, daB abed = 1 ist:
ab+cd=2, ac+bd=2, ad+ bc =2,

@ + b)) + (2 + d?) 2 2 a? + 2/c2d7 2 4.

Aus diesen vier Ungleichungen ergibt sich durch Addition die Behauptung.

3. Es sei ABCDE ein regulires Fiinfeck (Abb. 1.10.). Von seinem Mittelpunkt O

aus ziehen wir die Strahlen nach allen Ecken und fillen die Lote auf die Seiten.
Dadurch wird das Fiinfeck in zehn kongruente
Dreiecke zerlegt. Offenbar geniigt es, den Fall
zu betrachten, daB der Punkt A/ im Innern oder
auf den Seiten eines dieser Dreiecke, etwa auf
dem Dreieck OAK, liegt (K ist der Mittelpunkt
von AB). Wir beachten jetzt: Ob sich ein in
einem gewissen Winkel gelegener Punkt niher
an dem einen oder an dem anderen Schenkel des
Winkels befindet, hidngt davon ab, auf welcher
Seite der Winkelhalbierenden er liegt. Unter Be-
nutzung dieser einfachen Bemerkung ist es nicht
schwer, fiir die Abstinde des Punktes von den
Seiten des Fiinfecks folgende Ungleichungen nachzuweisen (wir nehmen an,
daB der Punkt M im Dreieck AOK liegt, und bezeichnen den Abstand des
Punktes M von der Seite 4B mit rgz usw.):

Abb. 1.10.

rap = '4g, rag = 'sc, !¢ = rpEs I'pE S I'be-

Mit anderen Worten, fiir den Punkt M gilt: r, = rg5, 1> = I'zg, 's = I'sc,
rq = rpg, rs = rpc. Offenbar ist rzc am groBten, wenn M in die Ecke A4 fillt.
Aus Symmetriegriinden ergibt sich daher, daB r; am gréBten ist, wenn sich der
Punkt M in einer Ecke des Fiinfecks, dagegen am kleinsten, wenn er sich im
Mittelpunkt einer Seite des Fiinfecks befindet.

4. Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist auch ihre Quersumme durch 9 teilbar.
Daher sind alle Zahlen a, b, ¢, d der Aufgaben durch 9 teilbar. Andererseits gilt

a<9-1962 < 9-2000 = 18000, b <9-5=45,
also b =9, 18, 27 oder 36.
Folglich ist ¢ = 9.

5. Jede der beiden Ldsungen der Aufgabe 5 fiir die 8. Klasse kann fast ohne
Anderung auf den Fall eines beliebigen ungeraden » iibertragen werden.
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10. Klasse

1. Wir fillen die Hhe 4D auf die Seite BC des Dreiecks 4BC (Abb. 1.11.).
Wegen AD | MH und AM = MB erhalten wir DH = HB. Weiter ist A ADB
~ A CHM (rechtwinklige Dreiecke mit gleichen spitzen Winkeln) und folglich

A ADH ~ A CHP. (Die einander entsprechenden

Seitenhalbierenden AH und CP schneiden von den

dhnlichen Dreiecken ADB und CHM &hnliche Drei-

ecke ab.) Hieraus folgt, da ¥ DAH = < HCP ist.

Da 4D L CH und ¥ DAH = ¥ HCP ist, muB

PC L AH sein.

¢

A M B Abb. LIl

2. Wir setzen zunichst voraus, dal die Lange der dritten Seite ¢ keiner Bedingung

70

unterworfen ist. Der Flicheninhalt eines Dreiecks mit den Seiten a und b und

dem eingeschlossenen Winkel « berechnet sich nach der Formel S = ;-ab sin «.

Sind @ und b der Bedingung 0 < @ £ 1 £ b £ 2 unterworfen, so ist das Pro-
dukt ab sin o« am groBten, wenn jeder der Faktoren maximal ist: @ = 1, b = 2,
sinx = 1, d. h. « = 90°. Daher fillt der Fldcheninhalt am groBten fiir ein recht-
winkliges Dreieck mit den Katheten 1 und 2 aus. Die dritte Seite dieses Dreiecks

hat die Linge ¢ = V/g und geniigt also der Bedingung 2 < ¢ < 3. Daher hat
dieses Dreieck unter allen Dreiecken, deren Seiten der Bedingung 0 < @ £ 1
< b £ 2 < ¢ £ 3 geniigen, den gréBten Flicheninhalt. Dieser ist gleich 1.

3. Mit den Bezeichnungeny —x =pundz —y=ggiltz — x = p + gund
GC=)+ -+ E - =(=p°+ (=9 +(p+9°
= —p — g5 + p° + 5p%q + 10p°¢ + 10p°¢ + 5pg* + ¢°
= 5pq(p* + ¢° + 2p°q + 2p9®) = Spq(p + 9) (P* + pq + ¢°)-
Es ist klar, daB diese Zahl durch
S =¥ =2 = x) = Spglp + 9)
teilbar ist.

4, Wir nehmen im Gegensatz dazu an, daB es unter den Zahlen a,, a,, ..., a,_,
positive gibt und daB a, die erste von diesen ist, so daB also a,_, < 0, a4, > 0
ist. Dann gilt a, — a,_; > 0.



Wir benutzen jetzt, daB nach Voraussetzung a,., — ax = a; ~ a,—, fur alle
k (k=1,2,...,n — 1) gilt. Von k = r an erhalten wir aus der Ungleichung
a, — a,_, > 0 die folgenden:

Aoy — > V5 Qoyy — gy >0 ) @y — @y > 05 0, —a,_y >0,
d. h.
0<a,<Ayy <Gyr<..<d_y<a,.
Das steht aber im Widerspruch dazu, daB a, = 0 ist.
5. Wir zeichnen eine Strecke der Linge
l=a+..+a,=b +..+0b,

und teilen sie durch die Punkte 4,, ..., A,,_, in m Teile der Linge a,, ..., a,
und durch die Punkte B,, ..., B,_; in n Teile der Linge b,, ..., b,. Die
m + n — 2 Punkte zerlegen die Strecke /in m + n — 1 kleinere Teilstrecken d;,
j=1,2,...,m+ n — 1 (oder in eine kleinere Anzahl von kleinen Strecken d;,
wenn einige Punkte zusammenfallen). Jede der Strecken d; liegt in einer der
Strecken d; und in einer der Strecken b, (i = 1,2, ...,m, k = 1, 2, ..., n). Dem-
gemiB setzen wir fest, daB die Zahl d; dem Karo entspricht, welches in der i~ten
Zeile und der k-ten Spalte steht. Es ist klar, daB damit alle Forderungen der
Aufgabe erfiillt sind. ‘

Bemerkung: Die Aufgabe kann man auch mit Hilfe von vollstindiger Induktion
nach m + n losen.

Anmerkung des Herausgebers der deutschen Ausgabe:

Zur Seite 41:

1 Einige der Aufgaben, z. B. Nr. 54, 56, 59 sind nicht immer 16sbar. Man kann die Aufgaben da-
her von folgenden zwei Standpunkten aus betrachten: a) die Losung ist anzugeben unter der
Annahme, daB sie existiert; b) es sind auBerdem notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die gegebenen GréBen zu finden, so daf3 die betreffende Aufgabe 19sbar ist.

Zur Seite 58:
! Ein anderer Losungsweg ist der folgende: Denkt man sich (a 4+ )2 nach dem binomischen
. p . 3 2n
Lehrsatz entwickelt, so ist der Koeffizient von a””" gle:ch( > Andererseits ist (a + 5)*"
n
= (@ + b)"- (@ + b)" und man erhilt den Koeffizienten von a"b" auf der rechten Seite als Summe

n n
der Produkte der Koeffizienten ( > und <) von @%b und a’a® mit p + r = n in den Ent-
wicklungen von (a + b)". 2, !
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AUFGABEN

1. Aufgaben der ersten Stufe', Klasse 11

. Gegeben ist das Quadrat 4BCD mit der Seitenlidnge d. Die Strecke p bewege
sich so, daB ihre Endpunkte auf dem Umfang des gegebenen Quadrats liegen.
Welches geometrische Gebilde erzeugt der Mittelpunkt der sich bewegenden
Strecke? Fiihren Sie eine Diskussion in Bezug auf die gegebenen Zahlen d
und p durch!

—

N

. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die die Beziechung
1 1
+ 2
x4+ 1+ \/5 x+1-— \/5

gilt!

O

w

Konstruieren Sie das Dreieck 4BC, wenn ¢, #. und v, gegeben sind! Diskutieren
Sie die Losbarkeit im Hinblick auf die gegebenen Zahlen! (Die gegebenen
Zahlen bedeuten der Reihe nach die Lingen der Seitenhalbierenden, der Winkel-
halbierenden und der Hohe durch den Punkt C des Dreiecks 4BC.)

4. Losen Sie das Gleichungssystem:
1
cosx + —— = 9tany, (1)
cos x
1
sinx + — = lcot:y, 2)
sinx 2

wenn x und y unbekannt sind!

>

Ermitteln Sie alle Paare (x, y) ganzer Zahlen x und y, fiir die

i + 3 = 3D o
gilt!

! Die Mathematikolympiaden werden in der CSSR #hnlich wie in unserer Republik nach Schwierig-
keitsstufen durchgefiihrt. Mit den Aufgaben der ersten Stufe beschéftigen sich die Schiiler in einer
Hausarbeit. Etwa 109, der besten Schiiler einer Schule werden dann fiir die zweite Stufe vorge-
schlagen. Die Aufgaben der zweiten Stufe werden in einer Klausurarbeit in den Kreisstddten gelost.
Die Schiiler, die diese Priifung mit Erfolg bestanden haben, kénnen an der schwierigsten Arbeit
dieses Wettbewerbs teilnehmen. Diese dritte Stufe wird in der Hauptstadt, in Prag, ausgetragen.
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6. Gegeben ist das Dreieck ABC mit den Winkeln «, f und y sowie dem Radius r
seines umbeschriebenen Kreises. Angenommen, es seien M, N und P der Reihe
nach die Mittelpunkte der Seiten BC, CA und AB. Beweisen Sie:

Wenn das Dreieck ABC spitzwinklig ist, existiert ein Tetraeder MNPQ, dessen
Netz die Dreiecke MNP, NPA, PMB und MNC bilden. Sein Volumen ist

1. : : e
= gsmocsmﬂsmy\/cosoccos[j’cosy.

Wenn das Dreieck ABC nicht spitzwinklig ist, gibt es ein solches Tetraeder
* nicht.

2. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 11

7. Konstruieren Sie das Dreieck 4BC, wenn f,, v, und y gegeben sind! (¢, ist die
Lénge der Seitenhalbierenden, die zum Eckpunkt C gehért; v, ist die Hohe,
die zum gleichen Eckpunkt gehort; y = & BCA.) Diskutieren Sie die Losbarkeit
der Aufgabe!

8. Suchen Sie alle reellen Zahlen x, fiir die
sin x + sin 3x + sin 5x o

cos x + cos 3x + cos 5x

gilt!

Bemerkung: Ermitteln Sie zuerst alle x, fiir die die linke Seite der Ungleichung keinen Sinn hat!

9. Gegeben ist die Funktion
\/ 14+p+ \/ 1—-p 5 2x
=, mit p=— >
\/1+P—\/1—P x*+1
wobei y und x Variable sind (x ist stets reell).
Entwerfen Sie nach geeigneter Umformung der gegebenen Ausdriicke eine
grafische Darstellung dieser Funktion, und entscheiden Sie, fiir welche x der
Ausdruck fiir y nicht definiert ist! Ermitteln Sie mit Hilfe dieser grafischen Dar-
stellung diejenigen Werte, fiir die y seinen kleinsten positiven Wert annimmt!

10. Eine dreiseitige Pyramide habe als Grundflache ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenldnge p. Die Seitenflichen schlieBen mit ihrer Grundfliche der Reihe
nach die spitzen Winkel «, # und y ein.

Wenn « + f + p = 180° ist, so ist der Radius der der Pyramide einbeschrie-
benen Kugel ’

1 \/— 1 1 1
=—-p+/3-tan —x tan = f tan —y.
e 5 y. 3 3 P 3 4
Dies ist zu beweisen.
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11.

14.

15.

16.

3. Aufgaben der dritten Stufe, Klasse 11

Konstruieren Sie das rechtwinklige Dreieck ABC (wobei der Winkel BCA = 90°
ist), wenn die Lingen der Seitenhalbierenden ¢, und ¢, durch die Eckpunkte 4
bzw. B gegeben sind! Diskutieren Sie die Losbarkeit der Aufgabe im Hinblick
auf die gegebenen Zahlen #; und 7,! (Die Aufgabe 148t sich durch Erginzen
des Dreiecks zu einem Parallelogramm 18sen.)

. Wenn fiir die reellen Zahlen a, b und ¢ die drei Ungleichungen

a+b+c¢>0, (1)
ab + bc + ca > 0, 2)
abe > 0 3)

erfiillt sind, dann sind a, b und ¢ positive Zahlen. Das ist zu beweisen.

. Aus einem Halbfabrikat in der Gestalt eines Kegelstumpfs, dessen: Grund-

flichen die Radien R bzw. r haben, wurde ein Werkstiick hergestellt, indem
eine Hohlung in Gestalt eines achsgleichen Kegelstumpfs ausgefrist wurde. Die
Abb. 2.21. auf Seite 115 zeigt den Achsenschnitt. Dadurch hat sich die Masse
des Stiickes um die Hélfte verringert. Errechnen Sie die Radien der Offnungen,
die in den Grundflichen des Werkstiicks entstanden sind! Entscheiden Sie, fiir

welches Verhaltnis 5 die Aufgabe eine Losung hat!
r

Ermitteln Sie alle Zahlenpaare x, y, die dem Gleichungssystem

sin (x + 150°) = cos (y — 75°) ' )
. VL]

cosx + sin (y — 225°) + 7 =0 l 2)

geniigen!

4. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 10

In dem Trapez ABCD mit der groBeren Grundseite 4B bezeichnen wir den
Schnittpunkt der Diagonalen mit M. Angenommen, es sei XY || 4B die Trans-
versale durch den Punkt M (die Punkte X und Y liegen auf den Schenkeln 4D
bzw. BC des Trapezes). Driicken Sie das Verhiltnis der Flicheninhalte der
Trapeze ABYX und XYCD mit Hilfe der Zahlen a = ABund ¢ = CD aus!

Einen Kreisausschnitt mit einem Zentriwinkel 60° teilen wir durch eine Gerade,
die auf der Winkelhalbierenden senkrecht steht, in zwei Teile, deren Umfénge
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einander gleich sind. Welcher von diesen beiden Teilen hat den kleineren
Flicheninhalt?

17. Konstruieren Sie das Dreieck 4BC, wenn die Seite 4B = ¢ und der Winkel
& CAB =« gegeben sind und wenn der Hohenschnittpunkt ¥ die durch den
Eckpunkt 4 verlaufende Hohe halbiert! Diskutieren Sie die Losbarkeit in be-
zug auf die GroéBe des Winkels «!

18. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die gilt
1 1 ?
i P = x + pz’
Vx+p \/ x—p *<FP

wobei p eine gegebene reelle Zahl ist!

m

19. Gegeben sind zwei voneinander verschiedene parallele Geraden a und b. Auf
der Geraden a ist der Punkt A4 gegeben, auf der Geraden b der Punkt B.
Konstruieren Sie alle Kreislinien k; = (S,, r1); k2 = (S,, r,), die die folgenden
Eigenschaften haben:

(1) Die Kreislinie k; beriihrt die Gerade a im Punkt A4, die Kreislinie &, berithrt
die Gerade b im Punkt B.

(2) Die beiden Kreislinien &k, und k, beriihren einander.
(3) Es gilt r, = 2r,.
20. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die die Beziehung

1 =
L a2 )

Jiox i+«

gilt!

5. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 10

21, Losen Sie im Bereich der reellen Zahlen die Ungleichung

) 32
l__\_/.ig 1! 0

X

Ermitteln Sie ferner alle x, fiir die Gleichheit eintritt!

22. Dem gegebenen Rechteck ABCD, in welchem AB > BC ist, ist das Achteck
JKLMNOPQ einbeschrieben, wie es in der Abbildung 2.1. angedeutet ist. Das
Achteck ist aus den beiden Rechtecken JKNO und JMNQ mit der gemeinsamen
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Diagonalen JN entstanden, wobei der
Punkt J der Mittelpunkt der Strecke 4D
und der Punkt N der Mittelpunkt der
Strecke BC ist.

Errechnen Sie den Flicheninhalt des
Achtecks, wenn das gegebene Rechteck
folgende MaBeaufweist:a = 4B; b = BC!

Abb. 2.1,

23. Beweisen Sie, daB fiir jedes Tripel positiver Zahlen a, b, ¢ stets die Bezichung
1,1 1
(a+b+c)<—-+—+—)g9 (1
a b ¢
gilt, und ermitteln Sie alle Tripel, fiir die Gleichheit eintritt!

24. Gegeben ist die Strecke AB der Linge 1. Wir bezeichnen mit P den Flicheninhalt
des gemeinsamen Teils der beiden Kreisscheiben, die den Punkten 4 und B mit
dem Radius r = 1 umbeschrieben sind.

Driicken Sie den Flicheninhalt P in Prozenten (mit einer Genauigkeit bis zu
den Einern)* des Flicheninhalts eines der betrachteten Kreise aus!

6. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 9

25. Wir haben Flaschen mit jeweils 1 kg 14 %iger, 11 %iger und 9 %iger Essigsdure-
16sung im Lager (jede Art in ausreichender Anzahl).
Wieviel Flaschen einer jeden von diesen Losungen werden wir mischen miissen,
damit wir 30 kg 12 %iger Losung erhalten, wobei wir Losungen aller drei Arten
verwenden sollen? Geben Sie alle Moglichkeiten an!

26, Gegeben ist ein Trapez ABCD, in dem AB| CD und 4B > CD ist.
Welche geometrische Figur bilden alle Punkte X der Ebene eines Trapezes, fiir
die die Beziehungen

AX < BX < CX < DX 0]

gelten?
Diskutieren Sie nach der GréBe der Winkel £ DAB = « und £ ABC = f!

1 Gemeint ist, daB der Fehler kleiner als 0,5% sein soll. (4nm. d. Red.)
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27.

28.

29.

30.

31.

80

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die der Bruch

7= 12x% — 36x + 27
8x? — 18

grofer als % ausfallt!

Gegeben ist die Kreislinie k¥ = (S, r) und darin der Zentriwinkel w = ASB
(0 < w < 180°), wobei 4 und B Punkte der Kreislinie k sind.

Ermitteln Sie auf der Tangente #, die diese Kreislinie im Punkt B beriihrt,
den Punkt X so, daB der zweite Schnittpunkt Y der Geraden AX mit der
Kreislinie k& der Scheitelpunkt eines gleichschenkligen Dreiecks YBX ist!
Untersuchen Sie, fiir welche Winkel o die Aufgabe 18sbar ist!

Wieviel Quadrupel ganzer Zahlen a, b, ¢, d haben folgende Eigenschaften:
(1) Keine zwei der Zahlen a, b, c, d sind untereinander gleich.
() Esgilta+b+c+d=0.

(3) Der absolute Betrag jeder Zahl a, b, ¢, d ist kleiner als fiinf. (Die Quadrupel
1,2, —3,4 und 2, —3,4,1 usw. werden als voneinander verschieden an-
gesehen.)

Gegeben ist die Kreislinie k& = (S, r) mit dem Durchmesser 4B und die positive
Zahl m.

Ermitteln Sie auf der die Kreislinie k¥ im Punkt B beriihrende Tangente einen
Punkt X so, daB fiir den zweiten Schnittpunkt ¥ der Geraden AX mit der Kreis-
linie & die Beziehung XY = m gilt!

Bemerkung: Berechnen Sie zuerst die Linge der Strecke XA, und fiihren Sie auf Grund der
Berechnung die Konstruktion durch!

7. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 9

Gegeben ist die Gerade m. Innerhalb einer der Halbebenen, die durch die Ge-
rade m begrenzt sind, ist im Abstand v die Gerade # | m gegeben. Innerhalb der
komplementiren Halbebene sind die beiden voneinander verschiedenen Punkte P
und Q gegeben. Die Absténde der Punkte P und Q von der Geraden m bezeichnen
wir mit p bzw. g. Ferner setzen wir PQ = d.

Konstruieren Sie den Rhombus ABCD, dessen Seite AB auf der Geraden m
liegt und dessen Seite CD auf der Geraden 7 liegt, so daB der Punkt P auf der



6

Geraden AC und der Punkt Q auf der Geraden BD liegt. Diskutieren Sie die
Losbarkeit der Aufgabe in bezug auf die positiven Zahlen d, p, ¢ und ¢!

32. Eine Stenotypistin schreibt auf der Schreibmaschine eng hintereinander die
natiirlichen Zahlen
123456789101112  usw.
ohne Zwischenriume und ohne Kommas; insgesamt hat sie so 1000 Ziffern ge-
schrieben.

Berechnen Sie, wie oft sie dabei die Ziffer 7 geschrieben hat!

33. Gegeben sind die beiden rechten Winkel MPQ und PON und die positive Zahl p.
Konstruieren Sie auf den Strahlen PM und QN die Punkte 4 bzw. B und auf
der Strecke PQ den Punkt C so, daB das Dreieck 4BC gleichseitig ist und die
Seitenldnge p hat!

Diskutieren Sie die Losbarkeit der Aufgabe in bezug auf die Zahlen p und
d = PQ!

34. Entscheiden Sie, welcher der beiden Briiche
100'°° + 1 un 100%° + 1
100%° + 1 100%9 + 1
grofer ist! .

Hinwels: Bilden Sie ihre Differenz!

8. Aufgaben der ersten Stufe, Kiasse 8

35. Gegeben ist der Ausdruck

(e — 17 4 (b -1y + (c=1)°
(@-ba-c @G-ab-c (—a(—b
Vereinfachen Sie ihn, und beweisen Sie, dafBl er positiv ist! Was muB von den

Zahlen a, b und ¢ vorausgesetzt werden, damit der gegebene Ausdruck einen
Sinn hat?

36. Wihlen Sie das Dreieck MNP! Zeichnen Sie das Dreieck 4BC so, daB der

Punkt M der Mittelpunkt der Seite BC ist, der Punkt N der Mittelpunkt der
Seite CA und daB der Punkt P der FuBpunkt der Hohe a) durch den Punkt C,
b) durch den Punkt 4 ist! (Lgsen Sie jede der beiden Aufgaben gesondert!)

37. Stellen Siesich vor, Sie sollen alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 5555 aufschreiben!

Wie oft miissen Sie.dabei die Ziffer 9 schreiben?
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38. In der Abbildung 2.2. sind die konzentrisiwn Kreislinien k; = (S,x) und
k> = (S, y) mit x > y gegeben. Die Strecke 4B ist der Durchmesser der Kre_is-
linie k,, der Punkt C liegt auf der Kreislinie k, und innerhalb der Strecke SB.

e

Uber den Strecken 4Cund
BC als Durchmesser be-
schreiben wir die Kreis-
linien k5, k4. Beweisen Sie,
daB die Summe P, + P,
der Flicheninhalte der
waagerecht schraffierten
Flichen gleich der Summe
M + Nder Flicheninhalte
der senkrechtschraffierten
Flichen ist!

Abb. 2.2,

39. Zeichnen Sie das rechtwinklige Dreieck ABC so, dafl die Kathete BC Kleiner ist
als die Kathete CA! Wihlen Sie auf der Strecke BC den Punkt X und auf der
Strecke 4B den Punkt Y so, daB XY = XB gilt! Errichten Sie im Punkt Y die
Senkrechte auf der Geraden XY, und bezeichnen Sie ihren Schnittpunkt mit

der Geraden AC mit Z!

Uberzeugen Sie sich davon, daB der Umfang des Vierecks CXYZ immer der
gleiche ist, unabhingig davon, wo Sie den Punkt X auf der Strecke BC wihlen!
Ermitteln Sie diesen Umfang mit Hilfe der Seiten des Dreiecks ABC!

40, Wir haben 12 gleiche Steine, von denen jeder ein Quader mit den MaBen 2 cm,
3 cm und 4 cm ist. Aus allen diesen Steinen setzen wir einen groBen Quader so
zusammen, daB wir immer kongruente Seitenflichen zweier Quader so an-
einanderlegen, daB sich eine Seitenfliche mit der anderen deckt. Es ist moglich,
eine groflere Anzahl solcher Quader zusammenzustellen. Geben Sie die MaBe
aller dieser Quader an! Untersuchen Sie gleichzeitig, welche davon mehrfach
auf unterschiedliche Weise zusammengesetzt werden kénnen!

9. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 8

41. Gegeben ist der Ausdruck
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Unter welchen Bedingungen fiir a, » und ¢ hat der gegebene Ausdruck einen
Sinn?

42, Konstruieren Sie das Dreieck ABC, wenn AB = 6cm und ¥ CAB = 673°
gegeben sind und wenn Sie wissen, daB8 der Schuittpunkt aller drei Hohen dieses
Dreiecks 4BC die Hohe durch den Eckpunkt B halbiert!

43. Konstruieren Sie das rechtwinklige gleichschenklige Dreieck 4 BC mit der Hypo-
tenuse AB = 0,7 dm! Schlagen Sie um die Punkte 4 und B Kreislinien mit dem

Radius %7473! Bezeichnen Sie mit x den Flicheninhalt (in dm?) jenes Teils des
Dreiecks 4BC, der auBerhalb dieser beiden Kreislinien liegt!
a) Berechnen Sie die Zahl x!

b) Wieviel Prozent vom Flacheninhalt des Dreiecks 4BC betrigt der Flichen-
inhalt x?

1

P

. Pavel hatte genau 40 Kcs! (durchweg in Papiernoten) bei sich. Er wollte sich
ein Buch fiir 30 K¢s kaufen. Er konnte es aber nicht bezahlen, weil der Verkiufer
kein Kleingeld herausgeben konnte und der Betrag von 30 K¢s mit Pavels Geld
nicht bezahlt werden konnte.

Stellen Sie fest, welche Sorten von Banknoten Pavel bei sich hatte!?
Begriinden Sie die Antwort!

! Kronen (tschechoslowakische Wihrungseinheit).

2 (Anm. d. Red.) In der CSSR gibt es Banknoten mit den Werten: 1 Krone, 3 Kronen, 5 Kronen,
10 Kronen, 25 Kronen, 50 Kronen und 100 Kronen.
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LOSUNGEN

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 11

1. Die Seiten des gegebenen Quadrats 4 BCD haben die Linge d > 0. Bezeichnen wir
die Strecke der Linge p > 0, deren Endpunkte auf dem Umfang des gegebenen
Quadrats liegen, mit XY und ihren Mittelpunkt mit Z.
Anhand einer Skizze kommt man zu der Vermutung, daB die Linge p der Strecke XY
kleiner sein muB als die Linge der Diagonale AC = a'\/2 des Quadrats 4BCD;
diese Vermutung beweisen wir.
Beweis: Wenn die Punkte X und Y auf der gleichen Seite des gegebenen Quadrats
liegen, beispielsweise auf der Seite AB, so ist XY <d<d \/ 2.
Wir betrachten die beiden méglichen Fille [a] und [b].
[a] Die Punkte X und Y liegen auf zwei benach-
4 4 barten Seiten des Quadrats, zum Beispiel auf den
X s Seiten AB bzw. BC (Abb. 2.3.).
// /' [b] Die Punkte X und Y liegen auf gegeniiber-
N liegenden Seiten des gegebenen Quadrats, zum
< >/ Beispiel auf den Seiten AB bzw. CD (Abb. 2.4.).
i Fall [a] (Abb. 2.3.): Wir fiihren folgende Bezeich-
77 N nungen ein:

A { s -
X‘—XA’#E BX=x; BY=y, wobei 0=x=d; 0<y=<d (")

Abb. 2.3.

ist.
Nach Anwendung des pythagoreischen Satzes auf das Dreieck XYB erhalten wir

x4y = p @)
Wegen (1) gilt

x2+y*<d*+d. (3")
Aus (2') und (3') folgen

p*L2d?
und _
p<dv2,

was zu beweisen war.
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Fall [b]: Wir fiihren die Bezeichnungen BX = x und CY = y wie in Abbildung 2.4,
zin, wobei wir, ohne den allgemeinen Fall in unzulissiger Weise eingeschrankt zu
haben, voraussetzen koénnen, daB 0 £ x < d, 0 < y £ d und y < x gilt; denn wir

v konnen die Bezeichnungen und damit auch x und y

D Y[” T, gegeneinander austauschen. Wir bezeichnen mit E
/ den FuBpunkt der Senkrechten auf die Gerade AB
/ durch den Punkt ¥; wenn E = B, so ist y = 0. Sonst
/ ist y > 0. Allgemein gilt: XE =x — y.
/-/ Wenden wir den pythagoreischen Satz auf das Drei-
/' eck XYE an, so erhalten wir
/ la XE* + EY? = XY?

A X x £ |B oder

Abb. 2.4. (x — )+ d* =p~ @)

Wegen0 £ x < d,0<y=<dundy £ xgilt0 < x — y £ d. Daraus folgt:
(x—yP+d*=4d*+4d2

Hieraus und aus (4') erhalten wir:
p* £ 24*

und schlieBlich
p<dv2,

was zu beweisen war.
Damit ist bewiesen, daB die gegebene Aufgabe im Fall

p>d\/5

keinen Sinn hat.
Im folgenden setzen wir fiir die Zahl p voraus, daB sie die Ungleichung

p=sd \/ 3 (1)
erfiillt. .
Bei der weiteren Untersuchung der Aufgabe unterscheiden wir vier Fiille:

Mp<d Rlp=d; Bld<p<dv2; [4lp=dv2. ®

Fall [1], p < d (Abb. 2.5.): Wir beachten, dafl der Abstand zweier Punkte, die auf
gegeniiberliegenden Seiten des Quadrats ABCD liegen, wenigstens gleich der Zahl d
ist. In diesem Fall miissen deshalb die Punkte X und Y entweder auf derselben Seite
des Quadrats liegen — beispielsweise auf AB — oder auf zwei benachbarten Seiten.
Unterscheiden wir nun diese zwei Moglichkeiten: a) Die Punkte X und Y liegen auf
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benachbarten Seiten des Quadrats ABCD; b) die Punkte X und Y liegen auf der-
selben Seite des gegebenen Quadrats.
a) Angenommen, der Punkt X liegt zwischen 4 und B

b ¢ und Punkt Y zwischen B und C (siche Abb. 2.5.)—und
beide Punkte fallen mit keinem der Eckpunkte 4, B
B‘r _____ ¥ oder C zusammen. (Aus dem rechtwinkligen Drei-
I\ / eck XYB mit dem rechten Winkel bei B folgt, dafl
i N\~ 8, BY < XY, d.h. BY < d. Das bedeutet aber ¥ % C.)
! ,//-7\\\ Dann gelten in deiDreieck XYB fiir den Mittel-
L{" \| punkt Z der Seite XY die Bezichungen
4 " . ZB=7x%=Z7 = .
Abb. 2.5. ZxX=7Zr=- 27

" also liegt der Punkt Z auf dem kleineren Kreisbogen k um B mit dem Radius 12—),

der durch die Endpunkte B; und B, auf den Schenkeln BA und BC des rechten
Winkels 4BC begrenzt wird (die Endpunkte B, und B, rechnen wir nicht dazu).

Umbkehrung: Angenommen, C sei ein beliebiger Punkt, der auf der Viertelkreislinie A
und folglich innerhalb des Winkels ABC liegt. Wir konstruieren in diesem Winkel
das Rechteck BXB'Y (wobei X auf dem Strahl B4 und Y auf dem Strahl BC liegt),
dessen Mittelpunkt der Punkt Z ist. Wir fiihren die Konstruktion, indem wir das
Bild B’ des Punktes B, der symmetrisch zum Mittelpunkt Z liegt, bestimmen und
dann durch den Punkt B’ eine Parallele zu den Geraden B4 und BC ziehen. Fiir die

Diagonale BB’ gilt: BB’ = 2- %p = p. Da aber die Seiten eines Rechtecks immer

kleiner als die Diagonale sind, gllt BX < 3 BY < p. Daraus fo]gt daB die Punkte X
und Y mnerhalb der Strecken AB und BC liegen. Ferner gilt XY = BB’ = p und

XZ =77 = Ep (die Diagonalen des Rechtecks BA'B'Y sind kongruent). Damit ist
die Umkehrung bewiesen.

Wenn wir diese Uberlegung fiir die iibrigen Eck-
punkte des Rechtecks ABCD wiederholen (Abb. 2.6.),

Vid
Z T ' erhalten wir insgesamt die vier Viertelkreisbogen
ki, k2, k3 und k4 (ohne die Endpunkte).
5 L b) Weil p < d ist, liegt in der Abbildung 2.6. der
" Punkt B, niher am Punkt B als am Punkt 4 und
A’ & der Punkt 4, ndher am Punkt 4 als am Punkt B.
Daraus folgern wir, daB die Strecke 4,B, (ein-
schlieBlich der Eckpunkte) die Menge der Mittel-
A A B B punkte der Strecken XY = p ist, deren beide Eck-
Abb. 2.6. punkte X und ¥ auf der Strecke AB licgen.
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Resultat im Fall [1): .
Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY ist die Kurve, die in der
Abbildung 2.6. starker ausgezogen ist.
Fall 2], (Abb.2.7.): Angenommen, es gilt p = d.
0 b=t 4 Dieser Fall unterscheidet sich vom Fall [1] durch
folgendes:

a) Gegeben ist eine Strecke XY = p = d, die
Dy=4, B,=¢, auf der Seite 4B liegt; also jene, die mit der
Strecke 4 B zusammenfillt. Es ist also 4, = B, ;
B,=C,; C,=D; und D, = 4,. Wir erhalten
die vier Viertelkreislinien k,, k,, k3 und kg

A A= 8 einschlieBlich ihrer Endpunkte 4,, By, C; und
Abb. 2.7. Dy.

b) Gegeben sind die Strecken XY = p, wobei X und Y auf den gegeniiberliegenden
Seiten des Rechtecks liegen, beispielsweise, auf den Seiten 4B und DC (zu diesen
Strecken gehoren auch die Seiten des gegebenen Rechtecks). Die Mittelpunkte dieser
Strecken erfiillen die Mitteltransver-
salen A_IEI und B, D, (siche Abb. 2.7.).

o=y"
Resultat im Fall [2]:
Der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller Strecken XY ist in der Abbil-
dung 2.7. fett gekennzeichnet.
_y Fall [3], (Abb. 2.8.): Angenommen, es
5 2

st d<p< d\/2. Dann konnen die
yey Eckpunkte der Strecke XY = p nichtauf
der gleichen Seite des Quadrats ABCD
liegen. Es gibt also zwei Moglichkeiten:
a) Die Punkte X und Y liegen auf be-
nachbarten Seiten des gegebenen Qua-
drats oder b) sie liegen auf gegeniiber-
liegenden Seiten des Quadrats.

a) Wir konstruieren die beiden rechtwinkligen Hilfsdreiecke AY'B und CX''B mit
den Hypotenusen AY' = X' = p wie in der Abbildung 2.8. Wir werden gleich
zeigen, daB diese Dreiecke existieren, wodurch wir die Strecken X'Y’ = X"'Y"" =p
erhalten, wobei X’ = 4, Y = C ist. Nach dem Satz des PYTHAGORAS gilt in dem
Dreieck AY’B der Abbildung 2.8. BY'> = AY'?> — AB* = p* — d?,50daBBY"? < p?
und BY' < BC ist. Es liegt also der Punkt Y’ auf der Strecke BC. Ebenso liegt der
Punkt X’ auf der Strecke 4B, was iibrigens aus der Symmetrie in bezug auf die
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Gerade BD hervorgeht, so daB

BX' =BY £ p — & ®
ist.
Wir setzen nun voraus, daB der Punkt X der Strecke XY = p innerhalb der Strecke
AX7 liegt, d. h. daB gilt

BX" < BX < BA.
Aus der Bezichung BX”' < BX und (3) erhalten Wir

p* — d* < BX?; @
die Beziehung BX < BA kann man in der Form

d* > BX? 5

schreiben. o
Es ist nun leichtﬂl beweisen, daB der entsprechende Punkt Y der Strecke XY, der
auf der Strecke BC liegt, auf die Strecke Y'C fillt, d. h., es gilt

BY' < BY < BC. ©

Beweis: In dem Dreieck XYB mit % XBY = 90° ist XY = p, und es gelten (4)
und (5). Nach dem Satz des PYTHAGORAS ist

BX? = p? — BY2. @)
Daraus und aus (5) folgt:

d*> > p* — BY?
oder fortlaufend [siehe (3)]

BY? > p* — d,

BY > BY' . ®)
Aus den Beziehungen (7) und (4) gehen nacheinander die Ungleichungen

p* —d* < p* — BY?,

BY? < d?,
p_y < BC ) ©)
hervor. :

Die Giiltigkeit der Beziehungen (6) ergibt sich aus den Beziehungen (8) und (9).

Die Strecken AY’ und CX"” haben der Reihe nach die Mittelpunkte Z’ bzw. Z'’, und
sie haben ferner den Punkt M gemeinsam, der auf der Strecke BD liegt, oder die
Strecken liegen symmetrisch in bezug auf die Gerade BD.
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Durchlduft der Punkt X die Strecke AX", so durchlduft der entsprechende Punkt ¥
auf der Strecke BC die Strecke Y’C (und umgekehrt). Wie im Falle [1] schlieBen wir,

daf die Mittelpunkte dieser Strecken den Bogen Z'Z" der Kreislinie k; = (B, %p)

bilden. Dieser Bogen Z'Z” liegt im Winkel 4MC. Dabei gilt auf Grund einer Eigen-
schaft des Mittelpunkts der Kreislinie, die dem rechtwinkligen Dreieck AY'B um-
beschrieben ist, Z74 = ZY' = Z'B, so daB der Punkt Z’ auf der Mitteltransversalen q
des Quadrats ABCD liegt, die senkrecht auf der Seite AB steht (siche Abb. 2.8., aus
der ebenfalls hervorgeht, daB der Punkt Z' auf der Strecke BY, liegt, wobei Y, auf
der Seite CD liegt und CY, = BY” gilt).

b) Angenommen, die Punkte X und Y der Strecke XY der Linge p liegen auf den
gegeniiberliegenden Seiten AB bzw. CD des Quadrats ABCD. Ein Beispiel fiir solche
Strecken sind in der Abbildung?2.8. die Strecken BY, (Y, liegt auf CD, und es ist
CY, = BY = \/p2 — d?) sowie DY, (Y, liegt auf 4B, und es ist AY, = BY’). Die
Strecken, die aus der Strecke BY, durch Parallelverschiebung entstehen, wobei der
eine Endpunkt auf B4 verschoben wird, und zwar héchstens um die Linge BY,,
gehdren zu den zu betrachtenden Strecken. Sie liegen alle im Parallelogramm
BY,DY,. Ihre Mittelpunkte bilden auf der Mitteltransversale p || AB des gegebenen
Quadrats die Strecke Z"' Z1V = AX". Das zweite System solcher paralleler Strecken XY
entsteht durch entsprechende Verschiebung der Strecke CX” um hochstens BY,
(oder X" A). Thre Mittelpunkte bilden ebenfalls die Strecke Z""ZIV. Andere Strecken
auBer denen in beiden erwihnten Systemen, die ihre Endpunkte auf den Seiten 4B
bzw. CD haben, gibt es nicht.

Resultat im Fall [3]:

Aus der Symmetrie des Quadrats in bezug auf die Diagonalen und die Mitteltrans-
versalen geht hervor:

Die Menge der Mittelpunkte aller Strecken setzt sich zusammen aus den vier Bogen
und den zwei Strecken, die auf den Mitteltransversalen des gegebenen Quadrats
liegen (siche die fetten Linien in der Abb. 2.8.).

Fall [4]: Angenommen, es sei p = d\/z (Abb. 2.3.): Aus der einleitenden Erwigung
geht hervor, daB die einzigen zwei Strecken XY der Lénge p die Strecken AC und BD
sind. Die gesuchte Menge der Mittelpunkte dieser Strecken wird von einem einzigen
Punkt gebildet, und zwar dem Mittelpunkt S des Quadrats ABCD.

Damit ist die Aufgabe gelost.

2. Die reelle Zahl x erfiille die Ungleichung

1 1
_ 4 _w,
w1432 wtl-n2

(Y
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d. h. die Ungleichung

S L 520 )}
x+14+/2 x+1-+/2
Wir bezeichnen mit V den Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung (2); dann
ergibt sich nacheinander:

=x+]—\/E+x+l+\/£—2(x+1+\/§)(x+1—\/§)

J GH1+VDE+1-VD)
2422 + 1) — W2
Gt 1+VDE+1-/2)
24+ -G+ 2+ 1 —2)]
N GH1+VDx+1-/2)

¥ 2(x* +x —2)

G+14+V2)x+1-+/2)
Nach der Zerlegung des quadratischen Trinoms im Zzhler erhalten wir
2x+2)(x—1)

W= -3 . 16
GHI+VDE+1-+/2)
Fiir die Zahl x gilt (2). Wegen des Ergebnisses (3) gilt also
G- ., o
G+1+VDE+1-2)
Es muB also fiir die Zahl x gelten:
[1] entweder gleichzeitig R
x+(x—-1 =0, (3a)
GH1+VDE+1 -2 >0 @3b)

Tin der letzten Ungleichung darf > nicht durch = ersetzt werden, sonst konnte der
Nenner des Bruchs in (3") Null sein],
12] oder gleichzeitig

x+2d(x-1 =0, (42)
G+1+vVDE+1-v2) <0 (4b)
[wobei wiederum in der letzten Ungleichung das Gleichheitszeichen nicht zuldssig

ist].
Jede der beiden Miglichkeiten untersuchen wir gesondert.
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Fall [1]: Aus der Beziehung (3a) geht hervor, daB fiir die Zahl x genau eine der Be-
ziehungen gelten muB:

a) x1, (5a)

b) x< -2. (5b)
Aus der Beziehuﬁg (3b) folgt, daB fiir die Zahl x genau eine der Beziehungen

a) x>+/2—1(>04), : (62)

B x< (/2 + 1)(< —2,4) (6b)
gelten muB.

Die Forderungen (5a) und (6b) oder die Fbrderungen (5b) und (6a) kann man nicht
gleichzeitig erfiillen. Durch Kombinieren von (5a) und (6a) erkennen wir, daB fiir
die Zahl x nur die Bedingung

xz1 » %)

iibrigbleibt.

Durch Kombinieren von (5b) und (6b) erhalten wir, daB fiir die Zahl x nur die Be-

dingung .
x<—W2+1) ' )

iibrigbleibt.

I. Fiir x 2 1 sind tatséchlich die beiden Faktoren im Nenner des Bruches (3) positive

Zahlen (es giltx + 1 — v/2 2 2 — +/2 > 0,5, weil /2 < 1,5). Ebenso sind alle drei

Faktoren im Zéhler des Bruches (3) nichtnegative Zahlen. Es ist also ¥ < 0, und alle

Zahlen x = 1 sind Losung der Ungleichung (1); denn die Beziehung ¥ < 0 ist
dquivalent mit der Ungleichung (1).

1L Fiir x < —(\6 + 1) sind die beiden Briiche auf der linken Seite der Unglei-
chung (1) negative Zahlen, und deshalb ist auch ihre Summe eine negative Zahl und
damit kleiner als 2.

Fall [2]: Aus der Beziehung (4a) geht hervor, daB fiir die Zahl x einzig und allein
die Beziehung

—2<x<1 ®

iibrigbleibt.
Aus der Beziehung (4b) folgt, daB fiir die Zahl x gelten muB:

02+ <x<V2-1. ©
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Es gilt aber —(\/E + 1) < —2,4/2 — 1 < 1. Daher bleibt fiir die Zahl x, fiir welche
gleichzeitig die Beziehungen (8) und (9) gelten, nur die Méglichkeit

—2zx</2-1 (10)
iibrig.
Fiir jede Zahl x aus dem Intervall (10) ist

¥+ 14250, x—(/2-1)<0.
Der Nenner des Bruches (3) ist also negativ. Ferner ist fiir diese x

x+220;, x-1<0,

und der Zihler des Bruches (3) ist dann negativ oder null. Es ist also der Bruch in
dem Ausdruck (3) nichtnegativ, und deshalb muB ¥ < 0 gelten. Alle Zahlen x aus
dem Intervall (10) sind demnach Lésung der Ungleichung (1).

-(V2+1) 2 + v 1 2 3

+ Abb. 2.9.
0

—

Resultat: Die Gesamtheit aller Losungen der Ungleichung (1) wird von allen Zahlen x
gebildet, die in einem der Intervalle (7), (7') und (10) (betrachten Sie auch die grafische
Veranschaulichung in der Abbildung 2.9.), d. h. in einem der Intervalle

x<—(\/5+1); —2§x<\/5—1; x21

liegen.

3. (Abb. 2.10., 2.11.): Statt eine Analyse durchzufithren, beweisen wir folgenden
Hilfssatz V: - oa.
In dem Dreieck ABC sei CA = CB, d. h. a = b, dann gilt

Ie = U = 0} ()}
wenn aber CA = CB,d.h.a + b, ist, so gilt
T 5 s 55 U (0))

Beweis: Die Gﬁitigkeit der Beziehung (1) ergibt sich aus der Symmetrie des gleich-
schenkligen Dreiecks 4BC in bezug auf die Symmetrieachse p seiner Grundseite 4B
(Abb. 2.10.). Angenommen, es sei nun a + b (Abb. 2.11.), Wir setzen, um Festes
vor Augen zu haben, voraus, da a < b, d. h. daB « < 8 gilt (der kleineren Seite
des Dreiecks liegt der kleinere Winkel gegeniiber). Wenn a > b ist, geniigt es, das zu
dem gegebenen Dreieck in bezug auf die Achse p spiegelbildliche zu betrachten,
wobei p die Mittelsenkrechte der Strecke 4B ist. Wir konstruieren den Winkel
o' = XABB' = « (Abb. 2.11.). Aus der Beziehung « < 8 geht hervor, daB der
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Strahl BB’ innerhalb des Winkels 8 verlduft. Ferner geht aus der Beziehung « < f
hervor, daB « ein spitzer Winkel ist. Es ist also « + &’ < 180°, und die Strahlen AC
und BB’ haben nach dem Parallelenaxiom EUkLIDs! in der Halbebene $ einen

Schnittpunkt P. Dabei ist $ diejenige Halbebene,
die von der Geraden AB begrenzt wird und P
enthilt. Das Dreieck ABP ist gleichschenklig, und
die Symmetrieachse p seiner Grundseite AB ver-
lduft durch den Punkt P und durch den Mittel-
punkt E der Grundseite 4B. Weil der Strahl BB’
im Winkel 3 liegt, wobei sich der Punkt P auf
diesem Strahl befindet, liegt also der Punkt P
innerhalb der Strecke AC, und der Punkt C liegt
demnach in der von p begrenzten und B ent-
haltenden Halbebene §’. Die Gerade p ist die
Mittelsenkrechte der Strecke 4B, und deshalb liegt
auf ihr der Mittelpunkt S des dem Dreieck ABC

Abb. 2.10.

umbeschriebenen Kreises. Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Geraden p und der
Kreislinie k, der nicht in der Halbebene $ liegt, mit G. Aus der Symmetrie der
Strecke AB und der Kreislinie k in bezug auf die Gerade p folgt ¥ 4SG = ¥ BSG.

Abb. 2.11.

Zu diesen kongruenten Zentriwinkeln
der Kreislinie k& gehdren kongruente
Peripheriewinkel, so daB gilt

¥ACG = ¥BCG = -é‘y.

Der Strahl CG ist demnach die Hal-
bierende des Winkels y und schneidet
deshalb die Gerade AB in einem
Punkt F, der auf der Strecke AB liegt.
Weil der Punkt F innerhalb der Kreis-
linie & liegt, liegt er auf der Strecke CG,
die bis auf den Punkt G innerhalb der
von der Geraden PG begrenzten und
C enthaltenden Halbebene §' liegt,

und deshalb ist F ein innerer Punkt der Strecke EB.

Die Héhe CD des Dreiecks ABC hat auf der Seite AB den FuBpunkt D, der mit
dem Punkt C innerhalb der Halbebene ' liegt. Die Geraden p und CD sind also
voneinander verschiedene Parallelen. Die Strecke CG liegt bis auf den Punkt C inner-

! In Deutschland wird im Schulunterricht an Stelle des Parallelenaxioms EukLIDs gewohnlich be-
nutzt, daB Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen einander gleich sind.
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halb der von der Geraden durch CD begrenzten und E enthaltenden Halbebene, und
deshalb liegt in dieser auch der Punkt F. Der Punkt F liegt also innerhalb der Strecke
ED. Wenn ein Punkt X den Strahl DE von seinem Anfang D aus durchlduft, wiichst
auch sein Abstand vom Punkt C, denn in den rechtwinkligen Dreiecken XDC wichst
die Kathete XD, wihrend die Kathete DC fest bleibt. Nach dem Satz des PYTHAGORAS
gilt aber XC = ~/XD? + CD?, so daB auch XD wichst, Aus der Bezichung
DE > DF und CD L 4B ergibt sich

CE> CF> DC,
d. h. die zu beweisende Ungleichung (2).
Wenn weder die Beziehung (1) noch die Beziehung (2) gilt, hat die Aufgabe keine
Losung. .

Konstruktion: Wir betrachten die beiden Moglichkeiten: [1] es gilt (1); [2] es gilt (2).

Fall [1]: Angenommen, es gilt 7, = u, = v, (siche Abb. 2.10.). Wir konstruieren die
Strecke DC = v,, und im Punkt D errichten wir auf ihr die Senkrechte g. Auf der
Geraden ¢ konstruieren wir die Strecken EA = ﬁ, wobei wir den Punkt 4 £ D
beliebig wihlen. Dann entspricht das Dreieck ABC den Forderungen der Aufgabe.

Ergebnis: Die Aufgabe hat unendlich viele Losungen.

Fall [2]: Angenommen, es gilt ¢, > u, > v, (siche Abb.2.11.). Wir wihlen die
Strecke DC = v, und konstruieren durch den Punkt D die Gerade ¢ 1 DC. Wir
fordern, daB der Mittelpunkt E der Seite AB des gesuchten Dreiecks 4BC in cine der
Halbebenen fillt, die von der Geraden DC begrenzt werden (diese Halbebene wollen
wir mit g bezeichnen). Das bedeutet wegen der Beweisfithrung zum Satz V, da3 auch
der Punkt F in die Halbebene p fillt. Wir konstruieren nach dem Satz ssw in der
Halbebene ¢ das Dreieck CFD mit CF = u, und % CDF = 90°. Der Punkt F liegt
dann auf der Geraden g. Wir konstruieren weiter in der Halbebene ¢ das Dreieck CED
mit CE = t.und X CDE = 90°. Der Punkt Eliegt dann auf dem Strahl DF. Durch den
Punkt E ziehen wir die Gerade p 1 ED, und mit G bezeichnen wir den Schnittpunkt
der Geraden durch CF mit p. Weiter konstruieren wir die Mittelsenkrechte o der
Strecke CG und bezeichnen den Schnittpunkt der Geraden p und o mit S. Wir
schlagen die Kreislinie k = (S, SC) und bezeichnen mit A4 bzw. B ihre Schnittpunkte
mit der Geraden ¢. Dann ist das Dreieck ABC die Losung der gegebenen Aufgabe.
Dabei sehen wir von einer Vertauschung der Bezeichnung der Punkte 4 und B ab.

Beweis: Die Punkte E und S liegen auf der Geraden p. Deshalb ist E der Mittelpunkt
der Bogensehne AB der Kreislinie k. Nach der Konstruktion ist CE = t., so daB die
Linge der Mittellinie CE in dem Dreieck 4BC gleich ¢, ist. Aus der Symmetrie der
Kreislinie k und der Strecke 4B in bezug auf die Gerade p folgt: X ASE = % BSE.
Deshalb gilt fiir die zu diesen Zentriwinkeln der Kreislinie k gehdrenden Peripherie-
winkel: ¥ ACF = % BCE. Es ist also CF Winkelhalbierende, und entsprechend der
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Konstruktion ist CF = u,. SchlieBlich ist CD L AB und CD = v.. Damit ist der
Beweis gefiihrt.

Diskussion: Auf Grund der Beziehung (2) existieren die beiden Dreiecke CFD und
CED [entsprechend dem Satz ssw], und die Reihenfolge der Punkte lautet: D, F, E.
Der Winkel CFD ist ein Winkel des rechtwinkligen Dreiecks CFD. Er ist also spitz,
und deshalb ist auch der dazugehorige Scheitelwinkel spitz. Demzufolge hat der
Strahl CF nach dem EukLiDischen Parallelenaxiom mit der Geraden p einen Schnitt-
punkt G, der nicht in der Halbebene  liegt. Die Gerade durch DF trennt also die
Punkte C und G voneinander, und der Punkt F liegt innerhalb der Bogensehne CG
der Kreislinie & und also auch innerhalb von k. Folglich ist auch die Gerade g durch
DFE eine Sekante (sie enthilt den Punkt F) der Kreislinie k, d. h., die Punkte 4 und B
gibt es wirklich.

Nach Wahl der Lage der Strecke DC = v, und der den Punkt E enthaltenden Halb-
ebene p gibt es also, wenn die Beziehung (2) erfiillt ist, genau ein Dreieck ABC (bis.
auf eine mogliche Vertauschung der Bezeichnungen fiir die Punkte 4 und B).

Ergebnis: Im Fall ¢, = u, = v, kann man unendlich viele nicht kongruente Dreiecke:
konstruieren. Im Fall 7, > u, > v, kann man genau ein Dreieck konstruieren.

4. Angenommen, das Zahlenpaar (x, y) erfiillt das Gleichungssystem. Multiplizieren
wir die linken und die rechten Seiten der Gleichungen (1) und (2) miteinander, so
erhalten wir ’

1 cosx  sinx
+—+

cosxsinx + ;

cosxsinx sinx cosx

Wir multiplizieren die beiden Seiten der neuen Gleichung mit der Zahl cos x sin x..
Dann erhalten wir nach einer Umformung:

9 9 A :
(cos x sinx)? — 5cosxsmx +cos’x + sin*x 4+ 1 =0,

(cosxsinx)z—gcosxsinx+2 =0.

GemiB einer bekannten Formel ist cosx sinx = —sin 2x. Nach Einsetzen in die
vorausgegangene Gleichung erhalten wir: 2

lsin22x—2si112x+ 2=0,
! 4

sin?2x — 9sin2x +8 =0,
(sin 2x — 1) (sin 2x — 8)

Fiir die Zahl x muB also entweder sin 2x — 8 = 0 oder sin 2x — 1 = 0 sein.
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Aus der Beziehung sin 2x = 1 folgt
2x = 90° + 2k - 180°,

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist, d. h.
x = 45° + k- 180°.

3)

In Anbetracht der Tatsache, daB fiir jede reelle Zahl « sicher |sina] < 1 ist, gilt

die Beziehung
sin 2x = 8
fiir keine reelle Zahl x.
Fiir die Zahl x muB gemiB (3) also entweder
x = 45° + 2n - 180°
oder
x = 225° 4+ 2n-180°
gelten, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.
Betrachten wir weiter jede von diesen Mdglichkeiten fiir sich getrennt.
Fall [1]: Angenommen, es gilt (3a). Dann ist

cosx = l\/i, sinx = l\/i,
2 2
und nach dem Einsetzen in die Gleichung (1) erhalten wir
1 & 2
—v’/2 + —==9tany.
2 V2

Nun erhalten wir nacheinander:

/3 242

=9tany,
2 Y
32
— =Gtany,
> ¥y
é = tan
6 e
Wegen
V21,414
ist 1
tany = 3 1,414 ~ 0,236,
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und untef Benutzung einer Tafel erhalten wir fiir y die Naherungswerte
y =~ 13°16" + k- 180°, (42)

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.

Die Zahlenpaare (x, y) der gegebenen Beziehungen (32) und (5) [bzw. ndherungsweise
(4a)] bilden die Ldsung des Systems. DaB die Gleichung (1) erfiillt ist, ergibt sich
unmittelbar auf Grund der Berechnung von y. Wir setzen nun dieses Paar (x, y) aus
den Beziehungen (3a) und (5) in (2) ein. Unter Beachtung von (4) erhalten wir auf
der linken Seite der Gleichung (2):

1 = 2
-2+ —=
2 V2
und nach Vereinfachung
34/2
5
Auf der rechten Seite erhalten wir unter Beachtung der Beziehung (5) fiir y:
6._3 32
V2 V22

Damit ist der Beweis erbracht.

(S AR

Fall 12): Angenommen, es gilt (3b). Dann ist
| - 1 =
cosx = —=+/2; sinx = —=-+2, (6)
2 , 2
und nach Einsetzen in (1) erhalten wir:

—1\/5—i_=9tany,

2 V2
V2
tan =——, 7
¥ : Q)]
tan y ~ —0,2357.

Auf die gleiche Weise wie im Fall 1 erhalten wir
y ~ 166° 44" + k- 180°, (7a)
wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.
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Das Zahlenpaar (x, y) aus den Beziehungen (3b) und (7) [bzw. ndherungsweise (7a)]
geniigt sicher der Gleichung (1). Durch Vergleich der Beziehungen (4), (6) und der
Beziehungen (5) und (7) wird deutlich, daB das Zahlenpaar (sin x, ) aus (6) und (7)
gerade aus den zu den Zahlen des Zahlenpaares aus den Bezichungen (4) und (5)
entgegengesetzten Zahlen besteht. Es ist aber cot (—y) = — cot y. Wenn wir also
das Paar (sin x, y) aus den Beziehungen (3b) und (7) in (2) einsetzen, so bedeutet dies
das Einsetzen des Paares (x, y) aus den Beziehungen (3a) und (5) in (2) und das
Multiplizieren der beiden Seiten der Gleichung (2) mit der Zahl — 1. Aber dic Zahlen
(x, y) aus (3a) und (5) erfiillen (2), und deshalb erfiillen auch die Zahlen (x, y) aus
den Bezichungen (3b) und (7a) die Gleichung (2).

Ergebnis: Damit ist die Losung der Aufgabe durchgefiihrt. Die Losungen des Systems
(1), (2) sind alle Zahlenpaare (x, y), die entweder durch die Beziehungen (3a) und (5)
oder durch die Beziehungen (3b) und (7a) gegeben sind.

5. Angenommen, es sind x und p ganze Zahlen, die der Gleichung (1) geniigen. Dann
miissen die Zahlen x und y nichtnegative ganze Zahlen sein (wir setzen voraus, daB
die Quadratwurzel als nichtnegative Zah] definiert ist). Dann folgt aus (1)

Vy =50 — Vx.
Dadurch, daf} wir die beiden Seiten ins Quadrat erheben, erhalten wir die Gleichung

p =50+ — 2~/50x )
oder
24/50x = 50 + x — y.

Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht eine ganze Zahl. Deshalb ist auch die
linke Seite dieser Gleichung eine ganze Zahl a, und es gilt

2\/5?,\‘:(1.

Die Zahl auf der linken Seite ist nichtnegativ, also ist a = 0.
Wenn wir die beiden Seiten dieser Gleichung ins Quadrat erheben, erhalten wir

2-10%-% = a?

a\? ‘
x= (B) . 2

Die Zahl @ muB ein ganzzahliges Vielfaches von 10 sein, d. h.
a = 10b,

oder

wobei b eine nichtnegative ganze Zahl ist. Nach Einsetzen in (2) erhalten wir
2x = b2 3)
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Die Zahl b muB also gerade sein; denn ihr Quadrat ist eine gerade Zahl. Es muf
also

b=2
gelten, wobei ¢ eine nichtnegative ganze Zahl ist. Nach Einsetzen in (3) ergibt sich
fir x

2x = 4¢?,
oder

x = 2¢2 4)
Wir beachten noch, daB fiir x > 50 sicher \/:\‘ > V/E ist, woraus

0<x<50,

0 =22 £ 50,

0?25,

0= c<5.
folgt. Wir stellen fiir die nichtnegative ganze Zahl ¢ eine Tabelle zusammen und

ergianzen sie gleich durch die nichtnegative ganze Zahl y, die wir nach Einsetzen der
Zahl x in die rechte Seite der Gleichung (1) erhalten:

c 0 1 | 2 | 3 ‘ 4 | 5
x 0 2 8 18 32 50
y 50 32 18 8 2 0

Wenn es also ein Paar (x, y) nichtnegativer ganzer Zahlen x und y, die der Gleichung (1)
geniigen, gibt, so ist dies irgendeines von den sechs Paaren dieser Tabelle. Durch
Einsetzen in (1) kénnen wir uns leicht davon iiberzeugen, daB jedes von diesen sechs
Paaren der Gleichung (1) geniigt. Die gegebene Aufgabe hat also die sechs in der
Tabelle angefiihrten Paare als Losung und zwar nur diese. Damit ist die Aufgabe
gelost.

6. I. In dem Dreieck ABC mit den Seiten a, b und ¢ sind die Strecken NP, PM und
MN Mitteltransversalen, so daB sie in dieser Reihenfolge parallel zu BC, CA
und AB (Abb. 2.14.) verlaufen. Wir bezeichnen der Reihe nach die von den Eck-
punkten 4, B und C aus zu den gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks 4BC
gefillten Lote mit o,, 0, und o0;. Ihre FuBpunkte auf den gegeniiberliegenden
Seiten bezeichnen wir der Reihe nach mit ¥, ¥, und V5. Ferner seien O;, O, und O,
die Schnittpunkte der Geradenpaare (o,, NP), (0,, PM), (03, MN). Wir setzen
schlieBlich

A-__V1=7-‘1s W;':L‘z, C_Vs=L'3
und bemerken, daB x NPM = £ BCA = y ist usw.
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Wir beachten diese Tatsache (vergleichen Sie mit der Abbildung 2.14.): MNPQ sei
ein beliebiges Tetraeder. Wir drehen der Reihe nach die Dreiecke NPQ, PMQ und
MNQ mit jhren Ebenen um die Geraden NP, PM bzw. MN in die Ebene MNP,
und zwar jeweils in die Halbebenen, die den Halbebenen NPM, PMN, MNP
entgegengesetzt sind. Sie gehen iiber in die Lagen NP4, PMB bzw. MNC. Der
Punkt @ dreht sich bei diesen Rotationsbewegungen in den Ebenen w, L NP,
w, L PM,bzw. w3 L MN. Deren Schnittlinien mit der Ebene MNP sind o, , 0, bzw. 03
und die Drehzentren der entsprechenden Kreislinien &y, k, bzw. k5 (diese liegen in
den Ebenen w;, , bzw. w,) sind die Punkte O,, O,, O5. Die Radien dieser Kreis-
linien ky, k5, k3 um die Achsen NP, PM, MN sind

0,0 =0:4; 0,0 = 0,B; 0,0 = 05C.

Die Gerade ¢ = Q0 L MNP, wobei O
der FuBpunkt dieser Senkrechten ist, \(ff/
liegt in den Ebenen o, w,, w; und dem-
nach ist der Punkt O der Schnittpunkt
der Hohen im Dreieck ABC. Dieses Er-
gebnis verwenden wir fiir den Beweis, da
unsere Aufgabe keine Losung hat, wenn
das Dreieck 4BC nicht spitzwinklig ist.

Fall 1], (Abb. 2.12.): Angenommen, es
seiy=90°. Dannist 0 = Cund N= 0, %
und die Kreislinie k; hat den Durch-
messer AC, d. h., sie hat mit der Geraden
g L MNP (die durch den Punkt O geht) nur den Punkt C gemeinsam, und dieser
liegt in der Ebene MNP, so daB das gesuchte Tetracder MNPQ nicht existiert.

Fall 12], (Abb. 2.13.): Angenommen,
es sei p > 90° so daBl der Schnitt-
punkt O der Hohen des Dreiecks
ABC auBerhalb des Drejecks fillt.
Die bei der Drehung entstandene
Kreislinie k3 hat den Durchmesser
CV, und keinen Schnittpunkt mit
der Geraden g L MNP durch den
Punkt O.

Fall [3], (Abb. 2.14.): Angenommen,
es sei ABC ein spitzwinkliges Drei-
eck, sodaB der Schnittpunkt O seiner
Héhen in dieses Dreieck fillt, also
Abb. 2.13. beispielsweise auf die Strecke AV, .

Abb. 2.12.
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Dann ist der Radius (—)1—14 = ?)Té der vom Punkt 4 beschriebenen Kreislinie k;
gréBer als 0,0, und die Gerade ¢ L MNP durch den Punkt O hat mit der Kreis-
linie k, einen Schnittpunkt Q, der nicht in der Ebene MNP liegt. Es ist nun zu
beweisen, daB jede der Kreislinien k,, k, und k5 durch diesen Punkt Q verlauft.
Das beweisen wir dadurch, daB wir die
Lange v der Strecke O‘Q berechnen,
die wir mit Hilfe der Kreislinie k;
konstruiert haben.

In der Abbildung 2.14. ist durch Buch-
staben in runden Klammern die Lage
in der Ebene w, veranschaulicht, ndm-
lich die Kreislinie (k,), die Gerade (),
der Punkt (Q), wobei das Dreieck
AV(Q) nach dem Satz des THALES im
Eckpunkt (Q) einen rechten Winkel
hat. Fiir die Linge v seiner Hohe O(Q)
gilt nach dem Hohensatz des EUKLID:

Abb. 2.14. ST
v: = 04-0V;. )
Es ergibt sich nun aus dem Dreieck A0V, in dem ¥ OFV,4 = 90° und £ 40V, =y
gilt:

T =222,

sin y
Aus dem Dreieck ABV,, in dem ¥A4V,B = 90°, AB = ¢ und X BAV, = « gilt,
ergibt sich:
AV, = ¢ cos .
Daraus erhilt man:

cos &

04 =c¢ 2

sin y
Ferner ergibt sich aus dem Dreieck OCV,, in dem xOV,C = 90° und X COV, = f8
ist:
oV, = Ef/} - cot B,
Aus dem Dreieck ACV,, in dem X AV,C = 90°, X ACV, = y und AC = b ist, er-
hélt man:

CV,=b- cosy
und weiter
OV, =b-cotf-cosy. 3)
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Nach Einsetzen von (2) und (3) in (1) erhalten wir schlieflich

1'2=bc-cosa-cot[}~cosy-.1—. )
siny

Wir bezeichnen mit r den Radius des Umkreises des Dreiecks ABC. Nach dem Sinus-
satz, angewandt auf das Dreieck ABC, gilt

a b c
= —=——=2r,
sinae sinf  siny
also
b=2rsinf; c=2rsiny. )

Nach dem Einsetzen fiir » und ¢ in (4) erhalten wir ¢* = 4% - cos & - cos f3 - cos y
und schlieBlich

v=2r\/cosoc-cos/3-cosy. (6)

Dieselbe Zahl v erhalten wir, wenn wir anstelle der Kreislinie &, eine von den Kreis-
linien k, oder k; verwenden; denn die Beziehung (6) bleibt erhalten, wenn wir die
Winkel &, # und y miteinander vertauschen. Daraus folgt, daB durch den konstruierten
Punkt Q alle drei Kreislinien k,, k, und k, verlaufen, was zu beweisen war.

IL. Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC betriigt
1
—besina,
2
woraus sich nach dem Einsetzen fiir » und ¢ aus (5) 2r?-sino-sinf-siny

ergibt. Der Flicheninhalt p des Dreiecks MNP ist gleich L des Flicheninhalts des
Dreicks 4BC, d. h., 4

1, . 2
p=5rzsm<x-smﬂ-smy. @)
Das Volumen V des Tetraeders MNPQ ist
1
V==2p-v
3
oder nach dem Einsetzen
V= %érzsinzxvsinﬁ-siny~2rv/cosnc-cosﬁ~cosy
also
V= §r3 sin o sin § sin y v/cos & cos f§ cos y.
Damit ist die Aufgabe vollstindig gelost.
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Lo zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 11

7. Analyse: Angenommen, wir haben das Dreieck 4BC mit den geforderten Eigen-
schaften konstruiert. Wir bezeichnen mit M den Mittelpunkt der Seite AB, ferner
mit P den FuBpunkt des vom Punkt C auf die Gerade AB gefillten Lotes. Es ist also

CM =1, CP=u, XxBCA=y-< 180°.
Es gibt zwei Méglichkeiten:

Fall 1): Es ist M = P und demnach ist also 7, = v, (Abb. 2.15.). In diesem Falle ist
ABC ein gleichschenkliges Dreieck, welches man, von der Strecke MC ausgehend,
| konstruieren kann und das nach Wahl einer der Halb-

i ebenen, in der der Punkt A liegen soll, eindeutig be-

stimmt ist. Damit betrachten wir diesen Fall als gelost.

Fall [2): Es ist M % P. Das Dreieck CMP hat den
Winkel £ CPM = 90° (Abb. 2.16.).
Deshalb ist CM > CP, d. h., es muB

>0, 1
sein.
(Im Falle #. < ¢, hat die Aufgabe offensichtlich keine
Losung.) Konstruieren wir das Parallelogramm ACBC’
mit dem Mittelpunkt M. Dann gilt CC = 2t., xCAC' = 180° — ». Einer der bei-
den Punkte 4 und B (bei geeigneter Bezeichnung ist das der Punkt A) liegt auf
dem Strahl MP. Daraus ergibt sich die

Abb. 2.15.

Konstruktion:

Wir konstruieren das Dreieck CM P, wobei CP = v., XCPM = 90° und CM = t,
ist. Wir fordern, daB der Punkt 4 in die Halbebene CMP fillt. Auf der Verlédngerung
der Strecke CM iiber den Punkt M hinaus konstruieren wir dic Strecke MC' = T
Wir bezeichnen mit k den Bogen in der Halbebene CMP, von dem aus die Strecke CC’
unter einem Winkel von 180° — y zu sehen ist. Den Mittelpunkt S des Bogens k
konstruieren wir folgendermaﬁen a) wir konstruieren die Mittelsenkrechte m der
Strecke CC'; b) in der von cM begrenzten, P nicht enthaltenden Halbebene kon-
struicren wir den Sehnentangentenwinkel ¥ CC'K = 180° — v und die Gerade
C'L L C'K. Dann ist S der Schaittpunkt von m und C'L. Der Radius des Bogens
ist SC. Wir bezeichnen mit A den gemeinsamen Punkt des Strahls MP und des
Bogens k. Der Punkt B ist das Spiegelbild des Punktes A in bezug auf den Mittel-
punkt M. Dann ist ABC das gesuchte Dreieck.

Beweis (A_E)_. 2.16.): Der Punkt M ist nach der Konstruktion der Mittelpunkt der
Strecken CC’ und 4B, so daB 4CBC’ ein Parallelogramm ist, in welchem nach der
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' Konstruktion ¥ C’4AC = 180° — y und demnach also ¥ACB = y its. Das Drei-
eck ABC hat beziiglich der Seite AB dic Héhe CP = v, und die Seitenhalbierende
CM = t.. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Diskussion (Abb. 2.16.): Das Drei-
eck CMP kann man unter der Vor-
aussetzung ('I) konstruieren, so daf
die Geraden CM, MP verschieden
sind. Der Bogen k (fiir y < 180°)
existiert ebenfalls. Der Punkt M liegt
nach der Konstruktion innerhalb der
Kreislinie (S, SC), und demnach ent-
héltder Strahl M P genau einen Punkt
des Bogens k, ndmlich den Punkt
A % M. Die Aufgabe hat also bei der
gewdhlten Lage genau eine Losung.

Ergebnis: Fir t. = v,; 0 <y < 180°
hat die Aufgabe genau eine Losung;
Abb. 2.16. sonst besitzt sie keine Lsung.

8. Wir formen den Zihler und den Nenner des Bruches Z auf der linken Seite der
Beziehung (1) um. Es gilt (wir benutzen die Formel fiir die Summe der Funktionen
sin« + sin f und cos & + cos f):

sin x + sin 3x + sin 5x = (sin x + sin 5x) + sin 3x

= 2sin 3x - cos 2x + sin 3x

= sin 3x(1 + 2 cos 2x), )
cos x + cos 3x + cos 5x = (cosx + cos 5x) + cos 3x

= 2¢0s 3x - cos 2x + cos 3x

= cos 3x(1 + 2 cos 2x). 3)

L. Der Bruch Z verliert wegen (3) seinen Sinn, wenn eine der Beziehungen
cos 3x =0, )
1+2cos2x =0 )

gilt.
Aus der Beziehung (4) ergibt sich: Entweder ist 3x = 90° + n- 4R, oder es ist
3x = 270° + n - 4R, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist, d. h.

x=30°+ n:120° oder x=90°+ n-120°
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also

x=ua+k-4R, ' ©)
wobei k eine beliebige ganze Zahl und « irgendeiner der Winkel

30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330° : 6
ist. 1
Aus der Beziehung (5) folgt: 2 cos 2x = —1, oder cos 2x = — — und demnach ist
entweder 2

2x = (180° — 60°) + m - 4R, )
oder es ist

2x = (180° 4 60°) + m - 4R, )

wobei m eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Aus (7) und (7’) ergibt sich einerseits
x = 60° + m- 2R,
andererseits

x = 120° + m - 2R;

es ist also

x=pf+p-4R, (6]
wobei p eine beliebige ganze Zahl und g irgendeiner der Winkel

60°, 120°, 240°, 300° @®)

ist. Auf Grund der Bezichungen (6), (6’) und (8), (8') verliert der Bruch Z seinen
Sinn“fiir

x=y+q-4R, o)
wenn g eine beliebige ganze Zahl und y ein beliebiger der folgenden Winkel ist:
30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330°. )

II. Angenommen, x ist eine Zahl, die der Ungleichung (1) geniigt, so daB sie also
insbesondere von allen Zahlen aus der Beziehung (9), (9') verschieden ist. GemaB (2)
und (3) ist

cos 3x(1 + cos2x) cos 3x
Die Bezichung (1) kann man also in'der Form

tan 3x > 1 (10)
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schreiben. Die Ungleichung tan ¢ > 1, bei der ¢ im Intervall [0°, 180°] liegt, hat die
Losung '

45° < ¢ < 90°,
die Ungleichung (10) erfiillen also genau die Zahlen x, fiir die
45° + r- 180° < 3x < 90° + r- 180°
gilt, wobei fiir r jede ganze Zahl eingesetzt werden darf, d. h. fiir
15° + r-60° < x < 30° + r- 60°. (11)

Alle Zahlen (9) kann man in der Form x = m - 30° schreiben, wobei m eine ganze
nicht durch 6 teilbare Zahl ist. Keine von diesen geniigt der Bedingung (11). Da wir
iquivalente Umformungen der gegebenen Ungleichung vorgenommen haben, sind
die Zahlen (11) Lésungen der gegebenen Ungleichung, und es gibt keine anderen
Losungen.

Ergebnis: In dem Intervall [0°, 180°] erhalten wir gemiB (11) genau folgende Losun-
gen x (Abb. 2.17.):

15° < x < 30°,
75° < x < 907, (12)
135° < x < 150°.
o e e w0 W we
5° 7w 35°

Abb. 2.17.

Aus diesen erhalten wir alle Losungen der Ungleichung (1), indem wir ein ganz-
zahliges Vielfaches von 2R hinzufiigen; also

x + s-2R,

wobei x eine von den Zahlen (12) und s eine beliebige ganze Zahl ist.

9, Zuerst ermitteln wir, fiir welche x die-Wurzeln \/1 + p, \/1 — peinen Sinn haben.

Wegen
_xX 4142 (x4 1P

1+p
X+ 1 X+ 1

ist 1 + p fiir jedes reelle x eine nichtnegative Zahl, und wegen

X1l -2x (x—1)°

1—-p= —_— =5

x4+ 1 x* + 1
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ist auch 1 — p fiir jedes reelle x eine nichtnegative Zahl. Ferner fragen wir:
Fiir welche x ist
Vitp-vV1-p=0, dh V1+p=v1—-5p,
alsol + p=1—p,d. h. p=0? Es ist aber p = 0 genau fiir x = 0. Fiir x = 0 ist

also y nicht definiert.
Im folgenden setzen wir voraus, daB die reelle Zahl x von null verschieden ist, so daB
das zugehdrige y definiert ist. Wir formen den Ausdruck fiir y um:

Nitp+i—p_ W/14p+V1-pp
Vitp-vVi-p (N1+p-vV1-p&1+p++1-p)
2420+ —p) _ 21+ V1= pY)

l1+p—(1-p) 2p
C1+V1=p?
D
Weil
oo @ -1
e* + 1)? T+
zilt, ist
x2—1
Vi-p = IT—I .
x* 41
Wir erhalten also
2
e |
y = _x+1
2x
41
das heif3t
- x*+1+[x —_1|
2x ’

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
[1] Angenommen, es ist x2 — 1 = 0; d. h., entweder ist x = 1 oder x £ —1. Dann
ist|x? — 1] =x? — 1 und
a1+’
2x

=X,
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Fiir |x|] = 1 setzt sich die grafische Darstellung der Funktion aus den Strahlen 4P
und A'P’ zusammen, die symmetrisch in bezug auf den Koordinatenursprung O
liegen. Dabeiist 4 = (1, 1), P = (2, 2).

[2] Angenommen, es ist x2 — 1 < 0, aber

Y
x#0,dh —1£x=1, x+0; dann ist
[x2 = 1| = —x? + 1 und
) +1-x"+1_ 2 1
2x 2% x
also
1
y==
x

In diesem Falle besteht die grafische Dar-
stellung aus zwei Bogen einer gleichseitigen
Hyperbel (vgl. auch die grafische Veranschau-
lichung der indirekten Proportionalitit), und
zwar fiir 0 < [x| £ 1.

Aus der Abbildung 2.18. geht der Verlauf
unserer Funktion hervor. Daraus ist zu er-
sehen, daB wir den kleinsten positiven Wert y = 1 fiir x = 1 erhalten. Damit ist
die Aufgabe geldst.

Abb. 2.18.

10. Wir bezeichnen mit ¥ die Spitze der Pyramide und mit S den Mittelpunkt der
der Pyramide (oder, anders ausgedriickt, dem Tetraeder VABC) einbeschriebenen
Kugelfliche. Es ist bekannt, daB der Punkt S existiert. Wir bezeichnen mit U den
FuBpunkt des vom Punkt S auf die Ebene 4 BC
(Abb. 2.19.) gefillten Lotes. Der Punkt S liegt
in den Ebenen, die die Winkel &, # und y halbie-
ren. Leicht 148t sich feststellen, daB der Punkt S
innerhalb der senkrechten Prismenflache liegt,
die iiber dem Dreieck 4BC konstruiert ist, und
deshalb fillt der Punkt U in dieses Dreieck
hinein.

Wir bezeichnen die FuBpunkte des Lotes, das
durch den Punkt U auf die Geraden BC, CA
und 4B gefallt ist, mit X, ¥ bzw. Z und setzen
TUX =x, UY = yund UZ = z. Auf Grund des
Vorhergehenden sind x, y und z positive Zahlen (der Punkt U liegt nicht auf dem
Umfang des Dreiecks ABC). Es entstehen die Dreiecke SXU, SYU und SZU, wobei

Abb. 2.19.

XU=90, ¥X=2u ¥Y=3p XZ=1p SU=o
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ist. Fiir diese Dreiecke gilt:
x—gcotzu y= cotlﬂ und z = cot-l- n
5% (4 2 e 2 V-
Der Flicheninhalt P des gleichseitigen Dreiecks 4ABC mit der Seite p ist
l -
P==-p*3. 2
4
Gleichzeitig ist der Flicheninhalt P gleich der Summe der Flicheninhalte der Drei-
ecke UBC, UCA und U4AB(Abb.17),d. h.,, ’
P= 1px + £py +1pz
2 2 2
oder

i
P=5p(x+y+z). (©))
Durch Vergleich von (2) und (3) erhalten wir nach einfacher Umformung
1 e
x+y+z= 5 » \/ 3.
Setzen wir fiir x, y und z die GroBen aus den Beziehungen (I) ein, so erhalten wir
1 1 1 i =
cot—ax + cot—f + cot—y | =~ \/3
0 ( 3 5 B - y) P

oder

1 =~ 1
=-p \/ 3- .
2 cot1z>c+cotlf.‘f+c:0tl
2 2 27
‘Wenn die Behauptung der Aufgabe riéhtig ist, muB
cotloc + cotlﬁ + cotl'y = —1—,
. 2 ¢ tan —l-tx tan lﬂ tanl
5 3 gt
das heilBit
1 1 1 1 1 1
cot —a + cot - + cot —y = cot —«x cot - cot —
2 2 4 2 4 2 2 4 2 ¥

gelten.
Wenn o + 8 + y = 180° ist, so gilt diese Beziehung tatsichlich, wie wir sogleich be-
weisen werden.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist

1 1 1

-y=R—(-ax+-8).

g7 = 2~{ga+ 1)
Jetzt formen wir der Reihe nach um: 1 1 ( 1
1 1 N cos—asin—f# + cos -fsin—« cos—y
(cot§a+cot£[)’>+cot£y= 2 2 z 2 4 2

sinlasinlﬁ sinly
2 2 2

sin 1cx+lﬁ cos1
_ 2 2 1 2'))

sin ! o sin 1/5’ sin1
2 2 27

-l . 1\, .1 .1 1
sin =y - sin [ 90° — =y ) + sin —« sin = cos —
_ Zy ( 2?}) 2 2/3 27/

sinlocsin[ﬁsinl
2 2 2}'

sinln-cos1 +sin1¢;csinlﬁcosl
27 27 T 2 27

sinlocsinlﬁsinl—
2 2 2;)

sinl +sin1zxsinlﬁ cos1
2y 2 2 2y

sinloc sinlﬂ sinl-y
2 2 2

. 1 1 11 1
sin| 90° — (=« + = + sin—« sin— % cos —

sinlocsinlﬂsinI
2 2 27

cos lzx+l/3 +sinlo¢sinl-ﬂ cosl
_ 20 2 2 2|3

sin 1 «sin d A sin !
2 2 2y

coslacoslﬂ— sinlocsinlf}+sin1asinlﬂ cosl
2 2 2 2 2 2 ZV

sinlzxsinlﬂsinly
2 2 2
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1 1 1
cos —x cos —ff cos =y
= 2 - —cotlzxcotl—ﬁ'cotly
2 2"

sinlasinlﬁsinly
2 2 2

was zu beweisen war. Damit ist die Aufgabe gelost.

Losungen zu den Aufgaben der dritten Stufe, Klasse 11

11. Analyse (Abb. 2.20.): Nehmen wir an, wir haben ein Dreieck gefunden, welches
die Forderungen der Aufgabe erfiillt. Wir bezeichnex; mit 7 den Schwerpunkt des
gesuchten Dreiecks und konstruieren das Parallelogramm ABCD. Sein Mittelpunkt B’
ist zugleich der Mittelpunkt der Kathete
CA des gesuchten Dreiecks ABC. Es gilt

— B —
TA=§t1, TD=4t1,

3

BD=BF =1, T = étz.

Aus der Symmetrie des Parallelogramms
ABCD in bezug auf seinen Mittelpunkt
B’ folgt, daB

XB'AD = £B’CB = 90°.
Der Punkt A4 liegt deshalb auf dem
THALEskreis, iiber der Strecke DB’ als

Durchmesser, wobei TA = ;rl ist.

Daraus eréibt sich die Konstruktion (Abb. 2.20.): Wir konstruieren die Strecke BD der
Linge 2t,, bezeichnen ihren Mittelpunkt mit B’ und konstruieren auf dem Strahl BD

die Strecke BT = %t;. Wir wihlen die Halbebene ¢ mit dem Rand BD. Uber der
Strecke DB’ als Durchmesser konstruieren wir den THALEskreis & und schlagen den
Kreis m = (T, §t1>. Wir bezeichnen den Schnittpunkt (sofern ein solcher exi-

stiert) der beiden Kreislinien k& und m, der in der Halbebene p liegt, mit 4. Ferner
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konstruieren wir das Spiegelbild C des Punktes 4 in bezug auf den Mittelpunkt B’.
Dann geniigt das Dreieck ABC den Forderungen der Aufgabe.

Beweis: Nach der Konstruktion sind D und B’ voneinander verschiedene Punkte (die
Zahlen t, und t, sind positiv). Wir haben angenommen, dal der Punkt 4 in der
Halbebene p liegt, die von DB begrenzt wird. Deshalb existiert das Dreieck 4BD
und also auch das Dreieck 4BC. Fiir dieses Dreieck gilt nach Konstruktion:

a) Der Punkt B’ ist der Mittelpunkt der Seite CA, und die Strecke BB’ (kongruent
zu der Strecke DB’ = t,) ist also Seitenhalbierende des Dreiecks ABC und hat die
Linge t,. )

b) Nach der Konstruktion ist BT = ;E?’ = % t,. Weil die Strecke BB’ Seiten-

halbierende des Dreiecks 4BC ist, ist T der Schwerpunkt dieses Dreiecks.

¢) Nach der Konstruktion ist T4 = ;t" wobei T’ der Schwerpunkt ist. Deshalb

hat die Seitenhalbierende des Dreiecks ABC, durch den Eckpunkt A, die Lénge ¢, .

d) Nach der Konstruktion liegt der Punkt 4 auf der Kreislinie k. Es ist also ¥ DAB’
= 90°. Das Spiegelbild dieses Winkels in bezug auf den Mittelpunkt B’ ist der Winkel
BCA, welcher deshalb ebenfalls ein rechter Winkel ist.

Das Dreieck ABC erfiillt also alle im Text der Aufgabe gestellten Forderungen.

Diskussion: Die Losbarkeit der Aufgabe anhand der durchgefiihrten Konstruktion
und der Beweisfithrung hingt von der Existenz des Punktes 4 innerhalb der Halb-
ebene g ab. Offensichtlich handelt es sich also darum, daB sich die Kreislinien k&
und m in zwei voneinander verschiedenen Punkten schneiden. Diese Punkte liegen,
sofern sie existieren, symmetrisch in bezug auf die Gerade DB, so daB nur einer der
Schnittpunkte in die Halbebene p fallt. ’ 2

Die Kreislinien k und m haben die Radien r = 5 t, bzw. gy = 3 t; und ihre Mittel-

punkte haben den Abstand -th Die Kreislinien k und m haben genau dann zwei
voneinander verschiedene Schnittpunkte, wenn der Abstand ihrer Mittelpunkte der
Ungleichung
5
@o—"<gfz<£’o+f,

das heiBit

2 1 5 2 1
L —=-hLh<-6L<-t +-t
175k 6% irtgh

P

3
geniigt.
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Daher erhalten wir die beiden Ungleichungen

4t, < 8, und 2t, < 4t,,
also
1, <2, und t, <2t,.

Das 148t sich folgendermaBen ausdriicken:

Die eine der gegebenen Seitenhalbierenden mufl mehr als doppelt so lang sein wie
die andere. Unter dieser Voraussetzung hat die Aufgabe eine Lésung, und zwar eine
cinzige; andernfalls hat sie keine.

Damit ist die Aufgabe gelost.

12. Aus der Ungleichung (3) folgt, daB die Zahlen @, b und c alle von null verschieden
sind, und ferner, daB es nur die beiden Moglichkeiten gibt:

[1] Die Zahlen a, b und c sind alle positiv.
[2] Zwei von den Zahlen a, b und c¢ sind negativ und die dritte ist positiv.

Wir werden beweisen, daB der Fall [2] nicht eintreten kann, wodurch die Richtigkeit
der Behauptung der gegebenen Aufgabe bewiesen wird.

Beweis: Angenommen, es ista > 0, b < 0, ¢ < 0 (das kann man im Falle [2] er-
reichen durch eine geeignete Vertauschung der Bezeichnung der in Erwagung ge-
zogenen Zahlen). Aus der Bezichung (2) folgt

ab> —c(a+ b), 4)
und aus der Beziehung (1) folgt
a+b> —c. ©)]

Wir multiplizieren die beiden Seiten der Ungleichung (5) mit der Zahl — ¢, die positiv
ist, und erhalten

—cla+b) > 2. )
Aus den Ungleichungen (4) und (6) ergibt sich dann
ab > ¢ ()

Aber diese Beziehung gilt nicht, denn es ist ab < 0 und ¢? > 0. Damit haben wir
den Beweis erbracht, daB der Fall [2] nicht eintreten kann.

Eine andere Losung: Angenommen, die Behauptung der Aufgabe gilt nicht, d. h.,
eine von den Zahlen a, b, ¢ ist nicht positiv (wir werden beweisen, daB das nicht
mdglich ist). Dann kénnen wir annehmen, daB dies die Zahl a ist (fiir die Zahlen b
und ¢ wiirde die Erwigung in dhnlicher Weise durchgefiihrt). Nehmen wir also an,
daB .

ago0 @
gilt.
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Es kann nicht @ = 0 sein, sonst wiirde nicht abc > 0 gelten. Es miiBte also

a<0
sein.
Aus der Beziehung abc > 0 erhalten wir dann

bc < 0. %)
Aus der Ungleichung (1) erhalten wir‘

a>—(0+o),
so daB gilt

—(b+c)<a<0
und also auch .

-b+0<0,
woraus hervorgeht

b+c¢>0.
Weil a < 0 ist, folgt aus der vorhergehenden Ungleichung die Beziehung

ab +¢) <0, ©)
und aus den Beziehungen (5) und (6) folgt, daB auch die Ungleichung

ab+c)+bc<0
bzw.
ab + bc+ca<0

gilt. Das steht aber im Widerspruch zur Ungleichung (2).
Es ist also nicht @ < 0, d. h., es gilt a > 0. Weil wir die gleiche Erwdgung auch fiir
die Zahlen b und ¢ anstellen konnen, ist der Beweis fiir die Behauptung der Aufgabe
erbracht.
13. Auf Grund der Bedeutung der Zahlen R und r gilt

R>r>0. . (0]

Die Aushohlung (Abb. 2.21.) hat die Form eines Kegelstumpfs, dessen Grund- bzw.
Deckfliche den Radius '

R=R-x bzw. r'=r—x 2)

hat. Wir bezeichnen sein Volumen mit ¥, und das Volumen des gegebenen Kegels
mit ¥,. Nach der Aufgabe soll

v, =2V,
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gelten oder

2~§n[(R—x)2+(R—x)(r—x)+(r—x)z]=§n(R2+Rr+r2).

X L Abb. 2.21.
R

Wenn die Aufgabe eine Losung hat, muB die Zahl x dieser Gleichung geniigen, die
wir schrittweise folgendermaBen umformen:

2(Rz—2Rx+x2+Rr—Rx—rx+x2‘+r2—2rx+x2)=R2 + Rr + r?,
6x2 = 6(R+r)x + R*+ Rr +r2=0. 3)
Die Diskriminante der Gleichung (3) ist
D = 36(R + r)? — 24(R* + Rr + r?)
= 12(3R? + 6Rr + 3r? — 2R? = 2Rr — 2r?)
D = 12(R* + 4Rr + r?).
Auf Grund der Beziehung (1) ist D > 0 und also
VD = 23/3(R? + 4Rr + 1?).
Die Wurzelp X1, der Gleichung (3) sind
2=6(R+r)i2\/m

2
oder
3R+ 1) + V3R + 4Rr + 17)
Xi,2 = 6 . . (O]
Die Zahi », {dis zum Pluszeichen gebtint) st gebber als 2RtV REr oy
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diese Zahl ist groBer als r [siehe (1)]. Es ist also x; > r und die Differenz r — x, ist
negativ. Daher kommt x, fiir unsere Aufgabe nicht in Frage.

Wenn die Aufgabe eine Losung hat, so kann die gesuchte Zahl x nur die Wurzel x,
sein. Wie wir sogleich beweisen werden, ist x, > 0. Wir bedienen uns dazu des
folgenden Hilfssatzes V:

Wenn a, b nichtnegative Zahlen sind und wenn a? 2> b? gilt, so ist a = b.
Wirsetzena = 3(R + r)und b = \/m und berechnen die Differenz:

@ — b = 3R + N — [V3(R® + 4Rr + r))]

a@® — b* = 9(R? + 2Rr + r*) — 3(R® + 4Rr + r?) = 6R* + 6Rr + 6r>.
Die letzte Zahl ist auf Grund der Beziehung (1) positiv. Es ist also x, > 0.
Fiir die Zahlen R’ und r’ erhalten wir im Falle x = x, aus (4) folgende Ergebnisse:
3(R = 1) + V3R + 4Rr + 1)

6

R =

y_—MR-1)+ V3R + Rr + 19)

5 )

Die Zahl R’ ist auf Grund von (1) positiv. Es handelt sich darum, festzustellen, unter
welchen Bedingungen auch 7 positiv ist. Das tritt genau dann ein, wenn

V3(R? + 4Rr + %) > [=3(R — 1)|

ausfillt. Um den Satz V anwenden zu kénnen, bilden wir die Differenz Q der Quadrate
der Zahl auf der linken und auf der rechten Seite der letzten Ungleichung:

= [V3® + 4R + A — [-3(R - )P
= 3(R? + 4Rr + r?) — 9(R*> — 2Rr + r*) = —6R? + 30Rr — 6r?
0 = —6(R?> — 5Rr + r?).
Die Zahl Q muB positiv sein, d. h., es muf3
R*—5Rr+r*<0 ©)

ausfallen.
Die Gleichung y* — 5y + 1 = 0 mit der Unbekannten y hat die Wurzeln (5 + \/ 21).
Deshalb 148t sich die Beziehung (6) in der Gestalt schreiben:

(R_2+£\/H><R—2——\/21><0 Q)
S 22 2
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Dabei ist der erste Faktor der linken Seite von (7) um r \/ 21 groBer als der zweite.
Die Beziehung (7) 148t sich also nur auf folgende Weise erfiillen

R—?+ \/21>0 oder

R—S—’——\/21<o

das heilt
R.oLls-v2) oder !
r 2
. ®
R L. ]
r 2

DurchRiickschluB folgt aus den beiden Beziehungen (8), daB @ > 0 und damitr’ > 0
ist. Dabei ist die erste Beziehung (8) auf Grund von (1) stets erfiillt.

Daraus folgt das Ergebnis: Die Aufgabe hat genau dann eine Losung, wenn die
Ungleichungen

1<Rls 4 van
P2
gelten.

14. A. Nehmen wir an, daB das Zahlenpaar (x, y) dic beiden gegebenen Gleichungen

(1) und (2) erfiillt.
Im folgenden bedienen wir uns der bekannten Formel
-sin& = cos (90° — &) 3)

und dann des Satzes V:

Wenn cos f§ = cos y, so istentweder§ =y + k - 360° oder 8 = —y + k- 360°,
wobei k eine ganze Zahl bedeutet.

Durch Anwendung der Formel (3) auf die linke Seite der Gleichung (1)-erhalten wir
cos [90° — (x + 150°)] = cos (y — 75°).
Nun gilt entweder nach dem Satz V:
a) 90° — (x + 150°) + k- 360° = y — 75°,
wobei k irgendeine ganze Zahl ist. Dann ist
y =15 —x+ k- 360° 0))
Oder es gilt: ‘
b) x + 150° — 90° + k- 360° = y — 75°,
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wobei k irgendeine ganze Zahl ist. Dann ist
y =x+ 135 + k- 360°. 5)

B. Durch Anwendung der Formel (3) formen wir den Ausdruck sin (y — 225°) um.
Es gilt:

sin (y — 225°) = cos (y — 225° — 90°)
= cos (y — 225° — 90° + 360°) = cos (y + 45°).

Nach dem Einsetzen dieses Ergebnisses fiir sin (y — 225°) in die Gleichung (2) er-
. halten wir: :

cosx + cos(y + 45°) = — %\/5 6)

C. Diese Gleichung kombinieren wir einmal mit (4) [siehe Teil I] und zum anderen
mit (5) [siche Teil IT].
1. Durch Einsetzen von (4) in (6) erhalten wir
cos x + cos (60° — x) = — %\/5
oder .
cosx + cos (x — 60°) = — %\/5,

und durch Anwendung der Formel fiir die Summe der Cosinus erhalten wir ferner:

2 cos (x — 30°) + cos 30° = — 15\/5,

o 1 /7 1 /-
2 —30°)-=v/3=—-+/3,
cos (x ) 2\/ 2\/

2cos (x — 30°) = —1,

1
cos(x — 30°) = — —.
( ) 3
Es muB also gelten:
entweder [a)
x — 30° = 120° + m - 360° )
(wobei m irgendeine ganze Zahl ist);
oder [b]
x — 30° = 240° + p - 360° 8)

(wobei p irgendeine ganze Zahl ist).
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Fall [a]: Aus der Beziehung (7) folgt
x = 150° + m - 360°,
und nach Einsetzen in (4) ergibt sich
¢+ y = —135° 4+ n-360° = 360° — 135° + p - 360° = 225° + p- 360°,
wobei.p = n — 1 irgendeine ganze Zahl ist. Wir erhalten das Paar
x =150° + m - 360°, y = 225° + p-360°. )

Durch Einsetzen in die Gleichungen (1) und (2) iiberzeugen wir uns davon, daB (9)
fiir beliebige ganze Zahlen m und p stets diese Gleichungen erfiillt. Wir bezeichnen
mit L, und P, die nach der Einsetzung entstehende linke bzw. rechte Seite der Glei-
chung (2). Wir erhalten:

L, = sin 300° = — sin 60° = — %\/5;

Py = cos 150° = — cos 30° = — %\/5,

L = cos 150° + sin 0 + %\/5; — cos 30° + %«/5

=i eldson,
2 2

Es ist also L; = P; und L = 0, so daB alle Paare (9) eine Losung des gegebenen
Systems der Gleichungen (1) und (2) sind.
Fall [b]: Aus der Beziehung (8) folgt

x = 270° + p - 360°.

Nach dem Einsetzen dieses Ergebnisses in die Beziehung (4) erhalten wir:

y = —255 + (k — p) - 360°,
also
y = 105° + ¢ - 360°

(wobei g irgendeine ganze Zahl ist). Wir erhalten also das Paar
X =270° + p-360°, y = 105° + 1-360° (10)

Wir iiberzeugen uns durch Einsetzen in die einzelnen Seiten der Gleichungen (1) und
(2) davon, daB das genannte Paar fiir beliebige ganze p und ¢ diese Gleichungen er-
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fiillt. Dazu verwenden wir die gleiche Bezeichnung wie beim Fall [a]:

L, = sin 60° =%\/§; P, = cos 30° = %\/3,

. = = =
L = cos 270° + sin (—120°) + %\/3 - - %V@ + 5\/3 =0.
Es gilt also L, = P, und L = 0, so daB alle Paare (10) eine Lsung des Systems der
Gleichungen (1) und (2) sind.
11. Nach Einsetzen von (5) in die linke Seite der Gleichung (6) erhalten wir:
cosx + cos (x + 180°) = cosx — cosx = 0.

Andererseits ist aber die rechte Seite der Gleichung (6) von null verschieden. Das
System der Gleichungen (5), (6) hat also keine Losung.

Ergebnis: Damit sind alle Méglichkeiten erschopft, und alle Lésungen des gegebenen
Systems der Gleichungen sind mit den Zahlen x und y aus den Beziechungen (9) und (10)
gegeben. :

Lo zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 10

)

15. Wir fithren die Bezeichnungen der Abbildung 2.22. ein. Danach sind die Flidchen-
inhalte P, und P, der Trapeze ABYX und XYCD:

P1=%(a+x)vx @
bzw.
P2=%(x+c)uz. )]
Weil 4B || CD || XY ist, gilt
AMAB ~ AMCD, ©)
ANAB ~ ANDC, @
ANAB ~ ANXY, (5)

wobei auch die zugeh6rigen Hohen dieser
Dreiecke im gleichen Verhiltnis stehen
wie die zugehorigen Seiten.

Abb. 2.22,
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GemiB der Abbildung 2.22. gilt:
V=10 + U, = W — W, 6y

Aus der Beziehung (3) folgt

by - ¢
v
oder 2
vy =ka und v, = ke, ™y

wobei k > 0 der Ahnlichkeitsfaktor ist. Auf Grund der ersten Beziehung (6) ist
v = ka + kc oder

.. )
a+c
Aus der Beziehung (4) folgt
Wi 2
oder "2 €
wy =k'a und w, =Kk'c, (9]

wobei k' > 0 der Ahnlichkeitsfaktor ist. Auf Grund der zweiten Beziehung (6) ist
v=k'a—k'cund wegena > calsoa —c >0

v

K= ®)

a-c
Aus der Beziehung (5) folgt

X _ Wi —0;

a wy
oder unter Benutzung von (7) und (8)
k'a — ka
x=a —-,
k'a
und es ist also

1
x==-(k'"—k)a.
k’( )

Setzen wir hier fiir X" und k die Werte auf den rechten Seiten von (7’) bzw. (8') ein,
so erhalten wir:

a—c v v
x = . - ‘a
v a—c a+c

a+c—(a—c_)= 2ac
(@-o@+o a+c

x=al@a—c)-
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das heiBit
2ac

o )}

a+c
Auf Grund von (1) und (2) gilt:
Py _a+x, vy

P, c¢c+x v,

Unter Benutzung von (7) erhalten wir daraus:

= P, a+x a

P, c+x ¢

Nun setzen wir fiir x den Ausdruck aus der Beziehung (9) ein und erhalten nachein-
ander

el 2o 2]
—=lala+ iele+
P, a+c a+c
= ala(a + ¢) + 2ac] | clc(a + c) + 2ac]
a+c ’ a+c
= [a(a® + 3ac)]: [c(c? + 3ac)]
% = [a%(a + 30)]: [¢*(c + 3a)]

2

und schlieBlich
P, d*a+30)

P, *Ga+ c)’

womit die Aufgabe gelost ist.

16. Wir fithren die in der Abbildung 2.23. verwendeten Bezeichnungen ein, wobei S
der Kreismittelpunkt, SM=SN=r der Radius des Sektors und SP die Winkel-
halbierende des Sektors ist. Der Umfang des gleichseitigen Dreiecks SMN ist 3r, der
Umfang des durch die Gerade MN abgeschnittenen Segments ist
r+ l~2:'zr= lr~(3 + 7).
6 3

Dann gilt
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Der Umfang des Dreiecks SMN ist also grofer als der Umfang des Segments MPN.
Nehmen wir an, daB die gegebene Aufgabe eine Losung hat. Dann muB die gesuchte
Gerade AB L SP entsprechend dem vorhergegangenen vom Punkt S eine kleinere

Entfernung haben als die Gerade MN (siche

ls Abb. 2.23.). Diese Gerade zerlegt also den
Sektor in zwei Teile, von denen der eine das
0 gleichseitige Dreieck S4B ist, dessen Seiten die

Linge x haben. Sein Umfangist 3x. Der Um-
fang des zweiten Teilsist x + 2(r — x) + %nr.

4 q 8 Nach dem Text der Aufgabe sollen beide

X Umfinge einander gleich sein, d. h., es soll
OSSN

1P

3x=x+2(r—x)+lm‘
Abb.2.23. 3

sein. Das ist eine Gleichung ersten Grades fiir die Unbekannte x. Wir erhalten:
1
4x = 2r + -,
3
% ! 6+ a)r
X = =— v .
12

Der Flicheninhalt des Dreiecks SAB st P, = %x’ \/3 Der Flicheninhalt des

zweiten, Teils ist P, = énrz = ixz \/ 3. Wir berechnen P, — P,. Esgilt:

Py — P, = lxzx/g— lnr2
2 6

=l'iz(6+n)zrz\/.’—a—-lur2
2 12 6
11 P 2
=2 |=(@6+ 122 + ) V3 = =|r
6 |48
1 2\/— 2 ,
Py~ Py= — (06 + 127+ 7)V/3 ~ 48] . 1

Es geniigt zu entscheiden, ob der Ausdruck ¥ in der eckigen Klammer in der Bezie-
hung (1) positiv oder negativ oder null ist. Es gilt

V= (36~/3 + 12+/3 7 + 22 /3) — 48x. 1)
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Versuchen wir zu beweisen, daB ¥ eine negative Zahl ist. Erinnern wir uns zu diesem
Zwecke daran, daB gilt:

3<am ]
@ <32, 3)
V3 < 1,73, @

‘Wenn wir eine von den Zahlen in der Klammer auf der rechten Seite der Beziehung (1)
vergréBern, erhalten wir anstelle der Zahl V eine neue Zahl, die groBer als V ist.
Dieses Verfahren wenden wir wiederholt an. Nacheinander ergibt sich so

Ve=12:3v/3+ 12437 + 223 = 482 <
< 122V/3 + 12437 + 72 /3 — 48 [siehe (2)]
=24\/§n+n2\/§—48n
= a~/3(Q4 + 7)) — 487 < /3 (24 + 3,2) — 48 [siche 3)]
—w\/3:272 — 48n < m- 1,733 - 27,2 — 48

V = a(1,733 - 27,2 — 48),
also
V < a(1,733 - 27,2 — 48). ()
Nunist 1,733 - 27,2 = 47,1376, so daB die Zahl z in der Klammer in der Beziehung (5)
negativ ist:
z = 47,1376 — 48 < 0.
Es gilt also 7z < 0 und folglich ¥ < 0. Daher ist auch der Ausdruck (1’) negativ
und also . k
P, -P, <0,
d.h.
P, < P,.
Ergebnis: Der Teil der Figur, der ein gleichseitiges Dreieck ist, hat einen kleineren
Flicheninhalt als der andere Teil des Sektors.
Im folgenden soll der Ausdruck ¥ noch auf eine andere Weise abgeschétzt werden.

In der Klammer der Beziechung (1) ersetzen wir die Zahlen \/ 3 und n durch 1,74
bzw. 3,15 und 48z durch 48 - 3,14. Wir erhalten auf diese Weise wegen

V3< 1,74 bzw. 3,14 <z <315
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anstelle von V eine groBere Zahl, und zwar
V <36+ 12-3,15 + 3,15%)-1,74 — 48 - 3,14 <
< 83,73:1,74 — 483,14
= 145,6902 — 150,72 < 0,

also V' < 0.
Daherist Py — P, < 0,d.h. P, < P,.

17. Analyse: Wir fiihren die in den Abbildungen 2.24. und 2.25. benutzten Bezeich-
nungen ein, wobei V,, V,, V5 der Reihe nach die FuBpunkte der Hohen auf den
Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC sind. Nehmen wir an, daB wir ein Dreieck ABC
konstruiert haben, in welchem % CAB = « ist, AB = ¢ ist und in dem fiir den
Hohenschnittpunkt ¥V

AV =y, )
gilt. 1 .
Wir bezeichnen mit k = (0, 5 c) die iiber der Strecke AB = ¢ als Durchmesser

konstruierte Kreislinie, so daB O der Mittelpunkt der Strecke AB ist. Auf der Kreis-

linie k liegen die Punkte V,, V,, was sich aus dem Satz des THALEs ergibt.

Betrachten wir die Homothetie! mit dem Mittelpunkt 4 und dem Koeffizienten

= :=;/ = l Diese Homothetie fiihrt auf Grund der Beziehung (1) den Punkt ¥/,
1

in den Punkt ¥ und die Kreislinie k in die Kreislinie k' = (0', i c), die die Strecke

b A

—
//X‘ﬁ;l’//
sz \Vz

-y X0
Abb. 2.24. Abb, 2.25.

1 Ebene Figuren befinden sich in der Homothetie, wenn sie dhnlich sind und sich in Ahnlichkeits-
lage befinden.
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A0 als Durchmesser hat, iiber. Der Punkt O istalso der Mittelpunkt der Strecke 40.
Das Bild ¥ des Punktes V, in dieser Homothetie liegt auf Grund der Be21ehung (1)
notwendigerweise auf der Kreislinie k'. Dabei ist ¥ ein Punkt der Geraden BV, LAC
und also Schnittpunkt der Kreislinie k" und der Geraden BV,. Daraus ergibt sich
die Konstruktion.

Konstrulktion (Abb. 2.24.): Wir konstruieren die Strecke AB = ¢ und bezeichnen eine
der durch die Gerade 4B begrenzten Halbebenen mit ¢ sowie den Mittelpunkt der
Strecke 4B mit O. Dann konstruieren wir iiber der Strecke 40 als Durchmesser die

Kreislinie k' = (0', ‘1—‘ c>. In der Halbebene p konstruieren wir den Winkel BAX = «

und bezeichnen den Fqu'unkt des vom Punkt B auf die Gerade AX gefillten Lotes
mit ¥,. Die Schnittpunkte der Geraden BV, mit der Kreislinie &’ bezeichnen wir
mit ¥ bzw. V' (sofern sie existieren).

Auf dem Strahl AV konstruieren wir die Strecke

AV, = 24V.

Den Schnittpunkt der Strahlen 4X und BV, bezeichnen wir mit C; dann entspricht
das Dreieck ABC den Forderungen der Aufgabe.

Beweis: In dem Dreieck ABC (sofern es existiert) ist BV, L AC, A4V, L BC, so daB
AV, und BV, Hohen sind. Fiir ihren Schnittpunkt ¥ gilt nach Konstruktion 4% = V7.
Dabei ist, sofern C in der Halbebene g liegt, ¥ BAC = & und AB = c. Damit ist
der Beweis gefiihrt.

Diskussion:

I. Zuerst beweisen wir die folgende Feststellung Die Aufgabe hat keine Ldsung,
wenn in dem Dreieck ABC der Winkel & = 90° ist. Das heiBt, wenn die Aufgabe eine
Losung hat, muB der Winkel o spitz sein. Wir unterscheiden im folgenden zwei Fille:

Fall [1]: Angenommen, es ist & = 90°. In einem solchen Dreieck ist ¥ = 4, und die
Forderung (1) ist nicht erfiillbar.

Fall [2], (Abb. 2.25.): Angenommen, es ist 180° > & > 90°. Dann sind die Winkel
ABC und ACB des Dreiecks ABC spitz. Deshalb liegt der FuBpunkt ¥, des vom
Punkt 4 auf die Gerade BC gefillten Lotes auf der Strecke BC. Deshalb verlduft
die Gerade AV, innerhalb des Winkels BAC und des zugehorigen Scheitelwinkels
B'AC'. Weil der Winkel CAB des Dreiecks ABC stumpf ist, fillt der FuBpunkt B,
des durch den Punkt B auf die Gerade CA gefillten Lotes auf den zu dem Strahl AC
entgegengesetzten Strahl, so daB der Punkt 4 auf der Strecke CTV: liegt. Aus dem
Dreieck BCV, folgt, daB der Winkel ABC = ¢ in diesem Dreieck spitz ist, so daB
die Summe der Winkel 4¥; B = 90° und ¢ kleiner als 180° ist. Nach dem EukLIDischen
Parallelenaxiom haben die Strahlen ¥;4 und BV, einen Schnittpunkt V. Dieser

126



aber liegt notwendigerweise innerhalb des Winkels B’AC’, denn die Strecken AV,
und BV, konnen keinen Punkt gemeinsam haben (sie sind voneinander durch die
Gerade 4B getrennt). Der Punkt A trennt also die Punkte ¥, V,, und der Punkt V'
kann nicht der Mittelpunkt der Strecke AV, sein.

Damit ist der Beweis gefiihrt.

1L Im weiteren setzen wir deshalb voraus, daf der Winkel « spitz ist, so da der
Strahl BV, L AX bis auf den Punkt B in die Halbebene p fillt. Zuerst entscheiden
wir, ob die Punkte ¥ und V"’ existieren. Es gilt: Die Gerade BV, ist a) eine Sekante,
b) eine Tangente, ¢) eine Nichtschneidende der Kreislinie k' je nachdem, ob (Abb. 2.24.)
— e — 1 ¢

a) OP<-c, b) OP=-c oder ¢) OP>-c 2)

4 4 4

gilt, wobei P der FuBpunkt des vom Punkt O’ auf die Gerade BV, gefillten Lotes
ist. Der Punkt P mit dem Strahl BV, liegt offensichtlich innerhalb der Halbebene p.
Aus der Homothetie der Dreiecke BO'P und BAV;, (der Koeffizient der Homothetie

ist %) in bezug auf den Mittelpunkt B folgt, daB O'P = zﬁz = Zc -cosa ist,
wie aus dem rechtwinkligen Dreieck ABV, mit der Hypotenuse AB = ¢ hervorgeht,
Nach dem Einsetzen in (2) erhalten wir die Bedingungen

1 1 1
cosx <=, COS& =—, COSQ¥ > —
3 3 3

und fiir den spitzén Winkel & die Bedingungen
x>e a=¢ &<e,

wobei ¢ der durch die Beziehung

1
cos e = — 3
i 3

definierte spitze Winkel ist. (Es gilt 70° 40’ < ¢ < 70° 50".)

Im Falle x > ¢ existieren die Punkte ¥ & V’, im Falle x = ¢ gibt es nur den einzigen
Schnittpunkt ¥ der Geraden BV, mit der Kreislinie £'. Die Geraden BV, und 4V,
sind divergierende Geraden mit dem Schnittpunkt V. Also sind auch die Geraden
AV, L BV, und BV, 1 AV, divergierende Geraden mit dem Schnittpunkt C. Der
Punkt C existiert also und liegt offensichtlich innerhalb der Halbebene gp. Das
folgt aus déem EukLiDischen Parallelenaxiom.

Ergebnis: Die Aufgabe hat je nach' Wahl der Lage der Strecke AB und des Winkels «
zwei Losungen (siche die Dreiecke ABC und ABC’ in der Abb. 2.24.), wenn x > &
ist. Sie hat nur eine einzige Losung, wenn o« = ¢ ist. Sonst hat sie keine Losung.
Dabei ist ¢ der spitze Winkel, der durch die Beziehung (3) gegeben ist.
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18. Angenommen, es sei x eine reelle Zahl, welche die Gleichung (1) erfiilit. Dann
gilt:

\/)_c—p+\/a_c+p=x+p2

Wx+pGx-p x-7"

24/ _ x 4 p?

Wr+px—p Wx-p&x+p
‘Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung mit der Zahl (\/ ; -p)- (\/ J_r + p) multi-
plizieren, erhalten wir die Gleichungen

2/ = x + p?, @
x—2/x+ pr=0.

1)

Setzen wir

Vx = y oder y*=ux, (©)
so-erhalten wir die Gleichung

V¥-2+p*=0
mit den Lsungen

yi=14+vV1—p% und y,=1—-+1-p2 )
Weil y = \/ x ist, miissen die Zahlen y,, y, nichtnegative Zahlen sein. Deshalb muf

vor allem 1 — p? = 0 sein, sonst wire die Zahl \/ 1 — p? nicht reell. Aus der Be-
ziehung 1 — p? = 0 oder (1 — p) (1 + p) = 0 folgt, daB3 p der Bedingung

-1=sp=1 ®)

geniigen muf.
Unter der Voraussetzung (5) ist

y1>0. (6)

Damit y, = 0 ist, muB wegen (4) 1 — /1 —-p220,d.h. 1 2 \/1 — p? gelten.
Beide Seiten dieser Ungleichung sind’ nichtnegative Zahlen und deshalb muB fiir
ihre Quadrate 1 = 1 — p2, d.h. p? = 0, gelten; das ist sicher erfiillt. Wenn also (5)
gilt, ist auch y, = 0.

‘GemiB (3) gehdren zu den Zahlen y, und y, entsprechend der Beziehung (3) jeweils
die Zahlen x; = y} bzw. x, = y; oder

xi =0 +~+1—p=2—p*+21 - p2, 0]
x,=(1=+1=-p»2=2—-p*—2+1-p2. ®)

bzw.
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Wenn die Gleichung (1) eine Losung hat, konnen es nur diese Zahlen x; und x, sein.
Damit diese Zahlen die Gleichung (1) erfiillen, miissen sie zunichst folgende Eigen-
schaften haben:

Die Zahlen v/x +p,\/; —pundx — p? = (\/— -—p)(\/; + p) miissen fiir x = x;
und x = X3 von null verschieden sein. Sonst hétten einige der Briiche in der Glei-
chung (1) keinen Sinn. Offenbar geniigt es, zu fordern, daB x — p? + O und x = 0
ist.

Nach (7) und (8) ist

x—p*=201-p* + &1 - p?,
wobei ¢ = 1 fiir x = x; ist, und ¢ = —1 fiir x = x,. Ferner gilt
x—p2=2\/1-—p2(\/1—p2+5). (©)]

Weil diese Zahl von null verschieden sein muB3, muB jeder der Faktdreh auf der rechten

Seite von null verschieden sein. Wenn aber v/ 1 — p? = 0 ist, ist 1 — p? = 0 oder
(1 = p)(1 + p) =0,d.h., entweder p = 1 oder p = —1. Deshalb muBl wegen (5)

~l<p<l1 (10)

gelten.
Ebenso muB der zweite Faktor auf der rechten Seite der Beziehung (9) von null ver-
schieden sein. Fiir ¢ = 1 gilt aber nie

V1 —-pP+e=0,
denn esista/1 — p? 2 0. Fiir e = —1 gilt dann

Vi<p-1=o0,

d.h.
Vi-p=1,
1-p*=1,
wenn
p=0

ist. Fiir p = 0 ist tatsidchlich x, = 0, und die Nenner in (1) sind gleich null.

Mit Ausnahme der Zahl x,, die man fiir p = 0 erhilt, konnen die Zahlen x; und
X, fiir alle Zahlen p aus den Beziehungen (10) Losungen der Gleichung (1) sein. Das
allerdings gilt unter der Voraussetzung, daB x; = 0 und x, = 0 ist, wovon wir uns
noch iiberzeugen miissen:

a) Weil die Beziehung (10) gilt, ist 2 — p> > 0 und weil 2\/1 — p* 20 ist, ist
offensichttich x; > 0.
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b) Die Zahlen a =2 — p?, b = 23/1 - p? sind nichtnegativ (die erste ist sogar
positiv). Entscheiden wir, welche von beiden die groBere ist. Es gilt der Satz V:
Wenn a und b nichtnegative Zahlen sind, geht aus der Beziehung a = b hervor, daB
a? = b? ist und umgekehrt.
Wegen

@-pP =4-47 +p% @V1-p)=4-4p
gilt

a® — b? = p*,
und wegen p* = 0ist a2 = b? und damit @ = b. Es ist also x, = 0.
Nun zeigen wir, daB die Zahlen x,, x, (unter den Voraussetzungen, von denen wir
gesprochen haben) tatsdchlich Losungen der Gleichung (1) sind. Es geniigt, wenn

wir uns auf den Vergleich der Zihler in der Gleichung (1’) beschrinken; denn wir
haben festgestellt, daB die Nenner in (1’) untereinander gleich und von null ver-
schieden sind. Wir werden also beweisen, daB 2 \/; =x + p*firx = x; undx = x,
gilt. Wir wissen, daBl x; > O und x, 2 0 ist.' Deshalb sind die Zahlen \,/ X \/ Xa;
X1 + p?, x, + p? nichtnegative Zahlen, und fiir den Vergleich bedienen wir uns des
Satzes V (fiir den Fall der Gleichheit), d. h., wir vergleichen die Quadrate dieser
Zahlen, also die Zahlen 4x und (x + p?)2.

Der Kiirze halber schreiben wir:

x=2—p2+2£\/ﬁ,

wobei wir x; fiir e = 1 und x, fiir ¢ = —1 erhalten. Es ist:
4P =2+ 261 — p22 =42 — p? + 261 - p?)
4x =42 - p* +eV1-p).

Das Ergebnis ist in iibersichtlicher Form aus der folgenden Tabelle zu.ersehen.

Die Zahl p ist

im Intervall Loésung der. Gleichung (1)

p=—1 (1) hat keine Losung

—1<p<0 x,=2—p’+2\/m,
x=2-p2-2/1-p7,

p=0 x; =4

0<p<l x1=2—P2+2\/§,

x2=2——p’-—2\/17pz
(1) hat keine Lsung

1A
<
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19. Im folgenden geben wir eine kurze Losung der Aufgabe. Griindlicher fiihren wir
~ur den letzten mit [2b] bezeichneten Fall aus. Vergleichen Sie bitte mit den Ab-
~ildungen 2.26. bis 2.36!
Den Abstand der Geraden a ||  bezeichnen wir mit » > 0, ferner ist AB = d > 0. Es
st also v £ d. Die Halbebenen aB, b4 bezeichnen wir der Reihe nach mit ¢ und o
sowie die zugehorigen komplementiren Halbebenen mit ¢’ und ¢’. Die Kreislinie
-, = (S;, r;) muBineiner der Halbebenen g oder ¢’ liegen, die Kreisliniek, = (S,, r,)
~uB in einer der Halbebenén ¢ oder ¢’ liegen. Die Kreislinien k; und k, beriihren
sich im Punkt 7, in dem sie die gemeinsame Tangente ¢ L S,S, haben (sicher ist
S, % S,). Der Punkt T liegt auf der Geraden S, S,.
Vir kombinieren jede der Halbebenen ¢ und ¢’ mit jeder der Halbebenen ¢ und o',
.obei wir gleich die Kombination (¢’, ¢’): ausschlieBen, denn die Halbebenen o’
.nd ¢’ haben keinen Punkt gemeinsam. Wir erhalten die drei Paare

(0,0, (0,9"), (¢, 0). m
Zu diesen Kombinationen kommt noch die Forderung, daB die Kreislinien &, und k,
cinander von auflen oder von innen beriihren.
Flihren wir folgende Bezeichnung ein: Es bedeuten U und V das innere bzw. duBere
Homothetiezentrum der Kreislinien k; und k, . Die Koeffizienten dieser Homothetien

: 1 1 . C 3
sind — —2- und ~. Im weiteren werden wir sehen, daB man den einen von den

Punkten U und V sofort konstruieren kann. Das Wesen der Konstruktion beruht in
der Bestimmung des zweiten von den beiden Punkten U und V.
Die Losung der Aufgabe zerlegen wir in zwei Teile: [1) Esistv = d, d. h., AB L a.

[2] Esist v < d, d. h., die Geraden AB und a stehen nicht senkrecht aufeinander.

Den Fall [1], in dem v = d ist, erwidhnen wir nur kurz. Die Punkte S; und S, liegen
notwendigerweise auf der Geraden AB, denn die Geraden a und b sind Tangenten
an die Kreislinien k; und k,. Damit liegt auch der Punkt T auf der Geraden AB.
Nun betrachten wir die Kombinationen (1) und die Art der Berithrung:

[1a] Angenommen, k; und k, haben eine dufere Beriihrung, so daB T = U ist,
: . 1

dann fiihrt jedes der Paare (1) zur Lésung. ( Siehe Abbildung 2.26., in der r, = gv

ist! Siehe ferner Abbildung2.27., in der r, = lv ist! Vergleiche schlieBlich auch

mit der Abbildung 2.28., in der r, = %v ist!)

[1b] Angenommen, k; und k, haben eine innere Beriihrung, so dal T = V ist. Hier

fiihrt das Paar (o', o) nicht zu einer Losung, denn die Kreislinie k, mu8 — bis auf
den Punkt 7 — innerhalb der Kreislinie k, liegen, welche einen groBeren Radius hat.
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Wir erhalten: a) die Losung aus Abbildung 2.29., in der r, = i v ist; b) die Losung

aus Abbildung 2.30., in der r, = %v ist; ¢) die Lésung aus Abbildung 2.31., in der

r, = Iv ist
2= .
S ke )
bet o
T=6=l/
1
6 k
a /; "p///
Xy
|

Abb. 2.26. Abb. 2.27.

Im Fall 2}, in dem v < d ist, bezeichnen wir mit s die Senkrechte zu a durch den
Punkt 4. Aus der Homothetie der Kreislinien k; und k, ergeben sich die Beziehungen

Abb. 2.28. Abb. 2.29.

wobei der Punkt ¥ auf der Verldngerung der Strecke S,.5, iiber den Punkt S, hinaus
liegt, wihrend der Punkt U auf der Strecke S;S, liegt. Nun unterscheiden wir
nach der Art der Beriihrung der Kreislinien k, und k, folgende Fille:
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[2a] Aupere Beriihrung: Es ist T = U. ____

(x) Die Kombination (g, ¢) — siche Abbildung 2.32. Dann ist 45, 1} BS,, wobei die
Gerade b mit dem Punkt B Bild der Geraden a mit dem Punkt 4 bei der Homothetie
(T) mit dem 2entrum T und dem Koeffizienten — % ist. Daraus ergibt sich die Kon-
struktion:

=V t

A
N
=

|
a=t W.IAEM/ JA
Abb. 2.30. Abb. 2.31.

Innerhalb der Strecke 4B konstruieren wir den Punkt T so, daB

BT _1

AT 2
ist. Der Punkt S, iﬂier Schnittpunkt der Geraden s und p, wobei p E Mittelsenk-
rechte der Strecke AT ist. Wir konstruieren die Kreislinie k; = (S;, S,4); die Kreis-

linie k, ist das Bild der Kreislinie k; bei der Homothetie (7). Die Beweisfiihrung
ist leicht. Der Punkt T existiert und damit auch das einzige Kreislinienpaar k, und k.

Abb. 2.32.
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(8) Die Kombinationen (o, ¢’ ) und (g a) werden in den Abbildungen 2.33. und 2.34.
veranschaulicht. Dann ist 4S; 11 BS,, und es handelt sich um Homothetie (V) mit

dem Zentrum ¥ und dem Koeffizienten % Angenommen, es ist 7’ die Abbildung

des Punktes 7" bei der Homothetie (V). Dann ergeben sich die Beziehungen:

N
It
o
|
:h
§I

=1, L
v 2 2
so daB T’ der Mittelpunkt der Strecke W‘ ist, d.h., VT’ =2r, = SAd=r,
VS, = 6r,. Fiir die Seiten des Dreiecks 45,V gilt
541
A7)
Daraus ergibt sich die Konstruktion: Auf der Verlingerung der Strecke AB iiber den

Punkt B hinaus bestimmen wir den Punkt ¥ so, daB BV = 4B, also VA = 2VB
ist. Auf der Geraden s wéhlen

\
N, wir die Strecke AX (siche Ab-
\\V\ bildung 2.33.in der Halbebene g;
\Q\ ferner die Abbildung 2.34. in der
N7 Halbebene g'). Nach dem Kon-

k : t gruenzsatz ssw konstruieren wir
das Dreieck AXY, in dem Y auf
dem Strahl 4B liegt und in dem
XY = 34X gilt. Zur Konstruk-
tion verwenden wir die Kreis-
linie x = (X, 34X). Durch den
Punkt V ziehen wir die Gerade
¢ XY und bezeichnen mit S, den
Schnittpunkt der Geraden g und
¢ S Zur Kreislinie k, = (S, S, A4)
- Ul konstruieren wir das Bild k, bei
Abb. 2.33. der Homothetie (V) mit dem

1 Zentrum V¥ und dem Koef-

fizienten = Die Beweisfilhrung fiir die Konstruktion ist leicht. Die Aufgabe hat

offensichtlich nur eine einzige Losung.

[2b] Innere Beriihrung: Es ist T = V. Die Kombination (¢, o) entfillt offensichtlich.
(y) Die Kombination (g, ¢’) ist in der Abbildung 2.35. veranschaulicht. Jetzt ist

A4S, 11 BS,, TB = %ﬁ Daraus ergibt sich die Konstruktion: Auf der Verlingerung
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der Strecke AB iiber den Punkt B hinaus konstruieren wir die Strecke BT = BA
und bezeichnen mit §; den Schnittpunkt der divergierenden Geraden s und
2, wobei p die Mittelsenkrechte der Strecke AT ist. Beziiglich der Homothetie (V)

mit dem Zentrum ¥ und dem Koeffizienten 1 konstruieren wir das Bild &,
der Kreislinie

ky = (84, S,4).

Die Kreisliniek, verlduft offen-
sichtlich durch den Punkt S, .
Die Aufgabe hat nur eine ein-
zige Losung.

(8) Die Kombination (g, o) ist
veranschaulicht in der Abbil-
dung 2.36. Analyse: Hier ist
4S; 1\ BS,, und das innere
Zentrum U der Homothetie (U)
der Kreislinien k, und k; liegt
innerhalb der Strecke 4B 50,
daf

UB =

A

N =

gilt.

Weil ry = 2r, ist und die Kreislinien k, und k, eine innere Beriihrung haben, liegt
der Punkt S; auf der Kreislinie k,. Angenommen, 7’ = S| ist das Bild des Punktes

T = V bei der Homothetie (U) mit dem Koeffizienten — %, sodaB S,U = %S_IZI_"

2 e
= 5’2 und S;4 = 2r, ist, dann gilt

@

Angenommen, es ist X der FuBpunkt des Lotes s vom Punkt 4 auf die Gerade b.
Dannist AX = v. Bei der Homothetie mit dem Zentrum A entspricht nun dem Punkt Sy
der Punkt X und dem Punkt U der Punkt Y des Strahls AB, so daBl gemiB (2)

A _ S L i T =A%
AX S;4 3 3
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also

XY=-v, AX=v 3)

W |

ist.
Daraus ergibt sich die Konstruktion (Abb. 2.36.): Auf der Strecke AB konstruieren

wir die Strecke BU = %m = %,ﬁi und beschreiben die Kreislinie x = (X, % v).

Wir bezeichnen mit Y einen der Schnittpunkte der Kreislinie x und des
Strahls 4B (sofern er existiert). Durch den Punkt U ziehen wir die Gerade ¢q|| XY
und bezeichnen den Schnitt-
punkt der Geraden ¢ und s mit
S, und mit k, das Bild der Kreis-
linie ky = (Sy, S;A) bei der
Homothetie (U) mit dem Koef-

fizienten — % Dann ist k,, k,

das gesuchte Kreislinienpaar.

Beweis: Auf Grund der Kon-

struktion gilt(3),d.h. S, U = %rl

(es istrl=m),s7/=§sru

= %rl undr, = %rl .DerPunktU

liegt auf der Strecke S;S, und
demnachist §,S, = S;U + S,U

=%r1, so daB k, durch den

Punkt S verlduft. Wir bezeich-
nenmit 7' % S, den Schnittpunkt
des Strahls .S, S, mit der Kreis-
linie k,. Es ist §,T = ry, und

weil 1S, = %rl ist, ist S, der

Mittelpunkt der Strecke ﬁ s
und die Kreislinien &k, und k,
haben tatsichlich im Punkt T
eine innere Beriihrung. Bei der
Abb. 2.36. ) \ Homothetie (U) ist b mit dem
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Punkt B das Bild der Geraden a mit dem Punkt 4. Deshalb beriihrt die Kreis-
linie k, die Gerade b im Punkt B.

Diskussion: Wir errechnen zuerst die Linge der Hohe y = XP in dem Dreieck ABX
mit ¥ X = 90°. Es ist AXBP ~ AABX und demnach ist

XP A%
XB 4B
oder
y _v
Jar— 2 d
und also
y= %\/"dz - (4:)

Nun entscheiden wir, wann die Gerade AB eine Sekante, eine Tangente oder eine

Nichtschneidende der Kreislinie x mit dem Radius 3 v ist. Die einzelnen Falle treten

bekanntlich ein, je nachdem welche der Beziehungen
1 1 1
<-v, =-v, > =0 4
PR pEgH IES @

ailt.
Durch Anwendung von (4') lassen sich diese Bedingungen in die Form

d<3\/iv, d=§\/iv, d> 2\/—2'0
4 4 4
bringen.
Wir werden noch beweisen, daB der Punkt S, tatsdchlich auf dem Strahl 4X liegt

(sonst wiirde die Kreislinie k; nicht existieren). Wir bezeichnen mit e||a die Gerade
durch den Punkt U (die Gerade e liegt innerhalb des Streifens zwischen den Parallelen

a und b, so daB sie von der Geraden b den Abstand % v hat ). Diese ist eine Tangente

der Kreislinie x. Deshalb fillt der Punkt Y in die Halbebene eX, d. h. auf den Strahl
UB. Angenommen, es seien ¥ XUA, ¥ UXZ zwei kongruente Wechselwinkel, d. h.,
es gilt XZ 1| UA. Der Punkt Y liegt offensichtlich innerhalb des Winkels UKZ.
Deshalb fallt der Punkt S, (wobei US, 1} XY ist) in den Winkel XU und also auf
die Strecke IX;, womit der Beweis erbracht ist.

Ergebnis: Wenn 4B L a, so lassen sich sechs Paare von Kreislinien konstruieren.
Wenn nicht AB L a, so gibt es wenigstens vier solche Paare. Zu ihnen kommen weitere
zwei Paare, eines oder kein Paar, je nachdem, ob die erste, die zweite oder die dritte
der Beziehungen (4) gilt.
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20. Angenommen, die reelle Zahl x ist die Lésung der Ungleichung (1). Dann muf
1—x>0und1+x>0, d.h,

—l<x<l, ()

gelten, sonst hitten die Briiche auf der linken Seite der Beziechung (1) keinen Sinn.
Formen wir die linke Seite der Ungleichung (1) um, so erhalten wir

\/1+.\'—\/1—x>\/£
Vi—xvi+x
Wenn die Forderung (2) erfiillt ist, ist der Nenner auf der linken Seite (1) eine positive

Zahl. Weil auf der rechten Seite (1) eine positive Zahl steht, muB der Zahler des
Bruchs auf der linken Seite (1') ebenfalls positiv sein, d. h., es muBl

1)

Vitx-/1-x>0, dh VI+x>V1-=x

gelten. Weil beide Zahlen in der letzten Ungleichung positiv sind, muB fiir ihre
Quadrate gelten 1 + x > 1 — x, d. h. x > 0. Wenn wir die Forderung (2) damit
verbinden, muB x der Bedingung

0<x<l1 3

geniigen. Multiplizieren wir die beiden Seiten der Ungleichung (1°) mit der Zahi
\/l —-xw/l + x > 0, so erhalten wir

Vitx-Vi=xzv/2V1-2 @

Ist die Forderung (3) erfiillt, so sind beide Seiten dieser Ungleichung positive Zahlen."
Deshalb erhalten wir nach Quadrieren der beiden Seiten der Beziehung (4) nachein-
ander:

l+x+1—x-2v1—x 2201 - x?),
x* z\/l—x’.

Die beiden Seiten dieser Ungleichung sind wegen (3) positive Zahlen. Durch Qua-
drieren erhalten wir weiter: '

X4

v

1 —x2,

x*+x2 -1

v

0. (%)

Das Trinom y? + y — 1 kann man als Produkt
1/ 1 7
[y+ SO+ 1)]-[y—5(\/5 - 1)]
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darstellen. Die Ungleichung (5) kann man also in der Form

I:xz + %(\/E + 1)] [x‘ = %(\/E = 1):| 20

schreiben. Der erste Faktor der linken Seite ist positiv. Deshalb muB der zweite
Faktor nichtnegativ sein, d. h., es muf

#-26/5-nz0 ®
gelten. Wegen i 5 — 1> 0 st die.Zahl

1= ,

a=\/i(\/s—1) )

positiv. Die Ungleichung (6) kann man in der Form

x+a)(x—a)z20 ()]
schreiben. Unter Beriicksichtigung der Forderung (3) ist der erste Faktor auf der
linken Seite der Beziehung (7) positiv. Deshalb muBl x — 2 20, d.h. x = a sein.
Wenn wir damit die Forderung (3) verbinden, erhalten wir, daB

asx<l ®)
gelten muB, wobei die Zahl a durch die Beziehung (7’) gegeben ist.
DaB tatséchlich a < 1 ist,erkennt man so: Es gilt

a2—1=1(\/§—1)—1=l(\/§—3)<o,

d. h., esist @* < 1 und also a < 1. Das Intervall (8) existiert also.

Die Zahl x aus der Beziehung (8) erfiillt die Forderungen (2) und (3). Bei unseren
Umformungen haben wir iiberall auf Aquivalenz geachtet. Deshalb sind alle
Zahlen x aus dem Intervall (8) Losungen der Ungleichung (1), und es existieren keine
weiteren. (Vgl. Abb. 2.37.) -

0 a7 7
a

Abb. 2.37.

: Losungen zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 10
21. Angenommen, x ist Losung der Ungleichung (1). Dann ist
"x#0. )
Damit die Wurzel \/ l——2x2 einen Sinn haf, muB ferner 1 — 2x% 2 0, d. h.
A A2 (ﬁ < 1)
2 2’ 2

<x= (©))
sein, und umgekehrt ist fiir diese x die Wurzel tatsdchlich erklirt.
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Es gelten die folgenden dquivalenten Umformungen der Ungleichung (1):

2
M_lgo,
X
}—x—V1—2x2<0
—— =0,
2 5
V11— 2x +x-1g
X

Es gibt zwei Moglichkeiten: [1]: x > 0 und [2]: x < 0.

Fall [1]: Angenommen, es ist [siche (3)]
0<x = —2
2

Aus (4) folgt, daB dann
\/ 1—-2x221-x
ist. >
Wegen 1 —x=>1— 5 > 0 ergibt sich daraus nacheinander:

1—2x221-—2x+ x?,
2z x(3x — 2),

0 =3x -2,

2 = x.

3

Wegen %\/5 > 0,7 > §- folgt aus (5) und (6), daB x der Bedingung

0<x§z
3

geniigen muB. 2
In diesem Falle tritt in (1) Gleichheit fiir x = 3 ein.

Fall [2): Angenommen, es ist [siehe (3)]
— —2 <x<0.
2

Dann folgt aus (4)
V1 - 2x? <1-x,

@

(©)

©

Q)]

®



wobei 1 — x > 0 ist. Daraus erhalten wir nacheinander:
1-2x2<1—2x + x2,
x(3x — 2),

=>3x -2, -

IIA

v

X.

wIN o o

Das ist fiir jedes x aus (8) erfiillt. Im Falle [2] kann in (1) keine Gleichheit eintreten.
Die der Beziechung (7) oder (8) geniigenden Zahlen x sind tatsdchlich Losung der ge-
gebenen Ungleichung.

Ergebnis (Abb. 2.38.): Alle Losungen der Ungleichung (1) werden von den Zahlen x
aus den Intervallen

V2

—T§x<0,‘ O0<x=-—

wWIN

gebildet. Gleichheit tritt in (1) genau dann ein, wenn x = % ist.

=1 0 ) 7
= —
-2V2 %
22. Die Konstruktion des Achtecks ist aus der Abbildung 2.1. (im Aufgabenteﬂ) zZu

ersehen. Mit den Bezeichnungen aus der Abbildung 2.1. setzen wir LT =xLS = ¥,
KT = 1. Der Flicheninhalt p des Rechtecks JKNO ist p = JN - JD oder

Abb. 2.38.

1
= —ab.
# 2

Der Flicheninhalt r des Rhombus JLNP ist

r=ay,
so daB der Flicheninhalt s des Achtecks s = 2p — r oder
s=a(b—y) ) ()]

1
ist. Wir berechnen y. In'dem Dreieck SKT gilt: T = 90°, SK = Ea Nach dem
Satz des PYTHAGORAS erhalten wir
12 = SK? — ST*?
oder

t=-a* - b )

1
2
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Aus der Homothetie der Dreiecke LNS und LKT in bezug auf den Punkt L folgt

Nach dem Einsetzen aus (2) und nach elementarer Umformung erhalten wir

2t _yNa -b
e 4
und
_y\/az—b2
e

X
Daneben gilt TZ + LS = %b oder

X+ y=

£

N o~

woraus sich zusammen mit (3)

y<1+—“'2—”2>

a

s
>

a+Na@E — b b
y—=y,
a 2

s ab
2a+ V& — b?)
ergibt.
Nach Einsetzen in (1) erhalten wir die Beziehung

S = a( - _.Jé—)
2Aa+ V- )
d.h.
ab(a + 2V — b?)
S§=—,
2a + V- b))
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die man durch Multiplikation des Zéhlers und des Nenners mit a — \/ a® — b* in

die Form
a2 — @ + a\a — F)
25

iiberfithren kann.
Damit ist die Aufgabe gelost.

23. Die gegebene Ungleichung ist dquivalent mit der Ungleichung
(a+b+c)(1+l+l)—9go;
a b ¢

ihre linke Seite bezeichnen wir mit L. Es gilt:

bc+ca+ab
abe

L=@+b+o- 9

_a’c+ a’b + b’c + ab® + be® + ac® + 3abe — 9abc
abe

_d’c+ ac® + BPa + ba® + b + b — babc
abe

_ a% — 2abc + b’c + b’a — 2abe + ac® + ¢’b — 2abe + ba®

abc
V(@ — 2ab + b)) + a(b® — 2bc + ¢?) + b(c® — 2ac + d°)
abe
Ie cla — b)? + ab — ¢)* + b(c — a)*
abc ’
also
o ab — ¢)* + b(c — a)* + c(a — b)*

abe

Sind a, b, ¢ positive Zahlen, so ist der*Nenner abc des Bruchs ebenfalls positiv. Der
Zahler des Bruchs ist die Summe dreier nichtnegativer Zahlen, a(b — ¢)? ist z. B.
das Produkt der Zahl a > 0 und der Zahl (b — c)®> = 0. Deshalb ist der Zahler und
folglich auch der Bruch (2) nichtnegativ. Damit ist die Giiltigkeit der Beziehung (1)

bewiesen.

Gleichheit tritt in der Beziehung (1) genau dann ein, wenn jede der drei nichtnegativen
Summanden im Zzhler des Bruchs (2) gleich null ist, d. h., wenn gilt

ab — ¢)* =0, blc—a)? =0, c(a—b)*=0.
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Wegena > 0, b > 0und ¢ > 0 ist das nur fiir

b—c=0, c—a=0, a—b=0,
d. h.

a=b=c
moglich. Wenn das Tripel die Gestalt (@, a, @) hat, wobei a eine beliebige positive
Zahl ist, so stebt in der Beziehung (1) tatsichlich das Gleichheitszeichen.

24, (Siehe Abb. 2.39.). Wir bezeichnen mit X, Y die Schnittpunkte der Kreislinien
{4, 1) und (B, 1), so daB ABX ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge 1 ist.
Sein Flicheninhalt ist

1 —
1-2\/3. (€)]

Deshalb ist &« = ¥xXAY = 120° = % 360°. Der

Flécheninhalt p des Segments mit der Bogensehne XY
und dem Bogen XBY ist (der Flicheninhalt ¢ jedes
der beiden Kreise ist g = 7)

p—ln t
3 s

Abb. 2.39.

und die Dreiecke 4BX und AXY haben gleiche Flicheninhalte. Nach Einsetzen aus
der Bezichung (1) erhalten wir

1 1 \/'
=-x ——-43.
E 3 4
Der Flicheninhalt P des gemeinsamen Teils der beiden Kreise ist 2p, oder
P = Zvr: - l\/ 5
3 2
Das Verhaltnis f, multiypliziert mit der Zahl 100, gibt die gesuchte Anzahl x der
q

Prozente an, d. h., es gilt
x = 100 gn—l\/g 2,
3 2

oder

x:loo(g_ﬁ)

2]
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Dabei ist

2 =0,6; 1,732 <+/3 < 1,733; 3,141 <z < 3,142.

Die Zahl y = ; - 2—3 sollen wir auf zwei Zehntel genau bestimmen. Es gilt
Tt
a5 G506 = 2 & e T =
2-3,141 2-3,142

Wir errechnen niherungsweise die Werte der beiden Briiche aus den vorhergehenden
Ausdriicken: :

1,733: 6,282 < 0,276 1732: 6284 > 0,275
Es gilt also:

0,666 — 0,276 < a, b < 0,667 — 0,275
oder
0,390 < a, b < 0,392.

Es ist also

0,390 < a< y < b <0392
oder
0,390 < y < 0,392

und also
39,0 < x < 39,2.

Antwort: Der Flicheninhalt P betrligt etwa 399 des Flacheninhalts eines Kreises
mit dem Radiusr = 1.

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 9

25. Nehmen wir an, daB die Aufgabe eine Losung hat und daB die natiirlichen
Zahlen x, y und z der Reihe nach die Anzahl der Flaschen 14 %iger, 11 %iger bzw.
9 %iger Losung angeben, die wir zur Mischung verwenden. Die Flaschen enthalten
je 1kg, also insgesamt x + y + z kg Losung. Diese Summe betrégt entsprechend
der Forderung der Aufgabe 30 kg. Es gilt also

X+ y+z=30. a”)
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Die Flaschen mit der ersten Losung enthalten %x kg Essigsiure,
die Flaschen mit der zweiten Losung enthalten % » kg Essigsdure,
die Flaschen mit der dritten Losung enthalten % z kg Essigsdure.

Die entstandene Mischung enthélt —11.% + 30 kg Essigsdure. Es muB gelten

—%x+%y+%z=-}j—o-30 2"
oder nach Multiplizieren der beiden Seiten dieser Gleichung mit 100
14x + 11y + 9z = 360.
Wir erhalten die zwei Gleichungen
XxX+y+z =:30; (1)
14x + 11y + 9z = 360, 2

welche die natiirlichen Zahlen x, y und z erfiillen miissen. Nun ist es unsere Aufgabe,
alle derartigen Tripel x, y, z natiirlicher Zahlen zu finden, von denen jede kleiner als
30 sein muB. Jede von ihnen muB sogar kleiner als 29 sein.
Wir eliminieren aus den Gleichungen (1) und (2) die Zahl z [die beiden Seiten der
Gleichung (1) multiplizieren wir mit der Zahl —9 und addieren sie zu den entsprechen-
den Seiten der Gleichung (2)]. Wir erhalten:

5x + 2y =90,
d. h.

5
=45 - Zx. 3
y 5 ) 3

Daraus folgt, daB x eine gerade Zahl sein muB. Wir setzen deshalb
x = 2n,

wobei 7 eine natiirliche Zahl ist. Aus (3) und (1) erhalten wir nach Einsetzen von
Xx = 2n insgesamt

x=2n, (1"
y=1509-n), 29
z=3m-75). )
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‘Aus (2') sehen wir, daB 9 — » eine natiirliche Zahl sein muB, d. h., 9 — n >.0 (sonst
wire y keine positive Zahl) und ferner 9 — n < 6 ist (sonst wire y groBer als 29).
Aus den beiden Ungleichungen folgt

3<n<9. (©)

Aus (3') sehen wir, daBn — 5 > O und n — 5 < 10 sein muB (sonst wire z grofer
als 29). Aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir

5<n<15. ®)
Aus (4) und (5) folgt, daB n der Bedingung
S5<n<?9

geniigen muB.
In Frage kommen also nur die Zahlen 6, 7 und 8. Setzen wir fiir # in (1°), (2') und
(3') der Reihe nach die Zahlen 6, 7, 8 ein, so erhalten wir die folgende Tabelle:

n | 6 7 8
x 12 14 16
¥ 15 10 5
z 3 6 9

Jedes Tripel der Zahlen x, y und z aus dieser Tabelle erfiillt tatséchlich die Glei-
chungen (1) und (2), wovon wir uns durch Einsetzen iiberzeugen konnen. Deshalb
erfiillt es auch die Ausgangsgleichungen (1'') und (2'"), denn (1”") und (1) sind die-
selben Gleichungen, und (2") entsteht aus (2) durch Multiplikation beider Seiten mit

der Zahl L
100

Antwort: Die geforderte Mischung erhalten wir, wenn wir der Reihe nach

12, 15, 3 Flaschen

oder @
14, 10, 6 Flaschen

oder

16, 5,9 Flaschen

von den einzelnen Flaschenarten nehmen,

26. Zuerst beweisen wir die beiden Hilfssdtze U und V. Der Satz U lautet:
Angenommen, in einer Ebene ist die Strecke MN mit dem Mittelpunkt S und der
Mittelsenkrechten p gegeben. Der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene,
die vom Punkt M einen kleineren Abstand haben als vom Punkt N, ist das ,,Innere*
der Halbebene pM.
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Beweis (Abb. 2.40.): Diese Behauptung 1Bt sich leicht beweisen fiir die Punkte
der Geraden MN (alle Punkte mit der geforderten Eigenschaft auf dieser Geraden
liegen auf dem Strahl SM; vgl. die Punkte X;, X, und X3 in der Abbildung 2.40.)

Angenommen, es ist X ein Punkt in der

X ]p Ebene pM, der nicht auf der Geraden MN
IF\ N I liegt. Dann trennt die Gerade p die Punkte N
{ \\\ | v und X. Innerhalb der Strecke NX liegt ihr
II \)‘lp Schnittpunkt P mit der Geraden p. Die
| Vi i\ Strecken PM und PN sind symmetrisch in
,' // | \\\ bezug auf p, und demnach ist also
/ \ gl =
x4 X MP = NP. : @)
- b1 o B
X MK, X is I Fiir die Seiten des Dreiecks gilt:
Abb. 2.40. MX < MP + PX

(die Summe zweier Seiten ist groBer als die dritte). Nach Einsetzen aus (2) erhalten
wir:
MX < NP + PX

oder

MX < NX. 3)
Ist Y ein Punkt innerhalb der Halbebene pN, so l4Bt sich die Beziehung

MY > NY @
beweisen.

Fiir jeden Punkt P der Mittelsenkrechten p gilt
MP = NP. ®)
Mit den Beziehungen (3), (4), (5) ist der Satz U bewiesen, denn wir haben damit alle
Punkte der Ebene erfaBt.
Als nichstes beweisen wir den Satz V. (vgl. Abb. 2.42. bis 2. 44)
Angenommen, ABCD ist ein Trapez mit den Grundseiten AB und CD 4B = CD
P, und P; seien die Mittelpunkte und p, und p; die Mittelsenkrechten der Grund-
seiten. Dann gilt:
a) p1llps
b) Sind «, # die Winkel an den Eckpunkten 4, B des Trapezes, so gilt:

[1] Wenn & = B, so ist p; = ps;
[2] wenn « < f, so liegt der Punkt P; und mit ihm die Gerade p; in der Halb-
/ ebene pB;
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[3] wenn « > B, so liegt der Punkt P; und mit ihm die Gerade p, in der Halb-
ebene p;A4.

Beweis: Die Behauptung [1] ergibt sich aus der Symmetrie des Trapezes 4BCD in
bezug auf p, .
Beweis fiir die Behauptung [2] (siche Abb. 2.41.). In dem Dreieck 4BE gilt

BE < 4E, ©)

denn es ist o < # (dem groBeren Winkel des Dreiecks ABE liegt die groBere Seite
gegeniiber). Aus der Beziehung (6) ergibt sich nach dem Satz U, daB der Punkt E
in die Halbebene p, B fillt. Deshalb liegt der Punkt Q der Geraden p, innerhalb der

m £

Abb. 2.41. Abb. 2.42.

Strecke AE. Ist D ein Punkt der Strecke Q—E, so ist die Behauptung [2] selbst-
verstiindlich richtig, denn die ganze Strecke DC liegt in der Halbebene p, B. Angenom-
men, D liegt innerhalb der Strecke Zé Wir bezeichnen mit D’ £ D sein Spiegelbild
zur Halbierenden p, und mit F den Mittelpunkt der Strecke DD’ (dieser liegt auf p,).
Der Strahl BQ liegt im Winkel 8, und daher liegt D’ innerhalb der Strecke FC. Es
ist also

DD' < DC
und

lﬁ’ < 1—D_C_,

2 2
d.h.

DF < DP,.
Daraus folgt, daB P, innerhalb der Strecke FC liegt und damit in der Halbebene p, B.
Mit diesem Punkt liegt auch die Gerade p; | p; in dieser Halbebene. Damit ist die
Behauptung [2] bewiesen.
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Der Beweis der Behauptung [3] wird der Beweisfiihrung fiir die Behauptung [2] nach-
gebildet.

Bemerkung: Den Beweis der Behauptung [2] kann man auch unter Ausnutzung der
Tatsache fiithren, daB der Punkt P; innerhalb der Strecke P, E liegt, die mit Ausnahme
des Punktes P; ganz innerhalb der Halbebene p, B liegt. Das setzt voraus, daB man
weiB, daB die Dreiecke AP, E und DP5E sowie BP,E und CP,E dhnlich sind.

Lisung der gegebenen Aufgabe (vgl. die Abb. 2.42., 2.43., 2.44.): (Der Einfachheit
halber nehmen wir an, daB es sich in den Beziehungen (1), die wir zugrunde legen, um
die Entfernung der Punkte handelt, so daB wir beispielsweise auch die Moglichkeit
zulassen AX = 0, d. h. A4 = X usw.) Wir bezeichnen mit it py, ps und p; (in dieser
Reihenfolge) die Mittelsenkrechten der Seiten 4B, BC bzw. CD des Trapezes ABCD.
Der Punkt X, fiir den gemi8 (1) AX < BX gilt, liegt nach dem Satz U in der Halb-
ebene p,4;

der Punkt X, fiir den BX < CX gilt, liegt in der Halbebene p,B;

der Punkt X, fiir den CX < DX gilt, liegt in der Halbebene p,C.

Es handelt sich darum, ob die Halbebenen p, 4, p,B und p,C gemeinsame Punkte
haben. Die Entscheidung dariiber fillen wir nach Satz V.

Fall [1]: Angenommen, es ist « =  (Abb. i.42.). Dann ist p, = p3, und p;4 und p,C
sind entgegengesetzte Halbebenen, die keinen (inneren) Punkt gemeinsam haben.
Einen Punkt X, fiir den (1) gilt, gibt es also nicht.

E
A

a
/| \

/7 \

Abb. 2.43. Abb. 2.44.

Fall [2]: Angenommen, es ist « < § (Abb. 2.43.). Die Gerade p; und mit ihr die
ganze Halbebene p,C liegen innerhalb der Halbebene p; B, so daB die Halbebenen
P14 und p;C keinen gemeinsamen Punkt haben Deshalb gibt es einen Punkt X mit
den Eigenschaften (1) nicht.
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Fall [3]: Angenommen, es ist x > 8 (siche Abb. 2.44.). Die Gerade p; liegt innerhalb
der Halbebene p; 4, und die Halbebenen p; 4 und p;C haben jene Punkte gemeinsam,
die innerhalb des Streifens zwischen den Parallelen p; und p; liegen. Die Geraden
BA und BC sind divergierende Geraden. Deshalb divergieren auch die Geraden
py LBAundp, L BC und mithin auch die Geraden 5 und p;. Das Innere der Halb-
ebene p,B hat mit dem Inneren des Streifens zwischen den Parallelen p; und p,
Punkte gemeinsam, die in der Abbildung 2.44. schraffiert gekennzeichnet sind.
Damit ist die Aufgabe geldst.

Ergebnis: Nur im Falle « > f existieren Punkte mit der geforderten Eigenschaft.

27. Den gegebenen Bruch Z formen wir in folgender Weise um:
12x% = 36x + 27 _ 3(4x* — 12x + 9)

T =
81 ~ 18 2(4x* — 9)
. 3@x -3 32x—3) 32x+3-6)
22x+3)(2x — 3)  2(2x+ 3) 202x + 3)
2
go3x+3)_ 36 _3_ 9 _3 2
22x+3) 22x+3) 2 2x+3 2 x+§'
3 2
Damit Z > 5 gilt, muB
9
2 .
_ m
X+ =

positiv sein. 3 3 3
Das bedeutet, dafl x + 3 negativ, d. h. x < _E sein muB. Fiir x < -3 ist jeder

der Ausdriicke 2x + 3 und 2x — 3 von null verschieden (der erste Ausdruck ist
gleich null fiir x = —;, der zweite fiir x = % und der Bruch Z hat einen Sinn.
; - 3 g .
Fiir diese x ist der Bruch (1) positiv und Z > o Damit ist die Aufgabe geldst.
Eine andere Losung: Nach der vorhergehenden Losung ist
_32x-3)
202x + 3)
3 x-3

Z == i 2
2 2x+3 @

d. h.
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Soll Z > % sein, sc muB

_2x-3

Z=
2x + 3

€}

. 3 i " 4
groBer als 1 sein. Umgekehrt, wenn z > 1 ist, wird auch Z > 5 sein. Wir ermitteln

deshalb alle Zahlen x, fiir diez > 1 ausfillt. Da dann Zihler und Nenner des Bruchs (3)
entweder beide gleichzeitig positiv oder beide gleichzeitig negativ sein miissen,
gliedern wir die Aufgabe in zwei Teile:

Teil [1]: Angenommen, 2x — 3 und 2x + 3 sind positiv. Wenn z > 1 sein soll, muB
2x — 3 > 2x + 3 sein. Das ist aber nicht erfiillbar, denn die Zahl 2x — 3 ist um 6
kleiner als 2x + 3.

Teil [2]: Angenommen, 2x — 3 und 2x + 3 sind negativ. Die Zahl 2x + 3 =

= 3 + 2x ist negativ fiir alle Zahlen 2x < -3, d. h., fiir x < — % (das kdnnen wir
leicht erkennen, v?enn wir uns auf der Zahlenachse die Zahl 3 veranschaulichen). Fiir
diese Zahlen ist nicht nur der Ausdruck 2x + 3 negativ, sondern auch der Ausdruck

2x — 3 = 2x + (—3), der dann die Summe der negativen Zahlen 2x und —3 ist.
Es handelt sich noch darum, festzustellen, ob fiir

3
x< —=
2

der Bruch z groBer als 1 ist. Wir erweitern den Bruch (3) mit — 1 und erhalten
3 —2x
-3 —2x

Dann sind der Zihler und der Nenner positive Zahlen. Damit z > 1 ist, muB der

g =

Zihler groBer als der Nenner sein, und das ist tatsdchlich fiir x < — é der Fall,
denn die Differenz 2

3—-2x—(-3-2x)
ist gleich 6.
Ergebnis: Der Bruch Z ist groBer als -2% fiir alle Zahlen x < — ; und nur fiir diese.

28. Wir wenden folgenden Satz P (siche die Bezeichnungen in der Abbildung 2.45.)
an:

In dem gleichschenklig’eu Dreieck BYX mit dem Scheitelpunkt ¥ ziehen wir den
Strahl BF{t XY. Dann ist ' = 5 und p’ = y. Umgekehrt gilt, wenn wir in der

152



Halbebene MBY, wobei der Punkt M auf der Verldngerung der Strecke X—_B ubE den
Punkt B hinaus liegt, den Winkel ' = ¥ MBF = v konstruieren, so ist XY | BF.
(Der Beweis ist leicht zu fiihren.)

Es gibt zwei Moglichkeiten:

a) Esist0 < w < 180°; b) w = 180° (die Lésung:
deuten wir nur an). Angenommen, es liegt der
Fall a) vor (Abb. 2.46. bis 2.48.): Den zweiten
Zentriwinkel 4SB bezeichnen wir mit o'; es:
gilt

Abb. 2.45. o+ o =360°, w<ow.

Die zugehorigen Peripherie- und den Sehnentangentenwinkel im Eckpunkt B be-
zeichnen wir mit ¢, ¢’ bzw. ¢, ¢';es gilt ¢ = ¢ = %w, ¢ =¢= —;—a)', £<90° < €.

Die Tangenten # und ¢’ in den Punkten B bzw. A der Kreislinie k£ haben den Schnitt-
punkt C, wobei e = ¥ CBA ist; BC und MB sind entgegengesetzte Strahlen. Ferner
sei DAE 11 MBC.

Nunsind zwei Fillemog-
lich:

Der Punkt X liegt auf
dem Strahl BM [1] bzw.
auf dem Strahl BC [2]
(dabei muB der Punkt X
von den Punkten B und
C verschieden sein. Fiir
X = C ist die Gerade
AX = ¢ und hat mit
der Kreislinie k£ keinen
weiteren Punkt gemein-
Abb. 2.46. sam).

[

Fall [1] (siche Abb. 2.46.): In dem gleichscEElkligen Dreieck YBX ist ¢ ein AuBen-
winkel, denn Y liegt innerhalb der Strecke 4X. Es ist also

1 1
s ) s e
B=v SF=g

Die Winkelhalbierende BF des Winkels & ist also nach dem Satz P parallel zux = AYX.
Daraus ergibt sich die Konstruktion (siche Abb. 2.46.):

‘Durch den Punkt 4 ziehen wir x || BF, wobei BF die Winkelhalbierende des Winkels &
ist. Wir bezeichnen der Reihe nach mit X und Y £ A die Schnittpunkte der Geradenx
mit # bzw. k; dann entspricht X den Forderungen der Aufgabe.
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Beweis und Diskussion: Es ist X CBA = & BAD (Wechselwinkel zwischen Parallelen).
Weil BF die Halbierende des ersten dieser Winkel ist, liegt auf der Geraden x die
‘Winkelhalbierende des zweiten Winkels BAD. Daraus folgt, daB x und 7 auseinander-
laufende Geraden sind und daB der Punkt X existiert, so daB auch der Punkt ¥ % 4

existiert. Entsprechend der Konstruktion ist y = %e, f = @ — y (nach einem Satz

iiber die AuBenwinkel eines Dreiecks), und demnach ist % E=9,

Ergebnis [1]: Auf dem Strahl BM liegt genau ein Punkt, der den geforderten Be-
dingungen geniigt.

#

+

7 M Abb.247.

/X
#*

Bemerkung: Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir auch im Fall @ = 180° (siche
Abb. 2.47.). Aus der Symmetrie der Kreislinie k und der Geraden ¢ in bezug auf die
Achse SB folgt, dalgdie Aufgabe in diesem Falle zwei Losungen hat. Der Punkt ¥
liegt auf dem Durchmesser p| 7, durch den Punkt S, und der Punkt Y’ liegt auf der
Kreislinie k£ dem Punkt ¥ diametral gegeniiber.

t  Abb.2.48.

Fall [2] (siche die Abb. 2.48., 2.49.): Wir haben die Mdglichkeit ausgeschieden, dall
X = C ist. (In diesem Fall hat nidmlich die Gerade 4X mit k keinen weiteren Punkt
gemeinsam, und es ist notwendigerweise f = y = ¥ BAC = 60°, w = 120°))
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Es gibt zwei mogliche Fille:
a) Vergleichen Sie mit der Abbildung 2.49., in der X ein innerer Punkt der Strecke BC
ist und Y ein innerer Punkt des kleineren Bogens AB der Kreislinie k. In dem ge-
suchten gleichschenkligen Dreieck YBX gilt:
1 1
sy = o i M
B=y S¥ =z
Wenn BF’ die Winkelhalbierende des Winkels &' ist, dann ist ¥ MBF' = l &, und
nach Satz P ist ’ 2
XA | BF'. ()]
b) Vergleichen Sie mit der Abbildung 2.49., in der X auf der Verlingerung der Strecke
BC iiber den Punkt C hinaus liegt und der Punkt ¥ sodann notwendigerweise auf
dem gréBeren Bogen AB der Kreislinie & liegt. Wir bezeichnen mit ¢’ den Neben-
winkel zum Peripheriewinkel ¢ = X AYB. Dann ist ¢' = ¢, wobei &’ = X MBA ist.
Es gelten ebenso wie im
vorhergehenden  Falle
die Beziehungen (1), und
fiir die Winkelhalbieren-~

— ..f_ J de BF' des Winkels &
8t B, )
Ausden Beziehungen (2)
und (3) folgt dieselbe
¢ Konstruktion: Durch den
A B ] Punkt A ziehen wir die
st ¥ Gerade x| BF', wobei
BF' die Winkelhalbieren-
Abb. 2.49.

de des Sehnentangenten-
winkels ¢’ ist. Hat die Gerade x mit der Geraden ¢ den Schnittpunkt X = C und mit
der Kreislinie ¥ den Punkt Y £ A gemeinsam, dann entspricht der Punkt X den
Forderungen der Aufgabe.

Beweis und Diskussion (Abb. 2.48., 2.49.): Esist XBAE = X MBA = ¢ (Wechsel-
winkel zwischen den Parallelen BM 1} AE). IThre Winkelhalbierenden liegen auf den
Geraden x bzw. BF’. Daraus folgt, daBl der Punkt X auf den Strahl BC fillt. Es ist

¥BAC = cund ¥BAX = é ¢'. Es gibt drei Moglichkeiten:

. 1, 1, 1 o o :
o) Es ist &£ > 55 oder w > Ew, > 5(360 — o) und w > 120°. Dann liegt
tatsichlich X zwischen den Punkten B, C und Y auf dem kleineren Bogen AB
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(Abb. 2.48.). Es gilt § = ¢’ — y (Satz iiber die AuBenwinkel beim Dreieck YBX), d. h.

’

ﬂ=e’—%s'= e =9

1
2
B) Es ist e = ls’ und also w = 120°. Dann ist ¥ = A. Das Dreieck 4BC ist
gleichseitig.

¥) Esist ¢ < %a’ oder w < 120° (sieche Abb. 2.49.). Dann liegt die Gerade x inner-

halb des Winkels CAE und dem dazugehorlgen Scheitelwinkel. Der Punkt X fallt
auf die Verlingerung der Strecke BC iiber den Punkt C hinaus und der Punkt ¥
auf den gréBeren Bogen 4B der Kreislinie k.

Es ist f = ¢’ — y (si he die Bezeichnungen in der Abb. 2.49.), d. h.

oL L,
=& —=& =—-e —y.
B oy B
Ergebnis: Auf jedem der entgegengesetzten Strahlen BC, BM liegt genau ein Punkt X,
der die geforderten Eigenschaften aufweist. Im Fall o = 120° und nur in diesem
ist genau eines der gleichschenkligen Dreiecke sogar gleichseitig.

29. Die Aufgabe gliedern wir in zwei Teile: [1] Wir suchen diejenigen Quadrupel,
bei denenein Zahlenpaar die Summe null hat. [2] Keine zwei der Zahlen des Quadrupels
haben die Summe null.

Fall [1]: Angenommen, die Summe zweier Zahlen einer Quadrupelreihe, beispiels-
weise ¢, d, ist null. Dann kénnen weder ¢ noch 4 null sein; sonst wiren wegen
¢ + d = 0 beide null, Das Paar ¢ = d = 0 ist ausgeschlossen, denn die Zahlen der
Quadrupel sollen paarweise voneinander verschieden sein.

Tabelle 1
I i g I v
5>a>d b c 5>d>0
2 =2 =1 1
3 =3 -1 1
4 -4 -1 1
3 -3 =2 2
4 —4 —2 2
4 —4 -3 3

Wir stellen nun die Tabelle (Nummer 1) der Zahlen a, b, ¢, d so zusammen, dal
d > 0ist (d. h., wir suchen die Quadrupel, in denen d > 0ist) und daB in der Tabelle
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sukzessive anwichst. Wir treffen weiter die Ubereinkunft, daB in der Tabelle a > d
ist.
Unter den gegebenen Voraussetzungen erhalten wir genau 6 Quadrupel (a, b, ¢, d).
Nun stellen wir folgende Uberlegungen an: Die Eigenschaften der Zahl 4, die wir
gefordert haben, kann jede der Zahlen g, b, c, d haben; das ergibt also

4 Moglichkeiten. i )
Von den drei iibrigen Zahlen a, b, ¢, d kann jede die Eigenschaften, die von ¢ ge-
fordert werden (d. h., ¢ + 4 = 0) haben. Das sind

3 Moglichkeiten, ; ?2)
wobei man jede beliebige Moglichkeit (1) mit jeder beliebigen Moglichkeit (2) kom-
binieren kann; es ergeben sich so

4 -3 = 12 Moglichkeiten. A3)
Nun bleiben uns aus dem Quadrupel a, b, ¢, d zwei Zahlen iibrig. Die Eigenschaft,
welche die Zahl a hatte, kann jede von ihnen haben. Das sind

2 Moglichkeiten,
‘wovon man jede mit den 12 Moglichkeiten (3) kombinieren kann. Wir erhalten also

12 - 2 = 24 Moglichkeiten
und damit insgesamt 24 Tabellen vom Typ Nr. 1. Das heif3t

6-24 g
verschiedene Quadrupel mit der gegebenen Eigenschaft.
Fall [2]: Angenommen, fiir die Zahlen des Quadrupels (a, b, ¢, d) gilt

lal > |b] > |e| > |d]. )
Wir stellgn die Tabelle (Nummer 2) so auf, daB wir die Zahl a wihlen. Danach
‘wahlen wir die Zahl b so, daB} (4) giit, anschlieBend wihlen wir die Zahl ¢ wieder ent-
sprechend (4), worauf wir die Zahl d durch die Beziehung @ + b + ¢ + d = 0 be-

stimmen. Dabei miissen noch die Zahlen a, b, ¢, d paarweise voneinander verschieden
sein. Wir erhalten:

Tabelle 2
I 1T juts v
a b c d
4 -3 -2 1
—4 3 2 1
4 =3 -1 0
=il 3 1 0
3 =2 -1 0
=3 2 1 0




In der Tabelle gibt es also 6 Zahlenquadrupel. Die Eigenschaft, welche die Zahl a
in der Tabelle 2 hat, kann wiederum jede beliebige von den Zahlen a, b, c, d
haben. Daraus ergeben sich vier Maglichkeiten. Die Eigenschaft der Zahl b kann
jede beliebige der drei iibrigen Zahlen haben, das sind 3 Moglichkeiten; also 4 -3 =
= 12 Moglichkeiten. Es bleiben zwei Zahlen iibrig, und eine davon wihlen wir aus
(als Zahl c in der Tabelle 2). Das sind zwei Moglichkeiten, also 12 - 2 = 24 Moglich-
keiten. Wir bekommen also 24 Tabellen, die nach dem gleichen Verfahren zusammen-
gestellt werden wie die Tabelle 2. Wir erhalten somit

6 24 Quadrupel. ®)

Weil mit den angefiihrten Fillen [1], [2] alle Mdglichkeiten erschopft sind, erhalten
wir [siehe (4), (5)] insgesamt

6:24+6-24 =(6+ 6)-24 = 288
voneinander verschiedene Quadrupel.
Antwort: Es gibt 288 voneinander verschiedene Quadrupel, welche die im Text der
gegebenen Aufgabe geforderten Eigenschaften aufweisen.
30. In der Abbildung 2.50. bedeuten
SA=SB=r, XY=m, AX=x
AY = x — m. (0]

Dabei sind r und m die gegebenen positiven Zahlen und x > 0 ist eine unbekannte
Zahl, die wir berechnen.
Es gilt

AABY ~ AXB, @)

denn diese rechtwinkligen Dreiecke stimmen in 1hren Winkeln iiberein.
Aus der Beziehung (2) folgt

AY 4B ;
e o @)
AB  AX

und unter Beriicksichtigung von (1)

xX—m 2r

2r x
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Wir multiplizieren die beiden Seiten dieser Gleichung mit der Zahl 2rx.
halten wir:

x(x — m). = 4r?,

x? — mx = 4r?,

2 2
=22+ (Z) = a2 4 (Z),
2 2 2
2
P i =D,
%) -
wobei wir
2
4 + ) =
2

gesetzt haben.
Die Gleichung (3) kann man weiter in folgender Weise umformen:

(x - ;)2 = (\/5)2,
(x - %) — /Dy 1,

-3+ 1 {33

Einer der beiden Faktoren auf
Seite der letzten Gleichung muf3
sein, d. h., es muB} entweder

X = g +\/B =0
oder

x — z—\/B= 0,
d. h. 2

x=Zo 5
oder

x=’2_”+ VD

Abb. 2.50. sein.

. Dann er~

(€)]

@)

der linken
gleich null

@

(%)
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ist. Deshalb gilt

AV, A% = /D) — (g)

oder
A—Y0 CAX = 42,
Es ist also
- 4r
AT L, ™
AX

Durch Vergleich von (6) und (7) erhalten wir 270 = 47, so daB die Differenz der
Lingen der konstruierten Strecken AX und AY tatsichlich m betrégt.

Diskussion: Die Aufgabe hat stets zwei Losungen, denn nach der Konstruktion ist
AB < AL < AP, so daB der Abstand des Punktes 4 von der Geraden ¢ kleiner ist als
der Radius 7’ der Kreislinie k’. Also ist 7 eine Sekante der Kreislinie £’. Weil die
Gerade AX nicht senkrecht auf der Geraden 4B steht, ist sie nicht die Tangente an
die Kreislinie £ im Punkt 4, d. h., sie ist eine Sekante (von den Geraden durch den
Punkt 4 auf der Kreislinie k ist eine einzige Tangente; die iibrigen sind Sekanten
der Kreislinie).

Lisungen zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 9

31. Analyse (Abb. 2.51.): Wir bezeichnen mit S den Mittelpunkt des gesuchten
Rhombus 4BCD. Dann ist ¥PSQ = 90°, und der Punkt S liegt auf der Mittel-

—_— . 1 .
paralielen s|| AB. Die Entfernung der Geraden s von m betrigt Ev. Daraus ergibt

sich die Konstruktion: Wir konstruieren die Symmetrieachse s|m des Parallelen-
paares m, n. Wir bezeichnen mit O den Mittelpunkt der Strecke PQ und beschreiben

die Kreislinie k& = (0,%:1') iiber der Strecke E als Durchmesser. Ferner be-

zeichnen wir mit S einen der Schnittpunkte (wenn ein solcher existiert) der Geraden s
mit der Kreislinie k. Wir konstruieren die Geraden SP und SQ und bezeichnen mit
A bzw. C die Schnittpunkte der Geraden SP (in dieser Reihenfolge) mit den Ge-
raden m und » und ferner mit B bzw. D die Schnittpunkte der Geraden SQ (in dieser
Reihenfolge) mit diesen Geraden m und n. Dann geniigt das Viereck 4BCD den
Forderungen der Aufgabe.

Beweis: Der Punkt S hat nach der Konstruktion der Geraden s von den Parallelen m
und 7 den gleichen Abstand. In bezug auf Punkt S liegen die Geraden m und » und
damit auch das Punktepaar 4 und C und das Punktepaar B und D symmetrisch. Der
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Punkt S halbiert also die Diagonalen AC und BD des Vierecks ABCD, so daB es ein
Parallelogramm ist. Weil S auf der Kreislinie & liegt, ist ¥ PSQ = 90° und die
Diagonalen AC und BD des Parallelogramms 4BCD stehen senkrecht aufeinander.
Die Gerade AC ist also Symme-
trieachse dieses Parallelogramms.
Daher gilt AB= 4D, und das
Parallelogramm ist gleichseitig.
Damit ist der Beweis beendet.

Diskussion (vgl. die Bezeichnun-
gen in der Abb. 2.51.): Die Los-
barkeit der Aufgabe hingt davon
ab, ob die Gerade s und die Kreis-
linie k& einen Schnittpunkt haben.
Wenn die Gerade PQ nichtaufm
senkrecht steht, so existiert das
Trapez PQQ'P’, wobei PP’ L m
und @ 1 m ist, die Punkte P’ und Q' auf der Geraden m liegen und fiir seine
Mittellinie

Abb. 2.51.

— 1 . 1
00' = =~ (PP’ V==
2(P+QQ) 2(17+q)

gilt. Die Entfernung des Mitteipunktes O von der Geraden m ist also %(p + 9).

Weil die Punkte P und Q innerhalb der zur Halbebene mC komplementiren Halb-
ebene mP liegen, ist die Entfernung des Punktes O von der Geraden s gleich

1 . o AN 1
0= 5(.0 +q) + %v = %(p + ¢ + v). Der Radius der Kreislinie k betrigt Ed'
Die Aufgabe hat zwei Losungen, eine Losung oder keine, je nachdem, ob die Ent-

fernung des Punktes O von der Geraden s kleiner, gleich oder groBer als der Radius : d
der Kreislinie & ist, d. h., ob 2

0<-1—d, 0=£d, o>£a’
2 2 2
: . 1 .
gilt, wobei o = E(p + g + v) ist.
Das aber gilt auch fiir den Fall, da3 P—Q senkrecht auf m steht, in dem es keinen

Rhombus der geforderten Art gibt. Damit ist die Aufgabe gelost.
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32. Zuerst ermitteln wir diejenige natiirliche Zahl, deren Ziffer bei der angefiihrten
Schreibweise der Ziffern an tausendster Stelle stehen w1rd und zihlen dazu der Reihe
nach die geschriebenen Ziffern:

Wir schreiben die Zahlen: Wir haben damit folgende Anzahl
von Ziffern geschrieben:
1 bis9 9
10 bis 99 180
100 bis 199 300
200 bis 299 300

Dabei haben wir insgesamt 789 Ziffern geschrieben.

Wir haben noch 211 Ziffern zu schreiben. Wenn wir 2170 = 70 weitere (dreiziffrige)

Zahlen, nimlich die Zahlen von 300 bis 369, schreiben, so bendtigen wir 210 Ziffern.
Es bleibtinoch eine weitere Ziffer (die tausendste) zu schreiben, und das ist die Ziffer 3
der Zahl 370.

Nun rechnen wir aus, wie oft wir die Sieben schreiben, wenn wir die unmittelbar auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen von 1 bis 369 niederschreiben.

In jedem Zehner von 1 bis 100 schreiben wir eine Sieben, die an der Stelle der Einer
steht, d.h., insgesamt 10mal die Ziffer Sieben. Beim Schreiben der Zehner der
Zahlen 70, 71 usw. bis 79 schreiben wir ebenfalls insgesamt 10mal die Ziffer Sieben.
Beim Schreiben der Zahlen von 1 bis 100 schreiben wir also insgesamt 20mal die
Ziffer Sieben. Das gleiche gilt beim Schreiben der Zahlen von 101 bis 200 und von
201 bis 300. Zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 300 bendtigen wir 60mal die Ziffer
Sieben. Beim Niederschreiben der Zahlen 301 bis 369 bendtigen wir 7mal die Ziffer
Sieben.

Antwort: Bei der in der Aufgabe dargestellten Ausfiihrung hat dle Stenotypistin
67mal die Ziffer 7 geschrieben.

33. (Abb. 2.52.): Bei der Lésung bedienen wir uns des bekannten SatziV: .
Im Falle ¥ PQY = 90° (siche Abb. 2.53.) gilt, wenn QY < QT ist, PY < PT und
¥ PYQ > ¥ PTQ und umgekehrt.

Analyse: Angenommen, ABC ist ein Dreieck, welches die Forderungen der gegebenen
Aufgabe erfiillt, dann bezeichnen wir mit o die Mittelsenkrechte der Strecke P_Q
Die Gerade o ist Symmetrieachse einer Figur, die aus der Strecke P_Q und aus den
beiden Strahlen PM und QN besteht. Wir bezeichnen mit B’A’C" das Spiegelbild
des Dreiecks ABC an der Achse o. Die Punkte B’, A, C’ liegen auf den Strahlen QN,
PM bzw. der Strecke E Das Dreieck erfiillt also auch die Forderungen der Aufgabe.
‘Wir bezeichnen mit @ bzw. b den Abstand des Punktes 4 bzw. B von der Geraden PQ.
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Es haben also B’ und A’ von der Geraden PQ ebenfalls die Abstinde a bzw. b. Des-
halb konnen wir bei der gesamten weiteren Losung voraussetzen, daf3

asb

ist; sonst wiirde es ndmlich geniigen, anstelle des Dreiecks 4BC sein Spiegelbild
B’A’'C’ an der Achse o zu betrachten. ’

Abb. 2.52.

d\’p<§l/3—'d S

Abb. 2.53.

Wir verschieben das Dreieck ABC um a in Richtung MP (siche Abb. 2.53.), wodurch
wir das kongruente Dreieck XYZ (es ist X = P) erhalten. Es gibt zwei Moglich-
keiten: {i] Esista = 6 und also ¥ = @, d. h., d = p. In diesem Falle ist offensicht-
lich ABC die einzige Losung (siche Abb. 2.54.), und es ist AB|| PQ, wobei C = JTQ_ no
ist. [2] Es ist @ < b, so daB das rechtwinklige Dreieck PYQ mit der Hypotenuse

M iﬂ N
A ‘ 8
|
i

|
Al i@ Ta
o
Abb. 2.54.
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PY = p und der Kathede 7’_@ = d existiert und
d<p )

ist. (Es ist offensichtlich, daB die Aufgabe fiir
d > p keine Losung hat.) Dabei liegt der Punkt C
auf der Strecke PQ und demnach der Punkt Z in
dem Streifen zwischen den Parallelen PA und ON.
Der Punkt Z liegt dann im Winkel PYQ, daher
muB 60° = ¥ PYZ < ¥PYQ sein. Es ist also
¥ YPQ < 30°, und deshalb verliuft der Strahl PZ
innerhalb des rechten Winkels QPM’, wobei PM’
der zu PM entgegengesetzte Strahl ist. Wir kon-
struieren das gleichseitige Dreieck PTT’, in wel-
chem die Strecke PQ die Hohe ist und der Punkt 7



auf der Strecke ON liegt. Es ist PQ

— 23

T=——d

=%\//§-P_T, d.h. d=§\/l§-[’*T und also

Weil QTP = 60° ist, fallt der Punkt Y % Q auf die Strecke Q7. Nach dem Satz V
ist fiir ¥ = 7 néimlich PT = p, ¥ PYZ = ¥ PYQ = 60°. Fiir einen inneren Punkt ¥
der Strecke QT gilt dagegen p = PY < PT, ¥ PYQ > ¥ PTQ = 60°. Im ersten Falle
liegt der Punkt Z auf dem Strahl 70, im zweiten fillt er in den Winkel PTQ. Wegen (1)
und der eben hergeleiteten Beziehung ist

d<p<2v3

2)
Konstruktion (siche die Abb. 2.53.,2.55.): Um den Punkt P = X beschreiben wir die
Kreislinie k = (P, p). Wegen (2) ist die Gerade QN eine Sekante dieser Kreislinie.
Wir bezeichnen mit ¥ den Schnittpunkt des Strahls QN mit dieser Kreislinie. Der
Punkt Y % Q liegt auf der Strecke OT, so daB nach dem Satz V der Winkel PYQ > 60°
ist. Das gleichseitige Dreieck XYZ, das in

M o der Halbebene XYQ konstruiert ist, hat die
Altes -'r- 48 Seite p. Der Punkt Z liegt im Winkel PYQ
S i und damit in dem Streifen zwischen den
e Parallelen PM und QN. Wir bezeichnen mit

_ 1‘__ >, lg.7.y CdenFuBpunktdesvon Zaufdie Gerade PQ
= gefillten Lotes und verschieben das Drei-

eck XYZ um die Linge ZC in Richtung PM
i . in die Lage ABC. Aus dem Vorausgegan-
genen folgt, daB das Dreieck ABC den
Forderungen der Aufgabe entspricht. Das

C=P=X

Abb. 2.55.

vz

Spiegelbild B’A’C’ des Dreiecks ABC an der
Achse o geniigt ebenfalls den Bedingungen
der Aufgabe. Beide Dreiecke sind vonein-

ander verschieden. Die Strecke XY und ihr
Spiegelbild an der Achse o sind nimlich voneinander verschieden. Das Gleiche gilt
dann aber auch fiir die Strecken AB und B'A’, und die Strecke BA ist folglich nicht
Seite des Dreiecks ABC.

Die Beweisfithrung fiir die Konstruktion ergibt sich aus dem Vorangegangenen. Not-
wendig und hinreichend fiir die L&sbarkeit ist, daB die Beziehung (2) erfiillt ist.
Weil man vom Dreieck ABC zum Hilfsdreieck XYZ nur auf eine Weise (die ent-
sprechende Verschiebung ist eindeutig bestimmt) iibergehen kann und weil man vom
konstruierten Dreieck XYZ aus gemiB der angedeuteten Konstruktion wiederum
nur auf eine Weise zum Dreieck ABC gelangen kann, welches der Aufgabe entspricht,
hat die Aufgabe zwei voneinander verschiedene Losungen.
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Ergebnis: Wenn d = p ist, hat die Aufgabe eine einzige Losung. Wenn die Bezie-
hungen (2) gelten, gibt es zwei voneinander verschiedene Losungen. Fiir d > p, d. h.

fir p > §\/\3_z-i gibt es keine Losung.

34. Die Differenz zwischen den Briichen ist gleich
_100°°° 41 100 + 1
100°° +1  100%° + 1
et (100%°° + 1) (100%° + 1) — (100°° + 1) (100°° + 1)
(100°° + 1) (100*° + 1) '

Wenn der Zihler des letzten Bruchs eine positive Zahl ist, wird der erste der ge-
gebenen Briiche groBer sein. Wir bezeichnen diesen Zihler mit x. Es gilt:

x = 1008° + 100'°° + 100%° + 1 — (100'%° + 100°° + 100°° + 1)
= 1001°° + 100%° — 100°° — 100°°
i 1 1
x=100"(1 + — = — — ——).
100'* 100  100*°
Die Zahl in der Klammer ist offensichtlich positiv, so daB x eine positive Zahl ist.

Antwort: Der erste der gegebenen Briiche ist groBer als der zweite.

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 8

35. 1. Wir bezeichnen den gegebenen Ausdruck mit V. Wir formen die Nenner in den
Briichen des Ausdrucks V der Reihe nach in folgender Weise um:

@-b@-o=—-@-h-a,
B-a)b-0=—@-bb-o. )
c-a)c—b=-(-a®-o. l

Wir sehen nun, daB die Nenner unserer Briiche das Produkt je zweier der folgenden
Ausdriicke

a—-b, b—c, c—a 1)
und des Faktors —1 sind. Der Ausdruck
n=@—->5b)(b—-c)(c—a) )

ist offensichtlich gemeinschaftliches Vielfaches der Ausdriicke (1), denn es gilt z. B.

n

@na-o 7 v
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usw. Also ist der Ausdruck » tatsichlich gemeinschaftliches Vielfaches der
Nenner.
Um nun die Briiche im Ausdruck ¥ auf den Nenner z zu bringen, erweitern wir sie auf
Grund von (1) und (3) der Reihe nach mit

—b-¢), —(c—a), —(@-0>b
und erhalten so die folgenden Umformungen:
_—@-9@- 1)? P —(c—a)(b - I)f+ —(@a-b(c-1)7

n n n

1 2
—-b-0@—-2a+ 1)+ (—a@®* —2b+1) +
n
+@-B@E -2+ @
hier haben wir aus den Briichen <— i) ausgeklammert. Wir fiihren nun die Multi-
n

plikationen in der eckigen Klammer aus und addieren dann die entstehenden Aus-
driicke. Bezeichnen wir mit L den Ausdruck in der eckigen Klammer, so erhalten wir:

L=a% —2ab+b—a’c+ 2ac—c + b — 2bc + ¢ — ab® + 2ab — a +
+ ac® — 2ac + a — bc® + 2bc — b
L = (a®b — ab®) + (b*c — bc?) + (c*a — a%c). ©)]

Fiithren wir die Multiplikation auf der rechten Seite der Gleichung (2) aus, so er-
halten wir:

n=(@->5®b-cf-a
= (ab — ac — b* + bc) (¢ — a)
" = abc — ac® — b%c + bc* — a*b + a*c + ab* — abe
n= —(a* — ab?® + b*c — bc* + c*a — ca®) = —L
[siche die Beziehung (5)]. Es gilt also
n=—L.
Setzen wir dieses Ergebnis in (4) ein, so erhalten wir:
V=-— L sL=1, (6)
—-L

Ergebnis: Der Ausdruck V ist gleich der Zahl 1 und damit positiv fiir alle Zahlen
a, b, c, fiir die er einen Sinn hat.
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II. Wir miissen noch feststellen, wann der Ausdruck V seinen Sinn verliert. Das tritt
dann ein, wenn einer der Nenner (1) des gegebenen Ausdrucks gleich null ist, d. h.,
wenn wenigstens eine der folgenden Beziehungen gilt:

(@—5b)(c—a)=0, ‘
@-bbB-0=0, (@)
(c—a)(b—-¢c)=0. [

Aus den Gleichungen (7) folgt, daB dann notwendigerweise wenigstens eine der
Gleichungen

a—b=0, b—c=0, c—a=0,
d. h.
a=b, b=c, c=a 8)

bestehen mufB. Andererseits sind tatsdchlich, wenn eine der Beziehungen (8) gilt,
zwei der Nenner (1) gleich null, und der Ausdruck ¥ hat dann keinen Sinn.

Antwort: Wenn gleichzeitig gilt
a+bhb, b+c, c+a ©)

hat der Ausdruck ¥ einen Sinn; sonst hat er keinen Sinn. Unter der Voraussetzung,
daB (9) gilt, ist auf Grund der Beziehung (2) die Zahl n von null verschieden (damit
ist auch L = 0) und es ldBt sich in die den Beziehungen (6) angedeutete Kiirzung
durchfiihren.

Damit ist die Aufgabe gelost.

36. a) In der Abbildung 2.56. haben wir das Dreieck 4BC und die Punkte M und N,
welche (in dieser Reihenfolge) die Mittelpunkte der Seiten BC, CA sind, so daB MN
| Mitteltransversale ist. Deshalb ist AN | AB.

Ferner ist P der FuBpunkt der durch den
Punkt C gezogenen Hohe. Der Punkt P kann
hochstens mit einem der Punkte 4 oder
B zusammenfallen. Nehmen wir an, daB
P %= B ist. Dann ist in dem Dreieck BCP
8 /' die Strecke M_Q|[ BP (Q ist der Schnittpunkt
4 ” der Geraden MN und CP), denn MN ist
parallel zu 4B. MQ ist also Mitteltrans-

Pig-- > versale in diesem Dreieck und Q ist also
7 q ¢ der Mittelpunkt der Strecke CP. Daneben
P ist MQ|BP und CP L BP. Wenn die Ge-
Abb. 2.56. rade CP zu einer der Parallelen senkrecht

A
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steht, ist sie auch in bezug auf die andere senkrecht. In dem Dreieck CMQ ist also
X COM = 90°. Dementsprechend fithren wir die Konstruktion durch.

Konstruktion (Abb. 2.56.): Wir wihlen das Dreieck MNP. Durch den Punkt P ziehen
wir die Gerade p|| MN. Im Punkt P errichten wir die Senkrechte ¢ zur Geraden p
und bezeichnen mit @ den Schnittpunkt der Geraden ¢ und MN. Auf der Verldnge-
rung der Strecke PQ iiber den Punkt Q hinaus konstruieren wir die Strecke 9C = QP.
Ferner konstruieren wir die Strahlen CM und CN und bezeichnen mit B und 4 die
Schnittpunkte dieser Strahlen mit der Geraden p. Dann ist 4BC das gesuchte Drei~
eck.

Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion: Weil MNP ein Dreieck ist, liegt der
Punkt P nicht auf der Geraden MN, und deshalb sind MN und p zwei voneinander
verschiedene Parallelen. Damit sind auch die Punkte P und Q voneinander verschie-
den. Der Punkt C 148t sich also konstruieren. Die Gerade CM schneidet die Gerade
MN im Punkt M. Deshalb schneidet sic auch die zu MN parallele Gerade p
(schneidet CM die eine Parallele, so schneidet sie auch die andere). Der Punkt B 1468t
sich also konstruieren und ebenso auch der Punkt A.

Die Aufgabe hat also eine Losung, und zwar nur eine einzige.

b) In der Abbildung 2.57. gehen wir von dem Dreieck 4BC aus. Die Punkte M und N
sind (in dieser Reihenfolge) die Mittelpunkte der Seiten BC bzw. CA. Der Punkt P
ist der FuBpunkt der Hohe durch 4, d.h., es gilt p L PM. Die Strecke MN ist
- Mitteltransversale und deshalb ist MN||AB. Die Gerade n|MP (oder n|BC) geht
durch den Punkt N und deshalb liegt auf ihr
A\ N die Mitteltransversale LN||BC, wobei L der
Mittelpunkt der Seite 4B ist. Der Punkt P
kann hochstens mit einem der Punkte B
oder C zusammenfallen. Nehmen wir an, daB
P £ B ist. Dann ist in dem rechtwinkligen
Dreieck ABP (¥ BPA = 90°) LQ || BP, und der
Punkt Q ist der Mittelpunkt der Strecke PA.
Daraus ergibt sich die Konstruktion.

Konstruktion (Abb. 2.57.): Wir wihlen das
Dreieck MNP. Durch den Punkt N ziehen wir
die Gerade nllA—E’. Durch den Punkt P kon-
struieren wir die Gerade p L MP. Den Schnitt-
punkt der Geraden n und p bezeichnen wir mit Q. Auf der Verlangerung der
Strecke PQ iiber den Punkt Q hinaus konstruieren wir die Strecke QA QP
Der Strahl AN hat mit der Geraden MP den Punkt C gemeinsam. Auf der Verldnge-
rung der Strecke CM iiber den Punkt M hinaus konstruieren wir die Strecke MB = McC.
Dann ist ABC das gesuchte Dreieck.

2 P
Abb, 2.57.
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Bevweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion: Der Punkt Q ist nach der Konstruktion
der Mittelpunkt der Strecke P4, und deshalb ist N der Mittelpunkt der Strecke ac
(entweder es ist N = Q, oder es ist, wenn N = Q ist, Q_N Mitteltransversale im Drei-
eck CAP, und N ist also der Mittelpunkt der Seite AC). Nach der Konstruktion sind
die Punkte M und N die Mittelpunkte der Seiten und P der FuBpunkt der Hdhe

2A

/|

/|

/

P
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N/ |
L__'_/,,___:?H

/ |
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/ i
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ML P Abb,2.58. Abb. 2.59.

durch den Punkt 4. Wenn aber C = M ist, was eintritt, wenn MN = NP ist (siche
Abb. 2.58.), hat die Aufgabe keine Losung (es wire B = C). Sonst hat die Aufgabe
genau eine Losung (das gilt auch fiir den Fall, daB ¥ PMN = 90° ist, d.b. P = B
ist).

Eine andere Losung.
Analyse: In der Abbildung 2.59. ist 4BC das gesuchte Dreieck. Das Dreieck ACP hat
den Winkel 4PC = 90°. Deshalb ist der Punkt N der Mittelpunkt seiner Hypotenuse
AC. Aus diesem Grunde verliuft auch die Kreislinie k = (N, NP) durch die Punkte A
und C (TaALEskreis). Dabei enthilt die Gerade p L PM,
8 die durch den Punkt P geht, gleichzeitig auch den Punkt 4.
Daraus ergibt sich die Konstrukrion (Abb. 2.59.).
Wir zeichnen die Kreislinie k = (¥, NP)und ziehen durch
den Punkt P die Gerade p L MP. Schneidet die Gerade p
M die Kreislinie k im Punkt 4, der vom Punkt P ver-
schieden ist, so konstruieren wir den Durchmesser ANC
der Kreislinie k, wobei C der zweite Schnittpunkt der Ge-
raden N4 mit der Kreislinie k ist. Auf der Geraden MC
konstruieren wir den Punkt B so, daBl der Punkt M der
P N A Mittelpunkt der Strecke CB ist. Dann ist ABC das ge-
Abb. 2.60. suchte Dreieck.

Beweis: Nach der Konstruktion gilt: 1. Der Punkt A4 liegt auf der Senkrechten p.
so daBl AP die Hohe des Dreiecks 4BC ist. 2. Der Punkt N iit_der Mittelpunkt der
Strecke 4AC. 3. Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Strecke BC.
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Diskussion: Die Gerade p ist nicht Tangente der Kreislinie & (so daB 4 £ P ist);
denn sonst wiirde der Punkt M auf der Geraden NP liegen, was im Widerspruch zu
der Voraussetzung steht, dal MNP ein Dreieck ist.

Der Punkt B 1aBt sich genau dann konstruieren, wenn M == C ist. Ist M ein Punkt
der Kreislinie k (d. h., MN = NP), so hat die Aufgabe keine Losung.

In unserer Analyse haben wir vorausgesetzt, da3 P £ C ist, d. h., daB < NPM nicht
90° ist. In diesem Falle gibt es aber genau eine Losung, wie sich leicht zeigen 148t
(siche Abb. 2.60.).

37. Zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 100 benétigen wir 20mal die Grundziffer 9.
Die gleiche Anzahl von Neunen ist fiir das Schriftbild der Zahlen von 101 bis 200
erforderlich. Das gleiche gilt fiir die Zahlen von 201 bis 300, von 301 bis 400, ..., von
701 bis 800. Zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 800 sind 20 - 8 Neunen, d. h.
160 Neunen erforderlich.

Wenn wir aber die Zahlen von 801 bis 900 schreiben, benétigen wir 21 Neunen (die
Zahl 900 erfordert im Schriftbild eine einzige Neun).

Jede Zahl von 901 bis 999 (es sind 99) beginnt mit einer Neun. GemiB dem Vor-
ausgegangenen (siehe die Zahlen von 1 bis 99) sind also 20 + 99, d. h. 119 Neunen
erforderlich.

Zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 1000 benétigen wir also 160 + 21 + 119 = 300
Neunen.

Die gleiche Anzahl Neunen brauchen wir zum Schreiben der Zahlen von 1001 bis
2000, ferner von 2001 bis 3000, ferner von 3001 bis 4000 und schlieBlich von 4001
bis 5000. Insgesamt also 300 - 5 = 1500 Neunen.

‘Zum Schreiben der Zahlen von 5001 bis 5500 ist die gleiche Anzahl Neunen erforder-
lich wie zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 500, d. h. 20 - 5 = 100 Neunen.

Zum Schreiben der Zahlen von 5501 bis 5555 bendtigen wir die gleiche Anzahl
Neunen wie zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 55, d. h. 5 Neunen.

Zum Schreiben der Zahlen von 1 bis 5555 sind deshalb erforderlich:

1500 + 100 + 5 = 1605 Neunen.
Damit ist die Aufgabe gelost.
38. Die Inhalte der von den Kreislinien k,, k,, k3, k, begrenzten Flichen be-

zeichnen wir der Reihe nach mit p;, ps, pss ps = N (Abb. 2.2. im Aufgabenteil).
Die Radien der Kreislinien k3, k4 sind der Reihe nach
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wobei AC = 4S + SC = x + y, CB = SB — SC = x — y ist. Deshalb ist
B=ie4, n=iE-y)
3 2 ) 4 2
und
T T
p=ax’, py=m?, py= T+ Wy pa= G- ».
Daraus erhilt man:

Py + P, =py —p3s — pa

= ’74'[4x2 -+ = (-

P+ P, = ’Z’[zx2 — 2= g(x2 - ). L
Ferner ist

T 7
M=ps—pz=4-(X+y)2—7ry2=‘—‘[(x+y)1—4‘yz],

14
N=p,==(x—-y)7>
Pa 4( »)
und also

M+ N =210+ )" = 4+ = )T’

M+N=§[2x2—2yz]=g(x2—y2). 10))

Aus dem Vergleich der Ergebnisse (1) und (2) folgt
P, +P,=M+N,

was zu beweisen war.

39. (Vgl. die Bezeichnungen aus der Abbildung 2.61.)
1. Wir setzen BC = a, CA = b; entsprechend dem Text der Aufgabe ist
a<b. an

Den Punkt X haben wir entsprechend dem Text der Aufgabe innerhalb der Strecke BC
gewéhlt. Wir stellen uns vor, daB sich die Konstruktion der Punkte X und Z so
durchfiihren 148t, wie es in der Abbildung 2.2. angedeutet ist, d. h., daB

XY = XB *)
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ist, wobei der Punkt Y auf der Strecke B4 liegt, und daB
YZ LXY

gilt, wobei der Punkt Z auf die Strecke CA fallt. GemiB (*) ist das Dreieck XBY
gleichschenklig, und die Winkel 8 und f’ an seiner Grundseite BY sind gleich. Es ist
also

B =8 (Y]
Ferner ist entsprechend der Konstruktion der Senkrechten &

¥y = 90° )

A, Berechnen wir n{m die GroBe des Win-

kelsa’'! Wir wissen, daB in dem gegebenen
Dreieck 4BC der Winkel y = 90° und also
x + B =90° 3
ist (die Summe der spitzen Winkel im recht-
winkligen Dreieck betriigt 90°). Es ist dem-
nach
o =180° — 3 — o'
oder unter Benutzung der Beziehungen
(1) und (2)

& = 180° — B — 90°

— und also
Abb. 2.61. &' =90° — f.

Aus der Bezichung (3) ergibt sich, daB « = 90° — f ist. Daher erhalten wir durch
Vergleich der beiden letzten Bezichungen

& = . 3)
Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir das Dreieck 4YZ, dal}

ZY =174 (**)
ist.
Nun berechnen wir den Umfang p des Vierecks CXYZ. Er ist

p=(CX + XY) + (CZ + ZY).

Setzen wir hier fiir XY gemiB der Beziehung (*) X4 und fiir ZY gemi8 der Beziehung
(**) ZA ein, so erhalten wir

p = (CX + XB) + (CZ + Z4). @
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Nach der Abbildung 2.61. gilt aber:
CX+XB=CB=a,
CZ +ZA=CA4d=b.

Setzen wir diese Ergebnisse in (4) ein, so erhalten wir
p=a+b.

Antwort: Der Umfang des Vierecks CXYZ ist gleich der Summe der Katheten des
gegebenen rechtwinkligen Dreicks ABC.

II. Zum SchlLB miissen wir noch beweisen, daB bei der Wahl des Punktes X innerhalb
der Strecke CB (siche Abb. 2.62.)

[1] der Punkt Y auf der Strecke 4B liegt,
{2] der Punkt Z auf der Strecke CA liegt.

Beweis (siehe die Bezeichnungen in der Abb. 2.61.): In der Halbebene BCA kon-
struieren wir den Strahl CQ|| XY. Der AuBenwinkel w des gleichschenkligen Drei-
ecks XBY ist gleich # + f’ und weil ' = p ist [siche (1)], gilt

w=2. ®

Die Summe der anliegenden Winkel ¢ und @ zwischen den Parallelen CQ und YX
ergibt & + w = 180°. Wir setzen hier fiir » gemiB der Beziehung (5) den Wert 28
ein und erhalten

&+ 26 = 180°.
Deshalb ist
&= Zo'c,

denn 2(x + f) = 2 - 90° [siche die Bezichung (3)]. Da aber « < 45° und f# > 45° ist,
denn in dem gegebenen Dreieck ABC gilt a < & und y = 90°, ist ¢ = 20 < 90° und
der Strahl CQ liegt im rechten Winkel y. Deshalb féllt der Schnittpunkt Y, des
Strahls CQ und der Strecke AB auf diese Strecke. Es liegt also die ganze Gerade
XY | CY, innerhalb der Halbebene CY,B, und der Punkt Y fillt demnach immer auf
die Strecke Y,B und damit auch auf die Strecke AB.

Nun konstruieren wir die Gerade YP| BC. Es ist also C4 L YP. Weil die Gerade YP
in der Halbebene BCA liegt und weil der Punkt Y ein innerer Punkt der Strecke 4B
ist, fallt der Schnittpunkt Z, der Senkrechten CA und YP auf die Strecke CA4. In
dem Dreieck AYZ, ist der Winkel bei Z, ein Rechter und der Winkel 8" = 90° — «,
d.h., " = B. Wegen & < § ist gemiB (3') auch o’ < f”, und der Strahl YZ liegt im
Winkel 8, Demnach fillt der Punkt Z auf die Strecke Z, 4. Diese Strecke fillt aber
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auf die Strecke CA, und deshalb liegt der Punkt Z auch auf der Strecke CA, was zu
beweisen war.

40. Im folgenden bedeuten alle Zahlen natiirliche Zahlen. Wir bezeichnen mit x, y, z
die MaBe irgendeines der groBen Quader, den wir durch Zusammensetzen der kleinen
Quader erhalten. Es sind x, y, z natiirliche Zahlen. Dabei bezeichnen wir mit x das.
MaB, welches dadurch entsteht, daB wir die Kanten der Quader zusammenlegen,
welche die Linge @ = 2 cm haben. Entsprechend ist y das MaB, welches durch
das Aneinanderlegen der Kanten von der Linge b = 3 cm entsteht. SchlieBlich ist z-
das MaB, welches wir durch Aneinanderlegen der Kanten der Lénge ¢ = 4 cm
erhalten. Es ist also x das Produkt aus der Zahl 2 und irgendeiner natiirlichen Zahl x,
(diese Zahl gibt an, wieviel Steine wir in Richtung der Kante mit der Linge x an-.
einandergelegt haben). Deshalb gilt:

X =2xy, y=3y, z=4z. (0]

(Im weiteren fithren wir die MaBe bereits nicht mehr an. Die GroBen der Lingen
geben wir in Zentimetern, das Volumen der Quader in Kubikzentimetern.) Das.
Volumen eines Quaders ist 2+ 3 -4 = 24 (cm®). Da 12 Steine verwendet werden, ist
das Volumen V des groBen Quaders

vV =24-12. Q)
Weil der groBe Quader gemiB (1) die MaBe x, y, z hat, ist sein Volumen xyz oder
nach (1)

V =2x, 3y, -4z,
und also

V = 24x,y,2,. 3)
Wenn wir die Ergebnisse (2) und (3) vergleichen, erhalten wir

x1y123 = 12. 4)
Unsere Aufgabe ist es, die drei natiirlichen Zahlen x,, y,, z; so zu ermitteln, daB sie
das Produkt 12 haben. Wenn wir die Reihenfolge der Faktoren unberiicksichtigt lassen,
existieren genau die folgenden vier Zerlegungen der Zahl 12 in ein Produkt dreier
natiirlicher Zahlen: 1-1-12;1-2-6;1-3-4;2-2- 3. Dabei ist es in unserem Falle
erforderlich, fiir das Produkt x,y,z, in diesen Zerlegungen alle méglichen Reihen-
folgen der Faktoren auszutauschen. Die entsprechenden Quader finden wir der Reihe
nach, wie es aus der Tabelle auf S. 176 ersichtlich ist. Darin fithren wir zuerst die

laufende Nummer des Quaders an, ferner die Zahlen x,, y,, z, und schlieBlich die:
MaBe des groBen Endquaders, dér zu diesen Zahlen gehort.
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Tabelle

o _ Anzahl der Arten, auf die
Quader- Original Xy | 2 zy X y z : s Icher Quader zu-
nummer | des T 2x1) | Gy @4z, sich cip sgicter .
yps @x1) | Gry) 1 sammensetzen 140t

1 I 1 1 |12 2 3 48 1

2 11 1|12 1 2 36 4 1

3 I 12 1 1 24 3 4 2

4 v 1 2 6 2 6 24 1

5 \% 1 6 2 2 18 8 1

6 (I11) 2 1 6 4 3 24 siche Nr. 3

7 VI 2 6 1 4 18 4 1

8 vII 6 1 2 12 3 8 2

9 VIIT 6 2 1 12 6 4 3
10 IX 1 3 4 2 9 16 1
11 X 1 4 3 2 12 12 1

12 XI 3 1 4 6 3 16 1
13 (VI 3 4 1 6 12 4 siehe Nr. 9

14 (VII) 4 1 3 8 30 12 siehe Nr. 8

15 X1t 4 3 1 8 9 4 2

16 (VIIL) 2 2 3 4 6 12 sieche Nr. 9
17 (XII) 2 3 2 4 9 8 siche Nr. 15
18 XIII 3 2 2 6 6 8 1

13 Typen “ | | ‘ ” 18 Fille

Ergebnis: Man kann aus den gegebenen kleinen Quadern 18 grofie zusammensetzen,
aber einige von ihnen haben die gleichen MaBe. Es gibt 13 Quader, die nicht die
gleichen MaBe haben, d. h., die nicht kongruent sind. Die Anzahl der Arten, nach
denen man einen Quader mit bestimmten MaBen aus den Wiirfeln zusammensetzen
kann, ist in der letzten Spalte der Tabelle angefiihrt.

Ldsungen zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 8

41. 1. Wir bezeichnen den gegebenen Ausdruck mit V. Die Nenner seiner drei Briiche
sind
x=@-b@a-o=~@-b(-a,

y=b-a@b-c)=~b-0c(a-0>b), (1
z=(c—a)(c—b)=—~(c—a)(b— o). l

Aus den rechten Seiten dieser Gleichungen erkennen wir, daB diese Ausdriicke als
Produkt von jeweils zwei der folgenden drei Zahlen

a—b, b—c¢, ¢c—a
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und der Zahl —1 entstanden sind. Deshalb ist der Ausdruck
n=@—-5b)(b—c)(c—a
gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen (1). Dabei gilt

n=—x( - o, '
n= —y( — a), 2)
n= —z(a—b). l

Um die Briiche des gegebenen Ausdrucks 7 auf den gemeinsamen Nenner n zu
bringen, erweitern wir sie der Reihe nach mit den Zahlen

—b-¢, —(c—a), —(a—-0>b)

und erhalten

V= —l{(f — b’ — bePY(b — &) + (B> — c*a — ea®)(c - a)
n

+ (& — a’h — ab®) (a — b)] = —l-U
n

mit
U= a®h — b3 — b?c* — a®c + b*c* + bc® + b3c — ac® — a?c? —

— ab® + a*c® + a’c + ac® — @b — a*b? — bc® + a*b? + ab?
U =a% — a’b + b*c* — b*c* + be® — be® + b3c — b3c + a*c® —
— a%c* + ac — aPc + ac® — ac® + a*h? — a*b* + ab® — ab® =0,

d. h., esist U = 0, und folglich

fur alle Zahlen a, b, ¢, fiir welche jeder der Briiche des gegebenen Ausdrucks einen
Sinn hat.

II. Wenn der Nenner irgendeines Bruchs des Ausdrucks ¥ gleich null ist und nur
dann, verliert der Ausdruck V seinen Sinn. Wir fragen also, fiir welche Zahlen a, b, ¢
irgendeine der Zahlen x, y, z [siehe (1)] gleich null ist. Aus den Beziehungen

(@a=b(c—-a=0,
G-d@-b=0,
c—ayb-0=0
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folgt, daB eine der folgenden Gleichungen
a—-b=0, b—c=0, c~a=0,
d. h. eine der Gleichungen
a=b, b=-c; c#a 3)

gelten muB.

Wenn eine der angefiihrten Gleichungen gilt, sind zwei der Zahlen x, y, z [siehe (1)]
gleich null. Damit verlieren zwei Briiche im Ausdruck ¥ ihren Sinn,

Wenn keine der Bezichungen (3) gilt, hat der Ausdruck V einen Sinn.

Antwort: Der gegebene Ausdruck V verliert seinen Sinn, wenn zwei der Zahlen a b
einander gleich sind. Anderenfalls ist ¥ = 0.

42. Analyse: Wir nehmen an, daB das Dreieck ABC in der Abblldungz 62. den
Forderungen der Aufgabe entspricht, d. h., daB gilt

AB = 6cm, {CAB=67%, VB = VB, 1)

wobei ¥ der Schnittpunkt der Hohen und B’ der FuBpunkt der Héhe durch den
Punkt B ist. Dann gilt BC L AV. Danach fithren wir die Konstruktion durch:

Wir wihlen die Strecke AR mit der Linge
6 cm. Eine der Halbebenen, die von der Ge-
raden 4B begrenzt sind, bezeichnen wir mit 0.
In der Halbebene g konstruieren wir mit
Hilfe von Zirkel und Lineal den Winkel

MAB = 67 %, fillen vom Punkt B das Lot

auf die Gerade A M und bezeichnen ihren Fuf3-
punkt mit B’. Wir konstruieren den Mittel-
punkt ¥ der Strecke BB’. Durch den Punkt 8
ziehen wir die Senkrechte zur Geraden AT
und bezeichnen mit N einen Punktauf ihr.
der innerhalb der Halbebene o liegt. De:
Schnittpunkt C der Strahlen AM und BM
ist der dritte Eckpunkt des gesuchten Drei-
ecks.

Beweis: GemiB der Konstruktion gelten im Dreieck ABC die Bezichungen (1).
Ferner ist BB’ 1L AC und 44’ L BC, so daB der Schnittpunkt V' der Geraden A4
und BB’ der Schnittpunkt der Héhen des Dreiecks ABC ist.

Abb. 2.62.
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Diskussion: Der Winkel MAB = 67 % ist spitz. Deshalb liegt der Punkt B’ auf dem

Strahl 4M. Der Punkt B’ und mit ihm auch der Mittelpunkt ¥ der Strecke BB’ liegt
deshalb innerhalb der Halbebene p. Der Punkt ¥ und mit ihm der Strahl AV liegt

im Winkel BAM. Deshalb ist der Winkel BAV kleiner als 67% , und das recht-

winklige Dreieck ABA’ mit der Hypotenuse AB liegt in der Halbebene o. Dabei ist
der Winkel ABA’ der dritte Eckpunkt des rechtwinkligen Dreiecks 4BA’ und er ist
also ein spitzer Winkel. Die Summe der spitzen Winkel BAM und ABA' ist des-
halb kleiner als 180°. Daraus folgt nach dem Parallelenaxiom Eukrips, daB die
Strahlen AM und BN in der Halbebene g einen Schnittpunkt C haben. Das Drei-
eck ABC 14Bt sich also aus den gegebenen Elementen konstruieren.

Damit ist die Aufgabe gelost.

43. (Abb. 2.63.): a) Der Flicheninhalt P des Dreiecks 4BC ist

¢ | — —
P=-4B"SC,
2,
wobei 4B = 0,7; SC = i~0,7
ist. Es ist also 2
p=Lugmi g
2 2
8 oder
e p=togr, (1)
Abb. 2.63. 4

Die Ausschnitte mit den Mittelpunkten 4 und B haben den Radius r = %A—B = % 0,7.

Ihre Zentriwinkel betragen 45°. Die Summe der beiden Ausschnitte ist ein Viertel-
kreis mit dem Flicheninhalt

d.h.
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Der Flicheninhalt x = P — Q ist

1
e 0,7°(4 — m). ()]
Es gilt
4 — x4 — 3,1416 = 0,8584 29
und also

XA 077 0,8584 = - 0,49 - 0,8584 ~ 0,0263.
16 16

Antwort: Der Flicheninhalt betriigt etwa 2,6 cm?.

b) Wir bezeichnen mit p die gesuchte Anzahl der Prozente. Der Prozentanteil ist
gegeben durch die Beziehung (2), die Basis P ist gegeben durch die Beziehung (1).
Es gilt

p=%-100=100x-1. 16))
rg p
Aus der Beziehung (1) folgt, daB
1 4
= 4
P 07 ¢

Wir setzen aus den Beziehungen (2) und (4) in die Beziehung (3) ein. Wir erhalten

i, .51 4
= 100" —-0,7°(4 — m)
¥ g TG

>

=254 — 7).

2

GemaB (2') ist also
p~ 25-0,8584 ~ 21,46 =~ 21,5.

Antwort: Der Flicheninhalt der betrachteten Figur betrégt etwa 21,5%; des Flichen-
inhaltes des gegebenen Dreiecks ABC.

44, 1. Im weiteren bedeutet das Zeichen 3/10 drei Zehnkronenscheine; entsprechend
bedeutet 4/3 vier Dreikronenscheine und 5/1 bedeutet fiinf Einkronenscheine.

Wir stellen alle Mglichkeiten fest, wie man von vierzig Kronen (in tschechoslowaki-
schem Papiergeld) den Betrag von 10 K¢&s oder den Betrag von 30 Kés auszahlen
kann. Der Betrag von 10 K& wiirde namlich Pavel nach der Bezahlung des Einkaufs
iibrigbleiben. Wir werden aber alle diese Moglichkeiten nicht in aller Ausfiihrlichkeit
untersuchen. Wir begniigen uns mit gewissen Féllen, in denen sich eine Auszahlung
von 30 K& bzw. von 10 K& durchfiihren 146t (im iibrigen siche Tabelle S.182).
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Wir gehen davon aus, daB die Anzahl der Papiergeldscheine mdglichst klein sein soll,
so daB wir fiir das Zusammenstellen des Betrags von 40 K¢&s méélichst hohe Geld-
scheine verwenden. Unter der Bezeichnung ,,Fall Nr. 1 verstehen wir z. B. eine
Reihe von Moglichkeiten, bei denen unter dem Geld 1/25, 1/10 sind und wo uns
weiteres Geld nicht interessiert. Das Gleiche ist auch bei den weiteren Moglichkeiten
der Fall.

Bei unseren Erwidgungen bedienen wir uns mehrfach des folgenden Satzes P:

Wenn wir einen Betrag von wenigstens 10 K& in Dreikronenscheinen und in Ein-
kronenscheinen haben, unter denen sich wenigstens ein Einkronenschein befindet,
konnen wir den Betrag von 10 K&s auszahlen.

Beweis: Stellen wir uns vor, daB wir aus dem gegebenen Betrag Mengen von drei
Kronen bilden (d. h., in einer Menge befindet sich entweder ein Dreikronenschein
oder drei Einkronenscheine). Dann liegen in der letzten Menge entweder drei Kronen
oder nur zwei oder nur eine. Dabei konnen wir die Mengenbildung so durchfiihren,
daB wir hier einen Einkronenschein, der nach der Voraussetzung im gegebenen Be-
trag vorhanden ist (s. die Voraussetzung des Satzes P), zur letzten Menge legen.
Da wir einen Betrag von wenigstens 10 K&s haben, brauchen wir zumindest 4 Mengen,
von denen nur die letzte Menge aus weniger als 3 Kronen bestehen kann. Wir
fiigen zu den ersten 3 Mengen einen Einkronenschein aus der letzten Menge hinzu.
Damit entsteht der gesuchte Betrag von 10 K&, womit der Satz P bewiesen ist.

1. Liosung der gegebenen Aufgabe: In der beigefiigten Tabelle haben wir festgestellt,
auf welche Weise Pavel die Geldbetrige zusammenstellen kann. Die Fragezeichen
in der Tabelle bedeuten eine gewisse natiirliche Zahl oder null. Eine solche Reihe
bedeutet dabei gegebenenfalls eine Reihe von Mdglichkeiten, denn die Fragezeichen
kann man auf verschiedene Weise geeignet erginzen, damit der Geldwert in der Reihe
gerade 40 K& ausmacht.

Damit sind alle Maglichkeiten erschopft. Entsprechend der Tabelle hatte also Pavel
einen Fiinfundzwanzigkronenschein und 5 Dreikronenscheine. Das ergibt tatsdchlich

25 + 15 = 40.

Den Betrag von 30 K& kann aber Pavel von seinem Geld nicht auszahlen, denn-es
ist 25 + 3 = 28 und 25 + 3n > 30 fiir jede natiirliche Zahl » > 1. Damit ist die
Aufgabe gelost.

Ein anderes Losungsverfahren:

I. Wir beweisen, daB3 die im Text der Aufgabe geschilderte Situation lediglich dann
eintreten kann, wenn Pavel 1/25 hat.

Beweis: Nehmen wir an, daB er nicht 1/25 haff, dann kdnnen wir beweisen, daB er
10 K&s oder 30 K& auszahlen kann. Wenn er wenigstens 1/10 oder wenigstens 2/5
hat, kann er 10 K& auszahlen.
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Tabelle

182

Laufende Art
. Nummer Wir haben folgende Anzahl der Auszahlung
der des Betrags Bemerkung
Meglich- | 53 10 5 3 1 10 30
keiten Kronen | Kronen | Kronen | Kronen | Krone | Kronen | Kronen
1 1 1 ? ? ? 1/10
2 1 0 wenig- - - 1/25
stens 1 +1/5
3 1 0 0 gerade 5 0 geht geht Das ist gerade der
nicht nicht gesuchte Fall, in
dem man weder
30 K&s noch 10 K¢s
auszahlen kann
4 1 0 0 ? 2 nach Wir haben wenig-
weniger | wenig- | Satz P stens 10 K& in
als 5 St. | stens Dreikronenschei-
1 St. nen und in Ein-
kronenscheinen;
. siche Satz P
5 0 wenig- ? ? 2 1/10
stens 1
6 0 0 wenig- ? ? 2/5
stens 2
7 0 0 gerade 2 " nach P 1 Pavel hat genau
1 1/5 und noch 35K¢s
(d. h. Dreikronen-
scheine und Ein-
kronenscheine); er
kann nicht nur lau-
ter Dreikronen-
scheine haben (d.h.
er hat wenigstens
1/1)
. ]

8 0 0 0 2 ?2 | nach P 2 Pavel hat nur
Dreikronenscheine
und Einkronen-
scheine, aber er hat
notwendigerweise
wenigstens 1/1



Wenn er 1/5 hat und weder 1/25 noch 1/10 besitzt, hat er den Betrag von 35 K&
in Dreikronenscheinen und in Kronenscheinen, Weil 35 = 33 + 2 ist, muB er wenig-
stens 2/1 haben. Aus dem Rest des Geldes (35 K&s) bildet er Mengen zu 3 K¢s (ent-
weder mit Hilfe von 1/3 oder 3/1), nimmt 3 Mengen und 1/1, wodurch er 10 K&
erhilt.

Angenommen, er hat weder 1/25 noch 1/10 noch 1/5, d. h., er hat nur Dreikronen-
scheine und Einkronenscheine. Weil 40 = 39 + 1 ist, hat er wenigstens 1/1, und
dhnlich wie im vorhergehenden Abschnitt bildet er mit Hilfe der Mengen aus
Dreikronenscheinen und 1/1 den Betrag von 10 K&s.

Damit ist der Beweis gefiihrt.

1. Angenommen, Pavel hat 1/25. .

Wenn er 1/10 oder wenigstens 1/5 hat, kann er den Betrag von 10 K& bzw. von
30 K& bezahlen (es ist 25 + 5 = 30). Angenommen, er hat 1/25, aber weder 1/10
noch 1/5, d. h., daB er nur Dreikronenscheine und Kronenscheine hat. Wenn er
wenigstens 1/1 hat, d. h. 1/25 und 1/1 hat, also insgesamt 26 K&s, bleiben ihm 14 K¢&s
iibrig. Aus diesem Betrag bildet er 3 Mengen aus Dreikronenscheinen und zu dreien
von ihnen fiigt er 1/1 hinzu, so daB er 10 K& auszahlen kann. Es bleibt also nur die
Maoglichkeit iibrig, daB er auch nicht 1/1 hat, so daB er 1/25 und 5/3 haben muB.
Hier gilt tatséchlich 25 + 3 - 5 = 40.

Den Betrag von 10 K& kann man nicht in Dreikronenscheinen auszahlen, und deshalb
kann man unter den gegebenen Bedingungen auch den Betrag von 30 K&s nicht aus-
zahlen.

Antwort: Pavel hatte einen Fiinfundzwanzigkronenschein und 5 Dreikronenscheine.

DIE AUFGABEN DER ERSTEN
INTERNATIONALEN MATHEMATIK-OLYMPIADE

Die Erste Internationale Mathematik-Olympiade fand am 24. und 25. Juli 1959 in der
Ruminischen Volksrepublik statt.

Hinter jeder Aufgabe wird in Klammern das Land angegeben, welches die betreffende
Aufgabe eingereicht hat. Den groften Teil dieser Aufgaben finden Sie auch unter den
Aufgaben der ersten Stufe des dritten Teils der Aufgaben aus Mathematik-Olympiaden
in der UdSSR und in der CSSR. Daraus kénnen sowohl die Schiiler als auch die Lehrer
erfahren, mit welcher Thematik man sich bei den nationalen Olympiaden der einzelnen
befreundeten Linder am meisten beschiiftigt. Man kann sagen, daB der Zahlentheorie
und in der Planimetrie neben konstruktiven Aufgaben auch Beweisaufgaben erheb-
liche Aufmerksamkeit geschenkt wird. '

Zunichst die Aufgaben der ersten schriftlichen Arbeit, die am 24. 7. 1959 geschrieben
wurde und fiir drei Zeitstunden bemessen war.
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1. Beweisen Sie, daB sich der Bruch

2ln + 4
14n + 3

fiir keine natiirliche Zahl # kiirzen 14Bt!
(Polen)

2. Fiir welche reellen Zahlen x gilt:

a) x+\/2x—1+ x—\/Zx—I=\/§;

DVrt+var—1+Vx—vax—1=1;

Il

OVxavir—1+Vr—Vax—1=2

(Dabei bedeuten dic Wurzeln stets mchtnegauve Zahlen.)
(Ruménien)

3. Die Zahl x geniigt der Gleichung
acos’x + bcosx + ¢ =0,

wobei a, b, ¢ gegebene reelle Zahlen sind.

Geben Sie eine Gleichung zweiten Grades an, welche die entsprechende Zahl
cos 2x erfiillt!

‘Wenden Sie das Ergebnis der Berechnung auf den Fall

a=4, b=2, c= -1

an!
(Ungarn)

Am 25. 7. 1959 folgte die zweite schriftliche Arbeit, die die Losung folgender Auf-
gaben verlangte. (Auch diese Arbeit war fiir drei Zeitstunden bemessen.)

4. Konstruieren Sie das rechtwinklige Dreieck 4 BC, wenn seine Hypotenuse ¢ = AB
gegeben ist und wenn bekannt ist, daB die zur Hypotenuse gehérige Seitenhal-
bierende gleich dem geometrischen Mittel (= mittlere Proportionale) der beiden
Katheten ist!

(Ungarn)

5. In einer Ebene ist die Strecke AB gegeben, und auf ihr sei M ein beweglicher
Punkt. Uber den Strecken AM und BM als Seiten konstruieren wir die beiden
Quadrate AMCD und BMEF so, daB sie in der gleichen Halbebene liegen, die
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durch die Gerade 4B begrenzt ist. Diesen Quadraten beschreiben wir eine Kreis-
linie um. Beide Kreislinien schneiden einander auBler im Punkt M noch in einem
weiteren Punkt N.

a) Beweisen Sie, daB die Geraden AE und BC durch den Punkt N verlaufen!

b) Beweisen Sie, daB alle Geraden MN durch einen bestimmten festen von N un-
abhingigen Punkt verlaufen!

¢) Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte der Strecken, welche die
Mittelpunkte der beiden betrachteten Quadrate miteinander verbinden!
(Ruménien)

Gegeben sind die beiden nichtparallelen Ebenen P, Q mit der Schnittgeraden p.
In der Ebene P ist der Punkt 4 und in der Ebene Q der Punkt C gegeben, wobei
keiner der Punkte 4 und C auf der Geraden p liegt.

Konstruieren Sie das gleichschenklige Trapez ABCD (wobeiﬁ I C—D), dem man
eine Kreislinie einbeschreiben kann, und zwar so, daB der Punkt B in der Ebene P
und der Punkt D in der Ebene Q liegt!

(Tschechoslowakei)
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AUFGABEN

1. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 11

1. Beweisen Sie, daB fiir beliebige positive Zahlen a, b, ¢ stets die Ungleichung

1 1 1 3
+ -+ >—
a+b b+c c+a a+b+c

gilt!

2. Gegeben sind die beiden Ebenen P und Q, die einander in der Geraden p schneiden.
In der Ebene P ist der Punkt 4 und in der Ebene Q der Punkt C gegeben, von
denen keiner auf der Geraden p liegt.

Konstruieren Sie ein gleichschenkliges Trapez ABCD (mit AB || 6), so daBl man
ihm eine Kreislinie einbeschreiben kann und daB der Punkt B in der Ebene P und
der Punkt D in der Ebene Q liegt!

3. In einer Ebene sind die Strecke AB gegeben, und auf ihr sei M ein beweglicher
Punkt. Uber den Strecken AM und BM als Seiten konstruieren wir die beiden
Quadrate AMCD und BMEF so, daB sie in der gleichen von der Geraden 4B
begrenzten Halbebene liegen. Diesen Quadraten beschreiben wir Kreislinien um,
die einander aufler in dem Punkt M noch in dem weiteren Punkt N schneiden.
a) Beweisen Sie, daB die Geraden 4E und BC durch den Punkt N verlaufen!

b) Beweisen Sie, daB die Gerade MN durch einen bestimmten festen Punkt ver-
lauft!

¢) Ermitteln Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte der Strecken, welche
die Mittelpunkte der beiden betrachteten Quadrate verbinden!

4. Gegeben ist die Gleichung
x2 =6k — )x+9k*—-2)=0 )

mit der Unbekannten x, wobei & eine reelle Zahl ist. )
Ermitteln Sie alle Zahlen k, fiir welche die gegebene Gleichung wenigstens eine
nichtnegative Wurzel hat, die nicht gré8er als 1 ist!

5. Ermitteln Sie alle reellen x, fiir welche die rechte Seite von

y=vVx—2Jx—1-~Vx+2Jx—1 m
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(reell) definiert ist, und zeigen Sie, daB sie fiir x = 2 konstant ist! Zeichnen Sie
dann das Bild der Funktion!

6. Losen Sie das Gleichungssystem
sin(x — &) + cos(y —«x) =0, )
sin (x + «) + cos (¥ + &) = sin 2« )

mit den Unbekannten x und y, wobei « eine gegebene reelle Zahl ist!

2. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 11

7. Suchen Sie alle reellen Zahlen x, fiir welche die Beziehung gilt

M_Zcoﬂxé“ )
tan x cotx

8. Gegeben sind die beiden zueinander windschiefen Geraden p, und p, und der
Punkt M, der auf keiner von ihnen liegt. Geben Sie von folgender Aufgabe eine
Losung im Raum und diskutieren Sie diese Lsung: Zu konstruieren sind zwei
Kreislinien &k, und k;, die durch den Punkt M verlaufen und in diesem Punkt ein
und dieselbe Gerade beriihren, wobei die Kreislinie k; die Gerade p; und die
Kreislinie &, die Gerade p, beriihrt.
Geben Sie in der Diskussion an, wieviel Paare solcher Kreislinien (k,, k) exi-
stieren!

9. Gegeben ist das regelméBige Sechseck 4,4,4;4,454¢ mit der Seitenlinge 1.

Innerhalb der Seiten (d. h. der Strecken) 4,4,, A—zz, ..., AsAg, AsA, sind der
Reihe nach die Punkte B, B,, ..., Bg so kon-
struiert, daB gilt

A.B, = A,B, = - = AgBg = x.

Die Abschnitte zwischen den Schnittpunkten
zweier aufeinanderfolgender Strecken 4,B,,
A,Bs, ..., AgB; begrenzen ein neues Sechseck.
Beweisen Sie, daB dieses Sechseck regelmiBig
ist, und driicken Sie seinen Flidcheninhalt als
Funktion des Winkels ¢ = ¥A4,4,B, aus
(Abb. 3.1.)!

Errechnen Sie sodann, fiir welches ¢ das entstandene Sechseck einen Flichen-
inhalt hat, der gleich zwei Dritteln des Flidcheninhalts des gegebenen Sechsecks ist!
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Zusatzaufgabe: Driicken Sie den Flidcheninhalt des entstandenen Sechsecks als.
Funktion der Lange x = A, B, aus!

10. We_nn fiir die reellen Zahlen a, b, ¢ die Ungleichungen
a>0, b>0, 2c>a+b
bestehen, dann ist ¢? > ab, und es gilt
c—\/m<a<c+\/c—2——ab. (1)

Das ist zu beweisen.

3. Aufgaben der dritten Stufe, Klasse 11

11, Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir welche die Ungleichung

1 1 .8
3

(1)

sin®x  cos®x

gilt!

12, Gegeben ist der Wiirfel ABCDA'B'C'D’, wobei ABCD ein Quadrat ist, und
A4A'| BB | CC'| DD’ gilt. Auf der Geraden A4’ liegt der Punkt P.
Konstruieren Sie den Mittelpunkt .S der Kugel, welche symmetrisch in bezug auf
die Ebene ABB' ist, durch den Punkt P geht und die Geraden p = 4B, g = A'D’
beriihrt!
Diskutieren Sie die Losbarkeit der A(ufgabe, wenn der Punkt P auf der Geraden.
AA'’ verschiedene Lagen hat!

13. In einer Ebene sind die beiden voneinander verschiedenen Punkte 4 und M mit
der Entfernung d gegeben. Ferner ist eine positive Zahl v gegeben. Konstruieren
Sie in dieser Ebene einen Rhombus 4BCD mit der Hohe v so, daB der Punkt M
der Mittelpunkt der Seite BC ist!

Ermitteln Sie die Bedingungen fiir die Losbarkeit, und stellen Sie fest, wieviel
Losungen die Aufgabe hat! ¢
Kann éine Lésung ein Quadrat sein?

14. Ermitteln Sie, fiir welche reellen Zahlen x die rechte Seite von

y=\/1—§|xi+\/1—glxl—\/l—f;‘lxl—\/l—'%ui !

gilt, und fertigen Sie eine grafische Darstellung an!
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4. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 10

15. Zu ermitteln sind alle reellen Zahlen x, fiir welche gilt:

a)Vx + V2 — L+ Vr—v2x — 1 = /2 )
DV +vox—14+Vx—v2x—1=1; )
OVrevam—1+Vr—vax—1=2.. 3)

(Dabei bedeutet die Wurzel stets eine nichtnegative Zahl.)

16. In einer Ebene ist das Dreieck 4BC gegeben. Konstruieren Sie auf der Strecke AC
den Punkt X und auf der Strecke BC den Punkt Y so, daB gilt:
(1) XY | 4B,
(2) der Umfang des Dreiecks CXY ist gleich dem Umfang des Trapezes ABYX!

17. Es sei n eine natiirliche Zahl. Man beweise:

a) Ist die Zahl n gerade, so ist die Zahl 3" + 63 durch 72 teilbar.
b) Ist die Zahl 3* + 63 durch 72 teilbar, so ist n gerade.

18. Konstruieren Sie das rechtwinklige Dreieck ABC, wenn seine Hypotenuse ¢ = 4B
gegeben ist und wir wissen, daB die zur Hypotenuse gehorende Seitenhalbierende
gleich der mittleren Proportionalen der beiden Katheten ist!

19. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, welche der Ungleichung
1 1

V1+x Vi-x

=1 M

geniigen!

20. Gegeben ist der positive Winkel PCQ = y < 180° und die Kreislinie & = (S, r),
welche die Geraden CP und CQ in den Punkten P bzw. Q beriihrt.
Kohstruieren Sie auf den Strecken CP und CQ der Reihe nach die Punkte A und B
so, daB die Gerade 4B Tangente der Kreislinie k und 4B gleich einer gegebenen
positiven Zahl ¢ ist! Diskutieren Sie die Losbarkeit der Aufgabe in bezug auf die
gegebenen Zahlen ¢, r, !

5. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 10

21. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir welche

\/;+x /—
2T <6x )
o

ausfillt!
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22.

23.

2

W

2

=)

27.

13

Gegeben sind die Halbkreislinie k; mit dem Durchmesser AB = 2r und der
Punkt C innerhalb der Strecke 4B, wobei 4B = 2p < r ist. Auf der Halbkreis-
linie k, ist der Punkt D so gegeben, daB CD senkrecht auf 4B steht. Uber dem
Durchmesser AC ist in der Halbebene ABD die Halbkreislinie k, konstruiert.
Errechnen Sie mit Hilfe der gegebenen positiven Zahlen r und p den Radius x der
Kreislinie k, welche die beiden Halbkreislinien k, und k, und die Strecke CD be-
rithrt!

Beweisen Sie, daB fiir beliebige positive Zahlen a und b stets

11 a )

o \/ g b )
a b & a

gilt!

In einer Ebene sind die beiden nichtparallelen Geraden p, und p, gegeben und

der micht auf ihnen gelegene Punkt M. Konstruieren Sie zwei kongruente (ver-
schiedene) Kreislinien k; und k,, die einander im Punkt M beriihren, wobei die
Kreislinie k; die Gerade p, und die Kreislinie k, die Gerade p, beriihrt!

Bemerkung: Bei der Losung kann man die Zentralsymmetrie benutzen.

6. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 9

. In einer Ebene sind der (positive) Winkel PCQ < 180° und der Punkt V gegeben.

Konstruieren Sie ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkt 4 auf dem Strahl CP und
dessen Eckpunkt B auf dem Strahl CQ liegen, und zwar so, daB der Punkt V'
der Schnittpunkt der Héhen dieses Dreiecks ist!

Wenn die Aufgabe eine Losung haben soll, kann der Punkt V in bezug auf den
gegebenen Winkel PCQ nicht eine beliebige Lage haben. Ermitteln Sie die einzel-
nen Fille, und fithren Sie die Konstruktion des gesuchten Dreiecks fiir jeden Fall
gesondert durch!

Ein regelmiBiges vierseitiges Prisma, dessen Grundseite die GréBe a (in cm) und
dessen Hohe die GroBe v (in cm) hat, besitzt die Eigenschaft, daB die Zahl, welche
seine Oberfliche (in cm?) angibt, gleich der Zahl ist, welche sein Volumen (in cm?)
angibt. Dabei sind a, v natiirliche Zahlen. Ermitteln Sie alle solche Prismen und
die zugehorigen Zahlen a und v!

Gegeben ist das gleichschenklige Dreieck ABC mit der Grundseite AB, welches
die Eigenschaft hat, daB es sich durch eine Gerade p durch einen seiner Eck-
punkte in zwei gleichschenklige Dreiecke zerlegen 148t.

Berechnen Sie die Innenwinkel des gegebenen Dreiecks ABC, und zwar in Ab-
hingigkeit davon, durch welchen der Punkte 4, B oder C die Gerade p gezogen
wurde!
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28. Gegeben ist der Ausdruck
Ve + )=+ 0+2°0 -2+ E+x@E—x),
wobei x, y und z reelle Zahlen sind.

* Zerlegen Sie den Ausdruck V in ein Produkt von Linearfaktoren in x, y, z, und
ermitteln Sie alle Zahlentripel (x, y, z), fiir die ¥ = 0 ist!

In der Abbildung 3.2. bedeuten die voneinander verschiedenen Parallelen m und n
die Ufer eines Kanals, dessen verlingerte Achse die Gerade p|m ist. An den
beiden verschiedenen Ufern liegen die Orte 4 und B,
A welche durch die StraBe AMNB (gebrochene Linie)

verbunden sind. Dabei gilt:

29.

e

m M (1) MN L p;
(2) die Punkte M und N liegen in der angegebenen
/] 4 Reihenfolge auf den Geraden m bzw. n;
# , E (3) AM = BN.
7 v ! Konstruieren Sie eine StraBe von 4 nach B, wenn
W N T die Geraden m|n und die Punkte 4 und B wie in
{’ Y II der Abbildung 3.2. gegeben sind, und entscheiden Sie,
B .. TN ob die Aufgabe eine Losung hat!
e R :
VooV
A !
le Abb. 3.2.

30. Wenn die Zahl p von den Zahlen —1, 0, 1 verschieden ist, so hat die Gleichung

p(x—])—%—pz‘.\‘_pa—l o
px=1D—-p +x pP+1

mit der Unbekannten x stets genau eine Losung. Beweisen Sie dieses und ent-
scheiden Sie, wie es sich mit der Losung dieser Gleichung in den eben angegebenen
Ausnahmefillen verhalt!

Losen Sie dann folgende Aufgabe: Man berechne eine Zahl p, fiir die die gegebene
Gleichung die Wurzel a) x = 5; b) x = — 3 hat, und entscheiden Sie, ob das mog-
lich ist!

7. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 9

3

=1

. Losen Sie die Gleichung

3px —6x  S5px — 10x -2 )
px—2x—1 px—2x+1
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32,

33.

34,

35.

36.

37.

mit der Unbekannten x, wobei p eine gegebene reelle Zahl ist! Ermitteln Sie, fiir

welche Zahl p die gegebene Gleichung keine Losung hat!

Suchen Sie dann auch eine Zahl p, fiir die die Ulelchung die Losung x = — - hat'
5

Gegeben ist die Kreisscheibe k = (S, r) und in ihr im Abstand p = 0 von ihrem
Mittelpunkt S der Punkt 7.

Ermitteln Sie die zwei kongruenten Kreislinien k; und k5, die durch den Punkt T’
verlaufen, einander in diesem Punkt beriihren, und zwar so, daB jede von ihnen
die gegebene Kreislinie k beriihrt!

Diskutieren Sie die Anzahl der Losungen in Abhédngigkeit von den gegebenen
Zahlen r und p!

Konstruieren Sie ein gleichschenkliges (nicht rechtwinkliges) Trapez ABCD (/TB
ist seine groBere Grundseite), wenn gegeben ist: b (die Linge des Schenkels), p
(die Lange der Mittellinie), e (die Lénge der Diagonale)!

Diskutieren Sie die Losbarkeit im Hinblick auf die Zahlen b, p und e!

Wir haben m Gramm p-prozentige Zuckerlosung in Wasser. Wieviel Prozent der
Masse des gesamten Wassers miissen wir aus der Losung verdampfen, damit eine
2p-prozentige Losung entsteht?

Empfehlung: Losen Sie die Aufgabe zuerst fiir p = 40!

Erkldrung : Eine p-prozentige Zuckerlosung ist eine solche, bei der in je 100 Gramm
Losung p Gramm Zucker und 100 — p Gramm Wasser enthalten sind.

8. Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 8

Gegeben ist das rechtwinklige gleichschenklige Dreieck ABC mit den Katheten
CA4 = CB = 2dm. Um jeden seiner Eckpunkte beschreiben wir eine Kreislinie
mit dem Radius 1 dm. Die Bogen dieser Kreislinien schneiden aus dem Dreieck
ABC drei Kreisausschnitte heraus, und von dem Dreieck bleibt eine Figur iibrig,
deren Flacheninhalt wir mit x bezeichnen.

Berechnen Sie, wieviel Prozent die Zahl x vom Inhalt des gegebenen Dreiecks aus-
macht!

Auf wieviel verschiedene Weisen kann man die Zahl 99 als Summe dreier ver-
schiedener Primzahlen schreiben? (Dabei beriicksichtigen wir die Reihenfolge der
Summanden nicht.)

Gegeben sind der positive Winkel PAQ < 180° und eine Strecke der Lange d.
Konstruieren Sie den Rhombus ABCD, dessen Eckpunkt B auf dem Strahl AP
und dessen Eckpunkt D auf dem Strahl AQ liegt, und bei dem die Summe der
Lingen der Diagonalen AC und BD gleich der Zahl d ist!

Hat die Aufgabe immer eine Losung?
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38. An einer Touristenreise haben 286 Angestellte eines Betriebes teilgenommen.
Thnen standen Autobusse, einerseits mit 19 Sitzen, andererseits mit 17 Sitzen zur
Verfiigung (der Kraftfahrer des Autobusses und auch sein Sitz werden in der Auf-
gabe nicht in Betracht gezogen).

Berechnen Sie, wieviel Autobusse von.jeder der beiden Arten fiir die Reise ge-
braucht wurden, wenn alte Sitze besetzt waren!

39. Gegeben ist der spitze Winkel APM = 45°. Auf der Verldngerung der Strecke
PA = 4 cm iiber den Punkt A hinaus ist der Punkt B gegeben, wobei PB = 14 cm
ist.

Konstruieren Sie unter Anwendung der Achsensymmetrie auf dem Strahl PM
zwei Punkte X und Y so, daB fiir das Viereck AXYB

(1) ¥AXY = xXYB; @ XY =3cm

gilt!

Bemerkung: Die Abbildung, die wir erhalten, konnen wir als Plan eines Gelédndes
betrachten, welches durch die vertikale Ebene p geschnitten ist. Dabei ist PA der
Schnitt eines schrigen ebenen Hanges und PM der Schnitt einer waagerechten
Ebene. Das Viereck AXYB ist der Schnitt eines Durchstichs im Hang. Der Durch-
stich fiihrt senkrecht zur Ebene g, seine Seitenwinde haben die gleiche Neigung
und seine waagerechte Wand hat die gegebene Breite usw.

40. Gegeben ist der Bruch

x(7 + 9) + pg + 11* = [x(pg + 1)+p+q]
P+a*—(pg+1)7

wobei p, g gegebene Zahlen sind.

Z=

a) Wenn jede der beiden Zahlen p und g verschieden von den Zahlen 1, —1 ist,
so hat der Bruch Z einen Sinn und nach Kiirzung ist zu ersehen, daB er von
keiner der Zahlen p, g abhingig ist. Fithren Sie die Berechnung durch!

b) Berechnen Sie alle Zahlen x, fiir welche Z = 0 ist!

¢) Berechnen Sie alle Zahlen x, fiir welche Z eine negative Zahl ist!

9. Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 8

41. Lésen Sie die Gleichung
px —3) p(x + 3) _ —4 o
9> —12p+4 9p*+12p+4 9> —4

mit der Unbekannten x, wobei p eine gegebenen Zahl ist!
Entscheiden Sie, fiir welche Zahlen p die gegebene Gleichung keine Losung hat!
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42.

43.

4.

Gegeben sind die Kreislinien & = (S,r = 7cm) und k' = (§',r' = 3cm),
k' berithre k& von innen.

Zeichnen Sie alle von k' verschiedenen Kreislinien mit dem Radius 3 cm, die
die beiden gegebenen Kreislinien k& und &’ berithren! Konstruieren Sie die Be-
rithrungspunkte der gesuchten Kreislinien mit den gegebenen Kreislinien!
Untersuchen Sie durch Vergleich der Linge der Mittelpunktslinie der Kreislinien
k und &’ und der Radien der Hilfskreislinien, wieviel Ldsungen die gegebene Auf-
gabe hat!

Wir haben 1500 Gramm 7,2prozentige Kochsalzlosung in Wasser. Durch Kochen
dieser Losung verdampft ein Teil des Wassers und es verbleiben uns 1200 Gramm
der neuen Losung.

a) Wieviel prozentig ist die neue Lsung?
b) Wieviel Gramm Kochsalz miissen wir der neuen Losung beigeben, damit wir
daraus eine 25prozentige' Losung gewinnen?

Erkldrung: p-prozentige Kochsalzlésung in Wasser bedeutet, daB in je 100 Gramm
Losung p Gramm Kochsalz und 100 — p Gramm Wasser enthalten sind.

Gegeben sind die Gerade p und die Punkte 4 und B, welche auf verschiedenen
Seiten der Geraden p liegen. Konstruieren Sie einen Streckenzug AXYB mit fol-
genden Eigenschaften:

1. Die Punkte X und Y liegen auf der Geraden p.
2. Die Geraden 1 AX und BY laufen parallel.
3. Die Strecke XY ist 6 cm lang.

Bemerkung: Wihlen Sie die Punkte 4 und B beliebig!
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LOSUNGEN

Lasungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 11

1. Aus der Bedingung a > 0, b > 0, ¢ > 0 ergeben sich die Ungleichungen
a+b>0, b+c>0, ¢c+a>0, a+b+c>0.

Aus den letzten Ungleichungen erhalten wir durch Kombination mit den Unglei-
chungen @ > 0, b > 0, ¢ > 0 der Reihe nach

a+b+c>b+e,
a+b+c>c+a,
a+b+c>a+b.

In diesen Ungleichungen stehen auf beiden Seiten positive Zahlen. Nach einem be-
kannten Satz gelten deshalb folgende Ungleichungen fiir die Kehrwerte:

1 1
—_— <
a+b+c b+c

1 1
—_— <
a+b+c c+a

1 1
e R
a+b+c a+b

Durch Addition der linken und der rechten Seiten dieser drei Ungleichungen erhalten
WIT 3 1 1 1
— < + + ;
a+b+c¢c a+b b+c c+a

d. h.

1 1 1 3
+ + >
a+b b+c c+a a+b+c

womit die Aufgabe geldst ist.

2. Bemerkung: Die Losung der Aufgabe gliedern wir in zwei Teile: den stereometri-
schen Teil A und den planimetrischen Teil B.
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A. Analyse des stereometrischen Teils der Aufgabe (Abb. 3.3.): Angenommen, es
existiert ein Trapez A BCD, welches die Forderungen der Aufgabe erfiillt. Die Ebene
des Trapezes bezeichnen wir mit R. Die Schnjttgerade der Ebenen P und R bezeichnen
wir mit p, und die Schnittgerade der Ebenen Q und R mit p,. Es ist also p, = 4B
und p, = CD, wobei notwendigerweise p, ||p,, p: % p: gilt. Die Ebene R ist also
durch die beiden voneinander verschiedenen Parallelen p; und p, bestimmt. Dabei ist
notwendig R % P, denn der Punkt C liegt nicht in der Ebene P (P und Q sind ent-
sprechend dem Text der Aufgabe nicht parallel, der Punkt C liegt in Q,'aber er liegt
nicht in P). Ebenso ist R % Q. Es ist also p % p; und p % p,.
Die Geraden p und p, sind zueinander parallel, was wir sogleich beweisen werden.
Angenommen, es seien p und p; nicht parallel und X ihr Schnittpunkt, so daB
P = (p, p,) ist. Die Ebene R schneidet die Ebene Q in der Geraden p,, und weil der
Punkt X dér Ebene R auch in der Ebene Q liegt, verlduft die Schnittgerade p, der
Ebenen Q und R durch diesen Punkt. (Es ist sicher Q % R), d. h., die Geraden p, und
P, haben einen gemeinsamen Punkt, was jedoch nicht mdglich ist. Es gilt also p || p,
und, da p, || p, ist, auch p|p,. Die
Geraden p, p, und p, sind also zu~
einander parallel und keine zwei von
ihnen fallen zusammen. Daraus er-
gibt sich die Konstruktion der Ebene
R: Durch den Punkt 4 ziehen wir
die Gerade p,|p und durch den
; Punkt C die Gerade p,|p. Nach
7 einem bekannten Satz ist dann
M P1|lp2. Dabei ist p, & p,, weil die
Gerade p; den Punkt 4 enthilt, der
nicht auf p liegt (so daB p % p, ist),
die Gerade p, ist aus einem Zhnlichen Grund von p verschieden (die Ebenen P und
0 haben auBer der Geraden p keinen gemeinsamen Punkt). Die beiden voneinander
verschiedenen Parallelen p; und p, bestimmen eine Ebene R, welche damit kon-
struiert ist. p
Nun fiihren wir in der Ebene R den weiteren Teil B der Lésung der Aufgabe durch.

Abb. 3.3.

B. Analyse des planimetrischen Teils der Aufgabe. (Vergleiche die Bezeichnungen in
Abbildung 3.4.): Diesen Teil der Aufgabe kann man folgendermaBen formulieren:

In der Ebene R sind die beiden voneinander verschiedenen Parallelen p;, und p,
gegeben. Auf py liegt der Punkt A4, auf p, liegt der Punkt C. Konstruieren Sie ein
gleichschenkliges Trapez ABCD, bei dem B auf p; und D auf p, liegt, und zwar so,
daB man ihm eine Kreislinie einbeschreiben kann!

Mit der Losung dieser Aufgabe wird die Losung der gegebenen Aufgabe abgeschlossen
sein.

199



In dem gleichschenkligen Trapez ABCD steht die Diagonale AC offensichtlich nie-
mals senkrecht auf der Grundseite 4B.! Deshalb hat die Aufgabe in dem Fall

AC Lp, (8}

keine Losung. .
Im weiteren nehmen wir an, daB (1) nicht gilt. AuBerdem kénnen wir annehmen, da3
4B 2 CD )
ist oder daB auf der Geraden p, die grofere Grundseite des Trapezes liegt. Wir be-
griinden das folgendermaBen:
Angenommen, es ist AB < CD. Wir bezeichnen mit O den Mittelpunkt der Strecke
“AC. Die Geraden p, und p, liegen symmetrisch in bezug auf den Punkt O. Das Gleiche
gilt auch fiir die Punkte 4 und C. Dem Trapez ABCD entspricht dabei das Trapez
CDoAB, oder AB,CD, (Abb. 3.4.), welches mit ihm kongruent ist, d. h., es gilt
CD, < AB, (weil AB = CD, und CD = AB, ist). Das Trapez 4B,CD, hat also die
groBere Grundseite in der Geraden p, . Bei Giiltigkeit der Beziehung (2) konstruieren
wir das Rechteck 4FCE, wobei F der FuBpunkt des Lotes von C auf p, ist. Wir be-
zeichnen mit K und L die Mittelpunkte
der Grundseiten des Trapezes ABCD
und mit M und N die Beriithrungs-
punkte der Schenkel BC bzw. 4D mit
der Kreislinie k = (S, r), die dem
Trapez einbeschrieben ist. Die Hohe
des Trapezesistv=2r. Ausder Symme-
trie des Trapezes in bezug auf die
Achse ¢ = KL folgt, daB K und L
Abb. 3.4. Berithrungspunkte der Kreislinie k mit
den Grundseiten sind. Der Punkt F
fallt au_fdie Strecke KB, der Punkt D auf die Strecke EL. An der groBeren Grund-
seite AB liegt der spitze Winkel DAB des Trapezes. Deshalb fillt der Punkt D not-
wendigerweise auf die Strecke LE und damit auch in die Halbebene AEC. Wir
setzen (Abb. 3.5.)

AB = 2a, CD = 2c,

wobei g = ¢ ist.
Die Langen der Tangenten von den Punkten 4 und C an die Kreislinie sind

a=AK=4N, c¢=DL = DN.

1 Unter einem gleichschenkligen Trapez wird hier ein solches verstanden, bei dem nicht nur die
beiden Schenkel gleich lang, sondern auch die beiden Basiswinkel, die diese mit der Grundseite 4B
bilden, ebenfalls gleich sind. Die nicht rechtwinkligen Parallelogramme sind demnach keine gleich-
schenkligen Trapeze, obwohl sie Trapeze mit gleich langen Schenkeln sind. (Anm. d. dtsch. Herausg.)
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Es ist also

AD=AN+DN=a+c¢

sowie -
AF=AK+FK=AK+ILC=a+c
und daher .
4D = 4F. 3)

Dieses Ergebnis verwenden wir zur Konstruktion des Punktes D und damit auch des
gesuchten Trapezes. Der Punkt D ist der Schnittpunkt der Geraden p, mit der Kreis-
linie m = (4, AF), der in die von AE begrenzte, C enthaltende Halbebene fillt. Be-
achten Sie dabei noch, daB 4D = v sein muB (fiir 4D = v erhalten wir ein Quadrat),
d. h. es gilt notwendigerweise

CF < AF g ()
oder

X CAF £ 45°. @)

Wir kénnen vorweg bereits sagen, daBl die Aufgabe keine Losung hat fiir
AF < CF oder %CAF > 45°,

d. h., wenn die Winkel zwischen den Nichtparallelen p und Aac grofer als 45° sind.
Bei der Konstruktion werden wir beweisen, daB die Aufgabe genau zwei Losungen
hat, wenn in (4) oder (4’) das Zeichen < gilt.

Konstruktion (Abb. 3.5.): In der Ebene R sind die voneinander verschiedenen Ge-
raden p || p,, auf p, der Punkt 4 und auf p, der Punkt C gegeben, wobei & CAF < 45°
und F der FuBpunkt der Senk-
rechten durch den Punkt C zur
Geraden p, ist. Konstruieren wir
das Rechteck AFCE, so ist

AF > CF. ®)

Wir beschreiben die Kreislinie
m = (A4, AF). Weil (5) gilt, schnei-
det m die Gerade p, in zwei von-
einander verschiedenen Punkten.
Aus der Symmetrie der Kreis-
linie m in bezug auf die Gerade AE folgt, daB einer der Schnittpunkte auf den Strahl
EC fillt. Wir bezeichnen ihn mit D (der zweite Punkt D, fiihrt offenbar nicht zu einem
Trapez mit der groBeren Grundseite auf der Geraden p,). Weil

4D = 4F < AC

Abb. 3.5.
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-gilt (die Hypotenuse AC des Dreiecks ACF ist groBer als die Kathete AF), fallt der
Punkt D entsprechend einem bekannten Satz auf die Strecke EC. Wir bezeichnen
mit ¢ die Mittelsenkrechte der Strecke DC und mit B das Spiegelbild des Punktes 4
an g und erhalten das Viereck ABCD mit der Symmetrieachse ¢, wobei 4B L q,
CD 1 g, AB|CD und 4B > CD gilt, d. h. ein gleichschenkliges Trapez mit der
groBeren Grundseite AB.

Wir beweisen,daB man ihm einen Kreis einbeschreiben kann und bezeichnen dazumit K
und L die Schnittpunkte der Geraden g mit den Geraden p, bzw. p,. S sei der Mittel-

punkt der Strecke KL. Die Kreislinie k = (S, %v), wobei v den Abstand der Par-

allelen p; und p, bedeutet, beriihrt die Geraden p; und p, in den Punkten K bzw. L.
Sie beriihrt aber auch die Gerade 4D, was wir sogleich beweisen werden:

GemiB der Konstruktion ist AD = AF, so daB ADF ein gleichschenkliges Dreieck
ist. Seine Grundseite ist die Strecke DF, aber die Punkte D und F liegen symmetrisch
in bezug auf den Mittelpunkt S, weil K und L symmetrisch in bezug auf S liegen und
KF = LC = LD ist, wobei die Punkte Fund D durch die Gerade g voneinander ge-
trennt sind. Aus der Zentralsymmetrie der Punkte F und D folgt, daBB der Punkt S
der Mittelpunkt der Strecke DF ist, so daB die Gerade 4S Symmetrieachse des Drei-
ecks ADF ist und der Punkt S auf der Winkelhalbierenden von ¥ BAD liegt. Der
Mittelpunkt S der Kreislinie k liegt ebenfalls auf der Winkelhalbierenden AS und be-
riihrt den Schenkel 4F im Punkt K. Deshalb beriihrt & auch den Schenkel AD dieses
Winkels. Aus der Symmetrie des Trapezes in bezug auf die Gerade g folgt, daB die
Kreislinie k auch den Schenkel BC des Trapezes ABCD beriihrt. Damit ist der Beweis
erbracht.

Durch Anwendung der Zentralsymmetrie in bezug auf den Mittelpunkt O der Strecke
AC geht das Trapez ABCD in das Trapez CD, A B, iiber, welches ebenfalls eine Losung
der Aufgabe darstellt. Weitere Losungen hat die Aufgabe nicht.

Ergebnis: Wenn F der FuBBpunkt des vom Punkt C auf die Gerade p, gefillten Lotes
ist, und AF > CF gilt, hat die Aufgabe zwei voneinander verschiedene Lsungen. Die
beiden Trapeze sind symmetrisch in bezug auf den Mittelpunkt O der Strecke AC.
Ist AF = CF, so hat die Aufgabe nur eine Losung, bei der das Trapez ein Quadrat
ist. Ist AF < AC, so gibt es keine Lsung.

Besser kann man die Bedingung fiir die Losbarkeit folgendermaBen zum Ausdruck
bringen: Wenn ein Winkel zwischen den Nichtparallelen p, AC XKleiner als 45° ist,
hat die Aufgabe zwei Losungen. Ist ein Winkel 45°, so hat sie eine Lsung. In allen
anderen Fillen gibt es kein Trapez mit den geforderten Eigenschaften.

3. (Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Abbildung 3.6.)
a) Im weiteren nehmen wir an, daB gilt

AM > BM. m
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Den Fall AM < BM erhalten wir aus (1) durch Verwendung der Symmetrie in be-
zug auf die Mittelsenkrechte ¢ der Strecke AB und durch geeignete Vertauschung
der Bezeichnungen der Punkte 4 und B. Den Fall AM = BM behandeln wir ab-
schlieBend. Zur Abkiirzung setzen wir noch

AB = 4d 2

und bezeichnen mit o die Halbebene, in der die beiden Quadrate 4MCD, BMEF liegen,
sowie mit U den Scheitelpunkt des rechten Winkels in dem gleichschenkligen Drei-

Abb. 3.6.

eck ABU, wobei U in der Halbebene o auf der Geraden g liegt. Weiter sei M, der
Mittelpunkt der Strecke 4B. Dann gilt

AM, = 2d = M,U. ©)
Aus der Beziehung (1) folgt S,0, > S,0,, denn es ist S,0, = %m und S,0, =
= %W Daraus folgt, daB die Senkrechte MP L S,S, innerhalb des rechten Win-

kels BMC verlauft, so daB der zweite Schnittpunkt N £ M der beiden Kreislinien
ky, k, innerhalb dieses Winkels liegt. Der Punkt E fillt auf die Strecke MC und die
Punkte S; und S, fallen offensichtlich auf die Schenkel AU und BU des Dreiecks ABU.
Die Winkel ACM und ANM sind Peripheriewinkel auf der Kreislinie k,, und ihre
Scheitelpunkte liegen in der Halbebene o. Es ist also 45° = X ACM = X ANM oder

XANM = 45°. 4)
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Ebenso 14Bt sich auch die Bezichnung ¥ BEM = < BNM = 45° unter Benutzung
der Kreislinie k, beweisen, d. h., es ist

XBNM = 45°, (%)

Die beiden Winkel ANM und BNM sind Nebenwinkel und auf Grund von (4) und (5)
gilt XANM + ¥ BNM = 90°, also ¥x ANB = 90° und daher

AN L BN. ©)

Das Dreieck ANB ist mithin rechtwinklig, und es hat die Strecke 4B als Hypotenuse.
Die Kreislinie m = (M, 2d) ist ihm umbeschrieben.

Nun beweisen wir, daB3 die Punkte 4, E und N auf ein und derselben Geraden liegen
(in der eben genannten Reihenfolge): Die Strecke BE ist Durchmesser der Kreislinie &,
der Punkt E liegt auf der Strecke MC, so daB die Punkte M und N durch die Gerade
BE getrennt sind. Die dem Dreieck BEN umbeschriebene Kreislinie ist k,, und dem-
nach ist X BNE = 90°, d. h., es gilt

EZN L BN. 0

Aus den Beziehungen (6) und (7) folgt die Richtigkeit unserer Behauptung, womit der
Beweis erbracht ist.

Ferner beweisen wir, daB die Punkte B, N und C (in der eben beschriebenen Reihen-
folge) auf der gleichen Geraden liegen: Die Strecke AC ist Durchmesser der Kreis-
linie k;, die dem Dreieck ACN umbeschrieben ist. Daher ist ¥ ANC = 90°. Die
beiden Winkel ANC und ANB sind rechte Winkel und demnach Nebenwinkel. Damit
ist auch diese Behauptung bewiesen.

‘Wir haben also nachgewiesen, daB, wenn (1) gilt, die Geraden AE und BC durch den
Punkt N verlaufen.

Wenn aber AM = BM ist, sind die beiden betrachteten Quadrate kongruent, so daf}
auch die Kreislinien k , k, kongruent sind und C = E = N gilt und die Behauptung a)
der Aufgabe selbstverstindlich ist.

Damit ist die Behauptung des Teiles a) der Aufgabe bewiesen.

b) Im Vorausgehenden haben wir bewiesen, daB das Dreieck ABN mit der Hypo-
tenuse 4B und der umbeschriebenen Kreislinie m = (M,, 2d) rechtwinklig ist. Der
Strahl NM ist Winkelhalbierende des Winkels ANB und schneidet notwendigerweise
die Kreislinie m in dem Punkt Q £ N, wobei Q in der zur Halbebene ¢ kom-
plementiren Halbebene o’ liegt. Das folgt aus der Tatsache, daB ¥ ANM = X BNM
= 45° ist oder: £ ANQ = ¥ BNQ ist, so daB auch die zugehdrigen Zentriwinkel kon-
gruent sind und X AM,Q = ¥ BM,Q = 90° ist.

Die Gerade MN verléuft also durch den Punkt Q. Damit ist der Teil b) der Aufgabe
gelost.
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) Wir bezeichnen mit S den Mittelpunkt der Strecke S, S, und ferner der Reihe nach
mit 0, O, und O die FuBBpunkte der Lote durch die Punkte Sy, S, bzw. S auf die
Gerade AB. Das Viereck S,5,0,0 ist ein rechtwinkliges Trapez (falls AM = BM
gilt, sogar ein Rechteck), und die Strecke SO ist seine Mittellinie, so daB O der
Mittelpunkt der Strecke 0,0, ist und ferner

SO = (s 0, + S,0,) = —[125 +lB_F] = 1[1,6] =ta=
2 2 2]2 4

gilt. Wir bezeichnen mit p|| AB diejenige Gerade in der Halbebene g, deren Abstand
von der Geraden 4B gleich d ist. Der Punkt S liegt also auf der Geraden p.
Der Winkel AUB ist ein rechter. Weil die Punkte S; und S, auf seinen Schenkeln
liegen, liegt die Strecke S;S, innerhalb dieses Winkels. Der Punkt S ist ein innerer
Punkt der Strecke S5, und demnach ein innerer Punkt des Winkels 4UB.
Weil die Strecke S'S” genau derjenige Teil der Geraden p ist, der im Winkel AUB
liegt, befindet sich der betrachtete Punkt S notwendigerweise auf der Strecke S'S”.
Daraus folgt, daB der Punkt O ein innerer Punkt der Strecke 0’0" ist (wobei O’ und
0" die FuBpunkte der Lote durch die Punkte S’ bzw. S” auf die Gerade 4B sind),
und damit ist der Punkt S ein innerer Punkt von §'S”.
Es bleibt noch zu beweisen, daB jeder Punkt S innerhalb der eben beschriebenen
Strecke S’S” der Mittelpunkt einer von den Mittelpunkten S; und S, der Quadrate
AMCD und BMEF begrenzten Strecke S,S, ist.

Beweis: Angenommen, der Punkt S liegt innerhalb der Mitteltransversale (der Strecke)
S’S" des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks 4BU. Dann liegt der Punkt S inner-
halb des rechten Winkels AUB, und wir konstruieren das Spiegelbild des rechten
Winkels AUB in bezug auf den Mittelpunkt S. Der Punkt M sei das Bild des Punktes U.
Wenn u die Parallele zur Geraden AB durch den Punkt U ist, so haben die Streifen
zwischen den Parallelen S'S”" || AB und S’S"’ | u die gleichen Breiten, und aus der Be-
ziehung US = SM folgt, daB der Punkt M auf die Gerade AB fillt, und zwar auf die
Strecke 4B.

Wir bezeichnen mit MX und MY die Spiegelbilder der Strahlen U4 und UB in bezug
auf den Mittelpunkt S. Die Geraden UA [MX und UB|MY begrenzen das Recht-
eck US,MS; (siche Abb. 3.6.) mit dem Mittelpunkt S, fiir das SS, = SS, gilt, so
daB S der Mittelpunkt der Strecke S,S, ist. Wir konstruieren die Quadrate AMCD
und BMEFin der Halbebene p. Weil

¥AMY = X ABU = 45°

und
XBMX = ¥BAU = 45°

gilt, sind die eben konstruierten Punkte S, und S, die Mittelpunkte der Quadrate
AMCD bzw. BMEF. Damit ist der Beweis abgeschlossen und die Lsung des Teils c)
der Aufgabe gefunden.
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Der geometrische Ort der Punkte S ist also das Innere der Strecke S'S’/, wobei S’
und S" die Mittelpunkte der Katheten des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks
ABU mit der Hypotenuse 4B sind, das in der Halbebene o liegt.

4. Wir nehmen an, daB die Zahl x mit
0=x=1 (9]

die Losung der Gleichung (1) ist und suchen nach Bedingungen, die fiir sie gelten
miissen. Weil die Umformungen, die wir durchfiihren werden, umkehrbar sind, er-
halten wir dabei Bedingungen fiir die Zahl k, so daB fiir x die Beziehung (1) gilt.
Die Diskriminante D der Gleichung (1) ist

D=9k —1)2 —9(k*—2)=9k*> — 2k + 1 — k* + 2) = 93 — 2k). (2)
Weil D = 0, d.h. 3 — 2k = 0 gelten muB, erhalten wir
k<Z=15. 1))
Anderenfalls hitte die Gleichung (1) keine reelle Lésung.
Wir bezeichnen mit x, = x, die reellen Wurzeln der Gleichung (1). Es gilt
X1 =3k — 1) + 33 — 2%k
und nach Umformung
X1 =3k — 1++/3 = 26), ®
Xy =30k —1~+/3 — 2k). (4

Die Untersuchun.g iiber die Zahl k fithren wir fiir jede der Wurzeln x,, x, gesondert
durch.

I. Untersuchung der Wurzel x, :
A. Angenommen, es ist x; = 0. Dann folgt aus (3):
k—1++/3-2k20,
J3-2% >1-k ®)

a) Angenommen, es ist 1 — k £ 0, also 1 £ k. Dann ist die Ungleichung (5) fiir
jedes k mit

3
1sk£- 6
skss (6)
erfiillt.
b) Angenommen, es ist
1—k=0, dh k=1 (@)
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Dann erhalten wir durch Quadrieren der beiden Seiten die Beziehung (5):
3 =2k =1 -2k + k?
kr—2 <0,
k+~2)k -V =0
Der Faktor k — \/5 ist unter der Voraussetzung (7) negativ, und deshalb muf}
k+v22z0dh
kz -2,
und mithin wegen (2) und (7)
—J2gk=1 ®)

sein. Fafit man die Bezichungén (6) und (8) zusammen, so ergibt sich, daB fiir k& die
Beziehung

_Visks @)

3
2
bestehen muB.
B. Ist aber x; < 1, so erhalten wir aus (3)
k—1+3-20 =1,
33 -2k <4 3k, ©)
sodaB4 — 3k 2 0,d. h,
4 .
3

k<-=13 10)

gelten muB.
Durch Quadrieren der beiden Seiten von (9) ergibt sich:
9(3 — 2k) < 16 ~ 24k + 9k2,
0 < 9%2 — 6k — 11 : (11)
0 S@k—1-2V3)@k~1+23).
Nun ist-auf Grund von (10)
%k —1-2V324-1-2-17=4—44<0.
Deshalb ergibt sich aus (11):
k-1+2V3g0,

k < —§(2\/§—1)<0. (12)
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Zusammenfassung des Falles I
Aus den Bezichungen (8') und (12) erhalten wir:

—2§k§—§@J3-U. (13)
Es gilt — \/5 < - é(Zx/E — 1); denn es ist

“lovion-(=v2

w

%@JE+1-2J5>§@4A+1-24&

@42+ 1-136) >0.

o

Dabher wird durch (13) tatséchlich ein Intervall definiert.
Durch RiickschluB3 erhalten wir:

Ergebnis I (Abb. 3.7.): Die Beziehung 0 < x; < 1 besteht genau dann, wenn

_\/§§k§—é(2\/5—1) sy
gilt.

2 7 7 0k
f’%(Zﬁ-U Zahlengerads

IR P
Fur die Wrzel gilt: 0Sx, 51 Abb. 3.7.
1L. Untersuchung der Wurzel x,:
A. Aus der Forderung x, = 0 ergibt sich aus (4)

k=1-+v3-2z0 (14)
und —,
k—12+/3- 2%,

und esmuBalsok — 1= 0,d. h.
k=1 (15)

sein, was zusammen mit der Bezichung (2)

1
ergibt.

IA

k

IA

: (16)
2
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Durch Quadrieren der beiden Seiten der Ungleichung (14) erhalten wir
k*~2k+123-2k,
k* ~2 =20

und
k+V2)k -2 =0
Auf Grund von (16) ist k£ + \/5 > 0, und aus der letzten Ungleichung folgt, daB

k — \/E 20,d.h k= \/5, ausfallen mufB. Unter Benutzung von (16) erhalten wir
)

V2gkel an
2
B. Aus der Forderung x, < I ergibt sich aus (4):
Ak —1~3 -2 <1
und T
3k—4<33 - 2. (18)

. ; 4 =
Fir 3k — 40, d.h, k£ g, ist diese Ungleichung erfiillt. Weil aber 3 < \/2
gilt, ist diese Forderung mit (17) unvereinbar.

Fiir 3k — 4 > 0, d. h. fiir & > ‘1, erhalten wir nach Quadrieren der beiden Seiten
der Ungleichung (18):

9k* — 24k + 16 = 27 — 18k
und B B
@Bk -1 —2\/3)(3/(— 1 +2\/3)§0.

Dabei ist der erste Faktor auf der linken Seite dieser Ungleichung kleiner als der
zweite Faktor. Aus der letzten Ungleichung ergibt sich also:

% —1-2320
und
% —1+2/320,

d. h., es miissen gleichzeitig
k< 31(2 V34 (19)
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und
-leVi-nsk @0

gelten. Die Bezichung (20) ist mit der Forderung (17) erfiillt. Wir vergleichen jetzt
die Beziehungen (17) und (19).

Esist V2 < (@2+/3 + 1), denn es gilt:
]
%(2\/3+ 1)—\/5=%(2\/§+ 1 —3\/5)>§(2-1,7+ 1-3-1,42)

%(4,4 —426) > 0,

Ferner ist %(2 V3+ 1) < 3’ denn es gilt:

301, f 1 -
ZoleVi+y=c@—-4v3-2
2 3(x/+) 6( 3 )
1 - 1
= o - (7 —4-1.74
L 4\/3)>6(7 4-1,74)
=L7_69>0
6 ’ ’

Unter Beriicksichtigung der beiden letzten Ergebnisse muf also auf Grund der Be-
ziehungen (17) und (19) die Zahl k die Bedingung

\/Egkgi-(Z\/§+1) @)
erfiillen.

1 VZ4 2 &
ﬂ\} (2V3+1)  Zahlengerade
b4

T T S
Filr dig Wurzel gitt: 05 x, <7 mit x, < x Abb. 3.8.

Durch Riickschluf erhalten wir:
Ergebnis IT (Abb. 3.8.). Die Beziehung 0 < x, < 1 besteht genau dann, wenn

V2sks-@V3+) @)

1
3
gilt.
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Endergebnis: Wenigstens'eine von den Wurzeln der gegebenen Gleichung (1) ist nicht
negativ und zugleich hichstens gleich der Zahl 1, wenn d1e Zahl k entweder der Be-
ziehung (13’) oder der Bezichung (21’) geniigt.

Bemerkung: Es kann niemals gleichzeitig 0 < x; < 1 und 0 < x, < 1 gelten (siche
auch die grafischen Darstellungen in Abb. 3.7. und 3.8.).

5. Zundchst muB x — 1 = 0, d. h.
xz1 2)
sein, weil sonst \/x — 1 nicht definiert wire. Dann ist x + 2 \/x — 1 eine positive

Zahl, und es existiert auch ihre Quadratwurzel. Die Zahl x — 2 Vx — 1 darf nicht
negativ sein, wenn ihre Quadratwurzel definiert sein soll, d. h., es muf} gelten
xz2 \/ x — 1. Auf beiden Seiten dieser Ungleichung stehen nichtnegative Zahlen.
Deshalb erhalten wir, wenn wir sie quadrieren, die Ungleichung

Xz 4(x = 1),

d!h.
(x—2220.

Diese Ungleichung ist aber fiir jedes reelle x erfiillt. Deshalb existiert fiir x = 1 auch
die Wurzel Vx — 24/x — L.
Die rechte Seite von (1) ist also fiir alle x 2 1 und nur fiir diese definiert.

Jetzt ermitteln wir das Vorzeichen der y-Werte fiir x = 1. Wir werden beweisen, daB
»=0,d.h,daB

Ve—avr—1sVxradr-1 3)

gilt.

Weil x — 2 \/x — 1 und x + 2\/x — 1 fiir x = 1 nichtnegative Zahlen sind, er-
halten wir durch Quadrieren der beiden Seiten der Ungleichung (3) eine dquivalente
Ungleichung. Wenn wir die Differenz zwxschen ihrer linken und ihrer rechten Seite
bilden, erhalten wir:

x—2vx—1~(@+2/5~1)=—4/x—1,
also fiir x > 1 einen negativen Wert und fiir x = 1 null. Damit ist bewiesen, da
y=0
ist.
Jetzt berechnen wir y2. Es gilt:
Y=x—2vx—14+x+2Vx—1-2vV% —4x - 1),
y? = 2(x — V(x — 29,
=2(x — |x ~2)),
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woraus unter Beachtung von y £ 0

y= =V -1x=2)
folgt.
Wir unterscheiden zwei Falle:
Fall [1]: Angenommen, es ist x — 2 2 0, so daB |[x — 2| = x — 2 ist. Dann gilt
y=-+4adhy=-2
Fiir x = 2 ist also y gleich der Konstanten —2, was zu beweisen war, und der ent-
sprechende Teil des Bildes der Funktion ist ein Strahl (Abb. 3.9.).

"Fall [2]: Angenommen, esist 1 £ x < 2, so daB |x — 2| = 2 — x ist. Dann gilt

y= =V =TT,

y=-Vax -1,

y= - 24/x - 1.
Das Bild der Funktion ist in dem betreffenden Intervall der Bogen AP der durch die

Gleichung
Y y2=4(x-1)
A=[10] 120 X definierten Parabel, welche den Scheitelpunkt

A=(1,0)hatund durchden Punkt P = (2, —2)
verlauft.

Damit ist die Ermittlung der grafischen Dar-
0=[3-2] stellung durchgefiihrt.

0‘
P=[2-2] Abb. 39.

6. Angenommen, das Paar (x, y) erfiille die beiden Gleichungen (1) und (2). Dann
erhalten wir auf Grund der Formel sin ¢ = — sin (—¢) aus der Gleichung (1) die
Gleichung

—sin(—x 4+ a) + cos(y —a) = 0.

Mit Hilfe der Formel sin & = cos (90° — &) kann man das erste Glied der linken Seite
dieser Gleichung umformen, wodurch wir die Gleichung

—¢cos(90° + x —x) + cos(y —a) =0,
d. h. die Gleichung

cos (90° + x —a) —cos(y —a) =0
erhalten.
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Sie nimmt‘nach Anwendung der Formel
- L1
COs w; — COS Wy = —?.smi(wJ + (uz)-smi(w1 — ;)
die Gestalt

—Zsiné(x+y—2(x+90°)-sin:1)-(x—y+90°)=0

an. Folglich ist

sin%(x+y~2zx+90°)-sin;-(x—y+90°)=0. (©))
Einer von den beiden Faktoren der linken Seite dieser Gleichung muB gleich null
sein. Jede dieser Moglichkeiten betrachten wir gesondert.
Fall [1]: Angenommen, es ist

sin%(.r +y— 20490 =0. 3)

Es ist bekannt, daf3 die Zahlen « = 1 - 180°, wobei n eine belicbige ganze Zahl ist,
die Gesamtheit aller Losungen der Gleichung sin w = 0 bilden. Nach Gleichung (3')
muB daher fir die Zahlen x und p

%(x +y =20 4+ 90°) = n- 180°,

also
y =20 —x—90° + n-360°
d. h.
=2x — x + 90°(4n — 1) 4)

gelten, wobei » eine beliebige ganze Zahl ist. Wir setzen nun dieses Ergebnis in die
Gleichung (2) ein. Thre linke Seite wird in folgender Weise umgeformt:

sin (x + «) + cos 3x — x — 90°)

= sin (x + &) + cos [90° — (3x — )]

= sin (x + «) + sin B3x — x)

= 2sin 2x cos (x — «), ’
wobei wir die Formel

51'1.1 wy + sinw,; = 2sin %(wl + ;) cos%(zul — ;)
verwendet haben.
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Setzt man (4) in (2) ein, so ergibt sich die Gleichung

2 sin 2« * cos (x — &) = sin 2a,
sin 2o [cos x—oa)— %:l =0. (5)

Unterscheiden wir die beiden Méglichkeiten [a] und [b].
[a]: Angenommen, es ist

sin 2« = 0, 6)
d. h.

20 = p - 180°, 6"
wobei p eine beliebige ganze Zahl ist. Dann ist die Gleichung (5) fiir jede reelle Zahl x
erfiillt. Die Lésung des Gleichungssystems (1) und (2) kann einzig und allein das Zah-
lenpaar [siehe (4)]

(x,y) mit y= —x + 2&a — 90° + n- 360° (@)

sein, in dem x eine beliebige reelle und » eine beliebige ganze Zahl bedeutet, wobei

(6) gilt.
Fiihren wir die Probe durch Einsetzen der Zahlen (7) in die Gleichungen (1) und (2)
durch, deren linke Seiten wir der Reihe nach mit L, und L, bezeichnen:

L, =sin(x — &) + cos (—x + « — 90°)

= sin (x — &) + cos [90° — (& — x)]

sin (x — &) + sin (& — x)
Ly =sin(x —a) —sin(x — ) = 0.

Es ergibt sich tatsichlich: L, = 0.
Ferner ist

L, = sin(x 4+ &) + cos (—x + 3x — 90°)

sin (x + &) + cos [90° — (3x — x)]

sin (x + &) + sin 3 — x)

L, = 2sin 2o cos (x — ).

Da aber sin 2« nach der Voraussetzung gleich null ist, so ist also L, = 0, deshalb
sind die beiden Seiten der Gleichung (2) gleich null. Es sind also die Zahlen (7) die
Losung des Gleichungssystems (1), (2), und zwar dann, wenn (6) oder, was auf das-
selbe hinauslauft, (6') gilt.
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[b]: Angenommen, es ist

sin 20 % 0, ®)
d.h.
20 % p - 180°, @®)

und zwar fiir jede belicbige ganze Zahl p. Dann ergibt sich aus der Gleichung (5)
die Gleichung

1
cos(x — &) = -,
( ) 5

d. h., es muB entweder

x —a = 60° + m, - 360°
oder

x — « = 300° + m, - 360°

sein, wobei m, und m, beliebige ganze Zahlen sind. Die Zahl x muB demnach einer
der beiden Bedingungen

x =« + 60° + m; - 360°  (m, ganz) ()]
oder
x =« + 300° + m, - 360° (m, ganz) (10)

geniigen. Setzen wir einen der x-Werte aus (9) oder (10) in (4) ein, so erhalten wir als
entsprechende Zahlen y:

y=a—90°— 60° + (n — m,) 360°,

y =& —90° — 300° + (n — m;) 360°,
et y =0+ 210° + n, - 360°, ©)

y = + 330° + n, * 360°. (10")
Dabei gehoren die Paare (9), (9') und (10), (10") zusammen.
1. Probe durch Einsetzen des Paares (9), (9') in (I) uﬁd 2):

L, = sin 60° + cos 210° = sin 60° — cos 30° = 0;

L, = sin (2x + 60°) + cos 2x + 210°)

= sin 2« cos 60° + cos 2« sin 60° + cos 2o cos 210° — sin 2« sin 210°

= sin 2« (cos 60° + sin 30°) + cos 2e (sin 60° — cos 30°)

L

~

= sin 2 * l+1 = sin 2x.
2 2
Das Zahlenpaar (9), (9') erfiillt also die beiden Gleichungen (1) und (2).
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1I. Probe durch Einsetzen des Paares (10), (10") in (1) und (2):
L, = sin 300° + cos 330° = — sin 60° + cos 30° = 0;
L, = sin 2« + 300°) + cos (2« + 330°)
= sin 2o cos 300° + cos 2« sin 300° + cos 2« cos 330° — sin 2« sin 330°

= sin 2« (cos 60° + sin 30°) + cos 2« (— sin 60° + cos 30°)
; 1 1 ;
L, =sin2 |-+ =) =sin2x.
2 2

Das Zahlenpaar (10), (10") erfiillt also ebenfalls die beiden Gleichungen (1) und (2).
Fall |2]: Angenommen, es ist

sin%(x -y +90°) =0, 3"
d. h.

%(x —y+90%) =n-180°
wobei n eine ganze Zahl ist, so da3 )
st. x =y —90° + n-360° ; (11)
Setzen wir dieses Ergebnis in die Gleichung (2) ein, so erhalten wir die Gleichung

sin (y + & — 90°) + cos (y + &) = sin 2«
und weiter ,

— sin [90° — (¥ + &)] + cos (¥ + &) = sin 2,

—cés(y+a)+cos(y+oc) = sin 2a,

0 = sin 2a. (12)
Es gibt die zwei Moglichkeiten [a] und [b]:

[a] Angenommen, es ist

sin2x = 0, (13)
also

20 = n- 180°,
d. h.

o =n-90°

wobei n eine gewisse ganze Zahl ist. Dann ist die Gleichung (12) fiir jede beliebige
Zahl y erfiillt. Eine der Zahlen x, y wihlen wir aus, die zweite errechnen wir aus der
Beziehung (11).
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Wenn sin 2« = 0 ist, dann ist jedes Paar
(x,y) mit y=x+ R+ m-360° (14)

bei dem x eine reelle und m eine ganze Zahl ist, Lésung der Gleichungen (1) und (2).
Wir iiberzeugen uns davon durch Einsetzen.

1L Probe:
L, =sin(x — &) + cos (x + 90° — «)

= sin (x — &) + cos [90° — (x — x)]

Il

sin (x — &) + sin (x — x)

L, =sin(x —«) —sin(x — ) =0.

L, = sin (x + &) + cos (90° + x + &)

L, =sin(x + &) —sin(x + x) =0,
wobei die rechte Seite der Gleichung (2) gleich sin 2x = 0 ist. '
Die Zahlen (14) erfiillen die Gleichungen (1) und (2).
[b] Angenommen, es ist

sin 2x =+ 0,
d.h.
& % nR,

welche ganze Zahl wir auch immer fiir » wihlen. Dann ist die linke Seite der Glei-
chung (2) nach Einsetzen fiir x aus der Beziehung (11) gleich null, wiahrend die rechte
Seite von null verschieden ist. Das Zahlenpaar (14) erfiillt also die Gleichung (2) im
Fall « % nR nicht.

Ergebnis: Ist 1. sin 2x = 0, dann ist jedes Zahlenpaar (7), d. h. x (eine beliebige reelle
Zahl), y = —x + 20 — 90° + n - 360° (wobei n eine beliebige ganze Zahl ist) und
ferner jedes Zahlenpaar (14), d. h. x (eine beliebige reelle Zahl), y = x + 90° + » - 360°
(wobei n eine beliebige ganze Zahl ist) Losung des Gleichungssystems (1), (2).

Ist 2. sin 2« + 0, dann ist jedes Zahlenpaar (9), (9’) und (10), (10'), d. h.

a) x=o«+ 60°+ m-360°, y =« + 210° + n-360°
b) x =a + 300° + m'- 360°, y = & + 330° + n- 360°

(wobei m, n beliebige ganze Zahlen sind) Losung der beiden Gleichungen (1), (2).
Andere Losungen gibt es nicht.
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Lo zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 11

7. Damit die Ausdriicke auf der linken Seite von (1) einen Sinn haben, muB tan x = 0,
cot x = 0 sein, und auBerdem miissen tan x, cot x, tan 2x und cot 2x erklirt sein.
Daraus erhalten wir folgende Bedingungen fiir die Zahl x:

Fiir jede ganze Zahl m ist:

x =% mn; x+ (2m+ 1)-%; x#:(2m+1)~§;
X F mm;

2x$(2m+1)-g; 2x + mm.
Diese Forderungen kann man folgendermafen schreiben:
T
x*n-—, 2
2 (2

wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.
Angenommen, im weiteren erfiillt x die Beziehung (2). Wenn x eine Losung der
Ungleichung (1) ist, so setzen wir

tanx = y.
Dann lautet (1)
5 e 32
2y2 _ y)él
a-y)y 2y
woraus sich durch Umformungen

2
1—y2_(1_y) <1
2—(1—y2)2—(1-y3)<0
1-3° =7

M <0

1-35° -
D)
i <0 3)

y -1

ergibt. Wegen (2) ist y + 0 und also y* > 0. An Stelle von (3) geniigt es deshalb, die
Ungleichung

2
r ?go @)
e

zu untersuchen.
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Im folgenden ist n eine beliebige ganze Zahl. Betrachten wir die Fille [1] und [2]:
Fall [1]: Angenommen, es ist > — 1 > 0, d. h. |y| > 1. Dann gilt offensichtlich

7—1+nn<x<§n+nn @
4 4 -

[wobei nach Voraussetzung gleichzeitig (2) gilt]. 3
Aus (3') folgt dann, daB y> — 3 £ 0,d.h. daB [y| = \/3 also entweder

nn§x§§+)m 5)
oder

§n+mz§.\'§ﬂ+mz 6)

sein muB. Aus (2), (4) und (5) bzw. (6) erhalten wir, dall entweder

E+nn<x§z+mr (@)
4 3

oder
2 3 ’
-+ nmmEx<-m+nxn 7
3 4

gelten muB.

Durch RiickschluB stellen wir fest, daB alle Zahlen, die die Beziehungen (7) bzw. (7')
erfiillen, der Ungleichung (1) geniigen.

Fall |2]: Angenommen, es ist y*> — 1 < 0. Dann folgt aus (3'), daB y*> — 3 2 0 sein
muB. Aber diesen beiden Beziehungen kann keine reelle Zahl gleichzeitig geniigen.

Ergebnis (Abb. 3.10.): Alle Losungen der Ungleichung (1) sind durch die Beziehungen
(7) und (7') gegeben.

0 F e I i s Abb. 3.10.

8. Wir nehmen an, daB die Aufgabe eine Losung hat und bezeichnen mit &, und &,
die Ebenen, die durch den Punkt M und die Gerade p, bzw. p, bestimmt sind. Diese
Ebenen sind voneinander verschieden (sonst wiirden die Geraden p; und p, in dieser
Ebene liegen), und weil sie den Punkt M gemeinsam haben, sind die Ebenen &, und o,
nicht zueinander parallel. Thre Schnittgerade bezeichnen wir mit 7, Die Gerade ¢ ist
offensichtlich von den Geraden p, und p, verschieden, weil sonst der Punkt M auf
einer von ihnen liegen wiirde. Jetzt fiihren wir die betreffende Konstruktion in der
Ebene o, durch:
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a) In der Ebene «; sind die voneinander verschiedenen Geraden p; und ¢ gegeben
und auf der Geraden ¢ der Punkt M, der nicht auf p, fillt.
Es gibt zwei Moglichkeiten:

[1]: p, und ¢ haben einen Punkt P, gemeinsam (Abb. 3.11.).
[2]: py || 2, wobei py = tist (Abb. 3.12.).

Fall [1}: Wenn p, und ¢ auseinanderlaufende Geraden sind, kann man folgender-
maBen verfahren (Abb. 3.11.):

Wir konstruieren auf p, die zwei voneinander verschiedenen Punkte X, und ¥, so,
daB P, X, = P, Y, = P, M ist. In jedem der Winkel MP, X, und MP,Y, liegt genau
eine Kreislinie, welche die Gerade ¢ in dem Punkt M und die Gerade p, (in dem
Punkt X; bzw. Y, — siche Abb. 3.11.) beriihrt. Wir bezeichnen diese Kreislinien mit
Xy und yy, . Es sind dies zwei Kreislinien, die voneinander verschieden sind.

Abb. 3.11. Abb. 3.12.

Fall 12]: Angenommen, es ist p, [|#;, p, = ¢ (siche Abb. 3.12.). Dann existiert offen-

sichtlich nur eine einzige Kreislinie k,, welche die Gerade ¢ in dem Punkt M und die
Gerade p, beriihrt.

b) Die gleiche Konstruktion wie in der Ebene &, fiihren wir in der Ebene «, durch
(siche den vorausgehenden Text, in welchem die Gerade p, durch die Gerade p, er-
setzt wird). Wenn p, und ¢ auseinanderlaufende Geraden sind, erhalten wir zwei von-
einander verschiedene Kreislinien x;, und yy,. Wenn p, || # ist (dabei ist p, £ 1), er-
halten wir nur eine Kreislinie k5.

* Diskussion: Damit sind die Kreislinien konstruiert. Es bleibt noch zu ermitteln, unter
welchen Bedingungen wir in der Ebene «; bzw. in der Ebene «, zwei Kreislinien oder
eine erhalten.

Wenn p, | ¢ ist, dann sind die Geraden p, und ¢, welche in der Ebene x, liegen, aus-
einanderlaufend (sonst wire p, || p,). Der Punkt M und die Gerade ¢ liegen in der
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Ebene «,. d. h., es ist «, || p,. Entsprechend liegen der Punkt M und die Gerade ¢,
wenn p, | ¢ ist, in der Ebene &, und es ist &4 || p,. Wenn keine der Beziehungen p, | ¢
oder p, |t gilt, dann ist z Transversale der zueinander windschiefen Geraden p,
und p,.

Ergebnis der Diskussion: Wir bezeichnen mit z, die Ebene durch die Gerade p,, die
parallel zu p, ist. Ferner bezeichnen wir mit x, die Ebene durch die Gerade p,, die
parallel zu p, ist. (Es existiert genau eine Ebene 7, und eine Ebene 7,, esistz; | 7, und
7, % m,.) Wenn der Punkt M in keiner der Ebenen 7, oder n, liegt, so existieren in
jeder der Ebenen «, und &, genau zwei Kreislinien, welche die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen. Durch Kombinieren erhalten wir also insgesamt vier Paare gesuchter
Kereislinien (k,, k,), und zwar die Paare:

Xk1s Xk25  Xkts Ye2s  Virs Xaz2s Viis Yez-

Liegt der Punkt M in einer der Ebenen 7, m,, etwa in der Ebene x,, so daB
7, = «, ist, dann existieren in der Ebene «; genau zwei Kreislinien, wiihrend in der
Ebene a, % 7, nur eine einzige Kreislinie existiert, welche den Bedingungen der Auf-
gabe entspricht (jetzt ist ]| p,). In diesem Falle erhalten wir also durch Kombinieren
insgesamt zwei Paare gesuchter Kreislinien, z. B. das Paar xy,, x;, und das Paar

Ykt Niz-

9. a) Wir bezeichnen wie in der Abbildung 3.1. die Eckpunkte des neuen Sechsecks
mit Cy, C,, ..., Cs. Nach den Sitzen iiber die Kongruenz der Dreiecke kénnen wir
leicht beweisen, daB} die Dreiecke AA;A4,B,, AA>A3B;, ..., AAgA B, sowie die
Dreiecke A4, B,Cy, AA,B,C,, ..., A AsBsC, kongruent sind. Daraus folgt, daB3 im
Sechseck C,C,C3C,C;sCs alle Innenwinkel und alle Seiten gleich sind, daB3 es also
regelmaBig ist.

b) Der Flicheninhalt P, des gegebenen Sechsecks ist
R -1
4 2

Wir bezeichnen mit P den Flidcheninhalt des Sechsecks C;C,...Cs und mit P’ den
Flicheninhalt des Dreiecks 4,4,C,.
In dem Dreieck A4,4,C, ist ¥ A4,4,B, = ¢,

¥ A, A,Cy = XA, 4,45 — ¥ A34,B; = 120° — ¢
und ¥ A4,C,A4, = 60°. Aus dem auf dieses Dreieck angewandten Sinussatz folgt

A,C, sin(120° — ¢) A,C, _ sing

A A, sin60° 4,4, sin60°
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d.h.

sin @

_sin (120° — ¢)
sin 60°°

sin 60°

4,C,

> 2%2

Dabei ist 4,C; = A,C, und also C,C, = A4,C, — A,C; = 4,C, — 4,C,,d. h.

sin (120° — @) — sin
3= G~ B0 0 g
sin 60

- 2 cos 60° sin (60° — ¢) _ 2; 3 gin (60° — s

sin 60°
Dabher ist Co_
1, /2 43 .,
P=6--7"y/3=1" sin? (60° — @),
rhd i ( ?)
d.h. B
P =2+/3sin? (60° — ¢): m
¢) Wir sollen den Wert von ¢ ermitteln, fiir den P = %Po ,d.h P= —2— . §\/5 und
also = 3 32
P=+/3 193}

gilt.
Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich:

2+/3sin? (60° — ¢) = /3,

sin? (60° — ¢) =

>

_

77

N

N

sin (60° — ¢) 3

denn auf Grund der Aufgabe ist

0< g < 30° 3)
und demnach ist sin (60° — ¢) > 0, so daB fiir den Winkel 60° — ¢

30° < 60° — @ < 60°

gelten muB, d. h., der Winkel 60° — ¢ ist spitz.
Aus den Beziehungen (3) und (3') ergibt sich 60° — ¢ = 45°, d. h.

g =15

Ergebnis: Den Flicheninhalt des entstandenen Sechsecks fiir 0 < ¢ < 30° erhilt man
mit Hilfe der Formel (1). Dieser Flicheninhalt ist genau dann gleich zwei Dritteln
des Flicheninhalts des gegebenen Sechsecks, wenn ¢ = 15° ist.
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Zusatzaufgabe:

Aus dem Dreieck 4,4,B,, in welchem XA4,4,B, = ¢;, ¥A;4,B, = 120° und
¥XA,B,4, = 60° — @, ist, erhalten wir mit Hilfe des Sinussatzes

N

2By sin @

A4, sin(60° — ¢)

Fiir x = 4,8, gilt

sin @

~ sin (60° — @) i
und also
sin (60° — @) = Sm—(‘p
x
Nach Einsetzen in (1) erhalten wir
P=2J§~Si“z‘”. )

Aus (4) ergibt sich hieraus fiir 0 < ¢ < 30° (siche die geometrische Bedeutung des.
Winkels ¢ und der Strecke 4,B, der Linge x, wobei der Punkt B, innerhalb der-
Strecke 4,4 liegt):

1 sin(60° —¢) [V3 1. ) V3 1
-=————"-=|—cosp— -sing |:singp = —cotp — =
x sin @ 2 2 2 2
und also
2+x 2 2+x
o= ——*—= = 6)
2 /3 x+/3
Bekanntlich ist
o3 1
sinp= ————
4 L4+ cot’ g

woraus sich unter Benutzung von (6):

, 4x + x°
sm2<p=1:[l+f++z+v—:|
.3 3 x*
sin g = -+ ——-—
4 x*+x+1
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ergibt. Setzen wir nun dieses Ergebnis in (5) ein, so erhalten wir:

P=23 2——-1——

2 X +x+1

10. Aus der Ungleichung 2¢ > a + b erhalten wir durch Quadrieren der beiden
Seiten (es handelt sich um positive Zahlen)

4c? > a* + 2ab + b* = (a — b)* + 4ab Z 4ab
und also

¢ > ab. . 2)
Deshalb ist in (1) ¢> — ab > 0, und die Wurzeln haben einen Sinn.
1. Nehmen wir an, daB gilt

c—-\cz—ab<a oder ¢ —a<~c? — ab. 3
Es gibt zwei Mdglichkeiten:
Fall [1]: Angenommen, es ist ¢ — a < 0, dann gilt (3).

Fall |2]: Angenommen, es ist ¢ — a > 0. Wir erheben die beiden Seiten (3) ins
Quadrat und erhalten

2 —2ac+a*<c*—ab
und
0 < a(2c ~ a — b). . ! O]

Weil 2¢ > a + b gilt, ist die Bezichung (4) richtig. Durch Riickschlul kommen wir
zu (3).

1I. Die Giiltigkeit der Ungleichung @ < ¢ + \/c2 — ab,;d. h.
a—c<~c*—ab

beweisen wir entsprechend wie im Absatz I.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Entwurf einer anderen Losung:
1. Nach der Voraussetzung gilt

2¢)* > (@ + b~ o)
Angenommen, es gilt nicht (2), d. h., es gilt

4c% < 4ab. (6)
Aus (5) uné (6) ergibt sich 4ab > (a + b)? oder 0 > (a — b)?, was unmoglich ist.
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II. Angenommen, es gilt ¢ — \/cz —abzaoderc —az V/cz — ab. Dann ist not-
wendigerweise ¢ — a = 0, und es gilt (c — a)? = ¢ — ab, d. h. —2ac + a* = —ab
und 2¢ £ a + b, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Losungen zu den Aufgaben der dritten Stufe, Klasse 11

11. Wenn x Lésung der Ungleichung (1) ist, dann mu$ fiir jede ganze Zahl n

x % n-+90° ()
sein, sonst hitten die Briiche in (1) keinen Sinn. Dann ist

3sin® x cos 2x > 0,
; und durch Multiplizieren der beiden Seiten

der Ungleichung (1) mit dieser Zahl erhalten
wir die Ungleichung

3(cos? x — sin? x) = 8 cos? x sin? x.

Nach einer Umformung erhalten wir

8cos*x — 2cos?x —320
oder

cos®x — 2 coszx+1 > 0.
Abb. 3.13. 4 2

Weil der zweite Faktor auf der linken Seite dieser Ungleichung sicher positiv ist,
folgt daraus, daB

cos’x — 2 =0,
4
d. h.
|cos x| = 1\/3
2

sein muB. I 5
Weil cos 30° = 5\/3 ist, finden wir aus der grafischen Darsteilung der Funktion

» = cos x leicht folgende Intervalle fiir den Winkel x (siehe z. B. Abb. 3.13.):
—30° 4 k-180° < x < k- 180°,
k - 180° <x = 30° + k- 180°,

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.
Durch RiickschluB kommen wir von einer beliebigen der Zahlen x dieser Intervalle
zu der Beziehung (1). Damit ist die Aufgabe gelost.
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Eine andere Losung:

Die Bezichung, (1) kann man unter der Voraussetzung (2) auf folgende Weise um-
formen (es ist tan? x > 0):

8
cot’ x — tan’x = 7

0 = 3tan*x + 8tan?x — 3.

Die Gleichung 3y? + 8y — 3 = 0 hat die Wurzeln
1 ool |
Yi,2 = E)(—8 + 464 + 36) = 6(_8 + 10),

d.h. y, = }, y2 = —3. Man kann deshalb die Beziehung (3) in der Form

3
0= (tan’x + 3) (3 tan?x — 1)
schreiben, wobei der erste Faktor rechts eine positive Zahl ist, und deshalb
3tan’x — 150
sein muB.
Daraus folgt

|tan x| £ é\/g

Fiir x muB deshalb entweder

n-180° < x < 30° + n- 180°
oder
. 150° + n-180° < x < 180° + n - 180°

gelten, wobei # eine beliebige ganze Zahl ist. Unter Beriicksichtigung von (2) erhalten
wir somit die Intervalle

n-180° < x £ 30° + n 180°,
150° 4+ 1+ 180° < x < 180° + n - 180°,
wobei 2 eine beliebige ganze Zahl ist.

Durch Riickschlul gelangen wir von jeder von dieser Zahlen x zur Ungleichung (1).

12. Analyse (Abb. 3.14.): Die gesuchte Kugel x ist in bezug auf die Ebene o = 4BB’
symmetrisch. Deshalb liegt ihr Mittelpunkt S in der Ebene ¢. Die Kugel x beriihrt
die Gerade g = 4'D’, so daB g L o gilt. Weil die durch den Mittelpunkt einer Kugel
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gelegte Ebene, die auf einer gegebenen Kugeltangente senkrecht steht, diese Tangente
in ihrem Beriihrungspunkt schneidet, ist der Punkt A’ der Berithrungspunkt der
Tangente ¢ mit der Kugel ». Die Ebene g schneidet die Kugel » in der GroBkreis-
linie k¥ mit dem Mittelpunkt S. Die Kreislinie k verlduft also durch die Punkte 4’
und P und beriihrt die Gerade p = 4B. Damit haben wir unsere Aufgabe auf eine
planimetrische Aufgabe zuriickgefiihrt, welche wir in der Ebene ¢ durchfiihren.

q il
0 . - N
5 II’, \\\
4 ( \
i 1 )
N \ ‘.
1 9 \ /
Pt 1 \ M____2 m
L S SN 7S
Y e
//’ k' P k
d
g4 8 ¢ \11A q ?
Abb. 3.14. Abb. 3.15.

Wir bezeichnen mit m die Mittelsenkrechte der Strecke PA’ (sofern P £ A’ ist), so
daB m| p ist; der Punkt S muB auf der Halbierenden m der Bogensehne PA’ liegen,
und weil die Tangente p zum Durchmesser m parallel verlduft, ist der Abstand r der
Parallelen p und m der Radius der Kreislinie k. Daraus ergibt sich die Konstruktion
des Punktes S (Abb. 3.15.): Wir konstruieren die Mittelsenkrechte m der Strecke PA’
und ermitteln den Abstand r = 4M zwischen den Parallelen m und p. Der Punkt S
liegt einerseits auf der Geraden m, andererseits auf der Kreislinie n = (4', r), d. h.,
er ist einer der Schnittpunkte der Geraden m und der Kreislinie n. Ferner konstruieren
wir die Kreislinie & = (S, r).

Beweisfithrung: Wir betrachten nun die Kugel » mit dem Mittelpunkt S und dem
Radjus r. Aufihr ist die Kreislinie k GroBkreislinie. Die Fliche » verlduft entsprechend
der Konstruktion durch die Punkte P und 4'. Weil A'D" L g steht, ist der Punkt 4’
der Berithrungspunkt der Tangente 4’D’ = ¢ der Kreisfliche ». Die Gerade p be-
rithrt die Kreislinie k im Punkt Q. Deshalb hat die Gerade p mit der Flidche » nur den
Punkt Q gemeinsam, und die Gerade p ist deshalb auch Tangente an die Fliche ».
Damit haben wir bewiesen, daB3 die Fliche » die Forderungen der Aufgabe erfiillt.
Unsere Erwdgung haben wir unter der Voraussetzung angestellt, daB P = A’ ist.
Diskussion: [

[1] Wenn P = A ist, so ist r = EAA', und die Kreislinie k beriihrt die Gerade p im

Punkt 4. Die Aufgabe hat eine einzige Losung (Abb. 3.16.). o
[2] Wenn der Punkt P innerhalb der Stiecke A4’ liegt, ist r > EAA’. Die Ent-

fernung des Punktes 4’ von der Geraden m ist kleiner als r. Deshalb schneidet die
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Kreislinie n die Gerade m in zwei voneinander verschiedenen Punkten S und S’, und
die Aufgabe hat zwei Losungen (Abb. 3.15.).

[3] Wenn P = A’ ist (ein Ausnahmefall, den wir nicht in Betracht gezogen haben —
siche Abb. 3.17.), so hat die Aufgabe unendlich viele Lésungen. Jeder Punkt 7 der

Abb. 3.17.

\a=p=g  p Abb.3.16.

Geraden p ist Berithrungspunkt einer Kreislinie durch den Punkt 4’. (Die Menge der
Mittelpunkte der gesuchten Kugelflichen x ist nach der bekannten Definition eine
Parabel mit dem Brennpunkt A4’ und der Leitlinie p.)

[4] Wenn der Punkt P auf der Verlingerung der Strecke AA’ iiber den Punkt A4’ hin-
aus liegt, ist der Abstand d des Punktes A4’ von der Geraden m gleich d = éA—’P,

wihrend der Radius r der Kreislinie n gleich r = %ﬁ + A4’ ist,d. h., r > d. Des-

halb schneiden die Gerade m und die Kreislinie » einander in zwei voneinander ver-
schiedenen Punkten S und S’, und die Auf-
gabe hat zwei Losungen (Abb. 3.18.).

{5] Wenn der Punkt P auf der Verldnge-
rung der Strecke 44’ iiber den Punkt A
hinaus liegt, hat die Aufgabe keine
Losung; denn zwei Punkte (P und A') einer
Kreislinie konnen nicht auf verschiedenen
Seiten einer Tangente (p) dieses Kreises
liegen.

Abb.3.18. Danmit ist die Aufgabe gelst.

P

13. Analyse (Abb. 3.19.): In dem Dreieck ABM ist AB = 2+ BM, und deshalb ist
der Winkel @ = X BAM sicher spitz. Daher fillt der FuBpunkt X des von M auf die
Gerade 4B gefillten Lotes auf den Strahl 48. Weil M der Mittelpunkt der Strecke BC

ist, ist MK = %r, wobei v die Hohe des Rhombus ist. Das Dreieck AMK hat am
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Eckpunkt K einen rechten Winkel. Wir kennen die Hypotenuse AM und die Linge
der Kathete MK dieses Dreiecks (Bestimmung nach dem Satz ssw). In dem Drei-
eck ABM ist

(€))

Sk
N_I;—-

Auf Grund dessen konstruieren wir die Seite des gesuchten Rhombus.

Konstruktion (Abb. 3.19.): Uber der Strecke AM als Durchmesser konstruieren wir
die Kreislinie & und beschreiben die Kreislinie m = (M,% ) Wir wihlen eine

der Halbebenen, die von der Gerade AM begrenzt werden, und bezeichnen mit K
den Schnittpunkt der Kreislinien & und m, der in dieser Halbebene liegt. Damit
haben wir das Dreieck AMK konstruiert. Das Dreieck A BM konstruieren wir unter
Verwendung der Homothetie folgendermaBen:

Innerhalb des Strahls 4K wihlen wir einen Punkt P und beschreiben die Kreislinie

n= <P, 0= %A_P) Wir bezeichnen mit X £ A einen der Schnittpunkte des Strahls
AM mit der Kreislinie 7. Dann gilt % = % Bei der Homothetie zum Mittelpunkt 4
ist dem Punkt X der Punkt M zugeordnet. Dann entspricht dem Punkt P der Punkt B
(es ist MB||XP), und es gilt die Beziehung (1). Damit haben wir die Seite 4B des ge-
suchten Rhombus 4 BCD konstruiert, welchen wir dann leicht konstruieren kénnen.
Aus der Konstruktion folgt, daB ein auf
diese Weise konstruierter Rhombus die
Forderungen der Aufgaben erfiillt: Der
Punkt A4 ist Eckpunkt, der Punkt M ist
der Mittelpunkt der Seite BC, und die Hohe
des Rhombus ist v.

Diskussion: Der Punkt K 1aBt sich in der
gewidhlten Halbebene genau dann kon-
struieren, wenn MK < MA, d. h. wenn

Abb. 3.19. . v<2d @
1st.

Die Aufgabe hat zwei Lésungen, eine oder keine Lésung, je nachdem, ob auf dem

Strahl AM zwei Punkte, ein oder kein Punkt der Kreislinie n = <P, 0= %E)

liegen, d. h. je nachdem, welche von den Beziehungen x < g, x = g, x > p gilt (x ist
die Entfernung des Punktes P von der Geraden AM. Dabeiist g < AP, 5o daB jeder
. Schnittpunkt der Kreislinie #» mit der Geraden AM auf den Strahl 4 M fillt). Nun ist
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aber x = AP sinw und sinw =-v->-, wenn o = ¥xKAM ist. Es gilt also

SRR
Q-

X — % Jenachdem ob 2 < 1, Y21 oder > 1, dh.v<dv=doderv>d
20 2d d d d

ist, hat die Aufgabe zwei, eine oder keine Losung.

In einem Quadrat ist die Hohe v des Quadrats gleich der Seite a des Quadrats. Mit

Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS erhalten wir in diesem Falle aus dem Dreieck AMB:

d=lv\/g.
2

Wenn diese Bezichung gilt, so istz < d, und eine der beiden Lésungen ist ein Quadrat.

Ergebnis: Bei der Konstruktion des Punktes K haben wir uns auf eine der beiden ent-
gegengesetzten Halbebenen mit der Grenze AM begrenzt. Durch Spiegelung an der
Geraden AM gelangen wir mit Hilfe der eben beschriebenen Losungen zu weiteren

Abb. 3.20.

(auch in dem Falle, daB BC senkrecht auf AM steht oder v = d ist) Losungen. Fiir
v =d gibt es also insgesamt zwei Losungen, fiir v < d insgesamt vier Lsungen
(gegebenenfalls einschlieBlich der beiden Quadrate), fiir v > d keine Lsung.

Entwurf einer anderen Losung (Abb. 3.20.):

Wir bezeichnen mit N den Mittelpunkt der Seite CD des gesuchten Rhombus ABCD.
Es ist bekannt, daB die Diagonale AC die Symmetrieachse des Rhombus ABCD ist.
In bezug auf diese Symmetrie sind die Strecken CB und CD und damit auch die
Punkte M und N symmetrisch gelegene Figuren, d. h., es gilt

AN = 4M.
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Auf Grund dieser Eigenschaften fithren wir die Konstruktion durch:

Den Punkt K konstruieren wir entsprechend der vorhergehenden Losung (dabei wird
der gesuchte Punkt B auf der Geraden p = 4K liegen). Wir bezeichnen mit L das
zentralsymmetrisch zum Mittelpunkt M gelegene Bild des Punktes K, so daB KL = v
ist, und ziehen durch den Punkt L die Gerade g| p. Wir beschreiben die Kreislinie
n = (4, d = AM). Den einen der Schnittpunkte der Geraden ¢ mit der Kreislinie n
bezeichen wir mit N. Die Mittelsenkrechte e der Strecke MN (sie verlauft sicher durch
den Punkt A) schneide die Gerade ¢ im Punkt C. Die Punkte B und'D des gesuchten
Rhombus liegen auf der Mittelsenkrechten £ der Strecke AC und auf den Geraden p
bzw. q.

Beweis: Wir bezeichnen mit S den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten e und f. Nach
der Konstyuktion ist S4 = SC und ferner SB = SD, denn die Geraden p und g und
damit auch die Punkte B und C liegen symmetrisch in bezug auf den Punkt S. ABCD
istalso ein Parallelogramm, seine Hohe ist v. Nach der Konstruktion ist die Gerade AC
Symmetrieachse dieses Parallelogramms, und deshalb ist CB = CD. Es ist also ABCD
ein Rhombus. Weil der Punkt M auf der Achse o des Streifens zwischen den Parallelen
p und g liegt, ist M der Mittelpunkt der Seite BC. Damit ist der Beweis gefiihrt.

Diskussion: Nach Wahl einer der Halbebenen, die von der Geraden AM begrenzt
werden, existiert der Punkt K genau dann, wenn v < 2d ist. Uber die Losbarkeit ent-
scheidet ferner die gegenseitige Lage der Kreislinie n = (4, d) und der Geradeng.
Wenn v < d ist, gibt es in der gewihlten Halbebene zwei voneinander verschiedene

. . 1 = ;
Losungen (darunter ist auch ein Quadrat, wenn d = 5 v \/ 5 1st). Diese Losungen

sind wirklich verschieden, denn die Punkte N und N’ fallen nicht zusammen (sie liegen
symmetrisch in bezug auf die Gerade o’ 1 AK, die durch den Punkt 4 verliuft), wo-
bei der Punkt M innerhalb der Halbebene o'K liegt (der Winkel MAK ist spitz). Wenn
v = d ist, gibt es nur eine einzige Losung, wihrend die Aufgabe fiir v > d keine
Losung hat. Das Ergebnis ist in der vorhergehenden Losung dargestelit.

14. 1. Zuerst entscheiden wir, fiir welche reellen Zahlen x die rechte Seite einen Sinn
hat.

1] Es muB gelten
1— ’E‘m >0, dh xx 2. o))

a) Fiir x < Oist x [x| = —x2, so daB die Beziehung (2) erfiillt ist.

b) Fiir x = 0 ist x|x| = x2, und man kann die Beziehung (2) in der Form x2 £ 2,
d.hx=< \/2 schreiben,
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Aus beiden Ergebnissen zusammen erhalten wir zunichst, daB
x<v2 ©)

gelten muB.
Die Giiltigkeit dieser Beziehung werden wir im weiteren voraussetzen.

[2] Wir schreiben (1) kurz in der Form y = \/Z - \/Z, wobei A; = 4, = 0ist.
Es geniigt daher, zu ermitteln, unter welcher Bedingung A, = 0 ist, d. h., unter
welcher Bedingung

[ .

1—i‘|x|—\/1 ~zo

4 2
gilt. Die letzte Ungleichung kann man in der Form

. [
x x

1—=|xfz_ /1 —-=|x
4| | _\/ 2l |

schreiben.
Wenn x diese Beziehung erfiillt, ist die linke Seite der Ungleichung notwendigerweise
eine nichtnegative Zahl. Daher folgt durch Quadrieren, daf3

2
=2+ () 21-Z,
2 4 2

(3 1.\-1)z >0

ausfallen muB, was aber fiir jedes reelle x erfiillt ist.

Durch RiickschluBl findet man, daB fiir jede reelle Zahl x, fiir die A, definiert ist,
auch tatséchlich 4, = 0 ausfillt. So haben wir festgestellt, daB (1) fiir alle x definiert
ist, fiir die (3) gilt.

also

II. Fiir das weitere Studium der durch (1) in x < \/5 definierten Funktion unter-
scheiden wir zwei Fille:

a) x<0; b 0<xsV2.
. Fall [a]: Fiir x £ 0 ist x|x| = —x2, und die rechte Seite von (1) kann man dann
schreiben:

.2 .2 2 .2
Ay S
4 2 4 2
1
=\/£(4+xz)+\/%(2+xz)—\/2(4+x2)—\/%(2+x2).
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Wir setzen 2 + x? = a® mit a > 0. Nach Einsetzen erhalten wir:

y=\/i(2+a2)+\/<\—/l—§a>2*\/%(Z-Faz)—\/(%a)z

. ji Y, /}1 (2 — 22

= \/l}(\/& + a)ir = \/B(\/i - a):l2

=%(\/§+a)—‘%(\/5—a)

Weila? = 2ist,ista = /2, und es st also

é(x/i—a) =§<a—ﬁ).

Wir erhalten deshalb
T 6= - -
y=5[\/2+a—(a—\/2)]=\/2.

Ergebnis [a]: Fir x < 0 ist
y=+2. @

Fall [b]: Fiir x 2 0 ist x|x| = x2, und die rechte Seite von (1) nimmt die Form an:

=\/£(4—x2)+\/%(2—.\‘2)—\/%(4—):2)—\/;(2—.\'2).

Wir setzen 2 — x2 = b? mit b 2 0 [vgl. (3)]. Nach Einsetzen ergibt sich

—Meemye oo Loer- L
y—\/4(2+b)+\/2b \/4(2+b) \/2b
- Nzenl - Nazop]
= \/[2 «2+ b)] \/[2 /2 b)]

y=§(ﬁ +5) _E(\/i " b)l.

. 233



Es gilt aber 2 2= b2, d. h., \/E = b oder \/E — b = 0. Deshalb erhalten wir
y=%[\/§+b—(\/i—b)]=b=\/2—x2.

Ergebnis [b]: Fiir x = 0 ist

y=+2-x (%)

Endresultat: Firx £ Qisty = \//E, also eine Konstante, und die zugehorige grafische
Darstellung ist der Strahl AM, wobei 4 = [0,+/2], M = [—1,v/2] ist (siche
Abb.3.21.). Firx 2 0 ist y=v2 —x22 0
und damit x? + y? = (v/2)2. Die Punkte [x, y],
welche die letzte Gleichung erfiillen, liegen auf
der Kreislinie k = (0, \/5), wobei in unserem
Falle x 2 0 und gleichzeitig y = 0 ist. Das
bedeutet, daB das Bild der Viertelkreis AB ist,
wobei 4 = [0,/2), B=[+/2,0] und 0 = [0,0]
der Mittelpunkt ist (siche Abb. 3.21.).

Damit ist die Aufgabe geldst.

Abb. 3.21.

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 10

15. 1. Wir losen die Gleichung

\/x+ 2x-1+\/x— 2x — 1 =p, @

wobei p > 0 eine gegebene reelle Zahl ist. Wenn x eine reelle Zahl ist, welche diese
Gleichung erfiillt, so mufl

2x—120, )
d. h. .

X

v
N =

)

ausfallen, sonst hiitte die Wurzel \/ 2x — 1 keinen Sinn. Unter der Voraussetzung
(5) ist wegen (5") das erste Glied der Summe auf der linken Seite der Gleichung (4)
eine positive Zahl. Es ist aber erforderlich, daB auch das zweite Glied der linken
Seite der Gleichung (4) einen Sinn hat, d. h., daB3

x—\/2x—120, ©)
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also

x=2vV2x -1

gilt.
In dieser Ungleichung sind beide Seiten nichtnegative Zahlen [siche (5) und (5)]. Des-
halb ist diese Ungleichung mit den Ungleichungen

x2=22x—-1,
x=1)*z0

dquivalent.

Diese Ungleichung gilt aber fiir jede reelle Zahl x, und deshalb ist die Beziehung (6)
fiir alle x, die (5) geniigen, erfiillt. Wir quadrieren nun beide Seiten der Gleichung (4).
Fiir p > 0 erhalten wir dann die Gleichung

x+V2r—T+x—V2x—1+2Jx — 2x— 1) = p?,
d. h. die Gleichung

2x+2\/(x—-1)1=p2.

Weil fiir jéde reelle Zahl a stets \/ @ = |a| ist, folgt aus der vorhergehenden Gleichung
2x + 2x — 1] = p~. 0
Wir unterscheiden zwei Fille.
Fall [1): Angenommen, es ist
x=1. 8)
Dann nimmt die Gleichung (7) die Gestalt

2x + 2(x — 1) = p?
oder
4x = p* 4+ 2
an, und es ist also
_pP+2

XS = ®

Fall [2]: Angenommen, es ist -;- < x < 1. Dann nimmt die Gleichung (7) die Form

2x + 2(1 — x) = p?
oder

2-p*=0 (7)
an.
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Wenn also p = \/E ist, so ist die Gleichung (7) fiir alle

IA

1
SExLll (10)
2
erfullt, wihrend fiir 0 < p, p * \/2 die Gleichung (4) im Intervall (10) keine
Losung hat.
II. Nun gehen wir zu den einzelnen Aufgaben iiber.
a) Fiir p = /2 muB im Fall [1]
242
N e
4

x=1
sein. =
Im Fall [2] muB fiir jede Losung x aus dem Intervall (10) p = \/2 sein. Durch Ein-
setzen in die Gleichung (1) iiberzeugen wir uns davon, daB jede Zahl x aus dem
Intervall

Losung der Gleichung (1) ist.
b) Fiir p = 1 ergibt sich aus der Beziehung (9)

52—

AW

B

was der Voraussetzung (8) widerspricht. Die Gleichung (2) hat also keine Losung.

¢) Fiir p = 2 ergibt sich aus der Beziehung (9)
4+2
=L L

4
oder

=
I
N w

was der Forderung (8) entspricht. Die Zahl x = % ist tatsdchlich die Lésung der

Gleichung (3), wovon man sich durch RiickschluB oder durch Einsetzen iiberzeugen
kann.

Ergebnis: Lésung der Gleichung (1) ist jede Zahl x, fiir die

IIA

x=1

IA

o
2
gilt.
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Die Gleichung (2) hat keine Lésung, und die Gleichung (3) hat die e'inzige Losung
gu

2

16. Analyse (Abb. 3.22.): Nehmen wir an, daB wir die Gerade XY mit den gesuchten
Eigenschaften gefunden haben. Das Dreieck XYC und das Trapez ABYX haben die
Seite XY gemeinsam, und weil sie gleiche Umfénge haben, muB fiir ihre tibrigen
Seiten gelten

XA + AB + YB = CX + CY. )

Abb. 3.22,

Es gilt fiir die Segmente auf den Strahlen C4 und CB, die durch die beiden Parallelen
AB und XY begrenzt werden,

XY=k-CX, YB=k-CY, @
wobei der Proportionalitétsfaktor & > 0 kleiner als 1 sein muB. Das beweisen wir
folgendermaBen: Wir setzen aus (2) in (1) ein und erhalten

AB + k(CX + CY) = CX + CY,

AB = (1 — k) (CX + CY).

Dabei ist immer AB >0, CX + CY > 0 (sofern die Aufgabe eine Losung hat)

und da_mit auch A k>0 oder k <1, was zu beweisen war. Es ist also
XA < CX, YB < CY. Deshalb gilt wegen (I) und (2):

XA+ AB=CX+CY—k-CY=CX+CY(l — k),

also —
XA + AB > CX.

Es existiert daher innerhalb der Strecke AB ein Punkt Z, fiir den

XA + AZ = CX 3
gilt.
Die linke Seite der Beziehung (1) kann man folglich in der Form

(XA + AZ) + (ZB + YB)

oder ___ JER—
CX + (ZB + YB)

237



schreiben. Damit nimmt (1) die Form

CX + (ZB + YB) = CX + CY
oder

ZB+BY=CY @
an.'
Aus (3) und (4) ergibt sich

AZ = CX — X4,

BZ = CY — YB.
Nach Einsetzen aus (2) erhalten wir dann

AZ = CX(1 — k),

BZ =CY(l - k)

und also
AZ _CX
== )
Bz cv
Weil ﬁ’ll AB ist, gilt entsprechénd einem,bekannten Satz die Beziehung
CX C4
cr B
und wegen (5) gilt dann auch
AZ c4
— == ©)
BZ CB

Wir konstruieren auf der Verldngerung der Strecke AC iiber den Punkt 4 hinaus den
Punkt M so, dal AM = AZ ist und auf der Verlingerung der Strecke BC iiber den
Punkt B hinaus den Punkt N so, daB BN = BZ ist. Nach Einsetzen fiir 4M und BN
in die linke Seite von (6) erhalten wir

iR

BN CB
Nach einem bekannten Satz (iiber eine Schar von Geraden, welche durch zwei Par-
allelen geschnitten wird, oder iiber die Homothetie der Dreiecke CAB und CMN)
ergibt sich aus dieser Gleichheit

MN| AB.

Dabei ist XM = XA + AM = XA + AZ = CX, und dhnlich wird bewiesen, daB
YN = CY sein muB. Es ist also XY | AB Symmetrxeachse des Dreiecks CMN. Da-
neben gilt (6), so daB der Punkt Z die Strecke 4B im Verhaltnis der Seiten CA und CB
des Dreiecks teilt.
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(Bemerkung: Nach einem bekannten Satz iiber Winkelhalbierende ist CZ die Hal~
bierende dieses Winkels BCA.) Auf dieser Grundlage fiihren wir die Konstruktion
durch.

Konstruktion (Abb. 3.22.): Durch den Punkt 4 konstruieren wir den Hilfsstrahl 4PQ,
der nicht Teil der Geraden 4B ist, und zwar so, daB fiic P und Q

AP = CA, PO = CB 7
gilt. AP = CA, PQ=CB 7)

Wir ziehen in dem Dreieck die Gerade PR| QB und bezeichnen den ‘Schnittpunkt
der Geraden PR und AB mit Z. Weil der Punkt P innerhalb der Strecke AQ liegt,
liegt Z innerhalb von 4 B. Dabei ist

AZ AP
Bz PQ
und auf Grund von (7)
AZ CA
= @®)
Bz CB

Auf der Verlingerung der Strecke AC iiber den Punkt 4 hinaus konstruieren wir die
Strecke AM = AZ und auf der Verlingerung der Strecke BC iiber den Punkt B
hinaus die Strecke BN = BZ. Wir bezeichnen der Reihe nach mit X und Y die Mittel-
punkte der Strecken CM, CN. Dann ist XY die gesuchte Gerade.

Den Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion werden wir der Kiirze halber nicht
durchfiihren. Er geht aus der Analyse und den zur Konstruktion gemachten Bemer-
kungen insbesondere der Beziehung (8) hervor.

Diskussion: Weil man bei der beschriebenen Konstruktion stets nur einen Punkt Z
erhilt, und weil die Mitteltransversale XY || MN des Dreiecks CMN existiert, hat die
Aufgabe stets genau eine Losung.

Nachtrag 1: Aus der im Text aufgefithrten Bemerkung ergibt sich die duBerst einfache
Konstruktion des Punktes Z unter Verwendung der Winkelhalbierenden des Winkels
BCA. Hier bedienen wir uns des bekannten Satzes:
Die Halbierende des Winkels BCA des Dreiecks teilt die Seite AB in zwei Strecken,
fiir die die Bezichung(8) gilt.

17. a) Weil fiir n = 2 die Behauptung der Aufgabe richtig ist, nehmen wir an, daB.
n > 2 ist und setzen n = 2k, wobei k eine natiirliche Zahl gréBer als 1 ist. Es gilt
x=3"+463=3"—3%+72. (1)
Wenn wir beweisen, daB die Zahl
y=3_32
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durch die Zahl 72 teilbar ist, so ist der Beweis fiir die Behauptung der Aufgabe
erbracht, weil x = y + 72 ist, wobei der zweite Summand durch die Zahl 72 teil-
bar ist.
Nun gilt
y=33"*=-1).
Die Zahl y ist also durch 9 teilbar. Da 72 = 9 - 8 ist, geniigt es zu beweisen, daB die
Zahl P
durch 8 teilbar ist. Die Zahl n — 2 ist gerade und natiirlich, so daB man schreiben
kann n— 2=k
wobei k eine natiirliche Zahl ist. Nach einer bekannten Formel gilt
z=3*%—1=3-1D)@E+1),
wobei 3¥ — 1, 3* + 1 zwei unmittelbar aufeinanderfolgende gerade Zahlen in der
natiirlichen Reihenfolge der Zahlen sind. Von diesen ist bekannt, daB genau eine von
ihnen durch 4 und die andere durch 2 teilbar ist. Deshalb ist die Zahl z durch das

Produkt von 4 -2, d. h. durch die Zahl 8, teilbar. Damit ist die Behauptung der Auf-
gabe a) bewiesen.

b) Den Beweis fiir die Behauptung der Aufgabe fithren wir indirekt.
Angenommen, die natiirliche Zahl n ist ungerade, so da

n=2k+1
ist. Wir kénnen & = 1 voraussetzen (fiir kK = 0 ist x = 3 4+ 63 = 66 und nicht durch
72 teilbar).
Fiir k = 1 gilt

x—=T72=yp=3*%"1_32=-333%* 1 ), 2)

z=3%*"1_1
=@-DE* T +3* P+ 1341

Der zweite Faktor dieses Produkts ist eine Summe aus 2k — 1 ungeraden Zahlen, ist
also ungerade. Der erste Faktor 3 — 1 ist durch 2 teilbar. Von den beiden Faktoren in
der Beziehung (2) ist also einer ungerade und der andere durch 2, nicht aber durch 8
teilbar. Die Zahl y ist also nicht durch 8 teilbar, und deshalb ist auch x fiir natiirliches
ungerades # nicht durch 72 teilbar. Wenn also 3" + 63 (fiir ein natiirliches ») durch die
Zahl 72 teilbar ist, muB » gerade sein.

Damit ist die Behauptung der Aufgabe b) bewiesen.

18. Analyse: Wir bezeichnen mit a, b, ¢ die Katheten bzw. die Hypotenuse des ge-
suchten Dreiecks 4BC, wobei ¥ ACB = 90° ist. Ferner bezeichnen wir mit «, f seine
spitzen Winkel, mit v die zur Hypotenuse 4B gehorende Héhe (siehe Abb. 3.23.),
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mit P ihren FuBpunkt und mit S den Mittelpunkt der Hypotenuse, welcher der
Mittelpunkt der dem Dreieck ABC umbeschriecbenen Kreislinie k ist. Es gilt

SA=SB=SC= g c. Entsprechend dem Text der Aufgabe gilt dann SC>=C4-CB

I 4
oder (E c) = ab, d.h.

¢* = 4ab. 0
1 1
Der Flidcheninhalt des Dreiecks ABC ist p = —ab und ebenso p = — cr. Daher
erhalten wir durch Vergleich 2 2
ab

y = =, )
c

Nach Einsetzen aus (1) ergibt sich

2

S

I
Jhlh
S

d. h.

v

I

R

3

In dem Dreieck SCP, in dem der Winkel SPC = 90° ist, ist SC = % ¢, CP = i &;

so daB das Verhiltnis der Kathete CP und der Hypotenuse SC gleich 1:2 ist; nach
einem bekannten Satz liegt dann CP
g der Winkel PSC = 30° gegeniiber.
Der Winkel ASC ist der Zentriwinkel
zum Peripheriewinkel f = < A4BC,

% so daB

=15 und «=75 (4

ist.

b Das gilt, wenn der Punkt Pein Punkt

AN\ der Strecke S4, also & > f ist. Im

pA Fall « < §8 erhalten wir das Winkel-
. paar

Abb. 3.23. =175 a=15° " (5

1
|
1
|
|
|
[
|
|
4

|
!
B . sli
I

Daraus ergil_)t__sich die Konstruktion (siche Abb. 3.23.). Nach Wahl der Lage der
Hypotenuse AB = ¢ und der Halbebene ABX, in der das gesuchte Dreieck liegen soll,

zeichnen wir die Kreislinie k = (S, %c) mit der Strecke AB als Durchmesser und

konstruieren in der Halbebene ABX den Winkel YSA = 30°. Der gemeinsame Punkt
des Strahls SY und der Kreislinie k ist der Eckpunkt C des gesuchten Dreiecks,
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welches nach dem vorhergehenden offensichtlich die Forderungen der Aufgabe er-
fullt [siche die Beziehung (4)]. Ferner bezeichnen wir mit g die Mittelsenkrechte der
Strecke 4B und mit BAC’ das Spiegelbild des Dreiecks ABC in bezug auf die Ge-
rade ¢. Das Dreieck ABC’ ist bei der gewihlten Lage der Strecke AB und der Halb-
ebene 4BX offensichtlich auch die Lsung der Aufgabe [vgl. die Beziehung (5)].
Die Aufgabe hat also zwei Lésungen.

Entwurf einer anderen Lésung: Aus den Beziehungen a® + b* = ¢? und (1) erhalten
wir durch Vergleich der rechten Seiten

Ca® + b? = dab,
2
&Y o [Bha 1 =0,
b b
(f) =948, ©
b)1,2

Weil (l—z) . (‘—I> =1 ist, sind die Dreiecke (4BC), , (BAC),, die zu den Wurzeln (6)
! 2

gehoren, kongruent. Wir beschrinken uns auf die Konstruktion fiir den Fall der
ersten Wurzel.

Konstruktion (siche Abb. 3.24.): Wir konstruieren das Hilfsdreieck 4'B'C’ ~ ABC,
wobei der Winkel A'C'B’ = 90° ist. Wir wihlen die Strecke C’4’ = b’ und die Halb-

. . B ‘B’ I
ebene C'A'M, in der der Eckpunkt B’ liegt. Nach (6) muB % =2 ++/3 sein.

In der gewihlten Halbebene lmﬁtruieren wir den Winkel A'C’'D = 90° so, daB
C'D = 2b" ist. Uber der Strecke C’D als Durch-

B messer konstruieren wir die Kreislinie & = (0, b').
Wir bezeichnen mit E den Schnittpunkt der Kreis-
linien k und m = (C’, b’), der in der Halbebene C’'4'M
liegt. Dann ist

DE* =DC* — CA™ = 4% — b = 37,
dh __ -

DE = b'+/3.
Auf der Verlingerung der Strecke DC’ iiber den
Punkt D hinaus konstruieren wir die Strecke

DB =DE=1V \/3, sodaB C'B' = (2 + +/3) b und

TB_Q+VnY
ca b

=2+\/g
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ist. Zu dem Dreieck A’B’C’ konstruieren wir das Dreieck 4BC, welches homothetisch
ist in bezug auf den Mittelpunkt 4’ = A, und zwar in folgender Weise: Auf dem
Strahl A’B’ konstruieren wir die Strecke 4’B = ¢, wobei ¢ die im Text der Aufgabe
gegebene Zahl ist. In der betrachteten Homothetie ordnen wir dem Punkt B’ den
Punkt B als Bild zu. Dann ist ABC eine der gesuchten Ldsungen. Die andere
Losung, die der zweiten Wurzel (6) entspricht, ist das Dreieck 4,B,Co =~ ABAC
(siche Abb. 3.24.), wovon wir uns leicht iiberzeugen konnen.

19. Wir nehmen an, daB die reelle Zahl x Losung der gegebenen Ungleichung (1) ist.
Damit die Briiche auf der linken Seite der Ungleichung im reellen Bereich einen Sinn
haben, muB} gelten

l1+x>0, 1-x>0, (1)
d. h.

—-l<x<l1. 2)
Die gegebene Ungleichung (1) kann man in die Form bringen

/1 — 5 —f .

v } x—+1+x =1 3)
VI +x)(1 —-x)

und weil \/(1 + x) (1 — x) > 0 ist, erhalten wir nach Multiplikation der beiden
Seiten (3) mit dieser Zahl

Viex=VisxzJ1-x @

Die linke Seite dieser Ungleichung muB positiv sein, denn es ist \/1 —x2>0. Es
muB also

Vi-x=vV1+x>0
oder

\/17x>\/1+x

sein, und nach dem Quadrieren der beiden positiven Seiten dieser Ungleichung er-
halten wir

I —x>1+x,
0 > 2x,
x < 0.
Zusammen mit der Beziehung (2) muB also
~l<x<0 )

sein.
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Durch ‘Quadrieren der beiden positiven Seiten der Ungleichung (4) erhalten wir

l—x—%—l+x—-2\/l—x2 1 — x2,

v

2 \/”1 . .\‘2,

v

14 x?
und durch erneutes Quadrieren (es ist sicherlich 1 — x? > 0) ergibt sich

1+ 2x2 + x* >4 — 4x2,

x4+ 6x2 -3 20,

(?+3-2V3)@2 +3+2V3) =0.

Der zweite Faktor auf der linken Seite ist eine positive Zahl. Deshalb muf} der erste
Faktor nichtnegativ sein, d. h., es muB}

P+3-2V320 )
ausfallen. Nun ist

2V3-3>2:1-7-3=04>0.
Man kann deshalb die Beziehung (*) in der Form

@+V2V3-)x-v2/3-3)z20

schreiben. Wegen (5) ist der zweite Faktor negativ. Deshalb mul3

x+Vavios<o,

d. h.
xs-vV2Ji-3
gelten.
Wenn wir diese Forderung mit (5) zusammenfassen, erhalten wir (siche Abb. 3.25.):
—l<xg -V2y3-3, ©)
i 7. Abb. 3.25.

Es ist nimlich —1 < — \/2—\/5——_3, denn es gilt
0<2v/3-3<2-18-3=-06<1
und also
Vafacaisn
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Weil fiir jedes x, welches der Beziehung (6) geniigt, die ganze SchluBweise umkehrbar
ist, erhélt man so alle Losungen der gegebenen Ungleichung (1).

20. Bemerkung: Wir geben zwei Losungsverfahren an. Es ist offensichtlich, dal wir
die Giiltigkeit der Beziehung (siche Abb. 3.26.)

CA=CB M
oder
e=d o =0 ?2)

voraussetzen kénnen, was sich aus dem Dreieck 4BC ergibt, wobei die Bezichungen (1)
und (2) dquivalent sind und der Fall der Gleichheit in beiden Beziehungen eintreten
kann. Die Berechtigung zur Einschrinkung
(1) ergibt sich aus der Symmetrie in bezug
auf die Gerade SC. Wenn die Strecke 4B
Losung der Aufgabe ist, so ist ihr Spiegel-
bild B, A4, in bezug auf SC ebenfalls Lésung
der Aufgabe. Der Fall AB = A4, B, tritt ge-
nau dann ein, wenn in (1) oder (2) Gleich-
heit gilt.

Erstes Verfahren, Analyse (siche Abb. 3.26.):
In dem Viereck CPSQ ist £« SPC = 90° und
demnach also ¥xPSQ = 180° — xPCQ =
= 180° — y. Ferner ist e=¢" und © = o’
(die erste Beziehung ergibt sich aus der
symmetrischen Lage der Tangenten, die vom Punkt 4 an die Kreislinie k in bezug
auf die Gerade A4S gezogen sind, analog wird die Giiltigkeit der zweiten Beziehung
begriindet). Dabei gilt:

Abb. 3.26.

XPSQ=¢e+¢& 4+ 0 +0=2¢+ o) =180 -7y,

so daB
%EASB=%4:PSQ =& + o =90° — %y
ist, d. h.
X ASB = 90° — %y. 2"

Der Winkel ASB ist also spitz <der Winkel }2—} ist spitz, weil y < 180° ist) und

ebenso sind auch die Winkel S4B und ABS in dem Dreieck S4B spitz. Das Drei-
eck SAB ist deshalb spitzwinklig. In diesem Dreieck kennen wir die Linge ¢ = 4B

der einen Seite, die GréBe des Winkels ASB = 90° — %y, welcher der Seite 4B
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gegeniiberliegt, und die Lange r der Hohe, die zur Seite AB gehort. Wir konstruieren
das Hilfsdreieck AS'A’'B’ =~ ASAB, und zwar aus folgenden Elementen: der Seite
A'B’ = ¢, dem Winkel A'S'B' = 90° — %7' und der Hohe mit der Lénge r, die zur
Seite A’B’ gehort. Mit Hilfe des Dreiecks S’4’B’ konnen wir dann leicht die gesuchte
Strecke 4B konstruieren.

Konstruktion (vgl. Abb. 3.27.): Wir wihlen die Lage der Strecke A'B’ = ¢ und die
Halbebene o, welche von der Geraden 4’'B’ begrenzt wird. Den gesuchten Punkt S’
in der Halbebene o erhalten wir als den Schnittpunkt der beiden folgenden geometri-
schen Orter m und n:

a) der Geraden m| A'B’, die in der Halbebene o den Abstand » von der Geraden A'B’
hat (die Hohe des Dreiecks S’A’B’ zur Seite A’B’ soll r sein);

b) des Bogens n = 4’B’ mit dem Mittelpunkt O des geometrischen Ortes der Punkte

in der Halbebene o, von denen aus die Strecke 4’B" unter dem Sehwinkel 90° — ly
erscheint <in der Abb. 3.27. ist also der Winkel B'A'0" = %y)

Wir wissen, daB das Dreieck S'4'B’ spitzwinklig sein muB, und daB (2) gelten muB,
d.h., daB £ A'B'S’ < ¥xB'A'S’ < 90° ist. Deshalb muB der Punkt S’ in das Innere
des Bogens KF fallen, wobei KA' senkrecht auf A'B’ steht und F der gemeinsame
Punkt des Bogens 7 und der Mittelsenkrechten OD der Strecke A'B’ ist. Der Punkt D
ist der Mittelpunkt der Strecke A'B’. Dabei tritt fiir den Fall ' = F in den Bezie-
hungen (2) [oder (1)] Gleichheit ein. Wenn S’ innerhalb des Bogens KF liegt, steht
in (2) nicht das Gleichheitszeichen. Im ersten Falle gibt es eine einzige Losung, im
zweiten Falle liegt auBer dem Punkt S’ innerhalb des Bogers KF sein Spiegelbild "’
an der Mittelsenkrechten OD im Inneren des Bogens 1:7«‘, welcher das Spiegelbild des
Bogens KF ist.
Es muB also

A'K < DE < DF 3)

gelten, wobei E der Schnittpunkt der Geraden m und OD ist. Es gilt aber DE = r,

A'K = A'B - tanly = c-tanl;r,
2 2

e —— 1 1
DF = OD + OF = 0D + OA' = ~c-tan_y + - ¢

— 1 1 .
DF =-c- 1 +sin-y).
2 1 2
cos -y
2
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Die Beziehung (3) kénnen wir daher in der Form

1
1+ sin— ¥
< + smzy) 39

*tan l y<r l

2 T2

cos ~y
schreiben. 2

Die Beziehung (3) verwandeln wir so, daB wir ihre geometrische Bedeutung erkennen

kénnen. Wir multiplizieren die beiden Seiten der ersten Ungleichungen mit

cotly > 0. Wir erhalten dann
2

v | i
/ 5 2 - : i & cot 1 Y
€ re =%
,’4)\\1f =L 2
B4, 7 " - _— - " . 2
r ‘/\4 A \ 7 Ferner multiplizieren wir die beiden Seiten der
7 = :’\\ l " & zweiten Ungleichung mit der positiven Zahl
Bt R FiN/
ANCT D 18 2(1 —sin- "/
I\ 1 | 2
I B I ety
Abb. 3.27. €os 2 v
Wir erhalten
.1
1 —sin—
ZV
2r- <c

cos ! y
2
An Stelle von (3) ergeben sich also die dquivalenten Beziehungen

1 ——sinl;'
2 1
2:-«————§c<r-cot§y, 0Y)

cos g v
2

denen wir uns zuwenden. Wenn diese Beziehungen gelten, fillt der Punkt S’ im Falle
der Ungleichung in das Innere des Bogens KF, und es ist S4’ < §'B’, wiihrend im
Falle der Gleichheit (links) S’ = F gilt und das Dreieck S'A’'B’ gleichschenklig ist.
Wir bezeichnen mit 7’ den FuBpunkt der Hohe des Dreiecks S'A' B’ durch den Punkt S’,
wobei ¥ A'B'S’ £ £S'A'B’ < 90° und S'T’ = r ist. Kehren wir zur Abbildung 3.26.
zuriick, d. h. zur gegebenen Kreislinie k, welche die Schenkel des Winkelsy = < BCQ
beriihrt, wobei CP = CQ ist. Den Winkel PSQ teilen wir durch den Strahl ST (wobei
ST=r ist) in zwei Winkel, und zwar in

XPST=2-xA'S'T" undin QST =2-xB'ST,
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was nach der Konstruktion offensichtlich méglich ist. Wir konstruieren die Halbieren-
den SA und SB der Winkel PST und QST, wobei A auf der Geraden CP und B auf
der Geraden CQ liegt (der Punkt 4 liegt offensichtlich innerhalb der Strecke CP und B
innerhalb der Strecke @). Dann ist die Strecke AB Losung der Aufgabe.

Beweis: Der Punkt T ist nach Konstruktion das Spiegelbild des Punktes P an der
Achse S4 (der Strahl S4 ist namlich die Halbierende des Winkels PST und es gilt
ST =3P = r). Esistalso £ STA4 = 90°. Ebensoist £ STB = 90°, so daf} die Strahlen
TA und TB entgegengesetzt liegen und ST senkrecht auf 478 steht. Es ist glso 4B
cine Tangente der Kreislinie k, und der Punkt T ist der zugeh6rige Beriithrungspunkt.
Nach der Konstruktion ist ASAT = AS’A'T’ (wsw), weil nach der Konstruktion
ST = ST', X AST = ¥ A'S'T’ und ferner ¥ A'T’S’ = ¥ ATS = 90° ist. Daraus er-
gibt sich, daB S4 = S'4’ ist. Ebenso wird bewiesen, daBl SB = S'B’ ist. Deshalb ist
AASB =~ AA'S'B’ (sws) (nach der Konstruktion ist £ ASB = ¥ A'S’'B’). Es ist also
AB = A'B’ = ¢, womit der Beweis gefiihrt ist.

Ergebnis: Wenn (4) gilt, hat die Aufgabe eine Losung, und zwar:

a) Wenn in der Beziehung (4) Gleichheit gilt, existiert eine einzige Strecke AB, weil
S’A'B’ ein gleichschenkliges Dreieck ist und also auch das Dreieck SAB gleich-
schenklig ist, welches die Gerade SC zur Symmetrieachse hat. Die Gerade AB 1 SC
ist die Tangente der Kreislinie £ im Punkt H, in welchem der Strahl SC diese Kreis-
linie schneidet [damit ist die geometrische Bedeutung des Ausdrucks auf der linken
Seite in den Beziehungen (4) gegeben, d. h., ¢ ist die Lange der eben konstruierten
Strecke]. In der Abb. 3.26. ist die Tangente UV L SC diese gesuchte Gerade 4B,
und zwar fiir den Fall, daB ¢ = UV ist.

b) Wenn in (4) nicht Gleichheit eintritt, ist CA > CB und auBer der Strecke 4B
haben wir noch eine andere Losung. Es ist dies das Spiegelbild B, 4, der Strecke AB
an der Mittelsenkrechten SC (der Punkt B, ist das Spiegelbild des Punktes 4, und der
Punkt 4, ist das Spiegelbild des Punktes B). Die Geraden 4B und SC und also auch
die Geraden B, 4, und SC schneiden einander. Die geometrische Bedeutung der Un-
gleichung rechts in den Beziehungen (4) ist folgende: Es ist

— = 1 1
CP = SP-cot—y =r-cot—y;
27’ 2)’

es muB also ¢ < CP sein, wobei CP die Linge einer der gegebenen Tangenten ist,
die durch den Punkt C zur Kreislinie & gezogen sind.
Wenn (4) nicht gilt, hat die Aufgabe keine Losung.

Ein anderes Ldsungsverfahren (siche die Bezeichnungen in der Abb. 3.28.).

Analyse: Wir nehmen (ebenso wie in der vorhergehenden Losung) an, daB die Be-
ziehung gilt

CA z CB. (6]
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Es ist also AT = AP, BT = BQ und AB = AT + TB = c, 50 daB fiir den Umfang
des Dreiecks 4BC die Beziehung

CA + AB + BC = (CA + AT) + (BT + BC) = CP + CQ = 2* CP
gilt. Deshalb ist die Summe

CA+CB=2"CP—c,
wobei wir die GréBen CP und ¢ kennen. In dem Dreieck 4BC kennen wir folgende
Elemente: 4B = ¢, die Summe von

CA+CB=2-CP—c und ¥xACB=y.
Wir konstruieren zuerst das Hilfsdreieck 4'B'C’ = ABC so, daB}

AB =¢, CA +CB =2-CP—cund ¥A'C'B =y
gilt (siche Abb. 3.29.). Dann erst
fithren wir die Konstruktion der
Strecke AB in der Abbildung 3.28.
durch.
Wir stellen folgende Uberlegung
an (Abb. 3.29.): Aufder Verlinge-
rung der Seite 4’C’ des Dreiecks
A'B’'C' iiber den Punkt C’ hinaus
bestimmen wir den Punkt M’ so,
daB C'M’ = C'B’ ist. Dann ist
das Dreieck C'B’ M’ gleichschenk-
lig und jeder der Winkel C'B’M’ und B'M'C’ an der Grundseite B'M’ ist gleich der
Halfte des Innenwinkels y am Eckpunkt C’, d. h.

Abb. 3.28.

XCB'M = xB'M'C' = %‘y.
In dem Dreieck 4'M’B’ ist also:

AM =2-CP—c¢, AB =c und £BMC = %y.
Daraus ergibt sich die Konstruktion des Dreiecks A’'B’C’ und damit auch der
Strecke AB.

Konstruktion (siehe Abb. 3.29.): Wir wihlen die Lage der Strecke A’'M’ =2+ CP—c
und bezeichnen mit ¢ eine der Halbebenen, die von der Geraden 4’M’ begrenzt
werden (in der Halbebene o suchen wir den Punkt B’). In der Halbebene o konstruieren

wir den Winkel A'M'N’ = %y und die Kreislinie m = (4', ¢). Wir bezeichnen mit G*
den FuBpunkt des Lotes durch den Punkt 4’ auf die Gerade M'N’, Der Punkt G’

liegt auf dem Strahl M'N’, denn es ist X A'M'N’' = 1% und der Winkel 4'M'N"
ist spitz. 2
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Der gesuchte Punkt B’ ist der Schnittpunkt des Strahls M’'N’ und der Kreislinie m.
Aus (1) folgt C'A’ = C'B’. Deshalb muB der gesuchte Punkt B’ entweder auf der
Strecke M'G’ liegen, oder es ist B' = G', was wir sogleich beweisen werden.
Im Fall B’ = G, d.h. ¢ = A'G, liegt der Punkt C’ auf der Mittelsenkrechten p der
Strecke M'G’ und auf der Geraden 4'M’, also innerhalb der Strecke A’M’ (der
Punkt C’ ist dann der Mittelpunkt dieser Strecke). In dem Fall, daB B’ innerhalb der
Strecke M'G’ liegt, liegt der
b Schnittpunkt C’ der Mittelsenk-

N
‘fﬂh—i rechten p der Strecke M 'B’ und
i A NC \ p
2 7

\

der Geraden A'M’' ndher am
Punkt M’ als am Punkt A4’,
und weil C’B’ = C'M’ ist, ist
C'B < C'4. (Da in der Ab-
bildung 3.29. der Schnittpunkt
C, der Mittelsenkrechten p,
der Strecke M’'B, und der Ge-
raden A’M’ niher am Punkt A’
liegt und die Entfernung der
Punkte C, und A’ kleiner als
m = m ist, ergibt der Punkt B, keine Losung.) Dabei ist der Winkel 4'C'B’
der Innenwinkel am Scheitelpunkt C’ des gleichschenkligen Dreiecks C'B’M’, in
welchem

Abb. 3.29.

IS— %y

ist, und deshalb ist .
XA'CB =y, AB =c¢ und A'C' +CB =2-CP—ec.

Es ist also A"B’C’ das gesuchte Hilfsdreieck. Wir legen dieses Dreieck folgendermafen
in die Abbildung 3.28. Der Punkt C’ fillt mit dem Punkt C zusammen, die Strahlen
C'A', C'B’ der Reihe nach mit den Strahlen CP bzw. CQ (das ist mdglich, denn es
ist xA'C'B' =y = ¥ PCQ). Es fallen also die Punkte 4’ und B’ auf die Strahlen CP
bzw. CQ Thre neuen Lagen bezeichnen wir mit 4 und B (es ist also CA = C'A’ und
CB = C'B’). Aus der KongruenzA4BC = AA'B’ C' (sws)ergibtsich AB = A'B’ = c.
Wir beweisen, daB die Strecke AB Losung der Aufgabe ist (siche Abb. 3.28., 3.29.).

Beweis: Nach der Konstruktion ist AB = ¢. Ferner beweisen wir, daB die gegebene
Kreislinie & auBerhalb der dem Dreieck ABC (und zwar dem Winkel ABC) einbe-
schriebenen Kreislinie liegt. Wir wenden den folgenden bekannten Satz V an:
Der in dem Winkel ACB gelegene Ankreis an das Dreieck 4BC beriihrt die
Strahlen CA und CB in Punkten P, bzw. Q,, fiir die CP, = CQ, = s gilt, wobei s
die Hilfte des Umfangs des Dreiecks 4ABC ist. (Der Beweis ist in der Analyse
unserer Aufgabe enthalten.)
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Nach der Konstruktion gilt fiir den Umfang 2s des Dreiecks ABC und des Drei-
ecks A'B'C’:

25=AB + (BC' + CA)=AB +(MC +CA)
—AB +MA =c+(Q2-CP—-¢)=2-CP,
d.h. .
s = CP.

Der Punkt P ist in Anbetracht des Satzes V ein Beriihrungspunkt des Ankreises von
ABC, der innerhalb des Winkels ACB liegt und die beiden Schenkel dieses Winkels
beriihrt. Es gibt aber nur eine derartige Kreislinie, und diese ist die gegebene Kreis-
linie k. Damit ist der Beweis gefiihrt, daB die
Gerade 4B eine Tangente der Kreislinie & ist.

Untersuchen wir die Lisbarkeit der Aufgabe:

a) Wenn B’ = G’ ist (Abb. 3.29.), dann verlduft
die Mittelsenkrechte ¢ der Strecke A'B’ (oder der
Strecke A—'C?) durchden Punkt C’, sodaB ¢ Symme-
trieachse des gleichschenkligen Dreiecks C'A4'B’
mitder Grundseite 4'B’ ist. Also ist SC (Abb. 3.28.)
die Mittelsenkrechte der konstruierten Strecke 4B
und die einzige Losung (siehe Abb. 3.30. fiir 4 = U,
Abb. 3.30. B=V).

b) Wenn B’ (Abb. 3.29.) ein innerer Punkt der Strecke MG ist, so ist 4 >CB
und also auch CA > CB. AuBer der Strecke 4B haben wir als zweite Losung lTAl,
wobei das Spiegelbild der Strecke AB in bezug auf die Achse SC ist. Jetzt ist
CA, < CB,.

¢) Wenn B’ weder identisch G’ noch ein innerer Punkt der Strecke M'G’ ist, hat die
Aufgabe keine Losung.

Diese Ergebnisse bringen wir mit Hilfe der gegebenen Zahlen c, y, r (siche Abb. 2.28.
und 2.29.) zum Ausdruck. Es gilt:

CP=r- cotl;r,
2
)

— 1 — .
A'G = A’]b[’-smiy =@ -CP - (’)sm%y.

Die Kreislinie m hat mit dem Strahl A'N’ genau dann einen Schnittpunkt B’ mit der
beschriebenen Eigenschaft, wenn

AG Sc<dAM ©)
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gilt, dabei gibt es im Falle der Gleichheit genau eine Losung und im Falle der Un-
gleichheit links genau zwei Losungen. Die Beziehung A’'G’ < ¢ kann man nach Ein-
setzen aus (5) in der Form:

1 !
2rcos—y —csin-y £ ¢
2 # 2, ¥
oder |
1 .
2rcos—y < c¢|1 4+ sin-
Lyse(irndy)
schreiben.
Wir multiplizieren die beiden Seiten dieser Ungleichung mit der positiven Zahl
.1
1 —sin=y
und erhalten
2
cos® =
27

1— sin%y
27

IIA
o

M
cos 2 v
2
Die Beziehung ¢ < A’M’ aus (6) kann man folgendermaBen schreiben:

c<(2~2‘7’—c), ¢ < CP,

1
c<r-cot=y. 8
2 ®)

Durch Zusammenfassen von (7) und (8) erhalten wir die Beziehungen (4) der ersten

Ldsung
o

1 —sin Ey

2r-:

IA

1
c<r-cot—y.
cos1 zy

27’

Dabei gibt es im Falle der Gleichheit genau eine Losung und im Falle der Ungleich-
heit zwei Losungen. Sonst gibt es keine Losung.

Losungen zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 10

21. Damit der Bruch auf der linken Seite (1) einen Sinn hat, muf

x>0, x=+1 @)
sein.
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Wir fiihren der Reihe nach die dquivalenten Umformungen durch:

14V

1 =~/x

6/x <0

(wir haben den Bruch durch die Zahl x gekiirzt),

6x — 5/ + 1
1-+x

Setzen wir \/: = y, wobeiy > 0, y % 1 ist, so erhalten wir

<0.

by —Sy+1 <. 3)
-y
Es gibt zwei Méglichkeiten: 1 — y > O.oder1 — y < 0.
Fall [1]: Angenommen, es ist 1 — y > 0, d. h. y < 1. Aus (3) ergibt sich dann

6> =5y +1=<0
und
Gr-D@y-1n=o.

Es muB deshalb gleichzeitig

3y-120,
2y -1<0,
d.h,
1 1
SLp<L
g = TG

ausfallen, so daB fiir x

IA

xs

O

N -RE
=

gelten muB. Durch RiickschluB erkennen wir, daB jede der Zahlen (4) der Beziehung(3)
geniigt.

Fall |2]: Angenommen, esist 1 — y < 0, d. h. y > 1. Dann muB3 wegen (3)
6 —5p+1=20
sein. Diese Beziehung gilt offensichtlich fiir alle y > 1, d. h. fiir alle x > 1.
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Durch RiickschluB erkennen wir, daB fiir alle diese x auch die Bedingung (3) erfiillt
ist.

Ergebnis: Die gegebene Ungleichung (1) erfiillen genau alle Zahlen x (siche Abb. 3.31.),
fiir die

oder x> 1
gilt.

Abb. 3.31.

22. Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Abbildung 3.32. und nehmen an, daB
die Kreislinie k = (S, x) mit den geforderten Eigenschaften existiert. Durch eine
Uberlegung stellen wir leicht fest, daB sie in dem zu k, gehdrenden Halbkreis liegen
muB, aber auBerhalb des Halbkreises, der zu k, gehort. Es ist selbstverstindlich,
daB & in der Halbebene CDA liegen muB.
Wir setzen

ST=5T, =ST,=KC=x, (1)

wobei K der FuBpunkt der Senkrechten
durch den Punkt .S zur Geraden ABist. Wir
) bezeichnen mit M den in der Halbebene
A%——f /( ¢ §— 7 4 CDAgelegenen Schnittpunktdes Strahls 7S

mit der Halbkreislinie k,, wobei 7S L CD

steht und TS| 4B verliduft. Deshalb ist

offensichtlich 4C > MT > 2x, d. h., es ist 2p > 2x und also p > x. Der Punkt K
fillt deshalb auf die Strecke CS,. (Wir haben somit die Situation wie in der Abbil-

Abb. 3.32.

dung 3.32.)
Aus der inneren Berithrung von & und k, ergibt sich

S5, =8T; - ST, =r - x. @
Aus der dufleren Berithrung von k und k, ergibt sich

55, =5T, + ToS; = p + x. : ®
Ferner folgt aus der Abbildung 3.32.:

KS;=CS; —~KC=p—x lvgl (D). @

Nach dem Satz des PYTHAGORAs erhalten wir aus dem Dreieck SS,K (wobei
£ SKS, = 90° ist) bei Verwendung der Beziechungen (3) und (4), daB XS = SS3 — KS2
also gleich

s, @t X)P? —(p— ) =dpx (5)
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Ferner wenden wir den Satz des PYyTHAGORAS auf das Dreieck SS,K (wo ¥ SKS, =
= 90° ist) an, wobei :

vist. E=Fc+a=x+r—2p (6)
Mit Hilfe von (5) und (6) erhalten wir:
S8} = KS? + KS; = dpx + (x + r — 2p)*. @
Aus der Beziehung (2) ergibt sich:
587 = (r — %)% ‘ @®)

Durch Vergleich von (7) und (8) erhalten wir dann nach Umformung:
dpx + (x +r—=2p)* — (r—x)?* =0,

woraus sich
dpx +[x+r—=2p+r—x]'x+r—-2p—-(r-x]=0,
dpx +2(r—p)-20lx —p) =0,
px+p*—px—pr+ix =0,
~ =p(r—p),

_pr—p
r

X
ergibt,
Damit ist der Radius x berechnet. Wir kénnen leicht feststellen, daB die Kreislinie
I—c_ = (S,x) die Forderungen der Aufgabe erfilllt, wenn KS = 2\/ ;; und wenn
ST = x ist (wobei KS senkrecht auf AB steht und ST parallel zu 4B verliuft).

®)

23. Es gilt der Satz V:
Wenn a > b > 0 und 7 cine beliebige natiirliche Zahl ist, so gilt a” > 5" > 0.
Wir setzen

1 1
—==p und —==gq.
Va \/b
Offensichtlich ist p > 0 und ¢ > 0. Dann haben wir die Beziehung
11 11
g+ L )y
q 4
zu beweisen. Sie ist dquivalent mit den folgenden Ungleichungen
pllq +pq11 =<__‘D12 + q12’
0 -9 -¢"p -9,
Y s@-9@" -4 (2)

Fiir p = ¢ gilt die Bezichung (2) offensichtlich.



Fiir p > g > Oist nach Satz V auch p'* > ¢'* > 0. Die Zahlenp — gund p** — g'!
sind also positiv, und ihr Produkt ist deshalb ebenfalls positiv. Die Beziehung (2)
gilt also auch in diesem Falle.

Fiir 0 < p < ¢ ist nach SatzV entsprechend 0 < p'! < g¢'*. Die beiden Zahlen
p — ¢ und p'! — ¢'! sind also negativ, und ihr Produkt wird deshalb eine positive
Zahl sein, so daB die Beziehung (2) gilt.

Damit ist die Behauptung der Aufgabe bewiesen.

24. Analyse (Bezeichnungen siche Abb. 3.33.; es ist p;, = AP und P2 = A_Q):
Nehmen wir an, wir haben Kreislinien k; und k, konstruiert, welche die Forderungen
der Aufgabe erfiillen. Es ist bekannt, daB zwei kongruente und einander beriihrende
Kreislinien symmetrisch in bezug auf ihren Berithrungspunkt M sind. Deshalb gehen
die Kreislinien &, und &, bei Spiegelung am Punkt A ineinander iiber, ihre gemein-
same Tangente m im Punkt M geht in sich selbst iiber. Die Tangente p, mit dem Be-
rithrungspunkt P, an der Kreislinie k, geht in die Gerade g|| p, mit dem zugehorigen
Berithrungspunkt P, der
Kreislinie k, iiber. Die
Kreislinie k, beriihrt also
die Gerade g und die Ge-
rade p, (siche Abb. 3.33.)
und verlduft durch den
Punkt M. Damit haben wir
die Aufgabe auf folgende

/D .
- —— bereits bekannte Aufgabe
I / % A B\\\ zuriickgefiihrt:  Gegeben
Abb.3.33 sind die ‘nicht parallelen

Geraden g und p, und der
Punkt M auBerhalb von ihnen. Zu konstruieren ist eine Kreislinie k,, welche die
‘Geraden g und p, berithrt und durch den Punkt M verliuft,
Dementsprechend fithren wir jetzt die Konstruktion durch.

Konstruktion (Abb. 3.33.): Symmetrisch in bezug auf M konstruieren wir das Bild C
des Punktes 4. Dann ist die Gerade ¢ || p; durch den Punkt C das Bild der Geraden p, .
‘Wir bezeichnen mit D den Schnittpunkt der Geraden ¢ und p,. Der Punkt M ist der
Mittelpunkt der Strecke AC und liegt deshalb innerhalb des Winkels ADC. Nun
fithren wir die Konstruktion der Kreislinie k, unter Verwendung der Homothetie in
bezug auf den Mittelpunkt D durch:

‘Wir konstruieren eine Hilfskreislinie ko = (S, 1), die im Winkel ADC liegt und
seine Schenkel berithrt (beispielsweise wihlen wir auf der Halbierenden dieses Winkels
den Punkt S, % D und erhalten den FuBBpunkt N der Senkrechten zur Geraden p,
durch den Punkt Sy; dann ist r, = S,N). Die Kreislinie k, ist homothetisch zu k, in
bezug auf das Zentrum D.
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Der Strahl DM hat mit k, die beiden voneinander verschiedenen Schnittpunkte M,
und M.

Die Homothetie mit dem Zentrum D, welche den Punkt M, in den Punkt M iiber-
fiihrt, fithrt die Kreislinie k, in die Kreislinie k, und den Punkt S, in den Mittelpunkt
S, der Kreislinie &, iiber. Der Punkt S, ist der Schnittpunkt des Strahls DS, und der
Geraden n) SoM, durch den Punkt M.

Bemerkung: Wenn der Punkt M auf dem Strahl DS, liegt, ist die Konstruktion ein-
fach — es handelt sich um die Konstruktion einer einbeschriebenen Kreislinie und
eines dieser Kreislinie umbeschriebenen Dreiecks mit den Seiten auf den Geraden p,,
g und m L DM, wobei m durch den Punkt M verlauft.

Dann ist k, = (S,, m) und die Kreislinie &, ist ihr Spiegelbild in bezug auf den
Punkt M. Ebenso konstruieren wir die Kreislinien k5 = (S5, S5M) und ihr Spiegel-
bild & in bezug auf den Punkt M (es ist S3M || SoM g usw.). Damit ist die Konstruk-
tion durchgefiihrt.

Die Kreislinien k,, k, und ki, k, entsprechen offensichtlich den Forderungen der
Aufgabe, und deshalb verzichten wir auf den Beweis.

Diskussion: Es gilt My £ Mg, denn M liegt innerhalb des Winkels ADC; deshalb
sind die beiden betrachteten Homothetien mit dem Zentrum D und den beiden Paaren
(My, M) und (Mg, M) einander entsprechender Punkte voneinander verschieden.
Das gleiche gilt dann auch fiir die Kreislinien &, und k5.

Die Aufgabe hat also genau zwei Losungen.

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 9

25. Es gilt der bekannte Satz I:

In jedem Dreieck ABC schneiden einander die drei Héhen in einem gemeinsamen
Punkt ¥ (dem sogenannten Hohenschnittpunkt oder Orthozentrum des Dreiecks).

Ferner gilt der Satz I1:
Ist P der FuBpunkt des vom Punkte M auf die Gerade UN gefillten Lotes, so fallt
der Punkt P, wenn der Winkel MUN spitz ist, auf den Strahl UN, und wenn der
Winkel MUN stumpf ist, auf den dem Strahl UN entgegengesetzten Strahl.

Wir beweisen jetzt den Satz III (Abb. 3.34. bis 3.36.):
Das Orthozentrum ¥ des Dreiecks ABC liegt: a) innerhalb dieses Dreiecks, wenn
das Dreieck 4BC spitzwinklig ist; b) in seinem Eckpunkt C, wenn der Winkel BCA
ein rechter Winkel ist; ¢) innerhalb des Scheitelwinkels ¢’ zum Winkel y = ¥ BC4,
wenn dieser Winkel stumpf ist. Dabei teilt der Strahl CV den Winkel ' in zwei
spitze Winkel.
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Beweis: Wir bezeichnen mit A’, B, C' die FuBpunkte der Hohen des Dreiecks ABC
wie in den Abbildungen 3.34. bis 3.36. Die Innenwinkel dieses Dreiecks bezeichnen
wir mit «, f, y.

a) Angenommen, ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck (Abb. 3.34.). Nach dem Satz IT
fallt der Punkt A’ auf den Schenkel BC des spitzen Winkels ABC, und ferner fillt er
auf den Schenkel CB deés spitzen Winkels ACB. Er fillt also gleichzeitig auf jeden der

Abb. 3.34. Abb, 3.35.

beiden Strahlen BC und CB, d. h., er fallt auf die Strecke BC. Die Hohe AA’ verlauft
also durch das Innere des Winkels x = % CAB und durch das Innere des zugehdrigen
Scheitelwinkels. Das gleiche gilt auch von der Hohe BB’ in bezug auf den Winkel
f = ¥ ABC. Weil nach Satz [ die Geraden 44’ und BB’ nicht parallel sind, muf3 ihr
Schnittpunkt ¥ innerhalb der Winkel « und f§ liegen. [Der Winkel« und der Winkel 5,
der Scheitelwinkel von f3,
haben nidmlich keinen
Schnittpunkt. Dasselbe
gilt fiir die Winkel«' (den
Scheitelwinkel von «) und
f sowie fiir die Winkel «
und 5'.] Aber der Teil, der
im Inneren der Winkel &
und B liegt, ist gerade das
Innere des Dreiecks 4BC.
. Damit ist der Teila) des
Abb. 3.36. Satzes I11 bewiesen.

b) Angenommen, es ist y = 90°. Dann ist offensichtlich ¥ = C (Abb. 3.35.).

¢) Angenommen, esisty > 90°, so daB « und f spitze Winkel sind (Abb. 3.36.). Ahn-
lich wie im Teil a) der Beweisfithrung wird bewiesen, daB die Gerade CC’ durch das
Innere des Winkels y verlduft und also auch durch das Innere des entsprechenden
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Scheitelwinkels y’. Der Winkel § ist spitz. GemaB Satz II fillt der FuBpunkt 4’ der
Hohe AA’ auf den Strahl BC. Weil ABA’ ein rechtwinkliges Dreieck ist, in welchem
der Winkel 44’B ein Rechter ist, kann A’ nicht auf der Strecke BC liegen. Sonst wire
namlich der Winkel ACB spitz. Es liegt also der Punkt A4’ auf der Verlingerung der
Strecke BC iiber den Punkt C hinaus, und deshalb liegt der Schenkel AA’ des spitzen
Winkels BAA' im Winkel «,, dem Nebenwinkel von « (in der Halbebene ABC), so
daf) der Strahl 44" nicht durch das Innere des Winkels « verlduft. Dabeiist ¥ BAA4' ein
spitzer Winkel des Dreiecks ABA’. Ahnlich wird bewiesen, daB der Strahl BB’ in der
Halbebene 4BC auBerhalb des Winkels § liegt, und daB der Winkel ABB’ spitz ist.
Weil ¥ BAA' + ¥ ABB’ die Summe spitzer Winkel ist, ist sie kleiner als 180°, und
nach dem EukLibischen Parallelenaxiom haben die Strahlen 44’ und BB’ innerhalb
der Halbebene 4BC einen Schnittpunkt V. Dieser liegt nach Satz I auch auf der
Geraden CC’, aber auf Grund des Vorausgegangenen auBerhalb des Dreiecks 4BC,
d. h. innerhalb des Winkels ', welcher der Scheitelwinkel von y ist. Aus dem Drei-
eck ACC’ (in dem der Winkel AC’C ein Rechter ist und der Punkt C’ innerhalb der
Strecke AB liegt) folgt, daB der Winkel ACC’ spitz ist. Dasselbe gilt auch fiir den
Winkel BCC’. Der Strahl CV teilt also den Winkel y in zwei spitze Winkel (siehe
Abb. 3.36.).

Damit ist der Satz III bewiesen.

Lésung der Aufgabe:
1. Wir bezeichnen den gegebenen Winkel PCQ mit y und seinen Scheitelwinkel mit
¥’ = P'CQ'. Wir unterscheiden jetzt die folgenden Fille [a] bis [c]:

Fall [a]: Es seiy < 90°.

Wir bezeichnen miv £Q@CQ" den rechten Winkel, in welchem der Punkt P liegt, und
mit ¥ PCP" den rechten Winkel, in welchem der Punkt Q liegt (siche Abb. 3.38.).
Wenh der Punkt ¥ in den Winkel P“CQ" (der offensichtlich stumpf ist) fillt, so hat
die Aufgabe genau eine Losung

Fall [b]: Esseiy = 90°und V = C.
Dann hat die Aufgabe unendlich viele Losungen (Abb. 3.35.).

Fall [e]: Angenommen, es ist 90° < y < 180°, und der Punkt V fillt in den Winkel
P'CQ’, wobei beide Winkel ¥CP' und VCQ’ spitz sind.
Dann hat die Aufgabe genau eine Lsung (Abb. 3.36.).
In allen anderen Fillen hat die Aufgabe keine Losung.

II. Beweis:

Fall a]: Es ist y < 90°.

Wir unterscheiden drei Unterfille: (1) der Punkt V' liegt im Winkel y. (2) Der Punkt
liegt auf einem der Strahlen CP oder CQ. (3) Der Punkt V liegt im Winkel P'CQ",
aber auBlerhalb des Winkels y (sieche Abb. 3.38.).
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Fall (1) (siche Abb. 3.34.): Wir bezeichnen mit A’ und B’ die FuBpunkte der Senk-
rechten »; und », durch den Punkt ¥ zu den Geraden CQ bzw. CP. Die Gerade
VA' = v, hat mit dem Strahl CP den Punkt A4 # C gemeinsam und die Gerade
VB’ = v, hat mit dem Strahl CQ den Punkt B % C gemeinsam. Beweisen wir diese Be-
hauptung fiir den Punkt 4: Es ist 4’ £ C (das geht aus Satz II hervor, denn der

Abb. 3.37. Abb. 3.38.

Winkel VCQ ist spitz). Die Summe der Winkel y und VA'C = 90° ist kleiner als
180°, und deshalb haben die Strahlen CP und A'V innerhalb der Halbebene CQP
den Punkt 4 gemeinsam (Parallelenaxiom des EUKLID).

Das Dreieck ABC existiert also und hat die Geraden v, und v, als Héhen. Der Schnitt-
punkt V ist das Orthozentrum dieses Dreiecks 4BC (Satz I), das spitzwinklig ist und
die einzige Losung der Aufgabe bildet.

Fall (2) (siche Abb. 3.37.): Der Punkt V % C liegt innerhalb des Strahls CP.(der
Fall, in dem ¥ innerhalb von CQ liegt, wird analog geldst). Nach Satz III liegt das
Orthozentrum nur dann auf dem Umfang des Dreiecks, wenn dieses rechtwinklig ist.
Konstruieren wir also die Gerade v, L CP durch den Punkt ¥V = A. Aus dem
Parallelenaxiom EukLiDs ergibt sich, daB innerhalb der Halbebene CPQ die Ge-
raden v, und CQ den Schnittpunkt B haben, Das Dreieck 4BC ist die einzige Losung
der Aufgabe, und der Punkt V ist sein Orthozentrum.

Fall (3) (siche Abb. 3.38.): Der Punkt V liegt innerhalb des Winkels P”'CQ", aber
auBerhalb des Winkels . Der Punkt ¥ liege inncrhalb der Halbebene CQP und also
innerhalb des Winkels Q" CP (der Fall, in dem der Punkt ¥ in den Winkel QCP"
fallt, wird analog gelost).

Wir bezeichnen mit B8’ den FuBpunkt der Senkrechten v, L CP durch den Punkt V.
Die Gerade v, und der Strahl CQ haben nach dem Parallelenaxiom EUKLIDS inner-
halb der Halbebene CB’Q den Punkt B gemeinsam. Die Winkel des Dreiecks BCV
sind spitz (es gilt: ¥ VCQ < ¥90°, ¥ B'BC ist ein spitzer Winkel des rechtwinkligen
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Dreiecks BCB’, und ¥ CVB’ istein spitzer Winkel des Dreiecks ¥CB’). Wir bezeichnen
mit A das Orthozentrum des Dreiecks BCV. Weil BCV ein spitzwinkliges Dreieck ist,
liegt der Punkt A4 auf der Hohe CB des Dreiecks CVB zwischen C und B’ und es ist
VA L BC und BAC' L VC, wobei C’ der FuBpunkt der Senkrechten durch B zur
Geraden CV ist. V ist also das Orthozentrum des Dreiecks 4BC, welches die einzige
Losung der Aufgabe darstellt. (Der Winkel CAB des Dreiecks ABC ist nach dem
Satz 111 notwendigerweise stumpf.)

Ergénzung: Wenn der Punkt ¥ auf einen der Strahlen CQ” und CP'" oder auBBerhalb
des Winkels P”"CQ" fillt, hat die Aufgabe fiir y < 90° offensichtlich keine Losung.
Wenigstens einer der FuBBpunkte A" oder B’ der Senkrechten ¢, und ¢, fillt nicht auf
den zugehorigen Strahl CP bzw. CQ.

Fall [b]: Es ist y = 90° (Abb. 3.35.).

Wenn ABC das gesuchte Dreieck ist, so muB ¥V = C sein.

Wenn ¥V = C ist, withlen wir auf den Strahlen CP und CQ je einen Punkt. Wir be-
zeichnen die Punkte mit 4 bzw. B. Das Dreieck ABC hat das Orthozentrum C = V.
Die Aufgabe hat unendlich viele Losungen.

Erginzung: Wenn V % C ist, hat die Aufgabe offensichtlich keine Losung.

Fall [c]: Esist 90° <y < 180°, der Punkt ¥ liegt innerhalb des Winkels 9’ = x P'CQ’,
und die Winkel ¥CP' und VCQ' sind spitz (Abb. 3.36.).

In den anderen Fillen gibt es nach Satz IIT keine Lésung.

Durch den Punkt V ziehen wir die Geraden v; L CQ und ¢, 1 CP und bezeichnen
die zugehorigen FuBpunkte mit 4" bzw. B'. Weil < VCQ’ spitz ist, fillt der Punkt 4’
auf den dem Strahl CQ entgegengesetzten Strahl CQ’, und aus demselben Grunde
liegt der Punkt C zwischen den Punkten P und B'.

Die Strahlen VA’ und B’CP haben nach dem Parallelenaxiom EUKLIDs einen Schnitt-
punkt 4 innerhalb der Halbebene VB'C (dennesist ¥ CB'V = 90°und £ A'VB’' <90°,
was sich aus dem Viereck CA'VB' ergibt, in dem < CA'V und ¥ CB'V rechte Winkel
sind und £ A'CB’ = y’ stumpf ist). Ebenso wird bewiesen, daB die Strahlen CQ und
VB’ einen Schnittpunkt B % C innerhalb der Halbebenen ¥A'C haben. Leicht kann
man dann zeigen, daf der Punkt 4 auf den Strahl CP und der Punkt B auf den Strahl
CQ fallen miissen. In dem Dreieck ABC sind die Geraden v, und v, nach Konstruk-
tion Héhen und der Punkt ¥ das Orthozentrum, so daB das Dreieck 4BC offensicht-
lich die einzige Losung der Aufgabe ist. Damit ist die Beweisfiihrung abgeschlossen
und die Aufgabe geldst.

26. Das Volumen V des gegebenen Prismas ist

V = av; (€8]
die Oberfliche P des Prismas ist
P = daV + 242 @
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Nach dem Text der Aufgabe miissen
a%v = 4av + 24*

und a > 0 sein, so daB wir die beiden Seiten der letzten Gleichung durch die Zahl a
dividieren kénnen. Wir erhalten die Gleichung

av = 4v + 2a,

aus der a + 4 und

2a
G 3
’a—4 ®

folgt, woraus sich durch Umformung

o 2N +8 . B “
a—4 a—4
ergibt.
Aus der geometrischen Bedeutung der Zahl v folgt, daBl auch v > 0 ist. Weil der
Zihler des Bruches auf der rechten Seite der Gleichung (3) eine positive Zahl ist, er-
halten wir v > 0 nur fiir @ — 4 > 0, d. h., es muB @ > 4 sein. Nach Voraussetzung

sind @ und v natiirliche Zahlen. In die Gleichung (4) setzen wir also nacheinander fiir @

die natiirlichen Zahlen 5, 6, 7 usw. ein. Weil
[siehe (4)], muB

§=>a—4,
d. h.
as 12

8 i eine natiirliche Zahl sein soll

sein.
Fiir a werden wir also nur die Zahlen von 5 bis 12 einsetzen. Die Ergebnisse gehen
aus der folgenden Tabelle hervor:

10

Die vier der Zahlenpaare (g, v), bei denen auch v ganz ist, geniigen den Bedingungen
der Aufgabe, wovon wir uns leicht durch Einsetzen in (1), (2) und durch Vergleich
der zugehérigen Zahlen ¥ und P iiberzeugen konnen.

Bemerkung: Mit Hilfe der Beziehung (4) kann man die Berechnung der Zahlen @ und v

folgendermalBlen vereinfachen: Die Zahl muB eine natiirliche Zahl sein, d. h.,

a—4
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die positive Zahl a — 4 muB Teiler von 8 sein. Deshalb muB sie einer der positiven
Teiler der Zahl 8, nimlich 1, 2, 4, 8 sein. Wir erhalten also 4 Gleichungen:

a) a—4=1,d.h.a= 5Sundv=10;
b) a—4=2,dha= 6undv 6;
¢) a—4=4,dha= 8undv 4;
d) a—4=8 dha=12undv= 3.

It

27. Wir bedienen uns des Satzes P:
In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kongruent und spitz.

Ferner verwenden wir den Satz Q:
Das gleichschenklige Dreieck 4BC mit der Grundseite 4B (also mit dem Scheitel-
punkt C) hat die durch den Punkt C verlaufende Gerade g L AB als Symmetrie-
achse.

Die Winkel des gegebenen Dreiecks 4 BC bezeichnen wir mit «, 8, y, und nach Satz P
R Q)
ferner ist y = 180° — 2«.

Fiir die Lage der Geraden p geniigt es, zwei Fille in Betracht zu ziehen: Die Gerade p
verlduft: [1] durch den Punkt C; [2] durch den Punkt 4. Den Fall, daB die Gerade p

durch den Punkt B verlduft, fithren wir unter Benutzung von Satz Q durch Achsen-
symmetrie auf den Fall [2] zuriick.

Fall [1] (siehe die Bezeichnungen der Abb. 3.39.): Die Gerade p verlaufe durch den
Punkt C. Der Schnittpunkt D dieser Geraden mit der Grundseite 4B fillt auf diese

Abb. 3.39. Abb. 3.40.

Strecke. Nach dem Text der Aufgabe erhalten wir die beiden gleichschenkligen Drei-
ecke ACD und BCD. Ihre Scheitelpunkte bezeichnen wir mit H bzw. H'. Es gibt drei
Unterfille: |1a] bis [1c¢].

[1a] (siche Abb. 3.40.): Ist H = A, dann miissen nach dem Satz P die beiden Be-
zichungen 6 = ¢ = 90° — %zx und 0" = 90° + %a gelten, da ¢’ der Nebenwinkel
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von 0 ist. Es ist also &' > 90°, und deshalb muBl H' = D sein. Die Strecke BC ist
also die Grundseite des Dreiecks BCD, und es gilt

1 1
=g =-0=45 — -q,
B=# =3 3

Daraus und aus der Beziehung (1) ergibt sich « = 45° — lzx oder §o¢ = 45°, und
es ist also 4 4

o =36°, =36, y=108.
Es gilt

O0=¢=72, f=¢ =36 y=¢+ ¢ =108,
und die Gerade p zerlegt tatséchlich das gegebene Dreieck in zwei gleichschenklige
Dreiecke. .

[1b] (siche Abb. 3.41.): Es ist H = C, d. h. a = 4, wobei § AuBenwinkel des Drei-
ecks BCD ist, d. h., es gilt 6 = # + ¢ (sieche Abb. 3.39.). Setzen wir nun hier 6 = «
und § = « ein, so erhalten wir & = a + ', was unméglich ist.

Abb. 3.42,

[1e] (siehe Abb. 3.42.): Angenommen, es ist H = D, und infolgedessen auch ¢ = «
und § = 180° — 2«. Fiir das Dreieck BCD ergeben sich dann die folgenden drei
Maglichkeiten [Le,], [1¢,], [1es].

|1¢,] (siehe Abb. 3.42.): Es ist H' = D und also

a

,_ 1 5
p=zp=56=90—a, ‘
denn ¢ ist AuBenwinkel des Dreiecks BCD. Aus den Beziehungen f = 90° — x und
f = o erhalten wir 2x = 90°, d. h.

o =45°, =45, y =90
Dannist ¢ = a = 45° und 6 = 180° — 2x = 90° und daher

o ’

f=¢ =-0=45

1
2
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Die Gerade p zerlegt tatséichlich das gegebene Dreieck in zwei gleichschenklige Drei-
ecke.

[1c,] (siche Abb. 3.43.): Es ist H' = Bund also & = ¢’ = 2«. Daraus und aus dem
Dreieck BCD ergibt sich, daBl § = 180° — 4 ist. Aus dieser Bezichung und wegen
f = w erhalten wir &« = 180° — 4« oder

& =36° B=36° =108

Diese Lage ist symmetrisch zu der im Fall [l1a]. Vergleiche die Abbildungen 3.43.
und 3.40! s

3 DEH\ 7 Abb. 3.43. g /DEH P

[1c;] (siche Abb. 3.44.): Esist H' = C und also ¢’ = 8, d. h. ' = «. Der Winkel 6"
ist ein AuBenwinkel im Dreieck 4DC, und deshalb gilt 6" = x + ¢ also 6" = 2«,
was zu der Beziehung 6" = « in Widerspruch steht.

Damit ist der Fall [1] erledigt.

Abb. 3.45. Abb. 3.46.

A=H 8

Fall 2] (siche Abb. 3.45.): Die Gerade p verlduft durch den Punkt 4 und schneidet
den Schenkel BC im Punkt D, welcher auf die Strecke BC fillt. Die Winkel § und &’
sind Nebenwinkel, d.h. 6 4+ ¢’ = 180°. Wir bezeichnen die Scheitelpunkte in den
Dreiecken 4BD und ACD mit H bzw. H'. Es sind drei Fille in Betracht zu ziehen:
[2a] bis [2¢].
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[2a] (siehe Abb. 3.46.): Es ist H = A und also f = 4. Weil § = « ist, ergibt sich
daher § = «, so daB der Nebenwinkel 8’ = 180° — « stumpf und der Punkt D = H’
ist. Deshalb gilt in dem Dreieck DAC y = o' = 126 oder o' = y = %rx.
Es ist = 180° — 20 und o' = —I-ac und wegen o + ' = « erhalten wir nach

Einsetzen (180° — 2«) + %L\‘ =« oder ga = 180° und damit

a=12°% p=12, 9= 36,
Tatsichlich ist

8=p=172 o =y=-8=36

1
2
w=180"—-f — 6 =180°— 114° = 36° und « =0 + o' = 72°.

Die Gerade p zerlegt das gegebene Dreieck in zwei gleichschenklige Dreiecke.

Abb. 3.47. Abb. 3.48.

[2b] (siche Abb. 3.47.): Es ist H = B und also
o1 5
®w=0=90"—--8=90—-«.
2
Der Winkel 6" = 90° + %zx (Nebenwinkel zu 6) ist stumpf, so da H' = D und

1
1u’=y=56=45°—izx ist.

Aus der Bezichung w + o' = « erhalten wir nach Einsetzen

90°—lo< + 45”—104 =« oder 135°=zoc.
2 4 4



Es ist also
!
7

50

o 1°
«=177-, =77=, =25-.
A 7 L 7

Tatséichlich gilt

1 4° 3°
w=0=-(180°"—-p)=90"—38- =51=.
2( A 7 7
Ferner ist
zu'=o¢—w=771—512=25§, d.h. o=y.
7 7 7

Die Gerade p zerlegt also das gegebene Dreieck in zwei gleichschenklige Teildreiecke.
Weil 25—;- +2=151 1;’ oder 2w’ = w ist, teilt die Gerade p den Winkel &« im Ver-
hiltnis 2:1.

[2¢] (siche Abb. 3.48.): Angenommen, es ist H = D. Diese Situation kann nicht ein-
treten, denn sonst miiBte w = f, also w = « und gleichzeitig v < « sein.
Damit ist der Fall [2] erledigt. Das Resultat ist in der Tabelle zusammengestellt.

Ergebnistabelle:

Nummer
des Falles| *=F y Lage der Geraden p Bemerkung

1a 36° 108° Die Gerade geht durch den Punkt C; | 2 Fille (symmetrisch in
sie teilt den Winkel 7 in zwei Winkel | bezug auf die Halbie-
von 72° bzw. 36°. rende g der Grundseite
4B)

1c 45° 90° Die Gerade p geht durch den Punkt C; | 1 Fall

sie halbiert den Winkel ¥ und steht
senkrecht auf AB.

2a 722 36° Die Gerade p geht durch den Punkt 4 | 2 Fille

(oder B) und halbiert den Winkel des | (symmetrisch)
gegebenen Dreiecks ABC bei diesem
Eckpunkt.

2b M= 25- Die Gerade p geht durch den Punkt 4 | 2 Fille

(oder B) und teilt den Winkel bei | (symmetrisch)
diesem Eckpunkt im Verhaltnis 2: 1,
wobei der groBere Teil der Grundseite
AB des gegebenen Dreiecks ABC
anliegt.
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28. Wir formen den Ausdruck ¥ in folgender Weise um:
V=GN =3 +0+908 -+ E+ 06 —x)
=S xRy — o — 3 Aty — P 4y = 2 4 o
V =x% — xy? + y’z — yz* + z22x — zx? + xyz — Xyz.
Dabei haben wir xyz — xyz = 0 hinzugefiigt, um die weitere Verwandlung durch-
fithren zu konnen:
V= xy(x — y) = xz(x = y) = yz(x — ) + 22(x — y)
=(x=)0Gy—xz—yz+2?)
=@ =)k -2 -2 -2
=x-»Nr-2Kk-2
V=-x-p»y-2-x.
Es gilt also V' = 0 genau dann, wenn wenigstens eine von den Beziehungen
x—y=0, y—z=0, z—x=0
gilt, d. h. wenn eine der Beziehungen
X=y, y=z, z=X

zutrifft. Der Ausdruck V ist also genau dann gleich Null, wenn in dem Tripel (x, y, z)
wenigstens zwei Zahlen einander gleich sind.
Damit ist die Aufgabe gelost.

29. Analyse (Abb. 3.2.): Wir nehmen an, daB wir Punkte M und N konstruiert haben,
die dem Text der Aufgabe entsprechen. Die Gerade p ist die Mittelsenkrechte der
Strecke MN. Das Spiegelbild der Strecke M4 an der Geraden p sei die Strecke NA'.
Das Dreieck NBA’ ist gleichschenklig und hat als Grundseite die Strecke BA'. Der
Punkt N liegt auf der Mittelsenkrechten g der Strecke BA’. Dementsprechend fiihren
wir die Konstruktion durch.

Konstruktion (Abb. 3.2.): Wir konstruieren das Spiegelbild A" des Punktes A in bezug
auf die Gerade p sowie die Mittelsenkrechte g der Strecke BA’ (wenn B % A’ ist)
und bezeichnen mit N den Schnittpunkt der Geraden n und ¢ und mit M das Spiegel-
bild des Punktes N in bezug auf die Gerade p.

‘Wir beweisen, daB die Punkte M und N den Forderungen der Aufgabe entsprechen.
Die Punkte B und 4’ liegen innerhalb der Halbebene nB. Deshalb ist der Punkt N
von B und 4’ verschieden, Der Punkt N liegt auf der Mittelsenkrechten g der Strecke
BA'. Daher ist

NB = NA. M
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Die Strecken NA' und MA liegen nach der Konstruktion symmetrisch in bezug auf
die Gerade p. Deshalb ist

NA' = MA. )
Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich NB = MA, was wir zu beweisen hatten.
Bemerkung: Die in der Aufgabe ausgesprochenen Forderungen verlieren ihre prak-
tische Bedeutung, wenn der Schnittpunkt N sehr weit entfernt ist, wovon wir uns
anhand der Skizze leicht iiberzeugen kénnen.
Diskussion: Die Losbarkeit der Aufgabe hingt vor allem davon ab, ob B & A4’ ist.
Wenn aber B = A’ ist, liegen die Punkte 4 und B symmetrisch in bezug auf die
Gerade p. Dann kénnen wir jeden beliebigen Punkt der Geraden m als gesuchten
Punkt M betrachten (der Punkt N ist dann der FuBBpunkt des Lotes durch den Punkt A/
auf die Gerade n).
Wenn also 4 und B in bezug auf die Gerade p symmetrisch liegen, hat die Aufgabe
unendlich viele Losungen.
Liegen aber A4 und B in bezug auf die Gerade p nicht symmetrisch, so dall B £ 4’ ist,
dann existiert die Strecke BA'. Ihre ‘Mittelsenkrechte g ist zur Geraden n genau
dann nicht parallel, wenn B4’ nicht senkrecht zu n ist, d. h., wenn die Gerade 4B
zur Geraden p (oder zu den Geraden m und ») schrig steht. Dann hat die Aufgabe
nur eine einzige Losung. Die Gerade ¢ ist aber zu n genau dann parallel, wenn BA' L n,
d.h. AB 1 p ist. Dann sind g und » zwei voneinander verschiedene Parallelen und
die Aufgabe hat keine Losung.
Ergebnis: Wenn die Gerade p die Mittelsenkrechte der Strecke AB ist, hat die Aufgabe
unendlich viele Losungen. Wenn AB senkrecht zu p verlduft und wenn p nicht die
Mittelsenkrechte der Strecke 4B ist, hat die Aufgabe keine Losung. Wenn AB und p
nicht aufeinander senkrecht stehen, hat die Aufgabe genau eine Ldsung.

30. Angenommen, fiir die gegebene reelle Zahl p ist x Losung der Gleichung (1).
Nach Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung mit der Zahl
@+ Dliplx = 1) = p* +x]
erhalten wir nacheinander
P+ Dlpx =D +p*=x] =@ -Diplx—1D—p* +x],
E+Dixp =D +plp— D= - Dx(p+1) —p(p+ 1],
Mep-D@P+D-@+DEP-D=
=-plp =D+ 1D -pp+DE -1,
xXp=D+ D[P -p+1-@P*+p+1]=
=-pp=-DE+DP-p+1+@ +p+1)]
=2p(p — D(p + DHx =-2pp-DE+DE*+1D,
=2p(p -+ x—-p>—1]=0. 2y
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‘Wir unterscheiden die Fille [1] bis [4]:
1] Esistp(p — 1)(p + 1) % 0, d. h., es ist

p+l, p£0, p+ —1. 3)
Dann muBl wegen der Gleichung (2)

x—p*—-1=0,
d. h.

x=p*+1 @)
sein.

Probe: Wir bezeichnen der Reihe nach mit L und P die Einsetzungen der Zahl (4)
in die linke und in die rechte Seite der Gleichung (1). Wir erhalten (esistx — 1 = p?):
el B =] P =1
) 2 2 -3 .
pP-p+p+1 p+1
Es ist also L = P, sofern allerdings p* + 1 = 0 ist. Wir 16sen die Gleichung

P+1=0 )
der
@+DEP*—-p+1)=0.
Dann ist entweder p + 1 = 0, d. h. p = —1, was wegen (3) nicht eintritt. Oder es ist
P-p+1=0, ©)

was umgeformt wird zu

1\* 3
- Z=0
(P 2> 4

2
was wegen (p - %) 2= 0 unmaoglich ist.

Die Gleichung (5) kann fiir keine reelle Zahl erfiillt sein. Die Gleichung (5') ist also
einzig und allein fiir die Zahl p = —1 erfiillt, die wir in der Voraussetzung (3) aus-
geschlossen haben.

Ergebnis [I]: Wenn p von den Zahlen —1, 0, 1 verschieden ist, hat die Gleichung (1)
die einzige Losung x = p? + 1.
[2] Angenommen, es ist p = 1. Die Gleichung (1) lautet dann:
0
2(x — 1)

=l
:
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Sie ist offensichtlich fiir jede Zahl x erfiillt, fiir die

x—1%0 ’
ist, d. h., alle von 1 verschiedenen reellen Zahlen sind Losung.
Ergebnis [II): Fiir p = 1 hat die Gleichung (1) unendlich viele Losungen. Sie ist fiir
jede Zahl x = 1 erfiillt.
[3] Angenommen, es ist p = 0. Die Gleichung (1) lautet dann

= ]

x
Jetzt ist jede Zahl x % 0 Losung.
Ergebnis [III): Fir p = 0 ist jede reelle Zahl x # 0 Losung der Gleichung (1).
[4] Angenommen, es ist p = — 1. Die Gleichung (1) lautet dann

—2x+2 -2

0 0

so daB weder die linke noch die rechte Seite einen Sinn hat.

Ergebnis [IV]: Fiir p = — 1 hat die Gleichung (1) keine Lsung. Einen Uberblick iiber
die Ergebnisse entnehmen wir der folgenden Tabelle.

Zahl p Losung x der Gleichung Bemerkung
ist verschieden vonden | x=p2+1 eine einzige Losung
Zahlen — 1,0, 1
p=—1 existiert nicht die Briiche auf beiden

Seiten der Gleichung
haben keinen Sinn

p=0 x ist eine beliebige reelle Zahl + 0 unendlich viele
E Losungen

p=1 x ist eine beliebige reelle Zahl =+ 1 unendlich viele
Losungen

Jetzt beantworten wir noch die verbleibenden zwei Fragen a) und b):

a) Fiir jede von den Zahlen —1, 0, 1 verschiedene Zahl p erhalten wir aus (4) die
Gleichung

5=p*+1

und weiter
0=p>—4,
0=(@-2)(p+2)
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und also entweder

p=2
oder

p=-2.
Durch Verifikation [wir setzen in (1) fiir p die Zahl 2 oder —2 ein] erhalten wir eine
Gleichung, welche tatsidchlich, wie wir uns leicht iiberzeugen konnen, die Wurzel
x = 5 hat.
Auch fiir p = 0 oder fiir p = 1 erhalten wir Gleichungen, unter deren Losungen
sich auch die Zahl x = 5 befindet.

Ergebnis: a) Die Gleichung (1) hat x = 5 als Losung, wenn p eine der Zahlen: —2,
0, 1, 2 ist.
b) Fiir jede von den Zahlen —1, 0, 1 verschiedene Zahl p erhalten wir aus dem Er-
gebnis (4) die Gleichung

-3=p*+1,
welche sich durch keine reelle Zahl erfiillen 148t; denn auf der linken Seite steht eine
negative und auf der rechten immer eine positive Zahl (die Summe der Zahl | und
der nichtnegativen Zahl p?).
Fiir p = O und fiir p = 1 ist x = ~3 Losung der Gleichung (1).
Ergebnis: b) x = —3 ist genau dann Losung der Gleichung (1), wenn p = 0 oder
p = list.

Lo zu den Aufgaben der iten Stufe, Klasse 9

31. a) Angenommen, die Zahl x erfiillt die Gleichung (1). Dann gilt

Wp-2) _ Sxp=2 _ _, s
G-Dx-1 (-2x+1
AXp -l =Dx+11-5x(p-2)[(p —Dx— 1] =

i = =20~ 2x — 11[(p - 2)x + 1],
3 —22x2+3p—-Dx—5(p —22x24+5(p - 2x=
= =2(p - 2*x* — 1],

(=22 B -5+2)+(p—Dx3 +5) =2

un
: 8(p — 2)x = 2.
Fall [1]: Angenommen, es ist p #+ 2, d. h. p — 2 & 0. Dann ist
x= —1— (2)
4p-2)
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Unter der Véraussetzung, daBp — 2 + Oist,d. h.

pE2 3
ist, kann also die Gleichung (1) nur die Losung (2) haben.
Die Probe fithren wir durch Einsetzen aus. Wir bezeichnen mit L den Wert auf der

linken Seite der Gleichung (1), wenn wir in ihr fiir x den Wert aus (2) einsetzen. Wir
verwenden dazu die Form (1) der gegebenen Gleichung. Es gilt:

3 5 305
L=]L_T4__i3_‘l=_1_1=a2
tod tgr =2 2
4 4 4 4

Es ist also tatsichlich L = —2, so daB3 (2) Losung ist.

Fall |2): Angenommen, es ist p = 2. Dann ist die linke Seite der Gleichung (1')
gleich null, wihrend die rechte Seite gleich —2 ist. Die Gleichung (1) hat also fiir
» = 2 keine Losung.

b) Essoll x = — é sein, Nach Einsetzen in (2) erhalten wir die Gleichung
1 1
5 4p -2
woraus
p—2=—§
4
und 3
p=- @
4
folgt. 3 1
Die Probe fithren wir so durch, da3 wir in (1') auf der linken Seite p = x und x = — s
einsetzen. Wir erhalten (dabei ist der Nenner eines jeden der beiden Briiche auf der
linken Seite der Gleichung fiir x = — %j von null verschieden):
15 /1 25 1 3 5
'7(3) ‘:(‘5) A
L= = = et =),

Damit ist die Probe durchgefiihrt.

. . ) 3 . .
Antwort: Die Gleichung (1) hat fir p =4_1 und nur fiir diesen Wert die Wurzel
1
x=—=.

3
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32. Wir bezeichnen mit x die Radien der gesuchten kongruenten Kreislinien k,
und k,. Der Fall p = 0, d. h. T = S, ist sehr einfach (Abb. 3.49.). Offensichtlich gilt

x= 3 r, und es existiert eine unendliche Anzahl von Paaren von Kreislinien (k, , k),

welche der Aufgabe entsprechen (wenn T ein Punkt der Kreislinie k ist, so ist &, die
iiber der Strecke ST, konstruierte Kreislinie usw.).

Im weiteren sei p > O (siche die Bezeichnungen in der Abbildung 3.50.). In dem Drei-
eck ST, T, ist ST; = ST, = r. Indem Dreieck SS, S, ist SS, = ST, — ST, =r—x,
SS, = ST, — 8,T, = r — x, d.h. 55, = S8,. Es ist also SS,S, ein gleichschenk-
liges Dreieck. Weil TS, = TS, = x ist, ist T der Mittelpunkt der Grundseite dieses
Dreiecks, d. h., ¢ = ST L S,S, ist Symmetrieachse nicht nur des Dreiecks SS,S,,
sondern auch der aus den Kreislinien &, &, , k, zusammengesetzten Figur.

Abb. 3.49. Abb. 3.50.

Aus dem Dreieck SS,T (w_obei X STS, = 90° ist) erhalten wir mit Hilfe des Satzes

des PYTHAGORAS ST? = 552 — 7.57 und weiter

=0 -x -
PP =0—-2x)-r,
2rx = r? — p?,
(r—p @+
s

X

Damit ist die Berechnung durchgefiihrt. Wegen r > p it x > 0, so daB das Resultat
auch geometrisch sinnvoll ist.
Die Beziehung (1) kann man in der Form
2r  _r=p
r+p %
schreiben., Wir fiihren die Konstruktion der Strecke TS, = x auf Grund der Be-
ziehung (2) durch. In der Abbildung 3.50. ist:

ﬁ=2r, T_B=r+p, T_C=ﬁ=r—-p, B—S,HA_C.

@
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Hier gilt ATBS, ~ ATAC und also
7S, = x.

Wenn T = S ist, hat die Aufgabe genau eine Losung.

33. Analyse (Abb. 3.51.): Wenn ABCD das gesuchte Trapez ist, konstruieren wir das
Parallelogramm ACDE. Es ist:

AD=BC=b, AE=CD =,
B—E=E+E=a+c=2p,
AC=DE=BD =e.
In dem gleichschenkligen Dreieck DBE ist BE Grundseite. Seine Seiten sind
ﬁ=2p,' BD = ED = e.

Daraus ergibt sich die Konstruktion: Wir konstruieren das gleichséhenklige Dreieck
BED so, dafB3

BE = 2p; BD=ED=c¢e
gilt.
Dazu beschreiben wir die Kreislinie k = (D, b) und bezeichnen mit 4 den Schnitt-
punkt der Geraden BE mit dieser Kreislinie, der auf die Strecke PE fillt, wobei P
der FuBpunkt der Senkrechten durch den Punkt D zur Geraden BE ist (die Existenz
des Punktes A untersuchen wir in der Diskussion). Ferner konstruieren wir das
Parallelogramm AEDC. Dann ist ABCD das gesuchte Trapez.

Beweis: Das Viereck ABCD ist nach der Konstruktion ein Trapez, denn es ist:
AB|CD, 2p=BE = AB + AE = AB + CD,

d. h., die Mittellinie ist gleich p, der Schenkel AD = b, AC=ED=BD=c¢ (nach

der Konstruktion), x CAB = ¥ BED = ¥ ABD (nach der Konstruktion), so daB die

Strecken AC und BD symmetrisch in bezug auf die Mittelsenkrechte g der Strecke 4B

sind, und damit sind in bezug

0 q ¢ auf ¢ auch die Strecken 4D

_______ L7 -\ und Esymmetrisch, d.h.

b7 BC = AD = b. Dabei ist AB

" N die groBere Grundseite, denn

- g Y 9 der Pun_liA liegt auf der

al A VoleL r \B 2/ Strecke PE, und deshalb ist

AB > BP =PE > AE = CD

oder AB > CD. Damit ist
Abb. 3.51. . . der Beweis gefiihrt.
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Diskussion: Damit sich das Dreieck DBE konstruieren 148t, muf

BE < ED + BD,
also
2p < Ze,
d. h.
p<e. (1)
sein.
Damit der Punkt 4 auf die Strecke PE fillt, muB

v=DP < DA < DE
oder
r<b<e )]

gelten. Aus dem Satz des PYTHAGORAs fiir das Dreieck EDP mit ¥ DPE = 90° ergibt
sich DP? = DE? — PE? oder t = «/e? — p2. Nach Einsetzen in (2) erhalten wir die
Beziehungen

Vet —pr<b<e
oder
e — pr < br< el 3)

Wenn die Beziehungen (1) und (3) erfiillt sind, hat die Aufgabe offensichtlich genau
eine Losung; sonst gibt es keine Losung.

34. Angenommen, die urspriingliche Lsung wiegt m Gramm. Die Masse des Zucker-
anteils betrdgt dann

p

—m 1
100 M
0 —p

. 10 s
Gramm, die Masse des Wassers m Gramm. Wenn wir g%, des Wassers

Ll 3 im Gramm.

1000 100

verdampfen, verringert sich die Masse der Lgsung um
Die Masse der neuen Losung betrégt dann:

2
- (100 - pgq, _ 100" - (10? —p)qm
1002 100

Gramm. Wenn die neue Losung 2p-prozentig ist, so gilt

2
22 _ B 100 —(00-p)g @

100 100 100°
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denn der Zuckeranteil (1) bleibt unvertindert. Durch Umformung von (2) erhalten
wir

100’
I, 1 S 3)
1007 — (100 — p) ¢
1002 — (10 - p) g = 5-10°
un
5000
= C)
100 — p

Wenn die Aufgabé 1osbar sein soll, mufl offensichtlich p < 50 sein. Dann ergibt sich
nach der Formel (4) ¢ > 0 und zugleich ¢ < 100.

Zahlenbeispiel: Fiir p = 40 ergibt sich g = 83% = 83,3. Wenn wir also aus einer

40prozentigen Losung eine 80prozentige gewinnen wollen, miissen wir 83 = % der
urspriinglichen Wassermenge verdampfen. 3

Losungen zu den Aufgaben der ersten Stufe, Klasse 8

35. (Abb. 3.52.): Wir bezeichnen mit P den Flacheninhalt des Dreiecks ABC und mit x

den Flicheninhalt der im Text der Aufgabe dargestellten Figur. Ferner bezeichnen

i wir mit Q den Flicheninhalt der drei Kreis-

4 ausschnitte, die wir vom Dreieck 4BC ab-
trennen sollen. Es gilt

=
> = P=--CA-CB=--2-2=2,
o
A 48 B P=7. W
1
Abb. 3.52. ' Der Flicheninhalt Q ist die Summe der

Flicheninhalte der drei Kreisausschnitte mit
dem Radius r = 1. Der Kreis mit dem Radius r = 1 hat den Flicheninhalt nr2,
d.h. @ Zwei von diesen Kreisausschnitten (bei den Eckpunkten 4 und B) haben

also Flacheninhalte, die gleich én sind, und der dritte Kreisausschnitt (beim Eck-

punkt C) hat den Flidcheninhalt %7 Es ist also



Aus den Ergebnissen (1) und (2) erhalten wir fiir die Zahl x = P — Q:
1
x=2—-m. 3)
2 @
‘Wir setzen ndherungsweise 7 ~ 2—72 . Nach dem Einsetzen in (3) erhalten wir:
22 11 14—-11 3
&4 = =z, 4
7
Wir bezeichnen mit p die gesuchte Prozentzahl. Sie ist
%
=Z-100.
3 P

Setzen wir nun hier aus (1) und (4) ein, so erhalten wir niherungsweise

pz3 100:2=3 100.1=I_30=21§
7 2 7 7
oder
pr2143.

1
Antwort: Der Inhalt der Restfigur betrigt etwa 21 - % des Inhalts des gegebenen
Dreiecks. .

36. Bemerkung: Die Primzahlen bis 99 ermitteln wir mit Hilfe des sogenannten ,,Siebs
des ERATOSTHENES®, d. h. dadurch, daB wir nacheinander alle Vielfachen der natiir-
lichen Zahlen, beginnend mit zwei, aussieben. Beachten Sie hierzu die folgende
Tabelle, in der die ,,ausgesiebten‘* Zahlen gewdhnlich und die ,,nicht ausgesiebten*
Zahlen halbfett gedruckt sind!)

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22; 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,
31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55y 56, 57, 58, 59, 60,
61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,
1, 72, 73, 74, 75, 76, 71, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,
91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99,

Wir haben also folgende Primzahlen zur Verfiigung: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Bei der Zusammenstellung der Summe der gesuchten drei Primzahlen bemiihen wir
uns, den ersten und den zweiten Summanden mdglichst klein zu wéhlen. Eine Zwei
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kann nicht in Betracht kommen, denn in der Summe miiten zwei gerade Zahlen
auftreten und eine ungerade Zahl. Aber die einzige gerade Primzahl ist die Zahl 2.
Wir haben die folgenden Summen:

34+ 7+ 89 5+ 11+ 83 7+13+79
3+13483 5423471 74+19+4+73
3+17+79 5441+ 353 7 + 31 + 61
3423473
3429 + 67
3+37+59
3+43+53
11 +17+ 71 13 + 19 + 67 17 + 23 + 59
11 +29 + 59 17 + 29 + 53
11 + 41 + 47
19 + 37+ 43 23 + 29 + 47

Es existieren also insgesamt 21 Tripel verschiedener Primzahlen mit der Summe 99
(wobei wir die Reihenfolge der Summanden unberiicksichtigt lassen — sonst giibe es
sechsmal soviel).

37. Analyse (Abb. 3.53.): Wenn 4BCD der gesuchte Rhombus ist, so gilt

+SB=-d.

(%]

In dem rechtwinkligen Dreieck ABS ist % ASB = 90°, und die Summe der Katheten
ist bekannt. Auf der Verlingerung der Strecke AS iiber den Punkt S hinaus konstruic-
ren wir die Strecke SE = S5,
so daB

E=E+?=?

ist. Dabei ist bekannt, daB die
Diagonale AC in einem Rhom-
bus dessen Winkel am Eck-
punkt A halbiert. Wir kdnnen
aber die Halbierende dieses

\ y ‘Winkels konstruieren und da-
A B/ X P mit auch den Punkt E. Ferner
Abb. 3.53. 7? % sehen wir, daf das Dreieck

BESgleichschenklig und recht-
wiukliiist, denn von den Diagonalen des Rhombus gilt AC L BD. An der Grund-
seite BE betragen deshalb die Winkel 45°.
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Auf dieser Grundlage fiihren wir die Konstruktion durch.
Konstruktion (Abb. 3.53.): Wir konstruieren die Halbierende AX des gegebenen
Winkels PAQ und sodann die Strecke AE = % d. In der Halbebene 4 X P konstruieren

wir den Winkel AEY = 45°. Der Winkel PAX ist kleiner als 90°.' Die Summe der
Winkel PAX und AEY ist also kleiner als 180°, und nach dem Parallelenaxiom
EukLips haben die Strahlen 4P und EY innerhalb der Halbebene AXP einen
Schnittpunkt B.

In der Halbebene 4PX konstruieren wir iiber der Strecke 4B als Seite den Rhombus
ABCD, dessen Eckpunkt D auf den gegebenen Strahl AQ fillt. Die Konstruktion
fiihren wir folgendermaBen durch: Auf dem Strahl 4Q konstruieren wir die Strecke
AD = AB und das Dreicck ABD erginzen wir so zum Parallelogramm ABCD, daB
wir durch den Punkt D die Gerade ¢|| AP und durch den Punkt B die Gerade b | 4Q
legen. Der Schnittpunkt der Geraden & und ¢ ist der gesuchte Eckpunkt C. Dieses
Parallelogramm ist die einzige Losung der Aufgabe, was wir sogleich beweisen werden.

Beweis: Nach der Konstruktion ist ABCD ein Parallelogramm. Weil AB = AD ist,
ist es ¢in Rhombus. Im Eckpunkt A hat er den gegebenen Winkel PAQ. Wir wissen,
daB die Diagonale AC des Rhombus dessen Winkel im Eckpunkt 4 halbiert, und
deshalb fallen die Strahlen AC und AX zusammen, so daB der Punkt E auf den
Strahl AC fillt. Die Diagonalen AZC und BD stehen aufeinander senkrecht und
schneiden einander im Mittelpunkt des Rhombus. In dem Dreieck BES ist also
¥ BSE = 90° und nach Konstruktion <BES = 45°. Deshalb ist der dritte Winkel
EBS = 45°, und das Dreieck ist gleichschenklig, so daB SB = SE ist. Nach der

Konstruktion ist AE = %d, also AS + SE = —;d. Wir setzen fiir SE = SB ein

und erhalten A4S + SB = %d. Die Summe der Halften der Diagonalen ist also %d.

und deshalb ist die Summe der Diagonalen ACund BD gleich d. Damit ist der Beweis
gefiihrt.
Entwurf einer dhnlichen Losung:
Wenn ABCD der gesuchte Rhombus ist, konstruieren wir das Parallelogramm BDCB’
(siche Abb. 3.54.). Dann ist

CB’ = DB. m
Dabei halbiert die Diagonale AC des Rhombus den Winkel D4B. Auf dem Strahl 4C

konstruieren wir die Strecke d = AC’ = AC + DE. Auf Grund der Beziehung (1)
ist CC' = AC’ — AC = DB. Es ist also

CB' = CC'. ®)
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Dabeiist AC L DB und damit auch CB’ L CC' (Wechselwinkel an den Parallelen DB
und CB’, die durch die Gerade ASCC’ geschnitten werden). Deshalb ist das Dreieck
CB'C’ rechtwinklig (xB'CC’ = 90°) und gleichschenklig [siche (2)]. Daraus folgt,
daB ¥ CC’'B’ = 45° ist. Auf Grund dessen fiihren wir folgende Konstruktion durch:
Wir konstruieren den Winkel P4Q und
auf seiner Halbierenden die Strecke
AC' =d. In der Halbebene AC'P
konstruieren wir den Winkel AC'E =
= 45° ynd bezeichnen mit B’ den
Schnittpunkt der Strahlen AP und C'E.
Ferner bezeichnen wir mit C den FuB-
punkt der Senkrechten durch den
Punkt B’ zur Geraden AC’. Die Mittcl-
senkrechte p der Strecke AC schneidet
die Strahlen AP und AQ der Reihe
nach in den Punkten B bzw. D. Der
Beweis fiir die Konstruktion ist leicht,
so daB wir ihn ibergehen konnen.

Der Winkel PAC’ ist kleiner als ein Rechter. Deshalb gilt

Abb. 3.54.

XAC'E + ¥PAC' < 45° + 90° < 180°,

und nach dem EukLiDischen Parallelenaxiom haben die Strahlen 4P und C'E immer
einen Schnittpunkt B’. Deshalb hat dic Aufgabe nur eine einzige Losung.

38. Nehmen wir an, daB man mit Autobussen vom Typ II (mit 17 Sitzen) gefahren
ist. Man kann héchstens 286: 17 Autobusse vom Typ IT voll besetzen.

Wiirde man 16 Autobusse vom Typ II verwenden, so miiBten noch 14 Personen
untergebracht werden. Ein Autobus vom Typ I (mit 19 Sitzen) hat 2 Sitze mehr als
ein Autobus vom TypII. Da 14:2 = 7 ist, ersetzen wir 7 Autobusse vom Typ II
durch Autobusse vom TypI. So bringen wir gerade die iibriggebliebenen 14 Personen
unter.

Tatsichlich, 7 Autobusse vom TypI und 16 — 7 = 9 Autobusse vom Typ II sind
in der Lage (wenn alle Autobusse voll besetzt sind) diese Personenzahl zu beférdern:

19-7 +17+9 = 133 4 153 = 286.

Antwort: Es waren 7 Autobusse vom TypI und 9 Autobusse vom Typ II erforderlich.
Die angegebene Losung ist dic einzige.

Beweis: Die Anzahl der verwendeten Autobusse vom Typ I sei »n, die vom Typ II
sei m. Dann sind m und » nichtnegative ganze Zahlen, fiir die

17m + 19n = 286 *)

281



gilt. Da 17 -9 + 197 = 286 ist, ergibt sich durch Differenzbildung

17m — 9+ 19 — 7) =0,
woraus

17(m — 9) = 19(7 — n) ™"
folgt. Da 17 und 19 keinen gemeinsamen Teiler haben, miissen m — 9 durch 19 und
7 — n durch 17 teilbar sein. Daher gibt es wegen (**) eine ganze Zahl k, so daB
7—n=17kundm — 9 = 19k, d. h.

n=17- 17k

k ganzzahli
9+ 19k} & €

m

I

gilt. LaBt man k alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhdlt man séimtliche ganz-
zahligen Lésungen von (*). Unter ihnen besteht nur das zu k = 0 gehérige Paar
»n =7, m = 9 aus zwei nichtnegativen Zahlen.

39. Analyse (siche Abb. 3.55.): Nehmen wir an, daB wir die Punkte X und ¥ gefunden
haben, welche die Forderungen des Textes der Aufgabe erfiillen. Wir konstruieren
das Spiegelbild A’ des Punktes 4 an der Achse PM. Das Bild des Winkels AXY ist

derzuihm kongruente Winkel 4'XY,

d. h.

XAXY = X A'XY. (1)
Entsprechend der Forderung der
Aufgabe ist

X A4XY = ¥ XYB.

Aus beiden Gleichungen erhalten wir

xA'XY = ¥XYB.

Das sind zwei Wechselwinkel zwi-
schen den Geraden A'X und YB,
welche von der dritten Geraden XY
geschnitten werden. Aus der Gleich-
heit der beiden Wechselwinkel er-
gibt sich

Abb. 3.55. A'X| YB.

Das Dreieck XYB kénnen wir mit Hilfe der Geraden p || PM durch den Punkt B zum
Parallelogramm XYBZ erginzen. Darin sind die parallelen Seiten XY = 3 und BZ
kongruent. Den Punkt Z kdnnen wir aber aus den gegebenen Elementen leicht kon-
struieren und auf Grund dessen die Konstruktion durchfiihren.
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Konstruktion (Abb. 3.55.): Wir konstruieren den Winkel APM = 45°, wobei P4 = 4
ist. Ferner konstruieren wir auf dem Strahl P4 die Strecke PB = 14. Vom Punkt 4
fallen wir das Lot k auf die Gerade PM, und danach ermitteln wir den Spiegel-
punkt 4’ von 4 an der Geraden PM (in der Abbildung 3.55. ist also SA’ = 54).

Ferner ziehen wir durch den Punkt B die Gerade p|| PM und konstruieren sodann
die Strecke BZ = 3, und zwar so, daB die Punkte M und Z in entgegengesetzten
Halbebenen liegen, welche von der Geraden PA begrenzt werden. Die Punkte 4’ und Z
liegen in entgegengesetzten Halbebenen mit dem Rand PM. Deshalb liegt auf der
Strecke 4'Z der Punkt X, der gleichzeitig auch auf der Geraden PM licgt. Es ist dies
der Schnittpunkt der Geraden 4’Z und PM. SchlieBlich konstruieren wir durch den
Punkt B die Gerade ¢| 4'Z und bezeichnen mit ¥ den Schnittpunkt der Geraden ¢
und PM. Damit sind die Punkte X und Y konstruiert.

Fiir die Punkte X und Y gilt tatsichlich XY = BZ = 3; denn XYBZ ist nach der
Konstruktion ein Parallelogramm. Ferner ist nach der Konstruktion 4'Z| g. Die
Parallelen 4'Z und g werden von der Geraden XY geschnitten, weshalb die Wechsel-
winkel 4’XY und XYB kongruent sind. Aus der Konstruktion des Punktes 4’ er-
gibt sich die Kongruenz der symmetrisch gelegenen Winkel AXY und 4'XY, so daB
tatsichlich ¥ AXY = % XYB ist. Die Punkte X und Y erfiillen also die Forderungen
der Aufgabe. Aus der Konstruktion geht hervor, daf} die gegebene Aufgabe bei den
gegebenen Werten genau eine Losung hat.

Entwurf einer anderen Losung:

Analyse (Abb. 3.56.): Stellen wir
uns vor, dal wir die gesuchten
Punkte X und Y konstruiert haben.
Wir bezeichnen mit 4’ bzw. B’ die
FuBpunkte der von den Punkten
A und B auf die Gerade PM ge-
fallten Lote, so daB AA'B'B ein
Trapez ist. Wenn S und S’ die
; Mittelpunkte der Trapezschenkel
AB bzw. A'B sind, ist p = SS”
seine Mittellinie und gleichzeitig
Mittelsenkrechte der Strecke 4'B'.
Bei einer Spiegelung am Punkt S wird der Punkt 4 in den Punkt B und die Ge-
rade 44’ in die Gerade BB' iibergefiihrt und umgekehrt. Die Gerade m || PM durch
den Punkt S schneidet die Geraden A4’ und BB’ in den Punkten J bzw. K, die
in bezug auf den Punkt.S symmetrisch sind. Durch den Punkt J ziehen wir die Ge-
rade j| AX und bezeichnen ihren Schnittpunkt mit der Geraden PM mit C. Durch
den Punkt K ziehen wir die Gerade k|| BY und bezeichnen ihren Schnittpunkt mit
der Geraden PM mit D. Aus der Gleichheit der Winkel AXY und XYB und aus

1N g

s

L= — o

%
x

Abb. 3.56.
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der Parallelitit von j|| AX und k|| BY folgt, daB £ JCD = ¥ CDK ist. Daraus ergibt
sich, daB das Trapez CDKJ (es ist CD||JK) gleichschenklig ist und p als Symmetrie-
achse hat. Ferner gilt AEJ4 =~ AFBK (siche Abb. 3.56., wo AE|| PM ist), denn es
ist AJ = BK, was sich aus der Symmetrie dieser Strecken in bezug auf den Mittel-
punkt S ergibt. Ferner ist X EAA’ = ¥ FKB' = 90° und £ 4EJ = {BFK deshalb

ist AE = KF, und weil XC = AE und DY = KF ist, ist auch XC = DY, d. h.
CD = XY =3

Daraus ergibt sich die Konstruktion: o
Wir konstruieren den Mittelpunkt S der Strecke 4B und féllen von ihm das Lot p
auf die Gerade PM. Den Fuﬁmkt tizeichnen wir mit S’. Auf der Geraden PM
konstruieren wir die Strecken S'C = $’D = 1,5 (mit C = D). Ferner errichten wir
die Senkrechten A4’ und BB’ auf der Geraden PM und schneiden sie mit der
Geraden m || PM durch den Punkt S. Die Gerade m schneidet die Geraden 44’ und
BB’ der Reihe nach in den Punkten J bzw. K. Damit haben wir das gleichschenklige
Trapez CDKJ konstruiert. Nun ziehen wir durch den Punkt 4 die Gerade a| JC und
durch den Punkt B die Gerade B|| KD. Die Geraden @ und b schneiden die Gerade PM
in den gesuchten Punkten X und Y.
Der Beweis der Richtigkeit der Konstruktion ergibt sich aus der Umkehrung des in
der Analyse durchgefiihrten Verfahrens, die Aufgabe hat offensichtlich nur eine einzige
Losung.
40. Wir bezeichnen mit 4 den Zihler und mit B den Nenner des Bruchs Z. Die Aus-
driicke 4 und B formen wir mit Hilfe der Formel > — b2 = (a + b) (@ — b) um.
Es gilt
A=[x(p+q+pg+ 1P - [x(pg+ 1) +p+q)?
=k(p+q+pg+1+x(pg+1)+p+4q]-
xp+ @) +pg+1—x(pg+1)—p—4q]
=p+g+pg+D+pg+p+q+1)]
xp+qg—pg~1)—(p+q—pg—1)]
=@+g+pg+DE+D @P+g—pg—Dx—1
=L+ +A+Ix+D-[p1l-q) ~(1—-l(x-1)
A+ +D)x+D-A-dp-1D " (x-1)
—+DE-D@+DE@—D (x+DE—-1D. o
B=(p+q’—(pg+ 1)
=lp+qg+pg+11-Ip+q—pg—1]
=kA+9+ 0+l [p(1 -9 — (1 - 9)]
=0l+9@+D-A-q9@-1
B=—(p+D@-1@+D@-1. )

I

hN
I
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Es ist also
—p+DP-DE+D@E-DH &G+ DHE-D G)
-+ -D@+D@-1

[Bemerkung: Der Bruch Z verliert offensichtlich seinen Sinn, wenn eine der Zahlen p
und g gleich einer der Zahlen —1, 1 ist.]

Alle weiteren Umformungen fithren wir unter der Voraussetzung durch, daB keine
der beiden Zahlen p und g eine der Zahlen —1, 1 ist.

Z =

a) Weil die Zahlen p und ¢ von den Zahlen 1 und —1 verschieden sind, ist keiner
der Faktoren im Produkt (2) gleich null, und deshalb ist B + 0. Wir kénnen also
Ziahler und Nenner des Bruches (3) durch die Zahl B dividieren und erhalten

Z=(K+1x-1). (O]

Dieser Ausdruck enthilt tatsichlich nicht die Zahlen p und ¢, und deshalb ist der
Bruch Z von den Zahlen p und ¢ unabhingig.

b) Auf Grund von a) ist genau dann Z = 0, wenn
G+DE—-1)=0

ist, d. h., wenn entweder x + 1 = 0 oder x — 1 = 0 ist. Aus der Gleichung

x+1=0
erhalten wir x = —1. Aus der Gleichung

x—1=0

erhalten w‘ir x=1L

Umgekehrt: Wenn wir in die Beziehung (4) x = —1 einsetzen, erhalten wir
Z=(-1+1)(-1-1)=0-(-2)=0.

Ahnlich erhalten wir, wenn wir in (4) x = 1 einsetzen,
Z=(1+1)1-1)=2:-0=0.

Ergebnis: Der Bruch Z ist fiir x = —1 und fiir x = 1 und nur fiir diese Werte gleich
Null (sofern keine der Zahlen p und g eine der Zahlen —1 oder 1 ist).

¢) Wir sollen entscheiden, fiir welche Zahlen x das Produkt
=@x+DE-1D

eine negative Zahl ist.

Das Produkt zweier Zahlen ist negativ, wenn der eine Faktor positiv und der andere
negativ ist. Wir suchen also alle solche x, so daB eine der Zahlen x + 1 oder x — 1
positiv und die andere negativ ist.

285



Die Zahl x — 1 ist positiv fiir x > 1. Dann ist x + 1 die Summe zweier positiver
Zahlen, Z ist dann das Produkt positiver Zahlen, und damit ist es positiv.

Die Zahl x — 1 ist negativ fiir x < 1. Die Zahl x + 1 ist in dem Fall nur dann positiv,
wennx > —1ist. Das bedeutet, daB x zwischen den Zahlen —1 und 1 liegen muB.
Fiir x = 1 oder —1 ist eine der Zahlen x + 1, x — 1 null, und deshalb ist Z = 0.
Fiir x < —1ist x + 1 und x — 1 eine negative Zahl und Z ist das Produkt zweier
negativer Zahlen, also eine positive Zahl.

Ergebnis: Der Bruch Z ist negativ fiir alle Zahlen x, die gréfBer als —1, aber kleiner
als 1 sind (sofern die beiden Zahlen p und ¢ von den Zahlen —1 und 1 verschieden
sind).

Lasungen zu den Aufgaben der zweiten Stufe, Klasse 8

41. Die gegebene Gleichung (1) formen wir folgendermaBen um:

p(x—3)  plx+3) —4
) . @
Gp-2¥ @Gpr+2° Gp+2)Gr-2)

Gemeinsames Vielfaches der Nenner aller drei Briiche ist
n=(3p—2)2@p+ 2>~ (3)
Es ist verschieden von null, wenn weder

3p—2=0 noch 3p+2=0
gilt.
Wenn also

2 2
%+ - und F — =
p 3 ? 3

ist, so haben die Briiche in (2) einen Sinn, und es ist » £ 0. Wir multiplizieren die
beiden Seiten der Gleichung (2) mit der Zahl n und erhalten nacheinander die
Gleichungen

px=3)Bp+ 2 +plx +3)(3p - 2)* = —4(3p + 2) (3p - 2),
px[3Bp + 2)* + (Bp — 2)°] =
= —4Gp +2)Gp - 2) + 3p[Gp + 2 — 3p — 27,
px[9p? + 12p + 4 + 9p? — 12p + 4] =
= _4(9!)2 —4) + 3p[(9p* + 12p + 4) + (% — 12p + 4)],



P8P + 8)x = —4(9p* — 4) + 3-24p%,
2p(9p* + 4)x = —36p* + 16 + 72p?,
2p(9p* + 4)x = 36p* + 16,

pOP* + 4)x = 292 + 4).

[1] Weil p? eine nichtnegative Zahl ist, ist die Summe 9p? + 4 eine positive Zahl.
Wenn p + 0 ist, so ist die Zahl p (9p2 + 4) das Produkt zweier Zahlen, die von null
verschieden sind, d. h., sie ist ebenfalls eine von null verschiedene Zahl. Die zu ihr

reziproke Zahl is ’; ‘Wir multiplizieren damit die beiden Seiten der letzten
pOP* + 4)
Gleichung und erhalten
.| @
P

Probe: Wir setzen das Ergebnis (4) in die linke Seite der Gleichung (1) ein und er-
halten mit

2—3p 2+ 3p GBr —2) 3p+2
;T 2T T ¢ ; 2
@Gr-2° Gp+2) Gr-2°" Gr+2)
1 1
= - +
Ip—-2 3p+2
_—Bp+2)+3p-2_ -4

Gr-2Gp+2 9 —4
die rechte Seite der Gleichung (1).
[2] Wenn p = 0 ist, so ist die linke Seite der Gleichung (1)

Die rechte Seite ist

__4=1_

—4
Es ist also L #+ P, und die Gleichung (1) hat keine Losung.
Antwort: Die gegebene Gleichung hat die Losung x = 2 fur jede Zahl p, welche von
P

2 . . . : i
den Zahlen — f, 0, 3 verschieden ist. Fiir diese drei Zahlen gibt es keine Losung.
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42, Es ist bekannt, daB die Linge der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier
Kreislinien, die einander von auBen beriihren, gleich der Summe der Radien der
Kreislinien ist. Wenn sich dagegen die Kreise von innen beriihren, ist sie gleich der
Differenz r, — r, ihrer Radien r, und r,, wobei r; > r, ist. Daraus ergibt sich der
Satz V:

Die Mittelpunkte aller Kreislinien mit dem Radius ¢ = 3, welche die gegebene
Kreislinie £ = (S, r) von auBen beriithren, bilden die Kreislinie v = (S, r + 3). Die
Mittelpunkte aller Kreislinien mit dem Radius 3, welche die gegebene Kreislinie
k = (S, r) voninnen beriihren (wobeir > 3 ist), bilden die Kreislinieu = (S, r — 3).

Wir konstruieren die zur Kreislinie & konzentrischen Kreislinien v = (S, r + 3) und
u = (S, r — 3). Ferner konstruieren wir die Kreislinie v’ = (S', ' + 3). (Bemerkung:
Weil r’ =3 ist, ist ' — 3 =0, und es existieren also keine Kreislinien mit dem
Radius 3, die die Kreislinie X’ von innen beriihren.) Wenn X der Mittelpunkt einer
Kreislinie mit dem Radius 3 ist, welche die Kreislinien k und &’ von auBen beriihrt,
so mufl der Punkt X auf jeder der Kreislinien v und v’ liegen, also ihr Beriithrungs-
punkt sein.

Wenn Y der Mittelpunkt einer Kreislinie mit dem Radius 3 ist, die die Kreislinie k&
von innen und die Kreislinie k' von auBen beriihrt, so muf} der Punkt ¥ Schnittpunkt
der Kreislinien « und v’ sein.

(In unserem Fall existiert keine Kreislinie mit dem Radius 3, welche die Kreislinien k&
und &’ von innen beriihrt; siche Bemerkung.)

Dementsprechend fithren wir die Konstruktion durch.

Konstruktion (Abb. 3.57.): Wir bezeichnen mit T den Berithrungspunkt der ge-
gebenen Kreislinien k£ und &', so daB3

ST=r=17, ST=r =3,

SS =ST—-ST=4 )
ist.
Wir beschreiben die Hilfskreislinien v = (S,r + 3 = 10), u = (S,r — 3 = 4) und
= (S, +3=6)

D1e Kreislinien » und ¢’ haben den BeruhrungspunktX GemiB (1) ist SX=ST+3
und X = S'T + 3, und die Punkte S, S, T und X liegen auf ein und derselben Ge-
raden. Die Kreislinie x = (X, ¢ = 3) beriihrt die Kreislinien k und &’ von aufien. Die
Kreislinien u, v’ schneiden einander in den beiden Punkten ¥ und Y’. Die Kreislinien
y=(Y,0=3)und y = (Y’,p = 3) beriithren die Kreislinie X von innen und die
Kreislinie £’ von auBen.

Mit x, y und y’ sind alle Kreislinien (Abb. 3.57.) mit den geforderten Eigenschaften
konstruiert.

Der Beweis fiir die Richtigkeit ergibt sich aus der Konstruktion der Hilfskreislinien.
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Berithrungspunkt der Kreislinie x mit den Kreislinien k& und &’ ist offensichtlich der
Punkt 7.

Den Berithrungspunkt 7 der Kreislinien y und k erhalten wir als den Schnittpunkt
der Kreislinie k mit dem Strahl SY. Den Beriihrungspunkt 7', der Kreislinien y und k'
erhalten wir als Schnitt-
punkt der Kreislinie k'
mit dem Strahl S'Y.
Die Spiegelbilder T; und
T3 der Punkte 7y und 7,
an der Achse SS'sind die
Beriihrungspunkte der

/ = \ 3 "
L G Kreislinienpaare y’, &
i | und ¥, k.
A M | Diskussion: Die Kreis-

! linien v und v’ haben
/ die  Mittelpunktslinie
/ SS’ =4, die Radien
Y r+3=10undr +3=
¢ = 6, so daB also S§' =
=r4+3—-(@('+3)=4
ist. Deshalb beriihren die
Kreislinien v und v’ ein-
ander von innen und
deshalb haben sie nur
den Punkt X gemeinsam.
Die Kreislinien z und v’ haben die Mittelpunktslinie SS’ = 4, die Radien rn=r—3=
=4,r, =r" + 3 = 6 und deshalb gilt

Abb. 3.57. i

ry—r <SS <ry+ry,

so daB die Kreislinien u und ¢’ einander in den verschiedenen Punkten Y und Y’
schneiden. Deshalb existieren die beiden gesuchten Kreislinien y und y', welche die
Kreislinie & von innen und die Kreislinie £’ von auBen beriihren.

Ergebnis: Man kann insgesamt drei Kreislinien x, y, y’ mit den geforderten Eigen-

schaften konstruieren.

43. In den 1500 Gramm der urspriinglichen Losung sind 1—30—9 7,2 = 108 Gramm
Salz enthalten. 100

a) Es ist 108:129(—J =9,
100

Antwort: Die neue Ldsung ist 9prozentig.
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b) Wir fiigen x Gramm Salz hinzu. Die gewonnene Losung wiegt (1200 + x) Gramm
und es sind darin (108 + x) Gramm Salz enthalten. Nach dem Text der Aufgabe soll
dann

(108 + ) 20+ X _ 55
00
oder
(108 +x)._ﬁ_ =25
1200 + x

sein. Durch Umformung dieser Gleichung erhalten wir nacheinander
100(108 + x) = 25(1200 + x),
4(108 + x) = 1200 + x,

3x = 1200 — 432,
3x = 768,
x = 256.

Antwort: Es miissen 256 Gramm Salz hinzugefiigt werden. Die gewonnene L&sung
wiegt 1456 Gramm.
Probe: Es ist

364: =22 98,

100 1456 4

was mit der Forderung, daB die Lgsung 25prozentig sein soll, iibereinstimmt.
44. Analyse: Wenn die Pu_@e X und Y in der Abbildung 3.58. den Forderungen der
Aufgabe entsprechen, ist XY = 6 cm und AX| BY. Wir konstruieren das Parallelo-
gramm XYBZ. Darin ist BZ = XY = 6 cm. Mit Hilfe dieses Ergebnisses fithren wir
die Konstruktion durch.
Konstruktion: Wir konstruieren durch den Punkt B die Gerade ¢ || p und darauf die
Strecke BZ = BZ' = 6 cm (dabei sind BZ und BZ’ entgegengesetzte Strahlen).
Eine weitere Konstruktion fithren wir mit dem Punkt Z durch (mit dem Punkt Z’
geschieht es analog): Wir bezeichnen mit X den Schnittpunkt der Geraden p und AZ.
Ferner ziehen wir durch den Punkt B die Gerade 4| AZ und bezeichnen mit ¥ den
Schnittpunkt der nicht parallelen Geraden p und b. Dann ist der Streckenzug AXYB
eine Losung der Aufgabe.
Beweis (Abb. 3.58.): Nach der Konstruktion ist XYBZ ein Parallelogramm. Fiir seine
gegeniiberliegenden Seiten gilt

XY=BZ=6 cm,

XZ|BY oder AX|BY.
Dabei liegen die Punkte X und Y auf der Geraden p. Damit ist der Beweis gefiihrt.
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Diskussion (Abb. 3.59.): Zu jedem der Punkte Z und Z’ gehort ein Streckenzug, d. h.,
wir erhalten genau die beiden Linien 4XYB und AX'Y’B. Diese sind tatsdchlich von-
einander verschieden, denn es sind die Strecken AX und AX’ voneinander verschieden,

Z1 18 Z z! g iz
PR . A - [ i
i /,#_ a7 b Y
’I ', // ’I
7
X Sy x! 4
TR 5
4 Ve P 1 P
! Al 1
] b "
s i
| ./
i,
YA Abb. 3.58. ’ Abb. 3.59,

was sich daraus ergibt, daB 4Z und AZ’ Seiten des Dreiecks AZZ’ und deshalb von-
einander verschiedene Strecken sind. Die Aufgabe hat also genau zwei Losungen.
(Bemerkung: Dabei kann X = Y’'und Y = X’ sein, und trotzdem existieren zwei ver-
schiedene Streckenziige.)

DIE AUFGABEN DER ZWEITEN
INTERNATIONALEN MATHEMATIKOLYMPIADE

Die Zweite Internationale Mathematikolympiade fand am 21. und 22. Juli 1960 in
Sinaia in der Ruménischen Volksrepublik statt.
Hinter jeder Aufgabe wird in Klammern das Land angegeben, welches die betreffende

Aufgabe eingereicht hat.
Zunichst die Aufgaben der ersten schriftlichen Arbeit, die am 21. Juli 1960 geschrie-

ben wurde.

1. Wenn wir eine gesuchte dreistellige Zahl durch 11 teilen, erhalten wir einen Wert,
der gleich der Quadratsumme der Ziffern der gesuchten Zahl ist. — Ermitteln Sie
alle diese dreistelligen Zahlen! (Bulgarien)

2. Ermitteln Sie alle Zahlen x, fiir welche die Ungleichung

4x*
(1 =1+ 2x7
gilt! (Ungarn)

3. Gegeben ist das rechtwinklige Dreieck 4 BC, dessen Hypotenuse BC in n kongruente

Strecken geteilt ist, wobei n eine ungerade Zahl ist. Wir bezeichnen mit « den Win-

kel, unter dem vom Punkte 4 aus diejenige der kongruenten Strecken erscheint,
welche den Mittelpunkt der Hypotenuse des gegebenen Dreiecks enthilt. Ferner

<2x+9
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bezeichnen wir mit & die Hohe und mit a die Lange der Hypotenuse des gegebenen

Dreiecks. Beweisen Sie, daff dann

tana = ﬂ_

n —1)a

gilt! (Ruminien)

Die zweite schriftliche Arbeit wurde am 22. Juli 1960 geschrieben.

4. Konstruieren Sie das Dreieck 4BC, wenn die zu den Eckpunkten 4 und B des
Dreiecks gehorigen Léngen der Hohen v,, v, und ferner die Lénge ¢, der Seiten-
halbierenden, welche zum Eckpunkt A4 gehort, gegeben sind! (Ungarn)

. Gegeben ist der Wiirfel ABCDA'B'C'D’.

a) Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Mittelpunkte der Strecken XY, wobei
X ein beliebiger Punkt der Strecke AC und Y ein beliebiger Punkt der Strecke B'D’
ist!

b) Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Punkte Z, die auf der Strecke XY
[aus der vorhergehenden Aufgabe a)] liegen, fiir die

ZY=2-XZ

ist! (CSSR)

h

6. Gegeben ist ein Rotationskegel, dem eine Kugelfliche so einbeschrieben ist, daB
sie die Grundfliche des Kegels beriihrt. Dieser Kugelfldche ist ein Rotations-
zylinder umbeschrieben, dessen eine Grundfliche in der Ebene der Grundfliche
des gegebenen Kegels liegt. Wir bezeichnen mit ¥, das Volumen des Kegels, mit V,
das Volumen des Zylinders.

a) Beweisen Sie, daB} V; #+ V, ist!
b) Ermitteln Sie die kleinste Zahl k, fiir welche die Beziehung
Vi=k-V,

gilt!
Konstruieren Sie fiir diesen Fall den Winkel, unter dem von der Kegelspitze aus
der Durchmesser der Grundfléche des Kegels zu sehen ist! (Bulgarien)

=

Gegeben ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Grundseiten @ und ¢ und der
Hohe v. Konstruieren Sie auf der Symmetrieachse dieses Trapezes einen Punkt P
so, daB von ihm aus die beiden Schenkel des Trapezes unter rechten Winkeln zu
schen sind!

Berechnen Sie ferner den Abstand des Punktes P von einer der Grundseiten des
Trapezes!

Entscheiden Sie schlieBlich, unter welchen Bedingungen ein solcher Punkt P
existiert! (Diskussion der Fille, die auftreten konnen.) (DDR)
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