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VORWORT

In einer Zeit wie der unsrigen, in der laufend technisch-wissenschaft-
liche Fortschritte groBen Stils erzielt werden, ist es verstindlich, daB
an den gesamten Ausbildungsgang besonders der technisch-wissen-
schaftlichen Kader gesteigerte Anforderungen zu stellen sind. Vor-
nehmlich trifft das fiir die Mathematik zu.

Nur sichere und gut fundierte mathematische Kenntnisse be-
fihigen die Ingenieure, Techniker, Konstrukteure und Meister,
jederzeit dem Tempo des technischen Fortschritts folgen zu kénnen
und mit mathematischer Genauigkeit den an sie gestellten Anforde-
rungen gerecht zu werden. Voraussetzung dafiir ist vor allem eine
gute mathematische Grundausbildung an allen dafiir in Frage kom-
menden Instituten. Die Ausbildung in dieser Richtung zu fordern ist
der Zweck auch dieser Formelsammlung. Sie baut im wesentlichen
auf dem in der zehnklassigen polytechnischen Oberschule vermittel-
ten Wissen auf und wendet sich in erster Linie an die Studierenden
der Fachschulen und die Studenten der Hochschulen. Aber auch fir
Schitler der zwolfklassigen Oberschulen sowie fir die Werktitigen,
die auf Grund der groBziigigen Unterstiitzung durch unsere Regie-
rung sich beruflich im Selbst-, Fern- und Abendstudium qualifizie-
ren, kann das Buch eine wertvolle Hilfe zur Rationalisierung der
geistigen Arbeit sein. Es ist einleuchtend, daB nicht jedes Spezial-
gebiet aufgenommen werden konnte. Der Rahmen der Formel-
sammlung — er erstreckt sich von den Grundrechenarten iiber die
analytische Geometrie und Infinitesimalrechnung bis zu den Fou-
RIER-Reihen, den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
der linearen Optimierung, der Algebra der Logik und der LAPLACE-
Transformation — scheint jedoch weit genug gespannt, den An-
spriichen der breitesten Interessentengruppen zu geniigen.

Die 12. Auflage erfuhr Verbesserungen hinsichtlich der Einordnung
einiger Unterabschnitte in den Gesamtrahmen des Buches sowie der
noch starkeren mengentheoretischen Durchdringung.

Es wurde besonderer Wert auf ein ausfiihrliches Sachwortverzeich-
nis und eine klare, iibersichtliche Gliederung gelegt, um es dem Be-
nutzer zu erleichtern, das Erforderliche zu finden.

Durch zahlreiche Beispiele soll das Verstindnis der abstrakten ma-
thematischen Formeln erleichtert werden. Erlduterungen geben
dem Leser die Moglichkeit, die Mathematik nicht formal zu betrach-
ten, sondern sie durch eigenes Denken zum geistigen Besitz werden
zu lassen, und sie sind auBerdem ein Beitrag zur schopferischen An-
wendung der Mathematik in der Praxis.

VERFASSER UND VERLAG
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0. Mathematische Zeichen und Symbole

0.1. Mathematische Zeichen
Zeichen Sprechweise Zelchen Sprechwelse
1. Ordnungszeichen \ % vom Hundert,
Prozent

1, erstens

UM vom Tausend,
.. Komma, Punkt Promille
v und 8o weiter bis ongo runde, eckige,

[ 7 R

und so weiter unbe-
grenzt

aeius, g zwel,an

2, Qleichheit und Ungleichheit

= gleich

= identlsch gleich

= nicht gleich, ungleich

%5 nicht ldentisch
gleich

~ proportional

~ Blerch (rund, otwa)
entspricht

< kleiner als

> groBer als

= kleiner oder gleich,
héchstens gleich

-] groBer oder gleich,
mindestens gleich

< klein gegen

3 groB gegen

3. El tare Rechenoperali
plus

- minus

¢ X mal

geteilt durch, zu

geschweifte, spltze
Klammer auf, zu

4. Geomelrisehe Zeichen

Il
+

tt

parallel

nicht parallel
glelchsinnlg parallel
gegensinnig parallel

rechtwinklig zu,
senkrecht auf

Dreieck
kongruent
&hnlich
‘Winkel
Strecke A B

Bogen AB

5. Algebra und Elemente der Analysis

sgn
lz]

arcz

AmMgs =
N

signum
Betrag von z
Arcus z

n Fakultit
n iiber

Summe
Produkt



0.1. Mathematische Zeichen

XV

Zelchen Sprechwelse

Zeichen Sprechweise

Quadratwurzel aus,
n-te Wurzel aus

V_:?_

loder ) Imeginére Einheit
= Pi

Q) Matrix

11 Determlnante
odér det

1(z) fvonz

6. Qrenzwerte

] unendlich

(a, b)
[a, b] oder (a, b)

offenee Intervall a b

abgeschlossenes
Intervall ad

- gegen, ndhert sich,
strebt nach,
konvergiert nach

llm' Limes

7. Differentialrechnung

At Delta |

'@, 1" @),..., [8trichz, fzwel

1°)(z) Strich z,..., I n
Strich 2

10X 10] @ Punkt ¢, ¢ zwei
Punkt ¢

¥,y ....s™  yStrich, y zwel
Strich, ...,y n
Strich

d Diiferentlalzeichen

df(z) df vonz

n,, dy nach dz, d zwel y

d_y' ‘1':. e Ly nach dz hoch zwei,

dz’ dz dz" ...,dnynachdz
hoch n

faly f nach z, { nach y

[ d partlell

. / nach zz, f nach zy

fyzilyy / nach yz, / nach yy

aiz; v) totales Differential

von f(z; y)

8. Integralrechnung

_[ Integral
I 1te) dz Integral f(2) dz
b Integral f(z) dz von
J1z) az a bis b
a
b F(z) zwischen den

Fla) |a Grenzen ¢ und b

§ Randintegral
Hillenintegral

9. Ezponential- und Logarithmus-

Junktion
expzT Exponentialfunktion
von z

log Logarithmus (all-
gemein)

Logarithmus zur
Basis a

g Zehnerlogarithmus
(gewohnlicher oder
Briggsscher Log-
arlthmus)

In natirlicher Log-
arithmus

10, Trigonometrische und Hyperbelfunk-
tionen sowie deren Umkehrungen

sin Sinus

cos Coslnus

tan ‘Tangens

cot Cotangens

arcsin Arcussinus
arccos Arcuscoslnus
arctan Arcustangens
arccot Arcuscotangens
sinh Hyperbelsinus
cosh Hyperbelcosinus
tanh Hyperbeltangens
coth Hyperbelcotangens
arsinh Areasinus

arcosh Areacosinus
artanh Areatangens
arcoth Areacotangens



XVl

0. Mathematische Zeichen und Symbole

0.2.

Symbole der Menéenlehre

4 = {a} = {a1;a2; a3; ...} Die Menge 4 besteht aus den Elementen

©

HMQABRQ[EX |/ DS ™M

0.3.
4, = 4,
4, 4,

A)—( A, =

V’ +’V
A,"[\

Ty~

ay;a2; ag; ...

ist Element von

ist kein Element von

ist gleich -

leere Menge (enthilt kein Element)

ist Teilmenge von (ist enthalten in); echte Teilmenge C
vereinigt mit

geschnitten mit (Durchschnitt)

Differenz
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Korper der reellen Zahlen KCR
Korper der komplexen Zahlen RCC

Erfilllungsmenge, Losungsmenge

‘Symbole der Logik

Aus A4, folgt A, (Implikation)
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und (auch ohne Rechenzeichen) (Konjunktion)

logische Verneinung (z quer, « nicht) (Negation)



1. Arithmetik

1.1 Mengenlehre
1.1.1. Grundbegriffe

FaBt man alle Objekte, die eine bestimmte Eigenschaft haben, zu
einer Gesamtheit zusammen, so wird diese eine Menge genannt, falls
fiir jedes Objekt eindeutig entschieden werden kann, ob ihm diese
Eigenschaft zukommt oder nicht.

Die zur Menge gehorenden Objekte heiBen Elemente.

Darstellung (Beispiele):

M= {3;7;11}
8§=1{2;4;...;2n}
Q@={z||z| <1l;z€ R}

Sind die Elemente der Mengen Punkte einer Kurve, einer Ebene
oder eines Raumes, so werden die Mengen auch Punkimengen ge-
nannt. |

Wenn jedes Element a; der Menge 4 in der Menge B enthalten ist,
dann ist 4 eine Teilmenge (Untermenge) von B (Obermenge):

A C B B> A (echte Teilmenge fur A & B)
Stets gilt:

A < A {reflexive Beziehung), @ C 4

A CBABCC= 4 CC (transitive Bezichung)

ACBABSCAsA=B ' '

A = B fiir jedes x€ A ~z€ B

A = B B = A (symmetrische Bezichung)

A =B A~ B=C = A= C (transitive Beziehung)

Eine Menge, die mindestens 2 verschiedene Elemente enthilt, heift
Kérper, wenn unter _ihren Elementen die Addition, Subtraktion,

1 Bartsch, Formeln
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Multiplikation und Division bis auf die Division durch Null unbe-
schrinkt ausfiahrbar sind.

1.1.2, Mengenoperationen

Die Vereinigung zweier Mengen A \J B (lies A vereinigt mit B)
besteht aus allen Elementen, die wenigstens einer der beiden Mengen
A und B angehéren.

Der Durchschnitt zweier Mengen A N B (lies A Durchschnitt B)
besteht aus allen Elementen, die sowohl zur Menge A4 als auch zur
Menge B gehoren.

Die Differenz zweier Mengen A "\ B (lies Differenzmenge aus 4 und
B) besteht aus allen Elementen, die zu A4, aber nicht zu B gehéren.
Das Produkt zweier Mengen A X B (lies A Kreuz B) stellt die Menge
aller geordneten Elementepaare (a; b) dar, wobei e € 4, b€ B.

Rechenregeln
AU B=BUA
(AVBYVC=AV(BVUC)
ANB=BNA

(ANBYNC=AN(BNC)
(AUB)NC=(ANC)V(BNO)

AVUp =4
ANG =0

"ANB=4A\ (4N B)
(ANB)NB=0
AN A =90

AUB=(AN\ B)V(B\ 4)VV(4NB)
Wenn eine der drei Beziehungen
ACB, AVB=B, ANB=A4
gilt, dann folgt daraus die Giiltigkeit der anderen beiden.

1.1.8. Abbildungen, Michtigkelt

Wird jedem Element x€ X durch eine bestimmte Vorschrift ein
(oder mehrere) Element(e) einer Menge Y zugeordnet, so spricht man
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von einer Abbildung der Menge X in bzw. auf die Menge Y, je nach-
dem, ob von Y nur ein Teil oder alle Elemente beteiligt sind.

Die dem Element z zugeordneten Elemente der Menge Y werden die
Bilder von z genannt. Das Element z wird auch das Urbild genannt,
Die Menge X heiBt die Urbildmenge bzw. der Definitionsbereich D.
die Menge Y die Bildmenge baw. der Wertebereich W.

Wird die Abbildung durch ¢ bezeichnet, so schreibt man:

6: X>Y bzw. z30(@) =y

Wird bei einer Abbildung jedem Element der Urbildmenge genau
ein Element der Bildmenge zugeordnet, so ist die Abbildung ein-
deutig. Bestehen die beiden Mengen aus mathematischen Objekten,
go spricht man von Funktionen. Ist bei einer eindeutigen Abbildung
die Umkehrabbildung ! ebenfalls eindeutig, d. h., entspricht jedem
Element der Bildmenge genau ein Element der Urbildmenge, so
ist die Abbildung eineindeutig. Zwei Mengen, die sich eineindeutig
aufeinander abbilden lassen, sind von glescher Machtigkeit oder
gleichmdchtig. ,

LiBt sich eine Menge A4 eineindeutig auf eine echte Teilmenge B’ von
B abbilden, aber nicht auf die Menge B selbst, dann ist 4 von klei-
nerer Michtigkeit als die Menge B. Die Menge B wird von groBerer
Miichtigkeit als die Menge A genannt.

1%
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1.2. Reelle Zahlen 5

1.2, Reelle Zahlen

1.2.1,  Allgemeines
Betrag von reellen Zahlen
la| =|—al
la| 20
a fir a =20
lal = {—a fir e <O
ta = |af
la| — b < |a 4+ 8] < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
la] — 1t} =la —b| < a| + |B]
lag +az + a3 + -+~ +a,| Slog| +az] +1a5] + -+ +[a,l

lab| = |a| - [b]
a|_le| .
7= 3] firb 0

Yorzeichen (signum) einer Zahl

L2l

sgnz =

+1. fiir z>0
sgnz =
& —1 fir 2<0

sgn0 =10

1.2.2, Irrationale Zahlen

Die n-ten Wurzeln aus n-ten Potenzen rationaler Zahlen sind wieder
rationale Zahlen.

—_ 3, 4 —
J/25 = b; J/27 = 3; VL=l
256 4
Die n-ten Wurzeln aus nichtnegativen reellen Zahlen, die nicht n-te
Potenzen darstellen, sind irrationale Zahlen, d.h. unendliche, nicht-
periodische Dezimalbriiche.
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Rationalmachen des Nenners

Fithrt die Rechnung zu Briichen mit Wurzeln im Nenner, so erwei-
tert man den Bruch derart, daB der Nenner rational wird.

Beispiele:

r :c‘l/a:_ =zV§=xV;=i/;

V2 Vave VA T
_m m(a —l/lT) m(a —Vb)
a+V6 @+Vo)@—Vb) -0

1.2.8. Binomialkoeffizlenten, binomischer Satz

Binomislkoeffizient ('i) (lies n iber k)
k€ N;nc K
k!=1.2.3.4... k (k Fakultat)
Festsetzung: 0! = 1
(n)=n(n—1)(n—2)---(n—k+1)
k 1.2.8.--k
_an—1)(n—2) - (n—k+1)
k!

( ):( )= 1 [Deﬁnition];(’,i) =0firk>n>0;nEN

Beispiele:
10-9-8.7
( ) 1-2.3.4 210
(— ) (= i) (—%) _3
2 8
3) _ 8.2 1 0 (—1) _ 0
(5 - 1.2.3.4.5
Pascalsches Dreieck zur Bestimmung der Binomialkoeftizienten
n=0 1
n=1 1 1
L
n=2 1 2 1
A e
n=23 1 3 3 1
N, ) e, s\ !
=4 1 4 6 4 1

n =05 1 5 10 10 b 1
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7

k
ten Stelle.

Beispiele:

(;) — 6 steht in der 5. Zeile an der 3. Stelle.

Beziehungen zwischen Binomialkoeffizienten

(7]:) = (n i k) = L'(nn—Lk)' (Symmetrie)

(2)+G3a)=GT)
(k11)=<2)2—:l{
D+62)-C1)
()« (% )+ (e
+(1)=G1)
() + (3 )+ (37
+(k—:n)=(k+:+l)
(11L)=(nf )="
(6)+(2)+ () +-+(3)==
(6)=()+(2)=+-+

<n ) steht in diesem Dreieck in der (» + 1)-ten Zeile an der (k + 1)-

neEN

nEN

nEN
n€ N

nEN

ne N
ne N

nEN
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Binomischer Lehrsatz mit Exponenten aus natiirlichen Zahlen
n_("\ n n\ n-1 R\ n—2;2 7\ n—9;3
(@ + b) —(O)a +(1)a b+<2)a b+(3)a b +

n

b () (= § ()

(@ — b)? =<g)an _ (T)a”_lb-{- (72")“11—2172 _ (g)an—8b3+

+ =t (10 (7 Yt - () =

Allgemeiner binomischer Lehrsatz tiir reelle Exponenten
n_("\ n N\ n—1 N\ n-2;2
(a+b)—-(0)a +(1)a b+(2)a b% +

+ (;‘)an—sbs 4 oee
Konvergenzbedingung [b] < |a|
Binomischer Lehrsatz fiir einige Werte von n
n=2: (a 4 b)?> = a® + 2ab + b2
n=23: (g + b)?=a®+ 3a% + 3ab? 4
n=4: (@ + b)* = at 4 4a% + 6a2b? 4 4ab® + b
n = b: (& & b)5 = a® + Ha'b 4 1022 4 10a%b® + Hubt + b5

1.8. Imaginiire und komplexe Zahlen

1.3.1. Imaginiire Zahlen
Imaginiire Einheit

Bestimmungsgleichung: j2 = —1

Potenzen der imaginiiren Einheit

i =41
54n+1 —
jnt2 o g fir n€ @

j4n+3

==l
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Lisung der Gleichung x*= —a ae¢cR,a>0
Augz? = —a = (—1) a folgt E = {j [/a; —j Va}

Algebraische Summen von imaginiiren Zahlen
sind entweder imaginir oder 0.
Beispiele:

4j — 7+ 9 =6

4—-"7+3=0

Produkte von imaginiren Zahlen
sind entweder reell oder imaginir.
Betspiele:

b5j - 7j = 8hj2 = —3b

Bj - 7j - 8] = 280j® = —280j

Quotienten von imaginiiren Zahlen
sind stets reell.
Beispiel:

14 _ 14

157 16

Darstellung der imaginiren imagindre Achse
Zahlen I

Die Menge der imaginiren Zahlen 2:Quadrant
kann durch Punkte auf der ima-

giniren Zahlengeraden als Viel- S le
faches der imagindren Einheit j f-5-4-3-2-7.] +7+2+3+445+6
(Strecke O bis j) dargestellt wer- A reelle A
den. Reelle und imaginiire Zahlen- 8. Quadrant _g. | dvadront
geraden stehen senkrecht aufein- -4t
ander.

1.Quadrant

S &ea&

1.3.2. Komplexe Zahlen in arithmetischer Form

z2=a-+bj a,b€ R;j2= —1 a Realteil; b Imaginirteil
Konjugiert komplexe Zahlen

2z =a + bj

2, =a — bj



1c 1. Arithmetik

Gleichheit komplexer Zahlen
a+t+dj=ctdijoa=cAb=d
speziellgilte + b =0 =2ea=0Ab=0

Betrag |z| = |/a? + b2

Die Menge aller Zahlen a + bj

csgp Y bildet den Korper der kom-

o G+ plexen Zahlen C, von denen

fll" jede einem geordneten Zahlen-

— e —t paar’ (a; b), d.h. einem Element
6 S AR LA 21 HE des Mengenprodukts Ex R ent-
—gp-————- 7{"(5_@ spricht. Die Darstellung aller

Y71 dieser Mengenprodukte erfolgt

Be2Y durch Punkte in der GAUSSschen

v Zahlenebene (eineindeutige Ab-

bildung der Menge der kom-
plexen Zahlen auf die Menge der Punkte der Gaussschen Zah-
lenebene).
Im Korper C haben alle quadratischen Gleichungen mit reellen
Koeffizienten Losungen.

Addition von komplexen Zahlen
@+bd)tc+d)=(@xc)+(bkd)j
(e+d)+(@a—0bj)=2a

Subiraktion von komplexen Zahlen

@+b)—(+d)=@—c)+(b—d)j
(@ + bj) — (@ — bj) = 2bj

Multiplikation von komplexen Zahlen
(@ + b)) ( + dj) = (ac — bd) + (ad + be) j
(@ + bj) (@ — b)) = a® + b*
a? - b® heiBt Norm der komplexen Zahl a 4 bj bzw. a — bj.

Division von komplexen Zahlen (Reellmachen -des Nenners)
a + bj _ (e + bj)(c — dj) _ac + bej — adj — bdj?
c+dji (c+di)(c—dj) o2 — d¥° B
_(ac+bd) + (bc —ad)j ac+ bd be —ad .

- c® + d? —cz+d’+c2—|—d2]
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Durch Erweitern des Quotienten mit der zum Divisor konjugiert
komplexen Zahl erhilt man stets einen Quotienten, dessen Nenner
reell ist.

Betspiel:
149 (L+2)B+) _1+%_1 7.
33 - @-HGTH - 10 10710

Potenzieren von komplexen Zahlen
- (@ + b)) = a® 4+ 2abj + b%j2 = a® + 2abj — b®
(a + Bi)® = a® + 3a%; + Bab%j? + b =
= @® + 3a?®hj — 3ab® — b3
(a + b])d = a4 + 4a3b] + 6a2b2j2 + 4ab8ja + b4j4 =
= a4 + 40%bj — 6a%b* — 4abj 4 b*
usw.
Komplexe Quad;atwurzel vYom 2
Definition

Lésungen der Gleichung 2?2 = @ + bj = z heiBen komplexe Qua-
dratwurzeln von z.

S | IR i v
Tnq4 = :I:( ...+ b V____ i
ol 2 "WeGiya+o)
1.3.8. Komplexe Zahlen in goniometrischer Form
Jede komplexe Zahl laBt sich als ',‘,My,',,ﬁ,-gm

Veltor 3 in der Gaussschen Zahlen-

ebene darstellen: Platy)
2=a+bj)=r(cosp + j singp)
réR,r=0 b ‘
09 <. 360° 0 £ a reslle Achse

r Betrag oder Modul der komplexen Zahl
@ Argument oder Phase der komplexen Zahl

Dabei gilt
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(a und b bestimmen die Lage des Punktes in der Gavssschen Zahlen-
ebene und somit auch ¢.)

l3] =7 =}/a + 83
Beisptel: .
Verwandle 3 — 4j in die goniometrische Form!

r=)/3 4 (—42 =5

fanp= o = — =; = 306° 52

(Der 2.Wert fiir ¢ scheidet aus, da die Zahl beia > 0 und b < 0
im 4.Quadranten liegt.)
8 — 4j = b (cos 306° 52’ + j sin 306° 52')

Multiplikation von komplexen Zahlen
2z, = 1y (cos @, + j 6in @)
2y = 74 (co8 @3 + j 8in @)
22, = ryry [co8 (py + @2) + j sin (p; + @o)]

Division vor komplexen Zahlen

2, =1y (cos ¢, + jsing,)
2, = 13 (co8 @3 + ] sin ¢y)
%

= 22 [00s (¢, — @2) + § sin (1 — 9]
2 2

Potenzieren von komplexen Zahlen

z=r(cos@ -+ jsing)
2™ = r® (cos np + j sin np) (Satz von MoivRE) =€ Q@

Komplexe n-te Wurzeln von #
Definition
Losungen der Gleichung z* = z = 7 (cos ¢ + j sin ¢) heiBen kom-
plexe n-te Wurzeln von z. z€ C; n€ N\ {0}
2 = (cos 9t ’;:_3991 + jsin _‘l’_j.‘_’%' 3&)
k€ {0,1,2, ..., (n — 1)}
Die n-ten Wurzeln aus einer Zahl haben » Werte.
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Komplexe n-te Einheitswurzeln
fir r = 1, ¢ = 0 (n-te Kreisteilungsgleichung):

. o . °
k- 360 +jsink 360

n —
zo=1=z, = cos

#" = —1 = z,, = cos 180 +nk - 360 +jsin 180 —f-nk - 360

far k€ {0, 1,2, ..., (n — 1)}

Beispiele:
=1 1
ze 1 j _ ze°=—2—+%l/3
zg=1=1z°-=_?+?l/3 P=-1 z,, = —1
1 —
ze.=_‘2""J?V3 . “’e.=l_']—V3
2, =2 V2+1)2
:eu:; xel=—%-l/5+"j§‘l/g
:L‘e=1=>l o 1 124=—1=)‘ 1. - j _
Lo, = — ze=———l/2——l/2
. s 2 2
Ty = =) _ _l_ —_i_ -
h:ce. +2Vv2 2[/2

Lisung der binomischen Gleichungen
n

V;'Iek fir ¢y = 0 und 2z} = —1

]/—a0~a:ek fir ap < 0 und 27 =1

tay=0=>z=

n€E NN\ {0}
k€ {0, 1,2, ..., (n — 1)}
1.8.4. Komplexe Zahlen in Exponentialform

Definition
el® = cosp + jeing Eulersche Formel

e 3% = cosp — jsing
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Daraus folgt:
z=rel® =r(cosp + jsing) =a + bj
Beispiel:
Verwandle —2 + 3j in die Exponentialform i
3
r=)(—22+8=)13; tangp= —5 = —L5;
@ =123°41' = 2,16 rad
—2 48 — /13218

Abkiirzung in der Technik:
=Z£ (lies: Versor )
—2 4 8j = /13124’ — /13 /193°41’
Beispiel:
Verwandle 17 - ¢$37°22" in die arithmetische Form a + bj!
. @ + bj = 17 (cos 87° 22’ + j sin 37° 22') =
=17 (0,796 + j - 0,607) = 13,56 + 10,3j

Multiplikation von komplexer Zahlen
2y = rel®

2,29 = ,-1,-291(%+%)
Zg = fzejw.

Division von komplexen Zahlen

= P
21 - rlej ' i — Q ej(%—'%)
zz . r2ele £

Potenzieren von komple;en Zahlen

z=rd? "= Ml pc@
Komplexe n-te Wurzeln von 2 -
Definition

Lésungen der Gleichung z® = z — rel(?+2k%) hejBen komplexe n-te
Wurzeln von z. € C; k€ N; n€ N\ {0}

¢+2k1t
i
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Spezielle Werte des Faktors el?

el2kr — 1 )
DY _ g fir k€ @

n 2x :

isg - 15 1 i va
eT=ji e =—g+)3

3 4n

e g 1 ]
e2 = —j; e3=—?——l/3

ol2hT — 1 = P 2T — o

Periode der Exponentialfunktion deshalb 2xj.

Zusammenhang zwischen Exponential- und trigonometrischen

Funktionen siehe S. 164.
1.3.5. Natiirliche Logarithmen von komplexen und
negativen Zahlen
Definition
Der natiirliche Logarithmus der komplexen Zahl
z=r(cosp + jsing) z=0
ist die komplexe Zahl

lnz=ln[r(coqu-i-jsilltp)]=lnr+j(qJ+2k1-:) kc@
Fiir k£ = 0 ergibt sich der Hauptwert.
Beispiel:

In (3 — 7j) ist zu berechnen.

1:=Vm=]/5_8 tantp:%'z= —2,33...

¢ = 293° 12’ & 5,12 rad

In (3 — 7j) = In}/68 4 j(5,12 4 2km) =

= 2,08022 4 j(b,12 + 2kx)

k=0: In(8 — 7j) = 2,03022 + 5,12j
k=1: = 2,03022 + j(5,12 4 2x) = 2,03022 4 11,4j
E=2: = 2,08022 + j(5,12 + 4r) = 2,03022 + 17,68j

usw. -
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Sonderfille

Positive imagindre Zahl bj (a = 0; b > 0)

In (bj) = In [rei®+24™], wobeir = b und ¢ = %

+f X
In(bj) =In [be’ (z +2’“‘)] =
=1nb'+j(g+2lm) fir ke @
Logarithmen positiver imaginéarer Zahlen sind komplexe Zahlen.

Negative imagindre Zahl —bj (e = 0; b > 0)

In (—bj) = In [re}® 124D, wobeir = bund ¢ = 3

51-'.

In (—bj) = In [be" (%"’f“”"‘)] -

—Inb —I—j(%ﬂ: + 2k-n:) fiir k€ @
Positive reelle Zahl a (a > 0; b'= 0)
Ina = In[rel(?+2¥™] wobeir = aund ¢ = 0
In @ = In [ael0+2™)] =
=Ina + 2kxj fir k€ G

Negative reelle Zahl —a (a > 0; b = 0)
In (—a) = In [red®+2t0)] wobeir =g undg ==

In (—a) = In [aei(™+2k%)]

=Ina + j(n + 2kr) fir k€ G

Entsprechend:
In1 = 2knj
In (—=1) = (= + 2kn) j
nj = (%+2Icrr)j fir ke &

. 3 .
In(—j) = (? r + 21:11:)]
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1.3.6. Graphische Verfahren

Graphisches Addieren von komplexen Zahlen

Da komplexe Zahlen als zweidimen-
sionale Vektoren in der Gaussschen
Zahlenebene dargestellt werden kén-
nen, fithrt das graphische Addieren
von komplexen Zahlen auf eine Vek-
toraddition. An den Vektor 3, wird
durch Parallelverschiebung der Vektor
3, angefiigt. Der Summenvektor OC ist
5= h + 3 ‘
Zur Bildung der Differenz

3=8 — =8t (—%)

wird an 3 der zu 3, entgegengesetzt
gerichtete Vektor —3, angefiigt.

Graphische Multiplikation von komplexen Zahlen

Die graphische Multiplikation ist nicht identisch mit einer der mag-
lichen Produktbildungen von Vektoren.

Aus zyzp = ryroe} @119 — 2 — red? ergibt sich fir den Winkel
@ = ¢, + @, und fiir den Modul r = ry7,. :

Die letzte Gleichung liBt sich umformen in r:7, = r,:1.

K onstm‘,ktion

1.Schritt: Zeichnen der den komplexen Zahlen entsprechenden
Vektoren OA und OB.

2.8chritt: Antragen des Winkels ¢, an
den Vektor OB gemiB
=9, + ¢

3.8chritt: Von O aus auf der reellen
Achse die Strecke 1 abtragen
(Punkt C).

4.Schritt: Verbinden von C mit 4.

5.Schritt: Antragen des Winkels
OCA = & an die Strecke OB
im Punkt B. Der Schnitt-
punkt D seines freien Schen-
kels mit dem freien Schenkel

imagindreAchse D

2 Bartsch, Formeln
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des angefragenen Winkels ¢, bestimmt den Vektor des
Ergebnisses.

Begriindung: A 0CA~ A OBD

(Ubereinstimmung in den Winkeln), so daB obige Proportion

rir, = ry:1 gilt.

Graphische Division von' komplexen Zahlen

1 (5!

Aus el@—e) — 7 — rel? ergibt sich fir den Winkel

2 T2

@ = ¢, — @, und fiir den Modul » = %
|
Die letzte Gleichung 1a8t sich umformen in r:r; = 1:r,.

Konstruktion
imagindre Achsa 1.Schritt: Zeichnen der den komplexen
Zahlen entsprechenden Vek-
toren 04 und OB.
2.Schritt: Antragen des Winkels ¢, an
' den Vektor 04 im negativen
Sinne gemiB ¢ = ¢, — @,.
3.8chritt: Von O aus auf der reellen
Achse die Strecke 1 abtragen
(Punkt C).
4.Schritt: Verbinden von B mit C.
P e 5.Schritt: Antragen des  Winkels
OBC = « an die Strecke OA
im Punkt 4.
Der Schuittpunkt D seines freien Schenlkels mit dem freien Schenkel
des angetragenen Winkels ¢, bestimmt den Vektor des Ergebnisses.
Begrindung: A OCB~ A ODA (Ubereinstimmung in den Win-
keln), so daB obige Proportion r:7, = 1:7, gilt.

Graphisches Potenzieren von komplexen Zahlen

imogindre Achse

] 1 reelledchse 9 +1 reeledcrse
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Das Verfahren beruht auf wiederholter Anwendung des graphischen
Multiplizierens.
Ein weiteres Verfahren benutzt die errechneten Werte < ng und "
Bild fir n = 4.

Graphische Darstellung der n-ten Wurzeln
von komplexen Zahlen

Lésung der Gleichung
2" =z = r (coe @ + j sin ¢)
Das Verfahren benutzt die errechneten
Werte < 2 und i‘/r_
n

Das Bild fir » = 4 ergibt die 4 Wurzel-
werte 2g,..., 3 die gegeneinander um

2_:- = 2—:— 2 90° verschoben sind.

Graphische Darstellung der Wurzeln aus der positiven
und negativen Einheit

ey oo

Die Einheitswurzeln teilen den Einhestskreis (Radiue 1) in » gleiche
Teile. i

2%

i
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14. Proportionen

" Bezeichnungen
Proportion (Verhiltnisgleichung)
a ¢
a:b =c:d oder +=4d
a und d AuBenglieder a und ¢ Vorderglieder
b und ¢ Innenglieder b und d Hinterglieder

Erweitern und Kiirzen von Gliedern einer Proportion:

an:bn = c:d
a:b=cid=>

an:b = cn:d

2 :l =c:d

n'n
a:b=c:d=>

2ip=214

n n

Produktgleichung

a:b=c:d ©ad = be

(Produkt der AuBlenglieder = Produkt der Innenglieder)
Vertauschung der Glieder einer Proportion

Aus a:b = ¢:d folgt: a:c =b:d
d:b=c:a
dic = b:a
Korrespondierende Addition und Subtraktion
Aus a:b = c:d folgt: (@ + b):a = (c + d):¢c
(@ +b):b=(c+d):d
(@ — b)ia = (¢ — d):c
(@ — b):b = (c — d):d
@+ b):(@a —b) = (c+ d):(c — d)
(pa + gb):(ra L sb) = (pc £ qd):(rc X sd)

Vierte Proportionale
a:b=cz; z= l%c (4. Proportionale zu a, b, ¢)

Geometrische Behandlung siehe S. 121.
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Proportionalitidtsiaktor

a = pc
a:b=c:d= P
b=pd

p Proportionalitdtsfaktor

Stetige Proportion
a:b = b:c (gleiche Innenglieder)

\

Dritte Proportionale

2
a:b="bz; z= % (3. Proportionale zu a und b)

Mittlere Proportionale

aix=uz:b; z= VE (mittlere Proportionale oder geo-
b>0 metrisches Mittel von a und b)

Geometrische Behandlung siehe S. 122.

Stetige harmonische Proportion

@—2)i(z —b) —aid; == 2ab (harmonisches
) e a-+b Mittel aus e und b)
. Lo 1 171 1
oder in anderer Schreibweise: - =3 l7 + T)

Fortlaufende Proportion

a:bieid:... = a,:b;00,:d,
Jede fortlaufende Proportion kann in Einzelproportionen aufgespal-
tet werden:

a:b =a,:b, bic = byt

ac =a,:6 b5:d = b,:d,

a:d =a,:d, ¢:d = ¢,:d; usw.
1.5. Logarithmieren
1.5.1. Allgemeines '
Bezeichnungen

logye =c b Basis

a Numerus (Logarithmand)
¢ Logarithmus
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Begritf des Logarithmus

Das Logarithmieren ist die zweite Umkehrung des Potenzierens, wo-
bei zu dem gegebenen Potenzwert und der gegebenen Basis der Ex-
ponent gesucht wird.

W=acz=Ilog,a

(@, b€ R; a,b>0; b%1)

blo8? — a; log, (b%) = a; log, (6% = —a
Dekadische (gemeine, Briggssche) Logarithmon
Basis 10 Schreibweise: log,, = g

lga=zsa=10"

Natiirliche Logarithmen
n 1
Basis e = lim (1 + l) =1lim (1 +h)® = 2,718281828459 ...
n—>00 n h—>0

Schreibweise: log, = In

ma=zee*=0

Zusammenhang der Logarithmensysteme

log,a = log, a = log,a log; ¢

1
loge b

Der Umrechnungsfaktor @ =log,, ¢ heiBt Modul.

Zusammenhang zwischen den dekadischen und den natiirlichen Log-
arithmen

1
inio = lge = M,, = 0,43429 ...
ist der Modul der dekadischen Logarithmen.
Ina=Igalnl0

1
In10 = — = 2,30259 ...
Mlo

ist der Modul der natirlichen Logarithmen.
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1.5.2, Logarithmengesetze
logy, (ac) = logy a + log; ¢ Ig(ac) =1ga +1gec

In(@ac)=Ina +Ine¢

logb%=logba—logbc lg%-—*-lga—lgc

]ﬂi=lna—lnc
¢

log,, (") = nlogya Ig (@) =nlge
In(@®) =nlne
n 1 n 1
logbl/;=710gba lgl/a_=7]ga
n— 1
lnl/a —;-lna
Sonderfille

logy b =1; log,1 =0;
(Logarithmen von komplexen und negativen Zahlen siehe S.15)

1.5.8. Bestimmung von dekadischen Logarithmen
aus Logarithmentafeln

Jeder dekadische Logarithmus besteht aus zwei Teilen, der Kenn-
ziffer und der durch ein Komma von ihr getrennten Mantisse.

Die Kennziffer eines unechten Dezimalbruches mit n Stellen vor
dem Komma ist n — 1.

Die Kennziffer eines echten Dezimalbruches ist negativ, und zwar
gleich der Anzahl der vorn stehenden Nullen, wobei die Null vor
dem Komma mitgerechnet wird.

Beispiele:
lg3745 =3, ... lgh=1,...
lg4=0,... 1g 0,0073 =0, ... —3

Die Mantissen sind Logarithmentafeln zu entnehmen.
Hat der Numerus eine Ziffer mehr, als die Tafel aufweist, so ist die
abzulesende Mantisse fiir die folgende Ziffer durch Interpolation zu
erhéhen:

- Dn

Mantissenzuwachs d = i0°
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wobei D die Tafeldifferenz (Differenz zwischen dem bereits erfaBten
Mantissenwert und dem folgenden) und » die noch zu erfassende
Ziffer bedeutet.

Beispiele:
lg 37489 = 4,567391; denn Ig 37480 = 4,57380
1g 37490 = 4,57392

Tafeldiffcrenz D = 12, die noch zu erfassende Ziffer n = 9, somit
Mantissenzuwachs :

Dn 12.9
d=15 =35 — 108~ LU
demnach lg 37489 = 4,57380
11 4+

4,567391

1g 0,12367 = 0,09227 — 1 D =235

n="1

35.7
d=—g5-~2

Der Mantissenzuwachs kann auch aus den in jeder Logarithmentafel
angegebenen Proportionaltafeln direkt abgelesen werden.
Aufsuchen des Numerus zu einem gegebenen Logarithmus: Aus der
Kennziffer ergibt sich sofort die Stellung des Kommas im Numerus.
Steht die zugehorige Mantisse zufillig in der Tafel, so konnen die
Ziffern unmittelbar abgelesen werden. Sonst sind die Ziffern des
nichstkleineren Mantissenwertes abzulesen und aus dem Mantissen-
zuwachs 4 und der Tafeldifferenz D die folgende Ziffer n zu errech-
nen:

" d-10
- D
Auch hierbei ist die Benutzung der Proportionaltafel vorteilhaft.
Beispiele:
Ig ¢ = 3,69814 d=1
z = 3964,1 D=11
1.10
n="_——~r~

T~ L
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lg x = 0,99637 — 3 d=3
z = 0,0099168 D=4
3

1.6. Kombinatorik

1.6.1. Permutationen

Definition

Permutationen von » Elementen sind die Anordnungen (Komple-
xionen) aller » Elemente in jeder moglichen Reihenfolge. Vertauscht
man in einer Permutation von » verschiedenen Elementen zwei Ele-
mente miteinander, so hat man eine T'ranspogition ausgefithrt. Jede
Permutation von n verschiedenen Elementen kann in eine andere
durch aufeinanderfolgende Transpositionen iberfihrt werden.

Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen
Pn)=1-2.-3....-n=n!

Permutationen von n Elementen mit Wiederholung
Unter den Elementen befinden sich je r, g, ¢ gleiche Elemente:

n!
Prodm = rima

Unter den Elementen befinden sich je r und (n — r) gleiche Ele-
mente: '

P, n) = #L,)l = (:)

Beispiele:
Wieviel verschiedene fiinfstellige ganze Zahlen lassen sich aus den
Ziffern 2, 3, 3, 5, b bilden?
5! 1.2.3.4.5
Pod® =g~ 1T.2.1.2 ~ %
Wieviel verschiedene sechsstellige ganze Zahlen lassen sich aus den
Ziffern 1,1, 4, 4, 4, 4 bilden ?

6!

A\
.2.3.4.5.6 6
Pogl6) =g 41 = 1 3.1.2.3. 4‘15‘(2)
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Inversion

Definition

Werden Elemente in einer bestimmten Anordnung permutiert, dann
bilden zwei Elemente der Permutation eine Inwversion, wenn die.

Reihenfolge gegeniiber der urspringlichen Reihenfolge umgekehrt
ist. -

Bezspiel:

Urspriingliche Anordnung 4, 5, 6, 7, 8

permutiert 8,4,6,b, 7

In dieser Permutation bilden die Elernente 8 und 4
8 und 6
8und b
8und 7
6 und 5

-

je eine Inversion, also insgesamt fiinf Inversionen.

Eine Permutation heiBt gerade oder ungerade, je nachdem, ob sie eine
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist.

Anzah] der méglichen geraden Permutationen von n verschiedenen
Elementen = Anzahl der méglichen ungeraden Permutationen =
n!

?-

1.6.2. Variationen

Definition

Anordnungen, die aus n gegebenen Elementen nur eine bestimmte
Anzahl 7 in allen méglichen Reihenfolgen enthalten, heilen Varia-
tionen.

Schreibweise: Vp(n) bedeutet Variationen von » Elementen zur r-ten,
Klasse. ’

Variatienen von n Elementen zur r-ten Klasse ohne
Wiederholung ’

Jedes Element kommt in einer Variation nur einmal vor.

Vin) = nn — 1) (n —2) - (n — 1 + 1)=—1!—=(")-r|
(n — 7)! r

Beispiel: .

Wieviel Wiirfe mit verschiedenen Augen sind mit drei Wiirfeln'maog-

lich ?

Vy(6) = 6-5-4 =120
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Variationen von 7 Elementen zur r-ten Klasse mit Wiederholung

Jedes Element kann in einer Variation mehrfach vorkommen.
Ve = o

Beisptel:

Wieviel Moglichkeiten bestehen beim Aﬁsfﬁl]en eines Sporttoto-
scheines?

n = 3 (gewonnen, verloren, unentschieden)
r =12
Vi(3) = 312 = 531441

1.6.3. Kombinationen

Erkldrung . .
Anordnungen, die aus » gegebenen Elementen eine bestimmte An-
zahl 7 in beliebiger Reihenfolge enthalten, wobei jedoch keine Um-
stellungen (Permutationen) innerhalb dieser Zusammenstellung
statthaft -sind, heiBen Kombinationen.

Schreibweise: Cy(n) bedeutet Kombinationen von n» Elementen zur
r-ten Klasse.

Kombinationen von n Elementen zur r-ten Klasse
ohne Wiederholung
Jede Kombination darf dasselbe Element nur einmal enthalten.

_(n\ _ n! _Vr(n)
C’(n)_(r)—r!(n—;)_!_ P(r) nr

Beispiel :
Wieviel Moglichkeiten gibt es beim Durchkreuzen von fiinf Zahlen
im Zahlenlotto ?

n=90; r=250H

C4(90) — (9;’) — 43949268

Kombinationen von n Elementen zur r-ten Klasse
mit Wiederholung

Jede Kombination darf dasselbe Element mehrfach enthalten.
o = ("I

r
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Beispiel:
Wie oft lassen sich die fiinf Zahlen 2, 3, 4, b, 6 zur dritten Klasse mit
Wiederholung kombinieren ?

30 (1) (3) - LS

1.7, Prozentrechnung, Zinsrechnung

1.7.1, . Prozentrechnung (Promlllerechnung)

Definition
19/, (vom Hundert) = 1 0 des Grundwertes
p°/o (vom Hundert) = 100 des Grundwertes

Entsprechend fir die Promlllerechnu.ng:

1°/on (vom Tausend) = 1 000 des Grundwertes

“/oo (vom Tausend) = ﬂ)@ des Grundwertes

Fiir den Prozentwert P, den Prozentsatz p und den Grundwert ¢
gilt:
P:p =@G:100
Prozent ,auf* und ,in' Hundert
100-p v
=100 +p oV

. 100 -p
0
?/o l‘H'—‘IOO /l)

% aH. &

Beispiel:
Die Materialverluste bei einer bestimmten Fertigung seien 23%/4 vom

Rohgewicht. Das entspricht, vom Fertigerzeugnis aus betrachtet,

3
einem Verlust von 23%, i. H. = -——2"/,, = 29,9/, v.H.

Beispiel:
Durch Zuschlag von 15%, auf den Herstellerabgabepreis errechnet
sich der Grofhandelspreis. Das sind 15%/, a.H. des GroBhandels-

100 -1
0- 55 /o = 13%/, v.H. des GroBhande]sprelses

preises bzw. 100 ¥ 1
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1.7.2. Zinsrechnung

Bezeichnungen 2z Zinsen
b Grundbetrag
P Zinsfu
t Zeit
Berechnung der Zinsen
bpt bpt _ bpt
2= 160 °*™ "= 10012 "™ *~ 100 - 360

(¢ in Jahren bzw. Monaten bzw. Tagen)

Berechnung des Grundbetrages

100z 100 12z __ 100 - 360z

b= -z;t" bzw. b = —pz— bzw. b = pt

(¢ in Jahren bzw. Monaten bzw. Tagen)

Berechnung des ZinsfuBes

_ 100z bzw 100 - 122 bzw 100 - 360z
P= Y S TR

(¢t in Jahren bzw. Monaten bzw. Tagen)

Berechnung der Zeit
100z 100 - 122 100 - 360z
t =—=— bzw. bzw.
bp bp bp

(¢ in Jahren bzw. Monaten bzw. Tagen)

Zinszahl und Zinsdivisor

Bei Berechnung der Zinsen nach Tagen gilt

z= wobei N =_— dle Zinszahl

31

und D= 3—20 der Zinsdivisor ist.

1.8. Folgen und Reihen

1.8.1. Aﬂgemeines

Definition

Unter einer Zahlenfolge versteht man eine geordnete Menge von
Zahlen. Eine reelle Zahlenfolge {a;} ist eine eindeutige Abbildung
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der Menge der natiirlichen Zahlen ¥ € N auf eine Teilmenge der re-
ellen Zahlen R, wobei die Beibehaltung der Reihenfolge gefordert
wird.

Eine reelle Zahlenfolge ist eine reelle Funktion mit N bzw. einer
Teilmenge von N als Definitionsbereich.

Schreibweise far Zahlenfolge: {a,} a; € R Bilder
k € N Urbilder

Die Urbilder k heiBen auch Indizes der Glieder der Folge.
Die Bilder a; heiSen auch Glieder der Folge

Darstellungen )
Wortdarstellung: z.B.: Jeder natiirlichen Zahl k wird ihr Quadrat
zugeordnet.

Analytische Darstellungen

unabhiingige Darstellung: a; = f(k)

z.B. a; = k% fir k€ (1, 2, 3, ..., n} (endliche Folge)
ke N (unendliche Folge)

Die unabhingige Darstellung gibt das allgemeine Glied an und stellt
eine Funktionsgleichung dar.

Rekursive Darstellung: a; = f(a; 1) mit Angabe des ersten Gliedes a,
tabellarische Darstellung: {a;} = 1; 4; 9; 16;

Endliche Folgen brechen nach dem letzten Glied a, ab bzw. alle
ap=0firk > n,kEN.

Schreibweise: {ay} = a,; as; ...; a, bzw. ap = f(k) fir
k=1;2;3;...;n

Uxendlicke Folgen haben kein letztes Glied, d.h., zu jedem k€ N
gibt es ein ¥’ > k; far das ay & 0 ist.

Schreibweise: {ax} = a;; ag; ag; ... bzw. a; = f(k) fir kE N

Eine T'eilfolge entsteht, wenn man in einer unendlichen Folge end-
lich oder unendlich viele Glieder wegliBt, wodurch aber immer noch
eine unendliche Folge verbleibt.

z.B. a==L kEN {ax} =1;2;38;...
Teilfolge bz = {bx} = 2; 4; 6;.
thferenzenfolge Zu {a;} ist {dk} die leferenzenfolge, wenn
dp = api1 — a ke N

Quotientenfolge: Zu {ay} ist {gz} die Quotientenfolge, wenn
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Partialsummenfolge: Zu {a} ist {s;} die Partialsummenfolge, wenn
=01+ ag+az+ -+ a

Positiv definite Folge: Alle a; > 0 in {a;}

Negativ definite Folge: Alle ap < 0 in {a;}

Alternierende Folge: Abwechselnde Vorzeichen in {a;}; qp < 0;
apap+1 < 0 ' '

Monoton steigende Folge: ag 1 = ag

Monoton fallende Folge: ay 1 < o

Streng monoton stesigende Folge: ap L1 > a;

Streng monoton fallende Folge: ap 1 < a3

Konstante Folge: ay = a1 = konst.

Beschrankte Folge: Die Glieder der Folge liegen zwischen einer
unteren (S) und oberen (7') Schranke der Folge. 8, T'¢ R

Nullfolge:

Eine Nullfolge liegt vor, wenn in {a;} bei geniigend groSem % die
Glieder der Folge gegen Null gehen und sich nicht wieder entfernen.
1.8.2,  Arithmetische Folgen

Definition

Arithmetische Folgen weisen eine konstante Differenzenfolge auf.
Arithmetische Folge 1.Ordnung

{(m) = ag; (@ + @); (ag + 2d); (2 + 3d); .5 0,5
{4z} = d, d, ... (konstante Differenzenfolge)

a4 Anfangsglied n Anzahl der Glieder
a, n-tes Glied (Endglied) d Differenz = konstant

Bildungsgese&z der arithmetischen Folge 1.0rdnung {®,}:
unabh. Darst. a; = ay + k—1) d fir ke {1;2;3;...:n}

rekursive Darst. ay 3 = a; +d
1
@y = 3 (@p_y + Gpy4)
Summenformei tiir die arithmetische Folge 1.0rdnung {x,}:

“n

q=n(a1;-arn) und an=%[2a1+(n—1)d]
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Betspiele:
Summe der » ersten natiirlichen Zahlen

Zk n(n+1)

Summe der » ersten geraden Zahlen
n
=2 2%=nm+1)
k=1
Summe der » ersten ungeraden Zahlen

Sn

"
=Y (2k—1) = a2
k=1
Interpolation einer arithmetischen Folge 1.0rdnung

Einschalten von m Gliedern zwischen zwei aufeinanderfolgende

Glieder einer arithmetischen Folge mit der Differenz d ergibt eine
d

m+1°

neue arithmetische Folge mit der Differenz d, =

Arithmetische Folgen hiherer Ordnung

Eine arithmetische Folge k-ter Ordnung liegt vor, wenn erst die k-te
Differenzenfolge konstante Glieder aufweist.

Beispiel:

{r}=2;- 38 8; 18; 36; 67; 118;...-

{dz;} = 1 B 10 18 31 b1 ... 1.Differenzenfolge

{422} = 4 b 8 13 20 ... 2. Differenzenfolge

{432} = 1 3 b 7 ... 8. Differenzenfolge

{Atz} = 2 2 2. 4. Differenzenfolge
konstant

Die Ausgangsfolge ist eine Folge 4. Ordnung.

Bildungsgesetze fiir arithmetische Folgen hiherer Ordnung
ay, = by(k — 1)2 4+ by(k — 1) + b,
arithmetische Folge 2. Ordnung
ay = bg(k — 1)3 + by(k — 1)2 4+ by (k — 1) + b, e
arithmeiiische Folge 3.Ordnung k€ {1;2;3;...5n}

ag = b,(k—1)" + b1k — 1)m—1 e+ by

arithmetische Folge m-ter Ordnung
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Beispiele:
Summe der » ersten Quadratzahlen °

5 = kélkz _nn + 1)6(2n +1)

Summe der n ersten Kubikzahlen
n 2 n 2
8, = 2’63:[M] =[Ek]
k=11

1.8.8. Geometrische Folgen und Reihen

Definition

Geometrische Folgen weisen fiir den Quotienten zweier beliebiger.
benachbarter Glieder einen konstanten Wert auf.

Endliche geometrische Folge {&)}

{z;} = al;alq;alqz; ce3 @y

a; Anfangsglied n Anzahl der Glieder
a, n-tes Glied (Endglied) ¢ Quotient

Fir g > 1 ist die Folge steigend;

fir 0 < ¢ < 1 ist die Folge fallend;

fur ¢ < 0 ist die Folge alternierend (abwechselnde Vorzeichen);
fiir ¢ = 1 enthilt die Folge gleicher Glieder.

Bildungsgesetz der geometrischen Folge
unabh. Darst. ¢, = a,¢*~1 fiir k€ (1;2; 3;...;n}

rekursive Darst. a3 4 = a5 - ¢
a = V“k—1ak+1

‘Summentormeln
Firg+1 gilt:
B} (it
n q — 1
ang — G4

8, = q—l

n

Fiar ¢ = 1gilt: 8, = ayn

3 Bartsch, Formeln
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P

Summe der unendlichen geometrischen Reihe
ay -
7= fir |¢| <1

lim s, =
>0 ®  1—

Interpolation der geometrischen Folge

Einschalten von m Gliedern zwischen zwei aufeinanderfolgende Glie-
der einer geometrischen Folge mit dem Quotienten ¢ ergibt eine neue

m+
geometrische Folge mit dem Quotienten ¢, = Vq_

Vorzugszahlen

Vorzugszahlen in der Standardisierung bilden angendhert geome-
trische Folgen, die dem Dezimalsystem angepa8t sind. Stufen-
&

sprung ¢ = /10, wobei k der Index der Grundreihe ist upd E—1
die zwischen zwei Zehnerpotenzen eingeschalteten Glieder angibt.
Beigpiel:

20
Wie groB ist der Stufensprung bei R 20? ¢ = }/10 = 1,120. Damit
lautet die Folge R 20: 10; 11,2; 12,6; 14,0; 16,0; 18,0 usw. Dic
Werte wurden fiir den technischen Gebrauch gerundet.

1.8.4. Zinseszinsrechnung

Bezeichnungen

b, Endbetrag

by Grundbetrag, Barwert
n Anzahl der Zinsabschnitte
p ZinsfuB

=14 -2 7
=14 100 Zinsfaktor

r Rate, regelmiBige Zahlung
Endbetrag bei Zinszuschlag am Ende eines jeden Jahres

b, = bog" (n bedeutet die Anzahl der Jahre)

Endbetrag bei Zinszuschlag halbjihrlich, viertcljahrlich usw.

A

; demnachg =1+ 300

halbjéhrlich:  relativer Zinsfu = id

2

vierteljihrlich: relativer Zinsfu = % R demnach ¢ =1 4 zg—o
usw.

In der Formel b, = byg® bedeutet hier n die Anzahl der Ralbjahre,

Vierteljahre usw.
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Berechnung des Grundbetrages (Barwertes)

Berechnung des Barwertes heiBt Diskontieren.
Berechnung des ZinsfuBes

1/
Y =/
Zinsfaktor g = I
Aus g ergibt sich p = 100(g — 1)
Berechnung der Zinsabschnitte »
"= Ig bn — 1g b
lgg
Endbetrag regelmaBiger Zahlungen

__r(g* — 1) fiir Zahlungen am Ende des Jahres

by = Tq — 1 (nachschiissig, postnumerando)
b — rq(¢® — 1) fiir Zahlungen am Anfang des Jahres
" g — 1 - (vorschiissig, pranumerando)

1.8.5. Rentenrechnung
Endbetrag der n-mal vo;schﬁasiy zahlbaren Zeitrente r

5 _Ta@—1)
n g —1
Endbetrag der n-mal nachschissig zahlbaren Zeitrente r
_re=1)
n q— 1
Barwert der n-mal vorschiissig zahlbaren Zeitrente r
=1
0T g —1) ,
Barwert der z-mal nachschiisstg zahlbaren Zeitrente
® T @-1

Berechnung der Rentenhéhe aus Endbetrag bzw. Grundbetrag
(nachachissig)

_bn(q—l)

=TeoT

_bog" (g — 1)
o —1

Bid
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Berechnung der Rentenhohe aus Endbetrag bzw. Grundbetrag (vor-

schiissig)
bn (q —-1)
T qr—1)
_bog"~Yg—1)

-1
Berechnung der Zeit aus Endbetrag bzw. Grundbetrag
_lglbag—1)+r]—lgr
lgg
_lgln(g—1)+rl—lg(rg °
lgg -
=lgr"lg("+bo_b01)
lgg
_lgr+1gqg—lg (b + rg — by
lgg
Barwert einer ewigen Rente

fiir Postnumerandozahlungen

fir Prinumerandozahlungen

fiir Postnumerandozahlungen

9 fir Prinumerandozahlungen

by = 7 r_ i (nachschiissige Rente)

b, = p ’E i (vorschiissige Rente)

Barwert regelmiBiger Zahlungen von r (in Mark)

by = Hr—1) fiir Zahlungen am Ende des Jahres

g—1)
0 = (—Ig—(qr(q b 1) fir Zahlungen am Anfang des Jahres

Endbetrag eines Grundbetrags bei regelmifigen Einzahlungen und
Abhebungen von r (in Mark).

b, = beg"™ + r(q’" —1 - 1) bei Einzahlungen am Ende des Jahres

'Q(Q" 1) bei Einzahlungen am Anfang
¢ — 1 des Jahres

rg® — 1)

by = bog" — %1—

b, =byg" + ———
bei Abhebungen am Ende des Jahres

b, = bog" — W;L__lﬂ bei Abhebungen am Anfang des Jahres
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Tilgung einer Schuld (eines Darlehens, einer Anleihe)

Annuitit A = w, b, Schuldsumme

@—1
Tilgungsfufl (Prozentsatz, mit dem die Schuldsumme getilgt wird)
A . . . 1004
t = F_T p ZinsfuB der Verzinsung, ¢ = e P
a1+ %)

Tilgungsd, n =
g lgg

Stetige (organische) Verzinsung eines Grundbetrages b, in » Jahren
m
b, = byel00
Entsprechend gilt fiir stetige Abnahme
_m
b, = bye 100
Organisches Wachsen
w = bge™ o Wachstumsintensitit

b, Grundbetrag

Fir o << 0 beschreibt das Wachatum'ay:aet‘z Abklingprozesse (Ra-
dieaktiver Zerfall mit « = —A4; Abkihlung; Kondensatorent-
ladung)

1.9, Determinanten

1.9.1. Allgemeines
Bezeichnungen
211 @2 213 -+ Qg
T21 %22 @33 ..- O2p
@3y G35 Q33 ... G3,| = |a;| =4 (n-reihige Determinante)

Qpy Tpo Apg ..o Qpy

Die Zahlen a; (Anzahl n?) heilen Elemente der Determinante (lies
@ eins eins, ¢ eins zwei usw.)
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Spalten und Zeilen sind gleichberechtigt und heiBen Rethen.
Horizontalrethen Zeilen (der 1.Index ¢ bei a;, gibt die Zeile an);
Vertikalreihen Spalten (der 2.Index k bei ag. gibt die Spalte an);
Elemente a;y, g0, @33, ..., @y, bilden die Hauptdiagonale;
Elemente ay,, asy—1, @G3p_2, .., G5 bilden die Nebendiagonale;
Produkt der Elemente der Hauptdiagonale = Hauptglied

Definition

Unter einer n-reihigen Determinante (n € N) versteht man eine qua-
dratische Anordnun g von »n? willkiirlich gegebenen Zahlen. Den Wert
esner n-rethigen Determinante bestimmt man, indem man jedes Glied
ay einer Reihe mit seiner zugehérigen Unterdeterminante A
multipliziert und die sich ergebenden Produkte addiert.

Unter der Unterdeterminante As; versteht man die (n — 1)-reihige
Determinante, die entsteht, wenn man in der gegebenen Deter-
minante die i-te Zeile und die k-te Spalte streicht. Die Adjunkte ist
die mit (—1)*+¥ multiplizierte Unterdeterminante.

Berechnung der zweirelhigen Determinante (Definition)

(Produkt der Elemente

2y 0y der Hauptdiagonalen
4=|"""= @109 — G148,  Minus Produkt der Ele-
g1 Bop mente der Neben-
diagonalen)
Beispiel:
2 4

=2-17—4-6=-10

6 7

Entwickeln nach den Elementen einer Reihe

Eine Determinante wird nach den Elementen einer Reihe ent-
wickelt, indem die Elemente dieser Reihe mit den zugehérigen
Unterdeterminanten multipliziert und die Produkte addiert wer-
den.

Entwickeln nach den Elementen einer Zeile

n
A=Y audy €{12,..,n}
i=1
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——

Entwickeln nach den Elementen einer Spalte
n

Y | =.Zla,-,,Ai,p ke {1, 2,...,n}
=
Beisprele:
Q11 Oy Qg3
A= ay ay ay| =
Q31 Q33 Q33
Gz Az gy gy | | @a1 o
=on — Qg a3 =
Q3y Q33 Q3 Q3 Q3 Q3
= a4,y + @124y + 313455
3746
‘ '596 10 9 6/ 105 6 10 5 9|
105 9 6 !
= }j=8278 —71178/4+4(128 —6|127
1278 [t 29 529 549 642
65429 I

(Entwickelt nach den Elementen der ersten Zeile)
Die hier auftretenden, mit Vorzeichen versehenen dreireihigen Un-
terdeterminanten sind mit A4;,, 4,5, 433 und 4,, zu bezeichnen.
Regel von Sarrus fiir dreireihige Determinanten

Man schreibt die ersten beiden Spalten noch einmal rechts neben die
Determinante und bildet die Summe der Produkte parallel der
Hauptdiagonale (positiv zu nehmen) und parallel der Nebendiago-
nale (negativ zu nehmen).
@11 Oy alai
A4 =lay Gy G| = Gy4800855 — Gy +
31 U3z Qg3 + 1902305 — 1305855 +

+ 215021035 — 3133008

Betspiel:

2 1 912 1

1>—2>/€3 1</—-2= 2.(—2)-44+1.(—-3)-34+9.1.6—
3/52/(4 3 b5 —3.(—2).9—-5.(—3)-2—4.1-1=100
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1.9.2. Determinantengesetze

1. Vertauschen der Zeilen mit den gleichstelligen Spalten (Stiirzen
der Determinante ; Spiegeln an der Hauptdiagonalen) indert den
Wert der Determinante nicht.

Beispiel:
2713 2416
46 9{=|76 3
16 3 8 139 8

2. Vertauschen von zwei parallelen Reihen indert das Vorzeichen
der Determinante.

Beispiel:
2713 46 9
46 9/ =—121713
16 3 8 163 8

3. Ein allen Elementen einer Reihe gemeinsamer Falktor kann aus-
gehoben werden.

Beispiel:
21713 1713
46 9/=2.|126 9
16 3 8 83 8
' Umkehrung:

Die Multiplikation einer Determinante mit einem Faktor kann
durch Multiplikation aller Elemente einer beliebigen Reihe mit
diesem Faktor ausgefiihrt werden.
Beispiel:
2713 23513
6|46 9]|==/1430 9

163 8 16 15 8

4. Eine Determinante hat den Wert 0, wenn

— die Elemente von zwei parallelen Reihen iibereinstimmen,

— die Elemente einer Reihe zu einer parallelen proportional sind,

— die Elemente einer Reihe Linearkombinationen der Elemente
der parallelen Reihen sind. ;
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Bespiele:
2 713
-4 6 9|=0
> 1812 18
2 713
4 6 9(=0
2% 1.Zeile + — |16 32 b3
3x 2.Zeile

b. Die Summe der Produkte aus den zu einer Reihe gehérenden
Unterdeterminanten und den Elementen einer parallelen Reihe
ist Null.

Beispiel:

gegebene Det. | 2 7 13 69
46 9 A4, = = 21;
163 8 38

4 =_'7 13’__1

? 3 8| -

713
£ 6 9 =_15.
Ay -0y + Ay - gy + Ay -Gy =21- 7+ (—17) -6 +
+(—15).-3 =0

6. Addition eines Vielfachen der Elemente einer Reihe zu einer
parallelen Reihe dndert den Wert der Determinante nicht.

Beispiel:
2713 |2 7 13 |
46 9|=(4 6 9

163 8 164+5-434+5-68+4+5-9].

7. Eine Determinante wird gerdndert, indem iibereck eine Spalte
und eine Zeile angefiigt werden, wobei das beiden gemeinsame
Element gleich 1, die iibrigen Elemente der einen Reihe alle 0,
der anderen beliebige Konstanten sind. Der Wert der Determi-
nante andert sich dabei nicht.
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Beisptel:
00
2718 182712
16 9=
4 46 9
163 8
—6163 8

8. Determinanten, die sich nur in einer Reihe unterscheiden, werden
addiert, indem in der Summendeterminante die Elemente dieser
unterschiedlichen Reihen addiert werden, alle iibrigen erhalten
bleiben.

Beispiel:
21713 2 713 2713
46 9(+(06 -2 9|=|9418
16 2 8 16 3 8 16 3 8

9. Determinanten werden multipliziert, indem die Elemente der
Spalten der einen mit denen der Zeilen der anderen linear kom-
biniert werden.

Gy Gyp Q13 by bis bia
4y = |Gy 833 Gy |5 Ay = by bpy byy
Q31 Qgp Qg ba1 bz bys
A=4,4,=
@b + Gnbu + Gnbu Eubi + Gubss + by G1yb1s + Gnbes + Ga1ba
= |61b11 + Gasbar + Gasbar  CG1eb1s + Barbes + Gusdsn B1bis + Gusbes + Busba
ubn + Gubar + Gy Giad1s + Guabas + Gabas  G1ab1s + Gaedas + A3yl
Bei Multiplikation von vier- und mehrreihigen Determinanten ist
entsprechend zu verfahren (lineare Kombination der Spalten von 4,
mit denen von 4,).
Vandermondesche Determinante ( Potenzdeterminante)

1a, af a? ... a}!
1 ay af al ... af™!

1 ag a§ fzg v af7Y = (ag — ay) (a3 — 1) ... (3, — )
M . (as — 02) (0,4 it a2) aes (a,, - az)
2 ,8 n~1

laﬂ Ay By oo Ty -(a4—as)(a5—as)...(a,,—t.’-s)

‘(@ — @p—1) =
=TI (@, — a,) fiir alle r > s von 1 bis =.
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. n
Erliuterung: []e; =aja083...4q,
k=1

Berechnungsbeispiel:

1 7 b 4 17656 4
A= —4 4 12 8| 4 -1 1 3 2 _
2 6 9 -2 2 6 9 —2
1 7 3 3 1 7 3
Gemeinsamer Faktor der
Zeile 2 ausgeklammert
0 88 6 0 80 6
4 -1 1 3 2 _ -1 1 2 2|
2 6 9 -2 2 6 3 -2
3 1 1 3 316 3
" Zeile 2 zu Zeile1 Spalte 2 von Spalte 3
addiert subtrahiert
-1 2 2 —112
=4(—-8)| 2 38 —2|+4(—6)| 263|=
3 6 3 316
Entwickelt nach den Elementen der ersten Zeile
. -1 0 2 —102
= —32 2 b —2f —24 283|=
3 3 3 346
Spalte 3 von Spalte 2 Spalte 1 zu Spalte 2
subtrahiert addiert
-1 0 2 —10 0
=-32.3] 2 6 —2|—24| 28 7|=
11 1 3412

Doppelte Spalte 1 zu
Spalte 3 addiert

b —2 25|
—96 (—1) —9.2| |-
11 11

3 ausgeklammert

8
4

7
24(—1)} 12‘

= 96(5 1+ 2) — 192(2 — b) + 24 (96 — 28) = 2880
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1.9.3. Losung eines Gleichungssystems
mittels Determinanten _

ay1%) + 8y92g + -+ + ay,%, = ¢;

Qg1 %) + GgoZp +- <+ o+ a3, T, = ¢y

8p1%) + Gpolty + <o+ + Gy, =0y
Koeffizientendeterminante A
@11 Qg3 **° Gy

A = |%21 @22 *°° T2q

Cpy Qpg oo Qpp

Bei den Zéhlerdeterminanten Adx; ersetzt man in der Koeffizienten-
determinante die Koeffizienten von «; durch die absoluten Glieder

Ck»
Haupttall 1: 4 5= 0; Ax; beliebig, System eindeutig 15sbar:

Az,
z.-=A— 1€{1,2,...,n}
Beispiel:
x— y+22= 17
2z — 8y + bz =17
8z — 2y — z=12

1-1 2
4=2 -3 s|=
3 —2 —1
0 -1
=|-1 -3 5—1 +1‘
1—2—1
7-1 2| [ 7T-1 0
Ax= 17 -8 b5|=[17 -3 —1|=
|12 —2 —1| |12 —2 —5
=7l-3—1 -
|—2 —5| " |12—5

=715 —2) + 1(—85 + 12) =18

(Cramersche Regel)
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17 2 1-1 7
dy=|217 B|=-12 dz=|2 —317|=6
312 —1 18 —212

18 —-12 6

d.h, E={3; -2;1}

Hauptfall2: 4 =0

alle dz; =0 unendliche L&sungsmenge,
da hochstens » — 1 unab-
hingige Gleichungen

nicht alle Az; = 0, 4 beliebig, Widerspruch in den
Gleichungen, Lésungsmenge

E=9
1.10. Matrizen
1.10.1. Allgemeines
Bezeichnungen:
@yp @12 +-+ Qg
A= “_21 a?z ‘1.21; =(@it)(m,n) (M n-Mairix); m,n€ N

Qopy Ao +oo Oy
Die Zahlen ay heiBen Elemente der Matrix (lies @ eins eins, a eins
zwei usw.). Der erste Index gibt stets die Zeile, der zweite die Spalte
an. Die Elemente kénnen reell, komplex oder von einem Parameter
abhingig sein.
Eine Matrix mit m Zeilen und # Spalten heit m, n-Matrix und ist
vom Typ (m, n). Die Bedingung m = n wie bei Determinanten be-
steht nicht.
m == n rechteckige Matrix, m = n quadratische Matrix. Bei einer
quadratischen Matrix bilden die Glieder a,,, agg, ..., @y, die Haupt-
diagonale.
Matrizen mit nur einer Zeile oder Spalte bezeichnet man als Vek-
toren.
Matrix der Menge der Elemente einer Horizontalreihe = Zeile:
Zeilenvektor a* (lies: a oben )

ai = (a,u, @9y seey am), Ty'p (1, n)
Dabei ist ¢ in a* ein Index, der bei Zeilenvektoren iiblicherweise
hochgcesetzt wird.
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Menge der Elemente einer Vertlkalrelhe = Spalte: Spaltenveltor a;
(lies: @ unten k)

alk
0 = Aok Ty‘p (m,1)
. \%mk
Schreibweise einer Matrix mit Zeilen- oder Spaltenvektoren:
1
ayy Qg9 ... Agy ﬂ.
2
A= %1 %2 % | =| T ) =(a,a0y..,4a,)
Ty A2 v+ Typ a™

Definition

Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von m *» Elementen
(m Zeilenvektoren, n Spaltenvektoren), die in runde Klammern
eingeschlossen sind. Sie hat keinen Zahlenwert. (Anstatt Klammern
kénnen auch Doppelstriche stehen.)

Bei einer Nullmatrix sind alle Elemente Null, ebenso bei Nullvek-

0 0..0
w0 0.0
00..0

Festlegung: Eine Matrix éndert ihre Aussage nicht, wenn am rechten
oder unteren Rand Nullvektoren zugefiigt werden.

13500
135
047 =|247900
00000

Bei einer quadratischen Diagonalmatriz verschwinden alle Glieder
auBerhalb der Hauptdiagonalen,

400 ..0
0 d 0 ...0
D=1 00 d,..0 [|=0ud)=(bydy) Jzs.8.47

000 o g/



1 {10. Matrizen 47

Sonderfall
Einheitsmatriz
1 00..0
10..0 Kronecker-Symbol
€E=1 o0 o 1...0 =0z b-={0 fir 1 = k
. . . . (2 1 fﬁr 3‘ — k

0 00..1
Bei quadratischen Dreiecksmatrizen ist fiir eine
obere Dreiecksmatrix ag =0fire >k
untere Dreiecksmatrix a; = O0fiari < k

Beispiele: \
1127 300
A=] 034 B=[740
002 916

obere Dreiecksmatrix untere Dreiecksmatrix

Eine Unterdeterminante k-ten Grades von U entsteht, wenn man in
der Matrix % so viele Zeilen und Spalten streicht, daB eine quadra-
tische Matrix von %k Zeilen und k Spalten brigbleibt, aus deren
Elementen die Determinante gebildet wird.

Beispiel:
12234
28652
"=140131
11242
Unterdeterminanten 4,Grades
1223 1234
23656 . |235b52
401'3 oder 4031 usw.
1124 1142
Unterdeterminanten 3.Grades
122 266 234
236| oder |413| oder |031| wusw.
401 124 14z
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{

Unterdeterminanten 2. Grades
12 26

23 12

Ist eine Matrix quadratisch, kann man direkt die Determinante aus
allen Elementen bilden (det % = |%|).

Die hochste, r-reihige, von Null verschiedene Unterdeterminante
(r-ter Ordnung) bestimmt den Rang r der Matrix, d.h., alle Unter-
determinanten (r 4 1)-ter Ordnung mit r + 1 Zeilen und » + 1
Spalten sind Null.

Durch Lincarkombination von Zeilen und Spalten dndert sich der
Rang einer Matzix nicht.

oder usw,

3b
oder
03

Beisptel:
-1 4 1 3
A= 2 -2-20
0 2 0 2
Durch Linearkombination der 1. und 3.Spalte erhiilt man
0 4 1 3 i
0-2-20
0 2 0 2

Alle Unterdeterminanten dritten Grades verschwinden, da drei von
ihnen in der ersten Spalte nur Elemente O besitzen und die vierte
durch Linearkombination der 1. und 2.Spalte zwei gleiche Spalten
aufweist.

4 1 3 3 13
—2 -2 0|=|0-2 0[{=0
2 0 2 2 0 2

Da eine der Unterdeterminanten zweiten Grades, z.B, |—1 4
ungleich Null ist, hat die Matrix den Rang r = 2. 2 _9
Die Losung ist mit dem verketteten Gaussschen Algorithmus durch-
fihrbar (siehe z.B. ,,Ausgewihlte Kapitel der Mathematik‘).

Fiir den Rang r einer Matrix gilt:

bei quadratischen Matrizen:

regulire Matrix r=n=m;det¥ %0
stnguldre Matrix r<mg det A =0

Defekt, Rangabfall, Nullititd = n — r
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i,

bei nicht quadratischen Matrizen:

m>n=r<n
spaltenreguldr fiar r = n
m<<n=>rsSm
zeilenreguldr fir r = m

Aus r = n bzw. r = m folgt die Unabhingigkeit der Vektoren einer
Matrix. :

1.10.2. Mafrizengesetze
Gegeben: (m, n)-Matrizen ¥ = (az) und B = (by).

Gleichheit von Matrizen

A = B, wenn alle a; = by.

Summe zweier Matrizen
A+ B = (az + by

Einander entsprechende Glieder werden addiert.
Kommutatives Gesetz { + 8 =8 + U
Assoziatives Gesetz (QI +B)+E=A+(B+E)

Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl
BU = (pay) = Au

Distributive Gesetze A(U + B) =AU + 1B

(A p) % = 29 £ p¥

Assoziatives Gesetz  u(A%) = (ud) A = uiY

Limes einer Matrix % (¢)
Hingt eine Matrix von einem Parameter ¢ ab, %(¢), versteht man
unter der Grenzmairiz diejenige Matrix, bei der an jedem Glied der
Grenziibergang ¢ — f,, vollzogen ist.

lim %) = (lim ag(¢

tE:: @ (t—»k al ))

4 Bartsch, Formeln
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Differentialquotient einer Matrix % (%)

Die Elemente werden einzeln differenziert.

-(;l—t A¢t) = (% aik(t)) (a;;, differenzierbar)

Die Elemente werden einzeln integriert.

b » b
f A) dt = ( f aik(t)dt) (a3 integrierbar)
@ a

Transponierte Matrix U’

Sie entsteht durch Vertauschen der Zeilen und Spalten. Aus einem
Zeilenvektor wird durch Transposition ein Spaltenvektor.

A= (a*) nN = (a’:k) a;k = Qp;
Ist A vom Typ (m, »), so hat A’ den Typ (n, m).

(xy =%
(2[ + B)l =9 + SBI
(kA = kW k skalarer Faktor

Symmetrische, quadratische Matrix
A= 2[, Qjp = Qpy

Beispiel:
i 6 7
A=A'=(6 2 —6
7—6 8

Antisymmetrische, quadratische Matrix (schietsymmetrlsch)
A=—-W ag = —az
(Die Elemente der Hauptdiagonalen missen verschwinden.)
Beispiel:
0 b -7
A=—-A'=|-b5 0 3
7-8 0
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Konjugiert komplexe Matrix o

Man ersetzt jedes Element der urspriinglichen Matrix durch sein
konjugiert komplexes.

”A = (ay)

A =9

A+B=A+9B

s =p¥

@y =)

Betspiel:

1+ 3j 2 — 5j —. [1—38j2+5j

o — + 3; ] A= ] 2 -+ bj
5 7+ 2 5 79

-

Man nennt %’ einer quadratischen Matrix hermitesch. Fiir diese gilt
A= 51_'; E* = apg

Beispiel:
2 1—2j 3 + bj
A=W =[1+2 3 2 —j
3—5j2+j b

(Die Elemente der Hauptdiagonalen miissen reell sein.)

Schief-hermitesch ist eine quadratische Matrix, fir die gilt:

91 = —ﬁ,; G,w = _Eln
Beispiel:
2j 1—2j 8 +5j
A= —W=[-1-2 j 2 —j

—3+56j —2—j b5j
(Die Elemente der Hauptdiagonalen sind imaginir.)
4%



62 1. Arithmeiik

Multfplikation von Zeilen- und Spaltenvektoren
(Skalares Produkt)

by
alb, = b | = Tap
1 = (ay, ag, ..., a,) : = _Zla, i
« =
bﬂ
al a1b1 ﬂ/lbz “ee alb”
abt = | % | by, by, ... by) = 921 azb2 oo a2ba
a,, ‘ @by apbo ... ayd,
ay b]. ay 0 0 bl
= o (2 ) 00 ) (%) -
a,, b, a,0..0 by
ay by
=[ 22 b
ay by

Produkt von Matrizen
Definition
AB & A « B, Multiplikation % mit B in Reihenfolge AB
. n
C=UAB = (G'bk) =(Zadb”‘) = (Gw) DA<« B,
=1

aber BU LS B« 4

Das Element ¢, ergibt sich als skalares Produkt des Zeilenvektors

@’ (i-te Zeile) mit dem Spaltenvektor by (k-te Spalte) iz = a‘by.
Voraussetzung: Spaltenzahl von % = Zeilenzahl von B.
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Diese Bedingung kann durch Zufiigen von Nullvektoren am rechten
und unteren Rand erreicht werden (vgl. S. 46).

1

alb! = (e, ag, ..., a,,) (b, b, ..., b,) =
by by ... b,

(al;az,...,am) 0 0 0 = (ayby, asby, ..., a;b,)
00 ..0

Merke: B = N bedingt nicht notwendig A = N oder B = N.
Ist AV = N und A 3= N sowie B = N, so sind ¥ und B singulir.
Das Matrizenpaar heiBt in diesem Fall Nullteiler.

aber: A =Noder B=N=>UAB =N

Produktschemen

n p »
(m, n)-Matrix ¥ mal (n, p)-Matrix B ergibt die (m, p)-Matrix €.

Beispiel:
10

1
41

(1.1+3-2+2-4 1-o+3-3+2-1) (15 11)

2.1 +4-2+4+1.4 2.04+4-34+1-1 14 13
Schema von Falk:
: »
n M B
m| YU | AB |m
P

Die Elemente ¢;; der Matrix € = % - B stehen im Kreuzungspunkt
der i-ten Zeile von % und der k-ten Spalte von B und sind deren
skalares Produkt.
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Beispiel:
2
1 0
3 2 3
3 4 1
1 3 2 15 11
2l 241 | 14 13 }2
2

Zur Kontrolle gestattet das Schema von FaLk die Z_eilemummeﬁ-
probe

A A B=¢ ¢

Man fiigt den Zeilensummenvektor b als zusitzliche Spalte an und
multipliziert skalar mit den Zeilen von U, d.h., % - b = ¢, wobei ¢
Zeilensummenvektor von €.

Beispiel:
1 0 1
2 3 b
4 1 b
.1 3 2 15 11 26 |«1-14+5-3+5-.2
2 41 14 13 27
Spaltensummenprobe
B
A A-B==C
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Beispiel:
1 0
2 3
4 1
1 3 2 15 11
2 41 14 13
3 7 3 29 24

T
1.342.74+38.4

Beide Verfahren lassen sich kombinieren.
Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nicht.

AB + BA

d.h., bei der Multiplikation einer Matrix 8 von links (vorn) mit
einer Matrix ¥ erzielt man im allgemeinen ein anderes Ergebnis als
bei Multiplikation von rechts (hinten). -

Ist bei quadratischen Matrizen ¥ -8 = B - %, heifen ¥ und B
vertauschbare oder kommutative Matrizen.

Multiplikation mit der Einheltsmatrix @ bzw. dem Nullvektor
Fiir quadratische Matrizen % und € von deérselben Ordnung gilt

AC =CA =Y
A-R=N-A=N

G und N spielen bei Matrizen die gleiche Rolle wie 1 und 0 bei
Zahlen.

Multiplikation mit der Diagonalmatrix D

von rechts
ayydy G1pdy ... @18,
aod; a oo Qo0
AD — (aydy) = :21_1 :22{2 : :21:'1:

Cpidy Ty oo Cppdy
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von links
ayydy agedy ... @yudy
agidy Ggody ... Gg,dy

DA = (ayd;) =
Cpidn Omody .. Gpndy

Determinante aus einer quadratischen Matrix det % = ||
det A’ = det A
det (AUB) = det A det B

Transponierte eines Produktes
(AB) = BYA
(ABE) = C'BW

Multiplikation von 3 Matrizen
Assoziatives Geselz (AY) € = A(BE) = ABE

Voraussetzung: (m, n)-Matrix %, (n, p)-Matrix B, (p, g)-Matrix G.
Das Ergebnis ist eine (m, ¢)-Matrix.

Distributives Gesetz (A + B) € = AC + BEC
B + C) =AY + AC

Potenzen von Matrizen -
Ist % eine quadratische Matrix, so wird definiert:

A =AAA ...
(n Faktoren)

D) LR R kD) Sl SO nEc N
(n Faktoren)

A =C

Y™ = r-+m n, me @

Vertauschungsmatrix 8

Eine Vertauschungsmatrix weist in jeder Zeile und jeder Spalte nur
eine 1, sonst lauter Nullen auf und ist quadratisch. Bei der Multi-
plikation einer Matrix % von vorn (links) mit 8 bewirkt eine 1 in der



1.10. Matrizen ) b7

r-ten Zeile und s-ten Spalte von B, daB in der Matrix BY die r-te
Zeile mit der s-ten Zeile von U iibereinstimmt.
4+

Beispiel:
0100 1302 24173
~ r'>fo00.10 2473 3041 \er
BI=V1000 3041 J<s | 1302
0001 5211 \6211
0
8

Bei der Multiplikation einer Matrix % von hinten (rechts) mit B be-
wirks eine 1 in der r-ten Zeile und s-ten Spalte von B, daB in der
Matrix AV die s-te Spalte mit der r-ten Spalte von U iibereinstimmt.

Beispiel:
' 0001
1240 000 2401
={21461 ={4612
"B 0100
1303 3081
0010

B-1 macht die durch B bewirkte Vertauschung riickgingig. Ersetzt
man die 1 in der Vertauschungsmatrix durch eine Zahl py, erfolgt
zusdtzlich eine Multiplikation der vertauschten Zeile oder Spalte

mit pyp.

Kehrwertmatrix (reziproke Matrix) A~ (A quadratisch)
Pefirtition
AB=C= B =% = Y und A vertauschbare Matrizen

9B ist die Kehrwertmatrix zu %. Die Umkehrung ist ein&eutig, wenn
U1 existiert.
Umkehren lassen sich nur quadratische, nichtsingulire Matrizen

Q11 Q19 -+ Qpq
@21 G22 -« O2p
0\

Gpy Qpo vo0 Apy

QI = ("'ik) =
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Ay Agy ... Ay
1] Ajp A ... A 1 1
R ekt B e v7%

Ay Aoy - ‘l'lrm
wobei Ag; Unterdeterminanten (s. S. 38)
A = det U 3 0 (reguldre Matrix)

Ugq gestiirzte Matrix der Adjunkten, adjungieric Matriz (in A’
werden die ay; durch die entsprechende Adjunkte ersetat).

Fiir die Berechnung der Kehrmatrix steht der verkettete Gavsssche
Algorithmus zur Verfiigung (siehe z.B. ,,Ausgewiihlte Kapitel der
Mathematik‘).

A,.
Die Elemente der Kehrwertmatrix by = Th (beachte die Indizes!)
heiBen reduzierte Adjunkien.

) =9

AN-? =UY =6

(¥C)-! = E A1 AT nicht singular

()1 = (%1  (kontragrediente Matrix zu %)

Beispiel: ‘

1 0 3 1 0 3
A=12 -3 1); A=detA=({2 -3 1/=13
1 2 2 1 2 2

4 —(_1)2_31 -
Ay = Y b
21
4,3 = (—1)p 19 = —3;
2 -3 :
A,y = (—10 L 2l=7
03
An=(—l)322|=6;
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4 1‘13
22 =(—1) S
4 1510 o
o =(—1) 19”72
03
A31=(—1)4. _31 = Jj
A 1‘,13 b
32_(_)|21 =y
A‘ l":l 0 3
w0 =
-8 6 9
yr=2(_3_-1 5
13
7T -2 -3

1.10.8. Anwendungen

Kontrolle der Losungsmiglichkeiten
von linearen Gleichungssystemen

Ein inhomogenes Gleichungssystem 1.Grades aus m Gleichungen mit
n Variablen ist nur l6sbar, wenn die Koeffizientenmatriz und die um
die absoluten Glieder erweiterte Matrix gleichen Rang r haben.

r=mn  eine eindeutige Losung
r<mu oo ~' Liésungen
Beispiel:
3x+4+2y+ Hz=10
62+4y_+102=30
12z + 8y + 20z = 40
32 b
Die Koeffizientenmatrix | 6 4 10 ] hat den Rang r=1 (s. S. 48)
12 8 20
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32 510
Die erweiterte Matrix | 6 4 10 30 | hat den Rang r > 1, da u.a.
12 8 20 40
b 10
10 30 +0

Das System hat keine Lésungen (die Gleichungen widersprechen
einander).

Ein homogenes Gleichungssystem 1.Grades aus m Gleichungen in
n Variablen hat nur dann eine von der trivialen Losung (alle Va-
riablen gleich Null) verschiedene Losung, wenn der Rang der Koeffi-
zientenmatrix kleiner als » ist.

Weitere Anwendungen

Matrizen werden weiterhin vor allem in der Vierpolberechnung
(Widerstands-, Leitwerts-, Ketten- und Reihenparallelmatrix), Be-
rechnung linearer Netzwerke (Maschenberechnung), bei der Losung
von Systemen linearer Differentialgleichungen, bei Planungs- und
sonstigen ckonomischen Aufgaben verwendet.
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2.1, - Gleichungen
2.1.1. Allgemeines

Term

Ein Term ist eine aus Zahlen, Buchstaben und mathematischen
Zeichen sinnvoll gebildete Folge, die einen bestimmten Zahlenwert
annimmt, wenn man die Buchstaben durch im Definitionsbereich frei
wihlbare Zahlen ersetzt.

Bezeichnung von Termen: T, §, ...

Die Menge der Terme bildet einen Korper,

Besondere Terme

Linearer Term: Die Variablen werden nur mit Konstanten multi-
pliziert und zu Konstanten bzw. gleichartigen Termen (Linear-
kombination) addiert,
z.B, linearer Term in den Variablen 2 und y

Liz,y) =azx + by + ¢ a, b, ¢ Konstanten
Ganzer rationaler Term (Polynom): Die Variablen werden nur mit
Addition, Subtraktion und Multiplikation verbunden,
z. B. ganzer rationaler Term in x und y

T(x,y) = apz® + op_1a L+ oo +agz +by™ +

+by g™+ +by+a nmEN

Rationaler Term: Die Variablen werden mit den vier Grundrechen-

arten verbunden,
z.B. rationaler Term

anz® + a1z~ 1 4+ .-- + 212 + ao

bpa™ + by—12™—1 + ... + biz + bo

Definition der Gleichung:

Durch Gleichsetzen zweier Terme erhilt man eine Gleichung
T, =T,

Tx) = n,mEcN
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Eine Gleichung mit-mindestens einer Variablen stellt eine Aussage-

form dar, die in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht, wenn man

den Variablen Werte des Definitionsbereichs bzw. Variablenbereichs

zuordnet.

Eine Gleichung ohne Variablen stellt eine wahre oder falsche 4us-

sage dar, z.B. 7 = 3 4 4, wahre Aussage.

Definitionsbereich einer Gleichung: X = X, N X,; ¥ = Yl NY,;
.. wobei X,, Y,, ... Definitionsbereiche fir 7';; X,, Y,, ... Defini-

tionsbereiche fir T,

Erfiillungen oder Lésungen einer Gleichung sind alle Elemente des

Definitionsbereichs, fir die T'y(z; y; . ) = Ty(z; y; ...) eine wahre

Aussage wird.

Erfallungsmenge, Losungsmenge, Qiltigkeitsbereich E (oder L) ist die

Menge aller Losungen, wobei £ Untermenge des Definitionsbereichs

ist.

Schreibwetse:

E={=;y;..})| Ty(xsy5...) = Tolz; 95 ...)}
ohne Angabe des Variablenbereichs, wenn dieser offen-
sichtlich ist.
bzw.
E={z;y;..)|2€ X; y€ Y;... N\ Thiz;95...) =
= Ty(z;y;...)} mit Angabe des Variablenbereichs.
Sonderfille
Identitdt, Definition der Gleichheit von Termen:

T\(z;y;...) = Taz; y;...) fir Erfilllungsmenge == Defini-
tionsbereich

z.B. Gleichung in einer Variablen
T,(x) = Ty(x) fir E = X bzw. in anderer Schreibweise
={z|2€ X N\ Tyz) = To(x)} = X

Beispiel:
sin 2r = 2sinz cosz X = K, d.h. Identitit in bezug auf
den Korper K

bzw.

= {r|2€ K /N\sin 2r = 2sin z cos z} =
Unerfillbarkeit E = @
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Beispiel:
3T =—4 X=R E=9
bzw.
E={|2zcRNF=—4}=9
Linearkombination der Terme T'; und T,
my Ty + m,T,
Gleichwertighkeit

Zwei Gleichungen sind gleichwertig (dquivalent) beziiglich des ge-
gebenen Variablenbereichs, wenn sie die gleiche Erfilllungsmenge £
besitzen.

TW=T,>T,+T=T,4+T
T sinnvoller Term im Variablenbereich
T,=1T,= T,T = T,T; T < 0fiir alle Werte des Variablen-
bereichs
2.1.2. Algebraische Gleichungen in einer Variablen
Erklirung
Eine Gleichung heiit algebraisch, wenn sie folgende Form hat:
az" + 8y 18" 1 4. fax+ay=0, ¢;€R; iCEN
Zahlen, die man als Losungen algebraischer Gleichungen erhalten
kann, heilen algebraisch.
2.1.2.1. Lineare Gleichungen
Normalform ax + b =0 a+0;2€ER
Lésung:
b
Ty = ——
a
bzw.
E={a:|a:€R/\aa:+b=0/\a:i:O}:{—%}
2,1.2.2. Quadratische Gleichungen

Allgemeine Form Ax? + Bz + C=0; 4 %0
Division durch 4 fihrt auf die

Normalform {x | 2* + px +q = 0} (gemischiquadratische Gleichung),
wobei p =§, q =% ist.
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_r PN _ " ﬂ) _

5 £ (2) q fur(2 g=0
P P
24

2
. Py . 2
~Fifa-(F) e (F) -aso

2
Diskriminante D = (_g_) —q

Sonderfille

a) p=0{z| xz + g = 0} (resnquadratische Qleichung)

Loésung: .
+)-q¢ firgso
T1,2 = _
+j)fg firg>0
b) g =0{z|2* + pr = 0}
Losung: a2(z + p)=0
B =03 5 = —p

¢) Zuriickfihren der symmetrischen Gleichung 3.Grades auf eime
quadratische Gleichung

Erkldrung

Gleichungen heifien symmetri'.sch, wenn die Koeffizienten symme-
trisch angeordnet sind.

{x|az® + 022 + bz 4o =0}

a(@® + 1) + ba(z + 1) =0

(z + 1) [a(a? —x + 1) +bz] =0
Hieraus 2 + 1 =0; 2, = —1 und

a(z? — z + 1) + bz = 0 (quadratische Gleichung)
Beispiel:

{z|62® — 1a? — Tz'4 6 = 0} ,
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Losung:
6(x*+1)—Tz(z+1)=0
(x+1)[6(x2—z+1)—T2]=0
z41=0; :_tl_=;1

622 —13x +6=0

2 — 1_6:'.31 + 1 =0 (Normalform)

32 5

T2 = 12i (12) 1__2iﬁ
1 2

n=1g; &»=7g

bzw.

E={—-1; 1%; %}

d) Zuriickfithren der symmetrischen Gleichung 4.Grades auf eine
quadratische Gleichung

{z|axt + bz® + cx® + bz +a =0}
Division durch 22 und Zusammenfassen ergibt

a(:r:2 +-lz~)+b(x+l)+c=0
Substitution ¥y = z + — und y2 — 2 = a2 + ~— liefert die qua-
dratische Gleichung

a(y? —2)+ by +c=0

e) Zuriickfiithren einer bitquadratischen Gleichung, in der das kubi-
sche und lineare Glied fehlen, auf eine quadratische Gleichung

{z| ax* + cz® + ¢ = 0}
Substitution z? = y fithrt auf die quadratische Gleichung
ay* +cy+e=0

b Bartsch, Formeln
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2.1.2.3. Kubische Gleichungen

Allgemeine Form Aa® + Bz +~Cz + D =0; 4 += 0.
Division durch 4 fithrt auf die

Normalform {z | 2% + az® + bz + ¢ = 0}
rin ¢ = B b= ¢ =D, t
WOrl —A, _I’ G—Z—ls.
Durch Substitution 2 = y — %crhiilt man die
reduzierte Form y* + py +q¢=10

Cardanische Lisungsformel fiir dic rcduzierte Gleichung

ypp=utv
u+v vy
Ya=——5— +—2»—Jl’3
u+ v U —v /
s a1 £
wobei

2 3
Diskriminante D = (%) + (ﬁ)

D > 0 ergibt eine reelle und zwei konjugiert komplexe Lésungen.

D=0 ergib't drei reelle Losungen, darunter eine Doppelwurzel.

Casus irreducibilis

D < 0 ergibt drei reelle Losungen, die sich auf goniometrischem
Wege errechnen lassen (irreduzibler Fall, casus irreducibilis)

= 2]/%005%

Yy = |P| cos (% 60°) .

Ys = l/ lgl cos (% + 60“)_
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-2
2

@ 1éBt sich aus der Gleichung cos ¢ = ———— berechnen. -
457
Die entsprechenden z-Werte folgen aus obiger Substitution
R
1. Beispiel: D > 0)
{z|2®— 322 + 42 — 4 =0}

Substitution x = y — __3§ —y+1

W+1P -3y +1)2+4y+1)—4=0
P+3+3y+1 -3 —6y—3+4y+4—4=0

. ~ 1,264
]
]/ 28
v=|/1-)5 ~ —0264
g, =1,264 — 0,264 =1 g, =2
1,628 . 1
Vo= =5+ o8 =g+ 0645 )/3
1 1,528 . /- 1 o r
y,=-~?—T]V3 z3=?—-0,764]]/3

bzw.

E={2; ++ 0764 )/3; ?—0,764”/3_}

2. Beispiel: (D < 0)
{z|2® — 21z — 20 = 0} (bereits reduzierte Form)

Diskriminante D = (%)2 + (%)3 = (—10 + (=7 <0

5#
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Goniometrischer Losungsweg:

cos @ =l% ;9 =b7°19"
2 l/7_ cos 19° 6'; 2, =5

23 = —2)/7 cos (—40°b4") =z, = —4

Z

Ty = —2]/7_005 79° ¢’ z3=—1
bzw.
E = {5 —4, —1}
Sonderfdlle der kubischen Gleichung in reduzierter Form

a) p=0 {y|y®+ q=0} (binomische Gleichung)
Losung siehe Abschnitt ,,Komplexe Zahlen*, S. 13.

b) =0 {y|y*+py=0}

Losung: _
yo? 4+ p) =0 g, =0; y2;3={:lzl/—_p farp =0

+jlp firp>0

2.1.2.4, Algebraische Gleichung n-ten Grades

Allgemeine Form A2™ + Be* 1 4 Oz 2 f...=0; A+0

Division durch A fithrt auf die

Normalform 2" 4+ a,_12" ! 4+ a,_o2" 24 .c. 409 =0 ;€C

Das von z freie Glied a, heiBt Absolutglied.

Die Losungsmenge E einer algebraischen Gleichung mit dem Varia-
blenbereich z € C ist nie leer.

Fundamentalsatz der Algebra

Jede algebraische Gleichung n-ten Grades in 1 Variablen hat genau
n reelle oder komplexe Wurzeln. Mehrmals auftretende Wurzeln
heiBen k-fache Wurzeln,

Zerlegung in Linearfaktoren

Ein Polynom n-ten Grades fy,(z) mit einer Nullstelle z;,d. h. f,(z;) =0,
laBt sich zerlegen in

In(®) = (@ — 24} f5— ()
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Sind zy, #s, ..., &, die Wurzeln der Gleichung, so gilt
a"" + an—lxﬂ_1 + an—zzn_z +:ta=0=
=(z —ay) (& — x) (x — 23) ++ (¥ — x,)

Vietascher Wurzelsatz
T+ Tyt 2+ 2y, = —6n_,
TaZy + T1Zs + 00+ ZTsTs + Tay + 0+ Ty Ty . = @y,
DTy + T1TaTy + 0 + TyTsTy + TalsTy + v+ Ty Ty Ty = —8p_s

BATTs .. Ty =(-1)a,

Die Wurzeln einer Gleichung in Normalform mit ganzzahligen Koef-
fizienten kénnen oft mit Hilfe des ViETaschen Wurzelsatzes durch
Probieren gefunden werden, falls vermutet werden Lkann, daB sie
ganzzahlig sind. Als ganzzahlige Wurzeln kommen nur die Teiler
des absoluten Gliedes in Frage.

Beispiel:
{z|at — 2 — T2 4+ 2 4 6 = 0}

2,75%47, = 6 (Absolutglied)

Faktoren des Absolutgliedes sind 41, 42, 43, 4-6. Durch Probie-
ren findet man:

=1 z,=-1, 23=—2 und 2z, =38

bzw.
E={1;-1; —2;3}

Ergibt sich durch Probieren nur eine Lisung ,, dann kann der Grad
der Gleichung erniedrigt werden, indem man durch den entsprechen-
den Linearfaktor (z — ;) dividiert.

Es kann auch das HorNERsche Schema angewendet werden.

2.1.8. Transzendente Gleichungen

Goniometrische Gleichungen
Siehe S. 172,
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2.1.8.1. Exponentialgleichungen

Grundgleichung: o = b
Giltb = a”, 80 daB a® = a” & x = n (Eineindeutigkeit der Exponen-
tialfunktion), anderenfalls wird logarithmiert z lIn ¢ = In b.

Beispiele:
3 —
1. {xl ,/az+2 = Va:c—ﬁ}
Lésung:
z+2 z—
a8 =a? ;—"3'—_"—2—5-2z+4 8 — 15;2 =19,
bzw. E = {19}

9. | or+i + gt—3 —gz—-1 _ 2::—2}

Losung:
22.2 4+37.373-87.3"1 _97.2-2
216-2“+27~2“=36-3"—4-3’; 248 . 2% = 32. 3%;

2\ 32 2o 2\5

3. {z|4%.5%"3=¢%)

Lésung:
3zxlg4 + (2 — 3)lgh ==z 1g6
z(8lg4 +21gh —Ig6) =31gh
31gh
3lg4+2lg5—lg6
bzw. B =1\37g1 +32l?g55 g 6}

Viele Exponentialgleichungen lassen sich nicht auf algebraische
Gleichungen zuriickfiilhren und kénnen nur mit Naherungsverfahren
gelost werden.

2.1.8.2. Logarithmische Gleichungen

Die Veranderliche kommt auch im Logarithmanden vor. Im allge-
meinen ist nur ndherungsweise Losung moglich. Nur in speziellen
Fillen gelingt ein Zuriickfithren auf eine algebraische Gleichung.
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Grundgleichung: log, z = b
Gilt bb= log, ¢, so daB log, z = log, ¢ & = = ¢, anderenfalls ist
z = a’.

Beispiele:

1. {2|3In(@2z—7) +8=]In(2 — 7 + 20}
Substitution y=In(@2z —17)
3y +8 =)y +2
8y + 47y + 44 =0

Hieraus zwei Werte fiir y. Auf Grund der Substitutiony = In (2z — 7)
ergibt sich dann e¥ = 22 — 7, woraus z berechnet werden kann.

2. {z|lg@=*+1)=21g(3 —2)}

Losung:
lg@@®+1)=1g@d —=)?
224+ 1 =(3 —xz)?

_4_ ;1 L1l
:t—?—].? sz. E—II?J

2.1.4. Niherungsverfahren zur Bestimmung der Wurzeln
einer Gleichung

2.1.4.1. Regula falsi (lineare Interpolation)

Hat die Gleichung f(z) = 0 eine Wurzel zwischen den Werten z, und
%y, d. h., haben f(z,) und f(z,) entgegengesetzte Vorzeichen, so ergibt
sich als verbesserter Niherungswert gegeniiber z; und z,

(z2 — =) f(1)

H(z5) — Hzy)
Geometrische Deutung: Die Kurve
wird ersetzt durch die Sehne durch P,
und P, (Seknenndherungsverfahren).

Ty =) —

Beispiel: 0
{z|*—z +7=0}

Zugehorige Funktionsgleichung [
foy =2 —z 4+ 7.
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Aus der Wertetabelle liest man ab:
2 = —2; f(z,) =1
2 = —2,5; fla) = —6,125

(=256 +2)-1

—05
1615 — 2F

uw““ﬁ

2, = —2 4

f(z) = 0,200
Wiederholung des Verfahrens fiihrt zu weiterer Anniherung.

2.1.4.2. Newtonsche Niherungsmethode

Ist fiir die Gleichung f(z) = 0 der Niherungswert z, einer Wurzel
bekannt, so ergibt sich eine bessere Niherung aus

1a=31_%: f'x) +=0

Das Verfahren ist von zweiter Ordnung, da sich die Anzahl der rich-
tigen Stellen von 2z, mit jedem Schritt verdoppelt.

Das Verfahren versagt, wenn die Kurve
fix) an der Niherungsstelle der x-Achse
nahezu parallel ist oder wenn zwischen
dem Niherungswert und dem genauen
Wurzelwert eine Extremstelle oder ein
Wendepunkt mit zur z-Achse nahezu
paralleler Wendetangente liegt.
Kriterium fiir Anwendbarkeit: In dem
Intervall, das x, und alle Néherungs-
werte enthilt, muB gelten:

yh

(=)

=m<l1

Geometrische Deutung: Die Kurve wird ersetzt durch ihre Tan-
gente im Niaherungspunkt P, (Tengentenniherungsverfahren).
Beispiel:

{x|x® + 2z — 1 = 0}
Zugehorige Funktionsgleichung f(z) = 2% + 22 — 1.

Aus der Wertetabelle findet man als Niherungswert z; = 0,5;
f(z;) = 0,125.
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Ableitungen f'(2) = 32% + 2; f"(x) = 6x
f’(ml) = 2,75; f”(zl) = 3, demnach

f(zy) £ (=)
— 0,06 <1
Fe)E |~ <
0,125
=05 — 2499 —
=0, 575 ~ 0,6 — 0,045 ~ 0,456

/(z,) ~ 0,004

Das Verfahren kann beliebig wiederholt werden.

2.1.4.8. Iterationsverfahren

Man bringt die Gleichung f(z) = 0 auf die Form z = ¢(z). Ist z,
ein Niherungswert fiir eine Wurzel der Gleichung und ist fir diesen
Wert z, die Bedingung |¢’(z;)| < m < 1 erfiillt, dann ist

Ty = @(z)

eine bessere Niherung. Wiederholung des Verfahrens erhsht die
Genauigkeit. Bei ¢’(z,) < 0 liegen zwei aufeinanderfolgende Niahe-
rungswerte auf verschiedenen Seiten des genauen Wurzelwertes, und
man kann daher die erreichte Genauigkeit abschidtzen.

Ist |@’(zy)| > 1, dann ist die inverse Funktion einzufiihren.

Beispiel:
{z|x® 4+ 22 — 6 =0}
Niherungswert x, = 1,45 fir eine Wurzel, f(z,) = —0,061375

6_ 3
T = 2:‘:—:";(1)

’ 3 2 ’ ’
¢'(2) = — 5 s |¢'(z)| = |¢'(1,45)| = 3,14375 > 1

Es ist nach dem zweiten Glied von x aufzulésen:

a,=6“T"'3; ¥ =6 — 23 x=i/6—2a=='ﬂ(=v)
_ —2
V) = — e [¥/(145)] =‘,— <1
3. l/(e — 2%)2 3. l/ 3,12
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Daraus folgt:
x, = 1,46

8

z=)6—-2-145 =1,4581
8

2y = /6 — 21,4581 = 1,4556

usw,

2,1.4.4, Graphische Lisung von Gleichungen

Die Gleichung in Normalform wird in eine Funktionsgleichung iber-
fiihrt, indem man dje linke Seite gleich y setzt. IThre graphische Dar-
stellung ergibt die reellen Lésungen der Gleichung als Schnittpunkte
mit der z-Achse (y = 0).

Mitunter ist es vorteilhaft, die zu lésende Gleichung in der Form
@(x) = y(z) zu schreiben und y = @(r) sowie y = y(x) graphisch
darzustellen. Die Abszissen der Schnittpunkte der graphischen Dar-
stellung beider Gleichungen entsprechen dann den reellen Wurzeln
der Bestimmungsgleichung.

Betspiel:
{z|2?—2—6=0}

P2—z—6=y

= —2
= 3
Beispiel:
{r|z®*— 1,52 — 0,6 = 0}
= 1,6z + 0,6
Die Schnittpunkte der Kurven zu den Funk-
tionen
pz) =y =2* und

y(z) =y = 1,6z + 0,5
ergeben mit jhren Abszissen die Losungen

5 =—1; z3~ —0,4; z3~ 1,3
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2.1.5. Gleichungssysteme

Zur eindeutigen Bestimmung von n Variablen sind n voneinander
unabhingige und einander nicht widersprechende Gleichungen not-
wendig. Der Losungswag besteht darin, daB die » Gleichungen mit
n Variablen schrittweise auf eine Gleichung mit einer Variablen
reduziert werden.

Mit dem aus dieser Gleichung errechneten Wert der einen Variablen
konnen schrittweise die weiteren Variablen ermittelt werden.
Liegen r unabhiingige Gleichungen mit » Variablen (r < 2) vor
(diophantische Gleichungen), so werden (= — r) Variable als freie
Parameter (unabhingige Variable) ausgewdhlt. Diese konnen mit
beliebigen Werten des Definitionsbereichs belegt werden. Die Er-
fallungsmenge E eines Gleichungssystems ist gleich dem Durch-
schnitt der Erfiilllungsmengen der einzelnen Gleichungen E,, E,, ...

E=E NE,N..

2.1.5.1. Lineare Gleichungen in 2 Variablen

Eine Gleichung in 2 Variablen a,z + a,y = b

Die Erfiillungsmenge ist die Menge aller, geordneten Wertepaare
(z; y)€ RX R, fiir die die Aussageform zu einer wahren Aussage
wird.

Schreibweise:
E={x;9)| (x;9)€ RXR Nagx +ay =b|ay,a,bC R}
bzw. bei offensichtlichem Definitionsbereich kiirzer
E={=z;y) |z + ey = b}

Mit z als unabhiingiger und y als abhingiger Variablen wird die
Loésungsmenge

b—ax
J’

die eine Abbildung z — y in Form einer Geraden wid rspiegelt.

E_=I(z;y)|z€R Ny=

Zwei Gleichungen in 2 Variablen

ant + ey = b
auT + ayny = b,
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Die Erfiillungsmenge ist die Menge aller geordneten Wertepaare
(z;y)€ Rx R, fir die die Aussageformen zu wahren Aussagen
werden.

Schreibweise :

E={x9]|(@9€RXE Nayz +apy=b

N\ gz + agy = by}

bzw. bei offensichtlichem Definitionsbereich kiirzer

E = {(z;9) | a7 + gy = by N\ @z + apy = by}
Einsetzungsmethode (Substitutionsmethode)
Beispiel:

{(@:9)|3e + Ty —T=0 Abz + 3y + 36 = 0}
Lésung:

3+ Ty— 7=0 :
bz +3y+3=0

71— 3z
y=

5z+3(7—‘73)+36=o

1
_ _1nl. ¥y 1
= g’ y=—"7% =°3
bzw. 1
1 1

Gleichsetzungsmethode

Man 16st beide Gleichungen nach einer Variablen auf und setzt die
gefundenen Terme einander gleich.

Beispiel:
{(x;y) |8z + Ty —7=0 N bz + 3y 4+ 36 = 0}
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Lésung:
3z4+Ty— 7=0 —3z+7=—5z—36
bz + 3y +36=0 7 3
Ty=—38z+ 7
3y = —bz — 36
_ —3z4+ 1 _ 1
y=—7— z=—10y5
~ —bx — 36 _5_1_
y=—"3 ¥=°73
bzw.

E= {(—10%; 5%)}

Additionsmethode

Man multipliziert beide Seiten jeder Gleichung mit geeigneten Fak-
toren so, daB eine Veridnderliche in beiden Gleichungen denselben
Koeffizienten aufweist. Durch Addition bzw. Subtraktion beider
Gleichungen fillt diese Verinderliche dann heraus.

Betspiel:
{(z;9) |8z + %y — T=0 A bz + 3y + 36 = 0}
Lésung:
% +Ty— 7=0]|-8
bz 48y 4-36=0|-7
9z + 21y — 21 =0|—
35z + 21y + 252 =0 +
26z + 273 =0
1 1
2=—10§-, y,_B?

bzw.

s~ {(-nds o)

Weitere Lésungsmégliéhkeiten mit Determinanten, s. S. 44.
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2.1,6.2. Lineare Gleichungen in 8 Variablen

Glelchungssystem mit 2 linearen Gleichungen in 8 Variablen

0T + @Y + a1z = b
AT F QgpY + Ggpz = by

Homogencs System (b, = by, = 0)

0% + Gyl = —Oyg?
O + Gy = —ay2 .
Koeffizientendeterminante 4 = 4, = 1 %1
gy Ggg
—0y13Z @13 Gr2 | [@ag Gus|
Az = 0252 Qg o Gag Qoo | z Qg9 Gaa| 24,
__[fn —%aZ| |Gy O _
Ay = Q1 —GpZ| Qg Qgy| 24,
Loésung
:t:=f:‘—z=zTAl =4, mit t=%
4 —z4
y= Z’l = __A__= = —At
z=4.1t
E(t) ={(4y-t; —4y-¢; 4y-t) | t€ R}
Beispiel:
x4+ y— 72=0 |
5z + 3y + 36z =0 |
7T =17 ! 38 -7 37
A1=’3 36'=273; Az=l5 36l==143; A,=‘5 3‘= —26

E(t) = {(273¢; —143¢t; —26t) | t€ R}
Fiir t = ¢, ergibt sich ein partikildres Lésungstripel E(t,).
Inhomogenes System

Sind nicht alle 4i = 0, setzt sich die Erfiillungsmenge des inhomo-
genen Systems aus der Summe der Lisung des homogenen Systems
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und einem partikuliren Loésungstripel dcs inhomogenen Systems
zusammen. ’

Man kann ein System von 2 linearen Gleichungen in 3 Variablen
auch lésen, indem eine Variable als Parameter (unabhiingige Va-
riable) mit auf die rechte Seite genommen wird. Die Behandlung
erfolgt dann wie ein System in 2 Variablen.

Gleichungssystem mit 8 linearen Gleichungen in 8 Variablen

Cramersche Regel (siehe S. 44)

Einsetzungsmethode (Substitutionsmethode)

Beispiel 1:
3z+ 3y + z2=17 1))
3+ y+3=15 (II)
z+ 3y + 32=13 | (III)

Aus (I) z=17— 38z — 3y
Eingesetzt in (II) und (III)

34+ y+317—38x—3y)=15
z+ 3y + 3(17 — 3z — 3y) =13

—6z — 8y = —36
—8z — 6y = —38

1 1 1
x=37; y=27; z=1—7—

Gleichsetzungsmethode
Beispiel 2;
3z +3y+ 2=17
824+ y+32=156
z+3y+3=13 |
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z=17—3z — 3y |

z=15—gx—y
z=13—:;7:’—3y |
17_3z_3y=@—_y !
16— 82—y 13— o — 3y |
3 — 3 .
Ergebnis siehe Beispiel 1.
Additionsmethode
Beisptel 3: .
32+3%+ z2=1 -3 4
3x+ y+3z2=15 — |+
z+3y+32=13 —
6z + 8y = 36
2z — 2y = 2

Ergebnis siehe Beispiel 1.
2.1.5.8. GauBscher Algorithmus
Gleichungssystem von » linearen Gleichungen in » Variablen
8117y + 19Ty + +00 + 01Ty = 04
@91%1 + Ggo®p + ¢+ 4 Bg,Ty = Cy
09,7y + @g9%g + <++ + B3,%, = O3 1)
1Ty + GpaTy + <o + BTy =y
a,; + 0; Koeffizientendeterminante 4 = 0
Man multipliziert die erste Gleichung von (1) mit — Z—:l und addiert
zur zweiten Gleichung. Multipliziert man dann die erste Gleichung
von (1) mit — ? und addiert zur dritten Gleichung usw., so fallen

11
alle Glieder, die z, enthalten, heraus, und es reduziert sich das ur-
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spriingliche Gleichungssystem (1) auf ein solches von n — 1 Glei-
chungen mit n — 1 Variablen.

’ ’ ’ ’
@9oky + Q9373 + +++ + GopZ, = Cg
’ ?
agotty + aggrg + - + ag,x, =3 (2)

? 1 F 4 ?
Qpoty + Bpg¥3 + ++ + Gpply, = Cp

Verfahrt man mit diesem System (2) entsprechend, so kommt man
auf ein Gleichungssystem von n — 2 Gleichungen mit » — 2 Varia-
blen usw. SchlieBlich ergibt sich aus System (1) folgendes sogenann-
tes gestatfeltes Gleichungssystem:

@497y + Gy9%e + @y3%g + 10 + 1Ty = ¢4
7 ’ ’ ’
Ag9%3 + GggTy + - + g%y = Cg

agyy + - + ajpr, = cg' 3)

as."n_ l)zn = cg‘n -

aus dem sich der Reihe nach, beginnend mit x,, aus der letzten Glei-
chung, die Variablen berechnen lassen.
Beisptel:
z+ 2—072=21]-(-8)|-(—0,9)
32+ 02y — 2z=24
092+ Ty— 2z2=27

z+ 2y—07z= 21
- 5,83/ + 1’1 z= —39 .
52y — 1,837z = 8,1

z+2y —02= 21
—5,8y +1,1z2 = —39
11,18 7791

59 *~ T 739

2=10; y=20; z=230, dh, E={30;20;70}

6 Bartsch, Formeln
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Rechenschema
@y Gig Qg --+ Qip G
g, 0y O3 ... 0, ° o+ Y o=238
Elimin. Zeile au 012 als “re al,n 01 31
€21 @9y A9y Gog -+ dop | Cg 9
ezlau ...........
esy agy agp G3g ... G3, | C3 )
€nt Qpy Gpo Bpg ovn Gy | Cp 8p
Elim. Zeile 0...
Koeffizienten (7
Absolutglieder 2
fl
Spaltensummen ogp=Yax k€{l2,..,n}
t=1

Spaltensumme der Absolutglieder

g = Z [
f=1
Zeilensumme 8=y +ap+t - Fay+e;i€{1,2,...,n)
: ai1
Erweiterungsfaktor e, = — an
1

Beispsel:
z+ 2y—072=21

82+ 02y— z2=24
092+ Ty— 22=27
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571 a2 243 ¢

4,9 9,2 3,7 72 82,4 - )
Elim. Z. 1 2 —0,7 21 23,3 -
-3 3 0,2 —1 24 26,2 - -
(—3)-ay, —8 —6 2,1 —63 —69,9 -]
—0,9 0,9 7 -2 27 82,9 -

(—0,9) -2, —0,9 —1,8 0,63 | —18,9 | —20,97

Elim. Z. 0o —58 11 | —39 | —487

5,2

88 0 52 —137 81| 11,9

5,2

25 ok —62 0986 —36 | —39,214
0  —0384| —26,9| —27,284

2.1.5.4. Quadratische Gleichungen in 2 Variablen
Ein Gleichungssystem von der Form
0,2 +bzy + ey’ +dz +ey+ 4 =0
2 + byt oy +dx ey +f,=0
1aB8t sich nach der Einsetzungsmethode ldsen, jedoch ist dieses Ver-
fahren rechnerisch sehr umsténdlich, da es auf eine Gleichung
4.Grades fihrt.
Sonderfille
a) Eine Gleichung quadratisch, eine linear

Einsetzungsmethode fithrt zum Ziel.
Beispiel:
2+ 42 =26
z —y = 4
y = r — 4 in erste Gleichung eingesetazt, fithrt auf 2% + (x — 4)2 =25
(quadratische Gleichung).
6*
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b) Reinguadratische Gleichungen (ohne Glied mit zy)
Additionsverfahren fiihrt zum Ziel.

Beispiel:
922 — 22 = 18‘-3+
ba? + 3y2 = 47|-2| 4+
3723 = 148
2= 4
2 =2; z,=2; Ty = —2; z=—2

h=38; o=-3; y;=23; Y= —3

bzw.
E=1{(2;8); (2;-38); (—2;3); (—2;-3))

¢) Qleichungen, in denen als quadratisches Qlied nur xy vorkommi

Additionsverfahren und Substitutionsmethode fiithren zum Ziel.

Betspiel:
bz +y + 3 = 2xy (I
zy =2 —y+9|(1ID
—2zy +bz+y+ 3=0 +
2y —204+y— 9=01| 2|+

z+3y—16=0
z=156 — 3y
in Gleichung (II) eingesetzt, ergibt
y(16 —3y) =2(16 — 3y) —y + 9
eine quadratische ‘Gleichung fiir y. '
d) Zwei homogene quadratische Qleichungen

Gleichungen heiBen homogen, wenn ihre linken Seiten homogene
Terme der Variablen sind. Eine quadratische Funktion in x und y

heiBt homogen, wenn sie nur Glieder gleicher Dimension enthilt,
d.h,,

f(z; y) = az® + bay + cy?
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Die Substitution y = zz fithrt auf eine quadratische Gleichung fiir 2,
Beispiel:

22— zy+ y2=39 |y=u2z

222 — Bzy + 2y% = 43

2 — 2% 4 2 =39
272 — 322 4 2x%2 = 43

21— z 4+ 22) =39
732 — 3z + 22%) = 43

—_— 2
21—_»?%;—5 = i—g (quadratische Gleichung fiir z)
7 __ b Hieraus durch Einsetzen quadratische

A=F 3 2T 7 Gleichungen fiir z, bzw. z,

2.1.5.56. Graphische Losung von Gleichungssystemen
in 2 Variablen

Gleichungssysteme 1, Grades

Jede Gleichung 1.Grades in z und y kann als Funktionsgleichung
aufgefaBt werden und ergibt bei graphischer Darstellung eine Ge-
rade. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind dann die reelle Lg-
sung des Gleichungssystems.

Beispiel:
z+3y=3
z—3y=9
"1
y=—-§-z+1

y= %-1—3

y
34
2

Lésung:
z2,=2=16; y,=y=—1 bzw. E = {(6; —1)}

Anmerkung: Sind die beiden Geraden einander parallel oder fallen
sie zusammen, so widersprechen die Gleichungen des Systems ein-
ander oder sind nicht unabhingig voneinander.
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Gleichungssysteme 2. Grades

Eine Gleichung 2.Grades in z und y, als Funktlonsglelchung auf-
gefaBt, ergibt bei graphischer Darstellung einen Kegelschnitt (Pa-
rabel, Ellipse, Hyperbel).

Ist die 2. Gleichung des Systems linear, so stellt sie eine Gerade dar,
deren Schnittpunkte mit dém Kegelschnitt in ihren Koordinaten die
Losungen des Systems bestimmen.

Sind beide Gleichungen quadratisch, so ergibt die graphische Dar-
stellung zwei Kegelschnitte. Die Koordinaten der Schnittpunkte,
von denen es zwei oder vier geben
kann, sind dann die reellen Wurzel-
paare des Gleichungssystems.

Beispiel:
s+ y*=2 | (I)
22+y = 3| AL

{
Gleichung (I) stellt einen Kreis mit
= Radius r = 5 um den Ursprung als
p x24y-30 Mittelpunkt dar; Gleichung (II) eine
Parabel mit dem Scheitel (0; 3).
,Die Koordinaten der Schnittpunkte geben folgende Wurzelpaare:

2~ 27 Ay —4,2; . 27 y~ —4,2

bzw. .
E= {(2)7; _4,2); (_2v7; _4r2)}

2.2, Ungleichungen

Detinition der Ungleichung

Die Verbindung zweier Terme durch eines der Zeichen <, <, >, =
heiBt Ungletchung.

Werden Terme ohne Variable miteinander verbunden, stellt die Un-
gleichung eine wahre oder falsche Aussage dar, z.B. 7 < b falsche
Aussage.

Eine Ungleichung mit mindestens einer Variablen stellt eine Aus-
sageform dar, die in eine wahre oder falsche Aussage iibergeht, wenn
man den Variablen Werte des Definitions- bzw. Variablenbereichs
zuordnet,

Erfallungsmenge ist die Menge aller Werte, fir die die Ungleichung
eine wahre Aussage darstellt.
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Gleichwertigkest:
TW<Ty=>T+T<Te+ T T sinnvoller Term im
Variablenbereich
Rpchnen mit Ungleichungen
TW<Ty=T,T>T,T T<0 1
S ———

0<T1<£l‘2=>7,1:>7,i2

Ty<Ty und Tg<T =T+ Tg<Ty+ T,
T,<Tp, und T3<T,=TT3 <T,T, Ty, T3>0
Ty<Ty=>—-Ty>-—T,

Ti+ T3<(Ty+ T T Tp>0;  a€N\ (0}

QA+ =142T T=0,neEN
(BerNovuLLische Ungleichung)

22> €N
s T
]/1+T<1+; *T>0, €N\ {0;1}

(ady + aghy)? < (@2 + ad) (8} + D)

Intervall
(a, b) bedeutet a < = < b (offenes Intervall)
[a, b] bedeutet ¢ < z < b (abgeschlossenes Intervall)

[a, b) bedeutet a < x < b (kalboffenes Intervall)

(a, b] bedeutet @ < z < b (halboffenes Intervall)
exakte Darstellung: {z|e < z < b}'= (a,b), d.h., (a,d) ist die
Losungsmenge der Ungleichung a < z < b.
Liegt ein unendlicher Abschnitt vor, ist das Intervall stets offen.
Es bedeuten:

(—o0sa) »z<a

(—oosal=>z=<a
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2.8, Funktionen

2.3.1. Allgemeines

Definition

Ist die Abbildung der Menge X auf die Menge Y eindeutig, d.h. ent-
spricht jedem Element € X genau ein Element y¢ Y, so heifit
die Menge f der geordneten Paare (x; y) eine Funktion. Die Zuge-
horigkeit der Paare (z; ¥) zur Menge fmuBeindeutigentscheidbar sein.
Man spricht von einer recllen Funktion, wenn sowohl die Urbilder
z€ Ralsauch die Bilder y € Rreelle Zahlén sind. Ihr ist eineindeutig
eine Punktmenge in der Ebene zugeordnet, die eine Kurve bilden
kann, andererseits ist eine Kurve nur dann das Abbild einer Funk-
tion, wenn durch sie eine eindeutige Abbildung gegeben ist.

Menge X = Definitionsbereich, Urbildmenge, Menge der Argument-
werte der Menge f.

Menge Y = Wertebereich, Bildmenge, Menge der Funktionswerte
z unabhiingige Variable, Argument der Funktion

y abhiéngige Variable, Funktionswert von f an der Stelle z

Schreibweise

y = f(z) fiir die Abbildung z—>y

Darstellungsarten
Analytische Darstellung (Funktionsgleichung)

in expliziter Form f: y = Kz)
in ¢mpliziter Form He;9)=0
in Paramelerform z = p(t)

y =v()

Ezakteste Schreibweisen
f={=:9)y=/) z€X, y€T}
t={z:y)| Flz;9) =0, z€X, yc T}
f=A{lz:/@]lz€ X, f(z)€T}
Tabellarische Darstellung (Wertetabelle)
Graphische Darstellung
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Eintellung der Funktionen
Reelle Funktionen

l

Retionale Funktionen Irrationale Funktionen

ganze rationale Funktionen gebrochene rationale Funktionen

Ganze rationale Funktion n-ten Grades
y=az"+a, 3" 14 ... faz+ay
fir n€N; ar€ R; a,+0

Gebrochene rationale Funktion

@+ ap—17" 1 4 -+ a1z + ag

Y= bpa™ + b1z 1 + - + bz + bo
fir n,mEN, ap,b,€ R

Echt gebrochene Funktion fir n < m

Unecht gebrochene Funktion fiir n = m

Linear gebrochene Funktion fir n = m = 1

Algebraische Funktion
Q) y" + Q3@ ¥+ oo + Qy(z) y + @glz) =0

fiir n € N, Qi(z) ganze rationale Terme von z k-ten Grades
Transzendente Funktion '
Jede nicht algebraische Funktion heiBt transzendent.

Identisch gleiche Funktionen
Stimmen die Definitions- und Wertebereiche zweier Funktienen f
und g iiberein und wird durch beide Funktionen jedes z€ X auf
denselben Funktionswert y € ¥ abgebildet, so 8ind beide Funktionen
identisch gleich: -

f=g :
Dagegen bedeutet f(z) = g(z) Ubereinstimmung des Funktions-
wertes fiir mindestens ein Argument.
Gerade und ungerade Funktionen
Gerade Funktion: H(—z) = K=z) z€ X

(axialsymmetrisch zur y-Acuose)
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Ungerade Funktion: f(—z) = —f(z) z€X
(zentralsymmetrisch zum Ursprung)

Monotone Funktionen
Eine Funktion y = f(z) heiBt monoton wachsend, wenn firr z; < z,
im Definitionsbereich f(z,) < f(x,) gilt. Sie heiBt monoton fallend,
wenn fiir z, < z, im Definitionsbereich f(x,) = f(z,) gilt.
Gilt fir z, < z, im ganzen Definitionsbereich f(z,) < f(z,) bzw.
Sf(zy) > f(z;), so nennt man die Funktion streng monoton wachsend
bzw. streng monoton fallend.
Homogene Funktionen
Eine Funktion

flzy; 295 285 ...52,) =0
heiBt homogen vom Grad k beziiglich der Variablen zy, zy, ..., zp,
wenn

[(Ezys tgs .5 tzy) = 16 fl2g; 2p; o005 )
%k Homogenitiétsgrad
Nullstellen, Pole, Liicken i
Nullstelle z, einer Funktion ist der Wert der unabhéngigen Variablen

z, bei dem der Funktionswert verschwindet. (Bei gebrochenen ra-
tionalen Funktionen Zihler = 0 oder Nenner ——— c0.)
(]

Pol z;, einer Funktion ist der Wert der unabhéngigen Variablen z,
bei dem der Funktionswert y — oo.

(Bei gebrochenen rationalen Funktionen Nenner = 0 oder Zahler
r=vse 60.)

Liicke einer gebrochenen rationalen Funktion ist der Wert der un-
abhingigen Variablen #, bei dem Zahler und Nenner verschwinden.
Stetige Funktionen
Definition: Eine Funktion f= {[z; f(x)]| z € X, flz) € Y},
deren Definitionsbereich [e; ] = X die Umgebung der Stelle ¢
enthilt, ist an der Stelle z = ¢ stetig, wenn

J an der Stelle ¢ definiert ist, d. h., [¢; f(¢)] € f,

der Grenzwert lim f(z) = C existiert (s. auch 5.1. mit der

r—>¢

genauen Definition des Grenzwertes) und

Jc) = C.
Eine Funktion f ist im Intervall [a; b] stetig, wenn sie an jeder
Stelle des Intervalls stetig ist.
Die Funktion f heift im Intervall [a; b] gleichmdifig stetig, wenp



2.3. Funktionen _ 91

es zu jedem & > 0 (s. Bild auf Seite 259) eine Zahl & = §(e) > 0
derartig gibt, daB fiir alle z und = + b im Intervall [a; 5] die Un-
gleichung | f(x + h) — f(x) | < ebei |h| < & gilt. Wenn die Funktionen
f und g im Intervall [a; b] gleichmiBig stetig sind, so sind die
Funktionen f + g, f- g und, falls in [a; ] die Ungleichung g(z) &= 0

gilt, a.uch%in [a;b] gleichmiBig stetig.
Alle Stellen = d, fiir die obige drei Stetigkeitsbedingungen nicht

erfiillt sind, heiBen Unstetigkeitsstellen. Diese lassen sich heben
unter der Voraussetzung, daB lim f(z) existiert, indem man der
z—->d . E
Stelle 2 = d den Grenzwert lim f(z) zuordnet.
z->d

Beispiele:
= —i— ist an der Stelle z = 0 unstetig (Pol)
ist an der Stelle z = 0 unstetig

(die Funktion springt von einem
Wert auf einen anderen)

y=
1—e%

_#*—1 st an den Stellen £ = -1 unstetig
Y=2 _1 (Lickebeiz = +1 und Pol beiz = —1)

Die Liicke ist hebbar, da lim -1 = 3 existiert. Mit der Fest-
z>1 % — 1 2

setzung f(1) = % wird die fehlende dritte Bedingung erreicht.

Periodische Funktionen
fz) = f(z + kT,) firalle z€ X
z+ kT € X
T, Periode
kc @G

Umkehrtunktionen, inverse Funktionen

Ordnet man bei einer eineindeutigen Funktion f den Bildern ihre
Urbilder zu, erhilt man die Umkehrfunktion f-1. Jede eineindeutige
Abbildung bzw. streng monotone Funktion besitzt eine Umkehr-
(inverse) Abbildung bzw. Umkehrfunktion. Man erhilt die Umkehr-
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funktionzu y = f(z), indem man die Buchstaben z und y vertauscht
und die neue Gleichung, wenn méglich, wieder nach y auflost.

Beispiel:
-_T _ f(z) Vertauschung: z = Y
Y=17r : BT =Ty
z
— -1 —
y= / (x) 1—12z

Funktionen mit mehreren unabhingigen Variablen

Bildet man die Menge der geordneten Paare X(z;y) eindeutig auf
eine Menge Z ab, dann ist die Menge f der geordneten Tripel (z; y; 2)
eine Funktion mit 2 unabhiéngigen Variablen.

Schreibweise: f = {(z; y; 2) | z = fiz; ¥)}

Fiir » unabhingige Variable gilt:

Bildet man die Menge der geordneten n-Tupel (z;; 2,3 235 ...; 7,)
eindeutig auf eine Menge Y ab, dann ist die Menge f der geordneten
(n + 1)-Tupel (2,; 2;; ...; 2,; y) eine Funktion mit » unabhingigen
Verénderlichen.

Schreibweise: f =< {(z1; T2; 23; .. ; Tn3 ¥) | ¥ =f(z1;’a:2; Tgs ..o Tn)}
2.8.2. Weitere Arten der analytischen Darstellung

Hornersches Schema

Es erméglicht vor allem eine rasche Ermittlung eines Funktions-
wertes einer ganzen rationalen Funktion.

y=a" +a, 2" 14 ...+ gy fir z=12
p Cp—y Cn—2 Tn—3

2 3 2
0 auz O] + Gn_1%1 Cp¥y + Oy 4 7] + Gp_oy

9
Gy CuTy +ap_y Gp%] % + ap o
3 2
8,27 + Gy TT + Gp_2%y + @53
vee ag

. a@t tay g7} a2l R 4

a2t + a2t b, g0} TR 4 e g = f(zy)
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1. Zeile: Koeffizienten der Funktion. Zu beachten ist, daB bei Fehlen
eines Gliedes azz®—* in die entsprechende Stelle der 1.Zeile des
HorxERschen Schemas der Wert Null einzusetzen ist.

1.8chritt: a, mit #; multipliziert und zu e, addiert
2.Schritt: Summe wieder mit x, multipliziert und zu a, o addiert

3.Schritt: Summe wieder mit z, multipliziert und zu a, __g addiert
usw.,

Die letzte Summe ist dann der gesuchte Funktionswert an der Stelle
zy.

Beispiel:
flz) =2 + 22 — 6z + 7 an der Stelle z, = 2,3
zu berechnen.

1 2 0 -5 7  (Koeffizientenzeile)
0 2,3 9,89 22,747 40,8181

1 4,3 9,89 17,747 47,8181 = £(2,3)
1(2,3) ~ 47,82

Niherungsdarstellungen von Funktionen
mit Interpolationsformeln

Formel von Lagrange

(x — 22) (x — z8) (T — @4) -~ (x — Zn)
1 — 22) (71 — 73) (21 — x4) -+ (71 — Ty)

y=l(z)=y1(z +

+ (—2) (@ —23) (x — 24} -+ (£ — 2n)
Y2 (ag — a1) (w2 — 23) (32 — 24) -+ (22 — Zn)

+

+ (z—z1) (z — 22) (x — @) -+ (T — Tp—1)
Yn (@ — ®1) (@ — %2) (¥ — 3) -+ (%m — Fn—1)

Hierbei sind y;, 2, ¥, ..., yn~ die zu zy, 29, 23, ..., T, gehdrigen
Funktionswerte, die bekannt bzw. vorgegeben sind.
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Beispiel:

Wie heiBt die Funktion in analytischer Darstellung zu folgender
Wertetabelle ?

z| 1 4 6 9

y| 2 53 s
(z—4)(x—06)(x—9) (z—1)(z—6)(x—9)
= E—na-ea-9 C@-nE—6dE=9 "

-1 (—4@—9 , , (z—1) (& —4) (= —6)
e ne—neE=9 I nDE-—9E—6

y= — g5l — 1922 + 114z — 216) +
+ 3@ — 162 4 692 — 54) —
_%(x'—14x’+49a:—36)+
+ g5 (23 — 1123 + 34z — 24)

1 3 32

Formel von Newton (NEwToNsches Interpolationspolynom)
y =y + Ay(e — 2) + dglz — 7)) (= — zp) +
+ Ag(z — 2y) (x — 2) (@ — xg) + -+ +
+ Aplx — 29) (& — 25) (z — 23) ... (x —.2p)
Dabei sind

- ' — — A,\(xg — =)
A ¥ 3/1; 4 =(!la %) 11%y .
12y — 2, 2 (x5 — 1) (T3 — T3)

A, = (Yo — y) — Ai(7, — 7,) — Ay(z — ) (7, — T,)
3 (x4 — z) (2, — %) (T, — 7o) '

usw.
Wesentlich einfacher wird diese Formel, wenn die z-Werte in gleich-
méBigen Abstinden aufeinanderfolgen, also wenn xp — 2y = k.
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Setzt man
Y2 — y1 =4y,

Ys — Y2 = dys,
Y4 — ys = Ayg, ...
dys — Ay, = A%,
Ayg — Ay, = A%,,
Ay, — Ayg = A2y3,
A%y, — A%, = A%,
Ayy — Ay, = A%y,,
A%y, — A%yy = A3y, ...

..........................................

dann erhilt man

a4 - A — —
y=1+ yl(f!h zl)_*_ Hy(z 2;51’32(3 "73)+

+.A3?h(z — ) (z — x,) (T — 7,)

31%8 teet

+ Ar—tyy(x — 1) (2 — 29) (z — g) -+~ (£ — Zn—1)
(n — 1)1 hn—1

bzw. mit der neuen Variablen t: z =z, + th

Y=y + (i) Ay, + (;) A%y, + (;) A%, + - (:l) A"y,
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Beispiel:
Wie heiBt die Funktion in analytischer Darstellung zu folgender

Wertetabelle ?
y| 3 5 4 2 7

1.Schritt: Bestimmen der Differenzen
4y, =5—-3= 2

dy, =4—5=—1 ﬁwf—4—2=_a
Ay, =2 —4=-2 Ay = —2+1=—1
Ay =1—-2= 5 Ay, = 542= 1

Ay = —14+3=2 |
Ay, = T+1=38 d'yy=8-2=6

2.Schritt: Einsetzen in die Formel

— — —3
y=3+2(z‘ 1)+ 3(:22)1?: )
2(:::—2)(9:—3)(3:—4)

31.
6(x—2)(z—3)(z—4)(z—5)
4.

y= I‘-EI3+5—3x2—E1+19

2.3.8. Graphische Darstellung von Funktionen
Algebraische Funktlionen

Ganze rationale Funktion 1.Grades (lineare Funktion)
Allgemeine Form: y = ayx + @,
Kurvenform: Gerade

a, = tan o Richtungsfaktor, wobei « Winkel der Geraden mit
der positiven z-Richtung

a, > 0 stcigende Gerade

a, < 0 fallende Gerade

a, Abschnitt auf der y-Achse

a, = 0 Gerade durch den Nullpunkt
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Beispiel:

@, = konst, parallele Geraden @, = konst, Geraden durch den
gleichen Punkt der y-Achse

Ganze rationale Funktion 2. Grades (quadratische Funktion)
Allgemeine Form: y = a,2* 4+ ayz + a,

Kurvenform: quadratische Parabel, Achse paral]el der Ordinaten-
achse

a, > 0 nach oben geiffnet
a, < 0 nach unten gedffnet

; —a, _a )
Parabelscheitel § ( %2, yr + a,

Normalform:

SR T )

Kurvenform: Normalparabel, Achse parallel zur Ordinatenachse

Sonderfille

y = a,z? Parabel mit Scheitel
im Ursprung

a, =1 Normalparabel
la] <1 flachere Parabel

W thoy g &

|a,! >1 steilero Parabel

7 Bartsch, Formeln
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y = z? 4+ a, Normalparabel mit Scheitel S (0; a;)

y = (x + b)* Normalparabel mit Scheitel 8 (—b; 0)
Ganze rationale Funktion 8. Grades
y = agr® + 0,2 + o,z + g

Kurvenform:
yoxt-6x*+1Ix-5 kubische Parabel
Y ay > 0 Die Parabel lduft von der
1 unteren Halbebene nach
/-\ / der oberen Halbebene
0 z\/; x ay < 0 umgekehrter Verlauf
- a, verschiebt die Kurve in
Ordinatenrichtung
y=x'-6x"+11x~6 (Schnittpunkt mit der
-2t Ordinate)

Sonderfall

y = 2% kubische Normalparabel
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Gerade Potenzfunktionen
y=2z2" fir ne N

Kurvenform

Kurvenschar von Normalparabeln
2., 4., ... Grades

Scheitel S(0; 0),

y = —z2" ergibt die gleichen Parabeln
mit Offnung nach unten.

Ungerade Potenzfunktiom.an

y=2+ fir a€ N

Kurvenform:

Kurvenschar von Normalparabeln 3,, 5., ...
Grades im 1.und 3. Quadranten, Ursprung
als Symmetriezentrum y = —227+1 ergibt
die entsprechende Kurvenschar im 2. und
4. Quadranten, die durch Spiegelung an der
z-Achse entsteht.

Gerade Potenzfunktionen mit negativem Exponenten

y=2z"2" fir n€ N "’iv
Kurvenform: ‘;|
Kurvenschar von Hyperbeln im 1. und :I
2. Quadranten 1,'
y= —x~ 2" ergibt die entsprechende
Kurvenschar im 3. und 4. Quadranten, 2
die durch Spiegelung an der 2-Achse ent- !
steht. ~4-32-10

7%
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Ungerade Potenzlunktionen mit negativern Exponenten

y =2~ @t fir nc¢ N  Kurvenform:

Kurvenschar von Hyperbeln im
1. und 3. Quadranten, Ursprung
als Symmetriezentrum

Sonderfall: n=0; y=zl= _31’_
gleichseitige Hyperbel f = f1

~ R s By Oy N &

Ji
5
-3 -2 -1 .
3 =
YoX =
> 4
53277
~ 1234 *%

|
&

bR

y = —x~@n+1) ergibt die entsprechenden Kurven im 2. und
4. Quadranten, die durch Spiegelung an der z-Achse entstehen,

Inverse Funktion

Man findet die Kurve der inversen Funktion, indem man die Kurve
der urspringlichen Funktion (Stammkurve) an der Geraden y = x
spiegelt.

R4
‘; Wurzellunktionen
6 5
2n—1
st 2n-—
y Ve firg20
3 N y=
2 2n—1
_3_7_5_5-4_3_2_17 =1X — l/ —z firz <0
T 725456746 % _
——— ist die inverse Funktion zu

y=2""1 nc@

Dagegen hat y = 22" z =0
keine eindeutige Umkehrung.
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Jede dieser Abbildungen ist die Vereini-
gung zweier Funktionen

2. 2,

Periodische Funktionen siche Abschnitt 9.

Transzendentle Fupktionen

Exponentiaslfunktionen

y = a® ergibt fir positive Werte von ¢ Exponentialkurven, die stets
durch den Punkt (0; 1) gehen.

J 1
1 i 1

i I L)
L e
(o L %I%,"i‘\'
Gt ’

g h /

N -

Logarithmische Funktionen

y = log, = ergibt fir x> 0; a > 0;
a + 1 logarithmische Kurven, die
stets durch den Punkt (1;0) gehen.
Die logarithmischen Funktionen sind
invers zu den entsprechenden Expo-
nentialfunktionen.
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Trigonometrische Funktionen, Arcusfunktionen, Hyperbelfunk-
tionen, Areafunktionen siche unter den betreffenden Abschnitten.
Graphische Darstellung von Funktionen mit 2 unabhiéngigen Va-
riablen siche Abschnitt 4.2.

24. Vektorrechnung

2.4.1. Allgemeines

Die auf der Seite 45 gegebene Definition des Vektors als einreihige
Matrix liBt auch eine geometrische Deutung zu, die besonders in der
Physik Verwendung findet.

Die wesentlichen Merkmale des Vektors sind dann sein Zahlenwert
(eine Lénge) und seine Richtung. Er wird graphisch meist durch
einen Pfeil wiedergegeben, dessen Richtung mit der des Vektors'
iibereinstimmt und dessen Linge einem Zahlenwert proportional
ist.

Definitionen

—_— — >
Vektoren werden mit a, b, ... oder AB, BC, w, ... bezeichnet.

Die Linge eines Vektors heift sein Befrag und
B“\"'A wird |a| = e geschrieben. Nullvektoren haben
den Betrag Null und unbestimmte Richtung.

Ortsvektoren sind Vektoren mit gemeinsamem Anfangspunkt.
Radiusvektoren t sind Ortsvektoren mit dem Anfangspunkt im Ur-
sprung eines Koordinatensystems.

Einsvektoren haben den absoluten Betrag 1. Sie werden mit a®, ¢, ...
(lies a hoch Null) bezeichnet: a® = % .

Einsvektoren mit gemeinsamem Anfangs-
punkt O, deren Richtungen mit den Achsen
eines raumlichen rechtwinkligen Koordinaten-

a7 systems zusammenfallen, werden mit1, j, ¥ be-

4 / zeichnet (Qrundvektoren).
17 Im folgenden wird stets ein Rechissystem zu-
X, grunde gelegt, das dadurch charakterisiert ist,

daB eine Drehung von der positiven z-Achse
nach der positiven y-Achse mit gleichzeitiger Verschiebung in
Richtung der positiven z-Achse eine Rechtsschraube ergibt.

Kollineare Vektoren sind derselben Geraden parallel.
Sie sind linear abhingig, und es gilt a = ¢b, t€ R.
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Komplanare Vektoren liegen in einer Ebene. Sind q, b, ¢ komplanar,
gilt:
¢c=3sa+1b s, € R
bzw.
a, b, ¢,

4= a, by ¢y | =0

e,

Ist 4 =+ 0, sind die Vektoren linear unabhingig, d. h., sie llegen nicht
in einer Ebene.

b, ¢,

Entgegengesetzte Vektoren haben gleichen Betrag, aber entgegen-
gesetzte Richtung:

4B= a
N la| =|—a|
BA = —a

Zwei Vektoren a und b sind einander gleich, wenn sie gleiche Grége
und gleiche Richtung aufweisen, d.h., wenn ihre Komponenten
gleich sind.

Freie Vektoren kénnen im Raum beliebig parallel verachoben wer-
den, ortsgebundene Vektoren (z.B. Feldvektoren) sind einer be-
stimmten Stelle des Raumes zugeordnet.

Vektoren dienen zur Darstellung von

— vektoriellen GréBen in der Physik (Feld- { ortsgeb. .

stirke, Kraft, Geschwindigkeit usw.) Vektoren
— Zahlentripeln
— geometrischen Verschiebungen freie Vektoren

GroBen, die im Gegensatz zu Vektoren nur durch einen Zahlenwert
bestimmt sind, heiBen Skalare.

Komponentendarstellung von Ortsvektoren

Die Projektionen eines Vektors a auf die drei Koordinatenachsen
z, y, z ergeben die vektoriellen Komponenten von a:

a=a;+0a,+aq, z
Skalare Komponenten von a: 2, /
laa:l=az; |ay|=ay; laz|=az 9 :, > >

Die Koordinaten beziiglich i, i, f eines Radius-  x,
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velttors sind demnach
a,=%; a,=y; ¢, =2

Haben der Anfangspunkt und der Endpunkt von g die Koordinaten
Ty, Yy 2y bzw. 2, ¥y, 2,, 80 folgt

Cp =Ty — Xy; Qy=Yo— Y13 @ =23 — 2%
Schreibwelsen eines Ortsvektors:
a

z

a=(a,a,0)={¢ (Zeilen- oder Spaltenmatrix)

aZ
=aitajitalt=0+a,+a=ai+y+z2l=
= aa® = al[i cos (a; i) + j cos (a; i) + ¥ cos (a; F)]

Betrag eines Ortsvektors:

lol =) +al+at=a=) =)+ P+ 7~

(Riumlicher Lehrsatz des Pythagoras)

Entsprechend :

i=(1;0;0); i=(0;1;0); ¥=(0;0;1)
Beispiel:

a = bi + 2j — 6f

a=la| = |/5* + 2* + (—6) = |/65 ~ 8,062

Richtungscosinus

Die Winkel, die der Vektor a mit den positiven Koordinatenachsen
bildet, ergeben sich aus den sogenannten Richtungscosinus von a:
2y Y

cos(a;i)=;—=%; cos(a;i):;:; ; cos(a;!)=%z

sl

cos? (a; 1) 4 cos® (a; {) + cos? (q; =1
agcos (a;i) + aycos (a;j) +a,cos(a; ) =a

icos (a;i) +jcos(a;j) + fcos(a; ) =a®
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Beispiel:

Richtungscosinus fhr a = bi 4 2j — 6F (siche obiges Beispiel)
cos (a; i) = g(%z— = 0,6202; <X (a;i) = 51° 40’
cos (a; j) = s—,% =0,2481; <X (a;i) '= 75° 38°
cos (a; T) = 8—"% = —0,7442; X (a; %) = 138° 6’

Addition und Subtraktion von Vektoren

An den Vektor a wird der Vektor b durch Parallelverschiebung an-
gefiigt. Die Verbindung des Anfangspunktes von a mit dem End-
punkt von b ergibt den Summenvektor 3 = a + b.
Subtraktion eines oder mehrerer Vektoren wird
zuriickgefithrt auf eine Addition der entgegenge-
getzten Vektoren (siehe Bild):

b=a—-b=a+4+ (D)
Addition mehrerer Vektoren fiihrt auf diesem Wege zu einem Poly-
gonzug, der durch den Summenvektor geschlossen wird.
Umkehrung der Addition von Vektoren fithrt zur
Komponentenzerlegung von Vektoren in gegebene £

Richtungen. 4
Kommutatives Gesetz der Addition g
a+b=0b+4+a Brmebrcrdes
Assoziatives Gesetz der Addition
a+d+c)=(a+b)+c¢ V2
usw.

Fiir den Betrag gilt
la +b| < a} +|b];

4
la—b| = |a| — 8] w

Bildung der Summe bzw. Differenz von Ortsvektoren in Kompo-
nentendarstellung:

atb=a,+a,+a+(0b,+b,+b)=
=(a’z:|:bz)i+(ay:tby)i+(a'z:tbz)t=
=@mtn)itnty)itEzta)t
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Beispiel:
a=—bi+12j + 7t b=23 —6j —7t
8=a+b=(—-5+3)i+(12—-86)ji+(7T—-7t=
= —2i 4+ 6j

2.4.2.  Multiplikation von Vektoren

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

na = an stellt einen Vektor dar, der mit dem Vektor a kollinear ist
(Kommutation) » € R )

na = na, + nay, + na,

|nal = |l - |a]

n>0 ergibt natfa (naista gleichgerichtet)

n =0 ergibt na.=0 (Nullvektor)

n <0 ergibt naf| a (naistentgegengerichtet zu q)
n,(na8) = (nyn,) @ (Assoziation)

n(a + b) = na + nb

(m + n)a = ma + na

Skalares Produkt (inneres Produkt)
Schreibweise: ab oder q - b (lies ,,ab** oder ,,a Punkt b*')
Definition

ab = |al - |b]| cos (a; b) = ab, = ayb

ap Komponente von a parallel b

wobei <(a; b) der kleinste Winkel ist, um den einer der Vektoren
gedreht werden muB, um zum anderen parallel zu verlaufen.
Das skalare Produkt ist selbst ein Skalar.

Kommutatives Gesetz: ab = ba

Distributives Gesetz: (a+b)c=ac+ be
Assoziatives Gesetz: (na) b = a(nb) = n(ab)
aber: (ab) ¢ = a(bc)
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Fiir a #4 b gilt: ab =|a]-|b]|
Fir a}| b gilt: ab = —ja] - |B]
Fiara 1l bgilt: ab=0
Fiir die Einsvektoren folgt
2=1 i2=1 2—=1
ij=0 jit=0 li=0
Hieraus fiir Ortsvektoren
ab =ab, + aylfy + ab, = 247 + Y195 + 2422
a2 = ag + alz, =+ a%
Schnittwinkel zweier Geraden
cos (a; b) = adx + aby + ab ab

Viad + af + a?) 02 + b2 + b3)  lal-b]
Orthogonalitt zweier Vektoren (a 1 b):
ab, + ayb, +ab,=0
Cosinussatz:
(a & b)2 = a% 4 2ab + B2
la+ B[ =}/ a®L 2ab + B2
(a 4+ b)2 — (a — b)2 = 4ab
Beispiel:
¢ =16i4+4i—7F b=231—9 —4¢
6b =16-34+4-(—9 + (=7 (—4)=40
ta| = /162 + 42 + 72 = /321 & 17,9
|b] = /3% + 92 + 42 = /106 ~ 10,3

cos (a; b) = ﬁolo,?,w 0,2168; <X (a;b)~ 77°29°
Vektorprodukt (iéiuBeres Produkt)
Schreibweise: axb (lies g Kreuz b)
Definition

axb=c¢

le] =lal- 0| sin (a; b)

a, b, ¢ bilden ein Rechtssystem ¢ | a;¢ 1 b.
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Geometrische Deutung: Der Vektor ¢ steht auf den Vektoren a
und b senkrecht. Der Betrag |c| ist gleich der MaBzahl der
Flidche des aus a und b gebildeten Parallelogramms.

axb= —bxa (Das kommutative Gesetz gilt nicht!)
Assoziatives Geselz; n(axb) = (na)xb = ax(nb)
Distributives Gesetz: (a+b)Xe=axc+ bXe

ax(b +¢)=axb+axe

a}tb und afb=>axb=0p

alb = |axb| =|a|-|B|
Fiir die Einsvektoren folgt:

ixi=o0 ixi=o»o Ixf=0o

ixij=1 ixt=1 Ixi={

ixi=—f Ixi=—1 ixt=—}
Komponentendarstellung des Vektorproduktes

axb = (ab, — ba,) i + (a5, — ba;) i+

+ (azby — bsa,)

i i £
axb=\a, a, a,
b, b, b,
Betspiel:
a=16i4+4— 78 b=3i— 9 —4f
i § ot
axb= {16 4 —7|= —79i + 43j — 156t
3 —9 —4

Mehrfache Produkte von Vektoren

Weder fiir das skalare noch fir das vektorielle Produkt gibt es Ge-
setze fir die Verbindung von drei und mehr Vektoren. Es konnen
in einer Rechenoperation stets nur zwei Vektoren skalar oder vek-
toriell verbunden werden.

Da a-b ein Skalar ergibt, sind weitere Regeln nur fiir axb als
ersten Rechenschritt notig.
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Spatprodulkdt:
a; a, a,
(axB) ¢ = (b, b, b,|=a(dxc)=[abc] >0 fir q,b, ¢
¢ ¢ ¢ Rechtssystem

Geometrische Deutung: Das Spatprodukt ist dem absoluten
Betrag nach gleich dem Volumen des von den drei Vektoren a, b, ¢
gebildeten Prismas (Spates).

(axb)ec=(bXc)a=(ecxa)b =

= —(bxa)e = —(exb)a= —(axc)db

Beispiel:
Bestimme das Volumen des von folgenden Vektoren aufgespannten
Spates.

a = 8i+ 6j — 2t
b=5bi— j+ Tt
¢ = 6i — 3j + 8¢
3 .62
[abe] = |6 —1 7|=69
6—3 8

[abc] = O, wenn die drei Vektoren in einer Ebene liegen (kompla-
nare Vektoren) bzw. wenn ein Vektor ein Nullvektor ist.

Vektorprodukt dreier Vektoren

axX(bxc) = (axb)xe
(axb)Xe = (alc) b — (bc) a  Entwicklungssatz

Das Vektorprodukt dreier Vektoren (axb)x¢ stellt einen Vektor
dar, der in der Ebene der beiden Vektoren a und b liegt.

Produkte mit vier Faktoren:

(ax5) (‘ 5) ac be
ax X =
AR PPN
aa ab
(axb)? =
: ab bb

(axb) X (¢xd) = c[abb] — dlabe] = blacd] — a[bcb)
[(axB) X ¢]xb = (ac) (bxb) — (be) (axd) =
= [abb] ¢ — (cb) (a X D)
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y 2.4.8. Geometrische Anwendungen der
. Vektorrechnung
- Py Entfernung zweicr Punkte P, und P,
e = [ty — T
0 * Teilung einer Strecke AB im Verhiltnis 4
y Im— t4 + At B
. # T="1+12
% 4 % 1> 0 innerer Teilpunkt; 4 << 0 duBerer Teil-
punkt; 4 = 1 Mittelpunkt der Strecke
N7 +tB
0 x M 2

)

Punkt-Richtungs-Gleichung der Geraden
t=1,+%, ¢ER

Deispiel:
Py(8; —4;6); a=2i 4 4] — bt
t=8i—4f + 61 4 ¢(2i 4 4f — 5F)

Gleichung der Geraden durch zwei Punkte

=1 + K, —1y) tc R

Beispiel:
Py (—1;5;7)
Py(3; —4;2)

t=(—1)i+6f+ T+
+U[8i — 4 + 28 — (—1)i— 5] — ] =

= —i 4 5] + TF + {(4i — 9j — 5¥)

Schnlttwinkel zweier Geraden

< (a, b) = arccos

ab
[a]-[B]
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Abstand zweler windschiefer Geraden

(laxb) (i — 1)) | _ a4
[axB] ~ | |[axDB]

g, b Richtungsvektoren der beiden Geraden

6=

1, t; Radiusvektoren nach je.einem beliebigen Punkt auf
jeder der beiden Geraden

t=zit i+ 28 1= 250 + yoi + 258
a
4= b

T ay a,

b” b
T — %2 Y1 — Y22 — 2

Die Geraden schneiden einander, wenn A = 0.

z z

Beigpiel:
=@ +4+30t 431 —f+ 2t
ge=(—4i+ 4 + 687 — i+ 5+ 10t

2 4 3
4=|—4 4 6|=0 Die Geraden schneiden einander.
4 —6 -8

Fir die letzte Zeile der Determinante wurden die Radiusvektoren
der Geradenpunkte fiir ¢ = 0 bzw. ¢ = 0 zugrunde gelegt.

Der Schnittpunkt ergibt sich durch Gleichsetzen der Geradenglei-
chungen und Koeffizientenvergleich.

(2i+4j+ 30t +8i—j+ 2t =
= (—4i+4j + 6t)T — i 4 6] + 10t
A+3=—-4r— 1
44 —1= 414+ b
#42= 6r410

Aus zwei der obigen Gleichungen errechnen sich

t = ? ; T = — —6-
Von diesen Werten muB auch die dritte der Gleichungen bofrledlgt
werden, sonst gibt es keinen Schnittpunlkt.
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Radiusvektor des Schnittpunktes
. . 1 _
t'=(21+41+3f)--3—+3l—1+2f=
1, 1,
=git3gl+ 3t
"Abstand elnes Punktes P, von
einer Geraden
Gerade t = 1y + f¢; P, mit Ra-
B Attt diusvektor 1,

(m = ta

— b=-t°—t1+ po

k) ' Parallelverschiebung des
0 4 Koordinatensystems

L=h—T%

Gleichung der Ebene durch drei nicht auf
einer Geraden liegende Punkte

e—r)(t—t)(—w]=0
Dieses Spatprodukt in Determinantenform-

T—% Y—%h 2—2%
T—Ty Y—Y; 2—2 (=0
T—Ty Y—Y %22

Hieraus durch Rianderung

z y z 1
Y oz 1
Ty Yo 7 1 ‘
Ty Ys % 1
Az + By + Cz+ D=0

A, B, C, D Adjunkten der Elemente der ersten Zeile obiger Deter-

minante
Abschnittsform: a, b, ¢ Abschnitte auf z, y, z-Achse

1

=0

T

= ZLY L2
=0 oder a+b+c 1

oocrow
o OO

a 1
0 1
0 1
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Parameterdarstellung der Ebene
T=1 8t —4) + U, — 1)

8t Parameter

1), T Ty Radiusvektoren von dreige-
gebenen Punkten auf der Ebene

t=r1y+sa+ b
8t Parameter
%o Radiusvektor des gegebenen
Punktes
a, b Richtungsvektoren

Punkt-Richtungs-Gleichung der Ebene
(Gleichung der Ebene durch P,, senkrecht auf a)

Stellungsvektor  m® = | Normalenvektor

ne — fo) =0
nr = nr,

n+D =0
Hessesche Normalform der Ebenengleichung
Aus Vorstehendem folgt

nt—p=20 i

D .
p=— Tl Abstand des Ursprungs von der Ebene

Abstand eines Punktes P, von der Ebene

< 0 fir P, und Ursprung auf derselben
Seite der Ebene

> 0 fiir P, und Ursprung auf verschie-
denen Seiten der Ebene

d = n%r, —1,) t; Radiusvektor eines Ebenenpunktes
d— Az, + By, + Cz + D
V4: + Bt 4 C*

8 Bartsch, Formeln

d=u't —p
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Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene
Gerade t = 1, 1 ta; Ebene nr = nx,

@ = arcsin

na ’
[n]-]a]
Winkel zwischen zwei Ebenen

nny

- cos (Ey; .EZ) = m

Fliiche des ebenen Dreiccks
24 =, Xt + T XT3 + g X1y

1, T3, t3 Radiusvektoren zu den Ecken
Volumen einer dreiseitigen Pyramide mit Spitze im Ursprung

1
V= ?(rlx"z) 1)

Volumen einer dreiseltigen Pyramide in bellebiger Lage

1 .
V= ° [ty — 1)) (ta — x) (5 — t,)] P, Spitze
T oy on 1
1
V= 1|2 ¥ 2%
6|z 45 2 1
E A

Zerlegen des Vektors a nach den Vektoren b, ¢, d

a= blacd] + c[bab] + d[bca)

[bed]
2.5. Spiegelung am Kreis, Inversion
Inversion:
1
= [ = . —_pJ¢
A= U B o] e

Anwendung: Inversion von Ortskurven, Umrechnung Widerstand
in Leitwert u.d.
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Inversion elnes Zeigers gemiB obiger Gleichung mittels graphischen
Verfahrens am Einheitskreis:

1. Zeichnen des konjugiert komplexen Zeigers A = || e—lv

2, Zeichnen der Tangenten vom Endpunkt des Zeigers A an den
Kreis
3. Verbindungslinie der Tangentenberihrungspunkte schneidet den
Zeiger ¥ in B, dem Endpunkt des inversen Zeigers B = U’
Begriindung:
AOBD.~'AODA-I—£I=—i
L
Unter Beriicksichtigung des MaBstabes gilt:

r = 1 2 aEinheiten von % & —;— Einheiten von 8

z.B. Kreisdurchmesser r = 1 2 5Q & % S

bei Umrechnung Widerstand —Leitwert

Inversion von Kurven

1. Inversionssatz: Eine Gerade durch den Nullpunkt ergibt durch
Inversion wieder eine Gerade durch den Nullpunkt.

|

imag.
fchse .
@‘ - le 3
t-5W

8*
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Gegeben:
Gerade R(f) = (A.

Invertiert:

Gerade % = % =%

1. Zeichnen der konjugierten Richtung durch % = %
2. Auftragen der Parameterskale ¢ fir

§R=m

2. Inversionssatz: Eine Gerade nicht durch den Nullpunkt ergibt
durch Inversion einen Kreis durch den Nullpunkt.

Gegeben:
G;rade R(E) =R, +¢A

Invertiert:

Kreis




2.5. Spiegelung am Kreis, Inversion 117

1. Zeichnen der konjugierten Geraden R
2, Zeichnen der Normalen zu i = 9_lm|n
3. Spiegelung von Ryn am Einheitskreis = R'max

Die Tangentenpunkte 7, und T, sind Schnittpunkte von % mit dem
Einheitskreis und gleichzeitig auch Punkte des durch die Inversion
erhaltenen Kreises.

3. Inversionssatz: Ein Kreis nicht durch den Nullpunkt ergibt durch
Inversion wieder einen Kreis nicht durch den Nullpunkt.

Gegében:
1  €4tD
A+tB A+B

Kreis R(¢) = R, +

Invertiert:

oo AAIB
Kreis R’ = RS gleicher Art

| \
gq ¢-fo+a:’w-ﬁ%

)

1. Zeichnen des konjugiert komplexen Kreises ®.

2. ZweckmiBigerweise MaBstabswahl fiir inversen Kreis so, daB kon-
jugierter und inverser Kreis zusammenfallen. Damit Parameter-
skale fiir inversen Kreis 9i’, als Schnittpunkte der Verbindungs-
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geraden Parameterpunkte konjugierter Kreis—Nullpunkt ein-
tragen.

Bei Wah! eines anderen MaBstabs fir den inversen Kreis ist zu be-
achten, daB die Tangenten vom Nullpunkt an den konjugiert kom-
plexen Kreis stets auch Tangenten des inversen Kreises sind, wo-
durch der Mittelpunkt stets auf der Geraden durch M und O liegt.
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3.1. Allgemeines
‘Winkel

Nebenwinkel betragen zusammen 180°,
Scheitelwinkel sind einander gleich.
Komplementwinkel betragen zusammen 90°,
Supplementwinkel betragen zusammen 180°.

‘Winkelmage

Winkel werden gemessen in Aligrad, Neugrad (Gon) oder Bogenmaf
( Radiant). Der Altgrad wird in Minuten (1° = 60’) und Sekunden
(1’ = 60”) unterteilt (sexagesimale Teilung).

Der Neugrad (das Gon) wird in Neuminuten (18 = 100¢) und Neu-
sekunden (1¢ = 100¢¢) unterteilt (dezimale Teilung).

360° £ 4008 90° 2 1008

Unter dem BogenmaB eines Winkels « versteht man die MaBzahl
des Bogens (arcus), der im Einheitskreis zu dem Zentriwinkel o ge-
hort.

1p, = 2x rad = 4L = 360° = 400¢
1rad = 0,6366198L = 57,29578° = 57° 17° 45" = 63.66198¢8

1rad ist der ebene Winkel, fiir den das Verhiltnis der Linge des
zugehorigen Kreisbogens zu seinem Halbmesser gleich 1 ist.

Umrechnungsfaktor ¢ = ;—1‘: @o Vollwinkel

speziell ¢ [Grad] = l—fgcp [rad]

360° = 2zrad 60° = % rad



120 3. Geomelrie

1’ = 0,00029 rad

Winkel an geschnittenen Parallelen
Stufenwinkel sind einander gleich.

& =0 Yr=n
B=58 =4,
Wechselwinkel sind einander gleich.
* =M Yy=0m
=24 6=45

Entgegengesetzte Winkel betragen zusammen 180°.
« + 6, = 180° y + B, = 180°
B+ v, = 180° é + o, = 180°

Symmetrie

Eine ebene Figur heiBt axialsymmetrisch, wenn sie durch eine Ge-
rade in zwei Teile zerlegt werden kann, die sich durch Umklappen
um diese Gerade (Symmetrieachse) um 180° zur Deckung bringen
lassen.

Eine ebene Figur heiBt zentralsymmetrisch, wenn sie sich nach Dre-
hung um einen bestimmten Punkt (Symmetriezentrum) mit der ur-
spriinglichen Lage deckt.

Strahlensiitze

1.Strahlensatz: Werden die Strahlen eines Strahlenbiischels von'
Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf einem
Strahl wie die gleichliegenden Abschnitte auf jedem anderen Strahl.
2.8traklensatz: Werden die Strahlen eines Strahlenbiischels von
Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf den
Parallelen wie die entsprechenden Scheitelstrecken auf irgendeinem
Strahl.
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1.Strahlensatz:
SA,:84,:8S4, = SB,:8B,: 8B, =

= §C,:80,:8C,
oder

S_A::AlAz:AzA, =
= E.B_ll B,B,:B,B; =
= S_CI:CE:Czca

Uusw.

2.Strahlensatz:

AB,:A,B,: A3By = 8A4,:84,:84,
oder

B,C,:B,(C,: ByCy = 8C,:8C,:8C;
usw,

Hieraus folgt:
A,B,:B,C, = A4,B,: B,C, = A3B;: ByC,

Vierte Proportionale

a, b, c gegebene Strecken b
a
a:b=c:z

Teilung einer Strecke in gegebenem Verhiiltnis
Strecke 4B soll im Verhiltnis m:n geteilt werden.

W 4 \7

Der entstandene Teilpunkt heiBt genauer innerer Teilpunkt.

Harmonische Teilung einer Strecke

Teilt man eine Strecke A B innen und auBen im gl eichen Verhéltnis

m:n, so nennt man die Punkte 4, B, T), T, die zu AB und m:n
gehorenden vier harmonischen Punkte.
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n )
4 7 8 Te
Anwendung des 1.Strahlensatzes Anwendung des 2.Strahlensatzes

T; tnnerer Teilpunkt

Ty dupferer Teilpunkt

In jedem Dreieck teilen die Halbierungslinien eines Innenwinkels und
seines AuBenwinkels die Gegenseite harmonisoh, und zwar im Ver-
héltnis der beiden anderen Seiten.

AD:BD = AE:BE = b:a

Der Kreis iiber DE als Durch-
messer ist geometrischer Ort fir
die Spitzen aller Dreiecke, von
denen eine Seite (im Bild AB)
festgelegt und das Verhéltnis der
beiden anderen Seiten vorgeschrie-
ben ist (Kreis des APPOLONIUS).

Mittlere Proportionale (geometrisches Mittel)

22=a-b>a:x==2b

a a

Kathetensatz Hohensatz

Siehe auch ,,Tengentensekantensatz‘‘.

Streckenverhiltnis am Kreis

Sehnensatz: Zieht man durch einen Punkt
innerhalb eines Kreises Sehnen, so ist das

w Produkt ihrer Abschnitte konstant.

a,a, = b;b,
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Sekantensatz: Zieht man von einem Punkt auBerhalb eines Kreises
Sekanten, so ist das Produkt aus jeder Sekante und ihrem dufBeren
Abschnitt konstant.

aa, = bb,

Tangentensekantensatz: Zicht man von einem Punkt auBerhalb
eines Kreijses eine Sekante und eine Tangente, so ist das Produkt aus

— /mﬁ
@ w

Sekantensatz Tangentensekantensatz

der Sekante und ihrem #uBeren Abschnitt gleich dem Quadrat der
Tangentenlinge. a

az, = 2* oder a:x = z:a, %
Die Tangentenlinge jst die mittlere Proportio- A

nale zu der Sekante und jhrem duBeren Abschnitt (Konstruktion
der mittleren Proportionalen).

Stetige Tellung (Goldener Schnltt)

Eine Strecke heiBt stetig geteilt, wenn der gréBere Abschnitt die
mittlere Proportionale zu der ganzen Strecke und dem kleineren
Abschnitt ist.

a:z=z:(a — z)
= [5—2——1 a~ 0,618z
Konstrultion der stetigen Teilung

Man errichtet auf der Strecke AB = ain B
die Senkrechte BC = }a, verbindet A mit

C, beschreibt um C den Kreis mit Radius ‘!

}a, der AC in D schneidet, und trigt AD L _F £ 7% P
auf 4B von 4 aus ab. ¥ teilt 4B stetig.

Anwendung: Die Seite des regelmiBigen Zehnecks ist der griBere
Abschnitt des stetig geteilten Radius seines Umbkreises.
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Ahnlichkeit

Ebene Vielecke, die in der Form iibereinstimmen, hei8en #hnlich

(~).
Ahnlichkeitssitze

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen

in zwei Winkeln oder

im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder
im Verhiltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren Seite
oder )

im Verhiltnis der drei Seiten.

Ahnliche Dreiecke werden durch entsprechende Hohen oder Winkel-
halbierenden oder Seitenhalbierenden in dhnliche Dreiecke zerlegt.
In éhnlichen Dreiecken verhalten sich entsprechende Héhen, Win-
kelhalbierenden und Seitenhalbierenden wie ein Paar entsprechen-
der Seiten.

Die Umfinge éhnlicher Dreiecke verhalten sich wie ein Paar ent-
sprechender Strecken (Seiten, Héhen, Seitenhalbierenden usw.)

Uiy = 0130y = bty =i, =k
(Ahnlichkeitsverhdltnis, Linearvergroferung)
Die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Qua-

drate zweier entsprechender Strecken (Seiten, Hihen, Seitenhalbie-
renden usw.)

Ay: Ay = a?:ad = b3:b% = c%:cZ =k (k siehe oben)

Vielecke sind d@hnlich, wenn sie im Verhdltnis entsprechender Seiten
oder in den entsprechenden Winkeln {ibereinstimmen.

Die Umfinge #hnlicher Vielecke verhalten sich wie ein Paar ent-
sprechender Strecken (Seiten, Hohen, Diagonalen usw.)

Uiy = 128y = byiby=... =k

Die Flacheninhalte dhnlicher Vielecke verhalten sich wie die Qua-
drate entsprechender Strecken (Seiten, Hohen, Diagonalen usw.)

A,:4, = a%:a% = b%:b% =...=k2

Die Flichenvergroferung &hnlicher Vielecke ist gleich dem Quadrat
der linearen VergroBerung.
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AhnlichKeitslage

Ahnliche Vielecke sind in Ahnlichkeits-
lage, wenn entsprechende Seiten parallel
sind und entsprechende Punkte auf Strah-
len eines Strahlenbiischels liegen. Der
Scheitel 'S des Strahlenbiischels heiBt
Ahnlichkeitspunkt.

Kongruenz

Vielecke, die nicht nur in der Form, sondern auch in der GroBe ho-
mologer Stiicke dibereinstimmen, heilen kongruent (=2).

Kongruenzsiitze

Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibereinstimmen

in einer Seite und zwei Winkeln oder

in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder

inzwei Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel
oder

in den drei Seiten.

8.2. Planimetrie

8.2.1. Dreleck ABC
Bezeichnungen:

o, B,y Innenwinkel
oy, 81y 91 AuBenwinkel
a Gegenseite der Ecke 4
b Gegenseite der Ecke B
¢ Gegenseite der Ecke C
4

Flicheninhalt

_a+b+ec
- 2
hg Héhe zur Seite @ | s, Seitenhalbierende von 4 aus

hy Hohe zur Seite b | g, Seitenhalbierende von B aus
h, Hohe zur Seite ¢ | s, Seitenhalbierende von C aus

\to




126 3. Qeometrie

W, Wo, Wy Winkelhalbierende der Innenwinkel
Wa,. wp,, w,, Winkelhalbierende der AuBenwinkel

r Radius des Umkreises, ¢ Radius des Inkreisges, g;, @5, o, Radien
der Ankreise (die im Index stehende Seite wird beriihrt).

Winkelbeziehungen
&+ B +y=180° o + f + y, = 360°
=F+y; bp=a+y; n=a+p

sina +sinﬁ+sin'y=4cos%(;gs%cos—§-
coso + cos f +cosy=1+4sin%sin%sinz2-

sin 2« + sin 28 + sin 2y = 4 sin a 8in B sin y

cos8 20 + cos 28 4 cos 2y = —(4 cosax cos fcosy + 1)
tan @ 4 tan f + tany = tan o tan B tan y

sin? o + sin? B + sin? y = 2(1 + cos & cos B cos p)
cos?x + cos? B + cos?y =1 — 2 cos o cos f cos y

oot o cot B + cot o cot ¥ 4 cot feoty =1
B 4 B . .7

3 [ 2
cot?+ cot?—{- COtT?,—— cotycot?cot—z—

(sin &« + sin 8 + sin ) (sin & + 8in f — sin ) X
X (sinox — sin 8 + sin y) (—sinx 4 sin f + siny) =

= 4 8in? x sin? f sin? y

Sinussatz

a:b:c = sin a:sin B:8in y

Cosinussatz
a? = b2 4 ¢ — 2bc cosx
b* = a® 4 2 — 2ac cos B

c® = a® 4 b% — 2ab cos y
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Mollweldesche Formeln

a—p . o—f
at+b T3 a—b_ "3
¢ Sil’l-‘)2i ¢ cog‘}z}.
B—v . B—y
b+¢:_cos 2 b—c¢ - 2
a o a P
sin 5 c08 -
- - 4
a+¢:_ms 2 a—c_sm 2
b . B b B
sin 5 cos 5-
Tangenssatz
, a+pB y
a+b_ta.n ) cot§
a—b «a—p a—p
tan 3 tan 3
B+ o
b+c—tan 3 cot,?
v b—e¢ _ f—y B—7
tan 5 tan 5
aty B
a+tc tan ) cot?
a—c¢ x—y x—y
tan 9~ tan——2~
Halbwinkelsiitze.

sm_‘_V(s —b) (s — c)

LY (s — a) (8 — b)
sm?=V—ab—

a1/ —a),
cos?—‘/ be

os_g_= s —b)

£=‘/(_3—a)(s—;:)—
ac

_a+b++c
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cos—g— s(s—c)
o (a—b)('?—c), ﬁ s—a)(s—c)
ta.n2 —V s(s—a) °’ V s(s — b)
y (s—a)(s—1b) _etb+e
tang —V 86 —c) 8= 2
Seitensiitze
a+bdb>c¢ la—b| <c
b+ec>a b—c¢l<a
a+c¢>b le—¢| <b
Seitenhalbierende

Schnittpunkt der Seitenhalbierenden = Schwerpunkt S. Abstand des
Schwerpunktes von einer Seite gleich einem Drittel der zugehérigen

Héhe.
Teilungsverhiltnis der Seitenhalbierenden = 2:1 (gerechnet vom

Eckpunkt aus)

8= % [/2(62 +¢2) —a? = —;— l/b2 + ¢2 + 2bccosax

3b=%l/2(a2+c2)—62=%Va2+¢:2+2accosﬂ

1./— 1.,
=5 [/2(:12 + b%) — 2 =3 l/a2 4-b2 4 2ab cosy

Winkelhalbierende

Jede der Winkelhalbierenden w,, wp, w, teilt die Gegenseite innen
im Verhiltnis der anliegenden Seiten.
Jede der! Winkelhalbierenden Wy, wp,, 1, teilt die Gegenseite aufen
im Verhidltnis der anliegenden Seiten.

AD:BD =b:a (vgl. Bild 8. 122)
AE:BE =b:a
9be cos >

___ 2
b4 ¢

g

1 ———— e
« =56 Vbc[(b +e)¥—al]l=



4.2. Planimelrie

129

1 2¢wcos%
— 2 _ 321 —
wp = o= Vael(a + o — 8% = ———
1 - 2abcos—’2’—
- 2 _ .21
w,,_a+b]/ab[(a+b) el=—13
Héhen
11 1
ha:hb:’vc‘-——;':—g':—c'
hy="bsiny="| hy=asiny= | hy=asinf =
=csinf = csina
Umkreis

=bsinx

Umkreismittelpunkt = Schnittpunkt der Mittelsenkrechten (Senk-

rechten auf den Seiten mm tten)

.
“2s8ina 2sing  2siny
_ L2 _/2 v _at+b+ec
s_4rcos2cos2cos? s———z

_bo o b ab
r =%k, 2k, 2h, 14

Inkreis

Inkreismittelpunkt = Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

wa,wﬁ,w,,
NP V(T U IO
e=5=
(s —a)tan = (s —b) tan & =
g =8 a 3 = n 9 =
— stan* tan B tan 2
g-—etan2tan2tan2‘
— 4rsin 2 sin B sin 2.
—41'sun25;m2sm2

9 Bartsch, Formeln

(s —¢) tan Y
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Ankreise
Ankreismittelpunkte = Schnittpunkte von w,, wp,, w,,
bzw. von wg, Wy,, Wy,
bzw. von w,, W, wg,
Abstand des Umkreismittelpunktes vom Inkreismittelpunkt =

- A . —_ A . _/A
%= g Ty LTy,
1 1 1 1 1 1 1 1
% hTh T h 2 RTRTE
t_1,1_ 1 1 1.1 .1
o ha ke kb e Qe O Q¢
1 1 1 1
PRl i vl atote=4+e
acosﬁ-cosl
— stan S = 2 2
e = ¢ tan 5 = o
3
8 bcos%cos—g—
=gstan— = ————— —
@ 2 cosE
2
ccosﬁ‘-cos£
= t&nl= 2 2
Qc s 9 y
GOB?

Fliicheninhalt

abe
4= r l/eeae.»eo

_ Gha _ bhb _ chg
A= =5=7

A=|/s(s —a)(s—b) (s —c) (Heromische Formel)

A =08 =04(8 —a) = gy(s — b) = g,(8 — ¢}
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.1 o1 .o 1 .
A—?absmy—-?bcsma—?acsmﬂ

a?sin fsiny  bsinasiny  c*sinasinf

A=

A = 2r2ginasin B sin y

| — o tan > tan B tan 2-
A—stan2tan2tan2

= o cot> cot £ cot L
A—gcot200t2cot2

. 28inc  2sinf ~ 2siny

Sind die Ecken eines Dreiecks im rechtwinkligen Koordinatensy-
stem gegeben, A(z,; ¥13 2,), B(%2; ¥as 22)» C(Tg3 Ya3 25), dann gilt:

1
A= ) [2:(y: — ys) + 2a(ys — 91) + Ty, — ¥2)]

Die Indizes der drei Summanden in der eckigen
Klammer gehen durch zyklische Vertauschung aus-
einander hervor,

1
A,= _2‘[(‘”1 —2) (Y +¥2) + (22— ) (2 + ¥s) +

4+ (@ — ) (s +9)] =

x 1
W i N B LTl
2 5 ¥y 1 2 |los—a@ s —

Der Flicheninhalt ergibt sich positiv, wenn die drei Eckpunkte des
Dreiecks in entgegengesetztem Drehsinn des Uhrzeigers (mathema-
tischem Drehsinn) durchlaufen werden konnen, sonst negativ. In

letzterem Falle ist der Betrag zu nehmen.

Sind die Ecken des Dreiecks in Polarkoordinaten gegeben, und zwar

A(ry; ¢1), B(ry; @2), Clrg; @y), dann gilt: b

1 . .
4= ) [r17 8in (P, — @) + ror3 8in (@2 — @3) +

+ gy 8in (@3 — ¢4)]
9%
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Veraligemeinerter Satz des Pythagoras
a? =052+ 24 2p o« = 90° p Projektion von c auf b
0% = c® + a% & 2¢q fir § 2 90° ¢ Projektion von e auf ¢
c2=a?*4 b2+ 2ar y 2 90° r Projektion von b auf a

Grundaufgaben des Drelecks

Ein Dreieck ist eindeutig bestimmbar aus

1 Seite und 2 Winkeln oder

2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder

2 Seiten und dem der gréBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel
oder

3 Seiten.
Grundaufgabe 1:
Gegeben eine Seite und zwei Winkel (z.B. a, «, ).
Lésungsweg:
B = 180° — (« + 9)
b= g'm—nﬁ (Sinussatz)
sin &
= w (Sinussatz)
sin o
Grundaufgabe 2:

Gegeben zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel (z. B. a, ¢, §).

Losungsweg 1:

a—y_2—cu b
tan o Taie cot ) (Tangenssatz)
Hieraus % _2— L4

Durch Addition und Subtraktion von
$=7 g *F¥_gpe_ B

2 2 2
ergeben sich « und y.

_asin g

- (Sinussatz)
sin o
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Losungsweg 2:

b= [/a2 + ¢ —2ccosf (Cosinussatz)

sinx = g_sn;l_ﬂ (Sinussatz)

y = 180° — (x + )

Grundaufgabe 3:
Gegeben zwei Seiten und der der gréB8eren von ihnen gegeniiber-
liegende Winkel (z.B. @, b, &; a > b).
Loésungsweg:
bsin o

sinf = 2

(Sinussatz)
7 =180° — (» + B)

¢ =—-—" (Sinussatz)

Grundaufgabe 4:
Gegeben die drei Seiten a, b, c.

Lésungsweg 1:

L (8—b) (s —¢) .
tan 5 = T —a) (Halbwinkelsatz)

b sin «

sinff = (Sinussatz)

y =180° — (x + B)
Losungsweg 2:

b2 + ¢z — a? .
08 o = - —— (Cosinussatz)

b sin o

sip f = (Sinussatz)

y =180° — (&« + B)
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Rechtwinkliges Dreieck

Satz des Pythagoras
a2+ b2=¢c% (y=190°

Pythagoreische Zahlen

Bezetchnungen

a und b Katheten (y = 90°)
¢ Hypotenuse

k Hohe

p Projektion von a auf ¢

g Projektion von b auf ¢

Pythagoreische Zahlen befriedigen die Gleichung a® 4 b2 = ¢3,

a, b, ccG.

'

Man erhilt pythagoreische Zahlen, wenn man ¢ = 2pgq, b = p* — ¢2,
¢ = p* + ¢* setzt (p, g€ ).

Tabelle fir pythagoreische Zahlen:

P q a b ¢
2 1 4 3 5
3 1 6 8 (| 10
4 1 8 15 17
5 1 10 24 26
3 2 12 b 13
4 2 16 12 20
b 2 20 21 29
4 3 24 7 25
5 3 30 16 34
b 4 40 9 41

usw.

Man erhilt weitere pythagoreische Zahlen, wenn man die in obiger
Tabelle zusammengehérenden a, b, c-Werte durch Aa, Ab, Ac ersetzt

(AE N).

Sind die MaBzahlen der Seiten eines Dreiecks pythagoreische Zah-
len, so ist das Dreieck rechtwinklig.

Kathetensatz (Euklid)
at=cp; b2 =oq
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Hohensatz (Euklid)

h? = pq
Flicheninhalt
ch ab

Abstand des Schwerpunkies S von der Hypotenuse = &h
Abstand des Schwerpunktes § von der Kathete a = 3b
Abstand des Schwerpunktes S von der Kathete b — 3a

Gleichseitiges Dreieck
PR 23 g , \e
4= “2“? 4 0 ]

Abstand des Schwerpunktes S von einer Seite = —%— Vg e

8.2.2. Vierecke

Bezeichnungen ' < c

o B, v, 6 Innenwinkel

oy B 71, 61 AuBenwinkel d b
a, b, ¢, d Seiten

e,f Diagonalen

0 Radius des Inkreises B
hy Hohe zur Seite ¢ a

hy Héhe zur Seite b A

Winkelsummen

6 +B +y +8 = 360°
oy + By +» + 8 = 860°.

Parallelogramm

alle; b|ld; a=c; b=4d 2 m ¢
*=y; B=29 "ﬁ i by_[b
a+ﬂ=ﬂ+y=y+6=6+a=180°4

a 8

Die Diagonalen halbieren einander.
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Schwerpunlt 8§ = Schnittpunkt der Diagonalen.
A = ah, = bk, = gh g Grundlinie
h zugehorige Hohe

Rechteck
2 ¢ e—f )i D

% “ o Die Diagonalen halbieren einander.
4@ &8 A =ab
Schwerpunkt 8 = Schnittpunkt der Diagonalen
Quadrat
L 2 Die Diagonalen e und f halbieren einander und stehen

y senkrecht avfeinander.
S
5 e=f=ua VE
1

A a Yy, A=a= -? e?

Schwerpunkt 8 = Scfmittpunkt der Diagonalen

Trapez
2 _ct alle
A\ A="F2h = mh
d -
h ; Der Schwerpunkt 8 liegt auf der Verbindungs-
A a 8

linie der Mitten der parallelen Grundseiten im
m Mittelparallele a+2¢

a-+tc

Absmnd% . von der Grundlinie a.

Rhombus (Raute)
a=b=c=d

Die Diagonalen e und f stehen senkrecht aufeinander, halbieren ein-
b ¢

¢ ander und die Rhombuswinkel.
2
2

Schwerpunkt S = Schr')jttpunkt der Diago-
nalen




3.2. Planimetrie 137

Sehnenviereck
& +y=180° B+ &=180°

a+b+cH4d
2

A=)Gs—a)(e—b)(s—c)(s —d) a=
ac + bd = ¢f (Satz von ProLEMAiUS)
. (ac + bd) (be + ad) f= (zc + bd) (ab + cd)
€= ab + od PI=
1 (ab + ¢d) (ac + bd) (be + ad)

T Ys—a)(s—b)(s—c)(@—d)

be 4 ad

Sehnenvlereck Tangentenviereck

Tangentenviereck
a+ec=0b+4d

A =gs s giehe unter Sehnenviereck

Drachenviereck

_d
e

8.2.8.  Vielecke (n-Ecke) AM—Lr

Winkelsumme des n-Ecks f]

Summe der Innenwinkel = (2n — 4) - 90°
Summe der AuBenwinkel = 360°

Anzahl der Diagonalen des n-Ecks

n(n — 3) 8
2 Drachenviereck
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Fliicheninhalt des n-Ecks

Das n-Eck wird entweder in Dreiecke durch Diagonalen von einem
Eckpunkt aus oder in rechtwinklige Dreiecke und Trapeze durch
Lote von den Ecken auf eine Standlinie zerlegt.

i= 34 “

Regelmiifiige n-Ecke

Die Seiten und Winkel des regelmiBigen n-Ecks sind gleich.

Bezetchnungen:

8,  Seite des regelmiiBigen n-Ecks
82, Seite des regelmiBigen 2n-Ecka
r  Radius des Umkreises

on Radius des Inkreises

« Innenwinkel

&, AuBenwinkel

Schwerpunkt 8 = Mittelpunkt des Umkreises
Winkel des regelmiBigen n-Ecks:

_2n—d _ 360°
== =

. 90° oy Py

o
Beziehung zwischen s, r und g,:
on= TV
Berechnung der. Seite s5, aus s,,:
= V2 = :
SRRY.~ g
Fliache des n-Ecks:

__ TSnon __ na,,l/4r'3 —T‘y‘,
L] 4
| nr?

4, = —2’- siny 9 Mittelpunktswinkei

4
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Einfache regelmiiBige Vielecke

Gegeben: Umkretsradius r
RegelmaBiges Dreieck (gleichseitiges Dreieck)

83 = r]/g 03 =% A= gl/,g
RegelmiBiges Viereck (Quadrat)

s4=r]/2—. e4=—;-]/5 4 =272
RegelmiBiges Fiinfeck

5=5V10-2/8 o =T (/5+1)

A= % 2V10+2V5 -
RegelmiBiges Sechseck

sg=r g6=%l/§ —%rzl/3

RegelmiBiges Achteck

83=TV2.—V2_ g§=%V2+V§ A=2rzl/2_
RegelmiBiges Zehneck )
so=—5{/8—1 ew=- Vio+ 2Vs
5 —
=gt V10—2V5

Gegeben: Seite s, des Vielecks
RegelmiiBiges Dreieck (gleichseitiges Dreieck)

83 /o 83 1 /o I
r=—33—|/3 ga=—g-l/3 =,T3V3
RegelmiBiges Viereck (Quadrat)

84 /T s 2
=_5‘V2 94=?4 A =4
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RegelmiBiges Fanfeck

r—-—l/50+10[/5 95=s—5[/25+101/§

V25 +10V5
RegelmiiBiges Sechseck

7 =3g Qo=%|/§. A=i;’—s§l/§-
RegelméBiges Achteck
r=%Vi12V2 o= (V2+1)

a=2Z()/2 +1)
Niéherungswert fiir die Seite des regelmiBigen Neu.necks (r=1)

SR ——— 2 V + ! (nach H. Kisser, Ludwigshafen/Rh.)

Regelmiiges Zehneck
=2(/5+1) o= —V5 +2V6

A=?s%ol/5'+2l/5—

Konstruktion der einfachen regelmiifligen Vielecke

Gegeben: Umkreisradius 7
Regelmdpfiges Dreieck siche re gelmiBiges Sechseck.,
Regelmafiges Viereck und Achteck

In den Kreis mit dem gegebenen Radius r
zeichnet man zwei zueinander senkrechte
Durchmesser und verbindet deren End-
punkte miteinander.

B » Errichtet man auf jeder Viereckseite die
Mittelsenkrechte und bringt diese zum
Schnitt mit dem Umfang des Kreises, so
erhilt man die Ecken des regelmi8igen
Achtecks. Nach dem gleichen Verfahren
ergibt sich das regelmiBige 2"-Eck (n€ N).
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iy

Regelmdfiges Sechseck und Dreieck =

In den Kreis mit dem gegebenen Radius r
trigt man den Radius sechsmal hinter-

einander als Sehne ein.

Das regelmiBige Dreieck entsteht, wenn

man im regelmdBigen Sechseck drei nicht

benachbarte Ecken miteinander verbindet.

Regelmdpiges Zwolfeck

Errichtet man auf den Seiten des regelmaBigen Sechsecks die Mittel-
senkrechten und bringt diese zum Schnitt mit dem Kreisumfang,
so erhilt man die Ecken des regelmiBigen Zwélfecks. Auf dieselbe
Weise kann man das regelmiBige 24-Eck, 48-Eck, ..., allgemein das
3 - 27.Eck (n € N) zeichnen. ’

Regelmdifiges Zehneck und Finfeck

Man teilt den gegebenen Radius » stetig
und trigt den groBeren Abschnitt in den
Kreis mit Radius r hintereinander zehn-
mal als Sehne ein.

Das regelmiBige Fiinfeck entsteht, wenn
manim regelmiBigen Zehneck finf nicht
benachbarte Ecken miteinander ver-
bindet. Aus dem regelmiBigen Zehneck
erhdlt man mit Hilfe der Mittelsenk-
rechten das 20-Eck, das 40-Eck, ..., all-
gemein das 5 - 2%-Eck (n€ N).

Naherungskonstruktion beliebiger
regelmdfiger n-Ecke

Gegeben: Umkreisradius r

In den Kreis mit dem gegebenen Radius
r zeichnet man zwei zueinander senk-
rechte Durchmesser AB und CD ein.
Den einen Durchmesser (im Bild 4 B)
teilt man dann in #» (im Bild » = 11)
gleiche Teile und schligt um den einen
Endpunkt (im Bild 4) den Kreis mit
Radius 2r, der die Verlingerungen des
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anderen Durchmessers in £ und F schneidet. Von Z und F aus zieht
man Strahlen durch die Teilpunkte, wobei immer ein Teilpunkt aus-
gelassen wird, und erhdlt in deren Schnittpunkten mit dem Aus-
gangskreis die Eckpunkte des n-Ecks.

8.2},  Kreis
Bezeichnungen:

r Radius
d Durchmesser

Der Umfangswinkel (Peripheriewinkel) ist halb so groB wie der
Mittelpunktswinkel (Zentriwinkel) iber demselben Bogen.

Satz des Thales

Der Umfangswinkel im Halbkreis ist 90°.

Der Sehnentangentenwinkel ist halb so groB wie der Mittelpunkts-
winkel iiber demselben Bogen, folglich gleich dem Umfangswinkel
iber demselben Bogen.

(Sehnensatz, Sekantensatz, Tangentensekanten-
satz siehe S. 122, 123.)

N

Kreisumfang
% = 2nr=nd
i(relsbogen
b= T & L%
=180 Grad " " rad "’

Schwerpunkt S des Bogens b liegt auf der Halbierenden des Winkels o

im Abstand =

p vom Mittelpunkt. s ist die zum Bogen b gehérige
Sehne.
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Krefsfliche

2
A=m‘”=%

Schwerpunkt 8 = Mittelpunkt des Kreises.
Kreisausschnitt (Kreissektor) (Bild unten)

T x b.r

A= 60 Grad — 2
_1 [ 2
Ad=7ad'"

| to

Schwerpunkt, 8 liegt auf der Symmetrieachse im Abstand
vom Mittelpunkt M.

ol 3

Kreisabschnitt (Kreissegment)
§=2 V2hr — k?
| Y S .
h=r——2—l/4r2—s- fir b <r
A = Kreissektor — Dreieck AM B

A=—;—[br—s(r—h)]

0o

Ar ks

R

4" T . )
=72 (180 Graa _ "¢

Kreisausschnitt Kreisabschnitt
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Schwerpunkt S liegt auf der Symmetrieachse im Abstand A vom
Mittelpunkt M.

Kreisring
T~

Schwerpunkt § = Mittelpunkt M

4,

8.8. Stereometrie

Bezeichnungen

¥V  Volumen Ag Grundfliche
Ag Oberfliche Ap Deckfliche

h  Hohe Ay  Mantelfliche

3.3.1. Allgemeine Siitze
Prinzip von Cavalieri

Korper mit gleich groBen Grundflichen und Hélien haben gleiches
Volumen, wenn sie in gleichen Abstinden von der Grundfliche
flichengleiche, zur Grundflache parallele Querschnitte haben.

Simpsonsche Regel

Besitzt ein Korper zwei parallele Grundflichen 4g und Ap und hat
jeder parallele Querschnitt in der Hohe z einen Flicheninhalt, der
Funktionswert einer ganz rationalen Funktion héochstens dritten
Grades von z ist, so gilt

V= % (Ag + Ap + 44,) Ay, mittlerer Querschnitt

Eulerscher Polyedersatz

Polyeder (Vielflache) sind Kérper, die nur von ebenen Vielecken ‘be-
grenzt sind.
Unter der Voraussetzung, da das Polyeder keine emsprmgende
Ecke hat, gilt
e+f—k=2 e Anzahl der Ecken
J Anzahl der Flichen
k Anzahl der Kanten
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Guldinsche Regeln

Das Volumen eines Rotationskérpers ist gleich dem Produkt aus
dem Inhalt der erzeugenden Fliche und dem Umfang des von ihrem
Schwerpunkt beschriebenen Kreises:

V = 2ny,4 = 2nM, A erzeugende Fliiche
¥o Abstand ihres Schwerpunktes von der Drehachse
M, statisches Moment

Die Mantelfliche cines Rotationskérpers ist gleich dem Produkt aus
der Lénge des erzeugenden Linienzuges und dem Umfang des von
seinem Schwerpunkt beschriebenen Kreises:

Ay = 2ny,ys 8 rotierender Linienzug

9, Abstand seines Schwerpunktes
von der Drehachse

Raumwinkel

Ein riumlicher Winkel (oder Raumwin-
kel) kann gemessen werden durch das
Verhéltnis der aus einer Kugel (um seinen
Scheitel) ausgeschnittenen Fliche 4 zum
Quadrat des Kugelradius. Als Einheit gilt
derjenige rdumliche Winkel, fiir den das
Verhiltnis von Kugelfliche zum Quadrat des Kugelradius den
Zahlenwert 1 besitzt. Diese Einheit wird Steradiant (Zeichen: sr)
genannt. '

8.3.2. Ebenflichig begrenzte Kérper

Bezeichnung

d Korperdiagonale

Prisma (gerade und schief) “ [
l/

Ao = Ay + 244

Schwerpunkt 8 = Halbierungspunkt der
Verbindungsstrecke zwischen den Schwer-
punkten der Grund- und Deckfléche.

10 Bartsch, Formeln
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Rechtkant ( Quader)
> 7" V = abe
e ¢
v Ao = 2(ab + ac + be)
e . "
,/)7‘ d=1Va +02+c
27 b
= Schwerpunkt 8 = Schnittpunkt der
o, b, ¢ Kanten Korperdiagonalen
x Wiirfel
\\\d a V=d
=2 AO = 6a?
a R d=a)/8 "
- =a
a Kante Schwerpunkt 8 = Schnittpunkt der
Korperdiagonalen

Schief abgeschnittenes gerades dreiseitiges Prisma

3 (Bild links)

a, b, ¢ dle drei parallelen AQ Querschnittsenkrecht zu den Kanten;
Kanten d, ¢, | die drei parallelen Kanten

Schief abgeschnittenes schriiges dreiseitiges Prisma
v =dq ‘“'—,;“ (Bild rechts)

Schief abgeschnittenes n-seitiges Prisma
V = AQJ
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8 Verbindungsstrecke der Schwerpunkte der Grund- und Deck-
fliche
Aq Querschnitt, senkrecht zu s

Pyramide (gerade und schief) _
1
3

Schwerpunkt S liegt auf der Verbindungs-
linie der Spitze mit dem Flichenschwerpunkt

der Grundfliche im Abstand % von der P
Grundflache.

V= AGh A0=AG+AM

Drelseitige Pyramide
Ecken der Grundfliche

Pi(z1; 915 21)s  Pol@e; 925 22)s  Pyl2s; 9 25)
Spitze im Ursprung

1 T h 2
V= 5 Za Y2 2%
x5 .'/av %

V ergibt sich positiv, wenn die Ecken P;, P,, P, im mathematisch
positiven Drehsinn (Gegenuhrzeigersinn) aufeinanderfolgen.

Pyramidenstumpf i
h’ —_—
V=3 (4e+V 4edp + 4p) '

AO=AG+AD+AM

Schwerpunkt S liegt auf der Verbindungs-
linie der Schwerpunkte von Grund- und
Deckfliche. Abstand von der
Grundfiiiche = —:— Ao + 2V 4edp + 34p
A4g +VAgdp + 4p

Niiherungsformel tiir den Pyramidenstumpf

Die Formel gibt gute Niherungswerte, wenn Ag wenig von Ay ab-
weicht,. ’

10*

|
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Die filnf regelmiifigen Polyeder
Bezeicknungen

a Seite

r Radius der Umkugel

¢ Radius der Inkugel

Tetraeder (von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzt)

T Y &

V= % — 1. T 2 (siehe auch unter
12 6 |7 Y2 % »-dreiseitige Pyramide*)
Ts Ys 2 .
AO = @2 Vg

F=2E o=2YE

| Schwerpunkt 8 liegt auf der Hohe im Abstand

h
~ von der Grundflidche.

= _‘}i_l/z i Ag = 942 Vg

a /5 a T

=5 V2 e= 3 VG

Schwerpunkt 8 = Schnittpunkt der Diagonalen des gemeinsamen
Grundquadrates

Tkosaeder (von 20 gleichseitigen Dreiecken begrenzt)

y - 5% + Vb)
- 12

Ao = 5a?)/3

r=2V2 G+ Vo 0= LVBEHIE)

Hexaeder (Wiirfel) (von 6 Quadraten begrenzt)
V = a?; dg = 6a?

a /T a
T= ? V3; Q0= -E
Schwerpunkt 8 = Schnittpunkt der Kérperdiagonalen
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Dodekaeder (von 12 regelmiBigen Fiinfecken begrenzt)
3 3 —_—
V=“(151‘7@; 40 =32V5(5 + 2VB)

_al/304VB), _al/10(25 + 11V5)
A T 20

G
\
-
}/)...___. [
G b
|
a
Obelisk

Obelisk

Grund- und Deckfliche nicht #hnliche parallele Rechtecke, Seiten-
flichen Trapeze

V=2l ta) b+ o+ ab]=

= %‘ [ab + (e + ay) (b + by) + a,b;]

Abstand des Schwerpunktes S von der Grundfliche ab ist

h  ab+ ab, tab + 3a,b,
2 2ab + ab, + a.b + 2a,b,

Keil

Grundfliche rechteckig, Seitenflichen gleichschenklige Dreiecke
und gleichschenklige Trapeze

a
V= bh (2a + a,)
6 I
Abstand des Schwerpunktes S von der "
Grundflache ab ist !
h a+a "
TR LL 7
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Prismatoid

Unter Prismatoiden versteht man Koérper mit nur geradlinigen
Kanten und ebenen, zum Teil aber auch krummen Grenzflichen,
deren Ecken oder Grundflichen auf zwei parallelen Ebenen liegen.
(Berechnung mit Hilfe der SmapsoNschen Regel, s. S. 144.)

8.8.3. Krummlilichig begrenzte Kbrper
Bezeichnungen
r Radius

d Durchmesser

Schiefer Zylinder

V = Agh; Ay =us  u Umfang des Querschnitts
' normal zur Achse
8 Mantellinie

Gerader Kreiszylinder

. AM= 2nrh = n dh
Ag =2nr(r + ) = ~d (izl- +h)
Schwerpunkt S liegt auf der Achse im Abstand

—:— von der Grundfliche.

Schief abgeschnﬁttener gerader Kreiszylinder
2 nd?
V=T (o1 80) =T (8, + 2)

. d
Ay = (s, + &) = G- (o1 + &)

- L} -— 2
A0=TI:1'[31+82+T+ r2+(s‘—2—8’4’)]
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Schwerpunkt S liegt auf der Achse im Abstand

+48 1 r2 tan? «

4 + 1 e+ s,
von der Grundflache. 5
o Neigungswinkel der Deckfliche gegen die P
Grundfliche
’—-—‘--r‘~'

8;, &, lingste bzw. kiirzeste Seitenlinie

iylindembschnitt (Zylinderhuf)

V= a(?»r2 —.a?) + 8r%b — 1) l:l
Ay = 32—'5[@— n% +a]

Fir ¢ = b = r ergibt sich

@ Mittelpunktswinkel des

2 d2 Grundrisses im BogenmaB, 2a
V=—rh=—"h; M =2rh=dbh Hufkante, k lingste Mantel-
3 6 linie, b Lot vom FuBpunkt

von k auf die Hufkante

Gerader Hohlzylinder (Rohr)
V= whirf — o) =0} — ) =
= nak(2r, — a) = nah(2r, + a) .
Ay = 2nh(r, + ry) = wh(d; 4 d,) —
Ao =2n(r, + 1) (b + rl —r) = <g:¢r/
= nd, +d) (3 + 25%)

Schwerpunkt 8 liegt auf der Achse im
Abstand iVon der Grundfliche. I

2 ———
= y

s /N
lr'\
!
t
\
\{

r1 (d,) duBerer Radius (Durohmesser)
re (dy) innerer Radius (Durchmesser)
3 = ry — 7y Dicke der Wandung
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Kegel (gerade und schief)

V=4 Agh
) Gerader Kreiskegel
V=%m'2h =1—-n2d’h
o - Ay = mrs = % ds

4, = nr(r‘—}- 8) = n—‘zl-(%+ a)

A s

N—

8 Seltenlinie

-~

Schwerpunkt 8 liegt auf der Achse im Ab-

r stand 5 ven der Grundfliche.

Gerader Kreiskegelstumpt
1 1
V =5 nh(r] + ryrp+ 15) = 5 wh(df + dydp + 3

2 Ay = mo(ry + 1) =3 (da + )

8= [/h’ + (rp — 72 =

1 —
s = = ?V‘W + (@, — dy)?
[T~ Ao = [k + 73 + a(ry + 19)) =
n_ = 7 [} + d§ + 26(d; + dp))

Schwerpunkt S liegt auf der Achse im Abstand von der Grundfliche

k134 2rry 4 31§
4 r}4rre+ 73

Naherungsformeln fir das Kegelstumpfvolumen

Vo 5 hirt + rf) = g b} +d)



2.8. Stereomelrie 153

Die Formel gibt gute Niherungswerte, wenn r, wenig von r, ab-
weicht.

Ve b+ )t = Tphdy + dy)?

Ve~ mhrd =T hd,
fmn= ’%’2 Radius des Mittelschnitts

dn= d‘—;d—’ Durchmesser des Mittelschnitts

4 mo 17/4%
V=gm=gd=x|—

Schwerpunkt 8 = Mittelpunkt der Kugel
Kugelabschnitt (Kugelsegment)

V = - mh(Bg? + B =5 wh(3r — B) = - W3 — 2H)
Ay = 2nrh = ndh = =(g® + h%)
Ay = n(@rh + g% =

= m(h* + 2¢%) = wh(dr — h) il
7
o =)/h@r—h) ~

¢ Badius der Grundfliiche des Abschnitts <
A Hohe des Abschnitts
Schwerpunkt S liegt auf der Symmetrieachse des Abschnitts im Ab:

. 3 (2r — )
stand vom KugelmlttelpunktT S
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Kugelmisschnitt (Kugelsektor)

" 2mrth

V= == dzh

3.7 %

Ao = ©r(2h 4 )
Schwerpunkt S liegt auf der Symmetrieachse des Ausschnitts im Ab-
stand vom Kugelmittelpur.lkt-%- (2r — h)

hk Hohe des zugehérigen Abschnitts

e Radius des Grundkreises des
zugehorigen Abschnitts

Kugelschicht
V= 2nh(3e} + 36§ + M)

Ay =2nrh = ndh  (Kugelzone)
A = m(2rh + ¢ + ) = n(dh + o + o)

(11
R
S e \ <
01, ¢s Radien der begr d é <)
Kreise T
h Hohe der Schicht 0 T
Kugelkappe

Die Kugelkappe ist der krumme Teil der Oberfliche des Kugel-
abschnitts (Bild s. S. 153).

A = 2nrh = wedh A Fliche
A Hohe des zugehdrigen Abschnitts
Kugelzweieck - Kugeldreieck

morio nrie

4="5p> 4= 1gp
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o Winkel zwischen den begren- e éphﬁrlscher ExzeB
zenden Kugelkreisen e=a+ 8+ y— 180°
&, 8, v Winkel des Dreiecks

Rotationsparaboloid
_— 1 ]
V= 5 e /3

Schwerpunkt 8 liegt auf der Achse im Abstand

—g—h vom Scheitel.

¢ Radius des Grundkreises, der den Korper abschlie8t
h Hohe

Abgestumpites Rotationsparaboloid

"’H /| V=3 e} + b

~
|

01, 03 Badien der paralle-
len Grundkreise

a, b, ¢ Halbachsen

Ellipsoid Rotationsellipsoide

V=2 rabe ¥ — 2 7ab* (2 Drehachse)

3

| e o

V = —- na% (2b Drehachse)
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Einschaliges Rotationshyperboloid
= (20 + o)

-

h Hdhe, &k Hohe einer Schale,
a Halbachse der Hyperbel, ¢ Radius der pamllelen Grund-
¢ Radius der begrenzenden kreise

Grundkreise

Zweischaliges Rolationshyperboloid

11:3h (3 2 — lii) (Bild oben rechts)

Tonne (Faf3)

-

e~ Sphirische und elliptische Krﬁmmung

V=17 L ch(2R2 4 1) = nh(zpz + d?)

Parabolische Kriitmmung

V = 2 mh(BR + 4Rr + 3) =

= 6_16 nh(8D% + 4dD + 3d?%)
Fiir andere Kriitmmungen ergeben obige Formeln Niéherungswerte.

Ring mit kreistormigem Querschnitt (Torus)
R Ay = 4n?rR
V = 2n%2R

N r Badlus des kreisfdrmigen Querschnitts
R mittlerer Radius des Ringes
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8.4, Goniometrle, trigonometrische Funktionen,
Hyperbeltunktionen

8.4.1. Goniometrie
Definition der trigonometrischen Funktionen

Im rechtwinkligen Dreieck mit Hypotenuse cund Katheten ¢ und b
gilt:

. a  Gegenkathete
sing = — = ——————
c Hypotenuse
008 & — b _ Ankathete
c Hypotenuse
tane = % = Gegenkathete
b . Ankathete
oot — b _ Ankathete
¢  Gegenkathete
Im Einheitskreis (r — 1) gilt: Heben £ L

Der Sinus des Winkels ist gleich der
MaBzahl der Ordinate.

t

ginoe =y = AB x A
Der Cosinus des Winkels ist gleich der Haupt-
MaBzah] der Abszisse. fangente

cosa = 2= 04 \
Der Tangens des Winkels ist gleich der MaBzahl des Abschnittes auf
der Haupttangente.

tanoa = CD
Der Cotangens des Winkels ist gleich der Mafzah! des Abschnittes
auf der Nebentangente.

cotx = E_F

Anmerkung:

c 1 c
— = C0BeC X} —— = —- = BEC &
a co8 o b

sin &

Komplementbeziehungen
sin &« = cos (90° — &)
cos o = sin (90° — «x)
tan & = cot (90° — o)
cot o = tan (90° — )
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Vorzeichen der Funktionswerte in den 4 Quadranten

Quadrant sin © cos tan cot
1 + + + +

11 + - - —
I — - + +
1v - e — -

Reduktionstormeln fiir beliebige Winkel

o Pl —a | 90° £« [180° 4 & | 270° + o | 360° — &
sin ¢ —sin o +cos & Fsin & —cosa | —sina
co8 @ +cos & Fsina —co8 & +sin o +cos x
tan @ —tan o Feot x +tan o Fcot & —tan «
cot @ —cot o Ftan x +cot & Ftan o —cot &«

Periodizitit der trigonometrischen Funktionen
y =sin &« = sin (& +‘Ic - 360°)
y = cos o = cos (x + k- 360°)
y =tan « = tan (x + k. 180°)
y = cot &« = cot (o« + k- 180°)

fir ke @

Verlaut der trigonometrischen Funktionen‘
f=A{x;y) |y =sin z,z€ B;y€ [—1;1]}
f=A(@:;9)|y = cos z,z€ R;y[-1; 1]}
f={@w 9y = wnzzc B\ {ek +1) 3 ke ve 2]
f={@:y) |y =cot z,z€ R\ {kr|kC G} y€ R}
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Beispiele:
sin (—500°) = —sin 500° = —sin 140° =
= —sin 40° = —cos H0°
cos 1000° = cos 280° = cos 80° = gin 10°
tan 1500° = tan 60° = cot 30°
cot (—2000°) = —cot 2000° = —cot 20° = —tan 70°

Besondere Funktionswerte

\ 0° 30° 45° 60° |- 90°
Fht, 180° 150° 185° 120° 270°
) 1 1 1
sin « 0 - 7 Ve 5 V3 +1
1 1 | 1
cos & +1 +5 V3 | + 5 Ve + 3 0

' 1
tan o 0 :l;-g[/?, +1 +V3 (£ o0)

_ : 1
cota | (£o0) | +1V3 +1 [+5V8 0

Anmerkung: Obere Vorzeichen gelten fiir die Winkel der ersten
Zeile, die lunteren fir die der zweiten Zeile des Tabellenkopfes.

4 oo heiBt: Es existiert an dieser Stelle kein Funktionswert.
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Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Termen
desselben Winkels

sin?x 4+ cos*a =1 tanax coto = 1
8in & 1

tan o = = — - 14+ tan?a = ——
cosx cot«x cos? x
cos o 1 1

cot & = — = 1+ ocot?o=— -
sinx tano sin% «

Ersatz eines Terms durch einen andqren desselben Winkels

sin cos tan cot
—_— tan o« 1
gin o = - 1—cos?a| =% +
* il/ _LV1+tanzoc V1+cot?a

R 1 cot &
- 1—sin? - +
cos & :I:V o _Ll/l—{-tan’a V14 cot?s

sin o V1—costa 1

tan & = e —

I/l —sin?a co8s & cot
J1—sin’a| , coso 1 _
cot o = sina |~ )/1—costa tan«

Bei beliebigen Winkeln « entscheidet der Quadrant des Winkels
iber das Vorzeichen der Wurzel.

ADDITIONSTHEOREME

Terme der Summe und Differenz zweier Winkel
sin (x £ B) = sin o cos § 4 cos & sin f .
cos (x + ) = cos o 008 B T sin « sin f

tan o« + t_an E

1 F tana tan §

cotacot § F 1

cot f + cot o

v sin (& + B) sin (x — B) = cos? i — cos® x

cos (x + B) cos (« — f) = cos? f§ — sin?x

tan (& £ ) =

cot (x + B) =
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Terme der doppelten und halben Winkel

8in 2x = 2 sin o cos & L Vl_wsa
: ] sin 5 = |/—5—
008 200 = 0082 x — sin%a
=1-—2sin’x cos%: 'l//l‘l'%“‘
=2cos?a — 1 :
o — COB &
tan — = I/—=
tan2a=_2ﬂ_= n2 1+ cosax
1— tan?«
2 —1—cosa
T eota — tan o 51.1““
cot2ox —1 — Sin &
oot 20 = —— = 1+ cosox
__cotoa — tan o L 1+coﬁ_
=== et —l/m—
sin o = 28in > cos — =1+.°°s°‘
2 2 8in o
coB & = cos?— — @in? = = _ _sino
2 2 1 — cosa

=l — 2siﬁ’% = din & — 1 — cos 20
o 2
o -
=2°052?—1 1.+ cos 2a
cos o = I/—T—
o 2

2tan—2- 1——)
tang = —— = = /L= %08
1 — nai tan & V1+cos2a
2 _ sin2a__
=; T 14 cos2
o« o
cot — — tan — _ 1 —cos 2«
. 2 2 ~  8in2«
o
oot? 5 —1 1+ cos2x
wta = —— = oot o =
P T _cos2x
2cot? _ sin2x
T 1—cos2x
o o
_Wt?_tm—f 14 cos 2«
- 2 ~ sin2a

11 Martsch, Formeln
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Terme von weiteren Vielfachen eines Winkels
sin 3x = 3sinx — 4s8ind
sin 4o = 8 sin o c08® & — 4 8in o cos &
.8in B = 16 sin & cos! & — 12 8in o cos?® & + sin o
co8 3x = 4 cos®x — 3 cos
cos 4o = 8 cost o — Becos? o + 1

cos B = 16 cos® & — 20 cos® o + 5 cos
sinna='nsinaoos"—1a—(g)sinsacos"_3a+

+(§)sin5acos"_5a—+---
coanx = cosox — (;)sinza cos" 2 +

+<2)sin4acos"_4a— + .-

3 tan o« — tan® o
1 —3tan?2 &
4tan o — 4 tan® o

tan 3a =

mnm=1—6t3n2a+tan‘a
cot? « — 3 cot o
cot 3o = Scotta — 1
t4 —_— 2
cot4a=c° a—6cot?a+1

4 cot? o — 4 cotox

Summen und Differenzen von trigonometrischen Termen

sina+ainﬂ=2sma+ﬂ ll
2 2

. . «+8

sma—smﬂ—2cos 3 2

coso;+cosﬂ—2cos ﬂ 2ﬂ

cosx — cosff = —2 sin?‘—%ﬂ—sinL_zﬂ
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cos x + sinax = V2_sin (45° 4+ o) = V2_cos (45° — o)
coso — 8inox = ]/2_cos (45° + o) = VEBin (45° — o)

p_8in(x+f)
tana 3+ tan " coso cos f
sin (B + &)

oot & cotf = sin § sin &

Produkie von trigonometrischen Termen

11"

sinasinﬁ:%[cos(a—ﬂ)—cos(oc+,’5)]
cosacosﬂ:%[coe(a—ﬂ) + cos (o + B)]
sin « cos =—;—[sin (@ + B) +s8in(x — )] -

cos o sin f = % [sin (« + B) — sin (& — 8)]

tang 4 tanf __ tana — tanf
tan a tanf = —— +cotf cota — cot
_cotx{cotf  cotm— cotp
coto‘cotﬂ—tana_l_tanﬁ— tana — tan §
_tanatcotp = tenoa—cotf
ta.nacotﬁ—cota_i_tmﬁ__cota—tqnﬁ
t pu—
cotatanﬂ=00ta+mnﬁ cot o — tan

tana+cotﬂ=_ta,na—cotﬁ

sin a sinfsiny = 1 [sin (a +  — ) + sin (8 47 — a) +
+sin(y + o — ) —sinfx + B + )]

cosacpsﬁcosy=711—[cos(a+ﬁ—y) +cos(ﬂ+y—a)+
+ cos (y + o — B) + co8 (x + B + ¥)]

sina'sinﬂcos'yr=—i—[—cos(a+ﬂ—y)+cos B+y—o) +
-;-008(7+"a—ﬁ)—008(a+ﬂ+y)]

sinacosﬁcosy=—1-[sin(a +pA—y)—sin (Bt+y—o)+

+ sin (¥ + &« — ) + sin (&« + 8 + ¥)]
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Potenzen von trigonometrischen Termen

sin? & = %(1 — cos 2u)
1
cosla = 7(1 + cos 2a)
. 1 . .
gin® &« = — (3 8in o — 8in 3a)

4

cosdo =

,.1H

("1 con o + cos 3o:)

. 1 N

sint o =§(cos 4o — 4 cos 2x 4 3}

1

cos? =F(cos 4o + 4 cos 26 + 3)
sm‘a:—(lOsmcx — b sin 3x -+ sin ba)

cos® o =—(10 cos o -+ 5 cos 3« + cos Bx)

sin® o ———(10 - 15cos 2x + B cns 4o — cop Ex}
cos‘a——(lO + 15 cos 2 + 6 cos 4 + cos 6x)

Zusammenhang der trigonometrischen Funktionen
mit der Exponentialfunktion (Eulersche Formeln‘

y—e”P =cos¢p + jsing

y =019 =cosp — jsing

Hieraus folgt:
. ele — e—i? ele 4 a—lo
s ¢ =T— Ct')ﬂq?_—‘-_T——
i(217 — e~le) _ et 4+ omiy
tang = —"Fe o= ot = e e ip
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Winkelfunktionen imaginirer Argumente

= 8In jp = jsinh ¢; = tan jp = j tanh ¢
y=-cosjp =coshg; y=cotjp = —j cotho
¢ BogenmaB

Niilierangstorme!n fiir kleine Winkel
sin z~ z~ tanzx
sin (x + f) ~ sina + sin f
tan (x 4 ) ~ tan « 3 tan g
sin oA~ n gin &

tan na &~ n tan «

Graphiseche Darsteilung verschiedener trigonometrischer

Funktionen

Amplitudendnderung:

y=asinz
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Frequenzinderung:

> iy
y=5in2x yasin x

y =sin ax

Uberlagerung von zwei trigonometrischen Kurven:

y =sina 4 cos z

y = 2sinz + sin 2z
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Y'Y,
Q e

qo \ =
\z/

Yo+ Sinfexefy)

- Y9y,

Y%

(yz-sin (x- 5‘)

y=sinz+sin(a:—1)
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P
2
-

'A

S YyuSin X

X

_4+

y=sinz +x

Uberlagerung von harmonischen ScHwingungen bei senkrecht auf-
einander stehenden Schwingungsrichtungen (Lissajous-Figuren)

T = a, sin (0, — @)

¥ = ay8in (0yf — @,)

Y
N

z = asin o
y=asin(wt—%)

w;iw, =1:1
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NS

z = a sin w!
y = asin (2wt—£) y = asin 3w!

2 = asin 2wt

4

wiw, = 1:2 Wiwy = 2:3

Produkte von trigonometrischen Funktionen:

Y,
2
/\y-x-slnx
7 4
R B =x
- 2
-2
-3
-5
v = xsinz
yﬁ
ecos®) 2
7| JYcocos‘x Y=sin“x
../ ~ ..;
- /o 2% X
y s' 2 -'/ ¢ \7‘%’,/
= gin? .
Y=sinx
y=cos’x
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y =¢%sinz

y =eSginz

¥

y=e “sinx

yre Ssinx

y=e Tsinz

-] _z
y=e 3sinz
Zeigerdiagramm fiir sin-Funktionen (harmonische Funktionen)
sin-Funktionen f = {z;y |y = 4 sin (x + ¢)}

lassen sich durch umlaufende Zeiger symbolisieren mit den bestim-
menden GréBen

A Linge des Zeigers

% Winkelgeschwindigkeit

@  Verschiebung gegeniiber der Projektionsachse beiz = 0
(bzw. ¢t = 0); Nullphasenwinkel
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X (wt)

¥
-;'- ;o)
——
X_.f., _________ N yrAsinix+gp)
|
. ,/ N X0 H ,
) |
X 1
PN\ 0] . . . —
Betugslinie X1 ”/2 T in [onm
[ 2
Zertachse

In der Elektrotechnik: z = wt = £

T Periodendauer ¢ Phasenlage

T

mit o Kretsfrequenz

Den physikalisch realen Momentanwert erhiélt man durch Projek-
tion des Zeigers auf eine Ebene senkrecht zur Projektionsachse.

Da man beim Zeigerdiagramm sinusférmigen Verlauf mit % =w=

= konst voraussetzt, charakterisieren 4 und ¢ die Funktion, wo-
durch ruhende Zeiger geniigen, die man auch erhiilt, wenn man die
senkrecht zur Projektionsachse stehende Zeitachse in entgegengesetz-
ter Richtung umlaufen 1iBt. Obwohl diese ruhenden Zetger sich wie
Vektoren behandeln lassen, unterscheiden sie sich auf Grund ihrer

Definition.

Y1)




172 3. Geomelrie

Im Zeigerdiagramm lassen sich zwei Zeiger wie Vektoren addieren.
Der Summenzeiger spiegelt die physikalische bzw. geometrische
Realitit der Addition der Momentanwerte y = y, + y, wider, ent-
sprechend der skalaren Addition der Komponenten bei Vektoren.
Seine GrioBe und Lage gegeniiber der Projektionsachse (Phasenlage)
lassen sich dem Zeigerdiagramm entnehmen. Seine Winkel geschwin-
digkeit ist gleich der der beiden Einzelzeiger.

% = Al sin (z + 471)
Ya = Ad,sin(z + @,)
Y=y, +y,= Asin(z + ¢)
mit
A2 = A7 + AL + 24, 4, cos (py— )
. Asing, + Agsing,
an g " Ajcosp, + Agco8p,

Man erkennt die Einfachheit der Zeigeraddition gegenitber der ana-
lytischen Lésung. Die eingehende Zeichnungsungenauigkeit spielt
oft eine untergeordnete Rolle.

8.4.2. Goniometrische Gleichungen
Erklirung

Go1 iometrische Gleichungen enthalten neben bekannten GréBen
goniometrische Terme mit variablen Winkeln.

Losungsweg (rechnerisch)

Mittels goniometrischer Formeln miissen evtl. vorkommende ver-
schiedene Argumente in den goniometrischen Termen auf ein
Argument zuriickgefiithrt werden. Danach sind evtl. verschieden-
artige goniometrische Terme auf eine Termart umzuwandeln. Wegen
der Periodizitit der Winkelfunktionen hat jede goniometrische Glei-
chung eine unendliche Lisungsmenge. Meist beschrinkt man sich
auf die Losungen, die zwischen 0° und 360° (0 und 2x) liegen
(Hauptwerte).

Jede Lésung ist durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung auf ihre
Giiltigkeit zu prifen, wenn wihrend der Auflésung der Gleichung
durch Quadrieren der Grad der Gleichung erhéht wurde.

Beispiel 1:
{z | sin 2z = sinz} (Formel fiir sin 2¢ anwenden)

2sinzcosx = sinzx
2g8inzcosz —sinz =0
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(Ausklammern! Nicht durch ein # teilen, da sonst Losungen ver-
lorengehen)

sinz(2cosx —1) =0
sinz = 0 ergibt z, = 0°
i z, = 180°
Ty = 360° Hauvtwerte .
9cosz — 1 =0 t (Hauptwerte)
oosz=-;—ergibtir4= 60° .
z, = 300° J

Uberpriifung zeigt, daB alle Lisungen giltig sind.
Also E = {0°; 60°; 180°; 300°; 360°}
Beispiel 2: (Quadratischer Typ)

{x|17sin? 2 — 3 cos?z = 2}

17sin?z — 3(1 — sin%?z) = 2

20sin?2z =5
. 1
(Sln$)1;2 = :i:'?

(sinz), = + % liefert als Hauptwerte z, = 30° und 2, = 150°,
1.
2
Simtliche Losungen sind giiltig.

Also E = {30°; 160°; 210°; 330°}
Beispiel 3:

{zi2si_nn;+oosz=2’}

(8ic )y == — —-lisfert als Hauptwerte z, == 210° und x, = 330°

Lésungsweg 1:
coB £ =2 —2sinz (quadrieren)
cos?z = 4 — 8sinz | 4sin?zx

1 —sgin?z =4 — 8sinz + 4sintz

. 4 1
@nahe=g+ /35— ~"5%%
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(sin z), = 1 ergibt z; = 90° als Hauptwert
(sinz); = —gergibt z, = 36° b2’ [z, = 143° 8’}

Nachpriifung ergibt, da8 z; die Gleichung nicht befriedigt.
Also F = {90°; 36° 62’}
Loésungsweg 2:
Hilfswinkelmethode
b

Typ: a sin z + b cos z = ¢; Substitution tanz = =

2ginz.+cosz = 2 = sinz +%cos:¢=l
Substitution tanz = % =2z=26°34

ginz +tanzcosz =1

. gin z

gin z + 2052 cosz =1

sinz cos z + sinz cosx = 008 z

8in (z + 2z) = cos z = cos 26° 34’ = 0,8944

(z+2), = 68°26 fihrtzux = 36°52

(z +2z)y = 116° 84’ fiihrt zu z, = 90°

Beispiel 4:
{z | sin 2z = tan z}
2sinzcosx = amz
COST

2ginzcos?z —sinz =0

sinz(2cos?z —1)=0

sinz =Oergibtz;, = 0°
2z, = 180° ; als Hauptwerte
Tg = 360°

2co82z—1=0

cos?x = %



3.4. Go%eiometrie, trigon. Funktionen, Hyperbelfunktionen 175

(eos z)y;0 = £ % V2_ergibt r, = 45°

xz; = 1356°
zg = 225°
x, = 315°

Alle Werte sind méglich.
Also E = {0°; 45°; 135°; 180°; 225°; 315°; 360°}

Losungsweg (graphisch):

Man formt die Gleichung um in @(x) = y(z) und stellt y = p(z) und
y = y(x) graphisch dar. Die Losungen sind die Abszissen der Schnitt-
punkte der beiden Kurven.

Beispiel: {x | 2 sin  + cos # = 2} (oben rechnerisch gelost)

8.4.8.  Arcustunktionen (zyklometrische Funktionen)

Zu den trigonometrischen Funktionen gehdren als inverse Funktio-
nen die Arcusfunktionen. Wegen der Periodizitit sind die trigo-
metrischen Punktionen nur in bestimmten Intervallen streng mono-
ton, und es existiert dort die Umkehrung. .

/= {(Z,?/) | y = arcsin z;2€ [—1;1]); y€ [_%; %]}
f={z;¥) |y = arccos z; € [—1;1]; y€ [0, =]}

= {(x;?/) | y = arctan; € R; y€ (— % ; %)}
f= {(z;y) | y = arcoot z; 2€ R; y€ (0; )}
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Die graphische Darstellung der Arcusfunktionen erreicht man durch
Spiegelung der trigonometrischen Funktionen an der Geraden
y = z im Definitionsbereich.

-— ..

y=arccotx =~

Berechnung eines Terms durch einen anderea
desselben Winkels

z
. T .
arcsin ¥ = ——- — arccos ¥ = arctan ~———
- 2 V1 —a2

x
1 ™ .
arccos r = — — arcsin = arccot ;;——°;
2 V1 —
- x
arctan £ = — — arccot ¢ = arcsin [ ;T———
2 l/l +

F- ]

T

arccot ¥ = — — arctan x = arccos ;= ——,
2 Y1+ 22

arccot £ = arctan % firz >0
1 .
= arcta_a.n-;-—i— n firz <

Arcusfunktione 2 negativer Argumente
y = arcsin (—z) = —arcsinz
¥ = arccos8 (—zx) == ™ — Arccos
y = arctan (—z) = —arctan

y = arccot (—x) = m — arccot =
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Summen und DifferenZen von zyklometrischen Termen

sresin z; + arcsin z, = arcsin (2 J/1 — 2% + 2, J/1 — 27)
fir 22 +22 <1

aresin z, — arcsin z = aresin (z; /1 — 28 — 2, J/1 — 23)
’ fiir z% + :cz <1
arccos z; + arccos z, = arccos (zyzy; — Vl — z} Vl - :1:2)
fir z; + 2, =0
arccos xy — 8Iocos Tg = —arecos (z;Ts + Vl—:?% l/i_——x—%)
fir z) =2, ~
= arcoos (z,2p + Vl_—:t_f V:%) .
fir z; <z,
z 42 !

1— 2z,
fir z,z, <1

arctan z, -}- arctan x, = arctan

—
1 + z,Zy
fir T > -1
arocot 2T — 1
2, + arocot 2 = arccot
z + 2,
fir x, + —2,

arctan 2, — arotan 3 = arctan —

arocot #; — arocot z; = arccot attl
Zyg—

fir z; + z,

Znsnmmenhsﬁg zwischen den Arcusfunktionen und der
logarithmischenr Funktion

y = arcsin z = —j In (zj +|/1—z’)
y=a,rcoos:v-——jln(:v+l/a:’—1)

_ 1+ gj

y = arctan x = -2—ln1_z‘
— __1l,=z+1
y = arcoot = 2] n zj — 1

12 Bartsch, Formeln
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8.4.4. Hyperbelfunktionen

Definition
. e —e~7% et —e—7%
y—smhz—--T, y—tanhz—ez—_*_e_—z
_ s _ _ e+ e %
y—coshz——2—, y—cothx—e,g_e_z

Verlauf der Hyperbelfunktionen
f={(z;y)| y = sinh z; x€ R; y€ R}
f={(=;9)|y = cosh z; 2€ B; y€ [1; o0)}
f={z;y) |y = tanh z; 2€ Ry y€ (—1;1)}

={(z;9) |y = coth z;2€ R\ {0}; y€ (— 00; —1) V
V(1; c0)}

~

ol
q/r\;tnq,so.o.}lk
mgk

123% ~— 13 3%

Perfode der Hyperbeltunktionen

y = sinh (z + 2krj) = einh z; y = tanh (z + knj) = tanh z '
y = cosh (z + 2knj) = cosh z; y = coth (z + krnj) = coth x
Besondere Werte

sinh 0 =0
cosh 0 =1
tanh 0 =0

coth 0 = + o
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Negative Argumente
sinh (—z) = —sinh & -
- cosh (—z) = cosh z
tanh (—z) = —tanh z

coth (—2) = —coth z

Zusammenhang zwischen den Funktionswerten desselben
Arguments

sinh z 4- cosh 2 = % sinhz — coshz = —e™?

cosh? 2z — ginh®z =1

tanh 2z = sinh z ooth z = __cf)shx
cosh x sinh z
. 1
©ths = fenhs
1—to,nh’z=; cdth’x—1=—i—
cosh?z sinh? z

Ersatz eines Terms durch einen anderen bei gleichem Argument

sinh cosh tanh coth
sinh z = - Vcosh’a: -1 tanh z 1
" |V1—tanh?z |} eoth?z—1
cosh z = Vsinhzz 1 _ 1 cothz

J/1—tanb2z |} cothtz—1
wor | _sinha |/oRia—y !

= |Vsinhtz +1 cosh z coth z
coth z = Vsinhzz +1 cosh z 1 _
= sithz  |)/coshtzz—1| tanhzx

12+
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ADDITIONSTHEOREME

Terme der Summe und Differenz zweler Argumente
sinh (z 4 y) = sinh z cosh y 4 cosh z sinh y
cosh (z 4 y) = cosh z cosh y 4 sinh 2 sinh y

_ tenhz + tanhy
tanh (z+ ¥) = {5 o nh 7 tanh g
1 & ooth z coth y
coth z 4 coth y

coth (z + y) =

Terme des doppelten Arguments
sinh 2z = 2 einh z cosh z

cosh 2z = sinh? z - cosh? z

2 tanh z
tanh 2z = T 1z
_ 1+ coth*z
coth 22 = —5 othz

Terme von weiteren Vielfachen des Arguments
sinh 3z = sin’h z(4 cosh? z — 1)
sinh 42 = sinh z cosh x (8 cosh? z — 4)
sinh bz = sinh z (1 — 12 cosh? z 4 16 cosh® z)
cosh 3z = cosh z (4 cosh? z — 3)
cosh 42 = 1 — 8 cosh? z + 8 cosh z
“oosh bz = cosh x (6 — 20 cosh? z + 16 cosh* z)

sinh nz = (71‘) cosh®~1 z sinh z + (g) cosh” 8 zginh3z +

+ (g) cosh® 8 zginhbx + ...

cosh nx = cosh®z + (’2") cosh®~2 z sinh? z 4

+ (Z) cosh® 4 zainh*z 4 ...
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Terme des halben Arguments

bz —1 sinh z
2 l 2 /2 (coshz + 1)

z coshz ++ 1 sinh z
oosh-—-: — I ——
2 2 V2 (coshz — 1)
z _ ginhz _ coshz—1 q/coshz—1
2 ~ooshz+1  simhz _ V coshz+1
coth % — sini:a: =coshz+’1= coshz+1

2  coshz—1 sinh z coshz—1

Terme von Potenzen
sinh? z = -2 (cosh 2z — 1)
cosh?z = l(oosh 22+ 1)
sinh? 2 ——(—3sm.hz+smh3a:)
oosh’w=—_1—(3ooshx+oosh3a:)
sinhé 2 =%(3—4¢I>osh2a:+oosh%)
cosht z = - (3 -+ 4 oosh 22 + oosh 42)
sinh® z='—(1031nh:c—58mh3z+amh6:c) ’
cosh® z =—(10005h:c+5005h3a: +- cosh ba)
sinh® z =—(—10 +- 156 cosh 2z — 6 cosh 4z + cosh 6z)

cosh® z = 39 (10 + 16 oosh 2z + 6 cosh 4z - cosh 6z)
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Terme von Summen und Differenzen

Tty

sinh z 4 sinh y = 2sinh 3 cosh 2 Y

2
sinhz—sinhy=2sinhx;ycoshz—|2-y
coshz+coshy=2005hz;ycoshz;y
cosh:c—coshy:2sinhz;ysinhx;y

__sinh(z 4 9) -
t"‘m'h:”-'-mnhy_n::osh::: cosh y
_ sinh(z —y)

tanhz — tanhy = cosh z cosh y
_ sinh (z 4+ y)

coth = + cothy = {fnh o einh y
sinh (y — z)

coth z — coth y = sinh x sinh y

Satz von Molvre
(sinh z - cosh z)® = sinh nx + cosh nz
(cosh z — sinh z)* = cosh nx — sinh 2z

Terme von Produkten
ginh zsinh y =%[oosh (x+9)— 6osh(:c - 9]

cosh 2 cosh y =% [cosh (2 +y) + oosh (z — y)]

sinh 2 cosh y =%[sinh (z + y) 4 sinh (z — y)]

tanh z + tanh y

tanh  tanh y = coth z + coth y

Zusammenhiinge zwischen Hyperbel- und Exponentialfunktionen
y = sinhz 4 coshz = & y =sinhz — coshz = —e~%

14 tanh%
of =

1-— tanh%

(Weitere Zusammenhinge siehe Definition S. 178)
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Zusammenhiinge zwischen verschiedenen Termen

cosh zj = cos z cosh £ = cos zj
sinh zj = jsinz sinh z = —j sin zj
tanh zj = j tan z tanh z = —j tan zj
coth zj = —j cot z coth z = j cot zj

sin (z 4 yj) = sin z coshy + j cos z sinh y

co8 (z + yj) = cos z cosh y F j sin zsinh y
sin 2z 4 jsinh2y  8in 2z 4 jsinh 2y

tan (z £ gj) = cos 2x + cosh2y =~ 2 (cos?r + sinh?y)
- ., _8in2zF jeinh2y  sin 2z F j sinh 2y
oot (z £ 9) =3 (sin? z + ginh?y)  cos 2r — cosh 2y

sinh (z 4+ yj) =sinh zcosy 4 jcoshzsiny

cosh (¢ + yj) = coshz cos y + jsinh zsiny
o o 8inh 2z &+ j sin 2y
tanh (z + yj) = cosh 2z + cos 2y
., _ sinh 2z F jsin 2y
coth (z + ¥1) = o7 9 — cos 2y

8.4.5. Areatunktionen

Zu den Hyperbelfunktionen gehéren als inverse Funktionen die
Areafunktionen. '
f={(x;9)|y =aminh z;2 € R;yC R}
F={(x;9) | y = arcosh z; z € [1; 00); y € [0; c0)}
f={(x;y) |y =artanhz;2 € (- 1;1);y€ R}
J={(=;y) |y = arcoth 252 € (— o0; — 1) U (1; x0);
y€ R\ {0}}
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Darstellung einer Areafunktion dureh eine andere
y = amsinh z = arcosh sz +1 firz >0
= — arooslg ]/:o:2 +1 fairz <0
V2 + 1
z

= artanh —2  — arcoth

Va2 + 1

y = arcosh z = 4 arsinh ]/:c:2 —-1=

3 _
= 4 artanh V:: 1 = <4 arcoth z
i z l/:l:z -1

y = artanh z = arsinh

V1~
1
V'—a

= arcosh ‘ firz > 0
1 -
= —arecosh ——— firz <0
V1 -2
= arcothl
z
y= R 1 _
Yz —1"
T
= arcosh —— firz >0
Va2 —1 '
= —arcosh——> firz<0
Var 1
= artanh-l-
z

Terme von Summen und Differenzen
arsinh z 1 arsinh y = arsinh (zV1+y’j:yl/1+z’)

arcosh z o4 arcosh y = arcosh [zy + V(:c’ — 1)@y —1)]

zty
1tazy

artanh z 4 artanh y = artanh —=
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Zusammenhang zwischen Area- und Arcusfunktionen
y=arsinh zj = jarcsin z
y = arcosh zj = j arocos z
y=artanh zj = jarctan z
y = arcoth zj = —j arccot z

Zusammenhang zwischen Areatunktionen und logarithmischer
Funktion

y=grsinha:=ln(a:+l/z’+l) firz € (— oo0; + oo)
y =arcoshz =In(z + Vz2—1)= ;{:ln(x+l/z’—1)

firz€ [1; o)
1 1
y—artanh:c—?lnltz far |2 < 1
1 z2+1 .
y=arcothm=?lnx_1 fiir o] > 1

8.5. Sphiirische Trigonometrie
8.5.1. ' Allgemeines )
Erklirung

Grofkreise sind die Schnitﬂinien, in denen Ebenen duroh den Kugel-
mittelpunkt die Kugeloberfliche schneiden.

Nebenkretse sind die Schnittlinien, in denen nicht durch den Kugel-
mittelpunkt gehende Ebenen die Kugeloberfliche schneiden.

Sphdrische Zweiecke (Kugelzwelecke) werden von zwei GroBkreisen_
begrenzt.

Sphdrische Dreiecke (Kugeldreiecke). werden von drei GroBkreisen
begrenzt.

Da drei GroBkreise auf der Kugel mehrere sphirische Dreiecke
bilden, wird festgelegt, dafl das Kugeldreieck mit Seiten und Win-
keln kleiner als 180° in Betracht kommt.
Bezeichnungen im sphdrischen Dreteck

Seiten @, b, ¢ | (entsprechend der Bezeichnung

Winkel o, 8,9 [ im ebenen Dreieck)
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Bedingungen fiir die Seiten und Winkel des Kugeldreiecks
0<a-4b+c<360°
180° < o + B + y < 540°
a % b, je nachdem o é B ist.
at+b % 180°, je nachdem « 4- 8 % 180° ist (entsprechend
fir andere Seiten und Winkel)
o+ B+ y—180°=¢ (sphirischer Exzef)
360° —a—b—c=d (sphirischer Defekt)

8.5.2, Rechtwinkliges sphiirisches Dreleck
Bezeichnungen wie beim ebenen Dreieck (d.h., ist ¥ = 90°, sind a
und b die Katheten und ¢ die Hypotenuse).

sina@ = sin xginc

sin ¢ = tan b cot B

8in b = sin ¢sin f
\ sin b = tana cot &
cos ¢ = cos ¢ cos b
cos ¢ = oot & cot f§
cos o = cos @ sin f§
cosx = cot ctan b
cos f =sin c cos b
cos # = cot ctana

Zusammenfassung der oben-angefiihrten Formeln in der Neperschen
Regel:

Wenn man den rechten Winkel ausschlieBt und statt der Katheten
ihre Komplemente setzt, so ist der Cosinus eines Stiickes

gleich dem Produkt der Sinus der beiden nicht benachbarten Stiicke
oder .

gleich dem Produkt der Cotangenten der beiden anliegenden Sticke.

Mit Hilfe der NepERschen Regel lit sich jedes rechtwinklige Ku-
geldreieck aus zwei gegebenen Stiicken berechnen.
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8.5.8. Schietwinkliges sphiirisches Dreieck
Sinussatz
gin a:sin b:sine =

= gin oc:8in f:sin y

Seitencosinussatz
cosa = 008 b cos ¢ 4 sin b sin ¢ cos
cosb = cosc cosa +sinc sin'a cos § -

cosc = cos @ cosdb + sinasin b cos

Winkeleosinussatz
cos o = —co8 f§ cosy - sin f siny cosa
cos § = —cosy cos & - sin ¥ sin & cos b

608y = —o08 o cos # - sin « sin 8 cos ¢

Halbseitensatz des Kugeldreiecks

a cos ¢ cos (6 — &) _ e+ Bty
am g = -l/_ sin B 8in y = 2

i_ co8 (6 — f) cos (6 — ¥)

BT = sin f sin y

a €08 ¢ ¢co8 (6 — &)

?— " cos (g — B) cos (6 — ¥)

a __co8 (6 — B) cos (¢ — ¥)

? cos o co8 (¢ — o)

Durch zyklische Vertauschung entstehen Formeln fiir % und -%—
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Halbvﬂnkelsatz des Kugeldreiecks

gin % — gsin (s — b) sin (8 — ¢)

2 sin b sin ¢

& _ sin s sin (s — a)
sz = sin b sin ¢

a _ - /sin (s — b)sin (s —¢)

e sin 4 sin (s — a)

£ % = sinssin (8 —a)

b= sin (8 — b) sin (s — ¢)

_a+b+te

Durch zyklische Vertauschung ergeben sich die entsprechenden

Formeln fiir —g; und % .

GauBsche Formeln

sin a-;-ﬁ oosa-;b ' a;—ﬁ _ma-;b
00! 12’- obs% sin% B oos%
sina;ﬂ_sina;b 008 2'8 3 a—;—b
oos% - sin% sin -12’- B sin %\

Durch zyklische Vertauschung entstehen weitere acht Formeln.

Nepersche Analogien

tana-lz_b -—cosa-z—ﬂ t&na;-ﬁ cosa;b
tan% _oosa—;-—ﬁ' oot—%— _cosa;b
tana;b_sma 4 tana;ﬁ sina;b
ta.n% 2'9 oot% sina;b

Durch zyklische Vertauschung entstehen weitere Formeln.
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Umkreisradius + und Inkreisradius ¢ des Kugeldreiecks

cob r =~l/icos(a—a)cos(o—ﬁ)cos(o—y) oe. 8.187

cos ¢

t&ne=]/sm (s—a)si’nian: b) sin (s — ¢) ¢s.5.188

cot 7 = cot — cos (0 — o)

2 Durch zyklische Vertauschung
o entstehen weitere Forme(n,
tan o = tan—gsin(a — a)

i

L’Huiliersche Formel
& 8 s—a 8 —b 8§ — ¢
tan—4-= Vtan-z—tan 3 tan 3 tan 3 88.8.188
tan 2= b tan 3¢
" (°‘ s) 2 2 £s.S.186
an — — — — —_— . .
2 2 tan 2 tan i—a :
2 2

Sphiirischer Defekt

tan % =

=7-ten45° - o) tan (s6° - "‘T") tan (46° - %) tan (w - %)
fair o = H—#

(Flﬁiheninha]t fiir sphirisches Dreieck und Zweieck siche Abschnitt
»Itereometrie'’, S. 16b)
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BERECHNUNG DER SCHIEFWINKLIGEN
SPHARISCHEN DREIECKE

Grundaufgabe 1:
Gegeben die drei Seiten

Loésungsweg 1:
Ein Winkel nach dem Seitencosinussatz (z.B. x)

cosa — cosb cosc
Bt =————— ————

sin b sin ¢
sin § = smi% (Sinussatz)
siny = ‘%ﬁ (Sinussatz)

Loésungsweg 2:
Alle Winkel nach dem Seitencosinussatz

Lésungsweg 3:

Alle Winkel nach dem Halbwinkelsatz bzw. ein Winkel nach dem
Halbwinkelsatz und die anderen nach dem Sinussatz wie bei 1
Grundaufgabe 2:
Gegeben zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel (z. B, b, ¢, &)
Losungsweg 1:

cosa = cos b cosc 4 sin b sin ¢ cos & (Seitencosinussatz)

in § — sin b sin « (Sinussatz)
sina
sin y = 8in ¢ sin & (Sinussatz)
sin a

Lésungsweg 2:

tmﬁ-;-y=

b—
008 —— D) cot?
b

°°2
—C

(NzpERsche Analogie)

. o
sin —— cot —

= (NepEBsche Analogie)

tan
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Aus Bty + Yund 227 ﬂ 4 ergeben sich die belden Winkel § und .

a tan b— — cos ﬂ—i-—'y
tan — = NEPERsche Analogie
5 By ( ogie)

Grundaufgabe 3.

Gegeben zwei Seiten und der der einen Seite gegeniiberliegende
Winkel (z.B. b, ¢, )

Lésung:
. _sincsinp .
8in y = W (Slnumtvz)
@ tanb_gccosﬁ-;y
tan — = (NEPERsche Analogie)
2 cos b—v
2
tan B _i2_ Y cos ;_ ¢
cot % = Py (NepERsche Analogie)
cos
2
oder Winkel « mit Sinussatz
Grundaufgabe 4:

Gegeben eine Seite und die beiden anliegenden Winkel (z.B. g, 8, ¥)
Lésungsweg 1:

cosx = —cos § cosy + sin B sin y cos a (Winkelcosinussatz)
sinb = w (Sinussatz)
gin o
sin¢ = 2y 3@ (Sinussatz)
8in o
Lésungsweg 2:
b+ o cosﬂ; ytan%
tan = (NerERsche Analogie)
2 B+
cos ——~
2
b— ¢ sin ; ? tan —;—
tan 3 = Y (NepERsche Anaijogie)

Bm—
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Aus b _2|- € und b ; ° ergeben aich die beiden Seiten b und c.
sina = sm_t'zsm_ﬂ (Sinussatz)
sin b .
Grundaufgabe 5:

Gegeben eine Seite, ein anliegender und der gegeniiberliegende
Winkel (z.B. b, 8, »)

Lésung:
. _sin yeind .
sine = ———7— B (Sinussatz)
e tan li? cos 4 -; L4
tan — = (NErPERsche Analogie)
2 bz
2
sin o = w (Sinussatz)
sin b
_Grundaufgabe 6:
n die drei e
Gegeben die drei Winkel
Lésungsweg 1:
cosg = 2% + cos B cosy (Winkelcosinussatz)
sin f sin y
sinb = 22 ﬂ s g (Sinussatz)
sino .
sine = w (Sinussatz)
sin ‘

Losungsweg 2:
Eine Seite nach dem Halbseitensatz; weiter wie oben

8.5.4.  Mathematische Geographic

Lingenmafle

Die Erde wird als Kugel aufgefat.
Mittlerer Erdradius r ~ 6370 km
Erdumfang a~ 40000 km
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Liénge eines Bogengrades ~ 111,3 km (galtig fir Hauptkreise)

Linge einer Bogenminute &~ 1,852 km = i Seemesle (sm) (giltig fir
Hauptkreise)

1 geographische Meile = 4 sm ~s 7,420 km

1 Strich der KompaBrose = 11}°

Koordinatensystem der Erde

Abszissenachse ist der Aquator. Ordinatenachse ist der Nullmeridian
(Meridian von Greenwich).

Geographische Koordinaten

Geographische Ldnge A wird gemessen entweder
auf dem Aquator als Bogenstiick zwischen dem Nullmeridian und
dem Meridian des Ortes -

oder

als Winkel zwischen der Meridianebene des Ortes und der Ebene
des Nullmeridians (gemessen von 0° bis 180°, éstlich positiv, west-
lich negativ).

Geographische Breite @ ist der sphirische Abstand des Ortes vom
Aquator (gemessen von 0° bis 90° nérdlich positiv, gidlich negativ).
Kiirzeste Entfernung zweier Punkte

Der Hauptkreisbogen zwischen den Punkten Py(g; ; 4;) und P,(p,; 12)
(Orthodrome) bestimmt die kiirzeste Entfernung (orthodrome Ent-
fernung).

Im Dreieck P,P,N sind bekannt
NP, =90° — g,
NP, =90° — ¢,
Winkel P\NP, = A, — A, = 44

(siehe Grundaufgabe 2 des sphirischen Dreiecks)
cos e = cos (90° — ¢,) cos (90° — @,) +
+ s8in (90° — ¢,) sin (90° — @,) cos 44;

cos e = sin @, 8in @, + cos ¢, cos @, cos A2
(Seitencosinussatz)

13 Bartsch, Formeln
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Berechnung der Kurswinkel

Im sphirischen Dreieck P,P,N (siehe Bild 8. 193) lassen sich die
Winkel o und § berechnen, wenn vorher die Entfernung e bestimmt
worden ist.

sin o = sin 44 sin (90° — @,) _sin4 A cos @, (Sinussetz)

sine sin e

. _ s_lB_Al cos@,

sin e

Entfernungen zweier Orte gleicher geographischer Breite

Orthodrome Entfernung e = P:-I\’2 berech-
net sich leicht aus dem rechtwinkligen
Teildreieck P, DN, das durch die Héhe &
in dem gleichschenkligen Dreieck gebil-
det wird.

sin % = cos g sin% (Nepersche Regel)

Lozxodrome Entfernung (Bogen auf dem Breitenkreis) I berechnet
sich nach der Formel

l=A4Acos g (in Grad)
oder

1= “—"l'ggf“"’ (in km)

7~ 6370 km

Anmerkung: Die Loxodrome ist eine Linie auf der Kugeloberfliche,
die alle Meridiane unter gleichem Winkel schneidet. Ist der Winkel
verschieden von 90°, dann néhert sich die Loxodrome splra.lformlg
dem Pol. Jeder Breitenkreis ist eine Loxodrome, dic die Meridiane
rechtwinklig schneidet.
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4.1, Analytische Geometrie der Ebene
41.1. Die verschiedenen Koordinateﬁsysteme

0 Koordinatenursprung, Nullpunkt

Schiefwinkliges Koordinatensystem

Die Lage des Punktes P ist durch zwei Par-
allelen zu den schiefwinkligen Koordinaten-
achsen bestimmt.

x Abszisse, y Ordinate

Rechtwinkliges (cartesisches) Koordinatensystem

Die Koordinaten des Punktes Psind Abszissez
und Ordinate y.

Schreibweise P(z; y)

Es handelt sich um eine eineindeutige Zu-
ordnung der Ebenenpunkte zu Zahlenpaaren
(z;y)€ BXR.

SR . ¢ /17
y

Polarkoordinatensystem .

Die Lage des Punktes P ist bestimmt durch seine Entfernung von
einem festen Punkt O (Pol) und durch den Winkel ¢, den die
Gerade 'OP mit einer gegebenen, durch O

gehenden Geraden (Polarachse) bildet (¢ posi- Ping)
tiv, wenn im mathematischen Drehsinn ge-

rechnet). J

r  Radiusvektor, Abstand, Modul, Leitstrahl

@ Phase, Polarwinkel, Argument, Richtungs- 4
winkel

13*
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Parallelverschiebung des rechtwinkligen Koordinatensystems

b 7 Koordinaten des Punktes P im urspriing-
p lichen System z; y
&g Koordinaten im neuen System &; 5
7 14 z=§E+c¢ E=z—c
o ¢ % X
o y=n+d n=y—d

Drehung des rechtwinkligen
Koordinatensystems um den Winkel ¢

z=£Ecosp — 7sing
= &sing + ncosg
E==zcosp + ysing

7 = —zeing 4 ycosyp

Parallelverschiebung und Drehung des rechtwinkligen
Koordinatensystems um den Winkel ¢

Koordinaten des Punktes P, im urspriinglichen System z;; ¥,
Koordinaten im Zwischensystem z}; y/

Koordinaten im endgiiltigen System &;; 7,

Parallelverschiebung — Drehung

J'
Y P
-3
7 NS
> G
B :
A% ” g
7 EN
0 o]
_ d
4 c x x; x

z==Ecosp — nsing +¢| & =2z o00sp + ysing — ¢ cosp — dsing
=¢ginp + neosp + d| n = —asing + ycosp —csing —d cosy
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Dreliung — Parallelverschiebung
7
P
¥ ~
Y /fg
/’
ad
C
0 v »
X

z=~E6cosp —ysingp + ccosgp — dsin ¢
y=£&sing 4 fcosgp +csingp 4 dcosg
E==zcosp +ysing —¢

7= —zsing +ycosp —d

Ubergang von einem rechtwinkligen zu einem schiefwinkligen

Koordinatensystem
z;y Koordinaten im rechtwinkligen System
&:; 17 Koordinaten im schiefwinkligen System
@y Winkel zwischen z-Achse und &-Achse
@ Winkel zwischen z-Achse und 7-Achse

z = Ecos @, + 7 cos @, E=—a:sm¢2+yoos¢2

sin (p; — @)
. . x 8in @, — y cos
y =£sin ¢, + 7sin @, ’7=#

Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten

T =1rCcosgQ
. =>l=tanq;
y=rsing z

r=Va®+y%

ten g = % A |p€[0°;360°]\H(2k+1)%| kGG}
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4.1.2.  Punkte und Strecken
Entternung e zweier Punkte P, (x,; y,) und Py(x,; y.)
e=Via — ) + (5 — )

Poaryz)

R(ruen)
Bres)

Entfernung e zweier Punkte P,(r,; ¢,) und P,(r,; ¢,)

e = Vr% + r% — 2r79 cO8 (P2 — @4)

Teilung einer Strecke P, P, im Verhiiltnis ;1'
Py(213 %1)s Pal®s; y), Teilpunkt Tz ), A = P, T ﬁ

z = T, + Az,
tT 1412 > 0 fir inneren Teilpunkt
- _ it Ay, < 0 fiir &uBeren Teilpunkt
(Y
Mittelpunkt Py(x,; y,) der Strecke P, P,
_T t % _ Wt
= ; =05

Schwerpunkt S (55 y,) des Dreiecks P,P,P,
_ ot Tyt _ Nt Yt Ys
¢ = — g Ys==—"""3
Handelt es sich dabei um materielle Punkte mit den Massen m,,
1My, My, 80 gilt
I — Mm%y + MeTy + My,
8 my + my +mg Ys

und allgemein bei » Massenpunkten

_ M + MYy + Mmay,
my + my + my

n
Zl‘, mg Ty, é’”‘b?{k
=g %= i

Zn'.m > mg
1

1



4.1. Analytische Géometrie der Ebene 199

Richtung der Strecke P,P,

Y2— W%
Ty — &

tanox =m =

o« Winkel der Strecke mit der positiven
Richtung der Abszissenachse

tan « = m Ricktungsfaktor oder Steigung
der Strecke

Bedingung fiir drei auf einer Geraden liegende Punkte P, Py, P;:

Tyl
T Yy 1|=0

z3 4y 1

Flicheninhalt eines Dreiecks
1 1 z 4 1
4 =3 [zy(y: — ¥3) + Za(ys — 1) + 2s(y — ¥2)] = ) Ty Y 1=
Ty ys 1

1
2

o=y Yo2— %

Ty — %1 Ys— W

I

Fliicheninhalt eines 2-Ecks

1. /

4 =3 [z1(y2 — ¥p) + 22(ys — yy) + 23(yg — y3) + -+ +
+ Z(y1 — Yu—1)1=
1 .
=?[($1 — o) (Y +y2) + (kg —23) (Y2 + y3) + -+ +

+ (24 — 20) (¥ +91)1=
1 “‘;
2 Hl-"k(!/k4-1 = Yk-1) Yn = Yo
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4.1.8. Gerade

Cartesische Normalform

y=mz+b z, ¥€E R

b Abschnitt auf der y-Achse
m = tan o Richtungsfaktor, Richtungs-
koefflzlent, Steigung

m > 0: steigende Gerade
m < 0: fallende Gerade

Abschnittstorm
T y _
2 te=t

@ Abschnitt auf der z-Achse
b Abschnitt auf der y-Achse

Punkt-Richtungs-Form

Y~y =mx—z)

Zwel-Punkte-Form
Y= _%B—h
T—2 Ty—

in Determinantenform:
z y 1
@ 4 1|=0
zy Ya 1
Hessesche Normaltorm
zeos B+ ysinf —p=0

p Abstand des Ursprungs von der Geraden
£ Winkel, den p mit der positiven Richtung
der z-Achse bildet

Alxny)

—
~
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Allgemeine Gieichung der Geraden

Az + By+ C=0 A, B, C Konstanten
«,y€ER (A4 und B nicht gleichzeitig Null)
siche auch S. 96

Polarform

P
r_cos(a—q))

Ubertiihrung der allgemeinen Form in andere Formen
In die cartesische Form:

A c
A (4]
m=—g t=—3F
In die Abschnittsform:
z y _
—otTgTt 4BOH0
A B
c c
= - Z‘, b= — F
In die HEssEsche Normalform:
Az 4+ By 4+ C _ 0 c <0
+V4*+ B +)4* + B

Besondere Geraden
Gerade durch den Ursprung

y=mz "’ Az + By =0
Parallele zur z-Achse
y=2>b By+C=0
Parallele zur y-Achse
r=a Az 4-C =0
Gleichung der z-Achse Gleichung der y-Achse

y=20 z=0
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Abstand € des Punktes P (z,; y,) von der Geraden
in Hessescher Normalform

d=uzx,c088 + y,8inf —p =%_y;—_;a—o
_C— ‘< 0
V47 4+ B

d ergibt sich positiv, wenn der Punkt P, und der Ursprung auf ver-

schiedenen Seiten der Geraden liegen, sonst negativ. d ist in dem
letzten Fall absolut zu nehmen,

Schnittpunkt S(x,; y,) zweier Geraden

y= mz + by A\ y = myx + b, sind als Gleichungssystem zu be-
trachten, dessen Losungsmenge die Koordinaten des Schnittpunktes
darstellt.

Bedingung tiir drei einander in einem Punkt schneidende Geraden
Azx+ By+C, =0} (4, B C,
Az + By + C, =0 (4; B, Gy =0
Az + By +C3=0] |44 B, C,

Winkel ¢ zwischen zwel Geraden
=mz + b
K% . y 1 + t&n¢ _ ’_””'1 |
y = myr + b, 14 mymy
@ spitzer Winkel mm, 3+ —1
Az + By +C, =0 A,B, — A,B,
AN Q = | "=
Ayt 4+ By + C, =0 4,4, + B,B,
@ < 90°

Bedingung tiir parallele Geraden
y=mz+b
, m, = my
Y =mz + b,
A+ By+C, =0

A4,:4, = B,: B,
Az + By +C, =0
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Bedingung tiir senkrechte Geraden
Yy =mz + b,
y = myx + b,
Axz+ By+C =0
A 4+ By +Cy =0

my =

1
— —  bzw. =-1
m mymy
}AIA, 4+ BB, =0

Geradenbiischel

=Ax+ By+C =0
% g o ! gegebene Geraden
g2=Ax+ By +C, =0

Gleichung des Geradenbiischels durch den Schnittpunkt der Ge-
raden g, und g,:

1 +4,=0 A€ER

Winkelhalbierende @, und w, zwischen 2 Geraden g,und g,

sn=A4g+ By+C = 0} gegebene Geraden ¥}
go= Az + By + C, =0 (allgemeine Form)
Gleichungen der Winkelhalbierenden:
A+ By + 0 | Az + Bzy+02=0
+ V4 + B + V43 + B
G
IVETE

<0, €{1,2}

Folgen g,, w,, g5, w, im positiven Drehsinn aufeinander, gilt fir den
zweiten Summanden fir w, das positive Vorzeichen, fir w, das
negative. '

gr==zco8 B + ysinf; — P, = 0| gegebene Geraden
go=zcosfy +ysinf, —p, =0 (Hessesche Form)

Gleichungen der Winkelhalbierenden:
x (cos By + cos f;) + y (sin By £ 8in B,) — (py £ pg) =0
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4.1.4. Kreis

Gleichungen des Kreises
Mittelpunktsgleichung
2 +yt =1

Allgemeine Kreisgleichung

F—c)P+(@y—dp=r

Scheitelgleichung des Kreises

y: = 2rx — zt

Allgemeine Gleichung 2.Grades als Kreis

Ax* 4+ 2Bzy + Cy*+ 2Dz + 2By + F =0

(allgemeine Gleichung 2.Grades in z und y)
Bedingung fiir Kreis:

A=C; B=0; D*4+E?—AF >0
demnach Kreisgleichung

Ax® + Ay? 4+ 2Dz 2By + F =0

Mittelpunkt M ( _____ )

vy a- 1
Radius r= T I/D2 + E2 — AF
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Parametergleichung
=rcost -t ¢
y=rsint|d

Kreisgleichung in Polarkoordinaten
Mittelpunkt M(g,; @,) in beliebiger Lage:
¢* — 200, coa (p — o) + ¢f = 1

Der Pol O liegt auf dem Kreis; der durch Plo;)
0 gehende Durchmesser ist die Polarachse:

@ =2rcosgp 0‘

Der Pol O liegt auf dem Kreis; die Polar-
achse schlieBt mit dem durch O gehenden
Durchmesser den Winkel g, ein:

@ = 2rcos (p — @)

Der Pol liegt nicht auf dem Kreis; der
durch den Pol gehende Durchmesser ist
Polarachse:

r? = ¢® — 200g cos 9 + of
Der Kreis geht durch O; Abschnitte auf

den rechtwinkligen Koordinatenachsen o
und b:

e =acosg + bsing
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Schnittpunkte der Geraden y = mx + b
mit dem Kreis % 4 y? = r?2

bm
A e

1 ——— ——————
+ 7 /P + ) — 8

b m . P R T
Yo = TrmE T/ ) -8

Radikand 73(1 + m?) — b2 = D (Diskriminante)

D > 0 Der Kreis wird von der Geraden-in zwei Punkten geschnit-
ten.

D =0 Der Kreis wird von der Geraden in einem Punkt (Doppel-
punkt) berihrt.

D < 0 Der Kreis wird von der Geraden gemieden.

Tangente und Normale fiir Kreis ? + y2 = r?
im Punkt P,(x,; ¥,)

Gleichung der Tangenfe: xzy + Yy = 12
a2 |
%
Gleichung der Normalen: yz; — 2y, = 0

Richtungsfaktor m; = —

Richtungsfaktor m, = Z_;

J Tangentenlinge t = ™
R34
4 ¢ Normalenlinge n = r
. 3
NI Subtangente s, = y—'l
/ zl
Subnormale s, =z,

Polare des Punktes P,(&,;¥,) in bezug aui den Krels x? |- y>= r?
ZTzy + Yyo = 12 .Po heift Pol.
Zur Geraden Ax + By + C = 0 als Polare gehért der Pol Py mit

Ar? Br?
den Koordinaten oy = — T: P Yo =— Ur- .
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Potenz p des Punktes P,(x,; ¥,) in bezug auf den Kreis
Yyt =12

p=af+y§— 7
Tangente und Normale tiir Krels (¢ — ¢)2 4 (y — d): =12
im Punkt P,(2,; y,)
Gleichung der Tangente:
(z—cxy—e)+(y—d)(y, —d)=r?
ooz —c¢

y—d

Richtungsfaktor my = —

Gleichung der. Normalen:
y—mn)z —c)=(z—=z) (5 — d)

yl_‘d

Richtungsfaktor My = "— c

Gleichung des Kreises durch 8 Punkte P,(x2:y,),

Py(x5 94,) Py(®5595)
2+ytz oy 1
i+ ot 2y oy 1
2+ ys 7 yp 1
z3 + 93 23 ys 1

=0

Polare des Punktes Py(Z,; ¥,) in bezug auf den Kreis

(@-c)3x+(y—de=r
(w—c)(%—c)+(.1/—d)(3/o—ﬂl)=r2

Potenz p des Punktes Py(xy; y,) in bezug auf den Kreis

@— )+ (y—dyp=r
P=(@— 0+ (gp—dP—1

Chordale (Potenzlinie) von zwei Krelsen

Ei=@—c)+@y—d)’2—ri=0

Ey=(z—~c) +(y —dg)* —r5=0
K, — K; =0 Gleichung der Chordaien

Dic Potenzlinie steht senkrecht auf der Zentralen der beiden Kreise.

} gegebene Kreise
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Kreisbiischel

Ei=@—c)+@y—d)>—r3=0 ] )
325(:_62)2 +(y—d2)2— r%=0 } gegebene Kreise

K, + AK, =0 Gleichung des Kreisbiischels fiir 4 &= —1

4.1.5. Parabel

Definition

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem
festen Punkt (dem Brennpunkt) und einer festen Geraden (der Leit-
linie) gleichen Abstand haben.

vk

Bezeichnungen
/ .~

O Scheite] der Parabel

! / z-Achse = Achse der Parabel
; 5 1/ . lLeitlinie (Gleichungm =— %) ; Direktriz
of o\ F x '

p=DF Halbparameter;
2p Parameter

F (—% H 0) Brennpunkt, Fokus
PF Brennstrahl, PL Leitstrahl (PF = PL)

Gleichungen der Parabel
Scheitelgleichung
y: = 2pz
p > 0 Parabel nach rechts gedfinoet
p < 0 Parabel nach links gesffnet
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Allgemeine Gleichung bei achsenparalleler
Lage
(y — @) = 2p(z —¢)
Scheitel S(c; d)
Parabelachse || z-Achse
p > 0 Parabel nach rechts gesffnet
p < 0 Parabel nach links gedfinet

Allgemeine Gleichung 2,Grades als Parabel bei achsenparalleler

Lage
Az? +2Bxy + Cy2 + 2Dz + 2By + F =0

(allgemeine Gleichung 2.Grades in z und y)

Bedingung fiir Parabel: 4 = 0; B = O; demnach Parabelglei-

chung
Cy2+2Dz + 2By +F =0
Parameter 2p = — %)
. E* — CF E
Scheitel S (—m— ; — F)

Parabelachse parallel zur z-Achse

Bei nicht achsenparalleler Lage wird fiir eine Parabel AC — B% = 0.

Parametergleichung
z =12
y = tof
Inverse Glrichungen

x? = 2py
Parabelachse
Scheitel S(0; 0)

Parabel mit y-Achse als

(x —c)t = 2p(y — d)

14 Bartsck, Formeln

p > 0 nach oben gedffnet.
P < 0 nach unten gedffnet
Parabelachse parallel z
y-Achse '
Scheitel S(c;d)
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Cax2+ 2Dy +2Ex+F =0 Parabelachse parallel zur

y-Achse

E E* —CF
Scheitel S(_Z‘_' 3CD )
und
Parameter 2p = — %)

Siehe auch 8. 97

Polargleichung

U
1+ cosgp

(Pol = Brennpunkt; Polarachse durch Scheitel)
r = 2p cos (1 + cot? ¢)
(Pol = Scheitel; Polarachse = Parabelachse)
12077)

r =

Schnittpunkte der Geraden y = max 4+ b mit der Parabel
y*=2px(p >0)
p— bm
mﬂ
ne =2+ l/p(p — 2bm)

Radikand p(p — 2bm) = D (Diskriminante)

D > 0 Die Parabel wird von der Geraden geschnitten.
D =0 Die Parabel wird von der Geraden beriihrt.
D < 0 Die Parabel wird von der Geraden gemieden.

+ 1 .V p(p — 2bm)

Ty9 =



4.1. Analytische Geometrie der Ebene S 211

Tangente und Normale tiir Parabel y2 = 2px
im Punkt P,(x,; ¥,)

Gleichung der Tangente: yy; = p(z + %)

Richtungsfaktor m; = y_p.

1

Gleichung der Normalen: p(y — ;) + y1(z — ;) =0

Richtungsfaktor m, = — %— Y

Tangentenlinge :m’m

Normalenlange - = 4 ] X
n = Vy% + pz ’

Subtangente 8 = 2z

Subnormale 8, =1p

Polare des Punktes P, (&,; y,) in bezug auf die Parabel

2 — .
y: = 2pax y

Yy =plz + )  PyPol ’

Durchmesser der Parabel y? = 2px

=Z2
Y=
m Richtungsfaktor der zugeordneten par-
allelen Sehnen, die vom Durchmesser hal-
biert werden.
Die Tangente im Schnittpunkt eines Durchmessers mit der Parabel
ist der zugeordneten Sehnenschar parallel.

Tangente und Normale an Parabel (y — d)2 = 2&)(:3 - c)
im Punkt P,(=®,; y,)

Gleichung der Tangente:
(y —d)(y1 — @) = p(z + 2, — 2¢)

i =_P?
Richtungsfaktor m, = n—d

14*
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Gleichung der Normalen:
Py —m)+ @ —d)xz—=2)=0

Richtungsfaktor m, = — ?ﬂ;—d

Parabelsegment

Sehne P, P, hat beliebige Richtung.

(h — %)° (7, — o) (Y1 — ¥2)°
12p 6(y, + ¥2)

Sehne senkrecht zur Parabelachse

4=

4= % Y
Die Parabelsehne, die im Brennpunkt auf der Abszisse senkrecht
steht, hat die Linge 2p.
y
Ry

Rotationsparaboloid
Der Parabelbogen rotiert um die 2-Achse

1
V= ? mcly%

Kriimmungsradins ¢ und Kriimmungsmittelpunkt My (§; %)
der Parabel y2 = 2pz im Punkt P,(&,; y,) und im Scheitel §
Fir P, gilt: '

2)3 3 .
0= l&/%?_)_ = ;% n Normalenldnge (s. S. 211)
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Fiir Scheitel 8(0; 0) gilt:
e=|pl; &=p; n=0

Evolute der Parabel y2 = 2px y
8(& — p)?
L T /
S
7

NE1Lsche oder semikubische Parabel

Lange des Parabelbogens OP, der Parabel y2 = 2px

Vol g)en(fs o) -

9+ Vr® + 4t +ut _
r

0P1=—721

=Y/ 2 2 P
VP +oi +5n

= /2 2 P arsinh L
VPl + 7 .

Niherungswert fiir kleines Z—‘:
1

2 9 sp \4
ormn 1450 -5 ()]
1Ry |14+ " m
Linge I des Brennstrahls zum Punkt P,(2,; y,)

l==z + —g'

PARABELKONSTRUKTIONEN

Gegeben: Brennpunkt und Leitlinie

Man f{illt von F (Brennpunkt) auf die Leit-
linie [ das Lot FD (Parabelachse) und errich-
tet in beliebigen Punkten A4,, 4,, 4,, ... dieser
Achse Senkrechten zur Achse. Dann schligt man
um F mit den Radien DA,, DA, DA, ...
Kreise, die die entsprechenden Senkrechten in
Parabelpunkten schneiden. -

Mittelpunkt von FD ist der Scheitel der Parabel.
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Gegeben: Brennpunkt und Leitlinie

Man verbindet einen beliebigen Punkt 4, der
Leitlinie mit dem Brennpunkt F und errichtet
auf 4, F die Mittelsenkrechte, die die Senkrechte
in 4, auf der Leitlinie in einem Parabelpunkt
schneidet.

5 x
4.1.6, Ellipse
Definition

Gegeben: Brennpunkt und Scheitel-
tangente

Man verbindet verschiedene Punkte der
Scheiteltangente mit dem Brennpunkt ¥
und errichtet auf diesen Verbindungs-
linien in den einzelnen Punkten die Senk-
rechten, die die Parabel umbhiillen.

Gegeben: Koordinatenachsen, Scheitel im
Ursprung und ein Punkt P der Parabel

Man fillt von P das Lot PQ auf die
y-Achse und teilt PQ und SQin gleich
viele untereinander gleiche Teile. Die
Teilpunkte auf PQ verbindet man mit S
und zieht durch die Teilpunkte auf SQ
Parallelen zur z-Achse. Die Schnittpunkte
der entgprechenden Parallelen mit den
Verbindungslinien von 8 aus sind Pa-
rabelpunkte.

Die unterhalb der z-Achse liegenden
Parabelpunkte sind als symmetrische
leicht zu finden.

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Entfernun-
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gen von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) eine konstante
Summe haben.
(abgeleitet: Fadenkonstruktion)

Bezeichnungen

F,, F, Brennpunkte

A, B Hauptscheitel

C,D Nebenscheitel

M Mittelpunkt

P_F1 3 P_I", = 2a (konstante Summe)
P_Fl, FE Brennstrahlen

B = 2a groBe Achse; a groBe Halb-
achse

CD = 2b kleine Achse; b kleine Halb-
achse

F,Fy = 2e

e = l/a2 — b2 lineare Exzentrizildt

= & numerische Exzentrizitdt (¢ < 1)

Q]a

2
2p = %— Parameter = zur Hauptachse senkrechte Sehne im Brenn-
punkt

Gleichungen der Ellipse

Mittelpunktsgleichung
zB yz
oF +bT= 1 oder b%32 4 a?%? —a%®=0

siche Bild oben
Allgemeine Gleichung hei achsen-
paralleler Lage

(& —c)?
a®

—d)p
+ = ¥ _1

Mittelpunkt M (c; d)
Ellipsenachsen || Koordinatenachsen
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Scheitelgleichung

2 _ .
y: = 2px z2

Allgemeine Gleichung 2.Grades als Ellipse
bei achsenparalleler Lage

Az® + 2Bzy + Oy* 4 2Dz + 2By + F = 0

(allgemeine Gleichung 2.Grades in z und y) ‘

Bedingung fiir Ellipse in achsenparalleler Lage:

sgnd =sgnC, B=0, A5C

demnach Ellipsengleichung

Az* + Cy2 + 2Dz 2By +- F =0

' CD? + AE® — ACF
groBe Halbachse a = -l/ 50
. CD* + AE* — ACF
kleine Halbachse b = V 405
. D E
Mittelpunkt M (_ 5i- .C_)

Ellipsenachsen || Koordinatenachsen

Inverse Gleichungen

3.’; + ;_: =1 Ellipse mit y-Achse als groBer Achse
e a groBe Halbachse, b kleine Halbachse
Mittelpunkt im Ursprung

z2 = 2py — %yz Ellipse mit y-Achse als groBer Achse
a groBe Halbachse, Mittelpunkt M(0; a)

Ping)
£ Ping) 0cy)

Hauplireis
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Polargleichungen

=P
1+ ccosg’

(Brennpunkt F, Pol; Polarachse in Richtung B)
b2

=i oty

(Pol im Mittelpunkt; groBe Achse ist Polarachse)

r £ <1 (Bilder siehe Seite 216 unten)

r2 , &<1

Parametergleichung
z =a cosl
y=>bsint

t exzentrische Anomalie

Schnlttpunkte der Geraden y = mx 4 b, mit der Elﬁpse

x g
FtE=1
a?mb ab -5
T2 = TR azlmz T ¥ atm? V“zmz + b — b}
b% abm VT
Y2 = pEx ;2m2 tim T a*m? Va2m2 +b% —b%

Radikand e¢*m? + b2 — b = D (Diskriminante)

D > 0 Die Ellipse wird von der Geraden geschnitten.
D = 0 Die Ellipse wird von der Geraden beriihrt.

D < 0 Die Ellipse wird von der Geraden gemieden.

Liénge der Brennstrahlen PF, und PF,

PF,=a+ ez _ —
———— PF, + PF, =2
PF,=a — ez } 1+ PRy ¢

x> y?
Tangente und Normale fiir Ellipse =T "= 1
im Punkt P,(z,; y,)

Gleichung der Tangente: % +%

b2
: bz,

Richtungsfaktor my = — ——=-
%
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Gleichung der Normalen: y — y; = Zz—zzl (z — 2)
1

Richtungsfaktor m,, = )
- bz,
a? 2
Tangentenlinge t = ?/1 + (_ —x 1)
1 ——
1 _ g242
7 Normalenlinge n = Maz_ea:_l
X
¢ at
Subtangente 8 =|— — z;
0=M| / ' S St X ) z,
bz
Subnormale s, = —(;2—‘
x —c)? — d)z
Tangente und Normale fiir Ellipse ( p ) + v 5 ) _ 1
im Punkt P, (,; y,)
Gleichung der Tangente:
—c¢)(zy — ¢ —d —d
(z )ag 1 ) + (¥ )b(2y1 ) =1
b3z, — ¢
Richtungsfaktor m; = — P =)
Gleichung der Normalen:
a —_—
Yy—th= b,g‘—) (® — =)
) _ @y, —4)
Richtungsfaktor m,, = B, — o)

Polare des Punktes Py(2,; ¥,) In bezug aut Ellipse

y2
a2 + oL
S 1%=-1 PPa

Durchmesser der Ellipse

B2
-
a*m
m Richtungsfaktor der zugeordneten parallelen
Sehnen, die vom Durchmesser halbiert werden

y=—
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Der Durchmesser einer Schar paralleler Sehnen geht durch die
Berithrungspunkte der diesen Sehnen parallelen Tangenten. Der
Durchmesser einer Beriihrungssehne geht durch den Schnittpunkt
ibrer Tangenten.

Konjugierte Durchmesser sind Durchmesser, von denen jeder die dem
anderen parallelen Sehnen halbiert. Die

beiden Achsen sind konjugierte Durchmes- Y
ger. P
y=mzx und y = m,x sind konjugierte %
Durchmesser, wenn 0 x
b2
My = — %

Fiir zwei konjugierte Durchmesser 2a, und 2b, gilt:
a? + b2 = a® + b?
ayby sin (p; — @o) = ab

In Worten:

Der Inhalt des aus zwei konjugierten Halbmessern einer Ellipse und
der Verbindungslinie ihrer Endpunkte gebildeten Dreiecks ist kon-
stant.

Gleichung der Ellipse, bezogen auf die belden konjugierten Durch-
messer 20.1 und 2b;, lautet:

? b?
Krlimmungsrsdius ¢ und Krimmungsmittelpunkt My(§; %)
tiir Elllpse e + =1
Im Punkt Py(2;531)

¢ = ol AT oy = LE A

n Normalenlinge (s. S. 218)
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Im Hauptscheitel B(a; 0)
b

Im Nebenscheitel D(0; —b)

&%
=
Ii
[==]

— a’ - — - ez
e = ? ’ E = O) n = T
Im Nebenscheitel C(0; b)
— a’ - — . ez -
e= b’ §= H n=— —b

Haupt- und Nebenkrels der Empseﬂ2 + ¥_q
a: b

224+ y?=a® und 2? 4 y2 = p?
. . a2 2
Evolute der Ellipse ar + z—z =1

Y | (;ﬁz) + (277)’ =1 (Astroide)

far

2
& <=
a

Flicheninhalt der Ellipse, des Ellipsensegments
und des Elllpsensektors

Ellipse: A = nab
Ellipsensegment P, P,C:

. 1
4 = (By; — Za) + ab (arcsin %2 _ aresin -z—')
2 2 a a

y Ellipsensegment P,P,B:
) A = ab arccos 22 — Tayg

AROeyy) a

y Ellipsensektor P,0P,B:

Ovs) A=ab arocos%’
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Ellipsensektor P,0P,C:
4= ab (a.rcsin %t _ arcsin _z_,_)
2 a a
Rotationsellipsold

Rotation um die z-Achse: V = %nab’ (léngliches Ellipsoid)
Rotation um die y-Achse: V = % na?b (Sphiroid)
Ellipsenumfang
—9 1 (1)22_ 1.3)2_51 1-3-5)23"
= "“[ —\%) ¢ (ﬂ 3 ‘(2.4.6 ?""]
Niherungsformeln :
ur nl:%-(a +b) —VE] ; um%[a 4 b + )/ 2(a® + b%)]

ELLIPSENKONSTRUKTIONEN
Gegeben: Brennpunkte und grofe Achse 2a

Man schligt um die Brenn- T 7T
punkte F, und F, Kreise mit /?4"""“9& { 21-p
den Radien p < 2a und (2a — p) /’ '
und erhiilt als Schnittpunkte [ \
vier symmetrisch liegende \ £ b ] )
Ellipsenpunkte. Durch Vari- \ / P
ieren von p < 2a ergeben sich R "

weitere Ellipsenpunkte. J }

Gegeben: Brennpunkte und grofe Achse 2a

Man schligt um F, den Kreis mit
dem Radius 2a (Leitkreis), ver-
bindet einen beliebigen Punkt P
des Leitkreises mit dem 2.Brenn-
punkt F, und errichtet auf dieser
Verbindungsstrecke die Mittel-
senkrechte. Ihr Schnittpunkt mit
PF, ist ein Ellipsenpunkt. Das
gleiche Verfahren kann mit dem
Leitkreis um F, durchgefiihrt wer-
den.
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Gegeben: Halbachsen a und b

1.Lésungsweg:

Man schligt um O den Haupt-
und Nebenkreis. Dann errichtet
man auf der waagerechten
Achse eine beliebige Senk-
rechte g, die den Hauptkreis
in A; und A, schneidet. Die
Verbindungslinien 04, und
0A, schneiden den Nebenkreis

in B, und B,. Die Parallelen durch B, 'und B, zur waagerechten
Achse ergeben auf der Senkrechten g zwei Ellipsenpunkte Z; und E,.

2.L6sungsweg:

Man zieht durch die Scheitelpunkte A, B, C, D zu den Koordinaten-
achsen die Parallelen, die einander in E,, E,, E;, E, schneiden. Dann

38.Losungsweg:

7|
0

(A
N\

\

teilt man die Strecken OC und
E,C in gleich viele untereinander
gleicheTeile. DurchdieTeilpunkte

von OC zieht man von A aus und

durch die Teilpunkte von E,C
von B aus Strahlen. Die Schnitt-
punkte entsprechender Strahlen
sind Ellipsenpunkte. Durch
Zeichnen der zur z- bzw. y-Achse
symmetrischen Punkte ergibt
sich die vollstindige Ellipse.

Man trigt auf einem Papierstrei-
fen mit gerader Kante die beiden
Halbachsen P@ = aund PR =1
von P aus aufeinander ab (QR =
= @ — b). Verschiebt man nun den
Papierstreifen so, daB sich der
Punkt Q auf der y-Achse und der
Punkt R auf der z-Achse bewegt,
dann beschreibt der Punkt P eine
Ellipse (Prinzip des Ellipsenzir-
kels).
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4. Losungsweg:

Man tréagt auf einem Papierstreifen mit
gerader Kante die beiden Halbachsen
PQ = a und PR = b nacheinander ab

Y
PQ q
(@R = a + b). Verschiebt man nun den i .
Papierstreifen so, daB sich der Punkt@
auf der y-Achse und der Punkt R auf der /b-
2-Achse bewegt, dann beschreibt der v - v
Punkt P eine Ellipse. \/

4.1.9. Hyperbel
Definition
Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Entfer-

nungen von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) eine konstante
Differenz ergeben. '

Bezeichnungen

F,, F, Brennpunkte

A, B Hauptscheitel

C,D  Nebenscheitel (imaginiir)

M Mittelpunkt

P_F1 - T’F_2= 2a¢ (konstante Differenz)
PF,, m Brennstrahlen

AB = 2a reelle Achse

CD = 2b imaginire Achse

I'_‘,—z = 2¢

e = |/a® 4 b® lineare Exzentrizitdt

% = & numerische Exzentrizitdt; ¢ > 1

2
2p = % Parameter = zur Hauptachse senkrechte Sehne im

Brennpunkt
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Gleichungen der Hyperbel

Mittelpunktsgleichung
a2
at o7

s. Bild S. 223

=1 oder b%%— a%y®—a%%?=0

Allgemeine Gleichung bei achsenparalleler Lage
x4

3 (—cf (—ad?_,
P

Mittelpunkt M (¢; d)
Hyperbelachsen || Koordinat h

2__o P a
Y .pa:+aa:

Mittelpunkt M(—¢; 0)

Allgemeine Gleichung 2. Grades als Hyperbel
bei achsenparalleler Lage

Ax?2 4+ 2Bry + Cy2 + 2Dz + 2By + F =0
(allgemeine Gleichung 2.Grades in x und y)

Bedingung fiir Hyperbel: sgn 4 & sgn C und B = 0; demnach
Hyperbelgleichung

As? —Cy: 42Dz +2Ey 4+ F =0

CD? — AE® — ACF
reelle Halbachse a= V A:C
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CD2? — AE* — ACF

imaginire Halbachse b = V

. D E
Mittelpunkt M (_ = b‘)
Inverse Gleichungen
$ 1 Hyperbel mit y-Achse als reeller
at ~ B Achse

a reélle Halbachse, b imaginire Halb-
achse, Mittelpunkt im Ursprung

-Hyperbel mit y-Achse als reeller

2 D e
z—2py+ay Achse

a reelle Halbachse, » Halbparameter
Mittelpunkt M(0; —a)

Polargleichungen
- P
r_1+ecos¢p’ ¢>1

(Brennpunkt F; als Pol; F4 Polarz/mchse)

b2

2 - A
etcostp —1°

£e>1

(Mittelpunkt als Pol; z-Achse als Polar-
achse)

Parametergleichungen

a
— O —1 t
=i’ Y + b tan

z

[«

2z = tacosht; y=>bsinht
Glelchung der gleichseitigen Hyperbel
22—yt =a® (b=a)

15 Bartsch, Formeln

Plryep)
r

HA

Piy)
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2 2
Brennstrahlen der Hyperbelz _Y¥ 4
a2 b2

PFi=¢cz4+a | — ——

— PF, — PF, =2

PF,=¢x —a } ! 2 “
Schnittpunkte der Geraden y = ma - b; mit Hyperbel

A 4 1 yp
¥y
a b
a?mb ab TR

ZTie = e azlmz + 2 — a?m2 Vb2 + b — om?

e _atmr 0

b2b abm e
Y12 =p _ alzmz = o Sy Vb2 + b} — aPm?
Radikand 5% + b2 — a?m? = D (Diskriminante)

D > 0 Die Hyperbel wird von der Geraden geschnitten.
D = 0 Die Hyperbel wird von der Geraden beriihrt.
D < 0 Die Hyperbel wird von der Geraden gemieden.

Sonderfille
1. BR—a2m?=0; m+0; b +0

Die Gerade schneidet die Hyperbel nur in einem Punkt (zg; ¥,) und
ist einer der beiden Asymptoten parallel:

_ b+ _ b —bt
2mb, Y+ T T op,
2. \bz—az'm2=0; m=+0; b,=0
Die Gerade ist Asymptote und hat die Form einer der beiden Asym-
b

Tg =

ptotengleichungen: y = & =%

Tangente und Normale Yiir Hyperbel

mz yz
a b L

im Punkt P,(2;; y,)
Gleichung der Tangente:

Ty Y%

at b2
b2z,

Richtungsfaktor m, = o,
1
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Gleichung der Normalen:

Yy—Hh= bzz (z - 171)
Richtungsfak L
ichtungstaktor m, = —32_:1:_1
2\2
Tangentenlinge t = yf + (:cl - ﬁ_)
l
Normalenlinge n = ]/e ‘”1 —at
a?
Subtangente s, = |z, — —
21
b2z,

Subnormale s, =

a2

(x—¢) (y—d)*
a? -

Tangente und Normale tiir Hyperbel B

im Punkt P,(x,; y,)
Gleichung der Tangente:

E—om—c G- -9
a? b2

2z, —
Richtungsfaktor m, = szgl—;—))
y —

Gleichung der’Normalen:

a*y, — d)

y_y1=_b2(::1—c) (z_zl)

a*(y, — d)

Richtungsfaktor m, = — Pz o)
L —

Asymptoten

Die Tangenten in den unendlich fernen Punkten heiBen Asymptoten.
Sie gehen durch den Mittelpunkt.

Gleichungen: y = + %z
Das Stiick der Tangente zwischen den Asym-
ptoten wird durch den Berihrungspunkt hal-
biert:

T.E = T,E
16%
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Satz vom konstanten Dreieck
Die Fliche des Dreiecks T,0T, ist konstant (4 = ab).

Satz vom konstanten Parallelogramm

Sind EF und EG die Parallelen zu den Asymptoten, so ist der Fli-
cheninhalt des entstandenen Parallelogramms OGEF konstant

ab
o)
Asymptotengleichung der Hyperbel

Wihlt man die Asymptoten als Koordinatenachsen, sp ergibt sich
fir die Hyperbel (@ 5= b) ein schiefwinkliges System, in dem die
Gleichung der Hyperbel lautet:

e? )

zIyl — T

Die Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel (¢ = b). stehen senk-
recht aufeinander, so dafl dann ein rechtwinkliges Koordinaten-

system vorliegt, wenn man die Asymptoten als Achsen wihlt. Die
2

Gleichung der gleichseitigen Hyperbel lautet dann 2y’ = 22— .
B

et L mit AD — BO+0und

C. & 0 stellt eine Hyperbel dar, deren Asymptoten den Koordina-

tenachsen parallel sind.

Jede Gleichung von der Form y =

Polare des Punktes Py(x,; y,) in bezug aut die Hyperbel
x? y2

& 1
T,
Zo_¥—_1 PPl

Durchmesser der Hyperbel

b2

Y=tm

m Richtungsfaktor der zugeordneten parallelen
Sehnen, die vom Durchmesser halbiert werden
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Konjugierte Durchmesser sind Durchmesser, von denen jeder die dem
anderen parallelen Sehnen halbiert.
y = myz und y = m,x sind zwei konjugierte Durchmesser, wenn

b2
a?
Fir zwei konjugierte Durchmesser 2a, und 2b, gilt:

af — bf = a2 — b2
Gleichung der Hyperbel, bezogen auf die beiden konjugierten Durch-
messer 2a, und 2b,:

i

af Bt =1

mymy =

Krummungsrndlus und Krummu.ngsmittelpunkt My(§; 1)
2

der Hyperbel 1{)2 =1

Im Punkt Py(z,; y,)
S SRYyrrw-mrapr w4 G —a'p _m
o= E‘V(b 11 y ) a4b pz

n Normalenlénge (s. S.227)

ez} eyl efaty}
=4 ; =" = "
Im Scheitel A(—a; 0)
b2 e?
= . E— . —
e=_=p ¢ P 0
Im Scheitel B(a; 0)
b2 e?
e= _a— =p; &= '; H

Haupthreis dgr Hyperbel
22 4 ya —az

x oy
Evolute der Hyperbel‘; —==1

(-7 -

2
far [§| 2 =
a
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Fliicheninhalt des Hyperbelsegments P,BP,
und des Sektors OP,BP,

X
A=z1y1—abln(7‘+%‘)=

= zy, — arcosh a;_, (Segment)

A=abln (% + ‘%‘) = arcosh:%l
(Sektor)

2
Rotationshyperboloide (rotierende Kurve & — ¥ _ 1)
a b2

Rotation um die z-Achse in den Grenzen a bis z, und —e bis —z;:

_ 2nb¥(xy — a)? (z,
- 3a?

+ 20) (zwetschaliges Rotations-
hyperboloid)

|4

Rotation um die y-Achse in den Grenzen von y; bis —y,:

2ra’y,(y} + 8b%)

V= 3b2

(etnschaliges Rotationshyperboloid)
HYPERBELKONSTRUKTIONEN

Gegeben: Brennpunkte und Hauptachse 2a

2a

a Oa

Man schligt um die Brennpunkte F, und F, Kreise mit beliebigem
Radius p und dem Radius 2a + p und erhiilt als Schnittpunkte vier
symmetrisch liegende Hyperbelpunkte. Durch Variieren von p er-
geben sich weitere Hyperbelpunkte.
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Gegeben: Halbachsen a und b

Man schligt um den Mittelpunkt O Kreise mit den Radien @ und b.
An diege ,,Leitkreise* zieht man die lotrechten Tangenten & und ¢.
Eine beliebige Gerade g durch O schneidet die Tangenten in 4 und B.
Dann schligt man um O den Kreis-

bogen mit dem Radius OB und er- y a4
richtet in seinem Schnittpunkt mit der A < o
z-Achse die Senkrechte zur z-Achse. /

Der Schnittpunkt dieser Senkrechten 4 \

mit der Parallelen durch A4 zur 2-Achse ] 5
ist ein Hyperbelpunkt. Durch Vari- &. / \
ieren der Geraden g ergeben sich wei- % ,
tere Hyperbelpunkte. ~

Gegeben: Koordinatenachsen als Asymptoten und ein Punkt P der
gleschseitigen Hyperbel.

Man fillt von P die Lote PQ und PR auf die Koordinatenachsen,
verlingert PR iiber P hinaus und verbindet beliebige Punkte auf
der Verlingerung mit dem Ursprung O. Durch die Schnittpunkte
dieser Verbindungslinien mit PQ zieht man Parallelen zur z-Achse.
Dann zieht man durch die Teilpunkte auf der Verlingerung von PR
Parallelen zur y-Achse>Ihre Schnittpunkte mit den entsprechenden
Parallelen zur z-Achse sind Hyperbelpunkte.

Entsprechende Zeichnung im 3. Quadranten ergibt den 2 Zweig der
Hy'perbel

J

o

=

i
—01% |

Gegeben: Asymptoten und ein Hyperbelpunkt P,

Man zeichnet eine beliebige Gerade durch 'P,, die die Asymptoten

in @, und @, schneidet, und trigt auf ihr @,P, = @, P, ab. Der
Punkt P, ist dann ein weiterer Hyperbelpunkt.

;;"
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A)

Durch Variieren der Geraden ergeben sich weitere Punkte.

4.1.8. Die allgemeine Gleichung 2.Grades in & und'y
F(z; y) = 01,2 + 201,79 + G2g9® + 20137 + 2855y + 239 =0

Die Invarianten einer Kurve 2. Ordnung:

Qyy Gyy Gy Ia’ a
1 T2
A= |ay ay dy|; 6=
Az G2
Q3; Q33 Qg3

Anmerkung: In den Determinanten gilt a;; = a;..

Invarianten sind GroBen, die bei Koordinatentransformationen er-
halten bleiben.

Die allgemeine Funktionsgleichung 2.Grades stellt einen eigentli-
chen Kegelschnitt dar, wenn A4 = 0 ist, dagegen einen zerfallenden
Kegelschnitt, wenn 4 = 0 ist.

Fir 6 & 0 wird durch die allgemeine Gleichung 2.Grades eine
Ellipse oder Hyperbel definiert, wihrend fiir = 0 eine Parabel
erklirt wird.
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FALL1:d =+ 0
Parallelverschiebung des Koordinatensystems
z=2+u z;y urspringliche Kpordinaten
y=%¥ +v «';y neue Koordinaten
(u; v) neuer Ursprung, bezogen auf das alte System.
— %1233 — Gy, — 1203 — G110y
p=———E p=— e
Bestimmungsgleichungen fiir # und » sind
OF@:y) _ o una ) _
oz oy
(u; v) wird Mittelpunkt des Kegelschnittes.
Die transformierte Gleichung lautet

a7 4+ 28,2’y 4 Gpy? + a4 = 0,
wobei

a4
Qg = Q3% -+ Qog¥ + g9 = 5

Drehung des x'; y’-Koordinatensystems um den Winkel o:

tan gy = — M8 o < 90°
@1y — Qgg
2’ =E&cosax — neina

g = Esina + 7 cos £; n neue Koordinaten

I

Die transformierte Gleichung lautet
(I) by 8% + byen® + a,, = 0, wobei

by = —;' [“11 + age + )/ (ayy — ag9)® + 4“%2]

1 -
b= [‘111 + age F Vlayy — ag9)® + 4“%2]

Das obere Vorzeichen vor der Wurzel ist bei positivem a;5 zu neh-

men, das untere bei negativem a,,.

b, + by = a,; + a5, = 8§ (Invariante)

Gleichung (I) stellt fiir 6 > 0; 4 3= 0 eine Ellipse dar, und zwar

b,>0 b; >0
reelle Ellipse 9 b,y > 0 imagindre Ellipse 4§ b, > 0
ay <0 ay, >0
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Ist 6 > 0, aber 4 = 0, so zerfillt die Ellipse in ein imaginires
Geradenpaar mit reellem Schnittpunkt im Endlichen. Wenn 4 = 0,
ist auch a,, = 0.

Gleichung (I) stellt fiir 6 << 0 und A = 0 eine Hyperbel dar, die bei
4 = 0 in ein reelles, sich schneidendes Geradenpaar entartet.

FALL2:6=0

Drehung des Koordinatensystems um den Winkel o
zT=x cf)sa—y sln &« tan 2 = 2a,, . oa<90°
y=2z'sinx + y cosa @y — Gy

z;y urspriingliche Koordinaten
2’3y’ neue Koordinaten
Die transformierte Gleichung lautet
b x’'% + 2bg1” + 2byy” + ay3 = 0, wobei
by =a, + @
by = a3 Vg, + 345 Vg,
Vo + ey
bas =azam —alal/-“:z
Van + 8y '

Parallelverschiebung des z’; y’-Systems:

, bys ’ byass — bh
r = —_— ; — —_—— e ———
Th YT T,
Die transformierte Gleichung lautet
2b
(I &=-— b—za 7
11

Die Gleichung (IT) stellt fiir 4 = 0 eine Parabel dar. Falls 4 = 0ist,
zerfillt die Kurve in ein Geradenpaar, und zwar

in zwei reelle und verschiedene Parallelen  firr a2q — a,,a53 > 0,
in ein zusammenfallendes Parallelenpaar (Doppelgerade)
! far afs — G43033 = 0,

in zwei imaginédre Parallelen fir a?3 — ayya93 < 0.
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ZUSAMMENSTELLUNG
440 =0
Kegelschnitte mit Mittelpunkt Kegelschnitt
4>0 | §<0 ohne Mittelpunkt
4-8<0
40 reclle Ellipse
eigentliche |———
Kegelschnitte | 4-5 >0 Hyperbel Parabel
imaginire
Ellipse
icht paralleles
4=0 n Parallelenpaar
uneigentliche (sich schneidendes) Geradenpaar
(entartete) ats — duds
Kegelschniite | Imaginar mit _
reellem reell >0 =0 <0
S . 2 ver- 2 zu- 2 ima-
chnlttpunkt
im Endlichen schiedene| sammen-| gindre
reelle fallende
Parallelen
Beispiel 1:
Ha? 4 4oy + 242 — 18z — 12y + 156 =0
ay,=05; a,,=2; ayp=2; a,3=—9;
ag3 = —6; a5 =15
5 2 -9
b 2
4= 2 2 -6 | x0;8= g 9 =10-4>0
-9 —6 15

Die Gleichung definiert eine Ellipse.
Bestimmung von % und »:

oF(z;y) qa _
T-lOz+4y 18=0

oF(x; y)

Layy—) = 4z 44y —12=0

z=u=1; y=v=2 \
Mittelpunkt der Ellipse M(1; 2) im urspriinglichen System
Bestimmung von a,,:

Gy = Qg + Gyg? + Gy = (—9) -1+ (—6).2 416 = —6
Transformierte Gleichung nach Parallelverschiebung:

bz’ 4 42'y’ + 292 — 6 =0




236 4. Analytische Geomelrie

Bestimmung des Drehungsivvinkels o2
2 _ 2, s 26080

1 @y — Gy B
by, = 3 [a“ + ay; + V(au— ay)? + 4af2]
(oberes Vorzeichen, da a,, positiv ist)
1 _
bu=50b+2+)/6-22+4 22 =6

tan 20 =

1 1
bag =7[“11 +ag — V(a1 — ag0)® + 40l | = 5 (7—=08)=1

y' Transformierte Gleichung nach Drehung:
682+ 172 —6=0
e
Tte=!

d.i. Ellipse mit a =6 und b =1 und
mit Mittelpunkt im Ursprung des &; 7-Sy-
stems. GroBe Achse ist die n-Achse. ‘

Frage: Wie muB das Absolutglied ay; in der Gleichung lauten, da-
mit die Ellipse entartet.?

Bedingung heiBt: 4 = 0 oder a,, = 0
Gy = Q32 + agt + 833 =0; —9—12 a5 =0
a3 = 21

Die Gleichung 522 4+ 4zy + 2y* — 182z — 12y + 21 = 0 stollt eine
Ellipse dar, die in ihren Mittelpunkt entartet.

Beispiel 2:
92® — 242y + 16y* + 220z — 40y — 100 =0
ay, =9; 8, = —12; ay =16; a;;, =110
@y = —20; @y, = —100

9 —12 110
A=|—12 16 — 20| +0
110 —20 —100
} 9 —12
= =144 — 144 =0
—12 16

Die Gleichung definiert cine Parabel.
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Drehung des Koordinatensystems:
tan 20 = T e =T} o =.36° 52’

by =6y +a,, =25
b — %1 Vay + a,l@_,_z _ 1109 + (—20))/16 _ 50

" Vau + a5 V2—5

Va'u + @y . V25
Transformierte Gleichung nach Drehung:
252’2 4+ 1002" — 200y" — 100 =0

'z'”+ 4’ — 8y — 4=0

Transformierte Gleichung nach Paral- Y
. Y
lelverschiebung:
—200 2
f=——gmn =8

d.i. Parabel mit Scheitél im Ursprung
des §&; -Systems und dem Para-
meter 2p = 8. Parabelachse ist die
n-Achse.

4.2, Analytische Geometrie des Raumes

4.2.1, Die verschiedenen Koordinatensysteme
Rechtwinkliges (cartesisches) Koordinatensystem

Rechtssystem.:

Drehung der positiven z-Achse nach der posi-
tiven y-Achse unter gleichzeitiger Verschie-
bung in positiver z-Richtung stellt eine Rechts-
schraubung dar.

Die Koordinaten des Punktes P sind z; y; 2-

Schreibweise: P(z; y; z)
Die z-, -, z-Linien, d.h. die Linien, lings denen sich nur eine Ko-
ordinate dndert, sind achsenparallele Geraden. Die Flichen, fiir die
eine Koordinate konstant ist, also die Ebenen z = konst, ¥y = konst,
z = konst, sind achsenparallele Ebenen.
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Beim ridumlichen cartesischen Koordinatensystem handelt es sich
um eine eineindeutige Zuordnung der Raumpu.nkte zu Zehlentri-
peln (z; y;2), %, 9, 2€ R.

Zylinderkoordinatensystem
Die Koordinaten des Punktes P sind g; ¢; 2.

Schreibweise: P(g; ¢; 2)

p
! ¢; ¢ sind die Polarkoordinaten der Projektion

des Punktes auf die z; y-Ebene, 2 ist der Ab-
stand des Punktes-von der «; y-Ebene.

Die Flichen ¢ = konst sind Zylinderfléchen
mit gemeinschaftlicher z-Achse, die Flachen
@ = konst sind Ebenen durch die z-Achse,
die Flichen z = konst sind Ebenen senkrecht zur z-Achse.

i
|
|
I
[}
I
N

Beziehungen zwischen Zylinderkoordinaten
und rechtwinkligen Koordinaten

e=)z+ 4

=- = — 0;2
sin @ p cos ¢ o e[ |
tang =L g€ [0;2n)]\{(2k+1)12‘-]ke(;'}

z=oggcosp; y=gsing; z=2
Polar- (Kugel-) Koordinatensystem
Die Koordinaten des Punktes P sind 7; ¢; 3.
Schreibweise: P(r; p; #)
r Betrag des Radiusvektors OP
@ Winkel, den die Projektion von OP auf die
z; y-Ebene mit der z-Achse bildet (0 < ¢ < 27).
# Winkel zwischen OP und positiver 2-Achse
< m).

Die Flichen r = konst sind konzentrische Kugeln mit dem Pol O als
Mittelpunkt.

Die Flichen ¢ = konst sind Halbebenen durch die z-Achse.

Die Flichen ¢ =konst sind Kegel mit der Spitze in O und der z-
Achse als Achse.
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Beziehungen zwischen Kugelkoordinaten
und rechtwinkligen Koordinaten

r= sz + 422

oy _ z o
smq:—m H c°s¢_—_——z2+y2 @€ [0; Ex]
cosd = —:—; tan0=l/zz+yz H€ [0; w]
wnp=Y; pe [o;zni\{(2k+1)%|kea}

z=rsindcosp; y=rsindsing; z=rcosd

Transformation des rechtwinkligen Koordinatensystems

1. Parallelverschiebung:

r=z'4a ¥ =xz—a 2
y=y'+b yY=y—b
z=2"+¢ Z=z—c

z;Y;2 urspriingliche Koordinaten

z’;y’;2” neue Koordinaten

a3 b;c Koordinaten des neuen Ur-
sprungs im alten System

2. Drehung
z =2’ cosa, + y co8 oy + 2’ Ccos oy
y =2’ cos By + ¥ cos B, + 2’ cos S,
z =g’ cos Yy + y' co8 y, + 2’ cos p,
' =2x coso; + ¥y cos f; 4 2 cosy,
y' =2 cosoy +y cos By, + z cosy,
2’ =12 coBag + Yy cos fi3 + z cosy,

oy, P1sv2n  Winkel, die die 2’-Achse mit den urspriinglichen Achsen

bildet.

&g, Bgy va Winkel, die die y’-Achse mit den urspriinglichen Achsen

bildet.

&g, Bys ¥s  Winkel, die die z’-Achse mit den urspringlichen Achsen

bildet.
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Beziehungen zwischen den Richtungscosinus der neuen Achsen:
cos? o, + cos? B, + cosy, =1
cos? oy + cos? oy + cosloay =1
€08 &, COS &3 + co8 §, cos B, +}- cos y, cos y, = 0
€08 &, c08 fi; + €08 x5 cOB B, + co8 g cos B3 = 0
Weitere Formeln entstehen durch zyklische Vertauschung.

cosx, cosfl, cosy,
A= cosay cosfl; cosy,|=1
cosaxg c€OS Py €Oy,

4.2.2, Punkte und Strecken im Raum
Entfernung zweler Punkte Py (x,; ¥1; 21) und Py (®3; Y23 22)

PP, = V(xl — )+ (yy — ) + (2 — zz_)z =e

Projektion der Strecke e auf die Koordinatenachsen
e;=¢coso; e, =ecosfl; e, =ecosy

&, B, ¥ Winkel, die die durch den Ursprung gehende Parallele zu der
Geraden, auf der die Strecke e liegt, mit den Koordinatenachsen
bildet.

ez = ef, + ez 4 eg
e =e;co8o + €, co8f e, cony
cos? & + cos? B + coa?y =1
cos «, cos 3, cos y Riéhtungscosinus von e
Teilung einer Strecke P3P, im Verhiltnis 4
z; + 4z, A > O fir inneren Teilpunkt

AR pruy A < 0 fiir iuBeren Teilpunkt
=3/1+}~?/z

=112

. 2 4 Az

142
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Mittelpunkt Py(xo; Yo; 2o) der Strecke PP,
5+ z z
gy =2 > 2, yo=?/1'i2‘y2; 2= 1’|2' 2
Sehwerpunkt S(@s; Ya; 25) des Dreiecks P, Py Py

_ Tt 2t _ Wt Yty _unt -tz
=T33 W=T g s m=T——g—

Fiir materielle Punkte in den Ecken des Dreiecks gilt:

Ty

2 = MTy + MaTy + MaTy — MY + mays + may, .
¢ my+my+my % my+my +my
2 = T# + maZ + My,

s

1 my + my + my
und allgemein bei » Massenpunkten

n i n n
;mkzk ;mkyk ;mkzk
~Z; = n 5 Y= n H zl = 7
Em T

Fliicheninhalt des Dreiecks P, PoP;
A=|A43+ A + 4%, wobei

1|0 & 1 1|5 & 1
A1=? Y2 2z 1 Aa='§ z 7 1
Ys 7 1 2 zy 1
1|52 % 1
Aa=§ z Ya 1
z3 Y 1

A ergibt gich positiv, wenn die Aufeinanderfolge der Vektoren OP,,
—_— T ——
OP,, OP, der eines Rechtssystems entspricht.

Yolumen des Tetraeders PPy Py P, (P; Spitze)

7 oy oz 1
V= Lz 42 = 1
6 |z ys 23 1
z, Yy 2z 1
16 Bartsch, Formeln

1|Pr= % 1= ¥ A%
=% Ty — %3 Y —Ys A 2%
T — % Y1 — Y 24— 2
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—
142

V ergibt sich positiv, wenn die Aufeinanderfolge der Vektoren P, P,

P,P;, P, P, der eines Rechtssystems entspricht.
Vier Punkte in einer Ebene: ¥V = 0

Winkel © zwischen zwei Radiusvektoren t; und v,
CO8 T = COS &, COB8 &%, + €08 f, cos f, + cos p, cosy, =

— T2 T+ Y + 212
) 7
a5 B 1

} Richtwinkel der Radiusvektoren r, bzw. 1,
%9 By V2

ply=>cosr=0

4.2.3. Ebene im Raum

Allgemeine Gleichung der Ebene
E=Ax+ By +Cz+ D=0
(4, B, C nicht gleichzeitig Null)

Abschnitte auf den Koordinatenachsen

Db, ,__D> __D
a=— = — o=—

4° B’

Lot vom Ursprung auf die Ebene

D Die Wurzel muB3 das entgegen-

— gesetzte Vorzeichen von D er-
+V4*+ B*+ C* pyjpen,

p=

Richtungscosinus der Ebene

4 &, B, v sind die Winkel, die das
coB x = Lot p mit den positiven Rich-
+ /4% + B 4 (? tungen der Achsen bildet.
B Vorzeichen der Wurzel wie oben
cos f =
+ V42 4 Bt 4 C?
c
cosy =

:I:VA2+B2+02
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Sonderfille

D=0 Die Ebene geht durch den Ursprung:
Az 4+ By+ Cz=0

Die Ebene ist der z-Achse parallel:
By+Cz4+D=0

Die Ebene ist der y-Achse parallel:
Az +Cz+ D=0

Die Ebene ist der z-Achse parallel:
Az + By4+ D=0 '

Die Ebene ist der z; y-Ebene parallel:
Cz+ D=0

Die Ebene ist der z; z-Ebene parallel:
By+ D=0

Die Ebene ist der y; 2-Ebene parallel:
Az + D=0

Die Ebene geht durch die z-Achse:
By4+0Cz=0

Die Ebene geht durch die y-Achse:
Az 4+ Cz=0

Die Ebene geht durch die z-Achse:
Az 4+ By=0

I |
I

[= =

I
=

I
o o

1

Q b k@ A A O w
I

Y & b a o &w @ o °
I

fl
=

Spezielle Ebenen

z=0 Gleichung der.z; y-Ebene
y =0 Gleichung der z; 2-Ebene
z =0 Gleichung der y; z-Ebene

Abschnittsform der Ebenengleichung
z Yy 4 2 _q19 b, ¢ Abschnitte auf den Achsen
2Tt =1 (s 2

Hessesche Normalform der Ebenengleichung
zcoso +ycosf +zecosy —p=20

p Lot vom Ursprung auf die Ebene
cos «, cos B, cos y Richtungecosinus der Ebene (s. 8. 242)
Uberfithrung der allgemeinen Form in die HEssEsche Normalform:

dz+ By+0Cz+ D _ 0, wobei der Wurzel das entgegen-
+ /A2 + B 4 G gesetzte Vorzeichen von D zu
geben ist.

16*
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Abstand des Punktes Py(x; Yo; 2¢) von der Ebene
Az + By+ Cz+ D=0

d= A% + Byt 0%+ D d < 0, wenn P, auf derselben
+ VA2 + B*+ C?  Seite der Ebene wie der Ur-
sprung liegt, sonst positiv.

d==zycos0c +ypco8ff + zcosy —p

Ebene durch 3 Punkte P;(2;; ¥13 1), Pa(®25 Y23 22),
Py(x3; ys3; 23)

1
: ¥ : i T —T Y —%h 2 —7
.’tl gl z1 = Ooder |2, —2, 93—y 22—2%|=0
2 Y2 % Lo — 2 -— —z
Ty ys 23 1 3 AL !

Ebene durch Punkt Py(xy; Yo; 2o)
Az — 7o) + Bly — o) + Clz — ) =0

Ebenenbtischel
Ei=Ax+By+Cz+ D =0
Ey,=Ac + Byy+Cpz + Dy, =0

Ebenenbiischel durch die Schnittgerade der beiden Ebenén E, =0

und E, = 0:

E,+1E, =0, i€ R\{O}

} gegebene Ebenen

Winkelhalbierende Ebenen zu 2 Ebenen
E, =0, E, =0 gegebene Ebenen
A7+ By + Ciz+ Dy | Az + By + O+ Dy _ 0
+VAi + B + C} + VA3 + B + C3

Vorzeichen der Wurzeln entgegengesetzt dem Vorzeichen von Dy
bzw. D,.

Schnittpunkt S(Zs ; ¥s ; 2s) von 8 Ebenen
E, =0, E,=0, E; =0 gegebene Ebenen

a4 ) a4 a4
Z,=_7x; y,=—zli; zl=_72v
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wobei

4 =|4, B, G,

4, D, C
4, D, C,
A, D, Cy

A,=|4, B, D,

4

Bedingung: 4 5 0

Vier Ebenen durch einen Punkt

Die 4 Ebenen sind in der allgemeinen Form gegeben.
4, B, ¢, D |
AZ B 2 02 D 2
4, By, C; Dy
4, B, C, D,

=0

Winkel 7 zwischen 2 Ebenen
E, =0, E, =0 gegebene Ebenen
cos T == Ad, + BBy + GOy T < 90°
V(4 + B: + C%) (43 + B} + C))
Die Ebenen #ind parallel, wenn
A,:B,:C, = A,:B,:0,
Die Ebenen stehen senkrecht aufeina'ndei;, wenn
4,4, + BB, + 010, =0

Gleichungen zweier paralleler Ebenen
Az + By 4+ Cz+ D, =0
Az+ By +Cz+ Dy, =0

Projektion der ebenen Fliche A auf die x;y-,y;z-, 2; 2-Ebene
Ay = Acosy, A, =Acosa, Au=Acc?sﬂ
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Dabei sind «, 8, ¥ die Winkel, die das Lot vom Ursprung aus auf die
Ebene, in der die Fliche A liegt, mit den Koordinatenachsen bildet.

A2 =A§”+A§,+A§z
4 = Ay cosy + Ay, cosa + Az, co8f

4.2.4. Gerade im Raum

Allgemeine Gleichungsform der Geraden

Az + Byy + Cyz + D, = 0, abgekiirzt E, =0
A,z + By + Cpz + D, = 0, abgekiirzt E, = 0

Die Gerade ist der Schnitt der beiden beliebigen Ebenen.

Geradengleichung in zwei projizierenden Ebenen

y = mxz + b (Ebene senkrecht zur z; y-Ebene)
z = nx + ¢ (Ebene senkrecht zur x; z-Ebene)

Umnrechnung der allgemeinen Form in die letztere:
A, =—-—m; B,=1; C,=0; D,=-b
Ay,=—n; B,=0; Cy=1; Dy=—c¢

Sonderfille
= b

Gerade parallel zur z; y-Ebene { '12 Zm +
Gerade parallel zur z; z-Ebene{ 2= ::c te
Gerade parallel zur y; z-Ebene { z i ?:y +9e
Gerade parallel zur z-Achse { Z : ¢

rT=a
Gerade parallel zur y-Achse { r—c

z=a
Gerade parallel zur z-Achse { y=b
Gerade durch den Ursprung { ‘Z : Z':
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Gleichungen der Achsen:
y=0
z-Achse { 2 =0
=0
y-Achse {t -0
z=0
z-Achse { y=0
I El =90
Winkel «, 8, ¥ zwischen der Geraden L Es=0 und den Achsen
_ 1 B G 1|6 4,
cosa=3'p ¢l cosﬁ—lv C, 4,
cosy = L 4. B,
Y=N|4. B
N — B, C,|? C,Al\2 4, B, 2
T | B C, 02A2| ) 4, By

Winkel ¢, 8, ¥y zwischen der Geraden { y=mx+b
und den Achsen z2=nx+c

COS“=—$—’ 005ﬁ=-m='

V14 m2+n2’ V1+m2+n2’

- "

LAY gy

cos? x 4 cos? B + costy =1
Gleichung der Geraden durch Py (%, ;¥ ;2;) mit Richtwinkeln e,8,y

T _y—y_z2—7
co8 cos co8 y

Gemdenglelchﬁng durch P;(®,; y,; 2,) in Parameterform
z=2x; +tcosox
Y=y, +tcosp
z2=2 +tcosy

Allgemeine Parameterdarstellung einer Geraden
z=ad+a; y=>bt+by; z=ct+ 0,
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worin a,, b, ¢; nicht einmal mehr der Richtungscosinusrelation zu
geniigen brauchen, sondern wie a,, b,, ¢, beliebige gegebene Zahlen
sind.
Gerade durch 2 Punkte Py (®;; Yy 21) und Py(@2; yo3 23)
T—%H _Y— % _ 2—1n
Ty— % Y2~ % R—2%
Sonderfille

1. Gerade durch Py(z;; y; 2,) und den Ursprung

—_—— e —

2. Gerade durch Py(z,; y,; 2,) senkrecht zur Ebene £ = 0

T—%_Y—4h_z2—2
4 B c

] T—=X Y=Yy, ~Rr—2
Schnittpunkt der Geraden cos e — cosB — oosy
Ebene E =0

z, =z —tcoso

mit der

Az, + By + 02 + D

Ys =Yy —tcosf t= -
2, = 2, —tcosy Acosx + Bcosf + Ccosy

Gerade parallel der Ebene:
Acosox + Beosf 4+ Ccosy=0

Schnlttpunkt der Geraden { g : ::;m _:' cb mijt der Ebene E =0
bB+¢C+ D

ys und z; durch Einsetzen in die

gy = — o T T,
8 4 4+ mB + nC Ausgangsgleichung

Gerade parallel der Ebene: 4 + mB + nC =0

Bedingung tiir den Schnitt zweier Geraden
E,=Azx+ Bly+6'1z+Dl=0}
E,=Ax+ By +Cpz+ D=0 gegebene
Ey= Ay + By + Ciz + Dy =0 Geraden
E,=Ax+ By +Cpe+ D, =0
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A, B, C, D,
4, B, C, D,
A, B,Cy D
Ad B4CA Dd

™

=0

@
@
)

Schnittpunkt zweier Geraden

[y=mz+b, , [y=mz+ by

lz2=mz+c 1z=n2a:+co
o = bg—b _cp—o¢ | y _ myby — mgd,
= : = 1727 T2
S omy—my my—my ¢ my — My
NCy — Nyl
g =—= 21
Ny — Ny

b —b, my —my

Bedingung fir Schmttpu.nkt i ——,

Winkel 7 zwischen der Geraden
=% YUt _Z—21 1d der Ebene E =0

coscc €08  cosy
sin 7 — A4 cosx + Beosf + C cos y T < 90°
V42 + B2 + C?
Gerade parallel der Ebene: A cosx + B cosf + Ccosy.= 0

A _B _ 0
cosx cosf cosy

Gerade senkrecht auf der Ebene:

und

- - -z
Schnittwinkel v der Geraden ———t =¥ —Y1 _2—21
{ €os oy co8 51 e08y]

=T Y—Y2 ~—23
co8 &3 eos 32 cos y2

CO8 T = COS 0¢; CO8 &g + COS B, co8 fiy + €08 ¥, CO8 y,
Parallele Geraden:
CO8 X; = COB &%, CO8f3; = c08fl,, CO8Yy; = cOBY,

Senkrecht stehende Geraden:

CO8 &, CO8 &, + cos B, cos f§, + cos y, cos y, = 0
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Sehnittwinkel T der Geraden
Jy=mxz+0b, y=myx+ b,
lz=mz+c und {z =nx + ¢,
1 4 mymy + nyny
VA + mi + nd) (1 + md + nd)

Parallele Geraden: m; = my; ny = n,

COBT =

Senkrecht stehende Geraden: 1 + mym, + nyny =0

Abstand zweier windschiefer Geraden im Raum

T—% _Y—WN_2—2

cosa;  Cco8 B,  co8 Y,

T2 Y—Y_%2-%

CO8 0y cos B, cosy,

=% % — Y 5%
cosx, cosf, cosy,
COB &y . COBfl, C€OS Y,

gegebene Geraden

2 2 2

cos f3, cos y;
cos fi, cos y,

CO8 73 COB 0y
CO8 P, COS 0y

€08 &, o8 fi
I
€08 &5 cos fi,

V

4.2.5. Flidchen 2.0rdnung

Kugel
Aligemeine Gleichung:
@—af+(y—bF+(z—cf—r2=0
Mittelpunkt M(a; b; ¢)
r Radius
Mittelpunktsgleichung:
24+ y*+22—r2=0  Mittelpunkt im Ursprung
Quadratische Gleichung als Kugel:
A +y*+22)+ Br+Cy+ D2+ E=0 fir 4+0

B C ID)

Mittelpunkt M(— o~ e

Rad.iusr=%VB’+Cz+Dz—4AE
fir B?+ C? + D > 44E
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Tangentialebene im Punkt Py(zy; y¥,; 2,) an die Kugel
(z—al2+(y—0P2+(z—c—1r=0:

(z—a) (% —a) + (y — ) (4o — B) +
+E—0)(zm—0) —r =0

Liegt P, nicht auf der Kugel, so stellt die Gleichung die Polarebene
von P, in bezug auf die Kugel dar.

Potenz p des Punktes Py(zy; yo; %) in bezug auf die Kugel
(c—alt+y—bE+E—cf—r=0

P=(@—af+ (@ —bF+(—cf—1r
Potenzebene
Ey=(@—a)’+y =0+ (e —¢)f—rf = O}gegebene :
Ky = (& — 2y’ +(y — b+ (= — )" — 1§ = 0] Kugeln
K, — K, =0
Die Potenzebene steht senkrecht auf der Zentralen der beiden Kugeln.
Potenzlinie in bezug auf drei Kugeln

K,=0; K,=0; Ky=0 drei gegebene Kugeln

K, —K,=0

K, —K,=0 } Potenzlinie
Ellipsoid

2 2

¥z
atpEta=l

Mittelpunkt im Ursprung; a, b, 0 Halbachsen der
Hauptschnitte

Sind 2 Achsen gleich, so liegt ein Rotationsellipscid vor.
Sind 3 Achsen gleich, so liegt eine Kugel vor.

Polarebene zum Pol Py(xy; yy5 2):

T vy, 22y
F T ta=
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Liegt P, auf der Fliche des Ellipsoids, so stellt die Gleichung die
Tangentialebene dar.

Durchmesserebene (Diametralebene):

X cCoO8 & cos
¥ B

a? b? +

zcoBy
o2

0

&, B,y Richtwinkel des zugeordneten Durchmessers

Drei konjugierte Durchmesser:

Co8 0y COSxg , CO8 ) cos f; | coS Yy cCOBY,

a? + X + c? 0
COB 0y COBxy | 008 fi; co8 fly | cOBY, COBY,
a? + b2 c? =0
08 (g COS %, | cos f35 cos f, €08 Y3 CO8 Y.
B 22. 1 + abz L + 13 1= 0

&y, Brs V15 Oy Bas Va3 %9 B, ¥s Richtwinkel der drei konjugierten
Durchmesser
Jede Ebene schneidet das Ellipsoid in einer reellen oder imaginiren

Ellipse.

"Hyperboloid
j 2 oy 2
dtE—ag1=0
einschaliges Hyperboloid z

(a,b reelle Halbachsen,
¢ imaginire Halbachse)

.
%+1=0

o

zweischaliges Hyperboloid
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(c reelle Halbachse, a und b imaginire Halbachsen)

2 22 . .
pey + A= 0 Asymptotenkegel fiir beide Hyperboloide

a = b Rotationshyperboloide (z-Achse Drehachse)

a, b,¢ Halbachsen der Hauptschnitte

Durchmesserebene (Diametralebene):

z ‘:’: s B_z °c'f‘ ¥ — 0 giltig fiir beide Hyperboloide
&, B, y Richtwinkel des zugeordneten Durchmessers

Polarebene zum Pol Py(zo; yo; 20):

:%:—2" + y—gz"- — _zc_z;, +1=0 Pl}lszeic?len fiﬁ.r" zwgischali.ges,
Minuszeichen fiir einschaliges
Hyperboloid

Liegt P, auf der Fliche, so stellt die Gleichung die Tangentialebene
dar. ’
Die geradlinigen Erzeugenden des einschaligen Hyperboloids:

1. S&har

x z y
2.Schar {a ¢ b
z z

Jede Erzeugende der 1.8char schneidet jede Erzeugende der 2.Schar.
Eine Ebene schneidet das Hyperboloid in einer Hyperbel, Parabel
oder Ellipse, je nachdem die Ebene parallel zu zwei Mantellinien,
zu einer oder zu keiner Mantellinie des Asymptotenkegels liegt.
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Paraboloid

a2y 2ty ,
elliptisches Paraboloid hyperbolisches Paraboloid

2

X

Die Achse des Paraboloids ist die z-Achse.

Scheitel im Ursprung _

a = b beim elliptischen Paraboloid ergibt ein Rotationsparaboloid
mit-der z-Achse als Drehachse.

Die z; y-Ebene ist Tangentialebene an beide Paraboloide im Ur-
sprung.

Jede zur z-Achse parallele Ebene schneidet das elliptische Parabo-
loid in einer Parabel, jede andere Ebene in einer reellen oder ima-
gindren Ellipse.

Jede zur z-Achse parallele Ebene schneidet das hyperbolische Para-
boloid in einer Parabel, jede andere Ebene in einer Hyperbel. Die
z; z- und die y; z-Ebene sind Symmetrieebenen fiir beide Paraboloide.
Tangentialebene in Py(xy; Yo %):

%i%_(z‘i'zo):()

Liegt P, nicht auf der Fliche, so stellt die Gleichung die Polarebene
dar.
Die geradlinigen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids:

z -:Z— =% parallel der Ebene
1.Schar ; : v . z Yy _,
P S a b
r_Y¥Y__,; parallel der Ebene
a b z oy
2.8char ==
L4Y_ 1, a
e 'b 4 %, A€ R\ {0}
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Kegel
2 2 22
s

+
¢

=0 (I) z

s

in 8

a, b Halbachsen der Ellipse, die Leitkurve des
Kegels ist und deren Ebene senkrecht zur
z-Achse steht

¢ Abstand der Ellipsenebene von der z; y-Ebene;
Spitze im Ursprung

Tangentialebene an Kegel (I) in Py(zy; %o; 2,)

oty | YUy _ % _

a? " bt

Gerader Kreiskegel

Fiir a = b wird die Leitkurve zum Kreis; die Kreiskegelfliche hat
dann die Gleichung
224yt 22

a? _c—2=0

und ihre Tangentialebene

T2 T Yh _ % _
a? 2

Gleichungen der Erzeugenden des Kegels:

22 1y Schar geht durch Spitze
a e Ab des Kegels
s 2 y 1€ R\ {0}
L 214
e ¢ b
Zylinder
2y
a2 + b2 - 1

Elliptischer Zylinder senkrecht zur z; y-
Ebene.

z; z- und y; 2-Ebene sind Symmetrieebenen.
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Die Gleichung ist gleichbedeutend mit der
Schnittellipse in der z; y-Ebene.

z? ﬁ.
—~3e

Hyperbolischer Zylinder senkrecht zur x; y-
Ebene

z; z- und y; z-Ebene sind Symmetrieebenen

=1

Schnittkurve in der z;y-Ebene ist eine
Hyperbel.

y* = 2pxr parabolischer Zylinder senkrecht zur z; y-Ebene
Die z; z-Ebene ist Symmetriecbene.

Die y;z-Ebene 1st Tangentlalebene, die die Fliche in der z-Achse
beriihrt.

Schnitte senkrecht zur z; y-Ebene ergeben ein reelles
oder imaginidres Geradenpaar. Jede andere Ebene
schneidet den elliptischen, hyperbolischen bzw.
parabolischen Zylinder in einer Ellipse, Hyperbel
bzw. Parabel.

Gleichung der Tangentialebene in P,,(a:o; Yos %)
y?lo

fiir elliptischen Zylmder — +

fir hyperbolischen Zylinder %’ — ‘1%’ =1

far Da.rabohschen Zylinder yy, = p(x + )

4.2.6. Die allgemeine Gleichung 2. Grades in &, y und 2
Hx; 95 2) = apa® + 20,0y + ag9y° + 204,72 +
+ 28559z + a332% + 20,7 +

+ a3y + 242 + ayy =0
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Die Invarianten der Fliche 2.Ordnung:

1 Qg3 Gy3 Ay

a1y @y3 Gya
Qgy Aoy Agq A,
A4 = 21 Y22 “oa Y2u | , 6

= Qg Ggg g
» 21 Y23 9
G3y Qg3 Qg3 Ay
Q31 Q32 @33
Qa1 Gy Qg3 Gy
8 =0y + @y + a3
¢ = %1 %12 Qa3 Qa9 Q33 gy
Gyp Qg Qg3 G33 Ay 1y

Anmerkung: In den Determinanten gilt a;, = ay;.

Die allgemeine Funktionsgleichung 2.Grades stellt eine Fliche
2,0rdnung dar. Sie besitzt einen im Endlichen gelegenen Mittel-
punkt, wenn & = O ist (sog. Mittelpunktsfliche). Sehnen durch den
Mittelpunkt heiBen Durchmesser. Der Ort der Mittelpunkte paralle-
ler Sehnen ist eine Durchmesserebene (Diametralebene). Der zu den
Sehnen gehorige Durchmesser ist konjugiert zu der Diametralebene.

Ein Zerfallen der Flache 2. Ordnung in ein Ebenenpaar tritt ein, wenn

Q3 G12 By a1y Q13 gy Qgg Qg oy
Qg Gy Byy | + | Bgy B33 gy | + | G52 B33 gy | =0
gy Gg Oy G4y Qg3 Qyy gy Qy3 By

Fiir reelle, nicht zerfallende Flichen 2.brdnung gelten folgende Be-
dingungen:

FALL 1: J & 0 (Mittelpunktsflichen)

d8>0,t>0 ds und ¢ nicht beide > 0
4<0 Ellipsoid zweischaliges Hyperboloid
4>0 imaginiires Ellipsoid einschaliges Hyperboloid
A =0 | imaginirer Kegel Kegel

17 Bartsch, Formeln
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FALL2:0=0

4<0,t>0 " A>0,t<0

A4%0 elliptisches Paraboloid | hyperbolisches Paraboloid

t>0 t<0 t=0
A=0 elliptischer hyperbolischer parabolischer
Zylinder Zylinder Zylinder



b, Differentialrechnung

5.1, Grenzwerte

Eine Zahlenfolge {a;} hat den Grenzwert C, wenn sich zu einer be-
liebigen Zahl ¢ > 0 ein K = K(c) so angeben 1iBt, daB fir alle
k > K gilt:

lay — C| <&
oo . /
Schreibweise: lem;n a = C; {a,,}zg = {a; — C} Nullfolge
Eine Folge ist konvergent, wenn der y
Grenzwert existiert, sonst divergent.
Eine Funktion y = f(z) hat an der Stelle 100

Cie

z = ¢ den Grenzwert C, wenn bei unbe-
grenzter Anniherung von z an die Stelle C-i
¢ der Fuhktionswert f(z) sich unbegrenzt
dem Wert C nihert.

Schreibweise: ;Ln: flz)=0C

_01 r=2rar 2

Genaue Definition

Eine Funktion f hat an der Stelle x = ¢ den Grenzwert C, wenn
gich zu jeder kleinen Zahl ¢ > 0 eine Zahl { > 0 so angeben laft,
daB z-Werten im Intervall € (¢ — {; ¢ + {) Funktionswerte im
Intervall f(z)€ (C — €; C + ¢) entsprechen.

Es darf ;1_1)1;1’ f(z) nicht mit f(c) verwechselt werden.

Linksseitiger und rechtsseltiger Grenzwert

C ist linksseitiger Grenzwert, wenn die Funktion y = f(x) firz < ¢
sich dem Wert C unbegrenzt nihert. /
Schreibweise: C =zﬁg 0 f(x) bzw. C =Li_r::1c f(z).

z<e
C ist rechtsseitiger Grenzwert, wenn die Funlktion y = f(x) fir z > ¢
sich dem Wert C unbegrenzt nihert. '

17*
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Schresbwetse: C =z_l>1:1_1|_ 0f(:a:) bzw. C = él;].'% f(=)

Ist, lim f(z) = lim /(@) >lim fiz) = C

Rechnen mit Grenzwerten

Unter der Voraussetzung, da8 die in den Regeln auftretenden Grenz-
werte existieren, gilt:

lim [f(z) £ g(=)] = lim f(z) & lim g(=)

lin [f2) g@)] = lim f(z) lim'y(z)
lim ()] = o lim /)
lim
imie -y e Mg o
mVier = Vimfe
Im@ = (im @]
Jim o'®) —ed® R
lim [log, f(s)] = log, [lim f(z)]

Ist g(z) < f(a:) < h(z) und llm g(x) = C, lim h(x) = C, so gilt
llm f(a:) e

Beispiele fir Grenzwerte:

1 firla| <1
1 1 .
1 11 _ . fir @ = —1
Jl_lnw 1+a* 5 fir a = 1, divergent fiir ¢
0 firle|>1
lim arctan l =T
z>+0 x 2
lim aretan —1- =_T
z->—0 z 2
Jim 0% _ 1; lim sinnz _

z—>0 X n>0 7
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. sinz
lim --~=0
z—>00 I
tan z tan nx
lim = l; 1 - )
r—>0 2 n—~0 %

1 .

i 1\
1i 1 h = 1i —) =e = 928...
hma( + h)h 1}1_1)11 (1 + ) e = 2,71828

lim (1 + %)n= c®

n—>o0
n n
.z n .z
lim — =0 fire>1; 2€N; lim = =0
Z—+00 g z—+> o0 ¥
) n n
. a . X —a _
lim — =0; lim: — = ng™1
n-ooon! T ¥ —a
T
. a —1 .
lim ~ =Ine fir ¢ >0
z—0 x :

. 1 1 1

’}1_11100(1 TRE S IV lnn) =0 =05772...
(EvuLERsche Konstante)

lim W‘ m (STIRLINGSche Formel)

n>o pla V"

lim 2-4.6.--(20) 2 1 =

n>wil1-3.5... (2n —1) 2n 2
(WavLL1ssches Produkt)

lina »-;m Z 1 (MASRELYNEsche Regel)
= z)/ cos % '
5.2. Differenzenquotient, Differentialquotient, Differential

Schreibweise: Differenzenquolient -—Z

Differentialguotient g—‘z ,

d/(147)

¥, f(x), —5—
ﬂ =¥ =% _ fz) — fizp) — Hzo + Ax) —{(z)

dz  z — x, z— Az

= tan g,

Der Differenzenquotient gibt den Anstieg der Sekante PyP an.
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Dreieck PyAP heit Sekantendreieck.

dy _ Ay . H(=) — f(x) 1 /(zy + Ax) — /(zo)
dr Al:cl—jfoﬂ 41:1_’1:20 z — x, —Alal:l—r»lo Az

=tant, xEC€X; z,+A2€X; Y= [fx)EY

Der Differentialquotient (die Ableitung) der Funktion an der Stelle z,

gibt die Steigung der Tangente im Punkt P, an. Das Dreieck P,BC
heilt T'angentendreieck.

Y Die Funktion y = f(z) ist an der Stelle

P 1) %y € X differenzierbar, wenn sie dort defi-

niert ist und der Grenzwert gz—y an dieser
s A1 Stelle existiert.

Die Funktion y = f(x) ist in einem Inter-
i vell, das dem Definitionsbereich ange-
[4 ax * _ hért (z€ X), differenzierbar, wenn sie an
- jeder Stelle des Intervalls differenzierbar
ist. Jede an der Stelle z, differenzierbare Funkiion ist dort stetig

(gilt nicht umgekehrt?).

Linksseitige Ableitung l‘f‘_o f(x;.); : {u(%)
/ (=) — /(z%)

rechtsseitige Ableitu.ng lim
»2,+0 T — I,

Sind an der Stelle x, rechts- und linksseitige Ableitung verschieden,
ist die Funktion bei z, nicht differenzierbar.
Begritt des Differentials

dy _ _
3y = @ =dy =/[(z)de
dy heiBt das Differential von y, das zum Differential da: gehort.
Ableitungstunktion

F={z:9)y =t}
Hohere Ableitungen und Differentiale

Jede Ableitung, die selbst wieder eine differenzierbare Funktion von
v darstellt, kann abermals differenziert werden.
Zweite Ableitung:

dzy ” dz/(97?) df'(z)
d_$2 = / (1:) dz
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Dritte Ableitung:

&y _ = "a) = d’f(x) _ 4=
dz® — dz
n-te Ableitung
an ar d n—1)
= Z = y® = f0)z) = /(@') f — ()
Entsprechend
2. Differential : d%y = d(dy) = " (x) d=2

3. Differential : ddy = d(d¥) = /"' (x) d=?

n-tes Differential: d%% = d(d”*~ly) = () dz®
5.8. Differentiationsregeln ’
l.y=¢C; y=0

2oy=u tugt-tu,; ¥y =9 +uyg+-+up,
Uyy U, +-+5 Uy, Funktionen von

3. y=uv; y =uv +uv' (Produktregel)
y = uvw; y = wow + w'w + wow’
4. y =cu; y =cu
5 y= —:}i; y = M—v—-— (Quotientenregel) fiir v 40

6. y=fu); w=g(v); v=hx)
Y — ) ) W(e)  (Ketlonregel)
7. Vereinfachter Fall: y = f(u);  u — g{z)
y = f(u) dufere Funktion, u = g(x) innere Funktion
= f'(u) ')

8. Ist # = g(y) die Umkehrung von y = f(z), so gilt

= oL oder ¥ L qurp :
) = g oder T = g fir () +0,¢4) + 0

dz
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Beispiele:
lLy=-9 ¥y =0

2. y=2%+ 22 —27; 9y = bat 4 2z — ot

3. y = (z* + a) (22 + 3b) P4+ a=u; u = 382
y == 3z%x? + 3b) + 224 3b =v; o =2
+ (z* + @) 2z

y’ = bat + 9b2% + 2ax

4.y =102% y =10.62°

y’ = 60"
5 23 4 2z 2+ =u; w=232+2
AR TR | 42 —T=v; v =8¢
, (8% 4 2) (422 — 7) — (2® + 2z) 8¢
vy = (4F — 78
, 4ot — 2022 — 14
Y= "z -0

6. y=(1 —costz)® =u = f(u), wobei u=1—costz
f(u) = 2u = 2(1 — cos! z)
u=1—costz=1—0vt =g(v), wobei v =cosz
gw) = —4v* = —4 cos®x
v=cosz = h(z); -k (z) = —sinz

g—z = f'(u) g’(v) B'(z) = 2(1 — cos? z) (—4 cos?® z) (—sin z)

g—z = 8 8in z cos® (1 — cost )

7. y = arctan z Umkehrung: =z = tany = g(y)

=14 tan?y

g Lo 1 1
V=I® =) “TF iy~ 1+ &

W) = oa ”
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Logarithmische Differentiation

Mitunter ist es notwendig, zur Bestimmung der Ableitung der
Funktion y = f(z) zuerst den natirlichen Logarithmus der Funk-
tion zu bilden und diesen dann nach z zu differenzieren (logarith-
mische Ableitung).

Besonders giinstig ist dieses Verfahren bei Funktionen der Form
y = u(z)*@).

Iny = v(z)In u(z)

L1y = v ) + o) L

¥ u(z) '
, u'(x)

y v'(z) In u(z) + v(x) )

v = e [v@) ) + ol

Beispiel:

y = (arctan z)*

Iny = zln (arctan z)

1 T 1

?y =1n(arctanx)+m T

y’ = (arctan z)® [ln (arctan z) + M:m]
) .
Differentiation von Funktionen mehrerer Verinderlicher
z = f(xz;9)
Partielle Ableitungen’

of(x; 17 . Az y) — H
_f_(a;zy) _ a—i=%=/z= lim fz + xz'/ﬂ)c fz; y)
Oftesy) _ 0z _ . _ . _ g @Y E4y)—f=ziy)
oy —@—z”_/”_al;t-'&o dy

0z
&_3<a_z) Cf—2
ér® ox = '#@T m

0z
Figa 3<3—y>

) oy- tw =2y
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o0z
2z 2 (3_z)

droy oy =l =2y
oz

2z _a(@) -, =

dyoxr  or =Ty = s

Unter der Bedingung, daB diese letzten beiden Ableitungen an der

Stelle (z; y) stetig sind, gilt der Satz von Schwarz
P o
dzoy oyorx

Totale Ableitungen:
dz 9z oz dy

&~ % Toyds

dz o% 2% dy . 2%z /dy\2

= T rry ot o)
Totale Differentiale

dz =-zz- dz + 3—2 d

d% = d:.:z + 2 d.z dy + y?

Bein unabhn.nglgen Va.rla.blen.

) % oy
dy_aa:ldz' +a—z2d.’ta+"'+adzﬂ

Beispiel:
z = y2e”
2 _ ep. % _o.
7 = y%e®; P 2ye
%z &2z %2
== yzea:. = 2¢%.
dz = y2e® dx + 2ye® dy = ye® (y dx + 2dy)

d?z = 2 dz? + 2. 2yet dz dy + 2% dy? =
= e*(y?% dz® + 4y dz dy + 2dy?)
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Differentiation unentwickelter (impliziter) Funktlonen
f(x;9) =0
of
dy_ __&=_ _Is
== ¥ = of I,
dy
oy KA R S N EAN
v h'( ) Yooy oc o ¥ W(E)
iz~ 21 =
&)
_ hafi— 2nlely + 12
4

Beispiel:

fzsy) =2 —2%y +4°=0

of of

EP =322 —2zy =1, —=5y‘—z2=fy

32

—ta—m=p, Th—2yp=y,

2t

oz dy %=y =ln

dy  32* — 2xy

dz =~ Byt — z*

ay -

dzt =

_ (6z— 2y) (6y* — z*)* — 2(—22) (&' — 2ay) (64* — z") + 20y"(3z* — 2ap)*

(51/‘ p— zl)l

Differentiation von Funktionen in Parameterform
z=9pM);y =19y

dy

dy dt _ () .

i~ dz = ¢00) o) +0
de

d¥y dr d%z dy

~

dly df de  de e _ () 9(t) — F(¢) ()

dz? (:_95)’ - WP
¢
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Beispiel
z=Int
1
Y=1=%
de_1. &2 1. &,
de t’  ae £z’ z
dy_ 1 dy_ 2
dt (1 —¢)2”  der T (1 —¢)
dy_ 1 1 _ ¢
de” (1 —¢2 ¢t (1—1)2

oder

2 1.1 1
2y TP ¢ e Tt Wt —2 B4t

dz? (1)8 TTa=p T {qg=¢p

¢

dzy  d t ]'_ 1+¢,_t2+¢
dz?  dt [:(1_:?)*2 T @@= (1 —¢?

Differentiation von Funktionen in Polarkoordinaten » = f(p)

) . Ar r
Differenzenquotient A_?’ “tano

= r cot ¢, wobei ¢ den Winkel dar-
stellt, den die Sekante PP, mit dem
Leitstrahl OP, bildet. )
Differentialquotient (Ableitung)

dr _ lim ar _
d¢_d¢->0Atp_

r
=rcotz

0

Polorachse tant

7 Winkel, den die Tangente in Pmit dem Leitstrahl OP bildet.



5.4. Ablestungen der Elementarfunitionen
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Zusammenhang
z=rcosp| ,
y=rsing

5.4.

_¥b

dy dr
d—wsm(p+rcostp

ia-: ﬂ cos @ — r8in
dp dg 14 ?

Ableitungen der Elementarfunktionen

y=2="
y==
y=¢e"
y=a®
y=Inz
y=log,z
y=Igz
y =sing
y=cosx
Yy =tanzx
y =oobz
= aresin z

y = arccos 2

y = arctan z

y = arccot z

y =sinhz

y = cosh z

¥ =2z*"1 ne R\ {0}

y=

y =e

¥ =ac*hna
o1

y¥=7
g —llo e

Y =zha  z e
S, . 04348

y=7'8 z

y =cosz

y = —sinz
g 1 4 tan?

Y cos?z nz
__L__(1+cta
~ ein?z ot" z)

1 - .
=_—— fir |z| <1
Y1 — a2
1
¥= 1—a
1

'—

V=11m
-1 _

T 14 a0

9y = cosh z

y' =sinhz

fir |z| <1
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y = tanhz
y = cothz
y = amsinh z
y = arcosh z
y = artanh z
y = arcothz

y =In/(z)

1

= otz = ! — tenb?z
E‘lhT 1—00th2
1
+ x2
Vl—l fir 2>1
_lzz-ft'u' z| <1
1
o fir |z|>1
_f=

~ H=)

Einige Ableitungen hiherer Ordnung
y =z™ ™ =mm —1)(m —2)--- (m —n + 1)g™"
y=7a" y(”)=ﬁ! fir n€ N
Yy=a,8"+a,_12" 1 da,_oz" "t + -+ a7+ ag;

y(”)=a,,n!

y=Inz
y=log,x
y=e¢”
y=e"
y=d"
y=sinz
y=cosz

y = sinmg

y(n) = (_1)n+1 .

y(n) — (_1)n+1 (n _ﬂ 1)!
T

(n — 1I)!
z"lne

a®In (a)*
¥ = gin (:l: + n_2rr_)

y™ = m" sin (mz + %T)
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Y = CO8 MZT y(n) = m" cos (m + nn)
_ (my _ [sinh z far gerades n

y =sinhgz y {cogh z fir ungerades n
_ @y _ [coshz fir gerades n

y = cosh z y { sinh z fir ungerades n

y = uv y(”)=u(")v+(:)u(" Dy’ +( )u(" 2 ...
+ (n Z 1) wv®=1) 4 up(® (LereNizsche Formel)
(Der Aufbau der Formel entspricht dem binomischen Lehrsatz.)

5.5. Differentiation einer Vektorfunktion
Erkliarung:
b = b(¢) heiBt Vektorfunktion der skalaren Vera.nderllchen ¢, wenn
jedem Wert von ¢ ein bestimmter Wert von v entspricht.
Vektorfunktion in Komponentendarstellung:
)] =_nz+ﬁy+bz ='Uzi +vyi +sz
VU U, skalare Funktionen von ¢
Ableitung der Vektorfunktion: )
do | w4 —xE) dog, dty dv,
b= m T = g g !
Differential der Vektorfunlktion:
dp=vd¢
Differentiationsregeln fiir Vektoren:
d(v, + 9, + 1) dn1 4 95 dn,
de

+'dn,

d(gb) dg do wobei g eine skalare Funktion
d¢ bty 93’ vontist

d(v,p db dv, dvp do
((;,t 8) dtl 2 + bl dtz 1 ba + 2

d(p, Xb do dn db do
(:lti) T X T X =g X0 X

d _do dep
3 Ple®)] = dp a@
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5.6. Graphische Differentiation

Wenn eine Funktion y = f(z) durch ihre Kurve gegeben ist, so
liBt sich die abgeleitete Kurve angenahert wie folgt konstruieren:

Man legt in moglichst zahlreichen Punk-

Y| ten A4, 4y, A,, ... der Stammkurve die

Tangenten an und zieht durch den auf der

Abszisse liegenden Punkt (—1; 0), den

K \ sog. Pol, die Parallelen zu ihnen, die die

G y-Achse in den entsprechenden Punkten

() B,, B,, B,, ... schneiden. Durch die

-1 %  * Punkte B,,-B,, B,,... legt man Paral-

lelen zur z-Achse, die die Lote von 4,,
Ay, A, ... auf die z-Achse in C,, C,,
. C,, ... schneiden. Die Punkte C,, C,,
C,, ... liegen auf der abgeleiteten Kurve,

5.7, Extremstellen von Funktionen (Maxima und Minima)

Extremstellen von entwickelten Funktionen

Die Funktion y = f(z) hat an der Stelle ¢ = z, (Extremstelle)

ein Maximum, wenn f'(z,) = 0; f"(z,) <O

ein Minfmum, wenn f'(z,) = 0; f"(z) > 0

Allgemein: Verschwinden die ersten (n — 1) Ableitungen der Funk-
tion y = f(z) fiir * = z,, so: hat die Funktion an der Stelle z = z,
fiir f(")(z,) < 0 ein Maximum, fir f®)(z,) > 0 ein Minimum (n ge-
rade).

Beispiel: .

Die Funktion y = 2 — 16a® + 48z — 3 ist auf Extremstellen zu
untersuchen.

y = 3z2 — 30x 4 48

Yy’ =6z — 30

Y =0=322—302+48=0

2, =8; 2, =2 bzw. E = {8;2}

1’(z;) =6-8 — 30 = 18 = Minimum

l’(zy) = 6-2 — 30 = —18 = Maximum
Zugehorige Extremwerte: y, = —67; y, = 41

Die Extremstellen gind: E,(8; —67) Minimum
E,2; 41) Maximum
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Vereinfachte Berechnung der Extremstellen

bel gebrochenen Funktionen

Tst flz) = g—;, so ist die 1. Ableitung f'(z) = ”(( ;
gebrochene Funktion, so daB die Bedingung fiir das Eintreten eines
Extremums lautet: p(z) = 0; g(z) =+ .0.

Die Art des Extremums wird durch das Vorzeichen der 2. Ableitung
entschieden, die fir die Nullstellen von p(z) die einfache Form

ebenfalls eine

_P@)
g(z)
Betspiel:
. . — 38z + 22
Die Funktion y = Wlﬂt auf Extremstellen zu unter-

suchen.
s_(—8+22)(2 + 3z { a?) — (2 — 3z +27) (3+ 22) _
v= 2 + 82 F 27 =
622 —12 _ p(x)
(2 @+ 3zt a2 g)
o 122 [in vereinfachter Form fir die
¥ = (@3 38z +2¢ Nullstellen von p(z)]

Y =0=622—12=0 mit E={)2,—)/2}

o 12Y2
e =g rar

> 0 = Minimum

f”( V2) C+ ;i'_/}_— op < 0 = Maximum

Zugehorige Extremwerte:
e 10 y_4+31/§ .
Ty 43y2’ T a—3y2
Die Extremstellen sind:
B, (VE H ﬂ) Minimum -
44 3)2

4+ 3)2
( V2 4—3)2

18 Bartsch. Formelp

) Maximum
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Extremstellen von unentwickelten Funktionen
Die Funktion f(x; y) = 0 hat Extremwerte, wenn fiir diese folgende
Bedingungsgleichungen gelten:

I(@3y9)=0

f=e=0,fy * 0
Maximum liegt vor, wenn fiir die betreffende Stelle frz :fy > O,
Minimum dagegen, wenn fiir die betreffende Stelle fze ¢ fy < 0 ist.
Beispiel: .
Die Funktion f(z; y) = 2® — 3a%z + ¢® = 0 ist auf Extremstellen
zu untersuchen.

fo= 30 — 8% f, =3 frp=6z

Hz;9)=0 und f,=0=22—3a’x+3°=0

322 — 342 =0
mit F ={(a; a?/2_); (—a; —a T/2_)}
Fiir (a;aai/g) wird ,
3 .
ty =3‘12V‘I*0 Iz ly = Gaa > 0 = Maximum
frp = 6a ’ 3azl/4_
8
fir (—a; —a V2) wird
3
Iy =3a"l/z =|=0} foz ity = _f“_-<0 = Minimum
foo = —6a 3a%)/4

Extremstellen von Funktionen in Pnrpmeterdarstellung
Die Funktion & = ¢(t); ¥ = y(t) hat Extremwerte, wenn fiir diese
folgende Bedingungsgleichungen gelten:

P =05 §(t) +0

Maximum liegt vor, wenn fir die betreffende Stelle (¢) < 0;
Minimum, wenn #(¢t) > 0.

Beispiel:
Die Funktion z = ¢ cos ¢ = ¢(t)
y = bsint = y(t)
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ist auf Extremstellen zu untersuchen.
@(t) = —asint; p(t) =beost; y() = —bsint

PO =0=bcost=0 mit =7 ’=3Tﬂ
o) =+ 0; () +=0
¥(t) = —bsin — = —b < 0 = Maximum

2
¥(t;) = +b > 0 = Minimum
Zugehorige Extremstellen:

z1=aoos-g-=0; y1=bsin%=b

z|,=acos%‘=0; y,=bsin3?"=—,b

Es ergeben sich E; = {0; b} als Maximum und E, = {0; —b} dls
Minimum.
Exiremstellen der Funktion 2 = f(®; ¥)
(Mazimal- und Minimalpunkte einer Fliche)
Bedingungsgleichungen
fz= 0; fy = O; fzz]w - (/zy)z >0
Maximum fir f,, < 0
Minimum fir f;; > 0

Fir fonfyy — (f2y)? < O ist der betreffende Punkt ein Satfel- oder
Jochpunkt.

Fir fopfoy — ( f,,,) =0 kenn nicht entschieden werden, ob ein
Maximum oder ein Minimum oder keines von beiden vorhanden ist.

Maxima und Minima mit Nebenbedingungen
(Multiplikatorenmethode)

Sollen fiir die Funktion z = f(z; y) die Extremstellen bestimmt
werden, die durch die Gleichung (Nebenbedingung) ¢(z; ¥) = 0 mit-
einander verkniipft sind, dann gelten folgende Bedingungsgleichun-
gen:

o(z;y) = 0; a—i [f(z; y) + Ap(x; )] =0

3—2 Hz;y) + Ap(z; )] =0 A€R
18*
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Aus den drei Gleichungen bestimmen sich die drei Variablen z, y, A.
Entscheidung iiber die Art des Extremums:

4 _ & + i) @2_ 3’(f+7rp),3_q>.3_¢+
ox? oxdy oz oy

6’(/ + M’) 3¢P 2 < 0 = Maximum
[ > 0 = Minimum

[f bedeutet hierbei f(z, y) und ¢ bedeutet p(z; y).]
Die Methode ist sinngemiB auch firr » unabhingige Variablen mit
m Nebenbedingungen (» + m Gleichungen) anwendbar.

Betspiel:

Die Funktion z = f(z; y) = 2 + zy + y? ist auf Extremstellen zu
untersuchen. Nebenbedingung:

plz;y) =2y —9=0

Bedingungsgleichungen, aus denen sich z, y, 4 berechnen lassen:
ry—9=0 [¢i§x:y)=0]
20+ y+iy =0 | (5 e 9) + (i )] = 0)

242 +Aw=0 (a—i[/(x;y)+1¢(x;y)]=0)

21;2 = j:3 \
Y2 ==43; A=-3

Extremwerte bei P,(3; 3; 27) und bei P, (—3; —3; —27)
Entscheidung iiber die Art des Extremums:

oUf +29) _ o, (3_4))2::2. UL _ 4 g

ox? oy P T ez oy
2
Z{=y;. %’=x; %}M=2

Demnach

A4 =2z — 2(1 + A) 2y + 292
Fiar P, gilt:

4=2-9—21—-238)-3-342.9=172> 0= Minimum
Fir P, gilt:

4=2.9—-21-3).94+2.9=172> 0= Minimum
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5.8. Mittel wertsiitze
Satz von Rolle

Wenn y = f(x) eindeutig, im Intervall [a, b] stetig und im Inter-
vall (a, b) differenzierbar ist und wenn auBer-

dem f(a) = f(b) ist, dann gibt es im Inter- ¥

vall (a, b) mindestens eine Stelle z = &, fiir

die gilt ifia ()
f&=0 7 £ 0

Geometrisch sagt der Satz von RoLLE aus, daB es im Intervall min-
destens einen Punkt mit zur z-Achse paralleler Tangente gibt.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wenn y = f(a‘:) eindeutig, im Intervall [a, b] stetig und im Intervall
(a, b) differenzierbar ist, dann gibt es im Intervall mind-stens einen
Wert « = &, fiir den gilt

MO =1@) _ gy tar € @b

Andere Facsung
flz + k) — f(=)
h

Geometrisch sagt der Mittelwertsatz aus, daB unter den angegebenen
Voraussetzungen in dem Intervall eine Stelle existiert, wo die Tan-
gente an die Kurve der Sehne zwischen den Endpunkten des Inter-
valls parallel ist.

= f(z + 9h) fir #¢€ (0,1)

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wenn die beiden Funktionen y = f(z) und y = g(z) im Intervall
[e, b] stetig und im Intervall (a, b) differenzierbar sind, wobei
g’(z) == 0 ist, so gibt es im Intervall mindestens eine Stelle z = §,
fiir die gilt
1) — fa) _ 1)
g(b) — g(a)  g'(é)
5.9. Unbestimmte Ausdriicke

fir &€ (a,b)

0 [13 fe's) ({3
Ausdriicke der Form —=— oder —
»0 9900 0 .
Wenn ¢(z) = ,(— firr x = adie unbestimmte Form — oder x

”» 0 209

g(z)
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annimmt, so gilt die I’Hospitalsche Regel:
/(x) /'(1)
z-»ag(:t) z-»ag (:l:)
wenn dieser Grenzwert existiert.
Wenn der neue Grenzwert wieder in unbestimmter Form erscheint,
ist das Verfahren zu wiederholen.
Beispiel:

sin 2z — 2smz 0
P) = gz oz — 52— + 9(0) hat die Form .

lim ()_lim2cos2z—2cosz_
=|:->O¢I_z->0 %ef — 22 — 2

= lim —456in 22 4+ 2s8in 2z

z50 20T — 2 -
= lim —8cos 2z 4+ 2 cos x - _3
z>0 207

Ausdriicke der Form ,,0 . 005

Wenn ¢(z) = f(z) g(z) fir £ = a die unbestimmte Form ,,0 - co**
annimmt, so gilt:

lim ¢(z) =1im —’(—— oder lim M,
z—a T z—ra

(z) f(@)

s

womit der Fall zuriickgefihrt ist auf die Form 9 oder — .

2 O ”» oo
Beisptel:

o(z) = (1 — sinz) tanz; ¢ (—;—) hat dann die Form ,,0 - co*.

lim 1 —sginz _ lim —cos z _
oy L sl 1
2 tanz. 27 tan*z cos®z
. COB . .
= lim — = lim (coszsin®z) =0
g T 008 et —_—
2 gin%zx 2

Ausdriicke der Form ,,00 — oo

Wenn ¢(z) = f(z) — g(z) fir z = a die unbestimmte Form
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»00 — 00** annimmt, so gilt:

1 _ 1
lim [{z) — g(z)] =1lim M)—,
z—>a z-a 1 . 1
f@ g@
womit der Fall zurickgefiihrt ist auf die Form — .

”» 0
Beispiel:

1 1 3 (11
o) = =1 inz’ (1) hat die Form ,,00 — oo,

limlna:—(:t:—l)_
z->1 (z—1)lnz

1y
—lim —% o lim— 1T
z_’11+lnx—l f:—»la:—i—:rlna:-—l
—tim——t 1
T z>1l14+14Inz |2

Augdriicke der Form ,,004, , 0006, ]

Wenn ¢(z) = f(z)?® fiir x = a die unbestimmte Form ,,0% oder
»,00%¢ oder ,,1%** annimmt, so gilt:

lim f(2)7® = lim /@Nn/@),
z—>a z->a

womit der Exponent auf die Form ,,0 - 0o*‘ zuriickgefiihrt ist.
Betspiel:

@(x) = (sin z)80%; ¢ (12':—) hat die Form ,,1%¢
lim etenzlnslnz hat die Form ,,e =0,
T>s

2

Fiir den Exponenten gilt:
) cos z
. In(sinz) . sin z _

e e S

2 tanz 2 " tanfz coslz

=lim [—cot z tan? x cos? x] = lim (—sin z cos z) = 0;
z—»% z—»%
demnach lim (sin z)!827= 0 =1
z-»% '
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Anmerkung: Mitunter fihrt die Entwicklung nach steigenden Po-
tenzen von z (Reihenentwicklung) schneller zum Ziel.

Beispiel:
(z) = 1—cosz, (0) hat die Form o
P =Gt ¢ ¢ ,, 0

ozt _ o af1 =
1—cosz—§T—ﬂ+—-.-_z (2—!—I!+_...)
intz=—(Z 2 _...)2= z(l_i’; _...)2
sint 2 = (7 — 37 + S TR T

1.m.l—cosa: —lim 21 41 _1
zl—>0 ginfx  z-0 (_1_ _:l!2 4+ - )2 __2_




6. Differentialgeometrie

Die Differentialgeometrie untersucht Kurven und Flichen mit Hilfe
der Differentialrechniung. Jeder stetigen Funktion entspricht eine
stetige Kurve. Jeder differenzierbaren Funktion entspricht eine
glatte Kurve, d.h. ohne Unstetigkeiten, Ecken und Spitzen.

6.1, Ebene Kurven

6.1.1. Hauptelemente ebener Kurven

Bogeneiement einer Kurve
ds =1+ y2dx fir Kurve y = f(z)

ds= l/'}"(t)2 + pf)2 At fir Kurve o = @(t); y = v(f)
ds = l/rz +(:1%)2 de fir Kurve r = f(p)

Bogenlidnge und Kurvé weigen dabei positive Richtung (éntspricht
wachsenden z-, ¢-, p-Werten) auf.

Tangente und Normale

Positive Richtung der Tangente entspricht der positiven Richtung
der Kurve. Positive Richtung der Normalen ergibt sich durch Dre-
hung dér positiven Tangente um 90° im
positiven Drehsinn (entgegen dem Dreh-
sinn des Uhrzeigers).

Fiir den Winkel &, den die positive Tan-
gente mit der positiven Richtung der
z-Achse bildet, gilt

. dy dx
sl x= a5’ cos & =3’ tanx = -
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Winkel 8, den die positive Tangente mit
der positiven Richtung des Leitstrahles
bildet, errechnet sich aus

. __dgp _dr,
Slnﬁ—fa, cosﬂ—a—;,

tanﬂ:-L

(&)

—f—

Gleichung der Tangente; Berithrungspunkt P(x;y); laufende Ko-
ordinaten &; 7

n—y=y—rx) fir Kurve y = f(z)
of oy o
¢ _Z)E +(n —y)ﬁ =0 fiir Kurve f(z; ) =0

(5—1)';’—(77—y)‘i’=0 fir Kurve 2 = ¢(t); y = y(t)

Gleichung der Normalen; Kurvenpunkt P(z; y); laufende Koordi-
naten £; 5

ﬂ—!/=_ylf(5—"') fiir Kurve y = f(z)

(& — z)% —(p.— y)% =0 fiir Kurve f(z; y) = 0.’

E—2p+(n—yp=0 firKurvez = g(t); y = p(t)

Tangentenlinge t = | ‘;5/7 V1 + y2

fiir Kurve

y = f(=)

Normalenlinge n= |y V1 4 42

Subtangente 8, = Igy,—

3n

X
Subnormale s, = |yy’|



6.1. Ebene Kurven 283

. T dr\2
Tangentenlinge t = rr 4 (d_.)
(Polartangentenlinge) i 4

2
Normalenlinge n= ]/ ” 4 (;1_;_)
(Polarnormalenlinge) .
2 tiir Kurve 7 = f(¢)

Subtangente &=|q-

(Polarsublangente) a5

Subnormale 8, = ?

( Polarsubnormale) ?

Beriihrung zweler Kurven

Die beiden Kurven y = f(z)-und y = g(x) haben im Punkt Py(z,; y,)
eine Berithrung n-ter Ordnung, wenn

flme) = g(m)y ') = g'(m)s 1" (20) = 9" (x5), -
[™zg) = g™ zg), aber fP+(zg) % gB+(z0) st

Bei geradem n durchdririgen die Kurven einander im gemeinsamen
Beriihrungspunkt, bei ungeradem beruhren sie einander, ohne sich
zu schneiden.

Kriimmungskrels, Kriimmungsradius, Kriimmung,
Kriimmungsmittelpunkt

Unter dem Krimmungskreis einer Kurve in einem Punkt versteht
man den Kreis, der mit der Kurve in dem Punkt eine Beriihrung von
mindestens 2.0rdnung aufweist. Sein Radius ist der Krimmungs-
radius g.

Sein M.lttelpunkt (Krimmungsmittelpunkt) My(€; 1) liegt au.f der
Normalen in dem Kurvenpunkt.

Der reziproke Wert von o heit Krimmung k:p = I%'
Pir Kurve y = f(z) gilt [Berithrungspunkt P(z; y)]

’”

s
_|a+ymE| k=Y
yo (1+y27
. ‘(1 ’2 1 /2
f=o YOI, —y+—+y

Y
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Fiir Kurve f(z; y) = 0 gilt

Y 1
VE+h ey
E=a—mf,; n=y —mf,
wobei
_ i+
faafy — 2oy lzty + fufz
Fir Kurve 2 = ¢(t); y = y(t) gilt
s P9
- Lo
0= % b= 12 ¥L
He 212
EY (* + v?)
P9, L P+ Y
E==z '—‘IqJ 'P ’ n=y+ "P '/’l
) PP Py
Fir Kurve r = f(p) gilt
3
dr\¥)2 dr\? d2r
[r2+(@)] k=r2+2(a;) -—rr')a

G R ‘[rz+(ﬂ)"]'£
RN £

E=rcosp —
dr
2 — =
2 4 2 ( tp) r dcp’
[r2 +(_r ] [rsinlp —glcosqp]
n=rsing — dz
2 — —
i 2(@) " ag?
Fiir ¢ bzw, k gilt ferner
Y == im A _
. CER[ T mnedr T &
Hierin stellt A1 den Winkel dar, um den
< man die eine der beiden positiven Tangen-
X

ten drehen muB, damit sie in die Lage der
zweiten fillt.
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As ist der Bogen der Kurve zwischen den Beriihrungspunkten.

dr heiBt Kontingenzwinkel. .

Punkte einer Kurve, in denen die Krimmung ein Maximum oder
Minimum hat, heilen Scheitelpunkte (Hauptscheitel bzw. Neben-
scheitel).

Konvexes und konkaves Verhalten einer Kurve

Die Kurve ist an der Stelle P von oben konvex (Rechtskriimmung),
wenn k < 0; konkav (Linkskritmmung), wenn & > 0.

Wendepunkte

Wendepunkte sind Stellen der Kurve, an denen das konvexe Ver-
halten der Kurve in konkaves ibergeht und umgekehrt.

Ein Wendepunkt liegt vor, wenn f”(z;) = 0; f""(z;) = 0; ...;
F@=1)(zy) = 0; f® (z;) 5 0 fiir ungerades n = 3 gilt.

Ist im Wendepunkt gleichzeitig f’(a:l) = 0, so verliuft die Wende-
tangente horizontal.

Dle Bedmgung ffz)=0 fiir Wendepunkte lautet bei der Kurve

() ¥y = (t):
""'."f|=0 '
Py
bei der Kurve r = f(p):
dr\2 dir
r2‘+2(§) —rs=90

dg?
bei der Kurve f(z; y) = 0:

Joz Ioy fo

fyz fw ,y =0

Iz 1y O
Singuliire Punkte
Bedingungsgleichungen :

Has9)=0; f,=0; f,=0

Doppelpunkt, wenn auBerdem /gy > foh e
Riickkehrpunkt, wenn auBerdem fgy = focfyypr
isolierter Punkt, wenn auBerdem ;‘2” < foafyy I8t

Doppelpunkte haben zwei reelle verschiedene Tangenten.
Riickkehrpunkte (Spitzen) haben eine gemeinsame Tangente.
Isolierte Punkte (Einsiedlerpunkte) haben keine reellen Tangenten.
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Beispiel 1:
Die Kurve f(z; y) = 2® + ¥® — 3azy = 0 ist auf singulire Punkte
zu untersuchen.
fs = 32® — 3ay
fy = 8y® — 3ax
foy= —3a; frpz=06z; [,=6y
fz =0 und f,=0=E={0;0}= P(0;0)
=fi, =9 uwd f,=0 und f, =0
= {2, > futyy = Doppelpunkt
Siehe Cartesisches Blatt S. 297.

Beispiel 2:

Die Kurve f(z; y) = 2 — y*e@ — ) = 0 ist auf singulire Punkte
zu untersuchen.
fo =82+ 42
1y =2y —2ay
foy =295 fpe=06x; =20 —2a
f =0 und [, =0=E = {0;0}= P(0;0)
=f2=0 und f,=0 und f, =—2a
= f2, = /2l yy = Ritckkehrpunkt

Siehe Zissoide 8. 297.

Beispiel 3:
Die Funktion
Nz y)=yt—23+Ta2—162+12 =0
ist auf singuldre Punkte zu untersuchen,
fo =8+ 142 —16
ly =2
foy = 0; fog=—82 + 14; f,, =2
fr=0 und {,=0=E={2;0}= P(2;0)
=/2=0 und f; =2 und f,=2
= 12, < fzalyy = isolierter Punkt I(2; 0)
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Asymptoten

Eine Gerade heiBt Asymptote einer sich ins Unendliche erstrecken-
den Kurve, wenn der Abstand eines Kurvenpunktes P von der
Geraden gegen Null konvergiert, sobald P lings der Kurve ins
Unendliche geht. N

Zu den Achsen parallele Asymptoten der Kurve y = f(z) haben
die Gleichungen

n=limy bzw. &= yllﬂ, z (&; 7 laufende Koordinaten)

"Asymptoten belicbiger Richtung haben die Gleichung

n=mk+b, wobei m=lim L; b= 1lim (y— ma)
z-»00 T >0
Asymptoten bei Polarkoordinaten :
Wenn lim # = oo ist, wird .durch « die Richtung der Asymptote

p—>a ’
bestimmt. Fir den Abstand der Asymptote vom Pol wird p =

= lim [7sin (x — ¢)].
p—ra

Einhiillende Kurve (Enveloppe)

Eine einparametrische Kurvensohar der Gleichung f(2; y; p) = 0,
worin p einen verdnderlichen, von z und y unabhiingigen Parameter
darstellt, kann von einer Kurve eingehiillt werden. Die Gleichung
dieser Einhiillenden ergibt sich durch Elimination von p aus

fmsysp) _
T =0

Die Tangente in einem Punkt der Hiillkurve ist gleichzeitig Tan-
gente an eine Kurve der Kurvenschar.

flxz;y;0) = 0;

Evolute

Die Evolute einer Kurve ist die Menge aller Krimmungsmittel-
punkte.

Die Gleichung der Evolute ergibt sich durch Elimination von 2 und y
aus der Gleichung der Kurve und den Gleichungen fiir die Koordina-
ten &; n des Krimmungsmittelpunktes, wobei &; 7 dann die laufen-
den Koordinaten darstellen.

Die Tangenten der Evolute sind gleichzeitig Normalen der gegebe-
nen Kurve.
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Der Unterschied zweier Krimmungsradien ist gleich der Linge des
Evolutenbogens zwischen den zugehérigsn Krimmungsmittel-
punkten. (Evolutengleichungen fir Parabel, Ellipse, Hyperbel 8.
S. 213, 220, 229.)

Evolvente

Bei Abwicklung der Evolutentangente von der Evolute beschreibt
jeder Punkt der Tangente eine zur urspriinglichen Kurve parallele
Kurve. Diese Schar paralleler Kurven, zu denen auch die urspriing-
liche Kurve gehort, nennt man Evolventen der gegebenen Kurve.
Jeder Krimmungsradius ist Normale zur Evolvente und Tangente
an die Evolute.

Die Kriimmungsradien der Evolute und Evolvente verhalten sich
wie die zugehorigen Bogenelemente.

Kreisevolvente
Bei Abwicklung der Tangente von einem gegebenen Kreis beschreibt
jeder Punkt der Tangente eine Kreisevolvente.

z = a(cos t + ¢sin £)
y
S y = a(sin t — t-cost)
Pig) . .
a Radius des gegebenen Kreises
t Wilzwinkel

In Polarkoordinaten

a /y2 r2
¢= ——l—arctanl/a—z—l

(Beginn der Abwicklung in 4)

6.1.2.  Einige wichtige ehene Kurven

s
a
-2 ,,,'17‘ Semikubische Parabel
; 3y (NEmwsche Parabel)
L 1 1 1 ! i y° = az?

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4x
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Zykloiden (Radkurven)
Gewshnliche (gespitzte) Zykloide

Ein Punkt eines Kreises, der auf einer Geraden ohne zu gleiten ab-
rollt, beschreibt eine gewohnliche (gespitzte) Zykloide.

z=a({t —sint); y = a(l — cost)

@ = a arceos ¥ — Vy(?.a —y)

a
e Radius des Kreises v
¢t Wilzwinkel 2
Linge des Bogens OP: ' @
I, = 8¢ sin? % ol sa 2xa %

Linge eines vollen Bogens: I = 8a

Flache unter einem vollen Zykloidenbogen: 4 = 3wa?

Periode = 2ra

Die Evolute einer Zykloide ist eine kongruente Zykloide, um na in
Richtung der positiven x-Achse, um 2a in Richtung der negativen
y-Achse verschoben.

Verlangerte (verschlungene) Zykloide (Trochoide)

Der erzeugende Punkt liegt auBer-
halb des abrollenden Kreises im
Abstand ¢ vom Mittelpunkt (¢>a).

z=at —csint

y=a—ccost

Verkiirate (gestreckte) Zykloide ( Trochoide)

Der erzeugende Punkt liegt inner-
halb des rollenden Kreises im Ab- .
stand ¢ vom Mittelpunkt (¢ < a).

z=at — csint

0| xa 2xa X

y=a—ccost

19 Bartsch, Formeln
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Epizykloiden

Gewdhnliche Epizykloide

Ein Punkt des Umfanges eines Kreises, der ohne zu gleiten auf der
AuBenseite eines festen Kreises rollt, beschreibt eine Epizykloide.

. b a+b
x—(a+b)cos;t—bcos a ¢

a+b

a

¢

y=(a+0d) sin%t—bsin

a Radius des festen Kreises
b Radius des rollenden Kreises
t Wilzwinkel

oder

z=(a+b) cosx—bcosflbbx

+

« Drehwinkel
y = (a + b) sin y — bsin ajbx

Ist das Verhﬁltnis% = m ganzzahlig, so besteht die Kurve aus m
zusammenhingenden Bogen, anderenfalls fiberschneiden die Bogen
einander.

Ist m rational, schlieBt sich die Kurve nach einer Anzahl Umdre-
hungen in sich.

_8e+d)

Linge eines Bogens: I, pon

Linge der ganzen Kurve (bei ganzzahligem m): I = 8(a + b)
Flache unter einem vollen Bogen (zwischen Epizykloide und festem

2
Kreis): A = ————ﬂb (3aa+ 26)
Verkiirzte und verldngerte Epizykloide (Epitrochoiden)

Der erzeugende Punkt liegt innerhalb bzw. auerhalb des rollenden
Kreises im Abstand ¢ vom Mittelpunkt des rollenden Kreises.
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¢ < b: verkiirzte (gestreckte) Epizykloid:
¢ > b: verlingerte (verschlungene) Epizykloid>

_ b a+b
x—(a+b)cos;t—ccos t y,
y= (a+b)sin%—t—-csina +bt I
oder
z=(a+b)cosx—ccosa+bx
b Iveridngerte,
verkilrzte PYHoide

y = (a@ + b)sin y — ¢sin a——b'_—bx

Sonderfall:

Die gewohnliche Epizykloide wird fiir
m =1, also fir a =b zur Kardioide
(Herzkurve).

x = a(2 cos t— cos 2t)

y = a(2 8in ¢ — sin 2¢)
oder
@ + y* — a?)? = da*[(z — a)® + o]
oder
r=2a(1l — cosp) (Pol auf dem Umfang des festen Krei-
ses, Polarachse in Verlingerung des
zum Pol gehrenden Durchmessers)

Hypozykloiden

Ein Punkt des Umfanges eines Kreises, der ohne zu gleiten auf der
Innenseite eines festen Kreises rollt, beschreibt eine Hypozykloide.

a:=(a_—-b)cos%t+bcosa—bt

y=(a—-b)sin%t—bsin‘z —bt
oder

a:=(a—b)cosx+bcosa_b

R

b

a—b

y =(a — b)siny — bsin 52
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a Radius des festen Kreises
b Radius des rollenden Kreises

t Walzwinkel; y Drehwinkel
Ist das Verhﬁltnis% = m ganzzahlig (im Bild z.B. fiir m = 3), so
besteht die Kurve aus m zusammenhingenden Bogen; anderenfalls
iiberschneiden die Bogen einander.
Ist m rational, schlieBt sich die Kurve nach einer Anzahl von Um-
drehungen in sich.
8(a — b)

m
Linge der ganzen Kurve (bei ganzzahligem m): ] = 8(a — b)
Fliche unter einem vollen Bogen (zwischen Hypozykloide und fe-

stem Kreis): 4 = ﬂq_ —.2)

Linge eines Bogens: I, =

Verkiirzte und verlingerte Hypozykloide (Hypotrochoiden)

Der erzeugende Punkt liegt innerhalb bzw. auBlerhalb des rollenden
Kreises im Abstand ¢ vom Mittelpunkt des rollenden Kreises.

¢ < b: verkiirzte (gestreckte) Hypozykloide

¢ > b: verlingerte (verschlungene) Hypozykloide

a—bt

z=(a—b) cos%—t + ccos

y=(a— b)sin%t — csin 2=

oder

z=(a—b)cosf+ocosa;bx

y=(a—b)sinx—csin¢;bx

Sonderfille:

Die gewdhnliche Hypozykloide wird fir
m = 4, also fir b = %a zur Astroide
(Sternlinie).

z = acos’lt

4

y= asin’%—t
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oder
2

2
3 = g3

z

2 +y
oder

(x* + y — a?)? 4 27a%%y? =0
Die gewohnliche Hypozykloide wird fiir m = 2, alsofirb = %- a zu
einer Geraden, und zwar artet sie in den Durchmesser des festen
Kreides aus (Mdglichkeit zur Umwandlung einer Drehbewegung in
eine Hin- und Herbewegung).

(Technische Anwendung: Verzahnungstechnik)
Die verkiirzte und die verlingerte Hypozykloide werden fir m = 2,

also fiir b = —;— a, zu Ellipsen mit der Gleichung

— a+C)OL' —.‘l_c)' ¢
z—(? csz.y—(2 sin
(Méglichkeit zur Umwandlung giner Drehbewegung in eine ellipti-
sche Bewegung)

Cassinische Kurven

Eine Cassinische Kurve ist die Menge aller Punkte, deren Ent-
fernungen von zwei festen Punkten konstantes Produkt a? haben.

(2 + 9% — 2%e? — y)) = 0t — ot
oder
72 = ¢2 cos 2¢ +- ]/e“ cos? 2¢ + at — et (F.F, = 2¢)

Fiir a? > 2¢? und fir a?® = 2¢*
hat die Kurve ellipsenihnliche
Gestalt.

Fiir a? < 2¢2, aber a? > ¢? weist
die Kurve 2 Einbuchtungen auf.
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Fir a? = e? ergibt sich die Lemniskate (siche unten).

74
e | e Fir a? < ¢® besteht die Kurve aus
_.g_@_, I,, zwei getrennten eiférmigen Teilen
5 g 5 um je einen der festen Punkte.
a’<e?
Lemniskate

Die Lemniskate stellt einen Sonderfall der Cassinischen Kurve dar,
und zwar fir a® = 2,

(e + ¥ = 20%a* — o)
oder

=i o3 FAL 5

Der Ursprung ist ein Doppelpunkt
und zugleich Wendepunkt.

" . 202
Krimmungsradius: e=-3-

Fliche einer Schleife: 4 = a?

Logarithmische Spirale
r=e® (k>0)

Die logarithmische Kurve schneidet alle vom
Ursprung ausgehenden Strahlen unter dem glei-
chen Winkel «.

cota = k

Der Pol ist ein asymptotischer Punkt.
Linge des Bogens P, P,: | = % Vl F R (ry—r)=12""N

€08 x

Grenzfall: P, ndhert sich dem Ursprung.

-5 1
0P2=TV1 + k2.7,
72

Fliche des Sektors fiir diesen Grenzfall: 4 — o

Krimmungsradius: ¢ = r ]/1 + i
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Archimedische Spirale

Ein Punkt, der sich auf einem Leitstrahl (vom Ursprung aus) mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt, withrend der Leitstrahl selbst
sich gleichférmig um den Pol dreht, besehreibt eine Archimedische
Spirale. '

r=ap
Liinge des Bogens OP:

= % ((p/l/tpg + 1 4 arsinh tp) =

a — — 2
= ’2—(‘»" V'Pz +14+mIn(g+ e+ 1)) ~ 5 (fiir groBes )

Flidche des Sektors P,OP,:

2
A-"Cei—ed /Aty
: p\, %
Kriimmungsradius: 08
N (aZ + rZ)ﬂ _ a(¢2 + 1)2
e= %a + r2 o° + 2 755

Hyperbolische Spirale

a

@

r =

Asymptote: y = a

Der Pol ist asymptotischer Punkt.

Fliche des Scktors P,0P,: P2 R ey
A= a® ( 1 1)
=5(>-—= v

Krimmungsradius:

-3 - g of

9 14 @
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Kettenlinie

Jeder vollkommen biegsame, schwere, an zwei Punkten aufgehingte
Faden nimmt in der Gleichgewichtslage die Form der Kettenlinie
an.

T z
y= %(ef +e &)=a cosh%
Scheitel 8(0; a)
In der Nahe des tiefsten Punktes (S)
2
schmiegt sich die Parabel y = ;—a + a der

Kettenlinie sehr eng an (Berithrung 3.0rd-
nung).

Fliche zwischen der Kettenlinie, der z-Achse und den Geraden
z=0undz = z:

% -z
A=cPannE =2t 0 ®
Liénge des Bogens SP:
z -z
i=asinhi=aea —e °
a 2

Krimmungsradius:
2
e= Y _ g cosh?Z
a a

Traktrix (Sehleppkurve)

Ein materieller Punkt am Ende eines nicht dehnbaren Fadens von
der Linge @ beschreibt eine Traktrix, wenn der Anfangspunkt des
Fadens lings der Geraden y = O gefithrt wird; Anfangslage des

Punktes (0; a).
at Va2 —y?
Yy

:c=aa.rcosh%:F a®—y® =aln

F

Flat—y €l

Asymptote: y = 0
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Die Punkte S(0; ¢) und 8(0; —a) sind Rickkehrpunkte.

Lénge des Bogens SP: ! =aln il

z
Kriimmungsradius: ¢ = a cot—g—{-‘

Cartesisches Blatt
284 y® — Baxy =0

oder

__ 3asingcosy
" sin® @ + cosPg

Asymptote der Kurve: y = —x — @

2

Scheitel 8 (% a; i a)

Flache der Schleife = Fliche zwischen der Kurve und ihrer Asym.
3.
ptote: A = —-a?

2
Zissoide
y*a — z) = 2®
oder
in?
r=asm2=asinqztantp Pvaty
cos @

Asymptote: z = a
Fliche zwischen der Kurve und der Asymptote:
3

=2 g2
A 4r|:a

Strophoide
(2 —z)y? = (@ + z) 2
oder Sta

= cos 2¢p
T cosg
Scheitel S(—a; 0)
Asymptote: z = a

Y, Mt

e d
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Flacheninhalt der Schleife:

ra?
Al = 2(12 —_ -2—

Fliche zwischen der Kurve und der Asymptote:

2
A,=2a3+f’;i

Konchoide (des Nikomedes)
(z — )2 (2% + ¢?) = b
oder

a

r=-%_41%

" cosg
Scheitel Sy(a + b; 0) und S,(a — b; 0)
Asymptote: z = a
Ursprung fiir b < a ein isolierter Punkt (vgl.Bild)

fur b > e ein Doppelpunkt
fiir b = e ein Riickkehrpunkt

Fliche zwischen dem duBeren Zweig und der Asymptote: 4 = oo

6.2, Raumkurven

Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten

Als Schnittkurve von zwei Flichen
flmsy;2) =0ng(z;y;2) =0

Durch die Projektionen der Kurve auf zwei Ebenen, z.B. die z; y-
Ebene und die z; z-Ebene

Y =i2); 2 =ga)
In Parameterdarstellung
z=¢(t);y =p(t);z = x(t) (¢ beliebiger Parameter)

z=wx(s); y = y(s); 2z = z(s) (Parameter s ist die Bogen-

¢ linge von einem festen Aus-

8 = 22 L w21 v2dt gangspunkt P, bis zum lau-
z{ l/tP Tyt fenden Punkt P)
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Darstellung in Vektorform
t=r(t) =) i+ y(t) i+ 2()f (¢ siehe oben)
T=1t(s) =a(s) 1+ y(s)j + z(s) £ (s siehe oben)
Bogenelement einer Raumkurve
ds = ]/mﬁ
ds_l/qs 192+ g2 dt

= |de| = |i()) &t| = ldr(‘?) |
In Zylinderkoordinaten
= l/dez + g2 dg? + dz?
In Kugelkoordinaten -
ds = l/drz + 72 d92 4 r2sin & do?
Definitionen .

Die Tangente in einem Punkt P, ist die Grenzlage einer Sekante P,P;
fir Py — P,

Die positive Richtung der Tangente entspricht der positiven Rich-
tung der Kurve (im Sinne wachsender Werte der Verinderlichen
bzw. des Parameters ¢).

Die Schmiegungsebene im Punkt P, ist die Grenzlage einer Ebene
durch die Tangente in P, und einen Kurvenpunkt P, {iir P, — P,.
Die Normalebene ist die Ebene, die auf der Tangente in deren Beriih-
rungspunkt senkrecht steht. Jede durch den Berithrungspunkt
gehende, in der Normalebene liegende Gerade heit Normale. Die
Normale, die gleichzeitig der Schmiegungsebene angehort, heit
Hauptnormale.

Die Normale, die auf der Schmiegungsebene senkrecht steht, heibt
Binormale.

Die Ebene, die durch Tangente und Binor-
male gebildet wird, heiBt rekttftzwremle i
Ebene.

t Tangentenvektor (Einheitsvektor in Rich- ) s
tung der Tangente)

1 Hauptnormalenvektor (Einheitsveltor in
Richtung der Hauptnormalen)

b Binormalenvektor (Einheitsvektor in Richtung der Binormalen)
N Normalebene, S Schmiegungsebene, R rektifizierende Ebene
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Richtwinkel der Tangente, der Hauptnormalen, der Binormalen

Fir die Richtwinkel «, 8, ¥ der Tangente gilt:
dy dz
cosx = =3 cosﬂ—g, cosy =3

Fiir die Richtwinkel !, m, n der Hauptnormalen gilt:
daz d2 dzz

ool — 032, _ 0 _
08 —Qd?, COSm—Qd—az, cosn—gﬁ

Fir die Richtwinkel 4, u, v der Binormalen gilt:
_ fdy d%:z  dz d%
wst=o(3 g ~ T &)
_ (E d’z _dz d_’z)
CBA=C\Ts d? T s de
(da: d?y dy d’:c)

ds de?  ds ds?
¢ Kriimmungsradius

Zu beachten: In den folgenden Formeln auf den S.300 bis 303 sind
alle auftretenden Ableitungen im Punkt P, zu berechnen.

Gleichung der Tangente an die Raumkurve in Py(2,; ¥,3 2,)

T—% _Y—Y% _ 2%
vy 1 Iz fz fz ty
Iy 9z gz gz gz Gy

fir Kurve f(z; y;2) = 0;  g(z;932) =0

T=—% _Y—Y% __*2—%

’ 7 7

9 ¥ 4

fiir Kurve 2 = g(t); y = w(t); 2z = x(t)
de .
t=t+ig firKuver=rx(f); i€ R

(v laufender Radiusvektor; r, Radiusvektor nach Py)
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Gleichung der Normalebene in Py (T, 3 ¥, 5 2,)

T—% Y—Y%*P %
fz fy /: | =0en Kurve f(z;y;2) =0

9z fy 9 9(z;y;2) =0
Plz — o) + Ply — 9o) + 2(z — %) = 0
an Kurve z = (t); gy =w(t); z = x(})
(r—t,,)-g—:=0 an Kurve v = 1(¢)
(t laufender Radiusveltor; r, Radiusvektor nach P,)

Gleichung der Schmiegungsebene in Py(Ty3 ¥, 3 20)

T—% Y—%hz—%

¢ v % | =0 fir Kurvez = ¢(f)
? 4 X y =y(t)
z = x(t)
dr d%c “ .
'(t_t")a'd—t’:o fiir Kurve ¢t = 1(¢)

Gleichung der Binormalen in Py(z,3 ¥, 2,)

T _Y—Y_2—%

fir Kurve z = ¢(t)

w x| |x 9 'P 'PI y = y(t)
y. ¥ ie Py z = g(¢)
t=to+l(g—:>(%j—:) fiir Kurve t = t(¢)

Gleichung der ﬁauptnormnilen in Py(2,; ¥,3 %)

T—% __ Y—Y% _ 22— fir Kurvez = ¢(t)
¥ X r 9 ‘P v y =19l
COB s COBY Cco8y CO8 X cos 4 cos u z = x(t)

4, u, v Richtwinkel der Binormalen (s. S. 300)

de de  d% .
r—to+la X (a X d_t2> furKurvet—t(t),).ER
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Gleichung der Tangentialebene in Py(x,; y,3 =~,)
fz(z — zg) + fy(y — ¥Yo) + fo(z — 29) = 0
an Fldache f(z; y;2) =0
. o2 ‘ Jz
Z—=o='a—z(x—$o)+a—y(y—yo)
an Fliche z = f(z; y)

T— T Y—Y 2—%

oz oy oz

ou ou ou |=0 an Fliche 2 = z(u; v)

= by oz y =y(u;0)

o o ov z = 2z{u; v)
(t—1t)n=20 an Fliche r = tl(u; v)

(v laufender Radiusvektor; r, Radiusvektor nach P,; n Vektor in
Richtung der Flaichennormalen)

Glelchung der Flichennormalen In Py(x,; y,; 2.)

z—z,,:y'—yo:z—/—z., fir Fliche f(z;y;2) =0

Iz Iy z
T—% _Y—Y_, _ Tl — Hoe
% = % Zy—2 fir Fliche z = f(z; ¥)
oz dy
T—% _ Y—Y% _ EF-%H
oy B | @ x| |5 oy
v du du ou ou ou
o | |mow| |uwy
v v v v v
firr Fliche z = z(u; v)
y=ylu;v)
z = 2(u;v)
t=1,+in fir Kurve v = t(u; v)

(r laufender Radiusvektor; r, Radiusvektor nach Py; n Vektor in
Richtung der Flichennormalen)
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Gleichung der rektifizierenden Ebene mit Py(x,; ¥,3 =)
als Berithrungspunkt der Tangente

T—% y—Y 2—12
? v ¥ | =0 fir Kurve z = ¢(f)
cosd cosu cosy y =)
z =)
2, p, v Richtwinkel der Binormalen

dr  d% "
(rt — 1) 5~ T (dt az—) =0 fir Kurve 1t = t(t)

Kriimmungskreis, Kriimmungsradius, Kriimmung,
Krimmungsmittelpunkt

Der Kriimmungsradius einer Raumkurve im Punkt P, ist die Grenz-
lage eines Kreises durch die Kurvenpunkte P;, P,, P, fir P, — P,
und P, —» P,. Sein Mittelpunkt (Krimmungsmittelpunkt) liegt auf
der Hauptnormalen. Sein Radius ist der Krammungsradius g.

Der reziproke Wert von g heit Krimmung: k = —

.
k und ¢ sind stets positiv.

1 . At dz

< k= lin g =&

wobei Az den Winkel darstellt, um den sich die Tangente dreht,
wenn die Beriihrungspunkte um ds ausemanderhegen dz heiBt
Kontingenzwinkel,

d2\' far K =
k= Vds da +(§§) ir Kurve z = z(s)

¥y =y()
L -G

(@7

_@+ gt +2% @+ P+ 2 — (3% + g + 22)°
(B + % + 29° ]
fir Kurve v = ¢(t) = z(t) i + y(t) i + 2(t) &;

-V @

fiir Kurve t = 1(s) = z(s) i + y(s)i + 2(s) ¢

d?c

’u— @
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Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes

dzz " az dzz
f=a+ 0 15 n=y+ez(§z; t=z2+edgm

Windung (Torsion)

Bezeichnet man das Bogenstiick zwischen zwei benachbarten Kur-
venpunkten P; und P, mit 4s und den Winkel, den die Binormalen
in P, und P, miteinander bilden, mit 4de, so gilt:

)OS il Pl
T Torsion; T Torszonsmd_ms; de Torsionswinkel

Die Torsion ist positiv oder negativ, je nachdem die Kurve rechts-
oder linksgeuwunden ist (Windungssinn entgegen dem Drehsinn des
Uhrzeigers oder im Uhrzeigersinn).

T = 0 = ebene Kurve

T = 0 = windschiefe (doppelt gekriimmte) Kurve

z gy 2 |
gl oy iy
ds ds? ds® 22+ Y2 4 z2
dx d2z ... d3z . .
mitz = 3= _'(Ts"“" T =955 ¢ Krimmungsradius

fiir Kurve t = t(s) = 2(s) i + y(s)j + 2(s) ¢
g i |

8
<,
3

dr dr d% By z

dt " de? " de F Y E

== A s oie

T e [(_?)2]3 eg (:'v’ +i24-22)8
¢

fiir Kurve t = ¢(¢) = 2(t) i + y(¢)i + 2(t) ¢

Beispiel:
Gewdhnliche Schraubenlinie

_ — rei _ 1
{(x,y,z)l’z—rcost, y = rsint, z—ﬁt/\ h,teRJ

h Steigung
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Berechnung der Krimmung und Wihdung
jo _ @ G EY @ 4§+ 50 — (@5 + g+ 4EP _
@+ + 2 -
2
(r’ sin? ¢ 4 r2cos?t + %,E) (r? cos® t 4 r2sint)

72 \3

(r?sintcost — r?sinfcos ) r2
— it 2 cos ¢ 1+ h2\3 — vt hz)z
(1‘ in“ ¢ 4 r% co 4—7:2) ( 4—‘"2
r
k =,-z———+£
42
E Yy z
L, Y _
T=d @ iy
h2\2’ h
2y 2 —rBi i
) (r +4'n.") reint rcos! 3
= hENS | —rcost —rsint O |~
"(’”’Eﬂ) reint —rcost 0
L3
1 hrd 2

= e, B\ 2rx . h®

6.3. Krumme Fliéchen

Darstellung
flz;y;2) =0 (implizite Form)
z=Hz;y) (explizite Form) -

z=2z(u;v); ¥y =y(u;v); 2 =2(u;v) (Parameterform)
u; le R
= t(u; v) = z(u; )i + y(u;v) i + 2(u; v) t (Vektorform)
20 Bartsch, Formeln
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Die Parameterwerte u; v werden als krummlinige Koordinaten des
Flichenpunktes P(z; y; z) bezeichnet.

Fir konstantes « und verinderliches v bzw. fiir konstantes » und
verinderliches u ergeben sich die sog. v- bzw. u-Linien.
Extremwerte der Funktion z = f(z; y) siehe 8. 275,

Singulire Flichenpunkte

Ist der Punkt Py(zy; ¥,; %) ein singulédrer Punkt der Fliche
f(x; y; 2) = 0, so erfiillt er mit seinen Koordinaten die Gleichungen

f:=0; f,=0; f,=0.

Wihrend Tangenten durch einen gewéhnlichen Flichenpunkt in der
Tangentialebene liegen, bilden die Tangenten durch einen singuléren
Punkt einen Kegel zweiter Ordnung.



7. Integralrechnung

7.1. Delinition des unbestimmien Integrals

f f(z) dz = F(x) + C, wobei F'(z) = f(z) ist. f(x) heiBt Integrand,
x Integmtum,svanable

y = F(x) + C ist die Menge der Stammfunktionen (Integralfunk-
tionen) zur gegebenen Funktion f (allgemeine Lisung). Infolge des
Auftretens der beliebigen Konstanten C (Infegrationskonstante) sind
zu einem vorgelegten Integranden unzihlig viele Integrale méglich.
Fir einen bestimmten Wert von C entsteht eine partikuldre Lisung.
Geometrisch bedeutet das, daB unendlich viele Integralkurven
existieren, die durch Parallelverschiebung in Riclitung der Ordina-
tenachse auseinander hervorgehen.

7.2, Grundintegrale
x” +1

‘l.f:c”dz = +1+' n€ R\ {—1}
2.fd_:. =ln|z|+C 20

3. fe"’dx =7+ 0

4.fa‘”d:v =—+C-—a’logae+0 a>0; a1
B.fsinz\da:=—cosz-|-0

6.foos:cd:c=‘sinz+0

dz @rnt+1)m
7.fm —t&nw'l‘o x#T, nEG
dx
S.fﬁz—z = —cotz 4 C x*nur; ned
9.‘[1/_—=arcsin:o:+0=—Mccosa:+6'1 fir 2] <1

20*
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dz
10. ff+_z2 = arctanz 4 C = —arccot 2 + C,

11. fsinha:da::coshz+0
12. fcosh:vdz=sinha:+6'

d=x
13.j‘m =tanh:v+0
de
14. fs_mT = —cOthI‘+C T =*=0

15.]Vﬂ_——&rsin.hz+()=1n(z+l/z2+l)+0
18. fﬁ;arcoshx+0=]n(zi'[/z’—1)+C |z| >1

1 1+z

17_[1—::” —ertenhz +C =gl o +C 2] <1
_ 1 a:+1

18f1_:':El —arcoth:v+6'——2— 1+C' |x|'>1
z—1

19.fﬁ =—aroot,ha:+0— l +1+0 lz] >1

7.8, Integrationsregeln
Integration etner Summe‘ oder Differenz:
J 1@ + 9@) — b)) dz = [ f(e) dar + [ g(a) dz'—
— @)z
Integration einer Funktion mit konstantem Faktor:

[ ef(z) dz = ¢ [ f(x) az
Substitutionsregel:
[ f=) dz = [ fla®)] o10) at,
wobei
=) uwnd dz=g¢()dt
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Hiéufig vorkommende Substitutionen:

ar +b =t da:=-al-dt
z =t dr =adt
a
a a
dt
T i p— -
@ =¢ dx—tlna
Va: =t de = 2t df
% =t dz=-%dt
Inx =t dz=e'dt
a+bzx =t ,=%dt
' de
aa+$’ =i dg=—"—
2)t — a?
Va+bz =t az = 24
de
a+ b2 =t dr= ——
+ 2)/bt — ab
-— tde
ad 4 22 =¢ de = ———
Vo + Vi
Vo — 28 =t dr=— L%
Va? — ¢
n —1i
a+bz =¢ dz=m”b d¢
= tde
zz_aa =t dx:—
V |/¢z+¢,,a

Substitutionen fiir spezielle Integrale

1. f,‘(:c; Ja? —=?) de

Substitution: x = asint; dr = a cos ¢t d¢

ergibt ff(a sin ¢; @ cos ¢) @ cos ¢ d¢
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Dabei gelten:

gint = i; tan t = _r
a Vet — 22
cost = V__a’ — o, N
a T
2. ff(z; Va2 — ) dz
Substitution: x = e tanh¢; dz = _aedr dt
cosh? ¢
. a a dt
t;
ergibt f/(a tanh > cosh t) cosh? ¢
Dabei gelten:
sinh ¢ = ——2—; tanh ¢ = =
Vaz —z? a
008ht=_a—; cotht:i
Va? — 22 z
3. [{lz: Va* + 2*) da
Substitution: z = a tan?; dx = #
cos® ¢
a adt
ergibt f f(a tan ¢; 5 os? t) Y
Dabei gelten:
sint=——"— tant = =
Vat 429 a
cost = -a—; cott = 2
Va?+ 22 x

4 [Has)/a* + 2% az
Substitution: # = a sinh ¢; dz = @ cosh ¢t d¢
ergibt ff(a sinh ¢; a cosh t) @ cosh ¢ d¢
Dabei gelten:
—z
Va2 + 22
Vaz 2
Va +a: " T cotht=12TT :—z :

Sinht=%- tanh? =

cosht =
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5. ff l/:vz—a2

Substitution: r = L; —aemtal
cos ¢ cos? ¢
. a agin ¢ dt
L . P Paidalidindd
ergibt f /(cos ;9 tan ) o5t i
Dabei gelten:
2 _ a2 2 __ a2
sint =% a—; tant =1" —%
) z a
cosl = a. e
x’ Oott=l/x2_a2 N

6. [flz; J2* = a2) de
Substitution: £ = @ cosh §; x = asinh ¢ d¢
ergibt ff(a cosh ¢; a sinh t) @ sinh ¢ d¢
Dabei gelten:

V”%_az; tanht = /&= 0
a z

z
=2 -z
cosh rE coth ¢t = -

7. f/(sin x; cos z; tan z; cot z) de

s z 2
Substitution: tan 5= t; dz= TTE d¢

) 2 1—¢2 2 1 — 2y 2dt
erglbt ff(]. +tzy 1 +t2’ 1 _tzr ot )1—'—‘2

Hierbei muB der Integrand des Ausgangsintegrals ein rationaler
Term der vier trigonometrischen Funktionen sein.

8. f R(ginh z; cosh z; tanh z; coth ) dz Rrationaler Term

o z 2d¢
Substitution: tanh 3= t; dx= i—&
. 2 14 2 14 2de
el'g‘btff(l e L g L W LT )1 —a’

. wobei der Integrand des Ausgangsintegrals ein rationaler
Term der Hyperbelfunktiongn sein muf.
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9.

.10.

n fil=(55a) (G
+b

12.

S e da
o de
Substitution: e =¢; dz = +

ergibt [ f(t) dt

J flos Vaw +8)

Substitution: ez + b =1¢; dx =

orgibt [ f(t) dt
’l;)q; . ] dz

tﬂ

ktk—1de

az —
cx+d

ergibt [ f(t)d¢’

(n ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Exponenten p,
¢ ...; ad — be & 0)

[ fe: Va7 7 0) s

Substitutionen von EULER ergeben f 1) de.

Substitution:

Fall 1

a>0, Substitution:]/aa:-' +bx+c= zl/; +¢

.= t”—c_; dz=2_t’ﬁ+bt_cvadt
b—2Va (b—2t)a)

Fall 2

¢ >0, 2 + 0, Substitution: ]/aa:’ +br+c=at+ ]/;

_2%Ye —b _ 2ale —2bt + 202)/c
z——a_‘, H dz= (a_¢2)2 de
Fall 3
Der Radikand hat die reellen Wurzeln z, und z,.

Substitution: |/ax® 4 br + ¢ = t(z — z,)

_ 2al(zy — z)
dz_ _(122_ a)zl_d'
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13. [ flo(2)] ¢'(z) dz
Substitution: ¢(z) = »

ergibt f Hu) du

Partielle Integration
fuv’dz = uy — fvu' dz, wobei u = u(z); v = v(z)
Andere Schreibweise: f wdv = uv — f vdu

Beispiel:
fzslnzd.t zx=mhz [dv=12dx
du=Lay| v=2
x 4
fz“lnzdx:%lnz—lfidz— lnz——fz“dx—
xh 1 :c‘
ol
=T(lnz——)+0

Integration nach’ Partialbruchzerlegung

Partialbruchzerlegung eines echten Bruches g{v ((Z))

Fall 1
Die Gleichung g(z) = 0 hat nur einfache reelle Wurzeln z,, z,, ...

Dann kann =2 f@)
den: g z)
flz) A B c
9@ z—z; T —25 T — 14
_ =) _ Hz2) I (C2Y)
AN B= 9'(za) ’ ¢ 9'(zs)

g:_; fzd—zzl+3f3d—zzz+cfzd—zza+

in folgender Weise in Partialbriche entwickelt wer-

wobei

usw,
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Die Zihler A, B, C, ... der Partialbriiche kénnen auch, und zwar
oftmals schneller, durch den Ansatz unbestimmier Koeffizienten und
deren Bestimmung mittels Koeffizientenvergleichs gefunden werden.

Beispiel:
f 1622 — 90z — 95 de
3 — 622 — 13z + 42
?—6:2—13x+42=0=2,=2; z23=—-3; z,=17
1522 — 70z — 95 A B C

P —622—13z+ 42 =z — +:c+3+z—7=
_Az+3)@ -7+ BE—-2)x—-7+C—-2)(x+3) _
(z—2)(z+3)(z—17)
_(A+ B+ C)at— (44 + 9B —C)z — (214 — 14B 4 60)
= @—2 @+ (=17
Das Gleichsetzen der Koeffizienten gleicher Potenzen von z im Zih-
ler des 1. und letzten Bruches ergibt folgendes Gleichungesystem:
A+B+C=1b6
44 +9B—-C=170 =2>A=7;B=5;C=3 -
214 —14B 4 6C =95

bzw.
_ H=) — —-176 _
g(zl) —o5 = 7 usw.
Demnach gilt:
1522 — 70z — 95
pe iy g 1 7f 2+5fa:+3+

+3f:—td_z7=7]n|z—2|+51n|z+3|+31n e—1+0C

Fall 2

Die Wurzeln der Gleichung g(z) = 0 sind reell, treten aber mehr-
fach auf, z.B. die Wurzel z; a-rhal, die Wurzel z, f-mal usw.

=) _

glz) — ,

_ 4 2 A3

T (2 — 7" +(I—1'1)"‘—1+(a:—zl)“— z—z1+
By BZ Bg

+(1—12)”+(2—32)”"1+2—£2)ﬂ2+ "tz 12+

+ (%] Ce Cs C' 4o

G—ay TE—ey i TE ey T T g
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Die Koeffizienten 4,, 4,, ..., By, B,, ..., Cy, C,, ... berechnen sich
nach der Methode des Koeffizientenvergleichs.

Beispiel:
323 + 1022 — z
[ e
(@*—1P=0=2=2,=1 und z,=x,= —1
3z° + 10z* — z A, A, B, B,

@-1 -tz 1terlr T@rn
_AEH 4G ) @ D+ B 1+ Bz — @t 1) _
@ -0z + 1F
_(A|+-Bl)1"+(A|+A|+B|—BI)E'+(2AI—A|—231—B|)Z
B G-+ 1y +

(Ay~ Ay + By + By)
(z — 1) (z+ 1)

Methode des Koeffizientenvergleichs fiihrt zu dem Gleichungssystem
A, + B, =3
A, +4,+ B, — B,=10 =24,=3; 4,=4;
A, — 4, — 2B, — B,=—1|B,=2; B= —1
4, — 4,4+ B, + B, =0

Demnach gilt:
3 -
f3z (;l—z 103:13)2 " Qe — |
3f(x eom 4 dIl“f(w o P b
_-——+4ln]a:—1| + —Injz4+1|4+C
Fall 3

Die Gleichung g(z) = 0 hat neben reellen Wurzeln auch einfache
komplexe Wurzeln, die konjugiert komplex auftreten. Die oben be-
sprochenen Methoden der Partialbruchzerlegung sind auch hier an-
wendbar, wobei allerdings komplexe Zihler mit auftreten. Vermie-
den werden kann das Rechnen mit komplexen Gré8en, indem man
die Partialbriiche, die durch die komplexen Wurzeln zustande kom-
men, auf einen Hauptnenner bringt. Sind z. B. z, und &, zwei kon-
jugiert komplexe Wurzeln, so lautet der Ansatz:

fle) __ Pzr+Q
glx) ~ (z — xl) (= — 12)
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worin die Koeffizienten wieder nach der Methode des Koeffizienten-
vergleichs ermittelt werden.
Integration des Ausdruckes
Pxr+Q _ Pr+@Q@ |
@—2)(z—m) 22+pr+g
Pz 4+ Q _P
. g;pz+qdz—?ln|ﬁ+1’x+91+
- P_2p 2+ 2
————arctan ——— fiir ¢ —5->0
V _ 72 _ E . 4
T 177
Beispiel:
T2 — 10z + 37
f:l:’—3a:’+9x+13
2 —322+ 974+ 183=0=
sz =-—1; 2=2+438j; z,=2—8j
22 —10z4+37 4 + Pr4+Q
2 —822+97+18 z+1 ' 22—4z+13
_ A —4z+13) + (P2 +Q)(z+ 1) _
2% — 322 + 92 + 13
_(A4+P)a*—(44—Q—P)r+ (134 1+ Q)
- 28 — 322 4 9z 4 13
Methode des Koeffizientenvergleichs fihrt zu dem Gleichungs-

+

system
4+ P =1
44 —-Q—P=10 =4=3; P=4; Q= —
184 +@ =37

Demnach gilt:

Tx2 — 10z + 37 de =
f:c"—3z’+9a:+13 -

_3fz+1+f:c’—4x+13

—8Injo+1] +21n|a? — o + 13| + 2 srctan® 5 > +C




7.4. Einige besondere Integrale ) 317

Fall 4

Die Gleichung g(z) = 0 hat neben reellen Wurzeln auch mehrfache
komplexe Wurzeln. Dann erfolgt am besten wieder Zusammenfassung.
der Briiche, die durch die konjugiert komplexen Wurzeln entstehen.
Die Zerlegung lautet:

flz) _ 4, 4, 45

0@ @z G—af z—a
+ Pzx+Q + Pz + @,
@@+pr+9? @ +prto)
2, tritt in dem hier gewihlten Beispiel als dreifache reelle Wurzel

auf, und die konjugiert komplexen Wurzeln treten als zweifache
Wurzeln auf.

7.4, Einige besondere Integrale

Zur Beachtung: Bei den unbestimmten Integralen sind der Uber-
gsichtlichkeit wegen die Integrationskonstanten weggelassen.

7.4.1. Integrale rationaler Funktionen
(az + b+t
a(n + 1)

dz 1
2. fm=—a—ln|ax+b|

1 f(ez + b de = (n % —1)

(ax + b)n+2  b(ax 4 byn+1
a’(n +2)  a¥(n +1)

3. f z(az + b)*dz =

(n —1; —2)
= &%&rl—l))(::u—bz) (az + b+
4-fa—z-(:f—b=%—%]n|ax+b|
b (a:izb)z = az(a:—i— 5T al_zl“ |az + b}
6. f (a:_:_h;)” = &Zn — ‘;()1(; - )2:; (;zb+ =1 (n+1;2)

[2d L[ty

— — 2
= ! %b(az + b) + b ln|aa:+b|:|
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2
8. f(a:i’b), [ax+b—2b]n|aa:+b|——-——

2 dz b2
@ TP = [ln |az + b| +ax iy Sl T +b)*]
2 dx 1 1
0. v~ w - et

2b b2
T D@ Fh 2 m=1) e+ b)"—l]

(n=+1;2;3)
llf dx 1 a,:c+b
: z(a:t+b) / b z
1 az + b
Y E e
_ 1 1 2 ar + b
13'fz’(aa:+b)2_ @ b’(a::+b)+alz’z_b_*‘h:l z ’:I
T
14fz’+ T arctan;
1 a—=z
].Bf _a’=——a-&l't& h';—%] G+I (II|<|G|)
"1 z 1. z—a
lﬁf —_——=——;arcoth;—=ﬁlnm (II|>|G|)
dz
17-fm=
= 2—arctan%'z——+b_— fir dac — 2 >0
dac — b2 Vdac — b2
= — 2 artanh 20z 4 b far 4ac — b2 <0
/b2 — dac Vo2 — dac
—yiE =
— 1 2ax + b 4 4ac fitr dac — b < 0
/b2 — 4ac 2a:c+b+|/b*—
2 —
18. faa:’+bz+c % =—In |az? + bz + ¢|

b dr
_2¢fax3+ba:+c



7.4. Einige besondere Integrale 319
mxr+n _m
19. faz,’+bx+o =2 Injaz? + ba + o| +
- 2an — bm_ arctan 2oz tb fir dac — 52 >0
al/4ac — b? V4ac — b®
=r 2 _
_2aln[aa: + bx 4+ ¢|
2an — bm artanh—m—-i_l- fiir 4ac — b3 < 0
T aVb? — & b2 — dac
20 dx _ 2ax + b
’ f(az2 +bx + ) (n — 1)(dac — b2) (ax2 + bz + c)n—1 +
4 (2n — 3) 2a dx !
(n — 1) (dac — b2) ] (az2 + bz + c)n—1
al. br + 2¢
f(azz T oz + o) (n— 1)(dac — b2) (a2 + bz + c)p—1
__ b(2n —3) dzx
(n — 1) (4ac — b2).} (az2 + bz + ¢)n—1
22 _ G 1|
'fx(aa:2+b:c+?)_2c n ar® bz f¢|
b dz
?Efaz’ +bz+ec
7.4.2. Integrale irrationaler Funktionen
1. fl/a’—z’dx:%(z]/a” —z +a’arcsin%) (=l = |a|)
2. fz]/az—xzdn: = —%V(a’—x2)°=
1 e
=—g@ -2 -2 (2| <la))
2 ~2dq 7 _ 2
3. f__l/az:c dz _ Vet —2* —aln “H/#_l (2] <|a|)
dx
- = in— <
4, fl/az_——z_’ = arcsin (=] =|a|)
z? dx x a? . X
Var—o ——?Va,z—:c’-k—z—arcsm-; (Iz| = |a))
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6. sz’+a’dz%l(zVﬂ+a’ +a’&rsinh%)

7.fa:|/:cz+a’dz -——V(a:’+a2)°——(z’+a’)l/x’+a’

S.f___lxz'-l_andz,=l/zz+a’_a]n‘i__ lzz_'.ﬁ
z z

dx . —_—
9.fﬁﬁ=arsmh%=ln|z+]/za+a’l

10. fl/a:’—{-a’ a2 + a®

2
ll.f—xdx_=i zz+a’__a_arsinh%=

Va2 + a2 2 2
=%Va:’+a’ —%lh|z+]/z’+a’|

14, f [/a:” —a?dx = %(x Va:’ — a? T~ a? arcosh

=%(z]/zz_a2 :Faﬂln(|z|+l/zz _ a’) (z] = |al)

wobei das Minuszeichen fiir z > 0, das Pluszeichen fiir z < 0 gilt.

16. fz]/:c’-—a”d;;:%l/(zz_az)a —
=%(z’—a’)]/z’—a’ | (lz' 2 |a,|)

10, Rty

— a? —aa.rccosi::— (lz| =lal)
17_./'L
Yzt — a2

=arcosh-§-=ln(|z|+l/x2—az) (Iz| > |a])
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az S
S =l Gl (12 > la)
19. fl/fzd:ta %sz—a2+a—;-arcosh %I:
s —a
= gleVF =@ +aomlsl+ VA =a)] (el > b
. dz 1 -
0. | —————=-—n|2 2 10 %az + b
‘/V‘”2+bx+c Va I l/a(aa: + bz + ¢} + 2az + b|
(a>0)
2az + b
= = amsinh s = 0; dac —
Va“ V4ac — b2 @> > 0)
-5 m"inm (@ < 0; dac — b3 < 0)

V—a b2 — 4dac
21f z dz _[/aa:3+ba:+c_£
"J Vaz?

dx
+ bz + ¢ a 2afl/a:c9+ba:+c

7.4.8. Integrale trigonometrischer Funktionen
1, fsinca:da: = —lcosca:
¢

sin?—1 ¢z cos ¢z
ne

. _ n-—l . -2
2.fsm"ca:da:—— += fsm” ez dx
_(n>0)
sinecz T coscx

c? c

3. fa:sinca:dn:=

- T i n -1
4. fz”omcxdz——?coscz+?fa:” cos ¢z dz (n > 0)

5. fsmcxdz_ (cz)® +(°L)5_

T 3.31 T 5.5!
sin cx 1 sinez ¢ CO8 ¢
G'fx”' i s ML ) I e
f.d:c =Linlia cz
sin cx ¢ 2

21 Bartsch, Formeln
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dz _ 1 cos ¢x n—2 dz (n>1)
'fsin"c:z— ¢(n —1)sinr~lece ' n —1J sin®—2cx
1 cx b3
gjlj:smc:v omn(2:‘:T)
z cx T 2 cx b3
10. f1+smcz_7mn(?—f)+?fln cos(?—@—)l
zdz z T cr 2 . [T ex
1. fl —smcz_?co'j(f_?)-l-?’-ln sm(T—?)
sin cx dz 1 T __ o
12. fl + siner :|::c+?tan(T:F?)
13. fcosczdx=%sinca:
2 __cos"~lezsinez  n—1 n—2
14. fcos czdr = s + - fcos cx dz
coscr . xsincx
15.f:ccosc:cdz= 2 +-c—
16.fz”cosca:da:=xnsmw lf:::"_lsinca:d:::
c ¢
cosex . (cx)? | (cx)t
17.f o d:c—ln|c:c|—2—.2—!+4—:ﬁ_+...
CO8 ¢z cos cx c sin ez dx )
le'fvz"“dz=_(n—l)z"q_n—lf an—1 (n+1)
dz 1 cx | w\i
19. fcoscw_?] tan( + )i
sin ez n—2 dx
20. [cos”cz c(w —1) cos—lex ' n—1J cos®—2¢x (»>1)
1 cx
21'_/1 Fcoscz ¢ < By
1 cx
2. fl—coscz ?cot?

x cx 2
28. f1+cosca: ?tanfz:-+?ln'

T cr 2
24. fl—cosc:c 7?Ot?+?ln

cos cx dz dz 1 cx
26. fl Fuoscz __c_tan?

cr
cos -5
T2

. T
sin —g'
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2. cos cx dr =—z—lcot£
1 — coscz c 2

z a: K
2. fcoscxisnncz_clﬁlnimn 2_!:_8-)!

dz 1 T
28. f(cos ¢z + sincx)t 2—tan (c:v + _)

29. f cos cz dz 2+ ln|smca:+0050-‘€|

cos ¢z + sin ¢z

(siche 60)
__cosex dx x 1 .
30. == — 0—In|sin ¢z — c0s ¢ |
€08 ¢z — sin ez 2 2
{siche 61)
sin cz dx x 1 .
31. fmm =—2- - %ln lsmcz + OOS.t‘/.EI
(siehe 62)
sm cx dz T 1 .
32. = — = — —In|sin ¢z — cos cz!
co8 ¢z — sin ¢z 2 2c
(siche 63)
cos cx dz _ 1
33'fsincz(1+cosc:::)_ I 2+2 In It&n——’
cos cx dz _ 1 2 €T 1 cx
U [ e o = H P T g T
sin cz dz 1 2 fCT | T
36. fcos cx(1 + sin cr) Emt (_2_ + T) +
1 cx T
+-2—cln tan (? +T)l

sin cz dx _ 1  ofx 0w
36. fcos cx(l — sin ¢x) =7 ton (? + 4)

tan (%: 4 %) i

2c

1 -
. _ 1.,
EYR fsxnczcosczdx—2651n cr

sin(c, —¢,)x  8in(c; 4 ¢3) 2

38. fsin ¢,z 8in ¢,z dr = Sei—c) 2o )

chl*‘ Cy
21*
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sin(¢; — €)% | sin(¢; + ) &
2(e; —¢,) 2(¢y +¢3)

39. f COB ¢, ¢08 €% d =
EARAEY

. _ _cos(e, +¢)z  cos (¢, —¢)z
40. fsm e,z cos ¢yx dx = 36, 75 3 (o = 55)
e |+ ||
41. fsin"ca: coscxdz = c(n—iﬁsin"‘“ cx (n = —1)
42. fsin cx cos” cx dr = — (ﬁ.coa""’1 oz (n % —1)
inn—1 +1
43. f sin” ¢z cos™ ez dx = — sin® c(:xj_oj:) i
n — 1 =2 m _
+n+mfsm cx cos™ cx dz =
__sin?+1 cx cog™—1 cx
c(n + m)
m—1 son m—2
+n+mfsm ¢ cos cxde
(m;n > 0)
44, .—dz—=lln|tancz|
sin ¢z coscx ¢
dzx 1
4. fsin T cost oz ¢(n — 1) cos”—1 ca:+
dz
+fsin cx cos™—2 cx (n+1)
1
46. fsin" cxooscr ¢(n — 1) sin®—1 cx +
dz
+fsin"—2ca: cos ¢ (n % 1)
sin czdz 1
47. f cos®cx  ¢(n — 1) cosm~1 ca: (n+1)
sin? cx dz 1 T, X
48. f—coscz ——-c—smca:+—ln tan(z-+?)|

49. gin? cx dx _ sin ¢z
f cos"cx  o(n — 1) cos™ Loz

_n——__lfm (n+1)
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in® inn—1 inp—2
50. fsm cx dz _ _ gin cx +fsm cx dx

cos ¢z e(n — 1) CO8 ¢z
Bl fsin" cx dz _ sin®+1 ¢z _
COB™ cx ¢(m — 1) cos™—1lcx
n—m-+ 2 sin®cxdzx
T Tm =1 fcosm—zca:=
sin?—1 cx n

~ ¢(n — m) cosm—1 ¢z
n —1 (sin®*—2c¢zxdzx
+ n—m cos™ cx
_ sin®—1 ¢z
T e(m —1)cosm—lex
n—1 fsin?-2 cx dx

m—1 cos™—2 cx
52 coscrdr _ 1
) f sinfex  ¢(n — 1)sinn—1cz
2
b3. fcos oz dz =—(cosc:c +lnltan—’
sin cx

dx

cos? cx dz 1 COS cT
54. f ginfcz = n—1 (csin"—lcz —i_fsin"—2 e

55 fcos" cxdr _ cos”lex fcosﬂ—2 cz dz

sincx  c¢(n —1) sin cz
56 cos® czdr cosn+1 cx
’ ginm¢xr ~ ¢(m — 1)sinm—1le¢x

_n—m+2 cos” ez dr
sinm—2¢czx

m — 1

cosn—1cx
= c(n — m)sinm—1 cx +
n—1 fcos®—2czdx
n—m sinmcz

+

cosn—1 ¢z
c(m — 1)sinm—1cx
n—1 fcos®—2cxdzx
m—1 sin®—2 cx

b1. ftancz&:c = —%ln | cosez|

)

(n+1)

(m+1)

(m % n)

(m + 1)

(n+1)

(n+1)

(n+1)

(m + 1)

(m &% n)

(m = 1)
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b8. fta.n" cx dz

59. ftan" cxdx _

cos? cx

dz
60. f tancx +1

dz
6. fta.ncz i

= - n—1 _ n—2
=T tan' cx fta.n czde (n=+1)
L tenntiop (n=+ —1)
c(n+1)
2 +355 ]nlsmca:+cosct]
2 +35; 1n|smcz—coscz]

tan cz dz
62. f tancz + 1

tan cx dz

1 .
fl +cotuz—?_'2}'ln|smcﬂ=+cos.:a:|

63. ftanc:c—l

x 1 .
fl —octos ——?+§ln|smcx — cos cz|

1 .
64. fcotca:d:v ——c—]n|smoa:|

66. fcot"ca:da: = —c(n—l_l)co'o"_1 cz —fcot'.”_2 cxdz (n=1)
cot® cx dz 1 e+l
66. f P T ) cot oz (n + —1)
87 __ [ tancxdz
: fl + cotex _ftancz+ 1
tan cx dz
88. fl —cotoz ) tanexr — 1

7.4.4.

Integrale der Hyperbelfunktionen

1. f ginh cx dz = —1— coshex
c

2. f cosh cz dz = —l—sinh cx
c

3. f sinh2 ¢z dz

_c ginh 2c2 — %—

1 T
2 = : =
4, f cosh? czdzr = I sinh 2cx 4+ 5
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5. fsinh” cxdz = 1 sinh®~1 ¢z cosh cx —
on

—"L_—lfsmhﬂ Zerdr = (n > 0)

— 1 sohn+1
=m0 sinh cx cosh cx —

n+2fsmh”+zca:dz n<0;n —1)

1
n — ; n—1
6. f cosh® cx dz = o sinh cz cosh’ cx +

n—l

[ cosh =2 ez dz = ‘(n > 0)
———l—sinhczcosh"’*‘lc:c 4
c(n +1)
"’+2 n+2 .
n+1fcosh czdz (n<O;n —1)
dz 1 cz 1 coshecz — 1
7-fﬁm=7‘“ I"""‘h? | “enher ‘l=
' sinh cz 1 cosh cx —1

-1
[

Mcoshezr F1| 2

B.f dz 3arcta,ne

cosher + 1

cosh cz

9. 1 cosh cz _
fsmh"c:r T ¢(n —1) sinh*—lex
n—2 dz

T n—1J sinh*—Zez (v +1)
0 dz 1 sinh ¢z +
’ _/‘cosh’l ex  ¢(n — 1) coshn—1ex
+ n—2 dz (n +1)

n —1J cosh®—2cz
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1. j‘coslh’l T 4y 1 coshn—1 ¢cx
sinh™ cx c(n —m) sinhm—1cz
n —1 fcosh?—2¢x
+ n —m,J sinh™ cx = (m =+ n)
_ 1~ coshntlcx
¢{m — 1) sinhm—1¢cx
n—m+ 2f cosh” cx

m—1 sinhm— 26_1de (m +1)

+

1 coshn—1 cz
¢(m —1) sinh”?—1 ¢z

— -2 N
+n 1 cf)sh"_ czdx (m % 1)

m —1_J sinhm—2¢x

19, j‘smh’" % G 1 sinhm—~1 cz
cosh” cz c(m —n) coshn—1ex
m — 1 fsinhm—2cz
_m—nf cosh” cx dz = (m + n)

_ 1  sinhmtlez
"~ e¢(n — 1) cosh—1cx
m —n + 2 sinh™ cx
T a1 fcosh"—zc_z
1 sinh™—1 ¢z
" e(n —1) cosh"—1 ¢z

dz = (n 1)

— i -2
+m 1 [sinhm cxdz (£ 1)

n — 1, cosh®—2cz

13, fa:sinhc:cda: = l::: cosh cx — izsinhca:
: P ¢

14, f z cosh cx dz = -l—:c sinh cz — lz coshex
¢ ¢

15.ftanhca:dx=iln|coshca:|
c

16. f coth cxdz = 1 In | sinh cz|
c

1

17. f tanh® cx dz = — G(—l)'
n —

tanh™! cz 4 f tanh®-2 cx dx

(n + 1)
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18. f coth® cx dz = — coth® 1 ¢z +

_1
en —1)
+ f coth® 2 ¢z de
19. f sinh bz sinh cz dz = bz—ic—z (b sinh ¢z cos bx —
— ¢ cosh ¢z sinh bx)
1 .
20. f cosh bz coshexdzr = e (b sinh bx cosh ¢x —

— ¢ sinh ¢x cosh br)

21.

— ¢ cosh bx cosh cz)
22, fsinh (ax + b) sin (cx 4 d) dz =

2+ ———3 cosh (az + b) sin (cx + d) —

2+c= sinh (ez 4+ b) cos (cx + d)

23. fsinh (ax + b) cos (cx + d)dz =

2+ ———3 cosh (az + b) cos (cz + 2) +-

+ - a+ — 8inh (az 4 b) sin (cx + d)

24, f cosh (ax + b) sin (cz 4+ d)dx =

=ara + Pl ———— sinh (az 4 b) sin (cx + d) —

-0 + 2cosh (ax + b) cos (cz + d)
26. f cosh (az + b) cos (cx + d)dz =

2+ 2smh(cz:n:+b)cos(c:c:+d)-}-
+a2—|— ; cosh (az + b) sin (cz + d)

(n+1)

(bz 4: cz)

(®* 5 ¢?)

(o2

+ o)
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7.4.5. Integrale der Exponentialtunktionen’
1
CT — (47
1. f e dr = -

2. fze”’dz=i—c:(cz -1

5. [ e o (E B, )

4. fla:'"e‘” dz =%x"e“ - %fx""le“ dx

B'V.I.ewxdz Izl + 173 11+2(w;'+ ‘

o [ i (amr o [ o) o 1)
1. fe“ln:cda:-— -:—(“’ln|a:| —fe”zd’)
8.fec"sinb:cd.z=£ﬁ(csinbz—bcosbx)

9. fe‘”oosb:vdz_=%(ccoebz—{-bsinbz)

ezgin®—1 x

10. fe"‘“ sin z dz = — (csinz — ncosx) +

GRS
?;wa

11, fe”"’cos":cdx = ecch?:s_n “la — (ccosz + nsin z) +
A o

7.4.6. Integrale der logarithmischen Funktionen
Fir z > 0 gilt:
1. flnzd:c:zlnz—:v
2. f(lnx)”dx =z(hz)2—2zInz + Qz
8. [(neytdz=z(nay —n [(nzy"~!dz (n + —1)
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dz (Inz)2 (lnz)
4.fln—z==ln|1nz|+lna:+2.2! +3 3T + .-

dz x dz
5. f(ln:z:)'l = (n —1)(nz)»—1 + n —lf(ln z)n—1 (» +1)

6. fa:"‘ln zdz = a:”‘“(ml:_xI - (7;—_1?)

amd 1(ln 2)n

(m + —1)

1. fa:”' (In z)* dx =

m+ 1
—millfz”‘(lnx)"_ldz (m;n £ —1)
(nz)rdx  (Inz)rtl TS
8. f z T oa+1 (,n *-1)
In zd= In z 1
9.. zm =—(m—1)a:m—l—(m—1)2:vm—1 (m=l=1)
(In 2)r dz _ (In z)»
10'] am  (m — 1)am—1
+ n 1f(ln z)"”'"l dz (m + 1)
" i k-1
am+1 m+ 1 zm dz
1. f(ln - " m—Dmari a—1J) fagp1 ®FD

12. f— —In|hne|
zInz
1)? (In z)?

dzr  _ =1y (nap
13.fm—lnllnz|—(n—1)lnz+ lor

(n —1)® (In z)®
- 3.31

dz 1
14. fz (ll'l z)" == (n —_ 1) (ln z)ﬂ—l ("’ ='= 1)

15. fsin (Inz)de = % [sin (In ) — cos (In z)]

+ -

16. [ cos (Inz) dz = % (sin (In z) + cos (In z)]

(i A
17.fe”1nzda:=%(e"‘lnz —fe—zd—z)
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7.4.7. Integrale der Arcusfunktionen

1.

2.

3.

-

o

10.

11.

12.

13.

14.

.z .z —_—
farcsm Td:t:=:|:a.rcsmT+[/t:3—:l:2

. T (2 c? 2 2
fzarcsm?da:—(—g———‘l-)arcsm— Vc — 7z
x? z? + 2¢?
2 = ot - 2 __
f 2 arcsin da: =3 arcsin P + Vc
f arccos % dx = z arccos —::— —Ve2— 22
f z arccosi dzr = (f — ﬁ) arccos — — z ]/c2 — a2
¢ 2 4 ¢ 4

z 3 r 7% 4 2
f z2 arccos? dzr = 5 arecos — — + l/c2 — 22

. f&rctan -;-dz = zarctan-:— —%ln (c® + 2?)

fa: arctan%—dz:c—z;zzarctan-ci—c—;-
f:r’arctan—dx—%arctan—;—% c—(:ln (¢ + z?)
f:c arctan—:—d:—n’i:ll arct,ani_

n+1fz;l:-12: ’(n=|= —1)

f arccot i:— dz = z arccot i + %ln (c® + =2

f x a,rccot,— dz = ﬁ— arccot— + 3
z » z  cxd o a
f:c’arccot? _?arccot'-c—+?——6-ln(c + 22)
* n z antl z o+l de
ja: arccotc dz—n+1arccot n+1 )

(» + —1)
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7.4.8. Integrale der Areafunktionen

inh % dz = zarsinh = — /22 o8
1. farsmh p dz = z arsinh p Va:’ +c

2. f arcosh % dr = a:arcosh% — ]/a:’ —c?

2 dr— zL e 2 _
3. fartanth;—zartanh ~ + 3 In|c® — 22|

L
2

i = i 2 __ 02
4. farcoth ) dx :caroothc + & In|2? — ¢?|

7.5. Bestimmtes Integral

7.5.1. Allgemeines

Das unbestimmte Integral f f(x) dz = F(z) + C nimmt fiir z = @
und z = b die nicht eindeutigen Werte F(a) + C bzw. F(b) + C
an.

Bildet man die Differenz, so fillt die unbestimmte Integrations-
konstante heraus, und es ergibt sich der Wert des bestimmten Inte-
grals zwischen der unteren Grenze a und der oberen Grenze b:

b b
4= [fz)dz = F(z)| = F(b) — F(a)
[ a
Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
b '3
[H2)dz = — bf f(z) dz
[1@)dz =0
ab ) 0 b
[ 1) dz = [ fz)dz + [ f(z) dz
a a [
b
J V@) + g(2)) dz =
¢ b b
= [ @) dz + [gz)dz
a a

b b
JeHz)dz = ¢ [ Hz) dz
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Beispiel:
3 3
If (2¢ + 32%) dz = (2% + 2P)
|1
=@ +2)—(I+1)=34

7.5.2. Mittelwertsiitze der Integralrechnung

Ist y = f(z) im Intervall [a, b] stetig, so existiert im Inneren des
Intervalls mindestens ein Wert £; fiir den gilt:

b
[Hz)dz = (B — a) f(§)
a
oder in anderer Sch;eibweise

b
[H)dz=(b—a)fla + 80 —a)] far 0<d <1

Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sind y = f(z) und y = g(z) im Intervall [a, b] stetig und behilt
y = g(z) im Intervall das Vorzeichen bei, so gilt

b b
[ 1@ g(z) &z = 1(€) [ g(a) d=

& ein Wert im Intervall (a, b)
oder

b b
ff(z)g(:c)da: = fla + 8% — a)] [g(z)dz fir 0 <# <1
a a

Mittelwert

der Funktion y = f(z) zwischen den Grenzen a und b

1 b
AM=m&ff(z)da:

Quadratischer Mittelwert

der Funktion y = f(x) zwischen den Grenzen a und 2

1 f,
QM =/ — [ /=) de.
a
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Bestimmites Integral als Funktion der oberen Grenze

Das bestimmte Integral mit verdnderlicher oberer Grenze ist eine
stetige Funktion dieser Integrationsgrenze.

[ f(z) dz = F(z) — F(a)
a

7.6.8. Geometrische Deutung des bestimmten Integrals

b
Das bestimmte Integral f f(z) dx gibt zahlenmiéBig den Inhalt der

a
Fliche an, die von der Kurve y = f(z), der z-Achse und den Ordi-
naten f(e) und f(b) begrenzt wird. Flichen unterhalb der z-Achse
ergeben sich rechnerisch als negative Werte. Verliuft die Kurve teils
oberhalb, teils unterhalb der z-Achse, so stimmt der Wert des be-
stimmten Integrals mit der Differenz der Flicheninhalte {iberein.

7.5.4. Niiherungsmethoden Ifir bestimmte Integrale
Rechteckformel

fydz%_(ya+y1+y2+ *+ ¥a-1) 1/@‘

n Anzahl der gleichen Teile des Intervalls ng &%
Trgpezlormel
fydzw (.’/a+2?/1 + 2y, + y
+o+ 29,4 + ) &
n siehe oben ade L5 7%
Tangentenformel
b 9 (b 2)
fyd‘“*’ (y1 +ys+ys+ - + yp—1) (n gerade)
a
Simpsonsche Regel
b
fudzw Yo + 4y1 + 292 + s + 24+ +

+ 2p_9 + 4Yp_y + W)
(n = 2k, k€ N)
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Keplersche Falregel

jyd-‘“*’ é—gg(ya-l-‘iyl + ¥s) (= 2)
Beisptel: '
+5 +g
f coszdz=[slinz] =2
-3 -3 T

Mit der KepLERschen Fafiregel ergibt sich

x
e L 2r
J coszdr~ (0 +4-140) =~ 2,00
x ——

2

Integration nach Reihenentwicklung

Lift sich die zu integrierende Funktion in eine konvergente Potenz-
reihe f(x) = a, + @, + a,x? 4 --- entwickeln und liegen die Inte-
grationsgrenzen innerhalb des Konvergenzbereiches, so gilt:

b b b b
Jln)dz=a, [dx+a, [2de +a, [Pdz 4.,
a a a a

wobei
lal <r; |b| <7 (r Konvergenzradius)
Anwendungen
z
. . sin ¢ z8
Integralsinus Si(z) = f Tdt =%—3.37 +
0
25 27 -
+m_;ﬁ+—"1 ful‘|.’l:|<co
[- <]
Integralcosinus Ci(z) = f °°:' dt=C—1In|z| —
F 2
z? zh z® -
“gai T4 g.e T firlel<eo

C (Eulersche Konstante) = 0,56772...
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z
¢
Exponentialintegral Ei(z) = f % dt=C+
—o0

z 3

2 -
+ln|:c:|+1.1!+2.21 +3_3! 4o flirz <0

T
Integrallogarithmus Li(z) = f % —=C+Mhn|nz| +
) 0

Inz (nz)? (Inz)

+igiteer Tt fir 0<z<oo

. z I
Gaupsches Fehlerintegral ®(z) = ! f e 2dt=

Ver

1, 1 (2 25
"?+V§(T_2.3.1:+22.5-2s_

z? .
—?—.m-l-—"') fur|z|<oo

-0

7.5.5. Graphische Integration

Cs.o.

Cs.o.

Zur Konstruktion der zu einer gegebenen Kurve y = f(x) gehdrigen
b

Integralkurve F(z) = f f(z) dz ersetzt man die Kurve‘y = f(z)
a

22 Bartsch, Formeln
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durch eine Treppe mit zur Abszisse parallelen Stufen, und zwar so,
daB jeweils die beiden zwischen zwei Stufen schraffierten Zipfel
gleichen Flicheninhalt aufweisen. Die Ordinaten der Stufen trigt

man auf der y-Achse ab, 0B,, OB, usw., verbindet die Punkte B, B,
usw. mit dem Pol P(—1;0). Zu diesen Verbindungslinien zieht

man die Parallelen, beginnend im Punkt C,, so daB C,C, || PB,,

C,C, || PB,, C,C; || PB; usw. wird. Der dadurch erhaltene Polygon-
zug stellt einen Tangentenzug an die gesuchte Integralkurve dar,
der die Kurve in den Punkten C,, D,, D,, D, usw. beriihrt. Mit dem
Kurvenlineal wird die Integralkurve selbst gezeichnet.

7.5.8. Uneigentliche Integrale

Erklirung

Integrale mit unendlichen Grenzen und Integrale, die am Rande
des Integrationsintervalls unendlich werden, werden als uneigentlicke
Integrale bezeichnet.

) b
:f fie) de = Yim_ [ flo) d

b b
[ 1) dz = lim _ f f(x) dz

+ o0
f f(r)dz = llm f/(a:)da:

a—>+w“

Existiert der Grenzwert, so wird er als Wert des uneigentlichen
Integrals gesetzt.

Bei Integralen unstetiger Funktionen bestimmt man folgenden
Grenzwert:

b b—e
.,f f(z) dz =‘,‘1“oaf f@) &z far lim f(z) = oo
Existiert dieser Grenzwert, so wird er als Wert des uneigentlichen
Integrals bezeichnet.
Beiapiele'

1
dz ]’;,;1 nll —n
L f _ll—]ﬂ) ;” !.»-»011—1»] 1—71,(1_1":“8 )
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Der letzte Grenzwert existiert fiir 1 — n > 0 = 7 << 1 und hat den
Wert 0.

1

fd_:c___ 1 (n < 1)

z® 1l—n
0

1
2. K zl—n1d K -1
f b-.aof zh b—»oo{l—n}1 e 1<n

Dleser Grenzwert existiert firn —1>0=42> 1.

F dr 1

1

n —
3. J - existiert nicht, da In O nicht existiert.

7.8.7. - Einige bestimmte Integrale

fy’—xs“;‘
'of(1+dz)l/5 -
b

dz
3. _ -
;[ V(z —a)(d—2)
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7. Integralrechnung

1. zds 4
1—22
z2dx 3ma?
8. =
Vax — =2 8
(- <)
f &z __o
§ -2z
2b
nb?
10. of V2bz—x3da:=——2—
+1 2 _
1. [o?dz=2 1
A alna
- )
12. f e Tatdx = nl
0
O g 1
13.ofe o ===
oo dz 2
] m
14'6[ex+1=ﬁ
z o
15'fe4’—1_-6_
.0
w T fira>0
i 2
16_6/‘sm:a:dz___
T .
-5 firea <0
r dz
17.6[—%:@
T
4 1 — cosaxn
18. fsincwdz‘=
é a
£ gin ax
19. fcosazd:c=
g a

(@a>0)

(n€ N\ {0})
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% 3 B
20. f gin?® z dz =6[ cos?M g dx = 1 5 * (20 — 1) .
0

< 4.6...2n 2

(n€ N\ {0})
1 ?-2n+1 H 204+ 0 dy — 2 -6-- 2"
2.0f sin zdz=of cos z =186 @t

(nGN\{O})

=
2 .
dz
2. f TFoosz — 1
0
P x
)
03, f tan ax dz —
x k13
0 )

24. ftana:dz=

25.

26.

2

®

29,

/

/
s

/

J



342 7. Integralrechnung

7.5.8. Anwendungen der bestimmten Integrale
Geometrische Anwendungen

Flicheninhalte ( Quadratur)

1. Fliche zwischen der Kurve y = f(z), der z-Achse und den
Geraden z = z;, und z = z,

4= f f(@) dz (s. S. 335)

Fiir die Ermlttlung des absoluten Fldcheninhalts sind die sich negativ
ergebenden MafBzahlen der Flachenteile unterhalb der Abszisse
absolut zu nehmen.

Beispiel:
Wie groB ist die Fliche, die von der Kurve

1
A potacsy ¥y =g @ — 2* — 15a),

- der z-Achse und den Parallelen z = —4
und z = 4 begrenzt wird ?
Nullstellen: , = —3; 23 =0; 2, =5

23 € X

a=| [t eo +._jff(x)dw'+‘f4!(z)dx(=
L 1P
=TG__[;(:v’—2:v’—15a:)dz|+E_j;(a:’—2x’—15:c)dz+
1 4
+E()f(za—2z’—15x)d;‘=

1rat 22 152773 | 1t 220 15::’]0

0L4 73 2 )4 T10LET 7B

1 ot 152
+[5 -2 -5T-
S| (- LT L o)
|10\ 4 T3 1074 7|10 3 |‘

23
=14 %0 Flicheneinheiten
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2. Fliche zwischen der Kurve z = ¢(t); ¥ = y(t), der z-Achse und
den Ordina’oen y(t,) und y(t,)

4= f w(t) p(t) d¢
bzw. der y- Achse und den Abszissen @(¢;) und ¢(t,)
4= f (t) p(t) dt
t

1
8. Fliche, die oben von der Kurve y = f(z) und unten von der
Kurve y = g(z) begrenzt wird und zwischen den Parallelen z = z;
und ¢ =z, liegt,

4= f [H(z) — 9(x)] dz
4. Fliche zw:schen der Kurve r = f(¢) und den Radmsvekf,oren

r,=fg;)) und 7y, = f(,)

(Leibnizsche

1 P
4= J de  Sektorentormel) n
2 0

6. Fliche zwischen der Kurve z = ¢(t); ¥ = y(?) und den Radius-
vektoren OP; und OP,
[
4= % J lpp —gpldt  (Leibnizsche Sektorenformel)
[
Bemerkung: Formeln 2, 4 und b sind auch fir geschlossene Kurven
verwendbar.

Bogenlinge (Rektiffkation)
Liinge s eines Kurvenstiickes zwischen den Punkten P, und P,

Ty
s=[})1+y%de fiir Kurve y = f(z)
s
U
l/ dz\? )
8= f 14 (d—_{/) dy fiir Kurve z = [(y)
Y1
by
8= f V&z + '212 d: fiir Kurve x = ¢(t); ¥y = y(t)
¢

! s re _—
o [V = [V
L4 r

fiir Kurve'r = f(¢)
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Mantelflichen von Rotationskérpern (Komplanation)

Zs
Ay, =2n f yV1+y2dz bei Rotation der Kurve
e y = f(z) um die z-Achse

Us 2
dy,=2r | = |/ 14 (g—{) dy  bei Rotation der Kurve
% Y y = f(z) um die y-Achse

t
Ay, =2n f w)or + p2dt bei Rotation der Kurve
t1

z = g(t); y = ¢(t)
um die z-Achse

" bzw.

13
M, = 2% f o)e? +p2 d um die y-Achse

= 2 f rsing Vr2 +{>— dtp bei Rotation der Kurve
r = r(p) um die 2-Achse

bzw.

Apm, =2-n:frcosq:l/r2+( )dtp um die y-Achse

Volumen von Rotatlonskérpern (Kubatur)

Ty
Veo==x f yidx bei Rotation von y = f(z)
um die z-Achse
Us
V,=m f [9(y)12 dy = bt?i Rotation von y = f(z) um
% die y-Achse -
Zy
=n [ 2% dz y = fz) & z = g(¥)
21
) b bei Rotation der Kurve
Vo=r [ypa z = p(t); y = y(!) um die
. b z-Achse
¢
Vy=m f' Pty d bzw. um die y-Achse
121

P g (dr . d
Vz=-rcw_‘f 2 sin 4’(&;005'?—"3“1'?) P

bei Rotation der Kurve 7 = f(p) um die z-Achse
D
Vy=m= f r2cos? (% sing 4 rcos tp) de um diey-Achse
L 21
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Anwendungen in der technischen Mechanik

Arbelt

W=fF&
&

Statische Momente

1. Statisches Moment eines homogenen ebenen Kurvenstiickes
(Dichte ¢ = 1)

I T (bezogen auf die x-Achse)
-Mz=f!/l/1+!/2d-"" fiar Kurve y = f(z)
3%

Te

M, = f z )14 y2dz (bezogen auf die y-Achse)
£ 21
ty —
M, = f vW/e+ypdt (bezogen auf die x-Achse)
.1 fir Kurve z = o(2);
y=v)
¢
M, = f¢ Vo +pdt (bezogen auf die y-Achse)

Pr —  dry
M, = f r Vrz + dgt sing dep (bezogen auf die z-Achse)
o 4 fiir Kurve 7 = f(p)

L s e ,
M, = f r Vﬂ + (?—) cosp do (bezogen auf die
[ ? y-Achse)
2. Statisches Moment eines homogenen ebenen Flichenstiickes, das

von-der Kurve y = f(z), der z-Achse und den Geraden z = z, und
z = z, begrenzt wird

£
M, = % f ytdz (bezogen auf die z-Achse)
)
Ta
M, = f zy dz (bezogen auf die y-Achse)
L2 .

8. Statisches Moment eines homogenen ebenen Fliachenstiickes, das
oben von der Kurve y = f(z), unten von der Kurve y = g(z) und
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den Geraden z = x, und z = =z, begrenzt wird (¢ = 1)

£
M, = .;_ f [f(x)? — g(z)?] d= (bezogen auf die z-Achse)
E2)

M, = f .a:[/(a:) — g(z)] d= (bezogen auf die y-Achse)

E2

4. Statisches Moment eines homogénen Drehkérpers (o = 1)

I,
- M,=n=n f Tyt dz (bezogen auf die zur Dreh-
Z achse ¢ im Ursprung senk-
rechte y; z-Ebene)

Schwerpunkt

1. Schwerpunkt eines homogenen ebenen Kurvenstiickes der Kurve
y = f(z) zwischen den Punkten P; und P,

Ty Ty
[zV1¥y? a= [9V1+y? dz
E 2 _M I _-ME

v fusad

Ts = » Ys

T Tam = Tz T
fV1+y?da T [ V14 yde
E 21 Zs

2. Schwerpunkt eines homogenen ebenen Fliachenstiickes, das von
der Kurve y = f(z), der z-Achse und den Geraden z = z; und
z = z, begrenzt wird

Zy Zy
f:cyd:t Jy?dz
& _My_ _ @ g
B=Sg—— =3 U= —=T
fyd=z 2 [ydx
21 2

8. Schwerpunkt einer homogenen ebenen Fliche, die oben von der
Kurve y = f(z) und unten von der Kurve y = g(x) begrenzt wird

[2li(@) — g(a)] de

21 Y

Tg= Zs =
[@) — gte)) ds
Juer —gomaz
Ys= =49

2 flfte) — gte)] de
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r

4. Schv;'erpunkt eines homogenen Rotationskérpers, der durch Dre-
hung der Kurve y = f(z) um die z-Achse entstanden ist

Za
fzy®dz
$S=z'z. =_yz; yS=0; ZS=0
Jytd=
T,
b. Schwerpunkt eines Korpers
zdV dav
P LA A L
STy TTY P YTy 4
[zdV
M 4
zs=7’”=_y_

Fiir die Kurven in Parameterdarstellung bzw. Polarkoordinaten ist
der Schwerpunkt aus Moment und Bogen bzw. Fliche zu bilden.
Flichentrigheitsmomente (Festigkeitslehre)

1. Aquatoriales Tragheitsmoment eines ebenen Kurvenbogens s

EZ)

I,= f y? Vl + y2 dx (bezogen auf die z-Achse)
z, fir Kurve y = f(x)
Zy —_—
I,= f 22 Vl 4-y2dz (bezogen auf die y-Achse)
T
¢
I = f.pz ]/ 4+ de (bezogen auf die z-Achse)
A fir Kurve x = ¢(t);
¥ =)
t —
I,= f ' @ l/q':” + y2dt (bezogen auf die y-Achse)
i

Ps T 7ar\2
I,= f 2 sin’derz +(§L) dp (bezogen auf die z-Achse)
o P/ tiir Kurve r = f(g)

P dr'_g
= 2 l/ ar o
I, = w'.f r2cost |/ r? +(d¢p) dp (bezogen auf die y-Achse)
2. Aquatoriale Tragheitsmomente der Fliche A, allgemein
I,= [ydd; 1, = ‘{ #2dd  d4 Flichenelement
A
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Satz von STEINER: I = Ig + a24 Is Trigheitsmoment in be-
zug auf Schwerpunkt
a Abstand Bezugsachse —
Schwerpunkt

3. Aquatoriales Trigheitsmoment einer homogenen ebenen Fliche
zwischen der Kurve y = f(x), der z-Achse und den Geraden z = z,
und z = z,

Ty
I, = %— f y? dz (bezogen auf die z-Achse)
T
z, )
I, = f %y dx (bezogen auf die y-Achse)

21
Siehe auch 8. 356.

4. Aquatoriales Trdgheitsmoment einer homogenen ebenen Fliche,
die oben von der Kurve y = f(z), unten von der Kurve y = g(z) und
den Geraden ¢ = z, und x = x, begrenzt wird

I,= —13— f ' {lf(=)]® — [g9(2)]°} dx (bezogen auf die x-Achse)

I,= f . 2*[f(z) — g(z)1d= (bezogen auf die y-Achse)

¥
(31
5. Polares Tragheitsmoment
I,= J rtdd =1, + 1, (bezogen auf den Ursprung)

Siehe auch S. 3567.
6. Zentrifugales Tragheitsmoment
I, = J zyd4 dA Flichenelement

Massentrigheitsmomente (Dynamik)

J= f r2dm dm Massenelement = g dV
" dV Volumenelement
r  Abstand vom Drehpunkt

Massentragheitsmoment eines homogenen Kaorpers der Dichte g, der
durch Drehung der ebenen Fliche zwischen der Kurve y = f(z),
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der 2-Achse und den Geraden z = z; und z = z, um die z-Achse
entsteht

o
z='2£f?/‘d-'c
2

Massentrigheitsmoment eines homogenen Kérpers der Dichte g, der
durch Drehung der ebenen Fliche zwischen den Kurven z = g(y)
und den Geraden y = y, und y = y, um die y-Achse entsteht

Ua
J="2 [#dy
F41

7.6, Linienintegral
7.6.1. Linienintegral in der Ebene

Unter einem Linienintegral versteht man ein bestimmtes Integral,
dessen Integrationsweg nicht von zwei Punkten der z-Achse, son-
dern von einem Stiick einer als Gleichung gegebenen Kurve Clz =
= f(t); y = g(t)] festgelegt wird. Die Integrationsgrenzen sind 4 und
Bmitt =t 4und ¢ =¢p

B
L=,4[ [P(z;y)dx(—(l)—)Q(a’;?l) dy]

Man spricht in diesem Fall von dem Linienintegral lings der Kurve
C zwischen den Punkten 4 und B.
Zur Berechnung dient das bestimmte Integral

ip .
L= f {Pf(t); g®) (&) + QUAE); 9(©)] (t)} d¢
t

Der Wert des Linienintegrals ist sowohl von der Lage des Koordi-
natensystems als auch von der Wahl des Parameters unabhingig.
Vertauschung der Grenzen 4 und B ergibt

B
‘f [P(z; y) dz + Q(z; y) dy] =
©)

B
=— ,4[ [P(z; y)dz + Q(z; ) dy]
©

Wird als Integrationsweg eine in sich geschlossene Kurve gewihlt,
die man so durchliuft, da8 ihr Inneres links liegt, o schreibt man
(Randintegral).
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Fliicheninhalt einer ebenen Figur

= .%_ ﬁ (z dy (E) y dz) C Randkurve der ebenen Figur

Linienintegral eines volistiindigen Differentials
Tt die Jntegrabilitdtsbedingung (ScEwARzsche Bedingung)

erfiillt, ist also P dz + @dy ein vollstindiges Differential einer
Funktion ¢(z; ¥) = 0, so ist das Linienintegral unabhdngig vom ein-
geschlagenen Integrationsweg. Es hingt nur noch von den Grenzen 4
und B ab. . )

Daraus folgt: Der Wert des Linienintegrals eines vollstindigen
Differentials iiber einen geschlossenen Integrationsweg ist Null.

Umkehrung: Ist der Wert eines Linienintegrals iiber einen ge-
schlossenen Integrationsweg in einem einfach zusammenhéngenden
Bereich gleich Null, 8o ist der Integrand ein vollstindiges Differen-
;::Ldie Integrabilititsbedingung fir den Vektor § = Pi + @j ge-

geben, heiBt das Feld Potentialfeld, g(z; y) = 0 Potentialfunltion.

Beispiel: B

Berechne  das . Linienintegral j [(zy + 9*) dz + z dy] lings der
©
Parabel y = 922 zwischen den Grenzen A4(0; 0) und B(2; 8).

Man wihlt bei expliziter Form der Kurve eine der Unbekannten
gelbst als Parameter. Wir wihlen z, also y = 227, dy = 4z dz.

2 4
L=J(z-2z2+4z‘+z-4x)dz=44fg

7.6.2, Linienintegral im Raum

Die Lohrsitze des Abschnittes ,,Linienintegral in der Ebene* lassen
sich unmittelbar auf réumliche Probleme {bertragen.

B
L= f [P(z; ¥; 2) dz + Qz; y5 2) dy + Rlx; y;2)dz],
4 )
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wobei C in der Form gegeben ist:

x=f(t); y = g(t); z = h(t); A(zg394324)s Blegs ypizp)-
tp .

L =‘ f {PLH®); g(t); R(£)] () + QUI(E); g(2); B(8)] g(8) +-
4

+ R[/(£); g(6); R()] A(t)} dt

Das Linienintegral wird unabhdngig vom Integrationsweg, wenn die
Integrabilitdtsbedingung gilt:

R oP @R 0 8Q oP

oy oz ' oz oz P ox oy

7.6.8. Linienintegral eines Vektors
F = P;9;2)i +Qz;y;2) i + Rlz;y32) ¢

Der Vektor heiBt Feldvektor, der zugehirige Raumiteil stationdres
Feld des Vektors .

Die Raumkurve C, entlang der sich das Linienintegral erstreckt,
wird in der vektoriellen Form r = r(t) gegeben.

Das skalare Produkt

§:dr=(Pi+ @+ R (dei+dyj+dzt)=
=Pdz+Qdy + Rdz

erweist sich als der Integrand des Linienintegrals (s. 7.6.1.).
Damit gilt: :

B
L= | §de
Af (©)
Dieses Linienintegral wird Linienintegral des Vektors  lings der
Kurve C in den Grenzen 4 und B genannt.

P,
Arbeitsintegral W = f & dz
Py
Beispiel:

. 1
Gegeben ist das Kraftfeld § = —yi + 21 + 71 1. Welche

Arbeit W = f & dr ist zu verrichten, um einen Massenpunkt in dem
Kraftfeld lings der Schraubenlinie v = (@ cos#)i + (asint)j +
+ ctt von Py(a; 0; 0) nach Py(a; 0; 2re) zu bringen (¢c€ N)?
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Aus der Gleichung der Schraubenlinie folgt
r=acost; =aqasint; z=c¢ct
dz = —asintdt; dy=cacostdt; dz=-cdt

Damit wird dt = [(—easint)i + (a cost) ] + ct] ds
Grenzen:

t
l—gﬂ—-—t nt; t=arct.an—gL
T cos ¢ T

Fir P, gilt?, = arctan% = arctan 0 = 0; «; 2x;...3
mit 2, = ¢f, = 0 ist nur {, = 0 méglich.
Fir P, gilt ¢, = arct,a.n% =0;m; 20 ;...3
mit 2y, = ¢f, = 2mc ergibt sich {, = 2x.
Hier muB arctan z als mehrdeutige Funktion aufgefaBt werden, da

¢ Windungen der Schraubenlinie vorliegen.
Damit lautet das Linienintegral:

2x
=ﬁ[ [(—asint)i+ (@ cost)j +ct_—li-if] [(—asint)i 4

+ I(a cost)j 4 ct]de =J (a2 8in2¢ 4- a2 cos? ¢ +E+—.)dt =

= 2ra? + In (2rc + 1)

7.7, Mehrfache Integrale

7.7.1.  Doppelintegral

Doppelintegrale werden von Funktionen zweier Verinderlicher

z = f(z; y) [bzw. f(r; ¢)], erstreckt iiber eine Fliche 4 in der x; y-

Ebene [bzw. r; p-Ebene], gebildet. Sie ergeben eine Zahl als Summe
n

des Grenzwertes lim 3 f(zi; %3) 44, alle A4;— 0, wobei f(z;; y;)
1

den Wert der Funktion z fiir einen beliebigen Punkt P; (P; liegt in
der Fliche 4 bzw. auf deren Rand) und 4.4, das zugehorige Fliachen-
element bedeuten.
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Geometrisch stellt das Doppelintegral die
MaBzahl des Rauminhaltes fiir den zylindri- Z:fo60)

schen Korper dar, der von der Fliche 4 in

der z; y-Ebene, den auf dem Rand von A

errichteten Loten parallel zur z-Achse und a

einem Teil der Fliche z = f(z; y) begrenzt . k4
wird. ]

Das ermittelte Volumen wird positiv, wenn i i

z positiv ist, andernfalls negativ. Schneidet
die Fliche z = f(z; y) die 2; y-Fliche im Bereich 4, so ist die Vo-
lumenbestimmung in entsprechende Teilgebiete zu unterteilen, deren
MaBzahlen absolut zu nehmen sind.
Fir z = f(z; y) = 1geht die Berech-
nung des Doppelintegrals in eine
Fliachenberechnung iiber:.
Zy  0a(2)
A= [ [ dyds,

=23 Y=0:(z)
d4 =.dz dy Flichendifferential,
wobei gy(z) und g,(x) die variablen Grenzen der Veranderlichen ¥
sind.

‘|

Berechnung des Doppelintegrals

In cartesischen Koordinaten gilt:
a.(z)

J1mnaa=] [ f(z;y)dy]dz=
0:(2)
b gix)
= [ [ ey dydz
¢ 0@
gi(x) und g,(z) sind die variablen Grenzen der Verinderlichen y.
Stets wird zuletzt iber die Verdanderliche mit festen Grenzen integriert.
Mit h,(y) und k,(y) als verinderliche Grenzen wird obiges Integral

d hy(y)
f/(a: y)dd = f [ fa;y)dz dy
ha(¥)
In Polarkoordinaten gilt:
@4 06(P)
Af/(r;q»)dA = [ [ Hr;@)rdrde
71 01(9)

23 Bartsch, Formeln
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Beispiel:

Berechne das Volumen der Kugel 22 + 92 4 22 = 2,

Es geniigt die Bestimmung fiir den ersten Oktanten z = 0; ¥y = 0;
z = 0, da ein symmetrischer Korper vorliegt.

¥ = [lenad,

wobei f(z;y) =z =) —a? —y?

dA = dz dy

Grenzen:
z léuft von O bis Vrz — 2.

(Aus Gleichung der Kugel firz = 0, d.h. in
der z; y-Ebene)

y lduft von O bis 7.

Damit wird:

v ',.n_y-
-§=6f f Yt —a®—y?dedy x2=0;9=0

Substitution z = Vr’ — yising mitde = |/r* — y*cosp dp

Neue Grenzen:
Firz = 0 wird ¢ = 0, fir 2 = r’—y’wirdcp:%
r=/2
—_ff Vr’—(r’—yz) sinZp — y2 Vr’—y cos«pd«pdy—

r =/2

= f ) V2 —y®) (1 —eintg) [/r2 — y2cosp dpdy =
6 0
r =2

=ﬁfﬁf (7 — y?) cos?pdedy =

- [T (g j 1ju-
0

@) - T g
y =lv-%5)-%
/ 4
=P, also V = 5 ™%

- 2
&ﬂ—,
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Anwendungen der Doppelintegrale

1. Inhalt einer ebenen Fldche in der x; y-Ebene allgemein

A=1fd.4

in cartesischen Koordinaten

s O
A=fz ”fz)dydz

Z1 01(2)
in Polarkoordinaten

s 0x(9)
A= f . rdrde
7 0i(P)

2. Inhalt des Teiles einer Flache 2 = f(z; y), deren Projektion in

der z; y-Ebene A ist,

allgemein

Adg = J[ cify » wobei y der Winkel zwischen der Tangen~te

an das Flichenelement und der z; y-Ebene ist,
in cartesischen Koordinaten

Zs g2(2)

do=[ [ VE+2+1dyde

Zy 012(2)
in Polarkoordinaten

- Pa O2(P) o3
do=[ [ VR +PfE+r2ardy
?1 0:(9)
3. Statisches Moment
allgemein

_Mz=1[yd_A; M:,=Afsz

23+
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in cartesischen Koordinaten

Ty go(2)

Mz=ff?/d?/d-’t; -My=

z; ou(2)
in Polarkoordinaten
20 0o(P)
M, = f f r?sing dr dg
@ 0(9)

P2 0s(P)
M, = f f 72 cos @ dr do
71 ()

in Parameterdarstellung:

Zy 0s(Z)

/[

1 01(2)

zdyde

Man rechnet zweckmiBigerweise in eine der angegebenen Darstel-

lungen um.

4. Axiale Flichentragheitsmomente

allgemein
z= 1[ y*d4
I,= [22d4
A
“in cartesischen Koordinaten
Ty 0o(T)
I,= f f yrdydz
z, g(x)
Ty 0o(7)
I, = f f 7t dy dz
z, 01(z)

in Polarkoordinaten.
Ps 0u(®)
I,=[ [ rsintpdrde
o1 0:(9)
2 0(?)
I, = f f 73 cos? p dr do
?1 (9
in Parameterdarstellung
siche Bemerkung unter 3.
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6. Polares Tragheitsmoment

allgemein
Ip=jfﬂdA

in cartesischen Koordinaten
Zy 7a(Z)

L= T @y

z: 0:(z)
in Polarkoordinaten

s 02(®)
I={ [ rdadp
71 hip)

in Parameterdarstellung
siehe Bemerkung unter 3.

6. Volumen etnes Zylinders

allgemein
V=Jzd4
’ 'A’.

in cartesischen Koordinaten

(z)
V= f.v]zzdyda:

T, o(z)
in Polarkoordinaten

, 4 0a(P)
V= f f zr dr do
o 0ilp)

7.7.2. Dreifache Integrale

Dreifache Integrale werden von Funktionen dreier Veriinderlicher
u = f(z; ¥; z), in Zylinderkoordinaten » = f(g; @; z) bzw. in Kugel-
koordinaten z = f(r; ¢; &) gebildet, erstreckt iber ein Volumen im
Raum.
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Berechnung der dreifachen Integrele

In cartesischen Koordinaten gilt:

ga(T) hl(z-ﬂ)
Vf/(n:;y;z)dV f{ [ (/ (s J,z)dz]dy}d&:
a a.(:l:) holz )
b gu(2) he(z3)
= [ faz;y;2)dzdydz
a 0,(7) M(z:y)

Hierbei bedeuten die Grenzen k,(z; y) und 2,(x; y) die untere bzw,
obere Begrenzungsﬂa.che des Volumens 7V, die durch die Randkurve
des Volumens (Verbindungslinie der Be-
2} mey) poy.. Tihrungspunkte simtlicher zur z-Achse
e parallelen Tangentialebenen an das Vo-
% lumen) getrennt werden. Die Grenzen g, (x)
und g,(z) sind der untere bzw. obere Teil
der Kurve in der z; y-Ebene, die durch
a Projektion der Randkurve auf die z; y-
ﬁfﬂ 9209 Ebene entsteht. Die Grenzen £ = ¢ und
X 5 z = b trennen die beiden Kurven g,(z)
und g,(x).
Analog dem Doppelintegral kann auch das dreifache Integral in
beliebiger Reihenfolge integriert werden, wobei sich allerdings die
Grenzen #ndern. Wieder wird zuletzt iiber die Verdnderliche mit den
festen Grenzen integriert.
In Zylinderkoordinaten gilt:

)

7a 0u(@) haloiP)
Jl(e;%Z)dV [ ] [ fesvinedzdedg
71 0(®) hi(oip)

In Kugelkoordinaten gilt:
s 0a(@) k(D :9)
Jf(r;qz;z?)dV= [ [ tre;0)reinddrddde
@ 0:(9) (9;9)
Anwendungen der dreifachen Integrale

1. Volumen eines Korpers

allgemein

V=J.d.V
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in cartesischen Koordinaten
Zy 0u(%) ha(Z:y)
V= [ dzdyds
T g3(x) Tulzy)
in Zylindcrkoordinaten

24 ge(®) hyl0;0)
V={ [ [ edzdedy
?1 91(®) h(eip)

in Kugelkoordinaten

Pu 02(P) he(B:p)
V= [ - rsin 6 drdd de

?1 0i(P) ha(0i9)
2. Schwerpunkt eines homogenen Koérpers

allgemein
[zav Jy av szdV

14
STy Ys= Ty Ty

1 o 05(7) helzy)
z; 9:(z) h(zy)
1 2 0s2) hizw)
= ydzdydx
|4 T h(z) h(z;y)

«
&
[

1 % 0a(2) Aa(z9)
=3 f z2dzdy dzx
7 0:(z) h(zy)
Beispiel: ) ,
Berechne das Volumen des durch folgende Flichen begrenzten
Korpers: z = 222y, (x — 22 + 42 =4,z2=0,y = 0.

Grenzen:

z léuft von 0 bis 222y

y liuft von 0 bis Vrz’, denn (z — 2)2 + y2 = 4;
22— 4z 4+ 4 + ¥t = 4;

y=]/4z—x2
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z lduft von O bis 4, was aus der Kreisgleichung folgt.

V4z z* 4Vaz—a

V= f 6[ dz dy dz = f f 222y dy dz =

4
f [xzyz]Wz-z' de = f(4xa ) dx =
0

(:z:‘ \0 — 51,2 Volumeneinheiten




8. Differentialgleichungen

8.1. Allgemelines
Definition der Differentialgleichung

Gleichungen, die neben einer oder mehreren Variablen auch Funk-
tionen dieser Variablen und deren Ableitungen enthalten, heiBen
Differentialgleichungen (abgekiirzt Dgl.).

Gewohnlicke Dgl. sind Bestimmungsgleichungen fir eine Funktion
einer unabhingigen Variablen, die mindestens eine Ableitung der
unbekannten Funktion nach dieser Variablen enthalten, '

fsy: 9’5975 ..39%) =0
Partielle Dgl. sind Bestimmungsgleichungen fir eine Funktion von
mehreren unabhingigen Variablen, die mindestens eine Ableitung

der unbekannten Funktion nach einer der unabhidngigen Variablen
enthalten.

Zum Beispiel fir z(z; y): f(x; ¥; 25 2,3 2y} Z2g} Pyy’ Zays +ee) =0

Delinition der Losung einer Difterentialgleichung

Unter der Lisung (dem Integral) einer Dgl. versteht man die Menge
aller Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Dgl. identisch er-
fiillen. Die allgemetne Losung einer Dgl. n-ter Ordnung ist die Menge
aller Losungsfunktionen, die genau n willkiirliche Parameter (Kon-
stanten) enthalten.

Eine partikuldre Losung einer Dgl. erhilt man, wenn durch zusitz-
liche Anfangs- oder Randbedingungen den Parametern spezielle
Werte erteilt werden.

Eine Lisung der Dgl. heillt singuldr, wenn sie nicht durch Wahl
eines speziellen Parameters aus der allgemeinen Losung gefunden
wird.

Ordnung, Grad einer Differentialgleichung

Die Ordnung einer Dgl. wird durch die hichste auftretende Ablei-
tung der gesuchten Funktion bestimmt (n-te Ableitung =» Dgl. n-ter
Ordnung).
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Der Grad einer Dgl. wird durch die héchste auftretende Potenz der
gesuchten Funktion bzw. deren Ableitungen bestimmt.

Geometrische Deutung der Ditferentialgleichung

Die graphische Darstellung der allgemeinen Lésung einer Dgl. n-ter
Ordnung stellt eine Kurvenschar mit » Parametern dar. Umgekehrt
hat jede Kurvenschar ihre Dgl.
Die partikulire Losung entspricht einer bestimmten Kurve aus der
Kurvenschar (Lésungskurve, Integralkurve).
Dgln. 1. Ordnung bestimmen fiir jeden Punkt (z; y) des Definitions-
bereichs der Funktion die Richtung y’ = tan &« der durch diesen
Punkt verlaufenden Kurve aus der Kur-
y venschar der allgemeinen Losung der Dgl.
@ y; ') = 0 bzw. ¢’ = f(z; y). Durch
Dng; yo; ()] die Wertetripel (z; y; y') wird jeweils ein
Linienelement aus der Kurvenschar der
Losungsmenge festgelegt; alle Linienele-
mente ergeben das Richtungsfeld im car-
tesischen Koordinatensystem. Zur Kur-
0 % x venschar der Losungsmenge der Dgl. ge-
horen alle Kurven, deren Richtung in je-
dem Punkt mit dem Richtungsfeld iibereinstimms.
Die Verbindungslinien aller Punlkte mit gleicher Richtung der Linien-
elemente heiBen Isoklinen (y’ = konst).
Aus der Kenntnis der Isoklinen kann man mit guter Niaherung
Lésungskurven der Dgl. ableiten und graphisch darstellen.

}y Beispiele: )
| ,L L1111 i l.y =/(z)=?-’ﬂ
Nt A A
L+~ + 4 4+ 4+ 4 ¥ y>0;
+ 4+ 4+ + 4+ 4+ 4 L z€[—2;2]
TTTTTTT r Isoklinengleichung:
=2 <15 -1 <050 05 1 15 2 X

y=C=>z=2
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2.y =—y ’yi

Isoklinengleichung: ] I L1

. PY) SEENN -~ -05
Man erkennt die fallende \

Exponentialfunktion

y=e"% 0 05 ! 15 2k

Dgl. 2. Ordnung bestimmen fiir jeden Punkt des Definitionsbereiches
Richtung und Kriiommung der Bogenelemente. Das Isoklinenver-
fahren ist anzuwenden, indem y’ = f(t) = z (¢ Parameter) gesetzt
wird und die Dgl. 2. Ordnung in 2 in eine Dgl. 1. Ordnung in z umge-
wandelt wird.

Kurven, die jede Kurve einer Kurvenschar genau einmal schneiden,
heiBen Trajektorien dieser Kurvenschar.

Kurven, die eine gegebene Kurvenschar unter konstantem Winkel
schneiden, heiBen tsogonale Trajektorien. Erfolgt der Schnitt unter
dem Winkel von 90°, heiBlen sie orthogonale Trajektorien.
Anwendung: Bestimmung der Potentialflichen bzw. Potentiallinien
aus gegebenem Feldlinienverlauf.

Fiir Dgl. 1.Ordnung gilt:
Gegebene Kurvenschar  F(z;y;¢) =0 y = f(z; ¢)
Dgl. der Kurvenschar durch Elimination von ¢ aus F(z; y;c¢) und

oF oF , . P
Z Ty = 0 bzw. y=flz;c) und y =g(z;y)
Richtung der Kurven y = _FFz y =gz y)
v
... @F @oF , 1
Orthogonale Trajektorien 7 =Yy = 0 ¥=-— )

Isogonale Trajektorien 3’ = Mﬂ

(Schnittwinkel ¢) 1+ Fy/Fz tang
¥ = glz; y) + tan g

1—g(z;y)tang

Beispiel:
Gegebene Kurvenschar 472 + b6y +c =0
Dgl. der Kurvenachar 8z + by’ =0

Orthogonale Trajektorien 6 — 8zy’ =0
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—4x
- 0°
Isogonale Trajektorien , 5 + tan &

(Schnittwinkel ¢ = 30°)

1 +£tan 30°
4x
482% — 20z |/3 — (60z + 25}/3) ¢’ = 0

Aufstellen von Differentialgleichungen

Man differenziert die Gleichung der Kurvenschar so oft, bis alle Pa-
rameter eliminiert werden kénnen.

Beispiel:
Es ist die Dgl. aller Parabeln, die nach rechts gedffnet sind, zu be-
stimmen.

Loésung:

Ansatz der Gleichung fiir die Kurvenschar unter Verwendung der
Parameter ¢; d und p:

(y —dy = 2p(z — o)
2y —d)y =2p '
y—d)y" +y*=0
l 24 + (y — d) ylll + 2yl 7’ = 0 -
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt die Dgl. aller Parabeln
III 12 3y1 2 — 0

8.2, Gewdhnliche Ditferentialgleichungen 1. Ordnung
8.2.1. Diﬂerentialgleichungen mit trennbaren Variablen

_ o _ dy _ o) _ :
K0 gd::: ) = y(y) dy = p(z) dz
Lésung: .
vy dy = [oz)dz +C
Beispiele:

1. ztV =gy oder ze®t?dz=ydy
ze? dz = ye~ ¥ dy
f 2P dx = fye‘” dy
ze® — f e"dz = —ye ™V + f e~V dy (partielle Integration)
e —1)=—e"¥l+y)+0C
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2. ¥ {2 —7) + 92— 3z —-14) =0

dy _
ix 2z — ) = —y(2z2 — 3z — 14)

dy 222 —34:—14
'd—y=—f(z+2)dz
y 2
1ny=—%—2z+0
-2 940 -2 % —T
y=e 2 =el.e 2 =C)-e g7

8.2.2,° Gleichgradige Differentialgleichung 1. Ordnung
(Ahnlichkeitsdifferentialgleichung, homogene Differentialgleichung)
=i (%)= UL Y) , oes ) de — plzs y) dy = 0

Y /(z vy~ PEY viz;y)dy =0,
wobei @(z; y) und y(z; y) Terme mlt Summanden von gleichem Grad
hinsichtlich der Veranderlichen z und y sind.
Lésung: Die Substitution % = 2 fithrt auf eine Dgl., auf die die
Methode der Trennung der Variablen anwendbar ist.
Betspiel:

' 8z —2y)dx —zdy =0

Z

Substitution % =ziy=12x; y =2z +2;

dy =xdz 4 zdz
eingesetzt:
8z — 22z)dx — 2(zdz - 2zdx}) =0

-;dz =1{= dz (Trennung der Va,nablen)

3fd:z=f1—:z

8ln|z|=-lh|1—2|4+C

In|z*| = —In

y

In|z®

zT—y
z

=C; In|z* —a%| =
B —Py=eC=0C
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—

Firr ¥y’ = g(axz + by + ¢) fithrt die Substitution z = az + by + ¢
zur Trennung der Variablen.

8.2.8. Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
Y'olz) + yp(a) + w(z) =0
Normalform y* + yP(z) + Q(z) = 0
Homogene lineare Ditferentialgleichung fiir Q(z) = 0
Yy +yPx)=0
Lésung durch Trennung der Variablen: y = Ce—~/P@}z, Tat eine

partikuldre Losung bekannt, erhdlt man die allgemeine Lésung
durch Multiplikation mit éiner Konstanten.

Inhomogene lineare Differentialgleichung

¥ + yP(x) + Q) =0
Lésungsweg 1:
Integration durch Substitution
Substitution P(z) = % ergibt u = e [Pz _ u(zx)
Eingesetzt:

Y +Zy+Q@=0

yu + u'y = —Q(z) u integriert
Losungsformel

—_ 1 3 — ol P(2)dz

¥ == 1 40 Q) dz mit u(z) = of
Beispiel:

G+2)y+y=6+2z

o+ 1 642
LA wr i
- 1 o’ _
Substitution iT:- = In|z|=1n|4 + 2|
vu=4+4+z
u’ 6+ 2z

y'u + v’y = 6 + 2z integriert
uy =6z +z*+ C

_6.1:+:::2+6_'
T 44z



8.2. Gewbdhnliche Differentialgleichungen 1.Ordnung 367

Lésungsweg 2:

Integration durch Variation der Konstanten

Gelost wird zundchst die homogene Differentialgleichung (allge-
meine Losung).

Zur Bestimmung einer partikuléren Lésung ersetzt man die Kon-
stante C durch den Term z(z).

y = z(x) e~ JPDz
y = e~ [ P(z)dz + zo—[P(@)z (—P())

Aus der Ausgangsgleichung und der Gleichung fiir y’ ergibt sich z
und schlieBlich y.

Betspiel:
G+x)y +y=6+2z
Homogene Dgl. (4 + 2)y" +y =20

dy dz . .
7 =~ ifz integriert
h|lyl=—-m|4+2z|-InC
_ ¢

Y=11=

Variation der Konstanten ergibt

VIO SR SRR
Y=gz Y= 15z fataer

, 1 1 1
4+ =) [z4+z—z(4+z)2]+z4+z=6+2x
2 =64 2z

eingesetzt

z =6:|:+2%+C’1=6:z:-l—:¢:"+()’1

_ bz 422+ 0

- 44z
Lésungsweg 3:
Integration bes bekannter partikuldrer Lésung yp
Man ermittelt die allgemeine Losung der homogenen Dgl. yn.
Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. ist dann ¥ = yp + ¥h.
Sind 2 partikuldre Losungen bekannt, ist die allgemeine Lésung der
inhomogenen Dgl. y = yp, + Clyp, — ¥p,)-
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8.2.4. Totale (exaktc) Differentialgleichung 1. Ordnung

g(@;y) de + (>3 y) dy =0
mit der Bedingung, daB die linke Seite ein voll.standzges szferentzal
darstellt:

op(z; y) _ iz y)
oy or
Unmittelbare Integration fiihrt zur Losung

fq;(z;y)dz +f|:¢(w;y) _fa¢(+y;y) da:] dy =C (D)

fw(a:; y)dy + f[sv(x; y) — fa'p(:; y) dy] dz=0C (1)
Betspiel: —
(322 + Bax + 2by® + 3y) dz + (dbxy +-3r + 5)dy =0
3(322 + 8ax + 2by? + 3y)
oy

d(4bxy + 3z 4- b)
o W+

Die linke Seite der Gleichung stellt also ein vollstindiges Differential
dar.
Anwendung der Loésungsformel (I)

[ (82 + 8ax + 2by® + 3y) dx +
+ [ b2y + 82 + 5 — [ (4by + 3) deldy = C
2 + daz® + 2bzy* + 3oy +
+ [ by + 3z + 5 — (4bay + 8z + Oy dy = C
x® + 4az® + 2bxy? + 32y + (64 C))y =C

8.2.5. Integrierender Faktor

Ein Term u(z; y) heiBt tntegrierender Faktor der Dgl. ¢(z; y) dxz +
+ y(x; y) dy = 0, wenn die linke Seite der Gleichung durch Multi-
plikation mit u(z; y) zu einem vollstindigen Differential wird:

p(z;'y) plzsy)] _ Olp(x; y) y(xs y)]
9y oz

I ntegrdbilit_dtsbedinguw)

oder

=4by + 3
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-

Meist kann man sich die Lsung vereinfachen, indem man u(z; ) als
nur von z oder y abhéngig annimmt bzw. besondere Verkniipfungen

beider, wie 22 4 y’,% usw., ansetzt.

Besondere integrierende Faktoren

Der integrierende Fakbor enthilt nur z:

op\
u= e f aa: ~wl

Der integrierende Faktor enthilt nur y:
dp B
p = ef (52 61/) dy

Der integrierende Faktor enthilt nur ay:

L

p=el Zo—ypi\oz z=uxy

Der integrierende Faktor enthilt nur —g—:

2! aw
=ef:w+w )dz =4
a

Der integrierende Faktor enthiilt nur «2 + y?:

dp @
b= ef 2(yp—1v) (0: - 51/?)

z =z 4 y?
Anmerkung: Der Kiirze halber steht in diesen Formeln ¢ an Stelle
von ¢(z; y) und y an Stelle von y(x; ).

Beispiel:
Br—2y)dx —xdy =0
Kontrolle der Integrabilititsbedingung

Bz —2) _ 5, A=2)
By - oz

[ntegrabilititsbedingung-ist nicht erfiillt.
Annahme: Der integrierende Faktor enthalte nur 2.

”_e—f stz _ [T me
Multiplikation der Ausgangsgleichung mit u4 = z ergibt
(822 — 2zy)dx — 22 dy = 0 (totale Dgl.)
Lésung: z® — 2%y =C

24 Bartech, Formeln

=—1
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8.2.6. Bernoullische Ditferentialgleichung

Y + o(@)y = v(2)y* (n =+ 1)
Substitution:
— R | _B_
y=zl—ﬂ;y’= i _nzl—ﬂ.z’
7+ 1 —-n)p)z=~1—n)ypk)
Beispiel:
y + % —2%3 =0 ]
1 _L 1 -3
Substitution: y =21-3=2 2;y = — 5% 2z
3 1 ]
1 -5 1 -= -3
- 224 —2 2= 2
5 z 2 4+ e 222

2’x — 22 = —223
Diese Differentialgleichung ergibt durch Variation der Konstan-
ten als Lésung z = 28(C — 2z).

23 (C —22) —1=0

8.2.7. Clairautsche Differentialgleichung
y==2y + o)

Differentiation nach z ergibt

0=y"lx +9¢'(¥)]
Diese Gleichung wird befriedigt entweder durch y”” = 0 mit der
Lésung y = Cyz +7C, (allgemeines Integral) oder durch = +
+ ¢’(¥’) = 0. Eliminiert man y’ aus der letzten sowie aus der
urspriinglichen Gleichung, so erhiilt man y = g(«) (singulire Ld-
sung).
Das allgemeine Integral stellt, geometrisch gedeutet, eine Schar von
Geraden dar, wihrend die singulire Losung die Einhiullende dieser
Geradenschar ist.

Beispiel:
y =y =27 +y
0 - xyll — 4y/yll JI_ yll — yll(z — 4‘1/' + 1)
Yy’ ' =0=y=Cux+ C, (allgemeines Integral)

z—4y' +1=0; y'=z1_1
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Lésung:

z+1_2(z+1)2+x+1=z2+2x+1

y=r—3 16 1 8

8.2.8, Riceatische Differentialglelchung
Y = ¢(@®)y’ + v(x)Y + o(T)

Eine Lésung ist nur méglich, wenn ein partikuldrea Integral y, ge-
funden werden kann.

Substitution: y — y, = %

Beispiel:
2y +ay—2%+1=0 1)
1 1
= YR -y — —
Y=9—-29—5 2

Auf Grund der Gleichungsform kann man zur Bestimmung eines

partikuldren Integrals mit dem Ansatz y = % probieren:

A o __A
y—z'y_ =

A+ A—A24+1=0

4r=1; A1=1,A2=_1=>y1=%

- 1 1., 1, 1
Substitution: Yy =3 ¥=—gmg?—g
1, -1 1 1\2 171 1 1
~xtm=(rte) G -=
’ z —_
z+z+1—0

Nach der Methode der Variation der Konstanten wird

z c 1 2z
i R T

24*
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8.3. Gewdhnliche Differentialgleichungen 2, Ordnung
8.3.1. Sondertille
Difterentialgleichung ohne y und y’

Yy =)

y=[[[ o deldz + Cz + C,
Beispiel:

y// — 41:2 + bz

473  bHa?
y=[Wt+bda ="+ 4+ 0
bz?
y—f ol +C)da:_- +5 4+ 02+ G

Ditferentialgleichung ohne  und y’

¥y =9@)’
Substitution: ¥y’ = p = y” = 9’ = ¢(y)

,_dp , _dp dp

P=g¥ g P P oW
Lésung durch Trennung der Variablen ergibt eine Gleichung fir y’,
deren Integration zu y fiihrt.
Beispiel:
dp _ 4. _
a ‘E p= a_z s P=Y

1

pdp =% dy; fpdp=gfydy

9 . , ¥ + 2Cia®
-y ==

ady__dx. "f dy _
VC, 4 92 ’ VCe + y?

z=aaminhVLc_'a+C’,; VE sinh __2’



8.3. Gewdhnliche Differentialgleichungen 2. Ordmm;] 313

Differentialgleichung ohne & und y
Yy =9y)

Substitution: y’ = p

Betspiel:
.'l" = 2.1/2' y=p y =9

fd’" fm

1 ,
———2z+c'1, p=—g—rp5 =9

2z + C,
f f2a:+0,

_'.——ln|2z+0|+0—ln !

__—.-_—'+]nC'
V9:+01| ?

y=1In

3
V2z + C,
Differentialgleichung ohne y
Yy =9@=y)
Substitution: y’ = p
Betspiel:
oy’ +y —1=0

1
y=Elnlxl+z+0,=z+0,ln|z|+0,
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Piflerentialgleichung ohne

Yy =9Wy)
Substitution: ' = p

Beispiel 1-

7 ’7’ d
Y =y+3 ¥=np y =d—§p

dp
Pgy =Pyt
dp _ 3y BernouLnmsche Gleichung,
dy  “Y p Lésungsweg siehe S. 370

Beispiel 2:
1 dp

1 a3 — pe A
yi=yiys y=p9 ay P

dp 1
Py = P’;
dp _dy

4 Yy
In|p|=In|y| +In|C,| =In|Cy!

d;

p= d—z =Cy
Y g0

y

In|y| = Cix + C, = y = 817101 = Cpolr®
Ditterentialgleichung ohne y’
¥y’ = @(z;y) siehe die folgenden Abschnitte

8.8.2. Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeftizienten
ay’ + by +cy=0 M
Ansatz y=eP =y =re"”® und y’ = rZ™
arZe’® + bre™ + ce = 0
Charakteristische Gleichung
ar? +br4+¢c=0
b B ¢
LR O
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Falll: ryry; 7, 7,€ER
Lésung der Differentialgleichung
y = Cie"® 4 Cype'*
Fall2: ry=r,=7r; rC R
Lésung der Differentialgleichung
y=e"(Cyz + Cp) .
Fall3: ro=a+jf
Loésung der Differentialgleichung
y = o"¥(C, cos pz + C, sin fz) = Re**sin (fr + ¢)
Beispiel 1:
2y’ —8y 4+ 6y=0
22 —8r +6 =0
2 —4r 4+3 =0 mit r,=3; ry=1 (Falll)
y =0 + C'zez
Beispiel 2:
3y + 18y + 27y =0
372 + 187 + 27 = 0; r1.0 = —3 (Fall 2)
y = e~ ¥(Ciz + Cy)
Betspiel 3:
Y +2 +6y=0
2+2 +5=0; rjo=—1+2 (Fall 8)
y = e~ %(Cy cos 2z + C, sin 2z)
8.3.8. Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung
mit verinderlichen Koeffizienten
Y'e@) + yv(®) + yo(z) =0
Zu jhrer Lésung muB ein partikuldres Integral y, gefunden werden.
Lisungsansatz:

Yy=u?
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Es entsteht mit einer weiteren Substitution 2’ = u eine Differential-
gleichung 1.0rdnung (Erpiedrigung der Ordnung).

Beispiel:
22(ln|z| - 1)y’ —ay +y=0
h=z
Yy =Yhz2=2x2
y =22' + 2

yll=$zll+2zl

2(n|z| — 1)z + 22(21n | 2| —.3) 2 =0;2 =u; 2/ =u

zo'(In|z| — 1) =43 —2In|z|)

due 3 —2In|zl

v z(ln|z| —l)dz
x

Substitution: In |z| = »; =dv

z
du dv v dv
f?“?’fv—1_2fv—1
1n|u|=31n|v—1|_2f(1+v—11)dv
In|u|=8In|v—1|—2v —2In|v —1] +1n|C,]
Injzl —1 )
In|z]—1
za

(1

=0, d

C
z2=0, — :‘- In |z|
y=0Cx — CiIn|z|
8.8.4. Eulersche Ditferentialgleichung

Eulersche Differentialgleichung 2. Ordnuhg ohne Stérfunktion
(Homogene Eulersche Differentialgleichung)

ax?y” + bxy +cy=0
Lésungsansatz:
y=a5 ¥=r""l ¢y =1r—1)o2
ar(r — 1)2" 2+ barr’ 1+ " =0
Zfar(r —1) +br +¢]=0
a2 = 0 ergibt die triviale Losung y = 0.
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Charaliteristische Gleichung far r
ar(r —1) +br+¢c=0
a—0> a—b2 ¢
M= g * ( 4a2) e
Fall 1: 7y = r9; 7, 79€ R
Lésung der Dgl. y = Cyzf1  Coa™
Fall2:ry=r=17r; r€R
Lésung der Dgl. y = 27(Cy In |z]| + Cy)
Fall 3: ry.0 = ay + byj
Losung der Dgl. y = 2#[C; cos (by In |2]) + Cy sin (by In |[)]

Beispiel 1: .

32%" + 1bzy’ — 36y =0

2%y + bxy' — 12y =0
Charakteristische Gleichung

2+ b5-1r—-12=0mitr, =2, r,=—6 ' (Falll)
Losung der Dgl. y = Cyz* + Cpx~® = C2® + %
Beispiel 2:

4aty” — 162y” + 20y =0 ~
Charakteristische Gleichung

4r? 4+ (—16 —4)r +25=0

472 —20r + 25 =0 mit r, =ry, =
Lisung der Dgl.

(3]

- (Fall 2)

b
y =22 (Cyln|z| + Cy) = )/2®(CyIn [z] + Cy) =
» = o2 V; (CiIn|z| 4 Cy)

Beispiel 3:

ey’ — Txy’ + 20y =0 )
Charakteristische Gleichung

P2 (—T—1)r420=0 )

r2 — 8r 4- 20 =0 mit ri;2=4;l:2j (Fall 3)
Lésung der Dgl. y = 24[C, cos (21n |z|) + C,sin (21n |z])]
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Eulersche Differentialgleichung 2. Ordnung mit Stérfunktion
(Vollstindige Eulersche Differentialgleichung)

ax?y” + bxy + ey = ¢(x)
Man 16st zuerst die homogene EvLERsche Dgl.

axy’’ + bzy’ + cy=20
Lésung siehe vorstehenden Abschnitt.
Durch Wahl eines geeigneten Ansatzes, der durch den Grad und die
Form des Storgliedes g(z) verlangt wird, 18t sich oft ein partikula-
res Integral der vollstindigen Dgl. zusitzlich bestimmen. Die Lé-
sung der Dgl. ist dann die Summe aus der Lisung der homogenen

Gleichung und dem partikuliren Integral.
Ansitze zur Bestimmung eines partikuldren Integrals

a) Das Storglied ¢(z) ist ein ganzrationaler Term n-ten Grades.
Ansatz: y = Aa® 4 Bz~ 1 4 Cz*~2 4 .- + K

b) Das Storglied ist ein Term mit e®Z,
Ansatz: y = Ae™®, wobei e®* der im Storglied auftretende Term
ist.

¢) Das Storglied ist ein Term von sin mxz oder cos mz oder einer
Linearkombination beider.
Ansatz: y = A sin mz + B cos mz

d) Das Stérglied ist ein Term von sinh mx oder cosh mz oder einer
Linearkombination beider.
Ansatz: y = 4 sinh mx 4 B cosh mz \

e) Das Stérglied ist eine algebraische Summe der oben einzeln an-
gefiithrten Terme.
Ansatz: Der Ansatz ist dann ebenfalls eine algebraische Summe
der Einzelansitze.

Beispiel:
x2%y" — 2zy’ — 10y = 222 — 3z + 10
Losung der homogenen Di.fferentia;lgleichung
2y — 22y’ — 10y = 0
Charakteristische Gleichung
P24+ (-2—-1)r—10=0
—3r—10 =0 ergibt rn=05; r,=-2
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\

Damit wird fiir die homogene Differentialgleichung
y = Cpa® 4 Cux?
Bestimmung eines partikuliren Integrals:

Ansatz :
y =Ax* 4+ Bz + C
y =24z + B
y' =24

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung
z2.24 — 22(24z + B) — 10(42* + Bx + C) =

=222 — 3z 4+ 10
Durch Koeffizientenvergleich folgt
1 1
= - F’, B= T N C=-1
Partikuldres Integral y, = — %-3;2 + _i_z -1

Damit Losung der vollstandigen Dgl.:
C 1 1
!/=01$5+Cax'2+y1=01z“+;23——6—z2+T:v— 1

8.8.5. Lineare iInhomogene Ditferentialgleichung 2.O0rdnung
mit konstanten Koeftizienten

ay” + by + oy =s(z) s(z) =0 (Storfunktion)
Man 15st zuerst die homogene Gleichung fiir s(z) = 0, wie in den
entsprechenden Abschnitten fiir homogene Differentialgleichungen
angegeben.
Danach sucht man eine partikulire Lésung, indem man auf -die
inhomogene Dgl. (mit Stérfunktion) die Methode der Variation der
Konstanten anwendet. In einzelnen Fillen kann man kiirzer durch.
einen der folgenden Ansitze zum Ziel kommen:

y = 4™
oder

y = Asin mx + B cos nx
oder

y = Asinh mz 4+ B cosh nz
oder

y=4o+ 4z + .- + 4"
oder cine algebraische Summe der angefithrten Funktionen.
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Die Wahl des Losungsansatzes erfolgt auf Grund der in der Dgl. ent-
haltenen Terme.
Die Losung der Differentialgleichung setzt sich dann aus der Lisung
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und dem partiku-
liren Integral zusammen.
Ist die Storfunktion oder ein Glied von ihr zugleich Losung der
homogenen Differentialgleichung (Resonanzfall), so fihrt die Va-
riation der Konstenten zum Ziel; allerdings erfordert dieser Weg
oft erheblichen Rechenaufwand.
Zur Lésung von inhomogenen Dgl. 2. Ordnung kann nebenstehender
Programmablaufplan dienen.
Beispiel 1:

y' —2y —8y=3sinzr 44
Losung der homogenen Dgl.

yll_2yl_8y=0
Charakteristische Gleichung

2 —2r—8=0 mit r,=4; r,= -2
Losung der homogenen Dgl. somit:

y=Cie"® + Cpe=%
Ansatz zur Bestimmung eines partikularen Integrals:

y = Asing + Beosz 4 C

y’ = Acosx — Bsinz

Yy’ = —Asinz — Beos
Eingesetat in die Ausgangsgleichung

—Asing — Beosz — 24 cosx + 2Bsinz =

—8Asinz — 8Bcosz —8C =3sinz 4+ 4

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

29 6 1
A=-—gs B=gi O=—3
Folglich Lésung der Dgl.
’ C, 27 6 1
— O.odz 2 : 9 =
y = Cie™* + > ggtin ® + 85 cos z )
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Beispiel 2 (Resonanzfali):
¥ +y — 2y =coshz
Charakteristische Gleichung der homogenen Dgl.
P4+r—2=0 mit n,=1; r,= -2
Lésung der homogenen Dgl.
y=01% 4 Cpe~%

Fiir cosh 2 kann man setzen cosh z = % e +e~%).

Mit Gy = % und 0, =0 wird aber die Losung der homogenen

Gleichung zu einem Glied der Storfunktion, also Resonanzfall.
Weitere Behandlung durch Variation der Konstanten:

Yy =26° 26”2

Y =216" + 2;6® + 296~ 2% — 20~
Zusatzbedingung: z;e"’ + z;e"z“‘ =0

Y’ = 2167 + 216" — 220" + dzp0~
Eingesetzt in die Ausgangsgleichung:
216° + 2,6% — 2290~ % |- dz5e™ 2 | 7,67 — 22502 —

—2z,6% — 2zp¢ =% = coshz

Daraus

Zje — 220672 = coshz (Die Glieder mit z) und zp
fallen stets weg.)
In Verbinduug mit dem oben gemachten Ansatz ergibt eich ein
Gleichungssystem mit den beiden Unbekannten 2’y und z’g:
2j6® — 225 ™% = coshz
zie’ 4+ zpe72 =0

., coshz Ly, cosh z
Daraus z; = 2a? und zp = — 30__7
o !
$+ e—z

’
=7

6e”
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Trennung der Variablen

dzy =%(1 4 o~ 2%) dx
1 L
21———6-z—126 +K1
1 3z 1 z
22——1—'89 ——6"0 +K2

Lésung der Differentialgleichung

__1___1_—2:0 x_lSz la: —2z
y—(s:c T +K1)e (18e + e —-Kz)e

y=(Ks+ %)— e+ K

8.8.6. Lineare inhomogene Difterentialgleichung 2. Ordnung
mit verinderlichen Koeffizienten

¥'0(x) + ¥'pa(2) + ypa(z) = @ylx) Pi(z) EO
Pulx) E0
oder nach Division durch ¢,(z)
¥’ + y'e(z) + yp(z) = o(x) mit o(r) =0 (Normalform)
Lésungsweg:

Es sei y, = y,(z) eine nicht identisch verschwindende Lésung der
homogenen Gleichung ¥ + y'gp(z) + yy(z) = 0. Setzt man z =

2(z) = % (yl)’ so gebt diese Gleichung in die lineare hdmogene
1

Dgl. erster Ordnung
2 q
z’+(¢+7y‘)z=0, ? = 9() ‘
- W
dber, die man nach der Methode der Trennung der Variablen inte-

grieren kann. Ist z ein partikuldres Integral, so ist y, = y,(z) =

=y f z dx ein zweites, von ¥, linear unabhingiges partikulires
Integral von

¥ +ye+yw=0 v=y(@)

Also ist y = Cyy, + C,y, das allgemeine Integral der homogenen
Dgl.
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Das allgemeine Integral der inhomogenen Dgl.
¥+ 9o+ yyv = olz)
findet man dann durch Variation der Integrationskonstanten.

Beispiel:
zty” — 22y’ + (22 + 2)y = ot
Division durch 22 fiihrt zur Normalform
,, 2 2+2

V' -9+ —(Hy=<

Man l6st zunichst die homogene Dgl.

" 2 , 2242
o e y=0,

die das partikulare Integral y, = z sin z hat.

Setzt man z =dia:($’)’ so folgt y =xsinxfqu
und
y = (sinz + zcosx)fzda: + zzsinx
Y’ = (2coszx — xsinx)fzdz + 2z (sinx + z cos z)
+ 22’ sinz
Durch Einsetzen in die Dgl. ergibt sich
(2cosz — ‘zsinz) fzdx + 2z(sinx 4 z cos ) + 2z’ sinz —

—(%sinz+2cosz)fzdz—2zsin:c+a:sina:fzdz+

2
+?sin;cfzda:=0 oder a7’ sinx + 2zzcosx = 03

,
z 2cosx .
—= - ; Injz| = —2In |sin z|
z sinx . .

Demnach ist z = ——.

sin? z

Firr das zweite von ¥, linear unabhingige Integral folgt hieraus

. dz .
Y =2zsinz | -5 — = —zsinrcotz = —zcosz
sin? z
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Das gesuchte allgemeine Integral der homogenen Dgl. ist also

y= :l:((/'1 sinz + Cycosz) = 01?/1 + Ca?la

Das allgemeine Intcgral der inhomogenen Differentialgleichung fin-
det man nun durch Variation der Konstanten.
Ersetzt man C, und C, durch die Funktionen z = 2,(r) und

2y = 2y(x), 80 wWird y = 2,y + 259,.
Wenn man diese in die inhomogene Dgl. einsetzt, muB den Funktio-
nen z, und 2,, um sie bestimmen zu kénnen, noch eine weitere Be-
dingung auferlegt werden:
Zusatzbedingung: z;y; + zgys =0
Es gilt dann:
Yy’ =2y + %5
Y’ =2y; + 295 + 29y + 2998
Durch Einsetzen in die Normalform ergibt sich
2 2
209y + 2095 + 209y + 292’ — - 20y — rl 29Yp + %Yy +
2 2 2
t2ye + Fayh + gy =
r -’ ’r 2 ’ 2
e e (311 —Zzutun +Fy1) =+
+ (u_i - +_2_ )—x2
% (¥ ——vaty2+592) =

Da g, und y, partikulire Integrale der homogenen Differentialglei-
chung sind, sind die Klammerausdriicke gleich Null.

Zusammen mit der Zusatzbedingung gilt demnach folgendes Glei-
chungssystem:

2y + 25 = &
2y + 7992 = 0

’ 4

Y1 Y2

’ ’
=Y1Y2 — Yo¥y =
Y1 Y% !

Seine Determinante ist A =

= (sin ¢ 4+ x cos z) (—x cos ) —

— (—cosx + zsinz)zsinz = —z® F0
26 Bartsch, Formeln
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Obiges Gleichungssystem liefert

2y, yi |
2
2, = 0 Ay und zp = !/140

. .
Integration ergibt z; = f zyjd:c und. 2 = — f @Z'iz
21=fxa(_+x?sﬁdz=fzcosxdx=cosz+a:sina:+03

zz__fzz xsm:t =fxsinxdx=8inz—zc°5x+cl

Allgemeines Integral der inhomogenen Dgl.
y=(cosz+zsinz + Cy) xsinz 4
4 (sinx — z cos z 4 C,) (—z cos z) =

=22+ Cyrsinz — Cyzxcosx

8.8.7.  Besselsche Differentialgleichung

Es handelt sich um die homogene lineare Dgl. mit variablen Koeffi-
zienten

2% + 2y + (x®—p)y =0  p Index der Dgl.

Die Lisungen heiBen BEssernsche Funktionen, die sich nur fiir
2n + 1
2
Mit dem Potcrzreihenaneatz

y = 2P(ag + oz + agz® + -+)

,n € G auseleméntaren Funktionen kombinieren lassen.

erhilt man nach Einsetzen in die Ausgangsglelohung fir die Koeffi-
zienten ay;:

a, =0 g, = (_l)m"'u
m=i 22l (p + 1) (p+ 2) -+ (p + m)

m€ N\ {0}
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Mit a, = p—l—— unter Verwendung der Gammajunktion
2'T(n + 1)

o .
J‘e_ttz_1 dt fir >0 (Zweites Eulersches Integral)

I'(z) = § oder
plp®~t

T T D@+ TP =D

und deren Beziehungen

€ R

'z + 1) = zI'(z)

3
sin ntx

Pa)F1 —2) =

I'@) T (a: + ) 25 T'(22)
und fu.r zEN
' T() = (z — 1)t

erhilt man schlieBlich aus der Reihenentwicklung die Bessersche
Funktion p-ter Ordnung erster Art (Zylinderfunktion)

y=L(x)

oo ( l)m 2m+p

Jole) = m§0 2MPLIP(p + m + 1)

Die allgemeine Lésung der BEsserschen Dgl. ist dann fir p€ R,
nioht ganzzahlig

y = CyJ4(z) + CoJ _y(2)
26*
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Fir pC N setzt sich die all-
gemeine Lisung aus der Sum-
me der BESSEL-Funktionen
erster und zweiter Art zusam-
men:

y= 01‘]1;(3) + 0, Yp(z)

mit
Jp(z) coB8 pm — J_p(z)
sin pr

Yylz) = 'Liﬂlp

Jp(z) und Y,(z) sind fiir p€ N tabelliert worden. (Sieche Briuning,
Gewdhnliche Differentialgleichungen, S. 134.)
Zusammenhiinge zwischen BESSEL-Funktionen verschiedener "In-
dizes:

Tyos@ + Ty 1) = LI ya)

dJ (:l:)
dx

-2 1@ + J,_ (@)

Analog gelten diese Formeln auch fiir Y,(z).

8.4, Gewdihnliche Dllterentialglelchungen 8.0rdnung

8.4.1. Lineare homogene Differentialgleichung 8. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

yr"+ayia+byl+cy=o

Entsprechend 8. 374 fithrt der Ansatz y = e'® zur charakteristischen
Gleichung

P 4+a4+brtc=0
Fall 1:

roE Ty Ty T, T CR
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Losung der Dgl.

y = Cie"® + Coe" + Cge™*
Fall 2:

rn=Try=7r; r3F7r; r,rcR
Losung der Dgl.

y = (C1z + Cp) " + Cqe"*

Fall 3:

rn=r,=13=r; rCR
Lésung der Dgl.

y = (Cy2® + Oz + Cg) &
Fall 4:

rER; ro5=0a4jp
Losung der Dgl.

y = C1e"* 4 (Cy cos fz + Cysin fiz) e*®

Dieses Verfahren liBt sich leicht verallgemeinern aufeine lineare
homogene Differentialgleichung »-ter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten.

Liegen bei einer linearen homogenen Dgl. n-ter Ordnung = vonein-
ander unabhiingige (ohne die triviale Losung y = 0) Losungen vor,
8o lautet die allgemeine Losung

¥ ="Cuy1 + Coyp + -+ + Cottp.

8.4.2. Lineare Inhomogene Differentialgleichung 3.0rdnung
mit konstanten Koeffizienten

Yy + ay”’ + by + cy = ¢(x)

Diese Differentialgleichung wird analog der inhomogenen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung (s. S. 379) behandelt, indem man erst die
zugehorige homogene Gleichung 16st und durch einen geeigneten
Loésungsansatz ein partikulires Integral sucht. Die Addition beider
ergibt die allgemeine Losung der Dgl.

Das Verfahren 1a8¢ sich auch bei Dgl. héherer Ordnung ent.sprechend
anwenden,
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8.5. Integration von Differentialgleichungen
durch Potenzreihenansatz

Diese Methode ergibt eine Niherungslosung. Sie wird dann en-
gewendet, wenn sich die Dgl. nicht in eine der bisher behandelten
Formen bringen 1af3t.

Man setzt

¥ =ag+ a@ + age® + -+ + a,z"

mit den entsprechenden Ableitungen in die Differentialgleichung
ein und vergleicht die Koeffizienten gleicher Potenzen von z. Durch
die Anfangsbedingungen erhélt man a,, mit dem sich alle anderen
Koeffizienten bestimmen lassen (Methode der unbestimmten Koeffi-
zienten, Koeffizientenvergleich).

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man sowohl die Diffe-
rentialgleichung als auch den Reihenansatz mehrfach differenziert
und z = 0 setzt, wodurch sich die Koeffizienten beim Gleichsetzen
entsprechender Ableitungen ergeben.

Beispiel:
¥ = y* + 2° mit der Anfangsbedingung z =0, y = —1
Ansatz: :

¥y =aey+ayz+ a2x2 +asa:3 + - ez
mit

Yy = a; + 2a.x + 3ay2® + .-
eingesctzt in die Dgl.

‘oay + 2a.x + Sazx? + 4a@® .- =
= (A + 0,7 + as2® + agz® + Y
= a3 + 2191,z + (af + 2a4a5) % +
+ (1 + 2apuy + 2a,aq) 2° + -+
Koeffizientenvergleich liefert
' g =l

2a5 = 2a92,
Bay = a? + 2agay
d4a, = 1 4 2a4a3 + 22,09
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Mit der Anfangsbedingung « = 0, y = —1 ergibt sich

g,=—1; a,=1; ag=—1; a3=1; a.=—1-

4
Die angendherte Losung der Dgl. lautet folglich

yw—1+x—x2+x3+%x‘

8.6. Partielle Ditferentialgleichungen

Allgemeine Form: f(z; y; 25 23 2y5 2225 2y Zays ---) = O fir eine
Funktion z = z(z; y).

Eine partielle Dgl. heiBt linear, wenn sie in den GroBen 2, 2z 2y,
Zugs Zyys Zays o+ . linear ist.

Eine partielle Dgl. 1.Ordnung heiBt komogen, wenn kein von z und
seinen Ableitungen freies Glied vorkommt, sonst inkomogen.

Die Ordnung einer partiellen Dgl. wird bestimm¢ durch die Ordnung
der hdchsten vorkommenden partiellen Ableitung.

Die allgemeine Losung einer partiellen Dgl. unterscheidet sich von
der gewdhnlicher Differentialgleichungen dadurch, daB an Stelle
willkiirlicher Konstanten willkiirliche Funktionen der unabhéngigen
Variablen auftreten.

8.6.1.  Einfache partielle Differentialgleichungen

Lésung:
2 =0 z = w(y)
z, =0 z = w(zx)
2 =0 z = awy(y) + wa(y)
Zyy = z = ywy(x) + wylr)
22y =0 z = wy(z) + wy(y)
2p— 2. = z=w(z+y)
22y =fwsy) 2= [[ e y) dwdy + wi(e) + wale)
200 — 4y — 2z =w(x + y) + walx — ¥)
zz+.zy =0 z=w(x —y)
Zpy — zt”—z” =0 z = wy(x + ty) + wylz — ty)

(2 reelle Konstante)
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az; - bzy =0 z = w(ay — bz)
Zgs + 2y =0 2 = wy(e + jy) + walz — iy)
28y — 29, =0 z = wig(z; y)]

(9 gegebene Funktion
von z und y)

x2, — Y2, = 0 z = w(zy)
yz, — 2z, =0 z = w(z? + )
8.6.2. Lineare partielle Ditferentialgleichung 1. Ordnung
tir 2 = f(=; y)
Pz, + Qz, = R,
wobei P, @, R gegebene Terme von z, y, z sind.
dz:dy:dz = P:Q: R
oder in anderer Schreibweise

dz _P dz_'P dy_@Q
dy @’ dz R’ dz R

Je zwei dieser gewshnlichen Differentialgleichungen ergeben die Lo-
sungen

u(z; y;2) = Cy und
v(z; y; 2) = Cy,

aus denen die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung
folgt:

w(u;v) =0

Aus der Vielzahl dieser Lésungen, die durch die willkiirliche Funk-
tion w bedingt ist, sucht man spezielle Lésungen, indem man durch
zusiitzliche Randbedingungen die willkiirliche Funktion w bestimmt.

Betspiel:
2zyz, + 4’2, = 2’y
de:dy:dz = 22y:44%:2%
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Differentialgleichung zur Bestimmung von »

de 2oy =z

dy 4y 2y

& _ay

z 2

lnx=llny+0'
9 1

2
lnx—=ln01; Cl=z—21=u
Y )

Differentialgleichung zur Bestimmung von v

dz _ 2% =z
dz  2zy 2
x
dz=?dz _

2
z=%+02; C,,=z—%=v

Allgemeine Lisung
22 22
w (—y— ; 2 — T) =0

Weiterhin bestlmme man die spezielle Losung, fir die y = 4 die

Werte z(z; 4) ———-z’ annimmt,
z2
01=T'
5 .1 ,_ .
C’,—Tz Ta: =T

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich

1
G=70
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Spezfelle Losung

ﬁ_lz_?i)
y—4( 4

4z*=yz—z;y
_ 42t 22 /4 1\
R B TR



9. Unendliche Reihen, Fourier-Reihen,
Fourier-Integral, Laplace-Transformation

9.1. Unendliche Reihen

9.1.1. Allgemeines

Die unendliche Folge {a;} = a4, as, ag, ... hat die Partialsummen
n

8y = ), ay = @y + ag + ag + +* + a,, deren Folge die Partial-

summenfolge

{sg} = 84,89, 85, ... =ay,ay + 83,8y +ay +ag, ...
der urspriinglichen Folge {a;} ist.
Definition:

(=]
Unendliche Reihe ) a;

Diese stellt eine andere Form der Partialsummenfolge dar.
Beispiel:
{a‘,} = 1;? T;§;

1 1 1 1 1
{8b}_1’1+?11+?+Tv1+?+—4—+§-,=

1 3 7
112,1—18;...
(-~
kzak=1+ + = + +

9.1.2. Konvergenzkriterien
Konvergente und divergente unendliche Reihen

o0
Die unendliche Reihe Y aj konvergiert, wenn fiir die Partialsummen
n k=1
8, = Y, a; der Grenzwert lim s, existiert und einen endlichen
k=1 n—>o0o

Wert s hat. Man nennt s die Summe der konvergenten Reihe.
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Eine unendliche Reihe heiBt ,,bestimmt divergent*‘, wenn lim 8, = oo
fi—> 00

ist (uneigentlicher Grenzwert), oder ,,unbeat‘immt divergent*‘, wenn

der Grenzwert lim s, nicht existiert.
n—>oo

Die Reihe Y a; heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe der Ab-
k=1

oo
solutbetriige Y, |a;| konvergiert.
k=1

o

Die Reihe Y, a; heiBt unbedingt konvergent, wenn jihre Summe von

k=1 -
der Reihenfolge der Glieder unabhiéngig ist, anderenfalls bedingt
konvergent.
Das Restglied R, ist die Differenz der Summe s der Reihe und der
Partialsumme g,:

R,=5—3,
Fiir konvergente Reihen gilt:
Jm, R, =0
Hauptkriterium fiir Relhen mit bellebigen Gliedern
lm sy —8) =0 peN
Dieses Kriterium ist notwendig und auch hinreschend.
Notwendige, aber nicht hinreichende Konvergenzbedingung ist
lim ak =0
k>0

Hinreichende, aber nicht notwendige Konvergenzkriterien sind:

. . o a
Quotientenkriterium. —';4'—1
k

=gq<1

(D’ ALEMBERT)
Wenn ein K existiert,

k
Wurzelkriterium: Vieg| = g<1 so daB fir alle k = K
{CavucryY) die Kriterien erfillt
sind.

Die beiden Kriterien in anderer Form:

ak+1
ak

lim
k= oo

kE____
=Q<1;kﬁgV|a3| =¢<1
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Sind die Grenzwerte > 1 = Divergenz
= 1, 80 kann keine unmittelbare Entschei-
dung iiber Konvergenz oder Divergenz
getroffen werden.

Methode der Reihenvergleichung
(fiir Reihen mit positiven Gliedern)

- -} o0
Wenn in den Reihen Y, apund Y b; stets by < ay ist, so folgt aus
k=1 k=1

o0 o0
der Konvergenz der Reihe Y, a; die Konvergenz der Reihe Y b;.
k=1
o0
Die Reihe ), a;, heiBt in diesem Falle konvergente Majorante oder
=1
(g
Oberreihe der Reihe Y by,
k=1

(-] 00
Wenn in den Reihen Y aj und Y, b stets by = a; ist, so folgt
k=1 k=1
00

00
aus der Divergenz der Reihe Y, a; die Divergenz der Reihe Y b;.
k=1

60

Die Reihe Y] a; heiBt in diesem Falle divergente Minorante oder
k=1

o«
Unterreihe der Reihe ) by,
=1

Alternierende Reilien
Ay — 0y + Gy — @+ — o

Eine alternierende Reihe konvergiert, wenn die Reihe der Absolut-

betriige konvergiert.

Hinreichendes Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen:

b“m a;, = 0, wobei die Folge {a;} monoton abnimmt (LEIBN1ZSches
-» 00

Konvergenzkriterium).

Konvergente Reihen konnen gliedweise addiert oder subtrahiert
werden.

Absolut konvergente Reihen kionnen wie Polynome miteinander
multipliziert werden.
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9.1.3. Elnige unendliche konvergente Zahlenreihen

1+ +21+31+ (“’f=(7¢_1—1)1)
1—%+-;——-1—+—---=ln2 (.;,,:“1,‘)"_1)
Ligtghgto=? (2 = 373)
R (a,,=k—12)
l-mtE-wt =0 (=)
1]="":-3i==+512+ =%’ (“"=(2k1—1T)
1-#2+2—-L3+3_{i+ =1 (“" k(lcfi-l))
1_?_3'+3+B+5.L7+“'=% (a“=(2k—1)1(2k+1))
1-;-3"‘2-;-4"‘3-1.5""“:%

(“": k(T+_1)1(T+—2))

Weitere unendliche Reihen fiir die Zahl = ergeben sich aus den Rei-
henentwicklungen der zyklometrischen Funktionen (siehe S. 404).

T 1 1 1
-1~=arctan1=1—-?+?—7+_... (LEteNIzZ)
T 1 1 1

i arctan + arcta,n? = (_2_ + _3_) —

VSRR TRE TN

—

1
= 4 arctan e arctan 539 =

"('2%9“3_-12§9T'+5-1W— +)

w|
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k4 1 1 1

= arctan - + arctan 5 <+ arctan T

13 1 1 1
T= 8 arctan 6~ arctan 535 — 4 arctan 515

9.1.4. Potenzreihen
Definition

Potenzreihén sind unendliche Reihen von der Form

ay + a,x + a2 + a2+ - = kzoabz"

Das Intervall, in dessen Innerem die Potenzreihe konvergiert, heiBt
Konvergenzbereich. Seine Grenze heiBt Konvergenzradius r. Fiir alle
|z| < r konvergiert die Potenzreihe, fiir alle |z| > r divergiert sie.
Fiir den Konvergenzradius r gilt der Satz:

1st & der griBte Hiaufungspunkt der Folge

— 3 k
layl; Viagli Viagls -5 Viaals ..,

| _k
slso  Limsup}iay] = Jim Viayl,

1

R [~

soist r = _—
N —

A Viail

Fiir & = 0 bedeutet dies r = oo, d.h., die Potenzreihe ist bestandig

konvergent. Fir & = oo ist r = 0, d.h., die Potenzreihe ist nur fir
z = 0 konvergent.

Konvergenzradius:
i a 1
r= lim k bzw., r =
k-0 | Qg1

k__
lim Viaxl
k->o0
Innerbalb des Konvergenzbereichs konvergiert eine Potenzreihe

absolut.

Jede Potenzreihe kann innerhalb ihres Konvergenzbereiches glied-
weise differenziert oder integriert werden.

Die neue Potenzreihe hat gleichen Konvergenzradius wie die alte.
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!

Methoden zur Entwicklung von Funktionen
in Potenzreihen

Taylorsche Reihe
h , R,
fz + k) = fl@) + 37 /'(@) + 57 /(=) +
By 4o+ 2 pm
+g7 /7@ + -+ 0 (@) + Ry,
wobei die Reihe fir lim R, = 0 konvergiert.
A—> 00

Allgemeine Form des Restgliedes:
hn+1 s

Ry=1p @ — LR Dz L 9h)  fir0<d <1
(LagrANGE)
pEN
Sonderfille
lLp=n+1
Restglied B, — —"" = fn+1(z 4 8h) fir 0 < <1
estglie "= m D (x ir <
(LAGRANGE)
2.p=1
Restglied R, = h—- A=)z L SRy far 0 <H < 1
(Cavucny)

Andere Formen der Tavrorschen Reihe:
4 7] )
(x — a)
21

f@) = f@) += 1‘! “ra +

1@ + -+

+ &= 2" g 1 R,

(z—a) +1
+ T

Restglied R, —_ {2t 4 Hz —a)] fir 0<B <1
(LAGRANGE)

1= fr+g 4 #x — a)] fir
0<®# <1l (Cavory)

Bedingung fiir Giiltigkeit der Tavrorschen Reihe:
Die Funktion f muB beliebig oft differenzierbar sein.

+1
Restglied R, = (@ :)
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MacLaurinsche Reihe
77 ( )
(O, L L0 oy 10 0 g

Hz) =
Restglied R, = + 1) i fetD2) fir 0<d <1 (LAOBANGE)
an+1
Restglied R, = 1 =8P tPz) fir 0<d <1

nl
(CavcHY)

lim B, =0

n->o0

Bedingung fir Giltigkeit der MacLaURINschen Reihe: Die Funk-
tion f muB beliebig oft differenzierbar sein.

Reihenentwicklung durch Integration

Eine Potenzreihe darf iiber ein Intervall gliedweise integriert wer-
den, wenn sie in diesem Intervall gleichmiBig konvergiert.

Beispiel:

dz
arctan z = f T+ Im Intervall 0 <z = z konvergiert die

Reihes—— =1—22 4 2¢ — 2% + — --- fiir jedes |z| < 1 gleich-

1 + 1+ 22
2?2
miBig. Durch Integration folgt arctanz = = — 5 + = g—+-

fir || < 1. Diese Reihe konvergiert auBierdem noch fir z = +1
nach dem LEeisnizschen Konvergenzkriterium iiber alternierende
Reihen (siehe S. 397).

ZUSAMMENSTELLUNG FERTIG ENTWICKELTER REIHEN
Binomische Reihen
Ao =1£(])e+(5)e £ (5 )a:’+:|:

ir- |z| <1; n€ER

Bei ganzzahligem positivem # bricht die Reihe beim (n 4 1)-ten
Glied ab.

26 Bartsch, Formeln
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(@ + z)* = a® (1 + %)”kan.n mit Hilfe der obigen Reihe entwickelt

werden, indem z ersetzt wird durch %.

(liz)%_lzlz—z——
1.

1. . -
W—x :i:—"' fl.ll"ﬂ:lél

1 1 . 1.2.
(+2)° =lxges—gosta Vg
Pt — fir |o| <1

Gxof =11
_1.8.7. 11
4.8.12.186
(1:|:z)'1=1:Fa:+a:”:Fz3+z‘:F+--- fiir [z| <1

-3 _ 1.3, 1.3.5
1ta) —1:F + :c:":F2 T S

1. 3 5. 7 o
+mz":f:+ fur[:c|<1

- firr |z| <1

-3 1.4-7

1. 4 7. 10 -
+a—m"i+ fur 2] <1

-1 1.5 ,_1.5.9
Ao =1 ot ZGeF g pe +

1.56-9.13 -
i T o far|2] <1
Exponentialreihen
[~ -] zb
1+ +2!+ _Zok_! fir |z| < o0

2 3
oF = dm_1+zﬁa+z“g|'a+x';n!a+m

fir |2]| < o0, a>0
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Logarithmische Reihen
_z—1 (z—1p  (z— 1)
hz=—F-—-"5—+"5 —+
fir0<z <2
_z—1 (z—12  (z—1p .
be="—t " + 55+
firz > -
ur r b}
_oz—1 (z —1)® (x — 1)
me=2 it Tt ser ot
firz >0
2
1n(1,+z)=z_%+%_%+_... fir—1<z<1

2
In(1 —z)=—(z+%+%a+%+---) fir-1<z<1

fir |z| <1

1t 2 artanhz = P LT
hl_x—2artanha:—2 g+§-+5+7+ ]
z+1 o1 1 1 .

lnx_l_znrcothz_2[—x tastiste ]

Trigonometrische Relhen

3 Frnd z?

sinz=z—%+5—.ﬂ-+—

22 2
osz=l-zr+ty—gmt—

1 2 17,
tanz =z + 52 + 52 +gpa” + o
j— 1 1 1 3 2 R
otz == g2 ? g2
26*

far |z| > 1

fir [z] < o0

fiir |z| < o0

T

fir |z| < 3

fir0<|z| <=



404 9: Unendl. Reihen, Fourier- Reihen, - Integral, Laplace-Transf.

Reihen fiir zyklometrische Funktlonen‘

1.8 1.8.547
“"5'”—‘”"'2 3+2 15Tz e T

fir [z] < 1
=T __l® 1.38 1.8.527
OB =y TFT 23 T 2.45 2-4-67
fir|z| <1
arcl:an:r:=a:—:':—+£ a:+ fir|z| =1
3 5 7 . =

3
arccotx=%—x+% :";-l- -+ furjz| =1

Reihen tiir Hyperbeltunktionen

sinh:c:=a:+3—1':c"+gl-'-:«':5 —I—%I"-I-"‘. fitr [2| < o0

coshz—1+2lx + :c‘+—a:+ fir |z| < oo
1 2 17 . 1]
tanhx:x—gz“+ﬁ T 2T = fur|a:l<—2-
1 z 228 .
cothz—?+?—74—5+m—+o-- fir0 <|z|<=m

Reihen tiir Areafunktionen

. l1a® 1.325 1.3.52a7
arsinhz = 2 — 7

2
fir |z] <1
arcosh 2 = 4 []n (2x) — 2'12:‘:2— 2.14'.342:4_
—2—]%—] firz>1
ananhx=z+%+-§-+z—7’-+u- fir [z| <1

1 1 1 1 "
arcothx=;—+3§+5&i+ﬁ+... fir |z] > 1
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9.1.5.

Niiherungstormeln

Fiir sehr kleine ¢-Werte ergeben sich aus den Potenzreihen Niihe-

rungsformeln, die in der Praxis viel angewendet werden.

A+e ~14 ne

(et et~ a”(l:l:n—‘;—)

Speziell:

1+4e¢

(ltetal+2

(1+ePaltse

Vl:};ew li%s

L ~1Fe

1

¢ — -
V(l:{:e)"wl:l:%e

1

eyl ¢
In(l1+e)~e

1+¢
1—c¢
sine~s &

In ~ 2¢

coss%l—-g—c"

arcsin &€ &y €

sinhex ¢
. ea
coshems 1 +-—2—

arsinhe~s ¢

Allgemein gilt:

(&) ~ f(0) + f(0) &

1
'/—1:1:8 NI:F?S

P e—— l:Fge
Ya £eop

t€E R; |g| <1

fir e<a

(a :I:'s)’w az(l + -
(@4 e n a8(1 :I:%)

V;;m Va,_ (1 +

2e

e~ a (17 )

1 1
e

adnl4elhna

ln(e+ Vm) Re

tan e~ €
1

cot ey —
€

arctan e~ &

tanhery €
cothe ~ i
€

artanhe s ¢

£
2a

£

€

2a
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9.2, Allgemeines zu Fouﬂer-Reihen, Fourier-Integral
und Laplace-Transformation

Jede eindeutige periodische Funktion y = f(z) = f(z + kT,), die
stiickweise monoton und stetig ist, ist ei.ndeutlg als FourIER-Reihe
darstellbar. Dabei erfolgt eine Zerlegung in das Spektrum von f{(z)
nach diskreten Frequenzen kf;,.

oo
fx) = %" + kgl [ay, cos kwyz + by, sin kwyz] kc N
T, 2w
mit T df 1(z) cos kwez dz oy =7 = 21cfy
T ) sin ko dz 2 Mittelwert der Funk-
B of fiz) sin ke tion f(x); Gleichglied

Speziell gilt fir die Periode Ty = 2x:

f(x) = %" + kgl (2, cos kx + by sin kzx) keN

2x
mit f f(x) cos kz dz

:||v-ﬂ

2x
bh=%ﬁ[f(z) sinkedz

Mit Dy = l/a‘= + bk ; @z = arctan b—erglbt sich die Spektraldarstel-
lung:

f(z) = %" + kz_‘,l Dy sin (kwgz + @y)

Komplexze Darstellung:

f(z)=k§ c ™ keN

T, X
mit ¢y = Tiovdf f(z) eTHEoT 4z Toc L i Spektrum von f(z)
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Die Lage des Integrationsintervalls ist gleichgiiltig und kann ebenso

T, T
von — ?" bis + —2°- erstreckt werden.
Speziell gilt fiir die Periode Ty, = 2n:

o0 R 2z
f@) = 3 cipe®®  mit ey, = 3 | f@) eT kT 4o
k =) 7":o

An den Unstetigkeitsstellen z, gilt:

PRI EL)

mit lim g(:r) = f(z, + 0)

7o+

_lim (@) = f(z — 0)

Zusamimenhang
Gk=6+k+6_k kEN
by = jleyx —o—p) -

Jede eindeutige, auch nichtperiodische Funktion ' (einmalig ab-
laufender Vorgang), die stiickweise monoton und stetig ist, ist ein-
deutig als FourIER-Integral darstellbar (FOURIER-Transformation).
Dabei folgt eine Zerlegung in ein kontinuierliches Spektrum von
Frequenzen y im unendlichen Intervall Ty — oco; ¢€ (— 00; + o).

+ o0 (-]
Fi) = 2—]1';— f f(y) e dy Bedingung: f | F(t) df| < oo

+ o .
it _ Fityo—ltt g Funktionswert
™ fty) _fm e der Spektralfunktion von P

Einschrinkung des Intervalls auf ¢€ [0; { oo) liefert:

F@) fir t=0 /

L% ot
—_— ”d =
o J_ 1@ {o far £<0
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Das Intervall € [0; + oo) gestattet, die Amplitude mit e —% zu be-
déampfen (Erreichen der Konvergenz).

F(t) > e~ 2 F(t)

1 %® —®pe) fir ¢ =0
= g, ) e ) fir t=
o J 10 " dy { 0 fir t<0

o0 00
mit f(y) = [e P Ft)e W dt = [ o~ @+WX Fp) dt
0 0

Setzt man 8 = z - jy, so ergibt sich

1 z}ime“ fs) da = F(t) fur ¢ =20 komplexe
2nj, 0 fir ¢t <0 TUmkehrformel

Slw

-]
. et LarLAacg-Integral
b = SF(t)dt -
mit  £(s), df o "F(t) LapLace-Transformation

In der Regelungstechnik wird oft s durch p = ¢ + jw ersetzt. f(s)
ist der Funktionswert der Spektralfunktion der gedimpften Zeit-
funktion p(t) = e~ F(t).

9.8. Fourier-Reihen

Symmetrieverhiltnisse fiir Fourler-Reihen

Fall 1:
Funktion, symmetrisch zur Ordinatenachse,

y
gerade Funktion ["\
/0
ra

f(z) = {(—=)
b; = 0, die Reihe enthiilt keine sin-Glieder.

AN

Fall 2: Yy
Funktion, zentralsymmetrisch zum Ur- T
sprung, ungerade Funktion I’iﬁ
T, X
fz) = —f(—=) z

ax = 0, die Reihe enthillt nur sin-Glieder.
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Fall 8: y

Gleiche Form und gleiche Lage der Halb-
perioden zur z-Achse

l(w)=/(z+%) o & % %

ag41=0; by =0
Die Reihe enthilt nur sin- und cos-Glieder mit geraden Argumenten.

Fall 4:

Gleiche Form, aber verschiedene Lage
der Halbperioden zur z-Achse. %

fiw) = ~1 (= +32) ; K—ji‘
Qg =0; by =0

Die Reihe enthélt nur sin- und cos-Glieder mit ungeraden Argu-
menten.

Bel:echnung einer Fourier-Reihe

Nachfolgender rhythmisch verlaufender Ausgleichsvorgang soll in
eine FouRrIiER-Reihe entwickelt werden: y I

f(x) = he™*
z€ [0; 2x],
Ty =2n

1.Lésungsweg (Berechnung der Koef-
fizienten iber die trigonometrische Form)

2x 2x
a =lfhe‘zcoskzd:t=—h—fe"coska:dz kEN
* o g

Lésung des unbestimmten Integrals durch partielle Integration

fe"coskzda:=¥sinkz+—i—fe“sinkzdz=
=e—;fsink:c—ek;:coska:—kiafe“"coskxdz
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Rechts tritt dasselbe Integral wie links auf. ZusammengefaBt:

% o08 ke dz = ez
14— k’ fe cos kx do = sm kx — <& 08 kz;
—z k k2 e—7T
fe cos kx dz = 1+k2( smka:——-choska:)
Unter Beriicksichtigung der Grenzen folgt a;, = QL — e~21)
ET R 1 R
. _ hk(l — e—27)
Entsprechende Rechnung liefert b, = O F )
_ k(1 —e—2%) _ k1l —e—27)
Daraus a, = 3 =i
k(1 —e—2n
ay = -(_—57:—); .os
h(1 —e—2= 2h(1 — e~2r
b°=0; bl ='(—2ﬂ——); ba=(_5n—);...
Die FouriEr-Reihe lautet somit:
_hl—e—2%)/1 1 1
fz) = ——n——(?+?cosz +Fcos2:c 4o 4

+%sin T —|-%sin 2z +)

2.Lésungsweg (Berechnung der Koeffizienten iiber die komplexe
Form)

1 2n 3 2n
Cik = ﬁof he~ZeFik gz =2—1;0fe‘(1*m’dx

Integration liefert sofort:

—he—(12kiks 2 —h

T ox(I L kj

G:hk =

) (0—2 e¥ 2rkj __ 1)

_Mi—e72)
E™ on(l £ &)
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Aus ¢ 4 berechnen sich die Koeffizienten az und by:

B Ml —e—2%)/ 1 1.
G =Crrtor="go (1+kj+1—kj)_

2n 1+ k2 n(l + k%)

_Ml—e2%) 1 —kj+ 14k _h1l—e~27

. jh(1 — e—27) 7 1 1
b= iley — o) =10 on )(1+kj_1—ki)=

_jh(l—e=2) 1—k —1—kj _hkl — e=2%)
o 2x 14 k2 T ow(l k)

Die Koeffizienten aus beiden Rechnungen stimmen natiirlich iber-
ein. Man erkennt aber, daB die Berechnung iiber die komplexe Form
wesentlich einfachere Integrale ergibt, weshalb teilweise diese Me-
thode weniger Rechenaufwand erfordert, vor allen Dingen, wenn f
eine e-Funktion ist.

Das Linienspektrum von f ergibt sich zu

Bl —e=2%) Rl —o—2%) (1 F k) _
i e TF i =

Bl —e=27) | FhE(1 — e—2r) A
="qxe TiTazxe T Sixedt

. Fhk —2nx .
+]1—_F-F, da e < list.

Zlﬂet_;k ZJrIm@k

oL TEpantia) #EN 28ttt || Lorrim wen

gsh ash

1 ] I P 11 I
#-4 -3 -2 -1 T 2 3 4 -#-4 -3 -2 -1 lf 1? |

-g5h
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Besondere Fourler-Reihen

1. Rechteckkurve

Hz) = (sm x + 5 sin 3z + —sin 5 + - )

—
|
<« 1 1

U S N S—

Zul,
2. Rechteckkurve

{(z) =-4—:<cosx ———:_1;-0053:: +%cosfm: — 4 )

3. Rechteckkurve (verschoben in Richtung y-Achse)
—h

ki3

x
. 1 . 1,
X (sm:t +§-sm3z+?sm5z-+ )

hy = 0 fithrt zu Rechteckimpuls (Bild rechts)

y 7
] |
< || J < !
N !
[4 x 2x X © 0 x x X
Zu 3. Zu 3.

4. Rechteckkurve (verschoben in Richtung y-Achse)
bl 2 =)

3

=) =

X (cosz —%cos3x+%cos b — 4 )
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h, = 0 fithrt zu Rechteckimpuls (Bild rechts)

Y %
| i = —
— i P !
A e —_—
..?0 3:r25,2.7rx ira‘rg;}zxx
Zu 4. Zu 4.
6. Rechteckimpuls
{ )_% 2 6N Sin2"’0052:::+
%= 3 (2 + 1 o8 T + 2
+ Sm33q) cos 3z 4 )
y ¥y
i =
ool 2e ‘a! hes &
0 x 2xr X 0 x A i 2xr X
L
Zub. . ' Zu e,
G. Rechteckimpuls
/(x)=_4;<?‘—0159’ +— 3‘psn3 +GOS5wgm5:c+ )
7. Trapezkurve (gleichschenkliges Trapez)
f@) = 4’; (112 sin g sin + 5 sin 3¢ sin 32 4
+62 gin by sin bz 4 -- )
e - ok 1
< / 4
0 2 X e E3 X

Zu?, Zu 8,
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8. Trapezimpuls (gleichschenkliges Trapez)

o 4k sin &« — 8in @
) ¢)(

T sinz 4

+s1n3a;sm&psin&c_l_smbag;snnbwsmfm_I_ )

9. Dreteckhkurve (gleichschenkliges Dneieck)

fz) = 1 sin apin 3z + = 5, gin bz —

o ot

Zu 10.

10. Dreieckkurve {gleichschenkliges Dreieck)
Hz) = %(li’ cos +\3lzcos3:|:+ 315 cos bx + e:e)
11, Dreieckkurve (gleichschenkliges Dreieck)

1
(x) = 2 +_":2 12cos:::+:‘s,lcosi'la:+52 cos bx 4 -+

Mm

Zu 11, Zu 12,

12. Dreieckkurve (gleichschenkliges Dreieck)

h
H=x) =%—4—-(lla sx+3, cos3:v+6aoosba:+ \
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13. Dreieckimpuls (gleichschenkliges Dreieck)

_bp 2k (1 —cosg 1 — cos2¢
f(x) =5 + (—12 COBX + ——" co/s 2z +

cos 3z + )

Zu 13,

14. Sdgezahnkurve (steigend)
2h (. 1 . 1 .
f(z) —-—n—(sma: —?sm2a:+?sm 3z — + )
16. Sdgezahnkurve (steigend)

Hzx) = —%(ein x +-;—sin2a: +%sin 3z + )

Zu 15. Zu 16.
16. Sdgezahnkurve (steigend)

h k. 1 1,
Hz) =5 ?(smx + —2—sm2a: + 3 8in 3z + )
17. Sdgezahnkurve (fallend)
f(z) = %’—L_(sin z + —;— gin 2a:/+ % gin 3z + )

Zu 17.
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18. Sdgezahnkurve (fallend)

f(z) =%(—sinz +—;-sin 29:—%sin 3z + — )

19. Sdgezahnkurve (fallend)

f(x) £%+%(sinz +%sin 2z+%sin 3z + )

Y
h i"
x X 0 x 2x X
Zu 19, Zu 20,

20. Sdgezahnimpuls (steigend)

[(z) =—Z-+%(sinx —%sin 2z+%sin 3z — + ) -

_i_’;'(bosx +3—12-cos3:c +5—lz-c055:c + )
21. Sdgezahnimpuls (fallend)
h h (. 1, 1 .
1(z) =-4—+-;(smz+—2-sm2a:+3.sm3;,; + ) +

+2;};(cos:c +-31—zcos3z+5iacos5x+ )

Zu 21, Zu 22,
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22, Qleichgerichtete Sinuskurve (Zweiweggleichrichtung)

4h 1 1 i
f(x) =—;(?—mcos2a:— ﬂcos‘kt—

1

—_— 5—.7 cos 6z — -- ')

23. Gleichgerichtete Cosinuskurve (Zweiweggleichrichtung)
1 1

[(¢)=%(?+mcos2x—3l_—ﬁcos4z+

+5]:—70056:c—+---)

24. Sinusimpuls (Einweggleichrichtung)

h h . 2h( 1
f(x) =F+?smaz —?(m cos 2z +

1 1
+ﬁcos4x +5.—70056:c+ )
25. Cosinusimpuls (Einweggleichrichtung)
h k 2hs 1
1(z) =?+—2—cos:|: +;(1—-3 cos 2r —

o1 1
- —-cos4a:+mcosﬁa:— + )

3.5

Zu 25,
27 Bartsch Formeln
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26. Qleichgerichteter Drehstrom

: 3h)Y3 r1 1 1
@) === (g — g o083 — gg o0 be —
1
—mcos&z—---)

27. Parabelbigen
(Para.belgleichung y= %z’ far [—m; 1:])

Hx) =%—i—’:(cosz—2lzcos2z +3l2cos3z— + )

X 2t 3x 4t X
Zu 27, Zu 28.

28. Parabelbogen

(Pa,rabelgleichung y= % (zx—m)? far [0; 21:])
f(x) =% +i—}:(cosz +2i2cos 2z +3l2cos3z + )

29. Parabelbogen
(Parabelgleichung y = 22 fir [—mx; =])

2
Hz) =-T;——4(cosz—§12—cos2:c +3l20053z -+ )

- 0] x 2x 3x X

Zu 29,
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30. Parabelbogen
(Parabelgleichung y= i—’; z(r—x) fir [0;x]

undy = g(z’ — 3nx + 2n%) fiur [ 21':])

(= )——(sma: +3asm3:c+5ssm5a:+ )

31. Ausgleichsvorgang
f(z) = he™% 8.8. 409

9.4, Fourier-Integral, Berechnungshbeispiel

Der obén (S. 409) behandelte Ausgleichsvorgang f(z) = he~Z% mit
T, = 2x soll als nichtperiodischer, einmaliger Vorgang betrachtet
werden:

pamt = | FO fir t€[0;00)
®"T10 far t<0

Der Wert der Spektmlfunktlon lautet-
o) = fF(‘)e'j”' dt =4 fe“e'i"' dt =k fe—(l"‘iﬂ)tdt

Die Integration ergibt:

oo L h —h
ro— (L HIME T — : Y
fy) = 1+Jye o iFRTIre T ITE
Das FouriER-Integral lautet:
1 [ h B
=he~l= et gy = Y g
F(t) = he 2#L1+jye dy 3 w1+ 2e dy

Die graphische Darstellung von f ergibt das kontinuierliche Spek-
trum: ~

Re £y/ ]
b, I fly)
T4y2 1) Y -4
nfz'f/}'/
o5ht - 05h
4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4y SR
-gsht .
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9.5. Laplace-Transformation

Schreibweise:
fle) = [ e™™ F(t)dt = Q{F(t)} s€ K;8=zx+jy
G .

wobei Oberfunktion, Originalfunktion F im Bereich t€ (0; o0),
Unterfunktion, Bildfunltion, LaPLACE-Transformierte f.

Larrace-Transformation Q{F(¢)} = f(s)
F(t) O—e f(s) (Korrespondenz)
Umkehrtransformation  QL—1}{f(s)} = F(t)
f(s) e—O F(t) (Korrespondenz)
I-1Q((s)}} = f(s);  RITY(F ()} = Fit)
Im Bereich stiickweise stetiger und monotoner Funktionen f exi-

stiert, wenn itberhaupt, nur eine Oberfunktion F.

Kriterien far die Existenz der LAPLACE-Transformierten f im Bereich
t>0 ’

+ o0
1. f | F(t)] dt < oo; F stiickweise stetig

-
T, Ty
2.0f | Ft)| d¢ =‘,11_{16!! | Fe)| dt

3. T, > T,; firr mindestens ein s,€ K
T,

lim Je"'”" F@) dtl =0

ey |

Funktionen, die 1 bis 3 erfiillen, heiBen {-Funktionen.

4. Ist die Konvergenz von 8{F(t)} fiir z, gegeben, konvergiert sie
auch fir alle z > z, bzw. R(s) > R(sy).

# fonvergenthatpesene  DeT kleinste mogliche Wert von =, heiBt
‘Konvergenzabszisse § (K.A.). Wenn
4 5=xtfy Q{F(t)} absolut konvergiert, schreibt
man: 8,-Funktior.
0 X Re Ax oo ,
E d/-le—’"F(t)ld!<oo fir z > 8

,-Funktionen sind auch {-Funktionen.
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Rechenregeln
Linearitdt:
LaF,\(t) + bF,(t)} = al{F,(6)} 4 bR{F,()}

K.A. Max. (8,; 8,) d.h., Konvergenzabszisse ist der gréBere
der Werte von §, und §,.

Umkehr 21~ 11{af, (s) + bfa(s)} = a Q13 (s)} 4+ bR 1){fo(a)}

Dimpfungssatz: 2{e~* F(f)} = f(s + «) KA =f§— R(x)
e~ * Dampfungsfaktor fira >0 a€ R

Umkehr 21~11{f(s + «)} = e~ @[~ 1){j(a)}

Ahnlichkeitssatz: Q{F(ot)} = %/ (%) KA. o8
2 {27 ()} = o y>0

Umkehr g[—1] {f (%)} = aF(at)

[~1lps) = 2 p (L
ol-thye) = — F () y>0
(0 fiar
Verschiebungssatz: &{F,(t)} = e~ " {F(t)} mit F,(t) = F(tte [tO; o]
—

fiir £ € [t,,00)
oder L{F(t —t)} = e~ f(s) t€ (t, )
RFE + o)} =e[f(s) - [e " F)d]  «>0
1]

0 fiir t€ [0, &)

Umkehr @{=!{e~% #(3)} = { F(t — t)fiir ¢ > ¢,
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Differentiationssatz:

Fiir die Oberfunktion gilt
L{FM(e)} = s"(s) — s~ LF(+0) — " 2F(+0) —
—s"=3F(4-0) — ... F*1(40)

demnach 1. Ableitung: £ {dF(t)} = sf(s) — F(+0)

2. Ableitung: & {d F(t)} = §*f(s) —.eF(+0) — 15"(+0)
Umbkehr: 80=1){sf(s) — P(4-0)} = %
Fir die Unterfunktion gilt:
def(s) dn

EO} = (1" LEF(t)} = (—1)" £"(a)

ds® ~ da®
demnach f'(s) = —tQ{F(t)}
1(a) = +28{F(£)}
Umkehr: gl-1] {%}: (—1)* t"F(f)
Integrationssatz:
Fiir die Oberfunktion gilt:

¢
2{]F(1)dr}=i/(s) > 2
]

Umkehr: el-ll{ (s)} f F(r)dz
Fir die Unterfunktion gilt:
F(t) x
2 {£O) = [ fio) o cc K

1
Umkehr: Q(—1] {fmf(a) da} = @
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t
Faltungsintegral: Fy(t) * Fa(t) = [ Fy(z) Fyft — 7) dv
0

Faltungssatz: },(s) fo(s) = S{F, ()} L{F,(8)} =
t
= Q{F, () * Fy(t)} = @ { [ Fi(x) Fy(T — 2) dr}
0

Kommiltatives Gesetz: Fy(t) * F,(¢) = F,(t) * F,(t)
Agsoziatives Gesetz: [Fy(t) * Fy(t)] * Fy(t) =

= Fy(t) » [Fy(t) * Fo(t))
Umkehr: 20-1{f)(s) fo(6)} = 2L 11{f1(5)} * L1~ 11{fp(6)}

Grenzwertsatze:
Jim PO =iz oft)

i FO) = im0

9.6. Anwendung der Laplace-Transformation;
Loésung von Differentialgleichungen

Schematischer Rechengang:
Differentialgl. + Anfangsbedingungen — Léosung y | Originalraum

+ i

LapLace-Trensformation  QI—1)-Transformation
(Rechenregeln, Tabellen)  (Rechenregeln, Tabellen)
¥ 1

Lineare algebraische Gleichung — Losung fir 2{y} | Bildraum

An Stelle der direkten Losung wihlt man durch die £-Transforma-
tion den Weg iiber den Bildraum, wodurch die Lisung der Dgl. ver-
einfacht wird zu einer Lésung einer linearen algebraischen Glei-
chung.

Vorteilhaft ist die Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen von
vornherein. AuBlerdem wird der Lisungsweg inhomogener Dgln.
ebenso einfach wie bei homogenen Dgln. (Bedingung: Storglied mug8
eine Q-Transformierte haben.)
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Beispiel 1:
Man lése die Dgl.

y+5y+4y=¢t mit y(0) =0; y(0)=0
Anwendung des Differentiationssatzes

#28{y} — sy(0) — y(0) + 5sL{y} — 5y(0) + 42{y} = L{t}
Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen wird

szsg{y}+'5ssz{y}+4£{y}= L4y -
1 1 1 1
O e e

nach Tabelle 9.7/3

Ricktransformation y
1 1
=ql-ul- . _- .

y=2 {s” s+1 a+4}
Umformung in eine Summe durch Partialbruchzerlegung

1 1 1 D

8 s+41 s+4 e s+1 a+4

1 _A(-9+1)(8+4)+Bs(s+_1)(s+4)
s+ 1) (s +4) s+ 1) (s + 4)

Cs?(s + 4) + Ds*s + 1)
S F Dy

+

Koeffizientenvergleich liefert

1 b 1o 1
A=giB=—l=3iD=—5
Damit ergibt sich

y=— 8- 11{;} — S qt- 11{1} gl- u{_ﬁ}

t3e — @& e~ * nach Tabelle 9.7./3;/1;/5
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Beispiel 2:
Man lse die Dgl.
¥ — 4y = 2sinht mit y(0) = 0; %(0) = O!
Anwendung des Differentiationssatzes
$28{y} — ay(0) — #(0) — 42{y} = 28{sinh 1}
Mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen
$28{y} — 48{y} = 28{sinh t}

800} = 5y Sfsinh 1

lLésungsweg 1:
2
& —4

L{y} = L{sinh 2t} {sinh ¢}
Anwendung des Faltungssatzes
Q{y} = L{sinh 2¢ % sinh }
y = Q[~11Q{sinh 2 * sinh £} = sinh 2 * sinh ¢
(Faltungsintegral)

= Q{sinh 2} :

y= fsinh (¢ — ) -8inh 2v dv
0
Losung durch zweimalige partielle Integration
g ¢ 1/
y= [—5 sinh (t — ) cosh 21:]t =0+ ?(j[ cosh (¢ —7) cosh 2rdz
1 . 171 . ¢
y=—v% ginh ¢ + [—2— (? cosh (t — ‘t)) sinh 21- 0-}7

[1
i af sinh 2¢ sinh (¢ — 7) d

1. 1 1
y=——2-smht+—:1_—smh2f+f.’/

2 . 1 .
9=—?smht +—3-smh2t
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Lésungsweg 2:

sinh t} = o i i nach Tabelle 9.7./9

2 1
W =g 7—1

Riicktransformation:

—g-unf 2 1
y=2 \d =i F=1
Umformung in eine Summe durch Partialbruchzerlegung

2 _ 4 B
(*—4)(s2—1) =g_it@=
(Eine Zerlegung in die Nenner (8 — 2) (8 4 2) (8 — 1) (8 + 1) ist un-
2 Transformierte ist.)

zweckmiBig, da —- ol

2 2
d=3i B=-3
1 2 2 1
— ql-1] — S el-1m
y=3? {32_4} 3¢ {32—1}
1 2
y=73s sinh 2¢ — 5 sinh ¢ (wie oben) nach Tabelle 9.7./9
Beispiel 3:

Man l8se die Dgl der gleichmiBig beschleunlgten Bewegung § = b

mit ¥(0) = yo; #(0) = v,.
Anwendung des Differentiationssatzes’

$22{y} — sy(0) — y(0) = 2{b}

Mit den Anfangsbedingungen wird

b b
a‘ﬂ{y}—ayo—vo=7; a’ﬂ{y}=-8—+8yo+vo

Y
Uy} = + ; =
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Anwendung des Faltungssatzes auf
FoE s £{bt} £{1} nach Tabelle 9.7./1;/3
_ al-1 -1 f%) o ar-11{%] _
y=Ql-1g{n}y 2{1} + £ 1{8 | +2 132}
¢
=Ql-1e{bt 1} + y, + oot = [br1de +
0

+ Yo + vt  (Faltungsintegral)

b
y=5+ot+y

Man erkennt, daB die Methode der Lésung von Dgln. mittels Q-

Transformetion nur bei komplizierteren Gleichungen den Lésungs-
weg vereinfacht.

Betspiel 4:
Man lése die Dgl. der harmonischen Schwingung

m-SY = —mg+ Ma—g) mit y(0) = 0;§(0) = v,

(k Federkonstante)

Mit' —mg = ka wird my = —ky; ¥y + %y =0

#2(5} — 9(0) ~ §0) + > 2y} = 0



428 9. Unendl. Reiken, Fourier- Reihken, -Integral, Laplace-Transf.

Mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

R 1 EL M RS P

Lyl = -
k
2 —
s 4 pon
Riicktransformation:
_ VE
y=ve-uf_1 —1=2%)7F 8-y ’"k
84 — 4 —
m. m
]/m . ]/ k
y=v|% sm( Et) nach Tabelle 9.7./17 ,
9.7. Korrespondenzentabelle elniger rationaler
Laplace-Integrale
Oberfunktion F Unterfunktion f(s) = Q{F(t)}
1. & L3
8
1
2. o(t) Sprungfkt. - > 0
1
in 1
4 m pray n e G
5. ei# 1 Res > Rea
sFea
i
t _ -
6. a s —In|a|
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Oberfunktion F

10.

11.

12.

13.

14.

16.

16.

17.

18.

19.

20.

(@+e~

sinh a
cosh at

1 at
- -1

to @

obt — eat

b—a
bebt — geat
b—a
e ¥ginat

—% oos at

e
gin af
cos af

sin (w¢ 4 @)

1—2sinat

Unterfunktion f(s) = 2{F(t)}

S—ad
1
8(s — a)
1
(s Fap
1
(s—a)y(s—0b)

8

@—a)(s—1b)
a
8+ b)2+ a?
s+ b
(s + 02+ a?
a
ra
8
£+ ad
()
COBP T T ot
(s — ap?

8(s®* + a?)

a0

a%0

-+ sing-

a0

8
3 F @t
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Oberfunktion F- Unterfunktion f(s) = L{{F(£)}
21, cos®at H% a0
22. cosh? at 8:’; i‘;’z) 640
23, (nt—”__lT)n ‘ = _ n>0

Ausfiihrlichere Tabellen siche Spezialliteratur, z.B. DoETScH: An-
leitung zum praktischen Gebrauch der LaPracE-Transformation,
Verlag R. Oldenbourg, Minchen.



10. Wahrscheinlichkeitsreechnung, Statistik,
Fehler- und Ausgleichsrechnung

10.1. Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ereignisse

Zufdllige Ereignisse konnen unter bestimmten Bedingungen eintre-
ten, ihr Eintreffen ist jedoch nicht sicher.

Deterministische Ereignisse treten bei bestimmten Bedingungen mit
Sicherheit ein (Sicheres Ereignts).

Die GesetzméBigkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung tragen
Massencharakter, d.h., sie sind nur fir eine geniigend grof3e Anzahl
Versuche giltig.

Einzig moglicke Eretgnisse licgen vor, wenn unter gewissen Bedin-
gungen eines dieser Ereignisse mit Sicherheit eintritt.

Unvereinbare Ereignisse liegen vor, wenn ein Ereignis das andere
mit Sicherheit ausschliet.

E, ist Teilereignis von E,, wenn nach E, stets E, folgt.

E, C E, bzw. E, D E, (lies E, ist Teilereignis von E,)
Gleichwertige (dquivalente) Ereignisse treten stets gleichzeitig auf
oder nicht auf. £, = E,=> E, CE, A E, CE,

Die logische Summe der Ereignisse B, und E, ist das Ereignis E;, in
dem mindestens eines der Ereignisse %, oder E, eingetreten ist.

E, = E, \J E, (lies E, ist gleich E, vereinigt mit E,)
Das logische Produkt der Ereignisse E, und E, ist das Ereignis E,,
in dem E, und E, gleichzeitig eingetreten sind.

E, = E, N\ E, (lies E, ist gleich E, geschnitten mit Ej)
Die logische Differenz der Ereignisse E, und E, ist das Ereignis E,,
in dem E, eingetreten, F, nicht eingetreten ist.

Ey=E\E,
Unmégliche Ereignisse § treten nicht.ein.

Entgegengesetzie Ereignisse E; und El liegen vor, wenn das Eintreten
des einen das Nichteintreten des anderen bedingt.
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Definitionen

Jedem Ereignis E, d.h. jedem méglichen Ergebnis eines Versuchs,
wird eine Zahl P(E) zugeordnet, die Wahrscheinlichkeit des Er-
eignisses E.

0SPES1
Sicheres Ereignis PE)=1
Unmégliches Ereignis P(E) = 0

Elementare Definition der Wahrscheinlichkeit
P(E) = %— n endlich

Fiir das Ereignis E sind von den n moglichen Ausgiingen eines Ver-
suchs g giinstig.
Beispiel:

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf eine 6 zu wiirfeln, betrigt

1
P=—6—.

Statistische Definition der Wahrscheinlichkeit
P(E) = lim —h-

n->00 N
Bei n-maliger Ausfithrung des Versuchs tritt A-mal das Ereignis £
ein.
Die Wahrscheinlichkeit P(IT}') fir das Nichteintreten des Ereig-
nisses E (entgegengesetzies Eveignis E) ist:
P(E) =1 — P(E)

Tellereignis E; C E,

P(E,) = P(E,)
Additionssatz der Wahrscheinlichkeit — Wahrschemllchkelt des
,,Entweder — Oder**

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eines der unvereinbaren Ereignisse
E,, E,, ..., Ey eintritt, ist:

P(By U Ey V-V Ey) = P(Ey) + P(Ey) + -+ + P()
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Beispiel:
Die Wahrscheinlichkeit dafur, daB man bei einem Wurf die Zahl 3
oder 6 erhiilt, ist P = + 6 = —;-

P(E,\VE,) = P(E1) + P(Ez) — P(E.NEy)

E,, E, nicht notwendig einander ausschlieBend

Bedingte Wahrscheinlichkelt

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, unter der Voraussetzung,
daB das Ereignis E, schon eingetreten ist, heiBt die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(E,/E,) des Ereignisses E,.
P(E, N\ E,)

P(E,)
Sind E, und E, voneinander unabhingig, heiBen P(E,) und P(E,)
unbedingte Wahrscheinlichkeiten.

P(Ey|By) =

Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeit — Wahrscheinlichkeit
des ,,sowohl — als auch*

Fiir voneinander unabhingige Ereignisse ist die Wahrschemllchkelt.
fiir das gleichzeitige Eintreten

P(El AEZ N-.. r\Ek) = P(El) P(Ez) con P(Ek)’
fir abhiéngige Ereignisse (bedingte Wahrscheinlichkeiten)
P(E, N E,) = P(E,) P(E,/E,) = P(E,) P(E,/E,) ‘

Betispiel:

Zieht man aus einem Kartenspiel (32 Karten) eine Karte, so ist die
4 1
Wahrscheinlichkeit, einen Kénig zu ziehen, P(E,) = B=3" Ist

die gezogene Karte ein Konig und zieht man nun eine weitere Karte,
so ist die Wahracheinlichkeit, wieder einen Konig zu ziehen,

P(E,/E,) = % Zieht man aus dem K‘a.rtenspie] zwei Karten, so

ist daher die Wahrscheinlichkeit, zwei Konige zu ziehen,

P = P(E,) P(E/E) % %~ 0,012,

Fir unabhanglge Ereignisse gilt:
P(E,|E,) = P(E;) bzw. P(E\|E;) = P(E,)
28 Bartsch, Farm~'~
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Fiir k unabhingige Ereignisse E,, By, ..., B} ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB
8ie gleichzettig eintreten: P = P(E,) P(E,) --- P(E})
keines eintritt: P = [1 — P(E,)][1 — P(E,)] -+~ [1 — P(E)]
mindestens eines eintritt:

P=1-{1— PE)I[1— P(E,)] - [1— PE)]

Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Das Ereignis E soll stets mit genau einem der k unvereinbaren Er-
eignisse Ky, B, ..., E}, eintreten. Dann gilt:

P(E) = P(E,) P(E[E,) + P(E,) P(E|E,) +
&
+ -+ + P(E) P(E|E}) =.§1 P(E;) P(E|E,)

Forme! von Bayes (Formel iiber die Wahrscheinlichkeit von Hypo-
thesen) )

Das Ereignis E soll stets mit genau einem der k unvereinbaren Er-
eignisse E;, Ey, ..., B eintreten. Die Wahracheinlichkeit des Er-
eignisses E; unter der Voraussetzung, daB8 E bereits eingetreten ist,
betrigt:

P(EyE) = L) PEE)

,Z:IP(E’) P(E/E,-)

Folgen von unabhiingigen Versuchen

Zwei Versuche heiBen unabhdingig, wenn das Ergebnis des einen
Versuchs ohne EinfluB auf das Ergebnis des anderen ist. Es werden
n unabhingige Versuche ausgefiihrt, wobei in jedem Versuch genau
eines von den k unvereinbaren Ergebnissen E;, Ey, ..., E; mit den
Wahrscheinlichkeiten Py = P(E;), Py = P(Es), ..., P = P(Ey)
eintritt. Bezeichnet man mit P,(m4, mg, ..., my) die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB bei n Versuchen das Ereignis £y m;-mal, Eg mg-mal
usw, eintritt (my; + mg + *++ + my = n), so gilt:

n! o X
'ml!m,!---'m,,,lp1 Pz PE

Speziell erhilt man fir £k = 2 das Bernoulli-Schema:

Py(my, mg, ..., mp) =

P, = P; P2‘=1—P=Q, mo=m, My=n—m
n!

m! (n —7)—! prgrm

Pn(m) =
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Eigenschatten von Py(m)
n
3 P,(m)=1
m=0

Py(m) ist der Koeffizient von 2™ in der Entwicklung des Polynoms
(@ + Pz)" nach Potenzen von z (Binomialgesetz der Wahrachein-
lichkeitsverteilungen).

P,(m) < P,im +1) far m <naP —Q
P,(m) > P,(m + 1) fir m >nP — @
P,(m)=P,(m +1) fair m =a2P — @

Das Maximum von P(m) liegt bei 4 = mymy = nP — Q.

My . ganzzahlig
m, = { der kleinsten ganzen | falls m,
Zahl, die m, enthilt nicht ganzzahlig
ZufallsgriBen

ZufallsgroBen & (zufillige Variable) sind Veriinderliche, deren Wert
bei konstanten Bedingungen vom Zufall abhidngt, wobei jeder
dieser Werte mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auftritt.
Zufallsvariable kénnen diskret (zz) bzw. stetig sein. Sie besitzen eine
diskrete bzw. stetige Vertetlungsfunktion der Wahrscheinlichkeiten:

F(z) = P(§ <a)

Eigenschatten von F

F ist eine monotone nichtfallende Funktion, d.h., aus z; < z, folgt
F(zy) < F(zy).

F hat héchstens abzihlbar viele Sprungstellen. .

F ist linksseitig stetig.

F(— 00) =0, F(+ o0) =1

Besonders wichtige Typen von Verteilungslunktionen

Diskrete Verteilungstunktionen (7T'reppenfunktionen)

Eine zufillige Verdnderliche &, die nur endlich viele Werte z;

(¢t=1,2,...,n) annehmen kann, bestimmt eine diskrete Vertei-

lungsfunktion. Die angenommenen Werte sind die Sprungstellen und

die dazugehérigen Wahrscheinlichkeiten die Sprunghdhen dex Ver- -
teil ngsfunktion.

28+
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Fix) Verteilung der Wahrscheinlich-
keit, daf3 & den Wert x; annimmt:

—-_—i—-— -

' plz) = P =12) 4€N

n
x ) =1
=1
Fz)=PEt<a)=Y Pt ==) = Z pl;)
7, <z 7 <z

Diese Funktion gibt die WahrscheinlichKeit an, daB & einen Wert
kleiner x annimmt.

Stetige Verteilungstunktion
Eine stetige ZufallsgroBe & besitzt

Fea die stetige Verteilungsfunktion F':
o Flz) = Pt < 2)=
= P(~o<é<a)=
Ea
1 ab x = L f(z) dz
Die schraffierte Fliche stellt di
o l-\‘I]'Va}‘:rscheinlich(:nelst, ° dF (z)

= f(=)

Pla = £ < b) = F(b) - F(s) dar

S heiBt Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsdichte), f(z) = 0.

+.00 b
[ f@dz=1 P@<¢<b)=Fb)y—Flo) = [fz)dz
-0 a
Momente
m(E — z)f = z oFp(z;) fr diskrete ZufallsgréBe &

(Moment k-ter Ordnung)
+ .
mE —cff = [ (z—c)fff(x)dz fiir stetige ZufallsgroBo &
- o

Fiir ¢ = 0 heiBen die m(§) Anfangsmomente. Fir ¢ = p heiBen die
m(E — p)¥ Zrtralmomente.
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Erwartungswert

Der Erwartungswert u ist das Anfangsmoment 1. Ordnung bzw. das
gewogene arithmetische Miitel.

n

p=Et= 3 zp(z;) fiir diskrete ZufallsgréBe &
i=1
+
B =FEE= f L zf(z) dz fiir stetige ZufallsgroBe &
— o0

Varianz (Streuung)

Die Varianz ¢? ist das Zentralmoment 2.0Ordnung, ¢ heiBt Stan-
dardabweichung bzw. mittlere quadratische Abweichung.

n
o® = D% = E(¢ — E¢)* =2 (=i — #)? p(z;)
-

fiirr diskrete ZufallsagroBe &

[}

o =D% = EE —E& = [ (z —p) fa)dz

fiir stetige ZufallegroBe &

Rechenregeln
(C Konstante; &, 7 verschiedene ZufallsgréBen)
) =¢C a*(C) =0

& 4 n) = w(& + n(n) (& + 1) = o¥(§) + o*(n)
p(En) = p(é) uin)

#(C§) = Cu(§) o2(CE) = C?o?(§)
uE+C) =u&) +0C 0¥ + C) = o¥(¢)
Variationskoeflizient: v = %—
— 3
Sehiefe: ¥, = m("eT'")—
— 4
Exzefl: y; = m—(% —3
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Die Schiefe ist ein MaB fir die Symmetrie und der ExzeB ein Ma}
fiir die Steilheit der Kurve.

‘ f(xf fix)
! %2>0
I %<0
I
i ~ X
2 2 [T .
Binomialverteflung (mit Zuriicklegen der gezogenen Elemente!)
1P(X) plz;) = ("’) P
- \Z
% p+g=1
N, p, ¢, n siche unten
@r z=12..,n nEN
B =np o? = npg
7t — 1-6
g ‘}’1=qa.p;7’z= aapq
I | P Verteilungsfunktion:
01234567 F(z)=z(")pz¢qn—w‘
<z \¥i

Hypergeomeirische Verteilung

Entgegen der Binomialverteilung werden die einmal ausgewihlten
Einheiten der Ausgangsgesamtheit (beliebig gro8 bei der Binomial-
verteilung), die hierbei endlich ist, nicht wieder in die Ausgangs-
gesamtheit zuriickgefihrt.

(Np)( N ) N Ausgangsgesamtheit

zi/ \n — z;
N p Wahrscheinlichkeit fiir das
( " ) Eintreten des Ereignisses B

plz;) =

pt+eg=1 g =1 — p dsgl. fir E,
z;=12,...,n n€EN n Anzahl der Stichproben

2 N
“ =np =PIy —1
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Np Ng
Verteilungsfunktion: F(z) = 3 (Zi ) (n - a:i)

2 (N )
n

Poisson-Verteilung fix)
Az b
fz) =~y

n=2 o?2=12

Y2 =

Verteilungsfunktion: F(z) = f :ie_‘dz

1
Diese Verteilung ist praktisch nur fiir kleine p (< ?) anwendbar.
Fiir groBe p-Werte rechnet man mit ¢ =1 — p.

Normalverteilung (GauB-Laplace-Verteilung)

Gavusssche Dichtefunktion:
(z—up)*
20°

Hz, u, 0%) = l[_2_‘r§ e (Glockenkurve) z€ (— 0; o0)

mit 4 (Erwartungswert) und o? (Varianz) als Parameter. Dabei ist
p==zxmaxund g 4 ¢ = ZWendep.

zr _3M__ &7
Verteilungsfunktion: F(z; u, o?) = f e 2 a:
V21ro"-' —%
too
[ Ha ot dz=1
—‘o0
Niherungswerte tiir das Zeichnen der Glockenkurve
3
z= ,u:l:%o pta ,u,:lz?o' s+ 20 s+ 3o
7 b 2,6 1 - 1
y= g Ymax | g Ymax g Ymax | g Ymax 80 Ymax
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Wertetalel fiir Normalverteilung

z f=, 0, 1) F(z,0,1)
0,0 0,3989 0,5000
1 3970 5398
2 3910 5793
3 3814 6179
4 3683 6554
[ 3521 ) 6915
6 3332 7257
7 . 3123 7580
8 2897 7881
9 2661 8159
1,0 2420 8413
1 2179 8643
2 1942 8849
3. 1714 9032
4 1497 9192
) 1295 9332
6 1109 9462
7 0940 9554
8 0790 9641
9 0656 9713
2,0 0540 9772
1 0440 9821
2 0365 9861
A 3 0283 9893
4 0224 9918
) 0175 9938
6 0136 9953
7 0104 9965
8 0079 9974
9 0060 9981
. 3,0 0044 99865
2 0024 99931
4 0012 99966
6 00061 99984
8’ 00029 99993
4,0 000134 999968
4,5 000016 999997
5,0 000002 99999997
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Normalform der Normalverteillung: (c = 1, 4 = 0)

Dichtefunktion der normierten
Normalverteilung:

1
fz,0,1)=—-—"—e" 2
Ven
Verteilungsfunktion:

fe_?dz

F(z,0,1) =
(=90, 1) W

1
Ver _
Jede Normalverteilung f(x, u, 6%) 1Bt sich durch die Transformation

T, —
Tnorm = _m%,u_ (Normalisierung) auf die Normalform

bringen.

10.2. Statistik

10.2.1. Summenzeichen

n .
Ya,=a,+ a4,y +- Fay, m, n€ N (m < n)

t=m

Summenkonvention von GAUSS: 2 o;=[a]l =a; +ag + -+ +a,

i=1

n n n
Xlag b)) =23a; + b
=1 i=1 =1

n n

Yoea; =6 a, ¢ Konstante
i=1 i=1

m n n

Ya;+Xa; =3 a
i=1 .=m+1 =1

m - n n m

Yo +Yae=3a+3a (k<m<mn)
= SR = T =y I

m n k-1
Ta+Ya=3a—- X (m <k <n)
t=1 =k t=1 t=m+1

n

Ye=m—m+1)c ¢ Konstante; (m < n) ,
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d:l! Z fm(z) Z d:l: /1(3:)

n n+ec—m
Ya;= Z 8 cim Transformation der Indizes
i=m
Doppelsumme = Zeilensumme
;1 ‘E Pk = Z z ik Spaltensumme

10.2.2. Produktzeichen

n
Il ai=0an nyy oy m,nGN;.m<n=>n!=H1z
i=m z=

auch fir Division giltig!

—s
s
&
il
5
ﬂ?
s
_Q"

-
0
-
-,
]
-
-.
]
-

®.

(m < n)

-

f==F ,!.Ea e
II.
E Yo N
8
It
8

n m
“i'H“i=Hai'H“i k<m<n)

i=1 1=k =1 1=k

m n n k—1

e, - T1e;=I1a;: I1e; (m<k<mn)
i=1 i=k it=1 i=m+1

n

[Me=c"""m*1 ¢ Konstante (m < n)
i=m

10.2.8, Mittelwerte
Arithmetisches Mittel (Z oder AM)

n
a;
oy +a2+"'+an=i§1 '
n n
hi=h(i=12..n)

a =AM =

Gewogenes arithmetisches Mittel:
n n
aih; aiks
=AM'=a1h1+“2h2+"'+“"hﬂ=‘§1 P
# i+ kg + o F by 3

_i=1

-~ N
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k; Hiufigkeit, Gewicht (s. S, 451)
N Anzahl der Beobachtungen
a; Einzelwerte der Beobachtungen

Liegen die Werte nicht einzeln, sondern bereits gruppiert vor, treten
an Stelle der a; die Gruppermitten m;.

n
Schwerpunkleigenschaft des AM: Y (a; — AM)h; =0
te=1
1 =
v (e, —c)h; =AM —¢
t=1

ai
1

1=

=AM

hi
[+
i

=~
it

cah; =¢: AM aber ° 7

c

itss

-,

n
Quadratische Minimumeigenschaft: Y (¢; — AM)2 h; = Minimum
i=1

AM,N, + AM,N,
N+ N,
Geometrisches Mittel (¥ oder GM)

. n "
d=GM = )as-a5:...can=| T a;>0
i=1

1 n
IgGM =— ' 1ga;
% =1

Fiir Teilgruppen gilt: AM =

N n
gewogenes geometrisches Mittel: GM' = |/ [] a,’,-‘i; N=Yhn
t=1 =1
Durchschnittliches Wachstumstempo:
n—1,—

W= J/%.1009
a,

Quadratisches Mittel (QM)

a?+af+.--4+a 1 _
QM:Vl 2 L ZV“‘?
’ I/ni=1

n

1 n n
Gewogenes quadratisches Mittel: QM’ =VF Sath;; N= 3k
i=1

t=1
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Harmonisches Mittel (HM)

HM — . - n _ nn -
atattte Sa
N n
Gewvogenes harmonisches Mittel: HM' = — N N=3Yn
—h i=1
Sha

Satz von CAUCHY: aypae > QM > AM > GM > HM > ayy,
fira; +ap; k=12 ..%

Zentralwert, Median (Mittelwert der Lage) (z oder Z)

Nach Ordnen der Beobachtungswerte a; nach steigenden Werten
wird der Median der mittelste Zahlenwert, dessen Index bei

n ungerade +- 1 =27 =ap41
! 2
n gerade % und % + 1ist, wobei der Median das AM
an + a( + 1)
. . . P 2
der beiden mittelsten Werte ist = Z = -

Lineare Minimumeigenschaft des Medians:

n n
'Z:l]ai —Z' hi <,~_leai -_ kl h' fiir Z =i=k

Hiiutigster Wert, Dichtemittel, Modalwert

Der Modalwert ist der Beobachtungswert, der am haufigsten auf-
tritt (A;Max.)-

10.2.4. StreuungsmaBe

Variationsbreite, Spannweite B = ayax — amin

Durchschnittliche Abwelchung, lineare Streuung

1 n n
== a; — M| h;; N=Y h;; M typischer Wert (AM oder Z)
N&t : =1

Fiir gruppierte Werte wird wieder a; = m;.
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Mittlere quadratische Abweichung, Standardabweichung,
quadratische Streuung

N

(a — AM)2 h;

o=

Fiar b; = 1 wird

Fiir gruppierte Werte wird wieder a; = m;.

Variationskoeffizient, Variabilititskoeftizient (relatives
St_reuungsmaB)

Ausreiierproblem

In einer Stichprobe von n + 1 MeBwerten ist einer (zy, ;1) auffallend
groB. Die Grundgesamtheit sei normal verteilt, Z und o seien Mittel-
wert bzw. Standardabweichung der Stichprobe ohne den AusreiBer.
Der AusreiBer wird fortgelassen, wenn

Zn+1>5+kﬂ'

NN W oy

1 I 1 1 1 1 1

4 10 20 50 100 200 5007000 n

<

Der Wert von % ist aus dem Bild abzulesen. Im praktischen Ge-
brauch ist es ausreichend, fir 10 £ N < 1000 mit ¥ = 4 zu rech-
nen.
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Bei groBen Werten von e; empfiehlt sich die Einfiihrung eines vor-
léufigen Durchschnitts D: z; = a; — D.

- 12 1 &
a=D+—ﬁ—i§12i= 7= Vn—lig(ai‘z)z:

=D+3 i an .,
= Vn——T 2= 2)

10.2.5. Methode der kleinsten Quadrate

Die Basis bildet eine Zeitreihe (dynamische Reihe), in der empirische
Werte einem Zeitpunkt (Zeitraum) zugeordnet sind. Die erkennbare
Entwicklungsrichtung heiBt Grundrichtung, Entwicklungsrichtung
oder Trend. Die Methode der kleinsten Quadrate ergibt eine Nihe-
rungsfunktion, bei der die Summe der Quadrate der Abweichungen
der Funktionswerte y; von den statistischen Werten s; ein Minimum
ergibt.

n
=3 (& — ¥;)? > Min. Gaupfsche Minimumbedingung
1=1

Mit dem Ansatz Y= /(z‘-) = gy + ayz; + azz? + e+ amz:n wird
n
S"Z(*’.’—Go—al:v‘-—azz?—... —amrf")zﬂMi.n.
=1

Die a;, findet man durch partielle Ableitung die Normalgleichungen
und Nullsetzen.

Praktisch geniigt meist die Beschrinkung auf lineare und quadra-
tische (progressive bzw. degressive) Tendenz: (Siche auch Ausgleichs-
rechnung 8. 452).

Linear: Z 8 = agn + al Z z;
n

Z 13.—4021 +“1Z$

Quadratisch (Summationsgrenzen wie oben):
> 8 =a0n+alz:c‘~+azzz2
Tomi=aTa+a X+l
Yot =T +a Yol +aYal
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Vereinfacht wird die Berechnung der @y, wenn man die Zeitab-
schnitte #; so withlt, daB

n
z‘gk—izo k=12..., m)
1=1

Linear: Y s;=agn; 8z1; =04, x% Summationsgrenzen

o wie S. 446
Quadratisch: Y s;=@agn + a,, 255 sz, =ay ), z?

Toxi=0Xaf+a Yz}
Erreicht wird die o.a. Bedingung, wenn je eine Hilfte der z;-Werte
positiv bzw. negativ wird (mittelstes Glied erhidlt Zeitwert Null).
8, — y.)?
Grad der absoluten Anpassung ¢ = “/E'n—y')
a

%

Grad der relativen Anpassung » = - 1009,

n

10.2.6. Lineare Regression, lineare Korrelation

MeBreihen mit 2 Merkmalen werden auf Abhéngigkeiten untersucht
(korrelativer Zusammenhang zwischen den z; und y;). Die Regres-
sionsgleichung stellt den analytischen Zusammenhang zwischen den
Variablen her, die entstehende Gerade paBt sich dem Punkt-
schwarm optimal an (Regressionsgerade, Beziehungsgerade).

Ansatz y = a, + a,z a, Regresstonskoeffizient

Lineare Rogressionsgleichung:

- - XYY Z,;( -3 Summationsgrenzen
y=y ‘2”;2"—52"‘ r—z wie S. 446

1 i -
mit o= Vn—;—2 igl(yi - yi)2
Der Grad der Abhingigkeit (Exaktheit des linearen Zusammen-
hangs) wird im Korrelationskoeffizienten rgy, ausgedriickt:

T E-B@-D
V3 (2 — 22 3y — 9)?

oy

szE [_1’ 1]
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2 "".;; z yi)

. . 1
Mit der Kovarianz o, = — ( Yy —

c c
werden 7, = —W——, a = rw—”
Oz - Oy Oz
Oz
Ty = Gy —
Iy 1
Oy

Das Bestimmiheilsmaf B, = '?:u

10.3. Fehlerrechnung

Grundbegriffe

X wahrer Wert, x; gemesaen,er Wert

wahrer Fehler e; = X — z;  Korrekltion —Ax
absoluter Fehler Az z; —de = X <z, + Az
Az dz

2

= in Prozent prozentualer Fehler

Eingangsfehler

Fehler des Resultats einer Rechnung, der infolge der Ungenauigkeit
der eingehenden Daten entsteht.

Sind Az, Ax, ..., Az, die Fehler der Groflen zy, o, ..., x,, s0 hat
die GréBe y = f(x1, 3, ..., ;) den Eingangsfehler

n a0
Ay& EArv E‘j(a:l,z_, "‘,zﬂ) — dy
v=1

oz,

Maximaler absoluter Eingangsfehler

AYmax = 24 / | firy = f(2): Aypex = f'(¥) 4z

Az, — v

Maximaler relativer Eingangsfehler

of
n
Omax = |A.1/max évZIA% 3_;:,
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Sondertille
a) Y=, + 29+ -+ 2,
Ay < Azy + Az + -+« + Az,

day| | |2z,

é=
z, zy

oot

b) Y=o, — 2,
. Az, + Az,
Ay £ 4z, + Azy; 6 é'—zl—:;—

o) y=0zumy-- -z,

(%) * )

A4y < |C| [|dzymg - 2, | + |2y Azgmg - @p| + -+ +

+ 242y - 2y g Azy|]
A:c1 Aa:2 A:c,,

ssiol[| doee ot

9 y=3 @*0
|2| A2y + |7, ] Az,

4y <

3
8= ‘L—’:‘ + fl—’:" z %0
e) y=2" (z>0)
Ay < Az | a2z Y| éétnéf
f) y=Clog,z (z > 0)
AT AN

10.4. Ausgleichsrechnung

Beobachtungen glelchef Genauigkeit
X wahrer Wert, z; gemessener Wert

Summenkonvention (Gavss): xy + Tp 4 -+ + 2, =

Scheinbarer Wert (Mittelwert) £ = [%]

29 Bartsch, Formeln

4l

[x]
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scheinbarer Fehler v; = T — z; = [v] = 0 (Probe)
wahrer Fehler e; = X — z;

mittlerer Fehler des Einzelwertes (StreuungsmaB)

met s nT'i)]l

miltlerer Fehler des Mittelwertes T:

R - ]/[6_61 ]/_-[vvl
m"’_l/;—:t wt Y E n(n — 1)

Das Ergebnis einer MeBreihe ist denn Z + m.

Ausgleichsbedingung [vv] - Min.

Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir mittlere Fehler von Gauf:

Bei mehreren MeBreihen mit den Ergebnissen z; 4- mz, (i=
=1, 2, ..., 7) hat die Funktion y = f(z;, =3, ..., ;) den mittleren
Fehler

r a’ 2 2
my.—:l:' ,§1 (E) mz’
Betspiel:

Bestimmung der Wanddicke eines Hohlzylinders; AuBendurch-
messer D, Innendurchmesser d

ow 1 ow 1

. 1
Wanddlckew-——2—(D—d) DT W= 7F

Fiir D und d wurden jeweils 5 Messungen durchgefiihrt:

D Vg AN d L2 Vv
9,98 —0,01 0,0001 9,61 +0,01 0,0001
9,97 —0,02 0,0004 9,47 —0,03 0,0009
10,01 +0,02 | 0,0004 9,60 +0,00 | 0,0000
9,98 —0,01 0,0001 9,49 —0,01 0,0001
10,02 +0,03 0,0009 9,62 +0,02 0,0004
49,96 0,00 0,0019 47,49 —0,01 0,00156
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=29 _g9 a=211 _ g5
b b
™= 0,0019 _ 0,02 "= 0,00156 _ 0,02
4 4
mp = 0,01 mg = 0,01
Fir die Wanddicke erhélt man dann nach dem Fehlerfortpflan-
zungsgesetz: -
- 1 5 = 049
w_-2—(D— )——2—*—0:245

T 5 1 5
my = |/ m% + - m5 =1/0,25-0,0001 + 0,25 - 0,0001

mg = 0L — 0,00707 & 0,007

Ve

Beobachtungen ungleicher Genauigkeit

Bei der Kombination eines Ergebnisses aus mehreren Teilergebnis-
gen unterschiedlicher Genauigkeit sind diese mit Gewichtsfaktoren h;
zu belegen. Aus dem einfachen wird das gewogene arithmetische
Mittel :

[AZ] _ hxy + hoZy + --- + hn2n  h; Gewichte

=

(8]~ hyt kg T By z; Mittelwert der
: i-ten Mefireihe
hyihg = mZ:m} m; mittlerer Fehler

scheinbarer Fehler des Mittelwertes z; v; =2 — z; [Av] =0

[hvv]

mittlerer Fehler der Gewichtseinheit my = + po—

(Gewichtseinheitsfehler) r

mittlerer Fehler des gewogenen arithmetischen Mittels

m, [hvv]
My, = —F— = —_—
:=var =~ * Vme-D
Verschieden genaue Messungen werden auf gleiche Genquigkeit nor-
miert, indem man die ; mit }/4; multipliziert.

Ausgleichsbedingung: [hvv] - Min.
29+
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Vermittelnde Beobachtungen
a) Linearer Zusammenhang
Es sind n Wertepaare (z;;y;) (2 =1,2,...,n) mit gleicher Ge-
nauigkeit gemessen (n > 2), die der linearen Gleichung y = ay + a,2
(Ausgleichsgerade) geniigen sollen.
Ansatz: ay + ayx; — y; = v; [vv] - Min.
a,, @, werden aus den Normalgleichungen bestimmt:

nay + a,[z] = {y]

a[z] + a,[zz] = [yr]

mittlerer Fehler vony; m = +

[vv]

n—2

Sollen die Werte (y;, 14, o4y -5 Zg5) (1 = 1,2, .., 2 >r 4+ 1)
einer linearen Gleichung geniigen, so sind die Koeffizienten a; der
linearen Gleichung y = ag + a1y + agzg + *** 4 @z, ausden fol-
genden Normalgleichungen zu bestimmen :

nag + a4[z(] + aglzg] 4+« + a,[z,] = [y]
aolz;] + ay[xy2;] + aglzezs] + -+ + a,fa,x;] = [yz;]
t=12..,7
Beispiel:
Es sind n = b Wertepaare gemessen worden:
(45 3), (7; 4,5), (8; 5), (95 6,1), (10; 6,4).
Es soll die Ausgleichsgerade ermittelt werden.
[x] = 4+74+84+9+4+10=238
[vy] = 3+45+54+614+64=25
[zz] = 16 + 49 4 64 + 81 4 100 = 310
[yz] = 12 + 31,5 + 40 + 54,9 4 64 = 202,4
Normalgleichungen: ba, + 38z, = 25
38a, + 310a, = 202,4
26 - 310 — 38 - 202,4

=5 s0_33.38 — 0%
b-202,4 — 2538
% =§.310 —35.38 _ 000

Ausgleichsgerade: y = 0,555 4 0,586z
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Bei ungleicher Genauigkeit der einzelnen Werte, d.h., wenn (y;, zy;,
«v+» Zr;) das Gewicht k; hat, werden die a; aus den folgenden Normal-
gleichungen bestimmt:

aglh] + aylhzy] + -+ + a[he,] = [hy]
aglhe;] + a4[hxix;] 4+ -+ + a,[hz,x;] = [hye;]
:i=12...,7
b) Nichtlinearer Zusammenhang

Die n gemessenen Wertepaare (z;;y;) (¢ =1, 2, ..., n) sollen einer
ganzen rationalen Funktiony = a9 + ¢yz + ---F-a2" (r + 1 < n)
geniigen,

Man 16st die Aufgabe mit den Normalgleichungen des Falles a),
indem man z; durch z ersetzt.

Beispiel:
Tm Fall der Ausgleicksparabel erhilt man die Normalgleichungen:
nay + a,[x] + a,[2?] = [y]
ay[z] + ay[zz] + a,[z%] = [yz]
a[2?] + a,[x2?] + a,[2?2?] = [ya?]

Bedingte Beobachtungen
Aus einer MeBreihe sind die Werte zj, 73, ..., zy mit gleicher Ge-
nauigkeit bestimmt worden. Die Werte sollen £ lineare Bedingungs-
gleichungen

[a,ia:] = a.-l:cl + a,-zasz + cen + a‘-,x, = O,l' (I = 1, 2, ooy ‘)
streng erfiillen.

Die an die gemessenen Werte anzubringenden Korrekturen v, (n = 1,
2, ..., r) werden aus den Korrelaten k; (j = 1, 2, ..., t) berechnet:

¢
"n=zlamki (n=1, 2,..., 1’)

i=1
Die Korre‘la.t,en werden aus den Normalgleichungen berechnet:
(aa11 by + [ead by + - + (@) by =w; (1 =1,2,...,¢)
W, = ¢; — [ai:c']

Sind die Werte i, 3, ,.., zy mit verschiedener Genauigkeit er-
mittelt worden, d.h., ist z,, mit dem Gewicht b, bestimmt worden,
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so hat man fiir v bzw. % die Bestimmungsgleichungen:

d aink;

&y ba

Korrekturen: v, = rn=12,...,7)

Normalgleichungen fiir die Korrelaten:
[“‘T‘“J ky + [“122] ky 4 -+ + [“L":’] b=w (i=12..,8

wy = ¢; — [aia:']

Beispiel:
Die Werte zj = —1,2 und z3 = 1,9 sollen die Gleichungen
8zy + 4z, = b
=Tz, + 2z, =11

streng erfiillen. Es gilt dann
w;=b-—38z; —4rg=56+36—-76=1
wy =11 + Tz} — 225 =11 — 8,4 — 38 = —12
[2,0,] = 8yy8yy + B3s01 = 3-8 + 4.4 =25
[0,8:] = @1485; + 81985y =3 - (—7) + 4.2 =—13
[2:01] = @2y85; + G250y = (—7)-3 +4-2=—13
[8285] = Gz + G503 = (—T)(—7) +2-2 =53
Normalgleichungen:
25k, — 13k, =1
—13k, 4 53k, = —1,2

Daraus erhilt man &, = 0,032 und k, = —0,015.
Nun kann man die Korrekturen berechnen. Es gilt

vy = gk, + Ggky = 30,082 + (—7) - (—0,015) = 0,2
Vg = Gygky + Gggky = 4- 0,082 + 2. (—0,015) = 0,1

Bringt man’ diese Korrekturen an die MeBergebnisse z},2z5 an, so
erhilt man als endgiiltige Werte ; = —1 und z, = 2, welche die
Bedingungsgleichungen streng erfiillen.



11, Lineare Optimierung

11.1. Allgemeines

Unter Optimierung versteht man Verfahren, mit denen bestimmte
Zielstellungen durch rationellsten Einsatz der gegebenen Moglich-
keiten optimiert werden koénnen. Die Aufgabenstellung fithrt ent-
weder zu einer Maximal- oder einer Minimalaufgabe, die meist eine
Vielzahl von Variablen enthilt. .

Lineare Optimierung ist ein mathematisches Verfahren zur Bestim-
mung des Optimums mit Hilfe eines mathematischen Modells aus
linearen Gleichungen oder Ungleichungen, wobei die ebenfalls lineare
Ziel- oder Zweckfunktion unter gewissen einschrinkenden Bedin-
gungen zu einem Optimum gefiihrt wird. Das mathematische Modell
ist die mathematische Formulierung der Aufgabenstellung.

Die Losung des Optimierungsproblems stellt die Erfﬁllung des auf-
gabenspezifischen Optimalkriteriums dar.

Die Anwendung der linearen Optimierung erfolgt in der Hauptsache
zur Losung 6konomischer und technisch-6konomischer Probleme,
von denen nur relatjv einfache (mit nur wenigen Variablen) unter
6konomischem Aufwand manuell 16sbar sind. Komplizierte Pro-
bleme erfordern den Einsatz der elektronischen Datenverarbeitung
mit z.T. erheblichen Anforderungen an die Speicherkapazitit der
Anlage. Das Verfahren der Extremwertbestimmung mittels Diffe-
rentialrechnung versagt, da bei der Differentiation die Variablen
aus linearen Gleichungen verschwinden.

Normalform der linearen Optimierung nennt man die Maximalauf-
gabe, bei der die einschrinkenden Bedingungen nur positive Abso-
lutwerte aufweisen.

Der Algorithmus des verwendeten mathematischen Modells ist die
Zusammenfassung aller Vorschriften zur Berechnung der Loésung.
Aus der Vielzahl der Verfahren werden die graphische Methode und
der Simplex-Algorithmus behandelt.

Autstellen des mathematischen Modells
Ziel- oder Zweckfunktion:
n
2(x) = cyxy + ey + c3xgz + o0 + cpEy = ), v — Optimum
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in Matrizenschreibweise mit

Zeilenvektor ¢ = (cq, ¢g, €3, ..., ¢y)

o
z2
Spaltenvektor ¢ =
T ay = konst
¢z — Optimum b; = konst
¢ = konst

7, = variabel

Einschrinkende Bedi
(fir Maxlmalaufgabe S b,, fiir Minimalaufgabe = &,)

ay3%y + Gyo%s + - + 81,7, T

U917y + g9y + <o+ + ag,%, = by

Gy Ty + CpgTy + o0 + Gy, Z by

bzw.
n

ZG,,,':‘, =b; ,keN
k=

in Matrizenschreibweise mit

an 1112 vos al” bl
Aoy Qoo ... Q. b
Koeffizientenmatrix % = .21 %2 .2” s b= 2
Cm1 Cm2 - - Vi by
A =0 Normalform b; = 0

Nicht-Negativitdtsbedingung:
2,20 k=1;2;..5n

Die einschrinkenden Bedingungen und die Nicht-Negativitits-
bedingung bestimmen den Definitionsbereich.

Die Bedingung %y < b bzw. g = b ist durch Anwendung der
Ungleichung ¢ = b & —a < —b stets erreichbar.

Die Menge aller zulissigen Losungen sind alle Vektoren g, fir die die
einschrinkenden Bedingungen gelten.
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Die Losung 1,, fir die die Zielfunktion ein Optimum wird, heiBt
optimales Programm.

11.2. Graphisches Lésungsverfahren

Dieses Verfahren ist nur anwendbar auf Zielfunktionen mit zwei
Variablen.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit den Achsen z;
und z, wird zunéchst graphisch der Bereich aller geordneten Werte-
paare (z,; z,) ermittelt, fiir den die einschrinkenden und Nicht-
Negativititsbedingungen erfillt sind, in dem die Geraden

Ay 4 52, = by
Ay + G2y = by
usw.

graphisch dargestellt werden.

Sind die einschrinkenden Bedingungen als Ungleichungen vor-
gegeben, teilt jede dieser Geraden die Fliche in einen fiir diese Be-
dingung méglichen und einen unmoglichen Bereich. Die zulissigen
Losungen liegen in dem Bereich, der fiir alle Bedingungen zulissig
ist.

Die optimale Losung findet man durch Einzeichnen des Bildes der
abgewandelten Zielfunktion z(z,;%,) =c¢ (¢ willkiirliche Kon-
stante) und Parallelverschiebung dieser ¢ — cpyay = Optimum =
= Maximum. Die optimale Losung ist eindeutig, wenn die Gerade
fiir ¢y durch eine Ecke des moglichen Bereichs verlduft (Ecken-
lssung), sie ist mehrdeutig, wenn die graphisch dargestellte Ziel-
funktion parallel zu einer der o.a. Geraden aus den einschrinkenden
Bedingungen verliuft.

Bei Minimisierung ist die Gerade in Richtung ¢ — ¢y, zu verschie-
ben.

Beispiel:
Es ist das optimale Programm der Zielfunktion z(z,; z,) = 10z, +
+ 15z, — Maximum zu ermitteln.

Einschrinkende Bedingungen:
z, + 2z, < 102
16z, 4+ 38z, < 450
25
46

A

T

IA

Ty
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Nicht-Negativitdtsbedingung:
z oz 0
= 0
Lasung:
7 7, = 0 = 1.Quadrant
z; £ 25 = Gerade || z,-Achse]
2z, < 45 Gerade|| zz-Achse} = Rechteck abgetrennt
2, + 2z, = 102 A\ 15z, + 9z, = 450 zwei Geraden

Bereich der zulédseigen Losungen: Sechseck O, Py, P,, Py, P,, Py
Mit ¢ = 300 = 2(x,; 2,) = 102, + 15z, = 300 Gerade, eine Menge
zuldssiger Losungen, kein Optimum.
Parallelverschiebung der Geraden durch P, = Optimum ='Maxi-
mum.

1o = (22; 40)
Wert der Zielfunktion fiir Optimum:

emax = 10.22 4 16 .40 = 820

)
” \
4‘ Pz
Pf N
40 //
Z
L2 A
' z
7 A
2 s
>, A\
é\b Z1W
7 \?-,4. 8 \w
7 \'5. R
i ;
7 ] \&
2 ~4
/////////// 77777 -
° o B X w0 x
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11.8. Simplexverfahren (Simplex-Algorithmus)

Das Simplexverfahren ist ein Iterationsverfahren zur schrittweisen
Anniherung an das Optimum und ist fiir 2 und mehr Variable an-
wendbar. Es 1a8¢ sich fiir den Aufgabenkomplex Transportoptimie-
rung vereinfachen (Minimisierung der Kostenmatrix).

Unter Basislésung versteht man eine die einschrinkenden Bedingun-
gen erfiillende Losung, die héchstens so viele Variable ( Basisvariable)
mit einem Wert = O besitzt, wie voneinander unabhingige ein-
sohrinkende Bedingungen vorhanden sind. Die Menge der Basis-
variablen heiBt Basis, die nicht zur Basis gehérenden, Null gesetz-
ten Variablen heien Nichtbasisvariable.

Die Nicht-Negativititsbedingungen wérden beim Verfahren auto-
matisch beriicksichtigt und zihlen nicht mit bei der Wah! der Anzahl
der Basisvariablen.

Jede Basislésung entspricht einem Eckpunkt des zulidssigen Be-
reichs bei der graphischen Methode (siehe 11.2.).

Losungsweg:
1. Normalform der linearen Optimierung

Die als Ungleichungen %y < b gegebenen einschrinkenden Bedin-
gungen werden durch Einfiihren fiktiver Variabler (Schlupfvariable)
in Gleichungen umgewandelt:

a13%y + ByoZs + o0 + G2, + vy =by
@992y + Gg0%g + ++- + Gou¥y, + up =by
Ty Ty + QppoTo + <0 + By, + u, = b,

Dije Schlupivariablen vermitteln in den Ba,slslosungen ein Blld von
den noch ungenutzten Reserven.
Die Zielfunktion wird:

2(Ty3 Tos oees Tps Ugs Ugs ool Upy) =
= 12y + coTp + +-+ + cpx, + Ouy + Oug 4 -+« > Max.

Zielfunktionen z — Min. werden durch Multiplikation mit (—1) in
2’ — Max. iberfiihrt.
Die als Gleichungen Az = b gegebenen einschrinkenden Bedin-
gungen werden wie oben durch Einfithren kiinstlicher Variabler in
die Normalform uberfuhrt wobei die Zielfunktion sich wie folgt
dndert:

2 =01%) + ooy + -+ + €y — N(uy + ug + ug +++)
mit N > ¢;¢; ...
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Die als Ungleichungen Ay = b gegebenen einschrinkenden Bedin-
gungen werden durch Einfithren negativer Schlupfvariabler in Glei-
chungen umgewandelt.

@13%y + @yp%g + o+ F GypTp —uy = by
usw.

Um die Normalform zu erhalten, miissen die Schlupfvariablen
positiv werden, wozu jede Zeile von derjenigen mit dem gréBten b;
abgezogen wird. Die Differenzen und die Zeile mit groBerem b; bil-
den das Gleichungssystem der Normalform.

2. 1. Basislosung (Ausgangslosung)

Setze alle zx = 0, alle %, 3+ 0 = alle », gehdren zur Basis der
1. Basislosung.
Basisdarstellung der 1.Basislosung:

g =by — @y T — BgeTy — orv — By, Ty
Uy =by — a2y — agezy — - \— TonTn
Uy = by — Qg Ty — G2y — o0 — B,

Basisdarstellung der Zielfunktion der 1.Basislosung:
2) = 6% + Gy + -
Basislosung (0; 0; ...5 by by; .05 by)
[in der Reihenfolge der speziellen Werte fiir
(215 203 , Uy Ugs ooo)
angegeben].
8. Prifung der Zielfunktion der 1. Basislisung auf Optimalitdt

Kriterium : Bei Maximalaufgaben 1éBt sich das Ergebnis verbessern,
solange in der Basisdarstellung der Zielfunktion Xoeffizienten
¢; > 0 auftreten.

4. Auswahl einer bisherigen Nichtbasisvariablen zum Austausch gegen
eine Basisvariable

Einfithren derjenigen Nichtbasisvariablen aus z,, die den griBten
Koeffizienten ¢; aufweist, da diese die groBte Werterhohung von 2
bringt.



11.3. Simplezverfahren (Simplex-Algorithmus) 461

6. Auswahl der auszutauschenden bisherigen Basisvariablen

b,
Man bildet alle Quotlenten—, wobei x; die neue einzufithrende

Basisvariable ist. Der klemste dieser Quotienten bestimmt die aus-
zuwechselnde Basisvariable, die zur gleichen Gleichung gehort (uy):
a; > 0.

6. Austausch der Variablen

Durch Umformen der entsprechenden Gleichung aus der Baasis-
darstellung der 1.Basislosung ergibt sich eine Gleichung fir die
neue Basisvariable: z; = b;fa;; — a;y/ay; - ®y — ++ — u, deren
rechte Seite in die iibrigen Gleichungen fiir z; eingesetzt wird.

7. 2. Basislosung

Uy =b) —ayz — a7 — - —
—417(———9:1 —u,)—---—al,,z,,

Uy = by —agyzy —

u,_1=ess

Ujpq =r2?

w’ =.b_j.—ﬂzl_...—‘ul
%y Gy

Links steht die neue Besis, in der gegeniiber der 1.Basis z; und %;
ausgetauscht sind.

Das Verfahren wird dann weiter wie ab 2. beschrieben fortgesetzt,
und zwar solange, bis alle Koeffizienten der Basisdarstellung der
Zielfunktion der p-ten Basislosung = 0. Dann ist das Optimum
erreicht.

Beispiel:
Das bereits in 11.2. graphisch geldste Belsplel soll mit Hilfe der
Simplexmethode wiederholt werden.

2(zy; x5) = 10z, + 1525 > Maximum
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Einschrinkende Bedingungen:

2, + 2z, = 102

15z, + 3z, = 450

z, = 25

z, = 4b
Nicht-Negativitdtsbedingung:

e = 0

= 0

Bemerkung: Die Simplexmethode wird bei nur 2 Variablen gegen-
tiber der graphischen Methode bedeutend aufwendiger.

1. Normalform

x, + 22y + u, = 102
16z, + 325 + uy = 450
2 4 ug= 25
Zg+u,= 45

2. 1. Basislésung

Basisdarstellung:

u =102 — z;, — 2z,
Uy - 450 — 15z; — 3z,

U= 25— 1z,
u, = 45 — z
Basislésung: (0; 0; 102; 450; 25; 45)  entspricht Punkt P,

der graphischen Lisung
Basisdarstellung der Zielfunktion:

z; = 10z; + 15z
Wert der Zielfunktion:
2,=10.04+15.040.102 4+ 0-4504+0.25 +0-45=0
3. Prifung auf Optimalitaé '
Nicht optimal, da in der Basisdarstellung ¢, > 0; ¢y > 0.
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4. Neue Basisvariable z,, da in Basisdarstellung gréBten Koeffi-
zienten.

6. Amﬂamchﬂe bisherige Bastsvariable

b, _ 102 ; 2a 450 _ g ; b—‘=é§=45 kleinster
LT 2 Qoo 3 2y 1 Wert

= u: ist zu entfernen
6. Austausch der Varia-ble.n
zy =40 — u,
7. 2; Basislosung
=102 —z, — 2(4b —'u,) =12 — 2, + 24,
g = 460 — 16z, — 3(45 — u,) = 315 — 15z, + 3u,
uy= 26—z, =25—g
Za= 46—y, - =45 — u,
Basislosung: (0; 46; 102; 450; 25; 0) = Punkt P,

Bagisdarstellung: z5 = 10y + 15(46 — u,) = 10xy — 16u, 4675
Zielfunktion: 2g=10-0+ 15-46 = 675

8. Nicki optimal, da Faktor von z, > 0 = auszutauschen z,

’ .
9. :T‘ = ? = 12 kleinster Wert = entfernen von »,
11
by 315
-1
by 26
a = T.— 25

10. 3. Basislosung
2= 12 —u, 4 2u, = 12 —uy 4 24,
Zy= 4b —u, = 45 —u,
Uy = 316 — 15(12 — u; + 2u,) + 3u, = 135 + 16y, — 270,
up = 25 — (12 — u, + 2uy) — 13 4w — 2,
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Basislosung: (12; 45; 0; 135; 13; 0) = Punkt P,
Basisdarstellung:
zg = 10(12 — u, + 2u,) + 16(45b — u,) =
= —10%, 4 5u, + 795
Zielfunktion: z, = 10- 12 4 15 - 46 = 795

11. Nicht optimal, da Faktor von u, > 0 = auszutauschen u,

12, (b_,‘ 12 = —6, entfiillt wegen ayy < 0)
g —2
a;:: =:4T5=4B; %:12—375=5=>entfemen von u,
by 13
—az' = —2— = 6,5

13. 4. Basislisung
16 1 1 2
m=12—u%+2(5+gn—gm) =22 f3u —xn

1

1 -
u1+2—7“n

16 -
z, = 4b — (5+ﬁu1—2—7u,)_=40—

16 1
h= 0+t5zth —57% =b+

5
9
16 1 1 2

5,_1
9 27

Bagislosung: (22; 40; 0; 0; 3; 5) = Punkt P,

Bagisdarstellung:

1 2 b 1

2

5

2, =10.22 4 15. 40 = 820
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11.4. Simplextabelle

Die Simplextabelle stellt den unter 11.3. beschriebenen Rechengang
@ibersichtlich tabellarisch dar.

Variable und b,
Schlupivariable T, oy w4y Y, Y a_,,
Basisvariable 1] 10 15 0 0 o0 o
1 u 102 1 2] 1 0 0 o 51
, 450 15 3 0 1 0 o 150
ty 25 1 0 0o 0 1 o -
— U, 45 0 | 1 l o 0o o 1 45
: —675 10:0 0 0 0-15
1 SN 12 1o i 0 o0 2 12
P 815 | 15} 0 0 1 o0 -3 21
P 25 1io o 0 1 0 25
..... Ly g 45 0i 1 o 0o o0 1 -
—785 0 0 [-10 0 0 +5i
11 ‘>z 12 1 0 1 0 0 —2{ |(-8)entfalt
— 9% [ o o | 158 1 o 5
t 13 00 | -1 o 1 2! 6,6
z, 46 0 1 o 0o o 1i 45
-85 —5
_ _ = Optimu
820 0o o o o7 0 0 ptimum
: -3 2
Vi & 22 1 0 57 g7 0 0
-15 1
>, 5 0o o o oz 0 1
3 -2
Uy 3 0 0 27 o7 1 0
5 -t
z 40 0 L |37 5 O O
Erléuterung

In der Kopfzeile atehen die Variablen und Schlupfvariablen.
1.Spalte: Basisvariable der jeweiligen Basis
2.Spalte: Wert der Basisvariablen

30 Bartsch, Formeln



466 11. Lineare Optimierung

8. bis 8.8palte: Koeffizienten der Variablen und Schlupfvariablen
in den Basisdarstellungen

9.Spalte: Quotienten aus Absolutglied und Koeffizient der aus-
zuwechselnden Variablen

1. Basislésung

1.Zeile: Zielfunktion ; groéBter Koeffizient 15 bestimmt, x, auszu-
tauschen

2. bis 5.Zeile: Normalform

Der kleinste Quotient 45 bestimmt den Austausch von u,.

Hauptelement: Koeffizient von z, in der-Gleichung von %,, III um-
randet )

2. Basislésung
6.Zeile: Man dividiert die b. Zeile von I durch das Hauptelement 1
1.Zeile: Man subtrahiert das 15fache der 5.Zeile von der 1.Zeile
in I, damit in der Spalte der auszutauschenden Variablen
z, der Koeffizient 0 erscheint
= Basisdarstellung der 2. Basisldsung
2.Zeile: Man subtrahiert das 2fache der 5. Zeile von der 2. Zeile in I
3.Zeile: Man subtrahiert das 3fache der 5. Zeile von der 3. Zeile in I
4.Zeile: Man subtrahiert das Nullfache der 5.Zeile von der 4.Zeile
*.in 1, d.h. iibernimmt diese unveréndert. !
Der kleinste Quotient 12 bestimmt den Austausch von %, gegen z,,
das den groBten Koeffizienten in-der Zielfunktion aufweist. Haupt-

element 'I]

3. Bastsl 6sung

2.Zeile: Man dividiert die 2. Zeile von II durch das Hauptelement 1

1.Zeile;: Man subtrahiert das 10fache der 2.Zeile von der 1.Zeile
in IT = Basisdarstellung der 3. Basislésung

8.Zeile: Man subtrahiert das 15fache der 2.Zeile von der 3. Zeile
in IT

Dag Verfahren wird fortgesetzt, bis die 1. Zeile (Basisdarstellung)

keine Koeffizienten gréBer Null mehr aufweist.

Sonderfille:

Treten in der z-Zeile fir die Nichtbasisvariablen teilweise oder voll-
stindig Nullen auf, ist ein weiterer Austausch moglich, wodurch
eine andere Variante der Optimallosung entsteht.

Das Problem entartet, wenn eine Basisvariable den Wert Null an-
nimmt. :



12, Algebra der Logik (Schaltalgebm)

12,1, Allgemelnes

Grundlage ist die als Kalkiil (Logikkalkil) zur Beschreibung logi-
scher Beziehungen geschaffene BooLEsche Algebra, die die Aussagen
wahr oder falsch mathematisch symbolisiert. Ihre Weiterfiihrung zur
Schaltalgebra griindet sich auf die Tatsache, daB auch in der digi-
talen Technik mit speicherfreien bindren Gliedern nur die Zusténde
ein und aus moglich sind:

=L, wenn z+0
z=0, wenn z+L

Die Variable  ist zweiwertig und heit BooLEsche Variable.

Eine k-stellige aussagenlogische Verkniipfung F (k-stellige BooLE-
sche Funktion) ordnet jedem k-Tupel [21, 2, . . ., 7z] Von Aussagen
(Argument) eindeutig eine Aussage F(x;, &g, . . -, 7} (Funktionswert)
zu.

BoorEsche Funktionen sind zwelwertlg, da sie nur den Wertevorrat
L/O besitzen. Thre Darstellung erfolgt iibersichtlich mittels Werte-
tabelle, in der Steuerungstechnik auch Schaltbelegungstabelle genannt.

Bezeichnungen:
Aussagen: wahr — falsch, ja — nein, ein — aus
Symbole: L—O

Eingangsvariable: z,; Anzahl der Eingangsvariablen k
Funktionswert y bzw. F(zy, zg, ..., 2g)

stindige Verbindung: L; standlge Unterbrechung: O

Belegung der Eingangsvariablen mit L bzw. O: f, (n siche unten)
Bei k& Variablen sind 2% Belegungen méglich.

Boovssche Funktion: F& k¥ Anzahl der Eingangsvariablen
n Dezimale Aquivalente der Be-
legung f (siehe Tabelle 12.3)
Anzahl der mogllchen BooLeschen Funktionen bei k& Eingangs-
variablen n = 22%, 2B, k=2 ergibt 16 Moglichkeiten (siehe
Tabelle 12.3).

30*
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Logische Grundverkniipfungen:

Thre Menge ist funktional vollstindig, da aus ihr alle zweiwertigen
Funktionen darstellbar sind.

Disjunktion, logische Addition, logisches Oder, Alternative

Schreibweise: y = x, vz, (lies 2, oder z,) (andere gebriauchliche
Rechenzeichen +; V)
Schaltungstechnik: Parallelschaltung

X5

~

/ - ll—?
y pu— ) .L_y # —+ —y
9/4\’0 vereit ht X
Konjunktion, logisches Produkt, logisches Und

Schreibweise: y = z,%, (lies z, .und z,) (andere gebriuchlicbe
Rechenzeichen: A; +; N; &)

Ohne Rechenzeichen wird immer eine Konjunktion verstanden.
Schaltungstechnik: Reihenschaltung

e ey =y

Xy ——
vereinfacht
Schaltbelegungstabelle
! Ty | Y=o VI, | y=x2;
0 o 0o o)
0 | L L 0
L 0o L 0
L L L L

Negation, logische Verneinung, Inversion

Schreibweise: y = £ = ~x (lies z quer; z nicht) z |y==%
Schaltungstechnik : Ruhekontakt

x|




12.2. Rechengesetze, Rechenregeln 469

12.2. Rechengesetze, Rechenregeln
Kommutatives Gesetz:
TIVE, =T V8 Ty = T8y T, ST, =T, 91

Assoziatives Gesetz:

Z V(2 V) = R z,(Tas) = (212,) Ty = 217975

= (z,Va)vay = 2y & (2, %) = (T, S 1) S 25

=T, VI VTy =0, ST, S,
Distributive Gesetze:

2,(Zy VT3) = T1Ty V T1 T3

T,V 2%y = (2, V Ty) (Ty V Ty)
Bemerkung: Fir die letztgenannte Beziehung gibt es nichts Ent-
sprechendes in der konventionellen Algebra.
Festlegung: Bei kombinierten Rechnungen ist die Konjunktion vor-
rangig vor der Disjunktion auszufihren.

Beisprel: S —
p m—— ! Ly
Y =T, VI ATy = T V (Ts75) Xy ——Xy
richtig .
dagegen = (z, v z,) z; (unteres Bild) ! ' S S —
falsch Xy

Rechenregeln, Rechengesetze (Zusammenstellung)

ov0=0 0A0=0AL:= [0=L

) =LAO=0
OvL=LvO=LyL=L |LAL=L L=0
zvO0O==x zn0=0 T=2x .
zvL =L zAnl==zx EF ==z
zvzvz...=z(idompotent) |zzz...== (E)s: ==z
2 v & = L (ausgeschl. Dritter) |2Z = O (ausgeschl. Widerspruch)
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TV =TV T
ZyV (@ V &g) = (7, V Ta) V=
=L VIV T,
Ty V Ty = (21 V Ty} (21 V T5)
m = E15"-2
TYVBV VI =
=Z ATyA AT
T,V Ty = 2T vV Tp) = 2,
(Kiirzung)
T, VEx, =2y (Lv zzl) =z
(Absorption)
v :f:lzz =2,V &,

TyXy V Ty %y = Z,(T3 V T4)

(Ausklammern)
(21 v 33) (B, V 23) = ZyZy v Tyzy
BTy V T1Ty V oy = Ty V TaTy

F(zy, 2o, ...

’xk)=$1/\F(1,$2,..

| Ty (TaTy) = (2402) 23 = Ty 2578
2y(7y V 73) = Xy75 V 2y74
1Ty = 51 Via'

%o A "/\.’l?k=
=51V52V"'V5k
(2, v i) (X Vv E) = 24

Ty(2, v 2g) = 3y

Ty (%) v g) = 2y

(z1V 23) (B v T3) = 2y V 2,475

(1 v @) (21 V Ty) (w5 vV 25) =

= 2,7y V T) %3

.y Zk) VEIAF(O, Tgy

2y = 2,2, (kommutatives Gesetz)
(assoziatives Gesetz)
(distributives Gesetz)

(DE-MoRGaNsches Theorem)

Y Ek)

(Zerlegung von F nach der Variablen z,)

Mit z%, 6;€ {0; 1} und 2° = Z, 2! = 2, d.h. 0; = 0 = negierte Va-
riable 2;, 6; = 1 = nicht neglerte Variable z; wird die Zerlegung all-

gemein darstellbar:

F(xy, Tgy oony Tpyy -+

\

[01.0'-,....6[,]

. Ik)' =

P agr...

I;:h F(O’l, 0'2, coey Opy zh-l—l’

ey $k)



12.3. Weitere Verknipfungsméglichkeiten

a7

12.8. Weltere Verkniiplungsmdoglichkeiten von zwei
Eingangsvariablen (Lexikographische Ordnung)
z| LLOO '
z| LOLO
n Fi
0 /0000 (F}=0 Konstanz,
\ Unterbrechung
1 |OOOL | F§ =zVas =% NOR; Weder-noch
2 |00L O |F} =2z Inhibition
3 |OOLL |Fi==x Negation
4 { OL OO0 | F§ = % Inhibition
5 |OLOL | Fg=g, Negation
6 | OLL O | F§=umZEV Iz Antivalenz,
ausschl. Oder
7T |OLLL |F2=Tm=%VI NAND; Sheffer-
' Funktion
8 |LOOO | F§ = x4z Konjunktion
9 | LOOL | F§ =2y v 5y Aquivalenz
10 |[LOLO | Fiy== Identitdt
11 |LOLL | F3=%vVvay Implikation
12 |LLOO |Fly==2 Identitit
13 |LLOL [Fy=2,vaE :
14 |LLLO |Fl=2va Disjunktion
5 |LLLL |F=L ‘Konstanz;
KurzschluB

Von den 16 Méglichkeiten sind 6 trivial (0; 3; b; 10; 12; 15).



472 12. Algebra der Logik (Schaltalgebra)

NOR-Verkniiptung z, z, | T vz, %,
(negiertcs Oder; Weder-noch)
- 4] 0 L- L
Y=ZVIT =TTy o L 0 L
NAND-Verkniiptung L 8] 0 L
(negiertes Und; Sheffer-Funk- L L Is) 0
tion)

Y=2; [ L =012 =T, VT,

Bemerkung: Mit der NOR- bzw. NAND-Funktion sind ebenfalls
alle BooLEschen Funktionen darstellbar (funktional vollstindig!)

Implikation
Y=2, DT, =Z,VI
2, I z, | Ty = a, |x1>:<x,| T S,
o 0 L (1) L
0 L L L 0o
L o () L )
L L L ) L

Antivalanz
(ausschlieBendes Oder)

Y=2 )X 2, =2, ® 2, = H125, v 2,5,
Z F 2y

Aquivalenz
Y=, ST, = T,T, VT, Ty

z, =1,

12.4. Normalformen
Vollkonjunktion (Elementarkonjunktion)
k .
K;‘, = Az, (lies Summe aller Konjunktionen fir » = 1 bis k)

v=0
Anzahl der méglichen Vollkonjunktionen 2%
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Der Term K% heiBt Vollkonjunktion, wenn er die konjunktive Bin-
dung aller ¥ Eingangsvariablen (negiert oder nichtnegiert), bewertet
nach Potenzen von 2, enthiilt.

[}
Zum Beispicl K3 = A z, = z,@y%3z,0,Zg bewertet LOOLLO &
y=1

&38=n
Volldisjunktion (Elementardisjunktion)
k
Dt = V ¢, (lies Summe aller Disjunktionen fir v = 1 bis &)
y=0

Anzahl der méglichen Volldisjunktionen 2%
Der Term D% heiBt Volldisjunktion, wenn er die disjunktive Bin-
dung aller k Eingangsvariablen (negiert oder nichtnegiert), bewertet
nach Potenzen von 2, enthilt.
4
Zum Beispiel: Df; = Vz, =z, v Z3 v 23 v 24, bewertet LOLL &
y=1
&ll=n

Disjunktive Normalform, konjunktive Normalform

Jede disjunktive Verkniipfung von Konjunktionen (Fundamental-
terme) heift disjunktive Normalform, z.B.y = 2,23, v Z42, v Z,.
Analog die konjunktive Normalform, z.B. y = (2, v ;) (#; v 23 v
v &) (F v £,).
Fundamentalterme, die sich nicht mehr vereinfachen lassen, heiBen
Primimplikanten der Funktion. '
Kanonische alternative (disjunktive) Normalform (Reihen-Parallcl-
schaltung).
Kanonische konjunl:tive Normalform (Parallel-Reihenschaltung)
Jede disjunktive Bindung von Vol]i{onju.nktionen heiBt kanonische
alternative Normalform: y¥ = V KX (bevorzugt angewendet!).

n

Analog * = A D
‘n

Anzahl der méglichen kanonischen alternativen Normalformen

n=(2)2* & Anzahl der Eingangsvariablen

Betspiel:

Die 3 Eingangsvariablen z,, #,, z; sind mit der Ausgangsvariablen y
gemiB einer technischen Aufgabe nachfolgend verlmiipft. Berechne
eine Minimalform der Schaltfunktion!
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n z, | Z, | 7 l K, Ansprechtabelle
mit 2% Moglichkeiten
0 | 0| 0| O | L 4ansahlder Eingangsvaria-
1 (V) 0 L L blen
2 0 L 0 L
3 o L L L
4 L o o L
5 L 0 L L
6 L L (0] (o)
7 L L L 0

Fir y = L gilt die kanonische alternative Normalform:

y=VK, fir n=0;1;2;8;4;5
n

y=K,vE,vK,vK,vEK,v K;=
= & Ty V T\ ZToT3 V TyTyTy V :E,a:,za'v Ty Ty Ty V 2, TpTy =
= BTy (%3 v 23) V T, %5(T3 V ) v 2, Ta(Ty V 75) =
= BTy VBT, V 1,3y =

=T, (B V) VI Ty =Ty VT =T, V Ty

Da nur in 2 Zeilen y = O auftritt, ist es besser, die kanonische alter-
native Normalform der O-Entscheidung zu withlen und das Ergebnis
zu invertieren:

§=K,vK,=
§ = 51 T5Ty V Ty TaTy = 2, %(T3 V T5) = 2,7,
y

= Z,2, = %, VI, wieoben

12.5. Karnaugh-Tafel

Jedes Feld stellt die Konjunktion der am Rande angegebenen Ein-
gangsvariablen dar. KanNAveH-Tafeln werden in der Ebene bis zu
5 Eingangevariablen aufgestellt (entspricht 32 Feldern). Bei groferer
Variablenzahl werden die Tafeln unhandlich.

Von Spalte zu Spalte und Zeile zu Zeilé wechselt jeweils nur 1 Va-
riable (Gray-Code!). Das gilt auch fiir die Rinder z.B. zwischen
1. und 4.Spalte bzw. Zeile.

z.B. K{3 = zy2y%sx, & LLOL
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TyTy Ty, T3y 24T,
Z,%, 0000 .| 0o0OL OOLL | OOLO
K, K, K, K,
Zz, | OLOO | OLOL OLLL OLLO
K, . K, K, | Ko
z,z, LLOO LLOL LLLL LLLO
K, Ky Ky Ky,
Ty LOOO | LOOL LOLL LOLO
K, K, K Ky

In die Schnittpunkte der Zeilen und Spalten wird zu den entspre-
chenden Elementarkonjunktionen K, der Eingangsvariablen der ge-
wiinschte Ausgangswert L oder O eingetragen. Die Felder sind
durch Oder verkniipft.

Die Auswertung erfolgt, indem mdéglichst groBe Zweier-, Vierer- oder
Achterblocke mit K, = L (bzw. K, = O) gebildet werden, die
sich auch {iber die Rénder erstrecken diirfen. Wertet man die
Blocke aus, wobei alle Eingangsvariablen entfallen, deren Wert sich
innerhalb der Blscke #ndert, so erhilt man die Primimplikanten
der Schaltfunktion.

Beispiel:

Von 4 Pumpen z,; z,; 3; x, sollen jeweils hochstens 2 arbeiten.
Es ist zu verhindern, da mehr als 2 gleichzeitig eingeschaltet wer-
den kénnen (Ansprechen einer Verriegelung K, = L) .

Arbeiten einer Pumpe: 2 = L

Anzahl der méglichen Verkniipfungen: n = 2% = 16

n z |2 | x| 2 | Ky n z, | 2y | %3 | 2, | K
0 o|lOoO|O]|O 8] L 0J]0O0]}]O 0
110]|O0 O| L 0 91 L O|O0O}| L L
2 0Ol O L|O]|O 10| L O| L 0 L
3 ol O L|L|L 11 | L O|L |[L L
4 O L O|lO0}1 O 12| L L (0] O| L
b O| L O|L | L 13| L L 0 L L
6 O | L L|O| L 14 | L L L O | L
7 O L L|L]|L 5| L L L L L
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Die Zeilen 7; 11; 13; 14; 15 kénnten entfallen, da diese Kombinatio-
nen der Variablen 1t. Aufgabenstellung nicht eintreten diirfen. Ihre
Beachtung erleichtert oft die Rechnung.

Ty, Tyr, Ty, 4T,
z,7, 0 0 L
712, 0 L L L
2,1, L L L L
,Ty 0 L L L
Viererblock ' dsgl. dsgl. degl.

3.Spalte  3.Zelle

Y=1%2%, V BTy V TZyV

zx, Vv

Mitte Mitte unten Mlitte rechis rechts unten

LTy V Iy

= [za(z, v 2o v 2)] v [2(zy v 7)1 v 212,

.

2

&

y—— ==




Anhang
Polyadische Zahlensysteme

n
Ziffernfolge Y, a,Bf Bz=2;0=<a,< B;aq; €N

k=—o0

Duslsystem (Zwelersystem, dyadisches System)

n
Grundsymbole: O, L Y ak2’° a, =0;1
o0

Stellenwert: Potenzen von 2

Dekadische zugehdrige z.B. 5,756 & LOL,LL

Zahl Dualzahl
0 o
1 L
2 LO
3 LL
4 LOO
5 LOL
6 LLO
7 LLL
8 LOOO
9 LOOL

30 LLLLO

usw.

Romisches Zehnersystem _

Grundsymbole: 1=1; V=5; X =10; L =050; C=100;
D =500; M = 1000

Schreibweise: links beginnend mit dem Symbol der groSten Zahl;

die Symbole I, X, C werden bis zu dreimal geschrieben; die Sym-

bole V, L, D werden nur einmal geschrieben.

Steht ein Symbol einer kleineren Zahl vor dem einer griBeren, so
wird sein Wert von dem folgenden gréBeren subtrahiert.
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Anhang

Betspiel:

1972 = MCMLXXII
Griechisches Alphabet

Buchstabe Buchstabe
groB | klein | Benennung groB | klein | Benennung
A o Alpha N v Ny
B g Beta g 3 Xi
r y Gamma (VN o Omikron
a4 ] Delta I ] Pi-
E £ Epsilon P 0 Rho
Z ¢ Zeta, z c Sigma
H 7 Etae T T Tau
(2] 4 Theta Y v Ypsilon
I ‘ . Jota L/ @ Phi
K % Kappa X x Chi
A A Lambda T v Psi
M u My Q2 ) Omega
Deutsches Alphabet
Buchstabe \ Buchstabe
groB klein groB | klein

A a N n

B b ) D

¢ ¢ P P

D b Q q

¢ e b3 :

& f S 8

6 8 z t

$ b 1 u

3 i 3 0

3 i 1 ©

e t X T

g I D )

o m B 3
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Hiiutig gebrauchte Zahlen und ihre dekadischen Logarllthmen

(aus Miiller, Logarithmentafeln)

n lgn
x 3,1416 0,49715
o 6,2832 0,79818
' 3n 9,4248 0,97427
e 12,666 1,09921
% 1,6708 0,19612
% 1,0472 0,02003
2_; 2,0944 0,32106
4_3" 4,1888 0,62209
% 0,78540 0,89509 — 1
e 0,52360 0,71900 — 1
n? ' 9,8696 0,99430
4m? 39,478 1,59636
1‘2
ua 2,4674 0,39224
o 31,006 1,49145
T 8,7266 - 10~ |  0,94085 — 3




Anhang

n lgn
27 b3 102 _
05 = 785 1,7453 - 10 0,24188 — 2
r__ ™ . -1 3 —
are 1’ = qes 2,9089 - 10 0,46373 — 4
w___ T . 108 _
arc 1” = 180 .60 60 4,8481 - 10- 0,685657 — 6
1rad; o° = 860 _ 180 57,296 1,75812
2n T
o = 2% 34377 3,63627
k13
» _ 36060 - 60 2,0626 - 105 | 531443
2n
1 0,31831 0,50285 — 1
k13
1 0,15916 0,20182 — 1
2r
2 7,9577-10-2 |  0,90079 — 2
4r
3 0,23873 0,37791 — 1
4m
1 0,10132 0,00670 — 1
le
1 92,5330 - 10~ | 0,40364 — 2
4n? .
V= 1,7725 0,24857
2)w 8,64491 0,54960
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n Ign
Ver 2,6066 0,39909
_‘2‘_ 1,2533 0,09806
1
— 0,56419 0,75143 — 1
Vr
2
= — 1,1284 0,06246
T
1_ VT; 0,88623 0,94754 — 1
[
o = Vﬂ 3,5682 0,656246
™
2 0,79788 0,90194 — 1
T
)2 4,4429, 0,64766
r)3 6,4414 0,73571
=z 2,2214 0,34663
V? i t ]
k1Y
—— 1,8138 0,26859
V'3
V= 1,4646 0,16572
¢ 2,7183 0,43429
e? 7,3891 0,86859
M=Ige 0,43429 0,63778 —1

31 Bartsch, Formeln



482 Anhang
n Ign»
3 w0 2,3026 0,36222
71
1 0,36788 0,56571 — 1
e
lz 0,13634 0,13141 — 1
e
e® 28,141 1,36438
Ve 1,6487 0,21715
g 9,80665 0,99152
e 96,170 - 1,98304
1 0,10197 0,00848 — 1
g
1 5,0986 - 10-2 |  0,70745 — 2
29 ’
_12_ 1,0398-10-2 [  0,01696 — 2
g
Vo 3,1316 0,49576
V29 4,4287 0,64628
n)y 9,8381 0,99291
1 0,31933 0,60424 — 1
Vg
1,002 0,00139
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31*

n Ign

2 l
= 2,0064 0,30242

Ve

Ve 1,4142 0,15051

63 1,7321 0,23856

1
— 0,70711 0,84949 — 1
Ve !

1
— 0,67735 0,76144 — 1
V3
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—, symmetrische — 3. und 4.Grades 64,
85

—, transzendente 69

—, Unerfillbarkelt 62

—, Variablenbereich 62

— mn-ten Grades 68

Gleichungssysteme 76

—, graphische Ldsung 85

—, homogene 60, 78

—, Inhomogene 59, 78

—, Ldsung mit Determinanten 44

— 1.Grades 75, 85

— 2.Grades B3, 8O

Gleichwertigkeit von Termen 63

— — Ungleichungen 87

Glockenkurve 439

Goldener Schnitt 123

Gon 118

Gonlometrie 167

goniometrische Gleichungen 172

Grad elner Dgl. 361

graphische Darstellung der Einhelts-
wurzeln 19

— — von Funktionen 96

— — — versch. trigonometrischen
Funktionen 166

— Difterentiation 272

— Integration 337

graphisches Logungsverluhren. lineare
Optimierung 457

Grenzwerte 259, 260

Grenzwertsitze 423

griechlsches Alphabet 478

GroBkreis 185

Grund-aufgaben des ebenen Drelecks
132

— — — sphirischen Drefecks 180

— -betrag 29, 34

— -integrale 307

— -richtung 446

— -vektor 102

— -verknipfungen, logische 468

Guldinsche Regeln 145

Gilltigkeltasbereich 62

Halb-parameter 208

— -geitensatz des Kugeldreiecks 187
— -winkelstze 127, 188
harmonische Funktionen 170

+ — Tellung 121

harmonleches Mittel 444
Haupt-diagonale 38, 45

— -elemente der ebenen Kurve 281
— -glied 38
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Haupt-kriterlum filr Reihen 396

— -normale 2909, 301

— =, Gleichung 301

— .normalenvektor 299

- «wert 15

hermitesche Matrix 51

Herorlsche Formel 130

Herzkurve 291

Hessesche Normalform der Ebenen-
gleichung 113

— — — Geradengleichung 200

Hexaeder 148

Hilfswinkelmethode 174

Hohen 129

— -satz 135

Hohlzylinder 151

homogene Funktionen 80

— Gleichungen 84

— homogenes Gleichungssystem 60, 78

Hornersches Schema 92

UHospitalsche Regel 278

U"Huiliersche Formel 189

Hillkurven 287

Hyperbel 223

—, Asymptoten 227

—, Asymptotengleichungen 228

—, Brennstrahlen 226

—, Durchmesser 228

—, Evolute 229

—, gleichseitige 226

—, Gleichungen 224

-, Hauptkrels 229

—, konjuglerte Durchmesser 229

—, Konstruktionen 230

—, Kriimmungsmittelpunkt 229

—, Krimmungsradius 229

—, lineare Exzentrizitat 223

—, Normale 226, 227

—, Nonnalenlinge 227

—, numerische Exzentrizitit 223

-, Parameter 223

—, Polare eines Punktes in bezug auf
die 228

—, Satz vom konstanten Dreleck 228

-, — — = Parallelogramm 228

- Schmttpunkt mit Gerade 226

—, Segment 230

—, Sektor 230

-, Subnormale 227

—, Subtangente 227

—, Tangente 226, 227

—, Tangentenlinge 227

Hyperbelfunktionen 178

—, Berechnuhg einer Funktion aus
einer anderen 179

—,inverse 188

—, Perlode 178

—, Potenzen von 181

—, Produkte von 182

—, Rethen fir 404

—, Summe und Differenz von 182

—, Verlauf 178

—, Zusammenhang mit den Exponen-
tialfunktionen 182

—, — — den trigonometrischen Funk-
tionen 183

—, — zwlischen den Funktionen des-
selben Arguments 179

— des doppelten Arguments 180

— — halben Arguments 181

— einer Summe oder Differenz von
2 Argumenten 180

— npegativer Argumente 179

— von Vielfachen des Arguments 180

hyperbolische Spirale 295

hyperbolischer Zylinder 266

Hyperboloid 2562

—, Asymptoienkegel 253

—, Diametralebene 253

—, einschaliges 230, 262

—, Erzeugende 253

—, Glefchungen 252

—, Polarebene 2563

—, Tangentialebene 263

—, zweischallges 230, 262

-, Rotations- 230

hypergeometrische Verteilung 438

Hypotenuse 134

Hypotrochoide 292

Hypozykloiden 291

—, verkiirzte (gestreckte) 292

—, verléngerte (verschlungene) 202

Identitit von Termen 62

Ikosaeder 148

imagindre Achse 11

— Einheit 8

— —, Potenzen 8

— Zahlen 8, 16

—, algebraische S8ummen 9

— Zahlen, Darstellung 9

— —, Produkte von 9

— —, Quotienten von 9

Implikation 472

implizite Darstellung von Funktionen 88
Impulskurven 413ff.

inhomogenes Gleichungssystem 59, 78
Inkreis 129

— -radius, ebenes Dreieck 129

— —, sphéirisches Drefeck 189
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Innenwinkel, Dreieck 126

—, Vieleck 137

—, Viereck 136

inneres Produkt von Vektoren 106

Integrabilititabedingung 350, 368

Integral, bestimmtes 333, 339

—, —, Anwendung 342

—, —, geometrische Deutung 335

—, —, Naherungsmethoden 335

—, —, Rechenregeln 333

—, Definition 307

—, Doppel- 352

—, —, Anwendungen 3566

—, dreifaches 857

—, —, Anwendungen 3568

—, Exponentlal- 337

—, Fehler- 337

—, mehrfaches 362

—, partikuldres 307, 371, 378

—, unbestimmtes 307

—, uneigentliches 338

— von Arcusfunktionen 332

— — Areafunktionen 333

— — Exponentialfunktionen 330

— — Hyperbelfunktionen 326

— — frratiopalen Funktionen 319

— — logarithmischen Funktionen
330

- — rationalen Funktionen 317

— — trigonometrischen Funktlonen
321

— -cosinus 336

— -funktion 307

— -kurve 362

- -logarithmus 337

— -rechnung 307 ff.

— -sinus 336

Integrand 307

Integration, graphische 337

—, Partialbruchzerlegung 313

-, partielle 313

—, Rethenentwicklung 336

—, Substitutionsregel 308

— durch Substitution 366

— — Varlation der Konstanten 367

— elner Dgl. durch Potenzrelhen-
ansatz 390

— — Funktion mit konstantem
Faktor 308

— — Summe oder Differenz 308

Integrations-Konstante 307

— -regeln 308

— -variable 307

integrierender Faktor 368

Interpolation, lineare 23, 71

Interpolation bel arlthmetischen Folgen
1.0rdnung 32

— — geometrischen Folgen 34

Interpolationsformel von Lagrange 93

~— — Newton 94 ~

Intervall, abgeschlossenes 87

—, halboffenes 87

—, offenes 87

Invarianten 232, 257

inverse Funktion 91, 100

— -, graphlache Darstellung 100

Inversion 28, 114, 474

—~ eines Zelgers 115’

— von Kurven 115

Inversionssitze 116

frrationale Funktionen 89

— Zahlen 4,5

irreduzibler Fall 66

Isoklinen 362

isolierte Punkte 286

Iterationsverfahren 73

Jochpunkt 275

Kanonische alternatlve Normalform 473
— konjunktive Normalform 473
Kardioide 201

Karnaugh-Tafeln 474

Kathete 134

Kathetensatz 134

Kegel 1562, 2566

—, Erzeugungen 266

~—, Gleichung 256

—, Kreis- 162, 266

—, Tangentialebene 256

— 2.0rdnung 306

— -schnitte, entartete zerfallende 236
— -stumpf 162

Keil 149

Kennziffer von Logarithmen 23
Keplersche Falregel 336
Ketten-linle 296

— -regel 263

klelnste Quadrate, Methode der 446
Koeffizienten-determinante 44
— -matrix 69

— -vergleich 814, 379, 300
Korper der Mengenlehre 1

—, ebenflichig begrenzte 145

—, krummflachig begrenzte 1560
—, Schwerpunkt 359

—, Volumen 358
Kombinationen 27
Kombinatorlk 25

kommutative Matrizen 65



496

Sachwortverzeichnis

kommutatlves Gesetz, Schaltalgebra
470

— — bel Mafrizen 65

— — der Addition 106

— — — Multiplikation 108

Komplanation 344

KI 1 "t_hn1l h
metrie) 157

~ -winkel 119

komplexe n-te Einheitswurzel 13

— — Wurzeln 12, 14

— Quadratwurzel 11

— Zahlen 4, 8

— —, Addition 10

— —, Argument 11

- —, arithmetische Form 9

— —, Betrag 1t

— —, Darstellung 9

— —, Division 10, 12, 14

— —, Exponentliaiform 13

— —, goniometrische Form 11

— —, wraphische Addition 17

— —, — Darstellung der n-ten Wur-
zeln 10

- —, — — — Waurzeln aus der
positiven und negativen Einhelt 19

— =, — Divlsion 18

— —, — Multiplikation 17

— —, — Potenz 18

— —, konjuglert 9

— —, Korper 10

— —, Logarithmieren 15

— —, Modul 11

— —, Multiplikation 10, 12, 14

— —, Norm 10

— —, Phase 11

— —, Potenzieren 11, 12, 14

— —,Quadratwurzel 11

— —, Subtraktion 10

Komplexion 25

Komponenten, skalare 103

—, vektorielle 103

Konchoide 208

Kongruenz 125 _

Kongruenzsdtze 125

Konjunktion 468, 471

konjunktive Normalform 473

konkaves Verhalten einer Xurve 285

Kontingenzwinkel 285

Konvergenz 395

~—, absolute 306

—, bedingte 305

—, bestdndige 399

—, unbedingte 396

— -bereich 309

(Gonlo-

Konvergenz-kriterien 395

— -radius 399

konvexes Verhalten elner Kurve 285

Koordinaten, geographische 103

—, krummlinige 306

—, polare 195, 197

—, rechtwinklige, Ubergang zu Polar-
koordinaten 197

—, schiefwinkllge 195

— -achsen, Gleichungen 201

— -system der Erde 193

— —, rechtwlnkliges (cartesisches)
195, 237

— —, —, Drehung um den Winkel ¢
196

— —, schiefwinkliges 196

— -systeme, verschledene 195, 237

— —, Drehung 196, 197, 233, 234, 239

— —, Parallelverschiebung 198, 233,
234, 239

Korreklion 448

Korrekturen 453, 454

Korrelaten (Normalgleichungen) 453, 454

Korrelation, lineare 447

Korrelationskoeffizlenten 447

Korrespondenztabelle einiger Laplace-
Integrale 428

korrespondierende Addition und Sub-
trakilon 20

Kovarlanz 448

Krels 142, 204

—, Abschnitt (Segment) 143

—, Ausschnitt (Sektor) 143

—, Bogen 142

—, Fliche 143

—, Gleichungen 204, 205

—, Normale 208, 207

—, Polare eines Punktes in bezug anf
den 206 :

—, Potenz elnes Punktes in bezug auf
den 207

—, Schnittpunkte mit Geraden 208

—, Splegelung am 114

—, Streckenverhdltnisse am 122

—, Tangente 208, 207

—, Umfang 142

— durch 3 Punkte 207

— -bitschel 208

— -frequenz 171

— -evolvente 288

— -kegel, gerader 152, 255

— —, 8chiefer 152

— — -stumpf, gerader 152

— — —, —, Ndherungsformel far
Volumen 153
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Kreis-ring 144

— -zylinder, gerader 1560, 255

— —, schief abgeschnittener gerader
150

Kronecker-Symbol 47

Krimmung 283, 303

Krimmungs-krels 283, 303

— -mittelpunkt 283, 303

— -radlus 283, 303

krumme Fldche 317

Kubatur 344

kubleche Gleichungen 66

— —, Cardanische Losungsformel 66

— —, gonlometrische Lisung 68

— -, reduzierte Form 68

Kugel 153. 250

—, Glelchungen 2560

—, Polarebene 261

—, Potenzebene 251

—, Poteniz elnes Punktes in bezug auf
dle 251

—, Potenzlinle 251

—, Tangentialebene 261

— -abschpltt (Kugelsegment) 153

— -ausschnltt (Kugelsektor) 164

— -dreieck 164, 186

— -kappe 154

— -koordinatensystem 238

— -schicht 164

— -zone 154

— -zweieck 154

Kurswinkel 184

Kurven, ebene 281

—, glatte 281

Lagrangesche Interpolationsformel
93

Lagrangesches Restglied 400, 401

LingenmaBe 162

Laplace-Integral 408

— —, Korrespondenzentabelle 428

— -Transformation 406, 421

— —, Anwendungen 423

— -, Rechenregeln 421

— -Transformierte 420

Leibnizache Formel 271

— Konvergenzkriterien 397

— Sektorenformel 343

Leit-linie 208

— -sirahl 195

Lemniskate 204

lexikographischie Ordnung 471

£-Funktion 420

Limes 259

— einer Matrix 49

32 Bartsch, Formeln

lineare Optlmierung 465

— —, Basisldsung 469

— —, graphisches Verfahren 457

— ~—, Normalform 466, 459

— —, Simplextabelle 4656

— —, Simplexverfahren 469

— Korrelation 447

— Regression 447

Linearfaktoren, Zerlegung in 68

Linearitat der Laplace-Transf. 421

Linearkombination von Termen 63

Linearvergréfierung 124

Linlenintegral eines Vektors 351

— elnes vollstindigen Differentials 350

— [n der Ebene 348

~ Im Raum 350

Lissajous-Figuren 168

Losungs-kurve 362

— -menge 62

Logarithmand 21

Logarithmen, Bestimmung von deka-
dischen aus Logarithmentafeln 28

—, dekadische (gemeline, Briggssche) 22

—, Interpolation 23

—, natirliche 22

— von komplexen Zahlen 16

— — negativen Zahlen 16

— -gesetze 23

— -gysteme, Zusammenhang der 22

Logarithmieren 21

logarithmische Funktionen 101

— —, Zusammenhang mit Arcus-
funktionen 177

— —, — — Areafunktionen 186 .

— —, — — Hyperbelfunktion 178,182

— Gleichungen 70

— Relhen 403

— 8pirale 204

Logarithmus, Begriff 22

Logik, Symbole XVI

— -kalkil 467 .

loglsche Additlon 468, 471

— Grundverknipfungen 468

— Vernelnung 468

logisches ,,0der** 468, 471

— Produkt 468

— ,,Und* 468

Loxodrome 194

Liacke einer Funktlon 90

Michtigkeit eIner Menge 3
MacLaurinsche Relhe 401

Majorante, konvergente 397
Mantelfliche von Rotationskorpern 344
Mantisse 23
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Maskelyneache Regel 261

Massentrigheitsmoment 348

mathemafische Geographie 192

— Zeichen und Symbole XIV

mathematischer Umlaufsinn 131

mathematisches Modell 4656

Matrix, adjungierte 68

—, antisymmetrische, quadratische 50

—, Determinante aus quadratischer
56

—, Diagonal- 46

—, Differentialquotient 50

—, Drelecks- 47

—, Einhelts- 47

—, Grenz- 49

—, Hauptdiagonale 46

—, hermitesche 61

—, Integration 50

—, Hronecker-Symbol 47

—, kommutative 656

—, kontragrediente 58

—, Limes 49

—, Multiplikation mit Diagonalmatrix
55

=, — — Einheltsmatrix 66

—: = — Nullvektor 56
~—, — — reeller Zahl 49
—, Null- 46

—, Potenzen 56

-, quadratische 46

—, Rang 48

—, rechteckige 45

—, reguldre 48

—, 8chief-hermiteache 51

—, 8inguldre 48

—, Spaltenvektor 46

—, symmetrische, quadratische 50

—, transponlerte 50

—, Unterdeterminante 47

—, vértauschbare 56

—, Vertauschunge- 56

—, Zellenvektor 45

Matrizen 46

—, assoziatives Gesetz 49, 56

—, Anwendungen 69

—, Beziehungen 46

—, Definition 46

—, distributives Gesetz 49, 56

—, Gleichhelt 49

—, kommutatives Gesetz 56

-, konjugiert komplexe 51

-, Multiplikation von Zeilen- und
Spaltenvektoren 52

- — — 3,56 '

—, Produkt 52

Matrizen, Summe 49

—, Transponierte eines Produktes 58

— -gesetze 40

Maximalpunkte elner Fliche 275

Maximum 272

Median 444

mehrfache Integrale 3562

Melle, geographische 103

Menge 1

—, Bild- 3

—, Elemente der 1

—, Punkt- 1

—, Teil- 1

—, Urbild- 3

— als Kdrper 1

Mengen, Abbildong 2

—, Differenz 2

—, Durchschnitt 2

—, eindeutige Abbildung 8

—, eineindeutige Abbildung 3

—, gleichméchtige 3

—, Michtigkeit 2

—, Produkt 2

—, Rechenregeln 2

—, Vereinlgung 2

— -lehre 1

— —, Grundbegriife der 1

— —, Operationen 2

— —, Symbole XVI

— -produkt 2

Meridlan 108

Methode der unbestimmten Koeffizien-
ten 314, 379, 390

Minimalpunkte einer Fliche 275

— =— -~ mit Nebenbedingungen 275

Minimum 272

Minorante, divergente 397

Mittel, arithmetlsches 334, 442

—, geometrisches 21, 122, 443

—, gewogenes 443

—, gewogenes, mittlerer Fehler 461

-, harmonisches 21, 452

—, quadratisches 334, 443

— -parallele 136

— -punkt einer Strecke 198, 241

- -punktsflichen 267

— -punktswinkel 142

— -wert 21, 834, 437, 442, 443, 444,
449, 450

= -, arithmetlscher— von Funktionen
334

— -, quadratischer — von Funktionen

— — der Vertellung 437
~ — von Beobachtungen 449
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Mlittelwertsatz der Differentialrechnung
277

— = — = —, verallgemeinerter 277

— =— — — Integralrechnung 384
— — — —, erweiterfer 334

mlttlere Proportionale 21, 122

— quadratische Abweichung 437

Modalwert 444

Modul 22, 196

~— der dekadischen Logarithmen 22

— — komplexen Zahl 11

— — natirlichen Logarithmen 22

Moiore, Satz von 12, 182

Mollweidesche Formeln 127

Moment, statisches 346, 366

Momente 436

monotone Funktion 80

Multiplkation von Determinanten 42

— — komplexen Zahlen in arithmeti-
gcher Form 10

-~ = — — — Exponentlalform 14

— — — — — gonjometrischer Form
12

— elnes Vektors mit einem Skalar 108

— von Vektoren 52, 106

Multiplikatorenmethode 276

nachachissige Zahlungen 35

Naherunge-formeln 405

— — fir klelne Winkel 405

— -konstruzktion beliebiger regelmABi-
ger n-Ecke 141

— -verfahren fir bestimmte Integrale
386

— — zum L8sen einer Gleichung 71

NAND-Verkniipfung 471, 472

natlrliche Zahlen 4

natirlicher Logarithmus 22

— -- negatlver Zaghlen 16

— — komplexer Zahlen 16

Neben-diagonale 38

— -kreise 185

— -winkel 119

n-Ecke 137

—, regelmésige 138

Negatlon 468

Neilsche Parabel 213, 288

Neperache Analogien 188

~ Regel 186

Neugrad 119

Newtonache Interpolationsformel 94

— N&herungsmethode 72

Nichtbasisvarlable 469

Nicht-Negativititsbedingung 456

Normale, Gleichung 282

32‘

Normale ebener Kurven 281, 282

— von Raumkurven 289

Normalebene 299, 301

—, Gleichung 301 ’

Normalenlénge 206, 211, 218, 227, 282,
283

. Normal-form der linearen Optlmxeru.ng

466, 459
— — — Normalvertellung 441
— — elner Gleichung 63, 66, 68
— -formen, Algebra der Loglk 472
— -glelchungen 452, 453, 464
Normalisierung 441
Normal-parabel 87
— —, kubische 08
~ —, quadratische 97
— —~ n-ten Grades 90
~— -verteilung (Gaug-Laplace-Vertel-
lung) 439
NOR-Verkniipfung 471, 472
Nullitat 48
Null-matrix 46
— -meridian 193
— -phasenwinkel 170
— -gtelle einer Funktion 60
— -teller 63
— -vektoren 46
numerlische Exzentrizitit 216, 228
Numerus 21
—, Aufsuchen des 24

Obelisk 149

Ober-funktion 420

— -relhe 307

Oktaeder 148

optimales Programm 457
Optimlerung, lineare 465

—, —, Basislésung 469

—, —, graphlsches Verfahren 467
—, —, Normalform 455, 4569

=, —, Simplexverfahren 469,

—, =, Zlel -oder Zweckfunktion 4656
Ordinate 196

Ordnung einer Dgl. 361

organische Abnahme 37

— Verzinsung (stetige) 37
organlsches Wachsen 37
Originalfunktion 420

Orthodrome 183

Orthogonalitdt zweler Vektoren 107

Parabel 208

—, Bogenlinge 213
—, Brennpunkt 208
—, Brepnstrahl 218
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Parabel, Durchmesser 211

—, Evolute 213

~—, Glelchungen 208

—, graphische Darstellung 97

-, Konstruktionen 213

—, Krimmungsmlttelpunkt 212

—, Krimmungsradius 212

—, Leitlinle 208

—, Leitatrahl 208

—, Normale 211

-, Normalenldnge 211

—, Parameter 209

—, Polare elnes Puuktes in bezug auf
die 211

—, Scheltel 209, 210 :

—, Schnittpunkte mit Geraden 210

—, Subpnormale 211

—, Subtangente 211

—, Tangente 211

—, Tangentenldnge 211

— -bdgen, Fourier-Relhe 418, 419

— -gsegment 212

parabolischer Zylinder 266

Parabolold, elliptiaches 264

—, Erzeugende 264

—, hyperbolleches 264

—, Polarebene 264

—, BRotatlons- 212, 264

—, Tangentialebene 264

Parallelen, Winke! an geschnlittenen
120

Parallelogramm 136

Parallelverschiebung des Koordinaten-
systems 112, 196, 197, 2384, 230

Parameter 205, 209, 217, 223

— -form von Fraktionen 88

Partlal-bruchzerlegung 318

— <summe 395

— -summenfolge 81, 395

partielle Ableltung 285

— Differentialgleichung 391

— Integration 313

partikuldre Lisung 78, 79, 307, 361,
878, 392

Pascalaches Dreieck 6

Periode 16, 91, 1568, 408

Periodendauer 171

perfodische Funktionen 91

Peripheriewinkel 142

Permutationen 26

—, gerade und ungerade 26

Phase der komplexen Zahl 11

— — Polarkoordinatcn 195

Phasen-lage 171

— -winkel 170

Planimetrie 125

Poisson-Verteilung 439

Pol einer Funktion 90

Polarachse 195

Polare elnes Punktes In bezug auf den
Kreis 208, 207

Polar-ebene 2563

— -koordinatensystem 196, 238

— -normalenlinge 283

— -subnormale 283

— -subtangente 283

— -tangentenlinge 283

— -winkel 195 .

polyadische Zahlensysteme 477

Polyeder, regelmapige 148

Potyedersatz, Eulerscher 144

Polygonzug 105

Polynom 61

Postnumerandozahlungen 35

Potentinl-feld 350

— -fliche 363

— -funktion 350

" — -linle 363

Potenz eines Punktes In bezug auf den
Krels 207

— -determinante 42

— -ebene 251

— -funktionen, grahlsche Darstellung
09

— -Hnle 207, 251

— -relhen 399

Potenzen von Hyperbelfunktionen 181

— — trigonometrischen Funktionen
164

Potenzleren komplexer Zahlen in arith-
metlecher Form 11

— — — — Exponentlalform 14

— — — — goniometrischer Form 12

Prinumerandozahlungen 36

Primimplikanten 473

Prinzlp von Cavalieri 144

Prisma 146

—, schief abgeschnittenes d.relseltlges
146 N

—, — — n-seitiges 146

Prismatold 160

Produkt, logisches 468

—, skalares 106

—, vektorielles 107

— von Hyperbelfunktionen 182

= — hnagindren Zahlen %

— — trigonometrlschen Funktionen
163

— -gleichung 20

— -regel 263
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Produktzeichen 442

Programm, optimales 457

Projektion einer ebenen Fliche auf die
z; Y-, ¥i z-, T; z-Ebene 245

— — Strecke auf die Koordinaten-
achsen 240

Promillerechnung 28

Proportionale, dritte 21

—, mittlere 21, 122

—, vierte 20, 121

Proportionalitdtsfaktor 21

Proportionaltafeln 24

Proportionen 20

—, fortlaufende 21

—, stetige 20

=, —harmonlsche 21

Prozent 28

— -rechnung 28

prozentualer Fehler 448

Ptolemdus, Satz des 137

Punkte und Strecken Im Raum 240

— — — in der Ebene 108

Punktmengen 1

Punkt-Richtungs-Glelchung der Ebene
113

— = — — Geraden 110, 200

Pyramide 147, 148

—, Volumen der drelseitigen 114, 147

Pyramidenstumpf 147

Pythagoras, Satz des 134

—, verallgemeinerter Satz des 132

—, rAiumlicher Satz des 104

pythagorelsche Zahlen 134

Quader 146

Quedrant 9, 168

Quadrat 136

Quadrate, Methode der kleinsten 446

quadratische Gleichung 63

— —, gemischtquadratisch 63

— —, reinquadratisch 64

— Btreuung 445

quadratisches Mittel 334, 443

Quadratur 342

Quadratwurzel, komplexe 11

Quotientenkriterjum fir Konvergenz
306

Quotientenregel 263

Radlant 119

radloaktiver Zerfall 87
Radiusvektoren 196

—, Winkel zwischen zwel 242
Radkurven 289
Randbedingung 361, 392

Randintegral 340

Rangablall 48

Rate 34

rationele Funktionen 98

— Zahlen 4

Ratlonalmachen des Nenners 8

Raum-kurven 208

— =, Bogenelement 209

— —, — in Kugelkoordinaten 2090

— —, — — Zylinderkoordinaten 200

— —, Darstellung in rechtwinkligen
Koordinaten 268

— =, — — Parametern 208

— —, — — Vektorform 299

— -winkel 146

Raute 136

Rechengesetze, Algebra der Logik 469

Recht-eck 138

— — -formel 335

— - -impuls 413

— — -kurven 412

— -kant 146

Rechtssystem 102

Reduktionsformel fir trigonometrische
Funktionen 158

reduzierte Adjunkte 58

— Form der kubischen Gleichungen 66

reelle Achge 11

— Zahlen, Darstellung 4

— — -gerade 4

Reellmachen des Nenners 10

regelmABige Korper (Polyeder) 148

— Vielecke, Konstruktlonen 140

regelmadiges Achteck 139, 140

— Dreieck 139

— Fonfeck 130, 140, 141

— n-Eck 141

— 8echseck 139, 140, 141

— Viereck 139, 140

— Zehneck 139, 140, 141

— Zwoleck 141 R

Regression, lineare 447

Regressions-gerade 447

— -glefchung 447

— -koeffizient 447

regula falst 71

Refhen, alternlerende 3907

—, blnomlsche 401

—, Exponential- 402

—, geometrische 33

—, logarithmische 403

—, trigonometrische 4039

—, unendliche 3956

— fdr Areafunktionen 404

— — Hyperbeltunktionen 404
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Reihen fiir zyklometrische Funktlonen
404

— -entwicklung durch Integration 401

— -vergleichung, Methode der 387

reinquadratische Glelchungen 84

Rektifikation 343

rektifizierende Ebene 289, 303

relativer Fehler 448

Rente, ewlge 36

Rentenrechnung 35

Resonanzfall 380

Restglied 400, 401

Rhombus 136

Riceatische DIff L1 371

Richtung einer Strecke 199

Richtungs-cosinus 104

— -faktor 96

— -feld 362

~ -koeffizient 200

— -winkel 195, 300

Richtwinkel der Binormalen 300

— - Hauptnormalen 300

— — Tangente 300

Ring mit kreisf6rmigem Querschnltt 156

Rohr 151 '

Rolle, 8atz von 277

Rdmisches Zehnersystem 477

Rotatlons-ellipsoid 155, 221

— -hyperbolold 156, 230 i

— -kérper, Mantelfliche 145, 344

— —, Volumen 145, 344

— -parabolold 155, 212, 254

— —, abgestumpftes 166

Riackkehrpunkt 285, 297

Sagezahn-Impuls 416

— -kurve 415, 416

Sarrus, Regel von 39

Sattelpunkt 275

Satz von Steiner 348

Schalt-algebra 4671,

— -belegungstabelle 477

Scheitel-punkte 285

— -winkel 119

Schiefe 437

schiefer Kegel 162

— Zylinder 150

schief-hermitesche Matrizen 67

schiefwinkliges Dreieck, Berechnung
125

Schleppkurve 296

Schmiegungsebene 299, 301

Schnittpunkt zweier Geraden 202, 249

Schnittwinkel zweier Geraden 110, 202

Schraubenlinie 304, 352

Schwarz, Satz von 2660

Schwarzache Bedingung 350

Schwerpunkt 128, 135, 136, 138, 142ff.,
198, 241, 346, 369

— elnes ebenen Flichensticks 346

-~ — — Kurvensticks 346

— — Kdorpers 347, 369

— — Rotatlonsktrpers 347

— -elgenschaft des AM 443

Sechseck, regelméBiges 139, 140, 141

Seemeile 103

Sehnen-ndherungsverfahren 71

— -satz 122

— -tangentenwinkel 142

— -viereck 137

Seiten-cosinussatz 187

— -halbjerende 128

— -gtze im Dreieck 128

Sekante, Anstieg der 261

Sekanten-dreicck 262

— -patz 123

Sektorenformel von Leibniz 343

semikubische Parabel 213, 288

Senkrechtstehen zweler Vektoren 107

Sheffer-Funktion 471, 472

Signum 5

Simplex-tabelle 465

— -verfahren 459

Simpsonsche Regel 144, 336

singuldre Ldsung 361

— Punkte elner ebenen Kurve 285

— — — Flache 308

slngulires Integral 361

Slnus 157

— <impuls 417

— -kurve, gleichgerichtete 417

— -satz der ebenen Geometrie 126

— — — sphérischen Trigonometrie 187

Skalar 103

skalare Komponenten 103

skalares Produkt 108

spaltenreguldre Matrizen 49

Spalten-summenprobe 654

— -vektoren 46

Spannweite 444

Spatprodukt 109

Spektral-darstellung 406

— -funktion 407

Spektrum 406

sphéirische Trigonometrie 185

spharischer Defekt 186, 189

— ExzeB 186

sphérisches Dreieck 185, 100

— -, rechtwlnkliges 186

— —, schlefwinkliges 187
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sphér{sches Zweleck 186

Sphéroid 221

Spiegelung am Krels 114

Spirale, archimedische 205

—, hyperbolische 295

—, logarithmische 294

Spirallinlen 294

Spitzen 286

Sprung-hdhen 4385

— -stellen 436

Stammfunktion 807

Standardabweichung 437, 445

statische Momente 346, 367

Statistik 441

Steigung 109

Steilheit 438

Steiner, Satz von 348

Stereometrie 144

Sternlinie 292

stetige Funktionen 90

— . Proportion 21

— Tellung 123

— Verzinsung 37

Stetigkelt 90, 281

Stirlingsche Formel 261

Storglied, Anedtze 378

Strahlensitze 120

Strecken im Raum 240

— in der Ebene 198

Streuung, lineare 444

—, quadratische 446

— der Verteilung 437, 444

Streuungsmafe 444

Strich (KompaBrose) 193

Strophoide 207

Stufenwinkel 120

Subnormale 208, 211, 218, 227, 282, 283

Substitutionen flir spezielle Integrale 309

Substitutions-methode (Einsetzungs-
methode) 76

— -regel bel Integration 308

Subtangente 206, 211, 218, 227, 282,
283 .

Subtraktion komplexer Zahlen 10

Summen-konvention 441

— -vektor 106

— -zeichen 441

Supplementwinkel 119

Symbole der Logik XVI

— — der Mengenlehre XVI1

Symmetrie 120, 438

—, axiale 120

—, zentrale 120

— -achse 120

— -zentrum 120

Tangens 157

— -satz 127

Tangente, ebene Kurve 281, 282

~—, Gleichung der — einer ebenen
Kurve 282

—, — — — an dle Raumkurve 300

—, Raumkurve 209

—, Steigung 262

Tangenten-dreieck 262

— -formel 335

— -lange 2086, 211, 218, 227, 282, 283

— -néherungsverfahren 72

— -satz 127

— -sBekantensatz 123

— -vektor 299

— -viereck 137

Tangentlalebene 263, 264, 265, 256, 302

Taylorsche Relhe 400

Teilmenge 1

—, echte 1

Teilpunkt, duBerer 122

—, innerer 122

Tetlung einer Strecke 110, 198, 240

— — —, harmonische 121

— — —, stetige 123

~ — — In gegebenem Verhiltnis 121

Tendenz 446

Term 61

—, ganzer rationaler 61

—, linearer 61

—, rationaler 61

Terme, Gleichheit 62

—, Pot von trigc trischen 164

—, Produkte von trigonometrischen 163

—, Summen und Differenzen von tri-
gonometrischen 162 -

— der doppelten und halben Winkel
161

— von welteren Vielfachen eines
‘Winkels 162

Tetraeder 148, 241

Thales, Satz des 142

Tilgung 87

Tilgungs-dauer 37

— -fuf 97

Tonne 156

Torsion 304

Torsions-radius 804

— -winkel 304

Torus 166

totale Ableitungen 266

— Differentiale 266

— Wahrachelnlichkelt 434

Trigheitsmoment 347, 366, 357

—, fquatoriales 347, 348, 366

-
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Trigheitsmoment, axiales 347, 356

—, Massen- 348

—, polares 348, 357

—, zentrifugales 348

— elner ebenen Fliche 347, 356

— elnes ebenen Kurvenbogens 847

Trajektorien, isogonale 363

—, orthogonale 363

Traktrix 296

Transformation des rechtwinkligen
Koordinatensystems 239

Transformsation, Drehung 196, 239

-, Parallelverschlebung 196, 239

Transformationsgleichungen 188, 197,
239

Transposltion 25

transzendente Funktionen 101

— G@Gleichungen 69

Trapez 136

— -formel 336

— -lmpuls 414

— -kurve 413

Trend 446

Trennung der Variablen 384

Treppenfunktion 435

Trigonometrie, ebene 125

—, sphérische 185

trigonometrische Formeln fir das
schiefwinklige Dreleck 126

— Funktionen 157

-~ —, Additlonstheoreme 160

— —, besondere Werte 169

— —, Definition 167

— —, Diiferenzen 160, 162

— —, graphische Darstellung 169

— —, — —, Amplitudendnderung
165

- —, — —, Frequenzinderung 168

— ~—, Inverse 175

— —, Komplementbezlehungen 157

— —, Periodizitdt 168

— —, Potenzen 164

— —, Produkte 163, 169

— —, Reduktionsformeln 158

— —, Summen 160, 162

— —, Uberlagerung 166

— —, Verlauf 168

-~ —, Vorzeichen 168

— —, Zusammenhang miteinander
160

— —, Zusammenhang mit Exponen-
tlalfunktion 164

— — doppelter Winkel 161

— — halber Winkel 161

— — imagindrer Argumente 186

trigonometrlache Funktionen vom
Vielfachen der Winkel 162

— Relhen 403

Trocholde 289

Uberlagerung von trigonometrischen
Funktionen 166

Umfangswinkel 142

Umkehrfunktion 91, 100

Umkreis 120

— -radlus, ebenes Dreleck 120

— —, sphirisches Dreleck 180

unabhdngige Versuche 434

unbestimmte Ausdricke 277

— Koefflzienten 314 ~

unbestimmtes Integral, Definitlon 819

unelgentliche Integrale 338

unendliche konvergente Zahlenrefhen
308

— Relhen 385

— —, Konvergenzkriterlen 395

Unerfdllbarkeit elner Glelchung 62

Ungleichungen 86

Unstetigkeitsstellen 91

Unter-determinanten 38, 47

— -funktion 420

— -rethe 397

Urbilder 3, 30

Urblldmenge 3, 88

Vandermondesche Determinante 42

Variabllititskoefflzient 4456

Variable 62, 88

Variablenbereich 62

Varianz 437

Varlation der Konstanten 367

Variationen 26

Variatlons-breite 444

— -koeffizient 437, 446

Vektoren, Addition und Subtraktlon
106

—, 8uBeres Produkt 107

—, Differentiation 271

—, Eine- 102

—, entgegengesetzte 103

—, Feld- 851

—, gebundene 103

—, geometrische Anwendungen 110

—, Grund- 102

—, inneres Produkt 108

—, kollineare 102

-, komplanare 103

—, Komponentendarstellung 103

—, Kreuzprodukt 107

—, mehrfache Produkte 108
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Vektoren, Multiplikation 108

—, Null- 46, 102 .

—, Orts- 102

—, Radius- 102

—, skalares Produkt 106

—, Spatprodukt 109

—, Summen- 105

—, Zerlegung 114

—~ bei komplexen Zahlen 11

— — Matrizen 45

Vektorfunktion 271

vektorielle Komponenten 103

Vekt?r-produkt 107

— —, Entwicklungssatz 109

— —, Komponentendarstellung 108

— —, mehrfaches 108

— -rechnung 61, 102

— —, geometrische Anwendungen

110

Verfinderllche, abhéngige 88

—, unabhéngige 88

Verhiltnisgleichung 20

Verneinung, loglsche 468

Versor 13

Versuche, unabhingige 434

Vertauschungsmatrix 656

Vertellung, hypergeometrische 4£8

—, Blnomial- 438

—, Mittelwert der 437

—, Normal- 439

—, Poisson- 439

Vertellungsfunktion der Statistik und
~ Wahrscheinlichkeiten 436

—, diskrete 436

—, Sprunghdhen 4356

—, Sprungstellen 435

—, stetige 436

Verzinsung, stetige (organische) 37

Vielecke 137

—, Dlagonalen 137

—, Flacheninhalt 138, 180

—, regelméBige 138, 139

—, —, Konstruktionen 140

—, Winkelsumme 186

Viereck 135

—, regelméBiges 139

—, Winkelsummen 136

vierte Proportionale 20

Vieta, Wurzelsatz von 69

Volldisjunktion 473

Vollkonjunktion 472

Volumen eines Kbérpers 368

— — Rotationskdrpers (Kubatur) 344

— — Tetraeders 241

— =— Zylinders (Doppelintegral) 367

vorschissige Zahlung 36
Vorzeichen 5

— der Winkelfunktionen 168
Vorzugszahlen 34

Wachstum 443

Wachstumsgesetz 37

wahrer Wert 448

‘Wahrecheinlichkeit, Additlonssatz
432

—, bedingte 433

-, Multipllkationssatz 438

—, statistlsche Definltion 432

—, totale 4384

—, unbedingte 433

Wahrmscheinlichkelts-dichte 436

— -rechnung 431

— -vertellung 436

Wallissches Produkt 261

Wilzwinkel 289, 290, 262

Wechselwinkel 120

‘Wendepunkt 285

‘Werte-berelch 3, 88

— -tabelle 88

‘Windung 304

Winkel 119

—b dere Funktic

—, Kkleine 165

—, Perlodizitdt der Winkelfunktionen
168 .

—, Reduktionsformeln far beliebige
158

—, Verlauf der Winkelfunkilonen 168

—, Vorzelchen der Funktionswerte in
den 4 Quadranten 158

—, Winkelfunktionen imaglnirer
Argumente 166

— an geschnittenen Parallelen 120

— zwlischen 2 Radlusvektoren 242

— -beziehungen im schiefwinkligen
Dreleck 126

— -cosinussatz 187

— -funktionen 157 N

— — Imagindrer Argumente 166

— -halblerende 128, 203

— —, Gleichungen 203

— -mafe 119

— -étze im Dreleck 126

‘Wirfel 146, 148

‘Wurzel-funktionen 100

— -kriterlum fiir Konvergenz 396

Wurzeln aus der positlven und nega-
tiven Einhelt 19

—, komplexe 315

—, reelle 317

te 169
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Zahlen, duale 477

—, ganze 4

—, irrationale 4, 6

—, natirliche 4

—, rationale 4

—, reelle 4

— -bereiche 4

— -folge 20

— -gerade 22

— -relhen, konvergente 305, 306, 398

Zehneck, regelmABiges 140, 141

Zeichen, mathematigche XIV

Zelger, ruhende 171

— -dlagramm fir sln-Fuonktfonen 170

zellenregulire Matrix 40

Zeilen-summenprobe 54

— -vektoren 45

Zeltrente 35

zentrale Symmetrie 120

Zentral-momente 436

— -wert 444

Zentriwinkel 142

Zerfallen efner Flache 257

Zerlegen In Linearfaktoren 68

Zielfunktion der inearen Optimlerung
466

Zinseszinsrechnung 34

Zins-abschnitte 34

— -divisor 29

— -faktor 84

Zins-fub 29, 34

— -rechnung 29

— -zahl 20

Zissoide 288, 297

Zufallsgrofen 435

Zwecktfunktion der llnearen Optimie-
rung 466

Zwelersystem 477

Zwelwegglelchrichtong 417

Zwolfeck, regelmiblges 141

zykllsche Vertauschung 131

Zyklolden, gewShnliche (gesplitzte)
289

—, verklizte (gestreckte) 289

—, verlAingerte (Verschlungene) 280

. zyklometrische Funktlonen 1756

— —, Relhen for 404
Zylinder 150, 2566

—, elllptischer 266

—, Hohl- 161

—, hyperbolischer 266
—, Krels- 150

~—, parabolischer 268
—, Tangentlalebene 266
—, Volumen 3567

— -abschnitt 151

— -funktion 387

— -huf 151

— -koordinatensystem 288
— -volumen 357
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