Mathematische Kostproben

Beitrage zur Interessen- und Begabtenforderung im Fach Mathematik

— zusammengestellt von Dr. Norman Bitterlich (Chemnitz) —

Heft 02/2025 (Februar 2025) 24. Jahrgang



Mathematische Kostproben — Heft 02/2025 (Februar 2025)

Vorwort

Die ,Mathematischen Kostproben” sind ein Beitrag fiir die Interessen- und
Begabtenforderung im Fach Mathematik, insbesondere fir die Klassenstufen 9 und
10. Fur eine intensive Vor- und Nachbereitung der Mathematik-Olympiaden werden
anhand von aktuellen Wettbewerbsaufgaben! thematische Schwerpunkte
ausgewahlt. Die Sammlung von ahnlichen Aufgabenstellungen mit zugehorigen
Losungsdiskussionen wird durch weitere Aufgaben zur Thematik erganzt.

Im Heft werden auch Beitrage veroffentlicht, die einen direkten Bezug zum
sichsischen Korrespondenzzirkel Mathematik der Klassenstufen 9/10% haben. Diese
sollen und konnen keine Losungsdiskussion ersetzen, vertiefen aber die
Aufgabenthematik und kénnten weiterfilhrende Anregungen geben.

Ein wesentlicher Schluss im Beweis der Aufgabe zum Jahreswechsel basiert auf dem
Schubfachprinzip. Aber auch in der aktuellen Aufgabe M0640924 konnen wir dieses
allgemeingtltige Prinzip wirkungsvoll einsetzen.

Wir setzen die Diskussion zum Thema ,Kombinatorik” fort und betrachten Aufgaben,
die sich auf den Begriff der (klassischen) Wahrscheinlichkeit beziehen. Derartige
Problemstellungen waren fir die Klassenstufe 12 schon bei den friihen Mathematik-
Olympiaden prasent. Zur 32. MO finden wir erstmalig die Begriffe Zufall und
Wahrscheinlichkeit auch in einer Aufgabe fiir die Klassenstufe 10. Seitdem werden
kombinatorische Fragestellungen mitunter so verpackt, letztmalig mit der Aufgabe
MO0610935.

Die Aufgaben M0630943/M0631042 lassen sich auf die Catalanische Vermutung
zurlickfihren. Wer diese Aussage kannte (die bereits 1844 publiziert, aber erst 2002
bewiesen wurde), war offensichtlich fiir die Losungsfindung im Vorteil. Da in der
Aufgabenstellung nicht ausdriicklich die Anwendung bekannter Satze ausgeschlossen
wurde, waren Losungen mit Bezug zu solchen Aussagen als vollstandig anzuerkennen,
auch wenn die von der Aufgabenkommission erwartete Losungsidee viel aufwandiger
war. Unter der Rubrik ,In alten Mathe-Blichern geblattert” zeigen wir die vierzeilige
Notiz von 1844, in der die Catalanische Vermutung publiziert wurde.

1 www.mathematik-olympiaden.de
2 https://www.cb.hs-mittweida.de/index.php?id=265743&no cache=1
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Thema 29.2 - Schubfachprinzip

In Heft 08/2024 wurde das Schubfachprinzip erldutert und seine vielfaltigen
Anwendungsmoglichkeiten anhand von Aufgaben diskutiert. Wahrend bei den
Aufgaben M0630941/M0631041 die Losungsidee malgeblich auf diesem Prinzip
basierte, hilft oftmals der Hinweis darauf, einen Zwischenschritt in der Beweisfiihrung
zu begriinden. So auch in der Aufgabe zum Jahreswechsel:

Aufgabe 29.09 — M0251046. Es sei F' = (a4, a,, as, ...) diejenige unendliche Folge
naturlicher Zahlen, die durch die Festsetzungen (1), (2) definiert ist:

(1) Die ersten vier Glieder der Folge F lauten a; = 2,a, = 0,a3 = 2,a, = 5; sie
bilden also die Teilfolge (2, 0, 2, 5).

(2) Fur jedesn = 5ist a,, die Einerziffer der Summe der vier Glieder, die dem Glied
a, in der Folge F unmittelbar vorangehen.

Man untersuche, ob es in der Folge F auler der Teilfolge (a4, a,, as, a,) noch eine
weitere Teilfolge gibt, die aus vier unmittelbar aufeinanderfolgenden Gliedern von F
besteht und (2, 0, 2, 5) lautet.

Lésungshinweise: Alle Glieder der Folge F sind (weil Einerziffer einer Zahl) Zahlen
kleiner als 10. Es gibt aber nur endlich viele 4-Tupel solcher Zahlen, namlich 10%. Nach
dem Schubfachprinzip® muss es in einer unendlichen Folge mindestens ein 4-Tupel
geben, dass mehrfach vorkommt (sogar unendlich oft vorkommt). Es gibt also zwei
Indizes k und m (k < m) mit

Ak = Ay »Ag+1 = Am+1 Ag4+2 = A2, A3 = A3

Wir wissen, dass sowohl a,, als auch a,,,, die Einerziffer der Summe aus den
davorliegenden 4 Folgenglieder ist, so dass auch ay ., = a,,;4 folgt. Das kénnen wir
nun fortsetzen und erkennen, dass sich ab a;, bis a,,,_; die Folgenglieder periodisch
wiederholen, denn wir konnen diese Betrachtung statt mit k auchmitk + 1,k + 2, ...
fortsetzen.

Wir vermuten, dass sich diese Eigenschaft auch in die andere Richtung fortsetzen
lasst. Wir betrachten entsprechend der Bildungsvorschrift die Summen

A1t A + Apeyq + Az = 10X + Agy3

U1+ Gy + Q1 + Az = 10y + Ay
bzw.

A1 = 10X + A y3—ax — Agi1 — A4

-1 = 10y + Q3= — Qg1 — Az

3 Auch wenn die folgende Aussage einsichtig erscheint, wiirde bei Fehlen dieses Hinweises die
Nachfrage nach einer Begriindung gerechtfertigt sein.
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wobei x und y geeignete Zehnerziffern darstellen, die jeweils als Summe von 4
einstelligen Zahlen einen der Werte 0, 1, 2 oder 3 annehmen kdénnen. Da in beiden
Gleichungen die Terme mit den Variablen a Gbereinstimmen, beschranken wir unsere
Betrachtung auf die Terme 10x + z und 10y + z mit

Z=0g43 — Qg — g1 — Ag+2 = A3~ Am — Q1 — Am+2

Wir nehmen an, esseix # yund 0.B.d.A. x < y,alsoy = x + 1. Wir erhalten folglich
Am-1 =10y +2z=>10(x+1)+2z=10x+z+ 10 = a;_; + 10im Widerspruch zu
Am—1 < 10. Also stimmen x und y und deshalb auch a;_; und a,,_; tUberein. Auch
diese Argumentation kénnen wir fortsetzen und haben bewiesen, dass die
periodische Wiederholung bereits ab k = 1 bis k = m — 1 zu beobachten ist. Also
gibt es tatsachlich eine (und sogar unendlich viele) Teilfolgen (2,0, 2, 5) in der Folge
F. Q

Ergénzung: Die Aufgabe stammt aus der MO im Jahr 1986. Es wurde damals natdrlich
die Startfolge (1, 9, 8, 6) vorgegeben. Als Nachtrag zum LOsungsvorschlag wurde
informiert, dass fir m = 1561 die Teilfolge erstmalig in F wieder erscheint. Die
Periode umfasst also 1560 verschiedene 4-gliedrige Teilfolgen.

Es ist nicht schwer, computergestiitzt fur jeder Startfolge die Lange der Periode zu
ermitteln. Uberraschend stellen wir fest, dass wir auch fiir die Startfolge (2, 0, 2, 5)
den Wert m = 1561 erhalten. Wir nehmen dies zum Anlass, den Einfluss der
Startfolgen genauer zu untersuchen:

Fall 1: Die Startfolge (0, 0, O, 0) flihrt zur Folge identisch 0.

Fall 2: Sind alle Glieder der Startfolge geradzahlig, so sind auch alle Folgenglieder von
F geradzahlig. Es gibt auRer (0, 0, 0, 0) insgesamt 5* = 624 verschiedene 4-gliedrige
Teilfolgen mit geradzahligen Gliedern. Wir stellen fest, dass (0, 0, 0, 2) und (0, O, 2, 0)
zu zwei unterschiedlichen Folgen jeweils mit Periodenlange 312 flihren.

Fall 3: Sind in der Startfolge auRer O nur die Ziffern 5 enthalten, so fiihren (0, 0, O, 5),
(0, 0, 5 0) und (5, 5, 5, 5) zu drei unterschiedlichen Folgen jeweils mit der
Periodenlange 5.

Fall 4: Sind in der Startfolge ein ungerades Glied und drei gerade Glieder, so besteht
jeder 4-gliedrige Teilfolge von F aus einem ungeraden Glied und drei geraden
Gliedern oder aus zwei ungeraden und zwei geraden Gliedern. Wir finden, dass zu den
Startfolgen (0, 0, O, 1), (0, 0, 1, 0) und (0, 1, O, 0) drei verschiedene Folgen F jeweils
mit Periodenlange 1560 gehoren. (Die Startfolge (1, 0, 0, 0) flhrt bereits nach dem
ersten Schritt auf (0, O, 0, 1)).

Fall 5: Sind in der Startfolge drei ungerade Glieder und ein gerades Glied, so besteht
jeder 4-gliedrige Teilfolge von F aus drei ungeraden Gliedern oder aus vier ungeraden
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Gliedern. Wir finden, dass zu den Startfolgen (0, 1,1, 1), (1,0, 1, 1) und (1, 1, 1, O) drei
verschiedene Folgen F jeweils mit Periodenlange 1560 fiihren. (Die Startfolge (1, 1, O,
1) fUhrt bereits nach dem 920 Schritten auf (1, 0, 1, 1)).

Fassen wir die flinf Falle zusammen, so erhalten wir als Anzahl der erfassten Teilfolgen
1+2-312+3-5+3-1560+ 31560 = 10000,

d.h., es sind alle moglichen 4-gliedrigen Teilfolgen und die Fallunterscheidung ist
vollstandig.

Aber auch in aktuellen Aufgaben erweist sich das Schubfachprinzip als hilfreich:

Aufgabe 29.10 — M0640924. Gegeben seien zwei Mengen A und B aus positiven
ganzen Zahlen. Aus diesen beiden Mengen bilden wir eine neue Menge, indem wir
alle Zahlen der beiden Mengen A und B fir diese neue Menge auswahlen und
zusatzlich noch alle moglichen Summen von einer Zahl aus A und einer Zahl aus B
hinzufligen. Bezeichnet man die so gebildete Menge mit A + B, so kommt das
GesagteinA+ B =AUBU{a+ bmita € A,b € B} zum Ausdruck.

a) In diesem Aufgabenteil betrachten wir zwei spezielle Mengen fir A und B:

A={3-k —1mitk=1,2,3,...} ={2,5,8,11,14,...}
B={5-m—4mitm=1,23,...} = {1,6,11,16,21,...}

Zeigen Sie, dass A + B die Menge aller positiven ganzen Zahlen auRer 4, 7 und
10ist,also A+ B ={1,2,3,5,6,8,9,11,12,13,14, 15,... } gilt.

b) In diesem Aufgabenteil betrachten wir zwei beliebige Mengen A und B
positiver ganzer Zahlen und untersuchen die Menge A + B. Dazu bezeichnen
wir mit a(n) und b(n) die Anzahl der Elemente aus A bzw. B, die nicht grofRer
als n sind.

Zeigen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussage fir jede positive ganze Zahl n.
Gilt die Ungleichung a(n) + b(n) = n, so ist n ein Element von A + B.

Hinweis zur Aufgabenstellung: Die Objekte in einer Menge (in unserer Aufgabe sind
es Zahlen) heilen Elemente und werden als paarweise verschieden angenommen.
Mehrfachnennungen von Elementen spielen dabei keine Rolle bei der Beschreibung
einer Menge. Ebenso spielt es keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Elemente einer
Menge angegeben werden. So beschreiben {4, 6}, {6, 4} und {4, 6, 4} alle die Menge
aus den zwei Elementen 4 und 6, also {4, 6} = {6, 4} = {4, 6, 4}.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe Teil a): Wir bestimmen zunachst explizit alle Zahlen
kleiner als 11 in A + B. Einige dieser Zahlen stammen direkt aus A, was die Elemente
2, 5 und 8 liefert, bzw. direkt aus B, was die Elemente 1 und 6 liefert. Alle Uibrigen
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Zahlen kleiner als 11in A + B sind die Summe einer Zahl kleiner als 10 aus A und einer
Zahl kleiner als 10 aus B, was durch systematisches Probieren zusatzlich die Summen
2+1=3,2+6=85+1=6,5+6=11, 8+ 1 =9 und 8 + 6 = 14 liefert.
Zusammenfassend haben wir damit 1, 2,3,5,6,8,9€ A+ Bund4,7,10¢ A + B.

Es bleibt zu zeigen, dass alle positiven ganzen Zahlen n = 11 Elemente von
A + B sind. Jede solche Zahl lasst sich als 3k — 1, 3k oder 3k + 1 fiir eine positive
ganze Zahl k > 4 schreiben.

Fall 1: n = 3k — 1. Dann ist n ein Element von 4 und damit auch von A + B.

Fall 2: n = 3k. Dann lasst sich n als Summe n=3k—1)+1mit3k—1€A
und 1 € B schreiben, womitn € A + B ist.

Fall 3: n = 3k + 1. Dann lasst sich n als Summe n = (3k — 10) + 11 schreiben,
wobei 3k —10=3(k—3)—1€ A und 11 € B erfillt ist, also
n € A+ B ist.

Erginzung zur Ubung (aufgrund des héheren Aufwandes bei gleicher Lésungsidee
sollte es nicht als Lésungsvariante verstanden werden): Da A und B inhaltlich
gleichberechtigt in die Aufgabenstellung einflieRen, sollte die Argumentation auch
aus Sicht der Menge B gelingen. Dafiir wissen wir, dass sich jede Zahl n > 11 als
5k — 4,5k — 3,5k — 2,5k — 1 oder 5k fir eine positive ganze Zahl k > 3 darstellen
lasst.

Fall 1: n = 5k — 4. Dann ist n ein Element von B und damit auch von A + B.

Fall2: n = 5k — 3.nlasstsichals Summen = (5k —14)+ 11 =5k —-2) -4+ 11
mit 11 € A und 5(k — 2) — 4 € B schreiben, womit n € A+ B
ist.

Fall3:n = 5k — 2. nlasstsichalsSummen = (5k —4) +2mit2 € Aund 5k — 4 €
B schreiben, womitn € A + B ist.

Fall 4:n = 5k — 1.n lasst sich als Summen = (5k—9)+8=5(k—1) — 4 + 8 mit
8 € Aund 5(k — 1) — 4 € B schreiben, womitn € A + B ist.

Fall 5: n = 3k. n lasstsich alsSummen = (5k —14)+ 14 =5k —-2) -4+ 14
mit 14 € Aund 5(k — 2) — 4 € B schreiben,womitn € A + B ist.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe b): Fiirn = 1 folgtausa(1) + b(1) > 1,dass1in A
oder B, also auch in A + B vorkommt, daher diirfen wir n > 1 annehmen.

Fallsn € A odern € B gilt, soistauchn € A + B. Sei daher im Folgendenn & A und
n & B. Wir betrachten nun die n — 1 Paare

1,n-1),2n-2),3n-3),....(n—2,2),(n—1,1),

6
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also die n —1 Paare (k,n—k) fur k=1,2,3,...,n— 1. Fir jedes dieser Paare
(k,n — k) markieren wir die erste Komponente k, falls k € A, und die zweite
Komponente n — k, fallsn — k € B. Es wurden dann insgesamt

am—1D)+bn—1)=an)+bn)=n

Komponenten dieser n—1 Paare markiert. Damit muss es nach dem
Schubfachprinzip aber ein Paar (k,n —k) geben, in dem beide Komponenten
markiert wurden. Fir dieses Paar (k,n — k) gilt dann k € A und n — k € B, womit
n=k+ (n—k) € A+ B folgt, was zu zeigen war. ad

Thema 24.3 - Kombinatorik?: klassische Wahrscheinlichkeit

Unter der klassischen Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird der Quotient aus der
Anzahl der fur das Ereignis gunstigen Fdlle und der Anzahl aller moéglichen Falle
verstanden. Erstmalig in der Klassenstufe 9/10 wurde dieser Hintergrund in der 32.
MO verwendet, ohne es allerdings im Aufgabentext so zu benennen.

Aufgabe 24.15 — M0321045. In der Abbildung wird ein Stadtteil skizziert; die Linien
stellen die Strallen dar. Robert wahlt fur seinen Weg von der Schule S nach Hause H
an jedem Schultag einen der moglichst kurzen Wege.

VTS

\E/

()

Kommt er an die Ecke E, so kauft er sich ein Eis. Auf die Bitte, dies mdge nicht zu oft
vorkommen, vereinbart er, an jeder (fir moglichst kurze Wege) moglichen
Abzweigung durch Zufall zu entscheiden, welche der zwei zu wahlenden Richtungen
er einschlagt, das heillt so, dass jede dieser zwei Richtungen, unabhangig von der

vorher getroffenen Entscheidung, im Durchschnitt gleich oft vorkommt.

Nach so langer Zeit, dass derartige Zufallsaussagen sinnvoll sind, stellt sich heraus:
Robert hat im Durchschnitt an einem Drittel aller Schultage ein Eis gekauft.

a) Ererklart dazu: ”Mehr als ein Drittel aller moglichst kurzen Wege von S nach H
fuhren Gber die Ecke E.” Trifft das zu?

b) Seine Mutter meint: “"Dennoch miusste - bei Zufallsentscheidungen im
vereinbarten Sinn — durchschnittlich an weniger als einem Drittel aller
Schultage der Weg liber E fihren.” Trifft das zu?

4. Teil 1, Heft 8+9/2023, Teil 2: Heft 1/2025
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Lésungshinweis zu Teilaufgabe a): Um auf einem maoglichst kurzen Weg nach Hause
zu kommen, muss er — in beliebiger Reihenfolge — 6 Wegstilicke nach rechts und 4
nach unten zurlicklegen. Dafir gibt es

(6+4)=M=10-3-7=210

4 1-2-3-4
Moglichkeiten, sodass Robert genauso viele Wege prinzipiell zur Verfiigung hat.
Bei E kommt er nur genau dann vorbei, wenn unter den ersten vier Wegstlicken genau

eines nach unten dabei war. Dafir gibt es (Lll) = 4 mogliche Wege von S nach E. Um

nach dem Eiskauf noch nach Hause zu kommen, missen weitere 3 Wegstlicke nach
rechts und 3 nach unten zuriickgelegt werden, woflr es

6-5-4
(3;3)=3-2-1=20

Moglichkeiten gibt, sodass genau 4 - 20 = 80 > 70 = % - 210 moglichst kurze Wege
von S nach H Uber E flihren. Robert hat also mit seiner Aussage recht.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe b): Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass
Robert durch Zufallsentscheidungen von S nach E gelangt, genligt es, die
Wahrscheinlichkeit fir jeden dieser Wege von S nach E zu bestimmen und diese zu
addieren. Jeder dieser Wege besitzt eine Lange von 4 und tatsachlich ist sowohl zu
Beginn als auch an jedem Zwischenpunkt eine Entscheidung zu treffen, da an jeder
dieser Stelle zwei mogliche Fortsetzungen fir kirzeste Wege nach H existieren. Also

4
hat jeder dieser Wege eine Wahrscheinlichkeit von G) = 1—16, sodass Robert nur mit

) - ) 1 1 1. ) .
einer Wahrscheinlichkeit von 4-1—6=Z<§ in E vorbeikommen durfte. Roberts

Mutter hat also mit ihrer Aussage auch recht. Q

Bemerkung der MO-Aufgabenkommission: Der Unterschied kommt dadurch zu
Stande, dass die weiteren Wege, die nach H fihren, nicht gleichwahrscheinlich sind,
da nicht gleich viele Entscheidungen zu treffen sind: Ab Erreichen des rechten bzw.
unteren Rands ist der Restweg eindeutig vorgegeben. Erreicht man diesen friher, ist
der entsprechende Weg also aufgrund geringerer Anzahl an zu treffenden
Entscheidungen also wahrscheinlicher.

Aufgaben zur klassischen Wahrscheinlichkeit wurden dagegen in der Klassenstufe 12
schon seit der 5. MO haufig gestellt:

Aufgabe 24.16 — M0051214. Klaus und Dieter vereinbaren das folgende Spiel: Klaus
nimmt 6 Bindfaden gleicher Lange in eine Hand, so dass an jeder Seite der Faust sechs
Bindfadenenden herausragen. Dieter wird aufgefordert, die Enden auf jeder Seite
paarweise zusammenzukniipfen. Stellt sich beim Offnen der Hand heraus, dass die

8
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Bindfaden einen einzigen Ring bilden, so hat Dieter gewonnen, anderenfalls gewinnt
Klaus.

Wer von beiden hat die groBeren Gewinnchancen? Stellen Sie dazu folgende
Uberlegungen an!

a) Wie viele verschiedene Moglichkeiten m, die Bindfadenenden zu verknipfen,
gibt es Uberhaupt?

b) In wie vielen Fallen r erhalt man einen einzigen Ring?

c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit w, dass ein einziger Ring entsteht?

Bemerkung: w ist definiert als %, wobei m und r in a) und b) erklart sind.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe a): Die Enden seien auf einer Seite gemald der
Aufgabenstellung verbunden, z.B. 0.B.d.A. 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6. Auf der anderen
Seite hat man fiir das erste Ende 5 Mdéglichkeiten durch Verbindung. Danach kann
eines der vier freien Enden mit irgendeinem der drei anderen Enden verbunden
werden. Fir die restlichen zwei Enden bleibt nur noch eine Maoglichkeit. Die Zahl der
moglichen Falleistalsom =5-3 -1 = 15.

Lésungshinweise zu Teilaufgabe b): Verknlipfung auf der einen Seite wie unter a). Als
Resultat kann dann und nur dann ein einziger Ring entstehen, wenn auf der anderen
Seite 1 mit 3, 4, 5 oder 6 verknUpft wird.

Nehmen wir an, dass 1 mit 3 verknlpft ist. In diesem Fall entsteht genau dann ein
einziger Ring, wenn 2 mit 5 oder 6 verbunden wird. Entsprechend gibt es in jedem der
anderen Falle, namlich dass 1 mit 4, 5 oder 6 verbunden ist, genau zwei
Moglichkeiten, einen einzigen Ring erzeugen. Die Zahl der glinstigen Falle, in denen
ein einziger Ring entsteht, ist danachr =4 -2 = 8.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe c): Die Wahrscheinlichkeit ist

_r_38_ 0.533
w = —=1c=0
Dieter hat also die groferen Gewinnchancen. Q

Aufgabe 24.17 - 111236B. 50 weiRRe und 50 schwarze Kugeln sind so in zwei duRerlich
nicht unterscheidbare Urnen zu verteilen, dass keine Urne leer bleibt und alle Kugeln
verwendet werden.

Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die beiden Urnen vorzunehmen, wenn die
Wahrscheinlichkeit, beim (blindlings erfolgenden) einmaligen Wahlen einer der
beiden Urnen und Ziehen einer Kugel aus ihr eine weille Kugel zu ergreifen, so grof3
wie moglich ausfallen soll?
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Hinweise zur Aufgabenstellung:
1. In der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Wahrscheinlichkeit p
eines Ereignisses als Quotient aus der Anzahl g der fiir dieses Ereignis “glnstigen”

Falle und der Gesamtzahl m aller méglichen Falle definiert, also p = %gesetzt.

2. Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafir, aus einer Urne, die insgesamt u Kugeln und
darunter w weie enthalt, (blindlings) eine weille Kugel zu ziehen, als p =%
anzusetzen.

3. Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer
weillen Kugel p; bzw. p, betragen, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fir das
zusammengesetzte Ereignis “Auswahl einer der beiden Urnen und Ziehen einer

weilen Kugel aus der gewdhlten Urne” zup = % "p1 + % "Dy

Lésungshinweise: Es seien w und s die Anzahlen der weillen bzw. schwarzen Kugeln,
die in Urne 1 gelegt werden. Nach Voraussetzung ist dann (w,s) # (0,0) und

(w,s) # (50,50). Die Wahrscheinlichkeit, dass eine aus Urne 1 bzw. Urne 2 gezogene
50—w

Kugel weild ist, betragt p;(w,s) = % bzw. p,(w, s) = T

Die Gesamtwahrscheinlichkeit, eine weille Kugel zu ziehen, ist also
1
p(w,s) = 5 (p1(w,s) + p2 (W, s))

Gesucht sind w und s, sodass p(w, s) maximal wird. Firw = s giltp(w, s) = % . spater

werden wir sehen, dass dies nicht der gesuchte Maximalwert ist. Sei nun vorerst
w # s. Da nicht in beiden Urnen mehr schwarze als weiRe Kugeln sein konnen, wird
ohne Einschrankung angenommen, dass in Urne 1 mehr weilSe als schwarze Urnen
sind, also dass s < w gilt. Einfache algebraische Umformungen zeigen dann:

Fir0 <s <w < 50gilt
pitiw — 1,s — 1) >p;(w,s)undp,(w — 1,5 — 1) > p,(w,s).

Somit kann das Maximum von p(w,s) nicht fir 0 <s <w < 50 angenommen
werden,dap(w—1,s —1) > p(w,s).

Das Maximum von p(w,s) wird also fir s =0 (und w > 0) angenommen. Es gilt
( S)_l_(1+50—w)_ .
pWw,s) =73 100-w/) 100-w

74 74 1 . 74 . 3} .
p(l,O)—g . Wegen £>5 ist also s die groRtmogliche erreichbare

. Dies wird fiir w = 1 maximal, und dann ist

Wahrscheinlichkeit, eine weille Kugel zu ziehen.

Diese Wahrscheinlichkeit wird erreicht, wenn in Urne 1 eine weiRe und keine
schwarze Kugel (oder 49 weille und 50 schwarze Kugeln gelegt) werden. Q

10
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Aufgabe 24.18 - MO0191246B. In einer Dunkelkammer liegen ungeordnet 20 einzelne
Handschuhe von gleicher GroRe, und zwar

¢ 5 weilde Handschuhe fir die rechte Hand

¢ 5 weilde Handschuhe fur die linke Hand

¢ 5 schwarze Handschuhe fiir die rechte Hand
¢ 5 schwarze Handschuhe fir die linke Hand

Zwei Handschuhe gelten genau dann als ein passendes Paar, wenn sie gleiche Farbe
haben und der eine von ihnen fir die rechte Hand, der andere fiir die linke Hand ist.
Unter einem Zug sei die Entnahme eines einzelnen Handschuhs verstanden, ohne
dass dabei eine Auswahl nach Farbe und Form maoglich ist. Ein Spiel von n Ziigen
bestehe darin, dass man nacheinander n Zige ausfiihrt, die dabei entnommenen
Handschuhe sammelt und erst nach diesen n Zigen feststellt, ob sich unter den n
entnommenen Handschuhen (mindestens) ein passendes Paar befindet. Genau dann,
wenn dies zutrifft, gelte das Spiel als erfolgreich.

a) Ermitteln Sie die kleinste nattirliche Zahl n mit der Eigenschaft, dass ein Spiel
von n Zigen mit Sicherheit erfolgreich ist!

b) Ermitteln Sie die kleinste natirliche Zahl k mit der Eigenschaft, dass ein Spiel
von k Ziigen mit groBerer Wahrscheinlichkeit als 0,99 erfolgreich ist!

Lésungshinweise zur Teilaufgabe a): Gemald Angabe haben wir hier vier Gruppen von
je 5 Handschuhen zu folgenden Typen

e WL (= weil und fir linke Hand)

* WR (= weild und fir rechte Hand)

e SL (= schwarz und fiir linke Hand)

* SR (= schwarz und fiir rechte Hand)

Bei einer Ziehung von k Handschuhen, d.h., nach k “Zigen”, kommt es genau dann
zu einem Erfolg, wenn zwei Handschuhe der Typen WL und WR oder zwei Handschuhe
der Typen SL und SR darunter sind. Diese Paarungen mussen aber spatestens nach
11 (=5+ 5+ 1) Zigen auf jeden Fall auftreten.

Lésungshinweise zur Teilaufgabe b): Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit eines
Misserfolgs nach k Ziigen, wobei hier das kleinste k zu berechnen ist, flir welches
diese kleiner als 0.01. Wir gehen daher im Folgenden davon aus k > 5 sein wird, was
dann auch durch die Rechnung nachtraglich bestatigt wird.

Damit dann ein Misserfolg nach k € {6,7,8,9,10} Zligen eintritt, dirfen fir gezogene
Handschuhe natirlich nur einer der 4 Typenkombinationen WL-SL, WL-SR, WR-SL,
WR-SR auftreten. Die Wahrscheinlichkeit P, fiir einen Misserfolg nach k Zigen
betragt daher

11
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k .
po=a-] [AL=
k=71 122-1
j=1
und speziell fir k = 6 und k = 7 erhalten wir so die Werte Py = 0.02167 bzw.
P, = 0.00619. Die Antwort auf die Frage ist somit k = 7. ad

Aufgabe 24.19 — M0610935. Das FuBball-Pokalspiel geht nach 120 spannenden
Minuten ins ElfmeterschieRen. Dabei bestimmt jede der beiden Mannschaften
zunachst 5 Schitzen, die abwechselnd versuchen, vom Elfmeterpunkt ein Tor zu
erzielen: erst der erste Schitze der ersten Mannschaft, dann der erste Schiitze der
zweiten Mannschaft, dann der zweite Schiitze der ersten Mannschaft usw. Hat
danach eine Mannschaft mehr Tore erzielt, hat diese gewonnen. Wenn bereits vorher
der Vorsprung einer Mannschaft nicht mehr aufholbar ist, wird das ElfmeterschieRen
sofort vorzeitig beendet.

Lionels Mannschaft ist der groRe Favorit — wir nehmen an, dass jeder ihrer Schiitzen
mit Wahrscheinlichkeit g ein Tor erzielt, wahrend jeder der Schitzen der anderen

Mannschaft nur mit Wahrscheinlichkeit % trifft. Lionels Mannschaft schielRt zuerst,
und Lionel ist als flinfter Schiitze seiner Mannschaft aufgestellt.

Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass Lionel zum Schuss kommt, dabei trifft und
das entscheidende Tor zum Sieg schieRt (womit das ElfmeterschieRen direkt nach
seinem Treffer beendet ist)?

Losungshinweise: Wir nehmen an, dass das Spiel torlos ins ElfmeterschieRen ging.
Damit Lionel den Siegtreffer schiefSen kann, muss seine Mannschaft zuvor genau
einmal mehr getroffen haben als der Gegner.

Direkt vor seinem Schuss stand es aus Sicht seiner Mannschaft also (k + 1) : k mit
einem k € {0, 1, 2, 3}. Da das Spiel beim Stand von (k + 1) : k nach 8 Schiissen noch
nicht entschieden ist, ist keine Verteilung der Treffer auf die 8 Schiisse denkbar, bei
der die Partie schon vorher entschieden gewesen ware. Daher kdnnen die Treffer
jeweils beliebig auf die 4 Elfmeterschiisse der beiden Mannschaften verteilt sein. Flr

die Auswahl der k + 1 Torschiitzen aus Lionels Mannschaft gibt es (kjr—l)

Moglichkeiten, wobei (g) =1, (41}) =4, (;) =6, (;L) =4, (i) =1 gilt. Jeder

dieser k + 1 Spieler trifft mit Wahrscheinlichkeit g , die anderen 3 — k Spieler

schieflen mit Wahrscheinlichkeit § daneben. Fur die Auswahl der k Torschitzen aus

:) Moglichkeiten. Jeder dieser k Spieler trifft

mit Wahrscheinlichkeit § , jeder der anderen 4 -k Spieler schieft mit

der gegnerischen Mannschaft gibt es (

12
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Wahrscheinlichkeit % daneben. Die Wahrscheinlichkeit flir das Auftreten des
Torstands (k + 1) : k betragt also
i)'G) -G @66 =6i)E6E G
Addition Gberalle k = 0,1, 2, 3 liefert
2\° /1\° 2\° /1\°
Da Uberdies auch Lionel treffen muss und dies mit Wahrscheinlichkeit % geschieht, ist

die gesuchte Wahrscheinlichkeit fur Lionels Siegtreffer gleich

¢ (2)6 (1)3_56-26 3584

3) 3 39 19683

Lésungsvariante: Fiir die folgenden Uberlegungen nehmen wir zunéchst an, dass das
ElfmeterschieRen nicht vorzeitig abgebrochen wird. Es werden also in jedem Fall 10
Elfmeter geschossen, wonach die Mannschaft mit den meisten Toren gewinnt. Wir
sagen, ein Elfmeter geht positiv flr Lionels Mannschaft aus, wenn entweder sein
Team den Elfmeter schiel3t und trifft oder das gegnerische Team schiel$t und nicht
trifft. Ansonsten nennen wir den Ausgang negativ.

Lionels Mannschaft hat genau dann gewonnen, wenn mehr als die Halfte der 10
Elfmeter fiir sie positiv ausgegangen ist. Die gegnerische Mannschaft gewinnt
dagegen, wenn mehr als die Halfte der 10 Elfmeter negativ ausgeht. Zum sofortigen
Abbruch des Elfmeterschiellens kommt es jeweils direkt nach dem sechsten positiven
bzw. dem sechsten negativen Elfmeter.

Lionels Elfmeter muss also genau der sechste positive Elfmeter sein. Die
Wahrscheinlichkeit flr einen positiven Ausgang ist bei jedem Schuss g . Von den 8

Elfmetern vor Lionel missen also genau 5 positiv ausgehen, und Lionel muss selbst
treffen. Da die Ereignisse unabhdngig voneinander sind, missen die
Wahrscheinlichkeiten multipliziert werden; die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

genau
5

(8) _ (3) _(1)3 2 56-2° 3584
5/ \3 3/ 3 3% 19683
Aufgabe 24.20 — M0531041. Doppelkopf ist ein Spiel fiir vier Spieler. Zwei Varianten
dieses Spiels sind im Gebrauch. In jeder der beiden Varianten werden Spielkarten
verwendet, die sich durch ihre Farbe (etwa Eichel) und ihre Hohe (etwa Konig)
unterscheiden. Es sind die Farben Eichel, Griin, Rot und Schellen sowie die Hohen As,

Zehn, Konig, Ober, Unter und Neun in Gebrauch, wobei jede Spielkarte (also etwa
,Rot Ober”) doppelt vorhanden ist (daher auch der Name Doppelkopf). Alle Unter,

13



Mathematische Kostproben — Heft 02/2025 (Februar 2025)

Ober sowie die beiden Karten ,,Rot Zehn“ werden als Trumpfkarten bezeichnet, da
ihnen im Spiel eine besondere Rolle zukommt. Alle anderen Karten werden als
Farbkarten bezeichnet, wobei meistens die Farbkarten der Farbe Schellen auch
Trumpf sind. Die Karten werden anfangs vollstandig und zu gleicher Anzahl unter den
Spielern verteilt, dann kann das Spiel beginnen.

In der ersten Variante wird ohne Neunen, also mit 40 Karten gespielt. Jeder Spieler
erhalt in dieser Variante folglich 10 Karten und es gibt genau vier Farbkarten Rot (zwei
Asse und zwei Konige). In der zweiten Variante wird mit Neunen, also mit 48 Karten
gespielt. Jeder Spieler erhalt in dieser Variante folglich 12 Karten und es gibt genau
acht Farbkarten Griin (zwei Asse, zwei Zehnen, zwei Konige und zwei Neunen).

Man vergleiche die Wahrscheinlichkeit, dass beim Spiel mit Neunen die acht griinen
Farbkarten unter den Spielern gleich verteilt sind (jeder Spieler hat zwei griine
Farbkarten), mit der Wahrscheinlichkeit, dass beim Spiel ohne Neunen die vier roten
Farbkarten gleich verteilt sind (jeder Spieler hat eine rote Farbkarte).

Lésungshinweise: Die zu vergleichenden Wahrscheinlichkeiten bestimmen sich

. : : G G )

jeweils als Quotientp; = A—1 bzw. p, = A—2 aus der Anzahl der flr den betrachteten Fall
1 2

gunstigen (G, G,) zur Anzahl der moglichen (4,4, A,) Kartenverteilungen unter den
vier Spielern, die wir mit Anton, Bernd, Claus und Detlef bezeichnen wollen. Wir
denken uns die Karten auf der Riickseite mit den Zahlen 1 bis 40 bzw. 1 bis 48
durchnummeriert, so dass diese wohlunterscheidbar sind und wir sagen kénnen,
welche Kartennummern jeweils Anton, Bernd, Claus und Detlef zugeteilt wurden.

Bei jeder einzelnen Anzahlbestimmung ist aus einer Gesamtheit der Kardinalitat N
eine Teilmenge der Kardinalitat M < N auszuwahlen. Dies ist bekanntlich auf genau

Arten |||6g|iC||.

Variante ohne Neunen: A; kann wie folgt berechnet werden: Fir Anton werden 10
der 40 Karten ausgewahlt, fir Bernd weitere 10 der restlichen 30, fir Claus weitere
10 der restlichen 20 und Detlef bekommt die verbleibenden 10 Karten. Damit ergibt
sich
40\ /30N /20 40!-30!- 20!
A1 = (10) ' (10) ' (10) ~ 10!~ (40 — 10)!- 10! - (30 — 10)! - 10! - (20 — 10)!
40!

~ 104
G4 kann wie folgt berechnet werden: Wir bilden zwei Stapel, einen mit den vier roten

Farbkarten und einen zweiten mit den restlichen 36 Karten. Dann wahlen wir
nacheinander fir Anton eine der vier roten Farbkarten und 9 der 36 Restkarten, fiir
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Bernd eine der verbliebenen drei roten Farbkarten und 9 der 27 verbliebenen
Restkarten, fir Claus eine der verbliebenen zwei roten Farbkarten und 9 der 18
verbliebenen Restkarten. Die restlichen 10 Karten bekommt Detlef. Damit ergibt sich

36!
6=(3) () (F) ) (5) () =554
Variante mit Neunen: Ahnlich ergibt sich
48!
4= (1) () () = 2w

o= (1) () (0 0)- (o) @) o 77

Damit gilt
G, 36!"41 40! 1-2-3-4-10* 1000 1
PL=2 T 9% ‘10 20-39-38-37 9132 10
und
G, 4018 48! 2:3:4:5:6:7-8-11%-12%
P2 = T 1021 1214 24 41-42 - 48 -
1132 - 62 95832 1
~41-43-23-47 1905803 10
also p; > p,. u

Anmerkung: Es gilt p; = 0.109 und p, = 0.0503.

Aufgabe 24.21 - M0361041. In einem ,,4 X n Kartenspiel’” gebe es 4 ,Farben” und
von jeder Farbe n ,Bilder”; dabei sei n eine natirliche Zahl mit n > 5 . Gefragt wird
nun, wie grol® die Chance ist, bei zufalligem Ziehen von flunf Karten des Spiels solche
Karten zu ziehen, die alle fiinf einander gleiche Farbe haben. Jemand bemerkt, dass
diese Chance umso grofRer ist, je groBer n ist. Bei einem Skatspiel (n = 8)
beispielsweise haben etwa 0.1112 % aller Moglichkeiten, flinf Karten zu ziehen, die
Eigenschaft, dass es flinf Karten einander gleicher Farbe sind, bei einem Romméspiel
(n = 13) sind es bereits etwa 0.1981 % aller Moglichkeiten.

Kann n so groR gewahlt werden, dass der Anteil der Moglichkeiten, finf Karten
gleicher Farbe zu ziehen, 0.5 % aller Moglichkeiten erreicht oder tbersteigt?

Losungshinweise: Wir wenden die Formeln zur Anzahl der Maoglichkeiten, 5
gleichfarbige Karten auszuwahlen, sowohl fur die glinstigen als auch fir die méglichen
Falle an und bilden zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeit deren Quotient

4. (M 4-n-(n—1) - n—2)-n—3)-(n—4)

W = (5)_ 1-2-3-4-5

n_(4'n)_4-n-(4-n—1)-(4-n—2)-(4-n—3)-(4-n—4)
5 1-2-3-4-5
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_ (n-1)-(n-2)-(n—-3)-(n—4)
C(4n—-1)-@n-2)-4n-3)-(4-n—-4)

Wir Gberpriifen die angegebenen Beispiele firn = 8 undn = 13:

__7654 _ 1 0.1112%
W8 =31.30-29-28 31-29 = 0
12-11-10°9 i1-9
Wi3 ~ 0.1981%

T 51-50-49-48 51-5-49-4

Wir schatzen den Bruch ab, indem wir im Zahler den kleinsten Faktor und im Nenner
den grolRten Faktor wahlen:

m—1D)-n=2)-(n—=3)-(n—4) (n—1)* <14

(4'71—1)-(4-n—2)-(4-n_3).(4.n_4)<(4_n_4)4= Z) < 0.391.

Somit muss die Frage verneint werden: Es ist nicht moglich, n so grol zu wahlen, dass
die gesuchte Wahrscheinlichkeit 0.5 libersteigt. Q

Bekannte Satze der Mathematik®

EUGENE CHARLES CATALIN® stellte 1844 die nach ihm benannte Catalanische Vermutung
auf: Die einzige ganzzahlige Lésung der Gleichung x? —y?9 =1 mit x,y,p,q > 1
lautetx =3,p =2,y =2undq = 3.

Erst nach Gber 150 Jahren wurde diese Vermutung 2002 von PREDA MIHAILESCU’
bewiesen. In der Bundesrunde der 63. Mathematik-Olympiade gab es passend zu
dieser Vermutung die

Aufgabe — M0630943/M0631042. Bestimmen Sie alle Losungspaare (m,n) ganzer
Zahlen m und n, fur die 2™ = 255™ + 1 gilt.

Vorbemerkung: Wir konnen negative Zahlen m und n leicht ausschliefen, denn
255™ ist stets positiv und so ist die linke Seite der Gleichung groRer als 1. Weiter
impliziert 2™ > 1 positives m > 1. Damit ist die linke Seite der Gleichung mindestens
2, woraus n = 0 folgt. Bis auf die Sonderfdlle m = 1, n = 1 oder n = 0 erinnert die
Aufgabe also an die Catalanische Vermutung. Der folgende kurze Lésungsweg erweist
sich damit als vollstandig:

Losungshinweise: Nach der Catalanischen Vermutung kénnen nicht beide Exponenten
mund n groBer als 1 sein (weil daflir die Losung bereits eindeutig bestimmt und
abweichend von der Aufgabenstellung ist).

> Nach Fricke, Jan, Die Catalanische Vermutung in der Mathematik-Olympiade. In: Mitteilungen des
Mathematik-Olympiade e.V., Heft 57, November 2024, S. 56f.

6 Belgischer Mathematiker, geb. 1814, gest. 1894

7 Rumaénischer Mathematiker, geb. 1955

16



Mathematische Kostproben — Heft 02/2025 (Februar 2025)

Firn = 0 finden wirm = 1. Firn = 1 finden wir m = 8. Weitere Losungen als (1, 0)
und (8, 1) kann es also nicht geben. EI

Der Beweis von PREDA MIHAILESCU ist so komplex, dass er nicht im Rahmen der MO zu
erwarten ist. Es gibt einen schwicheren Satz, der auf KARL ZsiGMONDY® aus dem Jahr
1892 zurilickgeht:

Satz von ZsIGMONDY. Seien a > b teilerfremde positive ganze Zahlen und n > 1
ganzzahlig. Dann gibt es einen Primteiler p von a™ — b™, der fir kein k mit0 < k <n
ein Teiler von a™ — b™ ist, ausgenommen

- nm=2unda + b ist eine Zweierpotenz
- n=6,a=2undb =1.

Lésungsvariante zur MO-Aufgabe, basierend auf dem Satz von Zsigmondy: Wir wissen
bereits, dass n nicht negativ ist. Fir n = 0 und n =1 finden wir wie oben die
Losungspaare (1, 0) und (8, 1).

Angenommen, es gibt eine Losung (m,n) mit n > 1. Dann ist m > 8 und es gilt
2M — 1 =255"=3"-5".17" Wegen 28 = 3:5- 17 kommt jeder Primfaktor von
2™ — 1 bereits in 28 — 1 vor, was dem Satz von ZSIGMONDY widerspricht — es kann also
keine weiteren Losungen geben. Q

Lésungsvariante der MO-Aufgabe (des MO-Aufgabenausschusses): Es wird eine
Fallunterscheidung bezlglich m durchgefihrt.

Fall1: m < 0. Dannist 2™ < 1. Da stets 255™ + 1 > 1 ist, gibt es in diesem Fall keine
Losung.

Fall 2: m = 1. Hier erhalten wir 21 =2 = 255" + 1, also 255" = 1 und daher
n = 0. Die Probe bestatigt, dass (1, 0) tatsachlich ein Losungspaar ist.

Fall 3: m = 2. In diesem Fall gilt 2™ > 4, also 255™ > 3. Somit muss n > 0 gelten.
Dann endet 255" + 1 stets auf die Ziffer 6. Da sich die Einerziffern von 2™ periodisch
wiederholen (2, 4, 8, 6, 2, 4, ... ), kommen flir m nur die Vielfachen von 4 in Frage, also
m = 4 - k mit k > 1 und ganzzahlig. Wir erhalten 2™ = 24* = 16*. Die zu l6sende
Gleichung lautet dann (4%)2 = 255" + 1. Umformen und Faktorisieren unter
Verwendung der Primfaktorzerlegung 255 = 3 -5 - 17 ergeben

(4% —1)- (4% + 1) = 255" = 3757 17"
bzw.
(2K —1)- (2K +1) - (4% + 1) = 255" = 3" .57 17"

8 Osterreichischer Mathematiker, geb. 1867, gest. 1925
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Die Faktoren 3, 5 und 17 sind Primzahlen, und 4% — 1 und 4% + 1 sind teilerfremd
wegen ggT(4*% —1,4% +1) = ggT(2,4*+1) =1.° Damit gilt erst recht
ggT (4% + 1,2 —1) =1 und ggT(4* + 1, 2+ 1) = 1. 2k — 1 und 2¥ + 1 sind
wegen ggT (2% —1,2%¥ +1) = ggT(2,2¥ + 1) = 1 ebenfalls teilerfremd. Wegen
2k —1 < 2% + 1 < 4% + 1 ergeben sich fiir nun die folgenden Méglichkeiten.

Fall 3.1: 2% —1 = 1und (2% + 1) - (4* + 1) = 255", was keine Lésung liefert.

Fall 3.2: 2% — 1 > 1 bzw. k > 1. Da die Zahl 255" nur drei verschiedene Primfaktoren
besitzt, lasst sie sich eindeutig als Produkt von drei der Grofle nach geordneten
paarweise teilerfremden Faktoren gréRer als 1 schreiben und es muss 2% — 1 = 37,
2% +1 = 5" und 4% + 1 = 17" gelten, also insbesondere auch 3™ + 2 = 5™ oder

n
aquivalent (g) + 52_n = 1. Firn = listdiesrichtig, und eine Probe bestatigt, dass mit
k = 2 und m = 8 alle Gleichungen erflllt sind. Fir n > 1 ist die linke Seite aber
kleiner als % + é = 1 und es gibt keine weitere Losung. Q

Die Jury der Bundesrunde musste entscheiden, ob die Kurzfassungen auf der Basis der
Catalanischen Vermutung oder des Satzes von ZSIGMONDY als vollstandige Losung
anzuerkennen sind. Aufgrund des Hinweises auf dem Aufgabenblatt

... Auf eine Beweisangabe kann aufSerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen
eigenen Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.”

wurde zugunsten der Teilnehmer ein solcher Losungsweg akzeptiert. Will man so eine
Vereinfachung vermeiden, ist die Aufgabenstellung etwa wie folgt zu erganzen: Fiir
die Losungsdarstellung genligt es nicht, einen geeigneten Satz zu zitieren und
anzuwenden.

Monatsaufgabe 02/2025°

Es sitzen 2024 Mathematigerinnen'! in einer Reihe am Ufer des Flusses Tisza. Jede
von ihnen arbeitet an genau einem Forschungsthema. Falls zwei Mathematigerinnen
am selben Thema arbeiten, arbeiten auch alle Mathematigerinnen, die zwischen
ihnen sitzen, an diesem Thema.

° Dabei wurde von der Beziehung ggT (4, B) = ggT (B — A, B) Gebrauch gemacht.

10 gsungseinsendungen an bino@hrz.tu-chemnitz.de sind bis 31.03.2025 willkommen und werden
kommentiert und bewertet zuriickgesandt.

11 Die Mathematigerin (anstelle des Genderns fir ,Mathematiker”) (https://www.mathe-
wettbewerbe.de/fileadmin/Mathe-Wettbewerbe/Mathematik-Olympiade/Fotos/Mathematik-
Olympiade 2023/Originaltiger.JPG) ist seit 2007 das Maskottchen der Wettbewerbsteil-
nehmerinnen und -teilnehmer bei jeder IMO, EGMO, Mathematik-Olympiaden Bundesrunde und
vielen weiteren mathematischen Events.
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Marvin versucht, fir jedes Paar von Mathematigerinnen herauszufinden, ob sie am
selben Forschungsthema arbeiten. Er darf dafiir jeder Mathematigerin die folgende
Frage stellen: ,Wie viele von diesen 2024 Mathematigerinnen arbeiten an deinem
Forschungsthema?“ Er stellt diese Fragen nacheinander. Er kennt also alle bisherigen
Antworten, bevor er die nachste Frage stellt.

Bestimme die kleinste positive ganze Zahl k, sodass Marvin sein Ziel stets mit
hochstens k Fragen erreichen kann.

Losungshinweise zur Monatsaufgabe 12/2024

Aufgabe I-4 (Individualwettbewerb der 18. MeMO, 2024, Szeged/Ungarn). Fir eine
positive ganze Zahl n bezeichne g (n) die Summe der positiven Teiler von n.

Bestimme alle Polynome P mit ganzzahligen Koeffizienten, sodass fiir alle positiven
ganzen Zahlen k der Wert P (k) durch a(k) teilbar ist.

Lésungshinweise: Wir verwenden mehrfach die bekannte Aussage fir Polynome P
mit ganzzahligen Koeffizienten und ganzen Zahlen a und b, nach der die Differenz
a — b ein Teiler von P(a) — P(b) ist.

Wir betrachten zwei Primzahlen p und g mit p # q. Zudem sei P ein Polynom mit der
geforderten Eigenschaft. Weil das Produkt p - g die Teiler 1, p, g und p - g besitzt, gilt
ocp-q9)=1+p+q+p-gq=A+p)-(1+q). Weil g(p-q) ein Teiler von
P(p-q) sein soll, gilt auch (p + 1)(q + 1) | P(p-q)- Dies ist aquivalent zu
P q=(p—qg-DIP(p- ).

Setzen wir a=p-qund b=—p—q—1, so folgt aus a — b|P(a) — P(b) auch
(p+1)-(q+1)|P(q-p) und wir erhalten (p +1)-(q +1)|P(—p — q — 1). Dann
ist aber auch jeder der beiden Faktoren ein Teiler von P(—p — q — 1) und folglich gilt
auch —p — 1|P(—p—q — 1).

Setzen wir nun a=-p—q—1 und b= —q, so erhalten wir die Aussage
—p —1|P(—p —q — 1) — P(—q). Weil bereits —p — 1|P(—p —q — 1) gilt, folgt
auch p + 1|P(—q) fur alle Primzahlen p und q. Dies ist jedoch nur fiir P(—q) = 0
erfillbar. Da es unendlich viele Primzahlen q gibt, besitzt das Polynom unendlich viele
Nullstellen. Daraus folgt unmittelbar P = 0, also das Nullpolynom, als einzige
Moglichkeit, die geforderte Eigenschaft zu erflllen. Q

In alten Mathe-Biichern geblattert

Journal
far die
reine und angewandte Mathematik.
In zwanglosen Heften
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herausgegeben von
A.L. Crelle
Mit thatiger Beforderung hoher Koniglich-Preusicher Behorden
Sieben und zwanzigster Band
Berlin, 1844

13.
Note

extraite d’une lettre adressce a I'éditeur par Mr. E. Calalan, Répétitcur a I'école
polytechnique de Paris.

S.192

,,Je vous prie, Monsieur, de vouloir bien énoncer, dans votre recueil, le
,»ihéoréme suivant, que je crois vrai, bien que je n'aie pas encore réussi a
»le démontrer complétement: d’autres seront peut-étre plus heureux:
»,Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne peuvent étre
,des puissances exactes; autrement dit: I'équation ™ —y" =1, dans
»laquelle les inconnues sont entiéres et positives, n’admét quune seule
»Solution.”

————— R —————

Ich bitte Sie, Herr, in lhrer Sammlung zu erwdhnen. Ich glaube, dass das folgende
Theorem wahr ist, obwohl es mir noch nicht gelungen ist, es vollsténdig zu beweisen:
Andere werden vielleicht gliicklicher sein: ,,Zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen
aufier 8 und 9 kénnen keine exakten Potenzen sein; mit anderen Worten: Die
Gleichung, in der die Unbekannten ganzzahlig und positiv sind, hat nur eine einzige
Lésung.”

Termine

Wettbewerb ,Jugend forscht”, Regionalwettbewerb Nordwestsachsen, 13.02.2025
in Leipzig, 14.00 — 18.30 Uhr, Universitat Leipzig

64. Mathematik-Olympiade, Landesausscheid Sachsen, 01./02.03.2025

Wettbewerb ,Jugend forscht”, Regionalwettbewerb Siidwestsachsen, 07.03.2025 in
Chemnitz, 13.00 — 17.00 Uhr, IHK Chemnitz

Wettbewerb ,Jugend forscht”, Regionalwettbewerb Ostsachsen, 08.03.2025 in
Dresden 14.00 — 18.30 Uhr, Sachsen Energie Dresden
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