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Vorwort zur deutschen Ausgabe

Die »Unterhaltsame Geometrie«ist sowohl fir Freunde der Mathematik als auch
fiir solche Leser gedacht, die Geometrie nur an der Schultafel gelernt haben oder
heute noch lernen. Fiir viele Menschen ist die Mathematik geheimnisvoll und
undurchdringlich. Sie sind nicht gewoshnt, in den uns umgebenden Dingen und
Vorgingen geometrische Beziehungen zu erblicken, weil sie wenig angeregt wur-
den, Lehrsitze der Geometrie im praktischen Leben anzuwenden oder sich ihrer im
Zeltlager, beim Wandern usw. zu bedienen.

Den Lesern die Geometrie durch eine Auswahl reizvoller und fesselnder Er-
scheinungen niherzubringen oder, um die Worte des Verfassers zu gebrauchen,
yFreude an der Geometrie und Lust zu ihrem Studium zu erweckeng, ist die Auf-
gabe dieses Buches. Darum verlegt der Verfasser die Geometrie aus dem Raum der
Schule hinaus ins Freie, in den Wald, aufs Feld, zum FluB}, auf die Landstrale.
Dortt, unter freiem Himmel, widmet er sich ohne Tafeln und ohne Lehrbiicher un-
gezwungen dieser Wissenschaft. Er lenkt die Aufmerksamkeit des Lesers auf die
Werke Puschkins, Gogols, Tschechows und anderer Dichter, findet Themen fiir
geometrische Aufgaben in den Werken Mark Twains, Jules Vernes und Jack Lon-
dons und bietet dem Leser eine Reihe von Aufgaben aus vielen Gebieten des tig-
lichen Lebens, deren oft Uberraschende Ergebnisse ihm manches Wissenswerte ver-
mitteln.

Gerade durch die lebendige und anschauliche Darstellung ist dieses Werk auch
dazu geeignet, den Geometrieunterricht in unseren Schulen zu beleben. Es ist kein
geometrisches Lehrbuch, kann aber dem Lehrer zahlreiche Hinweise fur die
abwechslungsreiche Gestaltung des Unterrichts geben.

Wenn das Ziel erreicht wird, viele Menschen fir einige Stunden durch die an-
regende Lektiire zu unterhalten und sie dadurch fiir die Probleme der Mathematik
zu gewinnen, so hat dieses Buch seine Aufgabe erfiillt.

Wir danken dem Staatsverlag fiir theoretisch-technisches Schrifttum in Moskau/
Leningrad, dessen 8. Auflage aus dem Jahre 1951 der deutschen Ausgabe zugrunde
liegt. Alle in der sowjetischen Ausgabe enthaltenen Angaben, Beispiele und For-
meln wurden durchgesehen und einige Angaben erginzt.

Perelmans Buch »Unterhaltsame Geometrie« wird auch inDeutschland der Mathe-
matik neue Freunde zufihren. Wieweit das gelungen ist, hoffen wir durch den
Leser zu erfahren.

DER VERLAG



Inhalisverzeichnis

Vorwort des Vetlages. . . .

ERSTER TEIL

Geometrie im Freien

1. Kapitel

Geometrie im Walde

Die Hohenmessung nach der Schattenlinge
Zwei weitere Verfabren . . . . .
Das Jules-Verne-Verfahren . . .

Was tat der Sergeant?

Mit Hilfe des Notizbuches .

Ohne sich dem Baum zu nihern . .
Der Hohenmesser des Forsters . . .
Mit Hilfe eines Spiegels

Die Form des Baumstammes

Die Universalformel. . . Ce
Volumen und Gewicht eines Baumes .
Die Geometrie der Blitter

Die sechsbeinigen Kraftmeier

2. Kapitel

Geometrie am Fluf

Wie milt man die Breite eines Flusses?
Mit dem Mitzenschirm .

Die Linge der Insel

Der Fufiginger am anderen Ufer

Die einfachsten Entfernungsmesser .
Die Energie eines Flusses . .
Stromungsgeschwindigkeit eines Flusses .
Wieviel Wasser stromt den FluB hinab?
Die Olschicht auf dem Wasser .

Die Kreise auf dem Wasser .

Das Phantasie-Schrapnell .
Die Bugwelle. . . . . . . . . ..
Die GeschoBgeschwindigkeit .

Wie tief ist der See? . .

Der Sternenhimmel im FluB . . . . . .
Der Weg tber den Flu. . . . . . ..
Der Bau zweier Briicken .

14
16

17

. 18-

19
20
22
23
24
26
28

30

32
35
37

40
42
43
44
47
48
49
50
52
54
55
56
57

. .5
3. Kapitel
Geometrie auf freiem Felde
Die scheinbare MondgréBe . . . . . . 58
Der Gesichtswinkel . - 60
Der Mond und der Teller . 61
Der Mond und die Miinzen . . 61
Sensationsaufnahmen 62
Der lebende Winkelmesser 65
Der Jakobstab 67
Der Gitterwinkelmesser 68
Der Winkel des Artilleristen. 69
Die Sehschirfe des Menschen 70
Die Grenzminute . . R 71
Mond und Sterne am Honzont . 73
Wie lang ist der Schatten des Mondes
und eines Stratosphirenballons? 75
Wie hoch schwebt die Wolke iiber dcr
Erde? . e &1
Die Turmhohe wird nach dem Foto
bestimmt . . . e e e e e e 79
Zut Selbstubung e e e e e . 81
4. Kapitel
Geomelrie auf der Wanderung

Die Kunst des Schrittmessens . . . 82
Das Augenmal3 . . . . . . 82
Abschiissige Strecken . 86
Der Schotterhaufen . . . . 88
»Der stolze Higele . . . . . 88
An der StraBenkurve 90
Der Krimm ngsradius 91
Auf dem Meeresgrund 92
Gibt es Wasserberge? . . 94



5. Kapitel
Retsetrigonometrie ohne Formeln und Tabellen

Die Sinusrechnung . . . . . . . .. 95
Wurzelziechen . . . . ... . o8
Wie wird der Winkel nach dcm Sinus

gefunden? . . . . . . . ... ... g8
Der Sonnenstand L. 100
Die Entfernung biszur Insel . . . . . Too
Wie breit ist der See? . . . . . . .. 101
Eine dreieckige Parzelle . . . . . . 102

Winkelbestimmung ohne jede Mcssung 103

6. Kapitel
Wo Evde und Himmel sich treffen

Die Sichtweite
Das Schiff am Horizont

.

....... . Io4

Die Entfernung des Horizonts . . . . 107

Der Turm nach Gogol . . . . . . . . IIo
Wo sich die Schi¢nen treffen . . . . . 11I
Leuchtturmaufgaben . . . . . . . . . 112
Der Blitz. . . . . . .. .. ... . 113
Das Segelboot . . . S & &
Die Sicht auf dem Mond N § &1
Im Mondkrater . . . . . . . . . . . II4
Auf dem Jupiter. . . . . . . . . . . II4
Zur Selbstitbung . . . . . . . . . . 115
7. Kapitel

Geometrie auf den Spuren Robinsons

(Einige Seiten aus Jules Vernes Werken)

Geometrie des Sternenhimmels . . . . 115
Die Lage der »Geheimnisvollen Insel«
wird bestimmt . . . . 118

Bestimmung der gcograpl-uschen Langc 119

ZWEITER TEIL

Geometrie zwischen Spal und Ernst

8. Kapitel

Geometrie im Dunkeln

Im Schiffsladeraum . . . . . . . . . 123
Die FaBvermessung . . . . . . . . . 123
Der Mefistab . . . . . . . . . .. . 124
Was nun auszufithren war . . . . . . 125
Die Gegenprobe . . . . . .. 127
Mark Twains nichtliche \Vandcrung . 130
Das ritselhafte Irren im Kreise . . . . 13I
Messungen mit det Hand . . . . . . 137
Der rechte Winkel im Dunkeln . . . . 139
9. Kapitel

Altes und Neues itber den Kreis

Praktische Geometrie bei Agyptern

und Rémern . . . ... . . . I40
»Das kenne ich und wclB €s ganz genau« I4I
Hier irrt Jack London . . . . . . . . 143
Der Nadelwurf . . . Coe e . 143

Das Aufrollen des Krelscs v e« .. 145

Die Quadratur des Kreises . . . . . . 146
Das Bingsche Dreieck . . . . . . . . 149
Kopf oder FiBe? . . . . . . . . . . I50
Der Draht lings des Aquators .. I5I
Tatsachen und Rechnungen. . . . . . 152
Die Seiltinzerin . . . T 471
Der Weg iber den Pol P £ 74
Die Linge eines Treibriemens . . . . 161
Die Aufgabe vom klugen Raben . . . 164
10. Kapitel
Geometrie ohne Messungen und Rechnungen
Konstruktionen ohne Zitkel . . . . . 165
Der Schwerpunkt einer Platte . . . . . 166
Die napoleonische Aufgabe . . . . . . 167
Die Dreiteilung eines Winkels . . . . 168
Die Teilung des Kreises . . . . . I7o
Die StoBrichtung einer Bll.laxdkugel .. 171
Die kluge Billardkugel . . . . . . . . 173
Mit einem Federstrich . . . . . .. 178
Die sieben Briicken von Kahnmgrad . 181
Ein geometrischer Scherz. . . . . . . 181



11, Kapitel

Das Grofe und das Kleine in dev Geometrie

27 000 000 000 000 000000 in einem
Fingerhut .

Druck und Volumen .

Zwei Glaser .

Die Riesenzigarette

Das StrauBenei

Das Epiornisei

Die Eier unserer emhcxmlschen Vogel

Bestimme das Gewicht der Eierschale,

ohne das Ei zu zerschlagen!

Die GroBe unserer Miinzen .

Die Millionenrubelmiinze .
Anschauliche Bilder

Unser Normalgewicht

Riesen und Zwerge

Die Gullivergeometrie

Warum schweben Staub und Wolkcn
in det Luft?

183
185

191
193
194
195

197

12, Kapitel

Gronomische Geowmetrie

Wie Pachom sein Land kaufte

Die Aufgabe Leo Tolstojs

Trapez oder Rechteck? .
Die ausgezeichneten Eigenschaften

des Quadrats Ce
Grundstiicke von anderer Form

Die Figur mit dem gréfBten
Flicheninhalt

Die Nigel .
Der Korper mit dem groBten Volumen
Das Produkt gleicher Faktoren .

Das Dreieck mit der grofiten Fliche
Die schwerste Bohle .

Das Pappdreieck .
Der Klempner in Sch\merlgkelten .
Der groBte Zylinder im Kegel

Wie verlingert man ein Brett? .

Der kutzeste Weg .

210
210
211
212
213
214
216
218
219



ERSTER TEIL

GEOMETRIE IM FREIEN

Die Natur spricht die Sprache der Mathematik:
die Buchstaben dieser Sprache sind Dreiecke, Kreise und

ander: mathematische Figuren,
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ERSTES KAPITEL

Geometrie im Walde

Die Héhenmessung nach der Schattenlinge |

Heute noch erinnere ich mich daran, wie erstaunt ich war, als ich zum ersten
Male den grauhaarigen Forster sah, der neben einer hohen Kiefer stand und ihre .
Hohe mit Hilfe eines winzigen Tascheninstruments zu bestimmen versuchte. Als er
mit dem kleinen, viereckigen Tifelchen nach der Baumkrone peilte, dachte ich, der
Alte wiirde nun den Stamm hinaufklettern und mit der MeBkette die Hohe messen.
Statt dessen steckte er sein Gerit in die Tasche und erklirte, er sei fertig. Und ich
hatte mir eingebildet, er sei Gberhaupt erst am Anfang!

Damals war ich noch sehr jung. Ein MeBverfahren, bei dem ein Mensch die Héhe
eines Stammes bestimmt, ohne ihn zu erklettern oder zu fillen, hielt ich fir ein klei-
nes Wunder. Erst spiter, als ich mit den Anfingen der Geometrie vertraut wurde,
begriff ich, wie einfach solche »Wunder« geschehen, Es gibt verschiedene Metho-
den, um derartige Messungen durchzufihren, fiir die nur sehr primitive oder iibet-
haupt keine Vortrichtungen gebraucht werden.

Die leichteste und wohl ilteste Methode ist zweifellos die des griechischen Weisen
Thales, der sechs Jahrhunderte vor unserer Zeitrechnung die Hoéhe einer dgypti-
schen Pyramide bestimmte. Ex benutzte dazua ihren Schatten. Der Pharao und die
Priester versammelten sich am Fulle der Pyramide und beobachteten erstaunt den
Fremdling aus dem Notrden, der die Hohe des gewaltigen Bauwerks aus seinem
Schatten feststellte. Wie die Sage erzihlt, wihlte Thales die Stunde eines Tages, zu
der die Linge des eigenen Schattens seiner KorpergréBe entsprach. In diesem
Augenblick muBte ja die Hohe der Pyramide ebenfalls der Linge ihres Schattens
gleich sein®.

Dieses ist vielleicht der einzige Fall, daB ein Mensch aus seinem Schatten Nutzen
z0g.

Heute erscheint uns die Aufgabe des griechischen Weisen kindlich einfach. Ver-
gessen wir aber nicht, daf3 wir auf sie von der Hohe des Gebiudes herabblicken, das
nach Thales errichtet wurde. Er lebte lange vor Euklid, dem Verfasser jenes wun-
derbaren Werkes, nach dem die Menschheit noch zwei Jahrtausende nach seinem
Tode Geometrie studiert. Die Erkenntnisse dieses Buches sind heute jedem Schul-
buben vertraut, zu Thales” Zeiten waren sie aber noch unbekannt. Die Losung der
Aufgabe, die Hohe der Pyramide durch die Schattenlinge zu bestimmen, setzt
einige geometrische Kenntnisse Gber das Dreieck voraus. Es handelt sich um zwei
Eigenschaften, deren erste Thales selbst entdeckt hat:

* Natlirlich rauBte der Schatten vom Mittelpunkt der quadratischen Grundfliche der Pyramide gerechnet
werden. Thales konnte die GrioBe dieser Grundfliche ja unmittelbar messen.
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Abb. 1. Messen der Baumhihe mit Hilfe der Schatten.

1. Die an der Grundlinie eines
gleichschenkligen Dreiecks gele-
genenWinkelsind einander gleich;
umgekehrt sind die den gleichen
Winkeln eines Dreiecks gegen-
iiberliegenden Seiten einander
gleich.

2. Die Summe der Winkel eines
beliebigen Dreiecks (also auch
eines rechtwinkligen!) ist zwel
rechten Winkeln gleich.

Nur mitdiesen Kenntnissen aus-
geriistet, durfte Thales behaupten,
daB3 die Sonnenstrahlen auf eine
waagerechte Ebene unter einem
halben rechten Winkel dann auf-

treffen, wenn sein Schatten seiner Kéiperlinge gleichkam; also die Spitze der Pyra-
mide, der Mittelpunkt ihrer Grundfliche und das Ende des Schattens ein gleich-

schenkliges Dreieck bilden.

Es hat den Anschein, als wire dieses einfache Verfahren durchaus geeignet, an
klaren, sonnigen Tagen die Hoéhe einzeln stehender Biume zu messen, deren Schat-
ten nicht mit dem Schatten. der Nachbarbiume verschmelzen. In unseren Breiten
ist es jedoch nicht so leicht wie in Agypten, den richtigen Augenblick zum Messen
abzupassen. Die Sonne erhebt sich nicht so hoch iiber den Horizont, und die Schat-
ten sind nur im Sommer in den Mittagsstunden der Linge der sie erzeugenden

Iy e

) .
S —
o N —

Abb. 2. Das Schattenverfahren ist unbrauchbar.
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Gegenstinde gleich. Daher ist das Verfahren des Thales in der beschriebenen Form
fiir uns nicht immer anwendbaz.

Es kann indessen ohne besondere Schwierigkeiten so abgeindert werden, daf3
man bei sonnigem Wetter einen beliebig langen Schatten benutzt. AuBerdem mifB3t
man den eigenen Schatten bzw. den Schatten eines senkrechten Stabes. Die zu mes-
sende Hoéhe wird durch folgende Proportion (Abb. 1) errechnet:

AB:A'B'= BC:B'C’
d.h. die Hohe des Baumes Ubersteigt die des eigenen Kdrpers bzw. die der MeB-
latte um so viele Male, wie der Schatten des Baumes linger ist als Thr eigener Schat-
ten (bzw. die Schattenlinge des Stabes). Diese Tatsache ist auf Grund der Ahnlich-
keit der Dreiecke ABC und A'B’C’ ohne weiteres klar.

Mancher Leser wird vielleicht erwidern, dal3 ein so einfaches Verfahren {iber-
haupt keinerlei geometrischer Begriindung bedazf. Ist es denn nicht chne weiteres
klar, daB ein Baum um so hoher ist, je linger sein Schatten ist? Nun, ganz so ein-
fach ist die Sache nicht. Versuchen Sie einmal, die gleiche Regel bei Schatten anzu-
wenden, die durch das Licht einer Strallenlaterne oder einer Lampe geworfen wer-
den.

Die Regel versagt! Abb. 2 zeigt, dall der Zaunpfosten AB etwa dreimal so hoch
ist wie der Bordstein EF. Der Schatten des Zaunpfostens dagegen Ubertrifft den des
Botdsteins etwa um das Achtfache (BC : FG). Ohne Geomettrie ist es im vorliegen-
den Fall unméglich zu erkliren, warum unser Verfahren nicht angewendet werden
kann.

Aufgabe

Betrachten wir nun die Angelegenheit nidher. Der Kern der Sache ist der, dal3 die
Sonnenstrahlen als parallel angesehen werden und die Strahlen der Strallenlaterne
nicht. Diese letzte Tatsache ist ohne weiteres klar. Warum aber betrachten wir die
Strahlen der Sonne als parallel, obwohl sie sich unbedingt in ihrem Entstehungs-
punkt schneiden?

Loésung

Die auf die Erde einfallenden Sonnenstrahlen kénnen darum als parallel betrach-
tet werden, weil der Winkel zwischen den einzelnen Strahlen duBerst gering, prak-
tisch gar nicht feststellbar ist. Sie kénnen sich durch eine einfache Rechnung davon
Ubetzeugen. Stellen Sie sich einmal zwei von irgend einem Punkt der Sonne aus-
gehende Strahlen vor, die auf die Erde in einer Entfernung von einem Kilometer
voneinander entfernt einfallen. Wenn wir eine Spitze des ZirkelfuBes auf diesen
Punkt der Sonne setzen und mit dem anderen Ful} einen Halbmesser beschreiben,
dessen Linge der Entfernung zwischen der Sonne und der Erde (also etwa 150 Mill.
km) gleich ist, so haben wir zwischen unseren beiden Strahlen einen Krejsbogen
von einem Kijlometer Linge. Der volle Umfang dieses Riesenkreises betrigt
e 2+ 150000000 km = 942000000 km. Ein Grad ist natiirlich nur dem 360. Teil
gleich, also etwa 2600000 km. Eine Bogenminute = rd. 43000 km, eine Bogen-
sekunde ist 6omal kleiner und betrigt etwa 720 km. Unser Bogen miBt jedoch nur
1 km, folglich entspricht er einem Winkel von nur etwa ;5 Sekunde. Einen so
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winzig kleinen Winkel kénnen
wit nicht einmal mit astronomi-
schen Prizisionsgeriten messen.
Daraus kénnen wir schlieBen, daB3
die auf die Erde einfallenden
Scnnenstrahlen geradlinig parallel
sind®. Wiren uns diese geometri-
schen Uberlegungen unbekannt,
so hitten wir keine Moglichkeit,
aus der Schattenlinge die Hoéhe
zu bestimmen.

Sollten Sie jedoch den prakti-
schen Versuch machen, das Schat-
tenmeBverfahren anzuwenden, so
kénnen Sie sich bald von seiner
Unzuverldssigkeit {iberzeugen.
Schatten sind niemals so deutlich abgegrenzt, daB3 ihre Linge wirklich genau ge-
messen werden kann; jeder von der Sonne geworfene Schatten weist einen un-
scharf begrenzten grauen Rand, den sogenannten Halbschatten auf, der den Schat-
ten verschwommen und undeutlich macht. Die Ursache dieser Erscheinung liegt
darin, daB3 die Sonne kein Punkt, sondern ein sehr groBer leuchtender Ko:per ist,
dessen Licht aus unzihligen Punkten ausgestrahit wird. Abb. 3 zeigt, warum der
Schatten BC des Baumes einen Ansatz hat, den Halbschatten CD, der allmihlich
zur Spitze hin abnimmt. :

Der Winkel CAD zwischen den Grenzen des Halbschattens gleicht dem Winkel,
unter dem die Sonnenscheibe sichtbar ist, d. h.+°. Dadurch entstehen Fehler beim
ungenauen Messen beider Schatten; sogar bei einem verhiltnismiBig hohen Stand
der Sonne kann er 59, und mehr erreichen. Es kommen noch weitere Fehler hinzu,
z. B. Unebenheiten des Terrains usw., so daBl das Endergebnis unsicher ist. In
hiigeligem Gelidnde ist das beschriebene Verfahren ginzlich unbrauchbar.

Abb. 3. Der Halbschatten bei Sonnenschein.

Zweil weiteve Verfahren

Die Hohen von Biumen, Gebiuden usw. kénnen wir auch ohne ihre Schatten be-
stimmen. Es gibt mehrere Verfahren. Wir beginnen mit dem einfachsten:

Als erstes werden wir gewisse Eigenschaften eines gleichschenkligen, recht-
wirkligen Dreiecks an; wir benutzen dazu ein recht einfaches Gerit, das wir aus
einem kleinen Brett und drei Stecknadeln anfertigen. Man markiert auf einem Brett
oder auf einem flachen Stiick Baumrinde drei Punkte: es sind die Spitzen eines
gleichsckerkligen, rechtwirkligen Dreiecks. In jede Spitze setzen wir eine Nadel

* Anders verhilt es sich bei Strah'en, die von einem bestimmten Punkt der Sonne ausgesandt werden und
auf die beiden Rinder des Erddurchmessers auftreffen; der dadurch gebildete Winkel 148t sich bestimmen (177).
Durch diese Winkelbestimmung konnten die Astrcnomen die Entfernung zwischen Sopne und Erde messen.
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(Abb. 4). Angenommen, es fehlt Thnen ein Winkel (Ge-
rit zum technischen Zeichnen)zum Markieren des rech-
ten Winkels und ein Zirkel zum Abstecken der gleichen
Dreieckseiten. Dann brauchen Sie nur ein beliebiges
Stlick Papier einmal und dann noch einmal quer so zu

LN
2w ¥ & Y oy
S k) K o Bt SR ArEE I Mk Yl
Abb. 5. o
Abb. 4. Stecknadelgerdt fiir Hohenmessungen. Die Héhe eines Baumes wird mit dem Stecknad Igerdt gemessen.

falten, dal} beide Teile des ersten Falzes zusammenfallen : dadurch entstehtein rechter
Winkel. Das gleiche Stiick Papier ersetzt den Zirkel zum Messen gleicher Strecken.

Sie kénnen daraus sehen, dall man dieses Gerit auch bequem unter primitiven
Verhiltnissen, etwa in einem Zeltlager, anfertigen kann.

Genau so einfach, wie Sie das Gerit hergestellt haben, kann es verwendet werden.
Entfernen Sie sich etwas von dem zu messenden Baum und halten Sie das Gerit so,
daB die eine Kathete des rechtwinkligen Dreiecks senkrecht nach oben zeigt! Zu
diesem Zweck benutze man ein Gewicht als Lot, das Sie mit einem Faden an die
eine Stecknadel am Brett anbinden. Wenn Sie sich nun abwechselnd dem Baum
nihern und sich wieder von ihm entfernen, finden Sie stets einen Ort A (Abb. 5),
von dem aus Sie die beiden Nadelspitzen 4’ und C’ mit der Baumspitze C in Dek-
kung sehen. Das heifit mit anderen Worten, daB die

Fortsetzung der Hypotenuse A’C’ durch den C

Punkt C geht. In diesem Fall ist die Entfernung 3, -

AB = CB, weil Winkel C’4'B’ = 45° ist. * 2
Haben wir also die-Entfernung 4B (oder die ent-

sprechende Entfernung AD, falls das Gelinde eben o

ist) gemessenund BD, d. h. die ',"'

Entfernungdes Auges iiber der e

Erdoberfliche, hinzugezihlt, ',"' rd

so ethalten wir die gesuchte e i

Hohe des Baumes. E /." T
Nach einem anderen Verfah- ',0'—1- )

ren kénnen Sie sogar die Steck-
nadelapparatur entbehren. Sie
benutzen dabei eine MeBlatte,

Woo Sl

RPN *f"m% bt i e
D

die Sie senkrecht so in die

Erde stecken, dafl der oberhalb Abb. 6. Ein weiteres Hohenmefverfahren.
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der Erdoberfliche stehende Teil genau Ihrer Koérperlinge entspricht und daB die
Spitze des Stabes und der Baumgipfel auf einer Geraden liegen, wenn Sie (siehe
Abb. 6) sich flach auf den Ricken legen und die beiden genannten Punkte be-
trachter. Da das Dreieck ADE gleichschenklig-rechtwinklig ist, so ist der Winkel
EAD = 45°. Folglich ist AB = BC, d. h., AB ist die gesuchte Hthe des Baumes.

Das  Jules-Verne-Verfahven

Ir seinem bekannten Roman »Die geheimnisvolle Insel« beschreibt Jules Verne
anschaulich das folgende, ebenfalls sehr einfache Verfahren zur Messung hoher
Gegenstinde.

sHeute wollen wir die Hohe des >Platzes der schonen Aussichtc messen«, sagte
der Ingenieur.

»Sie werden wohl dazu irgendein Instrument brauchen?« fragte Herbert.

»Nein, ich brauche keines. Wir werden hijer anders vorgehen, und dennoch ist
das Verfahren einfach und genau.«

Der Jingling, stets bemiiht, etwas Neues zu lernen, folgte dem Ingenieur, der
inzwischen den Granitfelsen hinuntergeklettert war und den Strand erreicht hatte.

Nun ergriff der Ingenieur eine gerade, etwa 12 Ful} lange Holzstange und mal3
ihre Linge moglichst genau, indem er sie mit seiner eigenen Kérperlinge verglich,
deren Maf3 ihm natiirlich bekannt war. Herbert trug ein Lot, das ihm der Ingenieur
in die Hand gedriickt hatte und das einfach aus einem Stein und eingm Bindfaden
bestand.

Der Ingenieur blieb in einem Abstand von etwa 500 Ful3 vor dem senkrechten
Felsen stehen, grub die Holzstange etwa 2 FuB tief in den Ufersand ein, stampfte
ihn fest und prifte die senkrechte Lage der Stange mit Hilfe des Lotes.

Dann trat er zuriick und
legte sich platt auf den
Riicken, und zwar so, da3
erindijeser Lage den Felsen-
kamm und die Pfahlspitze
in Deckung sah (Abb. 7).
Sorgfiltig steckte er diesen
Punkt mit einem kleinen
Pflock ab.

»Kennst du die Anfinge
der Geometrie?« fragte er
Herbert, indem er aufstand
und den Sand von seinem
Rock abklopfte.

»Ja.«

»Etinnerst du dich an die
Eigenschaften  dhnlicher
Dreiecke ?¢

Abb. 7. Die Helden bei Jules Verne ermilteln die Hohe der Felsen.
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»GewiB! Thre dhnlichen Seiten sind doch proportional.«

»Stimmt! Ich werde jetzt zwei dhnliche rechtwinklige Dreiecke konstruieren. Die
eine Kathete des kleineren Dreiecks ist die Stange, d. h. unser Pfahl, die andere ist
die Entfernung zwischen dem Pflock und dem FuBpunkt der Holzstange; die
Hypotenuse ist die Entfernung zwischen Auge und Pfahlspitze. Das groBe Drei-
eck besitzt als Katheten erstens die Felsenwand, deren Hohe ich bestimmen will,
zweitens die Entferrung zwischen dem Pflock, d. h. meinem Auge und der Grund-
linie der Felsenwand ; die Hypotenuse ist meine Sehlinie, d. h. die Fortsetzung der
Hypotenuse des ersten Dreiecks.«

sAha, ich verstehe l« tief der Knabe, »die Entfernung zwischen dem Pflock und
dem FuBpunkt der Holzstange verhilt sich zu der Entfernung zwischen Pflock und
Fels wie die Héhe des Pfahls zu der Hohe der Felsward.«

»Richtig! Messen wir also die beiden ersten Entfernungen und kennen wir die
Hohe unseres Pfahls, so sind wir in der Lage, das unbekannte vierte Glied der Pro-
portion, d. h. die Felsenhche, zu berechnen. Wir brauchen daher die Felsenhohe
nicht unmittelbar zu messen.«

Nun wurden beide waagerechten Entfernungen gemessen: die kleinere betrug 15,
die grofiere 500 Fub.

Als sie mit dem Messen fertig waren, schrieb der Ingenieur folgende Proportion
nieder:

I5:500 =10:x%

I5x = 5000
X = 5000:15
X = 3333

Also war der Granitfels 333 Full hoch.

Was tat dev Sergeant?

Einige der beschriebenen MeBverfahren sind listig, weil man gezwungen ist, sich
der Linge nach auf den Boden zu legen. Diese unbequeme Lage kann man aber ver-
meiden. Folgendes ereignete sich eines Tages an der Front wihrend des GroBlen
Vaterlindischen Krieges. Der von Leutnant Iwandjuk befehligte Truppenteil er-
hielt den Befehl, eine Briicke iiber einen breiten Gebirgsbach zu schlagen. Am
anderen Ufer hatte sich der Feind verschanzt. Der Leutnant schickte einen Spahtrupp
unter dem Befehl des Sergeanten Popow aus, der die Lage erkunden sollte. Der
Spihtrupp malB3 den Durchmesser und die Héhe der Stimme in dem in der Nihe
gelegenen Waldstiick und wihlte eine Anzahl passender Baume fir den Bau einer
Briicke aus. Die Baumhéhe wurde mit Hilfe eines Pfahles gemessen (Abb. 8).

Das Verfahren sieht folgendermaBen aus:

Einen Pfahl, dessen Linge unsere KorpergroBe tibertrifft, stecken wir in einer
bestimmten Entfernung von dem zu messenden Baum in die Erde. Wir treten etwas
zurlck auf der Fortsetzung der Geraden ED bis zu dem Punkt 4, von dem aus wir
feststellen, daB Baum- und Pfahispitze C und C’ sowie unser Auge eine Gerade bil-
den. Darauf beobachten wir, ohne die Kétperhaltung zu dndern, in der Richtung
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Abb. 8. Messen der Baumhdhe mit dem Plahl.

A’B urd merken uns die Punkte

B’ und B, indenenunsere Sehlinie

den Pfahl und den Baumstamm

schneidet. Unser Helfer muB diese

Schnittpunkte einkerben und be-

endetdamit die Bcobachtung. Auf

Grund der Ahnlichkeit der Drei-

ecke A'B'C" urd A'BC bleibt nut
noch ibrig, aus der Pioportion

BC:B'C'=A"B:A'B’
BE€ zu berechnen, Wir ermitteln:
i~ A'B

BC= B'C'. T )

Die Strecken B'C’ und 4'B’

lassen sich unmittelbar leicht mes-

sen. Wir fiigen der so ermitteltén Linge BC noch BD hinzu und stellen auf diese

Weise die gesuchte H6he des Baumes fest.

Zur Bestimmung der Anzahl der Biume befahl der Sergeant den Soldaten, die
Fliche des Waldstiickes auszumessen. Dann zihlte er die Baume auf einem kleinen
Stiick von 50 m « 50 m und stellte durch Multiplikation den gesamten Baumbestand

fest.

Durch die von dem Spahtrupp ermittelten Unterlagen konnte nunmehr des
Kommandeur Ort und Art der zu bauenden Briicke bestimmen. Die Briicke wurde
rechtzeitig geschlagen und der Auftrag somit erfolgreich ausgefiihrt.

Mt Hilfe des Notizbuches

Sofern Threm Notizbuch ein Bleistift beigefiigt ist,
wie er hdufig, in einer kleinen Lederschlaufe steckend,

NoNIZ,
BUCH

-‘;é!}rﬁv;"-»(‘{ '#///'/‘Lgﬁl;i@v:,/\{w":;‘/,ﬂziv‘(//m: oy

A

Abb. 8. Messen der Baumhse mit dem Notizbuch.
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mitgeliefert wird, kénnen Sie ihn ebenfalls als MeBgerit
benutzen, mit dessen Hilfe man die Hohe eines unzu-
ginglichen Gegenstandes bestimmen kann. Das Notiz-

buch ist ein Hilfsmittel, durch das
Sie die beiden dhnlichen Dreiecke
zur Feststellung der Hoéhe kon-
struieren kénnen. Sie halten das
Buch senkrecht zwischen Thren
Augen, wiees in der vereinfachten
Skizze (Abb. g) dargestellt ist. Das
Notizbuch zeigt mit der Kante
nach der Hohe hin, der Bleistift
wird iiberdie obere Kante so hoch-
gehoben, dall Sie von A’ aus die
Baumspitze B und die Bleistift-



spitze B’ in Deckung sehen. Auf Grund der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke
A'B’'C’ und ABC 146t sich die Hohe BC mit Hilfe der Proportion

BC:B'C'=A'C : A'C’

errechnen. Die Entfernungen B'C’, 4A’C' und 4'C werden unmittelbar gemessen. Sie
fiigen der erhaltenen GroBe noch die Grofle CD hinzu, - CD ist die Augenhohe Gber
dem ebenen Boden.

Dadie Breite des Notizbuches 4’C’ konstant ist, so hingt die Héhenbestimmung
des Baumes, sofern Sie sich immer in der gleichen Entfernung vom Baum aufstel-
len (z. B. 10 m), nur von dem aus dem Notizbuch herausragenden Teil des Blei-
stifts ab. Sie konnen daher die Héhe, die einer gréBeren oder kleineren Linge des
hinausgehobenen Bleistifts entspricht, von vornherein berechnen und die entspre-
chenden Zahlen auf dem Bleistift einkerben. Ihr Notizbuch wird damit zu einem
cinfachen HohenmeBgerit, da Sie mit seiner Hilfe die jeweilige Héhe unmittelbar
bestimmen kénnen.

Ohne sich dem Bawm zu néihern

Es kommt vor, daB es aus diesem oder jenem Grunde nicht méglich ist, dicht an
den Baum heranzugehen. Kann man die Héhe trotzdem bestimmen?

Ja, selbstverstindlich! Zu diesem Zwecke ist ein recht sinnreiches Gerit erfunden
worden. Genau wie die vorher beschriebenen Instrumente kann man es selbst leicht
herstellen. Man setzt zwei diinne Leisten EF und GH (siche Abb. 10 oben) so zu-
sammen, dal EF = FG und FH = 2 ist. Das ist die ganze Kunst. Um die Hohe
zu messen, hilt man das Gerit so in der Hand, daB die Leiste GH senkrecht nach
oben zeigt (zu diesem Zwecke bringt man am besten ein Lot an dem Gerit an).

Dann stellt man sich an folgenden Punkten auf: zuerst im Punkt 4, wobei man
das Gerit mitder Leiste G nach oben hilt; sodann am Punkt 4, also etwas weiter als
4, und hilt das Gerit so, daB jetzt
das Ende H nach oben zeigt. Man
wihlt den Punkt A4 derart,dal3 das EF=FG
Leistenende G und die Baumspitze PPl
B in Deckung liegen, wenn man 2
von E schaut. Der Punkt A’ wird
so gewihlt, daB3 beim Beobachten
des Punktes H' von A’ aus B und
H' einander decken. Gemessen
wird nur die Entfernung zwischen
A und A’*, weil der gesuchte Teil
der Hohe des Baumes BC der c |

nes LG de foeemenny A e £
Entfernung 44’ gleich ist. Die JL L

Y3
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* Diese beiden Punkte miissen mit dem
FuBdes Baumstammes unbedingt eine Gerade
bilden. Abb. 10. Gebrauch des einfachen Hihenmessers aus zwei Leisten.
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Gleichheit der Entfernungen ist offensichtlich darauf zuriickzufithren, da EC = BC
und E'C = 2BC ist; folglich ist
E'C — EC = BC.

Man ersieht daraus, daB3 beim Gebrauch dieses einfachen Gerites die Baumhdohe
gemessen werden kann, wenn dabei ein Abstand vom Baum beibehalten wird, der
mindestens so grof} ist wie seine Héhe.

Ist man dagegen in der Lage, an ihn direktheranzugehen, so geniigt es, nur einen
einzigen Punkt - 4 oder A’ - festzulegen, um die Hoéhe zu messen.

An Stelle der zwei Leisten kann man auch ein kleines Brett verwenden, in das man
4 Stecknadeln entsprechend einsteckt. In dieser Form ist das Gerit noch einfacher.

Dey Hiohenmesser des Forsters

Es ist nunmehr an der Zeit zu erkliren, wie die »richtigen« Hohenmesser be-
schaffen sind, die die Forstbeamten in ihrem Beruf verwenden.

Nachstehend wird solch ein Hohenmesser beschrieben. Seine Konstruktion ist
etwas abgewandelt, damit das Gerit leicht selbst angefertigt werden kann. Das Mes-
sen mit dieser Vorrichtung ist aus der Zeichnung (Abb. 11) zu erkennen. Ein aus
Pappe oder Holz angefertigtes Rechteck EFGH hilt man so in der Hand, daf3 man
lings der Kante EF die Baumspitze B erblickt. In dem Winkel EFG hingt ein
Lot g. Man merkt sich den Punkt IV, in dem sich der Lotfaden und die Gerade GH
schneiden. Die Dreiecke FBC und FNG sind idhnlich, denn sie sind rechtwinklig
und ihre Winkel FBC und FNG sind auBerdem gleich (die Seiten sind entsprechend
parallel). Wir diirfen also ohne weiteres folgende Proportion niederschreiben:

BC:NG =FC . FG
Daraus folgt:

NG
BC =FC-—4~=
B Da FC und FG unmittelbar meBbar sind, erhilt man
5?.;1,\ sehr leicht die gesuchte Hohe des Baumes, wenn man zu
NN dem Ergebnis die Linge des unteren Stammteiles, d.h.
gl\&b NS die Hohe des Gerits Uiber dem Boden, hinzuzihlt.

Es seien noch einige Verbesse-
rungen erwihnt. Sieht man fiir die
Kante FG des Brettes eine Linge
von 10 cm vor und eicht auch HG
in cm, so wird das Verhiltnis -5
immer durch einen Dezimalbruch
ausgedrickt; dieser Bruch zeigt
urmittelbar,welchen Teil der Ent-
fernung FC, bezogen auf die Hohe
BC, ausmacht.Nehmen wir einmal
an, der Lotfaden deckt den Teil-
Abb. 11. Zeichnung fiir den Gebrauch des Hihenmessers des Féorsters. strich 7 (d. h. NG = 7 cm), so be-
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deutet das, daB die Héhe des Baumes
tiber der Augenhdhe 0,7 der Entfer-
nung zwischen dem Auge des Be-
obachters und dem Stamm betrigt.

Eine weitere Verbesserung bezieht /’ET‘\
sich auf die Beobachtungsmethode. \é/ ‘ \
Damit man einen bequemen Blick \/ i})
lings der Geraden EF hat, biegt man L4
an den oberen Ecken des Papprecht- Fo it
ecks zwei kleinere Quadrate ab und / N\ i
versieht diese mit Léchern. Man sieht £. yy\c
dann ein kleines Loch zum Durch- ﬁ‘q "y 3@,;{ -
schauen und ein zweites groBeres pallly D o

zzrgbir;\)rfswren der Baumspitze vor Ao 09/ o/,s ,/0,7 //0,6 //0‘5//0,4 / 03 / 02 Jn“ 01
Noch gerauer und sicherer ist das
auf der Abb. 12 beinahe in natiirlicher .
GroBe gezeigte Gerit. Ein Instrument dieser Bauart 146t sich mit sehr einfachen
Mitteln herstellen und erfordert keine besondere Fertigkeit. Es beansprucht aur sehr
wenig Platz und gestattet, wihrend eines Ausflugs die Hohe der unterwegs an-
getroffenen Gegenstinde, Biume, Masten oder Gebiude sofort festzustellen.

Abb. 12. Der Hihenmesser des Forsters.

Aufgabe

LiBt sich mit Hilfe des soeben beschriebenen Gerits die Héhe von Biumen mes-
sen, die nicht unmittelbar zuginglich sind? Wenn ja, wie verfihrt man in solchen
Fillen?

Losung

Man richtet das Gerit auf
die Baumspitze B (Abb. 13),
abwechselnd von zwei Punkten
A und A’ aus. Nehmen wir an,
daB wir durch die Messung
von Punkt 4 aus BC =o0,9 AC
und durch die Messung von
Punkt A’ aus BC = 0,4 A'C
ermittelt haben. Wir wissen
dann, daB

BC
AC =
0,9
BC
I4 — .
und A'C = 0,4 1st Abb. 13. Ein nicht suginglicher Baum wird gemessen.
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Daraus folgt:

A4’ =73 BC bzw. BC—-1>44'—og244’

Sie ersehen aus dieser Rechnung, daB wir eine unzugingliche und »uneinnehm-
bare« Hohe gemessen haben, indem wir die Entfernung A A’ zwischen den beiden
Beobachtungsstandpunkten feststellten und einen bestimmten Teil dieser GroBe als
Ergebnis bekommen haben.

Mt Hilfe eines Spiegels...

Und hier bringen wir eine wei-
tere, recht eigenartige Methode
der Hohenbestimmung mit Hilfe
eines Spiegels. Wir legen in einem
gewissen Abstand von dem Baum
(Abb. 14) im Punkt C einen Spie-
gel waagerecht auf den Boden;
dann treten wir etwas zurtick bis
zu dem Punkt D, von dem wir
die Baumspitze 4 im Spiegel ez-
blicken. Der Baum (4B) ist so
viele Male hoher als der Beobach-
ter (ED), wie die Entfernung BC
zwischen Spiegel und Baum grofBer ist als die Entfernung CD zwischen Spiegel und
Beobachter. Warum?

Abb. 14, Héhenmessung mit dem Spiegel

Lésung

Das Verfahren beruht auf der Lichtspiegelung. Die Baumspitze 4 wird in dem
Punkt A’ reflektiert (siche Abb. 15), so daBl AB gleich A'B ist. Aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke BCA’ und CED folgt

A'B.ED = BC:CD.

Wit brauchen in dieser Proportion aur
A'B durch die gleichlange Strecke AB
zu ersetzen, um das in der Aufgabe e:-
wihnte richtige Verhiltnis zu erzielen,

AB BC

ED ~ CD

BC
ur.d AB:ED'EIf

Abb. 15.

Geometrische Kons'ruktion  Tyjeses bequeme, nur wenige Handgriffe
zu dem Spicgelverfahren

Al der Hihenmessing. beanspruchende Verfahren kann bei



jedem Wetter angewendet werden; allerdings nicht in einem dichten Waldbestand,
sondern nur bei einzeln stehenden Biumen.

Aufgabe

Wie verfihrt man, wenn man aus irgendeirem Grund nicht unmittelbar an den
Baum herantreten kann?
Lésung

Das ist eine sehr alte Aufgabe, die seit 500 Jahren besteht. Der Mathematiker
Antonius de Cremona (um 1400) erwihnt sie in seinem Werk »Uber praktische
Erdmessungenc.

Wir wenden das oben beschrie-
bene Spiegelverfahren zweimal
von verschiedenen Orten Dund D’
an und erhalten die Proportionen
(siche Abb. 16):

AB BC 4B BC'

5 — o "™ T T o
Wennwirbeachten,dalE’'D'=ED
ist, so ergibt sich fir BCund BC’

MM\WQ é':‘, e }l_,._ sl

BC =42 .cD L2
AB 8 c 0¢ D
BC'===-C'D".
DE = D'E’
Damit erha}ten wir die I\ioghCh' Abb. 16. Das Spiegelverfahren wird zweimal angewendet.

keit, die nicht zu messenden Gro6-
Ben BC und BC’ durch den meBbaren Abstand der beiden Spiegellagen zu ersetzen.
BC'— BC = CC(C’
A B

cC’ = AB 2 (c'D' — CD)
Die von uns gesuchte Baumhéhe 4B ist also
~ cc’
AB=ED ~apr _cp -

Die gesuchte Baumhohe ist also gleich der Augenhdhe des Beobachters tiber dem
Boden multipliziert mit dem Verhiltnis der beiden Spiegellagen zur Differenz der
Entfernung zwischen Beobachter und Spiegel.

Die Form des Baumstammes

Sie sind nun gut geriistet und kénnen wihrend des Spazierganges im Walde die
Hohe eines jeden beliebigen Baumes bestimmen. Zu diesem Zweck verfiigen Sie
iiber ein halbes Dutzend verschiedener Verfahren. Manchmal diirfte auch die Be-
stimmung des Volumens interessant s¢in, man will doch hie und da wissen, wie-
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viel Festmeter Holz so ein Baum ergibt. Auch das Gewicht zu kennen, ist manch-
mal sehr niitzlich, - man ist oft gezwungen, eine Entscheidung zu treffen, ob z. B.
ein Bauernwagen gentigt, um den Stamm abzufahren. Beide Aufgaben sind nicht
ganz so einfach wie die Hohenbestimmung. Fachleute haben keine genauen
Losungsverfahren ausgearbeitet und begnligen sich mit einer mehr oder weniger
genauen Schitzung. Die Aufgabe ist nicht einmal bei einem von Asten befreiten
und auf der Erde vor uns liegenden Stamm einfach.

Die Ursache liegt darin, daB ein Baumstamm, mag er noch so glatt sein und keine
Dickten aufweisen, weder einen Zylinder, noch Kegel, noch Kegelstumpf darstellt;
ja, er gehort iberhaupt nicht zu jenen geometrischen Kérpern, deren Volumen sich
nach einer bestimmten Formel errechnen 14Bt. Wit haben es nicht mit einem Zylin-
der zu tun, denn der Stamm verjiingt sich nach der Spitze hin; er ist aber auch kein
Kegel, weil seine Mantellinie nicht gerade, sondern gekriimmt ist, und zwar bildet
sie nicht etwa einen Kreisbogen, nein — sie ist ganz anders geformt: Sie ist eine
Kurve, die mit ihrem erhabenen Teil der Stammachse zugekehrt ist®.

Die einigermaBen genaue Volumenberechnung eines Baumstammes ist nur mit
Hilfe der Integralrechnung moglich. Manchem Leser mag es vielleicht sonderbar
erscheinen, daB man zur héheren Mathematik greifen muB, um einen einfachen
Baumstamm zu bestimmen. Viele Menschen sind der Meinung, daf3 die hohere
Mathematik sich nur auf ganz bestimmte Dinge bezieht und daBl man im tiglichen
Leben ausschlieflich mit der Elementarmathematik auskommt. Diese Annahme
ist falsch., Man kann wohl z. B. das Volumen eines Planeten oder eines Sterns mit
Hilfe der einfachen Geometrie berechnen; handelt es sich aber um die genaue
Bestimmung des Volumens eines langen Stammes oder eines Bierfasses, so wird die
analytische Geometrie und die Integralrechnung unentbehrlich.

Unser Biichlein setzt indessen keine Kenntnisse der héheren Mathematik voraus;
wir miissen uns daher begniigen, das Volumen des Stammes angenihert zu bestim-
men. Wir gehen von der Annahme aus, daB das Volumen des Stammes dem Volu-
men eines Kegelstumpfes ungefihr gleichkommt; dabei dhnelt der von Asten be-
freite lange Stamm eher einem Kegel, ein kurzer dagegen einem Zylinder. Das
Volumen aller drei Kérper 148t sich leicht berechnen. Gibt es vielleicht eine Formel
zur Volumenberechnung, mit deren Hilfe wir gleich simtliche drei genannten Kor-
per ermitteln kénnen? In diesem Falle wire eine angeniherte Volumenberechnung
des Stammes méglich, wobei wir seine Form - ob Kegel, Kegelstumpf oder Zylin-
der - unberiicksichtigt lassen koénnten.

Die Universalformcl

Jawohl, diese Formel gibt es! Es geht sogar noch weites: Diese Formel ist nicht
nur fiir die Volumenberechnung eines Zylinders, eines Kegels oder Kegelstumptfes,

* Die Kurve dhnelt wohl am meisten der sogenannoten Neilschen Parabel (4® = a?). Ein durch Rotation
dieser Parabel entstehender Korper heiBt das #Neiloide (genannt nach dem im Mittelalter bekannten Mathema-
tiker Neil, der ein Verfahren zur Bestimmung der Bogenlinge einer derartigen Kurve fand}. Der Stamm eines im
Walde gewachsenen Baumes ist einem Neiloid sehr dhnlich. Die Volumenberechnung eines Neiloides erfolgt mit
Hilfe der hdheren Mathematik.
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sondern auch fiir Prismen aller Art, fiir Pyramiden
oder Pyramidenstiimpfe, jasogar flirdie Kugel brauch-
bar. Nachstehend geben wir diese (unter der Be-
-zeichnung Simpsonsche Formel bekannte) ausgezeich-

nete Formel wieder: b, \)/ h b?

W

3

V:€(51+4bz + b5) K
wobei £ - die Hohe des Korpers b7 |

b, - die untere Grundfliche
b, — die mittlere® Grundfliche
b, — die obere Grundfliche ist.

Aufgabe

Beweisen Sie, dall mit Hilfe detr dargestellten For-
mel das Volumen folgender sieben geometrischen
Korper bestimmt werden kann: Prisma, Pyramide,
Pyramidenstumpf, Zylinder, Kegel, Kegelstumpf und
Kugel.

Losung
Von der Richtigkeit der Formel kann man sich
leicht uberzeugen, indem man sie bei den aufgezih!-
ten Kéipern anwendet.
Fiir Prisma und Zylirder erhalten wir (Abb. 17a)
i
V= 62 (by + 45y + b)) = by

fur Kegel urd Pyramide gilt (Abb. 17b)
I b =t
V= “bl+4 ” +o) ==
urd fir den Kegelstumpf (Abb. 17¢)

RLy\2.
)

2

h
V=-6—[:rR2+4:r(
:%(:rR?Jr:rRzJ,—:rer—{—nr?—{—yrr‘)

V:n;_‘(R2+Rr+rﬂ)

In dhnlicher Weise erfolgt der Beweis fur den Pyra-
midenstumpf; bei der Kugel (Abb. 17d) sieht die For-
mel dann folgendermaBen aus: Abb. 17. Geometrische Korper, deren

Volumen mit Hilfe einer einzigen
2R Formet bestimmi werden kinnen.
6

V =

(0 + 47 R*+ 0) = %xRi*
* Mittlere Grundflache ist die Flache des Querschnittes in dem Hohenmittelpunkt des Kérpers.
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Abb. 18. Mit der Einheitsformel kinnen
auch Flichen bereciinet werden.

Aufgabe

Wir weisen auf eine weitere Eigenart unseret
Universalformel hin: Sie ist fiir die Berechnung
der Fliche

eines Parallelogramms
eines Trapezes
eines Dreiecks

eberfalls brauchbar, sofern wir wie oben

h - fiir die Héhe einer Figur

b, - fiir die Linge der unteren Grundlinie
b, - filir die Linge der mittleren Grundlinie
b, - fiir die Linge der oberen Grurdlinie

einsetzen.
Wir wollen uns tiberzeugen, dafB auch diese Be-
hauptung richtig ist.

Losung

Es gelten folgende Bezichungen:
Fiir das Parallelogramm (Abb. 18a):

h
F=—(by+4b +b) =01
Fir das Trapez (Abb. 18b):
b b b h
Feflb+ 4252 40y =2 0+ by

Fir das Dreieck (Abb. 18¢):

bk
2

F=%(51+4—b§~ +0)=

Daraus ersehen Sie, dal3 unsere Formel wohl
mit Recht als Universalformel bezeichnet wird.

Volumen und Gewicht eines Baumes

Sie verfiigen also liber eine Formel, mit der Sie das Volumen eines gefillten Bau-
mes bestimmen kénnen, ohne sich die Frage vorlegen zu miissen, ob der Baum die
Form eines Zylinders, eines Kegels oder eines Kegelstumpfes besitzt. Wir messen
zu diesem Zweck die Linge des Stammes und drei Querschnitte: den oberen, den
unteren und den mittleren. Der obere und untere Querschnitt kann leicht gemessen

werden.

Eine unmittelbare Messung des mittleren Stammaquerschritts ohne eine beson-
dere Vorrichtung (die sogenannte sMeBkluppe«des Forsters; (sieche Abb. 19 und 20)
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Abb. 19. Der Forster bestimmt den Baumdurchmesser.

ist ziemlich unbequem. Man kann diese Schwierigkeit indessen meistern, indem
man um die Mitte des Stammes einen Bindfaden legt und den gemessenen Stamm-
umfang durch 3} teilt; man erhilt auf diese Weise den Stammdurchmesser.”

Das nach diesem MeBverfahren er-
mittelte Volumen des Baumstammes [ ] ]
reicht fiir die meisten im praktischen [T D[
Leben vorkommenden Fille aus; die V.‘
Loésung wird noch einfacher (jedoch
ungenauer), wenn wir den Stamm
als Zylinder betrachten und seinen
Rauminhalt nach dem Durchmesser
in der Mitte des Stammes bestimmen:

. . . FTTTTTT TTTT T T TT]
das Ergebnis weist in diesem Fall g IR0 ARAERRRRENS {
Fehler nach unten bis zu 129, auf. —
Wenn wir jedoch den Stamm in zwei Abb. 20. Mefkluppe und Schublehre.

Meter lange Abschnitte unterteilen,

das Volumen dieser nahezu zylindrischen Teile bestimmen und die so gewonnenen
Ergebnisse addieten, so ist das endgiltige Ergebnis ziemlich genau. Der Fehler
(und zwar nur nach unten!) betrigt nicht mehr als zwei bis drei Prozent.

Alle diese Uberlegungen sind jedoch bei ungefillten Baumen unbrauchbar. Wenn
Sie den Baum nicht erklettern wollen, so kénnen Sie nur den unteren Durchmesser
bestimmen. Sie mussen sich in diesem Fall mit einer grob angeniherten Volumen-
bestimmung begniigen. Ein schwacher Trost sei Ihren hierbei gegeben: Der For-
ster im Walde kann es auch nicht genaver. Er benutzt bierbei eine besondere

* Das bekannte Gerit zur Messung der Durchmesser von runden Werkstiicken weist dhnlichen Aufbau auf:
¢s ist die Schublehre (Abb. 20). -
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Zahlentabelle. Die Zahlen ge-
ben einen Bruchteil des Volu-
mensdeszu messenden Baumes
an, und zwar des Teilyolumens
eines Zylinders von der Hohe
und dem Durchmesser, gemes-
sen in Brusthohe eines erwach-
senen Menschen, d. h. 130 cm
iiber dem Erdboden (in dieser
HoéhewerdenMessungenam be-
quemsten ausgefiihrt). Abb. 21
gibtdie Messungbesondersklar
wieder. Je nach der Art und
Hohe des Baumes gibt es in der
Tabelle besondere Zahlen, weil
die Stimme der verschiedenen
Biume ja in verschiederer Form gewachsen sind. Die Schwankungen sind jedoch
nicht besonders stark. So schwanken z. B. die Beiwerte (sogenannte »Formzahlen«)
fiir Kiefern-und Fichtenstimme, sofern sie in dichten Bestinden wachsen, zwischen
0,45 und 0,51, d. h. sie bewegen sich um rd. 4.

Man kann also annehmen, daBl das Volumen eines ungefillten Nadelbaumes dem
halben Volumen eines Zylirders gleicher Héhe entspricht, wenn man als Zylinder-
durchmesser den Durchmesser des Baumes in Brusthéhe zugrunde legt.

Der erhaltene Wert ist natiirlich nur anniherrd richtig, und dennoch weicht er
von dem wirklichen Volumen nur wenig ab: Die Ungenauigkeit betrigt bis zu 29,
iiber und bis zu 109, unter dem wirklichen Volumen”.

Jetzt haben wir auch keine Mithe mehr, das Gewichi eines wachsenden Baumes
festzustellen. Es geniigt hierfir die Kenntnis, daBl ein m?® frisch geschnittenen
Fichten- oder Kiefernholzes etwa 600 bis 700 kg wiegt. Angenommen, Sie stehen
neben einer Fichte, deren Hohe Sie eben mit 28 m festgestellt haben, wihrend der
Stammumfang in Brusthéhe 120 cm ist. Die entsprechende Kreisfliche betrigt
also 1100 cm? bzw. 0,11 m2. Demnach ist das Volumen

Abb. 21. Was bedeutet vFormzahle?

0,5m +.0,II m - 28 m = 1,5 m3,
1 m3 frisch geschnittenes Fichtenholz wiegt etwa 650 kg, wir stellen fest, daB unser
Baum rd. 1 Tonne (xo00 kg) wiegt.
Die Geometrie dev Blitter
Aufgabe

Im Schatten einer Silberpappel wachsen dicht an der Wurzel junge Triebe, sog.
Stockausschlige. Wenn Sie ein Blatt abreilen, bemerken Sie, daB es viel gréBer

* Es sei darauf hingewiesen, daB die sFormzahlen ¢ nur fiir Bidume gelten, die im Walde gewachsen sind, also
fiir hohe, schlanke, gerade Stimme ohne Verknotungen. Bei einzeln stehenden Biumen mit breiter buschiger
Krone und knorrigen Stimmen gibt es keine allgemeinen MeBregeln.
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ist als die an der Sonne wachsenden Blitter des Mutterbaumes. Das Schattenlaub
ist bestrebt, den Lichtmangel durch eine entsprechend gréBere Fliche auszu-
gleichen, die das notwendige Sonnenlicht auffangen kann. Der Botaniker erforscht
die Zusammenhinge. Aber auch der Geometer hat hierbei ein Wort mitzusprechen:
er kann bestimmen, wie viele Male die Oberfliche eines Schattenblattes gréfler
ist als die eines Lichtblattes.

Wie wiirden Sie an die Losung dieser Aufgabe herangehen?

Lésung

Zwei Losungswege sind méglich. Man kann z. B. die Oberfliche jedes einzelnen
Blattes bestimmen und das Zahlenverhiltnis ermitteln. Die Oberfliche mi3t man,
indem man ein durchsichtiges Blatt Karopapier auflegt, wobei jedes Quadrat,
sagen wir 4 mm? groB ist. Das Verfahren ist zwar durchaus richtig, aber viel zu
langwieriga.

Eine weniger zeitraubende Methode beruht auf der Tatsache, dafl beide Blitter
wohl verschieden groB sind, jedoch die gleiche Form aufweisen; es handelt sich,
mit anderen Worten, um dhnliche geometrische Figuren. Wir wissen, daB sich die
Flichen derartiger Figuren zueinander wie die Quadrate ihrer linearen GréBen
verhalten. Es genlgt also, zu bestimmen, um das Wievielfache ein Blatt das andere
an Linge oder an Breite Ubertrifft, damit wir durch einfache Potenzierung der ge-
fundenen Zahl das Verhiltnis ihrer Oberflichen ermitteln. Angenommen, die Linge
eines Stockausschlagblattes betrdgt 15 cm, die Linge eines Laubblattes dagegen nur
4 cm. Das Verhiltnis der linearen GroBen betrigt somit 15: 4, die Fliche des Stock-

. 15° 225 ..
ausschlagblattes ist also PERRT mal so groB, d.h. rund 14mal groBer als

die Fliche eines Blattes aus der Baumkrone. Runden wir die ermittelte Grofle ab
(genaue Werte kann es hierbei nicht geben), so kénnen wir mit Recht behaupten,
daB ein Blatt des Stockausschlages das Laubblatt um rund das 15fache an Fliche
Ubertrifft. Hier ist ein weiteres Beispiel.

Aufgabe

Das Blatt eines im Schatten wachsenden Lowenzahns ist 15 cm lang. Ein anderes
Exemplar der Pflanze, unter glithender Sonne gewachsen, besitzt ein Blatt von nur
3,3 cm Linge.

Wie viele Male ist das erste Blatt groBer als das zweite?

Losung
Wit verfahren wie oben. Das Flicherverhiltnis betrigt:
312 960
33 19 7

Also tbertrifft das erste Blatt das zweite um das gofache.
Man kann ohne weiteres eine gréBere Anzahl von Blattpaaren von gleicher
Form, aber verschiedener GroBe sammeln; man erhilt auf diese Weise interessantes

* Es hat indessen auch seine Vorteile : man kann damit ndmlich die Oberflichen von Blittern verschiedener Form
miteinander vergleichen; mit Hilfe des nachstehend beschriebenen Verfahrens ist dies jedoch nicht méglich.
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Abb. 23. Bestimmen Sie
das Flichenverhdlinis
dieser Blitter!

e

Material fiir geometrische Aufgaben iiber Flichenverhiltnisse
dhnlicher Figuren.Dem ungelibten Auge scheint die Tatsache
verbliffend, daB ein verhiltnismiBig geringer Unterschied in
det Linge oder der Breite eines Blattes erhebliche Flichen-
unterschiede zur Folge hat. Zwei geometrisch dhnliche Blitter,
von denen das eine nur um 209, linger ist als das andere,
unterscheiden sich ihrer Fliche nach um das
1,22 = 1,44fache.

Die Fliche des groferen Blattes ist bereits um 409, groBer
als diejenige des kleineren. Betrigt der Lingenunterschied
40%,, so hat das gréBere Blatt eine doppelt so grofle Fliche
wie das kleinere, denn es ist

1,4% ~ 2.

Wir schlagen dem Leser vor, die Fliche der in den Abb. 22
und 23 dargestellten Blitter zu bestimmen.

Die sechsbeinigen Kraftmerer

Ameisen sind doch wirklich sonderbate Geschépfe! Da
klettert so eine Ameise den Halm senkrechtempor und schleppt
eine fir ihre winzige KoérpergroBe unerhort schwere Last,
die sie fest zwischen ihren Kiefern hilt (Abb. 24). Fiir einen
aufmerksamen Beobachter scheint das ein ziemliches Ritsel
zu sein: Woher nimmt das Insekt die Kraft, um anscheinend
ohne besondere Anstrengung eine Last zu schleppen, die sein
eigenes Kérpergewicht um das 1ofache tibertrifft? Ein Mann,
der mit einem Klavier auf dem Riicken eine senkrechte Leiter
miihelos emporklimmt,istdoch einfach undenkbar! Wit haben
indessen das Gewichtsverhiltnis durchaus richtig gewihlt. Also
ist die Ameise viel stirker als der Mensch! Stimmt das?

Nun, ohne Geometrie kommen wir nicht aus. Wit wollen
einmal den Fachmann (Prof. A. F. Brandt) horen, was er iiber
Muskelkraft zu sagen hat, und dann tiberlegen wir uns die
oben gestellte Frage iiber das Verhiltnis zwischen Mensch
und Insekt.

»Ein lebender Muskel gleicht einer elastischen Schnur. Die
Zusammenziehung (Kontraktion)eines Muskels erfolgtjedoch

nicht durch die Elastizitit, sondern hat andere Ursachen und entsteht normaler-
weise durch Nervenreiz oder, im Rahmen eines physiologischen Experiments, durch
Anlegen stromfithrender Elektroden an den entsprechenden Nerv, bzw. unmittel-
bar an den Muskel. Die Versuche kénnen sehr leicht an Muskeln durchgeftihrt
werden, die man soeben getdteten Frdschen entnimmt, weil die Muskeln von Kalt-
bluttieren die Fihigkeit beibehalten, ihre Lebensfunktionen auBerhalb des Organis-
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mus, sogar bei Zimmertemperatur, noch lingere Zeit auszu-
iben. Der Versuch gestaltet sich sehr einfach. Man schneidet
den Hauptbiegemuskel des Beines (Wadenmuskel) zusammen
mit einem Stiick des Oberschenkels, wo der Muskel beginnt,
und zusammen mit einem Stiick Sehne heraus. Zum Priparie-
ren ist dieser Muskel wegen seinet Form und GroBe am be-
quemsten, Manhingt nunden Muskel an dem Stiick des Ober-
schenkelknochens an einem Gestell auf, wihrend an der Sehne
ein Haken mit einem daranhingeanden Gewicht angebracht
wird. Berithrt man den Muskel mit zwei von einem elektri-
schen Element fithrenden Drihten, so zieht er sich sofort zu-
sammen (kontrahiert) und hebt das Gewicht. Durch Auflegen
von Zusatzgewichten konnen wir feststellen, wie hoch der Mus-
kel belastet werden kann. Wenn wir jetzt zwei, drei oder vier
Muskel aneinanderbinden und einen derart verlingerten Mus-
kel reizen, so wichst die Muskelkraft nicht; das Gewicht wird
jedoch, entsprechend der Summe der Einzelkontraktionen,
hohergehoben. Binder wir dagegen zwej, drei oder vier Mus-
keln zu einem Biindel zusammen, so wird das ganze System
bei entsprechender Reizung auch ein mehrfaches Gewicht
heben. Das gleiche Ergebnis witrde auch dann offenbar zu Tage
treten, wenn die Muskeln miteinander verwachsen wiren.
Wir haben uns also davon iiberzeugen konren, dal die Heb-
kraft der Muskeln nicht etwa von ihrer Linge oder Gesamt-
masse, sondern einzig und allein von ihrer Dicke, d. h. ihrem
Querschnitt abhingt.«

Nach dieser Abschweifung wenden wir uns wieder dem
Vergleich zwischen geometrisch dhnlichen und gleichgebau-
ten, aber verschieden groBen Tieren zu. Stellen wir uns zwei
Tiere vor: ein Ausgangstier und ein weiteres Tier von in allen
Dimensionen doppelten linearen Maflen. Volumen und Ge-
wicht des zweiten Tieres, seines gesamten Korpers und jedes
einzelnen Organs sind achtmal so gro8 wie die des ersten
Tieres. Alle Flichenmafle dagegen, darunter auch Muskelquer-
schnitt,sind nur 4malso groB. Wie ersichtlich, wichst bei einem
Tier von doppelter Linge und achtfachem Gewicht die Mus-
kelkraft nur um das Vierfache, mit anderen Worten: Das Tier
ist relativ um die Hilfte schwdcher geworden, bzw. es ist nur
halb so stark wie das erste Tier. Aus dem gleichen Grunde be-
sitzt ein dreimal so langes Tier, dessen Muskelquerschnitt
neunmal groBer ist, und dessen Korpergewicht das Gewicht
des Ausgangstieres um das 27fache tbertrifft, relativ nur den
dritten Teil, ein viermal so langes Tier relativ nur ein Vier-
tel der Kraft des ersten Tieres usw.

3I

Abb. 2.
Der sechsbeinige Krafimeier.



Die Tatsache, daB ein Insekt - wir kénnen dies bei Ameisen, Wespen und anderen
Tieren feststellen — Lasten zu tragen vermag, die sein eigenes Korpergewicht um
das 30- bis gofache ibersteigen, wihrend ein normaler Mensch (von Athleten und
Packern abgesehen) nur etwa 4, und ein Pferd — das wir als Musterbeispiel einer
vorziiglichen Arbeitsmaschine ansehen - noch weniger, nimlich 5 seines eigenen
Korpergewichts zu heben vermag, findet jhre Erklirung in dem Gesetz der un-
gleichen Steigerung von Volumen, Gewicht und Muskelkraft des Tieres.

Nach dieser Erklirung werden wir die »Heldentaten« der Ameise, iber die der
Fabeldichter I. A. Krylow spottete, mit anderen Augen betrachten.

ZWEITES KAPITEL

Geometrie am Flu3

Wie mifit man die Bryeite eines Flusses?

Fir den Menschen, der mit der Geometrie auf du und du steht, ist es ebenso
einfach, die Breite eines Flusses zu bestimmen, ohne ihn zu dberqueren, wie die
Hohe eines Baumes zu errechnen, ohne ithn zu erklettern. Unzugingliche Strecken
werden mit den gleichen Verfahren ermittelt wie unzugingliche Héhen. In beiden
Fillen wird die gesuchte Entfernung nach Strecken bestimmt, die -ohne weiteres
gemessen werden konnen.

Von den zahlreichen Methoden zur Losung der gestellten Aufgabe seien hier
einige einfache wiedergegeben:

1. Fir das erste Verfahren brauchen wir wieder unser »Gerit« mit den drei
Stecknadeln als Spitzen eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks (Abb. z5).
Es soll die Breite eines Flusses 4B
bestimmt werden (Abb. 26). Der
Beobachter steht an der mit B be-
zeichneten Uferseite; das andere
Ufer ist nicht zuginglich. Er stellt
sich in einem beliebigen Punkt
aufund hiltdas Stecknadelbrett in
Augenhohe, und zwar so, daB er
beim Schauen in der Richtung
zweier Stecknadeln die Punkte
4 und B in Deckung sieht. In
diesem Augenblick befindet sich
der Beobachter selbstverstindlich
auf der Verlingerung von AB.
Abb. 25. Die Flupbraite wird mit dem Stecknadelgerat ermitelt.  Ohne die Lage des Brettes zu ver-
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Abb. 26. Erste Stellung des Gerits. Abb. 27, Zweite Stellung des Gerdts.

indern, schaut nun der Beobachter in Richtung der beiden anderen Steck-
nadeln (also senkrecht zu der urspriinglichen Richtung) und visiert einen Punkt D
an, der mit den beiden Stecknadeln in Deckung liegt. Dieser Punkt liegt also
auf einer zu der Geraden AC senkrecht verlaufenden Geraden. Daraufhin mar-
kiert der Beobachter den Punkt C mit einem Pflock, verliBlt seinen Platz und
begibt sich mit dem Gerit lings der Geraden CD, bis er einen Punkt E ausmacht
(Abb. 27), von dem aus Punkt C durch die Stecknadel G und Punkt 4 durch die
Stecknadel F verdeckt erscheint. Das bedeutet, daB er am Ufer die dritte Spitze des
Dreiecks ACE ermittelt hat, wobei der Winkel bei C ein rechter Winkel und der
Winkel bei E dem Spitzwinkel des Geriits gleicht, d. h. ein halber rechter Winkel
ist. Daraus folgt, daB auch bei 4 ein halber rechter Winkel und AC = CE ist.
Jetzt kann man die Entfernung CE mit Schritten ausmessen; dadurch wird auch
AC bestimmt. Zieht man hiervon die leicht auszumessende Strecke BC ab, so er-
hilt man die gesuchte FluBbreite. Die Aufgabe ist damit geldst.

Es ist ziemlich schwierig,
das Stecknadelgerit lingere
Zeit stillzuhalten;es ist da-
her zweckmilig, das Brett
auf einen zugespitzten Stock
aufzusetzen und dessen an-
deres Ende in den Boden
zu stecken.

2. Das nichste Verfahren
istdem ersten dhnlich. Auch
hier wird auf der Verlin-
gerung von AB der Punkt
C ermittelt und mit Hilfe
des Gerits die senkrecht zu
CA verlaufende Gerade CD
abgesteckt. Dann aber ver-
fihrt man andets (Abb. 28). Abb. 28. Die Eigenschaften deckungsgleicher Dreiecke kommen uns sugute.
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ol ’f_,ﬁ,-,\\_,f-" Auf der Geraden CD wet-
' ' den die beliebigen gleich-
langen Strecken CE und EF
abgesteckt und die Punkte
E und F durch Pfiécke mar-
kiert. Man stellt sich mit
dem Gerit in Punkt F auf
und visiert in der zu FC
senkrechten Richturg FG.
Dann geht man lings FG so
lange, bis ein Punkt gefun-
den wird, von dem aus der
Plock E den Punkt 4 deckt.

Das bedeutet, daB die
Punkte H, E, A auf einer
Geraden liegen.

Die Aufgabe ist nunmehr gelést: Die Entfernung HF ist der Entfernung AC
gleich. Man braucht nur BC abzuziehen und hat dann die gesuchte FluBbreite
ermittelt. (Der Leser weil natiirlich selbst, wieso FH = AC ist.)

Dieses Verfahren beansprucht mehr Platz als das erste. Erlauben die Gelinde-
verhiltnisse die Durchfiihrung beider Verfahren, so ist es interessant, beide Er-
gebnisse miteinander zu vergleichen.

3. Das beschriebene Verfahren kann abgewandelt werden. Man steckt zu diesem
Zweck an der Geraden CF nicht zwei gleichgroBe Strecken ab, sondern die eine
Strecke Ubertrifit die andere um ein Mehrfaches. So wird z. B. (Abb. 2g) die Strecke
EC viermal linger genommen als FE; dann verfihrt man nach 2. Man findet auf
der zu FC senkrecht verlaufenden Geraden FG den Punkt H, von dem aus der
Pflock E den Punkt 4 zu decken scheint. Nun ist FH nicht mehr gleich AC; die
Strecke vielmehr nur einem vierten Teil der von AC gleich; die Dreiecke ACE und
EFH sind nicht gleich, sondern einander dhnlich mit ungleichen Seiten und gleichen
Winkeln, Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke wird folgende Proportion abgeleitet:

AC:FH =CE:EF =4:1

Wir brauchen also nur FH auszumessen, mit 4 zu multiplizieren und von dem so
ermittelten AC das Stlick BC abzuziehen ~ dann haben wir die gesuchte Flul3-
breite ermittelt.

Wie ersichtlich, erfordert das Verfahren weniger Platz, es ist also praktischer
als das vorige.

4. Dem vierten Verfahren liegt folgende Eigenschaft des rechtwinkligen Drei-
ecks zugrunde: Ist ein Spitzwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks gleich 30°, so
ist die gegentiberliegende Kathete gleich der Hilfte der Hypotenuse.

Von der Richtigkeit dieser Behauptung kann man sich leicht iiberzeugen. Ange-
nommen, der Winkel B eines rechtwinkligen Dreiecks ist 30° (Abb. 30, links).
Es soll bewiesen werden, dall AB =} AC ist. Zu diesem Zweck wird das Dreieck

Abb. 29. Die Eigenschaften dhnlicher Dreiecke werden angewandt.
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ABC um BC so gedreht, daB es eine zu seiner urspringlichen Lage symmetrische
Stellung einnimmt (Abb. 30, rechts). Es entsteht somit ein Gesamtdreieck 4DC.
ABD ist eine Gerade, weil beide Winkel an B rechte Winkel sind. Der Winkel A4
des Dreiecks ADC ist 60°, da er aus zwei Winkeln von je 30° zusammengesetzt
ist. Folglich sind AD und BD als gleichen Winkeln gegeniiberliegende Seiten ein-
ander gleich. AB ist jedoch + AD; folglich ist 4B auch + AC.

Wollen wir diese Eigenschaft des Dreiecks ausniitzen, so mussen wir die Steck-
nadeln auf dem Brett so anordnen, daf3 sie ein rechtwinkliges Dreieck bilden, dessen
Kathete halb so lang ist wie die Hypotenuse. Mit diesem Gerit ausgeriistet,
stellen wir uns in Punkt C auf (Abb. 31), und zwar so, daB die Richtung AC mitder
Hypotenuse des Stecknadeldreiecks tbereinstimmt. Schauen wir in der Richtung
der kurzen Kathete dieses Dreiecks, so visieren wir die Richtung CD an und finden
dort einen Punkt E, von dem aus die Richtung EA senkrecht zu der Geraden CD
verlguft, (Wir fithren diese Operation ebenfalls mit Hilfe unseres Stecknadel-
gerdtes aus.) Daraus kann unschwer gefolgert werden, daB3 die Entfernung CE,
d. h. die dem 30°-Winkel gegeniberliegende Kathete, gleich der Hilfte von AC
ist. Wenn wir also £ C ausmessen, die Entfernung verdoppeln und BC abziehen,
haben wir die gesuchte FluBibreite ermittelt.

Das sind also vier Verfahren, nach denen ohne weiteres die Breite eines Flusses
ausreichend genau bestimmt werden kann, ohne sich auf das gegeniiberliegende
Ufer zu begeben. Wir wollen keine weiteren Methoden betrachten, die kompli-
ziertere (wenn auch selbstgebaute) Gerite erfordern.

Mit dem Miitzenschivm...

Nachstehend wird beschrieben, wie sich der Obersergeant " Kuprijanow ein
einfaches Verfahren an der Front zunutze machte, um die Breite eines Flusses zu
messen, den die Truppe spiter iiberqueren mubBte.

Seine Abteilung schlich sich ans Ufer und nahm im Gebtisch Deckung. In Be-
gleitung des Soldaten Karpow niherte sich der Obersergeant dem Fluf3, von dem
aus er das von den Faschisten besetzte gegeniiberliegende Ufer deutlich sehen
konnte. Unter diesen Verhiltnissen mullte die FluBbreite geschitzt werden.
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»Nun, Karpow, was mei-
nen Sie? Wie weit ist esr«
fragte Kuprijarow.

»Ich denke, so 100 bis
110 m breit, richt mehr«
antwortete Karpow.

Kuprijanowstimmte zwar
- der Schitzung zu, beschlof
ﬂ’f{’ jedoch, den FluB mit Hilfe
‘ seines Miutzenschirmes aus-
0 /”"izr\wd‘u zumessen und dadurch die

geschitzteEntfernungnach-
zupriifen.

Das Verfahren sieht fol-
gendermaBenaus. Sie stellen
sich mit dem Gesicht zum
FluB und setzen die Miitze so tief auf, dafl der Schirmrand mit der gegeniiber-
liegenden Uferlinle genau zusammenfallt (Abb. 32). Der Miitzenschirm ist auch
durch die flache Hand oder ein Notizbuch zu ersetzen, das Sie mit der Kante an die
Stirn pressen. Ohne Kopfwerdung drehen Sie sich dann nach rechts oder links
um oder machen eine volle Kehrtwendung, und zwar dorthin, wo ein Stlck
ebenes, fur eine Messung geeignetes Geliarde ist. Nun merken Sie sich den weitesten
Punkt, der unter dem Miitzenschirm bzw. der Hand oder dem Notizbuch hervor
zu sehen ist. Die Ertfernung bis zu diesem Punkt gleicht ungefihr der FluBbreite.

Kuprijanow wandte diese Methode an, indem er, vom Gebiisch verdeckt, eilig
aufstand, sein Notizbuch an die Stirn legte, sich dann umdrehte und einen weit
entfernten Punkt anvisierte. Dann verlie} er kriechend seinen Standort, erreichte

Abb. 32. Mit dem Rand des Miiizenschirmes wird ein Punkt am anderen
Ufer anvisiert.
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Abb. 33. In der gleichen Weise visiert man mit dem Miitzenschirm einen Punkt diesseits des Stromes.
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den anvisierten Punkt und bestimmte mit Karpow die Entfernung mit Hilfe eines
Bindfadens. Das Ergebnis war 105 m. Kuprijarow meldete das Ergebnis seinem
Kommandeur.

Aufgabe

Begriinden Sie das sMiitzenschirmverfahren«.

Lésung

Der Blick, der am oberen Miitzenschirmrand vorbei geht, ist zuerst auf das
gegeniiberliegende Ufer gerichtet (Abb. 32). Beim Wenden gleicht der Blickstrahl
einem ZirkelfuBB. Er beschreibt einen Bogen, so dall AC und 4B als Halbmesser
eines Kreises einander gleich sind (Abb. 33).

Die Linge der Insel

Aufgabe

Jetzt kommt eine schwierige Aufgabe. Sie stehen am Ufer eines Flusses oder
eines Sees (Abb. 34) und sehen eine Insel, deren Linge Sie, ohne das Ufer zu ver-
lassen, wissen maochten. Ist eine derartige Messung ausfihrbar?

Obwohl beide Enden der unbekannten Strecke fiir uns nicht zuginglich sind,
kann die Aufgabe dennoch ohne komplizierte Gerite geldst werden.

Lésung

Nehmen wir an, wir wollen die Linge AB (Abb. 35) einer Insel erkunden, ohne
das Festlandufer zu verlassen. Wir wihlen am Ufer zwei willkiitliche Punkte P und
@ und stecken sie mit Pflécken ab. Dann stecken wir auf der Geraden PQ die Punkte
M und N so ab, daB die Richtung AM und BN mit der Geraden PQ rechte Winkel

Abb. 34. Die Linge dieser Insel soll bestimmt werden
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bilden. (Zu diesem Zwecke benutzen
wir das bekannte Stecknadelgerit.) Wir
stecken weiterhin den Mittelpunkt O
der Strecke M N mit einem Pflock ab
und ermitteln auf der Geraden AM einen
Purkt C, von dem aus der Pflock O
und der Punkt B in Deckung liegen.
In #hnlicher Weise wird auch auf der
Fortsetzung der Geraden BN ein Punkt
D ausgemacht, von dem aus O und das
andere Ende der Insel 4 in Deckung
liegen. Die Gerade CD ist die gesuchte
Abb. 35. Die mit der Gleichheit von rechtwinkligen Drei- Insellinge.
ecken zusammenkdn{fz:}tfe};ef:'iegf:‘s;).mften kommen uns Die Beweisfiihrung ist einfach. Be-
trachten SiedieDreiecke AM Qund ON D!
Sie sind rechtwinklig, und ihre Katheten M O urd NO sind einarder gleich. Auflerdem
sind die Winkel AOM und NOD gleich, folglich sind die Dreiecke einander gleich,
so dal A0 = OD ist. In dhnlicher Weise wird bewiesen, dal BO = OC ist. Durch
Vergleich der beiden Dreiecke ABQ und COD stellen wir fest, daB sie einander
gleich sind; folglich sind auch die Strecken 4B und CD einander gleich.

Der Fufginger am anderen Ulfer

Aufgabe

Ein Mann geht am FluBufer entlang. Sie kénnen vom anderen Ufer aus deutlich
seine Schritte verfolgen. Sird Sie in der Lage, ohne Thren Stardort zu verlassen, die
Entfernung annihernd zu bestimmen, ohne dabei irgendwelche Hilfsmittel in An-
spruch zu nehmen?

Lésung

Sie haben zwar keine Gerite zur Hand, aber Sie haben Augen und Arme - das
geniigt. Sie strecken die Hand in der Richtung zu dem Manne am anderen Ufer aus
urd schauen mit dem rechten Auge auf die Fingerspitze, wenn der Fullginger
rach rechts, und mit dem linken Auge, wenn er nach links wardert. In dem
Augenrblick, in dem der FuBginger durch Ihren Finger gedeckt ist, schlieBen Sie
das Auge, mit dem Sie soeben geschaut haben und 6ffnen das andere Auge. Es hat
den Anschein, als sei der Warderer zurlickgeblieben. Jetzt zihlen Sie, wieviel
Schritte er zurtcklegt, ehe er wieder mit Threm Finger in Deckung kommt. Damit
haben Sie simtliche Unterlagen in der Hand, um die Entfernung anndhernd zu
bestimmen.

Wir wollen den Vorgang erkliren. Auf der Abb. 36 stellen C und D Thre Augen,
Punkt M den Finger der ausgestreckten Hand und Purkt 4 die erste, Punkt B die
zweite Stellung des FuBgingers dar. Die Dreiecke CDM und ABM sind dhalich
(Sie miissen sich dem FuBginger so zuwenden, daB die Strecke CD seiner Gehrich-
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tung ungefihr parallel
ist). Es folgt

BM : DM = AB: CD.
In dieser Proportion ist
nur das eine Glied BM
unbekannt, alle anderen
lassen sich ohne weiteres
bestimmen. In der Tat
ist DM die Entfernung
zwischen dem Auge und
den Fingerspitzen des
ausgestreckten Armes,
CD die Entfernung zwi-
schen den Pupillen, 4B
ist durch die Zahl der
Schritte des Wanderets
bestimmt (wir nehmen ¢

dabei im Mittel einen

Schritt von 0,75 m an). l>,}

Folglich betrigt die un- D

bekannte  Entfernung A
zwischen Thnen und dem

Mann am anderen Ufer:

Abb. 36. a und b. Die Entfernung bis zu einem Wanderer wird gesucht.

DM
BM = AB- )

Betrigt z. B. die Entfernung zwischen den Pupillen 6 cm, die Linge DM zwischen
dem Ende des ausgestreckten Armes und dem Auge 60 cm, und legt der Fullginger
14 Schritte zuriick, so ist er von Thnen

BM =14- (;—O = 140, d. h. 140 Schritt, also etwa 105 m entfernt.

Sie brauchen nur einmal gelegentlich die Entfernung zwischen den Pupillen
sowie den Abstand zwischen dem Auge und den Fingerspitzen des ausgestreckten
Armes zu messen. Wenn Sie das Verhiltnis -5 behalten, so kénnen Sie ohne wei-
teres den Abstand von weit entfernten Gegenstinden bestimmen, Sie brauchen nur
roch AB mit diesem Verhiltnis zu multiplizieren und haben dann das gewiinschte
Ergebnis. Das Verhiltnis -55- ist bei den meisten Menschen mit sehr geringen Ab-
weichungen gleich 10.

Nur die Entfernung A Bist schwierig zu bestimmen. In unserem Falle haben wir
uns die Schritte eines Wanderers zunutze gemacht. Es konnen aber auch andere
Hilfsmittel herangezogen werden. Handelt es sich z. B. darum, die Entfernung bis
zu einem weit entfernt fahrenden Guterzug zu bestimmen, so kann man die, Strecke
AD nach der Linge eines gewdhnlichen Guterwagens ausmessen ; diese Linge wird
als bekannt (etwa 7,6 m zwischen den Puffern) vorausgesetzt. Will man die Ent-
fernung bis zu einem Gebidude bestimmen, so schitzt man AB nach der Breite eines
Fensters, der Linge eines Ziegelsteins usw.
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Das gleiche Verfahren kann auch zur Bestimmung der Grife eines Gegenstandes
angewandt werden, wenn seine Entfernung von dem Standort des Beobachters
bekannt ist. Zu diesem Zweck kdnnen aber auch andere Entfernungsmesser be-
nutzt werden, deren Aufbau wir nachstehend beschreiben.

Die einfachsten Entfernungsmesser

Im ersten Kapitel haben wir ein ganz einfaches Instrument zur Bestimmung un-
zuginglicher Héhen beschrieben, einen »sHéhenmesser«. Wir wollen nunmehr eine
ebenso einfache Vorrichtung zum Messen von unzuginglichen Strecken beschrei-
ben, den »Entfernungsmesser«. Man fertigt den Entfernungsmesser einfachster
Bauart aus einem Streichholz an. Zu diesem Zweck versieht man eine Kante mit
Millimeterstrichen und farbt die einzelnen Teilstriche abwechselnd hell und dunkel,
damit sie besser unterschieden werden kénnen (Abb. 37).

G__————1mnnannImn

Abb. 37. Der Entfernungsmesser aus einem Streickhols.

Mit diesem Gerit lassen sich Entfernungen nur dann bestimmen, wenn Ihnen
die Grofle der betreffenden Objekte bekannt ist (Abb. 38). Diese Bedingung gilt
lbrigens auch fur andere Entfernungsmesser besserer Konstruktion. Angenom-
men, Sie sehen in der Ferne einen Menschen und wollen die Entfernung bestim-
men. Hier dient der »Streichholz-Entfernungsmesser« als geeignetes Hilfsmittel. Sie
halten das Streichholz in der ausgestreckten Hand, schen mit einem Auge darauf
und bringen den Kopf des Holzes mit dem oberen Teil des entfernten Objekts in
Deckung. Sie gleiten dann langsam mit dem Daumennagel am Streichholz entlang

3

2 W3
AR
s

7S

Abb. 38. Mit dem Streickholr werden unzuglngliche Entfernungen bestimmt.
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und héren mit dieser Bewegung auf, sobald der Nagel den Punkt erreicht, der auf
den Ful} der menschlichen Gestalt gerichtet ist. Nun brauchen Sie nur festzustellen,
bei welchem Teilstrich Thr Daumennagel stehengeblieben ist, - dann haben Sie
simtliche Unterlagen zur Hand, um die Aufgabe zu lésen. Sie kdnnen sich von der
richtigen Proportion leicht iiberzeugen:

Gesuchie Enifernung Mittleve Korpevgrofie
Entfernung zwischen Auge Ausgemessencr
und Streichholz Streichholzteil

Daraus kann die gesuchte Entfernung leicht berechnet
werden. Ist z. B.die Entfernung bis zum Streichholz 60 cm,
die KotpergroBe 1,70 cm und der ausgemessene Teil des
Streichholzes 12 mm, so betrigt die Entfernung

60cm « —L20T0 8500cm = 85m.
12 cm

Damit Sie nun lernen, den Entfernungsmesser geschicke | #% aaom
zu handhaben, messen Sie die KérpergroBe eines Bekann- — 10
ten, bitten ihndann, sich etwas zu entfernen und versuchen n
daraufhin, die Anzahl der Schritte zu bestimmen, die Sie o
von ithm trennen. 300 200

Mit den gleichen Mitteln kénnen Sie die-Entfernung zu
einem Reiter (Hoéhe etwa 2,2 m), einem Radfahrer (Rad- 400 oo
durchmesser etwa 75 cm), zu einem Telegrafenmast an 200 oo
der Bahn (Hohe 8 m, senkrechter Abstand zweier benach- 798 200
barter Isolatoren gocm), zu einem Eisenbahnzug, der Zie- |00 i
gelfassade eines Hauses und anderen Gegenstinden be- [85i— —M;?,E
stimmeny deren MaBle man ohne 0 >
besondere Schwierigkeit abschit- peme e
zen kann. Wihrend eines Aus- b -
fluges bieten sich hierzu zahl- T B
reiche Gelegenheiten. ‘ 30

Wer gut bastelt, kann ohne
Schwierigkeiten ein bequemeres 30 40
Gerdt vom gleichen Typ anferti- o
gen.DasGeritistfiir Entfernungs- 4 w0
schdtzungen bestimmt, die von 50! 70
der Grofe einer weit entfernten :E im
menschlichen Gestalt ausgehen. ool ¥

Der Aufbau des Instruments 20g 300
geht aus den Abb. 39 und 40 klar L RS = {500

hervor. Der beobachtete Gegen-
Stand erd §O anvisiert, daB} er Abb. 39. Der Schieber eines Entfern.ingsmessers.
gerade in den Zwischenraum a  Abb. 40. Aufban cines Entfernungsmessers mit einem Schieber.
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hineinpaflt, der durch das Heben der Gleitschiene entsteht. Die GréBe dieses Zwi-
schenraumes kann an den Teilstrichen, die an den Elementen ¢ und 4 der Leiste an-
gebracht sind, abgelesen werden. Um Rechenoperationen zu vermeiden, kénnen
an den einzelnen Teilstrichen der Leiste ¢ die entsprechenden Entfernungen aufge-
tragen werden, sofern das Objekt eine menschliche Gestalt ist. (Das Gerit wird in
der waagerecht ausgestreckten Hand gehalten.) Rechts, an dem Teil d, kénnen die
Entfernungen aufgetragen werden, die fiir andere Fille vorher berechnet wurden.
Die beiden oberen Leistenteile ¢ und 4 sieht man flir gréBere Objektive, z. B. ein
Haus von 15 m, ein Baum mit der Héhe 10 m, vor. In diesem Falle sieht das Ge-
rit so aus, wie es in Abb. 40 wiedergegeben ist.

Freilich sind solche Schitzungen nicht genau. Es handelt sich eben um eine
Schitzung und keine eigentliche Messung. In dem von uns beschriebenen Beispiel
mit dem Ergebnis von 85 m wiirde ein Fehler von 1 mm bei der Bestimmung der
Streichholzhéhe eine Fehlschitzung von # m zur Folge haben (55 von 85 m). Wire
die Entfernung viermal so grof3, und hitten wir auf unserem Ziindholz 3 mm ab-
gesteckt, so hitte eine Fehlmessung von nur 0,5 mm eine Fehlschitzung der Ent-
fernung von 57 m zur Folge. Daher ist unser Beispiel, soweit es sich um Menschen
handelt, nur fiir Entfernungen von 100 bis 200 m einigermallen sicher. GréBere
Entfernungen miissen mit entsprechend gréBeren Objekten geschitzt werden.

Die Energie eines Flusses

Ein Fluf3 unter 100 km Linge gilt als unbedeutend. Wissen Sie, wieviel unbedeu-
tende Flisse solcher Art es in der Sowjetunion gibt?

Eine erstaunliche Anzahl - etwa 43 Tausend! Wiirden wir alle diese Flisse
aneinanderreihen, so ergibe das ein Band von 1300000 km Linge. Ein solches
FluBband kénnten wir etwa 32mal um den Aquator legen (Aquatorlinge etwa
40000 km).

Die Flisse flieBen nur langsam dahin, sie bergen aber gewaltige Energiereserven.
Nach Annahme der Fachleute betrigt die in den kleinen Fliissen der Sowjetunion
verborgene Energie 34 Millionen Kilowatt. Diese Kraft mul bei der Elektrifizierung
der in der Nihe von Flissen gelegenen Dérfer fiir wirtschaftliche Zwecke geniitzt
werden.

Sie wissen, daB3 dieser Gedanke durch den Bau von Wasserkraftwerken verwirk-
licht werden kann. Der Ingenieur, der das Kraftwerk bauen soll, interessiert sich
fiir alles, was mit der Wasserwirtschaft des Flusses zusammenhingt. Er mull wissen,
wie die Breite, die Strémungsgeschwindigkeit (Wasserverbrauch), der Querschnitt
des FluBbettes (sog. »lebendiger Querschnitt«), der Staudruck gegen das Ufer u. a.
ist. Alle diese Faktoren konnen durch verhiltnismiBig einfache Mittel bestimmt
werden und lassen sich mit Hilfe einfacher geometrischer Mittel l6sen.

Das wollen wir jetzt auch einmal durchfithren!

Vorher aber sagen wir, welche einfachen Hilfsmittel wir benétigen, um die
Aufgabe annihernd zu losen:

Eine Uhr, eine Flasche mit Fihnchen und vier gut angespitzte Pfldcke.

42



Strémungsgeschwindigkeit eines Flusses

Wieviel Wasser stréomt nun tiglich durch solch einen Fluf3? Zwei Personen mes-
sen dazu als erstes die Stromungsgeschwindigkeit. Die eine Person hilt eine Uhr in
der Hand, die andere einen auffallenden Schwimmkérper, etwa eine halbgefiillte,
mit einem bunten Fihrchen versehene Flasche. Dann werden an einer geraden
FluBstrecke am Ufer lings der Strémung zwei Pllocke 4 und B in einer bestimmten
Entfernung voneirarder (z. B. 10 m) eingesteckt (Abb. 41).
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Abb. 41. Messung der Siromiungsgeschuwindigkeit.

Anden zu 4 und B senkrechten Geraden werden weitere zwei Pflécke in die Erde
gesteckt (C und D). Die Person mit der Uhr stellt sich hinter dem Pflock D auf.

Die Person mit der Flasche begibt sich ein wenig jenseits des 4-Pflockes strom-
aufwirts, wo sie den Schwimmkoérper ins Wasser wirft und sich unmittelbar danach
hirter dem Pflock C aufstellt., Beide schauen nun in der Richtung CA bzw. in der
Richtung DB auf das Wasser. In dem Augenblick, da die Flasche die Fortsetzung
der Geraden CA schneidet, hebt der Beobachter den Arm. Der zweite Beobachter
merkt sich die Zeit und schaut beim Durchgang der Flasche durch die verlingerte
Linie DB abermals auf die Uhr.

Nehmen wir an, der Zeitunterschied betrigt 20 Sekunden. Die Strémungsge-
schwindigkeit ist dann

Iom m
= 0,5——.
20 SeC sec

Gewodhnlich wird der Versuch etwa romal wiederholt, indem man den Schwimm-
korper an verschiedenen Stellen auf die FluBoberfliche wirft. Man kann auch gleich-
zeitig 10 Schwimmkérper in einiger Entfernung voneinander werfen. Die erhal-
tenen Ergebnisse werden addiert und das arithmetische Mittel berechnet. Man er-
halt auf diese Weise die durchschnittliche Strémungsgeschwindigkeit an der Was-
seroberfliche.
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In den tieferen Wasserschichten ist die Stromungsgeschwindigkeit geringer, so
daB die mittlere Geschwindigkeit mit 4 der Strémungsgeschwindigkeit an der Ober-
fliche angenommen werden kann. (In unserem Falle ist sie also 0,4 m/sec.)

Die Strémungsgeschwindigkeit an der Oberfliche 148t sich auch anders, wenn
auch nicht so zuverlissig, ermitteln. Sie setzen sich in ein Boot und rudern genau
einen Kilometer (am Ufer abgesteckt) gegen den Strom und dann wieder zuriick
stromabwirts, wobei Sie sich bemithen miissen, immer mit dem gleichen Kraft-
aufwand zu rudern!

Angenommen, Sie brauchen zum Stromaufwirtsrudern 18 Minuten und in der
Gegenrichtung 6 Minuten fiir den Kilometer. Bezeichnet man die gesuchte Stré-
mungsgeschwindigkeit des Wassers mit #, die Geschwindigkeit Threr Fahrt iiber
Grund mit ¥, so lassen sich folgende Gleichungen aufstellen:

I000 _ . I000 '—‘6
y—x y+x
folglich:
1000

y o+ x =25

o 1000
Yy —* =713

2% = 110
X = 55

Die mittlere Strémungsgeschwindigkeit an der Oberfliche ist 55 m/min, d. h.
etwa ¢ m/sec.

Wieviel Wassey strémt den Fluf hinab?

Mit dem einen oder anderen Verfahren 1iBt sich also die Geschwindigkeit des
Wassers errechnen. Der zweite Teil unserer Aufgabe ist bedeutend schwieriger.
Der Querschnitt des Stromes ist zu bestimmen, damit die DurchfluBmenge berech-
net werden kann. Zur Bestimmung des Flicheninhalts (des sogenannten »leben-
digen, aktiven FluBquerschnittes«) mussen wir eine Querschnittszeichnung an-
fertigen. Man geht hierbei folgendermaflen vor:

Erstes Verfahren

Dort, wo Sie die FluBbreite gemessen haben, schlagen Sie an beiden Ufern, und
zwar unmittelbar am Wasser, zwei Pflockchen in die Erde. Dann besteigen Sie, zu-
sammen mit einem Ruderer, ein Boot und rudern von einem Pflock zum anderen,
wobei Sie moglichst den geraden Weg zwischen den beiden Pflocken einhalten. Ein
unerfahrener Ruderer wird besonders bei einem FluB mit schneller Strémung mit
dieser Aufgabe kaum fertig. Ihr Ruderfreund muf also gut rudern kénnen. Dariiber
hinaus brauchen wir einen Beobachter, der am Ufer stehen bleibt und aufpafit, daf3
das Bootdie Richtung einhilt. Rudert Thr Bootfreund falsch, so gibt der Beobachter
am Ufer Zeichen. Wihrend der ersten FluBiiberquerung brauchen Sie nur die An-
zahl der Ruderschlidge zu zihlen und daraus zu berechnen, wieviel Ruderschlige
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fiir die Fahrt des Bootes liber 5 oder 10 m erforderlich sind. Dann iiberqueren Sie
den FluB} noch einmal. Bei dieser Fahrt nehmen Sie eine lange MeBlatte mit; alle
5 bzw. 10 m (nach Ruderschligen gemessen) stoBer Sie die MeBlatte senkrecht bis
auf den Grund und notieren sich die einzelnen Tiefen des Flusses.

Auf diese Weise 1408t sich der FluBquerschnitt bei kleinen Flissen bestimmen.
Bei groBere Wassermengen fiihrenden breiten Fliissen gibt es andere verwickeltere
Verfahren, die von Fachleuten durchgefiihrt werden. Der Amateur ist nun einmal
auf Aufgaben beschrinkt, die seinen bescheidenen Vermessungsmitteln entspre-
chen.

Zweites Verfahren

Ist der FluB schmal und flach, so kommea Sie auch ohne Boot aus. Sie spannen
zwischen den beiden Pflécken einen senkrecht zur FluBachse fiihrenden Bindfaden,
der mit Marken coder Knoten an jedem Meter versehen ist und messen dann die
FluBtiefe bei jedem Knoten mit der Latte.

PFLOCK KNOTEN BINDFADEN
N S~y X - 74

N ) t
RANDDRHECX@ ]

Abb. 42. Der wirksame Flufquerschnitt.

Nachdem alle Mafle festliegen, tragen Sie die Zeichnung (das Bild) des FluBbett-
querprofils auf Millimeterpapier oder in ein kariertes Blatt ein, Sie erhalten dabei
ein Bild in der Art der Abb. 42. Die Bestimmung des Gesamtquerschnittes macht
keine Schwierigkeiten, weil er sich in einzelne Trapeze, bei denen beide Grund-
linien und die Héhe bekannt sind, sowie in zwei Randdreiecke mit bekapnten Grund-
linien und Hoéhen aufgliedern 1iBt. Wird der Malistab des Bildes 1 : 100 gewidhlt, so
erhalten wir das Ergebnis unmittelbar in Quadratmetern.

Jetzt besitzen Sie alle Unterlagen und kénnen die durchflieBende Wassermenge
berechnen. Durch den FluBquerschnitt fliet offenbar in jeder Sekunde eine Wasser-
menge, deren Volumen dem Volumen eines Prisma entspricht, wobei die Grund-
fliche des Prismas durch den FluBquerschnitt und seine Hohe durch die mittlere
Stibmungsgeschwindigkeit je Sekunde dargestellt wird. Betrigt z. B. die Wasser-
geschwirdigkeit 0,4 m/sec und der »lebendige Querschnitt« 3,5 m?, so fihrt der FluB

3,5m?+ 0,4 S% = 1,4 m® Wasser je Sekunde

bzw. die gleiche Zahl Tonnen".
Stitndlich macht es also
1,4 m3 - 3600 = 5040 m® Wasser aus,
und tiglich
‘ 5040 m? . 24 = 120960 m3,

* 1 Kubikmeter SiiBwasser wiegt eine Tonne (1000 kg).

45



Abb. 43. 80-hW-Wasserkraftwerk der landwirtschaftlichen Genossenschaft von Burmakino;
es versorgt sieben Kolchosen mit elektrischem Strom.

Uber 100000 Kubikmeter! Nun ist aber ein FluB mit einem 3,5 m? groBen Quer-
schnitt eigentlich nur ein Bach. Ist er 1 m tief und 3,5 m breit, so kann man ihn
ohne weiteres durchwaten. Dennoch birgt er Energie, die man in den allmichtigen
elektrischen Strom verwandeln kann. Wieviel Wasser mag wohl tiglich durch den
Newa-Strom flieBen, der 3300 m? je Sekunde fiihrt? Die mittlere Wasserflihrung des
Dnjepr bei Kiew betrigt 700 m3.

Unsere jungen Forscher und kiinftigen Erbauer landwirtschaftlicher Kraftwerke
missen noch die Stauhéhe ausrechnen, die das FluBufer zuliBt. Es ist der Hohen-
unterschied der Wasserspiegel, der durch das Wehr bestimmt wird (Abb. 43). Zu
diesem Zwecke steckt man an beiden Ufern, in einer Entfernung von etwa 5 bis tom
vom Ufer, zwei Pfihle senkrecht zum FluB. Wir bewegen uns lings der dadurch ge-
bildeten Geraden und stecken'die charakteristischen Knickungen der Uferboschung
mit kleinen Pflécken ab (Abb. 44). Die verschiedenen Héhen der einzelnen Pflocke
werden durch MeBlatten gekennzeichnet. An Hard der erhaltenen Maflergebnisse
wird das Uferprofil gezeichnet, dhnlich, wie wir bei der Darstellung des Flulibettes

verfuhren.

4b0. 44. Messung des Uferprofils.
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Aus dem Uferprofil kénnen wir uns ein Urteil iber die zulidssige Stauhohe bilden.

Angenommen, der Wasserspiegel wird durch den Staudamm oder das Wehr um
2,5m gehoben, so sind wir in der Lage, die Leistung des zukinftigen Wasset-
kraftwerkes zu berechnen. Die Energiewirtschaftler haben fiir diesen Zweck eine
praktische Formel. Sie empfehlen: multipliziere 1,4 (»Wasserverbrauch« des Flus-
ses je Sekunde) mit 2,5 (Hohe des oberen Wasserspiegels) sowie mit 6 (ein Beiwert,
der sich je nach Energieverlust in den Maschinen 4ndert). Man erhilt das Ergebnis
in Kilowatt. Wir haben also

1,4+ 2,5+ 6 = 21 Kilowatt.

Da der Wasserspiegel im Flul je nach der Jahreszeit unterschiedliche Héhen
aufweist, so mul3 man diejenige Wasserfithrung berechnen, die wihrend der meisten
Zeit fiir den Fluf3 typisch ist.

Die Olschicht auf dem W asser

In einem fur Fabrikabwisser benutzten Flufl kann man in der Nihe der Abwisser-
karile schone, buntschillernde Farben auf der Wasseroberfliche bemerken. Ol
(z. B. Maschinendl), das mit den Abwissern in den FluB gelangt, bleibt, weil es
leichter ist, an der Oberfliche und breitet sich als hauchdiinner Film auf dem Was-
ser aus. Kann man die Stidrke eines solchen Filmes messen oder einigermallen genau
bestimmen?

Die Aufgabe scheint reichlich schwer zu sein, dennoch ist die Losung ziemlich
einfach. Sie konnen sich schon denken, dal3 wir uns nicht etwa mit der sehr ver-
wickelten unmittelbaren Messung der Decke befassen werden: das wire geradezu

- hoflnungslos. Wir bestimmen die Stirke indirekt, indem wir sie berechnen.

Nehmen Sie eine bestimmte Menge Maschinendl, sagen wir 20 g, und gieBen Sie
es in einer gewissen Entfernung vom Ufer aus einem Boot ins Wasser. Wenn sich
das Ol auf dem Wasser als ein mehr oder weniger runder Fleck ausbreitet, so messen
Sie den ungefihren Durchmesser des Kreises und berechnen den Flicheninhalt. Da
Thnen auch der Rauminhalt des Ols durch sein Gewicht bekannt ist, kann die ge-
suchte Stirke des Olfilms unschwer ermittelt werden. Nachstehend zeigen wir den
Gang der Rechnung an einem Beispiel.

Aufgabe
Ein Gramm Petroleum breitet sich auf dem Wasser in einer Kreisfliche von
30 cm Durchmesser aus. Wie groB ist die Stirke des Petroleumfilms? Ein Kubik-
zentimeter Petroleum wiegt 0,8 g.

Losung

Wir ermitteln das Volumen des Films, der selbstverstindlich dem Volumen der
Petroleummenge gleich ist. Wiegt 1 cm?® Petroleum 0,8 g, dannist 1 g gleich 1,25 cm?
bzw. 1250 mm?®. Die Fliche eines Kreises von 30 cm bzw. 300 mm Durchmesser
betrigt rund 70000 mm?. Die gesuchte Filmstirke ist gleich dem Volumen, geteilt
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durch die Grundflicke
1250 mm?

Fovcomm? — -0r8mm,

d. h. weniger als 4y mm. Eine direkte Messung dieser geringen Stirke ist mit ein-
fachen Mitteln natiirlich ausgeschlossen.

Ol- und Seifenfilme breiten sich zu noch diinneren Filmen aus (bis 0,001 mm).
In seinem Buch »Seifenblasen« erzihlt uns der englische Physiker Boys folgendes:
»Ich fithrte einmal an einem Teich folgenden Versuch durch: Ich goB3 einen Loftel
Oliverdl ins Wasser. Sofort entstand ein breiter Olfleck von etwa 20 bis 30m
Durchmesser. Da der Fleck etwa tausendmal linger und tausendmal breiter als der
Loflel war, muBte die Olschicht auf dem Teich rund den millionsten Teil der Ol-
schicht auf dem Léffel betragen, also etwa 0,000002 mm.«

Die Kreise auf dem Wasser

Aufgabe

Sicherlich haben sie schon mehr als einmal neugierig jene Kreise betrachtet, die
sich in einem ruhigen Wasser nach allen Seiten ausbreiten, nachdem ein Stein
hineingeworfen wurde (Abb. 45). Sie waren auch bestimmt niemals um die Erkli-
rung dieses Naturphinomens in Vetlegenheit: Die Wellen breiten sich von dem
Punkt ihrer Entstehung gleichmiBig und mit gleicher Geschwindigkeit nach allen
Seiten aus; daher miissen in jedem beliebigen Augenblick alle schwingenden Teil-
chen im gleichen Abstand vom Ort der Wellenerzeugung, d. h. auf einem Kreis-
umfang liegen.

Wie sieht aber die Sache aus, wenn das Wasser strédmt? Ob sich die von einem in
einen schnell dahinstréomenden Fluf3 geworfenen Stein erzeugten Wellen ebenfalls
kreisformig oder vielleicht in linglicher Form ausbreiten?

Abb. 45. Die Kreise auf dem Wasser.
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Auf den ersten Blick hat es den Anschein, als miiBten sich in flieBendem Wasser
die Wellen nach der Richtung strecken, in der sie von der Strémung mitgerissen
werden, die Schwingungen breiten sich in Stromrichtung schneller aus als strom-
aufwirts bzw. seitlich. Also miiiten sich die Schwingungen im Wasser in Form
einer geschlossenen linglichen Kurve, nicht aber kreisfé6rmig ausbreiten.

In Wirklichkeit verhalt es sich jedoch anders. Auch dann, wenn Sie Thren Stein
in einen noch so schnell flieBenden Strom werfen, kénnen Sie sich davon lber-
zeugen, daf3 die Wellenausbreitung genau kreisférmig erfolgt, also genau so, als ob
wit es mit stehendem Wasser zu tun hitten. Warum?

Losung

Wir iiberlegen folgendermaBen: Wiirde das Wasser nicht flieBen, so wire die
Wellenausbreitung kreisférmig. Wie duBert sich nun die Stromwirkung? Diese ist
bestrebt, jedes Teilchen in die mit Pfeilen bezeichnete Richtung mitzureiBen (siehe
Abb. 46 links), wobei alle Punkte in gradlinigen parallelen Bahnen mit gleicher
Geschwindigkeit wandern. Fin paralleles »MitreiBen«hat jedoch keine Verinderung
der Ausbreitungsfigur zur;Folge. Durch ein derartiges MitreiBen wandert der

Abb. 46. Die Stromung 138t die Kreisform unverindert.

Punkt 1 (siehe Abb. 46 rechts) nach 1’, der Punkt 2 nach 2’ usw.; das Viereck 1234
wird durch das Viereck 12’3’4’ ersetzt, das diesem gleicht,wovon man sich an Hand
der gebildeten Parallelogramme122'1’,23 3'2°,34 4’3" usw.leicht iberzeugen kann.
Wenn wir statt 4 Punkte mehr davon im Kreisumfang nehmen, wiirden wir eben-
falls gleiche Vielecke erhalten. Wichst die Zahl der Punkte ins Unendliche, d. h.
zu einem Kreis, so erhalten wir nach einem entsprechenden Parallelschnitt eben-
falls einen Kreis.

Daher kommt es, daB das strémende Wasser diec Wellenform nicht verindert, -
auch in flieBendem Wasser breiten sich die Wellen kreisf6rmig aus. Der Unterschied
besteht eben nur darin, daB auf der Oberfliche eines Teiches die Kreise nicht wan-
dern, wenn man von der eigentlichen Ausbreitung der Welle als solcher vom Mit-
telpunkt absieht, wihrend auf der FluBoberfliche der Kreis mit seinem Mittel-
punkt mit der Strémungsgeschwindigkeit des Wassers mitgerissen wird.,

Das Phantasie-Schrapnell
Aufgabe

Wir wollen uns jetzt mit einer Aufgabe befassen, die zwar dem Anschein nach in
keinerlei Bezichung zu dem bebandelten Stoff steht, wie wir aber gleich sehen wer-
den, dennoch mit ihm eng zusammerhingt.

49
4 [42043-1]



Stellen Sie sich ein hochfliegendes SchrapnellgeschoB vor. Es sinkt immer tiefer,
dann erfolgt die Explosion, die Splitter fliegen nach allen Seiten, wobei sie sich
durch die Sprengkraft mit gleicher Geschwindigkeit (der Luftwiderstand bleibt
unberiicksichtigt) ausbreiten. Wir stellen nun die Frage: Wie verlagern sich die
Sprengstiicke eine Sekunde nach der Explosion, wenn sie in dieser Zeit den Erd-
boden noch nicht erreicht haben?

Lésung

Die Aufgabe ist der vorangegangenen Aufgabe uber die Ausbreitung kreisférmi-
ger Wellen dhnlich. Scheinbar miissen die Splitter zu einer bestimmten Figur an-
geordnet fallen, die nach der Fallrichtung gestrecktist: Die nach oben geschleuder-
ten Splitter fliegen ja langsamer als die unmittelbar nach unten geschleuderten. Es
l4Bt sich jedoch sehr einfach beweisen, dall die Splitter unseres in der Einbildung
bestehenden Schrapnellgeschosses kugelférmig auseinandersprithen. Stellen Sie
sich fur einen Augenblick vor, die Schwerkraft sei aufgehoben. In diesem Falle
wiirden alle Splitter genau die gleichen Strecken, vom Explosionsherd gerechnet,
zurticklegen, d. h., sie wiren kugelformig geordnet. Jetzt wirkt sich jedoch die
Schwerkraft aus. Unter ihtem EinfluB beginnen die Splitter zu sinken, da, wie wir
ja wissen, alle Korper mit gleicher Geschwindigkeit fallen, miissen auch die Split-
terinnerhalb einer Sekunde die gleiche Entfernung, und zwar gradlinig, zuriicklegen.
Eine derartige Parallelwanderung dndert jedoch die Form des Gebildes nicht, - die
Kugel bleibt also bestehen.

Folglich bilden die Splitter unseres Phantasieschrapnells eine sich immer weiter
ausbreitende Kugel, die mit der Geschwindigkeit eines frei fallenden Koérpers zur
Etde sinkt.

Die Bugwelle

Kehren wir nun zu unserem FluB zuriick. Stellen Sie sich einmal auf eine Briicke,
und achten Sie auf die Spur, die ein schnell fahrendes Schiff im Wasser hinterldft!
Sie sehen, daB sich vom Bug aus zwei Wellenkimme ausbreiten (Abb. 47).

Abb. 47. Die Buguwelle.
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Wie entstehen sie? Und warum wird der von beiden Wellen gebildete Winkel
mit wachsender Geschwindigkeit des Schiffes immer spitzer?

Wir wenden uns noch einmal unseren Kreisen zu, die bei dem Steinwurfins Was-
ser entstehen, um zu kliren, wie die beiden Bugwellen entstehen,

Wetfen Sie in gleichmiBigen Zeitabstinden einen Stein nach dem anderen ins
Wasser, so schen Sie, wie sich auf dem Wasser verschiedene groBe Kreise bilden. Der
Kreis um den zuletztins Wasser geworfenen Stein ist natiitlich der kleinste. Werfen
Sie nun die Steine lings einer Geraden, so erzeugen die dadurch entstandenen
Kreise eine Art Bugwelle, wie man sie bei Schiffen sieht. Je kleiner die Steine sind
und je hiufiger man sie wirft, um so gréBer wird diese Ahnlichkeit. Tauchen Sie
einen Stock ins Wasser und fithren Sie thn durchs Wasser! Sie ersetzen dadurch ge-
wissermaflen die nacheinander ins Wasser geworfenen Steine durch einen stetigen
Waurf. Sie beobachten alsdann genau die gleiche Bugwelle, wie sie bei den Schiffen
vorkommt.

Wir haben diesem Bild nur wenig hinzuzufiigen, um Ihnen tber den Vorgang
Klarheit zu geben. In jedem Augenblick, da der Steven eines Schiffes das Wasser
zerteilt, erzeugt er eine dhnliche kreisférmige Welle wie der ins Wasser geworfene
Stein. Zwar breitet sich der Kreis aus, aber inzwischen riickt das Schiff vor und er-
zeugt die nichste Kreiswelle, der die dritte unmittelbar folgt, usw. Die ruckférmige
Entstehung von Wellenkreisen ist durch eine stindige Wellenerzeugung ersetzt.
Wir erhalten eine Welle, die in Abb. 48 schematisch dargestellt ist. Beim Begegnen
vernichten sich die aufeinanderstoBenden Wellenberge gegenseitig; es bleiben nur
die beiden Kreisabschnitte oder Bogen unversehrt, die an der Peripherie entstehen.
Beim ZusammenflieBen bilden die beiden AuBenabschnitte zwei zusammenhin-
gende Wellenberge oder Kimme, deren Lage den AuBentangenten aller Kreis-
wellen entspricht (Abb. 48 rechts).

So entstehen also jene Wellenkimme, die man im Kielwasser eines Schiffes und
Gberhaupt hinter jedem schwimmenden Kérper wahrnimmt, der sich schnell genug
auf der Wasseroberfliche bewegt.

Abb. 48. So entsteht die Bugwelle.

Daraus folgt unmittelbar, daf3 dieser Vorgang nur dann mdoglich ist, wenn die
Bewegung des Korpers schneller ist als diejenige der Wellen. Wenn Sie einen Stock
langsam durch das Wasser ziehen, werden Sie keine Wellen bemerken. Die Kreis-
wellen sind konzentrisch umeinander angeordnet, so dal3 keine gemeinsame Tan-
gente zu den Kreisen gezogen werden kann,
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Man kann die Wellenkimme auch dann beobachten, wenn der Kérper still steht
und vom Wasser umspiilt wird. Ist die Strémung schnell, dann sieht man die »Bug-
wellen« in der die Briickenpfeiler umspiilenden Strémung. Die Wellenform ist in
diesem Fall ausgeprigter als bei einem Dampfer, weil das Bild nicht dutch das
Arbeiten der Schiffsschraube verzerrt wird.

Nachdem wir nun die geometrische und physikalische Seite der Angelegenheit
kennengelernt haben, versuchen wir einmal, eine Aufgabe zu 16sen.

Aufgabe

Wodurch wird die GroBe des Winkels bestimmt, der durch die beiden Bugwellen
eines Schiffes gebildet wird?

Lésung

Wir zeichnen aus dem Mittelpunkt der Wellenkreise (Abb. 48 rechts) Halbmesser
zu den entsprechenden Abschnitten des geraden Wellenberges, d. h. zu den Be-
rihrungspunkten der gemeinsamen Tangente. Man kann sich leicht davon iiber-
zeugen,daB O,Bder innerhalb einer bestimmten Zeit von dem Schiffssteven zuriick-
gelegte Weg ist und 0,4, die Entfernung, iiber die sich in der gleichen Zeit die
Welle ausbreitet. Das Verhiltnis 24 ist der Sinus des Winkels® 0,BA4,. Es ist
gleichzeitig das Verhiltnis der Geschwindigkeiten der Welle und des Schiffes. Folg-
lich ist der von den beiden Kiémmen der Bugwelle gebildete Winkel nichts anderes
als der doppelte Winkel, dessen Sinus gleich ist dem Verhiltnis der Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Wellenkreises zur Schiffsgeschwindigkeit.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit kreisformiger Wellen im Wasser ist annihernd
Gberall gleich; der Winkel zwischen beiden Bugwellen hingt daher hauptsichlich
von der Schiffsgeschwindigkeit ab, Der Sinus des Winkels steht aber in direktem
Verhiltnis zu dieser Geschwindigkeit. Umgekehrt kann aus der Gro8e des Winkels
geschlossen werden, um wievielmal die Schiffsgeschwindigkeit die Wellen-
geschwindigkeit iibertrifft. Betrigt z. B. der von den Bugwellen gebildete Winkel
30° (das ist bei den meisten seegehenden Frachtern der Fall), so betrigt der Sinus
der Hilfte dieses Winkels (sin 15°) 0,26; das heiBt, daB die Geschwindigkeit des
Dampfers die Ausbreitungsgeschwindigkeit der kreisformigen Welle um das Vier-
fache (1 : 0,26) tibertrifft.

Die Geschofigeschwindigheit

Aufgabe

Eine durch die Luft sausende Gewehrkugel oder ein KanonengeschoB erzeugt
dhnliche Wellen.

Abb. 49 und 50 geben zwei Bilder von Geschossen wieder, deren Fluggeschwin-
digkeit ungleich ist. In beiden Zeichnungen koénnen wir die Bugwelle oder Kopf-
welle, wie man sie in diesem Fall nennt, deutlich sehen. Sie verdankt ihre Entste-
hung der gleichen Ursache wie die Bugwelle eines Schiffes.

* Der Sinus eines spitzen Winkels in einem rechtwinkligen Dreieck ist das Verhdlinis der Gegenkathele sus
Hypotenuse: Gegenkathete

sing =
Hypotenuse
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Hier gelten auch die gleiéhen geometrischen Beziehungen; der Sinus des halben
von der Kopfwelle gebildeten Winkels ist dem Verhiltnis der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Luftwelle zu der Fluggeschwindigkeit gleich. Nun breiten sich

— _— ——
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Abb. 49. Die durch ein fliegendes GeschoB Abb. 50. Dieses Geschof hat eine andere
erzeugten Luftwellen. Geschwindigkeit,

die Wellen im Luftmedium anndhernd mit Schallgeschwindigkeit, d. h. mit 330 m/
sec, aus. Nach der Aufnahme eines fliegenden Geschosses kann man also unschwer
seine Geschwindigkeit annihernd bestimmen. Wie verfihrt man in unserem Falle
bei den hier dargestellten Bildern?

Lésung

Wir wissen den Divergenzwinkel der Kopfwelle (Abb. 49und 50). Im ersten Falle
betrigt er etwa 80°, im zweiten etwa 55°. Die Hilfte der Winkel ist also jeweils 40°
und 274 °. Der sin 40° = 0,64; der sin 274°=0,46. Also betrigt die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Luftwelle (330 m/sec) im ersten Falle 0,64 (64%) der Ge-
schoBgeschwindigkeit, im zweiten Falle 0,46 (469,). Folglich ist die Geschwindig-
keit des ersten Geschosses <5 = 520 m/sec und die des zweiten J3 = 720 m/sec.

Daraus kénnen Sie ersehen, wie man mit Hilfe einfacher geometrischer Uber-
legungen sowie gewisser physikalischer Kenntnisse eine auf den ersten Blick ziem-
lich knifflige Aufgabe zu lésen vermag, nimlich die Bestimmung der Geschwindig-
keit eines in seiner Flugbahn fotografierten Geschosses. Die Rechnung hat indessen
keinen Anspruch auf Genauigkeit, weil wir einige Nebenfaktoren auBer acht gelas-

sen haben.
oo & oy
— \

Abb. 51. Die Geschwindighkeiten der fliegenden Geschosse sollen errechnet werden.

Aufgabe

Hat jemand Lust, die Geschwindigkeit von Geschossen selbstindig auszurechnen,
so kann er auf Grund der drei dargestellten, mit verschiedener Geschwindigkeit
fliegenden Geschosse an die Losung der Aufgabe gehen (Abb. 51).
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Wie tief ist der See?

Wir wollen jetzt zu dem FluBidyll zuriickkehren und eine Hindu-Aufgabe iiber
die Lotosblume betrachten.

Die Lotosblume, wohl halbfuBl die Breite,
Wuchs einsam im See und allein,

Da trieb sie ein WindstoB heftig beiseite,
Wo mag unsete Blume nun sein?

Vom Wasserspiegel verschwunden . . .

Im Lenz aber hat sie ein Fischer gefunden
Zwei Full weit weg von der Stelle,

Wo einst sie geruht auf der Welle.

Nun sagt, ob iht’s willt,

Wie tief hier das Wasser ist?

l A l<— 2Fup
1 el
2 Fuf e/ _-lB
e
/
/
/ 1
/, A
X / X+3
/.
/
/ v
/
// WAWVWN
mﬂsol b) Die Tiefe des Sees wird ermittelt.

Abb. 52. a) Eine indische Aufgabe iiber die Lotosblume.

Losung

Wir bezeichnen die gesuchte Tiefe C D des Lotosteiches mit x. Nach dem pythago-

rdischen Lehrsatz gilt:
BD*= CD? + BC?

oder o
(x + T) = x% + 2%

und .
24+ = x4 22

4
woraus folgt, dal3 x=4— =

4

und x = 3% ist.

Also ist die gesuchte Tiefe 33 FuB.
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In der Nihe eines FluBufers oder in einem flachen Teich kéannen Sie Wasser-
pflanzen finden, die Thnen den Stoff fiir die erwihnte Aufgabe liefern: Sie kénnen
ohne jede MeBvorrichtung die Wassertiefe an der betreffenden Stelle ausrechnen.
Es ist dann vorteilhaft, die Aufgabe anders zu l8sen als im Gedicht angegeben.

Hier ist etne Aufgabe in Prosa:

Ein Mann fihrt mit einem Kahn an eine Seerose heran
und hebt sie senkrecht iiber der Wurzel 1 m iiber die
Wasseroberfliche. Es ist moglich, den Stengel so weit
zur Seite zu biegen, dall die Seerose 2 m weiter die
Wasseroberfliche beriihrt (Abb. 52).

Koénnen Sie helfen, die Tiefe des Sees zu berechnen? Nach unserem Beispiel miilite
Ihnen das leicht gelingen.

Der Sternenhimmel im Fluf

Auch zur Nachtzeit stellt der FluB dem Geometer neue Aufgaben. Denken Sie
einmal an die Stelle bei Gogol: »Hoch iiber der Welt leuchten und funkeln die
Sterne und spiegeln sich allesamt im Dnjepr wider. Sie alle hilt der Dnjepr in
seinem dunklen SchoBe fest: Keiner entflieht, es sei denn, er erlischt am Himmels-
gewdlbe.«

Ja, das ist schon so: Steht man am Ufer eines breiten Stromes, dann hat es den
Anschein, als spiegele sich der ganze Himmelsdom im Wasser wider. Wie ist es
aber in Wirklichkeit? Schauen wirklich alle Sterne ihr Spiegelbild im Wasser?

Wir fertigen eine Zeichnung an (Abb. 53). 4 ist das Auge des Beschauers am
FluBlufer, und zwar am Rande einer steilen Uferboschung. M N ist die Wasser-
oberfliche. Welche Sterne sieht nun der Beschauer von seinem Standort 4 ? Damit
wir diese Frage beantworten kénnen, wollen wir von dem Punkt 4 die Senkrechte
AD auf die Gerade M N fillen und diese um eine gleiche Strecke bis 4" verlingern.
Wenn das Auge des Beobachters sich in 4’ befinden wiirde, so kdnnte er nur jenen
Teil des Himmels sehen, der von den
Seiten des Winkels BA'C begrenzt wird.
Das Blickfeld des wirklichen Beobach-
ters, der von dem Punkt 4 aus schaut,
ist genau so groB. Sterne, die auBer-
halb dieses Gesichtswinkels liegen, blei-
ben unsichtbar. Die reflektierten Strah-
len gehen an dem Auge des Beschauers
vorbei.

Wie konnen wir uns davon tberzeu-
gen? Wie sollen wir beweisen, daf3 z. B.
der Stern S, der auBerhalb von BA'C
liegt, im Wasser fiir unseren Beobachter , ) ] )

Abb. 53. Welchen Teil des Sternenhimmels sizht man im
unsichtbar bleibt? Wasserspiegel eines Flusses mit hotem Ufer?
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Wir folgen seinem in der Nihe des
Ufers einfallenden Strahl; er trifft auf
die Wasseroberfliche in M. Er wird in
einem Winkel zuriickgeworfen, der dem
Einfallwinkel gleich ist (unter einem
:Winkel zu M P, der dem Einfallwinkel
SM P gleich ist). Dieser Winkel ist je-
doch kleiner als der Winkel PM A4 (die

) Beweisfithrung folgt unschwer aus der
Abb. 54. In einem schmalen Fluf . . R
mit flachen Ufern sind mehr Sterne sichtbar. Gleichheit der Dreiecke ADM wund
- A'DM). Folglich muB der zuriickgewor-
fene Strahl an A vorbeigehen. Die von den weiter als M entfernten Punkten zu-
rickgeworfenen Strahlen des Sternes S gehen erst recht aulerhalb des Blickfeldes
des Beobachters vorbei.

Daraus folgt, dafl die Beschreibung Gogols bertrieben ist. Der Dnjepr spiegelt
nicht alle Sterne wider; es ist weniger als das halbe Himmelsgewdlbe.

Das Interessante ist aber dabei, daB die Weite des reflektierten Sternenhimmels
noch lange kein Beweis fiir die Breite eines Gewissers ist. In einem schmalen Flu3
mit flachen Ufern kénnen wir nahezu die Hilfte der Himmelskuppel sehen (also
mehr als in einem breiten Strom), sofern wir uns tief zum Ufer biicken, Durch eine
zeichnerische Konstruktion (Abb. 54) des Blickfeldes konnen Sie sich hiervon
leicht iberzeugen.

Der Weg diber den FluB

Aufgabe
Da liegt zwischen den Orten A und B ein FluB3 oder auch ein Kanal, dessen Ufer
anndhernd paralle] verlaufen (Abb. 55). Rechtwinklig zu den beiden Ufern soll
eine Briicke iiber den Flufl geschlagen werden. Wo mufl die Briicke stehen, damit
der Weg von A zu B die kiirzeste Entfernung bildet?
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Abb. 55 Wo mupB eine Briicke gebawt werden, damit man dis Abb. 56. Jetst haben wir den richtigen Ort bestimmi!

kdrseste Entfernung swischen den Punkien A und B erhilts
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Abb. 57. Die Briicke steht. Abb. 58. Der Weg A E D B ist tatsdchlich der Riirseste.

Lésung

Wir legen durch den Punkt A (Abb. 56) eine zu der FluBrichtung rechtwinklig
verlaufende Gerade, messen eine Strecke AC gleich der FluBbreite ab und ver-
binden C und B miteinander. Die Briicke muB in D gebaut werden, damit der Weg
AB die kiirzeste Strecke wird.

Wir priifen, ob es sich wirklich so verhilt. Bauen wir rechtwinklig zum FluB3
eine Briicke DE (Abb. 57) und verbinden E mit 4, dann erhalten wir den Weg
AEDB, in dem AE parallel zu CD verlauft. (AEDC ist ein Parallelogramm, weil
seine gegeniiberliegenden Seiten gleich und parallel sind.) Dabei sind die Strecken
AEDBund ACB gleichlang. Es ist leicht zu beweisen, dal} jeder andere Weg linger
sein muB als dieser. Wir nehmen nun an, daB wir irgend einen anderen Weg - etwa
AMNB (Abb. 58) - fiir giinstiger halten. Er sei, so behaupten wir, kiirzer als
AEDDB und folglich kiirzer als ACB. Wenn wir C mit N verbinden, dann stellen

-wir fest, dal CN = AM ist. Folglich ist der Weg AMNB = ACNB. ACNB ist
offensichtlich linger als ACB und auch linger als AEDB. Daher istder Weg AMNB
im Gegensatz zu unserer Annahme nicht kiirzer, sondern linger als AEDB.

Diese Uberlegung gilt fiir jede Briickenfithrung, die mit ED nicht {ibereinstimmt.

Mit anderen Worten, der Weg AEDB ist tatsichlich der kiirzeste.

Der Baw zweier Briicken

Aufgabe

Es kann auch ein komplizierterer Fall eintreten, wenn es z. B. darum geht, den
kiirzesten Weg zwischen ‘4 und B tiber einen Flufl zu ermitteln, den wir recht-
winklig zweimal iiberqueren miissen (Abb. 59). An welchen Punkten sind die
FluBarme zu tberbriicken?

Lésung

Wir zeichnen von dem Punkt 4 (Abb. 59) die Strecke AC, gleich der Breite des
FluBarmes I ; diese Gerade fihrt rechtwinklig zu dem FluBufer. Von dem Punkt B
wird eine der Breite des FluBarmes IT gleiche Strecke BD, ebenfalls rechtwinklig
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zum FluBarm 7], abgemessen. Dann
legen wir eine Gerade durch D und
C. Im PurktE wird die Bricke EF
urd im Punkt G die Bricke GH ge-
schlagen. AFEGHB ist der gesuchte
kiirzeste Weg zwischen 4 und B.

Der Beweis dirfte ja dem Leser
nicht schwerfallen, wenn er von den
gleichen Uberlegungen ausgeht, die
wir in der vorangegangenen Aufgabe
entwickelt haben. Erst dann wollen
Abb. 59. Zwei Briicken iiber dic beiden Fluflarme. wir uns dem neuen Kapitel zawenden.

DRITTES KAPITELEL

Geometrie auf freiem Felde

Die scheinbare Mondgrife

Wie groB erscheint uns der Mond am Himmel? Nun, die Menschen geben
darauf verschiedene Antworten.

Schitzungen wie stellergroB¢, »wie ein Apfel¢, svon der GréBe eines Menschen-
gesichts« usw. sind duBerst unklar und unbestimmt und beweisen, daB die Be--
fragten sich liber das Wesen der Sache keine Rechenschaft geben.

Die richtige Antwort auf diese, wie es doch scheint, sehr simple Frage kann nur
derjenige geben, der eine klare Vorstellung davon hat, was eigentlich mit »sicht-
baret« oder »scheinbarer« GroBe gemeint ist. Kaum einer kommt auf den Gedan-
ken, dal} es sich in diesem Falle um die GroBe eines bestimmten Winkels handelt,
um denjenigen Winkel nimlich, der durch die beiden von unserem Auge zu den
duBersten Punkten des betrachteten Gegenstandes fithrenden Linien bestimmt
wird. Diesen Winkel nennt man Gesichiswinkel oder die Winkelgrife eines
Gegenstandes (Abb. 60). Wenn also die scheinbare Gr6Be des am Himmel wandern-
den Mondes mit der GréBe eines Tellers, eines Apfels unter anderen verglichen
wird, dann sind solche Antworten entweder ganz sinnlos, oder sie besagen, dalB
der betreffende Beobachter den Mond unter dem gleichen Gesichtswinkel sieht
wie die soeben erwihnten Gegenstinde. Aber dieser Hinweis reicht noch nicht aus.
Wir sehen ja einen Teller oder einen Apfel je nach ihrer Entferung unter ver-
schiedenen Gesichtswinkeln. Aus der Nihe betrachtet ist der Winkel groB, aus
der Entfernung klein. Das Problem ist eindeutig bestimmt, wenn die Entfernung
angegeben wird, aus der wir Teller und Apfel betrachten.
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Abb. 60. Der Gesichiswinkel.

Der Vergleich entfernter Gegenstinde mit anderen Objekten ist ein sehr be-
beliebter literarischer Kunstgriff, der sogar von namhaften Schriftstellern gern
angewandt wird, Wir geben ein Beispiel aus Shakesspeares »Ko6nig Lear« wieder.
Edgar beschreibt die Aussicht vom steilen Meeresgestade:

»Kommt Herr, hiet ist det Ort; steht still! Wie grauenvoll
Und schwindelnd ist’s, so tief den Blick zu senken!

Die Dohlen, die in halber Hohe flattern

Und Krihn, sind klein wie Kifer. Halbwegs hingt

Ein Mann und sammelt Fenchel — schrecklich Handwerk!
Er scheint von hier nicht groBer als sein Kopf.

Die Fischer, die am Strande gehn, erscheinen

Wie Miuse, und das grofle Schiff vor Anker

zum Boot verkleinert, und das Boot zur Boje,

Zu winzig fiir den Blick ...«

(Nach Schlegel-Tieck)

Die angegebenen Vergleiche wiirden nur dann eine genaue Vorstellung tiber die
Entfernung geben, wenn sie Hinweise iiber die Entfernung der Vergleichsobjekte
(hier der Fliegen, des Kopfes, der Maus, des Bootes) enthielten. Vergleicht man
den Mond mit einem Teller, dann miiBte ebenfalls die Entfernung dieses Gebrauchs-
gegenstandes vom Auge angegeben werden. ‘

Diese Entfernung ist viel groBer als sie sich der Laie gewohunlich vorstellt. Halten
Sie einen Apfel in der ausgestreckten Hand, so verdecken Sie damit nicht nur den
Mond, sondern noch ein gutes Stiick Himmel dazu. Hingen Sie den besagten
Apfel an einen Bindfaden auf und entfernen Sie sich von ihm immer weiter, bis
er die Mondscheibe gerade noch bedeckt, so ist Mond und Apfel scheinbar gleich
grofB3. Messen Sie die Entfernung von Ihrem Auge zum Apfel, so stellen Sie fest,
daB es fast 1o m sind | Soweit miissen Sie also vom Apfel abriicken, damit er gerade
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den Mond verdeckt. Der Teller miiite entsprechend dreiflig Meter weiter geriickt
werden, d. h. ein halbes Hundert Schritte.

Diese Tatsache klingt fiir jeden, der davon hért, véllig unglaubwiirdig. Sie
ist indessen unzweifelhaft richtig und beruht darauf, da wir den Mond unter
einem Gesichtswinkel von nur einem halben Grad sehen. Im tiglichen Leben
kommen wir so gut wie niemals dazu, WinkelgréB8en abzuschitzen. Uber kleine
Winkel von 1°, 2° oder 5° haben daher die meisten Menschen nur eine sehr un-
klare Vorstellung. (Wir lassen Fachleute, wie Landmesser, technische Zeichner
usw., die in der praktischen Vermessungskunde erfahren sind, auBer acht.) Wir
sind aber in der Lage, gréBere Winkel einigermallen richtig zu schitzen, besonders,
wenn wir diese mit den uns vertrauten Winkeln unserer Uhrzeiger vergleichen.
So kennt selbstverstindlich jeder die Winkel von go°, 60°, 30°, 120°, 150° usw.,
die wir ja tiglich auf dem Zifferblatt unserer Uhr beobachten. (Entsprechend 3 Uhr,
2,1, 4, 5, Uhr usw.). Wir haben uns sogar daran gewshnt, dafl wir die Zeit an dem
durch die Zeiger gebildeten Winkel serraten«, ohne die Zahlen iiberhaupt zu be-
achten. Einzelne kleinere Objekte sind jedoch meist unter kleinerem Winkel sicht-
bat, so daBB wir nicht in der Lage sind, ihre Winkel auch nur annihernd genau zu
bestimmen.

Der Gesichtswinkel

Wollen wir uns von der GroBe eines Winkels von 1° anschaulich iiberzeugen,
so rechnen wir einmal aus, wie weit ein Mensch (Gr68e 1,70 m) sich von uns ent-
fernen muf3, um unter diesem Gesichtswinkel gesehen zu werden. Wenden wir
dabei die fachgeometrische Ausdrucksweise an, so sagen wir, daBl wir den Halb-
messer eines Kreises berechnen wollen, dessen 1°-Bogen eine Linge von 1,7 Me-
tern aufweist. (Es handelt sich, genau ausgedriickt, um eine Sehne; der Unter-
schied zwischen Bogen und Sehne kann jedoch bei so geringen Winkeln ver-
nachlissigt werden.) Wir iberlegen nun folgendermaBen: Ist der Bogen von
1° =1,70m, so mufl der volle Kreisumfang von 360° eine Linge von 1,70m - 360
= 612 m haben. Der Halbmesser ist 2 - 7 kleiner; setzen wir

= —272— dann ist der Halbmess:t gleich 612m :i’/:i ~ 98 m.

Wit sehen daher einen Menschen unter einem Gesichtswinkel von 1°, wenn er
von uns rund 100 m entfernt ist (Abb. 61). Entfernt er sich um das Doppelte, so
sehen wir ihn unter einem Winkel von °, nihert er sich bis auf 50 m, dann ist der
Winkel 2° usw.

Wir kénnen leicht ausrechnen, daBl wir einen meterlangen Stock unter dem
Winkel von 1° in einer Entfernung von

360m:ﬁ7i—~ 57 m

sehen. Unter dem gleichen Winkel erscheint uns 1 cm in einer Entfernung von
57 cm, I km in einer Entfernung von 57 km usw,, d. h., jeder unter einem Winkel
von 1° betrachtete Gegenstand befindet sich in der 57fachen Entfernung seines
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Abb. 61. Eine menschliche Gestalt in 100 m Entfernung erscheint in einem Gesichtswinkel von 1°.

Durchmessers. Merken wir uns die Zahl 57, dann konnen wir schnell und einfach
alle GroBen berechnen, die mit dem Winkelmal3 eines Gegenstandes zusammen-
hingen.

Wollenn wir z. B. berechnen, wie weit wir einen Apfel von g cm Durchmesser
entfernen milssen, um ihn unter einem Winkel von einem Grad zu betrachten,
so genligt es, g cm mit 57 zu multiplizieren; wir erhalten 513 cm oder rund 5m.
Aus der doppelten Entfernung erscheint uns der Apfel unter dem halb so groBen
Winkel 4° genau so groB wie der Mond.

In dhnlicher Weise 148t sich fiir jeden Gegenstand diejenige Entfernung be-
rechnen, in der er die gleiche GréBe wie die Mondscheibe hat,

Der Mond und der Teller

Aufgabe

In welcher Entfernung mufl ein Teller von 25cm Durchmesser angebracht
wetden, damit er ebenso groB wie der Mond ist.

Lésung

25cm:+57+2 =28,5m

Der Mond und die Miinzen

Die gleiche Rechnung ist fiir ein 5-Kopekenstiick (Durchmesser 25 mm, bzw.
fiir ein 3-Kopekenstiick Durchmesser 22 mm) durchzufithren. (Dem deutschen
Leser wird die Losung der gleichen Aufgabe mit folgenden MaBen empfohlen:
10 Pfennigstiick = 21 mm, 5 Pfennigstiick = 19 mm, 1 Pfennigstiick = 17 mm
Durchmesser. Anmerkung der deutschen Redaktion).
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Losung
0,025 m+ 3572 =285m

0,022m- 572 = 2,5m

Halten Sie die Behauptung fiir unglaubwiirdig, der Mond sei nicht gréBer als
ein 3-Kopekenstiick, aus einer Entfernung von 4 Schritten verglichen, oder als
ein 8o cm entfernter Bleistift, so halten Sie einmal einen Bleistift in der ausge-
streckten Hand gegen die Mondscheibe. Der Mond wird durch den Bleistift reich-
lich verdeckt. Es mag zwar sonderbar erscheinen, aber der passendste Gegenstand,
mit dem man den Mond in bezug auf seine relative Gtrd8e vergleicht, ist nicht etwa
ein Teller, ein Apfel, ja, nicht einmal eine Kirsche ~ nein - eine Erbse oder noch
besser ein Ziindholzképfchen. Vergleicht man den Mond mit einem Teller oder
einem Apfel im richtigen Verhiltnis, dann setzt man eine sehr groBe Entfernung
dieser Gegenstinde vom Auge voraus. Der Apfel in unserer Hand, ebenso wie
der Teller auf unserem Tisch, erscheint uns zehn- bis zwanzigmal gréBer als der
Mond. Nur den Ziindholzkopf, den wir in einem Abstand von 25 cm vor unserem
Auge betrachten (»Klare Sichtentfernung«), sehen wir tatsichlich unter einem
Winkel von 4°, er hat also die gleiche GréBe wie der Mond.

Die Tatsache, dafl die Mondscheibe den Augen der meisten Menschen triige-
rischerweise zehn- bis zwanzigmal gréBer erscheint, als sie tatsdchlich ist, gehort
zu den interessantesten Beispielen optischer Tduschung. Es ist anzunehmen, daB3
dies mit der Helligkert des Mondes zusammenhingt. Der Vollmond tritt auf dem
dunklen Hintergrund des Nachthimmels viel plastischer hervor als unsere Ver-
gleichsgegenstinde, wie Teller, Apfel, Miinzen usw. in unserer unmittelbaren
Umgebung®.

Diese Illusion ist so hartnickig, dal sogar namhafte Landschaftsmaler, die doch
richtig beobachten kénnen, darauf »hereinfallen« wie gewohnliche Menschen, Auf
ihren Bildern stellen sie den Vollmond viel gréBer dar, als er tatsichlich ist. Sie
brauchen nur eine von einem Maler dargestellte Mondscheinlandschaft mit der
entsprechenden Fotografie zu vergleichen, um sich zu tberzeugen, dall diese
Behauptung richtig ist.

Der gleiche Sachverhalt besteht auch bei der Sorne, die wir unter dem gleichen
Winkel von %° betrachten; wohl ist der wahre Durchmesser des Sonnenballs
dreihundertneunzigmal gréBer als der des Mondes, dafiir ist auch die Sonne
dreihundertneunzigmal weiter entfernt.

Sensationsaufnahmen

Damit wir uns mit dem wichtigen Begriff des Gesichtswinkels niher vertraut
machen, wollen wir ein wenig von unserem direkten Thema - der Geometrie auf
freiem Felde - abschweifen und einige Beispiele aus dem Gebiet der Fotografie
heranzuziehen.

* Dadurch erklért sich auch, warum der gliilhende Leuchtfaden einer Glihbirne viel dicker erscheint, als im
kaltem Zustand bei ausgeschaltetem Strom.
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Abb. 62. Autbau eines Eisenbahnungliicks fur eine Filmaufnahme.

Sie haben doch wohl auf der Filmleinwand Ungliicksfille, etwa zusammen-
stoBende Ziige oder unwahrscheinliche Szenen, wie ein auf dem Meeresgrunde
fahrendes Auto usw. des ofteren gesehen. Die Szenen von Schiffsuntergingen im
Sturm haben sicherlich einen starken Eindruck auf Sie gemacht. Kein Mensch
nimmt an, daB diese Aufnahmen etwa wirkliche Geschehnisse wiedergeben.

Wo steckt also hier das Geheimnis?

Die hier wiedergegebenen Bilder liiften es. Da sehen Sie z. B. auf Abb. 6z ein
sZugungliick«. Es ist eine Spielzeugeisenbahn auf einer Spielzeugbriicke. Abb. 63
zeigt ein Spielzeugauto, das an einem Bindfaden hinter einem Aquariumkasten
entlanggezogen wird. Das ist die »Natur, die gefilmt wurde. Warum aber geben
wir uns im Kino der T4uschung hin, echte Ziige und echte Autos zu sehen? Hier,
in der Abbildung im Buch, fillt uns sofort die geringe GrdfBe auf, auch wenn es

HINTERGRUND AQUARIUM

Abb. 63. Das Auto auf dem Meeresgrund.
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Abb. 64.
Die in der Natur aufgenommene Zauberlandschaft.

nicht méglich wire, ihre GréBe mit
dem MaBstab der anderen Objekte zu
vergleichen. Der Grund ist einfach. Die
Spielzeugeisenbahn und das Modellauto
sind aus unmittelbarer Nihe gefilmt. Da-
her erscheinen sie dem Beschauer unter
dem gleichen Gesichtswinkel, unter
dem wir die echten Eisenbahnwagen und
Autos sehen. Dasistdas ganzeGeheimnis.

Abb. 64 zeigt eine seltsame Land-
schaft, die andieNaturder 4ltesten geolo-
gischen Epochen erinnert. Sie sehen
eigenartige Biume, an denen unnatiir-
lich groBe Wassertropfen hingen. Im
Vordergrund bewegt sich ein Riesen-
untier,dessen Form aber an eine gewshn-
liche Ameise erinnert. Trotzdes unnatiir-
lichen Aussehens ist das Bild nach der
Natur gezeichnet. Es ist ein winziges

Stiick Waldboden, das jedoch aus einem ungewohnlichen Gesichtswinkel heraus dar-
gestellt ist, Wir bekommen niemals Halme, Moos, Wassertropfen und Ameisen
unter diesem sonderbaren Gesichtswinkel zu sehen. Die dargestellte Landschaft er-
scheint uns daher so unheimlich und fremdartig. Wir haben ein Landschaftsbild vor
uns, wie wir es wahrnehmen wiirden, wenn wir die GroBe einer Ameise besilBen.

In dhnlicher Weise verfahren z. B. Bildreporter, um sensationelle Bildwirkungen
zu erreichen. Eine im Ausland erscheinende Zeitung brachte einmal eine Notiz

Abb. 65. Ein Schneeberg auf der Fotografie (links) und in Wirklichkeit (rechts).
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mit heftigen Vorwirfen gegen die Stadtverwaltung, daB sie ungeheure Schnee-
mengen auf den Straflen dulde. Als Beweis brachte die Zeitung eine Aufnahme
solch eires Schneeberges (Abb. 65), der tatsichlich einen recht imposanten Ein-
druck machte. Bei der Nachpritfung stellte es sich irdessen heraus, daB3 der Berg
in Wirklichkeit ein harmloser, kleiner Schneehaufen war (rechts), den der als Spal3-
vogel bekannte Pressefotograf aus nichster Entferrung, d. h. unter einem sehr
groflen Gesichtswinkel, aufgenommen hatte.

Der lebende Winkelmesser

Ein einfaches Geriit zum Messen von Winkeln kénren wir leicht selbst anfertigen,
besonders, wenn wit dabei den bekannten Gradbogen verwenden. Aber manchmal
haben wir wihrend eines Ausfluges nicht einmal einen einfachen Winkelmesser
zur Hand.

In diesem Falle kénnen wir auf jenen lebenden Winkelmesser zuriickgreifen,
der uns niemals verliBt; es sind unsere eigenen Finger. Wir miissen nur vorher
einige Berechnungen und Messungen durchfiihren, damit wir die Finger als Gerit
zum-Abschitzen der Winkel benutzen kénnen. Vor allem miissen wir den Gesichts-
winkel feststellen, unter dem wir den Nagel des Zeigefingers der ausgestreckten
Hand sehen. Die tbliche Breite des Nagels ist T cm, und sein Abstand vom Auge
bei ausgestrecktem Arme betrigt durchschnittlich 60 cm. Wir sehen ihn daher
unter einem Winkel von rund 1° (es ist um ein geringes weniger, weil der Winkel
1° bekanntlich in 57 cm Entfernung entsteht). Kinder und Halbwiichsige haben
zwar nicht so groBe Nigel, dafiir ist auch ihr Arm kiirzer; es bleibt also bei etwa 1°.
Der Leser tut gut, Messungen und Angaben praktisch nachzupriifen und sich nicht
etwa auf die gegebenen Daten zu verlassen ; dadurch kann er sich nidmlich von dem
MaB der Abweichung von 1° uberzeugen. Ist der Fehler sehr grof3, so miissen
Sie es mit einem anderen Fingernagel versuchen. Wenn Sie nun den geschilderten
Kunstgriff beherrschen, konnen Sie auch kleine Gesichtswinkel »mit der bloBen
Hand« messen. Jeder Gegenstand, der gerade von Ihrem Fingernagel bedeckt ist,
ist unter einem Winkel von 1° zu sehen und genau das 57fache seiner GrenzmaBe
entfernt. Bedeckt der Nagel nur das halbe Objekt, dann ist der Gesichtswinkel
2° urd sein Abstand etwa 28 Objektdurchmesser.

Der Vollmond wird nur vom halben Nagel bedeckt; er ist unter einem Gesichts-
winkel von 3° zu sehen. Folglich ist der Mond 114mal weiter entfernt als sein
Durchmesser betrigt. Ist das nicht eine wertvolle astronomische Feststellung, die
Sie ohne jedes Instrument durchgefithrt haben? Bei gi6Beren Winkeln nehmen Sie
das Kuppelgelenk des Daumens. Bregen Sie den Daumen an, und strecken Sie den
Arm aus] Bei einem Erwachsenen betrigt die Linge (wohlgemerkt, die Ldnge
und nicht die Breite) dieses Gelenks etwa 3,5 cm. Die Entfernung vom Auge bis
zum Gelerk ist etwa 55 cm. Es ist leicht auszurechnen, daB die GréBe des Winkels
in dieser Lage rund 4° betrigt. Wir haben damit ein Mittel in der Hand, Gesichts-
winkel von 4° (folglich auch solche von 8°) ohne weiteres siiber den Daumen zu
peilend.
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Wir weisen auf die Moglichkeit hin, zwei weitere Winkel mit dem Finger zu be-
stimmen. Es sind Winkel, unter denen wir iiber den ausgestreckten Arm folgende
Entfernungen wahrnehmen:

1. den Abstand zwischen Mittel- und Zeigefinger in méglichst breiter Spreiz-
lage und

2. den Abstand zwischen ebenfalls moglichst weit gespreiztem Daumen und
Zeigefinger.

Man kann leicht ausrechnen, daBl der erste Winkel etwa 7 bis 8°, der zweite
15 bis 16° betrigt.

Dieser lebende Winkelmesser kann in zahlreichen Fillen praktisch verwendet
werden. Angenommen, wit sehen in einiger Eatfernung einen Giiterwagen, den
wir mit dem halben Daumengelenk bequem verdecken kénnen. Der Wagen ist,
wie wir jetzt wissen, in einem Winkel von 2° zu sehen.

Da die Linge eines Giiterwagens (etwa 6 m) bekannt ist, kdnnen Sie ohne
weiteres die Entfernung zwischen sich und dem Objekt berechnen: 6 m - 28 =168 m.

Das Peilen Gber den Daumen ist freilich nur sehr bedingt richtig, aber es ist
dennoch zuverlissiger als das Abschitzen mit bloBem Auge.

Nun zeigen wir Thnen ein Mittel, rechte Winkel im Gelirde lediglich mit Hilfe
Thres Kérpers zu visieren, ohne irgendwelche »Geriite« zu verwerden.

Wollen Sie durch einen beliebigen Punkt eine zur gegebenen Richtung senkrechte
Gerade legen, so stellen Sie sich an diesem Punkt mit dem Gesicht in die gegebene
Richtung. Ohne eine Kopfwendung zu machen, strecken Sie den Arm nach der
Richtung aus, in der Sie das Lot fillen wollen. Dann strecken Sie den Daumen der
ausgestreckten Hand aufwirts, wenden den Kopf zum Daumen und merken sich
irgendeinen Gegenstand - einen Stein, ein Gebiisch usw. -, der durch den Daumen
verdeckt wird, wenn man mit dem richtigen Auge (d. h. mit dem rechten Auge,
wenn der rechte Arm, und mit dem lirken Auge, wenn der linke Arm ausgestreckt
ist) schaut. Dann brauchen Sie nur noch eine Gerade von Threm Stardort zu dem
argepeilten. Gegenstand zu ziehen und haben die gesuchte Senkrechte. Die Me-
thode scheint auf den ersten Blick nicht sehr vielversprechend zu sein, aber nach
einiger Ubung schitzen Sie dieses leberde Winkelgerit hoch ein.

Mit Hilfe des »slebenden Winkelmessers« konnen Sie ferner ohne jede Vorrichtung
die Wirkelhtke der Gestirre iiber dem Horizont, die relative Entfernung der Sterne
A B voneinander in Winkelgraden, die sicht-

; , bare Linge der Meteorenbahnenund ar-
deres bestimmen. Verstehen Sie es, ohne
Gerite rechte Wirkel im Gelirde zu be-
stimmen, dann kénnen Sie schlieBlich
auch einen Gelindeplan skizzieren. Das
R Verfahren ist aus der Abb. 66 ersichtlich.
Will man einen See kartieren, so miissen
; das Rechteck ABCD sowie die Lingen
C D der aus den ausgezeichneten Punkten

Abb. 66. Ein See wird kartografiert. der Uferlinie gefillten Lote und die Ent-
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fernungen zwischer ihren Fuflpunkten und den Ecken
des Dreiecks bestimmt werden.

Mit einem Wort, die Beherrschung der Kunst, die
Hinde zur Winkelmessung bzw. die FiBle zum Ab-
schreiten der Ertfernungen zu verwenden, kann inden
verschiedensten Lebenslagen wertvolle Dienste leisten.

Der Jakobstab

Wenn Sie den Wunsch haben, genauere Winkelmesser
zu verwenden als das obenbeschriebene slebende Gerite,
so konnen Sie sich ein einfaches Gerit bauen, das be-
quem zu handhaben ist. Es ist der nach seinem Erfirder
benannte »Jakobstab« (Abb. 67). Er wurde bis in das
18. Jahrhundert hinein bei der Seefahrt viel verwen-
det, bis er schliefllich von hardlicheren urd geraueren
Winkelmessern (Sextanten) verdrirgt wurde.

Der Jakobstab besteht aus eirem etwa 70 bis 100 cm Abb. 67. Der Jacobstab.

langen Lineal oder einer Latte AB, an der die Schub-
leiste CD entlang gleitet. Die beiden Arme CO urd OD der Schubleiste sird eirar-
der gleich. Will man mit Hilfe dieses Winkelmessers die Winkelentfernung zwischen
zwei Sterren S urd S’ (Abb. 67) bestimmen, so Lilt man das Ende A des Lireals
dicht an das Auge (am Erde des Lireals ist zum besseren Schen ein mit eirem
Schauloch verseheres Brett argebracht) urd peilt den Stern mit dem Stab so an,
dal} der Stern S’ am Erde B des Lireals erscheint. Dann schiebt man die Quer-
leiste CD am Lireal entlang, bis der Stern S gerade am Erde C erscheirt. Jetzt
braucht man nur roch die Ertfernung AO zu messen, damit die G.88¢ des
Winkels SAS’ bestimmt werden kann. Die Linge CO ist bekarrt. Wer Trigor.o-
metrie kernt, weill, daB der Targens des gesuchten Wirkels gleich dem Ver-
hiltnis 5% ist. Diese Rechnung kann {ibrigens auch mit Hilfe der in dem 5. Kap'tel
des vorliegernden Buches behardelten »Reisetrigono-

metrie« durchgefiihrt werden. Die Lirge AC wird nach S
dem Pythagoreischen Lehrsatz berechret, worauf der ’
Wirkel aus dem Sinus -¢% bestimmt wird. SchlieBiich
148t sich der gesuchte Winkel auch grafisch ermittelr.
Nachdem man das Dreieck ACO in einem beliebigen
Mafstab auf dem Papier konstrujert hat, kann der
Winkel CAO mit dem Gradbogen gemessen werden.
An der Stelle eines Gradbogens koénnen Sie zu dem in
Kapitel 5 »Reisctrigorometrie« beschriebenen Mel3-
verfahren greifer.

5

Wozu brauchen wir nun den zweiten Querleisten-
arm? Er ist fur die Fille vorgesehen, in denen der
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5% gesuchte Winkel so groB ist, daB er
- nach der beschriebenen Methode
c .-~ nicht gemessen werden kann. In die-
LT sem Falle wird nicht das Lineal 4B,
= 0 -8 sondern die Gerade AD auf den
A T Stern S’ gerichtet, indem man die
D - Querleiste so weit schiebt, daB ihr
el S Ende C mit dem Stern S zusammen-
582 fille(Abb. 68). Der Winkel SAS kann
Abb. 68. Bestimmu’:i tiisml«{«}incizl;:fischen den Sternen nach einem der oben beschriebenen
Verfahren ermittelt werden.

Um bei jeder Messung Rechnungen und Konstruktionen zu vermeiden, kénnen
diese bereits bei der Anfertigung des Gerits durchgefithrt werden. Die Ergebnisse
werden auf dem Lineal 4B vermerkt. Beim Richten des Geridts auf einen Stern
brauchen Sie dann nur die bei O erscheinende Zahl abzulesen und kennen dén ge-
suchten Winkel.

Der Gitterwinkelmesser

Zur Messung von Winkeln kann man ein weiteres Gerit anfertigen. Es ist noch
einfacher und heiB3t Gitter- oder Harkenwinkelmesser. Sein Aufbau erinnert tat-
sichlich an einen Rechen oder eine Harke (Abb. 69). Sein wichtigster Teil ist ein
kleines Brett von beliebiger Form.
An der einen Kante ist ein gelochtes
Blech- oder Holzplittchen ange-
bracht. Esistdas sOkular« durch das
der Beobachter schaut. An dem ande-
ren Ende stecken eine Anzahl Nadeln
senkrecht im Brett. Die Zwischen-
rdume zwischen den Nadeln sind 45 so
ABb. 69. Der Gitterwinkelmesser. breit wie die Entfernung zwischen

Schauloch und Nadeln*®.

Wir wissen, daB jeder Zwischenraum in einem Gesichtswinkel von 1° erscheint.
Die Stecknadeln lassen sich auf dem Brett auch nach dem nun folgenden Verfahren
anordnen, das genauere Ergebnisse ergibt. Man zeichnet auf einer Mauer in einem
Abstand von 1 m voneinander zwei Parallelen; dann tritt man senkrecht zu der
Mauer 57 m zuriick und betrachtet die beiden Parallelen durch das Schauloch
unseres MeBbretts. Dann steckt man die Stecknadeln so in das Brett, daB jedes Paar
berachbarter Stecknadeln sich mit den beiden Mauerparallelen genau deckt.

Nachdem alle Stecknadeln angebracht sind, kann man einige davon entfernen,
damit man Winkel vor 2°, 3°, 5° usw. erhilt. Mit diesem Winkelmesser lassen sich
Gesichtswir kel ziemlich genau (mirdestens }°) bestimmen.

* Anstatt Stecknadeln kann manauch einen Rahmen mit aufgespanntem Garnfaden benutzen.
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Der Winkel des Artilleristen

Der Artillerist schieft nicht etwa
blind. Wenn er die Héhe seines Zieles
kennt, dann bestimmt er den Winkel und
rechnet die Entfernung aus. Bei einem

Zielwechsel berechnet er den Drehwin- ¢
kel seines Geschiitzes.

Er ist daran gewdhnt, derartige Auf- 8
gaben sehr schnell im Kopf auszurech- Abb. 70. Der Winbelmesser des Kawonicrs.

nen, Wie macht er das?

Sehen Sie sich einmal Abb. 70 an! 4B ist der Kreisbogen mit dem Halbmesser
04 = R; CD ist der Kreisbogen mit dem Halbmesser OC = 7.

Aus den beiden Kreissektoren A0B urd COD folgt:

AB CcD
R ¥
oder
CD
AB = - R

Der Gesichtswinkel A0B ist durch das Verhiltnis £2 gekennzeichnet. Ist dieses
Verhiltnis bekannt, dann kann AB aus dem bekannten R bzw. R aus dem bekann-
ten AB leicht berechnet werden.

Die Artilleristen losen die Aufgabe leichter, indem sie den Kreis nicht in 360°,
sondern in 6000 gleiche Kreisbdgen einteilen. Die Linge jedes Bogens betrigt in
diesem Falle etwa 455 des Kreishalbmessers.

Nehmen wir einmal tatsdchlich an, daB der Kreisbogen CD eine Einheit des Win-
kelmeBkreises O ist. Der ganze Kreisumfang betrigt 2z - » = 67 (Abb. 70).

Die Linge des Kreisbogens ist dann

cp=_%__ 1
6000 1000

Bei unseren Artilleristen hat sich denn auch der Ausdruck »Tausendstel« fiir die
Bezeichnung dieses Bogens eingebiirgert.

Wir haben also

0,00I « ¥
AB=——'R=
AB = o,001 R.

Um die Entfernung im Gelinde zu erfahren, die einem Strich des Teilkreises
(d. h. dem »Winkeltausendstel«) entspricht, geniigt es, bei der Entfernungszahl R
rechts vom Komma bis zu drei Stellen zu rechnen.

Werden Befehle oder Artilleriebeobachtungen durch Feldfernsprecher oder
Funk durchgegeben, dann spricht man die Anzahl der »Tausendstel« dhnlich aus
wie eine Fernsprechteilnehmer-Nummer. Ein Winkel von 105 »Tausendstelne wird
seins — null - fiinf« ausgesprochen und 1-05 geschrieben. Ein Winkel von 8 »Tau-
sendstelne« wird »null — null - achte durchgegeben und 0-08 geschrieben.

Nun kéaren Sie ohne weiteres folgende Aufgabe Josen.

1000
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Von einem Pak-Geschiitzstand aus siecht man die Hohe eines Panzers in einem
Wirkel von 0-05. Geben Sie die Entfernung bis zum Panzer an, wenn die Hohe des
Panzers mit 2 m angerommen wird]

Loésung
5 Teilstriche des Teilkreises &= 2 m
1 Teilstrich des Teilkreises £ 25m =0,4m

Da ein Teilstrich dem tausendsten Teil der Entfernung entspricht, so ist die Ent-
ferrung tausendmal g168er, also

R=0,4m-:1000= 400m.

Hat der Batteriechef oder der Beobachter keinen Winkelmesser zur Verfiigung,
dann benutzt er die Hard, die Finger oder andere Hilfsmittel so, wie wir ¢s oben
eschildert haben (vleberder Winkelmesser«). Thren Wert mufl der Mann aber nicht
in Graden, sondern in yTausendsteln« ausdriicken konnen.

Wir geben nachsteherd die Werte einiger Objekte in »Tauserdsteln« an:

[0

Die Hard 1 bis 20
Mittel-, Zeige- oder Ringfinger o bis 30
Durchmesser eines runden Bleistiftes o bis 12
Linge eines Streichholzes o bis 75
Durchmesser eines Streichholzes o bis 03

Die Sehschirfe des Menschen

Nachdem Sie mit dem Begriff der WirkelgioBe eires Gegenstandes vertraut sind,
werden Sie auch die Messung der Sehschirfe leicht verstehen, ja, Sie werden solch
cine Messung sogar selbst durchfithren kénren. Zeichnen Sie auf ein Blatt Papier
20 streichholzlarge (5 cm) und millimeterdicke schwarze Striche, und zwar so, daf3
sie zusammen ein Quadrat bilden (Abb. 71).
Befestigen Sie diese Skizze an einer gutbeleuch-
teten Zimmerward, treten Sie so weit zurlick,
bis Sie die einzelnen Striche nicht mehr unter-
scheiden kénnen und zu einem einténigen Grau
verschwimmen. Messen Sie die Entfernung aus,
berechnen Sie den Gesichtswinkel (das Ver-
fahren kennen Sie ja bereits), und ermitteln
Sie den Winkel, in dem Sie die 1 mm dicken
Striche nicht mehr einzeln unterscheiden kor-
nen. Betrigt der Winkel 1’ (eine Minute),
dann ist Thre Sehschirfe normal; ist sie gleich
3 Minuten, so betrdgt Ihre Sehschirfe 4 der

Abb. 71. Zur Messung der Sehschirfe. normalcn Uusw.
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Aufgabe

Die auf der Zeichnung (Abb. 71) wiedergegebenen Striche verschwimmen bei
Threr Sehschirfe in 2 m Entfernung.
Ist Thre Sehschirfe rormal?
Loésung

Wir wissen, daB3 in einer Entfernung von 57 mm ein I mm breiter Strich in
einem Winkel von 1°, d. h. 60’ sichtbar ist. In einer Entfernung von 2000 mm ist
der gleiche Strich in einem Winkel x zu sehen. Wir bestimmen ihn aus folgender
Proportion:

x: 60 = 57:2000
Daraus folgt: o
X =1,7
Ihre Sehschirfe liegt unter der normalen, sie betrigt

I:1,7 =0,0.

Die Grenzminuie

Soeben haben wir darauf hingewiesen, daf3 ein normalsichtiges Auge Striche, die
in einem Winkel von weniger als 1’ beobachtet werden, nicht mehr deutlich wahz-
nehmen kann, Diese Behauptung trifft fiir jeden Gegenstard zu. Es ist ganz gleich,
welche Konturen der beobachtete Gegenstand besitzt: Ein normales Auge kann ihn
in einem Wirkel von weniger als 1’ nicht mehr unterscheiden. Jedes Objekt schmilzt
zu einem kaum sichtbaren Punkt zusammen, »zu klein, um unterschieden zu werden«
(Shakespeare). Es ist nur noch ein »Staubkérnchen« ohne Form und Gestalt. Das
ist nun einmal die Eigenart des normalen Menschenauges: Fine Winkelminute ist
die durchschnittliche Grenze fiir die Sehschitfe des Menschen. Die tieferen Ur-
sachen fiir diese Tatsache gehoren in ein besonderes Gebiet ~ sie beruhen auf den
physikalischen Gesetzen und der Physiologie des Auges. Wir wollen uns lediglich
mit der geometrischen Seite der Angelegenheit befassen.

Das hier Gesagte betrifft in gleichem Mafle weit entfernte gréBere und nake
kleinere Gegenstinde. Die Form der in der Luft schwebenden Staubkérnchen kon-
nen wir mit bloBem Auge nicht unterscheiden.

Vom Sonnenlicht durchflutet, scheinen sie immer die gleichen winzigen Plinkt-
chen zu sein, obwohl ihre wirkliche Form sehr verschieden ist. Wir sind daher auch
nicht in der Lage, die Einzelheiten des Kérperbaues eines Insektes zu unterscheider,
weil wir diese wiederum unter einem Winkel von weniger als 1’ sehen. Aus dem
gleichen Grunde sind wir nicht in der Lage, ohne Fernrohr Einzelheiten auf der
Oberfliche des Mondes, der Planeten und anderer Himmelskdrper zu unterschei-
den. ;

Wire der Grenzbereich fiir das natiirliche Sehen erweitert, so wiirde die garze
Weltin unseren Augen ein anderes Gesicht bekommen. Stellen wir uns einmal einen
Menschen vor, bei dem die Grenze der Sehschirfe nicht bei 1/, sordern bei 3/ liegt.
Er wiirde seine Umwelt eingehender und weiter sehen als wir. Diese giinstige
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Eigenschaft der Sehschirfe ist in Tschechows Erzihlungen »Die Steppe« wunder-
schon wiedergegeben: »Wassjas Sehschirfe war erstaunlich gro8. Er konnte so gut
sehen, daB die 6de, graubraune Steppe fiir ihn voller Leben und Inhalt war. Er
brauchte nur seinen Blick in die Ferne zu richten - und er sah einen Fuchs, einen
Hasen, eine Trappe oder ein anderes menschenscheues Tier, Einen laufenden Hasen,
eine fliegende Trappe zu sehen - das ist ja fiir jeden, der einmal durch die Steppe
gefahren ist, etwas Alltigliches; nicht jeder ist aber in der Lage, die Tiere der Wild-
nis in threm ureigenen Dasein zu beobachten, nimlich dann, wenn sie weder davon-
laufen, noch ingstlich nach allen Seitenn Ausschau halten. Wassja beobachtete die
Fichse beim Spiel, die Hasen bei ihrer Morgentoilette, er sah die groBen Trappen
beim Ausbreiten ihrer Schwingen urd die Zwergtrappen beim Balzen. Dank seinet
Sehschirfe erdffnete sich Wassja auBer der flir jedermann sichtbaren Welt eine
andere, eigene, niemandem zugingliche Welt; sie muBte sehr schén sein, denn
jedesmal, wenn er sie sah, sich an iht ergétzte, muBte man ihn unwillkirlich be-
neiden.«

Es ist doch sonderbar, daB3 die Unterscheidungsgrenze von 1’ auf §’ verringert
werden muB, um diese erstaunliche Verinderung hervorzurufen.

Die zauberhafte Wirkung der Mikroskope und Fernrohre ist auf die gleichen
Ursachen zuriickzufiihren. Diese Instrumente verdndern rdmlich den Strahlengang
des betrachteten Objekts derart, daB die Strahlen das Auge in einem stark aus-
einandergehenden Biindel treffen; dadurch wird das Objekt unter einem viel
groBeren Gesichtswinkel betrachtet. Sagt man, ein Teleskop oder ein Mikroskop
vergroBere einen Gegenstand um das Hundertfache, so ist damit nichts anderes
gemeint, als daB wir diesen Gegenstand unter ¢inem hundertmal gréBeren Winkel
als mit dem bloBen Auge sehen. Die urspriinglich jenseits der Grenze unserer Seh-
schirfe liegenden Einzelheiten werden dadurch unserem Auge zuginglich.

Wir sehen den Vollmond in einem Gesichtswinkel von etwa 30’. Der Mond-
durchmesser betrigt 3476 km; folglich schmilzt jeder Mondbezirk, dessen Durch-
mresser 3476 km : 30 = 116 km und weniger groB ist, dem blo8en Auge zu einem
kaum wahrnehmbaren Punkt zusammen, Durch ein Fernrohr mit hundertfacher
VergréBerung wird die Sichtbarkeitsgrenze ganz gewaltig erweitert. Erst
Objekte unter 116 km : 100 = 1,16 km werden nicht unterscheidbare Pinktchen.
Bei rooofacher VergroBerung ist der kleinste Gegenstand dann 16 m grof3. Daraus
folgt u. a., daB wir mit unseren modernen Fernrohren groB3e Bauten, Werkanlagen,
Ozeandampfer usw. auf dem Mond sehen konnten, falls dort welche vorhanden
wiren®.

Auch fiir unsere alltiglichen Beobachtungen ist die Regel der »Grenzminute« von
grofler Bedeutung. Durch diese Eigentiimlichkeit unseres Sehvermégens héren
wir auf, einen Gegenstand zu unterscheiden, der von uns um mehr als das 3400fache
seiner groBten Abmessung (57 - 60) entfernt ist: Er schmilzt zu einem Punkt zu-

* Vollstindige Klarheit und Gleichartigkeit (Homogenitit) der Atmosphire ist hierflir Bedingung. In Wirk-
lichkeit ist jedoch die Luft weder klar noch homogen. Bei starker VergréBerung wird dadurch das Bild verzerrt
und verschwommen. Man ist daher bestrebt, Sternwarten auf den Gipfeln hoher Berge in kristallklarer Luft an-
zulegen.
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sammen. Wenn Ihnen also jemand weismachen sollte, ex habe das Gesicht eines
Menschen in 250 m Entfernung erkannt — glauben Sie thm nicht! - es sei denn,
seine Sehschirfe wire auBergewdhnlich groB. Der Mindestabstand zwischen den
Augen eines Menschen betrigt nimlich nur 3 cm. Schon ih einer Entfernung von
3 cm - 3400, d. h. 100 m, verschwimmen sie zu einem Punkt. Die Bedienung von
Geschiitzen benutzt diese Tatsache beim Schitzen der Entfernung. Nach den bei der
Artillerie iiblichen Faustregeln betrigt die Entfernung bis zu einem anderen Men-
schen héchstens 100 Schritt (6o bis 70 m), wenn dessen Augen als zwei getrennte
Punkte erscheinen. Unser Grenzmal} betrigt dagegen 100 m. Das bedeutet, daB bei
der Artillerie eine um 309, verminderte Sehschirfe zugrunde gelegt wird,

Aufgabe

Kann ein normalsichtiger Mensch einen Reiter auf 10 km Entfernung sehen,
wenn er hierzu ein Fernglas mit dreifacher VergréBerung benutzt?

Losung

Die Héhe des Reiters wird mit 2,2 m angenommen. Fiir das unbewaflnete Auge
schmilzt seine Gestalt in einer Entfernung von
2,2m + 3400 = 7,5 km
zu einem Punkt zusammen. Wenn ein Fernglas mit dreifacher VergroBerung ver-
wendet wird, ist diese Grenze erst bei 22,5 km erreicht. Also kann man den Reiter
in 10 km Entfernung sehr wohl erkennen, vorausgesetzt, daf die Luft geniigend
klar ist.

Mond und Sterne am Horizont

Jeder auch noch so oberflichliche Beobachter weil3, da8 die in Héhe des Hori-
zontes stehende Mondscheibe viel groBer erscheint, als wenn sie hoch am Himmel
steht. Der Unterschied ist so betrichtlich, da3 er nur schwerlich unbemerkt bleibt.
Das gleiche gilt auch fiir die Sonne; wir alle kennen den sdicken« Sonnenball bei
Sonnenaufgang und Sonnenuntergang sehr gut. Er ist betrichtlich giéBer als zur
Mittagszeit, wenn die Scheibe des Tagesgestirns durch die zichenden Wolken dahin-
wandert. (Schauen Sie nicht ohne Abblendung in die Sonne - es schadet den Augenl)

Bei den Sternen wirkt sich dieses Phinomen so aus, dal der Abstand zwischen
den einzelnen Sternen in Horizontnihe grofler geworden zu sein scheint. Wer im
Winter das Sternbild des Orion (oder im Sommer das Sternbild des Schwanes)
hoch am Himme! und tief am Horizont beobachtet hat, muf3 Giber den ungeheuren
GréBenunterschied der Sternbilder in den beiden Héhenlagen staunen.

Die Sache erscheint noch ritselhafter, wenn man bedenkt, dafl beim Betrachten
der Gestirne bei ihrem Auf- oder Untergang diese nicht nur niher, sondern sogar
um die GréBe des Erdhalbmessers weiter von uns entfernt sind, wie man aus der
Skizze (Abb. 72) leicht sehen kann. Befindet sich das Gestirn im Zenit, so betrach-
ten wir es von dem Standort 4, ist es dagegen in der Nihe des Horizontes, dann
sehen wir es von dem Punkt B aus.
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Abb. 72. Die Sonne ist am Horizont weiter von dem Beobachter entfernt als im Zenit.

Warum scheinen Sonre, Mond und Sterne am Horizont gtoBer zu sein?

Es ist eine optische Tauschung. Mit Hilfe eines Gitterwirkelmessers oder eines
arderen geeigneten Gerits kann man sich leicht von der Tatsache lberzeugen,
daB in beiden Fillen die Mondscheibe unter dem gleichen Gesichtswinkel ge-
sehen wird".

Mit Hilfe des gleichen Gerites oder des Jakgbstabes liBt sich beweisen, dal3 die
Winkelabstinde zwischen den Sternen in jeder Lage am Himmel, sei es am Hori-
zont oder im Zenit, unveridndert bleiben. Die VergroBerung beruht also auf einer
optischen Tduschung, der alle Menschen ausnahmslos untetworfen sind.

Wie erklirt sich nun diese starke und allgemeine Tduschung? Soweit uns bekannt
ist, vermag die Wissenschaft diese Frage noch nicht einwardfrei zu beantworten,
obwohl sie sich schon seit Ptolemius’ Zeiten, d.h. seit 2000 Jahren, darum be-
miht. Die Illusion hingt damit zusammen, dall uns das Himmelsgewolbe nicht
etwa als eine Halbkugel im geometrischen Sinne, sondern als Kugelkappe (Calotte)
erscheint, deren Halbmesser an der Grundfliche die Héhe um das Zwei- bis Drei-
fache tbertrifft.

Der Grurd liegt darin, daBl wir bei der gewthnlichen Stellung unseres Kopfes
und der Augen die waagerechten bzw. annihernd waagerechten Entfernungen
gréBer einschitzen als die senkrechten. Wir sehen auf einen Gegenstand in hori-
zontaler Richtung mit einem »direkten« Blick; in jeder anderen Lage miissen
wir den Blick heben oder senken. Beobachten wir den Mond aus der Riickenlage
heraus, so wird er im Zenit sogar gréBer erscheinen als am Horizont™*.

Wie die scheinbare Abplattung des Himmelsgewdlbes auf die Gio8e der Gestirne
in verschiedenen Teilen des Himmels einwirkt, wird durch die Abb. 73 ohne weite-
res klar. Stets sehen wir den Mond am Himmel in einem Winkel von £°, ganz gleich,
ob er sich im Zenit (9o°) oder am Horizont (0°) befindet. Unserem Auge jedoch
scheint die Mondscheibe nicht tiberall gleich weit entfernt zu sein. Uns erscheirt
der Mond im Zenit riher als am Horizont; daher nehmen wir thn auch in ver-
schiedener GtdBe wahr; denn der kleinere Kreis riickt zwischen den Scherkeln

* Mit Hilfe von genauen MeBgeriten ist festgestellt worden, daB der sichtbare Durchmesser des Mondes in
der Nihe des Erdrandes wegen des durch die Luftbrechung hervorgerufenen Abplattungseffektes sogar noch kleiner
erscheint.

** In friheren Ausgaben dieses Buches wurde die scheinbare VergréBerung des Mondes am Horizont dadurch
erklirt, daB wir den Mond am Erdrand neben entfernten anderen Objekten sehen, wihrend er hoch am Himmel
allein steht. Nun kann aber die gleiche optische Tduschung am Meereshorizont wahrgenommen werden, wo an-
dere Objekte fehlen;dahererscheint uns diese friihere Erklarung des Phanomens unbefriedigend.
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A5b. 73. Die scheinbare Abplatiung des Himmelsgewdolbes beeinfluft dis B.ld
der Himmelskirper und Gestirne.

eines Winkels niher zu dessen Spitze als ein g168erer Kreis. Auf der linken Seite det
Abbildurg sehen wir, wie die Entfernur.gen zwischen den Sternen im Verhiltnis zu
ihrer Anngherurg an den Erdrand zu wachsen scheiren; daher scheinen uns die
gleichen Winkelverhiltnisse ungleich zu sein.

Wir erwihnen noch eine weitere lehrreiche Seite. Wenn Sie die grofie Mond-
scheibe am Horizont betrachten, entdecken Sie da vielleicht auch nur ein einziges
neues Merkmal, eine neue Einzelheit, die Thnen nicht bereits bei der Stellung des
Mondes hoch am Himmel bekannt war? Nein, keineswegs. Vor Ihnen steht aber
doch die vergréBerte Mordscheibe!

Warum koénren Sie also nichts Neues darauf entdecken?

Ganz einfach: Wir haben es hier nicht mit eirer VergiéBerung zu tun, wie
das Fernglas sie uns gibt. Die Verg.68zrung des Gesichtswinkels, in dem wir den
Gegenstand betrachten, fehlt. Neu hinzukommerde Einzelheiten verdanken wit
indessen nur der VergiéBerung des Gesichtswinkels. Jede arndere »Vergi68erung«
ist nichts als eine optische Tduschung, die uns keinerlei Nutzen brirgt.

Wie lang ist der Schatien des Mondes und eines Stratosphirenballons?

Bei der Berechnung der von verschiedenen Koérpern im Raum zurlckgeworfe-
nen Schattenlingen kénnen wir den Gesichtswinkel eberfalls verwenden, so {iber-
raschend das auch klingen mag. So witft z. B. der Mond einen Schatten in den
Weltenraum, der ihn iiberall begleitet.

Wie weit reicht nun dieser Schatten?

Um die Entfernung auszurechnen, brauchen wir keire auf der Ahnlichkeit der
Dreiecke beruherde Proportion aufzustellen, zu deren Gliedern der Mond- urd der
Sonnendurchmesser sowie die Entfernung zwischen Sonne und Mord gehéren.
Nein, die angeniherte Rechnung ist viel einfacher. Stellen Sie sich einmal vor,
daB Sie sich in der Kegelspitze des Mor.dkernschattens befirden. Von dort wiirden
Sie die schwarze Mondscheibe sehen, die die Sonne verdeckt. Der Gesichtswirkel,
in dem wir die Mondscheibe und auch die Sonne betrachten, ist annihernd °. Wir
wissen auch, daB jeder in einem Winkel von }° betrachtete Gegenstand 2 - 57
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= 114 seines Durchmessers von uns entfernt ist. Folglich befindet sich die Kegel-
spitze in einer Entfernung von 1174 Monddurchmessern vom Mond entfernt.
Daraus folgt die Linge des Mondschattens mit

3476 km - 114 = 396264 km.

Er ist also linger als die mittlere und kleinste Entfernung von 384400 km und
363000 km zwischen Mond und Erde; daher gibt es auch totale Sonnenfinsternisse
fiir diejenigen Orte, die vom Schatten vollstindig getroffen werden.

Auch dje Linge des Erdschattens im Weltraum 148t sich berechnen. Diese Linge
verhilt sich zu der Linge des Mondschattens wie die Durchmesser der beiden
Himmelskérper zueinander (d. h., er besitzt etwa die dreifache Linge).

Nach der gleichen Methode kénnen auch Schattenlingen verschiedener anderer
Gegenstinde im Raum berechnet werden. Wir wollen z. B. die Linge des Kern-
schattens eines in der Luft schwebenden Stratosphirenballons berechnen. Bei
einem Durchmesser des Ballons von 36 m erreicht sein Schatten die Linge

36m - 114 = 4104 m,
Der Offnungswinkel an der Kegelspitze ist ebenfalls 3°.

In allen soeben betrachteten Fillen ist selbstverstindlich von der Linge des
Kernschattens und nicht etwa des Halbschattens die Rede.

Wie hoch schwebt die Wolke iiber der Evde?

Denken Sie einmal daran, wie Sie gestaunt haben, als Sie zum erstenmal hoch
oben im klaren blauen Himmel eine diinne zartflockige Bahn sahen! Heute wissen
Sie bereits, was dieses Wolkenband bedeutet - das eigenartige »Autogramme des
Flugzeuges, das es im Luftraum als »Erinnerung« an seinen Aufenthalt hinter-
IaBt.

In kithler, feuchter, staubreicher Luft bilden sich leicht Nebel. Das Flugzeug
pufft ununterbrochen kleine Teilchen aus, die Verbrennungsprodukte seiner Moto-
ren sind und zu jenen Partikelchen werden, um die sich der Wasserdampf konden-
siert; dadurch entsteht die uns unter der Bezeichnung Kondensstreifen bekannte
Wolkchenbahn,

Wenn wir die Héhe des Kondensstreifens bestimmen kénnen, dann sind wirinder
Lage, die Flughéhe zu bestimmen, die unser Pilot erklommen hat.

Aufgabe
Bestimmen Sie die Hohe einer Wolke {iber der Erde, auch wenn die Wolke nicht
direkt iiber Thnen schwebt!
Lésung
Zur Messung dieser grofleren Hohen bedienen wir uns zweier einfacher Foto-
apparate mit gleicher Brennweite, die meistens an der Objektivfassung angegeben
sind. Die beiden Apparate werden an zwei erhéhten Standorten von méglichst glei-
cher Hohenlage aufgestellt.
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Abb. 74. Zwei Kopien der Wolkenaufnahme.

Im freien Felde kénnen wir mit Stativen arbeiten, in der Stadt benutzen wir
auch Vorspriinge an den Hiusern. Die Entfernung zwischen den Standorten ist so zu
wihlen, daf} sich die Beobachter einander mit bloBem Auge oder durch ein Fern-
glas sehen kénnen. Man mif3t diese Entfernung oder bestimmt sie nach der Karte
bzw. dem Ortsplan. Die Fotoapparate werden so aufgestellt, daBl ihre optischen
Achsen parallel zueinander verlaufen. Man kann sie z. B, auf den Zenit richten.

Befindet sich das Aufnahmeobjekt im Blickfeld der Fotoobjektive, dann gibt ein
Beobachter dem anderen ein Zeichen (durch Schwenken eines Tuches usw.). Beide
nehmen nun nach diesem Signal die Wolke auf.

Auf den Kopien, deren einheitliche Gto8e den Platten oder Filmen genau ent-
sprechen muB, werden die Geraden XX und Y'Y gezogen, die die Mittelpunkte der
gegeniiberliegenden Seiten der Aufnahmen verbinden (Achsenkreuz, Abb. 74).
Dann nimmt man auf den beiden Aufnahmen die gleichen Wolkerpunkte und be-
rechnet ihre jeweiligen Entfernungen von den Geraden YY und XX. Man be-
zeichnet die ermittelten Entfernungen mit x,, v, fiir die eine und mit x,, y, fir
die andere Aufnahme. Liegen die beiden Punkte auf'den Aufnahmen an verschie-
denen Seiten der Geraden Y'Y (so wie es in Abb. 74 dargestellt ist), dann berechnet
man die Wolkenhdhe H nach folgender Formel:

H=bp—1

x+ %
wobei b die Linge der Basis (in m), d. h. der Abstand der beiden Plattenkameras,
fdie Brennweite des Objektivs (in mm) ist. Wenn x; und x, in mm angegeben wer-
den, so erhalten wir H in m.
Befinden sich dagegen die beiden Punkte auf der gleichen Seite von Y'Y, dann
sieht die Hohenforme! folgendermaBen aus: .

H=bp—F

¥ —

Die Entfernungen y, und y, kénnen wir bei der Bestimmung von H entbehren.
Wenn die Fotoplatten fest urd symmetrisch in ihren Kassetten lagen, dann ist
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Abb. 75, Schematische Darstellung des Wolkenpunktes auf den Fotoplatten von zwes auf den Zenit
gerichtelen Fotoapparaten.

¥y = »,. Praktisch weichen sie aber fast immer ein wenig voneinander ab. Ver-
gleicht man also ¥, mit v, so kénnen wir die Aufnahmegenauigkeit nachpriifen.
Die Entfernungen zwischen YY bzw. XX und dem markierten Punkt der Wolke
auf dem Fotoregativ seien z. B.
xX; = 32 mm Y = 20 mm
¥, = 23 mm y, = 25 mm
Die Brennweite beider Objektive sei / = 135 mm und der Abstand zwischen bei-
den Fotokameras (die Basis) & = 937 m.
Aus den Aufnahmen geht heivor, daf3 zur Hohenbestimmung der Wolke die
Formel )

H=b—1
. ¥+ %
anzuwenden ist.
Daraus folgt:
- H — 71m . _ﬂ___ fra— 2300 m
937 32 mm -+ 23 mm

oder, mit anderen Worten, die fotografierte Wolke befirdet sich 2,3 km tiber dem
Erdboden.

Diejenigen, die ein Interesse daran haben, die Formel fiir die Bestimmung der
Wolkenhohe abzuleiten, kénnen die schematische Darstellung der Abb. 75 dazu
verwenden.

Man betrachte die Zeichnurg rdumlich.

Die Parallelogramme I und I7 sind Abbildungen der Fotoplatten;

F, und F, sind die optischen Mittelpunkte der beiden Fotoobjektive;

N ist der beobachtete Punkt der schwebenden Wolke;

N, und N, sind die Bilder des Punktes N auf den Platten;
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B;A, und B,4, sind Lote, die aus den Mittelpunkten der Ebene der fotografi-
scher Platten auf die Hohe der Wolke gefillt sind;

A4, = BB, = bist die Linge der Basis.

Bewegt man sich vom optischen Mittelpunkt F; nach oben bis 4,, dann von 4,
lar.gs der Basis bis zu Punkt C (Spitze des rechten Winkels 4,CN) und schlieSlich
von C weiter nach N, dann entsprechen in der Fotokamera die Strecken F\ B, = f
(Brennweite), B,C, = x, urd C;N, =y, jeweils den Strecken F,4,, 4,C urd CN.
Wir leiten araloge Konstruktionen auch fir den zweiten Apparat ab. Aus der
Ahrlichkeit der Dreiecke folgen die Proportionen:

4,C _AF, _ CF, _ CN

1 f FC Y1
und 4,C _ AF, CF, _ CN
X2 f F,C Vo

Vergleicht man diese Proportionen und berticksichtigt, daBl 4,F, = A F, ist,
dann stellt man erstens fest, daB y, = v, ist (Anzeichen bei richtigem Fotogra-
fieren), und zweitens, daf3

A4,C A0 |
—_— = 1st.

#1 Fg

Nach Zeichnung ist jedoch 4,C = A,C — b, folglich gilt:
A,C  A,C—b

1 k2

woraus folgt, dal3
!

A4,C=1b

¥ T A
urd schlieBlich 5
AF, ~H=1% ist.

Xy — X
Liegt im Gegensatz dazu der Purkt C zwischen den Punkter 4, urd 4,, dann
sitd die Abbildungen N; urd N, des Punktes N auf verschiedenen Seiten der Ge-
raden YV, '
Dann ist A,C =b — A,C urd die gesuchte Hohe
s f
H=5} papra
Diese Formeln gelten nur, wenn die optischen Achsen der Apparate auf den
Zerit gerichtet sind. Ist die Wolke erheblich vom Zenit entfernt und féllt nicht
in das Blickfeld der Apparate, dann kénnen die beiden Kameras auch eine andere
Lage einnehmen, sofern ihre optischer. Achsen weiterhin parallel verlaufer.
Fir jede Lage ist eine entsprechende Zeichnung zu konstruieren. Die Fo:meln
zur Bestimmung der Wolkerhohe sind einzeln jeweils abzuleiten.

Die Turmhéhe wivd nach dem Foto bestimmi

Aufgabe

Mit Hilfe des Fotoapparates kdnnen sie nicht nur die Hohe einer Wolke, eines
Flugzeuges usw., sondern auch die Hohe eines Bauwerkes, z. B. eines Turmes,
Mastes usw. bestimmen.
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Abb. 76. Der auf der Krim aufgestellte Windmotor.

Die Abb. 76 zeigt das Bild eines Versuchswindmotors, der in der Nihe von Bala-
klava auf der Krim aufgestellt ist. Die Grundfliche des Turmes ist ein Quadrat,
dessen Seitenlinge durch unmittelbare Messung bekannt ist und 6 m betrigt. Fih-
ren Sie die erforderlichen Messungen auf dem Bild aus und bestimmen Sie die
Hohe H der gesamten Windanlage.

Loésung

Die MaBle der Aufnahme und die wahren Abmessungen des Turmes sind geo-
metrisch dhalich. Folglich ist der Turm so viele Male héher als die Kante seiner
Grundfliche, wie die Hohe seiner Abbildung gréBer ist als die entsprechende
Grundflichenlinie.

Die Abmessungen des Bildes sind folgende: Die Linge der am wenigsten bild-
verkirzten Diagonale der Grundfliche ist 20 mm, die Gesamthohe der Anlage
#o mm. Da die Seitenlinge der Grundfliche 6 m betrigt, ist die Linge der Grund-

flichendiagonale /62 4 62 =6 V2 = 8,48.
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Wit haben also die Propottion:
70 H

20 848
daraus folgt:
g ess e
20 -
d. h., der Turm ist etwa 30 m Loch.
Nicht alle Aufnahmen sird fiir unsere Zwecke brauchbar. Wir k& 1ren nur solche
verwerden, die die Verhiltrisse nicht verzerrt wiedergeben, wie es bei Bildern von

unerfahrenen Fotoamateuren hdufig der Fall ist.

Zur Selbstiibung

Jetzt mag der Leser die soeben erworbenen Kenntnisse fiir die Lésung folgender,
recht unterschiedlicher Aufgaben anwenrden:

1. Ein mittelgroBer Mann (1,70 m) ist in einrem Winkel von 12’ sichtbar. Wie
weit ist er vom Beobachter ertfernt?

2. Ein Reiter (2,20 m) ist in einem Wirkel von ¢’ zu sehen. Bestimmen Sie die
Ertferrung!

3. Ein Telegrafenmast (Hohe 8 m) ist in einem Winkel von 22’ zu sehen. Be-
stimmen Sie die Entfernung!

4. Ein 42 m hoher Leuchtturm ist von eirem Schiff aus in einem Winkel von
1°10° zu sehen. Wie grof ist die Entfernung zwischen Schiff und Leuchtturm?

5. Man sieht ein Gebiude unter einem Gesichtswinkel von 12’ in eirer Ertfer-
nurg von 2 km. Wie hoch ist das Haus?

6. Wie giofl missen die Buchstaben auf der Schultafel sein, damit sie die Schiiler
von ihren Binken aus ebenso deutlich etkennen kénnen wie die Buchstaben in
ihren Bicherr ? Das Buch soll 25 cm vom Auge entfernt sein. Als mittlere Entfer-
rurg der Tafel von der Schulbank werden 5 m angerommen.

7. Ein Mikroskop vergroBert 5omal. Kénnen darin die roten Blutkéiperchen des
Menschen beobachtet werder, deren Durchmesser bekanntlich 0,007 mm betrigt?

8. Nehmen wir an, es gibe auf dem Morde Menschen, deren Korperwuchs dem
unseren gleich wire. Eire wievielfache Vergi6B8eiung milite ein Fernrohr besitzen,
damit wir die Mordbewohrer sehen konnten?

9. Wieviel »Tausendstel« (Artilleriemall) enthilt ein Grad?

10. Wieviel Grad betridgt ein »Tausendstel«?

11. Ein Flugzeug bewegt sich in einem Winkel von go°® zu unserer Beobach-
tungslinie und legt innerhalb 10 Sekunden eire Entfernung zurlick, die einem Win-
kel von 300 »Tausendsteln« entspricht. Bestimmen Sie die Fluggeschwirdigkeit,
wenn das Flugzeug in einer Entferrung von 2000 m an uns vorbeifliegt!
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VIERTES KAPITEL

Geometrie auf der Wanderung

Die Kunst des Schrittmessens

Wenn Sie sich wihrend Ihres Ausfluges in der Nihe der Eisenbahngleise auf-
halten, dann sind Sie in der Lage, eine Anzahl von geometrischen Ubungen durch-
zufithren. Zuerst benutzen Sie einmal die LandstraBe, um die Linge Thres Schrittes
sowie die Marschgeschwindigkeit festzustellen. Dadurch kénnen Sie ridmlich die
Entfernung in Schritten messen; es ist eine Kunst, die Sie sich nach einiger Ubung
leicht aneignen. Sie miissen sich vor allem daran gewohnen, Schritte von der glei-
chen Linge zu tun. Auf der LandstraBe sehen Sie alle 100 m einen weillen Stein.
Durchschreiten Sie diese 100 m Entfernung mit IThrem tblichen Marschschritt,
und zihlen Sie dabei die Schritte: Sie finden leicht die Durchschnittslinge Ihres
Schrittes. Sie wiederholen die Messung jedes Jahr, z. B. in jedem Friihjahr, weil
sich die Linge eines Schrittes, besonders bei jungen Leuten, verdndert.

Wir wollen gleich auf eine durch zahlreiche Messungen erprobte, eigenartige
Tatsache aufmerksam machen. Die durchschnittliche Schrittlinge eines erwachse-
nen Menschen ist etwa halb so grof wie sein Wuchs bis zur Augenhéhe. Ist z. B.
die KorpergroBe bis zur Augenhéhe 1,40 m, so betrigt die Linge eines Schrittes
0,70 m. Priifen Sie gelegentlich die Richtigkeit dieser Regel.

AuBer der Schrittlinge ist auch die Gehgeschwindigkeit interessant, sie ist die
Anzahl der km/Stunde. Mat.chmal ist es gut, folgende Regel zu wissen: Wir legen je
Stunde ebenso viele Kilometer zurlick wie Schritte in drei Sekunden. Bei 4 Schrit-
ten in 3 Sekunden ist also unsere Geschwindigkeit 4 km/Sturde. Diese Regel gilt
indessen nur bei einer bestimmten Schrittlinge. Diese Linge 148t sich unschwer be-
stimmen. Bezeichnen wir die Schrittlinge in Metern mit x, die Zahl der Schritte in
drei Sekunden mit #, dann kdnnen wir folgende Gleichung aufstellen:

3600
R
daraus folgt: 1200% = 1000 und x = §, d. h., die Schrittlinge ist 80 bis 85 cm.
Das ist schon ein ziemlich groBer Schritt. Sollte Thr Schritt von dieser GréBe
erheblich abweichen, dann missen Sie mit anderen Mitteln die Geschwindigkeit
ausmessen. Sie messen z. B. die Zeit aus, die Sie fiir den Weg zwischen zwei Kilo-
meter- bzw. Hundertmetersteinen gebrauchen.

“N X = n-I000

Das Augenmap

Es ist unterhaltsam und niitzlich, Entfernungen mit dem bloBen Auge abzu-
schitzen.
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Diese Kunst fiihrt nur durch Ubung zum Erfolg. Als ich noch zur Schule ging
und mit meiner Klasse Ausfliige unternahm, waren solche Ubungen schon an der
Tagesordnung. Sie nahmen Formen eines besonderen selbst erfundenen Wett-
kampfes an. :

Unterwegs bezeichneten wir irgendeinen in der Nahe der Landstrae wachsenden
Baum oder einen anderen in gréBerer Entfernung stehenden Gegenstand und ...
der Wettkampf begann.

»Wieviel Schritte sind es bis zum Baum P« fragte ein Teilnehmer.

Die arnderen nannten die von ihnen geschitzte, vermutliche Zahl. Dann wurden
die Schritte gemeinsam abgezihlt und festgestellt, wessen Schitzung am genauesten
war; dieser hatte dann das Spiel gewonnen. Dann kam die Reihe an ihn, das nichste
Objekt fiir die Entfernungsschitzung zu bestimmen.

Wer bei der Entfernungsbestimmung das meiste »»Gliick« hatte, erhielt einen
Punkt; nach 10 Schitzungen wurden die Punkte gezihlt, Wer die gréBte Punkt-
zah] hatte, war der Sieger des Wettkampfes.

Ich kann mich noch erinnern, wie oft in der etsten Zeit Entfernungen fehler-
haft geschitzt wurden. Aber sehr bald - eigentlich viel schneller als wir annahmen -
hatten wir diese Kunst so gut gelernt, da Irrtiimer nur noch selten vorkamen.
Nur bei einem plétzlichen Wechsel des Landschaftsbildes, wenn wir etwa vom
freien Felde in einen Wald oder auf eine mit Buschwerk bewachsene Heide traten,
oder bei der Riickkehr in die schmalen, staubigen StraBen unserer Stadt zuriick-
kehrten, ferner wihrend der Nacht beim trigerischen Licht des Mondes kamen
noch gelegentlich erhebliche Fehlschitzungen vor. Spiter jedoch gewdhnten wir
uns an alle moglichen Situationen und lernten diesen oder jenen Faktor zu be-
riicksichtigen. Schlieflich wurde unsere Gruppe beim Schitzen von Entfernungen
so vollkommen, daB wir diesen Sport nicht weiter ausiibten. Alle rieten mit der
gleichen Genauigkeit, und der Wettkampf verlor jedes Interesse. Auf diese Weise
eigreten wir uns ein gutes Augenmal an, das uns bei unseren Ausfligen zugute
kam.

Es ist eigentiimlich, daB unser Augenmall mit der Sehschitfe anscheinend nicht
zusammenhingt. Wir hatten in unserer Gruppe einen kurzsichtigen Jungen, der
den arderen an Genauigkeit der Schitzung keineswegs nachstand; im Gegenteil,
er ging oft als Sieger aus unseren Wettbewerben hervor. Andererseits fiel es einem
anderen, vollig normalsichtigen Jungen sehr schwer, die richtige Entfernung zu
schitzen. Die gleiche Erscheinung hatte ich auch spiter bei der Bestimmung der
Baumhohe festgestellt.

Als ich mit einer Studentengruppe Entfernungen schitzte - es handelte sich
diesmal keineswegs um einen »SpalB«, sondern um die Vorbereitung zum Foérster-
beruf -, entdeckte ich, dal Kurzsichtige diese Kunst genauso gut beherrschen
wie Normalsichtige. Mag es flir Kurzsichtige ein Trost sein: Obwohl sie nicht
scharf sehen, besitzen sie dennoch die Fihigkeit, sich ein vollkommen ausreichen-
des Augenmal anzueignen.

Entfernungen kann man in jeder Umgebung, zu jeder Jahreszeit schitzen.
Wenn Sie auf der StraBe gehen, stellen Sie sich selbst Entfernungsaufgaben, indem
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Abb. 77. Der Baum scheint dicht V é
Iv

hinter dem Hiigel zu sein.

Sie die Schrittzahl zu erraten versuchen, die Sie von dem nichsten Laternenpfah]
oder einem arderen am Wege liegenden Gegenstard trennt.

Beim Militir miBlt man der richtigen Entfernungsschitzung mit dem bloBen
Auge groBe Bedeutung bei. Es ist auch fiir uns lehrreich, sich mit den Merkmalen
oder Arnzeichen vertraut zu machen, derer sich ein Kanonier, ein Schiitze oder
ein Spiher bedient. Wir zitieren hier einige Anweisungen aus einem Lehrbuch der
Artillerie.

»Die Schitzung von Entfernungen erfolgt entweder auf Grund vorhandener
Erfahrungen, wobei man zu der Kunst greift, den Abstand des Objekts vom
Standort des Beobachters nach dem von vornherein bekannten Grad der Unter-
scheidungsklarheit von sichtbaren Objekten zu bestimmen; oder dadurch, daf3
man einige bekannte, etwa 100 bis 200 Schritte lange Entfernungen abschitzt,
die dem Auge um so kleiner erscheinen, je weiter diese vom Beobachterstandort
entfernt sind.

Bestimmt man Entfernungen auf Grund des Erkennbarkeitsgrades sichtbarer
Objekte, dann mulB berticksichtigt werden, daB beleuchtete, angestrahlte Objekte
oder Gegenstirde, die durch Farbunterschiede im Gelinde bzw. auf dem Wasser
plastisch hervortreten, weniger weit entfernt zu sein scheinen als andere nicht
besonders hervortreterde. Auch Objekte, die hoher als andere liegen, ferner An-
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Abb. 78. Vom Hiigel ist der Baum
doch noch weil entfernt.

hiufungen von Gegenstinden scheinen, verglichen mit einem Einzelobjekt, niher
zu sein; das gleiche trifft auch allgemein fiir giéBere Objekte zu.

Man kann sich merken: Mund und Augen kénnen bequem in eirer Eatfernung
von 50 Schritt unterschieden werden ; bei Entfernung bis zu 100 Schritt verschmel-
zen die Augen zu Punkten; auf 200 Schritt kénnen Krépfe urd andere Einzel-
heiten der Uniform noch unterschieden werden; auf 400 Schritt kann man die
Bewegung der FilBle unterscheiden; die Farbe der Uniform kann auf 500 Schritt
noch erkannt werden.«

Auch das erfahrenste Auge begeht bei Entfernungsschitzungen Fehler bis zu
109, rach oben oder unten. )

Es kommen allerdings auch weit giébere Fehlschitzungen vor, z. B. auf einer
vollig ebenen, eintdnigen Oberfliche, auf weiten Flussen oder Seen, in der Sand-
wiiste urd auf einem dicht bewachsenen Feld. In solchen Fillen scheint die Ent-
fernung stets geringer als sie in Wirklichkeit ist. Wenn wir hier ans Schitzen gehen,
dann »verhauen« wir uns oft um das Doppelte und noch meht. Dariiber hinaus
sind Fehler auch dann hiufig, wenn wir die Entfernung bis zu einem Gegenstand
bestimmen sollen, dessen Grundfliche, Sohle usw. durch einen Bahrdamm, einen
Hiigel, ein Gebiude, tiberhaupt durch irgerdeinen Héhenvorsprung verdeckt ist.
Wir neigen in solchen Fillen dazu, den Gegenstand nicht als Ainter der Etkdhung
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befindlich, sondern auf dieser zu betrachten. Wir machen also von vornherein den
Fehler der Entfernungsunterschitzung (Abb. 77 u. 78).

In diesem Falle ist es nicht ratsam, sich auf sein Augenmal zu verlassen; man
mul} zu arderen Schitzungsverfahren greifen, die wir bereits besprochen haben
und noch besprechen werden.

Abschiissige Strecken

AuBer Kilometersteinen sind an dem Eisenbahnstrang noch andere kleine Pfihle
aufgestellt, die teils waagerecht, teils schrig angebrachte Schilder tragen, deren
Inschriften vielen noch ein Ritsel sind (Abb. 79).

Das sind sProfilzeichen«. In der ersten Inschrift bedeutet die obere Zahl 0,002,
daBl das Streckengefille (in der durch das Schild angezeigten Richtung) o,002

(. RN B
g,002 0,006 ﬁ/j
140 55 [ A C

Abb, 79. Profilzeichen bei der Bahn.

betrigt, d. h., das Gleis fillt ab bzw. steigt jeden Meter um 2 mm an. Die untere
Zahl (hier 140) zeigt die Streckerlinge an, fiir die das Gefille oder die Steigung
gelten. Sie betidgt in unserem Fall 140 m; in 140 m steht das nichste Profilzeichen,
auf dessen Schild dann die neuen Streckenverhiltnisse abgelesen werden kénnen,
Das zweite Schild mit der Inschrift 292~ 1Bt erkennen, daB im Laufe der fol-
genden 55 m das Gefille bzw. die Steigung 6 mm fiir jeden Meter erreicht.

Kenren wir die Bedeutung der Profilzeichen, dann kénnen wir leicht den Héhen-
unterschied zwischen zwei benachbarten, durch diese Zeichen markierten Strecken-
punktender Bahn ausrechnen.Deshalb betrigtim ersten Falle der Hohenunterschied
0,002 m * 140 = 0,28 m, im zweiten 0,006 m - 55 = 0,33 m.

(In Deutschland sind an den Eisenbahnstrecken dhnliche Profilzeichen vorhan-
den, auf der ein Verhiltnis und eine Weglinge angegeben sind.)

Wie ersichtlich, ist die Bezeichnung des Streckengefilles durch Grade bei der
Bahn nicht tiblich. Es ist jedoch nicht schwierig, die Profilbezeichnungen in Grad
auszudriicken. Da der Winkel bei A sehr klein ist, kénnen AB und AC als Halb-
messer des Kreises angenommen werden, dessen Bogen BC* ist. Wenn man das
Verhiltnis BC : AB kennt, dann ist der Winkel BAC leicht auszurechnen. Betrigt
das Gefille z. B. 0,002, so tiberlegen wir folgendermaBlen: Bei der Bogenlinge

* Mancher Leser wird nicht damit einverstanden sein, die schiefe Ebene 4B der Waagerechten AC gleich-
zusetzen. Es ist daher ganz lehrreich, sich von dem sehr geringfiigigen Lingenunterschied von 4C und 4B zu
iiberzeugen. Angenommen, BCbetrdgt 0,01 von 4 B. Nach dem Pythagoreischen Lehrsatzgilt:

AB \}
AC= |/ 4B — ( - ) = Y0,9999 - 4 B* = 0,99995 4 B

Also betrigt die Lingendifferenz nur 0,00005 A B, Bei angeniherten Rechnungen kénnen wir derartige Un-
genauigkeiten selbstverstindlich vernachlissigen.
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von 4 des Halbmessers betrigt die GroBe des Winkels 1° (siche Kapitel 3); wie
groB ist dann der Winkel x, der einem Bogen von 0,002 des Halbmessers ent-
spricht?

Wit konnen x aus folgender Proportion bestimmen:

x 0,002

I R
5

daraus folgt: x =1°:0,002 57 = 0,11°, d.h., xist7".
Durch eine andere Uberlegung wollen wir das Ergebnis priifen: Der dem Bogen
0,002 zugehorige Winkel ¥ muB sich zu 360° verhalten wie die Bogenlinge zum

Gesamtumfang, 0,002 _360° 360 - 60

360  1-2-3,14 T 3140 3140 =7
Eisenbahren werden mit verhiltnismiBig geringem Gefillle gebaut. In der
Sowjetunjon betrigt das groBte zuldssige Gefille 0,008, oder in Grad ausgedriickt:

0,008 - 57, also weniger als $°

Nur fur die Transkaukasische Bahn gelten Ausnahmebestimmungen. Dort be-
tragen die héchsten Steigungen 0,025, oder fast T4°.

Diese geringen Steigungen kann ein Fufiginger uberhaupt nicht wahrnehmen.
Wir bemerken ein Bodengefille unter unseren FuBen erst, wenn es etwa 24°
erreicht.

Wenn Sie mehrere Kilometer am Bahndamm entlanggehen und unterwegs alle
Profilzeichen notieren, dann konnen Sie leicht ausrechnen, um welchen Betrag Sie
schlieBlich auf- oder abgestiegen sind, oder mit anderen Worten, wie groB3 det
Hohenunterschied zwischen dem Beginn und dem Ende Ihrer Wanderung an der
Bahn ist.

Aufgabe

Sie begannen Thre Wanderung lings der Eisenbahn an dem Profilpfahl, der die

Bezeichnung %2 trigt; dann begegnen Sie nacheinander folgenden Zeichen:

0,000 * 0,0017 0,0032 0,000 0,004
60 84 121 45 210
Waagerechte  Gteigung Steigung  Waagerechte Gefille

Sie beenden Thren Gang an dem nichsten Profilzeichen.
Wie lang ist die von IThnen zurtickgelegte Strecke und wie grof3 ist der Hohen-
unterschied zwischen dem ersten und letzten Zeichen?

Losung
Die Gesamtstrecke betrigt
153m + 60om 4 84m 4 121m + 45m + 210m = 673 m
Sie sind um 0,004 m - 153 + 0,0017 m * 84 40,0032 m * 12I = I,I5m nach oben
und um 0,004 m - 210 = 0,84 m nach unten gestiegen.
Das Profilzeichen, an dem Sie die Wanderung beenden, ist also
1,15m — 0,84 m = 0,31 m = 31 cm hoher als das erste Profilzeichen.

* Das Zeichen 0,000 bedeutet eine v5llig waagerechte Strecke.
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Dey Schotterhaufen

Auch Schotterhaufen gehoren zu den Dingen, die die Aufmerksamkeit des
»Freiluftgeometers« fesseln konnen. Wenn Sie nach dem Volumen.des vor
Thren Augen liegenden Schotterhaufens fragen, so haben Sie damit einem Men-
schen, der gewohrt ist, mathematische Schwierigkeiten nur auf dem Papier oder
auf der Klassentafel zu meistern, eine ziemlich knifflige Aufgabe gestellt. Man muf3
hierbei das Volumen eines Kegels
berechnen,dessen Hohe und Halb-
messer nichtunmittelbar gemessen
werden konnen (Abb. 8o0). Uns
kann aber niemand daran hindern,
die gesuchten GroBen irdirekt zu
bestimmen. Man findet den Halb-
messer, indem man den Umfang
des Haufens mitdem Bandmal ab-
liest und den ermittelten Betrag
durch 6,28 teilt. In der P.raxis wird

Abb. 80, Das Volumen des Schotterhaufens. der Umfang mit dem rez’p.oken

Wezt der Zabla mult'pliziert,urd

zwar m't 0,318, wenn der Durchmesser und mit 0,159, wenn der Halbmesser be-

stimmt wird. Mit der Hohenberechrung ist es schon nicht mehr so einfach. Man

miBt die Linge der Mantellinie AB oder der beiden gegeniiberliegenden Mantel-

linien ABC in einem Zuge, wie es die Wegebauer machen; dabei legt man das Mef3-

band geradeaus iiber die Kegelspitze. Wenn der Halbmesser bekanrt ist, wird die

Hohe nach dem Pythagoreischen Lehrsatz bestimmt. Wir wollen ein Beispiel be-
rechnen.

Aufgabe
Der Umfang an der Sohle eines kegelférmigen Schotterhaufens betrdgt 12,1 m.
Die Li~ge beider Mantellinien ist 4,6 m. Wie grol3 ist das Volumen des Schotter-
haufens?
Loésung
Der Halbmesser der Grundfliche betrigt
12,Im 0,159 (anstatt 12,1 m : 6,28) = 1,9 m.
Die Hohe betrigt

V(z,3 m)* — (1,0m)* = 1,2 m.
Daraus bestimmt man das Volumen zu

% 3,14 1,9 me2 - I,2m = 4,5 Kubikmeter

sDer stolze Hiigel«

Sehe ich einen Sand- oder Schotterkegel, dann denke ich unwillkiirlich an die
alte Sage der Orientvélker, von der uns Puschkin in seinem »Geizigen Ritter«
erzihlt:
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»..Irgendwo hab’ ich gelesen,

Ein Fiirst befah! einst seinen Kriegern an,

Je eine Handvoll Erde aufzuhiufen.

Ein stolzer Berg erwuchs draus — und der Fiirst
Vermocht’ von dessen Gipfel froh zu schauen,
Das weite Tal, bedeckt von weillen Zelten,

Und 2uf dem fernen Meere Schiff an Schiff.«

Sie gehort zu den Sagen, die, ungeachtet ihrer scheinbaren Moglichkeiten,
auch nicht ein Kornchen Wahrheit enthalten.,

Wir kénnen unsere Behauptung beweisen. Sollte es einem Despoten der Antike
wirklich einmal eingefallen sein, eine derartige Tat zu vollbringen, wire er von der
Klaglichkeit des Ergebnisses mallos enttiduscht worden. Vor ihm wiirde sich ein
so miserabler kleiner Erdhaufen »tiirmene, daBl keine noch so rege Phantasie im-
stande wire, den legendiren »stolzen Hiigel« daraus zu formen. .

Wir wollen es an einem Rechenbeispiel zeigen. Wieviel Krieger standen dem
Flrsten zur Verfigung? Die damaligen Armeen waren nicht so grol3 wie heute.
Ein Heer von 100000 Mann war fiir die damalige Zeit recht bedeutend. Wir
halten aber an dieser Zahl fest und nehmen nun an, daBl 100 coo Handvoll Erde
zusammenkamen, um einen Hiigel aufzuschiitten.

Nehmen Sie eine Handvoll Erde, - soviel Sie nur kénnen! - und schiitten Sie
sie in ein Wasserglas. Eine Handvoll reicht nicht einmal aus, um das Glas zu fiillen.
Wir nehmen weiter an, daB} ein Krieger des Konigs 4 Liter, also 0,2 dm?, mit der
Hand nehmen konnte. Daraus berechnen wir nun das Volumen des »Higels«

I
3 dm?® - 100 000 = 20 000dm® oder 20m?3

Folglich ist der ganze Hiigel nur einem Kegel von 20 m® Rauminhalt gleich. Das
Ergebnis ist klidglich genug. Wit fahren mit der Rechnung fort, damit wir die Hohe
des Hiigels bestimmen konnen. Zu diesem Zweck missen wir die Offnung des
Winkels messen, der durch Grundlinie und Mantellinie gebildet wird. In unserem
Fall nehmen wir an, daB3 er gleich dem natlrlichen Schittwinkel, d. h. 45°, ist;
steilere Flanken diirfte der Kegel nicht besitzen, da der Sand sonst herunterrieselt.
(Es wire sogar ein flacheter Schiittwinkel von etwa I : 1,5 zu veranschlagen.) Wir
legen nun 45° zugrunde und wissen, da die Hohe des Kegels seinem Halbmesser
an der Grundfliche gleich ist.

V_:”'];"’g ZOm:":ﬂ—'}Ia
und daraus ergibt sich fiir 4:
3 3
. 3-20m®
h = l/—_” 2,4m

Man muB schon eine iippige Phantasie haben, um einen 2,4 m hohen Higel
(also 1,5 mal so groB wie ein Mensch) einen »stolzen Hiigel« zu nennen. Hitten
wit einen noch flacheren Schittwinkel zugrunde gelegt, dann wire das Ergebnis
noch bescheidener.

Attila befehligte das groBte Heer der Antike. Nach Uberlieferungen schitzen die
Geschichtsschreiber seine Stirke auf 700000 Manr. Wenn sich alle Krieger an dem
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Aufschiitten eines Hiigels beteiligt hitten, dann wiire ein etwas héherer Kegel ent-
starden - aber die Differenz ist nicht erschiitternd! Da das Volumen siebenmal

grofler wire als das des bereits berechneten Kegels, so mfiten wir eine Wfache
Hohe erhalten, d. h., der groBe Kegel wiirde 1,9mal hoher sein; er wire 2,4 m + 1,9
= 4,6 m hoch. Ich bezweifle, daB ein Hiigel von dieser Hohe Attilas Ehrgeiz
befriedigt hitte.

Von so einem Hiigel konnte man selbstverstindlich in das von Zelten iibersite
Tal schauen, aber das Meeresgestade wire nur dann sichtbar, wenn sich der ganze
Vorgang in Ufernihe abgespielt hiitte.

Uber die Fernsicht aus einer bestimmten Hohe ist im 6, Kapitel die Rede.

An der StraBenkurve

Weder die Eisenbahn noch die Landstralle besitzen scharfe Kurven. Der Rich-
tungswechsel erfolgt vielmehr allmihlich in einem sanften Bogen. Dieser Bogen
ist ein Teil eines Kreises, dessen Tangenten die beiden geraden StraBenausliufe
sind. Die beiden in der Abb. 81 sichtbaren geraden Strecken AB und CD werden
durch den Bogen BC miteinander derart verbunden, dal 4B und CD den Bogen
in den Punkten B und C geometrisch so berithren, daB AB und der Halbmesser
0B, ferner CD und der Halbmesser OC jcweils rechte Winkel bilden. Der Zweck
ist selbstverstindlich, daBB der Ubergang aus der Geraden in die Kurve und um-
gekehrt stetig und sanft erfolgt.

Der Halbmesser einer Kurve ist meistens groB3. Bei den Eisenbahnen betrigt er
mindestens 600 m; der tbliche Halbmesser der Kurven an Hauptstrecken ist sogar
1000 m und 2000 m.

Abb. 81. Die Strafienkurve.
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Der Kriimmungsradius

Koénnten Sie den Halbmesser einer Kurve bestimmen, wenn Sie sich in der Nihe
aufhalten? Das ist freilich nicht so leicht, wie den Halbmesser auf dem Papier zu
bestimmen. Auf der Zeichnung ist es nimlich wirklich einfach. Sie ziehen zwei be-
liebige Sehnen und fillen jeweils ein Lot. Der Mittelpunkt des Kreisbogens liegt
bekanntlich im Schnittpunkt der beiden Lote. Die Entfernung zwischen diesem
Schnittpunkt und einem beliebigen Punkt des Bogens ist die gesuchte Linge des
Halbmessets.

Diese Operationen wiren freilich im Gelinde sehr
langwierig durchzufithren, weil doch der Mittelpunkt
der Kurve 1 bis 2 km von der StraBe entfernt und sein
Ort hiufig unzuginglich ist. Die Kurve konnte kar-
tiert und anschlieBend die Konstruktion gezeichnet
werden, - aber auch das ist keineswegs einfach.

Wir vermeiden diese Schwierigkeiten, sofern wit
auf die Konstruktion verzichten und zum Rechen-
verfahren greifen.

Es wird folgendermaBen vorgegangen: Wir erginzen 4sb.§2. Der Kriimmungshalbmesser.
in Gedanken den Bogen AB (Abb. 82) zu einem vollen
Kreis. Dann verbinden wir zwei beliebige Punkte C und D des Kreisbogens, messen
die Sehne CD und den »Durchhang« EF (es ist die Hohe des Kreissegments CED)
aus. Nach diesen Daten kann die gesuchte GréBe des Halbmessers leicht berechnet
werden. Betrachten wir die Gerade CD und den Kreisdurchmesser als sich iiber-
schneidende Sehnen und bezeichnen wir die Sehnenlinge mit s, die Linge des
Durchhangs mit /, den Radius mit 7, dann gilt nach dem Sehnensatz:

(i)zz h(2r — ) = f::- — (27— )

2

daraus folgt:

s2
-4— =2rh — h?
und der gesuchte Halbmesser* ist dann:
 sP g n?

84k
Betrigt der Durchhang z. B. 0,5 m und ist die Sehne 48 m, dann ist der ge-
suchte Halbmesser:  (8mP - (osm)?

Y = 8§ osm = 570,25 m

Die Rechnung wird einfacher, wenn filir 2 » — /4 = 2 » gesetzt wird.

* Dasgleiche Ergebnisergibtsich aufanderem Wege. Im rechtwinkligen Dreieck OFC ist0C = r, CF = % und
OF =r— k.

Nach dem Pythagoreischen Lehrsatz gilt:

s 2

2 (r— h)t _

= r—nrt (3)
und daraus: st
rr=rt—2rhk+ M4 —
4

SV 44 k2

"= T gn
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Abb. 83. Der Kriimmungshalbmesser eines Eisenbahngleises.

Diese Freiheit ist statthaft, da 4 im Vergleich zu # sehr klein ist. (» betrigt viele
hundert Meter, % ist nur wenige Meter groB.) Die sehr bequeme angeniherte
Rechenformel sieht dann so aus: .

$

=

8h

Wenden wir in unserem Beispiel diese Rechenformel an, dann erhalten wir
7 = 576 m. Wir bekommen also nahezu das gleiche Ergebnis.

Kennen wir die Linge des Halbmessers und wissen, daf3 sich der Kurvenmittel-
punkt auf dem vom Sehnenmittelpunkt gefillten Lot befindet, dann kénnen wir
ungefihr auch den Ort finden, der den Mittelpunkt der StraBenkurve bildet.

Hardelt es sich um einen Schienenweg, dann kann der Kriimmungshalbmesser
noch einfacher ermittelt werden. Spannen wir nimlich eine Schnur in der Gleis-
kutrve derart, daB3 sie als Tangente zur Innenschiene verliuft, dann erhalten wir die
Bogensehne der AuBlenschiene (Abb. 83), deren Durchhang genau so groB ist
wie die Breite unserer Eisenbahnspur, nimlich 1,52 m®*. Der Kriimmungshalb-

messer ist dann anndhernd

s? s?
== —.
8-1,52 12,16

Ist s = 152 m, dann ist der Kriimmungshalbmesser 1goo m.**

Auf dem Meevesgrund

Der Sprung von dem Krimmungshalbmesser einer Eisenbahnkurve zu dem
Boden des Ozeans ist Thnen wahrscheinlich ziemlich tberraschend. Er ist zu-
mindest nicht ohne weiteres verstindlich. Wie wir sehen werden, verbindet jedoch

* Fiir Deutschland und das librige Mitteleuropa 1,435 m.
** Dieses Verfahren ist nicht sebr praktisch, weil bei einem groBen Kriimmungshalbmesser die Schnur fir die

Sehnenmessung sebr lang ausfallt.
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die Geometrie beide Themen auf ganz natiirliche Weise. Wihrend einer Rast
kénnen wir uns mit den folgenden Tatsachen beschiftigen,

Wir untersuchen die Krimmung des Ozeanbodens und wollen wissen, welche
Gestalt dieser hat: ob hohl (konkav), gerade oder erhaben (konvex). Marchem
scheint es unwahrscheinlich, daf die Weltmeere, trotz ihrer gewaltigen Tiefe,
keineswegs Vertiefungen oder Mulden auf der Erdoberfliche bilden. Wie wir sehen
werden, ist ihr Boden nicht korkav, sondern konvex.

Wenn wir, dem Dichterwort folgend, den Ozean als

»bodenlos und uferlos« bezeichnen, so vergessen wit B
dabei, daf3 seine »Uferlosigkeit« viel hundertmal grofBier

ist als die »Bodenlosigkeit«. Wir lassen auBer acht, daf3 c
das nasse Element des Ozeans wohl eine Schicht von

ungeheuerer Weite darstellt, die sich aber an die Kriim- /A

mung unseres Plareten anschmiegt.

Nehmen wir als Beispiel den Atlantischen Ozean. Am
Aquator betrigt seine Breite etwa ein Sechstel des 4% 84 Ist der Ozeanboden flack?
vollen Erdumfanges. Bezeichnet man auf der Abb. 84
den Aquator mit dem vollen Kreis, dann entspricht der Bogen ACB der Wasser-
fliche des Atlantiks. Wire sein Boden flach, so gliche seire Tiefe der Hohe DC.
Da wir wissen, daB die Sehne AB die Seite eines regelmiBigen eingeschriebenen
Sechsecks ist (die Sehnerlinge ist so lang wie der Kreishalbmesser), kénnen wir

aus der abgeleiteten Formel fiir Bahnkurven CD berechnen:
2

= dd =S
) un arauas = 8y

Da s = ist, erhalten wir in unserem Falle:
] h= E‘
Der Erdhalbmesser betrigt 6400 km, dann muBl 5 = oo km sein.

Wenn also der Boden des Atlantik vollkommen flach verlaufen wiirde, miifite
seine groBte Tiefe 8ookm betragen. In Wirklichkeit erreicht sie noch keine 1o km.
Daraus ziehen wir den allgemeinen Schluf3: Der Boden des Ozeans stellt in groben
Zigen eine erhabene Fliche dar, die nur ein geringes weniger gekriimmt ist als die
konvexe Wasseroberfliche.

Diese Erkenntnis gilt auch fiir die tbrigen Weltmeere. Thre Boden weichen
nur wenig von der Kugelform der Etrdoberfliche ab.

Betrachten wir die Formel % = &, dann sehen wir ohre weiteres, wie die
Tiefe s des Meeres oder des Ozeans mit wachsender Breite s sehr schnell zunehmen
miifite (im direkten Verhiltnis zum Quadrat der Breite s), damit der Boden flach
bliebe. Wir wissen aber, dafl mit der Zunahme der Meeresausdehnung s seine Tiefe
keineswegs in so »stlirmischem«Tempo zunimmt. Ist ein Ozean z. B. roomal breiter
als ein Meer, dann nimmt seine Tiefe keineswegs auf das 100 - 100 = 10000fache
zu. Dabei ist der Boden verhiltnismiBig kleiner Wassetflichen konkaver als der
der groBen. Der Boden des Schwarzen Meeres zwischen der Krim und Kleinasien
ist weder ethaben wie bei Ozeanen noch flach - er ist etwas konkav. Die Breite der
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Wasserfliche dieses Meeres stellt im Durchschnitt einen Bogen von 2° dar. (Ge-
nauver ausgedriickt: 177 des Erdumfanges.) Das Schwarze Meer besitzt eine ziem-
lich gleichmiBige Tiefe von 2,2 km. Wird der Bogen der Sehne gleichgesetzt,
dann stellt sich heraus, daB der Boden dieses Meeres folgende groBte Tiefe haben
mibBte, um geometrisch flach zu sein:

40000?

1702 400002

8 - 6400 = 170% - 8 - 6400

h = = 1,1 km

Folglich liegt der Boden des Schwarzen Meeres in Wirklichkeit mehr als einen
Kilometer tiefer als die gedachte Ebene, die seine entgegengesetzten Uferrdnder
schneidet. Der Boden ist also eine Senke und keine erhabene Fliche.

Gibt es Wasserberge?

Auch diese Frage wird durch unsere frither abgeleitete Formel fiir die Berech-
niung einer Bahnkurve beantweortet.

Durch die vorangegangene Aufgabe sind wir schon ein wenig vorbereitet. Ja,
es gibt Wasserberge im geometrischen Sinne. Nicht nut ein Meer, fast jeder See
stellt gewissermaBen einen Wasserberg dar. Wern Sie am Seeufer stehen, sind Sie
von dem gegeniiberliegenden Uferrand durch eine erhabene Wasserfliche ge-
trennt, deren Hohe mit der Breite des Sees zunimmt. Sie kénnen diese Hohe be-
rechnen. Aus der Formel #» = -+ erhalten wir die Hohe der Sehne 4 = . Hier
bedeutet s die Entfernung zwischen den beiden Ufern, die dutch eine Gerade
dargestellt wird, die man der Seebreite gleichsetzen kann (Bogen = Sehne). Ist
der See z. B. 100 km breit, dann erreicht die »Hohe« dieses »Wasserberges« etwa
200 m. Der Wasserberg besitzt also eine ganz beachtliche Hohel

Bereits ein See von 10 km Breite hat in der Mitte einen 2 Meter hohen »Buckel«;
die Wolbung tbertrifft also die GroBe eines Menschen.
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FUNFTES KAPITEL

Reisetrigonometrie ohne Formeln und Tabellen

Die Sinusrechnung

In diesem Kapitel sehen wir, wie die Seiten eines Dreieckes mit einer Genauig-
keit bis zu 29, und die Winkel mit einer Genauigkeit bis zu 1° berechnet werden
kénnen. Wir kommen allein mit dem Sinusbegitff aus und brauchen weder Ta-
bellen noch irgendwelche Formeln.

Diese vereinfachte Trigonometrie ist gut zu gebrauchen, wenn auf einem Aus-
flug die Tabellen nicht zur Hand sind und die Formeln im Kopf nicht mehr recht
sitzen. Robinson wiirde diese Art Trigonometrie bestimmt erfolgreich verwendet
haben.

Stellen Sie sich vor, Sie hitten Trigonometrie noch niemals durchgenommen
oder total vergessen; sicher kann sich so mancher von meinen Lesern in diese
Lage hineinversetzen. Wir wollen also mit der Trigonometrie von neuem beginnen.
Was ist der Sinus eines spitzen Winkels in einem rechtwinkligen Dreieck? Es ist
das Verhiltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse (siche Abb. 85). Der Sinus des

Winkels ABC ist also 22- oder 2% oder £%. Es ist.ersichtlich, daBB wegen der

40

Ahnlichkeit der hier entstandenen Dreiecke alle diese Verhaltnisse gleich sird.

Wie grof sind nun die Sinus der verschiedenen
Winkel von 1 bis go°? Wie erfihrt man es ohne
vorhandene Tabellen? Sehr einfach, man legt E
die Tabellen selbst an. Gerade das wollen wir Cc
jetzt tun.

Wit beginnen mit den Winkeln, deren Sinus A
uns von der Geometrie her bekannt sind. Es ist B 2] F
dies erstens der go°-Winkel, dessen Sinus offen-

bar 1 ist. Der Sinus des Winkels von 45° betrigt,

c
wie man' nach dem Pythagoreischen Lehrsatz AMD

leicht ausrechnen kann, l/:—, d. h. o,707. Wir 8
kennen auch den Sinus eines 30°-Winkels. Da  4sb. 85. Der Sinus cines spitzen Winkels.
die Gegenkathete eines solchen Winkels der

halben Hypotenuse gleich ist, ergibt sich Sinus 30° =4. Wir kennen nun die Sinus
(oder, wie man »ziinftig schreibt: sin) von drei Winkeln.

G

sin30° = 0,5
sin 45° = 0,707
singo°® =1
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Das reicht natiirlich nicht aus! Wir missen auch die Sinus aller Zwischenwinkel,
mirdestens von Grad zu Grad, kennen. Bei sehr kleinen Winkeln kann man ohne
allzu grofle Ungenauigkeit anstatt des Verhiltnisses von Kathete zur Hypotenuse
das Verhiltnis von Bogen zu Halbmesser setzen. Wie aus der Abb. 85 ersichtlich,
unterscheidet sich das Linienverhiltnis J¢ nur sehr wenig von dem Bogenver-
hiltnis 25, das sich leicht ausrechnen 1iBt. So erhilt man fiir einen Winkel von
1° den Bogen CD = 27~ daraus folgt:

sinre= 2 =2 T _gor
A= T T S0y T 180 - 00175

In der gleichen Weise ermitteln wir:

sin2° = 0,0349
sin3° = 0,0524
sir4° = 0,0608
sin5° = 0,0873

Wir miissen indessen vorsichtig sein urd nachpriifen, wie weit wir diese Tabelle
fortsetzen konnen, ohne den Fehler unzulissig grofB3 zu machen. Bei der Berechnung
von sin 30° erhalten wir 0,524, anstattdes genauen
Wertes 0,500. Die Differenz greift schon in die
zweite Dezimalstelle tiber, der Fehler (Toleranz)
ist hier bereits 45 = rund 59%,. Das ist sogar fiir
unsere Reisetrigorometrie zuviel. Damit wir die
Fehlergrenze bestimmen, bis zu der wir die Sinus-
berechnung auf Grund des soeben beschriebenen
Verfahrens fortsetzen diirfen, machen wir uns
einmal die Mihe, den Sinus von 15° genau zu
bestimmen. Zu diesem Zweck greifen wir zur
folgenden, recht einfachen Hilfskonstruktion (Abb. 86). 27 sei sin15° Wit
verlingern nun BC um einen gleichen Betrag bis D, verbinden 4 und D und
erhalten zwei gleiche Dreiecke ADB urd ABC sowie einen Winkel 30°. Dann
fillen wir auf 4D das Lot CE und erhalten ein rechtwinkliges Dreieck AEC mit
einem Winkel 30° (CAE), dann ist CE = 4. Wir berechnen daraufhin AE aus
dem Dreieck AEC rach dem Pythagoreischen Lehrsatz:

AE* = AC? — (f"zc»)g —24c 4B = AC Y3 = 0,866 AC

Abb. 86. Wie berechnet man sin 15°7?

2

Es ist
ED =AD — AE = AC — 0,866 AC = 0,134 AC.

Nun rechren wir aus CED die Gerade DC aus:

DC* = CE? 4+ ED* = (%)2 + (0,134 AC)%? = 0,268 AC?

DC = 0,268 AC? = 0,518 AC

Die Hilfte von CD, d. h., BC = 0,259A4C, also betrigt der gesuchte Sinus:

. BC o AC
SinTs = o = S = 0.259
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Es ist der Tabellenwert von sin15°, sofern man sich auf drei Dezimalstellen be-
schrinkt. Der angeniherte Wert, den wir auf Grund des urspriinglich entwickelten
Verfahrens gefunden hitten, ist 0,262. Vergleicht man beide Werte miteinander,
nimlich

0,259 und 0,262

dann stellen wir fest, daB3 das Ergebnis bei Beschrinkung auf zwei Stellen
0,26 und 0,26

das gleiche ist. Ersetzen wir also den genauen Wert (0,259) durch den angeniherten
(0,26), dann ist der Fehler 4, d. h. 0,1%. Fiir unseren Reisegebrauch sind
derartige Fehler zulissig; wir diirfen daher getrost die Sinus aller Winkel
zwischen 1 und 15° nach dem angeniherten Verfahren ermitteln.

Fiir den Bereich zwischen 15° und 30° kann man die Sinus nach dem Proportio-
nalititsgrundsatz berechnen. Wir gehen hierbei von folgender Uberlegung aus: Die
Differenz zwischen sin 30° und sin 15° ist 0,50 — 0,26 = 0,24. Folglich — und wir
sind dazu berechtigt, das anzunehmen nimmt bei VergréBerung eines Winkels um
1° sein Sinus jeweils um - dieser Differenz (d. h. um 0,016) zu. Natiirlich ist das
nicht ganz genau der Fall. Die Abwclchung kommt indessen erst bei der dritten
Dezimalstelle zum Vorschein, die wir aber vernachlissigen. Wenn wir also zu
sin 15° jeweils 0,016 addieren, erhalten wir die Sinus von 16°, 17°, 18° usw.

sin 16° = 0,26 4- 0,016 = 0,28
sin 17° = 0,26 + 0,032 = 0,29
sin 18° = 0,26 + 0,048 = 0,31

sin 25° == 0,26 4+ 0,16 = 0,42 usw.

Die erhaltenen Werte stimmen in den ersten zwei Dezimalstellen; sie geniigen
daher fiir unsere Zwecke.

In der gleichen Weise verfahren wir bei der Winkelberechnung in dem Bereich
zwischen 30° und 45°. Die Differenz sin 45° — sin 30° = 0,707 — 0,5 = 0,207.
Wird dieser Betrag durch 15 geteilt, dann ergibt sich o,014.

Wir addieren diese GroBe jeweils zu dem sin 30° und erhal- c
ten nunmehr
sin 31° = 0,5 + 0,0I4 = 0,51
sin 32° = 0,5 -+ 0,028 = 0,53 Be

sin 40° = 0,5 4+ 0,14 = 0,64 usw.

Nun brauchen wir nur noch die Werte fiir den

Bereich der spitzen Winkel iber 45° zu finden. Hier- _53°
beileistet uns der Pythagoreische Lehrsatz Hilfe. An- \
genommen, wir wollen sin 53° ermitteln (Abb. 87), A 8
d. h. das Verhiltnis 22. Da Winkel ACB = 37°, be- oo, 87, Der Simus eines Winkels
rechnen wir dessen Sinus nach dem angegebenen wber 45°.
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Verfahren. Er betrigt 0,5 + 7 + 0,014 = 0,6. Wir wissen andererseits, dafl sin 37°
AB

= 42 ist. Folglich ist 45 — 0,6, daraus folgt, daB AB = 0,6 - AC ist. Kennen wir

el
A B, dann kénnen wir BC leicht austechnen. Die Strecke hat folgende GréBe:

BC = JAC* — 4B* =VAC? — (0,6 AC)® = AC }1 — 0,36 = 0,8 AC
Die Rechnung ist im allgemeinen einfach, wenn wir die Quadratwuzrzel ziehen kon-
nen.

Wurzelziehen

Das in den Lehrbichern der Algebra angegebene Verfahren zum Ziehen der
Quadratwurzel vergi3t man sehr leicht. Es kann jedoch entbehrt werden. Nach-
stehend wird ein sehr altes Verfahren beschrieben, das einfacher ist als die iibliche
algebraische Methode.

V13 ist zu ermitteln. Diese Zahl liegt zwischen 3und 4; sie ist gleich 3 mit einem
Bruch, den wir als x bezeichnen.

Wir haben also: V53=3+1x oder 13=(3+ )
I3= 9+ 6x + #?

Das Quadrat des Bruches x ist ein kleiner Bruch, den wir in erster Anniherung
vernachlissigen.

Wir erhalten somit:

13 = ¢ + 6x; daraus folgt 6x =4 und x =% = 0,67

Es gilt daher: ]/13 =~ 3,07.

Winschen wir eine genauere Bestimmung des Wurzelwertes, dann schreiben wir

V13 = 3% + y, wo y ein kleiner, positiver oder negativer Bruch ist. Wir erhalten:

2
am s
3=+ -yt

Vernachlassigen wir 32, dann finden wir den angeniherten y-Wert mit —
= —0,06. Bei der zweiten Anniherung ist daher VE = 3,67 — 0,06 = 3,61. Die
nichste Genauigkeitsstufe wird dhnlich ausgerechnet urd so fort.

Nach dem iiblichen Lehrbuchverfahren stellen wir fest, dal3 VE mit zwei Dezi-
malstellen ebenfalls = 3,61 ist.

Wie wivd der Winkel nach dem Sinus gefunden?

Wir besitzen also die Moglichkeit, den Sinus jedes beliebigen Winkels zwischen
0°und go° bis auf zwei Dezimalstellen genau zu berechnen. Damit entfillt die Not-
wendigkeit, zu der Tabelle zu greifen. Fiir angeniherte Rechnungen kénnen wir
selbst eine Tabelle zusammenstellen.

Die Losung trigonometrischer Aufgaben setzt allerdings auch den umgekehrten
Vorgang voraus, niamlich dje Berechnurg der Wirkel nach gegebenem Sinus. Auch
das ist nicht weiter schwierig. Angenommen, wir missen einen Winkel x finden,
dessen Sinus 0,38 ist. Da der Sinuswert unter 0,5 liegt, ist der gesuchte Winkel
kleiner als 30°. Andererseits ist dieser Winkel groéBer als 15°, weil sin 15°, wie wir
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wissen, 0,26 ist. Um diesen zwischen 15° und 30° liegenden Winkel zu berechnen,
greifen wir zu dzm beschriebenen Rechenverfahren und teilen die Differenz durch
die Zunahme des Sinus fiir 1° zwischen 15° und 30°, nimlich 0,016.

0,38 — 0,26 = 0,12

c
0,12 o
oois — 75, dbo75 /

Winkel x = 15° + 7,5° = 22,5°
Der gesuchte Winkel muB also anndhernd 22,5° sein.

Ein anderes Beispiel: Es ist ein Winkel x zu ermitteln, des-
sen Sinus 0,62 betragt. Dieser Winkel mul3 zwischen 30° und
45° liegen. Hier muf3 die Differenz durch 0,014 geteilt werden.

0,62 — 0,50 = 0,12 -
0,I2
= °
o013 8,6, d.h. 86 A B8
- Abb. 88. Ein spitzer Winkel
Winkel x = 300 -+ 8,6° = 38,6° wird nachdem Sinus bestimmt.

Und zum SchluB ein drittes Beispiel: Man stelle die WinkelgrofBe fest, wenn der
Sinus eines Winkels 0,91 betrigt. Da der Sinuswert zwischen 0,71 und 1,0 liegt, ist
der gesuchte Winkel im Bereich zwischen 45° urd go° zu firden.

In Abb. 88 bedeutet BC = sinCAB, wenn AC = 1 ist. Kennen wir BC, dann
1Bt sich sin BCA leicht feststellen.

AB? = AC? — BC?* =1 — 0,012 = I — 0,83 = 0,17
AB = ]/0,17 = 0,42

Nun stellen wir die GréBe des Winkels BCA, dessen Sinus gleich 0,42 ist, fest und
ermitteln dann ohne weiteres den.Winkel CAB. Da 0,42 zwischen 0,26 und 0,5
liegt, befindet sich der Winkel im Bereich von 15° bis 30°.

Er wird folgendermallen bestimmt:

0,42 — 0,26 = 0,16
0,16
0,016
Winkel BCA = 15° 4+ 10° = 25°
Der Winkel CAB ist somit go° — 25° = 65°.

Damit haben wir das gesamte Rustzeug zur angeniherten Losung trigono-
metrischer Aufgaben in der Hand, denn jetzt verstehen wir es, sowohl den Sinus
nach dem Winkel als auch den Winkel nach seinem Sinus zu bestimmen, und zwar
mit einer fiir unsere Wanderungen vollkommen ausreichenden Genauigkeit.

Ja, aber - so fragen wir uns - geniigt Giberhaupt der Sinus allein? Brauchen wir
nicht auch die Gbrigen trigonometrischen Funktionen - Cosinus, Tangens und wie
sie sonst noch heiBlen?

Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, dall wir bei unserer vereinfachten
Trigonometrie mit dem Sinus allein vollkommen auskommen.

o

= 10,0, d.h. 10
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S Der Sonnenstand
AN

pid Aufgabe

e Der Schatten BC (Abb. 8g) des senkrechten

e 4,2 m hohen Pfahls AB ist 6,5m lang. Wie
/’

A
//
//
// .
A
// X
et
8

Abb. 89. Die Sonnenhihe iiber dem Horizont.

hoch steht die Sonne indiesem Augenblick, mit
anderen Worten, wie grofl ist der Winkel x?

Lésung

Wir sehen sehr schnell, daB sinx = %7 ist.

Der Wert AC mubB bestimmt werden.

AC = VAB* + BC? = J4,2° + 6.5 = 7,74
Der gesuchte Sinus ist daher -7y = 0,55.
Nun ermitteln wir nach unserem bewihrten Verfahren den entsprechenden Win-

kel; er betrigt 33°. Die Sonne steht also 33° uber dem Horizont. Die Genauigkeit
betidgt 4°.

Die Entfernung bis zur Insel

Aufgabe

Wenn Sie mit einem KompalB in der Hand am FluBufer entlangwandern und
mitten im Strom plétzlich eine kleine Insel 4 entdecken (Abb. go), so kénnten Sie
auf den Gedanken kommen, ihre Entfernung von einem Punkt B zu bestimmen.
Sie bestimmen nach dem Kompall den Winkel A BN ; dieser entstehtin dem Schnitt-
punkt der Geraden 4B mit der Nordstidrichtung. Dann messen Sie die Gerade BC
aus und bestimmen den durch diese Gerade und die Linie NS gebildeten Winkel
NBC. Die Gerade BC wird im Punkt C auf die gleiche Art errechnet. Nehmen wir
an, Sie haben folgende Ergebnisse erhalten:

Richtung 4B weicht von der Nordstudrichtung um 52° 6stlich,
Richtung BC weicht von der Nordsiidrichtung um 110° 6stlich,
Richtung CA weicht von der Nordstdrichtung um 27° westlich ab.
BC ist 187 m lang.

Abb. 80. Wie weit ist die Insel vom Ulfer entfernt?
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Loésung

In dem Dreieck ABC ist die Seite BC bekannt. Winkel ABC ist 110° — 52°
= 58°%; Winkel ACB =180° — 110° — 27° = 43°. Wir fillen in diesem Dreieck
(Abb. go rechts) das Lot (Héhe) BD. Dann gilt: sin 43° = 5. Berechnen wir
sin43° nach dem beschriebenen Verfahren, so erhalten wir 0,68. Es ist folglich:

BD =187m 0,68 =127m
Nun kennen wir die Kathete des Dreiecks A BD, Winkel CAB =180° — (58° 4 43°)
= 79° und Winkel 4BD ist go° — 79° = 11°. Den sin11° kénnen wir berechnen.
Er betrigt 0,19. Folglich ist 2% = 0,19. Nach dem Pythagoreischen Lehrsatz gilt

anderseits: AB® — BD? + AD?
Wir ersetzen AD dutch 0,194B und BD durch die Zahl 127 und erhalten dann:
AB? =127% + (0,19 AB)?
Daraus folgt: 4B ~ 128 m.
Die Entfernung bis zur Insel betrigt also rund 128 m.
Vermutlich wird es dem Leser bei Bedatf nicht schwerfallen, auch die Seite AC
auszurechnen.

Wie breit ist der See?

Aufgabe

Bei der Bestimmung der Seebreite AB (Abb. g1) stellen Sie mit dem Kompal3
fest, dal3 die Gerade AC um 21° westlich, die Gerade BC um 22° &stlich abweicht.
Die Linge von BC ist 68 m, die von AC ist 35 m.

Berechnen Sie auf Grund dieser Angaben die Breite des Wassers!

In dem Dreieck ABC ist der Winkel 43° sowie dessen Schenkel bekannt (68 m
und 35 m). Wir fillen (Abb. g1) das Lot AD und erhalten dann sin 43° = 47.
Unabhingig davon berechnen wir den Sinus von 43°, wobei wir 0,68 erhalten.

Daraus folgt 42 = 0,68 und AD = 0,68 - 35 m = 24 m. Nun ermitteln wir CD.

CD = VAC* — AD* = 35° — 24* = Jo49

CD = 25,5 m

BD =BC —CD =68m — 25,5m = 42,5m
Aus dem Dreieck ABD folgt:

AB? = AD?* 4+ BD? = 24* + 42,5 = 2380

AB =~ 49m
Folglich ist die gesuchte Breite unseres Sees 49 m.
Miissen die beiden anderen Winkel des Dreiecks berech-
net werden, gehen wir folgendermallen vor:

sindBC = S = 25 — 0,49,

daraus folgt Winkel ABC = 29°.
Sie ermitteln den dritten Winkel BAC durch Subtrak-
tion der beiden Winkel 29° und 43° von 180° Der = Bavechnung der Bretta
Winkel BAC ist 108°. eines Sees.
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Nun kann es vorkommen, dafl bei der Lésung
der Dreiecksaufgabe (Bestimmung nach 2 Seiten
und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel) der

\<\ betreffende Winkel nicht spitz, sondern stumpf ist.

- Sird z. B.im Dreieck ABC (Abb. g2) der stumpfe

A B Winkel BAC und die beiden Seiten 4B und AC

Abb. 92. Ein stumpfwinkliges Dreieck bekannt, dann geht die Rechnung so vor sich:

Wir fillen die Senkrechte CD und bestimmen

CD und AD des Dreiecks CDA. Ist DA + AB bekannt, so ermitteln wir BC und
dann sin ABC durch Berechnung des Verhiltnisses 25 .

br‘—-—-—

Eine dreteckige Parzelle

Aufgabe

Wihrend unseres Ausfluges haben wir ein dreieckiges Stiick Land mit Schritten
ausgemessen und dabei festgestellt, daB3 die Seitenlingen 43, 60 und 54 Schritte be-
tragen. Wie grof sind die Winkel des Dreiecks?

Losung

c

Wir haben es hier mit der schwierigsten aller
| Dreiecksaufgaben zu tun, nimlich der Winkel-
| bestimmung nach dendrej Seiten. Aber auch diese
| 54 : ; |
| Aufgabe wird von uns geldst, ohne andere trigo-
} nometrische Funktionen als-den Sinus zu bean-
A D 60 8 spruchen.
Abb. 93. Bestimmen Sie die Winkel dieses Wir fillen die Hohe (Abb 93) CD aufdie liﬂgStC
Dreiecks! Seite des Dreiecks 4B und erhalten:

CD* =43 — AD*;  CD* = s54* — DB
43 — AD* = 54* — DI,

Dann ist

d folgt
araus folg DB — AD? = 54° — 432 = 1067.

DB? — AD? = (DB + AD) (DB — AD) =60 (DB — AD).

Andererseits ist

Folglich gilt:
60(DB — AD) = 1067 und somit DB — AD = 17,8.

Aus den beiden Gleichurgen
DB — AD =1%,8 und DB + AD = 60

besti .
estimmen wir 2DB — 778 urd DB — 389,
Jetzt kann die Hohe leicht berechnet werden:

_ DC = V354> — 38,92 =37.4
Wir berechnen daraus:

sin BAC — $2. — 374 _ 48, und Winkel DAC ~ 60°
AC 43
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sinABC = =2 = 224 — 069 und Winkel DBC ~ 44°
Der dritte Winkel ist dann Winkel ACB = 180° — (60° 4 44°) = 76°.

Wiren wir in diesem Falle nach allen Regeln der »echten« Trigonometrie vor-
gegangen, dann hitten wir in Grad und Minuten ausgedriickte Winkel erhalten.
Diese Minutenwerte wiren indessen jedoch von vornherein ungenau, weil mit
Schritten ausgemessene Dreieckseiten sowieso um 2 bis 3%, abweichen. Man sollte
sich bei dieser »genauen« Bestimmung nichts svormachen« und die Minutenwerte
mindestens auf volle Grade abrunden. Wir hitten dann nidmlich das gleiche Ergeb-
nis erhalten wie hier mit unserem vereinfachten Verfahren. In diesem Falle also

haben wir die ZweckmiBigkeit unserer »Reisetrigonometrie« bewiesen.

Winkelbestimmung ohne jede Messung

Fir die Winkelbestimmung im Gelinde brauchen 8
wir einen KompaB; manchmal kénnen wir uns auch
mit unseren Fingern oder einer Streichholzschachtel D
zufrieden geben. Es kann aber hier und dort der
Fall eintreten, daB wir einen auf der Karte, auf einem
Blatt usw. eingetragenen Winkel nachmessen sollen.

Haben wir einen Winkelmesser zur Verfiigung, so cC A
ist es freilich nicht schwierig. Was aber, wenn so ein
Ding fehlt? Wir verlieren auch dabei nichtdie Ruhe
und losen die folgende Aufgabe:

Auf Abb. g4 ist ein Winkel AOB (kleiner als 180°)  Atb: 94 Wie vestimmt man die Grife

A R - des abgebildeten Winkels AOB nur mic
dargestellt. Bestimme seine Gréfe ohne Messungen! Hilfe des Zirkels?

Lésung

Man kénnte z. B. ein Lot aus einem beliebigen Punkt der Seite BO auf die Seite
AO fillen. In dem so konstruierten Dreieck bestimmt man Katheten und Hypo-
tenuse, dann den Sinus des Winkels und schlieBlich den Winkel. Diese Lésung
wiirde jedoch der eingangs gestellten harten Bedingung - keine Messungen aus-
fithren! - nicht gerecht werden.

Wir greifen zu der von S. Rupeika aus Kaunas im Jahre 1946 vorgeschlagenen
Losung.

Man betrachtet die Spitze des Dreiecks O als Mittelpunkt eines Kreises und zeich-
net mit dem Zirkel (mit beliebiger Offnung) den Kreis. Die Schnittpunkte C und D
des Kreises mit den Winkelseiten werden miteinander verbunden. Nun tragen wir,
beginnend mit dem Punkt C auf dem Kreisumfang, mit Hilfe des Zirkels die Sehne
CD so oft nacheinander in der gleichen Richtung ab, bis die Zirkelspitze wieder den
Ausgangspunkt C trifft. Wir zdhlen, wieviel volle Kreise und wieviel Sehnenlingen
zuriickgelegt werden. Angenommen, dafl wir den Kreis #-mal zuriickgelegt und
s-mal die Sehne CD aufgetragen haben. Der gesuchte Winkel ist dann
°.m

Winkel AOB = 1625
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Wir wollen das priifen,
Der betreffende Winkel sei x°. Tragen wir auf dem Kreisumfang die Sehne CD
s-mal ab, so haben wir auch den Winkel von x° gewissermaBen ver-s-facht. Aber
da der Kreis gleichzeitig n-mal zuriickgelegt wurde, so betrigt der Winkel 360° - #,
also x° - s = 360° - .
Daraus folgt x° =

Fiir den auf Abb. g4 dargestellten Winkel ist # = 3, s = 20; (priifen Sie die Rich-
tigkeit nachl); folglich ist der Winkel 40B = 54°.

Fchlt ein Zirkel, dann kann man den Kreis auch mit Hilfe einer Stecknadel und
eines Stiicks Papier ziehen. Auch die Sehne wird mit dem gleichen Papierstreifen
aufgetragen.

Bestimmen Sie nach dem beschtiebenen Verfahren die Winkel des Dreiecks der
AbL. g3.

SECHSTES KAPITEL

Wo Erde und Himmel sich treffen

Die Sichiweite

In der Steppe oder auf freiem Felde betrachten Sie sich selbst im Mittelpunkt
eines Kreises, durch den die Ihrem Auge sichtbare Erdoberfliche begrenzt wird.
Dicse scheinbare Trennungslinie zwischen Erde und Himmelsgewdlbe bleibt un-
erreicht; wenn Sie sich ihr nihern, riickt sie von Ihnen fort. Mag sie unerreichbar
sein, sie ist dennoch eine Realitit. Es ist keine optische Tduschung und auch kein
Trugbild in der Wiiste. Es gibt fiir jeden Beobachtungsort eine bestimmte Grenze
der von diesem Ort tiberschaubaren Erdoberfliche. Diese Grenze kann ziemlich
cicfach berechnet werden.

Damit wir die Beziehungen kennenlernen, die mit der Sichtweite zusammen-
hingen, betrachten wir einmal die Abb. g5, die einen Teil des Erdballes darstellt.
Das Auge B des Beobachters befindet sich in der Hohe AB iiber dem Erdboden.
Wie weit kann der Beobachter Uber die Ebene sehen? Offenbar doch nur bis zu den
Purkten M und N, wo der Sehstrahl die Erdoberfliche trifft; denn die Erdobet-
fliche jenseits der Punkte liegt unter dem Sehstrahl. Diese Punkte M, N sowie
alle weiteren auf dem Kreisumfang liegenden Punkte bilden die Grenze des fiir den
Beobachter sichtbaren Teils der Erdoberfliche, d. h., sie bilden den Horizont. Der
Beobachter gewinnt den Eindruck, als stehe dort das Himmelsgewolbe auf der Erd-
oberfliche, weil er in diesen Punkten den Himmel und die Erde zugleich betrachtet.

Vielleicht sind Sie der Meinung, daB die Abb. g5 die Wirklichkeit falsch wiedez-
gibt und sich doch der Rand der sichtbaren Erdoberfliche immer in Augenhéhe
befindet, wihrend der Kreis auf der Zeichnung tiefer als der Beobachter liegt. In der
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Abb. 95. Die Sichtweite.

Tat, wir empfinden es, als liege der Erdrand mit unserem Auge in gleicher Hohe
und als steige er, sobald wir hoher klettern. Das ist jedoch eine Tduschung und
durch die geringe Kriimmung der Erdoberfliche zu erkliren. Tatsichlich ist der
durch die beiden Geraden BN und BM mit der Geraden BH, gebildete Winkel
(die sogenannte Kimmtiefe) sehr klein; er 146t sich ohne MeBgerit nicht be-
stimmen.

Im Zusammenhang damit ist eine weitere bemerkenswerte Tatsache zu erwihnen.
Wir sagten soeben, dafl die Linie des Horizonts scheinbar in Augenhohe bleibt,
wenn der Beobachter auch im Flugzeug hoher steigt. Es hat also den Anschein, als
steige der Horizont mit uns. Befindet sich der Beobachter in gréBeren Héhen, dann
scheint es, als liege der Boden unmittelbar unter dem Flugzeug tiefer als der Rand
des Gesichtskreises; die Erde macht den Eindruck eines abgeplatteten Hohl-
gefifles.

Edgar Allan Poe hatdiese Erscheinung in seinem Werk »Hans Pfahls Abenteuer«
ganz vortrefflich geschildert. Die Hauptperson des Romans, ein Ballonfahrer, er-
zihlt folgendes: »Am meisten wunderte ich mich {iber die Tatsache, daB die Erd-
oberfliche hohl erschien. Als ich stieg, hatte ich mit Sicherheit erwartet, daf3 die
Erde gewdlbt sein wiirde; erst durch Uberlegung kam ich der Sache auf den Grund.
Das vom Freiballon auf die Erde gefillte Lot wire die Kathete eines rechtwink-
ligen Dreiecks, das die Gerade zwischen dem FuBpunkt des Lotes und dem Hori-
zont zur Grundlinie und die Luftlinie zwischen dem Horizont und meinem Ballon
zur Hypotenuse hitte. Verglichen mit meinem Gesichtsfeld war die Hohe, in der
ich schwebte, jedoch winzig klein. Grundlinie und Hypotenuse des gedachten
rechtwinkligen Dreiecks waren, mit anderen Worten, so groll im Verhiltnis zu der
lotrechten Kathete, dafl die erwihnten Geraden nahezu als parallel betrachtet wer-
den konnten. Daher scheint jeder unmittelbar unter dem Luftfahrer befirdliche
Punkt unter dem Horizont zu liegen. Daher entsteht der Eindruck des hohlen Ge-
faBes. Der Eindruck bleibt, bis die Hohe so groB wird, daB der Eindruck der Paral-
lelitit von Grundlinie des Dreiecks und Hypotenuse authort.«

Diese Erkliarung wird dutch folgendes Beispiel erginzt:

Stellen Sie sich einmal eine gerade Reihe von Telegrafenmasten vor (Abb. g6).
Wenn Sie in Hohe der MastfuBpunkte stehen, sieht die Reihe so aus wie auf
Bild 2. Fir einen Menschen in Hoéhe der Mastspitzen dagegen sieht es so aus wie
Bild 3, d. h., die Erde scheint sich nach dem Horizont hin zu heben.
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Abb. 96. Eine Reike von Telegrafenstangen wird je nach dem Stand des Beobachters verschieden gesehen.

Das Schiff am Horizont

Beobachten wir vom Meeresufer ein am Horizont* auftauchendes Schiff, so
scheint uns, als sihen wir das Schiff nichtin jenem Punkt, in dem es sich tatsachlich
befindet, sondern viel niher, nimlich im Punkt B (Abb. g7), dort, wo unsere Seh-
linie den Horizont berithrt, Beobachtet man mit bloBem Auge, dann ist es sehr
schwer, den Eindruck loszuwerden, daB sich das Schiff doch nicht in B, sondern
weit hinter dem Horizont befindet. Beachten Sie die Ausfihrungen iber die Wir-
kung, die ein zwischen Auge und Objekt liegender Hiigel auf die Beurteilung der
Entfernung auslbt, von der im 4. Kapitel die Rede war.

Im Fernrohr wird diese unterschiedliche Entfernung eines Schiffes viel deutlicher
wahrgenommen. Das Fernrohr zeigt uns nahe und ferne Gegenstinde nicht mit
der gleichen Klarheit. Ein auf ferne Objekte eingestelltes Rohr zeigt uns in der
Nihe befindliche Gegenstinde unscharf. Stellt man dagegen ein Fernrohr auf nahe
Objekte scharf ein, dann erscheint die Ferne wie in einem Dunstschleier. Richten
wir daher ein Fernrohr (mit guter Vergroflerung) auf den Meereshorizont und stel-
len es so ein, daB die Wasseroberfliche klar erscheint, dann erblicken wir das Schiff

Abb. 87. Ein Schitf unter dem Horizont.

* Der Meereshorizont wird auch Kimm genannt.
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Abb. 98. Ein durch ein Fernrohr beobachtetes Schiff ... Abb, 89. ... wird durch den Horizont feilweise verdeckt

unscharf, woraus wir auf seine recht erhebliche Entfernung schliefen kénnen
(Abb. ¢8).

Wir kénnen auch umgekehrt verfahren und unser Rohr auf das ferne, erst zur
Hilfte uber dem Horizont hinausragende Schiff scharf einstellen. Wir bemerken,
daB die bis dahin klare Wasserfliche ithre Klarheit verliert und wie in leichtem
Nebel gehiillt erscheint (Abb. gg).

Die Entfernung des Horizonts

Wie weit ist es nun vom Beobachter bis zu der Linie des Horizonts? Wie grof3 ist
mit anderen Worten der Halbmesser des Kreises, in dessen Mittelpunkt wir auf der
Ebene stehen? Wie rechnet man die Entfernung des Erdrandes aus, wenn die Héhe
des eigenen Standortes bekannt ist?

Die Aufgabe besteht in der Berechnung der Linge det Strecke CN (Abb. 100).
Es ist die vom Auge des Beobachters zur Erdoberfliche gezogene Tangente. Aus
der Geometrie kennen wir den Tangentensatz, der sagt, dall das Quadrat der Tan~
gente CN gleich ist dem Produkt aus dem dulBeren Abschnitt 4 der Sekante und
ihrer Gesamtlinge % + 27, wobei 7 der Erdhalbmesser ist. Da die Augenhé&he des
Beobachters iiber dem Erdboden im Verhiltnis zum Erddurchmesser (27) duBlerst
gering ist (die groBte Steigfihigkeit eires Flugzeuges ist etwa ~g; Erddurch-
messer), so kann 27 + s =~ 2rangenommen werden. Wirerhalten dadurch eine ziem-
lich einfache Formel: CN?* =2r-#
Die Entfernung des Horizonts kann
also nach folgender elementarer Formel
berechnet werden:

CN =Vzrh
Sichtweite = |27k
worinyder Erdhalbmesser (rd.6400km)”

und % die Augenh&he des Beobachters
iber dem Erdboden ist.

* Genauerer Wert = 6371 km. Abb. 100. Berechnung der Sichtweite.

c
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Da J/6400 = 80, so nimmt die Formel folgende Gestalt an:
Sichtweite = 80 2k = 113 Ve

h ist unbedingt in Kilometern anzugeben!

Das isteine vereinfachte, rein geometrische Rechnung. Beriicksichtigen wir dabei
bestimmte physikalische Faktoren, durch die die GtéBe unseres Gesichtsfeldes be-
einflut wird, dann sei hier vor allem an die atmosphirische Strahlenbrechung
(Refraktion) gedacht. Durch die Kriimmung der Lichtstrahlen in der Atmosphire
kann die »Fernsicht« um rund - oder 69, der ausgerechneten Entfernung grofBer
werden. Dieser Beiwert von 69 ist ein Mittelwert. Es gibt eine ganze Anzahl von
Ursachen, die die Sichtweite verkleinern oder vergroBern. Einige dieser Faktoren
sind nachstehend aufgefiihrt:

Die Sichtweite
wivd gevinger: wird grdfev:
bei hohemt Luftdruck bet tiefevem Luftdruck
in Evdndhe mit sunehmender Hohe
bei kaltem Wetter bet warmem Wetter
morgens und abends am Tage
bet feuchtem Wetter bet trockenem Wetter
wber dem Meer sber dem Feslland

Aufgabe

Wie weit kann ein Mensch in einer Ebene schauen?

Lésung

Wir nehmen an, daB sich das Auge eines Erwachsenen 1,6 m {iber dem Erdboden
befindet (0,0016 km); dann gilt:

Sichtweite = 113 [/0,0016 = 4.52 km

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dal durch die Wirkung der Lufthiille
der Strahlengang gekrimmt wird; dadurch wird die Sicht durchschnittlich um
rund 69, weiter als dies der Formel entspricht. Damit diese Korrektur beriick-
sichtigt wird, miissen wir den errechneten Wert mit 1,06 multiplizieren. Wir er-
halten

4,52 km - 1,06 =~ 4,8 km.

Folglich sieht ein mittelgroBer Mann in der Ebene hochstens 4,8 km weit. Der
Durchmesser des von ihm tbersehbaren Kreises betrigt also nur 9,6 km und die
Fliche jst 72 km?. Das ist viel weniger, als allgemein angenommen wird.

Aufgabe

Wie weit sieht ein in einem Ruderboot sitzender Mensch die Meeresfliche?
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Losung

Nimmt man die Augenhéhe eines im Boot Sitzenden mit 1 m an (0,001 km), so
betrigt die _
Sichtweite = 113 /0,001 = 3,58 km.

Berilicksichtigt man die jeweilige mittlere Refraktion der Atmosphire, dann
erhilt man 3,8 km. Noch weiter entfernte Gegenstinde sind nur teilweise sichtbar;
ihre Grundflichen sind durch die Erdkriimmung verdeckt.

Mit abnehmender Augenhéhe wird das Gesichtsfeld enger; in einer Hohe von
0,5 m betrigtes nur 2,5 km. Umgekehrt nimmt das Gesichtsfeld zu, wenn man von
einem erhéhten Standort, etwa einem Masttop, beobachtet. Aus 4 m Héhe vergroBert
sich die Sicht bis auf 7 km.

Aufgabe

Wie weit breitete sich die Erde fiir die Reisenden aus, die sich in der Gondel des
sowjetischen Stratosphirenballons yCOAX-1«an der Grenze seiner Steigfahigkeit
in 22 km Hohe befanden?

Lésung
In dieser Hohe betrigt die
Sichtweite = 113 J/22 = 530 km.

Unter Beriicksichtigung der Strahlenbrechung steigt dieser Wert bis auf 580 km.

Aufgabe

Wie hoch muB ein Flieger steigen, damit er 50 km weit im Kreise schauen
kann?
Lésung
Aus der Formel der Sichtweite leiten wir in diesem Falle fur % folgende Glei-
chung ab:
Sichtweite = 50 km

50 = Y27k
und daraus \
B 5°% _ 2590 0,2 km
27 12800

Es gentigt also eine Hohe von etwa 200 m.
Mit Ricksicht auf die Refraktion kénnen wir 69, von 50 km abziehen und er-

halten 47 km; daraus entwickeln wir
472 2209

b= = o =0,177km oder 170m.

Wir sehen also aus einer Héhe von 170 m 50 km weit.

Auf dem hoéchsten Punkt der Leninberge bei Moskau befindet sich das Gebiude
der Staatlichen Lomonossow-Universitit (Abb. 1o1). Es ist die groBte Lehrstitte,
das gewaltigste wissenschaftliche Zentrum der Welt. Die hochste Spitze des Haupt-
gebiudes tiirmt sich 200 m Gber dem Wasserspiegel des Moskwaflusses. Folglich
blickt man aus dem oberen Stockwerk Uber ein Panorama von 50 km Halbmesser.
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Abb. 101. Die Lomonossow-Universitit in Moskau.

(Nach dem Entwurf)

Der Turm nach Gogol
Aufgabe

Es ist doch interessant, wenn man weil}, was schneller zunimmt: Steighthe oder
Sichtweite? Oft begegnet man der Ansicht, daB sich die Sichtweite mit der Hohe
des Standortes rasch ausdehnt. So dachte auch Gogol, als er in seiner Abhandlung
»Uber die Architektur unserer Zeit« folgendes schrieb:

»Riesenhafte, gewaltige Turme sind in einer Stadt unentbehrlich... Bei uns
pflegt man sich mit einer Turmhéhe zu begniigen, die uns die Aussicht lediglich auf
die Stadt selbst bietet, wihrend es sich fiir eine Hauptstadt ziemt, dall man min-
destens hundertfunfzig Werst weit ins Land schauen kann+, Um dies zu erreichen,
diirfte eine Erhéhung des Baues um ein bis zwei Stockwerke gentigen; das ganze
Bild idndert sich. Der Umfang des Erdrandes nimmt mit der VergroBerung der
Hohe in ungemeiner Progression zu.«

Stimmt das?

Lésung
Wir brauchen nur einen Blick auf unsere Formel zu werfen.
Sichtweite = V;rh
Sofort wird uns die Unrichtigkeit der Behauptung klar, daBB der Umfang des Erd-
rardes mit der Standorterhdhung sehr schnell zunimmt. Im Gegenteil - die Sicht-
weite wichst langsamer als die Steighohe; sie ist nimlich der Quadratwurzel aus
der Héhe proportional. Nimmt die Hohe des Beobachterstandpunktes auf das
100fache zu, dann rickt der Horizont nur um das rofache indie Ferne; wichst die

* 1 Werst = 1067 m.
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Steighohe auf das rooofache, so erweitert sich das Panorama nur auf das 31fache
und so fort.

Die Behauptung »durch Erhéhung des Baues um ein bis zwei Stockwerke wird
sich das ganze Bild dndern«ist falsch. Stockt man einen achtgeschossigen Bau um
weitere zwei Stockwerke auf, dann nimmt die Sichtweite auf ]/% zu,d. h. nur um
etwa 109%,. Eine derartig geringe Zunahme ist nicht sehr bedeutend.

Was die Idee eines Turmes anbelangt, von dessen Spitze man »mindestens
150 Werst weit ins Land schauen kann, so ist sie véllig abwegig. Gogol ahnte nichts
von der gewaltigen Hoéhe so eines Turmes!

Nimmt man 150 Werst gleich 160 km, dann ergibt sich fur die Hohe des Turmes

B — 1602 _ 25600 — 2km

27 12 800

Das ist die Hohe eines ganz stattlichen Berges. Das im Entwurf fertige, zur Zeit
hochste Gebdude unserer Heimat wird das 32stéckige Hauptregierungsgebiudein
Moskau sein. Der vergoldete Helm seines Turmes ragt 280 m iber den Erdboden
und dennoch ist er kaum ein Siebentel so hoch, wie der von Gogol projektierte
»Aussichtsturme

Einen dhnlichen Fehler begeht auch Puschkin, wenn et seinen »Geizigen Ritter«
von dem fernen Erdrand sprechen liBt, der sich dem Beschauer von dem Gipfel des
»stolzen Higels« erdffnet:

»Ein stolzer Berg erwuchs draus — und der Fiirst
Vermocht® von dessen Gipfel froh zu schauen,
Das weite Tal, bedeckt von weiBlen Zelten,

Und auf dem fernen Meere Schiff um Schiff.«

Wie bescheiden dieser sstolze Hiigel« war, haben wir ja ausgerechnet; sogar
Attilas Riesenheer hitte nach dem beschriebenen Verfahren nur einen 4,5 m hohen
Hugel aufschitten kénnen. Jetzt kénnen wir diese Rechnung zu Ende fihren, und
feststellen, wie weit ein Beobachter zu schen vermag, der auf dem Hiigel steht:

Das Auge des Beschauers ragt Uber Bodenhthe 4,5m 4 1,5 m = 6 m. Die
Sichtweite ist demnach

Vz- 6400 - 0,006 = 8,8 km,

Das ist nur 4 km mehr, als man ohne »Hiigel« sehen kann.
3

Wo sich die Schienen treffen

Aufgabe

Sie haben selbstverstindlich oft beobachtet, wie ein in die Ferne fihrender
Schienenstrang immer schmaler zu werden scheint. Haben Sie aber jemals den
Punkt gesehen, in dem sich beide Schienen treffen? Kann man diesen Purktiiber-
haupt sehen? Nun, Sie haben jetzt das Riistzeug, um diese Frage zu beartwo:ten.

Wir erinnern uns daran, daf} fiir ein normalsichtiges Auge jeder Gegenstand in
dem Augenblick zu einem Punkt zusammenschmilzt, wenn er in einem Wirkel von
1’ sichtbar ist, oder anders ausgedriickt, wenn seine Entfernung 3400 Durchmesser
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erreicht. Die Breite unserer Spur betrigt 1,52 m. Folglich muf} der Zwischenraum
zwischen den Schienen in einer Entfernrung von 1,52 m + 3400 = 5,2 km zu einem
Punkt verschmelzen. Wiren wir also in der Lage, das Gleis 5,2 km mit dem Auge zu
verfolgen, dann kénnten wir sehen, wie die beiden Schienen zu einem Punkt ver-
schmelzen. Nun wissen wir aber, dal3 wir in der Ebene etwa 4,4 km weit sehen kon-
nen. Ein normalsichtiger Mensch kann also den Verschmelzungspunkt der beiden
Schienen nicht sehen, sofern er keinen erhéhten Standort bezieht. Er kénnte diesen
Punkt unter folgenden Voraussetzungen sehen:

1. Wenn seine Sehschirfe iiber der normalen liegt, so daB fiir ihn die Objekte
bei einem Winkel unter 1’ zu einem Punkt verschmelzen,

2. wenn die Eisenbahn nicht waagerecht verliuft,

3. wenn das Auge des Beobachters iiber dem Erdboden héher ist als

2
h= 5; = 7;87? = 0,0021 km, d.h. z,1m.
Leuchtturmaufgaben
Aufgabe

Am Meeresstrand erhebt sich ein Leuchtturm, dessen Spitze 40 m iiber der Was-
seroberfliche ragt. In welcher Entfernung wird der Leuchtturm fiir den »Mann
im Mastkorb« sichtbar, wenn der Matrose sich in einer Héhe von 10 m iiber der
Wasserobetfliche befindet?

Loésung

Aus der Abb. 102 sieht man, daB die Aufgabe auf die Berechnung der Linge
einer Geraden AC zuriickgefihrt werden kann, die aus zwei Teilen - 4B und BC -
besteht.

Der Teil AB ist die Entfernung zwischen Leuchtturm und Kimm bei einer Hohe
von 40 m; BC ist die Sichtweite des Matrosen aus der Hohe von 10 m. Die gesuchte
Entfernung betrdgt demnach

113 V0,04 + 113 Jo,01 = 113 (0,2 4+ 0,1) = 33,9 km.
Aufgabe

Welcher Teil des Leuchtturmes wird in einer Entfernung von 30 km sichtbar?

Losung

Die Abb. 102 erliutert die Rechnung. Man berechnet zuerst BC, zieht das Ergeb-
nis von der Gesamtlinge AC,d. h.30km ab und hat dann die Entfernung 4 B. Mit

Abb. 102. Prinzipskizze zur Leuchiturmaulgabe.
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Hilfe von A B berechnet man die Héhe am Leuchtturm, von der die Entfernung der
Kimm gleich 4B ist. Die Rechnung sieht folgendermalBen aus:

BC = 113 /0,01 = 11,3 km;

AB = AC — BC = 30km — 11,3 km = 18,7 km;

18,7 350
h _ =
2y 12 800

Folglich bleiben bei Beobachtungen aus 30 km Eatfernung 27 m der Turmhdohe
unsichtbar; man sieht nur 13 m.

= 0,027 km.

Der Blitz

Aufgabe
1,5 km iiber Threm Kopfe zuckt ein Blitz. Wie weit ist der Blitz zu sehen?

Losung
Wir berechnen die Sichtweite fiir 1,5 km Hohe und erhalten
113 1.5 = 138 km.

Befirden wir uns in einer ebenen Lardschaft, dann kénnte ein auf dem Erdboden
stehender Mensch den Blitz 138 km weit gerade noch sehen (beriicksichtigt man die
Refraktionskorrektur von 69,, so betrigt die Eatfernung sogar 146 km). Von
einem 146 km entfernten Punkt aus gesehen, zuckt der Blitz unmittelbar am Hori-
zont auf; da aber der Schall nicht so weit horbar ist, so sehen wir den Blitz als
Wetterleuchten, d. h. als »donnerlosen Blitz«.

Das Segelboot
Aufgabe

Sie stehen unmittelbar am Seeufer und beobachten ein Segelboot, das sich voh
Ihnen entfernt. Sie wissen, daB3 die Mastspitze 6 m Gber dem Wasserspiegel liegt. In
welcher Entfernung beginnt das Segelboot scheinbar ins Wasser zu sacken und in
welcher Entfernung verschwindet es endgiltig?

Losung )

Das Boot beginnt im Punkt B (Abb. g97) zu versinken - es ist die Sichtweite fiir
einen mittelgroBen Mann, d. h., wie wir schon ausrechneten, 4,5 km. Das Boot ver-
schwindet unter dem Horizont in einem Punkt, dessen Entfernung von B

113 ]/cm)_é: 8,7km ist.
Also verschwindet das Boot in eirer Entfernung von
AC = 4,5km + 8,7km = 13,2 km
vom Ufer.
Die Sicht auf dem Mond

Aufgabe

Bisher betrafen simtliche Rechnungen unseren E:dball. Wie wiirden sich nun die
Sichtverhiltnisse dndern, wenn wir die Beobachtur.gen auf einem anderen Himmels-
ké1per machen kénnten, etwa in einer Mondlandschaft?
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Losung

Die Losung erfolgt nattirlich nach der gleichen Grundformel. Die Sichtweite be-
trigt V2 rh, an Stelle von 27 ist jedoch nicht der Erd-, sondern der Monddurchmes-
ser zu setzen. Dieser betrigt 3500 km, bei einer Augenhéhe tiber dem Mondboden
von 1,5 m erhalten wir:

Sichtweite = }/3500- 0,0015 = 2,3 km

In einer Mondebene betrigt die Fernsicht also fir einen 1,50 m groflen Menschen
nur 2% km.

Im Mondkrater

Aufgabe

Beobachtet man den Mond durch ein Fernrohr (es geniigt ein schwaches Rohr),
so sieht man eine grofle Zahl von Ringgebirgen, -eine Formation, die auf der Erde
nicht vorkommt.

Eines der groBten Ringgebirge, der sogenannte Kopernikuskrater, besitzt einen
duBeren Durchmesser von 124 km und einen inneren von go km. Die héchsten Er-
hebungen des Ringwalls ragen rund 1500 m itber dem Boden des Kraterinnern
empor. Gesetzt den Fall, sie stinden in der Mitte des Binnentals, d. h. im Krater-
mittelpunkt; kénnten Sie von dort den Ringwall sehen?

Ldsung

Um diese Frage zu beantworten, missen wir die Sichtweite von der Hohe des
Ringwallkamms, d. h. 1,5 km, berechnen. Fir den Mond betrigt sie

V3500 1,5 = 23 km.
Dazu kommt noch die Sichtweite fiir einen mittelgroBen Menschen. Wir erhalten
dann als Entfernung, in der ein Mondkraterwall unter dem Horizont versinkt
23 km 4 2,3 km = 25,3 km.
Da aber der Mittelpunkt des Talbodens 45 km von dem Innenrand entfernt ist,

kénnen wir diesen Wall vom Mittelpunkt aus nicht sehen, es sei denn, wir erklettern
den Abhang des Zentralgebirges, das am Kraterboden 600 m hoch emporragt.

Auf dem Jupiter

Aufgabe
Wie weit liegt der Horizont auf dem Jupiter, dessen Durchmesser den Erddurch-
messer um das 11fache tbertrifft?
Losung

Sofern dieser Planet eine feste Rinde mit ebener Oberfliche besitzt, konnte ein
Mensch, der mitten in der Jupiterebene steht

V111280000016 = 14,4 km weit sehen.
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Zur Selbstitbung

1. Berechre die Sichtweite fiir das Sehrohr eines U-Bootes, das 30 cm tiber die
Wasserfliche einer ruhigen See ragt.

2. Wie hoch mul sich ein Flugzeug tiber dem Ladogasee erheben, damit der
Flieger gleichzeitig die beiden 210 km von einander entfernten Ufer sehen kann?

3. Wie hoch muB} ein Flugzeug zwischen Moskau und Leningrad steigen, damit
der Pilot gleichzeitig beide Stidte sehen kann? Die Entfernung zwischen den beiden
Stadten betrigt 640 km.

SIEBENTES KAPITEL

Geometrie auf den Spuren Robinsons

(Einige Seiten aus Jules Vernes Werken)

Geometrie des Sternenhimmels
Motio: Ein Abgrund voller Sterne tal sich auf und bodenlos erscheint er; zahllos sind die Sterne. ..
(Lomonossow)}

Es gab eine Zeit, da sich der Verfasser des vorliegenden Buches fiir eine nicht
ganz alltigliche Zukunft vorbereitete : nimlich fiir den Beruf eines Schiffbriichigen.
Kurz gesagt, ich trdumte davon, ein zweiter Robinson zu werden. Hitte sich mein
Plan verwirklichen lassen, so wire vermutlich das Buch interessanter, oder es wire
ibethaupt nicht geschrieben worden. Ein Robinson zu werden, war mir indessen
nicht vergbnnt — nun, heute bedauere ich es auch nicht. Aber in meiner Jugend
glaubte ich ganz festan meinen Robinsonberuf und bereitete mich mit entsprechen-
dem Eifer darauf vor. Es war ja klar - jeder auch noch so mittelmiBige Robinson
muB eine Menge wissen und vielerlei Fertigkeiten beherrschen, die Leute in ande-
ren Berufen gut entbehren kénnen.

Was soll ein Mensch, der durch Schiffbruch auf eine einsame, unbewohnte Insel
gespiilt worden ist, zuerst unternehmen? Nun, das ist doch klar — als erstes mull er
die geographische Linge und Breite seines unfreiwilligen Aufenthaltsortes bestim-
men! Die meisten alten und neuen Robinsonaden behandeln diesen Punktjedoch
leider sehr knapp. In der vollstindigen Ausgabe des echten »Robinson Crusoe«
finden Sie darliber nur eine einzige Zeile: »...In jenen Breiten, in denen meine
Insel gelegenist, (d. h. auf Grund meiner Berechnungen g°22/ nérdlicherBreite).. .«

Diese Kiirze empfand ich widerlich und brachte mich damals zur Verzweiflung,
als ich alle fir meine eingebildete Zukunft erforderlichen Kenntnisse sammelte. Ich
war nahe daran, den Beruf des einzigen Bewohners der einsamen Insel an denNagel
zu hingen, als das Geheimnis durch den Jules Verneschen Roman »Die geheimnis-
volle Insel« dennoch geliftet wurde.

Ich fithle mich keineswegs berufen, meine Leser zu Robinsons auszubilden, halte
es jedoch fiir zweckmiBig, cinige der einfachsten Methoden zur Bestimmung der
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geographischen Breite etwas niher zu erliutern. Diese Kenntnisse kann man auch
gebrauchen, ohne Bewohner einsamer exotischer Inseln zu sein. Es gibt auch in
unserer Heimat geniigend Orte, die auf keiner Karte verzeichnet sind. AuBerdem
haben wir nicht immer eine Landkarte zur Verfliigung, so daB3 so mancher von mei-

nen Lesern das Problem der geographischen Breiten-

Polarstern  1,estimmung zu 16sen haben wird. Allerdings kénnen wir
7 FPal nicht Lermontows Behauptung zustimmen, dal3 »sogar
ﬁ.; \ die Stadt Tambow nicht auf jeder Generalstabskarte zu
/ Q’,é \ finden ist«. Dennoch gibt es noch eine Menge kleinerer
°~ _gf Ortschaften, Dérfer und Kolchosen, die bis auf den heu-
(}e \ tigenTag auf den allgemein gebriuchlichen Landkarten
\ nicht zu finden sind. Wir brauchen also durchaus nicht
\ die Rolle eines Robinsons zu spielen, um den geogra-

/ X phischen Ort unseres Heimatdorfes zu bestimmen.
—eN0 / Im Grunde ist diese Aufgabe keineswegs schwierig.
./ s Wenn Sie in einer sternklaren Nacht den Himmel

Grofler Bar

beobachten, dann bemerken Sie, wie die Sterne langsam
Abb. 103. Lage des Polarsterns,  auf dem Himmeélsgewtlbe geneigte Kreise beschreiben;
es scheint, als drehe sich die ganze Himmelskuppel
standig um eine unsichtbare schrig verlaufende Achse. In Wirklichkeit kreisen Sie
natlirlich selbst mit der Erde um ihre Achse, und zwar in umgekehrter Richtung.
Der einzige Punkt unseres Sternhimmels, der stillzustehen scheint, ist jener
Punkt, den die Verldngerung der Erdachse am Himmel trifft. Es ist der sogenannte
»Himmelsnordpol¢ und liegt am Ende der Wagendeichsel bzw. des Schwanzes
im Sternbild des Kleinen Biren. Dieser letzte Stern heillt Polarstern. Wenn wir
ihn an unserem nordlichen Himmel entdecken, stellen wir gleichzeitig die Lage
des Himmelsnordpols fest.

Der Polarstern ist leicht zu finden. Man geht von dem allen bekannten GroBen
Biren aus. Verbinden Sie die beiden dulleren Sterne dieses Sternbildes miteinander
(Abb. 103). Die flinffache Verlingerung dieser Strecke trifft dann den Polarstern.

Dies ist ein Punkt am Himmel, den wir zur Berechnung der geographischen
Ortsbreite brauchen. Ein anderer ebenfalls wichtiger Punkt ist der senkrecht liber
Threm Haupt befindliche Himmelspunkt. Er heiBt bekanntlich »Zenit«. Der Winkel
(in Grad) am Himmelsbogen zwischen dem Zenit Thres Standortes und dem Polar-
stern ist gleich der Eatfernung Ihres Standorts (ebenfalls in Graden) vom Erdnord-
pol. Betrigt z. B. die Entfernung zwischen Ihrem Zenit und dem Polarstern 30°,
dann sind Sie auch 30° von dem Erdpol bzw. 60° vom Aquator entfernt. Mit ande-
ren Worten, Sie befinden sich auf dem 60. Breitengrad.

Um die geographische Ortsbreite zu bestimmen, geniigt es, den »Zenitabstand«
in Graden und Minuten vom Polarstern zu messen (Abb. 104). Dieser wird von go°
abgezogen - und wir haben die geographische Breite damit bestimmt. Praktisch
kann man auch anders vorgehen. Da der Winkel zwischen Zenit und Horizont go®
betrigt, kann sofort der Winke! zwischen dem Horizont und dem Polarstern be-
stimmt werden und wir erhalten so die »Hohe«des Polarsterns iiber dem Horizont.
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Die geographische Breite eines Ortes ist daher der Hohe des Polarsterns tiber dem
Horizont dieses Ortes gleich.

Jetzt begreifen Sie, wie die Breite bestimmt werden muB. Sie warten auf eine
sternklare Nacht, suchen am Himmel den Polarstern und messen den Winkel tiber
dem Horizont. Sie erhalten unmittelbar die ge-
suchte Ortsbreite. Wollen Sie ganz genau vor-
gehen, dann miissen Sie berticksichtigen, dal3 die
Lage des Polarsterns mit dem Himmelspol nicht
genau ibereinstimmt, sondern um 70’ von ihm
abweicht. Der Polarstern steht daher tatsichlich
auch nicht still, sondern beschreibt kleine Kreise
um den Himmelspol, so dal er bald 70’ oberhalb,
bald 70" unterhalb des Pols ist. Wenn Sie die Lage
des Polarsterns in der héchsten und tiefsten Stel-
lung (oder wie der Astronom sagt »im Augenblick
der oberen und unteren Kulmination«) bestimmt
haben, nehmen Sie den Mittelwert der beiden
Messungen. Das ist dann die tatsichliche Polhéhe
and damit auch die gesuchte Ortsbreite, | 4% 106 Mo dn Pt it

Wenn sich aber die Sache so verhilt, dann
brauchen Sie doch nicht unbedingt zum Polarstern zu greifen. Sie kénnen jeden
beliebigen nicht untergehenden Stern dazu benutzen und den Mittelwert einsetzen.
Das Ergebnis ist immer die Polhéhe iiber dem Horizont, d. h. die Ortsbreite. Den
hochsten und tiefsten Stand des Sterns zu beobachten ist aber etwas schwierig. Auch
lassen sich beide im Laufe der Nacht nicht immer feststellen.

Darum ist es in der ersten Zeit zweckmiBig, bei den angeniherten Rechnungen
mit dem Polarstern zu arbeiten. Der geringe Polabstand wird dabei von uns ein-
fach vernachlissigt.

Bis jetzt nahmen wir an, wir befinden uns auf der nérdlichen Halbkugel. Wie
miuBten wir verfahren, wenn wir in der stidlichen Hemisphire weilten?

Nun, man geht in der gleichen Weise vor, mit dem Unterschied, dafl wir nicht
den Nord-, sondern den Stidpol bestimmen miissen. Leider gibt es in der Nihe des
Himmelssiidpols keinen hellen Stern in der Art des Polarsterns.

Das berithmte Gestirn » Kreuz des Siidens¢ leuchtet ziemlich weit vom Sidpol,
so daBl bei der Bestimmung der geographischen Breite mit Hilfe dieses Sterns
der Mittelwert beider Messungen, nimlich des héchsten und tiefsten Standes zu
nehmen ist.

Fir die Bestimmung der geographischen Breite ihrer »Geheimnisvollen Insel«
benutzten die Hauptpersonen in Jules Vernes Roman gerade dieses schéne Stern-
bild.

Es ist nttzlich, einmal die Stelle des Romans nachzulesen, die das Verfahren be-
schreibt. Gleichzeitig lernen wir, wie die neuen Robinsons ihre Aufgabe ohne die
richtigen WinkelmeBinstrumente geltst haben.

/ Nach dem
Pol= Himmaelspot

Zenit
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Die Lage der »Geheimnisvollen Insel« wird bestimmdt

»Es war acht Uht abends. Der Mond war noch nicht aufgegangen, aber der Hori-
zont hatte bereits jene blasse Silberténung angenommen, die dem Mondaufgarg
vorangeht. Im Zenit leuchteten die Sternbilder des stidlichen Himmels; darunter
auch das »Kreuz des Siidens«. Schweigend betrachtete Ingenieur Smith das Sterr-
bild.

sHerbert<, fragte er nach einigem Nachdenken, >wir haben heute den 15. April,
nicht wahr

sJac, antwortete der Jingling.

>Wenn ich mich nicht irre, ist morgen einer jener Tage im Jahr, da die wahre
Zeit der mittleren Ortszeit gleicht, denn morgen schneidet die Sonne den Meridian
genau am Mittag *. Wenn morgen klares Wetter herrscht, werde ich versuchen, die
geographische Linge ungefihr zu bestimmen.c

»Ohne MeBgerite

»Ja. Der Abend ist klar; ich werde daher heute schon die Breite betimmen, indem
ich die Hohe der Sterne im Sternibild des Kreuzes, oder mit anderen Worten, die
Hohe des Siidpols iiber dem Horizont messen werde. Morgen Mittag bestimme ich
auch die geographische Linge.c

Wire der Ingenieur im Besitz eines Sextanten gewesen - eines Gerites zur ge-
nauen Winkelmessung von Objekten mit Hilfe der Strahlenreflexion -, dann wire
die Aufgabe nicht schwer. Hitte er abends die Polhohe und am nichsten Mittag den
Augenblick des Sonnendurchganges durch den Meridian bestimmt, dann hitte er
die geographischen Koordinaten der Insel ermittelt. Er hatte jedoch keinen Sex-
tanten zur Hand, so daB er diesen durch ein anderes Gerit ersetzen mufite.

Der Ingenieur betrat die Héhle. Im Lichte des Lagerfeuers schnitt er zwei recht-
winklige Leisten zurecht und band sie wie einen Zirkel zusammen, so daf3 er die
Schenkel auseinander und wieder zusammenklappen konnte. An Stelle eines Schat-
niers benutzte er einen festen Akaziendorn, den er am Eingang der Hohle im Reisig
fand.

Als er das Gerit fertig gebaut hatte, kehrte er ans Ufer zuriick. Er wollte die Pol-
héhe iiber dem sich scharf abzeichnenden Horizont bestimmen. Der Meeresspiegel
bot hierfiir die beste Gelegenheit.

Zu diesem Zweck begab er sich auf den »Platz zur fernen Aussicht«. Dabei
mufite er auch die Hohe des Ortes iiber dem Meeresspiegel berlicksichtigen.
Diese Messung sollte am nichsten Tage mit Hilfe der Elementartrigonometrie
ausgefithrt werden.

Scharf zeichnete sich der Horizont in den ersten Strahlen des aufgehenden Mor-
des ab, so daB die Voraussetzungen fiir die Messung schr glinstig waren. Das Sterr:-
bild »Kreuz des Sudens« leuchtete am Himmel, wobei es »auf dem Kopf« stard.
Der Stern »Alpha¢, der den FuBpurkt des Kreuzes darstellt, liegt dem Siidpol am
richsten.

* Unsere Uhren gehen nicht genau nach der Sonne; zwischen der ,,wahren Sternzeit’ und der ,,mittleren

Ortszeit* besteht ein Unterschied, der nur viermal im Jahr gleich Nullist, ndmlich am 16. April, 14, Juni, 1. Sep-
tember und 24.Dezember.
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Das Sternbild liegt nicht in der gleichen Polnihe wie der Polarstern zum H'm-
melsnordpol. Der Abstand vom Siidpol betrigt 27°; dem Ingenieur war diese Tat-
sache bekannt, und er wollte sie bei seiner Rechnung bertcksichtigen. Er wartete
auf den Augenblick, da der Stern dutch den Meridian durchgehen wiirde; das er-
leichterte ihm die Aufgabe.

Nun richtete Smith einen Schenkel seines Zirkels waagerecht, den anderen auf
den Stern »Alpha« des Kreuzes; die Winkeldffnung ergab damit die Hohe des Sterns
iber dem Horizont. Damit dieser Winkel ein fiir allemal feststand, brachte er mit
Hilfe zweier Dornen eine weitere Leiste an den beiden Schenkeln quer an, so daB3 der
Zirkel die Winkeléfinung fir immer beibehielt.

Jztzt blieb noch eins tibrig. Die G158e des Winkels mufte ja in bezug auf den
Meeresspiegel bestimmt werden, d. h.,die Verringerung der Weite des Horizonts
muBte beriicksichtigt werden®. Zu diesem Zweck muBte er die Hohe des Felsens
wissen. Die WinkelgroBe ergibt die Hohe des Sternes »Alpha« des Kreuzes und folg-
lich auch die Polhdhe tiber dem Horizornt, d. h. die geographische Breite der Insel;
denn fiir jeden Ort des Erdballs ist die geographische Breite gleich der Polhéhe
iber dem Horizont des Orts. Die Berechnung sollte am nichsten Tage durchgefiihrt
werden.«

Meine Leser kennen bereits das Verfahren, mit dessen Hilfe die Hohe des Fel-
senis bestimmt wurde. Wir haben ja im ersten Kapitel das entsprecherde Jules-
Verne-Zitat gebracht. Wir lassen also die betreffende Stelle aus und fahren in
Jules Vernes Erzihlung fort:

»Der Ingenieur fertigte einen Zirkel an, der dem Gerit vom Vortage glich, mit
dessen Hilfe er den Winkel zwischen dem Stern »Alpha« im »Kreuz des Siidens« ur.d
dem Horizont bestimmt hatte. Sorgfiltig mal} er die Winkeléfinung mit Hilfe eines
in 360 Grad eingeteilten Kreises. Er stellte fest, dal3 der Winkel 10° betrug. Nach
dem Zuzihlen von 27° (Winkelabstand zwischen dem Stern »Alpha« und dem Pol})
urd Reduzierung des Standortes auf Meereshohe, erhielt er als Ergebnis 37°.

Das war also die Polhthe iiber dem Horizont. Smith folgerte daraus, daB die
Lircolninseln eine siidliche geographische Breite von 37° haben. Mit Riicksicht auf
die ungenauen Messungen wurde eine Lage zwischen dem 335. und 40. Breitengrad
als sicher angenommen.

Nun blieb roch die Lingenbestimmung Ubrig. Der Ingenieur wollte sie am glei-
chen Tage durchfiihren, gerau am Mittag, im Augenblick des Sonnendurchganges
duich den Meridian.«

Bestimmung der geographischen Linge

»Wie wollte der Ingenieur nun ohne ein entsprechendes Insttument in der Hand
den Augenblick des Sonnendurchganges durch den Meridian bestimmen ? Herbert
war aufs dvBzerste gespannt.

* Da der Ingenieur die Messung nicht in Meereshihe, sondern von einem hohen Fels aus durchfiihrte, so war
die vom Auge zum Kreise der Sehweite gebildete Linie nicht im rechten Winkel zum Lot des Beobachters, sie
bildete vielmehr einen von dem rechten Winkel abweichenden Winkel. Die Abweichungist indessen so gering, da
man sie vernachldssigen kann (bei 100 m Hdhe knapp !/;°1. Daher brauchte Smith oder vielmehr Jules Verue
seine Rechnung nicht durch diese Korrektur zu komplizieren.
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Der Ingenieur traf alle MaBnahmen fiir die geplante astronomische Beobach-
tung. Er wihlte hierfiir eine von der Ebbe geglittete ebene Uferfliche. Dort grub
er einen sechs Full hohen Pfahl senkrecht in den Uferstrand.

Herbert begriff nun den Plan des Ingenieurs. Er wuBte, was er tun wiirde, um den
Augenblick des Sonnendurchganges durch den Meridian zu bestimmen, oder mit
anderen Worten, wie der Ingenieur die Mittagsstunde des Orts genau bestimmen
wiirde: Er wollte sie nach der Linge des auf den Sand geworfenen Pfahlschattens
bestimmen. Dieses Verfahren war natlrlich durch das Fehlen geeigneter Instru-
mente ungenau. Das Ergebnis muBte aber dennoch befriedigend ausfallen.

Es wiirde in dem Augenblick Mittag sein, in dem der Schatten am kiirzesten war.
Es geniigte eine sorgfiltige Beobachtung des Schattens, um den Augenblick zu be-
merken, an dem seine Linge zunehmen wiirde. In diesem Falle spielte also der
Schatten gewissermallen die Rolle des Uhrzeigers.

Als die Zeit der Beobachtung heranriickte, kniete der Ingenieur nieder und be-
gann das Schattenende mit kleinen Pfihlen abzustecken; damit wurde die allmih-
liche Verkirzung des geworfenen Schattens markiert. Der Journalist* hielt seinen
Chronometer in der Hard, bereit, den Zeitpunkt zu notieren, an dem der Schatten
am kiirzesten sein wiitde. Da es gerade der 16. April war, d. h. an einem Tage, da
die wahre Mittagszeit mit der mittleren Ortszeit libereinstimmt, so muBte der vom
Journalisten nach dem Chronometer vermerkte Zeitpunkt nach der Zeit des
Washingtoner Meridians (Ortdes Reiseantritts) festgelegt werden. Langsam riickte
die Sonne héher. Der Schatten wurde immer kiirzer. Als der Ingenieur beobach-
tete, dal der Schatten wieder linger wurde, fragte er:

»Wieviel Uhr ist es jetzt?

»Funf Uhr, eine Minute<, antwortete der Journalist.

Die Beobachtung war zu Ende. Nun sollte die unkomplizierte Rechenarbeit be-
ginnen.

Sie gingen von folgender Uberlegung aus. Wie die Beobachtung ergab, betrug
der Zeitunterschied zwischen dem Washingtoner Lingengrad und den Lincoln-
inseln nahezu 5 Stunden. Wenn also auf der Insel Mittag war, schlug es in Washing-
ton 5 Uhr nachmittags. Nun durchliuft die Sonne wihrend ihres Tagesbogens x°
in 4 Minuten, also 15° je Stunde. In 5 Stunden betrigt die Bahn der Sonne #5°.

Washington liegt 77° 3" 11"’ westlich von Greenwich, dessen Meridian sowohl
von Englindern als auch von Amerikanern als der Nullmeridian anerkannt wird.
Folglich lag die Insel etwa in 152° westlicher Linge.

Berticksichtigt man wiederum die Mefifehler durch das ungenaue Gerit, dann
diirfte die Behauptung stimmen,daB sich die Insel zwischen dem 35.und 40.Grad stid-
licher Breite und zwischen dem 150. und 155. Meridian westlich Greenwich befirdet.«

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, dafl es mehrere Verfahren gibt, nach denen
man die geographische Linge eines Ortes bestimmmen kann; das von den Personen
in dem Roman von Jules Verne angewandte Verfahren ist das sogenannte »Chrono-
metertransportverfahren«. Die meisten anderen Verfahren sind #ibrigens genauer
als das soeben beschriebene, das auf hoher See nicht anwendbar ist.

* Eine andere, aufdie Insel verschlagene Person des Romans.
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ZWEITER TEIL

GEOMETRIE
ZWISCHEN SPASS UND ERNST

Die Mathematik als Fachgebiet ist so evust,
dafl man keine Gelegenheit veysdumen sollte, dieses Fachgebiet

ein wenig untevhaltsamer zu gestalien.

PASCAL






ACHTES KAPITEL

Geometrie im Dunkeln

Im Schiffsladeraum

Wir sagen jetzt der frischen Luft der Felder und des Meeres Lebewohl und
suchen in Gedanken den dunklen Laderaum eines altertimlichen Schiffes auf. Einer
der Helden aus Mine Reeds Roman »Der junge Seefahrer« hat eine geometrische
Aufgabe in einer Umgebung gelést, in der bestimmt nur wenige von meinen Lesern
auf den Gedanken gekommen wiren, mathematische Studien zu treiben. In dem
Roman »Der junge Seefahrer« oder »Im Laderaum eines Schiffes« erzihlt uns der
Verfasser die Geschichte eines abenteuersuchenden Jugendlichen, der sich, ohne
einen Pfennig in der Tasche, in den Laderaum eines unbekannten Schiffes einschlich
und erst als das Schiff in See ging, bemerkte,daB erdortfesteingeschlossenwar. Als
erdie Ladung, die sein dunkles Gefingnis fiillte, abtastete, entdeckte er eine Kiste mit
Zwieback und ein Fall Wasser. Verniinftig, wie der Knabe war, begriff er, daB} er
diese beschrinkte Menge Speise und Trank sparsam verbrauchen mufite. Er be-
schloB daher, sie in bestimmte Tagesrationen einzuteilen. Den Zwieback zu zihlen
war nicht schwierig, aber wie sollte er die »Wasserzuteilung« festlegen, wo er doch
die gesamte Vorratsmenge nicht kannte?

Das war das Problem des jungen Abenteurers. Wir wollen einmal sehen, wie er
damit fertig wurde.

Die Fafvermessung

sIchwaralso vordie Aufgabe gestellt, meine Tagesrationen an Wasser festzulegen.
Zu diesem Zweck muBte ich wissen, wie grofl der Gesamtvorrat war und meine
Portionen danach einteilen. ‘

Zum Glick hatte uns unser Lehrer wihrend des Rechenunterrichts einige An-
finge der Geometrie beigebracht. Ich hatte eine Vorstelling von einem Wiirfel,

-einer Pyramide, einer Kugel, einem Zylinder, ja, ich wuBte sogar, dal man ein Faf}
als zwei Kegelstimpfe ansehen kann, die mit ihren gréBeren Grundflichen aufein-
anderliegen.

Damit ich den Rauminhalt meines Fasses bestimmen konnte, mulite ich seine
Héhe (es genligte auch die halbe Hohe) kenren. Ich mufite ferner den Umfang des
Fasses sowohl am Boden als auch an der breitesten Stelie, also in der Mitte, bestim-
men. Kannte ich diese drei Groflen, dann konnte ich genau den Rauminhalt des
Wasserfasses berechnen.

So brauchte ich nur die aufgezihlten Gi6Ben zu messen... Das aber war gerade
das Schwierigste! Wie sollte ich das tun? Die Hohe des Fasses konnte ich ohne
weiteres feststellen. Es stand ja vor mir.
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Was den Umfang betraf, so war er nicht feststellbar, da ich zu klein war, um mit
den Hinden den oberen Rand zu erreichen; unten waren die Kisten im Wege.

AuBerdem gab es noch eine Schwierigkeit, ich besaB zum Messen weder Maf3-
stab noch Schnur. Wie sollte ich rechnen, wenn ich iiberhaupt keine Mal3e hatte?
Ich wollte jedoch den Plan nicht aufgeben, solange ich nicht alle Moglichkeiten
erwogen und versucht hatte.«

Der Mefistab
(Aujgabe nach Mine Reed)

»Ich hatte den EntschluB, den Wasservorrat auszumessen, keineswegs auf-
gegeben und gribelte dariiber nach, wie ich wohl die GréBe des Fasses bestim-
men konnte. Plétzlich wurde mir klar, was mir eigentlich fehlte: Ich brauchte
einen Stab von solcher Linge, daB er in der breitesten Stelle die FaBwand durch-
bohren und gegen die andere Wand stoBen wiirde. Dann kannte ich ja den
Durchmesser. Ich brauchte dann die Linge des Stabes nur zu verdreifachen und
hatte den Umfang bestimmt. Das Ergebnis wiirde zwar nicht genau ausfallen, es
wiirde aber meinen Zwecken vollkommen geniigen. Da das Loch, das ich vorhin
in das Fa8 gebohrt hatte, sich gerade an der breitesten Stelle befand, so brauchte
ich nur den Stab einzufiihren, - dann wuBte ich den gréBten Durchmesser.

Wo sollte ich aber den passenden Stab finden? Nun, das war nicht allzu schwierig.
Ich beschloB, ein Kistenbrett der Zwiebackkiste zu benutzen. Ich machte mich
sofort ans Werk. Das Brett war allerdings nur 60 cm breit, die FaBbreite war
mehr als doppelt so groB3. Trotzdem war es kein groBes Problem; ich brauchte nur
drei gleichlange Stibchen anzufertigen, aneinanderzubinden und der Stab war
fertig.

Ich schnitt das Kistenbrett der Linge nach auf und fertigte drei runde, sauber-
geschnittene Stibchen an. Womit sollte ich sie aneinanderbinden? Ich benutzte
dazu meine Schniirsenkel - sie waren fast einen Meter lang. Als ich die Stibchen
zu einem MeBstab zusammenband, war er lang genug - nimlich rund anderthalb
Meter.

Nun wollte ich messen und stieB auf ein neues Hindernis. Ich konnte den Stab
nicht in das FaBloch einfiihren, dazu war der vorhandene Raum zu eng. Ich durfte
den Stab auch nicht biegen; denn er ginge dabei bestimmt zu Bruch.

SchlieBlich entdeckte ich doch noch die Méglichkeit, den Stab ins FaB zu stofBen.
Ich band ihn wieder auseinander, steckte den ersten Teil ein, band an das hinaus-
ragende Ende das zweite Stiick, stief3 dieses weiter und band dann das dritte Ende
an.

Ich richtete den Stab méglichst gerade, damit er direkt an die gegeniiberliegende
FaBwand stie. Dann kerbte ich die Stelle ein, an der das Ende des Stabes heraus-
guckte.

Ich zog den Stab auf die gleiche Weise wieder heraus und merkte miir die Ver-
bindungsstellen, damit ich beim Zusammenbinden die gleiche Linge erhielt, die
erim FaB besaB. Ein kleiner MeBfehler konnte das Ergebnis erheblich beeinflussen.
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Jetzt hatte ich also die GréBe der unteren Grundfliche des Kegelstumpfes, Mir
fehlte aber noch der Durchmesser des Fa8bodens ~ daraus lieB sich dann die obere
Grundfliche des Kegelstumpfes bestimmen. Ich legte nun den Stab flach auf das
FaB, stieB gegen den gegeniiberliegenden FaBrand und merkte mir den Durch-
messer. Ich brauchte dafiir knapp eine Minute.

Jetzt ging es um die Hohe. Sie kénnten vielleicht einwenden, daB3 es ja zu diesem
Zweck geniigen wiirde, den Stab senkrecht neben das FaB zu stellen und die Héhe
einzukerben. Bedenken Sie aber, dal3 der Laderaum vollkommen finster war und
ich nicht sehen konnte, wie hoch der obere FaBrand lag. Ich miiBte also den FaB-
boden und die entsprechende Stelle am MeBstab mit den Hinden abtasten. AuBer-
dem hitte sich der Stab beim Drehen neben dem Fal3 zur Seite neigen kénnen, und
die Hohenbestimmung hitte einen falschen Wert ergeben.

Nachdem ich sorgfiltig iiberlegt hatte, fand ich endlich einen Weg, um der
Schwierigkeit Herr zu werden. Ich band nur zwei Stibchen zusammen und legte
das dritte auf den oberen FaBboden so, daB es iiber den FaBrand etwa 30 bis 40 cm
hinausragte. Dann legte ich den langen Stab so an, daB er mit dem Stibchen einen
rechten Winkel bildete; er war also der Achse des Fasses und damit dessen Héhe
parallel. Ich schnitt eine Kerbe in die Stelle der FaBwand ein, wo die Wolbung am
gi6Bten war, d. h. in der Mitte. Auf diese Weise fand ich nach Abzug der Wand-
stirke die halbe FaBhohe odet, was das gleiche war, die Hohe der beiden Kegel-
stimpfe. Nun hatte ich simtliche Unterlagen fiir die Bestimmung des Volumens
in der Hand.«

Was nun auszufithven war...

»Den FaBinhalt in Volumeneinheiten zu berechnen und diese anschliefend in
Gallonen® zu verwandeln war nicht schwierig. Fiir die schriftliche Berechnung fehlte
mir allerdings das Schreibgerit. Dieses wiire auch nutzlos gewesen, weil es in dem
Laderaum stockfinster war. Ich war jedoch gewohnt, alle vier Rechenoperationen
ohne Feder und Papier im Kopfe auszufithren. Die Zahlen, mit denen ich rechnete,
waren ja nicht hoch, so dal mich diese Aufgabe nicht in Verlegenheit brachte.
Trotzdem tauchte ecine neue Schwierigkeit auf. Wohl hatte ich drei Zahlen: die
Hoéhe und die Durchmesser der beiden Kegelstumpfgrundflichen. Welchen MaB-
einheiten aber entsprachen diese GroBen? Ehe man ans Rechnen ging, mufite man
doch die gegebenen GréBen durch bestimmte Zahlen ausdriicken.

Zuerst schien mir das Hindernis uniiberwindlich. Ich besal weder Zoll- noch
MetermalB, kein Lineal oder Zhnliches Mef3gerit. Ich war nahe daran, auf dieLosung
zu verzichten.

SchlieBlich erinnerte ich mich daran, daB ich ja im Hafen meine Kérperlinge
gemessen hatte: sie betrug 4 FuB.

Wie sollte ich nun aus dieser Unterlage einen Nutzen ziehen? Ganz einfach,ich
konnte ja die vier FuB3 auf meinem Stab abmessen und bei meiner Rechnung von
diesem Maf3 ausgehen.

* Gallone = englisches RaummaB, Die Gallone enth#lt 277 Kubikzoll (etwa 4,5 Liter). Die Gallone enthilt
4 Quarten, die Quarte = 2 Pints. ’
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Um meine Koérperlinge zu markieren, legte ich mich auf den Riicken und den
Stab neben mich so, daB3 das eine Erde meine Fiile, das ardere meine Stirn be-
rithrte. Mit einer Hand hielt ich den Stab fest, mit der anderen merkte ich mir die
Stellung meines Scheitels. Dann traten neue Schwierigkeiten hinzu. Ein 4 Fuf3
langer MaBstab ist vollig nutzlos, wenn er keine kleinen Teilstriche - Zollein-
teilungen - enthilt. Auf den ersten Blick scheint es einfach zu sein, 4 Ful} in
48 Teile, d. h. Zoll zu teilen urd die Teilstriche in ein Lineal einzukerben. In der
Theorie ist der Vorgang tatsichlich einfach; in der Praxis dagegen war es keines-
wegs leicht, wenn man die vollstindige Finsternis beriicksichtigt, in der ich mich
befand. .

Wie sollte ich z. B. die Mitte des 4 Ful3 langen Stabes feststellen? Wie sollte ich
die Hilifte eines jeden Stabes abermals in zwei gleiche Teile und diese nochmals
in 12 Teile mit genau gleichen Abstinden kerben?

Ich begann damit, daB ich einen kleinen Stab anfertigte, der etwas linger als
2 FuBl maB. Ich verglich ihn mit dem 4 Ful} langen Stab und tberzeugte mich
davon, daf3 die doppelte Linge des Stabes die Linge von 4 Ful} etwas ibertraf.
Dann schnitt ich den Stab kiirzer, legte ihn wieder an und wiederholte den Vor-
gang so oft, bis ich erreichte, daB die doppelte Stablinge genau 4 Full betrug.
Das nahm viel Zeit in Anspruch, aber mit der Zeit brauchte ich ja nicht zu geizen,
im Gegenteil, ich freute mich, daB ich sie irgendwie ausfiillen konnte.

Dennoch entdeckte ich ein Mittel, um die Arbeit zu beschleunigen. Der Stab
wurde durch meine Schniirsenkel ersetzt, die ich bequem halbieren konnte. Ich
band sie in einem festen Knoten aneinander und ging ans Werk. Bald konnte ich
bereits einen Stab von genau 1 Full Linge abschneiden. Bisher brauchte ich jede
gefundene Linge nur zu halbieren, das war ja nicht schwer. Dann muBten die
Strecken in drei gleiche Teile geteilt werden, was wiederum nicht einfach war.
Dennoch wurde ich damit fertig, und bald hatte ich drei 4 Zoll lange Abschnitte
in meinen Hinden. Nach kurzer Zeit hatte ich einen Abschnitt von einem Zoll
Linge.

Jetzt besaB ich ein Mittel, um die Teilstriche in den Stab einzukerben. Sorg-
filtig legte ich ein Lingenmuster nach dem anderen zu und schnitt 48 Kerben ein.
Nun verfiigte ich iiber ein mit Zollteilung versehenes Lineal, man konnte es auch
einen Zollstock nennen, mit dessen Hilfe ich die Strecken endlich zahlenmilig
bestimmen konnte. Erst jetzt war ich in der Lage, die Aufgabe, die vonerheblicher
Bedeutung fiir mich war, zu vollenden.

Sofort wurde die Arbeit begonnen. Ich mal3 die beiden Durchmesser aus, nahm
den Mittelwert beider Daten und berechnete die dem mittleren Durchmesser
entsprecherde Grundfliche. Auf diese Weise erhielt ich die Grundfliche eines
Zylirders. Durch Multiplikation des Resultats mitder Hohe erhieltich das Fassungs-
vermdger. des gesuchten Raumes.

Nachdem ich die erhaltere Zahl Kubikzoll mit 69 teilte (es ist die Zahl von
Kubikzoll je Quarte), erfubr ich, wieviel Quatrten mein Wasserfall enthielt. Der
Raumirhalt entsprach tiber 100 Gallonen - genauer gesagt, 108 Gallonen !«
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Die Gegenprobe

Der geometriekundige Leser wird zweifellos bereits entdeckt haben, daf3 die
argewandte Methode der Volumenberechnung von zwei Kegelstiimpfen, die der
junge Seefahrer des Romans gebrauchte, nicht ganz stimmt. Bezeichnen wir
(Abb. 105) den Halbmesser der kleinen Grurdflichen der Kegelstiimpfe mit 7, den
der gi6Bzren mit R und die FaBhohe, d. h. die doppelte Hohe jedes Kegelstumpfes,
mit %, so kénnen wir das von dem Knaben berechnete Volumen durch folgende
Formel ausdricken:

(R4 72+ 2 Ry)

Vz::?rh(/R_{—r)z:ﬂ—h
4
Verfahren wir dagegen nach den geometrischen Regeln urd verwenden die
Formel fiir die Berechnung des Kegelstumpfvolumens, so ist der Ausdruck fiir

das gesuchte Volumen:
nh

Vi=—=(R*+7* + FRr)

Die beiden Formeln sind nicht identisch, wir kénnen uns leicht davon tber-
zeugen, dafl das nach der zweiten Formel berechrete Volumen das erste um folgen-
den Betrag tbertrifft: ;

T h

Vi— V.= Z2(R—

Wer mit der Algebra vestraut ist, wird sofort erkennen, daf3 die Differenz

L R—y

I2

einen positiven Wert darstellt. Die Rechrurg des Knaben ergab einen geringeren
Wert, als es der Wirklichkeit entsprach. Wir wollen doch gleich einmal nach-
rechnen, wie groB3 der Fehler nach urten war. Meistens werden Fisser so gebaut,
daB ihr g16Bter Durchmesser den Durchmesser der Béden um etwa £ {ibertrifft,
mit anderen Worten: R

R—yr=—
5

Nimmt man an, dal} es sich in dem zitierten Abenteuerroman um ein Fal3 dieser
Bauart handelte, dann kdnnen wir die Differenz zwischen dem erhaltenen und dem
tatsdchlichen Volumen der beiden Kegelstlimpfe ausrechren.

azh (R — 7)? — ah (R]2: nh R?
12 12 300

5
Setzt man 7 = 3, so betrigt die Differenz etwa 4%~
Wie ersichtlich, entspricht der Fehlbetrag dem Volumen eines Zylinders, dessen

Halbmesser dem g160ten FaBhalbmesser und dessen Hohe dem hundertsten Teil

der FaBhéhe entspricht.

In unserem Falle ist es jedoch zweckmiBig, ein etwas bertriebenes Ergebnis
zu erhalten, weil ja von vornherein klar ist, dall der Rauminhalt eines Fasses grofBer
sein mufB, als das Volumen zweier in das FaB eingeschriebener Kegelstimpfe. Die

Tatsache st aus der Abb. 105 ersichtlich.

Vi—V,=
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Wir sehen, daB mit Hilfe dieses
Verfahrens zur Messung des Volu-
mens ein durch die Buchstaben a, b,
a ' ¢ ¢, d bezeichneter Teil unberiicksich-
tigt bleibt.
Der junge Seefahrer hat die Formel
fiir die Berechnung des FaBvolumens
\ J nicht selbst ersonnen. Einige Lehr-
biicher der Elementargeometrie brir -
gen sie als Beispiel einer vereinfach-
ten Rechnung zur Volumenbestim-
Abb. 195, Die Rechn ing des K naben wird gepriift. mung eines Fasses. Es sei darauf
hingewiesern, daB die genaue Messung
des FaBvolumens eine {iberaus schwierige Aufgabe ist. Sogar der groBe Kepler
hat viel iber die Aufgabe nachgedacht. Unter seinen mathematischen Werken gibt
es eine besondere Arbeit liber die Kunst, das Volumen eines Fasses zu bestim-
men. Eine einfache und genaue Methode dieser Berechnung gibt es bis auf den
heutigen Tag roch nicht. Es gibt nur in der Praxis bewihrte Kunstgriffe, die
ein mehr oder weniger angendhertes Resultat ergeben. So ist z. B. in Sidfrack-
reich folgende einfache MeBformel iblich:
V =3,2hRr
Sie hat sich in der Praxis durchaus bewihrt.

Interessant ist es auch, folgender Frage auf den Grund zu gehen! Warum baut
man eigentlich die Fisser in dieser fiir die Messung héchst unbequemen Form -
eines Zylinders mit gewolbten Flanken? Wire es nicht einfacher, zylinderférmige
Fisser herzustellen? Derartige Zylinderfisser gibt es ja wirklich, jedoch nicht aus
Holz, sondern aus Stahlblech (Benzinfisser!).

Aufgabe

Warum werden Holzfdsser mit gewolbten FaBdauben hergestellt? Worin be-
stehtder Vorteil solch einer Form?

! Losung

Der Vorteil besteht darin, dafl man dadurch auf sehr einfache Weise die Fal-
reifen stramm und dicht aufsetzen kann. Man riickt sie einfach niher zur gewdlbten
Mitte. Daduich zieht der Reifen die Dauben zusammen und gewihrleistet einen
festen Zusammenhalt.

Aus idhnlichen Griinden gibt man Holzbottichen, Bitten usw. keine reine
Zylinderform, sondern die eines Kegelstumpfes. Auch hier wird der feste Zu-
sammenhalt der Dauben durch strammen Sitz des Reifens auf dem konischen Teil
erreicht (Abb. 106).

Wir wollen einmal Keplers Ansicht tiber diesen Fall horen. In der Zeit zwischen
der Entdeckung des zweiten und dritten Gesetzes der Planetenbewegung widmete
der groBe Mathematiker ein umfangreiches mathematisches Werk dem Problem
der Formgebung eines Fasses. Seine »Stereometrie des Fasses« beginnt folgerder-
mallen:
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Abb. 106. Die Reifen umspannen die Dauben fest, wenn sie auf den breiteren Umfang des Fasses getrieben werden.

»Auf Grund der durch das Material, den Bau und den Vertrieb von Fissern ge-
stellten Anforderungen werden die Fisser rund gestaltet, IThre Form erinnert an
einen Konus und zugleich an einen Zylinder. Flussigkeiten, die in MetallgefiBen
lingere Zeit gelagert werden, verderben durch Rost; Glas- und Tongefifle sind
zu klein und unzuverlissig, Steinkriige sind ihres hohen Gewichtes wegen un-
brauchbar. Es bleibt nichts anderes tibrig, als Holzf4sser fiir die Weinlagerung zu
verwenden. Nun kann man aber aus einem ganzen Stamm keine Fisser von aus-
reichendem Fassungsvermégen in geniigender Zahl anfertigen, und tite man es
doch, so zeigten sie bald Risse. Fisser miissen daher aus einzelnen miteinander
verbundenen Holzbrettern angefertigt werden. Man kann indessen ein Durch-
sickern der Fliissigkeit durch die einzelnen Ritzen weder mit Hilfe irgendeines
Materials, noch auf andere Weise verhindern, als nur dadurch, daBl man diese mit
Bindern zusammenzieht.

Wire es moglich, aus Holzleisten kugelférmige GefiBle anzufertigen, so wiren
solche Fisser sehr erwiinscht. Da man jedoch mit Hilfe von Bindern eine Kugel
nicht zusammenhalten kann, ersetzt man diese durch einen Zylinder. Es handelt
sich indessen um keinen genauen Zylinder, da locker gewordene FaBreifen so-
fort ihren Sinn verlieren. Hitte das FaB3 keine sich nach beiden Seiten vom Bauch
verjiingende Kegelform, dann kéinte man die Reifen nicht nachspannen. AuBer-
dem ist diese Gestalt fiir das Rollen urd die Beférderung in Wagen zweckmilig.
Das aus zwei auf einem gemeinsamen Mittelquerschnitt ruhenden dhnlichen Hilf-
ten bestehende Fafl hat die vorteilhafteste Form beim Riitteln und diese ist auch
fur das Auge wohlgefillig.«»

* Denken Sie nicht, daB Keplers Arbeit liber die Abmessung der Fisser etwa eine mathematische Spielerei
darstellt, die der geniale Mathematiker in seinen MuBestunden betrieb. Das ist keineswegs der Fall; es handelt
gich vielmehr um eine ernste Arbeit,in deren Rahmen die Begriffe des unendlich Kleinen und der Integralrechnung
vorkommen. Die Berechnung des Weinfasses war Ausgangspunkt tiefgriindiger und fruchtbarer mathematischer
Uberlegungen.
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Mark Twains ndchtliche Wanderung

Die Findigkeit, die der Knabe aus Mine Reeds Erzihlung in seiner tiblen Lage
besal3, ist wirklich erstaunlich. In vélliger Finsternis, in der er sich befand, hitten
sich die meisten Menschen nicht orientieren, geschweige denn Messungen vor-
nehmen oder mathematische Rechenaufgaben l6sen kénnen. Es ist sehr lehrreich,
wenn man dieser Erzihlung eine andere gegeniiberstellt, nimlich die sinnverwir-
rende Wanderung durch ein voéllig dunkles Hotelzimmer. Es ist ein Erlebnis, dal3
angeblich einem Landsmann Mine Reeds, dem berithmten amerikanischen
Schriftsteller Mark Twain, widerfuhr. In dieser E zihlung schildert der Ver-
fasser in meisterhafter Weise und mit gro8em Beobachtungstalent die Schwie-
rigkeit, der man begegnet, wenn man sich im vollig verdunkelten Raum eire
richtige Vorstellung von der &rtlichen Lage der Gegenstinde machen will,
mag es sich auch nur um ein gewdhrliches, jedoch unbekanntes Hotelzimmer
handeln.

Wir geben diese witzige Episode aus Mark Twains »A Tramp abroad«(Auslands-
reise) gekiirzt wieder:

»Ich wachte auf und spiirte, daB ich Durst hatte. Da kam mir ein wundervoller
Gedanke in den Sinn: mich anzukleiden, in den Garten hinabzusteigen und mich
am Springbrunnen zu erfrischen.

Leise stand ich auf und tastete nach meinen Kleidern. Ich fand einen Strumpf.
Wo der zweite steckte — das konnte ich nicht feststellen. Vorsichtig stellte ich die
Beine auf den FuBiboden - tastete in der Runde - ohne Etfolg.

Ich fuhr fort zu suchen und mit den Hinden um mich zu greifen. Ich bewegte
mich immer weiter vorwirsts, fand aber keinen Strumpf; ich stie8 dauernd gegen
die Mobel. Als ich mich schlafen legte, besal das Zimmer bedeutend weniger
Mbobel; jetzt war es damit vollgestopft. Besonders zahlreich waren die Stiihle -
sie schienen Uberall herumzustehen. Ob hier mittletweile vielleicht weitere zwei
Familien eingezogen waren? In der Dunkelheit sah ich zwar keinen dieser Stiihle,
aber ich stieB dauernd mit dem Kopf gegen sie. SchlieBlich sagte ich mir, daB ich
auch mit nur einem Strumpf auskommen kéane. Ich stand auf und ging auf die
Tir zu - so dachte ich wenigstens, plotzlich aber sah ich mein eigenes Abbild,
das im Spiegel matt schimmerte.

Nun war mir klar, daB ich mich verirrt hatte und nicht im geringsten ahnte, wo
ich mich befand. Wire im Zimmer ein einziger Splegel, dann hitte er mir als
Anhaltspunkt dienen koénnen, aber es waren zwei davon im Zimmer und das war
ebenso scheufllich, als wiren es tausend.

Jetzt wollte ich die Tir erreichen, indem ich mich an der Wand entlangtastete.
Ich machte den etsten Versuch; dabei fiel ein Bild von der Wand. Es war nicht
grof}, aber es gab einen Krach, als fiele eine ganze Bihnendekoration herunter.
Harris, ein Zimmergenosse, der im anderen Bett schlief, rlhrte sich nicht, aber
ich fuhlte, daB er unbedingt aufwachen wiirde, wenn ich so weitermachte. Ich
beschlof3 daher, auf andere Weise vdrzugehen. Ich wollte wieder den runden Tisch
finden - ich hatte ihn schon mehrmals ausgemacht - und von dort mein Bett et-
reichen. Wire ich am Bett, darn wirde ich die Wasserkaraffe finden und den
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brennenden Durst wenigstens so stillen kénnen. Am besten war es, auf Hinden und
Knien zu rutschen. Ich hatte diese Methode bereits ausprobiert und traute ihr
daher am meisten.

Endlich fand ich den Tisch, ich fihlte ihn mit dem Kopf; das Gerdusch war
dabei nicht allzu laut. Dann stellte ich mich auf die Fiile und ging mit ausgestreck-
ten Hinden und gespreizten Fingern vorwirts. Ich fand einen Stuhl, daraufhin
eine Wand, wieder einen Stuhl, dann ein Sofa; als nichstes meinen Spazierstock,
dann noch ein Sofa; ich wunderte mich sehr dariiber, weil ich genau wuBte, daB
es im Zimmer nur ein Sofa gab. Dann stieB ich wieder heftig gegen den Tisch und
daraufhin auf eine ganze Anzahl von Stithlen.

Jetzt fiel mir etwas ein, was ich eigentlich von vornherein hitte berlicksichtigen
sollen: der Tisch war ja rund und konnte daher bei meiner Wanderung nicht als
Ausgangspunkt dienen. Ich schritt nun aufs Geratewohl vorwirts in den Raum
zwischen den Stithlen und dem Sofa und befand mich plétzlich in einer ginzlich
fremden Umgebung; unterwegs fegte ich den Kerzenstinder vom Kamin herunter.
Danach fiel die Lampe auf den FuBboden; ihr folgte mit entsprechendem Gerfusch
die Wasserkaraffe samt Glas.

Aha, dachte ich -, endlich habe ich dich gefunden, Freundchen! >Diebe!
Morder I« rief Harris entsetzt.

Das Schreien weckte das ganze Haus auf. Es kamen Leute mit Kerzen und
Laternen bewaffnet, der Hotelwirt, Dienstboten, Giste.

Ich schaute in die Runde. Ich sah, daB ich neben Harris Bett stand. An der Wand
stand ein einziges Sofa; nur ein Stuhl stand so, daB man ihn anstoBen konnte. Ich
kreiste um ihn wie ein Planet und stie8 mit ihm wihrend der Hilfte der Nacht
dauernd zusammen.

Als ich auf meinen Schrittmesser schaute, stellte ich fest, daB ich bei der nicht-
lichen Wanderung rund 47 Meilen zurlickgelegt hatte.«

Diese letzte Behauptung ist natiirlich maBlos ibertrieben. Es ist einfach un-
moglich, innerhalb weniger Stunden siebenundvierzig Meilen zu gehen. Aber die
tbrigen Einzelheiten dieser netten, witzigen Geschichte sind ziemlich wahrschein-
lich; sie charakterisieren treffend jene komischen Hindernisse, denen man hiufig
begegnet, wenn man planlos aufs Geratewohl durch ein unbekanntes Zimmer
wandert.

Beriicksichtigen wir diese Tatsache, so miissen wir die ausgezeichnete Denk-
arbeit, die Schlussigkeit und Geistesgegenwart des Mine-Reed-Knaben um
so hohey, einschitzen, als dieser es nicht nur fertigbrachte, sich in vollstindiger
Finsternis zurechtzufirden, sondern dariiber hinaus unter diesen schwierigen
Bedingungen eine mathematische Aufgabe zu 16sen.

Das vitsclhafte Irren tm Kreise
Im Zusammenhang mit dem Umbherirren Matk Twains im dunklen Zimmer
weise ich auf eine ritselhafte Erscheinung hin. Menschen mit geschlossenen Augen
sind namlich auBerstande, geradeaus zu gehen. Sie schwenken vielmehr seitwirts
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ab und gehen in einem Bogen, obwohl sie sich einbilden, geradeaus zu gehen
(Abb. 107).

Schon seit langem ist bekannt, dal Wanderer, die ohne KompaB in der Wiiste,
in der Steppe, bei Schneesturm oder im Nebel vorwirts gehen - tiberhaupt in allen
Fillen, in denen die Orientierung nicht mdéglich ist - vom geraden Wege abirren
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Abb. 107. Das Gehen mit geschlossenen Augen.

und im Kreise wandern, wobei sie mehrmals zu ihrem Ausgangspunkt zuriick-
kehren. Der Halbmesser des von dem Wanderer beschriebenen Kreises betrigt
dabei 60 bis 100 m. Je schneller der Mensch geht, umso kleiner wird der Kreis-
durchmesser, d. h., der Kreis schlieft sich schon sehr bald.

Das Abirren vom geraden Weg in eine Kreisbahn wurde bei verschiedenen
Menschen niher untersucht.

Spirin, Held der Sowjetunion, erzihlt dariiber folgendes:

»Auf einem ebenen Wiesenflugplatz wurden 100 kiinftige Flugzeugfiihrer in
Reih und Glied aufgestellt. Man band ihnen die Augen zu und befahl ihnen,
geradeaus zu marschieren. Die Minner gingen los ... Zuerst geradeaus, dann
begannen die einen nach links, andere nach rechts zu schwenken; allmihlich be-
schrieben sie volle Kreise und gingen dann ihrer alten Spur wieder nach.«

Bekannt ist ein auf dem Markusplatz in Venedig durchgefithrter Zhnlicher Ver-
such. Man band den Versuchspersonen die Augen zu, stellte sie auf dem Platz an
der dem Dom gegeniiberliegenden Seite und bat sie, geradeaus auf die Markus-
kirche zuzugehen. Obwohl die Strecke nur 175 m betrug, erreichte keine der Ver-
suchspersonen die 82 m breite Kirchenfassade! Simtliche Personen schwenkten ab,
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beschrieben einen Bogen und stieSen gegen die den Platz flankierenden Siulen-
ginge der Procuratien ... (Abb. 108).

Wer jemals den Roman Jules Vernes »Die Abenteuer des Kapitin Hatteras«
gelesen hat, erinnert sich vielleicht noch an die Episode mit den Reisenden, die in
der einsamen Schneewdiste auf unbekannte Menschenspuren stieBen.

sFreunde, es sind ja unsere eigenen Spurenl«rief der Arzt, ywir haben uns im
Nebel verirrt und sind unserer eigenen FuBspur begegnet ...«

Eine klassische Beschreibung des Herumirrens im Kreise bringt auch Tolstoi
in seiner Erzihlung »Der Bauer und der Landarbeiter«.

»Wassili Andrejewitsch lenkte sein Pferd in die Richtung, wo er den Wald und
die Waldhiitte vermutete. Der Schnee verklebte ihm die Augen, und der Wind blies
mit solcher Kraft, daB es den Anschein hatte, als halte er ihn auf der Stelle fest
Aber unablissig trieb er nach vorn geneigt sein Pferd vorwirts ...

Etwa fiinf Minuten lang schien es ihm, als fahre er geradeaus, ohne etwas ande es
zu sehen, als die weille Schneewlste und den Kopf seines Pferdes.
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Abb. 108. Sclem.tische Darstellung des Versuches auf dem Markusplatz in Venedig.

Plstzlich schimmerte vor ihm ein dunkler Punkt. Sein Herz klopfte freudig,
er fuhr drauf los, das dunkle Etwas schien ihm Winde von Dorfhiusern zu sein.
Aber es war nur ein hochgewachsener BeifuBstrauch am Feldrain. Beim Anblick
dieses vom Winde unbarmherzig hin und her gerissenen Strauches zuckte Wassili
unwillkiirlich zusammen; hastig schlug er auf sein Pferd ein, ohne zu merken,
daB er seine Fahrtrichtung geidndert hatte, als er sein Pferd auf den BeifuBstrauch
lenkte.

Wieder schimmerte etwas Schwarzes undeutlich vor ihm. Und wieder war es ein
beifuBbewachsener Feldrain. Verzweifelt schaukelte das trockene Unkraut im
Sturm. Neben dem Busch sah er eine vom Schnee bedeckte Pferdespur. Wassili
Andrejewitsch hielt das Pferd an, biickte sich, dann schaute er in die Runde:
Es war eine vom Schnee bereits leicht verwehte Pferdespur — es konnte nur seine
eigene Fahrspur sein, Anscheinend irrte er auf einem sehr knappen Raum im Kreise
herum.«

Der norwegische Physiologe Guldberg sammelte in einem besonderen Werk
(1896) eine Anzahl sorgfiltig nachgepriifter Berichte iiber das Irren im Kreise. Wit
wollen hier zwei Beispiele anfithren:
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'/// »In einer Nacht, in der starkes Schneetreiben

herrschte, wollten drei Reisende eine von ithnen auf-

- gesuchte Waldhiitte und das 4 km breite Tal, in dem

dieselag, verlassenundihr Heimerreichen (Abb.10g).

N ) Unterwegs schwenkten sie kaum merklich nach rechts

und beschrieben den mit Pfeilen bezeichneten Bogen.

Nachdem sie auf diese Weise eine Zeitlang wander-

W ten, nahmen sie an, sie hitten ihr Ziel erreicht. In

/. Witklichkeit gelangten sie jedoch zu der gleichen

Abb. 109. Die Irrwege der drei Wanderer. Waldhiitte, die sie verlassen hatten. Sie traten ihre

Wanderung vonneuem an ; die Abweichung vondem

geraden Weg war jetzt noch stirker, — und wieder landeten sie in der Waldhtitte.

Der dritte und vierte Versuch hatte den gleichen Erfolg. Verzweifelt versuchten

sie es noch einmal; aber auch dieser Versuch hatte das gleiche Ergebnis. Nach dem
fiinften Versuch gaben sie ihre Absicht auf und warteten den Morgen ab.

Noch schwieriger ist das Rudern in gerader Richtung auf dem Meer in einer
dunklen, sternlosen Nacht oder bei dichtem Nebel. Es ist ein Fall bekannt, bei dem
Ruderer versuchten, eine 4 km breite Meerenge im Nebel zu iberqueren. Das
andere Ufer hatten sie beinahe zweimal erreicht, aber nicht gesehen. Ohne sich
dessen bewuBt zu werden, waren sie zweimal im Kreise gerudert und landeten
schlielfich ... an ihrem Ausgangsort.«

Das gleiche kommt bei Tieren vor. Nordlandreisende und Polarforscher be-
richten tiber das Herumirren von Tieren im Schlittengespann durch die Schnee-
wiiste. Hunde, die man mit verbundenen Augen schwimmen l4B¢t, beschreiben
Kreisbogen im Wasser. Geblendete Vogel fliegen ebenfalls im Kreise. Ein ge-
hetztes Tier, das seinen Orientierungssinn vor Schreck verliert, versucht sich nicht
etwa geradlinig, sondern in einer Spirale in Sicherheit zu bringen. Zoologen
stellten fest, daB Krabben, Kaulquappen, Medusen, ja sogar mikroskopisch kleine
Amoben, im Wassertropfen simtlich im Kreise herumwandern.

Wie erklirt sich nun der ritselhafte Hang von Mensch und Tier zum kreis-
formigen Wandern und die Unfihigkeit, sich in der Dunkelheit geradeaus fort-
zubewegen ?

Nun - das Ritsel vetliert sofort den Charakter des undurchdringlichen Ge-
heimnisses, sobald die Frage richtig gestellt wird.

Fragen wir einmal nicht, warum ein Tier sich ohne Orientierung kreisférmig
bewegt, sondern — was es braucht, um geradeaus zu laufen.

Derken Sie doch einmal an die Bewegurg eines Spielzeugwagens mit Uhrwerk-
antrieb. Es kommt vor, dafl das Wigelchen nicht geradeaus rollt, sondern seit-
lich abschkwerkt. Kein Mensch wird in dieser Kurvenbcwegung ein Wunder et-
blicken; jedermann ist sich tiber die Ursache sofort klar: Es kommt offenbar daher,
daf3 die rechten Rider den lirken an Umfang nicht gleichen.

Es ist vollkommen verstirdlich, dafl auch ein Lebewesen sich nur dann ohne
Mithilfe der Augen geradeaus bewegen kann, wenn die Muskeln rechts und links
vollkommen gleichmiBig arbeiten. Da aber liegt der Hund begraben: Die Koiper
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der Menschen urd der Tiere sind nicht vollkommen symmetrisch. Der weitaus
g168te Teil der Muskulatur der Menschen und Tiere ist rechts und links nicht gleich
entwickelt. Es leuchtet ohne weiteres ein, daB ein Fullginger, der das rechte Bein
etwas weiter als das linke vorstreckt, nicht auf einer Geraden weiterzugehen ver-
mag. Sofern er nicht seine Augen in Anspruch nimmt, wird er urweigerlich nach
links abschwenken. Ist ein Ruderer durch Nebel an der Orientierung verhindert,
so wird er ebenfalls unbedingt nach links abschwenken, wenn sein rechter Arm
sich stirker in die Riemen legt als der linke. Das ist eine geometrische unabwend-
bare Folge.

Stellen Sie sich einmal vor, daB ein Mensch mit dem linken Ful3 einen nur 1 mm
lingeren Schritt geht als mit dem rechten. Legt er mit dem rechten und linken Fuf3
je 1000 Schritt zurlick, dann ist der vom linken Ful3 zuriickgelegte Weg 1000 mm
oder einen ganzen Meter linger als der Weg des rechten Fufles. Auf geraden
parallelen Bahnen ist diese Gehart undurchfithrbar, wohl aber auf konzentrischen
Kreisen.

Wir gehen noch weiter. Nehmen wir den Plan des geschilderten Herumirrens
der Wanderer durch das schreebedeckte Tal, so kénnen wir ausrechnen, um wie-
viel der von dem linken FuB zuriickgelegte Weg den Weg des rechten FuBes iiber-
traf (da die Wanderer nach rechts abbogen, ist es ohne weiteres klar, daBl es gerade
der linke Full war, der lingere Schritte ausfithrte). Der Abstand zwischen den
Achsen der beiden FuBspuren (rechts und links) beim Gehen (Abb. 110) betrigt
rund 10 cm = 0,I m. Beschreibt der Mensch eiren vollen Kreis, so legt der rechte

Abdb. 110. Der Abstand der beiden Fufspuren.,

FuB 2x7, der linke 22 (r + 0,1) zurlick. # ist der Kreishalbmesser in Metern.
Die Differenz
27 (r + 0,I1) — 277 = 270,1, d.h. etwao0,63m

oder 630 mm ist der Unterschied in der Linge des vom rechten bzw. vom linken
FuB zuriickgelegten Weges.

Aus der Abb. 109 geht hervor, daBl unsere Wanderer Kreise von etwa 3,5 km
im Durchmesser, d. h. mit einem Umfang von etwa 10000 m beschrieben.

Nimmt man die mittlere Schrittlirge mit 0,7 m an, so wurden wihrend jeder
Kreiswanderung insgesamt 10000 : 0,7 =&~ 14000 Schritte zuriickgelegt, nimlich
7000 mit dem rechten und ebensoviele mit dem lirken FuB. Daraus geht hervor,
daB ein linker Schritt einen rechten um —4e- mm tibertrifft (d.h. weriger als
0,1 mm). So winzig klein ist der Unterschied und fithrt doch zu so schwerwiegen-
den Folgenl
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Der Halbmesser des von einem herumirrenden Wanderer beschriebenen Kreises
hingt von der Lingendifferenz des rechten und linken Schrittes ab. Die Abhingig-
keit kann leicht festgestellt werden. Unter Zugrundelegung von 0,7 m je Schritt
ist die Anzahl der im Laufe eines Kreises zuriickgelegten Schritte gleich 22~

Hier ist » der Halbmesser des Kreises in Metern. Es sind 5255 linke und eben-
soviele rechte Schritte notwendig. Multiplizieren wir diese Zahl mit der Differenz
der Schrittlinge x, dann erhalten wir die Liagendifferenz der beiden konzentri-
schen Kreise, die von dem linken und rechten FuB3 jeweils zuriickgelegt wurden.

Wir schreiben

2mrxy

=2m0,1 oder rx=o0,14.
20,7

rund x ist in Metern auszudriicken.

Ist die Lingendifferenz der Schritte bekannt, so kann der Kreishalbmesser
leicht berechnet werden. Wir wollen diesen fiir die Teilnehmer des Versuches auf
dem Markusplatz in Venedig berechnen und die gr68ten Halbmesser der von den
Versuchspersonen beschriebenen Kreise ausrechnen.

Keine der Versuchsperson hat die Gebiudefassade DE (Abb. 108) erreicht. Der
groBte Halbmesser des Kreisbogens AB liBt sich mit Hilfe der bekannten Ent-
fernung AC = 41 m und der Sehne BC (maximal 175 m) berechnen. Man bestimmt
ihn mit Hilfe des Sehnensatzes:

__ B¢t _ ¥175° N
2r=——+ AC= pr: + 41 ~ 786 m

daraus folgt: Der gr68te Halbmesser » betrigt etwa 393 m.
Wenn dieser Wert bekannt ist, kéanen wir aus der ermittelten Formel » x = 0,14
die kleinste Lingendifferenz der einzelnen Schritte bestimmen:

393x =0,14 und x = 0,35mm

Der Lingenunterschied zwischen dem rechten und linken Schritt bei den Ver-
suchsteilnehmern betrug mindestens 0,35 mm.

Hie und da liest und hért man, die Tatsache des Irrens im Kreise, ohne sich
orientieren zu konren, hinge von der unterschiedlichen Linge des rechten und
linken Beines ab. Da bei den meisten Menschen das linke Bein linger als das rechte
ist, missen die Menschen beim oriertierungslosen Gehen von der eingeschlagenen
Richtung unweigerlich nach rechts abbiegen. Die Erkldrung ist jedoch nicht genau
genug. Nicht die Beinldnge, sondern die Schritilinge ist am wichtigsten und die
Ursache fiir das Abirren vom geraden Wege.

Umgekehrt konnen auch bei genau gleichlangen Beinen Schritte von ver-
schiedener Linge zurlickgelegt werden, und zwar dann, wenn das eine Bein weiter
vorgetragen wird als das andere.

Aus dem gleichen Grunde wird ein Mann in einem Ruderboot sein Fahrzeug un-
weigerlich im Kreise links herumfiihren, sofern er mit dem rechten Arm weiter aus-
holt als mit dem linken. Auch Tiere, die rechts und links nicht gleichlange Schritte
zuriicklegen, Végel, die thre Fligel rechts und links nicht mit der gleichen Kraft
schwingen - sie alle bewegen sich im Kreise, sooft sie nicht in der Lage sind, die
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Geradeausbewegung mit dem Auge zu kontrollieren. Auch hier ist die Differerz
zwischen der Bewegungsstitke der rechten und linken GliedmaBen duBerst gering.
Duich die hier entwickelte Betrachturg verlieren die weiter oben berichteten
Tatsachen das Odium des Geheimnisvollen und wirken eigentlich ganz natiirlich,
Im Gegenteil, es wire sonderbar, wenn Menschen und Tiere die gerade Richturg
einhalten kénnten, ohne durch das Auge tbeiwacht zu werden. Unentbehrliche
Voraussetzung fiir diese Bewegung wire strengste kéiperliche Symmetrie, die
fir die Geschépfe der lebenden Natur véllig undenkbar ist. Die geringste Ab-
weichung von der mathematisch vollkommenen Symmetrie mull unweigerlich
die Bewegung in einem Kreisbogen zur Folge haben. Nicht das Objekt unseres
Staurnens ist ein Wunder, sondern umgekehrt, - sonderbar ist es, dal wir immer
bereit sind, die geradlinige Bewegung als natiirlich anzunehmen.

Die Unmoéglichkeit, die gerade Richtung einzuhalten, bildet im Leben des Men-
schen ein ernstes Hindernis. In den meisten Fillen schiitzen ithn Kompall, Wege
und Karten vor den Folgen dieses Orientierungsmangels.

Anders verhilt es sich bei den Tieren, besonders bei den Bewohnern der Wiiste,
Steppe und des Meeres. Die korpetliche Asymmetrie dieser Tiere, die sie stets
zwingt, anstatt auf geraden auf kreisférmigen Bahnen zu wandern, ist ein sehr
wesentlicher Existenzfaktor. Durch diese Eigenschaft sind sie ndmlich mit einer
unsichtbaren Kette an den Ort ihrer Geburt gefesselt; sie sind auBerstande, sich
von diesem Revier weit zu entfernen. Ein Lowe, der den Mut hat, eine weite
Strecke in die Wiste vorzustoBen, kehrt bald unweigerlich zuriick; Méwen, die
ihren Heimatfelsen verlassen und weit hinaus ins offene Meer fliegen, kdnnen es
nicht unterlassen, in ihr angestammtes Nest zuriickzukehren. Es sei gleich hierzu
bemerkt, dafl der ferne Zug der Végel, die in gerader Bahn ganze Kontinente
urd Ozeane liberqueren, angesichts dieser Tatsache um so ritselhafter erscheint.

Messungen mit der Hand

Der Knabe aus dem Mine-Reed-Roman war nur dadurch in der Lage, seine Auf-
gabe zu l6sen, weil er kurz zuvor seine KotpergrdBe nachgemessen und das Er-
gebnis noch im Kopf hatte. Es wire gar nicht tbel, wenn sich jedermann sein
eigeres »lebendes MetermaB« zunutze macht, damit wir im Notfall mit Hilfe dieses
»Gerits« messen konnen. Man merke sich ferner, daB bei den meisten Menschen
die Entfernung zwischen den Spitzen der ausgebreiteten Arme ihrer KérpergroBe
gleich ist (Abb. 111). Es ist eine Regel, die von dem berithmten Leonardo da Vinci
entdeckt wurde. Auf diese Weise konnen wir unser »lebendes MetermalB« bequemer
hardhaben als der besagte Knabe im Schiffsladeraum. Die durchschnittliche Két-
pergroBe eines erwachsenen Menschen betrigt etwa 1,70 m. Das kann man sich
leicht merken. Man daif sich indessen auf die DurchschnittsgroBe nicht verlassen.
Jedermann sollte sein Korpermall und den Abstand zwischen den ausgebreiteten
Armen selbst nachmessen.

Fiir kleinere, ohne MeBlineal durchzufiihrende Messungen sollte sich jeder-
mann die Linge seiner »Spanne, d. h. die Entfernung zwischen gespreiztem
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Abb. 111, Die Regel von Leonardo da Vinci.

Daumen und kleinem Finger (Abb. 112), merken. Bei einem Erwachsenen betrigt
sie ungefihr 18 cm bis 20 cm. Bei jungen Menschen ist die Spanne kleiner.

Fir den gleichen Zweck ist es ratsam, sich die Linge des Zeigefingers zu merken,
man merkt sich zwei G16Ben: einmal die Linge von der Wurzel des Mittelfingers
(Abb. 113), ein andermal von der Daumenwuzrzel. Ebenso sollten Sie die groGte
Entfernung zwischen den Kuppen des Zeige- und Mittelfingers kennen, die
bei einem Erwachsenen rund 10 cm betrigt (Abb. 114), und schlieBlich sollte man
wissen, wie breit die eigenen Finger sind.

Die drei aneinandergeprefSten mittleren Finger einer Hand haben eine Breite
von 5 bis 6 cm.

Mit diesen Kenntnissen ausgeriistet, sind Sie in der Lage, verschiedene Gegen-
stirde sogar in vollstindig verdunkelten Riumen ausreichend genau mit den
bloBen Hirden auszumessen.

12 34 56 F 891011213

Abb. 112. Der Abstand zwischen den Fingerspilzen. Abb. 113. Die Linge des Zeigefingers.



Abb. 114. Der Abstand zwischen den Enden Abb. 115. Der Umfang des Wasserglases
des Zeige- und Mittelfingers. wird mit der » bloflen Hand« gemessen.,

Abb. 115 ist ein Beispiel hierfiir: Wir messen den Umfang eines Wasserglases
mit den Fingern. Wenn wir uns das vorher Gesagte gemerkt haben, dann erhalten
wir einen Umfang von etwa 18 cm + 5 cm = 23 cm.

Der rechte Winkel tm Dunkeln

Aufgabe

Kehren wir roch einmal zu unserem Knaben im finsteren Laderaum zuriick und
fragen, wie er vorgegangen ist, um einen rechten Winkel zu erhalten. Im Romane
lesen wir nach: »Ich legte an den hervorspringenden Stab das lange Ende so an,
daB die beiden Stibe einen rechten Winkel bildeten.«

Fihren wir diese Operation im Dunkeln durch und verlassen uns dabei nur
auf die Wahrnehmungen unserer Muskulatur, so ist ein betrachtlicher Febler fest-
zustellen. Dennoch besaB der Knabe in seiner schwierigen Lage ein zuverlissiges
Mittel, mit dessen Hilfe er einen rechten Winkel konstruieren konnte. Was war das
fir ein Mittel?

Losung

Wit greifen auf den Pythagoreischen
Lehrsatz zuriick und fertigen aus einigen
Leisten ein Dreieck an, dessen Seiten so
larg gewihlt werden, daB ein rechtwink-
liges Dreieck entsteht. Am einfachsten ist
es, zu diesem Zweck Leisten zu nehmen,

Abb. 116. Das einfachste recitwinklige Dreieck,
dessen Seifenlingen sich zueinander wie ganze ein-
deren Lingen in beliebigen Einheiten aus- fache Zahlen verhalten.

gedriickt, sich wie 3 zu 4 zu 5 verhalten

(Abb. 116). Es ist ein uraltes Verfahren, das schon in Agypten beim Bau der Pyra-
miden benutzt wurde. Aber auch heute noch greift man bei manchen Bauarbeiten
gern auf das gleiche Verfahren zurtick.
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NEUNTES KAPITEL

Altes und Neues iiber den Kreis

Praktische Geometrie bei den Agyptern und Romern

Jeder Schuljunge kann heute die Linge des Kreisumfanges nach dem Durch-
messer viel genauer ausrechnen als det allerweiseste Priester des alten Pyramider-
reiches oder der geschickteste Baumeister der rémischen Antike. Die Agypter
nahmen an, daBl der Umfang des Kreises seinen Durchmesser um das 3,16fache-
iibertrifft, die Rémer dachten um das 3,12fache. Das richtige Verhiltnis ist jedoch
I :3,I4159.

Agyptische und rémische Mathematiker fanden das Verhiltnis des Kreisum-
fanges zum Durchmesser einfach als Erfahrungswert ihrer Versuche und nicht
als ein Produkt genauer geometriccher Rechnungen. Wie kam es nun, daB sie so
fehlerhaft gemessen haben? Konnten sie nicht einfach einen Bindfaden um irgend-
einen runden Gegenstand legen, den Faden dann strecken und seine Linge aus-
messen?

Zweifellos verfuhren sie auf diese Weise. Denken Sie aber ja nicht, daB nach
dieser Methode ein einigermaBen genaues Ergebnis erzielt wird. Stellen Sie sich
eine runde Vase vor, deren Durchmesser 100 mm betrigt. Der Kreisumfang am
Boden betrigt doch 314 mm. Wenn Sie jedoch den entsprechenden praktischen
Versuch machen, so werden sie durch die Fadenmessung wohl kaum dieses Ver-
hiltnis erhalten. Sie koénnen sich leicht um einen Millimeter irren, und dann er-
halten Sie 7w = 3,13 oder 3,15. Wenn Sie dabei bedenken, daB man den Durch-
messer der Vase ebenfalls schwerlich genau messen und dafB eine Fehlmessung
von I mm auch hier moglich ist, so werden Sie feststellen, daB3 & in ziemlich weiten
Grenzen schwankt, ndmlich zwischen

313 und 315

101 99

oder, in Dezimalbriichen ausgedriickt, zwischen 3,09 und 3,18.

Sie sehen also, dafl man bei der Bestimmung von & nach dem beschriebenen
Verfahren zu Ergebnissen kommt, die von dem uns bekannten 7 abweichen: ein-
mal 3,1, dann 3,12, 3,17 usw. Wohl kann man auch 3,14 erhalten, aber fir den
Rechner hat ja diese Zahl keine Eéhere Bedeutung als die anderen Werte.

Derartige empirische Rechenverfahren kénnen niemals einigermafBen annehm-
bare Werte fiir # ergeben. Nun begreifen Sie schon eher, warum die Antike das
richtige Verhiltnis zwischen Umfang und Durchmeésser des Kreises nieht kannte,
und es bedurfte schon des Genies eines Archimedes, um fur 7 den Wert 34 zu
ermitteln — und zwar ohne Messungen, ganz allein durch Uberlegungen.

140



sDas kenne ich und weifl es ganz genauc

In dem Lehrbuch der Algebra des arabischen Mathematikers Mohammed-ben-
Musa (um 820) kénnen wir Folgendes Uber die Berechnung des Kreisumfanges
nachlesen:

»Die beste Methode ist die Multiplikation des Durchmessers mit 3%. Es ist das
schpellste und leichteste Verfahren. Allah allein mag ein besseres kennen ...«

Wit wissen heute, dafBl die archimedische Zahl 3% das Verhiltnis vom Kreis
zu seinem Durchmesser nicht genau ausdriickt. Es ist theoretisch nachgewiesen,
daB man das Verhiltnis durch einen genauen Bruch iiberhaupt nicht wiedergeben
kann. Wir kénnen das Verhiltnis nur annihernd wiedergeben; allerdings geniigt
diese Anridherung den allerstrengsten Anspriichen der Praxis. Ludolf von Ceulen,
der im 16. Jahrhundert in Leyden als Mathematiker lebte, brachte es mit kaum
vorstellbarer Geduld fertig, die Zahl mit 35 Dezimalstellen genau auszurechnen.
In seinem Testament hatte er bestimmt, dal3 diese Zahl auf seinem Grabmal ein-
gemeiBelt werden sollte.

Hier ist sie:

3,14159265358979323846264338327950288. ..

1873 veroffentlichte ein gewisser Shanks die Zahl mit 707 Zahlen hinter dem
Kommal Diese unendlich lange, den angeniherten m-Wert ausdriickende Zahlen-
reihe hat weder praktische noch theoretische Bedeutung. Der in heutiger Zeit
geduBerte Wunsch, Shanks Rekord zu brechen, verdankt sein Entstehen lediglich
dem MiBiggang und der Jagd nach aufgeblihten »Rekordleistungen.« So haben
in den Jahren 1946/47 Herr Ferguson von der Universitit Manchester und unab-
hingig von diesem, Wrench in Washington, » mit 808 Dezimalstellen berechnet.
Beide konnten befriedigt feststellen, daf3 die Rechaung sich gelohnt hatte, weil
sie in Shanks Zahl einen Fehler bei dem 528. Dezimalzeichen fanden.

Wenn wir die Linge des Erdidquators mit einer Genauigkeit von 1 cm berechnen
wollten und voraussetzten, dal wir den Erddurchmesser wirklich genau kennen,
dann hitten zu diesem Zwecke g Dezimalstellen hinter dem Komma vollstindig
ausgereicht. Wiirden wir die Anzahl der Dezimalstellen verdoppeln, so wite die
erhaltene Genauigkeit so gro8, daB3 wir die Linge des Kreisumfanges mit einem
Halbmesser gleich der Extfernung zwischen Sonne und Erde bis zu 0,0001 mm
genau (ctwa g der Breite eines Menschenhaares) berechnen kdnnten.

Der sowjetische Mathematiker Grave hat sehr einleuchtend die absolute Nutz-
losigkeit bereits der ersten hundert Dezimalstellen von s fir den praktischen Ge-
brauch gezeigt. Er hat folgende Rechnung aufgestellt. Stellen wir uns eine Kugel
mit einem Radius gleich der Eatfernung zwischen E.de und Sirius (das ist, in
Kilometern ausgedriickt, die Zahl 132 mit 10 Nullen oder 132 - 101°?) vor. Fiillen
wir diese Kugel mit Bazillen, wobei jeder Kubikmillimeter der Kugel eine Billion
(10'%) Bazillen faBlt, und legen wir sdmliche Bazillen auf eine gerade Strecke so,

* In jener Zeit wurde das Verhiltnis noch nicht mit = bezeichnet; diese Bezeichnung wurde erst im
18. Jahrhundert durch den beriihmten Mathematiker Leonhard Euler eingefiihrt, Euler wurde 1707 in Basel

geboren. Er lebte von 1727 —1741 und von 1766 —1783 in Petersburg und hat hier zahlreiche grundlegende
Werke ausgearbeitet.
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daB8 die Entfernung zwischen jeweils zwei benachbarten Bazillen wiederum der
Entfernung zwischen Erde und Sirius entspriche, so wiren wir in der Lage, den
Umfang des auf diese Weise entstandenen Riesenkreises mit mikroskopischer
Genauigkeit bis zu einem Millionstel Millimeter zu berechnen, wenn wir zu diesem
Zwecke z mit 100 Dezimalstellen einsetzen.

Der franzosische Mathematiker Frangois Arago bemerkt hierzu ganz richtig:
»Wir wiirden in bezug auf Genauigkeit bei diesen Werten nichts gewinnen, auch
wenn das Verhiltnis zwischen Kreisumfang und Durchmesser durch eine absolut
genaue Zahl ausgedriickt werden konnte«.

Fiir die iblichen Rechnungen mit & genligt es vollstindig, wenn wir uns zwei

Stellen hinter dem Komma merker (3,14). Fir genaue Berechnungen nimmt man
4 Dezimalstellen (3,1416); (die letzte Stelle ist 6, nicht 5, weil nach ihr eine Zahl
folgt, die groBer ist als 5).
Es gibt kleine Verse oder Spriiche, die dazu verhelfen sollen, die Zahl & zu be-
halten. In diesen E-zeugnissen mathematischer Poesie werden die Worte derart
aneinandergereiht, da die Zahl der Buchstaben in den Worten jeweils der Zahl
der betrefferden Dezimalstelle von & entspricht.

Es gibt ein englisches Gedicht aus 13 Worten; es sind also 12 Dezimalstellen
hinter dem Komma vorhanden. Das entsprechende deutsche Gedicht umfaBt
24 Worte, das franzdsische sogar 30 Worte. Es gibt Ubrigens auch eines mit 126
Worten! Nachstehend bringen wir den Text einiger Gedichte:

Englisches Gedicht

See I have a rthyme assisting
My feeble brain, its tasks ofttimes resisting.

Deutsches Gedicht
Wie, o, dies z,
Macht ernstlich so vielen viele Mith’!
Lernt immerhin, Junglinge, leichte Verselein,
Wie so zum Beispiel dies dirfte zu merken sein.

Franzésisches Gedicht

Que j'aime a faire apprendre un

nombre utile aux sages!

Immottel Archimide, sublime ingénieur

Qui de ton jugement peut sonder la valeur?
Pour moi ton probléme eut de pareils avantages.

Sie sind -zwar interessant, aber zu schwerfillig. Unter den Schiilern Terskows,
des Mathematiklehrers an einer Moskauer Mittelschule, ist folgende von ihm ge-
prigte Gedichtnishilfe leicht zu merken:

»370 A 3HAK M TOMHIO  TIPeKPACHO«
3 I 4 I 5 9
»Das kenre ich urd weil} es garz genau.«
»I[In mHOTME  BHAKM  MHe  JMUWHAYW,  HalpacHBLE
2 6 5 3 5 8

»Viele Ziffern fiir 7 sind tberflissig und unnotig.«
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Der Verfasser des vorliegenden Buches verzichtet auf das Dichten von Versen
flr 7r; er schligt folgende Frage in Prosa vor:
+vdT0 f 3HAl0 o Kpyrax?«
3 1 4 1 6
»Was weil} ich vom Kreis?«

Hier 1vvt Jack London

Folgende Stelle in Jack Londons Roman »Die Herrin des groBen Hauses« bietet
uns Material fiir eine geometrische Rechnung.

»Mitten in einem quadratischen Felde befand sich ein stihlerner Mast, der tief
in die Erde eingegraben war. Von der Mastspitze fithrte ein Stahlseil, dessen anderes
Ende an einem Schlepper befestigt war. Der Traktorenfahrer warf den Hebel um,
der Motor begann zu arbeiten.

Nun bewegte sich der Schlepper vorwirts, wobei er einen Kreis um den Mast
als Mittelpunkt beschrieb.

Graham meinte dazu: )Damit die Anlage besser arbeitet, bleibt nur noch iibrig,
den Kreis in ein Quadrat umzuwandeln.c

»Stimmt, auf einem quadratischen Acker bleibt bei unserer bisherigen Arbeits-
weise viel Boden ungepfliigt.c

Graham rechnete nach und sagte dann: >Wir verlieren etwa drei Acker bei einem
Feldstiick von 10 Ackern.«

Wir schlagen dem Leser vor, die Rechnung nachzupriifen.

Lésung

Die Rechnung ist falsch. Der Verlust liegt unter 0,3 des Bodens. Angenommen,
die Seite eines Quadrats ist @; seine Fliche ist demnach 4%. Der Durchmesser des
eingeschriebenen Kreises ist ebenfalls @ und seine Fliche Z&. Der brachliegende
Teil eines Feldquadrats betrdgt demnach

nal E
a? — =(I——»)a2:o,22a2.
4 . 1

Daraus ergibt sich ohne weiteres, daB der unbearbeitete Teil des Ackerbodens
nicht 309, wie Graham angenommen hatte, sondern nur 229, betrigt.

Dey Nadelwurf

Das zweifellos eigenartigste und tiberraschendste Verfahren zur Bestimmung der
Zahl x ist folgendes:

Man nimmt eine kurze (etwa 2 cm lange) Nihnadel (am besten eine Nadel mit
abgebrochener Spitze, damit sie gleichmilig stark ist) und zeichnet auf eirem
Blatt Papier eine Reihe diinner paralleler Striche,die voneinander um die doppzlte
Nadellinge entfernt sind. Sodann 146t man die Nadel aus einer beliebigen Hohe
auf das Papier fallen und merkt sich, ob die Nadel dabei eine der Linien schneidet
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Abb. 117. Der Nadelwurfversuch von Buffon.

oder nicht (Abb. 117, links). Damit die Nadel beim Fall nicht federt, legt man unter
das Papier ein Lé:chblatt oder ein Stick Tuch. Man wiederholt das Experiment
sehr hiufig, d. h., man witft die Nadel hundert- oder besser tausendmal und merkt
sich jedesmal, ob die Nadel einen Strich geschnitten hat, wobei auch das bloB8e
Anliegen des Nadelendes an eine der Linien als »Schnittpunkt« gewertet wird.
Teilt man jetzt die Gesamtzahl der »Nadelfille« durch die Zahl jener Fille, wo die
Nadel einen Strich schneidet, so erhilt man als Ergebnis die Zahl 7. (Selbstver-
stirdlich nur mehr oder weniger angenihert).

Wir wollen nun erkliren, wieso das kommt. Nehmen wir an, die Anzahl der
wahrscheinlichen Fille, in denen die Nadel einen Strich schneidet, ist K. Die Linge
unserer Nadel ist 20 mm. Beim Schneiden muf der Schnittpunkt selbstverstindlich
in irgerdeinem dieser Millimeter liegen; kein Millimeter, kein Abschnitt der Nadel
ist einem anderen Teil der Nadel gegeniiber in Vorteil. Die wahrscheinlichste
Zahl der Schnitte eines jeden Millimeters betrigt demnach 2. Damit betrigt die
Schnittzahl fiir 3 mm Nadellinge 3%, fiir eine laufende Linge von I1I mm
gleich 135 usw. Die wahrscheinliche Schnittzahl steht in einem direkten Verhaltnis
zur Linge der Nadel.

Diese Proportionalitit wird auch dann beibehalten, wenn die Nadel gebogen ist.
Nehmen wir an, die Nadel sei nach Abb. 117, IT gebogen. Dabei ist das Teilstiick
AB = 11 mm, BC = g mm. Die wahrscheinlichste Schnittzahl fir das Stiick AB

betrigt demnach 4% und fiir BC 5%, wihrend fiir die gesamte Nadel diese
Zaht 25 4+ 3E ist, d. k. nach wie vor K erreicht.

Wir kénnen die Nadel auch anders biegen oder mehrfach knicken (Abb. 117, III)
- die Zahl der Schnitte wird dadurch nicht beeinfluBlt.

Merken Sie sich bitte, daB3 eine entsprechend gebogene Nadel die Striche auch
in zwei oder mehr Punkten gleichzeitig schneidet. Ein derartiger Fall der Nadel
wird entsprechend als zwei, drei usw. Schnitte gewertet, weil der etste Schnitt bei
der Berechnung des einen Teilstiicks, der zweite bel der Berechnung des nichsten
Teilstliickes usw. gilt.
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Nun stellen Sie sich vor, daBl wir eine kreisférmig gebogene Nadel wetfen, deren
Durchmesser gleich dem Abstand zwischen zwei Parallelen unseres vorbereiteten
Blattes ist. Dieser Durchmesser ist also zweimal groBer als unsere gerade Nadel.
Ein d:rartiger Ring muB entweder einen Strich zwecimal schneiden oder gleich-
zeitig zwei Gerade beriithren, - auf jeden Fall finden zwei Berlthrungen statt. Ist
die Gesamtzahl der Wiirfe N, so ist die Zahl der Schnittpunkte 2 N. Die gerade
Nadel ist so lang wie der Halbmesser des Ringes. Der Ring ist also 2z-mal so lang
w.e die gerade Nadel.

Nun haben wir aber festgestellt, daB die wahrscheinliche Schnittpunktzahl dexr
Nadellinge direkt proportional ist. Daher muB die wahrscheinliche Anzahl K
der Uberschneidungen der geraden Nadel mit den Strichen 2 N geteilt durch 2z
sein. Wir erhalten daher:

2N ‘Wurfzahl
oder 7 =

K= 27 Schnittpunktzahl

Je hiufiger man die Nadel wirft, um so genauer ist die Zahl.

In der Mitte des vorigen Jahrhunderts fithrte der Schweizer Astronom R. Wolf
5000 Nadelwiirfe durch und erhielt fiir # den Wert 3,159. Dieser Ausdruck ist
allerdings nicht so genau wie die archimedische Zahl.

Wie Sie sehen, kann das Verhiltnis zwischen Kreisumfang und Durchmesser
durch Versuche festgestellt werden. Das Interessanteste dabei ist, da man hierzu
weder einen Kreis, noch einen Durchmesser zu zeichnen braucht, d.h., man kommt
ohne Zirkel aus. So vermag ein Mensch, der nicht die geringste Vorstellung von
der Geometrie, ja sogar vom Kreis hat, 7 zu bestimmen, wenn er die Geduld auf-
bringt, die Nadel sehr oft auf das Papier fallen zu lassen.

Das Aufrolien des Kreises
Aufgabe

In zahlreichen praktischen Fillen geniigt es, fiir # die Zahl 3% zu setzen; man
rollt einen Kreisumfang auf, indem man den Durchmesser auf einer Geraden
3imal abmiBt. Man kann bekanntlich eine Strecke genau in 7 gleiche Teile teilen.

Es gibt weitere Verfahren zur angeniherten
»Streckung« eines Kreisumfanges, die im Hand- A
werk, z. B. bei Tischler- und Klempnerarbeiten,

Ublich sind. Wit gehen auf diese Methoden nicht

weiter ein, wollen hier jedoch eine ziemlich ein-

fache Methode beschreiben, die sehr genaue Re- 0
sultate ergibt.

Will man den Kreis O mit dem Halbmesser #

(Abb. 118) aufrollen, so zeichnet man den Durch- C! B _J
messer AB. Im Punkt B zeichnen wir eine Tan- 3r

gente CD dazu. Dann wird vom Mittelpunkt die .o ;.. angenihertes geometrisches
Gerade OC unter einem Winkel von 30° zu 4B Verfahren zum Abwalaen eines Kreises.

o
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gezogen. Vom Punkt C aus werden drei Halbmesser des betreffenden Kreises auf
CD angelegt. Den Endpunkt D verbindet man mit 4. Dann ist die Linge der Strecke
AD gleich dem halben Kreisumfang. Verlingern wir 4D auf das Doppelte, so er-
halten wir den aufgerollten Kreis O.

Der Fehler betrigt weniger als 0,0002 7.

Worauf beruht diese Rechenoperation?

Losung
Nach dem Pythagoreischen Lehrsatz gilt:
CB*+0B*=0C?
Bezeichnet man den Radius OB mit 7 und beriicksichtigt man, dal CB = %%
(die dem Winkel 30° gegeniiberliegende Kathete), so erhalten wir:
CB*4 #* =4CB*?

Daraus folgt: _
& cp o 13

3
Im Dreieck ABD haben wir ferner:

BD=CD—CB =37 —

V3
3

sV2 \2
/(37—_”3) + 47?

AD = l/BD2 N ] i

/ — 2
— l/_grz — 2743 + -+ 47t = 3141537

Vergleichen wir dieses E-gebnis mit detr genau ausgerechneten Zaihl oz (7 =
3,141593), so sehen wir, daB3 die Differenz nur 0,00006 » betrigt. Wenn wir nach
dieser Methode einen Kreis mit 1 m Umfang aufrollen, dann ist der Fehler bei
dem halben Kreisumfang nur 0,00006 m und fiir den ganzen Kreisumfang ent-
sprechend 0,00012 m oder 0,12 mm. Das entspricht etwa der Stirke eines Men-
schenhaares. :

Die Quadratur des Kreises

Es ist unwahrscheinlich, da3 der Leser noch niemals etwas von der »Quadratur
der Kreises« gehort hat. Es ist jene beriihmte geometrische Aufgabe, iiber die sich
schon vor 20 Jahrhunderten die Mathematiker den Kopf zerbrochen haben. Ja,
ich bin sogar davon iiberzeugt, daf3 dieser oder jener Leser selbst den Versuch zur
Losung der Aufgabe unternommen hat. Die Mehrzahl besteht aber wohl aus jenen,
die tber die Schwierigkeit der Losung dieser klassischen, unldésbaren Aufgabe
staunen. Viele Leute, die von anderen gehért haben, die Aufgabe tuber die Quadra-
tur des Kreises sei unldsbar, geben sich weder tiber das Wesen der Aufgabe selbst,
noch iber die Schwierigkeit ihrer Ldsung Rechenschaft.

In der Mathematik gibt es ja zahlreiche theoretische und praktische Aufgaben,
die weit interessanter sind als die Aufgabe iiber die Quadratur des Kreises. Aber
keine dieser Aufgaben ist so »volkstiimlich« geworden, wie die Aufgabe iiber die
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Quadratur des Kreises, die bereits zu einer Art Gleichnis wurde. Unzihlige Ama-
teure und die bedeutendsten Fachmathematiker der Welt haben sich im Laufe der
letzten zwei Jahrtausende mit dieser Aufgabe beschiftigt.

Die Quadratur des Kreises zu finden, bedeutet, ein Quadrat zu zeichnen, dessen
Fliche der Fliche des betreflenden Kreises genau gleich ist. In der Praxis kommt
die Aufgabe sehr hiufig vor, und die praktische Losung macht keine Schwierig-
keiten, weil sie mit einem beliebigen Genauigkeitsgrad durchfithrbar ist. Die
klassische Aufgabe der Antike verlangt jedoch die genaue Ausfithrung der Zeich-
nung mit Hilfe von nur zwei Zeichenoperationen, ndmlich den Kreis mit dem be-
treffenden Halbmesser um einen Mittelpunkt zu ziehen und eine Gerade durch
zwei gegebene Punkte zu legen.

Man darf - mit einem Wort - aur zwei Zeichengerite benutzen: Zirkel und
Lineal.

In den Kreisen der Nichtmathematiker ist die Ansicht verbreitet, die ganze
Schwierigkeit sei darauf zuriickzufithren, daB das Verhiltnis vom Kreisumfang
zum Durchmesser (die Zahlz) nicht durch eine endliche Zahl ausgedriickt werden
kann. Das ist insofern richtig, als die Losbarkeit der Aufgabe von der besonderen
Natur der Zahlz abhingt. Aus der Formel der Kreisfliche F = z#% oder (was jadas
gleiche ist) F =m 7 - 7, geht klar hervor, daB der Flicheninhalt eines Kreises der
Fliche eines Rechtecks gleichen muB, dessen eine Seite die Linge » hat und dessen
andere Seite das m-fache von 7 lang ist. Folglich handelt es sich um die Zeichnung
einer Strecke, die zz-mal linger ist als die vorhandene. Wie wir wissen, ist & weder
gleich 31, noch 3,14, noch 3,141459. Die Anzahl der Zahlen, die » ausdriicken,
dehnt sich ins Unendliche aus.

Diese Eigentiimlichkeit der Zahlz (sie heiBBt Irrationalitiit) ist bereits im 18. Jaht-
hundert durch die Mathematiker Lambert und Legendre festgestellt worden. Und
trotzdem vermochte das Wissen um die Irrationalitit von v die Fachmathematiker
von der Mithe um die Lésung der Quadratur des Kreises nicht abzuhalten®. Sie
wullten, daB3 durch die Irrationalitit von » die Aufgabe an sich noch keineswegs
hoffnungslos war. Es gibtirrationale Zahlen, mit deren Hilfe die Geometrie absolut
genaue Konstruktionen ausfithren kann. Zum Beispiel ist eine Strecke zu zeich-

nen, die V2-mal linger ist als die betreffende Strecke. Ebenso wie  ist auch die

Zahl V; irrational.
Und dennoch gibt es nichts Leichteres, als die gesuchte Strecke abzutragen.

Wie wir uns erinnern, ist J2 die Seite eines in den Kreis eingezeichneten Quadrats
mit dem Halbmesser a. Jeder Schiiler bringt auch ohne Schwierigkeiten die Kon-
struktion des Abschnittes a V3 zustande. (Es ist die Seite eines eingezeichneten
gleichseitigen Dreiecks.)

Ferner bieten Konstruktionen nach dem sehr verwickelt aussehenden Ausdruck

VZ—VZ + Ve +)2 w12

* Die Eigentiimlichkeit einer irrationalen Zahl besteht darin, daB sie durch keinen Bruch genau ausgedriickt
werden kann.
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keinerlei Schwierigkeit, weil sie auf die Konstruktion eines regelmiBigen 64-Ecks
zurlickgefithrt werden.

Sie sehen also, dal man durch Einflihrung eines irrationalen Faktors in den Aus-
druck diesen dennoch mit Hilfe des Lineals und des Zirkels konstruieren kann.
Die Unlésbarkeit der Quadratur des Kreises besteht nicht allein in der Tatsache,
daf} 7 eine irrationale Zahl ist, sondern sie hingt auch noch von einer anderen
Eigenschaft dieser Zahl ab. Die Zahl v ist nimlich keine algebraische Zahl, d. h.,
man kann sie nicht als Resultat der Losung irgendeiner Gleichung mit rationalen
Beiwerten erhalten. Man bezeichnet derartige Zahlen als franszendente Zablen.
Vieta, ein Mathematiker im 16. Jahrhundert, fand; daf3

I .
ist.

£
4

T 1/t r 11 1/: I /1 1 /1
& ]— + 'L—] Rl S [

Mit Hilfe dieser Formel fiir 7 wiire die Aufgabe der Quadratur des Kreises 1osbar,
wenn die Zahl der Rechenoperationen endlich wire. Man kénnte dann nimlich
diesen Ausdruck geometrisch konstrujeren. Da jedoch die Anzahl der Quadrat-
wurzeln darin unendlich ist, bringt uns die Vietasche Formel der Losung nicht niher.

Die Aufgabe der Quadratur des Kreises scheitert also an der Transzendenz der
Zahl 7z, d. h., man kann diese Zahl dutch Lésung einer Gleichung mit rationalen
Koeffizienten nicht erhalten. Diese Eigenart der Zahl » wurde 1889 durch den
deutschen Mathematiker Lindemann klar bewiesen. Eigentlich ist dieser Gelehrte
der einzige Mann, der die Quadratur des Kreises gelost hat, wenn auch in nega-
tivem Sinne; er hat ja mit Recht behauptet, daB die gesuchte Konstruktion geo-
metrisch undurchfihrbar ist. Die Jahrhunderte anhaltenden Forschungen der
Mathematiker auf diesem Gebiet waren damit 1889 abgeschlossen. Leider héren
zahlreiche mit dem Wesen der Aufgabe nicht vertraute Amateure auch heute noch
nicht auf, zwecklose Versuche in dieser Richtung zu unternehmen.

Soweit die theoretische Seite der Angelegenheit. Was nun die Praxis anbelangt,
so ist diese auf eine genawne Losung der Aufgabe keineswegs angewiesen. Die ver-
breitete Ansicht, nach der die Losung des Problems der Quadratur des Kreises
von welterschiitternder Bedeutung fiir das praktische Leben sein wiirde, ist
absolut irrefithrend. Fiir das praktische Leben gentigt es, Verfahren anzuwenden,
die eine ausreichende Anniherung des Wertes gewihrleisten.

Die Suche nach der Quadratur des Kreises wurde in dem Augenblick wertlos,
als die ersten sieben bis acht Stellen der Zahl » errechnet waren. Fiir den prak-
tischen Bedarf geniigt der Wert » = 3,1415926 fiir alle Fille. Keine Lingen-
messung kann Werte ergeben, die mit mehr als sieben Dezimalstellen ausgedrickt
werden. Es hat also nicht dea geringsten Zweck, m genauer als mit 8 Zahlen einzu-
setzen. Die Rechnung wird dadurch nicht genauer.

Driickt man den Halbmesser mit einer siebenstelligen Zahl aus, so erhilt der
Wert des Umfanges nicht mehr als sieben zuverlissige Stellen, auch dann niche,
wenn witr v mit hundert Dezimalstellen einsetzen. Es hat nicht den geringsten
praktischen Wert, daB viele Mathematiker unendliche Mihe aufgewendet haben,

148



um die Zahl » mit méglichst vielen Dezimalstellen ausdriicken zu kénnen. Auch
der wissenschaftliche Wert ihrer Arbeiten ist duBerst gering einzuschitzen. Es ist
einfach ein Geduldsspiel. Wenn Sie Lust und MuBe haben, so kénnen Sie 7 mit
beliebigen Dezimalstellen ausrechnen, wobei Sie die Leibnizsche Formel® als
Grundlage verwenden kénnen,

T I I I I

:~I— 3 —+ 5 —74— 5 usw.

Es ist eine arithmetische Ubung, die, wie gesagt, »niemand« interessiert und die
jene berithmte geometrische Aufgabe der Losung nicht um. einen Deut niher-
bringt. :

Der franzésische Astronom Arago schrieb dariiber folgendes: »Diejenigen, die
die Quadratur des Kreises I6sen wollen, fahren mit einer Rechnung fort, obgleich
deren Unmoglichkeit heute als erwiesen gilt, Auch wenn die Losung moglich wire,
bestiinde daran kein praktisches Interesse. Es ist indessen miilig, iber diesen
Gegenstand weiter ein Wort zu verlieren: Minner, deren Verstand gelitten hat,
und die weiterhin um die Lésung der Quadratur des Kreises bemiht sind, sind
keinen Einwinden zuginglich. Diese Krankheit des Geistes existiert schon seit
dem Altertum.«

Er kommt zu folgendem ironischen SchluB3:

»In ithrem Kampf gegen die Sucher der Quadratur ist es den wissenschaftlichen
Akademien aller Linder aufgefallen, dal3 sich diese Krankheit im Frihling meist
stirker bemerkbar macht.«

Das Bingsche Dreieck

Wir wollen nun eine der annihernden Losungen der Quadratur des Kreises
betrachten, die fiir den praktischen Bedatf sechr bequem ist.

Das Verfahren besteht in der Berechnung des
Winkels & (Abb. 119), dessen Seiten der Durch-
messer AB und die Sehne AC = x sind.

Die Berechnung dieses Wirkels geht nicht
ohne Hilfe der Trigonometrie. Es ist notwendig,
neben der trigonometrischen Funktion
Gegenkatliete

Hypote;irse_
auch das Verhiltnis der Ankathete durch die
Hypotenuse einzufiihren. Dieses Verhiltnis heil3t
der sKosinus« des von der Ankathete und der
Hypotenuse eingeschlossenen Winkels:

Ankathete

COS& = i potenuse Abb, 119. Das Verfakren von Bing.

sing =

* Die Rechnung erfordert sehr viel Geduld, denn, um n mit nur 6 Dezimalstellen auszurechnen, miiBte man
viele Glieder in der betreffenden Reihe behandeln. Es gibt aber andere Methoden, mit denen = schnell bis auf
10 Dezimalstellen genau ausgerechnet werden kann.,
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In unserem Beispiel ergibt sich dann
cosa =2 — %
AB 27
wobei 7 det Kreishalbmesser ist.
Die Seite des gesuchten Quadrats ist also x =27rcosa und seine Fliche
x% = 4 #* cos’a.
Andererseits soll jedoch die Fliche des Quadrats gleich =72, d. h., sie soll nach
unserer Aufgabe der Fliche des betreffenden Kreises gleich sein.

Folglich ist 4 #2 cos®’a = x#? und daraus:
cos?a = % ;  cosa = % ]/; = 0,386

Wir finden in den Tabellen entsprechend:
o= 27 ° 36’

Es gentgt also, durch den betreffenden Kreis eine Sehne in einem Winkel
27° 36’ zum Durchmesser zu legen, um die Seite eines Quadrats zu erhalten,
dessen Flicheninhalt der Fliche des betreffenden Kreises gleich ist. Praktisch ver-
fihrt man dabei so, daBl man ein Winkellineal (Dreieck) anfertigt, bei dem der eine
spitze Wirkel 27° 36 betrigt (der andere ist entsprechend 62° 24).

Sind wir im Besitz eines solchen Zeichendreiecks, so finden wir fiir jeden Kreis
sofort die Seitenlinge des Quadrats mit dem gleichen Flicheninhalt®.

Wir geben noch einen Hinweis fiir diejenigen, die ein solches Dreieck selbst
anfertigen wollen:

Da der Tangens von 27° 36’ gleich 0,523 oder % ist, so verhalten sich die
Katheten unseres Dreiecks wie 23 : 44. Fertigen wir daher ein Dreieck an, dessen
Katheten 22 cm und 11,5 cm lang sind, dann haben wir das, was wir brauchen.
Selbstverstandlich kann man solch ein Dreieck wie einen gewdhnlichen Zeichen-
winkel benutzer.

Kopf oder Fiifie?

Ich glaube, es war eine Person aus einem Roman von Jules Verne, die ausrech-
nen wollte, welcher Korperteil eines Mannes im Laufe einer von ihm unterrom-
menen Weltreise einen lingeren Weg zuriickgelegt hatte - der Kopf oder die Fiil3e.

Aufgabe

Stellen Sie sich vor, Sie sind einmal um die Erde herumgegangen, und zwar am
Aquator entlarg. Um welchen Betrag ist die von dem Kopf zuriickgelegte Strecke
linger als die von den FuBspitzen zurticklegte?

Losung

Die Fiie haben den Weg von 2 x 7 (wo » Halbmesser des Erdballs ist) zurtick-
gelegt. Der Scheitel hat die Strecke zx (r + 1,7) zurilickgelegt, worin 1,7 m die
Normalgr6Be eines Menschen ist.

* Dieses sehr handliche Verfahren wurde erstmalig von dem russischen Ingenieur Bing im Jahre 1830 vorge-
schlagen; das beschriebene Zeichengerit wird demnach als Bingsches Dreieck bezeichnet.
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Die vom Kopf zuriickgelegte Strecke ist folglich um
2n(r+ 1,7m) — 2wy = 27+ I,7m = 10,7m

linger als der Weg der FulBle. Es ist interessant, dall die endgiiltige Antwort den
Wert des Erdhalbmessers nicht enthilt. Daraus folgt, da8 wir das gleiche Resultat
erzielen, wenn die Messung auf dem Jupiter oder auf einem der kleinsten Planeto-
iden durchgefithrt wird.

Uberhaupt hingt die Differenz zweier konzentrischer Kreise nicht von ihren
Radien, sondern nur von ihrem gegenseitigen Abstand ab. Addieren wir zum
Halbmesser der Erdbahn um die Sonne einen Zentimeter, so nimmt ihre Linge
genau um den gleichen Betrag zu wie der Umfang eines Zehnpfennigsticks bei
der Zunahme seines Halbmessers um ebenfalls einen Zentimeter.

Auf diesem verbliiffenden geometrischen Paradoxon® beruht folgende Aufgabe,
die in vielen Bilichern Gber geometrische Spielereien vorkommt.

Um den Aquator wird eine Windung Draht fest herumgewickelt und anschlie-
Bend um einen Meter verlingert. Wire dann eine Maus in der Lage, unter diesem
Draht hindurchzukriechen?

In den meisten Fillen lautet die Antwort, da3 der durch die Lockerung um 1 m
entstehende Zwischenraum, verglichen mit den 40 Millionen Metern des Erdum-
fanges, am Aquator winzig klein, kaum haaresbreit sein wiirde. In Wirklichkeit
betrigt der Abstand von der Erdoberfliche

100
27

cm /= 16 cm.

Durch diesen Zwischenraum kriecht nicht nur eine Maus, sondern auch ein
ausgewachsener Kater bequem hindurch.

Der Leser kann folgenden Versuch durchfihren:

Messen Sie mit einem Stiick Schnur den Umfang einer Tasse oder eines Tellers,
geben dann einen Meter zu und messen den Abstand zwischen dem Gegenstand
und dem neuen Umfang der Schnur. Machen Sie das gleiche bei einem gréBeren
Gegenstand, z. B. Papierkorb oder Waschschiissel, so werden Sie feststellen, da3
beide Zwischenrdume gleich sind, ndmlich 16 cm.

I00
2m

cm =&~ 16 cm.

Der Draht lings des A quators

Aufgabe

Stellen Sie sich einmal vor, daBl um die Erdkugel am Aquator ein Stahlband
fest anliegend gespannt ist. Was geschieht, wenn dieses Band um 1° abkithlt? Das
Bard muB kiirzer werden. Angerommen, es wiirde dabei weder reiBen, noch sich
mechanisch dehnen, wie tief wird es sich in die Erde graben?

* Als Paradozon bezeichnet man eine wahre Erkenntnis, die auf den ersten Blick unwahrscheinlich erscheint,
zum Unterschied vom Sophismus, einem TrugschluB, der nur den Schein des Wahren besitzt.
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Lésung

Scheinbar kann die sehr unbedeutende Temperaturverminderung um einen Grad
kein merkliches Eingraben oder keinen Einschnitt des Bandes in das Erdreich
verursachen. Die Rechrung beweist allerdings, daB es anders aussieht.

Bei einer Abkihlung um 1° wird das Stahlband um ein Hunderttausendstel
seiner Linge kiirzer, Betrigt dessen Linge 40 Millionen Meter (Erdumfang am
Aquator), so muB3 das Band, wie man leicht ausrechnen kann, um 400 Meter kiirzer
werden.

Der Halbmesser dieser kreisfdrmigen Schleife wird jedoch nicht um 400 Meter,
sondern um einen viel geringeren Betrag verkiirzt. Damit wir die Verkiirzung des
Halbmessets feststellen kénnen, miissen wir 400 m durch 6,28, d. h. durch 27 teilen.
Wir erhalten ungefiht 64 m. Daraus folgt, daf3 das um 1° abgekiihlte Bard sich
unter diesen Bedingungen nicht um wenige Millimeter, sondern um mehr als
60 m in das Erdreich hineinpressen wirde.

Tatsachen und Rechnungen

Aufgabe

Die Abb. 120 zeigt acht Kreise. Sieben davon sind unbeweglich, der achte rollt
an ihnen reibungslos ab. Wie oft dreht sich der Kreis bei einmaligem Abrollen
tiber die Kreise 1 bis 6?

Sie kénnen die Angelegenheit freilich praktisch sofort nachprifen. Legen Sie
acht Geldstiicke von gleicher Gr6Be auf den Tisch wie auf der Zeichnung, driicken
Sie sieben dieser Miinzen fest auf den Tisch, und lassen Sie die Kante der achten
Minze an den Kanten der iibrigen abrollen. Damit Sie die Umdrehungszahl fest-
stellen konnen, merken Sie sich die Stellung der geprigten Zahl. Jedesmal, wenn
die Zahl in die urspriingliche Stellung zu-
riickkehrt, hat sich das Geldstiick einmal
um die eigene Achse gedreht.

Fihren Sie nun den Versuch praktisch
durch und Sie werden feststellen, daB sich
das Geldstick im ganzen viermal dreht.

Jetzt wollen wir versuchen, die gleiche
Artwort durch Rechnen und Uberlegen zu
erhalten,

Zu diesem Zweck stellen wir zuerst fest,
wie groB3 der Bogen ist,dender abrollende
Kreis beschreibt, und iberlegen, wie sich
der Kreis von der »Kuppe A« zum nich-
sten »Tal« zwischen zwei unbeweglichen
Kreisen (Abb. 120) fortbewegt.

Auf Grund der Zeichnung kann man un-
schwer erkennen, daf3 der Bogen, an dem

Abb. 120. Wieviel Umdreh.ungen legt der Kreis 8 K \ \
suriick, wenn er die anderen Kreise einmal umfdahrt? der Kreis abgcrollt 1st, 60° milt. ]eder
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feste Kreis enthilt zwei dieser Bogen. Sie bilden zusammen einen Bogen von 120°
bzw. 4 des vollen Kreises.

Daraus folgt, da8 der abrollende Kreis jedesmal, wenn et § eines festen Kreises
umfihrt, sich selbst +mal dreht. Im garzen haben wir sechs starre Kreise; also
legt der abrollende Kreis § - 6 = 2 Umdrehungen zuriick.

Das Ergebnis weicht von dem Beobachtungsergebnis ab. Tatsachen haben aber
die Fihigkeit, die Dinge zu erhirten. Ist die Rechnung durch die Beobachtung
nicht unterstiitzt worden, so bedeutet dies, dafl uns in der Rechnung irgendwo ein
Fehler unterlaufen ist. Stellen Sie den bei den Uberlegungen unterlaufenen Fehler
fest!

Losung

Rollt der Kreis auf einer geraden Strecke von der Linge eires Drittels des Kreis-
umfanges reibungslos ab, dann beschreibt er tatsichlich + Umdrehung um seine
eigene Achse. Sobald der Kreis jedoch an einem Bogen oder einer Kurvenlinie
abrollt, ist diese Behauptung falsch und die Uberlegung entspricht nicht den Tat-
sachen. In der hier behandelten Aufgabe legt der Kreis beim Umfahren des Bogens,
dessen Linge z. B. 1 des Kreisumfanges betrigt, nicht etwa %, sondern % Um-
drehungen zuriick; nach Umfahren von sechs solchen Bogen macht er folglich

6 % = 4 Umdrehungen !

Sie konnen sich davon sehr anschaulich Uberzeugen.

Das gestrichelte Bild (Abb. 120) stellt den rollenden Kreis in jener Stellung dar,
die er nach Umfahren des Bogens 4B (60°) des festen Kreises eingenommen hat.
Die Linge des Bogens betrigt 4 des Kreisumfanges. In der verdnderten Lage
liegt an der Kuppe des Geldstlickes 2 nicht Punkt B, sondern Punkt C an. Wie
leicht zu erkennen ist, entspricht dies der Umdrehung der an der Kreisperipherie
gelegenen Punkte um 120° oder 4+ Umdrehurg. Eirer »Bahn« von 120° entspricht
dann tatsichlich 4 einer Umdrehung des abrollenden Kreises. Rollt ein Kreis
lings einer Kurvenbahn oder einer geknickten Linie ab, dann ist seine Umdrehungs-
zahl anders, als wenn der gleiche Kreis auf einetr Gerdden von der gleichen Linge
abrollt.

Wir verweilen noch etwas bei der geometrischen Seite dieser verbliffenden Tat-
sache, um so mehr, als ihre Erklirung nicht minder tiberzeugend klingt.

Ein Kreis mit dem Radius 7 rollt eine gerade
Strecke entlang. Er hat sich einmal gedreht, nach-
dem er die Strecke 4B zuriickgelegt hat, deren
Linge also der Liange des Kreisumfanges 27 ent-

spricht. Nun knicken wir die Gérade AB in der ¢ /_’_O(\\
Mitte C (Abb.121) und schwenken den Abschnitt (’ \
CB um cinen Winkel a, bezogen auf die Aus- \f & /
gangsstellung, um. N/

Nach einer halben Umdrehung erreicht der
: 3 H : Abb. 121. Die zusitzliche Drehung bzw. das
KrCIS C. Um Cl-nC Lage cinzunehmen, bei dCl‘ €L Abwilzen cines Kreises iiber eine geknickie
die Gerade CB im Punkt C beriihrt, muB er sich, Stre. ke wird offenbar.
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einschlieBlich seines Mittelpunktes, um den Winkel «° drehen. (Beide Winkel sind
gleich, weil sie gegenseitig senkrecht aufeinanderstehende Seiten haben.)

Wihrend der Drehung um den Winkel a bewegt sich ja der Kreis auf der
Strecke nicht weiter fort. Gerade auf diese Tatsache ist der zusitzlich entstehende
Teilder Umdrehung, verglichen mitdem Abrollen aufder Geraden, zuriickzuftihren,

Diese zusitzliche Drehung, deren GroBe -t ist,

a bildet einen Bruchteil der vollen Umdrehung. Der Kreis

legt nun lings des Abschnittes CB ebenfalls eine halbe

Umdrehung zuriick, so daf3 die Gesamtdrehzahl beim

Abrollen iiber die Strecke ACB T + s ist. Jetzt ist

die Vorstellung, wieviel Umdrehungen der Kreis zuriick-

legen muB, der an den Seiten eines regelmiBigen Sechs-

ecks abrollt, nicht mehr schwierig (Abb. 122). Er dreht

sich offenbar ebenso viele Male wie auf einer geraden

Abb. 122, Wieviel Umdrehvngen ~ Dahn, deren Linge der Summe der Seiten des Sechsecks

soltfuet der Kyess, wenn cr an den  gleich ist plus einer Drehzahl, die gleich der Summe

aller Aullenwinke! des Rechtecks geteilt durch 360° ist.

Die Summe simtlicher AuBlenwinkel jedes Vielecks ist konstant 360°. Wenn also

der Kreis ein Sechseck oder jedes beliebige andere Vieleck umfihrt, machter stets

eine ganze Umdrehung mehr, als wenn er auf einer Geraden abrollen wiirde, deren
Linge der Summe aller Vielecksseiten gleich wire.

Bei wiederholter Verdoppelung der Seitenzahl eines regelmiBigen Vielecks
nihern wir uns immer mehr dem Kreis. Folglich gelten alle unsere Uberlegungen
auch fiir den Kreisumfang. Rollt z. B. entsprechend den urspriinglichen Bedingun-
gen ein Kreis am Bogen von 120° eines gleich groBen Kreises ab, dann wird die
Behauptung, daB der bewegliche Kreis sich nicht %-, sondern §mal dreht, geome-
trisch vollkommen klar.

Dic Seiltanzerin

Verfolgt man die Bahn eines beliebigen Punktes eines Kreises, der gerade oder
an einem Kreisumfang abrollt, so erhilt man verschiedenartige Kurvenbilder.
Abb. 123 und 124 stellen einige dieser Kurven dar.

~ ~ LN
o~ O = L >

A A
2u _ !

Abb. 123. Die Zykloidenkurve ist die Bahn des Punktes A auf der Peripherie eines Kreises, der ohne Reibung
in gerader Richtung vorwdrts rolit.

Es entsteht nun die Frage, ob ein wandernder Punkt eines Kreises, der an der
Innenseite eines anderen Kreisumfanges abrollt (Abb. 124), nicht eine Kurve,
sondern eine Gerade zurlicklegen kann. Auf den ersten Blick scheint es nicht még-
lich zu sein.
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Abb. 124. Eine Dreikanthypozykloide wird von einem Abb. 125. eDie Seiltinzerine. Der abrollende Kreis
Punkt auf einer Kreisscheibe beschrieben, die auf dem weist Punkte geradliniger Beweging auf.
innerenUmfang eines groferen Kreises abrollt. R =37,

Dennoch habe ich eine derartige Konstruktion mit eigenen Augen gesehen. Es
handelt sich um ein »Seiltinzerin« genanntes Spielzeug (Abb. 125), das Sie leicht
selbst herstellen kénnen.

Sie zeichnen auf ein Stiick Pappe oder eine Sperrholzplatte einen Kreis von 30 cm
Durchmesser und verlingern den Kreisdurchmesser in den Diagonalen nach beiden
Seiten. Die angezeichnete Scheibe wird dann ausgeschnitten. Sie stecken je eine
Nadel mit gemeinsam durch beide Nadeln durchgezogenem Faden in die beiden
Enden des verlingerten Durchmessers und befestigen die Enden des gespannten
Fadens an der Pappe (dem Sperrholz). In das entstandene Loch von 30 cm Durch-
messer legen Sie eine aus Pappz oder Spzrrholz angefertigte Scheibe, deren Durch-
messer I5cm betrigt. Genau an der Peripherie der Scheibe stecken Sie ebenfalls
eine Nadel ein (s. Abb. 125). Dann schneiden Sie aus einem dicken Blatt Papier
die Figur einer Seiltinzerin aus und kleben den FuB der Figur mit Siegellack an
den Nadelkopf fest.

Jetzt versuchen Sie, die kleine Scheibe am Umfang der Offnung ohne Reibung
abzurollen. Das Nadelende mit der an ihm befestigten Seiltdnzerin wird vorwirts
oder rickwirts an dem »Seil« entlanggleiten.

Diese Tatsache findet ihre Erkldrung darin, daBl der Punkt, an dem die Nadel
befestigt ist, genau auf dem Durchmesser des ausgeschnittenen groBen Kreises
entlangwandert. Warum bewegt sich aber in einem ihnlichen Falle (s. Abb. 124)
der Punkt des abrollenden Kreises nicht auf einer Geraden, sondern auf eirer
Kurvenbahn (Hypozykloide genannt)? Die Ursache liegt einzig und allein in dem
GroéBenverhiltnis der Durckmesser des groBen und des kleinen Kreises.

Aufgabe

Es ist zu beweisen, daB durch das Abrollen eines Kreises an dem Innenumfang
eines anderen Kreises mit doppeltem Durchmesser jeder an der Peripherie des
kleinen Kreises gelegene Punkt auf der Geraden wandert, die dem Durchmesser
des groBen Kreises entspricht.
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Loésung

Betrigt der Durchmesser des Kreises O,
die Hilfte des Durchmessers des Kreises O
(Abb. 126), so befindet sich in jedem be-
liebigen Augenblick der Bewegung des
Kreises O, einer seiner Peripheriepunkte
im Mittelpunkt von O.

Wir wollen jetzt die Wanderung eines
Punktes 4 riher betrachten. Angenom-
meri, der kleine Kreis hat einen Kreis-
bogen AC am groBen Kreis zuriickgelegt.

Wo befirdet sich jetzt der Punkt 4 in
der neuen Stellung des Kreises 0, ?

Offenbar mul er sich in einem Punkt 4; des Umfanges befinden, und zwar so,
daB die beiden Bogen ACund 4,C gleiche Linge besitzen (der Kreis rollt reibungs-
los ab). Es sei 04 = und Winkel 40C = «. Dann ist 4C = Z5 > folglich ist
auch A4,C = %%,

Wir wollen wissen, wie groB der Winkel 4,0,C ist. Der Bogen 4,C ist #,[;&.
Dieser Bogen mubB einem bestimmten Winkel des Kreises O, entsprechen. Der
Durchmesser des Kreises O, ist . Damit ergibt sich fiir den Umfang U == -7
und fiir den Bogen von einem Grad:

Abb. 126. Die geometrische Evklirung der »Setltinzerin,

N Tov-1°
Bogenlinge 1° =

300"
Dann ist der Winkel 4,0,C zu errechren aus:

Bogenlinge 4, C

Bogenlange 1° des Kreises O,

T a’
- 180° 360° - &
Winkel 4,0,C = —10 = 3% "% 54
RN 180
360°

Der Winkel 4,0,C ist der AuBerwinkel des Dreiecks 4,0,0 und so grofl wie die
beiden gleichen Winkel 4,00, + 0,4,0.
Es ergibt sich somit:

=

Winkel 4,0C =

28
2

Der Punkt 4 wandert also auf dem Strahl OA.

Das oben beschriebene Spielzeug stellt ein primitives Mittel zur Umwandlung
einer Rotationsbewegung in eine geradlinige Bewegung dar.

Techniker, insbesondere Mechaniker, interessieren sich fir die Konstruktion
derartiger Triebwerke (wissenschaftlich nennt man sie Inversoren) besonders seit
Polsunows Zeiten”.

* Iwan Iwanowitsch Polsunow, Techniker eines im Ural gelegenen Hiittenwerks, konstruierte Mitte des
18. Jahrhunderts die erste zweizylindrige atmospharische Dampfmaschine.
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Der Weg tiber den Pol

Beschiftigen wir uns nun mit dem berithmten Langstreckenflug Gromows, des
Helden der Sowjetunion, und seiner Freunde von Moskau nach San Jacinto iiber
den Nordpol. Durch seinen 62 Stunden 17 Minuten andauernden Flug holte sich
Gromow zwei Weltrekorde, nimlich fiir einen Nonstopflug tber 10200 km auf
gerader Strecke und tber 11500 km auf einer geknickten Flugstrecke.

Jetzt iberlegen Sie einmal, ob sich das Flugzeug mit der Erde um ihre Achse
gedreht hat, als jene Rekordflieger den Pol iiberquerten. Die Frage wird zwar oft
gestellt, man erhilt jedoch nicht immer die richtige Antwort.

Jedes Flugzeug, auch ein iiber den Pol fliegendes, muB unbedingt an der Erd-
rotation teilnehmen. Die Ursache ist darin zu suchen, dall ein in der Luft be-
findliches Flugzeug ja nur von der festen Erdoberfliche getrennt ist, aber durch
die Lufthiille mit dem Erdball verbunden bleibt. Bei einer Rotation unseres Pla-
neten um seine Achse fithrt auch das Flugzeug diese Bewegung aus. Folglich
drehte sich das Flugzeug beim Flug von Moskau nach Amerika gleichzeitig mit
der Erde um ihre Achse. Wie sieht nun diese Flugbahn wirklich aus?

Zuvor noch einen Hinweis, damit wir diese Frage richtig beantworten koénnen.
Wenn wir behaupten, ein K&:per bewegt sich, so meinen wir, daB die Lage dieses
Korpers zur Lage irgendwelcher anderer Korper veridndert wird. Das Problem
einer Flugbahn und einer Bewegung tberhaupt wird dann sinnlos, wenn das
»Bezugssystem« — wie der Mathematiker sagt — oder, anders ausgedriicke, der
Kotper, in bezug auf den die Bewegung stattfindet, nicht genannt oder zumindest
nicht als bekannt vorausgesetzt wird.

Auf die Erde bezogen, bewegte sich Gromows Flugzeug fast genau lings des
Lingengrades von Moskau. Der Meridian von Moskau dreht sich genau wie jeder
andere Lingengrad mit der Erde um ihre Achse. Auch das Flugzeug, das sich an
dem Lingengrad hielt, rotierte mit; fiir den Erdbeobachter dndert sich die Form
der Flugbahn nicht.

Fir uns, die mit der Erde fest verbunden sind, bleibt die Bahn des Fluges ber
den Pol der Bogen eines groflzn Kreises, soweit angenommen wetden kann, dal3
das Flugzeug genau am Meridian entlang flog und dabei immer den gleichen Ab-
stand vom Erdmittelpunkt beibehielt.

Wir stellen die Frage jetzt folgendermalBien: Wir haben es mit einetn auf die
Erde bezogenen Flug zu tun und wissen, daBl das Flugzeug mit der Erde um ihre
Achse rotiert. Damit haben wir eine Bewegung von Erde und Flugzeug, die wir
beziehen auf irgendeinen auBlerhalb des »Bezugssystems« der Erde befindlichen
dritten Korper. Wie sieht nun die Flugbahn aus, wenn man diese von diesem
dritten Ort aus beobachtet?

Wir wollen diese nicht alltdgliche Aufgabe vereinfachen.

Stellen wir uns das Polargebiet als eine drehbare Scheibe vor, die von einer senk-
recht zur Erdachse stehenden festen Ebenc beobachtet werden kann. Wir denken
uns diese Ebene als den »dritten Koiper«in bezug auf den die Scheibe um die Erd-
achse rotiert. Auf einem der Durchmesser dieser Scheibe entlang bewegt sich
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gleichformig ein kleiner Wagen, z. B. mit Uhr-
werkantrieb,derals Modelldeslingsdes Meridians
fliegenden Flugzeuges dienen soll (Abb. 127).

Wie sieht nun die Linie auf unserer Ebene aus,
die die Bahn des Wagens (oder, besser gesagt,
den Weg irgendeines Punktes des Wagens, z. B.
des Schwerpunktes) abbildet?

Die Zeit, innerhalb der das Wigelchen von
einem Ende des Durchmessers bis zum anderen
rollt, hingt von seiner Geschwindigkeit ab.

Wir betrachten drei Fille:

A 1. Der Wagen legt seinen Weg in 12 Stunden

Abb. 127, Ein Wagen iiberquert in zuriick.

12 Stunden den Durchmesser einer Scheibe. 2. Er beansprucht hierfiir 24 Stunden,
‘ 3. Er braucht dazu 48 Stunden.

In allen drei Fillen dreht sich die Scheibe innerhalb von 24 Stunden einmal
herum.

Eyster Fall (Abb. 128).

Der Wagen legt den Weg entlang des Scheibendurchmessers innerhalb von
12 Stunden zuriick. In der gleichen Zeit macht die Scheibe eine halbe Umdrehung,
sie dreht sich also um 180°, so daB3 die Punkte 4 und A’ ihre Orte vertauschen.
In Abb. 128 ist der Durchmesser in acht gleiche Abschnitte geteilt, wobei der
Wagen 12 : 8 = 1,5 Stunden braucht, um jeweils einen Abschnitt zu durchlaufen.
Wir wollen feststellen, wo sich der Wagen anderthalb Stunden nach Beginn der
Bewegung befinden wird. Wiirde die Scheibe unbeweglich verharren, dann hitte
der Wagen, nachdem er den Punkt 4 verlassen hat, den Punkt b nach anderthalb
Stunden erreicht. Da jedoch die Scheibe rotiert, dreht sie sich in 1,5 Stunden um
180° : 8 = 22,5°. Der Punkt b der Scheibe wandert nach 5.

Der auf der Scheibe stehende und mit ihm rotierende Beobachter merkt die
Bewegung nicht, er wiirde lediglich sehen, daB der Wagen von Punkt 4 nach
Punkt b gerolltist. Der auBzrhalb der Scheibe stehende und an deren Rotation nicht
teilnehmende Beobachter dagegen hitte einen anderen Eindruck gewonnen: Fir
ihn wire der Wagen auf einer gekritmmten Bahn von 4 nach & gewandert. Nach
den richsten arderthalb Stunden hitte der auB3zrhalb der Scheibe stehende Be-
obachter den Wagen bei ¢’ erblickt. Innerhalb der folgenden 1,5 Stunden hitte
sich fir ithn der Wagen auf dem Bogen ¢’d’ bewegt und nach weiteren anderthalb
Stunden den Mittclpunkt e erreicht.

Wir verfolgen die Bewegung weiter. Der auBlerhalb der Scheibe stehende Be-
obachter wiirde jetzt etwas vollig Unerwartetes entdecken. Fiir ihn beschreibt der
Wagen eine Kurve ef'g'h'A.

So verbliiffend die Angelegenheit sein mag - von seinem Standort aus betrachtet
endet die Bewegung nicht etwa in dem gegeniiberliegenden Durchmesserpunkt,
sondern im Ausgangspunkt.
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Die Erklirung des Ritsels ist sehr einfach.
Wihrend der 6 Stunden anhaltenden Reise des
Wagens entlang des zweiten Durchmesserteiles
ist dieser Teil, d. h. der Halbmesser, inzwischen
um 180° (mit der Scheibe) weitergeriickt und
nimmt nunmehr die Stellungdes ersten Halbmes-
sers ein. Der Wagen dreht sich samt der Scheibe
auch in dem Augenblick, in dem dieser den
Scheibenmittelpunkt iberfzhrt. Der Wagen hat
naturlich keinen Platzim Mittelpunkt. Er stimmt
mit dem Mittelpunkt vielmehr nur in einem ein-
zigen Punkt tiberein; in diesem Augenblick dreht
er sich mit dem Wagen um diesen Punkt. Das
gleiche geschieht auch mit dem tiber den Pol flie-
genden Flugzeug. Verschiedene Beobachter, die
die Reise des Wigelchens von einem Ende des
Scheibendurchmessers zum anderen verfolgen,
sehendie Bewegung verschieden. Einem Beobach-
ter auf der Scheibe scheint die Wagenbewegung
geradlinig zu sein. Der auf einem festen Punkt
stehende, an der Scheibenrotation unbeteiligte
Zuschauer nimmtdie Bewegung des Wagens auf,
als bewege sich dieser Uber eine Kurvenbahn
(Abb.128),diedhnlichder Formeines Tropfens ist.

Diese Erkenntnisse lassen sich auf den Flug
ibertragen. Jedermann, der, sagen wir, vom Etd-
mittelpunkt aus die Bewegung des Flugzeuges
verfolgen wiirde (also den auf die gedachte Ebene
bezogenen Flug), wiirde die Flugbahn ebenfalls
in Form dieser Kurve sehen. Voraussetzung hier-
fir wire, daB die Erdkugel durchsichtig wire
und daB3 weder der Beobachter noch die Ebene
an der Erdrotation teilnimmt. Es wire ferner er-
forderlich, daB der Flug des beobachteten Flug-
zeuges iber den Pol 12 Stunden dauert.

Wir haben es hier mit einem interessanten
Beispiel einer zusammengesetzten, aus zwei Ein-
zelbewegungen bestehenden Bewegung zu tun.

In Wirklichkeit dauerte jedoch der Flug iber
den Pol von Moskau bis zu einem diametral ent-
gegengesetzten Punkt auf dem gleichen Breiten-
grad linger als 12 Stunden. Wir werden daher
eine weitere dhnliche Erliuterungsaufgabe un-
tersuchen.
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Abb. 128 und Abb. 120, Ein Punkt, der
unter der Wirkung von zwei zusammenge-
setsten Bewegungen wandert, beschreibt diese
merkwirdigen Kurvenbahnen:

a) Der Durchmesser wird in 12 Stunden

tiberquert.
b) Der Durchmesser wird in 24 Stunden
wberquert.
Al’
h
9
B
e o
i
’ )
c
b /
A

Abb. 130. Eine weitere aus zwei Bewegungs-
richiungen susammengesetzte Kurve.



Zweiter Fall (Abb. 129).

Der Wagen legt den Weg am Durchmesser entlang in 24 Stunden zuriick. In
dieser Zeit dreht sich die Scheibe einmal. Fiir den in bezug auf die Scheibe still-
stehenden Beobachter nimmt die Kurvenbahn eine in der Abb. 129 dargestellte
Form an. Es wire gut, wenn sich der Leser dhnlich wie beim ersten Fall die Flug-
bahn skizzieren wiirde.

Dritter Fall (Abb. 130).

Die Scheibe dreht sich nach wie vor einmal in 24 Stunden. Der Wagen braucht
jedoch 48 Stunden, um von einem Ende des Durchmessers zum anderen zu gelangen.
Diesmal legt der Wagen & des Durchmessers in 48 : 8 = 6 Stunden zuriick.
Wihrend der gleichen 6 Stunden dreht sich die Scheibe } Umdrehung = go®
weiter. Folglich nimmt der Wagen 6 Stunden nach Beginn der Bewegung am
Durchmesser die Stellung & ein, wegen der Drehung der Scheibe trifft der Wagen
jedoch in Punkt d’ ein. Nach weiteren 6 Stunden passiert der Wagen den Punktg
usw. In 48 Stunden legt der Wagen den gesamten Weg am Durchmesser zurick,
wihrend die Scheibe zwei volle Umdrehungen macht. Der in einem Fixpunkt
ruhende Beobachter sieht diese zusammengesetzte Bewegung als eine verschnor-
kelte Kurve (s. Abb. 130).

Der zuletzt betrachtete Fall vermittelt uns eine ungefihre Vorstellung von den
wirklichen Verhiltnissen beim Uberfliegen des Nordpols. Gromow brauchte fiir
die Strecke von Moskau bis zum'Pol etwa 24 Stunden. Ein im Erdmittelpunkt
stehender Beobachter wiirde diesen Abschnitt der Flugbahn in Form einer Kurve
erblicken, die der ersten Hilfte der in Abb. 130 dargestellten Kurve nahezu ent-
spricht. Die Entfernung vom Pol bis nach San Jacinto betrigt etwa das 1,5fache
der Entfernung zwischen Pol und Moskau. Der Beobachter wiirde also diesen
zweiten Teil der Flugbahn als dhnliche Kurve sehen, sie wire allerdings 1,5mal
so lang. Abb. 131 zeigt uns die wirkliche Gestalt der Kurvenbahn.

Mancher wird vielleicht durch die Tatsache tberrascht sein, daB Anfangs- und
Endpunkt des Fluges auf dem Bilde so nahe beieinander gelegen sind.

Wir diirfen jedoch nicht auBler acht lassen, daB auf der Zeichnung nicht die
gleichzeitige, wahre Lage der Orte Moskau und San Jacinto dargestellt ist, sondern
mit einem Zeitabstand von 24 Tagen.

So wiirde uns die Gestalt der Flugbahn Gromows liber den Pol erscheinen, wenn
wir seinen Flug vom Erdmittelpunkt aus verfolgen kdnnten. Sind wir im Recht,
wenn wir behaupten, daB diese verschnorkelte Kurve die wirkliche Flugbahn ist
zum Unterschied von den auf Landkarten dargestellten relativen Weg? Nein -
denn auch diese Bewegung ist ebenfalls relativ; sie bezieht sich nimlich auf einen
bestimmten Korper, der an der Drehung der Erde um ihre Achse ebenfalls nicht
teilnimmt, dhnlich wie die iibliche Darstellung der Flugroute sich auf die Evdober-
fliche bezieht. Hitten wir die Moglichkeit, den Weg des Flugzeuges vom Mond
oder von der Sonne aus zu verfolgen®, so wiirde die Form der Flugbahn wiederum
andere Gestalt annehmen. :

* Gemeint ist ein Koordinatensystem, das mit der Sonne bzw. mit dem Mond verbunden ist.
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Abb. 131. Die Flugroute Moskaw —San Jacinto von einem Standort aus gesehen,
der weder am Flug noch an der Erdrotation beleiligt ist.

Der Mond nimmt zwar an der Bewegung der Erde um ihre Achse nicht teil,
aber er umkreist unseren Planeten einmal in einem knappen Monat. Wihrend
des 62 Stunden dauernden Fluges von Moskau nach San Jacinto legt der Mond
einen Kreisbogen von 30° um die Erde zuriick. Durch diese Verinderung des
Standorts wiirde die Kurvenbahn des Flugzeuges fiir einen Mondbeobachter anders
aussehen.

SchlieBlich wiirde eine weitere Bewegung die Form der Flugbahn beeinflussen -
rimlich die Bewegung der Erde um die Sonne. »Es gibt keine Bewegung des
einzelnen Ko1pers, es gibt nur relative Bewegunge, sagt Engels in seiner »Dialektik
der Nature

Die soeben untersuchte Aufgabe bestitigt diese Erkenntnis in anschaulicher
Weise.

Nach dieser recht schwierigen Untersuchung lésen wir eine leichtere Aufgabe,
die vielleicht von einigen Lesern schon einmal gelost wurde.

Die Linge eines Tretbriemens

Als die Gewerbeschiiler mit ihrer Arbeit fertig waren, schlug der Meister eine
Aufgabe fiir diejenigen vor, die Lust hatten, ein wenig nachzudenken.

Aufgabe

»Fiir einen Antrieb in unserer Werkstatte, sagte der Meister, sbrauchen wir einen
Treibriemen; dieser soll aber nicht tiber zwei, sondern gleich iiber drei Riemen-
scheiben gefiihrt werden.¢
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Dann zeigte der Meister seinen Schiilern die schematische Darstellung des
Riemenantriebes (Abb. 132).

»Alle drei Riemenscheibene, fuhr der Meister fort, »sind gleich groB. Thr Durch-
messer und der Abstand zwischen ihren Mittelachsen sind auch aus der Zeichnung
zu entnehmen.

A F

Abb. 132. Schematische Darstellung eines Antriebs. Wie wird die Linge eines Treibriemens besiimmi,
wenn nur die hier angegebenen Mape benulzt werden?

Wie kann man die Linge des Treibriemens schnell und ohne zusitzliche Rech-
nung bestimmen, wenn die erwihnten MafBe bekannt sind P«

Die Schiiler tiberlegten.

Nach einigem Nachdenken meinte ein Schiiler:

sMeiner Ansicht nach besteht die ganze Schwierigkeit darin, dafl die Linge der
Bogen AB, CD, EF, iiber die jeder Treibriemen auf der Riemenscheibe gefiithrt
wird, nicht angegeben ist. Damit wir die Linge jedes Bogens bestimmen konnen,
miissen wir die GréBe des entsprechenden Zentriwinkels kennen; ich glaube, wir
kommen ohne Kreisbogen nicht aus.«

»Die Winkel, die du meinst¢, erwiderte der Meister, slassen sich sogar nach den
auf der Zeichnung angegebenen MaBen mit Hilfe trigonometrischer Formeln und
Tabellen berechnen. Es ist aber eine langwierige und schwierige Methode. Wir
verzichten auch gern auf den Kreisbogen, weil uns die Linge jedes einzelnen
Kreisbogens nicht interessiert, es geniigt, wenn wir ...«

»Ihre Summe kennen |« fielen ihm einige Lehrlinge ins Wort, die bereits »skapier-
ten«, worauf es ankam.

S0, jetzt macht, daB ihr nach Hause kommt, und morgen zeigt ihtr mir die Lo-
sung l« schlo der Meister die Unterhaltung.

Beeilen Sie sich nicht zu sehr, lieber Leser, die richtige Losung nachzusehen.
Nach allem, was der Meister gesagt hat, diirfte auch Ihnen die selbstindige Losung
dieser Aufgabe nicht schwerfallen.

Lésung

Die Linge des Treibriemens ist tatsichlich sehr einfach zu ermitteln. Es geniigt,
zu der Summe der Entfernungen zwischen den Treibriemenachsen die Linge des
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Kreisumfanges einer einzigen Riemenscheibe zu addieren. Bezeichnet man die
Linge des Treibriemens mit /, dann ist

l=a-+b+4+c+2mr.

Fast alle Schiiler watren sich dariiber klar, daB die Summe aller Bogenstiicke,
liber die der Riemen auf den Scheiben gefiihrt wird, gleich einem ganzen Kreis-
umfang ist, aber es gelang nicht allen, diese Tatsache zu beweisen.

Unter den verschiedenen, ausreichend begriindeten Lésungen wihlte der Meister
folgende kiirzeste Rechnung aus.

Es seien BC, DE, FA die Kreistangenten (Abb. 132). Wir ziehen von den Be-
riihrungspunkten aus die Halbmesser. Da alle Riemenscheiben. gleichen Kreisum-
fang bzw. gleiche Radien haben, so sind die Gebilde 0,BCO,, 0,DEQ, und 0,0,FA
Rechtecke; es gilt daher: BC +~ DE +FA =a + b +¢.

Wir brauchen nur noch zu zeigen, dafl die Summe der Bogenlingen AB + CD
+ EF einem vollen Kreisumfang gleich ist. Zu diesem Zweck konstruieren wir den
Kreis O mit dem Radius » (Abb. 132 oben). Wir ziehen OM parallel 0,4, ON
parallel 0,8 und OP parallel 0,D; dann gilt:

Winkel MON = Winkel 40,B
Winkel NOP = Winkel CO,D
Winkel POM = Winkel EO,F

Wir bertlicksichtigen dabei, dafi die Winkel parallele Seiten habern.

Daraus folgt:
AB +CD +EF =MN + NP + PM = 2xr.

Also betrigt die Linge des Treibriemens
l=a-+b+ct2nr

In der gleichen Weise kann bewiesen werden, daB fiir jede Anzahl gleich groBer
Riemenscheiben (also nicht etwa nur fiir drei) die Linge des um sie gefithrten
Treibriemens der Linge simt-
licher Entfernungen zwischen den
Treibriemenachsen plus der Linge °

eines Riemenscheibenumfanges

gleich ist. ‘
Aufgabe ‘

In Abb. 133 ist ein Transport- o a5 Im
band dargestellt, das iiber 4 Rol- e

len von gleicher GtoBe gefiihrt ist.

(I).J"C Anlagc ?nd:lalt .aUCh einige Abb. 133. Berechnen Sie mit den gegebenen Mafen die Linge
Stiitzrollen, sie sind jedoch fort- des Transportbandes!
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gelassen, weil sie die Losung der Aufgabe nicht beeinflussen). Stellen Sie mit Hilfe
des der Zeichnung beigefiigten MaBstabes die erforderlichen MaBe fest und be-
rechnen Sie die Forderbandlinge.

Die Aufgabe vom klugen Raben

In unseren Fibeln gibt es eine amiisante Geschichte vom klugen Raben. Diese
sehr alte Erzihlung schildert einen durstigen Raben, der einen Krug mit Wasser
fand. Der Krug enthielt jedoch nur wenig Wasser; der Rabe konnte mit seinem
Schnabel den Wasserspiegel nicht erreichen. Aber der kluge Vogel wuBlte sich zu
helfen; er beganmn ein Steinchen nach dem anderen ins Wasser zu werfen. Am Ende
hatte er so viele Steinchen in den Krug geworfen, daBl das Wasser bis an den Rand
des GefiBes stieg und der Rabe seinen Durst stillen konnte.

Aufgabe

Hitte der Rabe seinen Durst stillen konnen, wenn der Krug bis zur Hilfte voll
gewesen wire ?

Lésung

Bei niherer Betrachtung der Aufgabe stellt sich heraus, d2B die von dem Raben
angewandte Methode nicht bei jedem Wasserstand zum Ziele fithrt. Wir nehmen
der Einfachheit halber an, daB der Krug die Gestalt eines regelmiBigen Prismas
und die Steinchen die Form von Kugeln in der gleichen Gré8e haben. Wie wir uns
leicht tiberzeugen konnen, wird das Wasser nur dann hdher als das Steinhiufchen
steigen, wenn das Volumen der urspringlichen Wassermenge groBer war als alle
Zwischenriume zwischen den Steinchen: Nur in diesem Falle fiillt das Wasser diese
Zwischenriume und bedeckt die Steine.

Wir wollen das Volumen der Zwischenriume berechnen. Die Rechnung ist
einfach, wenn die Steinchen so angeordnet sind, daB die Mittelpunkte der Stein-
chen auf der Senkrechten liegen, die die Mittelpunkte der ober- und unterhalb
dieses Steinchens liegenden Steinchen miteinander verbindet. Angenommen, der
Durchmesser eines Kugelsteins ist d; sein Volumen also § & @ und das Volumen
des die Kugel umschreibenden Wiirfels 4°. Die Differenz dieser Volumina ist det
Rauminhalt des nicht ausgefiillten Wiirfelteils.

@ — —xd = 04843

Wir sehen, daBB das unausgefiillte Volumen jedes Wiirfels 0,48 seines Gesamt-
volumens erreicht. Die Summe aller Volumina zwischen den Kugeln im Krug
hat den gleichen Anteil an dem Kruginhalt, nidmlich eine knappe Hilfte. Besitzt
der Krug keine Prismenform und haben die Steinchen keine Kugelgestalt, so
indert das nicht viel an diesem Sachverhalt. Man kann ruhig folgende Behauptung
aufstellen: Erreichte der urspriingliche Wasserstand nicht die Hilfte der Krug-
héhe, dann wire es dem Raben niemals gelungen, durch das Einwerfen von Stein-
chen den Wasserstand bis zum Rande des Kruges zu heben.
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Wite der Rabe so stark, daf} er fihig wire, die Steinchen im Krug durch Schiit-
teln dicht aneinander zu bringen, dann allerdings hitte der Wasserstand mehr als
doppelt so hoch wie die urspriingliche Héhe werden kénnen. Dazu fehlt ihm aber
die Kraft; andererseits haben wir die niichternen Bedingungen der Aufgabe da-
durch nicht verletzt, dafl wir annehmen, die Steinchen fallen nur locker aufein-
ander. Es sei noch darauf hingewiesen, dafl Kriige meistens eine gewdlbte Mitte
haben. Dadurch wire die Steigerung des Wasserstandes noch verzégert worden
und die Richtigkeit unserer SchluBfolgerung wird nur erhirtet:

Steht das Wasser im Kruge unter halber Héhe, dann wird der arme Rabe nie-
mals seinen Durst I6schen kénnen.

ZEHNTES KAPITEL

Geometrie ohne Messungen und Rechnungen

Konstruktionen ohne Zirkel

Fiir geometrische Konstruktionen benutzt man in den meisten Fillen Zirkel
und Lineal. Wir wollen zeigen, wie auch ohne Zirkel oder ohne Lineal in Fillen
gearbeitet werden kann, von denen man zuerst annimmt, daB dieses Gerit unent-
behrlich ist.

Aufgabe

Man fille vom Punkt 4 (Abb. 134, links) auBerhalb des gegebenen Halbkreises
ein Lot auf den Kreisdurchmesser, ohne dabei zum Zirkel zu greifen. Der Kreis-
mittelpunkt ist nicht bezeichnet.

Losung

Wir helfen uns zunichst durch die Eigenschaft des Dreiecks, nach der sich alle
Hohen in einem Punkt schneiden. Wir verbinden 4 mit C und B und erhalten
dadurch die Punkte D und E (Abb. 134, rechts). Die dritte Hohe ist die gesuchte

A

8 c

Abb. 134. Eine Konstruk!ionsaufgabe und ihre Losung. Erster Fall. Das Lot liegt innerkalb des Duschmessers.
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. A Senkrechte zu BC. Sie mufl die anderen beiden

Hoéhen in ihrem Schnittpunkt treffen, d. h.in M.

Legen wir mit dem Lineal eine Gerade durch 4

und M,dannist die Forderung der Aufgabe exfiillt

undwirbrauchen nicht zum Zirkel zu greifen. Liegt

8 c der Punkt so, dz3 die gesuchte Senkrechte die

Fortsetzung des Durchmessers trifft (Abb.135); so

istdie Aufgabe nur dann zu ldsen, wenn wires nicht

mit einem Halbkreis, sondern mit einem ganzen

Kreis zu tun haben. Wie Abb. 135 zeigt, unter-

scheidet sich die Losung nicht von der bekannten

Methode. Allerdings schneiden sich die Hohen

desDreiecks A BC nicht innerhalb, sondern auBer-
halb dieses Dreiecks.

\
- Dey Schwerpunkt einer Platte
3§
rn Aufgabe
Abb. 135. Die gleiche Aufgabe. Zwester Fall. . . .
Das Lot liegt auperhald des Durchmessers. Sie wissen vermutlich, daB der Schwerpunkt

einer diinnen homogenen Platte von rechteckiger
oder rautenférmiger Gestalt im Schnittpunkt der Diagonalen liegt. Ist die Platte
dreieckig, dann liegt der Schwerpunkt im Schaittpunkt der Winkelhalbierenden,
ist sie kreisformig - im Kreismittelpunkt.
Uberlegen Sie sich jetzt, wie man den Schwerpunkt einer Platte bestimmt, die aus
zwei Rechtecken beliebig zusammengesetzt ist (Abb. 136). Bedingung ist, daB
wir weder messen noch berechnen und nur mit dem Lineal arbeiten.

Lésung

Wir verlingern die Seite DE bis zum Schnittpunkt N auf der Seite 4B und die
Seite FE bis zum Schnittpunkt M auf der Seite BC (Abb. 137). Wir betrachten das

B c 8 M c
~ )
v/ AN ;/
8 AN
\ 7“ \02//\/ 6
N B )
\ /// 10 N \\
//\M // AN
E ,‘l T 0
0 NHYALG D
\, 4
/k \
/7 \\\
/
/ N
A F A F
Abb. 136. Der Schuerpunkt der Platte Abb. 137. Der Plattenschwerpunht
s0ik mit dem Lineal gefunden werden. ist festgestellt.
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Gebilde zunichst als aus den Rechtecken ANEF und NBCD zusammengesetzt.
Der Schwerpunkt jedes dieser Gebilde befindet sich jeweils in den Schnittpunkten
ihrer Diagonalen O, und 0,. Folglich liegt der Schwerpunkt der gesamten Figur
auf der Geraden 0,0,. Nun betrachten wir das gleiche Gebilde als aus den Recht-
ecken ABMF und EMCD zusammengesetzt, deren Schnittpunkte sich in den
Schnittpunkten ihrer Diagonalen O, und O, befinden. Der Schwerpunkt des ge-
samten Korpers liegt also auf der Geraden 040,, und zwar im Schnittpunkt O der
Geraden 0,0, und 0,0,. Wir stellen fest, daf3 tatsichlich nur mit Hilfe des Lineals
konstruiert wurde.

Die napoleonische Aufgabe

Soeben haben wir allein mit dem Lineal konstruiert; wir haben auf den Zirkel
verzichtet, sofern ein Kreis auf der Zeichnung gegeben war. Jetzt betrachten wir
einige Aufgaben mit der umgekehrten Beschrinkung: Das Lineal datf nicht be-
nutzt, nut mit dem Zirkel datf konstruiert werden. Eine dieser Aufgaben hatte
das Interesse Napoleons erregt, der sich bekannlich fiir Mathematik interessierte.
Nachdem er ein Buch des italienischen Mathematikers Mascheroni iiber solche
geometrischen Konstruktionen gelesen hatte, legte er einigen franzdsischen Ge-
lehrten folgende Aufgabe vor:

Aufgabe

Teilen Sie einen gegebenen Kreisumfang in vier gleiche Teile, ohne zum Lineal
zu greifen. Die Lage des Kreismittelpunktes ist bekannt.

Lésung

Der Kreis O (Abb. 138) ist in vier Teile zu teilen. Wir tragen nun von einem
beliebigen Punkt 4 den Halbmesser dreimal ab und erhalten die Punkte B, C, D.
Wie bekannt, ist die Entfernung AC die Sehne eines Bogens, dessen Linge ¥ des
Kreisumfanges ist. AuBetdem ist sie eine Seite des in den Kreis eingeschriebenen
gleichseitigen Dreiecks und betrigt » ]/3, wobei 7 der Kreishalbmesser ist. AD ist
offensichtlich der Durchmesser. Jetzt tragen wir
mit dem Zirkel die Strecke 4C von den Punkten
A und D ab. Die mit dem Zirkel geschlagenen
Kreisbogen schreiden sich in M. Wir wollen nun
beweisen, daB MO gleich der Seite eines in un-
seren Kreis eingeschriebenen Quadratsist. Indem
Dreieck AMO ist die Kathete-

MO =VAM: —A40* =31 — ©# =r}2,
d. h., sie ist der Seite eines eingeschriebenen Qua-
drats gleich. Jetzt brauchen wir nur noch mit
dem Zirkel die Strecke OM auf dem Kreisumfar.g
viermal abzutragen und erhalten die 4 Spitzen
des eingeschriebenen Quadrats, das den Kreis 5, 150 Toiten Sic den Kreis am Unjang
offensichtlich in 4 gleiche Teile teilt. nur mi¢ Hilfe des Zirkels in & gleiche Teile!
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Aufgabe

Und hier eine dhnliche, aber leichtere Aufgabe. Wie vergréBert man den Ab-
stand zwischen zwei Punkten 4 und B (Abb. 139) auf das Dreifache.

Abb. 139. Wie wird die Entfernung swischen A und B auf das n-fache vergréfert
(n = eine ganze Zakl), wenn dabei nur ein Zirkel benutzt werdes darf?

Lésung

Man zieht einen Kreis mit B als Mittelpunkt und dem Halbmesser AB (Abb. 139).
Von A aus tragen wir die Strecke 4B auf dem Kireis dreimal ab. Wir erhalten den
Punkt C, der 4 diametral entgegengesetzt ist. AC ist offenbar doppelt so lang
wie AB. Zieht man den Kreis von Punkt C mit dem Halbmesser BC, so finden
wir in dhnlicher Weise einen dem Punkt B diametral entgegengesetzten Punkt;
dieser hat die dreifache Entfernung 4B von 4 usw. usf. Mit dieser Methode 1403t
sich also ein gegebener Abstand beliebig oft vergréBern.

Die Dreiteilung eines Winkels

Ein gegebener Winkel kann mit dem Zirkel
0 oder einem Lineal nicht in drei gleiche Teile ge-
r teilt werden. Andererseits leugnen die Mathe-
matiker keineswegs, daBl ein Winkel mit anderen
Geriiten in drei gleiche Winkel geteilt werden
kann. Es wurden viele mechanische Instrumente
zu diesem Zweck erfunden. Man bezeichnet diese
Gerite als Trisektoren. Sie kénnen einen solchen
Trisektor aus dickem Papier, Pappe oder diin-
rem Blech selbst herstellen.

Das Gebilde der Abb. 140 stellt einen Trisek-
tor in verkleinertem MaBstab (etwa 4) dar. Der
Streifen AB hatdie gleiche Linge wie der Radius
des Halbktreises. Die Kante BD steht auf AC
Abb. 140. Der Trisektor. senkrecht. Sie beriihrt den Halbkreis in B. Der
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Streifen kann beliebig lang sein. Aus der Zcichnung ist zu ersehen, wie der
Trisektor benutzt wird.

Angenommen, der Winkel KSM (Abb. 140) muB3 in drei gleiche Teile geteilt
werden. Man legt den Trisektor so, daf3 die Spitze des Winkels S auf der Kante
BD liegt; ferner muB eine Seite des Winkels durch den Punkt 4 fihren, die andere
Seite den Halbkreis bertihren®. Dann zieht man die Geraden SB und SO, und fertig
ist die Dreiteilung! Zum Beweis wollen wir den Kreismittelpunkt O mit dem Be-
tihrungspunkt N verbinden. Wir kénnen uns leicht davon tiberzeugen, daB das
Dreieck ASB gleich dem Dreieck SBO und das Dreieck SBO seinerseits dem Drei-
eck OSN gleich ist. Aus der Gleichheit dieser 3 Dreiecke folgt, daB die Winkel
ASB, BSO und OSN einander gleich sind, was auch bewiesen werden sollte.

Diese Methode der Winkelteilung ist nicht rein geometrisch, sie ist eher als
mechanisch zu bezeichnen.

Aufgabe

Kann man mit Zirkel, Lineal und einer Uhr einen Winkel in drei gleiche Teile
teilen?

Abb. 141. Die Uhr als Trisektor.

Losung

Jawohl, man kann es. Zeichnen Sie den Winkel auf Transparentpapier. Legen
Sie in dem Augenblick, da beide Zeiger der Uhr iibereinanderstehen, die Zeich-
nung auf das Zifferblatt, und zwar so, daB die Winkelspitze mit der Uhrzeigerachse
zusammenfillt und daB eine Seite des Winkels an den Zeigern entlangfithrt
(Abb. 141).

Wenn der Minutenzeiger der anderen Seite parallel ist bzw. mit dieser in Deckung
liegt (Sie kénnen natiirlich den Zeiger selbst stellen), ziehen Sie von der Winkel-
spitze aus einen Strahl in der Richtung des Stundenzeigers. Sie erhalten einen

* Die Moglichkeit, unseren Trisektor auf den Winkel auf diese Weise zu legen, ist die Folge einer einfachen
Eigenschaft der Strahlen, die den Winkel in drei gleiche Teile teilen: Trigt man von einem beliebigen Punkt O
des Strahles SO die Strecken ON senkrecht auf SMund 04 senkrecht auf SB (Abb.140)ab, sogilt: AB =0OB =ON.
Der Leser kann es selbst sehr leicht beweisen.
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Winkel, der dem Drehwinkel des Stundenzeigers gleich ist. Nun verdoppzln Sie
diesen Winkel mit Hilfe des Zirkels und des Lineals (wie ein Winkel verdoppelt
werden kann, ist aus der Geometrie bekannt). Dann verdoppeln Sie diesen Winkel
abermals. Der auf diese Weise erhaltene Winkel ist 4+ des gegebenen Winkels
gleich.

In der Tat, jedesmal, wenn der Minutenzeiger um einen Winke! & weiterriicke,
riickt der Sturdenzeiger um einen Winkel vor, der nur 57 des sMinutenwinkels«
betrigt, also um 4 . Der viermal gréfiere Winkel ist also

«

L=
12 4_3

Die Tetlung des Kreises

Hiufig denken vor allem Radioamateure, Konstrukteure, Modellbauer und
tiberhaupt jeder, der gern bastelt, tiber folgende praktische Aufgabe nach:

Wie 14Bt sich aus einer gegebenen Platte ein regelmiBiges Viéleck mit einer be-
stimmten Seitenzahl ausschneiden?

Die gleiche Aufgabe kann auf folgende Aufgabe zuriickgefiihrt werden:

Man teile einen Kreis in # gleiche Teile, wobel # eine beliebige ganze Zahl ist.
Wir denken dabei an die geometrische Losung mit Hilfe von Zirkel und Lineal.

Zunichst soll die Frage beantwortet werden, in wieviel gleiche Bogen man
theoretisch einen Kreis mit Hilfe von Zirkel und Lineal genau teilen kann.

Der Mathematiker gibt darauf eine positive Antwort: Der Kreis kann nicht in
beliebig viele gleiche Bogen geteilt werden .

Der Kreis ist teilbar in: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12,
15, 16, 17, ..., 257, ... Teile. Er ist dagegen nicht
¢ in 7, 9, 11, 13, 14, ... Teile teilbar.

AuBerdem gibt es kein einheitliches Konstruk-
tionsverfahren. Fir 15 Teile wendet man eine an-
dere Methode an als fiir 12 Teile. Es ist schwer,
alle Methoden zu behalten.

Der Praktiker braucht daher ein iibersicht-
liches Verfahren. Mag es auch nur ein angeniher-
tes sein — Hauptsache, es ist einfach und hilft

A \ 0 uns, einen Kreis in Bogen von gleicher Linge
\ zu teilen.
Leider beachtet man in den Geometrielehr-
E

blchern diese Frage nicht geniigend ; wir bringen
daher an dieser Stelle eine interessante Methode
Abb. 142. Ein angendhertes geometrisches zur angenahertcn Losung der gestellten AUf'

Verfahkren zur Teilung eines Kreises in gabe.

n-gleiche Teile. Hier soll der Kreis in 9

gleiche Teile geteilt werden. Die Sehme AE

ist eine Seite eines regelmafigen N eunecks. * Einzelheiten — siehe Geometrielekrbuch.
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Ein Kreis (Abb. 142) ist z. B. in g gleiche Teile zu teilen. Wir konstruieren zu
diesem Zweck auf einem Kreisdurchmesser AB ein gleichseitiges Dreieck 4BC
und teilen den Durchmesser 4B durch den Punkt D im Verhiltnis AD: AB =2 :9
(fir den Allgemeinfall AD : AB = 2 : n). Wir verbinden die Punkte C und D
durch eine Gerade und verlingern diese bis zum Schnittpunkt mit dem Kreis in E.
Dann betrigt die Linge des Bogens AE ungefihr § des Kreises (fiir den Allge-
meinfall Bogen AE = *2). Die Sehne AE ist eine Seite eines in den Kreis einge-
schriebenen regelmiBigen Neunecks (n-Ecks). Der relative Fehler betrigt hierbei
etwa 0,8%,. '

Sucht man die Abhingigkeit zwischen der G16Be des bei dieser Konstruktion
erhaltenen Zentriwinkels und der Anzahl » der Teilungen, so gilt die Formel:

Y3 VuEF 16m —32 —
tg Winkel AQE = 13, Vi F16n —32 —»
2 n— 4

Bei groBeren n-Werten kann diese Formel durch folgende angeniherte Formel

ersetzt werden:
tg Winkel A0E ~ 413 - (% — ni?)

Bei genauer Teilung des Kreises in #-gleiche Teile betrigt der Zentriwinkel 22,
Vergleicht man 2~ mit Winkel AOE, so konnen wir die Gr6Be des Rechen-
fehlers feststellen.

Wir erhalten fur einige n-Werte folgende Tabelle:

n "3 4 5 ’ 6 7 | 8 ‘ 10 I 20 1 6o
360°%: n 120° go° 72° 60° | 51°26"| 45° 36° 18° 6°

« AOE 120° 90° 71"57’ 60° |51°31"|45°11'136°21"|18°38"| 6°26’
Fehler in % o o 0,07 o 0,17 0,41 0,97 3.5 7,2

Wie ersichtlich, kann man auf diese Weise den Kreis annghernd richtigin s, 7, 8,
oder 10 Teile teilen; der relative Fehler bleibt gering - er schwankt zwischen 0,07
und 19%,.

In den meisten praktischen Fillen ist ein derartiger Fehler zulissig. Mit groBem
n-Wert nimmt die Genauigkeit bei diesem Verfahren ab, d. h., der relative Fehler
wird gréBer, bleibt jedoch unter 109%,. '

Die Stofrichtung einer Billardkugel

Wenn jemand eine Billardkugel nicht sofort ins Loch stéBt, sondern so, daf3
sie erst zwei- bis dreimal von den Kanten des Tisches zuriickgestoBen wird, so
bedeutet das, daBB der Betreffende eine geometrische Konstruktionsaufgabe »im
Kopf« gelost hat. Es ist duBBerst wichtig, den ersten StoBpunkt gegen die Bande
richtig abzuschitzen; der weitere Weg, den die elastische Billardkugel auf einem
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guten Tisch nimmt, wird durch das Reflexionsgesetz bestimmt (Einfallwinkel =
Ausfallwinkel).

Welche geometrischen Erkenntnisse kénnen wohl dabei helfen, die StoBrich-
tung zu finden, um eine etwa in der Mitte des Tisches liegende Billardkugel nach
drei Anschligen gegen die Bande in das Loch 4 (Abb. 143) zu schicken?

Abb. 143. Geometrische Aufgabe auf einem Billardiisch.

Stellen Sie sich vor, daB unmittelbar lings der Stirnseite des Billardtisches drei
weitere Tische angeschlossen sind. Sie missen dann mit dem Billardstock indas
letzte Loch 4, des am weitesten entfernten Tisches zielen, um die Aufgabe zu Iésen.

Abb. 144 erliutert unsere Behauptung. Der Weg der Billardkugel sei OEFGA.
Setzt man die offensichtliche Gleichheit der Dreiecke als gegeben voraus, werden
Sie gleich beweisen kénnen, daB EF, =EF,
F,G,=FG und G4, = G4 ist,d.h., die
Linge der Geraden 04, ist der Linge
der geknickten Strecke OEFGA gleich.

Zielen Sie also in das gedachte Loch 4,
so zwingen Sie die Kugel, den Weg in
Richtung der geknickten Bahn OEFGA
zu nehmen, so daf3 sie in das Loch A fillt.

Jetzt untersuchen wir noch folgende
Frage: Unter welchen Voraussetzungen
sind die Seiten OH und A;H des recht-
D A winkligen Dreiecks A, HO einander gleich?

- . .
Abb. 144. Stellen Sie sich vor, dafi man an den Wie leicht fCSthStCHt werden kann, ist

Billardtisch drei weitere Tis'chs herangeriickt hat, und OH — g_ AD und AIH — .g_ AB.
stofen Sie die Kugel in das am weitesten -

entfernte Loch. Ist OH = A,H, dann gilt:

24D =3 AB oder AD = %AB

2 2
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Betrigt die Stirnseite des Billardtisches £ der Lingsseite, so ist OH = 4,H;
in diesem Falle muB3 die Billardkugel in einem Winkel von 45° zur Bande gestoBen
werden.

Die kluge Billardkugel

Wir waren sceben in der Lage, mit Hilfe einfacher geometrischer Konstruktionen
die Aufgabe tiber die Billardkugel zu losen. Nun wollen wir eine uralte Aufgabe
durch die Billardkugel selbst I6sen lassen.

Ja, wie ist denn das moglich? Eine Billardkugel kann doch nicht iiberlegen.
Das stimmt schon, aber in Fillen, in denen eine gewisse Rechenarbeit notwendig
ist und man sowohl die Art der Rechenoperationen mit den gegebenen Zahlen
als auch die Reihenfolge kennt, in der die Rechnung vor sich geht, diirfen wir die
Rechenarbeit getrost einer Maschine tiberlassen. Diese wird die Arbeit schnell und
fehlerlos beenden.

Es wurden zahlreiche mechanische Vetfahren ausgearbeitet, die den Menschen
das Rechnen erleichtern, angefangen von der einfachen Rechenmaschine bis zu
den feinsten »elektrischen Gehirnen

Manchmal wird in Zeitschriften die Frage vorgelegt, wie man aus einem Behilter
mit bekanntem Fassungsvermégen eine bestimmte Menge Wasser mit Hilfe von
zwet leeren GefidBen entfernt, deren Fassungsvermogen ebenfalls bekannt ist.

Hier ist eine derartige Aufgabe.

Ein FaB hat 12 Eimer zum Inhalt und soll mit Hilfe von zwei leeren Fissern in
zwei Hilften geteilt werden; das Volumen des einen Fasses ist g, das des anderen
5 Eimer.

Um die Aufgabe zu 16sen, brauchen Sie keinerlei Experimente mit echten Fissern
zu machen. Simtliche erforderlichen »GieBvorginge« erfolgen auf dem Papier
nach folgendem Schema:

1. FaBl (Volumen g Eimer) o 7 7 2 1] o 9 6 6
~N N

2 FaB (Volumen 5 Eimer) 5 /5 o \5 o \2 /1 \5 o

3. Fafl (Volumen 12 Eimer) 7 o \5 5 10 10 ! 1 6

Jede Spalte erhilt das Ergebnis des jeweiligen UmgieBens, das folgendermaBien
vor sich geht:

Erste Spalte: Das 5-Eimer-Fall wird gefiillt, das g-Eimer-Faf bleibt leer (o),
im 12-Eimer-FaB bleiben 4 Eimer Wasser.

Zweite Spalte: Aus dem groBen FaB wurden 7 Eimer Wasser in das g-Eimer-Fal
gegossen usw.

Die ganze Tabelle enthilt g Spalten; folglich brauchen wir im ganzen g Gie8-
operationen, um die Aufgabe zu [&sen.

Versuchen Sie einmal, eine eigene Losung der vorgelegten Aufgabe zu finden,
bei der die GieBordnung eine andere ist.

173



Nach einigen Versuchen wird es Thnen zweifellos gelingen, dadie vorgeschlagene
Reihenfolge der GieBvorginge keineswegs die einzig mogliche ist. Wenden Sie
jedoch eine andere GieBordnung an, so ist die Zahl der GieBvorginge allerdings
groBer als g.

Im Zusammenhang damit ist es bedeutsam, folgendes festzustellen:

1. Kann man eine bestimmte Reihenfolge der GieBvorginge feststellen, die fiir
alle Fille unabbingig von dem Fassungsvermégen der Gefille gilt?

2. Ist es mit Hilfe von zwei leeren Behiltern méglich, aus einem dritten jede
beliebig mogliche Wassermenge abzufiillen, d. h., kann man z. B. aus einem
12-Eimer-FaB mit Hilfe von zwei Fissern, von denen das eine g, das andere 5 Eimer
faBt, einen Eimer Wasser oder zwei oder drei usw. bis 11 abfiillen? '

Alle die Fragen werden von der klugen Billardkugel beantwortet, sofern wir
fiir sie einen »Billardtisch« besonderer Bauart konstruieren.

Nehmen Sie ein Blatt Papier und liniieren Sie es mit schrigen Karos derart, da
die einzelnen Karos Rhomben und Rauten mit einem spitzen Winkel von 60°
datstellen; sodann zeichnen Sie die auf der Abb. 145 dargestellte Figur OABCD.

Jawohl, das ist unser »Billardtisch«.

Versetzt man der Billardkugel einen Stof in der Richtung 04, dann schnellt sie
von der Wand AD genau nach dem Gesetz (Einfallwinkel = Ausfallwinkel, denn
Winkel 0AM = Winkel M 4 ¢,) in der Richtung Ac,, die die Spitzen der kleinen
Rauten miteinander verbindet. Dann wird sie von der Kante BC in Punkt ¢, zu-
rickgestoBen, rolltin Richtung ¢,a, und dann iber die Strecken a,b,, b,d,, d;ag usw.

Nach den Bedingungen unserer Aufgabe haben wir drei Fisser, deren Fassungs-
vermogen jeweils 9, 5 und 12 Eimer ist. Wir konstruieren die Figur so,dal an der
Seite OA neun Rhomben, an der Seite OB fiinf, an der Seite 4D drei (ndmlich
12 — g = 3) und an der Seite BC sieben Rhomben (12 — 5 = 7) liegen”.

Es sei darauf hingewiesen, daB jeder an den Seiten der Konstruktion befind-
liche Punkt von den Seiten OB und 0A durch eine bestimmte Anzahl Rhomben
getrennt ist. So liegt z. B. der Punkt ¢, vier Rhomben von OB und fiinf Rhomben
von OA , der Punkt a, vier Rhomben von OB und null Rhomben von 04 entfernt
(weil er selbst auf 04 liegt); der Punkt d, hat einen Abstand von vier Rhomben
bis OA4 usw. '

Jeder Punkt unserer Konstruktion, gegen den unsere »Billardkugel« st6Bt, be~
stimmt somit zwei Zahlen.

Wir wollen uns dartiber einig sein, daB die erste Zahl — es ist die Zahl, die den
Abstand des betreffenden Punktes von OB kennzeichnet - die Anzahl Eimer im
Neun-Eimer-FaB, wihrend die zweite — d. h. die Zahl, die den Abstand des glei-
chen Punktes von OA kennzeichnet - die Anzahl Eimer im Finf-Eimer-Faf3 be-
zeichnet, Der Rest des Wassers befindet sich offensichtlich im Zwdlf-Eimer-Fal.

So, jetzt ist alles fiir die Losung der Aufgabe mit Hilfe der Billardkugel vorbe-
reitet.

¢ Das volle FaBist immer das griBte, @ und & sei das Fassungvermdgen der leeren und ¢ das des vollen Fasses.
Ist ¢ 2 a4 + b, so muB der,,Billardtisch'* in Form eines Parallelogramms konstruiert werden, dessen Karoseiten
o und & sind.
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Nun lasset Sie die Kugel lings 04 rollen und deuten jeden Anschlag gegen die
»Bande« so, wie wir es erlautert haben.

/T Te/dJ Tl el T
I LVANAVEAVAN Y

/ /o/N L ININN NN
[ /o/NINL/ INONIN SN/
/o/NNN L ININN, [/
/L INNINL S ANISR
0/ /a,/az as a,,/a5 as /ay QS/A/ /

Abb, 145. Der Weg der sklugen Billardkugels,

Sie verfolgen die Bewegung z. B. bis zum Punkt a, (Abb.145), d. h., bis zwei
GefiBle mit je 6 Eimern Wasser gefiillt sind.

Erster Anschlagpunkt: 4 (Lage g; 0); also muf3 der erste UmgieBvorgang fol-
gendermaBen gestaltet werden:

9-Eimet-Fall ............ 9
5-Eimer-Fafl ............ o
12-Eimer-Fall ............ 3

Diese Reihenfolge ist durchfithrbar.

Zweiter Anschlagpunkt: ¢, (Lage 4; 5). Die Kugel empfiehlt uns, nach folgen-
dem Schema umzufillen:

o-Eimer-Fall ............ 9 4
s-Bimer-FaB ............ o 5
12-Eimer-FaBl ............ 3 3

Auch das 148t sich machen.

Dritter Anschlagpunkt: a, (Lage 4; 0); die Kugel rit, 5 Eimer in das groBe FalB
zuriickzugieBen :

9-Eimer-FaB ............ 9 4 4
5-Eimer-Fal ............ o 5 [
12-Eimer-Fall ............ 3 3 8




Vierter Anschlagpunkt: b, (Lage 0; 4). Und das Ergebnis:

g-Eimer-FaB ............ 9 4 4 o
5-Eimer-FaB ............ o 5 o 4
12-Eimer-FaB . ........... 3 3 8 8

Finfter Anschlagpunkt: d, (Lage 8; 4); beharrlich weist uns die Kugel auf die
Notwendigkeit hin, 8 Eimer in das leere g-Eimer-FaB zu fiillen, und zwar nach
folgendem Schema:

9-Eimer-Fal3 9 4 4 o 8
5-Eimer-Fal} [ 5 o 4 4
12-Eimer-Fal3 3 3 8 8 o

Fahren Sie mit der Beobachtung der Kugel fort: Sie erhalten zum Schlufl
folgende Tabelle:

|
9-Eimer-FaB [ 9 | 4| 4|0 88|33

5-Eimer-Fal { o | 5|0 4| 40| 5|0
o

12-Eimer-Fall | 3 ' 38

Endlich ist das Ziel erreicht: Zwei Fisser enthalten jeweils die gleiche Wasser-
menge ! Die Billardkugel hat die Aufgabe geltst!

So gescheit ist nun unsere Kugel aber doch nicht, sie hat die Aufgabe in 18 Ar-
beitsgingen erledigt, wihrend wir flr die gleiche Aufgabe nur g gebraucht haben
(s. 1. Tabelle).

Aber auch die Kugel kann die Zah] der Arbeitsginge kiitzen. Versetzen Sie ihr
zuerst einen Stof lings OB, halten Sie sie in B an und stofen Sie sie dann in
Richtung BC. Die Kugel wird sich so bewegen, wie wir verabredet hatten, d. h.
»Einfallwinkel gleich Ausfallwinkel«. Der GieBvorgang wird dadurch abgekirzt.

Gestatten Sie der Billardkugel, ihre Bewegung fortzusetzen, dann kann leicht
nachgewiesen werden, daB sie in unserem Falle simtliche markierten Punkte der
Figur (Uberhaupt alle Rhombenspitzen) berithrt und erst dann in ihren Aus-
gangspunkt O zuriickkehren wird. Das bedeutet nichts anderes, als da8 man jede
beliebige Zahl von Eimern Wasser von eins bis neun in das Neun-Eimer-Fa3 und
jede Anzahl Eimer von eins bis finf in das Finf-Eimer-FaB gieBen kann.

Andererseits gibt es Fille, in denen die verlangte L&sung undurchfithrbar ist.

Wie zeigt die Kugel einen solchen Fall an? Ganz einfach, indem sie in den Aus-
gangspunkt O zurlickkehrt, ohne gegen den erforderlichen Punkt gestoBen zu
haben.
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Abb. 146. Der Lauf der Kugel zeigt, dafl es unmoglick ist, den I'nhalt eines 12 Eimer enthaltenden Fasses
mit Hilfe von zwei leeren Fassern von jeweils 9 und ¥ Eimern Fassungsvermdgen in zwei Halften ru vertzilen.

Abb. 146 zeigt uns den Ablauf der Losung einer Aufgabe fiir drei Fisser mit
dem jeweiligen Fassungsvermdgen von neun, sieben und zwoélf Eimern.

|
9-Eimer-Fal 9220944088110933095507‘0

'

7-Eimer-Fal |o|7| o 2|2|7|o|4i4|0|7] of 1|1|7|0(3|3|7|0|5|5]|0

~

12-Eimer-FaB | 3| 3|10 10|1/1|8"8

W

0l4|4 11 II |2)2|g9|g9|o|0'7 7 0|5

Wie der Ablauf der UmgieBvorginge zeigt, kann man mit Hilfe der beiden
leeren Fisser von g bzw. 7 Eimern Fassungsvermégen aus dem vollen 12-Eimer-
FaB jede beliebige Anzahl Eimer Wasser abfiillen mit Ausnahme seines halben
Inhalts von sechs Eimern.

Abb. 147. Eine weilere Aufgabe wird durch dic skluge Billardkugele geldst.

Abb. 147 zeigt die Losung fur drei Fisser vondrei, sechs und acht Eimern Fas-
sungsvermogen. Hier ist die Anzahl der Anschlige gegen die Bande auf vier be-
schrinkt, danach kehrt die Kugel in die urspriingliche Lage zurlick (Punkt o).
Die entsprechende Tabelle sieht folgendermaBen aus:

6-Eimer-Fal3 6 3 3 o

3-Eimer-Fal o 3 o 3

8-Eimer-Fal} 2 2 5 5
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Man ersieht daraus, dafl es unmdglich ist, unter diesen Bedingungen vier oder
einen Eimer aus einem Acht-Eimer-Fal3 abzufiillen.

Unser Billard mit der »klugen Billardkugel« stellt tatsichlich eine eigenartige
und kuriose Rechenmaschine dar, die imstande ist, Aufgaben der genannten Art
zu losen.

Mit einem Fedeystrich

Aufgabe
Zeichnen Sie die in Abb. 148 dargestellten Figuren ab und versuchen Sie, diese
mit einem einzigen Bleistift- bzw. Federstrich nachzuzeichnen, und zwar so, daf3
Sie den Bleistift vom Papier nicht abheben und der Stift iber jede Linie nur ein
einziges Mal fihrt.

Abb. 148. Versuchen Sie, jede Figur mit einem Federstrich nachzuzeichnen, ohne
mehr als einmal mit dem Stift tiber die gleiche Linie zu fahren.

Die meisten Leser, denen wir diese Aufgabe vorlegten, zogen es vor, mit der
vierten Figur (d) zu beginnen, weil sie ihnen besonders einfach erschien. Alle
Versuche, diese Figur mit einem einzigen Federstrich nachzuzeichnen, schlugen
jedoch fehl. Unsicher geworden, gingen sie resigniert zu den tibrigen Figuren
iiber und stellten erstaunt und befriedigt fest, dal sie ohne besondere Schwierig-
keiten die ersten beiden Figuren, ja sogar die sehr verwickelt aussehende dritte
Figur nachzeichnen konnten, die das durchgestrichene Wort DOM bedeutet.
Keinem gelang es indessen, die vierte und funfte Figur mit einem Federstrich
nachzuzeichnen.

Wie kommt es nun, daB bei einigen Figuren die Lésung gelingt und bei anderen
nicht? Liegt die Ursache vielleicht in dem Mangel an unserem Etfindergeist, oder
ist die Aufgabe fiir einige Figuren an sich unlésbar? Ist es méglich, in solchen
Fillen irgendein Merkmal nachzuweisen, auf Grund dessen man sich von vorn-
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herein tber die Moglichkeit oder Unméglichkeit, die betreffende Konstruktion
mit einem Federstrich nachzuzeichnen, im klaren ist?

Jede »Kreuzunge, in der sich die Linien der betreffenden Figur treffen oder
schneiden, bezeichnen wir als Knoten. Wit wollen einen Knoten, in dem sich eine
gerade Zahl von Linien trifft, einen sgeraden Knoten« und einen solchen, in dem
sich eine ungerade Zahl von Linien trifft, einen sungeraden Knoten« nennen,
Simtliche Knoten der Figur a sind gerade. Die Figur b weist zwei ungerade Kno-
ten auf (4 und B). In der Figur ¢ sind die Enden der das Wort DOM durch-
streichenden Strecke ungerade Knoten, wihrend die Figuren 4 und e je vier un-
gerade Knoten enthalten. Wir betrachten zunichst eine Figur, bei der alle Knoten
gerade sind, z. B. 4. Wir beginnen mit unserer Wanderung in einem beliebigen
Punkt S. Beim Knoten 4 durchfahren wir zwei Linien, nimlich den Zugang zu
A und den Abgang von 4. Da jeder gerade Knoten ebenso viele Abginge wie Zu-
ginge besitzt, so nimmt wihrend der Wanderung von Knoten zu Knoten die An-
zahl der nicht nachgezeichneten Striche um zwei ab; es ist also grundsitzlich durch-
aus moglich, simtliche Knoten zu durchwandern und zum Ausgangspunkt zu-
rickzukehren.

Nehmen wir jedoch an, daB wir zum Ausgangspunkt, aus dem es keinen »Aus-
weg«mehr gibt, zuriickgekehrt sind und daB in der Figur trotzdem noch eine nicht
nachgezeichnete Linie briggeblieben ist, die in irgendeinem von uns bereits
berithrten Knoten anfingt. In diesem Falle missen wir unseren Reiseweg korri-
gieren. Nach Erreichen des Knotens B miissen wir zunichst die durchgelassenen
Linien nachzeichnen und erst nach Riickkehr in B die Wanderung auf dem uz-
spriinglichen Weg fortsetzen.

Nehmen wir an, wir haben uns entschlossen, die Figur a folgendermafBien nach-
zuzeichnen. Zuerst fithrt der Weg an den Seiten des Dreiecks ACE entlang, dann
kehren wir nach Punkt 4 zuriick und wandern an der Peripherie ABCDEFA
entlang.

Da das Dreieck BDF hietbei nicht nachgezeichnet wird, missen wir, ehe wir
den Knoten B verlassen und am Bogen BC entlangfahren, das Dreieck BDF
nachzeichnen.

Sind also simtliche Knoten einer Figur gerade, dann kénnen wir, ganz gleich,
in welchem Punkt unser Weg beginnt, die gesamte Figur mit einem Federstrich
nachzeichnen, wobei die Zeichnung in diesem Falle im Ausgangspunkt beendet
wird.

Jetzt betrachten wir einmal eine Figur mit zwei ungeraden Knoten. Da ist die
Figur b, die die beiden ungeraden Knoten 4 und B aufweist. Auch dieses Ge-
bilde 148t sich mit einem einzigen Federstrich nachzeichnen.

Wir beginnen die Zeichnung im ungeraden Knoten 4, wandern auf irgend-
einer Linie weiter zum Knoten B auf dem Wege ACB der Figur & (Abb. 148).
Nach dem Nachzeichnen dieser Linie wird je eine Linie aus dem ungeraden Knoten
eliminiert, als sei die betreffende Linie in der Figur einfach nicht vorhanden ge-
wesen, Damit werden beide ehemals ungeraden Knoten zu geraden. Da die Figur
keine weiteren ungeraden Knoten erhilt, haben wir es nunmehr mit einer Figur
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zu tun, die nur noch gerade Knoten enthilt; nach dem Zeichnen der Linie ACB
bleibt in der Figur b ein Dreieck mit einem Kreis iibrig.

Wir haben bereits nachgewiesen, da man eine derartige Figur mit einem ein-
zigen Federstrich nachzeichnen kann. Fiir unsere Restfigur gilt somit das gleiche.

Hier iibrigens noch ein zusitzlicher Hinweis:

Beginnt man die Wanderung an einem ungeraden Knoten, so ist der Weg zum
nichsten ungeraden Knoten so zu wihlen, daB keine von der betreffenden Figur
isolierten Gebilde tbrigbleiben. Beim Nachzeichnen der Figur b wire es z. B.
falsch, wenn wir in Eile den Weg vom Knoten 4 zum Knoten B iiber die Gerade
AB wihlten, weil in diesem Falle der Kreis von der {ibrigen Figur losgeldst
bleibt und damit nicht nachgezeichnet werden kann.

Wenn also die Figur zwei ungerade Knoten enthilt, so kann man diese nur
dann mit Erfolg nachzeichnen, wenn die Wanderung in dem einen Knoten be-
ginnt und in dem anderen endet. In diesem Falle liegen Anfang und Ende an ge-
trennten Orten.

Daraus folgt iibrigens, daB eine vier ungerade Knoten enthaltende Figur nicht
mit einem, sondern mit zwei Federstrichen nachgezeichnet werden kann; aber
das entspricht nicht mehr den Bedingungen unserer Aufgabe. Hierzu gehéren die
Figuren 4 und e (Abb. 148).

Sie sehen also, wenn wir richtig iberlegen, kénnen wir voraussehen und damit
einen unnétigen Aufwand an Energie und Zeit vermeiden. Méglicherweise bat
Sie, mein lieber Leser, die Behandlung der hier dargebotenen Uberlegungen
ermidet.

Sie wissen nun aber von vornherein, ob eine Figur nachgezeichnet wetden kann,
und wissen auch, in welchem Knoten ihre Wanderung beginnen soll.

Dariiber hinaus sind Sie jetzt selbst in der Lage, nach Herzenslust zahlreiche
verschnérkelte Figuren dieser Art zu konstruieren und Ihren Freunden vorzu-
legen. :

Zum SchluB zeichnen Sie noch ein paar Figuren nach, wie sie in Abb. 149 dar-
gestellt sind. Wenn Sie alles beachten, was gesagt wurde, dann miBten Sie sehr
schnell am Ziel sein.

Abb. 149. Zeichnen Sic jede Figur mit einem Federstrich nach!

180



Die sieben Briicken von Kaliningrad

Vor zweihundert Jahren gab es in der Stadt Kaliningrad sieben Briicken, die
die Ufer der Pregel miteinander verbanden (Abb. 150). Der groBe Mathematiker
L. Euler interessierte sich im Jahre 1737 (er war damals 30 Jahre alt) fiir folgende
Aufgabe.

Kann man beim Spaziergang durch die Stadt tiber simtliche sieben Briicken
nacheinander gehen, ohne eine der Briicken zweimal zu benutzen?

Abb. 150. Es ist ausgeschlossen, dber simtliche sieben Bricken in einem Zuge zu gehen,
ohne eine der Briicken ein sweites Mal su benutzen.

Wie wir leicht begreifen werden, handelt es sich in diesem Falle um eine Auf-
gabe, die den soeben betrachteten Aufgaben tber das Nachzeichnen von Figuren
ghnlich sieht.

Simtliche moglichen Wege sind in Abb. 150 gestrichelt dargestellt. Wir et-
halten somit eine geometrische Figur mit vier ungeraden Knoten (Abb. 148,4).

Wie wir jetzt wissen, besteht keine Moglichkeit, eine solche Figur mit einem
Federstrich nachzuzeichnen; folglich ist es auch unmdéglich, tber alle sieben
Briicken nur einmal zu gehen, wenn man durch die Stadt wandert. Diese Tatsache
hat Buler damals auch nachgewiesen.

Ein geometrischer Scherz

Jetzt, da Sie und Ihre Freunde das Geheimnis kennen, Figuren mit einem Feder-
strich nachzuziehen, erkliren Sie ihnen plétzlich, daB Sie niun doch bereit sind,
eine Figur mit vier ungeraden Knoten, etwa einen Kreis mit zwei Durchmessern
(Abb. 151), mit einem Federstrich nachzuzeichnen, ohne die Feder abzuheben und
ohne einen Strich zweimal nachzuzeichnen.

Sie wissen sehr gut, daBl es unméglich ist, trotzdem diitfen Sie auf Ihrer sen-
sationellen Erklirung beharren. Ich werde Ihnen nimlich einen kleinen Kunst-
griff beibringen.

Sie beginnen den Kreis in dem Punkt 4 zu zeichnen (Abb. 151). Sobald Sie
einen Viertelkreis (den Bogen A4B) zuriickgelegt haben, legen Sie ein anderes
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Abb. 151. Ein geometrischer Scherz.

Blatt Papier (das Blatt kaun auch entsprechend gefalzt werden) auf den Punkt B
und setzen die Wanderung mit dem Bleistift iber den unteren Halbkreis bis zu
dem Punkt D fort, der dem Punkt B gegeniiberliegt. Nun nehmen Sie das unter-
gelegte Stiick Papier fort. Die Vorderseite des Papiers enthilt nur die Zeichnung
des Bogens AB, der Bleistift befindet sich aber in D, obwohl er das Papier stindig
beriihrt hat.

Die Figur zu Ende zu zeichnen, ist nicht schwer. Ziehen Sie zuerst den Bogen
DA, daraufhin den Durchmesser AC, dann den Bogen CD, den Durchmesser DB
und schlieBlich den Bogen BC. Sie kénnen auch einen anderen Weg wihlen.
Suchen Sie diesen Weg selbst!
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ELFTES KAPITEL

Das Grofie und das Kleine in der Geometrie

27 000 000 000 000 000 000 i1 exnem Fingerhut

Die hier wiedergegebene Zahl 27 mit achtzehn Nullen kann man auf verschie-
dene Art lesen. Die einen lesen sie als 27 Trillionen; andere wiederum schreiben
kurz 27 - 10%8; sie sagen dazu: 27mal zehn hoch 18. Was fiir Dinge sind es nun,
deren ungeheure Anzahl in einem Fingerhut Platz haben?

Es handelt sich um die Partikel der uns umgebenden Luft. Wie alles Stoffliche
in der Natur besteht auch die Luft aus Molekiilen. Die Physiker haben festge-
stellt, daB jeder Kubikzentimeter (es ist ungefihr das Volumen eines Finger-
huts) Luft von 0° rund 27 Trillionen Molekiile enthilt. Das ist eine ganz gewaltige
Zahl, sozusagen ein Riese unter den Zahlen. Keine noch so lebhafte Phantasie
vermag sich diese Zahl vorzustellen. Ja, wahrhaftig, mit welchen Dingen 148t sich
diese ungeheure Menge vergleichen? Etwa mit der Erdbevélkerung? Es gibt in-
dessen nur etwa zweitausend Millionen Erdbewohner (2 -10°). Wire jeder in
unseren stirksten Fernrohren sichtbare Stern gleich unserer Sonne von Planeten

Meter
L1718 -

Abb. 152. Etn Mann betrachtet einen Bazillus in 1000facher VergroBerung.
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umgeben und wite jeder Planet ebenso dicht bevolkert wie unser Erdball, dann
wire die Bewohnerzahl trotzdem kleiner als die Zahl der Molekiile im Fingerhut.
Sollten Sie einen Versuch machen, diese unsichtbare Bevolkerung zu zihlen, so
wiirden Sie, vorausgesetzt, da Sie 100 Molekiile in der Minute zihlen, etwa
500 Milliarden Jahre brauchen, ehe Sie mit der Arbeit fertig wiren.

Aber auch verhiltnismiBig bescheidene Zahlen sind unserem Vorstellungs-
vermégen nicht immer klar,

Was stellen Sie sich z. B. vor, wenn Ihnen gesagt wird, ein Mikroskop ver-
groBert 1ooomal? Tausend ist keine sehr groBe Zahl, und trotzdem kdnnen sich
wenige eine rechte Vorstellung einer tausendfachen VergréBerung machen.

Hiufig begreifen wir gar nicht die Winzigkeit jener Objekte, die wir bei 1000-
facher VergréBerung durch das Mikroskop betrachten. Ein um das Tausend-
fache vergréBerter Typhusbazillus scheint die GroBe einer Miicke anzunehmen
(Abb. 152), die wir in der normalen Entfernung (25cm) betrachten. Aber, wie
klein ist denn der Bazillus in Wirklichkeit? Stellen Sie sich einmal vor, daf3 Sie
sellst mit dem Bazillus zusammen um das Tausendfache wachsen und 1700 m gro3
werden! Thr Kopf wiirde iiber den Wolken schweben, und keines der neuen
Moskauer Hochhiuser wiirde Thnen auch nur bis zum Knie reichen (Abb. 153).
In Wirklichkeit sind Sie, verglichen mit diesem Ubermenschen, ebenso winzig,
wie der Typhusbazillus im Vergleich zur Miicke.

Mefter
1800
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7400 —

7200

1000 -

800 -

Abb. 153. Der um das 1000fache vergrofSerte Mann,
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Druck und Volumen

Man kénnte im Zweifel dariiber sein, ob die 27 Trillionen Luftmolekiile in
einem Fingerhut vielleicht sehr eng aneinander gepreft seien? Nein, keineswegs!
Ein Sauerstoff- oder Stickstoffmolekiil hat einen Durchmesser von -gregs Mm
(wir schreiben 3+ 1077 mm). Setzt man das Volumen eines Molekiils gleich der
dritten Potenz seines Durchmessers, dann erhilt man

3 2
(—3—. rnm) = Zl mimm3,
10° I0

In dem Fingerhut haben 27 - 10'® Molekiile Platz. Folglich beanspruchen simt-
liche Bewohner des Fingerhuts ein Volumen von

27 729

10%! 108
Das ist ungefihr 1 mm3, also nur ein Tausendstel Kubikzentimeter.

Die Zwischenrdume zwischen den Molekiilen iibertreffen deren Durchmesser
um das Vielfache, folglich haben unsere Molekiile noch reichlich Platz.

In der Tat, wie Sie wissen, liegen Luftpartikelchen nicht artig zu einem Hiuf-
chen gesammelt beieinander, sondern bewegen sich blitzschnell und turbulent im
Raum durcheinander.

Sauerstoff, Kohlendioxyd, Stickstoff, Wasserstoff und andere Gase werden
industriell verwertet; groBe Mengen dieser Gase wiirden also sehr groBe Behilter
beanspruchen. Eine Tonne (1000 kg) Stickstoff beansprucht z. B. bei atmo-
sphitischem Druck etwa 8oo Kubikmeter Raum. Das heif3t, daB wir einen wiirfel-
formigen Behilter mit einer Seitenlinge von 9,28 Metern brauchen, um eine Tonne
Stickstoff aufzubewahren. Wasserstoff beansprucht sogar 11000 Kubikmeter.

Ob man vielleicht die Molekiile zwingen kann, sich mit etwas weniger Raum
zu begniigen? Jawohl - der Techniker schafft es, indem er das Gas durch Druck
verdichtet. Aber das ist nicht so einfach. Vergessen Sie nicht, daBl der Gegendruck
eines Gases dem auf ihn ausgelibten Druck gleich ist. Wir brauchen sehr feste
GefiBwandungen, die daritber hinaus chemisch nicht angegriffen werden diitfen.

Die neueste, von unserer einheimischen Industrie aus legierten Stihlen herge-
stellte chemische Apparatur vermag ganz enorme Driicke auszuhalten; sie ist
auBerordentlich widerstandsfihig gegen die Wirkung hoher Temperaturen und
gegen chemische Einflisse.

Heute verdichten wir Wasserstoff bis auf das 1200fache, so dafl eine Tonne
Wasserstoff, die unter atmosphirischem Druck 11000 Kubikmeter beansprucht,
in einem nur g Kubikmeter fassenden Behilter untergebracht werden kann.

Haben Sie schon iiber den Druck nachgedacht, der etfordetlich ist, um das
Volumen auf den 1200. Teil zu verkleinern?

Wenn Sie sich einmal die Physikregel ins Gedichtnis rufen, wonach das Volumen
eines Gases sich um so viele Male verkleinert, um wieviele Male der Druck ez-
héht wird, so werden Sie wohl die gestellte Frage damit beantworten, da3 Sie
behaupten, der auf den Wasserstoff ausgeiibte Druck wichst ebenfalls auf das
1200fache. Wie verhilt es sich wirklich?

mm3.

mm3 - 27 101% =
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Ganz anders: in Wirklichkeit miissen wir einen Druck von 5000 Atmosphiren
anwenden. Wit erhéhen also den Druck auf das s00ofache und nicht nur um
das 1200fache. Der Gasdruck idndert sich nidmlich nur bei kleinen Drucken im
umgekehrten Verhiltnis zum Volumen. Bei sehr hohen Drucken kann diese Ge-
setzmiBigkeit nicht festgestellt werden.

Wird z. B. in einer chemischen Fabrik auf 1 Tonne Stickstoff ein Druck von
1000 atausgeiibt, so hat die ganze Menge in 1,7 m® Platz, anstatt in 8oo Kubikmetern
wie bei normalem atmosphirischem Druck. Wird der Druck noch weiter bis auf
5000 at erhéht, so nimmt das Volumen nur noch wenig ab: 1 Tonne nimmt dann
1,1 m3 ein.

Zwet Gldser

Vesgleichen wir das GroBe und das Kleine in der Geometrie, so spielt uns unset
Vorstellungsvermdgen einen ganz besonders bésen Streich — vor allem dann, wenn
es darum geht, Flichen und Volumen miteinander zu vergleichen. Jedermann
wird sofort zustimmen, daB 5 kg Marmelade mehr sind als 3 kg; aber nicht jeder
ist imstande, den Inhalt zweier Marmeladengliser oder sonstiger Gefille, die vor
ihm auf dem Tisch stehen, richtig abzuschitzen.

Aufgabe

Welches der beiden Gliser (Abb. 154) besitzt ein groBeres Fassungsvermdgen -
das breite Glas rechts oder das halb so breite, aber 3mal so hohe Glas links?

=)
-

Abb. 154. Welches Glas Abb. 155. Der Inhalt ist wingefilll.
hat das gréfiere Fassungsvermigen?

Losung

Mancher von Thnen wird verbliifft sein, wenn er erfihrt, daf in diesem Falle das
hohe Glas weniger Marmelade faB3t als das breite. Wir kénnen uns davon jedoch
durch Rechnung leicht iiberzeugen. Der Radius der breiten Biichse ist doppelt so
grof3 wie der der schmalen. Dagegen ist sie % so hoch wie die andere. Wenn det
Inhalt der schmalen Biichse #2 «  « A ist, dann ergibt sich fiir den Inhalt der breiten
Buichse die Formel

(zr)z-n-%kziﬂ-:-r-h.

Folglich ist das Volumen der breiten Biichse $malso groB wie das der schmalen;
gieBt man den Inhalt des vollen schmalen Glases in das breite um, dann fullt er
das Glas nut zu § (Abb. 155).
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Die Riesenzigarette

Aufgabe

Im Schaufenster eines Kaufhauses ist eine Riesenzigarette ausgestellt. Sie ist
15mal héher und 15mal dicker als eine normale Zigarette. Es wird vorausgesetzt,
daB die zum Stopfen einer normalen Zigarette erfordetliche Menge Tabak 0,5 g
betrigt. Wieviel Tabak braucht man dann, um den ausgestellten riesigen Glimm-

stengel zu fiillen?
Lésung

—g-15-15-15 = 1687.5¢
also iber 1% kg.

Das Straufenci

Aufgabe

Die Abb. 156 zeigt im richtigen Verhiltnis zueinander ein Hiihnerei (rechts)
und ein StrauBenei (links). Das Ei in der Mitte ist das Epiotrnisel (Aepyornis
maximus), von dem im nidchsten Abschnitt die Rede ist.

Betrachten Sie die Zeichnung genau und sagen Sie, wievielmal das Volumen
des StrauBeneies das Hihnerei iibertrifft. Bei flichtiger Betrachtung scheint der
Unterschied nicht sehr gewaltig zu sein. Um so iiberraschender ist das durch die
Rechnung erzielte Ergebnis.

Losung

Sie konnen sich davon iiberzeugen, dafl das StrauBenei 2,5mal linger als das
Hihnerei ist.

Das Volumen des StrauBeneies betrigt also

2,5+2,5" 2,5 = 'Igi,

d. h. rund das Funfzehnfache eines Hithnereies.,

Ein einziges Ei reicht fiir das Mittagbrot einer flinfképfigen Familie aus, wenn
man eine Portion Riihrei von drei normalen Eiern fir jedes Familienmitglied
zugrunde legt.

Abb. 156. Vergleichsgrofe: Straupfen-, Epiornis- und Hihneres.
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Das Epiornises

Aufgabe

Es gab einst auf der Insel Madagaskar RiesenstrauBle, Epiornis (Aepyornis
maxismus) genannt. Dieser Vogel hatte eine Hohe von 2,7 bis 4 m und legte Eier
von etwa 28 cm Linge (s. Abb. 156). Ein Hithnerei mit dagegen nur 5cm. Wie-
viel Hithnereier ergeben das Volumen eines Madagaskar-StrauBeneies?

Lésung

Durch Multiplikation stellen wir es fest:

Es fehlt nicht viel, und ein Epiornisei wire beinahe zoomal groBer als ein Hithnerei!
Ein halbes Hundert Menschen kénnte man damit sittigen! Es ist leicht auszu-
rechnen, daB so ein Ei 8 bis g kg wiegen miifte.

Die Eier unserer einheimischen Vogel

Kehren wir zu der Natur unserer Heimat zuriick, Wir stellen fest, daB auch hier
stirkste Gegensitze zu finden sind. Wir branchen nur ein Schwanenei mit einem
Ei des kleinsten unserer Singvigel zu vergieichen, des gelbképfigen Zaunkénigs.
Abb. 157 stellt das GréBenverhiltnis der beiden Eier in natiirlicher GréBe dar.
Wie groB ist das Volumenverhiltnis?

Wir messen 125 mm und 13 mm fir die Lingen. Dann messen wir die Breiten
und erhalten 8o mm und g mm. Die Zahlen sind nahezu genau proportional.

Wiz priifen die Proportion:

125 13

AL ——

8o 9

Durch Multiplikation der 4uBeren und inneren Glieder erhalten wir 1125 und 1040,
der Zahlenunterschied ist nicht erheblich. Wir nehmen also an, daB3 es sich um

geometrisch dhnliche Korper handelt. Das Volumenverhiltnis betrigt daher etwa
808 512000
0T
Siebenhundert Eier des Zaunkénigs haben das Volumen eines Schwaneneies!

= 700

Bestimme das Gewicht der Eierschale, ohne das Ei zu zerschlagen!

Aufgabe

Vor uns liegen zwei Eier von gleicher Form, aber verschiedener GréBe. Wir
wollen das angeniherte Gewicht der Eierschalen bestimmen, ohne die Eier dabei
zu zerschlagen. Welche Messungen, Wigungen und Rechnungen sind zu diesem
Zweck etforderlich? Es wird angenommen, dafl beide Eier gleich starke Schalen
haben.
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Lésung
Wir messen die Lingsachse eines jeden Eies und erhalten die Werte D und d.
Wir bezeichnen nun das Gewicht der ersten Eierschale mit %, das der zweiten
mit y. Das Gewicht der Schale ist ihrer Fliche proportional, d. h. dem Quadratihrer
LineargroBe. Setzt man also gleich starke Eierschalen voraus, dann kénnen wir
folgende Proportion aufstellen:

x1y = D?:d>

Abb. 157. GrifBenverhdlinis zwischen Schwanenei und dem E+i des Zaunkonigs in natirlicher Grofe.
Um wievielmal st das eine Ei grofer als das andere?
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Die Eier wiegen jeweils P und 4. Es kann angenommen werden, dal das Ge-
wicht des Eies in dem gleichen Verhiltnis zunimmt wie das Volumen, d. h. wie
die dritte Potenz seiner LineargroBen:

(P—2):(p—y) = D*:a?
Wir haben ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Als Er-
gebnis erhalten wir:

p-D¥—P.ad
Y=Tam g
_ pD*—DP.ad
Y= TR0 —a

Die Grifie unserer Miinzen

Das Gewicht unserer Geldstiicke steigt in direktem Verhiltnis zu ithrem Wert,
d.h.,ein Zweikopekenstiick wiegt zweimal soviel wie ein Einkopekenstick, wihrend
das Dreikopekenstiick das Dreifache wiegt usw. Das gleiche gilt fiir die silberne
Scheidemiinze; auch hier besitzt das Zwanzigkopekenstiick das doppelte Ge-
wicht des Zehners usw. Da gleichartige Miinzen meistens geometrisch dhnlich
sind, so konnen wir den Durchmesser simtlicher Geldstiicke bestimmen, die
irgendeiner Miinze geometrisch dhnlich sind.

Aufgabe

Der Durchmesser eines Fiinfkopekenstiickes betrigt 25 mm. Wie groB ist der
Durchmesser eines Dreikopekenstiickes?

Lésung
Das Gewicht, und folglich auch das Volumen eines Dreikopekenstiickes, be-
trigt 0,6 des Volumens eines Finfkopekenstiickes. Folglich miissen seine Linear-

3 —
maBe }/o,6mal kleiner sein; das entspricht 0,84 der LineargroBe eines Fiinfkope-
kenstiickes. Der gesuchte Durchmesser einer Dreikopekenmiinze miifte daher
0,84 - 25 mm == 21 mm betragen (tatsichlich ist der Durchmesser 22 mm).

Die Millionenrubelmiinze

Aufgabe

Stellen Sie sich eine phantastische Silbermiinze im Werte von 1 Million Rubel
vor, die die gleiche Form hat wie ein Zwanzigkopekenstiick und ein entsprechend
hoheres Gewicht besitzt. Wie groB wire der Durchmesser des Riesengeldstiickes?

Losung

Das MaB des Geldstiickes ist nicht so gewaltig, wie es auf den ersten Eindruck
erscheint. Der Durchmesser erreicht nur 3,8 m, d. h. nur wenig mehr als die Hohe
des Erdgeschosses. Soll das Volumen der Minze das eines Zwanzigkopeken-

190



Abb. 158. Welchen Wert hat das Riesengeldstiick?

stiickes um das 5000000fache Ubertreffen, so ist thr Durchmesser tatsichlich nur

3[/ 5000000 &~ I72mal groBer.

Auch die Stirke des Geldstiicks entspricht der LineargréBe. Durch Multiplika-
tion von 172 mit 22 mm erhalten wir rund 3,8 m, eine Hohe, die im Vergleich zu
dem hohen Wert der Miinze bescheiden anmutet.

Aufgabe

Rechnen Sie den Geldwert einer Miinze aus, deren lineare Abmessungen fiinf-
mal gi68er sind als die der Millionenrubelmiinze (Abb. 158).

Awnschauliche Bilder

Der Leser, der an Hand der dargebotenen Beispiele geometrisch dhnliche Korper
vergleichen kann und eine gewisse Ubung besitzt, 148t sich durch Fragen dieser
Att nicht mehr aus der Ruhe bringen. Es wird ihm daher auch leicht fallen, fehler-
hafte Darstellungen zu erkennen, die man hiufig, z. B. in illustrierten Zeitschriften,
zu sehen bekommt.

Aufgabe

Wit bringen hier ein Beispiel. Nimmt man an, daB ein Mensch tiglich durch-
schnittlich 400 g Fleisch verzehrt, so betrigt diese Menge in 60 Jahren rund
g Tonnen. Da ein Ochse rund 0,5 Tonnen wiegt, kann ein Mensch am Ende seines
Lebens getrost behaupten, er habe 18 Ochsen aufgegessen.

Abb. 159 ist ein Bild aus einer englischen Zeitschrift. Es stellt einen Riesen-
ochsen dar, der 18 mal héher ist als der neben ihm stehende Mensch.
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Abb. 159. Wieviel Fleisch verspeist der Mensch in seinem Leben?
Finden Sie den Fehler in der Darstellung des Grifenverhdlinisses !

Stimmt die Zeichnung? Ist das GréBenverhiltnis richtig?

Lésung
Die Darstellung ist falsch. Der hier dargestellte Ochse ist 18mal so hoch wie
ein normaler Ochse. Folglich besitzt er auch die 18fache Linge und Breite. Sein
Volumen ubertrifft das eines gewohnlichen Rindviehs um das

18+ 18 - 18 = 5832 fache.

Einen solchen Ochsen konnte ein Mensch héchstens in zweitausend Jahren auf-
essen!

Ein Ochse im richtigen MaBstab diirfte nur m ~ 2,6mal héher sein als ein
gewohnliches Rind. Diese GtoBe sieht allerdings nicht so imposant auf einem Bilde
aus; der verbliffende Effekt der angeblich verzehrten Fleischmenge wiirde bei der
Dazrstellung fehlen,

Aufgabe

Abb. 160 stellt ein dhnliches Verhiltnis dar. Der Mensch trinkt tiglich 7 bis
8 Glas Flissigkeiten aus (etwa 1,51). In 70 Jahren trinkt er also etwa 40000 Liter.
Ein Eimer hat ein Fassungsvermogen von 12 Litern. Der Zeichner wollte einen
Behilter darstellen, dessen Volumen 330omal so grofB3 ist wie das Volumen
eines Eimers. Er hat eine entsprechende Zeichnung gebracht (Abb. 160). Ist das
GréBenverhiltnis richtig?

Lésung

Die GroBe des Wassertanks auf der Zeichnung ist bei weitem iibertrieben. Das

3
GefiB darf nur }3300 ~ 14,9mal héher und breiter sein als ein normaler Eimer.
Nimmt man Hbhe und Breite eines Eimers zu 30 cm an, so wiirde ein Behilter
von 4,5 m Hoéhe und von gleicher Breite ausreichen, um die gesamte Flussigkeits-
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Abb. 160. Wieviel Flissigheit trinkt der Mensch wihrend seines ganzens Lebens?
Entdecken Stie den Fehler des Zeichners!

menge zu fassen, die wir wihrend unseres ganzen Lebens austrinken. In der
Abb. 161 ist das Gefil im richtigen Malistab zum Menschen dargestellt.

Wie die soeben gebrachten Beispiele zeigen, ist die Illustration statistischer
Werte in richtiger rdumlicher Darstellung nicht sehr wirksam, sie ruft nicht die
erwartete Wirkung hervor. Siulendiagramme verdienen in solchen Fillen den
Vorzug.

Unser Normalgewicht

Wenn wir voraussetzen, daB alle menschlichen Kérper annihernd geometrisch
dhnliche Gebilde sind, so kann man das Gewicht des Menschen nach dem Wuchs
berechnen. (Das Durchschnittsgewicht eines Menschen betrigt 65 kg bei einer
KorpergréBe von 175 cm.) Die Ergebnisse derartiger Berechnungen wirken oft
verbliffend. Nehmen wir an, Thre KorpergrofBe ist um 10 cm kleiner als normal.
Wie groB ist Thr Normalgewicht?

Meistens wird die Aufgabe folgendermaBen gelost: Man zieht vom Normalge-
wicht prozentual den gleichen Anteil ab, den die Linge von Iocm, bezogen auf

Abb. 161. Hier ist das GroBenverhalinis richtig gewilld
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die gesamte Korperlinge, ausmacht. In unserem Falle z. B. verkleinern wir das
Koérpergewicht von 65 kg um *°;;-% und nehmen das erhaltene Gewicht von
etwa 61,5 kg als normal an.

Die Rechnung ist falsch!

Wir erhalten das richtige Normalgewicht, wenn wir folgende Proportion lésen:

65:x = 1,753: 1,653
Wir ermitteln
% ~ 54,5kg.

Also ist der Unterschied im Vergleich zum Normalgewicht betrichtlich, er er-
reicht fast 11 kg!

Das Normalgewicht eines Menschen, dessen Koérpetlinge die NormalgréBe um
10 cm iiberragt, 1aBt sich aus einer dhnlichen Proportion errechnen:

65:x = 1,75%: 1,852

Und daraus erhalten wir x = 77 kg, also ein um 12 kg héheres Gewicht. Die Zu-
nahme ist viel gréBer als allgemein angenommen wird.

Zweifellos sind derartige Rechnungen, wenn sie richtig ausgefithrt sind, fiir
die medizinische Praxis sehr wertvoll, wenn es z. B. darum geht, das Normal-
gewicht, eine Arzneidosis usw. zu bestimmen.

Riesen und Zwerge

Wie ist nun das Verhiltnis zwischen Riesen und Zwergen?

Viele Leser werden es fiir unwahrscheinlich halten, daB ein Riese das flnfzig-
fache Gewicht eines Zwerges besitzt, Wir wollen dies durch eine Rechnung be-
weisen.

Einer der groBten Menschen, dessen Existenz wirklich verbiirgt ist, der Osterrei-
cher Winkelmayer, war 2,78 m grolB3; ein anderer, der Elsisser Kranmal3 2,75 m.
Ein dritter war ein Englinder, er hie O’Brick. Man erzihlte von ihm, dal} er sein
Pfeifchen an der StraBlenlaterne anrauchte; er war 2,68 m grof3. Alle diese Minner
tberragen normale Menschen um einen Meter. Im Gegensatz hierzu sind erwach-
sene Zwerge rund 75cm grofB, unterschreiten also die normale KoérpergroBe
um I m.

Wie verhilt sich nun das Volumen eines Riesen zum Volumen eines Zwerges?
Wir ermitteln es mit

275%: 75% = 11%: 3% = 40.

Das gleiche gilt auch fiir das Gewicht; wir schen also, daB ein Riese soviel wiegt,
wie ein halbes Hundert Zwerge.

Glaubt man an eine Nachricht Uber die arabische Zwergin Agiba, die nur 38 cm
groB war, dann ist der Unterschied noch bedeutender: der gréBte Riese Gbertrifft
diese Zwergin um das Siebenfache, er ist demnach 343mal schwerer|

Buffons Bericht verdient mehr Vertrauen; er hatte eine Zwergin von 43 cm
entdeckt. Der winzige Mensch war also 26omal leichter als der Riese.
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Die Gullivergeometrie

Durch seine groflie Umsicht hat es der Verfasser des Buches »Gullivers Reiseng,
Jonathan Swift, vermieden, sich in geometrische Beziehungen zu verstricken.
Der Leser wird sich wohl noch daran erinnern, da im Lande Liliput ein Zoll einem
Ful3 entsprach, wihrend im Lande der Riesen das Verhiltnis umgekehrt war: was
fiir uns ein FuB3 war, galt dort nur einen Zoll.

Mit anderen Worten: Im Lande Liliput waren alle Menschen und Gegen-
stinde, alle Schépfungen der Natur maBstiblich auf den zwolften Teil der Normal-
groBe zusammengeschrumpft, und im Lande der Riesen herrschte allgemein
die zwolffache lineare VergréBerung. Diese Bezichungen scheinen zwar auf
den ersten Blick einfach, die Sache wurde jedoch ziemlich kompliziert, als fol-
gende Fragen zu lésen waren:

1. Die wievielfache Menge Speisen verzehrte Gulliver im Vergleich zu Liliput?

2. Wievielmal mehr Anzugstoff brauchte Gulliver?

3. Wieviel wog ein Apfel im Lande der Riesen?

Jonathan Swift wurde mit den meisten Aufgaben gut fertig. Er hatte richtig
gerechnet. Wenn ein Zwerg nur 4; so groB ist wie ein normaler Mensch, dann
betrigt das Volumen seines Korpers entsprechend den 12 -12-12, d.h. den
1728ten Teil des Raumes, den ein normaler Mensch einnimmt. Also - die Lilipu-
taner rechneten ganz richtig - braucht der Mensch soviel Nahrung, daB diese
ausreichen wiirde, um 1728 Liliputaner zu sittigen. Wir lesen die Stelle in
»Gullivers Reisen« nach: sDreihundert Kéche wurden mit der Zubereitung der
Speisen fiir mich engagiert. In der Nihe meines Hauses wurden Wohnbaracken
errichtet, in denen die K&che mit ihren Familien wohnten und Kiichen, in denen
sie ihre Kunst zeigten. Zur Mittagszeit nahm ich zwanzig Diener in die Hand und
stellte sie auf den Tisch; hundert weitere Bedienstete arbeiteten auf dem FuBBboden:
die einen schleppten das Essen herbei, andere fiillten Fisser mit Wein und anderen
Getranken oder trugen sie auf geschulterten Stangen. Die Dienerschaft auf dem
Tisch hob die Speisen mit Seilen und Blécken herauf.«

Auch die Berechnung der Stoffmenge fiir einen Anzug fihrte Swift richtig
durch. Die Oberfliche seines Kérpers ubertraf die der Liliputaner 12 - 12 = 144 mal.
Daher brauchte er eine entsprechende Menge Stoff, Schneiderpersonal usw. Swift
hatte auch das einkalkuliert; in der Person Gullivers erzihlt er, daB 300 Schneider
beauftragt wurden, dem Gast aus dem Riesenland einen Anzug nach dem Schnitt
der Liliputaner zu nihen (Abb. 162). (Da die Sache eilig war, wurde die Anzahl
der Schneider verdoppelt.)

Fast auf jeder Seite der Erzihlung werden irgendwelche Rechnungen durch-
gefihrt. Und Swift hat sie im groBen und ganzen richtig durchgefiihrt - das muB
man ihm Jassen.

In »Gullivers Reisen« sind alle GréBenverhiltnisse nach geometrischen Ge-
setzen aufgestellt worden. Fehler unterlaufen Swift nur selten, - vereinzelte MiB3-
verhiltnisse kommen in der Beschreibung der Verhiltnisse im Lande der Riesen
vor.
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»Eines Tages¢, erzihlt Gulliver, sbegleitete uns der Hofnarr beim Spaziergang
im Garten. Er palte den Augenblick ab, als ich unter einen Obstbaum ging, packte
einen Zweig und schiittelte ihn direkt Gber meinem Kopf. Ein wahrer Hagel von
Apfeln, groB wie ein FaB, fiel drohnend auf die Erde. Ein Apfel schlug gegen
meinen Riicken, so daB ich der Linge nach hinfiel.«

Abb. 162. Schneider im Lande Liliput nehmen MaB fiir Gullivers Kleider.

Gulliver erhob sich nach diesem Schlag einigermaflen unverletzt. Man kann
sich indessen leicht ausrechnen, daB8 der StoB, den ein solcher Apfel beim Fallen
verursacht, ganz firchterlich sein muBte. Der Apfel wog ja 1728mal mehr als unser
Obststick, d. h. 8okg, - und dazu krachte er aus zwolffacher Hohe hernieder.
Die Fallenergie mufite die Energie beim Sturz eines gewdhnlichen Apfels etwa
um das zoooofache Gbertreffen und ist héchstens mit dem Aufprall einer Granate
zu vergleichen.

Den gréBten Fehler macht Swift bei der Berechnung der Muskelkraft der Riesen.
Bereits im ersten Kapitel haberi wir den Fall behandelt und festgestellt, daB3 die
Kraft gréBerer Tiere in keinem direkten Verhiltnis zu ihrer Gréfe steht.
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Wendet man die dargestellten Uberlegungen bei Swifts Riesen an, dann stellt
sich heraus, daB, obwohl ihre Muskelkraft 144mal groBer als Gullivers eigene
Kraft war, sie daflir 1728mal mehr wiegen. War Gulliver in der Lage, nicht nur
sein eigenes Korpergewicht zu bewegen, sondern auch eine etwa gleiche Last dazu,
so konnte ein Riese sein eigenes gewaltiges Kérpergewicht wohl nicht tiberwinden.
Die Riesen muBten eigentlich stindig am gleichen Ort liegenbleiben und dtirften
kaum einer schnellen Kérperbewegung fihig gewesen sein. Ihre bei Gulliver so
packend geschilderte Riesenkraft war das Ergebnis einer falschen Rechnung.

Warum schweben Staub und Wolken in der Luft?

»Sie sind ja leichter als Luftl« ist die iibliche Antwort, die vielen Menschen so
selbstverstindlich erscheint, daB sie an ihrer Richtigkeit nicht die geringsten
Zweifel hegen. So bestechend die Antwort erscheinen mag, sie ist dennoch ganz
und gar verkehrt. Staubkérnchen sind nicht nur nicht leichter, nein, sie sind
hundertmal, ja sogar tausendmal schwerer als Luft!

Was ist eigentlich ein Staubkérnchen? Es ist ein kleines Partikelchen schwerer
Stofte, z. B. Stein, Glas, Kohle, Holz, Metall, Stoffasern usw. Sind diese Stoffe
leichter als Luft? Sie brauchen nur in der Tabelle mitden Angaben iiber die Wichte
nachzusehen und- werden sofort dartiber belehrt, daB die meisten dieser Stoffe
um ein Mehrfaches schwerer sind als Wasser und etnige zwei- bis dreimal leichter
sind als dieses. Wasser ist jedoch 8comal schwerer als Luft. Staubkérnchen haben
somit das vielhundertfache und tausendfache Gewicht der Luft. Dadurch tritt
der ganze Widersinn der althergebrachten Ansicht tiber die Ursache des Schwebens
der Staubkornchen in der Luft klar zutage.

Und welche ist die wahre Ursache? Zuerst sei darauf hingewiesen, dafl wir den
Vorgang an sich falsch beurteilen, indem wir meinen, die Staubkdrnchen voll-
fithrten eine Art Schwimmbewegung in der Luft. Nur solche Kérper schwimmen
in einem Medium, sei es ein Gas oder eine Flissigkeit, deren Gewicht je Volumen-
einheit das entsprechende Gewicht ihres Mediums nicht tibersteigt. Wie wir soeben
festgestellt haben, tbersteigt das Gewicht der Staubkérnchen das der Luft ganz
erheblich. Von einem Schwimmvorgang kann hier daher nicht die Rede sein. Sie
schwimmen denn auch nicht, sondern schweben, d. h., sie sinken langsam
hernieder und werden durch den Luftwiderstand in ihrem Fall gebremst. Ein
fallendes Staubkérnchen mull sich einen Weg zwischen den Luftteilchen bahnen,
indem es sie beiseite stofit oder mit sich reit. Beide Vorginge beanspruchen
Energie. Der Aufwand ist um so groBer, je groBer die Oberfliche des Kérpers
oder, besser gesagt, sein Querschnitt im Vergleich zu seinem Gewicht ist. Bet
dem freien Fall groBer massiver Korper bemerken wir keine Bremswirkung
der Luft, weil das Gewicht dieser Kérper den Luftwiderstand bei weitem tber-
trifft.

Was aber geschieht, wenn die KérpergroBe abnimmt? Die Geometrie hilft uns
auch hier bei der Klirung dieser Frage. Wir kénnen leicht feststellen, daB mit dem
kleiner werdenden Volumen das Gewicht unverhéltnismiBig schneller abnimmt als
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der Querschnitt. Und zwar ist die Gewichtsabnahme der dritten Potenz seiner
linearen Verklrzung proportional, wihrend der Widerstand im gleichen Verhiltnis
abnimmt wie die Oberfliche im Verhiltnis zum Quadrat der Linearverkleinerung.

Die Bedeutung dieser Erkenntnisse fiir unseren Fall liegt klar auf der Hand. Sie
sei durch folgendes Beispiel erliutert:

Wir nehmen einen Tennisball von 10 ecm Durchmesser und ein winziges Kiigel-
chen aus dem gleichen Material, dessen Durchmesser 1 mm betriigt. Das Linear-
verhiltnis ist 100, weil 10 cm ja Toomal ldnger sind als 1 mm. Die kleine Kugel ist
100°mal leichter als der Tennisball, d. h., sie ist einmillionenmal leichter. Der Luft-
widerstand, der der kleinen Kugel beim freien Fall entgegenwirkt, ist dagegen nur
100%, d.h. Toooomal geringer. Daraus geht klar hervor, daB die kleine Kugel
langsamer fallen muB3 als der Tennisball. Die Ursache hierfiir, daB3 die Staub-
kérnchen die Fihigkeiten besitzen, in der Luft zu schweben, istin ihret sogenannten
»Windfihigkeit« zu suchen. Diese witd allein durch die geringe Dimension (Gré8e),
nicht aber dadurch erklirt, daB sie angeblich leichter als Luft sind. Ein Wasset-
tropfchen mit einem Halbmesser von 0,01 mm fillt in der Luft mit einer
gleichmiBigen Geschwindigkeit von 0,1 mm pro Sekunde: eine winzige, ganz
unmerkliche Luftstrémung gentigt bereits, um diesen langsamen Fall auf-
zuhalten,

Darum setzt sich der Staub in einem Zimmer, in dem man sich viel bewegt,
weniger ab als in unbewohnten Riumen. Am Tage setzt sich weniger Staub ab
als in der Nacht, obwohl man annehmen miifite, daB es sich umgekehrt verhilt.
Die Wirbelbewegung der Luft verhindert das Absetzen des Staubes; in der stillen
Luft unbewohnter Zimmer fehlt jedoch die Turbulenz fast ganz.

Denken wir uns einen Steinwiirfel von 1 cm Seitenlinge in wiirfelférmige Kérn-
chen mit einer Seitenlinge von 0,001 mm zertriimmert, so vergréBert sich die
Oberfliche eines Querschnittes um das Zehntausendfache; iht Widerstand in der
Luft nimmt in dem gleichen Verhiltnis zu. Staubkérnchen erreichen diese GroBe
sehr hiufig; es ist daher verstindlich, daB3 diese gewaltige Steigerung des Wider-
standes in der Luft den gesamten Fallvorgang verindert.

Bemerkenswert ist, daB die Gesamtoberfliche der Kérnchen 10000 : 10000
+ 10000 = I000000000000mal gréBer wird als beim urspriinglichen Steinwiisfel.

Auf die gleiche Weise erklirt sich auch das Schweben der Wolken. Die veraltete
Ansicht, dal Wolken angeblich aus wasserdampfgefillten Blischen bestehen, ist
lingst verworfen.

Wolken sind eine Ansammlung einer sehr groBen Menge von kleinsten, aber
homogenen Wassertrdpfchen, die man mit Wasserstaub bezeichnen kann. Obwohl
dieser Wasserstaub nahezu 8oomal schwerer als Luft ist, fillt er nur ganz unmerk-
lich; die Fallgeschwindigkeit ist kaum wahtnehmbar. Die Ursache dieses stark
gebremsten Falles liegt, genau wie bei den Staubkérnchen, in der sehr groBen
Oberfliche der Trépfchen im Verhiltnis zu ihrem Gewicht.

Auch ein duBerst schwacher Aufwind vermag daher den sehr Jangsamen Fall
der Wolken nicht nur aufzuhalten und sie in gleichbleibender Hoéhe schweben zu
lassen, sondern bewirkt auch, daB die Wolken steigen.
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Der Hauptgrund dieser Vorginge ist der Luftwiderstand. Im Vakuum fallen
Staubkdrnchen ebenso schnell wie schwere Steine. Ganz nebenbei sei noch darauf
hingewiesen, dall auch das Herabschweben eines Menschen am Fallschirm (Fall-
geschwindigkeit 5 m/sec) zu den dhnlichen Vorgingen gehort.

ZWOLFTES KAPITEL

Okonomische Geometrie

Wie Pachom sein Land kaufte
(Die Aufgabe nach Leo Tolstof)

Wir beginnen dieses Kapitel, dessen ungewohnliche Uberschrift im weiteren
Verlauf unserer Erzihlung klar wird, mit einem gekiirzten Auszug aus der Er-
zihlung Tolstojs »Wieviel Erde braucht der Mensch 2«

»Ja, und wie ist der Preis?« fragte Pachom.

»Der Preis ist einheitlich: 1000 Rubel je Tag.«

Pachom verstand nicht.

»Was bedeutet denn dieses sonderbare MaB3 - ein Tag? Wieviel Hektar sind das P«

»Tja —« antwortete der andere, sdas MalB kennen wir nicht. Wir verkaufen unser
Land tageweise. Du behilst soviel Land, wie du an einem Tage zu FuBl umgehen
kannst. Der Preis ist immer der gleiche - 1000 Rubel l«

Pachom staunte iber die sonderbare Rechenart und meinte: »Ja, aber an einem
Tage kann man um ein ziemlich groBes Stiick Land herumwandern.¢

Der Alteste lachte.

»Du kannst es trotzdem in Besitz nehmen. Aber eines muBt du dir einprigen:
Kommst du am Ende deiner Wanderung nicht an die Stelle zuriick, von der du am
Morgen ausgegangen bist, so ist dein Geld verlorenl«

»Ja, aber wie merke ich mir die Stelle, von der ich ausgehe ?«

»Ganz einfach: wir versammeln uns dort, wo du deine Wanderung beginnst
urd warten auf dich. Nimm eine kleine Schaufel mit auf den Weg, ziehe los und an
den Ecken grabe immer ein kleines Loch und lege die Rasenstiicke aufeinander.
Spiter kannst du die Zwischenrdume zwischen den Stellen mit dem Pflug nach-
ziehen. Dein Weg kann so weit sein, wie du selbst willst; bis zum Sonnenuntet-
gang muBt du an deinem Ausgangspunkt angelangt sein. Das Stiick Land, um das
du auf diese Weise herumgegangen bist, ist deines.«

Die -Baschkiren gingen auseinander und versprachen, am nichsten Tage vor
Sonnenaufgang an Ort und Stelle zu sein.

Sie versammelten sich in der Steppe; das Morgenrot firbte den Himmel rosa.
Jetzt ngherte sich der Dorfilteste Pachom und zeigte mit der Hand in die Ferne.
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»Schaue, sagte er, »alles, was dein Auge sieht, ist unser Land: wihle, was dir
gefilltle

Daraufhin legte er die Fuchspelzmiitze ab und legte sie neben sich auf den Boden.

»Sieh her«, wandte er sich abermals Pachom zu, »das ist das Zeichen. Hier be-
ginnt dein Weg, hier endet er auch.«

In diesem Augenblick erschien der glithende Rand des Tagesgestirns iiber dem
Horizont; Pachom warf die Schaufel iiber die Schulter und ging geradeaus in die
Steppe.

Er legte etwa 1 km zurlick und grub ein kleines Loch., Dann ging er weiter
und tat das gleiche.

Nun war er ungefihr § km gewandert. Er schaute nach der Sonne, es war
schon Zeit zum Frihstiicken. »Eine Seite habe ich schon hinter mir, der Tag hat
vier ... da kann ich noch 5 km geradeaus gehen und dann wetde ich links ab-
biegen.«

Er ging also weiterhin geradeaus.

Abb. 163. Die Sonne nihert sick schon dem Horizont und Pachom liuft mit letzter Kraft.
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»So«, dachte er, »jetzt ist es genug. Nun mub ich links gehen.« Er blieb stehen,
grub ein etwas gréferes Loch und machte eine scharfe Wendung nach links.

Auch die zweite Seite seines kinftigen Landbesitzes wurde sehr lang. Er machte
wiederum eine Wende und schaute nach dem kleinen Steppenhiigel, von dem aus
er seine Wanderung begonnen hatte: kaum sichtbar waren Hiigel und Menschen
in dem Mittagsdunst der Ferne.

»Die Seiten sind aber sehr lang geworden«, dachte Pachom. »Diese soll kiirzer
werden.«

Er wanderte jetzt an der dritten Seite. Er schaute nach der Sonne, sie stand
hoch am Himmel und er hatte noch kaum 2 km lings der dritten Seite zuriick-
gelegt. Es blieben aber immer noch an die 15 km bis zum Hiigel. »Nein¢, dachte
er, yund wenn das Land schief wird, ich mul3 dennoch geradeaus gehen, damit
ich zurechtkomme.«

Er beeilte sich, ein Mulde zu graben und ging geradeaus weiter auf den Hiigel zu.

Immer ging es vorwirts, dann spiirte er, daB er miide wurde. Gern hitte er sich
ein wenig ausgeruht, wagte es aber nicht; denn er fiirchtete, daB3 er es bis Sonnen-
untergang nicht schaffen wiirde. Die Sonne neigte sich bereits dem Untergange zu.

Je weiter er wanderte, um so schneller ging er; das Gehen fiel ihm immer
schwerer; trotzdem legte er immer mehr zu. Schliellich begann er zu laufen. Er
lief und lief, das schweiBnasse Hemd und die FuBlappen klebten ihm an der Haut,
sein Mund war ausgetrocknet. Er hatte ein Gefithl, als pumpe seine Lunge wie ein
Blasebalg, das Herz in der Brust schlug zum Bersten ... Er spannte seine Krifte
an und lief was er konnte. Er war schon am Ende seiner Kraft, die Sonne hatte
den Erdrand beinahe erreicht: gleich wiirde sie untergehen (Abb. 163).

Jetzt begann der glithende Sonnenball hinter dem fernen Horizont zu versin-
ken; der Ausgangspunkt seiner Wanderung lag zum Greifen nahe. Jetzt sah er die
Miitze aus Fuchspelz auf det Erde und den Dozfiltesten, der auf der Erde hockte.

Er schaute sich nach der Sonne um, die inzwischen zur Hilfte hinter dem Erd-
rand verschwunden war. Er sammelte seine letzten Krifte und jagte den Hiigel
hinauf. Da lag die Miitze: Seine Knie gaben nach, er wankte... stiirzend berithrte
er die Miitze mit den Fingerspitzen.

»Haj, das hast du wacker gemacht!« rief der Dorfilteste. »Nennst nun viel Grund
und Boden dein eigen !«

Jetzt lief sein Landarbeiter herbei, er wollte ihn aufrichten... da ergoB sich ein
Blutstrom aus Pachoms Mund: er wat tot.

Die Aufgabe Leo Tolstojs

Wir wollen jetzt den tragischen Ausgang dieser Erzihlung fir eine Weile ver-

- gessen und die geometrische Seite betrachten. Wir legen uns folgende Frage vor:

Kann man nach den in dieser Geschichte verstreuten Angaben auf den Flichen-
inhalt des Bodens schlieBen, den der unselige Pachom umwandert hatte?

Die Aufgabe scheint zwar auf den ersten Blick unlésbar zu sein, wie wir aber
sehen werden, 1iBt sich das Ergebnis dennoch ziemlich einfach feststellen.
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Loésung

Lesen wir die Erzihlung aufmerksam durch und merken uns alle darin ent-
haltenen geometrischen Angaben, so kénnen wir uns leicht davon iberzeuger,
daB sie vollauf geniigen, um eine befriedigende Antwort auf die gestellte Frage zu
geben; ja, wir sind sogar in der Lage, einen Plan des Grundstiicks zu skizzieren,
das Pachom umwandert hatte.

Aus der Erziblung geht zunichst hervor, das Pachom an den Seiten eines Vier-
ecks entlang gegangen ist. Wir lesen noch einmal nach »... 5 km weit gewan-
dert ... ich gehe noch 5km vorwirts, danr werde ich links abbiegen«

Also war die erste Viereckseite ungefihr 10 km lang.

Es fehlen Anhaltspunkte tber die zweite Seite, die mit der ersten einen rechten
Winkel bildete.

Die Linge der dritten (wahrscheinlich rechtwinklig zur zweiten Seite stehenden)
Seite wird folgendermaBen angegeben: »Er hatte noch kaum 2 km lings der
dritten Seite zurlickgelegt.«

Der Hinweis auf die vierte Seite ist eindeutig: »Es blieben aber immer noch an
die 15 km bis zum Hiigel.«*

AufGrund dieser Angaben kénnen wir einen Plan des von Pachom umgangenen
Landbesitzes nachzeichnen (Abb. 164).

In dem dargestellten Viereck ABCD ist AB=10km, CD=2km, AD = 15km,
die Winkel 4BC und BCD sind rechte Winkel. Die Linge x der unbekannten
Seite BC 148t sich unschwer berechnen, wenn von D ein Lot DE auf AB gefillt
wird (Abb. 165). In dem rechtwinkeligen Dreieck AED kennen wir die Kathete
AE =8 km und die Hypotenuse 4B = 15 km. Die Linge der unbekannten
Kathete ED ist dann

ED =115 —§ ~ 13.

Die zweite Seite ist also 13 km lang. Pachom irrte offensichtlich, als er annahm,
daB die zweite Seite kiirzer als die erste wire.

Sie ersehen daraus, daB3 es nicht schwer fillt, das Land, das Pachom umwanderte,
auf der Karte festzuhalten. Es besteht kein Zweifel, daBl Tolstoj, als er diese Er-
zihlung schrieb, unsere Skizze nach Abb. 165 vor Augen schwebte.

A A
15
10 \
b
—_—
B x c
Abb. tvd, Der Weg Pachoms. Abd. 165. Genaue Bestimmung des Weges.

* Die Stelle ist insofern unwirklich, als es nicht verstindlich ist, wieso Pachom aus einer Entfernung von 15 km
Menschen unterscheiden konnte.
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Jetzt kénnen wir auch den Flicheninhalt des Trapezes ABCD berechnen: es
besteht aus dem Rechteck EBCD und dem rechtwinkeligen Dreieck AED.
Wit erhalten:

zkm~I3km+—}-8km-13km:78km2

Die Berechnung nach der Formel fiir die Trapezfliche fiihrt selbstverstindlich
zu dem gleichen Ergebnis: '

AB + CD rokm -4 2 km

2

-BC = - 13 km = 78 km?

Wie wir daraus entnehmen kénnen, hitte sich Pachom ein ganz stattliches Stiick
Land serwandert«: es waren nahezu 8000 ha. Ein ha kostete dann 12,5 Kopeken!

Trapez oder Rechteck?

Aufgabe

An diesem fiir Pachom so entsetzlichen Tag, da er seine Gehleistung mit dem
Leben bezahlen multe, hatte er 10 km + 13 km 4 2 km + 15 km = 40 km
zuriickgelegt. Er ging an den Seiten eines Trapezes entlang. Eigentlich hatte er
die Absicht, ein Rechteck zu umwandern; das Trapez entstand nur durch seine
untiberlegte Rechnung. Nun ist folgende Frage interessant: Hatte er dadurch ge-
wonnen, daf3 das umwanderte Land die Form eines Trapezes und nicht die eines
Rechtecks aufwies? In welchem Falle wire der Flicheninhalt gréBer ausgefallen?

Lésung

Es gibt sehr viele Rechtecke mit eirem Umfang (Seitensumme) von 40 km; der
Flicheninhalt dieser Rechtecke kann aber verschieden sein. Hier einige Beispiele:
14 km « 6 km = 84 km?
13 km -7 km = g1 km?
12 km - 8 km = g6 km?
11 km - g km = g9 km? usw.

Obwohl die Summe der Seiten bei allen Vietecken die gleiche ist, ndmlich 40 km,
unterscheiden sich die Flicheninhalte jedoch. Andererseits gibt es aber auch Recht-
ecke mit einer Seitensumme von 40 km Linge, deren Fliche kleiner ist als die
eines entsprechenden Trapezes, z. B.:

18 km - 2 km = 36 km?
1gkm - 1 km = 19 km?
194 km - § km = ¢,75 km?

Die dutch die Aufgabe gestellte Frage i3t sich demnach nicht eindeutig beart-
worten. Bei der gleichen Summe der Seitenlingen gibt es Rechtecke, die grofier
als ein Trapez sind und auch solche mit kleinerem Flicheninhalt. Wir kénnen je-
doch eine andere Frage eindeutig beantworten: Welches rechteckige Gebilde mit
einer bestimmten Summe aller Seitenlingen besitzt den groBiten Flicheninhalt?
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Vergleicht man die Rechtecke miteinander, so bemerkt man, daB die Fliche des
Rechtecks zunimmt, wenn die Seitendifferenzen verringert werden. Die Annahme
liegt nahe, daB3 die groBte Fliche dann erreicht wird, wenn diese Seitendifferenz
gleich o ist, d. h., wenn sich das Rechteck in ein Quadrat verwandelt hat. Wir er-
halten dann einen Flicheninhalt von ro0km - 10km = 100 km? Wir kénnen leicht
feststellen, dafl ein solches Quadrat alle Rechtecke, deren Seitensumme gleich der-
jenigen des Quadrats ist, an Flicheninhalt ibertrifft.

Wire Pachqm schlauer gewesen, so hitte er an den Seiten eines Quadrats ent-
lang wandern miissen; dann hitte er sich das denkbar gréBte Stiick Land ergattert —
22 km? mehr, als er in Wirklichkeit umgangen hatte!

Die ausgezeichneten Eigenschaften des Quadrats

Vielen Menschen ist die merkwiirdige Eigenschaft des Quadrats unbekannt, in
seinen Grenzen den gréBtmoglichen Flicheninhalt aller Rechtecke mit gleichem
Umfang zu umschlieen. Wir wollen daher die aufgestelite Behauptung beweisen.

Wir bezeichnen den Umfang einer rechteckigen Figur mit . Nimmt man ein
Quadrat, dessen Summe der Seitenlidngen P ist, so ist die Linge einer Seite offen-
bar -£. Wir wollen nun folgendes beweisen: Wenn man eine Seite des Quadrats um
einen Betrag b kiirzt und die anliegende Seite um den gleichen Betrag verlingert,
entsteht ein Rechteck, dessen Summe der Seitenlingen gleich der Summe der
Seitenlingen eines Quadrats, dessen Flicheninhalt jedoch geringer ist. Das heif}t
mit anderen Worten, daBl die Fliche des Quadrats ()2 groBer ist als die Fliche

des Rechtecks ’
2o (2 4]
(27> (2o

Da die rechte Seite dieser Ungleichung (-5-)* — &2 ist, so konnen wir auf beiden
Seiten (-5)? streichen und erhalten:

Wir formulieren:

0> —b% oder >0

Die Ungleichung rechts ist verstindlich, denn ein Quadrat jeder Zahl, ganz gleich,
ob es sich um eine positive oder negative Zah] handelt, ist gréBer als Null. Folglich
ist auch die erste Ungleichung, die uns zu dieser Ableitung verhalf, richtig.

Also besitzt das Quadrat die grofite Fliche von allen Rechtecken mit der gleichen
Summe der Seitenlidngen.

Hieraus folgt u. a., daB das Quadrat unter allen rechteckigen Figuren gleichen
Flicheninhalts den kleinsten Umfang besitzt. Wir kdnnen uns von dieser Tatsache
durch folgende Uberlegung iiberzeugen: Wir nehmen zunichst an, unsere Be-
hauptung sei unricbtig, Dann gibe es ein Rechteck 4 mit gleichem Flicheninhalt
wie ein Quadrat B, jedoch mit kleinerem Umfang als dieses. Wir zeichnen ein
Quadrat C mit gleichem Umfang wie das Rechteck 4; wir erhalten dadurch ein
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Quadrat, dessen Fliche groBer als 4 und folglich auch groBer als diejenige des
Quadrats B ist. Was ergibt sich aus unserer Untersuchung?

Nun, das Quadrat C hat einen kleineren Umfang als das Quadrat B beji gleich-
zeitig groBerem Flicheninhalt. Das ist doch absurd: ist ndmlich die Scite des
Quadrats C kleiner als die Seite des Quadrats B, so muBl auch sein Flicheninhalt
kleiner sein. Wir koénnen daher niemals annehmen, es existiere ein Rechteck A4,
das bei gleichem Flicheninhalt einen kleineren Umfang hat als ein Quadrat. Mit
anderen Worten, das Quadrat besitzt den kleinsten Umfang unter allen Rechtecken
mit gleichem Flicheninhalt.

Wire Pachom mit dieser Eigenschaft des Quadrats vertraut gewesen, dann hitte
er mit seiner Kraft sparsam haushalten und ein sehr groBes Stiick Land erwerben
konnen.

Angenommen, er wiilite, dafl er, ohne sich zu iiberanstrengen, 36 km an einem
Tage zuriicklegen kénne. Er hitte an den g km langen Seiten eines Quadrats ent-
lang gehen miissen und wire abends Besitzer eines 81 km? groBen Stick Landes
gewesen. Wenn er sich andererseits von vornherein mit einer bescheideneren
Gr6Be seines Grundbesitzes zufriedengegeben hitte, etwa 30 km?, so hitte er mit
einem geringen Kraftaufwand sein Ziel erreichen kénnen, indem er gemiitlich an
den 6 km langen Seiten eines Quadrats entlang gewandert wire.

Grundsiiicke von anderer Form

Vielleicht, so kénnten wir fragen, wire es vorteilhafter, wenn sich Pachom dazu
entschlossen hitte, die Rechteckform aufzugeben und ein Grundstick in anderer
Form zu wihlen, etwa ein unregelmiBiges Viereck, ein Dreieck, ein Finfeck oder
ihnliches?

Man koénnte die Frage auf streng mathematischem Wege analysieren. Wir wollen
den Leser indessen durch die komplizierten Rechenoperationen nicht ermiiden und
verzichten daher auf die theoretische Beweisfithrung; wir beschrinken uns darauf,
dem Leser die Resultate zur Kenntnis zu bringen.

Erstens kann bewiesen werden, dafl das Quadrat den groBten Flicheninhalt unter
allen Vierecken gleichen Umfanges hat.

Pachom wire also niemals in der Lage gewesen, einen Besitz von ber 100km?
zu erwandern, wenn wir die héchste Marschleistung mit 40 km je Tag veranschlagen.

Zweitens kénnen wir beweisen, daB das Quadrat einen gréfieren Flicheninhalt
besitzt als jedes Dreieck mit der gleichen Summe aller Seitenlingen. Wie wir
im weiteren Verlauf unserer Erzihlung beweisen werden, besitzt das gleichseitige
Dreieck den gréBten Flicheninhalt unter allen Dreiecken mit dem gleichen Um-
fang. Wenn also dieses »giinstige« Dreieck einen kleineren Flicheninhalt als das
Quadrat aufweist, dann besitzen alle anderen Dreiecksformen mit gleichem Um-
fang erst recht einen kleineren Flicheninhalt. Die Linge einer Seite eines gleich-
seitigen Dreiecks mit gleichem Umfang betrigt % = 13,3 km und seine Fliche ist:

atV3
4
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worin F der Flicheninhalt und a die Linge einer Seite bedeuten *. Wir erhalten:

Fmr() 15

Dieser Wert ist sogar kleiner als die Fliche jenes Trapezes, das Pachom so un-
liberlegt umwanderte.

Vergleicht man den Flicheninhalt eines Quadrats mit demjenigen eines
Fiunf-, Sechsecks usw., dessen Summe aller Seitenlingen der des Quadrats
gleich ist, so merken wir, daB hier dem Vorzug des Quadrats Grenzen gesetzt sind.

Ein regelmiBiges Fiinfeck hat einen gréBeren Flicheninhalt, ein Sechseck einen
noch groBeren usw, Wir kénnen uns an dem Beispiel des regelmiBigen Sechsecks
leicht davon iberzeugen. Betrigt sein Umfang 40 km, so ist sein Flicheninhalt
31} 3

2

gemiB der Formel F = folgender:

o\2
F= %(%; 1/5 ~ 115 km?
Hitte also Pachom ein regelmiBiges Sechseck als Muster fiir seinen Landbesitz
gewihlt, so wire es thm gelungen, 115 km?—78km?® = 37 km? mehr Land zu
gewinnen als in Wirklichkeit und 15 km? mehr als bei einem Quadrat. Allerdings
hitte er mit einem Winkelmesser in der Tasche auf seine Wanderung gehen
miissen.
Aufgabe
Stellen Sie aus sechs Streichholzern eine Figur mit dem groBten Flicheninhalt
zusammen.
Losung
Man kann aus sechs Streichhélzern allerhand Figuren aufbauven: ein gleichsei-
tiges Dreieck, ein Rechteck, eine Anzahl Parallelogramme, eine Reihe von unregel-
mifBigen Funfecken, eine Anzahl unregelmiBiger Sechsecke und schlieBlich ein
regelmiBiges Sechseck. Ohne die einzelnen Figuren miteinander zu vergleichen,
kennt der Geometriekundige von vornherein die Figur mit dem gréBten Flichen-
inhalt: es ist das besagte regelmiBige Sechseck.

* Die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks ist:

Grundlinie - Hohe
Fes —— — -

2 [4
a-hk "
F =
2
Die Grundlinie ist a. Die Hohe ergibt sich nach dem Pythagoreischen Lehrsatz:
i = ]/az_ (’1)2 - Vﬂz_i =/&s
\ 2 4 4 A 4 [:]
a —
=2
E
Daraus folgt:
P2y
2-2
e aVy



Die Figur mat dem griften Flicheninhalt

Man kann streng geometrisch beweisen, daB, je mehr Seiten ein regelmiBiges
Grundstiick in Gestalt eines Vielecks besitzt, desto gréBler die von der gleich-
langen Grenze umschlossene Fliche ist. Die groBte Fliche (bei gleichem Umfang)
umschlieBt der Kreis| Wire Pachom an der Peripherie des Kreises entlang ge-
wandert, so wire der Flicheninhalt des Landbesitzes nach einem Weg von 40 km

40km

F=mn undda »=21"—""-= |ist
27N
F:x(4°km)2=127km2.
27

Keine einzige andere Figur - ganz gleich, ob geradlinig oder gekriimmt - be-
sitzt bei gleichem Umfang eine gleichgroBe oder gréBere Fliche.

Wir wollen nun diese merkwiirdige Eigenschaft des Kreises — einen gréBeren
Flicheninhalt als jede andere zweidimensionale Konstruktion, gleich welcher
Form mit gleichlangem Umfang zu umschlieBen - etwas eingehender betrachten.
Moglicherweise interessiert sich einer unserer
Leser fiir eine Methode, mit deren Hilfe diese b
Behauptung bewiesen wird. Nachstehend bringen A/f_'::\_\B
wir dann auch einen - allerdings nicht streng ge-
nauen - von dem Mathematiker Jacob Steiner
vorgeschlagenen Beweis dieser Eigentlimlichkeit
des Kreises. Er ist allerdings etwas umstindlich,
so daB diejenigen Leser, die ihn langweilig fin-
den, ohne Schaden fiir das weitere Verstindnis
des Lesestoffes die Beweisfithrung berschlagen
kénnen.

Es ist zu beweisen, dafl die Figur, die miteinem
bestimmten Umfang den gréBten Flicheninhalt
aufweist, ein Kreis ist. Als erstes stellen wir fest,
dal3 die gesuchte Figur nach auBlen gewolbt sein M
mufB}, Diese Eigenschaft wird dadurch gekenn-
zeichnet, daB jede die betreffende Figur schnei-
dende Sehne vollstindig innerhalb der Figur
liegen muB. Angenommen, daB die in Abb. 766
dargestellte Figur AaBC eine Aullensechne AB
besitzt. Wir ersetzen nun den Bogen g durch
den symmetrischen Bogen 6. Die Linge des Um-
fanges dndert sich dadurch nicht, die Fliche wird

c

Abb. 166. Die Figur mit grofitem
Flicheninhalt muf nach aupPen gewolbt
seitt.

jedoch offensichtlich gréBer. Daraus folgt, dafl
Figuren von der Art AaBC keinesfalls Kon-
struktionen darstellen, die den gréBten Flichen-
inhalt besitzen.
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Abb. 167. Jede Sehne, die den Umfang der
Figur in zwei gleiche Teile schneidet, muf
auch die Fliche in swei Hilften teilen.



Die gesuchte Figur ist also erhaben. Wir sind ferner in der Lage, eine weitcre
Eigenschaft solch ejner Figur festzustellen: Jede Sehne, die den Umfang der
Figur in zwei gleiche Teile schneidet, mufl auch ihre Fliche in zwei Hilften
teilen.

Es sei AMBN (Abb. 167) die gesuchte Figur; die Sehne MN teilt ihrenUmfang
in zwei Hilften. Wir wollen beweisen, daf3 die Fliche AMN gleich der Fliche
MBN ist. In der Tat, wire der Flicheninhalt eines der Teile gréBer als der des
anderen, wire also z. B. AMN > MNB, so wiitden wir durch Falten der Figur
AMN in MN ecine andere Figur AMA'N erhalten, deren Fliche groBer wire als
die der urspriinglichen Figur AMBN bei gleichlangem Umfang. Indessen kann
die Figur AMBN, in der die den Umfang halbierende Sehne die Fliche in zwei
ungleiche Teile teilt, nicht die gesuchte Figur sein. Sie kann, mit anderen Worten,
nicht den gréBten Flicheninhalt bei dem betreffenden Umfang besitzen.

Ehe wir die Beweisfithrung weiterentwickeln, bringen wir noch folgenden Hilfs-
satz: Unter allen Dreiecken, von denen jeweils zwei Seiten gleichlang und bekannt
sind, besitzt jenes den gréBten Flicheninhalt, dessen zwei Seiten einen rechten
Winkel zueinander bilden. Damit der Lehrsatz bewiesen werden kann, denken wir
einmal an den trigonometrischen Ausdruck fiir
die Fliche eines Dreiecks, dessen Seiten a und &
und der vonihnen gebildete Winkel mit C bezeich-
net werden.

F=-gbsinC
2

Der Wert dieses Ausdrucks ist offenbar dann
am grofiten, wenn (bekannte Seiten voraus-
gesetzt) sin C den gréBten Wert hat, d. h., wenn
er I ist. Der Winkel, dessen Sinus jedoch 1 ist,
ist ein rechter Winkel. Der Beweis ist also ge-

Abb. 168. Wir setzen eine nicht kreis- :
formige Figur mit dem grofiten Flichen- IICfCI:t. 3
inhalt voraus. Wir wenden uns wieder unserer Grundaufgabe

zu — dem Beweis, dafi der Kreis die grofite Fliche
unter allen Figuren mit dem Umfang P um-
schlie8t. Um sich davon zu iiberzeugen, nehmen
wir einmal an, es gibe eine andere als eine kreis-
formige erhabene Figur (Abb. 168), die diese
Eigenschaften aufweist. Wir ziehen die Sehne
MN, die den Umfang der Figur in zwei gleich
lange Teile trennt. Wie wir wissen, teilt sie auch
den Flicheninhalt in zwei gleiche Teile. Wir fal-
tent die Hilfte MKN an MN derartig dal} sie
eine symmetrische Lage einnimmt (M K'N).

Abh. 169. Wir stellen fest, dalf ton allen Wir weisen darauf hin, dal MK'IN und die

Figuren mit einem bestimmien Umfang der . . . .
Kreis den grifiten Flacheninhalt umsehisept.  ursprungliche Figur MKN gleiche Fliche und
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gleichen Umfang besitzen. Da der Bogen MKIN keinen Halbkreis darstellt (wenn
es so wire, dann brauchten wir ja nichts zu beweisen), mull er Punkte aufweisen,
von denen aus gesehen die Strecke MIV nicht im rechten Winkel erscheint. Es
sei nun K ein solcher Punkt und K’ der entsprechende Punktim Spiegelbild. Die
Winkel K und K’ sind demnach keine rechten Winkel.

Durch Auseinandertiicken bzw. Zusammenschieben der Seiten MK, KN, MK’,
NK'’ koénnen die von ihnen eingeschlossenen Winkel zu rechten Winkeln werder.
Wir erhalten auf diese Weise zwei gleiche rechtwinklige Dreiecke. Wir legen’die
beiden Dreiecke mit den Hypotenusen aneinander (Abb. 169) und figen die
Segmente hinzu. Dadurch erhalten wir das Gebilde M'KN'K’, das den glei-
chen Umfang wie die urspriingliche Figur besitzt, dessen Flicheninhalt jedoch
groBer ist (weil ja die beiden rechtwinkligen Dreiecke M'KN' und M'K'N' einen
groBeren Flicheninhalt besitzen als die spitzwinkligen Dreiecke MKN und MKX'N).
Folglich kann keine umrundete Figur einen gréBeren Flicheninhalt aufweisen als
der Kreis, wenn der gleiche Umfang vorausgesetzt wird.

So sehen die Gedankenginge aus, mit deren Hilfe wir beweisen, daf} der Kreis
diejenige Figur ist, die bet gegebenem Umfang den grofiten Flicheninhalt auf-
weist.

Ferner 148t sich folgende Behauptung leicht beweisen:

Der Kreis hat den kleinsten Umfang unter allen Figuren von gleichem Flachen-
inhalt. Zu diesem Zweck wendet man die gleichen Uberlegungen an, die sich auf
das Quadrat beziehen - natiirlich mit entsprechender Abwandlung.

Die Ndgel

Aufgabe

Welcher Nagel 1iB3t sich leichter herausziehen, einer mit rundem, mit quadra-
tischem oder mit dreieckigem Querschnitt? Alle drei Nigel sind gleich tief ins
Holz getrieben und besitzen die gleiche Querschnittfliche.

Lésung

Wir gehen von der Erkenntnis aus, dal3 der Nagel den besten Halt aufweist, der
den ihn umgebenden Werkstoff in einer groBeren Fliche berithrt, Und welcher von
unseren drei Nigeln Hat die groBte Beriihrungsfliche? Wie wir bereits wissen,
umschlieBen die Seiten eines Quadrats eine groBete Fliche als die Dreieckseiter,
und der Kreis umschlief3t eine groBere Fliche als die Seiten eines Quadrats. Setzen
wir die Seite eines Quadrats gleich 1, dann erhalten wir folgende Verhiltnis-
werte:

4)5 :4 : 3’55

Folglich hat der Dreiecknagel den besten Halt.
Solche Nigel werden indessen kaum hergestellt. Die Ursache diirfte darin zu
suchen sein, dall derartige Nigel schwieriger herzustellen sind.
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Der Korper mit dewm grofien Volumen

Die Kugelfliche weist dhnliche Eigenschaften auf wie der Kreis. Eine Kugel hat
unter allen Koérpern mit gleich groBer Oberfliche das gréBte Volumen. Auch um-
gekehrt entspricht die Analogie dieser Erkenntnis dem Kreis. Die Kugel besitzt die
kleinste Oberfliche unter allen Kérpern mit gleichem Volumen,

Diese Eigenschaft hat im praktischen Leben eine gewisse Bedeutung. So besitzt
eine kugelformige Teekanne eine kleinere Oberfliche als etwa eine zylinderférmige
oder eine Kanne von beliebiger anderer Gestalt von gleichem »Teefassungsver-
mogen«. Da aber ein Kérper nur an seiner Oberfliche Wirme ausstrahlt, d. h. ver-
liert, so kithlt eine kugelige Teekanne Jangsamer ab als andersgeformte Teekannen
mit gleichem Volumen.

Im Gegensatz hierzu pflegt man oft den Quecksilberbehiltern unserer Thermo-
meter zylindrische Form und nicht Kugelform zu geben, weil sich das Quecksilber
ja schnell abkiihlen und erwirmen, d. h. die Temperatur der Umgebung annehmen
soll.

Das Produkt gleicher Faktoren

Bei den bisherigen Aufgaben dieses Kapitels wurde versucht, mit dem geringsten
Aufwand einen groBten Nutzen bzw. das beste Ergebnis zu erzielen.

Die Uberschrift dieses Kapitels weist auf diese Tatsache hin: »Okonomische
Geometrie«. Dieser Ausdruck stellt indessen eine Freiheit des Verfassers dar, der
dem vorliegenden Buch ein populires Geprige geben wollte. Der Mathematiker
bezeichnet solche Aufgaben anders und nennt sie yMaxima- und Minima-Aufgaben«.
Threm Gegenstand und ihrer Schwierigkeit nach sind sie recht unterschiedlich.
Viele Aufgaben kénnen nur mit Hilfe der héheren Mathematik geldst werden.
Dennoch gibt es eine stattliche Anzahl von Aufgaben, die auch mit elementarsten
Kenntnissen I&sbar sind. Nachstehend bringen wir mehrere dieser Aufgaben auf
geometrischem Gebiet, die wir dadurch I6sen, daB wir eine eigentiimliche Eigen-
schaft des Produktes aus gleichen Faktoren anwenden.

Wir kennen bereits diese Eigenschaft fiir den Sonderfall mit zwei Faktoren. Wie
wir wissen, ist die Fliche eines Quadrats gr6Ber als die Fliche jedes anderen Recht-
ecks mit gleichem Umfang. Ins Arithmetische tibersetzthatdasfolgende Bedeutung:
Soll eine Zahl so in zwei Teile getrennt werden, daBl das Produkt beider Teile den
groBten Wert ergibt, so muB3 diese Zahl in zwei gleiche Teile getrennt werden. So
ist z. B. unter allen Produkten, die sich durch Multiplikation folgender Faktoren

ergeben: -
13-17, 16 + 14, 12 - 18, II - 19, I0 - 20, I5 * I5 USW.,

deren Summe immer 30 betrigt, das Produkt aus 15 « 15 die grofite Zahl, auch dann,
wenn man die Produkte von Briichen, wie 14,5 + 15,5 usw. miteinander vergleicht.
Dasselbe gilt auch fiir Produkte mit gleicher Quersumme aus drei Faktoren. Auch
hier ist das Produkt am gréBten, wenn alle Faktoren gleich sind. Diese Tatsache
kann aus der vorangegangenen Behauptung unmittelbar gefolgert werden. Es
seien x, y und z drei Faktoren mit der Quersumme a:

x+y+z=a
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Nehmen wir an, x und y sind ungleich. Ersetzt man diese entsprechend durch
ein arithmetisches Mittel =% dann bleibt die Quersumme der Faktoren un.
verindert.

x_—i—_y_{_r__F_y__‘_sz»LyJ'_z:a

2

Da jedoch nach dem Vorangegangenen

=

2

e
ist, so gilt fiir das Produkt aus drei Faktoren:
s+y\ (2t
(=) ()

ist gréBer als das Produkt x «y - 2.
Wir schreibens

(22 (22205 50

Es gilt allgemein folgendes: Sind unter den Faktoren x, y und z zwei ungleich, so
kénnen wir immer Zahlen finden, die ohne Verinderung der Quersumme ein
groBeres Produkt ergeben als x« y+z. Nur wenn alle drei Faktoren gleich sind, ist
eine detrartige Substitution undurchfithrbar.

Ist also x -+ y + z = a, dann nimmt das Produkt den gr6Bten Wert bei
X =y =1z

an. Wir benutzen nun diese Eigenschaft gleicher Faktoren, um einige interessante
Aufgaben zu I6sen.

Das Dreteck mait der grifiten Fliche

Aufgabe

Welche Form soll ein Dreieck besitzen, damit es bei bekanntem und gleich-
bleibendem Umfang den gréBten Flicheninhalt hat? Wir haben schon vorher
darauf hingewiesen, daB das gleichseitige Dreieck diese Eigenschaft besitzt. Aber
wie konnen wir diese Behauptung beweisen?

Losung

Wir wissen aus det Geometrie, da3 die Fliche F eines Dreiecks, dessen Seiten-
summe a@ 4 b + ¢ = 2 bekannt ist, folgendermaBen ausgedriickt wird:

F=ls(s—a)(s—b)(s—c)
Daraus folgt:

2

—=(—a(s—0b)(s—o)

S
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Die Fliche F eines Dreiecks ist am groBten, wenn auch F? bzw. der Ausdruck £
(wo s der halbe Umfang ist) am groéBten ist. Nach den Voraussetzungen der Auf-
gabe ist s konstant. Da beide Teile der Gleichung ihren Héchstwert zugleich er-
reichen, so wird die Frage folgendermaBen formuliert: Unter welcher Bedingung
nimmt das Produkt
(s —a)(s—b)(s—¢)

den hochsten Wert an. Wir weisen noch darauf hin, dal die Summe dieser Faktoren
konstant ist. Dann entwickeln wir das Glied folgendermaflen:

s—a+s—b+s—c=3s—(a+-btc)=35s—25=s
Da die Summe der Faktoren konstant ist, so folgt daraus, dal3 das Produkt den

héchsten Wert annimmt, wenn die Faktoren gleich grof3 sind, d. h., wenn folgender
Gleichung geniigt wird:
s—a=s—b=s—c¢
Wir erhalten daraus:
a=0bb=c

Folglich hat das Dreieck den groBten Flicheninhalt, wenn alle Seiten gleich sind.

Die schwerste Bohle

Aufgabe
Aus einem zylindrischen Stamm soll das schwerste Stiick Vierkantholz heraus-
geschnitten werden. Wie lésen wir diese Aufgabe?
Lésung

Die Aufgabe besteht offenbar darin, dall man ein Recht-

eck mit dem gréBten Flicheninhalt in einen Kreis eir-

schreibt. Obwohl der Leser nach allem, was bisher vor-
7Y x gebracht wurde, in Gedanken schon darauf vorbereitet ist,
daf3 dieses Rechteck ja nur ein Quadrat sein kann, ist der
E ] genaue Beweis fiir diese Tatsache dennoch von erheblichem
r-x Interesse.
s 10 Wir bezeichnen die Seite des gesuchten Rechtecks mit x
170,

(Abb. 170). Die andere Seite ist dann
V4r — 22,
worin » der Halbmesser des Stammaquerschnittes ist. Die Fliche des Rechtecksist

F:xm,

Zur Aufgabe iiber die Bohle.

woraus folgt, daf3
F2 = x2(47% — a?) ist.

Dadie Summe der Faktoren x> und 47% — &? konstantist, nimlich 4% + 472 — 42 = 4%,
so ist ihr Produkt F2 dann am groBten, wenn

x% = 4v* — x? ist,
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oder

x=1Vz-r
betrigt. Auch der Wert F, d. h. der Flicheninhalt des gesuchten Rechtecks, ist in
diesem Falle am groBten.

Folglich ist die eine Seite eines Rechtecks mit gréBtem Flicheninhalt gleich
VZ « v.Das ist aber nichts anderes, als die Seite des in den Kreis eingeschriebenen
Quadrats. Also ist das Volumen des geschnittenen Kantholzes am grofiten,
wenn sein Querschnitt ein in den Querschnitt eines zylinderférmigen Stammes
eingeschriebenes Quadrat darstellt.

Das Pappdreieck

Aufgabe

Vor uns liegt ein dreieckiges Stiick Pappe. Die Aufgabe lautet, dal parallel zur
Grundlinie bzw. Hohe ein Rechteck mit dem gréBten Flicheninhalt ausgeschnitten
werden soll.

Loésung

Das Dreieck sei ABC (Abb. 171) und MNOP jenes Rechteck, daB herausge-
schnitten werden soll.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und MNC folgt:
CD _ 4B

CE =~ MN ¢
und daraus ) |
MN = A2 CE |
CD |
Mt E AN
Bezeichnet man die Seite M N des gesuchten Rechtecks 7Y%
mit y, thre Entfernung CE von der Spitze des Dreiecks //
mit x, die Seite 4B mit @ und die Héhe CD mith, dann A p p g 8
hat der frithere Ausdruck folgende Form: Abb. 171, In ein Dreicch ist ein
e % Rechteck mit dem griften
- Fldcheninhalt einzuzeichnen.
Y= h
Der Flicheninhalt F des gesuchten Rechtecks MINOP ist:
F=MN-NO=MN-(CD—CE)=(h—x)-y = (h — %) “};"
Folglich gilt: .
olglich gi Fah:(h_x)x

Die Fliche F ist am groBten, wenn der Ausdruck £ am groBten ist. Das ist aber
dann der Fall, wenn auch das Produkt der Faktoren (4 — x) und x am gréBten ist.
Nun ist jedoch die Summe

h—xt+x=h
konstant. Folglich nimmt das Produkt den héchsten Wert an, wenn

h—x=x%
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ist, woraus folgt, daB3

sein mul.
Wir wissen jetzt, daB3 die Seite MIN des gesuchten Rechtecks durch den Héhen-

mittelpunkt des Dreiecks gelegt werden muB: er verbindet demnach die Mittel-
punkte der Dreieckseiten miteinander. Folglich ist diese Seite des Rechtecks
gleich 4 und die andere +.

Der Klempner in Schwierigheiten

Aufgabe

Ein Klempner erhilt den Auftrag, aus einer quadratischen Blechtafel von 60 cm
Breite einen Kasten ohne Deckel mit quadratischem Boden anzufertigen, wobei
laut Bedingung der Kasten das denkbar groBte Volumen besitzen soll. Der
Klempner miBt hin und her und kann sich nicht dariiber schlissig werden, wo die
Kanten umzubiegen sind (Abb. 172). Vielleicht sind Sie in der Lage,ihm schnell
zu helfen?

Lésung

Die Breite der umzubdrdelnden Streifen sei x (Abb. 173). Dann betrigt die Breite
des quadratischen Kastenbodens 60 — 2x; das Volumen V des Kastens wird wie

folgt ausgedriickt:
V = (60— 2x) (60— 2x) x

Abb. 172. Der Klempner in Schwierigheiten.
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Bei welcher Grofle von x besitzt nun dieses Produkt T T
den héchsten Wert? S — e
Wire die Summe aller drei Faktoren konstant, dann : :

wire ihr Produkt am gréften, wenn die Faktoren einander ] ]
gleich sind. In diesem Falle aber ist die Summe der Fak- ' :
toren 1 !
xt  60-2x |x
60 —2x + 60 —2x + x = 120 — 3% i i jl*—
1 ]
keine konstante GroBe, da sie sich mit x ebenfalls verindert.
e 1 . . bb. 173.
Wir kénnen jedoch unschwer erreichen,daf3 alle Faktoren Aus dim’i Ma;f,, muf die
gleich sind. Es geniigt, beide Seiten der Gleichung mit 4 "’mbfﬂgek“’;” bestimmt
weraen.

zu multiplizieren:
4V = (60 — 2%) (60 — 2x) 4%

Die Summe der Faktoren betrigt
60 —2x+ 60— 2%+ 4x = 120.

Diese Gt6Be ist konstant. Folglich ist das Produkt der drei Faktoren am groBten,
wenn sie gleich sind, d. h., wenn
60 —2x =4«
60 =6x
ist. Daraus folgt:
x =10
4V und zugleich V erreicht dann ebenfalls den gréBten Wert, Wir wissen jetzt,
daB der Blechkasten das groBte Volumen besitzt, wenn wir das Stiick Blech
10 cm von der Kante umbiegen. Dieses gréBte Volumen betrigt

40cm + 4o cm * I0 cm = 16000 cm?,

Biegen wir das Blech 1 cm weiter oder niher zur Kante um, so wird in beiden
Fillen das Volumen des Blechkastens kleiner.
gcm - 42 cm - 42 cm = 15900 cm?
und Ircm - 38 cm - 38 cm = 15900 cm?,
also in beiden Fillen weniger als 16000 cm?3.

Fir die allgemeine Form der Aufgabe kann festgestellt werden, daB3 bei der
Breite a einer quadratischen Blechrafel die Seitenwinde mit der Breite xim Abstand
von ¥ = 4 a vom Rande umzubiegen sind, wenn man das gréBte Volumen
erzielen will. Das Produkt des allgemeinen Ausdrucks (¢ — 2 x) (a — 2x) x bzw.
(a —2x) (a— 2x) 4x nimmt dann den groBten Wert an, wenn a — 2x = 4« ist.

Daraus folgt allgemein:
6x =a

x=—6—

Wir schen, daf3 die geforderte Bedingung dann erfillt ist, wenn die Seitenwand x
gleich ist 3 der Breite a.
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Abb. 174. Die schuierige Aufgabe des Drehers.

Dey grifite Zylinder im Kegel

Aufgabe
Ein Dreher bekam ein kegelformiges Stiick Stahl mit dem Auftrag, einen
Zylinder daraus abzudrehen, wobei mdglichst wenig Werkstoff verlorengehen

sollte (Abb. 174).
Der Dreher dachte tiber die Form des Zylinders nach: sollte er einen hohen

schmalen oder einen dicken kurzen Zylinder drehen? (Abb. 175 bzw. 176). Er
konnte lange Zeit zu keinem Entschlufl kommen. Kénnen Sie sagen, wie er ver-

fahren sollte?
Lssung

Es sei ABC (Abb. 177) der Kegelquerschnitt und DC die Hohe, die wir mit
bezeichnen. Den Radius an der Grundfliche (4D = DB) bezeichnen wir mit R.

|
i
i
E NN

ATp p o0 8

Abb. 175. Aus einem Kegel kann Abb. 176. ... oder ein breiter nied- Abb. 177. Achsenschnitt des
ein hoher schmaler. .. riger Zylinder herausgedreht werden, Kegels und des Zyitnders.
Welcher Zylinder hat das grofite
Volumen?
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Der Zylinder, den man aus dem Kegel herausdrehen kann, hat den Querschnitt
MNOP. Wir wollen nun die Entfernung £C = x zwischen der oberen Zylinder-
grundfliche und der Kegelspitze feststellen, bei der der Zylinderinhalt am gréBten
ist.

Man findet den Halbmesser # (PD oder ME) der Zylindergrundfliche leicht
aus folgender Proportion:

ME EC ¥ k1
ip —De %t =7
Daraus folgt: )
Rx
Y =

h
Die Hohe des Zylinders ist % -— x. Folglich ist sein Volumen

R? x?

V:.’IT-(/’z—x)

:z(‘%)z-(lz*x)

al 'VIZ
und weiter i 2 (h— %)

aR:

In dem Ausdruck -7} sind die Werte %, xr und R konstant, nur ¥V ist ver-
inderlich.

Wir wollen ein solches x finden, bei dem V den héchsten Wert annimmt, Nun
wird aber ¥ offensichtlich mit der Zunahme von Lh, d. h. mit 22 (b — x)
g168er.

Und in welchem Falle erreicht dieser Ausdruck den Héchstwert?

Wir haben es mit drei veridnderlichen Faktoren, x, x und (4 — x) zu tun. Wire
ihre Summe konstant, dann wirde das Produkt am gréBten sein, wenn alle drei
Faktoren gleich wiren. Wir kdénnen diesen konstanten Wert der Summe ohne
weiteres erreichen, wenn wir beide Teile der Gleichung mit 2 multiplizieren. Wir
erhalten:

2 Vi
n R?

= x2(2h — 2%)

Nun weisen die drei Faktoren im rechten Teil der Gleichung die konstante Summe
x4+ x-+2h—2x =2~k auf.

Sind alle Faktoren gleich, dann nimmt das Produkt den hochsten Wert an, d. h.
x=2h—2x und x:z—;.

Auch der Ausdruck 27X wird dabei am groBten, und somit hat das Volumen ¥
des abgedrehten Zylinders den héchsten Wert.

Wir wissen alsc, welche Form der aus einem Stahlkegel hergestellte Zylinder
haben mulB. Die obere Grundfliche des Zylinders mull § Kegelhéhe von der
unteren Grundfliche entfernt sein.
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Wie verlingeri man ein Brett?

Wenn verschiedene Gegenstinde im Heim und in der Werkstitte angefertigt
werden, dann kommt es hiufig vor, daB das Ausmall des Werkstoffes nicht den
gestellten Bedingungen entspricht. In diesem Falle ist es zweckmaBig, die Form des
Materials entsprechend zu verindern und dem Zweck anzupassen. Durch Schart-
sinn und Geschicklichkeit kann die Arbeit erleichtert werden.

Abb. 178. Ein Brett soll mit drei Sdgeschnitten und einer Leimung verlingert werden,

Stellen Sie sich folgenden Fall vor: Sie méchten sich ein Biicherregal anfertigen
und bendtigen ein Brett von der GréBe 1 m lang und 20 cm breit. Sie verfiigen
jedoch nur Gber ein breiteres, aber dafiir kiirzeres Brett, das 75 cm lang und 30 cm
breit ist (Abb. 1%8).

Was tun?

Sie kénnen natiirlich einen 10 cm breiten Streifen an der Lingsseite abschneiden,
ihn in drei Teile von je 25 cm zersidgen und das Brett auf diese Weise verlingern
(Abb. 178 unten).

Die Lisung wire wegen der groBeren Anzahl der Arbeitsginge unwirtschaftlich
(3 Schnitte, 3mal leimen). Sie wiirde auch den Anspriichen an die Festigkeit nur
mangelhaft geniigen.

Aufgabe

Suchen Sie ein Verfahren, mit dessen Hilfe man nur drei Schnitte und ein einziges.
Mal zu leimen braucht!

Losung

Das Brett ABCD (Abb. 179) muB3 diagonal (lings AC) geschnitten werden;
daraufhin verschiebt man die eine Hilfte (z. B. das Dreieck ABC) an det Diagonale,.
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um C,E (gleich der fehlenden Lange), d. h. um 25cm. Die Ge- 4, B

samtlinge der beiden Hilften betrigt dann 1 m. Nun werden

beide Hilften an AC,; geleimt und die Enden (schraffierte 25 75

Dreiecke) abgeschnitten. Unser Brett hat jetzt die passende

GrofBe. A
In der Tat folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC

und C,EC:

AD :DC =CE :EC
Daraus folgt:

EC=2%.CE G
oder 75 25
__ 3ocm .
EC = 5om 25cm = 10Cm D 74
DE =DC — EC = 30cm — 10cm = 20Cm Abb, 179.

Die Losung der Aufgabe.
Das aber ist die gewiinschte Breite.

Der kiirzeste Weg

Zum Schluf3 betrachten wir noch eine »Maxima-Minima-Aufgabe, die durch
eine verbliffende einfachc geometrische Konstruktion zu Iésen ist.

Aufgabe
Am Ufer eines Flusses soll ein Wasserturm gebaut werden, dessen Wasser durch
eine Rohrleitung in die Orte 4 und B flieBen soll (Abb. 180).
In welchem Punkt steht der Wasserturm, damit ein méglichst kurzes Rohrnetz
zwischen den beiden Orten und dem Wasserturm gebaut werden muf3?

=% ”””“’G,,{ﬂiﬁ"' "“?’*\\‘\\\‘S\
/////////7/ // ‘*\\ \\\\\ \\\\*.

,”/ wm v\\

e

\
\w

Abb. 180. An welcher Stelle ist der Wasserturm zu bauen?
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Lésung

Die Aufgabe ist dann geldst, wenn die
geringste Entfernung von 4 zum Ufer und
von dort nach B festgestellt ist.

Nehmen wir an, daBl ACB die gesuchte
Strecke ist (Abb. 181). Wir falten die Zeich-
nung lings CN und erhalten den Punkt B’.
Wenn ACE der kiirzeste Weg ist, so mull
auch ACB’ kiirzer sein als jeder andere
Weg, weil CB’ = CB ist. Um den kiirze-
sten Weg zu finden, brauchen wir nur den
Schnittpunkt C zu ermitteln (Schnittpunkt
zwischen der Geraden 4B’ und der Ufer-
linie). Wir verbinden 4 mit C und C mit B und bekommen den damit kiirzesten
Weg zwischen 4 und B.

Fillen wir das Lot aus C auf CN, so ist leicht festzustellen, dafl die von beiden
Strecken des kiirzesten Weges gebildeten Winkel ACP und BCP gleich sind, also
Winkel ACP = Winkel B'CQ = Winkel BCP.

Ahnlich sieht der Weg eines von einem Spiegel zuriickgewotfenen Strahles aus:
Einfallwinkel gleich Ausfallwinkel. Daraus folgt tUbrigens, daB der Lichtstrahi
bei der Brechung den kiirzesten Weg nimmt: diese Tatsache war schon dem Physiker
des Altertums, Heron von Alexandrien, bekannt.

Abb. 181. Der kiirzeste Weg wird durch diese
geometrische Losung bestimmt.









