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7 Unter einem Knoten wird eine Kurve im R3
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Ornamente aus verknoteten Kurven finden sich seit Jahrhunderten in
Buchillustrationen, als Verzierungen von sakralen Bauten oder an
Grabsteinen.

Ein Meisterstlick der Kalligraphie und Verwendung von dekorativen
Knoten ist das "Book of Kells" (Abbildung), welches im Trinity College
von Dublin 6ffentlich ausgestellt wird.

Ahnlichknotige Illustrationen begegnen einem in Irland regelméBig, wie
z.B. auf dem Wegeplan des Dubliner Schlossgartens.

Die Schoénheit der Knoten ist Gberwaltigend, die Mathematik ihrer
Konstruktion ist dagegen recht einfach.

Jeder Knoten kann auf einen zugrunde liegenden ebenen Graphen '
zurlickgeflihrt werden. Beginnend mit dem Graphen wird danach in vier Schritten der Knoten aufgebaut.

Kleeblattschlinge (Trefoild knot)
Unter der Kleeblattschlinge wird der
einfachste Knoten 3, verstanden. Er kann
als Ablaufkurve einer Hypotrochoide
verstanden werden:

X = cos t + 2 cos 2t

y = sint - 2 sin 2t

z=2esin 3t
Ist e = 1 verlauft die Kleeblattschlinge
rechts herum, fiir e = -1 links herum. Als
Spezialfall eines Torus-Knotens mit dem
Koeffizient n = 3/2 ergibt sich

X = (4 + cos 3t) cos 2ty = (4 + cos 3t) sin 2t z = e sin 3t
Eine weitere Darstellungmdéglichkeit ist
X = sin 2t , y = sin t cos 2t , z = e cos 4t
Die Kleeblattschlinge ist ein Knoten mit der Minimalzahl an Kreuzungen von 3.
Dieser Knoten entspricht der Randlinie eines Mébius Bands mit drei
Halbdrehungen. Aufgeschnitten entspricht er dem Ublichen Knoten, den man mit
einem Band oder einer Schnur macht. Weitere schéne Darstellungen einer
Kleeblattschlinge.

Kleeblattschlingen sind auch in Firmenlogos und anderen Darstellungen sehr beliebt. Das dritte Symbol
enthalt auBer dem Kreis die Kleeblattschlinge in Form eines keltischen Kreuzes:



Caixa Geral
de Depositos

Kleeblattschlingen sind wahrscheinlich auch bei ,AuBerirdischen® sehr beliebt ©. Auch Kiinstler, wie M.C.
Escher haben sich diesem Gebilde angenomme

Achtknoten

Ein Achtknoten ist ein Knoten mit 4 Kreuzungen.
franz.: noeud en huit est / engl.: figure eight knot
Darstellung als Bézier-Kurve
X =sint + t/10
y =sintcost/2
z = sin 2t sin(t/2) /4
Darstellung als Epitrochoide
X =3 cost+ 5cos 3t
y =3sint+ 5sin 3t
z = sin (5t/2) sin 3t + sin 4t - sin 6t
Darstellung nach R.Chaudhary
X =32 cost-51sint- 104 cos 2t - 34 sin 2t + 140 cos 3t - 91 sin 3t
y =94 cost+ 41sint+ 113 cos 2t - 68 cos 3t - 124 sin 3t
z=16 cott + 73 sint - 211 cos 2t - 39 sin 2t - 99 cos 3t - 21 sin 3t

Unmogliche Korper

Escher-Wiirfel

Unmadgliche Figuren sind besonders durch
die Bilder des hollandischen Graphikers
Escher bekannt geworden: Wasser flieBt im
Kreis, aber immer bergauf, Soldaten laufen
im Kreis immer die Treppe rauf, in Gebduden
wechselt vorne und hinten.

Eschers Bilder werden oft flir optische
Tauschungen gehalten, sind es aber nicht. -
Escher's Trick besteht darin, dass er {SVERIGE 25 || SVERIGE 50
Ansichten von rechts und von links (bzw. o i e e
von oben und von unten) vermischt.
Dadurch entsteht ein ebenes Bild, das wie ein Bild eines
dreidimensionalen Gegenstandes aussieht, es aber nicht sein kann.
Der menschliche Betrachter deutet es aber so und auf diese Weise
entstehen Bilder von unmaéglichen Figuren.

Land: Schweden

|
Jahr: 1982 SVERIGE 7D |
Michel-Katalog-Nr.: 1182-1184 i
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Diese Briefmarken erschienen in der Reihe "Unmdgliche Figuren" und zeigen "unmdgliche" Kérper von
Oscar Reutersvard.

Beim sogenannten unmogllchen Wiirfel oder Escher-Wirfel handelt es sich um
die zweidimensionale Darstellung eines dreidimensional unméglichen
Gegenstandes, der aus zwolf gleichlangen Staben gebildet wird, die wie die
Kanten eines Wiirfels zu dritt paarweise aufeinander senkrecht stehen, wobei
allerdings zwei diagonal einander gegenliberliegende Ecken, etwa "vorn oben
links" und "hinten unten rechts", miteinander vertauscht werden.
In der Abbildung ist die Schattierung inkonsistent, da die Lichtquelle sowohl
oberhalb der Oberseite als auch unterhalb der Unterseite vorhanden sein
- muBte.
Dieses unmogllche ObJekt wurde 1958 erstmals von dem niederléandischen Grafiker M. C. Escher
veroffentlicht, der es auch in der Lithographie "Belvedere" verwendete.

| Escher fertigte weitere Lithographien an, in denen er andere
unmdgliche Objekte verwendete, beispielsweise den Tribar
und die unendliche Treppe.

Weitere unmogliche Kérper und Formen
Bauwerke, vor denen jeder Architekt kapituliert!
Geometrische Gebilde und Formen mit jeweils einem Fehler

Unmogliche Objekte

Unmdgliche Objekte bzw. unmdgliche Geometrien sind
hauptsachlich durch die Bilder des niederlandischen Malers
Maurits Cornelis Escher (1898 - 1972) bekannt geworden.
Aber auch andere Kinstler wie der schwedische Grafiker
Oscar Reutersvard (1915 - 2002) und der britische Physiker
und Mathematiker Roger Penrose (geb. 1931) haben sich
damit beschaftigt.

Bei diesen Bildern handelt es sich um die zweidimenionale
Darstellung eines dreidimensional unmdglichen Objektes.
Eines der einfachsten Objekte ist das Tribar, ein Dreieck mit
drei rechten Winkeln. Das Tribar existiert wie alle anderen
Objekte nur in einer Blickrichtung, das sieht man am besten
wenn das Objekt gedreht wird. Das Tribar wurde 1958 von
Roger Penrose veroffentlicht.

Das Dreieck aus Wiurfeln stammt von Oscar Reutersvard aus

dem Jahre 1934.

Der rechts abgebildete Knoten des Typs 8¢ stammt von Oscar Reutersvard und ist
ebenfalls ein unmaogliches Gebilde. Der in der Tabelle der nachsten Seite als 7.Gebilde
angegebene unmdogliche Knoten stellt eine verdnderte Kleeblattschlinge (Trefoil knot)
dar.

Unmadgliche Figuren = :
Bilder von Oskar Reutersvard: 5-15, 17-20, 24, 25, 34, 36, 45, 47-52, 58-60; Bilder von Vlad Alexeev:
16, 21-23, 53-55; Bilder von Vicente Meavilla Segw 26-33, 35, 37-40; Bilder von Tamas Farkas: 41-44;
Bilder von Dirk Huizer: 46; Bilder von Roger Penrose: 56; Bilder von Maurice Escher: 57
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Penrose-Dreieck, Tribar
Das Penrose-Dreieck oder Tribar ist die wahrscheinlich beriihmteste unmdgliche
Figur.

Es zeigt drei Balken, die jeweils im rechten Winkel zueinander stehen und dennoch
zu einem Dreieck verbunden sind. Damit verstdBt es gegen mehrere Gesetze der
Euklidischen Geometrie, unter anderem gegen i = :
jenes, das besagt, dass die Winkelsumme in
einem Dreieck stets 180° betragt.

Das Tribar wurde 1934 zum ersten Mal von dem schwedischen
Kinstler Oscar Reutersvard erfunden, dessen Werke allerdings lange
Zeit unbekannt blieben.

Zum zweiten Mal wurde es von dem Mathematiker Roger Penrose
erfunden. Er hatte 1954 an dem internationalen Mathematiker-
Kongress in Amsterdam teilgenommen, zu dessen Anlass eine
Ausstellung mit Bildern des niederlandischen Grafikers M.C. Escher
veranstaltet wurde. Angeregt durch die Darstellungen Eschers
versuchte er sich selbst darin, unmadgliche Figuren zu entwerfen.

Fehlerhafte Perspektive

Im Allgemeinen wird angenommen, dass erst durch Oscar
Reutersvard und Maurits Escher verfalschte Perspektiven in die




Kunst und Mathematik eingefiihrt wurden.

Das dies nicht so ist, zeigt die Abbildung. Schon 1754 wurde von William Hogarth eine Zeichnung
veroffentlicht, in der eine fehlerhafte Perspektive gezielt eingesetzt wird.

Als fehlerhaft findet man:

Die Angel des im Vordergrund stehenden Mannes reicht zu weit, das Schild ist an zwei Hauserfronten
befestigt und befindet sich mit dem unteren Teil hinter den Baumen und die Frau im Fenster gibt dem
Mann auf dem Huigel Feuer fiir dessen Pfeife.

Geometrische, optische Tauschungen

T
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Lo Junges Madchen oder alte Frau ?

Zollner Illusion

Die senkrechten Linien sind in Wirklichkeit parallel. Allerdings
erscheinen sie, als wiirden sie sich auBerhalb der Darstellung
schneiden

' Frazers Spiral Illusion
Die Spirale wurde scheinbar Uber ein Strahlenmuster gelegt. In
Wirklichkeit handelt es sich aber um eine Reihe konzentrischer

i)

Kreise handelt. Der Spiraleffekt entsteht durch eine zusatzliche /
Menge von Kontrastlinien, die die Kreise wie eine Spirale
erscheinen lassen.

Poggendorf Illusion
Dies ist eine Richtungs-Illusion. Sie basiert auf der Tatsache, dass die meisten Menschen die rote und
grine Linie nicht als Teil der gleichen Linie sehen.

EEEEEEEEEER
EEEEEEEEEER
AEEEEEEEEEER
Wie viele schwarze Punkte sind Goblet: Illusion: Nein, zwischen  Der rote Stern befindet sich
zu sehen? den schwarzen Quadraten gibt exakt auf halber Hohe des
es keine grauen Flecken Dreiecks, oder nicht?
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** 90
Ein weiBes Dreieck, das nicht Ein weiBes Quadrat, das nicht Sind die beiden roten Kreis
existiert existiert gleich groB?



Die blaue und die rote Farbe sind Mit etwas Ubung sieht man die Hermann Illusion (1870)
auf beiden Seiten gleich Kugeln raumlich in 4 Schichten

Bei allen nachfolgenden Bildern  alle Quadrate gleich groB!
sind

Den schwarzen Punkt in der WeiBe Kreise, die gar nicht Die Diagonalen erscheinen
Mitte fixieren und den Kopf vor  existieren orange und violett obwohl sie
und zuriick bewegen beide rot sind

>—< Geometrische, optische Tauschungen

Es gibt Giber 200 bekannte Figuren, die optische Tauschungen hervorrufen.
Diese wurden Ende des 18.]Jahrhunderts entdeckt und nach ihren Entdeckern

benannt. Bei einigen Bilder wei3 man bis heute nicht, wieso eine Tauschung
erfolgt. Sie bestehen meist aus zwei Teilen, wobei der eine Teil die Tauschung
verursacht, und der andere ist der Bildrest, (iber den man sich tauscht.

Miiller-Lyersche Tauschung
(obere Abbildung) Die beiden Strecken sind gleich lang, und doch erscheinen
sie uns verschieden lang. Grund daflir ist der Abschluss der Linien.



Sandersche Tauschung

(2.Abbildung) Die Diagonale im groBen Parallelogramm erscheint langer als die Diagonale im kleineren,
doch sind sie gleich lang. Eine mdégliche Erklarung der Tauschung ergibt sich - wie bei der Miiller-
Lyerschen Tauschung. Die Diagonale des groBen Parallelogrammes bildet im Schnittpunkt einen stumpfen
Winkel, die im kleinen einen spitzen Winkel.

Ponzo Tauschung

(3.Abbildung) Beide Figuren sind gleich gro3. Der Hintergrund erweckt jedoch den Eindruck, dass die
hintere Figur weiter weg ist, da er perspektivisch gezeichnet ist. Bei einer Perspektive sind weiter
entfernte Figuren kleiner, daher erscheint die hintere, gleich groBe Figur gréBer.

In der Mitte befindet sich wirklich ein Quadrat

Beide Quadrate sind gleich grof3 Q

Miinsterberg-Illusion
Die waagerechten Linien sind tatsachlich gerade und zueinander parallel.
Im englischen Sprachraum wird diese Illusion "Café Wall Illusion" genannt.

In Melbourne befindet sich das Gebdude Digital Harbour Port 1010, dessen
AuBenfassade die Minsterberg-Illusion zeigt.

Stern-Illusion, Vasarely-Tdauschung

Die Ecken eines helleren Quadrates in einem dunkleren

Quadrat erscheinen etwas heller als der Rest der Flache.

Ordnet man nun viele Quadrate verschiedener Helligkeiten

Ubereinander an, so entsteht scheinbar ein Stern. Diesen

Stern gibt es nicht wirklich er ist das Ergebnis der scheinbar

helleren Eckpunkte.

Umgekehrt geht es genauso. In dem abgebildeten griinen

Quadrat erscheinen die Eckpunkte dunkler als der Rest; er

entsteht ein dunkler Stern.

Diese Illusion wird Vasarely-Tauschung genannt, da sie auf der

Grafik Vasarelys "Arcturus II" besonders deutlich zu sehen ist.
Stereokinetisches Phanomen

Die abgebildete Figur besteht aus mehreren nicht konzentrischen Kreisen.
In einer Simulation beginnt die Figur zu rotieren.

Doch wenn man sie eine Zeitlang betrachtet, wird sie plétzlich
dreidimensional: sie erscheint als Kegel dessen Spitze nach innen
eingedellt ist.

Dies wird als stereokinetisches Phanomen bezeichnet.

Es gibt eine ganze Reihe von Bildern, bei denen das auftritt. Marcel
Duchamp experimentierte damit, er nannte

diese Bilder "Rotoreliefs".

Oszillierendes Quadrat
Ein blaues Quadrat rotiert hinter vier farbigen Quadraten, die einen Teil
verdecken.
Nach einer vollstdndigen Rotation ist zwar klar, dass sich ein konstant-
gleichgroBes blaues Quadrat dreht, aber fir fast alle Betrachter scheint es bei
schmalen Schlitzen die GroBe zu andern, es "oszilliert" oder "atmet".
Normalerweise kdnnen Menschen sehr gut verdeckte Objektgrenzen erraten.
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Bei oszillierenden Figuren wie dieser, geht dies aber offenbar nicht.
Eine wissenschaftliche Erklarung wurde 2001 in "Breathing illusions and boundary formation in space-
time" von N.Bruno gegeben.

van der Helm-Kaleidoskop

2007 veroffentlichte Peter van der Helm "Kaleidoscopic motion and velocity
illusions", in dem er eine neuartige optische Tauschung beschrieb, das nach
ihm benannte Kaleidoskop

Ein rotes Zahnrad dreht sich zwischen zwei blauen Radern.

Immer wenn die Zahne genau aufeinander passen, scheint es, als wiirden die
Rader springen, dabei ist die Drehung des roten Rades absolut gleichmaBig!
Abhangig von den Kontrasten des rotierenden Zahnrads und dem Hintergrund
kénnen sogar umgekehrte Effekte auftreten.

Farbenblindheit

Um Farbenblindheit festzustellen benétigt man z.B.
sogenannte Ishahara Tafeln.

Eine Person mit normalem Farbensehen sieht die Nummer
8 im linken oberen Kreis. Menschen mit Rot-Griin-Blindheit
sehen entweder eine 3 oder nichts.

Eine Person mit normalem Farbensehen sieht die Nummer
7 im rechten oberen Kreis. Farbenblinde sehen keine Zahl.
Eine Person mit normalem Farbensehen sieht die Nummer
35 im unteren Kreis. Rotblinde sehen die Nummer 5,
Grinblinde die Nummer 3. Teilweise Farbenblinde sehen
beide Ziffern, eine davon genauer.




Affine Geometrie

Die affine Geometrie ist eine Verallgemeinerung der Euklidischen Geometrie, in der zwar das euklidische
Parallelenaxiom gilt, aber Abstand und Winkel keine Bedeutung haben. Im Sinne des Erlanger Programms
von Felix Klein wird die affine Geometrie als Inbegriff der unter affinen Abbildungen invarianten
geometrischen Eigenschaften eingefiihrt.

Definition
Von einer affinen Geometrie spricht man, wenn man eine Menge von Punkten P, eine Menge von Geraden
G, eine Inzidenzrelation I zwischen P und G sowie eine Parallelitatsrelation || auf G gegeben hat, und
folgende Axiome erfillt werden:

durch zwei Punkte geht genau eine Gerade

auf jeder Gerade liegen mindestens zwei Punkte

die Parallelitdtsrelation || ist eine Aquivalenzrelation

Durch jeden Punkt geht genau eine Gerade, die zu einer gegebenen Gerade parallel ist
Wenn ein Dreieck ABC gegeben ist, und zwei Punkte A’ und B’derart, dass die Gerade gag parallel zu der
Geraden gap liegt, so gibt es einen Punkt C so, dass auch gac parallel zu gac und ggc parallel zu gg¢
liegen.
Punkte werden mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet A, B, C € P. Geraden werden mit kleinen
lateinischen Buchstaben bezeichnet a, b, ¢ €G. Gilt flir A € Pund g € G: A1 g so sagt man, A inzidiert mit
g, oder A liegt auf g oder g geht durch A. Gilt fiir g,h € G: g||h so sagt man, g und h sind parallel. Seien
A, B € P zwei Punkte, so wird die nach dem ersten Axiom eindeutig definierten Gerade durch A und B mit
das bezeichnet.
Beispiele: Der euklidische Anschauungsraum, kann mit einem dreidimensionalen Vektorraum Uber R
erzeugt werden. Die euklidische Ebene kann durch einen zweidimensionalen Vektorraum Uber R erzeugt
werden. Die kleinste affine Ebene ist die Ebene die durch den zweidimensionalen Vektorraum Uber den
endlichen Kérper F, erzeugt werden kann. Sie besteht aus den Punkten P = A, B, C, D und den Geraden

G = 9as, 9acs 9aps 9sc, 9eps 9ep- Weiter gilt gas || 9eo + 9ac | 9so + Gap |1 Gece
Alle durch Vektorrdume erzeugte affine Geometrien erflillen den groBen affinen Satz von Desargues.

Isometrien
Isometrien sind abstandserhaltende Abbildungen der Ebene; Bewegungen; auf sich, also f : R2 §? R2.
Die Ebene E zusammen mit dem klassischen Abstandsbegriff liefert einen metrischen Raum, und die
Isometrien sind diejenigen Abbildungen, die diese Metrik erhalten.
Beispiele: Drehungen um einen Punkt, Translationen (Verschiebungen), Spiegelungen an einer Geraden,
Gleitspiegelungen
Man unterscheidet Ublicherweise zwischen den "eigentlichen" Bewegungen (wie den Drehungen und den
Translationen), und den "uneigentlichen" Bewegungen (wie den Spiegelungen). Die "eigentlichen"
Bewegungen sind dadurch definiert, dass die "Orientierung" erhalten bleibt, bei den "uneigentlichen"
Bewegungen kehrt sich die Orientierung um. Isometrien sind Spezialfalle der affinen Abbildungen.
Weiterhin gilt:

Es gibt Isometrien.

Die Hintereinanderschaltung zweier Isometrien ist wieder eine Isometrie.

Die Umkehrabbildung zu einer Isometrie ist eine Isometrie.
Bezeichnet man mit B die Menge aller Isometrien, so ist B mit der Operation der Hintereinanderschaltung
eine Gruppe, die Gruppe der Bewegungen.

Affine Abbildungen
Eine affine Abbildung ist eine Abbildung eines affinen Raumes R, auf sich oder
einen anderen R, bzw. in sich oder in einen anderen, die

die Geradlinigkeit,

die Parallelitat und

die Teilverhaltnisse auf jeder Geraden
erhalt.
Der Raum R, heiBt Bildraum, der Raum R,, der Urbild- oder Originalraum.
Streckenldangen, WinkelgréBen, Flacheninhalte und Orientierung kénnen bei affinen
Abbildungen im allgemeinen verandert werden. Figuren kénnen verzerrt, aber
nicht zerissen werden.
Affine Abbildungen sind inzidenzerhaltend, d.h. liegt ein Punkt auf einer Geraden, so liegt sein Bildpunkt
auf der Bildgeraden. Figuren mit Mittelpunkt werden in Figuren mit Mittelpunkt abgebildet. Zu den affinen
Abbildungen gehéren Streckung, Spiegelung, Drehung und Verschiebung.

Ahnliche Abbildung

Die affinen Abbildungen, die senkrechte Geraden wieder in senkrechte Geraden Uberfiihren, bilden eine
Untergruppe der projektiven Gruppe, die Gruppe der dhnlichen Abbildungen.

Die Menge aller umkehrbar eindeutigen affinen Abbildungen affiner Rdume enthalt folgende
Untermengen:

10



die orientierungserhaltenden affinen Abbildungen
Diese Abbildungen haben eine Determinante |A| > 0 der nachfolgenden Transformationsmatrix.

(X‘y') = ab cd) (Xy)

die inhaltserhaltenden affinen Abbildungen
Diese Abbildungen haben eine Determinante |A| = +1 der obigen Transformationsmatrix.

die Ahnlichkeitsabbildungen oder dquiforme Abbildungen

Bei diesen affinen Abbildungen bleiben Winkelbetrédge und Langenverhaltnisse fest. Eine affine Abbildung
ist Ahnlichkeitsabbildung genau dann, wenn die Matrix A bzgl. kartesischer Koordinaten das Produkt einer
Zahl A > 0 mit einer orthogonalen Matrix ist, d.h. A AT = A2 E.

Dehnungen und Streckungen sind Ahnlichkeitsabbildungen. Jede Ahnlichkeitsabbildung l&sst sich aus
einer Streckung oder Stauchung und einer metrischen affinen Abbildungen zusammensetzen.

metrische affine Abbildung
Metrische affine Abbildungen sind Ahnlichkeitsabbildungen, fiir die A = 1 ist. Ldngen, Winkel und Inhalte
bleiben erhalten. Metrische affine Abbildungen sind Kongruenzabbildungen. Eine affine Abbildung ist
metrisch, wenn die Abbildungsmatrix A beziiglich kartesischer Koordinaten orthogonal ist: C C" = E.
Die Abbildungsmatrix hat stets die Form

(cos ¢sin ) sin d)cos ¢) oder (cos d)sin [ sin ¢-cos ¢)

Bewegungen
Bewegungen sind metrische affine Abbildungen mit einer Determinante |A| = 1, d.h. Lédngen, Winkel,
Inhalte und Orientierungen bleiben erhalten.

Mathematische Grundlagen der Computergrafik
2D-Kurven-System

Punkttransformation:

geg.: P(x,y) ; ges.: P'(x',y") durch Transformation um P

Matrizenschreibweise v = (%) (%)

Transformationen von Figuren bestehend aus Punktmengen = Transformation
von Figuren wird auf Transformation von Punkten zurlckgefihrt

Transformationsvarianten

1. alle Punkte der Figur werden der Punkttransformation unterworfen

— Ergebnisfigur ist praktisch unmdglich, Forderung: Figur diskretitieren

2. aus der Punktmenge der Figur werden unter Berlicksichtigung geometrischer Zusammenhange
charakteristische Punkte ermittelt, diese werden transformiert;

aus den erhaltenen transformierten Punkten wird unter Berlicksichtigung der geometrischen
Zusammenhange die Ergebnisfigur ermittelt

— geometrische Zusammenhange sind invariant bzgl. der Transformation

Transformationsmatrizen im 2D

Matrizenschreibweise der Transformation *y) = () ()

Identische Transformation a=1, b=0, c=0, d=1

Skalierung in x-Richtung a=Skalierungsfaktor, b=0, c=0, d=1
Skalierung in y-Richtung a=1, b=0, c=0, d=Skalierungsfaktor
Spiegelung an der x-Achse a=1, b=0, c=0, d=-1

Spiegelung an der y-Achse a=-1, b=0, c=0, d=1

Spiegelung am Koordinatenursprung a=-1, b=0, c=0, d=-1

Rotation um Winkel w a=cos(w), b=-sin(w), c=sin(w), d=cos(w)
Spiegelung an Gerade y=x a=0, b=1, c=1, d=0

Drehung um Ursprung mit Winkel r/2 a=0, b=-1, c=1, d=0

Scherung langs der x-Achse a=p, b=p, c=0, d=1
Geradenspiegelung a=cos(¢), b=sin(¢), c=sin(¢), d=-cos(¢)

Die Spiegelung erfolgt an der Ursprungsgeraden mit dem Steigungswinkel ¢/2

Nacheinanderausfiihrung Transformationen

...ZU einer resultierenden Transformation die Ausflihrung mehrerer Transformationen nacheinander kann
Uber die resultierende Transformation (Produkt aus 2x2- Matrix) erfolgen, wobei die
Matrizenmultiplikation nicht kommutativ (vertauschbar) ist.

Affine Geradenspiegelung
Die Spiegelung einer ebenen Figur an einer Ursprungsgeraden g: y = mx mit m = tan o kann als
Zusammensetzung zweier affiner Abbildungen verstanden werden
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1. Spiegelung der Figur an der x-Achse
2. Drehung des Spiegelbildes um den Winkel 2 a
Fur die einzelnen Komponenten der Transformationsmatrix ergeben
sich
1. Spiegelung an der x-Achse a=1, b=0, c=0, d=-1
2. Drehung um 2 a a=cos 2a, b=-sin 2a, c=sin 2a, d=cos 2a
Nacheinanderausfiihrung ergibt fiir die vollstandige
Geradenspiegelung

a=cos 2a, b=sin 2a, c=sin 20, d=-cos 2a
Soll an einer beliebigen Geraden y = mx + n gespiegelt werden, so

sind zuerst eine Verschiebung um -n langs der y-Achse, danach die

- oben beschriebene Spiegelung und zum 2o
77"\ Abschluss ein Riickverschiebung um n !
] durchzufiihren.
: -2
Translation - Erweiterung um einen .
e . g C
RN Translationsanteil
B ... Affine Abbildung , Fixpunkt nicht invariant '
N | ... Addition eines Spaltenvektors, welcher die
Translation reprasentiert
™ (e b oe) [x
{y]=[ﬁ' d f} *[yj Verbindung Transformation und Translation
o die Koeffizienten e,f charakterisieren die Translation
Affine Umkehrabbildung
X = 1/D * (d*x' - b*y' + bf - de) y = 1/D * (-c*x' + a*y' - af + ce) wobei D = ad - bc

Sdtze iiber affine Abbildungen

1. Geradentreue der Abbildung : Ist g ein Gerade, so ist auch das Bild g' eine Gerade
2. Paralleltreue der Abbildung : Aus g senkrecht zu h, folgt g' senkrecht zu h'

3. Teilverhaltnistreue der Abbildung |AB| : |BC| = |A'B'| : |B'C'|

4. Flachenverhaltnistreue der Abbildung

Affine Drehung

einen Drehwinkel bestimmt wird.

gleichsinnige Kongruenztransformationen
U =r-(Ucos ¢-Vsin )
V'=r-(Usin ¢ + V cos ¢)

erweiterte Transformationsmatrix siehe Abbildung

Eine Drehung ist eine Raumtransformation, die durch eine Drehachse und

coso —sne O Achsenaffinitat
dne  cose 0 senkrechte Affinitat x/x'-Achse x'=x und y'=k*y
L 0 0 J x=x"und y=1/k*y'
senkrechte Affinitat y/y'-Achse x'=t*x und y'=y x=1/t*x"' und y=y'
schiefe Affinitat x/x'-Achse x'=x+p*y und y'=g*y x=x'-p/q*y' und y=1/g*y'
fir g=1 ... Scherung sonst Schrdgspiegelung
schiefe Affinitat y/y'-Achse x'=r¥x und y'=s*x+y x=1/r*x"' und y=y'-s/r*x’
fur r=1 ... Scherung sonst Schragspiegelung
Affinitat zu beliebigen Achsen c
Affinitatsachse A*x + B*y + C = 0; tan ¢ = -A/B .
Al*x +B'*y +C=0 \
Transformation X' = X + L* (A*x+B*y+C) A \,\ A
y' =y + p* (A*x+B*y+C)
Umkehrtransformation X = x' + A'"* (A*X'+B*y'+C) B \

y =y + u'* (A*x'+B*y'+C)
mit A'=A/D und p'=n/D
Determinante D=A2*A+pu*B+1=0
Fixgeraden - Parallelenschar mit Steigung

m = tan y = p/A

Senkrechte Affinitat uw/ Ar=B/A
Scherung A**A+u*B=0;D=1
Schragspiegelung A*A+u*B+2=0;D=-1
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Scherung

Gleitspiegelung

Eine Gleitspiegelung setzt sich aus einer Spiegelung an einer Ebene (an einer
Geraden) und einer Schiebung parallel zu dieser Ebene (zu dieser Geraden)
zusammen.

In der Abbildung wird an a gespiegelt und anschlieBend lédngs a verschoben.
Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken entsprechender Punkte X;, X,
liegen dann auf der Geraden a.

Eine Gleitspiegelung lasst sich durch eine Dreifachspiegelung an zwei
parallelen Achsen und einer dazu senkrechten Achse erzeugen.

Gleitspiegelungen wurden von dem Kiinstler M.C.Escher sehr gern genutzt. In
der Abbildung ist ein Escher-Parkett der Klasse EP 17 zu sehen; die "Reiter"
von 1946.
Weitere Grafiken mit Gleitspiegelungen finden sich zum Beispiel in

"Adler", 1938, Bleistift, Wasserfarben

"Vogel und Fische", 1941, Bleistift, Wasserfarben, Goldfarbe

"Fische", 1937/38, Bleistift, Tusche, Wasserfarben

"Windhunde", 1938, Bleistift, Tinte, Wasserfarben

"Fische", 1940, Tinte, Wasserfarben

"Vogel", 1938, Bleistift, Wasserfarben

Bei einer Scherung werden alle Punkte der Originalfigur in Richtung der Scherungsachse verschoben. Die
Verschiebungsweite wird durch den griin eingezeichneten Scherungswinkel bestimmt. In der Abbildung
sind Originalfigur und Scherungsachse rot, die Bildfigur blau dargestellt. Abbildung: Scherungsachse y =
0,45 x ; Scherungswinkel 45°

Beyer 2002: ... bezlglich einer Ursprungsgeraden y = mx (m = tan
o) mit dem Scherungswinkel . Mit r = tan B wird:
X'=(1-r/2sin2a)x +rcos’ay Yy =-rsin®x+ (1+ r/2sin

20) y
Drehstreckung

mit Zentrum Z(0;0)
Transformation

Umkehrtransformation

Zentrum Z(a;b)

fur das Zentrum Z(a;b) werden x,y,x',y' durch x-a, y-b, x'-a und y'-b

ersetzt

fir k=1 liegt eine Drehung vor fir ¢=0 liegt eine Streckung vor

P'l = [KI*IZP], IP'Q'| = |kI*|PQ]
= k*[ x*cos¢ - y*sin¢ ]

"= k*[ x*sing + y*cos¢ ]

1/k [x"*cos¢ + y'*sin¢ ]

1/k [-x"*sind +y'*cos¢ ]

< X< X—

fir $=0 und k=1 liegt die Identitat vor
fir ¢=0 und k=-1 liegt eine Punktspiegelung vor

Parallelstreckung

... Streckung bezlglich einer Ursprungsgeraden mit dem Anstieg m in Richtung einer zweiten Geraden
mit dem Anstieg r um den Streckungsfaktor k (Beyer 2002):

x' = (r-km)/(r-m) * x"+ (k - 1)/(r- m) y

y' = (mr(1-k))/(r-m) x + (kr - m)/(r - m) y

Umkehrung einer Drehstreckung

Eine Drehstreckung ist durch die Angabe zweier Urbildpunkte und
deren Abbildung eindeutig bestimmt.

Gegeben seien zwei Punkte A und B und deren Bilder A' und B'.
Das Drehstreckungszentrum O kann daraus wie folgt konstruktiv

ermittelt werden.

1. Punkt P ist der Schnittpunkt der Geraden AB und A'B'
2. Von den Dreiecken PAA' und PBB' werden die Umkreise

konstruiert

3. der von P verschiedene Schnittpunkt der beiden Umkreise ist
dann das Drehstreckungszentrum O

4. der Streckungsfaktor ergibt sich aus dem Verhaltnis A'B'/AB;
der Winkel aus dem Winkel 2 AOA'

Die Dreiecke OAB und OA'B' sind @hnlich. Fir die Peripheriewinkel
gilt £ OAP = Z OA'P und somit L o = Z ', £ OBA = 2 OB'A' usw.




4 b Diskrete Schraubung, Schraubung
Eine diskrete Schraubung ist eine gleichsinnige Kongruenztransformation mit
folgenden Eigenschaften:
¢ je zwei gleichsinnig kongruente Lagen eines starren Kérpers lassen sich im
allgemeinen durch eine diskrete Schraubung ineinander Uberflihren
¢ diese setzt sich aus einer Drehung um eine Achse a und einer Schiebung
B Iangs dieser Achse zusammen
T H e in Sonderfallen hdngen zwei gleichsinnig kongruente Lagen durch eine reine

Schiebung oder eine reine Drehung zusammen

q Stetige Schraubung

Ein rdumlicher Bewegungsvorgang, der aus einer gleichférmigen Drehung um eine
Achse a, die Schraubachse, und einer gleichférmigen Schiebung parallel zu a zusammengesetzt ist, heiBt
Schraubung, engl. skrew.
Der Drehwinkel ¢, gemessen im Bogenmal, und die zugehdrige Lange s der Schiebstrecke sind direkt
proportional, d.h. wird um den Winkel ¢ gedreht, so wird um die Strecke s = p-¢ verschoben.
Der konstante Quotient p = s / ¢ heiBt Schraubparameter. Zu einer vollen Umdrehung; Drehwinkel 2x;
gehort als Lange der Schiebstrecke die Ganghdhe h.

Goldene affine Abbildung
Durch die Matrix W a)
B wird eine affine Abbildung der Punkte in der Ebene beschrieben. Fir die
Abbildungsmatrix (%)
ergibt sich die links dargestellte Abbildung. Punkte werden gedreht und
D C ¢ gleichzeitig in Bezug zum Koordinatenursprung gestreckt.
Fur die Eigenwerte der Matrix ergibt sich die charakteristische Gleichung A2 - 5
2 lo 2l a4 /6 = 0 und damit die Eigenwerte A1z = £\5
A A B Die zugehdorigen Eigenvektoren enthalten den goldenen Schnitt:
up = [(1+V5)/2; 1] = [@ ; 1]
und  up = [(1-V5)/2; 1] = [¢; 1]

D' Diese Eigenvektoren sind orthogonal zueinander.

o ky

Euleraffinitdaten

Euleraffinitaten sind Verkettungen von zwei schiefen Affinitédten o und B. Es gilt:

1. die Fixgeraden von |*  sind parallel zur Fixpunktgeraden von ® .

2.a*B=B*a

3. a * B ist eine zentrische Streckung, wenn die Affinitatsfaktoren von o und B gleich sind

Verkettung von Affinitdaten

Sind o und B zwei Affinitaten mit a: X'=fi(x,y) und y'=g;(Xx,y) B: x"=f(x",y") und
y"=g2(x",y")
so ist die Verkettung B * o definiert durch: x" = fr(f1(x,y),91(X,Yy)) y" = g,(f1(X,y),91(x,y))

Klassifizierung affiner Abbildungen (nach S.Beyer, 2006)
Gegeben ist die affine Abbildung (x']:(“ b](xj. Diese soll analysiert und in Grundabbildungen zerlegt

y) \e d\y
werden. Dazu ist das lineare Gleichungssystem x'” = A x~ zu I6sen. Dieses Gleichungssystem
(@-A)x+by=0 cx+((d-2)y=0

hat genau dann eine Lésung, wenn die Koeffizientendeterminante den Wert Null hat - (a - 2)(d - 1) - bc
= 0. Die charakteristische Gleichung der Eigenwerte X ist A2 - (a+d) A + ad - bc = 0. Existieren
Eigenvektoren, so sind Uber

(@a-2M)x+by=0 cXx+(d-2)y=0 und
(@a-2)x+by=0 X+ (d-2)y=0 und
die Eigenvektoren [ 1} [ 1 }zu bestimmen.
m i m,

1.Fall: A besitzt zwei Eigenvektoren A, und %,: Die affine Abbildung ist eine Abbildung mit genau zwei
Fixgeraden y = m; x und y = m, X, eine sogenannte Euler-Affinitat. Jeder Euler-Affinitat lasst sich als
Verkettung zweier Parallelstreckungen darstellen.
1.Parallelstreckung Richtungsachse y = m;x Streckachse y = myx  Streckfaktor k = 2,
2.Parallelstreckung Richtungsachse y = m,x Streckachse y = my;x  Streckfaktor k = 1,

Die Abbildungsmatrix einer Parallelstreckung wird dann [ (my —kmy) /(my —my) — (k=1)/(m; —m,) ]
(A= Kymym,) [(my — my,) (kmy —m, ) /(m; — m,)
2.Fall: A besitzt genau einen Eigenwert A:
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Das ist genau dann der Fall, wenn die Abbildungsmatrix folgende Form hat (Scherung an der x-Achse)
A b

o 2)
Fall 1: b = 0, d.h. zentrische Streckung mit k = A. Fall 2: b # 0, A = 1, also Scherung mit
Scherungswinkel tan a = b ldngs der Scherungsachse y = mx.
Fall 3: b =0, A # 1, Streckscherung, d.h. eine Verkettung einer Streckung mit einer Scherung. Die
Streckung hat den Streckfaktor k = A, die Scherung den Scherungswinkel tan a = (b-c)/A und die Achse y
= mx.
3.Fall: A besitzt keinen Eigenwert:
Mit Hilfe einer geeigneten Drehung § : x> = D x”, Drehwinkel ¢, lasst sich dieser Fall auf einen der
vorigen zurlckfiihren. Eine derartige Drehung heiBt Affindrehung.

Abfolge: Berechne den Drehwinkel ¢ aus tan ¢ = -c/a. Bestimme die Matrix DA = [ C0S¢ —sing\a b),
sinp cosp \c d

Besitzt DA die Form [/1 bJIiegt eine Streckscherung vor, gefolgt von einer Drehung um 360°- ¢,
0 A

andernfalls eine Euler-Affinitdt mit einer Drehung um 360°- ¢. Beispiel: Fir die im Iterierten

Funktionssystem der Darstellung eines Farns auftretende affine Abbildung ergibt sich dann:

—-0.112 0.284) ( 33/38 —=5/19) (-1/38 52/95
0.266 0.233) |-75/304 77/152) \39/76 69/95

Der erste Faktor beschreibt eine Parallelstreckung (Richtungsachse y = 15/8 x, Streckachse y = -1/2 x,
Streckfaktor k = 3/8), der zweite Faktor eine weitere Parallelstreckung mit Richtungsachse y = -1/2 x,
Streckachse y = 15/8 x und dem Streckfaktor k = -3/10. Die Matrix A besitzt 2 Eigenwerte: 3/8 und -
3/10. Deshalb ist die zugrundeliegende Abbildung eine Euler-Affinitat, die sich als Verkettung zwei
Parallelstreckungen darstellen lasst.

Drehung eines Koérpers im Raum
Zu den Aufgaben der Computergrafik gehort es auch, dreidimensionale Kérper um beliebig im Raum

liegende Achsen zu drehen. Dieses Problem bedarf einiger Uberlegungen. Die Rotation um

eine beliebige Achse mit einem Winkel ¢ wird dabei beschrieben durch eine Gerade 100 -R,

der Form. Die Berechnung der gedrehten Koordinaten erfolgt nun in mehreren 01 0 -R

Schritten. 7
001 -R,

Zuerst werden alle Kérperpunkte (Vektorabbildung) verschoben, so dass die
Rotationsachse durch den Koordinatenursprung verlduft. Dazu wird 000 1

- | x| die vierdimensionale Matrix (Abbildung rechts) auf jeden Punkt angewandt.
*=| B |*1 7" | AnschlieBend werden die verschobenen Punkt um zwei Achsen gedreht, zuerst um die
R, r x-Achse, so dass die Drehachse in der xz-Ebene liegt: Matrix in Abbildung links unten,
anschlieBend um die y-Achse, so dass 22
1 0 0 0| die Drehachse endglltig mit der z-Achse Y Z 0 - x 0
r, " Uibereinstimmt (Matrix rechts unten). PR 222
O T5—% “T2 2 °| Nun erfolgt die eigentliche Drehung des rE o
\/’ +r \/’y w1 Korpers. Da die Rotationsachse jetzt mit 0 ! 2 0
r, ", der z-Achse zusammenfallt, ist die r ry T
0 T=— —— 0| Drehung elementar mit der Matrix \/ 7 2 2 © \/ 2 7 0
r + rz r + rz I8 + }’y + 7 }’x +r + 7
0 0 0 1 0 0 0 1

0 o erreichbar. AnschlieBend sind die Bewegungen der Rotationsachse wieder riickgangig zu

0
sinc coso 0
1
0 0 0

- o O

machen. Bei diesen Ricktransformationen sind in den Drehungen der Achse die Cosinus-Terme
unverandert zu belassen, da cos(a)=cos(-a), wahrend die Sinus-Terme, da sin(a)=-sin(-a), durch die
negativen zu ersetzen sind.

Poincaré-Transformation

Nach Henri Poincaré (1854-1912) kann man mathematische
Gebilde (Bilder) durch affine Transformationen so verandern,
dass deren Inhalt nicht mehr zu erkennen ist.

Dabei werden das Bild "verzerrt", in Teilflachen zerlegt, und diese
Teilflachen wieder zusammengesetzt. Einzige Forderung ist, dass
der Flacheninhalt erhalten bleibt. Wiederholt man diese
Transformationen standig, entstehen kuriose Bilder, welche zum
beriihmten Ausspruch Poincarés flihrten:

"Diese Dinge sind so bizarr, dass ich es nicht aushalte, weiter
dariber nachzudenken."

.._:b |
1
1 2
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Nach endlich vielen Transformationen (abhangig von der gewdhlten affinen Abbildung) ensteht wieder
das Originalbild. Das zwischenzeitlich vorliegende "Chaos" ist deterministisch.
Mathematisch wird bei jeder derartigen Transformation ein Bildpunkt mit den Koordinaten (x;y) mittels

einer zweireihigen Transformationsmatrix verknupft.

Die Transformationsmatrix ist beliebig wahlbar, wobei zum Erhalt der Fldchentreue der Betrag der
Determinante gleich 1 sein muss, d.h. |a *d-b * c | = 1. Wird die Transformation mit einer
Determinante (1! ;,) durchgefiihrt, so spricht man von Arnolds Katzenabbildung.

it

. Die entstehenden Zwischenbilder sind

tatsachlich ,bizarr®. Im abgebildeten
Beispiel wurde ein farbiger
Apfelmannchenkdrper; mit der

Transformationsmatrix

voreingestellten
bearbeitet.

Bild 1: nach 1 Transformation
Bild 2: nach 30 Transformationen
Bild 3: nach 54 Transformationen
In der nachfolgenden Tabelle sind

s

zusatzlich zum Ausgangsbild 7 Zwischenbilder dargestellt:

N

N

T 9\“{\% A
R
R \‘x;{:\';-,\ R \\.\
o
Gy

Ausgangsbild

R
o ! -
\‘2'-:,; iy

RN S
s

15 Transformationen 30 Transformationen

2 Transformationen

s e -

L f“’““‘mﬁ*‘*i%«ﬁf?ﬁ% .
it o

-

G

S
P 3 3

=

75 Trans

ormationen

| Darstellende Geometrie

Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe, Raumgebilde nach Gestalt, GréBe und Lage zeichnerisch zu
bestimmen. Mit dieser Zielsetzung ist sie ein Teilgebiet der Mathematik, das als Hilfsmittel lediglich der
Satze der elementaren Planimetrie und Stereometrie bedarf.

Ihr Anwendungsgebiet ist sehr weit, denn Uberall dort, wo man Maschinen, Apparate und Bauwerke plant
und entwirft, miissen Flachen und Kérper in den zwei Dimensionen der Zeichenebene abgebildet werden.
Man braucht also Zeichnungen, die einerseits anschaulich sind, aus denen sich aber andererseits auch

genaue GréBenangaben ablesen lassen.

Die darstellende Geometrie hat zur L6ésung dieser Aufgabe verschiedene Verfahren entwickelt, in denen
entweder die Anschaulichkeit oder die MaBgerechtheit mehr zur Geltung kommen; je nach den

Bedlirfnissen wird man unter diesen Darstellungsweisen zu wahlen haben. Daneben schult das Studium
der darstellenden Geometrie das raumliche Anschauungsvermégen, das in Wissenschaft und Technik oft

unentbehrlich ist.

Technisches Zeichnen

Technisches Zeichnen ist die Disziplin zur Erstellung normgerechter, technischer Zeichnungen durch
Bauzeichner, Technische Zeichner, Konstrukteure, Designer oder dhnliche Berufsgruppen. Dazu werden

Verfahren der darstellenden Geometrie genutzt.

Eine wichtige Rolle beim technischen Zeichnen spielen Normen wie DIN oder ISO. DIN ISO 128 definiert
zum Beispiel Linienarten und -formen, DIN 6776 Schriftarten, DIN 5 und 6 Projektionsarten usw.

Abbildung von Raumpunkten

... in der Ebene durch ebene Projektion Parallelprojektion, Ermitteln der Projektionsmatrix fir die
Abbildung der raumlichen Koordinaten eines Punktes in die ebenen Koordinaten seiner Projektionen
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Satz von POHLKE (Darstellende Geometrie)

In eine Ebene E seien aus einem Punkt O’ ausgehend 3 nach Lange und Richtung beliebige Strecken
ausgegeben, deren Endpunkte nicht samtlich auf einer einzigen Geraden liegen (Dreibein), dann gibt es
eine Projektionsrichtung und einen Winkel in einer goldenen Lange, dass 3 seiner sich im Punkt O'
treffenden Kanten durch Parallelprojektion auf die gegebenen Strecken abgebildet wird

Koordinaten der Projektionsebene u,v e

Raumkoordinaten x,y,z; Skalierungsfaktoren a,b,c

zur Anpassung der Lange der projezierten Einheiten des xyz-Systems an die Einheiten des uv-Systems;
Winkel «o,B,y der projezierenden Raumachsen zur u-Achse

. N . (x1
Projektion x,y,z-Koordinaten in u-v-Ebene [“]J“ IO CE CDSXW*U
atdane hrdn S c*sinxJ

Abbildungsverfahren

Isometrie a:b:c=1:1:1, a= 210°, B= 330°, y=90°
Trimetrie a:b:c=0,5:0,9:1, o = 198°, p = 355°
Dimetrie a:b:c=0,5:1:1, a= 222°, B= 353°, y=90°

Dimetrische Abbildung

Ein besonderes Verfahren, Bilder eines Kérpers K durch Parallelprojektion auf einer einzigen Tafel zu
gewinnen, bietet die Axonometrie. Man legt dabei in den Koérper ein rechtwinkliges Koordinatensystem,
d.h. ein Achsenkreuz mit den senkrecht aufeinanderstehenden Einheitsstrecken 0OA, 0B, OC.

Dann bestimmt man die Projektionen dieser drei Strecken auf T, welche die Langen a, b, c haben mdégen.
Sind zwei der Zahlen a, b, c einander gleich, so heiBt die Abbildung dimetrisch.

Isometrische Abbildung

Die Abbildung eines Achsenkreuzes heiBt dann isometrisch, wenn die Langen a = b = c sind.
Anisometrische Abbildung

Eine Abbildung ist anisometrisch, wenn sie nicht isometrisch oder dimetrisch ist.

Trimetrische Abbildung

Die Abbildung eines Achsenkreuzes hei3t dann trimetrisch, wenn die Langen a, b, c in einem bestimmten
Verhdltnis zueinander stehen, d.h. nicht gleich sind.

: Kavalierperspektive
450 Die Kavalierperspektive gehort den dimetrischen Darstellungen an, ist aber keine
echte Perspektive.
Die Kanten der Flachen, die parallel zur Bildebene liegen, bleiben unverkirzt. Nur
die in die Tiefe verlaufenden Kanten verkirzen sich bei einem Winkel von 45° um
die Halfte. Es gilt das Seitenverhaltnisse a:b:c = 1:1:0,5.
In der Abbildung ist ein Wiirfel in Kavalierperspektive zu sehen.

Der Name dieser Projektionsform hat nichts(!) mit dem italienischen Mathematiker
Bonaventura Francesco Cavalieri zu tun.
Vielmehr stammt der Begriff "Kavalier" aus dem Franz&sischen und beschreibt Teile militdrischer
Festungen; konkret eine Geschiitzstellung, welche die benachbarten Werke zur besseren Beherrschung
des Vorgelandes deutlich Gberragt, d.h. von der aus die Gegner in Kavalierperspektive zu sehen sind.

Mitunter wird auch der Name darauf zurtickgefiihrt, wie ein Reiter (franzésisch "cavalier" = "Reiter") ein
kleines Objekt auf der Erde von seinem Pferd aus sehen wirde.

Kabinettperspektive

Bei der Kabinettperspektive sind wie bei der Kavalierperspektive die Tiefenlinien um den Faktor 1/2
verkilrzt, jedoch um den Winkel 63,4° = arctan 2 gedreht.

Mitunter werden auch andere Winkel, etwa 30°, genutzt.

Parallelprojektion

... gibt tatsachliche Abmessung und Form wieder. Projektionsstrahlen

treffen zueinander parallel auf die Projektionsebene auf
Isometrie

e o = 30°, B = 30°, VerkirzungmaB 1 : 1 : 1 o
Isometrische Abbildung = Theorema egregium e
Die GauBsche Krimmung K bleibt bei der “\;\ -
isometrischen Abbildung invariant. .
ks
3-" .——'-"’D age a0e
TTo=e——l—"1 18° Trimetrie

a = 18°, B = 5°, Verkiirzungsverhaltnis 0,5: 0,9 : 1
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Dimetrie
o = 42°, B = 7°, Verkirzungsverhaltnis 0,5 : 1 : 1

Axonometrie

Ein besonderes Darstellungsverfahren, bei dem die
Bilder eines Koérpers durch Parallelprojektion auf einer
einzigen Tafel gewonnen werden.

Normale Axonometrie
(obere Abbildung) Parallelprojektion mit zur Bildebene normalen
Projektionsstrahlen
Schiefe Axonometrie
(mittlere Abbildung) Parallelprojektion mit zur Bildebene nicht parallelen
Projektionsstrahlen

Axonometrische Methode

1. Das abzubildende Objekt wird mit einem kartesischen Koordinatensystem {U;
Ex, Ey, E.} verbunden.

2. Der Parallelriss des Koordinatensystems wird entweder durch Angabe von E,P,
E,, E,” oder durch Angabe der orientierten Achsenbilder x°, y°, z” samt
Verzerrungen vy, vy, V, so festgelegt, dass keine der Koordinatenebenen
projizierend ist; d.h. die Geraden x*, y°, z° miissen paarweise verschieden sein.

3. Die Risse von Objektpunkten werden lber die Risse von Koordinatenwegen eingemessen.

Beispiel flir schiefe Axonometrie:
Horizontalriss mit x” L y*, v, = v,
Die Isometrie ist eine normale Axonometrie.

Frontalriss mit y* L z°, v, = v,

Sichtbarkeitstest bei Projektion

Gegeben sei ein Polygon mit den drei Punkten P(x0,y0,z0), Q(x1,y1,z1) und R(x2,y2,z2).
Sichtbar sei dieses Vieleck, wenn vom Betrachter aus der Sichtstrahl so auf die Flache fallt, dass

Normalenvektor und Sichtvektor in etwa die gleiche Richtung besitzen.

Dies ist der Fall, wenn der Winkel zwischen beiden Vektoren im Bereich -90° < a < 90° liegt. Ist der

Winkel ein rechter oder ein stumpfer, so ist die Flache unsichtbar.

function sichtbar(x0,y0,z0,x1,y1,z1,x2,y2,z2: integer): boolean;
var p,nx,ny,nz,sx,sy,sz,vx,vy,vz,wx,wy,wz,s1,s2,s3 : real;
begin

vx :=x1-x0; vy :=yl-y0; vz:=1z1-20; //derdurchPl und PO bestimmte Vektor v
wx 1= x2 - X0; wy :=y2 -y0; wz:=2z2-20; //derdurch P2 und PO bestimmte Vektor w

nx := vy*wz - vz*wy; // der Normalenvektor der Flache
ny := vz*wx - vx*wz; nz := vx*wy - vy*wx;

SX := nx - sl; // der Sichtvektor, falls der Beobachter im Punkt (s1,s2,s3) ist

Sy :=ny -s2; sz:=nz-s3;
p := sx*nx + sy*ny + sz*nz; // Berechnung des Winkels
sichtbar := (p > 0);

end;

Zweitafelprojektion

Eine Form der Darstellung eines Koérpers ist die Zweitafelprojektion. Dabei betrachtet man entlang von

zwei verschiedenen Richtungen den interessierenden Kérper.

Glnstig ist die Richtung parallel zur festgelegten Grundflache sowie senkrecht zur Grundflache. Die
entstehenden Abbildungen nennt man Grundriss und Aufriss. Die Gesamtheit aus beiden Rissen nennt

man Zweitafelbild. Die Zweitafelprojektion ist ein Spezialfall der
Parallelprojektion. Die gemeinsame Gerade von Grundriss- und Aufrissebene
heiBt Rissachse und wird oft mit x;, bezeichnet.
In der Abbildung wird ein Punkt P auf die Grundrissebene T, und die
Aufrissebene T, projiziert. Ziel dieses Verfahrens ist, einen Kérper mafgenau
in der Ebene darzustellen. Die horizontalen Strecken erscheinen im Grundriss
in wahrer Lange sowie die vertikalen Strecken im Aufriss in wahrer Lange.
Zur weiteren Erhohung der Anschaulichkeit kann ein dritter Riss, ein
Seitenriss, hinzugefligt. In diesem Fall liegt eine Dreitafelprojektion vor.
Ein Punkt (x,y,z) wird mit der Transformationsmatrix

(1 0 0)

(0 1 0)
in die Grundrissebene projeziert.
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Geraden in Zweitafelprojektion
Die Projektion einer Raumgeraden g ist im allgemeinen eine
Gerade.

Sowohl im Grund- als auch im Aufriss entstehen im Normalfall eine
Gerade als Bild.

] /Kﬁ
jJ,U%,-’
Spezielle Raumlagen
1. Die Gerade lehnt an der Aufrissebene; dann bilden g' und g" eine

Gerade senkrecht zur Rissachse X, q" °g
2. Die Gerade steht senkrecht auf der Aufrissebene; dann ist g" ein
Punkt und g' eine Senkrechte zu x;, 1 2 3
3. Die Gerade steht senkrecht auf der Grundrissebene; dann ist g'

ein Punkt und g" eine Senkrechte zu x;,

Hohenlinie o g

4. Die Raumgerade verlauft in gleicher Hohe, d.h. parallel zur

Grundrissebene. g" ist dann eine Parallele zu x;» q" g"
4

Frontlinie

5. Die Raumgerade verlauft in gleichem Abstand zur Aufrissebene. i ,

g' ist dann eine Parallele zu x;, 9 9

6. Sind sowohl g' als auch g" parallel zu x;,, so ist die Gerade g
sowohl Héhen- als auch Frontlinie.
7. Fallen g' und g" zusammen, so liegt g in der Halbierungsebene.

8. Bei einer beliebigen, nicht speziellen Lage von g, schneiden sich g' und g" in einem Punkt H. Dieser

liegt in der Halbierungsebene.
Spurpunkte

Raumgerade die Projektionsebenen, Grundriss- und Aufrissebene,
durchst6Bt.

Spurpunkte:

Achse. D', ist damit der Schnittpunkt von g mit x;,. Durch den Ordner erhdlt man D", = D,. Die
Spurpunkte besitzen auch Bedeutung bei der rdumlichen Darstellung von Geraden.

Drehung von Raumpunkten
Drehung des Punktes (x,y,z) um den Winkel o in Uhrzeigerreichtung um eine Gerade durch den

Die Spurpunkte einer Geraden g sind die Punkte D; und D,, in denen die

Ist eine Raumgerade g durch ihre Projektion gegeben, so ergeben sich die

Der Grundrissspurpunkt D, liegt in der Grundrissebene, also liegt seine
Aufrissprojektion D"; auf der x;,-Achse. D" ist damit der Schnittpunkt von
g mit x;,. Durch die senkrechte Linie zu x;, (Ordner) ergibt sich D'; = D;.
Der Aufrissspurpunkt D, liegt in der Aufrissebene, also liegt seine Grundrissprojektion D', auf der x;,-

Koordinatenursprung mit den Richtungskosinus a, b und c. Die Koordinaten M(x,y,z) ergeben sich aus der

Matrix:
a2 (l-cosa)+cosa ab(l-cosa)-csina ac(l-cosa)+ bsina
ab (1 -cos a) + csina b2 (1 -cosa) + cosa bc (1 -cosa)-asina
ac (1 -cosa) -bsina bc(1l-cosa)+ asinac?2(1l-cosa)+ cosa

Spiegelung von Raumpunkten

Spiegelung des Punktes (x,y,z): an x-y-Ebene ... (x,y,-z), an x-z-Ebene ... (X,-y,z), an y-z-Ebene ... (-

X,Y,2)

Spiegelung an Ebene mit der Gleichung ax-by-cz-d=0 ...
(x',y",z") = 1/(a2+b2+c2) [ M*(x,y,z) - (2ad,2bd,2cd)]

wobei M die folgende Matrix ist

-a2+b2+c2 -2ab -2ac
-2ab a2-b2+c2 -2bc
-2ac -2bc a2+bz2-c2

Spiegelung an Ebene durch (Xg,Yo,20) deren Normale den Richtungskosinus a, b, ¢ hat:
(x'y",2') = (Xo,Yo,20) + M*(X-Xo0,Y-Y0,2-Z0)
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Grundaufgaben der Darstellenden Geometrie
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Es liegt die Zu nt 4 parallele Kegelstumpf und Zur Losung wird ein
Grundaufgabe Schnitt Schnittebenen Zylinder mit zu n Seitenriss x»3
Ebene/Kegel vor. Die schneiden die Kugel in parallelen eingeflihrt, wobei die
Ebenen (Seitenflachen einem Kreis und die Schnittebenen RiBachse x5 senkrecht
des Dreikantprismas) Pyramide in einem schneiden. auf der Rotationsachse
werden so gewahlt, Quadrat. Punkte der des schrag liegenden
dass als Schnittkurven Durchdringungskurven Zylinders steht.
Parabel-, Ellipsen- und  sind die Schnittpunkte

Kreisbogenstiicke von zugeordneten

entstehen. Zu m; Kreisen und Quadraten.

parallele Schnittebenen
schneiden den Kegel in
Kreisen. Die
Schnittpunkte dieser
Kreise mit den
Erzeugenden des
Prismas liefern im
Grundriss die
Durchdringungskurve.

Lésungsschritte zur 4.Grundaufgabe: M ist Schnittpunkt der Rotationsachse mit ps. M" kann direkt
angegeben werden -> M'. Es gilt 2. BE-Abstand von M bezlglich x;3 -> M"'. Die Schnittkurve ist im 3.Riss
ein Kreis (Kreiszylinder). Die Schnittpunkte i und i der Erzeugenden beider Zylinder kénnen im Grundriss
direkt angegeben werden. Esist i' = i'. Wegen 2. BE-Abstand von i und ﬁbezﬂglich X1> = 2. BE-Abstand

von i und ﬁbezijglich X3 folgen sofort die Punkte i" und i“im 3.Riss. Als Schnittpunkte der zugeordneten

Projektionslinien erhalt man die Punkte i" und i"im Aufriss. Die Sichtbarkeit ergibt sich aus dem
entsprechenden Tafelabstand.

Grundaufgabe darstellende Geometrie
h Eine Grundaufgabe der darstellenden Geometrie besteht in der Konstruktion eines
\_/,/ Schrégbildes (Kavalierperspektive) eines krummlinig begrenzten Kérpers, z.B.
eines geraden Kreiszylinders oder eines geraden Kreiskegels.
Da die affine Abbildung der kreisformigen Grundflache eine Ellipse darstellt, muss
diese naherungsweise aus Hilfspunkten erzeugt werden.

ool Folgende Schrittfolge ist fir einen Kreiszylinder méglich:
A1 o 1) Grundlinie zeichnen
2) Kreis als Grundflache zeichnen
/'”A_‘_‘_.“‘ 3) hinreichend viele Hilfspunkte auf dem Kreis wahlen
\*'_'___,,/ 4) durch jeden Hilfspunkt Senkrechte zeichnen
5) alle Senkrechte um 45° neigen
o ° 6) Strecken Hilfspunkte-Grundlinie halbieren
7) auf den geneigten Geraden die Tiefe = halbe Strecken abtragen

8) Ellipse zeichnen

9) an allen Naherungspunkten der Ellipse H6hen antragen
10) Ellipse als Deckflache zeichnen

11) Seitenlinien tangential an den Ellipsen zeichnen

12) sichtbare Kérperkanten zeichnen
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Grundaufgabe darstellende Geometrie, Wahre Gestalt eines
Dreiecks

Zu den Grundaufgaben der darstellenden Geometrie gehért die
Ermittlung der wahren Gestalt (Lange der Seiten, GroBe der Winkel)
eines Dreiecks, das in Grund- und Aufriss gegeben ist.

Gegeben ist das Dreieck A,B,C in Grund- und Aufriss. Die Losung
erfolgt mit der Umprojektion der gegebenen Risse, so dass ein Riss des
Dreiecks entsteht, in dem das Dreieck parallel zur neuen Risstafel liegt.

Verfahren: 1) Bestimme eine Hohenlinie h des Dreiecks.

2) Die neue Rissebene n3 wird so gewahlt, dass ki3 senkrecht zu h' ist.

3) Einzeichnen von A"',B"',C"'. Sie liegen auf einer Gerade, da durch die Wahl der Risskante ki3 die
Dreiecksebene senkrecht zur neuen Risstafel n3 steht.

4) Damit das Dreieck zur nachsten Rissebene n, parallel ist, wird die neue Risskante ks4 parallel zur
Gerade durch A"',B"',C"' gewahlt.

5) Der neue Riss A"",B"",C"" zeigt die wahre Gestalt des Dreiecks.

Zentralprojektion, perspektivische Projektion

... Objekt wird dargestellt, wie es dem menschlichen Auge

oder einer Kamera erscheint

Projektion eines raumlichen Gegenstandes vom Punkt Py (im

Endlichen), dem Projektionszentrum oder Augpunkt, durch

Projektionsstrahlen auf die Bildebene. Zentralriss oder

perspektivisches Bild des Objektes ist das entstehende Bild.

Zentralprojektion auf die Parallele zur x-y-Ebene im Abstand

d mit dem Projektionszentrum im Koordinatenursprung Zentralprojektion
X'=xd/z y'=yd/z

Zur Berechnung der kartesischen projizierten
Koordinaten muss durch die vierte homogene Koordinate
z/d dividiert werden. Der Abstand d wirkt als
Skalierungsfaktor, mit dem x und y multipliziert werden.
Division durch z bewirkt, dass weit entfernte Objekte in
~a der Projektion kleiner dargestellt werden als nahe
Objekte. Dies entspricht dem optischen Eindruck eines
Betrachters.
Zentralprojektion auf x-y-Ebene mit dem
Projektionszentrum bei z = -d
Projektionsebene X' = X/ (Z/d + 1) y' = y/ (Z/d + 1)
y Die Parallelprojektion ist als Spezialfall der
Zentralprojektion enthalten, wenn das Projektionszentrum unendlich weit
vom Koordinatenursprung entfernt ist.
Abstand des Projektionszentrum zur Bildebene - endlich;
Abbildungen paralleler Geraden, die nicht parallel zur Bildebene sind: nicht
parallel; laufen in einem Fluchtpunkt zusammen, d.h. unterschiedliche
Winkelverzerrungen, unterschiedliche Verzerrungen von Entfernungen.
Entfernung des Projektionszentrums zum Bildschirm (x-y-Ebene) sei a
Nach Strahlensatz gilt: x’ : a = x * (z+a) y'ra=y: (z+a)
und somit X"'=x/(z/a+ 1) v =vy/(z/a+ 1)

(x,0.2) Projektionszentrum

Bildschirm

Saulenparadoxon

Auf dem Foto sind die dorischen Saulen des Hera-Tempels in
Paestum (Italien) zu sehen.

Die links und rechts stehenden Sdulen sind vom Beobachter
(Projektionszentrum) weiter entfernt und missten dinner
aussehen, da alle Sdaulen in Wirklichkeit gleich dick sind.
Tatsachlich wirken sie aber dicker.

Das Photo stellt eine Projektion auf eine Ebene dar, in der die
Gerade CD liege (untere Abbildung). Das Bild der linken Saule
nimmt auf CD die Breite ab ein, das der mittleren Saule die Breite
cd. Durch den schragen Einfall der Lichtstrahlen von den Seiten ist
die Strecke ab tatsachlich groBer als cd.

Erstmals wurde dieses Paradoxon von Piero della Francesca
beschrieben.

Fir Saulen in Quaderform tritt dieser Effekt nicht auf. Dort nimmt
das menschliche Auge die Breite der Vorderseite der Saule wahr.
Steht die Sdule weiter weg, erscheint sie auch kleiner.
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Stereoskopie

Die Stereoskopie; griech. stereos = raumlich und skopeo = betrachten; ist die Wiedergabe von Bildern
mit einem raumlichen Eindruck von Tiefe, der physikalisch jedoch nicht vorhanden ist. Dabei handelt es
sich um zweidimensionale Abbildungen, die einen rdumlichen Eindruck vermitteln.

Da Menschen mit ihren zwei Augen ihre Umgebung gleichzeitig aus zwei Blickwinkeln betrachten, sind sie
in der Lage ein dreidimensionales Bild der Umgebung zu ermitteln.

Bei der Stereoskopie erhalten das linke und rechte Auge unterschiedliche zweidimensionale Bilder aus
zwei abweichenden Betrachtungswinkeln. Im Gehirn entsteht dann der Eindruck eines rdaumlichen Bildes.

1838 veroffentlichte Sir Charles Wheatstone (1802-1875) Forschungsergebnisse Uber raumliches Sehen
und zeichnete Stereobildpaare, die mit einem speziellen Apparat betrachtet werden mussten.

Bei Anaglyphen werden beide Halbbilder in Komplementarfarben tbereinander gedruckt. Zur Trennung
der beiden Einzelbilder werden verschiedene Farbfilter in 3D-Brillen verwendet, urspringlich Rot vor dem
rechten Auge und Griin vor dem linken.

1979 entwickelten Christoper Tyler
und Maureen Clarke mit dem Single
Image Random Dot Stereogram
(SIRDS) ein stereoskopische
Abbildung, die nur ein einzelnes Bild
darstellt.

Die urspringlichen zufalligen Muster
wurden in den 1980er Jahren durch
richtige Bilder ersetzt. Das single
image stereogram (SIS) wird heute
auch einfach Stereogramm oder
Autostereogramm genannt.

BR

EURCPA

I 1 ! Stereogramm, Autostereogramm
Ein Stereogramm ist ein Abbildungsverfahren, bei dem raumliche Gebilde so

dargestellt werden, dass der Betrachter ein dreidimensionales Bild
wahrnimmt, obwohl die Darstellung auf der Ebene erfolgt.

MinTiefeK / MaxTiefe . . .
g Mitte der 1990er Jahre wurden spezielle Stereogramme, die
Bildechirm S = AT T Autostereogramme, bekannt.
Verschﬁf Dazu wird ein kontrastreiches Bild, die Maske/Textur, so verandert, dass
oo Teile der gewlinschten Abbildung, des Tiefenbildes, zu einer Verschiebung
g B'eobach‘tungs bstand  von Pixeln der Maske flhren.
Im Allgemeinen werden schwarze Abschnitte der Abbildung nicht
O (:. verschoben, weiBe Pixel um den maximalen Wert. Die Abbildung muss daher
so erzeugt werden, dass weiter hinten liegende Teile dunkler gefarbt sind,
weiter vorn liegende Abschnitt heller.
Je nach Starke der maximalen Pixelverschiebung kann eine groBe Tiefenwirkung erzielt werden.

Der Betrachter eines Stereogramms soll mdglichst entspannt "durch das
Bild hindurchsehen". Auf keinen Fall darf er versuchen, sich auf einzelne
Muster der Maske zu konzentrieren.

Nach einiger Beobachtungszeit "entsteht" der Eindruck einer rdumlichen
Darstellung im Gehirn(!). Je haufiger man Stereogramme betrachtet,
d.h. sich trainiert, desto leichter erkennt man das raumliche Gebilde.
Allerdings gibt es auch Menschen, die es nie schaffen, auf diesen
Darstellungen etwas sinnvolles wahrzunehmen.

.

|
N

Anaglyphe
Eine Anaglyphe bzw. ein Anaglyphenbild ist ein spezielles Stereogramm, bei dem die beiden
stereoskopischen Halbbilder nicht nebeneinander dargestellt, sondern Gberlagert werden.

Meist wird die Bezeichnung Anaglyphe fir Farbanaglyphen verwendet, bei denen die Einzelbilder in
Komplementarfarben eingefdrbt werden. Die Trennung der beiden Halbbilder erfolgt mit speziellen Brillen,
die entsprechend gefarbte Glaser besitzen.
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Friher wurden meist die Farben Rot und Griin bzw. Rot und Blau eingesetzt. Seit den spaten 1970er
Jahren gibt es das von Stephen Gibson patentierte "Deep Vision"-Verfahren, das heute meist verwendet
wird. Gibson verwendet die Filterfarben Rot (rechts) und Cyan (links). Cyan besteht zu gleichen Teilen
aus Blau und Grin, und ermdglicht eine bessere Darstellung von Echtfarben.

Entwickelt wurde das Anaglyphenverfahren 1853 von Wilhelm Rollmann, der in J.C.Poggendorfs "Annalen
der Physik" (Ausgabe 90) eine Arbeit mit dem Titel "Zwei neue stereoskopische Methoden" veréffentlichte
und darin das Verfahren vorstellte.

In der Anfangszeit verwendete man die Anaglyphenbilder insbesondere in mathematischen Lehrbiichern
zur Veranschaulichung der Stereometrie und Trigonometrie.

Darstellende Geometrie und Projektion in der Kunst
Die Verfahren der mathematischen Projektion wurden schon friihzeitig in der darstellenden Kunst
angewandt, zum Teil von beriihmten Kilinstlern entwickelt:

SN

Fﬂﬂ;‘ T = = e L e i
Leonardo da Vinci  Albrecht Direr Jan Vredeman de Vries de Hoogh

(1514) (1604)

Albrecht Diirer

Titel: Der Zeichner der Kanne

Jahr: 1538

Technik: Holzschnitt

Illustration einer praktischen Methode der
perspektivischen Darstellung aus Dlrers
Underweysung

Jan Vermeer van Delft

"Die Malkunst"

Ein besonderes kiinstlerisches Werk, in dem die mathematische Projektion
zentrale Bedeutung hat, ist Vermeers "Die Malkunst".

Vermeer benutzte optische Hilfsmittel wie eine Camera Obscura, um ein Bild
eines Raums auf eine Flache zu projizieren, was den Stilleben-Charakter
seiner Gemalde erklart.
Die klassische Szene des Malers mit seinem Modell in "Die Malkunst" (1673)
spielt in einem Innenraum, in dessen Hintergrund eine weibliche Figur als
Modell zu sehen ist. Der Maler selbst ist im Mittelgrund positioniert und
dreht dem Betrachter den Riicken zu.
Er ist im Begriff, das Bildnis des Modells als Muse Clio mit der Wiedergabe

- . eines Lorbeerkranzes zu beginnen. In diesem Atelier sind noch eine Reihe
von Gegenstdnden dargestellt, die fiir den Bildinhalt wichtig sind: ein Buch, eine Maske und ein
Skizzenheft auf dem Tisch, ein Musikinstrument und ein Buch in Handen des Modells sowie die Landkarte
an der Rickwand des Ateliers. Beindruckend sind die Darstellung des einfallenden Lichtes und der
Schatten.

Das Gemalde ist nahezu photorealistisch: Kiinstler und die Frauenfigur sind scharf dargestellt, wahrend
Gegenstande im Vordergrund unscharf sind. Diese Darstellungsform ist erstmals bei Vermeer zu finden.
Sowohl der FuBboden als auch weitere Linien treffen sich in einem Fluchtpunkt, wodurch eine
zentralperspektivische Wirkung hervorgerufen wird.

Das Gemalde hat eine GréBe von 130 x 110 Zentimetern, womit es zu den groBten Gemalden Vermeers
gehort. Das Bild wird von vielen Kunsthistorikern als Vermeers malerisches Vermachtnis betrachtet.
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Entwicklung der perspektivischen Darstellung

Die Suche nach den korrekten Regeln fiir die zeichnerische Ausflihrung der Zentralprojektion hat seit dem
ausgehenden Mittelalter zahlreiche Kiinstler und Mathematiker beschéftigt, von denen in der folgenden
Tabelle einige wichtige Arbeiten genannt sind.

Klnstler/Mathematiker Jahreszahlen Werk/Bemerkung

Leon Battista Alberti 1404 - 1472 1435: De pictura

Piero della Francesca 1412 - 1492 De prospectiva pingendi (3 Blicher), Libellus de quinque
corporibus regularibus

Luca Pacioli 1445 - 1514 1494: Summa de arithmetica, 1509: De divina proportione mit
Zeichnungen da Vinci

Jean Pélerin (Viator) ? 1505: De artificiali perspectiva, erstes gedrucktes Buch zum
Thema

Albrecht Direr 1471 - 1527 1525: Underweysung...

Sebastiano Serlio 1475 - 1554 1545: Libro di geometria e di prospettiva

Wentzel Jamnitzer 1508 - 1585 1568: Perspectiva corporum regularium

Daniele Barbaro 1513 - 1570 1568/69: La practica della perspettiva

Giacomo Barozzi 1507 - 1573 1583: Le due regole della prospettiva practica

(Vignola)

Guidobaldo del Monte 1545 - 1607 1600: Perspectivae libri sex

Johannes Kepler 1571 - 1630 1604: Ad Vitellionem paralipomena quibus astronomiae pars
optica traditur

Girard Desargues 1591 - 1661 1636: Exemple de I'une des manieres universelles ...

René Descartes 1597 - 1650 1637: Geometrie

Brook Taylor 1685 - 1731 1715: Linear perspective

Nachdem die Untersuchung des mathematischen Rahmens schon lange in Form der Projektiven
Geometrie ihren AbschluB gefunden hat, gibt es aber auch heute noch immer wieder darstellende
Kinstler, die dem Thema der perspektivischen Darstellung in ihren Werken neue, oft Gberraschende und
faszinierende Aspekte abgewinnen. So kommen entsprechende Bilder etwa auch im Werk des
niederlandischen Grafikers M. C. Escher vor.
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Analytische Geometrie der Ebene

Englisch analytic geometry Holléndisch analitische Franzoésisch géométrie analytique
meetkunde
Russisch aHanuTuyeckas Spanisch geometria Italienisch geometria analitica
reomeTpus analitica
Danisch analytisk geometri Griechisch aHanyTUKX Esperanto analitika geometrio
reBmMeTpua
Polnisch geometria Schwedisch analytisk Slowenisch analiti¢cna geometrija
analityczna geometri
Tschechisch analytickd geometrie Finnisch analyyttinen Portugiesisch geometria analitica
geometria
Ungarisch  analitikus geometria Vietnamesisch hinh hoc giai
tich
S E 5 BTG Die analytische Geometrie befasst sich mit den Problemen der
DE LA METHODE quantifizierten, analytischen Darstellung der Beziehungen zwischen
Paur bien conduire (2 mifon, ¢ cherchee elementaren geometrischen Objekten. Hierzu gehéren auch
l e ‘i““u‘j“ﬁ“ms‘ Methoden zur vollstandigen quantitativen Bestimmung der
LA DIOPTRIQVE Bestandteile von Objekten (z.B. Dreiecken) wenn einige dieser
LES METEORES vorgegeben sind sowie die Betimmung der Flachen und Rauminhalte
PRy von geometrischen Objekten.
La GEOMETRIE Die Grundlagen der modernen Analytischen Geometrie wurden von
L foai dos offtis de este METaon Pierre de Fermat (Behandlung von geometrischen Problemen mit

analytischen Ausdriicken; 1601-1665), von René Descartes
(kartesische Koordinaten; 1596-1650) und Blaise Pascal (Theorie der
Kegelschnitte; 1623-1662) gelegt.

Titelblatt des von René Descartes verfassten Werkes "Discours de la
Méthode", dessen Teil "La Géométrie" die Grundlagen der
analytischen Geometrie enthalt.

» Lrvne

B Mmprimeriede Ian Marc s

clalaz xumve Koordinatensysteme y
e Friutigr. Koordinatensysteme dienen zur zahlenmaBigen PLxiy)
Fixierung der Lage von Objekten im Raum oder in =
der Ebene beziiglich eines vorgegebenen Referenzpunktes (Ursprung). Durch sie wird
die Quantifizierung der Beziehungen zwischen verschiedenen geometrischen Objekten 5 .

ermdglicht.
kartesische Koordinaten von P: x,y ; 0...Koordinatenursprung

Polarkoordinaten r ... Radius ; ¢ ... Polarwinkel, Phase, Anomalie
Koordinatentransformation X =T COoS ¢ y =rsin¢
r=( x2+y2) cos ¢ =x/r,sin¢=y/r

Parallelverschiebung (Translation) kartesische Koordinaten
X,Y ... Koordinaten im urspriinglichen System ; x',y' ... Koordinaten im neuen System

x=Xx4+c y=y +d
Drehung (Rotation) um (0;0) mit Winkel ¢

X =x"'cos ¢ -y'sin¢ y = X"'sin ¢ + y' cos ¢

X' =X Cos ¢ +ysingd y'=-xsin¢ + ycos ¢

y

Spiegelung von Punkten
Spiegelung an der x-Achse Plx.y) Pixy)
Die x-Komponenten bleiben erhalten, die Vorzeichen der y- T_ R A S
Komponenten werden umgedreht. I Y
Transformationsgleichung x'=xundy' = -y | " : N
Spiegelung an der y-Achse | YR ?'jll " o
Die Vorzeichen der x-Komponenten werden umgedreht, die y- I ,;f | |
Komponenten bleiben erhalten. — p ;_--:1.- =X
Transformationsgleichung X'=-xundy' =y L |
Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten ’:,’ i |
Die x- und y-Komponenten werden vertauscht. R |
Transformationsgleichung x'=yundy' =X e :; |
Punktspiegelung am Ursprung Loyl o__4
Die x- und y-Komponenten andern ihre Vorzeichen. P(-x,-y) Px,-y)
Transformationsgleichung X'=-xundy' = -y
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Skalierung

In kartesischen Koordinaten wird der Ortsvektor des Punkte P(x ; y) um die Faktoren s,, s, skaliert durch
X'=s,xundy' =s,y

Lineare Transformationen beschreiben die Umrechnung zwischen Koordinatensystemen, die einen
gemeinsamen Ursprung haben. Dabei handelt es sich um lineare Abbildungen.

Schiefwinkliges Koordinatensystem

Die Lage eines Punktes P ist durch zwei Parallelen zu den schiefwinkligen
Koordinatenachsen bestimmt.

X,Y...Koordinaten im rechtwinkligen System x',y'...Koordinaten im schiefwinkligen
System

¢1...Winkel zwischen x- und x'-Achse

¢2...Winkel zwischen y- und y'-Achse

Transformationsgleichungen

X = X' CoS ¢; + Yy' €OS ¢, y = X'sin ¢; + y' sin ¢,

X' = (-x sin ¢z + Yy cos ¢2) / sin(¢s - ¢2) y' = (X sin ¢1 +y cos ¢1) / sin(¢s - ¢2)

0 X

Eulerscher Satz

Sind zwei rechtwinklige Koordinatensysteme gleichen Ursprungs mit beliebigen Achsenrichtungen im
Raum gegeben, so kann man immer eine durch den Ursprung gehende Gerade derart angeben, dass das
eine Koordinatensystem durch Drehung um diese Gerade in das andere Ubergeht.

Angewendet auf einen starren Korper kann dieser Satz z.B. in folgender Weise formuliert werden:

Ist fUr einen starren Kérper, von dem ein Punkt O relativ zu einem Bezugssystem fest bleiben soll,
irgendeine maogliche Lage als Anfangslage und irgendeine andere als Endlage gegeben, so kann man
immer eine durch O gehende Achse derart angeben, dass der Kérper durch eine Drehung um diese Achse
aus der Anfangslage in die Endlage Uberfihrt werden kann.

Polarkoordinaten
exakter: ebene Polarkoordinaten; ... bilden ein krummliniges
Koordinatensystem in der Zeichenebene.
d Ist ein kartesisches xy-Koordinatensystem gegeben, so sind die
P,(r,,p,) Polarkoordinaten r und ¢ eines Punktes P folgendermaBen definiert:
1. rist der Abstand des Punktes P vom (durch das kartesische
Koordinatensystem definierten) Ursprung.
2. ¢ ist der Winkel, unter dem man, im Ursprung "stehend" den
I Punkt P relativ zur Richtung der positiven x-Achse "sieht". Dieser
Uit : ¢=0 Winkel wird in mathematisch positiver Richtung (im
Gegenuhrzeigersinn) gemessen und kann im Bereich 0° < ¢ < 360°
variieren. Liegt P im Ursprung, so hat der Winkel ¢ keinen wohldefinierten Wert. Dennoch enthalt das
Paar (r, ¢) genausoviel Information wie die kartesischen Koordinaten (x, y), d.h. genau die Information
Uber die Position des Punktes P.
r: Abstandskoordinate, Abstand oder Radius, Lange des Radiusvektors von O nach P
¢: Winkelkoordinate, Richtungs-, Polarwinkel oder Argument, Winkel, den die Strecke PO mit der
Polarachse (Abszisse) eingeht
Polarachse, ein vom Punkt O ( Pol) ausgehender Strahl.
Abstand zweier Punkte P; und P, in Polarkoordinaten
d = V(ri2 + r;2 - 21y 1; cos(¢; - ¢1))

Py(rys0,)

Koordinatentransformation zwischen zwei rechtwinkligen x1
Koordinatensystemen
Bei der Einbindung ortlich bestimmter Punkte ist die Transformation
des ortlichen Systems x,y in das 2.Ssystem x',y' erforderlich. .
B

Das System x',y' ist gegen das System x,y um den Winkel ¢ gedreht
und um Xgq,Yo parallel verschoben. Die Richtungswinkel im System X,
x'y' sind mit 6 bezeichnet.

Gegeben sind die Koordinaten von A und B in beiden Systemen und =

die Koordinaten eines Punktes C im x,y-System. Die Transformation

erfolgt mit folgenden Beziehungen: N
sas = V(Ay2pp + AX2pg) ; S'a = V(AY'2p5 + AX'2p5) y
q=-sa/Sm ¢ =t - 0as

tan tas = Ayag / AXag ; tan Oag = Ayas / AXas

Yo =Ya-QgXaSind-qyacoso Xo = Xp + g YaSin ¢ - XacCoSd

Ye=Ya+qsing (X'c-xa) +qcos ¢ (Yc-ya) Xc=Xa+qcos¢ (X'c-xa)-qgsiné (yc-ya)
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Kollineare Punkte, Kollinearitat

Zwei Punkte sind kollinear, da sie eindeutig eine Gerade festlegen. Drei und mehr
Punkte heiBen kollinear genau dann, wenn sie auf ein und derselben Geraden liegen.
C Damit sind alle Punkte, die in einer Geraden enthalten sind, kollinear.

Die Verbindungsstrecken dreier nicht kollinearer Punkte bilden ein Dreieck.

Von drei verschiedenen Punkten einer Geraden liegt genau ein Punkt zwischen den
beiden anderen. Zwischen zwei Punkten A und B einer Geraden gibt es stets mindestens einen weiteren
Punkt C der Geraden. AuBerdem gibt es Punkte Y und Z auf der Geraden, so dass A zwischen Y und B
liegt und dass B zwischen A und Z liegt.

A

Sind vier Punkte nicht kollinear bedeutet das, dass jeweils nicht je drei von ihnen auf einer Geraden
liegen oder nicht mehr als zwei Punkte eine gemeinsame Gerade haben diirfen.

Es gibt dann sechs Verbindungsstrecken. Sind finf Punkte nicht kollinear, so gibt es zehn
Verbindungsstrecken.

Die Anzahl a der Verbindungsstrecken von n nicht kollinearen Punkten betragt a=n/2(n-1)

Strecke / Teilverhaltnis

Lange einer Strecke

s = [ (X2 - X1)2 + (Y2 - ¥1)? ]

Teilung einer Strecke P;P, im Verhaltnis A im Teilpunkt T(x,Yt)

Xg = (X + A %)/ (1 +4) ye=(y1 +Ay2)/ (1 +1)

A > 0 innerer ..., L < 0 duBerer Teilpunkt
Mittelpunkt Xm = (X1 + X3)/2 Ym = (Y1 + Y2)/2
Entfernung P;P, in Polarkoordinaten e =[r2 +r2-2rr;cos (¢ - ¢1) ]
Richtung der Strecke P,P» tana =m = (y> - Y1)/ (X2 - X1)

o ist der Winkel der Strecke mit der positiven Richtung der Abszissenachse. tan o = m wird
Richtungsfaktor oder Steigung der Strecke genannt.

y
Dreiecksflache P,P,P3
Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Eckpunkten P;(X1,Y1), P2(X3,¥2) und
P3(X3,Y3): (XIIYZ)
A=1/2 (X1 (Y2-Y3) + X2 (Y3 - Y1) + X3 (Y1 -Y2))
Die drei Punkte P, P, und Ps liegen auf einer Geraden, wenn A = 0 wird.
Die angegebene Gleichung kann auch in Determinantenform geschrieben /
werden: X
[1 Xy yil
A=1/2]1 x5 Yl (23, ¥3)
11 %3 Vsl (X(¥:)
Schwerpunkt des Dreiecks
Xs = (X1 + X3 + X3)/3 ys = (Y1 + Y2 +vy3)/3

Handelt es sich dabei um materielle Punkte mit den Massen my, m,, ms, so gilt
Xs = (MiX; + MyXy + M3x3) / (Mg + My + M3)
ys = (Myy: + mayz + msys) / (Mg + my + m3)

Flacheninhalt eines Vielecks
A=1/2 ((X1 - x2)(Y1 + Y2) + (X2 - x3)(y2 + y3) + ... + (Xn - X1)(Yn + V1))

Geradengleichungen
Kartesische Normalform y = mx + n ; Anstieg m = tan a
Der Anstieg m wird auch Richtungsfaktor genannt. a ist der Anstiegswinkel.

Punktrichtungsgleichung (Punktsteigungsgleichung) durch Py,

Y - Yo =m (X - Xo)
Zweipunktegleichung durch P, und P,

(Y - y1) (X2 - x1) = (X - X1) (Y2 - Y1)
Anwendung: Berechnung jedes Punktes der Geraden mdglich, wenn zwei Punkte der Geraden bekannt
sind
Achsenabschnittsgleichung

x/a+y/b=1 a und b sind die Langen der Abschnitte auf den Koordinatenachsen

Anwendung: Berechnung jedes Punktes der Geraden mdglich, wenn die
Schnittpunkte a, b mit den Achsen gegeben sind. Nicht anwendbar fir eine
Gerade durch den Ursprung!

Y

Parameterform X=X+ at y=yo+bt
Allgemeine Form AxX+By+C=0
Koordinatenform ax + by =c \
"
Hessesche Normalenform ! -
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X*¥coso+y*sing-p=0
p ... Abstand der Geraden vom Ursprung 0, ¢ ... Winkel zwischen positiver x-Achse und Lot p

cos ¢ = A/ V(A2 + B2) sin ¢ = B/ V(A2 + B2)
p=C/V(A2 + B2)
Hessesche Geradengleichung (AXx + BY + C) / £ V(A2 + B2) = 0

Vorzeichen so wahlen, dass Absolutglied auf der linken Seite negativ wird

Abstand eines Punktes P(xy, Y1) von einer Geraden in Hessescher Normalenform
d=x;-cos¢+yising-p=(Axy + By; + C) / V( A2 + B2)

Polarform einer Geraden r=p/(cosa- o)

Aus der allgemeinen Form Ax+By+C = 0 ergibt sich die Achsenabschnittsform
x/(-C/A) + y/(-C/B) = 1.
In der Zeichnung sind OA = a = -C/Aund OB = b = -C/B.
Im Dreieck OAF und BOF stehen die Schenkel der markierten Winkel paarweise aufeinander senkrecht
und sind deshalb gleich. Damit sind die rechtwinkligen Dreiecke OAF und BOF &hnlich. Es wird:
cos o = OF/OA = p/(-C/A) = -Ap/C und sin a = OF/OB = -Bp/C.
Einsetzen cosaX+sinay-p=0
-Ap/Cx-Bp/Cy-p=0 -A/Cx-B/Cy-1=0,dhAx+By+C=0
Die Hessesche Normalform ergibt sich, indem man die allgemeine Gradengleichung Ax+By+C = 0 mit
dem Term 1/V(A2+B2) multipliziert.
Auf Grund des Minuszeichens in x cos a + y sin a. -p = 0 und p > 0 ergeben sich zwei Falle:
C > 0: -A/V(A2+B2) x - B/J(A2+B2) y - C/V(A2+B2) = 0
C < 0: A/N(A2+B2) x + B/V(A2+B2) y + C/V(A2+B2) =0

Zusammenhang zwischen cos o. x + sinay - p = 0 und 1/V(A2+B2)
Die Dreiecke OAF und BOA sind ahnlich. Damit gilt
p:0A=0B:AB=p: (-C/A) = (-C/B) : V[(-C/A)2+(-C/B)?2]
p V[(-C/A)2+(-C/B)?] = (-C/A) (-C/B)
p = [C2/(AB)] / V[(C?/A2+C2?/B)2] = C/ V(A2+B2)
Mit V(A2+B2) = C/p, cos a = -Ap/C und sin a = -Bp/C wird
-A/N(A2+B2) x - B/V(A2+B2) y - C/N(A2+B2) = 0 ; (C>0)
-A/(C/p) x - B/(C/p)y-p =0
-Ap/Cx -Bp/Cy-p =0
cosaXx+sinay-p=0

Beispiel zur Hesseschen Normalenform

Beispiel: Gegeben sei die Ausgangsgerade mit -Xx+2y-2=0
Fiir die Hessesche Normalenform ergibt sich dann -1/5V5x +2/5V5y-2/5V5 =0
Fiir diese gilt p = V5 und sin a = -1/5 5 und damit a= 153,4°

Die Bedeutung der Hesseschen Normalform ergibt sich aus der Anwendung. Mit dieser Form kann der
Abstand eines Punktes bequen von einer Geraden bestimmt werden.
Ist g: A/N(A2+B2) x + B/V(A2+B2) y + C/V(A2+B2) = 0
und P(xp, Yp) ein Punkt der Ebene, dann ist der Abstand von P zur Geraden g
d = A/V(A2+B2) xp + B/V(A2+B2) p + C/V(A2+B2)

Fur das obige Beispiel und P(2 ; 3) wird d=-1/5v52 + 2/5+5 3 - 2/5+5 = 2/5 5 = 0,894427...

Lagebeziehung zweier Geraden
gegeben: g: y = mix + nyund h: y = myx + n;

Schnittwinkel y: tany=(my-my)/(1+mymy) 2wz 1 PO,
gllh=m;=m, glh=>m;=-1/m, T3 Y| |z 1' Ty ya| TP TR
gegeben: A;jx+B;y+C;=0 und A,x+B,y+C,=0
tan v = (A; B, - A, B1) / (A1 A, - By B,) ®3 s o3 1‘ e ysl oo
Spezielle Geraden durch den Ursprung ... y = mx g LT alfoa 1 L
parallel zur x-Achse ...y = b o 1} o 1} T o 41—
zz 1| |y2 1 T3— T4 Y3 — Y4
parallel zur y-Achse ... x = a
Bedingung fiir Geradenlage 23 1| |ga 1
y=mix+n; und y=myx+n, sind... parallel fir m; = m5 ... T4 1} ya 1}
senkrecht fir m; = -1/m,
A;x+B;y+C;=0 und A,x+B,y+C,=0 sind el RIS }' Nl TR
... parallel fir A;*B, = A,*B; ... senkrecht fur A;*A, + T2 Bl 2n
B,*B; =0 T3 ?ﬁ‘;‘ Y3 1‘ T3 ?ﬁ;‘
1 oy fya 1 za oy T Y
Schnitt zweier Geraden A P m 1 T1 = T2 1 — U
Zwei Geraden g; und g, in der Ebene schneiden sich stets in T3 1} U2 1} Ty — T4 Y3 — Ya
einem Punkt, wenn g; und g, nicht parallel zueinander sind. Sind
Pi(X1, Y1), Pa(X2 , y2) Punkte auf g; und Ps(Xs , y3), Pa(Xa , Ya) o }} h }}

28



Punkte auf g4, so ergibt sich fliir den Schnittpunkt S( x;y) die rechts stehende allgemeine Lésung.

FuBpunkt des Lotes, Lotgerade

y Der FuBpunkt X, des Lotes von einem Punkt P auf eine Gerade g: x~
= a” + t b~ ist durch zwei Angaben bestimmt.

1. Der Endpunkt von xo liegt auf g, also gibt es einen Parameterwert

to, so dass Xo” =a” + ty b~ ist

2. Das Lot Xy~ - p~ steht senkrecht auf b, d.h. (X0~ -
p’)eb”=0

FuBpunkt Xoo=a >+ (p”-a’)eb’/(b”)2b”
Lot X0~ - p”

Lotgerade X7 =p”+s (X~ -p7)

Abstand P-g  d = |b> x(p~-a>)|/ |b”]

Gerade in Polarkoordinaten r=p/ cos(a - ¢), g nicht durch
Pol

120

Abstand eines Punktes von einer Geraden
d=x; ¥cos¢+y;sing-p=(Axy + By, + C)/ V( A2 + B2)
Winkelhalbierende von Geraden
firg:ax+by+c=0undh:dx+ey+f=0 Ll
(ax+by+c) / £V(a2+b2) £ (dx+ey+f) / £V(d2+e2) = 0
flrg:xcosa+ysina-p=0undh:xcosB+ysinB-gq=0 210
X (cosatcosB)+y(sinaxtsinB)-(p£tq)=0

150

270
Trilineare Geradengleichung

Eine Gerade durch zwei Punkte mit den trilinearen Koordinaten a4 : B1 : 71
und oy : By : y; ist die Menge von Punkten mit den Koordinaten o : B : vy

mit Bry2-v11B2)oa+t (yror-01v2) B+ (g Ba-Proz)y=0

Schnittkoordinaten
Es sind die Koordinaten der Schnittpunkt der Geraden bzw. Kreise zu
ermitteln.
a)ax+by+c=0unda'x+b'y+c' =0
b)ax+by+c=0undx2+y2+dx+ey+f=0
O)x2+y2+dx+ey+f=0undx2+y2+d x+e'y+f=0
Fall a) Gerade - Gerade
x=(bc-b'c)/(ab'-a'b) y=('c-ac)/(ab'-ab)
Fall b) Gerade - Kreis
Mit y = -(a x + c)/b ergibt sich die quadratische Gleichung
x2+ (rax-c)2/b2+dx+e(rax-c)/b+f=0
Mit den Substitutionen A = a2 + b2 B=2ac+b2d-abe
C=c2-2bce+b2f
ergibt sich als Lésung x = - (B £V(B2-4AC))/ (2 A)
y ergibt sich durch Einsetzen in die Geradengleichung.
Fall c) Kreis - Kreis
Subtraktion der zwei Kreisgleichungen ergibt die Potenzlinie
(d-d)Yx+(e-e)y+ (f-f)=0
welche durch die Schnittpunkte der beiden Kreise verlauft. Fall c) ist damit Gber Fall b) l16sbar.

Koordinatengeometrie-Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben sind der Punkt P (-1; 9) sowie die Geradeng: 3x -y +6 =0und h: x + 4y - 8 = 0.

a) Die Geraden g und h schneiden einander im Punkt S. Berechnen Sie die exakten Koordinaten des
Schnittpunkts und den Schnittwinkel beider Geraden.

b) Ermitteln Sie die Gleichung der Geraden k, die parallel zu g und durch den Punkt P verlauft!
c) Ermitteln Sie die Gleichung der Geraden |, die senkrecht zu g und durch den Punkt P verlauft!!
Lésung:

a)g:y=3x+6undh:y=-1/4x+2 - S (-16/13; 30/13) ,tan a = 13; a = 85,6°
b)k:y=3x+n,P(-1;9):9=3(-1)+n>n =12 5>y =3x + 12
c)l:y=-1/3x+n,P(-1;9):9=-1/3(-1)+n > n =26/3 >y = -1/3x + 26/3

Aufgabe 2

Gegeben ist ein Dreieck ABC durch die Punkte A (-4; -2); B (7; 0) und C (-1; 4).
a) Untersuchen Sie, ob das Dreieck rechtwinklig ist!

b) Ermitteln Sie die Geradengleichung der Hohe h in expliziter Form!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC!
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d) Bestimmen Sie den Mittelpunkt des Umkreises und geben Sie die Gleichung des Umkreises an!

Lésung:

a)a= |BC| =80, b = |AC| = V45, c = |AB| = V125 ; a2 + b2 = 80 + 45 = 125 = c2 — Dreieck ABC ist

rechtwinklig.

bym¢=2/11>m,=-11/2 5 hc:y=-11/2x+n—->n=-3/2>hs:y=-11/2x -3/2

c)A=1/2 |AC| |BC| = 30 FE

d) Wegen des rechten Winkels liegt C auf dem Thaleskreis tber AB. Daher ist der Mittelpunkt M der
Strecke AB zugleich Umkreismittelpunkt:

M (3/2; -1),r = 1/2|AB| =

1/24125 » k: (x-1,5)2 + (y + 1)2 = 125/4

| Kurven 2.0rdnung

Allgemeine Gleichung ax2+2bxy+cy2+2dx+2ey+f=0
entsteht durch Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene

Neigungswinkel der Seitenlinie des Kegels ¢

Ellipse 6 < a<180° Kreis o = 90°

Parabel a=¢ Hyperbel O<a<¢

Bei Schnitt durch Spitze entstehen Punkt, Gerade bzw. Geradenpaar

Ellipse, analytisch

Eine Ellipse ist die Menge aller der Punkte einer Ebene, deren Entfernungen
von zwei festen Punkten, den Brennpunkten Fy, F,, konstant gleich F;F, = 2e
ist.

M...Mittelpunkt; A,B...Hauptscheitel, AB = 2a ... Hauptachse;
a ... groBe Halbachse, CD = 2b ... Nebenachse; b...kleine Halbachse

lineare Exzentrizitat e =+(a2-b2)
numerische Exzentrizitat ce=¢ef/a<l1
e = V(1 - b2/a?) : rl b rg
Ist ¢ gleich 0, so ist die Ellipse ein Kreis. Liegt sie nahe bei 1, so "
handelt es sich um eine langgestreckte, schmale Ellipse. DR - Fy B
Brennpunkte Fi2 (xe; 0)
Krimmungsradius R = a2/b (1 - e2 cos2t)*? 3
Parameter p =b2/a ; 2p = zur Hauptachse

2p = zur Hauptachse senkrechte Sehne im Brennpunkt

In den Darstellungen werden Ellipse, Parabel und Hyperbel als Schnitt einer Ebene mit einem Kegel

erzeugt.

Ellipsen - Gleichung

Mittelpunktsgleichung (parallel zu Achsen) M(0;0) x2/a2 + y2/b2 =1

Parameterform

t ... exzentrische Anomalie
Scheitelgleichung
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M(c,d) (x-c)2/a2z + (y-d)2/b2 =1
M(0;0) x =acost;y=bsint
M(c;d) x=acost+c;y=bsint+d

M(a;0) y2 =2 p x - p/a x2



Herleitung der Ellipsengleichung in Hauptlage
geg.: PF1 + PF2 = 2a; Punkt P (x ; y) ;
Brennpunkte F1 (-e ; 0) , F2 (e ; 0)

Herleitung:

Nach Pythagoras und PF1 + PF2 = 2a gilt:

V((-e-x)2+(-y)2) + J((e-x)2+(-y)2) = 2a J(e2+2ex+x2+y2) = 2a - V(e2-2ex+x2+y2) |2
e2+2ex+x2+y2 = 4a2-4aV(e2-2ex+x2+y2) + e2-2ex+x2+y?

4ex-4a? = -4aV(e2-2ex+x2+y?2) | :4 -az+ex = -aV(e2-2ex+x2+y2) | 2
a%-2a2ex+e2x2 = a2e2-2a2ex+a2x2+azy? e2x2-a2x2-a2y2 = -a*+aze2

e2 = a2-b? a2x2-b2x2-a2x2-a2y? = -a4+a4-azb2 | *(-1)

b2x2+a2y2 = a2b2

Tangente und Normale fiir Mittelpunktslage

Tangente in P xxi/a2 + yy;/b2 =1
Tangentenlénge (bis zum Schnitt mit x-Achse) t=V[y:2+ (@2 / %y - x1)2 ]
Normale in P y-y1 = a2y; (x-x1) / (b2xy)
Normalenlénge n=>b+(a*-e2x;2)/ a2
Subtangente (Projektion auf x-Achse) st =1]a2/xy-xq|
Subnormale sh=|b2x;/az|

Tangente und Normale fiir Mittelpunkt M(c;d)
(x-c)(xi-c)/az+(y-d)(yi-d)/b2=1

Normale y - y1=a2(yr - d) / [b2(xs - )] (X - x4)

Normale bzw. Tangente ist Winkelhalbierende des inneren bzw.

auBeren Winkels zwischen den Brennpunkt-Radiusvektoren des

Berlhrpunktes. Die Gerade Ax + By = C ist Tangente an die Ellipse

A2a2 + B2b2 = C2,

Als Effekt ergibt sich, dass zum Beispiel eine auf einem elliptischen
Billardtisch aus einem Brennpunkt herausgespielte Kugel stets im
anderen Brennpunkt ankommt.

Ellipse in Polarkoordinaten

Fi = Pol r=p/(1-¢cosé¢) F, = Pol r=p/(1+ ¢cosd)
M = Polr2 = b2 / (1 - &2 cos? ¢)
Lange der Brennstrahlen PF; und PF, PF,=a+¢x PF,=a-¢gx

Ellipse als Allgemeine Gleichung Kurve 2.0rdnung
Ellipsenbedingung (achsparallel)sgn a = sgn cund b = 0 und a=c

Schnitt Ellipse-Gerade

Schnitt der Gerade y=mx+n mit einer Ellipse in Mittelpunktslage
X1.2 = - (@2mn)/(b2+a2m2) * ab/(b2+a2m?2) V[ a2m2 + b2 - n2]
Y1;,2 = b2n/(b2+a2m?2) £ abm/(b2+a2m?) V[ a2m2 + b2 - n2]

Diskriminante D = a2m2 + b2 - n2

D>0 ... Ellipse wird von der Geraden geschnitten

D=0 ... Ellipse wird von der Geraden berihrt

D<O0 ... Ellipse wird von der Geraden gemieden

Polargleichung der Ellipse
Mit Hilfe des Kosinusssatzes wird flir das Dreieck F;F,P

r,2 = (2a-r)2 =r2 + (2e)2 - 2r (2e) cos (180°-¢)
Mit cos (180°-¢) = - cos ¢ wird nach Umformung

4a2 - 4ar +r2 =r2 + 4e2 + 4re cos ¢

az-e2=recos ¢+ ar
Im unteren Dreieck mit den Seiten a, b und e wird nach dem Satz des
Pythagoras a2 = b2 + e2, d.h.

b2 =recos ¢ + ar
Dividiert man mit a, ergibt sich

b2/a=refacos¢$ +r
Der linke Ausdruck b2/a wird als Parameter p bezeichnet. AuBerdem ist e/a
= ¢, die numerische Exzentrizitat; ein dimensionsloser Wert, der bei
Ellipsen zwischen 0 und 1 liegt.

p=r(1+ccosyd)
und soit fur die Polargleichung einer Ellipse
r(¢) =p/ (1 + ecos ¢)
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Der Parameter p = b2/a ist bei der Ellipse geometrisch die Senkrechte vom Brennpunkt bis zum Schnitt
mit der Ellipse. In der Abbildung ist der Ellipsenparameter griin eingezeichnet.

Da dort ¢ = 90° ist, wird mit cos ¢ = 0: r = p = (b?/a).

Die Polargleichung gilt analog mit ¢ = 1 flr Parabeln und mit ¢ > 1 fir Hyperbeln.

Brennpunkteigenschaft einer Ellipse

Die Verbindungslinie zwischen einem Brennpunkt und einem Punkt der Ellipse
heiBt Brennlinie, Leitstrahl oder Brennstrahl.

Ihren Namen erhielten die Brennpunkte und Brennstrahlen auf Grund der
Eigenschaft, dass der Winkel zwischen den beiden Brennstrahlen in einem
Punkt der Ellipse durch die Normale in diesem Punkt halbiert wird.

Damit ist der Einfallswinkel, den der eine Brennstrahl mit der Tangente bildet
gleich dem Ausfallswinkel der Tangente mit dem anderen Brennstrahl. Ein
Lichtstrahl, der von einem Brennpunkt ausgeht, wiirde demnach an der
Ellipsentangente so reflektiert, dass er den anderen Brennpunkt trifft. Bei
einem ellipsenférmigen Spiegel treffen sich demnach alle von einem Brennpunkt ausgehenden
Lichtstrahlen in dem anderen Brennpunkt.

Tangente

Da der Weg von einem zum anderen Brennpunkt, entlang zweier zusammengehériger Brennstrahlen,
immer gleich weit ist, wird auch Schall nicht nur verstarkt von einem zum anderen Brennpunkt
Ubertragen, sondern kommt sogar zeit- und phasengleich also nicht interferierend dort an.

Zwei Ellipsen mit Ubereinstimmenden Brennpunkten nennt man konfokal.

Natiirliches Vorkommen und Anwendung in der Technik

Die Decken mancher Hohlen ahneln einer Ellipsenhalfte. Befindet man sich in
einem Brennpunkt dieser Ellipse, hort man jedes Gerausch, dessen Ursprung im
zweiten Brennpunkt liegt, verstarkt. Man spricht dann von einem
"Fllstergewdélbe".

Das gleiche Prinzip wird heute zur Zertrimmerung von Nierensteinen mit
StoBwellen verwendet.

Ein Beispiel fur ein Flistergewdlbe ist das "Ohr des Dionysos". In Syrakus ist es
die Hauptattraktion des archdologischen Bereiches.

Die groBte Flache wird von einem Steinbruch aus der griechischen Zeit belegt, in
dem Kriegsgefangene beschdaftigt wurden.

Die beeindruckendste Grotte ist das "Ohr des Dionysos" ("Latomia del Paradiso").
Die Felsspalte ist 65 Meter lang und teilweise bis zu 23 Meter hoch. Diese
ausgehauene Hbhle hat eine ganz besondere Akustik, die auch noch kleinste
Gerausche wahrnehmen lasst.

Da angeblich Dionysos sich dies zu Nutzen gemacht hatte, um die Gesprache der
Kriegsgefangenen abzuhdéren, wird die Hohle "Ohr des Dionysos" genannt.

Beriihrbedingung fiir die Ellipse
i Um feststellen zu kénnen, ob die Gerade g eine Tangente an eine Ellipse in
Ursprungslage |st muss zuerst das Gleichungssystem mit den gegebenen Gleichungen gelést werden.
g:y=k:-x+d;E:a2-b2=Db2-x24+ a2-.y2
Nach x aufgeldst ergibt dieses Gleichungssystem dann:
X1 = (-2a2 dk + V(4a* d2k2 - 4(b2 + a2k2) a2 (d2 - b2)) / (2b2 + 2a2k2)
Da g eine Tangente an die Ellipse in 1. Hauptlage sein soll, muss die Diskriminate = 0 sein.
at-d2-k2-a2-b2-d2+a2-b*-a*-d2-k2+a*-b2-k2=0
d2 =a2-k2+ b2

Spaltform der Tangentengleichung der Ellipse
Gegeben sind die Gleichungen einer Ellipse E, einer Gerade g und die Berlhrbedingung.
E:a2-b2=Db2-x24+a2-y2;d2=a2-k2+b2;g:(y-yr)=k:-(x-xy7)
Die Steigung der Tangente im Punkt T entspricht der 1. Ableitung der Ellipse in T.
k=y't= -b2-xr/a2-yr
Wird nun der Wert der Steigung zusammen mit den Koordinaten des Punktes T (xt|ys) in die Gleichung
der Geraden g eingesetzt, erhdlt man die Spaltform der Tangentengleichung.
g: (y-yr) =-(b2-xr/a2-yr) - (X-x)
a2.b2=b2.x.XT+a2.y.yT
Liegt der Mittelpunkt der Ellipse nicht im Ursprung sondern im Punkt M (xv|ywm) lautet die Gleichung der
Spaltform der Tangentengleichung:
a2 b2 =Db2-(X-Xw)  (Xr-Xu) +a2-(y-ym - (Yr-Ym)
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Durchmesser der Ellipse

m ... Richtungsfaktor der zugeordneten parallelen Sehnen, welche vom
Durchmesser halbiert werden y = - b2x/ (a2m)

Eine solche Ellipsensehne, die durch den Ellipsenmittelpunkt verlauft,
wird auch Mittellinie der Ellipse genannt.

Konjugierte Durchmesser

m ... Richtungsfaktor der zugeordneten parallelen Sehnen, welche vom
Durchmesser halbiert werden y = - b2x/ (a2m)

Eine solche Ellipsensehne, die durch den Ellipsenmittelpunkt verlauft,
wird auch Mittellinie der Ellipse genannt.

Satz des Apollonius
Sind 2a; und 2a, die Ldngen a und B, mit m; = tan a und m, tan B, die Steigungswinkel zweier
konjugierter Durchmesser, so gilt

a; by sin(a + B) = ab und ai2 + b2 =2a2+ b2
Zweiter Satz des Apollonius
Zwei einander zugeordnete Mittellinien einer Ellipse, die Geraden
durch M, I bzw. M, H spannen ein Parallelogramm auf. Nach
Apollonius gilt dann:
Das von zugordneten Mittellinien aufgespannte Parallelogramm MIGH
hat einen konstanten Flacheninhalt A = ab, wenn a und b die
Halbachsen der Ellipse sind.

Bewegt sich der Punkt H auf der Ellipse, so beschreibt G als
Ortskurve ebenfalls eine Ellipse, deren Hauptachsen parallel zu a und b sind, aber um den Faktor V2

gestreckt sind.
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Tangentenwinkel an der Ellipse
Der Punkt P, einer Ellipse ist das affine Bild des entsprechenden

Punktes P, auf dem Hauptkreis, der das Urbild der Ellipse unter einer
affinen Transformation ist. Die Koordinaten von P, sind (a cos(t),a
sin(t)) fir einen noch zu bestimmenden Winkel t, wobei a der

Kreisradius ist. Die Koordinaten der Ellipsenpunkte gehen durch eine
Nk Stauchung ihrer y-Koordinaten mit dem Faktor b/a aus den

korrespondierenden Kreis-Punkten hervor.
Durch Ableitung der Ellipsengleichung erhalt man den
- - Richtungsvektor ihrer Tangente t. im Punkt P,
T Pe: (-asint, b cost)
Der Richtungsvektor der Normalen n, ergibt sich durch Vertauschen der Koordinaten und Invertieren
einer Koordinate zu (b cos t, a sin t)
Daraus ergibt sich die Steigung der Normalen zu
und damit der Steigungswinkel B zu
Weiterhin ist acost=x=r'cos¢;asint=a/by.=a/br' sin¢
Einsetzen ergibt B = arctan (a2/b2 tan ¢) ¢ = arctan (a2/bz2 tan B)
Als Winkelverhaltnis der Ellipsentangente zur Tangente des Hauptachsenkreises wird
¢ = arctan (b/a tan t)

asint/ (bcost)
B = arctan (a sint/ (b cos t))

Krimmungsradius p und Kriimmungsmittelpunkt M(¢,n)
bei Mittelpunktslage M(0;0)
im Punkt Py p = 1/(ab)* V[ (a*ye2 + b*xg2)3 ]
E=e2xp3/a* n=-e2yy3/b*=-g3a2ys3 /b’

im Hauptscheitel A(-a;0) p=Db2/a=p ¢&=e?/a
n=20

im Nebenscheitel D(0,-b) p =az/b E=0
n =e2/b

Die maximale Kriimmung tritt an den Schteilpunkten der gréBeren
Halbachse auf, die minimale Kriimmung an den Scheitelpunkten der
kleineren Hauptachse.
Hauptkreis der Ellipse x2 + y2 = a2
Nebenkreis der Ellipse x2 + y2 = b2
Polare der Ellipse zur Ellipse x2/a3+y2/b2 =1

XXo/a2 + yyo/b2 = 1 ; Py...Pol

Evolute der Ellipse
... ist eine gestreckte Astroide
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... auch Lamé-Kurve genannt: (ax / e2)¥3 + (by / e2)¥3 =1
Parametergleichung
X = (a2 -b2)/acos’t y = (b2-a2)/bsin’t
Von jedem Punkt innerhalb der Evolute kénnen genau 4 Normalen zur Ellipse, von jedem Punkt auBerhalb
genau 2 Normalen gezeichnet werden.

Einschreiben eines gleichseitigen Dreieck

Soll ein gleichseitiges Dreieck in eine Ellipse in Mittelpunktslage so eingeschrieben werden, dass ein Punkt
in (0,b) liegt, so ergibt sich fir die Koordinaten der anderen beiden Punkte

y=[1-v(1-(1-3a%b? (1+3a%b?)]/ 1 +3a%b? *b x=+a(1-y?%b?

Ellipsenevolvente, Involute einer Ellipse
Fixiert man ein Ende eines Fadens im Punkt einer konvexen Kurve und legt den
Faden gespannt an den Bogen, zieht danach das andere Fadenende so von der

Kurve weg, dass der Faden gespannt bleibt, dann beschreibt das Fadenende O
eine Kurve, die Evolvente oder Involute der Kurve.
Flr eine Ellipse Parameterform: x =acost;y =bsint

ergibt sich die Ellipsenevolvente zu
X = a (cos t + b E(t,e) sin t / V(a2 sin2 t + b2 cos? t))
y = b (sint + b E(t,e) cos t / V(a2 sin2 t + b2 cos2 t))

wobei E(x,k) das elliptische Integral 2.Art (nicht analytisch auflésbar!) und
e = V(1 - a?/b?)

die Exzentrizitat ist.

Die Evolvente einer Ellipse ist damit nur naherungsweise berechenbar.

Fir die Krimmung x und den Tangentialwinkel ¢ wird

E

m x(t) =1/ (b E(t,e))
¢(t) = arctan (a/b tan t)
B siehe http://mathworld.wolfram.com/Ellipselnvolute.html
5 A i

Ellipsenkonstruktion nach Johan de Witt (1625-1672)
Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden m und | und eine Strecke BA auf der

e

v von B aus in Richtung A eine weitere Strecke X abgetragen ist. Bewegen sich nun
A auf | und B auf m, so beschreibt der Punkt X eine Kurve, in diesem Fall eine
Bk Ellipse.
Herleitung:
a0 . A(a,0) und B(0,b) seien Punkte auf der x- bzw. y-Achse. Dann gilt
© ™~ a2 + b2 = p2,
] . wobei p die Lange von AB ist.

X sei so gelegen, dass BX = kBA. Flr die Koordinaten von X wird dann x = ka y = kb - b,
d.h. a=x/k;b=y/ (k1)
und somit x2/k2 + y2/(k-1)2 = p=2

und die Ellipsengleichung x2/(k2 p2) + y2/((k-1)2 p2) =1

vvvvvvvvv Ellipsen-Parallelogrammmethode

Mit der Parallelogrammmethode kénnen die Punkte einer Ellipse schrittweise
konstruiert werden.

Sind a und b die Halbachsen der Ellipse, so werden die Seiten eines Rechtecks mit
den Seitenldangen 2a und 4b in jeweils n bzw. 2n Abschnitte unterteilt.

.1 Die Punkte der Ellipse ergeben sich als Schnittpunkte zweier Geraden wie in der

4 % Abbildung.
[ | Die Geraden laufen durch den linken bzw. rechten Mittelpunkt auf der Seite der
\ | Lange 4b.
& ,ﬂ Fir den Zielpunkt der Geraden wird (vom rechten Anfangspunkt aus) umso viele
\ /1 Abschnitte "nach links" entlang der 2a-Seite gegangen, wie bei der anderen Gerade
b ~ e O\ 4 von links Abschnitte "nach oben" ab der Halfte der 4b-
TR Seite.

Fir wachsendes n ergeben sich so Punkt-flr-Punkt immer
mehr Punkte der Ellipse.

°°°°°°°°° Tangenten an Ellipse

Konstruktion der Tangente in einem Punkt einer Ellipse

Gegeben sei eine Ellipse mit den Brennpunkten F1 und F2. Um F1 wird ein
Kreis k so gezogen, dass F2 sich im Inneren des Kreises befindet. P sei ein
Punkt auf dem Kreis.

t sei die Mittelsenkrechte der Geraden PF2. Der Punkt Q sei dann der
Schnittpunkt von t und der Geraden PF1.
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Bewegt sich P nun auf dem Kreis k, so bewegt sich Q auf der Ellipse und t bildet die Ellipsentangente in
Q.
Nachweis: Es ist zu zeigen, dass

Abstandg; g + Abstandg;,q = konstant = Abstandg, p
ist. Da Q auf der Tangente t liegt und t die Strecke PF2 halbiert, gilt Abstandqr = Abstandq .. Da Q auch
auf der Strecke PF1 liegt, wird

AbStandFl,Q + AbstandQ,p = AbStandFl’p
Verbindet man beide Gleichungen, so ergibt sich das Gesuchte.
Der Nachweis, dass t Tangente in Q ist, folgt aus er Tatsache, dass die Senkrechte zu t in Q den Winkel
F1QF2 halbiert.

B Schmiegekreis einer Ellipse
o Die Schmiegekreise spielen bei der Ellipse eine besondere Rolle.
Einerseits kann mit ihnen die Ellipse relativ schnell konstruiert werden,
b andererseits werden die Radien der Schmiegekreise, speziell der kleinere
a M, Radius, benutzt, um die Ellipse in ihren Eigenschaften zu beschreiben,
= z.B. fur die Ellipse als Kegelschnitt.
A Konstruktion der Schmiegekreise
1) man konstruiert zuerst das Rechteck MACB - aus der groBBen
Halbachse a und der kleinen Halbachse b
— 2) eine Diagonale dieses Rechtecks wird eingezeichnet, und zwar die
=/ Von Punkt A nach Punkt B (blau)
M, Iy J 3) auf dieser Diagonalen wird die Senkrechte (blau) so errichtet,
dass diese durch den Punkt C geht. Diese Linie wird als Schmiegekreisgerade bezeichnet.
4 die Schnittpunkte M1 und M2 der Schmiegekreisgeraden mit den Ellipsenachsen sind dann die
gesuchten Mittelpunkte der Schmiegekreise
Schmiegekreisgerade und Diagonale stehen senkrecht aufeinander.

Ellipsen, Aquipotentiallinien

Ellipsen kénnen auch als Aquipotentiallinien zweier Kreise definiert werden. Sind zwei Kreise gegeben, so
sind alle Punkte der Ebene gesucht, die von beiden Kreisen gleichen Abstand haben. Je nach Lage der
Kreise entstehen mehrere Ellipsen oder sogar Ellipse und Hyperbel. In den Abbildungen sind die roten
Kurven die Aquipotentiallinien des blauen und griinen Kreises.

NN
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Leitliniendefinition
Gegeben ist ein Punkt F, einer der Brennpunkte, und eine Gerade, die

Leitlinie.
Die Ellipse ist dann die Menge der Punkte M fir die das Verhaltnis MF = MH
n| = eist, wobei H der LotfuBpunkt auf die Gerade ist und e eine reelle Zahl

kleiner als 1. e ist dann die numerische Exzentrizitat der Ellipse. Diese
Definition ist flr den Sonderfall des Kreises (e=0) nicht mdglich.

Neben der Gartnerkonstruktion gibt es weitere interessante Mdéglichkeiten,
eine Ellipse mechanisch zu erzeugen. Auf Archimedes geht ein Verfahren
mit einem Parallelogramm zuriick. Uber mehrer Stébe die drehbar gelagert
sind, jeweils ein Punkt in den beabsichtigten Brennpunkten der Ellipse, wird
ein weitere Punkt auf einer kreisférmigen Bahn bewegt. Eine der Punkte des
aufgespannten Parallelogramms beschreibt dann die Ellipse.

Grundlage diese Konstruktion ist die Tatsache, dass eine Ellipse als die
eingehdllte Kurve von Kreissehnen definiert werden kann.

Eine Ellipse ensteht auch als Sonderfall eine Hypotrochoide, als Lissajousche
Figur oder als affine Abbildung eines Kreises.

Eine Ellipse entsteht, wenn der Lichtkegel einer Taschenlampe auf eine
ebene Flache fallt. Ebenso erhdlt man bei einem ebenen, schragen Schnitt
eines Zylinders eine Schnittellipse.
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Ein berihmtes Bauwerk in Ellipsenform ist das Kolloseum in Rom.
Die Abbildung zeigt eine Rekonstruktion.

Mechanische Ellipsenkonstruktion
Zum Zeichnen von Ellipsen wurden im Laufe der Jahrhunderte einen
Vielzahl mechanischer Vorrichtungen erfunden:

Ellipsograf von Delaunay

Mit dieser raffinierten, aber einfachen Maschine kénnen
Ellipsen gezeichnet werden. Die Punkte E und F sind auf einer
Waagerechten beweglich angeordnet. Bewegt sich der Punkt P
kreisférmig um einen festen Punkt M, so verschieben sich E
und F. Uber die Stédbe bei A und B beschreibt dann der frei
bewegliche Punkt Q eine Ellipse. Je nach Lange der Stabe und
dem Abstand von M zur Gerade EF entstehen Ellipsen
unterschiedlicher Form.

Ellipsenzirkel von Archimedes

Zwei Punkte A und B mit einem festen Abstand sind senkrecht
zueinander verschiebbar gelagert. In der Verldngerung von AB
befindet sich auf einem Stab der Punkt P. Werden A und B nun
verschoben, so beschreibt P eine Ellipse.

Dabei sind AB + AP die groBe Halbachse, BP - AP die kleine
Halbachse.

Ellipsograph, Ellipsograph nach de Witt

Auf der Basis der Ellipsenkonstruktion von de Witt konstruierte Frans van
Schooten der Jingere (1615-1660) ein Gerat zum mechanischen Zeichnen
von Ellipsen, den Ellipsograph.

Zwei Stangen sind dabei im Punkt B mit einem Scharnier verbunden. Im
Punkt E befindet sich ein Zeichenstift. Der Endpunkt A einer Stange ist im
Ursprung befestigt, wahrend der Punkt D der zweiten Stange waagerecht
langs einer Strecke KL bewegt werden kann. Verdandert man die Lage von D
kontinuierlich, so beschreibt E dann eine Ellipse.

Im "Museo Universitario di Storia Naturale e della Strumentazione
Scientifica" in Modena (Italien) kann so ein Apparat noch bewundert
werden.

Ellipsen-Zweikreiskonstruktion nach de
La Hire

Durch Philippe de La Hire wurde im 17.Jahrhundert ein einfaches
Verfahren zur punktweisen Konstruktion einer Ellipse angegeben.
Gegeben sind zwei konzentrische Kreise, deren Radien die beiden
Halbachsen der Ellipse beschreiben.

Auf dem auBeren Kreis befindet sich ein Punkt R. Der Schnittpunkt des
Strahls vom Kreismittelpunkt nach R mit dem inneren Kreis sei Q.

Ein Punkt P hat dann die y-Koordinate von Q und die x-Koordinate von R
und beschreibt die Ortskurve der gesuchten Ellipse.

Bildet der Strahl mit der x-Achse den Winkel ¢ und sind die Radien a und
b, so wird damit Xp = @ COS ¢ yp = b sin ¢
d.h. die bekannte Parameterdarstellung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.

N R Kreis und Ellipse
In einem kartesischen Koordinatensystem sei ein Kreis mit dem Durchmesser 2a
wie in der Abbildung gegeben.
) u . Flr einen beliebigen Punkt P(x, y) des Kreises kann (ber den Héhensatz im

rechtwinkligen Dreieck die Kreisgleichung einfach gefunden werden

y2 = x (2a -x)
Mit Hilfe einer senkrechten Parallelstreckung kénnen die Punkte des Kreises auf
die Punkte einer Ellipse (rot) abgebildet werden.
Dazu wird die Kreisgleichung mit dem Faktor b2/a2 multipliziert. a ist die groBe
Halbachse der Ellipse, b die kleine Halbachse. (b/a y)2 = (2b2/a) x - (b2/a2) x2
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Mit b/ay = y' wird y' der y-Wert des Bildpunktes von Punkt P(x, y) bei der Parallelstreckung in Richtung
der x-Achse. Weiterhin sei b2/a = p.

Die Gleichung des Bildes ergibt sich dann zu y'2 = 2p x - (p/a) x2

und stellt die Ellipse dar. Wird y' wieder durch y ersetzt, so ergibt sich als Ellipsengleichung die
Scheitelgleichung, bei der die x-Werte unverandert bleiben: y2 = 2p x - (p/a) x2

Die beschriebene Abbildung kann zur Definition der Ellipse mittels perspektiver Affinitat benutzt werden.
Die Ellipse ist das perspektiv affine Bild eines Kreises. Dabei wird jeder Kreisdurchmesser auf einen
Ellipsendurchmesser abgebildet.

Ellipse in Halbkreis
Gegeben sei der Kreis k mit dem Radius r und dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung M(0; 0). In die obere Kreishalfte wird eine Ellipse mit
den Halbachsen a, b so gelegt, das die groBe Halbachse parallel zur x-Achse
liegt, und die Ellipse den Kreisdurchmesser tangiert.
Das Wertepaar a, b sei so gewahlt, dass die Ellipse die Kreisperipherie in
genau zwei weiteren Punkten berlhrt.
Gesucht ist das Verhaltnis a : b, das der Flacheninhalt der Ellipse maximal
wird.
Fur den Flacheninhalt der Ellipse wird dann

A=rnab=mra2(1-a2/r?)
_ Fiir a=4V(2/3)r;b=r/3V2undp=a/b=+3
ergibt sich ein lokales Maximum des Flacheninhaltes A Amax = 2/9 V3 n 12

Exzentrische Anomalie
Die exzentrische Anomalie ist der Winkel E zwischen der groBen Halbachse und
einem durch den Ellipsenmittelpunkt O gehenden Kreisradius (Kreisradius =
groBe Halbachse).
Dieser Radius schneidet den Kreis in dem Punkt, welcher durch eine Senkrechte
durch den gegebenen Ellipsenpunkt P geschnitten wird.
Es gilt:
AF=0F-AO0O=ae-acosE=rcos(n-v)=-rcosv
r=a(cosE-e)/cosv=a(l-e2)/(1+ecosv)
r=a(l-e2)-eacosE+e2a-=

=a(l-ecoskE)

dr/dt = a e dE/dt sin E
Die Bedeutung der exzentrischen Anomalie liegt vor allem in der Himmelsmechanik. Die Auflésung der
Kepler-Gleichung M=E-esinE
ermdglicht die Berechnung der Bahnen von Himmelskérpern.
Die mittlere Anomalie M kann geometrisch interpretiert und entspricht dabei dem Flacheninhalt der in der
Abbildung gelb gefarbten Flache.

Kepler-Gleichung

Flr die Herleitung des 2.Bewegungsgesetzes ("Die Fahrstrahlen der Planeten
Uberstreichen in gleichen Zeitraumen die gleichen Flachen.") stieB Kepler auf das
Problem, die Flache eines Ellipsensektors in der Brennpunktsform zu berechnen.

Kepler zeichnete einen Umkreis der Ellipse mit dem Radius der groBen Halbachse a.
/ Fur Punkt P auf der Ellipse und einen Punkt P' auf dem Umkreis, die beide auf einer
A Sehne parallel zur kleinen Halbachse b liegen, gilt

) Xp = Xp und yp = b/a-yp.
T Das Kreissegment MSP' hat die Flache Fusp = m-a2-E/(2n)
_— Kepler nannte den Winkel E exzentrische Anomalie. Aufgrund der Affinitat von Ellipse
und Kreis wird dann Fusp = mra-b-E/(2n) = a-b-E/2

Die Flache des Ellipsensegments FSP ergibt sich durch Abzug der Dreiecksflache A MFP: F, = V2-e-yp.
Auf Grund der Affinitat wird mit yp = b/a-yp = (b/a)-a-sin E = b-sin E:
F, = 2-e:(b/a)-a-sin E = V2-e-b-sin E.
Fesp = @+b-E/2 - V2:e:b:sin E = (b/2)-(a‘E - e'sinE)
Fir die blaue Kreissegmentflache Frgpr wird
(*) Fespr = (a/b)-Fesp = (a/b):(b/2)-(a-E - e'sinE) = (a/2)-(a-E - e-sinE)
Bewegt sich Punkt P' auf dem Kreis wie Punkt P auf der Ellipse, so verandert sich die Kreissegmentflache
mit dem Winkel am Brennpunkt P'FS, den Kepler mittlere Anomalie M nannte.
(**)  Fspp = ma2:(M/2n) = (M/2)-a2.
Gleichsetzen der Gleichungen (*) und (**) fuhrt zu
(a/2)-(a-E - e-sinE) = (M/2)-a2
und M = E - (e/a)-sin E , die Keplersche Gleichung.
e/a ist die numerische Exzentrizitat ¢ der Bahn.
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Diese transzendente Gleichung ist nicht nach E auflésbar und kann nur iterativ gelést werden.

Keplersche Gesetze

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

2. Der von der Sonne zum Planeten gezeichnete Leitstrahl Gberstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Sonne Folgerung: In Sonnenndhe bewegt sich ein Planet schneller als in
Sonnenferne.

3. Die Quadrate der siderischen Umlaufzeiten zweier Planeten
verhalten sich wie die dritten Potenzen ihrer mittleren Entfernungen

N

zur Sonne.
Naherung Kreisbahn T2/r3 = 4n2/[y (ms + mMp)]
Ndherung elliptische Bahn (1 + mpy/mg) T2 = 4n2/(y mg) a3

¥ Mittelpunktsgleichung X2 +y2=r2
Parameterform X=rcost;y=rsint
PiY)  Allgemeine Kreisgleichung M(c;d) (x-0)24+(y-d)2=r2
Parameterform Xx=rcost+c;y=rsint+d
Scheitelgleichung M(r;0) y2 = 2rx - x2

Kreis als Allgemeine Gleichung 2.Grades
Kreisgleichungsbedingung a=cundb=0undd2+e2-af >0
= Kreisgleichung ax2 + cy2 + 2dx + 2ey + f =0
= Mittelpunkt M (-d/a ; -e/a ) = Radius r = 1/a V( d2 + e2 - af )

A
=
0
7/\( o

Kreis in Polarkoordinaten

M(ro,d0) r2 - 2rro cos(¢ - ¢o) + ro? = R2

M(0,0) r=R

Kreis geht durch (0;0), Abschnitte auf den rechtwinkligen Koordinatenachsen sind a und b r=
acos ¢+ bsing

M(R,0) r=2Rcos ¢

M(R, o) r=2Rcos(¢ - ¢o)

M(ro,0) R2 =r2 - 2rry cos ¢ + ry2

Schnittpunkt Kreis-Gerade
Gegeben Gerade y = mx + n und Kreis x2 + y2 = r2 in Mittelpunktslage
Koordinaten der Schnittpunkte

x; = -nm/(1+m2) + V[ r2(14+m?2) - n2 ]/(1+m?2)

y1 = n/(1+m2) + m V[ r2(1+m2) - n2 J/(1+m?)
X2 = -nm/(1+m?2) - \[ r2(1+m?2) - n2 ]/(1+m?2)
y> = n/(1+m2) - m V[ r2(1+m?2) - n2

1/(1+m2)
Abbildung 1: D <0 Abbildung 2: D = 0 ‘
Abbildung 3: D > 0

Radikand r2(1+m2) - n2 = Diskriminante D My ‘ Mg
D<0 ... Kreis wird von der Geraden gemieden,
< t Gerade ist Passante

D=0 ... Kreis wird von der Geraden berlhrt,

Gerade ist Tangente

D>0 ... Kreis wird von der Geraden geschnitten,
Gerade ist Sekante

Schnitt Kreis-Kreis
Zwei nicht identische Kreise haben im R2 entweder
keine gemeinsamen Punkte, einen

BerlGhrungspunkt oder zwei Schnittpunkte.
Gilt fUr die Kreisgleichungen
X2 +y2=R2 und (x-d)2+y2=r2
so wird fur den Schnittpunkt (x,y)
x = (d2 -r2 4+ R2) / (2d)
y = (4d2R2 - (d2 - r2 + R2)2) / (4d?2)
und weiter
a = 1/d V[ 4d2R2 - (d2 - r2 + R2)2 ]
di=x und d,=d-x
38
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Flacheninhalt der symmetrischen Schnitt-"Linse"
A = 2R2 arccos(d/(2R)) - d/2 V(4R2 - d2) firr = R
Fir R = 1 wird damit A = n/2 mit d = 0.807946

schneiden.

-
-

BG und ziehe sie durch nach den Punkten A, E.

Da dann im Kreise ABC eine Sehne AC eine Sehne BH mitten und rechtwinklig
schnitte, so ldge der Mittelpunkt des Kreises ABC auf
AC (III, 1, Zus.). Da ebenso in demselben Kreise ABC

A
A eine Sehne NO eine Sehne BG mitten und rechtwinklig
schnitte, so ldge der Mittelpunkt des Kreises ABC auf
NO. Wie oben bewiesen, lage er auch auf AC. Die geraden Linien AC, NO treffen
sich nun nirgends auBer in P; also ware auch P der Mittelpunkt des Kreises ABC.
sz) Ahnlich lasst sich zeigen, dass P auch der Mittelpunkt des Kreises DEF wére; also

hatten zwei Kreise, die einander schneiden, namlich ABC, DEF, denselben
Mittelpunkt, nédmlich P; dies ist aber unmdéglich (III, 5) - S.

Euklids ,Elemente" Buch III § 13 (L. 12):

Ein Kreis kann einen Kreis nicht in mehr als einem Punkte beriihren, einerlei ob er ihn innen

oder auBBen beriihrt.

Wenn mdglich, beriihre namlich der Kreis ABCD den Kreis EBFD zunachst
innen in mehr Punkten als einem, namlich D und B.

Man verschaffe sich die Kreismittelpunkte G von ABCD und H von EBFD. Dann
musste die G mit H verbindende Linie B und D treffen (III, 11); sie verlaufe
wie BGHD. Da Punkt G der Mittelpunkt des Kreises ABCD sein soll, ware BG =
GD; also ware BG > HD (Axiom 8); um so mehr ware also BH > HD (Axiom
8). Ebenso ware, da Punkt H der Mittelpunkt des Kreises EBFD sein soll, BH =
HD; wie oben bewiesen, ware die eine Strecke aber auch weit groBer als die

andere; dies ist aber unmaéglich. Also berihrt ein Kreis den anderen innen

Flacheninhalt der asymmetrischen Schnitt-"Linse"
A = r2 arccos((d2+r2-R2)/(2dr)) + R2 arccos((d2+R2-r2)/(2dR))
r - 1/2 \[(d-r-R)(d+r-R)(d-r+R)(d+r+R)]

Euklids , Elemente" Buch III § 10 (L. 9):
Ein Kreis kann einen Kreis nicht in mehr als zwei Punkten

Ware dies namlich mdglich, so schneide der
Kreis ABC den Kreis DEF in mehr als zwei
Punkten B, G, F, H; man ziehe dann die Strecken BH, BG und halbiere sei in
den Punkten K, L; ferner ziehe man KC, LM von K, L aus rechtwinklig zu BH,

nicht in mehr Punkten als einem. Ich behaupte, dass er es auch auBen nicht tut. Wenn madglich, berihre

namlich der Kreis ACK den Kreis ABCD auBlen in mehr Punkten als einem, namlich A und C. Dann ziehe
man AC. Da man dann auf dem Umfang jedes der beiden Kreise ABCD, ACK zwei beliebige Punkte A, C
hdtte, misste die die Punkte verbindende Strecke innerhalb beider Kreise fallen (III, 2). Sie liegt jedoch
zwar innerhalb ABCD, aber auBerhalb ACK (III, Definition 3); dies ware Unsinn. Also berihrt ein Kreis

den anderen auBen nicht in mehr Punkten als einem. Wie oben bewiesen, tut er es auch innen nicht - S.

y = £ b V[(a2-

x4y
%1 +y;
x5 +73
%3 +73

¥ Kreisgleichung durch 3 Punkte
P Schnitt Kreis-Ellipse
. geg.: Kreis x2 + y2 = r2 und Ellipse x2/a2 + y2/b2 =1
n t Schnittpunkte bei x = + a V[(r2-b2) / (a2-b2)]
d
M r2) / (a2-b2)]
\_ Kreisgleichung
... fur zwei Punkte P; (Xx; , y1) und P, (X2, Y2), welche entgegengesetzte
= " Punkte eines Kreisdurchmessers sind (X - X;1)(X - X2) + (Y - y1)(y - y2) =
0
Tangente und Normale fiir M(0;0)
Tangente XXg + YYp = r2
Normale YXo + Xy =0
Tangentenlange t=1]ryo/ Xo |
Normalenlange n=r
Subtangente St = | Yo2 / Xo |
Subnormale Sh = Xp
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Tangente und Normale fiir M(c;d)
Tangente (x-¢)(xo-€) + (y-d)(yo-d) = r2
Normale (Y-Y0)(X0-C) = (X-Xo)(Yo-d)

Kreispolare

Verbindungslinie der Tangentenberiihrungspunkte
XXq + YYo = r2; Pg...Pol

Kreismittelpunkt M(0;0)
Kreismittelpunkt M(c;d)

zur Geraden ax + by + e = 0 als Polare gehért der Pol Py (-ar2/e ;- br2/e)

Harmonische Teilung

(x=€) (Xo=€) + (y-d) (yo-d) =12

| P3S | : | SP4 | = | PsPo | : | PoPy4 |

Potenz p an einem Kreis

Mittelpunkt M(0;0) P = Xo2 + Y2 - 12
Mittelpunkt M(c;d) p=(Xo-C)2+ (yo-d)2-r2

Der Punkt Py liegt fir

p > 0 auBerhalb des Kreises
p = 0 auf der Kreisperipherie
p < 0 innerhalb des Kreises

Chordale (Potenzlinie) von zwei Kreisen
(x-c)2+(y-di)2-r2=(X-c)2+ (y-dy)?-r?

Sind zwei Kreise gegeben mit:

Kreis 1: Mittelpunkt M(a,b), Radius r
Kreis 2: Mittelpunkt M;(c,d), Radius s
so ergibt sich fur die Koordinaten des Schnittpunktes S(x,y) der Potenzlinie mit der Verbindungsstrecke

MM,

h = 2:(a2 - 2ac + b2 - 2bd + c2 + d2)
X = (a3 -a2c +a(b?-2bd-c2+d2-r2+s2) +c(b2 -2bd +c2 +d2 +r2 -s2)) / h
y = (a2(b+d) -2ac(b+d) +b3-b2d+b(c2-d2-r2+s2)+d(c2+d2+r2 -s2)) / h
Die Potenzlinie steht senkrecht auf der Zentralen der beiden Kreise.
Kreisevolvente x =r(cost+ tsint)

y =r(sint-tcost)

Theorem von Monge, Satz von Monge

Sind drei Kreise p, q, r gegeben und sind P und P' das innere bzw. auBere
Ahnlichkeitszentrum der Kreise q und r, Q und Q' das innere bzw. das
&uBere Ahnlichkeitszentrum der Kreise r und p und R und R' das innere
bzw. das duBere Ahnlichkeitszentrum der Kreise p und g, so gilt

1. Satz von Monge

Die Punkte P', Q' und R' liegen auf einer Geraden. Das heif3t, die
paarweisen duBeren Ahnlichkeitszentren dreier Kreise liegen stets auf
einer Geraden.

2. Satz von Monge

Die Punkte P', Q und R liegen auf einer Geraden; die Punkte P, Q' und R
liegen auf einer Geraden; die Punkte P, Q und R' liegen auf einer
Geraden.

Das heiBt, zwei paarweise innere Ahnlichkeitszentren dreier Kreise und
das &uBere Ahnlichkeitszentrum des verbliebenen Paars liegen auf einer
Geraden.

Liegen die Kreise so, dass jeweils die AuBentangenten zweier Kreise
existieren, so sind die duBeren Ahnlichkeitszentren gerade die
Schnittpunkte der AuBentangenten. Analoges gilt flr die inneren,
gemeinsamen Tangenten. In der Abbildung sind die Schnittpunkte der
AuBentangenten die Punkte X, Y und Z, die auf einer Geraden liegen.

Diametralkreis und Antipotenz

Ein Kreis, von dem eine Sehne mit dem Durchmesser eines zweiten Kreises zusammenfallt, nennt man
Diametralkreis des zweiten Kreises. In der Darstellung ist der Kreis um P ein Diametralkreis des Kreises
um M. Man sagt, dass der Kreis um P den um M ,halbiert". Dabei ist keine flachenmaBige Halbierung

gemeint.
Im Dreieck MPA gilt dann

40

PA2 = PM2 + AM2 = PM2 + r2,



Das Quadrat des Radiuses des Diametralkreises um P heiBt dann Antipotenz von P bezliglich des
,halbierten™ Kreises um M. Die Potenz von M bezliglich des Diametralkreises um P ist dann

(M, Kreis P) =PM2 - PA2 = PM2 - (PM2 + r2) = -r2 i
Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die von zwei gegebenen
Kreisen ,halbiert™ werden, ist der im Inneren der beiden Kreise gelegene Teil
ihrer Potenzlinie.
Beweis: Der Kreis (P, p) sei durch die Kreise (M, R) und (N, r) halbiert. P kann

dann nicht auBerhalb der beiden Kreise liegen. Die Schnittpunkte A, B von (P) M i
mit (M) sind flr (P) entgegengesetzte Punkte, ebenso die Schnittpunkte C, D
von (P) mit (N). Die Potenz von P zu jedem der Kreise ist dann gleich -p2. P
hat die gleiche Potenz zu (M) und (N). Damit liegt P auf der Potenzlinie der g
Kreise (M) und (N).
Umgekehrt liegt P auf der Potenzlinie von (M) und (N). Dann ist g

m(P,M) = PM2 - R2 = -PA2 m(P,N) = PN2 - r2 = -PC2

so dass PA = PC. (P) wird damit durch sowohl von (M) als auch von (N)
halbiert.

Antipotenzlinie
Der geometrische Ort aller Punkte mit
gleicher Antipotenz zu zwei gegebenen Y
Kreisen ist eine Senkrechte zur
Verbindungsgerade der beiden .
Kreismittelpunkte. Diese Gerade wird Antipotenzlinie der beiden
gegebenen Kreise genannt.
Nachweis: (M4, r;) und (M, r,) seien die gegebenen Kreise. P ist ein
Punkt des geometrischen Ortes m' mit

PM12 + r12 = PM22 + r22 PM12 - r22 = PM22 - r12
D.h. P liegt auf der Potenzlinie der Kreise (M4, r;) und (M, ry).
Der geometrische Ort der Mittelpunkt der Diametralkreise zwei gegebener Kreise ist deren
Antipotenzlinie.
Die Antipotenzlinien dreier Kreise, deren Mittelpunkte nicht auf einer Geraden liegen, schneiden sich in
einem Punkt. Dieser Schnittpunkt P heiBt Antipotenzpunkt der drei Kreises. Er ist gleichzeitig der
Mittelpunkt des gemeisamen Diametralkreises der gegebenen Kreise.

Kreisinvolute

... erstmals von Huygens bei der Konstruktion einer pendelfreien Uhr
fur die Schifffahrt untersucht. Er benutzte die Kreisinvolute um das
Pendel auf einen Schwingungsweg ldngs einer Zykloide zu

"zwingen".

Parameterform X =a (cost+ tsint) y = a (sin
t-tcost)

Bogenlange s=1/2at?

Kriimmung « = 1/(at) = 1/ V(as)

Tangentialwinkel o=t

Satz von Pascal an Kegelschnitten

Wahlt man sechs Punkte auf einem Kegelschnitt, insbesondere einer
Ellipse und bezeichnet sie beliebig mit A bis F, dann liegen die
Schnittpunkte der Geraden AB und DE, BC und EF, CD und FA selber wieder auf einer Geraden, der
Pascal-Gerade.

Mit Hilfe dieses Satzes kann ein Kegelschnitt eindeutig aus 5 seiner Punkte konstruiert werden:

1. gegeben seien die Punkte A bis E

2. Punkt 1 wird als Schnittpunkt von AE und DC gewonnen

3. von D aus wird eine beliebige Gerade gezogen und mit AB
zum Schnitt gebracht, Ergebnis Punkt 3

4. BC wird mit der Geraden durch 1 und 3 geschnitten, Ergebnis
Punkt 2

5. die Gerade durch E und 2 schneidet dann die Gerade durch D
und 3 in einem Kegelschnittpunkt, dem gesuchten Punkt F

6. die in 3. gewahlte beliebige Gerade wird verandert und der

Vorgang wiederholt
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Lo Ort zu vier Geraden

Auf den griechischen Mathematiker Pappus von Alexandria geht folgendes
z | Problem zuriick:

: Gegeben sind vier Geraden a, b, c und d. Gesucht ist der geometrische

E d z Ort aller Punkte, fir die das Verhaltnis der Abstande von P zu den
' Geraden (Pa - Po) / (Py - Pa)
fc konstant ist?

Apollonius wusste, dass diese Punktmenge ein Kegelschnitt ist. René
Descartes demonstrierte die Uberlegenheit seiner analytischen Methode,
LAY (¥l indem er das Problem |6ste und sogar auf mehr als vier Geraden
B b v c verallgemeinerte.

Den Abstand des Punktes P(x | y) von der Geraden g: ax + by = ¢ kann mittels Hessescher Normalform
berechnet werden Py = (ax+by-c)/N(a2+b2) ; Pg=aXx + By -y
Die gesuchte Kurve hat somit die Gleichung

(o1X +B1y -v1) (03X +B3y -v3) = K(o2X +B2y -12) (0aX +Bay -v4)
Nach Ausmultiplizieren erhdlt man eine quadratische Gleichung in zwei Variablen, die Gleichung eines
Kegelschnitts in allgemeiner Lage.

Umkehrung: Zu beweisen ist, dass wenn ein Kegelschnitt durch die vier Schnittpunkte A, B, C, D der
Geraden a, b, c und d geht, flir alle seine Punkte das obige Verhaltnis konstant ist.

Zuerst sei der Kegelschnitt ein Kreis. Dann ist das Verhaltnis gleich 1.

Sei ABCD ein Sehnenviereck, P ein beliebiger Punkt auf dem Umkreis, u = P, v = P,, w = P und z = P4
die Abstande von P zu den Seiten und U, V, W und Z die FuBpunkte der Normalen.

Wegen des Peripheriewinkelsatzes ist #/BPD = «, und auBerdem ist ZUPZ = ZVPW = «. Daher sind die
Vierecke PUBV und PZDW &hnlich, und es gilt u:v=z:w - uw/vz=1

Parabel

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt
(Brennpunkt) F der Ebene und einer festen Geraden der gleichen Ebene (Leitlinie) |
gleichen Abstand haben.

Eine Parabel ensteht bei einem Schnitt eines Kegels mit einer Ebene parallel zur
Seitenlinie des Kegels.

Scheitelgleichung (parallel zu Achsen) S(0;0) y2 = 2px

Fur p > 0 ist die Parabel nach rechts, fir p < 0 nach links gedffnet.

2p ... Parameter, p ... Halbparameter der Parabel, S ... Scheitelpunkt, Parabelscheitel, F
... Brennpunkt, Fokus, | ... Leitlinie, Direktrix, SF = SD = p/2 ... Brennweite

Brennpunkt Fi (p/2; 0)

Parameterform X =12;y =+ k*t
S(c,d) (y-d)2 = 2p (x -c)
numerische Exzentrizitat e=1

Tangente in S ... Scheiteltangente
Eine Parabel ensteht bei einem Schnitt eines Kegels mit einer Ebene parallel zur
Seitenlinie des Kegels.

Allgemeine Gleichung bei achsparalleler Lage

Scheitel S(c;d) Parameterform x=t24+c;y==xkt+d

Parabel als Allgemeine Gleichung 2.Grades ax2 +2bxy+cy2+2dx+2ey+f=0
Bedingung fiir achsparallele Parabel a= 0 und b = 0 nichtachsparallel = ac-b2=0

Parameter 2p = -2d/c Scheitel S((e2-cf)/(2cd) ; -e/c)

Geidnderte Offnungsrichtung der Parabel

nach links (y-d)2=-2p(x-¢) nach oben (x-¢)2=2p(y-d)
nach unten (x-¢)2=-2p(y-d)

Parabel in Polarkoordinaten

Polargleichung r=p /(1 -ccos¢); e =1 Pol = Scheitel r = 2p cos ¢ (1 + cot? ¢)

Schnittpunkt Parabel-Gerade

fir y2 = 2px und y = mx+n
x; = (p - m)/m2 + 1/m2~[ p (p - 2nm) ] y1 =p/m+1/m~[p (p - 2nm) ]
X = (p-m)/m2-1/m2 [ p (p-2nm)] y2 =p/m-1/m~[p (p-2nm)]

Radikand p (p - 2nm) = D (Diskriminante)

D > 0 Parabel wird von der Geraden geschnitten

D = 0 Parabel wird von der Geraden berthrt

D < 0 Parabel wird von der Geraden gemieden
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Jede Gerade parallel zur x-Achse schneidet die Parabel in genau 1 Punkt.
Polare fir y2=2px, Py ... Pol y vy =p (X + Xq)

Parabeldurchmesser

Durchmesser der Parabel, sind Geraden parallel zur Parabelachse.
Die Durchmesser teilen die Sehnen der Steigung m, die zu einer
Tangente parallel verlaufen, in gleiche Stiicke.

Gleichung des Durchmessers der Parabel y = p/m

Tangente und Normale

fiir S(0;0) < y2 = 2px

Tangente in P yy:1 = p (X + X1)
Normale in P Y- Y1 =-Y/p (X-X1)
Tangentenldnge t=[y;2 + 4 x;2]
Normalenlénge n=4[y;2+ p2]
Subtangente St = 2 Xy

Subnormale Sh =P

fiir beliebige achsparallele Lage (y-d)2 =2p(x-c)

Tangente in P (y-d) (y;-d) = p (X + X1 - 2¢)

Normalein P p (y-vyi) =-(y1-d) (x-xy)

Normale und Tangente an die Parabel sind Winkelhalbierende des inneren und auBeren Winkels zwischen
dem Radiusvektor und dem Durchmesser durch den Beriihrungspunkt.

Die Strecke der Parabeltangente zwischen dem Beriihrungspunkt P und dem Schnittpunkt T mit der
Parabelachse (x-Achse) wird durch die Tangente im Scheitel (y-Achse) halbiert TQ = QP und TO = OL.

Kriimmung fir y2=2px und pq

Kriimmungsradius p = (yo2 +p2)3]/p2
Kriimmungsmittelpunkt ( 3%0+p ; - Yo3 /P?)

im Scheitel p =|p| mit Mittelpunkt (p;0)

Evolute der Parabel y2 = 2px y2 =8 (x-p)3/ (27 p) ... Neilsche Parabel

Parabelsegment A
Sehne senkrecht zur Parabelachse A
1 Léange des Parabelbogens OP fiir y2=2px
| = yo/(2p) V( P2 + yo? ) + p/2 arsinh (yo/p)
Naherung fir kleines xo/Yo I~ yo [1+ 2/3 (Xo/Y0)? - 2/5 (Xo/Yo)* ]
Léange des Brennstrahls | =% + p/2

| (yi-v2)2/(12p) |
4/3 X1 Y1

Parabelsektor

k4
2 . .
\ Ist eine Parabel gegeben, so versteht man unter einem Parabelsektor

b
den Bereich der von der Parabel, der Symmetrieachse und der zur (2:b)

Symmetriachse senkrechten Geraden bei b eingeschlossen wird.

Ist (a,b) ein Punkt der Parabel, so wird flr die Parabelgleichung

y = b/a2 x2
Fir die Flache unter der Funktion wird dann

A =, [?b/a2 x2 dx = [b/(3a2) x3],® = ab/3
Der Parabelsektor hat damit einen Flacheninhalt von

Asextor = ab - ab/3 = 2/3 ab = 2/3 a3 v
Die Tatsache, dass eine quadratische Parabel ein Rechteck drittelt, war schon von h=g2| 28X
Archimedes bewiesen worden.

Schwerpunkt eines Parabelabschnittes y
Gegeben ist ein Parabelabschnitt, begrenzt von y = x2, y = h und x = 0. Gesucht sind ; —a
die Koordinaten des Schwerpunkt S. ¥

Xs = 1/A of* x dA = of* x(h-y) dy / (ah - of* x2 dx) =

= of* x(h-x2) dx / (2/3 a3) = o (hx-x3) dx / (2/3 a3) = , ,

=h2/4 /(2/3 a3) =3/8 a 2
und fir die y-Koordinaten Y

ys = 1/A o[ y dA = o> xy dy / (ah - o° x2 dx) = si| sz

=2/5ah2/(2/3a3)=3/5h T s”
Ergebnis: Der Schwerpunkt liegt an der Stelle S( 3/8 a | 3/5 h) .
Betrachtet man den Parabelabschnitt, der von der Parabel und y = h begrenzt wird - e

Mittel Schwerpunktsformel beliebiger Flachen wird fiir die x-Koordinate ﬂv7
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(untere Abbildung), so liegt sein Schwerpunkt zum einen auf der y-Achse.
Zum anderen ist die Ordinate 3 h/5 wie oben.

Parabelkonstruktion

geg.: Brennpunkt und Leitlinie

- Lot FD von Brennpunkt F auf Leitlinie |
- in beliebigen Punkten A,B,C auf Gerade durch FD Senkrechte errichten

- Kreisbégen um F mit den Radien DA, DB, DC, ...

- diese schneiden die Senkrechten in Parabelpunkten

geg.: Brennpunkt und Scheiteltangente

- Verbinden verschiedener Punkte der Scheiteltangente mit dem Brennpunkt F
- Senkrechte auf diesen Verbindungslinien hillen die Parabel als Tangenten ein
Die Parabel kann auch als Aquipotentiallinie eines Kreises und einer Geraden
definiert werden.

Gleitet eine Strecke innerhalb des 1.Quadranten herab, so
hillt sie eine Parabel ein. In der Physik ist die Parabel vor
allem als Wurfparabel bekannt. Rotiert ein GefaB, in dem
sich eine Flissigkeit befindet, so bildet die Oberflache der Flissigkeit die Form
eines Rotationsparaboloids aus.

Oxitome
Durch Menaichmos (um 300 v.u.Z.) wurden
verschiedene Maschinen zur Konstruktion von Kegelschnitten erdacht, u.a.
flr eine Oxitome, die spater von Apollonius Ellipse genannt wurde. Ein
Kegel wird hier langs einer Strecke AE geschnitten. Dann ist

DE : EC = EC : EF, d.h. EC2 = DE - EF

Die Dreiecke DAE und IFE sind @hnlich, wodurch DE : EI = AE : EF
EC2 =DE: EF = EI - AE
Ebenso sind die Dreiecke HGA und IFE ahnlich IE : AH = EF : AG

und fir die ahnliche LFE und LGA
EF : AG=EL:AL,d.h.EI: AH =EL: AL
(EL - AE) : (EL - AE) = AH : AL
Da AH = 2 AN ist, wird EC2 : (EL - AE) = 2AN : AL
Alle Strecken liegen in der Schnittebene.
Fihrt man ein kartesisches Koordinatensystem ein, mit dem Ursprung in A
und der x-Achse ldngs AL, wird
AE = x, EC =y, AL = 2a, AN = p (Parameter)
Damit ergibt sich als Gleichung
y2 : (2a-x) x = 2p: 2a
die Gleichung der Oxitome (Ellipse).

Parabelform findet man auch bei einer Vielzahl von Bauwerken. Besonders
beliebt sind parabelférmige Briicken. Zwei Beispiele seien genannt. Bei
Hangebrlicken bilden die Halteseile Parabeln, bei dem beriihmten Viadukt
von Garabit ist die Metallkonstruktion parabelférmig.

Archimedische Parabelkonstruktion

In Archimedes' Werk "Parabelquadratur” findet sich folgende
Konstrukton einer Parabel. Da der Name 'Parabel' erst von
Apollonius eingeflihrt wurde, wird die Kurve hier 'Orthotome’
genannt.

1. Gegeben ist ein rechtwinkliger Kreiskegel, d.h. dieser Kegel wird
durch ein Rotation eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks




erzeugt. Der Winkel an der Spitze des Kegels ist dann ein rechter, der Winkel an der Grundflache 45°.

2. Die Hypotenuse AB des erzeugenden Dreiecks wird gewahlt und Seitenlinie des Kegels genannt.

3. Auf dieser Strecke AB wird ein beliebiger Punkt F gewahlt und in diesem die Tangente errichtet. Diese
ist parallel zur Grundfléache des Kegels.

4. Durch diese Tangente wird eine Ebene senkrecht zur Seitenlinie gelegt. Dies erzeugt einen Schnitt des
rechtwinkligen Kegels, die gesuchte Parabel bzw. Orthotome.

Sdtze an der Orthotome, Parabel

Satz: Die Ordinaten von Punkten senkrecht zum gleichen Punkt des
Orthotomendurchmessers sind gleich groB3, d.h. zum Beispiel SM =
SN und KH = KG.

Die Gerade FK ist der Hauptdurchmesser der Orthotome, Parabel.
Jeder Abstand HK, KG, MS und SN wird Ordinate genannt.

MSN liegt auf einem Kreis des Kegels parallel zur Grundflache.

Die Geradenabschnitte vom Scheitel zu den Punkten, auf denen die
Ordinaten stehen, werden Abszissen genannt, d.h. FS isi die Abszisse

der Ordinaten MS und SN.

Hauptsatz an der Orthotome

Sind HFG eine Orthotome mit dem Durchmesser FK an einem Kegel mit der Spitze A und AF die Strecke
von der Kegelspitze A zum Scheitel F der Orthotome, dann gilt fir jede Ordinate SN parallel zur Tangente
bei F und der Abszisse FS von F zur Ordinate:

Das Quadrat Gber SN ist doppelt so groB, wie das Rechteck FS - AF, d.h. FS : SN = SN : 2 AF.

2 AF ist gleich dem latus rectum (doppelter Parabelparameter) der Orthotome, d.h. der Orthotomensehne
durch den Brennpunkt der Orthotome.

= Quadratur der Parabel
In dem Werk "Die Quadratur der Parabel" gibt Archimedes mehrere Satze an,
mit denen es ihm gelingt die Fldachenbestimmung der Parabel durchzufihren.

Satz 1

Wenn eine Parabel (bei Archimedes "Orthotome") ABG gegeben ist und BD
entweder selbst Durchmesser oder dem

Durchmesser parallel ist, AG aber der Tangente F

in B parallel ist, so ist AD gleich DG.

Und umgekehrt, wenn AD = DG, so werden AG B

und die Parabeltangente in B parallel sein.

Satz 2
Wenn eine Parabel ABG gegeben ist und BD
entweder selbst Durchmesser oder ihm parallel

A e ° ist, ADG aber der Tangeten in B parallel ist und
/\\ EG die Tangente in C ist, so ist BD = BE.
E z

Satz 3

Wenn eine Parabel ABG gegeben ist und BD
A b G entweder selbst Durchmesser oder ihm parallel
ist und AD und EZ parallel der Tangente in B gezogen werden, so gilt die
Proportion BD : BZ = AD2 : EZ2
Dies aber ist in den Elementen der Kegelschnittslehre bewiesen worden.

Quadratur der Parabel (2)
Satz 4
ABC sei ein Parabelsegment. BD sei durch die Mitte von BC parallel dem Durchmesser gezogen, bzw. sei
selbst Durchmesser, und BC werde gezogen und verlangert. Wenn nun irgend eine Gerade ZF parallel DB
gezogen wird, welche BG schneidet, so wird sein
ZF : FH = DA : DZ
Es werde namlich durch H parallel zu AC, KH gezogen. Dann ist
BD : BK = DC2 : HK?
Dies ist im Satz 3 gezeigt worden. Es ist demnach
BC : BI = BC2 : BF2
Denn es ist DZ = KH. Daher ist BF die mittlere Proportionale zwischen BC und BI. Somit ist
BC: BF =CF: FI
Daraus folgt CD:DzZ=FZ:ZH
Aber DC = AD. Es ist also klar, dass DA : DZ = ZF : FH ist.
Ubersetzung des Werkes von Archimedes: Arthur Czwalina-Allenstein
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Hyperbel

Die Hyperbel ist die Menge der Punkte einer Ebene, deren Entfernungen P
von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) eine konstante Differenz
ergeben c

F1P = PF2 = const < F]_Fz
A,B ... Hauptscheitel, C,D ... imagindre Nebenscheitel, AB = 2a reelle b
Achse, CD = 2b imaginare Achse, a ... groBe, b ... kleine Halbachse
lineare Exzentrizitat e=1"(a2+ b2) slamfe g
numerische Exzentrizitét e=ef/a>1 Fy & Fo
Brennpunkte Fi2 (£e; 0) b
Parameter 2p=2b2/a
2p = zur Hauptachse im Brennpunkt senkrechte Sehne L
Hyperbel-Gleichung

Mittelpunktsgleichung (parallel zu Achsen)

M(0;0) x2/a2 - y2/b2 = 1
gleichseitige Hyperbel < a=b < x2-y2 = a2
Parameterform X=a/cost;y==%b/aJ(x2-a?)

x==*acosht;y=bsinht
M(c,d) (x-€)2/a? - (y-d)2/b2 = 1

Scheitelgleichung M(-a;0) y2 = 2px + p/a x2

Physikalische Eigenschaft der Brennpunkte: Ein Lichtstrahl, der von dem Brennpunkt F; ausgeht, wird an
der Hyperbel so reflektiert, dass seine rickwartige Verldngerung durch den anderen Brennpunkt F,
verlauft.

Herleitung der Hyperbelgleichung in 1.Hauptlage
Gleichung einer Hyperbel in 1. Hauptlage: b2x2 - a2y2 = a2p2
linker Ast: PF1 - PF2 = -2a
V((-e-x)2+y?2) - V((e-x)2+y2) = -2a
V((-e-x)2+y2) = -2a + V((e-x)2+y2) |2
e2+2ex+x2+y2 = 4a2+e2-2ex+x2+y2 -4aV((e-x)2+y?2)
2ex-2a2 = -2aV((e-x)2+y?2)

ex-a2 = -aV((e-x)2+y?2) |2

rechter Ast: PF1 - PF2 = 2a V((-e-x)2+y2) = 2a + V((e-x)2+y?)
ex-a2 = aV((e-x)2+y?) | 2

fur beide Aste:
e2x2-2a2ex+a4 = a2e2-2a2ex+a2x2+a2y? b2x2-a2y2=a2b2
€2x2-a2x2-a2y2=2a2ex-a4+a2e2-2a2ex (e2-a2)x2-a2y2=a2e2-a4

b2x2_a2y2=a2(e2_a2)
b2x2_a2y2 =a2b2

Brennstrahlen fiir x2/a2-y2/b2=1 PF, =ex+a PF,=¢x-a
Hyperbelgleichung in Polarkoordinaten Fi=Pol r=p/(scos¢p-1);e>1
F,=Pol r=p/(1-¢ccos¢);e>1 M=Pol r2 =b2/(¢2cos2 ¢ -1)

Schnittpunkt Hyperbel-Gerade
fir x2/a2-y2/b2=1 und y=mx+n
x = a2mn/(b2-a2m?2) + ab/(b2-a2m2) V( b2+n2-a2m2 ) y = b2n/(b2-a2m?2) + abm/(b2-a2m?2) V(
b2+n2-a2m2)
Radikand b2+n2-a2m2 = D (Diskriminante)
D > 0 Hyperbel wird von der Geraden geschnitten
D =0 Hyperbel wird von der Geraden berihrt
D < 0 Hyperbel wird von der Geraden gemieden

Sonderfall fiir b2-a2m2 = 0, mz0 und n=0

Gerade schneidet in (- (n2+b2)/(2mn) ; (n2-b2) / (2n) ) und ist zu einer Asymptote parallel
Sonderfall fiir b2-a2m2 =0, mzOund n =0

Gerade ist Asymptote

Jede Gerade parallel zu einer Asymptote schneidet die Hyperbel in 1 Punkt (Sekante !).

Hyperbel als Allgemeine Gleichung 2.Grades ax2 +2bxy+cy2+2dx+2ey+f=0
Hyperbelbedingung sgn a = sgn c und b=0

eine Gleichung der Form y = (ax+b)/(cx+d) mit ad-bc#0 und c#0 stellt eine Hyperbel dar, deren
Asymptoten zu den Koordinatenachsen parallel sind
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Inverse Gleichungen M(0,0) y2/a2 - x2/b2 =1 M(0,-a)x2 = 2py + p/a y?

Tangenten und Normalen fir x2/a2-y2/b2 < M(0;0) tizoir perabolique principal

Tangente in P xxi/a2 - yy;/b2 =1

Normale in P y-y1 = - a2y (x-xq) / (b2x1) .

Tangentenlénge t= \/[ y12 + (X1 - a2/X1)2 ] oculaire

Normalenlénge n = b/a2 [ e2 x;2 - a* ] <

Subtangente St = | Xy - a2 / X1 | tairoir hyperh & secondatre
Subnormale sh = | b2 x;/a2 |

Asymptoten x/axy/b=20 ¥

Tangente bzw. Normale ist Winkelhalbierende des inneren bzw. auBeren Winkels zwischen den
Brennpunkt-Radiusvektoren des Berlihrpunktes. Die Gerade Ax + By = C ist Tangente
an die Hyperbel A2a2 - B2b2 = C2

Diese Eigenschaft der Tangente wird im Cassegrain-Spiegelteleskop genutzt.

Satz vom konstanten Dreieck

Die Flache des Dreiecks T,0T, ist konstant A = a*b

Das Stlick der Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den Berihrungspunkt
halbiert. T{E = T,E

Satz vom konstanten Parallelogramm
Sind EF und EG die Parallelen zu den Asymptoten, so ist der Flacheninhalt des
Parallelogramms OGEF konstant = ab/2.

Durchmesser der Hyperbel y = b%/(a’m) x
Konjugierte Durchmesser ... Durchmesser, von denen jeder die dem anderen
parallelen Sehnen halbiert

y=m;x und y=m,x sind konjugiert, wenn m;m, = b%/a*

Hyperbelsektor
flr x2/a2-y2/b2 < M(0;0) ; der Sektor wird durch die Hyperbelpunkte P(x,y) und den
Ursprung begrenzt Flache A = ab arcosh (x/y)

Hyperbelabschnitt
flr x2/a2-y2/b2 < M(0;0) ; das Segment ist symmetrisch zur x-Achse und wird durch die Senkrechte im
Punkt P(x,y) begrenzt Flache A = x y - ab arcosh (x/y) = xy - a b In(x/a + y/b)

Asymptotengleichung
Bilden die Asymptoten ein schiefwinkliges Koordinatensystem, so ist die Hyperbelgleichung

x'y' = e?/4
Polare der Hyperbel x?/a%-y?/b%*=1 XXo/@% - yyo/b? = 1; Py...Pol
Hauptkreis der Hyperbel x> + y? = a2
Evolute der Hyperbel x%/a’-y?/b*=1 (ag/e?)?3 - (bn/e?)?3 = 1, mit |¢|>e%/a

Hyperbel-Kriimmung

Krimmungsradius und Krimmungsmittelpunkt M(&,n)
fir x°/a-y?/b?=1 im Punkt Py(xy,Yy1)
n...Normalenldnge e’x;3/a* n = - e?y,3/b*

im Scheitel A(-a;0) =p t=e?/a n=0

Hyperbeln kénnen als Aquipotentiallinien zweier Kreise definiert werden. Sind zwei Kreise gegeben, so
sind alle Punkte der Ebene gesucht, die von beiden Kreisen gleichen Abstand haben. Je nach Lage der
Kreise entstehen zwei oder eine Hyperbel oder sogar Ellipse und Hyperbel. In den Abbildungen sind die
roten Kurven die Aquipotentiallinien des blauen und griinen Kreises.

<
DI ( 5 (6 -
5 pu

Konstruktion einer Hyperbel
Zur Konstruktion von Hyperbeln wurden eine Vielzahl sehr interessanter mechanischer Vorrichtungen
entwickelt.

1/(ab)* N[(b*x;* + a%y;?)3] = n3/p?

O IO
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Interferenzbilder
Hyperbeln und Ellipsen treten
auch bei Interferenzbildern
von Wellen auf.

Hyperbel, Geschichte

Die rechtwinklige Hyperbel
(Exzentrizitdt e = v2) wurde
zuerst von Menaichmos
untersucht.

Euklid und Aristaeus schrieben als Erste Uber die allgemeine Hyperbel.
Der Name "Hyperbel" wurde erstmals von Apollonius verwendet. Den
Begriff des Brennpunktes einer Hyperbel flihrte Pappus ein.

Leitlinie der Hyperbel
Eine Hyperbel kann auch als der Ort aller Punkte der Ebene definiert werden,
deren Abstand vom Brennpunkt proportional zum Abstand von einer festen
Gerade ist. Diese Gerade heif3t Leitlinie der Hyperbel. Diese Gerade hat die
Gleichung x=a’/c
— wenn die Hyperbel in Mittelpunktslage und ein Brennpunkt bei (c ; 0) liegen.
E;

(CH Hyperbelkonstruktion it b1
Ausgehend von der Parameterform einer Hyperbel |

x=asect ; y=btant
wobei a und b die Radien konzentrischer Kreise sind, kann
eine punktweise Konstruktion der Hyperbel abgeleitet
werden. Fir a = b ergibt sich eine gleichseitige Hyperbel.

Konstruktion:

1) O sei der Koordinatenursprung. A und B seien Punkte auf der positiven x-Achse
2) man zeichne Kreise mit dem Mittelpunkt O durch die Punkte A und B

3) durch A und B werden Parallele al und b1 zur y-Achse gezeichnet

4) D sei ein beliebiger Punkt auf einem der Kreise. Durch diesen verlaufe die Gerade
oD

5) Al sei der Schnittpunkt der Gerade OD und der Parallelen al

6) B1 sei der Schnittpunkt der Gerade OD und der Parallelen b1l

7) durch O wird ein weiterer Kreis so gezogen, dass er durch Al verlauft. Dieser
Kreis schneide die positive x-Achse im Punkt E

8) die Gerade g verlaufe durch E parallel zur y-Achse; weiterhin zeichne man durch
B1 eine Parallele zur x-Achse

9) die letzten zwei Parallelen schneiden sich im Punkt P, der auf der Hyperbel liegt
Bewegt sich nun D auf dem Kreis, so entsteht die gesuchte Hyperbel.

y Hyperbeltrapez

Gegeben sei das Bild der Funktion f(x) = 1/x fiir x > 0.

Auf dem Graphen werden zwei Punkte A(1,1) und B(t, 1/t) gewahlt. Deren
Projektionen auf die x-Achse seien A; und B;.

1 Die Figur, die von den Strecken AA;, A;B;, B:B und dem Teil AB des
B Funktionsgraphen begrenzt wird, heiBt Hyperbeltrapez bzw. hyperbolisches
Trapez.
,a.'11 g1 % Mittels Integralrechnung wird fir den Flacheninhalt des Hyperbelstrapezes
1) dx/x
wobei B; die Koordinaten (t,0) besitzt.
Mit der Definition In(x) = ;| * dt/t

fur die Funktion des nattrlichen Logarithmus ergibt sich flir die Flache des Hyperbeltrapezes

AHyperbeltrapez = In(t)
Hat der Punkt A die Koordinaten (a, 1/a) wird Ayperbeltrapez = IN(t) - In(a)
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Liegen die Punkte A(a, C/a) und B(b, C/B) auf einer Hyperbel der Form xy = C, wird fir die Flache

AHyperbeltrapez = C (In(b) - In(a)) = CIn(b/a)

Interessant ist, dass sich fir den Hyperbelsektor OAB die gleiche Flache
AHyperbelsektor = C (In(b) - In(a)) = C In(b/a)

ergibt.

Allgemeine Gleichung 2.Grades
... Kegelschnitte oder Kurven 2.Grades
& A*x? + B*x*y + C*y? + D*x + E¥Xy + F= 0
fir B=0 = Kurven parallel zu den Koordinatenachsen
Kartesische Gleichung (1-e2) x2 + y2 = (1-e2) a2

Hauptachsentransformation
x=x"*cosa-y' sina y=x"*sina+ y'cosa

Drehwinkel a = Ausrichtung zu den Koordinatenachsen
tan2a =B/ (A-C)

Transformation zur Entfernung der linearen Glieder
X'=x"+g y'=y"+h

Analyse mit N = D?/A + E2/C-F

N>0, A>0 und C>0 bzw. N<0, A<O und C<0 =

... Ellipse mit x2/(N/A)+y%/(N/C)=1

= ... Halbachsen V(N/A) und V(N/C).

N>0, A*C<0 bzw. N<0, A*C<0 = ... Hyperbel
AC=0 aber nicht A=C=0 und Ex0 = ... Parabel
Quelle der Abbildung: http://nl.wikipedia.org/wiki/Kegelsnede

Dandelinsche Kugeln

nach Germinal Pierre Dandelin, 1882:

Erzeugung der Kegelschnitte durch Schnitt eines Kegels mit
einer Ebene

Erzeugende Kugeln: Dandelinsche Kugeiln

Analyse fir

A¥x? +B*y? +2*¥Cxx*y +2*D*x +2*¥E*y +F = 0

mit U = ABF + 2*CBE - BD? - FC?> - AE> und V = AB - C?

U # 0 < nicht zerfallender Kegelschnitt V>0e
Ellipse (evtl. imaginar)

V = 0 < Parabel V < 0 < Hyperbel
1,2 U = 0 < zerfallender Kegelschnitt
V > 0 < imaginares Geradenpaar mit Schnittpunkt
V = 0 < paralleles Geradenpaar
V < 0 < reelles Geradenpaar mit Schnittpunkt

L8 A4

- Scheitelgleichung der Kegelschnitte
0 ’ 0,8 y? = 2px + (2 - 1) x?
¢=0 ... Kreis ¢<1 ... Ellipse
¢=1 ... Parabel ¢>1 ... Hyperbel

Polargleichung r=p/(1-¢cos)

o:
r=a-g(rcos¢+ca)=a(l-e2)-crcosé
r(l + ¢ cos ¢) = a(1 - ¢2)

und somit r(¢p) = a (1 -¢2)/(1 + ¢ cos ¢)
Fir die Parabel und Hyperbel wird analog

Parabel r(¢) = p/(1 + cos ¢)
Hyperbel r(¢) = a (g2 -1)/(1 + ¢ cos ¢)

Beispiel Ellipse: Gegeben seien die groBe Halbachse a und die Exzentrizitat ¢.
Dann wird aus |FP| = a - ¢ x flr den Ortsvektor r(¢) = |FP| mit dem Polwinkel
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Numerische Exzentrizitat

Die numerische Exzentrizitat ¢ = e/a beschreibt in der Scheitelgleichung der
Kegelschnitte y2 =2px + (g2 -1) x2

die Art des Kelgeschnittes. Es ist flir ¢ = 0 ein Kreis, fir ¢ < 1 eine Ellipse, flr
¢ = 1 eine Parabel und fiir ¢ > 1 eine Hyperbel. Damit ist ¢ ein MaB dafir, wie
sehr ein Kegelschnitt vom Kreis abweicht.

Den Koeffizienten p/a = b2/a2, der bei der Scheitelgleichung auftritt, kann
auch mit ¢ ausgedriickt werden. Fir die Ellipse ergibt sich 1 - ¢2, fir die
Hyperbel g2 - 1.

Zur Erzeugung der Kegelschnitte schneidet man einen Kegel mit dem halben Offnungswinkel ¢ mit einer
Ebene, die mit der Kegelachse den Winkel o einschlieBt. Die Exzentrizitat des dabei entstehenden
Kegelschnitts ist € = COS ®/ COS ¢

Nachweis: Fir die Parabel ist der Satz klar, da ® = ¢. Um die Beziehung fir die Ellipse zu zeigen, nutzt
man die Dandelin-Kugeln (Abbildung).
Ihre Mittelpunkte seien M; und M,. Projiziert man die Verbindungsstrecke M;M, einmal auf die
Schnittebene und einmal auf die Mantellinie des Kegels, ergibt sich

2e = F;F, = M{M5 - cos o 2a =TT, = M;M, - cos o)
Division der Gleichungen ergibt das Gesuchte. Fur die Hyperbel lauft der Nachweis analog.

u Scheitelkreis

: Im Scheitelpunkt S eines Kegelschnitts kann man einen Kreis so

- —_— . . einbeschreiben, dass er den Kegelschnitt in S berihrt.

Den Radius dieses Scheitelkreises bezeichnet man als
Kriimmungsradius R im Punkt S. Die gleiche Konstruktion ist in jedem
Kurvenpunkt P(xg, yo) moglich.

Ellipse x2/a2 + y2/b2 =1

Ro = a2b2 (xqg2/a* + yo2/b*)¥? R=b2/a=p
Hyperbel x2/a2 - y2/b2 =1
Ro = a2b2 (xy2/a* + yo2/b*)*? R=b2a=p
Parabel y2 = 2px
Ro = (P + 2x0)**/ Vp R=p

Yy Konstruktion aller Kegelschnitte mit einer Leitgeraden
Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einer festen

Geraden den k-fachen Abstand wie von einen festen Punkt, dem Brennpunkt

1
2 / F, haben, d.h. k mal Abstand Qg = Abstand QF.

Konstruktion

1. Zeichne eine waagerechte Grundgerade g6 und in O senkrecht dazu die
Leitgerade g. Setze F auf g6

2. Setze einen freien Punkt auf g6 (hier griin zwischen Q1 und Q2). Er heiBe
G

3. Miss GO.
\ 4. Errichte in G eine Senkrechte auf g6. (hier versteckt).
-2 — 5. Zeichne um F einen Kreis mit dem Radius GO/k. Er schneidet 4. in Q1 und

Q2.

6. Gesucht ist die Ortskurve von Q wenn an G gezogen wird.

7. Verschiedene Formen je nach Wahl von k:

Ist k < 1, entsteht eine Ellipse. Ist k = 1, entsteht eine Parabel. Ist k > 1 entsteht eine Hyperbel.

(=]

Konstruktion des Verhaltnisses mit Hilfe des Strahlensatzes:

Man lege sich eine Strecke AB zurecht, markiere die Mitte M und setzte einen Punkt W auf die Strecke.
Durch A legt man eine Gerade mit einem freien Punkt P. Die Parallele zu PB durch W schneidet die
Gerade in Z. Nun teilt Z AP in demselben Verhaltnis wie W AB teilt. Im obigen Bild ist AZ mit einer
Senkrechten als OG Ubertragen. ZP dient als Radius eines Kreises um F. Es ergeben sich alle
Kegelschnitte, indem man W rechts von M (Ellipsen) auf M (Parabel) oder links von M (Hyperbel)
platziert.

Kegelschnitthamen

Auf Apollonius von Perga gehen die Bezeichnungen der Kegelschnitte zurick.

Dabei charakterisierte Apollonius die Kegelschnitte nicht algebraisch, sondern durch Flachenvergleich
eines Rechtecks mit einem Quadrat.

Scheitelpunktsgleichung y2=2px-(1-¢%) x2

Appolonius von Perga y2 =k X + v x?
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Parabel: v =0 (¢ = 1)

obere Abbildung

Das Quadrat (y2) und das Rechteck (k x) sind gleich groB3, griech. paraballein -
rapafarirev - gleichkommen. Dargestellt ist die Parabel y2 = 4 x. Der
Brennpunkt hat die Koordinaten (1 | 0 ) und ein Kegelschnitt hat an der

Brennpunktstelle x¢ die Breite 2p. Nimmt man als Lange der 2.Rechtecksseite /7
den Wert: 2,25, so ist an dieser Stelle auf der x-Achse der zugehdérige y-Wert '

3, und somit 32 = 4 * 2,25,

Ellipse: v < 0 (¢ < 1) untere Abbildung
Das Quadrat ist kleiner als das Rechteck, griech. elleipein - ermangeln -
eMenelv. Dargestellt ist der Fall ¢ = 3/5.

Hyperbel: v > 0 (¢ > 1)

Das Quadrat ist groBer als das Rechteck, griech. hyperballein - vrepBaiiey -
Ubertreffen, tberschieBen.

Diskriminante einer quadratischen Kurve \
Quadratische Kurve Ax?> + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F= 0 ] / )

Diskriminante

... die Diskriminante ist gegen Drehung der Kurve invariant
Quadratische Kurve nach Hauptachsentransformation A' x*> + C'y> + D' x + E'

y+F=0
Diskriminante
Cl

-

-

X=B2-4AC

X=B?-4AC =-4A

Fallunterscheidung wenn X < 0 und A',C' haben gleiches Vorzeichen ...

Kurve ist Ellipse

wenn X > 0 und A',C' haben verschiedenenes Vorzeichen ... Kurve ist Hyperbel
wenn X = 0 und A’ oder C' sind gleich Null ... Kurve ist Parabel

¥
. k1

T gl

Kegelschnitt zweier Geraden
Sind zwei Geraden in der Ebene 0 =ax + by + cund 0 =dx + ey + f
gegeben, so beschreiben diese eindeutig mit
Ly =ax+ by + ¢
Lh=dx +ey +f
einen Kegelschnitt der Gleichung
Li-Lhb+n-x-y=0
Insgesamt erhalt man
ad-x2 + x-y-(ae+bd+n) + be-y2 + x-(af+cd) + y-(bf+ce) + cf =0

Kegelschnitte.

B . d.h. einen mit dem Winkel o
tan 2o = (ae+bd+n) / (ad-be)
g2 gedrehten Kegelschnitt.

Je nach Lage der Geraden und der Wahl des Faktors n entstehen dabei
Ellipsen, Parabeln bzw. Hyperbeln. Fiir n = 0 entarten die Kegelschnitte zu
den zwei Geraden selbst.

Wird n sowohl positiv als auch negativ gezahlt, erhalt man stets zwei

Sind die zwei Ausgangsgeraden parallel, so wird einer der Kegelschnitte eine Ellipse. Fallen die zwei
Geraden zusammen, so tangieren sich die Kegelschnitte.

erzeugte Licht parallel gerichtet, ebenso sind Parabolantennen beim
Richtfunk im Einsatz. Beim Spiegelteleskop wird die schwache Energie
des Sternenlichtes im Brennpunkt eines Parabolspiegels geblindelt und

Reflexionseigenschaften der Kegelschnitte
Die Kegelschnitte haben die gemeinsame Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen, an der Kurve in besonderer Weise reflektiert werden. Bei der
Ellipse verlaufen sie durch den anderen Brennpunkt. Bei der Hyperbel scheinen sie vom
anderen Brennpunkt zu kommen. Bei der Parabel verlaufen sie achsenparallel, deren
zweiter Brennpunkt liegt "im Unendlichen"

Schon im Mittelalter wurden elliptische Bégen als Fliistergewdlbe gebaut.

Modernste Anwendung findet dieses Prinzip beim
Nierensteinzertrimmerer, bei dem ohne Operation
ein in einem Brennpunkt platzierter Nierenstein von
den im anderen Brennpunkt ausgehenden StoBwellen
zerstort wird.

Beim Autoscheinwerfer wird das in einem Brennpunkt
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so erst messbar gemacht.

Beim Spiegelteleskop wird der Brennpunkt des Parabolspiegels als Brennpunkt eines kleineren
Hyperbolspiegels genommen. Dass von rechts das parallele Sternenlicht kommt und von einem groBen
Parabolspiegel reflektiert wird, ist hier nicht gezeichnet. Der Parabolspiegel hat in dem hier dargestellten
linken Hyperbelbrennpunkt seinen Scheitel und ein kleines Loch. Dadurch tritt das Licht nach auBen und
kann ohne Stérung der Messung beobachtet werden.

Im Mathematikmuseum ,Museo unimo" in Italien findet man Modelle, welche die Erzeugung der
Kegelschnitte mittels Dandelinscher Kugel demonstrieren:

Hyperbel

Ellipse Parabel

Superellipse

Zweidimensionale Kurve mit einer Mittelpunktsgleichung
x =acos"t y = bsin"t

Die Kurve schneidet die x-Achse in a und -a, die y-Achse in b und -b.

Explizite Gleichung y =b (1 - (x/a)¥")"?

n=0 Ol Flr unterschiedliche n entstehen folgenden Kurven:

Kurve

Rechteck

Quadrat, wenna =b

abgerundetes Rechteck

Ellipse

Kreis, wenna =b

"Diamant"-Form

"Asteroiden"-Form

n=1 n=2

vViinnAoeoo3d

NNRE R

Der déanische Schriftsteller und Erfinder Piet Hein
n>2 hat sich ausgiebig mit der Superellipse beschaftigt.
Er versteht unter der Superellipse den Spezialfall n
= 2,5. Eine Besonderheit besteht darin, dass der dazugehdérige
Rotationskdrper, als Holzkdrper ausgefiihrt, auf einer Spitze stehen kann. Im
Gegensatz zum Ei des Kolumbus braucht man keine Gewalt. Die Superellipse
gehort zu den Lamékurven.

Superellipse (2)

Die Briefmarke (Niederlande 1970, Michel 936) zeigt eine friihe
Computergrafik, die an der Technischen Universitat Eindhoven 1970 mit Hilfe
des Computers CORA I erstellt wurde.

Uber diese schreibt Howard W.Eves in "Mathematical Circles Adieu":

"The 12c stamp shows an axonometric projection of a cube, the faces of

which contain a central circle surrounded by a set of concentric superellipses
(x/a)" + (y/b)"=1,n>2."

Auf der Briefmarke ist a = b; so das hier Superkreise abgebildet sind.
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Die untere, von Manfred Bérgens erstellte Abbildung zeigt Superellipsen mit Halbachsenldngen von 0,1
bis 0,9 und Exponenten 2 bis 18.

Die Skizze hat eine groBe Ahnlichkeit mit der Briefmarke, so dass Eves' Feststellung plausibel ist.
Quelle: http://www.fh-friedberg.de/users/boergens/marken/briefmarke058.htm

Flachen 2.0rdnung
... Punktmengen des Raumes R3, deren Koordinaten der Gleichung genligen:
a;.x2 +ayy? +as3z? +2a5,xy +2a;33XZ +... +2a,3yz +2a;x +2a,y +2asz +a

Hauptachsentransformation = Normalform

Normalform 1 b;x?> + byy? + bsz2 + c =0

Normalform 2 byx®> + boy? + m*z +n =0

evtl. Umbennen der Variablen notwendig

Arten der Flachen 2.0rdnung: singuldre Gebilde, Doppelkegel, Zylinder, Ebenen (reelle oder nichtreelle
Erzeugende)

Mittelpunktsflachen

- Ellipsoid S alleb;>0undc<0
Gleichung x?/a® + y?/b% + 2?/c? = 1
a,b,c Halbachsen , a=b=c ... Kugel

2 Achsen gleich ... Rotationsellipsoid

Polarebene fiir P,  xx;/a’ + yyo/b? + zzo/c®> = 1
liegt Py auf dem Ellipsoid ...Tangentialebene

Eine Flache 2.0rdnung der Gleichung
a11X2 + axy?2 + a33z2 + 2a;,Xy + 2a;3xz + 2ayz =b
kann durch eine Hauptachsentransformation untersucht werden.
Satz: Durch eine Drehung des kartesischen (xi, X, x3)-Koordinatensystems kann man stets die
Normalform AX2 + pgy2 +(z2=b
erreichen. Dabei sind X, p und ¢ die Eigenwerte von reellen symmetrischen Matrix A = (aj), d.h., es ist
det (A-vE) =0mitv =2, |, ¢
Es giltdet A=2Aplund tr A=i + p + ¢.
Beweis: Wir bestimmen drei Eigenvektoren u, v und w der Matrix A, d.h.,
Au = Au, Av = pv, Aw = Cw

Dabei kann man u, v und w so wahlen, dass u™v =u'w = v'w = 0 und uu = vlv = w'w = 1 gilt.
Wir setzen D = (u, v,w). Dann ist x = Dx'
eine Drehung und somit
(. 0 0)
b=x"Ax = xT(DTAD)x' = x'T (0 p 0) X' = A X{'2 + P X2'2 + { x3'2
(0 00

Gegeben sei eine allgemeine Flachen zweiter Ordnung mit der Gleichung
X'AX + x'a+asu =0
mit @ = (ai4, @24, a34)", d.h.
a11X12 + 2815X1Xy + 2a13X1X3 + 2823%XX3 + @25X22 + @33X32 4+ A14Xy + AxaXo + A3gX3 + A44 = 0
mit den reellen symmetrischen Matrizen
(all al2 ai13 al4)

(all a12 a13) (a21 a22 a23 a24)
A= (a21 a22 a23) A* = (a31 a32 a33 a34)
(a31 a32 a33) (a41 a42 a43 a44)

Hauptfall 1: Mittelpunktsflachen. Ist det A = 0, dann besitzt das lineare Gleichungssystem
aji0q4 + Aoy + a0z + a4 =0
ar104 + axpo0n + a0z + a4 =0
azi0q + az0n + aszzoaz +azs =0
eine eindeutige Lésung (o4, oy, az). Durch die Translation Xj=x%x-oj=1,23
geht die Ausgangsgleichung in
a11X12 + 2a1oX1 Xy + 2a13X1 X3 + 2a,3X:X3 + a0X%32 + a33X32 = -det A* / det A
Uber. Mit einer Drehung wird daraus
AX2 4+ py2 + (z2 = -det A* / det A
Hauptfall 2: Keine Mittelpunktsflache. Durch eine Drehung ergibt sich
AXZ + py2 + px +ry +sz+c=0.

Hyperboloid

- Hyperboloid < ein b; < 0

c<0 ... einschaliges Hyperboloid mit a,b als reelle Achsen x?/a% + y?/b? -
2?/? =1
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c>0 ... zweischaliges ; x?/a® + y?/b% - z%/c? = -1
c=0 ... Doppelkegel (Asymptotenkegel)
- Nullteilige Flache 2.0rdnung ; - x%/a - y?/b? - 22/c? = 1

Paraboloide
Paraboloid < Normalform 2
elliptisches Paraboloid 2z = x%/a% + y?/b?
hyperbolisches Paraboloid

2z = x*/a® - y*/b?
Abbildung: Hyperbolisches Paraboloid
elliptisches Paraboloid x = aYu cos v ;
y=businv;z=umit0<v<2r0<v<h

Das hyperbolische Paraboloid besitzt besondere Eigenschaften. Auf der Oberflache
kénnen unendlich viele Geraden eingezeichnet werden. Damit kann die Fldche auch
durch die Bewegung einer Geraden erzeugt werden. Ebenso stellt die rdaumliche
Verschiebung einer Parabel ein derartiges Paraboloid her.

Parametergleichung x =a/2 (u+v) y=b/2 (u-v) z=huv

Krimmung K=-1/(c2+ x2+ y2)mitc =a2/(2h)

In der Praxis werden hyperbolische Paraboloide
sehr gern als Dachform moderner Architektur
genutzt.

Abbildung: Kirche in Becerril de la Sierra in
Spanien

Kegel

Reeller Kegel x?/a® + y?/b? - 2?/c? = 0

Kegel ohne reelle Erzeugende x?/a® + y%/b? + z2/c> = 0

Gerader Kreiskegel x? + y? - zZ? tan2 o = 0; a halber Offnungswinkel
Zylinder
Elliptischer Zylinder x?/a’ +y?/b?2-1=0
Hyperbolischer Zylinder x?/a® - y?/b?-1=0
Nullteiliger elliptischer Zylinder x?/a® + y?/b?> + 1 =0
Parabolischer Zylinder y2-2px =0
Gerader Kreiszylinder x> +y?-r’=0
Kugel X+y?+22=1r
Doppelkegel

Ein Kreisdoppelkegel mit der H6he 2h, dem Grundflachenradius r und der
raumlichen z-Achse als Symmetrieachse kann durch die Parameterdarstellung
x = (h-u)/h*r*cos¢y=(h-u)/h*r*sin¢ z=u
und -h<u < h; 0<¢<2r beschrieben werden. Und damit
(X2 + y2)/c2 = (z - z9)2 mitc =r/h.

Zylinderkoordinatengleichung z=pcota, a.. halber Offnungswinkel
Kartesische Gleichung z = cot?2 a (x2 + y2)
Volumen V=1/3rr2zh

Interessante Gebilde entstehen, wenn man langs der Oberflache eines
Rotationskegels bekannte Kurven wie die logarithmische oder archimedische
Spirale abrollt:

kegelférmige Schraubenlinie kegelformige Spirale des Pappus kegelféormige Kettenlinie
(Helix) entsteht durch eine entsteht durch eine archimedische
logarithmische Spirale Spirale
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Ellipsoid, analytisch
Kartesische Koordinaten x?/a% + y%/b? + z2/c?> = 1
wobei a, b, c die Langen der Kérperhalbachsen sind
Kugelkoordinaten

r?/a? cos?6 sin? ¢ +r?/b? sin%0 sin%p +r?/c? cos?p = 1
Parameterdarstellung
X=acosOsing;y=bsindsing;z=ccos¢mit0<06<2rund0<p<n
Mercator-Koordinaten x =acosu/coshv;y=bsinu/coshv;z=cothv
Stereografische Koordinaten bzgl. des Sudpols

X = a 2u/(14+u2+4v2); y = b 2v/(14+u2+v2) ; z = c (1-u2-v2)/(1+u2+v2)

Sind zwei der Hauptachsen gleich lang, nennt man das Ellipsoid ein Spharoid; sind alle Achsen gleich eine

Kugel.
Volumen V=4/3rabc
Oberflache A=2rnc?+ 2rb/ V(@2 -c2)[(a2 - c2) E(0) + c2 0]

... dabei ist E(0) das vollstandige elliptische Integral 2.Klasse
Ellipsoide finden sich in der Praxis in verschiedenster Ausflihrung:

Hyperboloid, analytisch
Das elliptische Hyperboloid ist eine Verallgemeinerung eines Hyperboloids mit drei
unterschiedlichen Halbachsen.
Kartesische Koordinaten x2/a2 + y2/b2 - z2/c2 =1
Parameterdarstellung

x(u,v) = a V(1 + u2) cos v = a (cos u + (-sin u)) = a cosh v cos u

y(u,v) = b V(1 + u2) sinv = b (sin u+ v cos u) = b cosh v sin u ;":;

z(uyv) =cu=+xcu=csinhv mit0<v<2n £ HM
Zweischaliges Hyperboloid ftﬁﬂ”’
Das zweischalige elliptische Hyperboloid, welches Idngs der z-Achse orientiert ist, hat f;’"’
die Gleichung x2/a2 + y2/b2 - z2/c2 = -1 L
Parameterdarstellung e

X = a sinh u cos v y = bsinhusinv zZ=cztcoshu
Orientierung langs der x-Achsex?/a2 - y2/b2 - z2/c2 = 1
Parameterdarstellung x = a cosh u cosh v y = b sinh u cosh v z=csinhu

Das zweischalige Hyperboloid ist eine aus zwei Teilflachen bestehende, nicht zusammenhangende Flache,
die sich in jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Die Teilfldchen liegen symmetrisch zu den
Koordinatenebenen.

Erzeugende eines Hyperboloids

Geradlinige Erzeugende einer Flache sind Geraden, die ganz in dieser Flache liegen.

Beispiele sind die Erzeugenden der Kegel- und der Zylinderflache.

Einschaliges Hyperboloid

Das einschalige Hyperboloid x2/a2+vy2/b2+2z2/c2=1

besitzt zwei Scharen geradliniger Erzeugender mit den Gleichungen
x/a+z/c=u(l+y/b) u(x/a-z/c)=1-y/b
x/a+z/c=v(l-y/b) v(x/a-z/c)=1+y/b

wobei u und v beliebige GréBen sind.

Hyperbolisches Paraboloid

Das hyperbolische Hyperboloid z=x2/az-y2 /b2
besitzt ebenfalls zwei Scharen von Erzeugenden mit den Gleichungen
x/a+y/b=u u(x/a-y/b)y=z x/a-y/b=v vix/a+y/b)=z

In beiden Fallen gehen durch jeden Flachenpunkt zwei Geraden, und zwar von jeder Schar je eine
Erzeugende.
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Brennspiegel des Solarkraftwerks Parabolantenne
Odeillo
in den Pyrenaren in Parabelform

Einschalige Hyperboloide sind bei allen Konstrukteuren und Architekten auBerst beliebt. Die Tabelle
enthalt eine sehr kleine Auswahl:

Kernkraftwerk- B Kobe (Japan) Wasserturm
Kahlturm

Kathedrale von Brasilia

Catedral Metropolitana Nossa Senhora Aparecida ist ein Kirchengebdude
in der brasilianischen Hauptstadt Brasilia.

Die Kathedrale wurde im Zusammenhang mit dem Neubau der
brasilianischen Hauptstadt von dem Architekten Oscar Niemeyer geplant
und ausgefihrt. Einweihung war am 31.Mai 1970.

Die Kathedrale von Brasilia besteht aus Beton und Glas und besitzt eine
hyperbolische Form, die durch 16 gleichartige Betonsdulen hervorgerufen
wird. Der Bau ist kreisrund und hat einen Durchmesser von 70 Metern.
Die Kathedrale ist halb in die Erde versenkt. Der Innenraum ist
weitgehend leer, Uber den Betonkuben des Altars befindet sich eine
eiférmige Plastik, die den Ursprung des Lebens symbolisiert. Direkt im
Zentrum der Kuppel schweben drei Engel.

Die Symbolik des Baus ist mehrdeutig. Die Struktur wird entweder
als Dornenkrone Christi, eine Blite, betende Hande oder Krone
Marias interpretiert.

Systematik der Flachen 2.0rdnung
Zerfallende Singuldre Fldachen 2.0rdnung

x> =0 Doppelebene

x?/a>+1=0 Nullteiliges Paar paralleler
Ebenen

x?/a’-1=0 Einteiliges Paar paralleler
Ebenen

x?/a® + y?/b2 =0 Nullteiliges Paar
schneidender Ebenen

x?/a® - y?/b> =0 Einteiliges Paar schneidender
Ebenen
Nicht zerfallende Singuldre Fldachen 2.0rdnung

x?/a’> +y?/b2+1 =0 Nullteiliger Zylinder

x’/a?-y?/b>+1=0 Elliptischer Zylinder

x?/a®-y?/b>+1 =0 Hyperbolischer Zylinder

x?/a?+ 2y =0 Parabolischer Zylinder
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x?/a’? + y?/b%? + 22/ = 0 Nullteiliger Kegel
x?/a% + y?/b% - 22/ = 0 Einteiliger Kegel

Reguldre Flachen 2.0rdnung: Mittelpunktsquadriken
x?/a® + y?/b? + z2/c2 + 1 = 0 Nullteilige Mittelpunktsquadrik
x?/a? - y?/b%> - 7z?/c> -1 =0  Zweischaliges Hyperboloid
x?/a® + y?/b? - z?/c* -1 =0  Einschaliges Hyperboloid
x?/a® + y?/b? + 2?/c? -1 =0 Ellipsoid

Reguldre Flachen 2.0rdnung: Paraboloide
x?/a®> + y?/b +z=0 Elliptisches Paraboloid
x?/a’ -y?/b>+z=0 Hyperbolisches Paraboloid

Superellipsoid, Lamé-Flachen
... erstmals vom franzosischen Mathematiker Gabriel Lamé untersucht
Dreidimensionale Flachen mit einer Mittelpunktsgleichung
x =acos™ ucosv y=bcos™ usin™v z=csin"u
Explizite Gleichung [x|*/a* + |y|*/b*+ |z|%/c* =1
Die Flache schneidet die x-Achse in a und -a, die y-Achse in b und -b und die z-Achse in c und -c. Fir
unterschiedliche n enstehen folgenden Kurven:
ny n, Kurve
Quader
1 Kuboid
Wirfel, wenna =b =c
1 zylindrischer Kérper
Ellipsoid
Kugel, wenna=b =c
Oktaeder, wenna =b =c

0
<
0
<
1
1
2

Quartoid
Unter einem Quartoid wird eine Flachenfunktion der Form
f(x,y) = (x2 + y2)2 / a3
verstanden.
Diese raumliche Flache ist eine Verallgemeinerung des Poweroids, das
1996 von Jackway und Deriche ("Scale-Space Properties of the Multiscale
Morphological Dilation-Erosion") eingefiihrt wurde.
Ein Poweroid ist eine Flache der Form f(x,y) = a |[V(x2 + y2) / a|*
Fir den Fall a = 2 ergibt sich ein Paraboloid, fiir a = 4 das Quartoid.

VIx|+9]y|+V]z|=Va Ix[+]yl+|z|=a VIx[3+4]y[3+V|z|3=a3 Ix[3+]y|3+|z|3=a3

Teilung des R2 und R3

Jacob Steiner (1796-1863):

Eine Ebene kann durch n Geraden héchstens in (n24+n+2)/2 Teile zerlegt werden
davon sind 2n Teile unbegrenzt und (n2-3n+2)/2 Teile begrenzt

Der R3 kann durch n Ebenen héchstens in (n34+5n+6)/6 Teilraume zerlegt werden
davon sind n2-n+2 Teile unbegrenzt und (n3-6n2+11n-6)/6 vollkommen begrenzt
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Geodatische Kuppel

Geodatische Kuppeln bestehen aus einem aus Dreiecken gebildeten Netzwerk.
Alle Eckpunkte der Dreiecke liegen auf der Oberflache einer Kugel und haben
einen moglichst gleichen Abstand zueinander. Bei diesen Dreiecken handelt es
sich im Idealfall um sogenannte Kugeldreiecke, spharische Dreiecke.

Ein Kugeldreieck ist ein Teil einer Kugeloberflache der von drei GroBkreisen
begrenzt wird. Wenn wir die Kanten eines Ikosaeders auf die Kugeloberflache
projezieren erhalten wir Kugeldreiecke.

Im Prinzip I@sst sich fast aus jedem beliebigen Polyeder eine geodatische
Kuppel erzeugen. Der Ikosaeder ist am besten geeignet. Durch Unterteilung
der Dreiecke lasst sich die Struktur verfeinern. Die zusatzlichen Punkte werden
dann radial auf die Kugeloberflache geschoben.

Geodatische Kuppeln sind hauptsdchlich durch den Architekten Richard
Buckminster Fuller bekannt geworden. Nach ihm
benannt wurden auch die Fullerene wie das Cgg
bzw. Buckyball Molekdl.

Der Ikosaeder gehort zu den platonischen Kérpern
und besteht aus 12 Eckpunkten und 20
gleichseitigen Dreiecken. Alle Eckpunkte des
Ikosaeders liegen auf der Oberflache einer Kugel.
Die nachsten Abbildungen zeigen jeweils auf der
linken Seite den unterteilten Ikosaeder und auf
der rechten Seite die entsprechende Kuppel.

AAAAAAARAAAAARAAARAAAAS

Kuppel aus 20  2.Stufe Kuppel aus 80  3.Stufe Kuppel aus 180
Dreiecken

Dreiecken

4.Stufe Kuppel aus 320 5.Stufe Kuppel aus 720
Dreiecken Dreiecken Dreiecken

Geodatische Kuppel aus einem Oktaeder
Der Oktaeder gehort wie der Ikosaeder zu den platonischen Kérpern. Er besteht aus 6 Eckpunkten und 8
gleichseitigen Dreiecken. Alle Eckpunkte des Oktaeders liegen auf der Oberflache einer Kugel.

/III\\ /III\\
4 G4
1.Stufe Kuppel aus 8 2.Stufe Kuppel aus 32
Dreiecken Dreiecken

3.Stufe Kuppel aus 72 4.Stufe Kuppel aus 128
Dreiecken Dreiecken
Die geodatischen Kuppeln treten nicht nur als theoretische mathematische Gebilde auf, sondern auch in
der Natur und Technik. Insbesondere Viren besitzen einen auBere Form, die aus dem Ikosaeder
abgeleiteten geodatischen Kuppeln entspricht. Die Tabelle enthalt einige Beispiele:
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Typ (1, 1) (2,0) (2,1) (3,0) (4,0)
Name Pentaki-
Dodekaeder

150

Ecken

6.Grades

Flachen 180 320

Virus Reovirus Herpes
Poliovirus

Dual

Geodatische Kuppeln in der Praxis

Das erste neuzeitliche Beispiel einer geodatischen Kuppel war das von Walther
Bauersfeld 1926 gebaute Planetarium Jena der Carl-Zeiss-Werke (Abbildung).
Die Kuppel besteht aus einem Stabnetzwerk. Die nur sechs Zentimeter starke
Betonschale der Planetariumskuppel hat einen Durchmesser von 25 Meter.

Buckminster Fuller entwickelte die Technologie der geoddtischen Kuppeln ab den
1940er Jahren weiter und benutzte dabei erstmals den Begriff "Geodesic".
Fullers Plane, ganze Stadte darunter einzukapseln; wie in dem Film "Truman-
Show", gelten heute als futuristische Phantasien.

Geodatische Kuppeln zeichnen sich durch ihre groBartige Stabilitat und ihr
gunstiges Verhaltnis von Material zu Volumen aus.

Pavillon der USA auf der Expo 67 in La géode, Paris Haystack Observatorium
Mexiko Osaka

Auch Algen kénnen eine geoddtische Form annehmen. Als
Beispiel sei Aulonia hexagona gezeigt.

I

yoeoag

Topografische Linien

Unter einer topografischen Linie einer mathematisch
Raumflache versteht man Linien gleicher Hohe
(Hoéhenlinien), Falllinien oder auch Kammlinien. Die Tabelle enthalt fir einige ausgewdhlte Fldchen die
Projektion der H6hen- und Falllinien:

59



Hyperbolisches Paraboloid
Xy = az

Projektion der Héhenlinien
Hyperbeln xy = konstant
Projektion der Falllinien =
Hyperbeln x? - y? =
konstant

Elliptischer Kegel

Xy = z2

Projektion der Hohenlinien
Teilhyperbeln xy =
konstant

Projektion der Falllinien =
Teilhyperbeln x? - y? =
konstant

Elliptisches Paraboloid
x2/2 + y2 = -az

Projektion der Héhenlinien
Ellipsen x2/2 + y2 =
konstant

Projektion der Falllinien =
Parabeln y = konstant * x2

Elliptischer Kegel
X2 = zy
Projektion der Héhenlinien

Parabeln konstant * y = x2
Projektion der Falllinien =
Ellipsen x2/2 + y2 =
konstant

Flache

-z = PA + PB, wobei P die

Projektion von M auf die x-
y-Ebene ist

Projektion der Hohenlinien

Ellipsen mit den
Brennpunkten A und B
Projektion der Falllinien =
Hyperbeln mit den
Brennpunkten A und B
Eierschachtelkurve

z = a sin(x/a) sin(y/a)
Projektion der Héhenlinien

sin(x/a) sin(y/a) =
konstant

Projektion der Falllinien =
cos(x/a) * konstant =
cos(y/a)

Flache
z = y sin(x/a)
Projektion der Héhenlinien

Sekanteny =
konstant/sin(x/a)
Projektion der Falllinien =
cos(x/a) = konstant exp(-
2a2/x2)
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