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Willkommen zum Korrespondenzzirkel im Schuljahr 2018/19

Zur Forderung mathematisch-naturwissenschaftlich interessierter und begabter
Schuler bietet das gleichnamige S&achsische Landeskomitee den Korrespondenz-
zirkel ,,Mathematik® ab der Klassenstufe 9 landesweit an. Der Zirkel orientiert
sich an mathematischen Problemen, die neben der Vermittlung von Kenntnissen
zu mathematischen Begriffen, Satzen und Verfahren durch wettbewerbstypische
Aufgabenstellungen die Vorbereitung auf mathematische Wettbewerbe
(Mathematik-Olympiade, Bundeswettbewerb Mathematik) unterstiitzen. Jeder
Interessierte kann in seiner (oder in einer hoheren) Klassenstufe teilnehmen und
ist hiermit herzlich dazu eingeladen.

Fur die Teilnahme ist eine Anmeldung mit der vollstdndig ausgefillten
Teilnahmeerklarung (s. S. 15) erforderlich. Jeder Teilnehmer erhalt im Verlaufe
des Schuljahres 7 Serien zugesandt, die Aufgaben mit unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad umfassen. Das Spektrum reicht von ,,Einstiegsfragen® iiber
Wettbewerbsaufgaben bis zu komplexen Themen. Es wird empfohlen, zu allen
Aufgaben Ldsungsideen einzureichen, auch wenn keine vollstandige LOsung
erreicht wurde. Bereits geeignete Beispiele, die Bearbeitung von Spezialféllen
oder erste Schritte zum Beweis werden wohlwollend bewertet!

Die eingereichten L&sungen werden korrigiert, fur die Selbsteinschatzung
kommentiert, mit Punkten bewertet und zusammen mit LOsungshinweisen
zurlickgegeben. Zu ausgewahlten Aufgaben werden in den Heften methodische
Einfuhrungen oder weiterfiihrende Ergdnzungen gegeben. Diese sollen vor
allem zur individuellen Beschaftigung anregen. Insbesondere wird diese
Vertiefung durch die Wahlaufgaben gefordert.

Mehrmals im Schuljahr wird samstags zu Seminaren eingeladen, auf denen
Aufgaben diskutiert und Anwendungsfalle fir Mathematik vorgestellt werden.
Ausgewahlte Aspekte dieser Seminare werden in den darauffolgenden KZM-
Heften zusammengefasst.

Zusatzlich  wird der Zirkel durch Informationen wie Aufgaben,
Losungshinweisen und statistischen Auswertungen der Mathematik-Olympiade,
des Bundeswettbewerbs Mathematik und anderer Wettbewerbe ergénzt.
Anregungen zur inhaltlichen Gestaltung sind jederzeit willkommen. Interessante
Themen, originelle Aufgaben oder Informationen rund um Mathematik werden
gern in den KZM-Heften oder in den Seminaren aufgenommen.
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Magische Quadrate fur die Urlaubszeit *

Zu einem der &ltesten Themen mathematischer Unterhaltung zahlen magische
Quadrate:

Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung ist eine nx n-Matrix, die die
Zahlen 1 bis n? enthélt und die Eigenschaft hat, dass die Summen der n
Elemente in jeder Spalte, in jeder Zeile und in den beiden Diagonalen
gleich sind.

Der Summenwert S wird magische Konstante genannt und betrégt nach der
Summenformel der ersten n? natirlichen Zahlen

S:n-!nz +1?.

2

Fir n =1 existiert trivialer Weise nur ein magisches Quadrat, ndmlich das mit
der Zahl 1. Leicht zeigt man, dass es kein magisches Quadrat zweiter Ordnung
gibt. Bei der Suche nach der Anzahl der verschiedenen magischen Quadrate ab
n=3 ist es zundachst zweckmalig, die magischen Quadrate als gleich zu
betrachten, die durch Spiegelung (an einer der Symmetrieachsen der Matrix)
oder Drehungen (um Vielfache von 90°) ineinander Uberfuhrt werden konnen.
Unter dieser Voraussetzung gibt es nur ein magisches Quadrat 3. Ordnung, das
schon 4000 Jahre v.u.Z. in China bekannt war:

4 19| 2
3|95 |7
8|11]|6

Fir n = 4 existieren bereits 880 im oben genannten Sinne verschiedene magische
Quadrate. Diese Zahl ist schon seit dem 17. Jh. bekannt und wurde erstmals von
Bernard FRENICLE DE BEssy (1605 bis 1675) ermittelt. Das berihmteste
derartige Quadrat ist sicherlich das von ALBRECHT DURER (1471 bis 1528) in
seinem Stich ,,Melancholie* von 1514:

16| 3 | 2 |13
511011 8
916|712
4 115|114 1

! Nach Devendran, T. (Hrsg.): Das Beste aus dem Mathematischen Kabinett. Deutsche
Verlagsanstalt GmbH Stuttgart, 1990 und ,,Mathematik lehren*, Heft 57 (1990), S. 55-60.
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Fir n=5 betragt die Zahl der verschiedenen magischen Quadrate immerhin
schon Uber 275 Millionen. Auch wenn dieser Wert bereits 1973 veroffentlicht
wurde, war diese Fragestellung ein erfolgreiches Thema einer ,,Jugend forscht*-
Arbeit. Heinrich Frank (damals Schiller am Humboldt-Gymnasium Werdau)
erreichte mit seiner Computerldsung zur Ermittlung dieser Anzahl einen 2. Preis
Im s&chsischen Landesausscheid 1995.

Verzichtet man auf die Bedingung, dass magische Quadrate die Zahlen 1 bis n?
enthalten sollen und l&sst eine beliebige Zahlenauswahl (ohne Wiederholung)
zu, so kann die Frage nach magischen Primzahlquadraten gestellt werden,
also nach solchen Quadraten, bei denen nur Primzahlen verwendet werden.
Bereits HENRY ERNEST DUDENEY (1857 — 1930) entwarf 1900 ein solches —
allerdings zéhlte er die 1 zu den Primzahlen:

7 (6143
73371
31|13 |67

Die magische Konstante betragt 111. Es ist beweisbar, dass fur magische
Primzahlquadrate 3. Ordnung kein kleinerer Summenwert existiert. Verwendet
man nicht die Zahl 1, so findet man flr S = 177 das néchste derartige Quadrat:

17 189 | 71
11359 | 5
47 |29 [101

Bezeichnet man die Zahl in der Mitte der Matrix als Kernzahl, so kann man
feststellen, dass es kein (echtes, also ohne die Zahl 1 verwendendes) magisches
Primzahlquadrat gibt, dass eine kleinere Primzahl als Kernzahl besitzt. Durch
Vorgabe der Kernzahl und zwei weiterer Zahlen ist das Quadrat vollstandig
bestimmt. Es ist dann mit einem Computer recht einfach, systematisch zu
probieren, ob es zu einer Kernzahl auch wirklich ein Primzahlquadrat gibt.
Notwendig ist allerdings eine Abschatzung bis zu welchen Werten man das
Probieren durchfihren muss, um keine Mdglichkeiten auszuschlielen!
Interessanterweise gibt es fir die Kernzahl 127 erstmalig zwei verschiedene
Primzahlquadrate, die sich nicht nur in der Anordnung, sondern auch in der
Auswahl der Primzahlen unterscheiden. Bei 241 findet man bereits drei
verschiedene Losungen. Und wie weiter?

Eine weitere amisante Variante der magischen Quadrate sind bimagische
Quadrate: Zum Einen ist es ein ganz normales magisches Quadrat der Zahlen 1
bis n? mit der magischen Konstante S;, zum Anderen ergeben die quadrierten
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Zahlen (an den gleichen Platzen belassen) ebenfalls ein magisches Quadrat mit
der Konstanten S,. Da sich S, als Summe der ersten n? Quadratzahlen berechnen
lasst, ist das Verhéltnis von S, und S; bekannt:

s, :slzé(zn2 +1),

Solche bimagischen Quadrate gibt es wirklich, das kleinstmégliche wurde
ebenfalls von H. E. DUDENEY gefunden. Es ist 8. Ordnung und besitzt die
magische Konstante S; = 260.

Die Fortsetzung der Spielerei ist naheliegend: Gibt es auch trimagische
Quadrate, also solche, bei denen zuséatzlich auch die Kuben der Zahlen ein
magisches Quadrat bilden? Ja, das kleinste bisher bekannte trimagische Quadrat
besitzt die Ordnung 32 und wurde von WiLLIAM H. BENSON gefunden.

Eine ganz andere Idee: Das Gegenstiick zu magischen Quadraten nennt man
antimagische Quadrate. Sie wurden erstmals von JAMES ALBERT LINDON
(1914 — 1979) entdeckt. Bei diesen Gebilden sind die Summen der n Zeilen und
n Spalten und 2 Diagonalen jeweils paarweise verschieden, wobei die 2n + 2
Summen eine ununterbrochene Folge aufsteigender Zahlen bilden sollen.
Antimagische Quadrate der Ordnung 1 bis 3 gibt es nicht, ein Beispiel vierter
Ordnung ist hier angegeben:

11(14| 1 | 4
5|12]16|10
1513|189
6 12| 7 |13

Uber antimagische Quadrate ist bislang wenig publiziert,
Konstruktionsalgorithmen sollen noch nicht bekannt sein.

Es gibt noch weitere Sonderheiten mit magischen Quadraten. Zundchst mag
beim folgenden magischen Quadrat nichts Besonderes auffallen:

96|11 |89 |68
8869|9116
6186 |18 |99
19 198 | 66 | 81

Doch man kann es um 180° drehen — und das neue Quadrat mit dem auf den
Kopf stehenden Zahlen ist wieder magisch, wenn die gedrehte 96 und 11 wieder
als 96 und 11, die 89 als 68 usw. gelesen wird.

5
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Schreibt man die Zahlen in TR-Display-Art, gibt es viel mehr Moglichkeiten,
weil dann auch ohne Probleme die Zahl 2 und die Zahl 5 auf den Kopf gestellt
werden konnen:

29 15|61 |52
5162|1925
12 |21 |55 |69
65|99 22|11

Wer findet weitere?

E R i i S e i S S i i i e e e i S i i

Magische Quadrate als Einpersonenspiel

Man stelle sich ein Wiirfelnetz vor, also die 6 Quadrate der Wiirfeloberflache als
zusammenhéngende Figur. Insgesamt gibt es 11 verschiedene Arten, die
Oberflache abzuwickeln (wenn man Drehungen und Spiegelungen nicht als
verschieden ansieht):

Man nehme nun ein 4 x 4-Spielfeld und lege darauf eines der 10 Netze (das mit
* gekennzeichnete Netz entfallt wegen seiner Ausdehnung). Nun stelle man sich
die Augenzahlen eines Wiirfels auf dem Netz vor und Ubertrage diese auf die
entsprechenden Felder. Gelingt es, das so begonnene Quadrat zu einem
magischen zu ergénzen, wobei man beliebige Zahlen einsetzen darf und
Zahlendopplungen zugelassen werden?
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N (N B

2 3)
1 4
S 2
6 3

O | = DN
W O |0 | W

Gibt es fir jedes der Netze und fir jede mogliche Lage innerhalb der 4 x 4-
Matrix eine L6sung? Wann genugen dafir die Zahlen von 1 bis 16? Kdnnen
Zahlendopplungen vermieden werden?

Fragen uber Fragen, die auf schlechtes Urlaubswetter zur Beantwortung warten.
Aber wer will schon schlechtes Wetter im Urlaub?

R i S i i i S S i S

Approximation? von x

Es sind viele Mdglichkeiten zur angenéherten Berechnung der Kreiskonstanten
n bekannt. Ziel ist hierbei immer, eine hohe Genauigkeit der Naherung zu
erreichen. Haufig wird zusatzlich diskutiert, wie schnell diese Annéherung
erfolgt, d.h. beispielsweise, wie viele Summanden einer unendlichen Reihe oder
Iterationen eines Verfahrens zur Berechnung notwendig sind.

Eine etwas ungewohnte Gultebewertung von Approximationen besteht im
folgenden Ansatz:

Es sei X ein Term, der genau b Ziffern enthélt und dessen numerischer Wert
in den ersten ¢ Nachkommastellen mit der Zahl z Ubereinstimmt. Dann

bezeichnet der Quotient G = % die Aufwandsgtite G von X fir 7.
Je kleiner der Gltewert G ist, um so geringer ist also der Ziffernaufwand zur
Annéherung von

7 ~ 31415926535 8979323846 .

Beispiele:
(1) Die bereits von ARCHIMEDES VON SYRAKUS (ca. 287 - 212 v.u.Z.) benutzte

Néherung P, = % =314(285...3 erreicht mit 3 Ziffern eine Genauigkeit von 2

Nachkommastellen, also G = 1,50.

2 Nach: Schwarz, St.: Aufgabe ¢ 28. In: Wurzel (2003), Heft 1, S. 16-20.
8 Der Strich | steht nach der letzten mit r (ibereinstimmenden Nachkommastelle.
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(2) Der Wert P, =+/51-4=3141l428... erreicht mit 3 Ziffern bereits die
Ubereinstimmung in 3 Nachkommastellen (G = 1,00).

(3) In China war um 500 u.Z. die Néherung P; = ilig = 3141592 \920... bekannt.

Mit 6 Ziffern wird eine Genauigkeit von 6 Nachkommastellen erreicht (G =
1,00). Den Giitewert kann man durch eine einfache Umformung verbessern:

Stellt man den Bruch mittels P, = 5?557

die Aufwandsgute G sinkt auf 0,83.

(4) Auf  SRINIVASA RAMANUJAN (1887 - 1920) geht die Naherung
1

dar, genugen bereits 5 Ziffern und

2\4
P = [92 + %] = 314159265 |258... zuriick. Mit 9 Ziffern wird damit eine

Genauigkeit von 8 Nachkommastellen erreicht (G =1,13). Formt man den

Termumzu Py = 1/,/97% , SO genligen dafur bereits 5 Ziffern (G = 0,63).

Bei den letztgenannten Umformungen zu P, bzw. P erkennt man das Potenzial,
durch einstellige Operatoren wie Wurzelzeichen oder Fakultaten Ziffern zu
sparen. So findet man fur

/&
P, :\/\/\/ W7 =3141]603..

eine Aufwandsgute von G = 0,67, oder fir
o1 —/ /41

Py = \/ J J W7 = 31415926 [308...

sogar eine Gute von G = 0,43.

Ob folgendes Verfahren zu Né&herungen mit beliebig kleiner Aufwandsgite
flhrt, ist nicht bekannt: Man lege sich einen Fundus von Zahlen zwischen 2 und
4 an, die sich aus nur einer Ziffer bilden lassen. Das sind natirlich die Ziffern 2,

3 und 4. Hinzu kommen +/5,/6,~/7,+/8 . Mit zwei Wurzelzeichen gehdren zum
Fundus auch ~/~/41,+/+/5! . Dies setze man fort. Beispielsweise nimmt man dazu

\/\/ﬁ \/\/m , aber auch \/\hh/\/\/@ usw. Wie sich solcherart konstruierte
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Zahlen auf dem Intervall [2 ; 4] verteilen, ist noch nicht untersucht. Vielleicht
kann man damit jede reelle Zahl beliebig genau annahern?

Hat man nun einen Term T,, der n Ziffern enthalt und mit = in mehr als n
Nachkommastellen Gbereinstimmt, so bilde man fir T, > =n den Quotienten

q:T—”>1 (andernfalls bilde man den Kehrwert). Durch ausreichend hdufiges
T

- . - - k e
Quadrieren erhalt man einen Wert zwischen 2 und 4, etwa 2<q® <4. Fir

diesen suche man aus dem Fundus die né&chstgelegene Zahl w, zieht
entsprechend oft daraus die Quadratwurzel und findet daraus eine neue

Naherung T,., =T, /+/+..~/w . Diese enthalt n+ 1 Ziffern. Doch erhéht sich
| —

k Wurze In
hierbei die Anzahl der Ubereinstimmenden Nachkommastellen?

Wer findet mit diesem Verfahren (oder mit anderen LOsungsansdtzen) eine
Né&herung mit besonders kleiner Aufwandsgute?

Beim Anblick der obigen ,Wurzeltiirme* erscheinen Zweifel an der
Aufwandsbewertung berechtigt. Alternativ kann vereinbart werden, dass neben
den Ziffern auch jedes Operationszeichen (einschlieBlich  Wurzel-,
Fakultatszeichen oder Bruchstrich) gezahlt wird. Mit dieser neuen Zahlweise
benétigen zum Beispiel

P, insgesamt 4 Ziffern/Zeichen (G*=2,00),
P, insgesamt 8 Ziffern/Zeichenund (G* =1,00),
Pg sogar 19 Ziffern/Zeichen (G*=2,71).

Damit werden die derart modifizierten Aufwandsgiten G* wesentlich hoher!
Aber dennoch gelingen interessante Approximationen:

Py =5/306 + % = 3,14159265‘411... (11 Zeichen, 8 Stellen, G*=1,38),
2143 .
Po=4 oy = 314159265 [258... (9 Zeichen, 8 Stellen, G*=1,13),

P, = %888582403 = 31415926535 |758... (12 Zeichen, 10 Stellen, G*=1,20).
Wer findet fur diese Z&hlweise Darstellungen mit einer Aufwandsgute unter 1?

E R i i i e b b i S SRR i i e i i e e i i i e i i
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Das Rechnen mit Summenzeichen

Das Summenzeichen X (aus dem griechischen Alphabet S ,, Sigma ) wird fur
alle ganzen Zahlen m und n mit m<n und beliebige reelle Zahlen

- -, - . n
Ay ,8m41.-- 8y durch folgende Definition erklart: > aj=ay, +ap, +..+a,.
J=m

Die Verwendung des Summenzeichens kann helfen, mathematische Texte
ubersichtlicher und unmissverstandlich zu formulieren. Ohne den (gedanklich
immer richtigen) Ubergang zur ausfiihrlichen Summendarstellung kann mit
folgenden Regeln auch mit dem Summenzeichen gerechnet werden:

(1) Freie Wahlbarkeit des Summationsindex: ; aj = %ak
j=m k=m
.. 8 . 8
Beispiel: > j=3+4+5+6+7+8= YKk
j=3 k=3
(2) Ausklammern eines konstanten Faktors: % (c-aj ): C- % a;
J=m J=m
5 5
Beispiel: >(2-k)=4+6+8+10=2-(2+3+4+5)=2- 3k
k=2 k=2
Kk
(3) Zerlegen in Teilsummen (m < k < n): % a;= ¥ aj+ % a;
j=m j=m j=k-+1
4 -1 0 4 4
Beispiel: Y j%= S j?+2j’+x2j’=2-%j?
j=—4  j=—4  j=0 j=1 j=1
n n n
(4) Zusammenfassen von Summen: Yaj+Xb=% (aj +bj)
j=m j=m j=m
4 4 4 4
Beispiel: > (10+k)+ > (10-m)=>(10+ j)+ > (10— j)=
k=1 m=1 j=1 j=1
4 i _ 4 4
= > (10+j)+(20-j))= £ 20=20- >1=80

C—
Il
LN

j =1 =

Dieses Beispiel Gberprife man durch die ausfiihrliche Summendarstellung:

4 4
>L0+k)+ (10— j)=(11+12+13+14)+(9+8+7+6) =80
k=1 m=1

(5) Umkehrungsregel: a. =

J

L
L

. an+m—j
J

5 5 5
Beispiel: 12345 = Yk -10°* = ¥ (6-k)-10°**) = ¥ (6-k)-10*7
k=1 k=1 k:l

J

10
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. ) n n+k
(6) Transformation des Summenindex: Ya;= ¥ ajyg
j=m j=m-+k

8 10
Beispiel: >(j+2)=6+7+8+9+10= 3 ]
j=4 j=6
Die bekannte Summenformel fir die ersten n nattrlichen Zahlen, die bereits im
2. Rechenbuch von ADAM RIES (1492 - 1559) zu finden ist, aber meist mit dem
jungen CARL FRIEDRICH GAuUSs (1777 - 1855) in Verbindung gebracht wird, d.h.
(n+1)

S(n)=1+2+3+..+n= %k:n— :
k=1 2

findet man unter Verwendung der Rechenregeln mit Summenzeichen auf
folgende Weise:

n 1 n n
S(n)= zk:?(szr zka

k=1 k=1 k=
1 n n
—-(Zk+ z(n+1—k)j: (nach Regel 5)
2 \k=1 k=1
:%- S(k+(n+1-k))= (nach Regel 4)
k=1
_1 %(n+1)=(n+l)- 1=  (nachRegel 2)
2 k=1 2 k=1
_n-(n+1)
2

Hierbei wurde insbesondere die Umkehrungsregel, das Zusammenfassen und
das Ausklammern eines Faktors angewandt.

Fir allgemeinere Ausdricke, wie etwa S(a,d,n)= %(a+k-d) ergeben sich
k=0

nun deren Summenformeln als unmittelbare Folgerung:

S(a,d,n)= %(a+k-d):a- §1+d. zk:a.(n+1)+d,n’(n+1)_

n
k=0 k=0 k=0 2

11
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Aufgaben Serie 1 (2018/19)

(Einsendungen bitte bis 14. September 2018 an Dr. Norman Bitterlich,
Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de 4)

Aufgabe 1-1: Man finde alle positiven ganzen Zahlen, die gleich der Summe
ihrer Quersumme und ihres Querproduktes sind? (5 Punkte)

Hinweis: Man beantworte ohne Verwendung von technischen Hilfsmitteln.

Aufgabe 1-2: Unter einem magischen Multiplikationsquadrat n-ter Ordnung
versteht man eine Anordnung von n? paarweise verschiedenen natrlichen (nicht
notwendig aufeinander folgenden) Zahlen auf einem n x n-Quadrat, so dass die
Produkte der Zahlen in jeder Spalte, jeder Zeile und jeder Diagonale gleich einer
Konstante sind. Man untersuche, ob es fiir n >2 magische Multiplikations-
quadrate gibt! (5 Punkte)

Aufgabe 1-3: Jemand hat 55 Balle, von denen einige blau sind und die brigen
rot. Aullerdem hat er 10 Kisten; in die erste passt genau ein Ball, in die zweite
passen genau zwei Balle usw.

Zeigen Sie, dass es moglich ist, alle Bélle so in den Kisten zu verstauen, dass in
keiner Kiste Balle unterschiedlicher Farbe vorkommen. (6 Punkte)

Aufgabe 1-4: Gegeben sei ein Quadrat. Ein Kreis soll so gezeichnet werden,
dass er zwei benachbarte Seiten des Quadrates beriihrt und durch den
gegenuberliegenden Eckpunkt des Quadrates geht. Man beschreibe die
Konstruktion. (6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der héheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bercksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 1-5A: Gegeben sei fur S die Summendarstellung S=1+3+..+31.
Man koénnte vermuten, dass unter S die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis

16
31 gemeint ist, also S =S,(16)= >(2-k -1).
k=1

(@) Man leite eine Formel zur Berechnung der Summe der ersten n ungeraden
Zahlen her, also einen Ausdruck ohne Summenzeichen fir S; in Abhangigkeit

vonn: S;(n)= %(2 -k —1). (2 Punkte)
k=1

* Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit Re: bestitigt. Kommt diese
Bestétigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten nachfragen!

12
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(b) Es ist zu zeigen, dass die Darstellung von S =1 + 3 + ... + 31 nicht eindeutig
ist. Man gebe aufler S; (mit 16 Summanden) zwei weitere Summen mit
verschiedener Summandenzahl an, in denen die Summanden 1, 3 und 31 wie
angegeben als erste, zweite bzw. letzte Summanden vorkommen, und verwende
fir die Summendarstellung das Summenzeichen. (2 Punkte)

(c) Man gebe unter Verwendung des Summenzeichens eine Darstellung fir
S=1+3+..+ 31 derart an, dass sich bei insgesamt 4 Summanden die Summe
45 ergibt. Man berechne die Summe der ersten 6 Zahlen gemalR dieser
Darstellung. Kann man firr jede vorgegebene Zahl A unter Verwendung des
Summenzeichens eine Darstellung fir S finden, so dass S(4) = A gilt?

(4 Punkte)

Aufgabe 1-5B: Es sind n Punkte (n > 1) so in einem Quadrat der Seitenlange 1
zu verteilen, dass ihr Mindestabstand moglichst groR wird. Unter
Mindestabstand d,, zwischen n Punkten einer gegebenen Verteilung wird die

kleinste L&nge von den insgesamt % - (n—1)-n mdglichen Verbindungsstrecken
zwischen je zwei Punkten verstanden. Fir n = 2 ist die Losung der Aufgabe
trivial und man findet d, =+/2. Fiir n = 4 erscheint d, =1 als naheliegend, aber
daflr ist bereits ein Beweis notwendig.

(a) Man gebe fiir n = 3 eine Verteilung mit moglichst groflem Mindestabstand
d; an und bestimme die GroRe von d; fir das gewahlte Beispiel. (2 Punkte)

(b) Man beweise, dass es eine Verteilung von n = 6 Punkten gibt, sodass der
Mindestabstand dg groRer als 0.58 wird. (2 Punkte)

(c) Man finde eine Verteilung von n = 5 Punkten, sodass der Mindestabstand dy

maximal wird. Man zeige, dass es keine Verteilung gibt, die einen groferen
Mindestabstand erreicht. (4 Punkte)

E R i b S S e i i S R i e i e i I i e i e e i
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Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der
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TEILNAHMEBEDINGUNGEN

(1) Die Teilnahme am Zirkel kann jederzeit angemeldet werden. Aus
organisatorischen Grinden wird fir die Vorbereitung des neuen Jahrgangs um
eine frihzeitige Anmeldung gebeten.

(2) Fir die Anmeldung ist die nachfolgende Teilnahmeerklarung (spatestens mit
der Einsendung der Ldsungen) an

Dr. N. Bitterlich, Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

einzusenden. Es erfolgt eine Eingangsbestatigung und — falls noch nicht erhalten
— die Zusendung der aktuellen Materialien.

(3) Der Teilnehmer tragt einen jahrlichen Unkostenbeitrag in Hohe von
20,00 EUR, der in Form einer Uberweisung unter Angabe des Namens und dem
Kennwort ,,KZM* + Klassenstufe auf das Konto

Kontoinhaber Bezirkskomitee ,,Mathematik*
IBAN DE90 8705 0000 3550 0030 55
SWIFT/BIC-Code CHEKDES81XXX (Sparkasse Chemnitz)

einzuzahlen ist. Bei spaterem Teilnahmebeginn wird ein anteilmaRiger
Unkostenbeitrag erhoben.

(4) Die Aufgabenserien, organisatorische Informationen zum KZM-Ablauf und
zu den Seminaren sowie die aktuellen Punktestdande werden unter www.kzm-
sachsen.de veroffentlicht. Zur Anonymisierung wird jedem Teilnehmer mit der
Riicksendung seiner Einsendung ein Code-Wort mitgeteilt.

(5) Die Einsendetermine zu den Serien sind moglichst einzuhalten. Die
korrigierten und teilweise kommentierten Einsendungen werden mit der
uberndchsten Serie zuriickgegeben.

(6) Es besteht die Mdoglichkeit der elektronischen Einsendung, wobei fir
Anlagen das PDF-Format bevorzugt wird. Es erfolgt eine elektronische
Eingangsbestatigung. Die korrigierten Einsendungen werden aber auch in
diesem Fall in Papierform zuriickgesandt. Per E-Mail kdnnen zusatzliche Infos
verschickt und Anfragen gestellt werden.

(7) Die Rucksendung erfolgt fir die Teilnehmer kostenfrei tber die Fachlehrer
der Schule. Man beachte allerdings, dass dieser Zustellungsweg gewdhnlich
etwas langer dauert. Wer seiner Einsendung 2 Briefmarken der Deutschen
Post & 0,70 € beilegt, erhélt die Riicksendung dieser Sendung auf direktem Weg
an die Wohnanschrift.
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TEILNAHMEERKLARUNG™>

NaAME, VOINaME: . .ottt e e e e e

WohnansChrift: ...

E-Mail: e

Name und Anschriftder Schule: . ......... ... . . . . . . . . . .

Ich méchte im Schuljahr 2018/19 unter den angegebenen Bedingungen am

Korrespondenzzirkel Mathematik der

Klassenstufe 9 Q
(bitte Klassenstufe ankreuzen)
Klassenstufe 10 QO

teilnehmen.

Ort, Datum Unterschrift des Unterschrift eines
Schiilers Erziehungsberechtigten

* Die Personendaten werden nur fiir den direkten Kontakt verwendet und nicht an Dritte
weitergegeben.
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Losungsbeispiele fir KZM-Aufgaben

Aufgabe. Welche Zahl ist groRer: 2018218 oder (2018!)? ?

Losungsdiskussion. Auch wenn es programmtechnisch moglich ist — das
zahlenmélige Ausrechnen beider Terme ist keine geeignete (und seitens der
Korrektur nicht anerkannte) Ldsungsmethode. Vielmehr versuche man (da
20182018 genau 2018 Faktoren besitzt) auch den zweiten Term in 2018 Faktoren
zu zerlegen. Wegen 2018!'=1-2-...-2018 bietet sich folgender Faktoren-

vergleich an:
2018 <k-(2018-k)  furk=1,2,...,2018

Diese Ungleichungen lassen sich leicht zeigen. Fir k=1 gilt das
Gleichheitszeichen, sonst die Ungleichung, woraus die Behauptung folgt. U

Aufgabe. Man ermittle alle nattrlichen Zahlen x und y, die die Gleichung
x? =y? +111
erfillen.

Losungsdiskussion. Bemerkt man, dass wegen (y +1)2 —y? =2y +1 der Abstand

zweier benachbarter Quadratzahlen ab einer gewissen Zahl y, groRer als 111 ist,
so genlgt es, fir die Zahlen y=1, 2, ..., 55 systematisch zu probieren, ob es
jeweils passend eine geeignete naturliche Zahl x dafir gibt. Eine solche
Losungsdarstellung muss zwar als richtig anerkannt werden, wenn fir alle diese
Falle die Rechnung nachvollziehbar angegeben ist — elegant ist eine solche
Losung aber nicht.! Um eine solche Losungsmethode zu vermeiden, konnte man
als Aufgabensteller den absoluten Term dieser Aufgabe drastisch erhdhen (

x? = y? +1111), aber mit entsprechendem (Aufschreibe-) Flei3 liel3e sich auch

diese Aufgabe durch systematisches Probieren losen. Besser ist es aber, die
Struktur dieser Aufgaben zu erkennen und damit die Rechnerei drastisch zu
beschréanken:

x2—y?=(x—y)-(x+y)=111=1-3-37, also x—y=1 x+y=111
oder Xx—y=3 x+y=37

bzw. x? —y? =(x—y)-(x+y)=1111=1-11-101,
also x—y=1 x+y=1111
oder x—y=11 x+y=101

1 Es sei darauf hingewiesen, dass die Nutzung von Rechentechnik zur Losungsfindung bei
KZM-Aufgaben natirlich zugelassen ist, aber nicht zur Lésungsdarstellung! Es genligt also
im Rahmen des KZM nicht, den Quellcode eines Programms anzugeben oder zu formulieren,
mit Hilfe eines Programms wurden die Losungen gefunden.
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Daraus lassen sich die jeweils zwei LOsungspaare ohne Schwierigkeit ermitteln
und anhand der zugehdrigen Proben bestétigen. ad

Aufgabe. Man ermittle alle zweistelligen natlrlichen Zahlen, bei denen die
dritte Potenz in der Einer- und Zehnerstelle mit der Ausgangszahl
ubereinstimmen.

Loésungsdiskussion. Auch diese Aufgabenstellung verleitet zum systematischen
Probieren. Man muss ja ,,nur” flir die Zahlen von 0 bis 99 die dritte Potenz
berechnen und die Endziffern vergleichen. (Sollen fiihrende Nullen bei n-
stelligen Zahlen nicht zugelassen werden, wird meist die Formulierung ,,echt n-
stellig” verwendet.) Durch die einfache Voriiberlegung, dass nur bei Zahlen mit
den Endziffern 0, 1, 4, 5, 6, 9 deren dritten Potenzen in der Einerziffer
Ubereinstimmen konnen, reduziert sich die Menge der zu probierenden Zahlen
deutlich. Doch man kann auch weiter analysieren: Sei x die zweistellige Zahl,

dann existiert nach Aufgabenstellung eine nattirliche Zahl y mit X3 =100y + x.
Nun gilt:

x3 —x=(x=1)-x-(x+1)=100y.

Das Produkt der drei aufeinander folgenden Zahlen (x — 1), x und (x + 1) muss
durch 100 und deshalb durch 25 = 52 teilbar sein. Da aber nur eine davon durch
5 teilbar sein kann, muss diese sogar durch 25 teilbar sein. Als Lésung kdnnen
also nur die Zahlen x =0, 1, 24, 25, 26, 49, 50, 51, 74, 75, 76 und 99 mdoglich
sein. Da jedoch in jedem dieser Falle das Produkt der drei Faktoren auch durch 4
teilbar ist, sind dies tatsachlich alles Losungen. u

Im Einleitungstext der Aufgabe A1-5B wird zum maximalen Mindestabstand
ds = 1 erwéhnt, dass eigentlich ein Beweis erforderlich sei. Nimmt man an, die
Punkte werden nicht auf die Eckpunkte des Quadrates verteilt, sondern befinden
sich jeweils mit dem Abstand x vom Eckpunkt entfernt auf einer Quadratseite,
S0 ist zu zeigen, dass der daraus resultierende Mindestabstand kleiner als 1 ist.

Geometrisch ist dies offensichtlich, da fur x < 1 der umschlossene Flacheninhalt
Kleiner als der des Ausgangsquadrates ist und somit auch alle Abmessungen
kleiner sind.

Analytisch lasst es sich — wie in geometrischen Aufgabenstellung h&ufig gern
ausgefiihrt — ebenfalls leicht nachweisen. Offensichtlich wird der
Mindestabstand durch die Seitenldnge des einbeschriebenen Quadrates

bestimmt, also (mittels Satz des Pythagoras) durch /x? +(1— x)2 . Wegen x<1
gilt

x2 +(1—x)? =1-2x+2x? =1-2x-(1-x) <1,

3
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sodass diese Verteilung einen kleineren Mindestabstand als d, = 1 liefert.

Aus diesem Ansatz lasst sich auch die Frage beantworten, welches in ein
Quadrat einbeschriebenes Quadrat den kleinsten Umfang hat. Offenbar muss
daflr der obige Wurzelausdruck nur moglichst klein sein, also

2
X +(1—X)2 =1-2x+2x? :2-((x—%j +%J—> min

Da das Quadrat einer reellen Zahl stets nichtnegativ ist, wird das Minimum flr
X = Y% erreicht. Diese Aussage lasst sich mihelos auch geometrisch herleiten:

Zeichnet man als Hilfsfigur das Rechteck wie in der /
nebenstehenden Skizze ersichtlich ein, so entspricht

dessen  Diagonalenldnge der  Seitenldnge  des I
einbeschriebenen Quadrates. Der im Innern des |\
Quadrates liegende Eckpunkt dieses Rechtecks
befindet sich auf der  Diagonalen  des
Ausgangsquadrates  (warum?). Damit ist die
Rechteckdiagonale am kirzesten, wenn sie orthogonal
auf der Quadratdiagonalen steht.

Aufgabe. Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC. Man konstruiere ein
Quadrat, dessen eine Seite auf AB liegt und die beiden anderen Punkte auf BC
bzw. auf AC liegen. C

Lésungshinweise: Angenommen,

man habe ein solches Quadrat A7
gefunden. Bezeichnen A’ und B’ die
Eckpunkte des einbeschriebenen
Quadrates auf AC bzw. auf BC, so
sind die Dreiecke ABC und 4’'B’C
ahnlich (warum?). A c B

B?

Also gilt (mit x als Lange der Quadratseite)

C ch
—— =—,woraus x =—— folgt.

h—x h c+h

Die Angabe des analytischen Ausdrucks fir x beendet noch nicht die
Konstruktion — es ist abschliefend zu erklaren, wie man die Lange x mit Zirkel
und Lineal aus den Strecken c¢ und h konstruieren kann (beispielsweise mit Hilfe
des Strahlensatzes — wie?).
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Doch auch diese Aufgabe ldsst sich
rein geometrisch 16sen: Man zeichne
ein beliebiges (kleines) Quadrat so in INZAA 8
das Dreieck, dass die eine

Quadratseite im Innern vom Dreieck X

ABC und parallel zu AB liegt und die :

beiden anderen Eckpunkte auf BC !

bzw. AC liegen. AN H B

Die Hohe CH habe mit den Quadratseiten die Punkte X und Y gemeinsam (s.
Skizze). Man kann nun zeigen: Ist A’Y parallel zu AX, so ist 4’ ein Eckpunkt
des gesuchten Quadrates (warum?). Die Konstruktion dieses Quadrates ist dann
kein Problem.

Dirichletsches Schubfachprinzip

Das Dirichletsche Schubfachprinzip (engl. pigeon-hole principle) wurde zuerst
von PETER GUSTAV DIRICHLET (1805 — 1859) explizit formuliert:

Werden n-k +1 Objekte auf n Schubfacher verteilt, so gibt es wenigstens
ein Schubfach mit mehr als k Objekte.

So einfach dieses Prinzip auch erscheinen mag, es wird dennoch von Schilern
nur selten vollstandig zur Beweisfuhrung bei Olympiade- und KZM-Aufgaben
genutzt. Dabei ist seine Anwendungsvielfalt enorm, man muss ,,nur” die
geeigneten Objekte und Schubfécher definieren kénnen, was sich aber durchaus
als schwierig erweisen kann.

Haufig sind Aufgabenstellungen des Typs ,Man zeige: Bei beliebiger
Anordnung ... gibt es mindestens .. mit dem Schubfachprinzip ldsbar,
insbesondere dann, wenn eine vollstdndige Fallunterscheidung fir die
,beliebigen Anordnungen* nicht mdglich oder nur sehr komplex erscheint.

Aufgabe. Jede natirliche Zahl n hat ein Vielfaches der Form 1111...1100...0000.
Objekte: (unendlich viele) verschiedene Zahlen der Form 111...11

Schubfacher: Reste 0, 1, ..., n — 1 bei Division durch n

- unendlich viele (und damit mehr als n) Zahlen und n Reste

Beweisidee: Wenigsten zwei Objekte (Zahlen dieser Form) befinden sich in
einem Schubfach (gleicher Rest bei Division durch n), deren Differenz die
geforderte Form hat und durch n teilbar ist.

5
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Aufgabe. Gegeben seien 100 beliebige natlrliche Zahlen aj,a,,..., 890 Man

zeige, dass man aus diesen stets eine Auswahl treffen kann, sodass deren
Summe durch 100 teilbar ist!

Objekte: 100 Summen der jeweils ersten n (n =1, ..., 100) Zahlen, also

a.l,al +a2,al +a2 +a3,..., al +a2 +...+a100

Schubfacher: Reste 1 bis 99 bei Division durch 100

- 100 Summen und 99 Reste

Beweisidee: Eines der Objekte (Summen) ist bereits durch 100 teilbar (dafur
gibt es kein Schubfach) oder in einem Schubfach (gleicher Rest bei Division
durch 100) befinden sich 2 Objekte (Summen), deren Differenz wieder eine
Summe gemaR der Aufgabenstellung ist.

Aufgabe. Man zeige: Wéahlt man aus den natlrlichen Zahlen 1 bis 200 auf
beliebige Weise 101 Zahlen aus, so sind unter diesen wenigstens zwei Zahlen,
von denen die eine ein ganzzahliges Vielfaches der anderen ist.

Objekte: grolte ungeradzahligen Teiler der ausgewahlten Zahlen
Schubféacher: ungerade Zahlen 1, 3, .., 199

- 101 Teiler und 100 ungerade Zahlen

Beweisidee: In einem Schubfach (ungerade Zahl) sind mindestens 2 Objekte
(Teiler), deren zugehdrigen Zahlen sich folglich nur durch eine Zweierpotenz als
Faktor unterscheiden.

Aufgabe. Kann man aus 100 beliebig gegebenen ganzen Zahlen stets 15 derart
auswahlen, dass die Differenz zweier beliebiger dieser 15 Zahlen durch 7 teilbar
ist?

Objekte: 100 Zahlen
Schubfacher: Reste 0, 1, ..., 6 bei Division durch 7

- 100 Zahlen und 7 Reste

Beweisidee: Wenigsten ein Schubfach (gleicher Rest bei Division durch 7) muss
wegen 14 -7=98 <100 mehr als 14 Objekte (Zahlen) enthalten, die bei Division
durch 7 jeweils den gleichen Rest lassen, sodass deren paarweisen Differenzen
stets durch 7 teilbar sind.
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Das Schubfachprinzip findet auch oft in geometrischen Aufgabenstellungen
Anwendung, beispielsweise wenn Punkte auf eine geometrische Figur verteilt
werden.

Aufgabe. Von zehn Punkten in einem Quadrat der Seitenldnge 1 LE haben
mindestens zwei einen Abstand kleiner oder gleich %\/5

(Hinweis: Bei Malizahlen flr Langen ohne Maleinheit werde LE als Angabe in
formalen Langeneinheiten verstanden.)

Objekte: 10 beliebig vorgegebene Punkte

Schubfacher: 9 Teilquadrate mit der Seitenldnge %

- 10 Punkte und 9 Teilflachen

Beweisidee: Wenigsten zwei Objekte (Punkte) befinden sich in einem
Schubfach (Teilflache), deren Abstand die Diagonale des Teilquadrates nicht
ubersteigen kann.

Man beachte, dass hiermit nur eine obere Grenze des maximalen
Mindestabstandes angegeben werden kann. Es ldsst sich mit dem
Schubfachprinzip  zunédchst nur schlussfolgern, dass der maximale
Mindestabstand den angegebenen Wert nicht Gbersteigt. Ob es eine Verteilung
gibt, die diese Grenze auch tatsachlich annimmt, muss zuséatzlich gezeigt
werden. Daflr genligt es jedoch, ein Beispiel anzugeben.

Aufgabe. Man finde eine Verteilung von n = 10 Punkten mit méglichst groRem
Mindestabstand.

Losungshinweise: Wie eben gezeigt gilt dyy < $+/2 ~0,471.

Es gelingt aber nicht, die 10 Punkte so zu verteilen, 4 4
dass dieser Grenzwert der maximale Mindestabstand
ist (wieso?). Man kann aber zeigen, dass der
maximale Mindestabstand mindestens mehr als 0,4
betragt. Teilt man ndmlich das Quadrat in 12

Teilrechtecke mit den Seitenlangen 7 bzw. 3 und ° °

verteilt die 10 Punkte wie angegeben auf den
Gitterpunkten, so betragt der Mindestabstand

(l)z + (l)z = % >0,416.
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Aufgabe. Im Innern eines Wirfels mit der Kantenldénge 1 LE seien 28
verschiedene Punkte beliebig angeordnet. Es ist zu beweisen, dass es dann
wenigstens ein aus zwei verschiedenen dieser 28 Punkten bestehendes
Punktepaar gibt, sodass der Abstand dieser zwei Punkte voneinander nicht

groRer als %\/5 ist.

Objekte: 28 beliebig vorgegebene Punkte

Schubféacher: 27 Teilwirfel mit der Kantenlédnge %4

- 28 Punkte und 27 Teilwirfel

Beweisidee: Wenigsten zwei Objekte (Punkte) befinden sich in einem
Schubfach (Teilwurfel), deren Abstand die Raumdiagonale des Teilwurfels nicht
ubersteigen kann.

Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 2

Zur Losung von Konstruktionsaufgaben mit Zirkel und Lineal in der
euklidischen Ebene nutzt man elementare Konstruktionen (so genannte
Grundkonstruktionen), die durch folgende Axiome (allgemeingdltige, nicht zu
beweisende Satze) abgesichert sind. Es gilt also als vereinbart, dass mit Zirkel
und Lineal in der Ebene folgende Konstruktionen ausgefuhrt werden kdnnen:

1. (Linealaxiom) Es ist stets moglich, durch 2 gegebene Punkte genau eine
Gerade zu ziehen.

2. (Schnittpunktaxiom 1) Der gemeinsame Punkt zweier nichtparalleler
Geraden l&sst sich stets konstruieren.

3. (Zirkelaxiom) Es lasst sich genau ein Kreis zeichnen, wenn sein
Mittelpunkt und wenigstens ein Punkt seiner Peripherie gegeben sind.

4. (Schnittpunktaxiom Il) Zu einem gegebenen Kreis und einer gegebenen,
diesen Kreis schneidenden Geraden lassen sich stets durch Konstruktion
die Schnittpunkte bestimmen.

5. (Schnittpunktaxiom I11) Es ist stets moglich, die Punkte zu konstruieren,
die zwei sich schneidenden Kreise gemeinsam haben.

Lasst sich eine Aufgabe nicht auf diese Axiome zuriickfiihren, so heifl3t sie
nichtelementar. Allerdings ist hierbei zwischen der Méglichkeit der Aufgabe
und der Losbarkeit der Aufgaben zu unterscheiden. Eine Aufgabe heil3t maglich,
wenn es eine Losung gibt. Dabei kann es aber durchaus sein, dass diese Lésung
nicht mit den oben genannten Axiomen ausfuhrbar ist, aber mit speziellen
Instrumenten wie Einschiebelineal oder Spiegellineal eine Ldsung praktisch

2 Nach: Hameister, E. Geometrische Konstruktionen und Beweise in der Ebene. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig 1970.
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gelingt. Solche Aufgaben nennt man elementar nicht Iosbar. Ein Beispiel ist
die Dreiteilung des Winkels

Fir eine Konstruktionsbeschreibung ist es streng genommen erforderlich, jeden
(Konstruktions-) Schritt durch eines oder mehrere dieser Axiome zu begrinden.
Die Halbierung eines Winkels mit Zirkel und Lineal kénnte ausfiihrlich so
beschrieben werden: Gegeben sei ein Winkel durch die zwei Halbgeraden
(Schenkel des Winkels) mit dem gemeinsamen Anfangspunkt S (Scheitelpunkt).

- Im Scheitel S des gegebenen Winkels wird der Zirkel eingesetzt und mit
einer beliebigen Offnung ein Kreisbogen gezeichnet (Axiom 3),

- der jeden Schenkel in einem Punkte A bzw. B schneidet (Axiom 4).

- Dann schlagt man um jeden der Punkte A und B mit einem festen,
ausreichend groRen, aber beliebig gewéahlten Radius einen Kreis (Axiom
3).

- Beide Kreise schneiden sich in einem von S verschiedenen Punkt T
(Axiom 5).

- Verbindet man Sund T (Axiom 1),

so ist die Gerade ST die gesuchte Winkelhalbierende.

Nun ist es natiirlich zur Verkirzung von Konstruktionsbeschreibungen zuléssig,
héufig wiederkehrende Konstruktionen als bekannt vorauszusetzen. Dazu
gehdren beispielsweise:

- Halbierung eines Winkels ZASB,

- Errichten der Mittelsenkrechten auf einer Strecke AB,
- Fallen des Lotes von einem Punkt P auf eine Gerade g,
- Konstruktion einer Parallelen zu einer Geraden g durch einen Punkt P.

Von der platonischen Schule (PLATON, um 428 bis 348 v.u.Z.), an deren
Eingangstiir die Worte ,,undeil ayeouetpntol sicito®® prangten, wurde die
Methodik der Durchfihrung von Konstruktionsaufgaben streng vorgegeben.
Jede, auch die einfachste Aufgabe sollte mit einer Analyse beginnen. Dazu wird
die vorgelegte Aufgabe an einer angenommenen Figur unter Berticksichtigung
der vorgegebenen Bestimmungsstiicke so aufgeldst, dass die Konstruktions-
schritte ersichtlich werden. Eine Skizze, in der alle bendtigten Punkte
eingetragen sind, ist eine hervorragende Grundlage fur die Analyse. Hier
schliel3t sich die eigentliche Beschreibung der Konstruktionsschritte an. Ist die
Konstruktionsaufgabe geldst, muss anschlielend der Beweis gefiihrt werden,
dass die gefundene Figur tatsachlich die geforderte ist. Oft genugt es, hierbei auf
die Analyse zu verweisen. Wenn aber gewisse Hilfskonstruktionen notwendig

3 Keiner soll ohne Kenntnisse der Geometrie hereinkommen*

9
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sind, wird dies als Nachweis nicht ausreichen und ein gesonderter Beweis ist
erforderlich. AbschlieRend ist stets die Diskussion zu fihren, ob die
Konstruktion  bei  jeder  konkreten  Wertvorgabe der  gegebenen
Bestimmungsstiicke ausfihrbar ist (Existenz) bzw. welche Beschrankungen zu
beachten sind (Nebenbedingungen). So kann man zwar die Konstruktion eines
Dreiecks aus den gegeben Seitenldngen beschreiben, die Konstruktion ist aber
nur ausfuhrbar, wenn diese Seitenldngen die Dreiecksungleichung erftllen.
SchlieBlich ist auch die Eindeutigkeit zu untersuchen, also ob die Konstruktion
eindeutig ausfihrbar ist. Ergeben sich beispielsweise in einem Schritt 2
Schnittpunkte und man muss zur Fortsetzung der Konstruktion einen davon
auswahlen, ist darzulegen, welche Konsequenzen sich aus der Auswahl fiir die
Figur ergeben. Diese Elemente der Konstruktionsbeschreibung findet man auch
in Wettbewerbsaufgaben wieder.

Aufgabe MO411032. Es sei ABC ein Viertelkreisbogen eines Kreises k; mit
dem gegebenen Radius r und Mittelpunkt M. Ein zweiter Kreis mit dem
Mittelpunkt A und dem Radius r teilt die Viertelkreisflache in zwei Teilflachen.
In die kleinere Teilflache soll ein dritter Kreis k M A

einbeschrieben werden, d.h. er soll die Strecke MB '

berthren, den Kreis k; von innen berihren und den
Kreis k, von auRen berthren.

k1

a) Wie grol3 ist der Radius des Kreises k?

b) Konstruieren Sie den Kreis k nur unter K
Verwendung von Zirkel und Lineal! B K2
Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!

Die Teilaufgabe a) ist die Aufforderung zur Analyse, denn wenn man den
Radius ry des Kreises k ermitteln kann (LOsungshinweis: r = r/6), findet man
wesentliche Aussagen zur Lage des Kreises, auf denen dann die
Konstruktionsbeschreibung beruht. Die Herleitung dieses Radius dient
gleichzeitig dem Beweis, dass der gefundene Kreis der gesuchte ist. Die
,,Existenz genau eines Kreises™ — so ein Korrekturhinweis in der Musterlosung —
musste erklart werden, wurde aber aufgrund der Anschaulichkeit ohne Beweis
akzeptiert.

Im Weiteren werden die Bestimmungsstiicke fur die zu konstruierende Figur
(soweit Missverstandnisse nicht zu erwarten sind) entsprechend der (blichen
Bezeichnungsweisen benannt. Es sollten aber prinzipiell Skizzen oder
Zeichnungen dargestellt und alle benannten Punkte, Strecken und Figuren
eingetragen werden. So konnen Missverstandnisse aus der textlichen
Beschreibung vermieden werden.

10
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Besteht die Aufgabenstellung darin, aus den gegebenen Seitenldngen a, b und ¢
ein Dreieck zu konstruieren, so wird man auch ohne detaillierte Analyse eine
geeignete Konstruktionsbeschreibung finden kdnnen. Die Eindeutigkeit ist leicht
zu erklaren (zwei spiegelbildliche, kongruente Ldsungen) und fir den
Existenznachweis gentigt der Hinweis auf die Dreiecksungleichungen. Auch die
Aufgabe, ein Dreieck aus den Seiten a und ¢ und dem Winkel o =30° zu
konstruieren, erscheint einfach. Die Diskussionen zur Eindeutigkeit (es kOnnen
zwei verschiedene, nicht kongruente Dreiecke konstruiert werden) und zur
Existenz (es muss a > c/2 gelten) missen aber sorgféltig gefuhrt werden.

Betrachtet man die Seitenldngen (a, b, c), WinkelgroRen («, S, ») sowie die
Langen der HOhen (ha, hy, he), Seiten- (Sa, Sp, Sc), und Winkelhalbierenden (wa,
Wy, We) als moglich Bestimmungsstiicke fiir Dreieckskonstruktionen, so lassen

15
sich insgesamt (3}2455 Aufgaben formulieren. Sollen Aufgaben, die durch

zyklisches Vertauschen der Bezeichnungen ineinander uUberfihrt werden
kdnnen, als unwesentlich verschieden angesehen werden, verbleiben insgesamt
95 wesentlich verschiedene Konstruktionsaufgaben. Von diesen sind die
Vorgaben (¢, £, ) und (a, S, he) unterbestimmt, d.h., bereits zwei der gegebenen
Grolen bestimmen die dritte Angabe eindeutig und somit lassen sich die
Dreiecke nicht eindeutig konstruieren, d.h. es fehlt eine dritte unabhédngige
BestimmungsgrofRe. Wéhrend 63 Aufgaben allein mit Zirkel und Lineal gel6st
werden konnen, sind die restlichen 30 Aufgaben im Allgemeinen mit Zirkel und
Lineal nicht Iosbar.

(wird fortgesetzt)

Bekannte Satze der Mathematik

Sehnensatz. Schneiden sich in einem Kreis zwei Sehnen, so ist das Produkt der
Abschnitte der einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnitte der anderen
Sehne.

Beweisskizze: Bezeichnen wie in der Abbildung 1 ersichtlich a, b, ¢ und d die
Sehnenabschnitte, so ist die Gleichheit

a-c=b-d

zu zeigen. Nun sind aber die Winkel ZDBC und ZDAC gleich groR, da es beide
Peripheriewinkel Uber der gemeinsamen Sehne CD sind. Ebenso stimmen die

GroRen der Winkel #BDA und ZBCA (Peripheriewinkel tber E). Folglich
sind die Dreiecke ASD und BCS dhnlich (www). Damit gilt die
Verhaltnisgleichung a : d = b : ¢, woraus die behauptete Gleichung unmittelbar
folgt. a

11
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D C

Abbildung 1 Abbildung 2

Sekantensatz. Schneiden sich zwei Sekanten auRerhalb des Kreises, so ist das
Produkt der Abschnitte vom Sekantenschnittpunkt bis zu den Schnittpunkten
von Kreis und Sekante auf beiden Sekanten gleich.

Beweisskizze: Mit der Bezeichnung wie in Abbildung 2 ist zu beweisen, dass gilt
a-(a+c)=b-(b+d).

Wie beim Sehnensatz beweist man die Ahnlichkeit der Dreiecke SCB und SAD.
Wahrend die Winkelgleichheit von ZACB und ZADB als Peripheriewinkel tiber

AB unmittelbar folgt, sind die Winkel ZCBS und ZSAD als Nebenwinkel von

/DBC bzw. ZDAC (Peripheriewinkel tber CD) gleich groB. Also gilt die
Verhéltnisgleichung

a:(b+d)=b:(a+c),

woraus die Behauptung folgt. a

Sekantentangentensatz. Jede Tangente von einem Punkt an einem Kreis ist
mittlere Proportionale zu den durch den Kreis gebildeten zugehdrigen
Sekantenabschnitten.

Beweisskizze: Um die Gleichung
b?=a-(a+c)

zu beweisen, genligt es im obigen Sekantensatz die eine Sekante so zu
verschieben, dass B und D zusammenfallen (s. Abbildung 3).

12
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Abbildung 3

59. Internationale Mathematik-Olympiade

Die diesjahrige Internationale Mathematik-Olympiade fand vom 3. bis 14. Juli
2018 in Cluj-Napoca (Rumaénien) statt. Mit 594 teilnehmenden Schilerinnen
und Schulern aus 107 Landern ist sie die IMO mit dem bislang drittgrofitem
Teilnehmerfeld (Rekord: 2017 mit 111 Landern und 615 Startern).

Insgesamt wurden 289 Medaillen vergeben, somit erhielten 48,7% aller
Teilnehmer einen Preis. Mit einer Goldmedaille, zwei Silbermedaillen und einer
Bronzemedaille schnitten die deutschen Teilnehmer ahnlich erfolgreich wie
2017 ab. Das Team konnte mit insgesamt 131 Punkten von 252 moglichen
Punkten in der (inoffiziellen) Landerwertung den 31. Platz erreichen (Vorjahr:
33. Platz). Angefuhrt wird diese Liste von den USA (212 Punkte) und Russland
(201 Punkte), die jeweils 5 Gold- und eine Silbermedaille erragen.

Vielféltige Informationen sind unter http://www.imo-official.org/ zu finden!

Aufgaben der 59. IMO

Hinweis: Die Aufgaben muss man nicht l16sen kdnnen. Aber eine Skizze zur Verdeutlichung
der Problematik zeichnen, einen Spezialfall analysieren oder ein passendes Zahlenbeispiel
finden kann man schon einmal versuchen.

Aufgabe 1. Es sei I der Umkreis eines spitzwinkligen Dreiecks ABC. Punkte D
und E liegen so auf den Strecken AB bzw. AC, dass AD = AE gilt. Die
Mittelsenkrechten der Strecken BD und CE schneiden die kiirzeren Kreisbégen
AB bzw. AC von I" in den Punkten F bzw. G.

Man beweise, dass die Geraden DE und FG parallel oder gleich sind.
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Aufgabe 2. Man bestimme alle ganzen Zahlen n > 3, flir die reelle Zahlen a;, a,,
..., @n+2 EXIStieren, sodass an+1 = ai, an+2 = az und

ai-ai+1+ 1 =ajw
furi=1,2,...,ngelten.

Aufgabe 3. Ein anti-Pascalsches Dreieck ist eine gleichseitig dreieckige
Anordnung von Zahlen in der, mit Ausnahme der Zahlen in der untersten Zeile,
jede Zahl gleich dem Absolutbetrag der Differenz der beiden unmittelbar
darunter stehenden Zahlen ist. Zum Beispiel ist die folgende Anordnung ein
anti-Pascalsches Dreieck mit vier Zeilen, das jede ganze Zahl von 1 bis 10
enthalt.

8 3 10 9

Existiert ein anti-Pascalsches Dreieck mit 2018 Zeilen, das jede ganze Zahl von
1bisl+2+ ...+ 2018 enthalt?

Aufgabe 4. Ein Knoten ist ein Punkt (x; y) in der Ebene, fir den sowohl x als
auch y positive ganze Zahlen kleiner oder gleich 20 sind.

Zundchst ist jeder der 400 Knoten unbesetzt. Amy und Ben legen abwechselnd
Steine auf die Knoten, wobei Amy beginnt. In jedem Zug von Amy legt sie
einen neuen roten Stein so auf einen unbesetzten Knoten, dass der Abstand
zwischen je zwei von roten Steinen besetzten Knoten ungleich V5 ist. In jedem
Zug von Ben legt er einen neuen blauen Stein auf einen unbesetzten Knoten.
(Ein Knoten, der von einem blauen Stein besetzt ist, darf einen beliebigen
Abstand von jedem anderen besetzten Knoten haben.) Sie héren auf, sobald ein
Spieler keinen Stein mehr legen kann.

Man bestimme das groite K, so dass Amy sicher mindestens K rote Steine legen
kann, unabhangig davon, wie Ben seine blauen Steine legt.

Aufgabe 5. Es sei aj, ay, ... eine unendliche Folge positiver ganzer Zahlen. Es
sei angenommen, dass eine ganze Zahl N > 1 existiert, sodass flr jedes n > N die
Zahl

Y,%, 4o

d a3 &N
ganz ist. Man beweise, dass es eine positive ganze Zahl M gibt, so dass
am = antl fur alle m > M gilt.
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Aufgabe 6. Ein konvexes Viereck ABCD erfulle die Bedingung
AB-CD = BC-DA. Ein Punkt X liege so im Inneren von ABCD, dass

ZXAB =£ZXCD und £ZXBC =£XDA.

Man beweise, dass ZBXA + ZDXC = 180° gilt.

Mathematik im Wettbewerb ,,Jugend forscht*

Der Bundeswettbewerb ,,Jugend forscht* wird von der gleichnamigen Stiftung
ausgerichtet 4. Im Jahre 1965 rief der damalige Chefredakteur und Herausgeber
des STERN, Henri Nannen, den Wettbewerb ,,Jugend forscht* ins Leben, um
der naturwissenschaftlich-technischen Nachwuchsforschung ein Podium fir ihre
Aktivititen zu bieten. Ab 1975 ist ,Jugend forscht ein gemeinsames
Forderungswerk des Bundesministeriums fir Bildung und Wissenschaft sowie
des STERN. Die Schirmherrschaft hat der Bundespréasident ilbernommen.

Die Wettbewerbsidee ist dem urspringlichen Anliegen treu geblieben. Alles,
was in den sieben Fachgebieten® Arbeitswelt, Biologie, Chemie, Geo- und
Raumwissenschaft, Mathematik/Informatik, Physik und Technik
untersuchenswert erscheint, kann aufgegriffen, erarbeitet und schlief3lich in den
Regionalwettbewerben prasentiert werden. Sowohl als Einzelstarter als auch in
einer Gruppe bis zu 3 Schilern kénnen Mé&dchen und Jungen bis 16 Jahre
(,,Schiiler experimentieren*) bzw. Jugendliche zwischen 16 und 22 Jahre
(,,Jugend forscht®) teilnehmen. Die Anmeldung bis zum 30. November ist
gleichermalien die Startberechtigung — vorausgesetzt, bis zum Einsendetermin
im Januar des Folgejahres kann eine etwa 15-seitige Darstellung der
Forschungsergebnisse vorgelegt werden. Diese Arbeit ist zum Wettbewerb
Offentlich vorzustellen: an einem Stand steht man Juroren, Gé&sten und den
anderen Teilnehmern Rede und Antwort.

Der Gesamteindruck aus schriftlicher Arbeit, Poster und mindlicher Darstellung
entscheidet (ber die Preisvergabe. Wesentliche Erfolgskriterien sind:
Originalitat, Eigenstandigkeit, Kreativitdt. Kaum einer geht leer aus, viele
Sonderpreise sind Lohn fur die Leistungen. Die Besten jedes Fachgebietes (und
das koOnnen auch jeweils mehrere sein) werden zur Teilnahme am
Landesausscheid eingeladen, wo sie die Chancen erhalten, als Landesbeste ins
Bundesfinale zu gelangen.

* www.jugend-forscht.de
5 Schwer klassifizierbare Themen konnen als interdisziplindre Arbeiten gesondert bewertet
werden.
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Teilnehmerzahl
Schuljahr | (Anmeldungen Patenfirma des Bundesfinales
zur 1. Runde)
2015/16 12.058 Heinz Nixdorf MuseumsForum Paderborn
2016/17 12.226 Siemens AG, Heinrich-Lades-Halle Erlangen
2017/18 12.069 Merck KGaA Darmstadt

Gesamt-Teilnehmerzahl und Patenfirma des Bundesfinales

Das Fachgebiet Mathematik/Informatik eignet sich eigentlich gut fur eine
Prasentation eigener Untersuchungen, zeigt aber bundesweit mit 907
Teilnehmern (7,5%) beinahe die geringste Resonanz, aber weiterhin
hintereinander mit einem kleinen Plus an Teilnehmern! In Sachsen waren es
immerhin 14,0% aller Teilnehmer, die sich mit Projekten in diesem Fachgebiet
beschaftigen.

Der sachsische Landeswettbewerb® wurde vom 22. bis 24. Marz 2018
gemeinsam von den Patenfirmen Globalfoundries, Siemens AG und BMW
Group in Leipzig bei BMW veranstaltet. Hier wurde das FG
Mathematik/Informatik mit 5 Arbeiten vertreten — das sind 22,7% aller Projekte
(gesamt 22 Arbeiten).

Jeder, der sich schon einmal mit einer mathematischen Problemstellung vertieft
befasst hat, sollte seine Ergebnisse auch bei ,Jugend forscht* vorstellen. Die
Miuhe der Présentationsvorbereitung lohnt sich auf alle Falle! Bei Anfrage wird
gern Unterstltzung bei der Themenfindung, der inhaltlichen Umsetzung und
gegebenenfalls der Partnersuche gegeben — aber jeder Mathematik- oder
Informatik-Lehrer ist gleichermalen ein Ansprechpartner.

Die folgende Ubersicht der Themen der Landeswettbewerbe den letzten drei
Jahre gibt einen Eindruck Uber die Vielfalt der untersuchten Fragestellungen im
Fachgebiet Mathematik/Informatik (alphabetisch geordnet):

Barylla, Philipp & Herrmann, Philipp (Rossbach-Schule, BSZ Leipzig) | 2016
Jugend forscht to go

2. Platz, Sonderpreis des Sachsischen Staatsministeriums fiir Kultus,
Sonderpreis futureSAX

Borodi, Vlad Samuel & Seibt, Annegret (Kepler-Gymn. Chemnitz) 2018
Analyse von Kartenmischtechniken
2. Platz

Jandura, Sven (Nex6-Gymn. Dresden) 2016
Analyse der Restfehlerwahrscheinlichkeiten zweier Decodierer von
linearen Blockcodes

Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale, Sonderpreis futureSAX

¢ www.jugend-forscht-sachsen.de
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Juppe, Pascal (Sachs. Landesgymn. St. Afra Meil3en)
Identifikation organischer Verbindungen mittels Infrarot-
spektroskopie und neuronalen Netzen

3. Platz, Sonderpreis Jahresabonnement ,, Spektrum der Wissenschaft “

2018

Kandratavicius, Mantas (Goethe-Gymn. Chemnitz)
Lésungsansatze der Beal-Vermutung
3. Platz, Sonderpreis Forschungspraktikum Leibnitz-Institut

2018

Ketelsen, Margarete (Nex0-Gymn. Dresden)
Drei- und Vierdimensionale Fraktale
2. Platz

2017

Konig, Josie (Kepler-Gymn. Chemnitz)
Das lineare Regressionsmodell in Theorie und Praxis
3. Platz, Sonderpreis Studienseminar ,, Kerchensteiner Kolleg “

2016

Krabbes, Felix (Ostwald-Gymn. Leipzig)

Praxisorientierter Steuerungsalgorithmus fur ein autonomes RC-
Segelboot

Landessieger fur interdisziplindre Arbeit, Teilnahme am Bundesfinale

2017

Loos, Felix (Freies Gymn. Borsdorf)
Entwicklung einer kinstlichen Intelligenz flr Industrieroboter
Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale

2018

Meyer, Julian (Sachs. Landesgymn. St. Afra MeilRen)
Simulationen von Strukturen aus Holz
Sonderpreis Qualitatssicherung

2018

Mogdans, Sarah (Freies Gymn. Penig)
Wurzelziehen — keine schmerzhafte Angelegenheit
3. Platz

2016

Schmidt, Conrad (Kepler-Gymn. Chemnitz)
Erstellung einer Android App als smartes Hausaufgabenheft
3. Platz, Sonderpreis des S&chsischen Staatsministeriums fir Kultus

2017

Skaliks, Eric (Sachsisches Landesgymn.St. Afra Meil3en)
Neural AMT
Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale

2017

Das Bundesfinale des 52. Wettbewerbs ,,Jugend forscht* wurde vom 24. bis 27.
Mai 2018 von der Merck KGaA in Darmstadt ausgerichtet. Insgesamt 182
Finalisten hatten sich mit ihren 105 Projekten wéahrend des Finales einer
Expertenjury aus Wissenschaft und Forschung gestellt. Den 1. Preis im
Fachgebiet Mathematik/Informatik errang Robin Christ (Lessing-Gymn.
Lampertheim) mit der Arbeit ,, Wohltemperierte Mathematik — Entwicklung
eines hochparallelen BEM-Solver<. Der Finalsieg war mit einem Preisgeld der
Fraunhofer-Gesellschaft zur FOrderung der angewandten Forschung e.V.
(2500 €) verbunden. Uber die Siegerarbeit ist unter www.jugend-forscht.de zu

lesen:
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Das Grundprinzip fur den erfolgreichen Bau eines guten Lautsprechers
lautet: ausprobieren! Auch Klangtuftler und Mathefan Robin Christ
konstruierte seine Lautsprecher selbst. Trotz umfénglicher Erfahrung
entstanden dabei zunachst viele Prototypen, bevor er ein Modell mit
warmem Klang und , breiter Biihne“, das heist mit starkem,
raumfillendem Klang, prasentieren konnte. Um den Konstruktionsprozess
zu beschleunigen, entwickelte der Jungforscher einen Algorithmus zur
Losung  der  Helmholtz-Gleichung  nach  der  sogenannten
Randelementmethode, den er zur Simulation von Schallwellen im
dreidimensionalen Raum nutzte. Um auch aufwendige Simulationen fiir
grolle Lautsprecher in berschaubarer Zeit zu bewerkstelligen, passte er
seinen Algorithmus so an, dass er sich auf einem Rechencluster ausfiihren
lasst.

Die Jury beeindruckte insbesondere, wie Robin Christ anspruchsvolle Theorie,
effiziente Implementierung der Simulation akustischer Umgebungen und die
Losung von Problemen aus der Anwendung der Akustik kombinierte. Seine
Forschungsarbeit kann tber die Konstruktion von Lautsprechern hinaus helfen,
Probleme im Bereich der Beschallung zu lésen.

MO - die Einstiegsaufgaben

Man kann erwarten, dass die erste Aufgabe einer Mathematik-Olympiade den
Einstieg in eine erfolgreiche Bearbeitung erleichtern soll. Die
Aufgabenstellungen sind h&ufig kurz und knapp. Die Musterlosungen fur die
Korrektoren sind es meist ebenso, woraus zu schlieen ist, dass der
Aufgabenerfinder keine wesentlichen Probleme erwartet. Ein Blick auf die
Ergebnislisten der 3. Stufe in Sachsen bestatigt diesen Eindruck — zumindest ftr
die Preistréager.

Aufgabe MO430931. Gegeben sei ein quadratisches Gitter aus 10 x 10
kongruenten Teilquadraten. Wie viele Quadrate gibt es, deren Seiten auf den
Linien dieses Gitter liegen?

Von den 38 Teilnehmern der Klasse 9 erreichten 25 die volle Punktzahl,
darunter bis auf einen alle Preistrager.

Aufgabe MO431031. Gegeben sei ein quadratisches Gitter aus 10 x 10
kongruenten Teilquadraten. Wie viele Rechtecke gibt es, deren Seiten auf den
Linien dieses Gitter liegen?

Die 15 Teilnehmer der Klasse 10 erreichten durchschnittlich 65% der
Punkte, alle Preistrager erhielten bei dieser Aufgabe die volle Punktzahl.
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Aufgabe MO451031. Fir eine Projektarbeit sollen die 9 Schiler eines Kurses in
Gruppen aufgeteilt werden. Dabei sind nur Gruppen zu zwei oder zu drei
Schulern zugelassen. Wie viele verschiedene Madoglichkeiten fir die
Gruppeneinteilung gibt es, wenn nicht nur berlcksichtigt wird, wie viele Schiiler
in einer Gruppe sind, sondern auch welche?

Die 27 Teilnehmer der Klasse 10 erreichten durchschnittlich 75% der
maoglichen Punkte. Doch manche Preistréger zeigten Ungenauigkeiten und
vergaben bis zu 5 Punkten!

Aufgabe MO460931. Die aufsteigende Folge (a,, ) mit
a.]_:l, a2 :3, a.3:4, 3.4 :9, a.5:10, a.6 :12, a7 :13,

besteht aus allen positiven ganzen Zahlen, welche eine Dreier-Potenz oder eine
Summe von verschiedenen Dreierpotenzen sind.
Finden Sie das hundertste Glied a,,,dieser Folge.

Die 5 Preistréger der Klassenstufe 9 erhielten durchschnittlich 90,0% der
maoglichen Punkte. Die anderen 18 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 41,7% der mdglichen Punkte.

Aufgabe MO470931. Beweisen Sie, dass es unendlich viele positiven ganze
Zahlen a gibt, fur welche die Zahl a + 0,25 das Quadrat einer rationalen Zahl ist.

Die 7 Preistréger der Klassenstufe 9 erhielten durchschnittlich 92,9% der
maoglichen Punkte. Die anderen 16 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 75,0% der mdglichen Punkte.

Aufgabe M0510931/511031. In einem reguléren Fechtturnier tritt jeder Fechter
gegen jeden anderen genau einmal zum Fechtkampf an.

a) Weisen Sie nach, dass in reguldres Turnier mit 6 Sportlern 9 Fechtkampfe
mehr erfordert als ein Turnier mit 4 Sportlern.

b) Ermitteln Sie die Anzahl der Fechtkdmpfe bei einem reguléren Turnier mit 8
Teilnehmern.

c) Nachdem in einem groReren Turnier alle Teilnehmer die ersten 10
Fechtkdmpfe absolviert hatten, erkrankten zwei Sportler und konnten nicht mehr
am Turnier teilnehmen. Im gesamten Turnier wurden (einschliellich der bisher
von den Erkrankten bestrittenen Kdampfe) insgesamt 156 Fechtkampfe
ausgetragen.

Untersuchen Sie, ob der Fechtkampf zwischen den beiden erkrankten Sportlern
noch stattgefunden hatte oder ob er ausgefallen war.
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Die 9 Preistréager der Klassenstufe 9 erhielten durchschnittlich 90,7% der
maoglichen Punkte. Die anderen 22 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 69,0% der mdglichen Punkte.
Die 6 Preistrager der Klassenstufe 10 erhielten jeweils 100% der
maoglichen Punkte. Die anderen 19 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 69,3% der moglichen Punkte.

Aufgabe M0520931/521031. Uber ein Wettschwimmen mit sechs Teilnehmern
A, B, C, X, Y und Z, die alle unterschiedliche Zeiten erreichten, sind sehr
widersprichliche Informationen in Umlauf:

(1) X wurde nicht Flnfter und Y wurde Sechster.
(2) X wurde Finfter und Z wurde Dritter.

(3) X wurde Funfter und Y wurde Vierter.

(4) Z wurde Dritter oder Y wurde Zweiter.

Untersuchen Sie, ob es moglich ist, dass

a) alle vier,
b) genau zwei

dieser Aussagen (1) bis (4) gleichzeitig zutreffen.

c) Bei der Einlaufreihenfolge C, Z, B, Y, X, A ist genau eine der vier Aussagen
wahr, namlich (3). Bestimmen Sie die Anzahl der moglichen
Einlaufreihenfolgen, fur die keine der vier Aussagen wabhr ist.

Die 8 Preistrager der Klassenstufe 9 erhielten durchschnittlich 93,8% der
maoglichen Punkte. Die anderen 28 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 69,6% der moglichen Punkte.
Die 4 Preistrager der Klassenstufe 10 erhielten jeweils 100% der
maoglichen Punkte. Die anderen 16 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 69,2% der mdglichen Punkte.

Aufgabe M0540931/541031.
a) Ermitteln Sie alle paare (X, y) reeller zahlen, welche das Gleichungssystem

1 1
=12X ——;y=—-9X
y 9 y 12

erfallen.

b) Gegeben seien zwei reelle Zahlen a und b mit ab # 0. Ermitteln Sie in
Abhéngigkeit von a und b alle Paare reeller Zahlen (x,y), welche das
Gleichungssystem
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1 1
y=ax——;y=——Dbx
b a

erfullen.

Die 11 Preistrager der Klassenstufe 9 erhielten durchschnittlich 75,0% der
maoglichen Punkte. Die anderen 24 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 53,3% der moglichen Punkte.
Die 4 Preistrager der Klassenstufe 10 erhielten durchschnittlich 83,3% der
maoglichen Punkte. Die anderen 13 Teilnehmer erreichten bei dieser
Aufgabe im Durchschnitt 61,7% der mdglichen Punkte.

Die Preistrager behaupteten sich also meist schon bei den Einstiegsaufgaben —
man sollte also bei scheinbar einfachen Aufgaben keine Punkte verschenken!
Aber eine Garantie auf den leichten Einstieg gibt es nicht. So erwies sich die
erste Aufgabe der 3. Stufe der 40. MO {iberraschend als ,,Scharfrichter*:

Aufgabe M0O400931/401031. Wenn zwei Personen einen Kuchen teilen sollen,
so konnen sie das Prinzip ,,Der eine teilt, der andere wihlt* anwenden. Dabei
kann jeder der beiden mit dem Ergebnis zufrieden sein. Beschreiben Sie ein
Verfahren, mit dem ein Kuchen auf flinf Personen aufgeteilt werden kann, und
begriinden Sie, dass jeder mit dem Ergebnis zufrieden sein kann!

In der Klassenstufe 9 erreichten die 30 Teilnehmer einen
Punktdurchschnitt von nur 28%, der Durchschnitt fir die 25 Starter der
Klassenstufe 10 betrug 29%. Die Preistrager konnten sich dabei nur wenig
absetzen (KI. 9: 38%, KI. 10: 43%).

In alten Mathe-Biichern geblattert

Im Verlag von B.G. Teubner (Leipzig) erschien 1906 die 7. Auflage eines
Buches von Dr. E. Bardeys: Arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der
Arithmetik, vorzugsweise fur Realschulen, hdhere Birgerschulen und verwandte
Anstalten. In dieser 232-seitigen Aufgabensammlung werden im zweiten Teil
Bestimmungsaufgaben im Kapitel XVIII Gleichungen ersten Grades mit
mehreren Unbekannten behandelt. Der vorangestellte kurze Theorieteil
beschreibt zun&chst:

,,Eine Gleichung mit zwei Unbekannten x und y heil3t vom ersten Grad, wenn sie
auf die Form gebracht werden kann ax + by = c. Aus einer einzigen derartigen
Gleichung lassen sich die Unbekannten x und y nicht bestimmen. Man braucht
hierzu vielmehr zwei Gleichungen zwischen denselben Unbekannten. Beide
Gleichungen missen voneinander unabhangig sein, d.h. die eine Gleichung darf
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keine blolke Folge der anderen sein. Zwei Gleichungen, durch welche zwei
Unbekannte bestimmt werden konnen, heiRen ein System von zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten. [...] Um ein System von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten aufzuldsen, sucht man aus demselben zunéchst eine Gleichung mit
nur einer Unbekannten abzuleiten. Man muss daher die eine Unbekannte
fortschaffen oder eliminieren. Diesem Zwecke dienen drei Methoden: die
Additionsmethode, die Einsetzungsmethode, die Gleichsetzungsmethode.*

Nach kurzen Erklarungen dieser Methoden an einfachen Beispielen folgen 267
Aufgaben und weitere 159 Anwendungsaufgaben (Sachaufgaben). Darunter:

Aufgabe 35. Die Differenz der Quadrate zweier Zahlen ist 120. Vermindert man
jede um 5, so ist die Differenz der Quadrate 60. Wie heil3en die Zahlen?

Aufgabe 47. Einem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und der Héhe h ist ein
Rechteck eingezeichnet, welches doppelt so lang als breit ist. Wie grol} sind die
Seiten des Rechtecks?

Aufgabe 94. Welche zweiziffrige Zahl gibt 11 Rest 1, wenn man sie durch die
erste Ziffer, hingegen 9 Rest 4, wenn man sie durch die zweite Ziffer teilt?

Aufgabe 113. Um die Ecken A, B und C eines Dreiecks sind drei Kreise
beschreiben, die sich von auen berthren. Es ist BC = a, AC = b und AB = c.
Wie grol? sind die Radien der drei Kreise?

Man l6se diese Aufgaben!

Aufgaben Serie 2 (2018/19)

(Einsendungen bis 5. November 2018 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str.
21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de )

Aufgabe 2-1. Es sollen Dreiecke mit zuféllig ausgewdéhlten Seitenldngen
konstruiert werden. Mit einem Spielwirfel werden die Seitenldngen ermittelt,
wobei die jeweils geworfene Augenzahl die L&nge einer Seite in cm angibt.

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass aus drei nacheinander
gewdrfelten Zahlen a, b und c ein Dreieck mit den Seitenldngen a cm, b cm und
¢ cm konstruiert werden kann.

" Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit Re: bestétigt. Erhalten Sie
diese Bestatigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten nachfragen!
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Hinweis: Wir nehmen an, dass die Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 jeweils mit
der Wahrscheinlichkeit 1/6 gewdrfelt werden.
(5 Punkte)

Aufgabe 2-2. Die Zahlen 12, 13 und 15 sind — in irgendeiner Reihenfolge —
Mafzahlen zweier Seiten und der Hohe Uber der dritten Seite eines Dreiecks.
Man ermittle den Flacheninhalt des Dreiecks.

(5 Punkte)

Aufgabe 2-3. Es sei s =3/20 +14+/2 + 3201442 .

Man berechne s2und s®. Man untersuche, ob s rational ist und gebe in diesem
Fall den rationalen Wert an!

(Hinweis: Die Wurzelwerte dirfen nicht durch Naherungswerte ersetzt werden.)
(6 Punkte)

Aufgabe 2-4. Es ist zu beweisen: In jedem Dreieck ist die Summe der L&ngen
der Seitenhalbierenden kleiner als der Umfang des Dreiecks.
(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Ldsung mit der hoher
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bericksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betrégt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 2-5A. Von einem Kreis sind zwei Punkte A und B und eine Tangente g
gegeben. Man konstruiere den Kreis und gebe jeweils die Konstruktions-
beschreibung an, falls

(a) der Punkt A auf g liegt.

(2 Punkte)
(b) die Gerade durch A und B parallel zu g ist.

(2 Punkte)
(c) die Gerade durch A und B die Tangente g in einem Punkt S schneidet, der

von A und B verschieden ist.
(4 Punkte)
Aufgabe 2-5B.

(a) Man zeige: Unter 52 natirlichen Zahlen gibt es stets zwei, deren Summe
oder deren Differenz durch 100 teilbar ist.
(2 Punkte)
(b) In einem Quadrat mit der Seitenlange 7 sind 51 Punkte markiert. Es ist zu
zeigen, dass es unter diesen Punkten stets drei gibt, die im Inneren eines
Kreises mit dem Radius 1 liegen.
(2 Punkte)
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(c) In einem regelmaligen Neuneck sei jede Ecke entweder rot oder griin
gefarbt. Je drei Ecken des Neunecks bestimmen ein Dreieck. Ein solches
Dreieck heil3e rot bzw. griin, wenn seine Ecken alle rot bzw. alle grin
sind. Man beweise, dass es bei jeder derartigen Farbung des Neunecks
mindestens zwei verschiedene kongruente Dreiecke gleicher Farbe gibt.

(4 Punkte)
Seminarankindigung

Das 1. Chemnitzer Seminar findet am Samstag, dem 22. September 2018. Wir

sind zu Gast an der Fakultat fir Mathematik an der Technischen Universitat
Chemnitz. Bitte das beiliegende Seminarprogramm beachten.

E R i e S e e i i i S i e i S e I S e e e S
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Losungsdiskussion Serie 1

Aufgabe 1-1: Man finde alle positiven ganzen Zahlen, die gleich der Summe ihrer
Quersumme und ihres Querproduktes sind?

Losungshinweise: Es seien QS(n) die Quersumme und QP(n) das Querprodukt der
natlrlichen Zahl n. Gesucht sind alle also positiven ganzen Zahlen n mit n = QS(n) +

QP(n).

Fir eine einstellige positive ganze Zahl n gilt n = QS(n) = QP(n). Deshalb kann es
flr diese Zahlen keine Ldsung geben.

Seien a (a > 0) und b die Ziffern einer zweistelligen Zahl, dann lasst sich die
Aufgabenstellung wie folgt darstellen:

l0a+b=a+b+ab, also 9a=ab, dh. b=09.

Die Probe bestatigt, dass 19, 29, ..., 99 bzw. allgemein 10a + 9 (a = 1, ..., 9)
Ldsungen sind:

10a+9=a+9+ 9a.

Seien nun a (a > 0), b und c die Ziffern einer dreistelligen Zahl, dann lasst sich die
Aufgabenstellung wie folgt darstellen:

100a+ 10b+c=a+ b+ c + abc,
also 99a + 9b = abc.

Teilt man in dieser Gleichung beide Seiten durch a, so ist die linke Seite grofier oder
gleich 99, die rechte Seite kann aber nicht grofier als b - ¢ <9 - 9 = 81 sein. Folglich
kann es keine Losungen fir dreistellige Zahlen geben.

Anschauliche Fortsetzung der Lésung: Erhéht sich die Stellenzahl, so erhoht sich die
linke Zahl um mehr als das 10-fache, die rechte Zahl jedoch hochstens um das 9-
fache. Es kann also auch bei weiteren mehrstelligen Zahlen keine Ldsung geben.

n . n n
Allgemeine Losung: Es soll gelten >'10'a; = > a; + [ ] - Das ist dquivalent zu
i=0 i=0 =0
n . n
2(10' —1)-ai = Hai .
i=0 i=0
Nun gelten die Abschétzungen:

ho" ~1) a, < 310" ~1)-a; = [Tas <a, 9"
i=0 i=0
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Diese Ungleichungskette kann aber nur erfillt werden, wenn (10n —1)3 9" gilt. Dies

ist nur fir n < 1 erfallt. Damit ist gezeigt, dass nur die angegebenen zweistelligen
Zahlen Losung der Aufgabe sind. EI

Aufgabe 1-2. Unter einem magischen Multiplikationsquadrat n-ter Ordnung versteht
man eine Anordnung von n? natiirlichen (nicht notwendig aufeinander folgenden)
Zahlen auf einem n x n-Quadrat, so dass die Produkte der Zahlen in jeder Spalte,
jeder Zeile und jeder Diagonale gleich einer Konstante sind. Man untersuche, ob es
magische Multiplikationsquadrate gibt!

Losungshinweise: Aus jedem (additiven) magischen Quadrat lasst sich ein magisches
Multiplikationsquadrat erzeugen, indem man die Zahlen des Additionsquadrates als
Exponenten flr eine feste Basis a (a verschieden von 0 und 1) wéhlt. Nach dem
Potenzgesetz a* - @ = a*"¥ reduziert sich die Eigenschaft der konstanten Produkte in
den Zeilen, Spalten und Diagonalen zu der Eigenschaft konstanter Summen der
Exponenten in den Zeilen, Spalten und Diagonalen. a

Aufgabe 1-3 (M0550934). Jemand hat 55 Balle, von denen einige blau sind und die
ubrigen rot. AuRerdem hat er 10 Kisten; in die erste passt genau ein Ball, in die
zweite passen genau zwei Balle usw.

Zeigen Sie, dass es moglich ist, alle Balle so in den Kisten zu verstauen, dass in
keiner Kiste Balle unterschiedlicher Farbe vorkommen.

10-(10 +1))

Losungshinweise: Wegen 1 +2 + ... + 10 = =55 stimmt die Anzahl der

Balle mit der Anzahl der Platze in den Kisten tiberein. Deshalb genligt es, die roten
Balle so zu verteilen, dass genutzte Kisten vollstdndig voll sind: Erst fillen wir die
groRte Kiste, dann die zweitgrofite Kiste usw. Irgendwann sind alle roten Balle
verstaut. Sind dabei alle Kisten voll, ist die Aufgabe gelost. Ansonsten gibt es nur
eine nichtvolle Kiste mit p Platzen und b Béllen, b < p. Also nimmt man diese b
Balle heraus und legt sie in die Kiste mit genau b Platzen, die ja noch nicht verwendet
wurde.

Losungsvariante: Aufgrund der kleinen Zahlen kann man die Aufteilungen konkret
angeben.

- Gibt es 1 bis 10 rote Balle, so gibt es genau eine Kiste, die vollstandig geftllt
werden kann.

- Gibt es 11 bis 19 rote Balle, so fulle man die Kiste mit 10 Platzen und es
verbleibt eine Anzahl zwischen 1 und 9 Ubrig, fir die es eine passende Kiste
gibt.

- Gibt es 20 bis 27 rote Bélle, so fulle man die Kisten mit 9 und 10 Platzen und
es verbleibt eine Anzahl zwischen 1 und 8 Gbrig, fur die es eine passende Kiste
gibt.
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Danach verteilt man die blauen Balle auf die freien Platze. Sind es mehr als 27 rote
Balle, teilt man erst die 1 bis 27 blauen Bélle wie oben auf. Q

Hinweis: In Klassenstufe 10 wurde die Aufgabe M0551034 um die Teilaufgabe b)
,N= 2016 Balle und k = 63 Kisten ergdnzt. Es war also erforderlich, eine
verallgemeinerungsfahige Losung flr Teil a) zu erarbeiten.

Aufgabe 1-4. Gegeben sei ein Quadrat. Ein Kreis soll so gezeichnet werden, dass er
zwei Nachbarseiten des Quadrates bertihrt und durch einen Eckpunkt des Quadrates
geht. Man beschreibe die Konstruktion.

Lésungshinweise: S e D
Analyse: Angenommen, man habe einen Kreis RN

der geforderten Art gefunden. Er beriihre die

zwei benachbarten Seiten durch B und C bzw. -
durch C und D. Der gegenuberliegende M
Eckpunkt ist Punkt A. Dann muss der N\ |
Mittelpunkt auf der Diagonalen durch A und
C liegen, denn der Abstand zu den berthrten
Seiten ist gleich.

‘
~
\

Man zeichne die Parallele zu BD durch A, und

verlangere die Seiten CD iber D hinaus bzw. "
CB ber B hinaus und bezeichne die ST
Schnittpunkte mit der Parallelen mit S bzw. T.

Dann ist STC ein gleichschenkliges Dreieck,

fir das der gesuchte Kreis den Inkreis darstellt. Der Mittelpunkt des Inkreises fallt
mit dem Schnittpunkt der Winkelhalbierenden zusammen. Daraus ergibt sich die
folgende

Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiere das Dreieck STC mithilfe der Parallelverschiebung der Geraden
durch BD durch den Punkt A und der Verlangerung der Seiten CD bzw. CB.

(2) Man zeichne die Diagonale AC, die mit der Winkelhalbierenden des Winkels
BCD zusammenfalit.

(3) Man konstruiere die Winkelhalbierende des Winkels CSA.

(4) Der Schnittpunkt beider Winkelhalbierenden ergibt den Mittelpunkt M des
gesuchten Kreises.

Beweis: Das Dreieck STC wurde so erzeugt, dass der zugehdrige Inkreis die
Aufgabenstellung erfullt: Er berlihrt zwei Quadratseiten und geht durch einen
Eckpunkt, da die gerade durch S und T die Tangente am Inkreis ist.

Existenz und Eindeutigkeit: Fur jedes gegebene Quadrat ist die Konstruktion stets
ausfuhrbar und (bis auf Drehungen) eindeutig l6sbar. a

-4 -
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Aufgabe 1-5A. Gegeben sei fur S die Summendarstellung
#) S=1+3+---+31.

Man konnte vermuten, dass unter S die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 31

gemeint ist, also
16
S=5,(16)= X (2-k -1).
k=1
(a) Man berechne die Summe der ersten n ungeraden Zahlen, also
n
S;(n)=X(2-k-1).
k=1
(b) Es ist zu zeigen, dass die Darstellung (#) von S insbesondere wegen der fehlenden
Angabe Uber die Anzahl der Summanden nicht eindeutig ist. Man gebe auller S; (mit
16 Summanden) zwei weitere Summen mit verschiedener Summandenzahl an, in

denen die Summanden 1, 3 und 31 vorkommen, und verwende fir die
Summendarstellung das Summenzeichen.

(c) Man gebe unter Verwendung des Summenzeichens eine Darstellung fur
S=1+3+ ..+ 31 derart an, dass sich bei insgesamt 4 Summanden die Summe 45
ergibt. Man berechne die Summe der ersten 6 Zahlen gemal} dieser Darstellung. Kann
man flr jede vorgegebene Zahl A unter Verwendung des Summenzeichens eine
Darstellung fiir S finden, so dass S(4) = A gilt?

Losungshinweise:

(@) Zur Berechnung der ersten n ungeraden Zahlen kann die bekannte Summenformel
m .

der ersten m natirlichen Zahlen > k :w
k=1

unmittelbar zur Losungsfindung genutzt werden:

durch folgende Umformung

S, (=3 (2-k-1)=2- Sk— $i_p n-+1) o
k=1

k=1 k=1 2

Losungsvariante: Auch ohne die Summenformel ist ein einfacher Beweis moglich.
Dafir wird die Summe einmal aufsteigend und einmal absteigend angegeben,

2-Si(n)=1+3+...+2n-D)+(@2n—-1+...+3+1).

In jeder der beiden Klammern stehen genau n Summanden. Jeder Summand einer
Klammer kann durch einen Summanden der zweiten Klammer zu 2n erganzt werden.
Also gilt:

2-S1(n) =n - (2n). a

(b) Es lassen sich zahlreiche Beispiele angeben, in deren Summendarstellung wie
gefordert die Zahlen 1, 3 und 31 auftreten:

-5-
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16
S,(16)= Y (2 k-1)=1+3+...+31

3

S;(6) = (k2 —k+1):1+3+7+13+21+31

=~

1)=1+3+7+15+31

Mm*‘

S, (5)

Il
[H

w

S,(3) = z(ls-k2 ~37-k+25)=1+3+31
k=1
4
Sc(4)=Y((k-1)%+k)=1+3+11+31
k=1

30 ‘k—l‘
86(30)=2k+1— 0,5 =1+3+4+..+31
k=

k

S, ()= ﬂ(kzl)} ] 14347 +11+17+23+31
1

3k 1 2Kt _k)=1+3+10+31

b4¢>

Sg(4) =
k=1

4
So(4)= Z[\/ ok—1}=1+3+10+31

k=T

4
Sio(4) = S(4-k2 —10 -k +7)=1+3+13 + 31
k=1

Hinweis: [x] bedeutet die gréfite ganze Zahl, die nicht groRer als x ist, z.B. [2,87] = 2. Q

(c) Da die Summe von 4 Summanden 45 ergeben soll, nimmt der fehlende dritte
Summand in der Darstellung S=1+ 3 + ... + 31 den Wert 10 an.

3
Eine kubische Funktion f der Form f(x)= > a, -xX ist fur alle x bei festen
k=0

reellwertigen Koeffizienten ay, a1, a,, az durch die Angabe von 4 Werten f(xy) (k =0,
1, 2, 3) eindeutig bestimmt. Deshalb kann aus der Vorgabe von endlich vielen
Folgegliedern eine Bildungsvorschrift ermittelt werden. Angenommen, die Funktion

3
f(X)= X a -xX erfiille die Bedingungen f(1) = 1, f(2) = 3, f(3) = 10 und f(4) = 31.
k=0

Dann ergibt sich durch Einsetzen der Argumente folgendes Gleichungssystem fur die
Koeffizienten:

a3 + a + 3 + 35 = 1
8a; + 4da, + 2a + a; =

27fag + 9a, + 3a + a, = 10
64a; + 16a, + 4a, + a; = 31
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Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man

§'X3—E'X2+11'X—5.
2 2

Die Probe bestétigt, dass die 4 vorgegebenen Werte erflllt sind. Man findet weiterhin
fir k =5 den Wert f(5) = 75 und fur f(6) = 151. Folglich gilt

f(X)=

6
5(6) =3 33 1342 11k 52143410+ 31+ 75+151= 271,
k=1\2 2

Da der 3. Summand aus der Summe S(4) und damit die kubische Funktion eindeutig
bestimmt ist, kann fiir jeden Wert A diese Aufgabe gel6st werden.

Wie die Beispiele Sg und Sg zeigen, kann es fir A = 45 weitere Mdglichkeiten geben,
die sich in nachfolgenden Summanden unterscheiden. Die Summe der ersten 6
Summanden ist also nicht eindeutig bestimmit.

Losungsvariante: Ohne das obige Gleichungssystem explizit auswerten zu missen,
kann folgende Darstellung gefunden werden:

S(K) = (k= 2)k~3)k - 4)- =+ (k— 1k ~3Hk —4)-> +

+(k~1)(k ~2)(k —4)-@4‘( 1Nk - 2)k _3)'%

Firk =1, 2, 3 oder 4 ist stets nur ein Summand von 0 verschieden, der gleich dem fir
dieses k geforderten Wert entspricht. Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
erhélt man eine kubische Funktion in k, die als Summendarstellung genutzt werden
kann. a

Aufgabe 1-5B. Es sind n Punkte (n > 1) so in einem Quadrat der Seitenldnge 1 zu
verteilen, dass ihr Mindestabstand mdglichst gro3 wird. Unter Mindestabstand d,

zwischen n Punkten einer gegebenen Verteilung wird die kleinste Lange von den
insgesamt 1-(n—1)-n mdglichen Verbindungsstrecken zwischen je zwei Punkten

verstanden. Fir n = 2 und n = 4 ist die Losung der Aufgabe trivial und man findet

(@) Man gebe fur n = 3 eine Verteilung mit moglichst grolem Mindestabstand d5 an

1 Nach: Claus, H. J.: Wie pflanzt man n Baume in ein Quadrat? In: MNU - Der mathematisch-
naturwissenschaftliche Unterricht, 37. Jahrgang (1984), Heft 8, S. 468-475.

-7-



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 8/2018

und bestimme die Grol3e von d, fur das gewahlte Beispiel.

(b) Man beweise, dass es eine Verteilung von n =6 Punkten gibt, sodass der
Mindestabstand dg groBer als 0.58 wird.

(c) Man finde eine Verteilung von n =5 Punkten, sodass der Mindestabstand ds

maximal wird. Man zeige, dass es keine weitere Verteilung gibt, die einen groReren
Mindestabstand erreicht. E
D C

Losungshinweise:

(a) Man wird vermuten, dass der Mindestabstand besonders
groR wird, wenn die 3 Punkte ein gleichseitiges Dreieck
bilden und auf den Quadratseiten liegen. Dann ist die in der
nebenstenenden Abbildung angegebene Lage mdglich,

wobei DF = BE gelte.

A B

Die Summe der Dreieckshohen auf EF in den Dreiecken AEF (% -ds -\/§jund CEF

(% : d3j bildet die Diagonale des Quadrates ABCD.

Mit dem Abstand d; =EF = AE = AF folgt daraus die Beziehung (falls die
Seitenlange des Quadrates mit 1 LE angenommen wird):

%\/§d3 +%'d3:\/§
also d3 =6 —+/2~1,035. 0

Hinweis: Diese Verteilung realisiert den maximalen Mindestabstand, der Beweis dazu wurde aber
nicht gefordert.

(b) Es genlgt, eine Verteilung von 6 Punkten anzugeben,
fur die dg >0,58 erfillt ist. Dazu lege man beispielsweise

die Punkte A, B, C, D, E und F wie aus nebenstehender
Abbildung ersichtlich auf die Quadratseiten. Es seien dabei F @
alle Seiten des (offensichtlich nicht regelmaRigen) oC
Sechsecks gleichlang. Man findet leicht, dass in diesem |
Fall gilt:

p
o

2 V2:dg +dg =1, also dg =22 <0585,

Hinweis: Diese Anordnung realisiert allerdings nicht den maximalen Mindestabstand!
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(c) Die 4 Eckpunkte des Quadrates und der Schnittpunkt seiner @ ®
Diagonalen bilden eine Verteilung mit maximalem Mindest-
abstand fir 5 Punkte. Zum Beweis unterteile man das Quadrat
in 4 kongruente Teilquadrate. Nach dem Schubfachprinzip °
existiert davon mindestens ein Teilquadrat, in dem sich zwel
(oder mehr) Punkte von den 5 befinden missen. Der maximale

Abstand dieser zwei kann aber die halbe Diagonallange %\/5 ® ®

nicht Ubersteigen. Da die beschriebene Verteilung von 5 Punkten den Mindestabstand
von ds =%\/§ realisiert, ist bewiesen, dass es keine Verteilung mit grélRerem

Mindestabstand geben kann. EI
Erganzende LOsungsdiskussionen zu Serie 1

Zu Aufgabe 2: Eine andere Konstruktionsvorschrift fiir magische Multiplikations-
quadrate als die Ubertragung der Additionseigenschaft in die Exponenten besteht in
der Zerlegung in Faktoren. Fir 3 x 3-Quadrate ordne man beispielsweise die Zahlen
0, 1 und 2 so an, dass in jeder Zeile, Spalte und Diagonale die Summe der drei Zahlen
3 ergibt, beispielsweise

21011 110 2
o112 oder (2] 1|0
11210 0| 2|1

Nimmt man nun naturliche Zahlen x und y jeweils als Basis, so stimmen fiir die
Quadrate

x> | 1] x y| 1|y
1] x | x3| bzw. [y?|y |1
X | x| 1 1]y? |y

die Produkte der Zeilen, Spalten und Diagonalen Gberein. Multipliziert man nun die
Inhalte der entsprechenden Felder miteinander, entsteht fur teilerfremde Zahlen x und
y ein magisches Multiplikationsquadrat mit paarweise verschiedenen Zahlen:

X2y | 1 |xy? 121 (18
y2 | xy | X*| zB.(x=2,y=3) |9 |6 | 4
X | X3y? |y 2 136 3

Zu Aufgabe 4: Die Konstruktion tber die Betrachtung eines umschreibenden
Dreiecks erscheint etwas trickreich. Fir andere Losungsansdtze kann man aus
Symmetriegriinden davon ausgehen, dass sich der Mittelpunkt des gesuchten Kreises
auf der Diagonalen AC befindet.
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D

Ein direkter Zugang zur Losung kann aus der Analyse
gefunden werden, wenn man den Winkel ZTAM
berechnet. Leicht findet man im gleichschenkligen
Dreieck TAM fir die GroRe der Basiswinkel 22,5°
(warum?). Also kann man den Punkt T mittels der
Winkelhalbierenden des Winkels #DAC konstruieren.
Die Senkrechte in T schneidet AC im gesuchten
Mittelpunkt M.

Man kann aber auch die Skizze durch die Sehne EF
ergénzen, wobei E und F die beiden Berlhrungspunkte
des Kreises mit den Quadratseiten sind. Nun ist aber der
Winkel ZEAF ein Peripheriewinkel tber EF und
/EMF der zugehotrige Zentriwinkel Uber EF. Also
findet man ebenso ZEAM = 22,5° (wie begriindet man
es genau?).

Ein anderer Ansatz basiert auf der Ahnlichkeit. Man
konstruiere zundchst einen beliebigen Kreis, dessen
Mittelpunkt M’ auf der Diagonalen AC liegt und der die
Quadratseiten BC bzw. CD ber(hrt. Der Schnittpunkt A’
des Kreises mit der Diagonalen AC miusste zur
Erfillung der Aufgaben mit dem Eckpunkt A
zusammenfallen. Wenn das nicht der Fall ist, kann dies
durch eine Streckung des Kreises erflllt werden (wie?).

B

Zu Aufgabe 1-5A: Die Verwendung von Summen und Produktzeichen kann die
Schreibweise vereinfachen, sie muss aber nicht selbst angewandt werden. Ziel sollte
aber sein, trotz der formalisierten Form den Inhalt einer Gleichung nicht zu
,,uberlesen*. Die Suche nach natiirlichen Zahlen ag, az, ..., anmit0<a <9undn>0

n n .
mit >a? = >10' -a lasst sich beispielsweise ganz einfach verbal beschreiben:
i=0 i=0

Aufgabe. Gibt es natirliche Zahlen, die gleich ihrer Quadratquersumme sind?

Losungshinweise: Fur n = 0 findet man die trivialen Félle ap = 0 und ao = 1. Schreibt
man fur n = 1 die Gleichung ohne Summenzeichen, also

10-a, +a, =af +aZ,

so kann es wegen a; - (10—a;)=a, - (ay —1) keine Ldsung geben: Die rechte Seite
der Gleichung ist als Produkt aufeinander folgender Zahlen stets geradzahlig.

-10 -
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Losungen kann es deshalb nur fiir gerade Zahlen a; geben. Diese wenigen Falle
probiere man aus.

Fir n =2 lasst sich der Unmdglichkeitsbeweis finden, wenn man zunéchst wegen
100-a, +10-8; + a9 :a§ + alz + ag <3.92 =243 die Falle a, > 2 ausschlieRt und
nur die Falle a, = 1 bzw. a; = 2 untersucht. Fir n > 2 erkennt man, dass es keine
weiteren Losungen geben kann: 10" > n - 92, EI

Ahnliche Fragen: Gibt es Losungen fiir folgende Gleichungen

LN 4 LSS Loi . S & n-i
ZlO -aizzai! f ZlO -aizzai y ZlO ~ai=Zai
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

Zu Aufgabe 1-5B(c). Mit dem Schubfachprinzip kann man eine Schranke flr den
groRten Mindestabstand finden. Ob aber tatsachlich eine Anordnung existiert, die
diesen Mindestabstand auch realisiert, ist an einem Beispiel nachzuweisen.

Aufgabe. Man finde den gréf3ten Mindestabstand, mit dem man 5 Punkte in einem
gleichseitigen Dreieck anordnen kann.

Losungshinweise: Da man jedes gleichseitige Dreieck in 4
untereinander kongruente Dreiecke wie nebenstehend abgebildet
zerlegen kann, sind nach dem Schubfachprinzip von den 5
Punkten mindestens 2 in einem dieser Teildreiecke. Deren
Abstand kann also hochstens die Halfte einer Seite des
Ausgangsdreiecks sein. Leicht zeigt man, dass man sogar 6
Punkte mit diesem maximalen Mindestabstand anordnen kann.

Aufgabe. Man finde den gréiiten Mindestabstand, mit dem man 10 Punkte in einem
gleichseitigen Dreieck anordnen kann.

Da man jedes gleichseitige Dreieck in 9 untereinander kongruente
Dreiecke wie nebenstehend abgebildet zerlegen kann, sind nach
dem Schubfachprinzip von den 10 Punkten mindestens 2 in einem
dieser Teildreiecke. Deren Abstand kann also hochstens ein
Drittel einer Seite des Ausgangsdreiecks sein. Leicht zeigt man,
dass man 10 Punkte mit diesem maximalen Mindestabstand

anordnen kann.

In Analogie folgt die Aufgabe: Man finde den gréfiten Mindestabstand, mit dem man
17 Punkte in einem gleichseitigen Dreieck anordnen kann. Was passiert aber? Die
Argumentation mit dem Schubfachprinzip l&sst sich fir 17 Punkte und 16
Teildreiecke (bertragen. Aber es lassen sich nur 15 Punkte mit diesem
Mindestabstand anordnen.

-11 -
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In Aufgabe 1-5B(c) muss beachtet werden, dass man
»geschickt beginnt, die Punkte zu verteilen. Die beiden Punkte
in  nebenstehender  Abbildung erfillen auch den
Mindestabstand, aber so lassen sich nicht insgesamt fiinf
Punkte anordnen, bei denen dieser Mindestabstand erhalten
bleibt.

Auch in Aufgabe 1-5B(a) konnte man das Schubfachprinzip ®
versuchen: In einer der Quadrathdlften mussen mindestens 2
Punkte liegen. Der Mindestabstand kann also nicht gréier sein

als %\/5 Aber man findet keine Anordnung von drei Punkten

Im Quadrat, sodass dieser Mindestabstand realisiert wird.

Rechnen mit Produktzeichen

In Heft 6/2018 wurde das Rechnen mit dem Summenzeichen diskutiert. Leicht prift
man nach, dass man — bis auf Regel (2) — in jeder der angegebenen Regel die
Addition durch die Multiplikation ersetzen kann.

Das Produktzeichen TII (aus dem griechischen Alphabet P) wird fir alle
nichtnegativen ganzen Zahlen m und n mit m<n und beliebige reelle Zahlen

- - - s n
a1, 8y durch folgende Definition erklart: [T a; =ap, -ap.q .- a,.
j=m

In Analogie muss die Regel des Ausklammerns eines Faktors fiir das Produktzeichen
lauten:
n 1 n
2 [T (c-a;)=ct™™D. ] a;
j=m j=m
Man beachte, dass Summen- und Produktzeichen im Allgemeinen nicht innerhalb

eines Ausdruckes vertauscht werden konnen. Um sich dies zu veranschaulichen,
betrachte man folgende Berechnungen:

2 2 2

ST[1=3(1-1)=1+1=2,  aber 12[22:1:12[(1+1):2-2:4.

i=1j=l =l j=li=l  j=1
n . n

Anwendungsbeispiel: Die Gleichung 10" -a; = []a; steht fur die
i=0 i=0

Aufgabe. Gibt es (n + 1)-stellige natlrliche Zahlen, die gleich ihrem Querprodukt
(d.h. gleich dem Produkt ihrer Ziffern) sind?

Losungshinweise: Fir n=0 und damit fur alle einstelligen Zahlen ist die Aussage
trivialerweise erfullt. Fir n =1 existiert keine Ldsung, wie man leicht zeigen kann:

-12 -
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10,

Aus 10-a, +ay =a, -a, folgt a,; = . Flr keine Ziffer a; erhalt man eine Ziffer

1
ao. Bevor man weitere LOsungen sucht, kann man Uberlegen, ob es unendlich oder

n . n
hochstens endlich viele Losungen geben kann. Aus >°10'-a;, >10" und 9n+l > 15

i=0 i=0
folgert man, dass flr ausreichend groRes n keine Lésungen mehr existieren konnen,
weil dann 9™ < 10" gilt. Also gibt es nur endlich viele Lésungen. Eine detaillierte
Analyse zeigt, dass es nur die trivialen einstelligen Lésungen gibt. EI

- n n
Aufgabe. Gibt es naturliche Zahlen a,a,_;...a;aq mit > a, =[]a;, d. h. Zahlen mit
i=0 i=0
den Ziffern ap bis a,, deren Quersumme mit dem Querprodukt tbereinstimmt?

Losungshinweise: Es gibt unendlich viele Zahlen mit dieser Eigenschaft. Als Beispiel
gebe man flr jedes k eine Zahl mit k Ziffern 2 und ausreichend vielen Ziffern 1 an.

Ausreichend bedeutet dabei, dass die Gleichung k-2+1+1+..+1=2%-1-1-1-...-1
erfillt ist. Das sind also beispielsweise solche Zahlen wie 2, 22, 22211,
222211111111 usw. sowie die Zahlen, die aus Permutationen dieser Ziffern
entstehen. a

Schubfachprinzip in Aufgaben?

Aufgabe. Gegeben seien eine Gerade und ein Dreieck ABC. Die Gerade geht durch
keinen Punkt des Dreiecks. Man zeige, dass die Gerade nicht alle Seiten des Dreiecks
schneidet.

Losungshinweise: Die Gerade zerteilt die Ebene in zwei Halbebenen. Die Objekte
sind die drei Punkte und die zwei Schubfécher sind die Halbebenen. In einer
Halbebene mussen nach dem Schubfachprinzip zwei Punkte liegen. Diese beiden
Punkte bestimmen dann eine Seite des Dreiecks, welche nicht von der Geraden
geschnitten wird.

Aufgabe. Gegeben sei ein 3 x 3-Quadrat. Auf jedem Feld steht eine der Zahlen -1, 0
oder 1. Man zeige, dass unter den Zeilen-, Spalten und Diagonalensummen
mindestens zwei denselben Wert haben.

Losungshinweise: Die moglichen Summen aus drei dieser Zahlen betragen -3, ..., 3,
es gibt also 7 verschiedene Summen (Schubféacher). Insgesamt gibt es aber 8
Summen, die in den Zeilen, Spalten und Diagonalen gebildet werden konnen
(Objekte). Folglich gibt es mindestens zwei Objekte in einem dieser Schubfécher.
Diese haben dieselbe Summe.

2 Diese Aufgaben wurden im Seminar am 22.09.2018 diskutiert.
-13-
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Aufgabe. Unter n Personen kennen sich zwei Personen gegenseitig oder sie kennen
sich nicht gegenseitig. Man zeige, dass es zwei Personen gibt, die gleich viele andere
Personen kennen.

Losungshinweise: Die n Personen sind die Objekte, die Anzahl der Paare, die sich
gegenseitig kennen, sind die Schubféacher. Jede Person kann 0,1,...,n—2odern-1
andere Personen kennen.

Kennt jemand bereits n — 1 Personen, so kann es niemanden geben, der keine Person
kennt, also gibt es fiir n Personen nur (hochstens) n — 1 Schubfécher (1, 2, ..., n—1)
und damit mussen zwei Personen nach dem Schubfachprinzip dieselbe Anzahl von
Personen kennen.

Kennt jemand n-1 Personen nicht, so gibt es ebenfalls (hdchstens) n-1
Schubfécher (0, 1, 2, ..., n —2) und wir erhalten wieder zwei, die die gleiche Zahl an
Personen hat, die sie kennen.

Aufgabe. Wir wahlen beliebige n + 1 Zahlen aus der Menge {1, 2, ..., 2n}. Man
zeige:
a) In dieser Teilmenge gibt es immer zwei Zahlen, welche keinen
gemeinsamen Teiler (grofer als 1) haben.
b) In dieser Teilmenge gibt es immer zwei Zahlen, sodass eine der Zahlen die
andere teilt.

Losungshinweise:

a) Zwei Zahlen, die sich um eins unterscheiden, sind relativ prim zueinander. Man
betrachte die n Schubfacher {1, 2}, {3, 4}, ... {2n—-1, 2n}. Von den n+1
ausgewdhlten Zahlen (Objekte) befinden sich mindestens zwei in einem der
Schubfécher.

b) Man schreibe die Zahlen in der Form 2% - u, wobei k groRtmoglich und u somit
ungerade ist. u kann nur Werte zwischen 1 und 2n — 1 annehmen, also maximal n
verschiedene Werte (Schubfécher). Zwei der n + 1 ausgewahlten Zahlen (Objekte)
haben also denselben ungeraden Anteil und erflllen somit die Bedingung.

Aufgabe (IMO 1972). Aus einer Menge S von 10 hdchstens zweistelligen
verschiedenen Zahlen lassen sich immer zwei disjunkte Teilmengen S; und S;
auswahlen, deren Summe gleich ist.

Losungshinweise: Es gibt 21° — 1 > 1000 Mdglichkeiten (Objekte), eine nichtleere
Teilmenge aus 10 Zahlen zu wahlen, aber nur 99 + 98 + ... + 90 < 1000 verschiedene
Summen (Schubfécher) aus nicht mehr als 10 zweistelligen Zahlen. Somit kommt
mindestens eine Summe zweimal vor. Entfernen der Summanden, die in beiden
Summen vorkommen, liefert die disjunkten Teilmengen.

-14 -
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Aufgabe. Unter 6 Personen gibt es stets drei, die sich gegenseitig kennen, oder drei,
die sich gegenseitig nicht kennen.

Losungshinweise: Wir wahlen eine Person P aus. Fir jede der anderen 5 Personen
(Objekte) gibt es eine von zwei Situationen (Schubficher: ,.er kennt sie* oder ,er
kennt sie nicht”). Somit kennt P mindestens 3 oder hochstens 2. Im zweiten Fall
kennt P mindestens 3 andere NICHT und die Losungsdarstellung erfolgt analog.

Nehmen wir also an, P kennt 3 der anderen, Q, R und S. Wenn sich 2 dieser 3 kennen,
(ohne Einschrankung der Allgemeinheit seien dies Q und R), haben wir 3 Personen
gefunden, die sich gegenseitig kennen (P, Q, R). Andernfalls (d.h. keine 2 der 3
kennen sich) haben wir 3 Personen gefunden, die sich gegenseitig nicht kennen (Q, R,
S).

Aufgabe (IMO 1964). Jeder von 17 Mathematikern steht im Briefwechsel mit jedem
anderen. Sie korrespondieren tber drei Themen und je zwei Mathematiker behandeln
untereinander genau ein Thema. Zeige, dass es mindestens drei Mathematiker gibt,
die untereinander ein und dasselbe Thema behandeln.

Losungshinweise: Ein  Mathematiker P hat Briefkontakt mit 16 anderen
Mathematikern (Objekte) und schreibt (ber drei Themen (Schubfécher). Damit
schreibt er mit mindestens 6 anderen Mathematikern Uber das gleiche Thema.
Schreiben sich zwei der 6 Uber das gleiche Thema, haben wir 3 Personen mit
demselben Thema gefunden. Andernfalls schreiben sich die 6 ausschlieBlich tiber die
beiden anderen Themen. Benennt man diese Themen in ,,wir kennen uns“ bzw. ,,wir
kennen uns nicht“ um, so entspricht die zu losende Teilaufgabe der vorherigen
Fragestellung.

Wie verteilt man n Punkte in einem Quadrat, so dass der
Mindestabstand zweier Punkte moglichst grof wird?

Fir die Anordnung von 6 Punkten kann man weitere als die in
Aufgabe A1-5B(b) gezeigten Ansatze versuchen. In
naheliegender Weise versuche man, die Punkte als Eckpunkte
eines Sechsecks in das Quadrat zu legen. Auch wenn alle
Seitenldangen gleich lang sind, ist das Sechseck bei
nebenstehender Lage nicht regelmélig, denn die horizontale
Diagonale ist kiirzer als die beiden anderen Diagonalen.

Auch eignet sich diese Lage nicht zur Lésung der Aufgabe Al-
5B(b), denn es gilt:

2/d2-1+ds=1, also dg=1-(V7-1)~0549

Fur die nebenstehend gezeigte Verteilung, wobei alle

-15-
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eingezeichneten Punktverbindungen gleichlang seien, findet man den dabei maximal
maoglichen Abstand von dg ~ 0,597 aus

1/2-dg ++/dZ —(L-+2-dg)? =1

9
Der maximale Mindestabstand fur 6 Punkte wird fur die el N
nebenstehende Konfiguration erreicht. Er berechnet sich als @ /:l
Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten- \\\G el
langen AH =1 und HG =1, also ,‘,(:\
2 2 .7 AN
EJ@ o} [Blmaen & .
2 3 36 6 A H

Diese Konfiguration hat eine alltdgliche Realisierung: Wenn 5 fremde Personen in
einem Fahrstuhl stehen, werden sie sich etwa wie in der Aufgabe 1-5B(c) aufstellen,
um sich nicht gegenseitig zu bel&stigen. Tritt eine weitere Person herein (in der
Abbildung von oben kommend), riicken die bereits im Fahrstuhl stehenden Personen
ein Stlick nach hinten und die hinzu gekommene Person bleibt an der Tlrmitte
stehen.

Dieses Beispiel zeigt, dass eine Argumentation ,,ausgehend von einer scheinbar
optimalen Situation verschlechtert sich der maximale Mindestabstand, wenn man
einen Punkt etwas verschiebt” nicht ausreicht. Vermutet man namlich, dass die
optimale Konfiguration eingenommen wird, wenn die Punkte wie oben berechnet ein
Sechseck bilden, so verschlechtert sich der Mindestabstand tatsachlich, wenn man
nur wenig ,,stort. Verdandert man aber die Lage wesentlich, ist eine Verbesserung zu
erreichen!

Betrachte man nun den Fall n = 7. Naheliegend ist eine
Konstruktion der Anordnung von 7 Punkten, indem 4 Punkte in
die Eckpunkte gelegt werden und die verbleibenden 3 Punkte im
Innern ein gleichseitiges Dreieck bilden.

Doch das bringt nicht den maximal mdglichen Mindestabstand!

Die Lage wie nebenstehend dagegen bietet eine beste
Anordnung. Erstaunlicherweise kann der siebente Punkt in einer
Umgebung des (linken unteren) Eckpunktes verschoben werden, R
ohne den Mindestabstand zu verkleinern. Aus der Skizze ist die I T ®
Konstruktion leicht zu erkennen (die markierten Dreiecke sind

gleichseitig) und die Berechnung des Mindestabstandes ist nicht |
schwer: o .

d, =2-(2-+/3)~ 0,536
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Eine vermutlich beste Anordnung flr 8 Punkte findet man durch * ’
Probieren, wenn man 4 Punkte in die Quadratecken legt und die
verbleibenden 4 Punkte als Eckpunkte eines Quadrates im

Inneren liegen. Es ergibt sich ein Mindestabstand von

der als maximal moglicher Mindestabstand bewiesen werden kann. Man erkennt
einen Zusammenhang zur Verteilung von 3 Punkten. Solche Konfigurationen lassen
fir hohere Punktzahlen n glnstige Verteilungen mit groRem Mindestabstand finden,
ohne aber damit im Allgemeinen den grofiten Mindestabstand sicher zu kdnnen.

Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Im Folgenden seien Losungsanséatze fiir einige Konstruktionsaufgaben flr Dreiecke
vorgestellt. Zur Ubung fiihre man die Konstruktionen aus und vervollstandige die
Darstellung mit der Analyse, der Konstruktionsbeschreibung, dem Beweis sowie der
Diskussion zur Existenz und Eindeutigkeit.

Befinden sich Hohenangaben unter den Bestimmungsstiicken, lassen sich haufig
zundchst rechtwinklige Hilfsdreiecke aus der Hohe und einer weiteren GroRe
konstruieren, hier die Dreiecke DBC jeweils aus der Seitenlange a und der H6he h.

Aufgabe K1. (a, b, h) Aufgabe K2. (a, he, We).
C

A D B A D E B

Fir a > h; ist dieser Konstruktionsschritt (bis auf Kongruenz) stets eindeutig
durchfiihrbar. Nun lasst sich fir b > he bzw. w; > h. die Konstruktion fortsetzen und
die Punkte A bzw. E werden gefunden. Gilt die Gleichheit, féllt der Punkt A bzw. E
mit D zusammen, andernfalls ist die Konstruktion nicht eindeutig, es existieren zwei
verschiedene Losungen mit einem Schnittpunkt rechts von D bzw. links von D.

Man beachte jedoch, dass in Aufgabe K1 fur b > a nur die linksseitige Ldsung gultig
ist, da sonst A rechts von B l4ge und damit der Ublichen Bezeichnungsweise
widerspricht.

In Aufgabe K2 ist dies entsprechend fiir w, > a zu beachten. Liegt jedoch der
Schnittpunkt E links von D, muss gewéhrleistet sein, dass der von BC und EC
eingeschlossene Winkel spitz ist, da sonst kein Dreieck der geforderten Art
konstruierbar waére.
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Sind Langen von Seitenhalbierenden gegeben, so fiihren oft die Verdopplung dieser
GroRen zu ndtzlichen Hilfsfiguren (Parallelogramme mit der doppelten
Seitenhalbierenden als eine Diagonale), zum Beispiel bei

¢ Aufgabe K3. (a, b, s¢) Aufgabe K4. (b, s4, @)
b a
Sc
A \\\\\\ \\\ ', B b
\\\\ \\ ’Ib
\\\\ \N ’
NY A

C)
Man erkennt bei der Analyse, dass in den durch Verlangerung der Seitenhalbierenden
entstehenden Parallelogrammen die Dreiecke CC’B bzw. AA°C leicht konstruierbar
sind. Fir die Existenz sind in K3 die Dreiecksungleichungen fur die Seitenlangen

(a, b, 2s;) zu erfillen und muss in K4 die Ungleichung 2s, > b gelten. Die
Konstruktionen sind in diesen Féllen eindeutig.

Allerdings ist fur beide Aufgaben ein Beweis (oder ein Hinweis in der Analyse)
erforderlich: Man muss erldutern, dass die Hilfskonstruktion der Punkte C’ bzw. 4’
tatsachlich zu Parallelogrammen fihrt und nicht nur anschaulich richtig ist. Dafr
genligt die Anwendung des Satzes:

Wenn sich im Viereck die Diagonalen gegenseitig halbieren, genau dann ist das
Viereck ein Parallelogramm.

Einen besonderen Reiz in der Wettbewerbsmathematik bieten Konstruktionsaufgaben
mit Summen und Differenzen in den Vorgaben. Man vervolistindige die
Losungsdarstellung bei folgenden Aufgaben mit der Diskussion zur Eindeutigkeit
und Existenz.

Aufgabe K5. Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck (mit » = 90°) aus den
Bestimmungsstiicken a + b + c und «.

D b A é a E
Losungshinweise: Sei ABC das geforderte Dreieck (s. Skizze). Verldngert man AB
uber A hinaus um b zu Punkt D und tber B hinaus um a zu Punkt E, so hat DE die
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Lange a + b + c. Weil bei C ein rechter Winkel ist, betréagt der Winkel bei D wegen
des AuRenwinkelsatzes im gleichschenkligen Dreieck ACD «/2 und bei E wegen der
Innenwinkelsumme 45° — /2. Damit kann das Dreieck DEC gezeichnet werden und
A bzw. B findet man mittels der Mittelsenkrechten zu den Strecken CD bzw. CE. Q1

Aufgabe K6. Man konstruiere ein Dreieck aus der WinkelgroRRe y, der Seitenlange
von ¢ und der Summe a + b.

Losungshinweise: Angenommen ABC sei das gesuchte
Dreieck (s. Skizze). Verlangert man die Seite AC Uber
C hinaus um a zum Punkt D, so ist das Dreieck BCD
gleichschenklig und der Winkel bei D betragt (wegen
dem AuRenwinkelsatz) 2. Damit ist das Dreieck
ABD aus 2 gegebenen Seiten und einem anliegenden
Winkel und schlie8lich C konstruierbar. a

Bekannte Satze der Mathematik

Satz. Fir alle positiven reellen Zahlen a und b gelten die Ungleichungen vom
harmonischen, geometrischen, arithmetischen und quadratischen Mittel:

2 a+b a’? +b?
<ia-b< <
1 1 VAP T s T
Beweise:

(1) Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel:
Fir alle reellen Zahlen gilt (a—b)? =a%—2ab+b%>0. Addiert man auf beiden
Seiten den Term 4ab und dividiert beide Seiten durch 4, so findet man

2 2
Sa +22b+b

woraus durch Radizieren (das wegen a > 0 und b > 0 erlaubt ist) die behauptete
Ungleichung unmittelbar folgt.

ab

(2) Ungleichung vom harmonischen und geometrischen Mittel:
L . : 1 .
Fur zwei positive reelle Zahlen a und b betrachte man ihre Reziproken é und b’ die

selbst wieder positive reelle Zahlen sind. Fir diese Reziproken kann folglich die
unter (1) bewiesene Ungleichung angewandt werden und es gilt:

1.1
Va-b 2

-19-



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 8/2018

Bildet man von beiden Seiten wiederum die Reziproken (unter Beachtung der
Umkehrung des Relationszeichens), so folgt die behauptete Ungleichung.

(3) Ungleichung vom arithmetischen und quadratischen Mittel:
Aus der fur reellen Zahlen a und b giiltigen Ungleichung (a—b)? >0 folgt durch

Ausmultiplizieren und einfaches Umformen a? +2ab-+b? <2a? +2b2. Dividiert
man beide Seiten durch 4 und radiziert, so erhalt man die behauptete Ungleichung.

Folgerung. Die Ungleichungskette zwischen den Mitteln kann auf endlich viele
positive reelle Zahlen a;, a,, ... a, (n > 1) verallgemeinert werden:

n

Zak > af

k=1

IA

n
0 [Tay
n 1
k=1 n
Zi
Fur den Beweis nutze man folgenden
Hilfssatz. Flr positive reelle Zahlen x;,x,,..., X, Mit x; +X, +...+ X, =n gilt stets
Xg - Xo oo Xy <1

Beweis mittels der Methode der vollstandigen Induktion.
(1) Induktions-Anfang: Fur n =1 gilt laut Voraussetzung x; =1und damit x; <1

(2) Induktions-Schritt
Ind.-Voraussetzung: Es gelte fir ein n:
Xp+Xo +.oo+ X, =N = X - Xp-...oX, <1

Ind.-Behauptung: Es ist zu zeigen, dass dann gilt'

Ind.-Beweis: O.B.d.A. sortiert man die Folge so, dass x; <X, <...<X, <X,
gilt. Dann ist x; <1 und x,,; >1.
Xg+ Xy +...4+ Xy =n+1

= KXo+ Xg+...+X, + (X + X —D=n
= Xy Xgee.o Xy (X + X —D <1

Aulerdem gilt
Xpay DX, D <0 = 0<Xqq X <X +% -1

Insgesamt folgt also:
Xp*Xg  Xgveeos Xy - Xpgg S Xo - Xgoees Xy - (X + Xy — 1) <1

-20 -
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(3) Induktions-Schluss: Nach dem Induktionsprinzip gilt somit die behauptete
Gleichung fur alle n > 0.

a
Fir den Beweis der verallgemeinerten Mittelungleichung setze man nun
c=dt-Fan X _4 (i=1...,n)
n C
danngilt X + X, +...+ X, :w: n
Daraus folgt wegen
Xy Xg -onne Xy = al‘azc'n""a” <1

unmittelbar die Behauptung der Folgerung.

Wettbewerbsvorbereitung durch Aufgabentraining?

In der MO-Bewegung findet man immer wieder einmal Beispiele von Aufgaben, die
einen engen Bezug zu Aufgaben vorangegangener Olympiaden haben. Wer also in
der Nachbereitung die LOsungsstrategie verinnerlicht hat, wird VVorteile beim Finden
eines geeigneten LAsungsansatzes haben.

Aufgabe MO33XX44. Jemand findet die Angabe

221 =11240007277**607680000 (XX =09)
23! = 2585201673*8849*6640000 (XX =10)

Darin sind auch die zwei durch * angedeuteten unleserliche Ziffern. Er mochte diese
Ziffern ermitteln, ohne die Multiplikationen vorzunehmen, die der Definition von 23!
Entsprechen. Fihren Sie eine solche Ermittlung durch und begriinden Sie sie. Dabei
darf verwendet werden, dass die angegebenen Ziffern korrekt sind.

Zwei Jahre spater findet man folgende Aufgabenstellung:

Aufgabe MO351033. Die Zahl 20! Ist das Produkt aller naturlichen Zahlen von 1 bis
20. Im Dezimalsystem ist diese Zahl 19-stellig. Jurgen hat den Rechenausdruck

20! = 24329020*81766*****

erhalten; darin sind die Ziffern an den Stellen * unleserlich. Kann er, wenn die
anderen Ziffern korrekt sind, die fehlenden Ziffern ermitteln, ohne einen Rechner zu
nutzen oder Multiplikation mit zehn- und mehrstelligen Ziffern auszufiihren? Wenn
das mdoglich ist, begriinden Sie dies und geben Sie die fehlenden Ziffern an!

-21-
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In alten Mathe-Buchern geblattert

Im Verlag von August Stein (Potsdam) erschien 1895 die 4. Auflage eines Buches
von Professor Dr. Th. Spieker: Lehrbuch der Arithmetik und Algebra mit Ubungs-
Aufgaben fir hohere Lehranstalten. Im Abschnitt XXI werden Diophantische
Aufgaben behandelt. Der vorangestellt kurze Theorieteil beschreibt zunéchst:

,oind zur Bestimmung von mehreren Unbekannten weniger unabhéngige
Gleichungen gegeben, als Unbekannte vorhanden, so geniigen diesen Gleichungen im
allgemeinen unendlich viele zusammengehorige Werte der Unbekannten; die
Aufgabe ist daher eine unbestimmte. ... Die Aufgabe, ein unbestimmtes
Gleichungssystem unter der Bedingung zu l6sen, dass die zusammengehoérigen
Wurzeln nur ganze positive Zahlen sind, nennt man ein Diophantisches Problem.
(Diophantus, ein griechischer Mathematiker der 4. Jahrhunderts nach Chr., hat 6
Biicher solcher Aufgaben verfasst).*

Nach Erklarungen zur L6sung der Gleichungen 1. Grades (eine Gleichung mit zwei
Unbekannten, zwei Gleichungen mit drei Unbekannten sowie eine Gleichung mit drei
Unbekannten) und 2. Grades (Gleichungen mit quadratischen Termen) folgen 55
Aufgaben. Darunter:

Aufgabe 27. Die Zahl 159 in zwei Teile zu teilen, von denen der erste durch 8, der
andere durch 13 teilbar ist,

Aufgabe 32. Jemand, der eine gewisse Anzahl Obstbdume zu pflanzen hat, die noch
nicht 800 erreicht, pflanzt sie in Reihen von je 23. Dann bleiben ihm 2 (brig; hatte er
sie aber zu je 25 gepflanzt, so wéren ihm 21 (briggeblieben. Wie viele Baume waren
es?

Aufgabe 39. Den Bruch % in drei Briiche zu zerlegen, deren Nenner 7, 11 und 13

sind.

Aufgabe 44. Fir welche rationalen Werte von x wird der Ausdruck V5x% +9
rational?

Man 16se diese Aufgaben ohne Verwendung von Rechentechnik und ohne
aufwéndiges systematisches Probieren!
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Aufgaben Serie 3 (2018/19)

Am 1. Dezember startet der Bundeswettbewerb Mathematik®. Fir die Aufgaben
dieser Serie wurden deshalb Aufgaben der vergangenen Jahre aus diesem
Wetthewerb ausgewdhlt — gewissermafen als Einstimmung auf die neue Auflage.

(Einsendungen bis 10. Dezember 2018 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str. 21,
09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de #)

Aufgabe 3-1.
Bei einer 202-stelligen Quadratzahl 99...99 z 00...00 9 ist die Ziffer z an der 102-ten
N N
100 Neunen 100 Nullen

Dezimalstelle von rechts nicht lesbar. Ermitteln Sie eine mdégliche Ziffer, die dort
stehen kann

(5 Punkte)
Aufgabe 3-2.
Gegeben seien 2016 paarweise verschiedene positive reelle Zahlen, wobei das
Produkt von irgend 13 dieser Zahlen stets groRer als 1 ist. Kann dann das Produkt
aller 2016 Zahlen kleiner als 1 sein?

(5 Punkte)
Aufgabe 3-3.
Eine Summe aus 335 paarweise verschiedenen positiven ganzen Zahlen hat den Wert
100000.

a) Wie viele ungerade Summanden mussen in der Summe mindestens
vorkommen?
b) Wie viele ungerade Summanden kdnnen es héchstens sein?

(6 Punkte)
Aufgabe 3-4.
Von einem rechtwinkligen Dreieck sind Umkreis- und Inkreisradius gegeben. Man
konstruiere das Dreieck mit Zirkel und Lineal, beschreibe die Konstruktion und
begrunde ihre Richtigkeit.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Lésung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bertcksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben, bei
mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 3-5A. Man beweise die folgenden Aussagen.
(@) Die Differenz der Quadratzahlen zweier ungerader natirlicher Zahlen ist stets
durch 8 teilbar.

(2 Punkte)

8 www.mathe-wettbewerbe.de/bwm
* Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit Re: bestitigt. Erhalten Sie diese
Bestatigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten nachfragen!
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(b) Fur alle ganzen Zahlen a und b gilt: Wenn a? + b? durch 3 teilbar ist, dann sind
auch a und b durch 3 teilbar.
(2 Punkte)

(c) Ist die Summe dreier nattrlicher Zahlen durch 6 teilbar, dann ist auch die Summe
der Kuben dieser drei Zahlen durch 6 teilbar.
(4 Punkte)

n
yx =272 T o arithmetische Mittel und

Aufgabe 3-5B. Es ist a, =
i=1 n

1
n

n
O, =0/T1% =X - X, -...- X, das geometrische Mittel der natiirlichen Zahlen xy, X2, ...,
i=1

Xn (n > 1). Mit S, sei die folgende Behauptung bezeichnet:

a, . . . 3
,Sn 1 Ist =1 eine natirliche Zahl, so ist Xy = Xo = ... = Xp*“.
On

(a) Man zeige, dass S; im Allgemeinen falsch ist.

(2 Punkte)
(b) Man zeige:
Es gibt eine natiirliche Zahl m > 1, so dass fir x; = m und X, = X3 = X4 = 1 das

Verhéltnis a4 eine naturliche Zahl ist.
04

(2 Punkte)
(c) Man beweise, dass S, stets richtig ist.
(4 Punkte)

Seminarhinweis

Das 2. Chemnitzer Seminar wird am Samstag, dem 8. Dezember 2018 am solaris
Forderzentrum fir Jugend und Umwelt gGmbH Sachsen (Neefestr. 88b, 09116
Chemnitz, www.solaris-fzu.de) stattfinden — bitte den Termin schon vormerken und
die unter www.kzm-sachsen.de veroffentlichten oder mit Heft 9/2018 kurzfristig
vorher verteilten Programmhinweise beachten.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

Telefon: (0371) 4660751

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* ¢.V. an der Fakultét
fir Mathematik der TU Chemnitz, VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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Ldsungshinweise Serie 2

Aufgabe 2-1'. Es sollen Dreiecke mit zuféllig ausgewahlten Seitenlangen
konstruiert werden. Mit einem Spielwirfel werden die Seitenlangen ermittelt,
wobei die jeweils geworfene Augenzahl die Lange einer Seite in cm angibt.

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass aus drei nacheinander
gewdurfelten Zahlen a, b und c ein Dreieck mit den Seitenldngen a cm, b cm und
¢ cm konstruiert werden kann.

Losungshinweis: Es gibt genau 6 Maoglichkeiten, die Seitenldngen eines
gleichseitigen Dreiecks zu wirfeln: (1, 1, 1), ..., (6, 6, 6).

Es gibt unter Beachtung der Dreiecksungleichung genau folgende
Maoglichkeiten, die Seitenlangen eines gleichschenkligen (aber nicht
gleichseitigen) Dreiecks zu wurfeln:

fur die Basisldnge 1 sind alle Seitenldngen von 2, 3, 4, 5, 6 moglich,
fur die Basisldnge 2 sind alle Seitenldngen von 3, 4, 5, 6 moglich,
fur die Basisldnge 3 sind alle Seitenldngen von 2, 4, 5, 6 moglich,
fur die Basislange 4 sind alle Seitenldngen von 3, 5, 6 mdglich,

fur die Basislange 5 sind alle Seitenldngen von 3, 4, 6 mdglich,

fur die Basislédnge 6 sind alle Seitenldngen von 4, 5 mdglich.

Insgesamt sind es 5 + 4 + 4 + 3 +3 + 2 = 21 Kombinationen. Fir ein Tripel
(a, b, b) mit a # b gibt es aber drei mégliche Wurffolgen, sodass es insgesamt
3 - 21 = 63 Madglichkeiten gibt, die Seitenlangen eines gleichschenkligen (aber
nicht gleichseitigen) Dreiecks zu wirfeln.

Es bleiben noch die Madglichkeiten, bei denen die Seitenldngen paarweise
verschieden sind. Dazu betrachte man zunéchst die Tripel, bei denen die Zahlen
der Grole nach aufsteigend angeordnet sind. Unter Beachtung der
Dreiecksungleichung sind es 7 Tripel:

(2,3,4),(2,4,5), (2,5,6),(3,4,5), (3,4,6), (3,5,6) und (4, 5, 6).

Fir jedes der Tripel (a, b, c) gibt es aber 6 Wurffolgen, sodass es 6 - 7 = 42
Maoglichkeiten gibt, die Seitenlangen eines solchen Dreiecks zu wirfeln.

Insgesamt liefern 6 + 63 + 42 = 111 Wurffolgen die Seitenldngen eines
Dreiecks. Da es 6 - 6 - 6 = 216 verschiedene Wurffolgen gibt, betragt die
Wabhrscheinlichkeit flr das Erwirfeln der Seitenldngen eines Dreiecks

11137 51399 0
216 72

! Diese Aufgabe wurde in der 1. Stufe der 53. MO in Klassenstufe 9/10 gestellt: MO531016
-2-
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Hinweis: Anstatt alle zulassigen Wurffolgen zu suchen, kénnen natirlich auch
die Wurffolgen angegeben werden, bei denen aus den entsprechenden
Seitenlangen kein Dreieck gebildet werden kann, weil die Dreiecksungleichung
nicht gilt. Auch hierbei bietet sich die Fallunterscheidung wie oben an, um die
Vielfachheit der Zahlenkombinationen systematisch zu erfassen.

Alle 6 regelméligen Dreiecke sind konstruierbar.
Es gibt 9 Zahlenkombinationen, aus denen (wegen Verletzung der
Dreiecksungleichung) kein Dreieck konstruiert werden kann:

1,1,2),..,(1.16), (2,2, 4),..(22,6),(3,3,6)

Da jede dieser Kombination in 3 verschiedenen Reihenfolgen auftreten kann,
sind somit aus den Zahlen von 9 - 3 = 27 Kombinationen keine Dreiecke
konstruierbar.

Es gibt 13 Zahlenkombinationen aus paarweise verschiedenen Zahlen, aus deren
Zahlen kein Dreieck mit den entsprechenden Seitenldngen konstruiert werden
kann:
(11 21 3)! (11 21 4)1 (11 21 5)1 (11 21 6)1 (11 31 4)1 (11 31 5)1 (11 31 6)1
(1,4,5),(1,4,6),(1,5,6), (2,3,5), (2, 3,6), (2,4, 6)

Da jede dieser Kombination in 6 verschiedenen Reihenfolgen auftreten kann,
sind somit aus den Zahlen von 13 - 6 = 78 Kombinationen keine Dreiecke
konstruierbar.

Insgesamt gibt es also 27 + 78 = 105 Kombinationen mit dieser Eigenschaft,
also

™ 3 as1%.
216 72

Aller moglichen Kombinationen beim Wurfeln mit 3 Wiirfel.

Aufgabe 2-2. Die Zahlen 12, 13 und 15 sind — in irgendeiner Reihenfolge —
MaRzahlen zweier Seiten und der HOhe Uber der dritten Seite eines Dreiecks.
Man ermittle den Flacheninhalt des Dreiecks.

Losungshinweise: Es sei ABC ein N
geeignetes Dreieck und die Seiten a N
und b sowie die Hohe h von C auf AB \ a
haben die genannten Mafzahlen. Da \
sowohl im rechtwinkligen Teildreieck h
ADC als auch im rechtwinkligen \
Teildreieck DBC jeweils h eine Kathete
ist, muss h in beiden Fallen kleiner sein A D A’ B
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als die zugehorigen Hypotenusen b bzw. a. Folglich gilt fur die Mal3zahl der
Hohe h = 12.

Sei nun 0.B.d.A. b = 13. Dann gilt wegen des Satzes des Phytagoras im Dreieck
ADC firr die Lange AD=+13%-12% =5 und im Dreieck DCB fiir die Lange

DB =+/15% —122 =9. Also lautet die MaBzahl der dritten Seite fur das Dreieck
ABC (mit Hohe h innerhalb des Dreiecks) 9 + 5 =14 und fir das Dreieck 4’'BC
(mit Hohe h aulerhalb der Dreiecksflache) 9 — 5 = 4. Damit gilt fur die MalRzahl
des gesuchten Flacheninhalt

12-14 12 -4

Aufgabe 2-32 Es sei s=3%/20+14v2 +3/20-14+/2 . Man berechne s2und s®
und gebe fir s einen rationalen Wert an!

(Hinweis: Die Wurzelwerte dirfen nicht durch N&herungswerte ersetzt werden.)

Losungshinweise:  Man  setze s=u+v mit u=320+14v2 und
v=3/20-14/2 . Wegen 14+/2 <14 -1,42 < 20 sind u und v positive Zahlen.

(Hinweis: Solche groben Abschatzungen sind zuldssig, um ohne Taschenrechner
die Ungleichungen zu bestatigen.) Dann gilt

u® +v3 =(20+1442) + (20 -14+/2) = 40
und weiter nach der binomischen Formel

ud-v3 =(20 +14+/2) - (20 —14+/2) = 20% — (144/2)? =8.
Also gilt u-v =2.Weiterhin gilt stets

(u+v)* =u® +3u?v+3uv® +v3 = 3uv(u +v) + (U +Vv3)

Setzt man nun die angegebenen Beziehungen ein, so findet man die kubische
Gleichung

s3 —6s—40=0.

Eine Losung s; = 4 findet man durch Probieren. Somit l&sst sich die Gleichung
durch Abspalten des Linearfaktors (s — 4) umformen zu

53 —6s—40=(s—4)-(s% + 45 +10).

2 MO-Klassiker: MO011043 (1961/62)
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Aus der Losungsformel fir den quadratischen Term s,;=-2++-6 st

erkennbar, dass es keine weiteren reellwertigen Ldésungen geben kann. Der
gesuchte rationale Wert fiir s betragt somit 4, die Potenzen entsprechend s2 =16
und s =64. a

Hinweis: Es ist erforderlich, nach allen Losungen der kubischen Gleichung zu
suchen. Es ist zwar offensichtlich, dass es nur einen Wert fiir s geben kann.
Infolge der Umformungen konnten aber Scheinldsungen entstehen, die erst
durch eine Probe (hier im Sinne von Abschétzungen) ausgeschlossen werden
konnen. Da aber nur eine reellwertige Losung existiert, ist diese auch (ohne
Probe) die LAsung der Aufgabe.

Aufgrund der speziellen Struktur der Ausdriicke unter dem Wurzelzeichen kann
man nach Werten fur a und b suchen, fir die gilt:

20+1442 =(a+ 02"

Nach Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich findet mana=2und b = 1.

Also gilt 5:3\/(2+\/§)3 +?{/(2—\/§)3 .

Da die Ausdricke in den Klammern positiv sind, ergibt sich unmittelbar die
Losung s = 4.

Aufgabe 2-43. Es ist zu beweisen: In jedem Dreieck ist die Summe der Léngen
der Seitenhalbierenden kleiner als der Umfang des Dreiecks.

Losungshinweise: Sind A, B, C die Ecken ¢ D

eines Dreiecks und werden die dblichen
Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und
Seitenhalbierenden s,, sp, Sc verwendet (s. b S
nebenstehende Skizze), so ist zu zeigen .S Sa

S, +Sp+S. <a+b+c.
Sc

Diese Ungleichung wuirde unmittelbar aus A c “'"B
den drei Ungleichungen

2-S,<b+c , 2-sy<c+a , 2-s.<a+b

durch deren Addition und anschlieBender Division durch 2 folgen. Wegen der
Symmetrie der Bezeichnungen gentigt es, eine der drei Relationen zu beweisen,
beispielsweise 2-s, <b+c.

8 MO-Klassiker: M0021045 (1962/63)
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Ist D der Schnittpunkt der Parallelen zu g g durch C mit der Parallelen zu g ¢
durch B (der Punkt D existiert, weil die Seiten ¢ und b nicht parallel sind), so ist
das Viereck ABCD ein Parallelogramm. Daher gilt |BD|=|CA=b und der

Schnittpunkt S seiner Diagonalen ist sowohl Mittelpunkt von AD als auch von
BC. Folglich ist AS Seitenhalbierende von AABC und weil sich die Diagonalen
in einem Parallelogramm gegenseitig halbieren, gilt:

|AD|=2-|AS|=2-5,

Somit besteht nach der Dreiecksungleichung, angewandt auf das Dreieck AABD
mit den Seitenlangen c, b und 2-s, die zu beweisende Ungleichung. Q

Erganzung: Man findet in Formelsammlungen fir allgemeine Dreiecke fiir die
Seitenhalbierende s und die Seiten a, b, ¢ den Zusammenhang

50:%-\/2(a2+b2)—c2. Durch einfaches Zusammenfassen der drei durch

zyklisches Vertauschen der Bezeichnungen entstehenden Gleichungen fihrt dies
zur Formel:

3
s§+s§+sfzz-(a2+b2+c2).

Daraus wegen s: +s¢ +s2 <a® +b? +c? ohne weitere Argumentation auf die

gesuchte Ungleichung zu schlieRen, kann nicht korrekt sein, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Zwar gilt 64 +64 + 64 <169 + 9 + 16,
aberesist 8+ 8+ 8> 13+3+ 4.

Man erkennt jedoch leicht, warum dieses Gegenbeispiel nicht passend ist: 3, 4
und 13 konnen (wegen der Verletzung der Dreiecksungleichung) nicht
Seitenlangen eines Dreiecks sein. Geht man aber beispielsweise von der
Ungleichung b <a+ c aus, so folgt nacheinander:

b-al<c
b2 —2ab+a® <c?
2-(b2+a2)—cz<b2+2ab+a2:(a+b)2

sC:%-\/Z-(a2+b2)—c2 <aJ2rb

Aus dieser und den analogen Ungleichungen zu s; und s, l&sst sich nun
unmittelbar auf die behauptete Ungleichung schlieRen.
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Aufgabe 2-5A. Von einem Kreis sind zwei Punkte A und B und eine Tangente g
gegeben. Man konstruiere den Kreis, falls

(a) der Punkt A auf g liegt.

(b) die Gerade durch A und B parallel zu g ist.

(c) die Gerade durch A und B die Tangente g in einem Punkt S schneidet, der
von A und B verschieden ist.

Losungshinweise

(@) Analyse: Liegt der Punkt A auf der
Tangente g, so ist A der Berlhrungspunkt
des Kreises mit der Tangente und der
Mittelpunkt M liegt auf der Senkrechtenin A B i
zu 9. Zudem befindet sich der
Kreismittelpunkt auf der Mittelsenkrechten
der Sehne AB.

Konstruktionsbeschreibung:
- Man errichte in A die Senkrechte zu g.
- Man verbinde A und B und errichte auf der Strecke AB die
Mittelsenkrechte.
- Der Schnittpunkt M beider so konstruierten Geraden ist der Mittelpunkt

des gesuchten Kreises mit dem Radius r = MA=MB.
Existenz und Eindeutigkeit: Liegt der Punkt B verschieden von A nicht
gleichzeitig auf der Tangente, ist der Mittelpunkt stets und eindeutig
konstruierbar. Liegt dagegen der Punkt B auf der Tangente, existiert kein Kreis,
der die Aufgabenstellung erfillt.

A

(b) Analyse: Ist die Gerade durch A und B parallel zur Tangente g, so liegt der
Kreismittelpunkt M auf der Mittelsenkrechten von AB, deren Schnittpunkt mit g
der Punkt T sei. Da T ebenfalls ein Punkt auf der Kreisperipherie ist, liegt M
auch auf der Mittelsenkrechten von AT .

Konstruktionsbeschreibung:

- Man verbinde A und B und errichte auf
der Strecke AB die Mittelsenkrechte,
deren Schnittpunkt mit der Tangente sei
T, ihr FuBpunkt sei S.

- Man verbinde A und T und errichte auf
der Strecke AT die Mittelsenkrechte,
deren Schnittpunkt mit der Geraden
durch Sund T sei M.

- Der Punkt M ist der gesuchte

Kreismittelpunkt, sein Radius betragt T
r=MT =MA=MB.
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Existenz und Eindeutigkeit: Da die Punkte A und B nicht auf der Tangente g
liegen und voneinander verschieden sind, ist der Mittelpunkt stets und eindeutig
konstruierbar.

(c) Analyse: Angenommen, T sei der
Berthrungspunkt des Kreises mit der Tangente
g. Dann gilt nach dem Sekanten-Tangenten-Satz
ST’ =SA-SB. Es geniigt also, die Lange ST
zu konstruieren (z.B. mit Hilfe des Hohensatzes
in rechtwinkligen Dreiecken). Ist T bekannt, so
ist der Kreismittelpunkt M der Schnittpunkt der
Senkrechten zu g in T und der Mittel-
senkrechten der Strecke AB.

Konstruktionsbeschreibung:
- In einer Hilfskonstruktion ist auf einer Geraden h ein Punkt S’ zu

markieren, auf der einen Seite von S’ auf h eine Strecke der Lange SA
(man erhalt den Punkt 4°), auf der anderen Seite von S’ auf h eine Strecke
der Lange SB abzutragen (man erhalt den Punkt B°). Um den Mittelpunkt
M’ der Strecke A'B' wird ein Kreis mit dem Radius r'=M'A'=M'B"’
geschlagen (Thales-Kreis). Der Schnittpunkt der Senkrechten auf h in S”
mit der Kreislinie sei 7".

- Mit dem Radius r*=S'T' wird auf der Tangente g um S ein Kreisbogen
geschlagen, der g in T schneidet. Der Schnittpunkt der Senkrechten auf g
in T und der Mittelsenkrechten von AB ist der Schnittpunkt M des
gesuchten Kreises.

- Der Radius des gesuchten Kreises ist r = MT = MA=MB

Existenz und Eindeutigkeit: Liegen A und B auf verschiedenen Seiten von g oder
schneidet die Gerade durch A und B die Tangente g rechtwinklig, so existiert
kein Kreis, der die Bedingungen erfullt.

Andernfalls ist die Konstruktion stets ausfuhrbar, da A und B wegen der
Voraussetzungen nicht auf g liegen kénnen. Der Kreisbogen um S schneidet g in
2 Punkten (auf der Seite des spitzen Winkels und auf der Seite des stumpfen
Winkels). Daraus resultieren zwei voneinander verschiedene LOsungen der
Aufgabe.

Beweis: Wie die Analyse zeigte, erflllt der in (a) bis (c) gefundene Mittelpunkt
die jeweiligen Bedingungen der Aufgabenstellungen. a

Aufgabe 2-5B.

(@) Unter 52 natirlichen Zahlen gibt es stets zwei, deren Summe oder deren
Differenz durch 100 teilbar ist.
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(b) In einem Quadrat mit der Seitenldnge 7 sind 51 Punkte markiert. Es ist zu
zeigen, dass es unter diesen Punkten stets drei gibt, die im Inneren eines
Kreises mit dem Radius 1 liegen.

(c) In einem regelmé&liiigen Neuneck sei jede Ecke entweder rot oder grin
gefarbt. Je drei Ecken des Neunecks bestimmen ein Dreieck. Ein solches
Dreieck heil3e rot bzw. griin, wenn seine Ecken alle rot bzw. alle griin
sind. Man beweise, dass es bei jeder derartigen Farbung des Neunecks
mindestens zwei verschiedene kongruente Dreiecke gleicher Farbe gibt*,

Losungshinweise: Die Losungen kdnnen mittels Schubfachprinzip gefunden
werden.

(@) Man wahle 51 Schubféacher mit den Resten 0 bei Division durch 100, (Reste
1 oder 99) bei Division durch 100, (Reste 2 oder 98) bei Division durch 100
usw. bis Rest 50 bei Division durch 100. Sind 52 nattrliche Zahlen gegeben, so
werden mindestens 2 von diesen einem der Schubfécher zugeordnet. Haben
beide den gleichen Rest, so ist deren Differenz durch 100 teilbar, haben sie
dagegen einen unterschiedlichen Rest, so ist deren Summe durch 100 teilbar.

(b) Man zerlege das Quadrat in 5x5=25 kongruente Teilquadrate der
Seitenlange 1,4. Nach dem Schubfachprinzip befinden sich in mindestens einem
dieser Teilquadrate mindestens 3 Punkte. Ein solches Teilquadrat hat eine

Diagonale mit der Lange von 1,4-/2 <14.1,42=1988 < 2. Folglich kann das

Teilquadrat von einem Kreis mit dem Radius 1 vollstandig Uberdeckt werden.
Damit liegen auch die 3 Punkte im Innern dieses Kreises.

(c) Von den Ecken des regelmaRigen Neunecks haben bei Aufteilung auf zwei
Farben nach dem Schubfachprinzip mindestens 5 dieselbe Farbe. Man betrachte
5 derartige Eckpunkte gleicher Farbe. Man kann mit diesen Ecken als

5
Endpunkte (2]:10 verschiedene Strecken bilden. Die Mittelsenkrechte zu

jeder dieser 10 Strecken geht durch den Umkreismittelpunkt des Neunecks und
durch eine weitere Ecke, weil das Neuneck regelmaRig und von ungerader
Eckenzahl ist.

Nach dem Schubfachprinzip gehen also mindestens 2 der 10 Mittelsenkrechten
durch den gleichen Eckpunkt. Die zugehorigen Endpunkte der Strecken (sie
seien A und B bzw. C und D) bilden folglich die Ecken eines achsen-
symmetrischen Trapezes ABCD mit den parallelen Seiten AB und CD. Die
beiden verschiedenen und gleichfarbigen Dreiecke ABC und ABD sind aufgrund
der Symmetrie des Trapezes kongruent. Damit ist die Behauptung bewiesen. (Es

4 Aufgabe 1 der 2. Runde des Bundeswettbewerbs Mathematik 1993.
-9-
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gibt sogar ein weiteres Paar von Dreiecken der geforderten Art, ndmlich ACD
und BCD.) a

Erganzung zu (b): Es erscheint naheliegend, dass Quadrat zun&chst in 7 - 7 = 49
Teilquadrate zu zerlegen. Jedes dieser Teilquadrate ist natiirlich durch einen
Kreis mit dem Radius 1 Uberdeckbar. Es misste nun aber erst nachgewiesen
werden, dass bei einer Uberdeckung des Quadrates in jedem der verwendeten
Kreise bereits mindestens 2 Punkte liegen. Fur eine beliebige Lage der Punkte
wird dies schwieriger sein als mit der oben dargestellten Anwendung des
Schubfachprinzips.

Abstand eines Punktes zu den Dreieckseckpunkten
In der 50. Mathematik-Olympiade wurde folgende Aufgabe gestellt:

Aufgabe M0O501023. Im Innern eines Dreiecks ABC ist ein Punkt D beliebig

gewahlt. Wir bezeichnen die Langen der Strecken DA, DB, DC mit x, y, z und
die Lange des Umfangs des Dreiecks ABC mit u. Zeigen Sie, dass stets die

Ungleichungskette 2u < x+y+z <u gilt.

Vorbemerkung: Wahlt man fur D den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, so
gilt nach dieser Ungleichungskette stets

2(sy+5Sp+Sc)<U,

3
also s, +sp +5; <3U.

In Aufgabe 2-4 wurde eine strengere Ungleichung bewiesen. Damit stellt sich
die Frage, ob der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ein Punkt mit besonders
kleiner Summe der Abstédnde zu den Eckpunkten ist oder ob die Ungleichung
der MO-Aufgabe sehr grob ist.

Betrachtet man beispielsweise ein regelmaliges Dreieck mit der Seitenlange 1,
so betragt die Abstandsumme zu den Eckpunkten fir den Schnittpunkt der

Seitenhalbierenden 3%-%\@:\/5 Wahlt man dagegen einen Eckpunkt als

Punkt aus, so ist dessen Abstandssumme 2. In beiden Fallen ist diese
Abstandssumme deutlich kleiner als der Umfang des Dreiecks.

Betrachtet man jedoch ein gleichschenkliges Dreieck ABC, dessen Grundseite
AB sehr klein im Vergleich zu den Dreiecksschenkeln ist, und wahlt man als
Punkt den Eckpunkt C, so ist dessen Abstandssumme zu den Eckpunkten nur

-10 -



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 9/2018

wenig kleiner als der Dreiecksumfang. Man kann also die (rechte) Ungleichung
aus Aufgabe M0O501023 im Allgemeinen nicht verschérfen.

Nun gilt: Der Umkreismittelpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks hat von allen
inneren Punkten eines Dreiecks die kleinste Abstandssumme zu den
Eckpunkten.

Losungshinweise: Es sei D ein innerer Punkt und die Abstdnde zu den
Eckpunkten des Dreiecks ABC werden (wie in der Skizze ersichtlich) mit x, y
und z bezeichnet.

C
Dann gelten nach der Dreiecks-
ungleichung:

a<y+z
b<x+z E
c<Xx+y

Zusammenfassend erhédlt man
die linke Seite der behaupteten
Ungleichung:

N |-~

-(a+b+c):%<x+ y+2Z.

A C B

Um die rechte Seite der Ungleichung zu zeigen, bezeichne man den
Schnittpunkt der Geraden durch A und D mit der Seite BC mit E. Wieder mittels
Dreiecksungleichung im Dreieck AEC folgt.

X + |DE <b+‘(ﬁ‘
also x+|DE +‘BE‘<b+‘(ﬁ‘+‘ﬁ‘:b+a.

Wegen y<‘ﬁ‘+‘ﬁ‘ aufgrund der Dreiecksungleichung im Dreieck BED

ergibt sich die Ungleichung x+ y<a+b. Analog kdnnen die Ungleichungen
X+z<a+cund y+z<b+c gezeigt werden. In der Zusammenfassung dieser

drei Ungleichungen folgt unmittelbar die rechte Ungleichung der Behauptung.
a

-11 -
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Bekannte Satze der Mathematik
Satz. Die Zahl+/2 ist irrational 5.

Beweis: Man nehme an, +/2 sei rational. Dann gibt es zwei ganze Zahlen m und

nmitn>0und v2 =" Nach Quadrieren beider Seiten gilt 2-n? = m?. Jeder
n

Faktor der Primfaktorenzerlegung von n2 und von m? kommt in einer geraden
Anzahl vor, also auch die Primzahl 2. Der Faktor 2 tritt aber im Widerspruch
dazu auf der linken in ungerader Anzahl auf. Somit ist es nicht moglich, dass

V2 rational ist, d.h. ~/2 ist irrational. Q

Satz. Die Summe und das Produkt zweier rationalen Zahlen ist stets rational.

Beweis: Sind ry und r, zwei rationale Zahlen, die sich als r; = M bzw, r, = My
n n

2
mit geeignet gewahlten ganzen Zahlen my, m,, n1 und n, darstellen lassen, so gilt

m,-n, +m, -n m, -m
rr, = 2, oMMy
NNy N - Ny

Die Z&hler und Nenner der Ergebnisbriche sind offensichtlich wieder ganze
Zahlen. Damit sind Summe und Produkt von rationalen Zahlen wieder rational.
Q

Satz. Die Summe und das Produkt einer rationalen und einer irrationalen Zahl
ist stets irrational.

Beweis: Es sei r eine rationale und t eine irrationale Zahl. Man nehme an, dass
die Summe s = r + t rational ist. Dann ist aber auch s— r =t rational im
Widerspruch zur Voraussetzung, d.h. die Annahme, s sei rational ist falsch.
Somit ist die Behauptung bewiesen.

: : : 1
Man nehme an, dass das Produkt p =r-t rational ist. Dann ist aber auch = und
r

folglich P =1 rational im Widerspruch zur Voraussetzung, d.h. die Annahme, p

r
sei rational ist falsch. Somit ist die Behauptung bewiesen. a

Hinweis: Die Summe oder das Produkt zweier irrationaler Zahlen kann dagegen
eine rationale Zahl ergeben, z.B.

: . . . . m
® Eine reelle Zahl r heilt rational, wenn es zwei ganze Zahlen mund n mitn >0 und r = —
n

gibt. Andernfalls heif3t die Zahl irrational.

-12 -
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(2++2)+(2-+2)=4
(2++2)-(2-+2)=2

Satz. Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen existiert stets mindestens
eine rationale und eine irrationale Zahl.

Beweis: Seien r; und r; rationale Zahlen mit r; < r,, dann gilt fir die rationale

Zahl r :% die Ungleichung ry <r <r-.

Die Zahl t=r+(r,—1)- (\/5 —1) ist nach obigen Aussagen irrational.
AuRerdem ist wegen 0 < /2 —1 < 1 stets

und
t=n +(r, —rl)-(\/i—l)< n+(rp—r)1=r,.

Also gilt fur die irrationale Zahl t die Ungleichung r; <t <r-. a
Hinweis: Auch bei diesen anschaulich trivialen Aussagen kommt es darauf an,

eine solche rationale bzw. irrationale Zahl so konkret anzugeben, dass deren
Existenz offensichtlich werden.

Rationale Zahlen

Bei den folgenden Aufgabendiskussionen wird die Irrationalitat der Wurzel +/N
fur jede positive ganzzahlige Nichtquadratzahl N als Verallgemeinerung von
/2 als bekannt vorausgesetzt.

Aufgabe. Es ist zu zeigen, dass x =+/2 ++/5 ++/7 irrational ist.

Losungshinweise: Man nehme an, x sei rational, und versuche, die gegebene
Gleichung solange umzuformen, bis nur noch ein Wurzelausdruck in einer
Gleichungsseite verbleibt und sonst nur Summen, Differenzen, Produkte und
Quotienten von rationalen Zahlen auftreten.

x—~7=+2+5
x2—2.xJ7+7=2+2-410 45
x2 —2.xJ7=2-10
xz(x2—4-xﬁ+28):4o

-13 -
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4—O—x2—28

N

4x

Ist x rational, dann ist die rechte Seite der Gleichung ebenfalls rational im
Widerspruch zur Irrationalitat der Quadratwurzel der linken Seite. Q

Die Suche nach vollstdndigen Quadraten kann bei der Vereinfachung von
Wurzelausdriicken hilfreich sein:

Aufgabe. Man zeige die Gleichheit \/3+ V8 - \/3— V8 =2,

Losungshinweise:  Selbstverstandlich  kann der Beweis nicht mittels
Taschenrechner erbracht werden, denn die Gleichheit kdnnte aufgrund der

endlich vielen Anzeigeziffern erzwungen sein! Wegen /8 <+/9 =3 sind die
Wurzeln alle definiert und die linke Seite ist positiv, sodass quadriert werden
darf. Man erhalt:

3+\/§—2~\/(3+\/§)°(3—\/§)+3—\/§=4
6-2.3° —(v8f =4
Die Richtigkeit der Behauptung folgt aber ebenso leicht aus der Beziehung

3+8=2+2.2+1=(V2+1f.

Wahrend bei dieser Aufgabe der Vorteil des zweiten Lésungsweges nur gering
erscheint, ist der Beweis der Gleichheit

3/1620 +12417457 +3/1620 —12+/17457 =18

ohne die Erkenntnis 1620 +12+/17457 :(9J_r\/@)3 wohl nur sehr aufwendig
|6sbar!

In Gleichungen mit Quadratwurzeln lassen sich im Allgemeinen durch
wiederholtes Quadrieren die Anzahl der auftretenden Wurzeln reduzieren,
sodass sich die Ausdriicke vereinfachen. Dagegen ,verschwinden*
Kubikwurzeln wie in Aufgabe 2-3 nicht so einfach. Hierfir kann der
Binomische Lehrsatz geschickt ausgenutzt werden, wie auch folgendes Beispiel
demonstriert:

Aufgabe. Man beweise die Gleichheit 3/5v2 +7 —3/542 -7 =2.

-14 -
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Nochmals der Hinweis: Die Berechnung der Wurzelausdriicke mittels
Rechentechnik ist kein Beweis!

Losungshinweise: Man setze den linken Ausdruck der Gleichung gleich a und
versuche, durch Umformungen den Wert von a einfacher berechnen zu kénnen.

a3=(3{/5\/§+7—3{/5\/5—7)3
—52+7-3-4(642+ 7)6v2 - 7)-R6V2 + 7 - 532 - 7)- vz - 7)

Diese Umformung erfolgte nach dem binomischen Lehrsatz

(x+yP =x3+3x%y+3xy? + y2 =x3 +3xy - (x + y) + y°

Die Differenz der Kubikwurzeln in der mittleren Klammer stimmt aber gerade

mit a Uberein, so dass man die kubische Gleichung a® =14 —3a erhlt. Eine
Losung dieser Gleichung ist a = 2. Da wegen

a® +3a—14:(a—2)-(a2 +a+7)
keine weiteren reellwertigen Losungen existieren kénnen, ist die Behauptung

bewiesen. Q

Hinweis: Es gilt 5\/§i7=(\/§i1)3, woraus sich die Behauptung ohne
Schwierigkeiten folgern lasst.

Algebraische und transzendente Zahlen

- : m : :
Fir jede rationale Zahl r =— (m, n ganzzahlig, n > 0) kann man ein Polynom
n
N k n n-1
P(X)= Ya, -X =a,-X +a,1-X ~+..+8  X+3a,
k=0

mit ganzzahligen Koeffizienten ay, ai, ..., a, finden, sodass r eine Nullstelle von
P ist (d.h. es gilt P(r) = 0). Daftr gentgt bereits ein Polynom mit Grad 1 (lineare
Funktion), denn P(x) =n-x—m erfillt die Behauptung.

Verallgemeinernd heil3t eine reelle Zahl z algebraisch, wenn es ein Polynom

n
P(x)= >a, -x¥ mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, sodass z Nullstelle von P
k=0

ist. So sind v/2 oder /2 ++/3 algebraisch, weil sie Losungen der Gleichungen

x?> —2=0 bzw. x* —4x? +1=0 sind. Ob algebraische Zahlen geometrisch mit
Zirkel und Lineal konstruiert werden konnen, h&ngt jedoch davon ab, ob die
Gleichung allein durch die vier Grundrechenarten und das Quadratwurzelziehen
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aufgelost werden kann. BekanntermaRen ist die algebraische Zahl /2 (als
Nullstelle des Polynoms P(x) = x3 — 2) nicht auf diese Weise konstruierbar.

Reelle Zahlen, fur die es kein solches Polynom gibt, heien transzendent (quod
algebrae vires transcendit — die Krafte der Algebra Ubersteigend)®. Bereits
LEONHARD EULER (1707 bis 1783) vermutete die Existenz transzendenter
Zahlen, doch erst JOSeEPH LI1ouVviLLE (1809 bis 1882) konnte dies nachweisen. Er
bewies den Approximationssatz fuir algebraische Zahlen:

n
Satz. Ist yeine algebraische Zahl und P(x)= > a, - x¥ ein Polynom vom Grade
k=0

n mit ganzzahligen Koeffizienten, fir das die Zahl y eine Nullstelle ist, dann gilt
fir alle ganzen Zahlen p und fir alle hinreichend grofRen natlrlichen Zahlen g
stets folgende Abschétzung:

Y — P ist, dann ist

q

Wenn 12
q

qn+1 '

Anschaulich bedeutet diese Aussage: Wenn man flr die algebraische Zahl
y eine rationale Zahl mit hinreichend groBem Nenner q als Naherung findet
(erste Ungleichung), dann kann die rationale Zahl nicht beliebig nahe an
y kommen (zweite Ungleichung).

ol
q

Als Anwendung des Approximationssatzes untersuche man die Zahl

» 1 1 1 1 1

= T =it 5t 5tz +--=011000100...00100...
k=110 10 10 10° 10
Angenommen z sei algebraisch und das Polynom, das z als eine Nullstelle
besitzt, sei vom Grad n. Setzt man im obigen Approximationssatz
m
P_ > ik, :i, fur eine geeignete nattrliche Zahl A und m>n + 1, dann ist
q k=110 10™

die Differenz zwischen z und P kleiner als % Diese Differenz misste nun

q

aber groRer als 10'“'% sein, um den Approximationssatz zu erfullen.

Vergleicht man jedoch die Dezimalbruchentwicklung von z und Ep so erkennt

man, dass der Abstand beider Zahlen kleiner ist — somit kann z keine
algebraische Zahl sein.

® vgl. Pfister, G.: Transzendente Zahlen. In. Wissenschaft und Fortschritt. Vol. 26 (1976),
Heft 7, S. 304-308.
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Dass © keine rationale Zahl ist, zeigte bereits 1761 JOHANN HEINRICH LAMBERT
(1728 bis 1777). Sein noch unvollstdndiger Beweis wurde von ADRIEN-MARIE
LEGENDRE (1752 bis 1833) vervollstandigt. Erst 1882 bewies FERDINAND
LINDEMANN (1852 bis 1939), dass = nicht algebraisch, also transzendent ist.
Damit war die Frage nach der Quadratur des Kreises endgultig beantwortet: Zu
einem Kreis kann allein mit Zirkel und Lineal kein flachengleiches Quadrat
konstruiert werden.

Wie schreibe ich das auf? ’

Warum sich abmuhen? Es ist wieder soweit, ich habe endlich die Aufgabe
gel6st und nun sitze ich vor meinem leeren Blatt. Wie schreibe ich die Ldsung
auf? Und nicht nur wie, sondern auch: Warum eigentlich? Weil ich muss, weil
es ja schliel3lich meine Aufgabe ist. Nein, eben nicht! Gut, vielleicht ein wenig
auch darum. Aber vor allem ist das Aufschreiben ein Schritt in meiner LAsung
der Aufgabe — und noch nicht einmal der letzte. Es ist der Schritt, in dem ich
meine Gedanken endgdiltig klar strukturiere und noch einmal alles durchgehe. Es
ist der Moment, in dem ich meine L6ésung so festhalten mochte, dass ich sie
spater immer noch verstehe.

Habe ich es geschafft, mich so auf ehrliche Weise selbst zu (iberzeugen, wird es
nun viel leichter, dass mein zu Papier Gebrachtes auch andere tberzeugt, egal ob
es ein Korrektor oder sonst ein interessierter Leser ist. Sicher werde ich
vielleicht trotzdem manchmal noch einen Fehler ibersehen, aber die Hoffnung,
dass diese weniger werden, besteht.

Schreiben wie man spricht. Wenn ich die Lésung einer Aufgabe aufschreibe,
hilft es mir ungemein zu berlegen, wie ich sie jemandem erkl&ren wirde. Auch
wenn Mathematik viel mit Formeln und Zahlen zu tun hat, sollte meine Ldsung
immer die Form haben, dass ich sie auch vorlesen konnte. Aus diesem einfachen
Vorsatz kann ich schon eine Menge Folgerungen ziehen.

Im Endeffekt ist die Lésung ein Text und als solcher soll sie auch verstandlich
sein. Naturlich will ich auch keinen Roman schreiben. Dennoch ist es ungtinstig,
die Kurze dadurch zu erreichen, dass ich die Halfte meiner Uberlegungen nicht
aufschreibe (,,... weil es dann viel zu lang wird!“). Vielmehr sollte meine
Argumentation schon knapp und préazise sein, so dass es gar nicht so viel gibt,
was man aufschreiben konnte.

Gegeben, gesucht . . . Die L6sung zu einer Aufgabe beginne ich am besten
damit, dass ich noch einmal kurz aufschreibe, worum es geht. Es geht ja meist
auch gar nicht so sehr darum, dass ich die richtige Antwort (z.B. 40320) finde.

" Fir KZM von Nadine GroRe und Andreas Nareike (Leipziger Schiilergesellschaft
Mathematik, Isgm.uni-leipzig.de)
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Vielmehr ist der Sinn, dass ich erklare, wie ich die Antwort gefunden habe. Im
Idealfall kann ich meine L6sung auch dann noch verstehen, wenn der Zettel mit
dem Aufgabentext verloren gegangen ist. Wenn meine LOsung aber z.B. nur aus
der Zeile

1-2-3-4-5-6-7-8=40320

besteht, brauche ich immer den Aufgabentext um zu verstehen, was ich da
gemacht habe. Und auch wenn ich jemandem meine Losung erklaren soll, muss
ich mir in diesem Fall erst Giberlegen, warum ich das gemacht habe — es steht ja
nicht da.

Begriffe einfihren. Bezeichnungen fiihre ich ein, damit der Text
ubersichtlicher und kirzer wird. Viele Dinge lassen sich auch nur umsténdlich
sagen, wenn man keine zusétzlichen Bezeichnungen einfiihrt. Das gilt noch
mehr, wenn man etwas nur vorliest. Das sieht man sehr schén an folgendem
mehr oder weniger bekannten Text:

When a twelfth century youth fell in love he did not take three paces
backward, gaze into her eyes, and tell her she was too beautiful to live. He
said he would step outside and see about it. And if, when he got out, he
met a man and broke his head — the other man’s head, I mean — then that
proved that his — the first fellow’s — girl was a pretty girl. But if the other
fellow broke his head — not his own, you know, but the other fellow’s — the
other fellow to the second fellow, that is, because of course the other
fellow would only be the other fellow to him, not the first fellow who —
well, if he broke his head, than his girl — not the other fellow’s, but the
fellow who was the — Look here, if A broke B’s head, then A’s girl was a
pretty girl; but if B broke A’s head, then A’s girl wasn'’t a pretty girl, but
B’s girl was.

(aus: M. Kline, ,,Mathematics in Western Culture®)

Damit meine Bezeichnungen und Variablen aber wirklich nitzlich sind, muss
ich natUrlich sagen, wofiir genau sie stehen. Daflr gibt es mehrere
Maoglichkeiten, z.B. ,,Sei n eine natiirliche Zahl* oder auch ,, Die Menge aller
roten Hiite bezeichnen wir mit R “. Natiirlich geht auch ,,Sei ne N “, aber auch
dann sollte man beim Schreiben immer an einen gesprochenen Satz denken.

Manchmal kann es etwas aufwéndig sein, eine Bezeichnung einzufiihren, aber
andererseits muss es auch nicht unbedingt so kompliziert und formal wie
maoglich sein. Dazu zwei Beispiele: eines, das zeigt, wie man es eher nicht
machen sollte und eines, das zeigt, wie es besser geht.

Schlechtes Beispiel: Es sei ne N —{0}. Seien a,...,a,;<{01..,9}c Nund

n-1 .
a, €{l...,.9}c N. Weiter sei m=>a; ,-10'.
i=0
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n
Dann definieren wir Q(m) => 4a; .
i=1

Aus mehreren Grinden erscheint diese Definition schwerféllig und eher
verwirrend als erhellend. Manchmal benétigt man so eine Definition, wenn man
z.B. die a; noch verwenden will. Meist aber geht es wesentlich kirzer und
trotzdem ist klar, was gemeint ist:

Gutes Beispiel: Fur eine natirlich Zahl m bezeichne Q(m) die Summe ihrer
Ziffern in Dezimaldarstellung.

Wenn schon Klar ist, dass sowieso ausschlieflich von Zahlen in
Dezimaldarstellung die Rede ist, kann der Zusatz am Ende auch noch wegfallen.

In Geometrieaufgaben zeichne ich eine Skizze und beschrifte sie. Allerdings
kann ich mittels einer Skizze keine Bezeichnungen einfiihren, sondern diese nur
illustrieren. Zeichne ich einen Punkt M auf einer Strecke AB, so sieht es
vielleicht so aus, also ware es der Mittelpunkt. Doch wenn ich meine Ldsung
spiter anschaue, werde ich mich fragen: ,,Soll das jetzt ein beliebiger Punkt sein
oder doch der Mittelpunkt?“ Da ich eine Skizze schlecht vorlesen kann, ist sie
allein auch keine Lésung. Ich schreibe einen Text dazu, der erklart, was in der
Skizze zu sehen ist und was ich mir dabei gedacht habe. In einer Skizze kann ich
spater auch nicht sehen, was ich zuerst gezeichnet und was zuletzt konstruiert
habe — ein erkl&render Text muss also dabei sein.

Struktur geben. Ich moéchte es also so einrichten, dass ich meine Lodsung
notfalls auch vortragen kann. Daher ist es besonders wichtig, dass ich nicht nur
einzelne Formeln aneinanderreihe, sondern auch schreibe, was ich mache bzw.
gleich machen werde und auch, warum ich dieses oder jenes mache.

Sehr selten beweise ich etwas mit nur einer Zeile, meist brauche ich schon
mehrere Beweisschritte. Am besten sage ich also, was ich in einem bestimmten
Schritt beweisen will und wann ich damit fertig bin, z.B. so:

Gutes Beispiel: ,,... also miissen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen
Objektes zeigen.

1. Zur Existenz:

Damit ist die Existenz gezeigt.
2. Zur Eindeutigkeit:

Wir sehen also, dass ein solches Objekt auch eindeutig ist. “

Es gibt in unserer Sprache viele kleine Worter, die eine logische Struktur
erzeugen. Solche Worter lernt man auch kennen, wenn man in einer
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Fremdsprache einen Kommentar oder eine Erdrterung schreiben soll. Einige
Beispiele fir solche Worter: somit / daher / folglich / dann / also / wenn ..., dann
... [aus ... folgt, dass ...

Je nach Sprachgefiinl und Kontext kann ich eine Begriindung lieber vor die zu
begriindende Aussage oder hinter diese stellen. Allerdings will ich lieber nicht
beides gleichzeitig benutzen. Ich kann sagen: ,,Nach dem Strahlensatz gilt ... "
oder ,,Weil die linke Seite der Gleichung 0 ist, ..." Wenn ich die Begriindung
nach der Aussage aufschreibe, dann z.B. so: .,..., weil p eine Primzahl ist* oder
sy, d@ A ABC ein rechtwinkliges Dreieck ist . Ich vermeide aber so etwas:

Schlechtes Beispiel: ,,Nach dem Satz des Pythagoras ist AB =5, weil das
Viereck einen rechten Winkel bei C hat. “

So ein Satz verwirrt nur, weil schon die Reihenfolge der VVoraussetzungen nicht
Klar ist. Man muss erst innerlich nach Voraussetzung und Schlussfolgerung
sortieren, bevor man sich tber die Richtigkeit Gedanken machen kann. Das stort
den Lesefluss und lenkt somit vom Wesentlichen ab, dem Inhalt. Viel besser
Klingt:

Gutes Beispiel: ,,.Das Viere_ck hat einen rechten Winkel bei C und somit ist nach
dem Satz des Pythagoras AB =5 .

Hier steht die Begrundung vor der Aussage. Alternativ geht es auch so:

Gutes Beispiel: ,,Es ist AB =5, da das Viereck einen rechten Winkel bei C hat
und sich daher der Satz des Pythagoras auf das Dreieck ABC anwenden ldsst. “

Endlich fertig? So jetzt habe ich sie aufgeschrieben, die Losung. Aber das war
— wie gesagt — noch nicht der letzte Schritt. Ich lese mir jetzt alles noch einmal
durch und achte dabei nicht nur auf den mathematischen Inhalt.

Die ganze Zeit war ich damit beschaftigt, mir Uber die Richtigkeit meiner
Aussagen, die Begrundungen meiner Schlisse und die Strukturierung meiner
Losung Gedanken zu machen. Da kann es schon einmal vorkommen, dass ich
Im Eifer des Gefechts vielleicht ein Subjekt, ein Pradikat oder gleich einen
halben Satz unterschlagen habe. Am besten spreche ich meinen Text beim Lesen
gedanklich mit und versuche, mir die L6sung selbst noch einmal zu erklaren.

Es ist auch immer gut, wenn man noch jemanden hat, der alles noch einmal
durchsieht. Da erhalte ich meine Ldsung vielleicht auch einmal im roten Zustand
zuriick, aber das ist gut so. Denn: Meine Losung ist immerhin so klar, dass der
Leser sagen kann, was er noch nicht begriffen hat oder wo vielleicht noch ein
Schritt in der Begrindung fehlt. Habe ich mich unklar ausgedriickt, kann der
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Leser nicht einmal mehr sagen, ob etwas falsch oder richtig ist und ich
bekomme vielleicht nur ein riesiges Fragezeichen am Rand.

Bundeswettbewerb Mathematik 2019

Der Bundeswettbewerb Mathematik wurde 1970 vom Stifterverband fir die
Deutsche Wissenschaft, einer Gemeinschaftsaktion der deutschen Wirtschaft zur
Forderung der Wissenschaft und des wissenschaftlichen Nachwuchses, ins
Leben gerufen. Trager des Wettbewerbes ist der Verein Bildung und Begabung
e.V. mit Sitz in Bonn; finanziell wird er gemeinsam vom Bundesministerium fir
Bildung und Forschung und dem Stifterverband fur die Deutsche Wissenschaft
gefordert. Er steht unter der Schirmherrschaft des Bundesprésidenten. Die
Kultus- und Schulbehtrden der L&nder unterstiitzen den Wettbewerb und
beflirworten die Teilnahme.

Unter www.mathe-wettbewerbe.de/bwm finden sich aktuelle Informationen.
So auch die folgende Kurzcharakteristik:

,,Der Bundeswettbewerb Mathematik ist ein mathematischer Schillerwettbewerb
fir alle an Mathematik Interessierten. Er besteht aus zwei Hausaufgabenrunden
und einem mathematischen Fachgesprach in der abschlieRenden dritten Runde.
Neben dem mathematischen Schulwissen muss man zur Teilnahme vor allem
auch etwas Ausdauer mitbringen.

In den beiden Hausaufgabenrunden werden jeweils vier Aufgaben aus
unterschiedlichen  Bereichen  der  Elementarmathematik  (Geometrie,
Kombinatorik, Zahlentheorie, Algebra) gestellt. Sie mussen jeweils in etwa zwei
Monaten in Hausarbeit selbststandig geldst und schriftlich ausgearbeitet werden.
In der ersten Runde ist auch Gruppenarbeit zugelassen: Maximal drei
Teilnehmende kdnnen sich zu einer Gruppe zusammenschlieBen und gemeinsam
eine Arbeit einreichen. Wird eine Gruppenarbeit mit einem Preis ausgezeichnet,
erlangt damit jedes Mitglied dieser Gruppe die Teilnahmeberechtigung fiir die
zweite Runde. In der zweiten Runde sind dann nur noch Einzelarbeiten
zugelassen. In der dritten Runde, auch Kollogquium genannt, geht es nicht mehr
um das Losen von Aufgaben. Hier fuhren die Teilnehmenden ein knapp
einstiindiges Fachgesprach mit einem Mathematiker bzw. einer Mathematikerin
aus Universitdt und Schule. Auf der Basis dieser Gesprache werden die
Bundessieger ausgewdhlt. Daneben gestalten die Teilnehmenden ein
Rahmenprogramm mit ganz unterschiedlichen Beitragen.*

Die Teilnehmerzahlen® in der ersten Runde lagen in den letzten 10 Jahren
zwischen 1017 (im Jahr 2010) und 1952 (im Jahr 2007).

8 Ausfihrliche Statistiken sind unter http://www.mathe-wettbewerbe.de/bwm/statistiken
veroffentlicht.
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Schuljahr | Einsender davon Einsender aus davon
1. Runde KI. 9/10* Sachsen* KI. 9/10**
2015/16 1426 499 (35,0%) 68 (4,8%) 40 (58,8%)
2016/17 1142 398 (34,9%) 58 (5,1%) 25 (43,1%)
2017/18 1370 467 (34,1%) 53 (3,9%) 27 (50,9%)

* prozentual bezogen auf alle Teilnehmer
“* prozentual bezogen auf die Teilnehmeranzahl aus Sachsen

Der Anteil der Teilnehmer aus den Klassenstufen 9 und 10 liegt in Sachsen weit
Uber dem Durchschnitt! Unter den 53 sdchsischen Teilnehmern im Schuljahr
2017/18 wurden 4 erste, 5 zweiter und 13 dritte Preise vergeben — (ber zwei
Finftel der sdchsischen Teilnehmer gehoOrte zu den Preistragern (41,5%,
bundesweit 38,5%). Dazu kamen noch 20 Anerkennungsurkunden (37,7%).

Alle Preistrager sind fur die 2. Stufe startberechtigt — aber nicht alle der
sdchsischen Qualifizierten nahmen diese Chance wahr!

Schuljahr | Teilnehmer davon Teilnehmer aus davon
2. Runde KI. 9/10* Sachsen* KI. 9/10**
2015/16 261 80 (30,7%) 24 (9,2%) 11 (45,8%)
2016/17 155 48 (31,0%) 9 (5,8%) 3 (33,3%)
2017/18 255 76 (29,8%) 12 (4,7%) 3 (25,0%)

“ prozentual bezogen auf die Teilnehmerzahl
“* prozentual bezogen auf die Teilnehmerzahl aus Sachsen

In der 2. Runde 2018 wurden 6 erste und 4 zweite Preise, an sachsische
Teilnehmer vergeben (also insgesamt 10 der 12 Starter!), darunter zwei Starter
aus den Klassenstufen 9 und 10.

Nehmen auch Sie (wieder) am Bundeswettbewerb Mathematik 2019 teil.

Der Wettbewerb ist bereits eroffnet. Die Ausschreibung und Aufgaben der 1.
Stufe kdnnen Sie beim Fachlehrer fur Mathematik oder unter www.mathe-
wettbewerbe.de/bwm/bwm-wettbewerb-1 erhalten.

Die Aufgaben und Ldsungen des Bundeswettbewerbs Mathematik 1972 bis
1997 erschienen in bislang 4 Béanden beim Ernst-Klett-Schulbuchverlag
(Stuttgart 1987, 1988, 1994 und 1998), herausgegeben von R. Loffler. Zudem
erschien 2016 ein Sammelband der schonsten Aufgaben aus den Jahren von
1970 bis 2015 — eine empfehlenswerte Lektire. H.-H. Langmann, E. Quaisser,
E. Specht: Bundeswettbewerb Mathematik. Springer Verlag Berlin Heidelberg
2016 (ISBN 978-3-662-49539-1).
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Aufgaben Serie 4 (2018/19)

(Einsendungen bis 11. Februar 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer
Str. 21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de®)

Aufgabe 4-1
Man bestimme die grofite einstellige Zahl, die alle diejenigen 180-stelligen
natlrlichen Zahlen teilt, die durch Aneinanderh&ngen der neunzig zweistelligen
Zahlen 10, 11, ..., 99 in beliebiger Reihenfolge entstehen.

(5 Punkte)
Aufgabe 4-2
Zeigen Sie, dass es unter allen Zahlen der Form 2p + 1, wobei p eine Primzahl
Ist, genau eine Kubikzahl gibt.

(5 Punkte)
Aufgabe 4-3
Man bestimme alle diejenigen 8-stelligen Zahlen, in denen alle Ziffern von 1 bis
8 vorkommen und die folgenden Bedingungen erfiillen: Die Zahlen aus den
ersten zwei, drei, ..., acht Ziffern (von links aus gezahlt) sind jeweils durch 2, 3,
..., 8 teilbar.

(6 Punkte)
Aufgabe 4-4
Konstruieren Sie einen Rhombus ABCD aus e + f und «. Dabei bedeutet e die
Lange der Diagonalen AC, f die Lange der Diagonalen BD und « die GroR3e des
Innenwinkels ZDAB.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der héheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung berucksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8 Punkte, wird ein Zusatzpunkt
vergeben, bei mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 4-5A

(a) Man entscheide, ob die Zahl x:\/1+\/2+\/3+ ..... +2018 rational oder
irrational ist. (2 Punkte)

(b) Fir beliebige natiirliche Zahlen x und y sei z:\/;+\/§+w/x+y. Man
zeige, dass es

% Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit ,,Re: KZM Serie 4 bestitigt.
Erhalten Sie diese Bestatigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten
nachfragen!
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- unendlich viele Paare (x ; y) gibt, so dass z rational ist.
- unendlich viele Paare (x ; y) gibt, so dass z irrational ist. (2 Punkte)

(c) Man untersuche, ob es positive rationale Zahlen t gibt, fur die /t +/t
rational ist. Wenn es solche Zahlen t gibt, entscheide man, ob es endlich viele
oder unendlich viele solche Zahlen t gibt.

(4 Punkte)
Aufgabe 4-5B
Gibt es flr ein ebenes Vieleck einen Punkt der Ebene, so dass die Summe der
Abstande von diesem Punkt zu allen Eckpunkten des Vielecks minimal ist, so
wird dieser Punkt FERMAT-Punkt genannt, da der franzdsische Mathematiker
PIERRE DE FERMAT (1601 bis 1665) die Frage nach der Existenz eines solchen
Punktes im Dreieck erstmalig gestellt hat.

(a) Man zeige, dass es im gleichseitigen Dreieck einen FERMAT-Punkt gibt.
(2 Punkte)

(b) Man beweise: In einem konvexen Viereck ist der Schnittpunkt der
Diagonalen der FERMAT-Punkt. (2 Punkte)

(c) Gibt es fir jedes konkave Viereck (d.h. fur ein Viereck mit einem Winkel
groRer als 180°) einen FERMAT-Punkt? (4 Punkte)

Seminarhinweis

Das 2. Chemnitzer Seminar findet am 8. Dezember 2018 statt. Gastgeber ist das
solaris Forderzentrum fir Jugend und Umwelt gGmbH Sachsen, Neefestr. 88b,
09116 Chemnitz (www.solaris-fzu.de). Bitte beiliegendes Programm beachten.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz“ e.V. an der
Fakultat fur Mathematik der TU Chemnitz, /www-user.tu-chemnitz.de/~peju/Verein.html
VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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L 6sungshinweise Serie 3

Aufgabe 3-1. Bei einer 202-stelligen Quadratzahl 99...99 z 00...00 9 ist die Ziffer z
\_ﬂf_d | S —
100 Neunen 100 Nullen

an der 102-ten Dezimalstelle von rechts nicht lesbar. Ermitteln Sie eine moégliche
Ziffer, die dort stehen kann

Losungshinweise!: Es genligt, eine mogliche Ziffer anzugeben, z.B. z = 4. Es gilt
namlich

2
9..940..09=10..0-60..0+9 =102 —6.10™% + 3% = 10" 3f =9, g7
100 100 202 100 100

Losungsvariante: Man forme die 202-stellige Quadratzahl um

Z =9..970...09=10...0-60...0+9=10%%% — 7.10** 1 9.
—_—— = —— ——
100 100 202 100

Diese Zahl ist offensichtlich kleiner als 102°2 und gréRer als
2
Z >10%% 1010 =10 (102 ~10)> 10" ~ 10
Ist Z eine Quadratzahl, gibt es also eine natlrliche Zahl x mit

(10! —10f < 7 = (100 - xf < @0 f und 0<x<10.

2
Wegen (10101 - x) =10%%%2 —2.x-10' + x? folgt unmittelbar x = 3. Eine Probe (wie
oben) bestatigt, dass z = 4 eine Ldsung ist. Der hier gefiuihrte Nachweis, dass es die
einzige Moglichkeit ist, war nicht verlangt. u

Aufgabe 3-2. Gegeben seien 2016 paarweise verschiedene positive reelle Zahlen,
wobei das Produkt von irgend 13 dieser Zahlen stets grof3er als 1 ist. Kann dann das
Produkt aller 2016 Zahlen kleiner als 1 sein?

Losungshinweise?: Man ordne die 2016 Zahlen aufsteigend. Da das Produkt der
ersten 13 Zahlen groRer als 1 ist, muss die 13. Zahl groRer als 1 sein. Wegen der
Monotonie der Folge sind dann alle weiteren Zahlen ebenfalls groRer als 1. Somit ist
sowohl das Produkt P; der ersten 13 als auch das Produkt P, der Zahlen von der 14,
bis zur 2016. Zahl groRer als 1 und auch das Produkt P, - P, aller 2016 Zahlen.

Losungsvariante: Wegen 2016 = 13 - 155 + 1 kann man aus den 2016 gegebenen
Zahlen 155 Gruppen zu je 13 Zahlen bilden, deren Produkte laut VVoraussetzung

! Diese Aufgabe wurde im Bundeswettbewerb Mathematik 2009 (1. Runde) gestellt.

2 Diese Aufgabe wurde im Bundeswettbewerb Mathematik 1991 (1. Runde) gestellt. Vgl. K.R.
Loffler (Hrsg..): Bundeswettbewerb Mathematik. Aufgaben und Lodsungen 1988-1992. Klett
Schulbuchverlag, Stuttgart 1994, S. 91.3
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samtlich groRer 1 sind. Ist die Gbrigbleibende 2016. Zahl ebenfalls groier oder gleich
1, so ist das Produkt aller 2016 Zahlen groRer 1. Ist jedoch die 2016. Zahl kleiner als
1, so wahle man eine beliebige Gruppe aus 13 Zahlen aus. Weil das Produkt dieser 13
Zahlen groRer als 1 ist, ist mindestens eine ihrer Zahlen grof3er 1. Tauscht man diese
mit der 2016. Zahl aus, so hat man die Situation von oben: 155 Gruppe zu je 13
Zahlen, deren Produkte samtlich groRer als 1 sind und die 2016. Zahl, die ebenfalls
groRer als 1 ist. Somit ist das Produkt aller 2016 Zahlen stets groRer als 1. U

Aufgabe 3-3. Eine Summe aus 335 paarweise verschiedenen positiven ganzen Zahlen
hat den Wert 100000.

a) Wie viele ungerade Summanden mussen in der Summe mindestens
vorkommen?
b) Wie viele ungerade Summanden kdnnen es hdchstens sein?

Losungshinweise®: Aus der GaulRschen Summenformel lassen sich folgende
Gleichungen ableiten*:

2+4+6+...+2n=2-(1+2+..+n)=n-(n+1)
1+3+5+..2n—-1)=(1+2+3+..+2n)-(2+4+..+2n)=n?

Zu a) Die Summe der 316 kleinsten geraden Zahlen ist nach der obigen Formel
316 - 317 = 100172 > 100000. Daraus folgt, dass jede Summe mit 316 geraden
positive ganzen Zahlen groRer ist als 100000, d.h. in der geforderten Summe kénnen
sicher nicht mehr als 315 gerade Zahlen vorkommen. Demnach mussen mindestens
335 — 315 = 20 ungerade Summanden vorkommen. Tatsdchlich gibt es eine solche
Summe mit genau 20 ungeraden Zahlen:

1+3+5+..+37+99+2+4+...+2-315=192+99 + 315 - 316
361 + 99 + 99540 = 100000

Zu b) Die Summe der 317 kleinsten ungeraden Zahlen ist nach obiger Formel
3172=100489 > 100000. Daraus folgt, dass jede Summe mit 317 ungeraden
positiven ganzen Zahlen groRer ist als 100000, d.h. in der geforderten Summe kénnen
sicher nicht mehr als 316 ungerade Zahlen vorkommen. Die geforderte Summe kann
aber nicht genau 316 ungerade Summenden haben: Denn die Summe der 316
kleinsten ungeraden Zahlen hat schon den Wert 3162 = 99856, die Summe der
restlichen Summanden, also der geraden Summanden, (dies sind 335 — 316 = 19
Summanden) diirfte dann hochstens den Wert 100000 — 99856 = 144 haben. Die
kleinstmdgliche Summe mit 19 geraden positiven Summanden hat aber schon den
Wert 19 - 20 = 380 > 144.

Die geforderte Summe kann aber auch nicht 315 ungerade Summanden haben: In
diesem Fall kdme in der Gesamtsumme eine ungerade Anzahl von ungeraden

3 Die Aufgabe wurde im Bundeswettbewerb Mathematik 2015 (1. Runde) gestellt.
* Im BWM wird hierzu eine ausfiihrlichere Herleitung erwartet.
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Summanden vor, der Wert der Summe wére also ungerade und kdnnte insbesondere
nicht den Wert 100000 annehmen.

Es konnen also nicht mehr als 314 ungerade Summanden sein. Tatsachlich gibt es
eine solche Summe mit genau 314 ungeraden Summanden, z.B.:

1+3+5+..(2-314-1)+2+4+6+..+40+984 =
314% + 20 - 21 + 984 = 98596 + 420 + 984 = 10000. Q

Aufgabe 3-4. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind Umkreis- und Inkreisradius
gegeben. Man konstruiere das Dreieck mit Zirkel und Lineal, beschreibe die
Konstruktion und begriinde ihre Richtigkeit.

Losungshinweise®: Die Bezeichnungen sind aus der
nebenstehenden Abbildung zu entnehmen.

Analyse: Da der Umkreis des rechtwinkligen Dreiecks

I
A D
der Thale Skreis Uber der Hypotenuse c ist, gilt R :%.

Durch die Lote vom Inkreismittelpunkt auf die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks
wird dessen Flache in ein Quadrat und zwei Drachenvierecke zerlegt.

Wegen (a—r)+(b—r)=2-Rfindet man
(1) a+b=2-r+2-R.

Konstruktionsbeschreibung: (vgl. Abbil-
dung) Man konstruiere (zum Beispiel ber
die  Winkelhalbierende eines rechten

Winkels) die Schenkel s und t eines
Winkels der GroRe 45° mit dem Scheitel S.
Auf t trage man einen Punkt A mit S
AS=2-(r+R) ein. Der Abstand d, den
der Punkt A vom Schenkel s hat, betragt S 45°

V2 -(r +R), denn als halbe Diagonale eines
Quadrates mit der Seitenlange AS findet

man lﬁ:L
2 2-(r+R)

Der Kreis um A mit dem Radius 2R hat daher mit s einen oder zwei Punkte
gemeinsam. Der ndher an S liegende Schnittpunkt werde mit B bezeichnet. Das Lot
von B auf t schneidet t in einem Punkt, der C genannt werde.

5 Die Aufgabe wurde im Bundeswettbewerb Mathematik 1983 (1. Runde) gestellt. Vgl. K.R. Loffler
(Hrsg..): Bundeswettbewerb  Mathematik. Aufgaben und Loésungen 1983-1987. Klett
Schulbuchverlag, Stuttgart 1988, S. 83.5 bzw. 83.9.
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Behauptung: Das Dreieck ABC besitzt die geforderten Eigenschaften.

Beweis: Das so erhaltene Dreieck ist nach Konstruktion rechtwinklig. Sein Umkreis
hat den Radius R. Weiterhin gilt:

a+b=AC+CB=AC+CS=AS=2-(r+R).

Also hat der Inkreis vom Dreieck ABC den geforderten Radius. Das Dreieck besitzt
somit die verlangten Eigenschaften.

Existenzbedingung: Wegen der Gleichheit von a-b und c-h (doppelter
Flacheninhalt des Dreiecks) erhélt man nach der binomischen Formel und dem Satz
des Pythagoras

(a+b)y=c?+2-c-h
Da sich h nach oben durch R abschétzen lasst und wegen ¢ = 2 - R folgt hieraus:
(a+b)*<8-R?,also a+b<22-R.

Zusammen mit (1) erhalt man hieraus als notwendige Bedingung fir die Existenz des
Dreiecks

rg(ﬁ—l)-R

Da im Falle des gleichschenkligen Dreiecks Gleichheit vorliegt, ergibt sich, dass
solche Dreiecke existieren und damit diese Bedingung auch hinreichend fur die
Existenz des gesuchten Dreiecks ist. Eine untere Beschrankung fir r gibt es nicht, da
der Inkreismittelpunkt einen beliebig kleinen Abstand zur Grundseite haben kann.

Eindeutigkeit: Aus der Konstruktion ist (bei der Wahl des Punktes B) ersichtlich, dass
zwei Dreiecke die Eigenschaften erflllen. Man Uberzeugt sich leicht, dass diese aber
kongruent sind. a

Weitere Losungsanséatze (Ausschnitte aus der Analyse):

(1) Die Lange des Abschnittes AD lasst sich zum Beispiel iber Flachenvergleiche in
Abhéngigkeit von R und r ermitteln

Xy, =R+~/R?—(r2 +2Rr).

Da diese Grolie aus den gegebenen Stiicken konstruiert werden kann, ist die weitere
Konstruktion des gesuchten Dreiecks unkompliziert.

(1) Ist Mi der Inkreismittelpunkt, so betragt der Winkel ~AMiB 135°. Es genlgt also

uber der Strecke AB ein gleichschenkliges Dreieck mit den Basiswinkeln von 22,5°
zu konstruieren. Der Umkreis um dieses Hilfsdreieck schneidet die im Abstand r zu

AB Parallele im Inkreismittelpunkt.
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(I11) Nach dem Satz von Euler kann man den Abstand d zwischen In- und
Umkreismittelpunkt  berechnen: d?=R-(R-2r). Auf der Grundlage des

Hohensatzes in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Hypotenusenabschnitten R und
(R — 2r) lasst sich der Abstand d aus den gegebenen Stiicken konstruieren. Damit

findet man leicht den Inkreismittelpunkt auf der im Abstand r zu AB Parallelen.

Aufgabe 3-5A. Man beweise die folgenden Aussagen.
(@) Die Differenz der Quadratzahlen zweier ungerader nattrlicher Zahlen ist stets
durch 8 teilbar.

(b) Fir alle ganzen Zahlen a und b gilt: Wenn a? + b? durch 3 teilbar ist, dann sind
auch a und b durch 3 teilbar.

(c) Ist die Summe dreier nattrlicher Zahlen durch 6 teilbar, dann ist auch die Summe
der Kuben dieser drei Zahlen durch 6 teilbar.

Losungshinweise:
(a) Es seien z, = 2x + 1 und zy = 2y + 1 zwei ungerade natlrliche Zahlen (X, y nicht
negative ganze Zahlen). Dann gilt

(2x+1) - (2y +1)2 =4- (2 + x)-4-(y2+y)

Ist x gerade, dann ist auch x2 gerade und folglich auch die Summe x2 + x. Ist x
ungerade, dann ist auch x2 ungerade und folglich ist die Summe x2 + x gerade. Also

ist der Ausdruck x2 + x stets durch 2 teilbar und damit ist 4-(x2 + x) durch 8 teilbar.
Da dies auch fir den zweiten Term gilt, ist die Behauptung bewiesen. ad

Losungsvariante: Man ermittle die Reste bei Division durch 8, die eine ungerade
Zahl haben kann.

z 72

8m +1 | 64m? +16m+1=28(8m? +2m)+1

8m +3 | 64m? +48m+9=8(8m? +6m+1)+1

8m +5 | 64m? +80m + 25 =8(8m? +10m + 3) +1
8m +7 | 64m? +112m+49 =8(8m? +14m+6) +1

Somit l&sst das Quadrat jeder ungeraden natirlichen Zahl bei Division durch 8 den
Rest 1, woraus fir die Differenz zweier solcher Quadratzahlen die Behauptung
unmittelbar folgt.

(b) Angenommen, a sei nicht durch 3 teilbar. Dann lasst a2 bei Division durch 3 den
Rest 1. Damit die Summe von a2 + b2 durch 3 teilbar ist, muss folglich b? den Rest 2
bei Division durch 3 lassen. Dies ist jedoch nicht moéglich. Folglich ist a durch 3
teilbar und deshalb auch b durch 3 teilbar. a



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 1/2019

(c) Wenn die Summe der Zahlen durch 6 teilbar ist, dann ist diese Summe sowohl
durch 2 als auch durch 3 teilbar.

Die Summe der Zahlen ist gerade, wenn entweder alle 3 Zahlen gerade sind oder
wenn genau eine der Zahlen gerade und die beiden anderen ungerade sind. Die dritte
Potenz einer Zahl ist genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn die Zahl selbst gerade
(bzw. ungerade) ist. Folglich Gbertragt sich die Geradzahligkeit der Summe der
Zahlen auf die Summe der Kuben dieser Zahlen. Ist die Summe der 3 Zahlen a, b, ¢
durch 2 teilbar, dann ist es auch die Summe der Kuben dieser Zahlen.

Ausgehend von der Umformung
(a+b+c) =a®+b%+c® +6abc+3-(a2b+azc+ab2 +b?c +ac? +bc2)

erkennt man: Ist die Summe der Zahlen a, b, ¢ durch 3 teilbar, dann ist es auch die
Summe ihrer Kuben, da alle weiteren Summanden durch 3 teilbar sind. (|

Losungsvariante: Man untersuche fiir Kubikzahlen die Reste bei Division durch 6.

z z8

6m+0 |63m°+3-6°m?-0+3-6m-0%+0°=6M +0
bm+1 |6m3+3.6°m?-1+3.-6m-1% +13=6M +1
6m+2 |6°m®+3.6°m?-2+3.6m-22+2%=6M +6+2
6m+3 | 63m°+3.6°m?-3+3-6m-3° +3°=6M +24+3
6m+4 | 63m° +3.6°m?-4+3.6m-4% +4° =6M +60+ 4
6m+5 |63m®+3.6°m?-5+3-6m-52 +5°=6M +120+5

Dabei wurde der Term 6°m® +3-6m? -k +3-m-k? jeweils zu M zusammengesetzt
(jeweils fiir k = 0, ..., 5). Also lasst die Kubikzahl bei Division durch 6 den gleichen
Rest wie ihre Basiszahl. Daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung.

n
Aufgabe 3-5B. Es sind a, :E-ZXi XX %X gag arithmetische Mittel und
n =1

n

n
On =0[T% =% %, -...-X, das geometrische Mittel der natirlichen Zahlen x;, X,
i=1

.., Xn (n > 1). Mit S, sei die folgende Behauptung bezeichnet:

a, . . )
,.Sn 1 Ist = eine natirliche Zahl, so ist X1 = Xo = ... = X,*“.
On

(@) Man zeige, dass Sz im Allgemeinen falsch ist.
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(b) Man zeige: Es gibt eine naturliche Zahl m > 1, sodass fiir x, = X3 = X4 = 1 und

T . .
X, = m das Verhaltnis =% eine natirliche Zahl ist.
04

(c) Man beweise, dass S, stets richtig ist.

Losungshinweise®:

(@) Es genigt, fir n = 3 ein konkretes Beispiel anzugeben, das die Behauptung
widerlegt. Fir x; = 27, X = 8 und x3 = 1 findet man als arithmetisches Mittel den
Wert a; = 12 und fur das geometrische Mittel den Wert gs; = 6. Folglich ist S; eine
ganze Zahl, jedoch folgt daraus nicht die Gleichheit x; = x; = X3. Also ist die
Behauptung im Fall n = 3 im Allgemeinen falsch. g

(b) Setzt man m = 81, so ist S, eine ganze Zahl, denn es gilt fir x, =81 und x; = X3 =

X4 = 1 flr die Mittel a, =21 und g4 =3, also S, = 7. ad

Erganzung: Setzt man allgemein fir eine natirliche Zahl m voraus, dass das

Verhéltnis aus arithmetischen und geometrischen Mittel, also V:M eine
4-Ym-1-1-1

ganze Zahl ist, so muss auch 4/m rational (und damit ganzzahlig) sein. Sei deshalb
m = y* mit einer nattirlichen Zahl y. Dann gilt:

4
gV +3:;(y3+§]
4y 4 y

Ist v eine ganze Zahl, so ist der Zahler y* + 3 stets durch 4 teilbar. Damit der
Klammerausdruck ganzzahlig wird, muss y = 1 oder y = 3 sein. Folglich ist m = 81
die einzige nichttriviale Losung fir diese Aufgabenstellung.

: X, + X L
(c) Es sei a:%, g=+% ‘X, und a=v-g mit einer ganzen Zahl v. Da a

rational ist, ist folglich auch g rational und als Wurzel aus einem Produkt nattrlicher
Zahlen sogar ganzzahlig. Nach dem Wourzelsatz von VIETA sind x; und X, die
Ldsungen der quadratischen Gleichung

x?—2a-x+g2=0.

Die Diskriminante D =4a®-4g? =4g?(v?2-1) ist aber nur fir v=1 eine
Quadratzahl. Folglich ist wegen D = 0 die Gleichheit x; = x, bewiesen, O

¢ Diese Aufgabe wurde im Bundeswettbewerb Mathematik 1975 (2. Runde) gestellt. Vgl. K.R.
Loffler (Hrsg..): Bundeswettbewerb Mathematik. Aufgaben und Lodsungen 1972-1982. Klett
Schulbuchverlag, Stuttgart 1987, S. 75.10
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Erganzende LOsungsdiskussion

Zu Aufgabe 2-2: Wahrend bei dieser Aufgabe zu untersuchen war, wie die gegebenen
Langen bzgl. Dreiecksseiten und HOhe angeordnet sein kdnnen, geniigt es bei der
folgenden Aufgabe, eine geschickte Anordnung zu wéhlen (und zu zeigen, dass diese
realisiert werden kann).

Aufgabe MO381041. Wir betrachten alle dreiseitigen Pyramiden mit den
Kantenlangen (in cm) 3, 4, 5, 6, 3-\5 und 2:413. Gibt es unter diesen Pyramiden eine
Pyramide, deren Volumen gemessen in cm? ganzzahlig ist?

Losungshinweise: Da bei allgemeinen Pyramiden in der Grundflache
Waurzelausdriicke auftreten konnen, liegt es nahe, eine Grundflache zu finden, die
einen ganzzahligen Flacheninhalt hat. Weil die drei Seitenlangen 3, 4 und 5 (wegen
Umkehrung des Satzes des Pythagoras) ein rechtwinkliges Dreieck bilden, erfillt
diese Anordnung die Ganzzahligkeit: Der Flacheninhalt der Grundflédche betragt 6
cm?2,

Nun findet man mit gleicher Argumentation, dass die beiden Dreiecke mit den
Seitenldngen 3, 6 und 3:15 bzw. 4, 6 und 2:113 ebenfalls rechtwinklige Dreiecke
sind. Damit kann die Kante der L&nge 6 gleichzeitig HOhe flr die Pyramide sein. Das
Volumen erweist sich mit 12 cm3 als ganzzahlig. U

Zu Aufgabe 2-3: Bei Aufgaben mit Quadratwurzel kann durch wiederholtes
Quadrieren die Anzahl der Wurzelausdriicke reduziert werden, bis eine einfach
I6sbare Gleichung erreicht wird oder in der Gegentiberstellung einer irrationalen Zahl
und eines offenbar rationalen Terms ein Widerspruch vorliegt.

Aufgabe. Man zeige, dass die Zahl x = V2 + V5 + N7 nicht rational ist.

Vorbemerkung: Wahrend die Irrationalitit der Quadratwurzel einer Nicht-
Quadratzahl (also beispielsweise V5 oder V7) mit Verweis auf den Beweis fir V2 als
bekannt vorausgesetzt werden kann, ist tber Summen und Differenzen eine solche
Aussage nicht ohne konkreten Nachweis mdglich. Insbesondere kann die Summe von
irrationalen Zahlen durchaus auch rational sein, wie solche ,,gekiinstelte* Beispiele
zeigen: (2 +V2) + (2 —2) = 4.

Losungshinweise: Man nehme an, x sei rational. Dann forme man die Gleichung um,
bis eine einzelnstehende Quadratwurzel auf einer Seite der Gleichung verbleibt:
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Xx—7T=+2++5

X2 —2x\T+7=2+210+5
x2 —2x-J7 = 2410

x* +4x% . 7-4x3J7 =40

4 2
X'+ 28x°—-40
J7 = "
X

Wenn x rational ist, dann stellt die rechte Seite dieser Gleichung ebenfalls eine
rationale Zahl dar — im Widerspruch zur (bekannten) Irrationalitét von V7. a

Aufgabe. Man finde alle reellwertigen Zahlen x, fir die die folgende Gleichung
definiert und erfallt ist:

IX+1-2x—4 =2,

Losungshinweise: Damit der erste Wurzelausdruck definiert ist, muss x > -1 gelten.
Damit der zweite Wurzelausdruck definiert ist, muss x > 2 gelten. Somit umfasst der
Definitionsbereich alle reellen Zahlen groRergleich 2.

Umformung der Gleichung und beidseitiges Quadrieren fuihrt zu
X+1=4+4-2Xx—-4 +2x-4
—-X+1=4-42x-4

Mit der Kenntnis x > 2 wird offensichtlich, dass die linke Seite der Gleichung
negativ, die rechte Seite dagegen nichtnegativ ist. Es kann also keine L&dsung in
reellen Zahlen geben. u

Ubersieht man diesen Aspekt, erscheint ein erneutes Quadrieren naheliegend (aber
eigentlich nicht zul&ssig!):

X2 —2X +1=32x — 64
x2—34x+65:0
X0 =17 +4-/14

Die erste Losung nach Anwendung der Losungsformel erfiillt die Bedingung x > 2.
Auf die Probe wird verzichtet, weil diese mit den Doppelwurzel schwierig erscheint —
Aufgabe gelost?

Aufgabe. Man beweise die Ungleichung /4 -3/3<3%/3-3/2, ohne die Wurzeln
auszurechnen.

10
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Losungshinweise: Auch ohne den nachgestellten Hinweis ist die Verwendung von
Rechentechnik nicht zuléssig. Naturlich kann man zur Losungsfindung die Werte
ausrechnen und der Vergleich 0,1451 < 0,1813 spricht fur die Richtigkeit der
Ungleichung. Der Abstand ist so grof3, dass er nicht allein aus Rundungsfehlern
resultieren wird — aber genau das wére zu beweisen! Und wie sehe es bei den
folgenden Zahlen aus:

3/1.000.001 — 3/1.000.000 < 3/1.000.000 —3/999.999 ?

Es wird also ein ,technikfreier Beweis gesucht. Potenzieren — so die Erfahrung —
reduziert nicht die Anzahl der Wurzeln. Man fiuhre einen indirekten Beweis:

Angenommen, es gelte 34 -33>3/3-3/2 . Potenziert man beide Seiten und fasst
nach Ausmultiplizieren zusammen, erhélt man

3/48 —3/36 <318 - 312

bzw. nach Division durch 312
37 _3
3a-33 < ?\’/§ 1= E \/E.
2 32
Da 32 aber groRer als 1 ist, kann die rechte Seite weiter abgeschatzt werden und
man findet

433 <¥3-92

im Widerspruch zur Annahme, also war die Annahme falsch und die Behauptung ist
bewiesen. Q

Summen von Diagonalenlangen

Aufgabe MO390933. Beweisen Sie: In jedem konvexen Funfeck gilt die
Ungleichung

u<s<?2u. a4 a3
Dabei bezeichnen u den Umfang des Fiinfecks und s d3

die Summe der Diagonalenléngen. ]
Losungshinweise: Fir jede Diagonale d; gilt fur die

zwei anliegenden Fiinfeckseiten a; und aj+1 (i =1, ..., a5 d2 /a2
5; 1+ 1= 6 entspricht i = 1) die Dreiecksungleichung as

di<aj+aj+; i=1,..,5). al

11
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Summiert man diese 5 Ungleichungen, ergibt sich unmittelbar die rechte
Ungleichung der Behauptung.

Um die linke Ungleichung zu beweisen, betrachte man das in die Flinfeck-Figur fett
eingezeichnete Dreieck. Wieder mittels Dreiecksungleichung sieht man, dass die
Summe der beiden Diagonalenstlicke groRer als die anliegende Fiinfeckseite ist. Da
Im konvexen Funfeck stets das innere, aus Diagonalenabschnitten gebildete Flinfeck
existiert und dessen Umfang zur Summe der anderen Diagonalenabschnitte
zuzurechnen ist, ergibt sich unmittelbar die Behauptung.

Aus dieser Beweisidee erkennt man, das konkave Flnfecke
die Ungleichung verletzen kénnen. In dem Finfeck, bei dem
4 Eckpunkte ein Quadrat mit der Seitenlange 1 bilden und
der 5. Eckpunkt dessen Mittelpunkt darstellt, gilt

u=3+2-242=3+42
und S=2°\/§+2'%\/§+1=3\/§+1

und folglich u > s. Die linke Ungleichung ist in diesem konkaven Finfeck nicht
erfllt, die rechte Ungleichung gilt dagegen allgemein.

Der Beweis der linken Ungleichung kann aber auch erbracht werden, wenn man sich
die konvexen Teilvierecke in dem Finfeck betrachtet, die aus drei aufeinander
folgenden Funfeckseiten und der zugehdrigen Diagonalen (z.B. ai, a,, as und dy)
bestehen. Es gilt der Satz, dass in jedem konvexen Viereck die Summe der
Diagonalenlangen grélRer als der halbe Umfang ist. Dies ist leicht nachweisbar, wenn
man die Dreiecksungleichung auf die vier Teildreiecke anwendet, in die die zwei
Diagonalen das Viereck zerlegen. Daraus lasst sich die behauptete Ungleichung fiir
das Funfeck leicht ableiten.

Flachenumwandlung — eine Aufgabe der 54. MO

Aufgabe M0O541023. Gegeben sind zwei Rechtecke, das Rechteck ABCD mit dem
Flacheninhalt A; sowie das Rechteck EFGH mit dem Flacheninhalt A,.

Weisen Sie nach, dass man aus den beiden Rechtecken mit Hilfe geometrischer
Grundkonstruktionen ein drittes Rechteck konstruieren kann, das den Flacheninhalt
A; + A, hat.

Hinweis: Es ist nachzuweisen, dass das so konstruierte Rechteck die geforderte
Eigenschaft auch wirklich besitzt.

12
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Diese Aufgabe erwies sich als schwierig. Nur wenigen Teilnehmern gelang eine
(fast) vollstandige Losung. In den Bewertungsvorschldgen wurden bereits fiir die
Bearbeitung eines Spezialfalles Punkte vergeben: Wenn die Rechtecke jeweils eine
gleichlange Seite haben, kénnen die Rechtecke in einfacher Weise aneinandergefiigt
werden.

Als Spezialfall kdnnten aber auch zwei Quadrate (mit den Seitenldngen a und b)
betrachtet werden. Die Flachensumme ist dann mit dem Satz des Pythagoras leicht zu
ermitteln: Sind a und b Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, so gilt fur die
Hypotenuse ¢ die Gleichung c?=a?+b? Daraus lasst sich eine einfache
Konstruktionsvorschrift zur Losung der Aufgabe ableiten: Man konstruiere aus den
Seitenldangen a und b ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen a und b.
Die Lange der zugehorigen Hypotenuse c ist die gesuchte Seitenldnge des Quadrates
mit dem Flacheninhalt a? + b2,

Diese Vorbemerkung flihrt zu einer einfach zu beweisenden Ldsungsvariante: Es ist
mit geometrischen Grundkonstruktionen moglich, ein Rechteck in ein flachengleiches
Quadrat zu verwandeln. Nach Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
mit der HOhe h als Seitenldnge flachengleich zum Rechteck mit den
Hypotenusenabschnitten p und q als Seitenlangen, h? = pq.

Um aus zwei Rechtecken ein drittes Rechteck der geforderten Art zu konstruieren,
genligt es deshalb, jedes der Rechtecke in einem ersten Schritt in ein jeweils
flachengleiches Quadrat umzuwandeln. Im zweiten Schritt wird das Quadrat mit der
Flachensumme dieser beiden Quadrate konstruiert. Da keine weiteren Forderungen
an das zu konstruierende Rechteck gestellt wurden, ist dieses Quadrat eine Losung
der Aufgabe.

Pythagoras und Verwandte’

Die Gleichung a2 + b2 = ¢2 wird wohl stets mit dem Satz von Pythagoras in
Verbindung gebracht.

Zuné&chst untersuche man Teiler der Zahlen a, b und ¢ unter der Voraussetzung, dass
der groRte gemeinsame Teiler aller drei Zahlen gleich 1. Andernfalls kénnte man jede
der Zahlen durch den gréiiten gemeinsamen Teiler dividieren.

Offensichtlich ist genau eine der drei Zahlen geradzahlig. Wéren zwei Zahlen
geradzahlig, so wéren auch deren Quadrate geradzahlig. Dann wére auch das Quadrat
der dritten Zahl (als Summe oder Differenz zweier geradzahligen Zahlen) geradzahlig
und somit auch die Zahl selbst. Der grofite gemeinsame Teiler der drei Zahlen waére

’ Ausziige aus dem Seminar-Programm vom 8.12.2018
13
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mindestens 2. Es konnen aber auch nicht alle drei Zahlen ungeradzahlig sein, weil die
Summe zweier ungeradzahligen Zahlen geradzahlig ist.

Es ist auch stets genau eine der drei Zahlen durch 3 teilbar. Wéaren zwei der Zahlen
durch 3 teilbar, so wéaren deren Quadrate durch 9 teilbar. Dann ware auch das
Quadrat der dritten Zahl (als Summe oder Differenz zweier durch 9 teilbaren Zahlen)
durch 9 teilbar und somit die Zahl selbst durch 3 teilbar. Der grofite gemeinsame
Teiler der drei Zahlen ware mindestens 3. Es kénnen aber auch nicht alle drei Zahlen
nicht durch 3 teilbar sein, weil dann deren Quadrate bei Division durch 3 jeweils den
Rest 1 lassen. Aber die Summe a2 + b2 wirde dann den Rest 2 lassen, was fir eine
ganze Zahl ¢? nicht moglich ist.

Es ist auch stets genau eine der drei Zahlen durch 5 teilbar. Waren zwei der Zahlen
durch 5 teilbar, so waren deren Quadrate durch 25 teilbar. Dann wére auch das
Quadrat der dritten Zahl (als Summe oder Differenz zweier durch 25 teilbaren
Zahlen) durch 25 teilbar und somit die Zahl selbst durch 5 teilbar. Der grofite
gemeinsame Teiler der drei Zahlen wdare mindestens 5. Es kdnnen aber auch nicht
alle drei Zahlen nicht durch 5 teilbar sein, weil dann deren Quadrate bei Division
durch 5 jeweils den Rest 1 oder 4 lassen. Aber die Summe a2 + b2 wiirde dann den
Rest 2 oder 3 lassen (was fiir eine ganze Zahl ¢? nicht méglich ist) oder eine durch 5
teilbare Zahl ergeben.

Um geometrische ,,Verwandte* zu finden, verallgemeinere man den Exponenten, also
a‘+b*=c* (z reell) und untersuche, ob es fir solche Gleichungen ebenfalls
geometrische Interpretationen gibt®.

(@) Fir z = 1 erhdlt man die triviale Streckenaddition.

(b) Bezeichnet ¢ die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck und h die darauf
stehende Hohe, so gilt flr die Hypotenusenabschnitte p und q:

Jp++/q =+c+2h, also eine verwandte Gleichung mit z = %

Losungshinweise: Im rechtwinkligen Dreieck gelten die Beziehungen ¢ = p + g und
h? = p-q. Daraus folgt:

2
c+2h=p+q+2p-q=(/p+a),

woraus die Behauptung ersichtlich ist. a

8 Windisch, G. Geometrische Interpretationen der Gleichung x* + y* = z¢ In: alpha 22 (1988) Heft
2, S. 30.

14
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(c) Fir die Katheten a und b eines rechtwinkligen Dreiecks und dessen HOohe h auf ¢
gilt

1 +i = ! also eine verwandte Gleichung mit z = -2,

a2 b2 h?
Losungshinweise: Aus a2 + b2 = c2 folgt nach Division durch a2b?

1_ ¢

b2 a2p?

.
a2

Mit Hilfe der Flachenformeln flr das rechtwinklige Dreieck folgt aus %ab:%ch
unmittelbar die Behauptung. a

(d) Gegeben seien 3 Kreise Ky, K> und Ks mit den Radien r3 <r, <, fur die eine

Gerade g die Tangente ist. Die Kreise mogen sich wie in der Abbildung zu sehen
paarweise berlhren. Dann gilt:

1 + L = L , also eine verwandte Gleichung mit z :—l.
i n 2
Losungshinweise: Bezeichnen Ty, T, und T3 die Berlihrungspunkte der Kreise mit der
Tangente (s. Skizze), so lassen sich folgende Gleichungen ableiten:

=2 2 2
Tl +(rp-n) =(p+n)

—2 2
ToT3  +(rp—13)° =(rp +13)
=2 2 2
T3 +(r-13)" =(r +13)
Durch Ausmultiplizieren der

Klammern und
Zusammenfassen findet man

W:Z-q/rlrz , T1_T3:2-1/r1r3,T2T3 :2-1/r2r3.

Folglich gilt wegen T;Ts +TsT, =TyT, die Gleichung \/rr3 +./r3ry =./nry . Nach
Division durch ,/rirpr3 ergibt sich unmittelbar die Behauptung. a

Fur z = -1 sei auf den EULERschen Satz (LEONHARD EULER, 1707 bis 1783)
verwiesen, der einen Zusammenhang zwischen den Radien des In- (r) und Umkreises
(R) und dem Abstand der Mittelpunkte beider Kreise (d) beschreibt:

15
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d°=R?°-2-r-R.

Diese Gleichung lasst sich umstellen zu

! - ! = 1, also eine verwandte Gleichung mit z = -1.
R+d R-d r

Eine Verallgemeinerung anderer Art bildet die rdumliche Version des Satzes von
Pythagoras, die zur 41. Mathematik-Olympiade als Aufgabe gestellt wurde:
H G

Aufgabe 411041. Beweisen Sie, dass flr
jede dreiseitige Pyramide ABCD gilt: Sind F
die Dreiecke ABD, ACD und BCD
samtlich bei D rechtwinklig, so ist die \
Summe der Quadrate ihrer Flacheninhalte
gleich dem Quadrat des Flacheninhalts des

Dreiecks ABC. / C

Losungshinweise: Man betrachte die A B
Quaderecke  ACDH in nebenstehender

Skizze. Insgesamt hat die ,,abgeschnittene Ecke drei rechtwinklige Dreiecke als
Seitenflachen, deren Flacheninhalte sich jeweils als halbe Produkte der zugehdérigen
Quaderkanten bestimmen lassen. Laut obiger Aufgabe gilt daftir

FAZACD + FAZADH + FAZCDH = FAZACH :
Der Beweis ist leicht erbracht, wenn man zunéchst die Hohe hac auf AC im
rechtwinkligen Dreieck ACD aus den Quaderseiten AD und CD bestimmt und
anschlieflend die Lange der Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
DH und hac ermittelt. Dieser Zusammenhang wurde bereits 1622 vom Mathematiker
JOHANNES FAULHABER (1580 bis 1635) publiziert.

Man kann aber weitere Korper mit drei rechten Winkeln herausschneiden:
H G

N
SN

16
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Es gilt im BuUBECK-Tetraeder: FAZDBH —FAZDCH =FAZBCH —FAZBCD. HEINRICH

BUBECK berichtete dartiber 1992 in der Zeitschrift Didaktik der Mathematik.
H G

A B

- e 2 2 _ 2 2
Im derart schiefen Tetraeder gilt: Fiane +Facpe = Faapc + FAacE -

Aufgabe zum Jahreswechsel 2018/19 °

Ein groRes Quadrat ist in 2019 kleinere Quadrate zerteilt worden, samtlich mit
ganzzahligen Seitenldngen. Welches ist die kleinstmogliche Seitenldnge des groflRen
Quadrates, wenn die kleinen Quadrate mindestens drei verschiedene Grélen haben?

Losungshinweise: Wenn das Quadrat in 2019 kleinere Quadrate mit ganzzahligen
Seitenldangen zerlegt wurde, betrdgt der Flacheninhalt mindestens 2019. Die
néchstgroRere Quadratzahl ist 452 = 2025. Man versuche nun, moéglichst viele 1x1-
Quadrate und wenige groRere Quadrate auszuwéhlen, sodass deren Flachensumme
2025 betragt.

Angenommen, man wéhle 2017 kleine Quadrate, dann verbleiben 2025 — 2017 = 8
Kastchen. Jedoch lasst sich die Zahl 8 nicht in die Summe zweier Quadratzahlen
groRer 1 zerlegen. Daflir waren mindestens 4 + 9 = 13 Kaéstchen erforderlich. Also
kann das Quadrat mit der Seitenlédnge 45 nicht Lésung der Aufgabe sein.

Fir das nachstgrofiere Quadrat mit der Seitenlange 46 und dem Flacheninhalt 2116
findet man Zerlegungen der geforderten Art, beispielsweise

1990 mal 1x1, 27 mal 2x2, 2 mal 3x3;
2005 mal 1x1, 3 mal 2x2, 11 mal 3x3;
2008 mal 1x1, 9 mal 2x2, 2 mal 6x6.

® am 30.12.2018 per E-Mail versandt, nach Aufgabe 26 im Kénguru-Wettbewerb 2009 in
Klassenstufe 11/13.
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Es gentgt die Angabe eines Beispiels. Systematisch nach geeigneten Beispielen kann
man erfolgreich suchen, wenn man im Gleichungssystem

a+b-x*+c-y>=2116
at+b+c=2019

also in der Gleichung
b-(x*-1)+c-(y>-1)=97

mit ganzzahligen a, b, ¢, x und y systematisch probiert. Berticksichtigt man, dass x
und y nicht groRer als 9 sein konnen, lassen sich alle Losungen fur das Quadrat mit
der Seitenlédnge 46 finden. Aber dann kann es ja noch Ldsungen mit mehr als drei
GroRen fur die Quadrate geben.

Nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

Eine nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbare Aufgabe kann dennoch eine Ldsung
haben. Unter den 30 nicht derart ausfiihrbaren Konstruktionen ist zum Beispiel die
Konstruktion eines Dreiecks aus (a, b, wa). In der Analyse erkennt man, dass man
wohl mindestens die GroRe eines Dreieckswinkels kennen musste. Man kann zeigen,
dass die GroRen der Innenwinkel aus den gegebenen Bestimmungsstiicken Uber
trigonometrische Formel ermittelt werden konnen. Die Zusammenhange sind aber so
komplex, dass sie nicht mittels Zirkel und Lineal realisiert werden konnen.

Nun kann man sich aber Hilfsmittel ausdenken, die dennoch eine solche
Konstruktionsaufgaben 16sen konnen. Man stelle sich eine ,,Doppelwinkelanlage
vor, d.h. ein Konstruktionselement, bei dem von einem Zentrum (Z) drei Strahlen
ausgehen (g, h, k). Verandert man den Winkel zwischen g und h, wird (durch eine
geeignete Vorrichtung) gleichzeitig der Winkel zwischen h und k verandert, sodass
beide Winkel stets gleich grof3 sind.

Markiert man nun auf g einen Punkt G

mit ‘ﬁ‘zb und auf h einen Punkt H

mit |[HZ|=w,, so findet man das

gesuchte Dreieck in praktikabler Weise:
Z l h Man zeichne eine Strecke BC mit der
Lange a, legen den Punkt G auf C und
variiert den Winkel zwischen g und h so,
dass der Strahl k durch B geht, wobei der
Punkt H auf BC liegt.

,, Doppelwinkelanlage K

Bereits ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287 bis 212 v.u.Z.) nutzte zur konstruktiven
Winkeldreiteilung ein Einschiebelineal mit markierter Lange: Man kann auf dem

18
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Einschiebelineal eine beliebige Strecke markieren, das Einschiebelineal an einem
festen Punkt (beweglich) befestigen und solange verschieben oder drehen, bis sich
die markierte Strecke in einer bestimmten Lage befindet. Es sei auf der Geraden g im
Punkt S ein Winkel der GroRe « abgetragen. Schldgt man um S einen Kreisbogen mit
einem beliebig gewahlten Radius r, so seien die Schnittpunkte mit g als P und T
bezeichnet und der Schnittpunkt mit dem zweiten Winkelschenkel sei Q. Auf dem
Einschiebelineal markiere man eine Strecke VU = r und lege es an Q an. Nun
verschiebe man das Einschiebelineal so, dass V auf dem Kreisbogen und U auf der
Geraden g liegt. Verbindet man V mit S, so schliel3t VS mit g einen Winkel der GroRe
al3 ein.

Die Konstruktion ist praktisch ausfuhrbar. Man Uberzeugt sich leicht durch
Ausprobieren, dass das Einschieben der Strecke VU zwischen Kreis und Gerade kein
Problem darstellt. Die Konstruktion leistet auch das Geforderte. Mittels
AuBenwinkelsatz und Bertcksichtigung, dass die Dreiecke QSV und SUV
gleichschenklig sind, findet man:

ZQSP = /SQV + ZQUS = Z/QVS + £VSU
=2./VSU + £VSU = 3. 2VSU

Also ist die Winkeldreiteilung mit dem Einschiebelineal konstruktiv moglich, aber
eben nicht mit Zirkel und Lineal.

Bekannt ist auch das Rechte-Winkel-Element: Man
stelle sich eine mechanische Vorrichtung vor, bei
B der die Schenkel AB bzw. DC der rechten Winkel
auf der ,,Schiene* BC verschoben werden kdnnen.

c b 3 A Ist der Achsenabschnitt a gegeben und werden die
m 0O Winkelelemente so verschoben, dass die rechten
Winkel bei B und C auf den Achsen liegen und fur

D den Abschnitt d =1 gilt, so findet man folgenden

Zusammenhang zwischen den Ldngen der
Achsenabschnitte.
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Die Dreiecke ABO und BCO sind ahnlich, folglich gilt die Verhaltnisgleichung

a:b=0b:c. Ebenso ist das Dreieck CDO zum Dreieck BCO ahnlichmitc:d=b:c.
2 3

Aus der ersten Gleichung folgt a :b? = f—b Aus der zweiten Gleichung folgt mit
3

d =1 die Beziehung b =c?. Setzt man dies ein, ergibt sich die Beziehung a:b—g.
C

Also kann man mit dem Rechte-Winkel-Element die dritte Wurzel einer Zahl

: : b
praktisch konstruieren: Ya = .

Eine Abschatzung fiir ¥n

Mit der allgemeinen Ungleichung fiir geometrisches und arithmetisches Mittel lassen
sich Wurzelausdriicke oft durch Summen abschétzen, wenn die Anzahl der Faktoren

unter der Wurzel ,,passend* ist. Man konnte also folgende Abschitzung anwenden
(n>1):

ne (n-)-1+n _ 1
Yn=[1...1n s ——=2-o
(n-1)—mal

Auch wenn das Ergebnis sehr einfach erscheint, so beschreibt es doch das Verhalten

von Un fir grol3e n nicht angemessen. Wahrend die Abschétzung nahe an 2 liegt und
beispielsweise fir n = 100 den Wert 1,99 ergibt, vermutet man aus Beispielen, dass
sich der Wurzelausdruck an 1 annahert:

2/2 ~1.4142 3/3~1,4423 %4 ~14142 910 ~12589 199100 ~1,0471

Diese Vermutung lasst sich bestatigen, wenn die Faktorenzerlegung unter der Wurzel
modifiziert wird. Es gilt fir n > 2:

Yn= 1.1 -Jﬁ-Jﬁs(”_Z)'“Nﬁ:l—Li
(n—2)—mal n n \/ﬁ

Mit dieser Darstellung ist %n ~1 fir grofl3e n bereits erkennbar. Immerhin findet man
fir n = 100 den Wert 1,18. Noch tbersichtlicher wird es fir n > 4:

=1+—
(n—4)—mal 2 n \/ﬁ

%:d o .2.2.\/5.\/zﬁg(n_4)'1+4+\/ﬁ 1

Mit 1,10 ist die Abschatzung fiir n = 100 schon recht praktikabel.
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Bekannte Satze der Mathematik

Sudpolsatz. In einem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechte einer Seite und die
Winkelhalbierende durch die gegen-tberliegende Ecke auf dem Umkreis®®.

Beweis: Man betrachte 0.B.d.A. die Mittelsenkrechte m. auf der Seite ¢ und die
Winkelhalbierende w, flr den gegenuberliegenden Winkel ACB. S sei der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten m: mit dem Umkreis, der nicht auf der gleichen
Seite von AB liegt wie die Ecke C. Ist U der Umkreismittelpunkt, so ist Uber der
Sehne AS der Peripheriewinkel ZACS ist halb so grol? wie der Zentriwinkel ZAUS.
Entsprechend ist der Winkel ZSCB halb so groR wie der Winkel ZSUB. Da die
Winkel ZAUS und ZSUB aus Symmetriegriinden gleich grol3 sind, mussen auch die
Winkel ZACS und ZSCB gleich groB sein. Folglich liegt die Winkelhalbierende des
Winkels ZACB auf CS, woraus die Behauptung des Satzes folgt. ad

Satz von Euler. Sind R der Umkreisradius und r der Inkreisradius eines Dreiecks, so
gilt fir den Abstand d zwischen den Mittelpunkten von Um- und Inkreis:

=R-(r-2r).

Beweis: Es seien U der Umkreismittelpunkt und
| der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC. Die
Gerade Al schneidet als Winkelhalbierende
nach dem Siidpolsatz den Umkreis in einem
Punkt L, der auch auf der zugehorigen
Mittelsenkrechten der Seite BC liegt. Der
zweite Schnittpunkt dieser Mittelsenk-rechten
(UL) mit dem Umkreis sei M. Das Dreieck
MBL ist rechtwinklig (Umkehrung des Satz von
Thales).

Bezeichnet man den FuBpunkt des von | aus geféllten Lotes zu AB mit D, dann gilt
ID=r. Wegen der Ubereinstimmung in zwei Winkeln sind die Dreiecke ADI und

MBL zueinander ahnlich. Daher gilt:
\lD\ \Al\

d.h. \ML\ \lD\_\Al\ \LB\
\LB\ \ML\

10 Der Schnittpunkt wird Sudpol genannt.
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Damit ist gezeigt: 2Rr:‘NH§‘. Verbindet man B mit I, so gilt nach dem
AuBenwinkelsatz fiir den Winkel «BIL am Dreieck ABI:

LBIL:%-LBAI+%-LIBA

Da zudem /ZILB=~/ACB (Peripheriewinkel (ber der Sehne AB) und
ZLBC = ZLAC (Peripheriewinkel tiber der Sehne CL) gilt, findet man

Z/BlL=ZLBI.
Das Dreieck IBL ist also gleichschenklig, d.h. es gilt ‘LI‘ = ‘LB‘.

Nun seien P und Q die Schnittpunkte der Geraden Ul mit dem Umkreis. Anwendung
des Sehnensatzes ergibt ‘P_IHa‘ = ‘NHH‘ Die Streckenlangen auf der linken Seite

lassen sich durch den Umkreisradius R und den Abstand d zwischen In- und
Umkreismittelpunkt ausdriicken. Damit folgt:

(R+d)-(R-d)=2Rr

Durch einfaches Umformen erhélt man die Gleichung aus der Behauptung. U

Aufgaben Serie 5 (2018/19)

Nicht vergessen: Am 4. Méarz 2019 ist Einsendeschluss fir die 1. Runde des
Bundeswettbewerbs = Mathematik.  Man  findet die  Aufgaben  unter
www.bundeswettbewerb-mathematik.de und natiirlich beim Mathematik-Lehrer.

Nutzen Sie Ihre Chance und nehmen Sie am Bundeswettbewerb teil!

(Einsendungen bis 22. Méarz 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str. 21,
09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de %)

Aufgabe 5-1.
In der Ebene seien 3n Punkte gegeben (n nattrliche Zahl, n > 1), von denen keine
drei auf einer Geraden liegen. Kann man aus diesen Punkten (wenn man sie als
Eckpunkte nimmt) n Dreiecke bilden, die paarweise keine Punkte gemeinsam haben
und nicht ineinander enthalten sind?

(5 Punkte)

11 Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von Dateiverlusten
nachzufragen.
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Aufgabe 5-2.
Man finde alle Primzahlen py, p,,P3, P4, Ps, Pg, sodass folgende Gleichung gilt:

Pf = P5 + 5+ P4+ p5 + pé
(5 Punkte)

Aufgabe 5-3. (Aufgabe 1 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2019, 1. Runde*)
Ein 8x8-Schachbrett wird mit 32 Dominosteinen der GroRe 1x2 vollstandig und
uberschneidungsfrei bedeckt. Beweise: Es gibt stets zwei Dominosteine, die ein 2x2-
Quadrat bilden.

(6 Punkte)

Aufgabe 5-4. (Aufgabe 3 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2019, 1. Runde*)
Im Quadrat ABCD werden auf der Seite BC der Punkt E und auf der Seite CD der
Punkt F so gewahlt, dass ZEAF = 45° gilt und weder E noch F Eckpunkte des
Quadrates sind. Die Geraden AE und AF schneiden den Umkreis des Quadrates auRer
im Punkt A noch in den Punkten G bzw. H. Beweise, dass die Geraden EF und GH
parallel sind.

(6 Punkte)

* Fur die Einsendungen dieser Aufgaben (5.3 und 5.4) kénnen Kopien der Bearbeitung fur den
Bundeswettbewerb verwandt werden. Aus der Punktbewertung im Rahmen des KZM kdnnen keine
Anspriche fur die Bewertung im Bundeswettbewerb abgeleitet werden. Bitte beachten: Bereits mit
3 richtig gelésten Aufgaben kann man einen Preis erreichen und Gruppenarbeit ist in Runde 1
ausdrcklich zugelassen!

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Ldsung mit der hdheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bericksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betréagt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben.)

Aufgabe 5-5A.

n
(a) Man beweise die Ungleichung n!< (HTH) fir alle nattrlichen Zahlen n.

(2 Punkte)
(b) Man beweise die Ungleichung i\/i < % n-(n+3) firn>1.
- (2 Punkte)
(c) Man finde eine naturliche Zahle n, flr die mit tblicher Rundungsregel gilt:
n 1
kzz:lﬁ ~2019. (4 Punkte)
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Aufgabe 5-5B. (Nach einer Anregung des Ingenieurbiiros Wuttke??)

Vor der Entwicklung der elektronischen Distanzmessung wurden Vermessungen
haufig im Rechtewinkelverfahren durchgefihrt. Daflr wird durch die aufzuneh-
mende Flache eine Messungslinie (Messachse) gelegt und darauf die aufzumessenden
Punkte (z.B. Grenzpunkte) rechtwinklig vermessen. Mit der GPS-basierten Messung
konnen alle Punkte mit ihren Koordinaten (ausreichend) exakt bestimmt werden.

(a) Sind fur ein Dreieck ABC die Eckkoordinaten (x;;y;) miti = 1, 2, 3 bekannt, so
gilt fir den Fl&cheninhalt F dieses Dreiecks

2-F = X1‘(Y2 - y3)+X2 '(Y3 - y1)+x3 '(yl_ YZ)- (2 Punkte)

(b) Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD mit den gegen den Uhrzeigersinn
nummerierten Eckkoordinaten (x;;y;) miti =1, ..., 4. Beweisen Sie die Trapezformel

zur Berechnung des Fl&cheninhaltes F

4
2-F = (% +Xp,1) (Vi,s—vi) wobeixs=x; bzw. ys =y; gelte. (2 Punkte)
i=1

(c) Gegeben sei ein konvexes Polygon A;A,...A, mit den gegen den Uhrzeigersinn
nummerierten Eckkoordinaten (x;;y;) mit i = 1, ..., n. Beweisen Sie die GauRsche

Flachenformel zur Berechnung des Flacheninhaltes F

n
2-F =% (Yiy1— Vi1) wobei Yo =y bzw. yni1 = y1 gelte. (4 Punkte)
i=1

Seminaranktndigung

Das 3. Chemnitzer Seminar findet am Samstag, dem 23. Méarz 2019 statt. Bitte den
Termin schon vormerken. Informationen zum Veranstaltungsort und zum Programm
folgen mit Heft 02/2019.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstutzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz“ e.V. an der Fakultét
fur Mathematik der TU Chemnitz, VR1380 am Amtsgericht Chemnitz

12 Gastgeber des Trainingsseminars am 10.12.2018 (www.wuttke-geogroup.de)
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Losungshinweise Serie 4

Aufgabe 4-1'. Man bestimme die groBte einstellige Zahl, die alle diejenigen
180-stelligen naturlichen Zahlen teilt, die durch Aneinanderhéngen der neunzig
zweistelligen Zahlen 10, 11, ..., 99 in beliebiger Reihenfolge entstehen.

Losungshinweise: Der groRtmdgliche in Frage kommende einstellige Teiler ist
9. Die Zahl 9 teilt aber tatsachlich jeder der moglichen 180-stelligen Zahlen, da
deren Quersumme Q in folgender Weise ermittelt werden kann:

Q=01+0)+1+1)+..+(9+9)=10-1+2+..+9)+9-(0+1+2+..+9)
=10-45+9-45=855

Diese Quersumme ist durch 9 teilbar. Der gesucht groRte gemeinsame
einstellige Teiler ist also gleich 9. a

Aufgabe 4-22. Zeigen Sie, dass es unter allen Zahlen der Form 2p + 1, wobei p
eine Primzahl ist, genau eine Kubikzahl gibt.

Lésungshinweise: Angenommen, es sei p eine Primzahl, fir die 2p +1 eine
Kubikzahl ist. Dann gibt es also eine natiirliche Zahl z mit z®=2p+1. Da

2p + 1 ungerade ist, ist auch z ungerade, kann also in der Form z = 2n + 1 mit
einer nattrlichen Zahl n dargestellt werden. Somit gilt

2p+1=(2n+1P =8n®*+12n? +6n+1 — pzn.(4n2 +6n+3)

Da p eine Primzahl ist und der Faktor in der Klammer eine natirliche Zahl
groRer als 2 ist, muss n = 1 gelten.

Fur n = 1 ist p = 13 tats&chlich eine Primzahl und man findet wie gefordert mit
2p+1=27 eine Kubikzahl. Die einzige Primzahl p mit der geforderten

Eigenschaft ist daher die Zahl 13. ad

Hinweis: Dass z ungerade ist, muss nicht am Anfang untersucht werden. Man
kann ebenso folgende Gleichungen betrachten.

2p+1=n® - p:%-(n—l)-(n2 +n+1)

Der letzte Klammerausdruck ist stets ungerade und groRer als n — 1. Folglich

kann p nur dann eine Primzahl sein, wenn %(n ~1)=1 gilt.

! Teil (a) der Aufgabe MO521041
2 MO-Klassiker MO060931 (1966/67)
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Aufgabe 4-3. Man bestimme alle diejenigen 8-stelligen Zahlen, in denen alle
Ziffern von 1 bis 8 vorkommen und die folgende Bedingungen erfiillen: Die
Zahlen aus den ersten zwei, drei, ..., acht Ziffern (von links aus gezéhlt) sind
jeweils durch 2, 3, ..., 8 teilbar.

Loésungshinweise: Bezeichnet man die Ziffern von links nach rechts mit a;, ay,
..., g, SO sieht man unmittelbar wegen der Teilbarkeit durch 5 oder durch eine
gerade Zahl folgende Bedingungen:

(1) as=5; ay, a4, as, ag sind geradzahlig; a;, as, a; sind ungeradzahlig.

Wegen der Teilbarkeit durch 8 muss die Zahl, bestehend aus den 3 Ziffern
asazag durch 8 teilbar sein. Da as geradzahlig ist, muss sogar die zweistellige
Zahl asag durch 8 teilbar sein. Da keine Ziffer doppelt auftreten darf, findet man
nur folgende Maglichkeiten:

(2) 216 - 416 - 432 - 472 - 632 - 672 - 816 - 832 - 872

Weiterhin muss die Zahl asa, durch 4 teilbar sein. Mit den Bedingungen (1)
kdnnen das nur die Zahlen

(3) 12-16-32-36-72-76

sein. In jeder dieser Zahlen kommt entweder die 2 oder die 6 vor. Deshalb kann
man in (2) jene 3 unterstrichenen Kombinationen streichen, in denen sowohl die
2 als auch die 6 vorkommen. Es bleiben also noch folgende Mdglichkeiten, die
Ziffern as, a4 sowie as, a;, ag anzuordnen, wobei Zahlendopplungen nicht
auftreten ddrfen:

Nr. |agaras |asas |astastas | restl. Ziffern a;+ ax+ a; | Bemerkung
1 416 32 11 entfallt
2 416 72 11 entfallt
3 432 16 15 7 8 16 entfallt
4 432 76 15 7 8 16 entfallt
5 472 16 15 3 8 12 maglich
6 472 36 15 1 8 12 entfallt
7 816 32 15 4 7 14 entfallt
8 816 72 15 3 4 14 entfallt
9 832 16 19 entfallt
10 832 76 19 entfallt
11 872 16 19 entfallt
12 872 36 19 entfallt

Da sowohl a;ayas als auch ajazasasasas durch 3 teilbar sind, muss auch die
Summe a4 + as + ag durch 3 teilbar sein. Dies erfiillen nur die Mdglichkeiten
Nr. 3 bis Nr. 8 der Tabelle. Ergédnzt man die Tabelle mit den verbleibenden 2
Ziffern (as = 5 ist ja fest) und berucksichtigt die Teilbarkeit der Zahl asasas

3
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durch 3, so kdnnen nur noch die Zahlen 38165472 und 18365472 Ldsung der
Aufgabe sein. VVon der zweiten Zahl sind die ersten 7 Ziffern als Zahl 1836547
nicht durch 7 teilbar. Deshalb entfallt diese Zahl als Lésung.

Eine Probe bestétigt, dass die Zahl 38165472 alle Bedingung erfullt. a
Aufgabe 4-43. Konstruieren Sie einen Rhombus ABCD aus e + f und «. Dabei

bedeutet e die L&nge der Diagonalen AC, f die Lange der Diagonalen BD und «
die GroRe des Innenwinkels ZDAB.

Losungshinweise: D ¢
Analyse: Im Rhombus gilt fur die E
Diagonalen stets:
- sie halbieren einander, E @
- sie stehen senkrecht aufeinander

und
- sie halbieren je zwei

Innenwinkel.

o/2
Ist E der Schnittpunkt der A B
Diagonalen des Rhombus ABCD,
so gilt also
AE-%. EB-1. LEAB-Z%. AEB-090°.
2 2 2

Das Dreieck ABE ist also rechtwinklig und die Summe seiner Kathetenléngen ist
gleich 1-(e+ f). Ist F der Punkt auf dem von A ausgehenden Strahl durch E mit

ﬁ:%'(e-i- f), so ist das Dreieck BEF ein gleichschenklig rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse BF, da ‘ﬁ‘ :‘@‘ =1.f. Daher gilt ZEFB =45°.

Konstruktion: Man konstruiert ein Dreieck AFB aus der Seite AF der Lénge
1.(e+f) und den Winkeln ~/BFA=45° und /FAB =1 (<90°). Danach
konstruiert man die Spiegelpunkte D von B an der Geraden gar und C von A an
der Geraden Qggp.

Beweis: Jedes derart konstruierte Viereck ABCD ist ein Rhombus der verlangten
Art, denn wegen der Konstruktion gilt

}ABHAD}, }ABHBC} und \EHE\,

3 MO-Klassiker — MO051033 (1965/66)
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also ist ABCD ein Rhombus. Es sei weiterhin E der Ful3punkt des Lotes von B
auf gac. Wegen ZBAF <90° liegt E auf AF. Wegen /BFE = ZBFA =45° ist

auch ~/EBF =45°und daher ‘ﬁ‘:‘ﬁ‘ Da E der Diagonalenschnittpunkt im
Rhombus ABCD ist und wegen

L (e )=[AF|=[AE|+ [EF| = [AF| - B

ist e + f die Summe der Diagonalenléangen in ABCD. Wegen

/BAD = /BAF + /FAD =%+%:a

ist auch die Bedingung £DAB = « erfillt.
Existenz und Eindeutigkeit: Die Konstruktion ist fiir jeden positiven Wert von
e + f und fur jede Winkelgrole oo < 180° stets auf genau eine Weise ausfihrbar.

Fir «a>180°ist die Konstruktion nicht ausfihrbar. Es gibt dann keinen
Rhombus, der allen geforderten Bedingungen gendigt. a

Aufgabe 4-5A.

irrational ist?.

(b) Fir beliebige natirliche Zahlen x und y sei z:\/;+\/§+w/x+y. Man
zeige, dass es

- unendlich viele Paare (x; y) gibt, so dass z rational ist.
- unendlich viele Paare (x; y) gibt, so dass z irrational ist®.

(c) Man untersuche, ob es positive rationale Zahlen t gibt, fir die t++/t

rational ist. Wenn es solche Zahlen t gibt, entscheide man, ob es endlich viele
oder unendlich viele solche Zahlen t gibt®,

Lésungshinweise:
(@) Sind x eine rationale Zahl und y eine irrationale Zahl, so ist die Zahl

Zz=x+.y irrational. Wire namlich z rational, dann ware auch (z — x)2 rational
im Widerspruch zu (z—x)? = y. Da nun 2017 rational und /2018 =+/2-1009
irrational sind, ist deshalb z,43;7 =2017 +-/2018 irrational. Setzt man nun

* Nach Aufgabe M0291031
® Nach Aufgabe M0221042
® Nach Aufgabe M0331042
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z, =K+./2,,,, so sind alle Zahlen z. fur k=1, ...,2017 irrational und
insbesondere auch x =./z; . Q

Loésungsvariante: Durch fortgesetzte Umformungen der Art

X2 —1=+/24/3+...+ /2018
(2 -1f ~2=+3+4+..+ 2018

gelangt man zu einer Gleichung, auf deren rechten Seite /2018 steht. Wére die
Zahl x eine rationale Zahl, so ware der Ausdruck auf der linken Seite ebenfalls
rational, da hier nur die Operationen Subtrahieren und Quadrieren angewandt
werden — im Widerspruch zur Irrationalitdt des Wurzelausdrucks auf der rechten
Seite.

Hinweis: Es darf nicht umgeformt werden, bis kein Wurzelausdruck mehr
enthalten ist. Dann fuhrt die Annahme, x sei rational, nicht zum Widerspruch.
Die Umformung erfolgt also nur so lange, bis die Irrationalitat der rechten Seite
leicht gezeigt werden kann.

Erganzung: Im Aufgabentext fehlte leider ein Wurzelzeichen fur die Zahl 2018,
X = \/l+ \/2 +~/3+....+2018 . Unter Anwendung der GauRschen Summen-

formel reduziert sich die Aufgabe zu x:\/1+ \/2+\/2037168 . Da 2037168

ebenfalls keine Quadratzahl ist, kann die obige Argumentation in gleicher Weise
angewandt werden.

(b) Es genligt, Paare der geforderten Art anzugeben. Setzt man x =9n? und
y = 16n2, so gilt fir alle natlrlichen Zahlen n die Beziehung x + y = 25n2. Dann
sind alle Zahlen z mit

z=-x+.Jy+/x+y=12n

rational.
Setzt man x=y=n? s0 gilt z=+vx+./y+Xx+y=2n+nJ/2. Wegen der

Irrationalitat von~/2 ist somit fir jede natirliche Zahl n (n > 0) die Zahl z
irrational. d

Bemerkung: Da in der Aufgabenstellung die Zahl 0 nicht ausdriicklich
ausgeschlossen wurde, vereinfacht sich die Argumentation fur x = 0, indem flr y
im ersten Teil Quadratzahlen bzw. im zweiten Teil Nichtquadratzahlen
einzusetzen sind.
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(c) Es gentigt auch hier, ein Beispiel anzugeben: t:# (n=2,3,...).

(n?-1f
Es gilt tatséchlich fur alle n > 1:

2 —
Jt+4/t :\/(n2 il)z + (nzl—l): ,1(:12[n—1)21] :( zn_l) ist rational.
U

Hinweis: Um solche geeigneten Zahlen t zu finden, versuche man den
Wurzelausdruck zu analysieren. Man kann vermuten, dass es sicher gunstig flr

die Zielstellung ist, wenn sich t als Quotient zweier Quadrate von nattrlichen

p2

2
q
Dieser Ansatz fuhrt zum Wurzelausdruck:

P> . p_ [p(p+a)
a® g

Wenn nun p und g so gewahlt werden konnen, dass p(p + q) wieder eine
Quadratzahl wird, so ware die Aufgabe gelost. Mit p = 1 und g = n? — 1 erhalt
man die oben angegebene Zahlenfolge.

Zahlen darstellen lasst, also t = - weil dann die innere Wurzel rational bleibt.

Erganzend sei nun gefragt, ob es auch unendlich viele rationale Zahlen t gibt, fir

die der Ausdruck ~/t++/t irrational ist. Auch wenn dies ., gefiihlsmiBig®
sicherlich positiv zu beantworten ist, wird auch daflr als Beweis die Angabe

geeigneter Beispiele erwartet. Betrachtet man die Zahlen t = i4 (n=1,2,..),s0
n

erkennt man aus
[ .2
\'n n n

dass der Z&hler fur jede natirliche Zahl n > 0 irrational und damit der gesamte
Ausdruck ebenfalls irrational ist.

Die Aufgabe hat einen Vorganger — Aufgabe MO301043: Untersuchen Sie, ob
es eine natlrliche Zahl m derart gibt, dass es zu jeder positiven Zahl k héchstens

m natiirliche Zahlen t gibt, mit denen die Zahl 't + k -/t rational ist.

Losungshinweise: Auch hier genlgt es, eine Folge von geeigneten Zahlen
anzugeben.
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k=221 g =(22m _21f 20, m+1

k= (22 -1)g? -1)-...- (m+2 1)

t]_:O
k2

P

Aufgabe 4-5B. Gibt es fir ein ebenes Vieleck einen Punkt der Ebene, sodass die
Summe der Abstdnde von diesem Punkt zu allen Eckpunkten des Vielecks
minimal ist, so wird dieser Punkt FERMAT-Punkt genannt, da Fermat’ die Frage
nach der Existenz eines solchen Punktes im Dreieck erstmalig gestellt hat.

oder

ti:

(a) Man zeige, dass es im gleichseitigen Dreieck einen FERMAT-Punkt gibt.

(b) Man beweise: In einem konvexen Viereck ist der Schnittpunkt der
Diagonalen der FERMAT-Punkt.

(c) Gibt es fir jedes konkave Viereck (d.h. fur ein Viereck mit einem Winkel
groRer als 180°) einen FERMAT-Punkt?

Lésungshinweise:

(a) Der Schnittpunkt M der Hohen ist im gleichseitigen Dreieck der FERMAT-
Punkt.

Betrachtet man das gleichseitige Dreieck
A’B’C’, das aus ABC durch die Seiten-
parallelen durch die gegenuberliegen-
den Eckpunkte hervorgeht, so ist M auch
der HOhenschnittpunkt von 4’B°C".

Im gleichseitigen Dreieck 4’B’C’ ist
aber die Summe der Abstdnde eines
inneren Punktes S zu den Seiten
unabhéngig von der Lage des Punktes
konstant, und zwar gleich der HOhe des
C Dreiecks 4’B'C".

(Fir M stimmt die gesuchte Summe mit der Summe der Absténde zu den Seiten
uberein.) Die Abstande von S zu den Eckpunkten A, B und C sind aber jeweils
nicht kleiner als die Abstdande zu den Seiten. Liegt dagegen S auBerhalb des
Dreiecks 4’B’C’, so ist die Summe der Abstande zu den Eckpunkten groler als
die doppelte Dreieckshéhe und damit groier als die Summe von M aus.

" Pierre de Fermat (franzésischer Mathematiker; 1601 bis 1665)
8
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(b) Es sei F der Schnittpunkt der Diagonalen

und P ein beliebiger anderer Punkt in der D
Ebene des Vierecks. Dann gilt wegen der \
Dreiecksungleichung in den Dreiecken APC ! F
bzw. DPB: |

AP+CP‘2AC:AF+FC A

BP|+ |PD|> BD]| = [BF|+|FD 5
Ist P nicht der Schnittpunkt der Diagonalen, so gilt wenigstens in einer der
Ungleichungen die Ungleichheit. Damit ist die Summe der Abstande von P zu
allen Eckpunkten stets gréRer als die Summe der Abstande des
Diagonalenschnittpunktes zu allen Eckpunkten.

(c) Ist das Viereck konkav, d.h. an
einem Eckpunkt (in der Skizze B) liegt
ein Uberstumpfer Winkel an, so ist
dieser Eckpunkt der FERMAT-Punkt. Es
sei S ein beliebiger, von B verschiedener
Punkt der Ebene.

Die drei Dreiecke ASC, CSD und DAS
uberdecken das Dreieck ACD und somit
das konkave Viereck ABCD. Folglich
liegt in mindestens einem dieser
Teildreiecke (einschlieRlich der Drei-
eckseiten) der Punkt B. Es sei dies das
Dreieck SCD. Dann liegt der Streckenzug CBD vollstandig innerhalb des
Dreiecks SCD und somit gilt:

Cs|+[sD|>[CB|+|BD].
(Das Gleichheitszeichen gilt im Falle S = B.) Im Dreieck ABS gilt zudem wegen
der Dreiecksungleichung:

[AS|+[5B] AB.

Das Gleichheitszeichen gilt, falls S zwischen AB liegt. Folglich ist in jedem Fall
die Summe der Abstéande von S zu allen 4 Eckpunkten groRer als die Summe der
Abstédnde von B zu den Eckpunkten A, C und D. Der Punkt B ist somit der
FERMAT-Punkt des konkaven Vierecks. a
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Erganzende LAsungshinweise

Die Aufgabe M0521041 wurde mit Teil (b) fortgesetzt: Man bestimme den
groRten gemeinsamen Teiler aller diejenigen 178-stelligen natiirlichen Zahlen
teilt, die durch Aneinanderhéngen der neunundachtzig zweistelligen Zahlen 11,
12, ..., 99 in beliebiger Reihenfolge entstehen.

Losungshinweise: Wie aus Teil (a) folgt, betrdgt die Quersumme 854 und ist
somit nicht durch 3 teilbar. Wir nehmen an, es gibt einen gemeinsamen Teiler
groRer als 1. Ein solcher Teiler ist auch Teiler von 99, da er auch Teiler der
Differenz der beiden ausgewahlten Zahlen ...1211 und ...1112 ist (wobei ... eine
beliebige, aber fir beide Zahlen gleich Ziffernfolge ist). Somit kénnte die Zahl
11 der gr6Rte gemeinsame Teiler sein.

Eine natirliche Zahl ist genau dann durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende
Quersumme durch 11 teilbar ist. Die alternierende Quersumme A jeder der
betrachteten Zahlen ist gleich

A=(1-1)+@1-2)+..+(9-9)=
=9-1+10-2+..10-9-9-(1+2+..+9)=2+3+..+9=44

Folglich ist der groRte gemeinsame Teiler gleich 11.

Die Aufgabe 4-5A1 findet in der Aufgabe M0521142 eine Fortsetzung:

alle positiven ganzen Zahlen n definiert. Man zeige, dass es dann eine positive
reelle Zahl C gibt, mit der die Ungleichung a, < C fur alle positiven ganzen
Zahlen n erfullt ist.

Losungshinweise: Der gegebene Ausdruck fur a, wird schrittweise unter
Ausnutzung der Monotonie der Wurzelfunktion abgeschéatzt, beginnend mit der
am weitesten innenstehenden Wurzel.

Firr jedes k > 0 gilt namlich: vk + vk +1+1 <k + 2JKk +1=+k +1.
Damit lasst sich a, schrittweise zu a, <1+~/2 +1 vereinfachen. Also ist mit

C=2+~/2<342 eine Zahl mit der geforderten Eigenschaft gefunden. Die
kleinste Schranke liegt bei 3,09....

10
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zu Aufgabe 4-2. Fur Aufgaben dieses Typs — insbesondere wenn hierbei
Primzahlen verwendet werden — sollte fiir einen ersten LOsungsansatz immer
nach einer geeigneten Faktorisierung gesucht werden. Dies fiihrte auch in
anderen MO-Aufgaben zum Erfolg.

Aufgabe MO481032.

(a) Bestimmen Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fur welche 2" +1 eine
Quadratzahl ist!

Losungshinweise: Leicht findet man, dass n = 3 zu einer Quadratzahl fihrt. Fr
die allgemeine LOsung schreibe man die Aufgabe zundchst um, indem eine
nattrliche Zahl m verwendet wird:

2" +1=m?

also 2" =m?-1=(m-1)-(m+1).

Da auf der linken Seite dieser Gleichung eine Zweierpotenz steht, missen auch
beide Faktoren der rechten Seite jeweils eine Zweierpotenz sein. Also gibt es
Zahlen a < b mit 22=m —1 und 2° = m + 1. Das bedeutet:

2° 2% =22 ("2 _1)=2,

Diese Gleichung kann aber nur fir a = 1 erfillt werden, woraus m = 3 folgt. O

(b) Bestimmen Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fir welche 2" +1 eine
Kubikzahl oder eine noch hdhere Potenz einer ganzen Zahl ist!

(Hinweis: Es ist nachzuweisen, dass es keine solche Zahl n gibt.)

Aufgabe MO511023. Ermitteln Sie alle diejenigen Paare (p;z) aus einer
Primzahl p und einer positiven ganzen Zahl z, fur welche die Beziehung

22 =25p+9 gilt.

Lésungshinweise: Anhand von Beispielen wird man wohl kaum die
Losungsmenge  erschlieBen  kdnnen. Naheliegend ist  wiederum eine
Faktorisierung.

25p=2"-9=(z-3)-(z+3).
Der Term 25p l&sst sich auf sechs verschiedene Arten in zwei Faktoren zerlegen:

25 und p, p und 25, 25p und 1, 1 und 25p, 5 und 5p sowie 5p und 5. Fir jeden
dieser Félle soll die Differenz beider Faktoren (z +3)—(z —3) =6 betragen. Priift

man dies nach, so ergeben sich die Paare (19 ; 22) und (31 ; 28) als Lésungen.U

11
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Aufgabe M0O501035. Man bestimme alle Paare (p ; q) von Primzahlen, fir die
auch p2? —3g-1 eine Primzahl ist.

Losungshinweise: Schreibt man den Term als (p-1)p+1)-3q, so wird
ersichtlich, dass fur p =3 dieser Term stets durch 3 teilbar ist (weil p—1, p und

p + 1 drei aufeinander folgende natirliche Zahlen sind). Wenn der Term also
eine Primzahl ist, kann dieser ebenfalls nur 3 sein.

Aus p?-3g-1=3 folgt 3q=p?-4=(p-2)p+2).

Hieraus kann nun gefunden werden, dass p—2 = 3 und p + 2 = g gelten muss
(wie?), so dass (5 ; 7) ein Losungspaar ist. Dies wird durch die Probe bestétigt,
denn5%2-21-1=3.

Nun muss noch der Fall p = 3 untersucht werden. Hieraus ergibt sich als eine
weitere Losung das Paar (3;2) mit32-6-1=2. a

Aufgabe M0O501044. Bestimmen Sie samtliche Paare (n ; t) ganzer Zahlen, fur
die n® = 2' +5gilt!

Lésungshinweise: Durch systematisches Probieren fir t =0, 1, 2 findet man das
Paar (3 ; 2) als Losung, denn es gilt 3% = 22 +5=9. Weiteres Probieren lasst die
Vermutung zu, dass es keine weiteren Losungspaare gibt, was natlrlich zu
beweisen ist. Obwohl die Zahl 5 nicht zur Faktorisierung ,,einladt®, ist der
Ldsungsansatz dennoch erfolgreich.

2'+4=(n-1)(n+1).

Fur t > 2 ist n offenbar ungerade. Damit sind beide Faktoren der rechten Seite
durch 2 und einer sogar durch 4 teilbar. Das Produkt ist also immer durch 8
teilbar. Jedoch ist fir t > 2 die linke Seite stets durch 4, aber nicht durch 8
teilbar. Aus diesem Widerspruch folgt, dass es keine weiteren Lésungspaare fur
t > 2 geben kann. a

Aufgaben Uber Summen geometrischer Abstande

Aufgabe. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck und D ein beliebiger Punkt auf
dem Umkreis dieses Dreiecks, der auf dem Bogensttick zwischen A und B liegt.

Dann gilt filr die Streckenléngen: |AD|+ DB|=|CD|.

12
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Beweisskizze: (Variante 1) Satz von ¢
Ptolemaus®: Die Summe der

Produkte gegentiberliegender

Seiten des Sehnenvierecks ABCD

ist gleich dem Produkt der

Diagonalen, also

/AD|-CB| + |DB|-|AC|=CD|-|AB|. D

Da aber CB = AC = AB gilt, kann  p B
die Gleichung vereinfacht werden
und man erhélt die Behauptung.

(Variante 2, Hilfspunkt D’) Es
werde DB Uber B hinaus verldngert und es gelte ‘@‘:‘E‘ Dann ist das

Dreieck CAD kongruent zum Dreieck CBD’, da sie in zwei Seitenldngen und
dem eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen, wobei der Winkel ZCBD’ als
Nebenwinkel zum Winkel ZDBC gleich grof zum Winkel ZCAD als
gegeniberliegender Winkel zum Winkel ZDBC im Sehnenviereck ADBC ist.
Dann gilt aber auch die Winkelgleichheit #D’CB = #DCA und somit £ZD’CD =
/BCA = 60° sowie als Peripheriewinkel Uber der Sehne CB auch ZCDB
=/CAB =60°.

Damit ist das Dreieck DD 'C ebenfalls gleichseitig und es gilt wie behauptet

}CD}:}DD'}:}DBMBD'}:}DBMAD} .

(Variante 3, Hilfspunkt D’”) Es sei D’ auf der Strecke CD, so dass der Winkel
ZD”’AD = 60° sei. Da wegen der Peripheriewinkel iber der Sehne AC auch der
Winkel ZADC = 60° gilt, ist das Dreieck ADD’’ gleichseitig und es gilt

}AD} - }AD"} - }DD"} .

AulRerdem sind die Dreiecke AD’’C und ADB kongruent (da sie in zwei
Seitenldngen und dem eingeschlossenen Winkel (bereinstimmen). Damit gilt
aber:

}CD}:}DD"}+}D"C}:}ADMDB}. Q

8 Klaudius von Alexandra Ptoleméaus (griechischer Mathematiker und Astronom; etwa 85 bis
165)

13
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Aufgabe. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a und mit einem
auf CD aufgesetzten Dreieck CDE. Man bestimme die Lage des Punktes P, fiir
den die Summe der Abstande zu den 5 Eckpunkten dieser Figur minimal wird.
Beweisskizze: Aus Symmetriegrinden liegt E
der Punkt P auf der Verbindung des
Mittelpunktes M des Quadrates ABCD und
E. Sei der Abstand des gesuchten Punkte P
zum M gleich x. Es genugt zunéchst, die
Summe S(x) der Abstdnde von P zu den
Quadratecken und dem Schnittpunkt E* von
ME mit CD zu ermitteln. Dafr gilt:

o35 (3oo] 53] -

Man findet ein Minimum fir S(x) bel p Y
X ~0,3122 -a. Da der Punkt P im Innern des A B
Quadrates liegt, ist P auch der FERMAT-

Punkt des Fiinfecks ABCDE. a

Aufgabe. Es sei ABCD eine gerade dreiseitige Pyramide mit der gleichseitigen
Grundflache ABC (Seitenlange a) und der Spitze D (HOhe h). Man finde den
Punkt F, so dass die Summe der Abstdnde von F zu den Eckpunkten minimal
wird.

Beweisskizze: Wieder aus Symmetriegriunden liegt der gesuchte Punkt F auf der
Hohe der Pyramide. Es sei sein Abstand zur Grundflache x. Da die HOhe auf
dem Schnittpunkt der Hohen der Grundflache steht, gilt fir die Summe der
Absténde S(x):

2
S(x) =3\/@a\/§) +x% +(h=Xx).

Man findet das Minimum fiir S(x) bei x = %a 6 . Damit F der FERMAT-Punkt
ist, darf h nicht kleiner als x sein, andernfalls ist D der FERMAT-Punkt.

14
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Né&herungskonstruktionen fur regulare n-Ecke °

Im Jahre 1778 erschien in Gottingen ein Buch von Johann Nikolaus Muller mit
dem Titel ,,Vorbereitung zur Geometrie fiir Kinder. Darin beschreibt der
Privatlehrer an der Universitdt Gottingen ein Verfahren, mit dem man
néherungsweise einem Kreis regelmaRige n-Ecke beliebiger Seitenzahl
einbeschreiben kann:

,,Ein reguléres n-Eck in einem Kreis mit dem Durchmesser AB zu beschreiben:
Theilet den Durchmesser AB desselben bey den Puncten 1, 2, ..., n-1 in n gleiche
Theile. Nehmet den ganzen Durchmesser AB mit dem Zirkel ab und machet aus
seinen Endpuncten a und b, aufwarts zween Bogen, die sich im Punct C
schneiden. Von den Puncten A und B ziehet nach dem Durchschnittspunct C die
geraden Linen AC und BC; so entstehet das gleichseitige Dreyeck ABC. Aus
seiner Spitze C und durch den C
Theilungspunct ,,2“ ziehet die gerade

Linie CD, die dem Kreis in dem Punct D

begegnet (D und C liegen auf A

verschiedenen Seiten von AB). Aus dem

Endpunct B ziehet hierauf nach dem

Punct D die gerade Linie BD, welche

sich sicher in dem KreiR n-mal

herumtragen lasst. Unterlasset ihr nicht

sie wirklich n-mal herumzutragen und D

die Puncte mit geraden Linien

zusammenzuziehen, so habt ihr das B
regulare n-Eck im Kreile gezeichnet. “ 1°

Die Skizze erlautert die Konstruktions-beschreibung fir das im Kreis
einbeschriebene reguléare Finfeck. Beim Ausprobieren der Methode stellt man
fest, dass dieses Verfahren fur n=3,4,6 das exakte n-Eck liefert. Um die
Genauigkeit des Verfahrens fir andere n zu untersuchen, suche man die

Abhangigkeit der Seitenlange BD vom Radius r = AB.

Erstaunlich, dass mit diesem einfachen Verfahren der relative Fehler fir n <11
unter 1% bleibt. Fur das 17-Eck errechnet sich ein relativer Fehler der
konstruierten zur exakten Seitenldnge von weniger als 3%. Man kann zeigen,
dass sich fir wachsendes n der relative Fehler 10% nur geringfiigig Ubersteigt.

® Nach Kiihl, J.: Eine Naherungskonstruktion fiir reguldre n-Ecke in einem Geometriebuch fiir
Kinder von 1778. In: MNU 50/5 (1997), S. 277-279.
10 Zitat leicht geéndert
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Schritt fur Schritt — rekursive Zahlenfolgen

Eine Folge (aj );Ozl in der Menge M ist eine Abbildung von den natirlichen

Zahlen N in M (auch Startwert n=0 ist moglich). Ist M die Menge der
natdrlichen, rationalen oder reellen Zahlen, so heif’t die Folge Zahlenfolge. lhre
Elemente a, heil’en Glieder der Folge. Besonders interessant sind Zahlenfolgen
mit einem Bildungsgesetz.

Sind die Folgenglieder als unmittelbare Funktion f des Index n bestimmt,
a,=f(n), firallen>0 (odern=>0),

so nennt man das Bildungsgesetz explizit. Beinhaltet die Zuordnungsvorschrift
F vorhergehende Folgenglieder,

an=F(n, any, ..., anx) Mit Anfangsgliedern a; = Ay, ..., ax = Ax (#)

so nennt man sie rekursiv. Ein explizites Bildungsgesetz kann in trivialer Weise
in eine rekursive Schreibweise umgewandelt werden, denn fiir a, = f(n) ist auch
furallen>1

an = anpa +f(n) —f(n—1) mit a; = f(1)
erfullt.
.. n
Beispiel: a,=— = a,=a, 4 +———:n>1
P " n+1 " (h+))

Eine rekursive Darstellung ist aber nicht eindeutig bestimmt. Fir das obige
Beispiel gilt ebenso:

= L ;n>1.
2—ap

an

Umgekehrt ist das explizite Bildungsgesetz aus der rekursiven Zuordnungs-
vorschrift im Allgemeinen nicht so einfach zu ermitteln.

Aufgabe MO391323. Gegeben sie die Folge (xp),, mit der rekursiven
Bildungsvorschrift
n 1

3
: 2_N
X1:1, XrH_l:(g‘i‘ﬁ)'Xn —?'f'l.

Bestimmen Sie X»p15.

Losungshinweise: Man berechne zunéchst einige Glieder mit Hilfe der
Rekursionsvorschrift:

16
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3
n=1 - xz_(1 312 Yoo

3 3
3
n=2 - Xg—(g ;J 22 - 23 +1=3

3
n3—>x4(§é)323314

Daraus leitet sich die Vermutung X, =n ab. Im Sinne der Methode der

vollstandigen Induktion ist die Richtigkeit der Vermutung fir n = 1, 2, 3, 4
bereits bewiesen (Induktionsanfang). Man kann also als Induktionsvoraus-
setzung fir n = k die Richtigkeit der Vermutung annehmen. Dann ist die
Induktionsbehauptung zu zeigen, dass die Vermutung auch fir n = k + 1 richtig
ist:

3 3
Induktionsbeweis: Xy ,1 = (g i) xf—%+1_(g ij k2—%+1 k+1.

Damit folgt im Induktionsschluss, dass die Vermutung fur alle natdrlichen
Zahlen n > 0 richtig ist. Insbesondere gilt X205 = 2015. U

Wir wollen nun folgende Aufgabe mit Hilfe rekursiver Zahlenfolgen losen:

Aufgabe. Man ermittle den Wert der Ziffer links vorm Komma fir den

Ausdruck (2++3f™".

Lésungshinweise: Eine der bekanntesten rekursiven Zahlenfolgen basiert auf der
nach FiBoNAccI! benannten Bildungsvorschrift: f,., = f,. 1+ f, (01 =0, 1, ...

mit den Startwerten fy =0; f; =1. Nimmt man an, dass sich diese Folge durch

eine explizite Bildungsvorschrift G, = x" mit geeignet gewdhlter reellen Zahl x
beschreiben lasst, so muss entsprechend der rekursiven Bildungsvorschrift
gelten: x? = x+1. Damit sind aber die Startwerte G, =0; G, =1 nicht erfiillbar.

Hat man aber zwei Folgen {G,} und {H,}, die der rekursiven Bildungsvorschrift
folgen, so erfiillt auch jede Linearkombination beider Folgen {a-G, +b-H,}

diese Bildungsvorschrift:

Jni2=2-Gpip +b-Hy 2 =2-(Gpay +Gy)+b-(Hpg +Hp)=
=(a-Gpyy +b-Hpyg)+(a-Gp+b-Hp)= .1 + 3,

11 |LEONARDO DA PisA, auch FIBONACCI genannt (um 1170 — nach 1240), Rechenmeister in
Pisa, einer der bedeutendsten Mathematiker des Mittelalters.
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N

Da X5 :%i die Nullstellen der charakteristischen Gleichung x? = x+1

sind, erfillt der Ansatz F, =a-x{ +b-x; die rekursive Bildungsvorschrift. Um
auch die Anfangsbedingungen zu erfiillen, muss gelten

firn=0: Fp=a+b=0,

fiirn =1 Flza-£1+2\/§J+b-(¥]:l.

Daraus folgt a:i sowie b :—i. Damit hat man fir die Fibonacci-Folge

J5 J5

eine explizite Bildungsvorschrift gefunden:

1 (1445)" 1 (1-5)
V5 {2 V52 )

Da der rechte Klammerausdruck kleiner als 1 ist, ist auch jede Potenz dieses
Ausdrucks Kleiner als 1. Somit wird der Wert der Ziffer links vorm Komma

allein durch den Ausdruck i-(1+2£

F, =

NG

Dieser Zusammenhang wird als Ldsungsidee fur die eingangs gestellte Aufgabe

genutzt. Statt (2+\/§)2017 betrachten wir eine Folge {a,} mit der expliziten
Bildungsvorschrift

n
j bestimmt.

ay =(2+3) +(2-+3)

Die gesuchte Ziffer stimmt mit der Ziffer links vorm Komma von a7 Uberein,
da der zweite Term Kleiner als 1 ist. Das charakteristische Polynom mit den
Nullstellen (2+ \/§) und (2—\/§) lautet x> —4x+1=0. Folglich passt dazu die
rekursive Bildungsvorschrift a,,» =4-a,,1 —a, mitag =2 und a; = 4.

Da beide Anfangswerte ganzzahlig sind, sind alle Folgenglieder ganzzahlig. Die
Einerziffer wird also durch den Rest bei Division durch 10 bestimmt. Zur
Beantwortung der Fragestellung geniigt es deshalb, fiir alle Folgenglieder die
Reste bei Division durch 10 zu ermitteln. Fir n = 0 und n = 1 sind diese Reste
mit 2 bzw. 4 schon bekannt. Weiter gilt

a, =4-a, —ap =14 = 4(10),

18



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 2/2019

ag=4-a, —a; =2(10); a, =4(10); as=4=(10);
ag =2(10); agy,; =4(10); ag,p =4(10)

Da 2017 bei Division durch 3 den Rest 1 lasst, lautet die gesuchte Ziffer 4.

Schritt fur Schritt — weitere Aufgaben zu rekursiven Zahlenfolgen

Aufgabe MO411334. Finde alle Zahlen & ,a,,a3, zu denen eine Folge (ap ),
natlrlicher Zahlen mit folgenden Eigenschaften existiert:

a; +az =10
dg +4dg =100

.3 =Ko +agsy +ag —2k2+4 (fur alle k >1)

Losungshinweise: Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die
ersten drei Folgenglieder mit x, y und z. Offenbar muss man die Folgenglieder

bis as ermitteln. Diese erhdlt man mit Hilfe der Rekursionsgleichung
nacheinander:

— a4:z+y+x—2-12+4:x+y+z+2

S ag=(X+y+2+2)+7+y-2-2°+4=X+2y+27-2

— a7 =4x+6y+7z2-42
— ag=/x+11y+13z-88.

1
2
3 > ag=(X+2y+27-2)+(X+y+2+2)+2-2-3% +4=2x+3y+47-14
4
5

~ X X X =X
I

Also findet man
ag +ag =9x+14y+172-102 =9-(x+z)+14y +8z -102 =100
14y +8z =112

y
z=14-y—=
d 6

Damit z eine natirliche Zahl (z > 0) ist, muss y durch 6 teilbar und kleiner als 14
sein:

Fury = 12 erhalt man z = 0 (entfallt).

Fury =6 erhalt man mit z =7 und x = 10 — z = 3 die einzige Ldsung. Q
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Aufgabe. Wir betrachten die Folge (ay, );_, mit
ap=0; a=1; a,=1
an.o +ap_1 =2-(apsq +ay) (fiir alle k >0)

Zeige, dass fur alle k jedes Folgenglied ax eine Quadratzahl ist.

Lésungshinweise: Wieder berechne man zunéchst einige Folgenglieder:
n=1 > ag=2-(ap+a)-ag=2-(1+1)-0=4=2°
n=2 — ay=2-(ag+ay)—ag=2-(4+1)-1=9=32
Nn=3 — ag=2-(9+4)-1=25=52
n=4 — ag=2-(25+9)-4=64=8°
Nun I&sst sich bereits die Vermutung ableiten (und ggf. durch weitere Beispiele

bekraftigen), dass die Zahlenfolge durch die Quadrate der Glieder einer
Fibonacci-Folge gebildet wird (Fo =0, F1 =1, F, = Fpqg + Fpp fir n>1). Gilt

also a,, = Fn2 furalle n>07?

Setzt man die Rekursionsvorschrift der Fibonacci-Folge in die linke Seite der
Gleichung

2 2 2 2
Fri2 =2 (Fn+1 +Fn )_ Fia

ein, so erhalt man durch aquivalente Umformung

(Fn+1+ Fn)2 =F2, +2-FouFn+FE =2-F2 +2-F{ —F2,

n+1
2 2 2 2 2 2 2
2-FnyFn=F  +Fy —F  =(Fp+Fqq) + Ry —F = 2-(Fn +F, Fn_l)

In folgenden Aufgaben werden beschrénkte Folgen betrachtet, also Folgen
(an )y . fiir die eine Zahl C mit |a| < C fiir alle n =1 existiert.

Aufgabe. Sei (ay ), eine Folge ganzzahliger Zahlen mit

3-ay falls a, geradzahlig
Anyl =
arz] -5 sonst

20



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 2/2019

Fur welche Startwerte ay ist die Folge beschrankt?

Losungshinweise: Ist a, eine ungerade Zahl, so lasst aﬁ —5 bei Division durch 8
den Rest 4.

(Za'n+1)2 _5=4a2+4a,-4=4-a,(a+1)-4

Der erste Summand ist durch 8 teilbar, sodass der Rest 4 bleibt. AulRerdem lasst
sich folgender Zusammenhang erkennen:

an.1 :(2a'n+1)2 —5:4-(a'§+a'n)—4
Apyo =2- a'§+a'n)—2
app3 =ap+a-1=2ap+1+ (a'%—a'n—z)

Dies bedeutet, wenn der Term in der Klammer positiv ist, so ist a,+3 wieder
ungeradzahlig und es gilt a3 > ap, d.h. die Folge wachst.

2

Ist ke{-5;-3;-1;1;3;5}, so gilt leicht nachpriifbar K <k. Fur alle

anderen ungeraden Zahl gilt dies nicht. Folglich ist die Folge beschréankt fir alle

a, der Form 2M.k mit einer natiirlichen Zahl m und einer Zahl k wie
angegeben. ad

Aufgabe. Fiir jede natlrliche Zahl m bezeichne K(m) die groRte Kubikzahl, die
nicht gréRer als m ist. Weiter sei (aj, );OZO eine Folge ganzzahliger Zahlen mit

ans1 =3-an —2-K(ap).
Fir welche Startwerte ay ist die Folge beschrankt?

Losungshinweise: Wegen K(m)<m gilt a4 =3-a, —2-K(ay)>a,, wobei
die Gleichheit erfllt ist, wenn a, eine Kubikzahl ist. Daraus leitet sich die
Vermutung ab: Ist a, eine Kubikzahl, so ist die Folge beschrankt.

Fur den Beweis benutze man das Extremalprinzip: Man nehme an, es gibt einen
Index N, fur den an:1 eine Kubikzahl ist (d.h. es existiert eine natlrliche Zahl k

mit ay4q = k3), aber ay keine Kubikzahl ist. Also gibt es eine Zahl m mit

m3 <ay <(m+1)3, K(ay)=m

Eingesetzt in die Rekursionsvorschrift flihrt dies zu:
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aN+1:3-aN —2-K(aN):3-aN —2-m3 >m3

Andererseits gilt auch
aN +1 :3-aN —2-m3 <3-(m+1)3 —2-m3
:3-(m3 +3m? +3m+1)—2-m3

=m3+9m? +9m+3<m3+9m? +27m+27 = (m+3)°

Folglich lasst sich ays durch m3 < a1 < (m+3)° abschétzen.

Fall 1: ap .y = (m+1)°
(m+1)® =3-ay-2m® — 3m>+3m?+3m+1=3-ay

Diese Gleichung kann aber nicht erfillt werden, weil die rechte Seite durch 3
teilbar ist, die linke Seite aber nicht.

Fall 2: ay .y =(m+2)°
(m+2)°=3.ay -2m®> > 3m3+3.2m?+3.4m+8=3-ay

Auch diese Gleichung kann nicht erflllt werden, weil die rechte Seite durch 3
teilbar ist, die linke Seite aber nicht.

Zusammengefasst bedeutet dies: Ist kein Folgenglied eine Kubikzahl, dann
wachst die Folge unbeschrénkt. Gibt es jedoch ein Folgenglied, das eine
Kubikzahl ist, dann ist bereits a, eine Kubikzahl. a

Aufgaben Serie 6 (2018/19)

Einsendungen bis 14. Mai 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str. 21,
09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de 2.

Aufgabe 6-1.
Gesucht sind alle vierstelligen natirlichen Zahlen n mit der folgenden
Eigenschaft: Teilt man die Dezimaldarstellung von n durch einen ,,Schnitt® in
der Mitte, so dass zwei zweistellige natiirlichen Zahlen a und b entstehen, so ist
das Quadrat aus der Summe von a und b gleich n.

(5 Punkte)

12 Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit Re: bestétigt. Erhalten Sie
diese Bestatigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten nachfragen!
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Aufgabe 6-2.
Jede konvexe Vierecksflache wird durch ihre Diagonalen in vier
Dreiecksflachen zerlegt. Man beweise, dass ein konvexes Viereck genau dann
ein Parallelogramm ist, wenn je zwei beliebige der vier Dreiecke den gleichen
Flacheninhalt haben.

(5 Punkte)
Aufgabe 6-3.
Es sei ABCD ein Rechteck, und es sei P ein Punkt, der nicht notwendig in der
Ebene des Rechtecks zu liegen braucht. P habe vom Eckpunkt A den Abstand a,
vom Punkt B den Abstand b und von C den Abstand c.

Man berechne den Abstand d des Punktes P vom Eckpunkt D und zeige dabei,
dass zur Ermittlung dieses Abstandes d die Kenntnis der drei Abstédnde a, b, ¢
ausreicht.

(6 Punkte)
Aufgabe 6-4.
Man beweise folgenden Satz: Wenn in einer quadratischen Gleichung

a-X>+b-x+c=0

die Koeffizienten a, b, ¢ samtlich ungerade Zahlen sind, dann hat diese
Gleichung keine rationalen Ldsungen.
(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung beriicksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betrégt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 6-5A.
Ein Wiirfel mit der Kantenldnge 1 m werde durch einen ebenen Schnitt in zwei
Teile zerlegt. Man betrachte im Folgenden die dabei entstehende Schnittflache.

(a) Kann der Schnitt so erfolgen, dass die Schnittflache ein Quadrat mit einem
Flacheninhalt von mehr als 1,1 m2 einschlie3t?
(2 Punkte)

(b) Kann der Schnitt so erfolgen, dass die Schnittfliche ein regelméRiges
Sechseck ist?
(2 Punkte)

(c) Fur welche ungeraden Zahlen n > 1 gilt: Es gibt einen ebenen Schnitt derart,

dass die Schnittflache ein regelméaliiges n-Eck ist.
(4 Punkte)
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Aufgabe 6-5B.
Ein n-Tupel von natiirlichen Zahlen (a,a,,...,a,)a >0,i=1...,n,n>3 heilt

Pythagoreisches Zahlen-n-Tupel (kurz P-n-Tupel genannt), falls seine Zahlen
die Gleichung af + a5 +...+a2 , =a’ erfillen.

(a) Man beweise: Ist die Differenz zweier Quadratzahlen von natirlichen Zahlen
geradzahlig, so ist sie durch 4 teilbar.
(2 Punkte)

(b) Man untersuche, ob ein P-102-Tupel mit geeigneten nattrlichen Zahlen ajo;
und a0 existiert, dessen Zahlen aj,a,,...,a,o, die ersten 100 natlrlichen Zahlen

1,2, ..., 100 sind!
(2 Punkte)

(c) Gegeben sei ein P-n-Tupel (&,a,,...,3,...,&,) Mit ungeradzahligem a, (1 <
k < n) Man gebe ein P-(n+1)-Tupel an, das ebenfalls mit a,,a,,...,a, beginnt?
(4 Punkte)

Seminarhinweis

Das 4. Chemnitzer Seminar findet am Samstag, dem 22. Juni 2019 statt — zu
Gast in der Chemnitzer Filiale der Deutschen Bank (Falkeplatz 2, 09112
Chemnitz). Bitte Termin bereits vormerken.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

Telefon: (0371) 4660751

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de; www.kzm-sachsen.de
Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Férdervereins
»Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der Fakultit fiir Mathematik der TU Chemnitz
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Losungshinweise Serie 5

Aufgabe 5-1. In der Ebene seien 3n Punkte gegeben (n nattrliche Zahl, n > 1),
von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Kann man aus diesen Punkten
(wenn man sie als Eckpunkte nimmt) n Dreiecke bilden, die paarweise keine
Punkte gemeinsam haben und nicht ineinander enthalten sind?

Losungshinweise: Da es fir 3n Punkte nur endlich viele Verbindungsstrecken
zwischen je zwei Punkten gibt, gibt es eine Gerade g, die zu keiner dieser
Strecken parallel ist. Da zudem die Punktmenge endlich ist, kann man die
Gerade g derart verschieben, dass sich alle Punkte auf einer Seite von ¢
befinden. Ausgehend von einer solchen Lage verschiebe man die Gerade in
Richtung der Punkte. Dabei liegt in jeder Lage maximal 1 Punkt auf der Gerade.
Man kann folglich die Punkte in eindeutiger Weise von 1 bis 3n nummerieren.
Jeweils die Punkte 3k -2, 3k —1 und 3k (k = 1, ..., n) lassen sich zu einem
Dreieck verbinden, so dass die Bedingungen der Aufgabe erfullt sind. a

Aufgabe 5-2. Man finde alle Primzahlen p;,p,,Ps3,P4,Ps5,Pg, sodass folgende
Gleichung gilt:

p? = p3 + p3 + ps + pZ + pé.

Losungshinweise: Da alle Primzahlen mindestens gleich 2 sind, gilt
pp>+5-2% =/20 > 4.

Insbesondere ist p; verschieden von 3 und somit lasst p12 bei Division durch 3

den Rest 1. Daraus folgt, dass mindestens eine der Primzahlen py, ..., ps gleich 3
ist (es sei dies ps = 3), denn andernfalls wiirde die Summe der Quadrate der funf
Primzahlen bei Division durch 3 den Rest 2 lassen. Jedoch ist es nicht mdglich,
dass genau vier der finf Primzahlen gleich 3 sind (ps = ... = ps = 3), denn die
daraus resultierende Gleichung

pf —p5=(pr+po)-(p—py)=4-3°=36

hat keine Losung in Primzahlen, wie eine Analyse Uber die Faktorenzerlegung
von 36 zeigt.

Nach Aufgabe 3-5A(a) ist die Differenz der Quadratzahlen zweier ungerader
natlrlichen Zahlen stets durch 8 teilbar. Somit ist die Summe

P53+ p5 + pZ + pZ = pf - pé
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durch 8 teilbar. Da aber das Quadrat jeder Primzahl groRer als 2 bei Division
durch 8 den Rest 1 l&sst, muss p; = ... = ps = 2 gelten.

Eine Probe zeigt, dass das Tupel {5; 2; 2; 2; 2; 3) tatsachlich Lésung der
Aufgabe ist und wie die Herleitung zeigt, keine weiteren Losungen (bis auf
Permutationen von py, ..., Ps) existieren kénnen:

52=05=4+4+4+4+9=224224+2%242%43? 4

Aufgabe 5-3. (Aufgabe 1 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2019, 1. Runde)
Ein 8x8-Schachbrett wird mit 32 Dominosteinen der Grélie 1x2 vollstandig und
uberschneidungsfrei bedeckt. Beweise: Es gibt stets zwei Dominosteine, die ein
2x2-Quadrat bilden.

Lésungshinweise: Man zeige anhand einer konkreten Bedeckungsvorschrift,
dass zur Vermeidung eines solchen 2x2-Quadrates die Bedeckung eindeutig
erfolgen muss und letztlich doch zu einem 2x2-Quadrat fihrt. Dazu lege man
beispielsweise einen Dominostein vertikal in die untere linke Ecke. (Bei
horizontaler Lage ist diese Situation durch Spiegelung an der Diagonalen
erreichbar.) Um im ndchsten Schritt kein 2x2-Quadrat zu erzeugen, muss der
néchste Dominostein horizontal rechts daneben angelegt werden (s. Abbildung,
links).

Um ein 2x2-Quadrat im ndchsten Schritt zu vermeiden, ist die Lage des dritten
Dominosteins bereits festgelegt (s. Abbildung, Mitte). Schrittweise muss die
Bedeckung so fortgesetzt werden, bis die obere rechte Ecke erreicht wird. Hier
besteht jedoch nur noch eine Mdglichkeit, einen Dominostein anzulegen und ein
2x2-Quadrat ist nicht vermeidbar (s. Abbildung, rechts). Damit ist gezeigt:
Wenn nicht bereits an anderer Stelle ein 2x2-Quadrat erzeugt wurde, entsteht ein
solches in der oberen rechten Ecke. a

Aufgabe 5-4. (Aufgabe 3 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2019, 1. Runde)
Im Quadrat ABCD werden auf der Seite BC der Punkt E und auf der Seite CD
der Punkt F so gewahlt, dass ZEAF = 45° gilt und weder E noch F Eckpunkte
des Quadrates sind. Die Geraden AE und AF schneiden den Umkreis des
Quadrates auBBer im Punkt A noch in den Punkten G bzw. H. Beweise, dass die
Geraden EF und GH parallel sind.
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Losungshinweise:  Nach  Voraus- /\
setzung gilt Z/BAC = ZGAH = 45°,
Damit gilt auch ZBAG = /CAH = 3
ZCAF. Aulierdem gilt auch nach
Peripheriewinkelsatz (ber der Sehne
AB die Gleichheit ZAGB = ZACB.
Damit haben die Dreiecke ABG und
AFC gleiche Innenwinkel, sind also
ahnlich und es gilt:

AF| |AB E
AC| |AG| A B

Nach analoger Argumentation sind

AD| |AE
AH| [AC|
Multiplikation der linken Seiten und der rechten Seiten fuhrt mit ‘E‘ = ‘ﬁ‘ zu
AF| |AE
AH|  [AG|

Mit Umkehrung des Strahlensatzes an den Strahlen AE und AF folgt EF || GH.
a

auch die Dreiecke ADH und AEC ahnlich, also gilt

Aufgabe 5-5A

n
(a) Man beweise die Ungleichung n!'< (nTJrl) fir alle nattirlichen Zahlen n.

n
(b) Man beweise die Ungleichung > vk <%- n-(n+3) fiirn> 1.
k=1

n
(c) Man finde natlrliche Zahlen n, fir die néherungsweise gilt: Zi ~ 2019.
k=1
Lésungshinweise:
(a) Nach der Ungleichung des geometrischen und arithmetrischen Mittels gilt fir

n 1 n
allen>0: nJ[Tk<=->k.

k=1 n k=1
Die Summe in der rechten Seite ist nach der GaulRschen Summenformel

. n .
n (r;+1), folglich gilt: n/TTk si- n (n+1): n;rl. Durch Potenzieren findet
k=1

n 2
man die gesuchte Ungleichung. a
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(b) Es gqilt fur n>1 nach Anwendung der geometrischen-arithmetischen
Mittelungleichung fir vk -1< +1

Ok+1_n 1 n:(n+1)_2n+n-(n+1) _n-(n+3)
kZlf—Zx/_l Z 2 2°2 2 4 -4
a
(c) Jeden Summanden der Summe % % kann man wie folgt umformen:
k=1
! 2 ( ) also
Jk o 2k J_ Kk
éﬁéz (Vk+1-vKk)=2-(Vn+1-+1)
bzw.
ok T2 R k) o
>+ <¥2.(k=vk=1)=2/n -0 =24n.
kzl\/F k=1
Somit gilt:
2-(\/n+1—1) —<2\/_

=N

Also lassen sich folgende Grenzen fiir n feststellen:

n > 1018585 wegen 2+/n <20185 filr n<1018585
und n<1021615 wegen 2/n+1-22>20195 fur n>1021615. a

Aufgabe 5-5B.
(a) Sind fiir ein Dreieck ABC die Eckkoordinaten (x;;y;) miti =1, 2, 3 bekannt,

so gilt fur den Flacheninhalt F dieses Dreiecks
2-F =% (Y2 = Ya)+ X - (Y3 = Y1)+ X3- (Y1 — ¥2).

(b) Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD mit den gegen den Uhrzeigersinn
nummerierten Eckkoordinaten (x;;y;) mit i = 1, .., 4. Beweisen Sie die

Trapezformel zur Berechnung des Flacheninhaltes F

4
= Z(Xi + Xi+l)'(yi+1 - yl) wobei Xs = X1 bzw. ys = y; gelte.
i=1
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(c) Gegeben sei ein konvexes Polygon A;A...A, mit den gegen den
Uhrzeigersinn nummerierten Eckkoordinaten (x;;y;) miti = 1, ..., n. Beweisen

Sie die GauRsche Flachenformel zur Berechnung des Flacheninhaltes F

n
2-F =3 Xi(Viss — Yi_1), Wobei yo = Yn bZW. Y1 = y1 gelte.
i=1

Lésungshinweise:
(@) In der Literatur findet man fur die Flachenberechnung eines Dreiecks mittels
ihrer Koordinaten (i ; i), i1 =1, 2, 3, die Determinantengleichung

1 X Y
2-A=1 x, yz:Xl'()’2—y3)+x2'(Y3—y1)+x3‘(y1—y2)
1 X3 VY3

Man beweist es vorteilhaft (ber Flachenberechnung mit Polarkoordinaten.
Demonstrativ lasst sich der Beweis auch elementargeometrisch fihren:

e M
ys | AN T
"
v | AL T KT
X1 i X3i Xzi

Man berechnet die Rechteckfliche AKMN und subtrahiert davon die
Dreiecksflachen AKB, CMB und CNA (um den Faktor %2 zu vermeiden,
berechnet man die doppelte Flache):
2- A=2-((x2 — %) (Y3 — yl))_(XZ —X) - (Y2 = Y1) -
—(Xp = X3) - (Y3 = ¥2) — (X3 = %) - (Y3 — Y1)
=2XpY3 = 2% Y1 — 2X Y3 + 2% Y1 — Xp Yo + Xo Y1 + X Yo — X1 Y1 — Xp Y3
+ XoY3 + X3Y3 — X3Yp — X3Y3 + X3y + X1Y3 — X1 Y1

Viele Terme heben sich auf, so dass man zusammengefasst folgende Gleichung
findet:
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2-A=XY3 =XV +X1Yo — X Y3 + X3Y1 — X3y, =
=g (Y1 = ¥2)+ X (Y2 = Ya)+ X5 - (V1 — ¥3)
oder = yl'(XZ —X3)+ Yo (X3 — %) + VY3 '(Xl_XZ)

(Eine vollstandige Fallunterscheidung der Lage der Punkte wird hier nicht
verlangt.) g

(b) Zerlegt man das Viereck ABCD in die zwei Dreiecke ABC und ACD, so gilt
nach (a):

2- Agnge =X (V2 = Y3) + %o - (V= Vo) +%g - (Y1 — ¥2)

2 Anaco =X - (Y3 = Ya)+ %5 - (Yo = Y1) + Xg - (y1 — V3)
Summation beider Seiten flhrt zu

2- Apgep =X (Y2 = Ya) + %2 - (Y3 = Y1)+ %5 - (Ya = Y2 )+ %4 - (Y1 = V3)
Andererseits gilt

2-F= é(xi +Xi01) (Yies — Vi)

= (X + X (Y2 = Y1)+ (X2 + X3 MYz — Y2 )+ (X3 + X NYa — Y3)+ (X + X NY2 — V4)

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ist erkennbar, dass beide Formeln
ubereinstimmen. ad
(c) Hat man ein beliebiges Gy (Xay2)
konvexes Vieleck, dann kann man

darin einen inneren Punkt wahlen,

so dass sich das Vieleck in innere
Dreiecke zerlegen lasst (s. Skizze,  (x,y,)
die Punkte ,,7° und ,,0° werden

nur fur die Summation definiert),

(Xs,Ys)

Dann gilt nach Gleichung in (a)
fur ein Dreieck fur die (X1y1)= (Xe.Ye)=
Gesamtflache: (x7.y7) (Xo.Yo)
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n
2 A:Z(XI (Yigr = Ys )+ Xiq1 - (Ys = Vi) +Xs - (Yj — Yi+1))
i=1
n
= Zl(xu Yis1 = Xiz1 i)+ s - Zl(X|+1 X )+ Xg - Zl( = Yit1)
1= = =
n
= _Zl( i+ (Yis1 = Vi) + Xi - Vi — Xjs1 - ¥i)+0+0
i=
n n n
= > % - (Yis1 - Yil)"{z Xi Vi — 2 Xt YiJ
i=1 i=1 i=1
n
= 21 i (Yisa — Yic)+0

Die zwei Nullen in der 3. Zeile ergeben sich, weil in der Summe die Differenz
der x- bzw. y-Werte ,,reihum‘ addiert werden. Die Null in der letzten Zeile
entsteht, weil sich beide Summen nur in der Nummerierung unterscheiden, was
,rethum* zum gleichen Ergebnis fiihrt. Die 3. Zeile hétte man auch fortsetzen
kdnnen zu:

n
= Z(— Vi - (Xizs = Xi_1) = Yi - Xig + Vi X )
i1

sodass die Flachenformel mit Vertauschung von x und y in Analogie entsteht. U

Erganzende Losungsdiskussionen?

Zu Aufgabe 3-5A(a): Bei Untersuchungen auf Teilbarkeit bilden
Faktorisierungen einen erfolgversprechenden Lésungsansatz. Sind zweli
ungerade Zahlen gegeben, also 2x + 1 und 2y +1 mit x >y, so lasst sich die
Differenz ihrer Quadrate nach binomischer Formel wie folgt darstellen:

(2x+1)% —(2y +1)% = (2x+1+ 2y +1)-(2x +1-2y 1)
=2-(x+y+1)-2-(x—y)
=4-(x+y+1)-(x+y—2y)
Der zweite Faktor enthdlt den Nachfolger des um eine gerade Zahl

verschobenen dritten Faktors. Also ist genau einer dieser Faktoren durch 2
teilbar.

! Aus dem Seminarprogramm vom 23.03.19
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In &hnlicher Weise kann man folgende Aussage beweisen: Ist die Summe von
drei Quadraten von natlrlichen Zahlen durch 5 teilbar, so ist mindestens eine
dieser Zahlen durch 5 teilbar.

Losungsidee: Das Quadrat einer nicht durch 5 teilbaren natlrlichen Zahl lasst
bei Division durch 5 den Rest —1 oder +1. Wéren alle drei Zahlen nicht durch 5
teilbar, so lassen sich die drei Reste ihrer Quadrate nicht so konfigurieren, dass
deren Summe 0 ergibt.

Aufgabe M0O481032(b). Man zeige, dass keine nattirliche Zahl n gibt, sodass
2" + 1 eine Kubikzahl oder eine héhere Potenz einer ganzen Zahl ist.

Losungshinweise: Man nehme an, es gabe eine ganze Zahl m mit 2"+ 1 = m¥
(k> 3). Wire k eine gerade Zahl, also k = 2-k*, so reduziert sich die Aufgabe
auf die Suche nach einer Quadratzahl auf der rechten Seite: 2" + 1 = (m¥)2. Es
wurde bereits gezeigt (s. Heft 2/2019, S. 11), dass dann m* = 3 gelten muss.
Dies ist nicht fur ganze Zahlen erfillbar.

Also ist k eine ungerade Zahl. Dann gilt aber
2" =mK —1=(m-1)- (m"‘1 +mK 2 4 +m +1).

Da aber der rechte Klammerausdruck eine ungerade Anzahl von Summanden
darstellt, von denen einer gleich 1 ist, ist der Ausdruck ebenfalls ungerade, aber
groRer als 1. Das ist aber ein Widerspruch, da links vom Gleichheitszeichen eine
Zweierpotenz steht.

Aufgabe MO471034(a). Zeigen Sie, dass es keine positive ganze Zahl n gibt,
sodass 2" + 1 durch 7 teilbar ist.

Loésungshinweise: Durch systematisches Probieren findet man fiir alle n = 1, 2,
3, 4, ... nacheinander die Reste 3, 5, 2, 3, ... bei Division durch 7. Darauf
aufbauend lasst sich im Sinne der Methode der vollstandigen Induktion
argumentieren, dass keine dieser Zahlen durch 7 teilbar sein kann. Es geht aber
auch auf direktem Weg:

Firn =0, n =1 oder n = 2 ist der Nachweis durch Ausrechnen leicht erbracht.
Es sei nunn=3- m+ amita< 3. Dann gilt:

2N 41=23M"2 11=8M.28 41
Mit dem Binomischen Lehrsatz folgt, dass 8™ = (7 + 1)™ bei Division durch 7

den Rest 1 lasst. Damit stimmen die Reste von 2"+ 1 und 22 + 1 iberein und die
Behauptung ist bewiesen.
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Zu Aufgabe 3-5B: In der originalen Aufgabenstellung des Bundeswettbewerbs
Mathematik (1975, 2. Runde) wurde der Beweis verlangt, dass die Aussage S,
fir alle n > 2 falsch ist. Man kann dies durch Angabe geeigneter Zahlentupel
nachweisen.

N | X1, X2, ..y Xn arithm. Mittel a, | geom. Mittel g, | an/ gn
4 181,111 21 3 7
327,81 12 6 2
5(27,24,6,2,1 12 6 2
7136,18,18,6,4,1,1 12 6 2

In jedem der angegebenen Félle ist der Quotient S, eine naturliche Zahl, obwohl
die zugehorigen reellen Zahlen nicht alle gleich sind. Also ist S, jeweils eine
falsche Aussage.

Nun kann man jede nattirliche Zahl m > 5 in der Form i + 3n miti =3, 5, 7 mit
passendem n darstellen (warum?). Wéahlt man nun die fur S; benutzten Zahlen
und erganzt diese durch n-mal die fur S; genommenen Zahlen, so ist deren
arithmetisches Mittel stets 12 und deren geometrisches Mittel stets 6
(Nachweis?), also ist Sy, fur jedes m > 2 falsch.

Die Aussage S, lasst sich fir geradzahlige n in einfacher Weise allgemein
beweisen. Man setze nur (in Anlehnung an das in der Tabelle angegebene
Beispiel fur n = 4)

X1=(h—=D" Xo=Xg=..=X%X, = 1.
Dann gilt

a, _(n-1)-1+(n-1)" _1+(n-1)"*

‘N n-Y(n-1)" n

Beim Ausmultiplizieren der binomischen Formel entstehen Summanden mit
dem Faktor n und der Summand (-1)" =—1. Also ist der Zahler im letzten
Bruch ohne Rest durch n teilbar und damit der Quotient eine ganze Zahl.

Weiter kann man — etwas aufwendiger als eben — Primzahlen n und danach
zusammengesetzte Zahlen untersuchen, um die Behauptung allgemein zu
beweisen.

10
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Man betrachte zu Aufgabe 5-5A dhnliche Fragestellungen, wie zum Beispiel

Aufgabe. Man beweise fiir alle nattirlichen Zahlen n (n > 2) die Ungleichung

F et

Lésungshinweise:
Variante 1: Firr jede natirliche Zahl k (k > 2) gilt

k-1 1
1+ 27251 = —sJk-k-1
k Jk

Setzt man diese Beziehung fur jeden Summanden in der linken Seite der zu
beweisenden Ungleichung ein, folgt unmittelbar deren Richtigkeit.

Variante 2: Fir alle k (0<k <n) gilt vk <+/n, wobei das Gleichheitszeichen

nur fir k =n richtig ist. Also findet man fiir n > 2 die Abschatzung

n 1 n 1 1
I T N 0
kzzll k |<Z=:1 n Jn

Aufgabe. Man beweise die folgende Ungleichung fur natlrliche Zahlen n>1

n
Zﬁsg-w/zin +1)
k=1

Losungshinweise: So wie der junge CARL FRIEDRICH GAUR (1777 — 1855) bei
der Berechnung der Summe der ersten n nattirlichen Zahlen, fasse man je zwei
Summanden der Summe zusammen:

2-%& = NI + V2 + ..+ Jn

- Y N = Y
_ () & (Eedncd) ¢ o+ (i)

Nun ist also nur noch zu zeigen, dass fir jeden dieser in Klammern
zusammengefassten Terme gilt

Ja++b<2(a+b) (aundb natirliche Zahlen mit a+b=n+1) Q

n . .
Analog kann man &hnliche Formel herleiten, wie z.B. > k! <—.(n+1)'.

n
2

11
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Die Aufgabe 5-5A(c) hat ihren Ursprung in der

Aufgabe MO371045. Man beweise folgende Ungleichung:

1998 <1 1 10%000 1 1999
<l+— —————— <
f f " J1.000.000 1 Jk

Aufgabe. Man beweise die Ungleichung

2,48, 2002 4 2003)

357 2003

Losungshinweise: Man bezeichne das Produkt auf der linken Seite der zu
beweisenden Ungleichung mit x und betrachte ein weiteres Produkt dieser Art,
namlich

Da fiir alle von Null verschiedenen Zahlen n wegen 4n? —4n < 4n? —4n+1

2n-2 - 2n-1
2n-1 2n

gilt, ist x < y. Damit erhalt man auch x? <x-y. Nun ist aber y gerade so

gewahlt, dass x-y = ﬁ ist. Also findet man die Abschatzung:

2 1 1 1
2004 /1002 Jgoo 30

~ <0,04=0,2% <0,20032. a

Aufgabe. Man beweise die Ungleichung

135 2009 1
246 " 2010 54

Losungshinweise: Man konnte wie oben ein geeignetes Produkt definieren und
in Analogie eine Abschédtzung suchen. Setzt man wieder das abzuschatzende

Produkt mit x und bilde man y= 24-9...-@, so folgt mit &hnlicher
357 2011

Argumentation wie oben

1 _ 1 _1
2011 ~ /1936

Dies genigt aber nicht, da % < i gilt. Man findet aber fir alle k > 2

12
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2k—1<«/3k—2
2k 3k+1°

=
w
(@]
N
~
|
=
[HEY

Daraus kann man fir jedes k die Ungleichung =-—-—-

N
N
(o))
N
~
w
b S
I
RN

ableiten, also speziell fir k = 1005:
1 35 2009 1 1 1

— < < =—
2 46 2010 /3016 /2916 54

Bei der Aufgabe M0O541035

Man bestimme die Menge aller reellen Zahlen x, fr welche die Gleichung
Ix+1—+/2x—4 =2 erfllt ist.

wurde ausdricklich hingewiesen, dass zundchst zu untersuchen sei, fir welche
reellen Zahlen die angegebenen Wurzeln definiert sind. Damit die Terme unter
den Wurzeln nichtnegativ sind, muss offenbar x > 2 gelten. Dies ist wesentlich,
um nach einmaligem Quadrieren aus der Gleichung

—X+1=4-4/2x-4

zu erkennen, dass es keine Lésung geben kann, weil die linke Seite negativ, die
rechte Seite aber stets positiv ist. Also ist die Losungsmenge leer.

Nochmaliges Quadrieren fiihrt zwar weiter zu der ,,verniiftigen* quadratischen
Gleichung x2 —34x+65=0 mit den Nullstellen X1 2 —17+4+/14, aber eine

Probe zeigt, dass sie keine Loésung sind (obwohl beide Zahlen gréier als 2 sind)!
Allerdings ist die Probe wesentlich aufwendiger als die Diskussion (ber den
Definitionsbereich.

Davor wurde in der 29. MO letztmalig eine Wurzel-Ungleichung gestellt:

Aufgabe M0291034. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x, die die
folgende Ungleichung erfillen:

JX+5

X+1

>1.

Losungshinweise: Die Losungsmenge l&sst sich zundchst durch Diskussion des
Definitionsbereiches eingrenzen. Die Zahl x muss groRer als -5 sein (damit der
Wurzelausdruck definiert und positiv ist). Die Zahl x kann nicht -1 sein (weil
sonst der Nenner gleich 0 wére). AuRerdem muss x groler als —1 sein (damit der

13
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Bruch positiv ist). So vorbereitet kann die Ungleichung aquivalent umgeformt

2 : :
werden und man erhalt (x+l) <17 Daraus folgt letztlich die gesuchte

2) <74
Losungsmenge fir x; —1<x < %(\/ﬁ —1).

Flachenberechnung durch Flachenzerlegung

Flacheninhalte — insbesondere wenn nur Verhéltnisse von Flachen gefragt sind —
kann man hdufig ohne direkte Berechnung der zu vergleichenden Flacheninhalte
bestimmen.

MO431024%. Gegeben sei ein

Parallelogramm ABCD. Die
Seitenmitten von AB, BC, CD und
DA seien mit E, F, G bzw. H
bezeichnet. Die Verbindungslinien
AE, BF, CG und DH schneiden
im Innern des Parallelogramms ein
Viereck KLMN aus.

(a) Zeigen Sie, dass KLMN ein Parallelogramm ist.

(b) Bestimmen Sie das Verhéltnis des Flacheninhalts dieses Parallelogramms
KLMN zu dem des Parallelogramms ABCD.

Losungshinweise: Fertigt man eine Skizze an, erkennt man die prinzipielle
Maoglichkeit, alle notwendigen Malie in Abhadngigkeit der Seitenldngen des
Parallelogramms ABCD ermitteln zu kénnen.

Durch Vergleich von Teilflachen
kann aber der Beweis fast ohne
Berechnungen erfolgen. Aufgrund
der Konstruktionsvorschrift zeigt
man némlich leicht, dass die
Dreiecke BEL und EXC sowie
AKH und HYB kongruent sind und
die entstandenen Vierecke LXCM
bzw. KYBL jeweils kongruent
(und damit flachengleich) zum
Parallelogramm KLMN sind.

2 Vergleiche Heft 02/2018

14
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Erganzt man in analoger Weise die Figur Uber DF und AG wird unmittelbar
ersichtlich, dass sich die Gesamtflaiche des Parallelogramms ABCD aus 5
Parallelogrammen der GroRe KLMN zusammensetzt. ad

Aufgabe MO530835. Uber ein spitzwinkliges Dreieck ABC und Punkte A’, B
und C"wird vorausgesetzt:

(1) Der Punkt C'ist der Bildpunkt von Punkt C bei Spiegelung am Punkt A.
(2) Der Punkt A" ist der Bildpunkt von Punkt A bei Spiegelung am Punkt B.
(3) Der Punkt B"ist der Bildpunkt von Punkt B bei Spiegelung am Punkt C.

Ermitteln Sie das Verhéltnis des Flacheninhalts des Dreiecks A'B'C’ zum
Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Losungshinweise: Wir berechnen die Fl&cheninhalte der Teildreiecke AC’A4",
BA’B‘und CB’C" in Abhangigkeit vom Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Fur das Dreieck AC’4 “sei D
der FulRpunkt des Lotes vom
Eckpunkt C auf die Gerade
AB. Da nach Voraussetzung
das Dreieck ABC spitz-
winklig ist, liegt der Punkt
D im Innern der Strecke AB.
Der Punkt D° sei der
Bildpunkt von D  bei
Spiegelung am Punkt A.

Dann ist CD eine Hohe im Dreieck ABC. Fiir den Inhalt F des Dreiecks ABC
folgt nach der Flacheninhaltsformel F :g - |AB| -|CD|.

Da WinkelgroRen und Streckenldngen bei einer Punktspiegelung erhalten
bleiben, ist C'D’ eine Hohe im Dreieck AC’4 “und es gilt |C’D | = |CD|.

Aus Voraussetzung (2) und da Streckenldngen bei einer Punktspiegelung
erhalten bleiben, folgt |AB| =|BA4 1, also

1441 =2 - |AB|.

Fur den Flacheninhalt F° des Dreiecks A4C’4° folgt nach der
Flacheninhaltsformel

F=--1441-|C’'D].

15
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Zusammenfassend folgt F =2 - F.

Analog folgt, dass die Dreiecke BA’B‘ und CB’C" ebenfalls einen doppelt so
groRen Flacheninhalt besitzen wie das Dreieck ABC.

Da sich das Dreieck 4’B’C* aus den Dreiecken ABC, AC’A*, BA’B“und CB’C*
zusammensetzt, ist der Flacheninhalt des Dreiecks 4 ‘B ‘C* daher stets das (1 + 2
+ 2 + 2 =) 7-fache des Flacheninhalts des Dreiecks ABC.

Folglich ist das Verhéaltnis des Flacheninhalts des Dreiecks A’B°C* zum
Flacheninhalt des Dreiecks ABC stets 7 : 1. Q

Aufgabe MO570935. Gegeben ist ein Dreieck ABC mit dem Flacheninhalt
Apsc = 1. Es sei M der Mittelpunkt von BC und P der Mittelpunkt von AM.
Weiter schneide die Gerade BP die Seite AC in einem Punkt Q.

C

Bestimmen Sie den Flachen-
inhalt des Vierecks MCQP.

Lésungshinweise: Der
Flacheninhalt des Vierecks ist
die Differenz aus dem Flach-
eninhalt des Dreiecks Aawc und
dem Dreieck Aapc. Da der
Flacheninhalt des Dreiecks
AMC die Halfte des Flachen-
inhaltes des Dreiecks ABC ist,
genligt es, den Flacheninhalt
des Dreiecks APG zu
bestimmen.

Ist R der Mittelpunkt der Strecke QC, dann ist die Strecke MR Mittellinie im
Dreieck QBC und folglich MR || BQ. Da P auf der Strecke BQ liegt und
Mittelpunkt der Strecke AM ist, ist die Strecke PQ Mittellinie im Dreieck AMR,
also gilt |AQ|=|QR|=|RC].

Damit betrdgt der Flacheninhalt des Dreiecks ABQ ein Drittel des
Flacheninhaltes des Dreiecks ABC, da die Langen der Grundseiten AQ und AC
zur selben Hohe im Verhéltnis 1 : 3 stehen. Da P der Mittelpunkt der Strecke
AM ist, ist zudem der Flacheninhalt des Dreiecks ABP halb so groR wie der
Flacheninhalt des Dreiecks ABM. Da M der Mittelpunkt der Strecke BC is, ist
auch der Flacheninhalt des Dreiecks ABM halb so groR wie der Flacheninhalt
des Dreiecks ABC. Daraus folgt fiir den Flacheninhalt des Dreiecks APQ:

16
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A(APQ) = A(ABQ) — A(ABP) =

L] =
| =

12

Wir erhalten deshalb fiir den gesuchten Flacheninhalt des Vierecks MCQP:

| =

_°

12 U

| =

A(MCQP) = A(AMC) — A(APQ) = 1

=

Aufgabe MO391044. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sei P der
Beriihrungspunkt des Innkreises mit der Hypotenuse AB. Die L&ngen der
Strecken AP und BP seien d und e.

Beweisen Sie, dass dann fir den Flacheninhalt F des Dreiecks F = d - e gilt.

Loésungshinweise:  Bezeichnen
wir die FuBpunkte der Lote
vom Innkreismittelpunkt auf die
Seiten BC und CA mit Q bzw.
R, so l&sst sich die Dreiecks-
flache mittels

2-F=(r+e) (r+d)=
=r+r-e+r-d+e-d

berechnen. Andererseits ist die Dreiecksflache gleich der Summe der Inhalte der
drei Vierecke RMQC, APMR und PBQM, also

F=r2+r-e+r-d
Die Subtraktion beider Gleichungen fuhrt zur Behauptung F =d - e. ad

Sind wir alle miteinander verwandt??

Jeder Mensch hat zwei Eltern, vier Grof3eltern, acht Urgrol3eltern usw. Gehen
wir g Generationen zuriick, so betragt die Zahl der Vorfahren eines Menschen
29. Vor zehn Generationen hatten wir demnach mehr als 1000 Vorfahren, vor 20
Generationen mehr als eine Million, vor 40 Generationen Uber eine Billion. Da
stimmt wohl etwas nicht, denn es haben niemals eine Billion Menschen auf der
Erde zur gleichen Zeit gelebt. Die Zahl der so errechneten VVorfahren verringert
sich, wenn beispielsweise Cousine und Cousin ein gemeinsames Kind hatten.
Dieses Kind hatte nur sechs UrgroReltern und nicht acht. Um auf realistische

3 Ausziige aus dem Seminarprogramm vom 23.03.19
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Zahlen unserer Vorfahren zu kommen, missen diese also mehr oder weniger
miteinander verwandt gewesen sein.

Folgendes Gedankenexperiment hilft, Regeln zu erkennen: In einer Gruppe
zusammenlebender Menschen bestehe jede Generation aus 200 Personen, und
zwar aus 100 Frauen und 100 Mannern. In der Sprache der Biologie: Wir
betrachten eine Population konstanter GroRe. Die Population lebe seit vielen
Generationen isoliert und habe ihre Grol3e nicht verandert.

Wahlen wir nun eine Person der jlngsten Generation aus, z.B. einen Jungen
namens Paul. Fritz gehOre der Generation vor Paul an. Kennt man die
Verwandtschaftsbeziehung von Fritz und Paul nicht, so ist die Wahrschein-
lichkeit, dass Fritz der Vater von Paul ist, %,,. Entsprechend ist die

Wahrscheinlichkeit, dass Fritz nicht der Vater von Paul ist, gleich 9%,,. Gehen
wir nun noch eine Generation zurtick und betrachten Heinrich. Mit der
Wahrscheinlichkeit von 9%, ist Heinrich nicht der Vater von Pauls Mutter,

ebenso ist er mit Wahrscheinlichkeit von 9%/, nicht der Vater von Pauls Vater.

Also ist Heinrich mit der Wahrscheinlichkeit von (9%00)2nicht der GroRvater
von Paul.

Gehen wir nun g Generationen zurtick und betrachten irgendeinen Menschen
dieser Generation, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser nicht VVorfahre von

Paul ist,
99 12"
p=p(g)= (mj

Gehen wir beispielsweise neun Generationen zuriick, so ist jeder Mensch dieser
Generation mit einer Wahrscheinlichkeit von 7,6% nicht Vorfahre von Paul —
oder anders herum: 92,4% aller Menschen dieser Generation sind mit Paul
verwandt! In der Generation davor sind es schon 99,4%. In der Generation davor
ist nahezu jeder ein Vorfahre von Paul. Das bedeutet aber auch: geht man elf
Generationen zurlick, so sind die Vorfahren der betrachteten 200 Menschen
dieselben.

Wie grof3 ist die damit verbundene Zeitspanne? Wie viele Generationen muss
man zurlickgehen, bis alle dieselben VVorfahren haben? Selbstverstandlich ist die
Zeitspanne von der PopulationsgroBe abhangig. Sei die Populationsgrofie

allgemein 2-10" Menschen (statt wie oben 200 mit n = 2), so lautet die Formel

18
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291
_ 10" -1
p=p(n;g)= -
10

Fur n =6 findet man p(6; 20) = 59,2% oder p(6; 23) = 1,5%.
Fur n =9 verlangsamt es sich noch mehr:

pP(9; 20) =99,95%, p(9; 30) =58,5% und p(9; 33) =1,4%.
Leicht zeigt man den Zusammenhang

p(n; g +1) = (p(n; g))*

Unabhéngig von n erhédlt man deshalb: Gilt fir ein g die Abschatzung
p(n;g)<60%, dann ist in der nachsten Generation die Wahrscheinlichkeit

schon p(n;g+1)<36%. Doch wie viele Generationen g sind in Abhéngigkeit
von n erforderlich, um diese Werte zu unterschreiten?

Behauptung. Fiir die Populationsgrofe 2-10" gilt fir n > 2
p(n;lOT'n+1) <36%.
Beweis: Nach obiger Formel gilt
( 10-n j Llo” —1}
pjn;—+1|=
3 10"

Wir verwenden fiir die Abschétzung die wachsende Monotonie der Funktion

f(m):(1_£)m,

m

10-n/3

die sich dem Wert 1/e anndhert. Diese Monotonie ist eine Folgerung der
Ungleichung von BERNouLLI: Die Behauptung f(m)< f(m+1) lasst sich

umformen zu

m
(1_£]m <(1_ijm+1<:> m2 s m+1
m m+1 m2 —1 m

Mit Hilfe der Ungleichung von BERNOULLI gilt weiter:
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m
m2 1 m 1 m2+m—1
> =1+ > >1+m- 5 = 5 >
m- -1 m- -1 m- -1 m- -1

m? —1+m—1_m+2> m+1
m2 -1 m+1 m

womit die Monotonie nachgewiesen ist.
Rechnet man solche Funktionswerte aus, so findet man beispielsweise
f(2) = 0,25, f(5) < 0,33, f(10) < 0,35 oder f(40) < 0,36.

Dann ist aber firn>2

10-n/3 o1on/3

n_ 10" n —
{10 . 1 _ (1_LJ 107 036 10" <0361007941 _ 36
10 10

210 /3n

Fir eine Population mit anfangs 2 - 10° Personen ist also die Wahrscheinlichkeit
36% ungefahr nach 21 Generationen erreicht, fir 2-10° Personen nach
31 Generationen. Rechnet man grob 25 Jahre fiir eine Generation, entspricht das
einem Zeitraum von Gber 500 Jahren bzw. fast 800 Jahren.

Sicherlich ist das Gedankenexperiment fur eine Gruppe von Menschen
realitatsfern. Im Zusammenhang mit Zucht von Tieren, insbesondere fiir die
Erhaltung von Tierarten in zoologischen Garten und Tierparks, sind die
einschrankenden  Bedingungen  weitgehend  erflllt:  Oft  ist  die
Ausgangspopulation — verteilt auf alle am Zuchtprogramm beteiligten
Einrichtungen — nicht allzu gro? und die Populationsgrofle soll (ber die
Generationen hinweg entsprechend der verfligbaren Kapazitaten ungeféahr gleich
groB sein. Da die Verwandtschaft untereinander im dargestellten Sinne schnell
um sich greift, ist es eine besondere Herausforderung der Zuchtfiihrung, dem
optimal entgegenzuwirken.

Diskrete Wachstumsmodelle

Mittels diskreten Wachstumsmodellen wird im Allgemeinen das zeitliche
Verhalten von MessgroRen mathematisch beschrieben. Dies muss sich nicht auf
biologische Systeme beschrénken. Hierbei geht es aber um Populationsgrofien,
ohne die Verwandtschaftsbeziehungen im obigen Sinne zu beriicksichtigen.
Ausgehend von einer Startsituation W, zum Zeitpunkt t; ist eine
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Berechnungsvorschrift fir den Wert W; zum Zeitpunkt t; > t; anzugeben. Der
Zusatz ,,diskret” bedeutet dabei, dass die Zeit als eine Folge von (dquidistanten)
Zeitpunkten betrachtet wird. Da im Folgenden die (Zeit-) Einheiten weggelassen
werden, durchlaufe die Zeit t die nattirlichen Zahlen.

Das lineare Wachstum wird durch die Wachstumskonstante k charakterisiert. In
der rekursiven Darstellung gilt fir eine PopulationsgroRe B zum Zeitpunkt t

Bi+1 = Bt + k.

Die explizite Wachstumsfunktion ist fir den Anfangsbestand By zur Zeitt = 0
problemlos angebbar:

Bt:k't+Bo.

Die PopulationsgréfRe nimmt also gleichméalig zu, unabhéngig vom aktuellen
Bestand kommt in gleichen Zeitabschnitten ein gleicher Zuwachs hinzu. Anders
beim exponentiellen Wachstum: Hier héngt der Zuwachs vom aktuellen Bestand
ab,

Bt—i—l :Bt+k . Bt .

Fasst man (1+k)=a als Wachstumsfaktor zusammen, so lautet die
Berechnungsvorschrift des exponentiellen Wachstums

Bis1 = a - B bzw. B;=a!-By.

Das exponentielle Wachstum scheint besser fir die Modellierung biologischer
Systeme geeignet zu sein, denn bei einem hohen Bestand ist sicherlich die
Anzahl der Nachkommen groRer als bei kleinen Populationen. Allerdings spricht
das ,,maBlose” Wachstum gegen die Erfahrung — mit zunehmender Population
verringert sich oft die Anzahl der Nachkommen, beispielsweise wegen des
beschrankten Nahrungs- und Platzangebotes.

Dem kommt das Modell des beschrankten Wachstums entgegen. Hierbei
beschrankt eine Séattigungsgrenze S das Wachstum, indem das Wachstum
proportional zum S&ttigungsmanko ist — je naher die PopulationsgroRRe an die
Sattigungsgrenze S kommt, umso geringer findet Wachstum statt:

Bt+1= Bt+k (S—Bt)z(l—k) 'Bt+k -S
Setzt man (1 — k) = q < 1, so erkennt man aus der expliziten Wachstumsfunktion
Bt:S—(S—Bo) 'qt,

dass sich der Sattigungsgrenze nach ausreichender langer Zeit t beliebig nahe
angenahert wird, aber S tatsdchlich nie (Gberschritten wird. Allerdings
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verlangsamt sich die Wachstumsgeschwindigkeit von Beginn an, wie man am
Kurvenverlauf erkennen kann. AuBerdem ist die Interpretation ,,Anzahl von
Individuen einer Population® verloren gegangen, da die Ganzzahligkeit von B
nicht mehr gegeben ist.

Als eine Kombination von exponentiellen und beschrankten Wachstum wird das
logistische Wachstum modelliert:

B S S bzw. B; =S- 1
B; +(S—B;)e 14ekst[ S 4
Bo

Da S > By strebt B; flr grolRe t gegen S. In der Darstellung nicht ganz so
offensichtlich: Zundchst dominiert das exponentielle Wachstum und die
PopulationsgroRe wéchst in dieser Weise. Bis es eine Trendwende gibt (in der
Funktion als Wendepunkt erkennbar) — dann dominiert das beschrénkte
Wachstum, um sich der Sattigungsgrenze zu nahern.

Bt+1 =

Obwohl formal die linke Berechnungsvorschrift eine rekursive Darstellung
zeigt, geht das ,,Gefiihl*“ verloren, aus By in einfacher Weise Bw.1 berechnen zu
konnen. Als Naherungsformel wird die so genannte quadratische Rekursion
vorgeschlagen:

Bryy = (1+k-S)- By —k-B?.

Man prife die Genauigkeit dieser Naherungsformel!

Aufgaben Serie 7 (2018/19)

Einsendungen bitte bis 22. Juni 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str.
21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de 4.

Aufgabe 7-1. Karlheinz will aus gleichgroRen roten und

weillen Quadratflachen lickenlos eine Rechteckflache

derartig zusammensetzen, dass samtliche an den Rand

dieses Rechtecks grenzenden Quadratflachen rot sind,

wéhrend alle Ubrigen (im Innern gelegenen Quadratflachen) weil} sein sollen.
Dabei soll die Anzahl der roten Quadratflachen gleich der Anzahl der weil3en
Quadratflachen sein.

4 Der Empfang von elektronischen Einsendungen wird kurz mit Re: bestatigt. Erhalten Sie
diese Bestatigung nicht, dann bitte zur Vermeidung von Datenverlusten nachfragen!
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Man gebe alle Rechteckflachen an, die Karlheinz unter diesen Bedingungen
bilden kann.
(5 Punkte)

Aufgabe 7-2. Man berechne die Summe S aller der (im dezimalen
Positionssystem) dreistelligen natiirlichen Zahlen, die jeweils mit voneinander
verschiedenen Ziffern und ohne Ziffer 0 dargestellt werden.

(5 Punkte)

Aufgabe 7-3. Es sei A der Flacheninhalt und u = a + b + ¢ der Umfang eines
Dreiecks mit den Seitenldngen a, b und c. Man ermittle das Maximum des

Verhaltnisses z = —-. Fur welche Dreiecke wird es angenommen?
u

(6 Punkte)

Aufgabe 7-4. Man ermittle alle geordneten Paare (x ; y) jeweils zweistelliger
Zahlen x und y mit x >y, flr die folgendes (gleichzeitig) gilt:

(*)  Schreibt man die Ziffern der Zahl x in umgekehrter Reihenfolge, so erhalt
man die Zahl y.

(**) Schreibt man die Ziffern der Zahl x2 in umgekehrter Reihenfolge, so erhalt
man die Zahl y2.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung beriicksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben

bearbeitet und betrégt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkten werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 7-5A

(a) Man gebe fiir jede reelle Zahl a alle diejenigen linearen Funktionen f(x) an,
die die Eigenschaft haben, dass fiir jedes reelle x

f(x)=f(x+1)—a
gilt. (2 Punkte)

(b) Man gebe alle quadratischen Funktionen f(x) an, die fir alle reellen x die
Gleichung

f(x+1)= f(—x)

erfullen. (2 Punkte)
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(c) Es sei f eine Funktion, die fur alle reellen Zahlen x definiert ist und die
folgende Eigenschaft hat: Fur alle x gilt

f(x)=x-f(x+1)
f(1)=1

Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fir die f(n)=0 gilt.
(4 Punkte)

Aufgabe 7-5B

Gitterpunkte der Ebene (bzw. des Raumes) seien alle Punkte, deren Koordinaten
bezlglich eines ebenen (bzw. rdumlichen) kartesischen Koordinatensystems
ganze Zahlen sind.

(a) Es seien in der Ebene 5 Gitterpunkte (bzw. im Raum 9 Gitterpunkte) beliebig
ausgewéhlt. Man zeige, dass der Mittelpunkt mindestens einer der
Verbindungsstrecken von je zwei dieser Punkte wieder ein Gitterpunkt ist.

(2 Punkte)

(b) Man zeige: Es gibt unendlich viele regelmaRige Tetraeder, dessen Eckpunkte
Gitterpunkte des Raumes sind.
(2 Punkte)

(c) Man zeige: Es gibt kein gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte
Gitterpunkte der Ebene sind.
(4 Punkte)

Seminarankindigung
Das 4. Chemnitzer Seminar findet am Samstag, dem 22. Juni 2019 statt — zu

Gast in der Chemnitzer Filiale der Deutschen Bank (Falkeplatz 2, 09112
Chemnitz). Bitte Termin bereits vormerken.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de; www.kzm-sachsen.de
Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstltzung des Férdervereins
,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der Fakultét fiir Mathematik der TU Chemnitz

24



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK

Eine Initiative des Bezirkskomitees Chemnitz
,,Zur Forderung mathematisch-naturwissenschaftlich
interessierter und begabter Schiiler*

Informationen fir die Klassenstufen 9/10

Heft 4 /2019 18. Jahrgang



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 4/2019

Losungshinweise Serie 6

Aufgabe 6-1.

Gesucht sind alle vierstelligen natlrlichen Zahlen n mit der folgenden
Eigenschaft: Teilt man die Dezimaldarstellung von n durch einen ,,Schnitt® in
der Mitte, so dass zwei zweistellige natiirlichen Zahlen a und b entstehen, so ist
das Quadrat aus der Summe von a und b gleich n.

Lésungshinweise: Nach den gestellten Bedingungen muss die Gleichung

a’ +2ab+b%>=100a+b=n

mit natlrlichen Zahlen a und b mit 10<a<99,10<b <99 gelten. Durch
aquivalente Umformung erhalt man daraus

a’+2a-(b-50)+b*-b=0.

Wendet man auf diese quadratische Gleichung die bekannte Ldsungsformel an,
folgt

81, =50 —b = /2500 — 99b .

Damit die Losung fur a eine nattrliche Zahl ist, muss es eine nattrliche Zahl t
(t < 50) mit 2500 —99b =t geben. Dies ist gleichbedeutend mit

99b = 2500 —t* =(50+t)-(50 —t).

Wegen der Faktorenzerlegung 99 = 9 - 11 muss der Faktor 11 in den Faktoren
(50 + t) oder (50 — t) enthalten sein. Das kann nur fir t = 5, 16, 27, 38, 49 bzw.
t=16, 17, 28, 39, 50 sein. Da das Produkt beider Faktoren durch 9 teilbar sein
muss, scheiden davon 6, 16, 17, 27, 28, 38 und 39 aus, so dass nur t = 5, 49, 50
als mogliche Losung verbleiben. Aus diesen Werten folgen fir b = 25, 1 bzw. 0.
Aus der obigen Lésungsformel findet man fir a die Werte

a=25+5 a=49 +49 bzw. a =50 + 50.

Unter Beachtung der Wertebeschrankung fur a kénnen folglich nur a = 30 und
a =20 zu einer Lo6sung fihren. Tatsachlich erfiillen die Zahlen n=3025 und
n = 2025 die Bedingungen der Aufgabe.

Lasst man fir b auch eine zweistellige Zahl mit fiihrender Null zu (also
0<b<99), so findet man fiir b = 1 die Zahl a = 98. Tatsachlich erfiillt auch
n = 9801 die Bedingungen der Aufgabe.
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L&sst man auch nicht echt vierstellige Zahlen zu (d.h. 0 <a <99),soista=0als
LOsung zuldssig, was zu den weiteren Losungen n = 0000 und n = 0001 fiihrt.

(Die Schreibweise mit vier Ziffern ist dabei notwendig, um den Schnitt gemal
Aufgabenstellung ausfiihren zu kénnen.) Q

Hinweis: Eine Liste aller Quadratzahlen von 322 bis 992 und Prifung der
geforderten Eigenschaft ist eine (wenn auch nicht elegante) vollstandige
Loésungsdarstellung. Sie ist ohne technische Hilfsmittel zu erstellen und der
Korrektor kann die Rechnungen nachvollziehen. Die Nutzung von
Rechentechnik ist fur die Losungsfindung in einer Hausarbeit stets zul&ssig, die
Argumentation darf sich aber nicht auf die Ausfihrung eines Programmes
begrinden, weil der Korrektor dies nicht nachprifen kann. Insbesondere reicht
es nicht, nur die LOsungsmenge anzugeben, da auf diese Weise nicht
nachgewiesen wurde, dass es keine weiteren Losungen gibt (aufgrund eines
Programmierfehlers konnten Losungen tbersehen werden).

Aufgabe 6-2.

Jede konvexe Vierecksflaiche wird durch ihre Diagonalen in vier
Dreiecksflachen zerlegt. Man beweise, dass ein konvexes Viereck genau dann
ein Parallelogramm ist, wenn je zwei der vier Dreiecke den gleichen
Flacheninhalt haben.

Lésungshinweise: Die Flache des D

Vierecks ABCD moge durch ihre

Diagonalen AC und BD (deren C
Schnittpunkt sei S) in die von den vier Ds
Dreiecken D;, D; Ds; und Dq D, D
berandeten Flachen zerlegt werden. S 2
Die Nummerierung sei so gewahlt,
dass die Dreiecke D; und D, eine
gemeinsame Seite besitzen, die auf BD p
liegt (vgl. Skizze).

Hinweis: Unter ,je zwei der vier” ist ,je zwei beliebig aus den vier
ausgewdhlt* zu verstehen.

(I) Es ist die HOhe von Dy, die auf der AC enthaltenen Geraden senkrecht steht,
auch die Hohe von D,. Wenn D; und D, flachengleich sind, so sind die Strecken
AS und SC gleich lang, d.h. S ist der Mittelpunkt von AC. Entsprechend folgt aus
der Flachengleichheit von D, und D3, dass S auch Mittelpunkt der Diagonalen
BD ist.
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Halbieren sich in einem Viereck die Diagonalen, so ist dieses Viereck ein
Parallelogramm.

(1) Ist das Viereck ein Parallelogramm, so halbieren sich deren Diagonalen.
Betrachtet man die Dreiecke D; und D,. Deren Seiten AS und SC sind
gleichlang. Zudem haben beide Dreiecke die gemeinsame Héhe. Damit stimmen
sie im Flacheninhalt tiberein. In Analogie zeigt man D, = D3 und D3 = D,.

Damit haben alle vier Dreiecke den gleichen Flacheninhalt.

Aus (1) und (1) folgt: Ein konvexes Viereck ist genau dann ein Parallelogramm,
wenn je zwei der vier Dreiecke den gleichen Flacheninhalt haben. U

Erganzung: Es geniigt, die Flachengleichheit der gegeniiberliegenden Dreiecke
vorauszusetzen. Aus D, = D, folgt namlich die Flachengleichheit der Dreiecke
ABC und ABD. Da diese beiden Dreiecke die gemeinsame Grundseite AB haben,
sind auch deren Hohen gleich lang. Damit ist CD parallel zu AB. Analog zeigt
man auch, dass BC parallel AD ist.

Aufgabe 6-3 (MO-Klassiker MO083093, 1968/69).

Es sei ABCD ein Rechteck, und es sei P ein Punkt, der nicht notwendig in der
Ebene des Rechtecks zu liegen braucht. P habe vom Eckpunkt A den Abstand a,
vom Punkt B den Abstand b und von C den Abstand c.

Man berechne den Abstand d des Punktes P vom Eckpunkt D und zeige dabei,
dass zur Ermittlung dieses Abstandes d die Kenntnis der drei Abstidnde a, b, ¢
ausreicht.

Losungshinweise: Der Abstand des Punktes P von D sei d. Es sei PQ das Lot
von P auf die Ebene des Rechtecks. Die Parallele durch Q zu AD bzw. AB
schneide die Gerade durch AB bzw. AD in X bzw. Y, die Gerade durch DC bzw.
BCinU bzw. W. Es sei

‘PQ‘:h,‘QX‘=X,‘QU‘=U,‘QV‘=V,‘Q_W‘:W_

Dann erhdlt man nach jeweils zweimaliger Anwendung des Satzes von
Pythagoras die Gleichungen
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- im Dreieck AXQ mit der Hypotenuse AQ und nachfolgend im Dreieck
AQP mit der Hypotenuse AP: a2 =v? +x? +h?;

- im Dreieck BXQ mit der Hypotenuse BQ und nachfolgend im Dreieck
BQP mit der Hypotenuse BP: b® = w? + x° + h?;

- im Dreieck CXQ mit der Hypotenuse CQ und nachfolgend im Dreieck
CQP mit der Hypotenuse CP: ¢? =u? +w? +h?und

- im Dreieck DXQ mit der Hypotenuse DQ und nachfolgend im Dreieck
DQP mit der Hypotenuse DP: d? =u? +v? +h?.

Daraus folgt durch entsprechende Addition

und a2 +c?=u?+v2+wW? +x%2 +2n?
b? +d? =u? +v% + W? + x? + 2h?

Somit gilt a®+c%=b?+d? und damit d?=a?+c®—b? (also inshesondere
a% +c2 >b?). Der Abstand des Punktes P von D betragt folglich

d=+a%+c?-b?. a

Aufgabe 6-4 (MO-Klassiker MO094102, 1969/70).
Man beweise folgenden Satz: Wenn in einer quadratischen Gleichung

a-x>+b-x+c=0

die Koeffizienten a, b, ¢ samtlich ungerade Zahlen sind, dann hat diese
Gleichung keine rationalen Lésungen.



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 4/2019

Losungshinweise: Angenommen, die gegebene Gleichung mit ungeraden a, b

und c besitzt eine rationale Lésung x;. Dann l&sst sich x; in der Form x; =

o |

darstellen, wobei p und g ganze teilerfremde Zahlen mit g > 0 sind. Damit gilt:
2
a-(EJ +b-(£}+c:0,also ap® +bpg+cg®=0
q q

Fall 1: p und q sind ungerade.

Da die Quadrate ungerader Zahlen ungerade und die Produkte ungerader Zahlen
ebenfalls ungerade sind sowie die Summe dreier ungerader Zahlen ungerade ist,
steht auf der linken Seite dieser Gleichung eine ungerade Zahl, die ungleich 0
ist. Damit ergibt sich ein Widerspruch.

Fall 2: Einer der beiden Zahlen p, q ist gerade, die andere ungerade.
Dann ist bpq eine gerade Zahl und von den Zahlen ap? und cg? ist eine gerade

und die andere ungerade. Die Summe zweier gerader und einer ungeraden Zahl
ist aber ungerade, woraus wie im Fall 1 ein Widerspruch folgt.

Fall 3: p und q sind gerade.
Dann sind beide Zahlen im Widerspruch zur Annahme nicht teilerfremd.
Da es keine weitere Moglichkeit gibt, ist die Behauptung bewiesen. Q

Losungsvariante:  Man  wende auf die quadratische  Gleichung
a-x? +b-x+c=0 die Lésungsformel an und erhalt

2
xlyzz—ii b——gz—%i%-\/bz—%c.

Damit x rational wird, muss der Radikand b? — 4ac eine Quadratzahl sein. Flr
die ungeradzahligen Koeffizienten schreiben wir 2a” + 1, 2b"+ 1 bzw. 2¢” + 1.
Dann gilt:
b% —4ac = (2b'+1)* —4-(2a'+1)(2¢' +1)
= 4b'2+4b'+1-16a ¢ —8-(a'+C' )— 4
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Weil b'2+b':b'-(b'+l) als Produkt zweier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
stets durch 2 teilbar ist, gibt es eine ganze Zahl Z mit

b?—4ac=8-Z -3.
Angenommen, es gabe eine ganz Zahl k mit 8- Z —3= k?, dann ist wegen
4.(2-2-1)=8-Z -4=k? -1=(k -1)k +1)

die rechte Seite dieser Gleichung durch 8 teilbar (k muss ungerade sein und von
zwei aufeinander folgenden geraden Zahlen k — 1 und k + 1 ist eine mindestens
durch 4 und die andere durch 2 teilbar), aber die linke Seite ist nicht durch 8
teilbar (weil der Ausdruck in der Klammer eine ungerade Zahl darstellt). Also
kann es eine solche Zahl k nicht geben.

Aufgabe 6-5A.
Ein Wirfel mit der Kantenldnge 1 m werde durch einen ebenen Schnitt in zwei
Teile zerlegt. Man betrachte im Folgenden die dabei entstehende Schnittflache.

(a) Kann der Schnitt so erfolgen, dass die Schnittflache ein Quadrat mit einem
Flacheninhalt von mehr als 1,1 m2 einschlie3t?

(b) Kann der Schnitt so erfolgen, dass die Schnittfliche ein regelméfiges
Sechseck ist?

(c) Fur welche ungeraden Zahlen n > 1 gilt: Es gibt einen ebenen Schnitt derart,

dass die Schnittflache ein regelmaRiges n-Eck ist. H R S

Losungshinweise:
(@@ Es sei ABCDEFGH ein Wiarfel mit ¢
Kantenldnge 1 mit den in der Skizze markierten
Punkten P, Q, R, S, so dass gilt PB=FQ =HR =
DS = Y (Skizze nicht maRstabsgerecht). Die
Lange der Strecke PS betragt nach dem Satz des
Pythagoras, angewandt auf das Dreieck APS mit
dem rechten Winkel bei A,

P BT - 2.

Laut Konstruktion ist RQ parallel zu SP und gleich lang. Die Strecke PQ lasst
sich durch zweimalige Anwendung des Satzes des Pythagoras berechnen (im
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Dreieck PBF mit dem rechten Winkel bei B und anschliel}end im Dreieck PFQ
mit dem rechten Winkel bei F) und es gilt

7= EF G - 8

Ebenfalls nach Konstruktion ist RS parallel zu QP und gleich lang. Also liegen
P, Q, Rund S in einer Ebene. Aus Symmetriegriinden sind auch die Diagonalen
RP und QS gleich lang und somit ist das Viereck PQRS ein Quadrat mit dem

Flacheninhalt % =1,125 (m?), das vollstandig im Innern der Schnittflache liegt.

H R

(b) Wahlt man die Punkte P, Q, R und S so,
dass sie die entsprechenden Wairfelkanten
halbieren, so sind die Strecken SP und QR
parallel und gleich lang. Die zuséatzlichen
Schnittpunkte auf BF und DH halbieren
ebenfalls diese Kanten. Damit sind alle
Seitenkanten der Schnittflache gleich lang.
Weil die Hauptdiagonalen jeweils in ihrer
L&nge einer Flachendiagonalen entsprechen, ist
das entstandene Sechseck regelmalig.

A

(c) Man kann ein gleichseitiges Dreieck (regelmaRiges 3-Eck) erhalten: Legt
man beispielsweise die Schnittebene durch die Punkte B, D und G fest, so
entsteht als Schnittflache ein Dreieck mit jeweils Flachendiagonalen als Seiten.

Man kann kein regelméiiges 5-Eck als Schnittflache erhalten, denn wenigsten
zwei Seiten der Schnittfigur mussten auf gegenuberliegenden Waurfelseiten
liegen. Ein Ebene schneidet aber die parallelen Wirfelseiten so, dass die
Schnittgeraden ebenfalls parallel zueinander sind. Dies ist aber bei einem
regelméRigen Flnfeck nicht moglich.

Da verschiedene Kanten einer Schnittfigur auf verschiedenen Wirfelseiten
liegen, kann es kein regelméaRiges n-Eck mit n>6 geben. Somit sind fir
ungerade n nur fur n = 3 regelméRige n-Ecke als Schnittflache mdglich. a

H

Erganzende Diskussion: Man konnte versuchen,
wie in nebenstehender Abbildung einen
Streckenzug aus funf gleichlangen Strecken in g
den Wairfel einzuzeichnen. Die Skizze lasst
bereits vermuten, dass dies nicht moglich ist,
was nun zu beweisen ist. Bezeichnet man die
Abschnitte vom Punkt B bis zu den
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Schnittpunkten des Streckenzuges mit AB und BF mit x bzw. mit y, so gilt mit
‘AB‘ =1 wegen der geforderten Streckengleichheit

2-1-xP=x?+y?=(1-y)* +1

Nutzt man zunachst die rechte Gleichung x2+y? =(1—y)?+1 aus und stellt
nach y um, also 2- y:2—x2, so erhalt man aus der linken Gleichung
2-(1—x)? =x2 + y? eine Gleichung vierten Grades:

x*—8-x2 +16-x—4=0.

Diese lasst sich auch als

(2 - 4f +16-(x-1)-4=0.

schreiben. Um Nullstellen des Polynoms abzuschatzen, gentigt folgende
Argumentation:

- Fir x = 0 ist der Polynomwert —4 und fur x = 1 betragt der Polynomwert
5. Deshalb existiert fiir 0 < x < 1 mindestens eine Nullstelle. Sie ist jedoch
nicht Losung des geometrischen Problems, da daflr x > 1 gelten muss.

- Fir 1 < x <+/2 findet man die Abschatzung (x2 —4)2 2(\/52 —4):4,
der Polynomwert ist also groRer als O.

- Fir +2 < x gilt 16-(x—1)>16-(\/§—1)> 16-0,25 > 4, der Polynomwert
ist also ebenfalls groRer als 0.

Somit kann es keine Losung geben, einen Streckenzug der angegebenen Art
mit 5 gleichlangen Strecken zu bilden.

Aufgabe 6-5B.
Ein n-Tupel von natiirlichen Zahlen (a;,a,,...,a,),8 >0,i=1,...,n,n>3 heift

Pythagoreisches Zahlen-n-Tupel (kurz P-n-Tupel genannt), falls seine Zahlen
die Gleichung af + a5 +...+a% ; =a? erfilllen.

(a) Man beweise: Ist die Differenz zweier Quadratzahlen von natirlichen Zahlen
geradzahlig, so ist sie durch 4 teilbar.
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(b) Man untersuche, ob ein P-102-Tupel existiert, dessen Zahlen a;,a,,...,a,qg
die ersten 100 natlrlichen Zahlen sind!

(c) Gegeben sei ein P-n-Tupel (& ,a,,...,a,) mit ungeradzahligem a,. Man
gebe ein P-(n+1)-Tupel an, dass ebenfalls mit a;,a,,... beginnt?

Lésungshinweise:
(a) Es sei a’ —b?=(a+b)-(a—h) geradzahlig. Dann ist mindestens einer der
Faktoren geradzahlig. Angenommen (a +b) sei durch 2 teilbar, dann sind beide

Summanden a und b entweder geradzahlig oder ungeradzahlig. Stets ist aber
dann auch die Differenz (a—b) durch 2 teilbar.

In analoger Weise fiihrt die Annahme, (a—b) sei geradzahlig, zu der
Feststellung, dass in diesem Fall (a+b) durch 2 teilbar ist. Folglich ist das
Produkt stets durch 4 teilbar.

(b) Mittels der Summenformel flir Quadrate von naturlichen Zahlen findet man:

12 + 22 +...+100? :%-100 .101-201 = 338350,

Nimmt man nun an, es gabe zwei natirliche Zahlen a und b, so dass (1, 2, ...,
100, a, b) ein Pythagoreisches Zahlen-102-Tupel ist, so misste gelten

338350 +a° =b?

Da 338350 zwar durch 2, nicht aber durch 4 teilbar ist, die geradzahlige

Differenz b® —a® jedoch nach Aufgabe (a) stets durch 4 teilbar wére, kann es
kein P-102-Tupel der geforderten Art geben.

(c) Es sei (al,a2 ..,a, ) €in P-n-Tupel mit ungeradzahligem a,. Dann gilt also
a’ +as +..+a’,=a’

a’ -1 und a§2+1

Da a, ungeradzahlig ist, sind

2 2
, [a?+1 a’ -1
an === | -

Folglich ist das Quadrat einer ungeraden Zahl stets als Differenz zweier
Quadratzahlen darstellbar. Daraus kann man unmittelbar erkennen, dass das
(n+1)-Tupel

beide ganzzahlig. Weiter gilt

10
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a-1 a’+1
3,8 01,

ein P-(n+1)-Tupel ist. a

Erganzung: Ist im P-n-Tupel die Zahl a, geradzahlig, kann man in &hnlicher

Weise wie unter A6-5B(c) ein P-(n+1)-Tupel konstruieren. Offensichtlich sind
2 2

aI”—l und a7”+1 ganze Zahlen, die die Gleichung

2 2 2 2
a2=|n 1| _[&
4 4

erfullen.

Pythagoreische 4-Tupel !

Quadrupel (a,b,c,d) von natlrlichen Zahlen mit der Eigenschaft

a2 +b? +c?=d? nennt man Pythagoreische Zahlenquadrupel oder kurz P-4-
Tupel (vgl. Aufgabe 6-5B).

Es interessieren hier nur Quadrupel ohne gemeinsamen Teiler (da man
andernfalls alle 4 Zahlen durch diesen gemeinsamen Teiler dividieren konnte).
Ein teilerfremdes P-4-Tupel, also mit ggT(a ; b ; ¢ ; d) = 1, kann hdchstens zwei
Zahlen mit einem gemeinsamen Teiler enthalten und wird aus geraden und
ungeraden Zahlen bestehen. Es sind folglich folgende Félle denkbar:

(1) Alle Zahlen eines P-4-Tupel sind geradzahlig. Dann enthalten alle Zahlen
den Faktor 2 und das P-4-Tupel ist nicht teilerfremd.

(2) Die Zahlen a, b und c sind ungerade und folglich auch d. Somit gibt es ganze
Zahlena’, b’, ¢’ und d’, so dass die Gleichung

(2a+1)% + (2b'+1 + (2¢ +1)? = (2d"+1)?

gilt. Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen zu

L Nach MNU Vol. 42 (1989), Heft 3, S. 166-173
11
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4. (a'2+b'2+c'2+a'+b'+c')+ 2=4-d(d'+1)

erkennt man, dass die rechte Seite durch 4 teilbar ist, die linke Seite jedoch
nicht. Der Fall (2), in dem alle Zahlen des P-4-Tupel ungeradzahlig sind, ist also
nicht moglich.

(3) Zwei der Zahlen a, b und c sind ungerade, die dritte und folglich auch d sind
gerade. Man betrachte also 0.B.d.A. den Fall

(2a'+1)° +(2b'+1)" +(2¢')* = (2d").
Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen zu

4. (a'2+b'2+a'+b')+ 2=4. (d '2—c'2)

erkennt man ebenso, dass die rechte Seite durch 4 teilbar ist, die linke Seite
jedoch nicht. Der Fall (3) ist also ebenfalls nicht mdglich.

Da es P-4-Tupel gibt, z.B. (1 ; 4 ; 8 ; 9), gilt wegen (1) bis (3): In einem P-4-
Tupel ist genau eine der Zahlen a, b und ¢ ungerade, die anderen beiden Zahlen
sind gerade. Dann ist d ungeradzahlig.

Satz. In einem teilerfremden P-4-Tupel (a ; b ; ¢ ; d) ist mindestens eine der
Zahlen durch 3 teilbar.

Beweis: Ist a, b oder ¢ durch 3 teilbar, ware nichts zu beweisen. Man nehme
also an, keine der drei Zahlen a, b und c sei durch 3 teilbar. Das Quadrat einer
nicht durch 3 teilbaren natlrlichen Zahl l&sst bei Division durch 3 stets den Rest
1. Wenn jede Quadratzahl a2, b2 und c? den Rest 1 lasst, dann l&sst deren Summe
den Rest 3 bei Division durch 3. Folglich ist d2 und damit auch d durch 3 teilbar.

Satz. Ist eine der geraden Zahlen eines P-4-Tupel durch 4 teilbar, so ist auch die
andere gerade Zahl des P-4-Tupel durch 4 teilbar.

Beweis: Seien a=4a'tl und d =4d'+1 die ungeraden Zahlen des P-4-Tupels,
dann ist wegen

b?2 +c2=d?—a%=16d'2+8d"+1— (16a‘2i8a'+1)

ol e} a5a)

die Summe der beiden geradzahligen Quadrate des PQ durch 8 teilbar. Ist eine
dieser Zahlen durch 4 teilbar, dann ist deren Quadrat durch 16 teilbar und

12
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folglich muss auch das Quadrat der anderen Zahl mindestens durch 8 (und
deshalb durch 16) teilbar sein. Damit ist auch die zweite gerade Zahl durch 4
teilbar. Q

Sucht man nun ein Verfahren zur Erzeugung aller P-4-Tupel in einem
vorgegebenen Zahlenbereich, so kann man sich aufgrund der Umformung

a? +b%=d? —c? auf solche Zwischenwerte beschranken, die sich sowohl als
Summe als auch als Differenz zweier Quadratzahlen darstellen lassen. Nicht
jede natlrliche Zahl hat diese Eigenschaft. Durch Probieren findet man schnell,
dass beispielsweise 7 zwar als Differenz zweier Quadrate (42 — 32), nicht aber als
Summe zweier Quadrate darstellbar ist. Auch die Zahl 10 bereitet Probleme, da
sie Summe (12 + 32), nicht aber Differenz zweier Quadratzahlen ist. Allgemein
gilt:

Satz. Eine naturliche Zahl m l&sst sich als Summe zweier Quadrate nattrlicher
Zahlen darstellen, wenn sie eine der folgenden ,,Bauarten* aufweist:

K
@ m=T]] pjai (wobei die Faktoren p; Primzahlen der Form 4n + 1

und die Exponenten a; naturliche Zahlen sind)
(b) m=2-a°
(c) m=n?" -(az +b2)
(d)m=2- (a2 + b2) (mit natiirlichen Zahlen n, r, a, b)

Beweisskizze: Wahrend der Fall (a) recht aufwendig zu beweisen ist und hier
nicht dargestellt wird, sind die Bedingungen (b) bis (d) offensichtlich:

2.a°=a’+a’

n2 . (a2+b ) ( ) +(nr-b)2

2-(a% +b2)=(a+b) +(a-b)’ .

Satz. Eine naturliche Zahl m lasst sich als Differenz zweier Quadrate natlrlicher
Zahlen darstellen, wenn sie

(a) ungerade und grofler 1 ist oder
(b) gerade, grolier als 4 und durch 4 teilbar ist.

13
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Beweisskizze: Leicht sient man den Fall (a), denn ist 2k + 1 eine ungerade

natiirliche Zahl, so gilt: 2k +1=(k +1)2 —k?2. Der Teil (b) erweist sich als
wesentlich komplexer und sei hier ohne Beweis angegeben.

Unter Anwendung beider Aussagen findet man durch systematisches Probieren
24 naturliche Zahlen zwischen 1 und 100, die sich sowohl als Summe als auch
als Differenz zweier Quadratzahlen darstellen lassen und somit zu P-4-Tupeln
fihren. Dabei gibt es fur

- fir 5, 8, 13, 17, 20, 25, 29, 37, 41, 52, 53, 61, 68, 73, 89, 97 und 100
genau eine Moglichkeit,

- fiir 32 und 40 genau zwei Mdoglichkeiten,

- fir 45, 72 und 80 genau 3 Mdglichkeiten sowie

- fiir 65 und 85 genau 4 Moglichkeiten.

Insgesamt findet man also 38 P-4-Tupel. Ordnet man diese P-4-Tupel nach der
Grole der vierten Zahl d, so stellt man fest, dass das gewéhlte Suchverfahren
(Summen- bzw. Differenzdarstellung aller Zahlen bis 100) keine llickenlose
Tabelle mit d <50 erzeugte. So fehlen beispielsweise die Tupel (1, 12, 12, 17)
und (8, 9, 12, 17). Obwohl in diesen Tupeln die Zahlen noch recht klein sind,

hatte das Suchverfahren bis 1% +12% =82 +9% =172 —12% =145 gefiihrt werden
mussen!

Wie weit muss also systematisch gesucht werden, um wirklich alle Tupel mit
d<50 zu finden? Wegen m=d?-c?=(d+c)-(d—c) wird m in zwei
Faktoren d +c=t;,d—-c=t,,t; >t,, zerlegt. Dabei sind die Grenzen fir die
Faktoren mit (m; 1) und (\/ﬁ\/ﬁ) gegeben. Die Zahl d erhadlt man daraus als

d=8"% gn esgilt ym<d <1t

P-4-Tupel mit d < 50 vollstandig zu finden, sind alle Zahlen m bis 2401 zu
untersuchen.

bzw. m<d?. Um also die Tabelle aller

Analogiebetrachtungen zwischen Ebene und Raum

,,In Analogie wird hiufig und im Allgemeinen zweifelsfrei benutzt. Dabei ist in
der Mathematik nicht genau definiert, was unter ,,analog* zu verstehen ist. Oft
meint man Beschreibungen der ebenen und rdumlichen Geometrie, die in ihrer
Struktur 0bereinstimmen und durch Ersetzung gewisser Worter auseinander
hervorgehen. Solche Wortpaare sind beispielsweise ,,Ebene/Raum®,
,,Gerade/Ebene* oder ,,Punkt/Gerade®. Daraus lassen sich Sitze formulieren
wie:

14
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Wenn zwei Geraden in der Ebene nicht parallel sind, dann haben sie einen
Punkt gemeinsam.
Wenn zwei Ebenen im Raum nicht parallel sind, dann haben sie eine
Gerade gemeinsam.

oder
In der Ebene existieren drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.
Im Raum exstieren drei Geraden, die nicht in einer Ebene liegen.

Aber auch folgende Analogie ist moglich:
Im Raum existieren vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen.

Oft gelingt es in der Analogiebetrachtung fir geometrische Satze die
Beweisideen Ubertragbar zu gestalten.

Aufgabe: In einer Ebene sind drei Punkte A, B, C gegeben, die nicht auf einer
Geraden liegen. Wie viele verschiedene Geraden gibt es in dieser Ebene, so dass
die drei Punkte jeweils gleichen Abstand von einer solchen Geraden haben?

Loésungshinweis: Man muss folgende Félle unterscheiden.

(1) Die Punkte A, B, C liegen in ein und derselben Halbebene beziiglich einer
Geraden g. Da diese Punkte aber alle den gleichen Abstand von g haben sollen,
liegen sie — im Widerspruch zur Aufgabenstellung — ebenfalls auf einer
Geraden.

(2) Genau einer der drei Punkte wird durch g von den ubrigen beiden getrennt,
dieser Punkt sei C. Damit A und B den gleichen Abstand zu g haben, muss g
parallel zur Geraden gag durch A und B liegen. AuRerdem muss g das Lot von C
auf gas halbieren. Folglich ist g eindeutig bestimmt. Da jeder der drei Punkte
durch eine Gerade von den anderen Punkten getrennt werden kann, gibt es
insgesamt 3 Geraden der Ebene entsprechend der Aufgabenstellung. ad

Analoge Aufgabe im Raum: Im Raum sind vier Punkte A, B, C, D gegeben, die
nicht auf einer Ebene liegen. Wie viele verschiedene Ebenen gibt es, so dass die
4 Punkte jeweils gleichen Abstand von einer solchen Ebene haben?

Losungshinweise: In  Analogie zu obigem Beweis fihre man eine
Fallunterscheidung.

(1) Alle vier Punkte liegen in ein und demselben Halbraum beztglich einer

Ebene ¢ Da diese Punkte aber alle den gleichen Abstand von ¢ haben sollen,
liegen sie — im Widerspruch zur Aufgabenstellung — ebenfalls auf einer Ebene.

15
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(2) Genau einer der vier Punkte wird durch ¢ von den Ubrigen beiden getrennt,
dieser Punkt sei D. Damit A, B, C den gleichen Abstand zu ¢ haben, muss &
parallel zur Ebene gxgc durch A, B und C liegen. Aulierdem muss ¢ das Lot von
D auf exsc halbieren. Folglich ist ¢ eindeutig bestimmt. Da jeder der vier Punkte
durch eine Ebene von den anderen Punkten getrennt werden kann, gibt es
insgesamt 4 Ebenen entsprechend der Aufgabenstellung.

Im Raum gibt es aber nun noch den Fall (3): In jedem Halbraum einer Ebene
g liegen genau zwei der vier Punkte, etwa A und B in einem und C und D im
anderen Halbraum. Dann sind die Geraden gag durch A und B sowie gcp durch C
und D windschief zueinander (weil sonst die vier Punkte in einer Ebene liegen
waurden). Zu zwei windschiefen Geraden gibt es aber genau ein Paar zueinander
paralleler Ebenen durch die Geraden gas und gcp. Dann gibt es auch eine dazu
parallele Ebene, den deren Abstand gerade halbiert. Da es genau 3
Madglichkeiten gibt, von 4 Punkten 2 Punkte auszuwéhlen, existieren im Fall (3)
folglich 3 Ebenen der geforderten Art.

Insgesamt gibt es also 7 Ebenen des Raumes, die die Bedingung der Aufgabe
erfillen. a

Bekannt ist sicherlich die Aufgabe: Es ist zu beweisen, dass die Summe der
Absténde eines Punktes im Innern eines gleichseitigen Dreiecks (regelmaliiigen
Tetraeders) zu den drei Dreiecksseiten (vier Tetraederseiten) nicht von der Lage
des Punktes abhéngt.

Losungshinweis: Sowohl im ebenen als auch im rdumlichen Problem wird der
Beweis analog gefiihrt: Man betrachte die drei Teilflachen (vier Teilkorper), die
durch die Verbindung des inneren Punktes mit je zwei Eckpunkten (drei
Eckpunkten) entstehen. Der Vergleich der Summe der zugehdrigen
Flacheninhalte (Volumina) mit dem Flacheninhalt des Dreiecks (Tetraeders)
zeigt, dass die Summe der Abstdnde des inneren Punktes zu den drei
Dreiecksseiten (vier Tetraederseiten) gleich der Hohe des Dreiecks (Tetraeders)
ist. a

Aufgabe. Ist R der Umkreis- und r der Inkreisradius eines beliebigen Dreiecks,
so gilt R > 2r.

Losungshinweis: Ausgehend vom gegebenen Dreieck konstruiere man ein
Dreieck mit vierfachem Flacheninhalt, indem zu jeder Seite eine parallele
Gerade durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt gezeichnet wird. Der Inkreis
des grofleren Dreiecks ist doppelt so groR wie der Inkreis des Ausgangsdreiecks.
Der Umkreis des Ausgangsdreiecks ist aber mindestens so gro3 wie der Inkreis
des groReren Dreiecks, woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

a
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In Analogie beweise man die zugehorige rdaumliche Aufgabe. Ist R der
Umkreis- und r der Inkreisradius eines beliebigen Tetraeders, so gilt R > 3r.

Beispiele weiterer Analogien zwischen ebenen und rdumlichen Fragestellungen
sind:

Aufgabe. In jedem Parallelogramm gilt, dass die Summe der Quadrate aller
Seitenlangen gleich der Summe der Quadrate aller Diagonalléangen ist.

Analoge Aufgabe im Raum. In jedem Parallelepiped gilt, dass die Summe der
Quadrate aller Kantenlangen gleich der Summe der Quadrate aller
Raumdiagonallédngen ist.

Aufgabe. Es ist zu beweisen, dass die Summe der Abstdnde zwischen dem
Mittelpunkt des Umkreises eines gleichseitigen Dreiecks und den drei Punkten
des Dreiecks kleiner ist als die Summe der Abstdnde zwischen einem anderen
Punkt der Ebene und den drei Eckpunkten des Dreiecks.

Analoge Aufgabe im Raum. Es ist zu beweisen, dass die Summe der Abstéande
zwischen dem Mittelpunkt des Umkreises eines regelméligen Tetraeders und
den vier Eckpunkten des Tetraeders Kkleiner ist als die Summe der Abstande
zwischen einem anderen Punkt des Raumes und den vier Eckpunkten des
Tetraeders.

Aufgabe. Gegeben seien in der Ebene drei voneinander verschiedene parallele
Geraden. Man zeige, dass ein gleichseitiges Dreieck existiert, welches auf jeder
der gegebenen Geraden einen Eckpunkt hat.

Analoge Aufgabe im Raum. Gegeben seien vier voneinander verschiedene
parallele Ebenen. Man zeige, dass ein regelmaRiger Tetraeder existiert, welches
auf jeder der gegebenen Ebenen einen Eckpunkt hat.

Aufgabe. In einer Ebene seien drei Kreise so gegeben, dass sie einen inneren
Punkt gemeinsam besitzen und ihre Mittelpunkte nicht auf einer Geraden liegen.
Es ist zu zeigen, dass sich die drei Geraden, die jeweils durch die gemeinsamen
Sehnen zweier Kreise bestimmt sind, in genau einem Punkt schneiden.

Analoge Aufgabe im Raum. Im Raum seien drei Kugeln so gegeben, dass sie
einen inneren Punkt gemeinsam besitzen und ihre Mittelpunkte nicht auf einer
Geraden liegen. Es ist zu zeigen, dass sich die drei Ebenen, die jeweils durch die
gemeinsamen Schnittkreise zweier Kugeln bestimmt sind, in genau einer
Geraden schneiden.
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Nicht immer ist der analoge Begriff so offensichtlich. Man betrachte
beispielsweise den

Satz. Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich in genau einem
Punkt und teilen sich innen im Verhaltnis 2 : 1.

Nun ergibt sich die Frage, was in Analogie zur Seitenmitte einer Dreiecksseite
die Flachenmitte einer Tetraederflache ist. Da in jeder Dreiecksseite die
Seitenhalbierenden die Flachen in zwei flachengleiche Hélften teilt, kénnte man
an eine Ebene denken, die ausgehend von einem Eckpunkt den Tetraeder in
zwei volumengleiche Teilkorper teilt. Davon gibt es aber drei verschiedene, die
sich alle in einer gemeinsamen Geraden schneiden, der so genannten
Schwerlinie. Deren Schnittpunkt mit der Tetraederflache ist der Schwerpunkt.
Es gilt

Satz. Die vier Schwerelinien eines Tetraeders schneiden sich in genau einem
Punkt und teilen sich innen im Verhaltnis 3 : 1.

PELLsche Gleichung

Die Gleichung x?2 — Ay? = 1 mit dem ganzzahligen Faktor A ist in natlrlichen
Zahlen x und y zu l6sen, wobei die triviale Losung (1 ; 0) nicht in die weitere
Diskussion einbezogen wird. Die Gleichung wurde nach dem britischen
Mathematiker JoHN PeLL (1611 — 1685) benannt, der sich u.a. mit
Diophantischen Gleichungen beschaftigte.

Zunéchst betrachte man A. Es kdnnen negative Zahlen ausgeschlossen werden,
denn die diesem Fall lieRe sich die Gleichung als x? +|A- y2 =1 schreiben, die

nur fr |A| > 1 nur die triviale Lésungen hat. Ist A eine Quadratzahl einer ganzen
Zahl, gibt es auBer der trivialen Losung auch keine weiteren Losungen, denn auf
der linken Seite der Gleichung steht die Differenz zweier Quadratzahlen, die den
Wert 1 annehmen soll. Folglich sind fur A nur Nichtquadratzahlen interessant.

Man kann fur ein vorgegebenes A durch systematisches Suchen eine Ldsung
(x ; y) finden. So ist offensichtlich (3 ; 2) eine Lésung von x? — 2y? = 1, aber
auch (17 ; 12) ist eine LOsung. Kann man alle Lésungen angeben?

Ist (Xo; Yo) eine Losung der Gleichung x> — A y2 =1, so gilt nach Binomischer
Formel

(X +vA Yo ) (X —VA-yg)=1

und folglich findet man wegen
18
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(X0 +vVA-yg)" (X —VA-yg)" =1
neue LAsungen mit
Xn VA Yo =(x0+VA-yo)",

wenn man nur alle Summanden der Binomischen Formel ohne /A zu X, und die
anderen mit +/A zu y, zusammenfasst. Man findet

X =%-((XO + yO\/K)n +(x0 — yox/K)n)

2\/— ((XO"‘YO\/—) (Xo—YO\/K)n)

Nun kann man aber aus der Bildungsvorschrift eine Rekursionsvorschrift
herleiten:

Xn+1+\/x‘yn+1:(xn +\/K'Ynxxo+\/K'YO)
= (XnXo + A~ YnYo)+ VA (X, Yo + YnXo)
Am Beispiel der Lésung (3 ; 2) fur A = 2 fihrt dies zu

Xn41 = 3Xp +4Yp
Ynt1 = 2%y +3Yy

Aus diesem Gleichungssystem wird zunéchst y, eliminiert und man erhélt
3Xn41 —4Yns1 =Xy

Setzt man nun flr 4y,.1 nach der ersten Gleichung xn+2 — 3%q+1 €in, erhdlt man die
Rekursion:

Xn+2 = 6Xn+1 - Xn
Nun wird x, eliminiert. Man erhalt
3Yn+1— 2%n11 = Yn

Setzt man nun fiir 2x,+1 nach der ersten Gleichung yn+2 — 3yn+1 €in, erhélt man die
Rekursion:

VYn+2 = 6Yn+1 = Yn

Sind damit alle Lésungen gefunden? Um dies zu untersuchen, definiere man:
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Eine LAsung (Xo ; Yo) der Pellschen Gleichung wird minimale Ldsung genannt,
wenn fur alle Losungen (X ; y) die Ungleichung xq + yO\/K < x+ y-/Aerfilllt ist.

Die minimale Losung ist eindeutig bestimmt. G&be es namlich zwei minimale
Ldsungen (Xoz ; Yo1) und (Xo2 ; Yo2), SO ware

Xo1 + Yo1v' A = Xo2 + YooV A

Xo1 = Xo2 = VA (Yo2 — You)
Auf der rechten Seite steht aber fUr yo1 # Yoo eine irrationale Zahl, im
Widerspruch zur rationalen Zahl auf der linken Seite, folglich mussen yo1 = Yoz
ubereinstimmen und damit auch Xo1 = Xoo.
Wenn nun (x*;y*) eine weitere, nicht nach obigen Konstruktionsprinzip

auffindbare Losung der Pellschen Gleichung ware, gilt also fiir alle natirlichen
Zahlenn

X*+y* A% (xo + yo\/K)’I
Aus der Minimalitat von (xo ; Yyo) folgt
1<Xg+ YoV A <x*+y*/A,

also gibt es einen Exponenten k mit
(% + yO\/K)k <x*+y* A< (xo+ yO\/Ky(ﬂ.

Multipliziert man diese Ungleichungskette mit (Xo—yoﬂj( findet man eine

weitere Losung (X’ ; y’), wenn man in folgender Ungleichungskette das mittlere
Produkt ausmultipliziert und die rationalen und irrationalen Summanden wieder
entsprechend zusammenfasst.

L<X+y JA=(x*+y* A)(xo - yO\/Ky( <1 (xO + yO\/K).
Leicht (berzeugt man sich, dass (x’;y’) tatsdchlich die Pellsche Gleichung
erfillt. Sind x* und y’ positiv, so ist aus der letzten Ungleichung bereits ein

Widerspruch zur Minimalitat von (Xo ; Yo) gegeben.

Keine der Zahlen kann O sein, weil daraus entweder —Ay’?2 >0 oder x2=1
folgen wirde. Beide Zahlen kénnen aber auch nicht gleichzeitig negativ sein
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(wegen der linken Seite der letzten Ungleichungskette), so dass noch folgende
Falle analysiert werden missen:

X<0<y = X+yJA<-xX+yJA
y<0<xX = X+yJA<X-yJA
also

1<X+y VA< ‘x’—y’ \/K‘ = 1< ‘(x’+y‘ \/K) (x'—y' \/K] =1

Dieser Widerspruch zeigt, dass das Paar (X’ ; y’) aus positiven ganzen Zahlen
tatsachlich alle Bedingungen einer Losung der Pellschen Gleichung erfillt und
zudem eine neue minimale LOsung ware. Also hat man mit dem obigen
Verfahren, ausgehend von der minimalen L&sung, alle unendlich vielen
Ldsungen gefunden.

Hinweis: Fur jede positive Nichtquadratzahl A existieren Lésungen, und diese
kann man mittels Kettenbrlichen konstruktiv angeben.

Verallgemeinert man die Pellsche Gleichung zu x> — Ay? = C mit ganzahliger
Konstanten C, so hangt die Existenz von LOosungen vom Wert C ab. Wé&hrend
beispielsweise (10 ; 7) eine Losung der Gleichung x? — 2y? = 2, gibt es fir
x? — 2y? = 3 keine Losungen. Die Unlosbarkeit folgt aus den Restklassen bei
Division durch 3:

- Waren namlich x und y beide durch 3 teilbar, so ist die linke Seite — im
Widerspruch zur rechten Seite — sogar durch 9 teilbar.

- Ware nur eine Zahl x oder y durch 3 teilbar, muss auch die andere Zahl
durch 3 teilbar sein. Sind aber beide Zahlen nicht durch 3 teilbar, so ergibt
sich ein Widerspruch, weil deren Quadrate dann jeweils den Rest 1 bei
Division durch 3 lassen.

Wenn es aber eine LOosung gibt, so findet man sogar unendlich viele Lésungen,
indem man die spezielle Losung (Xc ; yc) der Gleichung x2 — Ay? = C mit den
allgemeinen Losungen der Pellschen Gleichung x? — Ay? = 1 kombiniert:

(XC +Yc \/K) (XO + yO\/Z)n.

Fur jede naturliche Zahl n findet man nach Ausmultiplizieren und
Zusammenfassen der rationalen und irrationalen Summanden eine Lésung der
verallgemeinerten Pellschen Gleichung. Mathematisch besonders interessant ist
der Fall C =-1.
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Einbeschriebene Figuren

Aufgabe. Einem Quadrat soll ein Quadrat mit
minimalem Umfang einbeschrieben werden. H

Lésungshinweise (geometrisch):

Ein einbeschriebenes Quadrat entsteht, wenn
die Punkte E, F, G und H die Quadratseiten
im gleichen Verhaltnis teilen. Setzt man

a= ‘ﬁ‘ und x = ‘E , dann wird der Umfang

u minimal, wenn ‘ﬁ minimal wird. A c 5

Erganzt man die Punkte A, E und H zum Rechteck AEKH, dann liegt K immer
auf der Diagonalen BD, da das Dreieck KHD gleichschenklig rechtwinklig ist.

Weiterhin gilt ‘R‘ = ‘ﬁ‘ Hieraus folgt: Der Umfang wird minimal, wenn AK

das Lot auf BD ist und damit gilt \ﬁ\ _ ‘ﬁ‘ _ %.

(analytisch) Man findet mit dem Satz von Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck
AEH die Gleichung ‘ﬁ‘z = x? +(a—x)*. Aus der Umformung

a)® a?
x2+(a—x)2:2x2—2ax+a2:2-(x—§) +

folgt, dass ‘ﬁ‘ minimal wird, wenn x :% gilt. Q

Man beachte: Ersetzt man in der Aufgabestellung fir die einzubeschreibende
Figur ,, Quadrat* durch ,,Rechteck”, entartet das einbeschriebene Rechteck zur
Diagonalen.

Aufgabe. Gegeben ist ein Winkel o mit dem Scheitel A und ein Punkt P im
Winkelfeld von a. Eine Gerade g durch den Punkt P schneidet die Schenkel des
Winkels a in den Punkten B und C. Wie muss man die Gerade g wahlen, damit
das Dreieck ABC minimalen Umfang besitzt?
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Losungshinweise:  Man
zeichne durch den Punkt
P eine beliebige Gerade
und den Ankreis des
Dreiecks ABC zur Seite
BC. Der Ankreis berihrt
die Seiten (oder deren
Verlangerungen) in den
Punkten D, E und F. Fir
den Umfang u des
Dreiecks ABC gilt dann

u =[AD) + [AE].

Der Umfang wird folglich minimal, wenn der Radius des Ankreises mdglichst
klein wird. Dies ist der Fall, wenn PM Radius des Umkreises ist. Fir die
vollstandige Losung ist die folgende Konstruktionsaufgabe zu lI6sen.

Aufgabe. Man konstruiere zu einem gegebenen Winkel « in A und einem im

Winkelfeld gegebenen Punkt P das Dreieck ABC mit minimalen Umfang, wobeli
B und C auf den Winkelschenkeln und P auf der Seite BC liegen.

Inversion am Kreis

Definition: Die Inversion an
einem Kreis k mit Mittelpunkt O
und Radius r ist die Abbildung,
die jeden Punkt P der Ebene aulRer

O auf den Punkt P’ mit P'e OP
abbildet und OP-OP' =r?2.

Dem Punkt O wird ein ,,unendlich
ferner Punkt* zugeordnet.

Konstruktion Es sei P ein von O verschiedener Punkt im Innern des Kreises k.

- Man zeichne die Gerade durch O und P.
- Die Senkrechte s in P zu OP schneidet k in T.
- Die Tangente an k in T schneidet OP in P’.
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Existenz und Eindeutigkeit (!) sind leicht gezeigt; ebenso dass P’ tatsachlich der
gesuchte Punkt ist. Wie verandert sich die Konstruktion von P’ fiir einen Punkt
P aulerhalb von k?

Eigenschaften (die sich leicht beweisen lassen)

- Die Inversion ist umkehrbar eineindeutig (bijektiv), d.h. aus dem Bild
einer Inversion erhdlt man durch erneute Inversion wieder das
Ausgangsbild.

- Geraden durch O sind Fixgeraden, sie werden also auf sich selbst
abgebildet. Auch der Kreis k wird auf sich (sogar punktweise) abgebildet.

- Kreise senkrecht zu k sind Fixkreise, Kreise, die O nicht enthalten,
werden wieder zu Kreisen, die O nicht enthalten und Kreise, die O
enthalten, werden zu Geraden, die O nicht enthalten.

- Die Inversion am Kreis ist winkeltreu, das heif3t die Grolien von Winkeln
bleiben bei Inversion an einem Kreis erhalten.

Eine interessante Anwendungsaufgabe

Gegeben seien ein Punkt A, zu A nicht kollineare Punkte M und N sowie Radien
rv und ry. Man konstruiere denjenigen Kreis durch A, der die Kreise ku(M, ryv)
und kn(N, ry) jeweils senkrecht schneidet.

Losungsidee: Man spiegle A an ky und erhalte Ay sowie an ky und erhalte A.
Der gesuchte Kreis ist der Umkreis des Dreiecks AANAwm.

Seminarhinweis

Das 4. Chemnitzer Seminar findet, wie bereits angekindigt, am Samstag, dem
22. Juni 2019 statt. Wir sind zu Gast bei der Filiale der Deutschen Bank in
Chemnitz (Falkeplatz). Bitte beiliegendes Programm beachten.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Férdervereins
»Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der Fakultiit fiir Mathematik der TU Chemnitz
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Losungshinweise Serie 7

Aufgabe 7-1. Karlheinz will aus gleichgrof3en roten und weiflen Quadratflachen
lickenlos eine Rechteckflache derartig zusammensetzen, dass samtliche an den
Rand dieses Rechtecks grenzenden Quadratflachen rot sind, wahrend alle

ubrigen (im Innern gelegenen) Quadratflachen weil sein

sollen. Dabei soll die Anzahl der roten Quadratflachen

gleich der Anzahl der weil3en sein.

Man gebe (durch Angabe der Anzahlen der in je einer Zeile und in je einer
Spalte angeordneten Quadratflachen) alle Rechteckflachen an, die Karlheinz
unter diesen Bedingungen bilden kann.

Losungshinweise: Angenommen, eine Rechteckflache, in der jede Zeile aus a
und jede Spalte aus b Quadratflichen besteht, erfulle die Bedingungen der
Aufgabe. Dann ist a>2 und b >2, da sonst keine weillen Quadratflachen
auftreten. Die Anzahl der roten Quadratflachen betragt 2a + 2b —4, die Anzahl
der weifen Quadratflachen (a—2)b—2)=ab—2a-2b+ 4. Somit gilt

2a+2b—4=ab—-2a—-2b+4,
also a-(b—4)=4b-8.

Wadre b =3, so folgt a=-4, ware b=4, so folgt 0 =8, was jeweils einen
Widerspruch darstellt. Also gilt sogar b > 4, d.h.

a-(b—4)=4b-8=4-(b—4)+8.

Somit ist 8 durch (b — 4) teilbar. Deshalb kann (b — 4) nur eine der Zahlen 1, 2, 4
oder 8 sein. Daraus ergeben sich als Mdglichkeiten fiir die Paare (a ; b)

(12;5),(8:6),(6,8),(5;12).
Die Probe bestatigt die Richtigkeit, denn

- imFall (12 ; 5) gibt es 60 Quadratflachen, davon 2-12 +2-5—-4=30 rote
Randflachen und

- im Fall (8; 6) gibt es 48 Quadratflachen, davon 2-8+2-6—-4=24 rote
Randflachen. Q

Aufgabe 7-2. Man berechne die Summe S aller der (im dezimalen
Positionssystem) dreistelligen natlrlichen Zahlen, die jeweils mit voneinander
verschiedenen Ziffern und ohne 0 dargestellt werden.

Lésungshinweise: Da die Ziffern voneinander verschieden sein sollen, hat man
fur die erste Stelle 9, fur die zweite Stelle 8 und fur die dritte Stelle 7
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Maoglichkeiten der Wahl, wenn man eine der beschriebenen Zahlen bilden will.
Also gibt es insgesamt 9-8-7 =504 derartige Zahlen.

Da die 9 Ziffern an jeder Stelle gleich haufig auftreten, ist jede Ziffer an jeder
Stelle % =56 mal zu finden. Demnach gilt fir die gesuchte Summe S:
9 9 9
S=100-56-> k+10-56- >k +56- >k
k=1 k=1 k=1

9
=111-56- > k =111-56 -45= 279720
k=1

Dabei gilt fir die Summe der ersten 9 Zahlen nach Gauflischer Summenformel

9 .

Zk=1+2+...+9:w:45. Die gesuchte Summe betragt folglich
k=1

279720. Q

Aufgabe 7-3. Es sei A der Flacheninhalt und u = a + b + ¢ der Umfang eines
Dreiecks mit den Seitenldngen a, b und c. Man ermittle das Maximum des

Verhéltnisses z = — . Fur welche Dreiecke wird es angenommen?
u

Losungshinweise: Nach der Heronischen Dreiecksformel gilt fir den
Flacheninhalt A eines Dreiecks

A?=s.(s—a)-(s=b)-(s-c)

mit s als Abktrzung fir die Halfte des Umfangs u, u = 2s. Nach dem Satz Gber
das geometrische und arithmetische Mittel gilt

%/gzi/(s_a).(s_b)_(s_c)S(s—a)+(s;b)+(s—c):%.

2 3 4 4

Daraus folgt A—S—7, also AZ<> -
s

< . Durch einfaches Umformen
27 16-27

oo‘gl
| w
. N | »

findet man: Az <
u

Da in der Mittelungleichung die Gleichheit genau dann gilt, wenn a = b = c ist,
wird das Maximum hochstens beim gleichseitigen Dreieck angenommen.

Wegen u = 3a und A:%a2 -+/3 In einem solchen Dreieck gilt in diesem Fall
tatséchlich
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A_@ 8 3
2

= . ([l
u %a 36

Aufgabe 7-4. Man ermittle alle geordneten Paare (x ; y) jeweils zweistelliger
Zahlen x und y mit x >y, fiir die folgendes gilt:

(*)  Schreibt man die Ziffern der Zahl x in umgekehrter Reihenfolge, so erhélt
man die Zahl y.

(**) Schreibt man die Ziffern der Zahl x? in umgekehrter Reihenfolge, so erhalt
man die Zahl y2.

Losungshinweise: Angenommen, es gébe ein Zahlenpaar (x;y), das den
Bedingungen (*) und (**) genlgt. Setzt man x =10a +b mit nattrlichen Zahlen
1<a,b<9,dannist wegen (*) y=10b+a undesgilta>b.

Das Quadrat einer zweistelligen Zahl ist entweder drei- oder vierstellig.

Fall 1: x? ist dreistellig. Wegen 40% > 1000 gilt dann a<3. Da aber bereits
322=1024 vierstellig ist, konnen nur die Zahlen 31 oder 21 die Aufgabe
erflllen. Tatséchlich gilt 212 = 441 und 122 = 144 bzw. 31?2 = 961 und 132 = 1609.

Fall 2: x? ist vierstellig. Dann gilt fiir die Ziffern a und b
(10a +b)? =1000¢ +100d +10e + f
(10b+a)* =1000 f +100e +10d +c

(mit geeigneten Ziffern c, d, e und f). Durch Subtraktion beider Gleichungen
erhalt man

11-(a® —b?)=111c +10d —10e —111f .

Da die linke Seite durch 11 teilbar ist, muss auch die rechte Seite durch 11
teilbar sein. Addiert man zu 111c +10d —10e —111f die durch 11 teilbare Zahl

1111 f +110e —110c, dann erhalt man

1000 f +100e +10d +c = (10b +a)?,

und auch diese Zahl muss durch 11 teilbar sein. Daher muss 11 ein Teiler der
zweistelligen Zahl 10b + a sein, was wegen a = b nicht sein kann.

Somit gibt es nur die im Fall 1 gefundenen Losungen (31 ; 13) und (21 ; 12), die
alle Bedingungen der Aufgabenstellung erfullen. a
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Aufgabe 7-5A.

(a) Man gebe fiir jede reelle Zahl a alle diejenigen linearen Funktionen f(x) an,
die die Eigenschaft haben, dass fir jedes reelle x die Gleichung
f(x)=f(x+1)-a gilt.

(b) Man gebe alle quadratischen Funktionen f(x) an, die fir alle reellen x die
Gleichung f(x+1)= f(—x) erfallen.

(c) Es sei f eine Funktion, die flr alle reellen Zahlen x definiert ist und die
folgende Eigenschaft hat: Fir alle x gilt

f(x)=x-f(x+1)

f(1)=1
Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fiir die f(n)=0 gilt.

Lésungshinweise:
(a) Fir die lineare Funktion setze man f(x)=mx+n mit reellen Koeffizienten

m und n. Nach der angegebenen Funktionalgleichung gilt fir alle x:
f(x)=m-x+n=f(x+1)-a=m-(x+1)+n—-a, also0=m-a.
Folglich erfullen alle linearen Funktionen der Form f(x)=ax+n (n beliebig

reell) die Bedingung, denn es gilt tatsachlich fur alle reellen Zahlen x:
f(x+l)—a=a-(x+1)+n-a=ax+n= f(x) Q

(b) Firr die quadratische Funktion setze man f(x)= ax® +bx +c mit reellen
Koeffizienten a, b, c. Nach der angegeben Funktionalgleichung gilt fir alle x:

f(x+1)=a-(x+1)° +b-(x+1)+c
—a-x?+(2a+b)-x+a+b+c,

= f(-x)=ax® —bx+c

also muss gelten  2ax+a+2bx+b=(a+b)-(2x+1)=0.

Da die letzte Gleichung fir alle x gelten soll, muss a + b =0 gelten. Folglich
erfillen alle quadratischen Funktionen der Form f(x)= ax® —ax+c (@ c
beliebig reell) die Bedingung, denn es gilt tatsachlich fir alle reellen Zahlen x:
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f(x+1)=a-(x+1F —a-(x+1)+c

:ax2+2ax+a—ax—a+c:ax2+ax+c

=a-(-x’-a-(=x)+c=f(-x)
Q

(c) Wegen f(1)=1 folgt aus f(0)=0-f(0+1)=0. Ist nun f(-n)=0 (was
eben fur n = 0 bewiesen wurde), so gilt auch

f(-n-1)=(-n-1)- f(-n)=0.
Folglich sind alle nichtpositiven ganzen Zahlen 0, -1, -2, ... Nullstellen der
Funktion f.

Wegen f(1)=1 folgt aus f(1)=1-f(1+1)=1 auch f(2)=1. Ist nun

f(n +1):$ (was eben fur n = 1 bewiesen wurde), so gilt auch

f(n+1)=(n+1)- f(n+2),

_f(h+1) . 11
also Hn+2) = = D) (el

Folglich sind alle positiven ganzen Zahlen 1, 2, ... keine Nullstellen der
Funktion f. a

Aufgabe 7-5B. Gitterpunkte der Ebene (bzw. des Raumes) seien alle Punkte,
deren Koordinaten bezlglich eines ebenen (bzw. rdumlichen) kartesischen
Koordinatensystems ganze Zahlen sind.

(a) Es seien in der Ebene 5 Gitterpunkte (bzw. im Raum 9 Gitterpunkte) beliebig
ausgewéhlt. Man zeige, dass der Mittelpunkt mindestens einer der
Verbindungsstrecken von je zwei dieser Punkte wieder ein Gitterpunkt ist.

(b) Man zeige: Es gibt unendlich viele regelmél3ige Tetraeder, dessen Eckpunkte
Gitterpunkte des Raumes sind.

(c) Man zeige: Es gibt kein gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte
Gitterpunkte der Ebene sind.

Loésungshinweise:
(a) Man betrachte zunéchst den ebenen Fall. Fur zwei Gitterpunkte (x; ; y1) und
(X2 ; y2) berechnet sich der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke mittels

(X1+X2.Y1+Y2)_

2 2
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Dieser Mittelpunkt ist genau dann selbst ein Gitterpunkt, wenn sowohl x; und X,
als auch y; und y, jeweils denselben Rest bei Division durch 2 lassen.

Da es fir jede Koordinate des Gitterpunktes 2 Moglichkeiten bezuglich des
Restes bei Division durch 2 gibt, konnen insgesamt 22 = 4 Kombinationen der
Reste bei Division durch 2 vorkommen. Hat man nun 5 Gitterpunkte, so
stimmen nach dem Schubfachprinzip mindestens 2 dieser 5 Gitterpunkte in den
Resten bei Division durch 2 in beiden Koordinaten tberein. Fur dieses Paar von
Gitterpunkten ist der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke selbst wieder ein
Gitterpunkt.

In Analogie beweist man die Behauptung fiir den rdumlichen Fall, da sich auch
hier der Mittelpunkt einer Verbindungsstrecke koordinatenweise als Mittelwert
der Koordinaten ergibt. Die Zahl der Kombinationen erhoht sich bei 3
Koordinaten auf 22 = 8. Nach dem Schubfachprinzip findet man deshalb unter 9
Gitterpunkten stets ein Paar von Gitterpunkten, die koordinatenweise im Rest
bei Division durch 2 Gbereinstimmen. Flr dieses Paar ist der Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke selbst wieder ein Gitterpunkt.

(b) In einem Wirfel mit der Grundflache ABCD und der Deckflache EFGH (mit
der Kante AE) bildet der Kérper mit den Eckpunkten ACFH einen regelméliigen
Tetraeder, da alle Seitenkanten dieses Korpers als Flachendiagonalen des
Wirfels gleichlang sind. Es gibt unendlich viele Wiurfel, deren Eckpunkte
Gitterpunkte sind und somit existieren auch unendlich viele Tetraeder der
geforderten Art.

(c) Angenommen, es existiert in einem ebenen Gitter ein gleichseitiges Dreieck
der geforderten Art. Dann kann man einerseits den Flacheninhalt A dieses
Dreiecks durch Addition und Subtraktion von Teilflachen von Rechtecken und
rechtwinkligen Dreiecksflachen mit rationalen Ergebnissen erhalten. Dazu bilde
man das Kkleinste achsenparallele Rechteck, das das Dreieck vollstdndig enthalt.
Die Ecken dieses Rechtecks sind ebenfalls Gitterpunkte.

Andererseits ist das Quadrat einer Seitenldnge a stets rational, da es mittels des
Satzes von Pythagoras als Summe zweier Quadrate ganzzahliger Ldangen
dargestellt werden kann. Dann ist aber der Flacheninhalt nach der Flachenformel

- %azﬁ stets irrational.

Mit diesem Widerspruch zwischen rationalen und irrationalen Flachenwert ist
bewiesen, dass es kein solches Dreieck geben kann. a
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Erganzende Losungsdiskussion

Die Suche nach Nullstellen auf der Basis von Funktionalgleichungen der Form
wie in Aufgabe 7-5A(c) lasst sich oft iterativ erfolgreich l6sen:

Nach Aufgabe MO271042. Es sei f eine Funktion, die fur alle reellen Zahlen x
definiert ist und fur alle reellen Zahlen x; und x, die folgenden Gleichungen
erfullt:

fx +x%)= f(xf)+ f(xg)
Fxgx)=xg - F(x0)+ % - F(x)

Man zeige, dass die Funktion f unendlich viele Nullstellen hat.
Ldsungshinweise: Fir x; = x, =0 gilt

£(0)=f(0+0)=f(0%)+ £(0%)=2-1(0), also f(0)=0,
AulRerdem gilt fir x; =x, =1

f(1)=f(1-1)=1-f(1)+1- f(1),
also  f(1)=0.

Damit findet man fur alle reellen Zahlen x
F(x)=f(x+0)=f(x3)+ £(03)= £(x3).

Somit vereinfacht sich die erste Gleichung der Aufgabenstellung zu
fx + %)= f(x))+ F(x,).

Setzt man nun x; = x und x; = 1, so ergibt sich die Gleichheit
f(x+1)=f(x)+ f(1)=f(x).

Folglich sind wegen f(0)=f(1)=0 alle natiirlichen Zahlen Nullstellen der
gegebenen Funktion. a

Aufgabe M0O290935(a). Beweisen Sie, dass es zu jeder Funktion f, die fur alle
reellen Zahlen x die Gleichung

f(x—1)=(x? -1)- f(x+1)

erflllt, unendlich viele verschiedene reelle Zahlen x mit f(x)=0 gibt!
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Losungshinweise: Beginnt man mit x = 1 und setzt dann mit x = -1, -3, ... fort,
so findet man
£0)=f1-1)=[%-1) f@+1)=0-f(2) = £(0)
f(-2) f(—1—1)=((—1)2 —1)- f(-1+1)=0- f(0)=0

f(-4)= f(-3-1)=((-372 -1) f(-3+1)=8- £(~2)

0

0

.1;.(— 2k)=f((-2k+1)-1)=K - f((-2k +1)+1)=K - f(-2k +2)=0

Dabei wird abkiirzend K =(—2k +1)* —1 gesetzt. Somit sind (mindestens) die
Zahlen 0, -2, -4, ..., -2k, ... Nullstellen der Funktion f. a

Aufgabe. Es sei f eine nichtkonstante Funktion, die fiir alle reellen Zahlen x
und y definiert ist und die Gleichung

fx+y)- fx=y)=F(x) ~ f(y)
erfullt. Man zeige: Existiert eine reelle von 0 verschiedene Zahl p mit f(p)=0,
so hat f unendlich viele Nullstellen.

Losungshinweise: Setzt man x =y =0, so findet man auch f(0) = 0 wegen
(f(0))° = f(0)* — f(0)* =0. Setzt man nun x = 2p und y = p, so gilt
f(2p+p)- f(2p—p)=0=f(2pf-f(p)’ = f(2p).

Also ist auch f(2p) = 0. Setzt man diese Untersuchung in dieser Art fort, findet
man im nachsten Schritt:

f(3p+2p)- f(3p—2p)=0=f(3p)°—f(2p) = f (3p)

Iterativ folgt daraus flr alle positiven ganzen Zahlen k:
f(k-p)=0 a

Nachtrage zu den Losungsdiskussionen?® zur Serie 6

Aufgaben wie A6-1 lassen sich durch systematisches Probieren l6sen. Man
miisste lediglich in der Gleichung a®+2ab+b? =100a+b nacheinander die
zweistelligen Zahlen a = 10, 11, ..., 99 einsetzen und prufen, ob sich eine ganze
Zahl b mit 0<b<99 ergibt. Ohne Verwendung von rechentechnischen

! Aus dem Seminarprogramm vom 22.06.19
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Hilfsmitteln ist dies zumindest aufwandig und nicht elegant. Ahnliche
Fragestellungen lassen sich ableiten: Gibt es Losungen zu

100a+b=(a—b)?
100a+b=a%+b%? 100a+b=a’—-b% 100a+b=b2—a?

Um den Rechenaufwand zu reduzieren, sollte zunéchst die mogliche
LOsungsmenge eingegrenzt werden. Dazu kann man zundchst auch den
einfacheren Fall analysieren, wenn a und b einstelligen Zahlen 0, 1, ..., 9 sind.

Aufgabe. Man finde alle zweistelligen Zahlen, die gleich der Summe der
Quadrate ihrer Ziffern sind.

Loésungshinweise: Laut Aufgabenstellung sind einstellige Zahlen a und b zu

suchen, die die Gleichung 10a+b=a? +b? erfullen. Natirlich ist es kein
Problem, firr die zehn Félle a = 0, 1, ..., 9 auszuprobieren, ob es eine passende
ganze Zahl b gibt. Doch zundchst soll die Zahl der Falle reduziert werden:

Die Ausgangsgleichung ist aquivalent zu
a-(10-a)=b-(b-1)

Die rechte Seite ist als Produkt zweier aufeinander folgender Zahlen stets
geradzahlig. Da a und 10 — a bzgl. Division durch 2 den gleichen Rest lassen,
muss a ebenfalls geradzahlig sein. Die Anzahl der zu probierenden Félle hat sich
damit bereits halbiert.

Fir a = 8 (oder a = 2) ist die linke Seite durch 16 teilbar — im Widerspruch zur
rechten Seite, die nicht durch 16 teilbar sein kann.

Folglich verbleiben die Félle a = 0, 4, 6, doch nur a = 0 fuhrt zu den trivialen
Ldsungen 01 bzw. 00.

Aufgabe. Man finde alle zweistelligen Zahlen der Form 10-a + b mit
einstelligen Zahlen a und b, die die Bedingung 10a +b =b? —aZerfillen.

Losungshinweise: In analoger Weise wie oben l&sst sich die Ausgangsgleichung
umformen zu

a-(10+a)=b-(b-1)

Wieder muss a geradzahlig sein. Weiter weil3 man, dass die rechte Seite fir
einstelligen Zahlen b nicht groer als 9 - 8 = 72 sein kann. Damit kann a nicht
groRer als 5 sein. Folglich muss man nur die Zahlen a =0, 2, 4 probieren. Aul3er
den trivialen Lésungen 00 und 01 findet man noch die Lésung 48, denn es gilt
82— 42 =64 - 16 = 48.

10
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Oft gelingt dies durch Faktorisierung mit anschlieRender Diskussion der
zuléssigen Teiler. So auch bei der

Aufgabe M0O520941(a). Ermitteln Sie alle zweistelligen Zahlen z, die groRer als
ihre Spiegelzahl u sind und fiir die z2 — u? eine Quadratzahl ergibt.

Losungshinweise: Setzt man z =10a-+bmit den Ziffern a und b, so sind also die
Zahlen z gesucht, fur die es eine ganze Zahl k gibt mit

k? =(10a+b)* —(10b+a)* = (10a+b—10b—a)10a+b+10b+a)
=9-11-(a—b)a+b)
Damit die rechte Seite dieser Gleichung eine Quadratzahl wird, muss 11 ein
Teiler von a + b sein und folglich gilt a + b = 11. Damit ist die Losungsmenge

schon so stark eingeschrankt, dass nun ein systematisches Probieren praktikabel
erscheint. (L6sung: z = 65) ad

Auch die Suche nach allen zweistelligen Zahlen, deren Quadrat gleich der
3. Potenz ihrer Quersumme ist, kann durch eine Vorlberlegung drastisch
eingeschrankt werden. Sind wieder a und b die Ziffern der Zahl, so soll also

gelten: (10a+b)* = (a+b)°. Dies ist aber gleichbedeutend mit

(10a+b}2
=a+b.
a+b

Also muss die Quersumme eine Quadratzahl sein, und dafir kommen fir
zweistellige Zahlen nur 1, 4, 9 oder 16 in Frage. Dann ist aber (10a + b)? eine
der Zahlen 1, 43, 9% bzw. 16° und damit genligt es, die Fragestellung fir die
Zahlen 1, 23, 3% und 43 zu prufen. Nur 27 ist L6sung, wie eine Probe bestatigt. O

Die Aufgabe A6-2 zeigte Probleme in der Interpretation der Beweisstruktur bei
Satzen mit ,,... genau dann, wenn ...“. Hier sind prinzipiell zwei Beweisschritte
auszufiihren! Dabei werden solche Aufgaben in den Mathematik-Olympiaden
héufig gestellt.

Aufgabe MO410923. Es sei ABC ein C
rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten
Winkel bei A, der Winkel ~ABC sei
groRer als der Winkel ~ACB. Die
Mittelsenkrechte von BC schneide die M
Verldngerung der Seite BA in D.

Beweisen Sie, dass unter diesen
Voraussetzungen das Dreieck BCD

11 p A B
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genau dann gleichseitig ist, wenn AC den Winkel BCD halbiert.
Losungshinweise: Eine Skizze hilft dem Aufgabenverstandnis. Der Beweis
schlie3t nun zwei Behauptungen ein:

(1) Wenn das Dreieck BCD gleichseitig ist, dann ist AC die Winkelhalbierende
des Winkels ~4BCD.

(2) Wenn AC den Winkel /BCD halbiert, dann ist das Dreieck gleichseitig.

Zu (1): Wenn das Dreieck BCD gleichseitig ist, dann sind die Dreiecke ABC und
ADC kongruent (Kongruenzsatz ssw mit Verwendung des groRten

Innenwinkels). Damit folgt unmittelbar, dass AC den Winkel BCD halbiert.

Zu (2): Wenn AC den Winkel ~BCD halbiert, so sind die Dreiecke ACD und
ABC kongruent (Kongruenzsatz wsw) und folglich gilt [BC|=|DC|. Da ferner D

auf der Mittelsenkrechten von BC liegt, gilt auch |DB|=|DC|. Also ist das
Dreieck DBC gleichseitig. U

Die logische Verkniipfung ,,genau dann wenn* kann natiirlich im Beweis
konsequent fortlaufend verwendet werden.

Aufgabe M0O420923. Bei einem Viereck bezeichnen wir die beiden Strecken,
die die Mittelpunkte zweier gegeniberliegender Seiten verbinden, als
Mittellinien. Beweisen Sie: Die Mittellinien eines Vierecks sind genau dann
gleich lang, wenn seine Diagonalen senkrecht zueinander sind.

Losungshinweise: Die Mittellinien liegen aufgrund ihrer Definition parallel zu
den entsprechenden Diagonalen. Deshalb ist das Viereck PQRS stets ein
Parallelogramm. Damit findet man: Die Mittellinien sind (als Diagonalen eines
Parallelogramms) genau dann gleich lang, wenn das Parallelogramm ein
Rechteck ist, also genau dann, wenn die Diagonalen des Vierecks ABCD
senkrecht zueinander sind. ad

Die Umformung der Summendarstellung in eine Summe von Differenzen in
Aufgabe 5-5Ac) fiihrt zu einer einfachen Ungleichung, weil sich viele Terme
ausloschen. Dieser Ansatz hat viele vergleichbare Anwendungen.

Aufgabe. Man beweise die Ungleichung%é-?- N 1

o —— < —.
4 6 100 10

Losungshinweise: Gleich vorweg — die Berechnung des Produktes mittels
Taschenrechner oder Computer gilt nicht als Beweis! Man setze das Produkt der
linken Seite der Ungleichung gleich x und definiere eine Zahl y durch

12
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:Eﬂﬁ @ Dann ist offensichtlich x <'y, denn jeder Faktor von y ist

357 7101
groRer als der entsprechende Faktor von x. Die Struktur von y ist gerade so
gewdhlt, dass folgende Ungleichung gilt:

5 1 1
XC<X Y=o <
101 100

woraus, die Behauptung unmittelbar folgt. Q
Rickblick auf Olympiade-Aufgaben

Aufgabe M0O540934. Gegeben sind drei positive Zahlen g, b und f, fur die
1 1 1

9

+o==.
b f

gilt.
(a) Geben Sie zwei Beispiele fur je drei positive ganze Zahlen mit dieser
Eigenschaft an.

(b)Beweisen Sie, dass fir positive reelle Zahlen g, b und f, die diese
Gleichung erfllen, stets auch g + b >4f gilt.

Lésungshinweise: Es ist nicht schwierig, Beispiele fiir die angegebene
Gleichung zu finden, so z.B. (2; 2; 1) oder (6; 3; 2).

Fur Teil b) forme man die Gleichung um zu

gb

f = .
g+b

Weil g und b positive Zahlen sind, ist die zu beweisende Ungleichung
aquivalent zu (g+b)224gb. Dies wiederum ist gleichbedeutend zu

(g —b)* >0, was fiir alle reelle Zahlen g und b erfiillt ist. a

Aufgabe M0561024. Gegeben sind zwei positive rationale Zahlen a und b mit
a+ b =2. In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

1 1 2 2
+ > +
l+a 1+b 3+a 3+b

untersucht werden.

(@) Gibt es positive rationale Zahlen a und b, fir welche die Werte der linken
und der rechten Seite der Ungleichung gleich sind?

13



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 5/2019

(b) Beweisen Sie die Gultigkeit der Ungleichung?

Losungshinweise: Fir a = b = 1 findet man eine Antwort auf den Teil a). Um
die Ungleichung zu beweisen, forme man &quivalent um (unter Beachtung, dass
die Nenner jeweils positive Zahlen sind), bis man die Ungleichung

(3+a)-(3+b)>4-(1+a)-(1+b)

erhélt. Nun gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten, den Beweis abzuschliefl3en.

(1) Man ersetze a + b = 2 die Variable b durch 2 — a und erhalt die

quadratische Ungleichung 3a° —6a+3:3-(a—1)2 >0. Diese ist fur alle

rationalen Zahlen a erfullt.

(2)Man gehe von einem Zahlenpaar aus, fur das die Gleichheit gilt und
schreibe a =1+ mund b =1 — m mit einer beliebigen rationalen Zahl m.
Offenbar gilt weiterhina + b =1+ m + 1 —m = 2. Damit vereinfacht sich

die Ungleichung zu 3-m?>0. Dies ist fur alle rationalen Zahlen m
erfullt. a

Hinweis: In der Musterlosung wird ausdricklich erwéhnt, dass die
Einschrdnkung auf rationale Zahlen nur vorgenommen wurde, um nicht dem
Schulstoff vorzugreifen. Selbstverstandlich gilt diese Ungleichung auch fir
positive reelle Zahlen.

Diese beiden Aufgaben aus der Mathematik-Olympiade motivieren einmal
mehr, sich mit Ungleichungen zu beschéftigen.

Ungleichungen?

Der Nachweis von Ungleichungen in mathematischen Wettbewerben wird in
den Musterldsungen haufig durch trickreiche Herleitungen gefihrt.

Aufgabe 381043. Zeigen Sie: Wahlt man drei reelle Zahlen so, dass ihre Summe
15 ist, so ist die Summe ihrer Quadrate stets groRer oder gleich 75.

Loésungshinweise: Es gilt fur reelle Zahlen x, y und z stets
(x=5)* +(y -5 +(z-5)* >0

Daraus folgt durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
x2+y2+2%2-10-(X+y+2)+75>0

Setzt man nun fiir x +y + z den Wert 15 ein, folgt unmittelbar die Behauptung.

2 Ausziige aus dem Seminarprogramm vom 22.06.19
14
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Q

Dieser LOsungsansatz setzt voraus, dass man die Struktur der Ungleichung
,,durchschaut hat und das Losungstripel, dass die Gleichheit erzeugt, errét.

Losungsvariante: Geht man von der Giiltigkeit der Abschatzung (a + b)? > 2ab
fur beliebige reelle Zahlen aus, findet man zunéchst

(1) 2-(2+y2+22)22-(xy+yz+xz).

Ist nun x +y + z = 15, so folgt (x + y + z)? = 225, d.h. es gilt

(2) X2 +y% +72 4+2-(xy+yz+xz)=225.

Die Addition von (1) und (2) fuhrt zur Behauptung. a

Gewusst wie — wenn man solche Beispiele kennt, kann man derartige
Losungswege finden. Diskutiert werden sollen hier aber Aufgabenbeispiele, fur
die allgemeinere Losungsansatze versucht werden konnen.

Eine hédufig einsetzbare Methode fir den Beweis von Ungleichungen ist das
Folgern aus der Behauptung: Man forme die zu beweisende Ungleichung
solange um, bis die Glltigkeit der entstehenden Ausdriicke aufgrund bekannter
Sachverhalte leicht zu erl&utern ist. Hierbei ist auf die ausdricklichen Hinweise
zur Aquivalenz der Umformungen zu achten. Besser ist es deshalb, den eben
beschriebenen Weg zur Lésungsfindung als Konzept aufzufassen und in der
Losungsdarstellung von den offensichtlichen Sachverhalten ausgehend die
Behauptung herzuleiten. Beispiel:

Aufgabe. Man zeige fir alle reellen Zahlen a, b, ¢ die Ungleichung

a’+b%+c® —ab—ac—bc>0.
Die Losungsfindung gelingt nach Multiplikation mit 2 und ,.geschicktem
Gruppieren®:

2a2 + 2b% + 2¢2 — 2ab - 2ac — 2bc =

a’—2ab+b%+a%2—-2ac+c?+b%—2bc+c?=

(a-b)>+(a-c)’> +(b-c)’* =0
Die letzte Zeile der Umformung ist offensichtlich, weil die Quadrate von reellen
Zahlen stets nichtnegativ sind. Die verwendeten Umformungen sind dquivalent,

also sind die Schritte auch umkehrbar, so dass man die Losungsdarstellung
vorteilhaft mit der letzten Zeile beginnt: Fir reelle Zahlen a, b, ¢ gilt stets

15
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(a-b)®+(a—c)’>+(b—-c)>>0. Durch Ausmultiplizieren der Quadrate,
Zusammenfassen gleicher Summanden und Division durch 2 gelangt man zur
behaupteten Ungleichung, wodurch diese bewiesen ist. ad

Lassen sich Sonderfélle, in denen das Gleichheitszeichen gilt, leicht angeben,
kann man darauf eine erfolgsversprechende Substitution anwenden:
Offensichtlich gilt fir a = b = ¢ das Gleichheitszeichen. Betrachtet man den Fall
a = b =c, so lautet die zu beweisende Ungleichung

a’+2.b%2—2.ab—b%>0.

Jetzt wird a®—2-ab+b? =(a—b)*>0 offensichtlich und vielleicht gelingt es
damit, den LOsungsansatz von oben zu vermuten.

Von besonderem Interesse sind die Situationen, die von dieser Gleichheit
abweichen. Es seien deshalb x und y reelle Zahlen mitb =a +xundc=a +y.
Substituiert man nun damit b und c in der behaupteten Ungleichung, so findet
man

a’ +(a+x)2+(a+ y)z—a(a+x)—a(a+ y)-(a+x a+y)=x>+y% —xy

Aus der Aufgabenstellung mit drei Variablen wurde ein zweidimensionales
Problem! Wenn nachgewiesen wird, dass die rechte Seite fir alle reellen x und y
nichtnegativ ist, ware auch das urspriingliche Problem geldst. Es gilt wirklich:

x2+y2—xy2x2+y2—2-\xy\:([x\—\y\)220.

Ungleichungen mit quadratischen Termen lassen sich oftmals sogar auf ein
eindimensionales Problem zuriickfiihren, wenn man den Ausdruck als Funktion
einer der Variablen auffasst, beispielsweise

f(a)=a®—-a-(b+c)+b*+c® —bc

Um die Losungen dieser quadratischen Funktion zu analysieren, betrachte man

deren Diskriminante D=-3(b—c)?. Ist b von c verschieden, so ist die

Diskriminante negativ und es gibt folglich keine Nullstellen. Da aber fiir groRe a
der Funktionswert f(a) positiv ist, gilt also fur alle a: f(a) > 0. Ist dagegen b = c,
so findet man genau eine Nullstelle und es gilt folglich fur alle a: f(a)>0.

Insgesamt ist die Ungleichung damit bewiesen.

Fur Wettbewerbsaufgaben werden solche Beweise interessanter, wenn man
bekannte Ungleichungen anwenden kann. So ist die Aufgabe

MO450922/451022 fir positive a und b aquivalent zu
16
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4£(a+1j-(b+lj:ab+i+2.
b a ab

Fur positive reelle Zahlen x kann die Ungleichung x+122 als allgemein
X

bekannt vorausgesetzt werden, womit die behauptete Ungleichung flr positive a
und b bereits bewiesen ist. Um diese Hilfsaussage zu beweisen, genligt deren
Multiplikation mit x, um ein vollstdndiges Quadrat zu erkennen. Gleichwertig
dazu kann man auch die Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen
Mittel anwenden: Fir alle positiven reellen Zahlen gilt

Eine Verallgemeinerung dieses Hilfssatzes flihrt zu folgender Aussage:

2" S(al'FiJ‘[az +i]-...-(an +iJ
a2 an 8

Eine andere Verallgemeinerung dieses Hilfssatzes liefert folgender Aussage:

Aufgabe. Man beweise: Fiir positive Zahlen a, b und c gilt stets %+%+§ >3.

Losungshinweise: Fur a = b = c ist nicht zu beweisen und fiir b = c ergibt sich

gerade der Hilfssatz fir x = %. Der allgemeine Fall fihrt zu der Behauptung:

azb + b2c + a02

abc

3<

Mit Hilfe der Mittelungleichung erweist sich diese Ungleichung als einfache
Folgerung:
2 2 2
ab<:=%/a3b3c3 :%/a2b~b2c-c2a <2 b+b3C+C a d

Naturlich hatte man auch gleich die Ungleichung vom geometrischen und
arithmetischen Mittel auf die Ungleichung anwenden kénnen:

17
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Nun sollte es nicht schwerfallen, diese Ungleichung auf mehr als 3 Summanden
zu erweitern, d.h. es gilt auch fir positive reelle Zahlen a, b, c, d bzw, a;, ay, ...
a, (n>1)

a b ¢ d a; a a
TS+ 24224, A2, 45 >n
b ¢ d a a, aj &

Diese Aufgaben bestatigen wieder einmal, dass die intensive Nachbereitung von
Aufgaben vergangener Olympiaden hilfreich ist. Denn wer sich die
Losungsmethode erarbeitet hat, wird mit folgender Aufgabe (bei der linken
Ungleichung) keine Probleme haben:

Aufgabe MO480935. Zeigen Sie, dass flr alle nichtnegativen reellen Zahlen a,
b, cmita +b + ¢ =1 stets %Sa2+b2 +c? <1 gilt.

Das Finden von quadratischen Ergénzungen erweist sich oft als zielfuhrende
LOsungsstrategie.

Aufgabe MO480923(b). Zeigen Sie, dass fur beliebige Paare (a; b) reeller
Zahlen stets a+b <a? +b? +% gilt.

2 2
Losungshinweise: Die Behauptung wird aquivalent zu (a—%) +(b—l) >0
umgeformt und die Giltigkeit wird offensichtlich. a

Aufgabe. Man beweise die Giltigkeit der Ungleichung
2
(1+a+a2) 33-(1+ a’ +a4)
Fur alle reellen Zahlen a.

Losungshinweise: Durch (aquivalentes) Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
gelangt man zu der Ungleichung

at—a®-a+a>0.

Nun erkennt man die Faktorisierungsmoglichkeit:
(a-1)-[a®-1)>0.

Diese Ungleichung ist flr jede reelle zahl a erftllt:
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- Ista <1, dann sind beide Faktoren negativ und deren Produkt ist positiv.
- Ista> 1, dann sind beide Faktoren positiv und deren Produkt ist positiv.
- Ista=1, dann sind beide Faktoren gleich Null und die Gleichheit gilt.
a

—£+i420 fir alle von Null
X X

Aufgabe. Man beweise die Ungleichung x& — x°

verschiedenen reellen Zahlen x.

Losungshinweise: Multiplikation beider Seiten der Ungleichung mit x* fiihrt zu
einem Polynom, fir das wieder eine Faktorisierung gelingt. Die gegebene
Ungleichung ist also dquivalent zu

(x9 —1). (x3 —1)2 0.
Nun schlief3t man den Beweis wie eben ab. a

Kleine Anderungen in der Aufgabenstellung kénnen zu ganz unterschiedlichen
Ergebnissen fihren:

Aufgabe M0O301231. Man untersuche, ob fir beliebige positive reelle Zahlen a,
b, c, d stets folgende Ungleichungen gelten:

(1) Jac++bd <Ja+b-Jc+d,
(2) +Jab++cd <Ja+b-Je+d.

Losungshinweise:

zu (1) Man nehme an, es gelte vac ++/bd >+/a+b-+/c+d. Da beide Seiten
positiv sind, darf quadriert werden und man erhalt

ac +2+/abcd +bd >(a+b)-(c+d)=ac+ad +bc + bd
also
2~/abcd >ad +Dbc.

Doch diese Ungleichung ist gleichbedeutend zu 0> (\/ﬁ - \/E)Z, was offenbar
einen Widerspruch darstellt. Also gilt die Behauptung.

zu (2) Setztmana=b =2 und ¢ =d =1, so wird die Ungleichung widerlegt..

Gewusst wo — die Suche nach geometrischen Ortern®

3 Ausziige aus dem Seminarprogramm vom 22.06.2019
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In der 52. MO wurde in zwei Aufgaben nach einem geometrischen Ort gefragt,
d.h. nach der Menge aller Punkte, die gewisse Eigenschaften erfullen.

Aufgabe M0O520936. Es sei k ein Halbkreis tiber einem Durchmesser AB. Auf k
werde ein weiterer von A und B verschiedener Punkt C gewéhlt. Wir betrachten
den aus den Strecken AC und CB bestehenden Streckenzug und bezeichnen mit
X denjenigen Punkt, welcher diesen Streckenzug in zwei Teile gleicher Lange
zerlegt.

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Punkte X, wenn C die von A und B
verschiedenen Punkte auf dem Halbkreis k durchlautft.

Hinweis: Der geometrische Ort der Punkte X bezeichnet hier die Menge all
dieser Punkte bei allen méglichen Wahlen des Punktes C.

Aufgabe M0520946. Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreieck ABC. Bestimmen
Sie die Menge aller derjenigen Punkte P im Inneren des Dreiecks ABC, fir die
es einen Punkt X auf der Geraden BC und einen Punkt Y auf der Geraden CA
derart gibt, dass folgende drei Bedingungen simultan erfllt sind:

(1) Der Punkt X ist vom Punkt C verschieden.
(2) Die Gerade XY ist parallel zur Geraden AB.
(3) Die Winkel «XPC und CPY sind gleich groR.

Hinweis: Zwei Geraden sind auch dann parallel, wenn sie zusammenfallen.

Der einfachste geometrische Ort ist der Kreis (Menge aller Punkte, die von
einem gegebenen Punkt einen festen Abstand haben). Winkelhalbierende,
Mittelsenkrechte, Ellipse sind weitere Beispiele von bekannten geometrischen
Orten. Bei der Suche nach den geometrischen Orten sind stets die folgenden vier
Aspekte explizit darzustellen:

- eindeutige Beschreibung der gesuchten Menge,

- Nachweis, dass ein Punkt, der den Bedingungen der Aufgabenstellung
gendgt, in dieser Menge enthalten ist,

- Nachweis, dass alle Punkte auferhalb dieser Menge nicht allen
Bedingungen der Aufgabenstellung geniigen,

- Nachweis, dass jeder Punkt dieser Menge mit der in der Aufgabenstellung
beschriebenen Vorschrift erzeugt werden kann.

An folgenden Beispielen konnen diese vier Schritte demonstriert werden.
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Aufgabe. Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge 1. Man ermittle
den geometrischen Ort aller Punkte in der Ebene des Quadrates, fiir die die
Summe der Abstande von den Geraden AB, BC, CD und DA gleich 4 ist!

Losungshinweise: Die Geraden AB, : .

BC, CD, DA zerlegen die Ebene
aulerhalb des Quadrates in 8 Felder
(in der Abbildung mit I, ..., VIII
bezeichnet), wobei die Punkte der
Trennungsgeraden zu allen ihnen
anliegenden Feldern gehorig
betrachtet werden. Weiterhin
bezeichne d(P,XY ) den Abstand des

Punktes P von der Geraden XY.

Man betrachte zunachst Feld 1. Wenn
P ein Punkt aus dem Feld I ist, so soll
nach Aufgabenstellung gelten: F

(1) d(P;AB)+d(P;BC)+d(P;CD)+d(P;DA)=4

Weil P zwischen den parallelen Geraden BC und AD liegt, gilt
(2) d(P;BC)+(P;DA)=1.

Da AB zu CD parallel ist und P in der durch AB begrenzten Halbebene liegt, in
der CD nicht liegt, gilt weiterhin

(3) d(P;CD)=d(P;AB)+1

Wegen (1) bis (3) findet man die Aussage d(P; AB)=1. Diese Bedingung wird
genau von den Punkten erfillt, die im Feld | und auf der Parallelen zu AB im

Abstand 1 liegen. Analog erhélt man Parallelen zu den Quadratseiten im
Abstand 1 in den Feldern II, I11 und 1V.

Man betrachte nun das Feld V. Wenn Q ein Punkt aus dem Feld V ist, so soll
nach Aufgabenstellung gelten:

(4) d(Q;AB)+d(Q;BC)+d(Q;CD)+d(Q;DA)=4
Analog zu den Untersuchungen im Feld | findet man:
(5) d(Q;CD)=d(Q;AB)+1 ; d(Q;DA)=d(Q;BC)+1

Man zeige nun: Ist P ein Punkt der Strecke FG, dann gilt:
d(P;AB)+d(P;BC)=1
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Da FG parallel zu AC verlauft, betragt der Winkel ZGFB =45°. Seien nun P,
der FuBpunkt des Lotes von P auf BC und P, der Ful3punkt des Lotes von P auf
AB. Das Dreieck FPP; ist nach Umkehrung des Basiswinkelsatzes

gleichschenklig, d.h., es gilt: PP, =P F . Da weiterhin AB senkrecht auf BC
steht, ist P,PP,B ein Rechteck, also gilt:

B - 7P
also P,P+PP=BF

Wegen der vorangegangen Betrachtungen erhdlt man wie behauptet:
P,P+PP=d(P;AB)+d(P;BC)=BF =1

Uber Dreiecksungleichungen zeigt man nun leicht, dass fir jeden Punkt S, der
im Feld V, aber nicht auf der Strecke FG liegt, die Abstandssumme von 1
verschieden ist. Die Betrachtungen im Feld V beweisen, dass Q auf der zu AC
parallelen Diagonalen des Quadrates liegt, das durch Spiegelung aus ABCD an B
entsteht.

Analog erhdlt man in den Feldern VI, VII und VIII die Strecken, deren
Endpunkte mit den Endpunkten der bereits gefundenen Geraden in | bis IV
ubereinstimmen. Im Innern des Quadrates kdnnen offenbar keine gesuchten
Punkte liegen, da hier die Summe der Abstande dieser Punkte von den
Quadratseiten genau den Wert 2 annimmt.

Somit besteht der gesuchte geometrische Ort aus den Punkten des Achtecks,
dessen Eckpunkte samtlich auf einem Kreis um den Mittelpunkt des Quadrates
liegen und von dessen Seite jede entweder zu einer Seite oder zu einer
Diagonalen des Quadrates parallel und kongruent ist. a

Aufgabe. Es sei ABCDEFGH ein Wirfel mit der Grundflaiche ABCD und der
Kante AE. Gesucht ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken XY,
wobei X ein beliebiger Punkt der Flachendiagonale AC und Y ein beliebiger
Punkt der Flachendiagonale FH ist.

Losungshinweise: Durch Auswahl spezieller Situationen findet man eine
Vermutung uber den gesuchten geometrischen Ort. Wahlt man zum Beispiel
X=Aund Y = F, so fallt XY mit der Fl&chendiagonalen der Seitenflache ABFE
zusammen und der Mittelpunkt ist von XY ist der Flachenmittelpunkt Magre.
Leicht sieht man, dass auch die Flachenmittelpunkte Mgcer, Mcpre Und Mpagn
in der gesuchten Menge enthalten sind. Somit liegt die Vermutung nahe, dass
das Quadrat mit diesen vier Flachenmittelpunkten mit allen seinen inneren und
Randpunkten der geometrische Ort sein konnte.
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Wahlit man die Punkte X und Y entsprechend der Aufgabenstellung, so liegt der
Mittelpunkt der Verbindung XY in der Ebene, in der die genannten
Flachenmittelpunkten liegen. Mittels Strahlensatz ist nachweisbar, dass der
Mittelpunkt von XY nicht aul3erhalb der beschriebenen Flache liegen kann.

Wahlt man einen beliebigen Punkt P auRerhalb der beschriebenen Menge aus, so
zeigt man, dass bei jeder Auswahl eines Punktes X auf AC die Verbindung XP
die Gerade FH nicht schneiden kann.

Wahlt man einen beliebigen Punkt P der Menge aus, so schneidet die Ebene
durch die Punkte A, C und P die Gerade FH in einem Punkt P*. Die Gerade P’P
schneidet wiederum die Gerade AC, da P’P nicht parallel zu AC liegt. Somit
gibt es zu jedem Punkt P die Punkte X = P*“und Y = P", die die Bedingungen
der Aufgabe erfillen. ad

Aufgabe. Gesucht ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller von einem
festen Punkt A ausgehenden Sehnen in einem Kreis K.

Loésungshinweise: Wahlt man den Durchmesser als ausgehende Sehne mit den
Endpunkten A und B, so ist der Mittelpunkt My des Kreises Element des
geometrischen Ortes. ,,Wandert™ der von A verschiedene Endpunkt entlang der
Kreisperipherie in Richtung A, so erzeugen die Mittelpunkte eine ,,gewdlbte™
Bahn, sodass die Vermutung aufgestellt werden kann, dass der geometrische Ort
der Kreis durch A und Mk mit halben Radius des gegebenen Kreises K ist.

Wir wahlen einen beliebigen von A verschiedenen Punkt S auf dem Kreis. Nach
Satz des Thales das Dreieck ABS rechtwinklig. Die Verbindung des
Mittelpunktes der Sehne Mas mit dem Mittelpunkt des Kreises Mk verlauft nach
Strahlensatz parallel zur Sehne BS. Somit ist das Dreieck AMxMas ebenfalls
rechtwinklig. Also liegt Mas auf dem Thaleskreis iber AM.

Wahlen wir einen anderen Punkt P der Ebene, zeichnen die Gerade AP Uber P
hinaus und markieren den Punkt S° mit |[AP| = |[PS, so liegt dieser Punkt
entweder aulRerhalb oder innerhalb des beschriebenen Kreises. Dann liegt aber
der Punkt S entsprechend auf3erhalb oder innerhalb des Kreises K, d.h. P gehort
nicht zum gesuchten geometrischen Ort.

Waéhlt man dagegen einen beliebigen Punkt P der beschriebenen Menge aus, so
findet man mit dem Schnittpunkt der Verlangerung von AP (ber P hinaus und
der Kreisperipherie den zugehtrigen Punkt S, der P gemélR der
Aufgabenstellung definiert. a
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Aufgabe MO410946. Es sei P innerer Punkt einer Strecke AB. AO:P und BO,P
seien zwei gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke mit den Hypotenusen AP
bzw. BP, die beide auf derselben Seite der Geraden AB liegen.

Bestimmen Sie die Menge aller Mittelpunkte der Strecken O,0, , wenn P die
inneren Punkte der Strecke AB durchlauft.

Losungshinweise: Wéhlen wir P = A, so entartet das Dreieck AO;P zum Punkt A
und das Dreieck BO,P fallt mit dem Dreieck ABC zusammen. Der Mittelpunkt
der Seite AC gehort somit zum gesuchten geometrischen Ort. Wahlen wir P = B,
so entartet das Dreieck BO,P zum Punkt B und das Dreieck AO;P fallt mit dem
Dreieck ABC zusammen. Der Mittelpunkt der Seite BC gehért somit zum
gesuchten geometrischen Ort. Wahlen wir schlielflich den Mittelpunkt der Seite

AB als Punkt P, so liegt der Mittelpunkt von O,0, ebenfalls auf der Mittellinie
des Dreiecks ABC. Damit konnen wir vermuten, dass die Mittellinie des

Dreiecks ABC der gesuchte geometrische Ort ist. Der Beweis ist nun recht
einfach zu vollenden. a

Zum Abschluss des KZM-Jahres noch eine Ungleichung zur mathematischen
Unterhaltung: Man beweise

4<3/6+\/6+...+\/€ +§/6+3\/6+...+§/€ <5

2019Wurzeln 2019Wurzeln

Seminarhinweis

Das 1. Chemnitzer Seminar im Schuljahr 2019/20 findet am Samstag, dem
21. September 2019 statt. Alle Teilnehmer des diesjahrigen und des neuen KZM
der Klassen 9/10 sind dazu hiermit bereits herzlich eingeladen. Wir werden zu
Gast an der Fakultat fir Mathematik der Technischen Universitdt Chemnitz sein.
Die organisatorischen Hinweise und das Programm werden mit Heft 7/2019
Mitte August zugesandt.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz
E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de

www.kzm-sachsen.de
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Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz*“ e.V. an der
Fakultat fur Mathematik der TU Chemnitz °© VR1380 am Amtsgericht Chemnitz °

25



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK

Eine Initiative des Bezirkskomitees Chemnitz
zur FOrderung mathematisch-naturwissenschaftlich
interessierter und begabter Schiiler*

Informationen fir die Klassenstufen 9/10

Heft 6/2019 18. Jahrgang



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik® — Heft 6/2019

Willkommen zum Korrespondenzzirkel im Schuljahr 2019/20

Zur individuellen Foérderung mathematisch interessierter Schulerinnen und
Schuler bietet das Bezirkskomitee Chemnitz ,,Zur Forderung mathematisch-
naturwissenschaftlich interessierter und begabter Schiiler* den Korrespondenz-
zirkel ,,Mathematik* ab der Klassenstufe 9 sachsenweit an. Der Zirkel orientiert
sich an mathematischen Problemen, die neben der Vermittlung von Kenntnissen
zu mathematischen Begriffen, Satzen und Verfahren durch wettbewerbstypische
Aufgabenstellungen die Vorbereitung auf mathematische Wetthewerbe
(Mathematik-Olympiaden und Bundeswettbewerb ,,Mathematik®) unterstiitzen.
Jeder Interessierte kann in seiner (oder in einer hoheren) Klassenstufe
teilnehmen und ist hiermit herzlich dazu eingeladen.

Fir die Teilnahme ist eine Anmeldung mit der vollstdndig ausgefiillten
Teilnahmeerklarung (s. S. 11) erforderlich. Jeder Teilnehmer erhalt im Verlaufe
des Schuljahres 7 Serien zugesandt, die Aufgaben mit unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad umfassen. Das Spektrum reicht von ,,Einstiegsfragen* liber
typische Wettbewerbsaufgaben bis zu komplexen Themen. Es wird empfohlen,
zu allen Aufgaben Ldsungsideen einzureichen, auch wenn nach eigenem
Empfinden keine vollstandige Lo6sung erreicht wurde. Bereits geeignete
Beispiele, die Bearbeitung von Spezialfallen oder erste Schritte zum Beweis
werden nicht nur wohlwollend bewertet, sondern dienen auch der Ubung einer
teamfahigen Problemldsung — nur was man an Ldsungsansédtzen formulieren
kann, lasst sich in eine Diskussion einbringen!

Die eingereichten Losungen werden Kkorrigiert, fur die Selbsteinschatzung
kommentiert, mit Punkten bewertet und zusammen mit LOsungshinweisen
zurlickgegeben. Zu ausgewahlten Aufgaben werden in den Heften methodische
Einfuhrungen oder weiterfiihrende Ergdnzungen gegeben. Diese sollen vor
allem zur individuellen Beschaftigung anregen. Insbesondere wird diese
Vertiefung durch die Wahlaufgaben geférdert.

An vier Sonnabenden wird in Chemnitz zu Seminaren eingeladen, auf denen
Aufgaben diskutiert und Anwendungsfalle fir Mathematik vorgestellt werden.
Bitte die (meist kurzfristigen) Seminareinladungen beachten! Fir alle, denen der
Weg zu den Veranstaltungsorten zu weit ist, werden ausgewéhlte Aspekte der
Seminare in diesen Heften zusammengefasst. Zuséatzlich wird der Zirkel durch
Informationen wie Aufgaben, Musterlésungen und statistischen Auswertungen
der Mathematik-Olympiade, des Bundeswettbewerbs Mathematik und anderer
Wettbewerbe sowie durch historische Bezlige oder Literaturhinweise erganzt.

Anregungen der Teilnehmer zur inhaltlichen Gestaltung sind jederzeit
willkommen. Interessante Themen, originelle Aufgaben oder Informationen
rund um Mathematik werden gern aufgenommen und weitergegeben.
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Geometrische Gertiichte — Figuren, die sich selbst vervielfachen !

Definition. Ein Polygon heil3t geometrisches Gerticht, wenn es sich in einzelne
kleine Polygone zerlegen l&sst, die untereinander entweder deckungsgleich oder
spiegelbildlich sind und auBerdem alle die gleiche Form haben wie das groRe
Polygon selbst.

Eine alte Ratselaufgabe, die zum Beispiel von DANIEL SCHWENTER (1585 —
1636) in dem Buch ,,Geometriae Practicae* angegeben wird, beschiftigt sich mit
solchen Polygonen: Ein Bauer liegt auf dem Sterbebett und ruft seine 4 Séhne
zu sich: ,,Ihr seid mir alle vier gleich lieb. Deshalb soll jeder von euch gleich
viel erben. Teilt euch meinen Acker (Abb. 1a) in vier gleiche Teile. Damit es
keinen Streit gibt, sollen alle vier Teile die gleiche Form haben wie das gesamte
Feld.* Es ist nicht schwierig, dieses Problem zu 16sen und die vier Erben werden
gewusst haben, wie sie den Willen ihres Vaters entsprechen konnten (Abb. 1b).

Abbildung 1a Abbildung 1b

Das beschriebene geometrische Geriicht soll vierteilig heiRen, weil man die
Ausgangsfigur in 4 Stlicke zerlegen muss.

Gibt es noch mehr geometrische Gertichte? Mit einem zweiteiligen Gerticht hat
man stdndig zu tun: Wenn man ein A4-Blatt parallel zu den kurzen Seiten
zusammenfaltet und dann aufschneidet, erhédlt man zwei A5-Blatter. Die kurze
und die lange Seite stehen bei beiden Blattformaten im gleichen Verhaltnis.
Damit dies so ist, kann die Verhéltniszahl leicht bestimmt werden. Bezeichnet a
die Lange der langen Seite und b die Lange der kurzen Seite, so muss gelten:

a
E:é, also 2 =42.
a b b

Das Verhaltnis von /2 zwischen langer und kurzer Seite gilt fir alle A-
Formate, wobei A0 als Ausgangsflache genau einen Quadratmeter umfasst.

Aber natlrlich muss das Viereck kein Rechteck sein, um ein Geriicht zu

ergeben. Jedes Parallelogramm, bei dem die Seiten im Verhaltnis 1 : /2 stehen,
ist ein zweiteiliges Gerticht.

1 Aus: T. Devendran: Das Beste aus dem Mathematischen Kabinett. Deutsche Verlags-
Anstalt, 1990.
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Von den dreiteiligen Gerlichten sind zwei
bekannt. Das Parallelogramm mit den Seiten 1

und +/3 lasst sich in 3 formgleiche kleinere
Parallelogramme zerlegen. Auch ein
rechtwinkliges Dreieck ergibt ein dreiteiliges
Gerticht (Abb. 2), wenn man die Seitenlangen
geeignet wahlt — aber wie? Abbildung 2

Vierteilige Gertichte gibt es in grolRer Zahl. Jedes beliebige Dreieck und jedes
Parallelogramm (sogar auf zwei verschiedene Weisen) gehdren dazu. Aber auch
andere Vierecke lassen sich beispielsweise entsprechend zerlegen:

Bis heute kennt man nur ein Finfeck, das
ein vierteiliges Gerticht ist:

Av=

Die eingangs beschriebene Zerlegung des Ackers entspricht einem sechseckigen
vierteiligen Geriicht. Es sind zwei andere Formen bekannt, fir die eine Ldsung
der Teilungsaufgabe existiert (man finde diese):

Fir jede natrliche Zahl n > 1 I&sst sich ein Parallelogramm angeben, dass sich
als ein n-teiliges Gerlcht erweist. Es genlgt, die eine Seitenldnge 1 und die

andere +/n zu setzen. Kann man dagegen bei einem rechtwinkligen Dreieck die
Seitenlangen so festlegen, dass es fiir jedes vorgegebene n ein n-teiliges Gerticht
wird? Fur n = 3 und n = 4 wurden oben die Ldsungen besprochen. Auch n = 2
l&sst sich einfach 16sen. Aber fur n = 5 oder groRere n?

Hat man ein n-teiliges Gerlicht, kann man daraus schnell ein n?-, n3- oder n*-
teiliges Geruicht konstruieren, denn jede Teilfigur lasst sich ja wieder
entsprechend zerlegen.
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Die Suche nach interessanten geometrischen Gertichten kann systematisch
gefuhrt werden, wenn man sich auf bestimmte Ausgangsstrukturen festlegt. Als
Beispiel dafiir gelten die von SoLoMON WoLF GoLomB (geb. 1932) 1954
beschriebenen ,,Polyminos®: In Verallgemeinerung eines Domino-Steines (der
aus zwei aneinander gereihten Einheitsquadraten besteht), kann man den
Monomino (ein Einheitsquadrat), die Triominos (drei Quadrate), die Tetrominos
(vier Quadrate) und allgemein fir jedes natirliche n die n-minos (Polyminos
genannt) betrachten. Flr n > 2 existieren nattrlich verschiedene Varianten, die n
Quadrate aneinander zu reihen. Wenn man beispielsweise fordert, dass zwei
benachbarte Quadrate eine vollstdndige Seite gemeinsam haben und sich nicht
nur an einem (Eck-) Punkt beriihren, so gibt es 2 verschiedene Triominos und 5
verschiedene Tetrominos.

n-minos firn=1, 2, 3, 4

Welche Polyminos sind geometrische Geriichte, d.h. welche Form kann man
vergrofRern, indem man nur Polyminos der gleichen Form zusammensetzt?

- Ein Monomino filhrt in trivialer Weise zu einem 4-, 9- oder allgemein k-
teiligen Gerlicht, denn aus k? einzelnen Quadraten kann man ein groRRes
Quadrat zusammensetzen.

- Aus 4 Domino-Steinen kann man ein 2 x 4 — Rechteck zusammensetzen,
das wie ein grofRer Domino-Stein erscheint, also zu einem vierteiligen
Gerlcht fihrt.

- Auch beide Triomino-Formen fiihren zu einem vierteiligen Gerticht.

- Fir die Tetrominos mit I-Form bzw. Quadratform ist es leicht, auf
geometrische Geriichte zu kommen. Fir die L-Form ist ein vierteiliges
Gerlicht bereits oben gezeigt. Fur die T-Form bendtigt man bereits 16
Teile, um diese Form zu vergrélRern. Die Treppenform kann dagegen
nicht zu einem Gerlicht gefiihrt werden (warum nicht?).

Setzt man 5 Quadrate zusammen, erhalt man Pentominos, von denen 12
verschiedene Formen existieren - nur 4 davon sind Geruichte.

So konnte man die Reihe der n-minos fortsetzen. Da es aber bereits 35
verschiedene Formen von Hexominos gibt (n = 6), sollte man diese Vielfalt
wieder einschréanken. So sind 11 dieser Hexominos Wiurfelnetze, d.h., diese
konnte man zu einem Wirfel falten und zusammenkleben. Damit ergibt sich
folgende interessante Frage: Wie viele der Wirfelnetze sind geometrische
Gerlichte?
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Ungeordnete Reihenfolgen 2

Man betrachte unterschiedliche Reihenfolgen der Ziffern 1 bis 9. Insgesamt gibt
es 9! =362880 verschiedene Mdoglichkeiten, diese Ziffern anzuordnen. Die
natlrliche Reihenfolge des Abzéhlens 1 2 34 5 6 7 8 9 weckt sicher wenig
Aufmerksamkeit. Fir die Anordnung 1 357 9 2 4 6 8 findet man leicht eine
Beschreibung. Reihenfolgen wie 1 92 8 37 4 6 5 heillen alternierend, und zwar
in dem Sinne, dass es in dieser Anordnung keine drei aufeinanderfolgende
Ziffern a, b, c gibt, fur die a < b < c oder a > b > c gilt. Merkwirdig sieht
folgende Reihenfolge aus: 8 3159 6 7 4 2; man finde eine Beschreibung?®!

Man kann nun folgende Fragen stellen: Was ist vom mathematischen
Standpunkt aus betrachtet die ,unnatiirlichste® Reihenfolge? Fiir welche
Reihenfolge ist die ,,Unordnung* am gréten?

Um die groRte Unordnung zu finden, ist ein Mal} notwendig, mit der die (Un-)
Ordnung gemessen werden kann. Man untersuche folgenden Ansatz:

Gegeben sei eine Reihenfolge F der Ziffern 1 bis 9, geschrieben als
F=F(a,.,a9). Man bestimme in dieser Folge von jedem Paar

aufeinanderfolgender Ziffern den Betrag der Differenz (d.h. |a; —a;,4| furi =1,
..., 8) und bilde die Summe S(F) aller acht Betrage:

8
S( F):_Zl\ai —a4q|=|ag —ay|+ ... +|ag — ag|
i=

S(F) sei der Unordnungswert der Reihenfolge F, je hoher diese Summe, desto
groRer die Unordnung der Folge.

Die naturliche Reihenfolge hat die Unordnung 8. Es gibt offensichtlich keine
Reihenfolge mit kleinerer Unordnung, denn jeder der acht Summanden ist
groRer oder gleich 1. Diese einfache Folgerung motiviert die Begriffswahl: Die
natlirliche Ordnung besitzt die geringste Unordnung. Auch die Umkehr der
nattrlichen Reihenfolge fiihrt zu einer Reihenfolge mit Unordnung 8. Weitere
Moglichkeiten kann es aber fir die minimale Unordnung nicht geben.

Da es nur endlich viele Anordnungen der 9 Ziffern gibt, gibt es mindestens eine
Reihenfolge mit maximaler Unordnung. Eine grobe obere Abschatzung tber den
maximalen Wert kann man mit 8-8 =64angeben, denn jeder der 8 Betrdge kann
8 nicht Ubersteigen. Aber diese Schétzung ist sicherlich viel zu hoch. Wie grof
ist aber nun die maximale Unordnung, welche Reihenfolgen haben diese und
wie viele derartige gibt es?

2 Nach Engelhaupt, H. Aufgaben mit Ziffern. In: alpha (1996) 9, S. 22f
3 Die Ziffern sind alphabetisch geordnet: acht, drei, eins, ...

6
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Ohne Schwierigkeiten erkennt man, dass fur eine gegebene Reihenfolge F die
Umkehrung der Ziffernfolge den Wert der Unordnung S(F) nicht andert. Ebenso
einfach findet man, dass das Ersetzen jeder Ziffer z einer gegebenen Reihenfolge
durch die Ziffer z = (10 — z) die Unordnung nicht verandert. Sind namlich a und
b zwei benachbarte Ziffern, so betragt deren Beitrag zur Summenbildung nach
dem Ersetzen

(10-a)-(10-b)=p-a=[a-h
d.h. alle acht Betrdge und damit deren Summe &ndern ihren Wert nicht.

Satz. Jede Folge mit maximaler Unordnung ist alternierend.

Der Beweis basiert auf dem Extremalprinzip: Es sei F eine Folge mit
maximalem Unordnungswert S(F) und F sei nicht alternierend. Dann enthalt F
drei aufeinanderfolgende Ziffern (hier a, b und ¢ genannt) fir die a<b<c
(oder a>b >c) gilt. Dann ist der Unordnungswert der Folge F’, die aus F
entsteht, wenn b weggelassen wird und damit aus 8 Ziffern besteht*, ebenfalls
S(F), denn die Differenz der in F’ benachbarten Ziffern a und c betragt
c—a=(c—b)+(b—a). Setzt man nun b an den Anfang der Folge F", so hat

diese neue neungliedrige Folge einen grolieren Ordnungswert als £, da ja ein
positiver Summand zur Zahl S(F’) hinzukommt. Das steht aber im Widerspruch

zur Annahme, dass F eine (neungliedrige) Folge mit maximaler Unordnung ist.
a

Man betrachte nun eine alternierende Reihenfolge F =F(a,...,aq) mit a; < a..

Dann findet man fir die Unordnung unter Beachtung der GréRenverhaltnisse
von benachbarten Ziffern den Wert

S(F)=(a, —a))+(a, —a3)+(as —as)+..+ (85 —ag) =
=2-(a, +a, +ag +ag)—(a, +2a5 +2as +2a; +ay)

Offensichtlich ist die Unordnung am groften, wenn im ersten Klammerausdruck
fur die Variablen moglichst grofl3e Ziffern gewahlt werden (also 6, 7, 8 und 9)
und im zweiten Ausdruck die doppelt gezahlten Ziffern moglichst klein sind (1,
2, 3). Die maximale Unordnung betragt dann 39. Beispielsweise realisiert die
Reihenfolge 4 9 3 8 2 7 1 6 5 dieses Maximum. Insgesamt gibt es 576
verschiedene Anordnungen der neun Ziffern mit dem Unordnungswert 39
(warum?).

Wie verdndert sich die Aufgabe, wenn man die 9 Ziffern im Kreis anordnet?
Wie lauten unter diesen Bedingungen der Kkleinste und der grofiite

4 Der Unordnungswert S(F) lasst sich in Analogie auf Reihenfolgen mit n Zahlen (n > 1)
verallgemeinern.

7
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Unordnungswert. Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es jeweils, die diese
Extremwerte realisieren. (Dabei sollen zwei Anordnungen, von denen sich eine
aus der anderen durch eine Drehung erzeugen lasst, nicht als verschieden
angesehen werden.)

Man suche nach anderen Definitionen fir Unordnung und versuche, daftr die
gleichen Fragestellungen nach Extremwerten und Anzahl der moglichen
Anordnungen zu beantworten!

Aufgaben Serie 1 (2019/20)

(Einsendungen bis 17. September 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer
Str. 21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de °)

Aufgabe 1-1.
Zwei Freunde A und B sitzen im Café, A hat ein Glas Milch und B eine Tasse
Kaffee schwarz vor sich. A gibt einen L6ffel voll Milch in die Tasse von B.
Nachdem B umgeriihrt hat, gibt B einen Lo6ffel (gleicher Grolke) voll seines
Kaffee-Milch-Getrankes in das Glas von A. Es ist zu entscheiden, ob
anschlielend A weniger, gleich viel oder mehr Kaffee in seiner Milch hat als B
Milch in seinem Kaffee. Man begriinde die Antwort!

(5 Punkte)

Aufgabe 1-2.

Man ermittle die Summe der GrélRen der
Innenwinkel an den flnf Spitzen des dargestellten
flnfzackigen Sterns!

(5 Punkte)

Aufgabe 1-3.

Gegeben sind zwei Dreiecke, das Dreieck ABC mit dem Fl&cheninhalt A; und
das Dreieck DEF mit dem Fl&cheninhalt A,. Man weise nach, dass man aus den
beiden Dreiecken mit Hilfe geometrischer Grundkonstruktionen ein drittes
Dreieck konstruieren kann, das den Flacheninhalt A; + A; hat.

(Hinweis: Es ist nachzuweisen, dass das konstruierte Dreieck die geforderte
Eigenschaft besitzt). (6 Punkte)

® Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von
Dateiverlusten nachzufragen.
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Aufgabe 1-4.
Man zeige: Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dass sich in 5 untereinander
kongruente und jeweils zum Dreieck ABC dhnliche Dreiecke zerlegen l&sst (d.h.
ABC ist ein funfteiliges Geriicht). Man gebe die Seitenldngen des Dreiecks und
die Zerlegung an.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung berucksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betrégt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkten zwei Zusatzpunkte.)

Aufgabe 1-5A.

Gegeben sei eine Reihe von 9 nummerierten Platzen (Platznummern 1 bis 9).
Schreibt man auf diese Platze die Ziffern 1 bis 9 in beliebiger Reihenfolge F
(jede Ziffer genau einmal) und bezeichnet die Summe aus den neun absoluten
Differenzen von Platznummer und Ziffer auf dem Platz mit U(F), so definiert
U(F) einen Wert der Unordnung von F.

(a) Man finde eine Reihenfolge mit dem Unordnungswert 26.
(2 Punkte)

(b) Man beweise: Der Wert der Unordnung U ist stets eine gerade Zahl.
(2 Punkte)

(c) Man finde den maximalen Wert der Unordnung U, die unter diesen
Bedingungen erreichbar ist.
(4 Punkte)

Aufgabe 1-5B.
Fir das Produkt der ersten n nattrlichen Zahlen schreibt man n! (,,n-Fakultét):

n
n'=1-...-.n=]]k
k=1

(a) Man finde die groRte ganze Zahl k, sodass 2019! durch 2019 teilbar ist?
(2 Punkte)

(b) Man beweise, dass die Summe der Fakultaten zweier verschiedener Zahlen
groRer 1 keine Fakultatszahl ergibt, dass also die Gleichung a! + b! = c! fir
a>Db > 1 keine Losungen c besitzt.

(2 Punkte)

(c) Man finde alle maximal dreistelligen Zahlen, die gleich der Summe der
Fakultéaten ihrer Ziffern sind.
(4 Punkte)
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TEILNAHMEBEDINGUNGEN

(1) Die Teilnahme am Zirkel kann jederzeit angemeldet werden. Die
Teilnahmeerklarung ist moglichst friihzeitig (moglichst zum Schuljahresende
2018/19), spéatestens aber mit der ersten Einsendung von Ldsungen an

Dr. N. Bitterlich, Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

einzusenden. Es erfolgt eine Eingangsbestatigung und — falls noch nicht erfolgt
— die Zusendung der aktuellen Materialien.

(2) Der Teilnenmer tragt einen jahrlichen Unkostenbeitrag in Ho6he von
20,00 EUR, der in Form einer Uberweisung unter Angabe des Namens und dem
Kennwort ,,KZM* + Klassenstufe auf das Konto

Kontoinhaber Bezirkskomitee ,,Mathematik*
IBAN DE90 8705 0000 3550 0030 55
SWIFT/BIC-Code CHEKDES81XXX (Sparkasse Chemnitz)

einzuzahlen ist. Bei spaterem Teilnahmebeginn wird ein anteilmaRiger
Unkostenbeitrag erhoben.

(3) Die Einsendetermine zu den Serien sind moglichst einzuhalten. Die
korrigierten und kommentierten Einsendungen werden mit der Uberndchsten
Serie zuriickgegeben.

(4) Bitte bei Losungseinsendung jedes Blatt mit Namen versehen!
(5) Es besteht die Mdéglichkeit der elektronischen Einsendung an
norman.bitterlich@t-online.de,

wobei flr Anlagen das pdf-Format bevorzugt wird. Es erfolgt eine
Eingangsbestatigung. Die korrigierten Einsendungen werden aber auch in
diesem Fall in Papierform zurlickgesandt. Per E-Mail kdnnen jederzeit Anfragen
zum KZM gestellt werden.

(6) Die Rucksendung erfolgt fir die Teilnehmer kostenfrei tber die Fachlehrer
der Schule — manchmal dauert das allerdings etwas langer! Wer seiner
Einsendung einen ausreichend frankierten Rickumschlag (1,45 EUR) oder
eine Briefmarke der Deutschen Post & 1,45 EUR beilegt, erhélt die
Postsendung auf direktem Weg an die Wohnanschrift.
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TEILNAHMEERKLARUNG*

Name, Vorname & ...

Wohnanschrift © ... ... .

E-Mail:

Name der Schule : ...

Ich méchte im Schuljahr 2019/20 unter den angegebenen Bedingungen am

Korrespondenzzirkel Mathematik der

Klassenstufe 9 QO
(bitte Klassenstufe ankreuzen)
Klassenstufe 10 Q

teilnehmen.

Ort, Datum Unterschrift des Unterschrift eines
Schiilers Erziehungsberechtigten

* Die Personendaten werden nur fiir den direkten Kontakt verwendet und nicht an Dritte
weitergegeben.
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Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 150 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der
Fakultat fir Mathematik der TU Chemnitz
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Das Extremalprinzip

Das Extremalprinzip ist eine der wichtigsten heuristischen Prinzipien zur
Losung mathematischer Aufgaben. Es ist an keine spezielle Thematik gebunden
und kann in allen Zweigen der Mathematik Anwendung finden, wenn es zum
Beispiel darum geht, die Existenz eines Objektes mit bestimmten Eigenschaften
innerhalb einer Menge zu beweisen. Kurz gefasst lautet es: Man untersuche
extremale Elemente einer Menge! ,Extremal“ bedeutet hierbei, sich
herauszuheben aus den Ubrigen Elementen, z. B. ein groRtes oder ein kleinstes
Element, ein Anfangs- oder Endpunkt, grofter Flacheninhalt, kleinster Umfang
und vieles andere mehr. Das Extremalprinzip nutzt dabei folgende
Eigenschaften:

- Unter endlich vielen reellen Zahlen findet sich immer eine kleinste Zahl
(Minimum; min) und eine groRte Zahl (Maximum; max).

- Jede beliebige nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes
Element.

Eine beliebige Menge M von reellen Zahlen hat im Allgemeinen weder ein
kleinstes noch ein groRtes Element. Man betrachte zum Beispiel die Menge der
ganzen Zahlen. Ist die Menge jedoch nach oben beschrénkt (d.h. es gibt eine
Zahl C, so dass fir alle Elemente x e M die Beziehung x <C erfllt ist), so hat
sie eine kleinste obere Schranke (Supremum; sup). Diese muss nicht selbst zu M
gehdren. Ist sie aber in M enthalten, so gilt sup M = max M. In Analogie gibt es
fur Mengen, die nach unten beschrankt sind, eine grofite untere Schranke
(Infinum; inf).

Beispiel: Gegeben sei die Menge M = {1—% ;neN,n> 0}.

Fir das Minimum der Menge M gilt min M = 0, das fur n = 1 angenommen
wird. Es gibt jedoch kein Maximum, denn zu jedem Element von M gibt es ein
groReres Element, das auch zu M gehért. M ist aber nach oben beschrénkt, weil
jedes Element beispielsweise Kleiner als 2 ist. Es gibt aber kleinere obere
Schranken als 2 und es gilt sup M = 1.

Sind in einer Menge mehrere extremale Elemente der gleichen Art vorhanden
(Langen von Strecken, Fl&cheninhalte von Figuren ..), dann ist es im
Allgemeinen gleichgultig, welches man nimmt.

Das Extremalprinzip wird im Folgenden an einigen Beispielen demonstriert.
Aufgabe 1. Man beweise, dass man in jedem konvexen Flnfeck stets drei

Diagonalen so auswéhlen kann, dass sich aus ihnen ein Dreieck konstruieren
l&sst!
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Losungshinweise: Man waéhle unter den flnf D
Diagonalen eine langste aus. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei dies die Diagonale BE (s
Skizze). Gesucht sind nun zwei Diagonalen, deren
Summe ihrer Langen groBer ist als die Lange BE.
Weil damit die Dreiecksungleichungen erftllt sind,
waére die Aufgabe gelost.

....................

A
Es sei S der Schnittpunkt der Diagonalen BD und CE, dann gilt

EC+BD=ES+SC+BS+SD

sowie
ES +BS > BE (Dreiecksungleichung fir Dreieck EBS)
SC+SD>CD (Dreiecksungleichung fiir Dreieck CDS)

Hieraus folgt dann EC+BD>BE+CD>BE Also kann man aus den
Diagonalen EC, BD und BE ein Dreieck konstruieren.
a

Aufgabe 2. In einer Ebene seien n Brunnen und n Hofe gegeben, von denen
keine drei Objekte auf einer Geraden liegen. Man zeige, dass es dann stets eine
Maoglichkeit gibt, n einander nicht schneidende Wege anzulegen, die jeweils
einen Brunnen mit einem Hof geradlinig verbinden.

Loésungshinweise: Man betrachte alle Mdglichkeiten, die Brunnen mit den Hofen
durch gerade Wege zu verbinden. Das sind endlich viele. Ferner betrachte man
fur jede dieser Mdglichkeiten die Summe der n Weglangen. Es gibt darunter
mindestens eine Variante mit minimaler Summe der Weglangen. Nun lasst sich
zeigen, dass sich in diesem extremalen Fall keine der n Wege schneiden.

Der Beweis wird indirekt gefuihrt. Angenommen, zwei solche
Wege wirden sich schneiden, zum Beispiel die Wege B1-H2
und B2-H1. Wie man mit Hilfe der Dreiecksungleichung
zeigen kann, ergédbe sich dann aber eine kleinere Summe der
Weglédngen, wenn man die Wege B1-H1 und B2-H2 ,
verwenden wiirde. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, @ @
bereits die minimale Summe aller Weglédngen gefunden zu

haben.

a
Aufgabe 3. In der Ebene seien n Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen. Man zeige, dass es dann einen Kreis gibt, der durch drei dieser
Punkte geht und in dessen Inneren keine weiteren Punkte liegen.

Losungshinweise: Betrachtet man alle moglichen Kreise durch drei der
gegebenen Punkte, so fihrt die Auswahl eines Kreises mit kleinstem Radius
nicht zum Ziel. Dies kann man sich bereits mit vier Punkten veranschaulichen.

3
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Aber unter den Kreisen, die durch das Punktepaar mit kleinstem Abstand gehen,
findet man denjenigen, der die Bedingung der Aufgabe erflllt. (Welcher ist es?)

Aufgabe 4. In der Ebene sei eine Menge von Punkten gegeben. Jeder Punkt aus
dieser Menge (die A genannt sei) sei Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier
anderer Punkte aus A. Man zeige, dass A aus unendlich vielen Elementen
besteht!

Losungshinweise: Den Beweis fihre man indirekt, indem man zeigt, dass die
Annahme einer endlichen Punktmenge zu einem Widerspruch fiihrt. Man konnte
einen Punkt aus A mit extremaler Eigenschaft finden, wenn man sich einen
geeigneten Bezugspunkt der Ebene auswéhlt und dann den entferntesten Punkt
untersucht (wie kann dieser Bezugspunkt definiert werden?). Einfacher
erscheint, wie in Aufgabe 3 alle Punktepaare zu betrachten. Wéhrend ein
Punktepaar mit minimalem Abstand nicht zum Ziel fiihrt, kann man zeigen, dass
fur ein Punktepaar mit maximalem Abstand ein Endpunkt nicht Mittelpunkt der
Verbindungslinie zweier anderer Punkte sein kann. (Warum nicht?)

Fakultat — der Umgang mit grof3en Zahlen?

Die Anzahl der Ziffern von n! wéachst mit zunehmenden n schnell an. Wéahrend
6! noch eine dreistellige Zahl ist, besitzt 10! bereits 7 Ziffern und 20! gar 19
Stellen. Dies war Inhalt der

Aufgabe M0O351033. Die Zahl 20! ist das Produkt aller natiirlichen Zahlen von
1 bis 20. Im Dezimalsystem ist diese Zahl 19-stellig. Jirgen hat den
Rechnerausdruck

20! = 24329020*81766*****

erhalten. Darin sind die Ziffern an den Stellen * unleserlich. Kann er, wenn die
anderen Ziffern korrekt sind, die fehlenden Ziffern ermitteln, ohne einen
Rechner zu nutzen oder Multiplikationen mit zehn- oder mehrstelligen Zahlen
auszufiihren? Wenn das maoglich ist, begriinden Sie dies und geben Sie die
fehlenden Ziffern an.

Zwei Jahre vorher wurden bereits &hnliche Problemstellungen mit gleichartigem
Fragetext in der 4. Stufe gestellt:

Aufgabe MO330944. 22! =11240007277**607680000
Aufgabe MO331044. 23! =2585201673*8849*6640000

Losungshinweise: In diesen beiden Aufgaben ist es ein nahe liegender
Losungsansatz, die fehlenden Ziffern anhand von Teilbarkeitsregeln zu

L vgl. Gardner, M. Mathematische Hexereien. Verlag Ullstein GmbH Berlin 1990.
4
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ermitteln. Die Division durch 9 und durch 11 liefert hierfiir ausreichende
Argumente. In der Aufgabe der 35. MO war zudem zunéchst die Anzahl der
Endnullen zu ermitteln. Dann verbleiben wiederum nur zwei Ziffern, die es zu
finden gilt.

Will man abschétzen, wie viele Stellen 1000! besitzt, so kdnnte man zuné&chst so
vorgehen: In 1000! tragt jeder Faktor, der Kkleiner als 1000 ist, hochstens 3
Stellen zu 1000! bei. Folglich ist die Abschatzung 1000! < 103%° sjcherlich
richtig.

Eine Verbesserung der Abschatzung ist wie folgt moglich: Aus der bekannten
Ungleichung des geometrischen und arithmetischen Mittels von n Zahlen und
der Summenformel der ersten n natirlichen Zahlen weill man, dass auch
folgende Abschéatzung gilt:

1+2+..+1000 500-1001

100971.2.....1000 < = -5005 .
1000 1000

Also ist
000 693
10001 < 501%% < (22 f** < (522 f** < 100008 = 102772

Dabei beinhalten die mittleren Abschatzungen lediglich Umformungen, die eine
Berechnung ohne Taschenrechner erleichtern, denn die Zweierpotenzen

501 <512 =2° und 2 =8.2'°=8.1024 <10000 sind bekannt (bzw. leicht
ermittelbar). Mit TR geht es auch so:

10001 < 5010 < (1027 }** ~1027%0

Die Gute der Abschatzung l&sst sich nur schwer bewerten. Hilfreich ist da die
Stirlingsche Formel?, die die Fakultit mit den beiden mathematischen
Konstanten e und 7 in Verbindung bringt: Es gilt

Diese Abschatzung liefert praktikable Aussagen zur Stellenzahl:

lg(n!) ~ n-Ig(gj+0,5-lg(27z-n).

Fur n =20 findet man auf diese Weise Ig(n!) ~18,38. Der daraus resultierende

Wert nl~ 2,39-10™® stimmt recht gut mit dem wirklichen Wert tiberein. Verlasst
man sich (hier ohne weiteren Beweis) darauf, dass die Gute dieser Abschétzung
auch bei groRen n gilt, erhdlt man fir n = 1000:

lg(1000! ) ~ 2566 61

2 JAMES STIRLING, schottischer Mathematiker (1692 bis 1770)
5
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so dass 1000! insgesamt 2567 Ziffern umfassen konnte. Es kann bewiesen
werden, dass der relative Fehler der Stirlingschen Formel mit wachsendem n
kleiner wird, so dass die Formel eine verlédssliche Abschétzung liefert. Flr
Werte Uber n = 20 betragt der Fehler weniger als 0,5%.

Wenn man auch im Alltag kaum etwas mit solchen Zahlenriesen anfangen kann,
dem Mathematiker féallt immer etwas ein. So suchte man alle Fakultaten, die
man als Pyramide schreiben kann, also in einer solchen Zifferanordnung, dass in
jeder folgenden Zeile zwei Ziffern mehr stehen. Wird die Pyramide mit n
vollstandigen Zeilen geschrieben, werden insgesamt 1+3+5+ ...+ (2n-1)
Ziffern benotigt. Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen fihrt auf die
Quadratzahl n?. Jede Fakultatszahl, fir die die Anzahl ihrer Ziffern der
Dezimaldarstellung eine Quadratzahl ist, kann folglich in einer solchen
Pyramiden- oder Dreiecksform aufgeschrieben werden. So I&sst sich 7! = 5040
in der beschriebenen Weise darstellen:

5
040

Die néchste Fakultatszahl mit dieser Eigenschaft ist 12! = 479001600:

4
790
01600

Aber nicht fir jede Quadratzahl existiert eine Fakultdt mit entsprechender
Ziffernzahl. So gibt es keine Fakultatszahl mit 25 Ziffern, wie man leicht aus
den obigen Angaben zu 23! nachpriifen kann. Die Zahl 105! wird mit 169
Ziffern geschrieben, die unterste Zeile der Pyramide besteht genau aus den 25
Endnullen der Zahl. Dass man nun in &hnlicher Weise auch Darstellungsformen
als Sechseck (z.B. 477! mit 1073 Ziffern) oder Achteck (z.B. 2206! mit 6421
Ziffern) fand, verwundert wohl nicht.

Sternfiguren 3

In Aufgabe Al-2 ist eine so genannte Sternfigur zu sehen. Um diesen Begriff
genauer zu definieren, sei zundchst an folgende Anschauung erinnert:

- Ein Vieleck, das die Ebene in zwei Gebiete (,,innen* und ,,auflen®) teilt,
heit einfaches Vieleck.

3 Nach Heinrich, F.: Innenwinkelsummen nicht einfacher Sternfiguren — ein Angebot zur
Forderung mathematischer Begabungen. In: Mathematikinformationen, Heft 42 (2005), S. 40
bis 58.
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- Enthélt die Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen Punkten im
Innern des einfachen Vielecks nur Punkte dieses Gebiets, so heildt dieses
Vieleck konvex, andernfalls konkav.

Man kann verschiedene Vielecke zeichnen, die ein sternférmiges Aussehen
haben.

S1 S2 S3

Offensichtlich unterscheiden sich diese Typen. Einen ,,Stern* wie S1 bezeichnet
man als einfache Sternfigur, wenn spitze und Uberstumpfe Innenwinkel
wechselseitig aufeinander folgen. Ublicherweise ist S1 also ein Zehneck. Die
Abbildung S2 und S3 zeigen dagegen nicht einfache Sternfiguren, auch
normale Sternfiguren genannt. Dabei sind die Schnittpunkte der Seiten keine
Eckpunkte, sondern nur die ,,Sternspitzen*. Man erkennt in der Skizze, dass man
S1 nicht als normale Sternfigur zeichnen kann.

Das Adjektiv normal driickt aus, dass keine Spitze innerhalb der Figur liegt und
dass alle Ecken zugleich Eckpunkte eines konvexen Vielecks sind, das entsteht,
wenn entsprechende Verbindungsstrecken gezeichnet wirden. Ferner l&sst sich
feststellen, dass die Seiten des Sterns dann Diagonalen in diesem konvexen
(umhillenden) Vielecks sind.

Im Gegensatz zu einfachen Sternfiguren werden in normalen Sternfiguren zwei
Strecken, die einen gemeinsamen Endpunkt haben, von wenigstens noch einer
anderen Strecke geschnitten. Der Name einer Sternfigur wird durch die Anzahl
der Ecken geprégt, S2 ist also ein Sechsstern und S3 ein Flnfstern.

Aber auch zwischen S2 und S3 findet man einen wesentlichen Unterschied:
Wahlt man sich ndmlich einen beliebigen Eckpunkt aus und verfolgt die
aneinander gereihten Seiten von Eckpunkt zu Eckpunkt, so erreicht man in S3
den Ausgangspunkt, nachdem alle Eckpunkte passiert wurden (,,in einem Zug
gezeichnet”). In S2 jedoch bendtigt man zwei Anfinge, um alle Ecken zu
erreichen. Deshalb heif3t eine Sternfigur wie S2 zerfallende Sternfigur, wéhrend
man S3 nicht zerfallend nennt.
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Versucht man nun normale Sternfiguren
zu zeichnen, ist folgende Vorgehens-
weise praktikabel: Um einen
Siebenstern zu konstruieren, erzeugt
man zunéchst ein konvexes Siebeneck
(gestrichelt gezeichnet). Von jedem
Eckpunkt aus wird nun zu seinem
uberndchsten Eckpunkt eine Strecke
gezeichnet.

Man erkennt aber, dass die Konstruktion
nicht eindeutig ist. Man konnte ja auch
beim Verbinden von Eckpunkten stets
zwei  Eckpunkte  berspringen (.
nebenstehende Abbildung).

Man muss also auch diese Typen unterscheiden. In naheliegender Weise konnte
man dafiir die Begriffe Sternfiguren erster Art bzw. zweiter Art wahlen. Setzt
man diese Idee fort und Uberspringt nun drei Eckpunkte, so entsteht eine
Sternfigur, die im Wesentlichen mit der Sternfigur zweiter Art Ubereinstimmt.
Deshalb ist die Art der Sternfigur durch die kleinste Zahl der Gbersprungenen
Eckpunkte festzulegen: Obwohl man also 3 Eckpunkte Uberspringt, erhélt man
eine Sternfigur der zweiten Art!

Nun wende man diese Konstruktion auf ein konvexes 6-Eck an. Beim
Uberspringen von einem Eckpunkt erhalt man einen zerfallenden Sechsstern.
Uberspringt man aber stets zwei Eckpunkte, entsteht ein Gebilde, was weder ein
zerfallender noch ein nicht zerfallender Stern ist. Es bietet sich an, dies eine
entartete Sternfigur zu nennen.

Nach der anschaulichen Begriffseinfihrung kann man nun die Sternfigur formal
definieren:

Gegeben sei ein konvexes n-Eck (n > 3). Die Figur, die entsteht, wenn jeder
Eckpunkt mit der k-ten darauffolgenden Ecke (k naturlich, 1 < k <n — 1) durch
eine Strecke verbunden wird, hei8t nicht einfache Sternfigur, auch normale
Sternfigur genannt.
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Eine nicht einfache Sternfigur heil3t

- nicht zerfallend, wenn sie ein (liberschlagenes) Vieleck reprasentiert,

- zerfallend, wenn sie aus mehreren sich tberschneidenden Vielecken einer
Sorte besteht,

- entartet, wenn sie weder zerfallend noch nicht zerfallend ist.

Eine nicht einfache Sternfigur ist von m-ter Art (m = k — 1), wenn bei ihrer
Erzeugung jeder Eckpunkt des konvexen Ausgangs-n-Ecks mit der k-ten

darauffolgenden Ecke (1< k < g) durch eine Strecke verbunden wird.

Es gibt auch andere Mdglichkeiten, solche Figuren zu konstruieren und darauf
aufbauend die Begriffe zu definieren. Beispielsweise gehe man von einem
geeigneten Flinfeck aus und verlangere die Seiten. Fuhrt dies in jedem Fall zu
einer Sternfigur im obigen Sinne?

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine nicht normale
Sternfigur, da die Eckpunkte nicht zu einem konvexen
5-Eck ergdnzt werden konnen. Gibt es dennoch eine
ahnliche Konstruktionsvorschrift wie oben, und wenn
ja, wie sieht die Ausgangsfigur aus?

Die Aufgabe A1-2 lasst sich nun allgemein formulieren: Was kann man Gber die
Summe der Innenwinkel an den Ecken einer nicht einfachen Sternfigur
aussagen? (...wird fortgesetzt)

Abstand von Zahlenfolgen

Angeregt durch die ,ungeordneten Reihenfolgen in Heft 6/2019 und die
Aufgabe 1-5A lassen sich weitere Unordnungen festlegen. Meist méchte man
damit eine anschauliche Interpretation formal umsetzen. Die Definition von U
geht von der ,natiirlichen® Ordnung der Platzziffern aus und charakterisiert das
Mal der Abweichung. Man konnte sich auch vorstellen, dass eine Unordnung
eine Abweichung von der ,,natiirlichen* Symmetrie in der Folge sei. Dafiir kann
man folgende Definition verwenden:

Fur eine Zahlenfolge F = (ay, a, ..., a9), in der a; bis ag paarweise verschieden
sind und die Ziffern 1 bis 9 in einer beliebigen Reihenfolge représentieren, sei
U; eine Unordnung mit

Ul( F ) - ‘al —a9‘+‘a2 —a8‘+‘a3 —a7‘+‘a4 —a6‘+‘a5 —a5‘
Der letzte Summand wird lediglich wegen der Vollstandigkeit angegeben, auch

wenn er keinen Beitrag zur Unordnung bringt. Die natirliche Reihenfolge der
Ziffern (im Weiteren mit Fo = (1, 2, 3, ..., 9) abgekurzt) liefert die Unordnung

9
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Ui(Fo) = 20. Fur alle Folgen F gilt sicherlich U;(F)>4, da aufgrund der

Verschiedenheit der Folgenglieder jeder Betrag (bis auf den letzten Term) nicht
Kleiner als 1 sein kann. Mit (1, 3, 5, 7, 9, 8, 6, 4, 2) findet man auch eine Folge,
die dieses Minimum annimmt.

Damit widerspricht die Definition aber der nattirlichen Erwartung, dass Fo die
beste Ordnung sei. Sucht man den groRten Wert fir U;, so kann man zuné&chst
die AbschatzungU,;(F ) <8+7+6+5=26 angeben. Doch leicht sieht man, dass

sich der Wert der Unordnung nicht andert, wenn man die Folgenglieder so
anordnet, dass die Differenzen in den Betragszeichen positiv sind. Damit findet
man eine bessere Abschétzung, da die Summanden nun beliebig vertauscht
werden konnen:

U;(F)<9+8+7+6+5-5-4-3-2-1=20

Dieser Wert wird aber durch die nattirliche Reihenfolge erreicht. Offensichtlich
wurde also eher eine ,,Ordnung* als eine ,,Unordnung* charakterisiert.

Wie andert sich der Unordnungsbegriff, wenn anstelle der Differenzen Produkte
gewahlt werden, also

Uz(F):alag +a2a8 +a3a.7 +a4a6 +3.52

Hierbei findet man U,(Fy;) = 95. Man kann weitere Beispiele ausprobieren, so
fur die oben untersuchte Folge Uy(1, 3,5, 7, 9, 8, 6, 4, 2) = 181. Sind das bereits
die Grenzen G, und G, flr die gilt G, <U,(F)<G, flr alle Folgen F?

60. Internationale Mathematik-Olympiade

Die diesjahrige Internationale Mathematik-Olympiade fand vom 11. bis 22. Juli
2019 in Bath (Vereinigtes Konigreich) statt. Mit 621 teilnehmenden
Schulerinnen und Schulern aus 112 L&ndern wurden wieder eine Rekord-
Teilnahme verzeichnet.

Insgesamt wurden 302 Medaillen vergeben, somit erhielten 48,6% aller
Teilnehmer einen Preis. Mit einer Gold- und vier Bronzemedaillen schnitten die
deutschen Teilnehmer vergleichbar erfolgreich wie in den letzten Jahren ab,
konnten mit insgesamt 126 Punkten von 252 mdglichen Punkten (50,0%) in der
(inoffiziellen, auf der Punktsumme der sechs Mannschaftsmitglieder
basierenden) L&nderwertung den 32. Platz erreichen. Angeflihrt wird diese
Landerliste von der Volksrepublik China und von den USA (beide jeweils
insgesamt 227 Punkte (90,1%) und sechs Goldmedaillen), gefolgt von der
Republik Korea (insgesamt 226 Punkte (89,7%), ebenfalls sechs
Goldmedaillen). Der Abstand zur viertplatzierten Nation (Demokratische
Volksrepublik Korea) mit insgesamt 187 Punkte (74,2%) ist bereits deutlich.

10
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Als besonders schwierig erwiesen sich die Aufgaben 3 und 6 — im Mittel der
Teilnehmer wurden 0,57 bzw. 0,40 Punkte von mdoglichen 7 Punkten erreicht.
Zum Vergleich: Fur Aufgabe 1 wurden im Mittel 5,18 Punkte vergeben und 382
Teilnenmer schafften hier volle Punktzahl (7 Punkte).

Vielféltige Informationen sind unter http://www.imo-official.org/ zu finden!

Aufgaben der 60. IMO

Aufgabe 1. Es sei Z die Menge der ganzen Zahlen. Man bestimme alle
Funktionen f : Z => Z, so dass f(2a) + 2f(b) = f(f(a + b)) flr alle ganze Zahlen a
und b gilt.

Aufgabe 2. Im Dreieck ABC liegt ein Punkt A; auf der Seite BC und ein Punkt
B, auf der Seite AC. Es seien P und Q Punkte auf den Strecken AA; bzw. BBy, S0
dass PQ parallel zu AB ist. Es sei P; ein Punkt auf der Geraden PB;, so dass B;
im Inneren der Strecke PP; liegt und & PP,;C = ¥ BAC gilt. Analog, sei Q; ein
Punkt auf der Geraden QA;, so dass A; im Inneren der Strecke QQ; liegt und

¥CQ:Q = ¥CBA gilt.
Man beweise, dass die Punkte P, Q, P; und Q; auf einem Kreis liegen.

Aufgabe 3. Ein soziales Netzwerk hat 2019 Nutzer, von denen einige paarweise
befreundet sind. Immer wenn der Nutzer A mit dem Nutzer B befreundet ist,
dann ist auch der Nutzer B mit dem Nutzer A befreundet. Ereignisse der
folgenden Art kdnnen wiederholt nacheinander stattfinden:

Drei Nutzer A, B und C, von denen A mit B und C befreundet ist, aber B
und C nicht befreundet sind, wechseln den Status ihrer Freundschaften so,
dass jetzt B und C befreundet sind, aber A nicht mehr mit B befreundet ist
und auch nicht mehr mit C befreundet ist. Der Status aller anderen
Freundschaften bleibt unverdndert.

Anfangs sind 1010 Nutzer mit jeweils genau 1009 Nutzern befreundet und 1009
Nutzer mit jeweils genau 1010 Nutzern befreundet. Man beweise, dass es eine
Folge solcher Ereignisse gibt, nach der jeder Nutzer hochstens mit einem
anderen Nutzer befreundet ist.

Aufgabe 4. Man bestimme alle Paare (k; n) positiver ganzer Zahlen, so dass
kl=(2"-1)-(2"-2)-(2"—4)- ... -(2" - 2""1).
Aufgabe 5. Die Bank of Bath pragt Miinzen mit einem H auf der einen Seite

und einem T auf der anderen. Harry hat n dieser Mlnzen von links nach rechts
aufgereiht. Er fuhrt wiederholt die folgende Operation durch: Zeigen genau
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k>0 Minzen ein H, dann dreht er die k-te Minze von links um; falls alle
Milnzen ein T zeigen, hort er auf. Zum Beispiel wéare fir n=3 mit
Anfangskonfiguration THT der Prozess THT - HHT - HTT -2 TTT, welcher
nach 3 Operationen endet.

(@)Man zeige, dass Harry fur jede Anfangskonfiguration nach einer
endlichen Anzahl von Operationen aufhort.

(b)Fur jede Anfangskonfiguration C sei L(C) die Anzahl der Operationen bis
Harry aufhort. Beispielsweise sind L(THT) =3 und L(TTT)=0. Man
bestimme den Durchschnittswert von L(C) dber alle 2" mdglichen
Anfangskonfigurationen C.

Aufgabe 6. Es sei | der Inkreismittelpunkt des spitzwinkligen Dreiecks ABC mit
AB = AC. Der Inkreis o von ABC bertihre die Seiten BC, CA und AB in D, E
bzw. F. Die Gerade durch D senkrecht zu EF schneide @ auflerdem in R. Die
Gerade AR schneide @ auBerdem in P. Die Umkreise der Dreiecke PCE und
PBF schneiden sich auBerdem in Q.

Man beweise, dass sich die Geraden DI und PQ auf derjenigen Geraden durch A
schneiden, die senkrecht zu Al ist.

Hinweis: Die Arbeitszeit betragt zweimal 4 Stunden und 30 Minuten.
Sicherlich ist der Schwierigkeitsgrad sehr hoch, so dass fir die Klassenstufen

9/10 im Allgemeinen keine vollstandigen Lésungen gelingen werden. Dennoch
kdnnte man sich mit diesen Aufgaben beschaftigen, beispielsweise

zu Aufgabe 1: Man finde eine Aussage uber f(0) und gebe mindestens eine
Losung an.

zu Aufgabe 2: Man l6se die Aufgabe fir ein gleichseitiges Dreieck ABC.

zu Aufgabe 3: Man betrachte die analog formulierten Probleme fur 3, 5, ...
Nutzer.

zu Aufgabe 4: Man finde durch systematisches Suchen einige Lésungspaare
und stelle eine Vermutung tber die Lésungsmenge auf.

zu Aufgabe 5: Man probiere einige Beispiele und formuliert einen
Losungsansatz fir Teilaufgabe a).

zu Aufgabe 6: Man veranschauliche die Aufgabenstellung in einer sorgféltig

durchgefihrten Konstruktion.

Mathematik im Wettbewerb ,,Jugend forscht*

Der Bundeswettbewerb ,,Jugend forscht* wird von der gleichnamigen Stiftung
ausgerichtet 4. Im Jahre 1965 rief der damalige Chefredakteur und Herausgeber
des STERN, Henri Nannen, den Wettbewerb ,,Jugend forscht“ ins Leben, um

4 www.jugend-forscht.de
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der naturwissenschaftlich-technischen Nachwuchsforschung ein Podium fir ihre
Aktivitditen zu bieten. Ab 1975 ist ,Jugend forscht“ ein gemeinsames
Forderungswerk des Bundesministeriums fir Bildung und Wissenschaft sowie
des STERN. Die Schirmherrschaft hat der Bundespréasident bernommen.

Die Wettbewerbsidee ist dem urspringlichen Anliegen treu geblieben. Alles,
was in den sieben Fachgebieten® Arbeitswelt, Biologie, Chemie, Geo- und
Raumwissenschaft, Mathematik/Informatik, Physik und Technik
untersuchenswert erscheint, kann aufgegriffen, erarbeitet und schlief3lich in den
Regionalwettbewerben prasentiert werden. Sowohl als Einzelstarter als auch in
einer Gruppe bis zu 3 Schulern kdnnen Madchen und Jungen bis 16 Jahre
(,,Schiiler experimentieren*) bzw. Jugendliche zwischen 16 und 22 Jahre
(,,Jugend forscht*) teilnehmen. Die Anmeldung bis zum 30. November ist
gleichermalen die Startberechtigung — vorausgesetzt, bis zum Einsendetermin
im Januar des Folgejahres kann eine etwa 15-seitige Darstellung der
Forschungsergebnisse vorgelegt werden. Diese Arbeit ist zum Wettbewerb
Offentlich vorzustellen: an einem Stand steht man Juroren, Gasten und den
anderen Teilnehmern Rede und Antwort.

Der Gesamteindruck aus schriftlicher Arbeit, Poster und mindlicher Darstellung
entscheidet (ber die Preisvergabe. Wesentliche Erfolgskriterien sind:
Originalitat, Eigenstandigkeit, Kreativitdt. Kaum einer geht leer aus, viele
Sonderpreise sind Lohn fir die Leistungen. Die Besten jedes Fachgebietes (und
das konnen auch jeweils mehrere sein) werden zur Teilnahme am
Landesausscheid eingeladen, wo sie die Chancen erhalten, als Landesbeste ins
Bundesfinale zu gelangen.

Teilnehmerzahl

Schuljahr | (Anmeldungen Patenfirma des Bundesfinales

zur 1. Runde)
2015/16 12.058 Heinz Nixdorf MuseumsForum Paderborn
2016/17 12.226 Siemens AG, Heinrich-Lades-Halle Erlangen
2017/18 12.069 Merck KGaA Darmstadt

Fraunhofer-Institut fir Werkzeugmaschinen und

2018/19 12.150 Umformtechnik Chemnitz

Gesamt-Teilnehmerzahl (Anmeldungen) und Patenfirma des Bundesfinales

Das Fachgebiet Mathematik/Informatik eignet sich eigentlich gut fir eine
Prasentation eigener Untersuchungen, zeigt aber bundesweit mit 879
Teilnehmern (7,2%) neben dem FG Geo- und Raumwissenschaft eine sehr
geringe Resonanz — schade! (Zum Vergleich: Biologie: 2799 Anmeldungen.)
Ein schwacher Trost: In Sachsen konnten unter den 231 Anmeldungen immerhin
11,7% im FG Mathematik/Informatik gezahlt werden.

5 Schwer Klassifizierbare Themen konnen als interdisziplinare Arbeiten gesondert bewertet
werden.
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Der sachsische Landeswettbewerb® wurde vom 4. bis 6. April 2019 gemeinsam
von den Patenfirmen Globalfoundries, Siemens AG und BMW Group in
Chemnitz im Industriemuseum Chemnitz veranstaltet.

Jeder, der sich schon einmal mit einer mathematischen Problemstellung vertieft
befasst hat, sollte seine Ergebnisse auch bei ,,Jugend forscht* vorstellen. Die
Mihe der Présentationsvorbereitung lohnt sich auf alle Falle! Bei Anfrage wird
gern Unterstltzung bei der Themenfindung, der inhaltlichen Umsetzung und
gegebenenfalls der Partnersuche gegeben — aber jeder Mathematik- oder
Informatik-Lehrer ist gleichermalien ein Ansprechpartner.

Die folgende Ubersicht der Themen der Landeswettbewerbe aus vergangenen
Jahren gibt einen Eindruck tber die Vielfalt der untersuchten Fragestellungen im
Fachgebiet Mathematik/Informatik (alphabetisch geordnet). Leider sind ab 2019
Wettbewerbsdaten des S&chsischen Landeswettbewerbs ,,Jugend forscht und
,,ochuler experimentieren® auf der Grundlage der DSGVO (Datenschutz) und
des Datenverarbeitungsvertrages mit den Patenfirmen nicht verfiigbar.

Es wurde im Fachgebiet Mathematik/Informatik 2019 in Sachsen kein 1. Preis
(und damit auch keine Qualifikation flr das Bundesfinale) vergeben.

Barylla, Philipp & Herrmann, Philipp (Rossbach-Schule, BSZ Leipzig) | 2016
Jugend forscht to go

2. Platz, Sonderpreis des Sachsischen Staatsministeriums fiir Kultus,
Sonderpreis futureSAX

Borodi, Vlad Samuel & Seibt, Annegret (Kepler-Gymn. Chemnitz) 2018
Analyse von Kartenmischtechniken
2. Platz

Jandura, Sven (Nexd-Gymn. Dresden) 2016
Analyse der Restfehlerwahrscheinlichkeiten zweier Decodierer von
linearen Blockcodes

Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale, Sonderpreis futureSAX
Juppe, Pascal (Sachs. Landesgymn. St. Afra Meil3en) 2018
Identifikation organischer Verbindungen mittels Infrarot-
spektroskopie und neuronalen Netzen

3. Platz, Sonderpreis Jahresabonnement ,, Spektrum der Wissenschaft “
Kandratavicius, Mantas (Goethe-Gymn. Chemnitz) 2018
Losungsansatze der Beal-Vermutung

3. Platz, Sonderpreis Forschungspraktikum Leibnitz-Institut
Ketelsen, Margarete (Nex0-Gymn. Dresden) 2017
Drei- und Vierdimensionale Fraktale
2. Platz

6 www.jugend-forscht-sachsen.de
14



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik® — Heft 7/2019

Konig, Josie (Kepler-Gymn. Chemnitz) 2016
Das lineare Regressionsmodell in Theorie und Praxis
3. Platz, Sonderpreis Studienseminar ,, Kerchensteiner Kolleg “

Krabbes, Felix (Ostwald-Gymn. Leipzig) 2017
Praxisorientierter Steuerungsalgorithmus fur ein autonomes RC-
Segelboot

Landessieger fur interdisziplinare Arbeit, Teilnahme am Bundesfinale

Loos, Felix (Freies Gymn. Borsdorf) 2018

Entwicklung einer kinstlichen Intelligenz flr Industrieroboter
Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale

Meyer, Julian (S&chs. Landesgymn. St. Afra MeilRen) 2018
Simulationen von Strukturen aus Holz
Sonderpreis Qualitatssicherung

Mogdans, Sarah (Freies Gymn. Penig) 2016
Wourzelziehen — keine schmerzhafte Angelegenheit

3. Platz

Schmidt, Conrad (Kepler-Gymn. Chemnitz) 2017

Erstellung einer Android App als smartes Hausaufgabenheft

3. Platz, Sonderpreis des Sachsischen Staatsministeriums fir Kultus
Skaliks, Eric (S&chsisches Landesgymn.St. Afra Meil3en) 2017
Neural AMT

Landessieger, Teilnahme am Bundesfinale

Das Bundesfinale des 54. Wettbewerbs ,,Jugend forscht* wurde vom 16. bis 19.
Mai 2019 gemeinsam mit dem Fraunhofer-Institut IWU in Chemnitz
ausgerichtet. Zur Preisverleihung waren der Bundesprasident, Frank-Walter
Steinmeier, und der Ministerprasident des Freistaates Sachsen, Michael
Kretschmer, anwesend. Insgesamt 190 Finalisten hatten sich mit ihren 111
Projekten wahrend des Finales einer Expertenjury aus Wissenschaft und
Forschung gestellt. Den 1. Preis im Fachgebiet Mathematik/Informatik errang
Constantin  Tilman Schott, Paul-Gerhardt-Schule Dassel, Holzminden
(Niedersachsen) mit seiner Arbeit ,,Auf den Punkt gebracht - Einsatz von
Methoden kunstlicher Intelligenz in der kephalometrischen Ro&ntgen-
diagnostik“. Der Finalsieg war mit einem Preisgeld der Fraunhofer-Gesellschaft
zur Forderung der angewandten Forschung e.V. (2500 €) verbunden. Uber die
Siegerarbeit ist unter www.jugend-forscht.de in der Preistragerbroschire zu
lesen:

Bisweilen mussen Mediziner den Schéadel eines Patienten genau vermessen, etwa
fir chirurgische Eingriffe am Kiefer. Zu diesem Zweck fertigen sie
Rontgenbilder des Kopfes an. Friher wurden diese Aufnahmen zumeist manuell
ausgewertet. Mittlerweise erfolgt dieser Arbeitsschritt immer haufiger
automatisiert per Computer. Um die Analyse der RoOntgenbilder weiter zu
vereinfachen, entwickelte Constantin Tilman Schott eine innovative Software,

15



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik® — Heft 7/2019

die einen wichtigen Bezugspunkt auf der Schadelbasis — die Sella turcica —
mittels kdnstlicher Intelligenz (KI) identifiziert. Sein Programm nutzt dafr
selbstlernende Algorithmen. Versorgt man es mit ausreichend vielen Daten,
kann es den Sella-Punkt mit grof3er Treffsicherheit berechnen, im Durchschnitt
bis auf einen halben Millimeter genau.

Die Jury Uberzeugte insbesondere (ebenda nachzulesen), dass der Jungforscher
nicht nur gangige Fachliteratur nutzte, sondern sich systematisch in das
Forschungsgebiet einarbeitete. Er testete viele Varianten, modifizierte die
Topologie des neuronalen Netzes und schuf damit eine neuartige und
hochwertige LOsung des Problems.

Metriken’

Waihrend des 4. Chemnitzer Seminars 2019 wurden geometrische Orter
diskutiert, also Mengen von Punkten, die gewisse Eigenschaften erfullen. Der
einfachste geometrische Ort ist der Kreis (Menge aller Punkte, die von einem
gegebenen Punkt einen festen Abstand haben). Winkelhalbierende,
Mittelsenkrechte, Ellipse sind weitere Beispiele von bekannten geometrischen
Orten. Bei der Suche nach den geometrischen Orten sind stets die folgenden vier
Aspekte explizit darzustellen:

- eindeutige Beschreibung der gesuchten Menge,

- Nachweis, dass ein Punkt, der den Bedingungen der Aufgabenstellung
gendigt, in dieser Menge enthalten ist,

- Nachweis, dass alle Punkte auBerhalb dieser Menge nicht allen
Bedingungen der Aufgabenstellung geniigen,

- Nachweis, dass jeder Punkt dieser Menge mit der in der Aufgabenstellung
beschriebenen Vorschrift erzeugt werden kann.

Der in solchen Aufgaben verwendete Begriff des Abstandes soll nun ndher
betrachtet werden. Eine Metrik ist eine mathematische Funktion, die je zwei
Elementen einen nicht negativen Wert zuordnet, der als Abstand der beiden
Elemente voneinander aufgefasst werden kann. Formal definiert betrachte man
eine beliebige Menge X und eine Abbildung d: X xX —R mit den
Eigenschaften (x,y,ze X)

d(x,y)=0 < x=y
d(x,y)=d(y,x)
d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

" Nachtrag zum Seminarprogramm vom 22.06.2019
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Dann nennt man d Metrik auf X. Aus der ldentitat, der Symmetrie und der
Dreiecksungleichung folgt bereits, dass eine Metrik nur nicht negative Werte
annimmt:

2-d(x,y)=d(x,y)+d(x,y)=d(x,y)+d(y,x)>d(x,x)=0.

Im Weiteren werden hier nur Metriken in der Ebene untersucht, wobei Punkte P
durch Angabe ihrer Koordinaten x und y charakterisiert werden, P(x,y). Die
bekannte Abstandsfunktion fiir zwei Punkte der Ebene

d(X’Y):d((Xl%)’(Xz’Y2)):\/(Xl —Xz)z +(y1 - Y2)2

heilst Euklidische Norm (2-Norm) und liefert (mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras) die ubliche geometrische Lange des Abstandes zweier Punkte. Ein
Kreis als der geometrische Ort aller Punkte, die zu einem fest vorgegebenen
Punkt M, dem Mittelpunkt des Kreises, einen festen Abstand r haben, ist die
bekannte geometrische Figur.

Die Funktion d(X,y)=|x — X,|+|y; — Y,| erfullt ebenfalls die Eigenschaften

einer Metrik. Sie wird als Manhatten-Metrik (auch 1-Norm) bezeichnet, weil sie
die Entfernung zweier Punkte (P1, P2) in Manhatten beschreibt, wo die StraRen
schachbrettartig in ,,horizontaler und ,,vertikaler* Richtung verlaufen.

P2

yA

P1

Der Kreis (wie oben als geometrischer Ort definiert) erscheint mit dieser Metrik
als ein auf der Spitze stehendes Quadrat. Leicht pruft man nach, dass die Punkte
P auf dem Umfang einer solchen Figur nach der Manhatten-Metrik einen
konstanten Abstand vom Mittelpunkt M haben.

Auch die Funktion

d(x,y)= max{\x1 — X, 3] yy - yz\}

17
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erfillt die Eigenschaften einer Metrik. Sie y 4
wird Maximum-Metrik  (auch  o-Norm)
bezeichnet. Der Kreis ist bei der Maximum-
Metrik ein Quadrat. P

Fir solcherart definierter Metriken ist die M X
Bezeichnung p-Norm (blich. Dies begriindet
sich in der verallgemeinerten Darstellung fir
die Abstandsberechnung

dp(X’Y):E/‘Xl _Xz‘p +‘Y1 - yz‘p

Fur p =2 erhélt man die Euklidische Metrik, fir p =1 die Manhatten-Metrik
und fiir sehr grof3es p nahert sich die Metrik der Maximum-Metrik. Man schreibt
auch d(x,y)=[x-y]|.

Man prife nach, dass auch folgende Funktion eine Metrik definiert:

0 falls x=y
<= ¥l= 1 falls x=zy

Als weiteres Beispiel einer Metrik ist die Franzosische Eisenbahn-Metrik
bekannt. Man stelle sich ein Eisenbahnnetz vor, bei der alle Linien Uber einen
zentralen Bahnhof S verlaufen (auf dem man ggf. umsteigen muss, um sein Ziel
zu erreichen). Dies war fruher in Frankreich mit dem Zentrum Paris tatsachlich
so. Dann ist auch diese Abstandsfunktion eine Metrik:

d,(x,y) falls x,yundS auf einer Geradeliegen

d(x.y) :{dz(x,S) +d,(S,y) sonst

Ein Kreis héngt nun von der gegenseitigen

Lage des Zentrums S und des P

Kreismittelpunkts M ab. Gilt fiir den Radius M
r<|M -S|, so kommt man anschaulich gar

nicht bis zum Zentrum S und der Kreis besteht

nur aus zwei Punkten auf der Geraden durch

M und S, die von M den gleichen Abstand r

haben.

Fur r>|M -S| ist der Kreis um M nach der Eisenbahn-Metrik ein Kreis um S
nach der Euklidischen Metrik mit dem Radius r —|M —S| mit Ausnahme des

Pheripherie-punktes auf der Geraden durch M und S. Anstelle dieses Punktes
gehort der Punkt zum Kreis, der auf dieser Geraden tuber M hinaus im Abstand

18
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von r liegt. Jeder Punkt P gehort zum Kreis, weil der Abstand von M und P ber
S gemessen wird.

Die Eisenbahn-Metrik kann man aber auch M
modifizieren, indem anstelle eines Zentrums

eine Hauptlinie genutzt wird (auch Urwald- P

Metrik genannt, wenn man die Hauptlinie als
Fluss interpretiert: die ginstigste Verbindung

zweier Orte fihrt im Urwald zunéchst auf

kirzesten Weg zum Fluss, dann entlang des Flussufers und schlieRlich wieder
auf kirzesten Weg zum Zielpunkt). Auch hierbei wird der Abstand zweier
Punkte auf einer Senkrechten direkt gemessen. Wie sieht nun der Kreis um M
aus, wenn P ein Punkt der Kreislinie ist?

Die besondere MO-Aufgabe: Achtung — Falle Taschenrechner!

Aufgabe M0O441021. Es seien x und y positive ganze Zahlen
mit dem harmonischen Mittel h = 1—21 =4 und

— + N
Xy

[\2 2
dem quadratischen Mittel q = X ;y =24.

Bestimmen Sie den Wert des arithmetrischen Mittels a = % .

Losungshinweise: Wegen h = 4 folgt durch Multiplikation mit (x + y)
2Xy =4(X+VY).

Wegen g = 24 folgt durch Quadrieren und anschlieBende Multiplikation mit 2
x? +y? =1152.

Die Addition dieser beiden Gleichungen ergibt
X2 +2xy+y2 =(x+y)? =1152 + 4(x +y),

also nach Definition von a

(2a)? =1152 +8a.
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Dies fihrt zu einer quadratischen Gleichung, von deren beiden Ldsungen
&, =1+17 die negative auszuschlieBen ist, da x und y positiv sind. Daher folgt

a=18. (|

An dieser Aufgabe nebst Losungsdarstellung erscheint nichts auffallig. Man
kdnnte aber auch in ebenso naheliegender Weise die gegebenen Gleichungen fir
h und g so umzuformen, dass man zundchst eine Gleichung in x (bzw. iny)
erhalt, ndmlich

Lz = V1152 - x?,
1-=
X
deren LAsung mittels Taschenrechner bestimmt werden kann: x, ~ 3387450787
und daraus folgt (beispielsweise Uber die Gleichung zu h) y; = 2125492134 . Da

hier nur Rundungswerte verarbeitet werden, ist auch das Ergebnis nur
angendhert bestimmbar (auch wenn sich ,,zufallig” auf dem TR a = 18 ergibt).
Rundet man dagegen x; als Zwischenergebnis auf weniger Stellen, wird a immer
ungenauer. Dabei bleibt aber das Ergebnis im Prinzip in der Nahe von 18.

Doch Gluck gehabt! Wirde man aus Symmetriegrinden von der Loésung
X, ~ 2125492134 ausgehen und damit Uber die Gleichung des harmonischen

Mittels den Wert von y, ermitteln, namlich

Y, = 2X
27 x-2"

haben Rundungseffekte gravierende Auswirkungen: man erhdlt mittels
Taschenrechner

fur x, ~2125:  y,=34,00,d.h. a~18,06,
fur x, =2,13: y, ~32,77,d.h. a=1745.

Damit wére die Losung a = 18 nicht mehr zu begriinden!

Bekannte Satze der Mathematik

Satz. Der Schwerpunkt eines Dreiecks teilt die Seitenhalbierenden in Abschnitte
mit dem L&ngenverhaltnis 1:2

Beweis: Durch die drei Seitenhalbierenden wird das Dreieck in sechs
Teildreiecke geteilt. Je drei davon besitzen zusammen denselben Flacheninhalt,
denn die Seitenhalbierenden teilen das Dreieck in zwei flachengleiche Teile:
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Ath+Ag=Art+ A+ Ag
PotAgt A=A+ A+ A
At Apths=RAg+ A+ A

Subtrahiert man die zweite Gleichung
von der ersten so ergibt sich
A — A=A, — A Daraus folgt die
Gleichheit A; = A4. In analoger Weise kann man die dritte von der ersten
Gleichung subtrahieren sowie die dritte von der zweiten und erhélt so insgesamt,
dass die Flacheninhalte gegeniberliegender Dreiecke untereinander jeweils
gleich sind. Die jeweils benachbarten Dreiecke A;|As, A4As und A;|As besitzen
ebenfalls paarweise denselben Flacheninhalt, da sie jeweils gleiche Grundseiten
haben (die Halfte einer grofien Dreiecksseite) und identische H6hen. Damit
besitzen alle sechs kleinen Dreiecke denselben Flacheninhalt, d.h.

A1:A2:A3:A4:A5:A6.

Betrachte man nun die vierte und die
sechste Dreiecksflache. Die HOhen dieser

C
P
Dreiecke sind parallel, da sie beide hg e
senkrecht auf der Seitenhalbierenden MB " < 1
stehen. Weil P die Strecke BC halbiert, ist \Z\/,,
-

IBC|:|BP|=2:1 und folglich nach dem
Strahlensatz auch hg : hy =2 : 1.

Weiterhin besitzen die Dreiecke BPS und MSC besitzen den gleichen
Flacheninhalt. Wenn aber die H6he hs doppelt so grof? ist wie hs, muss gelten:
IBS| : [IMS| = 2, und damit teilt der Schwerpunkt S die Seitenhalbierende MB in
zwei Abschnitte mit dem Langenverhéltnis 2 : 1.

Analog kann man je zwei Teildreiecke betrachten, die an den anderen
Seitenhalbierenden anliegen und kommt zu entsprechenden Ergebnissen fir die

Lage von S auf diesen Strecken.[] a
C

Beweisvariante: Man verbinde die
Seitenmittelpunkte M, und M.. Dann gilt

|AB|: [MB|=2:1
und |CB|:|MB|=2:1.

Damit sind die beiden Strecken MM, und AC parallel. Weiter folgt, dass auch
|AC| : |[MaM¢| = 2 : 1 gilt. Fur die beiden Seitenhalbierenden AM, und CM lasst
sich daraus — wieder auf der Grundlage des Strahlensatzes — ableiten:
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Wegen |AC| : [MaM¢| = 2 : 1 muss gelten: |AS| : [SMa| = 2 : 1 und fur die andere
Seitenhalbierende |CS| : [SM¢| =2 : 1. a

Folgerung. Nicht jede Gerade durch den Schwerpunkt teilt die Dreiecksflache
in zwei flachengleiche Teilfiguren.

Beweis: Man betrachte ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge a (und
dem Fl&cheninhalt %az -4/3) und wahle als Schnittgerade eine Parallele zu einer

Dreiecksseite durch den Schwerpunkt. Dann betragt der Fl&cheninhalt des

. . 2 ) i
,,abgeschnittenen® Dreiecks %(%a) J3, also %<% des Flacheninhalts des

Ausgangsdreiecks. a

In alten Mathe-Buichern geblattert

Im Verlag von B.G. Teubner (Leipzig) erschien 1906 die 7. Auflage eines
Buches von Dr. E. Bardeys: Arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der
Arithmetik, vorzugsweise fr Realschulen, hthere Birgerschulen und verwandte
Anstalten. In dieser 232-seitigen Aufgabensammlung werden im zweiten Teil
Bestimmungsaufgaben im Kapitel XXII ,,Quadratische Gleichungen mit zwei
Unbekannten* behandelt. Der vorangestellte kurze Theorieteil beschreibt
zunachst:

., Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung mit zwei Unbekannten ist
ax®+bxy +cy?+dx+ey+f=0

Aus zwei derartigen voneinander unabhéangigen Gleichungen kann man unter
Anwendung der in Kapitel XVIII , Gleichungen ersten Grades mit mehreren
Unbekannten* erlduterten Methoden die eine Unbekannte eliminieren und sich
zunachst eine Gleichung mit einer Unbekannten verschaffen. Im Allgemeinen
wird man jedoch hierdurch auf eine Gleichung vom vierten Grad gefiihrt, deren
Losung nicht in den Bereich unserer Betrachtungen gehort. In gewissen
Spezialfallen gelangen wir aber wieder auf eine Gleichung vom zweiten Grad,
was immer der Fall ist, wenn eine der gegebenen Gleichungen vom ersten Grad
ist.”

Man l6se folgende Aufgaben!

Aufgabe 39. Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit dem Umfang 200 cm ist
ebenso grol3 wie der eines Quadrates, dessen Umfang 192 cm ist. Wie grol} sind
die Seiten des Rechtecks?

Aufgabe 40. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks sei 10 m. Die Hohe
zur Hypotenuse ist gleich der Differenz der Hypotenusenabschnitte. Wie grof3
sind die Hypotenusenabschnitte?
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Aufgabe 47. Welche zwei Zahlen haben folgende Eigenschaft: Dividiert man
die Differenz ihrer Quadrate durch die erste Zahl, so erhdlt man 5 Rest 5.
Dividiert man sie durch die zweite Zahl, so erhélt man 13 Rest 1.

Aufgabe 49. Ein Bruch verwandelt sich seinem Wert nach in den umgekehrten
Bruch, wenn man vom Zahler 2, vom Nenner 5 abzieht, oder wenn man zum
Zahler 6, zum Nenner 1 addiert. Wie heifl3t der Bruch?

Aufgabe 60. Die Zahl 900 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dass die
Summe ihrer Kuben gleich 370 ist.

Aufgaben Serie 2 (2019/20)
(Einsendungen bis 25. Oktober 2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str.
21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de 8)

Aufgabe 2-1. Gesucht ist die kleinste natlrliche Zahl n, bei der sowohl deren
Quersumme Q(n) als auch die Quersumme Q(n + 1) des Nachfolgers (n + 1)

durch 11 teilbar sind. (5 Punkte)

Aufgabe 2-2. Jemand hat fir einen Einkauf die Halfte seines verfligbaren
Geldes ausgegeben und danach genauso viele Cent wie vorher Euro und halb so
viele Euro wie vorher Cent in seinem Portemonnaie. Wie viel Geld hat er nach
dem Einkauf? (5 Punkte)

Aufgabe 2-3. Gegeben ist ein Dreieck ABC mit dem Flacheninhalt Aasc = 1. ES
sei M der Mittelpunkt von BC und P der Mittelpunkt von AM. Weiter schneide
die Gerade BP die Seite AC in einem Punkt Q. Bestimmen Sie den Flacheninhalt
des Vierecks MCQP. (6 Punkte)

Aufgabe 2-4. Gegeben sei ein Dreieck ABC und auf AB ein Punkt D. Man
konstruiere einen Punkt E auf einer der beiden anderen Dreieckseiten so, dass
DE die Dreieckflache in zwei flachengleiche Teile zerlegt. Die Konstruktion ist
zu beschreiben, zu begrinden und zu diskutieren. (6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Lésung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bericksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben
bzw. mehr als 12 Punkte zwei Zusatzpunkte.)

Aufgabe 2-5A. In der Ebene seien endlich viele Punkte gegeben. Jeden von
diesen verbinde man mit seinem nachstgelegenen Punkt durch eine Gerade. Alle
Abstande seien verschieden, daher ist es eindeutig, welcher Punkt jedem Punkt
am nachsten liegt.

8 Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von
Dateiverlusten nachzufragen.
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(a) Man zeige: die entstehende Figur enthalt keine sich schneidende Strecken.
(2 Punkte)

(b) Man zeige: die entstehende Figur enthélt kein geschlossenes Polygon.
(2 Punkte)

(Hinweis: Ein ebenes Polygon stellt einen Streckenzug P1, P2, .. Pn dar. Ist P1 = Pn, so heil3t
das Polygon geschlossen.)

(c) Man beweise: Bilden je drei Punkte der gegebenen Menge ein Dreieck,
dessen Flache Kkleiner oder gleich 1 Flacheneinheit (FE) ist, so gibt es ein
Dreieck mit der Flache von 4 FE, das alle gegebenen Punkte enthalt. (4 Punkte)

Aufgabe 2-5B.

(a) Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele Tripel
natlrlicher Zahlen (k, m, n) mit n>m > 1 gibt, die die Gleichung m!-n!= k?
erfllen. (2 Punkte)

(b) Man beweise: Fiir jede natirliche Zahl n>24 endet die Zahl n! auf

mindestens g Nullen. (2 Punkte)

(c) Man zeige, dass die Dezimalzahl 0,(11)(21)(3!)... (also nach dem Komma die
Aneinanderreihung der Ziffern der Fakultaten, d.h. 0,1 2 6 24 120...) irrational
ist. (4 Punkte)

(Hinweis: Eine rationale Zahl hat entweder eine abbrechende oder eine periodische
Dezimaldarstellung.)

Seminarankundigung

Am Sonnabend, dem 21. September 2019, findet von 09:00 Uhr bis gegen
12:30 Uhr, das 1. Chemnitzer Seminar zum KZM statt. Traditionell laden wir
dazu zu Beginn des Schuljahres an die Fakultat fiir Mathematik der Technischen
Universitat Chemnitz ein. Alle Interessenten (auch ohne Teilnahme am KZM)
sind herzlich willkommen!

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der
Fakultat fir Mathematik der TU Chemnitz ° VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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L6sungsdiskussion Serie 1

Aufgabe 1-1. Zwei Freunde A und B sitzen im Café. A hat ein Glas Milch und
B eine Tasse Kaffee schwarz vor sich. A gibt einen L6ffel voll Milch in die Tas-
se von B. Nachdem B umgerlhrt hat, gibt B einen L&ffel (gleicher GroRze) voll
seines Kaffee-Milch-Getrankes in das Glas von A. Es ist zu entscheiden, ob an-
schlieBend A weniger, gleich viel oder mehr Kaffee in seiner Milch hat als B
Milch in seinem Kaffee. Man begriinde die Antwort!

Losungshinweise: Nach dem Mischen befinden sich im Glas bzw. in der Tasse
die gleichen Flussigkeitsmengen wie vorher. Daher fehlt B am Ende gegentiber
dem Anfangszustand in seiner Tasse genau soviel Kaffee, wie er Milch in der
Tasse hat. Genau diese Menge Kaffee muss A im Glas haben. Somit hat B genau
so viel Milch in der Tasse Kaffee wie A Kaffee im Glas Milch.

Losungsvariante: Es sei M die Menge Milch und k die Menge Kaffee, die A
nach dem Tausch in seinem Glas hat, und m die Menge Milch, die B in seiner
Tasse hat. Da A nach dem Tausch die gleiche Menge Flissigkeit in seinem Glas
hat wie vor dem Tausch, gilt M+ k=M +m, also k =m. a

Geht man allgemein von einer Menge Milch m, einer Menge Kaffee k und einem
Fassungsvermdgen des Loffels | aus, wobei keine Bedingungen an diese Men-
gen zu stellen sind (auBer | < m, d.h. man kann tatséchlich einen Loffel voll
Milch nehmen), so befindet sich nach dem ersten Tauschvorgang k + | Fllssig-
keit in der Tasse. Nach dem Umrihren entnimmt man davon wieder eine Menge

I, die nun aber I-ﬁ Milch und Kaffee I-% Kaffee enthélt. Dies gilt, weil
+ +

wie in der Tasse das Verhéltnis von Milch zu Kaffee auch auf dem Loffel wie
| : k sein muss und die Gesamtmenge auf dem Lo6ffel | ist. Also befindet sich

nach dem zweiten Tausch die Menge Il—k Kaffee in der Milch. An Milch ver-

+1
bleibt im Kaffee aber

L (k+)-1P 1k
k+1 k+]1 k+1

Diese Mengen sind also gleich.

Aufgabe 1-22. Man ermittle die Summe der GroRen der Innenwinkel an den fiinf
Spitzen des dargestellten fiinfzackigen Sterns!

! Diese Aufgabe wurde 1963/64 in der 1. Stufe der MO (KI. 11/12) gestellt.
2 Diese Aufgabe wurde 1966/67 in der 1. Stufe der MO (KI. 9) gestellt.
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Losungshinweise: Es seien Az, Ay, ..., As As

die Scheitelpunkte der Winkel an den

Spitzen des Sterns und o (i=1, ..., 5) die

Grolen der Innenwinkel mit dem Scheitel  A; B As
Ai. Verfolgt man von A; aus die Strecken
A1Az, AZAs, ... bis AsA; und dreht sich an
den Spitzen jeweils gegen den Uhrzeiger-
sinn, sodass man anschlieend wieder in
Richtung A; blickt, so hat man sich in der
Ebene insgesamt zweimal um sich selbst
gedreht, also einen Drehwinkel von

2 -360° ausgefihrt.

A4 A2

Andererseits dreht man sich in jedem Scheitelpunkt A; um 180° — ;. Somit gilt:

5 5
5 (180° - ;)= 5-180° - 3" at; = 2-360°,
i=1 i=1
5
also Yo =0y +0a,+og+oy, +og =180°,
i=1

Folglich betrdgt die Summe der Innenwinkel an den Spitzen 180°. a

Weitere Losungsvarianten werden in diesem Heft im Abschnitt Sternfiguren
diskutiert.

Aufgabe 1-33. Gegeben sind zwei Dreiecke, das Dreieck ABC mit dem Flachen-
inhalt A; und das Dreieck DEF mit dem Fl&cheninhalt A,. Man weise nach, dass
man aus den beiden Dreiecken mit Hilfe geometrischer Grundkonstruktionen ein
drittes Dreieck konstruieren kann, das den Flacheninhalt A; + A; hat.

Losungshinweise: Als Spezialfall erkennt man, dass zwei rechtwinklige Drei-
ecke mit einer gemeinsamen Kathetenldnge in einfacher Weise zu einem Drei-
eck der geforderten Art zusammengefuigt werden konnen. Es ist nun zu zeigen,
dass zwei beliebige Dreiecke zu einem solchen Spezialfall transformiert werden
konnen. o

Schritt 1: Jedes Dreieck kann mit-
tels geometrischer Grund-
konstruktionen in ein fl&chen-
gleiches rechtwinkliges Dreieck
transformiert  werden  (mittels
Scherung). Man errichte auf der
Strecke AB im Punkt A eine Senk- A

3 Nach Aufgabe M0O541023
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rechte und ziehe durch den Punkt C eine Parallele zur Strecke AB. Der Schnitt-
punkt beider Geraden sei C‘. Dann gilt: Das Dreieck ABC* ist rechtwinklig mit
dem rechten Winkel im Punkt A. AulRerdem haben die Dreiecke ABC und ABC"
den gleichen Flacheninhalt aufgrund der gemeinsamen Grundseite AB und der
gemeinsamen Hohe. C

Schritt 2: Jedes rechtwinklige Dreieck kann in ein  C'}™
rechtwinkliges Dreieck mit einer vorgegebenen
Kathetenlange transformiert werden.

Damit die Dreiecke ABC und 4B C* flachengleich
sind, muss gelten:

8l <] - 6] [ A

gleichbedeutend zu ‘AB‘ | AB'|= ‘AC" ; ‘AC‘.
Ein solches Verhéltnis kann beispielsweise durch 5
Konstruktion ahnlicher Dreiecke realisiert werden.
Sind die Geraden BB‘ und CC* parallel, so sind
die Dreiecke ABB‘ und ACC* zueinander dhnlich
(weil sie in den WinkelgroRen ubereinstimmen).
Deshalb sind die Verhaltnisse einander entspre- A
chender Seitenpaare gleich. B C

Mit Schritt 1 und 2 lassen sich zwei beliebig gegebene Dreiecke in zwei recht-
winklige Dreiecke mit einer gemeinsamen Katheterlange transformieren. Diese
transformierten Dreiecke lassen sich an dieser Kathete zu einem Dreieck zu-
sammenfiigen, dessen Flacheninhalt gleich der Summe der Fl&cheninhalte der
Ausgangsdreiecke ist. a

Aufgabe 1-4. Man zeige: Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dass sich in 5
untereinander kongruente und jeweils zum Dreieck ABC &hnliche Dreiecke zer-
legen lasst (d.h. das Dreieck ABC ist ein fiinfteiliges Gerlcht, vgl. Heft
06/2017). Man gebe die Seitenlangen des Dreiecks und die Zerlegung an.

Losungshinweise:  Laut Aufgaben- B
stellung geniigt es, ein konkretes ge-
eignetes Dreieck ABC mit einem rech-
ten Winkel in C und eine Zerlegung
der geforderten Art anzugeben. G F
Ist E der FuBpunkt des Lotes von C auf
AB und sind D, F, G jeweils die Mit-
telpunkte der Strecken AC, AE bzw. C A
CE und schneiden die Geraden CE und D
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DF die Hypotenuse AB im rechten Winkel, so sind alle 5 Teildreiecke unterei-
nander ahnlich, denn aus der Gleichheit der entsprechenden Stufen- und Wech-
selwinkel folgt die Ahnlichkeit nach (www). Die Teilung im Dreieck AEC fiihrt
bekanntermalen zu vier kongruenten Teildreiecken.

Es ist noch zu zeigen, dass auch das Dreieck BCE kongruent zu diesen Teildrei-
ecken ist. Dies ist erflllt, wenn (mit den Bezeichnungen BA =c¢, BC = a und
AC = b und den entsprechenden Seitenldngen a’, 5’ und ¢’ fur die Teildreiecke)

gilt ¢’ = a, 2¢’ = b. Folglich erhalt man 2a = b und damit ¢ =va? +b? =a./5.

Setzt man 0.B.d.A. a =1, so sind fir eine Zerlegung wie in der Skizze Dreiecks-

seiten mit den MaBzahlen (1; 2;+/5) notwendig. Wegen der Ahnlichkeit der
Teildreiecke zum Ausgangsdreieck haben diese Seitenldngen mit den Mal3zah-

len (a’; 2a’; a'+/5). Wegen a'/5=c=a=1 gilt a':g. Damit gilt auch fur

die Strecke AB: \/§:c:a'+2b':§+2.¥:x/§.

D.h., die Zerlegung ist vollstandig und tberschneidungsfrei. Das Dreieck ABC
mit den angegebenen MaRen kann folglich wie gefordert in funf Teildreiecke
zerlegt werden. a

Aufgabe 1-5A% Gegeben sei eine Reihe von 9 nummerierten Platzen (1 bis 9).
Schreibt man auf diese Platze die Ziffern 1 bis 9 in beliebiger Reihenfolge F (je-
de Ziffer genau einmal) und bezeichnet die Summe aus den neun absoluten Dif-
ferenzen von Platznummer und Ziffer auf dem Platz mit U(F), so definiert U(F)
eine Unordnung von F.

(a) Man finde eine Reihenfolge mit dem Unordnungswert 26.

(b) Man beweise: Der Wert der Unordnung U ist stets eine gerade Zahl.
(c) Man finde den maximalen Wert der Unordnung U, der unter diesen
Bedingungen erreichbar ist.

Losungshinweise:

(a) Beispielsweise hat die Zahlenfolge F = (8, 3, 1, 5, 9, 6, 7, 4, 2) nach der an-
gegebenen Definition den Unordnungswert 26, denn fiir die Summe der absolu-
ten Differenzen aus Platznummer und Ziffer auf diesem Platz gilt:

11-8|+[2-3|+[3-1|+[4-5/+|5-9|+|6-6|+[7-7|+[8-4|+[9-2|=
=7+1+2+1+4+0+0+4+7=26. Q

(b) Far eine Zahl gilt entweder a = |a| oder a = |a| - 2a. Die Summe von Zahlen
unterscheidet sich deshalb von der Summe ihrer Betrége stets um eine gerade

* Nach Engelhaupt, H.: Aufgaben mit Ziffern (Teil 1) — Ungeordnete Reihenfolgen. In: alpha
Heft 9 (1996), S. 22-23.

5
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Zahl. Da die Summe der Differenzen aus Platznummer und Ziffer den Wert 0
ergibt (sowohl die Platznummern als auch die Ziffern auf den Platzen sind in
beliebiger Reihenfolge jeweils genau die Ziffern 1 bis 9) und somit geradzahlig
Ist, ist auch die Summe deren absoluten Differenzen geradzahlig.

In einer Formel ausgedriickt: Bezeichnet man mit u(i) die Ziffer auf der Platzzif-
9 9 9

fer i, so gilt also 0= u(i)->i=>(u(i)—i). Sortiert man nun die rechte
i=1 i-1 =l

Summe um und fasst die nichtnegativen und negativen Summanden zusammen,

kann man fortsetzen:

9 9 9 9
0= M(u(i)-i)+ D(i)-i)=  Xfu(i)-i- Xu(i)-i/=

i=Lu(i)-i=0 i=1u(i)-i<0 i=Lu(i)-i<0 i=Lu(i)-i<0
9 9
=2 u(i)=i)-2-  Xju(i)-i)
i=1 i=1u(i)-i<0
Folglich ist die Summe der Betragsdifferenzen eine gerade Zahl. a

(c) Nach (a) ist der Unordnungswert mindestens 26. Es seien fir i = 1, ..., 9 mit
p;i die Platznummern und mit z; die Ziffern auf diesen Platzen bezeichnet. Sie
seien so geordnet, dass flr die Differenzen gilt:

PL—=Z1 <SPy —Z3 ... Pg—1Zg

Es gibt sicher ein ip mit 1<i, <9, so dass alle Differenzen p; — z; mit i <i, nega-
tiv sind. Waren namlich alle Differenzen nichtnegativ, kdnnte man in der Sum-

9

me der absoluten Differenzen > |p; —z;| die Betragszeichen vernachlassigen
i=1

und als Wert wirde sich 0 ergeben (siehe (b)). Waren dagegen alle Differenzen

negativ, konnte man Platznummer und Ziffer auf dem Platz vertauschen und hat-

te eine Reihenfolge, bei der alle Differenzen positiv waren. Wegen

9 ig 9 i 9
__Zl‘zi -pil=2z - pi)+ (P -z )=2°_§(Zi - pi )+_§( Pi —Zi)

i-1 i—ig+1
ip

= 2'_21(Zi - pi)
i=

héngt der Wert der Unordnung nur von den Platzierungen ab, bei denen die Zif-
fern groRer sind als ihre Platznummern. Dieser wird offensichtlich maximal,
wenn die Summe der betreffenden z; moglichst grol? und die der zugehdrigen p;
maoglichst klein wird. Dies ist fir z; = 9, 8, 7, 6 und entsprechend pi = 1, 2, 3, 4
erreichbar. In diesem Fall betrégt die Unordnung

2-(9+8+7+6-4-3-2-1)=40.

6
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Fir jedes andere ip und jede andere Belegung wird die Unordnung nicht groRer,
folglich ist die maximale Unordnung hochstens 40. Da die Reihenfolge
F=(9,8,7,6,5, 4,3, 2, 1) den Unordnungswert 40 annimmt, ist die gefundene
GroRe das Maximum. a

Aufgabe 1-5B. Fur das Produkt der ersten n natrlichen Zahlen schreibt man n!
n

(,,n-Fakultit): nt=1-...-n=[Tk
k=1

(a) Man finde die groRte ganze Zahl k, sodass 2019! durch 2019* teilbar
ist.

(b) Man beweise, dass die Summe der Fakultadten zweier verschiedener
Zahlen groRer 1 keine Fakultatszahl ergibt, dass also die Gleichung
al + b! =c! fir a> b > 1 keine L6sungen besitzt.

(c) Man finde alle maximal dreistelligen Zahlen, die gleich der Summe
der Fakultaten ihrer Ziffern sind.

Losungshinweise:

(@) Fur die Zahl 2019 findet man die Primfaktorenzerlegung 2019 = 3 - 673. Da
der Faktor 3 hadufiger als der Faktor 673 auftritt, geniigt es den Faktor 673 zu
untersuchen. Unter den Zahlen von 1 bis 2019 sind 3 Zahlen durch 673 teilbar
(673, 1346, 2019). Somit tritt im Produkt der Fakultit die Zahl 673 insgesamt
nur dreimal als Faktor auf. Also ist 2019! fir k = 3 durch 2019 teilbar, nicht
aber fur k = 4. a

(b) Es sei 1<b<aund a! + b! = ¢! und deshalb a < c. Folglich gibt es zwei
ganze Zahlen k=a—b >0 und m =c - b > k. Die Fakultatengleichung l&sst sich
somit schreiben als:

bl+bl-(b+1)-...(b+k)=b!-(b+1)-...-(b+m)
Dies kann nach Division durch b! umgeformt werden zu
1=(b+1)..(b+k)-(lb+k+1)-...-(b+m)-1)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist durch (b + 1) teilbar, da (b + k + 1) mindes-
tens den Wert 3 annimmt und somit die Differenz in der Klammer von Null ver-
schieden ist. Die linke Seite ist dagegen offenbar nicht durch (b + 1) teilbar. Al-
so kann die Summe zweier Fakultaten keine Fakultatszahl sein. a

(c) Fur eine einstellige Zahl n (n > 2) gilt stets: n < n! Folglich kann es unter den
einstelligen Zahlen nur die trivialen Losung 1 = 1! und 2 = 2! geben.

Es seien a (a > 0) und b Ziffern, so dass fir n = 10a + b gilt: n = al + b! Keine
der Ziffern ist groRer als 4, da sonst n mindestens dreistellig wéare. Ware eine
Ziffer 1, so muss flr ein zweistelliges n die andere Ziffer 4 sein, doch weder 14
noch 41 erfiillen die Forderung, denn 1! + 41 = 25, Gleiches gilt fur die Ziffer 2,

7
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da die Zahlen 24 und 42 ebenfalls nicht die Summe der Fakultaten ihrer Ziffern
sind (2! + 4! = 26). Somit bleiben nur noch die Zahlen 33, 34, 43, 44 zu prufen,
die aber ebenfalls als L6sung entfallen. Es gibt folglich keine zweistelligen Zah-
len der geforderten Art.

Es seien a (a > 0), b und ¢ Ziffern, so dass fir n=100a + 10b + ¢ gilt:
n=al +b!+c! Mindestens eine der drei Ziffern ist grofler als 4, da sonst
n < 3-41 =72 nicht dreistellig wéare. Keine der Ziffern ist dagegen groler als 6,

da in diesem Fall n mindestens vierstellig wirde. Auch die Ziffer 6 kann nicht
auftreten, da dann n>6!=720 gelten wirde und somit wenigsten eine Ziffer 7
oder groRer wére. Dies wurde bereits ausgeschlossen.

Folglich ist mindestens eine Ziffer gleich 5. Alle drei Ziffern kdnnen wegen
555 = 3-51 nicht 5 sein. Auch zwei Finfen sind nicht mdglich, weil wegen
2-51=240<n<2-5'+41=264 nur die Zahl 255 moglich ware, aber offen-

sichtlich 255 = 2!+ 2-51=242 qilt.

Folglich ist genau eine Ziffer gleich 5. Wegen n<3-5'=360 kann nicht die
Hunderterstelle 5 sein. Wegen 120 =5'<n <51 +2.41=168 folgt deshalb a = 1.

Somit bleiben die Mdglichkeiten:

b=5: 150 +c=11+51+¢cl =121 +cl, also
29=cl-c=c((c-1D'-1)

c=5: 105+ 10b =11+ bl +51 =121 + bl also
10b b!'=b (10-(b-1)") =16

Wegen der Primzahleigenschaft von 29 misste jedoch im ersten Fall ¢ = 1 oder
(c —1)! = 2 sein. Dies fuhrt zu keiner L6sung.

Im zweiten Fall muss b ein Teiler von 16 sein, also b=1, 2, 4 oder 8. Nur b =4
erfullt die gegebene Gleichung. Folglich kann nur n = 145 die Aufgabe erfullen.

Die Probe 145 =1 + 24 + 120 = 1! + 4! + 5! bestétigt diese Zahl als Lésung. U

Bemerkung 1: Die Zahlen 1, 2, 145 und 40585 sind die einzigen natdrlichen
Zahlen, die gleich der Summe der Fakultaten ihrer Ziffern sind.

Bemerkung 2: Auch wenn durch die Einschrankung der Suche nach allen hdchs-
tens dreistelligen Zahlen die systematische Untersuchung aller Zahlen von 0 bis
999 praktisch und ohne rechentechnische Hilfsmittel moglich ist, sollte dies als
Losungsweg vermieden werden. Wie gezeigt, geht es darum, durch Vortberle-
gung zundchst die Anzahl der zu probierenden Félle zu reduzieren. Bleiben am
Ende dann doch noch einige Falle tibrig, ist eine tabellarische Ubersicht fir die
Korrektur zulassig.
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Erganzende Losungsdiskussionen®

Fir die Aufgabe 1-1 genugt es nicht, ein einzelnes Beispiel vorzurechnen. Fir
die Losungsfindung kann man aber konkrete Zahlenbeispiele betrachten. Ange-
nommen, die Tasse und das Glas haben jeweils 90 ml Flussigkeit vorm ersten
Tausch und der Loffel kann 10 ml aufnehmen. Dann lassen sich die Tauschvor-
gange tabellarisch beschreiben.

Inhalt Glas Inhalt Loffel | Inhalt Tasse
Ausgangszustand | 90 ml Milch | 0 ml 90 ml Kaffee
1. Tausch 80 ml Milch | 10 ml Milch | 90 ml Kaffee
1. Mischung 80 ml Milch | 0 ml 90 ml Kaffee,
10 ml Milch*
2. Tausch 80 ml Milch | 9 ml Kaffee, |81 ml Kaffee,
1 ml Milch* | 9 ml Milch
2. Mischung 81 ml Milch, |0 ml 81 ml Kaffee,
9 ml Kaffee 9 ml Milch

* Verhéltnis jeweils 9 : 1

Man erkennt, dass die absoluten Mengen Kaffee und Milch gleich sind. Auch
die prozentualen Mengen sind gleich (jeweils 9 ml von 90 ml, also 10%). Aller-
dings sollte der Verdacht aufkommen, diese Gleichheit konnte an der Gleichheit
der Ausgangsmengen liegen. Es lohnt also, ein zweites Beispiel zu betrachten:

Inhalt Glas Inhalt Loffel Inhalt Tasse
Ausgangszustand | 200 ml Milch | 0 mi 90 ml Kaffee
1. Tausch 190 ml Milch | 10 ml Milch 90 ml Kaffee
1. Mischung 190 ml Milch | O mi 90 ml Kaffee,
10 ml Milch*
2. Tausch 190 ml Milch | 9 ml Kaffee, 81 ml Kaffee,
1 ml Milch* 9 ml Milch
2. Mischung 191 ml Milch, | 0O mi 81 ml Kaffee,
9 ml Kaffee 9 ml Milch

* Verhéltnis jeweils 9 : 1

Wieder sind die absoluten Mengen gleich, im Glas sind jetzt aber 4,5% Kaffee
(9 : 200), in der Tasse dagegen wieder 10% Milch (9 : 90). Man darf zwar dar-
aus die Vermutung ableiten, die absoluten Mengen seien immer gleich, bewie-
sen werden muss es aber allgemein.

Mischungsverhaltnisse waren erst im vergangenen Jahr wieder Inhalt einer

® Mit Ausziigen aus dem Seminarprogramm vom 21.09.19
9
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Aufgabe 580921. Peggy hélt fur die Géste ihrer Party eine volle 2-Liter-Kanne
mit dem Getrink ,,KiBa“ bereit. KiBa ist eine Mischung aus Kirsch- und Bana-
nensaft.

Der erste Gast entnimmt 200 ml KiBa, und Peggy ersetzt sofort die entnommene
Menge, indem sie in gleicher Menge reinen Bananensaft nachfillt. Der zweite
Gast entnimmt 200 ml KiBa, und Peggy ersetzt die entnommene Menge diesmal
mit reinem Kirschsaft. (Wir gehen davon aus, dass die beiden Saftsorten in der
gesamten Kanne tberall gleichmaRig vermischt sind.)

a) Angenommen, am Anfang waren es 1200 ml Kirschsaft und 800 ml Ba-
nanensaft. Berechnen Sie den prozentualen Kirschsaftanteil
— im Becher des ersten Gastes,
— im Becher des zweiten Gastes,
— in der Kanne nach dem zweiten Wiederauffillen.

b) Ermitteln Sie das erforderliche Verhéltnis Ki : Ba (Kirschanteil zu Bana-
nenanteil) in der Ausgangsmenge, wenn der zweite Gast nach dem Auf-
fillen durch Bananensaft KiBa im Mischungsverhaltnis 1 : 1 erhalten soll.

Zur Aufgabe 1-3: Die Konstruktion ei- ‘=E

nes geeigneten rechtwinkligen Dreiecks 7~ /N AN, .
kann auch auf direktem Weg erfolgen: ’
Seien g; und g, die Grundseiten und h; K

und h, die HOhen des gegebenen Drei- ot
ecks ABC mit dem Flacheninhalt A; und /
des Dreiecks DEF mit dem Flachenin- A B=D

halt A,: !

II\\
-
~—

Ausgehend vom Dreieck ABC schlage man einen Kreisbogen um B mit dem Ra-
dius r = g,. Die Parallele zu AB durch den Punkt schneide den Kreisbogen im
Punkt C*. Die Dreiecke ABC und ABC* sind flachengleich (gleiche Grundseite
und gleiche Hohe). Die Parallele zu BC* im Abstand von h, schneidet die Gera-
de durch A und B im Punkt F*. Die Dreiecke DEF und BC’F* sind flichengleich
(gleiche Grundseite und gleiche HOhe). Damit ist AF’C* ein Dreieck mit der ge-
forderten Eigenschatft.

Die Aufgabe M0O541023 forderte, aus zwei gegebenen Rechtecken mit den Fla-
cheninhalten A; und A; ein Rechteck mit dem Flacheninhalt A; + A, mittels ge-
ometrischen Grundkonstruktionen zu erzeugen. In den Ldsungshinweisen wer-
den als Spezialfall zwei Rechtecke diskutiert, die in einer Seitenldnge tberein-
stimmen — die Aufgabe ist dafur einfach durch Nebeneinanderlegen beider
Rechtecke l6sbar. Mit dem Losungsansatz aus Aufgabe Al-3 kann die allgemei-
ne Losung beschrieben werden: Man transformiere eines der Rechtecke so zu
einem flachengleichen Rechteck um, dass das transformierte Rechteck in einer
Seitenldange mit dem anderen Rechteck Ubereinstimmt.

10
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Auch folgende Uberlegung fiihrt zum Ziel: Man kann stets (mit Hilfe des Satzes
des Pythagoras) zu zwei Quadraten ein Quadrat konstruieren, dessen Flachenin-
halt gleich der Summe der Flacheninhalte beider Quadrate ist. Also genigt es
nachzuweisen, dass jedes rechtwinklige Dreieck in ein flachengleiches Quadrat
transformiert werden kann (mit Hilfes des HOhensatzes im rechtwinkligen Drei-
eck).

Ergdnzungen zur Aufgabe 1-4. Jedes Dreieck ist ein vierteiliges Gerticht. Ver-
bindet man die Mittelpunkte der Dreiecksseiten miteinander, entstehen 4 kon-
gruente und zum Ausgangsdreieck ahnliche Teildreiecke. Teilt man die Drei-
ecksseiten jeweils in n gleichlange Strecken und verbindet die Teilungspunkte
mittels Parallelen zu einer Dreiecksseite, findet man n2 kongruente Teildreiecke,
so dass jedes Dreieck auch allgemein ein n2-teiliges Gerticht ist.

Aufgabe. Man beweise, dass ein nicht-rechtwinkliges Dreieck kein zweiteiliges
Gerlcht sein kann.

Beweisidee: Will man ein Dreieck in zwei Dreiecke teilen, so verlauft die
Schnittgerade durch einen Eckpunkt (da andernfalls das Dreieck in ein Dreieck
und ein Viereck geteilt wirde). Dann schneidet diese Trennlinie die gegenuber-
liegende Seite entweder senkrecht oder sie bildet einen stumpfen Winkel. Da das
entstehende Teildreieck &hnlich dem Ausgangsdreieck sein soll, ist ein rechter
Winkel nicht moglich. Also hat ein Teildreieck einen stumpfen Winkel — und
damit auch das Ausgangsdreieck.

Wird der stumpfe Winkel nicht durch die Schnittgerade geteilt, kénnen die
stumpfen Winkel nicht gleich groR sein (Abbildung links). Aber auch wenn er
geteilt wird, misste ein Teilwinkel (fiir das zweite Teildreieck) so groR wie der
stumpfe Winkel im anderen Teildreieck werden (Abbildung rechts). Dies ist
unmaoglich (warum?).

Q

Man zeige, dass nur rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke zweiteilige Gertich-
te sind.

Aufgabe M0O451014. Peter versucht spitzwinklige Dreiecke zu finden, mit de-
nen sich ein weiteres Dreieck zusammenlegen lasst. Nach vielen Versuchen
meint er: ,,Mit 4 Dreiecken kann man die Aufgabe 16sen, mit weniger als 4
Dreiecken aber nicht.* Hat Peter recht?

Beweisidee: Dass es mit 4 Dreiecken geht, ist bekannt. Um zu zeigen, dass es
mit 3 Dreiecken nicht geht, unterscheidet man zwei Félle.

11
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Fall 1: Wenn ein zusatzlicher Punkt P im Innern des Dreiecks entsteht, dann er-
ganzen sich die drei Winkel an P zu 360°. Das ist aber nicht mdglich, denn es
sind drei Innenwinkel von den spitzwinkligen Teildreiecken.

Fall 2: Wenn ein zusétzlicher Punkt P auf einer Dreiecksseite entsteht, dann er-
ganzen sich die Winkel bei P zu 180°. Da sie Innenwinkel der spitzwinkligen
Dreiecke sind, mussen also zwei Teilungslinien von P ausgehen. Mindestens
eine davon schneidet eine andere Dreieckslinie. An diesem Schnittpunkt kénnen
nicht beide Winkel spitz sein.

P
ad

Aufgabe. Ist eine Zahl n als Summe zweier Fakultitszahlen n = a! + b! mit posi-
tiven Zahlen a und b darstellbar, so ist diese Darstellung eindeutig.

Beweisidee: Eindeutigkeitsnachweise werden haufig indirekt gefthrt. Man neh-
me also an, es gébe zwei Paare (a; ; b1) und (az ; by) mita; <b;, a, <b, und

ai! + byl =ay! + byl

Weiter nehme man an, es gelte a; < a,. Dann ist a; < by, denn bei Gleichheit wé-
re die linke Seite der Gleichung wegen a; = b; < a; <h;, kleiner als die rechte
Seite. Folglich kann man die geforderte Gleichung auf beiden Seiten durch a;!
dividieren und erhélt

1= (3.2—3.1+1) ...t apt (b2—3.1+1) L bz—(bl—a1+1) ... by

Jedes der Produkte enthalt mindestens den Faktor 2. Also ist die rechte Seite ei-
ne gerade Zahl im Widerspruch zur linken Seite. Deshalb gilt a; = a,, woraus
unmittelbar b; = b, folgt. a

Aufgabe. Es bezeichne n die Stellenanzahl von n, beispielsweise 524 =3.

Kann es natiirliche Zahlen n mit n!=n geben? Und wenn ja, gibt es endlich
oder unendlich viele solche Zahlen?

Lésungshinweise: Zunéchst untersuche man die ersten natirlichen Zahlen und
erkennt, dass die Stellenzahl langsamer steigt als n, denn es gilt

21=1,31=1,4=2 usw. Ab einem hinreichend groRen n, (mindestens ab
no = 100) erhoht sich aber in der Fakultat mit jeder Multiplikation die Stellen-

zahl um mehr als eine Stelle. Offensichtlich ist n! > n fiir n > 200, denn die letz-
ten 100 Faktoren in 200! liefern bereits mindestens 200 Stellen. Damit ist nach-

12
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gewiesen: Es gibt hochstens endlich viele Zahlen mit der geforderten Eigen-
schaft.

Ob es aber eine Zahl gibt, kann nicht ohne Weiteres angegeben werden. Es
kénnte namlich ein ng mit ny! <ny und (ny +1)! > (ny +1) geben, d.h. die ent-
scheidende Stellenzahl konnte gerade Gbersprungen werden. Da bleibt wohl
doch nur der Taschenrechner oder der Computer, um es herauszufinden: Es gilt
22!=22,23!=23,241=24. Die Zahlen 22! und 23! traten bereits in MO-
Aufgaben auf.

Uber die Anzahl der Teiler einer Zahl

Man kann die Anzahl der Teiler einer Zahl formelmaRig ermitteln:

T(pl - ple - plo )=+ ky)- (L ky)-...- @+ K, )

Wie viele Teiler kann eine dreistellige Zahl maximal haben. Durch systemati-
sche Untersuchung der moglichen Falle (was ist eine geeignete Systematik?)
findet man, dass 2°-3-5-7 =840 mit 32 Teilern das Maximum erreicht. Unter
den vierstelligen Zahlen besitzen tbrigens die Zahlen 7560 und 9240 die meis-
ten Teiler (jeweils 64). Man Uberprife, dass es unter den drei- bzw. vierstelligen
nicht mehr Teiler sein kdnnen!

Olympiade-Aufgaben, die sich durch Anwendung der allgemeinen Formel Gber
die Anzahl der Teiler vorteilhaft I6sen lassen, waren beispielsweise:

Aufgabe M0O301035. Man untersuche, ob es eine Menge M von 1991 verschie-
denen positiven nattirlichen Zahlen mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) Keine Zahl aus M enthélt einen Primfaktor groRer als 31.
(2) Kein Produkt von zwei verschiedenen Zahlen aus M ist eine Quadratzahl.

Losungshinweise: Es gibt eine solche Menge. Mit allen elf Primzahlen 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29 und 31 kann man folgende zusammengesetzte Zahlen bil-
den:

k3% . .31%1 (ki =0oder1)

Das sind 21'= 2048 verschiedene Zahlen. Keine hat einen Primfaktor groRer als
31. Unter diesen Zahlen ist keine mit einer Quadratzahl als Teiler. Folglich er-
fullt jede Teilmenge mit 1991 Zahlen die Bedingungen der Aufgabe. a

Aufgabe MO391041. M sei die Menge aller derjenigen Zahlen, die sich als Pro-
dukt von funf aufeinander folgenden positiven geraden Zahlen darstellen lassen.

(a) Ermittle die groRte ganze Zahl t, die ein Teiler aller dieser Zahlen aus M
ist.

13
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(b) Ermittle die groRte natlrliche Zahl m, fir die gilt, dass jede Zahl aus M
mindestens m positive Teiler hat.
(c) Ermittle die kleinste Zahl aus M, die mehr als 200 positive Teiler hat.

Losungshinweise: Der grofite ganze Teiler kann nicht groRer sein als jedes Ele-
ment der Menge M. Folglich gilt t<2-4.6-8-10=3840 =2%.3.5. Nun zeige
man, dass jede der Zahlen aus M diesen Teiler besitzt. t besitzt 36 Teiler. Alle
Zahlen aus M haben mindestens diese 36 Teiler, m kann aber nicht groRer sein,
weil 3840 als kleinstes Element genau diese 36 Teiler hat. Um (c) zu beantwor-
ten, genligt es mittels der Primfaktorzerlegung der ersten Elemente von M die
erste Zahl der geforderten Art zu finden. Es ist

14.16-18-20-22 = 2° .3%.5.7.11 mit insgesamt 10-3-2-2.2 = 240 Teilern. O

Ohne den Formelansatz zur Berechnung der Anzahl aller Teiler einer Zahl ware
dies eine kaum losbare Aufgabe. In der Musterlosung fir die Korrektur wird
ausdrtcklich darauf hingewiesen, dass der Satz tber die Anzahl der Teiler einer
Zahl vom Schiler als bekannt vorausgesetzt und zitiert werden darf.

Extremalprinzip in Aufgaben ©

Die ldee des Extremalprinzips kann man an der bekannten Aufgabe erlautern,
die Irrationalitat von /2 nachzuweisen: Man nehme an, es gebe ganze Zahlen p

und g (g > 0) mit +/2 = P pamn gibt es ein Paar solcher ganzen Zahlen mit mi-
q

nimalem Wert q, (po; Jo), flr das gilt: 2- qo?> = po®. Folglich ist po?> und damit
auch po durch 2 teilbar, also po = 2 - p1. Wegen 2- g = po? =4 - p12 gilt 2 - p2 =

0o? Mit p; < go. Dann ist aber auch \/Ezq—o - ein Widerspruch zum minimal
P

gewadhlten Nenner Qo.

(Hinweis: Meist fuhrt man jedoch den Beweis zum Widerspruch in der Primfaktorenzerlegung
von p und q bzgl. des Primfaktors 2).

Aufgabe. Man zeige, dass der Ausdruck n-~/2 fir keine ganze Zahl n mitn >0
eine ganze Zahl ist.

Hinweis: Diese Fragestellung ist gleichbedeutend zur Aussage, ~/2 sei nicht ra-
tional. Ware namlich /2 rational, so gabe es zwei natiirliche Zahlen p und g mit

V2 = g insbesondere gabe es also eine ganze Zahl g, so dass q-+/2 = p eine

ganze Zahl ware.

¢ Aufgabenbeispiele aus dem 1. Chemnitzer Seminar vom 21.09.19
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Beweisidee: Man nehme an, es gabe Zahlen, firr die das Produkt mit /2 ganz-
zahlig ist. In dieser Zahlenmenge gibt es ein kleinstes Element (es sei dies die
Zahl k, ,kleinste Zahl“ als Extremaleigenschaft). Dann ist auch

Ko :(ﬁ—l)-k <05-k ganzzahlig und Kleiner als k. Zudem hat ko < k wegen
ko -2 =(2-1)-k-~2 = 2-k—k-+/2 auch die Eigenschaft, dass ihr Produkt

mit ~/2 ganzzahlig ist — im Widerspruch zur Extremaleigenschaft von k. U
Aufgabe. Auf einem Kreis seien n Zahlen a;, .., a, verteilt mit
an_1+a

an < "1 mit anq = a5, d.h. jeder Wert ist der arithmetische Mittelwert

seiner zwei Nachbarn. Zeige, dass alle Zahlen gleich sind.

Losungshinweise: Wenn die Zahlen nicht alle gleich seien, dann gibt es eine
kleinste Zahl m (Extremaleigenschaft). Fir die zwei Nachbarzahlen b und c gilt

also m<b;c und m sb—;c. Das ist aber nur erftllbar fir m = b = ¢. Damit sind
alle Zahlen gleich. ad

Aufgabe. Mittags um zwolf Uhr — n Cowboys (n ungerade) treffen sich zum
Duellieren. Jeder Cowboy hat genau einen Schuss. Um die Treffsicherheit zu
erhdhen, schiellt jeder Cowboy auf den ihm am néchsten stehenden Cowboy.
(Dabei seien alle Abstande zwischen zwei Cowboys paarweise verschieden, so
dass stets eindeutig der am néchsten stehende Cowboy bestimmt werden kann.)
Man zeige, dass mindestens ein Cowboy uberlebt.

Losungshinweise: Da alle der endlich vielen Abstande verschieden sind, gibt es
genau zwei Cowboys, die den kleinsten Abstand voneinander haben (minimaler
Abstand als Extremaleigenschaft). Sie schiefen gegenseitig auf sich (und tber-
leben im ungunstigen Fall beide nicht).

Angenommen, weitere der anderen (n — 2) Cowboy zielen auf einen dieser bei-
den, weil dieser jeweils am né&chsten steht. Dann verbleiben aber nur noch
hdchstens n — 3 Kugeln fir die n — 2 Cowboys — mindestens ein Cowboy kann
also nicht durch eine Kugel getroffen werden. Andernfalls kann die Aufgabe auf
ein Problem mit (n — 2) Cowboys reduziert werden, ggf. bis ein Cowboy ubrig
bleibt (weil n ungerade ist).

Aufgabe. Gegeben sei ein Rundkurs, der von einem Auto befahren wird. Ent-
lang der Strecke befinden sich Kanister mit gewisser Menge Benzin. Diese kon-
nen zum Auffullen des Tankes benutzt werden, der Tank kann stets den Kanis-
terinhalt aufnehmen. Die an der Strecke verteilt befindliche Gesamtmenge an
Benzin reicht aus, um mit dem Auto den Rundkurs vollstandig zu befahren. Man
zeige, dass es einen Startpunkt auf diesem Rundkurs gibt, von dem aus das Auto
den Rundkurs vollstandig befahren kann.

15
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Losungshinweise: Man durchfahre den Rundkurs ,,theoretisch® und lasse dabei
auch negative Tankinhalte zu, wenn der Tank vor Erreichen des ndchsten Kanis-
ters leer sein sollte. Dann gibt es auf diesem Rundkurs mindestens eine Stelle,
bei der der Tank den geringsten Fillstand hat (,,geringster Fiillstand“ als Ext-
remaleigenschaft). Dies ist der gesuchte Startpunkt. ad

Aufgabe. Gegeben seien endlich viele rote und blaue Punkte in der Ebene, von
jeder Farbe gleich viele. Die Punkte werden durch einen Linienzug verbunden,
immer gradlinig abwechselnd rote und blaue Punkte. Man zeige, dass dieser Li-
nienzug stets so ausgefuhrt werden kann, dass diese Verbindungslinien (ber-
schneidungsfrei sind. (Diese Aufgabe entspricht dem Ho6fe-Brunnen-Problem
aus Heft 7/2019).

Aufgabe 450935. Vor langer Zeit gab es im alten China viele Familien von
Flugdrachen. Die Drachen dieser Familien transportierten gerne Briefe. Die
Firsten des Landes planten ein landesweites Postsystem. Bei der Ausschreibung
zu diesem Projekt erhielten zwei Drachenfamilien gemeinsam den Zuschlag, die
anboten, jedes der vielen kleinen chinesischen Stadtchen durch Flugdrachen mit
jedem anderen direkt zu verbinden.

Zur Umsetzung des Projektes wurde jede Direktverbindung genau einer der bei-
den Drachenfamilien zugeteilt. Jedoch gerieten die Drachen wegen der Auftei-
lung derart in Streit, dass die beiden Familien danach génzlich verfeindet waren.
Nun waren die Firsten in einer verzwickten Lage: Zum Ersten wollten sie die
Ausschreibung des hohen Verwaltungsaufwandes wegen nicht wiederholen,
zum Zweiten beharrte jede Drachenfamilie auf alleinige Bedienung der ihr zuge-
teilten Direktverbindungen, zum Dritten konnte aber keinem Stadtchen zugemu-
tet werden, sich von beiden Drachenfamilien anfliegen zu lassen. Hatten sich
namlich zwei Drachen aus unterschiedlichen Familien bei der Postzustellung in
einem der Stadtchen getroffen, also in Ausiibung gerade der Tatigkeit, die die
Feindschaft ausgelOst hatte, hatte schnell wieder ein Streit entbrennen kdnnen,
bei dem womdglich das Stadtchen in Schutt und Asche gelegt worden waére.

Also setzten sich die klugen Firsten zusammen und beratschlagten, ob die Post
mit nur einer Drachenfamilie transportiert werden und dennoch Briefkontakt
zwischen beliebigen Stadtchen mdglich sein konnte. Man zeige, dass es moglich
war, mit einer der beiden Drachenfamilien alle Orte des Landes untereinander zu
verbinden, wobei nur die dieser Familie urspringlich zugeteilten Direktverbin-
dungen verwendet wurden. (Umwege uber solche Direktverbindungen waren
natiirlich zugelassen.)

Losungshinweise: Man betrachte eine maximale Auswahl von Ortschaften, die
mit einer der Drachenfamilien (A und B genannt) alle untereinander auf die in
der Aufgabe beschriebene Art erreichbar sind (0.B.d.A. sei A die betrachtete
Familie). Sind in der Auswahl alle Ortschaften enthalten, so ist nichts mehr zu
beweisen. Andernfalls gibt es eine Ortschaft X, die nicht in der Auswahl enthal-
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ten ist. Der Ort X ist von keinem der Orte in der betrachteten Auswahl mittels A
erreichbar, denn sonst wére er von allen Orten der Auswahl erreichbar und die
Auswahl ware nicht maximal. Folglich fliegt ein Drache der Familie B von X zu
jedem Ort in der Auswahl. Daher sind alle bisher betrachteten Ortschaften un-
tereinander erreichbar, wenn die Post lediglich mit B fliegt, indem die Post —
jeweils falls notwendig — vom Ausgangsort zundchst zu X und dann zu ithrem
Bestimmungsort fliegt. Diese neue Menge von Ortschaften wére aber groier als
die maximale Auswahl und das ist ein Widerspruch. EI

Das Extremalprinizip ist ein wichtiges Hilfsmittel zur LOosung von Wettbe-
werbsaufgaben, auch wenn es selten als Losungsstrategie in ,,Reinform* wie in
Aufgabe 450935 angewandt werden kann. Ein weiteres Beispiel dieser Art:

Aufgabe 530946/531046. Seien positive ganze Zahlen m und n mit m < n so
gewadhlt, dass weder m noch n noch m + n durch 3 teilbar sind. Kann man die
Menge Z der ganzen Zahlen fur jede derartige Wahl von m und n so in unendlich
viele Teilmengen zu je drei Zahlen zerlegen, dass in jeder Teilmenge die drei
Zahlen die drei Abstdnde m, n bzw. m + n voneinander haben?

(Hinweis: ,,Zerlegung “ bedeutet, dass jede ganze Zahl in genau einer Teilmenge enthalten
sein soll. Die Abstande der drei Zahlen a, b, ¢ sind |a — b|, |a — ¢| und |b — c|.)

AbschlieRend nicht ganz ernst gemeinte Aufgabe, die das Extremalprinzip noch
einmal verdeutlicht: Eine Zahl heilt interessant, wenn sie eine interessante Ei-
genschaft aufweist. Beispielsweise ist die Zahl 2 die kleinste Primzahl, die Zahl
3 ist die kleinste ungerade Primzahl, die Zahl 4 ist die kleinste gerade Quadrat-
zahl u.s.w.” Zeigen Sie, dass alle natiirlichen Zahlen interessant sind.

Lésungshinweise: Angenommen, es gibt Zahlen, die nicht interessant sind. Dann
gibt es unter den Zahlen, die nicht interessant sind, eine kleinste Zahl. Doch dass
ist ja bereits eine interessante Eigenschaft, ,,kleinste Zahl der nicht-interessanten
Zahlen“ zu sein! Q

Innenwinkelsummen nicht einfacher Sternfiguren 8

Unter der Innenwinkelsumme einer
Sternfigur versteht man (wie in Aufga-
be Al-2) die Summe der Innenwinkel
an den Sternspitzen. Es seien in einem
n-Stern die Winkel an den Sternspitzen
Ai mit ¢; und an den Ecken B; des im
Inneren sichtbaren n-Ecks mit £ (i = 1,
..., N) bezeichnet (s. Abbildung des
Funfsterns).

As

" www2.stetson.edu/~efriedma/numbers.html: What's Special About This Number?
8 Fortsetzung zu Sternfiguren aus Heft 07/2017, aus dem Seminarprogramm vom 21.09.19

17



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik* — Heft 8/2019

Die Innenwinkelsumme ldsst sich A
durch Parallelverschiebung von AzAs
zu BA; und von Aj;A; zu BC finden.
Uber Stufen- und Wechselwinkel
entsprechen die gestrichen bezeich-
neten Winkel in ihrer GroRe den
Winkeln mit den zugehdrigen nicht-
gestrichenen  Bezeichnungen. Im
Dreieck BA,A, besteht die Innenwin-
kelsumme aus genau den Grolien der
5 Winkel an den Spitzen!

Dieser konstruktive Beweis ist aber sicherlich schwierig zu verallgemeinern.
Man betrachte deshalb besser die finf Dreiecke AiBi+Ais2 (i = 1, ..., n, wobei fir
einen Index j grolRer als 5 der Index j — 5 einzusetzen ist). In jedem dieser Drei-
ecke gilt die Innenwinkelsumme o; +a.;,, + 3,4 =180° (i=1,..5).
Durch Addition der funf verschiedenen Gleichungen erhalt man fir die Innen-
winkelsumme Sggnstern(1)

2 SF[]nfstern(l) + SF[]nfeck =5-180°

Weil das konvexe Fiinfeck eine Innenwinkelsumme von 540° hat, folgt daraus
unmittelbar der Wert Segnfsternry = 180°.

Dieses Verfahren lasst sich auf beliebige n-Sterne erster Art (deshalb ,,(1)“ im
Index) Ubertragen, so dass man fur die Innenwinkelsumme die allgemeine For-
mel Sp_stern(1) = (N —4)-180° findet.

Allerdings scheint die Suche nach geeigneten Teilfiguren mit bekannten Innen-
winkelsummen fir jedes n zu verschiedenen Ldsungen zu fihren.

Betrachtet man beispielsweise den Sechsstern. /X

Man konnte die stark umrandete flinfeckige Teilfi- <
gur nehmen und damit aus den 6 resultierenden

Gleichungen die folgende Beziehung ableiten:

Se_stern(1) T 4" Se_gck = 6-540°

woraus unmittelbar Se.swern1) = 360° folgt.

Aber auch die Betrachtung von viereckigen Teil- [\
figuren fuhrt zum Erfolg. Man findet namlich aus x|
3 moglichen Gleichungen die Beziehung

S6—Stern(l) + S6—Eck =3-360°. \

Hieraus folgt wiederum Se_stern(1) = 360°.
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Leichter findet man allerdings dieses Ergebnis, wenn man der 6-Stern in zwei
sich Uberlappende Dreiecke zerlegt. /\

Betrachtet man die ,,dulleren* Dreiecksspitzen und
bezeichnet die Winkel mit der in nebenstehender
Abbildung angedeuteten Symbolik sowie mit S*
bzw. Se die Summe aller derart analog gekennzeich-
neten Winkel in allen au3eren Dreiecken, so erkennt

man fir den n-Stern folgende Beziehungen fiir die
Winkelsummen:

S* =2 Sneck
S* +Se=n - 360°
Sn-Stern(l) +Se=n-180°

Fir n = 6 folgt damit wegen Se.eck = 720° unmittelbar

S* = 1440°, S = 720° und Sg.serny = 360°. Dieses
Verfahren hat den Vorteil, verallgemeinerungsfahig
fur alle n-Sternfiguren erster Art anwendbar zu sein!

Die obigen Berechnungen gelten nur fiir Sternfiguren erster Art. Um auch ande-
re Sternfiguren zu berlicksichtigen, sei an die Definition erinnert:

Eine nicht einfache Sternfigur ist von m-ter Art (m = k — 1), wenn bei ihrer Er-
zeugung jeder Eckpunkt des konvexen Ausgangs-n-Ecks mit der k-ten darauf

folgenden Ecke (1< k < gj durch eine Strecke verbunden wird.

Man schreibt abkirzend fir einen n-Stern m-ter Art: {E} -Stern mit k = m + 1.

Die Sinnhaftigkeit fur die Verwendung von k anstelle von m in der Symbolik
wird deutlich, wenn man in einem regelméldigen Stern vom Mittelpunkt eine
Halbgerade zeichnet, die keine Ecke der Figur trifft. So eine Halbgerade schnei-
det genau k der n Seiten, wie man an Beispielen leicht nachpruft. Nachfolgend

sind die regelméliigen Sterne {%}{1—;}{%} und {%} skizziert:
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Beim Vergleichen dieser Figuren erkennt man, dass ein {E}-Stern als Teilfigur

: n : :

im {k—l} -Stern vorkommt. Man kann deshalb erwarten, dass sich die Innen-
_+_

winkelsumme von solchen Sternfiguren durch die Innenwinkelsummen der vo-

rausgehenden Sternfiguren ermitteln lasst. Tatsdchlich gilt fir die Innenwinkel-

n
summe Sn(k+2) deS {m}—SternS Sn(k+2) = 2 . Sn(k+1) - Sn(k) .

Dabei bezeichnet Sy die Innenwinkelsumme des n-Ecks. Wegen Siy) = 1620°
und S11(1) =1260° folgt somit 511(2) = 9000, 311(3) =540° und 311(4) = 180°.

n\k 0 1 2 3 4
5 540° | 180° - - -
6 720° | 360° 0° - -

7 900° | 540° | 180° - -

8 1080° | 720° | 360° | O° -

9 1260° | 900° | 540° | 180° -

0 | 1440° | 1080° | 720° | 360° | O°

1 | 1620° | 1260° | 900° | 540° | 180°

Innenwinkelsummen von Sternfiguren

Aus der rekursiven Berechnungsvorschrift leitet man ohne Schwierigkeiten eine
direkte Formel ab. Es gilt

Sn(k) :1800'(n—2'k—2).

Beschrénkt man sich auf regelmaRige Sternfiguren (die durch Konstruktion aus
regelméliiigen Vielecken entstehen), vereinfacht sich die Berechnung der Innen-
winkelsumme enorm, da die Winkel in den Sternspitzen direkt bestimmt werden

kénnen (wie?). -

Die in Heft 07/2017 angegebene Sternfigur 1&sst sich
aus einem nicht-konvexen Fiinfeck (Seiten gestrichelt
dargestellt) konstruieren. Die Innenwinkelsumme
dieser Figur betragt ebenfalls 180°. Dies ergibt sich

aus den Teilsummen Tl

-

Innenwinkelsumme im Dreieck: a+ 6 + w = 180°
Innenwinkelsumme im Viereck: S+ y+ &+ 2- w* +w = 360°

Wegen 2 - (w + w*) = 360° l&sst sich daraus die Behauptung leicht zeigen.
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Abstand von Zahlenfolgen

Mochte man den Abstand zweier Folgen bestimmen, erinnere man sich an den
Abstand von Zahlen: Man definiert den Abstand d zweier reeller Zahlen x und y
durch den Betrag ihrer Differenz ihrer Werte, also d(x;y) = \x— y\. In Analogie

kdnnte man versuchen, den Abstand zweier Zahlenfolgen durch den Betrag der
Differenzen ihrer Unordnungswerte zu definieren. Offensichtlich hadngt dann der
Abstand von der Definition ab. Fir S gemal Heft 06/2017 findet man beispiels-
weise mit Fy =(1,2,3,4,5,6,789) flr eine zweite Folge F =(21345,6,789)

ds(Fo;F)=[S(Fy)—S(F)=p-9/=1

ein plausibles Ergebnis. Die Anwendung fir U, flhrt ebenfalls auf den Wert 1,
denn es gilt:

duz(FoiF)=‘Uz(Fo )—U,(F) =[95-96/=1
Flr den Unordnungswert U aus Aufgabe 1-5A findet man dagegen
dy (Fo;F)=[S(Fy)—-S(F)=]0-2|=2

Sind das alles ,,verniinftige* Abstandswerte? Man verwendet dafiir den Begriff
der Metrik. Eine Funktion d, die jedem Paar (x ; y) aus der zugrunde liegenden
Menge eine reelle Zahl zuordnet, heillt Metrik, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

1) d(x;x)=0 Nichtnegativitat
(2)d(x;y)=d(y;x) Symmetrie
B dx;y) <dx;z)+d(z;y) Dreiecksungleichung

Die Eigenschaft (3) entspricht der blichen Abstandsidee: Der Umweg Uber ei-
nen dritten Punkt z soll nicht kiirzer als die direkte Verbindung zwischen x und'y

sein. Aus (1), (2) und (3) folgt unmittelbar, dass die Metrik stets nichtnegativ ist:
(2) (3) (1)
2-d(x;y)=d(x;y)+d(x;y) = d(x;y)+d(y;x) = d(x;x)=0.

Definiert man also den Abstand zweier Folgen durch den Betrag der Differenz
ihrer Unordnungswerte, dann erflllen diese Definitionen stets die Eigenschaften
(1) und (2). Ob man tatsachlich eine Metrik erhélt, ist also an der Eigenschaft (3)
zu untersuchen. Ist beispielsweise mit d(F;F,)=U,(F )-U,(F,) tatsachlich

eine Metrik definiert? Da die Unordnungswerte von einander unabhangig gebil-
det werden, wird letztlich nur mit reellen Zahlen gearbeitet, die stets die Drei-
ecksungleichung erftllen.

Man kann aber die Abstandsfunktion auch gliedweise festlegen. Die Definition
fiir den Unordnungswert U aus Aufgabe 1-5A l&sst sich formulieren als
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9
U(F)=>l]a, —K|.
k=1
Weil fir Fo die Beziehung ax = k gilt, ist die gleichbedeutend zu
9
U(F)=>a -3,
k=1

wobei a(®) die Glieder der Folge F, sind. Damit erscheint es naheliegend, den
Abstand zweier Folgen F; und F; gliedweise zu ermitteln, ndmlich mittels

RN TRCINCY) N NS
k=1

Damit erhdlt man eine Metrik nach obiger Definition, da die Eigenschaften der
Betragsbildung auf die Folgenglieder tbertragen werden. Man prtfe, ob in &ahn-
licher Weise aus den anderen Unordnungsmafen eine Metrik gebildet werden
kann.

AbschlieRend seien zwei weitere Metriken angegeben:

0 fallsF =F

(so genannte triviale Metrik)
1 falls F #F,

(a) d(Fl;FZ):{

Diese triviale Metrik lasst sich immer angeben, sie unterscheidet nur zwischen
,,Gleichheit™ und ,,Ungleichheit”. Die Metrik-Eigenschaften (1) und (2) sind er-
fillt und leicht pruft man auch die Eigenschaft (3) nach.

b) d(F:F,)= % falls a{’) = a{®) und a'*) = a{?) furallei< N

0 falls F =F, (und damitN =0)
In diesem Beispiel wird der Abstand zweier Folgen allein dadurch bestimmt, ab
welchem Folgenglied sie sich unterscheiden. Je mehr Glieder beider Folgen am
Beginn bereinstimmen, um so geringer erscheint ihr Abstand — eine plausible
Definition. Der maximale Abstand betrdgt 1, wenn sich die Folgen bereits im
ersten Glied unterscheiden.

Die Eigenschaften (1) und (2) sind wiederum erflllt. Um die Dreiecksunglei-
chung zu beweisen, betrachte man mit F; und F, zwei Folgen mit d(F1; F;) =
1/N (0 < N), d.h. die Folgen stimmen in den ersten N — 1 Gliedern berein. Be-
trachtet man eine beliebige andere Folge F3, so sind fur die Eigenschaft (3) drei
Falle zu untersuchen:

(I) Stimmt F; mit F; tberein, so gilt die Dreiecksungleichung unmittelbar.
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(I1) Fs stimmt mit den ersten 0 < M < N Gliedern mit F; Uberein, also
d(F1; F3) = 1/M. Dann gilt stets

1 1
d(Fl;Fz):WSM:d(Fl;%)Sd(F1;F3)+d(F3;F2)

(I F3 stimmt mit den ersten M > N Gliedern mit F; (Gberein, also
d(F1; F3) = 1/M. Da sich F, aber von F; an der Stelle N unterscheidet, muss sich
auch F;z an der Stelle N von F;, unterscheiden, also d(Fs ; F2) = 1/N. Damit gilt

1 1 1
d(RiFy) = =d(F:R)+d(Fs R )=—r+

In jedem Fall ist die Dreiecksungleichung erfillt und somit ist diese Definition
eine Metrik.

Aufgaben Serie 3 (2019/20)

(Einsendungen bitte bis 17.12.2019 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str.
21, 09114 Chemnitz oder per E-Mail an norman.bitterlich@t-online.de °)

Aufgabe 3-1. Kann man die Menge der natlrlichen Zahlen von 1 bis 21 so in
Teilmengen zerlegen, dass in jeder dieser Teilmengen die groiite Zahl gleich der
Summe der ubrigen Zahlen dieser Teilmenge ist? (5 Punkte)

Aufgabe 3-2. Kann man ein Quadrat der Seitenldange 5 cm vollstandig mit drei
Quadraten der Seitenlange 4 cm Uberdecken, wenn keinerlei Einschrankung an
die Lage dieser Quadrate gegeben wird? (5 Punkte)

Aufgabe 3-3. Die Zahlen 1, 2, 3, ..., 2017 stehen an der Tafel. Amalie und Boris
wischen abwechselnd je eine dieser Zahlen weg, bis nur noch zwei Zahlen ubrig
bleiben. Amelie beginnt. Wenn die Summe der beiden letzten Zahlen durch 8
teilbar ist, gewinnt Amelie, ansonsten Boris.

Wer kann den Gewinn erzwingen? (6 Punkte)

Aufgabe 3-4. Es sei Menge von 2017 ganzen Zahlen gegeben, sodass zu je drei
dieser Zahlen auch deren arithmetisches Mittel enthalten ist. Beweisen Sie, dass
alle Zahlen gleich sind. (6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bericksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betrégt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt bzw. bei
mehr als 12 werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

® Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von Dateiverlus-
ten nachzufragen.
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Aufgabe 3-5A. (a) Zum vollstandigen Auslegen des Fubodens eines rechtecki-
gen Zimmers sind rechteckige Platten des Formates 2 x 2 und solche des Forma-
tes 4 x 1 verwendet worden. Man beweise, dass das Auslegen nicht moglich ist,
wenn man fir das erneute Auslegen von der einen Sorte eine Platte weniger und
von der anderen Sorte eine Platte mehr verwenden will. (2 Punkte)

(b) Man untersuche, ob der Fuf(boden eines rechteckigen  F1
Zimmers mit Platten der Form F1 vollstdndig ausgelegt wer-
den kann. (2 Punkte)

F2
(c) Man gebe Bedingungen fir die Seitenldngen des rechtecki-
gen Zimmers an, so dass der FulRboden nur mit Platten der
Form F2 ausgelegt werden kann. (4 Punkte)

Aufgabe 3-5B. Gegeben seien drei natlirliche Zahlen a, b, c, bei denen das Pro-
dukt von je zweien bei Division durch die dritte den Rest 1 I&sst.

(@) Man zeige, die Zahlen a, b, c sind paarweise teilerfremd. (2 Punkte)
(b) Man beweise die Ungleichung abc < ab + bc + ca. (2 Punkte)

(c) Man finde alle Losungen fir die Zahlen a, b und c, die die beschriebene Ei-
genschaft haben.
(4 Punkte)

Seminaranktndigung

Am Sonnabend, dem 14. Dezember 2019, findet das 2. Chemnitzer Seminar
statt — bitte den Termin schon vormerken. Das Seminarprogramm wird mit der
néchsten Sendung kurz vorher detailliert mitgeteilt bzw. unter www.kzm-
sachsen.de ausgewiesen.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

Telefon: (0371) 4660751

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der
Fakultat fir Mathematik der TU Chemnitz VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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Ldsungsdiskussion Serie 2

Aufgabe 2-1. Gesucht ist die kleinste natlrliche Zahl n, bei der sowohl deren
Quersumme Q(n) als auch die Quersumme Q(n+1) des Nachfolgers (n+1)

durch 11 teilbar ist.

Losungshinweise: Die gesuchte Zahl n muss auf wenigstens eine Ziffer 9 enden,
da sich andernfalls die Quersumme beim Ubergang von n auf (n+1) um 1

andern wirde und damit nicht beide Quersummen durch 11 teilbar waren. Man
kann n also in der Form

m-1
n=a-10" + ¥ 9-10%
k=0

schreiben, wobei a und m natirliche Zahlen mit m> 0 sind. Dann gilt fir die
Quersummen

Q(n+1)=Q(n)—9-m+1

Soll nun Q(n) und Q(n+1) gleichzeitig durch 11 teilbar sein, muss auch
9-m-—1 durch 11 teilbar sein. Die kleinste Zahl m, die dies leistet, ist m =5.
Wegen 9-5-1=44 und Q(a)>0 gilt also Q(n)=Q(a)+9-5>55. Somit
muss Q(a) mindestens 10 betragen.

Die Kleinste geeignete Zahl ist a=19. Dann wére n=1.999.999 und
n+1 = 2.000.000, was die Bedingung nicht erfullt.

Die néchste in Frage kommende Zahl a ist a=28. Mit ihr ergibt sich

n=2.899.999 und n+1 =2.900.000. Wegen Q(n)=55 und Q(n+1)=11

erfullt diese Zahl n die Bedingungen und ist — wie der Losungsweg zeigt — die
Kleinste derartige Zahl. 4

Aufgabe 2-2. Jemand hat fir einen Einkauf die Hélfte seines verfligbaren
Geldes ausgegeben und danach genauso viele Cent wie vorher Euro und halb so
viele Euro wie vorher Cent in seinem Portemonnaie. Wie viel Geld hat er nach
dem Einkauf?

Losungshinweise: Es seien E; und C; die Euro- bzw. Cent-Betrdge, die vor dem
Kauf im Portemonnaie waren, und E; und C, die Euro- bzw. Cent-Betrége, die
nach dem Kauf im Portemonnaie waren. Dann gilt laut Aufgabenstellung

100-E; +C; =2-(100-E, +C,),
C2 = E]_ und E2 Z%'Cl.
Also gilt
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100-E +C;=2-(50-C, +E),d.h. 98-E =99.-C;

Da 98 und 99 teilerfremd sind und C; (im tblichen Sprachgebrauch) kleiner als
100 ist, folgt unmittelbar E; =99 und C; = 98. Also hat er nach dem Kauf 49
Euro und 99 Cent im Portemonnaie.

Aufgabe 2-3*. Gegeben ist ein Dreieck ABC mit dem Flacheninhalt Aagc = 1. ES
sei M der Mittelpunkt von BC und P der Mittelpunkt von AM. Weiter schneide
die Gerade BP die Seite AC in einem Punkt Q. Bestimmen Sie den Flacheninhalt
des Vierecks MCQP.

Losungshinweise: Der gesuchte Flacheninhalt
lasst sich als die Differenz

Anvcop =Aamc —Aarg

berechnen. Da M der Mittelpunkt der
Dreieckseite BC ist, gilt Aavc= 73" Aagc - A

Es sei nun R der Mittelpunkt der Strecke QC. Dann ist die Strecke MR
Mittellinie im Dreieck QBC und folglich gilt MR || BQ. Da P auf der Geraden
BQ liegt und Mittelpunkt der Strecke MA ist, ist die Strecke PQ Mittellinie im
Dreieck AMR. Also ist |AQ| = |QR| = |RC].

Damit gilt fur die Flacheninhalte Axgq =3%-Aagc =3, da die Langen der
Grundseiten zur selben H6he im Verhéltnis 1 : 3 stehen.

Da M der Mittelpunkt der Dreieckseite BC ist, gilt Apgy =5 Apgc . Da P im

Dreieck ABM der Mittelpunkt der Dreieckseite AM ist, gilt Axgp =1 Apgy |

also Aagp = - Angc - Daraus folgt Appg = Angg — Aagp =5~ = 15 -

Nach der eingangs aufgestellten Formel gilt also:

Avicop =Aamc —Aapo =5 15 = 13 a

Aufgabe 2-4 2. Gegeben sei ein Dreieck ABC und auf AB ein Punkt D. Man
konstruiere einen Punkt E auf einer der beiden anderen Dreieckseiten so, dass
DE die Dreieckflache in zwei flachengleiche Teile zerlegt. Die Konstruktion ist
zu beschreiben, zu begriinden und zu diskutieren.

! Aufgabe MO570935
2 Nach einer Aufgabe der 9. Mathematik-Olympiade (1969/70, Stufe 3), Klassenstufe 10

3
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Losungshinweise: Es sei 0.B.d.A. |AD|<|DB| vorausgesetzt. Der Mittelpunkt

von BC sei M. Dann hat das Dreieck AABM einen halb so grof3en Flacheninhalt
wie das Dreieck AABC, denn: Beide Dreiecke stimmen in der Seite AB Uberein,
die zu dieser Seite gehdrende Hohe des Dreiecks AABM ist nach einem der
Strahlensétze halb so grol? wie die entsprechende HOhe des Dreiecks AABC.

(a) Analyse: Kein von C verschiedener Punkt E’ auf AC kann der
Aufgabenstellung geniigen. Denn fir jeden solchen Punkt ist der Flacheninhalt
des Dreiecks AADE' kleiner als der von AADC und somit kleiner als die Halfte
des Flacheninhaltes von AABC. Also kann es hochstens auf der Seite BC einen
Punkt der geforderten Art geben.

Angenommen, ein Punkt E auf BC habe die
verlangte Eigenschaft. Dann sind AABM und
ADBE flachengleich, also liegt M zwischen E
und B. Zusatzlich sind auch AADM und ADME
flachengleich. Hieraus folgt AE||DM .

(b) Konstruktion: Ein Punkt E genlgt der
Aufgabenstellung, wenn er durch folgende
Konstruktionsbeschreibung bestimmt wird:

D

>

Man konstruiere den Mittelpunkt M von BC. Die Parallele zu DM durch A
schneidet die Strecke BC in dem gesuchten Schnittpunkt E.

(c) Beweis, dass diese Konstruktion zu einem Punkt E der gesuchten Art fihrt,
besteht in der Umkehrung der in (a) genannten Schlisse.

(d) Determination: Die Konstruktion ist stets eindeutig ausfihrbar. Ist namlich E
als der (stets existierende) Schnittpunkt der Parallelen zu DM durch A mit dem
von B durch C gehenden Strahl definiert, so gilt

[EM|:|MB| =|AD| : |DB| <1

Also liegt E auf der Strecke BC. Im Fall |AD|=|DB| und nur in diesem féllt E
mit C zusammen. Q

Aufgabe 2-5A3. In der Ebene seien endlich viele Punkte gegeben. Jeden von
diesen verbinde man mit seinem nachstgelegenen Punkt durch eine Gerade. Alle
Abstande seien verschieden, daher ist es eindeutig, welcher Punkt jedem Punkt
am nachsten liegt.

(a) Man zeige, die entstehende Figur enthélt keine sich schneidende Strecken.

% nach Steinhaus, H. Studentenfutter — 100 Aufgaben fiir Mathe-Feinschmecker. Urania-
Verlag Leipzig/Jena/Berlin 1991
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(b) Man zeige, die entstehende Figur enthalt kein geschlossenes Polygon.

(Hinweis: Ein ebenes Polygon stellt einen Streckenzug P1, P2, ..., Pn dar. Ist Py = Py, so heil3t
das Polygon geschlossen)

(c) Man beweise: Bilden je drei Punkte der gegebenen Menge ein Dreieck,
dessen Flache kleiner oder gleich 1 Flacheneinheit (FE) ist, so gibt es ein
Dreieck mit der Flache von 4 FE, das alle gegebenen Punkte enthélt.

Losungshinweise:

(a) Die gezeichnete Figur moge zwei sich schneidende
Strecken AB und CD enthalten. Aus der Annahme, die
Punkte A und B seien verbunden, folgt, dass B der zu A
néchstgelegene Punkt ist und D der zu C
néchstgelegene. Dann ist also

AB < AD und CD < CB,
also AB+ CD < AD + CB.

Aus den Dreiecksungleichungen in den Dreiecken ADS
und BCS folgt aber unmittelbar

AD + CB < (AS + SD) + (CS + SB) = AB + CD.

Folglich fiihrte die Annahme der (Uberschneidenden Strecken zu einem
Widerspruch, damit ist die Behauptung bewiesen. a

(b) Die Figur moge ein geschlossenes Polygon mit den Eckpunkten ABC...MN
enthalten. Wir nehmen an, es sei AB > AN, d.h., der Punkt N ist der zu A
néchstgelegenen Punkt. Dann ist aber auch AB < AC, damit A mit B verbunden
wird. Weil auch die Punkte B und C durch eine Strecke verbunden ist, gilt
ebenfalls BC < CD. Durch Fortsetzung dieser Uberlegung gilt insgesamt
NA < AB < BC <...< MN < NA. Folglich findet man AB < NA im Widerspruch
zur Annahme AB > NA.

In &hnlicher Weise flihrt die Bedingung AB < AN zu einem Widerspruch. Also
kann die Figur kein geschlossenes Polygon enthalten. a

(c) Unter allen Tripeln von Punkten wahle man ein Tripel A, B, C so aus, dass
das Dreieck ABC den maximalen Fl&chen-inhalt unter allen moglichen
Dreiecken hat. Laut Aufgabenstellung gilt fur diese Flache: Fyagc <1. Man

konstruiert nun ein Dreieck DEF mit F, pgg =4 Fapc <4, indem man durch

die Punkte A, B und C die Parallelen zu den Gegenseiten zeichnet (s. Skizze auf
folgender Seite). Es ist nun zu zeigen, dass alle Punkte der gegebenen
Punktmenge im Dreieck DEF liegen.
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Man nehme an, dass ein Punkt P der P
gegebenen  Menge aullerhalb  des
Dreiecks DEF liegt, und zwar so, dass P
und das Dreieck ABC auf verschiedenen
Seiten von DE liegen. Dann gilt wegen
gleicher Grundseite AB und
verschiedener HOhen von C bzw. P zu
AB:

Fassc < Fangp-

Dies steht aber im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass das Dreieck ABC
den maximalen Fl&cheninhalt hat.

F

Analog argumentiert man, falls der Punkt P und das Dreieck ABC auf
verschiedenen Seiten von DF bzw. EF liegen. Daraus folgt, dass alle Punkte
unter den gegebenen Bedingungen im Dreieck DEF liegen und somit von einem
Dreieck mit dem Flacheninhalt 4 Uberdeckt werden konnen. (Ist F agc <1, SO

kann das Dreieck DEF durch Streckung zu einem Dreieck mit Flacheninhalt
4 FE vergroliert werden.) a

Aufgabe 2-5B.
(a) Man untersuche, ob es keine, endlich viele oder unendlich viele Zahlentripel

(k, m, n) mit n > m > 1 gibt, die die Gleichung m!-n!=k? erfillen.
(b) Man beweise: Fir jede naturliche Zahl n>24 endet die Zahl n! auf

) n
mindestens — Nullen.

(c) Man zeige, dass die Dezimalzahl 0,(11)(21)(3!)... (also nach dem Komma die
Aneinanderreihung der Ziffern der Fakultaten, d.h. 0,1 2 6 24 120...) irrational
Ist.

(Hinweis: Eine rationale Zahl hat entweder eine abbrechende oder eine periodische
Dezimaldarstellung.)

Losungshinweise:
(a) Setzt man fiir eine nattrliche Zahl a> 1 fir n=a und m=n-1, dann gilt

m!~n!:(a2 —1)!-(a2)!:(a2 —1)!-((a2 —1)!~a2):
~(@* <2)f -a? = (@ -1)-af

Es gibt also unendlich viele Zahlen k, deren Quadrat sich als Produkt zweier
Fakultatszahlen darstellen I&sst. a



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik* — Heft 9/2019

Fir a =2 und a = 3 findet man folgende Beispiele

3. 41=(31.2)> =122; 81.91=(8!-3)? =120960°.

. . . n . .
(b) Hinweis: ,,auf mindestens g Nullen® bedeutet fiir nicht durch 5 teilbare

Zahlen n, dass die ndchstgrol3e ganze Zahl an Nullen gemeint ist.

Die Anzahl A(n!) der Endnullen einer Zahl n! I&sst sich wie folgt berechnen:

n n n Pl n . N
A(n!):[E}{E}F"H{?}:EIE} mit 5P <n<5P*"

Dabei bezeichnet [x] die grélite ganze Zahl, die nicht gréRer als x ist. Somit gilt

fir alle n>0: [g}zg—l. Da der zweite Summand in oben angegebener

Summe fir n>24 mindestens den Wert 1 besitzt, gilt wie behauptet
A(n!)2(2—1]+1=2. Q
5 5

(c) Jede rationale Zahl lasst nur abbrechende oder periodische
Dezimaldarstellungen zu. Man nehme an, die angegebene Zahl sei rational.

Offensichtlich bricht die Dezimaldarstellung nicht ab, da andernfalls ab einer
gewissen Stelle nur noch die Ziffer 0 auftritt und es ein ny geben misste mit
n! =0 fir alle n > n,.

Also muss die Dezimaldarstellung periodisch sein und sie habe die
Periodenlange p. Betrachtet man nun (10P)! Diese Zahl besitzt mindestens p
Endnullen, da in der Fakultat die Zahl 10P auftritt. Folglich misste die gesamte
Periodenlédnge aus Nullen bestehen und der Dezimalbruch abbrechen. Dieser
Widerspruch zeigt, dass die angegebene Zahl irrational ist. a

Hinweis: Im Bundeswettbewerb Mathematik 1989 (1. Runde) * wurde die
Dezimaldarstellung in der Form 0, f(1) f(2) f(3) ... mit f(x) =x" untersucht. Es
zeigt sich, dass die Irrationalitadt einer solchen Zahl zum Beispiel fir alle
nichtkonstanten ganzrationalen Funktionen mit natlrlichen Koeffizienten gilt.
Aber es gibt auch Funktionen f mit (trivialer) rationaler Dezimaldarstellung,
beispielsweise fir f(x) = (10*—1)/3.

4 Bundeswettbewerb Mathematik 1989, 1. Runde; K.R. Léffler (Hrsgb.): Bundeswettbewerb
Mathematik. Aufgaben und Lésungen 1988-1992. Klett Schulbuchverlag, Stuttgart 1994, S.
89,3.

7
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Flachenhalbierung D C

In  Anlehnung an Aufgabe 2-4 sei die
Flachenhalbierung  eines  Trapezes ABCD
diskutiert °, wobei die Teilungsgerade g durch den
Punkt A verlaufen soll. Fir die Konstruktion des A B
Punktes X sind mehrere LOsungsvarianten

maoglich:

(1) Da es geniigt, die Hohe h des Dreiecks
ABX zu ermitteln, kann man unter
Ausnutzung der Parallelitdt fur die Hoéhe h
und die Trapezhthe H und die Seitenlangen
AB =a und CD =b die Gleichung uber die
Flacheninhalte A a

a-hzl-(ib-H] umformen zu h: H :aLb:a
2 2 2

N~

Diese Verhéltnisgleichung kann unmittelbar in der Trapezfigur wiedergefunden
werden. Dazu projiziere man die Mittellinie (wie in der Skizze angedeutet) auf
die Grundseite, zeichne zudem die Hohe H im Punkt B ein und erhélt h.

(2) Ein anderer Losungsweg besteht in der
Scherung des Dreiecks ACD. Geschieht dies
namlich so, dass das entstehende Dreieck ABD*
(mit C auf BD*) flachengleich zum Trapez ABCD
wird, so ist X offensichtlich die Seitenhalbierende
von BD*.

(3) Eine weitere Losungsidee beruht auf der
Verwendung einer trivialen Teilung, ndmlich der
Geraden durch die Mittelpunkte E und F der
parallelen Seiten. Diese Gerade schneidet die
Mittellinie in G. Dreht man EF um G, so sind die
Dreiecke HEG und CFG inhaltsgleich (sogar
kongruent). Somit teilt HC die Trapezflache in
zwei flachengleiche Figuren. Mit Scherung des
Dreiecks AHC bzgl. AC in das (inhaltsgleiche)
Dreieck AXC ist der gesuchte Punkt gefunden.

® nach MNU Vol. 47 (1994) Heft 6, S. 348-352
8



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik* — Heft 9/2019

(4) Diese ldee lasst sich verallgemeinern: Man
suche Uberhaupt eine Halbierung und versuche,
diese dann geeignet zu modifizieren. Ist E der
Mittelpunkt der Diagonale BD, dann halbiert der
Streckenzug AEC die Trapezflache, weil die
Teildreiecke ABD und BCD jeweils halbiert = . -
werden. Durch Scherung des Dreiecks AEC bzgl. A B
AC zum Dreieck AXE findet man den gesuchten

Punkt.

Die beiden letzten Losungsvarianten legen die Frage nahe, wie sich die Lagen
der Flachenhalbierenden in Aufgabe 2-4 &ndern, wenn sich die Position des
Punktes D &ndert. Die folgende Abbildung moge Anregungen fir eigene
Untersuchungen geben. Man erkennt beispielsweise, dass der Schwerpunkt des
Dreiecks nur in Grenzfallen auf der gesuchten Flachenhalbierenden liegt.

Bundeswettbewerb Mathematik 2019

Der Bundeswettbewerb Mathematik wurde 1970 vom Stifterverband fir die
Deutsche Wissenschaft, einer Gemeinschaftsaktion der deutschen Wirtschaft zur
Forderung der Wissenschaft und des wissenschaftlichen Nachwuchses, ins
Leben gerufen. Trager des Wettbewerbes ist der Verein Bildung und Begabung
e.V. mit Sitz in Bonn; finanziell wird er gemeinsam vom Bundesministerium fir
Bildung und Forschung und dem Stifterverband fur die Deutsche Wissenschaft
gefordert. Er steht unter der Schirmherrschaft des Bundesprasidenten. Die
Kultus- und Schulbehérden der La&nder unterstiitzen den Wettbewerb und
befiirworten die Teilnahme.

Unter www.mathe-wettbewerbe.de/bwm finden sich aktuelle Informationen.
So auch die folgende Kurzcharakteristik: Der Bundeswettbewerb Mathematik ist
ein mathematischer Schiilerwettbewerb fur alle an Mathematik Interessierten.
Er besteht aus zwei Hausaufgabenrunden und einem mathematischen
Fachgesprach in der abschlielenden dritten Runde. Neben dem mathematischen

9
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Schulwissen muss man zur Teilnahme vor allem auch etwas Ausdauer
mitbringen.

In den beiden Hausaufgabenrunden werden jeweils vier Aufgaben aus
unterschiedlichen  Bereichen der  Elementarmathematik  (Geometrie,
Kombinatorik, Zahlentheorie, Algebra) gestellt. Sie mlssen jeweils in etwa zwei
Monaten in Hausarbeit selbststdndig gelost und schriftlich ausgearbeitet
werden. In der ersten Runde ist auch Gruppenarbeit zugelassen: Maximal drei
Teilnehmende kénnen sich zu einer Gruppe zusammenschlieen und gemeinsam
eine Arbeit einreichen. Wird eine Gruppenarbeit mit einem Preis ausgezeichnet,
erlangt damit jedes Mitglied dieser Gruppe die Teilnahmeberechtigung flr die
zweite Runde. In der zweiten Runde sind dann nur noch Einzelarbeiten
zugelassen. In der dritten Runde, auch Kolloguium genannt, geht es nicht mehr
um das Losen von Aufgaben. Hier flihren die Teilnehmenden ein knapp
einstlindiges Fachgesprach mit einem Mathematiker bzw. einer Mathematikerin
aus Universitat und Schule. Auf der Basis dieser Gesprache werden die
Bundessieger ausgewahlt. Daneben gestalten die Teilnehmenden ein
Rahmenprogramm mit ganz unterschiedlichen Beitragen. Mit dem Kolloguium
haben die Teilnehmenden zudem ein integriertes Auswahlverfahren zur
Aufnahme in die Studienstiftung des deutschen Volkes durchlaufen.

Die Teilnehmerzahlen® in der ersten Runde lagen in den letzten 10 Jahren
zwischen 1017 (im Jahr 2010) und 1651 (im Jahr 2011).

Schuljahr | Einsender davon Einsender aus davon
1. Runde KI. 9/10* Sachsen* KI. 9/10**
2014/15 1405 420 (29,9%) 61 (4,3%) 25 (41,0%)
2015/16 1426 499 (35,0%) 68 (4,8%) 40 (58,8%)
2016/17 1142 398 (34,9%) 58 (5,1%) 25 (43,1%)
2017/18 1370 467 (34,1%) 53 (3,9%) 27 (50,9%)
2018/19 1479 485 (32,8%) 46 (3,1%) 24 (52,2%)

* prozentual bezogen auf alle Teilnehmer
“ prozentual bezogen auf die Einsenderzahl aus Sachsen

Der Anteil der Teilnehmer aus den Klassenstufen 9 und 10 liegt in Sachsen
deutlich Uber dem Durchschnitt! Unter den 46 sdchsischen Teilnehmern im
Schuljahr 2018/19 wurden 11 erste, 3 zweiter und 11 dritte Preise vergeben —
uber die Halfte der sachsischen Teilnehmer gehorte zu den Preistragern (54,3%,
bundesweit 40,5%). Dazu kamen noch 13 Anerkennungsurkunden.

Alle Preistrager sind fur die 2. Stufe startberechtigt — aber nicht alle der
sdchsischen Qualifizierten nahmen diese Chance wahr!

6 Ausfiihrliche Statistiken sind unter http://www.mathe-wettbewerbe.de/bwm/statistiken
veroffentlicht.
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Schuljahr | Teilnenmer davon Teilnehmer aus davon
2. Runde KI. 9/10* Sachsen* KI. 9/10**
2014/15 204 65 (31,9%) 18 (8,8%) 5 (27,8%)
2015/16 261 80 (30,7%) 24 (9,2%) 11 (45,8%)
2016/17 155 48 (31,0%) 9 (5,8%) 3 (33,3%)
2017/18 255 76 (29,8%) 12 (4,7%) 3 (25,0%)
2018/19 ookl ookl 14 1 (7,1%)

* prozentual bezogen auf die Teilnehmerzahl
“* prozentual bezogen auf die Teilnehmerzahl aus Sachsen
“noch nicht veroffentlicht

In der 2. Runde 2019 wurden vier 1. Preise, zwei 2. Preise und fiuinf 3. Preise an
séchsische Teilnehmer vergeben (also insgesamt 11 der 14 Starter!), darunter ein
3. Preis an den Starter aus der Klassenstufe 9.

Deshalb - Mitmachen lohnt!
Nehmen auch Sie (wieder) am Bundeswettbewerb Mathematik 2020 teil.

Der Wettbewerb startete am 1. Dezember 2019. Die Ausschreibung und
Aufgaben der 1. Stufe kdnnen Sie beim Fachlehrer fur Mathematik oder im
Internet unter www.mathe-wettbewerbe.de/bwm erhalten.

Die Aufgaben und LoOsungen des Bundeswettbewerbs Mathematik 1972 bis
1997 erschienen in bislang 4 Banden beim Ernst-Klett-Schulbuchverlag
(Stuttgart 1987, 1988, 1994 und 1998), herausgegeben von R. Loffler. In
,Bundeswettbewerb Mathematik — die schonsten Aufgaben* wurde von Hanns-
Heinrich Langmann u.a. im Springer-Verlag GmbH Berlin-Heidelberg eine
lesenswerte Auswahl von BWM-Aufgaben von 1970 bis 2015 herausgegeben.

Abstand von Zahlenfolgen

Mochte man den Abstand zweier Folgen bestimmen, erinnere man sich an den
Abstand von Zahlen: Man definiert den Abstand d zweier reeller Zahlen x und y
durch den Betrag ihrer Differenz ihrer Werte, also d(x;y)= \x— y\. In Analogie

kdnnte man versuchen, den Abstand zweier Zahlenfolgen durch den Betrag der
Differenzen ihrer Unordnungswerte zu definieren. Offensichtlich hangt dann der
Abstand von der Definition ab. Fir S gemaR Heft 06/2019 findet man
beispielsweise mit F, =(123456,789) fur eine zweite Folge
F=(213456,789)

ds(Fy;F)=[S(Fy)—-S(F)=8-9/=1

ein plausibles Ergebnis. Die Anwendung fir U, flhrt ebenfalls auf den Wert 1,
denn es gilt:

11
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dy,(Fo;F)=U(Fy)-U,(F ) =[95-96/ =1
Fir den Unordnungswert U aus Aufgabe 1-5A findet man dagegen
dy(Fo;F)=|S(Fy)-S(F)=[0-2/=2

Sind das alles ,,verniinftige* Abstandswerte? Man verwendet dafiir den Begriff
der Metrik. Eine Funktion d, die jedem Paar (x ; y) aus der zugrunde liegenden
Menge eine reelle Zahl zuordnet, heiRt Metrik, wenn folgende Eigenschaften
gelten:

1) d(x;x)=0 Nichtnegativitat
(2)d(x;y)=d(y;x) Symmetrie
B)dx;y) <dx;z)+d(z;y) Dreiecksungleichung

Die Eigenschaft (3) entspricht der Gblichen Abstandsidee: Der Umweg Uber
einen dritten Punkt z soll nicht kiirzer als die direkte Verbindung zwischen x und
y sein. Aus (1), (2) und (3) folgt unmittelbar, dass die Metrik stets nichtnegativ
ist:

(2) (3) (1)
2-d(x;y)=d(x;y)+d(x;y) =d(x;y)+d(y;x) = d(x;x)=0.

Definiert man also den Abstand zweier Folgen durch den Betrag der Differenz
ihrer Unordnungswerte, dann erflllen diese Definitionen stets die Eigenschaften
(1) und (2). Ob man tatsachlich eine Metrik erhélt, ist also an der Eigenschaft (3)
zu untersuchen. Ist beispielsweise mit d(F;F,)=|U,(F )—U,(F,)| tatsachlich

eine Metrik definiert? Da die Unordnungswerte von einander unabhéngig
gebildet werden, wird letztlich nur mit reellen Zahlen gearbeitet, die stets die
Dreiecksungleichung erfllen.

Man kann aber die Abstandsfunktion auch gliedweise festlegen. Die Definition
fiir den Unordnungswert U aus Aufgabe 1-5A l&sst sich formulieren als

9
U(F)=Yla, K|
k=1
Weil fiir Fo die Beziehung ax = k gilt, ist die gleichbedeutend zu
9
U(F)=Xa -a"),
k=1

wobei a'”) die Glieder der Folge Fo sind. Damit erscheint es nahe liegend, den
Abstand zweier Folgen F; und F; gliedweise zu ermitteln, ndmlich mittels

A6, af a8 = Sl a2,
k=1

12
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Damit erhalt man eine Metrik nach obiger Definition, da die Eigenschaften der
Betragsbildung auf die Folgenglieder (bertragen werden. Man prife, ob in
ahnlicher Weise aus den anderen Unordnungsmalien eine Metrik gebildet
werden kann.

AbschlieRend seien zwei weitere Metriken angegeben:

(triviale Metrik)
1 falls F #F,

(@) d(Fl;FZ):{

Diese triviale Metrik lasst sich immer angeben, sie unterscheidet nur zwischen
,,Gleichheit™ und ,,Ungleichheit”. Die Metrik-Eigenschaften (1) und (2) sind
erfillt und leicht prift man auch die Eigenschaft (3) nach.

falls al(”) = a{?) und a*) = a{?) fiir alle i < N

1

(b) d(Fl;FZ):{N
0 falls F =F,(und damitN =0)

In diesem Beispiel wird der Abstand zweier Folgen allein dadurch bestimmt, ab
welchem Folgenglied sie sich unterscheiden. Je mehr Glieder beider Folgen am
Beginn Ubereinstimmen, um so geringer erscheint ihr Abstand— eine plausible
Definition. Der maximale Abstand betrdgt 1, wenn sich die Folgen bereits im
ersten Glied unterscheiden.

Die Eigenschaften (1) wund (2) sind wiederum erfullt. Um die
Dreiecksungleichung zu beweisen, betrachte man mit F; und F, zwei Folgen mit
d(F1; F2) = 1/N (0 < N), d.h. die Folgen stimmen in den ersten N — 1 Gliedern
Uberein. Betrachtet man eine beliebige andere Folge Fs; so sind fur die
Eigenschaft (3) drei Falle zu untersuchen:

(I) Stimmt F3; mit F; Gberein, so gilt die Dreiecksungleichung unmittelbar.

(I1) F3 stimmt mit den ersten 0 < M < N Gliedern mit F; 0berein, also
d(F1; F3) = 1/M. Dann gilt stets

1 1
d(Fl?Fz)zﬁﬁﬁzd(Fl;%)Sd(F1;F3)+d(F3;F2)

(1) F3z stimmt mit den ersten M > N Gliedern mit F; (Gberein, also
d(F1; F3) = 1/M. Da sich F, aber von F; an der Stelle N unterscheidet, muss sich
auch F;z an der Stelle N von F;, unterscheiden, also d(Fs ; F2;) = 1/N. Damit gilt
d(FiFy) == <d(FiFs)+d(FyFy ) = — 4=
1272 N — 1:'3 3112 M N .
In jedem Fall ist die Dreiecksungleichung erftllt und somit ist diese Definition
eine Metrik.

13
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Rechnen mit Polynomen
Ein (reellwertiges) Polynom ist eine Funktion der Form

n
P(x)=Ya,-x“=a, x+..+a-x+a, #)
k=0

mit reellen Koeffizienten ay, ..., an, die fir alle reellen Zahlen x definiert ist.
Polynome konnen addiert, subtrahiert und multipliziert werden, indem
punktweise die Addition, Subtraktion oder Multiplikation ausgefthrt wird:

(P£QXx)=P(x)£Q(x),(P-QXx)=P(x)-Q(x).

Das Ergebnis ist stets wieder ein Polynom, da es offensichtlich wieder in der
beschriebenen Form (#) zusammengefasst werden kann. Die Division eines
Polynoms durch ein anderes fiihrt dagegen im Allgemeinen nicht wieder zu
einem Polynom.

Der Grad grad(P) eines Polynoms P(x) wie in (#) ist definiert als der hdchste
Exponent n von x, dessen zugehoriger Koeffizient von Null verschieden ist, also

grad(P) = n, falls a, = 0. Der Grad des Nullpolynoms wird als — oo definiert.

Sind P und Q Polynome mit grad(P) = n und grad(Q) = m, so gilt:

grad(P+Q)<max{n;m}, grad(P-Q)=n+m

Bemerkung: Der Grad des Nullpolynoms 0 ordnet sich sinnvoll in die
Graddefinition ein, denn man erhalt:

grad(P )= grad(P +0)<max{-oo;n}=n
grad(0)=grad(P-0)="n+(—)"=—-o

Satz. Fir zwei nichttriviale Polynome P und Q gibt es Polynome T und R,
sodass die Gleichung P(x)=T(x)-Q(x)+ R(x) fur alle reellen Zahlen x gilt.

Das (Rest-)Polynom R kann so gewahlt werden, das grad(R) < grad(Q) ist. In
diesem Fall sind T und R eindeutig bestimmt.

Beweis: Man betrachte die Menge M ={P-T-Q|T beliehige Polynome}.

Enthélt diese Menge das Nullpolynom, dann gilt der Satz offenbar, denn es gibt
ein T mit P(x)=T(x)-Q(x)+R(x) fur alle reellen x, wobei R(x)=0 selbst
das Nullpolynom ist. Wenn M jedoch das Nullpolynom nicht enthalt, dann gibt
es in M Polynome mit Kkleinstem Grad (da der Grad eines Polynoms eine
nichtnegative Zahl ist). Davon wéhle man ein Polynom R mit minimalem Grad
(es sei grad(R) =k) aus, das mit einem geeigneten (Teiler-)Polynom T die
folgende Gleichung erfullt:

14
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R(x)=P(x)=T(x)-Q(x)

Es bleibt noch zu zeigen, dass grad(R) < grad(Q) gewahlt werden kann. Um
dies zu beweisen, nehme man indirekt an, dass m=grad(Q)<grad(R)=k sei.

Mittels der Koeffizienten bei den jeweils hochsten Exponenten von Q und R (Qm
bzw. ry) bilde man die Polynome

T*(x)=T(x)+(;—"-xk‘m R*(X) = R(X)—~k_.xkm.0(x)

m m

Leicht sient man, dass T* und R* ebenfalls die Gleichung
P(x)=T*(x)-Q(x)+R*(x) erfullen. AuRerdem ist R* gerade so konstruiert,

dass der Grad von R* mindestens um 1 geringer als der Grad von R ist. Dies
widerspricht aber der Auswahl von R mit minimalem Grad. Folglich ist die
behauptete Ungleichung grad(R) < grad(Q) erfullt.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, nehme man an, es gabe
Polynome T, T, Ry und R, mit grad(R:), grad(R2) < grad(Q) und mit der
Eigenschaft

P(x)=T1(x)-Q(x)+Ry(x) =To(x)-Q(x)+Ry(x)
Durch einfache Umformung findet man daraus die Beziehung
(To(x)=T2(x))-Q(x) = Ry(x)—Ry(x)

Die rechte Seite ergibt ein Polynom, dessen Grad kleiner als grad(Q) betragt.
Sind Ty und T, voneinander verschieden, so wére der Grad des Polynoms auf der
linken Seite mindestens grad(Q). Da dies zu einem Widerspruch fiihrt, muss
T, = T, und daraus folgend R; = R, gelten. a

Der Divisionsalgorithmus fir Polynome wird als bekannt vorausgesetzt. Damit

ist es keine Schwierigkeit, die Division von x +3x? + 4x+4 durch x% +2x+1
auszufihren:

X3 4+3x%2 +4x+4=(x+1)- (X2 +2x+1)+x+3

(Wie héufig bei solchen Aufgaben kann man die aufwéndige Division durch
geschicktes Zusammenfassen vereinfachen, denn es gilt

X3 +3x% +4x+4=(x+1)° + x+3,x% + 2x +1=(x +1)*

woraus die obige Zerlegung unmittelbar folgt.)

Bei den folgenden Aufgabenstellungen wird man aber die Diskussion des
Restpolynoms dem Divisionsalgorithmus oder der trickreichen Umformungen
vorziehen (mussen):

15
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49

Aufgabe. Welchen Rest lasst das Polynom (x8 +x® +x% +x% +x) bei der

Division durch (x3—x)?
Losungshinweis: Da das Restpolynom héchstens vom Grad 2 ist, gilt
X34 x® 1 x® 4+ x% +x=T(x)- (x> =x)+(ax? +bx+c)

Setzt man nun fiir x nacheinander die drei Nullstellen des Polynoms (x° —x)

ein, also -1, 0 und 1, so findet man ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen
fur die Unbekanntena=0,b=5und c = 0. Q

Aufgabe. Ein Polynom lasse bei Division durch (x—1) den Rest 1, bei Division
durch (x—2) den Rest 2 und bei Division durch (x—3) den Rest 3. Zeigen Sie,
dass P bei Division durch (x—-1)(x—2)(x—3) den Rest R(x) = x l&sst.

Losungshinweis: Es sei P das Polynom, dessen  Zerlegung
P(x)=T(x)-Q(x)+ R(x) gesucht wird. Laut VVoraussetzung gilt:

P(x)=(x-1)-Q(x)+1
P(x)=(x-2)-Qy(x)+2
P(x)=(x-3)-Q3(x)+3
Also findet man P(1) = 1, P(2) = 2 und P(3) = 3. Betrachtet man nun
P(x)=(x-1)(x-2)(x—-3)-Q(x)+R(x)

so kann man nacheinander fir x die Werte 1, 2 und 3 einsetzen. Aul3erdem ist
R(x) ein Polynom héchstens vom Grad 2, also R(x)=ax?+bx+c. Daraus

ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten a, b und ¢, dessen Losung
zu R(x) = x fihrt. a

Mittelungleichungen als Beweismethode

Die bekannten Mittelungleichungen fiir positive reelle Zahlen x; bis x, (n > 0)
zwischen dem harmonischen, geometrischen, arithmetischen und quadratischen
Mittel,

<1
n

.M:
X
IA

=TT
le

i=1 Aj

lassen sich oft fur Abschdtzung nutzen und eignen sich damit zur
Beweisfiihrung bei Ungleichungen.
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Aufgabe: Fur positive reelle Zahlen x, y, z mit x + y + z = 6 folgt stets
x?+y?+2°2>12.

Beweisidee: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Mittelungleichung
zwischen arithmetischen und quadratischen Mittel:

\/x2+y2+22 JX+Y+Z _,
3 a 3

Aufgabe: Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Es gilt stets

a~/oc +b2ac +c2Jab<a® +bd +¢c3,

Beweisidee: Mit Hilfe der Mittelungleichung zwischen geometrischen und
arithmetischen Mittel findet man folgende Abschatzungen:

3 13, .3
azﬁ:\/a4bc:§/(a4)3b303s4a +g e

oder

3
a2Joc = va*be < 2 +2abc.

Wendet man diese Beziehungen analog fir die anderen zwei Summanden der
behaupteten Ungleichung an und addiert man die insgesamt drei Ungleichungen,
erhélt man die Behauptung, wobei fir den zweiten Ldsungsansatz noch einmal
die Mittelungleichung zur Anwendung kommt:

3 .3 .3
abc =¥ a33c3 < # a

Aufgabe: Fir alle reelle Zahlen x,y, zmit 0<x,y,z<l undx+y+z=1qgilt

Xy + yz+zx—2xyz<l
<o

Beweisidee: O.B.d.A. sei z>y>X.Istz<%, danngilt 1 —2x>0,1-2y >0

und 1-2z>0. Aus der Mittelungleichung zwischen geometrischen und
arithmetischen Mittel folgt:

3/(1-2x)(1-2y)(1-2z) <

3-2(x+y+z)_ 1
3 3

also (1-2x)(1—2y)(1-22)< %

Wegen (1-2x)(1-2y)(1-2z)=1-2(x+y+2z)+4(xy+yz+zx)—8xyz erhalt
man mit der VVoraussetzung x +y + z = 1 daraus die gesuchte Ungleichung.
17
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Ist z> 7%, gilt trivialerweise (1—2x)(1—2y)(l—22)§0<% und die
Behauptung kann wie eben bewiesen werden. Q

Aufgabe: Es seien a, b, ¢ die Seitenldngen eines (nicht zu einer Strecke
entarteten) Dreiecks und p der halbe Umfang dieses Dreiecks. Man beweise:
1 N 1 N 1.9 .

p-a p-b p-c p

Beweisidee: Wegen der gultigen Dreiecksungleichungen sind die Nenner jeweils

a+b+c _P+C=a 4 Setzt man nun

positiv, beispielsweise gilt p—a=

=L,y: ! 2= L , S0 folgt aus der Mittelungleichung zwischen
p—a p-b p—c
dem harmonischen und arithmetischen Mittel

X

X+y+z 3 B 3
1 p-a+p-b+p-c
Z

3
- p
Xy

Q

Aufgabe: Man finde fiir die nattirliche Zahl n (n > 0) eine Abschatzung fir ¥n .

In naheliegender Weise nutze man die Ungleichung zwischen geometrischen
und arithmetischen Mittel:

Vn- [1...1 n<M-Dd+n_2n-1_, 1
n n n n

Hr_/
(n=1)—mal

Mit wachsendem n néhert sich die Grenze der Zahl 2. Fir n = 4 findet man 1,75
und fir n = 100 erhalt man 1,99.

Setzt man jedoch einige Werte fiir n in den Wurzelausdruck ein, erkennt man ein
anderes Verhalten:

n=2 = %2~14142 : n=3 = 3314422
n=4 = %4~14142 : n=5 = 25~13797
n=10 = 010~12589 : n=100 = 109100 ~10471

Die gefundene Abschatzung ist offensichtlich nicht in der Lage, diese
Beobachtung richtig zu beschreiben. Fir n>2 I&sst sich obige Idee der
Mittelungleichung aber besser ausnutzen:
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Yn=| 1-..-1 -\/ﬁ-dﬁ<(”_2)'1+2ﬁ:1+i—g
n < .
\/(n—Z)—maI n \/ﬁ n

Nun ergibt sich fir n = 4 der Wert 1,5 und fiir n = 100 erhalt man 1,18.

Durch einen Trick lasst sich fir n>4 die Abschatzung weiter verbessern:

Jn

(n-4)-1+2+2+2-——
%—rd poq 2230 AN 2 :1+%.
(n—4)—mal 2 2 n n

Das Ergebnis sient nun nicht nur einfacher aus, es beschreibt zudem
ubersichtlicher das Verhalten der Werte fir wachsendes n. Man erhalt
beispielsweise fir n = 4 wiederum 1,5, fiir n = 100 dagegen 1,1.

Bekannte Satze der Mathematik: Bernoulli-Ungleichung

Satz. Firr reelle Zahlen y und z mity > -1 und z < 1 gilt stets (1+y)* <1+z-y.

Diese nach JAcoB BERNOULLI (1654 bis 1705) benannte Ungleichung kann fir
rationale Zahlen z auf die Mittelungleichung zwischen geometrischen und
arithmetischen Mittel zurtickgefuhrt werden.

: m . -
Beweis: Dazu setze man z =— mit nattrlichen Zahlen n und m (m < n) und
n

erhélt wegen 1 +y > 0:

L+ y)n =@+ y) :?/(H y" 11 <

(n—m)-mal
_m-@Q+y)+(h-m)}1 n+m-y g,

n n n

Da man jede irrationale Zahl beliebig genau zwischen zwei rationale Zahlen
,,einschachteln® kann, gilt die Ungleichung auch fiir irrationale Zahlenz< 1. U

Die Gleichheit gilt offensichtlich wegen der Mittelungleichung nur fir y = 0. Fir
z = 1ist die Aussage der Ungleichung trivial, es gilt das Gleichheitszeichen. Fr
reelle Zahlen z > 1 lautet die Ungleichung:

Folgerung. Fir reelle Zahlen y und z mit y>-1 und z>1 gilt stets
@+y) =1+z-y.
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i 1 i i i
Beweis: Man setze z* ==<1. Dann gilt wegen der bereits bewiesenen
z

Bernoulli-Ungleichung
(1+z-y) <l+z*-zy=1+y, also

1
@+y)r =@+y) 21+z-y
(|
Der Goldene Schnitt

LEONHARD EULER (1707 — 1783) formulierte den Goldenen Schnitt so: Er
entsteht, wenn man eine gegebene Strecke so schneidet, dass das Rechteck aus
der ganzen Strecke und dem einen Abschnitt dem Quadrat iber dem anderen
Abschnitt gleich ist.

Mogen die Abschnitte der Strecke die Langen a und b haben. Es soll gelten:

b-(a+b)=a’
Somit gilt fir das Verhaltnis a : b ¢
2
e |
b b
also ¢:=E=\/§+l.
b~ 2 » | 8 :

(Die zweite Losung entfallt, da @ positiv sein soll).

Konstruktionsbeschreibung: Eine gegebene Strecke AB der Lange ¢ soll im
Goldenen Schnitt geteilt werden.

1) Kreis um B mit Radius c/2 schneidet das Lot auf AB mit FuBpunkt B in C
(der zweite Schnittpunkt liefert dasselbe Ergebnis).

2) Kreis um C mit Radius c¢/2 schneidet Strecke AC im Punkt D.

3) Kreis um A mit Radius AD schneidet Strecke AB im gesuchten Punkt S.

. ) AS : C
Leicht priift man, dass B @ qilt.

Aufgabe 1. Gegeben sei ein gleichseitiges D E E

Dreieck ABC mit Umkreis. Die Gerade durch die
Seitenmitten von AC und BC schneiden den
Kreis und das Dreieck in den Punkten D, Sund E
und F (von links nach rechts, s. nebenstehende A B
Skizze).

Man zeige: Dann teilt S die Strecke DE im Goldenen Schnitt.
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Beweisidee: Uber der Sehne CD sind die Peripheriewinkel ~ DAC und £ DFC
gleich groR. Folglich sind die Dreiecke ASD und CSF &hnlich (www) und es gilt
AS : DS = SC : SF. Formt man diese Gleichung unter Beachtung von SF = DE
um, so findet man die Behauptung bestatigt. EI

Aufgabe 2. Gegeben sei ein Rechteck ABCD mit den Seitenldangen AB = a und
BC =h. Gesucht sind Punkte P auf BC und Q auf AB so, dass die Dreiecke
AQD, QBP und PCD denselben Flacheninhalt haben.

Beweisskizze: Man setze QB =9 und C
PB=p und vergleiche die Fl&chen-
inhalte der genannten 3 Dreiecke:
P
(a-g)-b=(b-p)-a=p-q
Durch einfaches Umformen findet man P

a(a-q)=0q? A Q g B
und b (b-p)=p?

d.h. die Punkte P und Q teilen die entsprechenden Rechteckseiten im Goldenen
Schnitt. a

Aufgabe 3. Gegeben sei ein Kreis K; mit Mittelpunkt M; und Peripheriepunkt P.
Gesucht ist ein Ky von innen in P beriihrender Kreis K, mit Mittelpunkt M, so,
dass der Schwerpunkt S des Halbmondes K; ohne K, (graue Flache) genau der
Schnittpunkt des Durchmessers durch P mit K ist.

Beweisidee: Man betrachte die ,,Waage® mit
Drehpunkt M; und Armen M;M, sowie M;S.
Auf die ,Waagschalen® kommen die
Flacheninhalte des Kreises K, tber M, bzw.

des Halbmondes dber S, d.h. es gilt (unter
Vernachléssigung des Faktors © auf beiden
Seiten):

M, M,

Wegen MiM; = ry — rp und MyS = 2r, — ry gilt rf =(2r, —1,)-(r, +1,). Die letzte

Gleichung ist aquivalent zu r? =r, -(r, +1,). Folglich verhalten sich rz, r; und
deren Summe nach dem Goldenen Schnitt. Q
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Nachtrag: Die Zahl & erflllt folgende zahlentheoretisch interessanten
Gleichungen:

cD:\/1+\/1+«/1+... weill @ =1+ @

PR — weil & =1+
D

1+ 1

1+i
1+...

Aufgaben Serie 4 (2019/20)

(Einsendungen bis 11. Februar 2020 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str.
21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de )

Aufgabe 4-1.
Man bestimme alle Paare (n; k) mit natlrlichen Zahlen n und k, die der

Gleichung n!-56k +10" =0 gentigen!
(5 Punkte)

Aufgabe 4-2.
Fir welche positiven ganzen Zahlen n gibt es eine Quadratzahl, deren letzten n
Ziffern in der Dezimaldarstellung samtlich gleich 4 sind?

(5 Punkte)

Aufgabe 4-3.
Man finde alle Paare (p ; g) von Primzahlen, flr die es positive ganze Zahlen x
und y gibt, so dass gilt:

p=x°—y
g= y2 +3x—7 (6 Punkte)
D G C
Aufgabe 4-4.
In  einem Quadrat ABCD seien die P 0
Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD und DA
mit E, F, G bzw. H bezeichnet. In dem 0 N
Streckenzug AFDECHBGA  auftretende
Schnittpunkte seien so mit K, L, M, N, O, H F
P,Q,R bezeichnet, dass AKELBMFNCO R M
GPDQHR ein (nichtkonvexes) Sechszehneck
ist (s. Skizze). K L
A E B

" Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von
Dateiverlusten nachzufragen.
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Man ermittle das Verhaltnis des Flacheninhaltes dieses Sechszehnecks und des
Flacheninhaltes des Quadrates ABCD.
(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der hoheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung berucksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt, mehr als
12 Punkte, werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 4-5A.
Es sei P ein Polynom vom Grad n (n > 0) mit ganzzahligen Koeffizienten ay, a,
... an, also

n
P(x)=Ya,-x“=a,-x"+..+a,-x+a,.
k=0

(@a) Man zeige, dass nicht gleichzeitig P(2015) =2017 und P(2019) = 2019
gelten kann.
(2 Punkte)

(b) Man zeige: Ist x eine rationale Nullstelle des Polynomes P, also P(x) = 0,
und gilt a, = 1, so ist x ganzzahlig.
(2 Punkte)

(c) Ist sowohl P(2019) als auch P(2020) ungerade, so besitzt P keine
ganzzahlige Nullstelle.
(4 Punkte)

Aufgabe 4-5B.
Es sei n eine beliebige natlrliche Zahl, die in der Dezimaldarstellung aus den
Ziffern ay,a,...,a, bestehe. Unter der Quadratquersumme QQS von n verstehe

man die Summe der Quadratzahlen ihrer Ziffern, also den Ausdruck
K 2
QQS(n)=>a .
i=0

Ausgehend von einer beliebigen Zahl n=n, erhalt man durch wiederholte

Anwendung der Bildung der Quadratquersumme die ,,Folge der
Quadratquersummen von n*, also ngy,n;,... Mit

n;,; =QQS(n;) ; j=012,.

(@) Man vergleiche die Folgen der Quadratquersummen von 2019 und 2020.

(2 Punkte)
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(b) Man gebe vier (wesentlich verschiedene) dreistellige Zahlen an, bei denen in
den Folgen der Quadratquersummen die Zahl 1 auftritt!
(2 Punkte)

(Bemerkung: Zwei Zahlen, die sich nur durch die Anordnung ihrer Ziffern unterscheiden,
gelten im Sinne der Quadratquersummen nicht als wesentlich verschieden.)

(c) Man Dbeweise: Fir jede natlrliche Zahl n ist die Folge der
Quadratquersummen (ab einem bestimmten Folgenglied) periodisch.
(4 Punkte)

Seminarhinweis

Das 2. Chemnitzer Seminar findet wie bereits angekiindigt am Samstag, dem
14. Dezember 2019, bei der scia System GmbH im Technologie-Center
Chemnitz (TCC, Annaberger Str. 240, 09125 Chemnitz) — bitte beiliegende
Programmhinweise beachten.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 50 Exemplare

Mit freundlicher Unterstlitzung des Fordervereins
sMathematik zu Chemnitz* e.V. an der Fakultit fiir Mathematik der TU Chemnitz
VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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Losungshinweise Serie 3

Alle Aufgaben der Serie 3 entstammen dem Bundeswettbewerb Mathematik. Die
LAsungshinweise sind der angegebenen Literatur entnommen und zeigen damit das
Erwartungsbild fur die Lésungseinsendung beim BWM.

Aufgabe 3-1 (BWM 2013, 1. Runde). Kann man die Menge der nattrlichen Zahlen
von 1 bis 21 so in Teilmengen zerlegen, dass in jeder dieser Teilmengen die grofite
Zahl gleich der Summe der Ubrigen Zahlen ist?

Losungshinweise — Variante 1: Die Gesamtsumme der nattirlichen Zahlen von 1 bis
21 betrégt nach der Gaufischen Summenformel %2 - 21 - 22 = 231. Dies ist eine
ungerade Zahl. Ware nun eine solche Zerlegung in Teilmengen moglich, dann ware
in jeder solcher Teilmenge die Summe der Zahlen das Doppelte der grofiten Zahl in
dieser Teilmenge. Insbesondere ware in jeder Teilmenge die Summe aller Zahlen
gerade. Da jede der Zahlen 1, 2, ..., 21 in genau einer der Teilmengen vorkommt,
ist die Gesamtsumme aller Zahlen identisch mit der Summe tiber die Summe in allen
Teilmengen, also eine Summe gerader Zahlen und somit selbst eine gerade Zahl.

Dies steht aber im Widerspruch zu obiger Feststellung tUber die ungerade Summe
der Zahlen von 1 bis 21. ad

Losungshinweise - Variante 2: Man nehme an, es sei eine zuldssige Aufteilung der
Zahlen auf Teilmengen gegeben. Dann gilt:

- Istdie groRte Zahl in einer dieser Teilmengen ungeradzahlig, so befinden sich
unter den anderen Zahlen dieser Teilmenge einen ungerade Anzahl
ungeradzahliger Zahlen. Insgesamt sind also eine gerade Anzahl von
ungeradzahligen Zahlen in der Teilmenge.

- Ist die groRte Zahl in einer dieser Teilmengen geradzahlig, so befinden sich
unter den anderen Zahlen dieser Teilmenge einen gerade Anzahl
ungeradzahliger Zahlen. Insgesamt sind also eine gerade Anzahl von
ungeradzahligen Zahlen in der Teilmenge.

Wenn es also eine Aufteilung der geforderten Art gibt, wird eine gerade Anzahl
ungeradzahliger Zahlen benétigt.

Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass unter den Zahlen 1 bis 21 insgesamt elf
ungerade Zahlen vorkommen, also eine ungerade Anzahl. a

Aufgabe 3-2 (BWM 1996, 1. Runde 1). Kann man ein Quadrat der Seitenldnge 5 cm
vollstandig mit drei Quadraten der Seitenldange 4 cm Uberdecken?

1 K.R. Loffler (Hrsgb.): Bundeswettbewerb Mathematik. Aufgaben und Lésungen 1993-1997.
Klett Verlage GmbH, Stuttgart 1998, S. 96.4
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Lésungshinweise: Das Quadrat ABCD mit der Seitenlange 5 cm wird schrittweise
mit Quadraten der Seitenldnge 4 cm (nachfolgend ,kleine Quadrate™ genannt)
uberdeckt. Zunéachst wird ein kleines Quadrat PQRS derart auf ABCD gelegt, dass
P mit A zusammenféllt, Q auf AB und S auf DA liegt. Nun dreht man unter
Beibehaltung der Eckenbezeichnungen das kleine Quadrat so um das Zentrum A,
dass B auf der Geraden durch Q und R zu liegen kommt. Wegen 52 — 42 = 32 liegt B

dann auf der Quadratseite QR mit RB = 1cm.

Da das kleine Quadrat um weniger als 45° gedreht wurde (der Winkel ZBAQ ist

Kleiner als 45°, weil er der kiirzeren Kathete gegentiberliegt), liegt S in der gleichen

Halbebene von AC wie D. Zur weiteren Uberdeckung mit einem zweiten kleinen

Quadrat wird das Quadrat PQRS an der Geraden durch AC gespiegelt. Die beiden

kleinen Quadrate Uberlappen sich; AC ist die Symmetrieachse des
Uberlappungsgebietes.

Q Das dritte Quadrat legt man nun so,

dass ein  Eckpunkt mit C

zusammenfallt, die Kanten parallel zu

3cm 4.cm denen des Quadrates ABCD sind und

5 cm in dessen Inneren der zu C

B , A=P gegentberliegende Eckpunkt liegt.
Von diesem kleinen Quadrat sei die

RANGE--coo 27 auf CB liegende Ecke mit E

! bezeichnet. Wegen BR =1cm liegt E
! im Innern des Quadrates PQRS (weil
: E auf der Hypotenuse des
XS i rechtwinkligen Dreiecks mit dem
! rechten Winkel in R liegt). Folglich
I Uberdeckt das dritte kleine Quadrat
' den noch freien (drachenférmigen)

C D Teil des  Quadrates  ABCD.
a

Hinweise: Man kann zeigen, dass die Uberdeckung mit
Quadraten der Seitenlédnge

g-\/z-ﬁ—zzs,%

gelingt. Auch andere Anordnungen sind moglich (s.
nebenstehende Skizze).

Weitere anschaulich naheliegende symmetrische Uberdeckungen sind mit den
vorgegebenen Mallen jedoch nicht moglich, auch wenn die ,leichtfertig
gezeichneten® Skizzen einen anderen Eindruck erwecken:

3
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N

In der LOsungsdiskussion zum BWM wird ausdricklich darauf hingewiesen, dass
eine Argumentation bei Verwendung von Naherungswerten ohne ausreichende
Fehlerdiskussion unvollstandig ist. So darf man zwar angeben, dass wegen 0,75 < 1
und aufgrund der Monotonie der Arctan-Funktion die Ungleichung
arctan(0,75) < arctan(1) = 45° gilt, aber schon die Verwendung eines N&herungs-
wertes der Form arctan(0,75) ~ 36,78° < 45° ist nicht zuldssig. Dabei spielt es keine
Rolle, ob man der Rechengenauigkeit aufgrund des grofien Abstandes beider Werte
oder vieler Kommastellen ,vertrauen kann. Die Verwendung von
Naherungswerten kann immer zu Fehlern fuhren, so dass deren Einfluss abgeschétzt

1
5.2 -707
von ~/2 ~1,4142 erscheint ausreichend exakt. Der sich daraus ergebende Wert 1000
1st aber vom Taschenrechnerwert 936,4945... weit entfernt.

werden muss. Als Beispiel wird der Bruch angegeben. Das Einsetzen

Aufgabe 3-3 (BWM 2017, 1. Runde). Die Zahlen 1, 2, 3, ... 2017 stehen an der
Tafel. Amelie und Boris wischen abwechselnd je eine dieser Zahlen weg, bis nur
noch zwei Zahlen ubrig bleiben. Amelie beginnt. Wenn die Summe der beiden
letzten Zahlen durch 8 teilbar ist, gewinnt Amelie, ansonsten Boris. Wer kann den
Gewinn erzwingen?

Lésungshinweise: Man kann die Zahlen von 1 bis 2016 in Paare der Form (1008 —
1,1008 +i) furi=1, 2, 3,...1007 und in das Paar (1008, 2016) aufteilen. Die Summe
beider Zahlen jedes dieser Paare ist durch 8 teilbar.

Amelie beginnt und wischt die Zahl 2017 weg. Nun wischt Boris eine beliebige Zahl
weg. Amelie wahlt danach diejenige Zahl aus, die dem Paar angeh0ort, das die von
Boris weggewischte Zahl enthalt. Wenn Amelie diese Zahl weggewischt hat, stehen
wieder nur vollstandige Paare der genannten Art an der Tafel. Wenn Amelie diese
Strategie befolgt, bilden die beiden letzten Zahlen ein Paar der obigen Festlegung —
also ist die Summe der beiden letzten Zahlen stets durch 8 teilbar und Amelie
gewinnt.

Aufgabe 3-4 (BWM 2014, 1. Runde). Es sei eine Menge von 2017 ganzen Zahlen
gegeben, sodass zu je drei dieser Zahlen auch deren arithmetischer Mittelwert
enthalten ist. Beweisen Sie, dass alle Zahlen gleich sind.
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Loésungshinweise: Wir nehmen an, es gabe eine zulassige Menge der Zahlen, die
nicht alle gleich sind. Dann gibt es mindestens ein Paar verschiedener Zahlen. Unter
allen Paaren verschiedener Zahlen gibt es Paar a; und a; mit minimalen positiven
Abstand d := |a; —ay| > 0.

Nun betrachten wir zwei beliebige weitere Zahlen a; und a4 aus dieser Menge und
bilden die arithmetischen Mittel

m __a1+a3+a4 __az+a3+a4
: : 2 :
Weil a; # a; gilt, sind auch m; und m, verschieden. Gemal der Definition der Menge

gehoren beide Werte zu dieser Menge. Fir die Differenz beider Werte gilt

und m

|a2+a3+a4_a1+a3+a4|:\a2—a1\:9

0<‘m2—m1‘:‘ 3 3 ‘ 3 3<d

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass d die minimale Differenz zweier
Zahlen aus der gegebenen Menge ist. a

Aufgabe 3-5A (nach BWM 1972, 1. Runde ?).

(a) Zum Auslegen des Ful’bodens eines rechteckigen Zimmers sind rechteckige
Platten des Formates 2 x 2 und solche des Formates 4 x 1 verwendet worden. Man
beweise, dass das Auslegen nicht moglich ist, wenn man von der einen Sorte eine
Platte weniger und von der anderen Sorte eine Platte mehr verwenden will.

(b) Man untersuche, ob der FuBboden eines rechteckigen Zimmers mit Platten der
Form F1 vollstandig ausgelegt werden kann. F1

(c) Welche notwendigen und hinreichenden Bedingungen
ergeben sich jeweils fir die Seitenlangen des rechteckigen
Zimmers, wenn zum Auslegen jeweils nur Platten der Form F2
verwendet werden soll.

F2

Losungshinweise: (a) Farbt man das in Quadrate (des Formats
1x1) eingeteilte Rechteck gemaR der nebenstehenden
Abbildung, so Uberdeckt jede 2 x 2-Quadratplatte genau ein
schwarzes Feld, eine 4 x 1-Rechteckplatte dagegen entweder 2
oder 0 schwarze Felder. Ein Tausch zweier Platten geméal der
Aufgabenstellung wiirde also bedeuten, dass sich die Anzahlen
der jeweils Uberdeckten schwarzen Felder unterscheiden. Damit
kann nach dem Tausch keine vollstdndige oder Kkorrekte
Uberdeckung mehr vorliegen.

2 K.R. Loffler (Hrsgb.): Bundeswettbewerb Mathematik. Aufgaben und Lésungen 1972-1982.
Klett Verlage GmbH, Stuttgart 1987, S. 72.15.
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(b) Eine Parkettierung einer rechteckigen Flache mit den
angegebenen Teilen ist nicht moglich. Um die linke obere Ecke
zu Uberdecken, ist ein Teil beispielsweise wie in nebenstehender
Abbildung anzulegen. Um das mit ,,X* markierte Feld zu
Uberdecken, ist die Lage des nachsten Teils bereits festgelegt.
Erreicht man beim Auslegen den rechten Rand, kann kein
vollstandiges Teil mehr dazugefiigt werden.

(c) Die auszulegende Rechteckflache moge die Seitenlangen a,b (ab=>2,
ganzzahlig) haben. Notwendig und hinreichend ist die Bedingung 8\a-b. Diese

Bedingung ist hinreichend, denn jedes Rechteck mit dieser Eigenschaft lasst sich in
Teile der GroRe 4 x 2 und der GroRe 3 x 8 zerlegen, die jeweils miihelos mit den
vorgegebenen Platten ausgelegt werden kénnen:

T

Die Bedingung 8\a-b ist auch notwendig. Um dies zu beweisen, markiere man die

Teilquadrate der rechteckigen Fliche mit den Vorzeichen ,+1“ oder ,,-1* in
folgender Weise:

1 (1 ({11111
1]-1({-1]-1({-1]-1{-1
l1]1)]1]1)]1]1]1
1]-1({-1]-1(-1]-1{-1
1111111

Legt man auf dieses Muster eine Platte der geforderten Form, so ist das Produkt der
4 Uberdeckten Felder stets -1. Die Anzahl der kleinen Quadrate ist durch 4 teilbar,
da sonst keine vollstandige Uberdeckung durch die Platten moglich waére.

Man nehme nun an, dass diese Anzahl der Teilquadrate als Produkt 4-n mit

ungeradem n darstellbar sei. Da jede Platte das Produkt -1 tragt, ist das Produkt der
Zeichen aller Platten ebenfalls -1.

Man (berzeugt sich nun, dass bei 4-n Platten die Anzahl der Zeichen ,,-1° gerade
ist. Somit muss das Produkt Uber alle Teilguadrate +1 ergeben. Aus diesem

Widerspruch wird offensichtlich, dass die Annahme falsch ist und somit 8 ein Teiler
des Produkts a - b sein muss. a
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Aufgabe 3-5B (nach BWM 1990, 2. Runde®). Gegeben seien drei natiirliche Zahlen
a, b, ¢, bei denen das Produkt von je zweien bei Division durch die dritte den Rest
1 18sst.

(a) Man zeige, die Zahlen a, b, ¢ sind paarweise teilerfremd.
(b) Man beweise die Ungleichung abc <ab+bc +ca.
(c) Man finde alle L6sungen fur die Zahlen a, b und c.

Lésungshinweise:

(a) Angenommen, es hétten zwei der Zahlen, z.B. a und b, einen gemeinsamen
Teiler g > 1. Dann existieren ganze Zahlen x und y mit a = xg und b = yg. Dann
ware g wegen

ac=zb+r,
dh. xgc-zyg=g-(xc—zy)=r,

auch ein Teiler des Restes r bei der Division von a - ¢ durch b. Der Rest wére also
groRer als 1. Die Zahlen mussen folglich paarweise teilerfremd sein.

(b) Alle Zahlen a, b und c sind groRer als 1. Wére namlich eine Zahl gleich 1, so
wuirde das Produkt der beiden anderen Zahlen ohne Rest durch 1 teilbar sein.
Aufgrund der genannten Eigenschaften der Zahlen a, b und c folgt die Existenz von
ganzen Zahlen A, B und C mit

(#) ab-1=Cc,bc—-1=Aa,ac-1=Bb.
Nach Multiplikation der drei Gleichungen (#) erhélt man
ABCahbc = (ab—1)bc —1)fac-1)=
= a’h’c® —a’bc —ab’c —abc? +ab+ac+hbc —1

Durch Umformung flhrt dies zu

abc( ABC —abc+a+b+c)=ab+ac+hbc-1.

Da die rechte Seite dieser Gleichung positiv ist, ist der Term in der Klammer nicht
0, d.h. das Produkt abc teilt die Summe ab+ac+bc—1. Damit ist
abc <ab + ac + bc — 1 und es gilt somit die behauptete Ungleichung.

(c) Da die Zahlen a, b und c paarweise teilerfremd sind, sind sie verschieden und es
kann 0.B.d.A. a < b < ¢ angenommen werden. Aus der Ungleichung in (b) folgt
damit abc < 3bc, alsoa< 3,d.h.a=2.

% K.R. Loffler (Hrsgb): Bundeswettbewerb Mathematik, Aufgaben und Lésungen 1988 — 1992,
Klett Verlage GmbH, Stuttgart 1994, S. 90.14.
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Setzt man a = 2 in die Ungleichung ein, findet man 2bc < 2b + bc +2c, also bc < 4c
und damitb <4, d.h. b =3.

Setzt man auch diesen Wert in die Ungleichung ein, erhdlt man 6c <6+3c+2c,

also ¢ < 6. Weil c teilerfremd zu a ist, muss ¢ = 5 sein.

Das Tripel (2, 3, 5) ist tatséchlich eine L6sung, denn es gilt:
2-3-1=1.5,3-5-1=7-2,5-2-1=3-3.

Da die Anordnung a < b < ¢ willkirlich gewahlt wurde, sind alle Tripel aus den

Zahlen 2, 3 und 5 L6sung der Aufgabe, also

L={(235),(253),(325),(35.2),(52.3),(53.2)} 0

Hinweis: Aus der Ungleichung (b) folgt unmittelbar 1<§+%+%. Daraus findet

man ebenfalls die Lésungsmenge, weil diese Ungleichung flr groRe Zahlen nicht

erfillbar ist und somit systematisches Probieren schnell zum Ergebnis fihrt:

Nehmenwira<b <can.

Dann gibt es fur a > 2 fur die Ungleichung 1<£+%+1 keine LoOsung in
a C

natlirlichen Zahlen, weil die rechte Seite hochstens *'/so werden kann. Also gilt

a=2.

Dann gibt es fur b > 3 flr die Ungleichung %<%+% keine LOsung in natlrlichen
Zahlen, weil die rechte Seite hdchstens %/, werden kann. Also gilt b = 3.

SchlieBlich kann fir die Ungleichung %<% nur ¢ = 4 oder ¢ = 5 gelten.

Quersummen in Wettbewerbsaufgaben’

Zu Aufgabe 2-1. Diese Aufgabenstellung wurde in der Mathematik-Olympiade
allgemeiner formuliert.

Aufgabe M0O411023. Fur jede natirliche Zahl n sei q(n) die Quersumme von n und
d(n) = |q(n+1) — g(n)|. Bestimmen Sie die Menge aller Werte, die d(n) annimmt,
wenn n alle naturrlichen Zahlen durchléuft.

Losungshinweise: Wie zu Aufgabe 2-1 diskutiert fuhrt die Analyse der
Quersummen zweier benachbarter natirlicher Zahl auf die mdglichen Differenzen
der Quersummen von 1 oder der Form 9k — 1 mit ganzer Zahl k.

4 Aus dem Seminarprogramm vom 14. Dezember 2019.

8
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Aufgabe. Man beweise fir alle naturlichen Zahlen m und n die Ungleichung
Q(m+n) <Q(m) + Q(n) (mit Q(x) als Quersumme der nattirlichen Zahl x).

Losungshinweise: Anschaulich scheint die Behauptung einfach: Man beobachtet
(&hnlich wie in Aufgabe 2-1) die Eigenschaft Q(m + 1) = Q(m) +1, falls fur den
Nachfolger von m kein Ubertrag in der Einerstelle entsteht. Bei einem Ubertrag
verringert sich die Quersumme. Folglich wird es gelingen, die Behauptung durch n-
malige Addition von 1 schrittweise zu beweisen.

Dagegen wird in den Ldsungshinweisen zur MO-Aufgabe ein algorithmischer Weg
vorgeschlagen: Es seien ay, ..., ax die Ziffern der Zahl m und b, ..., bk die Ziffern
der Zahl n und cy, ..., Ck+1 die Ziffern der Summe m + n (wobei fiihrende Nullen
zugelassen sind). Entsprechend des Algorithmus der Addition gilt

Co=ag+ by -10-ug
Ci=a;+bi+uy-10-ug
Ck+1 = Uk

Dabei sind u; die bei der zifferweisen Addition entstehenden Ubertrage, die nur die
Werte 0 oder 1 annehmen kdénnen. Addiert man alle Zeilen wird die Behauptung
bestatigt:

Q(m+n)=cCo+ ...+ Cks1 =
=agt..tak+bo+...+b-9-(U+...+tu)<QmM)+Q(n). 4

Oft lassen sich in Aufgaben mit Quersummen die Terme nicht auf die
Zifferndarstellung umformulieren. Dann hilft meist nur eine Abschatzung.

Aufgabe M0O450944. Bestimmen Sie die Anzahl aller neunstelligen natiirlichen
Zahlen n, die wie Ublich im Zehnersystem geschrieben wurden und fir die gilt

(1 +9gT(n; 90))* = Q(Q(N)).

Mit ggT wird der grél3te gemeinsame Teiler abgekurzt.

Lésungshinweise: Da der ggT zweier Zahlen mindestens 1 ist, gilt
(1 +ggT(n; 90))*> (1 + 1)* = 16.

Somit gilt Q(Q(n)) > 16. Da n neunstellig ist, gilt Q(n) < 81. Die Zahl zwischen 1
und 81 mit der grofiten Quersumme ist 79. Fir alle neunstelligen Zahlen n gilt
folglich 1 <Q(Q(n)) <16 = Q(79). Insgesamt erhalt man daraus

Q(Q(n) = 16.

Daher kommen nur neunstellige Zahlen mit Q(n) = 79 als Ldsung in Frage. Als
Ziffern von n sind folglich nur folgende Kombinationen méglich:
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a) Achtmal die Ziffer 9 und einmal die Ziffer 7.
b) Siebenmal die Ziffer 9 und zweimal die Ziffer 8.

Bei a) lassen sich genau 9 und bei b) genau (9 - 8 : 2 =) 36 solche neunstellige
Zahlen bilden. Es gibt also 45 neunstellige Zahlen mit der Quersumme 79.

Zur Losung der Aufgabe muss aber zuséatzlich ggT(n; 90) = 1 gelten. Die Primteiler
von 90 sind 2, 3 und 5. Keine der gefundenen neunstelligen Zahlen ist durch 3 oder
5 teilbar. Es mussen somit nur diejenigen Zahlen eliminiert werden, die durch 2
teilbar sind. Das sind die 8 Zahlen aus b), die auf 8 enden. Also ergibt sich als
Anzahl (45-8=) 37. a

Aufgabe M0O440924. Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen n, fir die gilt: Die
Summe aus der Zahl n und ihrer Quersumme Q(n) betragt 2004.

Losungshinweise: Die Aufgabenstellung verleitet zum Probieren. Sicher ist n
Kleiner als 2004. Also probiere man die Zahlen 2003, 2002, ..., bis man sicher sein
kann, dass es fur Kleinere als die probierten Zahlen keine LOsung mehr geben kann.

Doch wie immer sollte man durch Vorlberlegungen die Menge der zu probierenden
Zahlen einschranken.

Fall 1: Es gelte n >2000. Also gibt es eine Einerziffer e mit Q(n) = 2+ e und damit
(2000 + e) + (2 + €) = 2004, also 2002 + 2-e = 2004. Folglich kann nur e = 1 gelten.
Tatséchlich erfullt 2001 die Gleichung 2001 + Q(2001) = 2004.

Fall 2: n <2000. Weil die Quersumme von n hochsten 1 + 9 + 9 + 9 = 28 sein kann,
ist n groRer als 1975. Laut Losungshinweise der MO ist ein vollstandiges Probieren
der Zahlen 1976, ..., 1999 zulassig.

Aber es geht auch ganz ohne Probieren: Fir n > 1975 gibt es also eine Zehnerziffer
z (mitz =7, 8 oder 9) und eine Einerziffere mit Q(n) =1+ 9 + z + e und 1900 +
10-z+e+1+9+2z+e=2004,also 11-z + 2-e = 94. Damit muss z eine gerade Zahl
sein, z = 8, und deshalb e = 3. Die Probe 1983 + Q(1983) = 1983 + 21 = 2004
bestatigt die Losung. ad

Bei der Aufgabe M0O551024 genigte es in den Teilen a) und b) glltige Beispiele
zu nennen. Dabei wére es einfach, alle Losungen der gegebenen Gleichungen zu
ermitteln. Der Losungsansatz ist jeweils gleich: Faktorisierung!

Aufgabe M0O551024(a). Man finde (alle) Tripel (x; y; z) von Primzahlen x, y und z
mity = 2% — X2,

10
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Losungshinweise: Es gilty = z2 — x2 = (z — x)(z + ). Damit y eine Primzahl ist, muss
z — x = 1 gelten. Die einzigen Primzahlen mit Abstand 1 sind z = 3 und x = 2. Mit
y=z+x=3+2=5isty tatsachlich wie gefordert eine Primzahl. Weitere LGsungen
kann es nicht geben.

Aufgabe M0551024(b). Man finde (alle) Tripel (x; y; z) von Primzahlen x, y und
zmity=z*—x2

Losungshinweise: Es gilt y = z* — x? = (22 — x)(z? + x). Damit y eine Primzahl ist,
muss z? — x = 1 gelten. Dies ist gleichwertig zu x =72 -1 = (z - 1)-(z + 1). Weil x
eine Primzahl ist, muss z — 1 = 1 gelten, also z = 2. Daraus folgt x =3 und y = 16 —
9 =7, sodass y tatsachlich wie gefordert eine Primzahl ist. Weitere L6sungen kann
es nicht geben.

Ein Uberdeckungsproblem

Eine Punktmenge C der Ebene (oder des Raumes) heifit konvex, wenn sie zu jedem
beliebigen Punktepaar x, y auch die zugehdrige Verbindungsstrecke xy vollstandig

enthélt. Die Menge wird beschrankt genannt, wenn man sie in einem Kreis (bzw. in
einer Kugel) unterbringen kann. Ein Punkt b soll Randpunkt von C heil’en, wenn
jeder noch so kleine Kreis (bzw. Kugel) um b sowohl Punkte von C als auch solche,
die nicht zu C gehoren, enthélt. Die Gesamtheit aller Randpunkte von C wird Rand
genannt. Schliel3lich soll eine beschrankte konvexe Punktmenge in der Ebene (oder
im Raum) konvexe Figur (bzw. konvexer Kérper) genannt werden, wenn sie ihren
gesamten Rand und alle Punkte des Inneren enthélt.

Jedes Quadrat Q kann durch vier (etwas) kleinere Quadrate mit Seiten parallel zu
denen von Q vollstandig tberdeckt werden, wahrend drei solche Quadrate in
seitenparalleler Lage nicht ausreichen. Ein Kreis K kann dagegen mit drei (etwas)
Kleineren Kreisen vollstandig tberdeckt werden, mit zwei dagegen nicht. Die
Mathematiker Huco HADWIGER (1908 — 1981) und FRIEDRICH WILHELM DANIEL
LEVI (1888 — 1966) untersuchten die allgemeine Frage nach der kleinsten Zahl L(C)
solcher kleineren Kopien® einer konvexen Figur (bzw. eines konvexen Korpers) von
C, mit denen C vollstandig tiberdeckbar ist. Wie oben gesehen, gilt L(Q) =4 und
L(K) = 3. Im Jahre 1955 bewies LEVI die Aussage, dass jede ebene Figur durch
maximal 22 kleinere Kopien uberdeckt werden kann: Fir jede konvexe und
beschrankte Figur, die kein Parallelogramm ist, gilt L(C)=3; fiir jedes
Parallelogramm P gilt L(P)=4. (Man veranschauliche sich die Aussage
beispielsweise am Fiinf- oder Sechseck.)

% Unter kleineren Kopien sollen Figuren oder Korper verstanden werden, die durch eine zentrische
Streckung mit einem Faktor kleiner als 1 erzeugt werden kénnen.

11
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Zwei Jahre spater vermutete HARDWIGER, dass fir jeden n-dimensionalen Korper
maximal 2" kleinere Kopien bendétigt werden. Im dreidimensionalen Raum ist
offensichtlich diese Grenze 22 = 8 nicht zu verkleinern, da jede kleinere Kopie eines
Wiirfels nur hdchstens einen Eckpunkt des Ausgangswiirfels tiberdecken kann (falls
die entsprechenden Wirfelkanten parallel bleiben). Ob aber alle konvexen und
beschrankten Korper C mit maximal 8 Kopien uberdeckt werden kdnnen, ist noch
ungelost. Kurz nach der Veroffentlichung der Vermutung bewies man, dass im
dreidimensionalen Raum L(C) <149 gilt. Bislang ist es gelungen, diese obere
Schranke auf 21 zu verringern! Allerdings ist fir zentralsymmetrische Korper 1984
nachgewiesen wurden, dass hierbei 8 Kopien zur Uberdeckung gentigen.

Parkettierungen und Farbungen ¢

Typische Wettbewerbsaufgaben zur Parkettierung beinhalten die Uberdeckung von
Figuren mit Domino-Steinen. Es ist offensichtlich, dass sich eine Flache, die aus
(8 x 8)-Quadraten besteht, mit Domino-Steinen parkettieren l&sst. Aber geht dies
auch, wenn man zwei gegenuberliegende Eckfelder entfernt? Klar ist, dass die
auszufiillende Flache notwendigerweise eine gerade Anzahl an Teilquadraten
besitzen muss; dies erfullt die aus 62 Quadraten bestehende Flache. Nach einigem
systematischen Probieren kann man sich sicherlich davon Uberzeugen, dass es
dennoch keine solche Parkettierung gibt. Im Gegensatz zum Existenznachweis fir
eine Parkettierung, den man lediglich konstruktiv durch Angabe eines Beispiels
fihren kann, ist der Nachweis, dass es keine solche Parkettierung geben kann, nicht
durch ,,misslungene* Beispiele fiihrbar.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei das geschickte Einfarben der Fléche. Im
genannten Fall ist es z.B. nutzlich, das (8 x 8)-Quadrat wie ein Schachbrett
einzufarben. Man erkennt, dass es nach Entfernen von zwei (gleichfarbigen)
Eckfeldern 32 schwarze und 30 weilRe Felder (oder umgekehrt) auf dem Brett gibt.
Wie man leicht sieht, Uberdeckt ein Domino-Stein, der ja aus zwei Quadraten
besteht, immer genau ein weiRes und ein schwarzes Feld, nie zwei gleichfarbige
Felder. Daraus folgt, dass sich die Flache nicht mit Domino-Steinen parkettieren
l&sst. u

Aufgabe 1. Man untersuche, ob ein (10 x 10)-Quadrat mit (1 x 4)-Steinen
vollstandig ausgelegt werden kann.

Losungshinweise: Man farbe das Quadrat mit vier Farben (durch Ziffern dargestellt)
wie in der Skizze:

1/213(4|1(2|3(4]|1|2
213/14/1/2/3|4]1/|2]3
31412341 |2|3 |4

6 Aus dem Seminarprogramm vom 14. Dezember 2019
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Beim Auszéhlen der Felder erkennt man, dass die Farben unterschiedlich haufig
auftreten, im Widerspruch dazu, dass ein (1 x 4)-Stein stets alle vier Farben bedeckt.
a

Aufgabe 2. Man untersuche, ob ein (10 x 10)-Quadrat mit Tetris-
Steinen (s. nebenstehende Abbildung) vollstandig ausgelegt werden
kann.

Losungshinweise: Wahrend ein (4 x 4)-Quadrat ausgelegt werden kann, wird man
vermuten, dass es beim (10 x 10)-Quadrat nicht gelingt. Um den
Unmadglichkeitsbeweis zu fiihren, farbe man das Quadrat mit 2 Farben wie ein
Schachbrett (vgl. Skizze):

Diese Farbung ergibt 50 weifl3e und 50 schwarze Felder. Ein Tetris-Stein Uberdeckt
stets drei Felder einer Farbe und ein Feld der anderen Farbe. Somit sind fir eine
vollstandige Uberdeckung gleich viele Tetris-Steine mit drei weiRen Felder und mit
drei schwarzen Feldern notwendig, im Widerspruch dazu, dass eine ungerade
Anzahl der Tetris-Steine (25) zur Uberdeckung der 100 Felder erforderlich ist. O

Aufgabe 3. Es wurde ein (7 x 7)-Quadrat mit (3 x 1)-Steinen berdeckt. Es bleibt
ein (1 x 1)-Feld frei. Wo kann dieses liegen?

Lésungshinweise: Man farbe das (7 x 7)-Quadrat mit drei Farben (als Ziffern
dargestellt):

In der nebenstehenden Farbung stehen 17 Mal die Ziffer 1 112131112131

213|1/2|3]1|2

und jeweils 16 Mal die Ziffern 2 und 3. Da aber ein (3 x 1)-

Stein stets drei Farben Gberdeckt, kann das freie Feld nur 311121311123

an einer ,,1* stehen.

Nun erfolgte die Farbung willklrlich. Auch die 1121311121311

nebenstehende Farbung ware moglich. Auch hier stehen 17

w
=
N
w
=
N
w

Mal die Ziffer 1 und jeweils 16 Mal die Ziffern 2 und 3.

Wiederum kann das freie Feld nur an einer ,,1 stehen — aber

insgesamt nur an solchen Stellen, die bei beiden Farbungen
eine ,,1° tragen. We_lche sind es? Es ist nun noch zu zeigen,
dass es tatsachlich Uberdeckungen der geforderten Art gibt. [

13
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der nebenstehenden Form so bedecken, dass genau ein (beliebig

Aufgabe 4. Fur welche n lassen sich (n x n)-Spielfelder mit Spielsteinen r
vorgegebenes) Feld frei bleibt?

Losungshinweise: Mit der Methode der vollstandigen Induktion zeigt man zunéchst,
dass sich alle (2% x 2¥)-Felder wie gefordert bedecken lassen. Dies ist fir k=1
trivial.

Sei nun k > 1. Dann befindet sich das freibleibende Feld in genau einem Viertel des
Feldes (0.B.d.A. unten links). Im Sinne der Methode der vollstandigen Induktion
kann dieses Viertel als (2! x 2%1)-Feld wie gefordert bedeckt werden. In der Mitte
des Feldes wird ein Spielstein wie skizziert angeordnet. Er bedeckt in jedem der
anderen drei Viertel genau ein Feld. Doch ein (2% x 2¥1)-Feld mit einem freien Feld
kann stets wie gefordert bedeckt werden.

Allgemein sind nur solche n maéglich, die nicht durch 3 teilbar sind. Fiir n =5 ist es
nicht bei beliebiger Lage des freibleibenden Feldes moglich. Befindet sich dieses
Feld wie in der Abbildung angegeben (grau), so muss ein Spielstein zur Bedeckung
des benachbarten Randsteines so (oder spiegelbildlich nach unten) eingeflgt
werden. Dann kann das Eckfeld nicht mehr bedeckt werden.

Fir n =7 lasst sich die Bedeckung stets zeigen. Es ist nicht schwer, dann auch fur
n=7+ 6 = 13 die Bedeckung zu zeigen.

SchlieBlich l&sst sich auch fir n = 11 stets die Bedeckung zeigen. Auch hier ist es
nicht schwer, daraus die Bedeckung fiir n = 11 + 6 = 19 herzuleiten.

Im Sinne der Methode der vollstdndigen Induktion kann dies vervollstandigt
werden: Es gilt fir n =4, 7, 8, 10, 11 und wenn fir n = k dann auch fir n = k + 6,
also fir alle nicht durch 3 teilbaren Zahlen n > 3 und verschieden von 5.

Aufgabe 5. Auf einem 11 x 11-Spielfeld befinden sich auf allen Feldern je ein
Kéfer. Jeder Kafer verlasst sein Feld und begibt sich auf ein diagonal benachbartes

14
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Feld. Dabei kénnen sich danach auf einem Feld mehrere Kéafer befinden. Wie viele
Felder bleiben mindestens frei, wenn sich alle Kafer wie beschrieben bewegt haben?

Losungshinweise: Um sich zu verdeutlichen, ob Felder frei bleiben, betrachte man
zunachst kleinere Spielfelder. Bei einem 2 x 2-Spielfeld bleiben offenbar keine
Felder frei, denn jeder Ké&fer wechselt von einer Ecke in die gegeniberliegende
Ecke. Bei einem 3 x 3-Spielfeld missen die vier Kafer der Eckfelder auf das
mittlere Feld wechseln. Der anfangs auf dem Mittelfeld befindliche Ké&fer muss in
eine Ecke wechseln. Die restlichen Kafer konnten jeweils mit einem diagonal
benachbarten Kéafer die Platze tauschen. Es bleiben also mindestens drei (Eck-)
Felder frei.

Fir eine verallgemeinerungsfahige Beweisidee markiere man in einem n X n-
Spielfeld die Felder wie in der Abbildung. Jeder auf einer ,,1“ befindliche Kéfer
wechselt zu einer ,,2“, und jeder auf einer ,,2* befindliche Kéfer wechselt zu einer
,, 1. Da es aber n Felder ,,1° mehr als Felder ,,2* gibt, miissen mindestens n Felder
,,1° frei bleiben. Dass es eine solche Verdnderung mit anschlie3end n freien Feldern
tatsachlich geben kann, 1&sst sich problemlos mit einem Beispiel zeigen.

1](1)1]1)...

RINEFIN
RINEFIN
RINEFIN
RINEFIN

Q
Einfihrung zur Methode der volistdndigen Induktion

Induktion (lat. induction — hinfithren) ist der Ubergang vom Speziellen zum
Allgemeinen. Die Bedeutung von Verallgemeinerungen der Ergebnisse von
einzelnen Beobachtungen und Experimenten, also von Induktionen, ist fur das
experimentelle Arbeiten wohlbekannt und unstrittig. Dagegen gilt die Mathematik
schon von alters her als klassisches Beispiel der Anwendungen rein deduktiver
Methoden, weil hierbei stets die Auffassung besteht, dass sich alle mathematischen
Séatze (auBer den Grundannahmen, den Axiomen) beweisen lassen und dass die
konkreten Anwendungen dieser Satze aus den auf die allgemeinen Félle
zugeschnittenen Beweisen hergeleitet (deduziert) werden.

Die Induktion, d.h. das Hinfuihren auf eine Idee, auf eine Vermutung oder auf eine
Hypothese besitzt in der Mathematik aber dennoch eine grofRe, wenn auch lediglich
heuristische Rolle: Sie erlaubt darauf zu kommen, wie die Losung vermutlich
beschaffen sein muss. Zu beweisen sind mathematische Sétze stets deduktiv, so
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auch Verallgemeinerungen von Beispielen. Folgende mathematische Probleme
demonstrieren die Notwendigkeit des Beweises’ von Vermutungen.

(1) Untersucht man die Funktion f(x)=x?+x+41, so findet man fiir x =0 die

Primzahl f(0) =41. Auch fir x=1, 2, 3 liefert die Funktion mit 43, 53, 61
Primzahlen. Weitere Test mit x = 4, 5, ... ergeben immer wieder Primzahlen.
Fihrt f(n) vielleicht fur alle natlrlichen Zahlen n auf eine Primzahl (nach
LEONHARD EULER (1707 — 1783))?

Leicht sieht man, dass fir x = 41 der Ausdruck f(41) keine Primzahl sein kann,
aber auch x = 40 ergibt wegen 402 + 40 + 41 = (40 + 1)? eine zusammengesetzte
Zahl.

(2) Es ist n3 —n fur jede natiirliche Zahl n durch 3 teilbar, ebenso ist n® —n durch

5 teilbar. Man kann auch zeigen, dass 7 ein Teiler von n’ —n ist. Gilt vielleicht
flr jede ungerade nattrliche Zahl k die Eigenschaft: Fir alle natiirlichen Zahlen

nist nX —n durch k teilbar (nach GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716))?

Fur k = 3 gilt n®=n=(n-1)-n-(n+1). Die Teilbarkeit durch 3 ist firr ein
Produkt dreier aufeinanderfolgender Zahlen stets gultig.

Fur k = 5 findet man die Zerlegung n> —n=(n—1)-n-(n+1)- (n2 +1). Ist einer
der Zahlen (n—1), n oder (n +1) durch 5 teilbar, ist 5 auch ein Teiler von n> —n
. Andernfalls lasst n bei Division durch 5 den Rest +2. Fir eine solche Zahl ist
aber der Ausdruck (n2 +1) durch 5 teilbar.

7

Welche Zerlegung findet man fir n® —n und warum ist dies stets durch 7

teilbar?

Fir k = 9 ergibt sich bereits fiir n = 2 ein Widerspruch, da 2° — 2 = 510 nicht
durch 9 teilbar ist.

Die obige VVermutung gilt auch allgemein nicht fiir gerade Zahlen k. Zwar ist 2

fur jedes n ein Teiler von n—n (warum?). Aber schon fir k=4 ist fir n =2
die Vermutung widerlegt: 2* — 2 = 14 ist nicht durch 4 teilbar.

In den folgenden Beispielen lassen sich die Vermutungen durch systematisches
Probieren nur sehr aufwendig widerlegen:

(3) Berechnet man fiir Primzahlen p = 2, 3, 5, ... den Ausdruck 2P1_1, sokonnte
man vermuten, dass dieser stets nicht durch p? teilbar ist. Man benétigt schon

" Sominskij, 1.S.; Golovina, L.1.; Jaglom, I.M.: Die vollstidndige Induktion. Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1986.
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viel Geduld, um das Gegenbeispiel zu finden, denn erst fiir p = 1093 teilt 10932
die Zahl 21992 _ 1 (nach DIMITRY A. GRAVE (1863 — 1939)).

(4) Ganz aussichtslos erscheint der Versuch, die Vermutung ,, Fiir alle natiirlichen
Zahlen n ergibt 991n2 + [ niemals eine Quadratzahl “ mit einem Gegenbeispiel
zu widerlegen. Die kleinste natiirliche Zahl, die der Vermutung widerspricht,
lautet

n =12.055.735.790.331.359.447.442.538.767.

Diese vier Beispiele erlauben den einfachen, aber wichtigen Schluss: Eine Aussage
kann in vielen speziellen Falle richtig, aber dennoch allgemein falsch sein.

Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Vollstandige Induktion ist ein Prinzip, um eine Aussage fir unendliche viele
nattrliche Zahlen zu beweisen. Es ist eine wesentliche Eigenschaft der natlrlichen
Zahlen und Inhalt des 5. Axioms des PEANQOschen Axiomen-Systems, das zur
Beschreibung der natlrlichen Zahlen durch den italienischen Mathematiker
GIUSEPPE PEANO (1858-1932) aufgestellt wurde:

,Wenn eine Teilmenge der natlrlichen Zahlen die Zahl 1 enthalt und mit
jeder natirlichen Zahl auch deren Nachfolger, dann ist diese Teilmenge
gleich der Menge aller natiirlichen Zahlen*8,

Man kann also dieses Prinzip nicht beweisen, es sei denn, man stitzt sich auf ein
anderes gleichwertiges Axiom wie z.B. ,,Jede nichtleere Teilmenge der natirlichen
Zahlen besitzt ein kleinstes Element®.

Die Methode der vollstandigen Induktion funktioniert nach dem Domino-Prinzip:
Man wirft den ersten Stein einer Reihe um, mit dem umkippenden Stein fallen auch
der darauffolgende und nacheinander alle Steine um.

In den Musterldsungen der 2. Stufe der 47. MO wird zu den Aufgaben MO470924
und MO471022 erklart: Die Losungen lassen sich mit dem Schema der
vollstandigen Induktion formulieren. Dies darf aber von Schilerlésungen nicht
verlangt werden. Wenn man jedoch die Methode beherrscht, erweist sie sich oft als
hilfreich. Dabei sollte der Beweis stets folgender Form entsprechen:

Ind.-Anfang: Man zeigt, dass die Aussage fiir n = 1 gilt.

Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Man nimmt an, dass die Aussage fur ein n =k wabhr ist.
Behauptung: Man behauptet, die Aussage sei fir n =k + 1 wahr.

& In der spateren und heute giiltigen Fassung wird anstelle der Zahl 1 die Zahl 0 eingesetzt.
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Beweis: Man zeigt, dass die Aussage fiir n = k + 1 folgt, wenn sie firn =
k gilt.
Ind.-Schluss: Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt, dass die

Aussage fir alle naturlichen Zahlen n > 1 erfillt ist.

Aufgabe MO471022. Gegeben ist eine positive reelle Zahl a. Es wird eine Folge
von Zahlen xi, Xz, X3 ... aus dem Startwert x; = 0 schrittweise nach der Vorschrift

X1 = \/a2 +a+ X, furn>1 berechnet. Weisen Sie nach,

(a) dass jedes Folgenglied echt groRer als das vorhergehende ist, also x,,.1 > x,,
firn>1 gilt, und
(b) dass alle diese Werte x, kleiner als a + 1 sind.

Lésungshinweise:
(@) Ind.-Anfang: Fir n =1 ist die Aussage wahr, denn es gilt

Xo :\/a2+a+x1 :\/a2+a>0:x1 und x;=0<a+l
Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Es gelte fir n =k: x4 > x, und xx <a +1.
Behauptung:  Die Aussage gelte auch fur n=k+1, also x,, > X, und

Xk+1 <a +1.
- e 2 a2 2 2
Beweis: Esgilt: X o =a"+a+ X >a"+a+ X, =X
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung X, .o > Xy 1 -

Es gilt zudem: X2,; =a®+a+x <a’+a+a+l=(a+1f.

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung x, ., <a+1.

Ind.-Schluss: Aus Induktionsanfang und Induktionsschritt folgt, dass die Aussage
fur allen>1 qilt. a

Aufgabe. Man zeige, dass die Summe der Kuben dreier aufeinander folgender
positiver ganzer Zahlen stets durch 9 teilbar ist.

Losungshinweise: Wir bezeichnen die kleinste der drei aufeinander folgenden
Zahlen mit n und beweisen die Aussage fur alle n > Q.

Ind.-Anfang: Fir n =1 ist die Aussage wahr, denn es gilt
B+2%4+32-36=9.4,
Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Es gelte fur n =k: 9\(k3 +(k +1)3 +(k+ 2)3)
Behauptung: Die Aussage gelte auch fir n=k +1.
Beweis: Es gilt: (k+1P+(k+2) +(k+3)° =
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(k+2)°+(k+2)° +k3+9k2 + 27k + 27 =
(k3 +(k+1)° +(k + 2)3)+9 : (k2 +3Kk +3)
Die Summe der drei Kuben ist laut Ind.-Voraussetzung

durch 9 teilbar, der letzte Summand ist offensichtlich ein
Vielfaches von 9. Damit ist die Ind.-Behauptung richtig.

Ind.-Schluss: Nach dem Ind.-Prinzip gilt die Aussage fiir allen > 0. a

Hinweis: Diese Aufgaben muss man nicht mit der Methode der vollstandigen
Induktion l0sen.

Variante 1: Betrachtet man die Summe S =n®+(n+1)>+(n+2)?, so erhdlt man
nach Ausmultiplizieren
S=3n°-3n+9n2+18n+9=3-(n-1)-n-(n+1)-9-(n? + 2n +1).

Da aber eine der Zahlen (n — 1), n oder (n + 1) stets durch 3 teilbar ist, ist 9 ein
Teiler von S.

Variante 2: Betrachtet man die Summe S =(m—1)2 +m3 +(m +1)3, so erhalt man
nach Ausmultiplizieren

S:3m3+6m=3-m-(m2+2).

Da aber entweder m oder (m2 + 2) stets durch 3 teilbar ist, ist 9 ein Teiler von S.

Aufgabe. Man zeige, dass 7 fir alle natiirlichen Zahlen n (n > 0) ein Teiler von
8" —1 ist.
Losungshinweise:
Ind.-Anfang: Fir n =1 ist die Aussage wahr, denn 7 ist ein Teiler von
8l-1=7.
Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Es gelte fir n = k: 7\(8k —1).
Behauptung:  Es gelte auch fiir n =k +1: 7\(8"*1 —1).

Beweis: Es gilt 8k+1—1=8-(8k —1)+7. Da der Klammerausdruck

aufgrund der Ind.-Voraussetzung durch 7 teilbar ist, ist der
gesamte Ausdruck der rechten Seite durch 7 teilbar.

Ind.-Schritt: Nach dem Ind.-Prinzip gilt die Aussage fiir alle n > 0. Q
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Hinweis: Auch diese Aufgabe kann leicht ohne die Methode der vollstandigen

Induktion gelost werden. Wegen 8" = (7 +1)" erkennt man beim Ausmultiplizieren

mittels binomischer Formel, dass alle Summanden bis auf den letzten durch 7 teilbar
sind und der letzte Summand gleich 1 ist. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

Manchmal soll eine Aussage nur fiir alle n ab einem bestimmten Startwert ny gezeigt
werden. Dann muss man im Induktionsanfang natlrlich zeigen, dass die Aussage
fur no gilt.

Aufgabe. Man finde alle natlrlichen Zahlen n, fur die die Ungleichung
2"1 > (n—1) erfillt ist.

Losungshinweise:

Ind.-Anfang: Fir n =1 und fur n = 2 ist die geforderte Ungleichung wegen
21=20-150=(1-1¢ bzw. 2%:=2'=2>1=(2-1)
erfullt.

Damit erscheint der Induktionsanfang korrekt. Da Terme mit Exponenten im
Allgemeinen schneller wachsen als quadratische Terme, kann man die Giiltigkeit
fur alle n > 0 vermuten.

Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Es gelte die Ungleichung 2" > (n—1)? fur n = k.
Behauptung:  Die Ungleichung 2" > (n—1)? sei auch fiir n =k +1 richtig.
Beweis: Esgilt 2¢ =2 2K 1> 2. (k-1 =k? + (k% — 4k + 2).
Ist k? —4k +2=(k —2)* —2>0, so wére der Beweis erbracht.

Aber diese Ungleichung gilt offenbar nicht fur alle k! Man muss den
Induktionsanfang deshalb noch einmal priifen und stellt Gberraschenderweise fest,
dass die geforderte Ungleichung nicht fir n = 3, 4, 5 gilt. Die Ungleichung kann
also nur fiir alle n > 5 richtig sein.

Korrigierter Ind.-Anfang: Fir n = 6 ist die geforderte Ungleichung wegen
2671 = 25 =32 > 25 =(6-1)? erfillt. Der oben dargestellte Induktionsschritt ist fiir
n > 5 gliltig.

Ind.-Schluss: Nach der Methode der vollstandigen Induktion folgt aus dem
(korrigierten) Induktionsanfang und dem Induktionsschritt, dass die Ungleichung
2"1 > (n—1)? fir alle n > 5 richtig ist. 0

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion kann auch zur Lésung geometrischer
Problemstellungen erfolgreich eingesetzt werden.
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Aufgabe. Es seien n beliebige Quadratflachen gegeben. Man beweise, dass man sie
so in Teile zerlegen kann, dass sich aus samtlichen Teilen eine neue Quadratflache
zusammensetzen l&sst.

Losungsidee: Bei Anwendung der Methode der vollstandigen Induktion gentigt es,
den Fall zweier Quadratflachen zu analysieren. Gelingt dies namlich, so kann man
bei n=k+1 Quadratflaichen zunéchst k beliebig auswéhlen, diese zerlegen und
wieder zu einer Quadratflache zusammensetzen. Das Ergebnis und die (k +1)-te

Quadratflache lassen sich dann ebenso wie gefordert zerlegen und zusammensetzen.
Fur den Fall n = 2 seien zwei Quadrate mit den Seitenldangen y und x gegeben (y < x).
Wie in der Skizze angedeutet, kann das gréfiere Quadrat so zerlegt werden, dass
sich die Teile um das kleinere Quadrat anordnen lassen. Fiir einen vollstandigen
Beweis sind die Zerlegung und das Zusammenlegen aber korrekt zu beschreiben.

Aufgabe zum Weihnachtsfest 2019

Es sei {an} n =1, 2, ... eine Folge von ganzen Zahlen. Die Summe von je drei
aufeinander folgenden Zahlen ist 55. Weiter gelte a4 = 24 und agp = 12. Bestimmen
Sie die ersten drei Folgeglieder a;, a, und as.

Losungshinweise: Aufgrund der Bedingung a,, + a1 + a,4, =55 fur alle
natrlichen Zahlenn =1, 2, ... gilt insbesondere

a38 + a39 + a4_0 = 55 = a37 + a38 + a39, aISO a40 == a37.

Setzt man dies fort, gilt ebenso fir jede ganze Zahl k > 0 die Beziehung
Ao = Az.k+1 = 24

In gleicher Weise findet man
a78 + a79 + a80 - 55 ES a77 + a78 + a79, a|SO a80 - a77,

woraus agy = as.x4+2 = 12 folgt. Insbesondere gilt damit a; = 24, a; = 12 und
az=55-24-12=19.

Die Losung lautet passend zum Weihnachtsfest (24, 12, 19).
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Naherungskonstruktionen fir regulére n-Ecke °

Im Jahre 1778 erschien in Goéttingen ein Buch von Johann Nikolaus Muller mit dem
Titel ,,Vorbereitung zur Geometrie fiir Kinder*. Darin beschreibt der Privatlehrer an
der Universitat Gottingen ein Verfahren, mit dem man n&herungsweise einem Kreis
regelmaiige n-Ecke beliebiger Seitenzahl einbeschreiben kann. Beispielsweise
heil3t es fur das regelmaRige Fiinfeck:

,,Ein reguléares n-Eck in einem Kreis mit dem Durchmesser AB zu beschreiben:
Theilet den Durchmesser AB desselben bey den Puncten 1, 2, ..., n-1 in n gleiche
Theile. Nehmet den ganzen Durchmesser AB mit dem Zirkel ab und machet aus
seinen Endpuncten a und b, aufwarts zween Bogen, die sich im Punct C schneiden.
Von den Puncten A und B ziehet nach dem Durchschnittspunct C die geraden Linen
AC und BC; so entstehet das gleichseitige Dreyeck ABC. Aus seiner Spitze C und
durch den Theilungspunct ,,2* ziehet die gerade Linie CD, die dem Kreis in dem
Punct D begegnet (D und C liegen auf verschiedenen Seiten von AB). Aus dem
Endpunct B ziehet hierauf nach dem Punct D die gerade Linie BD, welche sich
sicher in dem Kreil3 n-mal herumtragen lasst. Unterlasset ihr nicht sie wirklich n-
mal herumzutragen und die Puncte mit geraden Linien zusammenzuziehen, so habt
ihr das regulare n-Eck im Kreifse gezeichnet. “ *°

Beim Ausprobieren der Methode stellt man fest, dass dieses Verfahren fir
n =3, 4, 6 das exakte n-Eck liefert. Um die Genauigkeit des Verfahrens fur andere
n zu untersuchen, suche man die Abhangigkeit der Seitenlange BD vom Radius
r = AB. Erstaunlich, dass mit diesem einfachen Verfahren der relative Fehler fur
n <11 unter 1% bleibt. Fir das 17-Eck errechnet sich ein relativer Fehler der
konstruierten zur exakten Seitenldnge von weniger als 3%. Man kann zeigen, dass
fir wachsendes n der relative Fehler 10% nur geringfiigig Ubersteigt.

Aufgaben Serie 5 (2019/20)

Am 2. Marz 2020 ist Einsendeschluss fir die 1. Runde des diesjdhrigen
Bundeswettbewerbs Mathematik. Eine Kopie der Aufgaben liegt dem Heft bei.
Aufgaben und Ausschreibung sind unter www.bundeswettbewerb-mathematik.de
oder beim Mathematik-Lehrer erhéltlich.

Nutzen Sie Ihre Chance und nehmen Sie am Bundeswettbewerb teil!

Bereits die Einsendung einer richtig geldsten Aufgabe wird mit einer Anerkennung
belohnt. Mit drei richtig gel6sten Aufgaben qualifiziert man sich fir die 2. Runde.
Es ist Gruppenarbeit mit bis zu drei Gruppenmitglieder zugelassen.

® Nach Kihl, J.: Eine Naherungskonstruktion fiir reguldre n-Ecke in einem Geometriebuch fiir
Kinder von 1778. In: MNU 50/5 (1997), S. 277-279.
10 Zitat leicht geéndert
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In dieser Serie sind zwei Aufgaben aus dem aktuellen BWM. Fir die Einsendungen
dieser Aufgaben konnen Kopien der Bearbeitung fur den Bundeswettbewerb
eingesandt werden (also kein zuséatzlicher Aufwand). Aus der Punktbewertung im
Rahmen des KZM konnen naturlich keine Anspriiche fur die Bewertung im
Bundeswettbewerb abgeleitet werden.

(Einsendungen zur Serie 5 bitte bis 17. Mé&rz 2020 an Dr. Norman Bitterlich,
Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de ')

Aufgabe 5-1. Ermitteln Sie alle natirlichen Zahlen n, flr die gilt: Die Summe aus
n, ihrer Quersumme Q(n) und deren Quersumme (Q(Q(n)) betragt 2019.
(5 Punkte)

Aufgabe 5-2. Es sei M die Menge aller natlrlichen Zahlen von 1 bis
10.000.000.000. Man untersuche, ob die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren
dekadischen Darstellung die Ziffer 5 vorkommt, groRer, gleich oder kleiner ist als
die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren dekadischen Darstellung keine 5
auftritt. (5 Punkte)

Aufgabe 5-3 (Aufgabe 1 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2020, 1. Runde).

Beweise: Es gibt unendlich viele Quadratzahlen der Form 50™ — 50", aber keine

Quadratzahl der Form 2020™ + 2020"; dabei sind m und n positive ganze Zahlen.
(6 Punkte)

Aufgabe 5-4 (Aufgabe 4 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2018, 1. Runde). Die
Strecke AB sei der Durchmesser eines Kreises k und E ein Punkt im Innern von k.
Die Gerade AE schneide k auf3er in A noch im Punkt C, die Gerade BE schneide k
auRer in B noch im Punkt D.
Beweise: Der Wert von AC - AE + BD - BE ist unabhéangig von der Lage von E.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Lésung mit der hoher erreichten
Punktzahl in der Gesamtbewertung berlicksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben bearbeitet und
betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt, bei mehr als 12 Punkte
werden zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 5-5A. Folgende Aufgaben lassen sich (auch) mit der Methode der
vollstandigen Induktion bearbeiten.

(a) Man zeige: Fir jede natirliche Zahl n groRer als 7 existieren ganzzahlige positive
Zahlenrunds,sodassgilt: n=3-r+5-s. (2 Punkte)

1 Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von Dateiverlusten
nachzufragen.
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(b) Man beweise: Fir alle natlrlichen Zahlen n (n > 1) ist 9 ein Teiler von
7" +3n-1. (2 Punkte)

() In der Ebene seien n Kreise gegeben (n > 1), die sich auch schneiden koénnen.
Damit wird die Ebene zerlegt in Kreise, Kreisbogenvielecke und eine oder mehrere
Restflachen. Lassen sich diese Teilflachen fir jedes n bei jeder Lage der Kreise so
mit zwei Farben farben, dass jede Teilflache der Ebene genau eine Farbe besitzt und
keine zwei sich langs Kreisbogen berlihrende Flachen gleich gefarbt sind?

(4 Punkte)
Aufgabe 5-5B
(a) Man beweise: Fir jedes konvexe Viereck gilt fur dessen Flacheninhalt F und

dessen Seitenlédngen a, b, ¢ und d die Ungleichung F < % . (az +b%+c?+ dz).
(2 Punkte)

(b) Man zeige: Es gibt konvexe Vierecke, fur die fir dessen Flacheninhalt F und
dessen Seitenléangen a, b, ¢ und d die Gleichung F = % . (a2 +b%+c?+ dz) gilt.

(2 Punkte)
(c) Man zeige, dass es eine kleinste Zahl p gibt, so dass fiir jedes Dreieck fiir dessen
Flacheninhalt F und dessen Seitenldngen a, b und c¢ die Ungleichung
F<p- (az +b? + c2) gilt. Man ermittle diesen Wert von p. (4 Punkte)

Hinweis: Fur jedes Dreieck gilt zwischen dem Flacheninhalt F und dem Umfang U

die Beziehung F s%u 2

Seminarankundigung

Das 3. Chemnitzer Seminar wird am Samstag, dem 21. Méarz 2020 durchgefuhrt.
Bitte vormerken - das Programm und die organisatorischen Hinweise werden mit
Heft 2/2020 verteilt und auf www.kzm-sachsen.de veréffentlicht.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

Telefon: (0371) 4660751

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-bitterlich.de

Auflage: 55 Exemplare

Mit freundlicher Unterstltzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz* e.V. an der
Fakultat fir Mathematik der TU Chemnitz (VR1380 am Amtsgericht Chemnitz)

24


http://www.kzm-sachsen.de/
http://www.kzm-bitterlich.gmxhome.de/

Korrespondenzzirkel MATHEMATIK

Eine Initiative des Bezirkskomitees Chemnitz
,»Zur Forderung mathematisch-naturwissenschaftlich
interessierter und begabter Schiiler*

Informationen fir die Klassenstufen 9/10

Heft 2 /2020 19. Jahrgang



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK — Heft 02/2020

Losungsdiskussion Serie 4

Aufgabe 4-1. Man bestimme alle Paare (n ; k) mit natrlichen Zahlen n und k, die
der Gleichung n!-56k +10" =0 geniigen!

Losungshinweise: Weil 56-k durch 7 teilbar ist, muss auch n! + 10" durch 7
teilbar sein. Da 10" fur jede natlrliche Zahl n nicht durch 7 teilbar ist, darf auch
n! nicht durch 7 teilbar sein. Daraus folgt unmittelbar die Beschrankung n < 7.

Durch systematisches Probieren der verbleibenden Zahlen flirn=0, 1, ..., 6 findet
man alle LOsungen der Aufgabe. Dabei prife man zur Verringerung des
Rechenaufwandes zunéchst die Teilbarkeit durch 56 =7 - 8:

ni n |[Z=n!+10"|56"-k

1 1 entfallt, da Z ungerade
1 11 entfallt, da Z ungerade
2 102 Z nicht durch 8 teilbar

6 1006 Z nicht durch 8 teilbar
24 10024 k=179
120 100120 |Z nicht durch 7 teilbar
6720 | 1000720 |k=17870

Somit sind nur die Paare (4; 179) und (6; 17870) L6sungen der Aufgabe. Es gilt
tatsachlich

GBRWINF O

41-56-179 +10* = 24 —10.024 +10.000 = 0

61-56-17870 +10° = 720 —1.000.720 +1.000.000 = 0
Q

Aufgabe 4-21. Fir welche positiven ganzen Zahlen n gibt es eine Quadratzahl,
deren letzten n Ziffern in der Dezimaldarstellung samtlich gleich 4 sind?

Loésungshinweise: Es gilt 22 =4, 122 = 144 und 382 = 1444. Somit gilt die Aussage
mindestens firn =1, 2, 3.

Angenommen, es gabe eine Quadratzahl k2, deren letzte 4 Ziffern gleich 4 sind,
also k2 = 10*-a + 4444 mit einer ganzen Zahl a. Weil 10* durch 16 teilbar ist und
4444 bei Division durch 16 den Rest 12 l&sst, lasst auch k2 bei Division durch 16
den Rest 12. Somit ist k2 durch 4, nicht aber durch 8 teilbar und das Doppelte einer
ungeraden Zahl, also k = 2:(2-b+1). Daraus folgt

k2=(4-b +2)2=16-b?+ 16-b + 4.

! Diese Aufgabe stammt aus der 56. MO (2016/17), Stufe 2 der Klassenstufe 12.
2
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Dies steht im Widerspruch dazu, dass k? bei Division durch 16 den Rest 12 lasst.
Die Aussage gilt also nicht fur n = 4 und somit auch nicht fiir alle n > 4. a

Aufgabe 4-32. Man finde alle Paare (p ; ) von Primzahlen, fir die es positive
ganze Zahlen x und y gibt, sodass

p=x2—y q=y2+3x—7
gilt.
Loésungshinweise: Es sei zundchst p = 2. Damit folgt y = X2 — p= x? -2 und
somit

q:(x2 —2)2 +3x—7=x*—4x%+3x-3

= x*—x%?-3x% +3x-3= xz(x—l)(x+1)—3(x2 —x+1).

Also ist q durch 3 teilbar (weil im ersten Summanden unter drei aufeinander

folgenden ganzen Zahlen stets eine durch 3 teilbare Zahl ist) und somit gilt g = 3.
Die daraus resultierende Gleichung

0=x*—-4x*+3x—-6= xz(x2 —4)+3(x—2): (x—2)(x2(x+2)+ 3)
hat nur die positive LOsung x = 2, woraus y = 2 folgt.

Es sei nun p ungerade. Aus y = X2 — p erhélt man
g= y2+3x—7=x4—2x2p+ p2+3x—7:x(x3—2xp+3)+ p2—7,

Somit ist q geradzahlig, also gilt g = 2. Dann ist aber 3x=q+7 -y =9-y?.
Da aber x und y positive Zahlen sind, kann y nur 1 oder 2 sein. In keinem der
beiden Félle ist jedoch x ganzzahlig.

Somitist x =y =2; p=2; g=3die einzige LAsung, die in der Probe bestétigt
wird. a

Aufgabe 4-4°. In einem Quadrat ABCD seien die Mittelpunkte der Seiten AB, BC,
CD und DA mit E, F, G bzw. H bezeichnet. In dem Streckenzug AFDECHBGA
auftretende Schnittpunkte seien so mit K, L, M, N, O, P, Q, R bezeichnet, dass
AKELBMFNCOGPD QHR ein (nichtkonvexes) Sechszehneck ist (s. Skizze).

Man ermittle das Verhaltnis des Flacheninhaltes dieses Sechszehnecks und des
Flacheninhaltes des Quadrates ABCD.

2 Diese Aufgabe stammt aus der 45. MO (2005/06), Stufe 4 der Klassenstufe 9.
3 Diese Aufgabe stammt aus der 10. MO (1970/71), Stufe 3 der Klassenstufe 9.
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Losungshinweise: Den gesuchten Fl&cheninhalt erhalt man, indem man vom
Flacheninhalt a? des Quadrates ABCD die Summe der Flacheninhalte der acht
Dreiecke AKE, BLE, BMF, CNF, COG, DPG, DQH und ARH subtrahiert. Nach
Konstruktion sind diese 8 Dreiecke untereinander kongruent, denn sie stimmen
samtlich in den entsprechenden Seiten und Winkeln Gberein.

Aus Symmetriegriinden ist das Viereck D G C
KMOQ ein Quadrat. Deshalb ist das
Dreieck AKE rechtwinklig und zudem P @)
ahnlich dem Dreieck ABF (www).
AuBerdem ist KE||BM. Aus dem
Strahlensatz mit den Strahlen AB und AF Q N
sowie den Parallelen KE und BM folgt |,
deshalb:

KE|:|MB| = |AE| : |AB| =1: 2

d.h. wegen |AK| = [MB} gilt |AK| =2-|KE]. K\ /Lt

Aus dem Satz des Pythagoras, angewandt A E B
auf das Dreieck AKE mit dem rechten

Winkel im Eckpunkt K, ergibt sich
2

KE? +(2-|KE|? =|AE[? d.h. 5:KE] :%.
Der Flacheninhalt des Dreiecks AKE betragt folglich
KE|-2|KE| :\KE\Z :ﬁ.
20

2
Mithin ist der gesuchte Flacheninhalt a’ —8-2—0 :g-a2 und fur das Verhéltnis

der FIaCheninhaIte gllt AQuadrat ASechszehneck = 5 3. D

Aufgabe 4-5A. Es sei P ein Polynom vom Grad n (n > 0) mit ganzzahligen

n
Koeffizienten ao, as, ... an, also P(x)= Y a, -xX =a, -x" +..+a, - X +ap.
k=0

(a) Man zeige, dass nicht gleichzeitig P(2015) = 2017 und P(2019) = 2019 gelten
kann.

(b) Ist x eine rationale Nullstelle von P (also P(x) = 0) und gilt a, = 1, so ist X
ganzzahlig.

(c) Ist sowohl P(2019) als auch P(2020) ungerade, so besitzt P keine ganzzahlige
Nullstelle.
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Losungshinweise:

K=a, - x"+..+a-X+ay mit

n
(a) Angenommen, ein Polynom P(x)= Y a - X
k=0
ganzzahligen Koeffizienten habe die Funktionswerte P(2015)=2017 und
P(2019) = 2019. Dann gilt P(2019) — P(2015) = 2. Fir die Differenz zweier

Funktionswerte findet man aber allgemein
n n n
P(x)-Py)= 3 a X = Tay -y = Tk - y¥)
k=0 k=0 k=0

Fiir k = 0 ist der entsprechende Summand gleich Null, fiir k = 1 steht a; -(x—y),

fur k = 2 findet man (x2 —~ yz): (x—y)-(x+y) und fir k > 2 kann man ebenfalls
stets den Faktor (x —y) ausklammern:

(xk - yk): (x-vy)- (xk_l +xX 2y e xyk yk_l)

Folglich kann man in jedem Summanden der obigen Summe den Faktor (X —y)
ausklammern und man erhalt mit geeignet gewéhlten Konstanten C:

P(x)- P(y)=(x-y) zk .

Setzt man nun x = 2019 und y = 2015, so steht auf der linken Seite dieser
Gleichung die Zahl 2 und auf der rechten Seite ein ganzzahliges Vielfaches von
2019 — 2015 =4, was sich widerspricht. Folglich kénnen die angegebenen
Funktionswerte nicht richtig sein.

(b) Ist x eine rationale Nullstelle von P(x), dann existieren teilerfremde ganze

Zahlenrunds (s >0) mit x = g Eingesetzt in die Gleichung findet man

n r k r n r n-1 r
0=> ac-|-| =|-| +ap1-|=| +..+a-—+ag.
k0 S S S S

Multipliziert man diese Gleichung mit s" und formt &quivalent um, so erhalt man

1 2

"= s-(an_l- MLra, , M 2.s+..+a-r-s"%+a, -s”‘l).
Damit ist s ein Teiler von r" und somit sind entweder r und s nicht teilerfremd
oder es gilt s = 1. Daraus folgt die Behauptung.

(c) Ist P(x) fur ein ganzzahliges Argument x ungeradzahlig, so ist auch P(y) mit
y =X+ 2-m (m ganzzahlig) ungeradzahlig, da nach (a) fir zwei Zahlen x und y die
Gleichung
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P(x)- P(y)=(xy) kzk C

mit ganzzahligen Koeffizienten ax und ganzzahligen Konstanten Cy (k =1, ..., n)
gilt. Da der Faktor (x — y) geradzahlig ist, ist auch die Differenz P(x) — P(y)
geradzahlig. Wére nun P(z) = 0 fur ein ganzzahliges z, so ist entweder die
Differenz (2020 — z) oder die Differenz (2019 — z) durch 2 teilbar. Da der Wert 0
geradzahlig ist, musste demnach entweder P(2020) oder P(2019) auch
geradzahlig sein. Da dies in beiden Fallen laut VVoraussetzung nicht der Fall ist,
kann es keine derartige Zahl z geben. ad

Aufgabe 4-5B. Es sei n eine beliebige natirliche Zahl, die in der
Dezimaldarstellung aus den Ziffern ag,a,..,a bestehe. Unter der

Quadratquersumme QQS von n verstehe man die Summe der Quadratzahlen ihrer
Ziffern, also den Ausdruck

X 2
QQS(n)=Ya? .
i=0

Ausgehend von einer beliebigen Zahl n=ngy erhélt man durch wiederholte

Anwendung der Bildung der Quadratquersumme die ,,Folge der
Quadratquersummen von n, also ng,Nny,... Mit

nj,1 =QQs(n;) ; j=012,..
(a) Man vergleiche die Folgen der Quadratquersummen von 2019 und 2020.

(b) Man gebe vier (wesentlich verschiedene) dreistellige Zahlen an, bei denen in
den Folgen der Quadratquersummen die Zahl 1 auftritt!

(Bemerkung: Zwei Zahlen, die sich nur durch die Anordnung ihrer Ziffern
unterscheiden, gelten im Sinne der Quadratquersummen nicht als wesentlich
verschieden.)

(c) Man beweise: Fir jede natlrliche Zahl n ist die Folge der Quadratquersummen
(ab einem bestimmten Folgenglied) periodisch.

Losungshinweise:
(a)
np =QQS(2018) =22 + 02 +1% + 92 =86

n, =QQS(86)=8%+62=100 ; n,=0QQS(100)=1%=1

Damit sind alle Folgenglieder mit Index n > 2 gleich 1.
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Ny =QQS(2020) =27 +0% +2° +0° =8

n =QQS(8)=82=64 ; n,=QQS(64)=62+42=52

Ny =QQS(52)=52+22=29 ; n,=QQS(29)=2%+92 =85
ns =QQS(85)=82+52 =89 ; ns=QQS(89)=82+9%=145
N, =QQS(145) =12 +42 +52 =42 ; ng=QQS(42)=4%+2%2=20
ng =QQS(20)=2"+0% =4 ; nyH=QQS(4)=4"=16

N, =QQS(16)=12+6%=37 ; ny,=QQS(37)=3%+72=58
N3 =QQS(58)=5% +8% =89

Da niz mit dem Folgenglied ns Gbereinstimmt, ist die weitere Folge der
Quadratquersummen von 2020 periodisch mit der Periode 89, 145, 42, 20, 4, 16,
37, 58.

(b) Trivialerweise erfllt n = 100 die Bedingung. Andere LAsungen findet man
davon ausgehend durch systematisches Probieren hinsichtlich der Zerlegbarkeit
einer Zahl in die Summe von Quadratzahlen einstelliger Zahlen, z. B.

QQS(100) = 1 100 =82 + 62 + 0% also: QQS(860) = 100

QQS(860) = 100 = QQS(68) 68 =82 +2° also: QQS(820)
= 68

QQS(820) =68 = QQS(82) 82=9%+1° also: QQS(910) = 82

Mit 910; 820; 860 und 100 sind somit bereits 4 wesentlich verschiedene Zahlen
der geforderten Art gefunden.

Alle wesentlich verschiedenen dreistelligen Zahlen, in deren Folge der
Quadratquersummen die Zahl 1 auftritt, sind:

100 310 320 331 440 622 632 644 653 655 665 700 761 763 820
833 860 863 874 881 888 910 921 931 932 940 964 970 973 998

(c) Fir jede mindestens vierstellige Zahl n mit den Ziffern ay, ay, ..., ax (k> 2),

k.
d.h. n=>'10" - q; gilt stets
i=0

k
QQs(n)=Ya? <(k+1)-9%2 <10% <n
i=0
d. h., die Folge der Quadratsummen ist bis zum Erreichen einer dreistelligen Zahl

monoton abnehmend. Die Quadratquersumme einer dreistelligen Zahl ist selbst
hdchstens dreistellig,
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2 ] 2
QQS(Zai -10']: Y a? <3-92 =243,

i=0 i=0

Damit sind ab einem bestimmten Index alle Folgeglieder hochstens dreistellig. Da
es nur endlich viele hochstens dreistellige Zahlen gibt, existiert eine Zahl, die
mindestens zweimal auftritt (Schubfachprinzip). Daraus folgt unmittelbar die
Periodizitat der Folge. ad

Die harmonische Reihe und Verwandte
n
Man betrachte die Summe S, (n)= Zkia fur a > 1. Fir a = 1 beschreibt S;(n) die
k=1
so genannte n-te Partialsumme der harmonischen Reihe

ZE:1+£+£+
Sk 203

Fir diese harmonische Reihe kann man fiir jede noch so grofe positive Zahl C ein
no finden, sodass fiir alle n > ng die Ungleichung S;(n) > C gilt. (Eine unendliche
Reihe mit dieser Eigenschaft heil3t divergent.) Ist dagegen a > 1, so findet man fir
ein fixiertes a unabhangig von n eine Zahl C, die jede Summe S,(n) nach oben

beschrankt, also S;(n) < C fir alle n. Man setze g = % < 1. Dann ist folgende

Abschatzung richtig:

Salm -1)-s,emt-1)= 1 !

(Zm—l)a + ...+ w <

2™-1 symmanden

2m—1 _ 1 e
JmDa ~ HmDa1 9

<

Im Sinne der Methode der vollstandigen Induktion tberzeugt man sich leicht von
folgender Beziehung:

m
_1-q < 1
l1-9 1-g

Damit ist die Summe S;(n) unabhdngig von n nach oben beschrankt. Fir a = 2 gilt

also stets Sa(n) < 2. Rechnet man jedoch flr grof3e n diese Summen aus, stellt man
2

fest, dass dabei der Wert 1,644934... = %angenahert und nicht Uberschritten

Sa(2m —1)< 1+q+..+qM?

wird (die Reihe konvergiert fir a = 2 gegen diesen Wert.) Fir a=4 gqilt

8
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entsprechend S4(n) < % Als Grenzwert, der fiir jedes noch so groRe n nicht

4
Uberschritten wird, kann man den Wert g—o ~1,0823 nachweisen.

Ausgehend von der harmonischen Reihe bedarf es weitreichender mathematischer
Methoden, um zu erkennen, dass sich fir groBe n die alternierenden

. . N 1 11
Partialsummen S;(n)= >(-1) -—_1—E 3 dem Wert In 2 ~ 0,6931

K
k=1
annahern. Dagegen kann man sich den Grenzwert flr die alternierenden Summen

> n

S,(n)= Z(—l)k“-ki2 leicht erklaren, wenn man fiir n=2-m folgenden
k=1

Zusammenhang betrachtet:

* . 1
S,(2m)-S;(2m)=2- kZ:l(Zk)

Somit wird sich S,(n) fiir groRe n dem Wert 71Z_2 annahern. Auch die nach

LEIBNIZ* benannte Reihe

1
_2

Sp(m).

-bll\.)

ls
2
2

liefert einen mit der Kreiszahl & in Zusammenhang stehenden Wert®. Beginnt man
jedoch, dies nachzurechnen, wird man enttduscht sein. Man bendétigt etwa 300
Glieder, um = auf zwei Stellen nach dem Komma genau zu berechnen! Andere
interessante Berechnungsmaoglichkeiten sind:

r_2244 _ “’( 2k 2K )
2 13357 l2k-1 2k+1
2 . 1.1 1

Hilfsgitter beim Lésen mathematischer Aufgaben

Verhéltnisse von Flacheninhalten wie in Aufgabe A4-4 kann man hdufig ohne
direkte Berechnung der zu vergleichen-den Flacheninhalte bestimmen.

4 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716)
>Nach Miller, M. Gel6ste und ungeléste mathematische Probleme. Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig, 1973.
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Betrachtet man beispielsweise nur einen
Ausschnitt der Figur mit dem 16-Eck wie p
in nebenstehender Abbildung, so gehort
das Dreieck DHQ nicht zur Flache des 16-
Ecks. Man kann zeigen, dass die Gerade
durch D und Q die dargestellte Flache
halbiert (gleiche HOhe, halbe Grundseite).
AuBerdem erkennt man aufgrund der
Seitenlangen (nach Aufgabe A1-5), dass Q
das Dreieck DHX ein flinfteiliges Geriicht

ist. Damit betragt der Flachenanteil des H
Dreiecks HXQ ein Funftel des Dreiecks X 7
DHX. Also ist der Anteil, der zum 16-Eck

zahlt, genau %0 der Ausgangsflache.

MO431024. Gegeben sei ein
Parallelogramm ABCD. Die Seiten-
mitten von AB, BC, CD und DA
seien mit E, F, G bzw. H bezeichnet.
Die Verbindungslinien AE, BF , CG
und DH schneiden im Innern des

Parallelogramms ein Viereck KLMN
aus.

(a) Zeigen Sie, dass KLMN ein Parallelogramm ist.

(b) Bestimmen Sie das Verhéltnis des Flacheninhalts dieses Parallelogramms
KLMN zu dem des Parallelogramms ABCD.

Losungshinweise: Fertigt man eine Skizze an, erkennt man die prinzipielle
Maoglichkeit, alle notwendigen Malie in Abhédngigkeit der Seitenldangen des
Parallelogramms ABCD ermitteln zu kénnen.

Durch Vergleich von Teilflachen
kann aber der Beweis fast ohne
Berechnung erfolgen. Aufgrund
der Konstruktionsvorschrift zeigt
man namlich leicht, dass die
Dreiecke BEL und EXC sowie
AKH und HYB kongruent sind
und die entstandenen Vierecke
LXCM bzw. KYBL jeweils
kongruent (und damit flachen-
gleich) zum Parallelogramm
KLMN sind.

10
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Erganzt man in analoger Weise die Figur tber DF und AG, so wird unmittelbar
ersichtlich, dass sich die Gesamtflache des Parallelogramms ABCD aus 5
Parallelogrammen der GroRe KLMN zusammensetzt. ad

T T T
1 ! 1
D . ! .
1 ! 1
1 ! [
________________________ P
1 ! 1
1 ! 1
1 ! 1
| ! 1
______________________________
1
1 1
1 1
1 ! 1
—— o (N \GHL I N (A P R
| r 1 e
1 ! 1_-7
1 : _r
. Q1 e
1 | -~ 1
:— Wi Poid -
| -\ L7
I A
h -,
_____ Lemm \n - R\ [ —
| 'l
\ [ \
A
H ~ Q2
\ 1

Diese Losungsidee der Flachenzerlegung
lasst sich auf die Aufgabe A4-4 (ibertragen.
Legt man ein Quadratgitter von 12 x 12
Quadraten Uber diese Figur (in der
Abbildung ist das linke obere Viertel
dargestellt), so ist der Flacheninhalt des
Trapezes DHQ:Q: auszahlbar: 4 voll-
standige Teilquadrate und 3 Mal zwei
Stlicke, die sich zu je einem Teilquadrat
zusammensetzen lassen. Zur Flache, die
nicht zum Sechszehneck gehort, ist noch
das Dreieck Q:1Q2Q hinzuzuzahlen.

Dessen Flécheninhalt kann aber nach obiger Aufgabe bestimmt werden und
betragt deshalb ein Funftel eines Teilquadrates. Da 8 Dreiecke der Grélie DHQ
nicht zum Sechszehneck gehéren, bedeckt letzteres 144 — 8- (7 + 0,2) = 86,4
Flachen der Teilquadrate, d.h. 60% (von 144 Teilquadraten).

D G

Diese Methode ist aber auch geeignet, den
Flacheninhalt des in der Mitte des
Sechszehnecks erkennbaren Achtecks in
einfacher Weise zu bestimmen. Wie in der
Abbildung des linken oberen Viertels der
Figur zu erkennen, nimmt die zu diesem
Achteck gehtrende Flache genau 6
Teilquadrate der insgesamt 36 dargestellten
Teilquadrate ein.

Also betragt der Anteil des Flacheninhaltes
des inneren Achtecks % der Quadratflache.

H

—ff——

d
|
|
|
|
|

-
- N
——— g —
\ \

Zudem erkennt man, dass dieses Achteck zwar 8 gleichlange Seiten hat (die L&nge
der Verbindung gegenuberliegender Ecken zweier benachbarter Teilquadrate),

aber nicht regelméRig ist (weil die Winkel nicht alle gleich grof3 sind).

11
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Aufgabe. Der des

regelméaligen Sechsecks

Mittelpunkt
ABCDEF
seien X, Y und Z die Mittelpunkte der
Seiten AB, CD und EF. Gesucht ist das

Verhaltnis Ag : Ap, wenn As der
Flachen-inhalt des Sechsecks und Ap
der Flacheninhalt des Dreiecks XYZ
ist.

Losungshinweise: Eine Skizze weist
bereits den Losungsweg durch
,,Auszdhlen* geeigneter Teilflachen.

Der Flachenvergleich st
auch ohne Rechnung
maoglich, wenn man das
Dreieck BCG an der Seite
BC spiegelt. Man erkennt
finf zum Dreieck BFM
kongruente Dreiecke (funf-
teiliges  Gerlicht).  Somit

betragt der Flacheninhalt von
funf solcher Dreiecke genau
ein  Viertel
flache.

der Quadrat-

A

AY
\ \ ’
\ A
\ N
\ A
\ 7\
\ VY
AY /7N
C
C
N ’
.
o
v
X
7N\
X N
’
,
’
,
/
’
,

B

Mithilfe der gestrichelten Linien zerlegt man das Sechseck in 24 kongruente
Teildreiecke, von denen 9 zum Dreieck XYZ gehdren.

Aufgabe. Drei Einheitsquadrate liegen
aneinander und der linke obere Eckpunkt
sei mit den Punkten der Grundseite
verbunden (s. Skizze). Man bestimme die
Summe der Winkel «, g und y.

\

B

Losungshinweise: Es ist naheliegend, die GroRe der Winkel zu berechnen, da
o = 45° unmittelbar abgelesen werden kann und fur die Winkel g und yebenfalls
einfache Dreiecksbeziehungen erkennbar sind. Aber durch Erweiterung des
Quadratgitters kann das Ergebnis ohne Rechnung ermittelt werden: Das
hervorgehobene Dreieck ist gleichschenklig-rechtwinklig.

12
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Dessen Basiswinkel ist die Summe der
Winkel gund » (Wechselwinkel an den
parallelen Gitterlinien). Mit
o = 45° folgt daraus unmittelbar, dass

b die Summe der drei Winkel 90° betragt.
a B Y
Der Beweis gelingt aber auch mit Y

nebenstehender Skizze. Man kann leicht
zeigen, dass die gleich bezeichneten
Winkel auch tatsachlich gleich sind
(wie?). Damit ist die Summe der drei
Winkel aber im linken unteren °
Teilquadrat unmittelbar ablesbar: 90°.

Aufgabe. Gegeben sei ein Rechteck mit
den Seitenlangen m und n (m, n
nattrliche Zahlen, bei Ldangenangabe

wird hier stets das Vielfache der
zugrundeliegenden Langeneinheit ver-
standen, die hier aber nicht néher

bezeichnet wird).

Die vier Winkelhalbierenden beschreiben ein Viereck (s. Skizze, die Gitterlinien
entsprechen der Langeneinheit). Gibt es Zahlen m und n, sodass dieses Viereck
flachengleich zum Rechteck ist?

Losungshinweise: Spezialfélle lassen sich leicht auszéhlen. In der Skizze gilt
m=5 und n=2, die Rechteckflache betragt 10 (Flacheneinheiten) und das
resultierende Viereck ist ein Quadrat mit dem Fl&cheninhalt 4,5.

Das resultierende Viereck ist wegen der Symmetrie ein Quadrat. Dessen
Flacheninhalt F l&sst sich aus seiner Diagonalen d ermitteln, wobei stets

d=|m-n|gilt (warum?), F = % .d?. Sind Quadrat und Rechteck flachengleich,
S0 muss gelten:

13
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[E=Y

E-(m—n)2 =mn.

2
Dies fuhrt zur quadratischen Gleichung [mj —4-m+l: 0 mit den Nullstellen
n n

m_ 2++/3. Da dieses Verhaltnis nicht rational ist, kann die Flachengleichheit
n
unter den Bedingungen der Aufgabe nicht erreicht werden. Q

Man kann die Flachengleichheit jedoch beispielsweise mit

- m=15 und n=4 (das Verhaltnis der Rechteckflache zur Quadratflache
betragt in diesem Fall 60,0 : 60,5 = 0,9917) oder

- m=41undn =11 (451,0 : 450,0 = 1,0022)

in praktikabler Genauigkeit erreichen.

Folgerungen aus der Bernoulli-Ungleichung®

Satz. Fir alle nattirlichen Zahlen n > 2 gelten die Ungleichungen

n-1 n n
(1+Lj <(1+1j und 23(1+1j < 3.
n-1 n n

Losungshinweise: Fir jedes n > 2 gilt wegen _iz > —1 nach der Bernoullischen
n

Ungleichung

n
- 2] srn (-3 )a-2
n n n

Hieraus folgt

2 n
(n ;1) >n—1 und wegen n® —1=(n—1)-(n+1)
n<" n
n 2 n-1 n
(n+1) L LN S| 1<(n+1) ’
nn n (n _1)n (n —1)n_ nn

woraus die erste angegebene Ungleichung unmittelbar folgt. Wegen E> 0 fir
n
alle n > 2 findet man bei Anwendung der Bernoulli-Ungleichung

n
(1+1) >1+n-1:2
n n

®s. Heft 9/2019, S. 19

14
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Um auch die Abschatzung nach oben zu zeigen, nutze man zun&chst den
binomischen Lehrsatz und erhalt

( 1)” n\1 (n)1 n) 1 n\ 1
1+—| =14+ |—+| |5+ 4|, |[—+-F| |—
n 1)n |\ 2/)n? k ) nk n)n"

Jeder Summand mit einem Binomialkoeffizienten kann wie folgt abgeschéatzt
werden:

(HJ 1 _n:(n-1)-...(n—k+1) 1

k)nk k! nk
:i.ﬂ.n_l..".n_k-l_lSi: 1 S 1
kI n n n k! 2.3....k = pk-l
Deshalb gilt:
n
1+E <1+1+1+...+L+...+L<1+i:3. a
n 2 2k—1 2”—1 1_%

Aufgabe. Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion x* —a-x (a > 0,
o > 1) fiir nichtnegative reelle Zahlen x.

Losungshinweise: Fir jede positive reelle Zahl ¢ gilt nach der Folgerung aus der
Bernoulli-Ungleichung

(cx)* = (L+(cx-1))* 21+ a-(cx-1),
also (cx)* —a-cx>1-a.

Dies ist nach Division durch c* &quivalent zu

x*—a-cF% . x>(1-a)c@,
1

iy _ a \i- e
Nun wahle man ¢ so, dass a = o.- ¢ gelte, also ¢ = (—j * . Damit findet man
(04

die Abschatzung

(24
x¥ —a-x> (1—a)-(3j“_1.
o
1
. . . ; .. 1 a a1
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir cx =1, also x === (—j : U
c \a

Beispiel. Um den kleinsten Wert der Funktion x® —6x2 +5 zu ermitteln, wihle
man o = 3 und a = 6. Weil X2 stets nicht negativ ist, gilt

15
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N w

(xz)3 —6x% > (1—3)-(2) = 4.2
Der minimale Wert wird fiir x =+%/2 angenommen (Probe!).

Aufgabe. Es seien m und n natirliche Zahlen mit 0 < m < n. Fir welche reellen
Zahlen x > 0 ist der Abstand von x" und x™ am kleinsten?

Losungshinweise: Gesucht ist das Minimum der Funktion f(x)=x"—x™. Mit
Hilfe der obigen Abschatzung findet man fiir o =2 >1 unda=1

n

m n
n n_q _ _
o= i T 4 ()
m) (D m n

m
11

. . . mYo_1m
Das Minimum wird an der Stelle x = (—} m angenommen. a
n

Beispiel. Der minimale Abstand der Funktionswerte von x3 und x? betragt

3 3
_ﬂ.(gjw __1.(3) __4
2 |3 2'(3) " 727

11

und wird an der Stelle x = (%)S—l 2 :g angenommen.

Aus der Bernoulli-Ungleichung l&sst sich nun eine Verallgemeinerung der
Ungleichung zwischen geometrischen und arithmetischen Mittel herleiten.

Satz. Sind p und q positive reelle Zahlen mit p+q =1 und x und y beliebige
positive reelle Zahlen, so gilt

xP.y9<p-x+q-vy.

Beweisidee: Es gilt wegen x>0, y>0 und p<1 unter Anwendung der
Bernoullischen Ungleichung

P e

also nach Multiplikation mit y

p
X —
y-[gj =y P xP<px+(-p)y .

16



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK — Heft 02/2020

Ersetzt man (1 —p) wegen p + q = 1 durch q, ist der Beweis erbracht. g

Fir p=q=% erkennt man die bekannte Mittelungleichung. Die
Verallgemeinerung gilt auch fur n positive reellen Zahlen x, ..., X, und pg, ..., pn
mitpi+...+ pp=1:

n n
[1x™ <> pi ;.
i1 i1

Der VIETAsche Wurzelsatz als Losungsansatz

Fiir ein Polynom P(x)= X" +a,_; - X" +...+a; - X+ a gilt fiir die n Nullstellen

des Polynoms X, X, ..., X, der VIETAsche’ Wurzelsatz, der im Falle n = 2 und
n = 3 wie folgt lautet:

X+ Xp = —a X1+ Xo +Xg3=-2ay
1 -4
bzw. X{ X+ Xo - X3+ X3- X =8y
Xl-X2=a
0 X1+ Xo - X3 =—qdy

Diese Zusammenhénge bieten oft einen hilfreichen Zugang zur Lésung von
Polynomgleichungen und (nichtlinearen) Gleichungssystemen. Sucht man etwa
reelle L6sungen des Gleichungssystems

X+y+z=a
Xy + Yz + 22X =a’
xyz = a’

und betrachtet die Variablen x, y und z als Lésungen einer Polynomgleichung 3.
Grades, so ist die Unldsbarkeit fur a = 0 schnell gezeigt: Nach dem Wurzelsatz
lasst sich die zugehorige Polynomgleichung darstellen als

P(u):u3—a-u2+a2-u—a3:(u—a)-(u2+a2)

Offensichtlich kann P nicht drei reelle Nullstellen haben und somit existiert auch
kein reelles Losungstripel fur das Gleichungssystem.

In gleicher Weise findet man fur das Gleichungssystem

X+y+z=9 ; E+£+1:1 ;XY +Yyz+2x=27
X y z

das dazugehorige Polynom. Es gilt némlich

" Francois Vieta (1540 bis 1603)

17



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK — Heft 02/2020

1 1 1
XyZ=Xyz-1=Xyz-| —+—+—|=Yyz+ X2+ Xy =27.
X y z
Damit sind ber den Wurzelsatz die Koeffizienten des Polynoms bekannt:

Pu)=u®-9u? +27u—27=(u-3)°.

Folglich gibt es nur die (ohnehin leicht erratbare) Losung x =y =z = 3.

Fiir den Beweis, dass die Funktion f(x)= x3 = x% + x+r fir alle reellen Zahlen

r nur eine reelle Nullstelle besitzt, schreibe man die Gleichungen des
Wurzelsatzes auf. Gabe es namlich drei reelle Nullstellen x3, X, und xs, so gilt fir
diese:

X + Xp + X3 = —(—1)

X1 X9 + XoX3 + X3X1 =1

Dann folgt aber daraus der Widerspruch

X2 + X5 + X5 = (X + Xp + X3 )7 — 2+ (X Xo + XoXg + Xg¥g ) =12 —2.1=—1

Damit ist gezeigt, dass es keine drei reellen Nullstellen geben kann. Leicht
argumentiert man nun, dass es deshalb — wie behauptet — flir das kubische
Polynom nur eine reelle Nullstelle geben kann.

Einige interessante Eigenschaften von Primzahlen

CHRISTIAN GOLDBACH (1690 bis 1764) zeigte 1752: Sei P(x) ein nichtkonstantes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann kénnen nicht alle Glieder der
Folge |P(0)|, |P(1)], |P(2)|, ... Primzahlen sein.

Lésungshinweise: Angenommen, es gabe ein solches Polynom. Es kann in der
Form P(x)=P(0)+x-Q(x) mit einem geeigneten Polynom Q(x) mit
ganzzahligen Koeffizienten geschrieben werden. Ist |P(0)| eine Primzahl p, so ist
der Ausdruck P(py)=P(0)+ py-Q(py) fiir alle positiven ganzen Zahlen y durch

p teilbar. Somit gilt P(py) = p fir alle diese y. Ein Polynom ist aber fiir ausreichend
groRe Argumente stets monoton, sodass nicht an unendlich vielen ganzzahligen
Argumenten der Wert p auftreten kann. a

LEONHARD EULER (1707 bis 1783) gab das Polynom P(x)= x? + x + 41 an, dass
fiir x=0, 1, ..., 39 Primzahlen liefert. Fir das Polynom P(x)= x? —79x +1601

findet man fur x =0, 1, ..., 79 Primzahlen.
Aufgabe. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 3k + 2.

Losungshinweise: Man nehme an, es gabe nur endlich viele Primzahl der
angegebenen Form. Dann bilde man das Produkt

18
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M= > p°.
p.=3k+2
Die Zahl M + 1 ist wieder von der Form 3k + 2 und offenbar groRer als jede der
Primzahlen pi. Sie kann also nicht selbst eine solche Primzahl sein. Da sie aber
auch zu jeder der im Produkt beriicksichtigten Primzahlen teilerfremd ist, kann
ihre Primfaktorenzerlegung nur Primfaktoren der Form 3k +1 enthalten. Damit ist
aber M + 1 nicht zu erhalten. Q

Aufgabe. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4k + 3 mit nichtnegativen
Zahlen k.

Loésungshinweise: Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen der
geforderten Form. Dann seien N das Produkt aller dieser Primzahlen,

N= > pg

pk =4k+3

und die Zahl M = 4N +3. Weil M eine ungerade Zahl ist, ist M entweder selbst
eine Primzahl oder durch eine Primzahl teilbar, die nicht N teilt. Eine Primzahl
kann M nicht sein, weil M sicher groRer als jeder Faktor von N ist, aber selbst die
Form 4k + 3 hat. Das ist ein Widerspruch dazu, dass es keine groReren Primzahlen
dieser Form als die N im Produkt enthaltenen Primzahlen existieren. Primzahlen,
die N nicht teilen, haben die Form 4k + 1. Wenn nur solche Primzahlen Teiler von
M sind, musste m selbst die Form 4k + 1 haben. Damit ist die Annahme widerlegt
und es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4k + 3. a

In &hnlicher Weise kann gezeigt werden, dass es unendlich viele Primzahlen der
Form 6k + 5 gibt. Dagegen gelingt es auf elementare Weise nicht zu beweisen,
dass diese Eigenschaft auch die Zahlen der Form 3k + 1, 4k + 1 oder 6k + 1 haben.
PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 bis 1859) bewies 1837, dass in jeder
arithmetischen Folge a, a +d, a + 2d, ... mit teilerfremden natiirlichen Zahlen a
und d unendlich viele Primzahlen enthalten sind (Dirichletscher Primzahlsatz).
Insbesondere gibt es also jeweils unendlich viele Primzahlen, die auf 1, 3, 7 oder
9 enden.

Wilsonscher® Satz. Eine nattirliche Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn
die Zahl (n—1)! + 1 durch n teilbar ist.

Losungshinweise: Ist n eine zusammengesetzte Zahl, also n=a-b mit
l1<a<b<n, so sind a und b als Faktoren in (n—1)! enthalten. Ist n eine
Quadratzahl, also n = a2, so gilt 2a < n. Damit sind sowohl a als auch 2a Faktoren
in (n—1)! Folglich ist in beiden Fallen n Teiler von (n—1)! und folglich kein

8 benannt nach JOHN WILSON (1741 bis 1793), jedoch stammt der Satz nicht von ihm und wurde
auch nicht von ihm bewiesen

19



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK — Heft 02/2020

Teiler von (n —1)! +1. Daraus folgt die eine Richtung des Satzes: Wenn (n — 1)!
+1 durch n teilbar ist, dann ist n eine Primzahl.

Fur die andere Richtung des Beweises kann man fur jede Primzahl p zeigen, dass
sich die Zahlen von 2 bis p — 2 paarweise gruppieren kann, sodass deren Produkt
bei Division durch p den Rest 1 lasst (wie?). Damit l&sst auch das Produkt (p — 2)!
bei Division durch p den Rest 1. Folglich ist (p — 2)! — 1 durch p teilbar, damit
aber auch (p — 1)! + p — 1 (wegen der Teilerfremdheit von (p — 1) und p) sowie
(p—1!+1. g

Postulat von Bertrand®. Ist p eine Primzahl, so liegt zwischen p und 2p
mindestens eine weitere Primzahl.

Hinweis: Diese Aussage erscheint beinahe trivial — dennoch ist der Beweis recht
langwierig. Man kann die Ungleichungskette

S ER I

2n n p<v2n 2n<p<Zn  n<p<2n

beweisen'®. Dabei werden die Produkte tber alle Primzahlen in den angegebenen
Intervallen gebildet, das leere Produkt hat den Wert 1. Existiert nun keine
Primzahl p im letzten Produkt, so fiihrt dies zu einem Widerspruch fir alle
n > 4000. Fur die Zahlen bis 4000 l&sst sich aber durch systematische Priifung
zeigen, dass das Postulat stets erflllt ist.

Uber Primzahlen der Form 2"+ 1 und 2" - 1

Carl Friedrich GAauss (1777 bis 1855) zeigte, dass fir eine Primzahl p die
Konstruktion des regelmaRigen p-Ecks mit Zirkel und Lineal genau dann

ausfiihrbar ist, wenn p die Form p =2" +1 hat.

Man beweist leicht, dass in diesem Fall der Exponent n eine Zweierpotenz sein
muss. Ist ndmlich n keine Zweierpotenz, so besitzt n eine ungerade Zahl a > 1 als
Teiler, also n=a-b (b eine natirliche Zahl). Es ist aber bekannt, dass sich der

Ausdruck 220 +1= (Zb)a +1 ohne Rest durch 2° + 1 teilen lasst.

Folglich kommen nur Primzahlen der Form p= 22k +1 als Eckenzahl
regelmaRiger (mit Zirkel und Lineal konstruierbarer) Vielecke in Frage. Fir k =0
findet man das Dreieck, fiir k = 1 das Funfeck. Mit k = 2 erhalt man das 17-Eck,
dessen Konstruierbarkeit GAuss bereits 1796 bekannt war. Fur k = 3 (also fir das
257-Eck) existiert eine 80-seitige Konstruktionsbeschreibung in der Literatur. In

® JosePH Louis FRANGOIS BERTRAND (1822 bis 1900)
10 \Winzenick, J. Das Postulat von Bertrand. Proseminararbeit, Universitat Paderborn, 2005.
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der Gottinger Universitat liegt in einem Handkoffer ein Manuskript mit der
Konstruktionsbeschreibung fiur k=4 (also fir das 65537-Eck), das in
mehrjahriger Arbeit von HERMES erstellt wurde. Fir k=15 ergibt sich keine

Primzahl, bereits 1732 fand EULER flr 225 +1 den Teiler 641.

Wie viele Primzahlen der genannten Form tberhaupt existieren, ist bislang nicht

k
geklart, man kennt noch keine flr k > 4! Primzahlen der Form p = 22" +1 heiRen

auch Fermatsche Primzahlen, benannt nach PIERRE DE FERMAT (1601 bis 1665),
der 1640 noch vermutete, dass Zahlen dieser Form stets Primzahlen sind.

In Analogie kann man Zahlen der Form 2"—1 betrachten. Bereits im alten
Griechenland wurden solche Zahlen auf der Suche nach vollkommenen Zahlen!!
untersucht, aber erst MARIN MERSENNE (1588 bis 1648) hat grundlegende
Aussagen ableiten konnen. So nennt man heute in Erinnerung an seine
mathematische Leistung Primzahlen der Form 2" — 1 Mersennesche Zahlen.

Leicht sient man, dass 2"—1 nicht fiir jedes n eine Primzahl sein kann. Ist
beispielsweise 4 ein Teiler von n, so ist 2" — 1 stets durch 5 teilbar. Ebenso ist
2" —1 keine Primzahl, wenn n geradzahlig ist, da in diesem Fall stets durch 3
teilbar. Und schlieBlich ist auch der Beweis nicht schwierig, dass fur
zusammengesetzte Zahlen n (also Zahlen, die sich in zwei Faktoren grofer als 1
zerlegen lassen) auch 2"—1 als Produkt zweier Faktoren groRer 1 geschrieben
werden kann.

Aus der letzten Aussage folgt unmittelbar der Satz: Die Zahl 2" — 1 ist hdchstens
dann eine Primzahl, wenn n eine Primzahl ist. Doch schon fur n = 11 findet man
ein Gegenbeispiel fiir die Hoffnung, den Satz durch ,,genau dann, wenn*
verschérfen zu konnen.

Im Jahre 1644 veroffentlichte MERSENNE sein Werk Cogitata Physico-
Mathematica. Darin behauptet er, fiir alle Primzahlen bis 257 sei der Ausdruck
2" — 1 nurin elf Fallen selbst wieder prim. War diese Liste vollstandig und richtig?
Diese Frage sollte die Mathematik der ndchsten drei Jahrhunderte beschéftigen.
Erst 225 Jahre nach der Veroffentlichung wurde der erste Fehler entdeckt: Es
fehlte eine Zahl. Der russische Mathematiker VAN MIKHEEVICH PERVUSHIN
(1827 bis 1900) konnte beweisen, dass die Mersennesche Zahl mit der Basis 61
eine Primzahl ist. Zwanzig Jahre spater wurde der ndchste Fehler gefunden:
FRANK N. CoLE (1861 bis 1926) zerlegte die Zahl 2% — 1 in zwei Faktoren.

Mersennesche Zahlen stehen in engen Zusammenhang mit den vollkommenen
Zahlen. Schon EUKLID VON ALEXANDRIA (etwa 360 bis 290 v.u.Z.) bewies: Wenn
2" — 1 eine Primzahl ist, so ist 2"*-(2" — 1) eine vollkommene Zahl. LEONHARD

11 Eine Zahl heift vollkommen, wenn sie gleich der Summe ihrer echten Teiler ist,
zB.6=1+2+3.
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EULER (1707 bis 1783) konnte zeigen, dass alle geraden vollkommenen Zahlen
genau diese Struktur haben.

Eine besondere MO-Primzahl
Aufgabe MO370941/371041. Beweisen Sie folgende Aussage:

- n - - n -
Sind p=n" +n" +n+1 und n Primzahlen, so istauch g=n" —n" +n-1 eine
Primzahl.

Beweisidee: Man untersuche, fiir welchen n die Zahl p Gberhaupt prim sein kann
und ermittle dann die Zahl g.

Aufgaben Serie 6 (2019/20)

(Einsendungen bis 25. April 2020 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str. 21,
09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de *?)

Aufgabe 6-1.
Man bestimme den Umfang eines Dreiecks mit folgenden Eigenschaften:

(a) alle Seitenlangen sind ganzzahlig,
(b) eine der Seitenlangen ist 13,
(c) das Produkt der beiden anderen Seitenlangen ist 105.
(5 Punkte)
Aufgabe 6-2.
Ein Rechteck sei in eine Anzahl kleinere Rechtecke liickenlos und
uberdeckungsfrei zerlegt.

Dies kann beispielsweise so erfolgen,

dass man zundchst das Ausgangsrechteck A B1
durch einen vollstandigen geraden Schnitt

in zwei Rechtecke teilt, dann eines der
Teilrechtecke erneut in zwei Rechtecke
usw. In der nebenstehenden Abbildung
kann man mit einem ersten Schnitt das
Rechteck A abteilen und dann in einem

B2

zweiten Schnitt die Rechtecke B1 und B2
erhalten.

Eine solche Zerlegung, flr die eine geeignete Schnittfolge ermittelbar ist, wird
sequentiell genannt. Gibt es fiir eine Zerlegung jedoch keine solche Schnittfolge

12 Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von Dateiverlusten
nachzufragen.
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(lassen sich also die Teilrechtecke nicht sequentiell mit vollstdndigen geraden
Schnitten erzeugen, d.h. durch Abteilen jedes der Rechtecke entsteht eine Figur
die kein Rechteck ist), heil3t die Zerlegung primar.

(@) Man zeige, dass es keine priméren Zerlegungen eines Rechtecks in
drei Teilrechtecke gibt (d.h. dass jede Zerlegung eines Rechtecks in drei
Teilrechtecke sich durch eine sequentielle Zerlegung erzeugen lasst).

(b) Man untersuche, ob eine primdre Zerlegung eines Quadrates in 5
Teilrechtecke existiert.

(5 Punkte)
Aufgabe 6-3.
Man finde alle reellwertigen Losungen (x ; y ; z) des Gleichungssystems
X + y + z =1
NG y2 + 2% =
1 + 1 + 1 =1
X y 4
(6 Punkte)
Aufgabe 6-4.

Es ist zu beweisen, dass die Ebene durch drei Ecken eines Wirfels, welche
Endpunkte dreier von ein und derselben Ecke F des Wiirfels ausgehender Kanten
sind, auf der Raumdiagonalen durch F senkrecht steht und die Raumdiagonale im
Verhéltnis 1 : 2 teilt.

(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der
hoheren Punktzahl in der Gesamtbewertung berdicksichtigt. Werden jedoch beide
Aufgaben bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein
Zusatzpunkt, bei mehr als 12 zwei Zusatzpunkte vergeben.)

Aufgabe 6-5A.
Das HERONsche Verfahren®® dient zur Approximation der Quadratwurzel einer

reellen Zahl a (a > 0): Es sei Xq ein ,,Schitzwert™ fiir Ja . Im ersten Schritt
berechnet man x, durch

1 a
Xl :E' X0+%

Im n-ten Schritt ergibt sich aus X, ein ,,besserer” Ndherungswert durch

13 Heron von Alexandria (im 1. Jh. n. Chr.)
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1 a
Xpe1 =—=| Xp +— n=1,2, ..
n+1 2 [ n an ( )
(@) Man berechne mit dem HERoONschen Verfahren einen Wert fiir /2020 .
(2 Punkte)
(b) Man zeige: Fiir va < x, gilt va < X;,1 < X,
(2 Punkte)
(c) Man beweise. Beim HERON-Verfahren gilt fiir alle n > 0 die Ungleichung:
‘\/E—xn+1‘<%-‘\/5—xn‘ (4 Punkte)
Aufgabe 6-5B
100
(a) Welchen Polynomrest lasst P(x)= Y x" bei Division durch x2 + x + 1?
k=1

(2 Punkte)

(b) Man beweise: Wenn im Polynom P(x) = ax? + bx + ¢ die Koeffizienten a, b
und ¢ sémtlich ungerade Zahlen sind, so hat P keine rationale Ldsung.
(2 Punkte)

(c) Das Polynom P(x) = x3 + 7x? + 4x + ¢ (mit einer reellen Zahl ¢) habe drei reelle
Nullstellen X1, X2 und xz mit X; < X, < X3. Man zeige: X3 — X; > 6.

(4 Punkte)

Seminarankindigung

Das 3. Chemnitzer Seminar findet wie angekindigt am Samstag, dem 21. Méarz
2020 statt. Bitte bis 13. Marz 2020 formlos anmelden.

Impressum

Redaktion: Dr. Norman Bitterlich

Anschrift: Draisdorfer Str. 21, 09114 Chemnitz

E-Mail: norman.bitterlich@t-online.de
www.kzm-sachsen.de

Auflage: 60 Exemplare

Mit freundlicher Unterstiitzung des Fordervereins ,,Mathematik zu Chemnitz*
e.V. an der Fakultat fur Mathematik der TU Chemnitz VR1380 am
Amtsgericht Chemnitz
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Lésungshinweise Serie 5

Aufgabe 5-11,
Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen n, fur die gilt: Die Summe aus n, ihrer
Quersumme Q(n) und deren Quersumme (Q(Q(n)) betragt 2019.

Losungshinweise: Fir jede Zahl n <1979 ist deren Quersumme hdchstens (1 + 9
+ 7 + 9 =) 26. Die grolite Quersumme der Zahlen von 1 bis 26 betragt (1 + 9 =)
10. Folglich kann die geforderte Summe den Wert (1979 + 26 + 10 =) 2015 nicht
iibersteigen. Aullerdem ist fiir jede Zahl n > 2017 die Quersumme mindestens 2
und die Quersumme der Quersumme mindestens 1, sodass die geforderte Summe
mindestens (2017 + 2 +1 =) 2020 betragt.

In Anbetracht der erforderlichen einfachen (Kopf-) Rechnungen erscheint es
vertretbar, die Summenbildung auf die Zahlen von 1980 bis 2016 anzuwenden
und somit die Lésungsmenge zu ermitteln. Ausdriicklich soll dieses systematische
Probieren hier nicht angewandt werden. Wahrend die Quersumme einer Zahl bei
Kenntnis ihrer Ziffern ermittelt werden kann, ist bei der wiederholten Quersumme
das Auftreten eines Ubertrags zu beriicksichtigen. Deshalb werden folgende
Abschnitte untersucht:

1980 bis 1981: 1980+a(a=0,1)

(1980 +a)+(18+a)+(9+a)=2007+3-a a=4>1
1982 bis 1989: 1980+a(a=2,...,9)

(1980 +a)+(18+a)+(2+(a—2))=1998+3-a a=7
1990: 1990 + 19 + 10 = 2019
1991 bis 1999: 1990+a(a=1,...,9)

(1990 +a)+(19+a)+(2+(a—1))=2010+3-a a=3
2000 bis 2007: 2000+a(a=0,...,7)

(2000 +a)+(2+a)+(2+a)=2004+3-a a=>5
2008 bis 2009: 2000 +a(a=8,9)
(2000+a)+(2+a)+(a—-7)=1995+3-a a=8
2010 bis 2016: 2010+a(a=0,...,06)
(2010+a)+(3+a)+(3+a)=2016+3-a a=1
Somit gibt es sechs Zahlen mit der geforderten Eigenschaft:
1987 + 25 + 7 = 2019 1990 + 19 + 10 = 2019
1993 + 22 + 4 = 2019 2005 + 7 + 7 =2019
2008 + 10 + 1 = 2019 2011 +4 +4=2019 a

! Nach der Aufgabe M0O441024 im Jahre 2004: n + Q(n) + Q(Q(n)) = 2004.
2
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Aufgabe 5-2.

Es sei M die Menge aller natlrlichen Zahlen von 1 bis 10.000.000.000. Man
untersuche, ob die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren dekadischen
Darstellung die Ziffer 5 vorkommt, groRer, gleich oder kleiner ist als die Anzahl
derjenigen Zahlen aus M, bei deren dekadischen Darstellung keine 5 auftritt.

Losungshinweise: Die Anzahl aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 10%°, bei deren
dekadischer Darstellung keine 5 auftritt, ist gleich der Anzahl der natirlichen
Zahlen von 0 bis 10%° — 1, bei deren dekadischer Darstellung keine 5 auftritt. Die
Menge der letztgenannten Zahlen ist die Menge aller Zahlen

ag 109 +...+a1°10+ao

wobei jedes a; eine der neun (von der Ziffer 5 verschiedenen) Ziffern ist. Die
Anzahl dieser Zahlen ist folglich 91°. Die Anzahl der Ubrigen nattirlichen Zahlen
von 1 bis 100 ist somit

1010~ 91 = (10-9)- (10° +10% . 9 + .. + 101 9% + ¢°)
>994+98.9l4  +9l.9849°-10.9% 590

Daher ist die Anzahl derjenigen natlrlichen Zahlen aus M, in deren dekadischer
Darstellung die Ziffer 5 vorkommt, groRRer als die Anzahl derjenigen naturlichen
Zahlen, in deren dekadischer Darstellung keine 5 auftritt. a

Da die Anzahl der Zahlen aus M, in deren dekadischen Darstellung keine Ziffer 5
vorkommt, gleich 9% ist, betrdgt deren Anteil unter allen Zahlen aus M

10
(%) ~0,348. Mit wachsender Stellenzahl nimmt dieser Anteil ab. Wéhrend

unter den einstelligen Zahlen 90% aller Zahlen keine Ziffer 5 haben, sind es bei
6-stelligen Zahlen etwas (iber 50% und ab 28-stelligen Zahlen weniger als 1%.

Beim Vergleich 10 — 9% und 9%° ist die Angabe der Zahlenwerte keine elegante
Ldsung, auch wenn man in einer schriftlichen Nebenrechnung die Multiplikation
explizit ausfihren kann. Ein Verweis auf ein TR-Ergebnis gentgt nicht, auch
wenn hierbei eine ausreichende Genauigkeit erreicht wirde.

Aufgabe 5-3? (Aufgabe 1 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2020, 1. Runde).
Beweise: Es gibt unendlich viele Quadratzahlen der Form 50™ — 50", aber keine
Quadratzahl der Form 2020™ + 2020"; dabei sind m und n positive ganze Zahlen.

2 Ausfiihrliche Lésungshinweise sind verdffentlicht unter
3
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Losungshinweise: Man wahle n =2 - kund m =2 - k + 1. Dann gilt fiir jede
positive ganze Zahl k:

50M — 50" = 502+ - 502k = 502k (50 — 1) = (50%)2 - 49 = (50 - 7)?

Also gibt es unendlich viele Quadratzahl der geforderten Form.

Wegen 2020 =3 - 673 + 1 lasst 2020 bei Division durch 3 den Rest 1. Somit lasst
auch jede Potenz 2020% mit einer natiirlichen Zahl k bei Division durch 3 den
Rest1. Es sei nun 0.B.dA. m > n (andernfalls wdaren die Exponenten
umzubenennen). Dann gilt

2020™ + 2020" = 2020" - (2020™" + 1)

Der erste Faktor auf der rechten Seite dieser Gleichung lasst bei Division durch 3
den Rest 1, der zweite Faktor den Rest 2. Also l&sst die Summe in der geforderten
Form bei Division durch 3 den Rest 2.

Es ist jedoch bekannt, dass eine Quadratzahl bei Division durch 3 nur den Rest 0
oder 1 haben kann, denn (3 - k)> =9 - k? ist stets durch 3 teilbar und (3 - k £ 1)? =
3-(3-k¥+2-k)+1 lasstbei Division durch 3 den Rest 1. Somit kann eine Zahl
der geforderten Form keine Quadratzahl sein. a

Aufgabe 5-4 (Aufgabe 4 des Bundeswettbewerbs Mathematik 2020, 1. Runde).
Die Strecke AB sei der Durchmesser eines Kreises k und E ein Punkt im Innern
von k. Die Gerade AE schneide k auer in A noch im Punkt C, die Gerade BE
schneide k auRfer in B noch im Punkt D. Beweise: Der Wert von

AC - AE + BD - BE ist unabhéngig von der Lage von E.

E'=C"

Losungshinweise: Es ist hilfreich,
zundchst Spezialfélle zu untersuchen,
um den zu erwartenden unabhéngigen
Wert zu bestimmen. Wé&hlt man E” als
Mittelpunkt des Kreisbogens tiber AB,
so fallt C und D jeweils mit E
zusammen und es gilt aufgrund des ; !
Satzes des Pythagoras A E”" =M B

AC-AE +BD-BE = AE'Z +BE'~ = AB°.

Wahlt man dagegen E™ als den Mittelpunkt der Strecke AB, so fallen C und D mit
B bzw. A zusammen und es gilt:

www.mathe-wettbewerbe.de/bwm/aufgaben.
4
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AC.-AE" +BD-BE" =2- AM -AB:ABZ.

Mit jedem dieser Spezialfélle ist die Konstante — wenn es diese gibt — bereits
bestimmt.

Fir die allgemeine Lage des Punktes E kann der Sehnensatz angewandt werden.
Demnach gilt fir die Sehnen AC und BD mit ihrem Schnittpunkt E:

AE - EC = BE - ED. Diese Ausgangsgleichung kann nun wie folgt umgeformt werden

BE -ED = (BD - ED)- ED = (AC — AE)- AE
BD-ED-ED’ = AC-AE - AE”

Weil der Winkel ZBEA ein rechter Winkel ist, kann nach Satz des Pythagoras im
Dreieck AED die Umformung fortgesetzt werden:

BD-ED—(AEZ —ADzjz AC - AE — AE?

BD.ED+ AD° = AC - AE
AD’ = AC-AE - BD -ED

Unter Berlicksichtigung des Satzes des Pythagoras fur das rechtwinklige Dreieck
ABD folgt nach Addition von BD~ auf beiden Seiten:

AB® = AD’ + DB’ = AC- AE - BD-ED+BD’ = AC- AE + BD-(BD - ED)

Also gilt unabhangig von der Lage des Punktes E

AB° = AC-AE +BD-BE 0

Aufgabe 5-5A.
(a) Man zeige: Fur jede naturliche Zahl n groRer als 7 existieren ganzzahlige
nichtnegative Zahlen rund s, so dass gilt: n=3 -r+5-s.

Lésungshinweise:
Induktionsanfang: Flr n = 8 ist die Aussage richtig, dennesgiltl-3+1-5=8.

Induktionsschritt:
Voraussetzung: Die Aussage sei fiir eine Zahl n = k richtig (£ > 8).
Behauptung: Die Zerlegung einer Zahl in der geforderten Art ist auch fir
n =k + 1 moglich.
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Beweis: Man unterscheide zwei Falle.

(1) Die Zahl k sei ein ganzzahliges Vielfaches von 3, d.h. sie l&sst sich in
der Formk=r -3+ 0 -5 (wegen k > 7 gilt stets r > 3) darstellen. Dann gilt
stets auch die Zerlegung fur k + 1 in der Form mit nicht negativen
Koeffizienten: k+1=(r—3)-3+2-5

(2) Es sei k kein ganzzahliges Vielfaches von 3. Laut Voraussetzung
existiert eine Zerlegung der geforderten Art,d.h.n=3-r+5-s(mits >0,
denn sonst ware k durch 3 teilbar). Dann ist aber fur k + 1 die folgende
Zerlegung richtig: k+1=(r+2)-3+(s—1)-5

Diese Zerlegung entspricht ebenfalls den Bedingungen der Aufgabe.

Induktionsschluss: Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist demnach die
Aussage flr alle natlrlichen Zahlen » > 8 erfiillt. ad

Die L6sung ist auch ohne die Methode der vollstandigen Induktion mdglich. Es
gilt: 8=3-1+5-1,9=3-3+5:0;10=3-0+5-2.

Jede natlrliche Zahl n > 10 lasstsichalsn=3 - k+a (k>0 und a = 8, 9 oder 10)
darstellen. Damit findet man die geforderte Zerlegung.

Hinweis: Die Formulierung im Heft 1/2020 mit ,,positiven Zahlen* ist leider
falsch, weil flr die Zahlen 9 und 10 eine Darstellung mit positiven Koeffizienten
nicht gelingt. Da es auch fur 12 und 15 die geforderte Darstellung nur mit
Koeffizienten 0 gibt, ist die Aussage erst flr alle n > 15 richtig, denn:

Esqgilt: 16 =2-3+2:5,17=4-3+1-5;18=1-3+ 3 - 5. Jede natirliche
Zahln>15lasstsichnunalsn=3-k+a(k>0und a=16, 17 oder 18) darstellen.
(b) Man beweise: Fir alle natirlichen Zahlen n (» > 1) ist 9 ein Teiler von
7" +3n-1.

Lésungshinweise:

Induktionsanfang: Fiirn =1 gilt 7 +3.1-1=09.

Induktionsschritt:
Voraussetzung: Flr n = k existiert eine ganze Zahl m, so dass die Gleichung

7K +3.k—1=9-m gilt.
Behauptung: Fir n = k + 1 gibt es eine ganze Zahl m*, so dass die

Gleichung 7" +3.(k +1)-1=9-m* gilt.

Beweis: Durch Ausmultiplizieren bestatigt man die Richtigkeit folgender
Gleichung:

7k+1_|_3_(k+1)_1:7.(7k +3-k—1)—18-k+9-
6
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Da laut Voraussetzung der Ausdruck in der Klammer durch 9 teilbar ist, ist
der gesamte Ausdruck offensichtlich durch 9 teilbar.

Induktionsschluss: Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist demnach die
Aussage fir alle naturlichen Zahlen »n > 1 erfullt. a

Die L6sung ist auch ohne die Methode der vollstandigen Induktion moglich. Man
ermittle beispielsweise fir die Summanden und daraus fur die Summe in
Abhéngigkeit von n die Reste bei Division durch 9 und trage die Ergebnisse
tabellarisch zusammen. Da sich die Reste periodisch wiederholen, ist die
Teilbarkeit durch 9 fur alle n erkennbar:

n|7" 3n| 7"+3n-1 n|77" 3n| 7"+3n-1
117 3 9 4 | 7| 3 9
21 4| 6 9 5141 6 9
3111] 0 0 61| 0 0

(c) In der Ebene seien n Kreise gegeben (n > 1), die sich auch schneiden konnen.
Damit wird die Ebene zerlegt in Kreise, Kreisbogenvielecke und eine oder
mehrere Restflachen. Lassen sich diese Teilflachen fir jedes n bei jeder Lage der
Kreise so mit zwei Farben farben, dass jede Teilflache der Ebene genau eine Farbe
besitzt und keine zwei sich langs Kreisbdgen beriihrende Flachen gleich gefarbt
sind?

Losungshinweise:
Induktionsanfang: Fur n = 1 ist die Aussage offensichtlich richtig.

Induktionsschritt:
Voraussetzung: Es sei moglich, die Schnittflachen von n >1 Kreisen so mit
zwei Farben zu farben, dass keine zwei sich langs Kreisbdgen bertihrende
Flachen gleich gefarbt sind.

Behauptung: Man kann die Schnittflichen von n + 1 Kreisen so mit zwei
Farben féarben, dass keine zwei sich langs Kreisbdgen beriihrende Flachen
gleich geféarbt sind.

Beweis: In der Ebene seien n + 1 Kreise gegeben. Entfernt man einen dieser
Kreise, so kdnnen die Schnittflachen der verbleibenden n Kreise gemaR der
Voraussetzung wie gefordert gefarbt werden. Danach fligt man den zuvor
entfernten Kreis wieder hinzu und vertauscht im Innern dieses Kreises die
Farbe jeder Schnittflache mit der anderen der beiden verwendeten Farben.
Leicht sient man, dass dadurch eine Farbung entsteht, die den Bedingungen
gerecht wird:
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In dem Teil der Ebene, der aulRerhalb des hinzugenommenen Kreises liegt,
verdndern sich die Farben von sich bertihrenden Schnittflachen nicht, so
dass sie die Bedingungen laut VVoraussetzung erftllen.

Im Innern des hinzugenommenen Kreises werden die Farben getauscht,
damit haben sich beriihrenden Schnittflachen wie vorher unterschiedliche
Farbungen.

Entstehen durch die Kreislinie neue Berihrungslinien zweier
Schnittflachen durch ein vorher gleichfarbiges Gebiet, so liegt eine dieser
Schnittflachen auRerhalb und die andere innerhalb des Kreises. Aufgrund
der Umkehrung der Farbung im Inneren wird auch in diesem Fall die
Bedingung erfallt.

Induktionsschluss: Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist demnach die
Aussage fur alle natiirlichen Zahlen n > 1 erfllt. a

Aufgabe 5-5B
(a) Man beweise: Fur jedes konvexe Viereck gilt fir dessen Flacheninhalt F und
dessen Seitenlédngen a, b, ¢ und d die Ungleichung

Fs%-(a2+b2+c2+d2).

Losungshinweise: Das Viereck wird durch eine Diagonale in zwei Dreiecke
zerlegt, dabei habe 0.B.d.A. ein Dreieck diese Diagonale und die Viereckseiten a
und b und das andere Dreieck diese Diagonale und die Viereckseiten ¢ und d als

Seiten. Fir den Flacheninhalt F gilt damit: F < %b + % :

Far alle reellen Zahlen x und y ist wegen (X—y)ZZO die Abschétzung

2xy < X%+ y2 richtig. Damit lasst sich der Flacheninhalt F weiter abschatzen:

2 W2 2 42
Fga +h +c +d
4 4

Damit ist die Behauptung gezeigt. a

(b) Man zeige: Es gibt konvexe Vierecke, fur die fir dessen Flacheninhalt F und
dessen Seitenlangen a, b, ¢ und d die Gleichung F =1 (az +b%+c? + d2) gilt.

Losungshinweise: Es genligt ein Beispiel anzugeben. Ist das Viereck ein Quadrat
mit der Seitenldnge a (= b = ¢ = d), so gilt trivialerweise
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F:a2=l~(a2+b2+cz+d2).

Folglich existieren tatsachlich Vierecke mit der geforderten Eigenschatft. Q

(c) Man zeige, dass es eine Kleinste Zahl p gibt, so dass fir jedes Dreieck fir
dessen Flacheninhalt F und dessen Seitenldngen a, b und ¢ die Ungleichung

F<p-: (az +b%+ CZ) gilt. Man ermittle diesen Wert von p.

Losungshinweise: Unter Beriicksichtigung der angegebenen Ungleichung gilt fir
U=a+b+c:

V3

g(a%bz+02+(2-ab+2-bc+2-ca))

Mit der Abschétzung wie unter Teilaufgabe (a) l&sst sich dies weiter fortsetzen
Zu:

F < g(a2 +b%+c%+ ((a2 + b2)+ (b2 +02)+ (CZ +a? ))),

woraus die Ungleichung F < g : (a2 +b%+ c2) folgt. Fur p giltalso p < g

Betrachtet man das gleichseitige Dreieck mit der Seitenldnge a, so betragt sein

Flacheninhalt bekanntlich F = £a = £ ( ) Folglich kann der Wert p nicht
kleiner gewahlt werden und es gilt p = g u

Hinweis: Die Ungleichung F < — \/— u? wurde als zu verwendende Ungleichung

angegeben (dabei bezeichnen F den Flacheninhalt und u den Umfang des
Dreiecks). Offenbar wird die Schwierigkeit der eigentlichen Aufgabenstellung
dadurch reduziert. Leicht erkennt man, dass in dieser Ungleichung fir ein
gleichseitiges Dreieck das Gleichheitszeichen gilt. Nutzt man die Losungsidee aus
Aufgabe A5-5B(a), so findet man fir die Seiten a, b, ¢

F<labF<lacF<lipc = F3 sl(abc)2
2 2 2 8

Um auf der rechten Seite der Ungleichung auf den Faktor u? :(a+b+c)2

gelangen, bietet sich die Anwendung der Ungleichung zwischen geometrischen
und arithmetischen Mittel an (da die Seitenlangen positive Zahlen sind). So gilt

9
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2
also F gl(%/abc)z Sl.(a+b+cj 12
2 2 3 18

Prinzipiell wurde damit die erwartete Struktur der Ungleichung erreicht, aber die
Abschétzung ist noch zu grob. Dies ist nachvollziehbar, denn die dreifache
Abschétzung des Flacheninhaltes durch das Produkt zweier benachbarter Seiten
kann in keinem Fall das Gleichheitszeichen zulassen. Dies wére ndmlich nur
gultig, wenn je zwei Dreieckseiten einen rechten Winkel einschlieRRen.

Ausgehend von der HEeroNschen Flachenformel mit s:%u findet man

wiederum mit Anwendung der Mittelungleichung (man beachte, dass alle
Faktoren stets nichtnegativ sind — warum?):

JF =4s-(s—a)-(s-h)-(s—c) < S+S_a+i_b+S_C:%u,

also F < %uz und somit wieder eine zu grobe Abschatzung. Aber auch in diesem

Fall kann der Losungsansatz nicht zur richtigen Ungleichung fiihren, denn das
Gleichheitszeichen kann in keinem Fall gelten, da die Faktoren nicht gleich grol}
werden konnen. Folgender Trick fuhrt aber zum Beweis: Ausgehend von der
HEeroNschen Flachenformel gilt:

F2 s—a+S—b+s—-c u
3?=?(/(s—a)(s—b)(s—c)§ 3 s

woraus ohne Probleme die zu beweisende Ungleichung gefunden werden kann.

10
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Zug um Zug - Spielstrategien

Wir beschaftigen uns mit Spielen fiir zwei Spieler, wobei jeder gewinnen will.
Ziel ist es herauszufinden, ob einer der Spieler seinen Gewinn erzwingen kann
(unabhéngig wie sein Gegenspieler spielt), also eine optimale Gewinnstrategie
besitzt und wie diese gegebenenfalls aussieht. Die Spiele sollen folgende Regeln
erfillen:

1. Es gibt nur eine endliche Anzahl moglicher Stellungen.

2. Das Spiel endet in jedem Fall nach einer endlichen Anzahl von Zigen.

3. Es gibt am Ende immer einen Sieger, ein Spiel kann also nicht
unentschieden enden.

4. Die moglichen Ziige in einer bestimmten Situation sind fur beide Spieler
dieselben.

Beispiel: Zwei Spieler haben eine Schokoladentafel mit 6 x 10 quadratischen
Stlicken, wobei das Stick in der linken unteren Ecke verschimmelt ist.
Abwechselnd brechen sie nun Teile entlang der geraden Vertiefungen ab und
essen die abgebrochenen Teile. Verlierer ist der Spieler, der das verdorbene Stlick
essen muss.

Es bietet sich bei dieser Art von Spielen stets an, vom Ende des Spiels aus
rickwarts zu arbeiten. Wir wissen: Der Verlierer muss das letzte Sttick nehmen.
Er darf also keine Mdglichkeit eines anderen Zugs haben, d.h. nur ein Quadrat
blieb tbrig, als er am Zug war. Aufgrund der Spielregeln muss zuvor ein 1 x n
groRBes Stiick verblieben sein. Eine solche Situation bezeichnen wir als
Gewinnposition (G), weil der Spieler, der am Zug ist, eine Verlustposition (V)
fiir seinen Mitspieler herbeifiihren kann. Als Verlustposition bezeichnen wir eine
Situation, in der jeder mégliche Zug den Gegner in eine Gewinnposition bringt.

Es ergibt sich folgendes Schema von Gewinn- und Verlustpositionen fiir unsere
Schokoladentafel:

QOOIKOO

QOOOK O

QOOOOIK

OOOOOO

OOOO OO

OOOOOn
OOOOOn

<OOOO®
QKOO O®
OO<K<OOO

Als Strategie erhalten wir: immer auf Quadrat abbrechen. Damit kann in unserem
Fall der Spieler, der beginnt, auch stets gewinnen.

11



Korrespondenzzirkel MATHEMATIK — Heft 3/2020

Mampf ist ein Beispiel fir ein Spiel, bei dem man beweisen kann, dass es einen
Spieler gibt, der eine Gewinnstrategie besitzt, aber man weil’ nicht genau, wie
diese aussieht. Als Ausgangspunkt dient wieder unsere Schokoladentafel mit dem
verdorbenen Stiick. Nun durfen rechteckige Stlicke abgebrochen werden, wobei
einer der 4 Eckpunkt stets mit der rechten oberen Ecke unserer urspriinglichen
Tafel Ubereinstimmen muss.

Beweis mittels ,,Strategieklau™ (indirekter Beweis): Wir nehmen an, dass der
beginnende Spieler in einer Verlustposition ist. Er wahlt den im linken Bild rechts
oben grau markierten Zug aus. Nun miusste sich sein Gegenspieler in einer
Gewinnposition befinden. Er bricht das im rechten Bild hellgrau markierte Stiick
heraus. Ware die entstehende Situation eine Verlustposition fiir den ersten Spieler,
so hatte er diese Situation bereits im vorhergehenden Zug herbeifiihren kénnen,
d.h. der beginnende Spieler ist bereits am Anfang in einer Gewinnposition,
allerdings ohne genauer beschreiben zu kénnen wie ein solche Gewinnstrategie
aussehen konnte.

Nim-Spiel fir zwei Spieler: Zu Beginn liegen auf einem Haufen 15 Hdélzchen.
Abwechselnd darf jeder Spieler 1 bis 3 Holzchen wegnehmen. Verloren hat, wer
das letzte HOlzchen nehmen muss.

Wir untersuchen die Spielsituationen hinsichtlich Gewinn- und Verlust-
positionen. Liegt nur noch ein Holzchen, so ist dies fir den Spieler eine
Verlustposition, denn er muss diese Holzchen nehmen. Liegen noch 2 bis 4
Holzchen, so ist dies fur den Spieler eine Gewinnposition: Er kann so viele
Holzchen entnehmen, dass nur noch 1 Holzchen liegen bleibt und damit seinem
Gegenspieler eine Verlustposition tbergeben. Liegen 5 Holzchen, so ist dies eine
Verlustposition, denn er kann nur auf 2 bis 4 verbleibende Holzchen ziehen, was
den Gegenspieler in eine Gewinnposition bringt.

Verallgemeinernd ist jede Menge der Form 4k + 1 eine Verlustposition, denn
entweder muss man das letzte H6lzchen nehmen (k = 0) oder man kann nur eine
Situation der Form 4k — 2, 4k — 1 oder 4k herbeifthren. Dann kann aber der
Nachziehende durch Wegnahme von 1, 2 oder 3 Holzchen wieder die Situation
4k + 1 erreichen.

Wegen 15 =4 - 3 + 3 kann der Spieler, der das Spiel beginnt, mit Wegnahme von
2 Holzchen fur seinen Gegenspieler eine Verlustposition erreichen — der
Anziehende kann also stets gewinnen.

12
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Wir betrachten ein Spielfeld, bestehend aus einem Streifen von n Spielfeldern. An
den Enden des Streifens befinden sich zu Spielbeginn fir jeden Spieler je einen
Spielstein. Ein Zug besteht fur einen Spieler darin, seinen Spielstein um beliebig
viele freien Felder zu bewegen (ohne den gegnerischen Stein (berspringen zu
durfen). Wer keinen gtiltigen Zug mehr ausfiihren kann, hat verloren.

o O

Es ist offensichtlich, dass der beginnende Spieler (hier: schwarz) stets gewinnen
kann — er bewegt seinen Spielstein bis unmittelbar vor den Spielstein des
Gegenspielers.

® O

Wir betrachten wir nun ein Spielfeld, bestehend aus zwei Streifen von n
Spielfeldern. In einem Zug kann jeder Spieler nur einen seiner beiden Spielsteine
bewegen. Verloren hat, wer keinen glltigen Zug mehr ausfiihren kann.

o O
o O

Nun kehrt sich die Gewinnmdglichkeit um: Egal wie der beginnende Spieler
spielt, es gewinnt immer der Gegenspieler. Dazu muss der Gegenspieler lediglich
den Zug, den der beginnende Spieler auf einem Streifen ausfuhrte, auf dem
anderen Streifen kopieren.

Bei einem Spielfeld, bestehend aus drei Streifen, kann der beginnende Spieler mit
dem ersten Zug einen Streifen ,,ausschalten®. Damit beginnt das Spiel fiir den
Gegenspieler wie ein Spiel auf einem zweistreifigen Spielfeld und er steht als
Verlierer bereits fest. In &hnlicher Weise lasst sich nun ein Spiel auf einem
Spielfeld aus m Streifen mit je n Spielfeldern diskutieren.

Anna und Bernd spielen folgendes Spiel: Beginnend mit 1998 subtrahieren sie
abwechselnd von der vorliegenden Zahl eine Quadratzahl ihrer Wahl. Wer als
Ergebnis 0 erhalt, hat gewonnen. Anna beginnt. Man beweise, dass Anna stets
gewinnen kann.

Zunachst betrachte man fiir kleine Zahlen die Gewinn- (G) und Verlustpositionen

(V). Offenbar ist 1 eine Gewinnposition, denn man kann stets mit 12 auf 0
kommen. Dagegen ist 2 eine Verlustposition, denn es besteht nur die Mdglichkeit,

13
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mit 12 auf 1 zu ziehen und bringt den Gegenspieler in eine Gewinnposition.
Fortfahrend findet man:

3=G=>-1*fuhrtzu2=V

4 = G - -22fuhrt direkt zum Sieg

5=V > -12fihrt zu4 = G oder -2° fuhrtzu1=G
6=G->-2*fihrtzu2=V

7=V > -12flhrt zu 6 = G oder -22 fuhrtzu3=G

8=G > -1?fihrtzu7=V

9 = G - -3%flhrt direkt zum Sieg

10 =V > -1? fihrt zu 9 = G; -22 fiihrt zu 6 = G oder -3? fuhrtzu1 =G
11=G > -1?fihrtzu10 =V

12 =V > -1? fihrt zu 11 = G; -22 fihrt zu 8 = G oder -32 fuhrtzu3=G

So kénnte man die Analyse fortsetzen. Wahrend es flr eine Gewinnposition
gendgt, einen Zug zu finden, der in eine Verlustposition flr den Gegenspieler
fuhrt, missen bei einer Verlustposition alle moglichen Zuige untersucht werden.
Es wird also immer umfangreicher.

Beginnen wir nun mit 1998 und nehmen an, Anna kann — egal welche
Quadratzahlen Bernd subtrahiert — immer gewinnen. Wir versuchen zunéchst, die
erste Differenz moglichst klein werden zu lassen und subtrahieren 44? und
kommen auf 1998 — 1936 = 62. Nun ist Bernd am Zug:

-72 > 13 =G, weil 13 — 1?2 = 12 zu einer Verlustposition fiir Bernd fiihrt.
-62 - 26 = G, weil 26 — 42= 10 zu einer Verlustposition fir Bernd fiihrt.
-52 = 37 =G, weil 37 — 52= 12 zu einer Verlustposition fir Bernd fiihrt.
-42 - 46 = G, weil 46 — 62= 10 zu einer Verlustposition fiir Bernd fiihrt.
-32>53=?

-22>58="?

-12 - 61 = G, weil 61 — 72= 12 zu einer Verlustposition fiir Bernd fiihrt.

Wir untersuchen 53 genauer. Offenbar wird Anna nicht 72 subtrahieren, da dies
auf 4 und somit auf eine Gewinnposition fiir Bernd fiihrt. Subtrahiert Anna 62,
wird 17 erreicht. Diese Zahl ist fir Bernd eine Verlustposition, denn

-12 > 16 = G: -4 fuihrt direkt zum Sieg,
22> 13=G: -1 fuhrtauf 12 =V,
32>8=6,

4 >1=G.

Wir untersuchen auch 58 genauer. Offenbar wird Anna nicht 72 subtrahieren, da
dies auf 9 und somit auf eine Gewinnposition fur Bernd flhrt. Subtrahiert Anna
62, wird 22 erreicht. Diese Zahl ist fiir Bernd eine Verlustposition, denn

14
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-12 > 21 = G: -3 fuhrt auf 12 = V,
-22 > 18 = G: -1%fuhrt auf 17 = V,
-32 > 13 =G: -1%fuhrt auf 17 = V,
42 > 6 =G.

Somit kann Anna tatsachlich immer gewinnen.
Wettbewerbsaufgaben mit Spielstrategien treten h&ufig auf, auch in der MO:

MO561143. General Tilly und Herzog von Wallenstein spielen ,,Teile und
herrsche®. Dazu gruppieren sie N Zinnsoldaten in M Kompanien und
kommandieren abwechselnd. Jeder muss, wenn er an der Reihe ist, ein
Kommando geben und sofort ausfiihren.

Es sind nur zwei Kommandos moglich: Auf das Kommando ,,Teile!* wird eine
Kompanie ausgewahlt und in zwei Kompanien aufgeteilt, deren Groél3e der jeweils
Kommandierende frei wéhlen kann; es muss lediglich jede Kompanie mindestens
einen Zinnsoldaten umfassen. Wird aber das Kommando ,,“Herrsche!* gegeben,
so wird aus jeder Kompanie ein Zinnsoldat entfernt und eingeschmolzen.
Verloren hat, wessen Kommando zum Verlust einer Kompanie fiihrt. Wallenstein
beginnt mit dem Kommandieren.

a) Kann Wallenstein erzwingen, dass Tilly verliert, wenn am Anfang sieben
Kompanien mit je sieben Zinnsoldaten zur Verfiigung stehen?

b) Wer verliert, wenn am Anfang M Kompanien mit insgesamt N
Zinnsoldaten zur Verfuigung stehen?

Losungshinweise

Zu a) Wallenstein kann den Sieg nicht erzwingen. Wenn er im ersten Zug ,.teilt™,
kann Tilly in seinem ersten Zug eine beliebige Kompanie so teilen, dass eine
Kompanie mit genau einem Zinnsoldaten entsteht. Da danach jedes ,,herrsche
zum Auflosen einer Kompanie fiihrt, werden die Spieler nur noch ,.teilen®. Die
Anzahl der 49 Zinnsoldaten bleibt also erhalten. Nach 40 = 49 — 7 — 2 Ziigen gibt
es nur Kompanien mit genau einem Zinnsoldaten. Der néchste Zug fihrt also zum
Verlust einer Kompanie — diesen Zug muss Wallenstein ausfuihren.

Reduziert jedoch Wallenstein in seinem ersten Zug alle sieben Kompanien um
einen Zinnsoldaten (es verbleiben also 42 Zinnsoldaten), kann Tilly eine beliebige
Kompanie so teilen, dass eine Kompanie mit genau einem Zinnsoldaten entsteht.
Nun gilt das Gleiche wie oben: Nach 34 =42 — 7 — 1 Zlgen gibt es nur Kompanien
mit genau einem Zinnsoldaten. Der ndchste Zug fiihrt also zum Verlust einer
Kompanie — diesen Zug muss Wallenstein ausfuhren.

15
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Zu b) Nach einer umfangreichen Fallunterscheidung findet man heraus:
Wallenstein verliert genau dann, wenn eine ungerade Anzahl von Zinnsoldaten
auf eine ungerade Anzahl von Kompanien verteilt sind oder wenn bei einer
geraden Anzahl von Zinnsoldaten und einer geraden Anzahl von Kompanien die
kleinste Kompaniestarke ungerade ist. In jedem anderen Fall kann Wallenstein
den Sieg erzwingen.

Wirfelpoker spielt man zu zweit. Der erste Spieler dreht eine beliebige Seite des
Wirfels nach oben und die Zahl wird aufgeschrieben. Der né&chste Spieler darf
den Wirfel nur um eine Vierteldrehung bewegen (er kann also alle Seiten des
Wirfels nach oben drehen aulRer die, die gerade nach unten zeigte und die, die
gerade nach oben zeigte). Die Augenzahl der neuen oben liegenden Seite wird zur
Gesamtsumme addiert. Verlierer ist derjenige, der zuerst die Zahl 17 in der
Summe Uberschreitet. Gibt es fir einen der Spieler eine Gewinnstrategie? Wie
sieht diese dann aus?

1/6 | 2/5 | 4/3] wir wollen eine Tabelle erstellen, die alle mdglichen
17 Zige erfasst. Dazu betrachten wir die Differenz der
16 aktuellen Summe zu 17 (linke Spalte der nebenstehenden
15 Tabelle). Dabei ist wichtig, die aktuelle Situation nach der
14 oben bzw. unten liegenden Seite zu unterscheiden, da
13 diese die moglichen Ziige fur den Spieler bestimmen. Ob
12 jedoch beispielsweise eine 1 oder eine 6 oben liegt, ist
11 dabei vollig gleich.
10
9 Es ist einsichtig, dass alle negativen Felder Summen
8 reprasentieren, die bereits grofier als 17 sind und deshalb
7 bereits Gewinnpositionen anzeigen, da der andere Spieler
6 schon verloren hat. Die Differenz 0 ist hingegen eine
5 Verlustposition, da man nun mit jedem moglichen Zug die
4 Summe 17 Uberschreitet.
3 Angenommen, die Differenz zu 17 betragt 1 und oben
11v |1 |1 | liegt eine 1 oder 6. Dies ist offensichtlich eine
olv |v |v | Verlustposition, denn mit dem nachsten Zug wird die
116 |G |G | Summe 17 Ubersphritten. Liegt aber ein.2, 3, 4 oder 5
2 (G |G |G | oben kann man im né(_:hsj[en Zug stets o!lg 1 nach oben
36 |6 o legen und man hat damit eine Gewinnposition.
4|/G |G |G
5|G |G |G

Um alle moglichen Zuge zu erfassen, werden die folgenden Schablonen erstellt.
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Position  Zlge Position  Zlge Position  Zlige
1/6 2/5 3/4
<« «— «—
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6

Eine Spielsituation wird eindeutig durch die Differenz der Summe zu 17 und
durch die beim Waurfel oben liegende Zahl beschrieben. Um fir eine solche
Spielsituation einen Gewinnzug zu ermitteln, lege man eine passende Schablone
auf, so dass das auszufiillende Kastchen in der Zeile mit dem Pfeil liegt. Um ein
Kastchen auszufiillen mussen die durchsichtigen Felder der Schablone in der
Tabelle bereits ausgefiillt sein. Ist eins der Felder mit einem V fir Verlustposition
gekennzeichnet, so ist die auszufullende Situation eine Gewinnposition und man
tragt alle Zahlen ein, die rechts neben einem V stehen. Diese sind dann die
maoglichen Ziige in der Gewinnstrategie.

Ist jedoch in keinem der Felder ein V zu sehen, so ist das aktuell auszufiillende
Feld eine Verlustposition und man tragt ein V ein.

- Betrégt die Differenz 2 und liegt eine 5 oben, so ist die mittlere Schablone
anzulegen und eine Verlustposition ist fir den Nachziehenden zu erreichen,
wenn man die 1 nach oben legt (links).

- Betragt die Differenz 4 und liegt eine 1 oben, so ist die rechte Schablone
anzulegen und eine Verlustposition ist fiir den Nachziehenden zu erreichen,
wenn man die 4 nach oben legt (Mitte).

- Auf diese Weise konnen alle Felder ausgeftillt werden und man erhélt das
Schema wie rechts.
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Aufgaben in allgemeinen Zahlensystemen

Unter einer Zahl z mit den Ziffern a,,a,_;,...a;,a, versteht man im Zahlensystem
mit der Basis B

Z= [anan_l...alao]B —a,-B"+a, {-B"+..+a-B+ag.

Fir B = 10 erhélt man die tbliche Dezimaldarstellung einer Zahl. Als Ziffern
stehen alle ganzen Zahlen 0, 1, 2, ..., B — 1 zur Verflgung. Ist B > 10, so werden
die weiteren Ziffern ab 10, 11, ... im Allgemeinen durch alphabetisch geordnete
Grof3buchstaben A, B, ... beschrieben. So gilt beispielsweise

[ AB]y3 =11-13+12 =155 = [155];,.

Es gibt zahlreiche Wettbewerbsaufgaben, in denen Zahlen in verschiedenen
Stellenwertsystemen betrachtet werden. Eine der ersten Aufgaben dieser Art war

Aufgabe M0O261031.
Von einer naturlichen Zahl x sollen folgende Bedingungen erflllt werden:

(1) Im Zweiersystem geschrieben hat x genau sieben Stellen.
(2) Schreibt man x im Dreiersystem, so tritt keine Ziffer mehr als zweimal auf.
(3) Im Funfersystem geschrieben hat x genau vier Stellen.

Beweisen Sie, dass es genau eine natirliche Zahl x gibt, die diese Bedingungen
erfullt, und geben Sie diese Zahl an!

Lésungshinweise: Anhand der Angaben zur Stellenzahl folgt aus Bedingung (1)

26 —64 < x <27 =128 und aus Bedingung (3) 5° =125 < x <5% =625. Priift
man nun die verbleibenden Zahlen 125, 126 und 127, so erfullt nur

Xx=126 = [126]10 = [1111110]2 = [11200]3 = [1001]5
alle Bedingungen der Aufgabe. ad
Aufgabe M0O301031.
Beim Umrechnen natirlicher Zahlen aus dem Dezimalsystem in Systeme mit
anderer Basis kann man feststellen, dass es Zahlen gibt, deren Darstellung sowohl

Im System mit der Basis 2 als auch im System mit der Basis 4 auf die Ziffernfolge
...01 endet; beispielsweise hat 17 = [10001], = [101], diese Eigenschaft.

Gibt es auch nattrliche Zahlen, deren Darstellung in beiden Systemen (sowohl
mit der Basis 2 als auch mit der Basis 4) auf die Ziffernfolge ...10 endet?

Losungshinweise: Solche Zahlen gibt es nicht. Fir das Zweiersystem bedeutet die
Ziffernfolge ...10, dass es eine Zahl M gibt mit [...10], =M .22 +1-2+0.
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Entsprechend gibt es eine Zahl N mit [...10], =N .42 +1-4+0. Setzt man beide
Ausdriicke gleich, ist eine Seite durch 4 teilbar, die andere jedoch nicht. a

Gibt es aber andere Stellenwertsysteme, bei denen die Frage positiv beantwortet
werden kann? Gibt es also Basen m und n, so dass

[..10], =M -m?+1-m+0=N-n?+1.n+0=[..10],
erfullbar wird?

Durch Probieren findet man beispielsweise 30 = [110]s = [1010]s.

Fiir welche weiteren Basen gilt die Eigenschaft mit der Ziffernfolge [...01]? Nutzt
man die Summendarstellung, so bedeutet diese Eigenschaft

[..01], =M -m?+0-m+1=N-n?+0-n+1=[..01],.

Dies ist gleichbedeutend mit M -m? =N -n?, so dass fir alle n|m die
Eigenschaft gilt, also zum Beispiel 37 = [101]s = [1101]s.

In spateren Wettbewerbsaufgaben diente die Verwendung von Zahlensystemen
eher der ,,Verkomplizierung* der Aufgabenstellung. Letztlich ging es immer um
die Untersuchung von Polynomgleichungen.

Aufgabe.
Es ist nachzuweisen, dass es kein Zahlensystem geben kann, in dem die Rechnung

12 - 17 = 3132 gilt.

Losungshinweise: Es sei B > 7 (weil die Ziffern bis mindestens 7 verwendet
werden) eine geeignete Basis, so dass gilt

(B+2)-(B+7)=B?+9-B+14=3-B3+B?+3-B+2.
Dies ist gleichbedeutend zu

B3-9.B-4=0.

Wenn es aber ganzzahlige Losungen fur B géabe, missten diese Teiler vom
Absolutglied der kubischen Gleichung sein. Das ist aber fiir B > 7 nicht maoglich.
Also kann es keine Basis B fur diese Gleichung geben. a

Aufgabe M0381042.
In einem Zahlensystem mit der Basis a (a € N,a>1) sei z = 100000004 gegeben.

Beweisen Sie, dass es keine natlrliche Zahl a gibt, fur die z eine Primzahl ist.
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Losungshinweise: Die Zahl z l&sst sich im Zahlensystem der Basis a als

z = a® + 4 darstellen. Es kommt also darauf an, diesen Ausdruck als ein Produkt
von Faktoren schreiben zu konnen. Es gilt:

a®+4=a%+4a%+4-4a*
=<a4+2)2 —(2a2)2 :(a4+2—2a2)-(a4+2+2a2)

Zeigt man nun noch, dass jeder der beiden Faktoren groier als 1 ist (wie?), ist die
Behauptung bewiesen. Q

Aufgabe MO360945.
Untersuchen Sie, ob es ein Stellenwertsystem der Basis B gibt, in dem 173 = 712
gilt? Geben Sie im Falle der Existenz alle derartigen Basen B an!

Losungshinweise: Die Fragestellung ist gleichbedeutend, ob es ganzzahlige
positive Losungen der Gleichung

(B+7)=(7-B+1y

gibt. Die Schwierigkeit der Aufgabe besteht also in der Losung der kubischen
Gleichung

B3_-28.B2+133-B+342 =0,
die nur fur B = 9 erfiillt wird. Es gilt ([17]9)% =163 = 642 = ([71], )*. Q

Aufgabe. Gibt es (in der Dezimaldarstellung) echt-zweistellige Zahlen, die gleich
dem Vierfachen ihrer Spiegelzahl ist?

Losungshinweise: Sei n = 10a + b eine Zahl der geforderten Art mit den Ziffern a
und b, also mit

10a+b=4-(10b+a), d.h. 13b = 2a.

Solche Zahlen kann es aber nicht geben, da 13 ein Teiler der Ziffer a sein musste.
a

Wie lautet die Antwort, wenn man beliebige Zahlensysteme zuldsst? Setzt man
anstelle der 10 eine Basis B ein, findet man die Gleichung

(4B-1)-b=(B-4)-a
Durch Probieren findet man eine Losung: B=9: [71]o=64=4-16=4 - [17]s
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Aufgaben Serie 7 (2019/20)

(Einsendungen bis 23. Juni 2020 an Dr. Norman Bitterlich, Draisdorfer Str. 21,
09114 Chemnitz oder norman.bitterlich@t-online.de®)

Aufgabe 7-1.

Gibt es auBer der Zahl 9 noch weitere Quadratzahlen unter den Zahlen, die nur

mit der Ziffer 9 geschrieben werden, also unter den Zahlen 9, 99, 999, 9999, ...?
(5 Punkte)

Aufgabe 7-2.

In einem ebenen Dreieck seien zwei der drei Seitenhalbierenden gegeben.

Dadurch ist das Dreieck in drei Teildreiecke und ein Viereck zerlegt.

Welchen Anteil an der Flache des Gesamtdreiecks hat die Viereckflache?

(5 Punkte)
Aufgabe 7-3.
Auf einer Party mit 21 Personen kennt jede Person hdchstens vier andere. Man
zeige, dass es auf dieser Party mindestens funf Menschen gibt, die sich
gegenseitig nicht kennen.

(Hinweis: Wenn Person A die Person B kennt, dann kennt auch B die Person A.)
(6 Punkte)

Aufgabe 7-4.

Finf Kreisscheiben mit Radius 1 seien so angeordnet, dass ihre Mittelpunkte die

Ecken eines regelmaRigen Funfecks bilden und ihre Kreislinien alle durch den

Mittelpunkt des Flinfecks gehen.

Man berechne den Radius der grofiten Kreisscheibe, die von den finf
Kreisscheiben bedeckt wird!
(6 Punkte)

(Hinweis: Von den folgenden beiden Aufgaben wird lediglich die Losung mit der héheren
erreichten Punktzahl in der Gesamtbewertung bercksichtigt. Werden jedoch beide Aufgaben
bearbeitet und betragt die erreichte Punktsumme mehr als 8, wird ein Zusatzpunkt vergeben,
bei mehr als 12 Punkte, zwei Zusatzpunkte.)

Aufgabe 7-5A.

In Analogie zu Magischen Quadraten kann man Magische Sechsecke
konstruieren: Um ein einzelnes regelméliiges Sechseck (dies sei ein Sechseck 1.
Ordnung) kann man einen Ring von sechs weiteren gleichgroBen regelmaiigen
Sechsecken legen, wobei die Figuren (wabenformig) mit den Kanten

% Die elektronische Zusendung wird nach Empfang mit ,,Re:* bestitigt. Sollte diese Antwort
innerhalb der folgenden Tage ausbleiben, empfiehlt es sich zur Vermeidung von Dateiverlusten
nachzufragen.
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aneinanderstoRen. Dieses Gebilde aus 7 Sechsecken wird Sechseck 2. Ordnung
genannt. Ordnet man um dieses Gebilde in analoger Weise zwoOlf weitere
Sechsecke, so erhélt man ein Sechseck 3. Ordnung usw. (s. Skizze).

O

Besteht ein Sechseck n-ter Ordnung aus m Teilsechsecken und beschreibt man
jedes dieser Teilsechsecke mit genau einer der natirlichen Zahlen 1 bis m, so wird
das Sechseck magisch genannt, wenn die Summen auf allen ,,geraden Reihen®
(zwei dieser Reihen sind im Sechseck 3. Ordnung durch die Strecken markiert)
jeweils den gleichen Wert annehmen. Im Sechseck 2. Ordnung gibt es 9 solcher
,geraden Reithen®, im Sechseck 3. Ordnung 15.

(@) Man ermittle fir jede Zahl n die Anzahl der Teilsechsecke, die fir ein
Sechseck n-ter Ordnung bendtigt werden. (2 Punkte)

(b) Man zeige, dass es kein Magisches Sechseck 2. Ordnung geben kann, dass
man also die Zahlen 1 bis 7 nicht so auf die Teilsechsecke verteilen kann, dass die
Summen auf den 6 zweiteiligen Seitenreihen und den 3 dreiteiligen Mittelreihen
jeweils gleich sind. (2 Punkte)

(c) Man untersuche, fiir welche n > 2 es keine Magischen Sechsecke n-ter
Ordnung geben kann. (4 Punkte)

Aufgabe 7-5B.

Es sei QP(n) das Querprodukt von n, also das Produkt aller Ziffern der
Dezimalschreibweise der natirlichen Zahl n (in Analogie zur Quersumme).
Gegeben sei die Gleichung

(1) n% —16n + 42 =QP(n)

(@) Man ermittle die Kkleinste echt-zweistellige Zahl n, die die Gleichung (1)
erfullt. (2 Punkte)

(b) Man zeige, dass fur alle natiirlichen Zahlen n gilt: QP(n)<n. (2 Punkte)

(c) Man finde alle natiirliche Zahlen n, die die Gleichung (1) erfullen. (4 Punkte)
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L 6sungsdiskussion Serie 6

Aufgabe 6-11
Man bestimme den Umfang eines Dreiecks mit folgenden Eigenschaften:

(a) alle Seitenlangen sind ganzzahlig,
(b) eine der Seitenlédngen ist 13,
(c) das Produkt der beiden anderen Seitenlangen ist 105.

Losungshinweise: Es gilt laut Aufgabenstellung fur die Seitenldange einer
Dreiecksseite a = 13 LE 2 und fir die beiden anderen Seitenlangen b - ¢ = 105. Da
b und c nattrliche Zahlen sind, missen sie Teiler von 105 =1 -3 - 5 - 7 sein.
Somit sind fur b und ¢ nur folgende Paare moglich: {1 ; 105}, {3 ; 35}, {5; 21}
und {7 ; 15}, wobei 0.B.d.A. b < ¢ gelten soll.

Zudem mussen fur 13, b und c¢ die Dreiecksungleichungen erfillt sein. Folglich
kann die kleinste Seitenldnge nicht 1, 3 oder 5 sein, da in diesen Fallen wegen
1+13<105,3+13<35und5+ 13 < 21 die Dreiecksungleichungen verletzt
waren.

Im Fall b = 7 sind dagegen alle drei Dreiecksungleichungen erfillt: 7 + 15 > 13,
7+13>15und 13 + 15> 7. Der Umfang dieses Dreiecks betragt (7 + 13 + 15 =)
35. Die Losung ist eindeutig. a

Aufgabe 6-2 3

Ein Rechteck sei in eine Anzahl kleinere Rechtecke Ilickenlos und
uberdeckungsfrei zerlegt. Dies kann beispielsweise so erfolgen, dass man
zundchst das Ausgangsrechteck durch genau einen Schnitt in zwei Rechtecke teilt,
dann eines der Teilrechtecke erneut in zwei Rechtecke usw.

In der nebenstehenden Abbildung kann man

annehmen, dass man mit einem ersten Schnittdas | a B1
Rechteck A abteilte und in einem zweiten Schnitt
die Rechtecke B1 und B2 erhielt. Eine solche
Zerlegung, fir die eine geeignete Schnittfolge
ermittelbar ist, wird sequentiell genannt. Gibt es
jedoch keine solche Schnittfolge, heil3t die
Zerlegung primar.

B2

1 Nach einer Aufgabe des Wettbewerbs , Kinguru der Mathematik*, K1. 9/10, 2010.

2 LE ... Langeneinheit - die MaReinheiten werden im Weiteren weggelassen.

% Die Aufgabe stammt aus: Steinhaus, H. Studentenfutter. Uraniaverlag Leipzig, 1991, S. 35
und 142ff.
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Man zeige, dass es keine primdren Zerlegungen eines Rechteckes in 3
Teilrechtecke gibt (d.h. dass jede Zerlegung eines Rechtecks in 3 Teilrechtecke
eine sequentielle Zerlegung ist).

Man untersuche, ob eine primére Zerlegung eines Quadrates in 5 Teilrechtecke
existiert.

Losungshinweise: Angenommen, es gébe D C
eine primare Zerlegung in 3 Teilrechtecke.

Da diese Teilrechtecke die 4 Eckpunkte des
Ausgangsrechtecks Uberdecken, gibt es
mindestens ein Teilrechteck, das zwei dieser
Eckpunkte umfasst (Schubfachprinzip). Das
kodnnen jedoch nur benachbarte Eckpunkte A
sein (0.B.d.A. seien dies A und D). Folglich
kann dieses Teilrechteck mittels einer Trennungslinie abgeschnitten werden. Das
verbleibende Rechteck kann nur mittels eines Schnittes in zwei Teilrechtecke
zerlegt werden. Folglich ist die Zerlegung nicht primar ist.

B

Um zu zeigen, dass es eine primére Zerlegung eines Quadrates in 5 Teilrechtecke
gibt, gendigt die Angabe eines Beispiels:

Offensichtlich l&sst sich aus den Teilrechtecken keine Auswahl vornehmen, die
selbst (bei Festhalten ihrer Lage) ein Rechteck bilden. Somit kann die Zerlegung
nicht schrittweise erfolgt sein.

a
Aufgabe 6-3
Man finde alle reellwertigen Losungen (X, y, z) des Gleichungssystems
X + vy 4+ z =1
x2 + y? o+ 22 =
X y 4

Losungshinweise: Wegen



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 4/2020

(x+y+z)f=x>+y>+ 22 +2(xy+yz+2x)=1
findet man

Xy + Yz +zx=-1.

AuBerdem gilt 1.1 1 yr+zx+xy

Xy z Xyz
Waurzelsatz von VIETA sind somit x, y und z die Nullstellen des Polynoms 3.
Grades der Form

, also xyz=-1. Nach dem

P(s)=s®-s%—-s+1
Man erkennt die Zerlegung
P(s)=(s-1)(s+1),

woraus sich die Nullstellen x =1,y =1 und z =— 1 (sowie wegen der Symmetrie
der Gleichungen alle Vertauschungen) ergeben.

Die Probe bestatigt, dass dies tatsachlich Lésungen des Gleichungssystems sind.
a

Erganzende Hinweise: (a) Auch ohne die explizite Anwendung des VIETAschen
Wurzelsatzes lasst sich das Gleichungssystem losen. Beispielsweise fuhrt die
Eliminierung von z zur Gleichung

(x+y)* =(x+y)-(xy+1),

woraus mit der Fallunterscheidung x+y=0 bzw. x+y=0 die LOsungen
gefunden werden.

(b) Aus xyz=-1 und x? + y? + z2 =3 lasst sich folgende Gleichung aufstellen:

X2 +y2+22
D =

Dies ist eine (verallgemeinerte) Mittelungleichung, fiir die das Gleichheitszeichen
nur fir | =|y|=|z| (=1) gilt. Die Diskussion um die Betragszeichen bereitet

abschlieRend keine Schwierigkeiten.
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(c) Die Verwendung von rechentechnischen Hilfsmitteln ist natirlich zur
Losungsfindung bei Aufgaben fur die Hausarbeit erlaubt (z.B. auch im
Bundeswettbewerb Mathematik). Die Resultate sind aber als ,,irgendwie*
gefundene Ergebnisse zu interpretieren, die durch eine explizit anzugebene Probe
als Losung zu bestdtigen sind. ,,Irgendwie* konnte in dieser Aufgabe auch Erraten
einer Losung heiBen. Ob man alle Losungen gefunden hat, ist zusétzlich zu
beweisen, auch wenn man die Vollstdndigkeit voraussetzen darf.

Aufgabe 6-4 *

Es ist zu beweisen, dass die Ebene durch drei Ecken eines Wiirfels, welche
Endpunkte dreier von ein und derselben Ecke F des Wiirfels ausgehender Kanten
sind, auf der Raumdiagonalen durch F senkrecht steht und diese im Verhaltnis
1: 2 teilt.

Losungshinweise: Es seien FB, FE und FG die ausgewahlten Wrfelkanten und S
der Schnittpunkt der Raumdiagonalen FD mit der Ebene durch B, E und G. Diese
Ebene schneidet die Fldchendiagonale FH in deren Mittelpunkt M. Man betrachte
nun die Schnittflache durch D, B, F und H, wobei DB parallel zu FH ist (s.
Skizze). Die Dreiecke DBS und SFM sind ahnlich (www), also gilt fur die
Streckenlangen SD : SF=DB: MF =2: 1.

H M F

D B

Somit teilt die Ebene die Raumdiagonale wie behauptet im Verhaltnis von 1 : 2.
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke gilt zusétzlich SB : MS = 2 : 1. Aus der
Rechtwinkligkeit der Dreiecke MBF und DBF folgt:

MSZ+SF2:%-MBZ+%-FD2=
=é°(I\/IF2 +FBZ)+%-(DBZ + FBZ):é-(MFZ +2.FB2 +DB?)

4 Diese Aufgabe stammt aus der 9. MO (1969/70) in der 2. Stufe der Klasse 11/12
5
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Nun ist aber wegen der Wiirfeleigenschaften 2-MF =DB und MF -v/2=FB.
Dies in die obige Gleichung eingesetzt, fiihrt zur Gleichung MS? + SF2 = MF?,
also steht SF wegen der Umkehrung des Satzes des Pythagoras senkrecht auf MB.

Wegen der Symmetrieeigenschaften lassen sich die Betrachtungen auch in die
Schnittfliche EBHC und BGAH (bertragen. Dabei erhdlt man, dass FS auch
senkrecht zu ES bzw. zu GS steht. Damit steht FS senkrecht auf der Ebene durch
EBG.

a

Aufgabe 6-5A
Das HERONSsche Verfahren® dient zur Approximation der Quadratwurzel einer
reellen Zahl a (a > 0): Es sei x, ein

,Schitzwert“ fiir +/a. Im ersten Schritt H v G
berechnet man x; durch
1 a = F
X = 5 (XO + X—Oj s\’
/

Im n-ten Schritt ergibt sich aus x, ein D >/\
,oesserer” Naherungswert durch C

Xn+1:%'(xn+x;:) A B

(n=1,2,..)

(a) Man berechne mit dem HERONschen Verfahren einen Wert fiir /2020 .
(b) Man zeige: Fiir +/a < x,, gilt va < x,,; < X,.
(c) Man beweise. Beim HERON-Verfahren gilt fir alle n > 0 die Ungleichung:

Va = <2 Na-x,

Lésungshinweise:

(a) Kennt man die Quadratzahl 45% = 2025, so erscheint die Verwendung des
Startwertes x, =45 sinnvoll. Nach dem HERONschen Verfahren fir V2020
findet man bereits mit einem einfachen Taschenrechner:

X1 = 4494444444 X, =4494441011

und die weiteren Werte erscheinen konstant.

® HERON von ALEXANDRIA (im 1. Jh. n. Chr.)
6
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(b) Es ist:
1 —\ 1 a 1 a

1 a
:Xn_z Xn"'Z =Xn = Xpp1

also Xn+1 < X». AuRerdem gilt fir x,, >~/a wegen

1 1
xn+1—\/_=5-(xn +XEJ—\/_:§-(XH —af
n n

stets
X1 — Ja>0.

Hinweis: In der zweiten Abschatzung wird x, >+/a nicht genutzt. Die
Ungleichung x,., —~/a >0 gilt also fiir alle n > 0 mit x, =+/a.

(c) Aus der Abschéatzung in (b) erhalt man die Aussage

‘Xn+1_\/a‘:XnJrl_\/a:(%_%)'(xx _\/a)

Nun beachte man fur n > 0 die Beziehungen

x,>+a dh. x,-+/a>0 und %—£>0

2X,,
bzw. X, >0 dbh. l—ﬁ L

< J—
2 2X, 2
Setzt man dies oben ein, findet man die behauptete Ungleichung.

Aufgabe 6-5B
100 |

(a) Welchen Polynomrest lasst P(x)= > x" bei Division durch x2 +x + 1 ?
k=1

(b) Man beweise: Wenn im Polynom P(x) = ax? + bx + ¢ die Koeffizienten a, b
und ¢ samtlich ungerade Zahlen sind, so hat P keine rationale Lésung.

(c) Das Polynom P(x) = x® + 7x? + 4x + ¢ (mit einer reellen Zahl c) habe drei reelle
Nullstellen x1, Xo und x3 mit x; < X, < x3. Man zeige: X3 —x; > 6.

7
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Losungshinweise

100
(@) Es gilt P(X)=zxk=(X100+X99+X98)+...+(X4+X3+X2)+X. Da
k=1

jeder Klammerausdruck der rechten Seite durch x° + x +1 teilbar ist, bleibt der
Polynomrest R(x) = x.

(b) Esseir _m eine rationale Losung des Polynoms, d.h. m und n sind ganze
n

Zahlen mit n>0 und ggT(m;n)=1. Weil r eine Nullstelle ist, gilt
P(r)=0=ar? +br +c¢ bzw. am? +bmn +cn? =0.
Wir betrachten nun folgende Félle:

Fall 1: Die Zahlen m und n seien beide ungeradzahlig. Dann sind aber alle drei
Summanden der letzten Gleichung ungeradzahlig, sodass auch deren Summe
ungeradzahlig wird — im Widerspruch zur 0 auf der rechten Seite der Gleichung.

Fall 2: Eine der Zahlen m und n ist ungeradzahlig, die andere ist geradzahlig.
Dann sind die beiden Summanden, die die geradzahlige Zahl enthalten, ebenfalls
geradzahlig. Der dritte Summand ist ungeradzahlig, sodass auch die Summe der
drei Summanden ungeradzahlig wird —im Widerspruch zur 0 auf der rechten Seite
der Gleichung.

Fall 3: Die Zahlen m und n sind beide geradzahlig. Dies steht im Widerspruch zu
ggT(m;n)= 1.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, kann es keine rationale Lésung bei
ungeradzahligen Koeffizienten a, b und ¢ geben.

(c) Fur die Nullstellen des Polynoms gilt nach dem Wurzelsatz des VIETA
X+ Xo +X3=—1 ; X Xp+XoX3+X3X =4.
Also ist

(% + X + x3)2 = X2 + X5 + X5 + 2(X( Xy + XpXg + X3%q )

Daraus folgt
X2+ X5 +x2 =(-7)?-2-4=41,

aber auch

(% — x2)2 +(xy — x3)2 +(xg — x1)2 =2. ((xlz + X5+ x§)—(x1x2 + XpXg + x3x1)): 74
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Annahme: Es sei (x3 — x; )< 6. Dann gibt es eine positive Zahl y < 6 mit x, —x; =

y und X3 — X2 = X3 — X1 — (X2 — X1) <6 —y. Also kann die Summe der Quadrate der
Differenzen wie folgt abgeschatzt werden:

74<y?+(6-y) +36=2y% -12y+72.
Diese Ungleichung ist gleichbedeutend zu
10<9-6y+y? =(y—3).

Wegen y < 6 kann diese Ungleichung aber nicht gelten. Folglich ist die Annahme
falsch und es gilt (x3 —x;)>6.

Geometrisches Wurzelziehen mit dem HERON-Verfahren °©

Die Vorgehensweise beim HERON-Verfahren lasst sich so interpretieren: Geht
man von einem beliebigen positiven Startwert xo aus, so hat das Rechteck mit den

T a i} : . :
Seitenlangen xo und — den Flacheninhalt a. Man mochte dieses Rechteck nun
Xo
iterativ ,,quadratischer machen, also schrittweise eine solche Seitenldnge X
finden, fiir die schlieRlich x, ~ v/a gilt.

Uber den Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck mit den Hypotenusen-

Abschnitten x, und 2 st diese Aufgabe in einem Schritt I6sbar. Dieser Weg seli

Xo
hier nicht beschritten. Vielmehr betrachte man folgende Abbildung:
D C E
A B C
F A’ B’

Liegt der Punkt B auf der Diagonale FE des Rechtecks FB’ED, so sind die
Rechtecke ABCD und 4’B’C’D flachengleich. Der Beweis ist einfach: Da die

® Nach dem gleichnamigen Beitrag von B. Artmann und H. Puhlmann in MNU 55/1 (2002),
Seite 16-19.
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Dreiecke FBA und BC’E &hnlich sind (warum?), gilt % = % also
AB-C'E=BC'- AF . Wegen C'E=BC und AF = A'B ergibt sich unmittelbar
die Flachengleichheit. Schon EULER kannte diese Eigenschaft und benutzte sie,
um fur ein gegebenes Rechteck ABCD und eine Strecke BC' ein flachengleiches
Rechteck ,,anzulegen“, dessen eine Seite genau die Lange BC' hat
(Konstruktionsbeschreibung?).

Ist eine Zahl” a > 1 gegeben, so setze man xo = a und Yo = 1. Das Rechteck mit
den Seitenldngen X, und yo, hat damit den Flacheninhalt a. Man wahle nun eine

Strecke BC' der Lange BC' =x, =2-(Xo + Yo ), die geometrisch sehr einfach zu

konstruieren ist. Nach obiger Konstruktion erhalt man damit ein flachengleiches
Rechteck, dessen andere Seitenldnge mit y; bezeichnet werde. Dieses Verfahren
lasst sich nun beliebig fortsetzen. Bereits nach 3 Schritten sieht das resultierende
Rechteck schon wie ein Quadrat aus!

D C
A B C’
A B’ c”
A” B’ C”
A B’
Wegen a = XgYo =X Yy = ... = X, Y, gilt laut Konstruktionsvorschrift

n
also die Iterationsformel des HERONschen Verfahrens.

1 1 a
Xn+1:§'(xn +yn):E' Xn +X_ ,

" Es wird im Folgenden auf die Angabe von MaReinheiten verzichtet.
10
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Eine Verallgemeinerung des HERONschen Verfahrens®

Zur Ermittlung der n-ten Wurzel (n > 2) einer Zahl kann man folgendes Verfahren
untersuchen: Es seien x{1) x{1) . x{1) positive reelle Zahlen und A1) das

arithmetische Mittel, G(}) das geometrische Mittel und H(}) das harmonische
Mittel dieser n Zahlen. Bekanntlich gilt

H(D <g() < AD)

Findet man Zahlen xi( 1) 2 %/x, so kénnen deren harmonisches und arithmetisches
Mittel untere bzw. obere Grenzen von Vx sein. Dazu starte man mit

X0 =X = =x =1, X =x
und setze
X(J) HU-1D X(J) AlI-1)
¢ = =x{1) = y():%-(H(j‘1)+A(j‘1)) firallej>0
X(i) = 1

x{1) 5§D ,(y(j))”—?’

Hinweis: Fur n = 3 entfallt die mittlere Definitionsgleichung und man setze

(J) _ X
X3 SN
X1 (D

Auf diese Weise erhélt man eine wachsende Folge fiir x(j) und eine fallende

Folge fir x; (1) die sich zudem (von unten bzw. von oben) an den Wert /x
annahern, Belsplelswelse erhalt man furn =3 und x = 2 fir

j=1: (1,200000 =) g <3< % (~1,333333)
j=2: (1,258741 ) 180 35 227 (~1,261111)
143 180

& Nach W. Dérband: Ein allgemeiner Wurzelalgorithmus. In: WURZEL 01/2001, S. 16-19.
11



Korrespondenzzirkel Mathematik — Heft 4/2020

17528940 <3 <22085087

j=3: (1,259921 ~) <3<
13912733 17528940

(~1259921)

Fir n =5 findet man nach 3 Schritten die N&herung }/2 ~1148698 .

Erganzende Diskussion zu Aufgabe A6-2

Ahnlich wie bei der Teilung in 3 Rechtecke untersucht man, ob es primare
Zerlegung in 4 Rechtecke gibt. Offensichtlich darf keines der Rechtecke in zwei
Eckpunkten mit dem Ausgangsrechteck Ubereinstimmen, weil dann dieses
Rechteck mit einem Schnitt abgetrennt werden konnte und fiir das verbleibende
Rechteck keine primare Zerlegung in 3 Rechtecke existiert. Folglich liegt ein
Rechteck in einer ,,Ecke* des Ausgangsrechtecks und ein anliegendes Rechteck
darf nicht die gleiche Breite haben.

Die Restflache (die dann kein Rechteck ist!) lasst sich nur so in zwei Rechtecke
zerlegen, wenn eine bereits bestehende Schnittlinie durchgezogen wird. Die
Verlangerung der senkrechten Linie in dem dargestellten Beispiel fiihrt zu einer
sequentiellen Teilung. Dagegen fiihrt die Verlangerung der waagerechten Linie
zu einer primaren Teilung, weil mit dem ersten geraden Schnitt kein einzelnes
Rechteck abgeschnitten werden kann.

Es bereitet keine Schwierigkeiten, die primére Teilung in 5 Rechtecke so
vorzunehmen, dass alle Teilrechtecke untereinander flachengleich sind. Da in
diesem Fall das mittlere Quadrat ein Finftel des Flacheninhaltes des groRen
Quadrates einnehmen muss, findet man (falls die Ausgangsseitenlédnge 1 betragt)

fur die Seitenlange des kleinen Quadrates %\/3 und fir die Seitenldngen der

Teilrechtecke %i%\@ Eine primédre Teilung eines Quadrates in 5

deckungsgleiche Teilrechtecke gelingt dagegen nicht!
Nattrlich kann man aus einer primadren Teilung in 5 Rechtecke eine primare

Teilung in 6 Rechtecke erzeugen. Allerdings gelingt es nicht, ein Quadrat in 6
flachengleiche Rechtecke primar zu zerlegen.

12
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Eine sequentielle Zerlegung in n Rechtecke ist trivialer Weise stets moglich, wenn
man das Ausgangsrechteck in n parallele Streifen zerlegt. Im Folgenden sollen
die Zerlegungen nicht in dieser einfachen Art erfolgen.

Die Zerlegung in mehr als 6 Rechtecke ist jeweils auf verschiedene Weisen
maoglich. Um beispielsweise eine Zerlegung eines Quadrates in 7 flachengleiche
Rechtecke zu quantifizieren, gebe man sich eine geometrisch maégliche Zerlegung
vor, unabhangig davon, ob dies tatsachlich fur diese Konfiguration flachengleich
gelingt. Nun bezeichne man die Teilstrecken wie in der Skizze ersichtlich.

p2 p3
w2
w3
w5
pS pé
w4
pl p4

Setzt man wy = X, so ist p; :%, um eine Flache von % der Ausgangsflache
X

einzunehmen. Nacheinander ergeben sich folgende Zusammenhéange:

W, =1-Xx pZ:#
7-(1-x)
p3:1—p2=ﬂ , W3=i=7x_1
7-(1-x) 7ps 7X
p4=1—p1=7x_1 W, = 1 _ X
X py 7x-1
WS:Wl_W4:x-(7x—2)  pe= 1 7x-1
7x -1 Tws  7x-(7x-2)
p6=p4—p5=(7x_1)(7x_3) 1 x(7x-2)

x-@x=2) ' 8T 7p,  (Tx-1)7x-3)

Nun gilt w; +w, +wg =1. Setzt man die oben gefundenen Terme ein und formt
um, findet man die kubische Gleichung

13
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196 - x3 —294-x% +128-x—-15=0

Eine Losung dieser Gleichung ist x=%. Daraus folgt zundchst w; =w, und

p1 =p2 und damit ist die Teilung nicht sequentiell, weil sich keines der
zugehorigen Teilrechtecke mit einem geraden Schnitt abtrennen lassen.

7 +/19
14

Die anderen Losungen der kubischen Gleichung lauten . Allerdings muss

3 ) : :
X > o gelten, denn anderenfalls wére ps negativ. Wenn es also eine Zerlegung der

7+\/E
14

geforderten Art gibt, so gilt x= ~081. Damit gelingt tatsachlich die

geforderte Zerlegung, wie eine Probe bestétigt.

Fir folgende Zerlegung gibt es ebenfalls keine sequentielle Zerlegung des
Quadrates in 7 Rechtecke mit gleichem Flacheninhalt. Die nahe liegende
Symmetrie der Figur bestatigt sich ndmlich, d.h. die beiden unteren Rechtecke
werden unter den Voraussetzungen kongruent und damit wird die Zerlegung
primér.

Diese Beispiele provozieren die Frage, ob die Einteilung in ,,primédr* und
,sequentiell geeignet ist, die moglichen Félle ausreichend zu differenzieren. Eine
Erweiterung konnte in der ,,sequenticllen Zerlegung k-ter Ordnung* bestehen,
wobei mit einem geraden Schnitt maximal k zusammenhdngende Rechtecke
abgeschnitten werden dirfen.

Fir die Zerlegung eines Quadrates in 8 inhaltsgleiche Rechtecke kann man eine
symmetrische Lage der Teilrechtecke versuchen.

14
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p3 p2 pl

w3 04

w4
wil w4

p4
w2
w3
pl  p2 p3

Dafir genligen bereits 4 Hohen- und Breitenangaben. Aufgrund der Symmetrie

gilt bereits (falls die Quadratseite die Lange 1 hat) w, :% und damit p, = .
Setzt man nun w; = X, so ergibt sich nacheinander:

1
p1—&
W3:1—X f p3— 1
8-(1-x)

W, = X L =
a=X=7  Pp=E—7
2

Nun ist aber p, = p; — p;. Setzt man hier die gefundenen Ausdriicke ein und
formt um, so findet man die quadratische Gleichung

6-x*—6-x+1=0.
Von den beiden Losungen dieser Gleichung, namlich x;,, = _T kann wegen
X >% nur die grofere die gesuchte Losung sein. Rechnet man damit alle
Rechteckseiten aus, wird die Losung bestétigt.

Auch die folgende Zerlegung des Quadrates ist in 8 inhaltsgleiche Rechtecke

maoglich.

15
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Zerlegung von Quadraten °

Natlrliche Zahlen x, y, z, die die Gleichung x> + y? = z? erfiillen, heiRen
pythagoreische Zahlen. Es gibt unendlich viele Tripel derartiger Zahlen. Sieht
man jedoch von dem trivialen Fall x = 0 oder y = 0 ab, ist es unmoglich, ein
(figurliches) Quadrat der Seitenldnge z unmittelbar in zwei Quadrate der
Seitenldange x bzw. y zu zerlegen. Andererseits kann jedes Quadrat, dessen
Seitenldnge z eine natiirliche Zahl groRer 1 ist, in endlich viele Quadrate mit
ganzzahliger Seitenlange zerlegt werden. Eine solche Zerlegung ist
beispielsweise die in z2 Quadrate, deren Seitenldnge jeweils die Seitenlange 1
besitzen. Fir z = 3 ist links die Zerlegung in 9 Teilquadrate dargestellt. Aber die
Teilquadrate mussen nicht gleich grof3 sein. Die rechte Zerlegung bendtigt nur 6
Teilquadrate fiir eine vollstandige Zerlegung in Teilquadrate.

Fir z = 5 findet man neben der trivialen Zerlegung in 25 Teilquadrate weitere
Maoglichkeiten mit 13, 10 und 8 Teilquadraten.

Es sei z eine natlrliche Zahl groRer 1. Man bezeichne nun mit Q(z) die kleinste
Anzahl von Quadraten mit ganzzahligen Seitenlangen (kleiner als z), in die ein
Quadrat der Seitenlange z zerlegt werden kann. Offensichtlich ist Q(2) =4, Q(3) =

® Nach: Schmidt, W.H.: Parkette und Packungen. In: alpha (1995), Heft 7, S. 8-10.
16
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6 und Q(5)<8. Kann man fir jedes z > 2 den Wert Q(z) ermitteln oder
wenigstens abschatzen?

Wenn z eine gerade Zahl ist (also z = 2n mit einer nattrlichen Zahl n), so ist
7% = 4n? und daher gilt Q(2n)<4. Da es aber keine Zerlegung in weniger als 4

Teilguadrate geben kann (weil ja jeder Eckpunkt des Ausgangsquadrates in einem
Teilquadrat liegen muss und kein Teilquadrat zwei Eckpunkte gleichzeitig
umfasst), gilt sogar Q(2n) = 4.

Sei nun z ungeradzahlig. In jedes Quadrat der Seitenlange z l&sst sich ein Quadrat
der Seitenldnge z — 1 einzeichnen. Die verbleibenden Streifen umfassen 2z — 1
Teilguadrate mit der Seitenlange 1. Somit gilt Q(z)<2z. (Fur z = 3 ist das

Gleichheitszeichen erfillt.)

Man kann aber auch flr ungerades z > 2 zunéchst ein Quadrat mit der Seitenldnge
z — 2 abspalten. Der nun verbleibende Rest kann in z — 2 Quadrate mit der
Seitenlange 2 und in 4 Quadrate mit der Seitenlange 1 zerlegt werden (man
begriinde dies!). Somit findet man als Abschéatzung Q(z)< z + 3. Wiederum gilt
fir z = 3 das Gleichheitszeichen und fir z = 5 wird die oben gefundene
Abschétzung bestatigt.

Die Ungleichung Q(z) <z + 3 ist aber bereits fiir z =7 mit Q(7)<10 zu grob,
denn wie in folgender Abbildung zu erkennen, gilt Q(7)<9. (Mittels einer

vollstandigen Fallunterscheidung kann man sogar Q(7) =9 zeigen, d.h., es gibt
keine Zerlegung mit weniger als 9 Teilquadraten.)

17
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Angewandt auf z = 11 sind flr eine optimale Zerlegung eines Quadrates mit der
Seitenlange 11 hochstens 14 Teilquadrate notwendig. Gelingt es auch mit weniger
Teilquadraten? Wer findet die kleinste obere Schranke fiir Q(11)?

Wenn z eine zusammengesetzte Zahl ist, etwa z =k - n, so kann man das Quadrat
mit der Seitenlénge z in ebenso viele Quadrate zerlegt werden wie ein Quadrat der
Seitenlange n, nur sind dabei die Seitenlangen der Teilquadrate das k-fache — es
entstehen dhnliche Zerlegungen. Folglich gilt

Q(k-n)<miniQ(k);Q(n)},
also zum Beispiel Q(9)<Q(3)=6.

Eine Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes auf Primfaktorenzerlegung ist
maoglich, sodass es genlgt, sich bei der Suche nach optimalen Zerlegungen auf
Primzahlen z zu beschrénken. Es Uberrascht vielleicht, dass damit Q(111) =6 in
sehr einfacher Weise ermittelt werden kann.

Zur weiteren Abschétzung sei z nun eine Primzahl, die bei Division durch 4 den
Rest 3 lasse (z=4k +3). Beginnt man die Zerlegung ,links oben* mit einem

Quadrat der Seitenléange %-(Z +1) und ,,rechts oben* bzw. ,,links unten* mit je

einem Teilquadrat der Seitenlange %-(z—l), bleibt eine Restfigur, bei der

lediglich ein Einheitsquadrat zum vollstdndigen Quadrat fehlt. Man zeigt nun
(wie?), dass diese Restfigur so zerlegt werden kann, dass insgesamt hdchstens
B{TJFZ Teilquadrate notwendig sind. Fir z = 19 werden folglich nicht mehr als
13 Teilguadrate benotigt. Geht es auch mit weniger? Wie viele Teilquadrate sind
flir z = 17 hochstens notwendig?

GroRter gemeinsamer Teiler

MO120931.
Man beweise, dass fiir jede natirliche Zahl n die Zahl z = n® — n? durch 10 teilbar
Ist.

Losungshinweise. Wegen 10 = 2 - 5 genlgt es nachzuweisen, dass die Zahl durch
2 und durch 5 teilbar ist. Da n® und n? beide geradzahlig oder beide ungeradzahlig
sind, falls n gerade bzw. ungerade ist, ist die Differenz stets durch 2 teilbar. Fur
die  Teilbarkeit durch 5 betrachte man die Faktorenzerlegung

z=n%(n?-1)(n?+1).

Eine Quadratzahl lasst bei Division durch 5 jedoch nur die Reste 0, 1 oder 4.
Folglich ist fur jedes n einer der 3 Faktoren stets durch 5 teilbar. a

18
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Betrachtet man nun aber fiir kleine n einige Zahlenbeispiele:

z=1-1 =0
z=64-4 =60
2=729-9 =720

z = 4096 — 16 = 4080

5 5 5 S
i mnn
~wN R

so kann man vermuten, dass 10 nicht der gréfite gemeinsame Teiler (ggT) T aller
Zahlen der Art z(n) = n®—n? (n > 0) ist. Da T aber nicht groRer als jede der Zahlen
z(n) sein kann, gilt T <60. Man untersuche also, ob fir jedes n die Zahl z(n) durch
60 =3 -4 - 5teilbar ist.

- Die Teilbarkeit durch 5 ist bereits beantwortet.

- Die Teilbarkeit durch 3 ist offensichtlich, da die Faktoren drei aufeinander
folgende Zahlen sind.

- SchlieRlich ist fiir gerade n das Quadrat n? durch 4 teilbar bzw. fiir ungerade

n jeder der Faktoren n?—1 und n?+1 durch 2 teilbar, also ihr Produkt
durch 4 teilbar.

Aufgabe M0420922.
Beweisen Sie, dass fir jede Primzahl p >5 die Zahl p* —1 durch 120 teilbar ist.

Lésungshinweise: Es gilt p* —1= (pz —1Xp2 +1).

- Die beiden Faktoren sind aufeinanderfolgende gerade Zahlen, also sind sie
beide jeweils durch 2 und eine davon sogar durch 4 teilbar. Somit ist 8 ein

Teiler von p*-1.
- Dap nicht durch 3 teilbar ist, ist es auch p? nicht. Folglich ist eine der zu p?
benachbarten Zahlen p? -1 oder p?+1 und somit auch p*-1 durch 3

teilbar.
- Dap groRer als 5 ist, endet p auf die Ziffer 1 oder 9 bzw. auf 3 oder 7. Dann

endet aber p? -1 bzw. p? +1 auf 0, sodass p* —1 durch 5 teilbar ist.
Folglich ist p* —1 durch 8-3-5=120 teilbar. Q

Die Losung zeigt, dass 120 ein gemeinsamer Teiler aller Zahlen der Form p* -1
mit Primzahlen p >5 ist. Rechnet man aber einige Beispiele aus,

74 -1=20-120; 11*-1=122-120; 13*-1=238-.120;

wiirde man vermuten, dass ein weiterer Faktor 2 zum gemeinsamen Teiler gehort.
Tatsachlich ist fiir eine ungerade Primzahl p der Faktor p? +1 durch 2 teilbar. Fiir
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den Faktor p?-1=(p-1)p+1) findet man mit gleicher Argumentation wie

oben, dass er durch 8 teilbar ist. Also ist p* —1 sogar stets durch 16 und somit

insgesamt durch 240 teilbar. Dies ist auch der gréfite gemeinsame Teiler, wie man
fir p = 11 erkennt.

Die Losungsmethode solcher Aufgaben beruht im Wesentlichen auf der Analyse
der Teilbarkeit durch die notwendigen Faktoren aus der Primfaktorzerlegung des
ggT. Durch geschickte Umformung der gegebenen Ausdriicke in Produkte lassen
sich die Teilbarkeitseigenschaften meist ohne Fertigkeiten im Umgang mit
Restklassen nachweisen.

Es gilt fiir reelle Zahlen x, y und jede nattirliche Zahl n> 1
X"y = (x= )X+ X"y + L+ xy" 2+ Yy,
also speziell firn=2
x> —y? =(x=y)(X+Y).
AuRerdem gilt stets
X"+ y" = (x= )X =x"2y+ ..+ xy" 2 —y" ) (nungerade)
XM x4 x™ 1= (x"+D(x" +1)

Beispiel. Man findet fir den Ausdruck z=n'-n®-n*+1 die

Produktdarstellung

Z= (n8 —1Xn4 —1): (n—-1)n+1))* (n2 +1)2 (n4 +1).

Aus dieser Zerlegung erkennt man beispielsweise: Ist n ungerade, so ist n —1 und
n + 1 jeweils durch 2 und eine davon sogar durch 4 teilbar. Ebenso ist n? + 1 und
n*+1 geradzahlig. Somit ist fir jedes ungerade n die Zahl z durch

232 .22 .21 512 teilbar.

Um die Faktorenzerlegung zu systematisieren, betrachte man nun fir naturliche
Zahlen n > 0 folgende Teilbarkeitsaussagen:

Es qilt 2|(n2 —n), denn wegen n?—n :(n—l)-n ist das Produkt zweier
aufeinander folgender Zahlen stets durch 2 teilbar. Es gibt aber keinen groReren
gemeinsamen Teiler, denn fir jede natlrlich Zahl k > 2 ist beispielsweise fiir

n=k+2 der Ausdruck n” —n = (k +1)k +2) nicht durch k teilbar.
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Es gilt 6] (n3 —n), denn wegen n®—n=(n-1)-n-(n+1) ist das Produkt dreier
aufeinander folgender Zahlen stets durch 3 teilbar. AuRerdem ist mindestens einer
der Faktoren durch 2 teilbar, so dass 6 ein gemeinsamer Teiler aller Zahlen der

Form n® —n ist. Es gibt aber keinen gréReren gemeinsamen Teiler, denn fiir jede
nattrlichne Zahl k > 3 st beispielsweise flir n=k+2 der Ausdruck

n® —n=(k +1)k + 2)(k +3) nicht durch k teilbar.

Aufgabe M0O421022.

Wir betrachten alle diejenigen Zahlen u® —u, bei denen u eine ungerade Zahl mit
u>1ist.

a) Beweisen Sie, dass jede dieser Zahlen gerade ist.
b) Ermitteln Sie den groRten gemeinsamen Teiler aller dieser Zahlen.

Lésungshinweise: Setzt man u = 3 ein, so erhdlt man 24. Folglich kann der ggT
dieser Zahlen hochstens 24 sein. Ist u ungerade, enthélt die Faktorenzerlegung
nicht nur den Faktor 2, sondern sogar den Faktor 8, weil sowohl n—1 als auch
n+1 gerade Zahlen sind, von denen eine sogar durch 4 teilbar ist (als eine von
zwei aufeinander folgenden geraden Zahlen).

Es gilt 30|(n°-n), denn wegen n®—n=(n-1)-n-(n +1)-(n2 +1) ist die
Teilbarkeit durch 2, 3 und 5 nachweisbar. Ist n ungeradzahlig, ist der Ausdruck
statt durch 2 sogar durch 16 teilbar, also insgesamt durch 240.

Will man diese drei Beispiel verallgemeinern, kénnte man vermuten:

Fur alle nattrlichen Zahlen n und k gilt: k | (nk —n).

Offenbar ist diese Aussage aber bereits fur k =4 im Allgemeinen falsch, denn

242 =14 st nicht durch 4 teilbar. Deshalb untersuche man nur die Falle mit
ungeradzahligem k.

Aus der Faktorenzerlegung n’-n=(n-1)-n-(n+1)- (n2 -n +1)- (n2 +n +1)
kann man fur k = 7 den gemeinsamen Teiler 7 nachweisen (wie?).

Aber schon firr k = 9 ist die Aussage falsch, wie man am Beispiel 2° —2 =510
erkennt.

Aufgabe MO411043.

Bestimmen Sie den groRten gemeinsamen Teiler der Zahlen n® —n? mit
nefl23,..}.

Lésungshinweise: Fiir n = 2 ergibt sich 28 —22 =252 =4.7.9. Der gesuchte ggT
kann also héchsten 252 sein. Man zeige nun, dass 4, 7 und 9 tatsachlich Teiler
aller dieser Zahlen sind. Es gilt
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n®—n? =(n-1)-n-(n+1)-(n* +n? +1).

- Ist n gerade, so ist n? durch 4 teilbar. Ist n ungerade, so sind sowohl n—1
als auch n+1 gerade Zahlen, ihr Produkt also durch 4 teilbar.

- Ist n durch 3 teilbar, so ist n> durch 9 teilbar. Ist n nicht durch 3 teilbar, so
sind sowohl n? —1 als auch n* + n? +1 durch 3 teilbar (Begriindung?), ihr
Produkt also durch 9 teilbar.

- Schliel’lich ist auch 7 ein Teiler. Lasst namlich n bei Division durch 7 den
Rest 0 oder +1, so ist einer der ersten drei Faktoren durch 7 teilbar. Lasst
dagegen n bei Division durch 7 den Rest +2 oder +3, so ist n* +n? +1
durch 7 teilbar (warum?). a

Aufgabe M0O410943.

Bestimmen Sie den groRten gemeinsamen Teiler aller Zahlen der Form n* —4n?
mit n e {1,2,3,...}, welche auf Null enden.

Lésungshinweise: Es gilt n* —4n? = (n—2)-n?-(n+2). Daraus folgt

- alle diese Zahlen sind durch 3 teilbar, weil n—2, n und n+2 drei
aufeinander folgenden gerade Zahlen sind;

- alle diese Zahlen sind durch 5 teilbar, weil sie auf Null enden;

- wenn diese Zahlen auf Null enden, ist n gerade;

- alle diese Zahlen sind durch 22 - 42 teilbar, denn entweder ist die gerade
Zahl durch 4 teilbar, dann ist n? durch 42 und jede der Zahlenn—2 und n +
2 zusatzlich durch 2 teilbar oder n ist nur durch 2 und damit n? durch 22
teilbar und jede der Zahlen n — 2 und n + 2 zusatzlich durch 4 teilbar.

Insgesamt ist also 22 -42.3.-5=960 ein Teiler aller dieser Zahlen. Dass der ggT
nicht groRer als 960 sein kann, ergibt sich aus den Faktorenzerlegungen fir die
Fallen =8, 10, 12. Diese drei Werte 6 - 82- 10, 8 - 10?- 12 und 10 - 122 - 14 haben
960 als groliten gemeinsamen Teiler. a

Aufgabe M0O430945.
Untersuchen Sie, ob es unendliche viele natiirliche Zahlen n gibt, fur die 2" -3
und 3" —2 einen gemeinsamen Teiler groRer 1 haben.

Losungshinweise: Ist T ein gemeinsamer Teiler von 2" —3 und 3" -2, dannist T
auch ein Teiler der Summe (3” —2)+ (2” —3): (3” + 2“)—5.

Fur ungerade Zahlen n ist 3"+2" durch (3+2)=5 teilbar. Anhand einer
tabellarischen Ubersicht kann man eine Periode in den Resten bei Division durch
5 erkennen.
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n 11234 5| 6 7 8

2" -3 -111|5(13| 29| 61 | 125 | 253

Rest bei Divisondurch5 |4 1[0 3| 4 | 1 0 3
3N-2 1|71|25(79|241|727|2185|6559

Rest bei Divisondurch5 {1204 | 1 | 2 0 4

Somit haben fur alle n mit n = 4k + 3 beide Zahlen den gemeinsamen Teiler 5 und
somit gibt es unendlich viele solche Zahlen. ad

AbschlieRend die etwas andere Olympiade-Aufgabe mit ggT:

Aufgabe MO450944.
Bestimmen Sie die Anzahl aller neunstelligen nattirlichen Zahlen, die wie tblich
Im Zehnersystem geschrieben wurden und fir die gilt

(1+9gT(n;90))* =Q(Q(n)).

Hinweis: Eine natlrliche Zahl heil3t neunstellig, wenn sie mit 9 Ziffern im
Zehnersystem dargestellt werden kann, wobei die erste Ziffer ungleich Null ist.
Q(n) bezeichnet die Quersumme der natirlichen Zahl n (und damit Q(Q(n)) die
Quersumme der Quersumme von n).

Seminarhinweis

Das im Juni vorgesehene 4. Chemnitzer Seminar fallt aufgrund der noch
bestehenden Beschréankungen infolge der Corona-Pandemie ersatzlos aus.

10 Es gibt genau 37 neunstellige Zahlen mit der geforderten Eigenschaft.
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Losungshinweise Serie 7

Aufgabe 7-1. Gibt es auller der Zahl 9 noch weitere Quadratzahlen unter den
Zahlen, die nur mit der Ziffer 9 geschrieben werden, also unter den Zahlen 9, 99,
999, 9999, ...?

Losungshinweise: Weil 10" fur jede nattrliche Zahl n > 1 durch 4 teilbar ist, gilt
flr eine Zahl, die nur aus n Ziffern 9 geschrieben wird, dass sie bei Division
durch 4 wegen 9 ... 9 = 10" — 1 den Rest 3 l&sst. Eine ungerade Quadratzahl (als
Quadrat einer ungeraden Zahl) lasst aber bei Division durch 4 stets den Rest 1:

(4k £1)° =16k2 8k +1=4- (4k? £ 2k }+ 1.

Folglich kann es (auBer 9) keine Zahl der geforderten Art geben, die eine
Quadratzahl ist. a

Losungsvariante: Das Quadrat der n-stelligen Zahl a = 100x + 10y + z, wobei y
und z einstellige Zahlen 0, 1, ..., 9 sind und x eine (n — 2)-stellige Zahl ist, lautet

a? =100 - (100x? + y? + 20xy + 2xz) + 10 - (2yz) + 2%

Es ist ersichtlich, dass die Einerstelle von a? ausschlieRlich durch die Einerstelle
von a bestimmt wird. AuRerdem hat die Zahl x keinen Einfluss auf die letzten
beiden Stellen von a2. Ob eine Quadratzahl auf 99 endet, kann also allein aus der
Analyse der zweistelligen Zahlen beantwortet werden.

Damit folgt z = 3 oder z = 7, da unter den einstelligen Zahlen nur deren Quadrate
auf 9 enden. Es genlgt also, die Quadratzahlen von 3, 13, 23, ..., 93 und 7, 17,
27, ..., 97 zu berechnen — dies ist ohne Einsatz von Rechnern moglich und in
einer Tabelle mit allen 20 Quadratzahlen Gbersichtlich darstellbar: Es gibt keine
Quadratzahl, die auf 99 endet.

Um das systematische Probieren einzuschranken, betrachte man

(10y +3)*=100y°+60y +9  bzw. (10y +7)>=100y” + 140y + 49 =
=100y + 10 - 6y + 9 =100y? + 10 - (14y + 4) +9

Die Zehnerstelle wird also durch die Einerstelle der Ausdriicke 6y bzw. 14y + 4
gebildet — doch dies ist in beiden Fallen eine gerade Zahl und endet somit nicht
auf 9. Q

Hinweis: Da die Teilbarkeit durch 4 durch die letzten beiden Ziffern einer Zahl
bestimmt wird, l&sst sich die Aussage verscharfen: Es gibt keine Quadratzahl,
die auf ...99 endet.
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Aufgabe 7-2. In einem ebenen Dreieck seien zwei der drei Seitenhalbierenden
gegeben. Dadurch ist das Dreieck in drei Teildreiecke und ein Viereck zerlegt.
Welchen Anteil an der Flache des Gesamtdreiecks hat die Viereckflache?

Losungshinweise: Verbindet man den
Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden
mit den Ecken des Dreiecks, so entstehen
sechs Teildreiecke (vgl. Skizze).

Jede Seitenhalbierende teilt das Dreieck
in zwei flachengleiche Dreiecke (AAXC
und AXBC). Die Hohen in den Dreiecken
AAXC und AAXS verhalten sich (nach _
dem Strahlensatz mit den Strahlen XA A X B
und XC und den parallelen Héhen) wie

die Abschnitte der Seitenhalbierenden. Bekanntlich dritteln sie sich einander.
Somit betragt die Flache des AAXS ein Sechstel der Flache des Dreiecks AABC.
In Analogie zeigt man, dass alle sechs Teildreiecke flachengleich sind.

Die gesuchte Flache des Vierecks setzt sich aus zwei solchen Teildreiecken
zusammen und betragt somit ein Drittel der Gesamtfl&che. a

Losungsvariante: Wir zerlegen das Dreieck ABC in die sechs Teildreiecke AXS,
XBS, BYS, YCS, CZS, ZAS, deren Flacheninhalte wir in dieser Reihenfolge mit
A1, Az, ..., As bezeichnen. Paarweise sind die Flacheninhalte benachbarter
Teildreiecke gleich groR, weil sie jeweils eine halbe Dreiecksseite zur
Grundseite haben und die zugehorigen Hohen gleich grol? sind, A; = Ay, Az = Ay,
As = As. Weil zudem eine Seitenhalbierende das Dreiecke ABC in zwei
flachengleiche Dreiecke teilt, gilt beispielsweise:

AL+ A+ A3 = As+ As + Ag
sowie Al+As+As=Ar+ Az + Ay

also A1 = A

In analoger Weise lassen sich A, = As und A; = As nachweisen. Somit sind alle
sechs Teildreiecke flachenmaliig gleich groR.

Aufgabe 7-3. Auf einer Party mit 21 Personen kennt jede Person hdchstens vier
andere. Man zeige, dass es auf dieser Party mindestens funf Menschen gibt, die
sich gegenseitig nicht kennen.

Lésungshinweise: Die 21 Personen seien mit P, Py, ... P2; bezeichnet. Py kennt
hochstens vier Personen, dies seien P,, Ps;, P, und Ps. Damit kennt P;
mindestens die Personen Pg, ..., P21 nicht. Auch Pg kennt hochstens 4 Personen.



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik* — Heft 05/2020

Diese Bekannten kénnen unter P, ..., Ps sein, im unginstigen Fall sind es 4
andere, zum Beispiel P7, Pg, Pg und P1,. Somit kennen Py und Ps mindestens die
Personen Py, ..., P21 nicht.

Analog schlieft man, dass P;; beispielsweise die Personen P, ..., P2 nicht
kennt und P16 kennt Py; nicht. Damit ergibt sich, dass sich Py, Pg, P11, P1s und
P21 gegenseitig nicht kennen.

Loésungsvariante: Man nehme an, es gibt genau 4 Personen, die sich gegenseitig
nicht kennen. Dann kann man alle anderen 17 Personen diesen 4 Personen als
Bekannte zuordnen. Gabe es namlich noch eine weitere Gruppe sich
untereinander kennenden Personen, wiirden sich mehr als 4 Personen nicht
kennen. Nach dem Schubfachprinzip missen nun einer dieser 4 Personen
mindestens 5 Personen zugeordnet werden — im Widerspruch dazu, dass jede
Person nur hochsten 4 weitere Personen kennt. Die Annahmen, es gébe nur drei
oder zwei Personen, die sich nicht gegenseitig kennen, filhren ebenso zum
Widerspruch. Also gibt es mindestens 5 Personen, die sich gegenseitig nicht
kennen. a

Hinweis: Wie als Zusatz zur Aufgabe hingewiesen wird angenommen, dass aus
»A kennt B“ auch ,,B kennt A*“ folgt. Ohne diese Voraussetzung ist die
Behauptung im Allgemeinen nicht erfiillt.

Aufgabe 7-4. Funf Kreisscheiben mit Radius® 1 seien so angeordnet, dass ihre
Mittelpunkte die Ecken eines regelméliigen Filinfecks bilden und ihre Kreislinien
alle durch den Mittelpunkt des Fuinfecks gehen.

Man berechne den Radius der groten
Kreisscheibe, die wvon den finf
Kreisscheiben bedeckt wird!

Losungshinweise:  Anhand neben-
stehender Skizze kann man sich leicht
klar machen, dass der gesuchte
Radius der Abstand zwischen den
beiden Schnittpunkten zweier
benachbarter Kreise ist
(Argumentation beispielsweise Uber
Zentralsymmetrie), also die
Diagonale in einem Rhombus (mit
Seitenldnge 1) mit den Mittelpunkten
B und E dieser Kreise als weitere
Eckpunkte.

1 Auf die Angabe einer Léngeneinheit wird verzichtet.
4
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Da diese Mittelpunkte B und E gleichzeitig Eckpunkte des regularen Fiinfecks
sind, ist die gesuchte Lange der doppelte Inkreisradius r; des reguldaren Flinfecks.

In einem solchen Finfeck mit dem
Mittelpunkt M mdgen die Seiten die
Lange 2s haben. Das Lot von der Ecke A

auf die gegenulberliegende Seite CD
(FulRpunkt H) ist die Hohe h des Fiinfecks. B
Offenbar gilth =1 +r;.

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck
CHM, so ist ZHMC = 36° (halber Mittel-
punktwinkel). Wegen der Hypotenuse mit
Lange 1 folgt daraus unmittelbar:

|[HM| = cos (36°).

Jedoch ist ein Zahlenwert fir dieses Ergebnis nicht ohne Rechner oder
weiterfihrende Uberlegungen angebbar.

Ohne Verwendung der trigonometrischen Funktion kann der Innenkreisradius
des regelmaBigen Finfecks wie folgt ermittelt werden. Der Schnittpunkt der

Diagonalen d = AC mit BE sei F. Die Dreiecke ACD und BCF sind
gleichschenklig und zueinander ahnlich (www). Also gilt d : 2s = 2s :|BF|. Da

auch das Dreieck AFE gleichschenklig ist, gilt [BF|=|BE|—2s =d —2s. Somit
vereinfacht sich das Verhaltnis zu

d _ 2s
2s d-2s

und man findet als (positive) Losung dieser quadratischen Gleichung:
d=s- (1+ \/g)

Fir die Hohe h gilt nach dem Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck

ACH mit dem rechten Winkel im Punkt H: d? =s?+h?. Nach Einsetzen des
Ergebnisses zu d ist dies gleichbedeutend mit

h=s-45+25

Im rechtwinkligen Dreieck CHM mit dem rechten Winkel im Punkt H gilt
schlieBlich nach dem Satz des Pythagoras wegen [CM| =1:

calso d?—2s-d—4s>=0
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12 =s? +r?,also 1= h* +r% = (Len)
(5+2./5) 15+2fi

Gesucht ist also die positive Losung der quadratischen Gleichung

5+24J5 =1+ 2r, +ri2 +(5+ 2\/3)-ri2
2 -(6+2x/§)+2-ri —4-2./5=

d.h.
K; =m-(—l+\/l+(4+2\/§X6+2x/§))
B 1 e an =) 245
I’i —m) ( 1+ 45+20\/§)—(3+—\/§)
Also gilt r; = % :%-(1+ \/E) und der gesuchte Radius betragt 2r; ~ 1,62.
+

a
Hinweis: Der Zahlenwert 1,62 kann ohne technische Hilfsmittel errechnet
werden: Wegen 2,232 = 4,9729 und 2,24?> = 5,0176 liegt der gesuchte Wert
zwischen 1.615 und 1.620. Dabei ist es zulédssig, mit einem Taschenrechner den
Wert von 5 zunéchst berechnet zu haben, wenn dann die umgekehrte Richtung
ohne Hilfsmittel durchfiihrbar (und vom Korrektor nachvollziehbar) ist.

Aufgabe 7-5A. In Analogie zu Magischen Quadraten kann man Magische
Sechsecke konstruieren: Um ein einzelnes regelmaRiges Sechseck (dies sei ein
Sechseck 1. Ordnung) kann man einen Ring von sechs weiteren gleichgroRen
regelméiiigen Sechsecken legen, wobei die Figuren (wabenférmig) mit den
Kanten aneinanderstoRRen. Dieses Gebilde aus sieben Sechsecken wird Sechseck
2. Ordnung genannt. Ordnet man um dieses Gebilde in analoger Weise zwolf
weitere Sechsecke, so erhélt man ein Sechseck 3. Ordnung usw. (s. Skizze).

o #

Besteht ein Sechseck n-ter Ordnung aus m Teilsechsecken und beschreibt man
jedes dieser Teilsechsecke mit genau einer der natlrlichen Zahlen 1 bis m, so
wird das Sechseck magisch genannt, wenn die Summen auf allen ,,geraden
Reihen* (zwei dieser Reihen sind im Sechseck 3. Ordnung durch die Strecken
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markiert) jeweils den gleichen Wert annehmen. Im Sechseck 2. Ordnung gibt es
neun solcher ,,geraden Reihen®, im Sechseck 3. Ordnung 15.

(@) Man ermittle fir jede Zahl n die Anzahl der Teilsechsecke, die fir ein
Sechseck n-ter Ordnung bendtigt werden.

(b) Man zeige, dass es kein Magisches Sechseck 2. Ordnung geben kann, dass
man also die Zahlen 1 bis 7 nicht so auf die Teilsechsecke verteilen kann, dass
die Summen auf den 6 zweiteiligen Seitenreihen und den 3 dreiteiligen
Mittelreihen jeweils gleich sind.

(¢) Man untersuche, fur welche n > 2 es keine Magische Sechsecke n-ter
Ordnung geben kann.

Losungshinweise:
(@) Im Sinne der Methode der vollstandigen Induktion findet man anhand obiger
Abbildung den Anfang:

n=1: 1 Sechseck
n=2: 7 Sechsecke
n=3: 19 Sechsecke

Als allgemeines Konstruktionsprinzip erkennt man folgende Struktur: Ein
Sechseck n-ter Ordnung besteht aus (2n—1) Reihen, deren erste und letzte
Reihe aus genau n Sechsecken und deren mittlere Reihe aus (2n — 1) Sechsecken
besteht. Damit ergibt sich flr die Gesamtanzahl die Summe A(n):

An)=2-(n+(n+1)+...+(2n-2))+(2n-1)

Aus der bekannten GauRRschen Summenformel fir die ersten nattirlichen Zahlen
folgt:

2n-2  n-1
A(n):Z-( >k- ij+(2n—1)
1

n
k=1 k=

:2.((2”‘2)°(2”‘1) (”‘21)'”)+(2n—1)

> _
.(4n2 —6n+2)—(n? —n)+(
2

=2 2n-1)=3n?-3n+1

Losungsvariante: Um aus einem Sechseck n-ter Ordnung ein Sechseck (n + 1)-
ter Ordnung zu erhalten, wird ein Ring von 6n Teilsechsecken erganzt. Damit
gelangt man ebenfalls tber die Summenformel der ersten n natirlichen Zahlen
zu obiger Gleichung.

(b) Gébe es ein Magisches Sechseck 2. Ordnung, missten die zweiteiligen
Randreihen jeweils die gleiche Summe besitzen. Da aber zwei benachbarte

7



Korrespondenzzirkel ,,Mathematik* — Heft 05/2020

Randreihen ein gemeinsames Feld haben, ist dies nur moglich, wenn die Zahlen
in den nicht gemeinsamen Feldern Ubereinstimmen. Dies ist jedoch ein
Widerspruch zu den Eigenschaften der Magischen Sechsecke. Es kann also kein
solches geben.

Losungsvariante: Insgesamt stehen die Zahlen 1 bis 7 auf den Teilsechsecken, in
der Summe ergeben diese 28. Die Gesamtsumme setzt sich aber aus 3
Teilsummen zusammen, wenn man beispielsweise die 3 senkrechten Linien
betrachtet. Da 28 nicht durch 3 teilbar ist, konnen diese Summen nicht
untereinander gleich grof3 sein.

(c) Verteilt man die Zahlen 1 bis m=3n?-3n+1 auf die Felder eines
Sechsecks n-ter Ordnung, erhélt man nach der GauRschen Summenformel fir
die nattrlichen Zahlen von 1 bis m eine Gesamtsumme von

sm)=%~@n2—3n+i)@n2—3n+2)

Da es (2n — 1) parallele Reihen gibt (die alle die gleiche Summe tragen), muss
S(n) durch (2n — 1) teilbar sein. Mittels Polynomdivision findet man:

2 2
Sn) —l-(4n3—7n2+5n—2+4—]n Al +1]

on-1 2 2n—1

Damit bei dieser Division eine ganze Zahl entsteht, muss der verbleibende
Bruch ganzzahlig sein. Da n (und somit auch n? und (2n—1) keinen
gemeinsamen Teiler besitzen, muss (n? + 1) durch (2n — 1) teilbar sein. Da der
Nenner ungeradzahlig ist, beeinflusst es die Teilbarkeit nicht, wenn der Zahler
mit 4 multipliziert wird. Man erhélt:

an?+4 5

=2n+1+ )
2n—1 2n—1

Dieser Ausdruck ist jedoch im Bereich der nattirlichen Zahlen nur fir n =1 oder
n = 3 ganzzahlig. Folglich kann es hochstens das (triviale) Magische Sechseck
1. Ordnung und Magische Sechsecke 3. Ordnung geben. Fir alle anderen n >0
lassen sich die Bedingungen eines Magischen Sechsecks nicht erfillen. a

Hinweis: Es gibt (bis auf Drehung und Spiegelung)
nur ein Magisches Sechseck (mit der Ordnung 3)!
Dieses hat der Stralsunder Stadtbaurat ERNST VON
HASELBERG (1827 bis 1905) bereits 1887
gefunden.
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Aufgabe 7-5B. Es sei QP(n) das Querprodukt von n, also das Produkt aller
Ziffern der Dezimalschreibweise der natirlichen Zahl n (in Analogie zur
Quersumme). Gegeben sei die Gleichung

n? —16n+42=QP(n) (1)

(@) Man finde die kleinste echt-zweistellige Zahl n, die die gegebene Gleichung
erfullt.

(b) Man zeige, dass fir alle nattirlichen Zahlen n gilt: QP(n) <n.

(c) Man finde alle natirliche Zahlen n, die die Gleichung (1) erfillen.

Losungshinweise:

(@) Um die kleinste echt-zweistellige L6ésung zu finden, kann man mit 10
beginnend den Verlauf der quadratischen Gleichung der linken Seite von (1)
untersuchen. Man findet:

n | n?2-16n+42 | QP(n)
0

10 -18

11 -13 1
12 -6 2
13 3 3

Somit ist n = 13 die gesuchte LOsung. Dieser Losungsweg ist aber nur deshalb
geeignet, weil die Lésung ohne lange Rechnungen gefunden werden kann.

Losungsvariante: Da zweistellige Zahlen gesucht sind, setze man n = 10a + b
mit nichtnegativen einstelligen Zahlen a und b. Also gilt:

(10-a+b)* -16-(10-a+b)+42=a-b
100-a-a+19-a-b+b% +42=160-a+16-b

Ist a > 1, so ist die linke Seite grofier als 200 - a + 38 - b, also viel groRer als die
rechte Seite dieser Gleichung. Somit muss a = 1 gelten.

Damit kann man n als n = 10 + b mit einer Ziffer b schreiben. Setzt man dies in
die Gleichung ein, fuhrt dies zu einer quadratischen Gleichung:

(10+b)* —16-(10+b)+42=1-b
b?+3-b-18=0

Uber die bekannte Losungsformel findet man fiir b
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2
3.3 ~3+9
=2+ 2] +18= .

Da b eine positive Zahl sein muss, kann nur b = 3 eine Lésung sein, was durch
eine Probe bestéatigt wird.

(b) Man fuhre den Beweis mit der Methode der vollstandigen Induktion Gber die
Stellenzahl s.

Ind.-Anfang: Fr einstellige Zahlen n (s = 1) gilt trivialerweise PQ(n) = n.

Ind.-Schritt:
Voraussetzung: Es gilt fur alle s-stelligen Zahlen ns die Ungleichung

PQ(Nng)<n,.
Behauptung: Es gelte fir (s + 1)-stellige Zahlen ns.; die Ungleichung

PQ( ns+1 ) < ns+1

Beweis: Es sei n.; eine (s + 1)-stellige Zahl der Form ng ; =a-10° +n,
mit einer Ziffer a und einer s-stelligen Zahl ns. Unter Beriicksichtigung
der Induktions-Voraussetzung und der Beziehung n, <10° gilt

QP(n.;)=a-QP(ny)<a-ng<a-10°<a-10° +n, =ng,;.
Somit ist die Behauptung fiir s + 1 richtig.

Ind.-Schluss: Aus Induktionsanfang und —schritt folgt nach dem Prinzip der
vollstandigen Induktion die Behauptung fir alle nattirlichen Stellenzahlen s.

Losungsvariante: Sei n=aja,...a; die s-stellige natirliche Zahl mit den Ziffern
a,d5,...,as. Dann gilt firs>1

s-1 -
-1
_Hlai =a - _Hlai <a,-10°" <aa,..a,
1= 1=

Hinweis: Aus beiden Losungsvarianten folgt fiir s > 1 die strenge Ungleichung

QP(n)<n.
(c) Wegen (b) folgt fir die Gleichung (1)
n®-16n+42<n = (n-3)-(n-14)<0

Dies ist nur fur 3<n<14 erfullt. Fur einstellige Zahlen gilt sogar das
Gleichheitszeichen und deshalb kann nur n = 3 eine Lésung sein, was eine Probe

10
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bestatigt. Weil die Gleichung (1) fir n = 14 nicht erftllt ist, gibt es nach (a) nur
die weitere Lésung n = 13. ad

Erganzende Losungsdiskussionen zur Serie 6

zu Aufgabe A6-3. Hat man aus den gegebenen Gleichungen das Produkt
xyz = —1 gefunden, so gilt wegen x2 + y? + z% = 3auch:

2 2 2 2
1=|xyz| =|xyz|s =3/x*-y* -z S

3

Also gilt in der bekannten Mittelungleichung das Gleichheitszeichen, woraus
unmittelbar x2 =y = 72 = 1 folgt.

Aufgabe. Man ermittle alle Tripel (x;y;z) reeller Zahlen, fur die das
Gleichungssystem

X + y + z = a
x> + y* o+ 7% = a?
X+ yP o+ 22 = @

erfullt ist, wobei a eine reelle Zahl ist.

Losungshinweise: Man kann (a; 0; 0) und deren Vertauschungen als Ldsung
erkennen. Mittels Abschétzung l&sst sich nun die Existenz weiterer Ldsungen
ausschliel’en: Sei (X; y; z) eine Lésung. Wegen der Gleichung mit den Quadraten
sind die Betrdge von X, y und z nicht groRer als der Betrag von a. Nimmt man
an, dass 0 < |x| < |a| gelte, so findet man folgende Abschatzung:

‘a3‘ :‘x?’ +y3 4 23‘ < ‘x3‘+‘y3‘+‘z3‘ =|X|- X +|y|- y* +[z]- 2°
< \a\-(xz +y?+ 22):\a\-a2 :‘a3‘
Das ist aber Widerspruch, also gibt es keine derartige Zahl x. a

Aufgabe. Man finde alle Tripel (a;b;c) reeller Zahlen, die folgendes
Gleichungssystem erfillen:

a + bc =1
b + ca =1
c + ab =1

Losungshinweise: Die Losung (1; 1; 0) und deren Vertauschungen kann man
erraten. Weiterhin kann es eine Loésung der Form (x; X; X) geben, die tber die

11
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quadratische Gleichung x+ x2 =1 ermittelt werden kann. Angenommen, es
gabe weitere Losungen der Form (1 + x ; 1 +y ; z) mit reellen Zahlen x, y und z.
Dann folgt aus den beiden ersten Gleichungen

1+x + (Q+y)z =1

o dh. x—-y=z-(x-
1+y + (L+x)z =1 x-y=2:(x-y)

Daraus folgt entweder z = 1 (was zu den Loésungen (0; 1; 1) oder (1; 0; 1) fuhrt
oder x =y (was zu den Losungen (1; 1; O) oder (a; b; ¢) mit a=b=c
fuhrt). a

Aufgabe. Man l6se das folgende Gleichungssystem in reellen Zahlen x, y und z:

X + y + z =9
T+, .1 _
X y z

Xy + yz + xz = 27

Losungshinweise: Nach Heft 02/2020 lasst sich dieses Gleichungssystem mit
Hilfe des VIETAschen Wurzelsatzes in eine kubische Gleichung tberftihren:

0=w>—-9w?+27w—27 = (W-3)°

Also gilt x =y =z = 3. Diese Losung hatte man aber auch erraten (und durch
eine Probe bestdtigen) kénnen. Um davon ausgehend zu zeigen, dass es keine
weiteren Ldsungen gibt, nehme man reelle Zahlen a, b und ¢ an, so dass auch
(a +3; b + 3; ¢ + 3) eine Losung ist. Zundchst erscheinen die damit entstehenden
Gleichungen sehr komplex, sie vereinfachen sich aber schnell. Es gilt ndmlich
fiir die erste und dritte Gleichung:

(a+3)+(b+3)+(c+3)=9 = a+b+c=0

(a+3)b+3)+(a+3)c+3)+(b+3)c+3)=27 =
ab+bc+ac+6(a+b+c)+27=27 = ab+bc+ac=0

Erinnern wir uns, dass fur das Produkt gilt: xyz = 27. Daraus folgt weiter:

(a+3)b+3)c+3)=27 =
abc+3(ab+bc+ac)+9(a+b+c)+27=27 = abc=0

Also muss a = b = ¢ = 0 gelten und (3; 3; 3) ist die einzige LAsung in reellen
Zahlen, ad
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Erganzungen zu Aufgaben mit Quersummen und Querprodukten

Aufgabe. Gibt es unendlich viele natirliche Zahlen n ohne Null in ihrer
Dezimaldarstellung, sodass die Teileranzahl T(n) groRer als die Quersumme

Q(n) ist?

Losungshinweise: Einstellige Zahlen haben diese Eigenschaft nicht, da die
Teileranzahl einer Zahl nicht groRRer als die Zahl selbst sein kann. Durch
systematisches Probieren findet man die erste Zahl mit dieser Eigenschaft: Es
gilt Q(12) =3 <5 =T(12). Damit hat auch jede Zahl der Form

12;1212; 12121212; 1212121212121212; ...

diese Eigenschaft. Denn aus einer solchen Zahl a erhdlt man durch
Multiplikation mit einem Faktor der Form 100...001 die ndchste Zahl. Damit
verdoppelt sich aber die Quersumme. Gleichzeitig erhdht sich auch die Anzahl
der Teiler mindestens auf das Doppelte, denn mit jedem Teiler t von a ist auch
100...001 - t ein Teiler der neu gebildeten Zahl. ad

Aufgabe. Gibt es zu jeder natirlichen Quadratzahl q eine natiirliche Quadratzahl
n mit der Quersumme q?

Losungshinweise: Man suche zunéchst Beispiele fur solche Zahlen n.

Furq=1istn =1 trivialerweise eine geeignete LAsung.
Fur q =4 kénnte n = 121 = 112 gewahlt werden.
Fur q =9 erfullt n = 12321 = 1112 die Bedingungen.

Dies lasst sich bis q = 81 fortsetzen — doch fiir grolRere Zahlen q gelingt dieses
Prinzip nicht mehr.

Kommt man mit diesen Beispielen schon auf folgenden Ansatz? Fir p? = q

p .
erfallt die Zahl n = k2 mit k = Zlo2J die Bedingungen der Aufgabe. Man muss

j=1
nun ,,nur” noch zeigen, dass k2 aulRer Nullen p-mal die Ziffer Lund p(p-1)/2
-mal die Ziffer 2 enthélt, also die Quersumme q hat. u

Aufgabe. Gibt es unendlich viele natirliche Zahlen n, deren Querprodukt und
Quersumme ubereinstimmen?

Losungshinweise: Da fir zwei Ziffern a, b > 1 stets a-b>2-max{a,b}>a+b

gilt, kann man jede Zahl, deren Querprodukt groRer als die Quersumme ist,
durch weitere Stellen ,,1° erweitern, bis die Quersumme den Wert des
(unveranderlichen) Querproduktes erreicht. Es gibt unendlich viele Zahlen mit
dieser Eigenschaft, z.B. betrachte man fiir n > 0 die Zahlen
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11..1122..22 .
Hf_/Hf_/

k—-mal n-mal

Wahlt man k =2" —2n, so ist das Querprodukt gleich 2" und die Quersumme
ebenfalls k-1+n-2=22-2n+2n=2", Q

Primzahlen in Wettbewerbsaufgaben

Aufgabe MO081012. Gesucht sind alle Primzahlen p, sodass 50 + p und 50 —p
Primzahlen sind.

Losungshinweise: Durch Probieren mit verschiedenen Primzahlen p stellt man
schnell fest, dass fur p > 3 entweder 50 + p oder 50 — p durch 3 teilbar sind.
Tatséchlich, 18sst p bei Division durch 3 den Rest1 (p=3 - p” + 1), so ist

50+p=50+3-p"+1=3:(p°+17)

durch 3 teilbar. L&sst dagegen p bei Division durch 3den Rest2 (p=3 - p" + 2),
SO ist

50-p=50-3-p —2=3- (16— p)

durch 3 teilbar. Also muss 50 — p selbst durch 3 teilbar sein, d.h. p = 47. Wegen
50 + p = 97 sind alle Bedingungen der Aufgabe erfullt. ad

Aufgabe M0O420922. Man beweise, dass fur jede Primzahl p > 5 die Zahl
p* —1 durch 120 teilbar ist.

Lésungshinweise: Es gilt

p*~1=(p2 -1)p? +1)= (p-1)(p+1)p? +1)

Da p eine ungerade Primzahl ist, sind p—1 und p + 1 geradzahlig und eine
davon sogar durch 4 teilbar, also ist 8 ein Teiler von p* —1.

Da p nicht durch 3 teilbar ist, ist p — 1 oder p + 1 durch 3 teilbar.
Da p nicht durch 5 teilbar ist, gilt entweder p=5k+1 oder p=>5k+2 (mit

geeigneter ganzzahliger Zahl k). Im ersten Fall ist 5 ein Teiler von p? -1, im
zweiten Fall von p? +1.

Also ist p* —1 durch 8-3-5=120 teilbar. Q
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Hinweis: Diese Aufgabe hat thematisch einen frithen VVorgéanger in MO081036.
Es seien p > q > 3 zwei Primzahlen. Man zeige: Die Zahl p? — ¢? ist durch 24
teilbar.

Losungshinweise: Man forme die Differenz zweier Quadratzahlen zu einem
Produkt um:

pPP—*=(p—-0a)p+0q)

Beide Primzahlen sind ungerade, also ist sowohl die Differenz als auch die
Summe durch 2 teilbar. Weil p und g bei Division durch 4 entweder den
gleichen Rest lassen (jeweils 1 oder 3) oder unterschiedlichen Rest lassen (also 1
und 3), so ist sogar die Differenz bzw. die Summe durch 4 teilbar. Also ist das
Produkt insgesamt durch 8 teilbar.

Weil p und q bei Division durch 3 entweder den gleichen Rest lassen (jeweils 1
oder 2) oder unterschiedlichen Rest lassen (also 1 und 2), so ist die Differenz
bzw. die Summe durch 3 teilbar. Also ist das Produkt stets durch 3 teilbar.

Insgesamt ist die Zahl p? — ¢? ist durch 8 - 3 = 24 teilbar. Q

Aufgabe 261222. Es seien p > g > r drei aufeinanderfolgende Primzahlen. Die
Summe ihrer Quadrate sei ebenfalls eine Primzahl. Ermitteln Sie alle (p; q; r)
mit dieser Eigenschaft.

Losungshinweise: Fir eine nicht durch 3 teilbare Zahl lasst deren Quadrat den
Rest 1 bei Division durch 3. Sind also alle drei Primzahlen nicht durch 3 teilbar,
so ist die Summe ihrer Quadrate durch 3 teilbar. Folglich muss sich unter den
Primzahlen die Zahl 3 befinden, um die Bedingungen der Aufgabe erfiillen zu
konnen:

(2;3;5): 4+9+25=238, keine Primzahl
(3;5;7): 9+ 25+ 49 =83, Primzahl.

Damit ist das Tripel (3; 5; 7) einzige Lésung der Aufgabe. ad

Aufgabe MO460934. Es seien p und g zwei Primzahlen mit 2<p<q,

zwischen denen keine weitere Primzahl liegt. Man zeige, dass sich p + q in ein
Produkt von mindestens drei echten Faktoren zerlegen I&sst.

P+q

Losungshinweise: Weil p + g eine gerade Zahl ist, ist eine natdrliche

Zahl, die zwischen p und q liegt. Da sie damit wegen der Voraussetzung selbst
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keine Primzahl sein kann, kann sie in ein Produkt von mindestens zwei Faktoren
zerlegt werden. Der dritte Faktor von p + g ist dann noch die Zahl 2. ad
Werden in Aufgaben aus Primzahlen weitere Primzahlen ,konstruiert, so
konnen in einen ersten Losungsansatz zundchst die Primzahlen 2 und 3
gesondert betrachtet werden, die sich im Gegensatz zu allen anderen Primzahlen
nicht in der Form 6k +1 darstellen lassen.

Oft lohnt es auch, die Primzahl 5 als Sonderfall zu behandeln, um dann zu
zeigen, dass die Aufgabe fir Primzahlen groRer 5 keine weiteren Losungen hat.

Aufgabe MO500936. Man bestimme alle Paare (p; g) von Primzahlen, fur die
auch p?—3q—1 eine Primzahl ist.

Losungshinweise: Es sei r = p2 —3q—1. Ware p = 2, dann ist r =3—-3q > 0 fir
g > 1 nicht moglich. Fir p = 3 findet man die Lésung q = 2. Auch fur p=5
findet man eine Lésung: q = 7.

Es sei nun (p; g) ein Losungspaar mit p > 5. Dann ist p nicht durch 3 teilbar und
p? lasst bei Division durch 3 den Rest 1. Dann ist aber die Zahl r durch 3 teilbar
und folglich muss r = 3 gelten. Also gilt

3g=p°-4=(p-2)p+2).

Da 3 und q beides Primzahlen sind und keiner der beiden rechten Faktoren 1 ist,
muss der eine Faktor gleich 3 und der andere Faktor gleich g sein. Dap+2>3
ist, gilt p—2 =3, also p =5 im Widerspruch zu p > 5.

Somit sind die Paare (3; 2) und (5; 7) die einzigen Losungen der Aufgabe. Q1

Analogiebetrachtungen zwischen Ebene und Raum

»In Analogie* wird hdufig und im Allgemeinen zweifelsfrei benutzt. Dabei ist in
der Mathematik nicht genau definiert, was unter ,,analog* zu verstehen ist. Meist
meint man Beschreibungen der ebenen und rdumlichen Geometrie, die in ihrer
Struktur Ubereinstimmen und durch Ersetzung gewisser Worter auseinander
hervorgehen. Solche Wortpaare sind beispielsweise ,,Ebene/Raum®,
,,Gerade/Ebene oder ,,Punkt/Gerade®. Daraus lassen sich Sitze formulieren
wie:
Wenn zwei Geraden/Ebenen in der Ebene/im Raum nicht parallel sind,
dann haben sie einen Punkt/eine Gerade gemeinsam.
oder
In der Ebene/Im Raum existieren drei Punkte/Geraden, die nicht auf einer
Geraden/Ebene liegen.
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aber auch folgende Analogie ist moglich:

In der Ebene/im Raum existieren drei/vier Punkte, die nicht auf einer
Geraden/in einer Ebene liegen.

Ein anschauliches Beispiel Ziel solcher Analogiebetrachtungen ist es, die
Problemstellung zu veranschaulichen, Beweisideen zu Ubertragen oder neue
Fragestellungen zu finden.

Aufgabe. In einer Ebene sind drei Punkte A, B, C gegeben, die nicht auf einer
Geraden liegen. Wie viele verschiedene Geraden gibt es in dieser Ebene, so dass
die drei Punkte jeweils gleichen Abstand von einer solchen Geraden haben?

Losungshinweis: Man muss folgende Falle unterscheiden.

(1) Die Punkte A, B, C liegen in ein und derselben Halbebene bezlglich einer
Geraden g. Da diese Punkte aber alle den gleichen Abstand von g haben sollen,
liegen sie — im Widerspruch zur Aufgabenstellung — ebenfalls auf einer
Geraden.

(2) Genau einer der drei Punkte wird durch g von den Ubrigen beiden getrennt,
dieser Punkt sei C. Damit A und B den gleichen Abstand zu g haben, muss ¢
parallel zur Geraden gag durch A und B liegen. AulRerdem muss g das Lot von C
auf gag halbieren. Folglich ist g eindeutig bestimmt. Da jeder der drei Punkte
durch eine Gerade von den anderen Punkten getrennt werden kann, gibt es
insgesamt 3 Geraden der Ebene entsprechend der Aufgabenstellung. a

Analoge Aufgabe im Raum: Im Raum sind vier Punkte A, B, C, D gegeben, die
nicht auf einer Ebene liegen. Wie viele verschiedene Ebenen gibt es, so dass die
4 Punkte jeweils gleichen Abstand von einer solchen Ebene haben?

Lésungshinweise: In  Analogie zum obigen Beweis filhre man eine
Fallunterscheidung.

(1) Alle vier Punkte liegen in ein und demselben Halbraum bezlglich einer
Ebene & Da diese Punkte aber alle den gleichen Abstand von & haben sollen,
liegen sie — im Widerspruch zur Aufgabenstellung — ebenfalls auf einer Ebene.

(2) Genau einer der vier Punkte wird durch & von den ubrigen beiden getrennt,
dieser Punkt sei D. Damit A, B, C den gleichen Abstand zu & haben, muss &
parallel zur Ebene &xsc durch A, B und C liegen. AuBerdem muss & das Lot von
D auf &agc halbieren. Folglich ist ¢ eindeutig bestimmt. Da jeder der vier Punkte
durch eine Ebene von den anderen Punkten getrennt werden kann, gibt es
insgesamt 4 Ebenen entsprechend der Aufgabenstellung.
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Im Raum gibt es aber nun noch den Fall (3): In jedem Halbraum einer Ebene
& befinden sich genau 2 der vier Punkte, etwa A und B in einem und C und D im
anderen Halbraum. Dann sind die Geraden gag durch A und B sowie gcp durch C
und D windschief zueinander (weil sonst die 4 Punkte in einer Ebene liegen
waurden). Zu zwei windschiefen Geraden gibt es aber genau ein Paar zueinander
paralleler Ebenen durch die Geraden gas und gcp. Dann gibt es auch eine dazu
parallele Ebene, den deren Abstand gerade halbiert. Da es genau 3
Maoglichkeiten gibt, von 4 Punkten 2 Punkte auszuwahlen, existieren im Fall (3)
folglich 3 Ebenen der geforderten Art.

Insgesamt gibt es also 7 Ebenen des Raumes, die die Bedingung der Aufgabe
erfullen. a

Die Betrachtung des ebenen Problems hilft also nicht, alle Falle des raumlichen
Problems zu erkennen. In folgender Variante ist aber die Analogie ,,perfekt®:

Aufgabe. In der Ebene (im Raum) sind vier (funf) Punkte gegeben, die weder
auf einer Geraden (in einer Ebene) noch auf einem Kreis (einer Kugel) liegen.
Wie viele verschiedene Geraden oder Kreise (Ebenen oder Kugeln) gibt es, so
dass die vier (funf) Punkte jeweils gleichen Abstand von einer solchen Geraden
(Ebenen) oder einem solchen Kreis (einer solchen Kugel) haben?

Bekannt ist sicherlich die folgende Aufgabe. Es ist zu beweisen, dass die
Summe der Abstédnde eines Punktes im Innern eines gleichseitigen Dreiecks
(regelmaRigen Tetraeders) zu den drei Dreiecksseiten (vier Tetraederseiten-
flachen) nicht von der Lage des Punktes abhéngt.

Losungshinweis: Sowohl im ebenen als auch im rdumlichen Problem wird der
Beweis analog gefiihrt: Man betrachte die drei Teilflachen (vier Teilkdrper), die
durch die Verbindung des inneren Punktes mit je zwei Eckpunkten (drei
Eckpunkten) entstehen. Der Vergleich der Summe der zugehorigen
Flacheninhalte (Volumina) mit dem Flacheninhalt (Volumen) des Dreiecks
(Tetraeders) zeigt, dass die Summe der Abstdnde des inneren Punktes zu den
drei Dreiecksseiten (vier Tetraederseitenflachen) gleich der Hohe des Dreiecks
(Tetraeders) ist. ad

Aufgabe. Ist R der Umkreis- und r
der Inkreisradius eines beliebigen
Dreiecks, so gilt R > 2r.

Losungshinweise: Ausgehend vom
Dreieck konstruiere man ein Dreieck
mit vierfachem Flacheninhalt, indem
zu jeder Seite eine parallele Gerade
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durch den gegeniberliegenden Eckpunkt gezeichnet wird. Der Inkreis des
groReren Dreiecks ist doppelt so groRR wie der Inkreis des Ausgangsdreiecks. Der
Umkreis des Ausgangsdreiecks ist aber mindestens so grofd wie der Inkreis des
groReren Dreiecks, woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

a
In Analogie beweise man die zugehorige raumliche Aussage.

Aufgabe. Ist R der Umkreis- und r der Inkreisradius eines beliebigen Tetraeders,
so gilt R > 3r.

Weitere Analogien zwischen ebenen und raumlichen Fragestellungen:

Aufgabe. In jedem Parallelogramm gilt, dass die Summe der Quadrate aller
Seitenlangen gleich der Summe der Quadrate aller Diagonallangen ist.

Analoge Aufgabe im Raum. In jedem Parallelepiped gilt, dass die Summe der
Quadrate aller Kantenldangen gleich der Summe der Quadrate aller
Raumdiagonall&ngen ist.

Aufgabe. Es ist zu beweisen, dass die Summe der Abstande zwischen
Mittelpunkt des Umkreises eines gleichseitigen Dreiecks und den drei
Eckpunkten des Dreiecks kleiner ist als die Summe der Abstdnde zwischen
einen anderen Punkt der Ebene und den drei Eckpunkten des Dreiecks.

Analoge Aufgabe im Raum. Es ist zu beweisen, dass die Summe der Abstande
zwischen Mittelpunkt der Umkugel eines regelméafiiigen Tetraeders und den vier
Eckpunkten des Tetraeders kleiner ist als die Summe der Abstdnde zwischen
einen anderen Punkt des Raumes und den vier Eckpunkten des Tetraeders.

Aufgabe. Gegeben seien in der Ebene drei voneinander verschiedene parallelen
Geraden. Man zeige, dass ein gleichseitiges Dreieck existiert, welches auf jeder
der gegebenen Geraden einen Eckpunkt hat.

Analoge Aufgabe im Raum. Gegeben seien vier voneinander verschiedene
parallele Ebenen. Man zeige, dass ein regelméafRiges Tetraeder existiert, welches
auf jeder der gegebenen Ebenen einen Eckpunkt hat.

Aufgabe. In einer Ebene seien drei Kreise so gegeben, dass sie einen inneren
Punkt gemeinsam besitzen und ihre Mittelpunkte nicht auf einer Geraden liegen.
Es ist zu zeigen, dass sich die drei Geraden, die jeweils durch die gemeinsamen
Sehnen zweier Kreise bestimmt sind, in genau einem Punkt schneiden.

Analoge Aufgabe im Raum. Im Raum seien drei Kugeln so gegeben, dass sie
einen inneren Punkt gemeinsam besitzen und ihre Mittelpunkte nicht auf einer
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Geraden liegen. Es ist zu zeigen, dass sich die drei Ebenen, die jeweils durch die
gemeinsamen Schnittkreise zweier Kugeln bestimmt sind, in genau einer
Geraden schneiden.

Nicht immer ist der analoge Begriff so offensichtlich. Man betrachte
beispielsweise den

Satz. Die Seitenhalbierenden in einem Dreieck schneiden sich in genau einem
Punkt und teilen sich innen im Verhéltnis 2 : 1.

Nun ergibt sich die Frage, was in Analogie zur Seitenmitte einer Dreiecksseite
die Flachenmitte einer Tetraederflache ist. Da in jeder Dreiecksseite die
Seitenhalbierenden die Flachen in zwei flachengleiche Hélften teilt, konnte man
an eine Ebene denken, die ausgehend von einem Eckpunkt den Tetraeder in
zwei volumengleiche Teilkorper teilt. Davon gibt es aber drei verschiedene, die
sich alle in einer gemeinsamen Geraden schneiden, der so genannten
Schwerlinie. Deren Schnittpunkt mit der Tetraederflache ist der Schwerpunkt.
Es gilt

Satz. Die vier Schwerelinien eines Tetraeders schneiden sich in genau einem
Punkt und teilen sich innen im Verhéltnis 3 : 1.

Gleichungspyramiden

Gib es unendlich viele Gleichungsbeispiele der folgenden Art?

1+2=3
1+2+3+..+14=15+16+..+20

Die Gleichung wird durch zwei Variablen charakterisiert (m < n):
1+2+..+m=(M+1)+(M+2)+..+n

Mit Hilfe der Summenformel fiir die ersten natlirlichen Zahlen kann man dies
Zzusammenfassen zu

2 2 2

m(m+1) n(n+1) m(m+1).

Ldst man dies nach n auf, also
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nz—%i%-\/Sm(m +1)+1,

so ist n nur dann wie gefordert ganzzahlig, wenn der Radikant eine Quadratzahl
ist, also wenn es eine ganze Zahl x gibt mit x? =8m(m +1)+1. Setzt man nun

noch y=(2m+ 1), so gibt es offensichtlich unendlich viele Gleichung der
geforderten Art, wenn es unendlich viele Ldsungen (x;y) der Gleichung

x% —2y?=-1 gibt.

Mit (1; 1) findet man eine erste Losung. Auch (7 ;5) erfillt die Gleichung.
Dieses Losungspaar fiihrt zur ersten Gleichung der Pyramide:

m:y—l ; n:x—l
2

Das néchste, durch systematisches Probieren zu findende Losungspaar (41 ; 29)
passt zur 2. Gleichung.
Ein &hnliches Beispiel — man betrachte folgende Gleichungspyramide:

3+4+5+6=3-6
15+16+...+34+35=15-35

Die Gleichung wird ebenfalls durch zwei Variablen charakterisiert (m < n):
m+(m+1)+..(n=1)+n=m-n

Mit Hilfe der Summenformel fiir die ersten natlirlichen Zahlen kann man dies
Zzusammenfassen zu

n-(n+1) m-(m+1)
2 2

m-n

d.h.
m2+2mn-m—-n—-n®=0

2
also m:—2n2_1iJ(2n;1) +n2+n:%-(—(2n—l)i 8n2+1)

Wieder gibt es nur ganzzahlige Losungen, wenn der Radikant eine Quadratzahl
ist, also wenn eine natlrliche Zahl x existiert mit x> = 8n? + 1. Setzt man nun
y = 2n, so lasst sich die Frage nach der Existenz unendlich vieler Gleichungen
der geforderten Art bejahend beantworten, wenn es unendlich viele Ldsungen in
ganzen Zahlen der Gleichung x? — 2y? = 1 gibt.
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Mit (3 ; 2) findet man leicht eine Losung (sie fiihrt zu der trivialen Gleichung
1=1-1) und daraus mittels Rekursion unendlich viele weitere Lésungen.
Auch folgende Fragestellung fuihrt auf die Gleichung x? — 2y? = +1:

Bekanntlich gibt es keine gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke mit
ganzzahligen Seitenldngen (warum?). Man nennt rechtwinklige Dreiecke mit
ganzzahligen Seitenldngen fast gleichschenklig, wenn sich zwei Seitenldngen
nur um 1 L&ngeneinheit (LE) unterscheiden (Beispiel: 3 ;4 ; 5).

Leicht zeigt man (wie?), dass es unendlich viele fast gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke gibt, bei denen die Hypotenuse um 1 LE langer als eine
Kathete ist (Beispiel: 5;12;13). Gibt es auch unendlich viele fast
gleichschenklige Dreiecke, bei denen sich die Katheten um 1 LE unterscheiden?

Bekannte Sitze der Mathematik: SATZ VON PAPPOSZ.

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck und ABPQ ein beliebiges Parallelogramm
uber der Dreieckseite AB, das von der Geraden AB aus auf derselben Seite liegt
wie der Punkt C.

Dann ist der Flacheninhalt des
Parallelogramms ABPQ gleich
der Summe der Flacheninhalte
zweier Parallelogramme
BCUV und ACXY, die uber
den anderen beiden Dreieck-
seiten liegen, und deren BC
bzw. AC gegeniberliegende
Seiten durch die Eckpunkte P
bzw. Q des Parallelogramms
ABPQ verlaufen.

Beweis: Die Parallelen zu AC durch P und zu BC durch Q schneiden sich in
einem Punkt C’. Die Gerade durch C’ und C schneidet die Seite PQ des
Parallelogramms in M und die Seite AB in N. Diese Gerade durch MN ist
parallel zu PA bzw. BQ und insbesondere sind deshalb PA und BQ auch parallel
zu CC’.

Damit sind das Parallelogramm ACC’P flachengleich zum Parallelogramm
ACXY (gleiche Grundseite AC und gleiche Hohe) und das Parallelogramm
ANMP flachengleich zum Parallelogramm ACC’P (gleiche Grundseite AP und

2 PAPPOS VON ALEXANDRIA (um 300 n.d.Z.) war ein griechischer Geometer.
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gleiche HOhe). Also ist das Parallelogramm ACXY flachengleich zum
Parallelogramm ANMP.

, In Analogie zeigt man, dass das
Parallelogramm BCUV fl&chen-
gleich zum Parallelogramm
BOMN ist. Da die Parallelo-
gramme ANMP und BQMN
zusammen das Parallelogramm
ABQP ergeben, folgt unmittel-
bar die Behauptung. U

Hinweis: Ist das Dreieck ABC
bei C rechtwinklig und werden
als spezielle Parallelogramme
Quadrate betrachtet, so geht der
SATZ VON PAPPOS in den SATZ
. DES PYTHAGORAS Uiber.

P N Q Die Ausrichtung des
Parallelogramms ABQP dient nur der Konstruktions-beschreibung. Beginnt man
die Konstruktion mit zwei beliebigen Parallelo-grammen (ber den Seiten AC
bzw. BC, so bezeichne man den Schnittpunkt der Parallelen zu den
Dreiecksseiten durch die Seiten der Parallelogramme mit C’. Die Gerade durch
CC’ schneide AB in einem Punkt M. Nun trage man in M die L&nge der Strecke
CC’ ab und markiere den Punkt N. Konstruiert man ein Parallelogramm Uber AB
so, dass N auf der zu AB parallelen Seite des Parallelogramms liegt, so gilt der
SATZ VON PAPPOs fur die drei derart konstruierten Parallelogramme.

Vorlaufige Seminarankindigung

Es ist vorgesehen, das 1. Chemnitzer Seminar am Samstag, dem 26. September
2020 (09:00 Uhr bis gegen 12:30 Uhr), an der Fakultat fur Mathematik der
Technischen Universitdt Chemnitz durchzufihren — natirlich vorausgesetzt,
derartige Seminare sind zugelassen und mit Hygienekonzept unter Beachtung
der 6ffentlichen Vorgaben. Bitte Termin vormerken und die Einladung im Heft
07/2020 beachten.
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Mit freundlicher Unterstutzung des Fordervereins Mathematik zu Chemnitz e.V. an der
Fakultat fur Mathematik der TU Chemnitz ° VR1380 am Amtsgericht Chemnitz
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