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Auswertung der Wurzel-Preisaufgaben 1988/89
Zu den Preisaufgaben der Hefte 9/88 bis 7/8/89 sanden 44 Leser
Losungen ein. Folgende 8 Leser erreichten dabei die besten Er-

gebnisses Jilrgen Schefter Reichwalde 74 Punkte
Harald Lieske Eisenach 59 Punkte
Rene” Dahms Netschau 53 Punkte
Thilo Kuessner Greifswald 50 Punkte
Jochen Wejzel Sommerda 37 Punkte
Jorn Weichert Waltersdorf 32 Punkte
Henrik Holke Leipzig 26 Punkte
Glenn Holmann Hohenstein-Ernstthal 25 Punkte

Allen oben genannten herzlichen Gliickwunsche Wir danken auch
allen anderen, die uns Lisungen zugesandt haben. Im niéchsten
Jahr wilnschen wir uns wieder viele Zusendungen.

Fir alle Interessenten hier noch mal die ausfilhrlichen Losungs-
bedingungen:

Die Losungen sind - jede Losung auf ein gesandertes Blatt, ver-
sehen mit Name und Adresse - unter dem Kennwort "Wurzel-Preis-
aufgaben" an uns zu sendene. Alle Aussagen sind stets zu bewei-
dene Unbewiesen verwendete Tatsachen, die iiber den Schulstoff
hinausgehen, sind anzugeben. Der Losungsweg (einschlielbilich
Nebenrechnungen u. ée) mui deutlich erkennbar sein.

Fir vollsténdige Losungen erhiélt der Einsender die fur die
Aufgabe’ angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul jahres versen-
den wir an alle Einsender, die mindestens 10 Punkte erreichten,
einen Buchscheck im Werte von 0,50'M je Punkt. Einsendern mit
weniger als 10 Punkten werden diese Punkte filr das niéchste
Schul jahr gutgeschrieben.
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W1 Unter den ersten 1989 natilrlichen Zahlen werden diejeni~
Ill gen ausgesondert, die sich als Summe von filnf nicht not-
wendig verschiedenen Zweierpotenzen darstellen lassen.
Welche Anzahl ist groBer, die der ausgesonderten oder die
I der verbleibenden?

W1l pje quadratische Gleichung
(e + 2)x° + (a=1)x + (48 + 3) = 0
habe die Wurzeln XqXge Man finde alle reellen a, fiir die
x, und x, die Bedingung x1< -1<x2< 1 Erflillen!

W3 Man beweise, dafl sich fiir alle n €100 ein Wiirfel in n
[A] ] wirrer zerlegen 1ast1

W4 Welche Tripel natiirlicher Zahlen a,b,c erfiillen die
Gleichung

1,12 3

ats*c=F%

WS Auf ein unendlich groles kariertes Blatt Papier (Linien-
abstand 0,5 cm) werde eip Knopf (Kreis mit Durchmesser
0,6 cm) zufidllig geworfen.
Wie grow ist die Wahrscheinlichkeit, dal der Knopf min-
destens einen Schniitpunkt der Linien iiberdeckt?

W6  JIymua cropons kpanpara RBCY pamua 4. Ha croporax FABx AD
BHOpaHH TOukE P M @ TaK,uToO mepAMETD Tpeyronbimka APQ
paBeH 2. JokasaTh, uTO ¥PCQR= 45°,

EinsendeschiuB: 6. 4. 1990
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Spielereien mit dem Mdbiusband

Wir sind es gewohnt, in allen Dingen, die uns umgeben, stets
zwischen oben und unten bzw. zwischen rechts und links wohl un-
terscheiden zu kidnnen. So wissen wir zum Beispiel, daB eine
(unbegrenzte) ebene horizontale Fléche den sie umgebenden Raum
in zwei Halbréiume tremnt - die Punkte oberhald bzw. unterhalb
der ebenen Fléche. Dies geschieht derart, daB man zwei Punkte
des gleichen Halbraumes (in unserer Skizze etwa A und B oder A'
und B') immer durch eine Kurve verbinden kann, die vollst#éndig
innerhalb desselben liegt, wihrend man nicht von oben nach un-
ten oder umgekehrt (etwa von A zu A') gelangen kann,ohne die
ebene Fléche zu durchstoBSen.

B
oben
A/

Mit anderen Worten: Wiirden wir uns die ebene Fléche als Blatt
Papier sehr groBer Ausdehnung vorstellen, wie es obige Zeich=-
nung suggeriert, so ktnnten wir seine beiden Seiten problemlos
mit zwei verschiedenen Farben (zum Beispiel oben rot, unten
griin) einférben. Unsere Fliéche trennt den Raum in zwei zusam-
menhéingende Teile, sie erlaubt es, eindeutig zwischen oben und
unten zu unterscheiden.

liehr noch, jede (unbegrenzte) gerade Linie auf dieser ebenen
Fliche teilt diese wiederum in zwei Seiten - die Fléchenpunkte
rechts bzw. links der Linie - die eine entsprechende Ejgen-
schaft aufweisen: lian kann Punkte ein und derselben Seite (a



7 Mobiusband
und B oder A' und B') durch eine Kurve auf der Fléche verbin-
den, die vollstédndig in dieser Seite verléuft, widhrend man auf
der Flidche nicht von einer Seite zur anderen gelangen kann ohne
die trennende Linie zu ilberschreiten.

links rechts

Stellen wir uns die ebene Fldche erneut als Blatt Papier gro-
Ber Ausdehnung vor, so kdnnten wir es also mit einer Schere
entlang der geraden Linie durchschneiden und erhielten zwei ge-
trennte Teile.

Die beiden eben erléuterten elementargeometrischen Eigenschaf-
ten entsprechen unseren Erfahrungen. Sie gingen auch dann nicht
verloren, wiirden wir die Fléche deformieren ohne sie zu zer=-
reiBen, also Tdler und Hiigel entstehen lassen - etwa, wenn wir
uns das Riesenblatt aus Gummi statt Papier vorstellen und hier
und da etwas ziehen oder driicken wiirden.

Es f#llt daher schwer, sich Flédchen vorzustellen, die diese
Eigenschaften beide verletzen, d.h. bei denen eine Unterschei-
dung oben/unten bzw. rechts/links nicht mehr in der eben be-
schriebenen ileise moglich wére.

Und doch ist es iiberraschend einfach, eine solche Fléche her-
zustellen: Das sogenannte "kivbiusband", benannt nach seinem
Entdecker, dem Liathematiker A.F. Mobius (1790 - 1868).

Wir wollen im folgenden nicht nur seine Herstellung beschrei-
ben, sondern in einigen spielerischen Experimenten seine
Eigenschaften studieren. Dazu bendtigen wir etwas Pepier,
Klebstoff, eine Schere, ein Lineal sowie einige Farbstifte.
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Spiel 1: Ein Mobiusband fertigt man aus einem rechtecki-
gen Streifen Papier (zum Beispiel 5 cm breit
und 40 em lang),

A

dessen Enden man zuseammenklebt, nachdem man
einem davon eine halbe Drehung um die Léngs=-
achse erteilt hatte - so wie es die folgende
Skizze zeigt.

A B’

Schon haben wir ein Exemplar des lobiusbandes. Fiir die folgen-
den Experimente werden wir zunéichst drei solche: Fldchen beni-

tigen. Wir empfehlen dem Leser, sie g%eich Jjetzt anzufertigen.

Uberzeugen wir uns nun, daB ein Mdbiusband wirklich die beiden
.anfangs beschriebenen Eigenschaften verletzt. Dem geneigten
Leser sei schon jetzt empfohlen, sich nicht auf den Augen=-
schein zu verlassen, sondern wirklich selbst zu probieren.

Spiel 2: Wir markieren auf dem ersten libiusband einen
beliebigen gleich weit von den Réndern entfern-
ten Punkt P und zeichnen von ihm ausgehend eine
Linie parallel zu den Réndern.

Welcher Punkt wird nach einem Umlauf erreicht?

Wohin gelangt man nach einem zweiten Umlauf?
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. Sicher hat der Leser leicht bestédtigen konnen, daB man nach
einem Umlauf den gleichen Punkt P, jedoch auf der "anderen"
Seite des Mobiusbandes erreicht (unsere Fliéche soll keine Dik-
ke haben, also aus nur einer "Schicht" von Punkten bestehen).
Erst nach einem zweiten Umlauf schlieBt sich die Linie und wir
gelangen zum Punkt P auf der Ausgangsseite zuriick. Wir haben
also eine geschlossene Kurve, die "beide" Seiten des Mobius-
bandes durchléuft, erhalten. Dabei sind wir von einer Seite
auf die "andere" gelangt, ohne die Fléche zu durchstoBen.
Denken wir uns zum Beispiel "oberhalb" von P auf der einen
Seite des Ifdbiusbandes einen Punkt A, so kinnen wir diesen mit
einem Spiegelpunkt A' auf der "anderen" Seite verbinden, indem
wir immer im gleichen Abstand zum Mbiusband bleiben und uns
"oberhalb™ der.gezeichneten MMittellinie bewegen - ohne also
die Fléche zu durchstoBen.

<+
sl -~
A ——

Dies bedeutet aber gerade, daB es nicht mehr moglich ist, im
anfangs erléuterten Sinne zwischen "oberhalb™ und "unterhalb"
der Fléche zu unterscheiden. Den gleichen Effekt verdeutlicht

Spiel 3: Wir férben das zweite. Mobiusband, beginnend an
einer beliebigen Stelle und in eine Richtung
fortfahrend mit einem Buntstift oder Pinsel.

Welche Stellen werden gefiéirbt bzw. bleiben frei?
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Natiirlich férben wir auf diese Weise die gesamte Oberfléche des
Mdbiusbandes ("oben" und "unten") mit der gleichen Farbe. Keh-

ren wir nun zum ersten lMdbiusband mif der schon eingezeichneten
liittellinie zuriick.

Spiel 4: Wir markieren auf der Hohe des Punktes P eine
der beiden Seiten des Mobiusbandes, in die es
die Mittellinie scheinbar teilt und schraffie-
ren sie ("oben" und "unten" oder jetzt besser
"yorn™ und "hinten") von d rt ausgehend und in
eine Richtung fortfahrend bis wieder die Hohe
des Punktes P erreicht wird.

fiohin gelangen wir auf diese Weise?

Wie unsere Zeichnung schon illustriert, erreichen wir nach
einem Umlauf auf unserer Flédche die "andere" Seite der Mittel-
linie. Dabei haben wir die Linie nicht iiberquert, sondern sind
immer "links"/"rechts" (???) von ihr geblieben. Nehmen wir al-
so beispielsweise einen Punkt B auf der HShe von P im schraf-
fierten Teil des Mobiusbandes, so gelangen wir zu dem an der
Mittellinie gespiegelten Punkt B' durch eine Linie innerhalb
des Schraffierten - ohne diese selbst zu iiberschreiten.

L1727 s §
7,

Das bedeutet aber gerade, daB auf dem Mobiusband die Unter-
scheidung zwischen "links" und “rechts" von der Linie im an-
fangs erléuterten Sinne nicht mehr mdglich ist.

B
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Zur Verdeutlichung dieses Effektes dient

Spiel 5: Wir zerschneiden das dritte Mobiusband mit der
Schere entlang einer gedachten oder eingezeich-
neten Mittellinie, beginnend an einer beliebi-
gen Stelle.

Wlelches Ergebnis werden wir erhalten?

Nur der oberfliéchliche Leser konnte eigentlich erwarten, da
das lisbiusband in zwei Teile zerfallen wiirde. Wir erhalten na-
tirlich nur ein doppelt so langes und halb so breites Band.
Anhand des zweiten Hobiusbandes aus Spiel 4 kann man sich
leicht klar machen, warum das so ist.

Spiel 6: Vir zerschneiden nun das in Spiel 5 erhaltene
Band erneut entlang einer gedachten oder ein-
gezeichneten Hittellinie.

Wie viele Bénder werden dabei entstehen?

Wer vorschnell verallgemeinert hatte und glaubte, wieder ein
einziges léngeres und schmaleres Band zu érhalten, sah sich
getduscht - diesmal entstehen wirklich zwei getrennte Bénder.
Was ist die Ursache dafiir? Widerspricht dies dem Ergebnis von
Spiel 57 Keineswegs. Beim Zerschneiden des l{biusbandes in
Spiel 5 addierten sich zwei halbe Drehungen um die Léngsachse
(vergleiche seine Entstehung in Spiel 1) zu einer ganzen Dre-
hung. Das’im Ergebnis von Spiel 5 entstehende Band ist also
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gar kein liobiusband mehr, auf ihm ist die "Welt" (oben/unten,
links/rechts) wieder in Ordnung; daher zerféllt es beim Zer-
schneiden léngs der Mittellinie auch in zwei getrennte Bénder.

Von jetzt ab verzichten wir auf eine anschlieBende Diskussion
des Spielergebnisses. Der Leser ist gewarnt - der bloBSe Augen-
schein kann triigen, es muB sorgféltig nachgedacht und gepriift
werden.

Spiel 7: Die beiden im Ergebnis von Spiel 6 entstandenen
Bénder wollen wir erneut entlang der Mittellinie
zerschneiden.

Wie viele Bénder erhalten wir dabei?

Welche Vermutungen konnen wir fiir ein fortge-
setztes Zerschneiden aufstellen?

(Vermutungen, die im “Theoretischen" bleiben
sollten - schon im Ergebnis von Spiel 7 ent=-
stand ein schwer zu durchschauender "Bandsalat™.
Die ersten drei Schnittversuche gestatten je-
doch eine recht sichere Vorhersage, wenn man
ihre Zrgebnisse griindlich durchdenkt.

PFiir die letzten drei Experimente benttigen wir zwei weitere
Mdbiusbénder, die jedoch auf folgende Weise vorbereitet sein
sollen: Vor dem Zusammenkleben des Papierstreifens zeichnen
wir mit dem Lineal vier gerade Linien im gleichen Abstand vom
Rand (oben und unten bzw. hinten und vorn), so wie es die
Skizze zeigt.

" "
c A
n DI
B B

Beim Zusammenkleben des Mdbiusbandes (Spiel '1) entsteht aus
diesen vier Linien eine einzige geschlossene Kurve.
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Spiel 8: Tun zerschneiden wir ein solches Msbiusband ent-
lang der eingezeichreten Linie, was ohne Abzu-
setzen méglich ist.

Wie viele Bidnder erhalten wir dabei?

5ind es lobiusbinder?

Un das (erwartete oder unerwartete) Ergebnis von Spiel 8 bes-~
ser zu verstehen, benutzen wir das zweite vorbereitete llGbius-
band.

Spiel 9: Wir wollen dieses kobiusband mit Buntstift oder
Pinsel fdrben. Wie schon in Spiel 3 beginnen
wir an irgendeiner Stelle und fahren in belie=-
biger Richtung fort, ohne dabei die eingezeich-
nete Linie zu iiberschreiten.

‘Welche Regionen des lI6biusbandes erreichen wir,
wenn wir im mittleren Teil starten?

Y/lelche, wenn wir in einem Randstreifen beginnen?
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Wie viele Farben benttigen wir, um alle Regio-
nen des Mobiusbandes, die durch unsere ILinie
(scheinbar oder wirklich) getrennt werden,- der—
art zu férben, daB wirklich getrennte Teile
verschiedenfarbig sind?

Spiel 10: Wir zerschneiden nun die in Spiel 8 entstan-
denen Bénder (oder ist es nur eines?) entlang
einer gedachten Mittellinie parallel zu den
Kanten.

Vliie viele getrennte Biénder werden dabei ent-
stehen? S5ind noch Mobiusbénder darunter?

Ubrigens ist die Tatsache, daB unser Mdbiusband einen Rand be-
sitzt, nicht ausschiaggebend fiir seine kuriosen Eigenschaften.
lan kann im Raum auch in sich ge-

schlossene Fléchen mit gleichen

tiigenschaften angeben. Nur wird

man dann natiirlich anstatt "oben"

und "unten" von "auBen™ und

"innen" sprechen. Der Torus zum

Beispiel (er hat die Form eines

Schwimmringes) hat zwar innen und auBen, die gestrichelt ge-
zeichnete Kurve trennt ihn aber nicht in zwei Teile, d.h. man
kann auf ihm nicht zwischen links und rechts unterscheiden.
Ein Beispiel einer geschlossenen Fliéche, die wie das Mdbius-
band weder zwischen innen und auBen noch zwischen links und
rechts unterscheiden 1&8t, ist der "Klein'sche Schlauch", be-
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nannt nach dem groBen Mathematiker

F. Klein (1849 - 1925). Vir zeigen
hier einen Schnitt durch die Mitte
dieses merkwiirdigen "GefdBes", das

augsieht wie eine langhalsige Fla-
sche, deren Hals man umgebogen und
durch die Flaschenwand nach innen
gefiilhrt hat, so daB er im Flaschenboden nach "auBlen" miindet.

Dr. Georg Baumbach
Sektion Mathematik
Bereich Analysis

Der Autor dieses Artikels war wdhrend eines mehrjéhrigen Spe-
zialisteneinsatzes an der Universitédt "Eduardo londlane" in
Maputo (VR Mogambique) Herausgeber der einzigen dort erschei-
nenden mathematischen Zeitschrift "TLANU" (TLANU ist in den
dort verbreiteten Bantusprachen das Wort fiir die Zahl "5", die
den Afrikanern dieser Region frither als Basiszahl ihres eige-
nen, iiber Jahrhunderte iiberlieferten Rechensystems diente).

Diese Zeitschrift wendet sich an Lehrer und Schiiler. Sie soll
das Interesse an der Mathematik wecken, das logische Denken
entwickeln helfen und dient der Vorbereitung auf jéhrlich statt-
findende Mathematik-Olympiaden. Damit ist sie Bestandteil der
intensiven Bemiihungen der FRELIMO, das Bildungsniveau des
mogambikanischen Volkes systematisch zu erhdhen (gegenwirtig
sind noch ca. 80 % der Bevilkerung Analphabeten) und mit der
Unterstiitzung befreundeter Lénder zielstrebig qualifizierte
eigene Kader zu entwickeln. 4llein an der Sektion lathematik

in Jena studieren zur Zeit vier llocambikaner, es sind seit vie-
len Jahren sténdig Wissenschaftler aus Jena in der VR llocambique
tdtig.

Das Profil der Zeitschrift "TLANU" bringt es mit sich, daB dort
publizierte Artikel einerseits mit einem liinimum an beim Leser
vorausgesetzten Vorkenntnissen auskormen miissen, andererseits
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auf die fiir "WURZEL"=-Leser gewohnte mathematische Strenge

(Definition-Satz-Beweis) weitestgehend verzichten miissen. Die
"Spielereien mit dem lidbiusband" (in TIANU in portugiesischer
Sprache verdffentlicht) illustrieren, wie man auch unter sol-
chen Prémissen den Leser einbeziehen und auf Entdeckungsreise
ins Ungewohnte filhren kann. Der Artikel offenbart die Potenzen
eines solchen Vorgehens, zeigt jedoch auch seine natiirlichen
Schranken.

Wir bedanken uns bei "TLANU" fiir die IZrlaubnis, eine bearbeite=-
te deutsche Fassung des Artikels verSffentlichen zu diirfen.
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Preisaufgaben ) 18
w ¥ Auf jeden Feld eines 4x4 - dSchachbretiecs stehe ein Steins
L ‘|kann man die Steine so umordnen, daus jeweils zwei, die

| vorher einen Rosselsprung bildeten, hinterher vertikal,
:|horizontal oder diagonal benachbart sind?

Gesucht sind alle reellen Losungen des Gleichungssytems
Z-By-w}

x +x3yz= 2y !

W 9 Man bestimme die Menge aller Punkte M innerhalb eines re-
gelmdigen Tetraeders mit der figenschaft, dali die Liéngen
der Lote von il auf die vier Seitenfldchen gleichzeitig
Seitenldngen eines Vierecks sind!

beien X ,%,,Xq40X, reelle Zahlen, 0€ x; €1 tur i=1,2,3,4.
Welchen maximalen Wert hat die Groie

11 + Xz + X3 + x4 - x.1x2 - xzx3 - x3x4 ] X.4X.I
und fiir welche Werte der X5 wird er erreicht?

W44 llan konstruiere ein Sechseck ABCDEF, von dem folgendes be-
kannt isi:
- die Seitenlangen AB=BC=CD=DE=EF=FA=a
- die Diagonalen AC, XD, AE, BD und DF sind alle gleich-
lang!l

W2 Cywua cTa ZeficTBATENBHHX uMceNl paBHA HyJNo. JOKaxmTe, UTO

X MOXHO 3aHyMepoBaTh TaK, UTO GyAyT BHIOJHEHH HepaBEHCTBA.
1

8420. 8, + az>0. cee s Byt A 4 el t a99>O !
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Die Formel von STEINER fiir den Flacheninhalt von Parallelmengen

Jedem von uns sind die Begriffe "Fldcheninhalt" und "Umfang"
einer ebenen Figur aus dem Alltag geldufig. Wir wissen, daB es
sich um praktisch wichtige MaBzahlen handelt, und wir haben
eine gute anschauliche Vorstellung deavon. Es ist deshalb beson=-
ders interessant, Eigenschaften dieser MaB8zahlen zu untersuchen.

Im vorliegenden Artikel werden sogenannte Parallelmengen be-
trachtet. In der Ebene kann man sich unter der Parallelmenge
(im Abstand r) zu einer Menge K die Menge aller Orte des Mit-
telpunktes eines Kreises (mit dem Radius r) vorstellen, mit der
Bedingung, daB der Kreis die Menge K schneidet (siehe die fol=-
gende Eigenschaft (5)). Somit kdnnen Parallelmengen niitzliche
geometrische Hilfsmittel sein, wenn z.B. ein Punkt einen Min-
destabstand zu einer Menge einhalten soll oder eine Kreis-
scheibe durch ein Gebiet mit Hindernissen kollisionslos bewegt
wird.

Der Begriff der Parallelmenge kann in folgender Weise definiert
werden. Es bezeichne B(x,r) den abgeschlossenen Kreis mit Mit-
telpunkt x und Radius r.

Definitiomn: Unter der Parallelmenge im Abstand r
zur Menge K versteht man die Menge

K, = U B(x,r).
xeK

Man kann diese Menge mit Hilfe der sogenannten MINKOWSKI-Addi-
tion @ auch schreiben als

K. =K®B(0,r) = {a+b: aeK, beB(0,r)},
wobei + die gewdhnliche Vektoraddition bezeichnet.
Es wird dem Leser leichtfallen, selbst Beispiele von Parallel-
mengen zu konstruieren.
Wir zéhlen einige Eigenschaften auf, die fiir alle r, Ty rzaO
und beliebige Mengen K gelten:
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(1) XSK,

(2) Wenn r1£r2, dann xr1s Krz
3) (Kr1)r2 = (Krz)r1 = Kr1+r2
(4) 'Blx,ry), = Blx,rq4r;)

(5) K, ={x: B(x,r)nk & @}

Der Nachweis dieser Eigenschaften wird dem Leser selbst mdglich
sein.

Wir betrachten den Flécheninhalt von Parallelmengen zunﬁoha‘t an
einfachen Beispielen..

Beispiel 1:
K sei ein Dreieck mit dem
Flécheninhalt A(K) und dem
Umfang U(K).

Man erkennt leicht, daB sich
der Fldcheninhalt A(K,) der
Parallelmenge zusammensetzt aus
der Fléche von K: A(K)
der Summe der Flédchen der Rechtecke

iiber den Seiten von K: U(K)-r
der Fléche des Kreises mit dem Radius r: e r2
A(K,) = A(K) + U(K)er +wer? a
Beispiel 2:
as H £ s} K
K sei eine Strecke der Linge 1. S ~

Offenbar ist A(K.) = 2Ler+T.r’.

Setzt man flr die Strecke U(K) = 21 - was zu der Vorstellung.
paBt, daB die Strecke als ein entartetes Polygon betrachtet
wird - so ergibt sich wegen A(K) = O dieselbe Formel fiir A(Kr)

wie beim Dreieck. &
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Beispiel 3:
K = B(0,R

Gem#B (4) ist K. = B(0,R+r) und damit

A(K,) = T(R+r)? =aR? + 24 Rer +er?

Also gilt bei Kreisen dieselbe Formel fiir A(Kr) wie bei Drei-
ecken. a

Man kann beweisen, daB die Formel, die in den Beispielen herge-
leitet wurde, allgemeiner gilt, und daB es eine entsprechende
Formel auch fiir den Umfang gibt.

Dazu beschrénken wir uns auf Mengen K, die konvex sind.

(Eine Menge K heiBt konvex, wenn mit je zwei Punkten aus K auch
deren Verbindungsstrecke vollsténdig zu K gehort.)

AuBerdem soll K beschrénkt sein (d.h., es gibt einen Kreis B
mit K'€ B) und abgeschlossen (d.h. der Rand von K gehdrt zu K).
Man bezeichnet solche nichtleeren konvexen, beschrénkten und
abgeschlossenen Mengen in anschaulicher Weise auch als Eiberei-
che. Die in den Beispielen betrachteten Mengen sind Eibereiche.

Satz (Formeln von STEINER):
Es sei K ein ebener Eibereich mit dem Flécheninhalt
A(K) und dem Umfang U(K). Dann gilt fiir alle r20

AGKL) = ACK) + U(K)er +Tor?
U(Kr) =U(K) + 27e-r a

Man kann diesen Satz beweisen, indem man ihn zunéchst fiir Po-
lygone zeigt und dann beliebige Eibereiche durch Polygone ap-
proximiert. Man kenn sich leicht an einem Beispiel davon iiber—
zeugen, da8 die Formeln fiir nichtkonvexe Mengen i.a. falsch
sind.

Filr feste K ist A(Kr) als Funktion von r ein quadratisches Po-

lynom, dessen Koeffizienten der Flécheninhalt und der Umfang

von K bzw. der Flécheninhalt des Einheitskreises (Kreis mit

Mittelpunkt O und Radius 1) sind. Entsprechend ist U(Kr) eine

lineare Funktion von r mit dem Umfang von K und dem Umfang des
\



STEINER 22
Einheitskreises als Koeffizienten.

Diese Formel liefert eine allgemeine Begriindung fiir das fol=-
gende Phénomen: Man stelle sich vor, daB sowohl um ein 10-Pfen-
nig-Stick als auch um den Kquator einer Kugel (z.B. von der
GréBe der Erde) jeweils eine Schnur straff gespannt sei., Nun
werden beide Schniire um die gleiche Lénge 1 verléngert und so
um Geldstiick und Aquator gelegt, daB sich jeweils konzentri-
sche Kreise ergeben. Es zeigt sich nun, daB die Differenzen der
Radien bei Geldstiick und "Erdkugel" gleich groB8 sind, n&mlich
gleich 1/27.

Ermittelt 'man fiir O € T 4T, die Flécheninhalte A(Kr ), A(Kr Y
1 2

so kann man daraus die Werte fiir A(K) und U(K) berechnen. Es
ist also moglich, den Umfang eines Eibereiches durch Fléchen=-
messungen von Parallelmengen zu bestimmen. (Man konnte auch
die Zahl % ausschlieBlich auf Grund von Fléchenmessungen er-
mitteln.)
In einfacher Weise erhdlt man U(K) auch aus der ersten Ablei-
tung von A(Kr) nach r:

dA(Kr)

dr

= U(K)
r=0
Damit ergibt sich die folgende Deutung fiir den Umfang, die sich
der Leser gut geometrisch veranschaulichen kann:
A(Kr)-A(K)

U(K) = lim =

re0
Im 3-dimensionalen Raum werden Parallelmengen wie in der Ebene
definiert, wobei anstelle eines Kreises eine Kugel mit Radius r
verwendet wird. Das Volumen des Parallelkdrpers eines Eiberei-
ches ist ein Polygon dritten Grades von r. Die Koeffizienten
sind Volumen, Oberfléche und das 2T -fache der sogenannten
mittleren Breite von K sowie das Volumen der Einheitskugel.
Entsprechend lassen sich auch STEINERsche Formeln fiir die Ober-
fldche und die mittlere Breite von Parallelkdrpern angeben, in
denen auch wieder nur diese Koeffizienten auftreten. Der Leser
kann versuchen, diese Formeln zu finden, indem er als Beispiele
Quader, Tetraeder und Kugel betrachtet. (Die mittlere Breite
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einer Kugel ist gleich ihre/m Durchmesser. )

Analog lassen sich STEINERsche Formeln in hdherdimensionalen
Réumen beweisen. Im n-dimensionalen Euklidischen Raum gibt es
n Formeln, in denen (n+1) Koeffizienten auftreten. Die Koeffi=-
zienten werden - bis auf konstante Faktoren - als QuermaBinte-
grale oder auch als MINKOWSKI-Funktionale von K bezeichnet.
Diese spielen im Gebiet der Integralgeometrie eine zentrale
Rolle. . ]

Der Schweizer Mathematiker Jakob STEINER (1796-1863) war ein
Bauernsohn, der ohne Schulbildung aufwuchs. Er begeisterte sich
fiir Geometrie und entschloB sich, in Heidelberg zu studieren.
Spéter lehrte er an der Berliner Universitét bis zu seinem Tode.
Er pflegte zu sagen, daB Rechnen das Denken ersetze, wihrend
Geometrie das Denken anrege. Die hier behandelten Formeln gehen
auf eine Arbeit von STEINER aus dem Jahre 1840 zuriick.

Aufgaben:
1. Zeigen Sie, daB Kr = K & B(O,r)!

2. Weisen Sie die Eigenschaften (1) bis (5) nach!

3. Driiokén Sie das Volumen und die Oberfléche der Parallel-
menge im Abstand r eines dreiseitigen geraden Prismas als
Polynom 3. bzw. 2. Grades von r aus!

Dr. Werner Nagel
Bereich Mathematische Kybernetik u. Rechentechnik
Arbeitsgruppe Bildverarbeitung

Uber die Zykloide (Radkurven) (Teil II)

2. Fall: a=r

Pir diesen Sonderfall erhdlt man die Parameterdarstellung der
Zykloide (Radkurve) ummittelbar aus den Gleichungen (6).
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(7) x(t) = r(t-sin t)
y(t) = r(1-cos t)

Die bei der Drehbewegung entstehende Kurve heiBt Zykloide mit
Spitzen ("gewshnliche" Zykloide). Sie hat folgendes Aussehen:

Y

0 2 v i 4

Skizze 8

3. Fall: a<r
Zunéchst wollen wir zeigen, daB die Parameterdarstellung der
Zykloide
(6) x(t) =rt - a sin t
y(t) =r -acost

auch fiir diesen Fall giiltig ist. Dazu benutzen wir die nach-

folgenden Skizzen 9 und 10. 7“'
k
4;”,‘0")
a
&
0 x
Skizze 9

Ausgangslage des Kreises K
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Y

Skizze 10

Lage des Kreises K nach dem
Abrollen um den Winkel ¢

Es gilt (siehe Skizze 10):

sin t = 5";—"(11 , dh.  x(t) = rt-a sin t

cos t = r_a L , d.he y(t) = r-a cos t

Die Kurve, die in diesem Fall der Punkt P beschreibt, bezeich-
net man als gestreckte Zykloide (ohne Doppelpunkte und ohne
Spitzen). Sie wird durch Skizze 11 veranschaulicht.

| 227 txr X
Skizze 11

An dieser Stelle soll noch eine interessante physikalische
Eigenschaft der gewdhnlichen Zykloide erwéhnt werden. VWenn
ein Kreis an der "Unterseite" der x-Achse abrollt, so ist die
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entstehende gewohnliche Zykloide (a=r) die Kurve kiirzester
Fallzeit. Das bedeutet: Ein llassenpunkt mége allein unter dem
EinfluB der Schwerkraft (reibungsfrei) mit der Anfangsgeschwin-
digkeit Null vom Anfangspunkt O aus auf einer Kurve nach dem
vorgegebenen Punkt P gleiten (siehe Skizze 12). Dann héngt die
Gesamtfallzeit von der Wahl des Weges O ... P ab. Sie ist am
kleinsten, wemn O ... P ein Zykloidenbogen ist. Eine Kurve mit
dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Brachistochrone.

lo

7 > X

Skizze 12

y
Abschliefend sei darauf hingewiesen, daB die von uns betrach-
teten Fédlle - Abrollen eines Kreises auf einer Geraden - inter-
essante Verallgemeinerumgen zulassen. So untersucht man auch das
Abrollen eines Kreises auf einem Kreis. Wenn das von auBen ge=
schieht, so entsteht als Kurve eine sogenannte Epizykloide mit
der Herzlinie als Sonderfall. Rollt dagegen der Kreis von in-
nen ab, so erhidlt man eine Hypozykloide, deren bekanntester
Spezialfall die Sternlinie ist. Interessierte Leser verweise
ich auf die "Differential- und Integralrechnung" (Band I) von
Fichtenholz.

4. Zum Zykloidenpendel

- Wir erinnern uns zundchst an das llathematische Pendel. Es

ist dadurch charakterisiert, daB ein liassenpunkt an einem ge-
wichtslosen Faden pendelt und nur dem EinfluB der Schwerkraft G
ausgesetzt ist (siehe Skizze 13). Diese Bedingung kann man
praktisch mit einer kleinen Bleikugel erreichen, die an einem
Seidenfaden hingt, so daB das Gewicht des Fadens gegeniiber dem
Gewicht der Kugel vernachlédssigt werden kann. Da der Massen-
punkt eine harmonische Schwingung ausfithrt, gilt filir die Schwin-
gungsdauer T:

T=2'rr@
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Skizze 13

Bogenstick y

Weiterhin gilt:
sinw =%, dh. P=Gasine undsinw =%.

Ersetzt man das Bogenstiick y durch die halbe Sehne x, so folgt
daraus fiir die Schwingungsdauer T:

T=211/¥
= 2Ty going

mx

= 2% P
1

= .]lmil
- ?7 Gx
= pq o/ BXL
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- Aus der Herleitung der Formel fiir die Schwingungsdauer T des

llathematischen Pendels ist ersichtlich, daB T in Wirklichkeit
nicht unabhéingig von der Schwingungsweite o« ist. Die Beziehung

T = 27F liefert nur einen Niéherungswert fiir die tatséchliche
Schwingungsdauer T = T( o )o Dieser Naherungswert ist um so bes-
ser, je kleiner « ist. In Literaturangaben wird von einem Win-
kel bis zu 8° gesprochen, wenn die Formel einen brauchbaren
Wert liefern soll (siehe z.B.: Diising/Schaefer: "Experimental-
physik").
Beim Zykloidenpendel schwingt der Massenpunkt nicht auf einer
Kreisbahn, sondern auf einem Zykloidenbogen. Die Besonderheit
besteht darin, daB8 die Schwingungsdauer T streng unabhéngig
von der Schwingungsweite o< ist. Man nennt das Zyklojdenpendel
deshalb ein isochrones Pendel. In der Formel T = 21 1 ist
l=4r, d.h. das Vierfache des Radius des abrollenden Kreises,
der den Zykloidenbogen erzeugt hat. Auf Moglichkeiten der tech-—
nischen Realisierung eines Zykloidenpendels soll hier nicht
eingegangen werden.

Prof. G. Schlosser

Sektion Mathematik
Bereich Methodik

Geradenscharen auf dem Kleincomputer (Teil I)

Wer mit wachem Sinn mit dem Computer "spielt"™, wird schnell
auf mathematische Fragen stoSen. Eine solohe soll im folgenden
Beitrag présentiert werden, weitere wurden in /1/, /2/ darge-
legt. Damit der Beitrag auch fiir Leser versténdlich ist, die
noch nicht die Differentialrechnung kennengelernt haben, wur—
den die Rechnungen so weit wie mdglich mit Methoden der Elemen-—
‘tarmathematik ausgefiihrt. Beweise, die sich der Differential-
rechnung bedienen, wurden nicht dargestellt; der interessierte
Leser ab Klasse 11 sollte dazu jedooh selbst in der Lage sein.

Bei der Beschdftigung mit Computergrafik erhielten wir auf ein-
fache Weise als Berandung einer Geradenschar eine Kurve (Bild
1a), die uns an eine Superellipse erinnerte.
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Spéter bekamen wir eine gestickte Weihnachtskarte (Bild 1b),

Bild 1b

in der die gleichen Kurven auftraten. Natiirlich wollten wir
wissen, ob die Kurven wirklich Superellipsen sind. Doch bevor
wir euch von unseren Entdeckungen berichten konnen, miissen wir
erst einmal erkléren, was eine Superellipse ist und wie die
Kurven durch Geradenscharen erzeugt wurden.

Eine Superellipse ist die Menge aller Punkte (x,y), die die
Gleichung |x/a|™ + |y/bl® = 1 erfiillen, wobei die positiven
Parameter a und b und n vorzugeben sind (Bild 2). Fiir n=2 er-
hédlt man gewdhnliche Ellipsen, fiir n=1 einen Rhombus. Fiir

n — ® schmiegt sich die Superellipse an das Rechteck mit den
Seitenléngen 2a und 2b an und fiir n — 0 an das sich schneiden-
de Streckenpaar y=0, I|x| < a; |yl € b, =x=0. PFiir a=b erhélt man
Superellipsen, die zusétzlich zu den Geraden x=0 und y=0 die
Geraden y=x und y= -x als Symmetrieachse besitzen. Sie werden
als Superkreise bezeichnet; fiir n=2 erhdlt man einen gewohnli-
chen Kreis mit dem Radius a. Fiir n=1 und n=m ergeben sich Qua-
drate. Aus der Gleichung fiir die Superellipse 1&8t sich leicht
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berechnen, daB die

Schnittpunkte der
Superkreise mit
den Geraden y=x
und y= =-x den Ab-

mg- Y24 stand a-2(1/2-1/0)

ol A

vom Ursprung haben.

" Fiir die Kriimmung
der Superellipsen

erhélt man aus der
Anschauung folgen=-
de Aussagen, die
sich mit Hilfe der
Differentialrech=-
nung bestétigen
lassen:

Bild 2

Féhrt man mit einem Auto die Superellipse im Uhrzeigersinn ent-
lang, so muB man fiir 1< n <w die Réder stets nach rechts ein-
schlagen. Flir 1< n<2 ist in den Punkten mit x=0, y= + b und
x= + a die Krlimmung unendlich groB8, d.h. die Réder miissen um
180° eingeschlagen werden; fiir 2 £ n<w ist die Kriimmung stets
endlich. Fiir n=1 und n=® mul man, weil man ja einen Rhombus
bzw. ein Rechteck vor sich hat, immer geradeaus fahren und in
den 4 Ecken das Auto drehen. Fir n®1 ist das Innere der Super-
ellipse stets eine konvexe Figur. (Das bedeutet, daB eine Strek-
ke, die 2 Punkte aus dem Innern dieser Superellipsen verbindet,
ganz in derem Inneren liegt.) Fiir O<n <1 muB man beim Umfahren
der Superellipse die Réder nach links einschlagen und in den

4 Spitzen bei (0, #b) und (+a,0) das Auto um 180° herumdrehen.
Da es je&och unbequem ist, ein Auto zu drehen, bietet sich fol=-
gender Ausweg an: Mit nach links eingeschlagenen Rédern féhrt
man die Superellipse im 1. Quadranten entlang, legt im Punkt
(a,0) den Riickwédrtsgang ein und féhrt mit nach rechts einge-
schlagenen Rddern im 4. Quadranten weiter, im 3. Quadranten
geht es wieder im Vorwdrtsgang und nach links eingeschlagenen
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Réddern entlang usw. In /3/ kann man im 18. Kapitel nachlesen,
daB Superellipsen besonders mit n> 2 Anwendung in der Archi-

tektur und Formgestaltung finden. Die Superellipsen werden in
der mathematischen Literatur auch als Lamékurven (nach G.lamé,
1795-1870) bezeichnet.

(Fortsetzung folgt)

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung—Studienwerbung*
Leiter: Stefan Posselt '

Chefredakteur: Eckhard Stein

Redaktion: C. Dahms, S. Krieg, R. Fotsch, N. Patzschke
Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entgegen.
Veréffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der

Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

Titelbild: M. Torke

RedaktionsschluB: 8. 1. 1990

ISSN 0232-4539

Wurzel

Jena

24 (1990)2

S.17-32




.;l,.__,/_,,_..,._.,,,f,,._:_ _‘n .
AR
AV

"y " ,i
R\Y;

e m =
-

JERS——. . |-

|
:

il I
T = = .
- IR -
T = |~
o
e
¥ i

P -~ P —
P e

1 -~ ———rm
I ~—_

LY

- T —

- - —

o -~ -
i mm—t———

——r—, -
- - o,

PR —
- ——
-~ .,

e

ool « .x_n \f...\_x
,. w_ : %5

/
TN

:\._
S e A

WHI‘ZCI\/ 3 g

zeitschrift fiir mathematik an

ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjekt Studien-

vorbereitung-Studienwerbung der Sektion

Mathematik an der Friedrich-Schiller-

Universitit Jena

[~
WM
[—)
s
S
Sc
=)
=0
sr
RS
2
X
o 2
2
-
£33
=B
- O
-
I



Preisaufgaben 34

Preisaufgaben

W13

Man 16se das Gleichungssystem

T(x + vy) (xX+y+2) 18
(x+2) (x+y+2)=730
(y+2) (x+y+2)=24

W 14 Unter den Zahlen 1 .. 1000 seien 6 Mengen ausgewéhlt,
die jeweils mindestens 500 Elemente enthalten ( eine
Zahl kann in mehrereb Mengen enthalten sein ). Gibt es
immer 2 Zahlen derart, daB jede Menge mindestens eine
dieser beiden Zahlen enth&lt?
W 15 Seien A;B,C,D die Ecken eines Tetraeders. Fir aie gelte
d n-5-B.2-58.1F .
Beweise, daB alle drei Skalarprodukte O sind!
W 16. Finde alle Losungen (x,y) in den natiirlichen Zahlen der
LA\ ] y 1
== Gleichung -y ox sy

i

Man beweise, daB die 6 Schnittpunkte von 4 Kugeln ent-
weder auf einer Kugel oder 'in einer Ebene liegen!

W 18

Tpagux ¢yHKImR Y = {ix) onpeneNEHHO! Ha Bceit ymcIoOBOH
npsuo#t, NepexoZMT B ceGf IpE DOBOPOTe Ha yroar 90
BOKPYT' Havala KOOPAWHAT.,

lipmBeznTe NpEMEp Tako# (QyHKUMM M NOKa¥ATe, YTO ypaBHE-
Hne ys,['lx) mMeeT PABHO OZHO pelerue !

EinsendeschluB: 2. 5. 90
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EinschlieBungsverfahren
Gegeben sei eine stetige Funktion f der reellen Variablen x
auf einem Intervall I=[a,b], wobei f(a) und £(b) verschiedenes
Vorzeichen haben:

f£(a) - £(b)<O0. (1)

Wegen der Stetigkeit von f existiert also mindestens eine Null-
stelle z € (a,b).

Unser Ziel ist es, eine solche Nullstelle z immer besser durch
eine Folge immer kleinerer Intervalle einzugrenzen.

Das Helbierungsverfahren

In Heft 6/7 86 wurde das Halbierungsverfahren vorgestellt. Das
Intervall I wird durch den Mittelpunkt x in zwei Teilintervalle
zerlegt. Falls f(x) = 0, ist mit z = x eine Nullstelle gefun-
den; ansonsten tritt das Teilintervall [a,x] bzw. [x,b] , in
dem das Vorzeichen von f wechselt, an die Stelle des Ausgangs—
intervalls.

Das folgende BASIB~Programm realisiert dieses Verfahren auf
einem beliebigen Kleincomputer. Nach Eingabe eines Startinter-
valls [A,B] und einer Fehlerschranke EPS >0 wird bis zum Er-
reichen der gewiinschten Genauigkeit eine solche Folge von Ein-
schlieBungen berechnet, wobei die Intervalléinge in jedem
Schritt halbiert wird.

# REM
1 REM == o
3 REM mm EINSCHLIESSUNGSVERFAHREN s
5 REM == ET
7T REM

1§ REH mmm FUNKTIONSDEFINITION mmm

2¢ DEF FNF (X)=EKP(XauX)-50

3¢ REM smx  INTERVALLEINGABE ="

4@ INPUT®A,B:";A,B

5@ FA=FNF(A):FB=FNF(B)

6¢ IF FA=p THEN Z=A:GOTO 27¢

79 IF FB=f) THEN Z=B:GOTO 27§

8¢ IF FPA=FB>@ THEN PRINT"KEIN VORZEICHEN
WECHSEL IN [A,B]!":GOTO 4¢
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9¢ REM mmn TOLERAN2EINGABE
169 INPUT"TOLERANZ EPS:";EPS

110 REM smm  INTERVALLAUSGABE
12¢ PRINTA,B

13¢ REM smm TOLERANZTEST
14¢ IF B-AC=EPS GOTO 3p¢

15¢ REM smw=  INTERVALLHALBIERUNG
160 X=A+(B-A)/2

17¢ FX=FNPF(X)

180 REM mmem VORZEICHENTEST
19¢ IF FX=¢ THEN Z=X:GOFO 27¢
2¢¢ IF FXmuFB)P GOTO 249

21¢ REM msewx MODIFIKATION LINKER RAND seem '
22¢ A=X:FA=FX

23¢ GOoTO 124

240 REM ssm MODIFIKATION RECHTER RAND seem
25¢ B=X:FBaFX

269 GOTO 129

270 REM s AUSGABE 1 f
28¢ PRINT"NULLSTELLE Z=";2

29¢ GOTO 32¢

309 REM s AUSGABE 2 =
319 PRINT"INTERVALL~LAENGE < EPSa"; EPS

32¢ END

Durch Anderung von Zeile 2§ ist das Verfahren flir beliebige
Funktionen f anwendbar.
Als Beispiel wihlen wir die Funktionen

(1) 2(x) =x° - 2
und 2
(ii) £(x) = ¥ - 50, 5
die beide eine reelle Nullstelle in I = [1,2] autweisen. Als
Genauigkeitssohranke geben wir EPS = 10™' vor.
Da die Intervalliénge in jedem Schritt halbiert wird, ist bei
beiden Beispielen die gewilnschte Genauigkeit nach 24 Sohritten
erreicht.



37 EinschlieBung

(1) 1 2
1 1.5
1.25 1.5
1.375 1.5
1.375 1.4375
1.40625 1.4375
1.41421354 1.4142136
INTERVALL-LAENGE < EPS = 1E-p7
(1i) 1 2
1.5 2
1.75 2
1.875 2
1.9375 2
1.96875 2
H :
1.97788346 1.97788352

INPERVALL~LAENGE ¢ EPS = 1E-@7 .

Abbildung 1 soll das Vorgehen noch einmal grafisch veranschau-
lichen.

7|

e B~

|
Abb. 1 £“)| Jo )

Dr. J. Komusiewicz, Sektion Mathematik (Fortsetzung folgt)
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Geradenscharen auf dem Kleincomputer (Teil It)

Kommen wir nun zu unserer Geradenschar: In das Rechteck mit den
Eckpunkten (8, #b) zeichnen wir fiir alle Werte ¢ mit 0 < ¢ € 1
die Geraden ein, die die Punkte (a,ob) und (a-ca,b) verbinden.
So erhélt man im Bild 1 die dunkle Fléche im 1. ‘Quadranten.l
Durch Spiegelung an den Geraden ¥=0. und x=0 erhélt man schlieB-
lich die gesamte dunkle Fliéche. Ihre Berandung wird-als Einhiil-
lende bezeichnet. Mit Hilfe der Differentialrechnung 1&é8t sich
die Gleichung fiir die Einhiillende beliebiger Kurvenscharen be-
stimmen. In unserem Fall 1&Bt sich die Gleichung aber mit ele-
mentaren Methoden ermitteln: Die Punkte der Strecke mit den
Endpunkten (a,cb) und (a-ca,b) haben die Koordinaten
((1-d)a+d(a-ca), (1-d)cb+db) = ((=do+1)a, (=dc+c+d)b) mit

0 £d 3. Pir feste x~Koordinate x=(-dc+1)a erhdlt man die
y-Koordinate des Punktes der Einhiillenden als den kleinstmog-
lichen Wert von (-dc+c+d)b = (x/a~1+c+(1-x/a)/c)b. Aus der Un~-
gleichung (c-+v1-x/8)2 2 0 folgt c+(1-x/a)/o = 2Y1-x/a, d.h.
weil in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen auch ange-
nommen werden kann, da8 der kleinstmégliche Wert von (=dc+c+d)b
gleich ist mit

¥ = (x/a=1+yY 1=x/a)b. 1)
Damit erhalten wir fiir die Gleichung der Einhiillenden
Y1-x/a +v1-3/b = 1. (2)

Die Gleichung der gesamten Einhiillenden lautet somit

Vi-lxl/a +Y1=131/v = 1. Offensichtlich ist das nicht die Glei-
chung einer Superellipse. Man sieht der Gleichung (1) an, daB
es sich statt dessen um 4 zusammengesetzte Parabelstiicke han-
delt. Filhren wir die neuen Koordinaten X=a-x und ¥=b-y ein,

80 lautet die Gleichung (2) in diesen Koordinaten

(i'/a)1/2 + ('i'/b)v2 =1, d.h. wir haben also doch die Gleichung
einer Superellipse mit n = 1/2. Damit erhélt man unsere Einhiil-
lende aus der Superellipse VI%I/a + v|FI/b = 1, indem im 1. Qua-
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dranten der Abschnitt.der Superellipse um den Punkt (a/2,b/2)
um 180° gedreht wird (analog in den anderen Quadranten um die
Punkte (i &/2, + b/2). Gleichwohl kann man statt dessen den
Abschnitt der Superellipse aus dem 3. Quadranten um a in x-
Richtung und um b in y-Richtung verschieben, um den Abschnitt
der Einhiillenden im 1. Quadranten zu erhalten. Analog verschiebt
man den Superellipsenabschnitt aus dem 1. Quadranten in den

3. Quadranten, aus dem 2. in den 4. und aus dem 4. in den 2.
Quadranten.

Als ndchstes wollen wir die Einhiillende zu der Schar von Gera-
den bestimmen, deren Schnitipunkte mit der x- bzw. y-Achse einen
konstanten Abstand voneinander haben. In diesem Fall ist es et-
was schwieriger als in dem vorhergehenden Fall, aber die Einhiil-
lende 188t sich auch elementar berechnen: Setzen wir den kon-
stanten Abstand gleich 1, dann gehort zu dem Schnittpunkt mit
der x-Achse (xO,O), ]xo|£ 1, der Schnittpunkt mit der y-Achse

(0,+ 1-x§). Die Punkte der Verbindungsstrecke haben die Koor—

dinaten (dxo,i-(1-d) 1-x§) mit O £ d € 1. Fir feste x~-Koordina-
te xadxo, x>0, erhdlt man die y-Koordinate als den groBtmog-

lichen Wert von (1-d) 1-13 = (1-x/x°) 1-15 im Falle y = 0, wo=-
bei x, unter der Bedingung x € X, £ 1 variiert wird. Nach einem
Satz iliber den Zusamme: zwischen geometrischem und arithme-
tischem Mittel ist (xyz)1 3¢ (x+y+z)/3 und daher
((1=x/x)2(1=x2)) /3 € 1-(2x/x +x2)/3. Der gleiche Satz liefert

(2x/x +x2)/3 » (;_O.;_o.xg)m - x2/3, 4.p.

((1-x/x)%(1-x2))"/3 & 1-x%/3. 1a tur x = x'/3 das Gletchneits-
zeichen gilt, lautet der groBimdgliche Wert von (1-x/x° 1-x°
y = (1-x2/3)3/2. Die Gleichung x2/3 + y2 3w 1 im ersten Qua-
dranten ist fiir alle Quadranten zu lxlz/3 4-|y|2 E zu ver—
allgemeinern. Dies zeigt, da8 die Einhiillende ein Superkreis
mit n=2/3 ist.

SchlieBlich stellten wir uns die Frage, von welcher Geraden=~
schar der Kreis die Einhiillende ist (Bild 3). Wenn die Gerade
&, die die x-Achse bzw. die y-Achse in den Punkten A bzw. B

(im Abstand X, bzw. Yo, vom Ursprung O) schneidet, den Einheits-
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f\' Bild 3
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kreis in einem Punkt E beriihrt, muB die Gleichung
2 2
XYo = %o + ¥, 3)

erfilllt sein. Die Dreiecksfléche von OAB ist némlich gleich
OX-0B/2, aber auch gleich AB-0E/2 = KB/2. Durch Umstellen von
(3) erhdlt man Yo= xO/ x§-1 fiir a 2 1. Rein theoretisch hat man
die Geradenschar gefunden: Zeichne fiir beliebiges X, mit

1< x < ® alle Geraden, die die Punkte (xo.O) mit (O.xol x§-1)
verbinden. Die Einhiillende ist der Viertelkreis im 1. Quadran-
ten. Zum praktischen Gebrauch auf dem Computer ist dieses Ver-
fa.hren‘ nicht geeignet, da filr kleine bzw. groBe Werte von a der
Punkt B bzw. A nicht auf dem Bildschirm liegt. Deshalb wollen
wir die Koordinaten der Punkte C und D bestimmen, die durch
Schnitt der Geraden g mit den Geraden y=1 bzw. x=i entstehen.
Wenn die Koordinaten (¢,1) bzw. (1,d) lauten, so gilt wegen des
Auftretens #hnlicher Dreiecke d : x, = (yo-1) t ¥o0 deh.

dyo = xo(yo-1). Analog ergibt sich ex, = yo(xo-1). Folglich
gilt yo(d+1) =XV, = X, + ¥, und x°(0+1_) =XV + Xy = Yoo
Damit ist

T Vo (0+1)(a+1) = (xy0)2=(xmy)? = (x 7, )%-x2-y?

Vo) "XVt = 2x ¥ .
Bei der letzten Umformung nutzten wir die Beziehung (3) aus.
Division durch XY, ergibt (c+1)(d+1) = 2, Somit haben wir eine

Beziehung hergeleitet, die zur Umsetzung auf dem Heimcomputer
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geeignet ist: Man zeiohne fiir alle o mit O & ¢ & 1 die Geraden,

die die Punkte (c,1) mit (1,2/(1+0)=1) verbinden und spiegele
die Figur an der x- und y-Achse. Da die Ellipse durch Streckung
aus dem Kreis hervorgeht, kbonnen wir leicht eine Methode zur
Konstruktion von Ellipsen als Einhiillende ableiten:

Zeichne fiir alle ¢ mit O € ¢ € a die Geraden, die die Punkte
(c,b) mit (a,2ab/(a+c)=b) verbinden, und spiegele die Figur an_
der x- und y-Achse. (Pir a=b erhdlt man einen Kreis mit dem
Radius a.)

Wihrend eines Vortrags fragte uns der Schiiler Reiner Felsberg,
was sich fiir Kurven ergeben, wenn in der Gleichung

1x/al® + 13/p12 = 1 negative Werte fiir n eingesetzt werden.
PFir n= -1 erhdlt man mit |a/x| + |b/y| = 1 die Gleichung von
4 Hyperbeléisten mit den Asymptoten |x|= a bazw. |yl = b. Deshalb
wollen wir die Kurven, die fiir beliebiges negatives n entste-
hen, als Superhyperbeln bezeichnen. Fir n — -m® schmiegen
sich die Superhyperbeln immer mehr an ihre Asymptoten an. Fir
n — O wandern die Superhyperbeln nach auBen, wie man auch an,
der Formel fiir den Schnitt der Superhyperbeln mit den Geraden
y=x und y= -x sgieht: Fiir a=b bleibt die Formel a-21/2'1/n fir
den Abstand des Schnittpunktes vom Ursprung auch fiir negatives
n korrekt.

Pir n= -2 erhdlt man fiir asb=1 die Gleichung 1/x° + 1/y2 = 1
bzw. xzﬂr2 = x2y2. Diese Formel stimmt aber mit der Formel (3)
iiberein. Damit finden wir noch eine Vorschrift zur Konstruktion
der Superhyperbeln mit n= -2 und a=b=1: Zeichne an den Kreis
un den Ursprung mit dem Radius 1 alle Tangenten. Den Schnitt
der Tangenten mit der x- und y-Achse bezeichnen wir mit A bzw.
B. Die Parallelen zur y- und x-Achse durch 4 bzw. B schneiden
sich in den Punkten der Superhyperbel mit n= =2.

Diese Beobachtung iiber den Zusammenhang zwischen Superellipsen
und -hyperbeln 1&B8t sich mit Hilfe der Differentialrechnung
verallgemeinern: Verbindet man fiir gegebene n die Punkte (xo,O)
mit (O,yo), wobei die Paare der Gleichung lxolaln +|yo/b|n =1
genligen, so lautet die Gleichung der zugehdrigen Einhiillenden
1x/a ™ (041 y |0 4 i baven aie Werte n=1,2,-2 be-
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%moﬁge‘i und erhielten die Superellipsen mit

n/(n+1) = 1/2, 2/3 und 2.

Literatur:

/1/ Englisch, Harald; Eisele, Christian: Ein geometrisches Op=-
timierungsproblem fiir den Kleincomputer. Eingereicht in
Mathematische Schiilerzeitschrift "alpha"

/2/ Englisch, Harald; Herrler, Hans-Jiirgen: Warum ist der Kreis
nicht. rund? Eingereicht in Mathematische Schiilerzeitschrift
"alpha"; Auch dieser Kreis hat Ecken. mc (1988)4, 106

/3/ Gardner, Martin: Mathematischer Karneval. Frankfurt/M.,
Berlin/W,: Ullstein-Verlag 1977, S.245 ff.

Was gibt es Neues vom Termatschen Problem (Teil ll)

2. Quadratische Kurven

Wir wollen nun rationale Kurven in der affinen Ebene betrach-
ten, deren Riemannsche Fléche vom Geschlecht g=0 ist. Wegen (4)
mu8 dann C durch ein Polynom des Grades 1 oder 2 gegeben sein.
Kurven ersten Grades geben uns die Diophantische Gleichung

ax + by + ¢ = 0; (a, b und ¢ rational)

deren Aufldsung in rationalen Zahlen X,y keine Schwierigkeiten
bereitet. Sei also C eine quadratische Kurve, gegeben durch
ein Polynom
P(x,y) =0 (5)
zweiten Grades mit rationalen Koeffizienten. Es gibt zwei Fdlle
(A) C hat keinen rationalen Punkt. Das ist zum Beispiel bei
den Kurven ::2+y2 = =1 oder x2—3y2 = 2 der Fall (Ubungsauf-
gabe: Man beweise diese Behauptung). Es gibt Algorithmen,
mit denen man in endlich vielen Schritten feststellen kann,
ob man Fall (A) vorliegen hat und andernfalls einen ratio-
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nalen Punkt auf C konstruieren kann. Darauf mochte ich
hier aber nicht eingehen (vgl. Koch & Pieper: Zahlen-
theorie, Verlag DVW 1976, §§ 8 und 9).

(B) C hat einen rationalen Punkt (¥,v). Dann gibt es einen
einfachen Algorithmus, mit dem man alle rationalen Punkte

‘auf C finden kann:

Behauptung: Sei G eine rationale Gerade durch (f,v), d.h., G
ist durch
a(z-§) + b(y-v) =O (7)
mit rationalen Koeffizienten a,b gegeben. Dann sind alle Schnitt-
punkte von C mit G rational.

Algorithmus: Es ist klar, daB man alle rationalen Punkte von C
auf die soeben beschriebene Art bekommt (durch zwei rationale
Punkte geht eine rationale Gerade). Wenn man alsgo die Schnitt-
punkte aller rationalen Geraden durch (§,v) mit C bildet, er-
h&élt man alle rationalen Punkte auf C.

Beweis der Behauptung: Es gibt rationale Zehlen (w,p), so daB
alle Punkte von G in der Form

E+oea,v+pa) )
darstellbar sind. Dabei ist ein Punkt genau dann rational, wenn
A rational ist. Wenn man (7) in (5) einsetzt, bekommt man die
Gleichung

Q) = q A2+ YA +ay =0 - 8¥

Q) := P(f+tA, v+ pa),
Veil (g,u) (entspricht A =0) auf C liegt, ist q5=0. Also muB
die von O verschiedene Ldsung von (8) (falls sie existiert) der
Gleichung '

QA +q =0
genligen. Da aber nach (8) die q; rationale Zahlen sind, sind
alle Losungen dieser Gleichung rational,

Q.E.D.

Dieser einfache Trick zur Aufldsung quadratischer Gleichungen

zweier rationaler Verénderlicher war schon im alten Babylon be-
kannt.
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Ubungsaufgabe: Man benutze das unter (B) erklérte Verfahren,
um alle rationalen Lésungen von x2+y2 =1 zu
finden.

3. Elliptische Kurven: Der Mordell-Weil-Satz

Kurven vom Geschlecht 1 nennt man auch elliptische Kurven. We=-

gen (4) ist eine singularitétenfreie Kurve in der Ebene genau

dann elliptisch, wenn sie vom Grad 3 ist. Sei also C durch
P(x,y) =0 (9

mit einem kubischen Polynom P gegeben. 3

Ein Blick auf das in § 1 (Theorem von Riemann) unter g=0 auf-
gefilhrte Bild zeigt keine Ahnlichkeit mit Ellipsen. Die Ent-
stehung des Namens ist etwas kurios: In der Funktionentheorie
betrachtet man eine WeierstraB-Funktion 7, die der-Differen-
tialgleichung

P(z)2 = aP(2)3 + b P(2)2 + ¢ P(2) (10)

gentigt. Weil P zum Beispiel auftritt, wenn man die Ldsung
eines Ellipsensegments ausrechnen will, nennt man ? eine
elliptische Funktion. Wegen (10) ist aber das Paar

(x,y) = (P'(2),P(z)) Losung einer kubischen Gleichung der Ge-
stalt (9). Daher nennt man auch die durch (9) beschriebene
Kurve eine elliptische Kurve.

Wir wollen uns nun mit den rationalen Ldsungen von (9) befas-
sen. .

Sei etwa (¥,») ein rationaler Punkt auf C. Wenn wir das unter
§ 2, Fall (B) beschriebene Verfahren kopieren wollen, miissen
wir rationale Geraden G durch (;,u) tit C schneiden. Im Unter—
schied zu § 2 ist der Durchschnitt von C und G nun durch ein
kubisches Polynom mit rationalen Koeffizienten in einem Para-
meter A beschrieben. Bei einer kubischen Gleichung mit ra=-
tionalen Koeffizienten in einer Variablen kdnnen die verblei-
benden zwei Lsungen irrational sein, obwohl eine Lésung der
Gleichung rational ist. Jedoch muB die verbleibende Lisung
einer solchen Gleichung rational sein, wenn bereits zwei ra-—
tionale Losungen bekannt sind (Vietascher wurzelsatz).
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Eine direkte Ubertragung der Behauptung aus § 2 gelingt daher
nicht. Es ist aber folgendes richtig:

Fakt: Wenn X = (F.v) und A = (e«,) zwei rationale Punkte auf
einer rationalen elliptischen Kurve C in der Ebene sind, so
schneidet die Gerade G durch X und A (bzw. die Tangente an C
in X falls X=A) die Kurve C in einem weiteren rationalen Punkt
X »xA (Dieser kann auch mit X oder A zusammenfallen oder im Un-
endlichen - vgl. § 1 - liegen).

Die Situation ist also komplizierter als in § 2. Die Auffin-
dung aller rationalen Punkte einer elliptischen Kurve ist im
allgemeinen Fall ein bis heute ungelSstes Problem, zu dem es
viele interessante Vermutungen gibt. Das folgende qualitative
Ergebnis ist der Ausgangspunkt der modernen arithmetischen al-
gebraischen Geometrie:

Theorem (Mordell-Weil): Sei C eine rationale elliptische Kurve
in der Ebene. Dann gibt es endlich viele rationale
Punkte 11....,}% auf C, so daB man alle rationalen
Punkte auf C in endlich vielen Schritten durch An-
wendung der Operation % aus den Xi erhalten kann,

Dieses Ergebnis wurde 1901 von Poincare vermutet, 1921 von
Mordell bwiesen und von A, Weil verallgemeinert. Es wird ge-
wohnlich nicht mit der Verkmiipfung %, sondern mit einer ge-
wissen Gruppenstruktur auf C formuliert, die im Kontext der
elliptischen Punktionen eng mit der Addition modulo des Perio-
dengitters verkniipft ist.

Da von den Fermat-Kurven nur die Kurve x3+y3 =1, fiir die Fer-
mats Vermutung durch Euler bewiesen wurde, elliptisch ist,
scheint die Betrachtung elliptischer Kurven wenig Nutzen fiir
das Fermat-Problem zu haben. Wir werden Jjedoch in § 5 sehen,
daB dem nicht so ist.

4. Der Satz von Faltings-Mordell

Wir wollen uns nun mit reguliéiren Kurven vom Geschlecht g22 be-
fassen. Eine regulére und im Unendlichen regulére ebene Kurve
C ist wegen (4) genau dann vom Geschlecht 822, wenn sie vom
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Grad N24 ist. In diesem Fall versagt der in § 2 angewendete
Trick vollends: Der Schnitt von C mit einer Geraden wird nun
durch eine Gleichung vom Grad 24 in einer Variablen beschrie-
ben. Selbst dann, wenn diese Gleichung zwei rationale Lisungen
hat, miissen die verbliebenen Losungen nicht rational sein. Es
gibt also kein Verfahren mehr, mit dem man aus gegebenen ra-
tionalen Punkten heue rationale Punkte der Kurve gewinnen kann.

Diese und andere Uberlegungen fiihrten Mordell in den zwanziger -
Jahren zu der Vermutung, daB auf C nur endlich viele rationale
Punkte existieren. Diese Mordell-Vermutung war lange Zeit eines
der groBen offenen Probleme, und es war eine echte Sensation,
als sie 1983 durch den westdeutschen Mathematiker G. Faltings
(nach erheblicher Vorarbeit durch den Moskauer A.N. Parschin)
bewiesen wurde. Faltings erhielt fiir seinen Beweis die Fields-
medaille, das fiir Mathematiker bestimmte Aquivalent zum Nobel-
preis.

Theorem (Faltings-Mordell): Auf einer reguléren rationalen Kur-
ve C vom Geschlecht g22 gibt es nur endlich viele ra-
tionale Punkte.

Offenbar ist fiir n24 dieses Theorem auf die Kurve xn+yn =1
anwendbar:

Corollar: Pir n4 gibt es nur endlich viele Tripel teilerfrem-
n

der ganzer Zahlen (x,y,z) mit x* + y* = z™.
Dies war seit Kummer der erste groBe Fortschritt bei der Be-
handlung des Fermatschen Problems. Durch Uberlegungen von
Parschin, Heath-Brown und Fouvry, die an die Ergebnisse von
Faltings ankniipfen, weiB man inzwischen, daB fiir unendlich
viele Primzahlen n die Fermatsche Vermutung richtig ist.

5. Die Konstruktion von Frey

Im Jahre 1986 kam der amerikanische Mathematiker G. Frey auf
die Idee, einer Lisung a+b™ = o® des Fermatschen Problems die
elliptische Kurve

y2 = x(x-a") (x-b") (11)
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zuzuordnen. Untersuchungen dieser Kurve fiihrten ihn und andere
Mathematiker zu sehr kuriosen Eigenschaften, die nach heutigen
Vorstellungen die Existenz dieser Kurve praktisch ausschlieBen
sollten. Die Nichtexistenz von LSsungen des Fermatschen Problems
wird also bei diesem Ansatz auf die Nichtexistenz der Kurve (11)
zuriickge fithrt.

Bis heute hat man dabei folgende Ergebnisse erzielt:

(A) Vollsténdige Zuriickfithrung des Fermatschen Satzes auf eine
Vermutung iiber elliptische Kurven (Taniyama-Vermutung), die
durch groBe theoretische und numerische Evidenz gestiitzt
wird.

(B) Parschins Ansatz: Aus der Kurve (11) wird durch mehrere
abenteuerliche Konstruktionen eine sog. arithmetische Flé-
che gebildet. Parschin kann dann zeigen, daB diese Fléche
bei hinreichend groBem n eine Ungleichung (Bogomolov-
Miyaoka-Yau-Ungleichung) widerspricht, die fiir geometrische
_Fldchen bekannt ist. Man erhdlt dann die Glltigkeit der
Fermatschen Vermutung fiir hinreichend groBes n.

Miyaoka hat nun Anfang 1988 geglaubt, die von ihm in einer geo=
metrischen Situation bewiesene Ungleichung auch im arithmeti-
schen Fall beweisen zu konnen. In diesem Beweisansatz wurden
Jedoch bald Fehler gefunden, die nach meinem persdnlichen Ein-
druck aus Gespréchen mit Miyaoka und Parschin irreparabel sind.
Der Beweisversuch hat nie als Manuskript vorgelegen. Seine vor-
eilige Verbreitung zu einem so friihen Zeitpunkt ist vermutlich
nicht allein Miyaokas Schuld, sondern auch dem Ubereifer be-
stimmter Zeitungen zuzuschreiben.

Trotz dieses Fehlschlags lassen es die bisher erreichten Er-
gebnisse als durchaus moglich erscheinen, daB in den nichsten
Jahren oder Jahrzehnten ein Beweis der Fermatschen Vermutung
iber die Konstruktion von Frey gelingt.

Die hier kurz vorgestellten Ergebnisse ergaben sich jedoch
nicht aus Bemilhungen um die Ldsung des Fermat-Problems, sondern
aus innermathematischen und physikalischen Fragestellungen. So
benutzte lliyackas Beweisversuch wesentlich Ilethoden, die fiir
die mathematische Behandlung der modernen Elementarteilchen—
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physik (Stringtheorie) entwickelt wurden. Das Fermatsche Pro-
blem ist also kein zentraler Gegenstand moderner mathemati-
scher Forschung, und die hier vorgestellten Fortschritte bei
seiner LOsung sind Nebenprodukte anderer Theorien.
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EinschlieBungsverfahren 50
Die regula falsi

Beim Halbierungsverfahren werden nur die Vorzeichen von f(a)
und f(b) verwendet. Durch zuséitzliche Beriicksichtigung der Be-
triige der Funktionswerte miiSte eine Beschleunigung des Verfah-
rens mdglich sein. Im "Normalfall" liegt die Nullstelle niiher
am Randpunkt mit dem betragskleineren Funktionswert. Der Tei-
lungspunkt x soll dem Rechnung tragen. Wir wihlen

x = (a-£(b) = b-£(a))/(£(b) - £(a)) (2)

Geometrisch ist der Teilungspunkt x der Schnittpunkt der Sekan-
te durch die Kurvenpunkte (a,f(a)) und (b,f(b)) mit der x-Achse
(siehe Abb. 2)

7|

/)
:

|

| b

X

Abb. 2 ﬁ@)

Im BASIC-Programm &ndern wir zwei Zeilen:
15¢ REM masm REGULA FALSI E2 Y
16¢ X=(AnFB~BaFA)/(FB~FA)
Wir untersuchen wieder die gleichen Beispiele

(1) 1 ‘ 2
1.33333333 2
1.4 2
1.41176471 2
1.4137931 2
1.41414141 2
1.41421356 2
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Ab dem 11. Schritt #ndert sich das Ergebnis nicht mehr.

(ii) 1 2
1.91136928
1.97452194
1.97771952
1.97787549
1.977883¢8

1.97788346 1.9778834T
INTERVALL~LAENGE < EPS = 1E-@#7

Hier bricht das Verfahren nach dem 8. Schritt ab.

Leider verbessert die regula falsi nicht unbedingt die Konver-
genzgeschwindigkeit. In unseren Beispielen verbessert sich zwar
die linke Schranke wesentlich rascher, die rechte bleibt Jedoch
unverdndert. (Den Abbruch bei (ii) verdanken wir dem Rundungs-
fehler!)

Das ist ein wesentlicher Nachteil des Verfahrens.

Ein zweiter Nachteil ist auch, da8 die Folge der EinschlieSun-
gen nur langsam konvergiert, wemn z. B. |£(b)| > I£(a)l ist.

Wenn wir fiir Beispiel (ii) a=1, b=4 wihlen, ist £(b) = 8886@6@.52
und f(a) = =47.2817182 und die ersten 6 Werte unserer Folge sehen
80 aus:

LLLIN VI VI SR VR ]

(41) 1 4
1.000 0 1596 4
1.000 0 3193 4
1.000 0 4789 4
1.000 O 6385 4
1.000 0 7981 4

Fir a=1, b=6 erhalten wir wieder das 1us;angsintenall.
Eine Skizze soll diesen Sachverhalt veranschaulichen:
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b4

F i? X

Abb. 3

Das Illinois-Verfahren

Eine Modifikation der regula falsi soll hier Abhilfe schaffen.
Wenn zwei aufeinanderfolgende Iterationsschritte die gleiche
Sohranke veridindert haben, wird der gespeicherte Wert der Ordina-
te der anderen Schranke halbiert. Das wird so lange wiederholt,
bis auch diese "feste" Schranke veriindert wurde. Auch hier soll
eine Abbildung den Effekt verdeutlichen:

Y| {6

3{®
{)

2
y

Im BASIC-Programm fithren wir eine Marke M ein, die wir mit =1
belegen, wenn zuletzt die untere oder mit +1, wenn zuletzt die
obere Schranke veréindert wurde.

Wir éndern Zeile 15@ ab:
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15¢ REM m=w ILLINOISVERFAHREN me

und fiigen vier Zeilen ein:
221 IF M(@# THEN FB=FB/2

222 M==1
251 IF M>@ THEN PA=FA/2
252 M=l
Unsere Beispiele zelgen eine beeindruckende Konvergenzbesohleu-
nigung:
(1) 1 2
1.33333333 2
1.4 2
1.4 1.42307692
1.41416894 1.42307692
1.41421342 1.42307692
1.41421342 1.4142137
NULLSTELLE Z=1.41421356
(ii) 1 2
1.91136926 2
1.974521¢4 2

1.974521¢4 1.98@2¢452
1.97786685 1.98@2¢452
1.97788338 1.98@2@452
1.97788338 1.97788356

NULLSTELLE 2=1.97788347

Selbst flir die Startintervalle [1,4] erhalten wir sehr schnell
die Losung. Im Fall (i) sind ebenfalls nur 6 Schritte erforder—
lich; bei dem doch unglinstigen Beispiel (ii) erhalten wir nach
27 Schritten das gewiinachte Resultat.

Weitere Modifikationen sind denkbar und auch bereits prak—
tiziert; wir wollen es aber bei den genannten Beispielen bewen-
den lassen.

Dr. J. Komusiewicz
Sektion Mathematik
Bereich Numerik/Optimierung
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Zur Wahl zweckméBiger Lésungswege bei der Bearbeitung von
Extremwertaufgaben

1. _Vorbemerkungen

Eine der zahlreiochen Anwendungen der Differentialrechnung ist
die Behandlung von Extremwertaufgaben. Die Bestimmung von Ex~-
tremwerten tritt in Wirtsohaft und Technik sehr hHufig auf. So
sind die Fragen nach der gréBten Leistung, griSter Stabilitét,
griBtem Fassungsvermbgen, geringstem Materialverbrauch, klein=
stem Zeitlimit u.a. Extremalprobleme, die man in der Praxis
zum Teil auch als Optimierungsprobleme bezeichnet. Dabei er—
folgt die IL¥sung ganz verachiedenartiger Extremwertaufgaben
mittels einem allgemeinen Verfahren, dessen Bedeutung in dem
groBen Anwendungsfeld und seiner sicheren Handhabung liegt.

Gelingt es, eine beteiligte GriBe so zu fassen, daB8 die Auf-
stellung eines analytischen Ausdrucks der Form y=f(x) m8glich
ist, dann kann die rechnerische Ldsung mit der in der Analysis
entwiockelten Methode unter Beachtung der dazu notwendigen und
hinreichenden Bedingungen durchgefiihrt werden.

Bei praktischen Aufgaben besteht aber die Sohwierigkeit gerade
im Aufstellen einer solchen Funktion. Dabei gibt es wegen der
verschiedenen beteiligten GrtBSen auch verschiedene Mtglichkei-
ten des Aufstellens einer solchen Funktion, und es ist dann
eine Frage der ZweckmiBigkeit, welche davon gewdhlt wird.

Es empfiehlt sioh somit, aus der ausgewkhlten bzw. aufgestell-
ten Funktionsgleichung unter Beachtung der gzusammengestellten
Nebenbedingungsgleichungen durch geeignete Substitutionen alle
mdglichen Zielfunktionen mit einer unabhéingigen Variablen auf-
gzustellen, um diese auf rationelle Weiterbearbeitung untersu-
chen zu ktnnen. Werden mehrere Wege zur Losung einer Aufgabe

miteinander verglichen und der einfachere bzw. sichere ausge-
wehlt, so erhdht sich die Losungsgarantie und die Fehlerquote

wird eingeschriéinkt. Desweiteren kann das Beschreiben eines an-

. deren Losungsweges auch als Kontrollmittel dienen.
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2. Beispiele

Aufgabe 1: Aus einem gegebenen Kreis soll ein Sektor ausge-
sohnitten und aus dem restlichen Teil ein Filter
(Kegel) mit mtglichst groBem Fassungsvermdgen (Vo=
lumen) geformt werden.
Wie gro8 ist der Winkel des Sektors zu widhlen?

Ldsung:
1. Aufstellen einer Funktion der Form y=f(x)

Fiir das Volumen V eines Kreiskegels gilt die Gleichung
1 2

V= 3 o r“h. . -
Demnach héngt V vom Radius r des h
Grundkreises und der Hthe h des Kreis=-
kegels ab. Um V in Abhéngigkeit von nur
einer Variablen, der unabhlngigen Va-
riablen « , darzustellen, sind r und h
unter Berlicksichtigung von Nebenbedin=-
gungen durch « zu ersetzen. Figur 1

Nebenbedingungsgleichungen: P
(1) Ay = s (Mantel des Kreiskegels) 4
(2) 82 = r% 4+ 12 (Figur 1)

(3) Ay = Agreig™ Agertor (PlEur 2) ‘

o
Wegen Agqitor * Agreis = @ ¢ 360" und Flgur 2

AKreis = 1'52 (nach Figur 2) ergibt sich
aus der Gleéichung (3) die Beziehung Ay = T 82(1=- —goho).

Durch Einsetzen dieser Beziehung in die Gleichung (1) gilt
Trs = 782(1- _?66) und somit
3

r=s(1- 2,
3eo°)

Aus der Gleichung (2) ergibt sioch damit

h --]' 52-[5(1{ ;2'0—0)]2 »
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Da s als Radius des vorgegebenen Kreises eine Konstante dar-
stellt, lautet die gesuchte Zielfunktion

1 2 (.2 2
V) =3 T [s00- ;g'o?)] 'Vs =[s(1- 3—:03)] .

Auf Grund der Aufgabenstellung ist 0< o < 360°,

Auf diese Funktion der Form y=f(x) 1&8t sich das analytische
Verfahren der Bestimmung von Extremstellen mittels der Ablei-
tungen der Zielfunktion anwenden, wiirde aber bezliglioh der
Differenzierung einige Mithe bereiten. Deshalb erhebt sich die
Frage nach einer anderen eventuell einfacher differenzierbaren
Funktion.

2. Suche nach weiteren Funktionen der Form y=f(x)
Aus der gefundenen Beziehung r = s(1-

d'o) kann o berechnet
werden, wenn r bekannt ist. Es ist

o = 360°(1- ),
Damit reicht es aus, V in AbhHngigkeit von r zu untersuchen,

indem in der Volumenformel h durch r ersetzt wird. Nach Glei-
chung (2) ist h = 2-1- « Als weitere Zielfunktion erg:l.bt sich

somit
V(r) = 3- T r -l sz-ra 5

wobeli auf Grund der Voraussetzung O<r<s gilt.
Diese Wurzelfunktion lHB8t sich schon besser mittels der Dif-
rorontat:l.onsregcln bearbeiten als die vorhergehende.

Eine weitere Miglichkeit besteht darin, V in Abhéingigkeit von
h zu untersuchen. Nach der Gleichung (2) ist r2 = aa-h?‘ und
somit ’

Vn) = 37(%0%)n = 37 (a%n03)

mit O<h<s.

Diese rationale Funktion ist noch einfacher zu differenzieren.
Allerdings mu8 o« noch mit Hilfe der ermittelten Extremstelle
h berechnet werden.
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3. Untersuchen der Funktionsgleichung auf Extremwerte

Der rafionellste und sicherste Weg liegt offensiohtlich bei der
zuletzt aufgestellten Zielfunktion vor.

V) = 37(e%-n)

Vi = 3T &P-7n?

V?h) = =27Th
Die Nullstellen der 1. Ableitung von V sind die Losungen der
Gleiohung % 8% ~h? = 0. Durch Auflésen nach h ergibt sich
als einzige Nullstelle, die im betrachteten Interval O< h< s
liegt, h = ‘!? 8.
Fir diesen Wert ist Vzh)< O, Damit liegt an dieser Stelle ein
lokales Maximum vor, das sogleich das globale Maximum dar-

stellt.
Nach Gleichung (2) ist mit h = ?‘s schlieBlich r = @ s und

damit . _ '360°(1- ) = 360°(1- ij—i') ~ 66,1°,

4. Ergebnis:

Das gréBte Volumen flr den aus einem gegebenen Kreis anzufer-
tigenden Kegel ergibt sich, wenn ein Kreissektor mit einem
Winkel von o = 66,1° ausgeschnitten wird.

Wihrend in Klasse 11 Extremwertaufgaben geldst werden, bei de=-
nen die Zielfunktion durch eine rationale oder durch eine Wur-
zelfunktion beschrieben wird, werden in Klasse 12 auch solche
Aufgaben behandelt, die wahlweise mit Hilfe einer Winkelfunk-
tion oder einer rationalen bzw. Wurzelfunktion geldst werden
kénnen. Auch hierbei sollten die Losungswege nach dem Gesichts-
punkt der Vorteilhaftigkeit bzw. der Nutzung als Kontrollmtg-
lichkeit untersucht werden.

Aufgabe 2: (Lehrbuch Klasse 12, S. 215/48)
In eine Kugel vom Radius R soll ein gerader Kreis-
kegel maximalen Volumens einbeschrieben werden..
Berechnen Sie Radius r, Héhe h und Volumen V des
geraden Kreiskegels!
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Iisungevariante 1:
1. Suche nach einer rationalen oder Wurzelfunktion.
Die GriéSe, die zu einem Extremwert gemacht werden soll, ist das
Volumen des Kegels )

va=ir P

Hierbei sind r und h durch die Bedingung
3\ R? = 12 + (b-R)?
miteinander verknlipft.
Damit V nur noch von einer Variablen ab-
Flgur 3 héngt, kann mittels dieser Beziehung r
duroh h ausgedriickt (oder umgekehrt) und
in die obige Formel filr V eingesetzt werden,

2 = B? - (n-R)?
Veny = 37[22 - @R)?n
V(n) = $T(-0%+2R®)  mit O<h<R
2. Bestimmen der Extremwerte der Zielfunktion
V'(h) = $T(=3n%+4Rn)
V*(h) = §T(-6n + 4R)

Die 1. Aﬁloitung nimmt im vorgegebenen Intervall fiir h = % R
den Wert Null an. Mit diesem Wert ist die 2. Ableitung kleiner
als Full. Es liegt ein Maximum vor.

3. Ergebnis
Fir h = + R und damit r = @R nimmt der Kreiskegel sein griBS-
tes Volumen V = &%TRB an.

Lisungsvariante 2:
1. Suche nach einer Wurzelfunktion
In der Formel V = {Wr°h ist r und h durch den Winkel « zu

ersetzen. .
Mit r = R°cost und h = R(1+sin«) gilt
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1ap3 2
v(d) - 3-'rR 008°0¢ (1+8in o¢)

Fir O0<a< E ist die Funktion stets positiv.
2. Bestimmen der Extremwerte der Zielfunktion

Aus Vi ) = %-1’113 coso [-251n uc(1+sinoc)+coean_] (SN
ergibt sich fiilr Oce < g die notwendige Be- =
dingung

~281in « (1+81n o ) +008%¢ = 0. Figur 4

Durch Ausklammern und Einbeziehen von ooszoc = 1-sin2c(, ergibt

sich daraus
=-2ginot = Jsinaac+ 1 =0,

Die Normalform dieser quadratischen Gleichung lautet

sin®o +§-51nac-s}-o.

f 2
Damit ergeben sich als Lsungen aus sin o = = % 4 (;-) + %
sin “’1 | und sin %y = =1, von denen nur sing = -_11; im vorge=

gebenen Intervall liegt.
Wegen sinanc + aoszx = 1 ist cosal= :@‘ .

3. Ergebnis
Aus h = R(1+48ine) und r = R cosa ergeben sich h = § R und

r -153-‘ sowie V = g%n3.

Beli diesem Beispiel erscheint Variante 1 einfacher als Varian-
te 2. Das ist aber nicht immer so.

Aufgabe 3: In welcher Hbhe h {iber der Mitte eines kreisfdrmi-
gen Tisches (Radius r=1m) mu8 eine Glithlampe ange-
bracht werden, damit die Beleuchtungsstérke am Ran-
de des Tisches mdglichst groB ist?

Los H

1. Voriiberlegung

Fiir die Beleuchtungsstirke in einem Punkt einer von einer

Glilhlampe beleuchteten ebenen Fliéche gilt Lesinec

B = —:2— .
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Dabei ist L eine Konstante
(Lichtstlrke der Glithlampe),

a a die Entfernung der Glih-
h lampe vom jeweils beleuch-
/ - teten Fldchenstiiok und o
< der Neigungswinkel der Strah-

Figur 5 len gegen die ebene Fliche.

2. Deuten der Aufgabe
Beleuchtungsstérke B maximal in Abhéngigkeit von der H®he h

der Beleuchtung bei gegebenem Radius r der zu beleuchtenden
FlHoche.

3. PFunktionszusammenhang

B(et,a) = L2840 4o oine Funktion mit zwei unabhéingi-
a gen Variablen

4. Nebenbedingungen

o sing.--‘al, coso = X, tanec-%

a
h: h = a*sine« , h.= az-r2

a: B-ﬁ ’ a=1h2+r2

5. Auswahl einer Variablen und Ersetzen der anderen

Die Substitution ist so vorzunehmen, de8 fiir die Differenzie-
rung eine moglichst einfache Gleichung der Zielfunktion ent-
steht.

Variante 1: Entscheidung fiir die unabhéngige Variable h und
Ersetzen von «« und a durch h
Leh

(h2+r2 )V 112+r2

Variante 2: Entscheidung fiir die unabhéingige Variable a und
Ersetzen von & durch a
LY az-r2

B(a) el B

Bn) =
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Variante 3: Entscheidung flir die unabhéingige Variable oo und
Ersetzen von a durch o

B(d‘) = % sin e(.~oosae(,

6. Entscheidung fiir die zweockmiBigste Zielfunktion
B(ﬁ) = ;Ié- ainoc-ooszoc

T. Definitionsbereich
O<ot < ;

8. Lokale Extremwerte

Btd-) = ;Ié- (0053.;{, - 2s1in%x 008 of)

\

= —1'2- oose(.(ooazd.- 25:Ln2d. )
r

Aus Bz.‘) = 0 folgt mit ;12'- cos M(oosad -251n2¢) =0

cos o= 0 oder ooszaL - 25111206- 0.

Da wegen der Aufgabenstellung nur Winkel zwischen O < o < g als
LYsung interessieren, scheidet coso= 0 aus.

Die Lisungen der Gleichung coszo(.- Zsinzatn 0 ergeben sich aus
folgenden Uberlegungen:

0052 o= 2:1112(1.

2
2 = —2——°°5 % o ootlu
sin“ e . g
coto=v2" [cot = -2 scheidet aus, da nur Ls-
sungen im Intervall (0% 90°) inter-
essieren]

Zur Rechnernutzung ist wegen tanoecotoec= 1

tano = =L und somit « = 35,3%
2

9. Globale Extrema

Da B(, im Intervall (0% 90°) differenzierbar ist und
B(oo) = 3(900) = 0 und B(¢°)> 0 gilt, muB8 B an der Stelle oty

ein lokales Maximum haben, das zugleich auch das globale Maxi-
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10. Berechnen weiterer GriSen

Wegen tan o= % ist her-tano= 1me ok » also h = 0,7 m.

A
Antwortsatz:

Die grtSte Beleuchtungssthrke am Rande eines kreisférmigen Ti-
sches mit dem Radius 1m wird erreicht, wenn die Glilhlampe O,7m
hogh {iber der Mitte des Tisches angebracht wird.

3. Problemstellung zur eigenstéindigen Bearbeitung

Lisen Sie die folgende Extremwertaufgabe mittels der am Bei-
spiel 2 demonstrierten Vorgehensweisen, d.h. erstens ohne Nut-
zung von Winkelfunktionen und zweitens unter Einbeziehung von
Winkelfunktionen.

Aufgabe: Einer gegebenen 'K'ugel s0ll ein gerader Kreiszylinder
einbeschrieben werden, dessen
a) Volumen, b) Mantel, ¢) Oberfléche
méglichst gro8 werden soll.
Wie gro8 mu8 das Verh#ltnis von Zylinderhdhe und Zy-
linderdurchmesser gewihlt werden?
Dr. R. Dorr

Sektion Mathematik
FSU Jena

Liebe Leserin, lieber Leser!

Im Rahmen einer Verénderung der Struktur unserer Zeitschrift
mdchten wir Dich bitten, uns einige Fragen zu beantworten.
An persénlichen Daten interessieren uns:
1eAlter, Tétigkeit/Beruf, Ausbildung
2. Inwieweit beschéftigst Du Dich mit Mathematik?
3<Beabsichtigst Bu Mathematik zu studieren?
Jetzt einige Fragen iiber unsere Zeitung:
4.Liest Du die Wurzel regelméBig?
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5eBeschéftigst Du Dich mit den Preisaufgaben?

6.5ind sie Deiner Meinung nach leicht/mittel/schwer?

7.Interessieren Dich alle Beitrédge?

8.5ind sie gut versténdlich?

9.Winscht Du Dir in der Wurzel Informationen iiber Studenten-
leben und Studienverlauf?

10.Méchtest Du mehr kurzweilige Artikel?

11.Welche mathematischen‘Beitrﬁge interessieren Dich beson-
ders? (z.B. Informatik, Geometrie, e..)

12.sonstige Bemerkungen iiber Inhalt und Aufmachung

Schicke bitte Deine Antwort an Redaktion Wurzel
sektion Mathematik
Universitétéhochhaus
Jena
6900

Preisaufgaben

W 19 Man bestimme die kleinste Anzahl von Punkten, die man

im Inneren eines konvexen n-Ecks austeichnen muB, demit
1 | innerhalb eines beliebigen Dreiecks, dessen Eckpunkte
auch Eckpunkte des n-Ecks sind, mindestens einer dieser
Punkte liegt!

w 20‘In einer Ebene seien 4 Punkte gegeben.

Man beweise, da8 man in Jeden Punkt einen Lichtpro jekter,
1 | der einen Winkel von 90° ausleuchtet, so stellen kann,
daB ddd-gesamte Ebene ausgeleuchtet wirdl

W 21 Mir k reelle Zahlen gelte a1+az+aj+ cee ta,= 0.
Gefen welchen Grenzwert konverglert die Kolge

= < 2
| bn = al n+1 + 32 n+ez + s.. + BK n+x H
- ; - L X=y
W 22 Es sei r(x,y) = 14x2 4

G1Lt rir beliebige reelle Zahlen a,b,c die Ungleichung
P r(a,0) r(a,c) + r(c,b) 7




Prelsaufgaben ol

W 23 In einer Gruppe von N Jugendlichen nat jecer genau 3
'Freunde. Mam zeige, dati N gerade ist! Kann man die Grup-
4 pe immer derart in N/2 Peare teilen, dai Jedes Paar ope-
freundet ist*?

w 24 Tpm OpsMEe, mapaillelbHHE CTOPOHAM TpeyroXbEEKa ABC m mpo-
[ Xonsmme uepes OXHy TOUKy, OTcexanT oT ABC Tpamemmm. Tpxm
¢ | ZmaroHamm »TEX Tpanmemmit, He MMexmme OOIIX KOHIOB, AENAT
TPeyroNBHMK Ha CeMb yacTeft, M3 KOTOPEX YeTHpe-TPeyrolb—
HAKH. JloRaxmTe, YTO CyMMa mXomazejt TPeX M3 STEX Tpe-
yrONBHEKOB, IpMJexammx K cTopoHaMm ABC, paBHa ueTBEpTOro!
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Intervaligraphen

1. Intervallsysteme und Graphen

In diesem Beitrag geht es um eine spezielle Art von Graphen,
die Anwendungen in verschiedensten Gebieten gefunden haben.
Ein Graph 6=(V,E) besteht aus einer endlichen Menge V von
Knoten und einer Menge E von Paaren von Knoten, sogenannt.en
Kanten. Man kann einen Graphen zeichnen, indem man die Knoten
als Punkte darstellt und die Kanten als Linien zwischen den
entsprechenden Knoten. Beispiel: ‘

a ¢
v=(1,2,3,4}, E=({1,2},41,33,42,3},43,4>} D‘——o
2

Zvwei Knoten u,v heiBen adjazent, wenn {u,vieE gilt. In
unserem Beispiel sind also 1,3 adjazent, 1,4 dagegen nicht
Es sei nun eine endliche Familie von Intervallen auf der
Zahlengeraden gegeben. VWir ordnen dieser Familie auf folgende
¥eise einen Graphen G=(V,E) zu: Jedem Intervall entspricht.
ein'Knoten in V, und zwei Knoten sind genau dann adjazent.
wenn die zugehorigen Intervalle einen nichtleeren
Durchschnitt haben. Unser obiger Beispielgraph kann also
etwa durch folgendes Intervallsystem dargestellt werden:

-

k3
3

&y —

>

Graphen, die auf diese VWeise durch Intervallsysteme
definiert sind, heiBen Intervallgraphen. Nun ist beilcibe
nicht jeder Graph ein Intervallgraph: Mit Cp, (n23) bezeichnet
man den Graphen V,E> mit V={1,2,...,n} und
E=((1,2},{2,3},(3,4),...,(n—l,n),{n,l)}. Die Graphen CB' Cyo
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C5, Cé sehen also wie folgt aus:

Ao 0

Aufgabe: Man iiberlege sich, daB Cn fiir n>4 kein

Intervallgraph ist.
¥Weitere typische Nicht-Intervallgraphen sind:

A A A

Man mache sich auch dies klar.

Intervallgraphen stellen heute die meistuntersuchte
Graphenklasse dar. Das liegt an ihren angenehmen
Struktureigenschaften und an der Tatsache, daB sich viele
Probleme mit ihrer Hilfe gut modellieren lassen. In den
ndchsten drei Abschnitten wollen wir eine solche Eigenschaft
kennenlernen und das Erkennungsproblem fiir Intervallgraphen
losen. AnschlieBend folgen drei ausgewahlte Anwendungen.
Natiirlich konnen wir nur einen Kkleinen Eindruck von der
Theorie der Intervallgraphen geben, iiber die ganze Biicher
geschrieben wurden.

2. Das Cliquenmodell

Zunachst. einige Bezeichnungen. Eine Teilmenge K von V heift
Clique, wenn je zwei Knoten aus K adjazent sind. K heift
Maximalclique, wenn auBerdem keine echte Obermenge von K eine
Clique ist. Im obigen Beispiel sind <{1,2,3} und 43,4} die
Maximalcliquen. Es gilt nun das folgende Lemma von

Gilmore-Hoffman:
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1st genau dann ein Intervallgraph, wenn die Maximalcliquen

von G derart mit K(1), K(2),...,K(m) numeriert werden konnen,
daB jeder Knoten von G nur in liickenlos aufeinanderfolgenden
Maximalcliquen liegt.

¥Wir wollen dieses Lemma hier nicht exakt beweisen, aber
zumindest erklaren, was dahintersteckt: Betrachten wir einen
Intervallgraphen G. Wenn ein Knoten v genau in KCid,
KCi+1), ... ,K(J) vorkommt., so stellen wir ihn als
abgeschlossenes Intervall [i,j] dar. Auf diese Art bekommen
wir wieder eine Intervalldarstellung von G. Zwei Knoten u,v
sind namlich genau dann adjazent, wenn es eine Maximalclique
K gibt, so daB ueK und veK. (Das gilt in beliebigen Graphen!)
Das ist aber genau dann der Fall, wenn sich die zu u und v
konstruierten Intervalle schneiden.

¥ir bezeichnen die soeben konstruierte Intervalldarstellung
als Cliquenmodell von G. Fiir unseren kleinen Beispielgraphen

sieht das wie folgt aus:

Ao

Te

3 —

4 °
Nun kann ein Intervallgraph viele verschiedene Cliquenmodelle
besitzen. Man braucht zum Beispiel nur die Maximalcliquen in
umgekehrter Reihenfolge aufzuschreiben. Aber auch
kompliziertere Fdlle sind moglich:
- L]

Hier haben wir also zwei sehr verschiedene Cliquenmodelle des
selben Intervallgraphen. Die Menge aller Cliquenmodelle hangt
eng mit dem Erkennungsproblem zusammen, das wir als nichstes

betrachten.
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3. PO-Bdume

Gegeben sei ein beliebiger Graph 6=(V,E). Die Frage beim

Erkennunngsproblem lautet, ob G ein Intervallgraph ist. Wir

wollen zeigen, wie man dieses Problem mit einem allgemeinen

Verfahren, einem Algorithmus, lost. Der Algorithmus liefert

nicht nur die Antwort "ja" oder "nein”, sondern Kkonstruiert

sogar noch alle Cliquenmodelle und stellt sie in einem
iibersichtlichen Schema dar.

Dazu benctigen wir aber eine weitere Klasse von Graphen, die

sogenannten PQ-Baume. Ein gerichteter Graph ist ein Graph,

bei dem eine Richtung auf jeder Kante festgelegt ist, d.h.

die Kanten sind geordnete Paare von Knoten. Bei  der

zeichnerischen Darstellung wird jede Kante mit einem Pfeil
versehen. Wir definieren nun rekursiv, wann ein gerichteter

Graph ein Baum heifit:

- Ein gerichteter Graph, der nur aus einem Knoten besteht.,
ist ein Baum.

- Sei T ein Baum. ¥ir wahlen einen beliebigen Knoten x und
fihren einen neuen Knoten y und eine gerichtete Kante
(x,y) ein. Der so entstehende Graph ist wieder ein Baum.

Man kann sich durch einen kleinen Versuch leicht klarmachen,

wie die so erzeugten Baume aussehen konnen. Das folgende Bild

zeigt einen Baum; die Zahlen geben eine mdgliche Keihenfolge

an, in der die Knoten erzeugt wurden:
y

Die Bezeichnung "Baum" ist nun sicher auch klar.
Der zuerst erzeugte Knoten heift Wurzel des Baumes. Alie

Knoten, von denen keine Ffeile ausgehen, heifen Blatter. In
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dem Beispiel sind 3, 6 und 7 die Blitter.

Ein Knoten y heiBt Nachfolger von x, bzw. x heiBt Vorganger
von y, wenn (x,y) eine Kante ist. Die Wurzel ist also der
einzige Knoten ohne Vorganger, und die Blatter sind genau die
Knoten, die keinen Nachfolger haben.

¥ir ordnen nun jedem Knoten des Baumes, der kein Blatt ist,
entweder ein P oder ein Q zu. Fir jeden Q-Knoten x legen wir
eine "zulassige Ordnung" Y4,---,¥g unter den Nachfolgern
fest. Dabei soll stets auch die umgekehrte Ordnung s 21
zulassig sein. Unter den Nachfolgern eines P-Knotens soll
dagegen jede Ordnung zuldssig sein.

Jede so definierte Struktur heift. PQ-Baum. Wir konnen
PQ-Baume zeichnen, indem wir die Q-Knoten als Balken
darstellen, an dem die zuldssige Ordnung der Nachfolger
direkt ablesbar ist:

‘TR

¥ird ein PQ-Baum, wie oben gezeigt, in die Ebene gezeichnet,
so erhalten wir eine Ordnung in der Menge der Blatter, indem
wir diese von links nach rechts angeben. In der obigen
Abbildung haben wir die Ordnung 1,2,3,4,5,6. Wir Kkonnen
diesen Baum aber auf verschiedene Veisen zeichnen und

bekommen dann u.a. noch folgende Ordnungen:
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Dem aufmerksamen Leser ist sicher klar, wie man alle diese

Ordnungen systematisch bekommt: An jedem Knoten des Baumes

werden Cunabhangig voneinander) Fallunterscheidungen
beziiglich der zuldssigen Ordnungen der Nachfolger
durchgefiihrt..

4. Erkennung von Intervallgraphen

Wir werden jetzt sehen,. wie das Erkennungsproblem fiir
Intervallgraphen mit Hilfe der PQ-Bdume gelost wird.

Der Algorithmus dazu stammt von den Mathematikern K.S3.Booth
und und G.S.Lueker (1976).

Anstatt den Algorithmus formal anzugeben, soll das Vorgehen
hier an einem kleinen Beispiel illustriert werden. Auf diese
Art versteht man die Idee eines Algorithmus meist viel
schneller als durch die Analyse des fertig gegebenen
Programms. Die Formulierung des im folgenden skizzierten
Algorithmus als Programm sei als (groBere!) Ubungsaufgabe dem
interessierten Leser iiberlassen. Aus der Idee ein lauftadhiges
Computerprogramm zu machen, ist noch ein ziemliches Stick
Arbeit. Strenggenommen ist auch ein Korrektheitsbeweis fiir
das fertige Programm notig, d.h. es muP bewiesen werden, daB
der Algorithmus bei jeder moglichen Eingabe das Gewiinschte
liefert und keine Fehler macht (z.B. durch "Randeffekte")

Nun aber zu unserem Beispiel. ¥Wir betrachten den folgenden
Graphen G, in dem schon eine Numerierung der Knoten
festgelegt ist. (Die Numerierung ist willkiirlich.>
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Ist 6 ein Intervallgraph, so ist natiirlich auch Jeder
Untergraph Gy. der nur aus den ersten Knoten 1,...,k besteht,
ein Intervallgraph. Wir bauen schrittweise fiir diese
Untergraphen PQ-Baume auf, deren Blatter Jeweils den
Maximalcliquen entsprechen. Das System der Ordnungen auf den
Blattern, das vom PQ-Baum beschrieben wird, soll mit den
moglichen Reihenfolgen der Maximalcliquen in allen denkbaren
Cliquenmodellen von Gy libereinstimmen. (Beachte das Lemma von
Gilmore-Hoffman. )

Die Knoten 1,2,3 sind paarweise nicht-adjazent. In Gg gibt es
also die Maximalcliquen <{1},{2),{3}. Da ihre Reihenfolge
beliebig ist, sind sie Nachfolger eines P-Knotens:

4 ist zu 1 und 2 adjazent. Die Maximalcliquen <1} und <23
verwandeln sich somit in (1,4} und <{2,4;. <3} bleibt
~erhalten. 1,43} und (2,4} haben beliebige Reihenfolge, die
{3 darf jedoch nicht in der Mitte liegen, da sonst der

Knoten 4 nicht in aufeinanderfolgenden Maximalcliquen lage.

5 ist adjazent zu 2,3,4. Die Maximalcliquen <2.4> und <3}
sind also durch 5 zu erganzen. {1.4} bleibt erhalten, denn 1
ist zu 5 nicht adjazent. Diesmal verwandelt sich die Struktur
des Baumes erheblich, denn 1,43 darf nicht mehr in der Mitte

liegen. V¥Wir bekommen einen Q-Knoten als Wurzel
e ]

i @ &
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Der 6.Schritt ist nach den bisherigen Erlauterungen wohl

klar:
L ]

o @9 G

Im 7.Schritt bekommen wir zwei Maximalcliquen {1,4,6> und
€1,4,7), die wiederum vertauschbar sind.

¢ @ @9
4% @i

Gy ist ein Intervallgraph, und aus dem PQ-Baum ergeben sich
die beiden verschiedenen Cliquenmodelle:
3

-2
4 * ° 14 . .3
L3 4
—S s
& ¥ , 7%
(Zwei weitere Cliquenmodelle ergeben sich durch

Umkehren der Reihenfolge.)

G=GB ist kein Intervallgraph mehr: 8 ist adjazent 2zu Knoten
aus {1,4,7> und €3,5%, nidmlich 7 und 3. 2Zwischen diesen
Maximalcliquen muB jedoch noch {2,4,5) liegen, damit wire die
Bedingung von Gilmore-Hoffman verletzt.

Peter Damaschke (Fortsetzung folgt)

Sektion Mathematik
FSU Jena
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Preisaufgaben

W 25 Fiir die zwei Folgen xu=4 n+1' +y n und ynéJ 4n4+2

1

leite man die Beziehung [kn] = [vn] her! Dabei be-
zeichnet a den ganzen Teil der Zahl a, d.h. die grdBte
ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist.

W 26 Man zeige fiir alle positiven Zahlen x die Ungleichung

eX®x® | Tir welche x tritt Gleichheit ein?

W 29 Gesucht sind alle LSsungen des Gleichungssystems

1

6*coS X + 4ecos ¥ =5
3-sinx 4+ 2°siny =0

W 28 Welches ist die grdBte Zahl von Ecken eines (nichtkonve-

xen) n-Ecks, durch die keine Diagonale geht, die vdllig
innerhalb des n-Ecks liegt?

Die Folge a, sei definiert durch

ay= 1 8141 8p tT8, + 1.

Hat die Folge b = an/2 einen Grenzwert?

w 30 Han rpeyromprmi ABC, mpuuéu-BC AC AB. Ha ayuax BA m CA

oTnoxeHH oTpesxu B m CE Taxme, uro B = CE = BC. Joka-
XNTE, UTO PAZMYC OKPYKHOCTM, OMMCAHHO! OKOJO TPEYTONBHM-
ka A E, paBeH DacCTOAHMD MeX1y LEeHTpaMdl OKPYXHOCTH, OIH-

canHOft okoJlo TpeyrolbHMKa ABC M OKDPYKHOCTH, BIHMCAHHOM
B HETO.

EinsendeschluB 3. 7. 90
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Zur Vereinfachung der numerischen Bestimmung von Extremstellen
spezieller Funktionen

Sehr viele Extremwertprobleme filhren zu Funktionen mit mehre-
ren Variablen. Durch Nebenbedingungen, die sich aus den Pro-
blemstellungen ergeben, kinnen sie jedooh auf Funktionen mit
einer Variablen zurtickgefiihrt werden, die dann mit der in der
Analysis entwickelten herktmmlichen Methode auf Extremwerte
untersucht werden kdnnen.

Eine Mdglichkeit der Vereinfachung der numerischen Bearbei-
tung von Extremwertaufgeben besteht darin, von den verschie-
denen Varianten der Substitution von Variablen mittels der Ne-
benbedingung diejenige zu wihlen, die auf eine relativ einfach
zu differenzierende Funktion mit einer Variablen fUhrt.1

Manchmal 1&8t sich die Rechnung noch weiter vereinfachen, in-
dem folgende Sitze zur Anwendung kommen:

Satz 1: Die Funktionen £(x) und g(x) = £(x)+C haben
bel denselben Argumenten x fiir beliebiges C
Extrema gleicher Art.

Satz 2: Die Funktionen f£(x) und g(x) = a<f(x) haben
bei denselben Argumenten x
(1) fiir a > 0 Extrema gleicher Art,
(2) tiir a <0 Extrema entgegengesetzter Art.

Setz 3: VWemn filr eine Funktion f(x) im ganzen Defini-
tionsbereich (oder in dem vorgegebenen Inter=
vall) £(x) 2 O gilt, so haben die Funktionen
£(x) und g(x) = [£(x)]® mit n >0 und neN bei
denselben Argumenten x Extrema gleiocher Art.

Einige Beispiele sollen die Vereinfachung der numerischen Be-
rechnung verdeutlichen.

1 Siehe dazu den Beitrag "Zur Wahl zweckmiBSiger Losungswege
bei der Bearbeitung von Extremwertaufgaben", WURZEL 4/90
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Beispiel 1:
Bestimmen Sie den griSten und den kleinsten Funktionswert,
den die Funktion f£(x) =7V x*-x°41 im Intervall ¢-1;2) an-
nimmt!
(Lehrbuch Klasse 11, S. 212, Fr. 8)

Los :

Es geht bei dieser Aufgabe um die Bestimmung der globalen Ex-
tremwerte der vorgegebenen Funktion im abgeschlossenen Inter—
vall {=1;2> . Dagu ist die Funktion im vorgegebenen Intervall
zuniéichst auf lokale Extremstellen zu untersuchen und die Funk-
tionswerte an den Intervallgrenzen zu betrachten.

Da die Funktion, wie leicht nachweisbar ist, im gesamten Defi-
nitionsbereich x €R und damit auch im vorgegebenen Intervall
positiv ist, kann zur Bestimmung der lokalen Extremstellen der
Satz 3 Anwendung finden.

Statt £(x) kamn die Funktion g(x) = [£(x)]?, d.h. hier

g(x) = xt-x +1, und wegen Satz 1 sogar nur die Funktion

h(x) = x4-x auf Extremstellen untersucht werden. Das ist na-
tiirlich wesentlich rationeller und sicherer.

Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum:
h'(x) = 4x> - 2x = 0

Die Gleichung 4x3 - 2x = 0 (xeR) hat die reellen Lisungen
w0 xp =T xy - %
Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum:
B"(x) = 12x°-2 h"(x,)<0 Maximm
h"(xz) >0 Minimum
h" (13) >0 Minimum
Damit hat such die Funktion £(x) =¥ x%-x°+1 an der Stelle x,=0
ein lokeles Maximum mit dem Wert t(x1 )=1 und an den Stellen
x, und X3 jeweils ein lokales Minimum mit dem Wert

t(xy) = t(xy) = 12 .

An den Intervallgrenzen betragen die Funkiionswerte £(-1) =1
und £(2) =V13.
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Deshalb stellt t(xz) = I(xj) = g‘ das globale Minimum und
£2(2) = Y13 das globale Maximum im vorgegebenen Intervall dar.
Mit diesen soeben bestimmten Werten kann der Graph der Funk=-
tion f(x) skizziert werden. Zum Vergleich kinnen ins gleiche
Koordinatensystem auch die Bilder der Funktionen g(x) und h(x)
eingezeiochnet werden.

Beispiel 2:
Von allen geraden Kreiskegeln, deren Mantellinien s= 12cm

lang sind, wird derjenige mit dem groBten Volumen gesucht.
Berechnen Sie fiir diesen Kegel Hthe und Grundkreisradius!
(Lehrbuch Klasse 11, S. 212, Nr. 3)

Losungs
Formel fiir die Berechnung des Volumens
von Kreiskegeln:

1 2
V(r.h) = B-'rr h
Substitution einer Variablen mittels der
Nebenbedingung r2+h2=52:

Variante 1: V(r) = -;-7::2452-1'2
Veriante 2: V() = §T(sn-n’)

ZweokmiBigerweise wird hier in der Regel die Variante 2 ge-
widhlt, da es sich hierbei um die einfacher zu differenzierende
Funktionsgleichung handelt.

Aber unter Nutzung der oben angefiihrten Sktze wird auch die Va-
riante 1 wesentlich vereinfacht.

Aus dem Sachverhalt ergibt sioh als Definitionsbereich O< r <s.
In diesem Intervall ist V r) >0, s0 daB der Satz 3 angewandt
werden kann. Da ferner %’ﬂ' >0 gilt, kann noch der Satz 2 (1)
herangezogen werden.

Somit kenn statt Vi) = 3%r? Ve?-r® date Funktion

g(r) = [r2 TIST-?]Z = r*(a%-r2) o o?r4r® aur Extremstellen
untersucht werden.
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NVotwendige Bedingung fiir lokales Exiremum:
g'(r) = 4821361 = 0

Die Gleichung 4521'3-61'5 = 0 (reR) hat die reellen LUsungen
6

r1-0, To= .é—?l und Tq= - gs.

Davon liegt nur r, im Intervall O<r ¢s.

Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum:
g"(r,) = 128%r?-30r* <0 Maximm

Ergebnis:
Fir r -{B-E‘s -'-é—g‘.12tam=u9,8 om und h =-{32—'a -!?.120,,,,
hat der Kreiskegel mit der Kantenliénge von ~6,9cn

12 cm sein groBStes Volumen.

Zum Vergleich kenn die Aufgabe noch nach Variante 2 geldst
werden.

Beispiel 3:
In der Skigze sind die Bewegungen

1‘ gweier Sohiffe P und Q, bezogen auf
ein Koordinatensystem, dargestellt.

o Py Die Schiffe P und Q befinden sich
(A r—-i"'—_’x anfangs (t,=0) in den Punkten P,(0;0)
s bzw. Q,(0;=50). Das Sohiff P féhrt
/ S mit der konstanten Geschwindigkeit
6?.‘ 15 im-h™! in Richtung Osten, das
Schiff Q mit der konstanten Geschwin=-

digkeit 30 kmeh™! in Richtung Norden.

Nach t Stunden befinden sich folglich
das Schiff P im Punkt Pt(15t;0) und
Qo das Schiff Q im Punkt Qt(O;BOt-SO).
Damit sind die beiden Schiffe nach

4 Stunden s Kilometer voneinander ent-
fernt.

a) Geben Sie s = ?TE; als Punktion von t an!

b) Fir welches t haben die Schiffe P und Q die klirzeste Ent-
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fernung voneinander?
(Vgl. Aufgabe 6.3 der sohriftlichen Reifepriifung im Schuljahr
1981/82)

Ldaung:
8) 8 = PO, =P Q} + PP}

8(4) = V(50-30)24(15t)2 =1/1125t2-3000t42500

b) Anwendung von Satz 1, 2 (1) und 3:
8(t) >0 im Definitionsbereich
Satz 31 g(t) = [s,)]% = 1125¢2 - 3000t + 2500
Satz 2(1): g(t) = ach(yy = 1125 (+%- 3990 ¢ o 2%
Satz 1: h(t) = k(t) + C
k(t) = t2 - 2990 ¢

k'(t)=2t-{-§’§g=o—vt=§

k"(t)=2>0 Minimum

Ergebnis: Nach 1 % Stunde haben die beiden Sohiffe P und Q die
kiirzeste Entfernung voneinander.

Rein anachaulich leuchtet die Gliltigkeit der drei Sétze ein.
An ausgewitihlten Funktionen kann man sich den Inhelt der drei
Sétze verdeutlichen. Auch helfen fiir die Gewinnung solcher
Vorstellungen die Kenntnisse iiber Stauchung, Streckung, Spie-
gelung an der x-Achse und Verschiebung entlang der y-Achse von
Punktionen. Der Wahrheitswert der Siitze kann aber nur mittels
eines allgemeingiiltigen Beweises nachgewiesen werden. Darum
sollen Sie sich mit der folgenden Aufgabe selbsténdig ausein-
andersetzen.
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Aufgabe:
Versuchen Sie die Giiltigkeit der drei S&tze mittels der
Kenntnis iiber das allgemeine Verfahren zur Bestimmung der
Extrema von Funktionen und unter Anwendung der bekannten
Differentationsregeln zu beweisen!

Dr.R.Dérr  FSU Jena, Sektion Mathematik, Bereich Mathematikmethodik
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Lésen von Extremwertaufgaben durch inhaltliche Uberlegungen

In den Naturwissenschaften, in der Produktion und im t&glichen
Leben stoBen wir auf eine besondere Art von Aufgaben. Es sind
die sogenannten Extremwertauggaben, bei denen bestimmte maxima-
le bzw. minimale Werte zu ermitteln sind.

Beispiele:

1. Aus einem kreisférmigen Holzstamm ist ein quaderfdrmiger
Balken mit moglichst geringem Abfall auszuségen.

2. NMit 100 m Maschendraht ist ein rechteckiges Tiergehege mit
moglichst groBem Flécheninhalt einzuzdunen, wobei eine Seite
des Geheges an eine Mauer grenzt.

3. Von den Punkten A und B, die 120 sm auseinander liegen, fah-
ren zwei Schiffe gleichzeitig ab.
Das eine Schiff fiéhrt mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit
V1= 24l» von A in Richtung B. Dagegen fihrt das andere
Schiff mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit V2= 16km von
B aus senkrecht zur Verbindungsgeraden AB ab.
Nach welcher Zeit ist der Abstand zwischen den beiden Schif-
fen am geringsten?

Im Mathematikunterricht der EOS werden im Rahmen der Differen—
tialrechnung zweckméBige und allgemeine Verfahren zur Ldsung
von Extremwertaufgaben gelehrt. Bei der Anwendung dieser Ver-
fahren braucht man nicht die Besonderheiten der einzelnen Auf-
gaben zu beriicksichtigen. Aber gerade die Besonderheiten er—
moglichen es, bestimmte Extremwertaufgaben auch ohne Kenntnis
der allgemeinen Methode zu ldsen, d.h. dem Bestimmen der Ex-
tremwerte mittels erster und zweiter Ableitung der den Sachver-
halt adédquat widerspiegelnden Funktion.

Mit dem Beitrag wollen wir anhend von Beispielen aufzeigen, da8
viele Extremwertaufgaben durch inhaltliche Uberlegungen, durch
systematisches Probieren oder durch direkte Anwendung einzel-
ner Elemente der mathematischen Theorie oft sogar einfacher,
schneller oder auch eleganter geldst werden kdnnen.
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Beispiel 1:
1. Ldsen durch inhaltliche Uberlegungen

Extremwertaufgaben

Die Bestimmung des geringsten Ab=-
D falls lduft in unserem Beispiel
darauf hinaus, von der rechtecki-
gen Querschnittsfléche des heraus=-
zuségenden Balkens den groBtmog-
C lichen Flécheninhalt A = a*b zu
begtimmen.
) Dabei ist der Durchmesser des
Holzstammes gleich der Diagonale
B im Rechteck.
Nach dem Satz des Pythagoras ist

b = 'ddz—az.

Damit 188t sich der Flécheninhalt des Rechtecks nur noch in Ab=
héngigkeit von a darstellen.
2

2
A(E) = a-yd -a

Diese Funktion nimmt ihr Maximum bei dem gleichen a an, wie die
Funktion

f(a) = 32' (d2~8-2)-
Damit handelt es sich bei t(a) um das Produkt zweier Faktoren
az und d' —a2, deren Summe wegen 32+(d2 -8%) = az+b2 = d kon=~
stant ist.
Zerlegt man aber eine positive Zahl in zwei Summanden, so ist
das Produkt aus ihnen dann maximal, wenn die Summanden einan=-
der gleich sind.
Zum Beispiel gestattet die Zahl 24 u.a. die Zerlegungen

24 = 3 + 21 3.21 = 63
24 = 6 + 18 6+ 18 = 108
24 =10 + 14 10«14 = 140
24 =15+ 9 15+ 9 = 135
24 =19+ 5 19+ 5= 95
24 =24+ 0 24+ 0= 0

Alle diese Produkte sind kleiner als 12+ 12 = 144.
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Auf Grund dieser Uberlegungen nimmt in unserem Fall die Funk-
22 2 _4°

tion A(a) = ge Yd"=-a~ wegen a” = = den groBten Wert bei

a= 2 d an. Damit ergibt sich fiir die andere Seite des Recht-

ecks b -'@‘d.

Das von uns gesuchte Rechteck muB demzufolge ein
Quadrat sein.

2. Losen durch systematisches Probieren

Ist beispielsweise der Durchmesser des Holzstammes mit d= 30 cm
vorgegeben, so kann die Aufgabe auch durch mehr oder weniger
systematisches Probieren geldst werden.

a b-4d2-32 A=ged Dieses Vorgehen sei hier mittels
[om] [om] [umzl einer Tabelle angedeutet. Bei Nut=-
0 30 0 zung des Taschenrechners h#lt sich
1 29,98 29,98 der Bearbeitungsaufwand in Grenzen.
H H 5 Wie aus der dritten Spalte ersicht=
14 26,53 371,46 lich wird, liegt das Maximum fiir
. . . den Flicheninhalt vermutlich im
° ® - Intervall 21< ac¢22.
20 22,36 447,21
21 21,42 449,
22 20,4 448,7
25 | 16,58 | 41,6 a b A
21,1 21,32 449,97
Darum wird eine Verfeinerung [21.2 21,23 449,99
flr a in diesem Intervall Ge- 21,3 21,13 449,98

naueres ergeben.

Jetzt wird erkennbar, daB der griBte FlHcheninhalt des Recht-
ecks vermutlich dann erreicht wird, wenn beide Faktoren a und
b gleich sind. .

Somit kommen wir zum gleiohen Resultat wie beim Losen der Auf-
gabe durch inhaltliche Uberlegungen.

Das von uns gesuchte Rechteck ist ein Quadrat.
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3. Losen durch Anwenden bestimmter Elemente der mathematischen
Theorie

Verallgemeinern wir die bereits gewonnene Erkenntnis, so kom-
men wir zu der Aussage:

Von allen Rechtecken, die einem Kreis einbeschrieben
werden konnen, hat das Quadrat maximalen FlHcheninhalt.

Diese Aussage gilt es zu beweisen.

Gehen wir davon aus, daB8 ein Rechteck durch eine Diagonale in
zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegbar ist, so brauchen wir nur
zu zeigen, da8 unter allen rechtwinkligen Dreiecken im Halb-
kreis das gleichschenklige den groBten Flécheninhalt besitzt.

. 2reh
Apapc =7 =7r-h

AAABC"Z_I.E'_r‘r' £
Fir Jeden Punkt C £ C' ist
h<r und somit

Aansc < 4Aaamcre

Nach Spiegelung des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks an
AB erhalten wir ein in einen Kreis einbeschriebenes Quadrat.
Damit ist unsere Aussage bewiesen und stellt als Satz ein be-
stimmtes Element der mathematischen Theorie dar.

Wenn wir also iiber diesen Satz und Hhnliche von vornherein frei
verfiigen kdnnen, so kann die Lsung mancher Extremwertaufgaben
relativ einfach werden.

In unserem Beispiel ist damit sofort aus der Planfigur die L=
sung der Aufgabe ablesbar.

Das Rechteck ABCD kann nur ein Quadrat sein.
Pir das Losen weiterer Extremaufgaben wollen wir an dieser
Stelle noch einige solcher Séitze ohne Beweis ausfilhren.

S1: Von allen n-Ecken, die einem Kreis einbeschrieben werden
ktnnen, hat das regelmiéBige maximalen Flédcheninhalt.

32: Von allen umfangsgleichen n-Ecken hat das regelmiiBige ma-

ximalen Flécheninhalt.
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. 821: Von allen umfangsgleichen Dreiecken hat das gleichsei-
tige maximalen Flécheninhalt

. 322: Von allen umfangsgleichen Vierecken hat das Quadret ma-
ximalen Flécheninhalt

S;: Von allen inhaltlgleichen n-Ecken hat das regelméBige
minimalen Umfang.

Wir haben diese Sitze hier allgemein fiir n-Ecke formuliert.

Sie lassen sich wie angedeutet spezialisieren bzw. auch auf

den dreidimensionalen Raum iibertragen.

Z.B.: Von allen Quadern, die einer Kugel einbeschrieben werden
konnen, hat der Wiirfel das groBte Volumen.

Beispiel 2: &

Diese Aufgabe kann selbstverstéindlich auch mittels systemati-

dhibgl b il bl Ll lds schen Probierens bearbeitet werden,
Dazu sind sogar Schiiler niederer

x Klassenstufen in der Lage.

i Bezeichnen wir die eine Gehege-

400 =2 x seite mit x, so ist die andere.

gleich 100-2x und der Fléchenin-

halt A = x+(100-2x). Eine Tabelle mit diesen Spalten kann auch

hier hilfreich sein.

In Arbeitsgemeinschaften mit informationsverarbeitender Tech-

nik (Computer) lassen sich dafiir recht einfache Programme er-

arbeiten.

Andererseits wird analog zum Beispiel 1 die Losung der Aufgabe
durch die Anwendung eines bereits bekannten mathematischen
Satzes eleganter.

Durch verschiedenartige Ulferlegu.ngen kommen bereits die Schii-
ler der Klasse 5 zur Lrkenntnis:

Von allen umfangsgleichen Rechtecken hat das Quadrat

den groBten Flécheninhalt.

(Vgl. dazu auch den bereits angefithrten Satz 522)
Bei der Anwendung dieses Satzes miissen wir davon ausgehen, daf
die UmzZumung des Geheges an eine Mauer grenzt. Damit kann es
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sich bei’ unserem Rechteck nicht ——————
selbst um ein Quadrat handeln. (] ]
Man kann es sich aber als Teil t ]
eines Quadrates denken. «(L' '

Wegen der Achsensymmetrie von
Quadraten kann die Mauerlinie
als Symmetrieachse aufgefaBt
werden. Damit ergibt sich der groﬁte Flécheninhalt fiir das Ge=-
hege, wenn es die Form eines halben Quadrates erh&lt.

Priifen wir noch, ob sich die Aufgabe auch mittels inhaltlicher
Uberlegungen 1lésen 1&Bt.

Aus der bereits gewonnenen Beziehung A = x-(100-2x) erhalten
wir A = =2x° + 100x.

Jede quadratische Funktion y = f(x) = ax2 + bx + ¢ hat fiir
a2 0 ein Minimum und fiir a< 0 ein Maximum.

Fiir b=0 148t sich das recht einfach iiberlegen.
Beispielsweise haben die Funktionen

y = 2x2 -3 bzw. y = -x2 + 4

ihr Minimum bzw. ihr Maximum

\ I / bei x=0 bei x=C

r 1 v

mit y . = =3 bzw. = +4.

min  Vmax
Wenn es uns gelingt, die unser Beispiel représentierende Funk-
tion f(x) = -2x2 + 100x ebenfalls als Summe zweier Summanden
zu schreiben, von denen der eine eine Konstante und der andere
ein Quadrat mit einem bestimmten positiven bzw. negativen Ko-
effizienten ist, so kdnnen wir genauso einfach die Stelle ab-
lesen, an der unsere Funktion ihren Extremwert annimmt.
Aus f(x) = -2x2 + 100x erhalten wir zundchst

£(x) = -2(x?- 50x).
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Jetzt ergiénzen wir den Klammerausdruck so, daB er zu einem vol-
len Quadrat wird.

£(x) = -2(x2-50x+625) + 1250

£(x) = -2(x-25)2 + 1250
Der zweite Summand - némlich 1250 - ist von x iiberhaupt nicht
abhingig, widhrend der erste Summand -2(x-25)2 zwar niemals po-

sitiv, aber an der Stelle x = 25 gleich Null werden kann. Dahex
erreicht unsere Funktion bei x = 25 den htchsten Wert.

Damit erhalten wir als Losung der Aufgabe:

Die senkrecht zur Mauer stehende Gehegefront mu3 25 m
lang sein, wodurch sich fiir die parallel zur Mauer
verlaufende Front ein Wert von 50 m ergibt.

Somit hat das Gehege die Form eines halben Quadrates.
Allgemein 188t sich jede quadratische Funktion

y= a.x2 + bx + ¢
in die mit unserem Beispiel 2 angedeutete Form bringen

y:a(x2+§x) +c
2 2
2 b b b
y = a(x® +2 x + ) + ¢ -
mEYLE %=
2
ysa(x+2%)2+c-11’§.
Vorausgesetzt, daB a # O ist, hat die quadratische Punktion
bei x = - 2% einen Extremwert, der filr a< O der gréBte und fiir
a >0 der kleinste Wert der Funktion ist.
Auf diese Weise kionnen Aufgaben geltst werden, die auf die Be-
stimmung eines Extremwertes einer quadratischen Funktion hin-
auslaufen.

Anhand des Beispiels 3 soll das abschlieBSend noch angedeutet
werden.

Beispiel 3: A Se
Das Schiff von A in Richtung B

erreicht nach x Stunden den

Standort S1. Zur gleichen Zeit
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erreicht das andere Schiff von B aus den Standort Sz.

Somit betrdgt I'S1 = 24ex sm und BS, = 16-x sm. Ferner ist nach

Satz des Pythagoras 5,5, =V Fgﬁ + 832 .

Wegen FS1 =3B - TS.‘ erhalten wir

55, = Y(120-40x)2 + (1602 em,

worsus 55, =v1856x% - 9600x + 14400 sm  folgt.

Diese Wurzel hat ihr Minimum bei dem gleichen x; bei dem auch
der Radikand '

¥ = 1856x% = 9600x + 14400
am kleinsten ist. “
Nach unserer anhand des Beispiels 2 gewonnenen Erkenntnis fiir
quadratische Funktionen hat diese Funktion bei

X = 2—%6%33 ihren kleinsten Wert.

Somit haben die beiden Schiffe rund 2 Stunden und 35 Minuten
nach ihrer Abfahrt von A bzw. B den kiirzesten Abstand vonein-
ander.

Dr.R. Dorr

Sektion Mathematik
FSU Jena

Intervaligraphen (Tell i)

5. Zeitliche Einordnung archaologischer Funde

Bel groferen  archdologischen Ausgrabungen werden u.a.
Keramiken verschiedener Stilrichtungen getunden. Nehmen wir
an, daPp n deutlich unterscheidbare Stile ViseoeaV bei  den
Fundstiicken vertreten sind. Die folgenden Amnahmen haben
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sicher Berechtigung:

(1) Jeder Stil vj herrschte in einem gewissen Zeitintervall
I(vi). Zur selben Zeit konnen sich aber mehrere Stile
iiberlagern.

(2> Fundstiicke, die an der selben Stelle gefunden wurden,
gehdren der gleichen Zeit an. Gehioren insbesondere zwei
solche Stiicke zu verschiedenen Stilen vi und Vj, so konnen
wir schlieﬁgn, daB sich I(vi) und I(vj) schneiden.

(3> Ist die Anzahl der Fundstellen sehr grof und treten
Fundstiicke zweier Stile Vi und vJ niemals gemeinsam auf, so
ist. es recht sicher, daB sich ICv;> und I(vj) nicht
schneiden.

Die Auswertung der Funde liefert also gema (2> und (3
zundchst einen Graphen G. Nach Annnahme (1) muf G sogar ein
Intervallgraph sein. Wir konnen dies mit dem
PO-Baum-Algorithmus nachpriifen. Stellt sich heraus, dap G
doch kein Intervallgraph ist, so mul eine der Annahmen
verletzt sein, moglicherweise nur geringfiigig. Man wird also
versuchen, einige Adjazenzbeziehungen in G in Frage zu
stellen und zu andern.

Ist jedoch G wirklich ein Intervallgraph, so konnen wir aus
seinem PQ-Baum einiges ablesen: Kennt man schon aus anderen
Quellen einige zeitliche Relationen zwischen Stilen, so
lassen sich im PQ-Baum einige 'Vertduschungsmbglichkeiten
verbieten und Schliisse auf noch unbekannte . zeitliche
Einordnungen ziehen. Insbesondere braucht man mindestens eine
Aussage der Art “vi frilher als v.”, um sich zwischen einem
Cliquenmodell von G und seinem umgekehrten Cliquenmodell zu
entscheiden.

Betrachten wir beispielsweise den Graphen GT aus Abschnitt 4.
Aus "1 friiher als 3" schliefBt. man sofort "1, 6 und 7 friiher
als 2", "4 friher als 3" usw.
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6. Lagerung von Substanzen

In einem chemischen Labor sollen n Stoffe Sl,...,Sn gelagert,
werden. Dabei ist die Aufbewahrung von Si nur bei einer
konstanten Temperatur zwischen t; und Ti (Li(Ti) moglich. Wie
kann man die Lagerung mit moglichst wenig verschiedenen
Temperaturen, d.h. an moglichst. wenig verschiedenen Orten,
realisieren?

Selbstverstandlich bilden wir zuerst den Intervallgraphen mit
den S; als Knoten und den (ti,Ti) als Intervallen. Unser
Problem lautet dann: Wie kann man moglichst wenig reelle
Zahlen Xy,Xy,... festlegen, so daB jedes Tntervall mindestens
einen dieser Punkte Xy enthalt?

Algorithmus: V¥ir beginnen beim kleinsten Li—WerL und wandern
auf’ der Zahlengeraden nach rechts. Wenn wir den ersten
T;-¥Wert antreffen, setzen wir dort die 2Zahl X4. Das ist
notig, da sonst ein Intervall Kkein X, enthalten wiirde.
Indem wir weiter nach rechts gehen, setzen wir immer dann -ein
XK. ¥enn ein Intervall endet, in dem nochvkgin Punkt liegt.
Man kann relativ leicht beweisen, dap dieser simple
Algorithmus wirklich eine optimale Loesung liefert, d.h. eine
minimale Anzahl von Punkten Xy. (Ubung!)

Es hat sich dberhaupt herausgestellt, dap algorithmische
Probleme auf Intervallgraphen angenehm zu losen sind, die fiir
beliebige Graphen hoffnungslos kompliziert wiren.

7. Bevorzugung und Entscheidung

¥ir stellen uns eine Entscheidungssituation vor: Eine
Versuchsperson soll von n Moglichkeiten eine extremale
ayswdhlen. Zum Beispiel soll unter n Lampen die hellste
bestimmt. werden. Nach bestimmten Kriterien seien die n
Eancheidﬁngsnglichkeiten mit. reellen Zahlen xl,...,xn
bewertet,, in unserem Beispiel also als MaB fir die
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Helligkeiten. Die Versuchsperson wird im allgemeinen das
maximale X; auswdhlen. Nun wird aber Xj erst dann heller als
Xj empfunden, wenn nicht nur xi(xj gilt, sondern Xj deutlich
grofer ist. Map nimmt also eine Toleranzschwelle d an: Ist
X +d(xJ, so wird Xj bevorzugt. Im Falle Xj <x j<xj+d werden Xj
und Xj noch nicht unterschieden; man sagt., d1e beiden Herte
seien indifferent.

¥ir wollen uns hier nur iiberlegen, wie die Indifferenzgraphen
solcher Zahlenmengen aussehen: Die X; seien Knoten eines
Graphen G, und (xi,xj) soll genau dann einen Kante sein, wenn
sich die Zahlen um hochstens d unterscheiden.

Anstelle der Zahlen Xj betrachten wir Intervalle [x;,x;+d].
Offenbar sind Xj,Xj genau dann adjazent, wenn SlCh die
zugehorigen Intervalle schneiden. Indifferenzgraphen sind
also Intervallgraphen, aber mit der zusatzlichen Eigenschaft,
daB alle Intervalle des Modells gleichlang sind.
Indiffé}enzgraphen besitzen noch einige andere
Char;kterisierungen, deren Beweis als Ubung empfohlen sei:

- G ist Indifferenzgraph genau dann, wenn G Intervallgraph
ist und keinen Untergraphen folgender Art enthilt:

- 6. ist Indifferenzgraphl genau dann, wenn G ein
Intervallmodell besitzt, so daB kein Intervall in einem
anderen enthalten ist (verschiedene Léngen zugelassen!)

Bei den Beweisen ist jeweils eine Richtung trivial, die

. andere nicht. .

Ubrigens: Wenn Xj.Xj und X jr Xk indifferent sind, so folgt
daraus noch lange nicht, dass Xj,Xy indifferent sind. Das
sieht auf den ersten Blick paradox aus, bedeutet aber
wiederum nur, daB Unterschiede erst dann empfunden werden,
wenn sie grop genug sind. Dieses "Paradoxon™ tritt auch in
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anderer Form auf: Wenn n Fahrgiste in einen Bus passen, ' so
¢ehen auch n+1 hinein, usw.

8. Schlupbemerkung

EE___EETET~—;EEE_ viele andere Anwendungen, in denen
Intervallgraphen auftreten. Einige seien nur noch
stichwortartig genannt:

- in der Genetik: Feinstruktur und Uberlappung von Genen
mit Auswirkungen auf die Merkmalskombinationen bei Lebebwesen
(damit begann in den 50er Jahren die Untersuchung von
Intervallgraphen!),

= in der Operationsforschung: Maschinenbelegungsprobleme mit
Beriicksichtigung der Bearbeitungszeiten und der notwendigen
zeitlichen Reihenfolge von Bearbeitungsschritten (z.B. _mit
dem Ziel, die Gesamtdauer eines technologischen Prozesses zu
minimieren),

- in der Theorie der Datenstrukturen: Uberlappung  von
Speicherbereichen,

=.in der Kriminologie: 3hnliche Uberlegungen wie im 5.
Abschnitt; usw. usf. ¢ '
Eine Verallgemeinerung von Intervallgraphen stellen die
Kreisbogengraphen dar: Das sind Durchschnittsgraphen von
Kreisbogen auf einem Kreis. Sie treten bei  zeitlich
periodischen Vorgangen auf, z.B. . beim Entwurf von
komplizierten Ampelkreuzungen.

Peter Damaschke
Sektion Mathematik
FSU Jena
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Der Diebstahl .

Frilher galt die Mathematik als eine brotlose Kunst.
In dieser Zeit schrieb ein armer Mathematikstudent verzwei-
felt einen Brief an den lieben Gott.

Lieber Gott im Himmel |
Schicke mir bitte 100 Markl (in Worten: Hundert)
Mit bestem Dank im voraus
gez. Btud. math. Albrecht Kotz von Orlamiinda

Die Mitarbeiter im Postverteileramt wuBten aber nicht so
recht, wohin sie den Brief welterleiten sollten., (Der Himmel
hatte keine Postleitzahl), So wurde der Brief gesffnet.

Die Postbeamten sammelten spontan Geld filr den armen
Studenten, Es kamen 96 Mark zusammen. Diese schickten sie
dem Studenten.

Einige Tage spiter erhielt die Post einen weiteren Brief an
den lieben Gott.

Lieber Gott 1
Ioh danke Dir von Herzen filr Deine rettende Spende. Aber
stell Dir vor, haben doch die Postbeamten 4 Mark in die
eigene Tasche gesteckt....

(aus Wurzel 11/79)
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Preisaufgaben

W 31

(®

Ist die Anzahl der sechsstelligen Zahlen, die sich
als Produkt zweier dreistelliger Zahlen darstellen
lassen, groBer als die Anzahl derer, fiir die keine
solche Darstellung existiert?

w32

(A

Fir welche Punkte P der Seite BC des Dreiecks ABC sind
die Dreiecke PQR und ABC ghnlich, wobei Q und R die
Unkreismittelpunkte der Dreiecke ABP bzw, ACP sind?

]

1
Man bestimme, fiir welche Parameter a alle Losungen der
Ungleichung lof;x(5x = 8X + 3)> 2 gleichzeitig Lo-
sungen der Ungleichung x< - 2x - a2 + 120 sind!

0

W 34

Zu einem Kreis liegen k> 1 schwarze Kreissektoren, de=
ren Zentriwinkel kleiner als 180°%(k2-k+1) ist. Man '
beweise, daB man den Kreis so drehen kann, daB alle
schwarzen Sektoren in-den weiBen Teil des Kreises iiber=-
gehen! d

(&

Die Seitenléngen eines Dreiecks seien a,b und c, Gilt

die Ungleichung %+%+§-E-§_% 1 2

W 36

S

Ha cropoHax BC,CA,AB OCTPOYTOJNBHOTO TPeyToNbHMK: ABC

B3ATH [IpPOU3BOJIBHHETOYKM A ,B ,C ,Ha oTpeskax AA ,BB ,
CC xax Ha ZAMaMeTpax NOCTPOEHH OKpyXHOCTH. JloKaxuTe,

UTO TPM OOmMe XOPZH Iap 3TUX OKPYFRHOCTEll mepeceranTCH
B TOYKEe NEPeceyeHNs BHCOT Tpeyroinbhuxa ABC.

EinsendeschiuB: 1. 11. 1990



96,

Mtraz

In den Wurzel-Heften 243/90 verdffentlichten wir den Artikel
"Geradenscharen auf dem Kleincomputer". Dabei vergaBSen wir
leider, den Autor anzugeben, Wir bitten den Autor,Prof, Dr.
H, Englisch von der Sektion Informatik der KMU Leipzig, und
unsere LeserInnen fiir dieses Versehen um Entschuldigung.

Die Redaktion

Herauégeber: Jugendobjekt »Studienvorbereitung—Studienwerbung*
Leiter: Stefan Posselt

Chefredakteurin: Sabine Krieg

Redaktion: Christine Priplata, Raik Fétsch

Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postémter entgegen.
Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion. !

Artikel-Nr. (EDV): 10932

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 24 (1990)6 S.81-96




wurzel /7/8-90

zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjekt Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitit Jena
24, Jahrgang ISSN 0232-4539

Sonderpreis fiir DDR: 0,40 DM



Punktmengen 98

Punktmengen hinter Gittern

Gitterfrmig angeordnete Punkimengen spielen in der Geometrie,
Zahlentheorie, aber auch in vielen Gebieten der angewandten
Mathematik (Digitale Bildverarbeitung, Kristallographie) eine
wichtige Rolle. Wir wollen zuerst das ganzzahlige Punktgitter
in der Ebene betrachten. Es besteht aus allen Punkten mit ganz-
zahligen Koordinaten.

Folgende Aufgabe wird uns auf ein interessantes geometrisches
Problem fithren:
In allen Punkten des ganzgzahligen Gitters auBer im Ko-
ordinatenursprung O wachsen Biume, deren Stlmme den Ra-
dius r (r<J) haben. Im Punkt O befindet sioh ein Jkger.
Man zeige, da8 der Jiger einen Hasen nicht mehen kann,
wenn der Abstand zwischen beiden griSer als % ist.

Zur LYsung der Aufgabe wird eine Punktmenge F konstruiert. Der
Hase befindet sich im Punkt A. Der bzgl. O symmetrische Punkt
von A wird mit B bezeichnet. Die Menge F besteht aus allen
Punkten, deren Abstand von der Strecke AB kleiner als r ist
(siehe Abb. 1). Der JHger kann den Hasen nur dann sehen, wenn
kein von O verschiedener Gitterpunkt in P liegt. (Im Abb. 1
ist diese Situation dargestellt.)

ONONOCHONONONG®

SROESRONORCHC

Abb. 1
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Die Menge F ist konvex (d.h. mit je 2 Punkten aus F gehtrt die

gesante Verbindungsstrecke zu F) und gentralsymmetrisch (d.h.
P wird bei einer Punktspiegelung am Koordinatenursprung O auf
sich abgebildet).

Es ist zu vermuten, daS eine konvexe und zentralsymmetrische
Menge, deren Fldcheninhalt hinreichend groS ist, auSer O noch
weitere Gitterpunkte enthalten muS. Es ist also eine (mtglichst
kleine) Zahl gu suchen, so da8 zu allen solchen Punktmengen
mit griSerem Inhalt wenigstens 2 (also 3) Gitterpunkte gehtren.
Dazu betrachten wir das Quadrat (ohne Rand)

Q={(x,y) ¢+ Ixl<1und |y1<1},

welches die beiden geometrischen Eigenschaften hat und in dem
kein von O verschiedener Gitterpunkt liegt. Der Inhalt des
Quadrates betrigt 4. Auf dem Rand von Q befinden sich schon

8 Gitterpunkte, die aber nicht zu Q gehdren (siehe Abb. 2).
Es liegt daher die Yy

Hypothese nahe, da8 ]

keine konvexe und zen-

tralsymmetrische Figur
existiert, die auSer O
keinen weiteren Gitter-
punkt enthHlt und deren
Fldcheninhalt 4 Uber- — .
triftt.

NN
N\

Der bedeutende Mathema- 3
tiker H. Minkowski
(1864-1909), der vor

allem in Zilrich und
G¥ttingen wirkte, kam zu
folgendem Resultat:

Abb. 2

Gitterpunktsatz:

Jede konvexe und zentralsymmetrische Figur der Ebene, deren
Fldcheninhalt groBer als 4 ist, enthélt auBer dem Koordina-
tenursprung O noch einen weiteren Punkt des ganzzahligen Git-
ters.
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Wenden wir das Ergebnis auf unsere Aufgabe ani: Ist x der Ab-
stand Jiger - Hase (x = UK), so betrégt der FlMcheninhalt von
P offensiohtlich - r’ + 4xr. Aus x>1 folgt

o2 + 4xr>4xr >4.

Also enthilt F einen weiteren Gitterpunkt.

Hinter dem auf diesem (itterpunkt wachsenden Baum verstecks
sich der Hase.

Kommen wir mun zum Bewels des Satzes:

Es ist P eine konvexe, smentralsymmetrische Pigur, die keinen
von O verschiedenen Gitterpunkt enthilt. Es 1st su seigen, das
der Flicheninhalt von F kleiner oder gleioh 4 1st.

Wir verschieben F mit einem Vektor, deren Koordinaten gersde
Zahlen sind. Alle so erhaltenen Mengen F' sohneiden wir mit
dem Quadrat (mit Rand)

R={(x,y) s+ Ix| €1 und |y| €1 .

Wenn wir nun geigen kinnen, da8

£ich je 2 verschobene Mepgen nicht sohnsiden.

dann bilden die auf R liegenden Teile dieser Mengen eine Zer-
legung der Figur F. Wie Abb. 3 illustriert, kann man aus den
schraffierten Teilmengen der verschobenen Mengen auf R die ge-
samte Pigur P wie ein Pussle susammensetsen. Da die (mit Vek-
toren mit geraden Koordinatem) verschobenen Quadrate von R die
Ebene liickenlos {iberdeoken, wird kein StUok von P ausgelassen.

Wie wir an weiteren Beispielen noch sehen werden, erweist sich
dieses Zusammenschieben auf einen fundamentalen Bereich als
eine sehr niitzliche Idee.

Aus der Zerlegung und Einlagerung von P in R folgt unmittelbar,
daB der Inhalt von F nicht griBer als der von R sein kann. Al~
80 ist der Inhalt von F kleiner gleich 4, was su beweisen war.

Um den Beweis zu Ende su bringen, muB nooh geseigt werden, da8
sich die Figur F und ein verschobenes Exemplar P' von P nicht
schneiden (PnP' = §). Das beweisen wir indirekt:

Angenommen, es existiert ein P& FPn F'.

Die Figur F' ist sentralsymmetrisch bmgl. 0°',
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Wegen der Komstruktion von F' und die Koordinaten von O' ganze
gerade Zahlen. Der bzgl. 0' symmetrische Punkt Q von P gehirt
(wegen P& P') zu P'. Verschiebt man Q um den Vektor 0'0, so

erhilt man einen Punkt S aus P (siehe Abb. 4).

PeFnF’

(o J i o’

Abb. 4
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Da P und S gu der konvexen Menge F gehlren, ist auch d?ﬁﬁ-
telpunkt M der Streocke SP aus F. Da O & O'P ein Parallelo-
gramm ist, erweist sioch M auch als Mittelpunkt von 00', Da die
Koordinaten von O' gerade Zahlen sind, ist M ein Gitterpunkt,
der zu F gehrt, was einer der drei Vorausmetsungen an P wi-
derspricht.

Damit ist der Minkowskische Gitterpunktsats bewiesen.

Dieser Satz gilt auoh in htherdimensionalen RMumen. Der In-
halt einer beliebigen konvexen, sentralsymmetrischen Pigur im
d-dimensionalen Raum mu8 gréSer als 2% sein, damit in jedem
Falle eine solche Menge neben O noch weitere Gitterpunkte ent-
hilt,

Kehren wir aber zurfick in die Ebene! Die Riohtigkeit des Sat-
zes bleibt erhalten, wenn wir das ganzzahlige Gitter, das von®
einem orthogonalen Koordinatensystem gebildet wird, durch ein
Gitter ersetzt wird, das von 2 Vektoren mit verschiedener
Richtung (entsprechend Abb. 5) ergeugt wird. Man mu8 nur von
den beiden Vektoren verlangen, daS das von ihnen aufgespannte
Parallelogramm den Inhalt 1 hat. Man sprioht in diesem Falle
von Einhe; . ‘7




103 Pupktmengen

Der Gitterpunktsatz fiir beliebige Einheitsgitter kann bei der

Konstruktion eines N#herungsbruches % (m,n ganze Zahlen, n#0)

fiir eine gegebene reelle Zahl o« und vorgegebener Genauigkeit
€(D < € < 1) angewendet werden:

Dazu wird das Einheitsgitter
{(-'5'%'—m , §n): 1n,m ganze Zahlen }

betrachtet. (Die Vektoren (i— , &) tur (n,m) = (1,0) und

(= % ,0) fir (n,m) = (0,1) spannen ein Parallelogramm mit dem
Inhalt 1 auf.) Die konvexe, zentralsymmetrische Figur aus dem
Gitterpunktsatz ist das Rechteck

P ={(x,3): Ixl €1 und |y] €2},

deren Inhalt gréSer als 4 ist. Es existiert also ein in F lie-
gender Gitterpunkt, der ein Paar (n,m) # (0,0) ganzer Zahlen'
mit

| #5261 wa  qenl<2

festlegt. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit kann n >0 ange-
nommen werden. Elementare Umformungen ergeben die gewiinschte
Ungleichung

l«-B|<kee
und gusHtzlioh eine obere Grenze fiir den Nenner n des Nihe-
rungsbruches

n € % .

Kehren wir zu der Aufgabe mit dem JHéger und dem Hasen zuriick.
Der Hase mu8 sioh natlirlich sehr vorsehen, falls der Jiger
seinen unglinstigen Standort verléBt. In einem quadratfirmig
angelegten Wald gibt es natlirlioh unendlich weite Durchbliocke.
G trisch geseh bedeutet diese Aussage, daB es konvexe
und zentralsymmetrische Mengen mit beliebig groSen Fléchenin-
halt gibt, die ilberhaupt keinen Gitterpunkt enthalten (vgl.
Abb, 6). Solche Mengen kann man aber so verschieben, da8 sie
dann sehr viele Gitterpunkte enthalten.
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Gz 7 Ao

Abb, 6
Genau gesagt gilt der

Sats: Hat eine Punktmenge einen Flicheninhalt, der grtSer
als eine natiirliche Zahl n ist, dann kann man die-
se Menge so verschieben, daS die verschobene Menge
mindestens n+1 Gitterpunkte enthMlt.

Bemerkenswert ist, da8 diese Aussage auch fiir nichtkonvexe und
nicht symmetrische Piguren richtig ist.
Der Bewels des Satzes erfolgt wieder mit der Methode des Zusam—
menschiebens. Die elementaren Quadrate

9y s{xy)s1€x €141 una sy & 31}

(1,) ganse Zahlen)
des gansszahligen Gitters gerlegen die Pigur P in endlioh viele
Teile P,. Die sugehrigen elementaren Quadrate werden durch
geeignete Versohiebungen aufeinandergelegt (Abd. 7).

Abb. 7
Da der Inhalt von P gleich der Summe der Inhalte der !1 ist,
und dieser Inhalt mehr als n-mal gréSer als der Inhalt des Qua~-
drates ist, auf dem alle Teile Pi nach dem Verschieben liegen,
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muB es einen Punkt P dieses Quadrates geben, der von n+1 Teil-
stiicken {lberdeokt wird (vgl. Abb. T). Nun schieben wir die
Teilstiicken wieder auseinander. Dazu werden die Umkehrabbildun-
gen der Verschiebungen verwendet, die vorher die Teilstiicke Pi
auf ein gemeinsames elementares Quadrat abgebildet haben. Auf
diese Weise werden dem Punkt P n+1 verschiedene Punkte der
Figur F gugeordnet, die untereinander durch solche Versohie-
bungen hervorgehen, deren Vektoren ganzzahlige Koordinaten ha-
ben. Die gesuchte Verschiebung mit der im Satz formulierten
Eigenschaft ist eine beliebige Verschiebung, die P (und damit
alle n+1 aus P gewonnenen Punkte aus F) auf einen Gitterpunkt
abbildet, womit der Satz bewiesen ist.

Wenden wir uns einem letzten Problem zu:

Wir haben in Abb. 6 gesehen, daB es beliebig groBe Mengen
gibt, in welchen kein Gitterpunkt liegt. Das war durch eine
geeignete Wahl der Form der Figur mtglich., Andererseits gibt
es sehr "ungiinstige" Formen, die sogar noch nach einer belie-
bigen Verschiebung immer einen Gitterpunkt enthalten (z.B. die
im Beweis des letzten Satzes verwendeten elementaren Quadrate)
und dariiber hinaus sehr klein sind, Die Frage ist also, ob ein
(mbglich groBer) Wert existiert, so daB alle Figuren mit klei-
nerem Inhalt immer so verschoben werden kinnen, daS sie keinen
Gitterpunkt enthalten. (Diese Figuren "fallen" durch das Git=-
ter.) Die Antwort 1l#B8t sich aus unsérem letzten Satz folgernm.

Korollar: Eine beliebige Figur, deren Flécheninhalt kleiner
als 1 ist, kann immer so verschoben werden, daB sie
keinen Punkt des ganzzahligen Gitters enthHlt.

Zum Beweis wird die gegebene Figur F durch ein achsenparalle-
les Quadrat Q ohne Rand liberdeckt (F € Q). Die Kantenlinge n
des Quadrates ist eine hinreichend groBe natilirliche Zahl.
(Plir den Spezialfall n=2 betrachte man Abb. 2.)

Die Menge der Punkte aus Q, die nicht in F liegen, wird mit G
bezeichnet (siehe Abb., 8). Da der Inhalt von F kleiner als 1
ist, hat G einen Inhalt, der n2-1 {ilbertrifft. Nach dem oben
bewiesenen Satz existiert eine Verschiebung, so da8 die ver-
schobene Menge G wenigstens n2 Gitterpunkte enthilt. Da offen-
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sichtlich ein beliebig verschobenes Exemplar von Q hBchstens
n2 Gitterpunkte enthalten kann, liegen genau n2 Gitterpunkte
in der verschobenen Menge G. Demnach gehirt kein Gitterpunkt

zu der verschobenen Menge F.

7/7/

g/Q,//éé“
A
L1 slarls
////

1. Existiert ein regelmiBiges n-Eok mit Eoken aus G
(n23, n44)?

2, Gidt es ein Polygon mit ungeradzahlig vielen Ecken, die in
G liegen, so da8 alle Seiten des Polygons gleichlang sind?

3. Man zeige, da8 der Inhalt eines beliebigen Dreiecks, deren
Eoken zu G gehdren und das keine weiteren Gitterpunkte ent-
h#lt, genau 0.5 betrigt.

4. Man beweise, daB der Fliéocheninhalt eines Polygons mit Ecken
aus G gleich n + 3 - 1 ist, wobei n und m die Anzahlen der
Gitterpunkte bezeiohnen, die im Inneren bzw. auf dem Rand
des Polygons liegen.

Dr. P.-M. Schmidt
. Bereich Theoret. Mathematik
FSU
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Die steigende Analyse als Beweismethode
(,Strategie des Riickwartsarbeitens*)

1. Demonstrationsbeispiel "Hundert gewinnt"

Am Spiel "Hundert gewinnt™ sind 2 Spieler A und B beteiligt.
Der Spieler A mige beginnen. Er nennt eine natiirliche Zahl n,
mit 1 & n, % 7. Den nkohsten "Zug" fiihrt B aus. Er iiberlegt
sioh eine natiirliche Zahl n, mit 1 & n, £ 7 und bildet die Sum-
me n, + nN5e Jetzt ist wieder A an der Reihe. Er iiberlegt sich
ein ny mit 1 in3 & 7 und bildet n, + n, + nj usw.

Es hat derjenige Spieler gewonnen, der zuerst die Summe 100 er-
h#lt. Wir nehmen an, daS der Spieler A gewinnen mdge. Welche
Zahl n, muB er zuerst nennen?

Losungsstrategie filr A:
Wenn ich im n-ten "Zug" 100 sagen will, muB8 ich im (n=-1)=ten

"Zug®™ 92 = 100-1¢8 sagen.
Wenn ich im (n-1)-ten "Zug" 92 sagen will, mu8 ich im (n-2)-ten
"Zug" 84 = 100-2-8 sagen.
Wenn ich im (n-2)-ten "Zug" 84 sagen will, muB8 ich im (n-3)-ten
"Zug" 76 = 100-3-8 sagen. usw.

im (n-10)-ten "Zug" 100-10.8 = 20

im (n=-11)-ten "Zug" 100-11.8 = 12

im (n=-12)-ten "Zug" 100-12-8 = 4

Der Spieler A muB zuerst die Zahl n,= 4 nennen.
— — — — —
OMO (=)

2. Bevor wir die "Beweisstrategie des Rilckwlrtsarbeitens" ver-
allgemeinern wollen, sei noch folgendes Beispiel angefilhrt:
"Folgende Behauptung ist zu beweisen:

Die Mittelpunkte der Quadrate, die liber den Seiten eines be-
liebigen Parallelogramms so errichtet worden sind, daB die Qua-
drate auBerhalb des Parallelogramms liegen, bilden fortlaufend
miteinander verbunden ein Quadrat." (Kreisolympiade Mathematik
1963)
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Beweisstrategie:
Behauptung B: l1l(2131l4 ist Quadrat.
Hinreichende Bedingung fiir diese Behauptung ist

1 '
H1II1E-!E'3-3‘-I4I1 m
%10y =4, = @, =y - 0.
Hinreichende Bedingung fir H) ist
Ka H AI1A1I2 1AI2A2H3 #AI3A314 =Al4A4l1
Hinreichende Bedingung fiir Hz ist

1-13 t Die Dreiecke stimmen in 2 Seiten und dem von diesen Sei-
ten eingeschlossenen Winkel iiberein (Kongruenszsats sws).

Hinreichende Bedingung fiir Hj ist
1
mp ¢ MR - O, TG - GG

Hi 1 & MAM, - X IZAZII3 (wir beac;hrﬂ.nken uns auf 2 Dreiecke)

Bl ist wegen der Eigenschaften der Diagonalen eines Quadrates
erflllt und ist eine der Voraussetzungen des Satzes. Hi ergibt
sich aus o, =ot; und LM A My = &, +2 - 45° (Sats Uber die Basis-
winkel im gleichschenkligen Dreieck),

o o
4!!!2421(3 -ct5+2 e 45° = o +2 * 45°,
Die Bedingung Hf ist ebenfalls erfiillt, denn weil im Quadrat
die Diagonalen senkrecht aufeinander stehen und d} - d',‘, ist

(Kongruenz der Dreiecke), gilt: Py = 90°. Pir die Winkel Pqe
(p3 und LP4 verléuft der Nachweis analog. (siehe Abb. 1)

3. Verallgemeinerung der Beweisstrategie

Die "Beweisstrategie des Rilckwhirtsarbeitens" kann man wie folgt
verallgemeinern:

Un eine Behauptung B zu beweisen, suche ich eine Bedingung H.‘.
die fir B hinreichend ist, anschlieSend eine hinreichende Bedin~
gung H2 fur H1 usw. Die Folge dieser hinreiochenden Bedingungen
H; bricht ab, wenn ich auf direkte Voraussetzungen der zu bee
weisenden Behauptung bzw. auf bekannte Sétze oder Definitionen
(die ebenfalls die Funktion von Voraussetzungen {ibernehmen k¥n-
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nen) stoSe.

Die steigende Analyse ist eine Strategie der Beweisfindung. Ihr
groBSer Vorteil besteht darin, da8 man nicht hilflos nmch dem

1. Glied in einer Beweiskette suchen muS, denn dieses 1. Glied
ist durch die Behauptung B eindeutig festgelegt. Ein gewisser
Nachteil der beschriebenen Strategie besteht in einer geringen
Ubersichtlichkeit des Beweises. Deshalb ist zu empfehlen, bei

Abb. 1
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der Bewelsdarstellung die synthetisohe Methode zu wihien, bei
der man von der Voraussetzung V (bzw. den Voraussetzungen) aus-
geht und die SchluBkette bis zur Behauptung B aufschreibt. An-
schaulich ausgedriickt wird bei der Bawaisdarstollung die SchluB-
kette gewissermaBen "riickwhrts aufgespult". (siehe Abb. 2)
Schematische Darstellung.

! Beweis- Beweis-

- findung darstel-
(steigende lung
Analyse) (Synthese)

(3
S,

4. Das nachfolgende Beispiel soll nochmals die groBen Vorteile
der "Beweisstrategie des Riickwértsarbeitens" illustrieren. Ob=-
wohl es sich um einen einfachen Beweis handelt, ist es schwer,
das Anfangsglied in der SchluSkette zu finden, wenn man synthe-
tisch vorgehen will.
Um Text zu sparen, werden die Voraussetzungen mit Hilfe einer
Skizze erléutert (siehe Abb. 3).

Kreis K, Mittelpunkt M, Sehne AB

Tangente t in B

Gerade g durch Mittelpunkt M

und senkrecht auf AM

g schneidet die Sehne AB in D

und die Tangente t in C

Behauptung: BC = CD

Steigende Analyse:

Abb. 2



a2
=y
=N

Steigende Analyse
BC = CD . i

Iti H

Hy : Py = Jd  (gleiche Seiten eines Dreiecks liegen gleiche

T Winkel gegeniiber und umgekehrt)

Hy : pq = Y (7und J sind Wechselwinkel)

Hy 90°-p,=T (t steht senkrecht suf dem Radius BH)

t

Hy 90%-a =¥ (B, und o sind Basiswinkel im gleiohschenkligen
t Dreieck AMB)

H5 : A AMD ist rechtwinklig

H5 =V

Abb. 3

5. Ein Beispiel aus der Differentialrechnung

Zuniichst sollen die Beweismittel, d.h. die benttigten Defini-

tionen und Sdtze angefilhrt werden.

(1) "Man sagt, eine Funktion f(x), deren Definitionsbereich
eine Umgebung einer bestimmten Stelle x, enthdlt, sei an
dieser Stelle x, stetig, wenn sie fiir x, —*x, einem (end-
lichen) Grenzwert zustrebt und wenn dieser Grenzwert mit
dem Funktionswert f(x,) an der Stelle x, iibereinstimmt."
Jltnu-n—xz(lﬂ) = £(x,)
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(2) *Ist y=f(x) eine Funktion der Verknderlichen x, die an der
Stelle x, und in einer gewissen Umgebung derselben defi-
niert ist, und strebt der Differenzenquotient

f(xn) - f(xo)

%o
fir x, = x, einem “bestimmten Grenzwert g zu, so sagt man,
die Funktion f(x) sei von der Stelle x, differenzierbar ...",
mit anderen Worten:
Flir jede Folge (xn). deren Glieder dem Definitionsbereich
von f(x) entnommen sind, von x verschieden sind und die ge-
gen x strebt, existiert der Grengzwert

£(x,) - 2(x,)

XX, e

(3) "Eine konvergente Zahlenfolge (xo) ist notwendig beschriinkt.
Ist stets |xn| 4 K, so gilt auch fiir den Grenzwert x, die
Ungleichung |x | & K."

(4) *Ist (x,) eine Nullfolge und (c,) irgendeine beschr#nkte
Zahlenfolge, so ist auch die Folge mit den Gliedern
xl" =0 X, eine Hullfolge.

Unter der Verwendung dieser Definitionen und Siitze wollen wir
mit Hilfe der "Strategie des Rilokwértsarbeitens" beweisen:
"Satz: Ist die Funktion f(x) an der Stelle x, differenzierbar,
80 ist sie dort auch stetig."™

(Alle Zitate nach v. Mangoldt/Knopp: Einfilhrung in die hthere
Mathematik, Band I und II)

Ve: £(x) ist an der Stelle x, differenzierbar.

B.: f(x) ist an der Stelle x, stetig.

H1= iniixot(ﬁl) = z(xo) nach (1)
s Die Folge mit den Gliedern
e 2(x,)-£(x,)

£(xy) - £(x,) = —B—20".

*n = %o o)



113 Steigende Analyse

ist eine Nullfolge nach Definition des
Grenzwertes
2(x,)-2(x)
Hyt Die Folge %, - 1, ist beschrénkt
und (x,-x ) ist eine Nullfolge nach (4)
2(x,)-£(x)
H4x Die Folge X, - X, ist kongruent nach (3)
£(x )-£(x )
H, = V - —5—2- existiert  nach (2)
5 x~x, *n " %o

6. SchluBbemeriungen

Mit dem vorstehenden Beitrag wollten wir keinesfalls den Ein=
druck erwecken, da8 die "Beweisstrategie des Rilckwidrtsarbei-
tens"™ ein Allheilmittel sei, mit der man mithelos &lle Beweis=~
aufgaben l8sen kdnne. Dessen ungeachtet ist die beschriebene
steigende Analyse ein wichtiges Hilfsmittel, dessen erfolgrei=
che Anwendung solides mathematisches Wissen und Ktnnen voraus=-
setzt. Neben der "Beweisstrategie des Rilckwiirtsarbeitens" gibt
es weitere bedeutsame Strategien. In diesen SchluBSbemerkungen
sei nur noch die Methode des kombinierten synthetisch-analyti=
schen Arbeitens erwdhnt. Sie besteht darin, da8 man zundéchst
aus den explizit gegebenen Voraussetzungen V alle sich anbie=
tenden Folgerungen P1, 1?2 usw. zieht. Hat man bei diesem ProgzeB
den "roten Punkt™ erreicht, so sucht man hinreichende Bedingun-
gen H1, H, usw. fir die Behauptung B.

Mit anderen Worten: Die urspriingliche Synthese wird mit einer
steigenden Analyse kombiniert. Das Ziel ist erreicht, wenn
"der Kreisbogen geschlossen" werden kann. Letzteres bedeutet
schematisch:

v B
V t
P H
{1 p
fz ;‘2

(
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Versuchen Sie bitte, duroh kombiniertes synthetisch-analyti-
sches Vorgehen folgenden Beweis zu filhren:

"In einem Dreieck 4 ABC seien die GriSen der Innenwinkel wie
Ublich mit «, P, ¥ bezeichnet, wobei o = 60° sei.

BB' sei die Halbierende des Winkels ( und CC' des Winkels 7:
Jede von ihnen schneidet die ihrem Winkel gegeniiberliegende
Dreiecksseite in einem inneren Punkt (B' bzw. C'). Ferner seien
die GroBen der Winkel X AB'B bgw. 4 AC'C mit € bzw. J bezeich-
net.

Beweise, da8 fiir jedes derartige Dreieck £ +d= 180° giltl»
(Mathematik-Kreisolympiade)

Zum SchluB fiihren wir eine Scherzaufgabe an, die mit unserem
Thema niochts zu tun hats

Wie kann man mit drei geraden
Messerschnitten nebenstehend
skizzierte Pralinentorte so
zerteilen, daB sich auf jedem
Teil genau eine Praline befin-
det?

Prof. Dr. Schiosser
FSU Jena
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Zum Lésen geometrischer Konstruktionsaufgaben

Geometrisohe Konstruktionen reichen bis weit in das Altertum
zurliok, sie sind so alt wie die Beschiiftigung mit Geometrie.
Weéhrend in den Anflngen die Aufgaben rein praktischer Natur wa-
ren, tauchten mit der Entwiocklung der Geometrie zu einer selb-
stiindigen Wissenschaft (etwa ab 5. Jh. v.u.Z.) auch abstraktere
Konstruktionen auf. Ohne den Wert solcher Konstruktionen zu
iberschlitzen, mu8 doch festgestellt werden, daB der Beschifti-
gung mit geometrischen Konstruktionen eine Vielzahl geometri-
scher Einzelkenntnisse zu verdanken ist. Einen Grund, sich auch
heute noch mit dem LSsen geometrischer Konstruktionsaufgaben zu
beschiiftigen, sehen wir vor allem in folgendem: Neben Moglich=
keiten zur Anwendung geometrischer Definitionen und Sitze ist
das Losen dieser Aufgaben vor allem geeignet, Aufgabenlésen zu
trainieren und konstruktives Denken zu entwiokeln. Deshalb soll
auch in diesem Beitrag das Sohwergewiocht auf das Finden einer
Losung gelegt werden. Andere Phasen des L¥sungsprozesses stel-
len wir bewuBt zuriick.

Da geometrische Konstruktionsaufgaben "ganz schdn knifflign
sein kdnnen, ist es von Vorteil, wenn man Wege, d.h. ganz be-
stimmte Methoden zum Ldsen soloher Aufgaben kennt, mit denen
der Zugang zur LYsung erleichtert wird.
HBufig werden in diesem Zusammenhang

= die Methode der Bestimmungslinien (auch als Methode der

geometrischen Urter bezeichnet)

- die Methode der Parallelverschiebung

- die Methode der Spiegelung

- die Methode der Drehung und

~ die Ahnlichkeitsmethode
genannt.
Schaut man sich geometrische Konstruktionsaufgaben an, so
stellt man fest, daB sich viele von ihnen in eine andere, zur
gegebenen #quivalenten Aufgabe, verwandeln lassen, bei der es
letztlich um die Konstruktion eines Punktes (oder mehrerer Punk-
te) geht. Filr solche Fdlle erweist sich folgendes Vorgehen als
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zweckmiBig:

o Man versuche gzunichst, die Aufgabe auf die Bestimmung eines
Punktes (oder mehrerer Punkte) zuriickzufilhren.

Jeder zu bestimmende Punkt muS (mindestens) zwei Bedingungen
erfiillen, die aus der Aufgabe folgen. Man versuche deshalb,
die fir den gesuchten Punkt gestellten Bedingungen herauszu-
finden und sie in getrennte Einzelforderungen zu zerlegen.

o Man betrachtet zunkichst nur eine dieser Bedingungen und er-
mittelt die Punktmenge (Besti slinie), die diese Bedin-
gung erfiillt.

» Danach betrachtet man die gweite Bedingung, die der gesuchte
Punkt erfiillen mu8 und ermittelt ebenfalls die zugehirige
Punktmenge.

Da der gesuchte Punkt sowohl die erste als auch die zweite Be-
dingung erfilllen soll, mu3 er beiden Punktmengen (Bestimmungs-
linien) angehtren., Man ermittelt also den Durchaschnitt beider
Punktmengen (den Schnittpunkt beider Bestimmungslinien). -

Damit erweist sich das Auffinden und Koms truieren von Bestim=-
mungslinien als ein zentrales Problem beim LYsen von Konstruk-
tionsaufgaben, und es leuchtet ein, da8 die Kenntnis wichtiger
Bestimmungslinien dabei von Vorteil ist. Oftmals steht man
auch einer Situation gegeniiber, daB zwei Punkte gesucht sind
und man fiir jeden dieser Punkte nur eine Bestimmungslinie an-
geben kann. In solchen Fillen versucht man entsprechend den Be-
dingungen der Aufgabe, eine Abbildung zu finden, bei der der
eine Punkt Bild des anderen ist. Bei dieser Abbildung geht das
Bild der fiir den einen Punkt bekannten Bestimmungslinie iiber
in eine zweite Bestimmungslinie fiir den anderen Punkt.

Insbesondere dieser letzte Aspekt soll an einigen Beispfelen
erléutert werden. Dabei beschrénken wir uns bei den anzuwen-
denden Abbildungen auf die Drehung bzw. Drehstreckung. Ob man
dieses Vorgehen nun als Methode der Bestimmungslinien (bei der
eine Bestimmungslinie mit Hilfe einer Drehung konstruiert wird)
oder als Methode der Drehung (weil die Drehung der entscheiden-
de Sohritt fiir das Auffinden einer Bestimmungslinie ist) be-
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zeichnet, ist dabei von untergeordneter Bedeutung.

1. Aufgabe: Gegeben sind ein Punkt A sowie die beiden Geraden
b und ¢ (vgl. Abb.). Man konstruiere ein gleich~-
seitiges Dreieck, das eine Ecke in A und Je eine
Ecke auf den gegebenen Geraden b und ¢ hat. .

Planfigur: Lisungsiiberlegung:
Das Dreieck ABC sei eine Lisung.
Die Aufgabe ist geltst, wenn die
beiden Punkte B und C bestimmt
sind. Fir jeden dieser beiden
Punkte ist aber jeweils nur eine
¢ Bestimmungslinie, die beiden ge-
gebenen Geraden b und o, bekannt.
Es muB also zuniichst fiir einen
der beiden Punkte eine zweite Be-
stimmungslinie gesusht werden.
Der Punkt B liegt auf der Geraden b. Bei der Drehung mit dem
Drehzentrum A und dem Drehwinkel et= +60° wird der Punkt B auf
den Punkt C abgebildet. Bei dieser Drehung geht die Gerade b
in eine Gerade b' tiber, die die Gerade o im Punkte C sohneidet.
Die Gerade b' ist eine zweite Bestimmungslinie fiir den Punkt C.
Mit AT ist die Seitenléinge des gesuchten Dreiecks bekannt und
flir den noch fehlenden Punkt B kann ebenfalls eine zweite Be-
stimmungslinie angegeben werden: Kreis um A oder ¢ mit dem Ra-
dius XT.

Die LYsung der Aufgabe wurde msglich, weil mit Hilfe einer Ab-
bildung, hier mit einer Drehung, eine Bestimmungslinie filr
einen zu konstruierenden Punkt angegeben werden konnte.

2. Aufgabe: Gegeben ist eine Gerade 1 sowie ein Kreis k und
ein Punkt P, die beide in der gleichen Halbebene
beziiglich 1 liegen (vgl. Abb.).

Durch P ist eine den Kreis k in Q und die Gerade 1
in R schneidende Gerade & 80 zu zeichnen, daB
] = PR ist.
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Planfigur: P 7 Lésungsiiberlegung:
Sowohl fir R als auch fiir Q
ist mit der gegebenen Geraden
1 bzw. dem gegebenen Kreis k
je eine Bestimmungslinie be-
kannt. Flir jeden der beiden
Punkte muB also eine zweite Be-
stimmungslinie gefunden werden.
R liegt auf der Geraden l. Bei
der Drehung um P mit dem Dreh-
winkel ot= 180° wird R auf Q
abgebildet. Bei dieser Drehung
geht die Gerade 1 in eine Ge-
rade 1' {iber. Die Gerade 1'
ist eine zweite Bestimmungslinie fiir Q und die Gerade PQ eine
zweite Bestimmungslinie fiir R.

(Fortsetzung folgt)

K. Lemnitzer
Bereich Methodik der MU

In eigener Sache

Weil die Universitat das Erscheinen der Wurzel finanziell nicht mehr unter-
-stiitzt, sehen wir uns leider gezwungen, den Preis unserer Zeitschrift zu
erhdhen. Er wird voraussichtlich ab Oktober ca. 50 Pfennig pro Heft betra-
gen. Wie hoffen, daB uns unsere Leserinnen und Leser treu bleiben.

Die Redaktion
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Atomium

ATOMIUM ist ein Spiel, das die geistigen Fihigkeiten stark
beansprucht. Es wurde an einem Dienstagvormittag dieses Jahres
von Frank Klemm (Physikstudent) erfunden und laufend
verb ert. Die Idee ist urheberrechtlich geschiitzt. Sie ist
ganz einfach, aber das Spiel ist unheimlich schwer. Deshalb zu
Anfang eine kurze Vorstellung der Regeln:

= Die Welt von ATOMIUM ist ein einfaches 8#8-Feld, ein
Schachbrett. Auf diesem Feld spielt sich alles ab. Deshalb
wird im folgenden die schachtypische Bezeichnung der Felder
verwendet. Zu ATOMIUM bendtigt man weiterhin 2 bis
(theoretisch) 64 Mitspieler und fir jeden stwa 130 jeweils
gleichfarbige Spielsteine, so daf jeder Mitspieler eine
andere Farbe besitzt. Es ist allerdings wenig sinnvoll mehr
als 8 Personen mitspielen zu lassen.

- Die Spieler sind in einer vorher festgelegten
Reihenfolge nacheinander am Zug. Wer an der Reihe ist,
setzt einen eignen Stein auf ein Feld, das nicht mit
fremden Steinen besetzt ist. Dieses Feld kann alsc leer
oder mit eigenen Steinen besetzt sein. Diese missen stets
neu gesetzt werden, schieben o.d. gibt es nicht. Soweit ist
alles ganz einfach und starr. Damit trotzdem Schwung ins
Spiel kommt, gibt es zwei weitere Regeln:

- Liegen auf einem Feld weniger Steine, als dieses Feld
unmittelbare Nachbarfelder besitzt, so kiénnen die Steine
liegenbleiben. Ein unmittelbares Nachbarfeld eines Feldes 1
ist ein Feld 2, das mit dem Feld 1 eine Seite gemeinsam
hat. Auf dem Mittelfeld D4 (mit den unmittelbaren
Nachbarfeldern D3, DS, E4 und C4) kbnnen alsc @, i, 2 oder
3 Steine einer Farbe liegen. Auf dem Randfeld H&6 (mit den
unmittelbaren Nachbarfeldern HS, H7 und G&) kiénnen maximal
37 Steine einer Farbe liegen. Auf dem Eckfeld Al. (mit den
unmittelbaren Nl:hblrfclglrn A2, und B1l) kann hichstens 1
Stein liegen.

= Liegen im Laufe des Spi s auf einem Feld genausoviele
oder mehr Steina, wie das Feld unmittelbare Nachbarfelder
besitzt, so wird je ein Stein von diesem Feld auf jedes
seiner Nachbarfelder geschoben; das Feld explodiert. Da auf
einem Feld aber immer nur Steine einer Farbe liegen kbdnnen,
dndern die Steine auf den unmittelbaren Nachbarfeldern ihre
Farbe so, daR alle Steine auf diesen Feldern die gleiche
Farbe besitzen, wie die des explodierenden Feldes. Nun
kénnen die Nachbarfelder eventuell ebenfalls explodieren.
Dieser Frozefi ist rekursiv und endet, wenn kein Feld mehr
explodieren kann.

- Ein Mitspieler scheidet aus, wenn sich seine Steinezahl
auf dem Spielfeld auf Null verringert (durch Explosionen
fremder Felder). Der Spieler, der ab einem bastimmten
Zeitpunkt als einziger noch Steine auf dem Spielfeld
besitzt, ist ab diesem Zeitpunkt Sieger und das Spiel ist
beendet.
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Aufgabe @
Endet das Spiel immer und in jedem Fall, oder gibt es
zyklisch verlaufende Kettenreaktionen, die nur einen Teil
des Spielfeldes bendtigen ?

Zum Erlernen der Anfangsgriinde gendgen ein Schachbrett,
Halma: ine und 2 Mitspieler. Die rekursive Spieldefinition
macht es praktisch unmdglich ein Spiel voll ohne Computer
durchzustehen. Deshalb sollte man nur die Beispiele
durchspielen und sich dann das Programm besorge
(Eigenprogammierufgen gelte s VerstoB gegen das
Copyrightg tz und werden bestraft !) In den Illustrationen
der Beispiele erfolgt die Ubliche Farbkennzeichnung durch
verschiedene Symbole. Die Notation eines ATOMIUM-Spieles
erfolgt durch die Angabe der Ziige in der Schachnotation ohne
dabei auftretende Explosionen zu vermerken.

Nun einige Beispiele:

Die kirzeste Partie mit zwei Spielern:

gRzi

Die kirzeste Partie mit drei Spielern:

+
o
Al| o | Bi|e | O A2 e |o I
o0
Al
oo
Aufgabe ¢

Finde die kirzesten Partien fur 4,%5,6,7,8 Spieler !
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Beispiel
Eine Kettenreaktion
L o |e
e & . ® e o0
.
L2 TN Il I . ° e e
+ lee| 4+ oo o seofoe ¢ lee o0
Aufgabe 1
Ist @s egal, wo eine beliebige Kette angezindet wird 7
Aufgabe t
Wie kann man in zwei Zigen die beiden Kreuze erobern ?
oo oo
4
o o J++]

Hinweis: Zinde das Feld B1 '

Preissufoabe

Wie lautet die Gewinnstrategie 7

Laut meiner Erfahrung scheint keine absolut sichere
‘Gawinnstrategie zu existieren. Deshalb suche ich alle
Strategien, die sich auf einem Computer (KC87 bis 386/33-AT)
implementieren lassen. Fertige FProgrammguelltexte und
schriftliche Beschreibungen der Strategie in z.B. Hochdeutsch
sind gleichberechtigt. Fiur die Quelltextentwicklung kann man
bereits fertige Programme benutzten. Beschreibungen dagegen
werden in Programme umgesetzt, die am Wettkampf teilnehmen.
Als Gesamtpreis stehen finfhundert Disketten zur Verfigung,
die unter den Einsendern wie folgt verteilt werden. Es werden
gleichviele Spiele in den Klassen 2 bis 8 Mitspieler
ausgetragen, z.B. 254 Spiele mit je zwei Strategien und 236 zu
dritt. Gewinnt eine Strategie 10% aller Spiele, so hat sie
ihrem Einsender genau 10% der S0 Disketten gesichert.

Programme zum Spielen oder Strategieentwickeln kénnen
bestellt werden bei:

Lutz Donnerhacke
Alte Strafe S
Jena-Altlobeda
6902

Die Einsendungen zum Wettbewerb sind bis zum 31.9.1990 an
dieselbe Adresse xu schicken.



Frosasfgabte ”

Preisaufgaben

w37

Gidbt es eine Folge vcr.ohiedenor natiirlicher Zahlen a,,

1

855000 »,Wobel keines der Folgenglioder Summe anderer
Polgenglieder let und a, £ 1000 o gilt?

w38

Auf den Seiten eines konvexen Vierecks mit der Fliéche A

y

werden nach auSen Quadrate errichtet. A, sei die Fliche
des Vierecks, das von den Mittelpunkten dieser Quadrate

A |gebildet wird, Man zeige A," 24 und da8 Gleichheit genau
dann eintritt, wenn die Diagonalen des Ausgangsvierecks
gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen.

W 39 Fir welche Werte von a hat die Gleichung
N (x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=

A genau 3 verschiedene Lsungen?

W 40 Sind alle spitzwinkligen gleichschenkligen Dreiecke mit

A gleicher Schenkellénge und gleichem Zukreisradius not-

dig k t?
wendig onﬁruon
W 41 N Menschen stehen Schulter an Schulter in einer Reihe.

Auf ein Zeichen dreht sich jeder um 90° - die einen nach
links, die anderen nach rechts, Danach drehen sich jede
Sekunde gerade die Leute um 180° , die mit dem Gesicht
zueinander stehen .Bricht dieser Vorgang ab? Wenn ja, be-
stimme man seine maximale Deuer ( in Abh¥éngigkeit von N ).

Ha nnoxocTi OTHMEYEHH BCe TOYKM C LeJIOYNCHEHHHMH KOOPAH—

] HaTaum - ySNH KBaApATHOM pEmeTHH, ¥ CPEAM HEX BHAGJNEH

oAEH "HavanHuf#t" ysen O. [ANA KamAOro E3 OCTANBHHX Y3JI0B P
HpoBeZeHAa IPAMAA, OTHOCHMTENHHO KOTOpo#t ysmw O m P cmume-
TpEuEH. [IpoBeZeHHHe HpAMHE DASBHBANT IJIOCKOCTH HA MOJKME
yacTH ( TPeyrOJABHEKE M BHOYKJIHE MHOTOYFONBHAKE ). [IpmHH-
meM Kaxnoff M3 HAX HATyYpPalbHOE YMCJIO — PAHT - IO CleAy-
nmeMy OpaBHNy: YacTh, cofiepxamas Touky O ( oHa EMeeT
(opMy KBaApaTa ) moAyuaeTcs paHr 4, vyacTE IpaHEuamEe C

.{Heft MO CTOPOHe - paHr 2, TPAHAYAINe C HMME IO CTOPOHe ( X

| OTJHHHE OT yXe PACMOTPEHHHX ) - DaHr 3 M.T.X.. Joxaxwre,
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/ |YTO CHMMApPHAS OJOMANL BCOX VHGO'X‘BH paHra p OZHa XM Ta xe
NpH BC8 HATYPANBHHX D.

Das kleinste magische Sechseck

In das folgende Zahlensochema sind die Zahlen 1 bis 19 &0 'ein-
gutregen, daS die Summen lings der eingezeichneten Linien im=
mer konstant sind (Abb. 1).

Nachdem man sich die konstante Summe {iberlegt hat, kanm man in
einige Felder Variablen einsetzen.
Ohne die Forderung auszunutzen, da8 alle Zahlen verschieden
sein sollen, ergeben sich eine Reihe interessanter Zusammen-
hiinge, wie z.B, in Abb. 1

a+b+cs=s,
Diese Eigenschaft gilt flir alle Seitenmitten s.
Mit Hilfe eines Kleincomputers konnte ich zeigen, daB es nur
eine Lisung gibt. Alle weiteren Lisungsvarianten lassen sich
durch geeignete Drehungen und Spiegelungen auf die in Abb, 2
dargestellte IYsung reduzieren.
Analog den magischen Quadraten ist das mit der Kaptenlénge 3
das kleinste.
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Einiges (iber Triangulationen auf der Kugeloberfiiche

Zun#dchst nehmen wir einige Begriffsbestimmungen vor, um eine
Triangulation zu charakterisieren. Als entsprechende Ebene soll
die Sphire (Kugeloberfliiche) angesehen werden. Gehen wir von
folgenden Darstellungen aus:

5

gfese Be;spiele stellen 'Graphen dar, die sich aus einer nicht-
leeren Menge Kn von Knoten K:l. (mit i=1,..n) und einer nichtlee-
ren Menge K, von Kanten k; (mit i=1...m) zusammensetzen.

In a) und b) sind jeder Kante genau 2 Knoten zugeordnet, wih-
rend in o) Schlingen 8, und. s, auftreten, die genau einem Kno-
ten zugeordnet sind. Im Pall d) ist die Menge K, leer, da nur'
ein isolierter Knoten angegeben ist. Fiir weitere Untersuchun-
gen schlieBen wir Schlingen und isolierte Knoten aus und defi-
nieren unter diesen Voraussetzungen den Begriff des endlichen
Graphen.

Defimnition 1: Ein endlicher Graph G ist ein Tripel
(K sKg,f) mit K als nichtleere endliche Menge von
Knoten, Ka als nichtleere endliche Menge von Kanten
und mit f als Abbildung, welche jeder Kante aus Ko
genau 2 Knoten aus l{n zuordnet.

Desweiteren sei noch der Begriff des ebenen Graphen definiert:

Definition 2: Ein Graph G, dessen Knoten und Kan-
ten in die Ebene gezeichnet sind und dessen Kanten
sich hichstens in Knoten kreuzen, heiSt ebener Graph.
(vgl. Abb. 2)

Nun ist es mdglich, den Begriff der Triangulation zu definie-
ren.
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Abb, 23

ebener Graph nicht ebener Graph

ﬁ

Definition 3: Eine Triangulation T ist ein endli-
cher ebener Graph G mit genau e-Ecken, welcher die
Kugeloberflléiche so in Teile zerlegt, da8 diese nur
von Dreiecken mit 3 verschiedenen Ecken sowie 3 ver-
schiedenen Kanten begrenzt werden. Diese Teile be-
zeichnen wir als Dreiecksflédchen.

In Abb. 3 sind Graphen dargestellt, die a) Triangulationen re-
présentieren und b) keine Triangulationen sind.

Abb. 3:

a) R b) .
(31 (4

(2
Es 148t sioch leicht nachpriifen, da8 [3] und [4]) gegen die Be-
dingungen verstoSen, die laut den genannten Definitionen erfiillt

werden miissen. Flir Triangulationen gilt nun folgender wesentli-
cher Zusammenhang:

4|

Da jede Kante zwei Dreiecksfliéichen begrenzt und analog jede
Fléche von ) Kanten begrenzt ist, ist das Doppelte der Kanten-
anzahl gleich dem Dreifachen der Flichenanzahl, also 2k = 3f.
AuSerdem verbindet jede Kante 2 Ecken und jede Ecke Ei steht
mit den i-Kanten in Beziehung. Daraus ergibt sich:
2k = 3f = tzioei, wobei i=2,3,...,n der hichste in der Tri-

im

angulation auftretende Eokengrad ist (z. B. Abb. 3a)[2]: i=4)
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und e, die Anzahl der Ecken vom Grade i reprisentiert (z. B.
Abb. 3a)[2]): ey = ey = 3). Ohne Beweisangabe sei mitgeteilt,
daB fiir Triangulationen der Eulersche Polyedersatz gilt:
e+f-k = 2. Aus e+f-k = 2 wird also mit 2k = 3f = 5 i-ey und

e = ﬁaei durch Einsetzen die Beziehung
i=

n n
6} e, = } .i-e, = 12 gewonnen. Durch weiteres Vereinfachen
i i
i=2 i=2
(Ausklammern) ergibt sich )ﬁ(6—1)oei = 12.
i=2

Setzt man nun fiir i=2,3,...,n, ergibt sich

4o, + ey + 2e, + eg - eq - 2eg = 3eg =ece- (n-6)e, = 12.

Somit ist folgender Satz formulierbar:

Sat z : Jede Triangulation erfiillt die Gleichung
402+393+2e4+e5-97-2e8-399—...—(n—6)-en- 12. (1)

Bemerkenswerter ist die Interpretation des Satzes. Da die ey
Anzahlen reprisentieren und somit natlirliche Zahlen sind, kann
kein ey negativ sein. Das bedeutet, da8 in jeder Triangulation
Ecken vom Grade 2, 3, 4 oder 5 auftreten, die Anzahl der Eoken
vom Grade 6, also eg» hier niocht vorkommt. Weiter 1#8¢ sich
entnehmen, wie in folgendem gezeigt wird, daB8 bei einer Ein-
sohriénkung des Eckengrades i mit i< 6 nur endlich viele Trian-
gulationen existieren. Als Beispiel wollen wir die Einschriin-
kung i € 4 vornehmen, so da8 nur Ecken vom Grade 2, 3 und 4
auftreten. Dann stellt sich Gleichung (I) in folgender Form
dar:

4e, + 3ey + 2¢, = 12. ()
Durch Einsetzen gelangt man auf 7 Lisungsmdglichkeiten dieser
Gleichung.

Nr. der Losung l ey | o5 | e

LI T W=
AWl NP

NonPwn-=
LIRS I B B

Durch Uberlegung kann gezeigt werden, daB jedoch nur 5 Félle
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vorliegen, wo eine Triangulation auf der Kugel realisiert wer-
den kann. Die Gleichung stellt also nur eine notwendige, aber
keine hinreichende Bedingung flir das Vorliegen einer Triangula-
tion dar. In unserem Fall sind 1 und 2 nicht realisierbar, was
durch mgliche Konstruktionsversuche sichtbar wird. Abb. 4
zeigt die realisierbaren Fdlle.

Abb, 4:

(31 [4] (5] [6] (71

Dabei repriisentieren [6] ein Tetraeder und [7] ein Oktaeder.

In analoger Weise kann sich fiir weitere Einschriinkungen des
Eckengrades i mit der Einsohriéinkung i € 5 Losungen der betref-
fenden Gleichung und ihre Realisierungen als Triangulation ge-
geniiberstellen. In /1/ werden diese Fille sehr ausfiihrlioch dar-
gestellt.

Art der Einschrinkung Anzahl der Angahl der
des Eckengrades i natiirlichen | davon als Tri-
( iy= der zugelassene Idsungen der| angulation
hdchste Eckengrad der fl;iclmng ?ﬁiisierbmn
is1 nschrénkung - B
(<]
i a2 (1H-2) 1 1
L83 (ig=3) 2 2
Beispiel (1 %4 (iy=4) 7 5 |
185 (ig=5) 34 15
allgem.: 1,1,€(2,3,4,5]  [Leip(315-250+ |Peiy(513-3915+
z -
*69)-61 +106)-15

Die Untersuchung auf Realisierbarkeit von Triangulationen, ins-
besondere im Fall 1 £ 5 mittels Uberlegungen zur Konstruierbar-
keit auf der Kugeloberflidche ist natiirlich mithevoll und lang-
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wierig. Daher sei abschlieBend auf SHtze und Kriterien der an-
gegebenén Iiteratur verwiesen, die die aus der Gleichung (I) er-
haltenen Losungen auf Realisierbarkeit bzw. Nichtrealisierbar-
keit als Triangulation untersuchen.

Literatur:

/1/ H. Bigalke "Herleitung der Kugeltriangulationen mit aus-
nahmslos Ecken vom Grade & 5" in "Der Mathematikunterricht",
Heft 4/1979, E.-Klett-Verlag Stuttgart 1979.

/2/ B. Klotzek u.a. "kombinieren, parkettieren, fHrben",
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1985.
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Tortenproblem 130

Kann die Geburtstagstorte gerecht geteilt werden?

1. Das Tortenproblem

Wenn sich unter den Gésten einer Geburtstagsgesellschaft ein
Mathematiker befindet, der mdglicherweise auch noch Kenntnisse
der Geometirie besitzt, was heute keineswegs selbstversténdlich
iet, s0 wird man ihm vielleicht die Aufgabe erteilen, die Go-
burtstagstorte so zu zerlegen, da8 jeder Gast ein gleichgroBes
Stiick erh#dlt. Geht der Mathematiker - ungetrilbt vom Alkoholge-
nu8 - als Mathematiker an die Ldsung dieser Aufgabe, so wird er
nach einiger Zeit das Kuchemmesser an den Gastgeber zurtickgeben
mit dem Bekenntnis, da8 er die gestellte Aufgabe nicht l¥sen
kann. Wieder einmal wird der Mathematiker als weltfremd verlacht
werden - warum? Der Mathematiker {iberfiihrt das praktische Pro-
blem zuniéichst in ein (geometrisches) Modell: Die Tortenform wird
als Kreiszylinder aufgefaBt, so daS es genfigt, einen Kreis K zu
betrachten - das réumliche Problem ist auf ein ebenes reduziert!
Es geht jetzt darum, den Kreis K in n "gleiche™ Teilstiicke S zu
zerlegen, wobei n eine natiirliche Zahl gr¥Ser als eins ist (An-
zahl der Géste). Die "Gleichheit® der Teile bedeutet genauer
"deokungsgleioch", d.h., Je zwei der Teile sind kongruent (31= Sk)
= sie kdnnen durch eine Bewegung (in der Ebens) aufeinander ab-
gebildet werden. "Zerlegung" bedeutet schlieBlich, da8 zwei ver-
sohiedene Teile keine Punkte gemeinsam haben - die Teilmengen
sind paarweise disjunkt, und die Veriinigung aller Teile ergibt
den ganzen Kreis. Mengentheoretisch kann das beschrieben werden
durch

(1) K=58uSve.us,
(2) 5,08 =@ fir ijk (i,k=1,...,n),
(3) 8, ¥ 8, (122,3,c005m)e

Das Problem lautet jetzt: Gibt es zu einer gegebenen natiirlichen
Zahl n >1 eine Darstellung (1) fir einen Kreis K mit den Bedin-
gungen (2) und (3)?

Wir betrachien zunkichst den einfachsten Pall ne2 und fragen also,
ob die Torte halbiert werden kann. Es zeigt sich zur groSen Uber-
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raschung des Iaien, da8 dies ummglich ist! BEs gilt nkmlich
folgender

Satz 1. Ein Kreis kann nicht (im mengentheoretisch
strengen Sinne) halbiert werden.

Beweis: Der Beweis dieses schinen Satzes wird indirekt gefiihrt,
wir nehmen also an, es gibe eine disjunkte Zerlegung des Krei-
ses in zwei kongruente Teilmengen:

(1) K= 31 v 52,

2') 3,N 8, = g,

3") 51 & 82.

Die Kongruensbeziehung (3') bedeutet, da8 eine Bewegung o exi-
stieren muS, welche die Teilmenge S, suf S, abbildet:

(3.) ‘(31) - 32-

Aus dem Sohulunterricht ist dem Leser (hoffentlich) bekannt,
da8 eine ebene Bewegung (Kongruenstransformation) entweder eine
Verschiebung, Drehung, Geradenspiegelung oder eine Gleitspiege-
lung ist. Zundichat schlieSen wir den FPall aus, da8 o. eine Dre-
hung oder eine Geradenspiegelung ist. Beide Abbildungen besit-
gen nlzlich mindestens einen Pixpunkt P mit o(F)aP (F ist das
Drehsentrum im Fall der Drehung oder ein beliebiger Pumkt der
Spiegelachse im Fall der Gerademspiegelung). Ein solcher Pix-
punkt kann nicht gur Kreisfliiche K gehiren, denn danmn wiirde aus
PEK ohne Beschriinkung der Allgemeinheit rcs, folgen, und so-
mit wire P=o((P) auch Element
ven 8, im Widerspruch zu (2').
Lige der Pixpunkt F auBerhalbd
von K, so schneidet die Verbin-
dungsstrecke FM von P mit dem
Mittelpunkt M des Kreises die
Peripherie von K in einem Punkt
G (Abb. 1). Der Punkt G ist dann
der Punkt des Kreises mit dem
Kiirsesten Abstand von F. Abd. 1

Da Bewegungen den Abstand von gwei Punkten nicht #ndern und P
Pixpunkt ist, milssen das Bild o (G) und das Urbild o~ '(G) von
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ant.u-mu-rutd-uuunmm Tun mu8 aber
o2(0) oder «¢~1(G) su X gebiren, was mur miglich ist fur

ot(G) = G. Dann wilre G also ein su K gehSrender Pixpunkt im Wi-
derspruch su den obigen Betrachtungen fiir ».

Tun werde angenommen, da8 o eine Verschiedbung ist. Dann demke
man sich eine Tangente t in Richtung der Versohiedung o« an den
Kreis gelegt mit dem Berilhrungspunkt G. Vemn G su dem Teilsttiok
8, des Kreises gehirt, so muS o(G) wegen u(s,)- 8, €K su 8,
gehlren, was unmSglioh ist. Also miiSte G ein Punkt des Teil-
stlickes 5, von K sein. Damn wiirde sber das Urbild o~1(d) su
84, also su K, gehiren, was ebenfalls unmiglich ist (abb. 2).

Bs bleidt schlieSlioh der Fall, da8 o¢ eine Gleitspiegelung ist
mit der Achse a. Dann schneidet die su a senkrechte Gerade g
durch den Kreismittelpunkt M die Peripherie des Kreises in swei
Punkten G und H (Abb. 3). Der Abstand von G sur Gersden a sei
gxU8er oder gleich dem Abstand von E su a. Damn 1ist wiederum
weder o(G) nooh «~7(G) etn Punkt des Kreises K im Widersprueh

sur Forderung (3%). )
i o o i ‘
2 Abd. 3

Abb,

Es gidt also keine Bewegung o, welohe die Bedimgungen (1'), (21)
und (3*) gleichseitig erfillt, und unser Sats 1 ist bewiesen.

Fortsetzung foigt Prof. Dr. E. Hertel, FSU
Mathematische Fakultat



133 Tortanproblem.
In eigener Sache

Wie im Heft '(/8 90 bereits angekiindigt, miissen wir den Preis
erhthen, und zwar auf 60 Pfennig pro Heft.

Die Redaktion

Fortsetzung aus Heft 7/8 90

Konstruktion:

Welche Aussage kann man
{iber die IYsbarkeit dieser
Aufgabe machen?
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3. Aufgabe: Es sind zwei konzentrische Kreise k1 und k,, eine
Gerade g sowie die Lénge einer Strecke S gegeben.
Zu konstruieren ist ein gleichseitiges Dreieck mit

der Seitenlénge s, von dem je eine Ecke auf k1, k2
und g liegt.

Losungsiiberlegung:

L&Bt man zundchst die Bedingung,
daB ein Eckpunkt des gesuchten
Dreiecks auf g liegen soll,
auBer acht, dann lassen sich
leicht zwei Scharen von gleich=-
seitigen Dreiecken mit vorgege-
bener Seitenlénge s zeichnen,
von denen je ein Eckpunkt auf
k1 und k2 liegt.

ABC1 und A302 seien je ein Ver-
treter dieser beiden Scharen
und A'B'Ci eine Losung der Auf-
gabe (vgl. Abb.).

Men erhélt A'B'Ci aus ABC1 mit Hilfe einer Drehung um M.

Der Kreis um M mit dem Radius MCT wird somit neben der gegebe-
nen Geraden g zu einer zweiten Bestimmunglinie fiir den Punkt C!.
Da die Seitenlénge s des gesuchten Dreiecks vorgegeben ist, ist
der Kreis um C% mit dem Radius s eine zweite Bestimmungslinie
fiir die Punkte A' und B',

Welche Aussage 1&Bt sich iiber die Anzahl der Losungen dieser
Aufgabe machen?

4. Aufgebe: Gegeben ist ein Dreieck ABC, ein Punkt P sowie zwei
. Kreise k; und ky (vgl. Abb.). Es ist ein preieok zu
konstruieren, welches dem Dreieck ABC &éhnlich ist
und von dem ein Eckpunkt der Punkt P ist und die
beiden anderen auf k1 bzw. k2 liegen. :
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Planfigur:

C

Losungsiiberlegung:

Dreieck PQR sei das gesuci‘e Dreieck, P und C, Q und 4 sowie
R und B einander entsprechende Punkte.

Wir gehen davon aus, daf die beiden Dreiecke ghnlich sind,
wenn sie in einem Winkel iibereinstimmen und die dem Winkel an-
liegenden Seiten gleiche Verhéltnisse bilden. P ist gegeben.
Fiir jeden der beiden Punkte Q und R ist jeweils eine Bestim-
mungslinie bekannt, die gegebenen Kreise k1 bzw. k2. Der Punkt
R ist das Bild des Punktes Q bei der Drehung um P mit dem
Drehwinkel T (Winkel bei C) und gleichzeitiger zentrischer
Streckung mit dem Streckungsfaktor g% . Q liegt auf k1. Das
Bild des Kreises k1 bei der genannten Drehstreckung ist eine
zweite Bestimmungslinie fiir R. Zweite Bestimmungslinie fiir Q

ist der (£§:i:e) Schenkel des in P an PR angetragenen Winkels
T.
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Konstruktion:

(4

Einige Ubungsaufgaben:

1.

Gegeben sind ein Punkt A sowie die beiden Geraden b und 4.
Man konstruiere ein Quadrat mit der Ecke A, von dem die
Ecke B auf b und die Ecke D auf d liegen (Aufeinanderfolge
der Ecken: ABCD).

Zwei Kreise k1 und k2 schneiden sich in den Punkten P und Q.
Man konstruiere durch P eine Gerade, auf der die beiden
Kreise gleich lange Seh her hneiden

Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck, dessen Eokpunkte
auf drei gegebenen konzentrischen Kreisen liegen!

Einem Quadrat ist ein gleichseitiges Dreieck einzubeschrei-
ben.

K. Lemnitzer
WB Methodik der MU
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Kreise in Quadraten und Uberdeckung von Quadraten durch Kreis

1. Problemstellung

Im folgenden verstehen wir wie bereits in [1] unter einem
Einheitskreis (EK) die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius
1. Weiterhin betrachten wir ebenfalls ein Quadrat stats als
geschlossene Quadratfliche,

, Nun bezeichnen wir eine endliche Menga{Ki}von EK, die sich in
einem Quadrat Q so befinden, daB jeder Punkt des (uadrates
in das Innere von hdchstens einem EK aus le gehért,; als
eine Einheitskreispackung in Q. Andererseits bezeichnen wir
eine endliche Menge {Iq} von EK, die beziiglich eines Quadra-~
tes Q so liegen, daB jeder Punkt von Q wenigstens einem EK
aus (KJIDS'MN, als eine Einheitskreisiberdeckung von Q.
Im Bild 1 ist eine Einheitskreispackung mit vier Kreisen in
einem Quadrat und im Bild 2 eine Einheitskreisilberdeckung
eines Quadrates

ORI =

Bild 1 ' Bild 2

mit 14 Kreisen dargestellt,

Eine Einheitskreispackung (EKP) mit n Kreisen in einem Quadrat

bezeichnen wir mit und eine Einheitskreisiberdeckung

(EKO) mit n Kreisen eines Quadrates bezeichnen wir mit ﬁ. .

Wir stellen uns nun zwei Fragen:

1. Welches ipt das kleinste Quadrat, in das man bei gegebener
Zahl n eine EKP T unterbringen kann?

2. Welches ist das gréBte Quadrat, welches sich bei gegebener
Zahl n durch einen EKU {n Uberdecken 1aBt?

Da bisher npur fir wenige Zahlen n die Lésungen dieser

beiden Aufgaben bekannt sind,wollen wir hier Abschéatzungen
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fir die Seitenléngen der gesuchten Quadrate mit Hilfe der Re=-
sultate aus (1] herleiten. Dazu bezeichnen wir mit x  die

Seitenlange eines Quadrates, das eine EKP aus n EK enthalt oder
das durch eine EKU aus n EK Uberdeckt wird.

2, Packungen von Einheitskreisen in Quadraten

Betrachten wir ein Quadrat Q mit der Seitenlénge x,, das eine
EKP Pn von n EK enthdlt, Wir bezeichnen mit

(@)= £

Il

die Dichte von f?,. in Q, wobei |K| und [Q] die Fléchen-
inhalte eines BK und des Quadrates darstellen.
Demit 1ist aber

o= T

Um eine erste Abschitzung zu erhalten, bedenken wir, daB J(/n)
n -r

stets kleiner als 1 ist, Damit gilt gox 3 <1)
n
woraus X >¥Yn-ar folgt. (1)

Es soll jetzt eine bessere Abschatzung mit Hilfe des ent-

sprechenden Resultates aus [1] hergeleitet werden.
Dazu bedenken wir, daB sich mit einem Quadrat die Ebene schlicht

und liickenlos auslegen 1liBt, wie es

Bild 3 gzeigt.

Verwenden wir fiir diese Auslegung ein

Quadrat, das eine EKP R, enthidlt, so

entsteht entsprechend der Definition

in [1] eine Einheitskreispackung K
Bild 3 in der gesamten Ebere.

In [1] hatten wir gezeigt, daB fir die Dichte S(R) einer

EKP P in der Ebene stets J(F)ﬁ% gilt, Dies gilt auch

-f0r EKP in Quadraten.
Nehmen wir zum Nachweis an, daB unsere betrachtete EKP P,,_
bezliglich Q eine Dichte & (kn) >+1J’;1? hat. Dann hat aber

die Einheitskreispackung F , die aus, pn durch das Auslegen
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der Ebene mit dem Quadrat Q entsteht, ebenfalls eine Dichte

X(ﬂ) >‘;Lr?‘ + was unserem Ergebnis aus [1]  widerspricht.

Folglich muB auch J(P,,) =< ﬁz;: gelten, woraus mit

5(]@»)";:7 5‘,;,‘—% aber  x, 2V n-yiz folgt. (2)

Vergleichen wir nun die Schranken in (1) und (2), so erhalten

wir Ym. vz’ > Yaox

Damit ist die Abschétzung (2) fir die Seitenlange des gesuchten
kleinsten Quadrates besser als die Abschidtzung (1).

Das heiBt, die Schranken (2) liegen néher an den besten Werten
for die Seitenléngen der gesuchten kleinsten Quadrate.

Die behandelte Frage 1. ist &quivalent zu einer in [2] bearbei-
teten Problemstellung, so daB die in [2] angegobenen Ldsungen
auch die einzigen Lésungen des hier behandelten Problems ergeben,

3. Uberdeckung eines Quadrates durch Einheitskreise

Betrachten wir ein Quadrat Q mit der Seitenldnge X, rdas von
einer EKU 14, aus n EK Uberdeckt wird.
Wir bezeichnen mit

. n-IKi n-Jar
S () Ry aalor-

die Dichte von ‘I:t,' beziiglich Q.

Um auch hier eine erste Abschétzung zu erhalten, bedenken wir,
daB & (1{,) stets gréBer als 1 ist, woraus sofort

Xp < nIr

folgt. ()
Auch hier erhalten wir eine bessere Abschitzung mit Hilfe des

entsprechenden Resultates aus [1] « Analog zu den im 2. Ab=
schnitt behandelten Packungen folgt, daB (Mn) gv_? ist.

Damit gilt wegen %z{l‘ 2
n

.V_'
die Abschatzung l‘ = (4)
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Ein Vergleich von (3) und (4) liefert

VE: en < H-T,

womit die Abschétzung (4) besser als die Abschitzung (3) ist,

Damit haben wir auch fir die zweite der gestellten Aufgaben
eine Abschiétzung fir die Seitenléinge des gridBtmdglichen Quadrates
angegeben, das sich durch eine EKU von n EK (berdecken laBt.

Literatur:

1. Kirchner, Schmitz: Ober die Dichtezahlen von Einheitskreis-
packungen und EinheitskreisUberdeckungen in der euklidischen
Ebens, Wurzel, J,70 /83

2, Kirchner, Schmitz: Punktanordnungen in einem Quadrat, alpha

4/85,

Verfasser:

Dr. K. Kirchner

Dr. M. Schmitz

P&d, Hochschule
Erfurt/Mihlhausen

Sektion Mathematik/Physik
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Preisaufgaben
W 43 Fir jede natlrliche Zahl n tinde man die kleinste Zahl

s

k derart, dal n beliebige Punkte der kbene, von denen
keine 3 aur einer Geraden liegen, durch k Geraden ge-
teilt werden, ds he zu je 2 Punkten gibdt es eine Gera-
de, 80 dai die Punkte aut verschiedenen Seiten der Ge-
radenliegen.

W 44 Man lYse die Gleichung
4 2
#ﬂ\ - ’Jx -2 = 1 -Xx in reellen Zahlen.
W 45>  Kkin Dreieck have die Fliche 4. Man bestimme das Minimum

der lknge der griiten Seite des Dreiecks sowie des Drei-
ecksumtangs |

W 40

Seien 8418,,000,8, Vverschiedene positive Zahlen. Man be-
weise

:Li-lz‘hu-nn z‘]‘g"“ﬂj" eee +a2a3+ ece +8

a
-1.n
n n ( n-1

w4

Gegeben 1::_ ein reohtuLnklige- Dreieck AOL1A2 mit den
Katheten Agh, = & und A112 = be Nun wird der unendliche
Streckenzug Lzé_’:‘fs eee konstruiers, wobei ‘nAnﬂ die
Hbhe des Dreiecks ‘n—z‘n-1An ist. Welche Linge hat dexr
Streckenzug und gegen welchen Punkt strebt die Folge
der Punkte An?

Wieviel sbenen gibvt es, die gleich weit von alien 4
Lcken eines Tetraeders entfernt sind?

EinsendeschluB: 8. 11. 1990
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Ein groBes Problem, ein biBchen auf primitiv.

Die Gleichung

) B+t

(n ungerade Primzahl) in ganzen positiven Zahlen, also diophan-
tisch, zu losen, nennt man das GroBe Fermatsche Probiem.

Es ist iiber 350 Jahre alt. In letzter Zeit hat es hier groBSe
Fortschritte gegeben, aber immer noch keine endgiiltige Idsung.
Die Mittel, mit denen man ihm zu Leibe riickt, gehen weit iiber
den Bereich der elementaren Zahlentheorie hinaus.

Um so verbliiffender erscheint in diesem Lichte die Tatsache,
daB dennoch auf elementarem Wege noch etwas hierzu beigeiragen
werden kann.

Setzen wir dazu in (1)

2) z =y + pa
(p # n Primzahl), so folgt

() B B Gyrtatst
und damit

(4) x™ = 0 mod p,
woraus

(5) x = 0 mod p

folgt. Statt nun x = px' zu schreiben, benutzen wir zweckméBi-
ger die bei Programmiersprachen gebréuchliche Form x # px. Wir
erhalten dann in (3) nach Division mit p

n -
6 Fpo1 = 3 (Byytiatpt!
i=1
und damit diesmal
(7) 0 = y mod p

(p # n). Mit y & py folgt in (6)

n _n-1 - -
) Fp o o i:; (ByyPrtal
=
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und nach Division mit p™~ '

n P
9 = 30 Dy et
-

Man vergleiche (9) mit (3)! Der Faktor p ist verschwunden, und
es ergibt sich = (y+a)n & yn. Setzt man das Verfahren weiter
fort, so bleiben schlieBlich nur noch Differenzen

(10) z-y=n"
(r ganzzahlig, nicht negativ).

Wir wollen die Methode auch hierfiir versuchen.
Wir betrachten zunéichst den Fall n 2 r+2. Statt (3) erhalten
wir jetzt

1) 2 = iﬁ (g)yn—inri
e

und damit analog zu (5) x % nx, also in (11) nach Division mit
r+1
n

(12) Kpnmr=1 2%: (p)yn-inr(i-1)-1
i=1 1t

(die entsprechenden Binomialkoeffizienten sind ja durch n teil-
bar) und demit analog zu (7) bzw. (8)

n : i .
(13) ' Lpn-r=1 _ ;:: (?)yn-lnr(1-1)-1+n-1
i=1
Nach Division mit n®T~' erhalten wir
n : .
(14) S0 gza(?”npln(r—1)1 - (y+nr'1)n -y

Wir haben also den Exponenten in (10) um 1 abgebaut und kdnnen
das Verfahren fortsetzen, da die Fallbedingung nun erst recht
erfiillt ist. Am Ende erhalten wir als einzige Differenz

(15) z -y =1

Sei nun n = r+1. Dann kann keine der beiden Seiten von (12)
durch n geteilt werden. Damit stellt die mit (12) identische
Beziehung

(16) & Z?% (?)yn-inr(i-1)—1
i=

eine Gleichung vor, deren Typ nicht der von (1) ist. Der Fall
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r » n=1 in (10) kenn also - jedenfalls mit unserer Methode =

nicht weiter reduziert werden.

Wie sieht ea flir hthere Werte von r aus? Setzen wir allgemein
r asn+ t, a0, 0 £t «n.

Dann kSnnen wir in (11) s-mal hintereinander die Operation

x & nx ausfilhren bei Jeweils anschlieBender Division mit n".

Wir kommen schlieBlich zu

17) & = ié1 (?)yn-inr:l-sn.

Fortsetzung foigt Dr. K. Wohirabe
Berlin
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Preisaufgaben

W 49

1

kiner Kugel werde ein rdumliches Viereck umschrieben

( das ist ein geschlossener Streckenzug durch 4 Punkte,
die nicht in einerEbene liegen miiesen ). Man zeige, dal
die Berithrungspunkte von Viereck und Kugel in einer k-
bene liegen!

W 50 Man lose das Gleichungssystem
4 Zx + B(y‘0.5) = 4
(ex -y )? = 3
W 51 Gesucnt sind alle 200-stelligen Quadratzahlen, die mit
"I I,‘ |99 Neunen beginnene
W 52 Auf einem Kreis werden 4k Punkte markiert, die abwech-
selnd rot bzwe. blau gefdrbt sinde Nun werden die 2k
roten Punkte paarweise durch k willkiirliche Strecken,
Z die ebenfalls rot gefarbt werden, verbunden. Analog
wird mit den blauen Punkten vertahrene.
Man beweise, daB sich in mindestens k Punkten eine ro-
te Strecke mit einer blauen Strecke schneidet!
W 53 Das Vieleck M' sei Bild des konvexen Vielecks M bei ei-
ner Ahnlichkeitesabbildung mit Faktor - é « Man zeige
2 das es eine Verschiebung Z gibt, so dali Z(M') in M ent-
halten iste
W 54 Kann man in eine Tabelle mit nXn Feldern die Zahlen
1 1,0,-1 80 eintragen, dall die Summe der Zahlen in jeder
Zeile, jeder Spalte und den zwei Diagonalen gleich ist?

EinsendeschluB: 9. 12. 1990
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Sechstausendsiebenhundertdreiundachtzig blaue Kosmonauten

1. Zwischen 6 Punkten seien alle moglichen Verbinduangsstrek-
ken gezogen und jeweils rot oder blau gefdrbt. Dann gibt es
in dieser Pigur wenigstens ein gleichfarbiges Dreieck (d. h.
eins mit nur blauen oder nur roten Seiten). Jedesmal, wenn
ich so etwas lese, wundere ich mich, daB die Mathematiker of-
feanbar keine anderen Farbea kennen. Aber obige Behauptuag ist
auch fiir Orange und Hellgriin wahr. Denn: wir betrachten einen
beliebigen dieser 6 Punkte, nennen wir ihn X. Von X gehen 5
Strecken aus. Davon gibt es wenigstens drei einer Farbe, denn
nur zweimal Blau und zweimal Rot ergibt 4, uad da fehlt noch
eine. O, B. d. A. seien es wenigstens drei rote Strecken.
Ihre von X verschiedeanen Endpunkte nenneﬂ wir A, By Cy eee

- wir bendtigen nur die ersten drei. Ist eine der Strecken
AB, BC, CA rot, so ergibt sich zusammen mit XA, XB oder XC
ein rotes Dreieck. Sind AB, BC, CA alle blau, bilden A, B, C
ein blaues Dreieck. 8

A (8

X X

Um bei beliebiger Rot/Blau-Fdrbung wirklich ein eiafarbiges
Dreieck zu erhalten; sind die 6 Punkte tatsdchlich erforder-
lich. Flir 5 Punkte kGnaen wir eine Farbung angeben, die weder
rote noch blaue Dreiecke eathdlt:

rote Strecken: blaue Strecken:

2. Wieviele Punkte‘braucnen wir, wena wir die Verbindungs-
strecken nicht mit zwei, sondern mit drei Farben versehen,
und wieder ein einfarbiges Dreieck erhalten wollen? - Mit
groBer Wahrscheinlichkeit ist Griin die dritte Farbe.
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Erinnera wir uns an den Beweis von 1. Eine ausreichende Zahl
roter Strecken giang von eianem Punkt aus, und deren aadere
Endpunkte konaten dana nur noch blau verbunden werden. All-
gemeiner: die Strecken von X aus haben wir nach eijem 'Schub-
fachprinzip* eingeteilt und dann die Anzahl der Far-
ben um 1 reduziert. Das klappt auch fiir 3 Farben. Dann darf
die Restfigur aur noch zwei Farben enthaltesn, Besteht sie

aus weaigstens 6 Punkten, haben wir dort unser gesuchtes ein-
farbiges Dreieck. Wir nehmen also wieder einen festen Puakt
X, von dem rote, blaue und griine Strecken ausgehen. Wir brau-
chen wenigsiens 6 ciner Farbe, also miissen es insgesamt min-
destens 6 + 5 + 5 = 16 sein., Diese gshen zu wenigstens 16 von
X verschiedenen Punkten. Die Gesamtfigur enthélt also minde-
stens 17 Punkte. Dea vollstdndigen Beweis schreibe ich hier
nicht hin, es reicht, wenn mensch die Idee verstanden hat.
Wie bei 1. 1dBt sich eine Fdrbung der Strecken zwischen 16
Punkten mit drei Farben angebsn, bei der keia einfarbiges
Dreieck entsteht. Das ergibt eine schone Ubungsaufgabe. Wer
eine Ldsung findet, kana mir (iiber die Redaktionsadresse)
schreiben.

3. Was passiert bei analoger Aufgabenstellung, aber mit vier
Farben? Das kana sich Jede und jeder selbst {iberlegen und da-
nach folgendes beweisen: Jeder der Zahlen 1, 2, .. 65 sei
eine von 4 Farben zugeordnet. Dann gibt es immer Zahlen a, b,
¢ einer Farbe mit a + b = ¢. (Dabei ist auch a = b mdglich.)
Nebenbei: wie heiBt die vierte Ferbe? - Stolperstein ist
hierbei, .daf wir bisher immer Strecken gefdrbt haben und kei-
ne Punkte, die ja hier den Zahlen zu entsprechen scheinen.
Deswegen basteln wir uns eine Hilfsfigur, bei der wirklich
Strecken gefdrbt werden, und zwar mit folgendem Trick: zwi-
achan den Punkten X1. Xz, .e X66 zeichnen wir alle Strecken
ein, wobei X X, die Farbe von |a - b] bekommt. Alles weitere
folgt daraus nach kurzer Uberlegung. Was bedeutet in dieser
Pigur ein einfarbiges Dreieck, und gibt es das immer?
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4. Gehea wir zu den Bezeichnuagen iiber, die ilblicherweise in
der Graphentheorie verwendet werden (das hdtten wir von Anfang
an tun konaen, aber es war nicht ndtig und wird es auch nicht
werden, da alle Beweise rein dnschaulich verlaufen), und er-
setzen wir in 1, 'Punkt' durch 'Ecke', 'rote Strecke' durch
'Kante', 'blaue Strecke' durch 'keine Kante', dann erhalten
wir: In jedem Graph mit 6 Ecken gibt es 3 Ecken, die paarwei-
‘8e miteinander verbunden sind, oder 3 Ecken, die paarweise
nicht verbunden sind. Nehme ich das Verbot der letzten Alter-
native mit in die Voraussetzung des Satzes auf, ergibt sich:
Wean in einem Graph mit 6 Ecken gilt: voa je drei Punkten sind
wenigstens zwei miteinander verbunden, dana gibt es drei Punk-
te, die paarweise verbunden sind. - Ahnlich gelagert ist fol-
gendes Problem (Buadeswettbewerb Mathematik, 2. Runde, 1985):

Bei einer Versammlung treffen sich 512 Personen. Unter je
sechs dieser Personen gibt es immer mindestens zwei, die sich
gegenseitig kennen., Man beweise, dafl es dana dort sechs Perso-
nen gibt, die sich alle gegenseitig kennen.

Losung: Mensch stelle neun voa 1 bis 9 numerierte Stilnle auf
und lasse einen beliebigea Teilnehmer auf Stuhl 1 Platz neh-
men. Dana stehea noch. 511 Leute. Die Bekannten des Sitzenden
uad Aie ihm Unbekannten bilden je eine Gruppe, die kleinere
davon wird aus dem Raum geschickt und spielt im weiteren keine
Rolle mehr. Die Zuriickbleibeanden (mindestens 256) sind dem eit-
zenden leilnehmer entweder alle bekannt oder alle unbekanat.
Im ersten Fall neannen wir ihn gesellig, sonst einsam. Von den
noch stehenden Personen widhle mensch nun wieder beliebig eine
Person aus und setze gie auf Stuhl 2. Entweder kenat sie we-
nigstens 128 der noch Stehenden, oder wenigstens 128 sind ihr
fremd - die kleinere (oder bei gleicher GrtBe eine beliebige)
der so enstehenden Gruppen wird weggeschickt. Keant der auf
Stuhl 2 Sitzende die verbleibenden weaigstens 128 Lemute, heiBt
er gesellig, andernfalls kenat er keinen der 128 Steheaden und
ar heift einsam. So geht es weiter, bis 9 Stilhle besetzt sind.
Dann steht noch weaigstens eine Person im Raum.
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Von den sitzenden Teilnehmern konaen htchsteas vier einsam
gein, da fiinf Einsame zusammen mit einem der noch Steheaden
eine Gruppe von sechs einander paarweise Unbekannten bilden
wiirden. Dies ist aber nach Voraussetzung ausgeschlossen ,Also
gind von-den sitzenden Teilnehmern mindestens fiinf gesellig,
zusamnen mit einem beliebigen der aoch Stehenden bilden sie
eine Gruppe der gesuchten Art.

5. Noch eine Variante: Uater 9 Schillern kennen gich voa je
vieren mindesteas zwei, Dana gibt es drei, die sich paarwei-
ge kennen. Um das zu zeigen, halten wir einen Schiiler fest
uad betrachten seine Beziehungen zu den 8 anderen. Von die-
gen kenat er a) wenigsteas vier, b) hochstens zwei, also we-
nigstens sechs nicht, oder c) genau drei. Die Fdlle a) uad b)
gind einfach zu erledigen, ich. iiberlasse sie der geneigten
Leserin. Im Fall b) weist schon die Zahl Sechs darauf hin,
daB der Satz aus 1. Aawendung findet. Was aber mit Fall c¢)?
Den umgehen wir elegant: wir widhlen dann einfach einen ande-
ren Schiiler, fiir dea aicht c),sondern a) oder b) zutreffen.
Ist das immer moglich? Es kdnate ja sein, daB von den 9 Schi-
lern jeder genau drei andere kennt. Aber, zum Gliick, es kana
nicht. Siehe auch Wurzel-Aufgabe W 23. Addieren wir nzmlich
fiir alle Schiiler die Anzahl der Bekannten, zihlea wir alle
Bekanatgchaften AB doppelt: eiamal von A, eianmal von B aus.
Also muB eins gerade Zahl herauskommen, Aber 93 = 27 ist un-
gerade. Diese Uberlegung beadtigea wir spdter nochmals.
Eingefiigt sei noch diese Ubungsaufgabe: die Anzahl 9 in obi-
gem Beispiel ist minimal. Das heiBt: es kana sein, daB sich
unter 8 Schiilern von je vierean wenigstens zwei kennen, aber
trotzdem keine drei paarweise, Hinweis: der Losungsgraph

148t sich sehr schon zeatralsymmetrisch aufmalen.

6. Die Aussage aus 5. knaen wir auch so gchreiben: farben
wir die Kanten eines vollstidndigen Graphen mit 9 Ecken rot
oder blau, dann enthdlt dieser ein rotes Dreieck oder ein
blaues Tetraeder. - Ein 'vollstdndiger Graph' mit n Ecken
ist ein Graph, bei dem alle Ecken paarweise durch Kanten ver-
bundeg gind., Wir nennen ihn im folgeaden Sn'
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S_ ist einfach ein Dreieck, S4 aber kein Viereck, sondern
r%chtigar ein Tetraeder, da ja auch noch die 'Diagonalen' exi-
gtieren miissen. Was iat'sz? Wieviele Kanten hat der S7?

53 kein ‘ S4
vollst.
Graph!

‘Die Aussage unter 4. lautet mit dem neuen Begriff: Jeder Rot-
Blan-Kantengefdrbte S 12 enthdlt einen eianfarbigen Sge.

Yach F. P. Ramsey (1903 - 1930) bezeichnet r(x1,x2, - xn)
die kleinste Zahl ¢, fiir die gilt: bei beliebiger Férbung der
Kaanten des Sc mit den Rarben F1, F2, .o Fn enthdlt dieser
einen Sx1 der Farbe Fy oder einen sz der Farbe Fy oger .. F .

Wir haben bisher: 1. r(3,3) = 6

2. r(3,3,3) = 17

3. 15uft darauf hinaus, r(3,3,3,3)%66

zu zeigen

4. r(6,6)&512

5. r(3,4) = 9
Bei 4. diirfen wir kein Gleichheitszeichen schreiben, da ja
aus dem Beweis nicht hervorgeht, ob vielleicht schon weaiger
als 512 Personen ausreichend widren.
Wua stehen zwar einige Beispiele da, aber trotzdem folgt noch
nicht aus der Definition allein, daB fiir beliebige (x1, .o xn)
die Ramsey-Zahl r(x1, .o xn) wirklich existiert. Dena dort
gteht:'.. die kleinste Zahl ¢,..'. Aber wenn es nun gar keine
golche Zahlen ¢ gibt? Zum Gliick gibt es sie aber immer, und
das sagt gerade der Satz von Ramsey: Die Ramsey-Zahlen exi-
gtieren fiir alle (x1, .o xn). Das bedarf natiirlich eines Be-
weiges. Den filhrt measch so, daB fiir die Ramsey-Zahlen obere
Schraasken angegeben werden. Damit ist klar, daB die Ramsey-
zahl existiert, aber nicht, wie groB8 sie nun wirklich ist.
Dag ist ein sehr schwieriges und selbst fiir kleine Werte
aoch heute offeaes Problem. r(9,3) = 36 wurde durch Computer
ermittelt, aber r(8,3) war 1988 noch unbekanat. r(3,5)=14,
r(3,6)=18, r(3,7)=23 und r(4,4)=18 - mehr weiB mensch nicht.
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Wir kdnnen jedoch r(a,b) relativ leicht abschétzen. Zundchat
bemerken wir r(a,b) = r(b,a). Beweis: wir vertauschea Rot und
Blau, Weiterhin ist r(m,2) = r(2,m) = m. Beweis: Ubungsaufga-
be. Hier brauchen wir Spe Das ist natiirlich einfach eine
Strecke bzw, Kante. Wir zeigen r(m,n)<%r(m-1,a) + r(m,n-1).
Dazu milssen wir also in einem vollsténdigen Graphen mit

k = r(m-1,n) + r(m,n-1) Knoten einen roten S, oder einen
blauen Sy finden. Halten wir im.sk einen Knoten fest. Von ihm
gehen k-1 = r(m-1,a) + r(m,n-1) - 1 Kanten aus, also wenig-
gstens r(m-1,n) rote oder wenigstens r(m,n-1) blaue. Im ersten
Pall bilden die voa X verschiedenen Endpunkte dieser Kaanten
wenigstens einan‘sr(m_1'n), der dann nach Definition von r
einen roten S _, oder einen blauen S, eathdlt. Der blaue S,
reicht uas, ist es ein roter sm—1' nehmen wir aoch X hinzu
und haben damit einen roten sm‘ Im zweiten Fall verfahren wir
analog und haben damit die Ungleichung bewiesen. Schreiben
wir die so erhaltsnen Abschiétzuagen in ein Tabelle, sehen wir
ein um 45° gedrehtes Pascalsches Dreieck, also r(m,n)é(m;f;
Wegen : 281 folgt r(m,n)é2m+n'3. Damit haben wir Uibrigens
nochmals die Behauptuag unter 4, bewiesen.

Eben gezeigte Abschitzung schreibea wir so hin: wena
r(m-1,2)&A und r(m,n-1)&B, dann r(m,a)&A + B. Das ist
klar. In einigen Fdllen 1l#Bt sich das noch verschirfen, Sind
némlich A und B beide gerade, dann gilt r(m,n)<£A + B -1,

Das senhea wir, wena wir im SA+B-1 wieder einen Punkt X fest-
halten. Von ihm gehen daan genau A+B-2 Kaaten aus. Davon

sind 1.)_mideetens A rote oder 2,) mindesteas B blaue oder
3.) genan A-1 rote uad B-1 blaue. Fille 1.) uad 2.) werden
wie oben behandelt, uad im Fall 3,) widhlea wir eiafach einen
anderen Punkt X, bei dem Fall 1.) oder 2.) eiantritt. Das ist
moglich, da aicht von allen A+B-1 Knoten ganau A-1 rote Kan-
ten ausgehen ktnaen, deaa (A+B-1)e(A-1) ist ungerade, uad das
ist nach dem Argumeat uater 5. aicht moglich.

Wir haben also eine Schranke fiir alie r(a,b)., Damit lassea
sich auch alle anderen Ramsey-Zahlen abschdtzen, ztua Beispiel
ist r(a,b,c )&r(a,r(b,c)). Beweis als Ubuag.
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T. Auf einen Flug zum Mars bereiten sich 6783 Kosmonauten vor
(,dena die Aufgabe stammt aus der Sowjetunion. Sonst wiren es
wohl eher Astronauten). Uater beliebigen vieren von ihnen
gibt es stets drei, die ein eingespieltes Team (im folgenden
einfach'Team') ergeben. Zu zeigen ist, daB sich dann fiinf
Kosmonauten auswdhlen lassen, von denen jede drel ein Team
gind. Team zu sein ist also eine Eigeaschaft, die auf allen
lugagen von drei Kosmonauten erkliért ist, ohne aber transitiv
0, d. zZusein,

Diese schone Aufgabe aus der sowjetishhen Schiilerzeitschrift
'Kvant' wird dort wie folgt gelvst: Sei R(m,n) die kleinste
Zahl c, fiir die gilt: uanter ¢ Koesmonauten lassen sich stets m
auswdghlen, von denen beliebige drei ein Team sind, oder n,
von denen keine drei ein Team bilden., Damit die Definition
ginavoll ist, solltea m uad n groBer als 2 sein., Unsere Auf-
gabe ist es, R(5,4)%&6783 zu zeigen.

Wir bemerken zundchst R(m,a) = R(n,m) uad R(a,3) = R(3,a) = &
liensch mache sich das klar. #ir zeigea aua

R(m,n)& r(R(m-1,n), R(m,2-1)) + 1. Dazu miissen wir unter
r(R(m=-1,a),R(m,n-1))+1 Kosmonautea m finden, voan denen jede
drei ein Team sind, oder a, voa denen keine drei zusammenpas—
sen. Wehmen wir einen dieser Weltraumflieger, X, heraus, uad
betrachten alle aaderen als Eckea eines Graphen, ia dem wir
rote Kanten zwischen den Personen ziehen, die mit X zusammen
ein Team bilden, und blaue Kanten soanst. Dann fiadea wir in
diesem Sr(R(m-1,n),R(m,n-1)) einen roten SR(m-1,n) oder einen
blauen SR(m,n—1)' Im erstea Fall haben wir also R(m-1,n) Kos-
monauten, von denen beliebise zwei mit X zusamuen ein Team
ergeben. indererseits existieren unter R(m-1,n) Personen

m-1, von denen jede drei ein Team bilden - mit X zusammen
gind das dann die geforderten m Kosmonauten - oder a Leute,
von denen keine drei ein Team sind. Damit ist der erste Fall
erledigt, der zweite ergibt sich gaaz analog.
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Nun brauchea wir bloB noch R(5,4) nach dem eben Bewiesenen
auszurechnen: R(5,4)& r(R(4,4),R(5,3))+1. Aber R(5,3) = 5,
und R(4,4)&r(R(3,4),R(4,3))+1 = r(4,4)+1. Fiir r(4,4) wanden
wir schon Bekaantes an: r(4,4)&r(3,4)+r(4,3) =949 = 18 ofDas
war ja auch der exakte Wert. Aber um das zu zeigen, muB eine
Farbung fiir den 817 angegeben werden, die weder rote noch
blaue Tetraeder erzeugdt. Wer eine findet, kana sie mir schik-
ken. -)Jedenfane wird R(4,4)&19, uad R(5,4)£r(19,5) + 1.
Die Abschitzung fiir r(19,5) ist etwas langwierig. Wir begin-
nen unten: r(5,3)&r(4,3)+r(5,2)= 9+5 = 14, r(6,3) €14+6-1=19
r(7,3)S19+7=26, r(8,3)£L26+8-1=33 usw. bis r(19,3) £182.
Dann r(4,4)£18 (siehe oben), r(5,4)4 18+14-1=31 usw., bis
r(19,4)% 1259 und r(5,5) &r(4,5)+r(5,4)=31+31=62 bis
r(19,5)£6782. Also ist R(5,4)&6783. - Um die eiligea Leser
zu animieren, wirklich alles gelbst nachzupriifen, habe ich in
einer der letzten %eilen ein falsches Zwischenergebnis einge-
tragen, geaauer keine falsche, sondern nur eine zu grobe Ab-
schiatzung. Wer sie findet, bekommt zu Weihnachten ein kleines
- Prasent von mir. Das gilt auch fiir die Eiasendung von im’ Text
erwshnten noch fehlenden Férbuangen der 516' SB und 317.

8. Erweitern wir die Vefinition fiir R(m,n) aus 7. so, da8
aicht mehr drei Bosmogauten ein 4
erzeugt die Zahlen R(s;m,n). Offensichtlich ist R(3;m,a) =

eam bilden, sondern s. Das

R(m,a), R(2;m,n) = r(m,n), stellt also eine sinavolle Verall-
gemeinerung der einfachen Ramsey-Zanlen dar, Ubrigens: es ist
R(1;m,n) = m+n-1. (Ubungsaufgave - manchmal wird dieser Fakt
nach Dirichlet beanannt!) Der allgemeine Satz voa Ramsey be-
sagt, daB R(s;m,n) fiir m2s, n>e stete existiert. Bewiesen
wird das durch die Abschitzuag R(s;m,n)<R(s=-1;R(s,m-1,n),
R(s;m,n-1)) + 1. Diese folgt wiederum leicht aus Uberlegungen
v61lig analog zu den im vorigen Absatz angestellten.

(Dieser Artikel beruht auf dem Aufsatz 'Wea schicken wir auf
den Mars' von M. W. Wolkow uad N. N. Silkin, ia: Kvant 8/1988,
Moskau, {ibersetzung und Bearbeitung: Johanaes Waldmann. )
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Mathematische Spielerei

Gibt es irratioazle Za:ilea a, b, fiir die ab rational
wird?

(1) 3 a¢u, véa, aleq

Das sollte eigeatlich der Fall seia, deakea wir aur

an e°8 © _ ¢ nit rationalem c. Sicher ist e¢q,

aber es bleibt die Schwierigkeit, log ¢ gq aachzu-

weisen. Diesea Problemea gelien wir ganz aus dem Weg:

\

Wir betrachtea
~\1?‘)@
(2) Y2 =2
- Das 1ldBt sich s:chnell nacirechnea. Wua gibt es zwei
féglichkeiten:
-\
Entweder 1?12 ¢ Q, daaan liefert (2) eine Lisuag
fir (1),
3\
oder A2 € g, wontt nagiritch (1) direkt sr-
fiillt wird.
Also haben wir ia jedem Fall ein Paar (a,b) gefuaden.
Scareibea wir obiges Beispiel aussagealogisch auf,
g0 .erhalten wir mit dea Abkiirzungean
E := (?GGQ, (1) .. wie oben
( (E-9(1)) uad (aicht(E)-#(1)) )—p(1)

Ob aua E selbst wahr oder falech ist, spielt fiir den
Beweis iiberhaupt keine Rolle.(Es scheint aber veraiinf-
tig anzunehmen, daB {? irrational istJ

Der Urheber dieses mathematischen Kuaststiickes ist
aicht bekaaant. Ubermittelt wurde es uas durch
Profegsor liejlison, Tel Aviv, dem wir herzlich danken.

(wurzel/i.p.a.n.D.)
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,Thiringer Landeskommitee fiir die Olympiaden junger Mathemati-
ker“ gegriindet )
Bereits mnde Juni haben in Hinblick auft die Landesbildung
Thiiringens Vertreter der Bezirksolympiadekommitees von
Erfurt, Gera und Suhl das "Thiiringer Landeskommitee fiir
die Olympiaden Junger Mathematiker" gegriindet. Das Kommitee
besteht vorwiegend aus engagierten Lehrern, die in der
29-jéhrigen Geschichte der Mathematikolympiaden die besten
Schiiler Thilringens ertfolgreich getdrdert haben.
Das Kommitee stellt sich die folgenden Hauptautgaben:

1. Die Forderung der mathematischen Talente Thiiringens
goll in bisheriger Breite beibehalten werdene Dies
geschieht insbesondere in Spezialistenlagern und durch
Korrespondenzzirkeleo

2. Die Mathematikolympiaden als Klausurwettbewerb werden

zumindest bis zur Landesolympiade durchgetiihrt. (dies
entspricht der friiheren 3.Stutes)

Es wird ein enger Kontakt zwischen den entsprechenden
Kommitees, Vereinen etce. anderer Bundeslédnder gepflegt
und es werden landesiibergreifende Vergleiche organi-
siert.

Damit bestenht dann fiir alle Schiiler Deutschlands in der
Teilnahme an der Mathematikolympiade, dem Bundeswettbewerb
Mathematik ( im wesentlichen ein Hausautgabenwettibewerb,
der Schiller aus den Klassen 11, 12 und 13 favorisiert) und
dem Wettbewerb "Jugend forscht, Schiiler experimentieren"
ein breitgeféchertes Angebot. Als geschéttsfilnhrender Vor-
sitzender wurde Dr. Wolfgang Moldenhauer, Pddagogische
Hochschule Erfurt, Institut fir Mathematik gewdhli.

3

Kann die Geburtstagstorte gerecht geteilt werden? (Teil 2)

2. Konvexe KSrper

Nun hat sicher der geneigte Leser schon eimmal Geburtstagstorte
gegessen in der Uberzeugung, bei der Zuteilung gerecht behandelt
worden su sein, und er denkt dabei an die elementare Zerlegung
des Kreises nach Abb. 4. PFiir diese Zerlegung gelten mun swar die
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Bedingungen (1) und (3), aber die Zerle-
gung ist nicht mehr disjunkt - je zwei
Teilstilcke Si’ Sk haben mindestens einen
Punkt (den Mittelpunkt M des Kreises)
oder sogar eine ganze Strecke gemeine
sam! Hier taucht natiirlioh die "philo=-
sophische Prage" auf, was mit diesen ge=-
meinsamen Punkten nach der Zerlegung und
Trennung der Stiicke wird - Streit um
Kuchenkrimel? Abb: ¢

Aber wir kehren zuriick zu dem mit Satz 1 beschriebenen Phiino-
men. Eine Ursache fiir die unerwartete Ummiglichkeit der Kreis-
bhalbierung haben wir in der Forderung der paarweisen Disjunkt-
heit der Teile erkannt. Wir wollen weitere Ursachen aufdecken.
Zundichst ist der Kreis eine beschriéinkte Punktmenge, d.h., es
existiert ein Quadrat mit endlicher SeitenléngenmaBSzahl, in
welohem der Kreis ganz enthalten ist. Wird diese Forderung
fallengelassen, so ktnnen disjunkte Halbierungen geeigneter
(unbeschréinkter) Mengen gefunden werden. Dazu betrachten wir
die von einer Geraden g erzeugte Halbebene H und eine Ver—
schiebung o¢ mit zu g senkrechter Verschiebungsrichtung. Die
Bilder von g bei mehr—
fachen Anwendungen der

rrvseves < i 7777 T{TRITITTIIT 3

=gy T g

st W TITTTIT ~J7/7/T/ iy ,

"halboffene" Streifen

Hy betrachtet, der aus 4_1_/_77]—/7 W /7/_/777:"
allen Punkten zwischen
g und g, besteht und den Abbs; |5

Punkten der einen Randgeraden g (g, gehirt also nicht zu Hy).
Das Bild von H1 bei Anwendung von o ergibt einen entsprechen-
den halboffenen Streifen Hi-oL(EL'). Die Fortsetzung dieses Ver-
fahrens liefert eine disjunkte Zerlegung der Halbebene H der
folgenden Art:
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Hs= S.'u 82 mit

81- K1u32u..., 52' Eiuﬂéu... ’

S1n S, = ¢ und

&(31) = 52-
Die umbeschriinkte Menge H ist also disjunkt in zwei kongruente
Teilmengen 81 und S2 zerlegt - sie ist "streng" halbiert!
Andererseits ist der Kreis K eine abgeschlossene Punktmenge,
das bedeutet anschaulich, da8 alle Randpunkte von K zur Menge
K gehdren. Wird diese Forderung der Abgeschlossenheit fallen-
gelassen, so konnen wiederum disjunkte Halbierungen geeigne-
ter (nicht abgeschlossener) Mengen gefunden werden. Dazu be-
trachten wir die Menge Q' aller ) F c
Punkte eines Quadrates Q = ABCD
mit Ausnahme der Punkte der Rand=-
strecke BC = dort ist das Quadrat R
Q' "offen". Abb. 6 zeigt die Zer- 1
legung von Q' in zwei disjunkte
stiickweise offene Rechtecke A
R1- AEFD\EF und 32- EBCF\BC, die
durch eine Verschiebung ineinander
iiberfithrt werden kdnnen:

o(Ry)= Ry, RyNRy= ¥, BR.UR,=Q'.

Q' ist also streng halbiert!
SohlieSlioch ist der Kreis K eine konvexe Punkitmenge - eine
Punktmenge heiBt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten A und B
auch die ganze Verbindungsstrecke AB enthidlt. Wird diese For=
derung der Konvexitiit fallengelas-
sen, so kdnnen ebenfalls disjunkte
Halbierungen geeigneter (nicht kon=
vexer) Mengen angegeben werden.
Abb. 7 zeigt z.B. die disjunkte A
Halbierung eines Kreisringes in
die beiden "HHlften" S‘| und 82.
Dabei gehdren die Punkte der Schnitt-
strecke AB zu 51, aber nicht zu S,, .
und die Punkte der Schnittstrecke CD Abb. 7

|

R 1
L |

1

)
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gehdren zu 32' aber nicht zu 81. Die Punktmenge 82 geht aus 51
durch eine Halbdrehung um den Mittelpunkt des Kreisringes her-
vor.

Ubrigens ist mit dieser Idee such eine migliche Lisung des
Ausgangsproblems gegeben: Das Geburtstagskind erhilt ein kreis-
rundes Mittelstiick (das mit der Praline), fiir das verbleibende
kreisringférmige Tortenstiick ist eine (disjunkte) Zerlegung in
n=-1 konkruente Teile im Sinne von Abb. 7 leicht miiglich!

Wir haben erkannt, da8 die Forderungen der Beschriénktheit, Ab-—
geschlossenheit und Konvexitit wesentliche Voraussetzungen filr
Satz 1 waren. Im (d-dimensionalen euklidischen) Raum heiBen
solche beschriinkten, abgeschlossenen und konvexen Punktmengen
(mit inneren Punkten) auch konvexe Kirper. Mit der Methode der
vollsténdigen Induktion (nach der Raumdimension d) l¥8%t sich
tatsiéchlich geigen, da8 Satz 1 verallgemeinert werden kamn zu
folgendem

Satz 2. Ein konvexer (d-dimensionaler) Ktrper kann
nicht (im mengentheoretisch strengen Sinne)
halbiert werden.

Ungelsst ist dagegen die Frage, ob es d-dimensionale konvexe
Kérper gibt (da2), die in n> 2 paarweise disjunkte und paar-
weise kongruente Teilmengen zerlegt werden ktnnen. Filr den in-
teressierten Leser whre es schon eine beachtliohe leistung,
wenn ihm die Ldsung gelingt von folgendem

Problem: Kann ein Kreis in drei paarweise disjunkte
und paarweise kongruente Teilmengen zerlegt
werden?

Plir die erste einwandfreie Beantwortung dieser Prage (mit Be-

weis!) stiftet der Verfasser als Preis ein Buch {lber Polyeder-

geometrie. Viel Spa8 und Geduld beim Knobeln!!

Prof. Dr. E. Hertel
FSU Mathematische Fakultat
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