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I. Was ist Analytische Geometrie ?

Zeichne die Figuren, deren
Punkte die Koordinaten-
gleichungen erfiillen:

1.

1

=2x

a) y

=6

b) 2x+3y
=5
d y=-2

c) x

g
r-
S8
G238
5%&
mQ @
.wew
d...mwa
Q

3
N & Bo
]

a) y=x2

b) ¥y

c) y

X

—(x-1)2 + 2

=—x2 + 4x

d y

m
mm -
o 10
0o ¥ X
By
o 2 > >
g8 ~ ~
M.mbdﬂ
o v
28 -
ddlx.l_
m,m..| nou
n——-
CK VJIVJIV..
nm.w)))
NT &8 0@
]

g lyl=lx-1] hly-




1. Was ist Analytische Geometrie ?

¢) y<-x2+2x+3

b) x<2y

X+3

4, Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatenungleichungen erfiillen:
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Koordinatengleichungen:

5. Beschreibe die Punktmengen mit
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I. Was ist Analytische Geometrie ?
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6. Beschreibe die Punktmengen mit Koordinatengleichungen

r-- R e i i xS

(x—2)(z— 6) = ;X2 —4x + 6
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b) y

- (x+1)(x+5)
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a) y
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Besc}}r_eibe die Punktmengen durch Koordinatengleichungen
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I. Was ist Analytische Geometrie ? 5
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Berechne die Schnittpunkte der Geraden: 2l b el
a) gy=2x b) g:3x-2y=5 ¢ g y-2=0

h: y=—7x+ 2 h: x=3 h: x=-2y+4|9 012 @ «l-n)

g x-n=0 e g 2x—6y=0 f g':y=§x—2 e) keinerda: g Ilh

h: y+n=0 h:y= %x+% h: x= gy+3 f)(xl-gx—2),xelR

10. DELISCHES PROBLEM

Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach einem Orakel-
spruch Apollon einen wiirfelfsrmigen Altar bauen, dessen Volumen doppelt so gro8 werden sollte
wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren
konnten, fragten sie PLATON um Rat, und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so groBSen
Altar gar nicht, er wollte euch nur zeigen, daB ihr euch zu wenig um Mathematik kimmert und
nichts von Geometrie haltet!

Wir wissen heute, daB diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht 13sbar ist. Die neye!
Kante miiBte némlich V2 mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke der L#nge ‘?E
ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICHMOS (4.Jh.v.Chr.)
fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als exakte Ldsung im Sinn
der klassischen Geometrie wurde sie natiirlich nicht anerkannt.

Zeichne die Parabeln p: x = 0,5y und q: y = x> und berechne ihre Schnittpunkte.

Wieso ist damit das Delische Problem erledigt ?
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p: X= %y":a y2=2x;setzl:many=x2
ein, ergibt sich: x*=2x = x*-2x=0

=>xx3-2)=0=>x=0 oder x= %

e ee=——

Die Strecke der Linge % ergibt sich als
x-Wert des Schnittpunkts von p und q.
Wenn jene Geometriemuffel von Delos
im KOSY die Einheit so lang machen
wie die Kante ihres alten Altarwiirfels,
dann ist der Abstand des Schnittpunkts
von der y-Achse gleich der gesuchten —
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Kantenléinge des neuen Altarwiirfels.




6 II. Lineare Gleichungssysteme

1. Bestimme die Lésungen und zeichne die zugehﬁrigen Geraden:

a) I x+x,=1 b) I —4x, + 2x, =-6 c) I x,-%,=0
II 2x,—x,=8 I 6x;— 3x = 9 II x; +x,=0
d I 6x,-9x,=6|le) I 3x,-0,5x,=0 ) I x,=1
II 4x%,-6x,=0 II -6x, + x=0 II x,=2

a) genau eine Losung (3|-2)

b) unendlich viele Losungen
(al2a—3)bzw. (1b+2|b)

¢) genau eine Losung (0] 0)
d) keine Losung (Parallelitét)

e) unendlich viele Lésungen
(al 6a) bzw. (1b|b)

f) genau eine Losung (1] 2)

2. Gib ein 2,2-System an, das die Losung (_24) hat und
a) keine weitere Losung hat
b) auch noch die Losung G) hat ¢) homogen ist.

a)zB. I2x+x= 0 b) I 5x,+x,=6 e) I 2x,+x=0
II X1— X9 = -6 II 5xl+X2=6 II 2x1+X2=0

3. Ein m,2-System hat die Losung (§) Gib ein Beispiel an fiir m=1, 2, 3.
Kann man es so einrichten, daB 3 )jeweils die einzige Losung ist ?

fir m=1,2,3 istjeweils ein Beispiel angegeben

m=1: I3x,-2x,= 0 es gibt immer unendlich viele Losungen
m=2: I3x,-2x,= 0
II 3%, -2x,= 0 unendlich viele Losungen
oder
I3x,-2x,= 0
II x, + %= 5 genau eine Lésung (2] 3)
m=3 I3x,-2x= 0
III 3x;-2x,= 0 unendlich viele Losungen




II. 1. Bezeichungen

oder
I 3x1 - 2XZ =0
II 3x;, - 2x,= O
III x, + X,= 5 genau eine Losung (2] 3)
oder
I3x,-2%,= 0
II x;, + X= 5
Il x, - x,=—1 genau eine Lésung (2] 3)
4 1 3x; — x+2x3=1
II 2x, +2x, =0 Gib die Koeffizienten an: a,,, a5, 89;, 833 und b, .
au=3 0= -1 b1= 1

ag =2 ag3=0

5. Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt:
a) a;;=a5 =1, b,=-by=2 a,,=by=0, ag =2agp=—2ayk=6
b) a;=1, ap=-1  b=j (ijk=123)
c) g, =i+k, b;=0 (1j=1,2,3; k=1,2)

Al

a) I x 2 b)) I x;-x=1 ¢ I 2x+3x,=0
II x,-6x,=-2 II x,-x,=2 II 3x,+4x,=0
IIT 6x, +3x,= O IIT x,-x,=3 IIT 4%, +5x,=0

6. In einem homogenen 3,3-System gilt a, =—1, a;3=a53=2
und ay =-—ay; (, k=1, 2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin.

I Xo + 2X3 =0
I -x + 2%=0
I -2x,-2x, =0
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II. Lineare Gleichungssysteme

[1. Lése die Gleichungssysteme |

a) 10x1 + X9 — 2X3 =2 b) —X; — X + X3 = 0
xl+ZXQ+2X3=3 3X1+X2+2x3=11
4%, + 4%, + 3x3 = 5 — X, — Xo+ 4x3= 9

1 1

-2 2

3 3
¢) 4x; + 5x3 + 2x3 =3 d -x + X% +x=0
-19%; - X;— 3%x3 =2 -X; + 4%+ 2x3 = 0
7x; + 4%; + X3 =1 2%, + 2%+ 3x3 = 0

-0,25 0

0,5 0

(&) 4

e) le—3XQ—X3=4 f) —x1+X2+x8=0
3x1—x2+2x3=5 x1—3x2+2x3=0
3x1—BXQ—5X3=5 2X1—4X2 + X3 = 0

5
$ keine Losung A [3)

g 4% + X + X =1 h) -1z + 2%+ ix. = 0
X, + 4%, + 4%, = 1 )= 5%+ 5Xet 5%
X+t xm= ] 31, ~ 6xp- 3x; = 0

3%1 — 3X— 3X3= 0

g) ¢ keine Losung

1 0
h) a(?]ﬂi(_é} oder 'y(

i) X, + 5X2 - 2X3 =0
—2x1 ad XZ - 3x3 = 0
4%, + 3x — X3 =0

y

(4

oder £ (

j) X; + 2X2— 3X3
2Xl - Xot 4XS
4%, + 3xy— 2x3

(3)

[2. Lse die Gleichungssysteme und die zugehérigen homogenen Systeme J

a) 2x, + X, —3x3= 5 b) 2x, + 3x,— 2x3 = 5
3X1 - 2X2 + 2X3 = 5 X; — 2X2 + 3X3 = 2
5x1— 3X2 — X3 = 16 4x1 — Xgo+ 4X3 =1

o

1 0
[—3 ) , hom.Sys.: [0 )
-2 0

$ ,hom.Sys.: p,(-;? }



I1. 2. Das Einsetzverfahren

- 6x; + 3x, — 9x3 =-12

i

0
0

1,5
-1

0

c) X + 2%, + 3x3 = 3
2x; + 3%, + 8x3 =4
3x1 + ZX2+ 17X3 =1
-1 -7 6 -3
(2]+l[2) oder [0J+u( 1
0 1 -1 0,
-7 -3,5
hom.Sys.: A| 2 | ode | 1
Sy ( 2 ] r u( 05
d) 2X; — X+ 3x3= 4
4x1 - 2X2 + GXS = 8

Joo(3z)oaer () (3]

J oder Vv [—2/ 7]
-1/,

-1,6
0

1,5 0
hom.Sys.: 0 1,5
om.Sys a(—1]+ﬁ(0,5

] oder'y[ J +5

|

D
J oder [ J +V (-2/ 7
5 -1/, -1/,

-1,6
0
-1

oder [-4]+e[

0

12/,

1

|

1

0,5

IR
) oter o)

|8. Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!) |

0

|

0
1,5
0,5

a) X; + X =—2 b) 2x;, + 3x, =5
Xg + Xg =—2 Xg = 2
X, + Xg =—2 4x, - x, =3
-1 1
-1 1
) H
8xg = 4 4%, + 6x3 = 8
2X2 =1 - 6x1 - 9x$ = =12
3 2-1,5p
(0,5) c
0,5 P
e) X, + 2xg =3 ) x=x,
—X3 + 8X3 =17 Xo= Xg
X3 =1 X3=X)

1
1
1

()

1,5
0,5

|

|



10 II. Lineare Gleichungssysteme
[4. Kleine Ursache — groBe Wirkung |

a) 2,01x; + X, + xg3 =201 b)1,99x;, + x, + xg = 201
X, + X3 =200 X, + x3 =200
- X + X3 =200 - X + X3 = 200
100 -100
-100 100
) ()
c) 2x; + X + xg =201 d) 2,01x; + x; + X3 = 200
X1 + X3 =200 Xy + X3 =200
— X, + Xg =200 - X, + X3 = 200
0
keine Losun 0
$ ung [200)
e) 2x, + X, + X3 =200 f) 1,99, + X, + X3 = 200
X, + x3 =200 X; + X3 =200
- X, + Xg =200 - X + Xg = 200

0]

0
0
200
5. Bestimme die Parameter a, b und ¢ so,
daB das System die angegebene Losung hat (A ist ein freier Parameter):

a) 2%, + aX, + X3 =-4 | X=-1,X,=2 und x3=2 eingesetzt fiihrt zu
bx; — 8%, + x3 = —5 | einem neuen System:
6X1 ‘—X2+ CXg = 3a -2 +2a+2=—4
X, —1 -b -6 +2 =-5
Lésung: [x2]=[2) —-6—-2 +2c =3a
Xg 2 es hat die Losungen a=-2, b=1 und ¢c=1
b) 2%, + % - x3=1
2x, + 3x, =0 die Losung eingesetzt fiihrt zur
6x, + ax, — X3 =1 Gleichung M7 -2a)=0
1 0 3 Liosung:a=17
Lésung: x2]=(o ]+ l[—2] AelR
X3 - 4
c) 2x, + ax, +x3= 0
X, + Xg= 0 die Losung eingesetzt fiihrt zur Gleichung
— Xg + axg = 0 K(a —'1)= 0

1 -1 Losung:a=1
Losung: Xz):k( IJ AelR
Xg 1




II. 2. Das Einsetzverfahren 1

d -3x, +2x,+ax3 =0 Wegen des homogenen Systems setzt man die
X, + ax, + 2x3 = 0 A
— X +%X =0 Losung ohne Konstantenteil an [u],
|Das System hat ! Losungen. v

0

eingesetzt fithrt das zur speziellerenLosung | # |und die wiederum zu p(a+2)=0.

mn
Der Fall p=0 fillt flach, weils dann nur die Losung (0] 0| 0) gibt — verlangt sind
ja oo! Losungen. p muB beliebig sein, also mu8 a = -2 sein.

6.

Parabeln durch gegebene Punkte
Bestimme die Koeffizienten von y = ax? + bx + ¢ so, daB die zugehérige
Parabel durch die angegebenen Punkte geht.

a) P1l1) Q-2/-2) RBI-7 b) S(0|-3) T |-1) U@l 3)
¢) I(1l1) J-1]-1) K2|14) d E1ll Fel3) G(-1-3)
e) Ulo) V©I|1) H wWal2)

Man setzt die gegebenen Koordinatenpaare ein in y = ax? + bx + ¢ und steht
dann vor einem Gleichungssystem mit den Unbekannten a, b und c.

a) y=-x2+2 b) y=x2+x-3 ¢) y=4x2+x-4
d y=2x-1 e) y=ax’—(a+l)x+1 d y=ax’+bx+2-a-b

|7. Bestimme die Losungen der 4,4-Systeme |
a) 2x; + 2xp— 2x3 + 2x, = 8 b) x, — 2x; + 3xg = 6
X; — Xp+ Xg+ 2% = 10 2x, + X3 - x= 1
2x, — 3%y + 4x3— 3x, = —4 3x; + 5% = 21
-2X; + 4x— 3x3 + 3x, = 9 3x, - 4%, =-13
1 1
2 2]
3 3
4 4
c) x + 23+ %, =0 d X - X+2x3-x, = 1
Xo+ X3 — X, =0 3x; — 3x,+ 6x3—3x, = 3
-X; + X =0 -2x; + 2%,— 4% + 2x, = -2
—3%; + 3%, — X3— 2%, =0 4%, — 4%, + 8x3 — 4x . = 4
3w 1+A-2u+v
3w A
20 1}

w v
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12 II. Lineare Gleichungssysteme
[8. Uberbestimmte Systeme |
a) x; +2x,= 0| |b) 2x; + %= -5 C) X;— 2%, + 2%x3 = 4
2x; + 5% = 2 -3x; + 2% = 11 2x, - 3x3 =-2
X; — X3 =—5 4x, — x, =-13 -X; + 2%,— 3x3 =—-6
X9 + Xg= 3
keine Lésun (—3) %
g 1 9
d x,-2% +2x3= 4 e) X;— 2%, + 2x3 = 4
2X1 - 3X3 = =2 Xg + X3 = 3
-X; + 2X3— 3%3 = -6 X — Xpg+3xg = T
> + Xg = 3 X, — 4%, = -2

keine Losung

Unterbestimmte Systeme |

a) X + X—-3% = 3

> )

c) 6x; — 2%, + 3xg
2x1— 2/3X2 + X3

o
o

keine Liosung

aus IV folgt x, = 4x, - 2, eingesetzt in I, IT
und ITI ergibt das jedesmal die Gleichung
X + Xg =3, das heiflit x,=—x3+3

freier Parameter x3 =2

10 -4
Losung (3 J +X[—1]
0 1

b) 6x,- 2x, + 3x3
—2x1+2/3x2 — Xg

x ()i f)

nn
w

e 2x;, + X — Xg +3x, =0
X1—3X2 - X4=3

=

g RHEY

=
+
nn



II. 3. Mathematischer Hintergrund

1. a) x +x =1 3 1 '
X; + 3% + X3 =-2 Jemand behauptet, {‘12]*' 7{“21] , AR liefere

3x;, + X — Xg 6

Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe moglich?

3 3 -2 =
r—12] eingesetzt muf} das inhomogene System erfiillen: 3 — 6+ 1 =
\ 9-2-1-=

1 1-1
—21] eingesetzt muf3 das homogene System erfiillen: 1 -3+
\ 3 -1-

oder

3+A
(—2 - l) eingesetzt muBl das inhomogene System erfiillen:
1+20
B+A) + (-2-1)
B+A)+3=2-2) + (1+20
3B+A) + (-2-A) - (1+220)

-2
6

b) Begriinde den Satz:
Sind [X;] = {r,] +A [u,] +U [V;] mit A, pelR Losungen des Gleichung-
systen;; mi’;‘;ier i-t,;r; Zeile“;anx1 + 8;0X9 + ... +8;, X, = by,
dann erfiillt (1',] das Gleichungssystem und [111] beziehungsweise [V,J

das zugehorige homogene Gleichungssystem.

b; a; X, + .t a;, X,
a;,(ry+Au; +pvy)  + ..+ a8, + Au, + pHv,)

(ajyry+ ... +8;,1) + Majuy +... +a,u,) + W@, vy + ... +a,v,)

A=p=0 = a;r +...+a,r,=b

Damit gilt: 0 = A(a;u; + ... +a,u,) + W@, vy +... +a;,vy)

A=1, p=0 = a,u;+..+8,u,=0
A=0,u=1 = a;v;+..+3,v, =0 qed.
2. X, — 2X2+ 3X3=0
3; — X3 — x3=0
2%; + Xp—4x3 = 0 a) Losedas Gleichungssystem.




14 II. Lineare Gleichungssysteme

Ix,— 2%+ 3%5 = 0 [x; = 2x, — 3%y
I 3%, — X, — X3 =0
IIT 2%, + Xy —4%3 =0

II' 5X2— ].OXS =0 Xo = 2X3
Ir 5%, — 10%, = 0 ) 1
I 0=0 Xg = A Losung: A ?

Zeige: b) ist {aiJ eine Losung, dann ist es auch \{ai]

1 1
Eine Losung fir A=A, ist 7&0(%] , also ist auch fiir A=kA, eine Losung: ki, [%)

Zeige: c¢) sind [ai] und [biJ Losungen, dann ist es auch (ai + bi].

1 1
2 Losungen: A, [%] und }2(?} also ist auch A = A, + A, eine Losung: (A; + AQ)[

3. Zeige allgemein:
a) Hat man eine Losung eines homogenen Systems, dann ist auch jedes
Vielfache eine Losung.

Allgemeines homogenes System: a;;X; + 85X + ... + 8, X, =0
Ist (vy| vyl..lv,) eine Losung, das heiBt a,,v, + aivy + ... + a,,v, = 0,
dann gilt Aa;v; + agvy + ... + a;,v,) = A0,

das heiBit a,(Av, + Avy + ... +Av,) = 0,

also ist auch das Vielfache (lvllnka ..d Av,) Lésung.

1
2
1

b) Hat man zwei Losungen eines homogenen Systems, dann ist auch ihre

Summe eine Losung.

Zwei Losungen: (v vyl ...l v,) und (wy wq ...| w,),

also a;, vy + 8;3Vp + ... +8;,v, =0 und a;,w; + a;,Wo + ... + 8, W, = 0,
dann gilt (a;,v; + a;gvy + ... + 8,V,) + (8, W, + 8,Wy + ... + 8, W,) =0,
das heiit, a;;(vi+w;) + a;5(Vo+Ws) + ... + 8, (v+w,) = 0,

also ist auch die Summe (v,+w,| vo+wy ...fv,,+wn) Losung.

| ©) a)undb) sind falsch fiir echte inhomogene Systeme. |
Allgemeines inhomogenes System ( b; # 0): a;;%; + ... + @iz X, = b;
a) Beispiel A=3,b, =7
Ist (v ../ v,) eine Losung, gilt also a,v, + ... + 8V, =17,

dann ist (3v)...| 3v,) eine Losung von a,3v, + ... + 8;,3v, = 3-7,
aber nicht von a;,3v, + ... + a;,3v, = 7 (Widerspruch).

|



II. 3. Mathematischer Hintergrund 15

b) Beispiel b; =2
Ist (vy..|v,) eine Losung, gilt also a;,v; + ... + 8;,v, = 7 und
ist (wy ...| w,) eine Lisung, gilt also a;,w, + ... + 8,,W, = 7, dann ist
(v1+wj ...l va+w,) eine Losung von a;,(vi+w;) + ... + 85, (Vo+w,) = T+7,
aber nicht von a;,(v,+w,) + ... + a;,(v,+w,) = 7 (Widerspruch).

4. Zeige: Hat ein homogenes System mehr als eine Losung,
dann hat es gleich unendlich viele.

Eine (die triviale) Losung sei (0] ... | 0), die andere Losung sei (v{ ..] v,),
dann ist nach 3a) auch das Vielfache (Avy ...| Av,) Losung. Weils unendlich
viele A-Werte gibt, gibts auch unendlich viele Losungen.

$. Unendlich viel oder nichts X, + Xp— Xg=0
2%, + X + X3 =0
a) Bestimme die Lésung. 3x, - 2x3=0
I % +%-x=0

II -2x;, + % + x3=0
IIT  3x, - 2% =0
I 3X2 ~ Xg= 0
IIT —3%, + xX3=0 2
" 0=0 Xp = A Lésung: 7»[;]

@ Gib ein zugehoriges inhomogenes System an, das keine Losung hatﬂ

IT' und IIT' sind bis aufs Vorzeichen gleich. Ersetzt man bei III' die rechte
Seite zum Beispiel durch 13, dann ergibt sich ein Widerspruch zu II'. Weil
III' aus III entstanden ist, wird dieser Widerspruch im Gleichungssystem
erzeugt, wenn man bei III ebenfalls die rechte Seite durch 13 ersetzt.
X; + X — x3= 0
II -2X; + Xo + Xg= 0
II1 3x, - 2x3 =13

le) Gib ein zugehiriges inhomogenes System an, das ! Lésungen hat. |
Ansatz  x, + X, — X

= a 1 2 1+2p
—2X, + X + X3 = b Losung,zB.: (0J+p(l]=( " ]
8x, - 2x=c¢ 0 3 3u
Losung eingesetzt ergibt: 1+2u+p-3u=a = a=1
—2-4p+p+3u=b = b=-2
3+6u—-6u=c = ¢=3

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System, das genau eine
Losung oder «? Losungen hat ?
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Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems LBt sich darstellen ’

als Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der
allgemeinen Losung des homogenen Systems.

Weil das homogene System o' Losungen hat, kann das zugehorige inh
mogene System weder bestehen aus nur genau einer Losung (Losunge
kimen abhanden) noch aus «? Lésungen (Lisungen kimen dazu).

6. Zeige:

Kommt eine Unbekannte x; , 1 <£i<n, in einem homogenen System
nicht vor, dann gibt es unendlich viele Losungen.

Annahme: x; kommt nicht vor (weil sein Koeffizient gleich null ist).

Dann erfiillt n
jedes der unend- | x, |= A
lich vielen Tupel

das Gleichungssystem,
weil 0-x; = 0-A keinen Einfluf}
aufs Gleichungssystem hat.

CO~HOO

X

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

X;+%X3 =0 (Obwohl x, nicht vorkommt, hat das System keine
X;+Xg =1 Loésungen.)

7. Zeige:

Ein homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten
hat unendlich viele Losungen.

Unser Losungsverfahren fithrt zu hochstens m (eingerahmten) Gleichun
gen der Form . Mindestens n-m der Unbekannten kommen alse

links nicht mehr vor und sind demnach freie Parameter (— unendlich viele
Lésungen). Ein Widerspruch kann nicht auftreten, weil ein homogenes
System zumindest die triviale Losung hat.

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme !
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.

X; +Xo +X3 = 0
X; + Xy +Xg = 1 (2 Gleichungen, 3 Unbekannte, keine Lésung)
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.a) 10x; + X— 2x3 =2 b) -x - X +x=0
X; + 2%X; + 2x3 = 3 3x; + X+ 2x3 = 11
4%, + 4%, + 3x3 =5 -X; — Xo+4x3= 9
1 1
-2 2
3 3
c) 4x, + 5%, + 2x3 = 3 d -x, + X+ x=0
-19%;, — xp— 3x3 =2 —x1+4x2+ ZX3= 0
7X1+4X2+2X3=1 2X1+2X2+ 3X3=0
-1 0
-1 0
6 0
e) 2%, — 3xy — x3 =4 ) —-x + X +2x3=0
3%, - X+ 2x3 =5 X;— 3% + 4%3 = 0
3X1—SX2—5X3=5 2X1—4X2+2X3= 0
5
keine Losung A («'Io]
g 4% + X + x3=1 h) - ix + 2%+ 2%, = 0
x1+4x2+4x3=1 571 572 678
X + X 4+ Xy =1 3x;, — 6x,— 3x3 = 0
2 4y — 2x. =0
3X1 ~ 3%~ 3X3 =
1 0 2 1 2 0
keine Los h) a[0}+B| 1 |oder y[|1|+3|{0|oder |1 1
R A DR B HEE BN
i) X, + 5%y — 2x3 = 0 b)) X, + 2%, — 33 =0
—ZXI—X2—3X3=0 2X1—X2+4X3=0
4X1+3X2—X3=0 4.X1+3X2—2X3=0

) A (2)

Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:

a) X + 2X2+ 4X3

b) X + 2X2 + 12x$ =1
2x; + 4%, + 8x4 =

1
3 3%, + 2%, + 16xg

1 -2
keine Losung (8) +A (_ISJ
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c) X+ 2% + 2x3 = 2 d X;— 2%, + 53 =0
3X;—- 2xp — X3 = 5 2X; + X - 5x3 =0
2x,— 5% + 3x3 =—4 3x;, + 4x, —15%3 = 0
X+ 4%, + 6x3 = 0 3x;— 11x, +30x3 = 0
2 1
) )
-1 1
[8. Lose die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren: |
a) X; + 2%, — 2x3+ 3x, = 2 b %, - 3x+4x3—-2x, = 1
2xl + 4X2 - 3X3 + 4X4 =5 2X2 + 5X3+ ].IX4 =-11
5X1+ IOX2 - SX3 +11X4 = 12 X2 - 3X3 = 11
4 -2 1 129 -g
0 1 0 -
1)”» 0 |[+K| 2 (—3 +7‘-(—1
0 0 1 0 1
|4. Lése die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren: |
a) 2x;, — 3%, + 6%; + 2%, — 5x5 = 3 (—2 3\ -5
Xo — 4%3 + X =1 —01 A ‘11 +u-03
X4 — 3% = 2 2 0 3
\ 0 0) 1
b) X; + X + X3 + X4 +X5=15 {: 3\
X} — Xg + Xg — X4 + X5 = 3 5| +2|-2
X; + 2%, + 3x3 + 4%, + 5%5; = 35 9 0
X; — 2% + 3x3— 4%, + 5x; = 3 \ 0 1)

Seltsame Gleichungssysteme fiirs GauB-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):

a) X - X + X3 - %=1 b) x;, — X% + X3 — x,= 1
X; — X9 + X3 =1 Xg — X4 = 0
X; — Xg =1
X, =1
1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1
C) X, + X3 =0 d) X; — 2X2 =-3
X9 + Xy = 1 Xy = 1

(6)(1)

o
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e) X; — Xp + Xg — Xg= 1 f) — Xy + Xg

- %

e

OMHMO

X; — X9 + Xg— X =1 X
1
0
0
0

ROEHEY Ry

Seltsame Gleichungssysteme fiirs Gaul-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x, bis x,):
a) X +X=X+X3=Xg+X,=1 b) x,-X=%X-X3=X3—X4=1
1 -1 3 1
0 1 0 1
7. Entscheide mit dem GauB-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und ¢
es keine, genau eine oder unendlich viele Losungen gibt.
a) ZXI - 4X2 =a _ . ool . 2
x - 2% =b a=2b: .Losungen (3)+ 1(1)
a#2b: keine Losung
b — X+ 3% = b-2a
) 32_ 2::+ 9:: =g c+2a=0: co! Lésungen [b—oaa)dt(
=2%, + 2% - 6% =C | ., 0a40: keine Losung
€) X +2x, + X3=a .. 2 1
X; + 3% + axg =2 a=2: oolLosungen [g]"';"['il]
X + 8% + X =2 a=1: keine Losung

a#2und a#1 genau eine Losung

d) X, + axg
X9 — X3
ax; + X,

P ON

a=-1: keine Losung

a# t1l: genau eine Losung

2
a=1: o!Ldsungen (8J+ 2.[ 1

-1
1

|

-3
0
1

|
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Berechne
12 0 2 05 -5 18 - 9
a) 3 4 b)|_34 C)‘14 d)' 1 | e)l
=-2 =2 = -2 =19 =0
Berechne
k 0 r ‘a+b a—bl ’sina cos o \
a) o k 2r [©| a=b a+b | P| coso —sin o
=k2 = —2r? = 4ab = —(sin a)® — (cos a0)® = -1

Fiir welche Werte von a wird die Determinante null ?

a a a —a a+l a-1 sina cosa
a) 1a| b)|4—2 a-1 a+1| d)l—cosa sin a

c)

a) D=a?-a=a(a~1); D=0 & a=0 oder a=1
b) D=-2a+4a=2a; D=0 a=0 ¢) D=4a; D=0 o a=0
d) D= (sina)’+ (cosa)’=1 es gibt keine a-Werte

Lose mit der Cramer-Regel (falls méglich!)|

a) x;, +x =1 | D=-38;
le—X2 =8

D D
D,=-9, D,=6; X =7 =8, Xp=7F =-2
b) —4x,+ 2%, =— 6 20 ool 0
6%,— 3%, = 9 D=0; o Losungen: ( 3)+7L( )
) X,-X%X=0 triviale Losung: x;, =x,=0;
X +X=0 oder mit Cramer: D=2,D, =D, =0, also x, =X,=0
d 4x, -56x, =12 | D=-9
—5x1 +4X2 = 12 D1=108=D2; x1=X2=‘—12
e —ix +ix,= 1
371 T g2 =0 ool &
9%, - %, =~ 6 D=0; Lésungen
D 6x1—3X2 =-9

2%, — X, =—3 D=0; o! Losungen
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[5. Lése mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!) |
a) ax; +x, =1 D=-3a, D;=-9, D,=6a
2ax; —X, = 8 az0: genaueineLﬁsung(g-|—2)
a=0: Widerspruch: keine Losung
b x, + 2%, =a D=-4-2a=-22+a), D,=—4a, D, =-a?
2
ax, — 4x, =0 a#-2: genau eine Losung (2‘% | %8 = )
a=-2: Widerspruch: keine Lisung
ax, + X, =0 wegen D21 genau eine Losung (0| 0)
d) 4ax, — 5ax, = -9 D =28% D, = 24a, D, =21a
ax, — ax; = 3 az0: genaueineLﬁsung(%ﬂ%)
a=0: Widerspruch: keine Liosung
e) ax; + X=Db D=a-b,D,=b-a, D2=82—b2
bx, + x,= a a#b: genau eine Lisung (-1|a+b)
a=b: oo Losungen (A|a(1-}A)) = (2) +A (_la)
f) 6ax, + 3bx, =—9| D =—2(a®+b?)
2bx, — ax, =—3| D;=3(a+b), D, = —6(a-b)

. . .. __ _S(a+h) 6(a-b)
a#0oderb+0 : genau eine Losung ( 26255 | 2ZnD
a=b=0: Widerspruch: keine Lisung

6. Berechne
1 2 3 2 5 -4 -3 5§ 4 -1 1 1
a)456‘ b)’1—32 c)1—32‘ d)1—11|
789 4 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
=0 =-5 =0 =4
20 1 1 00 1 0 O 011
e)03—2' f)—320| g)'0—3 O’ h)lOll
00 5 4 1 3 0 0 -5 110
=30 =6 =15 =2
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7. Berechne und vereinfache
1 1 0 1 a -b 1 1 1
a)|1l 1+4a O b)|-a 1 ¢ c)la b ¢
1 1 1+b b -¢ 1 a2 b® ¢?
a) a(l+b) b) 1+a?+b2+c2 ¢) be2-b2% -ac? + a% + ab%> a%d
a b a+b sina cosatanf cosa
d)| b atb a e)| cosa sinctanf sina
atb a b 0 -1 tan f§

d) —2(a®+b®) e) (cos )+ (sin &) + (cos @)? (tan B)? +(sin ) (tan ) =
1
=1+ (tan P = {cos PR

8. Fiir welche Werte von a ist die Determinante null ?

2 1 -2 a -2 b

a)[4 a 1 b)|4 1 2
0 -6 5 3 3 9

det=10a+40, a=-4 det =60 +3a +9b, a=-20-3b
a b -4 l1+4a 1 1

c)| 1 a 2 d| 1 1+a 1
-1 1 -1 1 1 1l+a

det=-a®’-6a-9=-(a+3?  det=3a’+a’=a¥X3+a)
a=-3 a=0odera=-3

[9. IﬁsedieGleichnngssystememitder(h'amer-Regel:]

a) 2x; + X+ 5xg=1 D=]§1D‘=-9’ D, =4, D;=3 By
2x, + 43, + X3=1 . S D _ .
! x1+xg‘l"2x;= Xy D 9! x!—])-4n X3 D-3
b)) 3x, +65x,+3x3= 1 | D=-1, D,=5, Dy=-20, Dy=
26, - x, —x3=-2 | -5/201-28)
X; + 3% + 2x3 = -1
€) 2x; + 3%, — x3= 1 D=-2, D,=-6,Dy;=2, Dy=—4
3%, + 9%, + 25, = 4 | (31-112)
—x1+222+3x =1
d) Xl— 3X2—xa = 4 D 2 Dl——30 Dz—‘—26 D3 40
X; — X =-2 (-15[-13120)
421 + 3XS= 0
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{10. Lése mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!) |

D=2(1-a), D1= 1, D2=-11, D3=a—8
a=1: keine Losung

n a-8
axl: genauemelmung(zu_,, 2a1) Izu_.)

+ X3= a D=82, D1=83, D2=82, D3=—82

a) ax; + 2x, -3x3 = 1
3x1 - X2+ZX3 =-1
5x; + 3x, — 4x3 = 2

b) x, + X,

x, + (1+a)x, + X3

X + X, + (1+a)x,

=2a

-1 -1
o0 | a=0: «?Lssungen l((lj]«ru((l)]
a#0: genau eine Losung (al1]|-1)

c) x; + X, +ax;
X; + X, + bxg
ax; + bx, +

X3

(=N No)

D=—'(a b)2 Dl-—Dz—Ds—o
a#b: genauemeLosung(OlOlO)
a=b: x; + x, +ax3=0

d cx, + bxg
CcX, + aXg
bx; + ax,

o P

X, + Xp +ax3=0
ax;+ax, + x3 =0

1 71
a=b und a=%1: «?Lisungen l{—ol]ﬂx(‘l))
1
a=b und a#+l: «' Lisungen 7«.(—01]

D = 2abc, D, = a(c? + b% - a?)
D, =b(c? + a2-b?), D3 = c(a? + b%—-c?)
alle Parameter # 0 : genau eine Losung

(5 (24 b2- a?) 35 (2+ a%- b?) | 52 (a%+ b%= c2))
o\

et e}

genau 1 Parameter =0 :
genau 2 Parameter = 0 : keine Losung

11. Nimm x, als freien Parameter A und lose mit der Cramer-Regel |

a) 2x+ x;, — 2x4
5x;, + 3x, + x4

2 b) —2x, + 3x, + 2Ix, = 3
3 5z, + 3x, — 21Ix; = 3

KRS

-

e¢) 7x, - 5x, +21x3 =0
5xl—3XQ+1h3=0 Xy + X+ X3

d 2x, + X+ x3=1
1

d

HEEY
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12. Lose mit der Cramer-Regel x; + X, + Xxg= 7
3x; + 2%, + 2x3 =3

und nimm a) X, als freien Parameter A

b) x, als freien Parameter p

¢) x, alsfreien Parameterv

-11 0 -11 0
a) ( 1(2)3 J+ x[—ll] b) ( 1% ]+ u( 11] ¢) geht nicht wegen D=0

|13. Lése mit der Cramer-Regel |

a) X; + X+ Xg=0 b) -2x; — 3x; + x3 = 3
X; + Xp— Xg =2 4x;, + 6%, + X3 = 3

1 -1 0 -1,6

zB. |0 |+p| 1 B.|0 1
[3)+(3) = (o) 1)
¢) X + X + 3% = 2 d x,+6x +9x;= 6
3%; + 2%, + 9%3 = 3 Ox; + 4%, + 6x3 = 4

({3 ({3
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Berechne ohne zu rechnen

21 -2 2 0 -2 2 5 -2 6 -1 —4
a)|4 a 3 b)|4 0 3 c)|41 d)]|-3 1 2
00 O 50 9 2 6 -2 2 5 -8

a) det =0, denn die letzte Zeile ist eine Nullzeile (Satz @)

b) det =0, denn die 2. Spalte ist eine Nullspalte (Satz [3])

c) det=0,denn 1. und 3. Zeile sind gleich (Satz [5])

d) det =0, denn die 3. Spalte ist das — 2 fache der 1. Spalte (Satz [5])

Berechne ohne zu rechnen

00 a x> x 0 b+c c+a b+a
a)|211 b2 11 c) a b c
00D x 10 1 1 1

a) det =0, denn die 1. Spalte ist das Doppelte der 2. Spalte (Satz @)
b) det =0, denn die 1. Zeile ist das x-fache der 3. Zeile (Satz @)

a+b+c a+b+c a+b+c
c¢) det = (2. Zeile zur 1. Zeile addiern) = a li ‘i

=0, denn die 1. Zeile ist das (a+b+c)-fache der 3. Zeile (Satz @)

Begriinde mit den Determinantensétzen

a b a+b+c ab c a+b a-b ¢ ab c
a)lu v u+viw |=|u v w b)|u+v u-v w | = -2|u v w
X y X+y+z Xy z X+y X-y 2 Xy z

a) Subtrahiere die 1. und 2. Spalte von der 3. Spalte (Satz[7])

a+b a-b ¢ 2a a-b ¢
b) |[u+v u-v w | = (2.Spalte zur 1. addiern) = | 2u u-v w | =
X+y X-y 2 2x x-y z
a a-b c¢
= (Faktor 2 raus!) = 2| u u-v w | = (1.Spalte von der 2. subtrahiern) =
X x-y z
a -b ¢ ab c
=2|u -v w | = (Faktor (-1) raus) =-2(u v w
X -y z Xy 2
a+tb ta+b ¢ ab c
c) |u+stvl@tu+v w | = (1-t?)|u v w
x+ty tx+y 2z Xy z
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a+tb ta+b ¢
u+tv tu+v w

= (das t-fache der 2.Spalte von der 1. subtrahiern) =
x+ty tx+y z

a—t’a ta+b ¢

(1-t>a ta+b ¢
u—t’u tu+v w | = (ausklammern) = | (1-t}u tu+v w | =
x—t’x tx+y z (1-t)x tx+y z
a ta+b ¢
= [(1-t2) raus] = (1-t?)| u tu+v w | =
X tx+y =z
ab c
= (das t-fache der 1.Spalte von der 2. subtrahiern) = (1-t?)| u v w
Xy z

4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten

0 0 1+a b+c c+a b+a a+b b+c 1
al21 1 b)| a c c)|la+bh 1 1
00 b 1 1 1 1 1 1
001 00a
a) det=(211|+/211|=0+0=0 (Satz[6]und 5]
00b 00b
becb c a a
b) det =labec|+|abe
111 111
a b0 b ¢ 1
¢) det =|a+b 1 1|+|a+h 1 1| =
1 11 1 11
0b O abo b ¢ 1
=|b11(+|al l|+(a+h 1 1| =
011 111 1 11
0OboO ab 0 0cl bel
=|b11l|+|al1|+|al11|+(b 11
011 111 011 111

Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe

und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

l1xx
a)|1ly y|=x-yXy-zXz-x)
1 z 22
1 x x2 0 x~y x%y?
1y y2| =(1. Zeile minus 2. Zeile)=| 1 y ¥ | = ((x-y) raus) =
1 z 22 1 z 22
0 1 x+y 0 1 x+y
=x-y)| 1y ¥ |=(2 Zeile minus 3. Zeile) = (x~y)| 0 y-z y>-z?
1 z 22 1 2z
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0 1 x+y
= ((y—z) raus) = (x - yXy — z) (1) 1 y+z = (2. Zeile minus 1. Zeile)
z 2
0 1 x+y
1
=(x-yNy-2)[00 z;zx =(x-yXy-2)| g :ii’: (x - yXy —zXz - x)
Z
1111
a b c d

b)

(-]
w

o
»
o o
()
a0
©
A Q.
)

[Vandermonde-Determinante, nach Alexandre
Théophile VANDERMONDE (1735 BIS 1796)]

= (a—b)Xb-clc-d)d -a)

1 1 11 0 0 0 1
a b c d a-b b-c e¢-d d
a2 b2 ¢2 d2 | =| a%-b? b2—c? c2-q2 42 | =

a® bd ¢ d3 ad—b% b3—c3 -4 d°

0 0 0 1

1 1 1 d

=@=-b)b-cle-d)f 4,5 b+c c+d @2

a?+ab+b? b2+be+c? c2+cd+d? dd

1 1 1

=—(a-bXb-c)c-d) a+b b+c c+d

=~—(a—-Db)b -c)c-d)

=—(a-bXb-c)c-d)

=—(a—-bXb-cXc-d)

=—(a—-b)Xb-c)c-4d)

=—(a—-bXb-cXc—-4d)

aZ+ab+b? b2+bc+c? c2+cd+d?

1 1 0
a+b b+c¢ d-b
a%+ab+b? b2+bc+c? cd+d2-b2-be
1 0 0
a+b c-a d-b
a?+ab+b? bc+c2-a?—ab cd+d2-b2-be
c-a d-b
be+c?-a2—ab cd+d2-b2-bc
c—a d-b
c2—a2+b(c-a) d2-b2+c(d-b)
c—a d-b
(c—a)(c+a+b) (d-b)d+b+c)

1 1 l

=—(a—-b)Xb-cXc—dXc—aXd —b)| croih debec

=—(a—bXb —c)c—dXec—-a)Xd -b)Xd - a)
=(a—-bXa-c)Xa—-d)Xb —-c)Xb—-dXc—-d)
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6. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):
x a a X a a a
a) |a x a| = (x+2a)x—a) b |55 23|=&x+3ax-a)
aax a a a x
X a a x+2a a a
a) |[a x a|=(2.und3. Spalte zur 1. addiern)=| x+2a x a | =
a ax x+2a a x
1l aa
= (x + 2a) i x a | = (das a-fache der 1. Spalte von den andern abziehn)
a x
10 0
=(x + 2a) i x—-a 0 | = (Produkt der Hauptdiagonale der Dreieckform)
x-a
= (x + 2a)(x — a)?
X a a a x+3a a a a 1l aaa
a x a a x+3a x a a 1 x aa
b) aaxa|=|xt3aaxal|=(%+38)| 7,35 ,|=
a a a x x+3a a a x 1 aax
1 0 0 0
= x+3)| 1 0% 0 O | =x+3axx-a)
1 0 0 x-a
x2-w?  xy Xz
1. Zeige: xy y>-w? yz = wE+y?+22-w?)
Xz yz  z2-w?
x2-w? xy Xz
Xy y-w? yz |=
Xz yz  z2-w?
x2  xy Xz -w?  xy Xz
xy y-w® yz |4+ 0 y*-w? yz |=A+B
xz yz z%-w? 0 yz  z2-w?
x2  xy Xz x2 xy =xz x2 0 XZ
A=|xy y*-w® yz |=|xy ¥* yz |+|xy -w? yz
Xz yz z2-w? xz yz z2-w? xz 0 z%-w?
X X Xz 9 9 9
X X* xz x* 0
=xy|Y Yy Yz |[-w? 2_ 2 =xy-0—w2( 2 2
z z 22-w? XZ z-w XZ Z XZ —-W
X 2
= w2 —x?w2| =
=—W (xz x z|—XW ) = x>wt
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-w? xy  x 2_gy?
=—w2( z: zz{ivz + —3,2 z22—w? )
=—w2( ;’: zzzzwz —w"’(zz—w"’)J
=_w2( z: Y|+ ;’: W )+w‘(z2—w2)
= - wz(yz z : - yzwz) + WA(z2-w?) = wiy? + wi(z2—w?)

= wi(y? + z2-w?)

A + B = xX®w! + wi(y?

+ 22-w?) = wh(x? + y2 + z%-w?)



30 I1I. Punkte und Vektoren im Raum

»Bestimme diePunkte ...«, »Lies die Punkte ... ab« steht kurz und biindig fiir:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«, » Lies die Koordinaten der Punkte ... ab«.

1. Zeichne ein Koordinatensystem a) im Schrigbild b) im Normalbild
und trage die Punkte ein:
A0|-2]0) B012]3) C51013) D@2l4!4)
E(-4]/2]3) F(-2|-415) GGl1-2]1) H(4|-6]-5)
I-4-6|-1) J@3|6[-3) K(-3141-6)

F
X; ¢

4///// | 4 7807 |7 7 7 7 7
i A4
/] -

N7 /7 7 / / a4

yaye) 7 a4

s A /N~ 7 4

S S S A / 1 X

/Sl S S S /1 / / ?
y A /S S/ /S 7/

K
§i F X,
H
7> &
o Vay,
<7 AL
L
T e e, 7~
AL HK > O AT AT
e e
LA LA AT A4
CAZAZ AT TS
LA A2 AR
L L AT HK T X
LA AL AL AL 2
f —~=Z \
J
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?2. Auf welcher Koordinatenachse, in welcher Koordinatenebene oder in
welchem Oktanten liegen die Punkte:

A|-2]2) B0|0I3) C(=2|—J21-2)  D(1989 |4711|-x)
E(-3/33/33) F(0|0/0) G(sin2|sin4|sin6) H,(ala?|a®)

A liegt im IV. Oktanten

B liegt auf der x3-Achse, in der x,x3-Ebene und in der x,x3-Ebene

C liegt im VII. Oktanten, D liegtim V. Oktanten, E liegt im II. Oktanten
F liegt auf allen Koordinatenachsen und -Ebenen

sin 2 > 0, sin 4 < 0, sin 6 < 0, also liegt G im VIII. Oktanten,

a=0: H,liegt auf allen Koordinatenachsen und -ebenen

a>0: H, liegtim I. Oktanten
a<0: H, liegt im VI. Oktanten

[8.  Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ? |

a g IV b x VI 9 X

VI o
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li Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf Gitterlinien

Al-41015)

B(0/0]5)
- c:o:-su).)
C DI0}4I5
| E(-41-310)
— F(-3/010)
G(0l-5/0)
H(-5/710)
1(0100)
3(0Is0)
K(010I-2)
L(71-410)

M(0I-2}-4)
N(0I2|-4)
ol(8lol-4)

5. Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt, der
den Ursprung verdeckt und méglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.

a) 2[1T1D) b) (8T4[5) c) a1l
d 1/2]1) e) (8l4]-5) Hh @al-1l1)
X
3 X3 X
a) b) c) !
Isometrie
X, t

d) ﬁ: e) X3

X <

XT Isometrie
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6. Bestimme in jedem Koordinatensystem von Aufgabe 5. einen Punkt mit
ganzzahligen Koordinaten, der moglichst nah am Ursprung liegt und vom
Ursprung verdeckt wird.

Man spiegle jeden Verdeckungspunkt von Aufgabe 5. am Ursprung !
Die Richtung Ursprung—Verdeckungspunkt ist ja die Blickrichtung,
und in ihr liegen die Spiegelpunkte:

a) (-2/-1]-1) b) (-8|-4[|-5) X3
c) (-1]-1]-1) @& @l=2]-1) A
e (-8|-4l5 H (-1]1]-1) (0l-213) »
7. Bestimme im Schrigbild von Aufgabe ya b/
5. a) einen Punkt mit méglichst klei- L A

nen ganzzahligen Koordinaten, der den /%%74%)( 2

Punkt A(-2|-3]2) verdeckt.

8. Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x,| x,) , fiir die gilt
a) x,=0 b) x, = -2 C) Xp=%X3=0 d) x3=0Ax,=1
e) X,=1Xg ) x; =—x3 g) X;=X3=X3 h) Xp=-2Ax3=1
i) x,<0 J) x,2-2 k) x20Ax3201) x,<0Ax3=3

m) x;=—%X, AX3<0 n) x>0 Ax,>0 Ax3<0

0) x,20 AX,20 Ax3=0

a) x,;xs-Ebene ¢) x;-Achse
b) Ebene, die parallel ist zur x,xs-Ebene und die x,-Achse bei —2 schneidet
d) Parallele zur x,-Achse in der x;x,-Ebene, schneidet die x,-Achse bei 1

b) %

A
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e)

g

h)

Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von positiver x,- und x3-Achse

Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von negativer x,- und positiver xg-Achse

Gerade durch den Ursprung, die mit jeder der drei positiven
Koordinatenachsen denselben Winkel einschliet

Parallele zur x,-Achse durch (0|-2]1)
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k)

i)

Die x;xs-Ebene halbiert den Raum; die Punkte liegen in dem Halb-
raum, der die negative x,-Achse enthiilt.

j) Die Ebene, die parallel ist zur x,x;-Ebene und die x,-Achse bei —2
schneidet, halbiert den Raum; die Punkte liegen in dieser Ebene oder
in dem Halbraum, der den Ursprung enthiilt. (Siehe Bild zu b).)

k) Die Punkte liegen im I. oder II. Oktanten, in der Halb-x,x,-Ebene,
die die positive x,-Achse enthélt, oder in der Halb-x,x;-Ebene, die die
positive xz-Achse enthilt, oder auf der x,-Achse.

1) Halbebene im III. und IV. Oktanten, die parallel ist zur x,x,-Ebene und
die x5-Achse bei 1 schneidet, mit Rand in der x,xs;-Ebene.

m) Halbebene im I. und II. Oktanten, die den Winkel der x;x3- und x,x,-
Ebene halbiert und die positive x;-Achse enthilt.

n) V. Oktant

0) Ursprung, Punkte auf der positiven x,-Achse oder pos. x;-Achse und
Punkte in dem Teil der x,x,-Ebene, der den I. und V. Oktanten trennt.

1 X,
. A
Halbebene mit Rand A //
A q //
T
X %
;o A
A - ]
P 1 1
A1 d
// - L
d P P
LT LA
e //
// - 1
L d //
vd /A Xi
Pg
L1
X,
0) Xs
%
iertelebene mit Rand (Achsen) —
Viertelebene "Halbebene ———L
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Beschreibe die Menge aller Punkte X(x, | x, | x3) , fiir die gilt

a)
b)
c)
d)

f)

0<x,51 A0<Sx,51A0<x351

-1<x%;,51 A-15x%<1 A-1<x3%51

0<x,<1 A-1<x,<1 A-2<%x3<2

0<x,€1 A0<SX,51 Ax3=0 e) 0<x,51 A0<x,<1
0<x,<1

a)

b)

c)

d)

e)

Die Punkte liegen in der Oberfléiche oder im Innern eines Wiirfels mit
den Ecken (0] 0] 0) und (1] 1] 1), von dem drei Kanten in den Koordi-
natenachsen liegen.

Die Punkte liegen in der Oberfldche oder im Innern eines Wiirfels der
Kantenldnge 2, der symmetrisch beziiglich aller Koordinatenebenen ist.

Die Punkte liegen in der Oberflidche oder im Innern eines Quaders.
A(1]-1]-2),B@1l1]-2),C0]1]-2)und D(0|-1]-2) sind die Grund
flichen-Ecken. Der Quader ist symmetrisch beziiglich der der x,x5-und
x,X,-Ebene.

Die Punkte liegen auf den Seiten oder im Innern eines Quadrats mit den
Ecken A (0/0/0),B(1/0/0),C(1]11|0) und D(0] 1| 0).

Die Punkte liegen in der Oberfliche oder im Innern eines unendlich
ausgedehnten Korpers: die Kanten sind parallel zur x4- Achse und gehen
durch A (0/0/0),B(1/0/0),C(1/1]0)und D(0|1]0).

Die Punkte liegen in der x,x;-Ebene, in der Ebene, die parallel ist zur

X,Xg-Ebene und die x,-Achse bei 1 schneidet, oder zwischen diesen beiden
Ebenen.
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X,

%i 1

e) )
A
X ]
&Xz { ( :

10. Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit
Koordinaten(un)gleichungen

a) Ebene b) Halbebene mit Rand c) Halbebene mit Rand

d) Gerade e) Ebene f) Quaderinneres

g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIIIL.
Oktanten trennt.

h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich der
X,Xo-Ebene ist.

i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des

Ursprungs ist.

J) Die Ebene im Abstand 3 von der x,x,-Ebene, die die positive xg-Achse
schneidet.

k) Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den
Ursprung enthilt.

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthilt und den VII. Oktanten halbiert.

g X=0A%<0 h) x,=-2A%=2 1 x=2 Axy=-2

j) X3 = 3 k) X3 <3 l) X9 = X3




III. Punkte und Vektoren im Raum

_i-'-‘-'-n-
) N

X ==X A X, $

SRR WA
WS WS
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f) X3

Quaderinneres

-4<x,<0 A -6<x<8A0<x<2

11. Zeichne den Punkt A(2| 4| 6) und seine Spiegelbilder beziiglich der Koordi-
natenachsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle
Punkte so, daBl ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte,
in denen die Koordinatenachsen die Quaderflichen durchstofen.

X,

—4
4%,4\

2t
0]-410) {-21010)

(21010) (01410)

\X

—_]

e

4 400161 /
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12. AB|213),B(-3l6]|1)
a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich der
Koordinatenebenen.
b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen.
Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an. (Aus der Zeichnung ablesen!)

b) Die Geraden und ihre Spiegelbilder sind nicht parallel zu den Koording
tenebenen. Deshalb schneidet eine Gerade ihr Spiegelbild in einem
Punkt, der zu sich selber symmetrisch ist beziiglich einer Koordinaten
ebene, also in dieser Ebene liegt.

13. A613/0),B(31610),C(0]613),D©0|3]6),EB]0I6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelmifigen Sechsecks.
Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die
a) x;X,-Ebene b) x;x5-Ebene ¢) x,xs-Ebene.
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14. A6|0]0),B(0]6]0),C(0]0]6) sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.

Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelméfiges Oktaeder.
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15. A61310),B(31610),C(0l6]3),D(0l316),E@B3|0l6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelmifligen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinaten-
achsen und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten
eines Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wen
man von einem regelmifigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

16. A8|2/0),B@!510),c@317/0),D2l4]0)
ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.
a) Zeichne den Quader.
b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,x,-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x;Xg-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der XoX3-Ebene.
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17 A@l2]0),B@I5/0),C@31710),D2l4l0),
ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der
Hohe 1.

a) Zeichne den Quader.
Zeichne sein Spiegelbild

b) Dbeziiglich der xg-Achse.
¢) beziiglich der x,-Achse.
d) Dbeziiglich der x;-Achse.
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18. A6/4/1),B41610),C(5|8/2),D(7]6]3)
E4|313),F2|5(2),G@3|7]4), H(5|5|5)
ABCD ist die Grundfléche, EFGH die Deckflidche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel.
Zeichne sein Spiegelbild beziiglich der
b) x,x,-Ebene ¢) x;xs-Ebene d) x,x3-Ebene.

19. A-4/210),B2!5/0),C(0l615), D(-2|8]5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Welcher Korper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Es entsteht ein Tetraeder (dreiseitige Pyramide).
b) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich der x;Xg-Ebene.
c¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der xg-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich des Ursprungs.
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‘a) b) X
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20. A(4/13/0),B(5|-4/0),C@8l0|5),D|-1]5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x,x3-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der xg-Achse.

a) b)
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21. A6l411),B2|8|1),C0|-2]1),D614|-3)

[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.

a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

b) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x;x,-Ebene
durchstoflen.

¢) Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quader
ebenen durchstoflen.

d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

a) b) ¢)

(01-21-3 A ."B
folol-3~S~ >
g~ XA 7L 75
LA AL
L
(2|a|-
D

3)
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[22. Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ? |

Ig& Ersetze a und b so durch x; , daB ein Rechtssystem entsteht.

a) Xa b) b © a
2 %
a b b
£s

" b s
a b
b)) b k)
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»Bestimme diePunkte ...« steht kurz und biindig fiir:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«

1. Zeichne in ein Koordinatensystem die
Punkte A(-1|-2), B(3|0), C(2|2),
D( 0| 1) und E(-2| 3). Bestimme die
Punkte V, W, X, Y und Z so, daB gilt:

V=AV=WB=CX=DY = ZE
a) —V‘=—O_A\ b) 7:16‘

¢ v=CD

Z(-115) YA —

Co, W412)

1D
A ,
Y(—ll—l)/

V(-21-4)
y

X(314)
Y(113)

- —
Y210 7 1 x ¢y o b) v=A(
A TVO10) 4B
/ [ ¢) v=CD
V(-31-3) . Af |wei-2)
AX2 A
2. Zeichne in ein Koor- 10 @’/
dinatensystem c %Y 1%
A2|0), B8 4) und . \ L
C(4|8). Zeichne den T“ v
Summenvektor. BV
a) AB+AC B A
— R +
b) AB+CB ' B / B
c) ﬁ;ﬁ g / /’
R . R : Y D4 3]
d BC+BA+CA AR 1%
e) AB+BC+CA " LY Zd b) AB+CB ‘-
CA: f . 5 0 [
3 s
/c‘.@ s ————
)y 6\0 e) AB+BC+CA:!
Il [ 1)
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Zeichne in ein Koordinatensystem A(1]1), B4/ 1), C(613) und D(3| 4).

Die Vektoren a, b und ¢ sind definiert durch Q= -A_lf b= —BE
T= CD Driicke folgende Vektoren mlt a, D und © aus:

a) AC b) CA ¢ DA d BD

a) AC=a+b b) CA =—(a+b)
c) ﬁ:—(?+f+?) d) BD=b+C

Zeichne das Fiinfeck ABCDE mit A(010), B(3|0), C4 | 1), D4 |4) und _
E(1|3) b < unddsmdfestgelegtdurcha AB b= BC <=CD
und d DE Driicke folgende Vekboren mitA,B,C,D und E aus:

a) a+b b) —b—c c) a+b+c+d
d) -(b+'€+d) e —-b-(a+¢c)
a) a+b = AC b) -b-¢=—(b+¢)=-BD = DB

¢©) B+b+c+d=AE d —(b+c+d)= _BE = EB

e -b—(2+C)=—(3+b+T)=-AD = DA

Vereinfache

a) UV+VW b) AB+CA ¢ RS-RT

d AB+TA+BT e XY-ZY-XZ

a) UV+VW = UW b) AB+CA = CA+AB = CB

¢ RS—-RT = RS+TR = TR+RS = ﬁ

d AB+TA+BT = AB+BT+TA AA
e) XY—ZY—XZ:XY+YZ+ZX=X

Bestimme X
a— atmm— ——
X

a) AB+x=0 b) AB+%=AC ¢ AB-TX=AC-AD

—

°L

a) E+’x’=o, _AB = BA

b) AB+X = AC,
c) AB AC-AD, AB-% =-CA - AD,

-x
AB - =-(a+ﬁ), AB+CD =%

NL 0

_AC_AB =—-CA-AB =-(CA+AB)= BC
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7. ABCDEF istein regelmaBIges Sechseck mit @ = AB,b=BC,¢c=CD.
Driicke mit a, b und T aus:

a) ED b DE c)
e) FB ) FA g

8. Durch Antragen von a, b und © in
einem Punkt O entsteht ein rdum-
liches Dreibein. Ergénze die Figur zu
einem Spat. Welche Vektoren, ausge-
driickt mit a, D und T, werden
repriasentiert
a) durch die Flichendiagonalen,

die von O ausgehen
b) durch die Raumdiagonale, die
von O ausgeht.

9. a, b und © spannen ein Tetraeder
SABC auf. Driicke BC, AB und AC
mit a, b und ¢ aus.

10. a ? und ? setzen im Ursprung an und bestimmen das Dreieck ABC mit
OA = a, OB =D und OC =, D, EundFsmd die M1ttelpunkte der
Seiten [BC], [CA] und [AB]. Driicke DE EF und FD mit a, D und T aus.
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11. AB = b und AD = ?f spannen das Parallelogramm ABCD auf.
NlmmdlePunkteE u.ndFso an, daB gilt: DE =—DC und AF-gAB
Driicke EF mit 'd und b aus.

a

EF =ED + DA + AF =—1b -d +

=

b=3b-4d

@I
«w

a

12. AB =&, AD = b und AE = ¢ spannen das Spat ABCDEFGH auf.
Driicke EG, HF , EC, DF und HB mit &, b und ¢ aus.

EG=3+b AF=-b+a

13. AE = ABvundADw

spannen das Spat ABCDEFGH

punkte der Seitenflidchen, X

und Y sind Kantenmitten. / T

Driicke folgende Vektoren mit

—_— A

Y
auf. R, S und T sind die Mittel- | | |H f S
u, v und W aus. ’

<|

a) AT,HT,AX,HX,YD /

b RS,YX,YT,XT,ST
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14. AB=8,AD = b
und AE -'é" span- G

nen das Spat C N

ABCDEFGH auf.

a) Sund T sind festgelegt

durch E: %ﬁ und
?IT = % AD . Driicke

—S_G‘,ﬁ“ und

ST mit &, b und © N

aus.

b) M ist Mittelpunkt von 1 —+—TT |E

[EC]. L liegt auf [EG] A
mit LE=2GE.
Driicke ML mit a,

- —
b und ¢ aus.

a) SG=a+b+¢C TF =
b) ML =MG+GL=3(3+D+

1 —
=3(8+b+Cl+s(-a —

c
N
15. Zeige: AT\
In jedem Dreieck ist die Sum- E 1
me der drei Vektoren von den S T
Ecken zum Schwerpunkt L] S A il
gleich dem Nullvektor. /,/ I o il I O
A F

der Schwerpunkt teilt jede Seitenhalbierende im Verhsltnis 2:1
=3[ +;BC]= 2B+i(-a+b)= 3(@+b)

_‘__; —_— —_ —_— 1—> 2__s
BS =-a + AS = b——a CS =-b+ AS=3a-3b
3 1 _1—x ;—‘ 1757 2= 1= 273
AS+BS+CS-3a+3b+3b—8a+3a—§b-o
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16. Eine Pyramide mit der Spitze S hat als Grundﬂache das Rechteck ABCD.
Die Pyramide ist festgelegt durch die Vektoren AB = a, AD = D und

E = ¢ . M ist der Mittelpunkt der Grundfliche, K ist der Schwerpunkt
des Dreiecks BCS. Driicke MX mit &, b und © aus.

MK = MA + & + BK
MA =—l(_£+-f;)

BK = g(ﬁf+§§)=§(?-3‘+?)
ME=-13-10+3+1bp-13+1C=2a-2p+1¢
s
A/ E N
/// | \\
}‘//
D §
/ T N
d \ W N
/ /h K —T—N\JC
/ - /7'L T |
y
\ i//’ ’,w
/ ]
// 1
A T AL
a — 'B
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17. DA=3, DB=b und DC=¢

a)

b)

c)

spannen das Tetraeder ABCD auf.
U, V, W und X sind Kantenmitten
des Tetraeders.

Driicke VX und UW mit &, b
und ¢ aus.

L ist Mittelpunkt von [VX], M ist
Mittelpunkt von [UW]. Berechne
DL und DM in Abhingigkeit
von &, b und T,

Was folgt aus dem Ergebnis ?
Berechne UV: und X V\f in
Abhéngigkeit von &, b und © .

Was folgt aus dem Ergebnis ?

a) VX=—§a+_c"+§(-—c+b)=—§_‘+%c +3b=3(-a+b+7¢)
ETT T 1 1, - T 1= 1= 17 1 g
UW =-3Cc+a+3(-a+b)=-3C+ia +2b=2(a+Db -7)
T 1 15w 11— 1 — T 1, T

b) DL=3a+;VX=3a+5(C—-a+b)=2(a+b+7)

s 1= 13T 1. 1 - T 1 T =
DM =3¢ +;UW=3c+;(@a-Cc+b)=z(a+b+7c)

DL = DM, also ist L = M, das heift, [VX] und [UW] halbiern sich in M

1 1 1
e) UV=-3c+3a=3(a-1)
. N .

a
XW =3CB +}BA=2(-T+b +(D)+ )= (T -7

UV = X W, also ist UVWX ein Parallelogramm.
(Beim regelmiligen Tetraeder wirs sogar ein Quadrat.)
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M =[0 J v =( ] w =[-46] Berechne

-2 -1
a) u+7V, u-v, T+V+wW
b) 2% -3V, ;0 +(v-2w), [T +5w)-3V]:
. . (10-3y 7y __ __ lo+8y (By __
a) u+v=(0+5}=[5} u—v=(0—5 ]:(—5) u+v+w=[—1)
2-1) (-3 2+1) (-1 1
R . 2 -9 29
b) 2u—3v={0)-(15)= —15)
-4} (-3} |1
By (-3 8y (-6
X +(v_2w)=(o]+(5J_(-12)= 17
-1 -1 8 -10

2 6 1 N
X =(‘3),? = [— ], z =[2). Berechne den Vektor T ,der X+ y + 2 zur
geschlossenen Vektorkette ergéinzt.

Berechne den Vektor X aus den Vektorgleichungen:

soffferd) w el

Vereinfache durch Abspalten
geeigneter Faktoren: 9

212 300 -9/4 4 5 3
-18 / —6(3| b 75[ 1J ¢) —-(—IJ
» [-42} i { ggs) © [{; ] » (7) -3 "4
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5. Gegeben: a) A2[2[1),B@[2[-1),C1l2(3)
b) A(0|2]4),B1/8]0),C@2l1]4)
c) A0|24),B(18|0),C(21]4)
Berechne AB, AC, BC, AB + AC,2BC + AC - BA
— 1 — _1 — '-2 —— —_— 0
a) AB=(0) AC =(0) BC =[o) AB + AC =(0}
- 2 4 0
a R . -4
2BC + AC —BA-_-(g)
—_ 1 2 N 1 s s 3
b) AB=[6} AC = (—) BC =(—7] AB + AC =(5}
-4 0 4 -4
R . . 5
2BC + AC - BA =(_49}
¢ AB =() AC = (2 ) BC =(i) AB + AC =(_44)
2BC + AC ~ BA = ( )
6. A@lolo),B(-11410),C0]-210)und D(0]0]3,5) sind die Ecken eines

Tetraeders.

a) Berechne die Mittelpunkte U von [AC], V von [BC], W von [BD] und
X von [AD].

b) Zeige, daB UVWX ein Parallelogramm ist und berechne den Mittel-
punkt M des Parallelogramms.
10

¢) Fertige eine saubere Zeichnung an. 5 2 10

a) U=3i(A+C)=}- = 4(B+C)=}

f‘ﬁ
owmn
N—_—

0
U@,sl-110) V(-0,5/1]0)
— —_— ‘1 —_— —_—
W=3(B+D)=1 L] X=3(A+D)=
W(-0,5|2]1,75) X@1,5/0(1,75) '

—_— . _'2 _— -2 — ——
b) W:V—U:(g] XW:W—X:[(Z)} wegen UV=XW ist

1
1
1,75

UVWX ein Parallelogramm: M = %( U+W)=
M(0,5] 0,5 0,875)

o=
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]
TIT N
N :
jammmRS
) o
/ N
/
i L
/ 4% I
= ]
4 4 _F“‘ ' : \\
,,v’ M / \
c '\\:/' - .-"_.,.- _...'.‘\ . // \\\
\ 7,/’ / : = - . \‘
‘ . Lot ‘.} S 7 in
!,',’: - -{._...,. L \%‘xz = \\\:
U i _4:—,..___%
\t/ EmmEsm
—‘-—‘

7. Ein Reprisentant AB eines Vektors wird senkrecht in zwei Koordinaten-

ebenen projiziert. Rekonstruiere "AB aus den Projektionen A;B; und gib die
Projektion in die dritte Koordinatenebene an.

1 . 1 . 0 . (-2
a) A2B2=(_02} A3B3=(g) b) A1B1=[g} ey
. . 0
¢ AB, = AB, =(Qz]
_ 1 . 0 N -2 . -2
a) AB=(3] A131=(32] b) AB=(<{] AaBa:[gJ

) AB N = -(s
o m{)

l&\mesuecke [AB] mit A(1] 21 3), B3 2] 1) wird ber B hinaus
um sich selber verlédngert. Berechne den Endpunkt C.

C=B+AB=2B—A=(4]-(2J=[2] cGl2]-1)
2

3 -1
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9. R(4|5|6)und S(7/8/9) teilen die Strecke [AB] in drei gleiche Teile. :
Berechne A und B.
B=S+RS=2S-R =[16]—[5)=(11} B(10[11/12)
18 6 12
A=R+SR=2R—S=[10J—[8]=(2} A1l2(3)
12 9 3
10. A(0|45),0(3]0|5)und U(3]4]0) sind die Ecken eines Parallelogramms.
Bestimme die vierte Ecke E (drei Losungen!).
—~ (3) (3\ (0 (6
E, =U+A0=07+0 —A=(4]+(0]—[4J=(0] E,6/0]0)
0 5 5 0
E,=U+O0A=0 +A -—6‘=(4]+(4]-[0]=(8] E,(08]0)
0 5 5 0
e 0\ 3\ (3\ /(0
E;= A+ UO=K+_6——'I’IA=[4]+[0)—[4]=(°J E;(0/0]10)
5 5 0 10
11. Vom Parallelogramm ABCD kennt man B(2|4|3) und C(3|0|-5) und
den Schnittpunkt der Diagonalen M(-2| 4| 15). Berechne A und D.
_s —_ _7 —_—t — —6
=C+2CM = [%J A(-7/8/85) D=B+2BM =[;7],D(—6|4|27);
12. Vom Spat ABCDEFGH mit A9|7]5), B(-1|-1|-1), F(0| 2| 3)
und G(1/ 3| 5) berechne man die restlichen Ecken.
— & x —x s _a -1 1 0 0
C-B+FG-B+G_F =[_1] +[3J_[2] =[o] colol1)
-1 5 3 1
— s — s s s _a 9 1 0 10
D-A+F =A+G—F=(7)+(3]—[2]=(8) DA0|8|7)
5 5 3 7
—_ s s s s 0 9 -1 10
E=F +B =F+A—B=[2]+{7]—[—1]=[10] E(10/10(9)
3 5 -1 9
H=G+BA=G+A-B =(3]+[7]—(—1J =(u] H(11 |11 ]11)
5 5 - 11
13. A(1|-315),B(-7]9(-11), cas|-15]17)

M;, M, und Ma sind d1e Mitten der Seiten a, b und ¢ des Dreiecks ABC.
Berechne AMI , BM2 und CM3




IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten 61

—_— 1 —_— (3 - s —_— —-a f3 1 2
Ml = E(B+ C): —3], AMI = Ml -— A = —3)— —3]:[0
3 (3) |s) -2
RN 1= — r 7 Y 4 -7 14
M2=§(C+A)=—9), BM2=M2—B=‘9]—[9]=['18
(11 (1) \-11) (=
—_— 1 —_— D (_3 — —_— —_— (—'3 13 —16
M3=§(A+B)= 3], CM3=M3 —C: 3)—(-15]:[18}
- -3) (17) (20
14. Berechne Y in Abhéngigkeit von X, —E und -6 S0,
daBgilt: AX + BX + CT =o.
X-A+X-B+X-C=9,3X=A+B+C X=i(A+B+C)
15. A2l0l0),Z,112|1),2,11313)

A’ ist das Bild von A bei Spiegelung an Z,,
A" ist das Bild von A’ bei Spiegelung an Z,.

16. A2l0l0),B4]2/0),C(213]10),D3I212),A0/6/2)

a) Bestimme A" und ein Zentrum Z, so da8 A an Z gespiegelt A" ergibt.
b) Zeige: Z,Z, = 3 AA"
a) A =27 -A [A'0l4]2)]
F: 2_2?—K"= 272‘— 2E:+X= 2AZ,-2,)+ A=2Z7Z, + A
— . [0y __. 0\ (2
7,2, =(1) A =2(1J+(o] A"2(2]4)
2 2) (o0
— — — 4
Z=§(A+A")=§(Z] Z2|1]2)
b) aus A" = 2Z,Z, + A (vona))folgt Z,Z, = { A" — A)= 7AA"

— (0 — (0
oder: Z,Z, =[;] AA" =[2}

4

Das Tetraeder A'B'C'D' entsteht beim Spiegeln von ABCD am Zentrum Z.
a) Bestimme Z und die restlichen Ecken des Spiegelbilds.
5

3013

b) Fertige eine saubere Zeichnung an. 0

—_ —_— 2 —_ — — -2
a) Z=%(A+A')=%(g],Z(1|3|1) B'=2Z—B=(g]B'(-2|4|2>
C'=2z-c:(g],c'(olslz) D'=2Z-D=[3]g’(-1|4|o)
~A\
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B'(-21412)
X, AL
cos2_ | | 17 //
1 \‘ T _ )
. \ i e \
H \\\ / _ .,A
S i o H |
A2(010) 7 LK TN ~|D"-1410)
pNE 7 ]
rai ; = 5 N
X ;
,/>LC(2I3IOI
A
Bl4210)
a) X;
17. Alle sechs Bilder zeigen ?
verschiedene Spate mit E H
jeweils demselben Umri83.
Jedes Spat steht mit einer |
Seitenfléche auf der x,x,-
Ebene. Benachbarte Git- XS
terlinien der x;x,-Ebene a
haben den Abstand 1. Die > .AV 2
punktierte Strecke kenn- ..
zeichnet die dritte Koordi- AV
nate. Bestimme die Spat- N .A N\
ecken und die von A aus- a4
gehenden Kantenvektoren. .A ...A
a) A-1/0l0)  B@l5|0) C@|710) D(-2|2]0)

E(0[3]3,75) F(51813,75) G4l1013,75) H(-15|3,75)

) = =)



IV. 1. Vektorrechnung mit Koordinaten 6

b) A6|-4[0)
B(7]3]0)
F@lolo)
E2|-710)
D(6|1]2,5)
C(718]2,5)
G@31512,5)
H2|-2]2,5)
— 1
AB=[7]

0
N 0
AD=| 5

)
— —3
AE =| 4

&)

e) B(713|0),C514]0)
Gliloy,F@3lolo)
A(10/4]5),D@815(5)
H4|2]5)

(—4 : X

d A-1]0l0),Bil5/0)

F(-1|5]0)
E-6l0]0)
D(0]3]1,25)
C518]1,25)
G(0|8]1,25)
H(-5|3]1,25)
— (5
AB = 5J
\0
—_ (1
AD=| 3
i)
— (-5
AE=]| 0
3
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e) Bl|5]0)
Cc@3l1710)
G(-217]0)
F(-11510)
AB|2]2,5)
D(2|4]2,5)
H(-3|4]2,5)
E(-2|2]2,5)

r 1
=] 3
\-2,5

AB
AD - 2)
AE

\ 0

—5
- o]
\ 0

E(5|-113,75)
F@6l6|3,75)
G(4|7]8,75)
H(@3|0]|3,75)

— (1
AB=|"7
\0]
—_ (-2
AD = 1)
L 0
AE

(—1
=| 3 )
\3,75
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18. Wo liegen die Punkte Xmit X =AA +uB (O ¢ AB)

a) A+p=1 b) A+p=1, A,u20
¢ A+p21 d A+p<1, A,u20 e A+p21 Au20

a) 7»_-tp.=hu=i—l einsetzen in
- S
X =2A +(1-A)B=B+AA-AB =
0 B+MA-B)= B+ kﬁ;
die Punkte X liegen auf der Gerade AB.

A

b) Atps= 1undu>0 also A<1, allesmallem 0< A<1

X = B+lBA(vona)) A= Odaan jA= ldannX
die Punkte X liegen auf der Strecke [AB]

Atu=1

¢) Halbebene, die den Ursprung
O nicht enthilt und begrenzt
b ist von AB.
- Tip: Betrachte O, A und B als
? ebenes KOSY mit A und p als
Koordinaten.

d) Dreieckfliche OAB mit Rand.
Tip: Betrachte O, A und B als
ebenes KOSY mit A und p als
Koordinaten.

e) Teil der Ebene OAB, begrenzt von
[AB] und den Halbgeraden von B

und A aus in Richtung B
beziehungsweise 7‘:
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19. Wo liegen die Punkte X mit X =)\A + p.TB‘ +vC

a)

A+p+v=1 b) A+p+v=1 A,uv 20

a)

b)

A =1-pu—-v einsetzenin X =AA +u§ +vC ergibt

Y‘ = K + uﬁ + VKE

die Punkte liegen in der Ebene ABC oder, falls C auf AB liegt,
auf der Gerade AB.

Die Punkte liegen im Dreieck ABC mit Rand.
WegenA =1-p—v und A 20 muB gelten: p < 1, v < 1. Damit ergibt sit
dieselbe Situation wie bei 18. d) mit A statt O und C statt A.
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1. Aelol-1),B@8|-3]11)
S und T teilen [AB] in drei gleiche Teile. Berechne S und T.

1 $ "F 1
] 1 | !
A B

AS =0 SB (die Strecke [AS] ist halb so lang wie [SB]), ¢ =1

=2

81—2 8—51 231—4=8—Sl 3Sl=12 S
[82—0 =1l-3-5s 28, =—-3-8, 388;=—-3 s
11 — g4 283 +2=11-8;3 3s,=9 S1

4
1
3

AT =1 TB (die Strecke [AT] ist doppelt so lang wie [TB]), T =2
t1—2 8—t1 t1—2=16—2t1 3t1=18 t1=6
[t2—0]= —3—t2] ta=—6-2t, 3t,=-6 t,=-2
t3+1 ll—ts

2, In welchem Verhiltnis teilt T die Strecke [AB] ?
a) T(10|5/7),A3|-2/0),B(14[9]/11)
b) T4|2]3), A(16]17]112),B1|-3]2)
¢ T6ltylts), A(13|1014),B(3| 0] - 6); berechne t, und tg
d) T(8|-12|-8),A-113/4),B2|-2/0)

10-3 14-10 7 4 7
o (B3)(5) ()l =
7-0 11-7 7 4
4-16 1-4 ~12 -3 kein Wert flll‘ T
by (2-17|=x[-3-2 T15 |=1 -5) erfiillt die Gleichung:
3-12 2-3 -9 -1 T liegt nicht auf AB
7
(6-13 3-6 1.Gleichung: -7=-31, T=3
) [t-10 =T[°-*a ] 3t,—30=—"Tty, t;=3
\t:s —4 ) -6-t, 3t§-—12——42 Ttg, tg=-8
841 2-8 9 -6 8
d) |-12-3|=7|-2+12 -15 =:[1o] T=—3
(-8-4) (0+8 -12 8

,3» A(0|5]3), B(2|-518). Berechne die Teilpunkte T;, .
die [AB] im Verhaltnis 7, teilen: 7, = 3; B=1 Ta=-2; T =—3.

S4|-1]8)

ta+1=22-2t; 3,=21 t,=7 TE®6|-2|7
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- _ — —A\+Ti§‘

ATi=vTB, Ti="7,7"

_. A+IB 2A+B  roy 2y (2

Ty 1+3 3 8[(6)*’(8] 3(14] W("lg 1Pl 17578
_. A+B 2

Te = 131 =l(lol) T,(11015,5) = My
7. A2 %423 =[5 10 Ty(41-15113)

Ts = 1-2 =-A+2B =[—__3]+(—]ﬁ] g(4 -

. A-IB 3A-B [0y 2y (=2

Ta= 1-1 7 2 =§[’95]—(-85) =§[2§’J T.(-1110/0,5)

4. T@al-1l-6), B(—6|2|O)Tteilt[BA]imVerhéiltnisr: 2 Berechne A.

_A_\A

BT=4TA,3BT TA,aBT A-T
A=T+ BT =1@BT+4T-B)=L@T-4B)

G- (3] 4

(A

A= A(15 |- 5]-14)

5. Zwischen welchen Grenzen mul}l das Teilverhiltnis
a) P zwischen A und B liegt ?
c) B zwischen A und P liegt ?
d) P zwischen A und dem Mittelpunkt von [AB] liegt ?

M, liegen, damit
b) A zwischen B und P liegt ?

P P
a) F 5 —1 b | 1 i
A O<u<+~ B A -1<p<0
P P M
c | i i ad F — —
A B —0 < L < -1 A O<uc<l B
6. A(1/2/9),B(-51513),C(-3/4]5) Inwelchem Verhaltnis teilt
a) C die Strecke [AB]? b) B die Strecke [AC] ?
c¢) Adie Strecke [BC]?
- - (—4 -2
a) AC =ucCB: 2]:;\[1W p=2
\—4 -2)
—_ —_ (—6 2
b) AB =pn BC: 3]=u[—1 p=-3
\—6 2
_];ﬁ: E (63 —24\
° " . \6] 9{'4/ H=
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7. T teilt [AB] im Verhiltnis 1. In welchem Verhiéltnis p (abhingig von 1) teilt
a) T die Strecke [BA]? b) Bdie Strecke [AT]? ¢) A die Strecke [BT]?

I L i AT =t TB (v)

A B

a) BT=pTA, TA=-AT =[aus(v)] =—1TB =t BT
ﬁ:mﬁ“,also ut=1, p=1i

b) AB=pBT, AB=AT +TB =[aus(v)] =t TB + TB = (1+1) TB
(t=+1)TB=pu BT, (=+1) TB=—-u TB, also p=-(t+1)

C) ﬁ:uﬁ
BA =BT +TA = —TB - AT = [aus (v)] = -1 AT - AT =-(} +1) AT
~(i+1)ﬁ“=uﬁ, also u:—(i+1)

’& A(1319|-3),B@4]01-6),P(7| p;| ps)
P teilt die Strecke [AB] im Verhaltnis p. Berechne p, p, und p;.

—

AP=, PB: | ps-9 -P2 3p;-9=0, p=3

-6 -3 1.Gleichung: —-6=-3p,u=2
=u
[Pa +3] (—6—1)3] 3p;+3=-12, pg=-5

!TP(O 11,5/4), Q3| 0] 4). Berechne die Punkte S und T,
die [PQ] harmonisch im Verhiltnis| ¢ | = 2 teilen.

—_ 8 3-8 8,+28,=6
PS:G%,O’:Z: [52—1,5J=2[—32] 32+282=1

83—4 4-g4 8y + 285 = 12 S@lo,514)
PT= tﬁ, wegen der harmonischen Teilung ist T=—0=-2
. .t -t t1—2t,=1—56
PT =—28Q: [t,-1,6|=-2| -t tp—2tp=1,
R [1;23—4] 4-53] tg—2g=—-8+4 T(6]|-1,5/4)

10. A(2]1015), B(23]1-4133), S(1114]17)
a) Sund T teilen [AB] harmonisch. Berechne T.
b) A und B teilen [ST] im Verhéltnis o und B. Berechne o und .
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L[]

a) AS=GSB:(—9]=0[—8] o=
12 16
AT =1 TB, wegen der harmonischen Teilungist t=-0= —%

-2 23-t,
AT=-3TB: [tz—10}=—§[—4-t2J

tg—5 33—tg
4t, -8 = — 69 + 3t t,=—69 +8=—61
4t,— 40 = 12 + 3t, t, = 12 + 40 = 52

4ty — 20 = — 99 + 3t, t,=20-99=—61 T(-61|52|-79)

—_— —_— _9 —63
b) SA=0.AT:[6]=0.(42] o=

-3

-12 -84
oo (B8] gt
SB=BBT-(-16]=13[_112] p=-1

B = — 0. muB ja rauskommen, denn A und B teilen [ST] harmonisch!

11. A(-4|12]-9),B(14(3]6). C(c,|6lc;) liegt auf der Gerade AB.
Bestimme das Teilverhéltnis v, in dem C die Strecke [AB] teilt.
Berechne den vierten harmonischen Punkt D von A, B und C.

. . (c+4 14—c,
AC=vCB: (6—12]=y[ 3-6 ] 2 Koordinatengleichung: y=2
c3+9 6—03
c,+4=28-2c¢,,3c,=24,c,=8
c3+9=12-2c;,3¢c3=3,c3=1 c@8lel1)

AD=-2DB, AD=-2(B-D)

— —_— — —_— — — % _4
D-A=2D-2B, D=2B-A={s]_[12] D(32|-6]21)

12. Zeige: A(1/2/1),B6121-4),C4|2|-2) und D(16| 2| -14) sind
harmonische Punkte.

—_— 3 2 3 —_—— — 15 -10
AC=ycB:(0]='y(0),'y=§ AD=8DB:(0 ):6(0}

-3 -2 10
o= -% = — v, also stimmt die Behauptung.
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13. Satz von MENELAOS
Teilt R die Strecke [AB] im Verhéltnis p und S die Strecke [BC] im

Verhéltnis 6 und T die Strecke [CA] im Verhdltnis t, dann gilt

Uberpriife den Satz am Beispiel
A(0]0),B(1210), C(919),R(20|0), S(11]3), T(5|5)

AR-pRE:(0)=p() p=-f BS=05C:(3F)-0(F).0=1
CT=1TA: (::)rc(:g) t=3 p-oT=—3-3 5 =—1 (stimmt!)
irgendeine Gerade C g CEVA

R P ist irgendein Punkt

A

T3. Satz von CEVA
Teilt R die Strecke [AB] im Verhiltnis p und S die Strecke [BC] im
Verhiltnis ¢ und T die Strecke [CA] im Verhiltnis 7, dann gilt )

Uberpriife den Satz am Beispiel
A(0]0),B(204),C(5110),R(5/1),5(1018), T2|4)  [PGI4)

— —_ 5 15 — ———-\. _10 _ _.5 _
AR=pRB:(1)=p(3) p=§:l BS:O'SC.(4)—O’(2),G—2
CT=1TA: (:g)rr(:i) 1= 3 p-C-T= %-2-%: 1 (recht hat er!)
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Berechne den Mittelpunkt der Strecken

a)

A1l712),B@3I5/0) b) R2|1),S(1|-5)

a)

1

M=1A+B) Meleln b M=iR

a)

b)

Ein Kreis um (-2 | 5) geht durch A(-5/2).

Berechne den Endpunkt E des Kreisdurchmessers [AE].
Eine Kugel um (1|2|3) geht durch den Ursprung.
Berechne den Endpunkt E des Kugeldurchmessers [OE].

g &

|

E),E=2M-A E(1]127

+E), E=
+ = E(2|4]6)

=| =

NI D=

—_

),
E), E

~~ o~

Berechne den Schwerpunkt des Dreiecks

a) A2l113),B@3|5/0),C4l-4]9)
b) R2I1),S3|-2), T(-2|4)
a)

S=1A+B+C) S@8|%l4 b S=1R+S+T)

Berechne den Schwerpunkt des Tetraeders

a)
b)

ololoy, A2l1]1),B(-12]13), C2|6|-8)
R(2(111),8(-913(2),T1]0!8),Uw]|-4]1)

a)
b)

6+X+—§+E) S(-2/2]-1)
+S4+T

+T+U) S(-1,5/013)

+8) M5!

a)

b)

Im Dreieck ABC mit Schwerpunkt Sist A(1]1]2), B(3|2]4)
und S(0] 1| 3). Berechne C.

Im Tetrader ABCD mit Schwerpunkt S ist A(2|1/1), B30/ 1),
C2|-1/0)und S(2| 2| 1). Berechne D.

a)
b)

B+C) C=3S5-A-B, C(-4]0]3)

B+C+D) D=4S-A-B-C D@l8|2
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6. Die Schwerpunkte der Dreiecke, die ein Tetraeder begrenzen,
sind: Sp(3| 3| 0), S,(31316), Sx(-1 3| 6) und Sc(4016).
Berechne die Ecken A, B, C und D.

§= %(K+—§+—6) §;= %(§+6+6)
?;: %(A+6+3) §§= %(X+§+_ﬁ)

I A+ B+ C =35, A=3S,-B-C

II B+ C+ D =385,

m A+ T+ D =35

v X + i‘ + 3 = 3‘§c;

T B+ C+ D =88,

r -B o+ D =38-3S, |B=D-35+35
v —6 + Tj = 3?;— 3_5—;

I T + 2D =35, + S5-Sp)

v -C + D = 3§§- 3'S, CT=D-3S¢+ 35y
I+ v 3D = 3(S,+ Sp+ Sc—-2Sp)
D= 5+ S5+ So sc-zsD D(0|0]18)
B= SD+§:+§; 2sB B(12/0/0)
C= Sp+ 8o+ S5-25 C-3/9/0®

= Sp+ Sp+ S.-25,  Acwlolo

7. Das Mittendreieck eines Dreiecks ABC ist das Dreieck der Seitenmitten.
Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Mittendreieck haben denselben
Schwerpunkt.

8 ALA, ..., A, sindn Punkte im Raum, S ist der Eckenschwerpunkt.
Zeige: Die Summe SA1 + SAQ +.. SA,, ist gleich dem Nullvektor.
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B (A1+Ae+ +A,), A +A+..+A, =18
SA,+ SA,+..SA, = A,-S+A,-S+..+ A -8
=X;+E+...+K: —(S+S+...+8)
= n§ - n§ =0 (stimmt!)
9. a) Zeige: Der Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD stimmt iiberein mit

dem Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders SpS,SgS¢ .
b) Zeige: Die Kanten eines Tetraeders sind parallel zu den Kanten
seines Schwerpunkt-Tetraeders und jeweils dreimal so lang.

a) Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders: Sy

48y = Sp+Sp+Sc+Sp
=3(B +C+D) +§(K+6+f) +%(K+§+T5} + %(TA:+ B+C)

=A+B+C+D (stimmt!)
b) Kanten des Schwerpunkt-Tetraeders:

Si85=5-5,=(A+C+D)-§(B+C+D)= j(A-B)= i BA
5,85c=8c-5,= 3(A+B+D)-}(B+C+D)= H(A-C)=1CA
SaSp=Sp-S,=3A+B+C)-2(B+C+D)=A-D)=1DA
538c=Sc-Sp=3(A+B+D)-3(A+C+D)=3(B-C)=1TB
m=§—§= %(K+§+6)—%(X+6+B)= %(f—_‘)= é—ﬁf
S_CS—I—)‘:E_D\_EC‘: %(X+§+6)—%(X+§+3)= %(6—6)= -;—T)—C\

10. Zeige: Die Verbindungsstrecken der Mitten von je zwei Gegenkanten

treffen sich im Schwerpunkt des Tetraeders.

Kantenmittelpunkte M—A;= %(X-rT?:), M—c:l;: %(6+3)
mit Kennerblick: Mittelpunkt von [MABMCD]: Mascep

Magcp = 3 [;(K'*f) + §(6+—6)] = %(X+§ +C+D)=8
ohne Kennerbhck

MABS Ll SMCD

4(A+B +C+D)—2(A+B) u[z(C+D)—4(A+B +C+D)]"4

A+B+C+D -2A 2B =p[2C+2D -A-B —-C-D ]

C+D-A-B = wWC+D -A-B]
i = 1, das heiBt, S halbiert [MABMCD]

Fir die beiden andern Kanten klappts nach Umbenennung genau so
(aus AB mach AD, aus CD mach CB).
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11. Flichenschwerpunkt im ebenen konvexen Viereck

a)
b)
c)

A(1,5|-3),B(610),C@3|6),D(-4,5/0)
A(-1]-2,5),B(6,5|-1),C(-113,5),D(-5,5|-1)
AB3l-4,5),B9|-6),C(1214,5), D] 7,5)

Die Diagonale AC zerlegt das Viereck in die Teildreiecke ABC mit Schwer-
punkt S; und ACD mit Schwerpunkt S, .
Die Diagonale BD zerlegt das Viereck in die Teildreiecke BCD mit Schwer-
punkt T; und ABD mit Schwerpunkt T, .

I

=k3

Zeichne das Viereck ABCD, berechne die Schwerpunkte S,, T,, S, und T,

und zeige: Das Schwerpunktviereck S,T, S, T, ist dem Viereck ABCD
dhnlich. (Tip: Seitenvektoren vergleichen!)

Wie verhalten sich die Lingen entsprechender Seiten ?

Das Ganze 188t sich auch r&umlich deuten: Zeichne A(313/0), B(316/0), C(~6/310) und

D(01013,75) in unser rdumliches Standard-KOSY in Normalprojektion:

x1-Achse mit Steigung 1, xg-Achse mit Steigung -1/4.

Welcher Zusammenhang besteht mit Aufgabe 9.b ?

Zeige: Der Satz von I gilt fiir jedes konvexe Viereck.

Der Flichenschwerpunkt von ABCD teilt eine Diagonale des Schwer-

punktvierecks im umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der Teildrei-

ecke, deren Schwerpunkte sie verbindet (Hebelgesetz!).

Berechne den Flichenschwerpunkt S und zum Vergleich dazu auch den

Eckenschwerpunkt U.

m

Wenn man zuerst II macht, muB man nicht so viel rechnen.
§:= %(X+§+_6) T:: §(§+6+—5)
S;=3A+C+D)  T,=%A+B+D)

T132=§2‘—?:= %(X+6+6—§—C—D)= %(A_B)= %BA
ST,=T,-S=4(A+B+D - A-C-D)=3(B-C)=3CB

TyS, =8, - T,= 3(A+B+C - A-B-D)= 3(C-D)=3DC

Die Vierecke ABCD und S,T, S, T, sind sich dhnlich, die Seiten von ABCD
sind dreimal so lang wie die entsprechenden von ST, S; T; . Das (zweidi-
mensionale) Viereck von ¢) ist die senkrechte No:-malprojgkhon eines (dreidi-
mensionalen) Tetraeders. Beim Parallelprojiziern bleibt die Parallelitéit erhalten.
a) Dreieck BCD hat die doppelte Hohe vom Dreieck ABD und deshalb

den doppelten Flicheninhalt
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b) Dreieck BCD hat die dreifache Hohe vom Dreieck ABD und deshab
den dreifachen Flidcheninhalt
JEEN Tl + %Tz —_—

T,S= ;ST,, S= =3(8T,+Ty)

]
-l
~—
o0
~—

1+ %
S©0|0) u,1-,)

¢) Viereck ABCD ist ein Trapez: DC = 2 AB , deshalb haben alle Teil

dreiecke jeweils eine gemeinsame Hohe.
Das Flichenverhiltnis (gro8 : klein) ist gleich dem Verhéltnis
(lange Basis) : (kurze Basis) = 2

T,S=3ST,, S= T1el =3QT; +Ty)= %(3)
S| 1) uU(6!%,)
[a o\
// /
A [
U151075) /
) /
///
r/ I
Ti1512) |
) X2A P
/ SAOMA Ts] 1] sl
N IR
3 e :
[ LA™ p
- [ 4
T | ] P
l 4
[ 1)
A Y
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b) O\ HEEE
N U(=0,25|-0,25)
N
N
1 N
T4010,5) h
Sz(-znslo) // N [~~~ 51(105'0) N 5 X1
_ Sl N
\\\ \
N N I NB
NS TA0I-25) —
A |
D~ c) | [ ]
) ~— U(6]0.375)
M~
e
\ S~
~~+~lC
\\
\ S:S12.5)
\ b T T{712) Il
[T L
¥ [ sl [\
) UL \
P BRI :
. I\ ;{
N \ [ | e T 1\
\ -
N\ | [Sd8l-2)
\ /
\ N /
A
s f
~ \ I
™~ B
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12. Raumschwerpunkt im Doppeltetraeder
A(0|-310),B0l4]0),C0l0l4),D4|-110),E-8|-1]0)
Zeichne das Doppeltetraeder, die Teiltetraeder sind ABCD und ABCE.
Berechne den Schwerpunkt S von ABCD und T von ABCE.

Der Raumschwerpunkt R von ABCDE teilt die Strecke [ST]im

umgekehrten Verhiltnis der Inhalte der entsprechenden Teiltetraeder.
Berechne R und zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U.

N s s s _a 4
S=i(A+B+C+D)=%[g) S(1lol1)
. s s s -8
T=%(A+B+C+E)=%(g] T(-2/0/1)
c Xy ]7 A FE B N
AT 10
A d \ |
/ \ P \ |
/ N\ |
A i
/ / ///
/ Z ‘
)4 / A T \\ \\ |
)4 Vd N - i
1/ //J, ," ||
; ,,/ ,/ f
N .
4l \ ﬂ
Al | A sl \ ,
/ J
/ _— N\ 3
/ B N
~J_ N\ |
/ ~ [\
_ = k
.‘D ‘,
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Die Strecke [ED], die die Spitzen E und D verbindet, hat die Lénge 12 und ist
senkrecht zur x,xs-Ebene, in der auch das Dreieck ABC liegt. Der Abstand (4)
von D und der x,x3-Ebene ist halb so grof8 wie der von E und der x,x;-Ebene.
Die Pyramide ABCD ist also halb so »hoch« und damit halb so voluminés wie
ihr liebes Gegenstiick ABCE. Folglich gilt fiirn Raumschwerpunkt R

—_ —_— _S‘+2? 1_03 I I
SR=2RT, R= - =§[3] R(-1/0]1)

— —_—

— —n -_ —4
U=5(A+B+C+D+E)= é[‘:] U114

13. A(3/0]0), B(0]6]0), C(— 831610) und G(- 4,51 6]2,25) sind Ecken
eines Spats, ABCD ist eine Seitenfliiche.

a) Bestimme die restlichen Ecken D, E, F und H. Zeichne das Spat, das
Dreieck AFH mit Schwerpunkt S und die Raumdiagonale [CE].

b) Zeige: CE schneidet das Dreieck AFH im Schwerpun{tt S des: Dreiecks.
(Tip: entweder mit Ansatz CS =¢ SE oder ES=AEC)

a) D©|o]0)
EQ1,5/0]2,25)
F(-1,5|6]2,25)
H(-1,5]0]2,25)

S=YA+F+H) sol211,5)
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b) Wenn S auf [CE] liegt, dann muB es ein Tellverhaltms o geben.

—_— A

Lbsungsweg mit Ansatz: CS = cﬁ, S= $(A+F+H)

S-C=o(E-S)
HA+F+H)- C=o(E-§(A+F+H)) |3
A+F+H -3C=0@BE-A-F-H)

e . V. "SI U W — —_— —_—

A-C+F-C+H-C=o(E-A+E-F+E-H)
CA +CF + CH=o(AE + FE + HE )

AE +FE + HE = CE,denn AE = CG, FE = GH
CA+CF+CH =2CE,

denn CA=CD +CB, CF =CG + CB und CH=CD +CG

CA+CF+CH =CD+CB+CG+CB+CD+CG=2CD +CB +C
also ¢ =2, das heifit, S teilt [CE] im Verhiltnis 2 :1.

Wenn S auf [CE] liegt, dann miissen E_S‘ und E_C; parallel sein,
dann muf gelten

ES=AEC, S-3(A+F+H)
ES =S-E=}A+F+H-3E)
:‘:-E+f“—_ﬁ\+ﬁ-f)
EA+EF+EH)

"EC, also liegt S auf [CE].

i
~~ ~

COrs O COjpt
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. Stelle € als Linearkombination von & und b dar:
R 3 - -1 R -11
a) a=[1J b=(2] c=[1J
-2 1 8
Ansatz: ¢ =xa +yT;; im 3,2-System -11 =3x — ¥y
1= x+2
8 =—2x+y, istx=-3,y=2
11 3 -1 L
Ergebnis: ( 1 ):—3(1]+2(2J, kurz ¢ =-32a +2b
8 —2 1
. (2) - (5Y . (-1 Widerspruch im Gleichungssystem:
b) a-= (‘1} b = [‘42], c = ( (1’} ¢ ist nicht als Linearkombination
von & und b moglich
B N . /2 8 = _0m +4B
e) 3‘:(2}b=[-3}—c‘=[-12J ¢=0a+4b
1 4 16
3 R -6 2 . '__\ - . . .
d = =(—2}b =[ ’ J’_é. =(1J Wldirspruch. a undj sind kollinear
-1 2 3 b=-2a, a und ¢ aber nicht,
deshalb gibts keine Linearkombination.
-4y . (38 -8 = _ 3= 23
e) '5‘:(2],1,:[-3}?:(5] ¢=32a-3b
0 -9 6
. (2) —~ (-3 13
Hh a-= (-6], b =(9 ],?:(-39}
4 -6 %

2, und ¢ sind kollinear. Deshalb gibts unenendlich viele Losungen

zum Beispiel € = 2% +0b oder ¢ = 0@ — 5 b oder ¢ = 23 — 3b

allgemein: 2x — 3y =13, x =5 (13 + 3y)

T = %(13+3y)?f+yf

2 Stelle d als Linearkombination von a und D und © dar:

a) a= (—1

2
3

)

—_

b

1
3
0

—

d

= -

) (i) G
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Ansatzz d=x8 +yb +z¢

Das3,3-System 0 =2x+y — z
-1 =-x+3y +2z
13 =3x + z ergibt: x=3, y=-2, z=4

Ergebnis d =33 —-2b +4C

g
®|
]
|
s
~—
o)
1}
—
r—u—A,'_,
~—
ol
1}
|
N
N\ e’
Al
[}
|
O N
')
~—

d=-5% —-3Db +4

IR R -5 N 2y . -3 . —
c) a=[—41),b=[_12}c=(-31,d=k;&] d =43 +3b +0¢C

(1 Widerspruch! keine Lisung
J a,bund¢ sind komplanar

=—3.§‘+2?

e) a= —1],b=[0],c:(—1},d
L 4 1 6

7
-5
21)
unendlich viele Losungen, denn &, b, ¢ und d sind komplanar

zum Beispiel d =53 + b =5¢ -9b

allgemein d =(6-2)8 +(1-22)Db +z¢

Untersuche auf Komplanaritat

a) 3‘:(—;2],? [] [ } b 7

35 §)-()

)%= (3
§5-()=-()
0 % (i)-(3) °~[éJ

ST
a::oo
~—
&
L
]

Komplanaritéts-Kriterium: Drei Vektoren sind genau dann komplanar,
wenn ihre Determinante gleich null 1st

123 -7 3
-23 8 20 5 =73: kei naritdt
. 1_3 29 6‘ 73; keine Kompla
4 -12 8 102
c) —37 2; —(154 |= 0; Komplanaritit d) l:é g l = 1; keine Komplanaritét
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30
e |13
02

BN = DN

.: 16; keine Komplanaritét

Untersuche, ob die Punkte A, B und C auf einer Gerade liegen:
a) A2lol1),B@El2l0),cal-212) b) A4l4]|-1),Bal2l-1),c@alolo)
¢ ABl1l1),B(713813),Cc@loloy d) AQ1l-2]2),B-1]2|-2),cl0]0)

Drei Punkte liegen auf einer Gerade, wenn zwei Verbindungsvektoren (alle
drei Punkte miissen vorkommen) parallel sind.

—_ 1\2, _. 2
a) AB = Jel' und CB = 42 sind nicht kollinear,

also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.
b) BA = g und CA = 41 sind nicht kollinear,

also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.
¢c) AB = g und CB =(g] sind kollinear: 2 CB =3 AB

also liegen A, B und C auf einer Gerade.
_— -2 —_— -1 —_— —_—
a) AB = i und CB = 22 sind kollinear: 2 CB = AB

also liegen A, B und C auf einer Gerade.

Untersuche, ob die Punkte A, B, C und D in einer Ebene liegen:
(Tip: Verbindungsvektoren!)

a) AW0|0|2) B(1]-1l1) cel-210) D@31311)
b) A©|0]0) B(l1l1) c-38/o/]-1) D@lol1
e) Aol B(2|3(4) C-1]1l0) D2[112)

Vier Punkte liegen in einer Ebene, wenn drei Verbindungsyektoren (g]le vier
Punkte miissen vorkommen) komplanar sind, wenn alsto die Determinante
dieser Verbindungsvektoren gleich null ist (Komplanaritéts-Kriterium).

— 1\ . f2y . (3 e _
a) AB =[—1J, AC =(—2J, AD =[3];weil AB und AC kollinear sind,

sind _AT?:, Td und Tﬁ komplanar: A, B, C und D liegen in einer Ebene.

‘ — a — 5 —_— 1—33
b) AB =B,AC =C,AD =D; ll 01(1)~=0,dieVerbindungsvektoren
1-

sind komplanar: A, B, C und D liegen in einer Ebene.

a1y . (—2)__. (1y|1-21 .
¢) AB =(3) AC =[ 1J AD =[1]; 3 1 1| = -4, die Verbindungsvekto-
3/ -1) 1)'13-11

ren sind nicht komplanar: A, B, C und D liegen nicht in einer Ebene.
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—

a=3u-2Vv b=u+Vv T=20u-V
Zeige: a,  und ¢ sind komplanar.
Uberlegung:

Sind @ und ¥V nicht kollinear, so spannen sie eine Ebene E auf. 2, bund T

sind Linearkombinationen von u und ¥, sind also jeweils parallel zu E, also
auch untereinander komplanar.

Sind @ und Vv kollinear, so sind es auch —a‘,?und T.
Rechnung:
Annahme: Linearkombination ist moglich & =rb +s©
3U-2V =ru+V)+s20-V)= 3u-2V =(r+28)0 +(r—8)v
Koeffizientenvergleich ergibt 23 =r+2s
weil darin kein Widerspruch steckt, ist dTie znnahme richtig.
Herstellen einer Linearkombination:
Aus T =20 -7V folgt V =27 - C; V einsetzenin b und &

inb: b=u+@Qu -T)=3T -7

, U =2¢C —a einsetzenin b

—

in a:

Bestimme t bis z so, da3 die Vektoren kollinear sind:

3 6 GG )

r2\ (6

kl 2 |= Y]=> 2k=6,k=3 y=2k=6,z=-k=-3
-1) =z
] /X

2 u
ki 2 |= —2)=> k=-1;x=-2,t=1 ki2|=]v = k=0; u=v=0
\“1} \t 0

k, § ). (:, keine Parallelitét méglich:
-1) (2 kein k-Wert erfiillt die 1. und 2. Koordinatengleichung.

Bestimme a bis f so, daB die Vektoren komplanar sind:

2 (L] EIENE) 2B «BHEE

Nach dem Determinanten-Kriterium mu8 die Determinante gleich 0 sein.
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2 11

a) |4 adl=11a-11=0, = a=1
-1-65
-30Db

b) |1 28|=-5b-30=0,= b=-6
2-11
lcl L

¢ |212(=2-4¢=0, = c= 3,distbeliebig
2d4
4-3 f

d gi 01‘=4e+2ef=2e(2+f)=0,ﬁe:O,f=—2

9, Bestimme a so, daf die Vektoren komplanar sind:

G SCTIE) T o[FH
(A SBOH (ML
(OO B BEE
(40

Nach dem Determinanten-Kriterium muf} die Determinante gleich 0 sein.
a) Det=a=0 b) Det=a%2-a®=a%l1-a)=0 = a=0 oder a=1

¢) Det=a%-a2-4a+4=a%a-1)—-4(a-1);=(a®-4Xa-1)=0
= a=t+2o0dera=1

d) Det = a3 + 3a2 — 16a — 48 = a%(a+3) — 16(a+3); = (a®?-16)Xa+3)=0
= a=t4o0der a=-3

e) Det = 0, die Vektoren sind fiir jeden a-Wert komplanar.
f) Det=—a%+a=a(l-a%=0;= a=*1lodera=0
g Det =-2, die Vektoren sind fiir keinen a-Wert komplanar.

h) Det=a®+2a2-3a=a(a®?+2a-3);=aa+3)Xa-1)=0
= a=0 odera=-3 odera=1

i) Det=a?+ 2, weil Det > 2 ist, erzeugt kein a-Wert Komplanaritét.
j) wegen Det = 0 Komplanaritat fiir jeden a-Wert



86 V. Lineare Abhiingigkeit
2\ . (-8y _ (4, _. (3
1o.*a*=(—1] b=[0] c=[—1] v=[-3)
4 1 6 13
a) Zeige: @, b, und a, b,V sind komplanar.

Zeige: Mit & und b 148t sich nur die triviale Nullsumme bilden.
Gib je eine nichttriviale Nullsumme der Vektoren a, b, ¢

—
. . E—
beziehungsweise @, b, Vv an.

¢) Schreibe V auf zwei Arten als Linearkombination von 2, b und ¢.
a) Det(a,b,c)=Det(a,b,v)=0
b) & und b sind nicht kollinear, also gehts nur so: 0 +0b = 0
¢) Der Ansatz: xa + yT; +2€ =0 fihrtzum homogenen System
2x-3y-4z=0
-x - z=0
4x + y+6z=0
(X ) (1 . —- . =
die Losung | v |=t| 2 |liefert fiirt=1: @ +2b —-¢ = 0
\2) U
Ansatz:xa +yb +zv = 0
£ X\ (3 3\ . =,
die Losung |y |=t 11 liefert fiirt=1: 3a + b - v =0
\2) -1
d) Wegena)sind a, b, ¢ und v komplanar

—_ X 3-t
Ansatz: V =xa +yb +2¢ , Lésung (y]:(l—th
z

X 2 —_
Beispiel t = 1: (y):[—ll] v=2a-b+T
Z
X 4 .
Beispiel t = —1: [}'J=[31] V=4a+3b-T
z -
11. Zeige: a) Eine Vektormenge, die den Nullvektor enthdlt,
ist linear abhingig.
b) Eine Vektormenge, die zwei kollineare Vektoren enthiilt,
ist linear abhiingig.
a) Sei(a,,...,a, } linear unabhéngig. Dann ist nur die triviale Nullsumme
moglich: A8, + ... + A, @y = 0, A =...=A, =0, Fiir {ar,..., 5>, 0}

lautet die Nullsumme A, @, +... + A, 8, + 1.0 = 0. Sie ist nicht trivial,
wenn mindestens ein Faktor, ndmlich der vor dem Nullvektor, ungleich
null ist. Dann sind die Vektoren ay,...,a,, 0 linear abhéngig.
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b) Sei{a;,...,a, } linear unabhingig. Dann ist nur die triviale Null-
summe moglich: A, &y + ... + A, 8. = 0, A, = .. -A,, 0. k undck sind
zwei kollineare Vektoren (¢ # 1). Fiir { a,,...,a,,k,ck } lautet die
Nullsumme A, 8 +... +A, 8, + o X+ ugcf )

oder M By + ... + A, B + (+ Ree) k = 0. Sie ist nicht trivial, wenn

—_—
—

M, + Hec # 0. Dann sind die Vektoren 3, ,...,a,, k, ck linear abhingig.

12, Was kann man vom Vektor X sagen, wenn
a) {X'} linear unabhingig ist ? b) {X} linear abhingig ist ?
a) T#0 b) =0

13. % und b seien linear unabhingig.

Untersuche u und Vv auf lineare Abhéngigkeit:

a) T=a+b, V=2a-b b T=2a-b,V=b-2%8
0 T=25+6b, V=-5-3b d ©=a&+pb, V=18 +5b
Annahme: u und Vv sind lmear abhiingig, Ansatz: ru + sV =0
a) r(a+b)+s(a b)- (r+s)a+(r—s)T)‘ 0

weil 3 und D linear unabhiingig sind, gilt:

r+s=0

r-s=0 = r=s=0,dasheift, @ und v sind linear unabhéngig.
b) Blick: @ und V sind Gegenvektoren, also linear abhéingig. Rechnung:

r23-b)+s(3-b)=0, (@2r—28)a+(s- nb =0

weil 3 und b linear unabhéngig sind, gilt:

2r-2s=0 .
s—r=0 = r=s,dasheift, 0 und v sind linear abhéngig.

¢) Blick: w =—-2V, U und Vv sind linear abhéngig.
d r(aa+ B?) +s(ya + §b)=0, (ra+y8)a+@r+ds)b =

weil @ und b linear unabhingig sind, gilt:  ro+ys=0
pr+ds=0

Wenn od # Byist, dann gibts nur die Trivialléssungr=s =0, dann sind 0
: . [V
und V linear unabhingig. Wenn o8 = Byist, danngilty = —7'x,7#0

—

oder (fallsy=0) y=- gx, 5#0, dann sind 1 und 7 linear abhiingig.
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14. 3, b und © seien linear unabhiingig.

Untersuche U, v und w auf lineare Abhéngigkeit:

— e — —t e >

a) u=a+b, v= b+c,w=a+c

- . - —_

b) u=¢c-a,v=b-¢c,w=b-"a
— —_— - i N - —_ -
¢) u=a+b+c,v=a+b, w=a-c

—

Annahme: U,V und W smd]mearabhang1g,Ansatz ra + 8V +tw= 0

—

a) r(a+b)+s(b +C)+t(a + c)—
(r+t)a +(r+s)b +(E+t)¢C = 0
weil 3, b und © linear unabhéingig sind, gilt: r+t=0
r+s=0
S+t=0 =>r=s=t=0,dasheift, @, v und W sind linear unabhngig
b r(€-a)+s(b -T)+t(b-3)=10
(—r—t)’é‘+_(s+t)_1-; +-8)C=0
weil @, D und T linear unabhiingig sind, gilt: —r—-t=0
s+t=0
r-s=0 =>r=s8=-t,dasheift, W, v und W sind linear abhéngig.
) E+b+C)+s(B+b)+HB-T)=0

—_

(r+s+t)a +r+8)b +r—-t)T =0

weil &, b und ¢ linear unabhiingig sind, gilt: r+s+t=0
r+s=0
r-t=0=>r=-s=t=0,das heift,n,v und W sind linear unabhingig

15. X = AB,y = AD und z = AE spannen das
Spat ABCDEFGH auf mit A(11110), B(51310),
D(-1/3/0) und E-3/1]2).

P,Q, R, S, T und U sind Kantenmitten. Berechne
diese Kantenmitten und den Spatmittelpunkt M.
Zeige, daB die folgenden Punkte in einer Ebene
liegen, und untersuche, ob der Spatmittelpunkt M
in dieser Ebene liegt.

a) GT,AQ b) AC,ST

¢) P,C,SE d P,QR,STU
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Mitten: ?J_x:[‘é}?:ﬁ-z:[‘ﬁ -f:«:[oJ
0 0 2
P =4 +1%, P(3|2|0) Q =B +{7, Qul4l0)
R=B+7+i2, RaI5/1) S=D+7+i%, S-3l4]2)
T = K+?+2y T-4/2]2) T =A +3%, U111

M = A +XF+T+2), MO[3]1)
Verbindungsvektoren berechnen und auf Komplanaritéit untersuchen

—_—

G=B+7+7,G-1l5/2; C=B+7,C@a!5/0)
a) GT:T—G:(—(?] AQ:Q—A:(S)
wegen ﬁ = —-A—Ci sind die Verbindungsvektoren von G, T, A und Q
komplanar. G, T, A und Q liegen also in einer Ebene.
—_— —_— —_— —5
AT =T - A = [ 1 )

AM =M -A=|2

1 2

o w e —

. . -1-5 3-1-5
det(AQ,AM,AT)= |3 2 é): 03 gi:o,alsoliegthrin.
— 2 —_— —_— —_ -1

b) AC=‘x“+?=[g] ST=T—S=[—02)

wegen T(f = —2'ST sind die Verbindungsvektoren von A, C, Sund T
komplanar. A, C, S und T liegen also in einer Ebene.

. |2-1-5| |2-1-5 (-3
det(AC,AM,AT)=[4 2 1 |=[0 4 411 2)9’ also liegt M nicht drin.
01 2 01 2
0) PC =%?+?=(g] SE=E —S:[—03]

wegen PC = —?Ef sind die Verbindungsvektoren von P, C, Sund E
komplanar. P, C, S und E liegen also in einer Ebene.

PM:M—P:(]{J, PE:E—P:(—;]

0-3

det( PC‘,PM‘,pE‘):‘ ~=o,a1sohechdrm.

—_— —_ 1 —_— —_ -3 — S —_ -4
& PQ:Q-P:(%], QR=R_Q=[i},Rs=s_R=[_11]
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wegen Pd: - S’I:, QIf: —TU und RS=-UP geht es nur noch um
die Komplanaritit von PQ, QR und RS:

N . N 1-3-4 1-3-4
det(PQ,QR,RS)= g i —11 =~8 '{ '{ \zo,also]iegenP,Q,R,S,T

und U in einer Ebene. Wegen PM = Eﬁ liegt auch M drin.

16. X,y und Z spannen das Spat ABCDEFGH auf. P, Q, R, S, T und U sind
Kantenmitten. Zeige, daB die folgenden Punkte in einer Ebene liegen, und
untersuche, ob der Spatmittelpunkt M in dieser Ebene liegt. (Bild wie in 15.)
a) GT,AAQ b)) ACST ¢ PCSE d P,QRSTU

Punkte liegen in einer Ebene, wenn die Verbindungsvektoren kompl. sind.
m = % (T{‘ + 3" + 7)
a) TG =AQ =% +iy

Wegen _A_d = TG sind AQ , AT und TG komplanar,

das heiflt, G, T, A und Q liegen in einer Ebene.

AM =rAT +3AQ

HE +T + ) =0 +37) +8(X +57) | 2

X+Y+2Z =2rz +ry+28X +85

=25X +(r+8)y +2rz

Koeffizientenvergleich: 2s = 1,r+s=1,2r=1=>r=s=13,
das heiBt, M liegt in der Ebene von G, T, A und Q.

D) AC=%X+7,TS=AS - AT = s5 + T+ 72 =17 -7 =4F +7)
Wegen TS =3 AC sind AC‘, AT und TS komplanar, das heift,
A, C, S und T liegen in einer Ebene.
Kl\_/f=rﬁ +SXCA
X+ T+ D =mZ +iP)+s(F +7) “2
X+ Y +Z =2rZ +1y+ 28X +25Y
=25X +(r+28)y +2rz

Koeffizientenvergleich: 2s = 1, r + 28 = 1, 2r =1, Widerspruch,
das heifit, M liegt nicht in der Ebene von A, C, S und T.

¢©0 PC=BES=i%+7

Wegen PC = ES sind P—C‘, ES und PE komplanar,
das heiit, P, C, S und E liegen in einer Ebene.
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PM =rPC +sPE,PM = AM - AP = ¥ + %)
K2 '?):r(2x+y)+s(z—2x)"-2
=rx +2ry +2sz -sx
=(r—8)X +2ry +252

Koeffizientenvergleich: r—s=0,2r=1,2s=1=r=8= %,
das heiit, M liegt in der Ebene von P, C, S und E.

& QR =}V +3%, RS = 7 -§%, ST =¥ -7
QR =rRS +sST
2y +2z _r(zz -2x)+s(—2x —2y) " -2
Y+Z=rz-rx —8X —sy
Y+Z=(-r-s8)X —-sy+rz
Koeffizientenvergleich: -r — s = 0, —s = 1, r=1 = r = —8 = 1 das heift,
QR‘, RS und ST sind komplanar: P, Q, R, S und T liegen in einer
Ebene. Wegen PU = RS liegt auch U liegt in dieser Ebene.
PM =rPQ +sQR,PM = AM - AP = X7 + %)
3(T +Z)=0(3% +37)+8(37 +32) "
Yy+2Z =rX +ry +Sy +8%z
=rX +(r+8)y +s2z
Koeffizientenvergleich: r = 0, s = 1 = M liegt in der Ebene.

r\_\—&_‘ — . —_—
1.9 = AB,V = AD und W = AE

spannen d. Pyramide ABCDE auf mit
A2|-3/0),B2|5/0), D-2[-1[0)
und E(0| 2| 7). ABCD ist ein Parallelo-
gramm. Die Kanten, die durch E
gehen, sind jeweils durch drei Punkte
gleichmiBig unterteilt. Untersuche,
ob das Viereck PQRS eben ist.
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—_— — —_— "6—2 2 —6—2—4
det4 PS,PRAPQ)=| 7 5 19 =’ 7 5 6| =17(-32)
7 0 =7 7 0 0
also ist Viereck nicht eben.

18.

W,V und W spannen die Pyramide ABCDE auf. ABCD ist ein Parallelo-

gramm. Die Kanten, die durch die Spitze E gehen, sind jeweils durch drei
Punkte gleichmiiBig unterteilt.Untersuche, ob das Viereck PQRS eben ist.

Wi:—%ﬁ‘+?+iﬁ?=—%ﬁ‘+"ﬁ‘+i(?—?)= 18T -W)
PR =)W +3EC = iW + (W + T+ V)= LT+ ™)
—P_S‘=%7v*+%E—D‘=%W+%(—TV*+7)= 1T +W)
Linearkombination: Pli =rPd +sP§

(W +V)=r BT - W)+ 3T +W) " 4

20 +2V =8ru —~rw +8V +5W

2U +2V =3ru +sVv +(s—-1DW

Koeffizientenvergleich: 3r =2, 8 = 2, s — r = 0, Widerspruch, also ist die
Linearkombination nicht méglich: das Viereck PQRS ist nicht eben.
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1. ImDreieck ABC ist AD =2AC und BE ={BC.
In welchen Verhiltnissen teilen sich [AE] und [BD] ?

C -ﬁ‘fﬁ“ v{A_c‘
AB +BS +SA =0
BS =bBD =b-u +¥)
SA - aEA =a({CB - %)

=al(¥+)-T)
33— 2—
= a(-3v —su)
T+ba+iV)+ra-iv-3u)=
T (15 — 15b — 6a) + v (10b — 9a) =
10b-9a=0 a=%b
15 — 156b—6a = 0, a einsetzen, b =

A B AS:SE =10:3 BS:SB=

—_
(o)

—_
(V)

© Gl

14

fr—

2 Im Dreieck ABC ist BD = .%736 und AS = %Xﬁ BS schneidet AC in T.
In welchem Verhéltnis teilt T die Strecke [AC] bzw. S die Strecke [BB] ? EBT:I
C % =AB, v=AC
AB+BT +TA =7
TA =-av
BT =bBS =b(-T +1AD)
= b(-T +3(T +§§6))
=b=iT+ I T +V))

7—> 8-
=b(-zgu +5V)

T +biT +:iV)-av="
87 +b(-7W +3V)-8aV =0
T(@-Tb)+ V(3b-8a)="0
8-Tb=0 b= 7
3b-8a=0 a=§b=$
AT =2AC TC=%4AC
AB:AB =3:4
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s

Im Dreieck ABC ist M die Mitte von
[AC]. T teilt [BC] im Verhsltnis 1 : 2
von B aus. AT schneidet BM in S.

v

a) In welchem Verhiiltnis teilt S
die Strecke [AT] von A aus ?

b) Nun sei A(0|0]0), B(2|2|-4)
und C(8 | — 4| -16). Berechne S.

ﬁ\=‘A—B‘ V:E
a) AB+BS—-AS =7 BS =bBM = b(-T +3¥)
KSA=aAT‘=a(—lI\+%B_C;)=a(i\+%(_Tf+ T;))=a( %Tl‘ +%.—V*)

W(6-6b—4a)+ V(3b-2a)= 0 a=3 AS:ST =3:1

—_ —A e —_

b) S=A+AS=3(fw+W)=iv+v =B +iC sa3lol-6

(1}

Im Dreieck OAB ist

—h — 3

a=0A,b=0B,OE=ka

und OF = mb. EBund AF
schneiden sich in T. Berechne

a) ﬁ,ﬁ
b) ET:TB, AT:TF

¢) Berechne T fiir A(14 | 0),
k =3 und B(12] 12),
m=4.

d) Zeige: Sind AB und EF
parallel, so liegt T auf der ,
Seitenhalbierenden von 0 A !

[AB] oder ihrer Verlinge-
rung.

a) BA+AT+TB=%o BA=a-1
AT =xAF =x(-2 +mb); TB =yEB = y(k& + b )
a-b+x(-2+mb)+y-ka+b)=T

?1‘(1-x—ky)+f(—1+mx+y)='6‘
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Koeffizienten = 0 ergibt: x = {— y=1Tim km 1

AT =15 (mDb -3) BT =2 (ks - b)

I
B
|

b) km=#1: _I-BT:T_le—;!

m=#1
ﬁ:ﬁ:ﬁ:;-m m#1

c) k=§,m=§ Tf:K+ AT=(1:)+%TF_‘
Ti(B)-(1)-()  T-(3)() sl

— k

d) - wenn AB||EF, dann muB seink=m; T = r;—k(_é‘+T)‘)

T liegt auf der Seitenhalbierenden, weil diese die Richtung 2 +D hat.

5. Im Parallelogramm ABCD ist L der D
Mittelpunkt von [CD] und M der
Mittelpunkt von [DA].

In welchem Verhiltnis teilen sich

C

a) [AC] und [BM]? B
b) [AC] und [BL] ? u
T=BA <+v=BC
a) BA+AS-BS=o: AS =aAC =a(-0+¥V); BS =bBM =b(TW+}V)
T +a-T+V)-b(T+3v)="0
W(l-a-b)+Vi@-3b)=0 a-3b=0,b=2a
l-a-b=0,a=1-b beingesetzt:a:%,b:%
AS=1AC, BS=!BM BS:SM = CS: SA =2:1

b) BC+CT-BT=0; CT=aCA=a(-v+8); BT=bBL =bh(V+5T)
entsprechend a) ergibt sich: a=3,b=3; AT:TC=BT:TL =2:1

Im Parallelogramm ABCD teilt T die Seite [BC] im Verhiltnis x:y von B

aus. DT schneidet AC in S.
Mach eine Zeichnung fiir A(5| 0), B(1413), C(9/8),D(0|5)und x:y=2:3.
Zeige: S teilt die Diagonale [AC] im Verhiltnis r:s= x:y+1von A aus.
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A
E+B§—X§=3‘
DS =dDT =d(T -4V)  AS =aAC =a(T +7¥) a=%
V+dUu -5LV)-a@+V)="0 V(1-75d-a)+Wd-a)="0
Koeffizienten =0: d=2a; 1-a= 5a e Ta=t=r+1
l-asl-feih e el aboistd =34l
IiPiallelogrgm_ABCD gilt:
AE :EB =k, CF:FD =m.
Mach ein Skizze:

A0]0), B(7,510), C(10] 5),

D25]5),k=1:4, m="7:8.

a) In welchem Verhiltnis
teilt S die Diagonale [BD] ?

b) In welchem Verhiltnis
teilt T die Diagonale [AC] ?

¢) Welche Beziehung muB§
zwischen m und k beste-
hen, damit der Mittel
punkt M von ABCD auf
[EF] liegt ?

a) BC+CF+FS_-BS=1¢
ﬁ = m-ﬁ =m(ﬁ—ﬁ) =m(-1u)- m-ﬁ“;a" = -1

1l+m u
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FS =fFE =fFD -V + AE)

_1_ L m_ —> 1 —

AE =k EB =k(T - AE); AE =%
FS =fl- 10 -  + 250) = R0 (f-) - ¥)

ﬁ:bﬁj =b(Vv - 1)

V-1 + U1 - V) -b¥ -u)="0
VA-f-b)+ 0 (sf-1% - naf+b)=7
- - f4+b=0 b=:2 +f(;& -3 ) einsetzenin 1-f=b
l—l::m =i - +1) s =fgs +kllﬁ)

+m 1
f=3kem b=1-f=zim
BS =gem BD, SD =(1-5ies ) BD =325 BD BS:SD =11

D F C

b TC+CF + FT =
T—C\ =W +7V)
von a) :
CF=-{-71
FS=f{0 (-1 =V )
(f hat jetzt einen andern
Wert als in a) )

A E B

— _ — —, k 1 —_ —
tta+vV)-1ou +fU(55-13m) —V)=10
- 1 k 1 —_ —_
Wt-Tigp +Anx-na)+ vt-H="0, f=t

) (1+k
t— o +t( 5 — 1) = 0 aufgelostnacht: t= ok

ﬁ = (l_t)E, 1—t=1— R0k _k(1+m) AT -TC =:§(114;m];)2

2km+k+m — 2km+k+m
¢) Uberlegung: Soll M auf [EF] liegen, so muB [EF] symmetrisch zu M
sein. Wegen der Punktsymmetrie des Parallelogramms
muB dann AE = FC sein, also k = m sein.
Rechnung: irgendein(!) f-Wert mu8 gleich % sein, zum Beispiel der von
a): ;2 -1 2+2m=2+k+m,also m=k

2+k+m

I
& ImTrapez ABCD mit AD =+, DC = und AB =k schneiden sichin S
die Strecken, die durch D und C gehen und zu den Schenkeln parallel sind.

Zeichne das Trapez fiir 0 = ((2)), v=15 (i) und k = 4.
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a) In welchem Verhiltnis (in Abhingigkeit von k) teilt S die Strecken von
den Ecken aus ?

b) Bei welchem Wert von k liegt S auf AB ?

— a) DS+SC -DC =70

DS =dDE =dCB =d(-% - ¥ +kT)
DS d(a (k-1) - ¥v)

SC-cFC =cAD =cVv
du(k-1)-V)+ecv-u="0
Tdk-1)-1)+ v(c—-d) =0

¢ = d: S teilt beide Strecken im selben
Verh
k-2

d=i5, 1-d=i3
— S teilt beide Strecken von den Ecken aus
A ku B im Verhltnis 1: (k-2).

b) Soll S auf AB liegen, so mu3 d = 1 sein, also k =2 sein.

9. Im Trapez ABCD mit AB =1, AD= v und DC = k& schneiden sich die
Diagonalen in S. Zeichne das Trapez fiir A(1| 0), B(6] 0), D(0]6) und k = 2.
Berechne AS:SC und BS:SD (in Abhiingigkeit von k).

—

AS+SB AB_o

D C

AS =a AC =a(Vv +ku)
SB=dDB=d(u—v)

a(v +kw)+d(T - V)-u =0
T@k+d-1)+7v@-d)=0
a-d=0, d=a

SC=(1-2)AC =55 AC
CS:SA=DS:SB =k:1

10. Im Trapez ABCD mit DC = u, AD =7 und AB =3% ist M die Mitte von |
[BC] und S die Mitte von [AM]. DS und AB schneiden sich in T. Zeichne das
Trapez fiir A(2] 0), B(11] 0), D(0| 6).

Berechne DS :ST und AT :TB. |
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.« BE
AS=3AM=5(v+u+3;CB)
CB=-T-V+3T =27 -
v
M AS =3(7 +47)
ST =sDS =s(-¥ + AT)

AT =tAB =3tu

ST =sDS =s(-Vv +3tw)

1 ,— —_ —_ —_

e H(v+4u)+s(-v+3tu)+

4

A 3u B s5-3
W(l+3st—-38)+ V(G—t)=0

S:ST =3:1  1+3s-3s=0,s=5 AT:TB =4:5

o+
]
™

11. Zeige: Im Tetraeder
halbieren sich die Strecken,
die die Mitten windschiefer
Kanten verbinden.

ﬁ+§+i‘?+ﬁi =0

DS =3w
DP =iv

_ 1— — 1 —_
ST=x(-sw+u+z(-u+v)
1= 1> 1-—
=x(z0u +3V—-3W)

—_ 1 P N — —_— 1—
TP=y(3(-v+W)-w+3u)

11— 1— 1—
=y(3u—-3V—-2W)

B

1— 1—

l—s —_— — —_— R -

TW +X(30 +37V -3 W) +y(3W -3V ~3W)- 70 =0
TE+y-1D+VEx-y)+W(l-x-y)=0 =x=y=3

Fiir die beiden andern Kanten ergibt sich (nach Umbenennung) dasselbe.
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12. Im Tetraeder ABCD
halbiert M die Kante [BC],
P teilt [AD] im Verhiiltnis
2 : 1. R liegt auf [AB] mit
AR =rAB, S liegt auf

[DC] mit DS =sDC.

Gib eine Beziehung fiir r
und s so an, daf sich MT

und RS schneiden.
In welchen Verhiltnissen

teilen sich [MP] und [RS]?

B e T . U U —

DS+ST+TP+PD =70

DS=sw PD =-iv
ST = X(-ZW+0 + (=7 +V)

—_—

=x(W(A-r)+rVv —sw)
TP=y(;BC-W+30)=y(} -V+W)-W + o) = y(}v -3V -3 W)
SW +X(W(1 -1 +rV —sW)+y(3T -5V -sW)-u =0

T (x(1-r) + %y—%)+7(rx—%y)+Tv’(s—sx—%y)=7f

rx-3y=0, y=2rx einsetzenin s—sx—iy=0 ergibt x= 2=, y=2=

. . 1 1 .. 2s
xund y einsetzen in x(1-r) +5y —5=0 und nach r auflésen: r= s+ 1

ST =;% SR TR =(1-x SR =2 SR ST:TR =s:1

PT=2~PM,TM=(1-y)PM=22"PM PT:TM = 2rs : (s+r-2r9

13. Im Quader ABCDEFGH ist
K Mitte vonBCGF,
L Mitte von EFGH,
M Mitte von ADHE.
In welchem Verhiltnis
teilen sich

a) [HK]und[CL]?
b) [BL]und [FM]?
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H . a) Mit Kennerblick:
u HLKG ist ein Trapez mit
[HC] = 2[LK]. Wer Aufgabe 9.
gelost hat, weiB, daB 2 das Teil-
verhiltnis der Diagonalen ist,
und hat die Losung:
HT:TL = CT:CM =2:1

Ohne Kennerblwk
HG+GC+CT HT—o

HT =hHL =h(W +3(T + ¥) =h(}T +{¥v + W)

CT =cCM =c(-V - W +5(T+ W) =e(}T -§% - V)
WAV +e(30 W - V)-h(jT +3v+ W)=
We-h+vV(@-2-h+Ww(@-c-2h)=

¢ = h einsetzen in 2 — 2¢ — h = 0 liefert h=c=§
beide Werte erfiillen 2—c-2h =0, alsoist HT:TL = CT:CM =2:1

b) Beim Auflésen des Gleichungssystems ergibt sich ein Widerspruch:
[BL] und [FM] sind windschief.

B

14. W,V und W spannen die Pyramide
ABCDE auf. ABCD ist ein Parallelogramm
mit Mitte M, S ist Schwerpunkt im Dreieck
BCE, K und L sind Kantenmitten.

a) Skizziere die Pyramide und trage alle
oben genannten Stiicke ein. (Vorschlag
A(11-310),B(31310), C(-11310)
und E(-1,51-215))

b) Zeige, daB sich ME und LS schneiden,
und berechne die Verhéltnisse, in denen
der Schnittpunkt T die Strecken [ME]
und [LS] teilt.

(:) Berechne T.

Die Gerade CT schneidet die Kante [AE]
in X. In welchen Verhiltnissen teilt X

gdle Strecken [AE] und [PS] ?
[C:r:]
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E

b) EL+ LT+ TE =0
ﬁ::?+%§6=
T+H-V+W)
LT=xLS =
=x(ﬁ€+f§)=
= X(-T+V+3 5V +W))
—_ 55— 1—
=x(-u +5v —§gw)
ET=yEM =y.2(T++)
Tf—g_\?-t-%w + S
+ x(-u +6v —%W‘)— AN M
1— 1— —_
—-yGu+zw)=0
E‘(s—sx-sy)ﬁ‘(-a+5x)+?~“(3—x—3y) =0
_5 einsetzen in 3 —x -3y =0 liefert y =
Kontrolle: x und y einsetzen in 6 — 6x — 3y = 0 alles geht glatt, B
also MT:TE =1:4 LT:TS =3:2
c) T-=-F+ET-= E+2y(u+w)— E+5(A E+C-E)
=1@A+2C +E) TO61-0,2]1)
N s SR -0,3 09 4
d EC+CX-EX=0 > %
CX =rCT =r-W + ET):r(—_*+% e
W o+r-tw +30)-sT =0} Tér-s)
r=% s=3 EX:XA =2:1
15. U,V und W spannen den Pyramidenstumpf

ABCDEFGH auf. L und M sind Mitten der
Parallelogramme ABCD und EFGH.

a) Zeige, daB sich [LM] und [AG] schneiden,
und berechne die Teilverhéltnisse.

b) Berechne den Schnittpunkt T von [LM]
und [AG] , falls, wie im Bild, A= O,

1y L (0 —4
u=(1), v=(2) und W:[—ii)ist.
0 0 2,5
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a) Mit Kennerblick: E

b)

— (0 — (3
16. W' = GH =(—2J,Tf = GF =(—02-) und

EALM ist ein Trapez mit [EM] = 4[AL].
Nach Aufgabe 9. ist 4 das Teilverhiltnis
der Diagonalen.

Ohne Kennerblick:

AE+EM +MT+TA ="

EM =T +47)=2% +2%
MT =mML=m(LA+Ww+EM)

=m-3(T+V)+ W +20 +27)

8— 3— —_
=mGu +5V + W)
- - —_ —_ —_
TA=aGA =a(-4v —4u -Ww)
—_ 3 3~
W +2W +2V +mGW +5V + W) +
+a-4v —-4u -w)="0

VEe+im-4a)+ V@+im-4a)+ W(l+m-a)="0
m

m=a-1 einsetzen in 2+§m—4a=0 liefert: a=é,

MT:TL =4:1= CT:TA
N . . 0
T=AT =—aGA =147V + 4Tf+w‘)=§[295] T(0]1,810,5)

»

M ist Mitte von EFGH, K halbiert [GF].

0

— 2
w = GC =( 25J spannen das Spat

ABCDEFGH auf:

a) Zeichne das Spat mit K und M.

b) Zeige, daB sich AK und BM schnei
den, und berechne die Verhéltnisse,
in denen der Schnittpunkt T die

Strecken [AK] und [BM] teilt.

¢) Berechne T und zeige, daf8 T auf der
Raumdiagonale [DF] liegt.
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b) Mit Kennerblick:

ABKM ist ein Trapez

mit [AB] = 2[KM]

Nach Aufgabe 9. ist 2 das
Teilverhaltnis von [AK] und [BM].

Ohne Kennerblick:
BA+AT+TB="

AT =k AK =k(-T - W —37)
TB =mMB =m(-1i7 +i¥ + W)
T +kT - W -V 4 m-iT 4V W)=
TA-k-1m+vém-¥k+Wm-kK=7, m=k=3
AT:TK =2:1=BT:TM

0 T=0K+XT =}7 +}KE =§7 +1(F + ¥ +}9)
=TT ASTVHIW =5(W 42V + W) T-31-310)
DF=V-T-W
ﬁ:?—T)\:%(_ﬁ‘+2_v*+Tv‘)—(—1i\+—wA)=%(—ZTf+2'w?—275;)Wege“
DT =3DF liegt T auf [DF]
17. U,V und W spannen das Oktaeder

ABCDEF auf. ABCD ist ein Parallelo-
gramm, sein Mittelpunkt M halbiert

[EF]. Sist der Schwerpunkt des
Dreiecks ABE.

a) Zeichne die Figur fiir
A(1,51-2]0), B2,510]0),
C(-1,5/2|0)und E(-0,5/ 0] 3,5).

b) Inwelchem Verhiltnis muBl K die
Kante [CF] teilen, damit SK die
Diagonale [BD] schneidet ?
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b) Eé"’ S’I:—ET\=T)‘
ES—‘:%(TIA-P—VA)
ST=sSK =s(-1(T +¥)+ W +k¥)

ET=V +tBD =V +t(-v+w+ CD)
U=V +W +(=v+u)) =7V + (0 2V + W)
T+ V) 4+ -V + W +kW) -V -t(@ 2V +W)="0

—

W(i-3s+ks—t)+ V(3—-3s-1+2)+ W(s—-t)=0

(
=t einsetzen in %—%s-1+2t=0 liefert s=t=§
t=% einsetzen in %—%s+ks—t=0 liefert k=%

CKKF =1:1
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Modelle
1. Zeige: Fiir alle pelR und aeV gilt
a) (—p)a=-(ua) b) p(-a)=-(p-a) c¢) (p)(-a)= pa
p-a+ _u'_a_ =0, wegen @ } { (—p)-a =_E= —u-a wegen der Ein
a) H+(-u))a=pa+(-u)ra=0 deutigkeit des inversen Elements
p-a+pa =0, wegen [II { u.;.—_ p-(-a) = pa = —j-a wegen der
b) p-a+ u-—z;= p(a+a)=p0=0 Eindeutigkeit des inversen Elements
¢) (—p)(-a)=-(p(-a)) wegen a)
=—(~(u-a)) wegen b)
= Wd-a =p-awegen E]
l2. Zeige: Wiir alle pelR und a,beV gilt p-(a—b)=p.a— uil
p(a—b) =p(a+b)
=pa+pnb wegen
= p-a + p-(=b)
= p-a + (-pu-b) wegen 1.b)
= u-a -— u.b
3. Warum ist die Menge aller Polynome von genau zweitem Grad
(Koeffizient a, # 0) kein Vektorraum mit den Verkniipfungen von V; ?
0 ist nicht Element der Menge der Polynome von genau zweitem Grad.
4. Zeige: M= {ax*+ax>+aylae2, i=0,2, 4} ist ein Vektorraum iiber R
mit den Verkniipfungen von V.
a=ax'+a,x®+a3, €M, b=bx*+bx2+by e M,
= a+b=(a,+b)x*+(ay+b)x%+ (ag+by) e M,
= pa=(ua)x* + (payx® + pa, € M,
= M ist Untervektorraum des Polynomvektorraums.
5.

Im arithmetischen Vektorraum IR* sind gegeben a = (-1]32]-4) un?_’
b=(2]7|-1|-3).Berechne a +b, 5.9, -b, 2.a—3b.

a+b=(]10/1|-7) 5a=(-5]15|10(-20),
-b=(-2|-71113) 2a-3b=(-8|-15|7]1)
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6. Sind folgende Tripelmengen Vektorrdume mit den Verkniipfungen von V, ?

a) M={alble)la=2b A ab,ceR}

b) M={alblc)lasbsec A a,b,ceR}

¢ M={alblec)lab=0 A ab,ceR}

d M={@alble)la=b=c A a,bceR}

e M={alble)la=b* A a,b,ceR}

) M={@lblc)|ka+kb+ke=0 A ab,ceR}
k; seien feste reelle Zahlen

a) (a]bylc,) + (aj by c2)=(a1+an1+bzlc1+c2)eM
a;=2b;, = a, +a,=2b; +2by, =2(b, + by)
walble)=(ualpblpc)e M, a=2b = pa=2(ub)
M ist Untervektorraum von (von RR?).

b 1)©0l0l1)=(0]0]-1) ¢ M, kein Vektorraum.
¢ 1lol0o)+l1]0) =(1]/1]0)¢ M, kein Vektorraum.

d (alala)+(b|blb) =(at+bla+bla+b) e M,
walala)=(nalpalpa)e M, M ist Untervektorraum von (von R3).

e) (l1loy+@l1lo) =@l2]0)¢ M, kein Vektorraum
ﬂ (al|b1| cl) + (azl b2| c2) = (81 + 32| bl +b2‘ cC + 02) eM

ii:; N ]]:2}:; N ﬁ:ﬁ; N g } = ky(a, +a5) + Kg(b; +by) + Kglc; + ) =0
walble)=(ualpblpc) e M,
kja + kob + ke = 0 = k,(na) + ky(ub) + kg(uc) =0,

M ist UVR von (von IR3).

——

T M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Zeige: M ist kein Vektorraum iiber R,
wenn die Verkniipfungen »+« und » - « so definiert werden:
a) (alb)+(cld)=(a+clb+d), plalb)=(alb)
b) (alb)+(cld)=(alb), ualb) = (ualpb)
¢) (alb)+(cld)=(a+clb+ad), u~(a|b)=(|.12-a|u2-b)

a) (2-2»1|1=01|1=(0l1) _
@e-201|n=21]1-2l1)=@l1n-2l1)=(0]0), Widerspruch

b) 111)+0]0)=(]1),©]0)+(l1)=(0]0), Widerpruch

¢ 1+l =aln+aln=el2)
(1+1)(1]1) =2.(111) = (4]4), Widerspruch
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8 Zeige: Die folgenden Mengen von Tripeln reeller Zahlen sind keine
Vektorrdume iiber IR mit den Verkniipfungen von Vj :
a) M={@alblc)laz0}
b) M={@lblc)la®+b?+c?<1}
¢ M={alblc)la,b,ce}

a) (-1)loloy=@loloyegM
b) aloloy+@l1loy=l1l0)eM
o V2lolo=(w2lolo)egM

9. M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Eine Verkniipfung »+« sei durch (alb)+(c/d)=(a+c|b+4d),
eine Verkniipfung » - « sei durch p-(alb)= (u-al 0) definiert.
Zeige: In M sind bis auf N, alle Axiome eines Vektorraums erfiillt.
Man kann daraus schliefen, daB3 das Axiom N nicht aus den anderen
Axiomen folgt. (Siehe auch néchste Aufgabe.)

@ II’ ist erfiillt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
(o +B)-(alb) = ((a + Pal 0)

a-(a|b) + B-(alb) = (0al 0) + (Bal 0) = (a+p)al 0)
ol(alb) + (cld)] = (a(a+¢)| 0)

a-(alb) + acld) = (aal 0) + (ae| 0) =(c(a +¢) | 0)
(aB)(alb) = (of-al0)

o-(B-(alb)) = a(Bal 0) = (opal 0)

1(alb) = (@l0)=(alb)

10. In der Menge V # {0} sei eine Verkniipfung »+« so definiert,
daB V eine kommutative Gruppe ist.

Als Verkniipfung » « « sei definiert p-a =0 fiir alle acV und pelR.
Zeige: Bis auf N, sind alle Axiome des Vektorraums erfiillt.

@ @ m ist erfiillt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
(a+Pra=0,0a+Pa=0+0=0
oa(a+b)=0,0a+Ba=0+0=0

(aB)a=0, a-(Ba)=a-0=0

l.a=0=#a fiir a#0

2)2]E]
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1. a)

Schreibe a =—3x%-8x + 1 als Linearkombination der Vektoren
u=-4x+x-2 und v=x*-2x+1
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: —3x> —8x + 1 =p(—4x® +x-2) + q(x* - 2x + 1)
Zusammenfassen: -3x>—8x+1=x2(-4p+q)+x(p-2q)-2p + q
Koeffizientenvergleich: —3=-4p +q
._8=p-2q
1=—-2p+q =p=2,q=5
Ergebnis: a = 2u + 5v

b)

Schreibe a = — 3x? +x + 4 als Linearkombination der Vektoren
u=-—2x%+5x+1, v=—322+2 und w=x%+3x
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: -3x% + x + 4 = p(=2x2 + 5% + 1) + q(- 3x% +2) + r(x® +843x) .
Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich: p = - }—S ,4=13,T=1s

. 6 s 3
Ergebnis: a=—-jgu+jv+3w

—

|2 Untersuche die folgenden Mengen von Vektoren aus dem Vektorraum der
Polynome bis zum Grad 3 auf lineare Unabhiingigkeit

!

a)

{1-4x+2x% + 352, x3+4x2+2x+1,2—x—3x%+ 5x%}

Ansatz fiir Nullsumme:

Pl —4x +2x + 3x%) + q(—x3 + 4x2 + 2x + 1) + (2 —-x - 322 + 5x°) = 0
Zusammenfassen:

x33p—q+5r) +x%(2p +4q-3r) + x(-4p+29 -1+ (p+q+2r)=0
Koeffizientenvergleich (alle vier Klammern (...) = 0):
3p-q+5r=0, 2p+4q—-3r=0, -4p+29-r=0, p+q+2r=0

das Gleichungssystem hat nur die triviale Lésung: p=q=r= 0,
also ist die Menge unabhiingig.

(3x%—2x2 —Bx+1, 1—dx—8x2 +4x%, 9x° - Tx*—Tx +2}

P(3x® — 2x% — 5x + 1) + q(1 — 4x — 3x2 + 4x%) + r(9x° - 7x* - Tx + 2) = 0,
x%(3p + 4q + 9r) + x¥(-2p - 3q - Tr) + x(-5p-4q-Tr) +(p+q+ 2r) =0,
das Gleichungssystem

3p+4q+9r=0, 2p—3q—-Tr=0, -5p-4q-Tr=0, p+q+2r=0

hat «! Losungen (p| q| r) = p(1] 3| 1), eine nichttriviale Lésung ist zum
Beispiel (1| 3? 1); deshalb ist die Menge abhéngig.
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Zeige fiir den Vektorraum der n-Tupel:
a) DieMenge {(1/0]...10),©0]/1]...10),...,0l0l...[ 1)} istlinear
unabhiéngig.

p1(1|0|...|0)+p(0|1|...|0)+...+F,,(O|O|...|1)=(0|0|...|0)
®,100.10)+ @ fpgl...10)+ ... +00] .. py=(0l0]...[ 0)
= P1=Pg=...=Pp=0

b) Nimmt man zur Menge von a) einen beliebigen Vektor hinzu,
so wird sie linear abhéingig. Gib ein Beispiel an.

Nach Satz I_E_] ist die Menge linear abhéngig.
Beispiel: {(110]...10), 0] 1]...10),...,c0l0l...[1),@l1]..[ 1)}

Zeige: Die Vektoren a=(1/3]5), b=(0/-1/2) und c=(0l0[1)
bilden eine Basis des Vektorraums der reellen Tripel.

a, b und c sind eine Basis, wenn sie linear unabhéngig sind, wenn

p(1/315)+q0]-112)+r(0/0]1)= (0| 0] 0) nur die triviale Lésung hat.

Das Gleichungssystem: p=0, rp—q =0, 5p + 2q + r = 0 hat nur die
triviale Losung p = q =r =0, also sind a, b und ¢ eine Basis.

a=(1]2/0), b=(-1/3/1) und c=(1|-13]|-3)
gehoren dem Vektorraum V der reellen Tripel an.
a) Ist{a,b,c}eine Basisvon V?

{a, b, c} ist eine Basis von V, wenn
p(11210)+q-1[81 1+ r(1]-13|-3)=(0l01]0)
nur die Triviallosung p=q=r =0 hat. Das Gleichungssystem
P—-q + r=0
2p+3q-13r=0
q — 3r=0 hat ' Losungen (p| qlr) = p(2|3|1).
a, b und ¢ sind linear abhiingig, zum Beispiel 2a + 3b +c¢ =0,
also ist {a, b, c} keine Basis von V.

b) Welche Bedingung miissen u, v und w erfiillen, damit der Vektor
(ul| v| w) als Linearkombination von a, b und ¢ darstellbar ist?

Ansatz: p (11210) + q(-113| 1)+ r(1]-13|-3) = (u| v| w)
Das Gleichungssystem p-q + r=u I
2p+3q-13r=v 1II
q-3r=w III
ausI: r=u-p +qeingesetzt in IT ergibt II: 15p—10q = 13u + v
r=u-p +qeingesetzt in Ml ergibt III: 3p-2q =Su + w
5-OI=1I": 15u + 5w = 13u + v = Bedingungist 2u—v + 5w =0
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Gib a=(-2|513) und b=(a|blc)aus dem Vektorraum der
reellen Tripel in Koordinatenschreibweise an beziiglich der Basis
a) {(lolo),l1l0),0l0]1)} b) {al1ln,al1lo),@loloy)

a) Ansatz fiira: p(1/10/0)+q(0[1]0)+r(0]0]1)=(-2|5]3)
ergibt p=-2, q=5 und r=3,also a=(-2|5|3).
Entsprechend ergibt sich b = (a|b] ¢).
b) Ansatz fiira: p(1]111)+q(1]1]/0}+r(1]010)=(-2/53)
ergibt p+q+r=-2, p+q=5und p=3 = f)=3, q=2, r=-7
(-21513) in Koordinatenschreibweise (3]2]-7)
Ansatz fiirb: p(111/1)+q(1/110)+ x1]0/0)=(alblec)
ergibt p+q+r=a, p+q=bund p=¢ = p=c¢, q=b-¢c, r=a-b
(alb|c) in Koordinatenschreibweise (c|b—-cla—b)

———

8 {a, b, c} sei eine Basis eines Vektorraums. Welcher vom Vektor

—

10.

{a, b, c] sei eine Basis eines Vektorraums. Zum Vektor u=7.a-2b-c
wird der Vektor u-v mit v=-3-a + 5b + ¢ addiert (ueR).
Fiir welchen p-Wert ist die a-Komponente von u + p-v gleich null ?

u+pv="Ta-2b-c-3pa+5ub+pc=(7-3uwa+Gu-2)b+p-1-c

a-Komponente = 0: (7-3u)=0, = u =3

u=3.a+4.b-2.c linear abhéingige Vektor hat die Komponente —2a ?

X =pa =3u-a + 4u-b — 2u-c ; Bedingung 3p.a=-2a, = pu= —%
Ergebnis x=-2a

Berechne aus der Gleichung 3-a + 5b—4-c =0 die Koordinaten der
Vektoren: a beziiglich der Basis {b, ¢}, b beziiglich der Basis {a, c},
¢ beziiglich der Basis (a, b}.

Basis (b, c}: a=—§b+§c, a=(-3
Basis {a, ¢}: b=—§a+§c, b=(—%
Basis {a, b}: c= 2b+5¢, a=(-2]%)

a) Zeige: a=(112/1),b=(315/0) und c=(2/0/0) sind eine Basis
des Vektorraums V der reellen Tripel.
b) Berechne beziiglich der Basis (a, b , ¢} die Koordinaten des Vektors
d = (0| -1]2). Gib auch seine Komponenten an.

a) a,b und ¢ miissen linear unabhiingig sein, das Gleichungssystem in

p(112/1) +q@31510) +r210/0)= (0] 010) darf nur die Triviallssung

haben: p+3q+2r=0, 2p+5q=0, p=0.Und die hat es auch!
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b) Ansatz: p(112]/1)+q@B|510)+r2l0l0)= (0]-1]2)
Das Gleichungssystem p + 3q + 2r=0, 2p + 5q=-1, p=2
hat die Losungen p =2, q=-1, r = 3 ; sie sind die Koordinaten von d
beziiglich {a, b , c} . Die Komponenten von d sind
2a=(214]/2),-1b=(-3|-5/1) und 3-c= (1/0/0)

11.

Bestimme die Taylorentwicklung der Funktion f mit dem Term
fix) = x3 —9x2 + 25x — 24 an der Stelle x = 2 sowie die Ndherungen der
Ordnungen 2, 1 und 0 von f(x) dort. Was bedeutet die Ndherung 2.0rdnung’

Ansatz: fix) = a(x-2)® + b(x—2)? + ¢(x-2) + e
= ax’ — 6ax® + 12ax — 8a + bx’ —4bx +4b +cx—2c + e
= ax® + x%(—6a + b) + x(12a — 4b + ¢) + (-8a + 4b — 2c + e)
Koeffizientenvergleich: a=1
—6a+b=-9=b=-3
12a-4b+¢c=25 = c=1
—8Ba+4b-2c+e=-24 = e=-2
Taylor-Entwicklung fiir x = 2: f(x) = 1.(x-2)° - 3.(x-2)% + 1.(x-2) - 2
Niherung 2.0rdnung: qu(x) = — 3-(x-2)? + 1-(x-2) — 2 = -3x> +13x - 16;
je nidher man bei x=2 ist, desto besser gleicht das Verhalten von f dem
Verhalten der Parabel q,, q, ist Schmiegparabel.
Niherung 1.0rdnung: q,(x) = (x-2) -2 =x -4,
Nidherung 0.0rdnung: q¢(x) = -2

12.

Ist M = {(al a| b)| a, b € R} mit den Verkniipfungen von V, ein Vektorraum’
Nenne gegebenenfalls eine Basis und die Dimension von M. !

v=_(a,la,lb,),w=1(a,la,lby):
v+w=(a, +a,a,+alb,+b,)e M, rv=_(ra,lra,lrb)e M,
also ist M Vektorraum, seine Dimension ist 2.

13.

Es sind 3 Vektoren aus dem Vektorraum V der reellen Tripel gegeben.—PrT'if’e‘1

nach, ob der von ihnen gebildete Vektorraum U der gesamte Vektorraum V
ist. Welche Dimension hat U ?

a) (114]-1,@31-112),2lo0]1) b) (1l1|0),(o|1l1),(3|1|—2)':

a) Uberpriifung der Vektoren auf lineare Abhéngigkeit:
(114]-1)=p@|-112)+q2]0]1)
1=3p+2q (I), 4=-p (), -1=2p +q (II)
p=-4 und q=8 erfiillen (II) und (IIT), aber nicht (I), also sind die Vek-
toren linear unabhg., d.h. U = V, U hat die Dimension von V, ndmlich 3.

b) Uberpriifung der Vektoren auf lineare Abhingigkeit:
1l1lo)=pOl1l1) +q@l1]-2)
1=3q (I), 1=p+q (), 0=p-2q (III)

q=3und p= % erfiillen die drei Gleichungen, also sind die Vektoren
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linear abhiingig, das heiit, U # V. Weil die Vektoren nicht Vielfache ein
und desselben Vektors sind, hat U die Dimension 2.

14. Ist jedes Element des Vektorraums V der reellen Tripel darstellbar als
Linearkombination der Elemente (1|4/2),(6]1|1)und (3]5(2)?

Uberpriifung der Vektoren auf lineare Abhéngigkeit:
p(11412)+q@611]1)=(3]5]2)

p+6q=3 1), 4p+q=5 1), 2p+q=2 (III)

die Losung von (II) und (III) p=1,5 und q =-1 erfiillt (I) nicht,

also sind die Vektoren linear unabhiingig und deshalb eine Basis;

jedes Element dieses Vektorraums ist darstellbar als Linearkombination der
drei Basisvektoren (1/412),(6/1]/1)und (315/2).

15. Zeige: Die Vektormenge {(1/11]1/1),0l1/1/1),0l0l1]1),0l0l0]1)}
des Vektorraums V der reellen Quadrupel ist eine Basis von V.
al1l1l1,0l1l1]1),(0l0l1]1)und 0l0l0[1)
miissen linear unabhéngig sein:
(1l1l1]1)=p@l1]1]1)+q@l0l1l1)+r0l0l0[1)
1=1p-0 + q-0 + r-0, Widerspruch, also sind die Vektoren linear unabhéngig.

16. U sei der Vektorraum, der von den Vektoren a = 2x% - 2x + 1,
b=38x%2-x +4und c=x2-7x - 7 des Vektorraums V der Polynome bis
zum Grad 2 gebildet wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.
Uberpriifung der Koeffiziententripel (2| -211), (3|-114) und A 1-7]-7)
auf lineare Abhingigkeit: (2]-211)=p3|-114) + q1|-7]-7)
2=3p+q (I, —-2=-p-7q (), 1=4p-"Tq (IID
die Lésung von (II) und (III) p =¥ und q=3 erfiillt auch (I), also sind die
Tripel linear abhingig; weil sie nicht Vielfache ein und desselben Tripels sind,
hat V die Dimension 2. {(2]/-2/1), (3|-1(4)} ist eine Basis.

17. U sei der Vektorraum, der von den Vektoren a = (1 |5]-8),b=(2]1]-4)
und ¢ =(3|-3|-5) des Vektorraums V der reellen Tripel aufgespannt
wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.
ﬂberpriiﬁmg der Tripel auf lineare Abhéngigkeit:
p(115|-3)+ q2l1[-4)=(3]|-3|-5) wird erfiillt von p=-1 und q=2,
also sind a, b und c linear abhéngig; weil a, b und ¢ nicht Vielfache ein und
desselben Tripels sind, hat u die Dimension 2. Eine Basis ist {b, c}.

. Untersuche, ob die folgenden Vektormengen eine Basis des Vektorraums V
der reellen Tripel sind

a) {2]-1]-3),@&l711} ® {alol5,@l1l-1,4]1-21D,®6]0]3)
o {alol-1),@l2l1),11-4l-n) @ {al2ln,@l511),314]5)
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Die Vektormengen von a) und b) sind keine Basen, weil eine Basis im
dreidimensionalen Vektorraum aus drei Tripeln bestehen muB.

¢) Uberpriifung der Tripel auf lineare Abhingigkeit:
p(1101-1) +q812/1)=(-11-4|-7) wird erfiillt von q=-2 und
p = 5, die Vektoren sind linear abhéingig, bilden also keine Basis.

d) Uberpriifung der Tripel auf lineare Abhéngigkeit:
p(112]1)+q215|1)=(314|5) wird von keinem Wertepaar p, q erfil,
die Vektoren sind linear unabhiingig, bilden also eine Basis.

19. Welche Dimension hat der Vektorraum, der aufgespannt wird von:
a) {-3[213),al-%l-1} b {al1ly,el3l-2)
¢ {x®+2x-1,2x%2+4x-2} d {(x2-4x+3,-2x2+5x+1}

a) Weil das erste Tripel das —3fache vom zweiten ist, ist die Dimension 1.
b {al1ly,@]3]-2)}
Weil kein Tripel Vielfaches des andern ist, ist die Dimension 2.
¢ {x2+2x-1,2x%2+4x-2}
Weil das Koeffiziententripel (1| 2| -1) die Hélfte von (2| 4| -2) ist,
ist die Dimension 1.
d {x2-4x+3,-2x2+5x+1}
Weil kein Koeffiziententripel Vielfaches des andern ist,
ist die Dimension 2.

20. Untersuche, ob die angegebenen Mengen einen Vektorraum bilden.
Nenne gegebenenfalls seine Dimension.

a) Die Menge der Lésungen des Gleichungssystems
X; + 2%y — Xg =0
2%, + 5%, +2%3 =0  als Teilmenge von R 3

b) Die Menge der Losungen des Gleichungssystems
X; + 2X2 - X3 = 2
2%, + 5%, +2%3 =9  als Teilmenge von IR ®
a) Die Lésungstripel u(9|—4| 1) bilden einen eindimensionalen
Vektorraum.
b) Die Losungstripel (- 8|5]0) + (91— 4| 1) bilden einen zwei-
dimensionalen Vektorraum, eine Basis ist {(- 8|5/ 0), (9] -4|1)}.

21. a) Welche Dimension hat der Vektorraum V = {(a|b| 0)| a,be R} ?
b) Zeige: {u,v} mit u=(2/5/0) und v=(0]1]0) ist eine Basis von V.

a) Einfachste Basis {(1/0]0), (0] 1| 0)}, die Dimension ist 2.

b) Zei_ge: {u,v} mit u=(2/5/0) und v=(0|1]|0) ist eine Basis von V.
Kein Vektor ist Vielfaches des andern, also ist {u,v} eine Basis.
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22. Untersuche auf lineare Abhingigkeit:
a) Vektorraum der reellen Tripel
{2l-510),(-11817),86l1]1),(-3|4]9)}
b) Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2
{2x,2-x®,-3x2+x+4, Y% -2 x}

Die Tripel und die Polynome bis zum Grad 2 gehéren einem dreidimensiona-
len Vektorraum an. Eine dreidimensionale Basis besteht aus drei linear un-

abhingigen Vektoren. Vier Vektoren sind dann linear abhingig (Satz @).

23, Im Vektorraum V = IR* sind die Vektorenu =(1/2al0]/1),v=(al0[2a]1)
und w=(al1|al|0) gegeben.
a) Fiir welche Werte von a ist {u, v, w} linear abhéngig ?
b) Wihle fiir a einen Wert so, daB die Menge {u, v, w} linear unabhéngig
ist und ergéinze diese Vektormenge zu einer Basis des R*.

a) Ansatz fiir lineare Abhéingigkeit:
p(1/2al0(1)+q(al0l2al1)=(al1lal0)
p+aq=a (I), 2ap=1 (), 2aq=a (), p+q=0 (IV)
aus (ITT) und (IV) folgt q =3 und p=-3,
(I) und (II) sind erfiillt, wenn a = -1 ist.

b) Wahl a = 0, dann gute Uberschaubarkeit
u=(1|0|0r1),v=(0|0|0| 1), w=(0] 1r0|0) werden ergénzt durch
einen Vektor, der an der 3.Stelle keine 0 hat, (0/0/ 1| 0).

U, Zeige: Ist{(a, b} eine Basis eines zweidimensionalen Vektorraums, so ist
{u, v} mit u=A-a+pb und v=0c-a+7b genau dann eine Basis,
wenn Ap# ot ist.

Wenn {a, b} Basis, dann {u,v} Basis:

{u, v} muB linear unabhéngig sein. Ansatz: ru + sv="0

es muB gezeigt werden, daB (r|s)=(0]0) ist:

rAa + pb) +s(ca+1h)=0 = (A+sc)a+(u+sthb=0
weil {a,b} linear unabhiingig ist, gilt: ¥\ +s6=0 und ru+s8t=0.
Die eindeutige Liosung (r|s)=(0]0) gibt es genau dann,

A
wenn Iu : |=M—uo¢0, q.ed.

Wenn {u, v} Basis, dann {a,b} Basis:
Das System u = Aa + pb

v=0a+1b istfiirD:l ﬁ :l: At—po =0 eindeutig auflsbar

o A
nach a und b: a=%u—%v b=——ﬁu+-ﬁv
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u

-D 1
aus a) folgt die Behauptung wegen AD =—pz =D* 0
D

Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren a = (x+1)? und

b = (x-1)% aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2 ist auch

ein Vektorraum. Den Termen (x+1)% und (x~1)? sind durch x ~ (x+1)?

und x ~ (x-1) Funktionen mit den Gleichungen y = (x+1)*> und y = (x-1}
zugeordnet, deren Graphen Parabeln sind. -

a)

b)

c)

|
Beschreibe die Graphen der Funktionen, die den Elementen von M

zugeordnet werden konnen. Zeige, daf gilt: Es gibt

genau eine } Parabel(n) mit dem {x, #+1

keine Scheitel (xsl ¥,), wenn

unendlich viele X,=t1lAy,=0

Zeige: Durch Ubergang zur neuen Basis {a + b , a — b} vereinfacht

Xg=t1Ay,#0 \

sich Aufgabe a). |

Zu den Elementen des Vektorraums M gehoren die Vektoren
u=x2+1 und v =2x%+ 2. Warum ist {u,v} keine Basis von M ?

a)

b)

c)

Die Linearkombination p(x+1)* + q(x-1)? ist wieder ein Parabelterm
p(x+1)? + q(x—1)? = (p+q)x® + 2(p—q)X + p + q, solang p # —q ist.

Im Fall p = —q ist 2px der Term einer Gerade durch den Ursprung.

_~2(p-q _ _p-q . ; = 4pq
X =3+ = prg eingesetzt ergibt Ys= 5iq

X,=+1 = p=0,q#0 = unendlich viele Parabeln mit y,=0

X, =—-1 = q=0,p#0 = unendlich viele Parabeln mit y, =0

Der 2.Fall x,=%1 Ay, # 0 ist also nicht méglich.

Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit y, = 0, wenn x, = +1 (3.Fall

X, 2+l x, = —H auflésen nach p oder q: p =%‘ q, fiir jedes x, # +1 gibt
. . . . - ' .
es eine eindeutige Beziehung zwischen p und q, also genau eine Parabel

Neue Basis {a + b, a — b} = (2x? + 2, 4x}, noch etwas einfacher {x2+ 1, 2%
Die Linearkombination p(x2 + 1) + 2qx ist wieder ein Parabelterm

p(x® + 1) + 2gx = px? + 2gx + p, solang p = 0 ist.

Im Fall p = 0 ist 2qx der Term einer Gerade durch den Ursprung.

X, = —% eingesetzt ergibt y, = ‘1;(p2 -q?)

X,=+1 = p=-q,q#0 = unendlich viele Parabeln mit y, = 0
X,=-1 = p=q,q#20 = unendlich viele Parabeln mit y, = 0

Der 2.Fall x,=+1 Ay, #0 ist also nicht moglich.

Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit y, = 0, wenn x, = +1 (3.Fall
X, #11: p# ¥ q liefert genau eine Parabel.

u und v sind linear abhiingig: v = 2u.
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2. Zeige: Die Vektormenge {(x—1)%, x2, (x+1)?} ist eine Basis des Vektorraums

der Polynome bis zum Grad 2. Das heift:

Aus den Termen (x-1)%, x2 und (x+1)% der zugehorigigen Parabeln
148t sich jeder Term ax? + bx + ¢ der zugehérigen, beliebigen Parabel
p durch Linearkombination erzeugen.

Stelle mit der Basis {(x-1)?, x2, (x+1)%} den Term der Parabel dar,
die die Gleichung y = x? + 2x + 2 hat.

Linearkombination: p(x-1)® + qx® + r(x+1?=(p +q+ x>+ 2(r —p)x +p +r
Koeffizientenvergleich: a=p+q+r, b=2(r-p), c=p+r

l=p+q+r, 2=2(r-p), 2=p+r = r=§',p=%, q=-1
Ergebnis: x®+2x +2 =2 (x-1)% —x2 + 3 (x+1)?

27. Jedem Vektor u = ax +b des Vektorraums der Polynome bis zum Grad 1
wird durch y = ax + b die Gleichung einer Gerade zugeordnet.
Man spricht von »Geradentermen« ax + b.

a)

b)

Gib 2 Geraden an, deren Terme so beschaffen sind,
daB sie eine Basis des Vektorraums bilden.

Nenne 2 Geradenterme, bei denen diese Forderung nicht erfiillt ist.

a)

b)

y=x+1und y=x-1, Basis {x+1, x-1}
y=x+1 und y=2x+2, Basis {x+1}

28. Welche Dimension (in Abhéngigkeit von pelR) hat der Vektorraum aller
Linearkombinationen der Vektoren a, b, c und d aus R *:

a)
b)

a=(]1/0l0),b=]0l111),c=al1l1ly®,d=alp?*l1lp
a=(0/2/4]1) ,b=(2lplanl1),c=©l-pl-3l0),d=qlol1]1)

a) p(ll1lolo)y+qololtlD+raltl1lp=alp?l1lpw

b)

p+r=1 (), p+r=p2 (D), qrr=1 D), g+r’=p (IV)

aus (I) und (II) folgt p2=1, p=1+1,

aus (ITI) und (IV) folgt u=1. _

p#1: Esist keine Linearkombination von a, b, c und d moglich,
a, b, c und d eine Basis. Die Dimension ist 4. _

p=1: ¢ =d, die restlichen Vektoren a, b und c sind auch ab.héingl.g a-f-b =c
jetzt sinds nur noch zwei: a und b sind unabh.,, die Dimension ist 2.

p©0121411)+q@0l4l-3l0)+ralol1]1)=2lpl4nlD)

r=-2 (), 2p—pq=p (D), 4p-3q+r=4p (), p+r=1 (IV)

aus (I) und (IV) folgt r =2, p =3, eingesetzt in (II) und (III) ergibt
6-pq=p (II'), 10-3q =4y (III') aufgelost nach p erg1l.)t )

4p® — 13 + 18 = 0, hat wegen der neg. Diskriminante keine Losgng.,
fiir kein reelles p ist eine Linearkombination von a, b_, c und d .moghch,
also ist a, b, ¢ und d Basis fiir jeden Wert von p. Die Dimension ist 4.
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29. a=(1]-1/2),b=0012I1),c=1l3/4),d=l1l0) |
Bestimme die Dimension des Vektorraums aller Linearkombinationen von

a)

a) b) c (Va ) b) d (Vb ) C) Va N Vb

a)

b)

c)

Sind a, b und c linear abhiingig? p(1l-1/2)+q(0|2]1)=(1]3[4)
p=10), 9p+2q=3 (1), 2p+q=4 ()

die Losung p=1, q =2 von (I) und (IT) erfiillt (III); weil a, b und c linear
abhingig sind, a und b aber nicht, ist die Dimension 2.

Die Dimension ist 1.
Ist d auch als Linearkombination von a und b méglich ?

p(1l-112) + q0l2]/1)=(11]0), wird von keinem Wert p, q erfiillt,
V. NV, ={}, die Dimension ist 0.

30. a=(1]-1/1), b=1Tplw,peR

Ergéinze {a,b) zu einer Basisvon R®.  zB.: {(1]-1/1), @ lpulw), c0lol 1}
Fiir welche Werte von p ist die Ergénzung nicht losbar ?

Die Ergénzung ist nicht méglich, wenn (1| p| p) eine Linearkombination von
(1/-111) und (01 0| 1) ist, wenn es einen Wert fiir p, q und p gibt in:
p1|-111)+q0l0l1)=(1lplp), wird erfilllt von p=1, p=-1 und q=-%
Nur fiir p=-1 ist die neue Basis dreidimensional.
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Siitze

1. a=(2|-1/-4) und b=(-3]/0/2) spannen den Untervektorraum U
des Vektorraums V der reellen Tripel auf.
a) Welche Dimension hat U ?
b) Welche der folgenden Vektoren gehéren U an:

u=(0|-31-8),v=(-1]-113),w=(1l0]0) ?

a) Weil a und b linear unabhiingig sind, hat U die Dimension 2.
b) Uberpriifung mit dem Komplanaritits-Kriterium:

2 -1-4 2 -1-4
det(a,b,u)=’—03 0 2 (=0 det(a,b,v):i—f 01§ #0

2 -1-4
det(a, b, w) = .—3 0 2
1 00

#0 ugehért zu U, v und w nicht.

2 Zeige (siehe Satz ) :

p=(11-"5,]3) ist auf mehrere Arten darstellbar als Linearkombination von

a=(2|-114),b=(-3/0/1) und c=(-4|-1/6).

Xa+yb+zc= X 1

2x -3y—4z =P 1 Losungen: [Z] = l[_21]+ (—5%7

X - z= z="h-x zum Beispiel

4x + y+62=3 0a-%b+%c=p oder
6X—3y—2°/7=1 1/7a—1-b+4/7c=p

-2x + y +3°/7 =3 ly= 2X—9/7
6x—6x + 77/7 20/, =1

3. Zeige: a) Jede Obermenge einer linear abhiingigen Vektormenge ist

ist linear abhiingig.
b) Jede Teilmenge einer linear unabhéingigen Vektormenge
ist linear unabhéngig.

a) Wenn {a,, a,, ... , a,} linear abhiingig ist, dann gibt es ein m-Tupel
(g Ipg) ... tp ) # (0101...10), so daB gilt pya; + pyag+ ... + Py =10
Dann gilt auch in der Obermenge {a,, a,, .., a } Ulamas - » a}
(M8 + Molg + ... + Ppay) + (0ag,; + ... +0a,) =0,
es gibt also ein n-Tupel (1, || ... |1y 101...10) % (0101...10),
sodaB gilt p,a, + peap + ... + ppa,=0.

b) Kontraposition von 3. a)
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4.

Zeige: Sind a und b Vektoren des Vektorraums V,
dannist U:= {Aa + pb|A,ueR} ein Untervektorraum von V.
Welche Dimension kann U haben ?

U ist ein Untervektorraum, weil mit u= Aa + B,b und v= A,a + pb auch
jede Linearkombination ru +sv = (rA; + sAz)a + (sp; + rp,)b wieder in U ist.
Die Dimension kann sein

0,fallsa=b=0

1, falls {a,b} linear abhiingig, a oder b ungleich null

2, falls {a,b} linear unabhéngig

Untersuche, ob mit den Verkniipfungen von von V,, die folgenden Tripel-
mengen Untervektorrdume des Vektorraums V der reellen Tripel sind:
a) M={@alblo)|abeR}

b) M={@lblc)la+b+c=0aab,celR}

¢ M={@lblDlabeR} d) M={©alo0l3a)lacR}

e) M= {(@bla+bla)labelR} f) M={(4al3ala?|ac R}

a) u=(a|b;[0) und v=(aylb,]0)e M
= Au+ uv = (Aa;+ pay| Ab;+ pby|0)eM = M ist Untervektorraum.

b) u=(alblc,) und v=_(a,lb,lc;)e M und a;+b;+¢=0
= A+ puv = (Aa;+ pay| Ab,+ ub:r Ac,+ Hey) € M, denn
(Aa;+pag)+(Ab;+pbg)+(Ac, +ucy)=A(a +by+¢,)+u(ag+by+ €p)=A-0 + p-0 =0
=> M ist Untervektorraum.

¢) Mist kein Untervektorraum wegen (0|0|1) + (0/0[/1)=(0l0/2)¢M

d) u=(2a,/0/3a;) und v=(2a,/0/3a,)e M
= Au+ pv = (2(Aa,+ pay)| 0l 3(\a,+ pay)) e M = M ist
Untervektorraum.

e) us=(a;-b,|a;+b,la;) und v =(a,b,|as+h,|a,) e M
= Au + pv = ((Aa,+ pay)— (Ab,+ },lbz)r(kaﬁ pay) + (Aby+ pb,)| Aa,+ pay) €
M = M ist Untervektorraum.

f) Mist kein Untervektorraum wegen
“l3ln+@lsln=@lel2y=42/32|2)¢M

Zeige: Die Schnittmenge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V
ist wieder ein Untervektorraum von V.

Gib ein Beispiel dafiir an, daB dieser Satz fiir die Vereinigung von Unter-
vektorrdumen nicht gilt.

Schnittmenge S=U;NU,; abeS

=abeUrabeU;, =Aa+pbeUrda+pbe U, =Aa+pbe S, qed.
Uy,=al AeR,a#0) U,=(ubl peR,b=0)}, {ab} linear unabhéngig
aeU,uU,,beU,uU,, a+b ¢ U;u U,, sonst wire a+b = Aja oder a+b = jb
beides im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von {a,b}, q.e.d.
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()

Sei V der Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Zeige, daB die folgenden Mengen Untervektorrdume bilden, und gib jeweils
eine Bagis und die Dimension an.

a) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit der Nullstelle 0.

b) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit den Nullstellen 0 und 1.

¢) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit den Nullstellen 0, 1 und -1.

a) p,(0) = py(0) =0, = (Ap, + up,)(0) = Ap,(0) + pp4(0) = 0, also ist die Menge
ein Untervektorraum; allgemeines Polynom: x(ax+b) = ax? + bx
Basis: b, = x, b, = x? , Dimension: 2
b) py(0) =0, pi(1) =0, ie(1,2}
= (Ap; + Hp2X0) = Apy(0) + pp,(0) = 0,
(Ap; + up2X(1) = Apy(1) + pp4(1) = 0, also ist die Menge ein
Untervektorraum; allgemeines Polynom: ax(x — 1) = a(x? — x)
Basis: b, = x? — x, Dimension: 1
¢) p(x) =0, nur das Nullpolynom erfiillt die Bedingung.
{0} ist ein Untervektorraum der Dimension 0.

10,

Beweise den Satz oder gib ein Gegenbeispiel an:
Wenn die Menge von Vektoren (a, b, ¢ a, b, ¢ # 0) linear abhéngig ist,
dann ist ¢ darstellbar als Linearkombination von a und b.

Gegenbeispiel: ¢#0, a=b=0.

Esseif{a,, a,, ... , a,) linear unabhingig, aber {a,, as, ... , &y, b} linear
abhiingig. Zeige: b 148t sich darstellen als Linearkombination der a;.

m
ZMai + pb = 0, mindestens ein Koeffizient ist ungleich null

i=l

S A
k#0, weil sonst (a,, a5, ... 85} linear abhiingig wire = b= Z— Elai

i=1

Zeige: Ist {b,, by, by} eine Basis eines dreidimensionalen Vektorraums v,

dann ist auch {b, + Ab, + b, by + Gbg, bg} eine Basis von V mit
beliebigen reellen Konstanten.

Annahme: x(b, + Ab, + pbs) + y(b, + obg) + zbg =0
= xb, + (XA + y)by + (X + yo + 2)bg = 0
{b1 » by, bs} linear unabhéingig = x=0
+y=0 =2y=0
xp+yo+z=0 =2=0
= {by + Ab, + ubs, by + obg, bs} linear unabhéngig, = Basis, g.e.d.




122 VI. Der abstrakte Vektorraum: Sitze

11. a) Zeige: Im Vektorraum der Funktionen iiber IR sind die
Funktionen mit den Termen

flx)=1
g(x) = sin x
h(x) = cos x linear unabhéngig.

b) Sind im Vektorraum der Funktionen iiber R die folgenden
Funktionen linear unabhéngig ?
flx)=1
g(x) = (sin x)?
h(x) = (cos x)?

a) Annahme: a-l1+bsinx+ccosx=0
x=0 = a+c=0
x=", = a+b=0
x=nt = a-c=0
= a=b=c¢=0, qed

b) Die Funktionen sind linear abhingig wegen
(-1)-1 + 1-(sin x)* + 1.(cos x> = 0 .
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Gruppe und Korper

1. Zeige: Legt man in der Menge IR der reellen Zahlen beziehungsweise in
der Menge Q der rationalen Zahlen die gewshnliche Addition und
Multiplikation als Verkniipfungen »+« und » . « zugrunde,

80 kann als Vektorraum aufgefat werden:
a) [RiberR b) IRiiber @ c) QiberQ
Warum ist @ kein Vektorraum iiber R ?

a) IR ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
und gelten wegen des Distributivgesetzes in IR.
gilt wegen des Assoziativgesetzes in [R. 1-a = a gilt fiir alle acR.
Dim R/IR = 1, weil 1 eine Basis ist 1-a = a fiir alle aelR.

b) IR ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
und gelten wegen des Distributivgesetzes in IR.
gilt wegen des Assoziativgesetzes in R. 1-a = a gilt fiir alle acIR.
Dim R/ Q = «, weil @ abzihlbar, R aber iiberabzéhlbar ist.

¢) Q ist eine Gruppe beziiglich der Addition.
und gelten wegen des Distributivgesetzes in Q.
gilt wegen des Assoziativgesetzes in Q. 1-a = a gilt fiir alle aeQ.
Dim Q./ Q = o, weil 1 eine Basis ist 1-a = a fiir alle aQ.

d) @ ist kein Vektorraum iiber R, weil z. B. ay2 ¢Q fiir acQ\ (0} gilt.

[2- Gib fiir die Vektorriume, wenn moglich, die Dimension und eine Basis an:
a) Qiiber Q b) Riiber R c¢) [Riiber Q

a) Basis 1, Dimension 1 b) Basis 1, Dimension 1
¢) Basis {1,/2, ... (?)}, Dimension =
{1,42, ... ()} kann nicht explizit angegeben werden.

,&\nget Im Vektorraum IR iiber @ sind linear unabhéngig
a) die Vektoren 1 und \f2_ b) die Vektoren 1, \/5 und \]5

a) Annahme: a.1+b\y2=0, b=0, abeQ = V2= —%c—:(ﬂ $ (Widerspruch)
b) Annahme: a-1 + b\2 + ¢\/3 = 0, ¢ = 0 liefert Widerspruch, siehe a)
¢#0 = V3 =0+ PVZ, BeQ = 3 =02+ 2aPV2 + 2p% =V2e@ ¢

4 G sei die Gruppe der Kongruenzabbildungen, die ein Quadrat auuf dieses
Quadrat abbilden mit der Nacheinanderausfiihrung als Verkniipfung.
Wieviel Elemente hat G ?
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1 2  oben stehen die Urbild-Ecken, unten die zugehorigen Bildecken
4 Drehungen
1234 1234 1234 1234
(1234 (2341}(3412 (4123]
4Soi

1 2 1234) (1234) (1234) (1234
(3214)(1432)(2143}(4321)

Die Gruppe hat 8 Elemente.

5. 'V sei der Vektorraum der Tripel iiber dem Korper {0;1}
(siehe Gruppe und Korper)
a) Gib alle seine Vektoren an.
b) Welcher Vektor x ist Lésung der Gleichung ?
a) x+x=0 B) x+(lol1=cl1l0)

a) 8Vektoren (0/0|0),(0l0l1),0l1]0),(1l0]0)
alily,ol1ly,al1lo),@lol)

b) a) x+x=0 giltfiir jeden Vektor aus V.
B) x+(1|0|1)=(of1I0) [+@loly =x=@l1ly

6. Restklassenkérper modulo 3
Zeige: Die Menge (0; 1; 2} bildet einen Korper,
wenn man die Verkniipfungen so definiert:
a + b = Rest von (a+b) bei Division durch 3

a-b = (a-b)

Additionstafel Multiplikationstafel
+//011|2 0|1 |2
0jlof1]2 0jlojoO0 |0
11111210 1(10(|1 |2
2 lL2 0|1 2102 |1

K ist beziiglich + eine K\{0} ist beziiglich  eine

kommutative Gruppe mit n, = 0 kommutative Gruppe mit n, = 1

Das Distributivgesetz gilt in Q (sogar in IN),
also sind die Reste bei der Division durch 3 auch gleich.
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—

a) AO|3|1) «

-

)

-1
¢ A®©|0l0) ?z(-g

]

1. Gib eine Gleichung der Gerade g an, die durch A in Richtung Vv lduft:

2
b Ael4le), v=[gJ

1
d A-1l-2]-7, 7:(3]

0
3
1

a) g:f

-

1y
c) g: X =2

€

Y,

=7 7 7

o o7 [{f)
@ &%= (F)afl)- ()

—

X =

2
2 (4
2 g [0 —2)

Jm

Berechne die Punkte P;, die zu den Parameterwerten A; gehéren
i Ag=100.

)"1:1; M=0; )"8=—'1)5

Pi(61—210), Py2|0|-1), Py(—4131-2,5), P(402|-200]99)

3 Stelle die Gleichung der Gerade g auf, die durch A(1]2| 3) geht und

parallel ist zur

a) x,-Achse b) =x,-Achse ¢) Geradeh: 5{-‘ =[

2
2

) (3)

1
2

E

1
0
0

—

g X - ]m( J

—_—

b)g: X =

1
2

E

0
0
1

1
2

E

—

c)g: X =

)

4 Gib Gleichungen der drei Koordinatenachsen an. |

1
0
0

—

: X = A

—

X: X =

)

0

1
lJ'O

y

0
0
1

—

X: X =V

i

{5- Gib Gleichungen der Geraden an,
die den Winkel zwischen x,-Achse und xsg-Achse halbieren.

1
0
1

—_—

X =

U und

—

X =p

)

1
0

3

et

7

|
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)

Beschreibe die besondere Lage der Geraden im Koordinatensystem

2-Bafl] o T (Dofs
a) a: X =[g)+1(g] b) b: X = (0}”’{-1]

¢) ¢c: X = v(i] d d: X = p((l)] e) e: X =0
. = 1 . = 0
D £: X =F '”[o) g g X (1J+u(1J

a) aist die x,-Achse.

b) b ist eine Parallele zur x;-Achse durch (0] 1] 0).

¢) c geht durch den Ursprung, die Schnittwinkel von ¢ und den
Koordinatenachsen sind gleich gro8 (Wiirfeldiagonale!).

d) dist die x,-Achse.

e) e ist eine Gerade durch den Ursprung.

f) fgeht durch F und ist parallel zur x,-Achse.

g) g halbiert den Winkel von positiver x,-Achse und positiver x;-Achse.

Gib eine Gleichung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten
geht und mit jeder Koordinatenachse denselben Winkel einschlieBt.

_ 1
]
1

— 2 -3 N -3 2
g: X = (4]+c(—5}h: X = (-5]+T[4].
6 -7 -7 6

Uberlege dir an einer Skizze den Schnittpunkt von g und h.

6 =T = 1, Schnittpunkt (-1 | -1]-1)

A(1l213),B51617)

a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.

b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB.
¢) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB].
b) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB].

/1 1 . /1 1
a) AB: X =(2]+x[1 AeR  b) [AB: X =(2)+x[1],osx
3 1 3 1
_— 1 s 1
¢) AB]: X =(§]+x( ],151 d [AB]: X =[§J+1(U,osxsl
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10. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seiten des

Dreiecks A(0,25|-1,513),B416|-7),C(110/2) liegen.

8: X = (8)+1(8) a0 T=(g)ens) Bo: T =(2)ev[2]

11. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seitenhalbierenden s, ,

s, und s, des Dreiecks A(-5,5|4|-3),B(7,5/019), C(11,5|2(9) liegen.

Aufpunkte sind die Seitenmitten M,(9,5|119), My(3|/3/3) und M(1]2]3).

(ol <o) ex-Eef

l

12. A2|10]|1,5), B418]0,5), C6|6|-2), D(— 8| 4| 0) ist ein Tetraeder. Stelle

eine Gleichung der Gerade auf, in der die Schwerlinie liegt, die durch D geht.

. 4 3
Dreieck ABC hat den Schwerpunkt S(4/8/0). DS: X = (g)ar u[(l)]

13. ABCDEFGH ist

ein Quader; K
und L sind Kan-
tenmitten, M ist
Flachenmitte.
Gib Gleichungen
der Geraden an:
a) EF und FG
b) BE und BG
¢) DFund AG
d CM und BM
e) KL und LM

A4|-8]0)
B(7/1]0)
C@l3]o)
D(-2|-610)
E4|-8]6)
F7l1le)
G(11316)
H-2|-6]6)
K(1]3]8)
L(5,5|-3516)
M1 |-713)
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— (7 1 —_— 'n 31

o 2l o (o
7 1 — 7\ -3
b) BE: X =(1J+v[3] BG: X = (1 +§[ 1]
0 -2 0) 3

2 e(Deofs) s0:T (3ol
o mx-({of) so-({fd
N 1 0 —_ 7 6
d CM: X =(g)+1[10 BM: X =[1]+x[8)

. (1 -1 . (2 3
.g: X =(2)+0(0) h: X = [0)4-1(2]

-1 2 5 2
Welcher der Punkte A(3|2|-5),B(-1/213),C2lol5),
D(1|1]1)und E(-1|-2]3) liegt auf welcher Gerade ?

A und B liegen auf g, C und E liegen auf h.

. P(-7112]18), Q3| - 8] 8). Welcher der Punkte A(4 |-10|7), B(1|-4110),
C-1l01-12), D(-9|16120) und E(- 6] 10| 17) liegt
a) aufder Gerade PQ? b) auf der Strecke [PQ]?

— 3 -1
PQ: X =[—88]+7»(%) QA =0) P(A = 10)
AA=-1),BA=2),D(A=12),E(A=9)

a) alle aufPQ b) keiner auf [PQ]

a:X = G +p% b:X =2G +pv ¢ X = G +p2V
d:f=2—6+u-27 e:f:T}‘—qu f:?:—f‘r‘ﬂ,ﬁf |
g:X =—G -pV  Welche Geraden sind identisch im Fall |
a) G0, G,¥ nicht parallel b G20, G parallel v |

a) acunde — bundd — fundg  b) alle: X =07V
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—_—

2 3 N -4 -6
17. X = (3J+k(—23j und X = ( 4]+ u( 4) beschreiben dieselbe Gerade.

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fiir A=17?
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir p=-2?
¢) Welche Beziehung besteht zwischen A und p eines Geradenpunkts ?

a) A=1=AG5|-2|2)hatp=-2; b) p=-2=B@B|-5|4)hatr=2;
2 3 -4 -6
¢) fiir jeden Geradenpunkt X gilt: (3J+ A.(—;J:( 74J+p.( 64)

6 3 6
(—46] +A [—23] +H [—46J =70 ;A+2u+2=0 erfiillt alle drei Gleichungen.

—~ A+uB
18. Wie bewegt sich der Punkt X mit dem Ortsvektor X =—737" T

wenn y alle erlaubten reellen Zahlen durchléuft ?

p ist das Verhiltnis, in dem X die Strecke [AB] teilt: AX =pXB

X lduft auf der Gerade AB, trifft aber nicht auf B,
weil p nicht den Wert —1 haben kann.

19, Zeige: Ein Punkt P mit dem Ortsvektor ? = XX + 1 B liegt
genau dann auf der Gerade AB, wenn gilt: A + u 1.

A“Sl+ p=1 folgt A=1- p., emgesetztm den Ausdruck fiir P erglbt
P=(1- u)A+uB A - uA+uB A+p.(B A)—A+uAB

. N —

P = A +p AB ist die Gleichung einer Gerade durch A mit Richtung AB.

—

20. Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A +AW +4V
(W,¥ #0) beschrieben, wenn

a) Akonstant ist, wihrend p die reellen Zahlen durchléuft
b) ul konstant ist, wihrend A die reellen Zahlen durchléuft

¢) T und ¥V linear abhiingig sind und beide Parameter die reellen

Zahlen durchlaufen . .
d) A konstant ist, wihrend p die nicht negativen reellen Werte annimmt.

a) Gerade mit Richtung v durch den Punkt (a; +Au, | ay+Auy, | ag+Aug)
b) Gerade mit Richtung u durch den Punkt (a; +uv, | ag +pve | ag+pvs)
¢) Fir Au +puV schreibt man einfacher v 2 (odercv).

Die Punkte X liegen auf einer Gerade durch A mit Richtung .
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d) Halbgerade mit Richtung v, Startpunkt (a; +Au, | a5 +Au, | ag+Auy)

21.

— 1 -1
X =12 -2
o % = 3]re[3]
a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der x,x3-Ebene ?

b) Welche Punkte von g haben von der x,x;-Ebene den Abstand 8 ?
¢) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der x,x,-Ebene ?

a) x,=2,2=1-0=0=-1,A2/4]-1) c) alle
b) x,=1+8,+8=2-20=06,=5,0,=—23; B,(—4|-8[-1),By4]8]-1)

Auf der Gerade durch A(12( 24 36) und B(12| 42 63) liegen
die Mittelpunkte von Kugeln mit Radius 12.

a) Zwei Kugeln beriihren die x,xs-Ebene.
Berechne die Mittelpunkte M und die Beriihrpunkte B.

b) Wo beriihren die Kugeln die x,x3-Ebene ?

— (12 0
a) AB: X = ( g‘é ] +t (g ] , die Mittelpunkte haben von der x,xs-Ebene den

Abstand 12 (=Kugelradius), ihre x,-Werte sind also +12: +12 = 24 + 2t.
Kugel 1: t=-6, M,(12]12]18), B,(12]0]18)
Kugel 2: t =18, M,(12]-12|-18), B,(12|0|-18)

b) Weil alle Punkte auf AB von der x,x;-Ebene den Abstand 12 haben,
. 0
liegen die Beriihrpunkte liegen auf: X =3 (g }

Kugeln mit Radius 23 rollen auf der Gerade r der x,x3-Ebene; r geht
durch P(0|5|6) und Q(0| 6 5). Wo liegen die Kugelmittelpunkte ?

Die Mittelpunkte liegen auf zwei Parallelen, dazwischen ist die x,x4-Ebene

? 25'3 0 — (23 0
. = -1 : = 5 -1
0 X=(geold] w T3]3

— -7 5
. X = 5 -2
g 5 |+o 3
Aa,|a,18),B(-12]k|-k), C(c, | 11 1), D2k | - 3k | k) , E(4k-3| 1| 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E so, daB diese Punkte auf g
liegen.




VII. 1. Geradengleichung 131

A 8=-4+30,=0=4; a,=13,a,=-3 A(13]-318)
B -12=-7+50,=0=-1; k=17 B(-12|7(-7)
C 1=—4+30',=>0'=§;1=5—2o,=>0=2 C liegt nicht auf g
D: k=—4+36,20=3(k+4);-8k=5-2.3(k+4)=>k=-1,6=1

k = -1 und ¢ = 1 erfiillen auch 2k =-7 + 5¢ D(-213]-1)
E: 1=5-20,20=2; 2k=-4+30,=2k=1

6=2 und k=1 erfiillen 4k — 3= -7 + 56 nicht, E liegt nicht auf g

. Liegen die Punkte P, auf einer Gerade ?
Stelle gegebenenfalls eine Gleichung der Gerade auf.

a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a)
¢ Pgal1lo0)
e) P(a’lala+l)

b) P, (3a-2|4|- 6a)
d) P,(1+all-ala+l)
n PlolD)

—_ 1+2a 1 2
a) x={2_7a)=[2J+a[_7}
-1-2a -1 -2

o T

e) geht nicht

1/a

— (2/a 2
H X= [ 0 ): ;1[0 ] : die Punkte liegen auf einer Ursprungsgerade;
1

sie enthalten den Ursprung nicht.
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1. Gib eine Gleichung der Gerade g durch P(1|-2| 3) an, fiir die gilt:
a) gist parallel zur x,-Achse b) gist parallel zur x;x,-Ebene
¢) gist parallel zur x,xg-Ebene d) g geht durch den Ursprung.
—_— 1 0 SN 1 1
a) X = (—2}1-).[1] b) X = [—2]+I{1J
3 0 3 0
c) X = [—2J+K[l] d X =Av
3 1
2, Bestimme die Spurpunkte und den Oktantenverlauf der Geraden a bis m:
N 4 -1 —_ 9 3 — 8 4
a: X = [—1]+a[ 1} b: X = (—2J+B(—2} c: X = (—3]+7{—3]
-4 2 8 4 2 0
VI | \' I I
I I
A Sx310]-2) Ss2]110) S,(013]4)
v I \' VI
I
B S(6/0]4) Sy312/0) S,014]-4)
v I 1§
I
C Sy4l012) S,(01312)
. (-4 0 N -2 _. /(-8 4
d: X =(—5]+8(0] e: X =[3]+e[1] f: X =[-3]+¢(3]
-7 1 9 3 9 -3
m VI —
I
Sq(-41-5/0) D
Vil I | i —
I |
S,541010) S,0l2/6) E
l m I | I | \ A
I I
F Sy(—-410]6) S,(013]3) S;4(6/0)
Y. 53 —32 b s 6 0 N -4 1
g: =79+ : X =1|-6 -3 i =| 8 -1
Gls) 2[R T -GG
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VIII VI I I

I 1B |
Sy(4]610) G  Sy3lol4) S,(014,517)

\'4 I 1\
I
S;(61610) Sy610/4) H
VI I v
I
I S,5014]0) Sy410[4)
— 3 0 —_ -7 1 —_ 1 -1
i X =[—2)+K(1] k: X =[—21]+k(3) 1: X =(0J+u[0J
4 -2 4 -2 -3 1
1\'s \'4
I
J S,3(31010)
11 \'4
I
K S,2501010)
| I I
L S;20101-2) S;-210/0)

3. Welche besondere Lage im Koordinatensystem kann eine Gerade haben
a) mit genau zwei Spurpunkten? b) mit genau einem Spurpunkt ?
¢) mit keinem Spurpunkt ?

a), b), ¢) Gerade liegt in keiner Koordinaten-Ebene

a) 1)ist parallel zu einer K-Ebene, aber nicht parallel zu einer K-Achse,
2) schneidet eine K-Achse und die dazu senkrechte K-Ebene

b) 1) geht durch O 2) ist parallel zu einer K-Achse
¢) so was gibts nicht !

4 Welche besondere Lage im KOSY kann eine Gerade haben, wenn sie genau
a) 3 b) 2 c) 1 d 0 Oktanten besucht ?

a) geht nicht durch den Ursprung und ist weder parallel zu einer K-Achse
noch zu einer K-Ebene (allgemeiner Fall)

b) 1)ist echt parallel zu einer K-Ebene und schneidet eine K-Achse
2) ist echt parallel zu einer K-Achse und liegt nicht in einer K-Ebene
3) geht durch O und ist nicht parallel zu einer K-Ebene

¢) sowasgibtsnicht! d) Gerade in Koordinaten-Ebene (oder K-Achse)
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N 3 3
5 rX = -64 +p g]
Gib die senkrechten Projektionen von r in die drei Koordinatenebenen an.
— 0 0 —a 3 3 —a 3 3
Xl %l 7ol
— 1 2
6. Gib Grund- und AufriB anvons:X = (22)4- c[ 11}
. 1 2 — 0 0
. =2 1 X =12 1
sl S R L
1
7. Regentropfen, die in Richtung 13) ans x,xsg-Fenster klopfen, hinterlassen
auf der Scheibe Wasserspuren; welche Richtung haben diese ? ]
1
Richtung der Wasserspuren [ 0 ]
8. Eine Leiter lehnt an der x,x,-Zimmerwand, A(2| 10| 0) und B(0| 101 10)
sind die Endpunkte der Leiter. Welche Richtung haben die Sprossen ?
Die Leiter kommt ins Rutschen und klatscht so auf den x,x,-FuBboden,
daB sich die Richtung der Sprossen nicht éndert.
Auf welcher Gerade liegen die Endpunkte der Leiter jetzt ? ]
0 — 0 1
Sprossenrichtung (é} ; Gerade: X = (lg) +A [8]
9. t,ist GrundriB, t, ist AufriB der der Gerade t.
Gib eine Gleichung von t an:
— 1 2 1 1 e é (22]
X =|0[+A]0 X =2 -1 a) t:X = +V|-
0 wX = (2Jrfo) X - effy) (1)t
X o(1)af3) o =(0)enf0)]| & X =[1 [43
b X =|1|+A]-3 X =|0 0 t: X = +V|—
il O ) Rl £ a0} )G
10.

-— —3 —1
Spiegle die Geradeu: X = (-32J+'0( g ]

a) an der x,x;-Ebene b) an der x,x,-Ebene
¢) ander xg-Achse d) an der x,-Achse e) am Ursprung.
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—_ -3 -1 —_— -3 -1
a) X =[2)+a(—-2J b) X =(-—2)+[3(2]
3 3 -3 -3

2o e[ ox- (i

11, Spiegle die Geradev: X = [g)ﬂ((g]

a) an der x,x3-Ebene b) an der x;x,-Ebene
¢) an der xg-Achse d) ander x,-Achse  e) am Ursprung.
N 0 3 . 0 3
o (efl) (ol
3 0 -3 0
— 0 3 — 0 32 T{A (04 g
= (-4 2 = |-4 - =\~
o -(G(g) o T-[Efd) o F =)l

l12. Welche Richtung(en) kann eine Gerade haben,
wenn sie bei Spiegelung an der x,x,-Ebene in sich iibergeht ?

0
Die Gerade ist senkrecht zur x;x,-Ebene: Richtung ((1))

V1
Die Gerade liegt in der x,x,-Ebene: Richtung [‘62].

}13. Welche Richtung hat eine Gerade, die parallel ist
zu ihrem Spiegelbild beziiglich der x,-Achse ?

0
Die Gerade ist parallel zur x,-Achse: Richtung [(1) .

)

Die Gerade schneidet die x,-Achse senkrecht, ist also parallel zur x,x;-Ebene:
v

Richtung ( 01],

\£]

14, Die x,x4-Ebene und die x,x3-Ebene seien Spiegelebenen, die x,x,-Ebene sei

durchsichtig, also keine Spiegelebene. . '
Auf welcher Gerade verlift ein Lichtstrahl diesen Winkelspiegel, wenn er

-3
von Q9| 4| 3) in Richtung Vv = [-g] einfillt ?
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N 9 -3
Der einfallende Strahl liegtina: X = g +0a ( —g ] . Spurpunkte von g:

S,(0] 2] —6) fiir & = 3, Sy(3| 0| — 3) fiir o = 2 und S4(61 2| 0) fiir 0. = 1.
o = 1 ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft zuerst die
x,X,-Ebene in (6| 2| 0); der dort reflektierte Strahl liegt in

— 6 -3
b X = (g +B[—32 . Spurpunkte von b:

T,(0|-216) fiir p = 2, To(31013) fiir = 1 und T4(6| 2| 0) fiir B = 0.
B = 1 ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft dann auf die
x,Xg-Ebene in (3] 0| 3); der dort reflektierte Strahl liegt in
N 3 -3
¢ X = g +'y( 3 ) Spurpunkte von c:

U,(0]2]6) fiir y=1, Upy(3| 0| 3) fiir y = 0 und Uy(6 | -2 0) fiir y=-1.

v = 1ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft schlieSlich auf

die x,xg-Ebene in (0|21 6); der dort reflektierte Strahl ist der ausfallende
— 0 3

Strahl, er liegtinc: X = ((2;)+ 8(3}

15. Das Koordinatensystem sei ein Tripelspiegel.

-1
Von Q4| 51 2) fallt ein Lichtstrahl in Richtung Vv = ~i ein.

Berechne eine Gleichung der Gerade, auf der er den Spiegel verlaft.

Langer Rede kurzes Bild aufm hintern Umschlagdeckel der 2. Auflage:
Der einfallende Strahl ist der linke der drei einfallenden Strahlen.

. 1 1
Der ausfallende Strahl liegt auf der Gerade: X = ( g ) + Y( 1}
1
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N 1 1
. g: X = (31)+X[§) Welche Lage hat g zu
—1 X . ) g und a schneiden sich
X =[-5 -2 -—_‘= - ) in(-ll—ll—5),
a: X (—1)”’{2) b: X [05]+B[2] g und b sind windschief
s 1 -1 S | 2 g und c sind echt parallel
c: X = [‘05J+’Y(:§) d: X = (:;]4—8(:] g und d sind identisch.
Untersuche die Lage von g und h und bestimme
gegebenenfalls den Schnittpunkt:
— =7 1 . 1 2
a) g: X = ( 2 J+7\.(—3J h: X = (—8]+u(2) windschief
1 1 -1 -6
. [1 2 — (2 1
b) g: X =|1[+A1 h:X = 0]“{0] S-1101/2)
(3 1 L1 1
— (2 2 — (0 . .
c) g: X = 1]+)‘,[1) h: X = 0]+p( ) windschief
(3 1 L0
— 2 —3 —_— f_3 6
d g: X = (_2 +| 5 h-X =| 5 ].,.u(_m) echt parallel
(1 1 L1 -2
_ -2 3 —_— { 7 —6 . .
. =11 0 X =1 0 identisch
o wX-(1)of8) »xX-(i)(3)

3 A-5|4]-2),B6|-3]4),C(10|-6]18), D(0|0]22); zeige durch Berech-

nung des Diagonalschnittpunkts, da8 ABCD ein ebenes Viereck ist.

{7 (3]

pa—

und BD: X =

Die Diagonalen AC: X = 42]+ x(—z)

schneiden sich in (4] -2/10) A =3,p=1).

Zeichne g und h ins linke Muster-KOSY, untersuche ihre Lage zueinander
und ihre Lage zur xs-Achse. Zwei ungewohnte Ansichten von Ger.aden ent-
stehen; mach dir klar, woran das liegt. Zeichne dann zur Verdeuthc}.mng g
und h ins rechte KOSY. (Das rechte KOSY entsteht, wenn man da§ linke
KOSY 37° um die x5-Achse weiterdreht, die Blickrichtung ist in beiden
KOSYs 30° gegen die x,x,-Ebene geneigt, geneigter Leser!)
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X, linkes KOSY rechtes KOSY Q X3

. (-2 -4 _. (-6 0
. = 2 -2 h . X = 0 0

b o= (3 () wT=(3)e3)
a) gund h sind windschief

(g zeigt sich als Punkt,

weil man in Richtung

von g aufs KOSY peilt)

g und die x;-Achse sind windschief, .

h'und die xg-Achse sind windschief b) linkes KOSY ’

(auch wenns zu sehn schwerfillt:

h liegt waagrecht, parallel zur X H

24

X,;Xy-Ebene!)
b) gund h schneiden sich h
in S(-6/0/-3), *
g und die x3-Achse sind windschief,
h und die x,-Achse sind echt parallel.

X34 @ linkes KOSY 1+

h S




VII. 3. Lage zweier Geraden 139

X34
a) rechtes KOSY
— >
g (1

3 h/

H

S(-6101-3)
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Beschreibe die méglichen Lagen der Geraden v und w im Raum,
die bei bestimmter Blickrichtung so ausschauen:

SN S e

3. o<
ey

v und w sind entweder echt parallel oder windschief (Aufgabe 4.).

b) v und w sind entweder identisch oder echt parallel (Blickrichtung
parallel zu der Ebene, in der v und w liegen).

¢) vund w sind entweder windschief oder schneiden sich.

d) vund w sind windschief.

e) vund w sind echt parallel.

f) vund w sind identisch.

(Eindeutigkeit dann, wenn man mindestens eine Gerade als Punkt sieht.)

G
Die Ortsvektoren von A(6/0]3), M. S
B(6|12|0) und C(-3101/6) span-| /
nen ein Spat auf. ¢ 7z 7’E/
M ist Kantenmittelpunkt, ‘ T f.
S ist Mittelpunkt der Deckfliche. / ) I
a) Berechne den Schnittpunkt / ;
T von [AM] und [0S]. BN |
b) Berechne den Schnittpunkt o T e
U von [CT] und [OD]. o 5 A : :
a) S=C+§B+§A=(6] OS:X=X(4]
15/2 5
m —66 N 6 -2
= AM: X =|0 2
¢ 3J(2)
OS und AM schneiden sich in T(2| 4] 5).
— 4 —~ (-3 5
b) OD: X =V[4] CT: X =[0]+o[4]
1 6 -1

OD und CT schneiden sich in U = D(12] 12| 3).
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7

K, L,M, N, Pund Q seien Kantenmitten
im Quader (rechts).Untersuche die La-
ge folgender Geradenpaare und berech-
ne gegebenenfalls die Schnittpunkte.

a) PL und KM b) PL und NQ

¢) KM und NP d) HQ und NL
e) HQund KP

K(4|4]0),1(4]0]2), M(2|01]4), N(0| 4] 4),
P(0/8]2), Q4|812), HO| 0] 4)

_— 0 =1 — 4 1
a) PL: X =|8|+a| 2|, KM: X =|4|+fB|2
2 L 0 ) 0 -2
PL und KM schneiden sich in S(31212).
—_ 0 (2\
b) NQ: X =[4)+y 2 |; PL und NQ sind windschief.
4) "\-1
— (0 0 .
¢ NP: X = (4]+8[2};NPundKMschneidensichmT(0|—4|8).
4 -1

— 0 -2 N 0 2
d NL: X =(4)+e(2], HQ: X =(0)+§[4J
4 1 4 -1

NL und HQ schneiden sich in U%/3 | 831 1%3).

— 4 -2
e) KP: X = (4J+y( 2 J;HQ und KP sind windschief.
0 1

K und L sind Kantenmitten der vierseitigen Pyramide ABCDE.

a) Zeige, daB sich CK und DL schneiden, und berechne den Schnittpunkt S.
b) Untersuche die Lage von AC und ES. Schnittpunkt T ?

¢) Untersuche die Lage von DK und CL. Schnittpunkt U ?

E1016)

D(-31-1210)

...

A(61-1210)



142

VII. Geraden im Raum

a) K@3|-613),143/0/3),CK: X =[8)+n(—12],DL: X =[g)+«a{ﬂ

CK und DL schneiden sich, weil sie die Diagonalen im ebenen Trapez
DKLC sind; S(1|-4/]2).

b) ES halbiert [AC],T(1,5|-610)

N -3 2 N -3 2
¢) CL:X = [ g ]Hm,m{;x = (—(1)2]4(1(3), Schnittpunkt U9|016)

. X =10 5 f: X =10 5 . X = 5
o®efo)els) oXeepoft)  eF oy
a) Welche besondere Lage im KOSY haben e und g ?

b) e und f sind windschief. Stelle eine Gleichung der Gerade t auf,
die parallel zu g ist und e und f schneidet. Berechne die Schnittpunkte.
Bei welcher besonderen Lage von g gibt es keine Losung ?

a) e ist parallel zur x,x,-Ebene, g geht durch den Ursprung.
b) Der allgemeine Geradenpunkt von e sei Aufpunkt von t, t ist parallel zug
N 2-2¢ 10 s 2 2
tX =| 5 J+r(? Jgeschnittenmit f: X = (g]ﬂp[?)fﬁhrtzum
5
Gleichungssystem 2-2¢+ 10t =2+ 2¢ es hat die Losungen

5¢e + 51 = b5¢ t=1, ¢=3, =2
5 + 1 =3+9¢

s -2 10
t: X = [lg}n(ﬂ t schneidet fin (8| 15| 6).

Geht nicht, wenn die Richtungen von e, f und g komplanar sind.

10.

N -2 2 N 3 -2
A2l-1]0) g: X =(§J+x(—31)h:x =(0)+u(§]

a) Zeige, daBl g und h windschief sind.

b) Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g
und h schneidet. Berechne die Schnittpunkte. Bei welcher
besonderen Lage von A gibt es keine Losung ?

_ 5 N 5 2 -2 5 0-2
a) GH:[—G],detJ(GH,g,h)= -6-1 4 ='—634
-5 -53 5 -585

= 5(15 — 32) + (-2)(— 48 + 15) # 0, also windschief
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b) Die Richtung von k ist der Vektor, der A mit dem allgemeinen Geraden-
punkt H(3 — 2u14pul- 4 + 5u) von h verbindet.

— 2 1-2

k: X = (—1J+K[1+ﬁ],geschnittenmitgﬁihrtzum
0 —4+ 51

Gleichungssystem

2+x-2kp =2+ 2A

-l+x+4xpu= 6 — A

—4x +5ku=1+ 3L  mitdenLosungen A=1, x=3, p=2

e 2 -3
k: X = (_01J+K[ g] schneidet h in S(-1/8/6)und gin T(0| 5/ 4).

Die Sache ist aussichtslos, wenn der Verbindungsvektor A, g-Punkt
oder A, h-Punkt komplanar ist zu den Richtungen von g und h.

11. a) Begriinde, daB sich die folgenden Geradenpaare
schneiden, und berechne die Schnittpunkte S;:
ACund UW, S, - BCund VW, S, — ABund UV, Sg

b) Untersuche die Lage von

S,S, und S,8; — S,S; und S;S; — S,S; und S;S,
(DESARGUES léB8t griiflen!)

a) Jeweils zwei Geraden schnei-
den sich, weil sie in einer Sei-
tenfliche der Pyramide liegen
und nicht parallel sind. Weil
das Grundflachen-Dreieck in
der x,x,-Ebene liegt, miissen U(41017,5) g
dort auch die Schnittpunkte ‘
sein. Die dritten Koordinaten
der Schnittpunkte sind also b e,
gleich null, die Schnittpunkte
sind also die Spurpunkte der
Geraden UW, VW und UV:
S,(-21010), Sy(-4-210)
und S,(4/6/0).

D(010110)

lcc1010)

.,

.,

B(41810)™

b) S, S,und S, liegen
auf einer Gerade
(Satz von DESARGUES).

A(161010)
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12.

A(1|-318),B(3|1]-8), C(1]|-113) und D(1|313) bilden ein Tetraeder.
Zeige durch Rechnung: Die Strecken, die die Mitten zweier windschiefer
Kanten verbinden, schneiden sich alle in einem Punkt S.

In welchem Verhiltnis teilt S diese Verbindungsstrecken ?

(Diese Eigenschaften hat jedes Tetraeder!)

Zwei Geradengleichungen aufstellen, Schnittpunkt S berechnen und zeigen,
daB S(1,5/ 0] 1,5) auf der dritten Gerade liegt. S ist Mittelpunkt der Verbin-
dungsstrecken, das Teilverhiltnis ist 1.

18.

N -7 N 31 7
a: X = (17] (4Jb:X =[7]+B(4}
9 3 -9 -3
a) Untersuche die Lage von a und b.

b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von a und b.

¢) a' entsteht, wenn a eine Halbdrehung um b macht.
Bestimme eine Gleichung von a'.

d) b’ entsteht, wenn man b an a spiegelt.
Bestimme eine Gleichung von b'.

a) aund b sind parallel, sie sind sogar echt parallel weil sie nicht parallel
sind zum Verbindungsvektor AB .

b) m geht durch den Mittelpunkt M der Verbindungsstrecke [AB].
—_ s 21 N 21 7 7
M=%(A+B)—( ) m:X:(m)+p.'[4J=p(4)

9 -3

-3

¢) Bist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [AA]: B =1( A+A)
N
-9 3

d) A ist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [BB' ] % ' B')

B 7
B'=2A—B=[27) b: X = [ZIJ+0(4]
-9 -9 3
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4. a) Zeige: Die Punkte A(6/-1(6),B(7/1[8)und C(4]|-5[2)
liegen auf einer Gerade g.
Gib eine Gleichung von g an.

_ 2
b h:X = P+u[—11],P(7|—4|5).Zeige, daB sich g und h schneiden.

¢) Bestimme Q und R auf h so, dafl CQ parallel ist zu AP und CR
parallel ist zu BP. Zeige, da AR und BQ parallel sind.

(Diese Behauptung bei beliebiger Wahl der Punkte A, B und C auf g und P auf h.
Das hat der griech. Mathematiker PAPPOS um 300 in Alexandria bewiesen.)

% (1 3 % <[4 2 HG 3
ayb) g: X = (8]+Y(2J h: X = [—5]+u(—1} = (3}

— . s JO12] j010
det( HG,g,h)=|52-1 52-5

321 32-3
Weil g und h nicht parallel sind, schneiden sie sich.
7+2u]

¢) Qund R als allgemeine Geradenpunkte von h: (—54:”“

=0

3+2p)

—Ca und CR als allgemeine Verbindungsvektoren: ( ‘}3: :

CQ =k PA : (l—u =k(3]=~k=1,p=-2 Q@B 1-213)
3+ ) 1

—_ — 3+2p 0 1 3
CR =k PB : (l—u =k[5] = k=2, p=—3 R@4[-25]35)
3+p ) 3

—_ -4 . -2\ — -
BQ = [—3 J, AR = (—1,5 : BQ und AR sind parallel wegen BQ =2 AR

15. A6|-270),B6[4]9), C(-61-2]-6)

X = __lipp beschreibt bis auf einen Punkt (welcher?) alle Punkte

der Gerade AB. Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter p ?
Ebenso lassen sich die Geraden BC und / AC darstellen:

a)

— B +o6C — -6+1A
BC: X =170 CA:X =—777

b) R liegt auf AB mit p = 2, S liegt auf BC mit 6 =3.
Bestimme den Schnittpunkt P der Geraden CR und AS.

¢) BP schneidet AC in T. Berechne T und den zugehorigen Wert <.

Der italienische Mathematiker Giovanni CEVA (1647 bis 1734) hat bewi'ese‘n '
daB in einer solchen Situation gilt: pot = 1. Stimmts auch in diesem Beispiel ?
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a)

b)

c)

. A+ pﬁ‘ A+ pX-— pK+ pT?: A (1+ p)+ p( B- A)

X =713 p - 1+ +P 1+p
-A+IS_—pAB A+pAB mit p= -ie_—p,p;t -1

Weil p nicht den Wert 1 annehmen kann, erfaB8t diese Darstellung nicht

den Punkt B. p ist hier das Teilverhiltnis.

R =3(A+2B),R6/2l6); S=2(B+IC), S-6/525|0);

—

3 3
CR: X = l{l)undAS: X =u(—01] schneiden sich in P(0| 0] 0).
3

—

6
BP: X = v[4] und CA: ( ] { J schneiden sich in
9

T(- 3|-2]14,5), v=-3,x= T=3; pot=2-5.3 =1, stimmt!

-hl»-

16.

c)

—_—

-14 7
: X = ( g ]+u[al] . Bestimme a so, da8 die Schargerade

parallel ist zur x,x;-Ebene b) durch den Ursprung geht
durch W(w, | — 4| 5) geht, berechne W.

a)

c)

8o ist parallel ist zur x;x;-Ebene b) g, geht durch den Ursprung
-14 +7},l w1
( 2+ap J:(—‘i], p=-3, a=2, w,=-35;
2—-p 5
g, geht durch W(- 35| - 4| 5).

17.

h,:

a)
c)
d)

]

. 16 4a
X = ( )+ p( ] Bestimme a so, daB die Schargerade
11 13-6a

parallel ist zur x,x,-Ebene b) die x,x;-Ebene nicht schneidet
durch den Ursprung geht

die xg-Achse schneidet, berechne den Schnittpunkt.

a)
b)

e’

C

e

3.Richtungskoordinate=0, = a=%
1.Richtungskoordinate=0, = a=0

16 + 4ap 0
[ 4+4u ): [OJ Gleichungssystem enthélt Widerspruch,
11+13p—6ap 0
keine Schargerade geht durch O.

16 + 4ap 0
( 4+4p }=(0] = p=-1, a=4, z=22; h, geht durch (0] 0]-22)
11+13p—6ap z
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18. A(a|-2]3) und B(a + 4| 0] 5) legen die Schar k, fest. Welche Schargeraden
schneiden die Koordinatenachsen ? Berechne die Schnittpunkte.

— a 2

ky: X = —32 + [ i] keine Schargerade schneidet die x,-Achse
kgschneidet die x,-Achse bei - 5, k_, schneidet die xg-Achse bei 5.

— 0 2 —s (2 1
‘19. g:X = (—21J+).(_2J h,: X = (2J+u(_2ﬂ

a) Beschreibe die Schar h, .

b) Fiir welche Werte von a sind g und h, parallel (identisch) ?
¢) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h, ?

d) Fiir welche Werte von a sind g und h, windschief ?

a) h, ist ein Geradenbiischel mit dem Tréigerpunkt (2| 0] 1).

R 2 2
b) Parallelitit: 2= 2 GH = ( 1 ]#( 1 ], keine Identitédt moglich
2= 4a
-1=-2a = fallsa= % , dann echt parallel
—_— — 2 2 1 0 0 1-2a
¢ det(GH,g,h)=|1 22 |=|12 2 |=(1-2a(-1+2)=1-2a
-1-1-a -1-1 -a
Bedingung fiir Schnitt: det =0, = a = % leider schon vergeben!
keine Schargerade trifft g.

d) Fiira =3 sind g und jede Schargerade windschief.

— (3) (X
. Al2]l2),Bel-111) g: X =(§)*"{I§J

a) Beschreibe die Schar g .
b) Bestimme k so, daB g, parallel zu AB ist. .
L__¢) Fiir welche Werte von k sind AB und g, windschief ?

a) g, ist ein Geradenbiischel mit dem Trégerpunkt (3(4/2).
— 1 N 2 s s
b) AB= (’i’) AG = (g] AB # AG

1 2k
Parallelitt: 3 (—3] = (— 9) AB und g, 5 sind echt parallel
-1

. 21 2% |21 %
¢) det(AG, AB ﬁ‘) -(2-3-9 ’: 0-4 —9—321! ': 2(12-9-2k) = 2(3-2k)
o 0-1-3| lo-1 -

Bedingung fiir Windschiefe: det #0, = k#3,
auBer g, ; sind jede Schargerade und AB windschief.
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—_ 2+t2 2 —_ 1 -2
. g =] 2 Al X =t t
T (3 )a1) T (ie(y)

a) Beschreibe die Schar g, .
b) Fiir welche Werte von t sind g, und h, parallel (identisch) ?
¢) Fiir welche Werte von a schneiden sich g, und h, ?
Gib den Schnittpunkt S an.
d) Fiir welche Werte von t sind g, und h, windschief ?

a) Die Parallelenschar g, bildet eine Halbebene, weil die 1. Koordinaten der
Aufpunkte mindestens den Wert 2 haben.

— 2+t2
b) HG = ( 2—2t J ; fiir t=-1 sind die Richtungen beider Scharen parallel,

— (2
firt=-1ist HG =[11],dasistdieRichtungvongt;=> gi1=h,.

e 2 21+t |2 0 t>1
¢) det(g,,h,, HG)=|1 t 2-t|=|1 t+1 2 |=2(t+ 1Xt2-1)
-2 2 -2 -2 0 0

Bedingung fiir Schnitt: det = 0,= t=*1
t =-1 ist schon vergeben (Parallelitit)
Schnitt: t = 1, g, und h, schneiden sich in (1/1]2).

d) Fiir t#+1 sind beide Schargeraden g, und h, windschief.

_. (3 0 . /1 2
22. A3|-2]2 - X =|-2 1 X =12 —2-a
@l-212),Bal2]-1), g:X (2]+x(_1), h,: X [_1]+“[1+a]

a) Fiir welche Werte von a schneiden sich gund h, ? i

b) Fiir welche Werte von a liegen die Schnittpunkte T, im IV.Oktanten? |
Fiir welche Werte von a schneiden sich gund h, in A ?

c) Bestimme den geometr. Ort der Schwerpunkte S, der Dreiecke ABT,.

S -2 0 2 -2 0 0
8) det(GH,g,ha)= 4 1 -2-g =|4 1 2-a =—2(a—2+2—a)=0
-3-1 1l+a -3-1a-2

Die Determinante ist fiir jeden Wert von a gleich null, keine

Sc}cxlargerade ist parallel zu g; deshalb schneiden sich jede Schargerade
und g.

b) Die 1. Koordinatengleichung im System » g = h, « liefert j = 1 und dam
die Schnittpunkte T (3| -a|a); fiira > 0 liegen diese im IV.Oktanten.
Fira =2 schneiden sich gund h, in A.

a-8) )

—_—

¢) S, =

—

K'F §+%Ta=

(1
[
€O
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%, j,: X =|5-5a|+p|a-1
X = (580 o

a) Welche Schargerade geht durch P(- 45| 0]5) ?

—

1 -1
b) Welche Schargeraden sind parallel zu v = [}), W = ( 1 } ?

¢) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,

die zum Parameterwert p = 2 gehoren.
d) Bestimme den geometrischen Ort der Spurpunkte in der x,x3-Ebene.
| e) Zeige, daB je zwei Schargeraden sind windschief sind.

(—45 p—ap
a) g ): (5-5a+au—u], p=5a=-10
il

rk 1-a N
b) |k J = (a 1 ] , Widerspruch, keine Schargerade ist parallel zu v

N

— W —ap 223\ (2 2
c u=2: X =[5—5a+au—u]=(3—3a]=(3]+a[—3]
u 2 2 0

alle Punkte mit =2 bilden die Gerade: X =(0J+x[g]

. = 0 1-a
Ja: X = (5-5&] +o’{a—1]
0 1

hyperbolisches Paraboloid
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d)

e)

5 H—ap
[ 0 ] = (5—5a+au—u) , 0 = 5(1-a) — u(1-a) = (5—pX1-a)
X3 m

()

— (0 1
die Punkte mit p =5 bilden die Gerade: X =(g)+v[8J
N 0 0
pbeliebig,a=1:X = (0]= p.(?), das ist die xg-Achse.
T
zwei verschiedene Schargeraden (a # b):

X =[50 o s 05b e
i = |5-ba -1 3 5 1

' X =
0
Verbindungsvektor AB = (5 osbJ (-0 J ( J

Ct

0 1-a 1-b
det(}AB, j, ,jy ) = | a- ba—lb -1 =—(a-bXl-a—-1+b)=(a-b}

fiir a # b ist die Determinante ungleich null, j, und j, sind windschief.
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ba
auf, auf denen die Punkte mit jeweils gleichem Parameterwert 1 liegen.

N T+at T at —a T T
X = [m-aar] = [21} + [—-3&1:) h:X = [21] + '{—31]
5a 0 5a 0 5
[0,9]

| |
10,51 >
r 7 0 l+a
[0,3] 4 X = -3a
e® 3
\ . . .
IK\ < > \\\\/ ,/ hyperbolisches Paraboloid

— 0 1+a
Uk:X = [0 J+ T [2—0 3a] . Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden
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VII. Geraden im Raum

we Tl ()

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf,
die g und h treffen und zur x,x;-Ebene parallel sind.

n (1+A p—-1-A
Im allgemeinen Verbindungsvektor GH = |1-2p |-| A |=|1-2p-A
U \ 22 u—2A
_ 3u
muf die 2.Koordinate gleich null sein, = A=1-2u, GH = (5 0 2)
p._
allgemeiner Aufpunkt der Schar k sei der allgemeine Geradenpunkt von h:
— u 3u
kul X = (1—2[1}4- K[ 0 J

U S5u-2

— 0 N 1 0 —_ 0 1
a: X =a(0) b: X =[0)+B(1) c: X =(1}+Y(°}
1 0 0 -1 0
Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf,
die a, b und ¢ schneiden.

AB sei der Vektor, der den allgemeinen Punkt von a mit dem allgemeinen
Punkt von b verbindet

= (HE)-(2)

_. (0
8o,p Sei die Schar der Geraden, die a und b schneidens,3: X =|0 [+0
«

. (o 0 0
Verbindungsvektor CS =| 0 |-| 1 [=] -1
o -1 o+l

- -

-0

8, 8011 ¢ schneiden, also muB sein: det(S.p, €,C8)=0
110
BO-1|=_1Po+D-a)=0 =2 o#-
- 0o+l B( Iad a+1'a¢ !

—_ 0 ; 0 o+l
8: X =| 0 |+0|g7|=| 0 [+A]| « VA |
o -a a —o(a+1)
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1. Gib eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2]1]7)
2 -3
enthilt und von den Vektoren u = [;) und V = ( ? ] aufgespannt wird.

SEURHEH

. (2 1 -2
2 Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E: X ={;]+X(;]+u( (5) ]

liegen und die Parameterwerte haben
AA=0Ip=0),BA=0Ilp=1),CA=1lp=0),DA=1lp=1).

A2|1]3) B|1]8) Cc31815) D(1/8]10)

3. Untersuche, ob die Punkte A(1|416),B(5/-70) und C(14|2|7) in der
—_— (2 1 -2
EbeneE: X = (g ] +A [ i ] + p( 3 ] liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-

gehorigen Parameterwerte.
Ad=1lp=1) B liegt nicht drin CA=8lp=-2)

4 Stelle eine Parametergleichung der Ebene E(ABC) auf mit den Punkten
a) A2|113),B(-110l5), C(2]-713)
b) A@2|1]-3),B(7]-1]5), C(-3/3]-11) (!

— (2 3 0
a) E X =[1J+K[0J+u[1]
3 -2 0

b) Geht nicht: AB und BC sind parallel: A, B und C liegen auf einer Gerade.

r——

5 Gib eine Parametergleichung der Ebene an,
die festgelegt ist durch ) 5
a) Ulol-n,vololo), we2l-4l1 | EX =l(_°1)+u[_“1]
— (1 2 — (1)\ N 22 rg
b - : = - X = —4 |+
a0 e X -({ofd) 2T
— 1 2 S | 1 s 1y 2 r 1
¢ g:X=|0|+r[-2[h:X=[0[+p|2 E:X:[O +x[—2J+u 2)
0 1 0 -1 0) 1 -1
—_— 1 2 — 3 ‘—2 — 1\ 2 (1
d) g:X=|0|+A]-2[k:X =|4]|+pn|2 E:X:(O +l(—2J+p. 2]
0 1 o) |- o) (1) "o
\
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. /1 -8 N 6\ ||Bestimme eine Parameterglei-
g:X = [—2]+ 7»(-4} £f:X = (-12]*' !»1( 39] chung der Ebene E, die g enthilt

undpara]lehstzuf ,
N 1 2 2
E:X=(2)+l[1)+p( 1 J
-7 3 -3
— (2 3 — (9 1 _
A(7]-115), a:X = 1]+l[5 , b:X=(8 +p.(1]GibemePara-
7 0 13 5

metergleichung der Ebene E an, die A enthiilt und parallel ist zu a und b.

51 (if)

Welche Punktmenge
beschreibt die
Gleichung

i

wenn gilt:
—o00 <A < +00 und
-1<p<1?

—_—

a) X =T;+ﬁT1‘,p.;e0 b) X u,pzl

—

Welche Punktmengen beschreiben die Parametergleichungen(Tf,?7#’0*7‘
) X =AW +uv, A+p=1 d X =ku +UV, A+pu<l \

a) Wegen ﬁ # 0: Bis auf P alle Punkte der Gerade durch P in Richtung 0}

b) J‘__.&_l

w1 = opel G T 1 #1

Bis auf U(U =T ) alle Punkte der Ursprungsgerade in Richtung T
© A+p=LA=1-p; X =AW +u+ =S(1-WW +pV =1 +u(¥-1)

Gerade g durch U (U =) in Richtung ¥ -
d A+p<l,A<l-p,

A=1l-u-p,p>0

X =A% +UV

=(1-p—-pJu +p+v

= (1-p)u + (v -1)

Offene Halbebene durch

O mit Grenzgerade g
von Aufgabe ¢)
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10. A3l0]2)

i

Bestimme eine
Parametergleichung der
Halbebene H,

die den Punkt A enthélt
und von der Gerade g [
begrenzt ist.
— (3 1 1 1=0
X =[0)+u(1]+v(0)
2 1 1
p<1(Bild!) p=—05 L L
oder
— (4 1 1
7ol
3 1 1
<0
11, Fiihre die Parametergleichungen iiber in Koordinatengleichungeg:
— 0 0 —2 — 1 1
a) X = r1 +A[6|+p|3 b) X = 4)+2\.(—1]+u[2]
L0 1 0 2 3 0
T Baflef) o TGl
C X = "‘3 A, 1 -1 = + -
)+ JRELE
— (10 8 1 % 3 3)+ [g)
= - = +
o Fe(t)afilu(d) o X[3)rlg)l
a) 3x, +2x,-12x3-2=0 b) 6%, — 9%, — 5%y +52=0
C) 2%, +4%,-%3+12=0 d x +X+X=0
e) 2x,—5%,=0 f) x-2=0

chhe der Punkte A(1]2]-2), B0/ 0]0)und C(2|0] 1) liegen in der Ebene

a) E: x1+2x2—2x3=0

b) F: 3x,—-x3=5

c) G x=0

Bund C

Aund B

Bund C

b) F: ax, +x,=0

C) G: 2x1"‘3x2+ax3=2a

@imme den Paramter so, daB P(1| 2| -5) in der Ebene liegt

a) E: x1—2x2+x3—a=0

l1-4-5=a
—-8=a

a+2=0
a=-2
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14. Gib Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen an.

x;Xo-Ebene: x3=0 x,X,-Ebene: x,=0 X,Xg-Ebene: x, =0

15. Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an,

die festgelegt ist durch
—_— 1 2 _5
a) X=[2)+l(—%)+u{%] a) X1—4x2+3x3_11=0
6 -
b) P(-13]3), g X = 2|42 b) 8, —xg + 6 = 0

¢) A(ll1l-4),B0]2]1),C(-3]-1]-2) €) 2%, — 3%, + X3 +5=0

_ 0 1 —_ 0 2
d gX = (2]+7L(2], h X = [2]+p((1)J d) 2x, + 5%, —4x3+ 14 =0
6 3 6
— 0 1 N 0 1
e gX = (2]+k[2} k: X = [0]+5[3J e) 4x, —5xy +2x3-2=0
6 3 1

— 2 5 N 3 2
16. g X =| 1 |+A|-2|, h:X =|-8 -5
eX=(3)ea3) wX-(3)on(3)
Zeige, daB sich g und h schneiden, und gib eine
Koordinatengleichung der Ebene an, in der g und h liegen.

6 5 2

-9-2-5|=0; 32x,-4x,—21x3—123=0
0 8 4| 1 Xo 3

—

-9 ,d —T'I‘,_—‘,h =
20] et GH,g,h)

— (16
GH =[

die Ecken eines regelmiBigen Tet-
raeders. Bestimme Koordinatenglei- o

chungen der Ebenen, in denen die )
Seitenflichen des Tetraeders liegen.

17. Die Wiirfelecken A, C, F und H sind ?

FAC: x,-x,-%3=0
FCH: x,+x,+%3=0
ACH: x,-%+X3=0
HAF: x;+%-%3+8=0
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18. In einem Wiirfel liegt eine regelméfige X3
sechsseitige Pyramide. Die Ecken ihrer
Grundseite P, Q, R, S, T und U sind
Kantenmitten des Wiirfels. Bestimme U
Koordinatengleichungen der Ebenen,
in denen die Grundfliche und die k)
Seitenfldchen der Pyramide liegen.

Grundfldche: x; —X;+x3=0
Seitenflichen: AQR: x3=0
AST: x2=4 AUP: x1=-2
ARS: x; + 2%, -2%3-6=0
AUT: 2x; —2x,—-x3+12=0 X
APQ: 2%, + X, + 2%3 =0 ﬂl 2

19. Die oberen vier Ecken des Sechsflachs liegen gleich weit iiber der x,x,-Ebene.

a) Begriinde, daB das Sechsflach ein Pyramidenstumpf ist,
und berechne die Pyramidenspitze S.

b) Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen,
; in denen die Seitenfldchen des Sechsflachs liegen.

a) Das Sechsflach ist ein Pyrami- X
denstumpf, weil sich die Gera- 3
den AE, BF, CG und DH im
Punkt S(- 3| - 3| 8) treffen;

S ist die Pyramidenspitze. Das
kann man sich elementargeo-
metrisch (Strahlensatz!) an
den Trapezen ADHE, BFHD
und CGHD klarmachen.

b) Grundfliche ABCD: x,=0
Deckfliche EFGH: x3=4
Seitenfléichen:

ADHE: X9 = — 3

ABFE: 4x,+3%x3-12=0
BCGF: 4x, + 16x, + 15x3— 60 =
CGHD: 4x, +X,+15=0 $
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m.

Die Ebenen E und F haben eine besondere Lage im Koordinatensystem.
Beschreibe diese und stelle Koordinatengleichungen der Ebenen auf.

o flofl) el

E ist parallel zur x,xs-Ebene, die 2.Koord. aller Punkte in Eist 2: x,-2=0
Die 1.Koordinate aller Punkte in F ist 0, F ist die x,x5-Ebene: x,=0

21.

Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die
a) durch P(1]2|-2) geht und parallel ist zur x,xs-Ebene

N 4 2 .
b) die Gerade g: X = [ 13) +A ( 31) enthélt und parallel ist zur x5-Achse

¢) durch den II. Oktanten geht und den (rechten)
Schnittwinkel der x,x;-Ebene und x,x,-Ebene halbiert.

a) x,=2 c) X +x,=0
x4 2 0

b) [X;-1 3 0| =(x,-4)3 - (x,—1)-2 + (x3— 3)-0 = 3%, — 2%, - 10=0
xg-3-11

Gib Parametergleichungen an von:
a) E: 2%, -x,+3%-6=0 b) F: x,=x, ¢) F: x;=5

S MR

—_ 1 +a —2
X = (3+3a]+ x( 1 ]
3-a -1
a) Zeige, daB die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene E an.

3 -1 -1
das ist die Parametergleichung der Ebene E.
b) Koordinatengleichung von E: 2x, — 3x, — Txg + 28 = 0

— 1 1 -2
a) f, (bloB anders geschrieben): X = (3]+ a( 3 J+ X( 1 J
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Bild zu Aufgabe 23.

A=-1 . (1 —2
=9 X, 0 X = (35 e[

3-a -1

R ) Parallelenschar

-a
a) Zeige, daB alle Geraden der Schar in einer Ebene F liegen.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.
¢) Welche Ebenenpunkte kommen in der Geradenschar nicht vor ?

—_ 2 a-1
4, g. X =(0)+u[2a+2)
2

— 2 1 -1
a) g, (bloB anders geschrieben): X = [ g] +ya [_21 J+ p[ g J

das ist die Parametergleichung der Ebene F,
pa kann man als eigenen Parameter A deuten

b) Koordinatengleichung von F: 2x; + X; + 4%3 — 121= 0

¢) Inder Schar gibts keine Gerade mit Richtung ( 21J . Zur Ebene, nicht

. (2 1
aber zur Schar gehoren die Punkte vonh: X = (g J +0 (_21]
mit Ausnahme von (2| 0] 2).
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Bild zu Aufgabe 24.
. E X3 s 2 a-1
S\ N g: X = [0] + p,[23+2]
. “ s 2 -a
N s ebenes Geradenbiischel

— ( 0 1-a
25. j. X = |5-5a|+0c|a-1
L o 1
Zeige, daBl die Geraden der Schar nicht in einer Ebene liegen.
e 70 1 — 0
jo X = |5 |+0|-1 X = o|0
L0 1 1

Weil j, und die x3-Achse (= j,) windschief sind, geniigt schon dieses Gerader-
pérchen als Beispiel fiir die Behauptung.

(Bild der Schar bei Aufgabe 23. im letzten Abschnitt des vorigen Kapitels)
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Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebene
A X, +2%, +3x3=0 B: x, +2x,=0 C: x,=0
D: x,-2=0 E: x,+2x;-4=0 F: x,=x,

A geht durch den Ursprung.

B geht durch den Ursprung und ist parallel zu x3-Achse,
enthilt also die xg-Achse.

C ist die x,x5-Ebene.

D ist parallel zur x,x;-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.

E ist parallel zur x;-Achse.

F enthilt x;-Achse und halbiert die Oktanten I, ITI, V und VIIL.

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene:

a) A ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1] 2 |-38)
b) B ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1/ 0/ 0) und Q0| 0/ 1)
¢) Cist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und P(0]1]1)

— /1 1
d) D ist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X = (g ]+ T ((1) ]

e) E ist senkrecht zur xg-Achse und geht und P(r [+1714)

A x3+3=0 B: x;+x3-1=0 C: x—%3=0
D: x,—x%3+1=0 E: x3—4=0

Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebe:e

X (Bafthft] ol
TGt 2T
(i

A ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die x;-Achse bei 2.
B ist die x,x;3-Ebene. .
C ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die xs-Achse bei 3.

D geht durch O. .
E ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die xg-Achse bei3 ,E =C.

Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
A: Tx, - 14, — 63— 42 = 0 B: x, + 3%, — 5Xg +15=0

C: 2% +x,-%3=0 D: 2%, -%,+4=0

E: 2x, =x, F: x,+2=0
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A @©loloy,©l-310),©l0[-7)

—_—

8: X =

6
0
0

— -15 3 .i. (—‘1)5
:X =| 0 |+0|-1 A =
% ( 0 ) (0} > . 0
C: lolo)
X —of X =p[0)
. =0|-2 . =p
% (0) % p(z/
D: (-2/0]0),(0]4]0)
X =(1)+ofz x=(%)
. = +0 . =
wX=(t)eofs) WX -(3
s 1
E: (010l0) 5: X =c(g)
. 0
F: (01-2]0) 8: X =[—b2

)

B: (-15/0/0),0|-510),(0]018)

2
1

|

(6
0

—

X

Sy

8 :
6
0) 8 :
1
8 :
) -
Spg !

5. Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeradenoam
— (9 -3 3 — (1 -2
AX=|-2|+A|-2 |+u|-4 B X=|4 +7L[-2]+P-(1J
-7 14 7 0. 3 0
A: 14x, + 21x, + 6%5— 42 = 0, @3loloy),©l2l0),©0l017)
< (.'E’; (3 < 3 rg < g .
: = +0|-2 : =|0 |+ . = +
wE=(epofe) T (e)els) wF-(3)
B: 3%, +2x3—3 =0, (1lolo),©lol1,5)
e 1 70 e 1 -2 < 8) T[‘n
: =|0]|+p|1 : =|0]|+c| O : = +
wXe(g)ofs) W Eeeeo(s) W Elofl
6. Bestimme die Achsenabschnittsform und die Achsenpunkte

A: 3X1"'7X2+6X3—42=0

C: 2%, +3%,+1=0
E: x+x%+%=0

B: %, —Tx,— 8% +21=0

1 1 1 1_
D:gx+ 5%+ §X3+ § =0

F. 17x,+10,2=0

. X X
AJi+"g+7
X X X

(14]0l0),©|-610), @107

(-211010),©1310),01017)
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(- %1010y, 01-Y510)

X2
3, + VA
D: —x;;; + —3}5- + —,f;— =1 (=%l0l0),(0]-345l0),(0l0]-%

E: bei Ursprungsebenen gibts keine Achsenabschnittsform, (0|0]0)

F: ’;, =1 ©l-3%;10)
5

X

C =1

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene mit den Achsenpunkten:
a) (1/0l0),©0l210),0l0!3) b) (-21010),(01210),(0l0[-2)
¢) nur (0| -3/ 0) und (0/015) d) nur (0/0]7)

a) -6=0

b)

+

+
. NI&‘ “’l&‘

=1 6x, + 3x; + 2x3
+ =1 -Xo+Xg+2=0

INCRRCIST
en g po| 3¢ vof¥d
+

c) + 5X2—3X3+15=0 d) X3"7=0

8 Die Ebenen E, F und G sind festgelegt von zwei Spurgeraden:
E s X = 0)+a[2) s X = ( ]+B(]
L 0 0
oo X=[0 |ey[ X=(7 +s(0
. ¥ = 3 = +
“T=()fs) W X=(3)o(s)
G s X =[0)ref2 X =[0)+2[0
. . =10 : = +
F-(felt)  wF-(H

a) Beschreibe die Lage von E und F aufgrund der Spurgeraden.

b) Beschreibe die Lage von E und G aufgrund der Spurgeraden.

¢) Stelle von E, F und G eine Koordinatengleichung auf.

d) Veranschauliche E, F und G als Spurdreiecke in unserm iiblichen
L Koordinatensystem.

) Weil 83 und sgp parallel sind und ebenso s,z und sy, ist auch E parallel F.

b) Weil 84z und ss; symmetrisch sind zu O und ebenso s,g und sgp, sind auch
E und G symmetrisch zum Ursprung.

¢ E %4—-’;24-%@:1 2%, - X, —X3+2=0
F: _x—_é+%z+%a=1 2%, - X, —X3+4=0
G: %1+%+_%=1 2%, —X;—X3—2=0
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Bild zu Aufgabe 8. Ax,

4|

o

9‘

_ a —_ C
sy X =X(g)undsz: X =u[g)mita,b,c,d¢0

seien Spurgeraden einer Ebene U. Bestimme eine Gleichung
der Spurgerade s, in Abhiingigkeit von a, b, c und d.

cO
Ou :0
dv

oT®

v

also ad-u + be-v = 0, einfache Losung von ad-u + be-v = 0:
—_— 0
u=-bec, v=ad, s X =v (—bc].
ad

N 0
si: X =v {u),ﬁirdie Koordinaten u und v muB gelten

10.

Eine Ebene sei so festgelegt, daf ihre drei Achsenpunkte vom
Ursprung die Entfernung e (>0) haben.

a) Wieviel solcher Ebenen sind méglich ?
Beschreibe sie mit Koordinatengleichungen.

b) Welchen Korper begrenzen diese Ebenen ?
Berechne sein Volumen V und seine Oberfléche F.

a) Es gibt 8 Ebenen: Jede macht sich in einem Oktanten bemerkbar als
Punktmenge, die begrenzt ist von einem gleichseitigen Spurdreieck der

Seiten]ﬁnges:e\ﬁ:
Eﬁ%*%*%ﬂ X +X+X—e=0 (I.Oktant)

X X. X
F”::le-+:2e-+—e =1 X1+X2+x3+e=0 (VII.Oktant)

E, und E, sind symmetrisch beziiglich O



z

2. Lage im Koordinatensystem

b)

e
X3
—-e

=1

X, —X,—xg+e=0 (IL.Oktant)

X;—Xp—Xg—e =0 (VIII.Oktant)
E, und Eg sind symmetrisch beziiglich O

X, +X—Xg+e=0  (III.Oktant)

X, +X,—%Xg—e=0 (V.Oktant)
E; und E; sind symmetrisch beziiglich O

X —X+Xg—e=0 (IV.Oktant)

X -X+Xx3+e=0 (VLOktant)
E, und E; sind symmetrisch beziiglich O

Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelméBiges Oktaeder.
V = 2.PyramidenVol. = 2. % -Grundfl.-Héhe = % 2% e= § el
F = 8.Seitenfliche = 8- 38338 = 2\3s?= 2V3 2¢? = 43 ¢

165
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l.

R
oTeofi] TGl

Bestimme die Lage von Ebene und Gerade.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

Koordinatengleichung von E : x, - 2%, - %3 +2 =0, L
g und E schneiden sich in S(0| 21| —2) , h und E sind echt parallel, j liegt inE.

Gegeben sind die Ebenen und Geraden:

E: x-2%,+%-1=0 F:2x-%-%-8=0

a:X = (4)+a( 3 ] b:X = (-1].;.5
6 4

—_— 4 1 N 6 1 —_ 4 1

d:X =[2[+35(1 e:X =|2 +e(1 f:X = (0)+(p[0]

1 1 o) (1 0 2

Bestimme von jeder Gerade ihre Lage zu E und F.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.

a schneidet Ein (1/1/2) und F in (2|-2|-2),

b schneidet E in (3] 1/ 0) und ist echt parallel zu F,
cist echt parallel zu E und F,

d liegt in E und ist echt parallel zu F,

e liegt in E und F (ist also Schnittgerade von E und F),
fliegt in F und schneidet E in (3 0|-2).

Parallelprojektion
Gegeben sind die Ebene E: x, + 2x;— 6 = 0 und das Tetraeder ABCD mit
A2l0]5),B(-112/0),C(~1]4]8) und D(2| 0| 8) . Das Tetraeder wird in

- 1
Richtung 7 = ( 22] in E projiziert, dabei entsteht das Bild AB'CD".

Berechne A', B', C' und D' und zeichne die Anordnung in ein KOSY.

In C' schneiden sich E: x, + 2%3—6 = 0 und die Projektionsgerade durch C
mit Richtung P = (2): X = ( g ]-HJ.( 22)

Nach Einsetzen ergibt sich: p = 3, C'(2] 10| 2).
Entsprechend gehts mit den andern Ecken.
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D21018) Oi-11418) Bild zu Aufgabe 8.

AZI015)

B(01413) °

/ \ E: X1+ 2% = 6
AP

—caio

A

Al41411 \“ ;
\ VE “,"

D@I810) - x,
]t ...........
’N{L o DRI216)
E: 2x1 + X2=6 / \
ey X
3 /- eaa \-\
A(31010) / a , B'(Olelo)x!
5 s-._'..-' i .‘:“ & 8
“D(B1612)<C6)61 1)
61710
10 ) 7 .:_/'
X, A®1610)~

111810

4 Zentralprojektion

Gegeben sind die Ebene E: 2x, + x;— 6 = 0, das Projektionszentrum
Z(11/8]0) und das Tetraeder ABCD mit A@|610),B(5,5|713),
C(616]1)und D(8| 6|2) . Das Tetraeder wird zentral in die Ebene E
projiziert, dabei entsteht das Bild AB'CD'.

___Berechne A', B, C' und D' und zeichne die Anordnung in ein KOSY.

In D' schneiden sich E: 2x, +x,—6 =0 und die Projektionsgerade DZ:
—_— 11 3 ,
X = g J+u 2 |. Nach Einsetzen ergibt sich: u=—3,D(2|2|6).

-2

Entsprechend gehts mit den andern Ecken.
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5.

I

Die Wiirfelecken A, C, F und H sind die Ecken eines regelméBigen Tetra-

eders. (Siehe Aufgabe 17. im Abschnitt 1. Ebenengleichungen)

a) In welchem Punkt schneidet die Raumdiagonale HB die Ebene ACF? |

b) In welchen Punkten schneidet die Gerade durch die Kantenmitten von
[GC] und [AE] das Tetraeder ?

ACF: X;—X—X3=0 und
N 0 -1
w7 (]
0 1
schneiden sich in
(=431 =251%)
Gerade k durch die Kanten-
. (0 1
mitten: X = (0)+u(1]
2 0
FCH: x, +%,+%x3=0 und k -
schneiden sich in (-1|-12),
HAF: x;+%;-%3+8=0 und k
schneiden sich in (-3 |-3|2)

a)

b)

—_ -2 2 N 3 -2
A@2|-1]0) g: X =[f15]+7t(—31J h: X =[04J+u[gJ
Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g und h schnei-

det. Berechne die Schnittpunkte. Ein méglicher Losungsweg fiihrt iiber eine
Hilfsebene H zum Ergebnis. (Tip: H geht durch A und durch g oderh). |

H gehe durch A und g:

N -2 2 -4
£({(3)

1 3 1
11x; + 7%y — 5% = 15

k mufl durch den
Schnittpunkt S von H und h: X : ]
S(-1/816),p=2 N\

N 2 -1
k=AS: X = [—Ol]w[ Jgeschnittenmitgliefert'l‘(0|5|4), (A=1,v=2)

x

JH

3
2
s 1+a
g: X =c[l—a]

22 Gafofl] o,

Welche Schargerade ist parallel zu E ? Ist sie echt parallel zu E ?

Die Schargerade a = ; liegt nicht in E, sie ist echt parallel zu E.
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F —_ 2-a a-2
8 Eb: 2X1—X2+b=0 h,.X =(4—228]+ll( (2) ]

a) Fiir welche Werte von a und b gibt es genau einen Schnittpunkt ?
b) Fiir welche Werte von a und b sind E, und h, echt parallel ?
¢) Fir welche Werte von a und b liegt h, in E,, ?

h,in E, eingesetzt: 2(2-a + pu(a-2))-(4-2a)+b=0
2u(2-a)=b
a) eindeutige Losung fiir y, also Schnittpunkt, falls a =2, b beliebig

b) a=2,dannist p-0=b ein Widerspruch, falls b # 0 ist,
echt paralle], falls a=2 und b#0

¢) a=2,dannist u-0 =b eine Identitit, fallsb = 0 ist,
Drinliegen, falls a=2 und b=0
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1. Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls
eine Gleichung der Schnittgerade s auf.
a) E: 2x, +x,-2x3-3=0 b) E: 2x,-%,=0
F: x-x+3%-3=0 F: 2%, — %, +2x3-12=0
¢) E: 2x—-x, — X3+ 6=0 d) E: 2x,-x,+2x3-12=0
F: 2%, - %, +2x3-12=0 F: 2x,-%,+2x3 + 8§=0
e) E: 2x;,-x), +2x3=0 f) E: 2x,-x%-%X3=0
F: 2x,-%;, — x3+6=0 F: 2x,-x%,=0
g) E: 2x,-x, — x5 + 6=0
F: x,+%,-3=0

d) E und F sind echt parallel. — E und F schneiden sich in zum Beispiel in:

—_ 2 -1 — 0 1 —_ 0 1
X = (_1]+u[aJ HX = (o}ﬂx(z] OX = [o]m(z]
0 3 6 0 6 0

N 0 1 — 1 —_— 0 1
e) X = (4}+p,(2] NX =u[2] g X = (3J+M(-1]
2 0 0 3 3
2. Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F
a) E: x+x,=0 b) E: x,=0 c) E: x+x+x5=1
F: % +x3=0 F: 2% +x3=1 F: x,+x,=1
d E:x=x e) E:x=x f) Ex-=1
F: x)=x F: x,=x5 F: x,=2
a) X =l~l(-1) b) X = (0]+p.(—1] c) X = [0)+},L[—1]
1 1 2 0 0
— 1 —_— 1 — 1 0
d X = u(l] e) X = u(l) DX = (2)4-}1[0)
1 1 0 1
8 E x+X%+x=0, F: 2%, + % +%3+4=0

Wihle der Reihe nach x, , x, und x4 als Parameter und versuche,
jeweils eine Gleichung der Schnittgerade zu bestimmen.

—_— -4 0 — (-4 0
p=A X = ( 4 )+l{-1) n=p X =(0 J+u(—1]
0 1 4 1

X, als Parameter geht nicht: die Schnittgerade ist parallel zur x,x;-Ebene,
x, hat konstant den Wert — 4.
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4 Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.
a) E: 2x,-x,+2x3—-4=0 b) E: x,+x,+3x3-6=0

(il

—s 1 6
a) Eund F: x, - 2x,—x3+5 =0 schneidensichins: X = (§]+u(43]

— 17 3
b) Eund F: 3x, +4x, + 9%y = 7 schneidensichins: X = (—31]+u(01J

{zub) In der ersten Auflage sind die Koeffizienten der Ebene E 1, -1, 3 und -6;
dann #ndert sich nur der Aufpunkt der Schnittgerade, zum Beispiel (31/71-11/710).]

§. Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F

— 1 1 0 — (0 2 1
a) EX=|0[|+A|0[|+p 1] b) E:X:[O]-ﬂu[—l}ﬂ;(l}
\1) [1] [o 1 2 3
(0 1 0 — 1 1 2
1{+o|{1]|+7|0 F:X:(O)+c(—1)+1[—1]
)l el
1 2 -1 — 1 1
“1|+A|-2[+p| 1 F:X=0(2]+T(2]
Bt cia 1 i Ul

—_ -1 1
a) E: X;=Xg, F: xl—x2+l=0; s X =(0 ]-HJ.(IJ

— 1 2
b) E:5x,+4x,—-3x3+3=0, Fix;—-x3=1; s X = [—2J+P(—1J

—_ 0
¢ Ex+x, =0, F:2x,=x,; s X =u(2J

ﬁeschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.

D EX <[ K 4 b EX-= % +?~(—11J+'u[-24]
: X = —2 J-!-A.(g}b}l(fl] ) . _(6] 1 1

>0 2 6 —_ 3 1 1
F: =|38|+0| 1|+ 1) F: X=(-3)+G(IJ+1:[-3J
\7 -1 -4 8 -4 2
_— (2 -3 1 —_ 2 -1 -2
c) E X = 3]-}-),(1]-4—'1[-1] ) O X=[2)+G(1]+T(;J
k &2 1 1 2 1

ol
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a) E:3x, —2x, + 4% = 17 und F: 3x, — 2x, + 4x5 = 22 sind echt parallel.
b) E,F:5x, + 3%, + 2x3 = 22, E und F sind identisch.

— 2 1
¢ E:x, +2x,+x3=10,F: 2%, + x, + X3 = 8§; s X = (g)+p{13]

7. In einem Aufgabenbuch zur Héheren Mathematik aus dem Jahr 1960:
» Man ermittle die Ebene, in der die Geraden
2x1+3x2—x3-—1=0 . X1+5X2+4XS—3=0 . .
8’-{ X+ % - 8% =0 WA Ry op 4 0g 1= legene
O 8 — (-1 2 ‘
gX =( 1 ]+l(—5}undh: X =[ 0 )4-;1( 2 )liegenm: X; + 2%y + 2x3—1=0.
0 1 1 -3
8 F: 2%, +X,-2%3=0, G: 2%; + Xo— 2% = 10

a) Bestimme die Symmetrieebene A von F und G.

b) Gib eine Gleichung der Ebene B an,
die entsteht, wenn man F an G spiegelt.

¢) Gib eine Gleichung der Ebene C an,
die entsteht, wenn man G an F spiegelt.

d) Gib eine Gleichung der Ebene D an, die entsteht,
wenn man F an der x,x,-Ebene spiegelt.

e) Gib eine Gleichung der Ebene E an, die entsteht,
wenn man G an der x,-Achse spiegelt.

E G
Am besten findet man die
neuen Achsenpunkte mit /// /
Symmetrieiiberlegungen, —3
zum Beispiel mit Skizze: /‘ 7/2’5 5 10 !
a) A 2x +%X,-2x3=5 C A B

b) B: 2x; +x,-2x3=20

¢) C: 2x; +x,—2x3=-10
d) D: 2%, +%,+2x,=0

Ein Punkt (a|b|¢) in F hat seinen Spiegelpunkt (a|b|-¢)in D
F: 2x3 = 2x, + x, , also mu8 fiir D gelten 2xg = — (2x, + Xp)

e) E: -2x, +x,+2x%;,=10 ) _
Achsenpunkte (5| 010), (0] 10/ 0), (0] 0| -5) von G an x,-Achse spiegel®
(-51010),(0110]0), (0] 0/5) in Achsenabschnittform verpflanzen.
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II E: 3x; + 2x, — x3 + 18 = 0. Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E,
indem du E zum Schnitt mit den Koordinatenebenen bringst.

X ?:(_}Jw(g] 5 i‘:('gs]m@] S5 ?:(Zoé)n['gz]

10.E: 2%, — %o + 2%3=6
a) Bestimme die Héhenlinien von E in den Hohen -1, 0 und 5 iiber der
x;Xo-Ebene.
b) Bestimme die Schnittgeraden von E und Ebene F,: x; + 2x, + ¢ = 0 mit
c=-1,0und5.
¢) Zeige: Die Spurgeraden von F, in der x;x,-Ebene stehen senkrecht
auf den Hohenlinien der Ebene E.
x (Betrachte die Spurgeraden im ebenen x,x,-Koordinatensystem.)

i) ) ST

—_ -C —4
b) Schnittgeraden-Schar: t: X =( 0 )+c[ g ]

3+¢C

i-s 1 -4 Y\ 0 -4 b _i\ —05 —24

t: X =[0(+ 2 X =(0|+0( 2 X = +T

Fe(gfeld) T=fielz) T3]3

¢) Spurgeraden-Schar von F, in der x,x;-Ebene: x, + 2x; + ¢ =0,
Spurgerade von E in der x,x,-Ebene: 2x, — X, = 6,

im ebenen x,x,-Koordinatensystem schneidet die Gerade 2x, — X, = 6
die Parallelenschar x, + 2x, + ¢ = 0 rechtwinklig.

1. A@[-1T2), BO[-2]-1), C(6I1[1) . .
R(-3|1]-8), S(-2|2]-1), T(-4|2|-2). Die Abhéinge eines Bergs seien
angeniihert die Ebenen ABC und RST. Wegen der langen Verwitterung ist
der Grat g nicht mehr vorhanden. Dank analytischer Geometrie 148t S1ch.
sein Verkauf rekonstruieren: Bestimme eine Gleichung von g. Berechne die
Gratpunkte in den Hohen 0 und 9 iiber der x,x,-Ebene.

— r4 4
ABC: x, —2x, =4 ,RST: x, + 3x,—-2%3 =6; g X =(0]+p(§]

die Hohe 0 hat (4,8| 0,4] 0) , die Hohe 9 hat (1214/9).

7 Donte das Gl
[ Deute das Gleichungssystem 3x; + 2%, — X3 =0
2x, + Xp +4x3 =g
X; — X 2X3 = . .
geometrisch (zwei Moglichkeiten!). Zeige, daB es nur die Losung 010/ 0) hat.
L__Was bedeutet das in den beiden Interpretationen ?
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Das System liBt sich deuten als Schnitt dreier Ebenen

3 2 -1 R
oder als Linearkombination : [i]xl + ( leg + [ ; )xa =0
(01 01 0) erfiillt das System, (Be)Deutung:
die drei Ebenen schneiden sich im Ursprung,
die drei Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.

13.

Deute das Gleichungssystem 3x; +2x, — x3 = 13
2X; + Xy +4%3 = -2
X; — Xy +2%3 = -7
geometrisch (zwei Moglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Lésung ?

Das System liB8t sich deuten als Schnitt dreier Ebenen in (1| 4| -2) oder als
3 2 -1 13

Linearkombination : (2)::1 + [ 1 )xz +[ 4 ]xs = (—2], die Losung (1/4[-2
1 -1 2

bedeutet die Koeffizientenwerte der Linearkombination.

(In der ersten Auflage sind die rechten Koeffizienten 13, 8 und -7;
der Schnittpunkt der Ebenen hat dann ekelhafte Koordinaten (2/7117/81-17/21) ]

14.

A 2x; — X +2x3-12=0 Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
B x +x% - 38=0 die durch die Schnittgerade von D undE
C: 2x,-% —-x3 + 6=0 geht und den Schnittpunkt von A, BundC
D 2x, - x, =0 enthilt.

E 2% — %3 + % - 6=0

Keine eindeutige Losung: Der Schnittpunkt S(1| 2| 6) liegt auf der
— 70 1
Schnittgerade s von Dund E: X = (0]+p(2)

6 0
15. A 2x,-3%, + x3-8=0 Zeige, daB sich die vier Ebenen in einem
B: 5% - x, -5=0 Punkt schneiden, und berechne diesen
C 3%y —2x3 +2=0 Punkt.

D % +x — x4 =0

A, B und C schneiden sich in S(1| 0] 1), die Koordinaten von S erfiillen auch
die Gleichung von D. Also trifft sich alles in S.
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1. Bestimme eine Gleichung der Trégergerade t der Schar E,. Gib eine Glei-
chung der Ebene des zugehéorigen Biischels an, die nicht in der Schar ist.

a) E; ax; +(1+a)x,—2x3=6

¢) E.: x; +(2-3a)x; —(3—-2a)x3 =0

b) E,: (1-a); + (1+a)x,=a

a)
nicht dabei ist F: x;, + x,=0
b)

Ep:xp—2x3-6+a(x; +x)=0

E.:x;+Xx;+a(-x; +x,-1)=0

nicht dabei ist F: —=x; + x3-1=0

c) E. x;+ 2%, —3%x3+a(—-3x,+2x3)=0

nicht dabei ist F: —8x,+ 2%; = 0

PR

2 Die Schar E, werde aufgespannt
von den Ebenen E; und F.
Bestimme in der Schar E, die
Ebene, die den Punkt P(1]-1/1)
enthilt.

a) Eo: x1+XQ+Xs=2
X; + X =2
b) Eozle"' X2—X3=0
F: Xo =1
d) Eo: 3X1+ 4X2+2X3=2
F: x,-3x,—-2x3=2

a)

— (-6 -2
Trégergerade t: X =( g )-i-},l( ? ]

— (-0,5 0
Trégergerade t: X =[ 065 )+u ((l))

— 5
Trigergeradet: X = p [ g)

E X, +X+X—2+a(x;+%x,-2)=0
P einsetzen ergibt a =-0,5.

b) E,: 2%, +X,—X3—2 + a(X; + 2%, + X3) = 0

c)

d

P einsetzen ergibt 0 + a-0=0
jeder a-Wert ist Losung, das heift,
jede Ebene enthilt P.

P liegt also auf der Tréigergerade.

E‘: 211—2 + a(xz_ 1)= 0’
P einsetzen ergibt a =0.

E,: 8x; + 4%, + 2x3— 2 +

+ a(xl- 3X2 —2X3 - 2) =0

P einsetzen ergibt -1 +a-0=0 ¢

es gibt keine Losung fiir a.

Keine Ebene enthilt P,

denn P liegt in F: x,— 3%, -2x3—2=0

.

—

a) mit der Triigergeradet: X =

—

3 Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels E; , auf

el

1
b) mit der Trigergeradet: X =1 8

¢) das alle Ebenen enthalt, die parallel sind zur Ebene x, +3x; + 21"3 =1992
d) das alle Ebenen enthilt, die parallel sind zur x,-Achse und zu [—32}
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a) Jede Ebene muB durch (1/2/1)und (2/2/0) (6 =1)
El,osolldurch(ll 0/0): 2%, —x, +2x3—2=0
E,, soll durch (0/0]0): x;,—x, +x3=0
Ey,: M2x, —Xp + 2X3—2) + WX — X5 + X3) = 0
b) Die Trigergerade t ist die x,-Achse. In ihr schneiden sich die x,x3-Ebene
X, = 0 und die x,x,-Ebene x3 = 0. Diese beiden Koordinatenebenen sollen
das Biischel aufspannen, E, ,: Ax; + px3=0
) E,,;: Mx; + 3% +2x3) + WX, + 3%, +2%3+ 1) =0
N 1 1
d) Eine Ebene der Schar: X =¢ (—32]4»': (g), also 3x, + 2x3=0
Ey . M3xp+ 2%3 ) + u(8x, + 2x3+ 1) =0
4. Von Ebenen, die in Parameterform vorliegen, findet man die Schnittgerade,

wenn auch miithsam, durch Gleichsetzen. Jemand will dieses Verfahren auf

die Koordinatengleichungen anwenden und setzt die beiden Gleichungen
gleich:

Gleichsetzen: x; —x; +2x3—4 = 2x, —x; + 4

a)
b)
c)

d)

E  x-x%+2x;-4=0
F: 2x, - x3+44=0

Was hat er wirklich bekommen ?
Stelle eine Gleichung der Schnittgerade von E und F auf.

Bestimme eine Gleichung des Ebenenbiischels, das von E und F
aufgespannt wird. Fiir welchen Parameterwert ergibt sich die Ebene
H: x, + X, - 3x3 + 8 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zu a) ?

Zeige durch Rechnung, daB die Schnittgerade von b) in jeder Ebene des
Biischels liegt. I

a)

b)

c)

Zusammengefaft ergibt sich x, + x, — 3% + 8 = 0. Was er kriegt, ist die
Gleichung einer Ebene.

iy

E: %-%+2%3-4+a(2x,—-x3+4)=0
(1+2a)x, — %, + (2-a)xg—4 + 4a = 0

H: -X;—X, + 3xg - 8=0
Koeffizientenvergleich: 1+ 2a=-1, a=-1
2-a=3, a=-1

-4+4a=-8 a=-1
also ist H die Scharebene E .
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d

S

— (0 1
t X = i +A [g J in E, eingesetzt muf} die Ebenengleichung erfiillen:

A-4-50+8+4A —4 +a(2L -4 -2\ + 4) = 0 + a-0, also Erfiillung!

a)

b)
c)
d

e)

D X, + 8%y +(2-a)xg=2a +4

Welche Scharebene geht durch den Ursprung,
welche durch (11111) ?

Welche Scharebene ist parallel zur x3-Achse ?
Welche Scharebene hat ein gleichseitiges Spurdreieck ?
Welche Scharebene steht senkrecht auf der x;xg-Ebene ?

— (1 2
Welche Scharebene ist parallel zur Gerade X = [(2) ] +1 [—11]

a)

b)
c)

d
e)

durchO: 2a+4=0, a=-2
durch(11111): 1+a+2-a=2a+4, a=-0,5

n3=2—a=0, a=2
X, X1 Xy

Achsenabschnittsform von E;: 5,7 + Baxt + Baxd =1
2-a

Das Spurdreieck ist gleichseitig, wenn die Achsenabschmtte gleich lang

2a+4
sind: 12a + 41 = 28: 4 ; + ~ |. Die Nenner miissen gleich sein:

lal = 12-al,alsoa=%+(2-a), a=1
Die Ebene ist parallel zur x,-Achse, also mu8 sein: n;=a=0.

Die Schnittpunktsuche muB scheitern. Einsetzen:

1+ 2 + a(—) + (2—a)2+p) =2a + 4

21(2 — a) = 4a — 1; weil sich fiir a =2 ein Widerspruch ergibt, ist die
Gerade parallel zu E,.

a)
b)
c)

d

e)

X, + (1-2a)x, + axg = 1 F,: X, +bx, + (1-2b)xg =1

Begriinde, daB keine Scharebene E, durch den Ursprung geht.
Bestimme die Trigergerade von E,. Welche Ebene fehlt in der Schar ?
Die Schnittgeraden s, von E, und F, bilden eine Schar mit dem Para
meter a. Bestimme eine Gleichung von s,. Was ist los bei a = 3

Fiir welche Werte von a und b ist die Schnittgerade von E, und F, pa
rallel zur x,-Achse ?

Kann die x,-Achse Schnittgerade von E, und F, sein ?
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a) (0]0]0) erfiillt nicht die Gleichung von E,.
— r1 -1
b) E; x;+x,-1+a(-2x,+x3)=0, tX=(8J+u[;J

nicht dabei ist F: —2x, + x4 = 0.
¢) Schnitt von E, und F,;:
E; x; +(1-2a)x, + axg =1
F,. x; +ax,+(1-2a)xg=1
(1-3a)x, + Ba-1)x3=0; X, = Xq, falls 1-3a #0. Wahl x3=p

— (1 a-1
8,: X = 8 +P-( % Eys=Fys
d) E, und F, miissen parallel zur x,-Achse sein
E;: np=1-2a=0, a=05 F,: np=b=0

e) Weil der erste Koeffizient von E, und F, gleich 1 ist, liegt weder eine
Scharebene von E, noch eine von F,, parallel zur x,-Achse.

7. E x + x =0
F: Xp +X3=0
G: 2X1—x2-—x3=4

a) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiindels H, , , auf, das von
E, F und G aufgespannt wird. Gib den Trégerpunkt T an.

b) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels K, . auf,
das im Biindel H, ,, steckt und den Ursprung enthalt.

c) Bestimme eine Gleichung der Trigergerade t des Biischels H, o, -
d) Bestimme eine moglichst einfache Darstellung Logyvon H,,, .

e) Welche Scharebene von H, ,, ist parallel zur x;x,-Ebene ?
Welche Scharebenen sind parallel zur x;-Achse ?

a) Hy,,: M=, +X9) + WXg + Xg) + V(2% —Xp—Xg— 4) = 0
E, F und G schneiden sich in T(2| 2| 2).

b) v=0, K, o(x;+X,)+ 1%, +Xg) =0

) Hyy: Ax; +X)+ V(2% —X,— X3—4)=0

— (0 1
H, 00 und Hy, schneiden sichint: X = [ 0 ]+ B (—3 1)
-4

d Lyg,:  olx—2)+ B+ 2) +Wxg—2) = 0

e) Hy,: A+2v)x;+A+p—V)xy +(u— V)Xg = 4v
parallel zur x,x,-Ebene: A +2v=0,A=—2v
A+p—-v=0,p=v-A=38v; H_2v,3v,vtxa=2
parallel zur x;-Achse: A=-2v; H,,,,: (L—3V)xy + (L —V)xg =4V
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I. Berechne die Betrige von
3 4 12 1 -14 56
| a) (4] b) [-12] o) (-15] ) (oJ o) (-2] f [.17]
| 12 -3 16 -7 -23 56
a) 13 b 13 ¢ 25 d 52 e 27 H 81
2 Zeige, daB fiir rationales a der Vektor [ ez : 1)} eine rationale Léinge hat.
a(a+1
2
[ail ] =a+(a+1P2+aXa+1P=a*+2a°+3a%+2a+1=(a%+a+1)7
a(a+1)
3 Berechne die Einheitsvektoren in Richtung
1 7 0,6 0 -1 (8
a) [2) b) (14} o) ( ) ) & (-2] o) [-1) ) -1)
2 14 1 0 -1 | 4
8 1 -1 7/6 (1 r~3a
o1-1] w(1)] (1] pofwe] Wi _1) D 2,48]
4 2,3 12 1/5 \7/4 3,22
10 1 7\0 (1y0 (1 (05\0 (1\0 1
a) [2|=352 b) (14|=]|2|=35|2| © 1}=(2 =§[2J
2 2 1 2 2 ! 2) 2
0\0 (0 10 (-1 (8Y0 8
d |-2|=|- —1] = & -1| =3g|-1
@G oG- ° G0
80 /810 8 110 (10\0 10
) (13(4)}: 4):%(_1] h) [1]=(m]-§1{10]
4 4 2,3 23 23
1 - =|- = 75| - 1 = =18
) =)= #) @ (i) (8] 505
~1\0 [—4°\0 _/—4 -3a\0 (-30\0 (-15\0 , (-16
k) 3-1]=[-4|=2[-4 24a | = 24]=[12)=§§(12)
[7/4] [74J |7 b3 =) (s 1
4 Berechne a
Sa a 11/56 a
a) [[-6all=14 b)|2a|=7 o [a]= d) (a]=3
2a a—1 2 a-1
o |(%22 2Vog @ |[ar1 )81 B 5. 13
= = a+ = -
(333 ] 15 D [:_3] [4a+10) a’+3

a) 49a’=14% a=12

¢) keine Losung, weil schon def kiirzest mogliche
Vektor (a=0) ldnger als 11/5 ist.
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b) 6a2—2a+1=49 d 3a2-2a+1=9 e) 6a’+12a +90=2%
6a’—2a—-48=0 3a2-2a-8=0 a’+4a-45=0
382—8,—24=0 a=2 oder a:-% (a+9Xa-5)=0
a=3 oder a=—3 a=-9 oder a=5

f) 6a®-6a+9=81 g) 18a2+82a-860=0 h) 2a‘*-3a®+135=0
6a2-2a-"72=0 9a% +41a-430=0 a®=9, a=13
a’-a-12=0 a=5 oder a=—%

(a—4¥a+3)=0
a=4 oder a=-3

— 2 -7 —_ 7 3
X =[4)+x(1), h: X =(16)+|J.[—4}
-1 3 5 5
Berechne die Entfernung der Punkte A auf g und B auf h,
die zu den Parameterwerten A =p =2 gehéren.

A(-1216|5) B(13|8]/15) AB =27

Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:

a) A6l/3]-4),B@Bl6l2),c2l9]8)

b) A(1l-6/-6),B2|2|-2),C0|-2]2)

¢) A@9[9]0),B(-6/3]9),C(0|-6|-6), Umkreisradius ?

r2 -6 4

a) u=AB + BC + CA =||3[+]|| 83 | +||-6]|=7+9+14=30
G 6 -12
r1 -2 1

b) u= AB + BC + CA = 8] + (—4) + (—4] =9+6+9=24
4 4 -8

+ +

-16 6 9
c) u=AB+BC+CA=(—6 -9 15‘:3-3 38:9\]55
L 9 -15 6
Dreieck ABC ist gleichseitig, Seitenlinge s = 3\J 38
Hohe h=3+3s =3V114 , Umkreisradius R = fh=4114

Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um den Ursprung liegen, und
berechne den Kugelradius r.

a) A(26|-712), B(25]10]-2), C2]14|28), D(-7|-14|-22)

b) A(12/4139), B(33|4|24), C(32]9|24), D(31|24|12), E(23 | 24| 24)

a) OA=27=0OB=0C=0D =r
b) OA=41=0B=0C=0D=0OE =r
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[8. Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(-20|-20|-4) liegen,
und berechne den Kugelradius r. A(12]|-12|-3), B(12]-13|0),
' C(@8|-310),D(81-413),E®5|0]4) und F(0| 0] 13).

- 32 - 32 R 28
A=‘ 8 |=33 B=~ 7‘:33 C=|17] =383
1 4 4
S 28 - 25 S 20
MD=}(15J‘=33 E=‘(m]’=33 F = [mJ =38=r
7 8 17

' 9. Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(30/ 20/ 10) liegen,
und berechne den Kugelradius r.

‘ A-18|11l6),B(-6|-136), C(-6|-12]1), D(-11|-4|-2),
E(-6]|-11]|-2), F(-10|-4|-5) und G(-6|-4]-13).

H

—_ 36 -
EM =l[31)’ =49 FM =
12

—

AM =

—_ 36 - 36 —_ 41
— 49 BM=|{:BJ|=49 CM=|(392].=49 DM=,[%JI=49
4

40 —_ 36
4 l=49 GM:I(%]|=49=r
15 23

10. Durch A(4|-5(3) und B(6|-312) geht die Gerade g.
Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben
b) die von B die Entfernung 9 haben.

2
Richtung von AB: T = ( 2 ) 1T1=8 Streckenabtragen:
-1

a) P=A i9?°=(~5}i3[2} p(10/1]0)  Py-2l-11]6)
3

s _a 2
b) Q=B i9?°=(—63)i3[21] Q,(12181-1) Qx0/-915)
2 -

11. Durch P(-2] 5] 1) und Q(-1| 13| -3) geht die Gerade h, F(0 £, | £5)
liegt auch auf h und ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 18.
Berechne die Schnittpunkte von Gerade und Kugel.

—_ -2 1 . -
hX = [5]+p.(8 ],fiiru:21iegtF(0|21|—7)aufh;R1chtung: ITI=9
-4

1

— 0 1
Streckenabtragen: S=F +18T°= (m)i 2[ 8 }; S,(21871-15), Sy(-21511)

-7
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12. Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4|1/7) und B(-8 |-711)
gleich weit entfernt sind.

P(p| 0| 0) auf x,-Achse; Bedingung: AP = BP, AP 2= BP?

p>—8p+16+1+49=p°+16p+64 +49+1=>p=-2 P(-2|0/0)

Q(01 q| 0) auf x,-Achse; Bedingung: AQ = BQ, AQ %= BQ?

16+q*-29+1+49=64+q*+14q+49+1=>q=-3 Q[ -3]0)

R(0| 0| r) auf x;-Achse; Bedingung: AR = BR, AR%= BR?

16+1+r—14r+49=64 +49 +r*-2r+1=>r=-4 RO |0]-4)

13. Berechne Mittelpunkt und Radius des Umkreises
vom Dreieck A(010]0),B(7|1]0), C@319]0).

Umkreismittelpunkt U(u, | u, | 0), Umkreisradius r
AU%=u?+ul=r I
BU2%=u2-14u; +49 + u2 - 2u, + 1 = 1 IT
CU2%=u,%2-6u, +9 +u,2— 18u, + 81 = 12 111

I-II Tu;+uy;=25

I-III u, +3u,=15 u, =3, u,=4, U@B|4|0), r=5

14. Berechne Mittelpunkt und Radius einer Kugel durch
A®13|13]14),B(-111/2), c(12] 16| 10) und DO | -2 6).

Keine eindeutige Losung: A, B, C und D liegen auf einem Kreis um
(61 718) mit Radiuis 11.

Mit A(2]/010), B(-1/114),C(1]1]0) und D(-3| 7| 6) klappts:
Kugelmittelpunkt M(x | y| z), Kugelradius r

AM?=x®+y? +22—4x+4=1 I
BM?=x’+y?+22+2x-2y -8z + 18 =1 II
CM?= 2+y+22-2x-2y+2=1 III

DM?= 2 +y?+22+6x—14y-12z+94=0> IV

I-II 3x-y-4z+47=0

I-III x-y-1=0

I-IV 5x-Ty—6z+45=0 x=8,y=17,z=6,M(@8|7|6), r=11

15. Berechne die Koordinaten eines Punkts S, der vom Ursprung

die Entfernung V50, von A(7| 1| 0) die Entfernung V38 und
von B(3|910) die Entfernung /62 hat.
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0S2=82+8.2+82=50 I

AS2=82-148, +49 +82— 28, + 1 +52=38 I

BS2=52-68,+9+8,2— 185, +81 +52=62 III

I-II 7s,+8,=31

I-T0 s,+3s,=13 8,=4,8=3, 822=50-16-9=25, ;=15
S,(41315),8,413|-5)

16.

Welche Punkte der Gerade g durch A(8|3(10) und B(5]12(-2)
haben vom Ursprung die Entfernung 11 ?

17.

— 8 1y 8+H
- ([ (£
10 4 10 +4p

X2=644 16y + p2 + 9 — 181 + 9p2 + 100 + 80y + 16u® = 26p® + 78 +173

Bedingung: X 2=121:  26p%+78u + 173 = 121
26p%+ 780 +52=0
p+3u+2=0
W+2Xp+1)=0 = p=-2, G,6/9/2)
p=-1, G,(7/6!/6)

—_ 1 0
P@|8|7) g X =(2J+u(2]
0 -1
a) P ist Mittelpunkt einer Kugel K mit Radius r = 3V14.
Berechne die Schnittpunkte von K und g.
b) Eine Kugel um P beriihrt g. Berechne Radius und Beriihrpunkt.

- (-1 0 -1
PX = (—6J+u{2]= (-6+2u]
-7 -1 i

——

PX2=1+36— 24y + 4% + 49 + 14p + p® = 5p” — 10p + 86

a) Bedingung: PX?%=9.14 =126
5u% — 10 + 86 = 126
5pu?—-10p—-40=0
p?-2n-8=0

—4)p+2)=0 = p=4 S.(-1]2[-11)
h-dXp+2) Ll=_2 sfz(—ll—lol-s)

b) Berihrpunkt p = 0,5.(4 +(-2)=1, Sy(-1]-41-8)
—_ —3\|2 1\(2
r*=P§, %= (—12] =32 H =942 r=3\42
-15 5
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18. Ein Wiirfel hat die Ecke (1] 1| 1), seine Kanten haben die Lénge 2 und sind
parallel zu den Koordinatenachsen. Ihm ist ein regelmiéBiges Ikosaeder so
einbeschrieben, da8 in der Mitte jeder Wiirfelfléche eine Ikosaederkante
parallel zu einer Wiirfelkante liegt.

Berechne die Koordinaten der 6-2 Ecken des Ikosaeders.

halbe Kantenléinge des
Ikosaeders: h
A1lolh),colnl1)

_ -1 \|2
AC?= [ h ] =2 4+2h?—2h
1-h
Bedingung: AB 2 = (2h)? = 4h?
2 + 2h? - 2h =4h?

h’+h-1=0

=h=3(5-1)=0,618
(Goldener Schnitt!)

Ecken Ay (1|0lh), Ax110]/-h), Ag-1l0lh), A,-1[0]-h),
Bi(h|1]0), By-h|1]0), Byh|-1/0), By-hl-1]0),
Ci0lhl1), Cy0l-h|1), C4 0|hl-1), C,0I|-hl1)

19. Bestimme die Winkelhalbierenden w, und w,von e und f und
zeichne diese vier Geraden in ein ebenes x,x,-Koordinatensystem.

—_— 3 4 — 3 3
a) e:X = [—1]+)~(3] f: X = [-1]+p{-4)
0 0 0 0

—_ 2 1 — 2 11
b e:X =(3]+x[2] £:X =(3)+n(2)
0 0 0 OJ

a) die Richtungsvektoren von e und f haben die Lénge 5

. 4 3
Richtungsvektoren von w; und w;: [3 ) + (— 4
o) (o)

—_ 3 7 — 3 1
w: X = (—1]+p(—1) wy: X = [—1J+0(7J
0 0 0 0
b) r,=+v5, rf=5\/—5—=5re

. — — 5 11
Richtungsvektoren von w, und w,: 57, + T; = |10 |t[-2
0 0

— 2 2 —_ 2 -1
w;: X =(3]+p(1] wy: X =|3 |+0| 2
0 0 0 0
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!20. Befﬁmmeldie Wi;lkelhalbierenden :vl und 1212 von e und f.
‘ e: X =(2J+X(3J f:f:[zJﬂt[uJ
3 6 3 8
Léngen der Richtungsvektoren von e und f: r,=17, ry=21=23r,
Richtungsvektoren von w, und wy: 3T, + T; = (g]:t (11‘15]

18 8
— 1 11 — 1 -5
w;: X = [2)+p(10] wy: X = [2]4-0[—1]
3 13 3 5

. A613]6), B(~4|-8|8) und der Ursprung
sind die Ecken eines Dreiecks. Bestimme

Gleichungen der Winkelhalbierenden des

Dreiecks OAB und den Inkreismittelpunkt I

Wo halbiere $AOB, r,, = 9, ro; = 12
ey 12y (R
Wo =471, +3T,;, = [12] + (—24) = (—12]

24 4
—_ 1
4

_— o . (-8 -30 -60 —
W, =8T,, +3T,; = (—15) + (—33} = (—48] w,: X = (2J+0(3J

-30 6
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10
wp halbiere <OBA, ry = 12, T,, = [11] rp, =15

5T+ 4T (40 )+ [u) = [ 54 X = (28 )eef 7
Wg =0 +40, =| 40 [+ |H4|=| &4 Wg: X =[-8 |+7T
oo () ()=o) T ()()
w, und w, schneiden sich im Inkreismittelpunkt I
6-56-p=0
3-40+p=0
6-20-4p=0 =>o0=1p=1, I1]|-1]4)

. Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.

a) M(10]?|?) auf u ist der Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 9.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u.

b) Eine Kugel mit Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und
schneidet u im Ursprung.
Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.

4
¢) Durch C(?|?|-3) auf u geht die Gerade f mit Richtung ( Z J

Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.

— 2
u: X = u(—lzj I T, 1= 38 (Liinge des Richtungsvektors)

a) 2u=10,u=5,M(10|-10|5) Streckenabtragen:

- — 1 2
S=M i-9ru°=(—é0]i3(—2] S,(161-1618) Sy4|-4]2)
1

b) zwei Kugeln sind méglich:

M =+2T,° M4|-412) My-4/4[-2)
T, =M, +27,° T,(8|-8]4)
T, = M, - 2T, ° T,(-818]|-4)

¢) C(-6/6]-3) I T, 1=3

. — — 6 4
Richtungsvektoren von w, und w,: 37, + 7 = |- 6]1- 7)
3 4

— -6 10 —_— -6 2
w;i: X =| 6 |+p|1 wy: X =| 6 [+0/[-13
-3 7 -3 -1
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1. Berechne den Winkel ¢ zwischen & und b

L[4y — (-2 L (1y — (-3 -1y = (1
a) a=[5) b=(9] b) a=[4] b=(_s] o a=(5] b=(2]
3 6 9 8 -10 3

d a=(55) b=(-7o] e) a=(17} b=(-23} ) a=|y3| b=|2V3
~88 56 -17 23 -4 1
a) COS(p=;?’_;o4.s+;.18=%‘J§;(p=45° b) cos(p:%’_:sz'()_ﬁ.:%;(p:Go.

—_ 1 - 9 _EN_ .
d Ta ” (—58], b " (—éO] cos @ = 3%50\’_% = _-;-\IE Q= 135

e al i Dl 11 cosp=1=t=t -3 ¢ =109,5°
1 ’ —1 P = \(5 ] \{3 =-3 ’
2 Welche Winkel schlieBen die Gerade g und die Koordinatenachsen ein ?
—_ 4 — /0
a) gX =u(—7J b) g X =u[—31]
-4

a) cos¥(@,6)=35; (@, e)=636
s X(,e)=3; X(a,e)=1Ll"
cos X(a,e)=—3; <«(a,e)=1164"

b) cos¥(@,s)=0; <X(&,8)=90
cos ¥(a,e)= _Fllo‘ X(a,6)=1084"

cos X(a,6) = —j1=o; (2, 6) =184

3 Zeige, daB die Ortsvektoren X, B und C einen Wiirfel aufspannen

a) A=(2| B=[{1]| C=|-2 b) A=|-5 B=(-2] C=[14J
2 -2 1 10 10 5
- a — a+l — rala+l)
¢ A=| a+1 | B=|-a(a+1) C=[ a )
a(a+1) a -a-1
Bedingung: | A |=|B|=|C|und A<B = AC = B°C =0

a) |A|=|B|=|C|=3 ® |A|=|B|=|C|=15

© |A|=|B|=[C|=a?+a+1
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4.

Fiir welche Werte von u ist ?J.i, alvc, LT

« (1Y = (=uy _, (2u . (utly = ruy | r2-3u
a) a=(u] b=(14) c=(—-4] b) a=(2—u) b=(u+2) c=[ u ]
2u -u 1 -1 u+4 2+2u

-u+ 14u—2u2=0,u(2u—13)=0;u=00deru=32§
: 2u—4u + 2u = 0; jeder Wert von u tuts
:2u’-u-56=0,2u’+u+56 =0,D <0 ; kein Wert von u tuts

a)

ol m| m|
o
I Tt}

o o) | ol

b) : u(u+l) — (u+2Xu-2) — (u+4) = 0 ; jeder Wert von u tuts
s —(u+1)(3u—2) + u(2-u) -2 —2u =0, u(du +1) = 0; u = 0 od. u=7

s —u(3u-2) + u? + 2u + (WH4N2u+2) = 0; u=—7

ol | ®|
l_

-

Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 45° ?

) I () =G

-5.‘°T; —_
Bedingung: cos ¢ = —¢ =32, 2(@eb )? = a%?

a) 2(3ob)?=8u®+24u +18 a%b? = 9u? + 18
Bedingung: u(u —24) = 0 u=0oderu=24
b) 2(Bob )?=98u?+28u + 2 a%b? = 100u? + 50
Bedingung: u® - 14 u + 24 = 0, (u-12)(u-2) = 0 u = 12 oder u = 2
c) 2(@eb)?=8u*-40u®+50 a%b? = 4u* + 25u? + 34
Bedingung: 4u® - 65u? + 16 = 0, D = 632 [u=t31] u=t4

[Fiir u=10,5 ist der Winkel 135°.]

d) 2(@°b )?=8u*+440u®+ 6050 a?b?=4u*+ 405u® + 9425
Bedingung: 4u* + 35u® - 3375 = 0, D = 2352 u=t5

. (ly — 1 0 )
a=[§),g: X =((1)J+p.(é]. K sei ein gerader Kreiskegel mit dem Off-

nungswinkel 90°, seine Spitze liegt im Ursprung, seine Achse verlauft in
Richtung a . In welchen Punkten schneiden sich g und K ?
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— 1 —
Der Schnittpunkt S liegt aufg: 8 = ( " ]und 0S und & bilden 45'.
1

Gesucht ist m fiir den Fall, daf3 ( Jund [ ]45° bilden. Diese Aufgabe ist die
1

1

geometrische Einkleidung von 5. a)
Lésung: 1t = 0 oder p = 24 So1l0]1) Sp(1124]1)

. Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 60° ?

SE SBE B
f( +[3)E) )
Lésungsschema wie in 5. : cosup-?ob =3 4(Fob )2 =a%?

a) 4(3eb)? = 900u? a’b? = 2u? + 302u? + 596
Bedg.: u* - 299u® + 298 = 0, (u® - 1)Yu®—298) = O; u =+ 1 oder u =+ V298

b) 4(3b )? = (du — 27 a%b? = (u? + 2)?
Bedingung [u? + 2| = [4u - 2|, u® + 2 =+ (4u-2)
" u —4u+4=0,(u-27%= u=2
" ut+4u=0,u(u+4)=0 u=0o0deru=-4
¢) 4(Bob)?=36u+16 ab? = 98(u? + 73) )
709
Bedingung: 113u? + 144u — 3545 =0 u=5 [u=-13
[Fiir u =-709/113 ist der Winekl 120°.]
d) 4(—3‘°T;)2 =4(u + 25)2 a2b2 = 254(112 + 50)
Bedingung: u?—4u +4 =0, (u—-27=0; u=2
e 4(@ob)? = 4(13u) a%b? = (10u + 16)u? + 25)
Bedingung: u‘ — 41u? + 40 = 0, (u? - 1Xu*-40) = O;u=+ 1 oderu==* 2\ 1
H 4(@b )2 = 4(11u + 5) aZb? = 98(5u’ + 4u + 2)
Bedingung: u? —8u + 16 =0, (u—4’=0 u=4

e (]

Bestimme T so,daB & auf @ und b senkrecht steht.
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Wea =0 4x+2y+9z =0
- . 9
Web =0 3x+y =0 u =p[—§7)
9. a-=

() =) ()

Bestimme r, sund t so, daB a, un ¢ paarweise orthogonal sind.

2ob =0 —-r+6=0 [ J ( J
aoc =0 2+23+4t=0 13
Tob =0: -2r+s+t=0

10. Berechne die Winkel des Dreiecks ABC
a) AG6|3]-4) B@B|6]2) c2l9!8)
b) A(l|-6/-6) B2|2]|-2) col-2|2)
c) A9l9lo) B-613/9) c(l-6l-6)
— /2 -4y (-2 a .
a) AB={3) =[6]||[3) CoS 0L = g9 o = 33,2
6 12 6
DA 2\ — -6 2 -1 o
BA=(-3) BC=(3 J"[l] cos B = 2L B =1216
-6 6 2
zur Kontrolle:
2
CA|I[ ) CBII(I] cos Y= g y=25,2°
6 2
—_ 1 s -1 . .
b) AB=(8) AC=(4J cos o= =389
4 8
-1y — -2 1 1 o
BA = ( ] BC=[ 4)"[-2) cos =} B=1705
-4 4 2
zur Kontrolle:
CAII[-;] CB ||[22] cosy= } y=B =705

c) ABC ist gleichseitig, also o= f = y= 60".

11

. Berechne den Winkel zwischen

a) einer Raumdiagonale und Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.
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»Einfacher Wiirfel«: Wiirfelzentrum O, Ecken A(1|1|1) und B(1]1]|-1)
a) o=<X(0A, x,-Achse); cos o= \(LE o=>54,7

b) [OA] und [OB] sind halbe Raumdiagonalen; cosf=3 B="70,5"

12. A4l118) Bw4l-2l6) caliley DGl2I7
a) Zeige, daB ABCD ein regelmifiges Tetraeder ist.
b) Berechne den Schwerpunkt S.

¢) Berechne a= {(S_A\,S_B‘) = <):(S_A‘,§C\)
a) AB=[-3J AC=[0J AD=[1] BC=[3J BD:H cn:H
3 3 4 0 1 1

die Kantenvektoren haben die Lénge 3v2
also ist ABCD ein regelmiifliges Tetraeder.

Ll

b S=2A+B+C+D)= [2) S3,510,55,5)
22

e

—_ 2 1 N 2 1 .
¢ SA=§[2]II[1) SB=%(-10]I|(-5] coso=—3 o=1095
~ 2

10 1

— 72 3 - 3 2 “
B.gX =(0]+l(—4j,h: X ={_\@ +p.(—2] cosc=71 O
-1 0 5 1
Berechne den Winkel zwischen g und h.
—_ 1 1
4. g X =[-3)+x(1J AGI110)
6 -2
Verbindet man den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durch .die Gerade h.
Berechne den Winkel zwischen g und h und gib eine Gleichung von h an.

1}

[\

-
o

. 2y —= (5 1 ]
G2(3|—1|2), G2A={2J;h:X =[3]+k[11] coso:ﬁ; c=19,5

15.g’x =(0J+}.(l] h X =(—3)+}1(0J
1 0 5 2

Zeige, daB g und h windschief sind, und berechne 4 (g,h).
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—_ 4 _ . —_ .
GH, = (— 3) ; 8 h windschief, wenn GyH,, T, undT, nicht komplanar
7
4 —
det( GoHo , Ty, Tp ) = ' —43 -8' g | =- (7‘3')(2 # 0, also nicht komplanar

._i_.. _ ° /‘8
cso= = c="1T1,6

— 1 1 — 1 1
16. g X =(1]+x[2) kX =(1]+u[-5J
1 3 1 10

a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.

b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w, und w, von g und h auf
und zeige, daf der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90° ist.

¢) Berechne 4(w,, g), <(w;, h), <(w,, g) und L(w,, h).

a) cosc:%; c=60°

b |7, =14, |70 | =3V14; W, =Ty, 3T, = [—5):(6}
10 9

. (-4 . (2 — 1 4 — 1 2
w, = [-1), W_ = (n]; w: X =(1J+0‘[1),W22 X =(1)+p[11J
-19 -1 1 19 1 -1
-W;o-ﬁ = 0, alSO {(WI , W2) = 90.
©) cos¥(w,,@)=3V3  L(w,,g)=30"
cos L(w, ,h)= 33 L(w, ,h) = 30°

cos X(wy, g) = *(w;, g) = 60°
cos X(wy , h) = L(wy , h) = 60°

6y — 1
17. a={1] b:(-l)
-1 1
a) Bestimme a,, die Projektion von b in Richtung a.

b) Bestimme B:, die Projektion von a in Richtung D.
¢) Welche Besonderheit haben & und b, wenngilt b, = b ?

<|

DO = DO

_. aocb
d) Zeige allgemein: &, = aa2 -a
a=33 b=+3 cp=§(_a",T;) cos @ = 3

R . 5 — -, (1
a) a, =bcosq>a°=§(1} b) b,:acos<pb°=(—1]

¢) 3 und b spannen ein rechtwinkliges Dreieck auf,
b und b -a sind die Kathetenvektoren.
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d) ergibt sich ganz zwanglos, wenn man in &, =bcos¢ a°

aeb

das Produkt b cos ¢ ersetzt durch

(zur Erinnerung: 3o b = abcos ¢) und a° durch 13"

18, Deute geometrisch
a) AB-oAC =0 b) AB°AC = AB.AC
¢) ABoAC =-AB.-AC d | AB-AC| 2 AB.AC

a) AB und "AC sind zueinander senkrecht,
ABC ist ein bei A rechtwinkliges Dreieck.
b) AB und AC sind gleichsinnig paralle],
A,B und C hegen auf einer Gerade /A’ nicht zwischen A und B.
¢) AB und AC sind gegensinnig paralle],
A B und C hegen auf einer Gerade, X' zwischen A und B.
d AB und AC sind linear unabhiingig,
A,B und C liegen nicht auf einer Gerade.

——

|19. Welche Winkel bilden der Vektor 2 und
die Richtungen der Koordinatenachsen ?

. (1 V2 (0
a) a=[1] b) E‘:[o] c) a=[1]
V2 V2 0

—90 (1/2 1 o, _l.\jE = 45°
a) a's \}[2 COS 0, = €08 O =3 , 0y = O = 607 cos 03 =3 O3 =
2/2
\
(Vai2 .
b) a’=| o J cosa1=cosa@=% 2,0,=03=45"cos0,=0 05=90
\‘IE/Z
0 . .
¢ a’= (1J cosal=cosag=0,al=a3=90;cosa2=1 o, =0
0
\

2. Bestimme die fehlenden Richtungswinkel eines Einheitsvektors,
von dem bekannt ist:

8) @=60 b) =90 © ou=? d o=0p=0
o, = 120° ap=? =7 wie groB ist o, ?
g =? ag = 30° ag = 180°

(cos 0y)? + (cos 0p)? + (cos 0g)? = 1 dem jeweiligen Bedarf anpassen
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a) (cosog)?=1—(cosa)?+(cosa)’=1-3-%=3; cosag=232;
o3 = 45° oder o3 = 135°

b) (cos ay)?=1—(cos o)+ (cos 0 =1-0-5=3; cosay=+3;
o, = 60° oder og = 120°

c) (cosay)?+(cosoy)®=1-(cos0y)’=1-1=0; cosa, =cosay=0
o, =0y =90°

d) (cos ay)? + (cos o) + (cos 0p)2 = 1; (cos 0y)® =3, cos oy =+33
o, = 54,7 oder o, = 125,3°

21. Will man die Richtung eines Vektors mit den Richtungswinkeln festlegen,
so sind diese nicht beliebig wéhlbar.

a) Fiir welchen Wert von ¢, liegen o, und o schon fest ?

b) Welche Beziehung besteht zwischen o; und a5,
wenn durch sie oy eindeutig bestimmt ist ? Wie gro8 ist o3 dann ?

¢) Welche Beziehung miissen o, und o, erfiillen, damit fiir o3 mehr als ein
Wert existiert ? Wie liegen dann die zugehorigen Einheitsvektorren ?

a) Die Wahl o, = 180 erzwingt o, = a3 = 90°, vergleiche 21. c¢).
b) Die Wahl (cos o) + (cos a,)? = 1 erzwingt o3 = 90°.

c) Die Wahl o, + ay > 90° erlaubt zwei zur x,x,-Ebene symmetrische
Einheitsvektoren.

In den folgenden Aufgaben bedeuten A und ¢ sphirische Koordinaten.

cos A cos @
22. Zeige, daB der Vektor 2= (sin Acos @ ) die Linge 1 hat.

sin @

(cos A cos @) + (sin A cos ¢)? + (sin ¢)? =
= (cos @) [(cos )% + (sin A)?] + (sin @)? = (cos @)? [1] + (sin ¢)* = 1

23. Bestimme einen zu A und ¢ gehorigen Richtungsvektor
a) A=90°,¢=60 b) A=120°, =45
c) A=-115",¢9=48,1° d ¢=-90°

0 -1
a) [1] b) [\@] o) [_fﬁg‘i) d) (3)
V3 2 7443 1
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24. Wie muBl man A und ¢ wihlen, damit die drei Richtungswinkel ¢, , 0, und o4
gleich groB sind ? (A | ¢) ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fiirs
| Normalbild in Isometrie (gleiches Ma8 auf allen Achsen).

Vergleiche 21. d)
cosAcosp=sinAcosp = tani=1 A =45°
sin A cos ¢ = sin ¢ = tan@=sinA ¢ = 35,26°

— 8
2. Der Vektor p = | 4 | erscheint in einem geeigneten Koordinatensystem als
5

Punkt. In welcher Richtung (A | ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?

p=V105 sin(p=\,—15—°—5,(p=29,2' sinhcosg _2_, tond=3 A=266

cos A cos @

%. Bei der Dimetrie (gleiches MaB auf x,- und xz-Achse) ist der Projektions-
N7
1

vektor P = [ ] In welcher Richtung (Al ¢) schaut man aufs KOSY ?

1

. 1 o inAcosg _ 1 _ L — °
p=3 sinp=3, ¢=19,5 ::)Ttoﬁ—ﬁ:) tanl-ﬁ A=20,7
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1. Begriinde: Die Axiome @@ gelten fiir kein Skalarprodukt
aufler in Vektorrdumen der Dimension 1.
gilt nicht, weil schon (a * b) # ¢ ein sinnloser Ausdruck ist.
gilt nicht, weil schon g * b eine Zahl ist, also weder gleich g noch b ist.
[T gilt nicht, weil [N] nicht gilt.

2. Welche der folgenden Terme beziehungsweise Gleichungen sind mathema-
tisch sinnlos, welche Umformungen sind giiltig ?
a, b und ¢ seien Vektoren, o, B und y seien Zahlen,
‘auBerdem sei g * b ein Skalarprodukt, o a eine S-Multiplikation und

o-B eine Zahlenmultiplikation.
a) (@+b)+b = a+b? b) (@a+b-b =a-b?
¢) asb=v,= a=f d a@+b=p= a=;—&
e) (@arbc+ab+od=asc+bsc)=2ahx*g

a*b _ a _ a_ _
h == g a*h_h h) ash !

a) (a+b)»b ist sinnlos und damit die Gleichung.

b) Beide Terme sind sinnvoll, aber die Umformung ist im allgemeinen
ungiiltig, denn (a +b) - b ist ein Viefaches von b, wihrend a - b? ein Viel-
faches von g ist. Die Umformung ist nur dann richtig, wenn g und b
linear abhingig sind.

¢) Die linke Gleichung sinnvoll, die Folgerung daraus sinnlos,
weil man durch einen Vektor nicht dividieren kann.

d) Gleichung und Folgerung sind sinnvoll. Qa2ls Q2 # O

e) Der linke (Summen)Term ist sinnvoll; die Umformung zum mittleren
(sinnvollen) Term ist falsch. Die Umformung vom mittleren zum rech-
ten (sinnvollen) Term ist richtig.

f) Ein Bruch mit einen Vektor als Nenner ist sinnlos.

g) Der Bruch ist sinnvoll, aber Kiirzen ist unmoglich.

Die Gleichung ist zwar sinnvoll, aber im allgemeinen falsch.

h) Der Bruch ist sinnvoll, aber die Gleichung sinnlos.

[8. Beweise: 0+¢=0 B Esgilt II] (@ +b)+c = asc+ bxe
Osc=(a-akc=asc—asxc=0

4. Untersuche, ob mit folgender Definition ein Skalarprodukt im IR? festliegt:
a) as*b= albl - 38.1b2 - 38.2b1 - 82b2
b) a+b=3ab, —4a;b, — 4a;b, + 8ab, — a,bs — agh, + 4agbg
¢) a*b=a’+a’+as® +b®+ by +by?
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a)

b)

c)

[IV] nachpriifen: a«a = a,% - 3a,a, — 32,3, — 8, = a,® — 68,8, — 8,

a » a kann negativ sein, zum Beispiel a,= 0 und a,#0.

Kein Skalarprodukt liegt vor.

[_I_VJ nachpriifen: a«ga = 3a,% - 4a,a, — 43,3, + 8a,” — a,a3 — a4a, + 4a,°
= 3&12 - 83.182 + 8322 - 23.133 + 4332

(zurechtkneten:) = 2a,? - 8a,a, + 8a,” + a,” — 2,85 + a5° + 3a,°
= 2(a, — 2a,)° + (a; — ag)’+ 3a,’

der Ausdruck kann nicht negativ sein,

er ist gleich null, wenn a, = 0 ist; dann ist auch a, = ag = 0 und a2=%al=0,

alsoista+«a>0,wenna=0.

nachpriifen:

(u-a) * h = 3“.3.1})1 - 4].1a1b2 - 4}132b1 + 81.Lab2 - !J.albs - },lasbl + 4a3b3
= g+ (ub) = p(a + b); [T} ist erfiillt.

@ ist erfiillt, weil nur Produkte zweier Koordinaten addiert werden.

m ist auch erfiillt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

I__l\j ist erfiillt.

nachpriifen: (ua)+b = |J.28.12 + },J,zaz2 + u.2a32 + b12 + b22 + b32

W@ «b) = pa,? +pa? + pag® + pb,? + pby® + pbg®
fiir p # 1 gilt [TIT] nicht, es liegt kein Skalarprodukt vor.

Liegt iiberhaupt ein Skalarprodukt vor ? Bestimme gegebenenfalls
die Strukturkonstanten des Skalarprodukts im [R®:

a) ax* h = 2alb1 + 'Jg (a1b2 + azbl) + 53.2b2

b) as«b=2a;b, —3(a;b, + ash,) + 5ash,

c) a* h = 4alb1 + 5(alb2 -— azbl) + 3azb2

a) @I a+a=2a2+2V5a,a,+ 58, =a," + (g +252,)? > 0 fiira #0
und [T] sind auch erfiillt, also liegt ein Skalarprodukt vor.
€ *€, =2, ,+€, =5, g1*§2=\l§
alle andern Skalarprodukte der Basisvektoren haben den Wert null.

9
b) . aea=2a2—6a,a,+ 58,0 = 2a - 3,3, + 18,7 58,° — 38"

ara=2(a’- ga2)2+ sa,2>0fiira#0
@ und @ sind auch erfiillt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

)% =2, 22*§3=5, g1¢§2=—3
alle andern Skalarprodukte der Basisvektoren haben den Wert null.
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¢) [IV]: a+a=2a2+3a,2>0fira=0
isterfiillt; e,+€,=4, 3+€,=3, &1+ =5, ga+&, =-5,
[T ist nicht erfiillt, also liegt kein Skalarprodukt vor.

Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a) e’=o;unda;>0, @ +g=0fiiri=]
b) e’=1,e +g=0und lal<l, g+eg=g;+€, =0
c) eg’=1, g2=2,¢72=3, g+g=1firi#j
d g’=1, ¢ *e=2 €2+€3=83+€ =0

a) a=*b=0a,b; + 0,8,b, + ...
@ D a*a=0,8,2+008,° + ... >0 fiir g #0, ein Skalarprodukt liegt vor.

b) a* h = albl + azbz + asbs + aalbz
[IV]: a+a=a+a.?+as +0aa, + aaza,
2
= a,% + 20,8, + a8, + 8, — 08,2 + a5 = (8,2 + aa,)® + a,2(1 — 0?) + a;

a*a>0fiira+0,falls o® < 1, also liegt ein Skalarprodukt fiir | ol < 1 vor.

¢) axb=ab, +2a5b, + 3ab; + a,b, + ab, + asbg + agb, + a;bg + agh,
[IV]: a+a=a,2+2a,% + 3a® + 2a,a, + 2a,a, + 2853,
= 8,2 + a2 + a5% + 28,8, + 28,83 + 2858, + 85> + 2a5°
=(a; + a5+ a3)* + a2 + 28, > 0 fiirg 2 0
d) as+b=ab, +ab, +aghs + 2a;b, + 2a,b,
caxa=a’+a’ +a+4a8,= (a; +2,)° +ay’ +2a,8,>07?
Gegenbeispiel suchen: a, = —a, # 0, a; = 0 liefert a*xa < 0,
also liegt kein Skalarprodukt vor.

Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term
—X1¥1 + Xg¥2 — Xg¥3 + ... + (-1)"x,y,
die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ?

€ * & = -1 < 0, Widerspruch zu [IV] , also liegt kein Skalarprodukt vor.

In einem Vektorraum mit der Basis (e, , e, , g,) sei ein Skalarprodukt
bestimmt durch die Strukturkonstanten

e'=1, e’=2 e’=3, g +g=1, gres=gs+e;=0
a) Gib die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts an.
b) Zeige: %> 0 fiirg > 0.

4 1
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren g = (— 3] , b =[ 25}
2 —

d) Berechne die »Léngen«von gund b.
e) Berechne den »Winkel«von aund b.
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a) a*b= a1b1 + 2&21)2 + 383b3 + a1b2 + agb]_
b) as*a=a,’+2a,%+3a,2 +2a,8; = (a, + ap)’ + 8,2 +3a,2>0fiira=0

4 1
[—23}:( 25) =4 4+ 2.(-3)2 +32(-5)+42+(-3)1=-33

d lal*¥=4-32+(-3)? +3(2°=22 lal* =+/22
Ibi*2=(1+2)?%+2% +3(-52=88 lal* =222
-33

e) cos¢*=|m =% o* =414

S

c

Berechne im IR® einen Vektor p der »Lénge« 5, fiir den gilt
a+n=Dhb+*n = 0; verwende das Skalarprodukt von 6. ¢).

(n ist »Lotvektor« von g und b.)

SUMS

llo.

6.c) axb= a1b1 + 2&2b2 + 333b3 + albz + agbl + 82b3 + 33b2 + albs + a3b1

1
[OJ*n=nl+0-3n3+2(n2+0—n1)=—n1+2n2—3n3
-1

3
[— 4} * 0 = 3n; — 8n, + 120, + 2(3n, — 4ng + 4n;) = 11n; — 2n, + 404
4

I —n1+2n2'-3n3=0

-2
II 11n,-2n,+4ng=0 zum Beispiel n = {;J

Zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fiir das
a) Standard-Skalarprodukt b) Skalarprodukt von 6. c).

a) (3ea)beb)-(aeb)=
= a,%b,2 + 8,%b,2 + a,2b;7 + 8,20, + 8,7by” + 8,7bg” + a,2b,2 + ag7h,” + ag?by” —
—a,%b,2 — a,%b,? — ag?b;? — 2a,a,b;b; — 28,33b5bg — 2a,85b;bs =
= (a,by — a5b,)? + (abs — aghy)® + (ash; - abg)? 20 qed
b) Zu zeigen wire (a+aXb+*b) —(a+b)?20; dazu miifte man den Term
(a2 + 22,2 + 3a,2 + 28,3, + 22,85 + 28,8,)(b,” + 2b,” + 3bs2 + 2b,b, + 2b; b + 2bybs)
— (a;b, + 2a,b, + 8aghg + a;b, + a;bg + 8sb; + asbs +agh; + agh,)?
80 umformen, daB er als Summe von Quadraten zeigt, daB er nicht
negativ ist. Aus naheliegenden Griinden verzichten wir darauf und

raten von dieser Aufgabe ab.
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ol
.

Bestimme drei Normalvektoren von @ , von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

2 1 (0
a) 3‘:(3] b) ?:(o} °) a:(o]
4 -1 7

CEEE 2B 2 @6

Bestimme einen Normalvektor von a und F mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

. (6) —~ (3 . (ly —~ (-3 . (1B —~ (B
a) a:[—l],b:[l] b) a=(—2],b=(6] c) a=(0),b=[0)
3 6 -2 T -7 9

YU Y

Zeige: Sind W und Vv linear unabhiingige Normalvektoren von a , dann
ist auch jede Linearkombination von 1 und ¥ ein Normalvektor
von a.

703\=0}=>(7Lu+p.V)°a =Auca +pvea =A0+p0=0

2
Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a = [—2]
1

mit ganzzahligen Koordinaten.

2 1
S{IJ t[Z) s=0 t20
-2 2

Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu 1 und Vv, und untersuche,

welche der Vektoren &, b, ¢ und d komplanar sind zu @ und V:

o) ) o) S ) o

—n —n — 1
Normalvektor von u und v: 1 = (IJ
1

@°n =den =0 = a,d sind komplanarzu @ und v

Tom #0, bom #0 :}’fﬁ sind nicht komplanar zu @ und v
2 -
C b

—
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x-(1 1 8l

6 gX =|1|+ul-4 P418(-8)

eX ()l

a) Berechne den FuBpunkt F des Lots von g durch P
und den Abstand von P und g.

b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.

— 20+p
allgemeiner Geradenpunkt von g: G, = ( 112-— 43u J
+3y

— s r1 16+ 1
a) PG, o|-4|=|-7T-4po|-4|=104 +26p= 0= p=—4,F(16/17/0),d =17
3 20 + 3u 3

— a1 20+ 1
b) OG,o[-4|=| 1-4p |o|-4|=52+26p=0=>p=-2,F18(96),d =21
3 12+3p) | 3

. Gib die Gleichung einer Ursprungsgerade u an,
dieg X = ( ] p.( J senkrecht schneidet.

2 3+u 2 —_ 1
OGuO(l] [5 4u] [ }:14+14p,=0=>],1=—1,F(1|4|—2), wX =X[4
3 1+3p 3 -2

— 3 0
8 gX ={i}+u(;] P(1l-1]1)
a) Berechne den FuBpunkt F des Lots von g durch P.
b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.

¢) Berechne den Abstand von P und g. '
d) P und P sind symmetrisch beziiglich g. Berechne P'.

— 70 2 0
a) PGu0[1]=[2+u] (2] 2+5u=0=>p=—2 F(310,610,2)

2 2u
/1 5 _
b) n=PF:X=[—1]+){4) ¢) d= PF =-\f4+25+;§ g\jg
1 -2
d P=F+PF=2F-P P5122]-0,6)

———

9. Berechne den Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von P auf g:
—_ -20 0
g X = (—10 J+ p.[—2] P(50155|51)
2% 5

—_ 1 111
b)gX = (11]+ p\[ 11 ) P(1000] 110 | 120)
111 1
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— s ¢70 =70 0
a) PG o(—z)—[-ss 2|.L] ( ]:29u=0=>u=0,F(—20|—10|25), d=99

5) (26+5p) |5
TS ¥ § | 999 + 111y 111 111 111
b) PG“o(n]=(_99+1lu}l(n):(_94.;1)(11){11}:0:”:9
1 -9+ 1 1 1

F(1000/110/120)=P, d=0

—_ 1 —a 3 5
.g.X:pm "”X={f]”~[51) P(1]2(3)

a) gan P gespiegelt ergibt g'. Gib eine Gleichung von g' an.
b) P an g gespiegelt ergibt P'. Berechne P'.
¢) h an g gespiegelt ergibt h'. Gib eine Gleichung von h' an

—_ 2 1
a) G,(0|0 0)an P spiegeln: G'(21416), g: X =(g)+o[1)

1
— 71 —1+p 1
b) PG, ( }:[—2”) ( J=O=>p.=2 F2l2]2)
1) (-3+u) |1

—_

P-F+PF=2F -P P'@3l2]1)

c) H,=P, also H)(1/2|3)=P
noch den Punkt H,(8| 7! 0) an g spiegeln:

1 -8+p 1
HIG"°[}]=[‘7*“J°[})=°=’“=5 F(5155)
M

H, _?+H1F -2F - H, H,'2|3110)

i % (]

— 2 2 N 5 1
.gX = [EIS +7L[—12] h X = (g]+p{—1] Berechne d(g,h).
V.

?

g und h sind parallel. d(h,g) = d(H,,g)
HG, AN MAN 12 4 (1;3
O|l—Z |=]| —2 + o|l—4 |= = =—3 =|2/3
ol (1) (2_“1“) [1] +MU=0=>p=-3 HoG_ys \2/3]
d(HO)g)=1
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12. A(29|-5]-4), B(-3|-27[12), M(16]11]-8), P(418]19), Q(11-19]31)
g ist die Gerade durch A und B.

a) Bestimme den Punkt N auf g, der P am nichsten liegt.

b) gist Tangente einer Kugel um M.
Berechne den Beriihrpunkt T und den Kugelradius r; .

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehn und deren Mittelpunkte auf g liegen.

d) Berechne Radius ry und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehn und g beriihren. Berechne den Beriihrpunkt T.

e) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch O gehn und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel;
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.
g) Q an g gespiegelt ergibt Q'. Berechne Q'.

N -3 16
y X = |27 |+ 1n
o X - (2)er{1)

2 (16 -7+ 16pu 16
a) PGu°(11J=(—35+lluJO[llJ=—441+441},l=0,u=1; N(13 | -16 | 4)
-8 -7-8u ) |-8

— . (16 -19 + 16p 16
b) MG, (11 J: [—38 + llp]o[ll ]:-882 +441p=0,p=2; T(29 |-5]-4)
-8 20-81 ) \-8
= MT =21
¢©) M.(29|-5[-4) r. =21
d) M(16]|11|-8) und T(29 | -5 -4) sind die Endpunkte des Kugeldurch-
messers, M,(22,5/31-6), ry= 2
e) M, ist die senkrechte Projektion von O in g:
OG, |1 |=|-27+ lll:l o| 11 |=-441+441p=0,p=1 M,(13 |-16 | 4)
-8 12-8u -8
r,= OM, =21 Schnittpunkte mit Streckenabtragen:

S-M 121(3]():[—16]1(11J S.291-51-4), 5.(-31-27112)
° -8 4 -8

08S_8S, ist rechtwinklig bei O und gleichschenklig: OS_ = OS,
f) Q,ist die senkrechte Projektion von Q in g:

. (16N (-4+16py (16
Q.G °[1 |= _sinﬁ 0 u]=441u=o,p=o Q(-31-27112)
128/ (-19-8u) |-8 . )
n=QQ,: X = [—1227J+v(1%]

9 Q-1Q+Q) Q=2Q-Q@  Q-7I-35]-D
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Q(11-19131)

Skizze

13. gist die Gerade durch A(8]13]3) und B(14[20-3),

h ist die Gerade durch C(10] 19| 12) und D(-8|-2|30)
a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.

¢) gan h gespiegelt ergibt u, und h an g gespiegelt ergibt v.
Bestimme Gleichungen von u und v.

d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und h beriihren ?
e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinst méglichen Kugeln,

die g und h beriihren ?
— 8 6 N 10 6
g: X =(13)+x[7] h: X =(19]+u(7) g und h sind parallel
3 -6 12 -6

a) d=d(gh)=d(Gy,h)
— s (6 + 6p 6 -
GOHuO[7):(&234-7,.1]0(7}:121}1:0,[1:0 d= GoH, =11

-6 9-6p) \-
b) M,=3(Go+Hy) My9]|16/7,5) m: X = (71%]+v(76]

c) G0=%(H0+Vo), Vo=2Go—Ho=[7) v: X :o(7}

—_— = . S ) . (12 6
Hy=3(Hy+Uy), U, =2H0-Go=(%} u: X =(%}+0[7]
21 21 -6
d) in der Symmetriebene S von g und h,
S enthélt m und steht senkrecht auf der Ebene, in der g und h liegen.
e) aufm
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14. g,;:

a)

b)
c)
d)

— 7 1
X = [1]+p{—02],a(-:2, M(-51515), V(6] 1816), W6112|0)
a

Beschreibe die Schar g, , welchen Abstand haben benachbarte Schar
geraden ?
Welche besondere Lage im KOSY hat die Mittelparallele von g; und g ; ?

Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ?
Welche Schargeraden beriihren die Kugel um M mit Radius 9 ?
Beziiglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ?

a)

b)

c)

d)

g. ist eine Schar von Parallelen zur x,x,-Ebene. Mit jeder Anderung von
a in Einser-Schritten verschiebt sich die Gerade in xg-Richtung; benach-
barte Schargeraden haben den Abstand 1; sie sind parallel zur x,x,-Ebe-
ne und liegen in einer Ebene, die auf der x,x;-Ebene senkrecht steht.

Die Mittelparallele von g; und g ; hat den Aufpunkt (7| 1| 0), sie liegt in
der x;x,-Ebene.

SO | T+pu 1
OGM°{—2):[1—2u}o(—2]=5+5u=0, p=-1 F.6!/3]a)
0 a 0

Bedingung d(0,g,) = OF, =7: F,2=49,45+a%=49 = a=+2

1 12+ 1
MG, (_2)= [-4 M 2u]o (_on _20+51=0, p=—<4  F319]a)

0 a-5

Bedingung d(M,g,) = MF, =9: MF,?=81
64+16+a2—10a+25=81, a®’~10a+24=0
(a—6a—-4)=0=>a=6o0dera=4

Die Schargerade muB durch den Mittelpunkt der Strecke [VvW], also

B e

a)

b)

c)

d)

mntersuche, ob g und h windschief sind, berechne gegebenenfalls den
Abstand d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsame;l Lotstrecke.
—_— (—4 —3 —_ 4
X = 1 |+A|-1 h X =(1]+u(3]
e X - (1)) e
gX =|-2[+A]1 h:X=(5)+p.(0]
3 0 8 1
—_— 7 4 — 1
gX =|8 +x(5] h: X =u(2]
L9 6 3
5 -2
wofof o]
X =0 [+A]-2 h X =|6|+H
& (3 1 0 2
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— 2 1 N -5 -3
oeX=(eolt)  »F-(3)md)
— 5 3 — 6 -2
il i ) B A EY

Die Geraden sind windschief, wenn sie nicht parallel sind und wenn sich bei
der Berechnung des Abstands windschiefer Geraden ein Wert > 0 ergibt.

a) G,213|-1) Hy4l1l0) d=3  windschief

b) Gy4/1]3) H0!5]3)  d=4v2 windschief

¢) G(-1|-2|-3)=H, d=0 Schnittpunkt(-1 |-2|-3)
d Gy0/2]|2) Hy(114]4) d=3  windschief

e) G_0/0/0) H.4|-4|17 d=9 windschief

f) Gy(14|-1l21)=H_, d=0 Schnittpunkt(14 |-1]21)

16.

X =[S hX = (1)epn(B
o = -10 M = lﬁ-l- 10

g ist die Achse eines Zylinders Z mit Radius 11.
Berechne die Schnittpunkte von Z und h.

—1-8u—6A
allgemeiner Verbindungsvektor GH, = (16 +10p + 10&]
T+u-3A

— . (6 -1-8u-61 6
GH, - (—;0}= 16 + 10p + 104 °(—10]= -145 - 1450 - 1450 =0, A =-1-¢

T+p-3A
-1-8u+6+6u 5-2u
G, H,=(16+10p-10-10u|=| 6
T+u+3+3u 10 + 4p

——

Bedingung: G, H,?=121

(5 —2u)* + 6% + (10 + 4p)% = 121

P43 +2=0=(U+1)u+2)=0=p=-1oderp=-2
Schnittpunkte: H_(716/6)  H_,15|-415)
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— 0 1 —_ T -3
17.g¢ X -_-[17)4-3{8} h: X =[9]+p(4]
5 4 16 4
a) Die Kugel hat ihren Mittelpunkt auf h und beriihrt g.

Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in Abhéngigkeit von p.
Fiir welchen Wert von p ist der Radius minimal ?

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.
¢) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und g als Tangenten hat.
a) M,(7-3pl9+4ul16 +4p)
1 T+A+3n 1
M,G; e [8)= 8+ 8\ —4p o(8]= 27 + 81 —45L =0, 9A=5u-3
-11+4A -4y
—_—— q( 63+5u-3+27p 1( 60+32u
M,G,=5| 72+40u-24-36p [=3g| 48+4u ]
-99 + 20p — 12— 364 -111-16p
60 + 32u \2 2
[ 48 +4p } = 1296p2 + 7776y + 18225 = 81(16p° + 96p + 225)
-111-16p
M,G, =r="16p%+96y + 225
Radikand R ist minimal, falls R'= 0, also fiirp =—3 Tin = 9
1 T+A+3u 1
b) M,G, o(B]: 8+8\—4u o(8]= 27 +81A—-451=0, 3+9A—-5up=0 (I)
4) 11+ ar-4u
_— (-3 T+A+3u -3
MHG1°(4]= 8 +8\h-4p °[4)=—33+451—41}1=0 IIm)
4 ~11+4A -4y
aus (I) und (IT) folgt u = - 3, A = -2, M = H4(2]-314), Go(-2|11-8)
r= MG_z =9
¢) Der Durchmesser dieser Kugel hat die Endpunkte H_4(2 |-3]4) und

G_,(-2| 1| -3). Kugelmittelpunkt ist (0| -1/ 0,5), der Radius ist 4,5.
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Beweise folgende Séitze mit dem Skalarprodukt

[1. In jeder Raute stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. |

Die Vektoren, die die Raute aufspannen, sind
gleich lang: | u I=17¥ | (Vor.). Das Skalar-
produkt der Diagonalvektoren ist deshalb
null: (W-V)W+V)=u2-72=0.

Also stehn die Diagonalvektoren
aufeinander senkrecht.

2. Thales-Satz: Wenn ein Dreieck OVU rechtwinklig bei O ist,
dann liegt O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] .

Wegen u v =0 (Vor.)ist N
Wev=(mM-T)(M+T)=0
also m 2-T2=0,alsom=r, q.ed

3. Umkehrung des Thales-Satzes:

Wenn O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] liegt,
dann ist das Dreieck OVU rechtwinklig bei O.

Wegen m = r (Vor.) ist m %= T 2,
also M 2-T2= (M -T)o(M+T)=TUoV =0,als0 LV qed.

4, Satz iiber die Hohen im Dreieck:
Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

Vor:hg o3 = hpeb =0 C

Beh.. he ¢ = 0,bzw heo(a+D)=0
Beweis
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. Satz iiber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Jede Winkelhalbierende teilt die Gegenseite
innen im Verhéltnis der anliegenden Seiten.

Vor: 13°%=1D°1=1¢ =1
und 2%b %=1
Beh: v:w=b:a
Beweis
vel'=k(a%b%-bb®
ve% (a%-b %=
=0-bb%(a’b?
= b(1-b % 8% = Z
wel =aa '~ k(2%D 9

—
we%(a’-b0%=

—aa%(a%Db%-0
=a(l-b% 8% =N
ZN=v:w=b:a qed

AuBerdem muB gelten: ¢ % (_a*°—T)‘°) #0, das heiit, T ° darf nicht senkrecht
sein zu (@ °— b %), also nicht parallel sein zu (@ %+ b %), weil ja (@ °- b % auf

(3‘0—?0) senkrecht steht; das aber bedeutet, da8 die Winkelhalbierende w,

die Seite [AB] schneiden mu8.

6. MITQUADRATEN
[OP] und [0Q] sind gleich lang
und stehn aufeinander senkrecht.

Vor. u'-u =0und
w'=u,V 'eV=0und v=v :
Das Dreieck OUV und das =
Dreieck mit den Seitenvektoren :
', V'und W sind kongruent,

aber um 90° verdreht. P

Beh.: ﬁ;l—O—Q; und OP = 0Q
Bew.: OP =—G '+ 0+ W =

— —

—_— —_,
=-u'+u+u'-v'=u-v

MITQUADRATEN
CP =CQ und CPLCQ
Quadrat
Quadrat
A B
<+ Quadrat -
%'Q
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0Q =V'+V+W =

' Beweisfigur

R QY \Y N S G 4
= uev+ucocul —Vov-—1u
_ —_

I—"l
=uUoeV -—1u-cev

(wegenu °u =0 undV = v =0 in Vor.) |
=zuvecosw—uvcosw=0
(wegen u'=u und v'=v in Vor.)

also ﬁ;_L_O—Q‘ qed
OP%=(W-7")= ~
—9 P .".‘

uZ+v2-20.v'=
=u? + v2 — 2uv c0s(90°+ ®)

0QZ=(v+u'=vi+u22veu'= q
=u? + v2 + 2uv cos(180°- 90°- w) =

=u? + v2 + 2uv c0s(90°— @) = u® + v2 — 2uv cos(90°+ )

also OP = 0Q q.ed.

7. QUADRATMITTEN
X, Y und Z seien der Mitten '
der Quadrate iiber den Sei- @)
ten eines bei O rechtwink- | /. 4
ligen Dreiecks UVO. X .
[XY] und [0Z] sind gleich u/
lang und stehn aufeinander
senkrecht. U 1 v-1 \"

.

et
--------

U

—S' —n '

Vor: u'>u=0undu'=y, v 1
—_, \ >
v'ev=0und v=v .y |

Das Dreieck OUV und w3u—-v |_s
das Dreieck mit den w

Seitenvektoren W', V' N\
und W sind kongruent, 9 |
aber um 90° verdreht.

Beh: XY L1 OZ und XY = OZ
2XY =-T + T+ V' + 7V,

——

1
OZ=U+W+3(-W+Vv-1)
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—

- -
v+u —-v
)

—_—
—
20Z =20 +2W - WH+V-U =0 +W+V =T+

2XY20Z =(W'+V+V-T)e(T+V+0' =7V
—, — —_, -,

—_y -, '
SUou+UoV+UeUl —UOV

—_—y — —_—, —_, s, —_,

+ Vel +VovV+vVvou —Vov
—_ —_ —_ —_
+ Vol + VeV + Vol — VoV

—n — —_— —_—

' —_ 3,
— UoUl —UoOV —UoU '+ UoV
=20V +20eV' =2uvcos 0 + 2uv cos 180° = 0
also XY 1 OZ,qed.
e—
XY ) =R+ V+ 7V -0)l=02+ V44 VI+ T2+
+2WeV +2UWTV —2U W +2V oV =2V o0 —2ToV
=02+ VS VI+U2420 TV -2V 0
- 2 -—_ - 9 39 39 39  —A
COZ)Y =(u+vVv+u'-vVV=u2+vHu+v2s+
+2UWeV +2Won —2WeV +2VoU '~ 2VoV —20 V'
=02+ VH U2+ V220V +2Vou"

also XY = OZ, q.ed.

‘rDer geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungsverhiltnis zu zwei
festen Punkten O und P gleich 1 (# £1) ist, ist ein Kreis. (Apollonios-Kreis)

IX 11 PX =1, Itl#1

X 2=1.'2(Y—T;)2

X %(1-12) + 2 PoX =P 2
— —_—h 4 —

X?+27°3 PoX +(1—f12—)2-P2=

% Injedem Spat sind die Quadrate iiber den vier Raumdiagonalen zusammen
genauso groB wie die Summe der Quadrate iiber den zwdlf Kanten.
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Quadratsumme der Raumdiagonalen:

(B+b+C)2+(B+b-T)2+
+(B-b+C)l+(—a+b+T)=

=482+ b2+ T2

Die 12 doppelten Produkte fallen weg.

10.

Die Héhen eines Tetraeders treffen sich genau dann in einem Punkt,
wenn je zwei Gegenkanten senkrecht stehn. (Eine Hohe ist das Lot
von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfléiche.)

Wenn je zwei Gegenkanten senk-
recht stehn, dann treffen sich die
Hohen in einem Punkt. Beweis:
CO'LAB,BO'LACund AO'LBC
auch AA'l BC, weil die Ebene AQQO'
senkrecht ist zur Ebene ABC, also
schneiden sich AA' und OO’ in H.
Dasselbe gilt bei Projektion in Rich-
tung jeder der vier Tetraederhéhen,

es gibt also nur einen Schnittpunkt H.

Wenn sich die Tetraederhshen in H
treffen, dann sind je zwei Gegenkan-
ten zueinander senkrecht. Beweis:

OH-.BC =0= H+(C-B)=0

AH o_ﬁ =0=AH-C
(H-A)+B =(H-A)-C
HoeB-AocB =HoC—AoC

wegen (*) folgt A.B=A-C
A-(B-C)=0= ALCB

der Grundrif zeigt Paare
senkrechter Kanten
OA 1LBC
OB LAC
OC LAB




X. 1. Normalvektor und Parallelogrammfléche

. Berechne
2 -1 1 4 7 10
a) (2Jx(2) b) [2 x[s] 0) (st(u]
-1 2 3 6 9 12
5 4 5 4 a a+3
d) (—15]X[12] e) (—15])((—12} f) (a+1]x[a+4}
25 -16 5 2 a+2 a+5
2 -1 -1 -1 0
8)3[—1] b)3[2] c)3(2] d 60(3} e)[o] )
2 -1 -1 2 0

Berechne mit dem Vektorprodukt einen Normalvektor der Ebene:

—_ 17 1 7 _— 1 -7
a) X = (—21)+X(2J+u[8) b) X = 0’[0]+1¢( 1]
13 3 9 1 -7
1\ (7 -6y . (1 1y (-7 -1y
a) [2|x|8|=[12 |, n=|-2 b) [0 |x 1]:[0]::1
BG)-()=6) @ Rk
- (2 — (1) . (3
a=|[-1 b=|2 c=|1
F =) =

a) Berechne (axb)x¢ und ax (b xT).

-2
3
1

-1 3
-1

1

b) Stelle (3 xb)x¢ alsLinearkombination von @ und b dar.
1

R

a) (axb)xe =5 (

—32 = 8—5‘ - 14_8.-‘

b) (EXDb)XT = 10[
1

J-(%)

-6

] ax(bx¢)= (—1
1
1 2
J=8( ]-14[_1]
3 1
IR —~ (4
[:Bestétigeﬁir a=[ 3 ], b={—§0
2

2= a’b?

] die Beziehung (@ b 2 +| @bl
(Bob)2+|axbl?= (—74)2+[$8] — 5476 + 16133 = 21 609

a2h? = 49. 441 = 21 609

Zeige: R
a) W,V linear abhiingig < UXV = 0. .
b) 3 linear unabhéngig < T,V , WXV linear unabhingig.

—

u,
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a) Wenn U,V linear abhéingig, dann WXV = 0:
— — —_— — — — —
U =PV, UXV =pvxv =0
— — -—

Wenn U XV =0,dann u, Vv linear abhiingig:
(W, V)=0"oder (U, V)=180": W, Vv sind parallel, also lin.abhg.

b) Wenn U, ¥ linear unabhiingig, dann W, v , U XV linear unabhiingig:

WXV ist senkrecht zu der Ebene, die von U und V aufgespannt wird,

ist also keine Linearkombination von W und V.

Wenn W, Vv, WXV linear unabhéingig, dann @, Vv linear unabhéngig:

Widerspruchbeweis: Wennu und v sind linear abhéngig wiiren,
dann wire XV =0; 0, Vv und WXV wiren
dann — entgegen der Voraussetzung — linear ab-
hiingig. Alsosind W und Vv linear unabhingig.

Algebra-Beweis: Wenn W, vV , U xV linear unabhiingig, dann ist
AUW+uV+vaxV =0 nurerfiilllt fiir A=p=v=0:
AU +PV+VUXV =0 | o(WXV)
A0+ 0+ U xVv)?=0 @v=0
< AU +pUV =0, das aber geht nur, wenn A = p = 0 ist,
weil @ und V ja linear unabhiingig sind.

6. Welche besondere Lage haben W und ¥, wenn gilt:
a) |oxv|=uv b |uxv| =TV
a) | WxV | =|uvsin¢l=uv, also ¢ = 90°, die Vektoren sind orthogonal
b) | ax¥v|=/0e¥],also |uvsin¢|= |uvecos ¢, also|sin ¢|= | cos ¢l
cos 9 =+3V2, T und ¥ bilden 45' oder 135
7. Berechne (V+W )X(V -W ) und deute das Ergebnis elementargeometrisch-l

(VAWIX(V-W)= VXV - TXW + WXV + WXW =2WXV
—_ _ . . . . . - v
v+w und v -w sind die Diagonalvektoren einer Raute, die von u und v

aufgespannt wird. Diese Diagonalvektoren spannen selber ein Rechteck auf,
dessen Fldcheninhalt doppelt so gro8 ist wie der der Raute.
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8

Wo li_egen Ei‘e Punkte X, fiir die gilt:
a) X xA=0 b) X-(AxB)=0
¢ 2AXxAl=IXI=|Aal=1 d Xx(AxB)=T

a) Wenn A nicht im Ursprung liegt, dann sind f und K parallel;
die Punkte X liegen auf der Gerade OA.

b) Wenn A und B nicht auf einer Ursprungsgerade liegen,
wenn also AxB # 0 ist, dann sind X und AxB orthogonal,
die Punkte X liegen in der Ebene OAB.

©) 2| X xAl=2|X |-|Alsing=211singl=1,
= sin @ = 10,5 = ¢ = 30° oder ¢ = 150°,
die Geraden OX und OA schneiden sich unter 30°, die Punkte X liegen
auf einem Kegel mit 60° Offnungswinkel im Abstand 1 vom Ursprung;

das sind zwei zum Ursprung symmetrische Kreise mit Radius 1/, um

—

Mmit M =xtcos GO'X = 1/2 \/'5-1-_\‘ senkrecht zu A.

d) Wenn A und B nicht auf einer Ursprungsgerzitie Eggen,

wennalso AxB # O ist, dannsind X und Ax B parallel,
die Punkte X liegen auf dem Lot der Ebene OAB, das durch O geht.

Zeige: Die Punkte X, die der Gleichung ¥xAX =0 geniigen (V#0),
bilden eine Gerade g.

1
Stelle eine Parametergleichung von g auf fir v = [ 02] und A2/ 3/-1).

v und AX= X — A sind paralle], also liegen die Punkte X auf der Gerade

— 2 1
durch A mit RichtungVv: X = ( 31] +A [ 02]

100

Berechne die Fliche des Parallelogramms ABCD
a) A(0|0]0),Blol-3),C(-4l6]-1)
b) A(1l0]-1),B1l-313),C5[3[2)

a) ABxAC =(o)x[6)=(13J F=| ABxAC |=23
-3 -1 6

— s 0 4 =21 N
b) ABxAC =(-3)x[3]=(16) F=| ABxAC |=29
4 3 -12
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11. Berechne die Fliche des Dreiecks ABC
a) A-2/2|-3),B©l0l0),C3I-2l0)
b) ABIl2]/1),B5B|-=211),C7]-2|-5)

-2 3 -6 = =
a) BAXBC = ( Jx(_2J=[_9) F=1| BAXBC |=55

3 0 -2
s s -4 -2 6 — =
b) CAxCB =(4)x[0]=4[3] F=1CAxCB |=14
6 6 2
— -25
12. g2 X =| 6 |+p a Pl1l1)

1
Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g, indem du den Fléchen-
inhalt eines geeigneten Dreiecks GHP (G und H liegen auf g) und die zuge-
horige Hohe h berechnest.

Das geht so dhnlich wie in der vorigen Au.fgabe

gX G+|.tu Punkt H (u=1): H=G+o

die Hohe h durch P senkrecht zu gist g1e1ch dem gesuchten Abstanii
Flicheninhalt: 1| GPxGH |=3hGH,| GPxu |=du d=%| GPx1|

26 -5 >
GPfo:(—s]x(s }:[m] =90 d= ———-\j441 21
-10 1 183
13. Zeige: Der Abstand d eines Punkts P und einer Gerade AB errechnet sich
t der Forml d | AP x AB |
mit der forme = E

— 18 12
Berechne damit den Abstand von Ursprungund g: X = (—2] + u( i )
32

Der Zeigefinger steht in der vorigen Aufgabe: was dort G ist, ist hier A; was
dortw = GH ist, ist hier die Richtung AB.
—18 12 104 4
AO X AB = ( ]x(s ]:(—312):26(12)=>d=26
32 4 -178 3

—_— — s — —_— —
14. Zeige: Der Abstand d der Paralleleng: X = G +AW undh: X = H +pu

errechnet sich mit der Formel d =2| GH x1 |.
Berechne mit dieser Formel den Abstand von

— 8 6 — /10 6
g X =[13]+l(7 ) und h: X =(19]+u[7 ]
3 -6 12 -6
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—_. /2y (6 (-99 —9
GHxu =(6]X[7 J:( 66 J:ll[ 6]=>d=11
9 -6 -22 -2

— /3 -3
15. Bestimme die Lésung von X x[l]:[ 5 J,fa]lsx1=1.

1 4
1 3 -8 - W -3 — 1
[VJX(1)=(5 }:(;w—l)z(5 ]=>w=2 v=-1 X =(—1J
w 1 4 1-3v 4 2
16. A512]6) B(710]9) col-21)

Bestimme die Linge der Héhe h, im Dreieck ABC.
FABC = %l -A_B\XEA I =%hcﬁ

. /2 .
AB x AC =(_5] h,= | AB xAC |:AB =833:V17="1
-18
' . 1
17. AG6|3]6) B(4|8(-8) g X =p.{—22J
Bestimme C auf g so, daB das Dreieck ABC den Flicheninhalt 54 hat.

Fopc = 1| AB x AC | =54, | AB x AC | =108, AB x AC 2= 108"
_— — s -2 u—6 5(2u — 6) + 14(-2p — 3) -18u-172
ABxAC =| 5 |x|-2u-3|=| -14(1-6) +2(2p-6) ]:(-1ou+ 72J
“14) | 2u-6 ) | -20-2u-3)-5u-6)) | —n+36
AB x AC %= 42547+ 1080y + 11 664 = 11 664 = 5(85)1 + 216) =0

32
1=0oderp=— 28 c0l0l0) Cy(-28| 42| 42

wenn kein Nullvektor darunter ist.
GraBmann: (TXV)XW = (Wed )V —(Wov)U
TX(T XW)=(ToW)V —(WoV)W
(Wen )V —(—v?o_\'r‘)Tf = (Qow)V —(uev)w

(Wov)T = (W V)W ged.

[meige: (UXV)XW = ux (Vv xW) e und W sind kollinear,

19.A0T0]0), B6191—6), C61316), D-4[-818)
a) Zeige: Das Viereck ABCD ist eben.

b) Zeige: Das Viereck ABCD ist nicht iiberschlagen,
das heiBt, keine Seite kreuzt eine andre.

|__¢) Berechne den Flicheninhalt des Vierecks ABCD.
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a) Das Viereck ist eben, wenn die Vektoren _AT?:X BE und BC‘ X C]j
_ s 6 0 2
parallel sind: AB x BC = [9 ]x[—6)=36 [_2]
-6 12 -1
BCXCD = [_ e)x (_uJ: 60 [_2] =5AB xBC, also Parallelitat
12 2 -1
b) Das Viereck ist nicht iiberschlagen, weil die Vektoren "AB x BC und
BCxCD gleichsinnig parallel sind.

¢) 2F,pc=| ABXBC | =363, 2F,c=|ADxXAC | =363
FABCD = FABC + FADC =36-3 = 108

20. Begriinde:

a) Ist P,P,P;P,P; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzpro-

dukte P;P;,, xP;,,P;,, aufeinander folgender Seitenvektoren gleich-
sinnig parallel. Stimmt dieser Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?

b) Iliege im Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P3P,P; &
fiir alle Ecken P; mit P, = P gilt:

PP;,, x Pl ;1 ist bis auf einen positiven Faktor gleich P1P2 x PyPg .
W1e merkt man, daB ein Punkt auf dem Fiinfeck liegt ? )

Konvexes
Vieleck

Konkaves
Vieleck )
Mindestens eine

Die Drehung eines Anderung des

cS;itenvektors in die sinng
Richtung des folgenden

Seitenvektors verlangt P PJH X Pj+1Pj+2
P5 immer denselben Drehsinn. P5 sind nicht
gleichsinnig

Alle P,P,,qx P..P..

sind gleichsmmg
parallel.

parallel.
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b) Positiver Durchlaufsinn: Die Vektoren PP, Pje1 X P I sind gleichsinnig

parallel, denn um den Pij+l in PjI zu drehen, ist der Drehwinkel
positiv, es wird also immer linksrum gedreht. Bei einem konkaven Viel-
eck stimmt der Satz nicht: hier gibt es Im'ndester_n;e;inen Knick nach
innen, dort ist der Drehwinkel negativ, P;P;,, x P;I zeigt in die Gegen-
richtung oder ist gleich null. Liegt der Punkt auf dem Vieleck, dann ist
ein Vektorprodukt gleich null.

21. A4/310),B@©l0]1),C(-4/0/6),D(-8/6/4),E0]6]0)
a) Zeige: ABCDE ist ein ebenes konvexes Fiinfeck.
b) P(-8|316),Q-21313),R(-613]5),S0/0/4),T©|3]2),U-6134)
Welche Punkte liegen innerhalb oder auerhalb des Fiinfecks ABCDE ?
Welche liegen drauf ?

o () Hol) =Tl
we (L ()of) mm{ ()

alle Produktvektoren sind gleichsinnig parallel, also ist das Fiinfeck
eben und konvex.

» w3 B0

—_ —_ _ 3
CDxCP =( 64)x{ 4):2(4) Gegenrichtung: P liegt drauflen

3 —10\ -8 3
=6(4] BCxBQ_[ X 3]=-5{4J

5 ) | 2 6

Gegenrichtung: Q liegt drauflen

-10 3 -10\ r—12 3
0 |=-5]4 BCxBR [ x| 3 ]:—5(4}
5 6 5 )\ 4 6

=0 —(Tﬁundﬁ sind parallel, R liegt drauf

) ()

T?Eundﬁ sind parallel, S liegt drauf

w31l =0
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—_— ——a -4
CD x CT =[ 6 ]x
—2

ﬁxﬁ =[

EXAU =(
1

()

B-ofe) ()

T liegt drin

2 —10
_3) ( J:-e[ ] U liegt nicht in der Fiinfeckebene !
5

4

22. A1|-210),B(-3]-616),C(3|10/12),D(5/6!0)

a) Zeige: ABCD ist ein ebenes konvexes Viereck.
b) P0|2]9),Q-4|-18|-9),R(0l0]0),82]2]3)
Welche Punkte liegen innerhalb oder auBBerhalb des Vierecks ABCD ?
Welche liegen drauf ?
a) ABxBC =|-4|x[16(=-20|-3 BCxCD =|16|x|-4 =—28(—3]
6 ) (6 2 6) (-12 2
CD xDA = (_ a \x( )— _16 [ 3|, alle Produktvektoren sind gleich-
sinnig parallel, also ist das Viereck eben und konvex.
4 \ (—-1 —— 6 3
b) ABxAP = ( X =-10|- BCxBP =(16|x[8|=0
6 )\ 9 2 6 3

'BC und BP sind parallel, P liegt drauf !

— s a2 =4
ABx AQ =[-4 |x
\ 6 )
drauflen
AB x AR =| -4 |x
\61

—

—

-12

Gegenrichtung: Q liegt

(— 6
—16] 22 (_3]
-9 2

— s (-4 1
ABxAS:( 4)x(4}=—12 )
6 3 2
2

r-l
) =-6 [ ) R liegt nicht in der Viereckebene
2

kO
— s — s /6 5 6
BCxBS:[lSJx[s J:—IG[—3]
6 -3 2

CDxGS [_4}x(:’gj=_lo(_2a) mxﬁ=[:0§]x(:3i)=_4(_:s]

S liegt drin
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Berechne das Volumen V des von @,V und W aufgespannten Spats:

o <3Gl » ol

—_
Y

7

Berechne das Volumen V des Tetraeders ABCD
a) A(1l1|1),B@1l4/4),C4l1]4),D4l4|1)
b) A(-1]|-1|-1),Bl0]|-2),cC©0l-210),D(-2/0]/0)
c) A(lolo0),B@al2]|3),cul5/6),D(718]9)

. |033 5
a) AB AC AD = 303‘:54 V=% =9
330
b) ABACAD=|1-11|=-4 V=g=3
-111
———— A 147
¢c) AB AC AD =(258|=0=V

369

a) Begriinde: Ein Punkt P und eine Ebene ABC haben den Abstand
| det(AB , AC , AP )
~ | ABxAC|
b) Berechne mit dieser Formel den Abstand von P(—41 | 331 25) und der
Ebene durch A(-7 |4]-17), B(7|1/-13) und C(-3|7]-14).

| det(AB, AC, AP )

| AB xAC | 1
. Spatvolumen
bekannten Formel fiir die Hohe h eines Spats h = Seitenflache

Das Spat sitzt mit einer Seitenfléiche auf der Eb(_ene ABC.
P ist eine Spatecke, die in dieser Seitenfliche nicht vorkommt und von

dieser Seitenfléiche den Abstand h hat.

ist die vektorielle Fassung der alt

a) Die Formeld =

——. A 0 4—34' 682
=1-33 29 |=1
b) det( AB,AC,AP) s @

58

_— 4 =21 —_— 1682
ABXAC=(—03)X(3J=(%g],|ABXACI=29 d="o9
4 3
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4. Al1]5),B(5]115),c2l515),D013]5), Spitze S(4|1]-1)
Berechne das Volumen der Pyramide ABCDS
a) durch Zerlegen in zwei dreiseitige Pyramiden
b) mit der Formel V= 1 Gh

—— 41 3
a) Tetraeder ABCS: £ det( AB,AC,AS)= ; 04 06‘=—16
Tetraeder ABDS: 3 det( AD,AC,AS)= ¢ g 8 06|=6

Pyramide ABCDS: V=16 + 6 = 22

b) G = Fléiche(ABC) + Fliche(ADC) =8 + 8 =11; V = ; Gh= 3 -11.6 = 22

8. Zeige mithilfe der GraBmann-Identitét:
(PXQ)x(UXV) =udet(p,q,v)- vdet(p,q,0)
=qdet(p,u,v)- pdet(q,u,v)

GraBmann: & x(WXV) =(a.v)Q —(a.-1)V
(PxQ)x(WxV) = (PxY)e V)T -(PXQ) o)V
(A-AA — — e —

p q v)u — p qu)v
detPqVv)u —-det(pqu) v

GraBmann: (PxqQ)xa = (A.Pp)q —(2°qQ)P
PXxPx(A@xV) = (WxV)eP)q - (TxV)Q)P
TvP)e-(A V)P

puv)g-(quv
det(pUV)q —det(@uv)P

6. Jacobi-Identitiit Zeige mithilfe der GraBmann-Identitiit
(WXVIXW + (VXW)IXT + (WXR)XV =0

— —n — — —  — — | — —  —
(W W)V=(FVoW)U+(Vou) W= (WoR)V+(Wov)u—(WeV)W=10
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7. a) Zeige: Die windschiefen Geraden g:¥=6+ A% undh:X =H + WV
| UXV
b) Bestimme mit dieser Formel den Abstand von

— -3 4 —_ 8 4
gX = ( 9 J+k(—1]und h X = [4]+u[3].
0 8 4 4

g Der Abstand d(g,h) von g und h ist gleich
dem Abstand der parallelen Ebenen, die

U  vyon U und v aufgespannt sind und
durch die Aufpunkte G und H gehn. In
diesen Ebenen liegen zwei Seitenflichen
eines Spats, dasvon @,V und GH auf
gespannt ist. Der Abstand dieser Seiten-

G flichen ist gleich einer Spathohe h.

h = Eiianfiche. = A&h) , wobei

~ Spatvolumen =| 0 Vv GH |
Seitenfliche =| W xV |

haben den Abstand d =

1 . |4 4111
=|- v = -13-5 =—324
b) GH [45] u v GH 544
4y (4 = AN
Tx‘xTr‘:[_le(a]=4(4] | ox71=36 dgh= 2 =9
8) |4 4

—

8 Zerlegung eines Vektors ¥ in seine Komponenten in Richtung @,b ¢
a) Zeige: Sind a, b ¢ linear unabhingig, so gﬂt

vbec _, ave —

N a + T —=_, b + T —_1 (]

abec abec abtc

(Tip: Multipliziere die Gleichung v =0a + Bb +7y¢ mit geeigneten
Vektorprodukten oder erinnere dich an CRAMER!)

2
b) Wende diese Formel an, um v = [— }als Linearkombination von
-1

—_ 3 - 0 — -4 .
a=|-1,b=|2|undc = 5]zuschre1ben.
-4 -2 1

—
vV =
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9. Rechtfertige die Gleichheitszeichen
((axb)e(exd)

—

Spatprodukt
-(-betxda)

—

—

—_—

=—b??xd

Ttxd

b
3. Zeile: ausfiihrliche Schreibweise der vorigen Zeile, danach GraSmann

5. Zeile: Distributiv-Gesetz fiirs Skalarprodukt

1. Zeile: Kreuzprodukt skalar mal Vektor
a
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10. Quaternionen

William HAMILTON hat 1844 die komplexen Zahlen durch die Definition der
Quaternionen erweitert. Eine Quaternion q ist ein Term der Form
8y + a,i + a5 + agk mit ag, a;, 85,85 R ,i2=j2=k>=-1
und ij=-ji=k, jk=-kj=1, ki=-k=j
Hamilton betrachtete eine Quaternion q als Summe einer Zahl a,

al N
(Skalarteil) und eines dreidimensionalen Vektors @ = (82 ], also q=2a,+a.

ag
Zeige: Multipliziert man zwei Quaternionen q, = a, +1undgy=by+b,
dann entstehen alle uns bekannten Produkte:

aol_)g Zahlenprodukt
asb,b,a S-Multiplikation
aob Skalarprodukt
axb Vektorprodukt

und es gilt: (a,+2a ) * (b, +T;)=aobo+ ao? +b,a —aob +axb,
» » « bedeutet (distributive) Multiplikation zweier Quaternionen.

(ag + a,i + a5j + agk) » (by + b,i + byj + bgk) =

agby + agb,i + agbyj + aghgk +

alboi - albl + albzk - albai +

azbdj - azblk - azbz + azbsi +

asbok + asb,j - asb2i - asbs

agbo — [a;b, + asb, + aghs] + aolbyi + bgj + bok ]+ bola,i + a5 + agk] +

+ [ybg — agby ] i+ [ash, —abg 1 j + [aby —asb; 1k

o+ + +
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Normalvektoren sind sehr gefragt - das Kreuzprodukt erleichtert ihre Berechnung,

Gib eine skalare Normalform an von

(i St o(EHr-(-

a) X;—2x,—-Tx3+12=0 b) 2x, +5x,—x3=0 ¢) 6%, + 3%, + 2x3—49=0

Stelle vektorielle Normalformen der Koordinatenebenen auf. |

0y — 0y — 1y —
x,X,-Ebene: (0 ] oX =0 x;xg-Ebene: [1 ]o X =0 x,xg-Ebene: [8 ] oX =0
1 0

Gib eine skalare Normalform der Ebene E an, von der man weif3

2
a) E enthilt A(1]/0]-3) und hat die Normalrichtung [-2
3 /

b) E enthidlt A(1]/1]/-2),B(-2|1]0)und C(0]1]2)
—_ 12

¢) E enthslt A(1|-1|—4) und die Gerade g: X =[4J+x J

0 -4

N 12 1
d) E enthilt A(1|-1]-4) und steht senkrecht aufg: X = [4 )+ A.( 1 }
— 1 2 — 2
e) Eenthilt g X = (0J+x(—1]und h: X =u(—1]
1 3 3

—_ 1 2 — 1 2
f) Eenthilt g X = (0]+l(~1]und hX = [0J+u(—l]
1 3 1 3

2 — 1
a) [—2]°[X—[0]]=0 2XI—ZX2+3X3+7=0

— s s -3
b) ABxAC =( ]x

LS (e

1 — 1
d [lJo[X—(—}J]:O X;+X—-4%3-16=0
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— 1 2 1 1y
e) gund hsind echt parallel, HG xT, = (o]x(_1J=(_1], (_1)ox -0
1 3 -1) (-1

X —Xp—Xg=0
f) gund h sind identisch, es gibt keine eindeutige Losung.

E: 3%, + X;— 6 = 0 enthélt P(1] 7| 3), aber nicht Q2| 2] 1).
a) n seidas Lot von E in P. Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot von E durch Q. Gib eine Gleichung von m an.

N 1 3 — 2 3
a) nX = (7]+u(0] b) m:X = {2)+u(0}
3 1 1 1

Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf E: 3x; —x, + 2x3-3=0
senkrecht steht und g enthélt

— (4 2 — (4 3
a) gX =(1J+u[—1} b)) gX =[;J+u(—1]
3

1 2

- —_— —n — ——, —
F wird aufgespannt von ng und T, ,also np || ng xT,

—— (Y (Y (Y (W[ (¢
a) g XT, =(—l]x[—1)=[1} (11}[){_(;)]:0 X +%-X3—2=0
2) (1) -11) |-

3 3 . . .
b) g XT; =|-1|x|-1|= 0, g ist Normale von E, keine eindeutige Losung
2 2
Alle infrage kommenden Ebenen bilden ein Biischel mit g als Tréger-

gerade.

Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die A(1 | 2] 3) enthlt und
parallel ist zu E: 2x, —3x,—4x;+4=0 und F: x, - X +%3+1=0.

g ist parallel zur Schnittgerade von E und F, also parallel zu T XT0p

. R

_
—_ 2 1 N 2
g:X=(0]+k(1] hX = o]+u[1J

3 1 2 3

Bestimme eine Normalformen der Ebene, .
a) die durch den Ursprung geht und parallel ist zu gund h
b) die g enthilt und senkrecht steht auf der Ebene von a) .

1 2 2 2\ —
a) m,=T,xTp=|1|x|[1[=]-1 U: (-l]oX =0 2%) — X — X3 =0
¢ 1) (3) L1 1
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b) nb=rgxna=(1Jx(_1]=3(lJ E:(le —[0]]:0, Xo—X3+3=0
1 -1 -1 -1 3

— 1 -7
gX =Al4 X = =p| 8
8 7

g liege in E und hin F. E und F bilden denselben Winkel wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F, eine Gleichung der Schnittgerade s
von E und F und den Schnittwinkel von E und F.

E, F und s enthalten wie g und h den Ursprung.
E wird aufgespannt von der Richtung von g T, und der Richtung, die

senkrecht ist zu g und h: T, XTy, :

— s (1Y (T -4y _ 1 -4 8
Ty XTy =[§]x( g ]:9(—47 ]; nE=(§]x(—;7 }:9(—14} E: 8x,—4x, +x3=0

F wird aufgespannt von der Richtung von h T, und der Richtung, die
senkrecht ist zu g und h: T, XT;,

IS S -4\ . (-T\ (-4 1
Tg XTy =[4]x( 8 ):9(—7 ); nF=( 8 ]x(-? ]:81(0] F:x, +x3=0
8 7 4 7 4 1

— -4
Schnittgerade von Eund F: X =1| -7

4
E und F schneiden sich unterm selben Winkel ¢ wie g und h:
— — 81 1 °
rgory, =81 rg-rh=9-9\f§ coS ¢ = 99—{2-:5\/5 ¢=45

— 1 —_ 3 1
gX =k(2} h: X =[2)+u[2)
3 1 3
g liege in E und h in F. E und F haben denselben Abstand wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F.

Auch E und F miissen parallel sein. E und F werden aufgespannt von der der
Geradenrichtung T und der Richtung 8, die senkrecht ist zu T und GH:

R 1y /3 -1 . (1 -1 -4
S= rxGH:[2]x(2}=4{2J Npp= r><s=(2]x4[2J=8(—1
3 1 -1 3 -1 2

4 — (3
E: 4%, + X5 — 2%3 = 0; F:(l]o[x-[z]]w 4%, + X, —2x3-12=0
-2 1

N—

. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene
von A3 |-1/4) und B(7|-5|-2).
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Die Symmetrieebene hat die Normalrichtung AB und geht durch den Mit-

2 — 5
telpunkt von [AB] : [~2J0[X - (—3]]:0 2x; — 2%, -3x3—-13=0
1

11. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von

— 1 1 — 3 1
gX = (0)+k(2)und hX = (4]-&»11[2].
1 4 -1 4
Die Symmetrieebene S zweier Parallelen enthilt deren Mittelparallele m

und steht senkrecht auf der Ebene E, in der die Parallelen liegen
oder enthélt das Parallelenpaar oder steht darauf senkrecht.

F- e =l
(e (g ()

4 — 2
S:(S)o[X—(2le=0 4%, + 8%, —5x3—-24 =0
-5 0

[12. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
E: 2%, — %X, +2%3—3=0 und F: 2x, - X, +4x3-8=0,
die durch den Ursprung geht.

Die Schnittgerade s von E und F steht senkrecht auf der Symmetrieebene S.
2 2 -1 1y —

E‘:[—l]x[—l]=2[-2) S:[Z)ox =0 X, +2%x,=0
2 4 0

0

—_— =25 -5

18. g X =( 6 )+u(s ] P(1(1/1)
n 1

Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g.

-5 — 1
Hilfsebene H: | 8 c[X —|1]||=0 -5%,+8%+%x3—-4=0
1 1
Schnitt von H und g: —5(~=25 — 5p) + 8(6 + 8) + (11 +p) -4 =0
¢ 180 + 90p = 0, p =-2 in g eingesetzt: Q-15/-1019)

_— 16 -
QP =[%1) d(P,g)= QP =21
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— 1 1
14. Welche Punkte der Gerade g: X = (§J+ u[ 01) haben

a)
b)

c)

d

vom Ursprung die Entfernung 211 ?
von der x;X,-Ebene den Abstand 3 ?
von der x;-Achse den Abstand 2,5 ?

— 2 1
von der der Gerade h: X =(3]+v[1) den Abstand 2\]5?
1 0

a)

b)

c)

d

Bedingung: (X )2 = ({11 )?
QA+l +22+@-p?=44 2%-4pu+14=44 p2-2u-15=0
(R+3Xu-5)=0 pn=-8, G4-2/2/6) p=5, Gx6/2/-2)

Bedingung: x3 =t 3 (dritte Koordinate der Geradengleichung)
3-p=%3; p=6, Gy712]1-3); p=0, G,11213)

Ebene durch X,(a|0|0) mit Normalrichtung der x;-Achse: x,=a
schneidetginS,: 1+p=a, p=a-1 8,=G,,(@al2|4-a)

Bedingung: X,G,_; =25 bezichungsweise X,G,_,*=6,25

0*+22+(4-a)=625=24-a=t15 W =45 Hp=15
Gys(5,5121-1,5)  G52,512]1,5)

Andre Moglichkeit: Der Vektor v, der den allgemeinen Punkt G,vong

verbindet mit dem allgemeinen Punkt X,(a| 0| 0) der x,-Achse, muB die

Lénge 2,5 haben und auf der x,-Achse senkrecht stehn

N l+p-a l+p-—a 1

v = X,G, =( 2 J;Senkrechtstehn:( 2 ]0(0J=0=>a=1+l‘«
3-p 3—-u 0

— 0 —
vV = 32 Linge: v2=625=33—pu=+15= ;=45 pp=15
-

Gys(5,5121-15)  Gs2512(1,5).
Der Vektor v, der den allgemeinen Punkt G, von g verbindet mit dem

allgemeinen Punkt H, von h, muB die Lange 2\/5 haben und auf h senk-
recht stehn

y m—— (-l+p-v -1+pu-v 1
V= HVG,,=[ “1-v ];Senkrechtsbehn: [ “1—v ]o[l)=0,=>p.=2v+2
2-pn 2-p 0
. 1+v
vV = —1—v);Léinge:72=12 =6vi+4v-10=0,3v2+2v-5=0,
—2v

vi=l, =4 G5l2]-1) v,=-

Wit

Pa = —g G_gg(-ll3 | 2| 13/3)
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—_ 2 4
15. In welchen Punkten schneidet die Gerades: X = [2} +A [ 2)
3 5

0

den Zylinder um die Achse a : X = [

] +10 (—2] mit dem Radius 6 ?
-1

Hilfsebene H senkrecht zu a: 2x; — 2x, + X3 + ¢ = 0 schneidet s

—_ 6-4c
22+ 40)-2(2+20M)+ (B +5A) +¢c=0 = X:—%(3+c) inS, S = 9[12 2c]
12-5¢

H schneidet a: 2(2) — 2(-2-2p) + (-1+p) +¢=0 = p=-3@+¢) inT
! —-6—2c¢ _ 12 - 2¢
T=9(12+2c] TS——(24 4c)—-(12 2c)( ]
12-¢ 2
Bedingung TS =6: TS=—|12 2/|.3=6 =2c=12+18

=c¢=15 S,(-6[-2]-7 c,=-8  S,2l213)

— 2 8
16. ¢ X =(9J+"(1] P(141613)
6 4

a) gist Tangente einer Kugel um P.

Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) Auf g liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r, und die Schnittpunkte S
von Kugel und Gerade.

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und g beriihrt.

a) A ist die senkrechte Projektion von P in g; [PA] steht senkrecht auf g, ist
8\ [—~ 14
der Kugelradius. Hilfsebene H: [ 1 ]o[ X - ( 6 J] =0, 8%, +X;+4x3=130

3
schneidet g in A:
8(2 +8) + (9 +u) +4(6 +4p) =130 =>p =1 A(10]10]10)
- 4 —_
PA = r,= PA =9
7
b) B=A,r,=r, Strecken der Linge9 von A aus abtragen:

—_— 8

OS =At9 ? = ig +1 s,(18/1114) s(2l9l6)
4 10 4

¢) [PA]ist Kugeldurchmesser C(12 1816,5) r,=4,5

17. Spiegle den Punkt P an der Ebene E: , )
a) P(14/2/1), E:3%,-%=0 b P(11|11|3),E:[g]o[x -(_32]]=o
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a)

b)

—

14
Projektionsgerade p: X = ( ) u( ; ] schneidet E in P':
1

3(14+3p)-(2-W=0, s p=-4, P(2|6|1)
Spiegelpunkt S: S = P'+PP' -2P' P, S(-10] 101 1)

—

Projektionsgerade p: X = 11 +H 3 schneidet E: 3x; + 3%, + 2x3=6
3

in P 3(11+3u)+3(11+3u)+2(3+2u) 6, =>p=-3,P2l2|-3)
SpiegelpunktS: S = P' + PP' =2P —P,  S(-7|-71-9)

18.

E: X, + 2%, + 2%, +30 =0 PO[2]1)

a)
b)
c)
d)

e)

)

g

E ist Tangentialebene einer Kugel k, um P.
Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.

In E liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r;,.

Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und E beriihrt.

E ist Symmetrieebene der Kugeln k, (von a)) und k'.
Berechne den Mittelpunkt M' von k'.

Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die k, und k' beriihren ?

Die Kugeln k, und k' lassen sich durch eine Halbdrehung ineinander
iiberfithren. Beschreibe in Worten die méglichen Drehachsen.

E und die Kugel um P mit Radius 13 schneiden sich.
Berechne Mittelpunkt M und Radius p des Schnittkreises.

a)

b)
d)

e)

g)

—_— 0 1
Projektionsgerade p: X =| 2 |+p| 2 | schneidet E in A:
1 2
H+22+20)+2(1+21)+30=0 > p=—4 A(-4|-6|-7)

— s 4 -
AP =[a] r,= AP =12
8

B=A =1, ¢) [PA]istKugeldurchmesser, C(-2|-2|-3),r,=6
M‘ und P hegen symmetnsch beziiglich E

™M =A+PA=2A-P M(-8|-14|-15)

inE

Die Drehachsen gehen durch A(-4|-6|-7) und liegen in E, bilden also
ein ebenes Geradenbiischel mit A(~4|—6|-7) als Tragerpunkt

A(-4|-6]-7) ist Schnittkreis-Mittelpunkt.
Pyt:p?+122=132=p=5
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19.

E: 4x, + 4%, + Txg— 81 = 0, k ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 41.

a) Berechne Mittelpunkt A und Radius p des Kreises,
in dem sich E und k schneiden.

b) Verkleinert man den Schnittkreisradius von a) um 16,
so ergibt sich ein Kreis, in dem sich E und Kugeln mit Radius 30
schneiden. Berechne die Mittelpunkte M dieser Kugeln.

¢) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen von k,
die zu E parallel sind.

—_ 4
a) Projektionsgeradep: X =p [4) schneidet E in A(4/4]|7)
7

p>+ OA2=412 =p=40

b) (40-16+ AM?=30= AM =18
Strecken der Linge 18 abtragen von A aus in Normalrichtung von E:
M,, = A£18T;%= A +2m; M;(12[12121) My(-4|-4[-7)

¢) Auch die Beriihrpunkte der Tangentialebenen findet man mit Strek-
—_ 4 4\ [— 4
kenabtragen: B,, =0 +417ng°= i%l[‘;), Tm:[‘;]o[ X-&9P (‘;]J =0

Ty 4%, + 4%, + Txs—41=0 Ty 4%, + 4%, + TX3+41=0

8 |

—_ 1 2
g X =[1]+u[3] P@O|-8]11)
1 6

a) Berechne Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
die durch P geht und ihren Mittelpunkt auf g hat.

b) P sei die Ecke eines Quadrats, von dem eine ].'?iagona}e ing l%ege.
Berechne die restlichen Quadratecken und eine Gleichung ihrer Ebene.

¢) Wo (Punktmenge, Gleichung!) liegen die Mittelpunkte der Kugeln,
die das Quadrat in b) beriihren ?

a) M ist die senkrechte Projektion von P in g:
2\ [— 9 . .
Hilfsebene H: (3 Jo[ X - [—8 J] =0, 2%, + 3%, + 6%, = 60 schneidet gin M:

6 n
2(1 +20) + 3(1 + 3) + 6(1 + 61) =60 = p=1; M@3|4]7),r= MP =14

b) Pan M spiegeln ergibt P: ' = M + PM =2M -P  P(-3/16(3)
die andern beiden Ecken Q, ; liegen in g, also Streckenabtragen:

6:?114[;2:,}0:[3]:2(3) Q7110119  Qu-11-21-5)
6 7 6
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4 6 42
6 N 3
(2}°[X—(4)]=0 6X1+212—3X3—5=0

_ 6 2 -84
Ebene mit Normalrichtung MP xT; = [-12}x[3 ): (-28 J durch M

-3 7

—_— 3 6
¢) Gerade MP: X = [4]+0[23]
7 -

21.

Spiegle die Ebene E: 2x, — 3%, + 5x3—-7=0
a) am Ursprung b) an der x;-Achse c) an der x;x,-Ebene

X(%, | %51 %) in E < 2%, — 3%, + 5%3—7 =0
gespiegelte Ebene E": n;x; + nyx, + ngxs + ng=0
a) X(-x;|-x,| %3)in E' & —n,x, — noXy — NgXg + Dy = 0

=n=-2, n,=3, ng=-5, ny=-7 E': —2x, +3x,-5x3-7=0
b) X(-x;|x,1%)in E' & —n,x; — ny%, + Ngxg + 0y = 0

=n=-2, n=3, ng=5, ng=-7 E: -2x, +3x,+ 5%3—-7=0
c) X(x,Ix;] %) in E' & n;x, + nyX; — ngxg + ng = 0

=n,=2, ng=-3, ng=-5, ng=-7 E" 2x,-3x,—-5%3-7=0

Spiegle die Ebene E: 3x, +2x3—-1=0
—a 1
a) am Punkt P(1]/2]3) b) ander Geradeg: X =u(§J

¢) ander Ebene F: x, + 2%, + 3%3=0

a) Bei einer Punktspiegelung macht die Ebene eine Halbdrehung, dndert
also ihre Normalrichtung nicht; man spiegelt blo8 einen Punkt der

— — — — — 1
Ebene, zumBeispielA(llOl—l): A =P+ AP =2P-A= [4)

7
3 D —— 1
(g}»[x —[;J]:O E"3x, +2x3—-17=0
b) A(1/0]-1)von E an g spiegeln ergibt A'(— 97 | —% | % )

B(1/-11-1) von E an g spiegeln ergibt B'(~1|-1]1)

E und g schneiden sichin S(3 | 2| )

E'geht duch A, B'und T: 12x;-18x,—13x3+7=0

¢) A(1/0]-1)von E an F spiegeln ergibt A'( g | % |- %)

— 1 -4
E und F schneiden sichins: X =| 1 |+06(-7
-1 6

E' geht durch die Punkte von s: P(1|1|-1) und Q(5|8/-7)

E'geht duch A, Pund Q: 12x, - 18x,-13x3-7=0
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23. Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und F:
a) E: x,+10x,+9%x3—-4=0 F: 11x, +19x, +8x3—4=0
b) E: 2x; +4x,+5%x3-4=0 F: 8%, +x,+5%x3—-4=0
c) E: 3x,-4x,+5%x3=0 F: =%, +3%,+3x3-9=0
d E: x,+4x,+9x3—-1=0 F: 3x, + 5x,—8x3+ 1=0
a) Tmponp =273, ngnp= 182V3 cosg= —1—2’3—3 = —? ¢ =30°
b) KEAOTF‘ =45, Ng-Dp = 45& cos ¢ = 254-5—& = -\12—5 ¢ = 45°
¢) Mgenp =0, = ¢=90°
d) Tgomp =-49, ngnp=98 cos Q=3 ¢ =60°
24. Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und g:
—_— 3
a) E: bx, +5%,+2x3-6=0 g X =u[132)
— 13 3
b) E: x; +X,-3x3+13=0 g X =u[—27]+[—17)
— 1 3
¢) E: —x; +5x,-10x3=0 g X =u[§)+(—17)
— 1 3
d E: x;+%+4x3+111=0 gX =u(48]+(71]
a) TDpoT, =8l, ngpr,=543 sing= % = % ¢ = 60°
b) TeT, =0, = =0’
€ Tngeor, =—21, npry=42 sin @=3; ¢ =30
_— 2 - °
d) nE°rg -'—'—27, nE-r8=\118-9 qu):%:-\é—- (p_45
25. Berechne die Schnittwinkel vonE: 12x, — 12x; + 17%3 =0 und den
a) den Koordinatenachsen a) den Koordinatenebenen
a) x-Achse: Tpee; =12 nge, = V577 singr == ®= 29,97
. 12 °
Xp-Achse: Tpoe; =-12 nge;= \577 sin =72 @ 29,97
— . - _17_ - °
xg-Achse: mgoe; =17 ngeg= V577 sing= == ®= 45,05
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b) x,x,-Ebene: Tigoe; =17, ngeg= \]577 coS @, = % ¢ =
44,95°
x,Xg-Ebene: Tgoe, =-12, ng-e, = \/57 7 cos@= % ¢; = 60,03’
x,Xg-Ebene: g€, =12, nge, = Y577 cos @y = % ¢ =
60,03°

. H: 2%, -%,+%,-4=0 A(-1[2]2) B3[-31)

a) Bestimme eine Normalform der Ebene E,
die auf H senkrecht steht und durch A und B geht.

b) Bestimme eine Normalform der Ebene G,
die AB in A senkrecht schneidet.

¢) Bestimme den Schnittwinkel ¢ von G und H.

d) Bestimme eine Gleichung der Gerade g,
die durch B geht und parallel zu G und H ist.

e) Bestimme den Schnittwinkel y von g und F: x, + 3%, —x3=0.

a) E wird aufgespannt von g und Tﬁ, hat die Normalrichtung Ty x AB

L (2 (4 1 1y [— (-1
onAB=[—1]x(—5)=6(1); E:{l]o[x —( 2]]:0,x1+x2—x3+1=0
1 -1 -1 -1 2

4 — -1
b) G (—-5)::[)(—(2]}:0 4%, —5X;—-X3+ 16 =0

-1 2
¢) TMgeny =12 ngny=67 cos @ = % ¢ =40,9°
. - —_— 2 4 1 - 3 1
d) ghat die Richtung ng xng =(—1]x(-5]=6[1} g X =(—3]+p.[11}
1 -1 -1 1 -
—_— . 5 °
€ mnpery =5 npry= 3\/5 siny=-"5 v =605

. A(81113),B(614/5),C(7,511]6) und Spitze S(4| 1| 8) bilden ein Tetraeder.
a) Berechne das Volumen.

b) Berechne den FuBipunkt F der Hohe durch S und die Lénge dieser Hohe.
¢) Berechne den Winkel o zwischen der Grundfliche und der Kante [AS] .
d) Berechne den Winkel B zwischen der Grundfléche und der Fliche [Acs].

a) V=1lldet(AB,AC,AS)|=

13451
5300 =9,75
23656
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b) mupc = ABxAC =(g]x(o}=4,5(o] Eppc:2%,—3x3+3=0
3 -3

— 4 2
Hohengerade X = [ é ]+ u[ 03) schneidet E,pc im FuBpunkt F(6|1]5)

h=SF =13
¢) TapooAS =183, nypc- AS =26-13 sina=:iv2  o=45°

—_—— 3 1 0
d) Nacs = AC x AS =(0)X[0J=—13 [-—1); Nagc ° Nacs =0 B=90‘
2 5 0

A2]1-312),B(-1]/3]6),C(|-510)

a) Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks ABC.

b) A, B'und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in die
x,X,-Ebene. Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks AB'C'.

¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen E,gc und der x,x,-Ebene.

R R N s -3\ 3 -2\
a) Fc=1ABxAC|, ABxAC =| 6 |x|[-2|=2] 3 Fapc="7
2 4) "6/

b) A'@2|-310),B'(-1/3/0)und C'(5/-5/0)

1 > . s ——a (-3 (3 r0
Fapce = 2| AB'xAC |, AB' xAC =| 6 |x|-2|=12| 0| Fapc=6
’ \0 "

—_ —_— 6 (p=31¢

2
c) nABC=g Napco€s =6 Dapc-e3=7 cosQ= 7

Zusammenhang zwischen a),b) und ¢) :  Fapc = Fapc - cos ¢

. E: 2%, + 3%, + 453+ 5=0, A(1|2]4),B-2/2/-9), C-2179)

A', B' und C sind die senkrechten Projektionen von A, B und Cin E.

a) Bestimme die Bildpunkte A', B'und C.

b) Bestimme die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und AB'C'.

¢) Bestimme den Winkel ¢ zwischen F und E,pcund bestétige die
Beziehung Fgc = Fapc - €08 .

2
a) Die Projektionsgeraden a, b und ¢ gehn durch A, B und C in Richtung (2

und schneiden E in A', B'und C":

— (1 2 .
a X =(2J+p(3}inEeingesetzt = p=-1= AC1]-1l0)
4 4

|
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s (=2 2

b: X =[ 2 }+o(3} in E eingesetzt = o=1 = B'(0|5|-5)
-9 4
—~ =2 2

c X =[ 7 ]+o[3] in E eingesetzt = c=-2=C-6/1l1)
9 4

b) Fupc=1lABxAC |, ABxAC:{ (1)3]x( : ):(5145], Fasc= 37366

> - = s 1 -5 2
Fapc = 3| AB'xAC |, AB'xAC =[ 6 ]x[ i ]=8[3], Fapc =429
-5

___ . (6 L r2 N
€) TMupc = ( 545] Dape = [i] Dapc©° Dapc = 232

Napc Dapc = V7366 - V29 cosw:\,TT::—@ =4\[%

Fia
_ Yape _ 8V® _ 4[1
cse= Fmac_\fﬁ-4 127

30.

Die sechs Punkte auf den Koordi-
natenachsen, die vom Ursprung
die Entfernung k haben, bilden
ein regelmiBiges Oktaeder.
Berechne alle Winkel zwischen
den Kanten, zwischen den Fli-
chen und zwischen den Kanten
und Fldchen.

Kantenwinkel

Der kleinste Kantenwinkel ist
60°, weil die Seitenfldchen
gleichseitige Dreiecke sind.
Der grofite Kantenwinkel ist
90°, weil die Flichen ABA'B'
und AC'A'C Quadrate sind.
Fliichenwinkel

Seitenflichen mit gemeinsamer Kante, zum Beispiel ABC und ABC":
Fiir k = 2 ist M(1] 1| 0) die senkrechte Projektion von C(0|0|2) und

—_— —1 —_— '-1
C'(0] 0| -2) auf die Gerade AB. Die Vektoren MC = [—1] und MC' = (-%]
2 —

bilden denselben Winkel 8 wie die Seitenfléichen:
MCo.MD =-2 MC.-MD =6-16=6 cosd=-1 &= 1095
Seitenflichen mit bloB gemeinsamer Ecke bilden den Winkel 180°- & = 70,5".
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Kanten-Flichen-Winkel
zum Beispiel bilden die Kante [AC'] und die Fliche ACB' denselben Winkel

wie AC' und die senkrechte Projektion AC" von AC in die Ebene ACB'

——— -1 0 -1
Epcg: 1 = ACXB'C =2(0]x2[1]=4[1) X;—Xo+Xg=2
1 1 -1

. ‘g <_(9 Y, et 4y 2 4
schneidet Projektionsgerade X = (0 +1 —1}mC (3 |—§ |—§) H=3
-2 1
— s\ -2/3 -2
AC"o AC'=|-4/3 || 0 |=
-2/3 -2
w=54,74°

|
Q

CoS W=

1
_JE’

31.

Bei dem Quader-
stumpf ABCDEFGH
sind Grundfldche
ABCD und Deckfla-
che EFGH quadra-
tisch. Berechne den
Winkel zwischen

a) den Seitenfli-
chen HGF und HGD

b) den Seitenflad-
chen AHD und AHE

c¢) der Kante HD
und der Deckfliche.

G(01-516)

Die Dreiecke, die mit
der Deckfliche eine
Kante gemeinsam ha-
ben, sind gleichseitig.
Deshalb ist zum Bei-
spiel die Kantenmitte
M senkrechte Projek-
tion von D in GH und
die Kantenmitte L
senkrechte Projektion
von E in AH.
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-5 0 0
MD.MV =255(-2), MD-MV =25+6.54/2=255243
cos =:j—1§ o = 125,26°

SN -5 -2 —_ 0 0
b LGl2525) , TE =(2,5J=2,5( ] ) HD =(.5)=5[_1)

N 2,5 1y — & s -5 -1
a) M25|-255, MD =(_2,5J=2,5(_1} MV - HE =( 5 J:s( 1)

2.5 1 -5 a
1E-HD =255(2), LE.-HD =2565+2=255243
cos B =:f_1§ B=12526"=a

¢) An einer Skizze macht man sich klar, da8 die Gerade HD Grund- und
Deckfliche unter 45° schneidet, die Kante [HD] mit der Deckfliche
180°- 45° = 135° einschliefit.

. ABCDS ist eine viersei-
tige gerade Pyramide
mit quadratischer
Grundfléche.
Berechne den Winkel
zwischen

a) Grund- und Seiten-
flache

b) zwei Seitenflichen
mit gemeinsamer
Kante

¢) zwei Seitenfléchen
ohne gemeinsame
Kante.

a), ¢) Der Winkel o zwi-
schen Grund- und
Seitenfléiche ist 45°,
weil das gestrichelte
Dreieck rechtwink-
lig (bei S) gleich-
schenklig ist. Der
rechte Winkel B ist
der Winkel zwischen
den Seitenfliichen,
die keine gemein-
same Kante haben.
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b) Die Seitenflichen sind kongruente gleichschenklige Dreiecke, deshalb
haben zum Beispiel B und D dieselbe senkrechte Projektion L auf AS:

— (0 1
AS: X = [g J + u( 1 )geschnitten mit der Hilfsebene H durch D
-1

1\ [— 5
senkrecht zu AH: 1]0 X—[-s]]:O X +X;—X3=0
-1 0
|

. 5 1,55 10,
erg1btu=§,11(§|§ 3)
—_— 1 —_— (—2 —_— —_—
LD =¥ {_2), B =2 1] ID-1B =12 (-3) LD.LB =2
-1 -1
Seitenfléichenwinkel: cos y= - % vy=120°
33. Der Korper ABCDEFGH

entsteht so: man verdreht 2
kongruente Quadrate 45° ge-
geneinander und verschiebt
eines so weit nach oben, bis die
Seitenkanten so lang sind wie
die Quadratseiten.
a) Bestiitige die
Koordinaten von

H(VZ| 015V 22 )

b) Berechne den Winkel
zwischen Grundfldche
und einer Seitenflédche
mit gemeinsamer
Kante

¢) Berechne den Winkel
zwischen zwei Dreieckflé-
chen mit gemeinsamer
Kante.

a) H(h,|h,|hy), h, ist 0, weil nach
der 45°-Drehung die oberen
Ecken genau senkrecht iiber
den waagrechten Koordina-
tenchsen liegen, h, = 5\[5, weil
das die Linge ZH der halben
Quadratdiagonale ist,
H(5v2|0|hy), die Strecke
[AH] ist so lang wie eine
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N - 5«!' 5
AH =[5\I_§5 5] Bedingung: AH 2= [ ]Z 10
hg hg

50 — 502 + 25 + 25 + hy? = 100 = he?=252\2 = hy= +5\2vy2

b) L(5/0]0) ist die senkrechte Projektion von H und O auf AD,
—_ 5‘\[—_5 —_— -5 —_— — _—
LH=| 0 |To =[ 0 } LH-LO =-25(y2-1), LH.LO =25\3
sV2v2 0
Seiten-Grundflichen-Winkel: cos B =— % B =103,84°
¢) Weil die Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind, ist M senkrechte
Projektion von H und B auf AE.
AG1510), B0l 5v215V2y2), M3 | S 2+ 1l EV2v2)
1-2v2 3
MH = 5| V2+1 [ MB = §|V2-1|, MH.MB =25(1-2V2)
vz Vav2
MH.-MB = 5«1_ 5V3=175
Seitenflichen-Winkel: cos6=-3(2V2-1) o =127,55"
—~ [2a 0
ga:X=(a+1]+u[1) E: 3x; -6x;+2x3+4=0 A(15[1(3)
1 3
a) Untersuche die Lage von g, und E.
b) Welcher Punkt B in E liegt A am niichsten ?
¢) Welche Schargerade liegt A am néchsten ?
d) E sei Tangentialebene einer Kugel k um A.
Berechne Radius und Beriihrpunkt.
e) Bestimme eine Gleichung der Ebene H, die die Kugel k von d) halbiert
und auf den Schargeraden senkrecht steht.
f) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von H und E.
a) Gemeinsame Punkte suchen, g, in E einsetzen:
3(2a)-6(a+ 1+ )+ 2(1 +3u) + 4 =0 = 0 = 0 ist erfiillt fiir jedes a und y,
die Parallelenschar liegt in E.
b) B ist die senkrechte Projektion von A in E:
— 15 3
Projektionsgerade p: X =| 1 |+b|-6 |schneidetEin B:
3 2
3(15 + 3b)—6(1 —6b) + 2(3 + 2b) +4=0, = b=-1inp: B(12|7|1)
¢) Die Schargerade mu8l durch B; klappt firp=0Ounda=6

— 12 0
2. X =[7 ]+},l{l}
1 3
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d

e)

Berithrpunkt ist B(12| 7| 1) vonb), r= AB =7

0\ [— 15

H.(;Jo[x —(;)]:0 H: x,+3x3-10=0
0 3 D\ — 12 2

8 geht durcthitRichtung(l)x[-G]:[9 J: X =( 7 J+c[9 J
3 2 -3 1 -3

a)

b)
c)

d)

e)

— 1 1
g: X =(—-2}+ H(—l] M(-1/0[-1)
1

a

Beschreibe in Worten die Geradenschar und bestimme
eine Gleichung der Ebene E, in der die Schargeraden liegen.

Welche Schargerade geht durch M ?

Welche Schargeraden beriihren eine Kugel um M mit Radius2?
Welche Schargeraden sind Sekanten der Kugel ?

Welche Schargeraden halbieren die Winkel der beiden
Kugeltangenten g, und g, ?

Welche Schargerade hat vom Ursprung den kleinsten,
welche den grofiten Abstand ?

a)

b)

c)

g. ist ein ebenes Geradenbiischel durch (1 | 2| 1) parallel zur Axge,
weil sich nur die dritte Koordinate im Richtungsvektor &ndert.

—~ s . (1 1 -1 I\ [— 1
N =Ty XT; =-1|x[-1|=|-1| E:|1 o[X—[—2)]=0, X1 +X+1=0
0 1 0 0 1
-1y (1 1 . — (1 1
0 |=|-2|+p|-1|] = p=-2, a=1; Mliegtaufg;: X =[—2J+u[—1J
-1 1 a 1 1
Die Beriihrpunkte B, sind die senkrechten Projektionen von M in g,.
Bedingung: der Vektor, der M mit dem allgemeinen Geradenpunkt
—_— 2+ 1 —_—
verbindet, hat die Lénge 2: MG, = [52 - u] MG, *=4
+aj
(2 +p2 + (<2 - )% + (2 + ap)? = 4 diese quadratische Gleichung soll fiir p
genau eine Losung (Beriihrung) haben, also auflésen nach W .
(a2 + 2)u? +4(a + 2)u + 8 = 0 (&), Diskriminante D muB gleich 0 sein
D = 16(a + 2)? — 32(a% + 2) = 16(a® + 4a + 4 — 22’ — 4) = 16a(4 - a)
D=0 =2a=0 oder a=4
(%) aufgelost: p=-2 :2':22 p=-2 oder p=-
— 1 1
a=0,u=-2: B, =[-2]—2(—1J By-1/011)
1 0

Wi
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— 1 1
a=4,u=—§ : B, =(—2]—§ [——1] B4( t|-% |-"
1 4
Sekanten liegen vor, wenn D > Qist, also a(4-a)>0 = O0O<a<4
d) Weil M auch in E liegt, E also mitten durch die Kugel geht, ist eine Win-
kelhalbierende diejenige Schargerade, die durch M geht, und das ist g, .
Die andre muB} drauf senkrecht stehn (und freilich in E liegen!), ihre
Richtung T ist also senkrecht zu g, und Tz :
.1y /1y (-1 1 — /1 1
R ol
1 0 2 -2 1 -2
e) Senkrechte Projektion O' von O in E liefert den Geradenpunkt, der dem

Ursprung am niichsten ist: Die Schargerade durch O' hat den kleinsten
Abstand vom Ursprung. O' ergibt sich als Schnitt von E und u: X = o[
-1/2 1 1
6+6+1=0,06=-1; 03 |-1]0) [-1/2)=(—2)+u(—l]=¢ p=-2,a=?
0 1 a

N 1 1
Gerade gy mit kleinstem Abstand vom Ursprung: X = [—2 +u|- J

Die Schargerade mit dem gréften Abstand vom Ursprung steht auf 83

1 1 3 1
senkrecht, hat also die Richtung (-1)x[1)=§(—3)x( ) [ ]:73[ 1]
2/3 0 2 3

— 1
Gerade g_g mit groStem Abstand vom Ursprung: X = (—2] + u[ 1}
1 3

36. Bestimme von E,: x, + ax, + (a + 1)x; — 6 = 0 die Biischelebenen,

a)
b)
c)
d)
e)
)

g
h)
i)

die mit der x,-Achse 45° einschlieflen

die mit der x,x,-Ebene 60° einschlieBen

die mit der x,x;-Ebene 30° einschlieBen

die 30° mit der Ursprungsgerade durch (-6| 7| 1) einschlieBen
die senkrecht sind zur Gerade durch (2|4 2) und (4|0 0)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1]10|-7)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1]1|-1)

die senkrecht auf E, stehen

die mit E, 45° bilden

a)

— 1
n, =( a J n,=v2(a%+a+1)
a

+1

N, o€ =[ a J°(0]=1 n,-e1=\/2(a2+a+1)
a

Bedingung: “he, = sin 45° | 7, o6 | =%\/_ n,-e
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b)

c)

d)

e)

4]

h)

i

1=%\f§\/2(a2+a+1) = l1=+Ya’+a+1 = 1=a%+a+1

a(a+1)=0; E;:x,+x3—-6=0 E;:x—-%x,-6=0
n, o eg =( a ]o(0J=a+1 n,es=v2(a®+a+1)
a+1l 1
, ) .
Bedingung: Toe, - C0S 60° | o, o€, | --n,es

la+1l = 1V2(a?+a+1) = 20a+1P=a’+a+l

2a®+4a+2=a’+a+1 = a’+3a+1=0 =>a=%(—3i\/—5-)

n,ce; =( a )°[0J=1 n,-e1=\]2(a2+a+1)
a+1l 0
| o, e |

Bedingung: Thoe, = cos 30° T, o6l = \f_ 3 n,-e

_1 2 -
=1V8V2(a’+a+1) = 4=32a’+a+1)

3a®+3a+1= 0 hatkeine Losung, das heiBt,
in der Schar ist keine Ebene, die mit der x,xs-Ebene 30° einschliefit.

-6 1 -6
E‘o( 7 J:( a )( 7 ]=8a—5, n,1r,=Y2(aZ+a+1) V86
a

1 +1 1
. lTorg ] N
Bedingung: T, = sin 30° | oy o T | =5 narg

|8a—-5]| = \]2(& +a+1)\Y86 =(8a-5°=43(%+a+1)

21a2—81a—18-0, 7a2-27a-6=0, =a=6o0dera=-— %
Eg: %) + 6%, + Tx3—6=0 E_q: 7%, — Xy + 6X3-42=0
-2 1 .
T;=(4)istparallelzu(-2)= n_, Ep:x—2%-%-6=0
2 -1
1
T;o(m]=0=>1+10a—7a—7=0=>a=2 Ep: X, + 2%, +3%3-6=0
-7
1 .
n,o{1|=0= 1l+a-a-1=0 ist fiir jeden a-Wert erfiillt, das heift,
-1
die Gerade ist parallel zur Triigergerade desEbenenbiischels.
1 1
T, o0, =0, a [o[0|=0, a=-2 Ep: X —2%-%-6=0
a+1 1
1 1 — —
Tom, = a |of1]|=3+3a 15013 |=V2@ +a+ 1) V6
a+1 2

| T, oy —
Bedingung: l—_.-a“—_l,-l--cos45 o, onll— V2l &, |13y |
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l3+3a|=§\l§\l2(a2+a+l)\[_6_, = 3li+al=V3V2Z+a+1)

3(1+aP=2@a%+a+1) =—a’+da+1=0=a=-2+3

E;: (@a+1)x;+(a-1)x,=a

a) Bestimme eine Gleichung der Ursprungsebene,
die alle Scharebenen senkrecht schneidet.

b) Welche Scharebene steht auf E, senkrecht ?

a) Die Normalrichtung u der Ursprungsebene U muB8 senkrecht sein zu
a+l u
jedem Normalvektor T, : T, o u =0, (a-— 1)«{ v J: 0 ist erfiillt zum

0 w
0y —
Beispiel firu=v=0,w=1, U: [O]oX =0, X3=0
1

a+1\ ra'+1 ,
(a—l)o[a'-l]:aa'+a+a'+1+aa'—a—a'+1=2aa‘+2=0,a =-1/a
0 0

auf E, steht senkrecht E_;,, : (- % +1x, + (—i -x;,=a

32 —_ 2
E,:[2 4 o[x -(4]]:0
a—-4 3

a) Bestimme die Achsenpunkte A;, A, und A; von E, .
Welche Scharebene hat nur einen Achsenpunkt, wie liegt sie ?
Welche Scharebenen haben nur zwei Achsenpunkte, wie liegen sie ?

b) Welche Scharebenen gehen durch den Ursprung ?
c) Welche Scharebenen enthalten den Punkt P(1]|1/6) ?

d) Bestimme a so, daf die Scharebene parallel ist zu einer
Koordinatenebene.

e) Bestimme a so, daf} die Scharebene parallel ist zu einer
Koordinatenachse.

f) Welche Scharebene ist parallel zu F: x; + 3x,~18x3+10=0?
g) Welche Scharebene ist senkrecht zu G: 3x; —2x, + X3 =2 ?

— 71 1
h) Welche Scharebenen sind parallel zug: X = {2 J +U (—2] ?
3 12

— 73 2 -5
i) Welche Scharebenen sind senkrecht zu S: X = (2 )+ K( 1 ]+ u[ 2 ) ?
1 -1 1

j) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E, und E,,
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a)

b)

c)

d)

e)

g

h)

i)

j)

E,: a%; +a(a— 1)x, + (a — 4)xg = a® + 4a — 12

Al a’ +¢::- 29| 0), A0 | az;(-:_a{)m 10) ’ A,0]0 a2+a4—a4— 12
E, hat nur den Achsenpunkt A40| 0] 3), ist also parallel zur x,%,-Ebene.
E, hat nur die Achsenpunkte Ay(-7|0/0) und Ag(0[012),

ist also parallel zur x,-Achse.
E, hat nur die Achsenpunkte A,(3 0/ 0) und Ay($ [0/0),

ist also parallel zur xs-Achse.

a’+4a-12=0 (a+6Xa—-2)=0 a=-6 oder a=2
PinE, einsetzen: a1 + (a’~1)-1 + (a—4)-6 = a’+4a—-12
a?+a-12=0 (a+4Xa-3)=0 a=-4 oder a=3

In T, miissen zwei Koordinaten = 0 sein, nur méglich fiira = 0

1 x,-Achse: 1. Koord. von T, muf 0 sein, a’=0 a=0
|| x,-Achse: 2. Koord. von Ti, muB 0 sein,a(a—1)=0 a=0 oder a=1
|| xg-Achse: 3. Koord. von T, muB 0sein,a—4=0 a=4

2 1 .
[aza_ a] = k( 3 ] ,k = a® (1.Koord.Gleichung) einsetzen in die 2. Koord.-
a—4 -18

Gleichung: a2—a=3a? a(2a+1)=0 a=0 odera= —%

die Probe in der 3. Koord.Gleichung klappt nur fiira = - % ,also F|E_g¢

(a2 \ /1
3 o(—2\=0,a2—14a+48=0,(a—6)(a—8)=0 a=6 oder a=8
12)

a2\ /3
2 o(—2\=0,a2+3a—4=0, (a+4Xa-1)=0 a=-4odera=1

2 -5 1
Normalrichtung von S: [l]x[ % ]:3(;]

2 1
a:—-a °[1J=0, a®+a-6=0, (a+3Xa-2)=0 a=—3odera=2
a-4 3

Ez: 2X1 +XQ— X3=0

— (2 3
E;: 4x, +3x%, =5 s: X =(-31)+p(—24J
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— 4 -3
39. E: 3x, — 6%y + 2x3 = 42 g: X =(-3]+p.(2-2a]
6 a
a) In welchem Punkt schneiden sich die Ebene E und die Schar g, ?
b) Bestimme eine Gleichung der Ebene F, in der die Schar g, liegt.
¢) Bestimme den Schnittwinkel ¢ und eine Gleichung der
Schnittgerade s von E und F.
d) Bestimme Gleichungen der senkrechten Projektionen von g , und g,
inE.
e) Welche Schargerade ist identisch mit ihrem Spiegelbild beziiglich E ?
f) E ist Symmetrieebene der Schargeraden g, und g, .
Driicke a' mit a aus.
a) Die Geradenschar ist ein Biischel mit dem Trégerpunkt B(4 | -3/ 6).
Sollen sich Ebene und Biischel in einem Punkt schneiden, so kommt nur
B dafiir infrage: 34 -6-(-3) + 2.6 =12 + 18 + 12 =42, na also !
b) Das Biischel ist eben, zwei Geradenrichtungen gekreuzt ergeben die
-3 -3 2
Normalrichtung der Ebene F: T, xT, = ( 2 ]x[ 0 ): [3)
0 1 6
2\ [— /4
F:(g)°[x —(—63J:|=0 2X1+3X2+6X3=35
TN 3 2
C) ng °c N =(—6J°{3]=0 (p=90°
2 6
Schnittgerade ist die Schargerade, die senkrecht ist zu g :
-3 3
(2—2&1)0 [—26J =0 —21+14a=0 a =% S=ghs
a
— (-3
d r,= ( 62 ]ist senkrecht zu E, B(4 | - 3] 6) ist die senkrechte Projektion
T, ist nicht senkrecht zu E, also ist g, ; die senkrechte Projektion
e) g, ist Normale von E, also zu sich selber symmetrisch beziiglich E
f) allgemeinen Scharpunkt, zum Beispiel p = 1, G,(1|-1-2a)|6 + a)anE

spiegeln. G, sei die senkrechte Projektion von G, in E
_— 1 3
Projektionsgerade p: X = (—1—2&] +0 [— 6) schneidet E in G,
6+a 2
3(1 +30) - 6(~1-2a 60) + 2(6 +2 +20)=0 o©=3(3-2a)

—_ 16 - 6a
G, = ;[_25 _ 2a) G." sei Spiegelbild von G, beziiglich E
48 +3a

_ N N N 25 —12a
G."= G, +2G,G, =2G, - G, = -};(_43+1oa]
54-a
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. — (4 -3-12a
gespiegelte Gerade BG," X = (— 3) + ‘t(—22 + 10a]
6 12-a

_ 25-12a\ (-3 12-a
soll Schargerade g, sein: k(—43 + IOaJ = [2—2a'J =a'={,z.
54—-a a'

a)
b)
c)

d)
e)

g
h)

i)

— (2a 2
Quel1618), M14151-2) g:X =(3]+um
Welche Schargerade geht durch Q ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Schar g, liegt.
Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
beziiglich deren Q und der Ursprung symmetrisch sind.
Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und F.
Bestimme Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢ von s und g,.
Berechne die Punkte von g,, die von M die Entfernung 15 haben.
Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen T,
die eine Kugel um M mit Radius 15 in Q und O beriihren.
Bestimme eine Gleichung der Gerade t,
die in beiden Tangentialebenen liegt.
Berechne den Abstand d von t und g,.

a)

b)

c)

e)

g
h

S

16 2a 2 0
Bl=|a |[+p(2| =>p=8 a=
[2)=(5)+(2) =
N 2 2 2 2 1
g X =a[1)+u(2J ist auch Parameterform von E [é}x[%]:(—;]
0 1

E: xl—2X2+2X3=0

F geht durch die Mitte (81814) von [0Q] , die Normalrichtung von Fist
gleich der Richtung von 0Q. F:2x; + 2%, +x3-36=0

SN 12 -2
E und F schneiden sichin s: X =[g]+o[ ;]

— 2
2: X=u [2] und s schneiden sich in S(81814) unter 90°
1

() (3)

To: 14x, + 5%, —2x3 =0 Ty: 2%, + 11x, + 10x3 - 288 =0

— 0 1
t: X =(s]+¢(—zJ ) d=16
20 2

=15 = 9uu-8)=0 G,=0 Gg(1611618)=Q
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Bild zu Aufgabe 40.
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Gib die Hesse-Form an
a) Tx;—2x,+26x3+54=0 b) 6x, +8x3=-50
C) }51{1 'ZGX2 - IOX3 =0 d) 3X3 = 3
e) §xl-§x2+§x3=1 H x=0
a) - (7x; — 2%, + 26%5) -2 =0 b) - (3% +4x5)-5=0
¢) +3 (15x, + 6%, — 10xy) = d x-1=0
e) %xl—§XQ+EX3=1 f’ X1=0
Gib die Hesse-Form der Ebene E an,
die durch A(1]1/5), B(9/1]1) und C(11/4]-1) geht.
—_— 8 10 3 —_ ]
AB x AC =(0]X(3 =42 E: go[X— }. =0
-4 -6 6 6 5]
E: 3%, + 2%, + 6%3—35=0 Ei 3 (3%, + 2%+ 6%5)-5=0
Welchen Abstand haben der Ursprung, A(12 [2]-2),B(1l0[-2)
und C(-9| 1| 2) von der Ebene E: x, + 8x,—4%3=9 ?
Ey: 5 (%, +8%,—4%)—1=0 d(0, E) =| E(0)| =1
d(A, E)=|EA)|=3 d(B,E)=|E®)|=0 d(C, E)=|E©)|=2
Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1[-22)und B(-1]1 [-1)
— (0 0 2
vonderEbeneE: X = |0 [+A|1]|+pn|1]|?
1 1 0
E: [ ) [ [ ] 0, %, —2%+2%-2=0, B L —2%+2%-2)=0
d0,B)=IEO)|=2  dA,BE)=|EQ)=] d(B, E)=|E(B)| =

E:x,+2x,+2x3 + 3 =0
F: %, +2x,+2X3 — 6 =0
G X +2%+2% — 9 =0
H: %, +2x,+2x3+12=0

Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H
(als Strecken) mit den richtigen Abstédnden,
die Normal- und Hesse-Vektoren von E bis H
mit den richtigen Léngen, MaBstab: 12 0,5cm.

EH: _%(x1+2X2+2X3)—1=

Gyt + 3 (%, + 2%; + 2%;) - 8

=0 HH:

0 FH:+§(x1+2x2+2x3)—2=0

~L(z, + 2%+ 229 —4 =0
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Skizze zu Aufgabe 5. IT;OT
_H_
....... — o R
E £ T o
........ o
0
g
A(1]0]-2), B(-1[41-2), C(01610), F {
D 1?17, S(318|-3) Die Pyramide I,
ABCDS hat als Grundfliche das Par- G & Np
allelogramm ABCD. ITE"
a) Berechne die Linge der Hohe h. Ng
b) Berechne das Volumen der IT‘G
Pyramide.
2
AB x AC = [ ] ( ] 4(1J
2
— 0
a) Grundflichenebene G: [ X - 6}] 2%, + X —2X3—6=0
0
GH-(2X1+X2—2X3) 2 0 )I-
b) Grundflicheninhalt F =| AB x AC |=4.3 =12
Rauminhalt V=3Fh=1.12.3 =12
—_ 0 2
E: 11x, - 10%, + 2x3+ 75 =0 g X =(—5]+u(5)
5 14
Zeige, daB E und g parallel sind, und berechne den Abstand d(g, E).

—_ 1 2 —_ . —_—
DgoT, = [—éo)o(ls‘i]zo,alsog.l.ng und damit g|| Tg

Ey: -3 (11x, — 10x; + 2x5) -5 = 0; d(g, E)=|E(G)| =9

Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:

Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E, die die Gerade g enthilt und
parallel ist zur andern Gerade h; berechne dann den Abstand, den irgend ein
Punkt von h und die Ebene E haben.
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o X[l -]

=X (a)(3)

0 1 1 — 1
x(o):(—l} E:(—l]o[X —(—2]]:0, X-%-3=0
1 0 0 3
0; d(g, h)=|EH(H)|=%-8=4\@
2
. . . (1y (-3 4 4\ [— (0
b) mg =T, XT, =[8)x{ 4 J=4(-4] E:[-4)o[x —(17)] =0
4 4 7 7 5
E:dx) - 4%+ Txs+33=0  Ey—1(4x— 4%+ 7%+33)=0
d(g, h) =|Ex(H)|= ¢ 81=9

9. Stelle Gleichungen der Ebenen auf, die von E: 6x, — 7x, + 6x3 +55 =0
den Abstand 33 haben.
Eu: - (6%, — 7% + 6%) =5 =0 Fy:—1 (6%, — Txp + 6%5) -5£33=0
F,: =+ (6%, — Txp + 6%5) + 28 = 0 F_:—L(6x,—7x, + 6x5)-38=0
F,: 6x, —7x, +6x3—308=0 F_: 6x, - 7%, +6x3+418=0
10. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die von der Ebene
E: 7x, — 6x, + 6%3 =7 den Abstand 1 haben.
Der geometrische Ort besteht aus den Ebenen,
die von E den Abstand 1 haben
Eg 3 (6%, — Txy + 6x3— )= 0
F:l:: %(6xl—7X2+GX3—7)i 1=0 Fi: 6xl—7x2+6x3_7i 11=0
F,: 6%, —-Txy+6x3+4=0 F_: 6x,—Tx; +6x3—18=0
11. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,

die in der Ebene E: x, — X, + 3xg = 0 liegen
und von der Ebene F: 2x, + X, — 2x3 = 12 den Abstand 3 haben.

FH:§(2x1+x2—2xs)—4=0 F,:%(2xl+x2—2x3)—4i3=0
F, und F_enthalten die Punkte im Abstand 3 von F:
F+: 2XI+X2—2X3—3=0 F__: 2x1+X2—2xS—21=0

die Punkte solln auch noch in E liegen, also Schnitt von F, und F_ mit E:
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—_— 1 -1
Schnittgerade von F, und E: X =(‘1))+l[ g ]

— (17 -1
Schnittgerade von F_und E : X =(7)+p( g )
0

12.

E: 15x; + 12x,- 16x3=15 F: -9x, + 12x, - 20x3 = 35
Welche Punkte der x;-Achse haben von E und F denselben Abstand ?

Die Punkte mit gleichem Abstand von E und F liegen in den
winkelhalbierenden Ebenen W, von E und F:

Eg:  (15%, + 12%,— 16x3—15) =0 Fyg: & (-9x; + 12x, — 20x5 — 35) = 0
W, = Eg + Fyg: o (6x, + 24%, — 36%;—50) = 0, W, : 3x, + 12%,— 18%3— 25 = 0
W_=Ey - Fy: 5 (24x, + 4%, + 20) = 0 W_:6x,+%,+5=0

W, geschnitten mit der x3-Achse ergibt die gesuchten Punkte P, :
P,(0lol—25/18)  P_(0l0|-5)

13.

N k¢ 13
E: 6x; + 9%, + 2x3 =11 g X =[%3]+u[2)8]
Eine Kugel K mit Radius 22 bewegt sich so, daB ihr Mittelpunkt auf g lduft.
a) In welchen Punkten beriihrt die Kugel die Ebene ?
Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?
b) Wo ist der Mittelpunkt M des gréten Schnittkreises von Kund E ?

Schnittkreis B,
a) Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als Schnitte von g und zwei Ebenen
F,, die von E den Abstand des Radius 22 haben.
By 3 (6%, + 9%, + 2x) —1=0 Fy (6%, + 9%, + 2x5) — 1+ 22 = 0;
F,: 6%+ 9% + 2X3 + 231 =0 schneldet g(1=-4)in My(-13 |-1919)
F_schneidetgin M, = M, +2 MM =2M - M, , M,(13 | 211-7)

—13 12
B, =M, +22T3°= M, +27; _(_19] (m] By(-11-1]13)
9 4

a8y 12
B, = M, - 22T.%= M, - 2.0 (2%]-[18) By(1]3|-11)
z 4
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Andrer Losungsweg

Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als diejenigen Geradenpunkte,
die von der Ebene den Abstand des Radius 22 haben.

Bedingung: d(G, E) =| E4(Q)| = 22, Ef(G) = + 22

L[6(39 + 13p) + 9(61 + 20p) + 2(-23 — 8)] — 1 = + 22

(737 +242u) - 11=+22.11 =242 =+242-726 =>p=+1-3
dann gehts weiter wie gehabt.

b) M ist der Schnittpunkt vongund E,p=-3 M [1]1)

— -6 7
14. g, sei die senkrechte Projektionvon g: X = [ 2 ]+ 7] [ 20 )
-8 1

in die Ebene E: 2x, —x, + 3x3—-4=0.
Bestimme den Schnittpunkt von g und g, und eine Gleichung von g,.

g eingesetzt in E ergibt p = 1, Schnittpunkt S(1|4/2).
d(G, E) = | E4(G) | =| — 42/14], G und O liegen auf derselben Seite von E:

GG+ (AP )e3(R)=(X X =(4)+a(5
ARG el

15. Die Punkte P(15|-6| 10) und P’ seien symmetrisch beziiglich
der Ebene E: 7x, — 4x, + 4x3 — 7 = 0. Berechne P'.

d®, E) =| E4(P)| =| +18| = 18, E liegt zwischen P und O

— B (T (1 7
P =P —2d(P,E) Ty =[-6J—2-18- 5[—4):[—6)—4[—4), P'(-13110/-6)
10 4 10 4

16. T: 3x, —4x, — 12x, = 0 sei Tangentialebene einer Kugel K
um M(7 | -1|-12).
a) Berechne Radius r und Beriihrpunkt B von K.
b) Bestimme eine Gleichung der andern Tangentialebene T' von K,
die zu T parallel ist.

—_ 3
a) r=dM,T) =|Tz)|= 13 B=M+13-;3-(_4J B4/310)

-12
b) AnsatzT: & (3%, — 4%, — 12%5) £ 2:13 = 0
weil B in T liegt, miissen M und B auf derselben Seite von T" liegen,

also Vorzeichen von ng so wéhlen, da88 T'(B) und T'(M) dasselbe
Vorzeichen haben: T": 3x, —4x;, — 12x3—-338=0

17. H: 10x, — 11x, + 2x, = 1 halbiere die kleinste aller Kugeln, die durch
P(21|-21|5) gehn. Berechne ihren Radius r und Mittelpunkt M.
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—_ 10
r=d®,T)=|Hy®)|=1-30] M = P—SO-%(-él) M(1 1 1)

18.

Bestimme Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen von
E: x; +2%,—2%3+5=0 und F: 5x, — 14x, + 2x3—-4=0.

Ey: —5 (%, +2%,—2%3+5)=0 Fiu: 3 (5%, — 14%, + 23— 4) = 0

W, =Ey+Fut — 2 + 2%, - 2%+ 5) + 3 (5% — 14%, + 2x3—4) = 0
24x, - 12x3+29=0

Wy =Ey—Fy: — 2 (%, + 2%, — 2%+ 5) — 3 (5%, — 14%; + 2% —4) =0
10x, — 4x, - 8x3+21=0

19.

E: 2%, +X,-2x3+3=0, F: 6x;,-2x,—-3%3+21=0
a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von E und F denselben Abstand haben.
b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
deren Abstand von E halb so gro8 ist wie der von F.

Eyg -3@% +X-2%,+3)=0,  Fy—2(6%,—2x,—3x3 +21)=0
a) W, =Ey+Fy:—5 (2% +%— 2%+ 3) — 2 (6%, — 2x,— 3% +21)=0
32X, + X, —23%; +84 =0
Wy = By~ Fy: — 5 (2%, + X5 — 2x3 + 8) + 2 (6%, — 2%, — 3% +21)=0
4x, - 13x, + 5x3 +42=0
b) |EyX)|=ZFa() |, 2ExX) =+ Fy(X)
2-Ey(X) - Fy(X) : — 3 (2%, + X5 — 2%3 + 8) + 2 (6%, — 2%, — 3% +21)=0
10x; + 20x,— 19%x3-21=0
2.E4xX) + FgX) : - %(2)(1+x2—2x3+3)-§31—(6x1—2x2—3x3 +21)=0
46x; + 8%, - 37x3+ 105=0

E: 4x, —x, +8%3+18=0, F: 4%, -x,+8%3-36=0
a) Gib eine Gleichung der Ebene S an,
die von E und F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,
deren Abstand von F doppelt so gro8 ist wie der von E.
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E, F, S, G und H
(als Strecken) mit den richtigen Abstinden im MaBstab: 12 1lcm.

Ey: — 3 (4%, — X, + 8%y + 18) = 0, Fy: ; (4%, — %, + 8%;— 36) = 0
a) S=Ey-Fy: 4%, -%x,+8%3-9=0
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b) |[FgX) |=2|EzX)| Fu(X) = £ 2E4(X)
H = F(X) - 2E4(X) : %(4x1 — X, + 8%3—36) — % (4%; — X, + 8x3 + 18) =0
H: 4x,-x,+8x3+72=0
G = Fuy(X) + 2E4(X) : (4%, —Xp + 8%; — 36) + 2 (4%, — X, + 8x3 + 18)= 0
G: 4%, — X, +8%x3=0

¢ iH E iG IS F
: HE
E b
a 0¢ |
: v
| | | | [ 1 & & 1 | | |
8 5 2 1 0 1 2 3 4
21. E: 3X1—4X3=0 F: 2X1—XZ+2X3=0

Eine Kugel vom Radius 4 rollt in der von E und F gebildeten Rinne hinunter.
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der xg-Richtung). Bestimme eine Glei-
chung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

— 4
Die Rollgerade ist parallel zur Schnittgerade von Eund F: X =p 1:;4

E, und E_seien Ebenen im Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene E
E,: 3%, —4x;+4.5=0

F, und F_ seien Ebenen im Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene F
F,: 2%, - X, +2x3+4.3=0

mathematisch bieten sich vier Rollgeraden an:

— (-4 4
Schnittgeradeavon E,und F,: X = ( 8 )+a[1;J
2

— 4 0 4
Schnittgerade b von E_und F,: X = 25) +B (134)
&

—_ r 0 4
Schnittgeradecvon E,und F_: X = —52J + y(l;}
\

— (8 4
Schnittgeraded von E_und F_: X = 615] +9 (1;]
\
physikalisch kommt nur die oberste Rollgerade infrage:
man bringt jede der vier Rollgeraden zum Schnitt mit einer senkrechten
Ebene, zum Beispiel mit der x,x;-Ebene: x, = 0; der Schnittpunkt mit dem
groBten xg-Wert ist ein Punkt der gesuchten Rollgerade
Schnitt von a und der x,x;-Ebene: A(0| 221 5)
Schnitt von b und der x,x;-Ebene: B(0 | 22| -5)
Schnitt von ¢ und der xxs-Ebene: C(0 | -2|5)
Schnitt von d und der x;x,-Ebene: D(0] 2| -5).
Weil A und C gleich hoch liegen, kann die Kugel in a oder c rollen.
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22.E: 2%, —-x,—-2x%3=5 F: 2%, +2%—%3=5 G: X, +2X,-2x3+4=0
Eine Kugel vom Radius 3 liegt in dem von E, F und G gebildeten Pyramiden-
Trichter (der Trichter enthilt die positive xg-Achse).
Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

In M schneiden sich die drei E', F' und G' mit den Eigenschaften:

E' ist parallel zu E und liegt iiber E,

F' ist parallel zu F und liegt iiber F,

G’ ist parallel zu G und liegt iiber G,

die xg-Achsenpunkte von E', F' und G' haben x;-Werte, die groBer sind als die
entsprechenden x3-Werte von E, F und G.

Ey: 3 (2% — X, — 2x3—5) = 0

E: (2%, - %, -2%;~5)+3=0 2%, — X, — 2%, +4 =0
Fi: 3 (2%, + 2% —X;—5)=0
F': (2%, + 2%~ X3 —5) +3=0 2%, + 2%, —Xg + 4 =0
Gﬂz—é(xl+2x2—2x3+4)=0
G:—3 (%, + 2%, —2x3+4)-3=0 X, + 2% — 2%3 + 13 =0

F'-E" 3x,+%3=0,—%3=3%, in F: 2x,=-5%,-4in2G
=x=-2,x,=3  M@3|-2[6)

23. E: %x1+x2+x3—1=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft

wirkt entgegen der xs-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade,
auf der der Kugelmittelpunkt lduft, wenn er in S(0| 0| m) startet.

Die Gerade, auf der die Kugel rollt, liegt in E und in der Ebene F,
die durch S geht, parallel ist zur x3-Achse und auf E senkrecht steht.
E: x; + 2%, +2x3-2=0

0 1 -2
Normalrichtung von F: g =[0Jx(2]=( 1 J
1 2 0
Y 1 2
Rollrichtung der Kugel: T = np xnp =| 1 [x| 2 =( 4 J
0 2 -5

der Startpunkt S(0| 0| m) muB von E den Abstand 4 haben
und iiber E liegen: Ey: :1;(1:1 + 2%y + 2%3—2)= 0, Bedingung: E4(S) = + 4:

%(2m—2)=i—4,:m=i6+1,wennm=7,dann1iegtSiiberE

—_ 0 2
der Kugelmittelpunkt lauft auf X = ( 0 ) + u( 1 ]
7 -5




XI. 3. Normalformen von Geraden 259

1. Gib die Hesse-Form der Geraden a bis f an
a) a: -3x+4y+15=0 b) b:x+y=1 ¢) c -2y=0
. - R Y = (1 5
d) d: x+0,75y =0,25 e e y=mx+t £X-(1)+u(12)
1 1
a) §(3x-4y)-3=0 b) ﬁ(’“‘y'l):O c) y=0
1 1= —signt _ _ 1 (19x—5v—T)=
d ;(4x+38y-1)=0 ) m(mx y+t=0 0 £ (12x-5y-7)=0
2 gX=(§)+n(?) A(0,5]-3,5)
a) Berechne den Abstand von A und g.
b) Berechne die Gleichung der Lotgerade von g durch A. L
¢) Berechne den LotfufSpunkt F von b) und die Léinge des Lots AF .
a) dA,g)=65 b) £X = (_03;55 ) +i (“125) ¢) F(-2125), AF=65
3. a) Berechne den Abstand von Ursprung und Gerade g: 3x + 4y = 12.
b) Berechne den Abstand von b: 3x +4y =24, c:3x+4y+24=0
und d: 6x + 8y = 24.
a) dO,g)=24 b) d(b,c)=9,6 d®,d)=24 d(c,d)=17,2
4. Bestimme eine Gleichung der Gerade h durch H(3|-4)
parallel zur Gerade g: 3x = 5(y + 1).
h: 3x -5y =29
5. Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die durch G(-12| 5) geht
und vom Ursprung den Abstand 13 hat.
g 12x-5y+169=0
6. Bestimme Gleichungen der Geraden p und q,
die von der Gerade g: 3x + 4y + 12 = 0 den Abstand 0,5 haben.
p: 3x+4y+145=0 q:3x+4y+95=0
7. Gib die Punkte aufh:y=x+2 an,

die von g: —3x + 4y = 3 den Abstand 1 haben.

(012) und (-8,51-6,5)
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-

Gib die Punkte an, die von g: x + 7y = 0 und der Winkelhalbierenden w
des 1. Quadranten jeweils den Abstand \/50 haben.

cRE el e (3

In einem Dreieck ABC ist A(2| 1), h,: 5x —4y = 7 und hy: 8x + 4y = 11.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden, in denen die Seiten liegen.
b) Berechne die Koordinaten der Ecken B und C.

a) AB: 4x+5y=13 AC: 4x-3y=5 BC: 4x+y=-7

b) B(-3|5) C(-1]|-3)

10.

gx+y=2, h7x+y+7=0

a) Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von g und h.

b) Bestimme Gleichungen der Geraden, deren Punkte jeweils
von h einen dreimal so grofen Abstand haben wie von g.

a) 4x+2y=1 2x-4y+9=0
b) 22x + 16y =23 8x + 14y = 37

11.

Im ersten Oktanten liegt eine ebene, dreieckige, spiegelnde Glasscheibe ABC.

-5
Von Q(16| 0| 16) aus trifft auf sie ein Laserstrahl 1 in Richtung( 1 ]
=7

a) Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Spiegelfléiche liegt.

b) Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E.

¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen Strahl und E.
Berechne den Einfallswinkel a.

d) In welchem Punkt S trifft der Strahl aufs Glas ?

e) Bestimme eine Gleichung des Einfallslots e.

f) L sei die Ebene, in der der ein- und ausfallende Strahl liegen.
Bestimme eine Gleichung von L.

g) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und L.

h) Bestimme eine Gleichung der senkrechten Projektion 1, von Strahl 1 in

die Ebene E.

i) Qund Q' seien Spiegelpunkte beziiglich E. Bestimme Q'.

J) Bestimme eine Gleichung der Gerade r,
in der der reflektierte Strahl liegt. ]

k) Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene K von Strahl 1 und
reflektiertem Strahl r.

1) Die Symmetrieebene K von k) schneide E in s.
Gib eine Gleichung von s an.
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m) Welchen Winkel schlieen 1, von h) und s ein ?

n) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade n von L und F (von 1)).

0) Welchen Winkel schlieBennund1, ,nund sein ?

P) Qund Q" seien Spiegelpunkte beziiglich K. Bestimme Q".

q) Welchen Abstand haben E und die Gerade QQ" ?

r) Welchen Abstand haben K und die Gerade QQ' ?

8) Uliege in E, K und in der x;x,-Ebene. Berechne U.

t) Die Ebene H enthalte 1 und habe vom Ursprung denselben Abstand wie 1.
Bestimme eine Gleichung von H.

u) Die Gerade g liege in E und habe vom Ursprung denselben Abstand
wie E. Bestimme eine Gleichung von g.

v) Der Schnittpunkt von 1 und r sei Mittelpunkt einer Kugel mit Radius
10\/5. Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Geradenkreuzung.

w) Eine Kugel um den Ursprung mit Radius ? schneidet E.

Berechne Radius p und Mittelpunkt M des Schnittkreises.

—x» a2 r-15 -15 2
a) ABxAC:[ 10 ]x[ 0 ):—25[3} E: 2x, + 3%, +6x3—-30=0
0 5 6

— (15 3 — (15 3
b) in x;x,-Ebene: X =( 0 ]+ o [-2] in x,x3-Ebene: X = [ g ]+ B ( 01]
0 0 -

N 0 0
in x,xg-Ebene: X = [10] + y(—z)
0 1

c) sin¢=#§;(p=54" o=90"—-¢=236 d) S@6l2/2)

—_ 6 2
e eX =(2]+8(3J
2 6

—_— 16 5 2
H L X =( 0 J+o(—1J+t[3) in Normalform: 27x; + 16x, — 17x3 = 160
16 7 6

g) 1, ist senkrechte Projektion von Strahlin E
h) die senkrechte Projektion von Q in E sei Q*(-12/6|4)

— (6 3
L,=Q*S: X =(2)+e[—4]

2 1

) Q=Q+QQ* Q@®|-12/-8)

b)) r:Yz_S‘-l-C_QTS‘: (g]+t;(_71]
2 5
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k) E ist Symmetrieebene,
Symmetrieebene K steht senkrecht auf L und enthélt e

— 6 2 2
KX =[2]+n(3)+1&(lﬁ) in Normalform: 3x; —4x, + xg = 12
2 6 -17

2 -17
m), 0) s, eund ], stehn paarweise aufeinander senkrecht

—_ 6 2
n) n=e: X =(2)+v(3)
2 6

— 6 2
1) sistNormalevonLinS: X =[2]+K(16)

p 5Q=5q = Sq Q=5+QS  Qulisli2)

qQ dQQ"E)=dQ,E)= QQ* =14
r) dQQ, K =dQ K) = SQ* =2V26

8) U liegt aufs, U ist der Schnittpunkt s und der x,x,-Ebene: U( %l % | 0)

t) O’ sei die senkrechte Projektion von O in 1:
16-5u\ /-5 o u 5 5
K of 1 |=0=>u=_, ==| 4
(16‘7“] [‘7} % 5[‘3)
5 — 16
H:[4]o[X -(0]':0 in Normalform 5x, + 4x, — 3x5 = 32
-3 16

u) keine eindeutige Losung: es handelt sich um ein ebenes Geradenbiischel,
das in E liegt und O, als Tréigerpunkt hat; Oy( & | 2|20 jst die senkrech-

©'s's
—_— 60/49 3a
te Projektionvon OinE. g, X =[ 90/49 )+ 'y( 0 )
180/49 —-a

v) Abtragen von Strecken der Linge 10v3 in Richtung 1 und r von S aus :

—s 5V /6 5
U - S¢10\j§(_71]=[2)¢2(_1] U,1610116) U.(-4l4]-12)
2 7

—

s -1\ /6 -1
V=SilO\/§(g]=(gJiz(7J V,4l16112) Vv.(8]-12]-8)
5

w) O ist die senkrechte Projektion von O in E: Og( i—g— | %l %9 )

dO,B)=7 Pyt p* =(RP-(FP=p=7%
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12. a)

b)

c)

d)

e)

0 !
Bestimme Gleichungen der Ebenen, die zu @ = [ é ] und v = ( g }

parallel sind und vom Punkt Q(0| 0] 7) den Abstand 3 haben.

g. sind Ursprungsgeraden durch (1|-1]c).

Welche Gerade schneidet die Ebene E: 2x; — 2x, + X3 — 16 = 0 nicht ?
Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen der Richtung von g,
und den Vektoren @ und Vv ?

Die Ebene F enthalte die x3-Achse und die Geradenschar g, von b).

Bestimme eine Gleichung von F.

E und die Koordinatenebenen begrenzen eine Pyramide P.

o) Berechne das Volumen von P.

B) Berechne die Oberfliche von P.

Y) Zeige, daB F Symmetrieebene von P ist.

8) Priife, ob S(3|-3|3) und T(3|-315) in der Pyramide liegen.

e) Es gibt eine Kugel in P, die alle vier Seitenfldchen beriihrt.
Berechne Radius und Mittelpunkt dieser Kugel.

Welche Schargeraden von g, beriihren eine Kugel um M(2 | -2 | 2) mit

Radius 2 ? Berechne die Beriihrpunkte.

a)

b)

c)

2 2 1
Ebenenpunkte ergeben sich durch Abtragen von Strecken der Linge 3

e = — - (0y (2
inRichtungn:P=Qi3n°=(0Ji[—2],Pl(2|—218),P2(—2|2|6)
7 1

2 — 2
Ey: (_2},[ X - (.zﬂ =0 2%, — 2%, + X~ 16 = 0
1 8 '

2 — -2
Eg(—-2]o[X—[2]]=0 2%, - 2%, +X3+2=0
1 6

—_ 1

g: X =p (—1] geschnitben mit E liefert (4 + ¢)u = 16, diese Gleichung
c

s 0 -1 2 N
uxXv = [ 1 ]x[ 0 J: (—2 =1 ist Normalrichtung der Ebenen,

hat fiir ¢ = —4 einen Widerspruch: g , schneidet E nicht , die Richtung
von g, ist eine Linearkombination von u und v: (—1 ] =— [ 1 ] - ( 0 J
-4 2 2

c

—_ 1 0
F: X =p|-1{+v {0) iibergefiihrt in Normalform: x; + x, =0
1

doa) Der Ursprung und die Achsenpunkte von E sind die Ecken der

Pyramide. Grundflidche OA,(8|0]0)A,(0|-8]0), Spitze Az010]16)
OA,A, ist ein halbes Quadrat von % -8-8 = 32 Flédcheninhalt,

die Pyramidenhohe ist 16. Volumen V= % 32:16 = 5—;3




XI. 3. Normalformen von Geraden 265

de)

e)

gc./“ .

dp) Seitenfliche in x,x5-Ebene: L .8.16 = 64

g4 AX:;‘,} 2
y Seitenfldche in x,x3-Ebene: % -8-16 = 64
g, 16 Grundfléche in x;x,-Ebene: % -8-8 =32

H
i1 =—
[\ Restfliche: F, =1.8v2. M4,
\ MA, 2=16%+ OM 2 =256 + 32 = 288

[\

s

ji 4 \J

/i ‘t‘.‘ f Fr = 4v 2-124/2=96

Oberfléicheninhalt = 256

8o dy) F enthilt die x;-Achse und damit eine
\ Kante der Pyramide, die Spur von F in
B der x,x,-Ebene halbiert den Winkel von
;. positiver x; und negativer x,-Achse.
Deswegen ist F Symmetrieebene der

fI\ : % 3
? L X Pyramide.
\FS- S e
- ¢ ) dd) S und T liegen senkrecht iiber der Spur
_8/ [ von F in der x,x,-Ebene, auch senkrecht
— | tiber der Grundfléche.

Drin liegt der Punkt, der auf derselben
M(41 4 10) \ Seite von E liegt wie der Ursprung.
X

Hesseform von E:
Eq(X) = 5 (2%, — 2%, + X3 — 16) = 0

Ex(S) = 1 (2-3 + 2.3 + 3 - 16) < 0, also liegt S in der Pyramide.
Ey(T) = (2-3 + 2.3 + 5 - 16) > 0, also liegt T nicht in der Pyramide.

Der Kugelmittelpunkt M muB} von allen Seitenfléichen denselben

Abstand haben.

M(r|-r|r), r > 0, M ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius r, die alle
Koordinatenebenen beriihrt.

Der Abstand d(M, E) muB gleich dem Kugelradius sein: d(M, E) =r

d(M, E) = Eg(M) = 1 (2r + 2r + 1 - 16) = } (51 - 16)

Bedingung fiir beide Kugeln: 3 (5r—16)=zr, 5r=16+3r; r,=8,r = 2.
An der Grundfléiche macht man sich klar, da die kleinere Kugel um
M(2|-212) mit Radius 2 die Inkugel der Pyramide ist.
Der Abstand d(M,g,) ist gleich dem Kugelradius: d(M,g,) = 2
p—2 H-2
Verbindungsvektor MG (—p. + 2J muB die Linge 2 haben: (—-].1 + 3] =4
pe—-2 pue -
(2 + cAu? - 4(c + 2)p + 8 = 0, weil es nur einen geben darf (Senkrecht-
stehn, Beriithrung) muB die Diskriminante gleich 0 sein:
D = 16(c + 2)* — 4-8(2 + ¢?) = 16(c? + 4¢ + 4 —4 — 2c?) = 16¢(4 — ¢)
8o und g, sind die Tangenten.
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