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I .  Was ist Analytische Geometrie ?

Zeichne die Figuren, deren
Punkte die Koordinaten-
gleichungen erfüllen:

1 .

a ) y

= 6b) 2x+3y

= 5ec ) x

d) y= -2

deren’2. Zeichne die Figuren
Punkte die Koordinaten-
gleichungen erfiillen:

a) y=x2

b ) y

c ) y —(x-1)? +2

—x? + 4xd vy

3. Zeichne die Figuren, deren Punkte

> . . .|d id  d l

die Koordinatengleichungen erfiillen:
a) y= | x |
c) l y l = | x |



I. Was ist Analytische Geometrie ? 3

4. Zeichne die Figuren, deren Punkte die Koordinatenungleichungen erfüllen:
a) ys -1x+3  b) x<2y  ¢) y<-x>+2x+3

d y<x? e l y l + l x l s1  9p y-x220
CR pe  S f  any  r

1 [ ]  J [ ]  DO
1 ) 4 a )  '
1 4 =e  ' ) '
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5. Beschreibe die Punktmengen mit a) y=3x -3
Koordinatengleichungen: 2

yA :

. .> .  d y=0
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I .  Was ist Analytische Geometrie? 5
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9. Berechne die Schnittpunkte der Geraden: a l ?  ba l

a) gy=2x b)  g 3x -2y=5  ©) gy -2=0

h: y=-3x+3 h: x=3  h: x= -2y+4 |©  02  @ (xl)

d gx -n=0  e) g 2x-6y=0 % gy=2x -2  e) keinerda:g Ih

h: y+n=0  h y=  3x+  1 h: x=  3y+3  |Dn x2£x~2) ,  xeR

10.  DELISCHES PROBLEM
Die Bewohner der griechischen Insel Delos sollten zur Abwendung der Pest nach einem Orakel-
spruch Apollon einen wiirfelfsrmigen Altar bauen, dessen Volumen doppelt so groß werden sollte
wie das des vorhandenen Altarwiirfels. Weil sie die Kante des neuen Wiirfels nicht konstruieren
konnten, fragten sie PLATON um Rat, und er antwortete ihnen: Apollon braucht einen so großen
Altar gar nicht, er wollte euch nur zeigen, daß ihr euch zu wenig um  Mathematik kümmert und
nichts von Geometrie haltet!
Wir wissen heute, daß diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal nicht lösbar ist. Die neye!
Kante müßte nämlich V2 mal so lang sein wie die alte, aber eine Strecke der Länge Y
ist nicht konstruierbar. Der griechische Mathematiker MENAICHMOS (4.Jh.v.Chr.)
fand zwar eine Konstruktion mithilfe von Parabeln, doch als exakte Lösung im  Sinn
der klassischen Geometrie wurde sie natürlich nicht anerkannt.
Zeichne die Parabeln p: x = 0,552 undq: y=x? und berechne ihre Schnittpunkte.
Wieso ist damit das Delische Problem erledigt?

' ’ . H ' '
<q >

' ’ ‘ ' | ) '
L

o
d

(S
S)

p: x=  3y?=> y? = 2x; setzt man y = x?
ein, ergibt sich: x*=2x = x*-2x=0

il >

xx  2 )=0=>x=0  oder x=  i z

E
E

Die Strecke der Länge 2 ergibt sich als
x-Wert des Schnittpunkts von p und q.
Wenn jene Geometriemuffel von Delos
im KOSY die Einheit so lang machen
wie die Kante ihres alten Altarwiirfels,
dann ist der Abstand des Schnittpunkts
von der y-Achse gleich der gesuchten
Kantenlénge des neuen Altarwiirfels.
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6 II. Lineare Gleichungssysteme

1 .  Bestimme die Lösungen und zeichne die zugehörigen Geraden:
a) I x ,+x=1  b) I — 4x, + 2x, = -6  ec) I x,  - x2=0

I I  2X1 -  X9  = 8 H I  6x ,  — 3X  = 9 I I  X ]  + Xo  = 0
d)  I 6x,  — 9x,  = 6 e) I 3x,  — 0,5x, = 0 f )  I X ;  = 1

II 4x , - 6x ,=0  II — 6x, + x=0  II x ,=2

a) genau eine Lösung (3 | —2) y bl
I f l

b) unendlich viele Lösungen 7

(a |2a  — 3) bzw. (1b +51 b )  fII (112)
cll  J J  cl

¢) genau eine Lösung (0 0) 1 /

d) keine Lösung (Parallelitéit) ————%

e) unendlich viele Lösungen
(a l  6a) bzw. (1b | b )  dl / dil (31-2)

f) genau eine Lösung (1/2)

2. Gib ein 2,2-System an, das die Lösung (5) hat  und

a) keine weitere Losung hat
b) auch noch die Lösung (1 )  hat c) homogen ist.

a )  z.B. I 2X,  + Xo = 0 b )  I 5X;  +Xo=6  Cc) I 2x;  + X ,=0
II x ; - x=  -6  II 5x, +x,  = 6 II 2x, +x ,=0

3. Ein  m,2-System hat die Lösung (3) Gib ein Beispiel an  für m=  1,  2, 3.

Kann man es so einrichten, daß (3 )  jeweils die einzige Lösung ist ?

für m=1,2,3 ist jeweils ein Beispiel angegeben
m=1:  I 3x, -2x%= 0 es gibt immer unendlich viele Lösungen
m=2:  I 3x, - 2x=  0

I I  3x, - 2x ,=  0 unendlich viele Lösungen
oder

I 3x ,  - 2X,  = 0

II x, + X,=  5 genau eine Lösung (2  | 3 )
me=3 :  I 3x ,  — 2x ,  = 0

III 3x,  - 2x ,=  0 unendlich viele Lösungen



I I .  1.  Bezeichungen_

oder
I 3x ,  — 2X,  = 0

I I  3x ,  — 2X  = 0

III x;  + X=  5 genau eine Lösung (2 | 3)
oder

I 3X,  - 2X,  = 0

I I  X i  + Xo= 5
III x,  - x= -1  genau eine Lösung (2  | 3 )

4. I 3x; — Xo+2x3=1
IT 2x;  + 2x, =0  Gib die Koeffizienten an: a , ; ,  8,2, 8 ,  83 und  b ,.

a , ;=3  a0  = -1  b ,  = 1

ag = 2 ag3=0

8. Gib ein 3,2-System an, fiir das gilt:
a) aj;  =an=1 ,  by= -by=2  a ,=b3=0 ,  ag  = 2832 =-— 822 =6
b) a ,=1 ,  ay= -1 ,  b= j  ( i j k=1 ,23 )
¢) ax= i+k,  b=0  ( i j =1 ,2 ,3 ;  k=1,2)

a )  I X ;  2 b )  I X i  - X2a= 1 Cc) I 2x ,  + 3X,  =0
I I  X i  — 6x ,  =—2 I I  X )—Xp=2  I I  3X ;  + 4x ,  = 0

IIT 6x; +3x ,=  0 IIT x,  —x ,=3  III 4x,  +5x ,=0

6. In  einem homogenen 3,3-System gilt a ,  =—1, a;3 = ay3 = 2
und a ;  = -ay  (4, k = 1,  2, 3). Schreib das Gleichungssystem hin.

I Xy + 2%3=0
II - x  + 2%5=0

I I I  —2X; — 2x ,  = 0



8 II. Lineare Gleichungssysteme |

|1. Löse die Gleichungssysteme|

a) 10x; + x - 2X, = b) - x  — Xx + X=  0
X; + 2%, + 2x3 = 3 3x; + X + 2x  = 11

4x, + 4x, + 3x3 = 5 —X;  — Xp+ 4x = 9
1 1

-2  2
3 3

c) 4x, + 5x2 + 2x3 = 3 d - x  +X  + x=0
-19x, — Xo  — 3Xg  = 2 -X ;  + 4x ,  + 2x4  = 0

7X;  + 4x ,  + X3  = 1 2x ,  + 2x,  + 3xg = 0

0,25 0
0,5 0[%) 4)

e) 2X, — 3x, — x3 =4  f) - x ; + x + x3=0
3X; — Xp + 2X3 =5  X;— 3X) + 2x3 = 0
3x , —- 8 x , — 5x3 = 5 2x , — 4x, + x3 = 0

5
$ keine Lösung X 3 )

X i  + 4x,  + 4x;  = 1 ) x de  0

X ;  + X + Xs  = 1 0 )  a ara  a
3X1— 3Xo— 3X3= 0

g) ¢ keine Lösung
1 0 2 1 2 0

h) oo )  +8 (  3 )  oder 1(1)+5(¢] oder e (1 )+4 (2 )

1) X i  + OX, - 2X4 =0  J)  X i  + 2Xo— 3X3 = 0
-2x, — Xo  — 3X ,  = 0 2x ,  — Xo+  4x4  = 0

4%; + 3x2 — X3 = 0 4X, + 3X,— 2x3 = 0

4
12. Lose die Gleichungssysteme und die zugehörigen homogenen Systeme |

a) 2x, + x, —-3x3= 5 b) 2x, + 3x,-— 2x3 = 5
3X ;  — 2X,  + 2x3 = 5 X i  — 2X,  + 3x3 = 2
5x,  - 3x ,  — X3  = 16  4x ,  — Xo  + 4x4 = 1

1 0 —5
3 )  bom Sys 6 )  $ ,hom.Sys.: u :



II. 2. Das Einsetzverfahren
c )  Xi) + 2X9 + 3X3 = 3

3x,  + 2X,  + 17x,  =1

-1  7 6 —3,5 0 1
E Joa  | oder | 0 Jen  1 | oder 12/7 |+v|-2/

0 1 —1 0,5 -1/, —1/,

_7  —3,5 | >
hom.Sys.: A| 2 | ode g| 1 oder v |—> H N o f )  —/,

d) 2X; — X9+  3x3 = 4
4x, — 2%, + 6x3 = 8

— 6x; + 3x , — 9x3 = -12

0 1,5 0 2 0,5 —1,5 0 0,5 0
[ 8  )+0  0 |+PB|15|oder |091+y| 1 | +8] 0 | oder |-4 |+8e| 1 |+6E|15
4g -1  0,5) 0 0 -1  0 0 0,5

1,5 0 0,5 -1,5 0,5 0
hom.Sys.: ol & +822 )  oder 1 +3  0 oder | 1 +6 (25 )

~1  0,5 0 - 1  0 0,5

[3. Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!)|
a )  X ;  + Xo  =—2 b )  2X;  + 3x ,  = 5

Xo  + X j  =—2 Xg  = 2

X;  + Xg  ==9  4x ,  — Xo  — 3

- 1  1
-1  1ej 3

c) X;  = 3 d) 2X, + 3X3 = 4
8x  =4  4x,  + 6x4 = 8

2x,  =1  - 6x ,  -_ 9x ;  = —12
3 2-1,5p

(05) c
0,5 9

e) Xi  + 2X; = 3 f) x=x ,
—X;ı + 8x; = 7 Xo= Xg

Xz  = 1 X3= X ;



10 II. Lineare Gleichungssysteme

|4. Kleine Ursache — große Wirkung |

a )  2,01x; + Xo  + Xg  = 201  b )  1,99x,  + X + Xg  = 201

X;  + Xq  = 200  X ;  + Xg3 = 200

— Xo + X3 = 200 — Xo + X3 = 200
100 —100

—100 100
100 300

c) 2X, + X + Xg =201 d)  2,01x; + x + X3 = 200
X; + Xg =200 X) + x3 =200

— Xo  + Xg  =200 — X9  + X3  = 200 -

0
keine Losun 0$ ung 5 )

e) 2X, + Xo + Xs =200 f) 1,99x, + x + X = 200
X + Xg=200 X + X3=200

— Xo + X3 = 200 — Xp + Xg  = 200

CE 0
0

200

5. Bestimme die Parameter a, b und c so,
daß das System die angegebene Lösunghat (A ist ein freier Parameter):

a) 2x , + aX, +xag= -4  | x i = -1 , x2=2  und x ;=2  eingesetzt führt zu
bx; — 8x, + x3 = —5 | einem neuen System:
6x; — X + CX3= 3a -2 +2a + 2=-4

X,  -1  - b  - 6  +2  =—-5
Lösung: | Xo - (  2 )  —6-—-2 +2c  =3a

Xg 2 es hat die Lösungen a= -2 ,  b=1  und c=1

b )  2x ,  + Xo  — Xg  =

2x, + 3x, =0  die Lösung eingesetzt führt zur
6x; + ax  - x3=1  Gleichung M7-a )=  0

ı\ /0 3 Lösung: a = 7
Lösung: |X2 ( 8 )  AelR

X3 — 4

c) 2X; + aX; + x3=  0
X, + Xg=  0 die Lösung eingesetzt führt zur Gleichung

— Xp +axg = 0 Ma -1 )=0
1 _1  Lösung: a = 1

Lösung: Ze  1 )  AeR
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|

d) -3x; + 2x, + ax; = 0 Wegen des homogenen Systems setzt man  die
Xi  + axg + 2x3 = 0 A

— X,  + x3 =0  | Lösung ohne Konstantenteil an x )
| Das System hat oo! Lösungen. V

0
eingesetzt führt das zur speziellerenLösung| # |und die wiederum zu u(a+2)=0.

HK
Der Fall u=0  fällt flach, weils dann nur  die Lösung (0 0 ]  0) gibt — verlangt sind
ja  oo! Lösungen. ı muß beliebig sein, also muß a = -2 sein.

6. Parabeln durch gegebene Punkte
Bestimme die Koeffizienten von y = ax? + bx + ¢ so, daß die zugehörige
Parabel durch die angegebenen Punkte geht.
a) P11)  Q -2 | -2 )  R@I|-7 b) SC0|-3) T@|-1)  U2 3)
ce) I 1 l 1 )  J -1 ] -1 )  K(©2|14) d E1 l l )  F@2l3) G( -1 -3 )

e) U (1 |0 )  V (© |1 )  f) W l 2)

Man  setzt die gegebenen Koordinatenpaare ein in y = ax? + bx + ¢ und steht
dann vor einem Gleichungssystem mit  den Unbekannten a, b und c.
a) y= -x+2  b) y=x2+x -3  ce) y=  4x?+x -4

d y=  2x -1  e) y=ax ’—-(a+1)x+1 d) y=ax®+bx+2 -a -b

7 .  Bestimme die Lösungen der 4,4-Systeme |

a) 2x; + 2x,— 2x3 + 2x, = 8 b) x; — 2x, + 3x4 = 6
X;  — Xo + Xg+ 2x4 = 10  2X; + Xa -xu=  1

2x,  — 3x,  + 4x ,  - 3X,  = —4 3X,  + OXg = 21

2x;  + 4x,— 3x3 + 3x4, = 9 3x, — 4x, =-13
1 1
2 2

4 4

¢) x + 2% + x,  = 0 d x, — X+2%-x , = 1
Xo + X3 — X4 = 0 3x4 _— 3x,  + 6x, — 3Xq = 3

—X,  + Xo  - 0 —2x, + 2X ,  — 4x ,  + 2x ,  = —2
—3X;+ 3x; — X3—2x4 = 0 4x, — 4x, + 8x3 — 4x, = 4

(30 \ ( 1+A—-2p+v \
3 A

—20 LL

\ © | \ V )
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|8. Überbestimmte Systeme|

a) Xx; + 2x, = 0| |b) 2x, + x = -5  Cc) X; -— 2x, + 2x3 = 4
2x, + 5x  = 2 -3x; + 2x, = 11  2X; — 3x3 = -2

X; — x == 5 4x, — Xo = -13  ~X; + 2%Xo— 3x3 =—6
Xo + Xg=  3

keine Lésun (7 )  1g 1 >

d) x, — 2x, + 2x  = 4 e) X,— 2% + 2x3 = 4
2X, — 3x3 = -2  Xo + X3= 3
—X; + 2X5 — 3x3 = —6 Xi — Xo+3x3 = 7

X1 + Xg  = 3 X i — 4x, = —2
keine Lösung

|9. Unterbestimmte Systeme|

a) X,  + z2 - 3x  = 3

2 1
z.B.: 3 )  =H

0 1

c) 6x; — 2x, + 3x,
2X,— 2/3X» + Xg n

n

©

keine Lösung

e) 2x, + Xp — X3 + 3x1 =0
X;  — 3% — X4  =3

aus IV folgtx,  = 4x ,— 2, eingesetztin I , I
und III ergibt das jedesmal die Gleichung
Xo + Xg  = 3, das heißt x,  = —x3 + 3
freier Parameter xg = A

10 —4
Lösung 3 J A )

b) 6x, -— 2x, + 3x3
—2X;+ Ygxy — Xg

0 1 0
z.B.: 45)  + [ 3 ]  ( 3 )

0 0 2

n
u

n

Ww
W 

©

> (J
L) + n

u

fd



II.  3. Mathematischer Hintergrund 13

1 .  a) x; + x% = 1 3 1 |

X) + 3% + Xg =—2 Jemand behauptet, 2 )  +A 3 ‚AeR liefere

3%; + Xp — X=  6 Losungen des Gleichungssystems.
Wie ist eine Probe möglich?

3 3 -2  = 1
2 ]  eingesetzt muß das inhomogene System erfüllen: 3 — 6+  1 = -2

1 9 -2 -1=6

1 1 -1  =0
8 eingesetzt muß das homogene System erfüllen: 1 -3+2=0

2 3 -1 -2=0
oder

3+A
—2 —- A |eingesetzt muß das inhomogene System erfüllen:
142A

B+A)  + (2-24) = 1
B+AM)+3(-2—-A) + (1+20 )  = —2

3+A)  + 2 -1 )  - ( 1+2 \ )  = 6

b) Begriinde den Satz:

Sind = |  = 9 +A  a +1 “ |  mit A, pelR Lösungen des Gleichung-

systems mit der i-ten Zeile a;x; + 8;2X2 + . . .  +8,,X, = b i ,

dann erfiillt - | das Gleichungssystem und a beziehungsweise “ |

das zugehörige homogene Gleichungssystem.

b; = a;  X ı  + . . . + 8p  X,
=a ;  (r; + Au; + uvy) + ... + a,  (r, + Au, + Va)
=(ay r ;  + . . .  +8 ; , r , )  + Mau,  + . . .  +a,u,) + Wa,  vy + . . .  +a ,  v,)

A=pu=0 = a ; r+ . .+8 , r , =b

Damit gilt: 0 = A(a;;u; + . . .  +a,u,) + Kayvy + . . .  + Ain vy)
A=1, u=0  = a ,u+ . . . +a ,u ,=0
A=0 ,u=1  = a;v ;+ . .+8a,v ,  =0  qed.

2 .  Xx, — 2X,  + 3xg = 0

3X; — Xo — Xg =0
2X; + X,—4x3 = 0 a) Lose das Gleichungssystem.



14 Il. Lineare Gleichungssysteme

I x ,— 2Xo+ 3x,  = 0 |x,  = 2X,  - 3x3]

I I  3x; — X — X3=0
ITT 2x; + x)  — 4x3 =0
I T  5X,  - 10x;  = 0 X9  = 2x,

IIT 5%,— 10%; = 0 
| 1

III" 0=0  Xg  = A Lösung: A 2

Zeige: b) ist 8 eine Lösung, dann ist es auch a

1 1
Eine Lösung für A=A, ist 2H  , also ist auch fiir A=kA, eine Lösung: kA,  8

Zeige: ©) sind = und  3 Lösungen, dann ist es auch 8 + 3

1 1 1
2 Lösungen: HE  (2 )  also ist auch A = A; + A, eine Lösung: (A;+ 2

3. Zeige allgemein:
a) Hat  man eine Lösung eines homogenen Systems, dann ist auch jedes

Vielfache eine Lösung.

Allgemeines homogenes System: 8;,X; + 8,Xs + . . .  +8, Xx,=0
Ist (vyfvyl..lv,) eine Lösung, das heißt av, + 8;2V2 + ... + a,,v, = 0,
dann gilt Aa ;v,  + ave  + . . .  + a,,v,) = A-0,
das heißt a,  (Av, + Avy + . . .  +Av,) = 0,
also ist auch das Vielfache (Avıl Avy . . .  Av.) Lösung.

b) Hat  man  zwei Lösungen eines homogenen Systems, dann ist auch ihre
Summe eine Lösung.

Zwei Lösungen: (v{| vol ...| v.) und (wy wy ...| w,),
also a; vy + 8;2V2 +. . .  + mV,  = 0 und a,,w; + a,Wy +. . .  + 8,,W, = 0,
dann gilt (a;;v; + avy + . . .  + AinVn) + ( a ; Wi + 8;2W2 + .. .  + 8 ,  W,) = 0,
das heißt, a;;(v;+w;) + a;2(V2+Wo) + . . .  + ay (v+w,) = 0,
also ist auch die Summe (v,+w,| vo+wy vow)  Lösung.

| _c)_ a) und b)  sind falsch für echte inhomogene Systeme. |
Allgemeines inhomogenes System (b ;  #0 ) :  8X;  + . . .  +a ,  X,= bi
a) Beispiel A=3,b, =7

Ist (vy . . ]v , )  eine Lösung, gilt also avy  +. . .  +a,v,=17,
dann ist (3v...3v,) eine Lösung von a;,3v; + ...  + 8;,3v, = 3-7,
aber nicht von a;;3v, + . . .  + a,,3v, = 7 (Widerspruch).
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b) Beispiel b;  =2

Ist (vy . . | v , )  eine Lösung, gilt also a;,v, + . . .  + a;,v, = 7 und
ist (wy . . |w , )  eine Lösung, gilt also a,w, + . . .  + a;,w, = 7, dann ist
Ty  ...] v.+w,) eine Lösung von a(vı4+wi) + . . .  + a;(V,+W,) = 7+7,
aber nicht von a;,(v,+w,) + . . .  + a;,,(v,+w,) = 7 (Widerspruch).

4. Zeige: Hat  ein homogenes System mehr als eine Lösung,
dann  hat  es gleich unendlich viele.

Eine (die triviale) Lösung sei (0 ...  | 0), die andere Lösung sei (vy ...| v,),
dann ist nach 3a) auch das Vielfache (Avy ...| Av.) Lösung. Weils unendlich
viele A-Werte gibt, gibts auch unendlich viele Lösungen.

5. Unend l i chviel oder nichts X;, + Xo — Xg=0
2X; + Xp + X3=0

a) Bestimme die Lösung. 3x, — 2x3=0

I X ;  + Xo — X3=0  X)  = Xg — X |

IT -2x;, + Xx + X3=
III 3x ;  — 2x3=0
IT ‘  3x ,  — Xg=  0 IX  = 3x ,

I I T  — 3X» + X3=0 2
IIT" 0=0  Xg = A Lösung: H

'b) Gib ein zugehériges inhomogenes System an, das keine Lösung hat.|

IT' und IIT' sind bis aufs Vorzeichen gleich. Ersetzt man bei III' die rechte
Seite zum Beispiel durch 13, dann ergibt sich ein Widerspruch zu II'. Weil
ITI' aus III entstanden ist, wird dieser Widerspruch im  Gleichungssystem
erzeugt, wenn man bei III ebenfalls die rechte Seite durch 13 ersetzt.

Xi  + Xp — Xg=  0
I I  — 2X , + Xo + x3=  0

III 3x, — 2x3 =13

le) Gib ein zugehériges inhomogenes System an, das 00! Lösungen hat.|

Ansatz x + X — X3 = a 1 2 1+2u
-2X, + x2 + x3 = b Lösung, zB. ( 0 )+n (1 )+ (  A

3x ,  — 2X5  = C u

Lösung eingesetzt ergibt: 1+2uUu+W-3U=a = a=
—2-44+4+3uU=b = b= -2
3+6u—-6u=c  = C=

d) Warum gibt es kein zugehoriges inhomogenes System, das genau eine
Lösung oder «? Lösungen hat ?
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Die allgemeine Lösung eines inhomogenen Systems läßt sich darstellen '
als Summe einer speziellen Lösung des inhomogenen Systems und  der
allgemeinenLösung  des homogenen Systems.
Weil das homogene System =!  Lösungen hat, kann das zugehörige inh
mogene System weder bestehen aus nur genau einer Lösung (Lösungt
kämen abhanden) noch aus «~? Lösungen (Lösungen kämen dazu).

6. Zeige: Kommt eine Unbekannte x; , 1 £1  <n ,  in  einem homogenen System
nicht vor, dann gibt es unendlich viele Lösungen.

Annahme: x; kommt nicht vor (weil sein Koeffizient gleich null ist).
Dann erfüllt (A  ) ( 9 )  das Gleichungssystem,
jedes der unend- | x, | =  A| 1 | weil 0-x; = 0-A keinen Einfluß
lich vielen Tupel ) Y aufs Gleichungssystem hat.

Xa

Dieser Satz ist falsch fiir inhomogene Systeme!
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.
X;+X3  =0  (Obwohl x,  nicht vorkommt, hat  das System keine
X;+X3  =1  Lösungen.)

7. Zeige: Ein  homogenes System mit weniger Gleichungen als Unbekannten
hat  unendlich viele Lösungen.

Unser Lösungsverfahren führt zu höchstens m (eingerahmten) Gleichun
gen der Form|x; = ...|. Mindestens n-m der Unbekannten kommen alsı
links nicht mehr vor und sind demnach freie Parameter (— unendlich viele
Lösungen). Ein Widerspruch kann nicht auftreten, weil ein homogenes
System zumindest die triviale Lösung hat.

Dieser Satz ist falsch für inhomogene Systeme !
Zeige dies durch ein Gegenbeispiel.
Xi  + X +Xg = 0
X i  +X ,+X3  = 1 (2 Gleichungen, 3 Unbekannte, keine Lösung)
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. ‚  a) 10x, + x— 2x3 = 2 b) - x ; -X4+x=  0
X;  + 2X, + 2x3 = 3 3x,  + Xo + 2x  = 11

4x, + 4x, + 3x3 = 5 —X; — Xo+ 4x3 = 9
1 1

-9  23 H
c) 4x, + 5x, + 2x3 = 3 d - x ;  + Xx + x3=0

19x; — xp,— 3x3 = 2 —X;+ 4x ,+ 2x3= 0
TX, + 4x, + 2x3 = 1 2X, + 2X, + 3x3 = 0

-1  0
_1  0
6 0

e) 2x, — 3x, — X3 = 4 f) -—- x;  + X%+2x3=0
3X ;  — X + 2x3  = 5 X )— 3% + 4x ;  = 0

3X; — 8x, — 5x3 = 5 2X, — 4%, + 2x3 = 0
5

keine Lösung X H

X + 4%; + 4x; = 1 SS
X + X + x3=1  X i — DXp— OXg=

2%) — i x  2%, = 03%°1 3%2 3%
1 0 2 1 2 0

keine Losun h) |0|+B| 1 | oder y|1|+3|0| oder | 1 |+{| 1‘ sw o{tfonl eter {5)5(2) over fa 3)
i) X; + 5x, — 2x3 = 0 h), Xi  + 2X — 3x3 = 0

-2x, — Xo  — 3X3 =0  2x,  — X97 + 4x ,  =0
4x, + 3x, — X3=0  4%, + 3%, — 2x3 = 0

0)
Löse die Gleichungssysteme mit  dem Gauß-Verfahren:

b) x, + 2x2+ 12x4a) Xi  + 2%, + 4x3 = 1
3 3x; + 2%, + 16x,2%, + 4x, + 8x4 C

O
 =

1 —2
keine Lösung © )  +A  &
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c) Xi  + 2x, + 2%g = 2 d) Xi — 2x2 + 5x3 = 0
3x ;—~2X, — X3 = 5 2x, + x ,  — 6x3 = 0
2x,  - 9X ,  + 3X;  =—4 3x,  + 4x ,  — 15x;  =0

Xi  + 4x, + 6x3 = 0 3x;— 11x, +30x3 = 0
2 1(3) iH—1 1

|8. Lose die Gleichungssysteme mit  dem GauB-Verfahren:|

a) Xi  + 2%, — 2X3 + 3x, = 2 b) x, - 3x, + 4x3— 2x, = 1
2x; + 4%, — 3x3 + 4x, = 5 2x, + bxg+ 11x, = -11
5x,  + 10x,  - 8x ,  +11x,  =12  Xo  — 3xg = 11

HEHE ORS
|4. Lise die Gleichungssysteme mit dem GauB-Verfahren:|

a)  2x,  - 3x,  + 6x3 + 2x,  — 5xs = 3 4—2 3 4—5

Xo — 4x3 + = 1 —1 4 —3
2 3 x 3x, 9 0 |+2A|1 |+u| 0

= = 2 0 3
Vo)  l o )  X i )

b) Xi  + Xo + X3 + X4 + x = 15 (4 \  ( 1
X;  — Xp  + Xg  — X43 + X=  3 5 | +2 | -2

Xi + 2%) + 3x3 + 4x4 + 5%; = 35 9 0
Xi  — 2%) + 3x3 — 4x4 + 5%; = 3 VO)  1 )

5. Seltsame Gleichungssysteme fürs Gauß-Verfahren
Gedes System hat die vier Unbekannten x,  bis x,):

a) Xi — Xp + Xa-  X,= 1 b) x, — Xx + x3 —x ,=1
X; — Xo + Xg = 1 Xg — X4 = 0
X)  — Xo  = 1

X ;  = 1

O
O
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+ =

m
o

d
S

~
—

—

©
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rd pd p
s + &
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e )  X i  — Xa  + X3  — = 1 f )  — Xo  + X j  = 1

Xi — Xp + X53 — X=  X =1
—x= 1

AA Del0
1

;
0

Seltsame Gleichungssysteme fürs Gauß-Verfahren
(jedes System hat die vier Unbekannten x,  bis x,):
a) X,  +X2=X2+X3=Xg+X4=1 b) X,—-X=X—Xg=Xg—X,=1

DA) Hall
Entscheide mit  dem GauB-Verfahren, fiir welche Werte von a, b und ¢
es keine, genau eine oder unendlich viele Lösungen gibt.

a) 2x, — 4x, =a  a=2b :  oo! Lösungen (5)+ 21 )Xi — 2X, =b
: a a#2b :  keine Lösung

b) x; — x, + 3x; =a  b—2a —3
) 3x, _ ox, + Ox, =b  c+2a=0 :  co! Lösungen aE  0 J

2x,  + 2% — 0X  =C|  4 9a20: keine Lösung

€) Xi + 2x2 + Xg=a  2 1
x, + 3x, + ax, = 9 a=2 :  eo! Lösungen (6 )  A )

+ 8% + Xa=2| az :  keine Lösung
a#2  und a#1  genau eine Lösung

d x; + 8X3 =
Xg — X3 =

ax;  + Xo  =

2 2 -1
0 a=1 :  oo! Lösungen (6 ) :  a 1 )
a a= -1 :  keine Lösung

a#+%1: genau eine Lösung
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1 .  Berechne

os  i] BI  4] e f i ]  oF ]  0176 8
= —2 =2  = —2 = 19 =0

2. Berechne

ols 8] wl goa  wh] ase ome
= k2 = —2r? = 4ab = — (sin a )  — (cos a)’ = -1

a a
1a  b)a)

3. Für  welche Werte von a wird die Determinante null ?
a —a
4 —2

s ina  cos a
—cO0S a sina

a+l  a-1
©) | a—1 a+l K l

a) D=a? -a=a (a -1 ) ;  D=0  & a=0  oder a=1
b) D= -2a+4a=2a ;

d) D=  (sina) + (cosa)= 1

D=0  a=0  ¢) D=4a;  D=0 = a=0

es gibt keine a-Werte

|4. Löse mit der Cramer-Regel (falls möglich!)

a) X;  + Xp =
2%,— Xo = 8 D,

b )  — 4x,  + 2x ,  =— 6
6x;  — 3x,  = 9

Cc) X i  -X2=0
X;+Xo=0

— dx, + 4x,  = 12

e) — 3% + 3%, = 1
2x ,  — Xo  = —6

f )  6x ,  — 3x,  =-9
2x ,  — Xo  =-3

1 | D= -3 ;
=-9 ,  D,=6 ; X i  = ol

e
os

D=0  ool Lösungen: ( 3  ) +A ( 2 )

triviale Lösung: x,  = x ,=0 ;
oder mit Cramer: D=2 ,D ,=D,=0 ,  also x,  = x ,=0

D=-9
D,=108=D, ; Xi = Xo = —12

D=0 ;  oo! Lösungen

D=0 ;  Lösungen



I I .  5 ,  Das Determinantenverfahren 21

|5. Lose mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!) |

a)  ax; +X ,  = 1 D=-3a,  D ;= -9 ,  D ,  = 6a

2ax;, — x,  = 8 az0 :  genau eine Lösung (2  | -2)
a=0 :  Widerspruch:keine Lösung

b) x , + 2x, =a  D= -4 -2a= -2 (2 +a), Di  = -4a ,  D ,= - a?
ax; — 4x, = 0 a# -2 :  genau eine Lösung ( 2 | 507) )

a= -2 :  Widerspruch: keine Lösung

C) Xx , —- ax, = 0 D=1+  a’, Di =D ,=0
ax, + X, =0  wegen D > 1 genau eine Lösung (0| 0)

d)  4ax, — ax ,  = =9  D = a2 D,  = 24a, D ,  = 21a

ax; — ax = 3 a0 :  genau eine Lösung ( 22 )
a=0 :  Widerspruch: keine Lösung

e) ax , + x2=b D=a -b ,D ,=b -a ,  D,=a%-b?
bx, + X,= a a#b :  genau eine Lösung (-1 | a+b)

a=b :  oo! Lösungen (A| a(1-1)) = (a)  +A  (a)

f) 6ax, + 3bx, =—9| D = -2(a* +b?
2bx, — ax, =—3| D;  = 3(a+h), D ,  = —6(a-b)

. . . .  __ _3(a+b) 6(a-b)a #0  oder b 0 : genau eine Lösung ( 22D  | 2203)

a=b=0 :  Widerspruch: keine Lösung

6. Berechne
1 2 3 2 5 4 -3  5 4 - 1  1 1

a [ 456  b ) | 1  -3 2 col 1 -3 2 1 11 ]
78  9 4 1 -1  -1  1 -1  1 1 - 1

=0  = -5  =0  =4

2 0 1 1 00  1 0 0 011
e ) |  0 3 -2  0 /3  2 o f  TEX  h ) | 1 0 1

0 0 5 4 1 3 0 0 -5  110

= 30 =6  =15  =2
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7. Berechne und vereinfache
1 1 0 1 a - b  1 1 1

a)| 1 14a 0 b)| - a  1 ¢ Ola  b c
1 1 14b b - e  1 a2 b? e?

a) a(l+ b) b)  1+al+b!+c cc) be2 -b%— ac? + a% + ab? a4

a b a+b sina cosatanf cosa
d| b a+b a e)| cosa sinatanf sina

a+b a b 0 - 1  tan f

d) -2(a®+b% e) (cosa) + (sin a )  + (cos a)? (tan B)® +(sin a )  (tan BY? =
1

=1+(tan B=  (ogy

8. Für  welche Werte von a ist die Determinante null ?
2 1 -—2 a -2  b

a)| 4 a ı | b ) | 4  1 2
0 -6  5 3 3 9

det = 10a +40, a =—4 det = 60 + 3a + 9b, a= -20 -3b

a 5 —4 l+4a 1 1
cl 1 a 2 dl  1 1+a 1

- 11  -1  1 1 1+a

det = — a? _ 6a -9 = —(a +3 )  det =3a? + a = a%3 + a)
a= -3  a = 0 oder a = 3

EY Lose die Gleichungssysteme mit der Cramer-Regel: |
a)  2x, + X, + 5x3 =1  D=1 Di=-9, D,=4, D;=3

2x ,  + 4x ,  + x3=1  = = — „m _ =Xn + +20  =1  | =D  9, =>  =4  Xg=p =3

b) 3x, + 5x , + 3x , = 1 D=-1, D ,=5 ,  Dy;=-20, D;=28
| 2x, - x, — x, =-2  | (-5]20]-28)

©)  2x,  + 3x,  — X3 = 1 D= -2 ,  D ,  =-6 ,  D;=2, D ;  = 4
3x, + 9x, + 2x; = 4 | (31-112)
—X;  + 2% + 3x3 = 1

d x , - 3x, - x3  = 4 D=2 ,  D ,= -30 ,  D, =-26, Dg =40
Xi — X =_2  (-15 | - 13| 20)

4x;  + 3x3 = 0
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|10. Löse mit der Cramer-Regel (Fallunterscheidungen!)|
a) ax; + 2x, —3x3 = 1

3x, — X; + 2x3 = -1
OX;  + 3x ,  — 4x3  = 2

D=2(1-a) ,  D ,=1 ,  D ,  =-11, D;=a -8

a =1 :  keine Lösung
. N 1 1 a-8ax l :  genau eine Lösung (5 :  — a1 )  |

b) x, + X + X3
x,  + (1+a)x, + X4
xX; + X, + (1+a)x,

a D = a?, D ,  = a? D,  = a2, D;= -a?

C) X;  + x +ax3= 0
X;  + X+bxg=0

ax ;+ bx, + x3= 0

d) cx, + bx; = a
CX, + axs= b
bx, + ax,  = C

- 1  -1
0 | a=0 : oo? Lösungen 3 )  2 )

a#0 :  genau eine Lösung(a| 111)

D=- (a -b ) ,  D ;=D ,=Dg=0
a#b :  genau eine Lösung (0 | 0 |  0)
a=b :  x; + x, +ax3=0

X)  + Xp  +axg=0

ax; +ax , + x3 = 0
r 1 +1

a=b  und a=+#1: «’Lésungen A|-1 ru( 2 ]

a=b  und a l :  « !  Lösungen A|-

D = 2abe, D,  = a(c? + b? — a?)
D, = b(c? + a2 -b?), D3 = c(a? +b * -ce?)
alle Parameter # 0 : genau eine Lösung
(zz (c2+ b?— a?) z z  a2- b?)| == (a+ b2- c?))

1 0 0
alle Parameter = 0: = Lösungen MO + f  1Jo+(

genau 1Parameter= 0:  keine Lö

genau 2 Pa rame te r= 0 : keine Lösung

11 .  Nimm x, als freien Parameter A und löse mit der Cramer-Regel |
a) 2x ,+x ,  — 2x,

5x; + 3x, + x4
2
3 5x; + 3x, — 21x; = 3

b)  2x, + 3x, + 21x; = 3

6 ) 0-6)
©) Tx, — 5% +21x; =0

5X; — 3x,  + 11x; = 0
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. Lose mit der Cramer-Regel x, + x + X3=  7
3X  + 2X  + 2Xg =3

und nimm a) Xx; als freien Parameter A
b) x, als freien Parameter pu
¢) x; als freien Parameter v

-11 0 -11 0
a) BE  b ( 0 Jeu ( t )  c) geht nicht wegen D =0

0 1 18 -1

. Lose mit der Cramer-Regel|

a)  X,  + Xp + Xx3=0  b)  2%;  — 3x2 + X53 = 3
Xi + Xp — Xg = 2 4x, + 6x, + xg = 3

1 -1  0 -1,5
z.B. | 0 |+ 1 B . [0 ] |+  1A) (3) ( 5 )

Cc) Xi  + X + 3x3 = 2 d x + 6x, + 9x;

n S
s 

©

n
n

W
w3X, + 2X, + 9xg Ox, + 4x, + 6x4

(07  a( a



II. 6.  Eigenschaften von Determinanten

Berechne ohne zu  rechnen

2 1 -2 2 0 -2  2 5 -2  6 —1—4
a) |4  a 3 b ) [ 40  3 oO l41  3 d | - 3 1 2

00  0 50  9 2 5 —2 5 -8

a) det = 0, denn die letzte Zeile ist eine Nullzeile (Satz [3))
b) det = 0, denn die 2. Spalte ist eine Nullspalte (Satz [3])
¢) det = 0, denn 1. und 3. Zeile sind gleich (Satz [5))
d) det = 0, denn die 3. Spalte ist das — 2 fache der 1. Spalte (Satz [5))

Berechne ohne zu  rechnen

00a  x x 0 b+c c+a b+a
a ) | 2  11  b ) |  2 11  ¢c ) | a b c

0 0b  x 10  1 1 1

a) det= 0, denn die 1. Spalte ist das Doppelte der 2. Spalte (Satz [5))
b) det = 0, denn die 1. Zeile ist das x-fache der 3. Zeile (Satz 5 )

a+b+c a+b+c a+b+c
a b c

1 1

= 0, denn die 1. Zeile ist das (a+b+c)-fache der 3. Zeile (Satz [5])
c) det = (2. Zeile zur 1. Zeile addiern) =

Begriinde mit den Determinantensétzen
a+b a-b €
u+v  u—-v w
X+y  X-y  zZ

a b a+b+c
u V U+v+w
X Y X+y+z

a) b)  = —2
abe
uv w
X y zZ

abe
uv w
Xy 2

a) Subtrahiere die 1. und 2. Spalte von der 3. Spalte (Satz [7))

a+b a-b c 2a a-b €
b) |u+v u-v w | = (2.Spalte zur 1. addiern) = | 2u u-v  w | =

X+y  X-y 2 2X X-y zZ
a a-b c

= (Fak to r2 raus!) = 2|  u u-v  w | = (1.Spalte von der 2. subtrahiern) =
X X-y  zZ

a -b  c¢ abc
=2 |u  - v  w | = (Faktor (-1) raus) = -2 |  u v w

X - y  z X yy 2

a+tb ta+b c abc
c) u+tv@tu+v w | = (1-t)| u v w

x+ty tx+y 2 X Vy z
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a+tb ta+b c
u+tv tu+v w = (das t-fache der 2.Spalte von der 1. subtrahiern) =
x+ty x+y z

a-t’a ta+b c (1-t¥)a ta+b c
u-t’u tu+v w | = (ausklammern) - |  (1-tHu tu+v w | =
x—-t’x tx+y z (1-tHx tx+y z

a tat+b c¢

= [(1-t2) raus] = (1-t2)| u tu+v w | =
Xx tx+y z

ab  ec
= (das t-fache der 1.Spalte von der 2. subtrahiern) = (1—t?)| u v w

X y 2

4. Schreibe als Summe von Determinanten, die keine Summen enthalten
0 0 14a b+c c+a b+a a+b b+c 1

a ) |21  1 b ) |  a c eO |a+b 1 1
00  b 1 1 1 1 1 1

001  0 0a
a) de t  =(2 114 /21  1 |=0+0=0 (Satz [6] und [5))

0 0 b 0 0 b

be  b c a a
b)  det = |abc |+ |a  bec

111  111

a b 0 b ¢ 1
¢) de t =|a+hbh 1 1 |+ |a+h 1 1 |=

1 11  1 11

0b  0 ab  0 b c¢ 1
= |b11 [+ [ | a  11 [ |+ [a+  1 1 |  =

011  111  1 11

Ob 0 abo  0 c l  be l
= |b11 |+ ]a 11|+]a  11/|+/|b 11

011  111  011  111

5. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

1 x x2
a)|1l y y*|= (x — yXy — zXz — x)

1 z 22

1 x x? 0 x-y x2-y?
1 y y“| =(1.  Zeile minus 2. Zeile)=| 1 y y> | = ((x—y) raus) =
1 z 22 1 z 72

0 1 x+y 0 1 x+y
=(x-y) L y ¥ |=(2 Zeile minus 3. Ze i le )= (x-y)| 0 y-z y*-2’

Zz Zz z
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0 1 x+y
= ((y—z) raus) = (x — y y — z) 1 1 y+  = (2. Zeile minus 1. Zeile)

Zz zZ
0 1 x+y 1 x+

= (x -yXy-z ) |  9 7 i y  =(x-yXy-2)| 9 oy  = (x  —-yXy— z)(z — x)

1 111
b d

b)  | 22 12 2 g2 | = (a -b )Xb -cXc -d ) (d — a)
al bd e° qq?

[Vandermonde-Determinante, nach Alexandre
Théophile VANDERMONDE (1735 BIS 1796)]

1 1 11  0 0 0 1
a b cd  a-b b-c c-d d
a?  b2  c2  42  | = |  a2-b2 b2_e2 e2_q? q? | =

ad bh? cd dd a3_b3 bd-cd 3-43 dd
0 0 0 1
1 1 1 d

= (a — bXb —c)c — d) a+b b+c c+d  d2
a?+ab+b? b2+bc+c? c2+cd+d? dd

1 1 1
=—(a—b}Xb-c)c-d)| a+b b+c c+d

a’+ab+b? b%+bc+c? c2+cd+d?
1 1 0

=—(a-b)Xb-c)Xc-d)| a+b b+c d-b
a?+ab+b? b2%+be+c? cd+d2-b%-be

1 0 0
=—(a—-bXb - c ) c -d )  a+b c—-a d-b

a’+ab+b? bc+c2-a2—ab cd+d?-b?_be
_ d-b

= — (a — bXb — cXc — d) besc?—al_ab cd+d?-b?2_bce

c-a d-b= — (a  — bb  — cc — d)| c2_g2,p(c—a) d?-b2+c(d-b)
c—a d-b=-—(a—bXb — cXc — d)/ (c_a)c ta+b)  (d-b)d+b+c)

1 1= —- (a — b)b — cXc — dXc — aXd — b)| 04+a+b d+b+c

= —(a—bXb — c(c — dXe — ad  — b)d — a)
= (a  —- bXa — c(a —- d)(b — cX(b — dXc — d)
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6. Addiere ein Vielfaches einer Reihe zu einer andern parallelen Reihe
und zeige (rechtzeitig ausklammern!):

Xx a a X a a a

a) |a x a| = ( x+2aXx - a )  b)  a a : a = (x + 3a )x — a)’
a ax  a a a x

X a a x+2a a a
a) |a x a|=(2.und 3.  Spalte zur 1. addiern)= | x+2a x a | =

a ax  x+2a a x
l a a

= (x  + 2a) 1 Xx a | = (das a-fache der 1. Spalte von den andern abziehn)
a X

1 0 0
= (x  + 2a) I xa  0 | = (Produkt der Hauptdiagonale der Dreieckform)

X-a

= (x + 2a ) ( x— a)?
X a a a x+3a a a a l a aa
a x a a x+3a x a a l x a a

b) aa  x a |> | x+3a  ax  a |=X+38 ) |  1 a x a l=
a a a X Xx+3a a a x l a ax

1 0 0 0
1 x—

= (x+3a)| 1 55% 0 2 | =x +3aKx -a )
1 0 0 x-a

x2-w? xy XZ
7. Zeige: Xy  y2—w? yz  = wh  (x2 + y2 + 22 — Ww?)

XZ yz z2_w?

x*_w* xy  Xz
xy yw?  yz |=
XZ yz Z“—W

x? xy XZ -w? xy XZ
xy  y>-w? yz |+| 0 yw? yz |=A+B
x2  yz z?2_w?* 0 yz  z2-w?

x2 xy XZ x2 xy xz x2 0 XZ
A=| xy y>~w? yz |=|xy y? yz |+|xy -w? yz

Xz  yz z?_w? xz yz z2-w? xz 0 z2-w?
X X Xz  9 0 9

X XZ X“ Xz  x“ 0
=xy|y y yz | wi} 2 ,  = 23:0 wi zZz z zw  XZ Z“—W XZ  Z XZ —W

X zZ— ww? _y2w2) —=—W (x2 x z | — XW = x>wh
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-w2 xy XZ 2_w?

= 0 y2—w? yz  = —w2 y Rs 2 | =0 yz zw  yz zw

2 2o f ] ?  yz -w? yz
= —W | yz  z2_w? + 0 z2_w? )

2
=— w(  vz 2 2 - wi(z?-w?)]

vy: yz | [|= wi  vz 22 |+|yz —w? J+ w(z2-w?)

Z
=—  wz  y z | = yw) + wi(z2-w?) = wily? + wi(z2-w?)

A+B=  w t  + wi(y? + 22-w?) = w(x? + y? + 22-w?)
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»Bestimme diePunkte . . . « ,  »Lies die Punkte . . .  ab« steht kurz und bündig für:
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...«, » Lies die Koordinaten der Punkte ... ab«.

1 .
und trage die Punkte ein:
A(C0|-—2 | 0)
E(—-4|213)
I -  4 -6 ] -1 )

F(-2 | -

Zeichne ein  Koordinatensystem

B(0|21|3)
4|5)

J(3 | 61 -3 )

a) im  Schrägbild

C-5 1013)
G(5 |-211)
K( -3 |4 ] | -6 )

D244)
H(4 | -  61-5)

b) im  Normalbild

' F
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2. Auf  welcher Koordinatenachse, in  welcher Koordinatenebene oder in
welchem Oktanten liegen die Punkte:

A1 | -2 ]2 )  B(O|0 l3)  C-V2|-V2l-2) D989 | 4711 | —x)
E( -3 |33 |33 )  F (0 l 0 l 0 )  G(sin2|sin4|sin6) Hy(a la? la®

A liegt im  IV. Oktanten
B liegt auf der xs-Achse, in  der x,xs-Ebene und in  der x,x5-Ebene
C liegt im  VII. Oktanten, D liegt im  V. Oktanten, E liegt im  II. Oktanten

F liegt auf  allen Koordinatenachsen und -Ebenen

sin 2 > 0, s i n4 < 0, sin 6 < 0, also liegt G im VIII. Oktanten,

a=0 :  Hj  liegt auf  allen Koordinatenachsen und -ebenen
a>0 :  H ,  l iegtim I . Oktanten
a<0 :  H., l i eg tim VI.Oktanten

13. Von welchem Oktanten schaut man  auf  den Ursprung ? |
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Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf  GitterlinienA
|

A(-4]0IS)
B(010]5)
C{01-514)
D(01415)
E(-41-310)
F(-31010)
G(01-510)
H(-51710)
1(010|0)
J(0I510)
K(010]-2)

N L(7I-4]0)

M(0i-2|-4)
N(0I2]-4)
O(8101-4)

5. Bestimme in  jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt, der
den Ursprung verdeckt und möglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.
a) (21111) b) (814[5) ce) A110 )
d 11211 )  e) ( 8141 -5 )  fH 1 -111 )

X; X,  X
a) b) A c)

Isometrie
X,  an

X,

d)

L
I,

D
T

®

—
H

—
—

—
>

X

gi Isometrie
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6. Bestimme in  jedem Koordinatensystem von Aufgabe 5.  einen Punkt mit
ganzzahligen Koordinaten, der möglichst nah am Ursprung liegt und vom
Ursprung verdeckt wird.

Man spiegle jeden Verdeckungspunkt von Aufgabe 5. am Ursprung !
Die Richtung Ursprung—Verdeckungspunkt ist ja  die Blickrichtung,
und  in  ihr liegen die Spiegelpunkte:

a) ( - 2 | - 1 ] - 1 )  6 ( - 8 | - 4 ] - 5 )  X;
ce) - 11 -11 -1 )  @& al-=2]-1) A
e) (81-415)  9 ( - 1 ]1 ] - 1 )  (01-213)

7. Bestimme im  Schrägbild von Aufgabe LL  L l
5. a) einen Punkt mit  möglichst klei- L lp
nen ganzzahligen Koordinaten, der den fF  FX ,
Punkt A ( -2 | -  3 | 2 )  verdeckt. V3

|

8. Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,  | x ,| x5) , für die gilt

a) Xo=0  b) X i  = -2  c) Xo=X3=0 d) x3=0AXx ,=1

e) X,=Xg f) X,=-%X;  g) X;=X3=X3  bh) x2= -2Ax=1

i) x ,<0  j )  x ;  2 -2  kK) x20Ax%x3201 )  x ,<0Ax3=3

m)  x, =—X,  AX3<0 n) x;,>0 Ax ,>0  Ax3<0
0)  X20  AXx  20  AXg3=0

a) x;xs-Ebene c) x;,-Achse
b) Ebene, die parallel ist zur x,x3-Ebene und die x,-Achse bei —2 schneidet
d) Parallele zur x,-Achse in  der x;x,-Ebene, schneidet die x,-Achse bei 1
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e) Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von positiver x,- und x;-Achse

f) Ebene durch die x,-Achse
halbiert den Winkel von negativer x;-  und  positiver x;-Achse

g) Gerade durch den Ursprung, die mit  jeder der drei positiven
Koordinatenachsen denselben Winkel einschließt

h)  Parallele zur x,-Achse durch (0  | —2| 1)

e) X;  f)

-a "

ans ”---

A
A

X;
9 )  A Gerade

UT X
| I ; h )  3

2 —
ABT LTT<>  a E I  —2——1ze  NEN

yd  1 N TTF  +

Gerade TT
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i) Die x,x;-Ebene halbiert den Raum; die Punkte liegen in  dem Halb-
raum, der die negative x,-Achse enthält.

j )  Die Ebene, die parallel ist zur x,x;-Ebene und die x,-Achse bei —2
schneidet, halbiert den Raum; die Punkte liegen in  dieser Ebene oder
in  dem Halbraum, der den Ursprung enthält. (Siehe Bild zu b).)

k) Die Punkte liegen im  I. oder II. Oktanten, in  der Halb-x,x.,-Ebene,
die die positive x,-Achse enthält, oder in  der Halb-x,xs-Ebene, die die
positive xs-Achse enthält, oder auf der x,-Achse.

1) Halbebene im  III. und IV. Oktanten, die parallel ist zur x,x,-Ebene und
die x;-Achse bei 1 schneidet, mit  Rand in  der x;xs-Ebene.

m)  Halbebene im  I.  und  II. Oktanten, die den Winkel der x,x3- und x,x,-
Ebene halbiert und die positive x;-Achse enthält.

n)  V.  Oktant
0) Ursprung, Punkte auf  der positiven x,-Achse oder pos. x,-Achse und

Punkte in  dem Teil der x;x,-Ebene, der den I.  und V. Oktanten trennt.

Lt) X,
Halbebene mit Rand A 11

= Da
X TAT  LV

k) 3 M I
A TAT  |

| ==

| > a X
Da

De Da
Pp

Viertelebene mit Rand (Achsen) Habe  ——A
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Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,  | x ,| x3) , für die gilt
a) 0<x ,51  A0<Sx ,<1A0<x ;3<1

b) -1<x ; ,S1  A -15x<1  A-1<x3%51

©) 0<x ,51  A -1<x ,S1  A -2<x352

d) 0<x ;<1  A0<SX,51 Ax3=0 e) 0<x ,21  A0<x ,<1
f )  0<  X }  <1

a) Die Punkte liegen in  der Oberfläche oder im  Innern eines Würfels mit
den Ecken ( 0 | 0 |  0) und (1 ]  1 |  1), von dem drei Kanten in  den  Koordi-
natenachsen liegen.

b) Die Punkte liegen in  der Oberfläche oder im  Innern eines Würfels der
Kantenlänge 2,  der symmetrisch bezüglich aller Koordinatenebenen ist.

c)  Die Punkte liegen in  der Oberfläche oder im  Innern eines Quaders.
A(1 l -1 l - 2 ) ,  B (111 | -2 ) ,C (0 |11 -2 )  und D(0 1 -11-2)  sind die Grund
flächen-Ecken. Der Quader ist symmetrisch bezüglich der der x,x3-und
x,Xx,-Ebene.

d) Die Punkte liegen auf den Seiten oder im  Innern eines Quadrats mit  den
Ecken A ( 0 /00 ) ,  B (1 /0 /0 ) ,  C (1 ]1 ]0 )und D(01 1 ]  0).

e) Die Punkte liegen in  der Oberfläche oder im  Innern eines unendlich
ausgedehnten Körpers: die Kanten sind parallel zur x4- Achse und gehen
durch A (0/0/10), B (1 /0 /0 ) ,C (1 /1 /0 )  und D0] 1] 0).

f) Die Punkte liegen in  der x,x;-Ebene, in  der Ebene, die parallel ist zur
X,Xg-Ebene und die x,-Achse bei 1 schneidet, oder zwischen diesen beiden
Ebenen.
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e) X,
f )  i

IP
rd

1
Da

X 1 en  d | A

vd  >
> vd

g Da Pagi 198ve

10. Beschreibe die Punktmenge im  Bild oder Text mit
Koordinaten(un)gleichungen

a) Ebene b) Halbebene mit  Rand c) Halbebene mit  Rand

d) Gerade e) Ebene f) Quaderinneres

g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIII.
Oktanten trennt.

h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in  d)  bezüglich der
X,Xo-Ebene ist.

i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in  d)  bezüglich des
Ursprungs ist.

J) Die Ebene im  Abstand 3 von der x,x,-Ebene, die die positive x3-Achse
schneidet.

k) Der Halbraum, der von der Ebene in  j )  erzeugt wird und den
Ursprung enthält.

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthält und den VII. Oktanten halbiert.
g) xz1=04Ax<0 h) x ,= -2A%=2  1) x,=22 Ax ,= -2

J )  Xg=3 k )  X3  <3  1)  Xo  = Xg
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Quaderinneres

- 4  <x ,  <0  A -6<x :<8 '1  0<x<2
11.  Zeichne den Punkt A(2 | 4 | 6) und seine Spiegelbilder bezüglich der Koordi-

natenachsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle
Punkte so, daß ein Quaderbild entsteht. Markiere und  bestimme die Punkte,
in  denen die Koordinatenachsen die Quaderfldchen durchstoflen.

X
u “

—— 
£

~< |  (01-410) “ (-21010)
0—

N

(21010) (01410)

3

A
Pa

me
Tee

~~
thea.a .

Te sen

Tem
a

4 (0101-6) /
re

~
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12. A(31213), B -31611 )
a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder bezüglich der

Koordinatenebenen.
b) Zeichne die Geraden, in  denen die vier Strecken aus a)  liegen.

Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an. (Aus der Zeichnung ablesen!)

b) Die Geraden und ihre Spiegelbilder sind nicht parallel zu  den Koordinz
tenebenen. Deshalb schneidet eine Gerade ihr Spiegelbild in  einem
Punkt, der zu sich selber symmetrisch ist bezüglich einer Koordinaten
ebene, also in  dieser Ebene liegt.

13. A (613 |0 ) ,B (31610 ) ,C (016 |3 ) ,D (0 |3 [6 ) ,E (3 |0 [6 ) ,F(6[013)
sind die Ecken eines ebenen regelmäßigen Sechsecks.
Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in  die
a) x,x,-Ebene b) x,;x;-Ebene ¢) x,x;-Ebene.
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14. A6 |0 ]0 ) ,B (0 ]6 ] | 0 ) ,C (0 ]  016) sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder bezüglich der drei  Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.
Was für einen Körper begrenzen die acht Dreiecke ?
Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelmäßiges Oktaeder.
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15. A (6 |310 ) ,B (31610 ) ,C (0 |6 |3 ) ,D (01316 ) ,E (31016 ) ,F(6101|3)
sind die Ecken eines ebenen regelmäßigen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder bezüglich der drei Koordinatenebenen, der drei  Koordinaten-
achsen und des Ursprungs. Die  Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten
eines Archimedischen Körpers: Er  ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wen
man von einem regelmäßigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

16. A@8|2|0),B(91510),C(3|710),D(2|410)
ABCD ist die Grundfläche eines Quaders der Höhe 1.
a) Zeichne den Quader.
b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders bezüglich der x.  x,-Ebene.
c) Zeichne das Spiegelbild des Quaders bezüglich der X;Xg-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders bezüglich der x,x;-Ebene.
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17  A@l2 l0 ) ,B@l5 /0 ) ,C@3 l7 /0 ) ,D2 l4 ]0 ) ,
ABCD  ist die Grundfläche eines Quaders der
Höhe 1.
a) Zeichne den Quader.
Zeichne sein Spiegelbild
b) bezüglich der x3-Achse.
c) bezüglich der x,-Achse.
d) bezüglich der x,-Achse.
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18. A(6|4|1) ,  B(4 1610), C(5|8|2) ,  D(71613)
E(4 1313), F(21512), G(3 1714), H(51515)
ABCD  ist die Grundfläche, EFGH  die Deckfläche eines Würfels.
a) Zeichne den Würfel.
Zeichne sein Spiegelbild bezüglich der
b) x;x,-Ebene c) x;Xs-Ebene d) x,x;-Ebene.

19.  A -41210 ) ,8B (2 |5 |0 ) ,C (0 |615 ) ,D ( -2 |8 |5 )
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

Welcher Körper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
Es  entsteht ein Tetraeder (dreiseitige Pyramide).

b) Zeichne das Spiegelbild des Körpers bezüglich der X;Xs-Ebene.
c) Zeichne das Spiegelbild des Körpers bezüglich der xs-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Körpers bezüglich des Ursprungs.
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20. A (4 |3 |0 ) ,B (5 |1 -4 |0 ) ,C (8 |0 |5 ) ,D(11-115)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Körpers bezüglich der x,x3-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Körpers bezüglich der x3-Achse.

a) b)
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21. A (6 |4 |1 ) ,B (218 |1 ) ,C (0 l - 2 |1 ) ,D (614 | -3 )
[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.
a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.
b) Bestimme die Punkte, in  denen die Quaderkanten die x,x,-Ebene

durchstoßen.
ec) Bestimme die Punkte, in  denen die Koordinatenachsen die Quader

ebenen durchstoßen.
d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

a)  b)  ¢ )  X
3

re  1810)A>  21810 X,
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[22. Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ? |
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„Bestimme diePunkte ...« steht kurz und bündig für: Z -115 )  1 —— J O A
»Bestimme die Koordinaten der Punkte...« I a )  VS  ;

E

1 .  Zeichnei n  ein Koordinatensystem die 
|

Punkte A(-1|-2),  B(3 | 0), C212), I Cp Wal
D(0 |1 )  und  E(-21 3). Bestimme die D
Punkte V, W, X, Y und Z so, daß gilt: Ä

_AV=WB=CX=DY=ZE — >
J X(110) B

a) Vvv=0A b) v=  AO Y1l-1)  7

¢) v=CD
A]

|
Z(014) V21-4)

E "A X(314)
C E | YCL13)

C

Y(-210) 1 x Z(-311) D b )  v=A(
I H——— +—+ X

A | N , V(010) 1 B

c) v=CD
V(-31-3)  4 A 1 W(21-2)

AX2

2. Zeichnei n  ein Koor- 10 Sy  ;
dinatensystem C VA
A(2 | 0), B(8 | 4) und > vf KE
C(4 | 8). Zeichne den AA fI “ JBC va  I
Summenvektor. e l  N i
a) AB  + AC BAL B l  A i

N Rn A + ~~ |r
b) AB  +CB  a jo  AB

c) CB+BA ATS
d) BC+BA+CA amk  / B is) C+  + CA ; | V .  | “ |
e) AB+BC+CA AA b)AB.CB_| I

CA;  DD J — 10

GaN Cs

ZC"  a a l  = .py. A e) AB+BC+CA:!
|17 HERES
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-

3. Zeichnei n  ein  Koordinatensystem A(1|  1),  B(4| 1), C(6 | 3)  und D(3 | 4).
Die Vektoren a ,  b und © sind definiert durch a = AB, b = BC ,
T = CD.  Driicke folgende Vektoren mit aa ,  b und © aus:  _
a) AC  b) CA  ¢) DA  d BD

a) AC =a+b  b) CA =—(3 +b)
—

¢) DA =—(a+b+e)  d BD=Db+e

4. Zeichne dasFiinfeck ABCDE mit  A(0] 0), B(3 | 0), C i |1),  D4 | 4) und_
E(113). aa,b, © und d sind festgelegtdurch =AB,  b = BC ,¢ =CD
und d =DE.  Driicke folgende Vektoren mit A, B,C, D und E aus:
a) a+b  b) b t  c) a+b+c+d
d - (b+c+d )  e —-b- (a+c)

a) a+b  = AC  b) _b-  © =—(b+¢ )= -BD = DBC

¢) 3+b+c+d=AE dd -(b+c+d)=-BE = EB
e) —b—(a+C)=—(a+b+C)=-AD= DA

5. Vereinfache | |

a) UV  + VW b) AB+CA ¢) RS-RT

d) AB+TA+BT  e) XY-ZY-XZ

a) UV+VW= UW b) AB+CA= CA+AB= CB
c) RS — RT  = RS+TR = TR+RS = TS

—

d) AB+TA+BT  = AB+BT+TA = AA  =0

©) XY-2Y-XZ=XY+YZ+2X=XX =

X

a) AB+%=0 b) AB+x=AC ¢) AB- X=AC-AD

Aa) AB+x=0 ,x=0 -AB=B

b) AB+%= AC, = AC-AB =—-CA-AB = - (CA  +AB)= BC

x AC — AD,  AB-X = -CA-AD,

AB _ X =-(CA+AD), AB+CD =
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7, ABCDEF ist ein1 regelmäßiges Sechseck mit a=  AB,b=BC,c=CD.
Drücke ımit a , b und c ¢C aus:
a) ED  b)  DE  c)

e) FB  f) FA  g)

8. Durch Antragen von a ,  b und © in
einem Punkt O entsteht ein räum-
liches Dreibein. Ergédnze die Figur zu
einem Spat. Welche Vektoren, ausge-
drückt mit a,b und ©, werden
repräsentiert
a) durch die Flächendiagonalen,

die von O ausgehen
b) durch die Raumdiagonale, die

von O ausgeht.

9. FU)  und ¢ spannen ein Tetraeder
SARC auf. Driicke BC, AB  und AC
mit a ,  b und ¢ aus.

10. aa ,b  und ©©setzen im  Ursprung an  und  bestimmen das Dreieck ABC mit
OA= a ,  OB  =D und OC =¢ .  D,  E undF sind didie Mittelpunkte der
Seiten [BC], [CA] und [AB]. Drücke DE, EFund FDmit a ,  b und © aus.

DE =FA  =1BA =1 (a -b ) ,  EF  =DB =1CB= (b-7),
FD =AE = 1 AC = 1-7)
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11. AB=b und AD = d spannen das Parallelogramm ABCD auf.
Nimm die Punkte E und F so an, daß gilt:DE =1DC und AF= 2AB.
Drücke EF mit d und b aus.

EF = ED + DA + AF =—1b-d+2b=ib-4d

12. AB  = a ,  AD  = bund AE  =¢  spannen das Spat ABCDEFGH auf.
Drücke EG, HF, EC, DF und HB mit a,b und © aus.

EG=3+b HF =-b+3

13. AE = ,  AB=7und AD =w Y R|/spannendas Spat ABCDEFCH |
auf. R, S und T sind die Mittel- H S
punkte der Seitenflichen, X /

Driicke folgende Vektoren mit
—

und Y sind Kantenmitten. 7 T 7 C f

u,v und w aus.

<
|

a) AT,HT,AX,HX,YD /
b) RS,YX YT,XT,ST
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14.

a)

b)

—_—

AB = a ,  AD  = b
und AE  = © span-
nen das Spat
ABCDEFGH auf.
S und  T sind festgelegt

durch AS = TAB  und
AT = SAD. Drücke

SG, TF und

STmit a,b und ©
aus.
M ist Mittelpunkt von
[EC]. L liegt auf [EG]
mit LE =2GE.
Drücke ML  mit a,
—n —

b und c aus.

\x a
d

POE

15. Zeige:
In  jedem Dreieck ist die Sum-
me der drei Vektoren von den
Ecken zum Schwerpunkt
gleich dem Nullvektor.

p - - > .

--®
m

«>J “eq

Al
4

:
=

Bl
ider Schwerpunkt tsteilt jede Seitenhalbierende iim  Verhältnis 2:1

2

B
S = 318 +3 EBO)  = 3843  <a + bd)= 1a  +b )
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16. Eine Pyramide mit  der Spitze S hat als Grundfläche das Rechteck ABCD.
Die Pyramide ist festgelegt durch die Vektoren AB = a ,  AD = b und
—

AS = © .  M ist der  Mittelpunkt der Grundfläche, K ist der Schwerpunkt

des Dreiecks BCS. Drücke MX mit  a, b und © aus.

MK = MA +3  + BK

BK = 3(BC + BS)=3 (b - a +¢)
MEK =-13-1b+a+lb-1a+1C=1a-3D+}%¢

S

ARAN
IDAEITNRN
amlD

/ ~ N
7 = N/ \ i N

h \ K TRC
b > —

MCLE

L a :
% 1 ]
1 A ;

AT \
~~  /

a ‘

B
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17. DA ==, DB=b und DC=¢

a)

b)

Cc)

spannen das Tetraeder ABCD auf.
U,  V, W und X sind Kantenmitten
des Tetraeders.
Driicke VX  und UW mit a ,  b
und © aus.
L ist Mittelpunkt von [VX], M ist
Mittelpunkt vvon [UW]. Berechne
DL und .DM in  Abhängigkeit
von a ,  b und © .
Was folgt ausaus dem Ergebnis ??

Berechne UV  und XWWw in
Abhängigkeit von a ,  b und © .
Was folgt aus dem Ergebnis?

a) VX=-  Ja +C +3 ( €  +b)=-Ja +4C+1b=4(-@+D+7)
UW =-3C +3  +3 ( -B+b )= -3C+ j@ +3b = 3(@+Db - ©)

b) DL = 32 4+3VX =43 +4(€ -@+b)=  4 (@+D+€)

¢) UV  =—3C +78= TN
XW=3CB  +3BA =3(-C+Db +( -D )+  @)= ( 3 -7 )
UV  = XW, also ist UVWX ein Parallelogramm.

(Beim regelmäßigen Tetraeder wärs sogar ein Quadrat.)
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1. u=  0 }  v=  5 | v=  Berechne
—2 -1  4

a) u+7, a - v ,  VW+V+W
b) 20 -37 ,  ;u +(v-2w) ,  [((d+iw)-37vl]3

. _. ( 10 -3y  (Ty  1043  (By mM
a) u+vs= |0+5 |= |5  u -— v= | 0-5 |=|-5 u + V + w =1|-

2 -1  3 )  - 2+1  -1
s r  IN  2 (~ 9 29

b) 2u - 3v  =/| 0 | - |  5 |=|-16
-4) \-3) \-ı

N 5\ /-3\ (8\ (7-6
2 +(V=-2W)=|0 |+| 5 |-|-12]|=| 17

-1) (-1) (8) (-10
(G l  042 ) ,  (4) (3 A

u + iw ) -37 ] )12 1 -3 |-+v =[-1]- = | -

a {A
2 x -(2) y - (1)  z = (2 )  Berechne den Vektor r , de r  X+  y + z zur

geschlossenen Vektorkette ergänzt.

r =—(xX+y+  = (2 )= (  2 )
5 —5

3. Berechne den Vektor x aus den Vektorgleichungen:

of f )  wore
11 17

¢) 7x  -3 ( -1 ) -2% +2 )
_ -3  19

—3 —1\ —8 -2y
a) 3 (  1 I = 4X  = 1 ) :  X

2 J |-10, 16

b) 2x -2|2|=|-1|+5% |-4 - [ 3 -53  3 J-s%, X -
3) Lo —6 —6

17 11 50 Co
co) 5% =[18]+3[-1 5% =[ 15 7 =[3]

19 —3 10 2

4. Vereinfache durch Abspalten
geeigneter Faktoren:

—12 300 —9/4
a) Ed ]  b) | 75 ) c) E a) 63 ]  b) 75

—42 —225 —3 7 .

4
1
3
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5. Gegeben: a) A(2 [2 [1) ,B@8[21-1) ,C(1213)
b) A(C0l2]4),B(1|8|0),C(2|1[|4)
c) A(0 |24 ) ,B(18| 0) , C(2114)

Berechne AB, AC, BC, AB + AC,2BC + AC — BA

— 1 — -1  — —2 — — 0

a) AB =(9)| AG =(9 | BC = |  AB + A =(0
— 2 4 0

N N RN —4
2BC + AC =n

b) AB = |5 )  AC (7)  BC =(7) AB + AC - ( 5 )
—4 0 4 -

a IR a 5
2BC + AC - B - ( 2 ]

© AB =(24) AC=(3 )  BC =(4) AB + AC =(_4)

6. A(310|0),B(-114[10),C(0|-2|0 )  und D0 ]  0 |  3,5) sind die Ecken eines
Tetraeders.
a) Berechne die Mittelpunkte U von [AC], V von  [BC], W von  [BD] und

X von [AD].
b) Zeige, daß UVWX ein Parallelogramm ist und  berechne den Mittel-

punkt M des Parallelogramms.

c) Fertige eine saubere Zeichnung an. 5 : 10

a) U-= HE O-4(¢) V=23B+C)=} 2
U(1,5 | - 1 | 0 )  V -0 ,5 /1 ]0 )

W- iE  +D)=4( X= 2(E+D)=4[0
W(-0,5|2]1,75) X(1,5 | 0 |  1,75)
—_— N N —2 A PS a —2 a LN

b) OV=V-T=  2 ]  XW=W-X=(2 )  wegen UV=XW ist

PRESSES. § PUES. N —— 1

UVWX ein Parallelogramm: M = 3 (U  + W = 1

M(0,5 | 0,5 | 0,875)
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7. Ein  Repräsentant AB eines Vektors wird senkrecht in  zwei Koordinaten-
ebenen projiziert. Rekonstruiere AB  aus den Projektionen A;B; und gib die
Projektion in  die dritte Koordinatenebene an.

1 . (1 . (0 . ( 2

a) AB; =(9) AB: [3] b) AB; =(0). AB  =(9)
— 0

© AB, = AB, (9
— f i  ss  /0 a ( 2  . ( 2

a) AB= | AB  =(3) b) AB =(0 | =n
2 - 2  1 0

SN (0  N k :
¢) AB= 0 }  AB; = 0}

- \ 0

* Die  Strecke [AB] mit  A(1 |2 |3) ,  B(3| 2 ]  1) wird über B hinaus
um  sich selber verlängert. Berechne den Endpunkt C.

0=B+AB=2B  - A= ( ) - ( 2 ) - ( 2  C (5121 -1 )

2 | 
—
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9. R (4 |5 |6 )  und S(7| 8 |  9) teilen die Strecke [AB] in  drei gleiche Teile.
Berechne A und B.

B=S+RS=2S - RHEE B(10 | 11  | 12 )
6 12

Br  OR 7 1
A=R + SR = = ©)  (8)=(2] A(112|3)

12 9 3

10. A (0 |4 ]5 ) , 0 (3 |0 |5 )  und  Ü(3|41|0) sind die Ecken eines Parallelogramms.
Bestimme die vierte Ecke E (drei Losungen!).

NN = ( 3 )  (8) (0) ( 6
ETE =T+8-K=(4)+[o)-[¢)-(¢] E,  6 /00 )

0 )  8) (5) \0
— ph  a a ss  ss / 3 \  / 0  3yy 70E,=0U + OA=T  +A  - 0  = 4)+ 4 ) - ( :  = 3)  E„(0|81|0)

0 )  (5) \5) (0
_ eh  a 0 3 3 0

s=A+  UO T = + (e )  ( 4 ) - ( s )  E,(0|0!10)
5 5 0 10

11.  Vom Parallelogramm ABCD kennt man B(2]/4|3) und C (3 |0 | -5) und
den Schnittpunkt der Diagonalen M(-2 | 4 | 15). Berechne A und D.
— —_— —7 — — - 6A=C+2CM  =(&),Ac718135) D=B+2BM  (4  ) ,De  614120

12. Vom Spat ABCDEFGH mit A(9|7|5),  B(-1|-1|-1),  F(0|2|3)
und G(1|3 | 5) berechne man die restlichen Ecken.

C=B+FG=B+G-  (2 )  + (3 ) - ( 2 )= (  C(0|0|1)
-1 5) (3 1 ,

D=A+FG=A+  - (2 )+ (3 ) -2 ) -  3 D(10|817)
5) 15) \3) 17,

_— La  ss  0 9 -1  10E=F  +B  - (2 )+ (1 ) - ( 2 ]  - (  1 ]  E(10/10]9)
3 5 -1  9

H=G + BA = — B - ( 2 )+ (2 ) - ( 2 )  (3)  H (11  | 11 (11 )
5 5 -1  11

13. A (1 | -315 ) ,B ( -7 /9 ] | - 11 ) ,  caasl -15]17)
M,,  M ,  und M;  sind die Mittenen der Seiten a, b und c des Dreiecks ABC.
Berechne AM, , BM,  und CM.
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— —_ 3 . ( 3  1 2
Mi  = HE T=  (3) AM, = M i  - A = 3-8-8)

3 ,  3 5) (-2

—_— 1 —_— — rT  )\ a a — r 7 —7 14

M,  = 2 (C+A)=  - 9  ; BM,  = M ,  — B = 2 )  9 )= (22 )

11 )  un) (11) (2

Mg =>(A+B)=/| 3 ) CM;  = Mz -C= |3  (38+  s |3 -3) (17) (20

14. Berechne X in  Abhängigkeit von A ,  B und C SO,

daß gilt:AX  + BX  + CT = .

X-A+X-B+X-C=0 ,  3X =A+B+C X = 1A  +B+C)

15. AQ[10 |0 ) ,Z,(11211), Z.(11313)
A’ ist das Bild von A bei Spiegelung an  Z ; ,
A" ist das Bild von A'  bei  Spiegelung an  Z , .
a) Bestimme A" und ein Zentrum Z,  so daß A an Z gespiegelt A” ergibt.

bb )  Zeige: Z,Z, = ; AA"
a) A=2Z,- A [A0 ]4 ]2 ) ]

A = 27 ,  — A = 27 ,  — 27 ,  + A = 20Z ,  —2,) + A = 27 ,7 ,  + A

a (ON _ .   [0y [2
ZZ, -(4] A -2 (1 )+ (¢ ]  A"(@2|214)

2 2 0
FON 4z= JRE) =4(2) 72]1]2)

b) aus A" = 2Z.Z, + A (von a)) folgt ZZ,= XA" —A)= AA
0

oder: Z,Z,ZZ  = 3]

16. A (2 /0 |0 ) ,B (41210 ) ,C (21310 ) ,D (31212 ) ,A'(0|612)
Das Tetraeder A'B'C'D' entsteht beim Spiegeln von ABCD am Zentrum Z.
a) Bestimme Z und die restlichen Ecken des Spiegelbilds.

5
b) Fertige eine saubere Zeichnung an. 3013

6

2 —_— —_ — —2
8 )  za l s i n  B '=2Z  - B=  BLETE
\

— —_— - 1
| .  col  sl2) 5 -27  - D4  ) z  11410
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| B'(-21412)
4% AN| AT FTN
| coial_ | | FT [J

£ ~~  y t+ / \
1 J . o ~~IX  T=

; A N L asp  i
pisiziz) | za  L t   AM
A A a A Se  i NY  - Sa

1 NT TL  Td r p  \ [ »

21010) JAEEN TH 1 D-11410)
1 H l  NETO LT LL  |

~~  AN ~~
Z \ ~ i _  u 7 \ ; m = Sang

/ c f  T ING
[1 A | |1A" clio)

\ = >

SLT

B{41210)

17. Alle sechs Bilder zeigen
verschiedene Spate mit
jeweils demselben Umriß.
Jedes Spat steht mit einer
Seitenfläche auf  der x,x,-
Ebene. Benachbarte Git-
terlinien der x,x,-Ebene
haben den Abstand 1. Die
punktierte Strecke kenn-
zeichnet die dritte Koordi-
nate. Bestimme die Spat-
ecken und die von A aus-
gehenden Kantenvektoren.

a) A(-1|0|0) B4|5|0) C@3|7!/0) D(-2 2 /0 )
E(0|313,75) F(5|8|3,75) G4]10/3,75) H(-1|5]3,75)
—_— 5 + f-1 EN  1

wf) w i )  wi0 0 3,75
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SO ) ,  De  

}
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/5)

AB [ -  

E

SI  

H
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1
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d 4 
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86910 )  4610) 
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e) B(4|5|0)
C(3|7|0)
G(—2 1710)
F(—1 |510)
A(3|212,5)
D(2|41|2,5)
H(-3 | 412,5)
E(-2 | 212,5)

r 1
= |  3

2,5

E(5 |-113,75)
F(6|61|3,75)
G(4| 7 | 3,75)
H(3 | 0|3,75)

r l
= 7

0
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18. Wo liegen die Punk teX mit X = \A  +uB (O¢AB)
a) A+p=1  b) A+u=1 ,A ,p20
ce) A+p21  d A+p< l ,  Au20  e) A+p21  A pn20

A a) A+p=1  p=  1-2) einsetzenin
B X =AA  +uB :

X =AA  + (1 -A )B=B+AA-AB =
0 B+MA-B)=B+  ABA;

die Punkte X liegen auf der Gerade AB.

b) Atp==lundpu>0, also A<1,alles in allem 00s  A<1
X=  B+ABA (vona)); A= 0, danp X = B ;A=  1,dann X = A ;
die Punkte X liegen auf der Strecke [AB].

A+u=1

©) Halbebene, die den Ursprung
O nicht enthält und  begrenzt
ist von  AB.
Tip: Betrachte O, A und B als
ebenes KOSY mit  A und  p als
Koordinaten.

d) Dreieckfläche OAB mit  Rand.
Tip: Betrachte O, A und B als
ebenesKOSY mit A und p als
Koordinaten.

e) Teil  der Ebene OAB, begrenzt von
[AB] und den Halbgeraden von B
und A aus in  Richtung B

beziehungsweise A .
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19. Wo liegen die PunkteXmit X =AA  +4B +vC
a) A+p+v=1  b) A+p+v=1 , A puv 20

a)

b)

A =1-p—v einsetzenin X =AA  +uB +vC ergibt
xX  = Aa  + WAB + vAC
die Punkte liegen in  der Ebene ABC oder, falls C auf AB liegt,
auf der Gerade AB.

Die Punkte liegen im  Dreieck ABC mit  Rand.
WegenA =1 -p -v  und A 20  muß gelten: p <1,  v < 1. Damit ergibt sic
dieselbe Situation wie bei 18. d) mit  A statt O und C statt A.



IV. 2.  Teilverhältnis 67

1. Ae2 lo l -1 ) ,B@8| -3 ]11 )
S und T teilen [AB] in  drei gleiche Teile. Berechne S und T.

P T
| r o  | |.

A B

AS = SB (die Strecke [AS] ist halb so langwie [SB]), 6 =3
S i  — 2 8 —s, 28,  —4=8-5 ,  38,  = 12  s ;=4

uo ) :  { 727  285 =-  3 -8  382 = - 3 s=1
S3 +1  11 -s ;  283+2=11 -s ;  3s ,=9  S$; =3

AT = tTB  (die Strecke [AT] ist doppelt so lang wie [TB]), t = 2
t, - 2  8—t;\ t , - 2=16 -2 t ;  3t,=18 t,=62-0).  St  | t = -6 -24   3h=-6 h= -2a0] Fa)  ts+1=22-2t; 3t,=21 t =7  T(6l-217)

2. In  welchem Verhältnis teilt T die Strecke [AB] ?

a) T (10 |5 |7 ) ,  A(3|-210),B(1419111)
b) T(4|2|3), AC16|17|12),B(11- 312)
c) T (6 | t , | t s ) ,  A(13] 1014) , B(3| 01 - 6); berechne t ,  und tz

d) T (8 | - 12 | -8 ) ,  A -1134 ) ,  B (2 | -210 )

10 -3  14-10 7 4 7

(ERE)  0-07 -0  11 -7  7 4

kein Wert fi ir ©4 -16  1 -4  —12 -3
b) [2-17 [=1¢|-3-2 -15 |=71 5 )  erfüllt die Gleichung:

3-12 2 -3  - 9  - 1  T liegt nichtauf AB
7

| 1.Gleichung: - 7= -31 t ,  T=3) ( 41  3 -6
c 210 )  074 3t,—30=—"Tty, ta=3

4 6 -6  3t, — 12 = — 42 — Tt, t = -3

d) | -12-3|=7(-2+12 ~15|=1| 10 T=—}
~8 -4  0+8  ~12 8

3. A(0|5]8),B(2|-5]8). Berechne die Teilpunkte T;,
die [AB] im Verhältnis 1, teilen: 7, = 3; B= l  T= -2  T=-3.
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3A — B
= 9 [3-6-6

1 0 2 1 2 2, 16 14
(2  )+ (2 )  - 45 )  T;(  /g | /g | / 3 )

T,(11015,56) = Mas

T ; (4 | - 15113 )

T.(-111010,5)

T(3|-1|- 6 ) ,  B—- 61210). T teilt [BA] im Verhältnis t = } .  Berechne A.
UNIS.  N a NO —

BT= TA,  1BT= TA,  BT=A-T
A=T+1BT=103T+4(T-B)= 107T-4B)

5 -01 A(15 | - 5 | -14)

Zwischen welchen Grenzen muß das Teilverhältnis
P zwischen A und B liegt ?
B zwischen A und P hegt ?

u,  liegen, damit
b) A zwischen B und  P liegt ?

P zwischen A und dem Mittelpunkt von [AB] liegt ?

a)

c)

A(112]19) ,B(-5 |5(3) ,C(-314|5)
a) C die Strecke [AB]? b)
c) A die Strecke [BC]?

In  welchem Verhältnis teilt
B die Strecke [AC] ?

a)  AC  =u  CB:

——r >

b)  AB  =n  BC:

c)  BA  =u  AC:
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7. T teilt [AB] im  Verhältnis 1. In  welchem Verhältnis u (abhängig von 1) teilt
a) T die Strecke [BA]? Db) B die Strecke [AT]? ce) A die Strecke [BT]?

T —_— —
F | i AT  =1TB ( v )
A B

a) BT=uTA, TA= _ AT = [ aus(v)] = - t  TB = 1BT
BT = ut  BT, also u t=1  u=1 /4

b) AB=uBT, AB=AT + TB = [aus (v ) ]  = t TB + TB= (1+1)TB
(1+1) TB = uBT, (+1) TB = - LTB, also u = - ( t+ l )

c )  BA  = WAT

BA = BT + TA=-TB — AT = [aus (¥)] =—+ AT - AT = -

—( x +1 )  AT = WAT, also w= - ( ;  +1)

8 A (13 |9 | - 3 ) ,B4 |0 ] -6 ) ,P (7 ]p , | py
___ Pteilt die Strecke [AB] im  Verhältnis pu. Berechne , p,  und ps.

AP=u PB: pP2—9 —P2 3p2 -9=0 ,  pa=3

1 ——

( ; +DAT

_ | —6 | - 3  1 .Gle ichung:— 6 =-3u ,u=2

3p ;  + 3 =-12 ,  Ps=-9ps  +3  6—-ps

5 P(0]1,5/4), Q(3| 0] 4). Berechne die Punkte S und T,
die [PQ] harmonisch im  Verhältnis | 0 | = 2 teilen.

—_— —_ S ı  3 -8 ;  S ;  +23 ,  = 6
PS=0SQ,0=2 :  So—1,5  =92 — So  Sy  +28 ,  =1

4 -34  Sg + 283 = 12

—_—

PT = 1 TQ,  wegen der harmonischen Teilung ist t=-0=-2
—_— - a t ;  - t  t ,—2 t ;= -6

PT  =—25Q: 4-15)  _9| - t ,  | ty — 2t2 = 1,5
t s  —4 4—t ,

S(21|0,5|4)

tz—-2tz=-8+4 T(6]-1,5|4)

10. A2|10|5), B(231-4133), S(1114]17)
a) Sund T teilen [AB] harmonisch. Berechne T .

__ b )  A und B teilen [ST] im  Verhältnis o und ß. Berechne o und ß.
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—_— —_— 9 12  3

a) AS  = 08 :  [ 9 )=0 [72 )  O=4

EE 23- t ,
AT=- ITB :  ( so )  a t )

t;—5 33 t g

4t, — 8 = —69 + 3t, t,=—69+ 8 =—61
At, — 40 = 12 + 3t, t,= 12 + 40 = 52
At; — 20 = — 99 + 3t, t , =20 -99= -61  T( -61 |52 | -79)

— - 84

B-pBT:  [-8)=p[% 1SB = BT: ((8)-8(2%) B=- }
B = — 0.  muß ja  rauskommen, denn A und  B teilen [ST] harmonisch!

11 .  A—-4|121—-9),B(1413|6). C(c , |6 ]cy)  liegt auf der Gerade AB.
Bestimme das Teilverhältnis y, in  dem C die Strecke [AB] teilt.
Berechne den vierten harmonischen Punkt  D von A,  B und C.

LL  (+4  14 —c,4
AC=vCB:  6 -12)  3—6 2.Koordinatengleichung: y=2

c3+9 6—cg
c,+4=28-2c¢, ,3¢c,=24,¢ ,=8
cg +9=12 -2¢3 ,3¢3=3 ,c3=1  c@slel1)

—n"AD= —2DB, AD=-2B-D)

D-A=2D-2B ,  D=2B-A  &) - (2 )  D(32 | -  6121)

12. Zeige: A(1|2|1) ,B(6|2|-4) ,C(4|2|—2)  und D(16 | 2 |14) sind
harmonische Punkte.

a EN 3 2 9 N a 15 —10
AC=  10GB: (©  (2 )  AD=8DB:| 0 |1=83| ©- 3  -2  -15 10
5= -3  =— v ,  also stimmt die Behauptung.
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13. Satz von  MENELAOS
Teilt R die Strecke [AB] im  Verhältnis p und S die Strecke [BC] im
Verhältnis o und  T die Strecke [CA] im  Verhältnis t, dann gilt |p-6-1= —1|
Uberpriife den Satz am Beispiel
A0 ]0 ) ,B (12 /0 ) ,C919),R(20(| 0), S(11]3), T(515)

> > (20 —8 — = 1 _2
AR=pRB: (0 )=P(  0 )  p=-3 BS=0SC: (3  )=0 (% ) , 0=3

CT=1TA: (Z4)=1(25) T=} p -oT=—335  =—1 (stimmt!)

irgendeine Gerade S CEVA

MENELAOS \g R P ist irgendein Punkt
A

13. Satz von  CEVA
Teilt R die Strecke [AB] im  Verhältnis p und S die Strecke [BC] im
Verhältnis o und T die Strecke [CA] im  Verhältnis t, dann gilt | p-o-t = 1 | .

Überprüfe den Satz am  Beispiel
_A(0 |0 ) ,B (20 |4 ) ,  C@5| 10) , R511)  , S(10|18) ,T(214) [P614)]

> 5 15 — a 10) _ _(-5\ __
AR=pRB: (1 )=p (3 )  pP BS=0SC: (4  )=0 (2  ) , 0=21

= 3

CT = TTA: (Ze )  = ( 74 )  T=  2 p:0-T = 19 .22  1 (recht hat er!)
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Berechne den Mittelpunkt der Strecken
a) A(1|7|2),B(315[0) b) R2 |1 ) ,S1 | -5 )

— 1 —— —

a) M=1 (A+B)  M2le l1 )  b) M=1 (R+S)  M(1 ,5 l -3

a) Ein  Kreis um  (-2 | 5) geht durch A -  52).
Berechne den  Endpunkt E des Kreisdurchmessers [AE].

b) Eine Kugel um  (1 |  2 |  3) geht durch den Ursprung.
Berechne den Endpunkt E des Kugeldurchmessers [OE].

| | | |
a) M=3A+E) ,E=2M -A E1125
b) M=1(0+E), E=2M E2 |4 |6 )

Berechne den Schwerpunkt des Dreiecks
a) A (2 |1 |3 ) ,B (3 |510 ) ,C (4 | -4 |9 )
b) R (211 ) ,S (3 | -2 ), T(-2]4)

a) S=1(A+B+C) S@8|%l4 b) S=1(R+S+T) Sa l

Berechne den Schwerpunkt des Tetraeders
a) 00/0/10), A2 l1 ]1 ) ,B -12 ] / 1 ]3 ) ,C2]  61-8)
b) R2[1 l1 ) ,8 -913(2) ,T (1 l0 ]8 ) ,Uw0] -4 ]1 )

——

a) 0) +A+B+C) S(-2 | 2 | - 1 )
+Sb)

——.

+T+U)  S(-1,5 | 0| 3)

a) Im  Dreieck ABC mit Schwerpunkt S ist A(1]1]2), B(3|2|4)
und S(0| 1| 3). Berechne C.

b) Im  Tetrader ABCD mit  Schwerpunkt S is t  A (2 |1 |1) ,B@3|0 ]1) ,
C(2 | -1 /0 )  und S(2| 211). Berechne D .

1 (A+B+C)  C=38 -  A -B ,  C(-4/0]3)
t1(A+B+C+D) D=4S-A-B-C D1 |8 |2

a) S-
b) S=
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6. Die Schwerpunkte der Dreiecke, die ein Tetraeder begrenzen,
sind: Sp(31310), S , ( 313 /6 ) ,Sp(-1 3|6) und Sc(41016).
Berechne die Ecken A,  B,  C und  D.

Sp = (A+C+D)  - s (A+B+D)

I A+  B+  C = 35 A=3S,-B-C
II B+  C+ D =38S,

Im A + C+ D =35
N A + B + D = 3 Sc

IT B+  C+  D = 3S,
IIT -B  + D =3S,-3S, |B=D-35 +85
IV _C + D = 38 - 35
IT" CT + 2D = 3(S, + Sp — Sp)

IV" _C + D =35.-35 |C=D-35 +35 ,

I"  + IV" 3D = 3(S,+ Sa+ Sc—-2Sp)
D=S,+Sp + SoSc-25p D(0 |0 |18 )

B=  Sp+ Sa+ Sc- 28;  B(12/  0 / 0 )

C=  Sp+ Sp + 5-25. C(-81910)
A=  Sp+ Sp+ 5850-25. A(0 |0] 0)

7.  Das Mittendreieck eines Dreiecks ABC ist das Dreieck der Seitenmitten.
Zeige: Ein Dreieck ABC und sein Mittendreieck haben denselben

Schwerpunkt.

Ma + Mp+ Mo)  = 3[3(B+C)+3(A+C)+3(A+B)]
= aA  +B  + Cl=  S

|—

8 AA ,  , A,  sind nPunkte iim2 im Raum, 5S ist der Eckenschwerpunkt.

|___ Zeige: Die Summe SA,+ SA,+. .SA.  ist gleich dem Nullvektor.
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S=  LA  +A  + . +A), A i  Agt.  +A = ns

SA, + SA, +. .‚SA , = A - S+A,- S +..+ Ay -
= A; + Ay +..+A  —(S+8+ . .+8 )

— nS =o (stimmt!)Ji = N

a) Zeige: Der Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD stimmt überein mit
dem Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders SpS,SpSc .

b) Zeige: Die Kanten eines Tetraeders sind parallel zu  den Kanten
seines Schwerpunkt-Tetraeders und  jeweils dreimal so lang.

a) Schwerpunkt des Schwerpunkt-Tetraeders: Sy
487 = Sa+Sp+S04+S5

= 5 (B  +C+D) +2  (A+ C+D)  +1(A+B+D) +3 (A+B+C)
=A+B+C+D (stimmt!)

b) Kantendes Schwerpunkt-Tetraeders:
SS = Sp -Sa=1(2+C+D)-1(B+C+D)=HA -B)=
5,8c=8c-8,= 5 (A+B+D) -5 (B+C+D)= j (A -C )=

SaSp=Sp-S,=3(A+B+C)-}(B+C+D)=}(A-D)=
S3Sc=Sc-Sp= 2(A+B+D)-3(A+C+D)=L(B-C)=
SpSp=Sp- Sp = JA+B+C) -3 (A+C+D)=  3 (B -D)=
— — “+n© —— — —r  — a —— comm

ScSp=Sp-Sc=35 (A+B+C) -3 (A+B+D)=  4(C-D)=
| 

| 
Bl

|
| S

l 8
‚= ®

10. Zeige: Die Verbindungsstrecken der Mitten von je zwei Gegenkanten
treffen sich im  Schwerpunkt des Tetraeders.

Kantenmittelpunkte Maz= 1(A+B), Mcp  = (C+D)
mit Kennerblick: Mittelpunkt von [M,sMcpl: MascpoD

Magen = 11 (A+B)  + 1 (C+D) ]  = 1 (A+B +C+D) =S
ohne Kennerblick:

M58 = SMep_
L lA+B  +C+D)-3(A+B)= ABI  +C+D)]| 4
A+B +C+D -2A  -2B= u2C+2D _A-B-C-D]
C+D-A-B = C+D -A-B)
i = 1,  das heißt, S halbiert [M,;Mcp)

Für die beiden andern Kanten klappts nach Umbenennung genau so
(aus AB  mach AD,  aus CD  mach CB).
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11. Flächenschwerpunkt im  ebenenkonvexen Viereck
a) A (1 ,5 | - 3 ) ,B (610 ) ,  C(3 16) , D(- 4 ,510)
b) A(-1 ] -2 ,5) ,  B(6,51—1) , C(-113,5) , D(-  5,5 1-1)
c) A (3 | -4 ,5 ) ,  B(9|-—6) , C(12|  4,5) , D(0  17,5)
Die Diagonale AC zerlegt das Viereck in  die Teildreiecke ABC mit  Schwer-
punkt S, und ACD mit  Schwerpunkt S,  .
Die Diagonale BD  zerlegt das Viereck in  die Teildreiecke BCD mit  Schwer-
punkt T,  und ABD mit  Schwerpunkt T,  .
I

H
H

Zeichne das Viereck ABCD, berechne die Schwerpunkte S , ,  T , ,  S;  und T,
und zeige: Das Schwerpunktviereck S;T, S,T,  ist dem Viereck ABCD

ähnlich. (Tip: Seitenvektoren vergleichen!)
Wie verhalten sich die Längen entsprechender Seiten ?
Das Ganze läßt sich auch räumlich deuten: Zeichne A(313/0),B(316/0),C(-  61310) und
D(01013,75) in unser rdumliches Standard-KOSY in Normalprojektion:
x1-Achse mit  Steigung 1, x9-Achse mit Steigung -1/4.

Welcher Zusammenhang besteht mit Aufgabe 9.b ?
Zeige: Der Satz vonI gilt für jedes konvexe Viereck.
Der Flächenschwerpunkt von ABCD teilt eine Diagonale des Schwer-
punktvierecks im  umgekehrten Verhältnis der Inhalte der Teildrei-
ecke, deren Schwerpunkte sie verbindet (Hebelgesetz!).
Berechne den Flächenschwerpunkt S und zum Vergleich dazu auch den
Eckenschwerpunkt U.

HI

Wenn man zuerst II macht, muß man nicht so viel rechnen.

Si = 1 (A+B+C)  T ,  = 1 B+C+D)

S=2(A+C+D) T,=2A+B+D)
ST,=T,-8,= 2(B+C+D -A-B-C)=3(D-A)=;AD
T,S,=S,-T,=3(A+C+D -B -C -D)=3 (A -B )=3BA

S,T,=T,-S,= 3(A+B+D -A -C -D)=3 (B -C)=5CB3

T,S,=5,-T,= 3(A+B+C - A-B-D)=  3 (C -D)=  3DC
Die Vierecke ABCD und S,T, S,  T,  sind sich ähnlich, die Seiten von ABCD
sind dreimal so lang wie die entsprechenden von S,T; S;  T2. Das (zweidi-
mensionale) Viereck von c)  ist die senkrechte Normalprojektion eines (dreidi-
mensionalen) Tetraeders. Beim Parallelprojiziern bleibt die Parallelitét erhalten.

a) Dreieck BCD hat die doppelte Höhe vom Dreieck ABD und deshalb
den doppelten Flidcheninhalt

T,S= 1ST,,S=
s (3 l1 )  wi l ? )
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b) Dreieck BCD  hat  die dreifache Höhe vom  Dreieck ABD  und  deshalb
den dreifachen Flächeninhalt

TS=  55T, S=——1 =40T ,+T2 )= {(6)
+3

S(0|0) uy ,  172)

c) Viereck ABCD ist ein Trapez: DC = 2 AB , deshalb haben alle Teil
dreiecke jeweils eine gemeinsame Höhe.
Das Flächenverhältnis (groß : klein) ist gleich dem Verhältnis
(lange Basis) : (kurze Basıs) = 2

T,S = 3ST,, S=  1+1  = 32T ,  +T2)= 3 (3 )

S(@611) U (6 |%)

[ a l  C \
pa l

/ |
U(151075) |

) |
Jd

DA
T1512) |

A X2 Zz
/ SAO 1 |s/ S43,511)

[ )

© 4 ;| LA 47 vd

TA11-1) yr,
/ 4

[ |
A yr
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CNA HEE
N U(—-0,25|-0,25)

TN

NN

1 NL
(010,5) N

S,{-2,510)__L— A IS1510) (Js  | [|X
N SEE NLYN <

N > B

m“ 1101-25) —
A |

c) HEA
+ U (610,375)

—

~~
~~

LLC

X

SA512.5) |
X nT ]  712) /

IRE  /
/ ssi) \

X 1 \
\ INT  /

| I Wi
[ \ NA

\L ATS  hh

\ ~~
\_| |Sd8l-2)

\ /
\ X /
A

—

~~  X /
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12.  Raumschwerpunkt imDoppeltetraeder
A(0 | -310 ) ,B (0 l4 ]0 ) ,C0 |0 l 14 ) ,D@4| -1 ]0 ) ,E ( -8 | - 1 ]0 )
Zeichne das Doppeltetraeder, die Teiltetraeder sind ABCD und ABCE.
Berechne den Schwerpunkt S von ABCD  und  T von ABCE.
Der  Raumschwerpunkt R von ABCDE teilt die Strecke [ST] im
umgekehrten Verhältnis der Inhalte der entsprechenden Teiltetraeder.
Berechne R und zum Vergleich dazu auch den Eckenschwerpunkt U.

— 2 —a 4
$=  1 (A+B+0+D)=4 (0  S (  1011)

— J IE  I . UE  § - 8
T=  1A+B+0+E)=  4 9 ]  T(-2|0]1)

Cc Xs  | E U

A j l\ d \
/ AN Pa  \ )

VA N/
/ / AL

/ \ \
X Pal  1 IN \

X dé N |

/ | A :

| 1 1/ |

jad \
Zid \
A ld  I S . N

£ 17  |

/ ~~  |

/ ~~  ANI
Az  N

/ ~~
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Die Strecke [ED], die die Spitzen E und  D verbindet, hat die Länge 12 und  ist
senkrecht zur x,x;-Ebene, in  der auch das Dreieck ABC liegt. Der  Abstand (4)
von D und der x,x;-Ebene ist halb so groß wie der von E und der x,x;-Ebene.
Die Pyramide ABCD ist also halb so »hoch« und damit halb so voluminös wie
ihr liebes Gegenstück ABCE. Folglich gilt fürn Raumschwerpunkt R

U=5(A+B+C+D+E)=3
—— e t  mh  A aD  | 4

0 J U4 ,  | Ye  | 4s )

13. A(310[0), B(0/6]0),  C(— 316] 0)und G(- 4,5 612,25) sind Ecken
eines Spats, ABCD ist eine Seitenfléiche.
a) Bestimme die restlichen Ecken D,  E,  F und H.  Zeichne das Spat, das

Dreieck AFH  mit Schwerpunkt S und die Raumdiagonale [CE].
b) Zeige: CE schneidet das Dreieck AFH  im  Schwerpunkt S des Dreiecks.

(Tip: entweder mit  Ansatz CS=0  SE oder ES=AEC )
CN

a) D(0 |0 |0)
E(1,5 | 0|  2,25)
F(-1,5 | 61 2,25)
H(-1,5 | 01 2,25)
S=1(A+F+H) SC01211,5)
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b) Wenn  S auf  [CE] liegt, dann ;muß eses ein TTeilverhdltnis 0;C geben.
Losungsweg 1mit Ansatz: CS = 6 SE, S=  33 ( A +F +H )

S-C=o(E- S )
RP) C=  o(E-2(A+F+H)) | -3
— eed  eh  — eh  l t

A+F+H - 3C = cBE-A -F -H)
A-C+F- C+H-C C =o(E — A+E-F+E- H)

An  gy
AE+FE+HE = CE, denn AE= CG, FE = CH
CA + CF + CH = 2CE,
denn CA=CD+CB,CF=CG+CB  und CH=CD+CG
CA+CF+CH  =CD+CB+CG+CB+CD+CG=2CD+ CB + CG

also ¢=2 ,  das heißt, S teilt [CE] im Verhältnis 2 :1.

Wenn S auf  [CE] liegt, dann müssen ES  und  EC  parallel sein,
dann mußub  gelten:
ES = AEC,= SCA+F+E)

LA+F+H-  3E )
— —_— —)

A-E+F-  E+  H -  E )

Il

R
is

y

=
]

> + x] Z
I

+ = as
]

O
J

 
C

O
s

 
C

O
]

= Q also liegt S auf [CE].
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a) w=

1. Stelle © als Linearkombination von @ und b dar:

) 5 )  + )—2

Ansatz: © =xa  +yb ;  im  3,2-System -11  =3x -y

\ 

f5\ . -1 Widerspruch im  Gleichungssystem:
) b = 2 )  ‚C=  | J © ist nicht als Linearkombination

von a und b möglich

~_  (2) _ 7 )  _ B Widerspruch! @ und b sind kollinear:

b= -2%,  a und € aber nicht,
deshalb gibts keine Linearkombination.

IR  2
b )  = [ 2  0

1

C) w=  (2 ) ,  5 = ( 2 ) ,  = (22) c =0a  +4b

SE 1 4 16

3
d) 1

_ -1  3

5 
-4\ — (3 —8 - _ 3 _ 2

e) = ( 2 )> -  ( 3 )  7x  5 c=  28a - 3b
— 0 -9  6

NR 2 _. (-3 13
Hh a=  = )  b=  (2 )  [ 2 ]

4 -6  %

2,  b und € sind kollinear. Deshalb gibts unenendlich viele Lösungen

zum Beispiel© = 2a  +0b oder© = 0a- 137 oder€ = 2a- 3b

allgemein: 2x —8y= 18, x = (13 + 3y) T=3 (13+3y )a +yb

—— ——— a — >

2 Stelle d als Linearkombination von a und b und ¢ dar:

a)
N> “ |

2REE



V. Lineare Abhängigkeit

Ansatz: d=xa  +yb +zC
Das 3,3-System 0 =2x+  y — z

- 1  = - x+3y  +22
=3X  + zZ ergibt: x=3 ,  y= -2 ,  z=4

1y -1  1y 12
a= |1  = |1 ] . ¢= | [ - 1  = | =  3 — 1.  —w 2-0) ( 1  7-4 (B)] Deze rna t

x 1 Widerspruch! keine Lösung

) d = 1 ]  a ,bundc  sind komplanar
2y —~ (ly

ule 6) ed FI1 2
© = -32  +2b

al
,

Il |
N

S
bhA

2\ — -3  —4
e) a= 2 )  b = | 0 J%-  3

4 1 6

unendlich viele Lösungen, denn &,  b,  © und d sind komplanar
zum Beispield =5% + b =5C —-9b
allgemein d =(5 -2 )8  + (1 -22 )b  +z¢

Untersuche auf  Komplanaritét:

VB)  wee
r a i l

Komplanaritäts-Kriterium: Drei Vektoren sind genau dann komplanar,
wenn ihre Determinante gleich null ist.

123  4 -7  3
a) 23  A = 0; Komplanarität hb) 2 0 5 - —73; keine Komplanarité

4 -12 8 102
c) 3 2 En  = 0;  Komplanarität d) 412  = 1;  keine Komplanaritét
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©
 

= 
©

N
 

C
O

N
=

N
D

e) = 16; keine Komplanaritét

4, Untersuche, ob die Punkte A, B und C auf einer Gerade liegen:
a) A2 |0 |1 ) ,B@312 ]0 ) ,Cca l -212 )  b)  A4l4]-1),B@al2]l-1),calolo)
ec) AB l1 ]1 ) ,B (71313 ) ,Ca lo l oy  d)  A1 l -2 ]2 ) ,B -1 ]12 | -2 ) , c l 0 | 0 )

Drei Punkte liegen auf  einer Gerade, wenn zwei Verbindungsvektoren (alle
drei Punkte miissen vorkommen) parallel sind.

_ 12 ,  ——s 2
a) AB = o und CB = ‘ sind nicht kollinear,

also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.

b) BA = 2 und CA = * sind nicht kollinear,

also liegen A, B und C nicht auf einer Gerade.

c) AB = 2 und CB - ( 3 )  sind kollinear: 2 CB = 3 AB

also liegen A,  B und C auf  einer Gerade.
—_— -2  —_— - 1  —_— a

a) AB = A und CB = |  2 | sind kollinear:2 CB = AB

also liegen A, B und C auf einer Gerade.

% Untersuche, ob die Punkte A, B,  C und D in  einer Ebene liegen:
(Tip: Verbindungsvektoren!)
a) A (0 |0 |2 )  B (1 | -1 ]1 )  C(2 | -210)  D(31311)
b) A(C0|0[0) Ba | 111) c -3 lo l - 1 )  DB1011

ee)  A(1]0l1) B(2|314) C(-1]1]0) D212 )
Vier Punkte liegen in  einer Ebene, wenn drei Verbindungsvektoren (alle vier
Punkte miissen vorkommen) komplanar sind, wenn also die Determinante
dieser Verbindungsvektoren gleich null  ist (Komplanaritéits-Kriterium).

— fl [2y __.  (3 a — |

a) AB 2 )  AC (2 )  AD (3 ) :  wei AB und AC kollinear sind,

sind AB, AC und AD komplanar: A, B, C und D liegen in  einer Ebene.
1 -33
100  | = 0,  die Verbindungsvektoren
1 -11

b) AB =B ,AC =C,AD =D ;

sind komplanar: A, B ,  C und D liegen in  einer Ebene.
a ( l y .  (A  (1) [1-21

c) AB (3  AC - |  1 ]  AD = |1 ] : | 3  1 1| =-4, die Verbindungsvekto-
3 )  1 )  1 ) ' 13 -11

ren sind nicht komplanar; A, B,  C und D liegen nicht in  einer Ebene.
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a=3u -2v  b=u+v  T=20u-V
Zeige: @, b und € sind komplanar.

Uberlegung:
Sind u und v nicht kollinear, so spannen sie eine Ebene E auf. a,bund ©
sind Linearkombinationen von u und Vv, sind also jeweils parallel zu E, also
auch untereinander komplanar.
Sind u und Vv kollinear, so sind es auch %.Db und TC.
Rechnung:
Annahme: Linearkombination ist möglich a = rb+sc
3U-2V  = r (u+v )+s82u -V )=  3u -2V  = ( r+28 )u  + ( r -8 )Vv

Koeffizientenvergleich ergibt 3= r+2s

weil darin kein Widerspruch steckt, e t  die Annahme richtig.
Herstellen einer Linearkombination:
Aus T =20-7V folgt 7 =2W — €;  7 einsetzenin b und &
inb: b=zu+@u-¢ )=3u - "¢

-—

=3u  -22u  - ¢ )= -u  +2¢C, u =2¢C — a einsetzenin b

Bestimme t bis z so, daß die Vektoren kollinear sind:

8 6 GGG
r 2 \  ( 6

k| 2 |= 7 | =  2k=6 ,k=3  y=2k=6 ,z= -k= -3
1 )  \ z
( 2 \  r x  2 u

ki 2 | =  2 )  k= -1x= -2 , t=1  ki 2 [=]vV = k=0;  u=v=0
1 )  \ t  - 0

k 2 _ + | keine Parallelität möglich:
_1) 12 kein k-Wert erfüllt die 1. und 2. Koordinatengleichung.

————

Bestimmea bis f so, daß die Vektoren komplanar sind:

» [Je] »(1E6 800-8500an

Nach dem Determinanten-Kriterium muß die Determinante gleich 0 sein.
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2 11
a) |4 a 3|=11a-11=0, =» a=1

- 1 -65

—3 0b
b) |1 2 8 |= -5b -30=0 ,=  b= -6

2 -11

1c1  1
ce) | 212=2 -4c=0 , = c=  >,dist beliebig

2d4

4 -3  f
d) 9 1 0 | =4e+2e f=202+D=0 ,  = 0=0 , f= -2

Bestimme a so, daß die Vektoren komplanar sind:

o f )  wT)  SE)
o(Fein) 000 (MeL)
o (113) w (132) 2 (32)6)

Ee )
Nach dem Determinanten-Kriterium muß die Determinante gleich 0 sein.

a) De t=a=0  b) De t=a? -a?=aX l -a )=0  = a=0  oder a=1

¢) De t=  a!?-_a?-da +4  = aXa — 1) — 4(a — 1);= (a? — 4Xa — 1) = 0
= a=+*20odera=1

d) Det  = a? + 3a? — 16a — 48 = aXa+3) — 16(a+3); = (a*-16)(a+3) = 0
=> a=t4o0der a= -3

e) Det = 0, die Vektoren sind fiir jeden a-Wert komplanar.
f) Det=—a?+a=a(l-a?)=0;= a= t l ode ra=0
g) Det =-2,  die Vektoren sind fiir keinen a-Wert komplanar.

h) Det = a® + 2a? — 3a = ala? + 2a — 3);= ala + 3Xa - 1) = 0
=> a=0  ode ra= -3  odera=1

i) Det  =a2+  2 weil  Det  > 2 ist, erzeugt kein a-Wert Komplanaritét.

J) wegen Det = 0 Komplanaritit fiir jeden a-Wert
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we] 0 )  of) v2
a

—a) Zeige: a, b ,c  und a, b ,  v sind komplanar.

b) Zeige: Mit a und  b läßt sich nur  die triviale Nullsumme bilden.

Gib je eine nichttriviale Nullsumme der Vektoren & ,  b ,  ©
beziehungsweise a ,  b ,  v an.

—

c) Schreibe v auf zwei Arten als Linearkombination von a ,  b und ©.

a) De t (2 ,b , c )=De t (a ,b , v )=0

b) = und b sind nicht kollinear, also gehts nur so: 0a  + 0b  =
¢) Der Ansatz: xa +yb +2z¢ = 0 führt zum homogenen System

——

2x  —-3y—-4z=0
-x  — z=0
4x + y+6z=0

die Lösung ) -  ok A l ie fer tfiir t=1: "a24+2b-T=0
Ansatz:xa +yb  +zv = 0
die Lösung |

d) Wegen a)  sind a

X 3 —,  —,

) s  t 2 liefert fürt=1:3a  +b -v=0

N

, b ,c  und Vv komplanar
a = X 3 - t

Ansatz: v =xa  +yb  +zc  ‚Lösung 2 )  ( 12 )
Z

. . X ) ( 2 Y — — = —nBeispiel t = 1: € = | -1  v=2a -b+
z )  \ 1 )

EN * \  / 4 ~~ a aBeispiel t = -1: E = |  3 v=4a  +3b  - c
z )  \~1,

11. Zeige: a) Eine Vektormenge, die den Nullvektor enthält,
ist linear abhängig.

b) Eine Vektormenge, die zwei kollineare Vektoren enthält,
ist linear abhängig.

a) Sei{a,..., a , } linear unabhängig. Dann ist nur die triviale Nullsumme
möglich: A, 8; +... + 4,8, = 0 ,  A = . . .=A ,  =0,  Für {a?,..., a7,  0)
lautet die Nullsumme A, a; +... +A. a. + 1.0= 0.  Sie ist nicht trivial,
wenn mindestens ein Faktor, nämlich der vor dem Nullvektor, ungleich
null ist. Dann sind die Vektoren a ;  ,...,a,, 0 linear abhängig.
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b) Sei{a;,..., a,  } linear unabhängig. Dann ist nur die triviale Null-
summe möglich: A, a; +... +4,87 = 0,  M=. . .=41=0.  k undck sind

zwei kollineare Vektoren (c # 1). Für {a,,... a k ,  ck} lautet die
0

Nullsumme A, a;  +... +A,  a ,  + uke We k =

oder May +... + A,Bo + ( +  oc) k = 0.Sie  ist nicht trivial, wenn
IL, + WC # 0. Dann sind die Vektoren a , ,...,a , , k , Ck linear abhängig.

12. Was kann man  vom  Vektor x sagen, wenn
a) {x} linear unabhängig ist ? b) {x}  linear abhängig ist ?

—n.

a) T £0 b) % =0

13. 3 und b seien linear unabhängig.
Untersuche u und v auf lineare Abhängigkeit:
a) U=a+b, v=a -b  b) T=2%- b ,  v= a

©) T=28+6b ,V= -5 -3b  d U=a#+ßb ,  V=ya  +5Sb

Annahme:u und v sind linear abhängig, Ansatz: ru  + sv =0

a) r ( a+b )+s (a— b )=0  ( r+s ) ’ a+ ( r - s )b=  0

weil @ und b linear unabhiingig sind, gilt:
r+s=0
r - s=0  = r=s=0 ,dashe i f t ,u und v sind linear unabhängig.

b) Blick: u und v sind Gegenvektoren, also linear abhängig. Rechnung:

r ( 2a -b )+s (8 -b )=0 ,  ( 2 r -2s )a+ (s - r ) b  = 0

weil @ und b linear unabhängig sind, gilt:
2 r—-2s=0
s—-r=0 = r=s,das heißt, u und Vv sind linear abhängig.

¢) Blick: u =-2v ,  u und v sind linear abhängig.

d) raa+Bb)+sya+8b)=0, (ro+ys)a+Pr+ds)b =

weil @ und b linear unabhängig sind, gilt: r a+E=0
Br+0s=0

—

Wenn of  + By ist, dann gibts nur die Triviallésung r = s = 0, dann sind u
| : [0und v linear unabhängig. Wenn ad  = pyist, dann gilt y=-— X, Y# 0

oder (falls y= 0) y= -  ß x, 50 ,  dann sind u und v linear abhängig.
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14. a ,  D und © seien linear unabhängig.

Untersuche u,  v und w auf lineare Abhängigkeit:
— a —

a) u=a  V=Db+c, w=a+¢C
—_h — -— a a -— —_—

b) u=c -a , v=b -¢c ,w=>b - "a
—_— — — _a  a IN  -— __a  CN —

¢c) u=a  +b+c , v=a+b , w=a-c

Annahme: u,v  und W sind linear abhängig, Ansatz: ru  + 8V +tW=
a) r (@+D)+s (b  + ©) +E  +T)=0

( r+ t ) a  + ( r+s )b  +E+HT=0

weil 3,  b und © linear unabhängig sind, gilt: r+t=0
r+s8=0

S+ t=0  =>r=s= t=0 ,dasheißt, u, v undw sind linear unabhängig.

b) r ( c -a )+s (b  -C )+ t (b -2 )=10

(—r—t)a +@E+t)b +r-8c=10
weil a .  Db und © linear unabhängig sind, gilt: - r - t =0

s+ t=0
r - s=0  =>r=s=-t,dasheifit, u,  v undw sind linear abhängig.

—

¢) r (a+b+T)+s (B+Db)+ t (a  -TC)=0

( r+s+H)a  +x +8)b +@-0T=0
weil a ,  b und © linear unabhängig sind, gilt: r +s+ t=0

r+s=0
r- t=0=r=—s=t=0,dasheif t ,u,v und w sind linear unabhängig.

15. x = AB,y= AD undz = AE spannen das
Spat ABCDEFGH auf mit A(1 |1 |0 ) ,B (5 |310) ,
D-11310 )und E(- 31 /2 ) .
P,Q ,  R,  S, T und U sind Kantenmitten. Berechne
diese Kantenmitten und den Spatmittelpunkt M.
Zeige, daß die folgenden Punkte in  einer Ebene
liegen, und  untersuche, ob der Spatmittelpunkt M
in  dieser Ebene liegt.
a) GTAQ b) ACS T
c) P,CSE d P,QR,STU
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— SE 4 — — -2  — —A —4
Mitten: x=B  -K= [2 ) , y=D-A= [?  ‚ z=E  -K= (9 )

P = A +17, P@1210) Q=B +i7, Q4 l4 l0 )
R=B+7  +32, R1I5 |1 )  S=D +7Z +5%, S(-314|2)
T=A+7Z+3y ,  T -4 l 2 l 2 )  U =A  +37, U1]1 ]1 )

M = A +XX+7  +7) ,  M©0|3]1)
Verbindungsvektoren berechnen und auf Komplanaritit untersuchen
[RY

G=B+7+72 ,6 -1 l5 /2 ;  C=B +7 ,  C350) ;
—— — — x —3 —_ . — — 3

a) oT  = - C= 3 ]  AQ=Q-X= (3

wegen GT  = _AQ sind die Verbindungsvektoren von G, T,  A und  Q
komplanar. G, T,  A und Q liegen also in  einer Ebene.
—— —— SN - 1  — — — —5
AM = -X= (? |  AT=T-A= (1 )

1 2
. N . 3 -1 -5  3 -1 -5

det(AG, AM, AT) = | 3  2 1 |= |03  6 |=0,alsoliegtM drin.
01  2 01  2

— a 2 — —_— —_ -1
b) AC=% +7  = [ 4  ST=T-S= (2 ]

wegen AC  = 2ST sind die Verbindungsvektoren von A,  C,  S und T
komplanar. A,  C, S und T liegen also in  einer Ebene.

N . __ .  12-1-5| |2-1-5 (-3)
det( AC, AM,AT)=|4 2 1 (=|0 4 #11 |= 2.4, also liegt M nicht drin.

012 /101  2

—_— 0 EE 0
¢c) PC  =3X  +3  = (3 )  ® -%-3 -Y

wegen PC  =-SE sind die Verbindungsvektoren von P, C, S und E
komplanar. P,  C, S und E liegen also in  einer Ebene.
—— —_— — - 3  NE UE — —6
PM=-M-P=(1 )  PE-F  -F - ( } ]

a a a 0 -3 -6
det PC PM,  PE) = | 1 | = 0, also liegt M drin.

—_—l  — 1 —_— — —_ - 3  — > —_ —4
0 8 -8  -F . [ i )  @-7 -9 - (1) W373)

ST=T-S  (2 ) .  TU=U -T  = 1 )  UP=P  -U  = 2 )
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wegen PQ = — ST, QR = —TU und  RS  = — UP  geht es nur  noch um

die Komplanaritit von PQ,  QR und RS :
co e+  |1-83-4] |1-3-4

det(PQ,QR,RS)= 2 1 5 = 0 7 7 = 0, also liegen P, Q, R,S, T
1

und U in  einer Ebene. Wegen P M = QR liegt auch M drin.

16. x ,y  und z spannen das Spat ABCDEFGH auf. P,  Q, R,  S, T und  U sind
Kantenmitten. Zeige, daß die folgenden Punkte in  einer Ebene liegen, und
untersuche, ob der Spatmittelpunkt M in  dieser Ebene liegt. (Bild wie in  15.)
a) GT ,AQ b) ACST  cc) PCSE d P,QRSTU
Punkte liegen in  einer Ebene, wenn die Verbindungsvektoren kompl. sind.
AM =3 (X+7 +2)
a)

b)

c)

TG = AQ =X  +37
Wegen AQ = TG sind AQ, AT und TG komplanar,
das heißt, G, T, A und Q liegen in  einer Ebene.
AM =r  AT +3AQ
(X  +J  +2 )=HZ  +37) +8(X +13) | 2
X+JY+Z  =2 rz  +ry+2sX +8y

=25X +( r+8 )y  +2 rz

Koeffizientenvergleich: 2s =1 , r+s=1 ,2 r=1=> r=8=  3,
das heißt, M liegt in  der Ebene von G, T, A und Q.

AC=X+J,TS= AS- AT =X + T+ 7-57 - ZT =XX +7)
Wegen TS =1AC sind AC, AT und TS komplanar, das heißt,
A,  C,  S und T liegen in  einer Ebene.
AM =r  AT +sAC
CK +7 +2 )  =1Z  +3)  +s(T +7)  | 2
X+Y+2Z =2rZ  +ry+2sX +25y

=25X +(r+28)y +2 rz
Koeffizientenvergleich: 28 = 1,  r + 2s = 1,  2r  =1, Widerspruch,
das heißt, M liegt nicht in  der Ebene von A,  C, Sund T.

PC=ES=3%+7y
Wegen PC = ES  sind PC, ES  und PE komplanar,
das heißt, P,  C,  S und  E liegen in  einer Ebene.
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PM =rPC +sPE ,PM= AM- AP=X7+Z)
Ly  = rT  +7) +7  10) | 2

=rx  +2 ry  +2sz —sXx
=( r—-8)X  +2 ry  +28z

1Koeffizientenvergleich: r—-s=0 ,2 r=1 ,2s=1=> r=8=3 ,
das heißt, M liegt in  der Ebene von P, C, S und E.

1—
d )  QR = 37  +72 ,  RRS = 37  —5x, ST =--3% —2Yy

2 +32 =1(3%—3%)  +803  -3Y) I 2
Y+Z=rz - r x  —8X —-sy
Y+zZ=( - r - s )X  —-sy+rz
Koeffizientenvergleich: - r — s = 0, —s = 1, r=1 = r = —s = 1 das heißt,

QR,  RS und ST  sind komplanar: P,  Q,  R,  S und T liegen in  einer

Ebene. Wegen PU  = RS  liegt auch U liegtin dieser Ebene.

PM =rPQ +sQR,PM= AM - AP = XT +2 )
HT +Z)=  35 +37) +37 +32) |

—

Y +2  =TX +Ty +8y +87
=rx  + ( r+8 )y  +sz

Koeffizientenvergleich: r = 0,  s = 1 = M liegt in  der  Ebene.

Da ————
17. u = AB, v = AD und w = AE

spannen d. Pyramide ABCDE auf  mit
A@Q1—-3|0), B(21510), D -21 -110 )
und E(0 | 2 |  7). ABCD ist ein Parallelo-
gramm. Die Kanten, die durch E
gehen, sind jeweils durch drei Punkte
gleichmäßig unterteilt. Untersuche,

____ob das Viereck PQRS eben ist.

PR =1AE +1EC =1AC =XU+V)=

PQ =!AE +!EB =42E -2A +3B -



V. Lineare Abhängigkeit
IR a a - 6 -2  2 -6 -2 -4

det(4 PS ,PR4PQ)= |7  § B|=|T7 5 26 | = 7.( -  32)
7 0 —7 7 0 0

also ist Viereck nicht eben.

18. u, v und W spannen die Pyramide ABCDE auf. ABCD ist ein Parallelo-
gramm. Die  Kanten, die durch die Spitze E gehen, sind jeweils durch drei
Punkte gleichmäßig unterteilt. Untersuche, ob das Viereck PQRS eben ist.

1— —_— 1 1— — 1 ,—a  —_ 1 —_— —_PQ = -3w+u+7BE=—-3w+u  +3 (w-u )=38u  -w )
1 l— 1 1— 1 — — 1 ,— —PR =>5wW +5EC = 5W +53 ( -w+u+v )=23 (u+7 )

— 1— 1 1l—a 1, — a 1] ,— aPS=5w + iED  =3w  +5 ( -w + V)=3(v + Ww)
Linearkombination: PR  = r  PQ +sPS
HEV)  =r  i BT  -W i+s {FT+7) | 4
20 +2V =3 rü  — rw +8SV +sW
20 +2V =3 ru +sV + ( s -W
Koeffizientenvergleich: 3r =2, s = 2, s — r = 0, Widerspruch, also ist die
Linearkombination nicht méglich: das Viereck PQRS ist nicht eben.
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1, Im  Dreieck ABC ist AD =2AC und BE = BC.
In  welchen Verhältnissen teilen sich [AE] und [BD] ?

T=AB v7=AC
AB +BS+SA="0

BS =bBD = b-3 +47)
SA = aEA -a(¥CB — u )

=a 7+uU) - U)

AC

3— 2—
= a ( -gv  —-5u)

— —_— 2a  3— 2s  —_—
u+b -u+sv )+a l -5v—-gu l )=o
(15  — 15b — 6a) + Vv (10b — 9a) =0

10b—-9a=0 a=2b
15 — 15b— 6a = 0, a einsetzen,b ==

A B AS :SE  =10:3 BS :SB  =9 :4
f r—

2 Im Dreieck ABC ist BD =S BC und AS =2AD. BS schneidet AC in  T.
In  welchem Verhältnis teilt T die Strecke [AC] bzw. S die Strecke [BBT? (BT)

= =AB, v=AC

BT =bBS =b ( -0+2 AD)
= b(-T + i (T  +7 BC ))

<
b

8 +b(-7u +3v) -B8a
( 8  7b) + V(38b-B8a)= 0

BS:ST  =7 :1
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3. Im  Dreieck ABC  ist M die Mitte von
[AC]. Tteilt [BC] im  Verhältnis 1 :  2
von  B aus. AT  schneidet BM  in S. V
a) In  welchem Verhältnis teilt S

die Strecke [AT] von A aus ?

b) Nun  sei A (0 |0 |0),B (2 |2 | -—4)
und C(8 | — 4 | —16). Berechne S.

T=AB v= AC

a) AB+BS-AS=70 BS =b BM =b (T +37)
AS =a  AT=a (T+1BC)=a (T +i  ( +  ¥)  =a  25 +17)
u ( 6 -6b -4a )+  7 (3b -2a )=  © a=3 AS:ST  =3:1

b) S=A+AS =v  + )=1T  + =1B +iC S@3lol-6)

4. Im  Dreieck OAB  ist

a=  OA,  b=0OB,  OE=ka

und OF = mb. EB und AF
schneiden sich in  T.  Berechne

a) AT, BT
b) ET :TB , AT :TF
c) Berechne T fiir A(14 | 0),

k =3 und  B(12] 12),
m=3.

d) Zeige: Sind AB und EF
parallel, so liegt T auf der
Seitenhalbierenden von O A
[AB] oder ihrer Verlänge-
rung.

a) BA+AT+TB=% BA=%-0
AT =x  AF  = x(-a +mb) ;  TB =yEB = y ( - k@+D)

2 -Db+x ( -3+mb)+yka + D)=T
a l l - x - ky )+  b -1+mx+y )=
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b)

c)

d)

Koeffizienten = 0 ergibt: x=  N ya  km  #1
—

AT = u (mb  — a )

km#1 :  ET :  TB  ==mi% m=1
k

AF =5(32)-(0)=(1) T=(0)* N (15 | 8 )

wennAB | |  EF, dannmuBseink=m; T = Xt  (+ )

T liegt auf der Seitenhalbierenden, weil diese die Richtung a +b hat.

6 Im  Parallelogramm ABCD teilt T die Seite [BC] im  Verhältnis x :  y von B
aus. DT  schneidet AC in  S.
Mach eine Zeichnung fiir A(5 | 0), B(14 | 3), C918) ,  D (0 [5 )  und x :  y=2 :3 .

___ Zeige: S teilt die Diagonale [AC] im  Verhältnis r : s=  x : y  + 1 von A aus.

8. Im  Parallelogramm ABCD ist L der D C
Mittelpunkt von [CD] und  M der
Mittelpunkt von [DA].
In  welchem Verhältnis teilen sich
a) [AC] und [BM] ? B

~~ b) [AC] und [BL] ? u

W=BA 7%7=BC
a) BA+AS—BS=0; AS =aAC = al-3+7);BS =bBM =b(T+3;V)

u HERPA
u l -a -b )+  v(a 3 b)="0 a -3b=0 ,b=2a

l - a -b=0 ,a=1 -b  b eingesetzt: a=1 b=3
AS =1AC, BS = 2?BM BS:SM=CS:SA=2 :1

b) BC+CT-BT=0; CT=aCA= al-V+W); BT=bBL  =M7+3W)
entsprechenda) ergibt sich: a=3 ,b=3 ;  AT :TC=BT :TL=2 :1



V. Lineare Abhängigkeit

C

D T
S

V

u B

A

AD+ DS - AS =
DS=dDT=d(T- 57) AS=a AC =a (T  +V)  a=
FELD v ( - - ry d-  a )+  u (d -a )= "0
Koeffizienten= 0: d=a; 1 -a=  5a  ra r  Da ==> +
l - a=1 -  = = =; also ist 5 ==) +1

Im  Parallelogramm ABCD gilt:
AE:EB =k ,  CF :FD  =m.

Mach ein Skizze:
A(0 | 0), B(7,5 | 0), C10 ]  5),
D(2,5/5),k= 1 :4 ,  m=7 :8 .
a) In  welchem Verhältnis

teilt S die Diagonale [BD] ?
b) In welchem Verhältnis

teilt T die Diagonale [AC] ?
c) Welche Beziehung muß

zwischen m und k beste-
hen, damit der Mittel
punkt M von ABCD auf
[EF] liegt ?

a) BC+CF+FS—-BS=0¢
CF =mFD =m(CD-CF) = m(-©)- mCF: CF=— At1+m
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FS =fFE {FD  - Vv + AE)

FD  =L1CF =1 ( -  A )  = -

— >>

FS = - V+ gu)  - - A -7})
BS =bBD =b (V — u )
V-2T  + A0 (E -1 ) -V ) -Kv -u)="0
TA- f -b )+  uv (Gf-i& - o=f+b)=0
f o  L f+b=0  b=  +75  —i%)einsetzenin 1 - f=b
Io  o f  Ar )  rhe o ls  or)
f =  20m A b=  1- f=  Zıkam

BS = ;  BD,  SD =(1-31%5)BD =31BD  BS:SD = i
D F C

b) TC + CF + FT =o
TC =t(T +7 )
von  a)  :

CF =
FS = {U  r -  u )  7 ]
(f  hat  jetzt einen andern
Wert als in  a) ) « >

A E B
7 )=HT + V ) -  ZA  AG -

üb  + T t -N=  0 ,  f = t
k )t—7— t l  = 0 aufgelöst nach t: t =  ne

AT = (1  _t )AC, 1 - t=1 -  m(1+k) k(1+m) AT  : TC  - Kem)
2km+k+m = 2km+k+m

¢) Überlegung: Soll M auf [EF] liegen, so muß [EF] symmetrisch zu M
sein. Wegen der Punktsymmetrie des Parallelogramms
muB dann AE  = FC  sein, also k = m sein.

Rechnung: irgendein(!) f-Wert muß gleich > sein, zum Beispiel der von

a ) :  „Am =7 ,2+2m=2  +k  +m, also m = Kk.

Co — — —

& Im  Trapez ABCD mit AD =7, DC = u und AB =k “  schneiden sich in  S
die Strecken, die durch D und C gehen und zu den Schenkeln parallel sind.

__Zeichne das Trapez fiir © =(5),v =15(3) und  k=4 ,
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a) In  welchem Verhältnis (in Abhängigkeit von  k)  teilt S die Strecken von
den Ecken aus ?

b) Bei  welchem Wert  von  k liegt S auf  AB  ?

— a) DS+SC-DC=0
DS  =dDE =dCB= d -T- 7 +k7)
DS ==d (a  (k-1) - Vv)
SC =cFC =cAD =cV

da  (k-1) - V )+cv  — U =

u (d ( k -1 )- 1)+ v(c—d)=0
c=d: S teilt beide Strecken im  selben
Verh.

d=  1> 1 -  d =

—
0

— S teilt beide Strecken von den Ecken aus
ku  B im  Verhältnis 1 :  (k—2).

b) Soll S auf AB liegen, so muß d = 1 sein, also k = 2 sein.

a

J

9. Im  Trapez ABCD mit AB  =T,  AD= 7 und DC = kT  schneiden sich die
Diagonalen in  S. Zeichne das Trapez fiir A(1| 0), B(6] 0), D(0] 6) und  k = 2.
Berechne AS :SC und BS:SD (in Abhängigkeit von k).

AS + SB-AB =
D C

AS  =aAC =a(Vv +ku )

SB =dDB=d(u- ¥)
a(v +ku )+d (u = v)-1u =

u lak+d-1 )+  v (a -d )= 0
a-d=0 ,  d=a
ak+d=1 a=¢3
AS == i  AC

SC=(1-57) AC = AC
CS:SA=DS:SB  =k :1

—
0

10. Im  Trapez ABCD mit DC  = u ,  AD =V  und AB  = 371 i s t M die Mitte von
[BC] und S die Mitte von [AM]. DS  und AB  schneiden sich in  T.  Zeichne das
Trapez fiir A(2| 0), B(11] 0), D(0| 6).
Berechne DS :ST  und AT: TB .
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AS + ST- AT =>D C Mrs AT=e
AS=3AM=5(v+u+3 ;CB

v
M AS =}(¥ +47)

ST =sDS = s ( -7+ AT)
AT =tAB =3 tT

T ST =sDS = SV  +3t  u )
A Su  B a l v+4u )+SCv+3 tu )+

—3tu=  0

a (1+ 3st — 38) + VG - t ) =0

t = }  DS :ST  =3 :1  1+35-3s=0,s=3 AT :TB  =4 :5

D
11.  Zeige: Im  Tetraeder

halbieren sich die Strecken,
die die Mitten windschiefer
Kanten verbinden.

DS+ ST + TP + PD =o
DS =5w
DP =50
ST =x(- iW +T+3 (CT +7)

Xu  +3V—3W)
TP=y(} (-V+W)-W+30)

B

1 1—1—a 1— 1— 1— 1— 1 1—
aW +X( ZU +3V  -3W)+Y(2U  -2V  -2W) -2U  =

Ulx+y -1 )+  7(x-y) +W( l - x - y )=0  =>xX=y=3
Für die beiden andern Kanten ergibt sich (nach Umbenennung) dasselbe.
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12. Im  Tetraeder ABCD
halbiert M die Kante [BC],
P teilt [AD] im  Verhältnis
2 : LR liegtauf [AB] mit
AR =r AB  ‚S  liegt aauf

[DC] mit DS  =sDC.
Gib eine Beziehung fiir r
und s so an, daß sich MT
und  RS  schneiden.
In welchen Verhältnissen
teilen sich [MP] und [RS]?

DS+ST+TP+PD  = ©

=x (u ( l - r )+ rV  —sw)
TP=y(4BC-wW+wW)=y +7 )  - FAT  —3V —3W)
SW +X(0 ( 1 -1 )  +1V —sW)+y (§0 —3V —3W)—3
On +53  + VEX-1y )  + W(s— SX — 3y )=  7

5y=0, y = 2rx einsetzen in. s—— SX — 5y = 0 ergibt X= ,  y= 2
x und y einsetzenin  x(1-r) +33 y -3=0  und nach r auflösen: r =  Ee1
ST = SR  TR =(1 -x ) SR = SR  ST :TR  =s :1
PT  = ;  PM,  TM=  (1- y )PM= + DM, PT:TM = 2rs : (s+r-2r

13.  Im  Quader ABCDEFGHist
K Mitte vonBCGF,
L Mitte von EFGH,
M Mitte von ADHE.
In welchem Verhältnis
teilen sich

a) [HK] und [CL] ?

b) [BL] und [FM]? |



V. 2.  Anwendungen 101

_ a) Mit Kennerblick:
u HLKG ist ein Trapez mit

G [HC] =2[LK]. Wer Aufgabe 9.
gelöst hat, weiß, daß 2 das Teil-

T Vv verhältnis der Diagonalen ist,
_— und hat die Lösung:_

/ DI  HT:TL  = CT :CM  =2:1
, F KK 7

A
4 Ohne Kennerblick:

HG+GC+ CT - HT =>
HT =h HL =h(W +3 (T+ v)  =h(}¥ +iv + ¥ )
CT =cCM =c( -¥  -W +3(T + WN) =c(30 —1W = V)
w+V+C( iw  -V)-h(§T +3Vv+W)="0
We-h++v@-2 -h+W@-c -2h )= "0
c = h e i nse t zenin  2 -2c —h = 0 liefert h=c=3
beide Werte erfüllen 2—c-2h = 0, also ist HT :TL  = CT :CM  =2 :1

b) Beim Auflösen des Gleichungssystems ergibt sich ein Widerspruch:
[BL] und [FM] sind windschief.

8
»

14, u, v und w spannen die Pyramide
ABCDE auf. ABCD  ist ein Parallelogramm
mit Mitte M,  S ist Schwerpunkt im  Dreieck
BCE, K und L sind Kantenmitten.
a) Skizziere die Pyramide und trage alle

oben genannten Stücke ein. (Vorschlag
A(11-310),B(31310),C(-11310)
und E(-1,51-215))

b) Zeige, daB sich ME  und LS  schneiden,
und berechne die Verhältnisse, in  denen
der Schnittpunkt T die Strecken [ME]
und [LS] teilt.

¢) Berechne T.

d) Die Gerade CT  schneidet die Kante [AE]
in  X.  In welchen Verhältnissen teilt X

| die Strecken [AE] und[PS] ?
=
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b)

EA

EL + LT+ TE =>
EL = u +.BC=
TA+H-V +W)
TT=xLS=
=x(LK+KS) =

—_—t 1 1 )  —=x ( -u+v+3 ( -3 ( v+w) )
J 5b— 1—>

= X( -U +gV  —gW)

ET=yEM =y - : (T+W)
— 1— 1—
u —5V +3 W +

—_ 6—> 1—
+ X(-Uu +5V  -8W) -

1— 1—— —.
—yGu+sw)=o0
TW ( 6 -6x -3y )+V( -3+5x )+W (3—-x-3y)=0
X=  einsetzenin 3 — x —3y = 0 liefert y=2
Kontrolle: x und y einsetzen in  6 — 6x — 3y = 0, alles geht glatt, Vp
also MT :TE  =1 :4  LT :TS  =3 :2

c) T=E+ET =E+iy(@+W)=E+2(A-E+C-E)
=3@A+2C +E)  TPEl-02l1)
a a iN  a -0,3 - 9

d EC+CX-EX=0  / OY 1

CX =rCT  =r(-W + ET) = r= W + L240 +W) )  = ri- ¥w + )
W +N- ww +20 ) - sT  =O; vé r - s )+w l - i n= "0
r=5 s=3  EX :XA  =2 :1  CX :XT  =45 :2
S— afore Ne ting

15. u , v  und w spannen den Pyramidenstumpf | E}
ABCDEFGH auf. L und M sind Mitten der
Parallelogramme ABCD und EFGH.
a) Zeige, daß sich [LM] und [AG] schneiden,

und  berechne die Teilverhiltnisse.

b) Berechne den Schnittpunkt T von [LM]
und [AG], falls, wie im  Bild, A=  O,
IN  1 IN  0 —4
s= (1 )  v= (2 ]  und w - ( 33 )

0 0 2,5
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Ea) Mit Kennerblick:
EALM ist ein Trapez mit  [EM] = 4[AL].
Nach Aufgabe 9.  ist 4 das Teilverhältnis
der Diagonalen.

Ohne Kennerblick:
AE+EM+MT+ TA = 0
EM  =145+47 )=2U  +27
MT =mML=m(LA+W+EM)

=m( -3 (T+V)+W +2u  +27 )
3—— 3— —=mGu +5V  + W)

- E— — —_ —_TA=aGA =a ( -4v  -4u -w )
—_— —a —_ S— 3
W +20  +2V  +mGU  +57  + W) +
+a l -4v -4Uu -W)=0
WQ2+;m-4a )+  7 (2+53m-4a )+  w (1+m-a )=  ©

mm=a-1  einsetzenin 2+3m-4a=0  liefert: a=5,
MT:TL  =4 :1=CT :TA
—-~ a . 0

b) T=AT  =—aGA =;@7V+ { |  T(011,810,5)

—~ — (0  — (3
16. u = GH  = 2 )7  = GF (2 )  und

0 0
ey  —a ( 2
w= GC = 2 ]  spannen das Spat

\ A)

ABCDEFGH auf:
M ist Mitte von EFGH, K halbiert [GF].

a) Zeichne das Spat mit K und M.

b) Zeige, daß sich AK  und BM  schnei
den, und berechne die Verhältnisse,
in  denen der Schnittpunkt T die
Strecken [AK] und [BM] teilt.

¢) Berechne T und zeige, daß T auf der
Raumdiagonale [DF] liegt.
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b) Mit Kennerblick:
ABKM  ist ein Trapez
mit [AB] = 2[KM]
Nach Aufgabe 9.  ist 2 das
Teilverhältnis von [AK] und [BM].

Ohne Kennerblick:
BA+ AT+ TB =>
AT =k  AK =k(-T -W —3V) A

TB =m  MB =m(- i7  +7 + W)
T+k0 -W —sV)+m-30  +5V+ W)=0
T(l-k-3m+VvGEm-3k)+ wWm-k)=0, m
AT:  TK  =2 :1=BT :TM

© T=0CK + KT =v  +1KA =v  +1 (T+7  +i¥v)
zw (T +2V + W) T(-  31-313)

DF=V-T -W
DT  =T -D =3(T+2V + W)—(0 + W)=1 (20 +2V -2w)  wegen
DT  =2DF liegtT auf [DF].

17. u,v und w spannen das Oktaeder
ABCDEF auf. ABCD ist ein  Parallelo-
gramm, sein Mittelpunkt M halbiert
[EF]. S ist der Schwerpunkt des
Dreiecks ABE.

a) Zeichne die Figur für
A(1,5|-—2 | 0), B(2,5 | 010),
C(-1,5 | 21 0) und  E(- 0,5] 01 3,5).

b) Inwelchem Verhältnis muß  K die
Kante [CF] teilen, damit SK die
Diagonale [BD] schneidet ?
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ES+ ST —- ET =
ES = +7 )
ST=sSK =s ( - : (T +)  + W +ku)
ET=V+tBD =V + t -  V+ W + CD)

=V4+ t -V  +W +(=v+u))=7V+n  -2V +W)
S(W+V)+s(—30 —sv+w+ka ) -V - t ( u  2v+w)=0
W(5-38+ks—t )+  V(3—-38-1+20)+ Ws—-t)="0

s= t  einsetzenin  3 -38 -1+2 t=0  Liefert s= t=3
s=t=% einsetzenin s—38+ks—t=0 liefert k=3

K:KF  =1 :1
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Modelle

1 .  Zeige: Für alle pelR und aeV gilt

a) (-p)a=- (Wa) b)  p ( -a )= - (u -a )  c) (—u)(-a)= pa

Wa + na  =0 ,  wegen 1] | (—u)-a =pa= —i1-a wegen der Ein-
a) ( LW+(p ) )a=pa+ ( -n )a=0  deutigkeit des inversen Elements

Wa +Wwa = 0,  wegen 1] | Was u-(—a) =pa= —u-a wegen der
b) Wa + a=  u(a+a)=p0=0| |Eindeutigkeit des inversen Elements

¢) (—p)(-a) — (W-(-a)) wegen a)
— (—(p-a)) wegen b)
Wa  = Wa wegen 1]

Zeige: Für  alle pelR und a,beV gilt p-(a—b) = wa — wb |

u-Ca — b) =p (a+b )

—pa+pb  wegen
= Wa  + u-(-b)
= p-a + (-Wb) wegen 1.b)
= Ua  — wb

Warum ist die Menge aller Polynome von genau zweitem Grad
(Koeffizient a,  # 0) kein Vektorraum mit  den Verkniipfungen von Vg ?

0 ist nicht Element der Menge der Polynome von genau zweitem Grad.

Zeige: M={ax '+ax*+a, la ,e2,  i=0,2,  4} ist ein Vektorraum über R
mit den Verknüpfungen von Vj.

a=axi+ax®+ay; eM,  b=bx*+bx®+b ,  eM,
= a+b= (a ,+b )x *+(ay +by )x®+(ao + bo) eM,
= pa =(naJx* + (uay)x® + pa, € M,
= M ist Untervektorraum des Polynomvektorraums.

Im  arithmetischen Vektorraum IR* sind gegeben a= ( -1 |3 |2 ] -—4)  und
b= (2 [7 ] -1 | - 8 ) .  Berechne a +b, 5.a, -b, 2.a—3b.

a+b=(1 /10 ]1 ] -7 )  5a =(-5115|10|-20),
b=(2 | -71113)  2a-3b=(-8| -15]7|1)
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a)
b)

M={@lb lc ) la=2b A a,b,ceR}
M={@a lb l c ) l agcb<e  A ab, celR}
M= ( (a l b l e ) l ab=  0 A ab  ceR}
M={@a lb l c ) l a=b=c  A ab ,  ceR}
M={a lb l e ) l a=b® A a ,bceR}
M={ (a lb l e ) |kya + kb  +kse=0 A a,b,celR}
k; seien feste reelle Zahlen

6. Sind folgende Tripelmengen Vektorräume mit  den Verknüpfungen von V,  ?

(a) byl cı) + (ad bo! co) = (a; + ad b ;  + bc ;  +c )e  M
a;  = 2b;  = a ;  + as = 2b,  + 2b,  = 2(b, + by)

uwa l | b l c )= (pua lpub lpc )eM, a=2b = pa=2(ub)
M ist Untervektorraum von (von IR3).

(-1X0 1011) = (0 |0 | -1 )  ¢ M,  kein Vektorraum.

(110|0)+(0|110) =(1 ]11 ]0 )&M, kein Vektorraum.
( a l a l a )+ (b lb l b )  = (a+b |a+b |a+b )€ M,
wa la l a )=  (na|palpa)e M,  M ist Untervektorraum von (von RI .

a l1 loy+@l1 lo )  = (21210) € M, kein Vektorraum

( a ,  b ,  | cy )  + (a l  bs | Co) = (a ;  + a,|  b,  + b,  | Cc, + Co) eM
k,a, + kob, +kacı = 0
kıas + k.b, + k Cy _ o t  = k , (a ,+ a5) + ky(b; + bg)+ Kks(c; +c2)= 0

walble)=(ualpublpc)e M,
k,a + kob + ke  = 0 = k,(na) + k,(ub) + kg(ue) = 0 ,
M ist UVR von (von RS.

7. M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Zeige: M ist kein Vektorraum über R ,

wenn die Verknüpfungen »+« und » + « so definiert werden:
a) ( a l b )+ (c l d )= (a+c lb+d ) ,  p (a l b )= (ua lb )
b) (a lb )+ (c ld )= (a lb ) ,  w(alb) = ( ua lpb )
ce) ( a l b )+ (c l d )= (a+c |b+d ) ,  p (a l b )= (p>a lp ’ b )

ee

a)

b)

c)

(2-2)-(1 | 1) = 0-(1|1)=  (011)
(2-2)(1|1) = 2101| -210|10=(@11)-(211)= (010), Widerspruch

(01+0109= ( (011 ) , ( 010 )+ (111 )=(010), Widerpruch

A+  =a ln+a ln=2 |2 )
(1+1)(1|1) =2.(1| 1)  = (4] 4)  , Widerspruch
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8. Zeige: Die folgenden Mengen von Tripeln reeller Zahlen sind keine
Vektorräume über IR mit  den Verknüpfungen von V j  :
a) M=  ( (a l b l e ) l az0}
b) M=({(alble)la?+b?+c*<1}
c) M={a lb l c ) l a ,b ,  ce l }

a) (-1)(1loloy=@loloy¢eM
b) Alo loy+@l1 lo= l1 l00eM
c) V2(1loloy=(2l0l0)¢M

9. M sei die Menge aller Paare reeller Zahlen.
Eine Verknüpfung »+« sei durch (a lb)+(c |d)=(a+c/ |b  +d),
eine Verknüpfung » + « sei durch p-(a|b)= (u-al| 0) definiert.
Zeige: In  M sind bis auf N,  alle Axiome eines Vektorraums erfiillt.
Man kann daraus schließen, daß das Axiom N nicht aus den anderen
Axiomen folgt. (Siehe auch nächste Aufgabe.)

[N]  1]  ist erfüllt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
(a  + B)alb) = ( a  + B)a| 0 )
aa lb )  + B (a lb )  = ( ca l  0) + (Bal 0)  = (a+PB)al 0)
a - l ( a l b )+ (c] d)] = (aa +c)| 0)
a-(a|b)  + ac l  d) = (ca l  0) + (oe | 0) =(oa +c )  | 0 )
(aß)-(a | b )  = (aß-a  | 0 )
o-(B-(alb))  = a-(Ba | 0)  = (apa 0)
1 (a lb ) = (al 0) * ( a l b )

10. In  der Menge V + {0} sei eine Verknüpfung »+« so definiert,
daß V eine kommutative Gruppe ist.
Als Verknüpfung »  « sei definiert p.a = 0 fiir alle aeV und pelR.
Zeige: Bis auf  N, sind alle Axiome des Vektorraums erfüllt.

K ]  [N] [1] ist erfüllt, weil die Addition die eines Vektorraums ist.
(@x + B)-a= 0, aa+Ba=0+0=0
a (a+b )=0 ,0a+ßa=0+0=0
(af)a=0,  a-(Ba) = a-0=0
1.a=0=a für a+0Z

E
S

S
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l .  a) Schreibe a = -— 3x? — 8x + 1 als Linearkombination der Vektoren
u=-4x’+x-2 und v=x*_2x+1
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: — 3x” — 8x + 1 = p(—4x® +x  — 2) + q(x* — 2x + 1)
Zusammenfassen: 3x  -8x+1=x2(-4p+qQ) +x (p -2q ) -2p  + q
Koeffizientenvergleich: —3=-4p  +q

- 8=p -2q

1= -2p+q  => p=2 ,  q=5
Ergebnis: a = 2u + 5v

b) Schreibe a = — 3x2 +x + 4 als Linearkombination der Vektoren
u=-2x2+5x+1, v=—3x>+2 und w=x + 3x
aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.

Ansatz: -3x% + x + 4 = p(-2x? + 5x + 1)  + q(— 3x* +2) + r(x’ + 3%)
. 1

Zusammenfassen und Koeffizientenvergleich: p = — 1 ,d=15,T=18
Ergebnis: a = Bu  +3v  +S w

2, Untersuche die folgenden Mengen von Vektoren aus dem Vektorraum der
Polynome bis zum Grad 3 auf lineare Unabhängigkeit

a ) {1-4x+2x2+3x3, x®*+4x2+2x+1 ,2—x-3x%+ 55°}

Ansatz fiir Nullsumme:
P l — 4x + 2x? + 3x3) + q(x + 4x2 + 2x + 1) + (2 —x- 3x? + 5x°) = 0
Zusammenfassen:
x43p— q + 5r) + x%2p + 4q — 3r) +x ( -4p+29-1) +(p+q+2r)=0
Koeffizientenvergleich (alle vier Klammern (...) = 0):
3p -a+5 r=0 ,  2p+4q -3 r=0 ,  - 4p+2q - r=0 ,  p+a+2 r=0
das Gleichungssystem hat nur die triviale Lösung: p=q=r=0,
also ist die Menge unabhängig.

b)  {3x 2x? Bx + 1 0 1—4x—3x2 + 4x8, 9x3 — 7x2 — Tx + 2}

p (3x?— 2x2 — 5x + 1) + q(1 — 4x — 3x? + 4x3) + ( 9x * — 7x* — Tx + 2) = 0,
xX3p + 4q + 9r) + xX-2p — 3q — Tr) + x(-5p - 4q — Tr) + (p + q + 2r) = 0,
das Gleichungssystem
3p+4q+9 r=0 ,  - 2p -3q -T r=0 ,  5p -4q -T r=0 ,  p+q+2 r=0
hat « '  Lösungen (p ql r)  = ( 1 | 3] 1), eine nichttriviale Lösung ist zum
Beispiel ( 1| 3 | 1); deshalb ist die Menge abhängig.
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Zeige für den Vektorraum der n-Tupel:
a) Die Menge {(110|. . .10) ,(0l1l...10),... ,(O101...1 1 }  ist linear

unabhängig.

pi l  01 .  100+ pO} 11  100+... 4 po l ] .  ID = (0101... 10
@,101 . . 10 )+© [p , l...10)+... +0[0]. . . |py = 0] 0]...| 0)
= P1=Do=.. .=Py=0

b) Nimmt man zur Menge von a) einen beliebigen Vektor hinzu,
so wird sie linear abhängig. Gib ein Beispiel an.

Nach Satz 2]  ist die Menge linear abhängig.
Beispiel: {(1/10]...10),0] 1 ] . . . 10 ) , . . . , 0 l 0 ] . . . lD ,@l1 ] . . . [  1 )

Zeige: Die Vektoren a= (1 /315 ) ,  b= (0 | -1 /2 )  und ¢= (0 ]0 ]1 )
bilden eine Basis des Vektorraums der reellen Tripel.

a, b und c sind eine Basis, wenn sie linear unabhängig sind, wenn
p (1 /3 [5 )+q0 | -112 )+ r (0 /0 /1 )= (010 |0 )  nur die t r iv ialeLösung hat.
Das Gleichungssystem: p=0 ,  rp—-q=0, 5p + 2q + r = 0 hat nur die
triviale Lösung p =q  = r  = 0, also sind a, b und c eine Basis.

a= (1 /2 /0 ) ,  b= ( -1 /3 ]1 )  und c= (1 | -13 | -3 )
gehören dem Vektorraum V der reellen Tripel an.
a) Ist (a, b,c} eine Basis von V?

(a, b, c} ist eine Basis von V, wenn
p (11210 )+q@-113 ]1 )+ r (11 -13 | -8 )= (0 ]0 ]0 )
nur die Triviallésung p = q = r  =0  hat. Das Gleichungssystem

P—-q  + r=0
2p+3q -13 r=0

q — 3 r=0  hat « '  Lösungen(pl qlr) = w2131 1).
a, b und c sind linear abhängig, zum Beispiel 2a + 3b +c=  0,
also ist {a, b, c} keine Basis von V.

b) Welche Bedingung müssen u,  v und w erfüllen, damit der Vektor
(u l  v |  w) als Linearkombination von a,  b und c darstellbar ist?

Ansatz: p (112 /0 )+q@-11311 )+ r1 ] -13 ] | - 3 )= (u l | v |w )
Das Gleichungssystem p -q  + r=u  I

2p+3q -13 r=v  II
q -3 r=w  III

aus I :  r =u -p  +q  e ingese tz tin I ergibt IT: 15p — 10q = 13u + Vv
r=u -p+qe ingese t z tin  III ergibt IIT: 3p-2g=3u + w

5-I I I= IT: 15u + 5w = 13u + v = Bedingungist 2u—v+ 5w = 0
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Gib a=(-21513) und b =(a lb lc )  aus dem Vektorraum der
reellen Tripel in  Koordinatenschreibweise an bezüglich der Basis
a) {(1lolo), l |1l0),©l0]1)} b) {@lil1),@l1lo),@loloy}
a) Ansa tzfür a: p (110 |0 )+q (0 |110 )+r(0|0|1) = (-21513)

ergibt p= -2 ,  q=5  und r=3,also a=( -2 |5 /3) .
Entsprechend ergibt sich b = (a | b | c).

b) Ansa tzfür a: p (1 |111 )+a (11110 )4+11010 )=(21513)
ergibt p+q+ r= -2 ,  p+q=5  und p=3  = ps3  q=2 ,  r = -7
(-2 | 5] 3) in  Koordinatenschreibweise (3 | 21-7)
Ansatzfür b : p111 |1 )+a(11110)4+11010)=(a lb le )
ergibt p+q+ r=a ,  p+q=b  und p=c  = p=c ,  q=b -c ,  r =a -b
(a |b  | c) in  Koordinatenschreibweise (¢ |b -c |a—b)

7

|F i i r  welchen u-Wert ist die a-Komponente von u + p-v gleich null ?

(a, b,  c} sei eine Basis eines Vektorraums. Zum  Vektor u=7.a—2-b-c¢
wird der Vektor u.v mit v=-3-a + 5b  + ¢ addiert (LER).

u+pv="Ta -2b -c -3ua+5ub+pc= (7 -3wa+(Bu -2 )b+u -1 )c
a-Komponente = 0: (7-3u)=0, = pn =3

P—————

8,
ee

(a, b,  c} sei eine Basis eines Vektorraums. Welcher vom Vektor
u=3-a+4b-—2.c linear abhängige Vektor hat  die Komponente —2a ?

9,

X = pa = 3p-a + 4u-b — 2u-c ; Bedingung 3p-a=-2a, = p=  -3
Ergebnis x = 3a

Berechne aus der Gleichung 3-a + 5b  —4-.c=0 die Koordinaten der
Vektoren: a bezüglich der Basis {b,c},  b bezüglich der Basis (a, c},

c bezüglich der Basis (a, b}.
a

Basis b,c}: a= -b+ f c ,  a= ( -51$ )
Basis (a ,c):b= -2a+ fc ,  b= ( -214 )
Basis {a,b}: c=  2b+3¢, a=(-112)

10.3) Zeige: a= (1 ]12 /1 ) , b= (3 /5 /0 ) und c= (2 /0 /0 ) sind eine Basis
des Vektorraums V der reellen Tripel.

b) Berechne bezüglich der Basis (a, b , c} die Koordinaten des Vektors
______ d=(0|-1] |2) .  Gib auch seine Komponenten an.

a) a,b und c müssen linear unabhängig sein, das Gleichungssystemin
p (1 ]2 |1 )+q@|5 /0 )+ r2 ]0 l 0 )=  (0 |0 ]0 )da r f  nur die Triviallosung
haben: p+3q+2r=0,  2p+5q=0, p=0.  Und die hat es auch!
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b) Ansatz: p (1 |2 |1 )+a (315 |0 )+ r (21010 )=  (0 l - 112 )
Das Gleichungssystem p + 3q + 2 r= 0, 2p + 5q = -l, p=2
hat die Lösungen p=2 ,  q=-l, r=3;sie  sind die Koordinaten vond
bezüglich (a, b , c} . Die Komponenten von d sind
Z.a=  (21412) , - 1 .b=  ( 31 -511 )  und 3-c= (11010)

11 . Bestimme die Taylorentwicklung der Funktion f mit dem Term
fix) = x® — 9x? + 25x — 24 an der Stelle x = 2 sowie die Näherungen der
Ordnungen 2, 1 und 0 von f(x) dort. Was bedeutet die Näherung 2.Ordnung?

Ansatz: fix) = a(x-2)? + b(x-2)* + c(x-2) + e
= ax’ — Gax?+ 12ax — 8a + bx* —4bx + 4b + cx—-2c+ €
= ax? + x%(—6a + b)  + x(12a— 4b + c) + (8a + 4b — 2c + e)

Koeffizientenvergleich: a=1
6a+b= -9=b= -3
12a -4b+c=25  = c=1
—8a+4b-2c+e=-24 = e= -2

Taylor-Entwicklung für x = 2: f(x) = 1.(x-2)® — 3.(x-2)* + 1-(x-2) — 2
Niherung 2.0rdnung: qu(x) = — 3-(x-2) + 1-(x—2) — 2 = 3x“ +13x — 16;
je  näher man  bei x=2 ist, desto besser gleicht das Verhalten von f dem
Verhalten der Parabel q,, q,  ist Schmiegparabel.
Näherung 1.0rdnung: q,(x) = ( x -2 ) -2=x -4 ,
Näherung 0.0rdnung: q(x) = -2

12. Ist M = ((alalb)la,  b € R} mit den Verknüpfungen von V,  ein Vektorraum’
Nenne gegebenenfalls eine Basis und die Dimension von M.  |

v=_ (a , l a , l b , ) ,w=1 (a , l a , l b , ) :
v+w=(a ,+a )a ,+a , l b ,+b , )e  M,  r v=_ ( ra , l r a , l r b , ) e  M,
also ist M Vektorraum, seine Dimension ist 2.

13.
nach, ob der von ihnen gebildete Vektorraum U der gesamte Vektorraum V
ist. Welche Dimension hat U?

a) (1141 -1 ) ,  @1-112 ) ,2 l o l 1 )  b l i l o ) ,  ( 0110 ,  8111-2)

Es sind 3 Vektoren aus dem Vektorraum V der reellen Tripel Fe rn

a) Uberpriifung der Vektoren auf  lineare Abhängigkeit:
(1141-1) =p@Bl -1 ]2 )+q2 l0 ]1 )
1=3p+2q  (I), 4= -p  (II), - 1=2p  + q (III)
p= -4  und q=8 erfüllen (II) und  (III), aber nicht (I),  also sind die Vek
toren linear unabhg., d.h. U = V,  U hat die Dimension von V,  nämlich 3.

b) Überprüfung der Vektoren auf lineare Abhängigkeit:
( 11170 )=p (0 l1 l 1 )+qa (311 l -2 )
1=3q  (I), 1=p+q I),  0=p -2q  (IM)
q = 3 und p =2  erfiillen die drei Gleichungen, also sind die Vektoren
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linear abhängig, das heißt, U + V. Weil die Vektoren nicht Vielfache ein
und desselben Vektors sind, hat  U die Dimension 2.

14. Ist jedes Element des Vektorraums V der reellen Tripel darstellbar als
Linearkombination der Elemente (1/4 |2) ,(611|1) und (31512)?
Überprüfung der Vektoren auf  lineare Abhängigkeit:
p(11412)+qa(61111)=  ( 31512 )
p+6q=3 (I), 4p+q=5  (11), 2p+q=2  (II)
die Lösung von (II) und (IIT) p=  1,5 und q= -1  erfüllt (I)  nicht,
also sind die Vektoren linear unabhängig und deshalb eine Basis;
jedes Element dieses Vektorraums ist darstellbar als Linearkombination der
drei Basisvektoren ( 1 |  412) , (61111) und  (31512).

15. Zeige: Die Vektormenge {(1111111),0l111l1),0l0l1l1),0l0l0]1)}
des Vektorraums V der reellen Quadrupel ist eine Basis von V.

( 11 /11 ) ,  0l1/1]1), ( 00 /1 /11 )  und ( 0 l 0 ]0 ]1)
müssen linear unabhängig sein:
(1111) =po l1 l 1 lD )+qo lo l 1 l 1 )+x0 |0 l 0 |D )
1=1p-0+ q0  + r-0, Widerspruch, also sind die Vektoren linear unabhängig.

a

16. U sei der Vektorraum, der von den Vektoren a = 2x2 — 2x + 1,
b=38%x2—x +4  und c=x2%- 7x — 7 des Vektorraums V der Polynome bis

_zum Grad 2 gebildet wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.
Uberpriifung der Koeffiziententripel (21 -211) ,  (31-114)  und ( 1  | -7  1-7)
auf  lineare Abhängigkeit: ( 2 | - 2 [1 )=»p (31 -114 )+a (1 l - 71 -7 )
2=3p+q  (I), -—2= -p  -7q (ID), 1=4p -7q  (III)
die Lösung von (II)  und (II) p =? und q=3  erfüllt auch (I), also sind die
Tripel linear abhängig; weil sie nicht Vielfache ein und desselben Tripels sind,
hat V die Dimension 2. { 2 | - 2 |1 )  , (3]-114)} ist eine Basis.

17, U sei der Vektorraum, der von den Vektoren a = (115 | - 3 ) , b= (2 l1 l - 4 )
und c= (3 | -3 | - 5 )  des Vektorraums V der reellen Tripel aufgespannt

___ Wird. Gib eine Basis und die Dimension von U an.
Überprüfung der Tripel auf lineare Abhängigkeit:
p1|5|—-3)+ q2 ]1 ] -4 )= (3 ] | - 3 ] | - 5 )wird erfüllt von p = -1  und q=2 ,
also sind a, b und c linear abhängig; weil a, b und c nicht Vielfache ein und
desselben Tripels sind, hat  u die Dimension 2. Eine Basis ist {b, c}.

18. Untersuche, ob die folgenden Vektormengen eine Basis des Vektorraums V
der reellen Tripel sind
a) { 2 l - 11 -3 ) , 4 l 710 }  bb) {alol5,@l1l-n,-4]-2lD,@l0l3)

__o {a l o l - n ,@l2 ln ,1 l - 41 -n }   {al2ln, e l s ]  1)  , (31415)}



114 VI. Der abstrakte Vektorraum: Basis und Dimension

Die Vektormengen von a)  und  b)  sind keine Basen, weil eine Basis im
dreidimensionalen Vektorraum aus drei Tripeln bestehen muß.

c) Überprüfung der Tripel auf lineare Abhängigkeit:
p (1 |0 | - 1 )+ q812|1) = ( - 1 | - 4 | - 7 )  wird erfüllt von q= -2  und
p = 5, die Vektoren sind linear abhängig, bilden also keine Basis.

d) Überprüfung der Tripel auf lineare Abhängigkeit:
p(11211) + q215 ]11 )= (3 |4 |5 )  wird von  keinem Wertepaar p ,  q erfüllt,
die Vektoren sind linear unabhängig, bilden also eine Basis.

19. Welche Dimension hat der Vektorraum, der aufgespannt wird von:
a) { - 31213 ) , ( 11 -%1-1)} b) {a l1 ln ,@l3] -2)
c) {x?+2x-—1,2x?+ 4x — 2} d) {x?—4x+3,-2x?+ 5x + 1}
a) Weil das erste Tripel das —3fache vom zweiten ist, ist die Dimension 1.
b) {alılı), ( 2131 -2 ) }

Weil kein Tripel Vielfaches des andern ist, ist die Dimension 2.
c) {x?+2x —1,2x?+ 4x — 2}

Weil  das Koeffiziententripel ( 1| 2 | -1) die Hälfte von  ( 2 |  4 | —2) ist,
ist die Dimension 1.

q) { x? -4x+3  ‚ 2x? + 5x + 1}
Weil kein Koeffiziententripel Vielfaches des andern ist,
ist die Dimension 2.

20. Untersuche, ob die angegebenen Mengen einen Vektorraum bilden.
Nenne gegebenenfalls seine Dimension.
a) Die Menge der Lösungen des Gleichungssystems

X]  + 2X ,  — Xg  = 0
2X, + 5%; +2xg =0  als Teilmenge von R }

b) Die  Menge der Lösungen des Gleichungssystems
X;  + 2x,  — X3  = 2

2X, + 5% +2%3 =9  als Teilmenge von R ®

a) Die Losungstripel u(9 | —4 | 1)  bilden einen eindimensionalen
Vektorraum.

b) Die Losungstripel ( -8 |5 ]0)  + p(91-4/ 1)  bilden einen zwei-
dimensionalen Vektorraum, eine Basis ist {(~ 81510), (9 | -4 |1) } .

N

21. a) Welche Dimension hat  der Vektorraum V = {(a|b/|  0)  | a , be  R }  ?
b) Zeige: ({u,v} mit u=(2 /5 |0 )  und v=(0 ]1 ]0)  ist eine Basis von V.

a) Einfachste Basis {(1/010),  (0 |  1 0)}, die Dimension ist 2.
b) Zeige: (u,v) mit u=(2|/5|0) und v=(0|1]0) ist eine Basis von V.

Kein Vektor ist Vielfaches des andern, also ist {u,v} eine Basis.
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22. Untersuche auf  lineare Abhängigkeit:
a) Vektorraum der reellen Tripel

( 21 -510 )  , ( - 11817 ) , - 61110 , ( -31419 ) }
b) Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2

{2x ,2-x2, -3x%2+x  +4, Y , -2 x}

Die Tripel und die Polynome bis zum Grad 2 gehören einem dreidimensiona-
len Vektorraum an. Eine dreidimensionale Basis besteht aus drei linear un-
abhängigen Vektoren. Vier Vektoren sind dann linear abhängig (Satz [2]).

23. Im VektorraumV = IR* sind die Vektorenu= (1 /2a |0 ]1 ) , v= (a l0]  2a]  1)
und w= (a l1 |a l 0 )  gegeben.
a) Für welche Werte von a ist (u, v, w} linear abhängig ?
b) Wähle fiir a einen Wert so, daß die Menge {u, v,  w} linear unabhängig

ist und ergänze diese Vektormenge zu einer Basis des R*.
a) Ansatz fiir lineare Abhängigkeit:

p (1 /2a l0 (1 )+q (a l0 l 2a l1 )= (a l1 l a l 0 )
p+ag=a  (I), 2ap=1  (II), 2aq=a  (III), p+q=0  (IV)

1aus (II) und  (IV) folgt q =3 und p= -3 ,
(I)  und  (II) sind erfüllt, wenn a = -1 ist.

b) Wahl a = 0, dann gute Uberschaubarkeit
u= (1 /0 l 0 /1 ) , v= (0 l0 l 0 l 1 ) ,w= (0 l1 [0 ]0 )  werden ergänzt durch
einen Vektor, der an der 3.Stelle keine 0 hat, (010 | 110).

24. Zeige: Ist {a, b} eine Basis eines zweidimensionalen Vektorraums, So ist
(u, v} mit u=A-a + pb  und v=0-a + tb  genau dann eine Basis,
wenn AU # OT ist.

Wenn {a,b} Basis, dann {u,v} Basis:
(u, v} muß linear unabhängig sein. Ansatz: ru  + Sv  = 0
es muß gezeigt werden, daß ( r | s )= (0 |0 )  ist:
r(Aa + pb) +s(ca + tb )=0  = (ri + so)a + (ru + st)b = 0
weil {a,b) linear unabhängigist, gilt: r\+80=0 und ru  +8t=0.
Die eindeutige Lösung ( r | s )  = ( 0 |0 )  gibt es genau dann,

Xwenn N ; | =  ano 0,  q.e.d.

Wenn{u, v} Basis, dann {a,b} Basis:
Das System u = Aa + pb

v=0ca+1b ist fur D = |» 7 = A1—po #0 eindeutig auflosbar

a Anach a und b: a= 5u -BV  b=—gu+pV
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t k  N 1
DD T— VOaus a)  folgt die Behauptung wegen

Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren a = (x+1)* und
b = (x1)? aus dem Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2 ist auch
ein Vektorraum. Den Termen (x+1)% und (x-1)° sind durch x ~ (x+1)*
und x > (x-1)> Funktionen mit  den Gleichungen y = (x+1)? und y = (x-1}
zugeordnet, deren Graphen Parabeln sind.
a) Beschreibe die Graphen der Funktionen, die den Elementen von M

zugeordnet werden können. Zeige, daß gilt: Es gibt
genau eine | ( x  +1Parabel(n) mit demkeine Scheitel ( x ,| y.), wenn Xe= t1Ay ,  #0

unendlich viele X ,= t1 lAy ,=0

b) Zeige: Durch Übergang zur neuen Basis {a + b , a — b} vereinfacht
sich Aufgabe a). |

¢) Zu den Elementen des Vektorraums M gehören die Vektoren
u=x*+1  und v=2x%+2. Warum ist {u,v} keine Basis von M ?

a l

a) Die Linearkombination p(x+1)* + q(x—1)? ist wieder ein Parabelterm
P(X+1)* + a(x-1)* = (p+q)x? + 2(p—q)x + p + q,  solang p #—q ist.
Im  Fall p = —q ist 2px der Term einer Gerade durch den  Ursprung.

_2(p — —q 4X, = Ra  2 = ER  eingesetzt ergibt y,  = P r
x ;=+1  = p=0 ,q#0  = unendlich viele Parabeln mit y ,=0
X,= -1  = q=0 ,p#0  = unendlich viele Parabeln mit y,  = 0
Der 2.Fall x,=11 Ay ,  # 0 ist also nicht möglich.
Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit y,  = 0, wenn x,  = +1  (3.Fall
X;  #11: x,  = - = auflösen nach p oder a: p a q, fiir jedes x,  = +1gibt

8
es eine eindeutige Beziehung zwischen p und q, also genau eine Parabel

b) Neue Basis {a +b , a — b) = (2x? +2 ,  4x}, noch etwas einfacher {x2 + 1, 2x)
Die Linearkombination p(x? + 1) + 2qx ist wieder ein Parabelterm
p(x? + 1) + 2qx = px? + 2qx + p, solang p + 0 ist.
Im  Fall p = 0 ist 2qx der Term einer Gerade durch den  Ursprung.
X;  = - 3  eingesetzt ergibt y, = 5 (Pp? - q?
Xg=+l = p= -q ,q#0  = unendlich viele Parabeln mit y,  = 0
X,=—-1 = p=q ,q#0  = unendlich viele Parabeln mit y,  = 0
Der 2.Fall x,=+1 Ay ,  #0  ist also nicht möglich.
Umkehrung: unendlich viele Parabeln mit y,  = 0, wenn x,  = +1  (3.Fall
X, #11 :  p # + q liefert genau eine Parabel.

¢) uund v sind linear abhängig: v = 2u.
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26. Zeige: Die Vektormenge {(x-1)*, x2, (x+1)?} ist eine Basis des Vektorraums
der Polynome bis zum  Grad 2. Das heißt:
Aus den Termen (x-1)%, x? und (x+1)* der zugehérigigen Parabeln
läßt sich jeder Term ax? + bx + c der zugehörigen, beliebigen Parabel
p durch Linearkombination erzeugen.

Stelle mit  der Basis {(x-1)%, x2, (x+1)%} den Term der Parabel dar,
die die Gleichung y = x + 2x + 2 hat.

Linearkombination: p(x-1)* + qx? + r (x+1°=(p+q+)x2+2( r—p)X  +p  + r
Koeffizientenvergleich: a=p+q+ r ,  b=2 ( r -p ) ,  c=p+ r
l=p+q+ r ,  2=2 ( r -p ) ,  2=p+ r  = r=;, p=3, q= -1
Ergebnis: x2 + 2x +2  = 1 (x=1)2 — x? + 5 (x+1)?

. Jedem Vektor u = ax +b  des Vektorraums der Polynome bis zum Grad 1
wird durch y = ax + b die Gleichung einer Gerade zugeordnet.
Man spricht von »Geradentermen« ax + b.

a) Gib 2 Geraden an, deren Terme so beschaffen sind,
daß sie eine Basis des Vektorraums bilden.

b) Nenne 2 Geradenterme, bei denen diese Forderung nicht erfüllt ist.

28, Welche Dimension (in Abhängigkeit von peR) hat der Vektorraum aller

bh) a= (0 ]2 /4 |1 ) , b= (2 lp l dp l1 ) , c=0 lp l - 310 ) ,d=a lo l 1 ]1 )

a) y=x+1  und y=x -1 ,  Basis {x+1,x-1}
b) y=x+1  und y=2x+2 ,  Basis {x+1}

Linearkombinationen der Vektoren a, b, c und d aus R *
a) a= (1 /1 ]0 l 0 ) , b=00 l0 l 1 /D ,c= l1 l 1 l ph ,d= lp? l1 l p

a) p(1l1loloy+qolol1lD+ral1l1ip?y=lp®l1lp)
p+ r=1  DD, p+ r=p2  ID, q+ r=1  AD), q+ r ’ =p  (IV)
aus (I) und (I) folgt p®=1, u=11,
aus (ITT) und (IV) folgt p=  1.
u#1l: Es  ist keine Linearkombination von a,  b,  c und d möglich,

a,  b ,  c und d eine Basis. Die Dimension ist 4. I

W=1: c =d, die restlichen Vektoren a, b und c sind auch abhängig a+b = C;

jetzt sinds nur  noch zwei: a und b sind unabh., die Dimension ist 2.

b) p0l2l4|1) +q0 l -u | - 310 )+ r (1101111 )= (—2 lp l4p1  2)

r= -2  (I), 2p—puq=p (I), 4p -3q+r=4u  (I), p+ r=1  AV)
aus (I)  und (IV) folgt r = 2 ,  p =3, eingesetzt in  (II) und  (111) ergibt
6 -uq=p  (II), 10 —3q =4u  (III) aufgelöst nach pu ergibt )

44? — 13  + 18 = 0, hat wegen der neg. Diskriminante keine Lösung,
für kein reelles p ist eine Linearkombination von a,  b,  C und d möglich,
also ist a,  b,  c und  d Basis fiir jeden Wert von J.  Die  Dimension ist 4.
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29. a= (1 l - 112 ) ,b= (0 l2 |1 ) , c= (11314 ) ,d= (1 l110 )  |

Bestimme die Dimension des Vektorraums aller Linearkombinationen von |
a) abc  (Va)  b)  d (Vs)  ©) VunVy

a) Sind a, b und c linear abhängig? p (1 l - 1 l 2 )+q (0 l2 |1 )=  (11314)
p=1  0 ,  p+2q=3 (I), 2p+q=4  (II)
die Lösung p=1 ,  q=2  von (I) und  (IT) erfüllt (III); weil a, b und c linear
abhängig sind, a und b aber nicht, ist die Dimension 2.

b) Die  Dimension ist 1.

c) Istd auch als Linearkombination von a und b möglich ?
p(11-112)  + q (0 ]2 ]1 )= (1 ]1 ]0 ) ,  wird von  keinem Wert p,  q erfüllt,
V.NnV, = { } ,  die Dimension ist 0.

30. a= (1 / -1 /1 ) ,  b= lp lw ,peR
Ergiinze {a, b) zu einer Basis von R®, z.B.: {(1]-111),  ( l p i ) ,  0 l0 ]  1)
Für welche Werte von u ist die Ergänzung nicht lösbar ?

———

Die Ergänzung ist nicht möglich, wenn (1|p |p) eine Linearkombination von
(1/ -111)  und  (0]  0 ]  1) ist, wenn es einen Wert fiir p ,  q und  u gibt in:
p (1 ] -1 /1 )+q0 l0 ]  1) = | p ln ) ,  wird erfülltvon p=1 ,  p= -1  und q=-2
Nur fiir p= -1  ist die neue Basis dreidimensional.
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Sätze

des Vektorraums V der reellen Tripel auf.
a) Welche Dimension hat U ?

1. a=(2 | -1 | / -4 )  und b= ( -3 |0 |2 )  spannen den Untervektorraum U

b) Welche der folgenden Vektoren gehören U an:
u= (0 / -38 | -8 ) , v= ( -1 / -113 ) ,w= (1 l0 l 0 )  ?

a) Weil a und  b linear unabhängig sind, hat  U die Dimension 2.
b) Überprüfung mit dem Komplanaritéits-Kriterium:

2 -1 -4
det(a, b,  u)  =

3 -8

2 -1 -4

30  2 /=0  deta, b, v=  |-3 0 2
2 -1 -4

#0
-1 -13

deta, b,w)= | -3 0 220  ugehö r tzu U, v und w nicht.
10 0

2 Zeige (siehe Satz [1)) :
p= (1 | -  5/„| 3 )  ist auf mehrere Arten darstellbar als Linearkombination von

|a= (2 ] -1 |4 ) , b= ( -310 |1 )  und c=(-41|-116).

xa+yb+zc=p
2x  - 3y—4z  = 1

—X - z = Sr  z= "  - x
4x + y+  6z=3

6x-3y-20,=1
—2x + Y + 3%, =3  l y  = 2x14

Naf )oe  . — A 2 -_

Lösungen 2 )  2 ]  + | p r

zum  Beispiel
0 .a - " ; b+%c=p  oder
Y,a -1b+%c=p

—

ist linear abhängig.

_ ist linear unabhängig.

3 Zeige: a) Jede Obermenge einer linear abhängigen Vektormenge ist

b) Jede Teilmenge einer linear unabhängigen Vektormenge

a) Wenn {a,, a,, ... , an} linear abhängig ist, dann gibt es ein m-Tupel
(Uy I p . . .  bp )  # ( 0101 . . . 10 ) ,so daß gilt pa; + Hoga +... + Hmam = 0
Dann gilt auch in  der Obermenge {a , ,  a ,  . . . ,  a}  U {ames + > a,}
(118; + Hog + ... + Hypa) + (0a,  +... + 08.) = 0,
es gibt also ein n-Tupel (i, I p  ... pn 101...10)#(0101...10),
so daß gilt pa ; + leas +...  + 1,8,=0.

b) Kontraposition von 3.  a)
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4. Zeige: Sind a und b Vektoren des Vektorraums V,
dann ist U:= {Aa + pb|A,u eR }  ein Untervektorraum von V.

Welche Dimension kann U haben ?
U ist ein Untervektorraum, weil mit u= Aa  + u,b und v=  Asa + | b  auch
jede Linearkombination ru  +sv = (rA; + sA;)a + (sy; + ry,)b wieder in  U ist.
Die Dimension kann sein
0,fallsa=b=0
1, falls {a,b} linear abhängig, a oder b ungleich null
2, falls {a,b} linear unabhängig

Untersuche, ob mit  den Verkniipfungen von von V,  die folgenden Tripel-
mengen Untervektorrdume des Vektorraums V der reellen Tripel sind:
a) M=  {(albl0)la,b eR}
b) M={a lb l c ) l a+b+c=0n rab , ceR}
ce) M={a lb l 1 ) ] abe lR }  d M=( (@2a l0 |3a ) l a«€ R}
e) M={ (a -b l a+b la ) l a ,b eR} f) M-= { (4a l3a la? |acec lR }

a) u= (a j l b , l 0 )  und v= (a , l b , ] 0 ) eM= AU + pv = (Aa;+ ua,| Ab;+ pb,/| 0) eM = M ist Untervektorraum.
b) u= (a , l b ; l c ; )  und v=C(a ; l by l c , ) eM und a,  +b ,  +¢ ,=0= Au + pv  = (Aa;+ pag| Ab,+ o l Ac;+ peo) € M, denn

(Aa;+pag)+(Ab;+uby)+(Ac,+ucy)=A(a,+b;  +c,)+Wa,+bo+ Co)=2A-0 + p-0  = 0= M ist Untervektorraum.
c) Mist kein Untervektorraum wegen ( 0 /01 )  + (0|0|1)=(0]0]/2)¢ M
d) u=(2a,/0/3a;,) und v= (2a , | 0 | 3a , )e M

= Au + pv = (2(Aa,+ pay)| 0] 3(Aa,+ pa,)) e M = Mist
Untervektorraum.

e) u=(a;-b, la;+b; la, )  und v=  (ag—b, | ag+b,| ap) € M
= Au + pv = (Aa,+ pay)— (Ab+ ub) (hat ay)  + (Aby+ uby)| Aa,+ pay) E
M = M ist Untervektorraum.

f) Mist kein Untervektorraum wegen
4l3 l1)+«l3 l1=8l6 l2)=14-2|32|2)¢M

Zeige: Die Schnittmenge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V
ist wieder ein Untervektorraum von V.

Gib ein Beispiel dafür an, daß dieser Satz fiir die Vereinigung von Unter-
vektorrdumen nicht gilt.

Schnittmenge S=U;nU,; abe S
> 8a,be U, aA a,be U, >Aa+ jbe U, ala  +ub € U,  =Aa+pbeS, qed.
U,  = (Aal AeR ‚ a  #0) U,  = {ubl pelR, b = 0}, {a,b} linear unabhängig
ae lU ,uU , ,beU ,uU , ,  a+b  € U,  u U , ,  sonst wäre a+b = Aya ode ra+b = lib
beides im  Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von {a,b}, q.e.d.
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7. Sei V der Vektorraum der Polynome bis zum Grad 2.
Zeige, daß die folgenden Mengen Untervektorräume bilden, und gib jeweils
eine Basis und die Dimension an.
a) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit  der Nullstelle 0.
b) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit  den Nullstellen 0 und 1.
c) Menge aller Polynome bis zum Grad 2 mit  den Nullstellen 0, 1 und -1.
a) pi(0) =py(0)=0, = (Ap; + Wp2)X(0) = Ap,(0) + Wp2(0) = 0, also ist die Menge

ein Untervektorraum; allgemeines Polynom: x(ax+b) = ax“ + bx
Basis: b, = x, b,  = x? , Dimension: 2

b) p;(0)= 0,  p;(1) = 0, ie(1,2}
=> (Ap; + WP2X0) = Ap,(0) + pp,(0) = 0,

(Ap; + up2X(1) = Ap,(1) + ppy(1) = 0, also ist die Menge ein
Untervektorraum; allgemeines Polynom: ax(x — 1)  = a(x? — x)
Basis: b,  = x? — x,  Dimension: 1

¢) p(x) = 0, nur das Nullpolynom erfüllt die Bedingung.
{0} ist ein Untervektorraum der Dimension O.

_
8& Beweise den Satz oder gib ein Gegenbeispiel an:

Wenn die Menge von Vektoren (a, b, ¢| a, b,  c # 0) linear abhängig ist,
dann ist c darstellbar als Linearkombination von a und b.

Gegenbeispiel: ¢#0 ,  a=b=0 .

J. Essei fa, ,a, , . . . ,  an} linear unabhängig, aber {a,, a2,  ... , ay,  b} linear
abhängig. Zeige: b läßt sich darstellen als Linearkombination der a; .

dha, + ub = 0,  mindestens ein Koeffizient ist ungleich null
i= l

E
S aWO,  weil  sonst (a,, as, . . .  am} linear abhängig wäre = b = DY -

121

10. Zeige: Ist {b,,  b , ,  ba} eine Basis eines dreidimensionalen Vektorraums Vv,
dann ist auch {b, + Ab,+ tbs, by + Obs, bg} eine Basis von V mit

bel ieb igen reellen Konstanten.
Annahme: x(b, + Ab, + uWb3) + y(bz + obs) + zbg = 0

= xb, + (XA + y)b, + (xu + yo + z)b3 = 0
tb, , by, bs} linear unabhängig = x=0

xA+y=0 =2y=0
xu+yo+z=0  =2=0

= {by + Ab, + pbs, by + obs, by} linear unabhängig, = Basis, q.e.d.
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11 .  a) Zeige: Im  Vektorraum der Funktionen über IR sind die
Funktionen mit den Termen
f(x) = 1
g(x) = sin x
h(x) = cos x linear unabhängig.

b) Sind im  Vektorraum der Funktionen über IR die folgenden
Funktionen linear unabhängig ?

fix) = 1
g(x) = (sin x)“
h(x) = (cos x)?

a) Annahme: a l+bs inx+ccosx=0
x=0  = a+c=0
x= "  = a+b=0
X=  = a -c=0= a=b=c=0 ,  qed

b) Die Funktionen sind linear abhängig wegen
(-1)-1 + 1-(sin x)* + 1-(cos x ”  = 0 .
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Gruppeund Körper

1, Zeige: Legt man in  der Menge IR der reellen Zahlen beziehungsweise in
der Menge Q der rationalen Zahlen die gewöhnliche Addition und
Multiplikation als Verkniipfungen »+« und » . « zugrunde,
so kann als Vektorraum aufgefaßt werden:
a) IRiberR b) IRiiber Q ce) Q über @

Warum ist Q kein Vektorraum über IR ?

2 Gib für die Vektorräume, wenn möglich, die Dimension und eine Basis an:

Pee  Im  Vektorraum R über @ sind linear unabhängig

4G sei die Gruppe der Kongruenzabbildungen, die ein Quadrat auf dieses

___Wieviel Elemente hat G ?

a) R ist eine Gruppe bezüglich der Addition.
und gelten wegen des Distributivgesetzes in  IR.
gilt wegen des Assoziativgesetzes in  IR. 1-a = a gilt fiir alle aeR.

Dim R/R = 1,  weil  1 eine Basis ist 1-a = a fiir alle aelR.

b) IR ist eine Gruppe bezüglich der Addition.
und gelten wegen des Distributivgesetzes in  IR.
gilt wegen des Assoziativgesetzes in  R.  1-a = a gilt fiir alle aelR.

Dim [R/@Q = « ,  weil Q abzédhlbar, IR aber iiberabzéhlbar ist.
¢) Q ist eine Gruppe bezüglich der Addition.

und gelten wegen des Distributivgesetzes in  Q.

gilt wegen des Assoziativgesetzes in  Q. 1-a = a gilt fiir alle ae(.

Dim@Q/ @Q = oo, weil 1 eine Basis ist 1-a = a fiir alle acQ.

d) Q ist kein Vektorraum über IR, weil z. B.  aV2  ¢Q  fiir acQ\(0) gilt.

a) Q iber Q b) IR iiber IR c¢) IR iiber Q

a) Basis 1, Dimension 1 b) Basis 1, Dimension 1

¢) Basis {1,/2, ... (?)}, Dimension eo

{1,42, ... (?)} kann nicht explizit angegeben werden.

a) die Vektoren 1und V2 b) die Vektoren 1, V2 und V2

a) Annahme: a-1  + by2=0 ,  b#0 ,  abe = \2  = ~peQ  $ (Widerspruch)

b) Annahme: a-1 + b\2  + ¢{3  = 0, c = 0 liefert Widerspruch, siehe a)

c#0  = Y3=0+BV2,0,BeQ = 3 = 0? + 20ßV2 + 2P°, = V2eQ 3

Quadrat abbilden mit der Nacheinanderausfiihrung als Verknüpfung.
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1 2 oben stehen die Urbild-Ecken, unten die zugehörigen Bildecken
| 4 Drehungen

1234  1234  1234  1234
( 1234  (2341  (3412  (4123 )

| 4 Spiegelungen
1 2 1234) (1234) (1234) (1234

( 3214 )  ( 1432  (2143 )  ( 4321 )
Die Gruppe hat  8 Elemente.

5. V sei der Vektorraum der Tripel über dem Körper (0;1}
(siehe Gruppe und  Körper)
a) Gib alle seine Vektoren an.
b) Welcher Vektor x ist Lösung der Gleichung ?

a)  x+x=0  B) x+(110|1)=  (01110)
a) 8 Vektoren (0 l 0 |0 ) , ( 0 l 0 |1 ) , ( 0 |110 ) , ( 110 [0 )

alılny,col1lV”,al1ıl10),al0l1)
b) a )  x+x=0  gilt für jeden Vektor aus V.

B) x+(1101D= (01110) 1+C1l0l1) =>x=(11110

6. Restklassenkörper modulo 3
Zeige: Die Menge (0 ; 1 ; 2} bildet einen Körper,

wenn man  die Verknüpfungen so definiert:
a + b = Rest von (a+b) bei  Division durch 3
a-b = (a-b)

Additionstafel Multiplikationstafel
+1 0 |11 |2  10  |1 |2
0 ]0901 |11 |2  01 ]0 |0  [0
1] 11 |21 ]0  1001121 12
2 (12 ]0 ]1  21012  |1

K ist bezüglich + eine K \  {0} ist bezüglich * eine
kommutative Gruppe mit  n,  = 0 kommutative Gruppe mit  n.  = 1

Das Distributivgesetz gilt in  Q (sogar in  IN),
also sind die Reste bei der Division durch 3 auch gleich.
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1. Gib eine Gleichung der Gerade g an, die durch A in  Richtung v läuft:
2 2

a) AC0[3 |1 )  v2) b) A@21416, 7 = ]-
( 1  ( 1

0 AO0l0l0) = 1 ]  d) A1 l -21 -7 ,  <2)-
—_ 0 2 2 1

a) g: X = [ 3 )+2 [2 )  b)  g : X = [ 4 )+2 [2 )

x 1 a > 1 1
= 2 . = |  2] =

ce r )  0 e r

— 2 4
2 g: X = [ 0  )+2 (2 )

-1  1
Berechne die Punkte P;,  die zu den Parameterwerten A; gehören

_M=1 ;  M=0 ;  A3=-15; AM=100.

P, (6 | - 2 |0 ) ,  Py2 |0 ] -1 ) ,  Py(- 4131 -25 ) ,  P,(402 | —200 | 99)

a EA

3 Stelle die Gleichung der Gerade g auf, die durch A(112[3) geht und
parallel ist zur

— (2 3
a) x;-Achse b) x;-Achse ¢) Geradeh: X = 2 Jo r  (3)

X=  (2 x = (2)4a[0 x = (2)ea(5
: = . = 12 . =a) g: X = [ 2 )+2  ( 0 )  b) g :  X (2 ]+1 [2 ]  c) g 2 )»  5 )

4 Gib Gleichungen der drei Koordinatenachsen an.|

Yard) m:Xu)  m: =vf0; = 0 . = 1 : =Xi ( 3 )  Xp: X H Xg v (¢ )

5 Gib Gleichungen der Geraden an,
die den Winkel zwischen x,-Achse und xg-Achse halbieren.

— 1 a 1
X = MS) und X = ( 3 )

1 -1
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SR Beschreibe die besondere Lage der Geraden im  Koordinatensystem

% (Hos  zu la) a :  X = (8 )+2 (g )  b) b :  X = (1 )  +n()

ce) c :  X = (1 )  d d :  X = o(3) e) e :  X =¢

. = 1 . =10f) : X =F =H  g g: X (2 )  +n(o]

a) a ist die x,-Achse.
b) Db ist eine Parallele zur x;-Achse durch (0 ]  1 | 0).
ec) c geht durch den Ursprung, die Schnittwinkel von c und den

Koordinatenachsen sind gleich groß (Wiirfeldiagonale!).
d) dist die x,-Achse.
e) e ist eine Gerade durch den Ursprung.
f) fgeht durch F und ist parallel zur x,-Achse.
g) g halbiert den Winkel von positiver x,-Achse und  positiver xs-Achse.

Gib eine Gleichung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten
geht und mit  jeder Koordinatenachse denselben Winkel einschließt.

T(E
Uberlege dir an einer Skizze den Schnittpunkt von g und h.
6 = 1 = 1, Schnittpunkt (-1 | -1 | -1 )

A(1 ]213 ) ,B1617
a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.
b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB.
c) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB].
b) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB].

— 1 1 _ 1 1
a) AB: X - ( 2 )  ‚AeR  b) [AB: X = (2 ]+3 (1 ) ,  09

c) AB]: X ’  = ( 2 )  Jas  d) [AB]: X=  (3 )ea ( f )  0a
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10. Gib Gleichungen der Geraden an, auf  denen die Seiten des
Dreiecks A(0,25 | —1,5| 3) , B (4 |6 | -7 )  , C(110|2) liegen.

AB: X= [S).a(8) oF  (g)en(s) mor X = (3) (2)
11. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seitenhalbierenden s,,

s, und s_ des Dreiecks A( -5 ,5 |41-3) ,B(7,51019) ,  Ca1,5|219)  legen.

Aufpunkte sind die Seitenmitten M.(9,511|9) , M.(3 | 313) und  M (1 ]2 ]3 ) .

x -(* ° <x  (3 x : :X = 1 -1  : = - e l  =

AR [ ]A )  SE (DH{2) X (3) (2)
12, A2|10|1,5) ,B(4|81 0,5) , C6|6|-2)  , D(- 8|41| 0)  ist ein Tetraeder. Stelle

eine Gleichung der Gerade auf, in  der die Schwerlinie liegt, die durch D geht.
— (4 3

Dreieck ABC hat den Schwerpunkt S(4/8/0). DS: X = ( 8 ]+ (1 )

13. ABCDEFGH ist
ein Quader; K
und L sind Kan-
tenmitten, M ist
Flichenmitte.
Gib Gleichungen
der Geraden an:
a) EF  und  FG
b) BE  und BG
¢) DF  und AG
d) CM  und BM

_ee )  KLund LM
Ai4|-8|0)
B(7/1]0)
Ci l 3 ]0 )  A
D-21 -610 )  /
p i  =816) CZ
F(7 1116) Way.
G(113]6)
H-2|-616)
K(1/3 ]8)
L(5,5 | —3,5 | 6)
M(1| —7 | 3)
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7 r l  — 7 )
a) EF: X = 1+  3 )  FG: X = € w l

6) 0 6 0

— (7  (1  ER  7 —3
b) BE: X = Jv  3 }  BG: X = € vg  1

0 —2 0 )  3

_ 7 9 — 3 )  —3
c) DF: X = (1 )  (7) AG: X = 3 vo l

6 6 6
EN 1 0 — 7

d) CM: X = HEE BM:  X = (1 )
3

— 1 — 1 9
e) KL: X = (8 )  evn]  IM: X = 2 )  o f

3 6 3 6

14. g :  X = [ 2+ ]  0 )  h :  X = (0  ) + (2 )
—1 2 5 2

Welcher der Punkte A(3|2|-5),B-1|1213),C(2101[5),
D( |1 |1 )  und E(-1|-2]3)  liegt auf welcher Gerade ?
A und B liegen auf g, C und E liegen auf h.

15. P(—7 112118) , Q(3|-  8] 8). Welcher der Punkte A(41-10|7), B (1 | -  4110,
C-1 |0 | - 12 )  , D(-9 | 16 | 20) und E(- 6 | 10 |  17) liegt
a) auf der Gerade PQ ? b) aufder Strecke [PQ]?

IN  3 —1
PQ: X - [2) ( 2 )  QA  = 0) P (A= 10)

AA=-1 ) ,BA=2 ) ,DA=12 ) ,E (A=9 )
a) alle auf PQ b) keiner auf [PQ]

16. a: X = G +17  b :X  =2G +47  ¢:X = G +p2v  a
d :X  =2G +p2V  2 e:X=G-47 fiX =-G +17  |

g :X  = -G  -puv Welche Geraden sind identisch im  Fall |

a) GO,  G ,¥  nicht parallel b) GO,  G parallel Vv |
a) a ,ccunde— bundd — fundg b) a le : X =07
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17.
EN 2 3 IN  — 4 —6
X = BEE und X = | ARE A beschreiben dieselbe Gerade.

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fiir A=17
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir u= -2?
c) Welche Beziehung besteht zwischen A und u eines Geradenpunkts ?

a) A=1=A(B | -2 |2 )ha tp= -3 ;  b)  p=—2=B@B| -5 /4 )  ha t r=2 ;
2 3 —4 —6

c) für jeden GeradenpunktX gilt: [ 1 )+2  (2) - (  A A

6 3 6
% +A  8 +1 5 )  0 ;A+2u+2=0  erfüllt alle drei Gleichungen.

—

18,

_wenn  u alle erlaubten reellen Zahlen durchläuft ?

Wie bewegt sich der Punkt X mit  dem Ortsvektor X = "717 TE

i ist das Verhältnis, in  dem X die Strecke [AB] teilt: AX  =p  XB
X läuft auf  der Gerade AB, trifft aber nicht auf B ,
weil u nicht den Wert —1 haben kann.

19,
I EEEE—

Zeige: Ein  Punkt P mit  dem Ortsvektor P =AA  +p  B liegt
genau dann auf der Gerade AB, wenn gilt: A + b=  1 .

AusA+p=1  folgt.A=1 -  , eieingesetzt |in  den Ausdruck für P ergibt:

P =(1-WA+HB = A -yA+WB= A+B  - A )= A +1AB,
P=A+  uAB  ist die Gleichung einer Gerade durch A mit  Richtung AB.

20. Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A + AU +WV
(U ,V  #0 )  beschrieben, wenn
a) A konstant ist, während p die reellen Zahlen durchläuft
b) p lkonstant ist, während A die reellen Zahlen durchläuft
¢) TU und 7 linear abhängig sind und beide Parameter die reellen

Zahlen durchlaufen
d) X konstant ist, während p die nicht negativen reellen Werte annimmt.

——

a) Gerade mit Richtung v durch den Punkt (a;  + Au, | ag + Au, | ag + Aug)

b) Gerade mit  Richtung u durch den Punktst (a1+uv,  | ag + uv,  | ag +pvs)

¢) Für AW + nV  schreibt man einfacher vu (oder o vv).

Die Punkte X liegen auf einer Gerade durch A mit  Richtung a .
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d) Halbgerade mit Richtung Vv, Startpunkt (a, + Au, | ay + Au, | a3 +Auy)

— 1 -1
cg  X = ]2  -2

6 X=[3)eo[
a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der x,x;-Ebene ?

b) Welche Punkte von g haben von der x,x;-Ebene den Abstand 8 ?

ce) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der x,x,-Ebene ?

a) x ,=2 ,2=1-0=>0=-1 ,A(2 ]4 ] -1 )  c) alle
b) x%,=1t8, + t8=2 -20=0 ,=5 ,0 ,=—3;  B , (—4 | -8 | - 1 ) ,  B.(4181-1)

. Auf  der Gerade durch A(12 | 24 | 36) und B(12 | 42 | 63) liegen
die Mittelpunkte von Kugeln mit  Radius 12.
a) Zwei Kugeln berühren die x,x;-Ebene.

Berechne die Mittelpunkte M und die Berührpunkte B.
b) Wo berühren die Kugeln die x,x;-Ebene ?

_ (12 0
a) AB: X = E + t  : J , die Mittelpunkte haben von der x,xs-Ebene den

Abstand 12 (=Kugelradius), ihre x,-Werte sind also £12: +12 = 24 + 2.
Kugel 1: t = -6 ,  M,(12]12]18), B,(12]0] 18)
Kugel 2: t = -18 ,  M(12 ] | - 121 -18 ) ,  B, (12|0 / | -18)

b) Weil alle Punkte auf AB von der x,x;-Ebene den Abstand 12 haben,
a 0

liegen die Beriihrpunkte liegen auf: X =s  2 |

. Kugeln mit  Radius 23 rollen auf der Gerade r der x,x4-Ebene; r geht
durch P(0|5 |  6) und Q(0| 6 /5)  . Wo liegen die Kugelmittelpunkte ?
Die Mittelpunkte liegen auf zwei Parallelen, dazwischen ist die x,x4-Ebene

x 3 0 —s (-23 0
. = +s| -1  + X =|  6 —1

a W=[3)+(7) me X-gal)
— —7 5

. g :  X = | 5 |+0|-2
—4 3

Aa, a ,18 ) ,B ( -12 | k |  Xk), Cie,|111), D(2k | - 3k | k) , E(4k-3| 1] 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in  A bis E so, daß diese Punkte auf g
liegen.
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A: 8= -4+30 ,=0=4 ;  a ,=13 ,a ,= -3  A(13 | -318)
B: - 12= -7+50 ,=>0= -1 ; k=7 B (—12| 71-7)
C 1= -4+30 ,>0=? ;1=5 -20 ,=>0=2  C liegt nichtauf g
D: k= -4+30 ,>0=1 (k+4 ) ;  - 3k=5 -2 .1 ( k+4 )>k= -1 ,0=1

k=-1l1und o = 1 erfüllen auch 2k = —7 + 50 D(-2 13] -1)
E: 1=5 -20 ,=20=2 ;  2k= -4+30 ,=>k=1

6=2  und k=1  e r f ü l l en4k —3=-7 + 50 nicht, E liegt nichtauf g

1

25. Liegen die Punkte P,  auf  einer Gerade ?
Stelle gegebenenfalls eine Gleichung der Gerade auf.
a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a) b) P ,3a -2 |4 | -  6a)

¢) P ,a l l l 0 )  d P , ( l +a l l - a l a+ l )

e) P , (a%|a la+ l )  f) P(2lol3)
— 1+2a  1 2 EN  3a-2 —2 3

a) X =|2-7a |=| 2 |+a l -7  b)  X - (  4 Jo  )+  o
2 — A 2 ]  = ) — 6a  0 —6

e) geht nicht

1/a
sie enthalten den Ursprung nicht.

__  f2la 2
N X=  | 0 )=  a0  : die Punkte liegen auf  einer Ursprungsgerade;
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1 .  Gib eine Gleichung der Gerade g durch P(1| —2| 3) an, für die gilt:
a) gist parallel zur x,-Achse b) gist parallel zur x;x,-Ebene
¢) gist parallel zur x,x3-Ebene d) g geht durch den Ursprung.

— 1 0 a 1 1
a) X = 2 =H  b) X = 2 )  ( 1 )

3 )  lo 3 0

—_ 1y  0 —
ce) X = 2 =H  d X =Av3) "la

2, Bestimme die Spurpunkte und den Oktantenverlauf der Geraden a bis m:

7-30— 4 -1  — 9 3
a :  X = [ J+  y b :  X = 2 )+8 (  Cc:

—4 2 8 4

Vv i  | | I | .

Ä S,(3 101-2) S;(2 N | 0) S,(0 I | 4)

IV | I | V | i
l Sx(610]4) S;(3 I 10) S,(0|  A | - 4)

IV | I | i | —_

: S,(4 fol 2) S,(0 3 | 2)

6% = (28 ) +5 (9 ]  eX =(3)+e(7) 6X = (5  ) r o [3 )—7 1 9 3 9 —3

In | VII IE
Sz(— 4] ! 5/0) J

VIII | I | u —_

S, (41010) S,(0 N | 6)  :

In II | I | V —
: Sy(- 41016) S,(0 is | 3) Sz(4 e l  0)

g:X = (3) (3) h :  X = ev ]  i X = 3 )
2 2 8 2 — \1)
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VIII VI  I II
|

Sy(4/610) G  Sy3l0[4) S,(0|4,5|7)
V | I | IV

| | |
S,(61610) S,(6 1014) H

VI | I | IV

Po
nd

 m
m | |

S,. (01410) S,(410]4)

i F  (2)e{1) ex (Z)M3) oF  (3)(3)
IV V

J S, (31010)
Im | V

| |
K S,23(01010)

| | |
L S,(0101-2) S, ; ( - 21010 )

|

& Welche besondere Lage im  Koordinatensystem kann eine Gerade haben
a) mit genau zwei Spurpunkten? b) mit genau einem Spurpunkt ?

__ ©) mit  keinem Spurpunkt ?
a), b),  ¢) Gerade liegt in  keiner Koordinaten-Ebene
a) 1)ist parallel zu  einer K-Ebene, aber nicht parallel zu  einer K-Achse,

2) schneidet eine K-Achse und die dazu senkrechte K-Ebene
b) 1) geht durch O 2) ist parallel zu einer K-Achse
¢) so was gibts nicht !

4. Welche besondere Lage im  KOSY kann eine Gerade haben, wenn sie genau
a) 3 b) 2 c) 1 d) 0 Oktanten besucht ?

a) geht nicht durch den  Ursprung und ist weder parallel zu  einer K-Achse
noch zu  einer K-Ebene (allgemeiner Fall)

b) 1)  ist echt parallel zu einer K-Ebene und schneidet eine K-Achse
2) ist echt parallel zu einer K-Achse und liegt nicht in  einer K-Ebene
3) geht durch O und ist nicht parallel zu einer K-Ebene

€) sowas gibts nicht! d) Gerade in Koordinaten-Ebene (oder K-Achse)



— —3 —1
Sp ieg ledie Gerade u:  X = 2 )  2

a) an  der x;x3-Ebene
c) an  der xg-Achse

3
b) an der x,x,-Ebene
d) an der x,-Achse
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—_ 3 3
8 r : X = o +p  ]

Gib die senkrechten Projektionen von r in  die drei Koordinatenebenen an.
JN  0 0 —_ 3 3 — A 9

° = |—4 0 . =10  01 ,  ry: = | -3 -9 )  fel)  (hol
a 1 2

6. Gib Grund- und Aufrif an vons: X = 2)+  o |  1).

:X  =12  1 X = 2 1

all OH IEEE HH
1

7. Regentropfen, die in  Richtung % ans x;xs-Fenster klopfen, hinterlassen

auf der Scheibe Wasserspuren; welche Richtung haben diese ?
1

Richtung der Wasserspuren | 0

8. Eine Leiter lehnt an der x,x;-Zimmerwand, A(2| 10|  0) und  B(0|  10] 10)
sind die Endpunkte der Leiter. Welche Richtung haben die Sprossen ?
Die Leiter kommt ins Rutschen und klatscht so auf  den x,x,-Fußboden,
daß sich die Richtung der Sprossen nicht ändert.
Auf welcher Gerade liegen die Endpunkte der Leiter jetzt ? I

0 — 0 1
Sprossenrichtung H ; Gerade: X = 1 ]  +A  8

9. t;ist Grundriß, t,  ist AufriB der der Gerade t.
Gib eine Gleichung von t an:

— 1 2 — 1 1 ea  1 | |
a :X = |0|+21/|0 :X = [ | 2  -1  a) t = +V |~) © os  2 )  t :X 2 )en f3  H 1

a ( 2  4 + (0 2 » = r 2 3
b) t3 :X  = [1 |+A| -3 | ,  t , :X = |  0 0 ) t:X = +V |~

B i  3 )  2 LS) +6) B 2

a
10 .

e) am  Ursprung.



VII. 2. Lage im  Koordinatensystem 135

( 8  woldfo )  07-0 7-30)
— 0 3

11. Spiegle die Geradev: X = [ 4 ]+ (2 )

a) an der x,x;-Ebene b) an der x,x,-Ebene
¢) an  der xs-Achse d) ander  x,-Achse e) am  Ursprung.

— 0 3 — 0 3
a) X + +o  |-2 b)  X > [4 )+8 (2 )

3 )  (0 —3 0

EN 0 \ 3 — 0 3 A ) = ° 4
= |-4 2 = |—-4 - e = | "2 [+E

X)  ) 07 -6 )  oF ( i l e
12, Welche Richtung(en) kann eine Gerade haben,
__  wenn sie bei Spiegelung an  der x,x,-Ebene in  sich übergeht ?

0
Die Gerade ist senkrecht zur x,;x,-Ebene: Richtung E J

V i
Die Gerade liegt in  der x,x,-Ebene: Richtung | |

13. Welche Richtung hat eine Gerade, die parallel ist
| zu ihrem Spiegelbild bezüglich der x,-Achse ?

0
Die Gerade ist parallel zur x,-Achse: Richtung 8 :

Die Gerade schneidet die x;-Achse senkrecht, ist also parallel zur x,x;-Ebene:
Vv

Richtung | 6).
Vs

14. Die x,x,-Ebene und die x,xs-Ebene seien Spiegelebenen, die X;Xo-Ebene sei
durchsichtig, also keine Spiegelebene.
Auf welcher Gerade verläßt ein Lichtstrahl diesen Winkelspiegel, wenn er

-3
von Q(9 | 4 | 3 )  in  Richtung 7 = 2 ]  einfällt ?

———
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a 9 —3
Der einfallende Strahl liegt i a :  X = 3 +0  | 3 . Spurpunkte von g:

S, (0 | - 2 |—6) für a = 3, S ; (3 |0 | -—3) für a = 2 und Sg(6 12] 0) f ü ra = 1.
a = 1 ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft zuerst die
x;x,-Ebene in  (6  | 2 | 0); der dort reflektierte Strahl liegt in

— 6 —3
b: X = 2 + B(-2 . Spurpunkte von b :

T , (0 | - 216 )für p = 2, T,(3 1013) für B = 1 und T ; ( 61210 )für ß = 0.
ß = 1 ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft dann auf die
x,xg-Ebene in  (3 | 0 |  3); der dort reflektierte Strahl liegt in

a 3 —3
cc X = 9 + 2 | Spurpunktevon c:

U, (012 ]6 )für y= 1, Uy3 |0] 3) fiir y = 0 und Us(6 | -—2| 0) fiir y= -1.
v= 1ist der kleinste positive Parameterwert: der Strahl trifft schließlich auf
die x,Xs-Ebene in  (0 |  21 6); der dort reflektierte Strahl ist der ausfallende

IN  0 3
Strahl, er legt inc: X = 2 )+  5 (2 )

15.  Das Koordinatensystem sei ein Tripelspiegel.
- 1

Von Q(4 | 512) fällt ein Lichtstrahl in  Richtung v = -1 ein.

Berechne eine Gleichung der Gerade, auf  der er  den Spiegel verläßt.

Langer Rede kurzes Bild aufm hintern Umschlagdeckel der 2. Auflage:
Der einfallende Strahl ist der linke der drei einfallenden Strahlen.

a 1 1
Der ausfallende Strahl liegt auf der Gerade: X = | 0 | + 1 1

3 1
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— 1 1
l. g: X = sa  (2 ]  We lcheLage hat g zu

1 . 1 1 g und a schneiden sich

+ X = |-5 —2 . = 1-5 —2 m )

a “¢ ]+a l ]  b: X SJ  g und b sind windschief
x ( 1  —1 _ f l  2 g undc sind echt parallel

¢ :  X = 8 )  (2)  d: X = A)+5(4 g und d sind identisch.
\ = \~  J

2 Untersuche die Lage von g und h und bestimme
gegebenenfalls den Schnittpunkt:

— (=1 1 a 1 2
a) g :  X = |  2 Joa  h :  X = Jen  (2) windschief

1 1 —1  —6

— f l  2 \  — ( 2  1
b) g :  X = [1 ] |+A]1  h : X = 0 Jono] S-1 /0 /2 )

3 ) ,  1 )
— ( 2 )  ( 2 )  — (0  1

c) g :  X = |1 [ | +A |1  h :  X = ong ]  windschief
3 )  ey  \0 0

— 2 —3 x  /f-3 6
d) g :  X = 2 )  5 h :  X = | 5 Jon (0  echt parallel

1 1 1 -2

a ( 2  3 a 7 —6 : .e)  g :  X _ (3  +2  0 h : X = 1 +4 [2  identisch
an  2 —5 —13 10

pA  5 /4 | -2 ) ,  B (6 | -  314) , CC10|- 6118) , D(0 |  0] 22); zeige durch Berech-

nung des Diagonalschnittpunkts, daß ABCD ein ebenes Viereck ist.

Die Diagonalen AC :X = 4 Jer
- 5  3 a 6 —2

3 und BD:  X = 2 )  u 1
4 4 6

schneiden sich in  (4]-2]10) (A=3,  p=  1).

Zeichne g und  h ins linke Muster-KOSY, untersuche ihre Lage zueinander
und ihre Lage zur x;-Achse. Zwei ungewohnte Ansichten von Geraden ent-
stehen; mach dir klar, woran das liegt. Zeichne dann zur Verdeutlichung g
und h ins rechte KOSY. (Das rechte KOSY entsteht, wenn man  das linke

KOSY 37° um  die x;-Achse weiterdreht, die Blickrichtung ist in  beiden

___KOSYs 30° gegen die X;Xs-Ebene geneigt, geneigter Leser!)
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. X linkes KOSY rechtes

guesossncca rq rns tascacd iecen

SN —2 —4 — —6
b) g :X  = | 2 +32]  h :X  = | Jou

0 —3

a) gund  h sind windschief
(g zeigt sich als Punkt,
weil man  in  Richtung
von g aufs KOSY peilt)
g und die x3-Achse sind windschief, |
h und  die xg-Achse sind windschief b)  linkes KOSY
(auch wenns zu  sehn schwerfillt:
h liegt waagrecht, parallel zur X -H

y 4

> A

X,Xo,-Ebene!)

b) g und  h schneiden sich
in S ( -6 /0 / -3 ) ,
g und die x3-Achse sind windschief,
h und die x3-Achse sind echt parallel.

Xs 4 a)  linkes KOSY Ll



4

b ) I

1 

ech leg Ko Sy
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_
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|
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5. Beschreibe die möglichen Lagen der Geraden v und w im  Raum,
die bei  bestimmterter Blickrichinng so ausschauen:

M
a) c) e) . f) 7

Ww Vv

v und w sind entweder echt parallel oder windschief (Aufgabe 4.).
: v und w sind entweder identisch oder echt parallel (Blickrichtung

parallel zu der Ebene, in  der v und w liegen).
¢) vund w sind entweder windschief oder schneiden sich.
d) vund w sind windschief.
e) vund w sind echt parallel.
f) vund w sind identisch.
(Eindeutigkeit dann, wenn man  mindestens eine Gerade als Punkt sieht.)

G F
6. Die Ortsvektoren von A(6]0] 3 ) ,  M S

B(6|  12 | 0) und C(-3 | 016) span- | /
nen  ein Spat auf. C ; TE :

M ist Kantenmittelpunkt, TNA | :
S ist Mittelpunkt der Deckfläche. / \ | |
a) Berechne den Schnittpunkt / D

T von [AM] und [OS]. | B \ | >
b) Berechne den Schnittpunkt Ski

1228U von [CT] und [OD]. 5 A 
|

— rn  1 3 EN  2
a) S=T  +B  A=  ¢ | OS :  X = 4 ]

15/2 5

AM KH AM: = [0 )enf= : X = |0 2
; SB)

OS und AM  schneiden sich in  T(2| 4 | 5).

— 4 a - 3  5
b)  OD: X = v4  CT: X [ 2  J+o [4 ]

6 —

OD und CT schneiden sich in U = D(12| 12] 3).
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7. K,L,M,N, P und  Q seien Kantenmitten
im Quader (rechts). Untersuche die La-
ge folgender Geradenpaare und berech- |

ne gegebenenfalls die Schnittpunkte.
a) PL  und KM b) PL  und NQ
c KMund NP d HQ und NL N
e) HQund KP Au l l ee
K(4 |4 |  0), L(4 | 0 | 2), M©2|0|4), N0|4] |4),  K
P(0|8| 2), Q(4 |81 |2 ) ,HO] 04)

—_— 0 -1  — 4 1
a) PL ;  X = ( 8 )+0  2 ] ,  KM: X =(4|+P 2 )

2 0 0 —2

PL und KM  schneiden sich in  S(3| 212).
—_ 0 ( 2

b) NQ:  X = [ 4 )+  2 J ie  und NQ sind windschief.
4 =

~~  7/0 0
¢) NP: X = (4  ] +5 (2  J: NP und KM schneiden sich in  70 -418 )

4) 1
— 9 (-2 — 0 2

d) NL: X = |4 |+¢  2 ) .  HQ: X = (9 )+¢(4)
4) 1 4) "1

NL  und HQ  schneiden sich in  U%/5 | 8/4 | 10/4),
— 4 —2

e) KP: X = (4)+(  2 J:ma undKP sind windschief.
0 1

& Kund L sind Kantenmitten der vierseitigen Pyramide ABCDE.
a) Zeige, daß sich CK  und DL  schneiden, und berechne den Schnittpunkt S.
b) Untersuche die Lage von AC und ES. Schnittpunkt T ?

__ ©) Untersuche die Lage von DK  und CL. Schnittpunkt U ?

E1016 )

D(-31-1210)
> an

”.uy,
t e “tea v LTT

hd ALL

t e “ ce . . . .
LY . .

“ ve ia - Sta r i ,

> .
200
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a) K(3 | -613) ,1L(31013) ,CK:  X = [ 8  Jen(-2), ou X = [0)+0[4)
CK und DL  schneiden sich, weil sie die Diagonalen im  ebenen Trapez
DKLC sind; S(1| — 4 |  2).

b) ES halbiert [AC] , T(1,5|—- 610)

a - 3  2 JN  -3  2
ce) CL:X = | 0 J+x (0 ] ,  p r  = 2 )  ( 2 )  SchnittpunktU9] 0/6)

X =10  5 f :  X =1|0 5 X = 5
I EEL HU  HIE
a) Welche besondere Lage im  KOSY haben e und g ?
b) e und  f sind windschief. Stelle eine Gleichung der Gerade t auf,

die parallel zu  g ist und e und f schneidet. Berechne die Schnittpunkte.
Bei welcher besonderen Lage von g gibt es keine Losung ?

a) e ist parallel zur x,x,-Ebene, g geht durch den Ursprung.

b) Der allgemeine Geradenpunkt von e sei Aufpunkt von t, t ist parallel zug
IR  2-2¢ 10 — 2 2

tX  = |  5 + ° | geschnitten mit f :  X = (6 )  08  un r  zum
5

Gleichungssystem 2 -2e+10 t  =2  + 2¢ es hat die Lösungen
5¢ + bt = 50 1=1 ,  ¢=3,  £=2

5 + T =3+0
— —2 10

t :X  = ( 2+  8 ) ,  t schne idetfin (8] 15 | 6).

Geht nicht, wenn die Richtungen von e, f und g komplanar sind.

10. A2 | -110 )  g :  X [ 8  )+2 [2 )n :% (5  )+n (2 ]
1 3 —4 5

a) Zeige, daß g und  h windschief sind.
b) Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g

und h schneidet. Berechne die Schnittpunkte. Bei welcher
besonderen Lage von A gibt es keine Lösung ?
— (5 . 5 2 -2  5 0 -2

a) GH = (-6 ),dek GH 7 . )  - _6 -1  4 [ 63%
- 5  - 5  3 5 - 58 5

= 5(15 — 32) + (-2)(— 48 + 15) # 0, also windschief
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b) Die Richtung von  k ist der Vektor, der A mit  dem allgemeinen Geraden-

punkt H(3 — 2ul4ul—-4 + 5u) von h verbindet.
— 2 1-21

k :  X = [3s  x (  1+4p , geschnitten mit g führt zum
0 —4 +51

Gleichungssystem
2+K-2KuU = -2 + 2A
-l+x+4xu= 6 — A
—4x +5xu=1  + 3A mit den Lösungen A =1, K=2 ,  u=2

a 2 -3
k :  X = a )  3 schneidet h in  S(-11/8|/6)undgin T(0| 5( 4).

Die Sache ist aussichtslos, wenn der Verbindungsvektor A,  g-Punkt

oder A,  h-Punkt komplanar ist zu den Richtungen von g und h.

11.  a) Begriinde, daß sich die folgenden Geradenpaare
schneiden, und berechne die Schnittpunkte S;:
AC und UW, S, —- BC und VW, S, — AB und UV, S;
Untersuche die Lage von
S,S;und S,8; — S,S; und S;S, — 5,5, und 5,5,
(DESARGUES läßt grüßen!)

a)

b)

Jeweils zwei Geraden schnei-
den sich, weil sie in  einer Sei-
tenfläche der Pyramide liegen
und nicht parallel sind. Weil
das Grundflächen-Dreieck in
der x,x,-Ebene liegt, müssen U(41017,5) ss
dort auch die Schnittpunkte h
sein. Die dritten Koordinaten N
der Schnittpunkte sind also A l

gleich null, die Schnittpunkte
sind also die Spurpunkte der
Geraden UW, VW und UV:
S,(-21010),  S , ( - 4 -2 ]0 )
und S;(41610).

D(010110)

‚4Cc01010)

Zn
t e

~~.
aS.

i n

a

B(41810)S;, S;  und S;  liegen
auf einer Gerade
(Satz von DESARGUES).

A(161010)
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12. A(11-313), B(3 111-3), C(1/-118) und D(11313) bilden ein Tetraeder.
Zeige durch Rechnung: Die Strecken, die die Mitten zweier windschiefer
Kanten verbinden, schneiden sich alle in  einem Punkt S.
In  welchem Verhältnis teilt S diese Verbindungsstrecken ?
(Diese Eigenschaften hat  jedes Tetraeder!)

Zwei Geradengleichungen aufstellen, Schnittpunkt S berechnen und zeigen,
daß S(1,5| 0 |  1,5) auf  der dritten Gerade liegt. S ist Mittelpunkt der Verbin-
dungsstrecken, das Teilverhältnis ist 1.

—_ 11 —7 —_ 31 7
13. a :  X = (m)  (A ) :  X = [ 2 )+ (4 )

—9 3 —9 —3

a) Untersuche die Lage von a und b.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von a und  b.
c) a’ entsteht, wenn a eine Halbdrehung um  b macht.

Bestimme eine Gleichung von a’.
d) b’ entsteht, wenn man  b an  a spiegelt.

Bestimme eine Gleichung von b'.
EE ————

a) aund  b sind parallel, sie sind sogar echt parallel weil sie nicht parallel
sind zum Verbindungsvektor AB .

b) m geht durch den Mittelpunkt M der Verbindungsstrecke [AB].

M =3 (A+B)= (  2] (Be
- 9  - 9  - 3  - 3

c) B ist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [AA']:

a f ]  oe )
d) A ist Mittelpunkt der Verbindungsstrecke [BB]: A

B -2A -B  -( 7 b: X EES
- 9  - 9  - 3



VII. 3. Lage zweier Geraden 145

14. a) Zeige: Die Punkte A(6 | -116)  , B(7|118)  und C(4|—- 512)
liegen auf  einer Gerade g.

Gib eine Gleichung von g an.
— — 2

b) h :  X =P+p  8 ‚P(7|-  415). Zeige, daß sich g und h schneiden.

¢) Bestimme Q und  R auf h so, daß CQ parallel ist zu AP und CR
parallel ist zu BP. Zeige, daß AR und BQ parallel sind.

(Diese Behauptung bei beliebiger Wahl der Punkte A,  B und C auf  g und P auf h.
Das hat der griech. Mathematiker PAPPOS um  300 in Alexandria bewiesen.)

% (1 : x A 2 HG 5. — 2 . = I— - =

ovo X=  (ofl) #7  (ofl) wf1
__. __. |o12] (010

det( HG,  g ,h )= |52 -1 |=  52 -5 |=0
321  32 -3

Weil g und h nicht parallel sind, schneiden sie sich.
en

¢) Qund  R als allgemeine Geradenpunkte von  h: ao

1 )
CQ  und CR  als allgemeine Verbindungsvektoren: | LTN

EN N 3+2u  -1
CQ =k  PA :  ( 1 :8  x3 ]  > ken  u=—2 Q(3 | —2 | 3 )

3+  1

— Q J 3 +21  0

CR =kPB :  ( 1  =4 (8 )  = k=3 ,  n=—3 R(4 | —2,5 | 3,5)

—_— —4 —_ a -2  \ s s

BQ = E ) AR  = [18 : BQ  und AR sind parallel wegen BQ =2  AR
- 5

15. A61—2]0), B61419 ) ,  CE 61-216)
— A B

a) X = Tos beschreibt bis auf  einen Punkt (welcher?) alle Punkte

der Gerade AB. Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter p ?
Ebenso lassen sich die Geraden BC und/AC darstellen:

— B +0C — CT +TA
BC:X = 775  » AX = 77

b) Rl i eg t auf AB mit p = 2, S liegt auf BC mit 0=3.
Bestimme den Schnittpunkt P der Geraden CR und AS.

¢) BP schneidet AC in  T. Berechne T und den zugehörigen Wert 1.

Der italienische Mathematiker Giovanni CEVA (1647 bis 1734) hat bewiesen, ,

____daBin einer solchen Situation gilt: pot = 1. Stimmts auch i n  diesem Beispiel !
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a)

b)

c)

—~ A+pB  A+  pA-— 0A + 0B A (1+ p+  o(B-A)
X ="71% p 1++P  1+p  a

=A +155AB = A + AB,mit p=  7.5,p *-1
Weil u nicht den Wert  1 annehmen kann, erfaßt diese Darstellung nicht
den Punkt B.  p ist hier das Teilverhiltnis.
—

R =1(A+2B) R6 |2 |6 ) :  S=5(B+1C), S(—6/5| 2/5 | 0);
—rr 3

CR: X’  = 41 )  und AS X’X =H4[-

o
l

1) schneiden sichi n  P(0| 0] 0).

— 6 6
BP: X = v (4 ]  und CA: X - ( -2 )  ( 2 l y schneidensich in

oT = 2 .  = 1 ,  stimmt!

D
IT(—3|-21-4,5), v= -  3 ,  K=  i =  10> C
O|

pm
s

16.
-14 7

: X = | 2 J+  f ( z ]  . Bestimme a so, daß die Schargerade
—

parallel ist zur x,x;-Ebene b) durch den Ursprung geht
durch W(w, | — 415) geht, berechne W.
go ist parallel ist zur x,x;-Ebene b) g , geht durch den Ursprung

Ev i te  W i
+ap  |=|-4 =— = = —35:| 2 -4  | 5 Jon  3 ,  a 2 ,  Ww; 35;

g,  geht durch W(-  35 | -  4] 5).

17,
— 16 ‘a

: X = E J+ 1 !  } Bestimme a so, daß die Schargerade
—

11 13-6a
parallel ist zur x,x,-Ebene b) die x,x;-Ebene nicht schneidet
durch den Ursprung geht
die xg-Achse schneidet, berechne den Schnittpunkt.

© ~~
’

&

3.Richtungskoordinate = 0, = a=?

1.Richtungskoordinate=0, = a=0
16 + 4ap 0

4+  41  = |0  ; . .  .8 +13  co  H Gleichungssystem enthält Widerspruch,

keine Schargerade geht durch O.
16 + 4ayı 0

4 +4  = | 0 = _ _ _99 ) ,

45 co) ©)  = W=-1, a=4 ,  z = 22; h,  geht durch (0 |  01-22)
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18. Ala|-213) und  B(a + 4 |  0 |  5) legen die Schar k,  fest. Welche Schargeraden
schneiden die Koordinatenachsen ? Berechne die Schnittpunkte.

2—- a

k,: X = 2 +H  1

ke schneidet die x,-Achse bei — 5, k_,schneidet die xg-Achse bei 5.

etal] f f —a

keine Schargerade schneidet die x;-Achse

a) Beschreibe die Schar h ,.
b) Für welche Werte von a sind g und h,  parallel (identisch) ?
¢) Für welche Werte von a schneiden sich g und h,  ?
d) Für welche Werte von a sindg und h,  windschief ?

a) h,  ist ein Geradenbiischel mit  dem Trigerpunkt ( 2 /0  | 1).
A 2 2

b) Parallelitit: 2 = 2 GH  = | 1 J# (  , keine Identität möglich

2=  4a
-1 = -2a  = falls a =}, dann echt parallel

_ — 2 2 1 0 0 1-2a
¢) de t (GH,g ,h )= |1  2 2a|=|1 2 2 |[=(1-2af-1+2)=1-2a

- 1 -1 -a  ~1 -1  -a

Bedingung fiir Schnitt: det = 0, = a= 5 leider schon vergeben!
keine Schargerade trifft g.

d) Für a3  sind g und jede Schargerade windschief.

— — =

2, A1 l2 ]2 ) ,B@2| -1 ]1 )  a :  X SHEE]

a) Beschreibe die Schar g, .
b) Bestimme k so, daß g,  parallel zu AB ist. | ||__©) Für  welche Werte von  k sind AB  und g,  windschief ?
a) pg, ist ein Geradenbiischel mit  dem Trégerpunkt (3 | 412).

—_— 1 N 2 Sa  r s
b) AB- & AG = H AB # AG

—1
1 2k

Parallelitit: 3 5 = - 3 AB und g ,; sind echt parallel

21  2k| | 21  %
c) det (AG, AB, x ) = EE  04 -52  - 2(12-9 -2k )= 2(3-2k)

0-1-3] 10-1 -

Bedingung fiir Windschiefe: det # 0, = k + 2 ,
außer g, 5 sind jede Schargerade und AB  windschief.
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—_ 242  2 —_— 1 —2
° . = 2 A 1 . X = It t

mw XG  ]{3) wT [fen]
a) Beschreibe die Schar g, .
b) Für welche Werte von t sind g, und h,  parallel (identisch) ?
c) Für welche Werte von a schneiden sich g, und h,  ?

Gib den Schnittpunkt S an.
d) Für welche Werte von t sind g, und  h,  windschief ?

a) Die Parallelenschar g,  bildet eine Halbebene, weil  die 1.Koordinaten der
Aufpunkte mindestens den Wert 2 haben.
EN 242

b) HG  = | 2 ;für t = -1  sind die Richtungen beider Scharen parallel,

N 2
fürt=-1ist HG  - (  1),  das ist die R ichtungvon g,;= g,=h,.

Ve  | 221482] | 2 0 t 1
c) de t (g , ,h , ,  HG)= | [ 1  t 2-t |=] 1 t+1 2 | =2 t+  1Xt2-1 )

-2  2 -2  -2  0 0
Bedingung fiir Schnitt: det = 0,= t=  +1
t = -1  ist schon vergeben (Parallelitiit)
Schnitt: t =  1, g,  und h,  schneiden sich in  ( 11 /2 ) .

d) Für t #21  sind beide Schargeraden g, und  h,  windschief.

EEE

3— x 0 x 1 2
° A (3  —2 2 — . = |-2 1 . - 2 - 2 -a3 | -2 l 2 ) ,Ba l2 ] -1 ) ,  g :X  2 )  (2 )  h,: X E I  272

a) Für welche Werte von a schneiden sich g und h,  ? |
b) Für welche Werte von a liegen die Schnittpunkte T,im  IV.Oktanten? |

Für welche Werte von a schneiden sich g und  h,  in  A ?
c) Bestimme den geometr. Ort der Schwerpunkte S,  der Dreiecke ABT,_

a) de t (GH,g ,h , )= |4  1-2-al=| 4 1 2 -a |= -2a -2+2 -2a )=0
- 3 -1  1+a  -3 -1a -2

Die Determinante ist fiir jeden Wert von a gleich null, keine
Schargerade ist parallel zu  g;  deshalb schneiden sich jede Schargerade
und g.

b) Die 1. Koordinatengleichung im  System » g = h,  « liefert p = 1 und damit
die Schnittpunkte T,(3|-a| a); fiir a > 0 liegen diese im  IV.Oktanten.
Fira =2  schneiden sich g und h,  in  A.
_ 1 1 => 1 1 7 7 /3  0

c) S ,=5A +35B +3T, =3|-a|=| 0 |+al-1
a+ l  1/3 1



VII. 3. Lage zweier Geraden 149

— 0 1 -a
2 .5 : X =|5-6a|+pnul|a-1Ja 0 H 1

a) Welche Schargerade geht durch P(- 45|0|15)?
1 —1

b) Welche Schargeraden sind parallel zu v = 1 }  W = | 1 ?

c) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die zum Parameterwert u = 2 gehören.

d) Bestimme den geometrischen Ort der Spurpunkte in  der x;x3-Ebene.
| e) Zeige, daß je zwei Schargeraden sind windschief sind.

(—45 uU — ap
a) 0 |=  [ 5 -5  va in ] .  n=5 ,a= -10

u
( k 1 -a  —

b) (>  = 1J , Widerspruch, keine Schargerade ist parallel zu v

(—k a
k )=  o t ]  ke t  a = 2, j,  ist parallelzu w

\
SN H— ap  22a 2 —2

c) p=2 :  X = (6 -  Ba rs )  = (3558) =3 )+o (  3 ]
u 2 2 0

alle Punkte mit wW=2 bilden die Gerade: X = ( 2 )+  ( 8 )

———

= of)
hyperbolisches Paraboloid

2 AM | .
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X1 L—a l  \
d) | 0 = [5 Saa l  , 0 = 5(1-a) — uwW1-—a) = (5-u)(1—a)

e)

a J
IN  5 -5a  (5  —5

u=5 :  X = (  0 )=  +a  3
5 | ( 5  0

_ .  ¢(0 1
die Punktemit pu =5  bilden die Gerade: X - ( ¢ )++ (g ]

—_ 0 0
1 beliebig,a=1:X = [ 0  ) =n [9 ) ,  das ist die xp Achse

H

zwei verschiedene Schargeraden (a + b):

j a }  = |6-5a|+pla-1 5. X = |5-5b _1

eX = (sgn) bi X= [ Se
—_ 0 0 0

Verbindungsvektor AB = [50 ]  535):  5(a50]

det(5 AB, j , , j p  ) = ash a -1  b-1|=—-(a—-bXl-a—1+Db)=(a-b)

für a # b ist die Determinante ungleich null, j ,  und j,  sind windschief.
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| —_— 0 1+a
Uk :X  = |5 +1 2 I a ]  . Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden

a
auf, auf denen die Punkte mit  jeweils gleichem Parameterwert 1 liegen.

X = e r  = = |  + ou  h,  X = = + {+
5a 0 5a  0 5

08
0,3] J EE  0 aKU EEE
SN oA) h bolisches ParaboloidA dom
NX
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25.g: X = (2 )  +2  [ 2 ]  h :  X = (1 )  (2 )
0 2 0 1

Stelle eine Gleichung für die Schar der Geraden auf,
die g und h treffen und zur x,x;-Ebene parallel sind.

| m (1+A p—1-2
Im  allgemeinen Verbindungsvektor GH  = |1-2u | - |  A |=] 1-2u-A

u 2 H—2A
iy

muß die 2.Koordinate gleich null  sein, = A =1-2y, GH = on
Mi

allgemeiner Aufpunkt der Schar k sei der allgemeine Geradenpunkt von h:

k, X = 1 ‘2 N. = | 1 -2  |+  xlol)
26. a :  X = of 0 )  b :  X - ( 8 )+8 (3 )  c :  X = E RE

1 0 0 —1
Stelle eine Gleichung für die Schar der Geraden auf,
die a, b und  c schneiden.

AB sei der Vektor, der den allgemeinen Punkt von a mit  dem allgemeinen
Punkt von b verbindet

S(}-
sg  Sei die Schar der Geraden, die a und b schneiden sg :  X = |0  [+  | p |

f o )  (0 0
Verbindungsvektor CS = |  0 | - |  1 |=] 1

o -1  o+ l

8,3 Soll ¢ schneiden, also muß sein: det(Sg;,¢, CS)  = 0
110
Bp 0 - 1

—@ 0a+1
=-1(8ß0+1) -0)=0 ,  = B=  o# -1ne

Sy - X = O|+0  a+1 = |  0 |+ A o o£  -1

o \—C o —o(o+1)
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1. Gib eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2|  117)
2 -3

enthält und von den Vektoren u = f und v = | ° aufgespannt wird.

SR} A) HT)
_ (2 1 —2

2 Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E :  X=  (1 )  enfz)en |

liegen und die Parameterwerte haben
AA=0 Ip=0 ) ,BA=0 lp=1 ) ,CA=1 lp=0 ) ,DA=1 lp=1 ) .

A@Q | 113) B (0 |  1 ] 8 )  C(3181/5) D (1 /8 ]  10)

3. Untersuche, ob die Punkte A(1|416),  B(5|-7]0)  und C(14|2| 7) in  der
—x (2 1 —2

EbeneE: X = 9 ]  + A | 1 + u 9 liegen, und nenne gegebenenfalls die zu-

gehörigen Parameterwerte.
he——

AA=1 lp=1 )  B liegt nicht drin C (A=8 |p= -2 )

4 Stelle eine Parametergleichung der Ebene E(ABC) auf mit den Punkten
a) A2 |1 l 3 ) ,B ( -1 /0 l 5 ) ,C2 | -713 )

__b) A@2|1]-8),B(7]/-1]5),  C(=313|-11) (1

— [2 3 0
a) E: X (1 )+2 [9 )+n [2 )

3 —2 0 ,

b) Geht nicht: AB und BC sind parallel: A, B und C liegen auf einer Gerade.

& Gib eine Parametergleichung der Ebene an,
die festgelegt ist durch Be
a) U (1 |0 | - 1 ) ,  vo lo lo ) ,  W-21-411 )  EX  2(0)+4[4)

— (1 2 SN 3 A 2 >
b — . = — : = —4 1+) P1 l2 | -1 ) , g :X = ( 3 )  E: X ( 2 )  (2)  (2)

— (1 2 IS  | 1 2 A 2 1

c) g :X  = [0 ]+1 [ -2  BE  =a ]  en(2)  BX  - [ 0  [ 2h ]  |

d) g :X  = [  0 |+2[ -2  k :X  =[4|+pl|2 BX  = (0 )+2 [  2)  en 2 )
0 1 0 -1  0 1 0

— \ “J \



— /1 -8y — (17 6\ ||Bestimme eine Parameterglei-'
g :X  = (2)* iE  J f :X  = [2)+ 7 3 chungder Ebene E,  die g enthält

12  und  parallel ist zu f.

— [2 3 — 9 1
7. A7( -115) ,  a i  X=  (1 )  5 )  b :X  = 2 +)  1 ] Gib eine Pare

metergleichung der Ebene E an, die A enthiilt und parallel ist zu a und b.
— (7 3 1

7 -2 )5 0 5

8. Welche Punktmenge
beschreibt die
Gleichung
— (2 2 0sRtEHY1 1 3

wenn gilt:
~<A  < +0  und
- 1su<1?

9. Welche Punktmengen beschreiben die Parametergleichungen(®@,v#0 ):
a) X =P +19 ,  u20 b) X = u r l
©) X =AW+4V, A+p=1 d) X =AT +uV, A+p< l  |
a) Wegen x #0:  Bis aufP alle Punkte der Gerade durch P inRichtung©

141  1b 5 =E  <1 7h #1
Bis auf  U(U =)  alle Punkte der Ursprungsgerade in  Richtung ©

©) A+pu=1A=1-p; X =AT +pV = ( 1 -  WU +p7 = 8 + W(F-7)
Gerade g durch U (U = 4) in  Richtung 7-u

d A+H<1 ,A<1 -R ,
A= l -p -p ,p>0  02h  U u-v
X =AT  +uv &

=(1 - -p )U +uv
= (1-p)u + ( v -1 )
Offene Halbebene durch
O mit  Grenzgerade g
von Aufgabe c)
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10. AGBl0}2)
4 1[3)+(2)3 1

Bestimme eine
Parametergleichung der
Halbebene H,
die den Punkt A enthält

—

g :X =

begrenzt ist.
— (3 1 1O02 1 1

Ws 1(Bild!)

und von der Gerade g i

4
X (1 )

3 (9)
—_ ( 0  0 —2

a) X = 1 )e (¢ )en3 )© 1 0
— (1  0 2

ee) X = 3 )  ( 1 )  u f )
\ 2  4 0

e) X = 5 Jor  [ ] en (2

b) X =|4
\ 2

—_ 1
d X= | (2

\
(1

pn X = |2
\3)

11. Führe die Parametergleichungen über in  Koordinatengleichungen:
1f(—1

) +A  6
3
1
1A) MA)
Js)0

5

0
Jol)

a) 3x, +2x,~12x3-2=0
¢)  2x)  + 4x,  x3  + 12=0

e) 2x,-5x;=0

b )  6x,  — 9%, — 5x4 +52  =10

d x,+X+33=0
f) x,-2=0

N Welche der Punkte A(1]2]-2),  B(0|0|0) und C(2|0| 1)  liegen in  der Ebene
a) E: x, +2x,-2x3=0 b) F: 3x , - x;  =5 e) G: x=0

Bund C AundB BundC

| Beine den Paramter so, daß P(1| 2 | -6)  in  der Ebene liegt
a) E: x, 2x  +xz -a=0 b) F: ax, +x,=0

1 -4 -5=a
—-8=a

a+2=0
a= -2

€) G: 2x,-3x,+ax;=2a
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14. Gib Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen an.

xiX,-Ebene: x3=0 X,Xo-Ebene: x„=0 X,Xg-Ebene: x ,=0

15. Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an,
die festgelegt ist durch

— (1 2 —5
a)  X = HEE y a) Xi  — 4x, + 3x3 —11=0

6 —2 3
—_ 0 1

b) P ( -13 ]3 ) ,  g : X = 2412  b) 3x, —x3+6=0

c) A ( l l 1 ] - 4 ) ,B0 l | 2 | 1 ) ,C ( -3 ] -1 ]1 -2 )  ec) 2x, — 3x, +Xg  +5=0

d gX  - ( 2+  2 ] ,   X = |2  en [0  d) 2x; + 5x2 — 4x3 + 14 =0
6) 43 )  6, U

e) g: X = HE !  2 | k: X = Jeo l  e) 4x, — 5x, + 2x; —- 2 =0
6 3 1 )  3

—_ 2 5 — 14 2
16. gX  = |  1 [+A[-2| h: X = | -8  _5

EX (Jog) X (3) (7)
Zeige, daß sich g und h schneiden, und gib eine
Koordinatengleichung der Ebene an, in  der g und h liegen.
__ (1  . 16 5 2
GH 2 )  de (  GH,g ,h )=  =0 ;  32x;  — 4x,  — 21x ,  — 123 =0

die Ecken eines regelmäßigen Tet-
raeders. Bestimme Koordinatenglei- H
chungen der Ebenen, in  denen die 

|

Seitenflédchen des Tetraeders liegen.

17. Die Wiirfelecken A,  C,  F und H sind 4

FAC: x;—-x,—-%3=0
FCH: xX; +X ,+x3=0
ACH: x,-%X,+x3=0
HAF: x,  +%, -%+8=0
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18. In  einem Würfel liegt eine regelmäßige
gechsseitige Pyramide. Die.Ecken ihrer
Grundseite P,  Q,  R,  S, T und U sind
Kantenmitten des Wiirfels. Bestimme
Koordinatengleichungen der Ebenen,
in denen die Grundfläche und die
Seitenfldchen der Pyramide liegen.

Grundfläche: x;  —x, + x3=0
Seitenflichen: AQR: x3=0

AST: x2=4 AUP: x1  = -2

ARS: x, + 2x, - 2x; - 6=0
AUT: 2x, - 2x , - xg+12=0
APQ: 2x, +x2 + 2xg=0 {

und berechne die Pyramidenspitze S.

19 .Die oberen vier Ecken des Sechsflachs liegen gleich weit über der x;x,-Ebene.

a) Begriinde, daß das Sechsflach ein Pyramidenstumpf ist,

b) Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen,
in  denen die Seitenflichen des Sechsflachs liegen.

a) Das Sechsflach ist ein Pyrami- X
denstumpf, weil sich die Gera- 3
den AE, BF, CG und DH  im |
Punkt S(- 3 | -  3] 8) treffen; A G
S ist die Pyramidenspitze. Das :
kann man sich elementargeo- E |

metrisch (Strahlensatz!) an  =
den Trapezen ADHE, BFHD | 7
und CGHD klarmachen. — Va

D7 AL  ta  2),AZZ ib) Grundfläche ABCD: xg=0  LLZVAL TL  AL  5
Deckfliche EFGH: x3=4 a ;  oY  ea
Seitenflédchen: L IA LT  > LZ  L ZA I
ADHE: x ,= -3  (AZZ  T IE  X ,
ABFE: 4x, + 3%x3—12=0 SLATS
BCGF: 4x, + 16x, + 15x,—-60=0 ‚PP ZT
CGHD: 4x ,+x ,+15=0  

|
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20 . Die Ebenen E und F haben eine besondere Lage im  Koordinatensystem.
Beschreibe diese und stelle Koordinatengleichungen der Ebenen auf.

(af l )  r a f ]
E ist parallel zur x,x;-Ebene, die 2.Koord. aller Punkte in  E ist 2: x , - 2=0
Die 1.Koordinate aller Punkte in  F ist 0, F ist die x,x5-Ebene: x;  =0

21. Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die
a) durch P(1|2|—2) geht und parallel ist zur x,x;-Ebene

— 4 2 ;

b) die Gerade g: X = | ) + a 3 )  enthält und  parallel ist zur x;-Achse

¢) durch den II. Oktanten geht und den (rechten)
Schnittwinkel der x;x5-Ebene und x,x;-Ebene halbiert.

a) x ,=2  C) X, +X2=0

x;-4 2 0
b) |%x2-1 3 0 = (x, —4)3 — (x, — 1)-2 + (xg — 3):0 = 3x, — 2x, - 10=0

xg—3-11

Gib Parametergleichungen an  von:
a) E :  2x, - x%+3x3 -6=0  b) F: x,=x, c) F: x3=5

FEE) AH)  00
— 1+a  —2

f: X = EE  A 1 J
3 -a  -1

a) Zeige, daß die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Parameter- und  Koordinatengleichung dieser Ebene E an.|

3 -1  -1
das ist die Parametergleichung der Ebene E.

b) Koordinatengleichung von  E :  2x, — 3x,  — 7x,  + 28 = 0

— 1 1 —2
a) f ,  (bloß anders geschrieben): X = HE  J+  A 1
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Bild zu Aufgabe 28.

A g:  X = (0 )  (252)
2 —a

a) Zeige, daß alle Geraden der Schar in  einer Ebene F liegen.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.

__¢) Welche Ebenenpunkte kommen in der Geradenschar nicht vor ?

— 2 1 -1
a) g, bloß anders geschrieben): X = (6)  + un(2 Jen  2

das ist die Parametergleichung der Ebene F,
ua kann man als eigenen Parameter A deuten

b) Koordinatengleichung von F: 2x, +x2+4xg - 12=  0
1 ®

¢) Inder Schar gibts keine Gerade mit  Richtung | 2)  . Zur Ebene, nicht

— (2 1
aber zur Schar gehören die Punkte vonh: X = f + o f  2)
mit Ausnahme von (2  | 0 |  2).
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Bild zu Aufgabe 24.

X rm

| 0X = fg) ou l—a

ebenes Geradenbiischel

= 0 l1-a
25. jo. X = 5 -50 )  [ a1 ]

0 1

Zeige, daß die Geraden der Schar nicht in  einer Ebene liegen.

( 0  1 — 0
Jo X = 3 vo l  jie X = o( 0

0 1 1
Weil jo und die x3-Achse (=  j,) windschief sind, genügt schon dieses Geraden-
pérchen als Beispiel fiir die Behauptung.
(Bild der Schar bei Aufgabe 23. im  letzten Abschnitt des vorigen Kapitels)
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1. Welche besondere Lage im  Koordinatensystem hat die Ebene
A: x, +2%,+3x3=0 B: x, +2x,=0 C: x,=0
D:x , -2=0  E :  x+2%x3-4=0 F: x ,=X ,

A geht durch den Ursprung.
B geht durch den Ursprung und  ist parallel zu xs-Achse,

enthält also die x3-Achse.
C ist die x,x3-Ebene.
D ist parallel zur x;x;-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
E ist parallel zur x;-Achse.
F enthält x;-Achse und  halbiert die Oktanten I, ITI, V und VII.

2 Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene:

¢) C ist senkrecht zur x,xs-Ebene und  geht durch O und P(0]  111)

e) E ist senkrecht zur xs-Achse und geht und P(x |V171 4)

a) A ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1| 2 ] - 3 )
b) B ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(110/0) und Q0 /0 ]  1)

— (1

d) D ist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X = € J+ u

A:  x ,+3=0  B:  x; +%3—-1=0 C: X,—%3=0
D: x, -xag+1=0 E: x3 -4=0

3 Welche besondere Lage im  Koordinatensystem hat die Ebene
— (3 1 0 — (0 0 0

A:  X= |2  | +A |0  |+4| 0 BA X ’= (3 )4A [1 )en  - 1
—1 0 1 —2 1 1

( 1  13  AN EN 3 4
CX=[0+A ] | 1 ] [ | +p | -2  DX  A [ en  1

3 )  \ 0 )  \ 0 ,  2 0
— (1) 3y  ( 0

E: X - [  [ 1  +1  1
8 )  ( 0 )  \O

A ist parallel zur x,x;-Ebene und schneidet die x,-Achse bei 2.
B ist die x,x;-Ebene.
C ist parallel zur x,x,-Ebene und schneidet die x;-Achse bei 3.
D geht durch O.
E ist parallel zur X,X,-Ebene und schneidet die x;-Achse bei  3 , E = C.

A: Tx, — 14x, — 6x3 - 42 = 0 B:  x,  +3x2-—5xg+15=0
C:  2X; + Xo —X3=0 D:  2%; -X2+4=0

E i  2% =x ,  F: x ,+2=0

4 Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
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A: (61010),(01-310),(0|01-7)

x = (0)+of1 x = (6)+0(0 T= (0)+4: =10  1 . =10  0 . =wX=(t)eofs) wT (eels) X (5)
B: ( - 151010 ) , ( 0 | - 5 [ | 0 ) ,  (01018)

To  )eof2) wi 3 (F)eofs) a3 [Beef. = — : = . = +7
w X= [3 )+0(8) WX =(8)() wT =[g)er

C: (0|01|0)
—_ 1 — 1

8 :  X -o[2]  8 :  X =0[%
0

D: ( -21010) , (0 |4 [0 )

E: (01010) w i  X =0[? Se X =p [0 )

F: (0|-—2|0) 8 :  X = [2)+<(3) 5 :  X = (eels
0 0 0 1

5. Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an

ATX = 2 )  ( 2 )  (+)  BX = 4 )»  E Jeu )
—7 14 7 0 3 0 ) |

A: 14x, + 21x, + 6x5 — 42 = 0, (310|0),(0|210),  (01017)
— (3 3 _— (3 3 — (0 0

8 :  X = (2)+(¢] 8 :  X = [ 2  ) +  (2) 8 :  X = (2 )  7

B: 3x, + 2x3-3=0, ( 11010 ) ,(ol 011,5)
X = (Bool) X =(0)+o(2) wX- (3):

0 0 0 3 1,5 0

6. Bestimme die Achsenabschnittsform und die Achsenpunkte
A: 3x, — 7x2 + 6x; - 42 = 0 B:  x,  —7x, -3xg+21=0
C: 2x; +3x2+1=0 D:  3% + 5X + sX+  5 =0
E: x +x+x3=0  F. 17x,+102=0

(141010) ,  @©!-610), 0017 )

=1  ( -2110]0) ,  01310) ,  (01017)
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C+ + ZZ =1  ( - l 0 l 0 ) ,  0 -10 )A  —
D ++ Zo =1 1010 ) ,  ( 01 -3510 ) ,  ( 0101 -45 )

E: bei Ursprungsebenen gibts keine Achsenabschnittsform, (0 | 0 | 0)

F: = =1  (0 |—3 10)
5

7, Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene mit den Achsenpunkten:
a) (1/0/10), ( 0 l 2 /0 ) , ( 0 l 0 ]3 )  b)  2 /010 ) ,  ( 0 / 20 ) ,  ( 0 l 0 ] - 2 )
¢) nur ( 0 -3 /0 )und (0|0] 5) d) nur (01017)

a) ++  821  6x, + 3%, +2xg - 6=0

b) 32  +3  =1  ~X+X3+2=0

c) + B21  5x, —- 3x3 +15 = 0 d) x3 -7=0

8 Die Ebenen E,  F und G sind festgelegt von zwei Spurgeraden:

E 8; X = B&H 5 X =| 0BE |
F. ow X=(0 Jer( 2 )  5 X=(% }+(?)
Gs X=[0)ref2 x =(0)+¢[o: Sa A=|01|+€|2 : X = |0  [+sTe(gfeefs]  wT-(a)5[o)
a) Beschreibe die Lage von E und F aufgrund der Spurgeraden.
b) Beschreibe die Lage von E und G aufgrund der Spurgeraden.
¢) Stelle von E,  F und G eine Koordinatengleichung auf.
d) Veranschauliche E,  F und G als Spurdreiecke in  unserm üblichen

__  Koordinatensystem.
a) Weil sg;und sg parallel sind und ebenso s;; und sy, ist auch E parallel F.
b) Weil sg; und se, symmetrisch sind zu O und ebenso Sg  und soe, sind auch

E und G symmetrisch zum Ursprung.

c) E: 1 2 ,5  =1  2%, —X,—Xg+2=0
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Bild zu Aufgabe 8.

— a — c
9. sp X = 4 [B  Jundes X =u [ 6  )mita,b,6,d=0

seien Spurgeraden einer Ebene U.  Bestimme eine Gleichung
der Spurgerade s,  in  Abhängigkeit von a,  b,  c und d.

— 0
8: X = (=  )-  f r  die Koordinaten u und v muß gelten

o
T

’
co
Ou =0

v dv

also ad-u + bev  = 0, einfache Lösung von ad-u + bev  = 0:
— 0

u=-be, v=ad ,  s;: X =v )
ad

10. Eine Ebene sei so festgelegt, daB ihre drei Achsenpunkte vom
Ursprung die Entfernung e (>0) haben.
a)

b)

Wieviel solcher Ebenen sind möglich ?
Beschreibe sie mit Koordinatengleichungen.
Welchen Körper begrenzen diese Ebenen ?
Berechne sein Volumen V und seine Oberfläche F.

a) Es gibt 8 Ebenen: Jede macht sich in  einem Oktanten bemerkbar als
Punktmenge, die begrenzt ist von einem gleichseitigen Spurdreieck der
Seitenlänge s = eV2:

e t e  t e  X +X  +X-6=0  (I.Oktant)

r t  r t  | X,+X+Xg3+e=0 (VIL.Oktant)
E,  und E,  sind symmetrisch bezüglich 0
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b)

X XEp: oh +2402  X,—X,—Xs+e=0  (ILOktant)

Xx; X X
Eg: 5 +7  6+76 =1  X j -X2 -Xsg -e=0  (VII.Oktant)

E,  und Eg sind symmetrisch bezüglich O

XEy: oh + 22 40 -1  %, + X,—xs+e=0   (IILOktant)

Eg: d+  241 -1  Xi  +X3—Xg—e=0  (V.Oktant)

E;  und Es sind symmetrisch bezüglich O

E le  2 4021  X, -Xp+Xg—e=0  (IV.Oktant)

Bg: ob +22 4 = = ]  X—X,+Xs+e=0  (VI.Oktant)
E,  und Es sind symmetrisch bezüglich O

Die acht gleichseitigen Dreiecke begrenzen ein regelmäßiges Oktaeder.

V = 2.PyramidenVol. = 2 + .Grundfl.-Héhe = 3 .2¢% e = 3 &®

F = 8.Seitenfléche = 8. 28 3 \3s = 2/3 52 = 23  ‚De? = 4/3 e?
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AH
clef) (JA) F f
Bestimme die Lage von Ebene und Gerade.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.
Koordinatengleichungvon E : x, — 2x, — x3 +2 =0 ,
g und E schneiden sich in  S(0 | 2]  —2) , h und  E sind echt parallel, j liegt in  E.

2. Gegeben sind die Ebenen und Geraden:
E :  x-2%+%3—-1=0 F :  2x, -%,-%3—8=0

X = |4 3 X =1 -1  :X =
E( t )  2)oE(3)0E]) =)

— ( 4 )  1 — (6 1 — (4 1
d :X  = [|2 +5 (1 ]  e :X  = 1|21+ell1 f :X  = (3 )+0 (2 )

Bestimme von jeder Gerade ihre Lage zu E und  F.
Berechne gegebenenfalls den Schnittpunkt.
a schneidetEin (1|1|2) und Fin (2|-2|-2),
b schneidet E in  (3| 1]  0) und ist echt parallel zu F,
c ist echt parallel zu E und F,
d liegt in  E und  ist echt parallel zu  F,
e liegt in  E undF (ist also Schnittgerade von E und  F),
f l i eg tin F und schne ide tE in (3|0|-2).

EE

3. Parallelprojektion
Gegeben sind die Ebene E: x,  + 2x,—6 = 0 und das Tetraeder ABCD mit
A2l0l5),B(-1/210), C(-1|418) und D210] 8) . Das Tetraederwird in

1
Richtung T=  ( 2)  in  E projiziert, dabei entsteht das Bild ABCD".
Berechne A',  B',  C'  und D'  und zeichne die Anordnung in  ein KOSY.
In  €’ schneiden sich E:  x,  + 2x; - 6  = 0 und die Projektionsgerade durch C
mit Richtung D=  2 ]  X = | 8 J+ u 2 )

Nach Einsetzen ergibt sich: p = 3,  C'(2| 10] 2).
Entsprechend gehts mit  den andern Ecken.
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Gegebensind die Ebene E: 2x, +x, — 6 = 0 ,  das Projektionszentrum
Z(11/8]0) und das Tetraeder ABCD mit A©®| 610), B(5,51718),
C(616]1) und D(8| 6/2) . Das Tetraeder wird zentral in die Ebene E
Projiziert, dabei entsteht das Bild AB'C'D'.

___Berechne A', B',  C' und D'  und zeichne die Anordnungin  einKOSY.

InD' schneiden sich E: 2x, +x;  — 6 = 0 und die Projektionsgerade DZ:

X = F )+  [ 2  } Nach Einsetzen ergibt sich: p=-8,D0'2l2]6).

Entsprechend gehts mit  den andern Ecken.
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5. Die Wiirfelecken A, C, F und H sind die Ecken eines regelmäßigen Tetra- |
eders. (Siehe Aufgabe 17. im  Abschnitt 1. Ebenengleichungen) |
a) In  welchem Punkt schneidet die Raumdiagonale HB  die Ebene ACF? |

b) In  welchen Punkten schneidet die Gerade durch die Kantenmitten von
[GC] und  [AE] das Tetraeder ?

a) ACF:  x,-Xx;—X3=0 und

wo)0 1
schneiden sich in
( g l  — 31%)
Gerade k durch die Kanten-

JN  0 1
mitten: X = (8 )  ( 3 )

2 0
FCH: x, +X +X3=0 undk -
schneiden sich in  ( - 1 ] - 1 ]2 ) ,
HAF: x,+X2-Xg+8= 0 und k
schneiden sich in  (-3 1-32)

b)

— -2  2 — 3 -2
Ae l -1 ]0 )  g :  X - ( ¢ ) (3 ]  h :  X - ( 2 ,  )+ [# )

Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g und h schnei:
det. Berechne die Schnittpunkte. Ein  möglicher Losungsweg führt über eine
Hilfsebene H zum Ergebnis. (Tip: H geht durch A und durch g oderh). |

H gehe durch A und g:

££ )1 3 1

11x, + Tx, — 5x3 = 15

k muB durch den
Schni t tpunktS von H und h:
S(-1/8]6),p=2

k=AS: X - ( a )  J eschnitten mit g liefert 701510, =1,v=2

7 . E:

3
2

— 1+a
g :  X =o [172 )F f ]  otf

Welche Schargerade ist parallel zuE ? Ist sie echt parallel zuE ?
Die Schargeradea = § liegt nicht in E, sie ist echt parallel zu E.
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— 2—-a a-— 2

8 E r :  2x, -Xx,+b=0 h,:  X - ( 45  Jon ]  0

a) Für welche Werte von a und b gibt es genau einen Schnittpunkt ?
b) Für welche Werte von a und b sind E,  und h,  echt parallel ?
¢) Für welche Werte von a und b liegt h,  in  Ey ?

h,  in Ey eingesetzt: 2 (2 -a  + p(@a-2))-(4-2a)+b=20
22  — a) = b

a) eindeutige Lösung für u, also Schnittpunkt, falls a #2,  b beliebig

b) a=2,dannist p.0=b ein Widerspruch,falls b + 0 ist,
echt parallel,falls a=2  und b#0

¢) a=2,dannist u-0=b eine Identität, f a l l sb = 0 ist,
Drinliegen, falls a=2 und b=0
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1.  Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls
eine Gleichung der Schnittgerade s auf.

a )  E :  2X;  +X2-—- 2x3 - 3=0  b )  E :  2%,  -X2=0
F: x , - x+3%-3=0  F: 2%, -Xa+2xg -12=0

c) E:  2x, -x2 — x3 + 6=0  d) E:  2x, -x ,+2x3-12=0
F: 2x, — x; + 2x3 -12=0  F: 2x, —-x,+2x3 + 8=0

e) E:  2x,-%, +2x3=0 f) E :  2x;—-%x,—X3=0
F :  2X;  -Xa  — X3+6=0 F :  2%;  - x2=0

g)  E :  2x, — X — Xg + 6=0
F: x ,+%x-3=0

d) E und  F sind echt parallel. — E und F schneiden sich in zum Beispiel in:
— ( 2  -1  — (0 1 — /0 \  r l

X = [ eu ]  b) X =|0|+pn|2 0X  = (0 )+4(2 |0 3 6 0 6 )  ( 0

—_ r 0 1 — 1 —_  0 (1
e ) X = 4)+[2) f) X =pu|2 g) X = |31|+L 3 ]

2 0 0 3 )  3

2. Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und  F a

a) E:  x,  +x2=0 b) E: x, =0  c) E:  x.  +x2+x3=1
F: x +x3=0 F: 2x, +x3=1 F: x,  + x2=1

d E:x =x,  e) E:x =x  f) E:  x=1
F. x,= X F: x, =x  F: x,=2 |

a) X u b) X = oJ  c) X = (2  ) +4 (2 )
1 ,  1 2 0 0

dX  = E e) X - u (1 ]  f) X = (2 )++ ( * )
1 )  1 0 1

3. E: Xi +X2+X%g=0, F: 2X, +X2+Xa +4=0
Wähle der Reihe nach x,  , x,  und x4 als Parameter und versuche,
jeweils eine Gleichungder Schnittgerade zu bestimmen.

—_ —4 0 —_ -4  0x=A: X ( *  JA)  Bop  X -(% Ju l
0 1 4 1

x,  als Parameter geht nicht: die Schnittgerade ist parallel zur x,x,-Ebene,
x,  hat  konstant den  Wert  — 4.
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4, Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.
a) E:  2x, -X,+2x3 -4=0  b) E: x ;+x ,+3x3-6=0

— (1 1 2 — (1 3 1
RX = (2 )e2 (¢ )en (1 ]  RX  (1)+2(0  en  [73

2 1 0 0 -1  1

a) BundF: x, — 2x, -x3 + 5= 0 schneidensichins: X = :  +U 4
AN

—_ 17 \ ( 3
b) EundF: 3x, + 4x, + 9x3 = 7 schneiden sichins: X = N +U  3

J =
[zub) In  der ersten Auflage sind die Koeffizienten der EbeneE 1, —-1, 3 und —6;
dann ändert sich nur der Aufpunkt der Schnittgerade, zum Beispiel (31/7 1-11/710).]

5 Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F

a) EX  =(0 +A[(0  | +p |1  b) EX  =|0|+A v1 ]1) 0 1) { 2  3

— (1 2 -1  — 1 1
c) BX  = [ 1 ]e r (2 )en (  1 ]  FX  =6 (2 )+ : (2 )

1 3 2 1 —1

—_ 1 1
a) E:  X;  =Xs, F:  X -X2+1=0 ;  8 X = | 0 4m [1 )

— 1 2
b) E: 5x, + 4x, —- 3x; +3=0 ,  F ix ;  —x3=1; s: X = 23 )

— 0
¢ Ex  +x  =0, F:  2x, =X, ; ss X =u[0)

Pe —————

6 Beschreibe die Lage von E und  F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf.

a) EX = & Je  Jon (4) b) SHORES

A)  REA
9 7-7)  EG)» 7-2) 2)
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a) E:  3x; — 2x, + 4x3 = 17 und  F:  3x, — 2x,  + 4x3 = 22 sind echt parallel.
b) E,  F:  5x, + 3x,  + 2x3 = 22, E und  F sind identisch.

SN 2 1
c) E:  x, + 2x, + x3 = 10, F: 2x, + x,  + X53 = 8; ss X = (8 )  n(3,]

7. In  einem Aufgabenbuch zur Höheren Mathematik aus dem Jahr 1960:
» Man  ermittle die Ebene, in  der die Geraden

2X; + 3X; —X3-=1=0 fx + 5X, +4%3—-3=0
3 X; +X2 - 3x3 = 0 und h: X, + 2%, + 2xg — 1 = 0 Wegen. |

_ - 1  8 _ - 1  2

g X | 1 JA  (5 )  und m X | 0 J+# ( 2  Jliegen in Xi  + 2X, + 2x3-1=0.
0 1 1 _

8 F:  2x, +X2-2xg=0, G: 2x, + Xo — 2x3 = 10
a) Bestimme die Symmetrieebene A von F und G.
b) Gib eine Gleichung der Ebene B an,

die entsteht, wenn man  F an  G spiegelt.
c) Gib eine Gleichung der  Ebene C an,

die entsteht, wenn man  G an  F spiegelt.
d) Gib eine Gleichung der Ebene D an, die entsteht,

wenn man F an der x,x,-Ebene spiegelt.
e) Gib eine Gleichung der Ebene E an, die entsteht,

wenn manG an der x,-Achse spiegelt.

F G
Am  besten findet man  die
neuen Achsenpunkte mit yz LS /
Symmetrieüberlegungen, ——
zum Beispiel mit  Skizze: ya ya pd 1

a) A: 2x, + x,  - 2x3 =5 C A B
b) B :  2x; + x,  — 2x3 = 20
Cc) C :  2x,  + Xo  — 2x3 =-10
d D:  2x,  + x ,+2x3=0

Ein Punkt (a|b|c) in  F hat seinen Spiegelpunkt (alb|  - c )  in  D
F: 2x3 = 2x, + x,  , also muß fiir D gelten 2x; = — (2x, + Xp)

e) E :  2x,  +x ,  + 2x3 = 10 
|Achsenpunkte (5  | 0 | 0), (0  | 10] 0), (01 0 ]  - 5 )  von G an  x,-Achse spiegeln:

( - 510 [0 ) , ( 0 |1010 )  ‚ ( 0 | 0 |5 )  in  Achsenabschnittform verpflanzen.
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2 E: 3x, + 2x2 — xg + 18 = 0. Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E,
indem du  E zum  Schnitt mit  den Koordinatenebenen bringst.

si X=(7)+[1) > X=  )+s(?) 8 X=(3)+ (3)

10.E: 2x, —x2 + 2x3 = 6
a) Bestimme die Höhenlinien von E in  den Höhen —1, 0 und 5 über der

x;X,-Ebene.
b) Bestimme die Schnittgeraden von E und  Ebene F , :  x;  + 2x, + ¢ = 0 mit

c= -1 ,  0und5.
c) Zeige: Die Spurgeraden von F,  in  der x,x,-Ebene stehen senkrecht

auf den Höhenlinien der Ebene E.
(Betrachte die Spurgeraden im  ebenen x,x,-Koordinatensystem.)

— /4 1 — (3 1 zZ  2 we l

0 nXo(gfofs) ( 6 )  XY
— —C — 4

b) Schnittgeraden-Schar: t;: X - (  0 J+o (  2 J

— 1 —4 — 70 —4 . = r i  A
ty: X=|0|+p| 2 :X  = |0  ( +0  2 :X = +1Fe(afo(d) ood )  EGE

¢) Spurgeraden-Schar von F,  in  der x,x,-Ebene: x,  + 2x; + ¢ = 0,
Spurgerade von E in  der x,x,-Ebene: 2x, — x,  = 6,
im  ebenen x,x,-Koordinatensystem schneidet die Gerade 2x, — xX, = 6
die Parallelenschar x,  + 2x, + ¢ = 0 rechtwinklig.

l l .  A@1-112),  B(01-21—1), C@61111)
R( -3 |1 | - 8 ) ,  S ( -2 |2 ] -1 ) ,  T( -4 |2 | -2) .  Die Abhänge eines Bergs seien
angenähert die Ebenen ABC und  RST. Wegen der langen Verwitterung ist
der Grat g nicht mehr vorhanden. Dank analytischer Geometrie läßt sich
sein Verkauf rekonstruieren: Bestimme eine Gleichung von g. Berechne die

___Gratpunkte in  den  Höhen 0 und 9 über der x,x,-Ebene.

— (4 4
ABC:x, — 2x, =4 ,RST :x,  +3x,— 2x3 = 6; gX  =(5)+(2)
die Höhe 0 hat  (4,8 | 0,4 | 0) , die Höhe 9 hat (121419).

mm

12. Deute das Gleichungssystem 3x; + 2%; — Xs =0
2%; + Xp +4Xg  = |

Xi  — Xp +2%3 = a

geometrisch (zwei Möglichkeiten!). Zeige, daß es nur die Lösung (0  | 01 0) hat.

____Was bedeutet das in  den beiden Interpretationen ?
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Das System läßt sich deuten als Schnitt dreier Ebenen
3 2 -1

oder als Linearkombination : ( 2 )  + | 1 )  + | 4 J =

(0]  0 ]  0) erfüllt das System, (Be)Deutung:
die drei  Ebenen schneiden sich im  Ursprung,
die drei Spaltenvektoren sind linear unabhängig.

—
0

13. Deute das Gleichungssystem 3x; + 2x, — x3 = 13
2x; + Xp +4x3 = —2

X; — Xo +2%3 = —7
geometrisch (zwei Moglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Lösung?

Das System läßt sich deuten als Schnitt dreier Ebenen in  (1] 4 | —2) oder als
3 2 —1 13

Linearkombination : ( 2 )  + | 1 J + | 4 J = 2 )  die Lösung (1141-2)
1 —1 2

bedeutet die Koeffizientenwerte der Linearkombination.
(In der ersten Auflage sind die rechten Koeffizienten 13, 3 und -7;
der Schnittpunkt der Ebenen hat dann ekelhafte Koordinaten (2/7117/81-17/21) ]

14, A: 2x, — X +23  - 12=0  Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
B: x, +x  - 8=0  die durch die Schnittgerade von D undE
C. 2x, — X — X + 6=0 geht und den Schnittpunkt von A, B und C
D: 2x, — x, =0  enthält.
E:  2%; — Xo + Xg— 6=0  —

Keine eindeutige Lösung: Der Schnittpunkt S(1|2| 6)  liegt auf der
— 70 1

Schnittgerades von Dund E:  X = ( 2 )  p 2 )
6 0

[4 » ® » CO [4 he16. A: 2x, - 3% + x3 -3=0  Zeige, daß sich die vier Ebenen in  einem
B: 5x; — x - 5=0  Punkt schneiden, und berechne diesen
C: 3X; — 2x3 +2=0  Punkt.
D: x; + xp — X =0  Co

A, B und C schneiden sich in  S(1| 0 |  1), die Koordinaten von S erfüllen auch
die Gleichung von  D.  Also trifft sich alles in  S.
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1. Bestimme eine Gleichung der Trägergerade t der Schar E,. Gib eine Glei-
chung der Ebene des zugehörigen Biischels an, die nicht in  der Schar ist.
a) E,;: ax; + (1+a)x,  — 2x3 = 6 b)  E:: (1-a)x;  + (1+a)x,  = a
¢) BE. x +(2-3a)x , - (3-2a)xg=0

— /-6 —2
a) E,:Xx2-—2xg-6+alx, +x )=0   Trégergeradet: X=  Joe ]

nicht dabei ist  F:  x;  + x,=0

b) E ,  X,  +X  +a(—x,+X,-1)=0 Trigergerade t: X il

|
©

O
n

 
& N

a
m

+ =
~

~ -0
©

~
—

nicht dabei ist F:  —x; + x , - 1=0
— 5

c) E .  x,  +2%,—-3%x3+a(-3x,+2x5)=0 Tréigergeradet: X = u 2 ]

nicht dabei ist  F: — 3x,  + 2x3=0

2%D i e  Schar E ,  werde aufgespannt | a) Eq: X +X  +X  —2+a(x+X , -2 )=0
von den Ebenen E,  und  F. P einsetzen ergibt a =-0,5.
Bestimme in  der Schar E, die _

° a b )  BE:  2x,  +Xo—Xg—2 + a(x, + 2x ,  + Xg) = 0Ebene, die den Punkt P(1]-1]1) B einsetzen ergibt 0 + 2:0 = 0

. jeder a-Wert ist Lösung, das heißt,
a) Ey  x,  +X+3X3=2  jede Ebene enthält P.

X)  + Xp = 2 P liegt also auf der Trégergerade.

b) Ej2x, + Xp—%3=0  ¢) E . : 2x , -2+a l x ,—1)=0 ,
F: X, +2% +%=0  P einsetzen ergibt a = 0.

© Eg 2x, =2  d) E,: 3x, + 4x2 + 2x3 — 2 +
F: X =1  + a(x; — 3x2 -2xg - 2) = 0

d) Eg: 3x, + 4%; +2x;=2 P einsetzen ergibt -1+a-0=0 ¢
F: x,  - 3 x -2x=2  es gibt keine Lösung für a.

Keine Ebene enthält P,
denn P liegt in  F:  x , — 3x2 -2xg - 2=  0

% Stelle eine Gleichung des Ebenenbüschels E; auf
— (1 1

a) mit der Trégergeradet: X = : J+ c | 0)

— 1
b) mit der Trégergeradet: X = 0

¢) das alle Ebenen enthält, die parallel sind zur Ebene x,  + 3x,  + 2x3 =1992
1

| das alle Ebenen enthält, die parallel sind zur x;-Achse und zu &
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a) Jede Ebene muß durch ( 1 |2|1)  und ( 212| 0) (6 = 1)
E,, soll durch (11 010) : 2X; — Xo + 2X3 - 2=  0
Eo.ı soll durch (01010): x,  —x ,+ x3=0
Bas‘ M2X, — Xo + 2Xg — 2 )  + W(X; — Xo + X3)=0

b) Die Trigergerade t ist die x,-Achse. In  ihr schneiden sich die x,xs-Ebene
x,  = 0 und die x,x,-Ebene x;  = 0. Diese beiden Koordinatenebenen sollen
das Biischel aufspannen, E; ,: Ax; + px3=0

c) Eu: Mx;  + 3%; + 2x3) + W(x; + 3%, + 2x3 + 1)  =0

3
| M3x» + 2X4 ) + ( 3X  + 2Xg + 1 )  = 0

—_ 1 1
d) Eine Ebene der Schar: X ’=6 [ -2 ]++  ( 0  ],also 3x, +2x=0

Von Ebenen, die in  Parameterform vorliegen, findet man die Schnittgerade,
wenn auch mühsam, durch Gleichsetzen. Jemand will dieses Verfahren auf
die Koordinatengleichungen anwenden und setzt die beiden Gleichungen
gleich:

E: x -X ,+2x3 -4=0
F: 2x, —- x3+4=0

Gleichsetzen: x;  — xX, + 2x; — 4 = 2x, —xz3 +4
a) Was hat er wirklich bekommen ?
b) Stelle eine Gleichung der Schnittgerade von E und F auf.
c) Bestimme eine Gleichung des Ebenenbüschels, das von E und  F

aufgespannt wird. Für welchen Parameterwert ergibt sich die Ebene
H: x,  + x;  — 3x3 + 8 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zu a) ?

d) Zeige durch Rechnung, daß die Schnittgerade von b)  in  jeder Ebene des |

Büschels liegt. EE

a) ZusammengefaBlt ergibt sich x,  + x,  — 3x;  + 8 = 0. Was er  kriegt, ist die
Gleichung einer Ebene.

—_— 0 1
b) t :  X = 4 )+2(3 ]

4 2

c) BE; x —-X+2%x3-4+a(2x,-x3+4)=0
(1+2a)x;, — x,  + (2-a)xg—4 + 4a =0

H:  -X; — Xo + 3x3 — 8 =0
Koeffizientenvergleich: 1 + 2a = -1, a= -1

2—-a=  3 ,  a= -1
—4+4a=-8 ,  a= -1

also ist H die Scharebene E _,.
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d t X = ‘ ) *  X ; | in  E,  eingesetzt muß die Ebenengleichung erfüllen:

A—-4-—-5\+8+4)\ —4+a (2 \ -4 -—2)+ 4) =0 + a-0, also Erfüllung!

5 E,: X,  + ax, + (2-a)xs = 2a +4
a) Welche Scharebene geht durch den Ursprung,

welche durch (11111) ?
b) Welche Scharebene ist parallel zur x;-Achse ?

c) Welche Scharebene hat ein gleichseitiges Spurdreieck ?
d) Welche Scharebene steht senkrecht auf der x,x;-Ebene ?

e) Welche Scharebene ist parallel zur Gerade X = E J+ u 4 ]

a) durchO: 2a+4=0 ,  a= -2
durch (11111): 1+a+2 -a=2a+4 ,  a= -0 ,5

b) ng=2 -a=0 ,  a=2

¢) Achsenabschnittsform von E,: r n  4 + n iv i  nis =1.

Das Spurdreieck ist gleichseitig, wenn die Achsenabschnitte gleich lang

sind: 12a + 41 = | 2 = 41 = An— . Die Nenner miissen gleich sein:
l a l  = | 2~a l , a l soa=+ (2 -a ) ,  a=l.

d) Die Ebene ist parallel zur x,-Achse, also muß sein: n,  =a  = 0.
e) Die Schnittpunktsuche muß scheitern. Einsetzen:

1 + 2u + a(—p) + (2—a)2+pu)=2a +4
2U(2— a) = 4a— 1; weil sich fiir a =2 ein Widerspruch ergibt, ist die
Gerade parallel zu  E,.

6 E ,  x,  + (1-2a)x, + axg = 1 Fy: X, + bxy + (1-2b)x3 = 1

a) Begriinde, daB keine Scharebene E,  durch den Ursprung geht.

b) Bestimme die Trigergerade von  E,. Welche Ebene fehlt in  der Schar?

¢) Die Schnittgeraden s,  von E,  und  F,  bilden eine Schar mit  dem Para

meter a. Bestimme eine Gleichung von s,. Was ist los bei a = 3

d) Für welche Werte von a und b ist die Schnittgerade von E,  und F,  pa

e)
rallel zur x,-Achse ?

___¢) Kann die x,-Achse Schnittgerade von E,  und F,  sein ?
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a) (0|0|  0)  erfüllt nicht die Gleichung von E,.
_— /1 - 1

b) E ;  x,  +X2 -1+a ( -2x ,+ x )  = 0, EX=(0 )+4 [2 )

nicht dabei ist F: —2x, + x3 = 0.
c) Schnitt von E,  und F,:

E:: X; +(1-2a)x, + axg=1
F.: x;  + ax, + (1-2a)x3= 1

(1-3a)x, + (3a—-1)x3=0; X, = Xg ,  falls 1-3a #0. Wahl xg= }
—_— 1 a -1

Sy: X=  (9 )+x (  > | Eys= Fys
d) E,  und F,  müssen parallel zur x,-Achse sein

E;: n ,=1 -2a=0 ,  a=05  Fy: np=b=0
e) Weil der erste Koeffizient von  E ,  und F,  gleich 1 ist, liegt weder eine

Scharebene von  E ,  noch eine von  F ,  parallel zur x,-Achse.

7 BE x + x =0
F: Xp +X3=0
G 2x, - X,  -X3=4
a) Stelle eine Gleichung des Ebenenbündels H, , , auf, das von

E,  F und G aufgespannt wird. Gib den Trägerpunkt T an.
b) Stelle eine Gleichung des Ebenenbüschels K ,, auf,

das im  Bündel H, ,, steckt und den Ursprung enthält.
c) Bestimme eine Gleichung der Trägergerade t des Büschels Hıo, -
d) Bestimme eine möglichst einfache Darstellung Lg,  von H, ,,, -
e) Welche Scharebene von H, , , ist parallel zur x,x,-Ebene ?

Welche Scharebenen sind parallel zur x,-Achse ?

a) Hy,,: AX; +X )  + WU(X2 + Xg) + (2%, —Xp—X3—4)=0
E,  F und G schneiden sich in  T(2|  —2 | 2).

b) v=0 ,  Kor ox; + X) + X + Xg) = 0
c) Hıov: MX  +X)  +V(2%, — Xo — Xg -4 )=0

—_ 0 1
H;  00  und  Hoo  schneiden sichint: X = | 0 J+  u 3

~ 3

d )  Logy . ox ,  — 2 )  + B(x, + 2 )  + (Xs  — 2 )  = 0
e) Hayv: (0A + 2V)xz + A + U — V)X2 + (0  — V)xg = 4v

parallel zur x,x,-Ebene: A +2v=0 ,A=-2v
A+p—-v=0 ,p=v -A=3y ;  Hoya: Xs = 2

parallel zur x,-Achse: A =-2v;  H_zyuv: (MW -— 3V)X2 + (U — V)xg = 4
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‚ Berechne die Beträge von

020 -0006
a) 13 b)  13 c) 25 d 52 e 27 f) 81

a
Zeige, daB fiir rationales a der Vektor | a+1  Jeine rationale Länge hat.

2

= a? +(a +1)? + aXa + 1)? = a* + 2a° + 3a? +2a + 1= (a? +a +1)“

a(a+1)

a
a+l

on )

Berechne die Einheitsvektoren in  Richtung
1 7 0,5 0 -1 ‘ 8

a) E b)  (4) c) | 1 d)  2 ]  e) 1 ]  f) 2 )
2) 1 1 0 1 4

1

110 1

+ 0-02 2

4 Berechne a

————

3 11/6 a
a) |[Ceal=1¢ Bb |[2)=7 © ( 4 )  d) a )

2a a-1 2 a-1

e) (5°  2V.9 glatt |=81 ® a IE= = a t  = =

© 15 D 2 )  ( a )  a’  +3

a) 49a®=14%2 a=12 ¢) keine Lösung, weil schon der kiirzest mögliche

Vektor (a=0) länger als 11/5 ist.
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b) 6a2—-2a+1=49 d) 3a?_2a+1=9  e) 6a? + 12a + 90 = 235
Ga? —_2a-48=0 3a2 -2a -8=0  a? +4a -45=0

2 = 4 —-5)=3a“—-a—-24=0 , a=2  oder a= -% @ + Oa  3)  9
a=3  oder a= -3  = =

f) 6a ’ - 6a+9=81  g) 18a%2+82a-860=0 h) 2a*-3a®+135=0
6a? _2a -72=  0 9a? +41a-430=0 a? -9 ,  a=13
a ’ -a -12=0  a=5  oder a=-®
( a—4)a+3 )=0
a=4  oder a= -3

— 2 —7 — 7 3
g X (4 )  ( 1 )  h:  X = (2) + ( 4 )

—1 3 5 5
Berechne die Entfernung der Punkte A auf  g und  B auf h,
die zu den Parameterwerten A =p  =2  gehören.

A-12|6 |5)  2B0U3|8|15) AB =27

Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:
a) A (6 |3 | - 4 ) ,B (816 |2 ) ,C (2 |9 |8 )
b) A ( l 1 l - 6 / - 6 ) ,B (2 |2 ] | - 2 ) ,C0 | -2 ]2 )
c) A(9 |9 |0 ) ,B ( -6 |3 |9 ) ,C (0 | -6 | - 6 ), Umkreisradius ?

2 —6\  4
a) u=  AB  + BC  + CA = (3 )  + ( 3  +6  ]=7+9+14=20

6 6 J) 1-12

r 1  —2 1
b) u=  AB  + BC + CA = 3 + 4 )  + & =9+6+9=24

4 4 —8

+ +
(—15 6

c) u=  AB + BC + CA = || - 6  —99 —15 6
Dreieck ABC ist gleichseitig, Seitenlänge s = 3 38
Höhe h = 3 \3s=5 114  , Umkreisradius R = Sh=+114

5)  = 3.3\/38 = 9/38

Zeige, daß die Punkte auf einer Kugel um  den Ursprung liegen, und
berechne den Kugelradius r.
a) A (26 | -7 |2 ) ,  B(25 | 10 | —2), C(2 | 14 | 23), D ( -7 | -14  1-22)
b) A(12]4|39), B(33|4|  24), C(32|9|  24), D(31| 24 | 12), E(23 | 24 |

SEE

24)_
a) OA =27=- OB = 0C=  OD = r
b) OA =41=0B=0C=0D= OE =r
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|& Zeige, daß die Punkte auf  einer Kugel um  M(-20 | -20  | —4) liegen,
und  berechne den Kugelradius r. A(12|-12|-3),B(12|-1310),
| C@8|-310),D(81-413),E(5|0|4)  und F(0|0] 13).

—_ 32 - 32 _— 28
K= |s ) -0s  B= |7 )=3  C= | [  x )=

1 4 4

_ 28 _— 25 — 20
D = HE E = HE F = (3) —33=r

7 8 17

9. Zeige, daß die Punkte auf  einer Kugel  um  M(30|  20] 10) liegen,
und berechne den Kugelradius r.
A(-18 |11]6) ,  B ( -6 | - 13 ]6 ) ,C ( -6 | - 12 ]1 ) ,  D ( -11 ] -4 | - 2 ) ,

|E ( -6 | - 11 | -2 ) ,  F(-10|-4|-5)  und G(-6|-4|-13).
——_ 48 J 36 J 36 — |r41
AM =|| 9 |=49 BM-= es =49  a=  | (@]=  DM = [%  ]=49

4 _ 4 9 12

_ 36 — 40 J 36
EM = |  a1 = FM = |  24 || =49  GM = (2 )  = 40=x

12 15 23

Bestimme die Punkte auf  g,
a) die von A die Entfernung 9 haben
b) die von B die Entfernung9 haben.

10. Durch A (4 | -513 )  und  B (6 | - 3 |  2) geht die Gerade g.

2
Richtung von AB: T - (  2 ]  1T1=3  Streckenabtragen:

-1

a) P=A  +970  J#3(2) P(10 /110 )   Py-2|-11]6)
3 -1

F IN  6 2
b) Q=B  £97 "  = 3)¢3( 3 ]  Q,12131-1)  Qx0 | -915 )

2 —1

11. Durch P(-2|5 11) und Q(-1| 131-3) geht die Gerade h,F(0 f f )
liegt auch auf h und ist Mittelpunkt einer Kugel mit  Radius 18.
Berechne die Schnittpunkte von Gerade und Kugel.

— —2
RX = (5

1
PE

Streckenabtragen: S

1 i IN

Jou  8 J fir = 2 liegt F121  7)  auf hy Richtung: I r  1=9
_4

— 0 1
_F  187 =(2 )+2(8); S, (21371-15),S-21511)
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12. Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4 | 1 |7 )  und  B ( -8 | -711)
gleich weit entfernt sind.

P(p| 010) auf  x,-Achse; Bedingung: AP  = BP ,  AP?=  BP?
p?-8p+16+1+49=p?+16p +64 +49 +1  =>p=-2 P(-2 1010)
Q(0| ql 0) auf x,-Achse; Bedingung: AQ = BQ,  AQ 2=  BQ?
16 +q ’ ° -2q+1+49=64+q ’  +149 +49 +12  q = - 3  Q(0|-310)
R(0|  0 |  r) auf x;-Achse; Bedingung: AR  = BR ,  AR  ?=  BR?
16+1+rP-14r+49=64 +49 +r’ - 2 r+  1 =>r=-4 RO |0]-4)

13. Berechne Mittelpunkt und Radius des Umkreises
vom Dreieck A(0{ 0 / 0 ) ,  B(711/0) ,  C819] 0).

Umkreismittelpunkt Ulu,  | u,  | 0), Umkreisradius r
AU?%=zul+u2=r I
BU2=u?-14u; +49 + w,2 ~2u, + 1 = 12 II
CUZ%=u2-6u, +9 +u,2—18u, + 81 = r? ITI
I-III Tu; +uy=25
I - I I I  wu, +3u,=15 u,  =3, u,=4, UB|4]|0), r=5

14. Berechne Mittelpunkt und Radius einer Kugel durch
A(13]|13|14),B(-1]112), c12 |  16] 10) und DO  | 2 ]  6).

Keine eindeutige Lösung: A,  B,  C und D liegen auf einem Kreis um
(6171 8) mit  Radiuis 11.
Mit A2/010),B(-1/114), C(1]1]0) und D ( -3 |7 ]6) klappts:
Kugelmittelpunkt M(x  | y | z), Kugelradius r
AM?=x2+y? +22 —4x +4 =r I
BM?  =x®+y’+22+2x-2y—-8z + 18 = 12 II
CM?= 2 +y +22  -2x—2y+ 2=12 III
DM?*= 2 +y’ +22  +6x-14y -122+94= IV
I-III 3x - y -4z+7=0
I-III x - y -1=0
I- IV 5x -Ty -6z+45=0  x=8 ,y=7 , z=6, M(8|7|6), r=11

15. Berechne die Koordinaten eines Punkts S, der vom Ursprung
die Entfernung 50, von A(7 | 1 |0)  die Entfernung V38 und
von B (3 |  9] 0) die Entfernung X 62 hat.
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0S* = 8," +82" +84"  =50 I
AS?= 8,7148, +49 +8 ,2— 25, + 1 +5.2=38 II
BS2=82-6s ,+9+8,2—188, +81 +852=62 III

I -11  78,  +8,=31

I-III 8,+3s,=13 8 ,=4 ,8=3 ,  85°=50-16-9=25, 53=15
S,(41315),8,4|3| -5)

16. Welche Punkte der Gerade g durch A(8|3110) und  B(5|  12 | —2)
haben vom Ursprung die Entfernung 11  ?

aA

— 8 1 S8+H

10 4 10+ 44

X 2=64 + 161 + p? + 9 — 1811+ 9p + 100 + 801 + 16p? = 26.“ + 78 +173
Bedingung:X 2= 121:  26p%+ 78u + 173 = 121

26p% + 781+ 52=0
W+3u+2=0
(u+2Xu+1)=0 = p= -2 ,  G_69 ]2 )

u= -1 ,  G , (7 /6 /6 )

17 .

- 1

a) P ist Mittelpunkt einer Kugel K mit Radius r = 314 .
Berechne die Schnittpunkte von K und g.

b) Eine Kugel um  P berührt g. Berechne Radius und Berührpunkt.

—_ 1 0
P(2 1817) eX  = [2)+(2)

EZ ———

— (-1 0 -1
PX  = [ - 6 )+ (2 ) -  6+ )

—7 —1 —7—u
N

PX?=1+4236 -241 + 411? + 49 + 1411 + p? = 511” — 101 + 86

a) Bedingung: PX*=9 .14= 126
542 — 101 + 86 = 126
5u?-10p—-40=0

2u’—-2u-8=0
_ 2)=0 = p=4 S, ( -1 ]2 ] -11 )

430+ 2 2 S‘2(-1 1-10 1 -5 )

b) Berührpunk tpu = 0,5-(4 +(-2) =1, S ı i ( -11-41-8)
—_— 2 2

r ’=PS, 2= = 32 = 9.42; r = 342dEl
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18. Ein Würfel hat die Ecke (1| 1 ]  1), seine Kanten haben die Länge 2 und sind
parallel zu den Koordinatenachsen. Ihm  ist ein regelmäßiges Ikosaeder so
einbeschrieben, daß in  der Mitte jeder Würfelfläche eine Ikosaederkante
parallel zu  einer Würfelkante liegt.
Berechne die Koordinaten der 6-2 Ecken des Ikosaeders.

halbe Kantenlänge des
Ikosaeders: h
Ai1lolh),COlh|1)
—_ —1 y|2
AC2= | h ) =2  + 2h? - 2h

1 -h

Bedingung: AB2 = (2h)? = 4h?
2 + 2h?— 2h = 4h?
h ’+h -1=0

=h=35 -1 )=0 ,618
(Goldener Schnitt!)

Ecken A,(110|h) ,  Ax1 l0 l - h ) ,  Ag -1 l0 l h ) ,  A-1 ]0 ] -h ) ,
Byh |1 ]0 ) ,  By -h |1 ]0 ) ,  Bsh | -1 /0 ) ,  B , -h l - 110 ) ,
Ci0 lh l 1 ) ,  Cx0 l -h |1 ) ,  C40 l / h | - 1 ) ,  C,O0| -h i1 )

19. Bestimme die Winkelhalbierenden w,  und w,von e und f und
zeichne diese vier Geraden in  ein ebenes x,x,-Koordinatensystem.

a) e :  X = 3s )  f :  X = | - 1 |+n | -4© 0 0 0

b) e :X  = 1H  f :  X = 3 +W|-2
LO 0 LO 0

a) die Richtungsvektoren von e und f haben die Länge 5
4\ (3Richtungsvektoren von w,  und w , :  | 3 J : J
0

—a 3 7 — 3 1
wi :  X = e l  Wo: X = )+ (7 )

0 0 0 0

b) r,=+5, re = 5v5 = br,
. — — 5 nRichtungsvektoren von w,  und w , :  57 ,  + T;  = |10 |£|-2

0 0
— 2 2 — 2 -1

w i :  X = [ 3  ) +  ( 2 )  Wo: X = (3 )+ (2 ]
0 0 0 0
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20. Bestimme die Winkelhalbierenden w,  und w,von e und f.

7-0)  eX -( i ] f ]EA

Längen der Richtungsvektoren von e und f :  n=7 ,  r6=21  = 3r
Richtungsvektoren von w,  und wy: 3T,  + IT; = E Js1 ]

18
—_ 1 11  —_— 1 -5

Wi :  X = |2 +p| 10 Wo: X = 12 vo l )
3 13 3 5

Sa  A

21. A(6|316), B(-41-81|8) und der Ursprung
sind die Ecken eines Dreiecks. Bestimme
Gleichungen der Winkelhalbierenden des
Dreiecks OAB  und den Inkreismittelpunkt I.

Wo halbiere <AOB, ra, = 9, ros = 12
r ay  (12y (RB
Wo =41 , ,  +31  = 2 )  + (2)  = 2

24 24 48
— 1

WA halbiere XOAB,r,,=9 Ta  = & r=  15

— —_— — 30  — 30  —60 — 6 5

Wa =5 r , ,  +3T, = E3  + & = 8 )  Ww, : X = (3 ]+< (¢ )
- 30
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—. (©W. halbiere SOBA, ro  = 12, Too = 1) ry, =15

IS  | 40 60 a (—4 5
Wg =9 Ip ,  e l  EAR C INEN wg: X ( 8 )

—40 —8 —48 8 4

wo und w,  schneiden sich im  Inkreismittelpunkt I
6 -56 -p=0
3 -40+p=0
6 -20 -4p=0  = 6=1, p=1 ,  I ( 1 | -1 ]4 )

. Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.
a) M10 ]  ?!?) au fu ist der Mittelpunkt einer Kugel mit  Radius 9.

Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u.
b) Eine Kugel mit  Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und

schneidet u im  Ursprung.
Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.

4
¢) Durch C(? | ?|  —3) auf  u geht die Gerade f mit  Richtung | 7 J

Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.
— 2

u :  X =p  2 )  | T,  | =3  (Länge des Richtungsvektors)

a) 2u=10 ,u=5 ,  M(10 | —10 | 5) Streckenabtragen:
A 0 2
S-M 4977  = (10 )23 (  2] S,(161-1618) S,(41-412)

1

b) zwei Kugeln sind möglich:
M =+27° M, (4 | -4 |2 )  My ( -4 ]4 ] -2 )
T,  = M, +270 T, (8 | -814)
T,  = M, —27.° Ty( -818 | -4 )

¢) C ( -6 l 6 [ - 3 )  IT; 1=3

Richtungsvektoren von w,  und wy: 37, + Tr  = & +H

wi :  X = |  6 |+p]|1 wo: X = |  6 |+0|-13
- 3  7 - 3  -1
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1. Berechne den Winkel ¢ zwischen a und b
a 4 — —2 a 1 —a - 3  IN  -1  — 1a) w= 8) 5= (2 )  b) = (4) b= (2 )  0) i =  5) b=  2

3 6 9 8 —10 3
a 11  —_ 63  IN  17  —_ 23  a 2 — -1

d) = 5 | b=  (20) e) w= ( 1  = (2)  ) a=|Y3| b=|2V3
—88 56 —17 23 - 4  1

_ —8+45+18 _1  A ARS _ -3 -20+72  = 1 ,  =a) cos@ = 750. 11 =3V2:0=45  b) cos¢ 98  J® 2;90=60

= —1+10 -30  — ‘O0 = ° = = 90°C) cos® Tio u 3 ;0=120" f) cos@=0 ¢

1y — 9— _ 9-50-64 _ 1 =1d a l  5 )  b || 0 )  COS = = r  =-3V2 ¢=135

o 31), Bla)  cosg=izizt  =}  9 = 109,5
: 2 Sa “we

2 Welche Winkel schließen die Gerade g und die Koordinatenachsen ein ?
— 4 —_— 70

a) g: X 4 -7 )  b) gX  =u
_4

a) cos &(a ,e )=  35;
cos X(2,8)  = 3 ;
cos ( a ,  8 )  =—3;

cos X(a,e,)=0;
COS X(a,e,)  = =

b)

cos X (T ,83) = 7 ;

X(a,e,  )=636
¥ (a ,e )=1411

J (a ,e )=1164 "

(a ,e )=90
X(a,e;) = 1084"
X(a ,e )=184"

——n — — . “

3. Zeige, daß die Ortsvektoren A ,  B und C einen Würfel aufspannen
-11 —10 2

SIERO REEa = = = 1— b A=  —5 B=  2 14

1 K.[) 3-(1) (3) vA) (3) Co
a f a  — a+1 _ rala+l)

¢) A=| a+1 | B=|-a(a+1)| C=| a J
aa+1) a —a- l

Bedingung: |A|= |B|=|C]und A°B = A°C = BoC =0

© |A|=|B|=[C|=a’+a+1
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4. Für  welche Werte von u ist Alb,  21¢, b le
a 1 — —u

a) ( 2 )  b= )
2u -u 2+2u

_ fu  _ fu+tly — cru _ /2-3u
a=  b)  #= (  23 )  bu )  ‘ =  u |

1 -1  u+4

:—u+ 1du—-2u?=0, u(@u-138)=0;u= 0 oderu  =%
: 2u—4u+ 2u= 0; jeder Wert  vonu tuts

:—2u®*—u-56=0, 2u ’+u +56 =0,D <0  ; kein Wert von u tuts

: u(u+1) — (u+2)Xu—-2) — (u+4) = 0 ;  jeder Wert von u tuts

: —(u+1)(8u-2) + u(2-u) — 2 — 2u = 0, udu  +1) =0 ;  u=0o0d. u=3

: -u(3u-2) + u? + 2u  + (u+4)(2u+2) = 0 ; u=  —

5. Für welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 45° ?

» 26) »00  >00 06
mas  —

Bedingung: cos ¢ = —5 =3V2, 2(@eb )?= a’?

a) 2(@°b) !  = 8u? + 24u + 18 a?b? = 9u? + 18
Bedingung: u(u — 24) = 0 u=0ode ru=24

b) 2 (@eb )?=98u?+28u +2  a%b? = 100u? + 50
Bedingung: u”  — 14 u + 24 = 0,  (u-12Xu-2) = 0 u = 12 oder u = 2

c) 2 (@°b)?  = 8u* — 40u? +50  ab? = du? + 25u” + 34

Bedingung: 4u* — 65u* + 16 = 0, D = 632 [u=21] u=#4
(Für u=10,5 ist der Winkel 135°.]

d) 2 (a °b )?=8u*  +440u? +6050 a?b?=4u* + 405u? + 9425
Bedingung: 4u* + 35u® — 3375 = 0, D = 2352 u=+5

( l y  — (1 0
6 a=  HE  X = [ 2 ]  ze )  K sei ein gerader Kreiskegel mit  dem Off-

nungswinkel 90°, seine Spitze liegt im  Ursprung, seine Achse verläuft in
Richtung "a. In  welchen Punkten schneiden sich gund  K?

a t
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— 1 -

Der Schnittpunkt S liegt aufg: S = |" Jund OS und  bilden 45°.
1

2 1
Gesucht ist m fiir den Fall, daß E Jund C J bilden. Diese Aufgabe ist die

1 1
geometrische Einkleidung von 5. a)
Lösung: u = 0 oder u = 24 S110 ]  1) S,,(1/241)

1. Fir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 60° ?

a)

d)

r aa6 )  06) 00Wu

roy  77 f u  —3 4 1
5 |,|-2 e) | 4 ( 3  f) 2 }  u

Lu )  H B 4 1) (2u+l
Ni r

a >

ach
Lésungsschemawie in 5.: cos ® = —¢ =; 4(@ob)? =a ’

a)

b)

c)

d)

e)

———

4(3°b )? = 900u? a%b? = Zu  + 302u? + 596
Bedg.: u* — 299u? + 298 = 0, (u? — 1Xu” — 298) = 0; u=+ 1 oder u = + 298

4(@°b) !  = (4u — 2)  ab? = (u? +2 )

Bedingung: |u? + 2| = |4u — 2], u”  + 2 = + (4u — 2)
"+" u2_4u+4=0 , (u -2 )=0  u=2
"_' u“ +4u=0 ,uu+4 )=0  u = 0 oder u = —-4

4(@° bh)! = 36u + 16 a2b? = 98(u? + 73)
709

Bedingung: 113u“ + 144u — 3545 = 0 u=5  [ u= -3
[Für u=-709/113 ist der Winekl 120°.]

4(@°b)!  = 4(u + 25) a2b? = 254(u? + 50)

Bedingung: u? — 4u +4  = 0, (u— 2)  = 0; u=2

4(@ob)?! = 4(13u) a2b? = (10u + 16Xu? + 25)

Bedingung: u* — 41u? + 40 = 0, (u® — 1Xu?-40)=0;u=t1 loderu==  AU

A(@o bh)? = 4(11u +5 )  a?b? = 98(5u? + 4u  + 2)
Bedingung: u? — 8u + 16 = 0, (wu —-4)°=0 u=4

= f
__Bestimme T so,daB TU auf@ und b senkrecht steht.
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wea  =0: 4x+2y+9z =0
— 9

Web =0: 3x +y  = u [ 27

a —1 — ) o _ a —2
9. 5 -2 )  = ! )  = (5)

4 1 t

Bestimme r,  s und t so, daß a ,  b und © paarweise orthogonal sind.
2ob =0: —-r+6=0 B=  (1 )  ¢= (= )
aoc =0  2+2s+4 t=0  1 -13
Tob =0: - 2 r+s+ t=0

10. Berechne die Winkel des Dreiecks ABC
a) A (6 |3 ] -4 )  B (8 |612 )  C@ 1918)
b) A ( l | - 6 | - 6 )  B (2 |2 | -2 )  C (0| —2 | 2)
c) A@|9lo0) B ( -613 |9 )  C0 | -6 | - 6 )

Ty  2 vy  - 4  —2 41 °a) AB  = ( 3 )  AG = (S  ] 1 (2  COS OL = gg o = 33,2
\ 2) {6

— (-2 _ —6  2 1 ,BA = x )  BC = ( 3  Juz )  cos B= zT ß = 121,6
—6 6 ) |2

zur  Kontrolle:
—_— 2\ — 2 19CA || 2 )  CB || 8 COS Y= 31 Y= 25,2

- —2

— 1 —_— r—1 7
b) AB = (8) AC = ‘ )  cos = 7 o = 389°

4 8
— 1 —_— (—2 —1 1
BA  = 3 )  BC  = A I )  cosß= 3 ß = 70,5°

- 4  | 4 2

zur Kontrolle
— 1 SN 1
CA | 4]  CB I f  2 J cos y= } Y=B= 70,5

c) ABC ist gleichseitig, also oo =f  = y=  60°.

11 .  Berechne den Winkel zwischen
a) einer Raumdiagonale und Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.
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»Einfacher Wiirfel«: Wiirfelzentrum O, Ecken A(1]1|1) und B(1]1|-1)
a) o=<X(0A, x,-Achse); COS OL = o=54 ,7

b) [OA] und [OB] sind halbe Raumdiagonalen; cosf=3 PB =70,5

12. A41113) B(41-216) calile)y 261217)
a) Zeige, daß ABCD ein regelmäßiges Tetraeder ist.
b) Berechne den Schwerpunkt S.
c) Berechne a = X(SA, SB )=<(SA,  SC)

—_— 0 _— —-—3\ —s 1\ — —3\ —a 1\ — 4
a) AB=  (3)  AC=(  A=  1 )  BC=  (3 )  BD  = 4 )  D= (1 )

3 3 4 0 1 1

die Kantenvektoren haben die Länge 3,2
also ist ABCD ein regelmäßiges Tetraeder.
— 1, — —_ —_— —_ 1 14 \

b) S=2A+B+C+D { 2  S(3 ,5 |0,5|5,5)
22

1 —_— 2 \ 1 °

E SB = i o  Il 5 )  coso.=—3 = 109,5
1

5 2 3 ~~  3 2 14 .
B.gX  “ (8a  X =|-v3 +4[2)  cosc=735 0=21

0

__ Berechne den Winkel zwischen g und h.
aaa  A

— 1 14g  X (Sry) A110 )
_2

Verbindet man den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durchdie Gerade h.
___Berechne den Winkel zwischen g und h und gib eine Gleichung von h an.

— + (2Y. — f5 1 |

Gy3|-112),  GA  = (2 ) :  ( 1 )  coso= 7= oO = 19,5

fr——

— (0 1 — (4 —1
5. g X (0 )+4 (1 ]  h: X (2 )  2 )

1 0 5 2

__ Zeige, daß g und h windschief sind, und berechne <(g,h).
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EZ :  ZN
GH, = - J ; g, h windschief, wenn GyH,, r; und rT, nicht komplanar

7
_ 4 1 -1

det( GoH, Tg, Th) = Dy & 9 =— A # 0,  also nicht komplanar

I °COS O= = ;  6 = 71,6 4

16.F f ]  Xf
a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.
b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w,  und w,  von g und h auf

und zeige, daß der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90° ist.
¢) Berechne d (w, ,  g), <(w; ,  h), L(w, ,  g) und L (w, ,  h).
a) COSC =3: oc =60°

b) |T,|=v14,|7; | =3V14; WwW. =Tp  437; = H i l
10

( 4  _ .  (2 — 1 4 — (1 2
WwW, = 3 )  W_ = 1 )  w i :  X = (1 )#o (  3 )  X = (1 )+  (2 )

-19 -1  1 19 1 -1

Wy© Wy =0,  also X(w, , wy) = 90°
©) cos &(w,,g)=3V3  &(w,,g =30"

cos X(w, , h )=  33  &(w ;, h) = 30°
cos X(wy, g) = L(w, ,  g) = 60°
CoS  L(w,  ’ h )  = «(wy ’ h )  = 60°D

I  I
H

 D
O

P

17 .

( 5  —~ (1
a = 2) b = 3)

-1  1

a) Bestimme a , , die Projektion von D in  Richtung a .
b) Bestimme b , , die Projektion von a in  Richtung b .
c) Welche Besonderheit haben a und b ,  wenn gilt b ,  =D?

_ ,  Bobd) Zeige allgemein: a, = t —a
—

ba=3y8 b=V3  ¢=(%7,
EN —_ 5 —_ 1

a) ap =bcoso "= i  1 ]  b) b,  =acos¢ >=(4)

) cos= 3

¢) aundb spannen ein rechtwinkliges Dreieck auf,
b und b — a sind die Kathetenvektoren.



IX. 2. Winkelberechnungen 193

d) ergibt sich ganz zwanglos, wenn man in  a ,  =bcos¢ a°
ab

das Produkt b cos ¢ ersetzt durch

(zur Erinnerung: @°b = abcos ®) und 2°  durch 1a

18, Deute geometrisch N |

a) AB°AC =0  b) AB  °AC  = AB:  AC

¢) ABoAC =-AB AC d | AB-AC| =» AB. AC
a) AB  und AC  sind zueinander senkrecht,

ABC ist ein  bei  A rechtwinkliges Dreieck.
b) AB und AC sind gleichsinnig paralle],

A,B und C liegen auf einer Gerade, Xnicht zwischen A und B.
c) AB  und AC  sind gegensinnig parallel,

AAB und  C> liegen auf einer Gerade,&X zwischen A und B.
d AB  und AC sind linear unabhiingig,

A,B und  C liegen nicht auf einer Gerade.

19. Welche Winkel bilden der Vektor a und
die Richtungen der Koordinatenachsen ?

1 v2 ( 0
a) a= ] | 1  b) a= |0  ce) = 1 ]

&)  ¢ ]  0
1/2 |

a) a=  (1 /2  COS Qi  = COS 0p = + ,  0 = 0p = 60°; cos 0g =3  V2  04  = 45

2/2
(22  .

b) a °=  0 COS Ol; = COS Og = 3 2 ,01  = 0g = 45°; cos 02 = 0 on = 90

2 /2
0 . _ ne

C)  a=  [ 1 ]  cos oy  = COS Og  = 0 ,  0 = 0g  = 90°; cos ap  = 1 01  =0
0

2. Bestimme die fehlenden Richtungswinkel eines Einheitsvektors,
von dem bekannt ist:
a) a, = 60° b) 0,=90° © =?  d) 0=0=0

op = 120° ap =? ap =? wie groß ist 0; ?

___  ag=? ag = 30° ag = 180°

(cos 041)? + (cos ay)? + (cos 0g)” = 1 dem  jeweiligen Bedarf  anpassen
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% S N x 3a) (cos og)?= 1— (cos 01 )?+ (cos 0 )?  =1-1-1=2;C
og = 45° oder og = 135°

b )  (cos a)? = 1 — (cos oy)? + (cos Aa)? = 1 -0 -5=1 ;  CoS Op = 43;

0,  = 60° oder og = 120°

c) (cos 0)? + (cos 0)” = 1 -  (cos 0a)” =1 -1=0 ;  cosa ,= cos 0 = 0
0 ,  = 0 = 90°

d) (cos a)? + (cos 0)? + (cos 0)? = 1; (cos a)? =3, cosa =+3V3
o,  = 54,7° oder a,  = 125,3°

21. Will  man die Richtung eines Vektors mit  den Richtungswinkeln festlegen,
so sind diese nicht beliebig wählbar.
a) Für welchen Wert von a,  liegen a,  und 0,3 schon fest ?
b) Welche Beziehung besteht zwischen o;  und 0,  ,

wenn durch sie a;  eindeutig bestimmt ist ? Wie groß ist og dann ?
c) Welche Beziehung müssen o,  und 0,  erfüllen, damit für 03 mehr als ein

Wert existiert ? Wie liegen dann die zugehörigen Einheitsvektorren ?
an

a) Die Wahl a,  = 180 erzwingt o,  = 0,  = 90°, vergleiche 21. ©).

b) Die Wahl  (cos a)? + (cos 0)? = 1 erzwingt og = 90°.

c) Die Wahl a,  + a,  > 90° erlaubt zwei zur x,x,-Ebene symmetrische
Einheitsvektoren. |

In  den folgenden Aufgaben bedeuten A und © sphärische Koordinaten.

COS A cos @
22. Zeige, daß der Vektor a ’  = E A COS @ ) die Länge 1hat.

sin @

(cos A cos @)* + (sin A cos ¢ )  + (sin 0)! =
= (cos @) [(cos A)? + (sin 1?]  + (sin @)? = (cos 9)? [1]  + (sing = 1

23. Bestimme einen zu A und ¢ gehörigen Richtungsvektor
a) A=90°  ¢=60"  b) A=120° ¢ =45°
c) A= -115 ,  @ = 48,1° d) @=-90°

0 _1
a) 6 b) 1 c) a )  d) 1 ]

V3 2 7.443 1
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u Wie muß man A und ¢ wählen, damit die drei Richtungswinkel a,  , 0,  und og
gleich groß sind ? (Al  ¢)  ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fürs

| Normalbild in  Isometrie (gleiches Maß auf allen Achsen).
Vergleiche 21. d)
cosAcosp=8SinAcos = tani=1 A = 45°
sin A cos @ = sin @ = tan p=sin A ¢ = 35,26°

— 8 .25.Der Vektor p = | 4 | erscheint in  einem geeigneten Koordinatensystem als
5

Punkt. In  welcher Richtung (A| ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?

p=  105 sing=7=, P=29,2 sin Ac05 9 _%_ tanlı=3 A=26,6°cosAcos®

26. Bei der Dimetrie (gleiches Maß auf x,- und xg-Achse) ist der Projektions-

vektor p = e l  In  welcher Richtung (Al@) schaut man aufs KOSY ?
1

1 |

p=3  sing=3, ¢=195  sored = tani=75 A=20,7
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-— Begriinde: Die Axiome |A|IN][1] gelten fiir kein Skalarprodukt

außer in  Vektorraumen der Dimension 1.
gilt nicht, weil  schon (a  * b)  * ¢ ein sinnloser Ausdruck ist.

[N] gilt nicht, weil  schon a * b eine Zahl  ist, also weder gleich a nochh ist.
I] gilt nicht, weil [N] nicht gilt.

Welche der folgenden Terme beziehungsweise Gleichungen sind mathema-
tisch sinnlos, welche Umformungen sind gültig ?
a, b und c seien Vektoren, o, ß und y seien Zahlen,
außerdem sei a * b ein Skalarprodukt, a a eine S-Multiplikation und
o f  eine Zahlenmultiplikation.
a) ( a+b )+b = a+b’ b) (@+b)-b=a-b’
c) a+*b=Y,> a=} d) o(a*b)=ß,=> a=
e) (a+*b)c+ab+*c)= a . (b*c+ *c) = 2a-(b* c)
f )  a *h  — b g )  a _ b h )  a _ Y

a a *h  a*bh
a) (a=*b)=*b ist sinnlos und damit die Gleichung.
b) Beide Terme sind sinnvoll, aber die Umformung ist im  allgemeinen

ungültig, denn (a «b) - b ist ein Viefaches von b,  während a - b? ein Viel
faches von a ist. Die Umformung ist nur dann richtig, wenn a und b
linear abhängig sind.

¢) Die linke Gleichung sinnvoll, die Folgerung daraus sinnlos,
weil man durch einen Vektor nicht dividieren kann.

d) Gleichung und Folgerung sind sinnvoll. fagls Qe  +O
e) Der linke (Summen)Term ist sinnvoll; die Umformung zum mittleren

(sinnvollen) Term ist falsch. Die Umformung vom mittleren zum rech-
ten (sinnvollen) Term ist richtig.

f) Ein  Bruch mit  einen Vektor als Nenner ist sinnlos.
g) Der  Bruch ist sinnvoll, aber Kiirzen ist unmöglich.

Die Gleichung ist zwar sinnvoll, aber im  allgemeinen falsch.
h) Der Bruch ist sinnvoll, aber die Gleichung sinnlos.

Beweise: Q+¢=  0 | Es gilt [1] (a  + b)*c= axc+ bxc
Oxc=(a-a)c=asc—ax=0

a

Untersuche, ob mit folgender Definition ein Skalarprodukt im  R® festliegt:
a)  a * b = ab, — 3a;b, - 3asb, _— ab,
b) a=xb=3a;b,  — 4a,b2 — 4a,b, + 8ab, — a,b; — ash, + 4asbg
c) a*b=2a+ay?  +a,’ +b ’  + bo“ + bg?
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a)

b)

c)

[IV] nachpriifen: a «a = a,? — 3a,8, — 32,3, — ao? = a,> — 6a,8, — a,”
a + a kann  negativ sein, zum Beispiel a,= 0 und a,# 0.
Kein Skalarprodukt liegt vor.

[IV] nachpriifen: a +a = 3a,” —4a,a, — 4a,a, + 8a,” — a,a; — asa, + 4a,
= 3a,? — 8a,a, + 8a,” — 2a,a4 + 4a,°

(zurechtkneten:) = 2a,% — 8a,a, + 8a,% + a,” — 2a,a3 + as” + 3a,
= 2a, — 2a,)% + (a; — a4)*+ 3a,

der Ausdruck kann nicht negativ sein,
er ist gleich null, wenn a;  = 0 ist; dann ist auch a;  = as = 0 und a,  = za; = 0,
a l soist a+a > 0,  wenna +0 .

nachprüfen:
(na) «+b =3pa;b,  — 4pa;b, — 4ua,b, + 8uab, — pa;b; — pagh, + 4asbs

= a.» (ub) = p(a + b); [III] ist erfüllt.
mo] ist erfiillt, weil  nur  Produkte zweier Koordinaten addiert werden.

1 ist auch erfiillt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

[IV] ist erfüllt.
nachprüfen: (ua) +b = p%a,® + ao?  + pas? + by? + be” + by’

ua +b )  = pa, + pa,’ + pag’ + pb,  + pb,” + pbg’
für p + 1gilt [TH] nicht, es liegt kein Skalarprodukt vor.

[ Te  —

a )
b)

5. Liegt überhaupt ein Skalarprodukt vor ? Bestimme gegebenenfalls
die Strukturkonstanten des Skalarprodukts im  R®:

a+b  =2ab ,  + V5 (a,b, + asb;) + 5a5b,
a+b  = 2a,b, — 3(a;b, + ah,)  + 5azb,
a * b = 4a,b,  + 5(a;b, — asb,) + 3asb,

a)

b)

9
[Av]: a+a=2a2+2V5a,a, + 5a, = a," + (a  + 2V5a,)?> 0 f ü ra #0

und [TI] sind auch erfüllt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

e,+e,=2,  e& +e&,=5, e+2&=\5

alle andern Skalarprodukte der Basisvektoren haben den Wert null.
9 .2

‚ a+a=  2a,°  — 6a,a,  + Bas“ = 2a,”  — 32189 + 2 a ” )  5a,“ — gag

a+a=2 (a ’ -  2 a,)%+ sa,2>0fira#0
[III] und [1] sind auch erfüllt, also liegt ein Skalarprodukt vor.

e xe ,  =2 ,  Er  * 85  = ,  exe  =—3
alle andern Skalarprodukte der Basisvektoren haben den Wert null.
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¢) [IV]: a+a=2a,%+38a,2>0fiira=0

ist erfüllt; , +€ ;=4 ,  &2+282=3, &1 *€=5 ,  e2*e; =-5,
[HI] ist nicht erfüllt, also liegt kein Skalarprodukt vor.

Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a)  e?=  a,  und oy > 0 ,  e+e  =01filiri#]

b) e ’=1 ,¢e+g  =0cund lal<1, g+gs=g3*e=0
c) eg°=1, g2=2,82=3, e+e  =1firi#j
d e®=1, g+e,=2, €o+C3=0q%e,=0

a) a+b  =o0,a,b; + 08.b, +...
[Iv]: a+a=0,8,2 +08, +. . .  >0 f i i r a #0, ein Skalarproduktliegt vor.

b) a+b=a;b;, + ab,  + agb; + a,b,
Iv] a * 8 = 8,” + 8,” + ag + 08,8, + 0858,
= a,% + 208,8, + 02a,? + ao? — 028,2? + a5” = (8,2 + aay) + a,%(1 — of) + ag’
a+a>0fiira #0,  falls o® < 1, also liegt ein Skalarproduktfiirl a l < 1 vor.

¢) a=»b=ab,  +2a5b,  + 3a3b; + a,b, + a,b, + abs  + agb, + a,b; + agb,
: a+a = 8,” +2a,% + 3a,’ + 2a,a, + 2a,a5 + 2243,

= 8,” + 82” + as“ + 28,8, + 28,85 + 2838; + 85° + 284°
= (a, +82  + ag)’ +a,2 + 28,2 > 0 fiirg # 0

d) a+bh=ab, + a,b, + aghg + 2a,b, + 2a,b,
: A+a=8 ,  +8, ”  +8 ;  +4a,a2 = (a; +a )  + a5’ +2a ,8 ,>  0?

Gegenbeispiel suchen: a, =—a, #0,  a;  = 0 liefert a +a  < 0,
also liegt kein Skalarprodukt vor.

Ist in  einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term
—XiYı + XoY2—X3Y3 +.. .  + ( 1 )  X Ya
die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ?

8;  * & = —1 < 0, Widerspruch zu [IV] , also liegt kein Skalarprodukt vor.
a

In  einem Vektorraum mit  der Basis (e, , e,  , £3) sei ein Skalarprodukt
bestimmt durch die Strukturkonstanten
e ,  =1, & °=2  e°=8 ,  ej*22=1, gre i=g3+g=0
a) Gib die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts an.
b) Zeige: a*>0füra>0.

4 1
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren a = 8 , b - (  A

d) Berechne die »Längen« von aund b .
e) Berechne den »Winkel«von aund b .
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a) a * b = a,b, + 2a,b, + 3asb; + a,b, + ab,

b) as*a=a,?+ 2a,’ + 3a,” +2a,8, = (a; +a )  +a,° +3a>>0fiira#0
4 1ec) 2 )  2} — 4 +2 (=3 )2  + 3.2(-5) + 4:2 + (-3)-1 = — 33

d) la l*?  = (4 — 3)! + (-3)® + 3(2)? = 22 l a l *=  22
I b l *= (1+2 )+2?  +3( -5)%= 88 l a l *= 2422

e) cos o* = | 52 | = o* = 41,4°

9. Berechne im  IR® einen Vektor n der »Länge« 5, fiir den gilt
a+*n=b+n  = 0; verwende das Skalarprodukt von 6.  ©).
(n  ist »Lotvektor« von  a und hb.)

SOMES
6.  c) a * b = a,b, + 2a5b, + 3asbz + a,b, + ash, + abs + asb2 + a;bg + ash,
1
0 | +n  =n ,  +0 -3n3  + 2(ng+0—n,) =—n, + 2n ,— 30g-
3

4 )  x = 3n; — 8n,  + 12n; + 2(3n, — 4ng + 4n,) = 11n, — 2n,  + 4n;
\

I -n ;+2n; ,—-3n3=0
—2

II 11n,-2n,+4n;=0 zum Beispiel n = ( 2 )

2 Zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fiir das
a) Standard-Skalarprodukt b) Skalarprodukt von 6. c).

a) (3°@)(beb)-(@°b)=
= 8,%b,2 + a,2b,? + a,b? + 8,2b;% + abs” + a5°by” + as2b,2 + ag2by? + as°by” —

~a,%b,% — a,%b,% — as’b;“ — 28,85b,b, — 2a,asb,bs — 2a,83b,bg =

= (a,b, — a,b)? + (agb; — ashy)? + (ash, —ajby)* 20  qed

b) Zu zeigen wire (a +aXb*b) - (a+b)*20;  dazu müßte man den Term

(8,2 + 28,2 + 3a,% + 28,8, + 28,85 + 28583)(b,” + 2b,” + 3bs” + 2b,bz + 2b;bg + 2boby)

— (a,b; + 2a,b, + 3agbs + a,by + a,bs + ab;  + abs + agb; + agh,)’

so umformen, daß er als Summe von Quadraten zeigt, daB er nicht

negativ ist. Aus naheliegenden Griinden verzichten wir darauf und

ee  ——

raten von dieser Aufgabe ab.
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1.  Bestimme drei Normalvektoren von a,  von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

( 72  (1  ( 9 )
a) a= |3  b) a= |0  ce) a= |0

4 1 u
0 2 3 0\ / 1  oN / 1 \ ı  7/1

a) 4 |,|O 1,| 2 b)  |11,|0 c) 1 ( , | ] 0 ( , | 1SE» (38) (303)
Bestimme einen Normalvektor von a und b mit  teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

a )  <= )  = )  b )  $2 ) ,  3 ( 8 )  c )  a = 0 }  ® = (2 )
3 6 X

Zeige: Sind u und Vv linear unabhängige Normalvektoren von a,  dann
ist auch jede Linearkombination von u und v ein Normalvektor
von a. nn

—

uca=0
on  = 0 | = AT + wv  oa  =Au°a + pvea  =A0  + no  = 0

2
Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a = 2 )

1
mit ganzzahligen Koordinaten.

N

Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu u und Vv, und  untersuche,
welche der Vektoren a ,  b ,  © und d komplanar sind zu u und Vv:

of) Af) + )  3 ef) oF
1

acon =den  =0 = a ,d  sind komplanar zu © und Vv
Tc 0, bon #0 > , A sind nicht komplanar zu u und v

3 >
G | b

— ——.  re  1Normalvektor von u und v :  1 = 1 ]
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x.[i . (418|6 g = | 1 |+4u|-4 P(41|81-8)
eX (a)
a) Berechne den Fußpunkt F des Lots von g durch P

und den Abstand von P und g.
b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.

— a 20 +p
allgemeiner Geradenpunkt von g: G,  = | 1 -  ry  J

+3 )

a )  PG,  o | -4 |=

\ 3 J
— a ( 1 )  ( 14  (1

— = (1H  (37% r 1

12+3p) \ 3

1. Gib die Gleichung einer Ursprungsgerade u an,

X =- ( ;  J+ u [ !  senkrecht schneidet.dieg

3 1 + 34 3

1 -4p  | o [ - 4 |=52+26u=0=>u=-2 ,  F (18 |9 |6 ) ,  d=  21

3
8 gX  = (1 )en (3 )  P(1 | -1 ]1 )

a) Berechne den FuBlpunkt F des Lots von g durch P.

¢) Berechne den Abstand von P und g.
b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.

d) P' und P sind symmetrisch bezüglich g. Berechne P".

—a (0 2 0
a) PO, (1)=(27n) (1 ]=-2+5u=0>u=- F(310,6 10,2)

2 PATI

1

— 1 5
b) n=PF :  X=  [1] +3 4 ce) d=  PF =“a+ Be f  ==5

——m>>>

2

d) P '  = FT  + PF  = 9F-P P '6 |  2,2 | — 0,6)

—7—4dplo|-4|=104 + 264 = 0 > p= -4 ,  F(16117| 0),d = 17

2 3+LW 2 — 1
+ ;  ( 3  t s  E Jo  14+ 10u=0p= -1 ,  FA I ] ,  wX  = [4]

f r  —————

9, Berechne den Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von  P auf  g:

—  (-20 0
a) g: X = |-10 +42 )  P (50| 55 151)

3 5

1

— a 1 111
b )g  X = EE (2 )  P(1000| 110 | 120)
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_ +70  —70 0
a) PG, °  2 ) :  a - 2 )  2 ) :  29  = 0 = p=  0, F( -20|-10]  25), d=99

5) (-26+5u) (5

—s 111 -999 + 11111 111 111 111
b) PG,of u | =  2994110 p[ 1 |=9+w[  11 |o i |-0=p=9

1 -9+pu  1 1 ww!

F(1000|110]/120)=P, d=  0

— 1 —_ 3 5
. gX  a t  h: X = [ 2 )+2 (5 )  P(1]2(3)

a) gan  P gespiegelt ergibt g'. Gib eine Gleichung von g' an.
b) Pan  g gespiegelt ergibt P'. Berechne P'.
¢) han  g gespiegelt ergibt h'.  Gib eine Gleichung von  h'  an

_ 2 1
a) Gg (0 |0 l0) an P spiegeln: G(21416), g: X = (4 )+o (1 )

1
— a 71 —~14+ 1

b) PGco  (aa )  1 ])=0=>u=2 F(2121|2)
1 3+W 1

PL  NP-F  +PF=2F -P P3211 )
c) Hy=P ,  also Hy(1 /2 |3 )=P

noch den Punkt  H , (8 |  7 |  0 ,an  g spiegeln:
EEO | -8+u  1
HG, [1)=(7+4)-(1)=0>u=5 F155 )

m

mer  HF =-2F-H,  H, ' 2 |3 ]10 )

X (+
— 2 2 — 5 1

8g  X = 5 )  2 )  h X = H i  oy  Berechne d(g,h).

g und  h sind parallel. d(h,g) = d(H, ,g)
_ a (2 3+  2 4 a 1/3
HG,  9 2 ) -  2 + A )  2 ) :  12  + 9u  = 0 > W=-—3, HoG_u3 = (23 )

2+W 1
d(H, 2 )  =1



IX. 4. Anwendungen der Orthogonalität 203
12. A(29 [ - 5 ] | - 4 ) ,  B—-31|-27[ 12), M(16]111-8), P4  18119), Q(11-19]31)

g ist die Gerade durch A und B.
a) Bestimme den Punkt N auf  g,  der P am  nächsten liegt.
b) gist  Tangente einer Kugel um  M.

Berechne den Beriihrpunkt T und den Kugelradius r,  .
¢) Berechne Radius r, und  Mittelpunkt M,  der kleinsten aller Kugeln,

die durch M gehn und deren Mittelpunkte auf g liegen.
d) Berechne Radius ra und Mittelpunkt M,  der kleinsten aller Kugeln,

die durch M gehn und g berühren. Berechne den Beriihrpunkt T.
e) Berechne Radius r, und  Mittelpunkt M ,  der kleinsten aller Kugeln,

die durch O gehn und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel,
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

f) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.
g) Q an  g gespiegelt ergibt Q'. Berechne Q'.

— -3  16
„X  = (-27 [+ 1

X (gully
L718  /-7+16W\ (16

a) PG, = 11 )= ( -35+  thu] 11  )= -441+4410=0 ,u=1 ;  N(13 | -16 | 4)
-8) | - 7 -81  ) | -

— 716 —19 + 16u 16
b) MG,  ° E J- [ 28  + t o  [ 1  )=-882 +441p=0,p=2; T (29 | -5  | - 4 )

—8 20 -81  |) ( - 8

r y  = MT =21

c) M.(29|-5[|-4) r,  = 21
d) M16 ]  11 | -8 )  und T(29 | - 5 | - 4 )  sind die Endpunkte des Kugeldurch-

messers, M ; (22 ,5 /3 | - 6 ) , r ; =%
e) M,  ist die senkrechte Projektion von O in  g:

+ (16 - 3  +16  16
OG,°| 1 |=|-27 + 1 0 1 | - -  sats 441p=0,p=1 M13  | -16  | 4)

—8 12-8u ) | -8

r,= OM, =21 Schnittpunkte mit Streckenabtragen:
—  —— a 13 16
S=M 211 ]=(2)+(2) S.(29| -  51-4) ,  S_(-31-27 112)

° - 8  4 | |-8

OS _S, ist rechtwinklig bei O und gleichschenklig: OS. = OS,

f) Q,ist die senkrechte Projektion von Q in  g:
— /6 —4 +16 16
Q.G, (1 )  ( 1s )  [ 2  ) -  441 = 0,  U = 0 Q,(—- 31 -27  | 12 )

—8) |-19-8u) ( -8  9 4
_00 :X  =|-27|+v|8

a=Q0.:X =(ev 3)
—

g) Q-2(Q+Q) Qq=2Q-Q@ Q-71 -351 -7 )
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4Q(11—-19131)
Skizze

2 )

| | Ss
Q' ( -71 -351 -7 )

13. gist  die Gerade durch A(8]|13|3) und B(14 | 20 | —3),
h ist die Gerade durch C (10 |  19  | 12)  und D( -81 -2 ]  30)

a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und  h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.
¢) gan  h gespiegelt ergibt u,  und h an  g gespiegelt ergibt v.

Bestimme Gleichungen von  u und v.
d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und  h beriihren ?
e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinst möglichen Kugeln,

die g und  h beriihren ?
BN 8 6 — 10 6

g :  X = (18) ( 7 )  h :  X [ 2  )+4 (%)  g und h sind parallel
3 —6 12 —6

a) d=d (gh )=d (Gy ,h)

GH,  (7,)=(0 2 )  ( 7 , )=1210=0 ,u=0  d=  GH,  = 11
—6 9 -6u )  \ -

b) Mo=3 (G+Ho)  Mo@|1617,5) mi  X=  (eo)
c) Go =5(Hy + Vp), Vo =2Go-Hy=  (7 )  v :  X =o (  7 ]

— 1 EN a a —_— 12  —_— 12  6

Hy=3(H ,+  U,) ,  U ,  - 26 , -G=  ( 3 )  u :  X = ( 3 )+0 (%|

d) in  der Symmetriebene S von g und  h ,
S enthält m und steht senkrecht auf der Ebene, in  der g und h liegen.

e) aufm
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a

_ 7 1
14. g:  X = (1 ) ru f2 )  ae M(-51515),  V(6| 18] 6), W( -6 |12 ]0)

a) Beschreibe die Schar g , ,  welchen Abstand haben benachbarte Schar
geraden ?
Welche besondere Lage im  KOSY hat die Mittelparallele von g;  und g ; ?

b) Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ?

¢) Welche Schargeraden berühren die Kugel um  M mit  Radius 9 ?
d) Bezüglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ?
a) g,  ist eine Schar von Parallelen zur x;x,-Ebene. Mit  jeder Anderung von

a in  Einser-Schritten verschiebt sich die Gerade in xg-Richtung; benach-
barte Schargeraden haben den Abstand 1;  sie sind parallel zur x;x,-Ebe-
ne und liegen in  einer Ebene, die auf der x,x,-Ebene senkrecht steht.
Die Mittelparallele von g,  und g ; hat den Aufpunkt (7 | 1 |  0), sie liegt in
der  X,X,-Ebene.
— x r1 T+  1

b) OG, , ° | -2 |= |1 -2u |o [ -2 |=5+51=0,  p= -1  F .613 |a )
“ l o  a 0

Bedingung d(O,g,)= OF, =7: F ,?=49 ,45+a”=49  = a=12

a fl 12+W 1
c) MG, l o  (2 )= [  473) [2)=-20+50=0 nes  F.Gl9la)

l o  a -5  0

Bedingung d(M,g.) = MF,  =9: MF,  ?=81
64 + 16 + a? — 10a + 25 = 81, a®-10a+24 =0
(a — 6Xa — 4) = 0 > a = 6 oder a = 4

d) Die Schargerade muß durch den Mittelpunkt der Strecke [VW], also

OH
15. Untersuche, ob g und h windschief sind, berechne gegebenenfalls den

Abstand d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsamen Lotstrecke.
_ (—4 —3 — (4  /

a) g¢X= |  1 [ +A ]  SHAH
© | 7 ) A 0 )  2

b gX =[-2)+2[1 h: X HE
: = [ -2 |+A |1  : =

eX = (343) Hig

c) gz X = |8  =k  h: X uz ]
9 )  6 3

— (2  2 —_  5 -2
d g : X = | 0  |+A/|-2 SHE Py

SE 3 )  1 0
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— f2 \  r 1  — (-=5 - 3
e) g :  X =|(16|+A]|8 h :  X = 8 )+n (  4 )

= (5  \ ( 2  "a  8 2
f )  . = |2 + —1 . = + l

i 0 )  7 H 2 ]
Die Geraden sind windschief, wenn sie nicht parallel sind und wenn sich bei
der Berechnung des Abstands windschiefer Geraden ein Wert  > 0 ergibt.
a) G ,2 I3 | - 1 )  Hy  4l1|0) d=3  windschief

b) Ga(4 |113)  H_; (01513)   d=42 windschief
ce) G,( -1 | -2 | -3 )=H,  d=0  Schnittpunkt(-1 | —-2 | —3)
d) G,0]/2]2) H,(114]4) d=3  windschief
e) G_0/0]/0) H ,4 | - 4 |7  d=9 windschief
f) Gy(14|-1/21)=H_, d=0   Schnittpunkt(14 | —1| 21)

16. X =a h: X = (18)+p(10" = —10 : = 116 + 10

X 41) (8) +2)
g ist die Achse eines Zylinders Z mit  Radius 11.
Berechne die Schnittpunkte von Z und  h.

- 1 -8u -6A
allgemeiner Verbindungsvektor GH,  = g + 104 + a )

7+W— 32)

———>‚> 6 —1-84u- 6A 6
GH,  ° -10)- 16 + 10p + 10% o [0) -  —145 — 1451 — 145A. = 0, A = 1-1

T+u-3A

a - 1 -8u  +6  + 61 5 -2u
GH,  =(16+10u-10-10u|=| 6

7+K  +3  +34  10 + 41

Bedingung: GH,  ? = 121
(5  —24)* + 6% + (10 + 4p)? = 121
W+34+2=0=> (U +1Xp + 2) = 0 > u = —1 oder u = —2

Schnittpunkte: H_(7]6 ]6)  H, (15 | -415 )
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a 0 1 —_— —T - 3
17. g: X = (7) (8) h: X = [ 2 )+ [£ )

5 4 16 4

a) Die Kugel hat  ihren Mittelpunkt auf h und berührt g.
Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in  Abhängigkeit von u.
Für welchen Wert von u ist der Radius minimal ?

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.

c) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und  g als Tangenten hat.

a) M , (7 -3u l9+4u l16  + 41)
. 1 7+  A+  3u 1

M,G; ° 2 )  8 +8) \— 41 ‚ ( )  27+81\-—45u = 0, OA  =5u-3
4 —11+4) \  -— 4p

—— 1 63+5W-—-3+271 1( 60 +324
M,G; =9  72 + 40u — 24 — 361 |=5| 48 +41

—99 + 204 — 12 — 36  ~111-16p
60 + 32u \2 .

| 48 + 41 ) = 129612 + 77761+ 18225 = 81(16p° + 961+ 225)
—111 — 161

M,G; = r=  161° + 961  + 225
Radikand R ist minimal, falls R'= 0, also für u = — 3 Tmin=9

ES | T+A+30 1
b) MG,  ° 2 )  8+8 \ -4u  |° 8 )  27 + 81A—451=0, 3+ 9A - 5u=0  (I)

4) (_ı1+4\-4u) \4
. /—3 T+A+3u  \ 3

M,G,  4 ) s  8 + 8)\ — 41 | 4 ] = -33  +45 \ - 411 = 0 (II)

4) ( 11+41 -4u )  \*

aus (I) und (II) folgt p = — 3, A = -2 ,  M=Hs(21-314) ,G_2-2111-3)

r=  MG_ ,  =9

¢) Der Durchmesser dieser Kugel hat die Endpunkte H_5(2 | -8 /4)  und
G_,(-2| 1 ]  — 3). Kugelmittelpunkt ist (0 | - 1 ]  0,5), der Radius ist 4,5.
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Beweise folgende Sätze mit  dem Skalarprodukt

|1. In  jeder Raute stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. |

Die Vektoren, die die Raute aufspannen, sind
gleich lang: | 1=17  | (Vor.). Das Skalar-
produkt der Diagonalvektoren ist deshalb
null: ( u -v ) (u+v)=  u?  v?=0.
Also stehn die Diagonalvektoren
aufeinander senkrecht.

2. Thales-Satz: Wenn ein Dreieck OVU rechtwinklig bei  O ist,
dann liegt O auf dem Kreis mit  Durchmesser [UV].

U rtT M r V
Wegen 1 ov = 0 (Vor.) ist
u0v=  (m-T ) (m+Tr )=0

ap  u malso m >~T2=0,alsom=r, qed

O
3. Umkehrung des Thales-Satzes:

Wenn O auf dem Kreis mit  Durchmesser [UV] liegt,
dann ist das Dreieck OVU  rechtwinkligbei O.

Wegen m = r  (Vor.) ist m 2= T 2 ,

also M2-T2=(M -T  )o(M+T)=TWov =0,als0 TLV ged.

4, Satz über die Höhen im  Dreieck:
Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sich in  einem Punkt.

Vor: ha oa = hp  ob =0

Beh .he oC =0,bzw heo(@+b)=0
Beweis

h,=b+h, I l .
= h,oa = bod + h,  oa =0 I
by, =h.-3 I l .
=> hy  ob = hob  — zb  =0  II
I+4I: h,.(@+b)=0 qed
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5. Satz über die Winkelhalbierende im  Dreieck:
Jede Winkelhalbierende teilt die Gegenseite
innen im  Verhältnis der anliegenden Seiten.

Vor: 1@°1=1 D°1=121= 1
und 2%b  #1

Beh.: v :w=b :a
Beweis
vel'=k(2%Db%—-bb°
vel  ( 2% b=

—0-bb%  (ab?
= b(1-b% 2%) = Z

we’ =aa ’~  k(a%D©)
wel  ( aD  =

=aa%(a’~b"-0
=a(l-b%a%=N

Z2N=v :w=b :a  ged.

Außerdem muß gelten:€ % (2 -19  #0,  das heißt, © ° darf nicht senkrecht

sein zu (3  °— b ©), also nicht parallel sein zu (a  °+ b ©), weil ja (a  °- b °) auf

(3  °= b °) senkrecht steht; das aber bedeutet, daß die Winkelhalbierende w,
die Seite [AB] schneiden muß.

[—

6. MITQUADRATEN MITQUADRATEN
[OP] und [0Q] sind gleich lang CP  = CQ  und CPLCQ
und stehn aufeinander senkrecht.

Vor: u ou  =0 und Quadrat Quadrat
u'=u,Vv'eVv= 0 und v'=v ;
Das Dreieck OUV und das — ;
Dreieck mit den Seitenvektoren ; A B

1’,  v'und w sind kongruent, +
aber um  90° verdreht. Pr. + Quadrat +

Beh: OP 1 0Q und OP = 0Q in XQ
Bew.: OP  =—T0 +0 +W =

= ud+U+U ' - vV '=u -V '
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= ,  Beweisfigur za

OP.OQ => Te  (V+) = a
= UovV+UoU —Vev—1UoV = a

= 10V —UoV'
(wegenu vu  =0  undv °v=0 in  Vor.) | 20+  ©

= UV  COS ®-uv' cos w=  0
(wegen u =u  und v'=v in  Vor.)
also OP1 0Q  qed. pe
OPAD 2 — (a  - 7 'Y=  Te  U

— Pe
u2+7  2u0vVv'=
= u? + v2 — 2uv cos(90"+ ©) =
0Q%=(v+u'=vi iu%2veun's= RA
= u? + v2 + 2uv cos(180°- 90°— ®) =
= u® + v2 + 2uv cos(90°- ®) = u? + v2 — 2uv cos(90°+ ®)
also OP  = 0Q  q.ed.

QUADRATMITTEN
X, Y und Z seien der Mitten u
der Quadrate über den Sei- O/ . .»Y
ten eines bei O rechtwink- | ~~  / = <u
ligen Dreiecks UVO. X N 2
[XY] und [OZ] sind gleich u ;

lang und stehn aufeinander
senkrecht.

Vor. uu = 0 und u'zu,
V 'ev=0und  v=v
Das Dreieck OUV  und
das Dreieck mit  den
Seitenvektoren u’, v '
und w sind kongruent,
aber um  90° verdreht.

Beh.: XYLOZ und XY=OZ

2XY =-u +U+vV '+V ;
—_ —.  1 ——>r A m0Z=uU+w +5 ( -w+v -u )
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20Z  =20  +2W -W+V-U=10+W+4EIV7=14+7+- FT
2XY20Z  = (0 '+  V+  V -n )e (a  +Vv+u '=V )

— | =>  a , a=UoU + UoV + —_— —— — 2 ,uou  —-u'ov
—_—h, —_,  — —_. a a ,  —. ,  —.,+ Vou  +V  00V + vou  '— VW
—_ a — —.  — — a+ Vou  + VoV + Vo l  —Vov
—_ —— a —_ a ,  —_— 3 ,

— UoW — UoV  —Uoc lU  + UoV
—_—, —A —_— ’ ° °=2U  °V  +20  ov ' =2uvcos0° + 2uv cos 180° = 0

also XY 1 OZ ,q.ed.
~ < r  \ 2  J Np —A, — — 492 —2   —22 —2 a9XY)  =(a'+ V+  VvV-u )=u “+  v4  vi+u2+

—_a, —, Ay  — — [ >  — —,  — —_—t m —_—+2u"ov '+2u lev  —2uou  +2VeVv —2V 04  —2u0V
=u?+  VLU VvI+u i+20eV  - 2V  ou

2 — — — 4 -— 2 —0  — 9 —2  —2 2(202) = (u+v+uU ' - v )=uU“4v7 “4u  “+  v4

+20oV +2000  -2U0V'+2V0U  -2V0V'-2U0W'
LE  HT

OZ ‚g.e.d.also XY

8. Der geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungsverhältnis zu zwei
festen Punkten O und P gleich ı (# 41) ist, ist ein Kreis. (Apollonios-Kreis)

IX11 PX  I=1,  l t l =1
X2=%X-P )?
X (1-12) + 22PoX = UP?

2 —_—h

2,9 T

X42  PX  + ( i2p Pe.
7 = 7 2

> P l  a ,  |

— T° —\2  (1°) +1  —,
( x  + 1— 5 P )  = (1-12)? P

9 In  jedem Spat sind die Quadrate über den vier Raumdiagonalen zusammen

genauso groß wie die Summe der Quadrate über den zwölf Kanten.
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Quadratsumme der Raumdiagonalen:
(a+b+CY + (@+b-tX +
+(@2-b+C) + ( -a+b+T)  =
=4 (@?+  Db2+ TD
Die 12 doppelten Produkte fallen weg.

10. Die Höhen eines Tetraeders treffen sich genau dann in  einem Punkt,
wenn je zwei Gegenkanten senkrecht stehn. (Eine Hohe ist das Lot
von einer Ecke auf  die gegeniiberliegende Seitenfléiche.)

Wenn  je  zwei Gegenkanten senk-
recht stehn, dann treffen sich die
Höhen in  einem Punkt. Beweis:
CO'L AB,  BO'L AC und AO'LBC
auch AA'l BC,  weil  die Ebene AOO'
senkrecht ist zur Ebene ABC, also
schneiden sich AA’ und OO’ in  H.
Dasselbe gilt bei  Projektion in  Rich-
tung jeder der vier Tetraederhéhen,
es gibt also nur einen Schnittpunkt H.
Wenn  sich die Tetraederhéhen in  H

treffen, dann sind je  zwei Gegenkan-
ten zueinander senkrecht. Beweis:
OH-BC =0= Ho(C-B )=0

= HoC = HoB  ( ° )

AH  °B =0  _AH °C
(H-=A)«B =(H-4)-C
H-B-A .B  = HeC-A-C

wegen (°) folgt AoB = Ao

A-(B-C)=0= ALCB

der Grundrif} zeigt Paare
senkrechter Kanten
OA  LBC
OB  LAC
OC LAB

A
®e seo ,

. ®ve .

-
Te Cea ,

. -
. . .

®e
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1. Berechne
( 2  —1 1 4 7 10

a) 2 J( 2 b) 2)x(¢) c) HH
( 9  4 ( 9  4 a a+3

d) 5 )  2 )  e) r i des  f) FREY
25  —16 LD  2 a+2 a+b

2 —1 —1 —1 033]  b 33  | c) 3 2) d) o0( 3 )  JH  f)
2 —1 1 2 0

2. Berechne mit  dem Vektorprodukt einen Normalvektor der Ebene:
—_ 17 1 7 —_— 1 —7

a) X = [ 2x2 ]  ns )  b) X = oo )  1
13 3 9 1 —7

1\ /7\ (-6y _.  (1 1\ f-7\ (-1) _.
a)  2|X|8|=|12 ( , n  =|-2 b)  | 0  |X  1 ) - [ 0 ] -=

3 9 —6 1 1 —7 1

Mm az !  VE

=f ]  0 +f1 3 3

a) Berechne (ax b ) xT  und ax (b  xt).

b) Stelle ( xb  )x¢ als Linearkombination von @ und DD dar.

IN ~1y (3 _2y a 2 (3

a) ( axb )xc=5 ( -1 | x [1 ]=10 [3  xB )  (1)
1 3 1 1 - 5

b) (@xb)xT = tof 3 2

—6

2 1

)=3l1 3

IN 4
4 Bestätige für a = 3 [ 2

2

a .

b=  die Beziehung (Bob)? +|  2x  bl 2 = g2b?

— — 55 \2 |

(ob) + |axb l?  - 147+ 8)  = 5476 + 16133= 21 609

a?b? = 49. 441 = 21 609

8. Zeige:
a) u,v  linear abhängig & u XV =

_ b) TW, 7V linear unabhängig > 5 ,7  ,uxV linear unabhängig.
?
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—_ — ,, ce  . JE  GE  —

a) Wenn u ,  v linear abhängig, dann u xv  = 0 :
— — —_— — — a— —

u=UV,  uXvV =ppvxv=0

Wenn u XV =0,dann u,  Vv linear abhängig:
X(u,Vv)=0" oder < (u ,  v)=180":  u, v sind parallel, also lin.abhg.

b) Wenn u,  v linear unabhängig, dann u ,  Vv, u xv linear unabhängig:
u XV  ist senkrecht zu der Ebene, die von u und v aufgespannt wird,
ist also keine Linearkombination von u und Vv.
Wenn u,  Vv, u XV linear unabhängig, dann u,  v linear unabhängig:
Widerspruchbeweis: Wennu und v sind linear abhängig wären,

dann wäre © xv =0;  u , v  und u XV  wären
dann — entgegen der Voraussetzung — linear ab-
hiingig. Also sind uund v linear unabhängig.

Algebra-Beweis: Wenn u,  Vv, u XV  linear unabhängig, dann ist
AQ +UV+vaxV  =0  nur erfülltfür A=p=v=0:;
Au+WVvV+vuxXv =0  | o (UXV)
XV0+W0+WuxV)=0 &v=0
& AU+ pv = 0,  das aber geht nur, wenn A = ı = 0 ist,
weil u und v ja linear unabhängig sind.

6. Welche besondere Lage haben u und v,  wenn gilt:
a) | u xv | =uv b) uxvy |= | u |

a) | uxv |  = |  uv sin ¢ |  = uv, a l so¢ = 90°, die Vektoren sind orthogonal
b) | uxv l | = |  wo v | ,  also [uvsing|=|uveosgl,also|sinol  = | cos ol

cos =+3V2, u und 7 bilden 45° oder 135°

7. Berechne (V+ W )X(V -W ) und deute das Ergebnis elementargeometrisch. |

(V+EWIX(V -W)=VXV -VXW + WXV + WXW =2WXV
PE.  — c— —— ® ® [] [d * =v+w und v —w sind die Diagonalvektoren einer Raute, die von u und v
aufgespannt wird. Diese Diagonalvektoren spannen selber ein Rechteck auf,
dessen Flächeninhalt doppelt so groß ist wie der der Raute.
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8, Wo liegendie Punkte X,  für die gilt:
a )  X XA=0

eo) 2X xAl=I1XI=|Al=1
b) Xo(AXB)=0
d) X x(AxB)=T

a) Wenn A nicht im  Ursprung liegt, dann sind X und A parallel;
die Punkte X liegen auf  der Gerade OA.

b) Wenn A und  B nicht auf  einer Ursprungsgerade liegen,
wenn also AxB  # ist, dann sind X und A xB orthogonal,
die Punkte X liegen in  der Ebene OAB.

ce) 2 |X  xA l=2 |X  | . |A ls ing=211|s ingl=1,
=» sin ¢ = 10,5 = ¢ = 30° oder ¢ = 150°,
die Geraden OX und OA schneiden sich unter 30°, die Punkte X liegen
auf einem Kegel mit 60° Offnungswinkel im Abstand 1 vom Ursprung;
das sind zwei zum Ursprung symmetrische Kreise mit  Radius 1/5 um

Mmit  M =+cos60°A = 1/2\3 A senkrechtzu A.

d) Wenn A und  B nicht auf  einer Ursprungsgerade liegen,

wenn also AX B # ist, dannsind X und Ax B parallel,
die Punkte X liegen auf  dem Lot der Ebene OAB, das durch O geht.

9. Zeige: Die Punkte X, die der Gleichung v x  AX  = 0 genügen (V#0),
bilden eine Gerade g.

1
Stelle eine Parametergleichung von g auf für v = | 0 Jund A(2131-1).

OR

a—v und AX= X

—1

— 2 1
durchA mit Richtung¥: X = (3)2(3)

_A sind parallel, also liegen die Punkte X auf der Gerade

—2

10. Berechne die Fläche des Parallelogramms ABCD
a) A (0 l0 |0 ) ,B (110 | -3 ) ,C -4161 -1 )

__b) AC lL lo l - n ,BAa | -3 |3 ) ,(61312)

a — 1 \  / - 4  18
a) AB x AC 0 X 6 )= (2 )

-

N N 0 \ ( 4  —21
b) ABXAC =| -3 |x  3 )= |  16 J

4 )  (3) \-12

F= |  AB  xAC | =23

F=|ABxAC |=29
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11 . Berechne die Fläche des Dreiecks ABC
a) A-2|2 | -3) ,B(0 l0 |0) ,C(3| -2 [0)
b) AB|2|1)  ,B61-211),  C7|-21-5)

a f-2\ f3\ /-6 u— —
a) BAXBC = 2 (2-23) F=1 |  BAXBC |=55

3 0 —2
a » (—4 —2 6 1 > —

b) CAxCB= 4 )x( 2 )=4(3) F=1 |TAxCB |=146) (6) "12
JN  —25 5

12.  g¢ X =[ 8  Jen ¥]) P(111]1)
Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g, indem du  den Fléchen-
inhalt eines geeigneten Dreiecks GHP (G und H liegen auf g) und die zuge-
hörigeHöhe h berechnest.
Dasas geht sso ähnlich wie in  der vorigen Aufgabe:
eX = G+uu  Punk tH (u = 1): H-= G+o
die Hohe h durch P senkrecht zu g ist gleich dem gesuchten Abstand d
Flécheninhalt: 1| GPxGH |=1hGH,| GPx% | =du  d=1 |  GPx]
Ga  =p  7 ] - (2)  u=  90 a= 120 _ i i a

-10 1 183

13. Zeige: Der  Abstand d eines Punkts P und einer Gerade AB  errechnet sich a

i t  der F 1d  | AP  AB  |mit der Formel d = ZB

— (18 12
Berechne damit den Abstand von Ursprungund g: X = 2 ]  + u 3 )

32 _
Der Zeigefinger steht in  der vorigen Aufgabe: was dort G ist, ist hier A; was
dor t = GH ist, ist hier die Richtung AB.

N EY 12 104 4AO x AB =-(2 ( 8  )=(-22)=25 (2) = d=26
32  4 -78 3

14.
— —_ —_— —_— a

Zeige: Der Abstand d der Paralleleng: X = G +AT7 undh: X = H +pu
errechnet sich mit  der Formel d =3| GH  x7  | .

Berechne mit dieser Formel den Abstand von

g X (8)  [ 7  undh: X = en  J
3 -6  12 - 6  |
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LS  [2 [6 = _9
GHx  © HA 5 = 11(6  | =d=1

9 —6 —22 —2

— /3 - 3
15. Bestimme die Lösungvon X <1 )  5 J falls, = 1.

1 4
1 3 - 3  - _W - 3  —_— 1

LE  5 | =  a )  5 )>w=2  v= -1  X = 3
w 1 4 1-  3v 4 2

16. A(5 |2 |6 )  B(7/019) co l - 2 ]1 )
Bestimme die Länge der Höhe h,  im  Dreieck ABC.

Fano = :  ABXAC |=1h AB
N . /2 DENAB x AC (2) h.= | ABxAC|: AB =833 :V17=7

—18

— 1
17. A(6 1316) B(4 | 81-8) g: X >42 )

____ Bestimme C auf g so, daß das Dreieck ABC den Flächeninhalt 54 hat.

Fou = 1] AB xAC |=54, | ABxAC  | =  108, ABx AC ?= 108?
a a 7-2 u— 6 5(2u— 6) + 14(-2u— 3)\ /-181u-— 72

AB x AC | 5 ( ea )  | MG 0200 -9  |= ( 00  2 )
—14 2u-  6 —2(-2u — 3) — 5(n— 6) — + 36

AB x AC 2=425p2+ 1080p + 11664 = 11 664 = 5(85u + 216) = 0
432

p=0ode rp=—% c0 l0 l 0 )  C(-%8|42|-%

18. Zeige: (BXV)IXW = ox  (Vv xw) © und w sind kollinear,
_ wenn kein Nullvektor darunter ist.

GraBmann: (TXV)XW = (Wed)V - (wov)u
TX(V  XW) =(TeW)V  = (We V)IW
(Wo)  = (FeV)  = (WoW)  = (We V)W
(Wov)n = (We V)W q.e.d.

19. AC0T010),B(6191-6), C(61316), D-41-818)

a) Zeige: Das Viereck ABCD  ist eben.

b) Zeige: Das Viereck ABCD ist nicht überschlagen,
das heißt, keine Seite kreuzt eıne andre.

| __©) Berechne den Flächeninhalt des Vierecks ABCD.
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a) Das Viereck ist eben, wenn die Vektoren AB x BC und BC x CD
a a 6 0 2

pa ra l l e lsind: AB x BC = E )x(38)=38(-2)
—6 12 -1

x _ 0 —10 2 —_— —
BC x CD = 5 o)x[11)= 60 2 )  AB x BC , also Parallelitit

12 2 -1

b) Das Viereck ist nicht überschlagen, weil die Vektoren AB  x BC und

BC x CD gleichsinnig parallel sind.

¢) 2Fınc=| ABXBC | =363, 2F ,pc=| ADXAC | = 36.3
F ısep = Fape + Fapc = 36 -3  = 108

20. Begriinde:

a) Ist P,P,P;P,P; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzpro-

dukte P;P;,, x P;,,P;,, aufeinander folgender Seitenvektoren gleich-
sinnig parallel. Stimmt dieser Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?

b) I liegeim  Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P;P,Ps <
fiir alle Ecken P; mit  P, = Pg gilt:
PP. x P;T ist bis auf  einen positiven Faktor gleich P,P, X P,P, .
Wie merkt  man, daß ein  Punkt auf  dem  Fünfeck liegt? a

. Ld. +. . °
> ; LJ

Konvexes
Vieleck

Konkaves
Vieleck |

Mindestens eıne
. . Änderung desDie Drehung eines :

Seitenvektors in  die j Drehsinns
Richtung des folgenden

Seitenvektors verlangt [ oh  P ,PP , , XPP .
Ps  immerr denselben Drehsinn. Ps  . ,  sind nicht

. —— . . .
r n  ~ gleichsinmgAlle PP .i Bir X PyPig

sind gleichsinnig
parallel.

parallel.

a . . .
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b) Positiver Durchlaufsinn: Die Vektoren P;P;,N xPI sind gleichsinnig
parallel, denn um  den P;P,,, in  P l  zu drehen, ist der Drehwinkel
positiv, es wird alsoimmer linksrum gedreht. Bei einem konkaven Viel-
eck stimmt der Satz nicht: hier gibt es mindestens einen Knick nach
innen, dort ist der Drehwinkel negativ, PPin x P;I zeigti n  die Gegen-
richtung oder ist gleich null. Liegt der Punkt auf dem Vieleck, dann ist
ein Vektorprodukt gleich null.

21. A(41310),B(610|1),C(-410|6),D(-81614),E(0|610)
a) Zeige: ABCDE  ist ein ebenes konvexes Fünfeck.
b) P—-81316), Q -21313 ) ,R -61315 ) ,S (01014 ) ,T0 |312 ) ,U—-61314)

Welche Punkte liegen innerhalb oder außerhalb des Fünfecks ABCDE ?
Welche liegen drauf ?

ss  f2\ /-10 3 x (-10y f-4 3 \
a) ABxBC ( 3  )=-s(¢) BC x CD = 0 Jx( 8 )=-10[

b)

1 5 6 5) |-2 6
a a - 4  8 3 — a ( 8  - 4  3

CDxDE = |  6 |x|] 0 [=-8]|4 DExEA=|0 |x| 3 J= -4 (¢ ]
—92 —4 6 —4  0 6

alle Produktvektoren sind gleichsinnig parallel, also ist das Fiinfeck
eben und konvex.

a a 2 —12 3 EN 0 —14 3
AB x AP i x| 0 |[=-6]|4 BC  x BP = E I 3 )= -5 (4 )

1 6 6 5 5 6

a a - 4  —4 3 |

CDxCP = [  6 x ) - 2  H Gegenrichtung:P liegt draußen

off) 36-23) (4)
Gegenrichtung: Q liegt draußen

i 4) BCxBR=  (3) 3)=-2(4)\

CD x CR = B i l  N =0  CD  und  CR sind parallel],R liegt drauf
2 )  |-1

a . _ 3 _ + — /-10 —6AB x AS =[a)x[ 23 =-3 |4  BOxBS=(  9 ) x (  9 )=0
1 4 6 5 3

BC und BS sind parallel, S liegt drauf

a ) AH
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N CN —4 4 3 > — 8 8 3

CDxCT=[ 6 |x[ 3 ==6 (4 )  DE x DT =o  Jx(=8)=-4(4]
> — (4  0 3

EAX  ET = S324 )  T liegt drin
0) 2 6

EANAB xAU  ( 34  )=- (3 U liegt nicht in der Fünfeckebene!
1 4 5

22, A (1 | -210 ) ,B ( -3 | - 6 [6 ) ,C (3 |10 |12 ) ,D (5 |6 |0)
a) Zeige: ABCD ist ein ebenes konvexes Viereck.
b) P (0 l2 |9 ) ,  Q -4 | -18 | -9 ) ,  R(0|0|0) ,SC21213)

Welche Punkte liegen innerhalb oder außerhalb des Vierecks ABCD ?
Welche liegen drauf ?

IN a —4 X 6 ) 6 a a 6 2 6
a) AB xBC (+  x[16]=-20(-3] BCxCD = [16 [1)=-3 (3

6 )  (6) 2 6) \-12 2
— 2 ) 4 \ 6 \ |

CDxDA = - 4 |x| 8 |=-16 | -3  |, alle Produktvektoren sind gleich-
-12) (0, 2

sinnig parallel, also ist das Viereck eben und konvex.
_ a f-4 - 1  a N 6 3

b) ABXAP =A  x (  4 J= -10 3 BC x BP (8 ) x ( )= °
6 9 2 6 3

BC und  BP  sind parallel, P liegt drauf!

6ABx AQ = E Jx [+2 2(; 3 Gegenrichtung: Q liegt
2

draußen

—1 2
AB  x AR =- ( ; .4 ) ( : 2 ) = -6 (1 )  R liegt nicht in  der Viereckebene

2

a a / - 4  1 6 . + [6 5 6
ABX AS  = | -4  |x/| 4 | = -12 | -3  BCxBS=|16|x| 8 |=-16 2 )

6)  (3 2 6) \ -3  2
A — 2 -1  6 as  (—4\ /-3 6CDx CS = 4 )X[28)=-20 3 DAxDS= (78 ( 4  ]=-4(3]

—12 -9  2 0 3 2
S liegt drin
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Berechne das Volumen V des von u,v und w aufgespannten Spats:
AL  [-2\ _ .  (2 AN AL

a) u - (  0 ) Vv ( 8 )  W -(2) b) u - ( 2 )  v - ( 8 )  W - ( ? )
2 0 3 3 4 1

a) uvws= |9 -02=72=V  b) uvw=
143
252 |= -8 ,  V=8
341

Berechne das Volumen V des Tetraeders ABCD
a) A (1 ]111 ) ,B (114 ] | 4 ) ,C4 l1 |4 ) ,D4 l4 ]1 )
b) A ( -1 | - 1 ] - 1 ) ,B l0 | - 2 ) ,C0 l -210 ) ,D ( -2 ] / 0 ]0 )
ce) A (C0 | l 0 |0 ) ,B (1 |2 |3 ) ,C (4 |5 |6 ) ,D (7 |8 |9 )

aa  N 033
a)  AB  AC AD = 303 -54  V=  5 =9

330

a a a 1 1 -1  4 2

b )  AB  AC AD = 1 -11  =—4 V=5%=3

- 11  1

Sas  147
c) AB AC AD = 258 |=0=V

369

a) Begriinde: Ein  Punkt  P und eine Ebene ABC haben den Abstand

| det(AB, AC, AP )
= | ABxAC|

b) Berechne mit dieser Formel den Abstand von P(-41| 33 | 25) und der
Ebene durch A(-7 | 4 | - 17 )  , B(-7111-13) und C(-317]-14).

| det(AB, AC , AP )

| AB x AC |
Spatvolumen

bekannten Formel fiir die Höhe h eines Spats h = Seitenfläche *

Das Spat sitzt mit  einer Seitenfläche auf der Ebene ABC.
P ist eine Spatecke, die in  dieser Seitenfläche nicht vorkommt und von
dieser Seitenfläche den Abstandh hat.

0 4 -34
-33  2
4 3 42

a a 0 4 21   — — 1682_
ABXAC = (3  ) x (3 )= (  ic | |  AB x AC] =29 d= "  =958

12

ist die vektorielle Fassung der alta) Die  Formeld =

= 1682b) det(AB,AC,AP)=

4 3
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4. A (1 |1 |5 ) ,B (511 |5 ) ,C (2 |515 ) ,D (01315 ), Spitze S(4 | 11-1)
Berechne das Volumen der Pyramide ABCDS
a) durch Zerlegen in  zwei dreiseitige Pyramiden
b) mit  der Formel V = 5 Ch

ss  RN 41  3
a) Tetraeder ABCS: 5 det( AB, AC, AS) = : 0s  0 [ = -16

a aa  - 11  3
Tetraeder ABDS: § det( AD,AC,AS)= g| 240  |=6

Pyramide ABCDS: V = 16 + 6 = 22

b) G = Fliche(ABC) + Fliiche(ADC) = 8 + 3 = 11; V = 3 Gh= 3 -11.6 = 22

5. Zeige mithilfe der Gralmann-Identitét:
(PXqQ)x(uxV)  =udet(p,q,v)- vdet(p,q,T)

= qdet(p,u,v)- pdet(q,u,v)

Graßmann: ax (uxv )= (a °v )u  - ( a .u ) v
(PpXq)x (uxV)  = ( (pxq)ov)u  -((Dxq)ou)v

(Pa  - an
depqv)u  -de (pqu )v

Graßmann: (pxq)xa  = (a°p)qa -(a°qa)P
(PXQIx (WxV)  = ((UxvV)ep)a -((uxV).q)P

= (@V9)T-(TVE)T
puv )q - (quv

dePuv)q —-det(qguv)p

6. Jacobi-Identitiit Zeige mithilfe der GraBmann-Identitit
(UXVIXW +(VXW)XU  + (WXT)XV  = "

—
0

——— — a a PUNE. \ > — a l(WoW)  V=(VoW)U + (Vou )  W= (Wor )  V+(Wov)u—=(0oV)W=
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7. a) Zeige: Die windschiefen Geraden gX=CG+A0 undh X =H+pV
| v  GH |
| u xv

b) Bestimme mit dieser Formel den Abstand von
— —3 4 —_ 8 4

gX  = 9 Jo r  ]ont h X = ( 4 ]+ (3 )
4 4

haben den Abstand d =

0 8

Der Abstand d(g,h) von g und h ist gleich
dem Abstand der parallelen Ebenen, died r  Al d :

U von und v aufgespannt sind und
durch die Aufpunkte G und H gehn. In
diesen Ebenen liegen zwei Seitenflichen

eines Spats, das von u,v  und GH auf-
gespannt ist. Der Abstand dieser Seiten-
flächen ist gleich einer Spathohe h.

h = Spatvolumen = d(g,h) , wobei

Spatvolumen = |  u v GH |
Seitenfliche =| u x |

1” „ |441
h I TR „ |  2575| <aGH = 5 uv  GH a a4

4 (4 7 IR

wx  =a )  4 | axv I | =36  dgh= = =9
8 4 4

= :4 Zerlegung eines Vektors 7 in  seine Komponenten in  Richtung a , b ,

a) Zeige: Sind @,b,€ linear unabhängig, so gilt
-— —

_ Vbe _, ave  abv ,
V = — a + — + T= ,  ¢C

abe  abc  ab t

(Tip: Multipliziere die Gleichung 7 =«a +B b +YC mit  geeigneten
Vektorprodukten oder erinnere dich an  CRAMER!)

2 0 [ )

b) Wende diese Formel an, um V = - 3) als Linearkombination von

—_ 3 => 0 -— - 4  .

a (3 )  b =z  ond Cc = (  5 | schreiben.
L - 4  -2  1
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CX = abcx
PNPL  N

Rechtfertige die Gleichheitszeichen
(axb )o (

9 ,

a1)

—
a .

= Spatprodukt
—- ( -bexda )

——

~batctxd =texd =b
3. Zeile: ausführliche Schreibweise der vorigen Zeile, danach Graßmann
5. Zeile: Distributiv-Gesetz fürs Skalarprodukt

1. Zeile: Kreuzprodukt skalar mal  Vektor
a
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10. Quaternionen
William HAMILTON hat 1844 die komplexen Zahlen durch die Definition der
Quaternionen erweitert. Eine Quaternion q ist ein Term der Form

ag + 8,1 + a,j + agk mit ag, a;, 85, as eR , i2=j2=k*=-1
und ij=i=k, jk=-kj=1, ki=-ik=)

Hamilton betrachtete eine Quaternion q als Summe einer Zahl a,

(Skalarteil) und eines dreidimensionalen Vektors a = E J ‚also q=2ay+a.
as

Zeige: Multipliziert man zwei Quaternionen q,  =a ,  +1  und gy =by +b ,
dann entstehen alle uns bekannten Produkte:

agbo Zahlenprodukt
aob,bya S-Multiplikation

zb  Skalarprodukt
xb  Vektorprodukt

undes gilt: ( a ,+a ) * (bo +b) =agb + a,b +bya - a°b +axb ,
» = « bedeutet (distributive) Multiplikation zweier Quaternionen.

(ag + a,1 + a,j + agk) * (bo + byi + by) + bgk) =
abo + aobıl + aob;j + agbsk +
a,b,i — a,b, + a;b.k — a;bgj +
abo) — asb,k — a,b, + agbgl +
agbok + ash,  _— agh,l — agbg

aobo — [a,b; + aby + aghg] + aglbyi + baj + b.kJ+ bola,i + az) + ask] +

+ [a,bs - asb,  ] i + [agh, - a ,b;  ] ] + [a,b,  - ash,  ] k

n+
 

+ 
+



XI. Normalformen

Normalvektoren sind sehr gefragt - das Kreuzprodukt erleichtert ihre Berechnung.

Gib eine skalare Normalform an  von

a) 2) ¥- HE  b) [5)[}- ] =  c) 55 ){%- 1]  -o
a) X;—2%X,— Tx +12=0 b)  2x, +5x ,—X;=0 ©) 6x, + 3%, + 2x3 - 49=  0

Stelle vektorielle Normalformen der Koordinatenebenen auf. |

X,Xg-Ebene: € ) oX =0  x;x3-Ebene: | 1J X =0  x,xg-Ebene: E oX =0
1 0

Gib eine skalare Normalform der Ebene E an, von der man  weiß
2

a) E enthält A (1 |0 | -3 )  und hat die Normalrichtung |-2
3

b) E enthält A (1 [1 ] / - 2 ) ,B ( -21 /1 /0 )und C(0|1]2)
—_ 12 1

¢) E enthält A(1|-1|—4) und die Gerade g: X = 4 J+3( 1
0 —4

— 12 1
d) E enthält A (1 | -1 ] -4 )  und steht senkrecht aufg: X = : J+ | 1 J

0 —4
— /1  (2 \  — 2

e) Eenthilt g : X =|0|+A|-1|lund h : X =p|-1
( 1  3 J 3

| — r l  ( 2  — x 1 2
f) Eenthält g :X  = 0 )  und h: X = [0 |+4|-1

1 \ 3 1 3 a

2 — 1
a )  ZF ]  2%; — 2X9 + 3x3 + 7=0

3
b) ABXAC = ( 0

2 4

— 11  -—
c) AG x t  = (5 |x| )=(%

4 —4 1

1 —..  1
d) Ea)  %, + Xp — 4%; — 16 = 0

BEE =
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—_— 1 2 1 1y

e) g undh sind echt parallel, HG  XT,  = 22-2)  | 1 ) -X  = 0
1 -1  1

X,  — Xo  — X3  = 0

f) g und h sind identisch, es gibt keine eindeutige Lösung.

4 E: 3x, +xs  - 6 = 0 enthält P(1| 7 | 3), aber nicht Q(2|2]  1).
a) n sei das Lot  von  E in  P.  Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot  von E durch Q. Gib eine Gleichung von m an.

a) =X = (1)en0) b) m: X’ = (2)+4(9)
3 1 1 1

5. Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf  E :  3x, — x,  +2x3 -3=0
senkrecht steht und  g enthält

— 4 2 — 4 3

0 ( ] )___»3 1 3 2
° ENS.  — —— —

F wird aufgespannt von ng und Tr, ‚also ng | |  Tg  x Tg

os  f 3 \  /2\ 1 1y\ [— /4
a) NEXT; =|-1 x[-1 ( 1 )  HF )  Xi + Xg—X3—2=0

-1) |-1

) LA + .

b) NEXT;  = | -1 | x  3 = © ,  g ist Normale von E ,  keine eindeutige Lösung
\ 2 2 / [1] [1]

Alle infrage kommenden Ebenen bilden ein Biischel mit  g als Tréger-
gerade.

8. Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die A(1| 2 3) enthält und
paral le list zu E: 2x, — 3x, — 4%; +4=0  und F: x; -X  +%3+1=0.
g ist parallel zur Schnittgerade von E und  F,  also parallel zu ng X ng

w=  (CE) (0
— 7/2 1 —_ 2

7. eX =(0 )+4 (1 )  h :X  = o )+u (1 ]
3 1 2 3

Bestimme eine Normalformen der Ebene,
a) die durch den Ursprung geht und parallel ist zu gund h

____b) die g enthält und senkrecht steht auf der Ebene von a) .

1 2 2 2\ —
a) BAR (1  X (1 )=  (2) U :  3 )  =0  2X, — Xo —X3=0

1 3 -1
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LL  N 0 0\ [— (2
b) RAS 1x )  ( 1 ]  51 ]  X - (g ] -o  Xo—Xg+3=0

1 -1  -1  - 1  3

a 1 a —7
8. gX  =) |4  h:X =pu| 8

8 7
g liege in E und  h in  F.  E und  F bilden denselben Winkel wie g und  h.
Bestimme Normalformen von E und  F,  eine Gleichung der Schnittgerade s
von E und  F und  den Schnittwinkel von  E und  F.

E,  F und s enthalten wie g und h den Ursprung.
E wird aufgespannt von der Richtung von g T ,  und der Richtung, die
senkrecht ist zu g und h: 7, xT,:
Tg XTy, - ( 4 ) (  8 J=9 (  7 J ( 4 )  Jo )  E :  8x,  —4x, + x3=0

8 7 4 8 4 1

F wird aufgespannt von der Richtung von h T;, und der Richtung, die
senkrechtist zu g und h: TF, xT,:
Le  f f  —4\ _ \ f-71\ (-4 1
Tg XT,  ( 4 ) (  8 )=2 (7  J w= 8 Kb  )=  80 )  F:x .  +x3=0

8 7 4 7 4 1
—_ —4

Schnittgerade von E und F: X =1 |  -7
4

E und  F schneiden sich unterm selben Winkel ¢ wie g und  h:
— — 81 1 °r go r ,  =81  rely = 9-92 CoS @ = gas  =2V2 ® = 45

—_ 1 —_ 3 1
9. gX  11 ]  h: X (2 )+(2 ) ]

3 1 3
g liege in  E und h in  F.  E und  F haben denselben Abstand wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F.
Auch E und  F miissen parallel sein. E und  F werden aufgespannt von der
Geradenrichtung T und der Richtung 8, die senkrecht ist zu T und GH:
.  —=  (1y 3 - 1  2 ~1  _4
S = GH = (2  x (2 )=4 (2 )  Dpp = x = (2 ) x4 (2  ] - 8

3 1 -1  3 —1 2
4 —_— 3

E:  4x, + x,  — 2x3 = 0; F ( 3X  (2 ]  0 4%; + Xo — 2x3 -12 = 0

N
e

”

10. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene
von A(3 | -1 |4 )  und B (7 | - 5 | - 2 ) .
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Die Symmetrieebene hat die Normalrichtung AB  und geht durch den Mit-
2 —s 5

telpunktvon [AB]: EE  — ( 8 )  = 2X; — 2x2 - 3xg - 13 = 0
- 3  1

11. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
— 1 1 — 3 1

aX  = [9 )+4[2 June hX  = [4 )+(2)
1 4 ~1 4

Die Symmetrieebene S zweier Parallelen enthält deren Mittelparallele m
und steht senkrecht auf der Ebene E,  in  der die Parallelen liegen
oder enthält das Parallelenpaar oder steht darauf senkrecht.

BA)  GE
{ ego

4 a 2
( 8 )  X - (2 ] ) - 0  4x, + 8x2 - 5x3 - 24  = 0

12. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
E: 2x ,—- x +2x3-3=0 und F: 2x, x ,  + 4x; -8=0,

| die durch den Ursprung geht.

Die Schnittgerade s von E und F steht senkrecht auf der Symmetrieebene S.
CL r2\ (2 -1 1\ —s

rg =|-1|X|-1{=2]-2 5: ( 2 )  x =0  Xi  +2%=0
2 4 0 0

95  5
13. g X -( 6 J 3 Pa l

11 1
Bestimme den Abstand von  Punkt  P und Gerade g.

5 [— [1
Hilfsebene H:  | 8 [X  _ |1 l=0  -5x,+8%x;+x%x3-4=0

1 1
Schnitt von Hund g: —-5(-25 — 5p) + 8(6 + 8W + (11 +p)  —4 = 0

© 180 + 90u = 0, u = -2  in  g eingesetzt: Q(-15]-10  19)
—_— 16 —_

QP ( 4 )  d(P,g)= QP = 21
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— x 1 1
14. Welche Punkte der Gerade g: X = 2 )  i 0 haben

a)
b)
c)

d)

-1

vom Ursprung die Entfernung 2 /11  ?
von der x;x,-Ebene den Abstand 3 ?
von der x;-Achse den Abstand 2,5 ?

—a 2 1
von der der Geradeh: X = (3 )+v (3 )  den Abstand 24/3?

1 0

a)

b)

c)

d)

Bedingung: (X ) = (2V11  )?
Q+pP+22+@-pl=44 2u%-4p+14=44 pP2-2u-15=0
(H+3Xu-5 )=0  pn=-8,  G4-2 /216)  4u=5, Gs(6l2|-2)
Bedingung: x;  = + 3 (dritte Koordinate der Geradengleichung)
3 -u=13 ;  uU=6, G7121-3) ;  n=0 ,  Go(1|213)
Ebene durch X , (a l 0 |0 )  mit  Normalrichtung der x;-Achse: x,  =a
schneidetgin S,:  1+pn=a, p=a -1  S ,=G, , ( a l 2 ] | 4 -a )

LY

Bedingung: X,G,_; =2,5 beziehungsweise X,G,._; * = 6,25
07+27+(4-a) =6,25>4-a=+41),5 u, = 4,5 W = 1,5
Gys(5512|-1,5) G;s(2,512|1,5)

Andre Möglichkeit: Der  Vektor Vv, der den allgemeinen Punkt G, von g
verbindet mit dem allgemeinen Punkt X.(a | 0 |  0)  der x,-Achse, muß die
Länge 2,5 haben und auf der x,-Achse senkrecht stehn
nw — (l+p-a l +p -—a 1
v = X,G, - (  2 J Senkrechtstehn: ( 2 ] : ( 6 )=0  >=  24H

3 -H  3—u 0
— 0 ——
Vv = „2  Linge: v “=6 ,25>3 -y=+1 ,5=  u,  =4,5 m=15

WW
G46(5,5121-1,5) Gs(2,512|1,5).

Der Vektor v , der den allgemeinen Punkt G,  von g verbindet mit  dem
allgemeinen Punkt H,  von h,  muß die Länge 23  haben und auf  h senk-
recht stehn
a = ( -1+1-V -1+W-v\ /1
v=  Le  Js ones  | —1—v J { (1 ) -0mn-aw

2 -p  2 —p 0
1+v

Vv = a =6vi+4v-10=0,3vZ+2v-5=0,
—2v

v ;  =1, uw =4  G .512 ] -1 )  va= -$  Uy  =—35 G_ys(l/51 21  13/3)
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— 2 4
15. In  welchen Punkten schneidet die Gerades: X = 2 +A  | 2 )

3 5
—_ 0 2

den Zylinder um  die Achsea: X = & +12 )  mit  dem Radius 6 ?
-1  1

Hilfsebene H senkrecht zu a: 2x; — 2x, + x3 + ¢ = 0 schneidet s
6—4c

22+ 40) - 202 +20) + B +50) +c=0  = A=-1(8+C) inS,8 = (272
12- 5c

H schneidet a: 2(2) — 2 ( - 2 -2u )+ (-1+W + c=0 = p=—38+c)  inT
— 4 -6— 2c — 12  - 2c 1 1

= 3 [ 22 ]  TS  = 3 24-5)  52 -202 ]
- 12 -¢  4c 2

Bedingung TS =6:  TS = ; / 12 -2¢ | -3=6  =2c=12+18
=c=15  S,(-6|-2 1-7) c,=—3  S42[213)

16 .

— [2 8
eX  = (8 ]+4 (1 )  P(14 1613)

a) g ist Tangente einer Kugel um  P.
Berechne Berührpunkt A und Kugelradius r,.

b) Aufg liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r,  und die Schnittpunkte S
von Kugel und Gerade.

c) Berechne Radius r,  und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und g berührt.

a) A ist die senkrechte Projektion von P in  g; [PA] steht senkrecht auf g, ist
8\ [— 14

der Kugelradius. Hilfsebene H:  | 1 X — | 6 ] = 0, 8x, + Xp + 4x3 = 130
3

schneidetg in A:
8(2 + 811)+ (9 +1 )+ 4(6 + 411)=130> p= 1 A(10| 10110)
—_— —4 SE

PA =| 4 r ,=  PA =9

b) B=A , r ,= r ,  Strecken der Länge 9 von A aus abtragen:
—_— —s 8
08 = X +9(1]=(2)4[1 s.(18|1114) S.@21916)

10 4

c) [PA] ist Kugeldurchmesser C(12 | 816,5) r. = 4,5

17. Spiegle den Punkt  P an  der Ebene E :  8

a) P(14|2 |1) ,  E:3x, -%,=0 b) P(1111118),E: ( 5 )  X - [2-0
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a)

b)

— 14
Projektionsgerade p: X = E J+ of;;J schneidet E i n  P':

1

3(14 +31) -(2-W=0, =>p=-4, P(@21611)
SpiegelpunktS: S = P '  + PP' =2P P,  S10 ]10 !1 )

— 11
Projektionsgeradep: X =|  11 {+1  3 schneidet E :  3x; + 3x,  + 2x;= 6

3 2
in P': 3(11 + 34) + 3(11 + 34) +23  + 21) = 6,  => p=-3, P(2 |2 | -3)
SpiegelpunktS:  S = P '  + PP' =2P'-P, S-7 | -7 | - 9 )

18. : Xı + 2% + 2X, +30=0 P(0|211)
E ist Tangentialebene einer Kugel k,  um  P.
Berechne Beriihrpunkt A und  Kugelradius r,.
In  E liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r,.
Berechne Radius r, und  Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und E berührt.
E ist Symmetrieebene der Kugeln k,  (von a)) und  k'.
Berechne den Mittelpunkt M '  von k' .
Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die k,  und k'  berühren ?
Die Kugeln k,  und k'  lassen sich durch eine Halbdrehung ineinander
überführen. Beschreibe in Worten die möglichen Drehachsen.
E und die Kugel um  P mit  Radius 13 schneiden sich.
Berechne Mittelpunkt M und Radius p des Schnittkreises.

g)

— 70 1
Projektionsgerade p: X = |  2 [+p] 2 | schneidet E in  A:

1 2
W+2(2 + 24) + 201 + 24) +30 =0 => p=—4 A ( -4 | - 6 ] | - 7 )
EY _AP -(8) r , =  AP  =12

B=Anr -= r  c¢) [PA]ist  Kugeldurchmesser, C ( -2 | - 2 | - 3 ) , r . =6

MM und IP liegen symmetrisch bezüglich E
M =A+PA=2A-P M(-8 | -14 | -15 )

mE

Die Drehachsen gehen durch A(—4|-6|—-7) und liegeni n  E,  bilden also
ein ebenes Geradenbiischel mit A ( -4 | - 6 | - 7 )  als Trégerpunkt.
A( -4 | -6 | - 7 )  ist Schnittkreis-Mittelpunkt.
Pyt:p?+122=132=p=5
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19. E:  4x; + 4x,  + 7x3 — 81  = 0, k ist die Kugel um  den Ursprung mit  Radius 41.
a)

b)

c)

Berechne Mittelpunkt A und  Radius p des Kreises,
in  dem sich E und k schneiden.
Verkleinert man  den Schnittkreisradius von a)  um  16,
so ergibt sich ein Kreis, in  dem sich E und Kugeln mit  Radius 30
schneiden. Berechne die Mittelpunkte M dieser Kugeln.
Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen von k,
die zu E parallel sind.

a)

b)

c)

—— 4
Projektionsgerade p: X =p  € ) schneidet E in  A(4|4|7)

p2+ OA2=412 =p=40
(40 -16)*+ AM?=30"=> AM  =18
Strecken der Länge 18 abtragen von A aus in  Normalrichtung von E:
M,, = A +18T;%= A £2m; M,(12112]21) My ( -4 | - 4 [ - 7 )

Auch die Beriihrpunkte der Tangentialebenen findet man mit Strek-

kenabtragen: B , ,=0  +41ng = +34) Tos: ( 4 )  X -+$ )  1 )  =0

Ty: 4%, + 4%, + Tx; —41=0 Ty 4x, + 4%,+ TX3+41=0

6

—_ 1 2
20. gz X = (1 )+ (g )  P@O|-8]11)

1

a)

b)

Berechne Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
die durch P geht und ihren Mittelpunkt auf g hat.

P sei die Ecke eines Quadrats, von dem eine Diagonale ing liege.
Berechne die restlichen Quadratecken und eine Gleichung ihrer Ebene.

Wo (Punktmenge, Gleichung!) liegen die Mittelpunkte der Kugeln,
die das Quadrat in  b)  beriihren ?

b)

M ist die senkrechte Projektion von P in  g:
— 9 | |

Hilfsebene H:  E i X — N i  J = 0, 2x, + 3Xp + 6x, = 60 schneidet gin M:
6 11

21  +21 )  + 3(1 + 311) + 6(1 + 6p) = 60 => p=1 ;  M3417 ) , r=  MP =14

P an M spiegeln ergibt P: P' = M + PM  =2M  -P   P(-3|16]3)

die andern beiden Ecken Q,2 liegen in  g, also Streckenabtragen:

=o  2143) -(4)+?(3) Q(7110119)  Q-11-2]-5)
6 7 6
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Ebene mit  Normalrichtung MP  XTg = 2 ]  X | 3 J E durch M

6 — (3(2X  (4)  6x, + 2%, — 3%, — 5 = 0
- 3  7

_— 3 6
c) Gerade MP: X = (4 ]+< [2 , ]

7 -3

21. Spiegle die Ebene E:  2x, — 3x, + 5x3 -7=0
a) am Ursprung b) an  der xg-Achse c) an  der x;X,-Ebene
Xx ;x,| x)  In E ¢ 2x, — 3%, + 5x3—-7=0
gespiegelte Ebene E ' :  nx; + nox, + ngx3 + ng=0
a) X(-x,|-x,|-x3)in  E '  & nx;  — NoX2 — NgXg + ng = 0

=n ;  =-2 ,  Ng=3, ng=-5 ,  ng=-7 E': -2x, + 3x, —- 5xg - 7= 0
b) X(—x,|-x,1%5)inE & - n , x ;— nyX, + ngxXg + ng= 0

=n  =-2,  n ;=3 ,  ng=35, ng=-7 E': -2x, + 3%, + 5X3 - 7=0
c) Xxx ]  —=x5)in E '  & nx; + nyx, —ngxg + ny = 0

=n ,  = 2 ,  n ,  = -3 ,  ng = -95, ng  =—7 E ' :  2x,  — 3x, - 5x3 - 7=0

Spiegle die Ebene E :  3x;  + 2x;  - 1=0
— 1

a) am Punk tP(1| 213) b) ander Gerade g: X =4 [2 )
3

c) ander  Ebene F:  x; + 2x, + 3x3 = 0

a) Bei  einer Punktspiegelung macht die Ebene eine Halbdrehung, ändert
also ihre Normalrichtung nicht; man spiegelt bloß einen Punkt der

— NE — -V> — — 1

Ebene, zum Beispiel A(1/0|-1): A' = P+  AP =2P —- A=  4 ]
7

3 —_— 1

B ik  - ( 4 ]= °  E' :  3x, + 2x3 -17=  0

b) A (1 l0 | - 1 )  von  E an  g spiegeln ergibt A'(— 2 | 3 | z )
B(1|-11-1)  von E an g spiegeln ergibt B ' (~1|-1|1)
E und g schneiden sich in S( 5 | 2 | 2 )
E'  geht duch A’, B'und T: 12x, — 18 x» — 13x; +7= 0

c) A (1 l0 l - 1 ) vonEanF  spiegeln ergibt A'( 7 | 2 | — ; )
—_ 1 —4

E und F schneiden sichins: X = |11 l+0 [ -—
—1 6

E'  geht durch die Punkte von s: P (1 |1 | - 1 )  und Q(5|  81 -7 )

E'  geht duch A', P und Q: 12x, — 18 x» —- 13xg - 7=  0
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23. Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und F:
a) E :  x,  + 10x, + 9xg - 4=  0 F: 11x, + 19x, + 8x3 - 4=0
b) E :  2x, + 4x, + 5x; - 4=  0 F: 8x, +x,+5%xg - 4=0
c) E :  3x, — 4x, + 5x3 = 0 F: =x; + 3x, + 3x3 - 9=0
d) E :  x, +4x, +9x;  - 1=0  F: 3x, + 5x, —- 8x3 + 1= 0

a) Dgenp =273,  ngnp=  182\/3 cos ¢=  = = B ¢ = 30°

b) Mgeong =45,  nenr=  45\2 cos@=  po"  = v2 0 = 45°

¢) mgong =0, = ¢=90°
d) Tgemnp = -49 ,  ngnp=98  COS ¢ =3 @ = 60°

24. Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und g:
— ¢ 3

a) E :  bx, + 5x, + 2x; - 6=  0 gX  =u  2
\

b)  E :  X;  +X2—-3X3 +13=  0 g. X =H 7)+(3)
\

— 1 3
c)  E :  —X; + 5x, — 10x3=0  g. X =u [2 )+ (7 )

— 1 3
d E:  x;  +x ,+4x3+111=0 g X -u (4 )+ (1 ]

a) TmgoT, =81, npr, = 543  sing = 2 = ¢ = 60°

b) Mer ,  =0 ,  = ¢=0
c) TgoT, = -21 ,  npr,=42, sin @ = 3; ¢ = 30°

—_— — 2 _ °
d) DET ,  = -27 ,  nerg=V18-9 sing=2.=* @ = 45

25. Berechne die Schnittwinkel vonE: 12x; — 12x; + 17Xg = 0 und den
a) den Koordinatenachsen a) den Koordinatenebenen

a) x,-Achse: mpee; =12 nge  =V577 singr=7= ®=  29,97°

_ . - 2 — °
x,-Achse: mgoe; = -12  nge;=  577 sng, === 27  29,97

—  — ° _ 17  - >

x;-Achse: NE°C3  = 17  NE 'C3 = 577  Sm ®%®, = Jen Pr  = 45,05
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b) x,x,-Ebene: Mgece; = 17, Dres = N577 COS ®; = = PQ; =

44,95°
x,xg-Ebene: T ipo6, =-12,  ng-e,=V577 cos 9,  = r e  ¢ ;  = 60,03’

X,Xg-Ebene: Mg eoe; =12 ,  nge,  = , 577 COS @; = = ¢Q =

60,03

CH:  2x, -% ,+%-4=0  A ( -1 ]2 ]2 )  B (31 -311 )
a) Bestimme eine Normalform der Ebene E ,

die auf  H senkrecht steht und durch A undB geht.

b) Bestimme eine Normalform der Ebene G,
die AB in  A senkrecht schneidet.

c) Bestimme den Schnittwinkel ¢ von G und H.
d) Bestimme eine Gleichung der Gerade g,

die durch B geht und  parallel zu G und  H ist.
e) Bestimme den Schnittwinkel w von g und  F: x,  + 3x,  — x3 = 0.
a) E wird aufgespannt von ny  und AB,  hat die Normalrichtung ny x AB

RX  AB = < -3 ]=5 (1 )  B (1 )X  - (  2 ]  =0memomr1ne
1 )  1 1 -1  2

1 2
© Tgenyg =12  nenn=  67 cos @ = = ¢ = 40,9°

° . — — 2 4 1 - 3 1d) gha t  die Richtung ng  xng  (3 )  6 1 g X = 2+  | ]
1 -1  -1  1 -

J IN  . 5 °e) TpoT ,  =5  ne r , = 32  sin y=  = y=  60,5

. AB|113),B(61415),C(7,5|1|6) und Spitze S(4| 1 |  8) bilden ein Tetraeder.
a) Berechne das Volumen.
b)  Berechne den  Fußpunkt F der Höhe durch S und die Länge dieser Hohe.
c) Berechne den Winkel a zwischen der Grundfläche und der  Kante [AS] .
d) Berechne den Winkel B zwischen der Grundfläche und der Fläche [ACS].

a) V= l l de t (AB ,AC,AS) |=
113451
6 300 |=975

2 35
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N a 3 4.5 \ 2
b)  nape = AB  X AC  (3 )  ¢ =45 (0  | Easc: 2x, - 3x3+3=0

2) | 3 ~3
— [4 2

Hohengerade X = | 1J+  u 0 ) schneidet Epc  im  Fußpunkt F (6 |  1 | 5)
8) |-3,

h=SF = \ 13

¢) Tapco AS =18, nu  AS = 26-13 sina=:V2  a=45"
, a > 3 1 0 IN  .

d)  Nags = AC  x AS  = (2  x (0 )= -28  2 )  Napc © Nacs =0  ß = 90°
2 5 0

A@| -312 ) ,B -11316 ) ,C61 -510 )
a) Berechne den Flächeninhalt des Dreiecks ABC.
b) A',B'  und C sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in  die

x,X;-Ebene. Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks AB'C'.
c) Berechne den Winkel ¢ zwischen Egc  und der x,x,-Ebene.

N . x N - 3  3 —2
a) Fapc =3 |  ABXAC | ,  AB x AC (8  12 )  A F ısc=7

b) A(@21-3[0), B(-11310) und CG 11-510)
N _ Las  - 3  3 0

Fp = 11 AB'XxAC | ,  AB ' xAC = |  6 |x[-2|=12|0| Fapc=86
2 0 0

— a —_—.  ___s 6 ¢=312
c) Dasc = |  3 Napco€ ;  =6  Dapc-es=7 cosQ=7

Zusammenhang zwischen a) ,  b )  und ce): Fagc = Fapc - cos ¢

. E:  2x, + 3x, + 4%, + 5= 0, A(1]2]4), B-2121-9) ,  C21  719)
A', B' und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in  E.
a) Bestimme die Bildpunkte A’, B' und C'.
b) Bestimme die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und ABC.
¢) Bestimme den Winkel ¢ zwischen F und Epc  und bestätige die

Beziehung Face = Fag  - cos 9.
2

a) Die Projektionsgeraden a, b und c gehn durch A, B und C in  Richtung

und schneiden E in  A’, B'  und C':
— (1 2 |

a X = ( 2  ) +p (3  ) in E eingesetzt = p= -1=  A -1 ] -1 ]0 )
4 4

3
4|
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—_ /-2 2
b: X = |  2 )  o (  3 )  in  E eingesetzt = c=1  =B( (0 |5 | - 5 )

9 4
— / -2  2

eX=(7  )+0 [3 )  inin E eingesetzt = c==2=C-6 l1 ]1 )
9 4

r y  - 3  6
b) Fagc=1l ABxAC | ,  AB xAC=EK ( 5  )=-(2 Fanc= 17366

13 —15)
‘ 2

8 ) .  Fapc  = 4V294
—— 65  — 2 a —

C) Dupe = | 3 DABC = 2 ]  NABCc° Dapc = 232

IN a N 1 —5
FaBc = A AB  xAC  | ,  AB ' xAC= 4 1 ) -  y

2
Napc- Dupe = V7366-V29 cos@= = NE

| D—cos p=  ABS _ 8B  _ 4 [ 2
Fasc

30. Die sechs Punkte auf  den Koordi-
natenachsen, die vom Ursprung
die Entfernung k haben, bilden
ein regelmäßiges Oktaeder.
Berechne alle Winkel zwischen
den Kanten, zwischen den Fli-
chen und zwischen den Kanten
und Flächen.

Kantenwinkel
Der kleinste Kantenwinkel ist
60°, weil die Seitenfldchen
gleichseitige Dreiecke sind.
Der größte Kantenwinkel ist
90°, weil  die Flächen ABA'B'
und AC'A'C Quadrate sind.
Fliichenwinkel
Seitenflichen mit  gemeinsamer Kante, zum Beispiel ABC und ABC":
Für k = 2 ist M(1] 1 ]  0) die senkrechteProjektion von C(0 | 0 / 2 )  und

- 1  - 1
C'(0] 0 |  2 )  auf  die Gerade AB.  Die Vektoren MC == ;  J und  MC’ = | |

2 —

bilden ee  Winkel § wie die Seitenflächen:
MC.MD= MC.MD =v6-Y6=6  cosd=-; 8=  1095
Seitenflédchen o t  bloß gemeinsamer Ecke bilden den Winkel 180°— 5 = 70,5".
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Kanten-Flächen-Winkel
zum Beispiel bilden die Kante [AC'] und die Fläche ACB' denselben Winkel
wie AC' und die senkrechte Projektion AC" von AC' in  die Ebene ACB'.

IN  . a —1 0 —1
BEacg': n = ACXxB 'C  =2 ( ' 0  Jx2 (1 )=4 (1 )  X )— Xo + Xg = 2

1 1 -1

C
O

“ ( 0  1
schneidet Projektionsgerade X = 0 Js  b i n  C'(3 | - 3  | - 2  ) W=

—2 1
x f-2/3\ (-2

AC" 0 AC '= [ -4 /3  |o[ 0 | =  AC"-AC = 3V6V8 = V3
~2/3 | | -2

1cos w=  >=, w=54,74°V3 X;
| 

Q
o

31.
F(-51015)

Bei dem Quader- G(01-515)

stumpf ABCDEFGH
sind Grundfläche
ABCD und  Deckflä-
che EFGH quadra-
tisch. Berechne den
Winkel zwischen

a) den Seitenfli-
chen HGF  und HGD

b) den Seitenfla-
chen AHD  und AHE

¢) der  Kante HD
und der Deckflidche.

Die Dreiecke, die mit
der Deckflédche eine
Kante gemeinsam ha-
ben, sind gleichseitig.
Deshalb ist zum Bei-
spiel die Kantenmitte
M senkrechte Projek-
tion von D in  GH  und
die Kantenmitte L
senkrechte Projektion
von E in  AH.



XI. Normalformen
ss  2,5 I s  2 5 —1

a) M(2,5 | -2 ,5 |5) ,  MD (25)=25(-2) MV = HE  - (  5 )=5( ] J
_5

MD.  MV =255(2) ,  MD MV =25+65+2=2 ,5523

cos 0. = o = 125,26°

—_—— -5  —2 EN 0 0
b) L(5|2,512,5), LE  (25)=25( 1 J HD = [ -6 )=5 ( - )

2,5 1 - 5  - 1

LE-HD = 25-52), LE  HD =2546-52=255-23
cos ß = B=125,26" =a

¢) An einer Skizze macht man sich klar, daß die Gerade HD  Grund- und
Deckfliche unter 45° schneidet, die Kante [HD] mit der Deckfliche
180°- 45° = 135° einschließt.

32, ABCDS ist eine viersei-
tige gerade Pyramide
mit quadratischer
Grundfläche.
Berechne den Winkel
zwischen
a) Grund- und Seiten-

fläche
b) zwei Seitenflächen

mit gemeinsamer
Kante

¢) zwei Seitenflächen
ohne gemeinsame
Kante.

a),  ¢)  Der  Winkel a zwi-
schen Grund- und
Seitenfléiche ist 45°,
weil das gestrichelte
Dreieck rechtwink-
lig (bei S) gleich-
schenklig ist. Der
rechte Winkel ß ist
der Winkel zwischen
den Seitenfléchen,
die keine gemein-
same Kante haben.
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b) Die Seitenflächen sind kongruente gleichschenklige Dreiecke, deshalb
haben zum Beispiel B und D dieselbe senkrechte Projektion L auf AS:

— ¢0 1
AS: X = k + zZ 1 Jsoschnitten mit der Hilfsebene H durch D

5 —1
1 — 5

senkrecht zu AH: CHE)  Xi  +X2-X3= 0
—1 0

. 5 7/5|5|0ergibt u => ,  L(z | 3 | 3 )
—_— 1 — 2 a a

LD -% (2) LB -3  (1) LD-LB  = ( _3 )  LD-LB=2s
- 1

Seitenfldchenwinkel: cos y=  - 3  v=  120°

33. Der Körper ABCDEFGH
entsteht so: man  verdreht 2
kongruente Quadrate 45° ge-
geneinander und verschiebt
eines so weit nach oben, bis die
Seitenkanten so lang sind wie
die Quadratseiten.

a) Bestiitige die
Koordinaten von

H5VZ1 015V 22  )
b) Berechne den Winkel

zwischen Grundfläche
und einer Seitenflédche
mit gemeinsamer
Kante

c) Berechne den Winkel
zwischen zwei Dreieckflé-
chen mit gemeinsamer
Kante.

a) Heh, |h,|hy),  h,  ist 0, weil nach
der 45°-Drehung die oberen
Ecken genau senkrecht über
den waagrechten Koordina-
tenchsen liegen, h;  = 52, weil
das die Länge ZH  der halben
Quadratdiagonale ist,
H(5V2| 0 |  hy), die Strecke
[AH] ist so lang wie eine
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AH  = " 3  | Bedingung: AH?= nn | = 10?

50 — 5012 + 25 + 25 + hy? = 100 = hy? = 25.22 —hy=+5V2V2
b) L(510[0)  ist die senkrechte Projektion von  H und O auf AD,

ss  (2  _5 )  + 7-5 a N

LH=| 0 |ToO -(  0 ) LH.LO = -2560/2-1), LH-LO = 253

5N2V2) )

Seiten-Grundflächen-Winkel: cos ß = — Ba  B = 103,84"

c) Weil die Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind, ist M senkrechte
Projektion von H und B auf AE.

AG1510),  E0152  5V2v2) , M3 | EZ+ DI 5V2V2)
1-2v2) ( 3  ) a .

MH = 3| v2+1 |, MB = §|V2-1|, MH.  MB =25(1-2V2)
N22, (V2vz

MH.-MB = 5V3:5V3= 75
Seitenflächen-Winkel: cos 6 = — 2 2v2  - 1 )  0=127,55

— 2a  0

to: X =(art)  en  1 )  E :  3x; - 6x ,+2x3+4=0  A(15] 113)
1 3

a) Untersuche die Lage von g,  und  E .
b) Welcher Punkt B in  E liegt A am nächsten ?
c) Welche Schargerade liegt A am  nächsten ?
d) E sei Tangentialebene einer Kugel k um  A.

Berechne Radius und Beriihrpunkt.
e) Bestimme eine Gleichung der Ebene H,  die die Kugel  k von d)  halbiert

und auf den Schargeraden senkrecht steht.
f) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von H und  E.
a) Gemeinsame Punkte suchen, g,  in  E einsetzen:

3 (2a )— 6(a + 1+ ) + 2(1 + 31) + 4 = 0 = 0 = 0 ist erfüllt fiir jedes a und 4,
die Parallelenschar liegt in  E.

b) B ist die senkrechte Projektion von A in  E:
— (15 3

Projektionsgerade p:  X = |  1 |+b|-6|schneidet Ein B :
3 2

3(15 + 3b) — 6(1 — 6b) + 2(3 + 2b ) + 4=0, = b= -1 inp :  B (1217 /1 )
¢) Die Schargerade muß durch B;  klappt für u = Ound a = 6

SUN



XI. 1.  Normalform der Ebene 243

d)

e)

Berührpunkt ist B(12|7|  1 )  von b), r =  AB  =7
0 — 15

SHIEH H :  Xo  +3%3—-10=0

0\ /3 MWY — [12 20
8 geht durch B mit Richtung ( 1 x ( -6 )= (  9 J X - (  7 Jools

3 2

a)

b)
c)

d)

e)

a

—_ 1 1
g.: X (2 )  13 ]  M(-1 | 01-1)

1

Beschreibe in  Worten die Geradenschar und bestimme
eine Gleichung der Ebene E,  in  der die Schargeraden liegen.
Welche Schargerade geht durch M ?
Welche Schargeraden beriihren eine Kugel um  M mit Radius 2?
Welche Schargeraden sind Sekanten der Kugel ?
Welche Schargeraden halbieren die Winkel der beiden
Kugeltangenten g,  und  g,  ?

Welche Schargerade hat vom Ursprung den kleinsten,
welche den größten Abstand ?

a)

b)

c)

g,  ist ein ebenes Geradenbiischel durch (1|  —2 1)  parallel zur Axe,
weil sich nur die dritte Koordinate im  Richtungsvektor ändert.
—_ a a 1 1 -1  1 — 1
Nn = T9XT; =|-1|%x[-1|=|-1 =(1 {¥ -  2 ]  X+X+1=0

o )  (1) LO 0 1
- 1  1 1 \ | —_— 1 1

0 |=|-2|+pn[-1|] = p= -2 ,  a=1 ;  Mliegtaufg,: X ( 2 )  -1
-1  1 a y 1 1

Die Beriihrpunkte B,  sind die senkrechten Projektionen von M in  g,.
Bedingung: der Vektor, der M mit dem allgemeinen Geradenpunkt

—_— 2+  V1 —

verbindet, hat die Länge 2: MG,  = 2 i A MG,  ?=4
+a

(2 + u)? + (=2 — u)? + (2 + ap)? = 4 diese quadratische Gleichung soll fiir p
genau eine Lösung (Berührung) haben, also auflösen nach bu: |

(a? + 2)u? + 4(a + 2)u +8  = 0 (&),  Diskriminante D muß gleich 0 sein

D = 16(a + 2)! — 32(a + 2) = 16(a® + 4a + 4 — 2a” — 4) = 16a(4 — a)
D=0  =2a=0 oder a=4

( 6 )  aufgelöst: p= -252  uU=-2  oder W=-

SN 1 1
a=0 ,u= -2 :  Bo - (2 ) -2 (4 ]  By(-1/0]1)

1 0

W
it
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d)

e)

1 1
a=  4 ,  p=—%:  B ,Bo  = (2 ] -3  [ 2  B (31 -3  1 -2 )

Sekanten liegen vor, wennD > 0 ist, also a(4-a)>0 = 0<a<4
Weil M auch in  E liegt, E also mitten durch die Kugel geht, ist eine Win-
kelhalbierende diejenige Schargerade, die durch M geht, und das ist g;.
Die andre muß drauf senkrecht stehn (und freilich in  E liegen!), ihre
Richtung T ist also senkrecht zu g,  und Tg:
f l  ¢-1 1 _— 1 1

1 0 2 —2 1 —2

Senkrechte Projektion O' von O in  E liefert den Geradenpunkt, der dem
Ursprung am nächsten ist: Die Schargerade durch O' hat den kleinsten

Abstand vom Ursprung. O' ergibt sich als Schnitt von E und  u:X =“os  J

2
73

Lo 111  ~1/2y /1 1 3
6+0+1=0 ,0= -3 ;0 ( -3  1 -3  | 0); [ 2  )=  (2) +2 )  p= -3 , a

1
Gerade g,5 mit  kleinstem Abstand vom Ursprung: X = 2 + l -2 )

Die Schargerade mit  dem größten Abstand vom Ursprungsteht auf go
1 1 3 1

senkrecht, hat also die Richtung E I 1J i :  | « (1J i : ) - 3 :  A
2/3 0 2 3

Gerade g_g mit  größtem Abstand vom Ursprung: X = & + u A
1 -3

36. Bestimme von E,: x,  + ax,  + (a + 1)x3 — 6 = 0 die Biischelebenen,
a) die mit der x,-Achse 45° einschließen
b) die mit  der x,;x,-Ebene 60° einschließen
c) die mit  der x,x5-Ebene 30° einschließen
d) die 30° mit der Ursprungsgerade durch ( - 6 | 7 |  1 )  einschließen
e) die senkrecht sind zur Gerade durch (2 | 4 | 2) und ( 4 | 0 ]  0)
f) die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1| 10 | —7)
g) die parallel sind zur Ursprungsgerade durch ( 1 ]1 ] - 1 )
h) die senkrecht auf  E ,  stehen
i) die mit  E,  45° bilden

1==  a n ,= \2 (a *+a  +1)
a+1

PN 1 1
a) nce  « |  a ( g ]+1  nce = \2(a* + a + 1)

a+1  0
n ,oe

Bedingung | oo .  = sin 45 | ne r  | =2\2n,e
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1=  1/2 2(a?+a +1) = 1 l=+a+a+1  = 1=  a *+a+1
a(a+l )=0;  E j :  x,  +x3—-6=0 E , : x , -%-6=0

Nn, o€g  d l  a J (o ]=a+1  n,-es=V2(a? +a  +1 )
a+1  1

. | on, oe ;  | o —_ a 1Bedingung: = cos 60 | no ,  | =3n,e
I g  C3

l a+1 |  = 2V2(a® +a  +1 )  = 2a+1 ’=a ’+a+1
2a2+4a+2=a’+a+1 = a’+3a+1=0 = a=3 ( -315 )

n,  ce;  a l  a ( 2 )  ne ,  = \ 2 (a  + a + 1 )
a+1  0

| ne;  | Ce

Bedingung: - = cos 30° | 7,  oe, =143 n,-e;
a

_ 1 2 = 3.2(a2= 1/3 2(a +a+1 )  = 4=3 -2 (a * ‘+a+1 )
3a? +3a+1=  0 hat keine Lösung, das heißt,
in  der Schar ist keine Ebene, die mit der x,xs-Ebene 30° einschließt.

—6 1 —6= 7 )=( a J 7 ]=80-5, nr, = V2(a? +a + 1) V86
a1 +1  1

. | ND, o rg  . . | IN  +1  _ 1
Bedingung: — 7 — = sin 30 NgeTg  | =5 NaTlg

ag

| 8a -5 | = 1,2(a?+a+1)V86 =(8a -57=43@"+a+1 )

21a?_81a -18=0 ,  7a? -27a -6=0 ,  =a=6ode ra= -—3

Eg: X; + 6x2 + 7x; -6=  0 E_y7: TX, — X + 6xg -42 = 0
- 2  1 ER

Fo  = (4  ist parallel -2 ) -  N_2 E , :X i - 2x2 -Xg -6=0

( 1
Ng © 0 )=0=1+10a -7a -T=0  = a=2  Ey :  X;  + 2x2 + 3%3—-6=0

1 

. .

N,  ° ( 1 )=0  = l +a -a -1=0  ist fiir jeden a-Wert erfüllt, das heißt,
\—1, ]

die Gerade ist parallel zur Trégergerade desEbenenbiischels.
1 1

TH. cm, =0 , |  a [o|0[=0, >a= -2  E , :X  —2%,-%X3—6=0
a+ l  1

1 1 —— a—

m,n ; = |  a [°|1|=3+3a | 7 | nr |=V2@ +a  +1 )  V6
a+1  2

BILLY  l ems= HEN
1 EEE TEEN = s 45°Bedingung: a l  co
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|3+3al =1/22(a?+a  +1 )  V6, = 38 l1+a l= V3\2(a? + a + 1)

3(1+a)=2(a2+a+1) —a ’+da+1=0=a= -2%3

37.
a)

b)

E,: @a+1)x,+(a-1)x,=a
Bestimme eine Gleichung der Ursprungsebene,
die alle Scharebenen senkrecht schneidet.
Welche Scharebene steht auf  E ,  senkrecht ?

b)

a)

a+1

Die Normalrichtung u der Ursprungsebene U muß senkrecht sein zu
a+1l u

jedem Normalvektor n,  : i ,  cu =0 ,  C t  | =  ist erfiillt zum
0 w

oy —
Beispiel f i ru=v=0,w=1,  U: 2 )  =0 ,  x3=0

1
a '+1

#1  va ra  v i va  a0  152004250 ,  a '=  t n
0

auf  E ,  steht senkrecht E_,,: (— + 1)x; + - 3  -1)x, =a

i)

j )

a? —_ 2
E, :  a l_  a | X — a => 0

a -4  3

Bestimme die Achsenpunkte A,  , A,  und A;  von E , .
Welche Scharebene hat  nur einen Achsenpunkt, wie liegt sie ?
Welche Scharebenen haben nur  zwei Achsenpunkte, wie liegen sie ?

Welche Scharebenen gehen durch den Ursprung ?
Welche Scharebenen enthalten den Punkt P(1 |1 ]6)  ?
Bestimmea so, daß die Scharebene parallel ist zu  einer
Koordinatenebene.
Bestimmea so, daß die Scharebene parallel ist zu einer
Koordinatenachse.
Welche Scharebene ist parallel zu F: x;  + 3x,  — 18xz + 10 = 0?
Welche Scharebene ist senkrecht zu G: 3x; — 2%, + X3=2?

— 71 1
Welche Scharebenen sind parallel zug :  X = : ) +W 2 ]  ?

3 12

—_— (3 2 -5
Welche Scharebenen sind senkrecht zu  S: X = f J+  1 J+  u 2 ?

1 -1  1

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E,  und  E,.
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a)

g)

h)

i)

J)

E, :  a’, + ala — 1)x, + (a — 4)xg = a’ + 4a — 12

A ( dS  | 0 | 0 )  , A.(0 | a r4a  12  | 0 )  , AO ]  0 a +42-12)

E,  hat  nur  den Achsenpunkt A,(0 | 0 |  3), ist also parallel zur x,x,-Ebene.
E,  hat nur die Achsenpunkte A,(—7 | 0|0) und A400[}),

ist also parallel zur x,-Achse.
E,  hat nur die Achsenpunkte A,( 2 10] 0) und Ag( 2 1010),

ist also parallel zur xg-Achse.

a?+4a -12=0  (a  +6Xa —- 2) = 0 a= -6  oder a=2

P in  E,  einsetzen: a?.1 + (a>~1)-1+ (a—4)-6 = a? + 4a — 12
a?+a -12=0  (a+4Xa-3 )=0  a= -4  oder a=3

In  Ti, müssen zwei Koordinaten = 0 sein, nur möglich für a = 0

| |  x,-Achse: 1. Koord. von T ,  muß 0 sein, a®=0 a=0
| |  x,-Achse: 2. Koord. von Ti, muß 0 sein,a(a-1)=0 a=0  oder a=1

| |  xs-Achse: 3. Koord. von Tn, muß 0 sein,a—4=0 a=4

2 1 
[J [J

f a  ] = K |  3 ‚ k  = a? (1.Koord.Gleichung) einsetzen i n  die 2. Koord.-
a—4 —18

Gleichung: a? —a = Ba? a (2a+1 )=0  a=0  odera=  —3

die Probe in  der 3. Koord.Gleichung klappt nur für a = — 5 ‚also FE 4

a’— a
12

2 \ 41
1 [ 2 )=0#* -1a+48=0 , (0 -60a -8 )=0  a=6  oder a=8

a -4 )

2 \ 43
= [ 2 )=0 .#+80 -4=0 ,  ( a+4Xa-1 )=0  a=—4ode ra=1

—4 1

2 -5  1
Normalrichtung von S: 1 2 )=3 (2 )

2ır71
e f  F (1 )e  a2+a -6=0 ,  ( a+3Xa-2 )=0  a= -3ode ra=2

3
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_s  /4 —3
39. E :  3x; — 6x, + 2x3 = 42 g.: X (2 )  + (220)

6 a

a) In  welchem Punkt schneiden sich die Ebene E und die Schar g,  ?
b) Bestimme eine Gleichung der Ebene F,  in  der die Schar g,  liegt.
c) Bestimme den Schnittwinkel ¢ und eine Gleichung der

Schnittgerade s von E und  F.
d) Bestimme Gleichungen der senkrechten Projektionen von g_, und g,

inE.
e) Welche Schargerade ist identisch mit  ihrem Spiegelbild beziiglich E ?
f) E ist Symmetrieebene der Schargeraden g,  und g,. .

Drücke a’ mit a aus.

a) Die Geradenschar ist ein Biischel mit  dem Trägerpunkt B(4 | —3| 6).
Sollen sich Ebene und Biischel in  einem Punkt schneiden, so kommt nur
B dafür infrage: 3.4 — 6-(-3)  + 2.6 = 12 + 18 + 12 = 42, na  also!

b) Das Biischel ist eben, zwei Geradenrichtungen gekreuzt ergeben die
- 3  - 3  2

Normalrichtung der Ebene F: T,  xT, = | 2 I 0 J+ 3 )
0 1 6

2 —_ 4
( 3 ) :  X - ( e ]=  2X, + 3X9 + 6x3 = 35

e i t  ge t  3 2
Cc) ng ° Np  = ( 6 )  - ( 3 )= °  ¢ = 90°

2 6

Schnittgerade ist die Schargerade, die senkrecht ist zu ng  :
—3 3

[220 ) - [ - 6 )=0  —21+14a= 0 a=3  S=  15
a 2 )

— f-3\
d) r ,  = | 6 ist senkrecht zu  E ,  B(4  | —3 | 6)  ist die senkrechte Projektion

—4

T,  ist nicht senkrecht zu E, also ist g ,5 die senkrechte Projektion
e) gist Normale von E ,  also zu sich selber symmetrisch bezüglich E
f) allgemeinen Scharpunkt, zum Beispiel u = 1,  G , (1 / - 1 -2a ) | 6  + a) an  E

spiegeln. G,' sei die senkrechte Projektion von G,  in  E
_ 1 3

Projektionsgerade p :  X = 2 )  +0  : J schneidet E in  G,'
6+a  2

3(1  + 30) — 6(-1-2a 60)  +26  +a  +20 )  =0  o=1 (3  - 2a)
—_ 16  — 6a

G. = ( 2  _ 2) G.” sei Spiegelbild von G,  bezüglich E
48 + 3a

—_ —_— —_— —_— —_ 1 25  — 12a
G. "=G,  +20 .G .  =2G. ' -  G,  = [87 100)

54  - a
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| — (4 —3-— 12a
gespiegelte Gerade BG,": X = - J + ( 2  + a

6 12—-a

25- 12a —3 12_a
soll Schargerade g,  sein: i s  + 0a  = [20] =a '=  17a

54 -a  a '

— [2a 2
QU6|1618 ) ,  M(1415/ -2)  g :X  10H
Welche Schargerade geht durch Q ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene E,  in  der die Schar g, liegt.
Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
beziiglich deren Q und der Ursprung symmetrisch sind.
Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und F.
Bestimme Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢ von s und  go.
Berechne die Punkte von go, die von M die Entfernung 15 haben.
Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen T,
die eine Kugel um  M mit  Radius 15 in  Q und O berühren.
Bestimme eine Gleichung der Gerade t,
die in  beiden Tangentialebenen liegt.
Berechne den Abstand d von t und go.

g)

h)

16 2a 2 0
16 1=| a |+ 2 >u=8  a=(8) (3) +4(3) =

— 2 2 2 1

ga: X =a[1)+u[?] ist auch Parameterform von E 2 )
0 1

E:  x;  -2x5+2x3=0

F geht durch die Mitte (81814) von [0Q] , die Normalrichtung von F ist
gleich der Richtung von OQ. F:  2x; + 2x, +x3-36=0

— 12 —2
E und F schneidensich ins: X (8 )+ ° (1 )

— 2
Z :  X = |  2 und s schneiden sich in  S(81814) unter 90°

2 14( ? ) - ( 2 )  = 15 = 9u(u—8)=0 G ,=0  Gy(1611618)=Q
_2

To: 14%; + 5x, — 2x3 = 0 Te: 2X; + 11%, + 10x; — 288 = 0

— 0 1
t :  X - ( 8 ]++ (2 ]  i) d=16

20 2
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Gib die Hesse-Form an
a )  7x ,  — 2x ,  + 26x,  +54  =0  b )  6x,  + 8x  =-=50
c )  15x ,  + 6x ,  — 10x ;  = 0 d )  3X3  = 3
e) 1X SXa+3Xa=1 f) x ,=0

a) — (Tx; — 2x; + 26%5) —2 = 0 b) - 1 (3x ,+4x ; ) - 5=0

c) t o  (15x, + 6x, — 10x3) = 0 d) x ; - 1=0

e )  3K  SXa+3Xa=1  f )  x ,=0

Gib die Hesse-Form der  Ebene E an,
die durch A(1]/ 115), B(9]1|1) und C(11| 4 -1 )  geht.

RD)  OP
E:  3x, + 2x, + 6%3—35=10 Ep: (3%, + 2%p + 6%5) = 5=0

Welchen Abstand haben der Ursprung, A(12]2(-2) ,B(1101-2)
und C(-9 | 1 |  2) von der Ebene E: x, +8x,- 4x;=9  ?

Eu: 3 (x, + 8%; — 4x5) —1=0 d(0, E) = |  E (0 ) |=1

dA, E) = | E(A) | = 3 d(B, E) =|E(B)|= 0 d(C, E) = |  E(C)|=2

Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1[-2|2)  und B(-1{1]-1)
_ 0 0 2

von der EbeneE: X = (o )+2 (3 )2 )  ?
1

eG 2)  x - (  | 0 ,  X i  — 2x, + 2X3 —2=0, Ep:  5 (x) — 2xa+2xg -2 )=0

dO,E )= IEO) |=2  d(A,E)=!E(A)l=3 d(B, E) = | E(B) |=

E: x,  +2x,+2x; + 3 =0   Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H

F: x, +2x,+2%; — 6 =0  (als Strecken) mit  den richtigen Abständen,

G: x,  +2x,+2xs — 9 =0  die Normal- und Hesse-Vektoren von E bis H

H: x,  + 2x,  + 2X3 + 12=0  mit den richtigen Längen, Maßstab: 12  0,5cm.

Ey: —2(%, + 2%; + 2g) —1=0 Fy  +35 (x; + 2%; +285) —2=0

Gy: +3 (%; + 2%; + 2X3) — 3 =0  Hy:  — 3 (x, + 2%; + 2xg) — 4 = 0
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Skizze zu Aufgabe 5. n° 6

.—-——— _— @~-

0

Im
A(1[10[-2), B ( -114 [ -2 ) , co l6 l 0 ) ,  F
D(?|?|?), S(3|3|-3) Die Pyramide T,. ,

ABCDS hat als Grundfläche das Par- G y Np
allelogramm ABCD. ng  |
a) Berechne die Länge der Höhe h. O r
b) Berechne das Volumen der Y oP

Pyramide.
_ -1  —2 2
AB x AC =e  x(# )=-4(2)

2 0 —2
2 _

a) Grundfldichenebene G: 1 )  X - (  ] = °  2X, + Xo — 2x3 - 6=0
_2

h =|Gy:  5 (2%; +X ,  — 2X)  —2=10

b) Grundflicheninhalt F = |  AB x AC | =4 .3=12

Rauminhalt V = Fh  =3 12.3 = 12

— 0 2
E:  11x, — 10x, + 2x3 + 75 =0  g X - [ 5 )+ (5 )

5 14
Zeige, daß E und g parallel sind, und  berechne den Abstand d(g, E).

DoT ,  = to )  3, ) =0  a l sogl  ng und damit gl|| og

Ey: —3  (11x, — 10x, + 2%) = 5 = 0; d(g, E)  = |  Ex(®)|=9

Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:
Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E,  die die Gerade g enthält und
parallel ist zur andern Gerade h;  berechne dann den Abstand, den irgend ein
Punkt von  h und die Ebene E haben.
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a) g X = 2 )+4 (1 ]  h: X = ( gue )
0 8 1

SEE
(GF) HF woe3

. - - 1 a0; d(g, h) =| Ex(HD) | = = 8 = 42Ey:  = ( x  X9  —

b) ng =r, XT)  = 8 )  4 J=4 [ -4 ]  Ba )  X (7 )  =0
4 4 7 7 5

E:  4x, — 4x, + 7x3 +33 = 0 Ey: — 3 (4%, — 4x2 + Tx3 + 33) = 0

d(g, h) = |Ey (H ) |=3 .81=9

9. Stelle Gleichungen der Ebenen auf, die von E:  6x, — 7x, + 6x; +55 = 0
den Abstand 33 haben.

Ey: — 1 ( 6x ,— TX; + 6%5) - 5=0  F , :—1(6x, — Tx, + 6x) - 5+33=0

F , : -  = (6x, — 7% + 6x3) +28 = 0 F_: — 2 (6x; — 7X9 + 6x3)- 38 = 0

F , :  6x, — 7x, + 6x3 - 308 = 0 F_: 6x, — Tx, + 6xg + 418 = 0

10. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die von der Ebene
E:  7x, — 6x,  + 6X3 = 7 den Abstand 1 haben.

Der geometrische Ort  besteht aus den Ebenen,
die von E den Abstand 1haben
Ep: + (6x, — 7x2 +6xg -7 )=0

F,: + (6%; — Tx, +6x3 -7 )x1=0  F , :  6x; — Tx; +6x3—-7111=0

F , :  6%, — 7x2 + 6xg +4= 0 F_: 6x, — 7x2 + 6x3 —- 18 = 0

11 .  Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die in  der Ebene E: x,  — x,  + 3x3 = 0 liegen
und von der Ebene F: 2x, + x,  — 2x; = 12 den Abstand 3 haben.

Fu: 2 (2%, + Xp — 2X5) — 4 = 0 Fy 1(2x, + %— 2%) - 4£3=0

F,  und  F_ enthalten die Punkte im  Abstand 3 von F :
F,: 2x, +X2- 2x3 -3=0 F:  2%, +X2 -2xg -21=0
die Punkte solln auch noch in  E liegen, also Schnitt von F,  und F_ mit  E:
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—_ 1 -1

Schni t tgeradevon F,  und E :  X - ( 1 ) *  A 8
0 3

EN 7 -1
Schnittgerade von F_undE : X =(1)en( 8

0 3

12. E:  15x,  + 12x,  -_ 16x;  = 15  F :  -9x, + 12x,  — 20xg =35
Welche Punkte der x;-Achse haben von E und  F denselben Abstand ?
Die Punkte mit  gleichem Abstand von E und  F liegen in  den
winkelhalbierenden Ebenen W,  von E und  F:
Ep: 5 (15x, + 12x, — 16x3-  15) =0  Fy: = (—9x; + 12x, — 20x; — 35) = 0

W,  = Ey + Fy: = (6x, + 24%, — 36%, — 50) = 0 ,  W, : 3x, + 12%, — 18%3— 25 = 0

W_ = Ey — Fy: = (24x, + 4x, + 20) = 0 W_ :6x ,+X3+5=0
W,  geschnitten mit  der x3-Achse ergibt die gesuchten Punkte P ,:
P,(0 lo | -25/18)  P_ (0 l0 | - 5 )

13.
—23 —8

Eine Kugel K mit  Radius 22 bewegt sich so, daß ihr Mittelpunkt auf g läuft.
a) In  welchen Punkten berührt die Kugel die Ebene ?

Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?
b) Wo ist der Mittelpunkt M des größten Schnittkreises von K und  E ?

—_— 39 13
E:  6x; + 9x, + 2x3 = 11  g X - [@)+ [2 )

Schnittkreis B 2

a) Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als Schnitte von g und zwei Ebenen
F,, die von E den Abstand des Radivs 22 haben.
Eg 5 (6%, + 9%, + 2x) —1=0 Fy 3 (6x, + 9%, + 2x) —1+22=0;
F,: 6%; + 9%; + 2%;+231=0  schneidet g (k = —4)inM;(-18 | -1919)
F_schneidetgin M ,  = M ,  +2M,M =2M — M , , M,(13 | 21 | —7)

—13 12
B,  = M,  +22  n rng  ° = M,  +2ng  ° = 19 )  3 ]  B , ( - 1  | - 1 ]13 )

9 4

a amy  12
B,  = M,  —- 22g ’  = M,  — 27g  = [ 2 ) - ( )  B , (1 |3 ] - 11 )_ 4
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Andrer Lösungsweg
Die Kugelmittelpunkte ergeben sich als diejenigen Geradenpunkte,
die von der Ebene den Abstand des Radius 22 haben.
Bedingung: d(G, E )  = |  Ex(G)|= 22, Ex(G) = + 22
2 [6(39 + 134) + 9(61 + 204) + 2-23 — 84)] — 1 = + 22
[737 + 242u ]— 11= + 22.11 > 242u = + 242-726 >4u=+41-3
dann gehts weiter wie gehabt.

b) Mist der Schnittpunkt vongund E,u=-3 M(0 |1 |1 )

14.
— —6 7

g,  sei die senkrechte Projektion von g: X = | 2 J+ ( 2
—8 1

in  die Ebene E:  2x, —x, + 3x3-4=0.
Bestimme den Schnittpunkt von g und g,  und eine Gleichung von g,.

g eingesetzt in  E ergibt p = 1, Schnittpunkt S(1|4|  2).
d(G, E)  = | En (G) |= | -  424/14 | ,  G und O liegen auf  derselben Seite von E :

C= +2 .  1a )  +s[a)=[2 X =(4)+1[5AA)  TRH
15. Die Punkte P (15 | -6 |  10) und P'  seien symmetrisch bezüglich

der Ebene E :  7x, — 4x, + 4x3 — 7 = 0. Berechne P'.

d(P, E )  = |  E4(P)| = |  +18| = 18, E liegt zwischen P und O

P =P  -24@ E)  755 - ( )  218 3(1)= (56) 4 )  P(-13  1101-6)
10 4 10 4

16. T: 3x,  — 4x, — 12x3 = 0 sei Tangentialebene einer Kugel K
um  M(7 | - 1 ] - 12 ) .
a) Berechne Radius r und  Beriihrpunkt B von K.
b) Bestimme eine Gleichung der andern Tangentialebene T' von K,

die zu T parallel ist.
—s _ -a  3

a) r=dM,  T )= |TgM)  | =  13 BM +13. 5-4] B413 ]0 )

b) AnsatzT': (3x, — 4x, — 12x;) + 2:13 = 0
weil B in  T liegt, müssen M und B auf derselben Seite von T' liegen,
also Vorzeichen von n,  so wählen, daß T'(B) und T'(M) dasselbe
Vorzeichen haben: T"  3x, —4x,—12x3-338=0

17. H: 10x, — 11x, + 2x;  = 1halbiere die kleinste aller Kugeln, die durch
P(21 | -21| 5) gehn. Berechne ihren Radius r und Mittelpunkt M.
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— a 10
r=d (P ,T )= |Hx (P )J= | -30 |  M = F -30311  MC | 1l 1 )

18. Bestimme Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen von
E:  x;  +2x , -2%3+5=0  und F: 5x , — 14x ,+ 2x; — 4 = 0.

Ey: — 3 (%, + 2%, — 2x3 + 5) = 0 Fu: 1 (5%; — 14%; + 2%3—4) = 0

W,=Ey+ Fu: — 2 (x, + 2%, — 2% + 5) + = (5%; — 14%, + 283 -4 )= 0
24x, — 12x; +29=0

Wy = Ey — Fy: — 2 (x; + 2% — 283 + 5) — = (5%; — 14%; + 2x3 — 4) = 0
10x, — 4x, - 8x3 + 21= 0

19 . E: 2x; +X2-2x3 +3=0 ,  F:  6x, —- 2x, —- 3xg +21=  0
a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,

die von E und F denselben Abstand haben.
b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,

deren Abstand von E halb so groß ist wie der von F.

Ey: — 32x ,  +x%2-2xg+3)=0, Fu : -  (6x, — 2x2 —3xg +21 )=0

a) W;=Ey+PFy : -3 (2x, + x2 — 2xg +3) — 2 (6%, — 2x, —3xg +21 )=0
32X ,+ X, — 23xg +84=0

Wy = Ey — Fy :  — 37 (2%) + Xp — 2x3 + 3) +5  (6x, — 2x2 — 3xg +21 )=  0
4X, — 13%,+ 5x3 +42=0

b) |ExX) = 31FCXOl, 2:ExX) = FuX)
2-.En(X) — Fu(X) : — 3 (2x; + Xp — 2xg +3 )  + = (6x; — 2x2 — 3x3 +21 )=  0

10x, + 20x, — 19xg -21=  0
2-Ep(X) + Fy(X) : — 33 (2%; +X; — 2x3 + 3) — = (6%, — 2x2 — 3xg +21 )=0

46x; + 8x, — 37x53+ 105=0

E:  4%, —%,  +8%3+18=0, F:  4x, -%x,+8%;,-36=0
a) Gib eine Gleichung der Ebene S an,

die von  E und  F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,

deren Abstand von  F doppelt so groß ist wie der von  E .
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E ,  F,  S, Gund H

(als Strecken) mit den richtigen Abständen im  Maßstab: 12  lcm.

Ey: — 504%, —X, + 8%, + 18) =0, Fy: 3 (4%, —%, + 8x; — 36) = 0

a)  S=Ey -Fy :  4%, — Xo + 8x3 -9=0



XI. 2. Hesse-Form der Ebenengleichung_ 257
b) | [FyX) |=2 |E4xX) ]  FX)  = + 2EH(X)

H = Fy(X) — 2Ey(X) :  5(4x; — X;  + 8%  — 36) — 2 (4%, — X;  + 8x3 + 18) = 0
H: 4x, — x ,+8x3+72=0
G = F(X) + 2E4(X) : 5 (4%, — Xp + 8%; — 36) + 3 (4%, — Xp + 8x;  + 18)= 0
G: 4x, — X,  +8%3=0

co IH E {GIS F
; a .

-ot |
r o

AS A FE (EE EE (IR AY I SN  I
8 5 2 1 0 1 2 3 4

21. E :  3x, - 4x3=0  F:  2x, —X, + 2x3=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt in  der von E und F gebildeten Rinne hinunter.
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der xs-Richtung). Bestimme eine Glei-
chung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

—_— 4
Die Rollgerade ist parallel zur Schnittgerade von Eund F: X =p  4

E,  und E_ seien Ebenen im  Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene E
E, :  3x;  -4xg+45=0
F,  und F_ seien Ebenen im  Abstand 4 (=Kugelradius) von Ebene F
F, :  2%, —X2+2xg+ 4 :3=0
mathematisch bieten sich vier Rollgeraden an:

—_ —4 4
Schnit tgeradea von E,und F , :  X = ( 8 Jo l )

= 0 4
Schnittgerade b von  E_und F , :  X = | 2 J+  B 4 ]

—_— 0 r 4
Schnittgeradecvon E,  und  F_: X = 2 +Y| 14

5) 3 ,
_ 8 ( 4

Schnittgeraded von  E_ und  F_: X = |6  [+d u
1) \

physikalisch kommt nur die oberste Rollgerade infrage:
man bringt jede der vier Rollgeraden zum Schnitt mit  einer senkrechten
Ebene, zum Beispiel mit  der x,x;-Ebene: x,  = 0; der Schnittpunkt mit  dem
größten x;-Wert ist ein Punkt der gesuchten Rollgerade
Schnitt von a und der x,x;-Ebene: A(0| 225 )
Schnitt von b und der x,x;-Ebene: B(0 | -22|-5)
Schnitt von c und der x,xs-Ebene: C(0|-2/|5)
Schnitt von d und der x,x5-Ebene: D(0| 2-5).
Weil A und C gleich hoch liegen, kann die Kugel in  a oder c rollen.
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22. E: 2x, —- x, — 2x3 =5 F: 2x, +2%x,-x3=5 Gi: x, +2x, -2xg +4= 0
Eine Kugel vom Radius 3 liegt in  dem von E ,  F und G gebildeten Pyramiden-
Trichter (der Trichter enthält die positive xg-Achse).
Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

In M schneiden sich die drei E', F' und G' mit  den Eigenschaften:
E'  ist parallel zu E und  liegt über E,
F'  ist parallel zu F und liegt über F,
G' ist parallel zu G und liegt über G,
die xg-Achsenpunkte von E',  F'  und G' haben x;-Werte, die größer sind als die
entsprechenden x;-Werte von E ,  F und G.

Ey: 3 (2x, — x2 — 2x;  - 5 )=0

E': 3(2x, —X, - 2x; - 5 )+3=0  2X, —Xa—-2xg+4=0

Fy: 5 (2%; + 2%, — X3— 5) = 0

F': 3(2x, + 2%, —X3—5)  +3 = 0 2%, + 2X, —Xg +4 =0
Gy: — 5 (X; + 2x2 — 2X3 + 4) = 0

G':— 3 (x, + 2%, — 2x3 + 4) 3 = 0 Xi + 2% — 2xg + 13 = 0

F ' -E "  3x, +%x3=0,—x%3=38%,  i n F:  2x, = -5x , -4 in  2G'
=>x= -2 , x ,=3  M3 | -2 [6 )

23.  E :  x +X  +X—1=0

Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft
wirkt entgegen der x;-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade,
auf der der Kugelmittelpunkt läuft, wenn er in  S(0| 0|  m)  startet.
Die Gerade, auf der die Kugel rollt, liegt in  E und in  der Ebene F,
die durch S geht, parallel ist zur x3-Achse und auf  E senkrecht steht.
E:  x; +2x,+2x3-2=0

0 1 -2
Normalrichtung von F:  n r  = [  0 |x| 2 |=[ 1

1 2 0
ys  a .  (2  1 2

Rollrichtung der Kugel: r = np  xn  = |  1 [x] 2 - (  4
0 2 -5

der Startpunkt S(0 | 0 |  m) muß von E den Abstand 4 haben
und über E liegen: Ey: 3 (X, + 2X9 + 2xg - 2) = 0, Bedingung: E4(S) = + 4:

; (2m-2)= t4 ,>m=+6+1,wennm=7,  dann liegt S über E
— a 0 2

der Kugelmittelpunkt läuft auf X = € + u 4 J
7 —5
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Gib die Hesse-Form der Geraden a bis fan
a) a: - 3x+4y+15=0  b) b : x+y=1  ce) c: - 2y=0
d) d: x +0 ,75y= 0,25 e) e: y=mx+t f) £X =(1 )+4 (£ )

a) 3(3x-4y)-3=0 b) Ax+y -D=0  c) y=0

d) 1(4x+3y-1)=0 ©) Te (mx - y  + t)= 0 f) 1 ( 12x -5y -7 )=0

g:X = (5 )  (5 )  A(0,5 | —3,5)
a) Berechne den Abstand von A und g.
b) Berechne die Gleichung der Lotgerade von g durch A. I

©) Berechne den Lotfußpunkt F von b)  und die Länge des Lots AF.

a) dA,g )=65  b) £X=( %)+E(2) © F -212 ,5 ) ,  AF=65

a) Berechne den Abstand von Ursprung und  Gerade g: 3x + 4y = 12.
b) Berechne den Abstand von b:  3x + 4y = 24, c :3x+4y+24=0

und d: 6x + 8y = 24.

a) d(O,g)= 2,4 b) d(b, c) = 9,6 d(b, d) = 2,4 d(c, d) = 7,2

Bestimme eine Gleichung der Gerade h durch H(3 | -4)
parallel zur Gerade g: 3x = 5(y + 1).
h:  3x  — 5y  = 29

Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die durch G(-12 | 5) geht
und vom Ursprung den Abstand 13 hat.
g: 12x -5y+169=0

Bestimme Gleichungen der Geraden p und q,
die von der Gerade g: 3x + 4y + 12 = 0 den Abstand 0,5 haben.

p: 3x+4y+145=0  q:3x+4y+9,5=0

Gib die Punkte auf h: y = x + 2 an,
die von g: —3x + 4y = 3 den Abstand 1haben.

(012) und (-8,51-6,5)
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lt Gib die Punkte an, die von g: x + 7y = 0 und der Winkelhalbierenden w

des 1. Quadranten jeweils den Abstand N50  haben.

375 | 5 375 |_25 325 | 75 325 |_75(71%) (71-4) (71%) (71-4)
In einem DreieckABC ist A(2| 1), h.: 5x —4y= 7 und hy: 3 x+ 4y = 11.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden, in  denen die Seiten liegen.
b) Berechne die Koordinaten der Ecken B und C.

a) AB: 4x+5y=13 AC: 4x-3y=5 BC: 4x+y= -7

b) B ( -3 |5 )  C ( -1 ] | - 3 )

10. g : x+y=2 ,  hh7x+y+7=0
a) Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von g und h.
b) Bestimme Gleichungen der Geraden, deren Punkte jeweils

von h einen dreimal so großen Abstand haben wie von g.

a) 4x+2y=1  2x—-4y+9=0
b) 22x+ 16y= 23 8x+ 14y= 37

11 . Im  ersten Oktanten liegt eine ebene, dreieckige, spiegelnde Glasscheibe ABC.
—5

Von  Q(16| 0 |  16) aus trifft auf  sie ein Laserstrahl 1in  Richtung | 1 J
—7

a) Bestimme eine Gleichung der Ebene E,  in  der die Spiegelfläche liegt.
b) Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von  E.
c) Berechne den Winkel ¢ zwischen Strahl und  E.

Berechne den Einfallswinkel a.
d) In  welchem Punkt S trifft der Strahl aufs Glas ?
e) Bestimme eine Gleichung des Einfallslots e.
f) L sei die Ebene, in  der der ein- und ausfallende Strahl liegen.

Bestimme eine Gleichung von L.
g) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und  L.
h) Bestimme eine Gleichung der senkrechten Projektion 1,  von Strahl 1in

die Ebene E.
i) Q und Q' seien Spiegelpunkte bezüglich E.  Bestimme Q'.
Jj) Bestimme eine Gleichung der Gerade r,

in  der der reflektierte Strahl liegt. |

k) Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene K von Strahl 1und
reflektiertem Strahl r.

1) Die Symmetrieebene K von  k)  schneide E ins.
Gib eine Gleichung von s an.
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m)  Welchen Winkel schließen 1,  von  h)  und s ein ?
n) Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade n von L undF (von 1)).
o) Welchen Winkel schließen n und  1,  ,nund sein ?
p) Q und Q" seien Spiegelpunkte bezüglich K.  Bestimme Q".
q) Welchen Abstand haben E und die Gerade QQ" ?
r)  Welchen Abstand haben K und die Gerade QQ '?
s) U liege in  E,  K und in  der x;x,-Ebene. Berechne U.
t) Die Ebene H enthalte 1und habe vom Ursprung denselben Abstand wie 1.

Bestimme eine Gleichung von  H.
u) Die Gerade g liege in  E und habe vom Ursprung denselben Abstand

wie E.  Bestimme eine Gleichung von g.
v) Der Schnittpunkt von 1 und r sei Mittelpunkt einer Kugel mit  Radius

1043. Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Geradenkreuzung.
w)  Eine Kugel um  den Ursprung mit  Radius 2 schneidet E.

Berechne Radius p und  Mittelpunkt M des Schnittkreises.

a a (-15 -15 2
a) ABxAC=( 10 J 0 )= -25 (3 )  E:  2x, + 3x2 + 6x; - 30=  0

0 5 6

— (15 3 — /5 3
b) in  x;x,-Ebene: X = | 0 J+  « (3  in x,x5-Ebene: X - (  0 J+  89 ]

0 0 -

in  x,x3-Ebene: X = 0 ) :  2 )
LO 1

ec) sin = ;  ¢=54  o=90 "—¢=36  d S(6|212)

—_ 6 2
e) eX  - (2 )+5 (3 ]

2 6

_— 16 5 2
f) L: X - (  0 REE in  Normalform: 27x; + 16x, — 17x53 = 160

16 7 6

g) 1,  ist senkrechte Projektion von Strahl in  E
h) die senkrechte Projektion von Q in  E sei Q*(-12| 6 | 4)

— (6 3
1, =Q*S: X - ( 2 )  <4 ]

2 1

i) Q = Q* + QQ* Q '8 | -12 | -8 )

dd rX  =8  CQ = (2]+¢[7 |
2 5

+
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k) E ist Symmetrieebene,
Symmetrieebene K steht senkrecht auf  L und enthält e

— (6 2 27
K X (2 )+n (2 )+  (2 )  in  Normalform: 3x; — 4x, + x3 = 12

2 6 —17
CC — 6 pA

1) sistNormalevonLinS: X (2 )+  [ 2
2 —1

m),  0) s,eundl, stehn paarweise aufeinander senkrecht
— 6 2

n)  n=e :  X - ( 3 )+v (¢ ]
2 6

Pp SQ= SQ = SQ" Q =S+  Qs  Q '4 |16 ]12 )

9 d(QQ",E)= d(Q, E )=  QQ* =14

r) d(QQ', K)  = d(Q, K)  = SQ* = 2126
s) U liegt auf s, U ist der Schnittpunkt s und der x;x,-Ebene: U(  = | 0 )

t) O'sei die senkrechte Projektion von O in  I :
16 -5u \  7-5 — 5

io )of 1 )=0 =m p= ,  0 -24
16 — Tu |

u) keine eindeutige Lösung: es handelt sich um  ein ebenes Geradenbiischel,
das in  E liegt und O als Tréigerpunkt hat; 0,( 2 | 2| 22) ist die senkrech-

— x 60/49 3a
te  Pro jekt ionvon OinE. g.:: X - (  90/49 J+ 1 0 J

180/49 —a

v) Abtragen von Strecken der Länge 1043 in  Richtungl und r von S aus :
— a 50% (6 5
U= 8 £103 (71 /=(2)+2(-) U,16 /0116 )  U ( -4 l 4 ] - 12 )

72
Aa  a - 1 \0  /6 - 1
V=  5210037  |= (2)e2( 7 | V.4 l16 |12 )  V . (8 | -12 ] -8 )

w) 0;  ist die senkrechte Projektion von O in  E:  O (  2 | o l  > )

d (O ,E )= "   Pyt: p?= (2Y_ - (LY>p=2
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12.  a)

b)

c)

d)

e)

- 1
Bestimme Gleichungen der Ebenen, die zu  u = ; J und V = | 0

parallel sind und vom Punkt Q(0| 0 |  7) den Abstand 3 haben.
g. sind Ursprungsgeraden durch (1 | -1 ]¢ ) .
Welche Gerade schneidet die Ebene E :  2x; — 2x, + x3 — 16 = 0 nicht ?
Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen der Richtung von g,
und den Vektoren u und Vv ?
Die Ebene F enthalte die x;-Achse und die Geradenschar g,  von b).
Bestimme eine Gleichung von  F.
E und die Koordinatenebenen begrenzen eine Pyramide P.
@) Berechne das Volumen von  P.
B) Berechne die Oberfläche von P.
v) Zeige, daß F Symmetrieebene von P ist.
8) Prüfe, ob S(3 | —3 | 3) und T(3|-31|5) in  der Pyramide liegen.
e) Es gibt eine Kugel in  P,  die alle vier Seitenflächen berührt.

Berechne Radius und Mittelpunkt dieser Kugel.
Welche Schargeraden von g,  berühren eine Kugel um  M(2  | —2 | 2) mit
Radius 2 ? Berechne die Berührpunkte.

a)

b)

c)

2 2 1
Ebenenpunkte ergeben sich durch Abtragen von Strecken der Linge 3

= —  / 0y f2in Richtung TF  = Qean’=(o J+ 2]. P,@1-218) ,P. -21216
7 1

uXV = | 1I 0 )=  2 = n ist Normalrichtung der Ebenen,

(2\ [— / 2 \
E;: 2 ) :  X — 1-2 = 0 2X)  — 2X5 + X3 — 16  = 0

I 8
( 2  PE  (—2)]

Eo: 2 ) :  X—- |2 ] | =0  2%; — 2X, +Xg+2=0
N 1 61

g.: X =p  5 geschnitten mit  E liefert (4 + c)u = 16, diese Gleichung
Cc

hat fiir c = —4 einen Widerspruch: g_, schneidet E nicht , die Richtung
1 0 -1

von g,  ist eine Linearkombination von u und Vv: = =— | 1 — | 0
—4 2 2

C

_ 1 0
F :  X =p l -1 ]+v  © )  übergeführt in  Normalform: x;  + x,  = 0

1
da) Der  Ursprung und die Achsenpunkte von  E sind die Ecken der

Pyramide. Grundfläche OA,(8|0| 0 )A , (0 | - 8 ]  0), Spitze Az0 |0 ]  16)
OA,A, ist ein halbes Quadrat von 5 -8.8 = 32 Flächeninhalt,
die Pyramidenhöhe ist 16. Volumen V= 3.32.16 = 22
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de)

e)

df) Seitenfläche in  x,x;-Ebene: 1-8.16 = 64
Seitenfläche in  x,x;-Ebene: ; -8-16 = 64
Grundfläche in  x,x,-Ebene: : 8:8 = 32
Restfläche: F,  = : . 82. MA;
MA;  2=16%+ OM 2=256 + 32 = 288
F.=4v2.12V2=96
Oberflicheninhalt = 256

dy) F enthält die x;-Achse und damit eine
Kante der Pyramide, die Spur von F in
der x;x,-Ebene halbiert den Winkel von
positiver x,  und negativer x,-Achse.
Deswegen ist F Symmetrieebene der
Pyramide.

dd) S und T liegen senkrecht über der Spur
von F in  der x,x,-Ebene, auch senkrecht
über der Grundfläche.
Drin liegt der Punkt, der auf derselben
Seite von E liegt wie der Ursprung.
Hesseform von E :
Ep(X) = 5 (2x, — 2x; +xg -  16) = 0

Ex(S) = 1(2.3 + 2.3 + 3 — 16) < 0,  also liegt S in  der Pyramide.

Ep(T) = 4 (2.3 + 2-3 + 5 — 16) > 0, also liegt T nicht in  der Pyramide.

Der  Kugelmittelpunkt M muß von allen Seitenflächen denselben
Abstand haben.
M(r | - r | r ) ,  r >  0, M ist Mittelpunkt einer Kugel mit  Radius r, die alle
Koordinatenebenen berührt.
Der Abstand d(M, E)  muß gleich dem Kugelradius sein: dM,  E )  = r
d(M, E )  = Eg(M) = } (2r + 2r  + r — 16) = 3 S r  — 16)

Bedingung fiir beide Kugeln: : (5r — 16) = tr, 5 r=1613r ;  r ,=8 , r_  =2 .
An der Grundfläche macht man sich klar, daß die kleinere Kugel um
M(2 | —2 | 2)  mit Radius 2 die Inkugel der Pyramide ist.

Der Abstand d(M,g,) ist gleich dem Kugelradius: d(M,g,.) = 2.
_— -2  H -21 \2

Verbindungsvektor MG,  = (=  + | muß die Länge 2 haben: (=  + 2) =4
pe—-2 pe —

(2 + chp? — 4(c + 2)u + 8 = 0, weil es nur  einen geben darf (Senkrecht-
stehn, Berührung) muß die Diskriminante gleich 0 sein:
D = 16(c + 2 )?— 4-8(2 + c?) = 16(c? + 4c + 4 — 4 — 2¢*)= 16c(4— c)
go und g,  sind die Tangenten.
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