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Vorwort

Mit der vorliegenden Neuauflage versuchen wir, die Starken der fritheren An-
schaulichen Analysis zu wahren und zugleich mit unsern Erfahrungen der letzten
20 Jahre zu bereichern.

Ziel ist nach wie vor eine moglichst anschauliche Darstellung ohne Verzicht auf
mathematische Exaktheit. Lehrtext und Ubungen, darunter viele Bildaufgaben,
betonen mehr die Einsicht in die Sachverhalte und weniger die theoretischen und
technischen Details. So wird die Mathematik leichter zuganglich, ihre Schonheit
schneller spurbar.

— Bei der Integralrechnung haben wir vor allem Wert gelegt auf die Anwendungen
und den Umgang mit Integralen. Die Problematik des Flacheninhalts und die
Konvergenzprobleme sind in den Hintergrund gertickt. Halb verstandene Lo-
sungen sind schlimmer als offene Fragen !

— Die Identitat f(f1(x)) = x verwenden wir als entscheidendes Hilfsmittel beim Ar-
beiten mit Umkehrfunktionen (Umformung von Gleichungen und Ungleichun-
gen, Ableitungen).

— Nach wie vor bieten wir den bewahrten direkten Weg zur e-Funktion an, weil
wir sie so ihrer Bedeutung entsprechend herausstellen konnen, sie also nicht als
bloBes Anhéngsel der In-Funktion betrachten.

Der didaktische Trick von Felix Klein ist aber als Gegenstiick angeboten,
um dem Lehrplan Gentige zu tun.

— Bei der Technik des Integrierens schlagen wir tibersichtliche und leicht nach-
vollziehbare Schemata vor, um dem Schiiler die Arbeit zu erleichtern.

Im »Nachdenken« finden sich spannende Ausblicke und Anregungen zu tiefer
gehender Beschaftigung, zum Beispiel in Facharbeiten.

Die Fiille von Anwendungsbeispielen und Aufgaben zeigt die Bedeutung der
Mathematik auch in andern Disziplinen.

In 5 Zusatzen »Computer-Einsatz« fithren wir dem Leser vor, wie der Rechner als
Hilfsmittel dient. Wir verwenden die Software »Mathematica«, eines der méachtig-
sten Werkzeuge fiir Mathematik am Computer.

Symbole vor den Aufgaben-Nummern kennzeichnen den Typ:
{ zur Ubung sehr empfohlen
e schwierig

schwieriger

sehr schwierig

Friedrich Barth Gert Krumbacher
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I. Stammfunktion

1.Blick zurtick und Definition

Bisher haben wir uns beschéftigt mit einem der wichtigsten

" Probleme in der Geschichte der Mathematik, dem

Tangentenproblem: Wie findet man in einem Kurvenpunkt

2 die Tangente?

Die Griechen behandelten das Tangentenproblem blof3 kon-
struktiv, und das nur bei Tangenten von Kreisen und Kegel-

b= schnitten.

René DESCARTES (1596 bis 1650) hielt das Tangentenproblem
fiir eines der niitzlichsten und allgemeinsten Probleme der Ma-
thematik.

Auch Galileo GALILEI (1564 bis 1642) und Pierre de FERMAT
(1601 bis 1665) erkannten Anfang des 17. Jahrhunderts die Be-
deutung dieses Problems und fanden Losungen fiir Sonderfille.
GALILEI kam von der Physik; er war durchdrungen von der
Vorstellung, dass das »Buch der Natur« in mathematischer
Sprache geschrieben sei. Damit fand er die grundlegenden Be-
wegungsgesetze der Mechanik und nahm so den Ableitungsbe-
griff vorweg. Sein Zeitgenosse FERMAT befasste sich intensiv
mit Tangente und Ableitung bei Kurven. Er hatte namlich einen
Weg entdeckt, mit dem sich Extrempunkte von Polynomkurven
finden lieBen. Das Verfahren, nach dem wir im Band »Analysis
Anschaulich 1« vorgegangen sind, folgt seinen Gedanken.

Neben der Tangentenfrage beschéaftigte die Mathematiker ein
weiteres, nicht minder wichtiges Thema:

das Flachenproblem: Wie bestimmt man den Inhalt einer
Flache, die von einer Kurve begrenzt ist?

Auch hier waren es wieder die Griechen, die Pionierarbeit gelei-
stet haben. So hat ARCHIMEDES (287 bis 212 v.Chr.) den Fli-
cheninhalt von Kreis und Parabelsegmenten berechnet. Sein
Weg beruhte auf dem Exhaustionsverfahren (Ausschopfung)
von EUDOXOS (408 bis 355 v.Chr.). Dieser hatte den damals ja

¥ noch nicht vorhandenen Grenzwertbegriff so raffiniert umgan-
' gen, dass sich viele seiner Nachfolger von der Kompliziertheit

seiner Rechentechnik abgeschreckt fiihlten und sich mit weni-
ger prazisen Verfahren und Begriffen zufrieden gaben.

Auch Bonaventura CAVALIERI (1598 bis 1647) und Johannes
KEPLER (1571 bis 1630) fanden erstaunliche Losungen zu Fli-

% chen- und Volumenproblemen.
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Bis zur Mitte des 17. Jahrhunderts war die Analysis eine Ansammlung von Einzel-
problemen, deren jedes seine eigene mehr oder weniger komplizierte Losung hatte.
Erst den Bahnbrechern NEWTON und LEIBNIZ blieb es vorbehalten, die vielen Ein-
zelabhandlungen in einer neuen groflen Theorie zusammenzufassen.

Isaac NEWTON (1642 bis 1727) kam wie GALILIEI von der Me-
chanik. Er entwickelte die »Fluxionsrechnung«. In ihr untersuch-
te er GroBen, die »Fluenten«, und ihre Anderungsrate, die »Flux-
ionen«. So ist die Geschwindigkeit die Anderungsrate des Wegs
mit der Zeit. Diese Anderungsrate kennen wir heute als Ableitung
des Wegs nach der Zeit. Geometrisch steht dahinter das Tangen-
tenproblem. 1666 fand er einen tiberraschenden Zusammenhang
zwischen dem Tangenten- und dem Flachenproblem: Beide erwie-
sen sich als die 2 Seiten einer Medaille im »Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integral-Rechnung«. Die Theorie des »Calculus«, der
Differenzial- und Integral-Rechnung also, war geboren.

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646 bis 1716) arbeitete zur selben
Zeit, aber unabhédngig von Newton, an den selben Fragen. An-
ders als Newton war er mehr von Geometrie und Arithmetik ge-
pragt. Die Erfindung einer Symbolik erleichterte ihm das
Entdecken und Beweisen von Satzen der Differenzial- und Inte-
gral-Rechnung. Um 1675 fand auch er den Hauptsatz der Diffe-
renzial- und Integralrechnung. Er arbeitete mit unendlich
kleinen Grofien, was ihm viele Zeitgenossen als unverstéandlich
ankreideten. Er nannte diese Groflen »Differenziale« oder »infi- )
nitesimale« Gréfen; daher stammt auch der Begriff »Infinitesi- il

mal-Rechnung« fiir die Differenzial- und Integral-Rechnung.

Beiden Meistern fehlte die heute tibliche begriffliche Scharfe,
weil ein entscheidender Begriff noch nicht bekannt war: der
Grenzwert. Deshalb war die Infinitesimalrechnung in den folgen-
den 150 Jahren der Kritik scharfsinniger Theoretiker ausgesetzt.
Andrerseits arbeiteten viele Mathematiker ganz unbefan-gen mit
den neuen Techniken und fanden spektakulare Ergebnisse.

Erst im 19. Jahrhundert gelingt die logisch saubere Grundle-
gung. Herausragende Leistungen stammen von:

Bernhard BOLZANO (1781 bis 1841), bohmischer Priester,
formuliert 1817 den Begriff der Stetigkeit.

Augustin-Louis CAUCHY (1789 bis 1857) prazisiert 1821 den
Grenzwert.

Karl WEIERSTRAB (1815 bis 1897) und Richard DEDEKIND
(1831 bis 1916) beschreiben die Menge der reellen Zahlen und
festigen damit die Grundlagen der Analysis so, wie wir sie heute
kennen.
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NEWTON und LEIBNIZ stellten oft fest, dass sie beim Losen geometrischer oder
physikalischer Aufgaben eine Funktion aus ihrer (bekannten) Ableitung rekon-
struieren mussten. Weil dieser Vorgang die Umkehrung der Differenziation ist,
nannten sie ihn Antidifferenziation.

Eines ihrer Beispiele hitte so aussehen konnen:

Die Geschwindigkeit v eines Korpers sei abhingig von der Zeit: v=f(t)=3t.
Welchen Weg legt der Korper zwischen t,=2 und t,=4 zuriick?

Bei Beispielen aus der Physik rechnen wir der Einfachheit halber nur mit den
Mafzahlen der Grof3en.

In heutiger Sprechweise wiirde man die Losung so finden:

Die Geschwindigkeitsfunktion f ist die Ableitung der Zeit-Ort-Funktion F.

Es gilt F'(t)=f(t).

Gesucht ist eine Funktion F mit F'(t)=3t.

Wegen der Ableitungsregeln konnen wir einen Term F(t) erraten: F(t)= %tz .

Der zuriickgelegte Weg liegt zwischen den Orten F(4)=24 und F(2)=6,

hat also die Lange F(4)-F(2)=18.

Man hatte ebenso den Term F4(t)= %t2 +13 erraten konnen,

denn auch hier gilt F'5(t) =3t.

Doch auf die Wegliange hat das keinen Einfluss:

Fi5(4) - Fi5(2) = (24+13) - (6+13) =18

Definition: Eine Funktion F heifit Stammfunktion der Funktion f
auf einem Intervall I, wenn fiir alle x aus I gilt:
f ist die Ableitung von F, das heifit f(x) = F'(x) fur xel.

Ist die Definitionsmenge kein Intervall, so wird's schwieriger — siche Nachdenken 1.
So hat die Funktion f mit f(x)=3x fiir xeIR im Beispiel oben Stammfunktionen mit

den Termen F,(x) = %XQ
F.3(x) = %xz +13

Einen tieferen Einblick in den Zusammenhang zwischen einer Funktion f und ih-
ren Stammfunktionen gibt das

Beispiel: f(x) =—x2+4x-3, I=D;=1R
Durch Probieren findet man mit den Ableitungsregeln
F,(x) = —%X3 +2x2-3x
Weil die Ableitung einer Konstante gleich 0 ist, findet man durch Addie-

ren von Konstanten leicht weitere Stammfunktionen. Wir unterscheiden
ihre Terme, indem wir die Konstante zugleich als Index von F verwenden

F,(x) = —%X‘Q’ +2x2-3x+1
F 5 (x) = —%X3+2x2—3x—ﬁ
Fig40(%) = —%x3 +2x2-3x+1642
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Die Stammfunktionen einer Funktion f bilden eine Schar F mit
Fo(x) = Fy(x) + C. Die Terme F(x) entstehen aus F(x) durch Addition
der Konstante C, die zugehorigen Scharkurven entstehen aus dem
Graphen von F; durch Verschiebung um C in y-Richtung.

a

Beim Verschieben in y-Richtung bleibt die Richtung der Tangente an
der Stelle a gleich; deshalb stimmen die Ableitungen in a tiberein.

Schar der Stammfunktionen
Felx) =- %XS +2%2-3x+C

10
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Das Addieren von Konstanten ist ein Verfahren, um aus einer Stammfunktion F,
weitere Stammfunktionen F zu erzeugen. Tatsachlich findet man so alle
Stammfunktionen.

Ist D¢ ein Intervall und gilt F'(x) = f(x) fiir x€Dy, so hat dort jede
Stammfunktion G von f den Term G(x) =F(x) + C mit CeRR.
Begriindung: Ist H eine beliebige Stammfunktion von f auf Dy,

dann gilt fir d mit d(x) = Hx) - F(x)

d(x) =H'(x) - F'(x) =f(x) - f(x) = 0.

Weil die Differenzfunktion d die Ableitung O hat,

ist sie konstant d(x) = C und es gilt H(x) = F(x) + C.

2.Unbestimmtes Integral

Seit LEIBNIZ ist es uiblich, den Satz »f hat die Stammfunktion F«
symbolisch zu schreiben als th (x)dx = F(x).

Weil mit F(x) auch F(x)+C Term einer Stammfunktion ist,

schreibt man meist jf (x)dx = F(x) + C.

Diese Schreibweise bedeutet:

Die rechte Seite F(x)+C ist Term einer beliebigen Stammfunktion von f.
Das Symbol Jf (x) dx nennt man unbestimmtes Integral von f.

Auch das Integralzeichen j stammt von Leibniz, es ist ein stilisiertes S.
Zwischen _[ und dx steht der Term f(x), er heifit Integrand.

Die Funktion f hei3t Integrandfunktion.

Das Symbol dx ist ein Hinweis auf die Integrationsvariable x.

In der Mathematik handhabt man die Begriffe »Stammfunktion« und »unbestimm-

tes Integral« nicht einheitlich. Manche verstehen sie gleichbedeutend, andre ver-
stehen unter dem unbestimmten Integral die Menge aller Stammfunktionen.

Im vorigen Beispiel haben wir (durch Probieren) die Differenziation rickgiangig
gemacht, um eine Stammfunktion zu finden. In diesem Sinn ist die unbestimmte
Integration die Umkehrung der Differenziation und es gilt

(j f(x) dx)' =f(x) wund J f'(x) dx =f(x) + C
oder in der Schreibweise von LEIBNIZ
d'ix [fx) dx=f(x) und | Of'_x f(x) dx = f(x) + C.

Deswegen liefert jede Ableitungsformel sofort eine Formel fiirs unbestimmte
Integral.

11
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Die wichtigste Formel gibt das unbestimmte Integral fiir Potenzen von x an

+1

fxndx=nixn+1+C neZ und n=*-1

Begriindung <—-X“+ 1) =x", n € Z\{-1}

n+1

Die Formel gilt fiir alle ganzen Zahlen n auller n=—1. Es gibt keine x-Potenz mit

der Ableitung 1/x, aber wir werden spéater das unbestimmte Integral fi/x dx noch

untersuchen. Die Formel gilt sogar, wenn der Exponent ein Bruch oder eine belie-
bige reelle Zahl (+-1) ist.

Sonderfélle fadx= ax+C Begriindung (ax) =a
fx% dx = —% +C Begriindung <_)1() - iz
f«/)_i dx = 2/x3+C Begriindung <§JF>' = /X
f%( dx = 2./x+C Begriindung (2./x)' = %

Auch einfache trigonometrische Terme lassen sich integrieren

f cosx dx = sinx + C Begriindung (sinx)' = cosx

_[ sinx dx = —cosx+ C | Begriindung (-cosx) = sinx

Ahnlich iiberlegt man sich die einfachsten Integrationsregeln:
Sind F und G Stammfunktionen von f und g, dann gilt

Faktorregel Ja-f(x) dx = aj f(x) dx = a-F(x) + C fur aclR\{0}

Begrindung (a-F(x)) =a-F'(x) = a-f(x)
also j a-f(x) dx = aF(x) + C=a(F(x) + C*) = aj f(x) dx

Summenregel J f(x) +g(x) dx = _[ f(x) dx + _[ g(x) dx=F(x) + G(x) + C

Begriindung (F(x) + G(x)) =f(x) + g(x) oder auch
J (f(x) + g(x)) dx = F(x) + G(x) + C = (F(x) + Cy) + (G(x) + Cy) =
jfx dX+Ig(X) dx

12



BARTHeKRUMBACHER I. Stammfunktion Unbestimmtes Integral

Zum Nachdenken
0 Warum Stammfunktion auf einem Intervall ?

Unsere Definition der Stammfunktion legt ein Intervall als Bereich fiir die x-Werte
zugrunde. Ware dem nicht so, dann miisste man in jedem getrennt liegenden Teilintervall
eine eigene Integrationskonstante verwenden, um alle moglichen Stammfunktionen zu
erfassen.
Beispiel: f(x) = %, D¢ =IR\{0}

Eine Stammfunktion ist F(x) = [x|, Dp = D¢.

y

1-0O

flx)= X

X

Die Schar mit dem Term F(x) = x| + C enthalt zwar unendlich viele
Stammfunktionen, aber langst noch nicht alle, denn F* mit

-x fur x<0
F*(x) = {X"‘i fir x>0

ist eine Stammfunktion von f, aber nicht in der Schar F .

Das liegt daran, dass D¢ nicht ein Intervall ist, sondern aus 2 getrennten Inter-
vallen IR" und IR™ besteht. In jedem Intervall kénnen wir eine Schar von Stamm-
funktionen bilden unabhingig vom andern Intervall.

y y
1-C
4 T { x 1 x
| wion | Fo®) =—x flir x<0
o1 f(x)= % ) = JI:Fi(x) =x+1 fiir x>0

Besteht der zugrunde gelegte x-Bereich aus mehreren getrennten Intervallen,
dann ist eine Fallunterscheidung notig — was eine weitere Bearbeitung recht miih-
sam machen kann.

13
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® Das unbestimmte Integral als Menge von Stammfunktionen

Beim Umgang mit dem Symbol jf (x) dx muss man aufpassen:

Aus [f(x)dx =F;(x) und [f(x)dx =Fy(x) folgt nur Fy(x) = F5 (x), nicht aber F;(x)=Fy(x).
Denn jf (x) dx bedeutet eine beliebige Stammfunktion; das kommt zum Ausdruck in der
additiven Konstante CelR.

Durchlauft C alle moglichen Werte, dann entsteht die Menge aller moglichen Stammfunk-
tionen. Deshalb verstehen manche Autoren unter jf (x) dx nicht eine beliebige Stammfunk-
tion, sondern die Menge aller Stammfunktionen. Eine solche Deutung macht das Arbeiten
mit Jf (x) dx etwas schwerfallig. Deswegen verwenden wir die erste Deutung.

® Konstanter Faktor 0

Die Integrationsregel _[a-f (x)dx = a-_[f (x)dx gilt nur fir a+0. Ist a=0, so ergibt sich

links [0-f(x)dx = [0dx=C, CeR

rechts 0-[f(x)dx = 0-(F(x)+C) = 0

Links steht also eine beliebige Stammfunktion, rechts nur die spezielle Stammfunktion mit
dem Term O.

@D Woher kommt C ?

In der Begriindung auf Seite 8 steht:

»Weil die Differenzfunktion d die Ableitung 0 hat, ist sie konstant.«

Dies klingt zwar selbstverstandlich, muss aber bewiesen werden.

Das geht mit dem Mittelwertsatz: Liegen x4 und x5 im Intervall I, dann ist nach dem

d(xy)—d(x4)
Xo—Xy

an einer »mittleren« Stelle x| zwischen x4 und x4. Nach Voraussetzung gilt d'(x,,,)=0

und damit gilt nach dem Mittelwertsatz d(x4)—d(x5)=0, also d(x4)=d(xs).

Weil x4 und x, beliebig aus dem Intervall I gewahlt sind, ist d auf I konstant.

Mittelwertsatz die Sekantensteigung gleich der Tangentensteigung d'(x,,)

® Grafische Integration

Was machen wir, wenn uns von einer Funktion f keine Stammfunktion bekannt ist? Prak-
tiker weichen dann auf Naherungslosungen aus. Ein mogliches Naherungsverfahren ermit-
telt einen Naherungsgraphen und heif3t deshalb grafische Integration.

Von der Funktion f mit f(x)=1/x, x>0 kennen wir keine Stammfunktion. Deshalb versu-
chen wir, den Graphen Gy einer Stammfunktion F ndherungsweise zu konstruieren.

Als Beispiel suchen wir den Graphen, der durch den Punkt P(1|0) geht. Wir erinnern uns
daran, dass f(x) die Steigung der Tangente von Gy im Punkt (x|F(x)) ist. Wir ersetzen ein
Stiickchen des Graphen Gy in P(1]|0) durch eine Strecke, deren Steigung f(1) ist. Macht
man das entsprechend fiir andre Punkte, so ergibt sich ein Streckenzug, der Gy angena-
hert wiedergibt — und zwar um so besser, je kiirzer die Strecken sind, je kleiner also die
Schrittweite auf der x-Achse ist.

14
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y
1_
D
y
1_
N>
1 : /RS U U U
: : : : : : /2020 20 2 : : D2
__{Schmttwelte 2 | (Schrittweite 2 | <> | | | i : i
| 1.Naherung mit Schrittweite 2 | 8.Néherung mit Schrittweite 1
y
1
D
_1J ———— Naherungskurven
T Kurve der
Stammfunktion

15



BARTHeKRUMBACHER I. Stammfunktion Unbestimmtes Integral

01

02

05

7

Aufgaben
Berechne a) jx dx b) jx5 dx c) J 6x2 dx
d) J (x2+1) dx e) j5 dx f) f dx
g) [ 0dx h) 0] dx i) [(3x2-2x+1) dx

D [leosx-singdx 10 [R5 D[R ax

3 2_ -
m)[ St ax om) R ax o) [ 2t ax

Berechne den Term der Stammfunktion von f, deren Graph durch P geht.

a) f(x)=1x P(-2|4) b) f(x) = x2-2x—1 P(3|-2)
c¢) f(x)=cosx+1 P(n|n) d) f(x)=0 P(2000/2000)
fx) =2x -2

Berechne die Terme der Stammfunktionen von f, fiir die gilt

a) alle Funktionswerte sind positiv

b) an einer Nullstelle ist die Steigung gleich 2

¢) Gy berihrt G,

f(x) =—x2+4x -3

Berechne die Terme der Stammfunktionen von f, fiir die gilt

a) der Tiefpunkt hat die Ordinate 2

b) der Graph beriihrt die x-Achse

c¢) der Wendepunkt liegt auf der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten

Zeige die Richtigkeit von

a)J(X2—X)dX=%X3—%X2+C b)fﬁdx=§ x3+C

c) jé dX=—)1(+C d) j(sinx)2 dX=%(X—SinXCOSX)+C

—azx—x2 dx = —/a2-x2 + C

Welcher Zusammenhang besteht zwischen C; und C,?

e) j (cosx)? dx = %(X + sinx cosx) + C f) j

f (sinx)? dx = %(x — sinx cosx) + C;

f (sinx)? dx = %X + %(sinx — cosx)? + C,

f(x) = (x-2)./x+1

Berechne f'(x) und vereinfache das Ergebnis; bestimme damitj X

dx.
Xx+1

16
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8

010

11

14

1 \ 5 10
—1e \(

f(x) = (cosx)3 Berechne f'(x) und schreibe das Ergebnis so, dass nur
Potenzen von sinx vorkommen; bestimme damit _[(sinx)3 dx.

Gegeben sind die Terme i,(x) bis ny(x). Bestimme die Scharterme I_(x) bis
N, (x) der zugehorigen Stammfunktionen.
1,(x) = $X3—§X2 Js(x) = 12x(x—s)?
k,(x) = 10x2(3x2 — 2tx + 3) I (x) = 4x(x2 — 3kx + k2 — 4)
m,(x) = 4x(x? — 3ax + 3a?x — 12) n, (x) = x(8k3x2 — 216k2x + 2k + 72)
Berechne a) J a?x dx b) _[ a?x da c) j ax?2 dx

d) [ax?dt e) | dx f) [dt

g) J (ax+a+1) dx h) _[ (ax+a+1) da i) j (ax+a+1) dt

Berechne das Integral. Welche Einschriankungen fiir neZ sind notig ?

a) _[ xn+1 dx b) J x21 dx c) J x1n dx
d) J x ™ dx e) J x2 ™ dx f) f x2n-1 dx
Berechne a) f |x| dx, x+0 b) Jsgnx dx, x+0

Bestimme fiir die Schrittweite Ax den Naherungsgraphen einer Stamm-
funktion von f durch Punkt P. (Integration nach rechts!)
Zeichne auch die exakten Graphen (fur ¢) und d) siehe Aufgabe 812 b) ).

a) fx)=x-2 Ax=1 P(0]1) 5 Schritte
b) f(x)=x-2 Ax=0,5 P(0|1) 10 Schritte
c) f(x) = % + g-sgn(x—l) Ax =1 P(0]0) 3 Schritte
d) f(x)= % + g-sgn(x—i) Ax = % P(0]0) 5 Schritte

Bestimme fiir die Schrittweite Ax zum gezeichneten Graphen G; den Nahe-
rungsgraphen einer Stammfunktion durch Punkt P(0|-1).

a) Ax=1 b) Ax=0,5

y

VAR X

17
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*15 Bestimme fiir die Schrittweite Ax=1 zum gezeichneten Graphen G, den
Naherungsgraphen einer Stammfunktion durch Punkt P(0,5|-2).

y O
1 > <
0,5+ T_“
@_o — X
1 5 ) 10
1 S
P T
016 f(x) =- %X3—§X2
a) Bestimme von Gg:
Ort und Art der Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangente im Flachpunkt.
Zeichne Tangente und Polynomkurve G.
(KOSY: -9<x<4 -10<y<10)
b) Bestimme die Schar F; der Stammfunktionen und speziell von F:
Ort und Art der Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangenten in den Achsen- und Flachpunkten.
Zeichne die Polynomkurve GFo'
c¢) Fir welche Werte von C:
beriihrt Gg c die x-Achse,
liegen die Flachpunkte auf der x-Achse,
ist die Gerade y = —-2x Tangente von GFC ?
d) Bestimme von G alle markanten Punkte und zeichne G .
Welcher grafischer Zusammenhang besteht zwischen G; und F ?
e) Berechne die Schnittstellen (exakt!) von G;und G,

und die Ordinaten(Niherungswerte) der Schnittpunkte.
Was bedeuten diese Ordinaten anschaulich fiir GFo ?

18
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Computer-Einsatz: Grafische Integration

Die grafische Integration ist ein gefundenes Fressen fiir Computer. Bei geeigneter Software und Pro-
grammierung liefern Rechner auf Knopfdruck Naherungskurven von beliebiger Genauigkeit - und das
obendrein fiir Integranden, fiir die wir keine Stammfunktion kennen -

wie zum Beispiel fiir f(x) = 2",

Um diese Funktion soll es nun gehen. Wir geben vor: den »StartPunkt« P(0|0),

durch den die angendherten Stammfunktions-Kurven laufen sollen, und die Schrittweite »Xschritt«.
Xschritt mal »SchrittZahl« ist dann das Integrations-Intervall I.

In I darf keine senkrechte Asymptote von f liegen, wohl aber sind Stellen erlaubt,

in denen f endliche Spriinge macht (Locher, Unstetigkeits-Stellen).

Der »Xwert« von P ist die untere Grenze des Integrations-Intervalls.

Die rechnerische Abwicklung kénnte in »Mathematica« so aussehen wie im Kasten unten:
Die 1. Zeile ist das Eingangstor, es liefert dem Modul alle notigen Parameter.

Die 10 lokalen Variablen sind dahinter in Schweifklammern aufgelistet (2. Zeile).

Die 5 fett gedruckten Zeilen enthalten die Rechenarbeit.

Die Hauptarbeit, das Aneinander-Hangen der Steigungs-Vektoren, erledigt »FoldList«.
Die letzten 6 Zeilen sorgen fiirs Bild auf dem Monitor. Es ist bewusst schlicht gehalten,
denn mit den grafischen Anspriichen wachst der Programmier-Aufwand enorm -

und das wiirde ablenken vom hier gesteckten Ziel.

Auf der nachsten Seite finden sich die spartanische Darstellung der Integranden-Kurve und
4 angenaherten Stammfunktions-Kurven. Xschritt mal SchrittZahl ist einheitlich gewahlt als 4.

f[x_]=2”(-x"2); StartPunkt={0.,0.}; Xschritt=1/4; SchrittZahl=16; (* Parameterwahl *)

GrafischeIntegration[f, StartPunkt, Xschritt, SchrittZahl]; (* Aufruf von »GrafischeIntegration«*)

GrafischeIntegration[f_Symbol, {Xstart_Real, Ystart_Real}, Xschritt_?NumberQ, SchrittZahl_Integer?Positive]:=
Module[{dx=Abs[Xschritt]//N, Xstellen, Steigungen, Vektoren, StartEcke, Ecken, Xmin, Xmax, Ymin, Ymax},

Xstellen = Table[Xstart+N*dx, {N,0,SchrittZahl}];

Steigungen = f[Xstellen];

Vektoren = Table[{dx, Steigungen[[k]]*dx}, {k, 1, SchrittZahl}];
StartEcke = {Xstart,Ystart} - 0.5*Vektoren[[1]];

Ecken = FoldList[Plus, StartEcke, Vektoren];

Xmin=Min[0, Min[Map[#[[1]]&, Ecken]]]; Xmax=Max[0,Max[Map[#[[1]]&, Ecken]]];
Ymin=Min[0, Min[Map[#[[2]]&, Ecken]]]; Ymax=Max[0,Max[Map[#[[2]]&, Ecken]]];
ListPlot[Ecken, PlotJoined->True, AxesOrigin->{0,0},
Axes->True, AxesLabel->{x,y}, PlotRange->{{Xmin,Xmax}, {Ymin,Ymax}},
PlotLabel->"SchrittWeite = "<>ToString[dx]<>"\n SchrittZahl = "<>ToString[SchrittZahl],
ImageSize->{300,300}
]
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I. Stammfunktion

f(x) = 27

Unbestimmtes Integral

/X
3
SchrittWeite =2,
SchrittZahl = 2
1 [
0.5 71
-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.5t
-1l
SchrittWeite = 1.
SchrittZahl = 4
‘1 L
0.8}
0.6
0.4 ¢
0.2
—0.5_ A 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
-0.4
SchrittWeite = 0.5
SchrittZahl = 8
‘1 L
0.8
0.6
0.4
0.2
A s 1 15 2 25 3 35
SchrittWeite =0.25
SchrittZahl = 16
‘1 L
0.8}
0.6
0.4}
0.2}
: : : : : : X
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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II. Bestimmtes Integral

1. Allgemeines
Die Berechnung des Inhalts krummrandiger Flachenstiicke ist ein zentrales The-

ma der Analysis. Beispiele fiir Flachenstiicke, die begrenzt sind von einer Kurve,
der x-Achse und 2 Ordinaten (Strecken senkrecht zur x-Achse):

Q arab e/ ﬁa\bkre g

In der Geometrie ist man von Haus aus an solchen Flacheninhalten interessiert —
aber auch Praktiker sind oft darauf angewiesen, wenn sie Losungen ihrer
nicht-geometrischen Probleme suchen.
Produkte wie: Rechteckfliche = Léange - Breite

Prismavolumen = Grundflache - Hohe

Arbeit = Kraft - Weg

Weg = (Geschwindigkeit - Zeit
lassen sich als Rechteckfldachen deuten. Veranschaulicht man die Faktoren als Ko-
ordinaten x und y, dann ist auch jeder Flacheninhalt des Rechtecks mit den Seiten
x und y ein Maf fiir die Grof3e, die man mit diesem Produkt ausdriickt.
Gewohnlich hangt der eine Faktor (Kraft, Geschwindigkeit ...) ab vom andern
(Weg, Zeit ...). Ist diese Abhingigkeit affin, dann findet man den Flicheninhalt
bequem mit den Formeln fiirs Rechteck, Dreieck oder Trapez.

Beispiel: Spannarbeit bei einer vorgespannten, elastischen Feder

Eine elastische Feder der Harte D ist auf
F Hooke-Gesetz: F ~ s e die Linge a vorgespannt. Um sie ein
Stiick As auf die Lange b zu dehnen, ist
Spannarbeit W notig. Diese Arbeit W er-
scheint im s-F-Diagramm als Flachenin-
halt eines Trapezes.
Dafiir gibt es eine Formel:

W= %(Da +D-b)As = %D(a +b)(b-a)
b W=1D(b?-a?

D-b

Meistens aber ist der obere Flachenrand keine Gerade.
Dann hilft die Integralrechnung weiter.
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2.Streifenmethode und Definition

Als einem der Ersten ist es ARCHIMEDES gelungen, Inhalte krummrandiger Fla-
chenstiicke zu bestimmen. Seine Idee ist so einfach wie genial: Das Flachenstiick
wird durch Vielecke angendhert. Die eine Vielecksorte liegt immer innerhalb des
Flachenstiicks (einbeschrieben), die andere immer aullerhalb (umbeschrieben). Im
Gegensatz zu krummrandigen Flachen lassen sich Vielecke so wahlen, dass man
ihre Inhalte berechnen kann. Bei Vermehrung der Ecken kommen sich die ein-
und umbeschriebenen Vielecke in Form und Inhalt immer néher. Gelingt es, deren
Flachenunterschied beliebig klein zu machen, so hat man den gesuchten Flachen-
inhalt bestimmt. Bertihmtestes Beispiel ist die

Kreismessung durch regelmaifige Vielecke

einbeschriebenes 7-Eck Kreis umbeschriebenes 7-Eck

Finneres | F aulleres
Vieleck Vieleck

F inneres Vieleck < FKreis < Féuﬁeres Vieleck

Streifenmethode

Bei Graphen hat sich die Streifenmethode bewéadhrt. Hier bestehen die Vielecke
aus rechteckigen Streifen — und deren Flacheninhalt ist leicht bestimmbar.

einbeschriebene Streifen Flachenstiuck umbeschriebene Streifen

23
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Dazu ein einfaches Beispiel.

Flachenstiick: Die Flache ist berandet von

der Normalparabel,
der x-Achse und
der Ordinate bei x=a.

Punkte der x-Achse
mit den Abszissen

Unterteilung:

0=x)<xX{<X9<..<X,=a
unterteilen das Intervall [0;a]

in n Teilintervalle. Meist

II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

unterteilt man gleichméafig;

jedes Teilintervall hat dann die Léange 2/,..

i 1.Teil- 2.Teil-

: intervall | intervall |

0 =X X4 X9

a;xn

— 2 e 8 G, & . 8 e 2 i
H n H n H n H n H n H

Obersumme (umbeschriebene Streifen)

y
6.Streifen
a
le—7—>
f(Xﬁ)
X
O=XO X, X9 X5 X, X5 Xg a=Xg

Uber jedem Teilintervall steht ein mog-
lichst niedriger Streifen, iiber dem aber
kein Graphenpunkt liegt. Weil die Funk-
tion monoton steigt, ist die jeweilige
Streifenhohe gleich dem Funktionswert
am rechten Streifenrand.

Zum Beispiel liegt der rechte Rand des
6.Streifens bei x4 = 6-2. Die Hohe des
6.Streifens ist also f(xg) = (6-2)2.
Allgemein liegt der rechte Rand des k-
ten Streifens bei x, =k-2. Die Hohe des
k-ten Streifens ist f(x,) = (k-2)2.

Der k-te Streifen hat den Flacheninhalt
2 fi) = 2-(k-2)2 = k2 (2,

n

Die Summe der Flacheninhalte der n umbeschriebenen Streifen
bildet eine » Obersumme O, «

1. Streifen
0, = fix) +
_ 2.(2)3

- 1@+

(2)3-(12 + 22

2. Streifen n. Streifen
a a
0 -f(Xz) + ...+ 0 °f(Xn)

22.(28)3 + ... +n2.(8)3

+...+n?

Fir die Summe der Quadrate von 1 bis n gibt es eine Formel:

1
6

2n(n+1)(2n+1). Zum Beweis siehe Aufgabe 2 im »Anhang«.
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Damit vereinfacht sich die Obersumme zu
0,= (ﬁ)3-%n(n+1)(2n+1) - %33(1+Ill)(2+111)

Im Fall a=7/3 und n=7 (Bild oben) ergibt sich O; = 2.

Untersumme (einbeschriebene Streifen)
Uber jedem Teilintervall steht ein mog-
y / lichst hoher Streifen, der ganz im Innern
der Flache liegt. Weil die Funktion mo-
noton steigt, ist die jeweilige Streifenho-
6.Streifen he gleich dem Funktionswert am linken
Streifenrand.
Zum Beispiel liegt der linke Rand des
6.Streifens bei x; = 5-2. Die Hohe des
2 6. Streifens ist also f(x;) = (5-2)2.
f(xs) Allgemein liegt der linke Rand des k-ten
Streifens bei x, 4 = (k-1)-2. Die Hohe
—t des k-ten Streifens ist
0=x, Xy X, X3 X, Xy Xz a=x, f(x,_4) = (( _1).5_11)2.
Der k-te Streifen hat den Flacheninhalt
2 (o) = 2-((k-1)-2)2 = (-2)2:(2)
Die Summe der Flacheninhalte der n einbeschriebenen Streifen
bildet eine » Untersumme U «

1. Streifen 2. Streifen n. Streifen
U, = 24(x) + 2f(x) +...+ 2f(x, )
0233 + 12.(2)3 4. +(@-1)2(2)3
= (8)2(0%+1%2+... + (n-1)?)
= (8)31(m-1n@n-1)=1a3(1-1)2-1)

n

Im Fall a=7/g und n=7 (Bild oben) ergibt sich U, = 2L

Der gesuchte Flacheninhalt F liegt nach Konstruktion fiir jeden Wert von n
zwischen der Untersumme U, und der Obersumme O,: U, <F <O,

Im Fall a=7/3 und n=7 ergibt sich U; = 2L <F < 22 = -0,
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Mehr Streifen liefern eine bessere Anniherung. In den folgenden 6 Bildern ist a=2.
Anzahl der Streifen n=7, Streifenbreite 2 =2

7

0

U; =

512

a

II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

7

7\

Anzahl der Streifen n=14, Streifenbreite 2 =2

7\

)

Anzahl der Streifen n=28, Streifenbreite 2 ==

7\

U14 -

819
4096

/

/

/

U28

3465
16384

a

ZA

0
7\
X
0
8
/)
X
0

26
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140
512

014

1015
4096

O28
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Dezimalzahlen erleichtern den Vergleich von Unter- und Obersummen:
Es entstehen 2 Zahlenfolgen U, und O,

Streifenzahl n | Untersumme U, | Obersumme O,
7 0,177... 0,273...
14 0,199... 0,247...
28 0,211... 0,235...
56 0,217... 0,229...
112 0,220... 0,226...

U, wachst, O, fallt. Der gesuchte Flacheninhalt liegt dazwischen; er ergibt sich,

wenn die beiden Grenzwerte lim U, und lim O, existieren und gleich sind.

n—soo n—o0

In mathematischen Symbolen heif3t das:

Ist imU, =lim O, ,dannist F=lim U, .

In unserm Fall (a beliebig) ist

i — lim 133 (1-1)(2-1) =143.1.9-153
1111—I>£IoUn_1111—I>?o6a (1 n)(2 n)—6a 1-2=za
; — lim 133- 1 1y 153
lim O, _rlll—l;rolo a2 (1+)(2+2) =za

n—so00

O IND

Weil die beiden Grenzwerte gleich sind, hat das
Flachenstiick den Inhalt F = %a3. Im Fall a=1
ergibt sich Fzé. Die Normalparabel teilt die
Flache des Einheitsquadrats im Verhaltnis 1:2. 1

W=

Wir haben den Grenzwert nur deshalb gefunden, weil es einfache Formeln

fiir Unter- und Obersumme gibt. Aber meistens gibt es solche Formeln nicht.
Dann springt der Computer ein: Er kann im Rahmen seiner Rechengenauigkeit
Ober- und Untersummen beliebig genau ausgeben und damit eine Abschatzung
liefern fiir den gesuchten Flacheninhalt.

Der Leser kann sich davon tiberzeugen im »Computer-Einsatz« auf Seite 25.
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Definition des bestimmten Integrals

Der Einfachheit halber arbeiten wir mit n Streifen gleicher Breite Ax.
Deshalb ist das Intervall [a;b] in n Teilintervalle der Breite Ax = l%‘ zerlegt.
m, My, ... , m, selen die Minima,
M,, M,, ..., M, seien die Maxima von f in den Teilintervallen.

(Siehe dazu auch @ im »Nachdenken«)

Dann ist die Untersumme U, = m;Ax + moAX + ... + m Ax
Obersumme O, = MjAx + MpAx + ... + M Ax.

Untersumme U, Obersumme Oy
Gy f Gy N\
\ T mg \ M2 M3 Mn
U | ftn o
2
il X & X
a “Ax b a “Ax b

Mit Unter- und Obersumme definiert man

Definition: Die Funktion f heifit integrierbar tber [a;b],

wenn gilt: lim U, =lim O, .

Der gemeinsame Grenzwert heif3t

b
bestimmtes Integral von f von a bis b: [ f(x) dx.
f(x) heifit Integrand, f heif3t Integrandfglilnktion.

[a;b] heifit Integrationsintervall.

a heifit untere, b obere Integrationsgrenze.

Das von LEIBNIZ eingefiihrte Integralzeichen erinnert an die Entstehung:

j kommt von Summe (Ober-, Untersumme). f(x) dx stammt von der Streifenflache:
Hohe f(x) mal Breite Ax.

Das bestimmte Integral hat eine einfache
anschauliche Bedeutung:

Liegt G¢ fir xe[a;b] tiber der x-Achse,
b

dann ist die Zahl [ f(x) dx gleich dem
a

Bestimmtes Integral

Inhalt der Flache zwischen der Kurve Gy,
der x-Achse und den Geraden x=a und
x=b.
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II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

Zum Nachdenken

@ Nicht integrierbare Funktionen

Eine Funktion ist integrierbar tiber [a;b], wenn die Grenzwerte fiir
Unter- und Obersummen existieren und gleich sind.

Eine Funktion ist nicht integrierbar iiber [a;b], wenn einer der beiden
Grenzwerte nicht existiert oder die beiden Grenzwerte ungleich sind.

Beispiele

f mit f(x)= { X

U ==

lim U, =

n— oo

+

1 1n,1n,1n
n_no-l-n 2+n 3+n4

Jede Untersumme hat einen endlichen Wert.

I fiir x>0

ist tiber [0;1] nicht integrierbar.

0 fur x=0

tn_1,1,1, 41
n

+...+
nn 2 3 4

Thr Grenzwert fiir n— oo ist aber unendlich. Eine Abschatzung zeigt:

+

+ 14
to. gt gt 16,

|~

lim U, >

n— oo

+

NSNS

+

+ ...+

NN
|||~

oo~

| t 16

[N [ [N

o=+

+

1

In der vorigen Zeile kommt der Summand % unendlich oft vor. Also ist auch der Grenzwert

|

] I_l
|
[

]
1
+ = +

+
N[>

1
der Untersummen unendlich grof3. Das Integral [ }( dx existiert nicht.

Es kann auch vorkommen, dass beide Grenzwerte existieren, aber verschieden sind.
Der deutsche Mathematiker Peter LEJEUNE-DIRICHLET (1805 bis 1895) hat 1829 eine

nicht integrierbare Funktion angegeben; ihm zu Ehren heif3t sie Dirichlet-Funktion D.
So gilt zum Beispiel D(0,5)=0 und D(/2)=1.

D ist an jeder Stelle unstetig. Der Graph von D besteht

aus einzelnen Punkten der Geraden y=0 und y=1.

_ |0 fir xe®
D(x) = {1 fiir x¢Q

Versucht man sich am Integral f D(x)dx,
so ergibt sich fiir die

y

Untersumme U. = 1 ()+ 0+ .. 1 -0=0 1000000000000 000000000000
n n
mit imU, =0
1 1 1 Dirichlet-Funktion
Obersumme O,==-1+=-1+..+=-1=1
. ! 0 firxe@Q
mit rl}_I)‘(::On =1. D(x) = 1 fiir x¢Q

Weil beide Grenzwerte verschieden sind,

1
existiert das Integral [ D(x)dx nicht.
0

29

Q@Q..‘Q..‘O..‘Q..‘Q+.‘

1

Der 1.Streifen jeder Obersumme hat den Inhalt «. Also existiert der
Grenzwert der Obersummen nicht. Fiir die Untersumme gilt

X
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@ Fehlendes Extremum

Bei der Definition von Unter- und Obersumme haben wir angenommen, dass in jedem
Teilintervall ein Minimum m und ein Maximum M vorkommen. Aber das muss nicht
immer so sein. y

-x+4 fir x<3
Beispiel: f(x) = (x-2)sgn(x-3) +2 = 2 fir x=3
x fir x>3

Im Teilintervall [2;4] gibt es zwar bei 4 das 1+ .
. . . untere Infimum
Maximum 4, aber kein Minimum. In solchen Schranken Jivon £
Fallen verwendet man einen Ersatz fiir das PR | j |
fehlende Minimum: Das Infimum. 1 3 X
Zu seiner Definition dient die untere Schranke. Das ist eine Zahl, die keinen
Funktionswert in diesem Teilintervall tbertrifft. Das Infimum ist die grofite
untere Schranke.
Die Funktion hat also in [2;4] zwar kein Minimum, wohl aber bei 3 das Infi-
mum 1. Mit diesem Infimum lasst sich jetzt ein Streifen der Untersumme bilden.

Analog definiert man das Supremum einer Funktion ¥ obere
uber einem Intervall als kleinste obere Schranke. _ Schranken

x fir x<3
Beispiel: g(x) = (x—-2)sgn(3-x) +2 = 2 fur x=3
-x+4 fir x>3 1+

Supremum
von g

Im Teilintervall [2;4] hat g zwar kein Maxi- |
mum, wohl aber bei 3 das Supremum 3. 1 3 \ X

Bei der Definition von Unter- und Obersumme verwendet man besser Infimum statt Mini-
mum und Supremum statt Maximum und erweitert so die Menge der integrierbaren Funk-
tionen. Dabei ist zu beachten, dass jedes Minimum auch ein Infimum ist und jedes
Maximum auch ein Supremum.

(3] Einzelpunkte fallen nicht ins Gewicht

Es gibt Funktionen, in deren Graphen Locher sind oder einzelne Punkte unstetigerweise
von ihren Nachbarn getrennt liegen.

Einzelne Punkte haben keinen Einfluss auf den Wert des Integrals. Sie wirken sich hoch-
stens aus auf 2 benachbarte Streifen von Unter- und Obersumme. Beim Grenziibergang
n— oo geht die Streifenbreite gegen 0; deshalb spielt der Inhalt dieser beiden Streifen keine
Rolle. Man kann also an einzelnen Stellen Funktionswerte dndern, ohne den Wert des Inte-
grals zu dndern.

Y/ fx)=%2  x+3 Y/ g(x) =2 - sgn(x—3)

Jf(x)dX:Jl-dx:él fg dx = Jl dx =4
2 2 i 52

D
D
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01

06

07

«08

Aufgaben
(Verwende die Formeln fiir Potenzsummen von @ im »Nachdenkenc)
Berechne die Unter- und Obersummen mit a) 2 b) 4 c) 8

gleich breiten Streifen fiir die Flache, die begrenzt ist von der x-Achse
und dem Graphen von y = %X + 1. Untergrenze ist 0, Obergrenze ist 2.

f(x) = 4 — x2. Berechne die Unter- und Obersummen mit 8 gleich breiten
Streifen fiir die Flache zwischen der Parabel und der x-Achse

und gib eine Abschatzung des Flacheninhalts an.

(Unter- und Obergrenze sind die Nullstellen.)

f(x) = 2 — x. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Flache,
die begrenzt ist von Gy, der x- und y-Achse. Berechne den Flacheninhalt
des Dreiecks auch mit der Formel aus der Elementargeometrie.

f(x) = 1 + x. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Fliche,
die begrenzt ist von Gy, der x-Achse und den Ordinaten bei x=1 und x=3.
Berechne den Flacheninhalt des Trapezes auch mit der Formel aus der
Elementargeometrie.

f(x) =8 - %XQ. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Flache,
die begrenzt ist von Gy, der y-Achse und der positiven x-Achse.

2 2 2
Berechne a) 3 dx b) [ 2dx c) [ dx
0
4 1 4
Berechne  a) [ xdx b) [ (x+1) dx c) [ (2x-2) dx
2 1 2
Berechne  a) [ x2 dx b) [ 3x2dx c) [ (4-x2)dx
b b b
Berechne a) [ xdx b) [ x2dx c) [ x3dx
Die Kurve von f(x)=x3 teilt das Einheitsquadrat mit den Ecken (0|0) und
(1]1) in 2 Teile. In welchem Verhéltnis stehen die Flacheninhalte ?
fx) = x2-1 fir x=0 (x) = x2-1 fur x>0
] 1-x2 fir x>0 8T 1 %2 fiir x=0

Zeichne Gy und Gy. Zeichne die Streifen von Unter- und Obersumme fiir
n=4 der Integrale f f(x) dx und f g(x

Welche Werte haben diese Summen?
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II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

Computer-Einsatz: Streifenmethode

Jetzt ist nur die numerische Leistung der Maschine gefragt.

Vorgaben:  f(x) sei Term einer in [a;b] monotonen Funktion, StreifenZahl

Ziel: Berechnung von Unter- und Obersumme

Zur Mathematica-Programmierung: Die 6 fetten Zeilen enthalten die Anweisungen zur Berechnung,
die letzten 3 Zeilen geben die Ergebisse bekannt. Das Ganze ist simpel gehalten: Wer eine Funktion f
eingibt, die nicht monoton ist auf [a;b], wird nicht gewarnt vor falschen Ergebnissen.

Dafiir reagiert es richtig auf jedes beliebige Integrations-Intervall:

So unterscheiden sich die Summenwerte fiir [a;b] und [b;a] korrekterweise blold im Vorzeichen.

Fiir 100000 Streifenpaare nimmt sich unser Rechner 5,4 s Bedenkzeit.

StreifenMethodeFiirMonotoneKurve[f_Symbol, {Xvon_, Xbis_}, StreifenZahl_Integer?Positive]:=

Module[{Dx, Xwerte, StreifenInhalte, Summel, Summe2, UnterSumme, OberSumme},

Dx=(Xbis-Xvon)/StreifenZahl;

Xwerte=Table[Xvon+k*Dx, {k,0,StreifenZahl}];

StreifenInhalte=Dx*f[Xwerte];

Summe1=Sum[StreifenInhalte[[k]], {k, 1, StreifenZahl}];
Summe2=Sum[StreifenInhalte[[k]], {k, 2, StreifenZahl+1}];
UnterSumme=Min[Summe1, Summe2]; OberSumme=Max[Summe1l, Summe2];

Print[StreifenZahl, " Streifen \n UnterSumme = ", UnterSumme//N,
"\t OberSumme = ", OberSumme//N,
"\n Unterschied = ", ds=0berSumme-UnterSumme, " =

", ds//N]
]

Beispiel: f(x) = 2%; Intervall = {0,2}; StreifenZahl = 100;
StreifenMethodeFiirMonotoneKurve[f, Intervall, Streifenzahl]; (* Aufruf von »StreifenMethodeFiirMonotoneKurve«*)

Die Ergebnisse fiir 8 StreifenZahl-Werte zusammengefasst:
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StreifenZahl | Untersumme | Obersumme | Unterschied
1 0,125 2 1,875
2 0,5625 1,5 0,9375
4 0,80681 1,27556 0,46875
10 0,950414 1,13791 0,1875
100 1,03536 1,05411 0,01875
1000 1,0438 1,04568 0,001875
10000 1,04465 1,04483 0,0001875
100000 1,04473 1,04475 0,00001875
y
1
_ o—x2 2
flx) =2 [ dx = 1,0447...
0
/1 .
1 - 1 2 3
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3.Eigenschaften

Faktorformel . N
Ist f integrierbar, dann gilt fiir keIR [ k-f(x) dx = k- [ f(x) dx
a

a

Begriindung: Sind m; und M, die Extrema von f in den Teilintervallen,
so sind k-m; und k-M; die Extrema von k-f in den Teilintervallen.
Der Faktor k lasst sich bei Unter- und Obersumme ausklammern
und damit auch vor den Grenzwert und vors Integral ziehen.

Summenformel . . .
Sind f und g integrierbar, dann gilt i [f(x) + g(x)] dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx
a a a

Begriindung: Der Mathematiker Bernhard RIEMANN (1826 — 1866) hat gezeigt:
Ist eine Funktion integrierbar, dann ist das bestimmte Integral
nicht nur gleich dem Grenzwert von Unter- und Obersumme,
sondern auch gleich dem Grenzwert von Zwischensummen.

Bei einer Zwischensumme Z, nimmt man statt des Maximums oder
Minimums einen beliebigen Funktionswert aus dem Teilintervall,
zum Beispiel den Funktionswert in der Mitte.

Zwischensumme Z,
ry AN

/ A N
Ge 4 P\
Wieao | fi)
f(5|i1) <
a >|§1 >|§2 Ax flin b
Z., = f(x)Ax + f(x5)Ax + ... + f(x,)Ax, also }f(x) dx = 1111_I>r°1° Z,

Mit Zwischensummen begriinden wir die Summenformel:

= Illi—l;?o[(f(Xi) +g(x))Ax+ (f(x,) + g(%9))Ax + ... + (f(x,) + 8(x,))AX]

Weil die Grenzwerte der Teilsummen existieren, gilt
= lim [f(x,)Ax +f(x9)Ax + ... +f(x,)AX] +
oo b

+ Illi_r)rolo[g_g;(xi)Ax+g(xQ)Ax+ ot g(x)AX] = })'f(x) dx + fg(x) dx

a

}[f(X) +gx)]dx = limZ, =
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Faktor- und Summenformel fasst man zusammen als
Linearitat des bestimmten Integrals

}[k-f(x) +1l-gx)] dx = k-}f(x) dx +l-}g(x) dx

Anschaulich plausibel ist die Additivitat | P u b
f(x) dx = (f(x) dx + [f(x) dx
Ist f integrierbar und a<u<b, dann gilt ! (x) dx { (x) dx { (x)

y\/\\ \(y\/\\ \(y\/\\
\ \ \

b u b

if (x) dx — if (x) dx + if (x) dx
a u b - a u b : a u b :

Bei der geometrischen Deutung des bestimmten Integrals haben wir bisher ange-
nommen, dass die Kurve tiber der x-Achse liegt. Liegt sie aber ganz unter der x-
Achse, dann liefert das bestimmte Integral den Flacheninhalt mit negativem Vor-
zeichen. Den Beweis liefert die Faktorregel:

e §
) S
[fx)dx >0 g(x) = (-1)-fx)
X a b

a b b X

Jg (x) dx

a  p

AN\= —f f(x)dx <0
a y
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Liegt die Kurve fir xe[a;b] teilweise

uber und teilweise unter der x-Achse, +, — sind die Vorzeichen
dann liefert das bestimmte Integral die der Teilintegrale.
Flachenbilanz: Es zahlt den Inhalt Gy
der Flachen iiber der x-Achse positiv +
und den unter der x-Achse negativ und + + X
bildet die Summe. a u\ _ /[u, b
Begriindung
Man spaltet das Integrationsintervall [a;b]
so in Teilintervalle auf, dass die Funktion A sind die (positiven!)
an deren Grenzen das Vorzeichen wechselt: Inhalte der Teilfliachen.

b uy Uy b

ff(x)dx = ff(x)dx+ ff(x)dx+ ff(x)dx G

a a uy U, A1

X

b
ff(x) dx= A, - A, + Ay a uWuZ b
a

b
Hat das Integral f f(x) dx den Wert 0, so sind dafiir also 3 Ursachen moglich:
a

a

[fx)ax=0
a
untere Grenze = obere Grenze
a X (Flachenbreite = 0)
b
Jodx=0
| 2 | Integrand f(x)=0
a b x (Flachenhéhe = 0)

y

1
_Jif(x) dx=0 /X Fliichenbilanz = 0
1

/11 f(x)=x(x2-1) v
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Unabhingigkeit von der Bezeichnung der Integrationsvariable

Man kann die Variablen bezeichnen, wie man will. Es ist zwar tiblich, bei Funktio-
nen x und y zu wahlen, aber andere Buchstaben wiirden es genau so tun. Der
Graph von y= %xz in einem x-y-Koordinatensystem ist der selbe wie der von s= %t2
in einem t-s-Koordinatensystem (gleiche MaBstébe vorausgesetzt).

y S
Lx2

N[

N
U

Also ist es beim Integral vollig belanglos, wie die Integrationsvariable heif3t:
ob x oder t oder » oder ...

Allgemein }f(x)dx = }f(t)dt = }f(oo)dw = }f(...)d. y

Zum Nachdenken

0 Axiome des Flacheninhalts

Der Flacheninhalt einfacher Figuren wie Rechteck und Dreieck macht begrifflich kaum
Schwierigkeiten. Ganz anders dagegen ist es bei krummrandigen Flachenstiicken.
Hier konnen unerwartete Komplikationen auftauchen. Um auf logisch festem Boden zu
stehen, sichert sich der Mathematiker in solchen Féllen dadurch ab, dass er den fraglichen
Begriff, hier den Flacheninhalt, durch Axiome definiert und dann nur mit diesen Axiomen
arbeitet. Fiir den Inhalt A eines Flachenstiicks legt man meist 3 Axiome zugrunde:

T Additivitat @
A =+ +
A = A1 + A2 + A3

I Nichtnegativitat
Der Inhalt einer Flache ist die
IIT Bewegungsinvarianz
Kongruente Flachenstiicke = = A 1= A 9

Der Flacheninhalt ist nicht negativ: A= 0
Summe der Inhalte ihrer Teile:
haben gleiche Inhalte.

Diese 3 Axiome und die Normierung: »Das Einheitsquadrat hat den Inhalt 1«
liegen auch der Flachenberechnung durch Integrale zugrunde.
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9 Potenzsummen

Zur Berechnug von f x2dx braucht man eine Formel fiir die Summe der 2. Potenzen,
fur f x"dx eine fiir d1e Summe der n-ten Potenzen.

Formeln fiir solche Potenzsummen sind nicht leicht zu finden. Erst 2000 Jahre nach
ARCHIMEDES gelingt es dem italienischen Mathematiker Francesco Bonaventura CAVA-
LIERI (1598 bis 1647), Formeln fiir Potenzsummen bis zum Grad 9 aufzustellen und damit
Integrale zu berechnen der Form

b
fxrdx fiir ne{0,1, ..., 9}

Arbeitet man viel mit Summen in der Form wie 12+ 22+ ... + n2, dann wird diese ausfiihr-
liche Schreibweise schnell schwerféllig. N
Zur Abhilfe hat man eine Abkiirzung geschaffen: 12 + 2% + ... +n2= ¥ i2.

Allgemein bedeutet i a(i) =a(1) +a2) + ... + a(n). =1
Man ersetzt also im ’ferm a(i) die Variable i der Reihe nach durch 1, 2, ... , n und addiert

die entstandenen Ausdriicke. Das Zeichen Y (groBes griechisches Sigma) erinnert an
»Summe«. So gilt

i =Inm+) 3 i2 = In(n+1)(2n+1)
i=1 i=1
i = 1n2(n+1)2 S it = L n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1)
i 4 2 T30
i5 = L n2(n+1)2(2n2+2n-1) 16 = L n(n+1)(2n+1)(3n4+6n3-3n+1)
1 12 2" "

n?(n+1)2(3n+6n3-n2-4n+2)

-

(R SRR R PP
Il
=

i8 = gion(n+1)(2n+1)(5n6+15n5+5n4—15n3—n2+9n—3)
i = & n2(n+1)2(n?+n-1)(2n*+4n3-n?-3n+3)
i=1
Im Anhang findet man eine Beweismethode. f(x) = xn

® Verschieden breite Streifen
1650 schafft es Pierre de FERMAT (1601-1665),

1
das Integral fx“dx fiir nelN zu berechnen. 1

0
Er verwendet dazu ein besonders ausgekliigeltes oy
Verfahren: Fir 0<q<1 zerlegen die Potenzen ¢,

ielN, das Intervall [0;1] in unendlich viele Teilinter- (@hHn
valle. Die Breite des i-ten Streifens (von rechts ‘
nach links gezahlt!) ist gi1-¢, seine Hohe ist (g})"
fiir die Untersumme und

(@D fur die Obersumme. y

(@)" <

q—-q iq 1

i+1
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Damit ergibt sich:

Untersumme
Upla) = 3 (@ t-a)(@) = (-1) 3 (@)= (G- 3 (@0 = (G=1)( 3 (2 -1)

Unter i ... versteht man den Grenzwert lim i

i=1 n=>ei 1

Obersumme

O,(q) = .i(qi‘i—qi)(qi‘i)“ = (1—c_1)§1(qi-1)n+1 = (1—q)§0(qn+1)i

Nach der Formel fiir geometrische Reihen, ¥ x! = ﬁ fiir |x|<1, ist dann
i=0 B

— (1 q"*! _ (1-q)q"
Un(q) - ((_1_1)1_qn+1 - 1—qn+1

On(q) = (1_q)1_;n+1 = 1(_1;1(1]-21 = 1_g1n+1 - 1+q+q21+...+q“
(1-q)
@ @ &
i — \ x

Bt .
@@ @ @
AR R

0

Je ndher q bei 1 liegt, desto feiner ist die Streifen-Einteilung, desto mehr ndhern sich
Unter- und Obersumme.

Grenzwerte:

) . 1 1
lim O = lim =

q—1 (a) a=>11+q+q2+...+q" n+1

Wegen Un(q) = On(q)'qn gllt
1 = n| = L . = L
{llg}Un(q) —}llg}[On(q)-q =717

1
n+1

1
Ergebnis I xdx =
0

Die Streifenmethode funktioniert auch dann, wenn man allgemein von a bis b integriert.
Die Rechenausdriicke werden dann aber recht uniibersichtlich.
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Aufgaben

1
01 Berechne f f(x)dx mit
0

a) f(x)=4x b) f(x)= —%x c) f(x)=6x2
d) f(x)= —gxz e) f(x)=x+x2 f) f(x)=2x-3x2

b
02 Berechne | x2dx fir die Integrationsintervalle [a;b], mit a, b > 0
a

a) [0;6] b) [3;6] c) a;b] d) [-b;0]  e) [-b;b]

b
3 Berechne [ x3dx fur die Integrationsintervalle [a;b], mit a,b >0
a

a) [0;6] b) [2;6] c) [a;b] d) [-b;0]  e) [-b;b]

4 Begriinde: Fir b > 0 gelten die Satze:

a) Ist G;symmetrisch zum Ursprung, so ist

j)'f(x)dx = —}f(x) dx und }f(x) dx=0.
b 0 b

b) Ist Gy symmetrisch zur y-Achse, so ist
0 b b b
ff(x)dx :ff(x)dx und ff(x) dx = 2ff(x) dx.
b 0 ) 0

2 6
5 a) Berechne [(2-x)dx und [(2-x)dx
0 0

3 c
*b) Fiir welchen Wert (+3) von c gilt: [(2-x)dx = [ (2-x)dx
0 0

6 Zeichne G; mit f(x) =4x — x2, D;=[0;6] und berechne

6

a) [ f(x) dx b) den Inhalt der Flache zwischen G;und der x-Achse.
0

7 Berechne

1 1 1

a) ftdt b) f(s+s2) ds c) f(2(u+3(u2) dw
0 0 0
1 1 1

d) ffist2 ds e) f6st2 dt f) f6st2 du
0 0 0
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8

11

Berechne c¢>0 so, dass gilt

a) [(4-2x)dx =0 b) [(2x-3x2)dx = 0
0 0

Berechne mit den Formeln fiir Potenzsummen die Integrale als
Grenzwerte von Obersummen.

1 1 1
a) fX4dX b) fX7dX c) fX9dX
0 0 0

f(x)=./a2—x2 mit D = [-a;a] beschreibt einen Halbkreis um (0|0) mit
Radius a. Eine Halbellipse mit den Halbachsen a und b entsteht aus
diesem Halbkreis durch Streckung in y-Richtung mit dem Faktor =
sie hat also die Gleichung g(x) = f (x).

Berechne den Inhalt einer Elhpse mit den Halbachsen a und b.

y

Halbkreis .
Halbellipse
f(x) = Va?-x? f(x) =2 Va2-x2

. D ) ° ) °

f,(x) = féxz(a—x)
a) Diskutiere fy und zeichne G, .

b) Eine Scharkurve und die x-Achse begrenzen ein Fliachenstiick mit
Inhalt 9. Bestimme a.

f sei echt monoton steigend mit f(0)=0, aullerdem sei d=f(b) mit b>0.
g sei die Umkehrfunktion f1 von f.

a) Begriinde an einer Skizze: ff(x )dx =bd - f o(y

b) Wie kann man f f(x) dx mit der Umkehrfunktlon g berechnen ? (0O<a<b)

c¢) Berechne mit den Formeln von a) und b) die Integrale

8 8
ff’/)_(dx und fi"/)_(dx
0 1
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III. Integral und Hauptsatz Integralfunktion

I1II. Integral und Hauptsatz

1.Integralfunktion

Das bestimmte Integral erlaubt es,

zu einer Funktion f eine neue Art von Funktionen F, zu definieren:

Definition: Ist f auf einem Intervall I integrierbar, dann heil3t fir a, xel
F, mit F,(x)= [ f(t)dt eine Integralfunktion von f.
a

f hei3t Integrandfunktion.

Der Funktionswert F,(x) ist die Flidchenbilanz der Flache,

die begrenzt ist von G, und der x-Achse zwischen a und x.

Den Bildern entnimmt man:

Integrandfunktion f

Integralfunktion F,
Fa(Xi)

Jede Integralfunktion F, hat mindestens
die Nullstelle a:

F,(a)=[f(t)dt = 0.

Liegt G¢in einem Intervall I,

(zum Beispiel [a;x,]) iber der t-Achse,
so steigt F, echt monoton, weil die Fla-
chenbilanz zunimmt mit wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x, mit Vorzeichen-
wechsel von + nach —, so hat F, dort ein
Maximum.

Denn vor x5 nimmt der Flacheninhalt zu;
nach x, liegt G; unter der t-Achse, der
neu hinzu kommende Flacheninhalt wird
subtrahiert vom bisher Angesammelten.
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III. Integral und Hauptsatz Integralfunktion

Liegt G¢in einem Intervall I,

(zum Beispiel [x4;%3]) unter der t-Achse,
so fallt I, von x, an echt monoton,

weil die Flachenbilanz abnimmt mit
wachsendem t.

Hat f eine Nullstelle x, mit Vorzeichen-
wechsel von — nach +, so hat F, dort ein
Minimum.

Denn vor x, nimmt der Fla-cheninhalt
ab; nach x, liegt G; liber der t-Achse,
der neu hinzu kommende Flacheninhalt
wird addiert zum bisher Angesammel-
ten.

Eine Verschiebung der Startstelle
verschiebt den Graphen von F,

in y-Richtung.

Wahlt man im Beispiel x; als neue Start-
stelle, so fehlt in jeder Flachenbilanz der
Inhalt F,(x,).

Der neue Graph ist also um diesen Wert
nach unten verschoben (F,(x,)>0).

Rechnerisch:
F.(x)= (f(t) dt = [f(t) dt + [£(t) dt
flode=fodef

Fo(x) = Fa(xy) + Fy, (x)
also ist F (x) = F,(x) - F,(x,)
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2.Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Im vorigen Abschnitt haben wir aus Bildern abgelesen, welche Eigenschaften einer
Integralfunktion aus einer stetigen Integrandfunktion f folgen. Diese lassen ver-
muten, dass eine Integralfunktion F, eine Stammfunktion F ihrer Integrandfunk-
tion f ist. Eine einfache Uberlegung zeigt das fiir den Sonderfall f(x)=0 und h>0 :

Flachen-
) /_\ ) /_\ /\ zuwachs
Gy Gy
F(x) F(x+h)
t t
a X X-fl'h a X X-il-h ;,1 X x+h

Wie bei der Streifenmethode ist der Flachenzuwachs eingegrenzt von 2 Rechteck-
flaichen: m sei der kleinste, M der grofite Funktionswert im Intervall [x;x+h].

Flachen-

zuwachs
ff

m-h |m M-h M

Flachenvergleich: m-h = F,(x+h)-F,(x) =
F,(x+h)-F,(x)
h
Beim Grenzwert fiir h—0 werden m und M gleich f(x), falls f stetig ist:

- . Fax+h)-F, (x) _
f(x) = }lll_r)r}) = = f(x)
das heif3t, F, ist differenzierbar und hat die Ableitung f(x) — wie oben vermutet.

Division durch h: m =

Beim Beweis haben wir eine stetige Funktion f verwendet, die auf [x;x+h] positiv
ist. Das Ergebnis gilt aber fiir beliebige stetige Integranden f.

NEWTON und LEIBNIZ haben dies unabhéingig voneinander in der 2.Halfte des
17.Jahrhunderts gefunden.
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Dieses Ergebnis ist bekannt als
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
f sei stetig auf dem Intervall I,

F, sei eine Integralfunktion von f mit F,(x) = f f(t) dt mit a€l, Dy =I.
a

Dann ist F, auf I differenzierbar und es gilt: | F,'(x) = f(x)

In Worten: Die Ableitung einer Integralfunktion einer stetigen Integrandfunktion
ist der Integrand selber.

Oder: Eine Integralfunktion F, einer stetigen Integrandfunktion f ist
Stammfunktion von f.

In der Schreibweise von LEIBNIZ sieht der Hauptsatz so aus: Hd;( }f(t) dt =f(x) .
Darin zeigt sich deutlich, dass Integration und Differenziation :
umgekehrte Operationen sind: (%X }(3’52 —-2t+5)dt = 3x2-2x+5.
Aus dem Hauptsatz folgt eine sehr 3vichtige Formel fiirs Integrieren.
Weil F, eine Stammfunktion von fist, gilt [£(t) dt = F(x) + C;
dabei ist F eine beliebige Stammfunktion v?)n fund C die passende Konstante.
Der Wert von C ergibt sich, wenn man a fiir x einsetzt:}f(t) dt =0

0=F(a) +C = C=-F(a), also ist }f(t% dt = F(x) - F(a).

a

Damit haben wir eine andere Fassung des Hauptsatzes gefunden.
Sie ist die grundlegende Formel fiirs Integrieren:

Hauptsatz }f(t) dt =F(b) - F(a)

3
In der Praxis geht man so vor: ) (8x2-2x+5) dx = [x3-x2+ 5)(]?1 =F(3) - F(-1)

;1(33—32+5-3)— (-1)2-(-1)2+5(-1)) = 33 - (-7) = 40.

F ist dabei eine beliebige Stammfunktion von f.

Mithilfe des Hauptsatzes kann man jede stetige Funktion f integrieren,
von der eine Stammfunktion F bekannt ist. Kennt man keine Stammfunktion,
dann bleibt nur noch die mithsame Streifenmethode.
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Ebenso lassen sich mit dem Hauptsatz einfache Integral-Eigenschaften einsehen:
b b
Faktorformel [ k-f(x) dx =k- [ f(x) dx

linke Seite = k-F(b) — k-F(a) = k(F(b) — F(a)) = rechte Seite

Summenformel }[f(x) +g(x)] dx = j‘f(x) dx +}g(x) dx

linke Seite = (F(b)+G(b)) — (F(a)+G(a))
= F(b)-F(a) + G(b)-G(a) = rechte Seite
Additivitéit }f(x) dx = [f(x) dx+}f(x) dx

linke Seite = F(b)-F(a) = F(u)-F(a) + F(b)-F(u) = rechte Seite

Vertauschen der Integrationsgrenzen N b
bewirkt eine Vorzeichen-Anderung des Integrals: [ f(x) dx = - il f(x) dx
b a

linke Seite = F(a) - F(b) = —(F(b) — F(a)) = rechte Seite

0 —
[x2dx =31 = (0)-(-5) =3 [ dx= [5T = (<1)-(0) = -2

A 0
Integrations-
Richtung

\ \
Integrations-
Richtung

Beim Integrieren nach links zdhlen also in der Flachenbilanz
Flachenstiicke negativ, die tiber der x-Achse liegen,
Flachenstiicke positiv, die unter der x-Achse liegen.

@%egraﬁon nach links | Integration nach re([@
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Integrand - Integralfunktion

Bei der Definition der Integralfunktion haben wir aus Bildern einige Eigenschaf-
ten der Integralfunktion abgelesen, ohne diese Integralfunktion durch Integrieren
uberhaupt bestimmt zu haben. Mit dem Hauptsatz lassen sich diese Zusammen-
hiange nun begriinden und weitere finden. Von besonderen Punkten (Extrem- oder
Flachpunkte) der Integralfunktions-Kurve weill man so allerdings nur den x-Wert;
der y-Wert (Funktionswert) ist erst durchs Integrieren zu haben.

Die Begriindungen beruhen darauf, dass der Integrand da, wo er stetig ist,

gleich ist der Ableitung der Integralfunktion:

Integrand f Integralfunktion Begriindung mit dem
(differen- x Hauptsatz
zierbar) F(x) = ! f(t) dt F'(x) = f(x)
f(x)>0 Gy steigt echt monoton F'(x)=f(x)>0
f(x) <0 Gy fallt echt monoton F'(x) =f(x) <0
f(x) =0 Gp hat Waagrechtstelle x, F'(xy) =f(x) =0
Vorzeichen-
wechsel bei x: Gy hat bei x, einen: F'(xy) =f(x0) =0
von + zu — Hochpunkt F'"(xo) =f'(xg) <0
von — zu + Tiefpunkt F'"(xo) =f'(xg) >0
echtes inneres : Vorzeichenwechsel von F" = f' bei x,,
GF hat bei X0 " '
Extremum einen Wendeounkt oder: F"(x,) =f'(xy) = 0 und
bei x, P F"(xo) = £"(xo) + 0

Beispiel: F(x) = f % (t—-2)(t-5)2dt  Vor der Integration lesen wir Eigenschaften
5 von Gy aus den Eigenschaften von G¢ab:

— Gy hat die 3fache Nullstelle 5, denn:
F(5)=0, F'(5)=f(5)=0 und F"(5)=f"'(5)=0,
YA Integrand f(x)=%(x—2)(x—5)2 ©) . (5)=£(5) ) (5)=f5)
— Gy steigt echt monoton fiir 2=x,

— Gy fallt echt monoton fiir x=2,

o — Gy hat Waagrechtpunkte bei 2 und 5,
D « — Gy hat einen Tiefpunkt bei 2,
~1- — Gy hat keinen Hochpunkt,

— Gy hat Wendepunkte bei 3 und 5,

bei 5 sogar einen Terrassenpunkt
mit bekanntem y-Wert 0.
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Integration

_ _ (43 2 _
’ Integralfunktion Fj(x) = ! flt)dt =3 g (t3-12t2+45t-50) dt

F5(x) = §(x-1)(x-5)°

ir1 45 X
= 5[&134—41:3 + Et2_50t]5

1_
TEP(5|0 — 1144 _1643 2_ X
& 2 3 T (.I ) | = 1[t4-16t3+90t2-200t];
| - Fj(x) = 1(x*~16x3+90x2-200x + 125)
L Gr ¢ WEP(3|-2) Nach der Integration bekommen wir die
y-Werte, die sich nicht aus den Eigenschaf-
1 . TIP(2]- 2_87 ten von f bestimmen lassen:
y-Wert des Tiefpunkts F(2) = - %7 ,

y-Wert des Wendepunkts Fx(3) = -2.

AuBer der 3fachen Nullstelle 5 muss F;(x) als Polynom vom Grad 4
noch eine 1fache Nullstelle haben; man findet sie durch Polynomdivision:

(x4-16x3+90x2-200x+125):(x-5)3 =x-1
Faktorisierung: F5(x) = %(x— 1)(x-5)3. Daraus ergibt sich 1 als 1fache Nullstelle.

Ist der Integrand bei x,, unstetig, so darf man zwar den Hauptsatz bei x, nicht
anwenden; trotzdem sind dann manchmal noch Aussagen tiber Gy bei x, moglich.

Beispiel: f(x) = sgn (x—4), F(x) = }f(t) dt
1

xo=4 1st Unstetigkeitsstelle,

: fur x<4 ist f(x)=-1 < 0,

1 4 also fallt Gy echt monoton,
X fiir 4<x ist f(x)=+1> 0,

also steigt Gy echt monoton.

Z_ f(x) = sgn (x—4) °

Gy hat also bei 4 einen Tiefpunkt,

y ist aber dort nicht differenzierbar.
| Fiir x,=4 gilt der Hauptsatz nicht.
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Stammfunktion - Integralfunktion

Nach dem Hauptsatz ist jede Integralfunktion eines stetigen Integranden auch

Stammfunktion dieses Integranden. Die Umkehrung gilt aber nicht:

Es gibt Funktionen mit Stammfunktionen, die keine Integralfunktionen sind.

Begriindung: Weil jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat, kann
eine Stammfunktion ohne Nullstelle keine Integralfunktion sein.

Beispiel: Integrand f(x) = %x

Terme der Integralfunktionen: [ %t dt = [}LtQ]z = }Lx2— }132
a

Terme der Stammfunktionen: F(x)= ixz +C

Die Stammfunktionen mit C>0 haben keine Nullstelle, sind also keine
Integralfunktionen. Das zeigt auch die Rechnung: Soll eine Stammfunk-
tion auch Integralfunktion sein, so muss man ein passendes a finden:

1.2 1.2 1.2
X +C=ZX —-a" = C=—}la2, also a2=-4C

Nur fiir C=0 findet man einen a-Wert und damit eine Integralfunktion,
dann gilt a=%2./-C

Schar der Stammfunktionen

F.(x) = %Xz +C

Stammfunktion,
> aber nicht Integralfunktion
(keine Nullstelle!)

J \

Stammfunktion
und auch Integralfunktion

a=i2\/—_C

- V2
\/

C=-3 a=+2v3
\/

Schar der Integralfunktionen

1 _1,2_ 1.2
ztdt—4x 14

QO —
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II1. Integral und Hauptsatz

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Zu jeder Stammfunktion mit mindestens einer Nullstelle gibt es garantiert
eine Integralfunktion. Als Startstelle eignet sich diese Nullstelle.
Begriindung: Ist x, Nullstelle der Stammfunktion F, so ist F(x,)=0.

Nach dem Hauptsatz gilt: i f(t) dt = F(x) - F(x,) = F(x).
Xp

Dies gilt fiir jede Nullstelle. Jede Nullstelle kann als Startstelle der zugehorigen
Integralfunktion dienen; es ergibt sich immer der selbe Term. Im Beispiel hat die
Stammfunktion mit F ,(x) = L—ix2 — 4 die beiden Nullstellen —4 und 4.

Die zugehorigen Integralfunktionen haben den selben Term:

X

Nullstelle -4: [ jtdt = [{t2], = {x2-4
-4

y
i 1
V o °

Integralfunktion

5
F ,(5)= _j4f(t) dt=2

Ein Blick auf die Bilder zeigt:

4

Integration

Nullstelle 4: [3tdt = [t2], = 1x2-4
4

Integralfunktion

F,(5) = ff(t) dt =5
y 4

Die Flachenbilanz von f %t dt stimmt uberein mit der von f %t dt.

-4

50

4



BARTHeKRUMBACHER III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
| Integration > <_Integration |
v f(t) =1t v ft) =1t
s 17
— 1 3t t
Integralfunktion Integralfunktion
3 3 ]
F,(3)=[ft)dt=-2 F,(3) = [f(t) dt=- 1
-4 4 E
y
X X

Zum Nachdenken
@ Newtons Weg zum Hauptsatz

In seiner Abhandlung »Tract of fluxions« (1666) begrindet NEWTON den Hauptsatz
anschaulich mit einer Uberlegung aus der Bewegungslehre:

Er vergleicht die zeitliche Flachenidnderung %‘ mit der zeitlichen Abszissendnderung %’—E
und deutet dx als Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten dx und 1.

Bei kleinem dt verhalten sich die Anderungen der Flicheninhalte wie die Ordinaten f(x)

und 1.
_7/
Flachen-
Gf Zu%VCacelrIlls
Flache f(X) 4
F
Rechteckfléche i E&%\%‘fﬁ‘s
x-1 | dx-1
X  dx —

51

NEWTON: Die Flachenzuwachse pro Zeit dt

verhalten sich wie die Ordinaten.

i
dt _ 1) dF
dt

Das ist der Hauptsatz.
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III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

(2] Erginzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Wir haben den Hauptsatz bewiesen fiir stetige Funktionen mit f(x)=0.
Auflerdem haben wir h>0 angenommen.
Der Beweis dndert sich nur unwesentlich, falls man f(x)<0 ist oder h<0 annimmt.

Fall: f(x)=0, h<0

Flachendnderung
Gy Gy Gy ‘
N Mol | N
e T
Ia. x+h x t zljl x+h x b zli x+h x b
Flachenvergleich: m-|h| = |F,(x+h)-F,(x)| = M:|h]
Division durch |h|: m = Fa(x+h)-F,(x) =M

h

Weil Zahler und Nenner negativ sind, konnen die Betragstriche wegbleiben
- Fax+h)-F.(x) _
= o =

Fir h— 0 ergibt sich wieder der Hauptsatz.

Fall: f(x)<0 '

Wir betrachten g mit g(x) = —f(x) und g(x)z0. Fir g gilt der Hauptsatz: ( f g(t) dt) = g(x).
a

M

(-}f(t) dt) . —(}f(t) dt) - _f(x)

und damit (}f(t) dt) =f(x), q.e.d.

X '
Also gilt auch ( f —(t) dt) =
a

(3] Stetigkeit und Hauptsatz

Der Hauptsatz gilt nur an den Stellen, wo die Funktion stetig ist.
Das Beispiel f(x) = sgn (x-3) zeigt,

y f(x) = sgn (x-3)
was an der Unstetigkeits-Stelle 3 passiert. 17 O—G
1 3 f
-1 fiir x<3 b | . | |
f(x) =sgn(x-3) =1 0 fiir x=3 4 X
1 fiur x>3 O
< Y. f(x)=sgn(x-3)
. 1. _ _ X 1- O—
Fir x<3 gilt: Fy(x) = f (-1) dt=[-t] ) =—=x. 5 Gy
0 1 3
b e | |
3 _ X
Fiir x=3 gilt: Fo(3) = [(-1) dt=-3. _1 Fo@B)=-3 L

0

™

3

Fiir x-3 gilt: Folx) = (M) dt = [K(t) dt + [£(0)
3

(=)

0

52
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Zuammengefasst:
-x fir x<3 Y| f(x)=sgn(x-3)
Fo(x) =1 -3 fiir x=3 1- ‘
x—-6 fir x>3
|
Fyx)=[|x-3]-3 1
-1
Obwohl der Integrand f bei 3 unstetig ist, 1
ist die Integralfunktion F, dort stetig, denn:
lim Fjy(x) = lim (-x) = -3 -3
xS3 x33
lim Fjy(x) = lim (x—6) = -3 und F(3) =-3.
x—>>3 x—>>3

Der Hauptsatz gilt aber nicht an der Unstetigkeitsstelle 3,
weil F; dort nicht differenzierbar ist:

Fi(x) = { -1 fir x<38 4 limFo(x) = -1 + 1 = imFy(x).

1 fir x>3 X353 <23

(4] Merkwiirdige Beziehungen zwischen Integral- und Stammfunktion

Der Integrand hat eine Definitionsliicke oder eine Sprungstelle

Integrand
-1 _ _
y f(x)= T X+3 y g(x) = sgn(x-3)
17 G 11 G
G’f Gg
| | | | ° | |
@ 1 3 X ¥ 1 3 X
-1 & 3 ist Definitionsliicke ! o 3 ist Sprungstelle
Integralfunktion
y X y x
Fy(x) = Jf(t) dt=|x-3| -2
1
3 X
i, o -2 - 5

Bei den Integralfunktionen (Flichenbilanz!) fallen einzelne Punkte nicht ins Gewicht. Ein
Sprung im Graphen des Integranden wirkt sich nur aus als Ecke im Graphen der Integral-
funktion. Bei 3 gilt der Hauptsatz nicht: f ist bei 3 nicht definiert, und g ist dort unstetig.
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Stammfunktionen

_ [-x+Cy fiir x<3
Jf(x) dx = { x + Cqy fiir x>3

Cl ,C2€IR
Co=-5

g hat keine Stammfunktion.

X Im Gegensatz zu f ist g bei 3 definiert.
o Also miisste eine Stammfunktion auch
dort definiert sein. Das ist aber unmog-
-2+ Cq=0",, - lich, weil der Graph der Stammfunktion
in der Stelle 3 eine Ecke hitte. Das aber
1 5 kann nicht sein, weil eine Stammfunktion
Co=- differenzierbar sein muss.
2 O‘.
Integrandfunktion und Stammfunktio- Gaston DARBOUX (1842 bis 1917) hat
nen sind fiir x=3 nicht definiert. In den sogar gezeigt, dass Ableitungsfunk-
beiden Teilbereichen x<3 und x>3 kann tionen keine Spriinge haben konnen.

man die Konstanten C; und C, unab-
héngig voneinander wahlen.

f und g haben zwar Integralfunktionen, aber diese Integralfunktionen sind keine Stamm-
funktionen.

Der Integrand h(x) ist auf einem Intervall nicht definiert.

Integrand Integralfunktionen
y 1 fiir x=2 y X
h(x) _{2 fiir x>4 | H;(x) existiert nicht Hy(x) = Jh(t) dt
1 4
_' | =2x-8
fiir x24
i i I
D 2 4 X
-1
Die Integralfunktionen sind jeweils
nur definiert in einem der beiden
Teilbereiche x=2 oder x= 4.
Stammfunktionen
_ [ x+Cq furxs2 /o=
JHx)dx = {ZX +Cq firx>4 / ,

C1,C9eR " Co=-8
Die Stammfunktionen y C4=0
dagegen existieren sowohl
fir x=2 als auch fiir x >4. )

‘ -

2 4 X
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Aufgaben

01 Leite ab: a) ((1-t+t2)dt b 1—tdt r/I—2dt d sinu
eite ab: a) {( ) ) f c) {J— ) f T

02 Bestimme die 2. Ableitung: a) 1) t/t2—1dt
0

08 Bestimme durch Integration den Term F(x) der Integralfunktion und leite
ihn ab. Differenziere dann unabhéingig davon die Integralfunktion mithilfe
des Hauptsatzes (also ohne Integration!).

N

X

N

a) F(x)=_}1(3t2+2t-1)dt b) F(x) = [(fircost)dt ¢ F()= [Zdv
4 Leite ab: a) [(t2-1)dt b) [(-1)dt o) [ (-
d) [ (2-1)dt o) [ (2 1)dt b |-t
g [ (-1t h) [(£2-x)dt

5 Fy(x) = [ (12-t2)dt F,(x) = Il (12-t?)dt
0 a
Worin unterscheiden sich Fy und F, ?

Fir welche Werte von a gilt F, =F, ?

10 2 -2
06 Berechne: a) [(10-3x2)dx b) [(4x3-6x2+4x-6)dx c) fx%dx
0 1 -3

6,25 1 4
=1

d) 2£57§ dx e) 34;3@/)_{—2X) dx f) 2,5{ X, /x dx

3 -1 0,5
1-—x4 1—x4 . w1-x4

g) —3{ = dx h) 8_f2 =3 dx i) 6{ - dx

T T /2
7 Berechne: a) [ sinx dx b) [ cosx dx c) i (sinx — 2cosx) dx

0 0 =
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a 1
8 Berechne: a) [ (2x - 1) dx
0

b) f(Zx—a) dx

0
d [@x-a)dx e a}i(z;( _a) dx
-a a-1

a 2a
*9 Berechne: a) i (4x3-a3)dx b) [ 6x(x—a) dx
2a -a

d) sz;bd
fa—b X

010 Gegeben sind 3 Streckenziige Gy:
a) y b) y

5 Tma? gy
e) .! 2a+b

Skizziere die Graphen von
0 1

aullerdem fir ¢) F 4(x) = [ f(t)dt.
2

«011 Der Graph Gy ist ein Streckenzug.
a) Skizziere die Graphen von

FL() = [ f©)dt, F ()= [ fH)dt
) “1

Fy() = [fO)dt, Fy(x) = [Odt
0 1

b) £() = [g(t)dt
Bestimme a und g(x).

56

c) j‘(ZX —a) dx
0

f a 2x —a)dx
) 1[a( a)

c) }6(x—a)(x—b)dx

£ Zb_a ax-b
) f a-b dx
a-b

y

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

2
/¢

S

1
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012

13

014

015

016

17

18

Der Graph Gy ist ein Streckenzug.
Skizziere die Graphen von

X

FL@) = [ fOdt, Fy) = [

4 “1
Folx) = [f(t)dt, Fy(0 = [f(t)dt
0 1

Berechne (Falls notig:
Fallunterscheidung und Zerlegung
des Integrationsintervalls!)

1 1 2 2
a) [lx|dx b) fm dx c) [xlx-1]dx d)f|1—X2| dx
%1 %1 =9 0

f(x) = 2x— %X2 . Zeichne G; und berechne:

4 4 0 4 2 -1
a) ff(x) dx, ff(X) dx b) ) f(x) dx, ff(x) dx ¢) i f(x) dx, [ f(x) dx
0 2 1 5 ~1 5

4 NG
f(x) = x3 — 3x. Zeichne G;und berechne: a) [ f(x) dx b) i f(x) dx
0 0

Zeichne Gy der Integrandfunktion und bestimme x:

a) f%(t2—12t+33)dt=0 b) f%(t2—4t—3)dt=2§° c) f%(t2+4t—§)dt=—4
9 -3 -5
Bestimme x:

a) [ (4t3-12t2-14t+34)dt = 0 b) [ (4t3-130t)dt = 720
4 7

c) [ (4t2-30t2+50t)dt = -36
6

Gegeben sind Integranden f(x). Bestimme die Schar der Integralfunktionen
F,(x) = [ f(t) dt und die Schar der Stammfunktionen F,(x).
Untersuche: Fiir welche Zahlen C ist F c(x) zugleich auch Integralfunktion?

a) f(x)=2 b) f(x)=2x c) f(x)=2x+2
d) f(x)=-2x+4 e) f(x)=4x3-4x f) f(x)=-12x3+12x2+24x
g) f(x) =5x*+2x h) f(x) =sinx 8i) f(x) =2x +sinx
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19

20

21

22

f(x) = x2(4 - x), I= }f(x) dx
0

a) Wie andert sich der Wert I, wenn man f(x) ersetzt durch
o) gx)=f(x)+1 ) h(x)=f(—=x+2) ?

Begriinde die Aussagen geometrisch.
b) F(x) =ff(t) dt
0

Beschreibe Gy moglichst genau (Nullstellen, Monotonie, gegebenfalls

die x-Werte von Hoch-, Tief- und Wendepunkten), ohne zu integrieren.
Begriinde die Aussagen und skizziere Gy .

c¢) Fir welche Zahlen C ist F(x) = ) f(t) dt + C zugleich auch eine Inte-
gralfunktion von f ? 0

x2-1 fiir x=0
1-x2 fiir x>0

h(x) = {
a) Zeichne Gy,

b) H(x) = [ h(t) dt o) Berechne die Nullstellen von Gy.
-1 B) Berechne die Stellen der Extrema.

Von welcher Art sind die Extrempunkte?
v) Welches Vorzeichen hat H(-2) ? (Keine Rechnung!)

¢c) Berechne den Term H(x) durch Integration.
d) Zeichne die Untersumme mit 4 gleich breiten Streifen fiir H(1) ein und
berechne ihren Wert.

Glattungseffekt der Integralfunktion
Zeichne G;und Gy und beschreibe das Verhalten (Stetigkeit, Differenzier-
barkeit) an der Stelle a.

-2x fur x<0

a) f(x)={ X F(x)zjf(t) dt a=0
0

b) f(x) = sgn (x-2)2 F(x) = }f(t) dt a=2
1

0 fx)=|x-1]| F(x)=j‘f(t) dt a=1
0

Glattungseffekt der Integralfunktion
Zeichne G;und Gy und beschreibe das Entstehen und Verschwinden
isolierter Definitionsliicken beim Differenzieren und Integrieren.
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24

X

a) f(x)= sgi - F(x) = [ f(t) dt a=0
“1
__ 1 O [ _
b) £ - F(x) {f(t) dt a=0
) fx)=2- l%@’;;zl F(x) =}f(t) dt a=2
3

Es gilt der Satz: Ist a eine n-fache Nullstelle (n>1) der differenzierbaren
Funktion f, dann ist a eine (n—1)-fache Nullstelle von f".
Bei der Umkehrung muss man vorsichtig sein.

Sei Fp(x) = i f(t) dt und a eine n-fache Nullstelle von f.
C

a) Zeige: Man kann C immer so wéahlen,
dass a eine (n+1)-fache Nullstelle von F ist.

b) Gib ein Beispiel an mit a=0 und n=2, in dem es 2 verschiedene Losun-
gen fiir C gibt.

Die 4 Polynomkurven mit den Funktionstermen f(x), f'(x),

[ f(t) dt und [ f'(t) dt haben ganzzahlige Null- und Waagrechtstellen.

b
Welche Kurve gehort zu welchem Term? Welche Werte haben a und b ?
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825 Die Polynomkurven Gy, G, Gy, G und G, haben ganzzahlige Null- und
Waagrechtstellen. Eine dieser Polynomkurven ist die Kurve eines Integran-
den, andere sind Kurven zugehoriger Stamm- und Integralfunktionen.
Welche Kurve ist die des Integranden?

Welche Kurve gehort zu einer seiner Stammfunktionen?
Welche Kurve gehort zu einer seiner Integralfunktionen?
(Nenne gegebenenfalls mogliche untere Integrationsgrenzen.)

b)

Lo
-10 -5 1 5 10 13 15
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26 v+ - - -y, Abgebildet sind eine Parabel mit ganzzahligen
-\ Nullstellen, die die y-Achse trifft in % sowie die
- 107" Kurve dazu gehoriger Integralfunktionen F,.

a) Lies ab die Ndherungswerte fiir die
Flacheninhalte A4 bis A,4. '

| b) Bestimme F,(x) (Faktorisierung!)
und berechne die exakten
- Flacheninhalte A4 bis A,.

- -13

61



BARTHeKRUMBACHER III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Y 1 5, 4
827 1 f(x) = §X2 —3X~3
.. . . .l Abgebildet sind die Kurve der Funktion f und
. die dazu gehoriger Integralfunktionen F,.

' -a) Lies ab die Naherungswerte fur die
T Flacheninhalte A bis As.

.+ -b) Lies ab die Ndherungswerte fur die
' oberen Grenzen u, v, w, wenn gilt

Tf(x)dx=0 }f(x)dx=0 }Vf(x)dx=1:
1 0 0 '

¢) Bestimme F,(x) (Faktorisierung!)
und berechne die exakten
Flacheninhalte A, bis As.
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BARTHeKRUMBACHER IV. Anwendung der Integralrechnung  Fldcheninhalt

IV. Anwendung der Integralrechnung

1.Flacheninhalt

Hauptaufgabe der Integralrechnung ist die Berechnung von Fldcheninhalten.
Bei jeder Flachenberechnung gilt: Flacheninhalte sind nicht negativ.

b
Das Integral f f(x) dx liefert jedoch nicht immer den Fliacheninhalt,
sondern nur die Fléichenbilanz (die sogar negativ sein kann!).

Einfachster Typ: Die Flache liegt zwischen der Kurve G; und der x-Achse.

Flache zwischen
Beispiel: f(x) = §X2(3 - X) Gf  Kurve und x-Achse
Gesucht ist der Inhalt A der Fliache, die von —2 bis 4
von —2 bis 4 zwischen G und der x-Achse y
liegt. Das Bild zeigt diese Flache: f(x)= 2x2(3-x)
Sie besteht aus 3 Flachenstiicken. 9
Die Flachenstiicke grenzen an

den Nullstellen von f aneinander,
ndmlich in 0 (2fach) und 3 (1fach).

In der Praxis berechnet man die Flachen-
stiicke A; getrennt, die tiber und unter

der x-Achse liegen:

f9X2(3 x)dx = f(3x2 —x3)dx = [x3——x4] =0-2(-8-4) = g, A =8

3
{§x2(3—x) dx = E{(3X2—X3)dx =Z[x3-1x4]P=2(27-8)-0=3, A,= 3

9 4~ 1o 79 4 27
19 g 2 1,474 — 2
f§X2(3—X)dX = §f(3x2—x3)dx = §[X3—ZX4]3 = £(64-64 —g = —g, Ag= g

[N

A A1+A2+A3_ +24+8-U
Dagegen liefert f f(x) dx die Flachenbilanz: A; + A, — Ag = %
)

Bei gerader Vielfachheit einer Nullstelle ist ein Teilintegral unnotig:

3
fgxz(s—x)dng[XB—ixﬂfz:3( 1-8-(-8-4) =%, A* =2

* -2, 3 _ 17
AA+A3 s ts=3
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Formal 16st man die Aufgabe so:
b

A= f f(x)| dx.
a

Der Betrag bewirkt, dass die Flachen-
stiicke unter der x-Achse nach oben ge-
klappt und positiv gezahlt werden.

Vor der Integration beseitigt man die
Betragstriche mit Fallunterscheidung:

[ o) fiir £6920
|fx)| = { _f(x) fsi f(x)<0

Allgemeiner Typ: Die Flache liegt zwischen 2 Kurven G;und G,.

Flache zwischen

Beispiel: f(x) = %X2(4 -x), gx) = %X2 | Gy 2 Kurven
Gesucht ist der Inhalt der Flache, die von -2 bis 4
von -2 bis 4 zwischen G;und G, liegt. f(x)= 1x2(4—x)

3

Auch hier berechnet man die Flachen-
stiicke A, einzeln. Diese hangen ab von
den Schnittpunkten von G;und G,.
Schnitt von G¢und Gy:

f(x) = g(x) oder f(x) —g(x)=0

1 1.2 1 —-X) =
5X2(4-%) - 3x*=0= 3x*3-x%x)=0

Schnittstellen: 0 (2fach), 3 (1fach)

Ein solches Flachenstiick A; errechnet ‘
sich als Differenz zweier Flachenstiicke: —2 1 3 4
Das grofle liegt zwischen der x-Achse und der oberen Kurve,

das kleinere zwischen der x-Achse und der unteren Kurve:

0 0 0
A= [ f(x) dx — [ g(x) dx = i (f(x)-g(x)) dx (Summenformel!)
) ) )

Dem Bild entnimmt man: Im 1. und 2. Integrationsintervall liegt
Gy lUber Gg, im 3. unter G,. A; und A, ergeben sich also gleich als
Integral der Differenzfunktion f(x)-g(x):

0 0 0
A= [ (fx)-g[x) dx = %XZ(?)—X) dx = g%(3X2—X3) dx = %[){3—4—11)(4]?2

Aj=0-1(-8-4)=4

3 3
A, = {(f(x)—g(x)) dx = {%Xz(S—X)dX = {x3-1x4 = 1(27-8)-0 =2
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4

4
Ag =f(g(X)—f(X)) dx =f%x2(—3+x) dx = %[—x3+ix4]§ - %(—64+64)+2 _ ?I
3 3

A=A1+A2+A3=4+g+§=_1_2’_7

0 ist 2fache Schnittstelle, bei 0 bertiihren sich beide Kurven ohne
Durchdringung. Also lasst sich auch hier ein Integral einsparen:
3

A% = [ (@0)-g(0) dx = J[0-3x)}, = 427484 =4 = §

— Ak _25 9 _ 17
A=A +A3—4+4—2

Im vorigen Beispiel liegen alle Flachenstiicke tiber der x-Achse. Doch das Verfah-
ren klappt auch dann, wenn Teile der Flachenstiicke unter der x-Achse liegen.

Begriindung: In Gedanken addiert man zu beiden Termen f(x) und g(x) eine
Konstante c, die so grof} ist, dass alle Flachenstiicke dann tiber
der x-Achse liegen. Fur f(x)zg(x) gilt dann:

b b
A = [[(f&)+c) - (g(x)+0)] dx = [(f(x) - g(x)) dx

a

Allgemein gilt: Ist f(x)=g(x) in [a;b], dann ist der Inhalt A der Fliche von a bis b
b

zwischen den Kurven Gyund G,: A = i (fx) - g(x)) dx

a
Vorm Integrieren muss man die Schnittstellen berechnen;

diese sind die Nullstellen der Differenzterms f(x)—g(x).

Bewahrtes Rezept:

e Bilde den Differenzterm: f(x)-g(x) [oder g(x)—f(x)]

e Bestimme die Nullstellen des Differenzterms,
das sind die Schnittstellen beider Kurven
und zugleich die Integrationsgrenzen.

 Integriere den Differenzterm auf den Intervallen,
die diese Nullstellen bilden.

o Addiere die Betrage dieser Teilintegrale.
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Aufgaben

Fliache zwischen Kurve und x-Achse

01 f(x) =4x(x +2)(x - 5)
Bestimme den Inhalt der Flache,
die von a bis b zwischen G; und der x-Achse liegt.

a) a=-1, b=0 b) a=0, b=1 c) a=-1, b=1
d) aist die kleinste, b die grof3te Nullstelle von f.

02 f(x) =105(x2-1)(x*-1)
Bestimme die Inhalte der Flachenstiicke,
die G¢ und die x-Achse einschlief3en.

*3 Eine Polynomfunktion vom Grad 4 habe die Eigenschaften:
— G hat den Ursprung als Terrassenpunkt und die Nullstelle 4,

— die Flache zwischen Gy und der x-Achse hat den Inhalt 6,4.
Bestimme f(x) und skizziere G.

4 f(x)=ax*+bx3+cx2+dx+e
Bestimme die Koeffizienten a bis e so, dass gilt:
— G¢ hat im Ursprung eine Tangente mit Steigung 8,
— G¢ hat den Wendepunkt (2|0),
— Gy und die x-Achse begrenzen zwischen 0 und 2 ein Flachenstiick
mit Inhalt 1,6.

*5 Jedes Schaubild der folgenden Scharfunktionen begrenzt mit der x-Achse
ein endliches Flachenstiick.
Bestimme den Scharparameter so, dass dieses den Inhalt A hat.

oa) f,(x) = L—iax(x+a), A=54 b) g, (x)=ax?+2x, A=12
1 1 : 2 2
¢) h,(x)=5x(x-a)% A= 5 d) i,(x)= 3—azx3—5x2, A=72

06 f,(x)= i(a—S)(xz—ax)

a) Bestimme den Inhalt A(a) der Flache zwischen G; und der x-Achse.
b) Fiir welche Werte von a ist der Flacheninhalt A(a) gleich 8 ?

c¢) Bestimme a so, dass A(a) moglichst grof} ist,
und gib den maximalen Flacheninhalt an.

Gegeben ist die Integralfunktion F, mit F, (x) = [ f,(t) dt
4

d) Bestimme den Term F, (x) und alle seine Nullstellen.
e) Bestimme die Hoch-, Tief- und Wendepunkte von Gy, .
Skizziere Gy, und Gy, in ein und dem selben Koordinatensystem.
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7

9

10

11

12

f,(x) = a—;—ix3 —ax
Fir welchen Wert a>0 begrenzen das Schaubild von f, und die x-Achse

eine moglichst kleine Flache?

Gegeben ist jeweils eine Funktionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse eine Flache von extre-
malem Inhalt einschlielen. Entscheide, was fiir ein Extremum vorliegt.

a) a (x) = (1-4k)x — k?x? b) b, (x) =kx - 2%1 (k2+1)x2
c) ¢ (x)=2x- 1%1)@ d d.(x)= ékX3 — (k—1)x2
te) e, (x) = %kxg’ — (k+1)x of) f(x) = %{Xz +k-12
Obacht! Akrobatische Algebra notig

Gegeben ist jeweils eine Funktionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse eine Flache von extre-
malem Inhalt einschlieBen. Entscheide, was fiir ein Extremum vorliegt.

a) a(x)= %{XQ - 2x — 1% b) b, (x) = %Xz — 2kx + 4k? - 4k
1 a
fo(x) = $x% - 2x% + &x

Fir welchen Wert von a hat G; die x-Achse als Tangente?

Bestimme dann von dieser Funktion die Waagrechtpunkte

und den Wendepunkt und skizziere das Schaubild.

Berechne den Inhalt des Flachenstiicks zwischen Kurve und x-Achse.

a x3+1 fir x>0

a) Bestimme a so, dass f, stetig ist.

b) Zeige: Die in a) bestimmte Funktion ist differenzierbar.
Bestimme ihre 1.Ableitung.

c) Skizziere Kurven von f, und f, .

d) Berechne den Inhalt der Fliche,
die G, und die Koordinatenachsen einschliefen.

flx) = (8- [x))(x+1)
a) Zeichne G;.
b) Untersuche f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

¢) Berechne die Inhalte der beiden Flachenstiicke,
die von G; und der x-Achse begrenzt sind.
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013

14

15

16

017

18

19

Flache zwischen 2 Kurven

Berechne die Inhalte der Flachen zwischen den Kurven mit den Termen:
a) f(x)=—x2+2x+3 und gx) =x+1
b) f(x)=x2-4x+1 und gx) =-x2+6x-7

f(x) = |2x + 2| g(x) =—x+2
Berechne den Inhalt der Flache zwischen G¢und G,.
Uberpriife geometrisch das Ergebnis.

Berechne den Inhalt der Fléche, die von G¢und G, eingeschlossen ist.
oa) f(x) =x3 - 6x2 + 8x g(x) =—x
b) f(x)=x*-2x2-x gx)=—=x-1

c) fx)=x*-4x3-3x2+13x-7 gx)=1-x

Berechne den Inhalt der Flache, die von G;und G, eingeschlossen ist.
oa) f(x) =x3 - 4x g(x) =4 —x2
b) f(x)=x3-3x gx)=x2-2x-1

c) fx)=x*-4x3+2x2+4x+1 g(x) =4x2-8x -8

f sei eine Polynomfunktion mit Grad 4.
G¢ habe den Ursprung als Wendepunkt mit der x-Achse als Tangente dort

und gehe durch A(-4|0) und B(2|2).

a) Bestimme f(x).

b) Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten, zeichne G;.

c¢) Bestimme die Wendetangenten und zeichne sie ein.

d) Jede der beiden Wendetangenten und G; begrenzen ein Flachenstiick.
Berechne die beiden Inhalte.

Die Sinus- und die Kosinuskurve begrenzen kongruente Flachenstiicke.
Berechne den Inhalt eines dieser Flachenstiicke.

f(x) =x + sinx, Dy=[0;27]
1 T 2n
a) Zeichne G; und berechne: f f(x)dx, f f(x)dx, f f(x)dx
0 0 3
b) Berechne den Inhalt des Flachenstiicks, das begrenzt ist von
Gy, der y-Achse und der Gerade mit y=2m.

o¢) In welchem Verhaltnis teilt die waagrechte Tangente das Flachenstiick
in Aufgabe b) ?

ed) In welchem Verhiltnis teilt die Ursprungstangente das Fliachenstiick in
Aufgabe b) ?
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20 f(x)=x3-x
Bestimme die Wendetangente und Wendenormale und skizziere Gg.
Wie grof} ist die Flache, die zwischen G; und der Wendenormale liegt?
21 f(x) = %X2, g.(x) = %)(2 - §x3
Eine Scharkurve und die x-Achse schliefen ein Flachenstiick ein,
das von der Parabel geteilt wird.
In welchem Verhaltnis stehen die Inhalte der Teilflachen?
22 f

a(X) = X(X - 3)2, ga(X) = X(Xz - 8—2)’ a>0
a) Skizziere aus jeder Schar die Kurve fir a= 2. Bestimme den Inhalt A(a)

der Flache, die eine Scharkurve von f, und eine von g, einschliefen.

b) Bestimme m so, dass die Gerade mit y=mx die Flache mit Inhalt A(a)
halbiert.

1

a

Bestimme a so, dass das von beiden Scharkurven oberhalb der x-Achse

begrenzte Flachenstiick moglichst grof] ist. Berechne diesen Flacheninhalt.

23 f

(x)=a-:x2, g(x)=a3-ax? a>0

24 f(x)=4-(x-2)?, g,(x)=ax
a) Berechne den Inhalt A(a) der Fliche, die G;und Gga einschlief3en.
b) Fiir welchen Wert von a liegt zwischen G; und G, keine Flache?

Welche besondere Lage haben dann G und Gga?

¢) Die Parabel und die Schargerade durch den Scheitel der Parabel
begrenzen ein Flachenstiick. Wie oft passt sein Inhalt in die Flache,
die begrenzt ist von der Parabel und der x-Achse?

d) Bestimme den Term der Integralfunktion I (x) = f f(t) dt
C

e) Fir welche Werte von c ist der Graph von I, symmetrisch zum
Koordinatensystem?

f) Fiir welche Werte von ¢ geht der Graph von I, durch den Ursprung?

25 Gegeben sei eine Parabel mit f(x) = ax2 + bx + c.
2 Parallelen zur y-Achse mit Abstand 2k, die Parabel und die x-Achse
begrenzen ein Flachenstiick.
Zeige: Die zugehorige Flachenbilanz, also das Integral, ist
xot+2k
[ () dx = ZE(f(xo) + 4f(xo + k) +£(x+ 2K))

X
Tipp: Wahle x, = 0. Warum ist diese Wahl erlaubt?
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2.Volumen von Rotationskorpern

Rotiert eine ebene Kurve um eine Achse, die in der Ebene dieser Kurve liegt,
so beschreibt sie eine Rotationsflache, und diese begrenzt einen Rotations-
korper.
Beispiele:
Z
Kurve Strecke Yhnd

Rotationsachse echt parallel zur Strecke /\
Rotationskorper Zylinder
Kurve Strecke

Rotationsachse schneidet Strecke
Rotationskorper (Doppel)Kegel

Kege]

Kurve Halbkreis
Rotationsachse Durchmesser
Rotationskorper Kugel

Kurve Parabelbogen
Rotationsachse Parabelachse
Rotationskorper Rotationsparaboloid
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Man berechnet Volumina von Rotationskor-

pern mit Integralen. Die Uberlegungen ent- y \Jj;\ b
sprechen denen der Streifenmethode zur s
Flachenberechnung: Haben wir dort Strei- r=f(x)

feninhalte addiert, so sind es jetzt Raumin-
halte von Zylinderscheiben. Die x-Achse ist
die Drehachse. Fiir eine Scheibe gilt: =t

der Zylinderradius ist r = f(x) X
die Zylinderhohe ist h = Ax
das Zylindervolumen ist V = r2rh = (f(x))2rnAx

Nun rotiere ein Stiick des Graphen von y=f(x) um die x-Achse.
Parallele Ebenen im Abstand Ax, senkrecht zur x-Achse,
zerschneiden den Rotationskorper in Scheiben der Dicke Ax.
Fiirs Volumen V. der i-ten Scheibe gilt: m2nAx =V, = M.2nAx
m; (M,) ist das Minimum (Maximum) im i-ten Teilintervall.
Fiirs Volumen V des Rotationskorpers gilt:

n
3 mZnAx = V
i=1

Wir fassen nun eine bestimmte Stelle x der Rotationsachse ins Auge und lassen
die Scheibendicke Ax gegen 0 gehen.
Dann werden die Radien m; und M, zu f(x) und die beiden Summen zum Integral

b
V, = nf(f(x))2dx

Der Index x bei V, erinnert an die x-Achse als Rotationsachse.
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Zur Kontrolle berechnen wir das Volumen
eines Kegels mit Radius r und Hohe h:

f(x) = £x

b h
r I h
V, = nf(f(x))2dx = nfh—Zx2dx = n}—é[%x?’]o
a 0

Aber auch weniger vertraute Rotations-

korper lassen sich so berechnen, y
wie das Rotationsparaboloid:

Dieses entsteht zum Beispiel bei der

Rotation der Wurzelkurve (halbe Parabel)

um die x-Achse.

f(x) = Jx =

b ; hoo Lo =
sznf(f(x)) dx=n{(ﬁ) dx = n[3x ]0

1
Vx = 51’12311

Rotiert die Wurzelkurve um die y-Achse,

so entsteht ebenfalls ein Rotationskorper.

Sein Volumen V| l4sst sich mit der selben y
Formel berechnen: Man ersetzt den

Term f(x) durch den der Umkehrfunkti-

on f1(y) und dx durch dy:

b
V, = nf(f-(y))?dy

Im Fall der Parabel-Rotation ergibt sich
y=f® = /x & x=y2=f1(y)

Df= Df—l = ]R:)— °
b K ok \D
Vy =nf(f"(y))*dy = nfy*dy = n[5y°] X
a 0
1
Vy = 5k5ﬂi
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01

6

Aufgaben

f(x) =2x, D=[1;3]

Was fiir ein Korper entsteht, welches Volumen hat er, wenn Gy rotiert um
a) die x-Achse b) die y-Achse

sc) die Winkelhalbierende des 1.Quadranten ?

f(x) = Jr2-x2
Bestimme die maximale Definitionsmenge und zeige:
Jeder Punkt des Schaubilds ist vom Ursprung gleich weit entfernt.

Berechne das Volumen einer Kugel mit Radius r.

Die Parabel mit f(x) = x2, Dy = [-2;2] soll Umriss eines Sektglases sein,
das drehsymmetrisch ist zur y-Achse.

a) Welchen Rauminhalt hat das Sektglas?
b) Wie hoch steht der Sekt, wenn das Glas halb voll ist?

¢) Bei welchem Sektvolumen ist das Glas bis zur halben Hohe geftillt?
f (x) = —i(x2—2ax) , D;=[0;2a], a>0

a) Welchen Inhalt hat das Flachenstiick,
das Gy und die x-Achse einschliefen?

b) Berechne das Volumen des Korpers,
der bei Rotation von G; um die x-Achse entsteht.

c¢) Bei welchem Wert von a hat der Korper das selbe Volumen wie eine
Kugel mit Durchmesser 2a?

f(x) =x2 D¢=][0;c]

Bei Rotation von Gy um die y-Achse entsteht ein konvexer Drehkorper,
bei Rotation von G;um die x-Achse entsteht ein konkaver Drehkorper.
Bei welchem Wert von ¢ haben beide Korper das selbe Volumen ?

f(x) =3x -4, D¢=[2;c], c>2

Bei Rotation der Strecke Gy um die x-Achse entsteht ein Kegelstumpf vom
Rauminhalt V, bei ihrer Rotation um die y-Achse ein Kegelstumpf vom
Rauminhalt V,. Bei welchem Wert von ¢ haben beide Korper das selbe
Volumen ?
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3.Weg

Viele physikalische Grof3en sind definiert als Produkte mit 2 Faktoren. Produkte
aus 2 Faktoren a und b lassen sich immer veranschaulichen als Flacheninhalte a-b.
Flacheninhalte berechnen wir mit Integralen.

Bei konstanter Geschwindigkeit v eines Korpers y L Xenstante Geschwindigkeit v
errechnet sich der in der Zeit At=t—t, zurtickge- S(t) _
legte Weg s(t) als Produkt: s(t) = v-(t—t,). v
Im t-v-Diagramm lisst sich s(t) deuten als v(t—to)
Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten At und v.

Bei konstanter Beschleunigung a eines Korpers
(Freier Fall) dndert sich dagegen die Geschwin-
digkeit v(t) linear mit der Zeit: v(t) = a-t.

Im t-v-Diagramm lasst sich s(t) jetzt deuten als
Inhalt eines Dreiecks oder Trapezes.

Man berechnet s(t) elementargeometrisch oder
mit Integralen. Fir den Fall, dass die Bewe-
gung zu einem festen Zeitpunkt t, startet, er-

gibt sich fiir irgendeinen spéateren Zeitpunkt t:

Elementargeometrie: s(t) = %(at+at0)-(t—t0) = %a(tz—t02) (Trapezformel!)
¢ t

Integral: s(t) = [v(x)dx = fa-xdx = a[%xz]t = %a(t2—t02)
t0 1—’0

(0]

Die Formel fiir den im Zeitintervall [t,;t] zurtiickgelegten Weg s(t) = i v(x) dx
gilt auch dann, wenn die v(t)-Kurve keine Gerade ist. to

Aufgaben

1 Ein Punkt bewege sich so, dass seine Geschwindigkeit v(t) in m/s
immer gleich sei seinem Abszissenwert t in Sekunden. Er starte

a) zum Zeitpunkt t,=1[s]
b) zum Zeitpunkt t,=2[s]
Wo ist er 1 Sekunde, 2 oder 10 Sekunden nach dem Start?

2 Ein Korper bewege sich mit der Geschwindigkeit v(t) in m/s.
Seine Geschwindigkeit sei immer gleich dem Quadrat t2? seiner Abszisse t.
Welchen Weg hat er zurtlickgelegt:

a) nach der ersten Sekunde b) nach den ersten 2 Sekunden
¢) nach den ersten 10 Sekunden d) wéahrend der 2. Sekunde ?
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4.Arbeit

Auch die Arbeit in der Mechanik lasst sich darstellen als Produkt mit 2 Faktoren,
zum Beispiel mit den Faktoren Kraft und Weg (falls sie parallel sind). Die Fliachen-
berechnung ist einfach, wenn die Kraft langs des Wegs konstant ist oder linear
vom Ort abhangt. Im Fall konstanter Kraft berechnet man den Inhalt eines Recht-
ecks (Hubarbeit bei kleinen Héhen). Im Fall linear sich 4ndernder Kraft berechnet
man den Inhalt eines Dreiecks oder Trapezes.

Schwieriger wird es, wenn die Kraft nicht linear vom Ort abhéngt,
Beispiel: Hubarbeit in grof3e Hohen tiber der Erde.
Nach NEWTONs Gravitationsgesetz hangt die Gewichtskraft F vom Ort r ab:

F(r)=k-1

I'2
k ist eine Konstante, sie hat tiberall den selben Wert wie auf der Erdoberflache,
namlich k=R2.F(R).
F(R) ist die Gewichtskraft des Korpers auf der Erdoberflache.
Das Bild zeigt, wie die Gewichtskraft vom Ort r abhangt.

F(r)
F(R)

NewToN: F(r) =k- ri

auf der Erdoberflache

Hubarbeit ?

I
IR 2R 3R

Hubhohe 2R
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Wir fragen nach der Arbeit, die nétig ist, um einen Koérper vom Gewicht F(R) in
die Hohe 2R iiber der Erdoberfliache zu heben. Die bekannte Formel fiir die Hub-
arbeit W=F-s diirfen wir nicht anwenden, weil sie ja nur dann gilt, wenn F kon-
stant ist. Wir unterteilen den Weg [R;3R] in n Strecken Ar. Die Hubarbeit AW auf
einer solchen Strecke Ar ist AW, ~F(r,)-Ar, wobei r; irgendeine Stelle auf dem i-ten
Wegstiick Ar ist.

F(r) 1

Um den Korper 2 Erdradien hoch zu heben,

braucht man W~ Y AW, = ) F(r;)Ar.

. i1 i1 3R
E F(r;)Ar ist eine Zwischensumme fiir das Integral f F(r)dr.
i1 R

. 1 o 1
Fir F(r) = k- 5 ergibt sich:
|1 3R
W: fk--——2 dr:[_l—(] =_L_ _12 :_k+3k:g.
R T i

k
R 3R R 3R 3 R

und mit k=R2F(R) ist W = ZR-F(R).

Um eine Tafel Schokolade (100g) 2Erdradien = 2-6370km = 12740km zu heben,

ist also nétig W = 2.6,37-10%m-1N = 4,25-10J.

Bliebe die Gewichtskraft konstant, so konnte man mit dem selben Aufwand W
die Tafel nur 4250km heben.
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01

Aufgaben

Welche Arbeit ist notig, um 1 Liter Wasser [F(R) = 10N] in die Hohe r=n-R
zu heben? Was ergibt sich fur ne{2; 10; 100} und n—>oo ?

Welche Geschwindigkeit vy miisste ein Korper der Masse m demnach auf
der Erdoberflache haben, um die Erde fiir immer zu verlassen?
(Fluchtgeschwindigkeit vy, Bewegungsenergie %vaz)

Spannarbeit bei Federn

Die Federharte D ist definiert als D = ﬂsﬁ , s ist die Federdehnung. Nach
dem Gesetz von HOOKE ist D innerhalb gewisser Grenzen von s konstant.
Skizziere in einem s-F-Diagramm den Kraftverlauf und berechne die Ar-
beit, um eine entspannte Feder der Harte D um eine Strecke s zu dehnen.

Adiabatische Kompression

Bei schnellem Verdichten eines Gases erwarmt sich das Gas (Diesel-Motor,
Fahrradschlauch aufpumpen). Das Gasvolumen V hiangt ab vom Druck p
nach dem Gesetz p-Vk = C,; C, ist eine Konstante, k; ¢ = 1,4.

1
X1,4
Inhalt der Flache zwischen Kurve und x-Achse von x=1 bis x=0,5.

a) Skizziere in einem x-y-Diagramm die Kurve y=—=- und berechne den

b) Welche Arbeit braucht man, um 1 Liter Luft bei Normaldruck von 1bar
adiabatisch auf die Halfte zu komprimieren? Beachte:
Arbeit = Druck mal Volumenénderung. Deute das Ergebnis von a):

x sei das Volumen in Liter, y sei der Druck in bar (=10N/cm?2). Welche
physikalische Bedeutung hat der Flacheninhalt im Diagramm?
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5. Mittelwert —

Das arithmetische Mittel m zweier Zahlen z; und z, ist 5

definiert als m = %(zi+z2). Das lasst sich mit Flachen | soeeerrsrasessees: —x

veranschaulichen, wenn man umformt: 2-m=1-z,+1-z,. 2T : Zy-1 I
. . 1 24 4 1 i

Bei n Zahlen gilt: m = - (z4+2z9+ ... +z,) oder } l

m-n = z,+Zy+ ... +z,. Auch das lisst sich mit Fléichen ver- =1

anschaulichen. Gibt man den Rechtecken allgemein die
Breite Ax, so gilt:
m-n-AX = z,-AX+2-AX+ ... +2,-AX oder m = —L= (z,-Ax+2z,-Ax+ ... +z, -AX)

n-Ax
mnAX.'z 2 AX + 25 AX + ... + 2 -AX Zwischensumme
.............. G/\\\
Z_-/AX 4 2
z,-Ax n l f(}lq) | f()|(n) \
<—AX—<—Ax— Ax <—AxX— <—AX—<—Ax— b_a <—AxX—
a b

Deutet man die Zahlen z; als Funktionswerte f(x;), so ergibt sich fiir m die Zwi-
schensumme eines Integrals; m ist dann der Mittelwert der Funktionswerte f(x;).
Ist das Integrationsintervall nAx=b-a konstant, so ist dieser Mittelwert fiir Ax—0
der mittlere Funktionswert » aller Funktionswerte « tiber diesem Intervall [a;b]. So
ist es moglich, sogar fiir unendlich viele Werte einen Mittelwert zu berechnen.

Definition: f = -+

— [f(x)dx

O &— T

f heilt Mittelwert der Funktion f iiber dem Intervall [a;b].

Anschauliche Deutung:

f ist die Hohe eines Rechtecks der
Breite b—a, das den selben Inhalt
hat wie das Flachenstiick zwischen
x-Achse und Funktionsgraph G.
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Beispiel: f(x) = x(2-x)

Mittelwert f von f tiber [0;2]

f

=hi
1

1 2y —
5.4(1_5)) =

N 1=

.
3

Die Temperatur T an einem
Ort dndert sich mit der Zeit t.
Ein »Thermograph« (Tempe-
ratur-Schreiber), registriert
die zugehorige Kurve,

das »Thermogrammc«.

Das Bild zeigt ein idealisiertes
Thermogramm als Parabelbo-
gen.

Die mittlere Tempe-ratur T
dieses Tages ist der Mittel-
wert der Temperatur-Funkti-
on tiber dem Intervall [0;24]:

24
m— _1 1 —
T = 24—0_!)‘(_-1_0t2+2t+ 10)dt =

2
2
5}—(){(2X—X2)dx = %[XZ—%XS’]O

wWIN

IV. Anwendung der Integralrechnung  Mittelwert

T
Temperaturverlauf
207 T(t) =— At? + 2t +10
L T oooooocconnooooocaconoooaooooono TP T T T

Mittlere Temperatur T

10

-
Temperatur in
Grad Celsius

Zeit t in Stunden E

[N
¥

1r 1 24 _ °
ﬂ[—%t3+t2+ 10t]0 = 14,8 ( C) .

In der Praxis kennt man den Funktionsterm nicht. Beim Auswerten des Thermo-
gramms begniigt man sich oft mit einzelnen Messwerten — mathematisch kommt
das gleich der Berechnung einer Zwischensumme.

Eine praktizierte, bewahrte Moglichkeit:

Man mittelt die Temperatur um 7, 14 und 21 Uhr, wobei man den letzten Wert
doppelt zahlt, was einem doppelt so breiten Rechteck entspricht:

T = 2(T(7)+T(14)+2T(21)) = 13,3 (°C).

Ahnlich verfihrt man mit GréBen wie:

mittlere Sonnenscheindauer,

mittlerer Luftdruck,

mittlere Niederschlagsmenge,

mittlerer Pegelstand.
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Aufgaben

1 Wie groB} ist bei einem Temperaturverlauf mit T(t) = - ﬁ)(t2 —-20t-100)
die mittlere Temperatur in der 1.Tageshélfte, in der 2. Tageshalfte,
zwischen 6 und 18 Uhr?

2 Funktionen sind durch ihre Graphen gegeben. Bestimme elementargeome-
trisch oder durch Integration den mittleren Funktionswert.

. 1

w/ \ EVAN

|
1 3

SR

=sinx Halbkreis

3 f(x) = éX(X—G)z. Berechne die Mittelwerte von f tiber den Intervallen
a) [0;2] b) [2;6] c) [0;6]

4 Effektivwerte beim Einphasen-Wechselstrom U =U_,sinot
In einem Widerstand R sind Wechselspannung U_ und _|I|_

Wechselstrom I_in Phase. Mit x=mt schreiben wir

einfacher U=Usinx und I=I;sinx. Fiir die Leistung P R=U @)

im Widerstand R gilt P = U-I=UI; (sinx)2. [

a) Zeige: P =a.U,I,. Berechne a. Wegen der Periodizitit muss man fiir
den Mittelwert P blof von 0 bis & integrieren .
Tipp: (sinx)2 + (cosx)2=1 und f (sinx)2dx = f (cosx)2dx

b) Definition der Effektivwerte U, und Ig: P= Ueff Igund R=

Ie
Was ergibt sich damit fiir U g und I g ? s
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Zum Nachdenken Pythagoras

As =VAx2 + Ay?

0 Bogenlange

Neben Flachen- und Volumenbe-
rechnung eignet sich das Integral
auch, um Bogenlangen zu berech-
nen. Dazu nahert man den Bogen
durch einen Sehnenzug an.

. N o . As_ s Ay\2
Fiir Ax—0 ergibt sich AEE(I) A Alglo 1+( Ax)
ds _ dy,2
dx 1+ (dx)

Der Differenzialquotient g—i ist die Ableitung der Bogenliange nach x.

b
Nach dem Hauptsatz gilt dann fiir die Bogenlénge s zwischen a und b: s = f J1+(f'(x))% dx
a

Beispiel: f(x) = x./x y
Wie lang ist der Bogen von G¢ 1 f(X) = X\/;/

zwischen (0]0) und (1]1)?
f'(x) = (x¥2) = gxiﬂ . (Fx)2=2

X

. 1 . Bogenlange
s(x) ={ [1+9x dx | £(13v13-8)

~ 1,44

Durch gezieltes Raten findet man den Term

: . 2 [.9.\3
einer Stammfunktion von s(x): <§ 1+ ZX>

v =3 b

_8( 3% ,\_ 8,13 _ 1 5
- 2_7< 15 _1> = 2 (32/18-1) = -(13./13-8) ~ 1,44

Im Allgemeinen macht allerdings das Integral f J1+(f'(x))2dx groBe Schwierigkeiten.

(2] Guldin-Regeln

Rotiert ein Bogen um eine Achse, so entsteht eine Rotationsflache.

Rotiert ein Flachenstilick um eine Achse, so entsteht ein Rotationskorper.

Der schweizerische Mathematiker Paul GULDIN (1577 bis 1643) hat 2 verbliiffende Zusam-
menhdnge gedunden zwischen den rotierenden Bogen bzw. Flachenstiicken und den ent-
stehenden Rotationsflachen bzw. Rotationskorpern. Er veroffentlichte sie im 2. Band seines
4-bandigen Hauptwerks »Centrobaryca« (=Schwerpunkte), an dem er von 1635 bis 1641
arbeitete.
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Sind Schwerpunkt und Léange eines Bogens
bekannt, so lasst sich der Inhalt der Rotations-
flache berechnen.

Beispiel: Torus (Ring)
Der Torus entsteht, wenn ein Kreis
um eine Passante seiner Ebene ro-
tiert. Aus Symmetriegriinden ist der
Schwerpunkt des Kreises der Kreis-
mittelpunkt. Mit r, als Rotationsra-

dius gilt fiir die Oberflache A des
Torus
Guldin: A = 2ryn-2rr = 4ryrn?

IV. Anwendung der Integralrechnung  Mittelwert

1.Guldin-Regel

Ein ebener Kurvenbogen b rotiere um
eine Achse, die in seiner Ebene liege
(und ihn nicht zerlege).

Der Inhalt A der dabei entstehenden
Rotationsflache ist dann gleich dem
Produkt von Bogenldnge b und Umfang
uy=2r,n der Kreisbahn, auf der der

Schwerpunkt Sy, lauft:
A =uyb =2ryn-b

A Kreisradius r

Torus Rotationsradius ry,

/—]‘\
rrb~4'-/\lﬂ \
s,

S
NP

eSS ——

= Bogen-Schwerpunkt Sy,

Sind Bogenldnge und Inhalt der Rotationsflache bekannt, so lasst sich der Rotationsradius

des Bogenschwerpunkts berechnen.

Beispiel: Schwerpunkt eines Halbkreises
Bogenlange: b=rn
Oberfliache der Kugel: A =4r2n

Guldin: 4r?n =2rnrn = 1} = 2r

T
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Sind Schwerpunkt und Inhalt der rotierenden
Flache bekannt, so lasst sich der Inhalt des
Rotationskorpers berechnen.

Beispiel: Torus
Guldin: V = 2rpn-r’n = 2rprn2

IV. Anwendung der Integralrechnung  Mittelwert

2.Guldin-Regel

Ein ebenes Flachenstiick F rotiere um
eine Achse, die in seiner Ebene liege
(und es nicht zerlege).

Der Inhalt V des dabei entstehenden
Rotationskorpers ist dann gleich dem
Produkt von Inhalt F der rotierenden
Flache und Umfang u,=2r n der Kreis-

bahn, auf der der Schwerpunkt S, 1auft:
V=ug-F=2rnF

Kreisradius r

Torus Rotationsradius rn

| Flachen-
i Schwerpunkt Sy,

Sind Inhalt der rotierenden Flache und Volumen des Rotationskorpers bekannt,
so lasst sich der Rotationsradius des Schwerpunkts der rotierenden Flache berechnen.

Beispiel: Schwerpunkt einer Halbkreisflache

Kugelvolumen V = §r3n

Guldin: §r31t = 2rpm- % r2m = rprin?
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Begriindung der 1.Guldin-Regel

Das Integrationsintervall [u;v] sei von

X, bis x,, in n gleiche Teile zerlegt.

Der Bogen sei durch einen Sehnenzug angenéhert.
Bei der Rotation entstehen dann Kegelstiimpfe
mit den Mantellinien As;.

Naherungsweise gilt fiir die Rotationsflache A

n-1
des Rotationskérpers: A~ ¥ As; -2-f(x;)m
i=0

u;XO Xj Xiﬁ VﬁXn
Im Grenzfall n>oo ist A = 2nff x).J1+(f'(x))2dx,

sieche Nachdenken @.

Die Ordinate r;, des Bogen-Schwerpunkts S, ist das gewichtete Mittel der Ordinaten der
Teilpunkte auf dem Bogen. Als Gewicht dient der Anteil As;/b, den die i-te Sehne As; am

-1 v
ganzen Bogen b hat. r, ~ % nz f(x;) - As, . Im Grenzfall n—» oo ist 1}, = %ff(x)A/l +(f'(x))2dx
i=0 u

v
Beim Einsetzen des Integrals f f(x)./1+ (f'(x))2dx = b-1y, ergibt sich die
1.Guldin-Regel A =2r,n-b. ¢

(Mit der gleichen Uberlegung findet man tibrigens auch die Abszisse x;, des Bogen-
V
Schwerpunkts S;: x, ~ = E x;*As, . Im Grenzfall n— oo ist x}, = = f x./1+(f'(x))2dx.)

Begriindung der 2. Guldin-Regel

Das Integrationsintervall [u;v] sei von

X, bis x,, in n gleiche Teile zerlegt. Ax.

Die Flache sei durch Rechteck-Streifen angenédhert. =\
Bei der Rotation entstehen dann Zylinder f(x;)

mit der Hohe Ax;. o S;

Volumen des Rotationskérpers: V, =n f (f(x))2dx.

Ordinate des Schwerpunkts S; im i-ten Rechteck: ‘ i
y; = 0,5-f(x;). u=xgp X Xig V=Xy
Die Ordinate rp des Flachen-Schwerpunkts Sg ist

das gewichtete Mittel der Ordinaten y;. Als Gewicht dient der Anteil f(x;,)Ax; /F,

den die i-te Rechteckflache f(x;)Ax; am gesamten Flacheninhalt F hat.

-1 v

rp~ & HE %f(xi)-f(xi)Axi .Im Grenzfall n—co st rp = ok ((£(x))2dx .
i=0 v u

Beim Einsetzen des Integrals f (f(x))2dx = 2F -y ergibt sich die

2.Guldin-Regel V= 2rpn-F. v

(Mit der gleichen Uberlegung findet man tbrigens auch den x- Wert des Flachen-Schwer-

punkts Sp: xp =~ % nE x;-f(x;)Ax, . Im Grenzfall n— oo ist xp = fx f(x)dx.)
i=0
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b
(3] Angenaherte Berechnung von f f
a

Findet man keine Stammfunktion, so
kann man Flacheninhalte nicht mit dem
Hauptsatz berechnen. Man zerschnei-
det dann das Flachenstiick in Streifen
und denkt sich den Flacheninhalt als
Summe der Streifeninhalte (Prinzip
von der Zerlegungsinvarianz des Fla-
cheninhalts). Die verschiedenen Nihe-
rungsverfahren unterscheiden sich in
der Form, mit der man diese Streifen
naherungsweise berechnet.

Um die Giite der Naherung beurteilen
zu konnen, wahlen wir ein Beispiel mit
bekannter Stammfunktion.

» Ein grobes Verfahren ist die Streifen-
methode: Hier sind die Streifen
ersetzt durch Rechtecke.

(Ober-, Unter-, Zwischensumme).

e Genauer arbeitet die »Trapezregel «:
Sie ersetzt die Kurve durch einen
Sehnenzug. In der Zeichnung sieht
man, dass der so berechnete Wert das
arithmetische Mittel von Ober- und
Untersumme ist.

b
ff(X)dXzb;a(f(XO);f(Xi) + f(Xi);f(xz) .

IV. Anwendung der Integralrechnung  Mittelwert

2 4 6 X

y Obersumme = 1%7 =17,125

Untersumme = 7?3 = 9,125

1-
2 4 6 X
y_ Trapezregel: 1%5= 13,125
1 /\ f(x) = %X(X—6)2
1=
N

+ f(x,_4) +f(xn))

2

b
ff(x)dXz‘u(f(xo) +2(%,) + 26(x5) + ... + 26(x,_ ;) +£(x,))

2n
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* Noch genauer ist die »Simpson-Regel «
(Thomas SIMPSON, englischer Mathemati- y Simpson-Regel: 22_7 =13,5
ker 1710 bis 1761). Sie ersetzt die Kurve
durch eine Folge von Parabelbogen; jeder \
geht durch 3 benachbarte Kurvenpunkte.
Der zugehorige Inhalt errechnet sich nach
dem Satz in Aufgabe 25 auf Seite 62:

1.Streifen: A, = %(f(xo) +4f(xq 5) +(x4))

2.Streifen: A, = bG;If‘(f(xi) +4f(x, 5) +(xp))

X0’5: 1 X1’5=3 X2’5:5

n.Streifen:
A, = B=2(f(x, ) + 4f(x,.0,5) + ()

b
ff(x)dx ~ %(f(xo) +4f(x0 5) + 2f(x) +4(x 5) + 2f(X5) + ... + 2f(x,,_1) +4f (X0 5) +£(x,))

Die Simpson-Regel arbeitet exakt bei Polynomen bis zum Grad 3.
Thre Naherungstauglichkeit sei deswegen an einer andern Funktion tberpriift:

T

f sinx dx = 2

0

Der Sinuskurve begrenzt mit der x-Achse zwischen 0 und & eine Flache vom Inhalt 2.

™

Simpson-Regel mit 1 Streifen: f sinx dx =~
0

[\]

3m= 2,094...

T

Simpson-Regel mit 2 Streifen: [sinx dx = %n(1+2ﬁ) = 2,0045...
0
T

Simpson-Regel mit 3 Streifen: f sinx dx =~ %n(4+“/§) =2,00086...
0

Johannes KEPLER (deutscher Mathematiker und Astronom 1571 bis 1630) hat 1615 einen
einfacheren Vorlaufer der Simpson-Regel angegeben. Er fand eine Formel zur Berechnung
von Querschnittflachen; die Formel brauchte er, um das Volumen von Weinfiassern zu
bestimmen. Sie ist nichts anderes als die Simpson-Regel mit 1 Streifen:

b
ff(X)dXz]%‘(f(a) +4f(252) +£(b))

Heute ist sie bekannt unter dem Namen »Fassregel« von KEPLER.
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Computer-Einsatz: Simpson-Regel

Vorgaben:  f(x) sei Term einer in [a;b] definierten Funktion, StreifenZahl
b
Ziel: Angendherte Berechnung von f f(x) dx nach Simpson
a
Zur Mathematica-Programmierung:

Die 6 fetten Zeilen enthalten die Anweisungen zur Berechnung (die 5. enthalt die Formel),
die letzten 4 Zeilen geben die Ergebisse bekannt.

Simpson[f_Symbol, {Xvon_,Xbis_}, StreifenZahl_Integer?Positive, rechneExakt_]:=Module[
{dx, dx6, Xstiitz, Xmitte, Ywerte, Summe},

dx=(Xbis-Xvon)/StreifenZahl; dx6=dx/6;

If[rechneExakt==False, dx=N[dx]; dx6=N[dx6]];

Xstiitz=Table[Xvon+dx*k, {k,0,StreifenZahl}];

Xmitte=Table[Xvon+dx*k+dx/2, {k,0,StreifenZahl}];
Ywerte=Table[f[Xstiitz[[k]]]+4*f[Xmitte[[k]]]+f[Xstiitz[ [k+1]]], {k,1,StreifenZahl}]//FullSimplify;
Summe=Sum[Ywerte[[n]]*dx6, {n,1,StreifenZahl}]//FullSimplify//Chop;

Print["f(x) = ", f[x], "\t IntegrationsIntervall = [",Xvon,";" Xbis,"T\t",
StreifenZahl," Streifen \tStreifen Breite =", dx];

If[rechneExakt, Print["SIMPSON: StreifenSumme = ",Summe," = ",N[Summe] ],
Print["SIMPSON: StreifenSumme = ",Summe]]

]
Beispiel: f(x) =Sin[x]; Intervall = {0,7}; StreifenZahl =2; rechneExakt = True;

Simpson[f, Intervall, StreifenZahl, rechneExakt]; (* Aufruf von »Simpson«*)

Die Ergebnisse fiir 6 StreifenZahl-Werte zusammengefasst:

Streifen- Simpson-Wert Simpson-Wert
Zahl exakt dezimal
1 Z 2,0944
2 %‘(1 +2./2) 2,00456
3 5(4+.3) 2,00086

4 %(1 +.2+2J2(2+./2)) 2,00027
5 %(2+2ﬁ+A/5+2J§) 2,00011

6 %(2+2ﬁ+ 3+2,/6) 2,00005
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V. Umkehrfunktion und ihre Ableitung

1.Zur Erinnerung

Definition: Eine Funktion f hei3t umkehrbar oder eineindeutig,
wenn verschiedene Urbilder x immer verschiedene Bilder y
haben: x, +xy = f(x,) * f(xy)

Anschaulich bedeutet das nichts anderes, als dass jede Parallele zur
x-Achse den Graphen hochstens einmal schneidet. Das ist vor allem
der Fall bei echt monotonen Funktionen, denn fiir sie gilt:

echt monotones Steigen  x; <X, = f(x) < f(xy,)

echt monotones Fallen Xy <Xy = f(x4) > f(xy)

y f ist Funktion o y f ist umkehrbar _—
(echt monoton) / Gs /' """" Ge

../ — /°/

YA g ist Funktion ./G o
(nicht monoton) g

N T

\’. >\o\ \\e\
] J% 7

Ubersicht Ist eine Funktion f umkehrbar,
so bezeichnet man die Umkehrfunktion von f mit f 1.
Funktion y=f(x) mit D;und W;
Umkehrfunktion x=f"1(y) mit D;«=W; und Wy = D;
oder nach Vertauschung der Variablen x und y
Umkehrfunktion y=f-1(x) mit Ds«=W;und Wy« = Dy.
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Fir die Verkettung von f und -1 gelten die Identitaten:
f-1f(x)) =x,x€eD; und f(f1(x)) =x, x€D;-1.

Auf den ersten Blick stof3t diese abstrakte Schreibweise ab. Doch dahinter ver-
birgt sich ein einfacher, wichtiger Zusammenhang: Funktion f und Umkehrfunk-
tion f-1 heben sich auf in ihrer Wirkung auf ein Argument x, zum Beispiel:

Die Wurzel aus dem Quadrat einer Zahl (=0) ist die Zahl selber,

das Quadrat einer Wurzel aus einer Zahl (=0) ist die Zahl selber,

der Kehrwert vom Kehrwert einer Zahl (+0) ist die Zahl selber.

Bestimmung der Umkehrfunktion f-1
Man findet den Term der Umkehrfunktion, indem man die Funktionsgleichung

y = f(x) nach x auflost. Bei umkehrbaren Funktionen ist die Auflosung eindeutig,
sonst nicht. In der Praxis geht man schrittweise vor,
Beispiel:

f(x) = J2-x, Dg=]-00;2], VVf-=]R8

e Ist f umkehrbar?
Die Untersuchung auf Monotonie ergibt:
f fallt echt monoton, f ist also umkehrbar. x=f-1(y)=2—y? 1 X

e Funktionsgleichung mit y anschreiben
y = ./2-x und nach x auflésen x=2 - y?2

e Umkehrfunktion mit y als unabhangiger Variable
f_i(Y) = 2 - y2, Df—i = sz]RB, “7f—1 = Df = ]—00,2]

e Umkehrfunktion mit x als unabhangiger Variable,
Vertauschen von x und y
f1(x) =2 -x2, Dps=W;=Ry, Wit = Dy = |—00;2]
bedeutet im Koordinatensystem:
Gy spiegeln an der Winkelhalbierenden
des 1.Quadranten

Der letzte Schritt hat mit dem Problem,
eine Funktion umzukehren, nichts zu tun.
Man vertauscht x und y nur deshalb, weil
man sich so gewohnt hat an x als unabhan-
gige Variable, die man nach rechts abtragt.
Wie man Variablen bezeichnet, ist ja egal:
man kann sie x, t, v oder 6 nennen. Die Um- _

kehrfunktion von oben hitte man genauso gfn‘llrﬁgtggcif;ﬂg

gut auch schreiben konnen Winkelhalbierenden
als f_i(U_) =2 - ﬁz, Df—i = Wf=IR-5 . y=X

f1(x)=2-x2

91



BARTHeKRUMBACHER V. Umkehrfunktion und ihre Ableitung Zur Erinnerung

Das folgende Bild veranschaulicht die beiden Wege zur Umkehrfunktion:
— zuerst auflésen nach x, dann Koordinatentausch (wie im Beispiel oben)
— zuerst Koordinatentausch, dann auflosen nach y.

umkehren:
X auflosen nach x
spiegeln an y=x: spiegeln an y=x:
x und y vertauschen x und y vertauschen
Yof
a S
umkehren:
! o B X auflosen nach y X
b
x=1(y) y={"(x)

Vereinbarung Mit Gy bezeichnen wir den Graphen, der entsteht,
wenn man G; an der Winkelhalbierenden y=x spiegelt.

Aufgaben

1 Umkehrbarkeit
Die Bedingung (1) : a=*b = f(a) +f(b)
fur die Umkehrbarkeit einer Funktion f ist gleichwertig mit
der Bedingung (2) : f(a) =f(b) = a=h.
Untersuche mit (2), ob folgende Funktionen umkehrbar sind.

a) f(x)=—%x+3, D;=R b) g(x)=—%x2+3, D, =R
¢) hx) =2, D,=R\-1) d i®=x+1, D=R\0)
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02 Bestimme 1 und Dy-1.

a) fx)=—2x+5, D;=R b) f(x)=./x-2, D;
c) f(x)=x2-2x, Dy=[1;00[ d) f(x) =x2-2x, De=]-00;1]

2x—1 fiir xe[0;1]
x2 fir xe]1;00[

e) fx) =2, D, ,Wy=R\[2}  +f) f(x) :{

03 Bestimme moglichst grofie Teilmengen von D¢ so, dass die Einschrén-
kung von f dort umkehrbar ist. Gib jeweils die Umkehrfunktionen an.

a) f(x)=x2 b) f(x) =—x2+4x oc) f(x) =x - 2./x

04 Funktion und Umkehrfunktion
Bestimme Dy , Wyund f~1und bestétige f1(f(x))=x und f(f7(x))=x.
Fir welche x-Werte gelten diese Gleichungen jeweils?

a) f(x)=./x-1  b) f(x)=1-/x-2 ¢) f(x) ==, W;=R\0}

5 f(x) = J1-x
Berechne und vergleiche: f-1(f(x)), (f1)1(x), (f1(x))1 und (f(x)-1)-1.

6 Begriinde: Steigt f echt monoton, dann steigt auch f~! echt monoton.

7 Beschreibe G;-1, wenn man weil3:
a) G, steigt echt monoton auf [a;b] und liegt tiber der x-Achse.
b) G fallt echt monoton auf [a;b] und liegt unter der x-Achse.
¢) Gy féllt echt monoton auf [a;b] im 2. Quadranten.

*8 Ungleichung und Umkehrfunktion
Wendet man auf beide Seiten einer Gleichung (Ungleichung) eine Funktion
an, so entsteht eine neue Gleichung (Ungleichung).
Welche Eigenschaft muss eine Funktion haben, damit gilt:

a) fx)=a = x=f1(a)
b) fx)<a = x<f1(a)
¢) fx)<a = x>f(a)

9 Bei einer Funktion sei f=f-1. Woran erkennt man das am Graphen?

$10 Berechne die Schnittpunkte von Gy und Gg-:.

a) fx)=2-./x b) f(x)=x2-2x+2, De=[1;00]
c) fx)=./-1-x d fx)=1-x e) fx)=x3+x-1
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2.Ableitung der Umkehrfunktion

Wendepunkt (alb) Gy

Dem Bild rechts entnehmen wir: mit waagrechter
Ist eine Funktion f umkehrbar und Tangente y=b 7/
differenzierbar, dann ist es auch ihre Y. f'(a)=0 4 Grt

Umkehrfunktion f-1; ausgenommen
sind Punkte, in denen Tangenten von ‘
G¢-+ parallel sind zur y—Aphse. Solche / Wendepunkt (b|a)
Tangenten entstehen beim Spiegeln al . ® b ..e mitsenkrechter
waagrechter Tangenten von G¢ an der 5 Tangente x=b

Achse y=x. Kurz: X
Waagrechte Tangente in (a|b) € G; < ' (f~1)'(b)
senkrechte Tangente in (b|a) € G¢. /{/Ap existiert nicht

/7
Man berechnet den Term (f-1)'(x) der abgeleiteten Umkehrfunktion aus
der Identitat x=f(f-1(x)) mit der Kettenregel.
ZweckmaBigerweise nimmt man f-1(x) als Term der inneren Funktion.
Wir definieren eine Funktion ¢ mit D, =D¢1: 9(x) = f(f1(x)) [6]
Wegen der Identitit f(f-1(x)) = x, xeD; gilt: 0(x) =x (V]
Ableitung von [&]: ¢'(x) =f'(f1(x))-(f1)(x)
Ableitung von [¥]: ¢(x) =1
Damit gilt:  f'(f1(x))-(f-1)'(x) =1

(Y@ = iy (01 +0

f'(f-1(x)) = 0 bedeutet: G;hat an der Stelle f-1(x) eine waagrechte Tangente,
und G-+ hat an der Stelle x eine senkrechte Tangente.

Satz  Istfin D; umkehrbar und differenzierbar und

hat G; keine waagrechte Tangente, dann gilt: (f-1)'(x) = 1

£'(f1(x))
Beispiel: Ableitung der Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion ist die Umkehrfunktion von f mit

f(x) =x2, D;=IR" ,W;=IR". Weil die Quadratfunktion differenzierbar ist,

ist es auch die Wurzelfunktion

f'x) =2x, Dp=R"

f1(x) = Jx, Da=W;=IR"

f'(f1(x)) = 2-f1(x) = 2./x

—1)' 1 1 +
(6 = f'(f-1(x)) - 2../x’ D(f_i)' =R

Hitten wir D; =IR; gewihlt, dann wiire f zwar auch umkehrbar,
G; aber hitte eine waagrechte Tangente in (0|0) und damit G+
eine senkrechte Tangente in (0|0). (f-1)(0) ist also nicht definiert.
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Oben haben wir die Wurzelfunktion abgeleitet mit (f1)'(x) = (f+(x))

Einfacher ist es, wenn man direkt die Beziehung f(f-1(x)) = x, xe D¢+
ausnutzt — hier: (./x)2=x, xeR"

Kettenregel: 2(./x)(/x) =1 = (J/x)

1
2-./x
Veranschaulichung des Zusammenhangs Y |
zwischen f'(a) und (f-1 )'(b), falls b = f(a)

_ 1
(') = 50 = T

Aufgaben

01 Berechne (f1)(x):
a) f(x)=3x+2 b) f(x)= }1( ¢ f(x)=1+./—x

02 Berechne f-1(x) und dann auf 2 Arten (f-1)(a):
a) f(x )—1 -3, a=4 b) f(x)=./x, ac{1;10;0}
©) f(x) =(x-1)%-1, Dg=[1;00[, aef2;2
d) f(x)=3 szlR\{i}, ae{-1;0}

N’\[\D

3 Berechne (f-1)'(x), ohne f~1(x) abzuleiten:
a) f(x)=-2x+2 b) f(x) =2(x+1)2, D;=IR,
¢ fx)=-1,,/2-x

M

[\')I

¢4 Berechne (f-1)(a):
a) f(x)=3x2-x3, x=3, a=-16 b) f(x) =./x-x2, x=1, a=-14

c¢) f(x) =sinx, Df=[0;§], a=%

$5 y=2x -1 ist die Gleichung einer Tangente t im Punkt P(3|p) von G¢.
Wie heifit die Gleichung der entsprechenden Tangente t* von G+ ?
Gib den Beriihrpunkt an.
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3.Integration mit der Umkehrfunktion

Es kann vorkommen, dass der Inhalt A einer Flache gefragt ist, die vom Graphen
einer Funktion f begrenzt ist, von der man keine Stammfunktion kennt. Diesen
Flacheninhalt kann man aber trotzdem berechnen, wenn eine Stammfunktion der
Umkehrfunktion f-! bekannt ist.

Beispiel: f(x) = ./2x-6, D¢=[3;00] y
5

Asz(x)dx
3

Eine Stammfunktion von fist
nicht bekannt, dafiir aber

f1(x) = %Xz +3 3
Der Zeichnung entnimmt man:

Inhalt des Rechtecks OPQR .
Aopqr =5-f(5) =5-2=10 T

5 £(5)
Azgf(x)dx =Aopqr — {f‘i(x)dx O

w100

2
A=10- [(1x2+3)dx =10 — [x3+3x]° =10 - (8+6)-0) =4 - % =
_(I;Q 6 0 6 3

Aufgaben

Berechne die Integrale mit der Stammfunktion der Umkehrfunktion:

01 a) }ﬁ dx b) j}/)_(dx
0 1

2 a) }A/x—1 dx b) }A/X—Z dx
1 2

3 a) }A/x+2 dx b) }A/x+2 dx
b 2
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Zum Nachdenken
Differenzieren und Integrieren von Gleichungen und Ungleichungen

Um die Ableitung der Umkehrfunktion zu finden, haben wir die Gleichung f(f1(x))=x auf
beiden Seiten differenziert. Dieses Verfahren kann aber auch schief gehen, wenn man
nicht aufpasst. Differenziert man namlich eine Gleichung wie 2x=10, so ergibt sich 2=0.
Welche Gleichungen darf man also gefahrlos ableiten?

Die Gleichung 2x=10 ist eine Bestimmungsgleichung, sie gilt nur fiir den einen Wert x=5.
Dagegen gilt eine Gleichung wie (x—1)2=x2-2x+1 fiir jeden Wert von x€IR. Eine solche
Gleichung heifit auch Identitat in IR. Identitaten darf man ableiten, nicht aber Bestim-
mungsgleichungen. Die Ableitung der Identitiat (x—1)2=x2-2x+1 ist 2(x-1)=2x-2.

Die Gleichung f(f1(x))=x ist eine Identitat in D¢-1, ist also in D1 auf beiden Seiten ableit-
bar. Die beiden Seiten sind ja nur verschiedene Fassungen von Termen ein und der selben
Funktion auf Dg-1.

Eine Anwendung dieses Verfahrens ist das implizite Differenzieren:

Man differenziert die Funktionsgleichung

entweder in expliziter Form, wie y=,/x

oder in impliziter Form, wie y2=x .

y2=x ist eine Identitdt in IR*, wobei man sich y=f(x)=./x zu denken hat. y2=x abgeleitet
nach x ergibt 2yy'=1, und aufgelost: y' = 2%, =

Ein anderes Beispiel fiir eine Funktionsgleichung
in impliziter Form ist die Gleichung eines Kreises
um O mit Radius r: x2+y2=r2. Das ist eine Identi-
tat fir xe[-r;r]. Thre implizite Ableitung nach
x€|-r;r] ist 2x+2yy'=0, und aufgelost:
VX X

Y=y s
Halbkreis gilt y=./r2-x2.

, wobei fir den oberen

Bei Ungleichungen hat das Ableiten keinen Sinn. Auch wenn die Ungleichung f(x)>g(x) fir
x€lR gilt, darf man sie nicht differenzieren. Sie bedeutet ja nur, dass G¢ liber G, liegt, nicht
aber dass Gy iiberall steiler ist als G, (was die Folgerung bei falschlichem Ableiten wire).
Aus x2>0 folgt also nicht 2x>0.

Das Integrieren von Bestimmungsgleichungen ist ebenso unsinnig wie das Differenzieren.
Identitaten aber darf man in ihrem Giiltigkeitsbereich integrieren; so vereinfacht sich
manchmal auch die Rechnung:

/2 /2

f J1-(sinx)2 dx = f cosx dx = [sinx]g/z =1, weil in [0;7/2] gilt: /1-(sinx)?2 = cosx.
0 0

Auch Ungleichungen darf man in ihrem Giiltigkeitsbereich integrieren (aber nicht differen-
zieren!). f(x)>g(x) fiir xeD bedeutet, dass in der Definitionsmenge G iiber G, liegt.
Damit ist auch die Flachenbilanz von G; grofler als die von Gy:

1 1
xzx? fir xe[0;1] = fxdx zfx2dx = %é%
0 0
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VI. Exponentialfunktion

1. Definition

— Heifler Kaffee kiihlt sich ab.

— Angezupfte Saiten schwingen aus.

— Licht wird im Wasser immer schwécher, je tiefer man taucht.

— Radioaktive Praparate strahlen mit der Zeit immer schwécher.
— Geld auf der Bank vermehrt sich durch Zinseszins immer mehr.
— Bakterienkulturen wachsen immer starker an.

— Wissen nimmt immer mehr zu.

Diese Vorgange, so vielfaltig sie uns auch erscheinen, lassen sich mathematisch
durch ein und den selben Funktionstyp beschreiben: die Exponentialfunktion.

Definition: Eine Funktion f hei3t Exponentialfunktion,
wenn sie den Term hat: f(x) =b*, b>0 und b1, xcIR.
b heifit Basis der Exponentialfunktion.
x, die unabhéangige Variable, ist Exponent.
Der zugehorige Graph G; heifit Exponentialkurve.

Die Basis b muss positiv sein, damit der Exponent x auch ein Bruch
oder sogar eine irrationale Zahl sein kann.

Die Basis b=1 schlieflen wir deshalb aus, weil der Term 1* nur den
konstanten Wert 1 liefert, also nicht die charakteristischen Eigen-
schaften einer Exponentialfunktion zeigt.

Die Basis b lasst sich deuten als Parameter der Schar der Exponentialfunktionen.
Die Typen des immer mehr Ab- oder Zunehmens erkennt man wieder im Bild:
Die Kurven fiir 0<b<1 beschreiben das Abnehmen, die fiir b>1 das Zunehmen.
Die Gerade y=1* trennt beide Typen.
Wegen b*>0 liegen alle Scharkurven tiber der x-Achse.
Wegen b%=1 gehen alle Scharkurven durch (0[1).

NX (11X (1)X X X X
T

Q" )

Charakteristischer
T2 Kurvenpunkt

1* 1*
O0<b<1 | b>1
Abnahme Zunahme
| | i |
X

99



BARTHe)KRUMBACHER

VI. Exponentialfunktion  Ableitung

2. Ableitung

Die Exponentialfunktion ist mit keiner der bisher bekannten Funktionen verwandt.
Wir wissen weder, ob sie uiberhaupt differenzierbar ist, noch kennen wir Regeln,
nach denen wir sie ableiten konnten. Es bleibt also nur der etwas beschwerliche

Weg: Tangentensteigung = Grenzwert der Sekantensteigung.

Funktionsterm: f(x)

Sekantensteigung m fiir die Stelle x:

_ f(x+h)-f(x) _ bX+*h_px _ pX.ph_px _, , ph-1
. PN T -1 x. bi— X,
1. Ableitung: f'(x) = Lli[(l) m(x) }113(1) b =b L_I)t(l) h

Die Aufgabe ware gelost, wenn der Grenzwert En%

h

h_ .. ; ]
br-1 existierte und wir seinen

Wert wiissten; er bedeutet die Tangentensteigung, also die Ableitung, fiir x=0:

bh

£'(0) = bO- 111r(1) h = %\_}0 T Die Tabelle zeigt einige Werte von =——= =
h=-0,1|h=-0,01 |h=-0,001 |h=-0,0001 |h=0 |h=0,0001 |h=0,001 |h=0,01 |h=0,1
b=2 |0,6697| 0,6908 | 0,6929 0,6931 ? 0,6932 | 0,6934 |0,6956|0,7177
=3 |1,0404| 1,0926 | 1,0980 1,0986 ? 1,0987 | 1,0992 [1,1047 |1,1612
=10|2,0567| 2,2763 | 2,2999 2,3023 ? 2,3029 | 2,3052 |2,3293 | 2,5893
mb(h) h mb(h)
[ _|1 b |1 [
Steigung der Sekanten
durch (0]1)

bh-1

m,, (h) = h

e-Funktion

bh—1

h
ab von der Basis b. Schﬁn ware eine Basis, fiir die er den Wert 1 hétte. Denn dann

Allem Anschein nach existiert der Grenzwert fiir die Steigung LIII(I) und hangt

bh—1

ware f'(x) =

bx. lm(l) h = b*-1 = b%, und der Funktionsterm ware zugleich auch

Term der 1.Ableitung. Wie ein Blick in die Tabelle zeigt, miisste b zwischen 2 und
ph-1 _

h
stiert. Wir nahern uns b mit einer plausiblen Uberlegung:

3 liegen. Gesucht ist b so, dass gilt: Llr% 1. Man kann beweisen, dass b exi-
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Je naher h bei 0 liegt, desto mehr gleichen sich beide Seiten in bhh_ 1 ~1,

also bh~1+h oder b~(1+h)%h. Den unbequemen Exponenten 1/h beseitigt man
%zr, also h=% . Je naher h bei 0 liegt, desto grofler ist r,
desto mehr gleichen sich die Seiten in b~(1+ % ).

mit der Substitution

Der Taschenrechner liefert schnell einige Naherungswerte fiir b:
r 101 | 102 | 103 104 10° 106 107
(1+1%)1r 2,569 2,70 | 2,717 | 2,71815 | 2,71827 | 2,7182805 | 2,718281693

| | | | |
@ 1 5 10

Diese Basis hat einen recht krummen Wert. Zu Ehren des schweizerischen
Mathematikers Leonhard EULER (Basel 1707 bis 1783 St. Petersburg)
bezeichnet man sie mit e; e heif3t deshalb auch »Euler-Zahl«.

Definition: e :=lim (1 +%)r =2,718281828...

r—00

Die Exponentialfunktion mit Basis e heif3t e-Funktion,

symbolisch exp: f(x) = eX = exp (x).

Die zugehorige Kurve heif3t e-Kurve.

e lasst sich nicht schreiben als Bruch natiirlicher Zahlen, ist also irrational.
e lasst sich nicht einmal darstellen als Losung einer algebraischen Gleichung;
solche Zahlen heiflen transzendent.

Wir haben also die Differenzierbarkeit und die Ableitung der Exponentialfunktion

fir den Sonderfall der Basis e gefunden. Fiir f(x) gilt: f(x) = ex

h_q
f'(x) = eX lim &= — ex.1
(x)=e lim = e

(eX)' = ex

Der allgemeine Fall (b*)' lasst sich leicht folgern, siehe tiberiibernachste Seite.
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3.Eigenschaften
e-Funktion f(x)=e¢X, D;=1R

Ableitung und Integral
fx) =ex=f'(x) =f"(x) =... Wegen e*>0 steigt die e-Kurve echt monoton
und ist linksgekrimmt.
f edx=ex+C y
Verhalten im Unendlichen 90~ f(x) = e
lim eX = oo eX iberschreitet jede noch so grof3e
e Zahl, weil bei jedem Einheitsschritt [
nach rechts der Funktionswert aufs
e-fache steigt. 1
lim eX =0 eX unterschreitet jede noch so kleine 1
e positive Zahl, weil bei jedem Einheits-
schritt nach links der Funktionswert 1
auf den e-ten Teil fallt. Die e-Kurve
kommt also fiir x——o0 der x-Achse 157
beliebig nahe (trifft sie aber nie). ||
Deshalb nennt man die x-Achse die
Asymptote der e-Kurve fiir x——oo. 1
Stetigkeit und Wertemenge 1
Weil exp differenzierbar ist, ist exp auch stetig |
und nimmt jeden positiven Wert an: W,=IR*
10~
y
(1le)/
f(x) = e*
5
e *(1]e)

x-Achse ist
Asymptote (0]|1)
fir x—-—o0
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Umkehrfunktion

Die Exponentialfunktion ist eineindeutig.

Sie hat deshalb eine Umkehrfunktion: die Logarithmusfunktion.

Aus der Mittelstufe ist bekannt:

VI. Exponentialfunktion

y=10* & x=log;yy =1gy Zehnerlogarithmus
y=2¥ & x=logyy =1ldy=lby Dual- oder Binarlogarithmus

y=b* & x=log,y Logarithmus zur Basis b

Eigenschaften

natiirlicher Logarithmus.

Definition: Der Logarithmus mit Basis e heil3t

Die zugehirige Funktion heifit In: f(x) =log,x = Inx.
Die zugehorige Kurve heif3t In-Kurve.

Die In-Funktion ist also die Umkehrfunktion der e-Funktion und umge-

kehrt. Symbolisch: In = exp! und exp =In1.

Funktion fx) =ex, Dy=IR, W;=IR*
Umkehrfunktion f4(x) =In x, Dpt = R*, Wt = 1R,

Wichtige Identititen |el"*=x, x>0

In eX=x, xelR

speziell elnre=e Ine=1
y A / ) /
7
exp ist Umkehr- (1le) /é
funktion von In Sy
./
(e[1)
|
X
sy ) In ist Umkehr-
// ;O funktion von exp
y
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Anwendung der Identitiaten:
Losen von Gleichungen und Ungleichungen
Wir nutzen die Eigenschaft, dass exp und In umkehrbar sind beziehungsweise

echt monoton steigen.

eX = 3 e2X—1 = 10_5 e—3X < Ii(_)
In e* =In3 2x-1 =-5:In10 -3x <In;
1-5:In10

x =In3 X == -3x <-1In10
x >:In10

Inx =5 In(2x-1) =10 In(-3x) <-0,1

elnx = eb 2x—1 =el0 -3x <e 01
x =¢d :li;_ii) x >-le0

Basisanderung

Jede Potenz b* lasst sich schreiben als Potenz mit der Basis e.

Wegen a=elna gﬂt bX = (elnb)x = exInb

Damit ist jede Exponentialfunktion mit dem Term b* zurtickfithrbar auf die
e-Funktion; ihr Term ist (eX)"P, also eine Potenz von e*.

Ableitung von b*
f(X) = bX = exInb
Kettenregel: f'(x) = exI"b.Inb = b*.Inb
Der vom vorigen Kapitel unbekannte Faktor Ll_r)\%

d%( 10% = 10%.In10

pbh—1 o
erweist sich als Inb.

d ox _ 9x
% 2¢ =2%In2

4@ =@

4 2% =2%In2-(-1) =-2*In2

= —(%)X In2 oder

Exponentialkurven
Alle folgenden Uberlegungen beruhen auf der e-Kurve G mit Gleichung
y=eX. Zur schnellen und sicheren Orientierung dienen die Asymptote y=0
fiir x——o00 und der »Angelpunkt *« (0|1) mit der Tangente der Steigung 1.
Durch einfache Abwandlungen des Terms e* entstehen Exponentialkurven
Gy. Wir zeigen Wege, wie man ohne ausladende Kurvendiskussion und Wer-
tetabelle die Lage von G, findet.
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Spiegelungen im Koordinatensystem

Spiegelung von G an der x-Achse X
f(x) = —e*

G¢ hat den Angelpunkt (0|-1) und
die Asymptote y=0 fiir x——o0.

Spiegelungen an

Spiegelung von G an der y-Achse 1 x-und y-Achse

f(X) =eX= 1 _ (é)x

X

G¢ hat den Angelpunkt (0[1) und w7 S
die Asymptote y=0 fir x—+c. T .

Spiegelung von G am Ursprung _1*
X _ 1 1\x e RN
fx)=-e¥*=-5=-()

G; hat den Angelpunkt (0|-1) und

die Asymptote y=0 fiir x—+co. P o o

Schiebungen und Streckungen
im Koordinatensystem

fx) =eX+b Verschiebungen
G; entsteht beim Verschieben y-Richtung

von G um b in y-Richtung. ex—1
G; hat den Angelpunkt (0/1+b) und
die Asymptote y=b fiir x——oo.
jex=2
"' 1

f(x) = aeX, a>0

Gy entsteht beim Strecken von G

in y-Richtung mit Faktor a.

Wegen aex=e**In2 jst diese Streckung
gleichbedeutend mit einer Verschiebung
um —Ina in x-Richtung.

G¢ hat den Angelpunkt (~Ina|1) und

die Asymptote y=0 fiir x——o0.

Zum Bild:

f(X) — ﬁ,ex = e0,5g% = @x+0,5

Streckung aufs ./e -fache in y-Richtung
bewirkt das Selbe wie Verschiebung
um -0,5 in x-Richtung.
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o1

02

04

Allgemeiner Fall
f(x) =—2e*+2
Um Angelpunkt und Asymptote zu finden, muss man den Term
so umformen, dass der Koeffizient bei e entweder +1 oder —1 ist:
f(x) = —ex+In2 4 2
Bedingung fiir Angelpunkt: Exponent =0
=X+In2 =0
X =In2
f(In2) = —-e% + 2 = 1; Angelpunkt (In2(1)
Bedingung fiir Asymptote:
Exponent - —
X +In2 - —o0
X — 400

Asymptote y=2 fiir x—+oo.

Aufgaben

Berechne mit dem Taschenrechner.

a) et b) e 01 c) .Je d) ee e) e

f) Je g) e h) e i) e 2 R
Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner auf 0,01 gerundete
Naherungswerte

a) ex=2 b) eZx =106 c) e3X=r

d) .Jex=10"5 e) exx+5= /10 of) ex—2ex=1

Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner Naherungswerte.
a) 1<ex<2 b) 1<e*<2 c) 0,1<ex<1000

d) é <eX<e e) e2xz10-3 of) elxl = ee

° 2x X 1-—ex

g) e2X > eX + 12 h) 1+ex>0

Leite ab.

a) f(x)=x+e* b) f(x) =—.Je-ex c¢) f(x) =2e* + x-e2

d) f(x)=x-ex e) f(x) =x2.ex f) f(x) = J/x-ex g) f(x) = xe-eX

h) f(x) =e*+sinx i) f(x)=e*sinx j) f(x) =sin(e*) k) f(x) = esinx
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05 Leite ab.
a) f(x)=ex b) f(x) = e2x ¢) f(x) =e¥ d) f(x) = e¥x
e) f(x)=./ex £) f(x) = ecos2x g) f(x) =x%e~* ) f(x) = ;_X

06 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y = a-e** + b mit Angelpunkt.
Bestimme Funktionsterm, Achsenpunkte und Asymptote.
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7

010

11

12

Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y = a-e**+b mit Asymptote oder einem
charakteristischen Kurvenpunkt.
Bestimme Funktionsterm und Achsenpunkte.

Gegeben sind Funktionsterme. Skizziere die zugehorigen Kurven,
bestimme Achsenpunkte und Asymptoten.

a) e2x_1 b) e?2x_¢ c) e—e X
d) 2ex2 e) é(e2‘X —e) f) e(1-eX)

fx)=a-eX+b, gx)=a-e*+Db

Bestimme a und b so, dass die Graphen im Ursprung beriihrt werden von
der Winkelhalbierenden

a) des 1.Quadranten b) des 2.Quadranten.

f(x)=a-e®+b, at+0
Zeige: y=b ist die Gleichung der Asymptote von Gg.
Wie entscheidet man, ob sie Asymptote ist fiir x—+o0 oder x——o0 ?

f(x)=a-e®*+b, g =ue*+v
Bestimme u, v und s so, dass die Asymptoten von G; und G, den Abstand 2
haben.

fx)=a-e®+b
Fir welche Werte von a und b schneidet Gy :

a) nur die y-Achse b) die x-Achse ¢) nur die x-Achse
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13 f(x) =a-e*+Dh.
Wie viele Punkte legen G, fest? Welche Bedingung miissen sie erfiillen?

0

014 Berechne A = f eX*dx und deute den Wert an einer skizzierten e-Kurve.
] b

Bestimme b>0 so, dass f eXdx =A ist.
0

In9
15 Berechne A = fexdx.
0

Bestimme a so, dass die Gerade x=a die Flache mit Inhalt A halbiert.

*16 In welchem Verhiltnis (<1) teilt die e-Kurve das Rechteck
mit den Ecken (0]0), (2]0), (2]|e2) und (0]e?) ?

17 Berechne das Integral und deute seinen Wert als Flacheninhalt (Skizze!).

a) }(1—ex) dx b) }ex‘2dx
“1 1

18 f(x) =ex1-¢
Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von Gy und den
Koordinatenachsen.

*19 Die Gerade g schneide die e-Kurve in (-1|?) und (1/?).
Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von Gerade und e-Kurve.

20 f(x)=e*, gx)=e+1-el=x
a) Berechne die Schnittpunkte von G;und G,

b) Berechne den Inhalt der Flache, die beide Graphen einschlie3en.
Verwende j e Xdx=-e*+C.
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4. Polynom- und Exponentialfunktion

Polynomfunktion als Ersatz fiir die e-Funktion

Die Polynomfunktion ist uns vertrauter als die e-Funktion. Wir werden die beiden
Funktionen vergleichen und so neue Eigenschaften der e-Funktion entdecken.
Zuerst zeigen wir, wie sich e* in der Gegend der y-Achse anndhern lasst durch
Polynome. Der einfachste Fall einer Polynomkurve ist eine Gerade.

Von allen Geraden liefert die Tangente die beste Anndherung: y =1 + x.

Wegen exp'(x) = e > 0 ist die e-Kurve linksgekrimmt. Sie liegt deshalb immer
tiber jeder ihrer Tangenten (bis auf den Beriihrpunkt): e*>1 +x, (x%0).

Wenn sich e-Kurve und Polynomkurve wenig untersg:{heiden, dann gilt das auch
fiir die Inhalte der Flachen, die sich beim Integrieren f ... fir x>0 ergeben:

X
e*>1+x || [
0
—1>x+%x2
X
X 1.2
e*>1+x+ ;X || [
0
—1>x+%x2+éx3
e >1+x+ lx2 + éx?’ ... und so weiter.
Es ergibt sich e¥>1+x+ 3x2 + 1x3 4 x4 4+ 4 —L—xn
2 6 24 "7 234

Der Nenner des letzten Bruchs ist ein auffalliges Produkt: 2-3-4- ... ‘n
In der Mathematik kommt es oft vor, zum Beispiel in der Kombinatorik.
Zu seiner bequemen Handhabung hat man eine Abkiirzung geschaffen:
n!, gesprochen n-Fakultat.
n! ist das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis n. So ist 5! =1-2-3-4.5 = 120.
Der Vollstandigkeit halber hat man auch noch 0! und 1! definiert, namlich so,
dass auch fiir sie die Regel gilt
=[1-2-3-...-(n-1)]'n= (n-1)!'n
Falln=2: 2!=(2-1)!'2 = 2=1!2 = 1=1! Falln=1: 1!=(1-1)!"1 = 1=0!

0l=1
11=1
21=1.2
31=1.2-3

............

n-Fakultat n!=1-2-3-.

In der Fakultat-Schreibweise sieht die Ungleichung fiir e* dann fiir x>0 so aus:

n
104 i1yl 103,004, 4 dsn El%

X
e > 0! 1! 2! 3! 4! 1
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: 1 1 1 1 1 1
Die Polynome p,(x) = 5;x%+ 5ix! + ox2+ x3+ oxd+ . + =

eignen sich sogar fiir x<0 als Naherungspolynome fiir e*:

Xn

=}

xo1le0p 111213, 1.4 lon _
ST ST ST S T2 SALTE SELETE =) S M

n
Fir x=0 stimmen die ersten n Ableitungen von e* und E %Xk uberein:
K=0"

e-Kurve und Polynomkurve haben einen (n+1)-fachen Schnittpunkt.
Die Bilder veranschaulichen, wie sich mit wachsendem n die Annédherung verbes-
sert. Mit groflerem mathematischen Aufwand lasst sich sogar zeigen, dass gilt
eX=lim S Lk = S Lxk y X
noo 1 L k! &K e
Damit haben wir eine weitere Grenzwert-
Darstellung fiir die Euler-Zahl e gefunden

(0]1) ist 2facher
Schnittpunkt

e=1+1+1+1+1+ | o[

2! 3! 4!

p,(x) =1+x
|
-1 @ 1 X
y y y
57 57 57

(0]1) ist 3facher
Schnittpunkt

(0]1) ist 4facher
Schnittpunkt

(0]1) ist 5facher
Schnittpunkt

(0[1)
& X X & X
| | | | |
-1 1 1 -1 1
pz(x)=1+x+%x2 pg(x)=1+x+%x2+%x3 p4(x)=1+x+%x2+%x3+2—14x4
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Polynom- und e-Funktion im Unendlichen

Die Potenzfunktion mit dem Term x® (n€IN) und die e-Funktion mit dem Term e*
werden unendlich grof3 fiir x—+o, die e-Funktion aber unvergleichlich viel star-

ker. Der Bruch e—i zeigt dies deutlich
X
1

1+x+ix2+1x3+1x44 +Llgny L _gn+ty

ex _ 2! 3! 4! n! (n+1)!
XII Xn
X
ex_ 1, 1, 1 o i, 1
xh  xn xn-1 2xn-2 n! (n+1)!
. . X . . .. . . X
Damit wird e—n beliebig grof} fiir x— oo, symbolisch: | lim :;— = o0
X X—=>00

Der Kehrwert § liegt beliebig nah bei 0 fiir x—o0: | lim X = lim xne* =0

x—>00 €% X—>00

Die e-Funktion wéachst also fiir x— o viel starker als jede x-Potenz.

Gleichbedeutend damit ist lim x"e* = 0 und lim p,(x)-e*x=0,

X—>=—00 X—>=—00

wobei p,(x) ein Polynom vom Grad n ist.

Kurz und einpragsam: »e* setzt sich gegen |x|2 durch« lim |x|2ex
X—=>...
X = —00 X = 400
a>0 0 +00
a<0 0 +00
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5.Integration

Eine nutzliche Formel

Wegen (ef(x)) = ef f (X) gﬂt If '(X).ef(x) dx = ef(X) +C

Beispiel: _[ xe X dx = - —f (-2xe ™) dx = —% e X’

Ansatz-Methode: Integration von p,(x)-e*
Ist p,(x) ein Polynom vom Grad n, dann gilt

(Pn(¥)-€%)’ = p,(x)"-€* + p,(x)-e* = (p, (X) + pp(x))e* = q,(x)-e*
Leitet man ein Produkt p,(x)-e* ab, so ergibt sich ein Produkt g, (x)-e*, wobei der
Polynomfaktor q,(x) vom selben Grad ist wie p,(x). Umgekehrt muss eine Stamm-
funktion F von f(x)=p,(x)-e* den Term r (x)-e* haben, wobei r,(x) wieder ein Poly-
nom vom Grad n ist. Das nutzt man beim Integrieren aus.

Beispiel ~ [(x2+ 1)ex dx =?
Ansatz J(x2 +1)e* dx = (ax2 + bx + c)ex + C
Ableiten (x2+1)eX = (2ax + b)eX + (ax? + bx + ¢)eX
x2+1=ax2+2a+b)x+b+c
Vergleich der Koeffizienten Koeffizient beix2 1 =a
Koeffizient beix! 0 =2a+b

Koeffizient beix® 1 =b+c
= a=1,b=-2,c=3

Ergebnis j(x2 +1)exdx = (x2-2x+3)ex+C

Integration von (asinx + bcosx)-ex
Die »niitzliche Formel« und die »Ansatz-Methode« fithren auch hier zum Ziel, denn
((asinx + bcosx)-e¥)' = (acosx — bsinx)-eX + (asinx + bcosx)-e¥)
= ((a+b)cosx + (a—b) sinx)-eX
Die Ableitung ist von der selben Bauart wie der Integrand.

Beispiel Je‘xsin(Zx) dx =7?

Ansatz je‘xsin(Zx) dx = (asin(2x) + bcos(2x))e > + C

Ableiten e*sin(2x) = (2acos(2x) — 2bsin(2x))e > + (asin(2x) + bcos(2x))e*(-1)
= e*((2a-b)cos(2x) + (-2b—a)sin(2x))

Vergleich der Koeffizienten = Koeffizient bei cos(2x) 0 =2a-Db
Koeffizient bei sin(2x) 1 =-2b-a
1

__Z —_1
= b= a £

Ergebnis Je—xsin(2x) dx =eX (—— sin(2x) — £ cos(2x)) +C
=—=z e—x(sm( X) + 2cos(2x)) +C
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Zum Nachdenken

Ausdricke mit 0 und o

Bei stetigen Funktionen berechnet man Grenzwerte, wenn moglich, durch Einsetzen:
liIY(I) éx = % = 0. Schwieriger wird es, wenn Einsetzen nicht mehr moglich ist: x— o0, x——00,
x-0 eX e .

sinx

x—a, wobei a eine Zahl ist, fiir die der Term nicht definiert ist: lim % oder lirr(1) ~
X—00 @ X—

Formales Einsetzen fiihrt zu Ausdriicken »...«, die zunéchst keinen Sinn haben

. X [o] . sinx O
lim = =»=« oder lim =—= =»=«.
X—>o00 @X 00 x=0 X 0

Manchem solcher Ausdriicke mit 0 und « kann man aber einen Sinn geben. Sie heillen
bestimmte Ausdriicke.
Beispiele: »o0 + c« =00, »00 + 00« = 00, »00-C« = c0-sgnc mit c+0,

(o ¢] .
»00:00« = 00, »E «=O, »—«=00-SgNC mit C:I:O
(S C

»%’ «=t00 je nachdem, wie man sich der 0 beim Grenziibergang néhert,

» 8 « =200 mit ¢c+0,je nachdem, welches Vorzeichen ¢ hat und wie man sich der 0

beim Grenziibergang nahert.

Beispiele fiir Grenzwerte mit bestimmten Ausdriicken:

hm (X+ ex) = »00 + 00« = 00 llm Xe_X: » (—oo)-oo« = —00 hm
X—>00 X—>—00 x20 1 —eX —

Es gibt aber auch Ausdriicke mit 0 und o, denen man auf den ersten Blick keinen Sinn
geben kann. Sie heiflen unbestimmte Ausdriicke.

Beispiele: »oo—oo«:?, >>°°'O<<=?, »o—o«z?’ »Q«:? »1°°«:?
00 0 ’ ’

» 000« = ?’ » (0P« = ?’ »OO« =?

Anstelle der Fragezeichen ist alles moglich: Der Grenzwert kann unbestimmt sein, er
kann gleich irgendeiner Zahl sein, er kann aber auch jede Zahl unter- oder tliberschreiten,
das heil3t — oder + sein. Seine Berechnung verlangt jeweils eigene Uberlegungen.
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Es gibt 3 Verfahren, die oft zum Erfolg fithren:
1.Umformen lim (/e2X+eX—eX) =»o0 — 0o« =?

X—>00
JeZxX+eX—_ex = (Je2X+ex—e¥)(.Je2x+ex+exX) _ e2x+eX—e2x
JeZxX+eX+eX Je2X+ eX+ex
= eX _ 1
A/m‘+ex Jreﬁ‘+1
lim (/e2x+eX—e¥) = lim 1 __ 1 _1
X0 x>w [1+ex+1 J1+0+1 2

2.Substituieren lirr(l) xel’X =5 (+0)e™®« = »+0-00« = ?
X2

Substitution: u := )1(; X230 < u—so
lin(l) xeVx = lim 1e% = oo (siehe vorige Seite)
X2 u—>o0

3.Regeln von DE L'HOSPITAL

Der franzosische Mathematiker Guillaume Francois Antoine de L'HOSPITAL (1661-1704)
hat 1696 in seinem Lehrbuch der Differenzialrechnung Regeln formuliert, mit denen man
oft Grenzwerte des Typs »g «und »E « findet.

Fiihrt Einsetzen bei den Grenzwerten lim ﬂé% und lim ﬂé% zu den unbestimmten Aus-
driicken »g « oder »z «, dann gilt x—>a g x—00 &

lim f(x) _ —(—) lim fx) _ = lim ﬂﬁ
x~a g(X) i g'(x) x>0 B(X) x-e0 g(X)

Voraussetzung ist allerdings, dass jeweils der rechte Grenzwert existiert.

Wir beweisen nur den einfachsten Fall f(a)=g(a)=0, also »g « fir x—=a.
f(x)-f(a) - f(x)-f(a)

i £&) _ o £(x)-0 f(x)-f(a) _ i _x-a - m e _ f(a)

x~a g(X) o g(x)-0 o g(x)-g(a) x-ag®-g@ |, gL.LEL) g'(a)

X-a X—>a

Beispiele: lim Slgx = »g« lim SDX = Jjy COSX — 4

x—=0 X X—>O 1

lim =»r« = lim 2£ =2

. eX—-1
x=-0 p 0 iy = lim Je_X/z x=-0

Manchmal muss man die Regel mehrmals anwenden

. Xn 00
hm —_ ==«

x—>00 @X o0

. oxt_ . onxP-l L n(n-1)x2-2 n! n!

lim = = lim = lim = =lim — =»=«=0
x—»00 @X x-00 X X—>00 eX x—>00 @X 00

oder den Funktionsterm erst in einen Bruch umformen

lim x2eX = »00-0«

X—>—00

. 2. x . x2 . 2% . 2 .

lim x4e¥*= lim =— = lim = lim == lim 2e¥=0
X—>—00 X>—0 @ X x»>-0 — X x»>-00 @ X x>-00
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Aufgaben

01 f(x)=¢e%, gx)=1+x
a) Berechne f(x) und g(x) fir xe{0; +1; +0,5; +0,1; +0,01}.

b) Der relative Fehler ¢ ist der Betrag des Quotienten von

der Differenz der Werte und dem wahren Wert: ‘ ﬁé%gﬁﬁ = ¢(x)

Berechne ¢(x) fiir xe{0; +1; +0,1; £0,01; 0,01} und skizziere G,

2 flx)=e*, gx)=1+x+ %xz
Berechne f(x), g(x) und ¢(x) fiir xe{0; +1; +0,5; £0,1; £0,01} und

skizziere G,,. (¢(x) ist in Aufgabe 1 erklért.)

03 dx)=e*—(1+x)
a) Untersuche die Monotonie von d und zeige: ex= 1 +x

b) Zeige damit, dass fur x<1 gilt: 1 +x=eX= ﬁ
(Ersetze x durch —x und denke nach.)

04 Annidherungsversuche
f(x) =xe*, g(x)=ax2+bx+c
Bestimme a, b und c so, dass gilt:
f(xo) = g(xq), '(xp) =g'(xo) und {"(xp) = g"(xo),
falls a) x,=0 b)) x,=1
und skizziere die Graphen.

*5 AnndherungsVersuche
f(x) =e>, g(x)=ax2+bx+c
Bestimme a, b und c so, dass gilt:
f(xo) = g(xg), '(xp) =g'(xp) und {"(xp) = g"(xo),
falls a) x,=0 b) x,=1
und skizziere die Graphen.

6 e~ 1+x+ox2+Ix3+ x4+ . +1xn
! . : n.

Bestimme mit dem Taschenrechner Naherungswerte fiir
a) efiirne(1,2,3,4) b) I fiirne(1,2,3,4) ¢ Je firne{1,2,3,4}
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07

012

14

Berechne a) lim % b) lim @i c) lim @
d) lim xe* o Lim e ) fim 1
X—>—00 X—> 00 eX X——00 (eX—l)(ex_2—1)
g lim & h) lim &
x—»o00 eX—e™X x—>-00 @X—egX
Berechne, soweit moglich die Grenzwerte von e!/* fiir
a) X— o b) x - - c) x50 d) x30
Berechne, soweit moglich die Grenzwerte von Y fir
—e X
a) X - o0 b) x - - c) x20 d) xs0

Berechne — soweit moglich — die Grenzwerte von e2* — aeX fiir
X =00 und x - —oo. (Fallunterscheidungen fiir a!)

Berechne und achte auf die Fallunterscheidungen fiir a.

. Xn . ea/X . eX_ea
a) lim =, nelN b) lim , nelN ¢) lim
x—>o00 @3X x-»0 xI x—a X—a

1 1 1
Berechne a) fex dx b) [ x2eX dx c) [ xeX*2 dx
0 0 0

d) j‘ (x—1)e* dx e) }(x2+ 1)(ex+1) dx
%1 0

1
Berechne  a) fe dx (Suche eine Stammfunktion durch Probieren!)
0

0
b) [xe™ dx
e

0,5
Berechne  a) [ 2e2x dx (Suche eine Stammfunktion durch Probieren!)
0

1
b) f4 x2e2x dx
0
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6. Kurvendiskussion

Diskussion einer Kurve

Beispiel: f(x) = %xemX
Maximale Definitionsmenge D = IR\{0}
Symmetrie zum Koordinatensystem

f(x) = - ixe-¥x 4 | [(¥), also keine Symmetrie zur y-Achse
2 —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D
Fir den Rand kommen allgemein infrage: —oo, +00, Definitionsliicken.

Das Verhalten von f(x) am Rand von D findet man mit der Grenzwert-
Rechnung. Hier im Beispiel sind das die 4 Grenzwerte fiir:

X —=> - X350 X2 0 X = 400
-+ —_— - >
|
0
In den folgenden Grenzwert-Rechnungen ist )2( substituiert durch u.
lim ( xe2/x) = »—c0-e0« = lim(leu) =»—00-1«=—00

2

X—>—00

lim (§Xe2/X) = »400- eO« = hm( eu) =»+00-1« =400

X—>0 u 0

1 1 X) — —00,, _ _
llII‘(l)(éXQZ/ ) = »0-e « = »O-O« = O

hm( XGQ/X) =»0-e®«=»0-00« = llm(ieu) =400

Die y-Achse ist also Asymptote fiir x> 0.

Schiefe Asymptote

Die Kurve hat auch die schiefe Asymptote a: y = -x+ 1. Wie man ihre
Gleichung findet, steht im tiberndchsten Kapitel »Ratlonale Funktion«.
Wir zeigen hier blof3, dass a tatsachlich Asymptote ist. Der Unterschied
der Ordinaten von Kurve und Asymptote muss flir x—>1o0 gegen 0 gehen:
lim (3xe?*—(3x+1)) = lm%( teu-1_1)= l1m(e —1_{)=Ine-1=0 qe.d.

X—>—00

Nullstellen
%er/ X =0

Die Faktoren %X und e?/* sind ungleich 0 fur x+0.

Gy hat also keine Nullstelle.
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Waagrechtpunkte

-2 _ _ _
f'(x) = %(62/X+X62/x. (;5)) - %e2/x(1_§) - %e2/x.)_(_)_{_2 x2X2e2/X

f'(x) =0 = x=2,f(2)=e Waagrechtpunkt (2|e)

28 Monotonie
+ £5 —_ 0t 4+ &
| |
ems 0 emf 9 ems x) T(2|e) ist der einzige

/ AN T(2||e) / Diefpunkd:

G steigt echt monoton in |-o0;0[ und in [2;+0o].
G; fallt echt monoton in ]0;2].

Wie miindet G¢in (0]0) ?

l1rr(1) f'(x) = 111% (5= 2-262/%) = »400-0« Substitution: )% =-u
= lim (35%e™) = Jlim (5+3) = 5(0+0) =0

G¢ miindet von links kommend mit waagrechter Tangente in (0]|0). Von
rechts kommend hat G die y-Achse als Asymptote, miindet also nirgends.

Flachpunkte
" M 2/x + X=2 9/x(_ 2 -1 _2x(9_9o.x-2
0 B szton(-3)) - o2

f"(x) = —eZ/X(x (x-2)) = _3e2/x

Wegen f '(x)+0 hat G¢ keinen Flachpunkt.

+ f'(x)
| . >
Rechtskurve 0 Linkskurve X

» O

Aus dem Graphen liest
man die Wertemenge ab:
W = ]-00;0[ U [e;+0o].

Krimmung

nicht
defin.
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Diskussion einer Schar
Beispiel: f,(x) = J/e(a—2x)e™*2, a+0
Maximale Definitionsmenge D =1R

Symmetrie zum Koordinatensystem

f,(x), also keine Symmetrie zur y-Achse

f,(x) = Je(a+2x)ex/a + {

—f,(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Symmetrie der Scharkurven zueinander

— Kurven G¢ und Gy, sind zueinander symmetrisch beztglich des
Ursprungs, wenn gilt: f,(—x) = —f, (x)
hier also ./e(a+2x)e¥/a =— ,/e(b—2x)e*/P
Wegen der Exponenten miisste sein b=—a, und fiir alle x miisste
gelten a +2x=- (-a - 2x) = a + 2x= a + 2x. Diese Gleichung stimmt
fiir alle x, also sind G¢, und G; _ zueinander symmetrisch beziiglich O.

— Kurven G, und G, sind zueinander symmetrisch beziiglich der
y-Achse, wenn gilt: f,(—x) = f} (x)
hier also ./e(a+2x)e¥2 = ,/e(b—2x)e*/P
Wegen der Exponenten miisste sein b=—a, und fiir alle x miisste
gelten a + 2x=-a — 2x, aber das ist nur der Fall fiir a=-2x.
Es gibt also keine 2 Kurven, die zueinander symmetrisch sind beziig-
lich der y-Achse.

Wegen der Punktsymmetrie behandeln wir nur Scharkurven mit a>0.

Verhalten am Rand von D

lim f,(x) = /e lim 2=2X =0

X—>+00 X—>+00 @X/a

Die positive x-Achse ist Asymptote fiir x—+o0, falls a>0. Wegen Punkt-
symmetrie ist die negative x-Achse Asymptote fiir x——oo0, falls a<0.

lim fa(X) = ,\/E lim (a—2x)e‘X/a = »00:00« = 00
X—>—00

X—>—00

Wegen Punktsymmetrie ist lim f,(x) = —o fiir a<0.

X—>+00

Nullstellen

Je(a—2x)exa =0 = x==1a

N 1=
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Waagrechtpunkte
£,(x) = Je(-2)ea+ Je(a-2x)eia(~1) = Je e¥a((-2)-1(a-2x))
e e—x/a(?f_ 3) =./e (zxg_Sa) e—x/a
fix) =0 = x= ?3a y=f(§ a) = .Je (—2a) e3/2 =—§a
Waagrechtpunkt( a|—— a)
_ o + £1(x) Monotonie

3 I »  Wegen Punktsymmetrie ist
emf E? ems X (g al- (% a) Hochpunkt fir a<0.

Ortlinie der Waagrechtpunk-

te: a eliminieren in ( |—— a)
x=3a = a=2x eingesetztin y=-%a ergibt y=-2.2x=—2x
2 3 e e 3 3e™
Wegen a=+0 ist auch x=+0.
Ortlinie G, mit wap(x) = —ix, x+0
Ortlinie Gy, mit tip(x) = —ix, x>0
Ortlinie Gy,,, mit hop(x) = —?—:“Ex, x<0
Flachpunkte
f'é'l(x) = /e g e—x/a+A/é 2Xf3a e—x/a (_all) 1 /e exla (2_%(?33)
Ha-—2x /
- e sl v
”" —_ 4
fix) =0 = x= —a y = f = Je (—4a) e 5/2=—§a
Flachpunkt ( a|— = a)
-+ o1 — £1(x) Krimmung

| Wegen Punktsymmetrie
Linkskurve %;a Rechtskurve x andert sich fur a<0 die

: ! Krimmung nicht.

Wendepunkt ( |— ~a)

Ortlinie der Wendepunkte: a eliminieren in (g al- e% a)

-5 — 2y of i __4 : __42,__8
X=3a = a= ;X eingesetzt in y=-2 ergibt y=-g5X="pa%

Wegen a=+0 ist auch x=+0.

Ortlinie Gy, mit wep(x) = - % X, x*0
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Nachweis von Beruhrkurven

Die Scharkurven haben 2 gemeinsame Tangenten mit

t,(x) =—4ex und ty(x) = Ly

Je
Wie man ihre Gleichungen findet, steht im »Nachdenken«. Wir zeigen
hier blof}, dass sie tatsachlich gemeinsame Tangenten sind, das heif3t:
Im Schnittpunkt miissen die Steigungen von Kurve und Tangente gleich
sein.

Fir Tangente 1 gilt dann:
Schnittpunkt: t,(x) =f,(x), also -4ex = .e(a-2x)exa I

gleiche Steigungen: t',(x) =f}(x), also —-4e =./e (2&;_&;1) ex/a I

Keine der beiden Gleichungen lasst sich nach x auflosen; schuld daran ist
der Faktor e*/2, Wir werden ihn los, indem wir II mit x multiplizieren und
die rechten Seiten gleichsetzen:
Je(a-2x)ex/a = x Je (B=22) ex/a || fe ||: e/
a(a-2x) =2x2-3ax = 2x2-ax-a%?=0
= (2x+a)(x-a)=0
1

= X=-3

5a oder x=a

Probe: x = —% a einsetzen in I liefert —4e(—% a)=./e(a+a) el/2
2ea=2ea, stimmt fiir alle a.
X=- % a einsetzen in II liefert —4e=,Je (_‘fTa‘) el/2
—4e=-4e, stimmt fir alle a.

Gy, beriihrt jede Scharkurve G¢_ in (- % al2ea).

Probe: x = a einsetzen in I liefert -4ea = ./e(a—2a)e!
—4ea =-ae Y2 stimmt nur fiir a=0.
x = a ist nicht brauchbar, denn t,(a) = f,(a) stimmt nur fiir a=0,
und fiir diesen Wert ist die Schar obendrein nicht definiert.

Fir Tangente 2 gilt:
Schnittpunkt: ty(x) =f,(x), also - % x=Je(a-2x)e*a III
e

i — 2x—3a —x/a
Lo e (a5t e 1y

IV mit x multiplizieren und die rechten Seiten gleichsetzen ergibt wie

oben x=—%a oder x=a

gleiche Steigungen: ty(x) =f,(x), also -
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Probe: X=—% a einsetzen in III- ]1_6 (—% a)=.Je(a+a)el2
% L a=2ea, stimmt fiir a=0, also nie.
Je
X=— % a ist nicht brauchbar.
X = a einsetzen in III —i—_a = Je(a—2a)e-2/a
e
_Ji_ a = .Je(-a)e !, stimmt fiir alle a.
e
X = a einsetzen in IV —71—_ =.Je (“;a) e 1, stimmt fur alle a.
e
G, beriihrt jede Scharkurve G in (al- % a).

y

Ortlinie der Waagrechtpunkte

wap(x) = —%x, x+0

Ortlinie der Wendepunkte

5 X
15
o s 2,5
.............. :
__1
t2(X) = VEX
| Gemeinsame Tangenten

t1(x) = —4ex
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Zum Nachdenken
0 Hullkurve

Aus dem 1.Band ist uns ein Verfahren bekannt, wie man die Hillkurve einer Schar findet.
Man eliminiert den Parameter aus:

I y=f,x)
d _
I Lrx=0
Im vorigen Beispiel gilt dann:
I y=.e(a-2x)ex/a
II %fa(x) = ﬁ%e"‘/a (a-x)(a+2x) =0 = a=x oder a=-2x
a

a=x eingesetzt in I ergibt: y = ./e(x-2x)eX/x = —%x, x+0
e

a=-2x eingesetzt in I ergibt: y = ./e (-2x-2x) e V2% = -4ex, x*0
Im Beispiel haben wir gezeigt, dass diese beiden Hiillkurven sogar gemeinsame Tangenten

aller Scharkurven sind. Wegen x+0 ist der Ursprung kein Beriihrpunkt.

(2] Hyperbolische Funktionen

Fir die e-Funktion y=eX gilt y'=y. Eine Gleichung wie y'=y hei3t Differenzialglei-
chung; das ist eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion y und ihre Ableitungen y',y", ...
Die Differenzialgleichung y'=y hat die Losung y=a-e*. (Im nichsten Kapitel zeigen wir,
dass jede Losung diese Form hat.) Die Differenzialgleichung y'=y ist also kennzeichnend
fiir die e-Funktion.

Fiir Sinus und Kosinus gibt es auch eine kennzeichnende Differenzialgleichung y"=-y, denn
(sinx) =cosx (cosx) =-sinx
(sinx)" = —sinx (cosx)" = —cosx
Die allgemeine Losung von y"'=-y heifit y = a-sinx + b-cosx.
Welche Funktionen haben y"=y als kennzeichnende Differenzialgleichung? Eine Losung ist
wieder y=a-eX. Jetzt gibt es aber auch die Losung y=b-e™ und damit die allgemeine
Losung y = a-e*+ b-e™.
Fur a=b=% ergibt sich ein wichtiger Sonderfall: der
hyperbolische Kosinus y = coshx = % (e* + e™). f(x) = coshx
Sein Graph ist die Kettenlinie, das ist die Form
einer Kette, die an ihren Enden aufgehingt ist.

cosh stimmt tiberein mit cos

e in der Symmetrie zur y-Achse,

* bis aufs Vorzeichen in der kennzeichnenden
Differenzialgleichung y"=y.
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Fir den trigonometrischen Kosinus gilt (cosx)' = —sinx, .

) ) . . L . f(x) = sinhx
fir den hyperbolischen Kosinus gilt (coshx)' = 5 (eX - e7™X).
In Anlehnung an die Trigonometrie definiert man den
hyperbolischen Sinus y = sinhx = % (e* - e™).

Es gilt (coshx)' =sinhx und (sinhx) = coshx.

sinh stimmt tiberein mit sin

e in der Symmetrie zum Ursprung,

* bis aufs Vorzeichen in der kennzeichnenden
Differenzialgleichung y"=y.

Die Ahnlichkeiten der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen zeigen sich auch

in deren Reihenentwicklung: Aus eX=1+x + %xz + %x3 + %x‘* + éx5 + ... ergibt sich:
coshx=1(eX+e®) =1 + £x2 + Lx4 4+
2 2! 4!

i —1l(eX_ o X = 1.3 4 1.5
s1nhx—2(e eX)= x + TR0 SR
Andrerseits lasst sich zeigen:

_ 12 L 14 _
cosx=1 — X"+ X vee + .l
nx — 18 L 145 _
sinx= x - Zx% + =x e

Wegen dieser Beziehungen verwendet man die Bezeichnungen sin und cos auch bei hyper-
bolischen Funktionen.
Der Zusatz hyperbolisch ist erklart in der Aufgabe 22 im nichsten Kapitel.

Aufgaben

1 Bestimme: maximale Definitionsmenge D,
Symmetrie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen-, Extrem- und Wendepunkte,

Graph und Wertemenge.
oa) X +ex b) e** oe) xZ2e®
od) %(eX +eX) e) e’;f_e_:{‘ of) elk
et—e
2 f(x)= e, g= L
Diskutiere f und g und zeichne die Schaubilder. Wie dndern sich
Extrem- und Wendepunkt, wenn man von f(x) tiibergeht zu tﬁ ?

3 f(x) =xeX, g(x)=xe™X
a) Diskutiere f und zeichne G;.
b) Zeige: f(x) + g(-x) = 0. Was bedeutet das fiir Gy und G,? Zeichne G,.
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¢) Vergleiche f'(x), f"(x) und f"'(x) und gib f100(x) an.
Bestimme analog g(1%0)(x) und gt09(x).

d) Wie sieht aufgrund von ¢) vermutlich eine Stammfunktion F von f
und G von g aus? Uberpriife die Vermutungen durch Rechnung.

4 f(x)=e*

a) B(b|f(b)) im 1.Quadranten und der Ursprung sind die gegeniiber
liegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinaten-
achsen liegen.

Bestimme b so, dass das Rechteck moglichst grofien Inhalt hat.
Wie grof} ist dann der Inhalt der Flache zwischen G und der oberen

Rechteckseite?
b) Die Tangente t in einem Kurvenpunkt C im 1. Quadranten und die

Koordinatenachsen begrenzen ein Dreieck.
Bestimme C so, dass der Inhalt dieses Dreiecks ein Extremum hat.

5 Ein Punkt A der e-Kurve und der Ursprung O legen die Gerade OA fest.
Bestimme A so, dass der Winkel zwischen OA und der positiven x-Achse
moglichst Kklein ist. Wie grof ist dieser Winkel ?

6 f(x)=e>

a) Ein Kurvenpunkt S von Gy ist die Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks; von den restlichen Eckpunkten liegt der eine im Ursprung,
der andere auf der x-Achse.

Bestimme S so, dass das Dreieck moglichst grof3en Inhalt hat.

b) Bestimme den Punkt T auf G;im 1.Quadranten,
der dem Ursprung am néchsten liegt.

c¢) Bestimme den Radius eines Kreises um den Ursprung, der G; beriihrt.

87 f,(x) = %a(eX/a+e‘X’a) ,a>0

a) Bestimme den Tiefpunkt T und skizziere Gy, .

b) P(plf,(p)) liegt auf einer Scharkurve.
Der Kreis um T mit Radius f,(p) schneide die x-Achse in S.
Berechne die Lange von [OS].

c) Zeige: Die Senkrechte zur Gerade TS durch P ist die Tangente in P.

d) Zeige: Das Flachenstiick, das begrenzt ist von G¢, der Gerade x=p und
den Koordinatenachsen, hat den selben Inhalt wie das Rechteck
mit den Seiten [OT] und [OS].
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Bestimme fiir die Scharen in den folgenden Aufgaben:

«08

011

12

14

maximale Definitionsmenge D, ,
Symmetrie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen- und Extrempunkte (Art), Wendepunkte,
Ortlinien von Waagrecht- und Flachpunkten,
Graphen und Wertemenge.

f

(%) = (a+ 2x)e ¥/

Je 2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfiillen die zugehorigen Parameter?

Berechne den Inhalt des endlichen Flachenstiicks,

das begrenzt ist von G¢  und den Koordinatenachsen.

£(x) = Le-0msax

Je 2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Koordinaten-

systems. Welche Beziehung erfiillen die zugehorigen Parameter?
Bestimme die Hiillkurve.

f,(x) = (ex— a)2
Berechne den Schnittpunkt von Scharkurve und zugehoriger Asymptote.

Zeige, dass sich je 2 Scharkurven in genau einem Punkt schneiden;
wann liegt dieser auf der y-Achse?

Eine Scharkurve mit a>0, ihre Asymptote und die Gerade x=u (u<0)
begrenzen eine Flache. Berechne ihren Inhalt. Was ergibt sich fiir u——-oo ?

_a
fa(x) " 1+aex

_ _4dex
fax) = a+ e2x

Fir welche Parameterwerte liegen Waagrecht- oder Flachpunkte auf der
y-Achse?

g.(x) =x2-e>*, a>0,x=0
Alle Scharkurven treffen sich in 2 Punkten, bestimme diese.

f,(x) =x2.e%, a>0, x>0 (Vergleiche vorige Aufgabe.)

Alle Scharkurven treffen sich in einem Punkt, bestimme diesen.
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e~ 1% fir x+0
*15 f(X)={ 0 fgrizo

Untersuche f auf Differenzierbarkeit in x=0. Diskutiere f und zeichne G .

e 1% fur x+0

*16 f(X)zl 0 fur x=0

Zeige: fist in x=0 beliebig oft differenzierbar,
und jede Ableitung hat dort den Wert 0. (Super-Flachpunkt!)
Diskutiere f und zeichne Gy .

xeX* fur x=0
x3-3x fiir x>0

17 f(x) = {

Untersuche, ob f an der Nahtstelle differenzierbar ist.

x2eX fiir x=k
3eX+a fiur x>k

218 f(x) = {

Bestimme a und k so, dass f an der Nahtstelle differenzierbar ist.
Zeichne die Graphen.

19 f

(%) = alx| —e™
a) Untersuche f auf Differenzierbarkeit.
b) Bestimme den Tangens des Knickwinkels.

c¢) Welche Kurven haben einen Knickwinkel von 90° ?
Zeichne eine der Kurven.

20 a) f,(x) = x%e(x-2)
b) g.(x)=x2%exal az0
In welchen Stellen ist g, nicht differenzierbar?
Bestimme die Ortslinie der Knickpunkte und die der Hochpunkte.
¢) h,(x)=x%exal aclR
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den neuen Scharkurven
und denen aus b) ?
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7. Anwendungen

Wie keine andere Funktion beschreibt die Exponentialfunktion viele Vorgéange
in der Natur — Vorgéange, bei denen eine Grole immer mehr zunimmt,
man spricht dann von »exponentiellem Wachstum«, oder immer mehr abnimmt.

Physikalische Grof3en konnen auf mehrere Arten zunehmen:

— Lineare Zunahme

£(x) = k-x, k ist konstant, k > 0 Y Ay _qo
Ax
f'(x) =k Anderung Ay

Die Anderungsrate f'(x) ist konstant, Ay~Ax Ax
der Graph ist eine Gerade durch den Ay
Ursprung. é]/ * T Ax -
Beispiele: Kraft — Dehnung F=D-s F Kraft 2y
D Federharte 2k
s Federdehnung 2£x
Kraft — Beschleunigung F=m-a F Kraft 2y
m Masse 2k
a Beschleunigung #x
Kraft — Masse F=am F Kraft 2y
a Beschleunigung £k
m Masse £x
Spannung — Strom U=R1 U Spannung 2y
R Widerstand 2k
I Stromstirke 2 X
— Quadratische Zunahme
f(x) =k-x2, kist konstant, k>0
y Ay
f'(x) = 2k-x Ax
( ).. Ay,=2-Ay,
Die Anderungsrate f'(x) Anderung
ist proportional zur Ay~x-Ax S Ax

unabhangigen Variable x.
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Beispiele: Energie — Dehnung E-= %D-s2 E Spannenergie
D Federharte
s Federdehnung

i mn m
XN <
W‘

>

Energie — Geschwindigkeit E = %m-v2 E Bewegungsenergie £y
m Masse 2 2k

v Geschwindigkeit 2£x
Weg — Zeit s = %a-t2 s Weg 2y
a Beschleunigung 22k
t Zeit £x
— Exponentielles Wachstum ﬁ_y N
X
f(x) = a-eX*, aist der Anfangsbestand, ind
das heif3t, der Bestand fiir x=0 An Ner.lzng Ayy=2-Ay,
k ist konstant, k > 0. Yy ax
f '(x)"= k.-aek* = k.-f(x), y
die Anderungsrate f'(x) ist
proportional zum Bestand f(x).
In der Wirklichkeit liegt exponentielles
Wachstum immer dann vor, wenn die An-
derung Ay einer GroBle y proportional ist a
zur GroBle y und zum Zuwachs Ax der un-
abhangigen Grofle x (meistens die Zeit): <

Ay ~ y-Ax D
Ay =+k-y-Ax Kk ist eine positive Proportionalitdtskonstante,

das Vorzeichen entscheidet dartber,

ob die Grofle y zunimmt (+k) oder abnimmt (k).
Die Gleichung % = ky geht fiir Ax—0 {iiber in die »Differenzialgleichung«
dy = ky beziehungsweise y' = ky. Unter einer Differenzialgleichung versteht
man eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion (y) und Ableitungen (y', y", ...)
dieser Funktion.

Die Differenzialgleichung y' = ky wird erfiillt von der Exponentialfunktion mit
y = a-e¥%, Sie ist auch die einzige Losung dieser Differenzialgleichung:
Annahme, es gibe eine andere Funktion mit y = f(x) als Losung. Der Quotient

q®) = 1) hat die Ableitung ¢'(x) = =L (- (00ke™

e2kx ?

f'(x) = k-f(x) eingesetzt: qx) = ekxkf(xg;kf);(x)kekx =0 fir alle x

Also ist q(x) = ﬂkﬁ) = a, aist konstant, alsoist f(x) = a-ekx,
e X
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Die Exponentialfunktion hat noch eine besondere Eigenschaft:
Wenn die Variable x um gleiche Betriage Ax zunimmt, dann adndert sich der Be-
stand immer mit dem selben Faktor — unabhingig vom jeweiligen Bestand.

Beim Wachstum ist zum Beispiel die /
Verdopplungszeit T, charakteristisch,
das ist die Zeitspanne, in der sich der
Bestand verdoppelt:

Verdopplungszeit T, = llkz

Bestand zum Zeitpunkt t: a-ekt,
Bestand um T, spater,
also zum Zeitpunkt t+T,:

T =2 = kT, =In2 = Ty = 22 k>0

Der Verdopplungszeit bei Wachstum t t+T
entspricht beim Zerfall die Halbwert- \
zeit Ty, Das ist die Zeitspanne, in der

sich der Bestand halbiert: Halbwertzeit Ty, = IHT2

Bestand zum Zeitpunkt t+T,, =
= % -Bestand zum Zeitpunkt t:

a-ek(t+Ty) = L g. ekt 2y
~kTy, — 1 _ =Ind =—
e*tp=3 = —KkTy,=In; =-In2

T1/2 = thz , k>0

Ty

Ein klassisches Beispiel fiir einen Zerfall
ist der »radioaktive Zerfall«. Neben der
Halbwertzeit dient zu seiner Beschrei-
bung die mittlere Lebensdauer T,
eines Atoms. T, ist das arithmetische
Mittel der Lebensdauern der Atome, die
zur Zeit t=0 vorhanden sind. . \
Sie ist so definiert: aT,, = lim fae*dt N Mittlere
0

100 \\ Lebensdauer T, = %

0

T
faedt = —[ekt]| = -2(ekr-1) ~
0

T ~ y:ae_

aTy, = lim | aektdt = lim [-2(e"k7—1)] \
T—>00 0 T—>00 E_i
e

_ _aJ; kv _ —4a
= me =g

Tm:}%’k>0 0 T t

In der Zeitspanne T, sinkt der Bestand auf den e-ten Teil ~ 36,8 %.
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Beispiele fiir exponentielle Zunahme

Stetige Verzinsung

Ein Kapital K, werde pro Jahr verzinst mit dem Zinsfuf3 p,

zum Beispiel mit p=5%=0,05.

Nach 1 Jahr ist es angewachsen auf K, plus Zinsen K,-p: K, + Ky-p = K,(1+p),
das heifit, das Kapital K, wird multipliziert mit (1+p).

Nach 2 Jahren ist es also angewachsen auf [K,(1+p)|(1+p) = Ky(1+p)?

Nach t Jahren ist es schliefllich angewachsen auf K,(1+p)*.

Diese Art der Kapitalvermehrung heif3t auch Zinseszins.

Statt jedes Jahr aufs Kapital den Jahreszins zu geben, konnten die Banken auch
in kiirzeren Zeitspannen nach diesem Verfahren verzinsen,

zum Beispiel: Zeitspanne = 1 Monat = 1— Jahr Zinsful} = é p
Kapital nach t Jahren: K(1 + 5 p)12t
allgemein: Zeltspanne = Jahr Zinsful} = Illp

Kapital nach t Jahren: K,(1 + = p)nt

Macht man die Verzinsung beliebig fein, also n beliebig grof3, dann wichst das Ka-
pital in t Jahren auf K(t) = lim K,(1+: Ip)nt = KO hm [(1+ p)“]t Der Grenzwert
der Eckklammer lisst sich durch eine Substitution bestlmmen m = 1_3 dann ist
mit n—o0 auch m— o, also ist 1111—130(1 + ﬁp) = rLlinw(l + I%l)mp = rlllinm[(i +I%1)m]p = eP.

Damit gilt K(t) = KyePt. Die Banken bieten eine solche Art der Verzinseszinsung
nicht an. Diese mathematische Idealisierung heif3t auch stetige Verzinsung.

Sie entspricht genau der Vorstellung, die wir von ungestortem Wachstum haben:
Das soeben Entstandene erzeugt sofort wieder Neues im selben Malf3.

Legt man K;=10000€ zu p=5% an, so hat man nach t=10 Jahren:

— bei jahrlicher Verzinsung
Ky(1+p)t=10000-1,0510€ = 16288,95€

— bei monatlicher Verzinsung

Ko(1 + & p)12=10000-(1 + -25)120€ = 16470,10€

1200 )

— bei téglicher Verzinsung (360 Banktage pro Jahr)

Ky(1 + 2= p)360t = 10000 (1 + —>—)3600€ — 16486,62€

360 36000

— bei stetiger Verzinsung
Kert = 10000e%95-10€ = 16487,21€
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Ungestorte Vermehrung einer Population

Eine Population ist eine Menge gleichartiger Lebewesen, deren Anzahl zu einem
Zeitpunkt t, bekannt ist. Wenn sie sich unbeeinflusst von auflen vermehrt, dann
geschieht das nach einer Exponentialfunktion. Weil der Zuwachs Ay proportional
ist zum jeweiligen Bestand y und zur Zeitspanne At, gilt

y = a-ekt, aist der Bestand zur Zeit t=t,
k heiflt Wachstumkonstante.

Diese Idealisierung ist am besten verwirklicht in Bakterienstimmen. So hat das
Bakterium Bazillus Pseudomonas (Wundinfektion) eine Verdopplungszeit von
Ty=9,8min. Wie lang dauert die Vermehrung von 100 auf 1 Million Bazillen?

Ty = lnTZ = k= 1,11“—22 =0,071 (T, und t sind gemessen in Minuten)

Mit a=100 und y=108 ergibt sich

108 = 100-e0.071t = 104 = 0071t = In104= 0,071t = t= glégi - 129,7

Nach gut 2 Stunden haben sich die Bazillen vermehrt auf etwa das 10000-fache.

Beispiele fiir exponentielle Abnahme

Radioaktiver Zerfall

Die Gleichung y = a-e’¥, k>0, beschreibt einen Zerfallsvorgang. Am klarsten be-
obachtet man ihn beim radioaktiven Zerfall: Atomkerne eines Elements verwan-
deln sich in die eines andern und senden dabei Strahlung aus:

Heliumkerne (o-Strahlung), Elektronen (B-Strahlung) oder Fotonen (y-Strahlung).
So zerfallt Kobalt-60 in Nickel-60, dabei wird - und y-Strahlung frei; die Halb-
wertzeit ist 5,3 Jahre. Wie lang dauert es, bis nur noch 1% einer Anfangsmenge
Kobalt-60 vorhanden ist?

Ty = n2 o k=102 _0 131 (T4, und t sind gemessen in Jahren)

y=0,01a
0,01a =a-e 0131t = 001 =e0131t = [n0,01=-0,131t = t=0%01 _359

-0,131

Nach gut 35 Jahren ist die Strahlung eines Co-60-Praparats abgeklungen auf 1 %.
Die mittlere Lebensdauer eines Co-60-Atoms ist T, = 1%=7 ,6.
Also »lebt« ein Co-60-Atom im Mittel etwa siebeneinhalb Jahre.
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Absorption von Licht und Schall

Intensitat Intensitat
Dringt Licht in durchsichtiges Material, so wird ein ge- I 5 I- |AI|;
wisser Teil von ithm absorbiert: Die Intensitat des Lichts S >
wird kleiner. Der Verlust Al an Intensitét ist proportio- - >
nal zur Intensitiat I (Bestand) vor der Schicht und zur — >
Dicke Ax der Schicht: Al =—k-I-Ax, k>0 — >
Mathematisch idealisiert ergibt sich so das = =
LAMBERT-BEER-GESETZ: I =I,-ekx > >
Fir klares Wasser ist k~1,4, wenn man x in Meter an- > | >
gibt. In 5m Tiefe ist dann die Lichtintensitat gesunken Absor%i)gren do
auf I=1,-e14%=1,-¢7~ 1 Promille von I,. Schicht

Was beim Zerfall die mittlere Lebensdauer ist, das ist bei der Absorption die
mittlere Reichweite w; w ist die Dicke der Schicht in der die Intensitéat
auf den e-ten Teil abnimmt. In klarem Wasser ist w= ~ 10,7, also etwa 70cm.
Was beim Zerfall die Halbwertzeit T, ist, das ist be1 der Absorption die
Halbwertdicke D, . In klarem Wasser ist D1/2— 02 ~0,5;

also nach jeweils einem halben Meter ist die Intens1tat nur noch halb so groB.

y
100%
Lambert-Beer-Gesetz I(x) = I,e™**, 0=x=d
50%
1
1+36,8%
25%
<—HalbwertDicke D, ,—>

1/2
<—— Mittlere Reichweite w———>

N

>

N
o
o

|

|

|

YYVVYYYYYYYYVYYYY YV Y Y YV YYY YV YY
YY YV VY vy Yy Yy yyyyyyyyyyvyyy
S N I S IS S A [ N ISR IS SOy IO
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Ahnliches beobachten wir beim Nachhall in geschlossenen Raumen. Trifft Schall
auf eine Wand, so wird ein Teil der Schallenergie im Material der Wand absorbiert
und der Rest wird reflektiert. Der absorbierte Anteil ist proportional zur Intensi-
tat des erzeugten Schalls und zur Anzahl der Reflexionen, also zur Zeit:
Al = —k-I-At, k>0. Mathematisch idealisiert ergibt sich: I=1,-e7kt.

Entscheidend fiir die »Horsamkeit« eines Raums ist (neben anderen Parametern)
die Nachhallzeit T; — das ist die Zeitspanne, in der die Schallenergie auf ein
Millionstel zuriickgeht. Die Nachhallzeit hangt auch ab von der Frequenz, tieffre-
quenter Schall (500Hz) hallt linger als hochfrequenter (1000Hz) — was dem Hall
eine Klangfarbung gibt. Durchschnittwerte von Nachhallzeiten in Sekunden:

Schalltoter Raum 0
Wohnraum 0,5
Konzertsaal 1,5 bis 2,5
Basilika Ottobeuren 7
Baptisterium in Pisa 20

Angleichung der Temperatur

Ist ein Stoff warmer oder kialter als seine Umgebung, so gleicht sich seine Tempe-

ratur der seiner Umgebung an: Heiller Kaffee kiihlt sich ab, und kaltes Bier er-

warmt sich. Vereinfachend nehmen wir an, dass sich die Temperatur der

Umgebung dabei nicht andert.

T bezeichne den Unterschied der Temperatur Tg des Stoffs und der Temperatur

Ty der Umgebung. Die Verringerung AT dieses Unterschieds ist proportional zum

vorhandenen Unterschied T und zur Zeitspanne At: AT =-k-T-At,k >0

Mathematisch idealisiert ergibt sich: T =T, et

Beim Abkihlen ist: T=Tq-Ty = Tg=Ty+T und damit gilt das
Newton-Abkiihlungsgesetz Tg =Ty + Tye™t,

Tg " Temperatur in °C

Newton-Abkiihlungsgesetz

Ty=Ts(0)-Ty -
| Tg(t) = Ty + Ty-e&
51—
””””” ;(;"’"’"’"’}7"T’[}ﬁiﬁ’g’ébﬁhéé’t’éiﬁﬁé}éi:ﬁ?’"’"""""""""""""
@ H

i
Halbwertzeit t
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Beim Erwédrmen ist: T=Ty-Tg = Tg=Ty-T = Ty=Ty-Tye*

Tg " Temperatur in °C

Ty Umgebungstemperatur

i
Halbwertzeit t

Im Gegensatz zur Wirklichkeit dauert es im mathematischen Modell unendlich
lang, bis heiller Kaffee oder kaltes Bier die Umgebungstemperatur erreicht haben.

Anderung des Luftdrucks mit der Héhe

In Meereshohe hat der Luftdruck im Mittel
po = 1bar. Er entsteht durchs Gewicht der
dariiber lastenden Luftmenge. Nach oben
hin nimmt er ab, weil auch das Gewicht der 30
Luft dariiber abnimmt. Denn: Je hoher man
steigt, desto kleiner werden Dicke und Dich-
te der dariber liegenden Luftmenge. Die
Druckabnahme Ap ist proportional zum vor-
handenen Druck p und zur Zunahme Ah der
Hohe h: Ap = —k-p-Ah. Mathematisch ideali-
siert ergibt sich: p = pye*h.
Misst man h in Kilometer, so ist k = 0,127.
Der mittlere Luftdruck in Miinchen (500m)
ist p=1.e%05=0,938..., das sind 938 mbar.
Als Halbwerthohe ergibt sich
Hyp = l—rl‘ig = 5,457...; man registriert nach
jeweils fiinfeinhalb Kilometer Hohenunter- 1
schied eine Halbierung des Luftdrucks. Halbwert- ~
Ausnahmsweise ist im Bild rechts die unab- N
héangige Variable h nach oben abgetragen,
weil es besser unsrer Vorstellung von Hohe Luftdruck
u ruc
entspricht. Die Exponentialkurve erscheint p in bar

also gespiegelt an der Achse mit y=x. D 055 po=1

Hohe h
in km

T T T T I [ B

Barometrische
Hohenformel

p(h) = py-e"

20

10—
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Aufgaben

Auf welchen Betrag wachsen 1000€ in 10 Jahren (20 Jahren) an,

a) bei jahrlicher Verzinsung zu 8% b) bei stetiger Verzinsung zu 8% ?
Jemand braucht in 10 Jahren 100000€. Welchen Betrag muss er heute zur
Bank bringen, wenn diese 6 % Zinsen gibt und in den Zeitspannen verzinst:
a) jahrlich b) monatlich c) taglich d) stetig ?

In welchem Zeitraum verdoppelt (verzehnfacht) sich ein Kapital bei einem
Zinssatz von 5% mit

a) jahrlicher Verzinsung ? b) stetiger Verzinsung ?

Auf der Erde haben 1980 etwa 4,4 Milliarden Menschen gelebt.

Die Verdopplungszeit liegt bei 35 Jahren.

a) Gib den Term der zugehorigen Wachstumfunktion an.
b) Wie viel Menschen haben demnach 1975 gelebt? (Tatsachlich 3,967-10°)

c) Welche Werte liefert die (sehr gewagte!) Extrapolation auf die Jahre
0, 2000 und 3000 ?

d) Wann haben nach diesem Modell 2 Milliarden, 1 Milliarde oder
blo 2 Menschen (Adam & Eva) gelebt ?
Wann wird die 10-Milliarden-Grenze erreicht sein ?

Nach Leonhard EULER (1707 bis 1783):
»Introductio in Analysia Infinitorum«, Lausanne 1748

a) Wenn sich die Anzahl der Einwohner eines Landes jahrlich um den
30. Teil vermehrte und diese anfanglich 100000 betragen hatte,
wie grof} ware dann die Bevolkerung nach 100 Jahren ?

b) Wenn sich die Menschheit nach der Sintflut ausgehend von 6 Personen
fortgepflanzt hatte und man annimmt, dass nach 200 Jahren ihre
Anzahl auf 1 Million angewachsen ware,
um den wievielten Teil miisste sich dann die Anzahl der Menschen
jahrlich vermehrt haben ?

¢) Die jahrliche Vermehrung einer Bevolkerung ist zu finden,
wenn sie sich alle 100 Jahre verdoppelt.
Eine Kultur von Cholera-Bazillen zdhlt nach 30 Minuten 329 Individuen.
Nach weiteren 60 Minuten enthélt sie 2684 Bazillen.
a) Wie grof} ist die Verdopplungszeit ?
b) Wie viele Bazillen waren es beim Ansetzen der Kultur ?

c¢) Wie viele Bazillen sind es 5 Stunden nach dem Ansetzen der Kultur ?
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*7 Uran hat eine Halbwertzeit von 4,5-102 Jahren.
a) Wie viel Prozent einer Uranmenge sind noch vorhanden nach
103, 108, 102, 1019 Jahren ?
b) Wie lang dauert es, bis 90 % zerfallen sind ?

8 Radium hat eine Halbwertzeit von 1590 Jahren.
a) Wie viel von 10g Radium zerfallt innerhalb von 2000 Jahren ?

b) Wie lang muss man warten, bis nur noch 0,1g von den 10g tibrig sind ?

*9 a) Ist von einem radioaktiven Stoff mehr zerfallen
nach Ablauf von 3 Halbwertzeiten oder
nach Ablauf von zweimal der mittleren Lebensdauer ?

b) Wie viel Prozent einer radioaktiven Substanz sind nach einer halben
Halbwertzeit noch vorhanden ?

c¢) Wie viel Prozent einer radioaktiven Substanz sind zerfallen
o) nach dem 1-maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?
B) nach dem 2-maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?

*10 Harte B-Strahlen werden zu 80% in einer 1mm dicken Aluminiumschicht
absorbiert.

a) In welcher Schichtdicke werden 50 % absorbiert ?
b) Bei welcher Schichtdicke dringt noch 1% hindurch ?
c¢) Welchen Anteil der Strahlung verschluckt eine 0,5mm dicke Alufolie ?

$11 Eine Tasse Kaffee habe 90°C, 5 Minuten spéater nur noch 70°C.
Wie lang dauert es noch, bis man Kaffee von 50°C trinken kann,
wenn die Raumtemperatur 20°C betragt ?
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8.Ein anderer Zugang zur Exponentialfunktion

Man kann die Exponentialfunktion und ihre Ableitung auch finden auf einem
Umweg, der zuerst zur Ableitung der Logarithmusfunktion fiihrt.
Er beginnt an einer unvermuteten Stelle.

1
zen Zahlen z mit Ausnahme von z=-1. Das uber-

rascht, weil der Integrand ein sehr einfacher
Term ist. Um die zugehorige Stammfunktion zu
finden, betrachten wir die Integralfunktion L mit:

ftdt D, =R".

Die Formel [x* dz = —XZ+1 +C gilt fur alle gan-

Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist L(x) = <
Um L néher zu untersuchen betrachten wir die Schachtelfunktion S mit
S(x) = L(k-x) = ftdt x>0, k>0.

Nach der Kettenregel ist dann S'(x) = diXL(k-X) = 1%{ k= )1( = L(x).

Weil S und L die selbe Ableitung haben, unterscheiden sie sich nur in einer
Konstante C: L(k-X) =L(x) + C.

Wegen L(1 ft dt = 0 ergibt sich fir x=1: L(k) =L(1) +C=C

und damit L(k x) = L(x) + L(k).
Eine solche Eigenschaft kennen wir vom Logarithmus. Tatsachlich kann man
beweisen, dass L eine Logarithmusfunktion sein muss.

Wir machen uns das schrittweise klar, indem wir zeigen, dass L die fiir den Log-
arithmus charakteristische Eigenschaft hat: L(a’) =r-L(a) mit aclR" und relR:

— Exponent ist natirlich L(a®) =n-L(a) mit nelN
Beweis: L(a") = L(a-a™?) = L(a) + L(a™?)
=L(a) + L(a) + L(a™2)

= Lka) +L(a) + L(a) + ... + L(a)
=n-L(a)

— Exponent ist ganzzahlig: L(a™) =-n-L(a) mit nelN
Beweis: 0 =L(1) =L(a™a™) =L(a") + L(a™) =n-L(a) + L(a™)

— Exponent ist Stammbruch: L(al/n) = 111 -L(a) mit nelN
Beweis: L(a) = L((a¥/m)n) = n-L(al/n)
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— Exponent ist rational: L(am/h) = ©.L(a) mit m,nelN

Beweis: L(a™n) = L((a¥/m)™) = m-L(a/n) = m-1.L(a)

n

— Exponent ist reell: L(a’) =r-L(a) mitrelR
Beweis: Jede reelle Zahl r ist darstellbar als Grenzwert einer Folge rationaler
Zahlen ri: r=limr;.

1—00
Fir die r; gilt: L(a™) =r;-L(a)
Grenzwert auf beiden Seiten (wie vorhin gezeigt):

limL(a") = lim r;-L(a) = r-L(a).

L ist differenzierbar, also auch stetig: L(lim a") =r-L(a).
Unter der Annahme, dass auch die Exponentialfunktion stetig ist,
gilt schlieBlich L(ar) =r-L(a).

Aus dieser charakteristischen Eigenschaft folgt

direkt, dass L eine Logarithmusfunktion ist: y
Fir x>0 gilt die Identitat x = bl°g* und damit
L(x) = L(bl#»x) = log, x-L(b). 1-

Besonders einfach wird die Darstellung, wenn

man die Basis b so wahlt, dass L(b)=1 ist. Die-

se Basis heif3t e, der zugehorige Logarithmus D
heif3t natiirlicher Logarithmus In: log, = In.

Damit gilt: L(x) = Inx. y

Fir die Basis e gilt nach Definition:
L(e)=lne=1 1+
das heif3t, e ist diejenige obere Grenze,
bei der der Inhalt der Flache gleich 1 ist,
die begrenzt ist von der Kurve mit y = }(, D

der x-Achse und den Ordinaten x=1 und x=e. 1 e X
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Eine grobe Abschéatzung zeigt, dass e zwischen 2 und 4 liegt:

N (R
1/
1/2 1/3 1/4
® 1 2 4 X
1o
In2 y 2 1/3/4‘7 Wi In4
1 2 1 4
In2 < 1 < 13/49 < In4

In2 < 1=lne < In4 = 2<e<4

Bessere Niaherungswerte fir e ergeben sich (VI.2): e = lim(1+ %)r oder (VI.4):

r—o00
e 0]
— 1 _ 1,1, 1,141
e_kzok!_oz+1!+2z+3!+4!+

X
Wegen Inx = f % dt lassen sich Werte des natiirlichen Logarithmus mit der
1

Streifenmethode berechnen.

Die e-Funktion lasst sich jetzt definieren als Umkehrfunktion der In-Funktion:
e* =In1x

Die Ableitung der In-Funktion ergibt sich nach dem

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung:

(Inx) = (f% dt) -1
1

Die Ableitung der e-Funktion findet man bequem mit der Identitat In(e¥) = x
(In(e¥) = (x)

L (e¥)=1 = (&9 =ex

g; .
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VII. Logarithmusfunktion
1.Eigenschaften

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
Ist e die Basis der Exponentialfunktion, dann heif3t diese Umkehrfunktion
Funktion des natiirlichen Logarithmus, kurz In-Funktion:

e-Funktion: f(x)=e*=expx, D;=R, W;=IR*

In-Funktion: f-1(x)=Inx, Dia=R*Y, Wra=R
Die Eigenschaften der In-Funktion Y. / 7
lassen sich ableiten aus denen (le) ¢ //
der e-Funktion: exp ist Umkehr- ) //',*,
funktion von In ey
Definitionsmenge R* 1 /
Identit:it e
Wertemenge R '
./
Nullstelle x = 1 (1fach) (e[1)
Senkrechte Asymptote |
lim Inx = —o0 X
x20 /.
ist die negative y-Achse. /' In ist Umkehr-
7y funktion von exp
Verhalten im Unendlichen 7 —
. _ 7/ Identitat
lim Inx = o0 / x
X—>00 ya Ine*=x

Differenzierbarkeit, Stetigkeit
exp ist differenzierbar. Also ist In als Umkehrfunktion von exp ebenfalls
differenzierbar und damit auch stetig.

Ableitung
Wir differenzieren die Identitat e™*=x
(en¥) = (x)) = erx(nx)=1 = x(nx)=1= |(Inx)' = i
auflerdem gilt fir x<0: (In(=x))'=£-(-1)=1,
also (In|x|)' = )1{, x+0
Monotonie Wegen )1(>O fir x>0 steigt G, echt monoton.
Krimmung Wegen (Inx)" =- % <0 fir x>0 ist Gy, rechtsgekrimmt.
X
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Grafische Zusammenfassung

lim Inx = o0

X—>00

X
y nach dem 3.Umlauf

nach dem 1.Umlauf

Die negative y-Achse 1
ist Asymptote:

| l lim Inx = —co 201

x20 1

Die In-Kurve fiir grof3e x-Werte
Wegen lim )l( = 0 geht die Steigung der In-Kurve fiir

X—00

x—o00 gegen 0, gleicht ihr Verlauf immer mehr dem
einer waagrechten Gerade. Wegen lim Inx = o hat 197
sie aber keine waagrechte Asymptoté?gie wachst al- '
lerdings unwahrscheinlich langsam. Wie langsam sie -
in unerschwingliche Hohen kriecht, soll ein Beispiel 1
illustrieren:

Auf einem DIN-A4-Blatt im Hochformat ist ein Ko-
ordinatensystem (121cm) und eine In-Kurve ge-
zeichnet. Am rechten Blattrand (x=20) liegt die 1
Kurve 3(~ In20) cm tiber der x-Achse. Denkt man 1
sich die x-Achse am Aquator um die Erde herumge- 1
wickelt, so tiberdeckt sie nach jeweils 40000km wie-
der den Ursprung. Auch die Kurve verfolgen wir in
Gedanken weiter: Sie trifft zum 1.Mal auf die y-
Achse in der Hoéhe von In (40000-1000-100) = 1
22,1..., also etwa 22cm tuber der x-Achse — unser 1
Auge sieht auf dem Blatt keine »Kurve«, sondern
eine Waagrechte. Nach der 2. Umrundung schneidet
die In-Kurve die y-Achse in (0/22,8), nach der
18.Umrundung erreicht sie die Hohe 25, und den
oberen Blattrand (Hohe 29) nach 983 Umlaufen.
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In-Funktion als Stammfunktion
Wegen (Inx|)'= > gilt auch [l dx=Inx+C, x>0
und Ll( dx=In(—=x)+D, x<0

Besteht die Definitionsmenge aus getrennten Intervallen,
so beachte man Punkt @ im Nachdenken.

} =In|x| + C, falls C=D

Berechnung von In-Werten
Mit der Streifenmethode und der Beziehung f n dt =Inx lassen sich In-Werte
beliebig genau berechnen.

Eine wichtige Integralformel

Briiche lassen sich schwer integrieren. In Sonderféllen kann man eine Stamm-
funktion aber sofort angeben, zum Beispiel: _[ L 4x = + C. Oft trifft man auf
Integranden, deren Zahler gleich ist der Ableltung des Nenners Jll) dx="7?
Dafiir gibt es eine einfache Formel; sie folgt aus der Ableitung der ln Funktion.
Ist die Funktion f auf einem Intervall definiert, dort differenzierbar und ohne

Nullstellen, so ist auch die Schachtelfunktion g mit g(x) = In|f(x)| dort definiert
und differenzierbar.

Die Kettenregel liefert fiir f(x)>0: g'(x) = [In(fx))]' = %

fiir f(x)<0: g'(x) = [In(-fx))]' = -_ﬂf()g - ff;(}g

also gilt d—d)—(ln If(x)| = %’(—? Die gesuchte Stammfunktion hat den Term In |f(x)].

j%dxﬂmf(x)uc

Besteht D, aus getrennten Intervallen, so beachte man @ aus Nachdenken.

Beispiele: _[)1( dx=Inl|x| +C

_[ 22X4 dx =In|x?-4| + C

X2
Oft lasst sich der Bruch so umformen,
dass der Zahler zur Ableitung des Nenners wird:

[—idx =YX dx=In|nx| +C
x-Inx
2 2
_[e—xdx— 1 [ 2ae™™ dx— 1 ln|ae2X+1| +C
ae?x+1 2aJ ge2x+1

Jtanx dx = jsmx —Jﬂ‘dx =—In|cosx| + C

COSX
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Zum Nachdenken

Fo(x) =In|x| + C

(1) f i dx genauer besehen

Die Formel f}( dx =1In|x| +C

ist genau genommen falsch!
Denn die zugehorige Schar
sieht so aus wie im Bild rechts:
Sie enthalt nicht die Kurven,
deren Aste gegeneinander in
y-Richtung verschoben sind.

Zum Beispiel kommt nicht die Die Scha}f ist
Kurve vor mit symm(i:rilsch
F(x) = Inx fir x>0 Zur y-achse
In(-x)+1 fir x<0 a
Aber auch F ist eine Stamm- Inx
funktion, denn
L fllI‘ x>0 1
Fo={7  =1x0
: fur x<0 X

Die korrekte Formel heif3t:

'_ Ist nicht in der
1dx = Inx+Cy  fiir x>0 Schar enthalten
fX In(—x)+C, fir x<0 "~

In der Praxis braucht man diese schwerfillige Formel nicht, wenn das Integrationsin-
tervall keine Liicke enthélt, man also nur mit einem Kurvenast arbeitet.

sinnvoll sinnlos
-1 1
fz)l(dx = [ln|x|]:; =In1-In2 = -In2 fz)l(dx = [ln|x|]i2 =In1-In2 = -In2
Das Integral gibt die Flachenbilanz wieder | Das Integral hat als Flachenbilanz keinen

fir ein Flachenstiick unter der x-Achse. Sinn, weil sich beide Teilflachen ins
Unendliche erstrecken.

Das Problem »Unendlichkeitsstelle im Integrationsintervall« wird uns spéater noch
beschéaftigen bei den »uneigentlichen Integralen«.
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@ Andere Basis

Manchmal lassen Exponential- und Logarithmusfunktionen mit andern Basen als e
Zusammenhéange besser erkennen — Beispiele:

Basis 2 Ist t die unabhéngige Variable, dann gibt T direkt an die

Halbwertzeit | Verdopplungszeit

ft) =a-27YT | f(t) =a-2UT y

f(0) =a f(0) =a 2vtt_2.9v

F(T) =af2 f(T) =2a '

f(ZT) : 8/4 f(ZT) : .43 g e § 1 1b2u=
v 1+lbu

Fir log,x schreibt man kiirzer v R

Ibx »bindrer Logarithmus« oder bu

ldx »dualer Logarithmus«. 1 u 9 ou X

Beim 2er-Logarithmus gilt:
Mit der Verdopplung des Arguments wachst der
Funktionswert um 1: 1b(2x) =1b2 +lbx =1 +lbx.

Basis 10 Weil 10 auch Basis unsres Zahlensystems ist, waren friiher Logarithmen zur
Basis 10 ein wichtiges Rechenhilfsmittel (Logarithmentafel, Rechenstab).
Fir logox schreibt man kiirzer lgx »dekadischer Logarithmus«.
Besonders einfach ist der 10er-Logarithmus von 10er-Potenzen:
lg10=1 lg100 =2 lg10k =k

Andere Zahlen
lg500 =1g(5-100) = 1g5 + 1g100 = 0,6989... + 2 = 2,6989...
alte Bezeichnungen: Numerus Kennzahl, Mantisse

Die um 1 vergroB3erte Kennzahl ist gleich der Stellenzahl des Numerus im
10er-System: 210000 hat 3011 Stellen, denn 1g210000 = 100001g2 = 3010,2...

Basiswechsel

Eine Potenz mit Basis b (b>0; b+1) lasst sich umschreiben auf eine mit Basis e:
b* = e*I"P = (b¥)' = eX"P.Inb = b*-Inb
Ebenso lasst sich ein Logarithmus mit Basis b umschreiben auf einen mit Basis e:

_Inx _ Inx
logpx = == () Sonderfall 1gx = ni0
A A gy o 11
(logpx) = 5% = g (InX) (gx)' = In10 x
log_x
Die Umrechnung (¢) beruht auf der Formel logy,x = 1ogab
Beweis: fiir a,b>0 und a,b+1 gilt a
logix=y < b"=x ||log,
log,(b") = log,x
log,b = log,x &> y = 28
Eng verwandt damit ist eine seltsame Beziehung; sie entsteht beim Vertauschen von
. _Inx_ 1 _ _1 , !
Argument und Basis: logyx = Inb ~ b~ fog.b Also: Inx = fog.0” x>0 und x*1
Inx
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@ Berechnung von Logarithmen
Um Werte transzendenter Funktionen zu berechnen, versucht man, die Funktions-
terme durch Polynome anzundhern. Bei der Exponentialfunktion haben wir das schon

kennen gelernt. Und wie es bei der Logarithmusfunktion geht, erfahren wir jetzt.
X

Naherungswerte fiir Inx liefert die Streifenmethode, angewandt aufs Integral f % dt.
Ein anderer Zugang beruht auf der Formel fiir die geometrische Reihe: 0

§ gk =1+q+q2+qg3+... = 1—1—(—1 mit |q|<1. Man ersetzt q durch (-t) und integriert:
=) -

X
S (t)s = 1 —t+t2-t3+ . = L
J (D=1t t-tir = g II{...dt
Obwohl man tiber unendlich viele Summanden integriert, lasst sich zeigen, dass gilt

x—%x2+%x3—‘—ix4+ .. =In(1+x) mit |x|<1

Diese Formel stammt von NICOLAUS MERCATOR (latinisierte Form von Niklaus Kauff-
man, Eutin 1619 bis 1687 Paris). Er hat sie 1668 veroffentlicht in seiner »Logarithmo-
technicac, in der er Logarithmen der ersten Primzahlen berechnete.

Man verwechsle NICOLAUS MERCATOR nicht mit GERARDUS MERCATOR (latinisierte
Form von Gerhard Kremer, Rupelmonde 1512 bis 1594 Duisburg), der 1569 seine
»Mercator-Weltkarte« schuf.

Man kann beweisen, dass in der Formel die beiden Seiten iibereinstimmen, falls |x|<1;
sogar fiir x=1 stimmt die Gleichung noch. Sie liefert dann die schone Beziehung:

In2 =1 —% + % - }1 +.... Einigermallen genaue Werte fiir In2 sind allerdings nur mit riesi-
gem Aufwand erreichbar: Um die 2. Dezimale sicher zu haben, sind mindestens 1000
Summanden notig. Der Mathematiker spricht von schlechter Konvergenz.

Mit einem Trick verbessert man die Konvergenz der Logarithmusreihe und ermoglicht
zugleich die Berechnung von Logarithmen fiir Numeri grof3er als 2:

MERCATOR In(1+x)=x-2x2+1x3_Ix44 = mit 1<x=1
2 3 4
x ersetzen durch (—x) In(1-x) :—x—%x2—%x3—}lx4— .. mit -1=x<1
Differenz In(1+x)-In(1-x) = 2x+2x3+2x5+ . mit -1<x<1
1
ln%—t—z = 2(X+%X3+5X5+ ..)

Mit 1—?, |x| <1 lasst sich jede positive Zahl darstellen.

— Zur Berechnung von In2 muss man x so wahlen, dass %}i = 2 ist, also x =

In2 = 2(% + 1<1>3 + 1<l>5 + ) . Die gute Konvergenz zeigt sich darin,

Wi

3\3 5\3
dass schon mit 2 Summanden die 2. Dezimale gesichert ist.

— Numeri deutlich grofler als 2 verschlechtern die Konvergenz,

weil x dann nah bei 1 liegt:

1+x _ _9 _of9 4 1(9V?, 1(9)°
E-iO =X=7 ln10_2<11 + 3<11> + 5<11> +>

Vom 11. Summanden an ist die 2. Dezimale sicher.
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Aufgaben
1 Bestimme mit dem Taschenrechner.
a) In0,1 b) In10 c) In1010 d) In3/5 e) 3/In5
f) Inme g) In3 h) In(In3) =In23 i) In32 j) (n3)2
02 Gib die Werte an (ohne Taschenrechner!).
a) Ine b) In./e c) .Jne d) Ine? e) Ine¢
f) ln% g) Ine" h) ./Ine? i) ./(Ine)2 j) In(Ine)

03 Lose nach x auf, gib den exakten x-Wert an und bestimme mit dem
Taschenrechner den auf 0,01 gerundeten Naherungswert.

a) lnx—2 b) In2x =-2 c) ln%( =2
d) lnx = e) In(x2)=-1 f) In(Inx) =In2x=-1
g) In/x =-1 h) In[x(8e-2x)]=2 i) /Inx =Inx

j) (Inx-1)lnx =2 k) ./Inx =In./x

4 Fur welche x-Werte gilt (Taschenrechner) ?

a) 1<lnx<2 b) 1<In(—=x) <2 ec) 1 <Inlx| <2
od) 1 < |Inx| <2 ee) Inx2>e f) In2x>e
g) In(ex) =Inx eh) (Inx)2 > Inx

05 Leite ab: a) f(x) =x+Inx b) f(x) =x-Inx c) f(x)
d) f(x) = —ln(ZX) e) f(x) =In(x?) f) f(x)
) (%) (
(%) (

In(-x)
(Inx)?
In
In

g) f(x) =In./x h) f(x) = ./Inx i) f(x)
j) f(x) = cos(Inx) k) f(x) =In(x®) D) f(x)

(cosx)

()

06 Beweise durch Ableiten.

a) jlnx dx=x-Inx -x+C

b) J(lnx)2 dx = x(Inx)? - 2x-Inx + 2x + C
c) Jx-lnx dx = Jlnxx dx = %x2(lnx - %) +C
d) J@l;—()—% dx = %(lnx)3 +C

e) [ dx=In(nx) +C

f) jJX;_+ dx=In(x + Jx2+1) +C

) j——— dx =2x - In(2 — 2e¥)2 + C
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1 e3x
*h) | dx=1In 5 +C
1+e3x 1+e3x
07 Leite ab: <

X X 3
a) f(x) =lnx—f% dt b) f(x) =x-lnx+flnt dt ¢) f(x) =ftlnt dt+ftlnt dt
1 2 1 X

Schreibe f(x) als Potenz von e und leite diesen Term ab.
Gib die Menge der Zahlen an, fur die f(x) und f'(x) definiert sind.

a) f(x)=2% b) f(x)=2nx c) f(x)=x*
d) f(x) = Xi e) f(x)=x/x f) f(x)=x/x

Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y=tIn(ax+b). Im hervorgehobenen Kur-
venpunkt hat die Tangente die Steigung +1 oder —1. Gib an:

— das Vorzeichen vor In,

— die Werte fiir a und b,

— die Gleichung der Asymptote,

— die Achsenpunkte der Kurve,

— die Definitionsmenge.

S, R < 1
-1 X -1 1 X
/ = —1 \ " / D 1 -
: H

y. 8 h) i)

1= / y /
| | 1+

1 1 X d
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010 Zeichne den Graphen und gib an:
die Achsenpunkte, die Gleichung der Asymptote und die Definitionsmenge.

a)

f(x) =1 -1Inx b) f(x) =In(1-x) c) f(x)=In|1-x]|

d) f(x) =In|x]| e) f(x)=|Inx] f) f(x)=|In|x||

11 Zeichne den Graphen und gib an: die Definitionsmenge und gegebenenfalls
die Achsenpunkte und die Asymptote.

a) f(x)=In(x?) b) f(x) = (Inx)2 c) f(x) =In2x
d) f(x) = In/x o) f(x)=./nx £) f(x) = x ()
012 In welchem Punkt ist o)) die Tangente, ) die Normale von G; parallel zu G,?

a) f(x)=Inx g(x) =3x+ 1789
b) f(x)=2In(1-x2) g(x) = 2x+ 1989
¢) f(x) = In|x2—4] g(x) =- 2x + 1517

13 Berechne den Schnittwinkel von G¢und G,.
a) f(x)=Inx g(x) =In(1-x)
b) f(x)=In (1+x) g(x) =In(1-x)
¢) fx)=-x+Inx g(x)=1-x

14 Fir welche Zahl ist der Unterschied zwischen ihrem Quadrat und ihrem
natiirlichen Logarithmus am kleinsten?

15 Auf der In-Kurve liege Punkt P(a|b). P und der Ursprung sind Gegenecken
eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinatenachsen liegen.

a)

tb)

216 a)

b)

Bei welchem Wert von a (0<a<1) hat der Inhalt des Rechtecks ein
Extremum? Wie grofl und von welcher Art ist das Extremum?
a, sei die Rechteckbreite fiir den Fall, dass die In-Kurve das Rechteck

halbiert. Stelle eine Gleichung fiir a, auf und zeige, dass sie eine Losung
hat zwischen 4,9 und 5. (Aufgabe 6 beachten!)

Fur welche Zahlen ist die Wurzel aus ihrem natiirlichen Logarithmus
gleich dem natiirlichen Logarithmus ihrer Wurzel ?

Fiir welche Zahl zwischen 1 und e? ist der Unterschied zwischen der
Wurzel aus ihrem natiirlichen Logarithmus und dem nattirlichen Log-
arithmus ihrer Wurzel am grof3ten?

Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von der x-Achse und
der Kurve mit y=Inx—(In./x)2. (Aufgabe 6 beachten!)
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017 f(x) =2, w(x) =x, g(x) =

X+ 3

VII. Logarithmusfunktion

Eigenschaften

Berechne den Inhalt des Flachenstiicks, das begrenzt ist von:
a) G¢, G, ,der y-Achse und der Gerade x=5.

018

2 1
mﬁ@ mﬁ&
1 2

Berechne und deute geometrisch.

3
c) f%dx
2

d) }%dx

2
e) f% dx
3

b) G;,G, und G,

ke
f) f% dx

19 Satz von GREGORIUS A ST. VINCENTO (Briigge 1584 bis 1667 Gent)
Die Flache zwischen der Hyperbel mit y= )1( und der x-Achse von x=a bis
x=Db ist genau so grofl wie die von x=ka bis x=kb (a>0, b>0, k>0).

a) Beweise diesen Satz mit der Integralrechnung.

*b) Beweise diesen Satz ohne Integralrechnung mit Flachenstreckungen.

¢¢) Beweise mit diesem Satz die
Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion f dx = f =dx + f =

ab a

020 Berechne a) f%‘dx b) f’%dx c) f(%)—zdx d) fgx—isz;+3xdx
1 1 4 b

021 Berechne a) [-2X
_jix—l

dx

d) 2x+a

022 Berechne a) ) 2X_ qx

023 Berechne a) ) e dx

In2 x
d) fe +e dx

eX—eX

24 Berechne (siehe Aufgabe 6)

$25 Berechne a) I 2[6—?_1)
4 X\JX=

-1
dx
b) 1-x
0

dx
e) a-3x

b) [ S,

1eX+1+1

€ 2x _

2X+1

oe)

3
xInx
2
Inx

)fx(lnx)2+x

b)f

X—X
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c) fx—a
dx

) ax+b

e1—lnx
b) -!xlnxdX
i) [——&

5,X - Inx - In(Inx)

C) f 2+1+A/)i
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VII. Logarithmusfunktion = Grenzwerte und Kurvendiskussion

2.Grenzwerte und Kurvendiskussion

Grenzwerte

An den Grenzen der Definitionsmenge der In-Funktion wachst der Betrag der In-
Werte ins Unendliche: lim Inx = und lim Inx =—oc0.

X—>00 x20

In der Kurvendiskussion kommen oft vor die Ausdriicke x*-Inx und lnx ,nelN.

Bei jedem dieser Terme braucht man die Grenzwerte lim ... und hII(I)
X—>00 X2
2 dieser 4 Grenzwerte sind klar: lim x™:Inx = »o0-00« =00 und lirr(l)l:;—:( = »;—°0° « =—00,
X—>00 X2

Die beiden andern liefern unbestimmte Ausdriicke und miissen eigens untersucht
werden.

@D lim X _ 2,
o0

X—>00 X

Eine geschickte Substitution fithrt den Grenzwert zuriick
auf einen schon bekannten Grenzwert mit der e-Funktion:
u:=nInx = x = e%"; wenn x— o0, dann auch u— co.

lim—= Inx hmilu@ =

x—>00 X

1lim & =0
u—o00 n ysc €4

Das tiberrascht nicht, wachst doch Inx unvergleichlich langsamer
als jede Potenz x™.

@ lim x"Inx = »0-(—o0)«  Hier hilft die Substitution

x20 1 1
u:= )—( =X = = wenn x20, dann u—soo.

lim x"Inx = limM&/—u) lim =% — 0 wegen @.
Alles auf einen Blick (n€IN) ]&112 IXILX ~0 Sonderfall: | 1im %{ o

lim x*.lnx =0
x20

Sonderfall:

lim x-Inx =0
x20

Diese Grenzwerte dndern sich nicht, wenn statt n eine beliebige positive reelle
Zahl steht. Die Grenzwerte von x2Inx am Rand der Definitionsmenge lassen sich
gut einpragen mit den Grenzwerten von x2 und Inx

(» x2 setzt sich durch, Inx liefert das Vorzeichen«):

lim x2Inx
X—...
x2 0 X = +00
a>0 0 +00 | Der Grenzwert von x2 bestimmt den Betrag,
a<0 —00 0 der von Inx das Vorzeichen von x2Inx
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Alles auf einen Blick im Bild

Iim x2.Inx =

= —00 lim x2.Inx=0

x>0 x? -17 x2(

Diskussion einer Kurve

Beispiel: f(x) = —L

x-Inx®
Term vereinfachen: f(x)=—L —=1._1
e-x-Inx e x:Inx
O-(nx+x-3) ;4
Ableitungen: fi(x) = 1. — ~x__1 1+Inx
1tung (x) e (x-Inx)2 e (x-Inx)?
f"(X) _ 1 (XlnX)2)l(—(1+1nX)2(Xlnx)(1+lnx) B
e (x-Inx)* -
_ 1 2(Inx)2+3Inx+2
e (x-Inx)3

Maximale Definitionsmenge Wegen Inx muss sein x>0,

wegen x-Inx+0 muss auch sein x+1,
also D=1R"\{1}

Verhalten am Rand von D

lim =»li=—o die y-Achse ist Asymptote
x20x-Inx*® -0

llm 1 s = »%« = —

X1 X'TX . x=1 ist senkrechte Asymptote
hm = »—« =400

x21x-Inx® +

lim =,1c=0 die x-Achse ist Asymptote
x—>00X-Inx® 00

Nullstellen gibt es nicht, weil der Zahler + 0 ist.
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Waagrechtpunkte f'(x)=0 = 1+Inx=0 = Inx=-1 = x=1/,
W/ () = W/ |-1)

Monotonie

Von f'(x) sind markiert: Nullstelle und Definitionsliicken.

5 s & .
W(i/e|_1) ist der .:_:‘l% + (l) — .Elg — f (X]
einzige Hochpunkt. 0 ems Ye emf 1 emf ?

/ N N

Flachpunkte {"(x)=0 = 2(Inx)2+3Inx+2=0
Die Parabel y = 2z2+3z+2 ist oben offen und hat keine
Nullstellen, weil die Diskriminante von 2z2+3z+2 =0
negativ ist; die Parabel liegt also liber der x-Achse.
Also ist 2(Inx)2 + 3Inx + 2>0, Flachpunkte gibt es nicht.
Krimmung
Von f"(x) sind markiert: Definitionsliicken.

2 8 25
23 - s+ e
0 Rechtskurve 1 Linkskurve x
Wertemenge
W=]-00;-1]U]0;+00] .
1+ |
1 :
D : -
f(X) - x-h}lxe
T
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Diskussion einer Schar
Beispiel: f,(x) = li#i—ll‘l‘, acR

a
X-)—(—(l +alnx)

' _ _a—-1-alnx
fa (X) - x2 - x2
2(—Y_(q—-1— .
f; (X) _ x2( X) (a—1-alnx)-2x _ 2-3a+2alnx

x4 x3
Maximale Definitionsmenge D=1R"

Verhalten am Rand von D

lim 1+alnx _ ja(o) {—oo fir a>0

) X ) oo fiir a<0 Die y-Achse ist Asymptote.

lim 1——+§£‘—’—‘ = lim (l + aln?x> =0 Die x-Achse ist Asymptote.
X—>00 X—00 \X
Nullstellen 1+alnx=0 = Inx=- %1 = x=e1a a+0
Fir a=0 folgt 1=0, Widerspruch. G, hat keine Nullstelle.
Das iiberrascht nicht: G, ist ein Hyperbelast von y=1

hat also weder Waagrecht- noch Flachpunkte. i

Gemeinsame Scharpunkte Schnitt zweier Scharkurven (a,+a,)
fo,(x) =1, (%)
1 2

1+a4lnx 1+a,lnx

|l (+0)

X
a4Inx = aylnx
(a; —ag)lnx=0
= Inx=0 = x=1,y=f,(1)=1
Alle Scharkurven gehen durch (1|1).
Sonst treffen sich 2 Scharkurven nicht.

Waagrechtpunkte f,(x)=0 = alnx=a-1 |:a (x0)

Inx=1-1 = x=elta=<

afe
y= 1o = Lalloal gt
W (el/a|ael/a-1)
Fir a=0 folgt 0=—1, Widerspruch: G, hat keinen Waagrechtpunkt.

Die Art der Waagrechtpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der

. . " (al-1/a) — 2-3a+2a(1-1/a) _ —a
2. Ableitung: f, (el-1/2) (o1~ Va3 (e1-a)?

Weil der Nenner positiv ist, hangt das Vorzeichen ab vom Zahler (-a):
a>0 = f, (e1¥2) <0 W ist Hochpunkt.
a<0 = f, (el¥2) >0 W ist Tiefpunkt.
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Ortlinie der Waagrechtpunkte x=el%2 = a= 1711;& , X*e

= 1/ -1_ 1 = 1 .l = 1
Y= A A T Tonx x  x(1-Inx)
Ortlinie der Hochpunkte: a>0 = y>0, x<e

Ortlinie der Tiefpunkte: a<0 = y<0,x>e
Flachpunkte f, (x)=0 = 2alnx =3a-2 || :2a (+0)

Inx = % _1 = X = e3/2—1/a
a
_ 3/o-1/\ _ 1+a(3/2-1/a) _ 3 _,.1/.,-3
y = fa(e /2 /a) = 2T = 2ae /a=9/2

F(eS/Z—i/al g aei/a—3/2)
Fir a=0 folgt 0=-2, Widerspruch. G, hat keinen Flachpunkt.
Die Art der Flachpunkte bestimmt man bei Scharen meist mit der

3.Ableitung: f, (x) = x3(2a/x)-(2-3a+2alnx)-3x2 _ 11a-6-6alnx
. N

x6 x4

£ (e¥2-Ya) = 11a-6-6a(¥2-Ya) _ _ 2a

a - (e3/2‘1/a)4 - (e3/2‘1/a)4
Fiir a+0 ist f, (e%2-2)+0, also ist jeder Flachpunkt auch Wendepunkt.
Ortlinie der Flachpunkte x=e%2-% = a=_—1__ x+e3?2

3/92 —Inx
= 3 1/ _3/ = g- 1 -l = 3
y=gaen® ? 2 3/9-Inx x x(3-2Inx)

| Ortlinie der
 Waagrechtpunkte

1

wap (X) - x(1-Inx)
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01

02

o7

010

Aufgaben
Berechne. a) lin(l) x2lnx b) lim JxIn/x c) lm(l) ln;(
X2 X—> x50 x
l 2

im0
Berechne (nelN). a) 1{131;% T b) )1(1_I>r°1° e c) 11 m l d) )1(1_1}010 =
Berechne (nelN). a) lim x(Inx)™ b) lim (Inx)* c) lim

x50 x>0 X X—>00 (lnx)n
Schreibe den Term als Potenz von e und berechne dann den Grenzwert.
1
a) lir% XX b) lim x*-1 c) li>rr(1) [Inx|*
Berechne.
a) li>1r(1) Xx b) lim ¥x c) hr% f
d) lim x+/x e) lim JxA® f) lim xlnx
Berechne mit der Regel von L'HOSPITAL.
In(x+2) In(x+2) . X
a) }!L_1 x+1 b) ;1(1_{2 x+1 ©) E_{% In./x-1]
1

d) lirr} xx-1 e) li}rr} (Inx)x-1
Diskutiere und zeichne den Graphen (maximale Definitionsmenge!).

a) fx)=x-1+ ln)—1( c) f(x) = lnx b) f(x) = (x-2)2 + In(x2)
¢) fx)=x2(n(x?)-1) d) f(x)= )—((2 +In(x2) e) f(x) =In(x%) - 8(In./x)?

Diskutiere und zeichne den Graphen (max.Definitionsmenge, Symmetrie!).
a) f(x)=In|x2 - 4] b) fx)=In(x2-4) ¢) f(x)=In(4+x) - In(4-x)

f,(x) =In|x2 + a

Diskutiere und zeichne die Scharkurven fur ae{-2, -1, 0, 1}.

f(x) =Inx

a) Gib eine Gleichung der Tangente von G; an, die durch (0|0) geht.

b) Gib eine Gleichung der Normale von G; an, die durch (0[1) geht.
Welcher Kurvenpunkt liegt (0|1) am néichsten?
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11

12

13

14

015

*16

¢) Gib eine Gleichung der Tangente von G, an,
die mit der x-Achse einen Winkel von 30° bildet.

Fur welche Zahl ist der Unterschied zwischen ihrer Wurzel und ihrem
natiirlichen Logarithmus am kleinsten?

Die Gerade x=a schneide die In-Kurve in Q und die x-Achse in R;

die Kurvennormale in Q schneide die x-Achse in S.

Bestimme a so, dass der Inhalt des Dreiecks QRS ein Extremum hat.
Welches Extremum liegt vor ?

Auf der In-Kurve liege der Punkt P(a|b). P und der Ursprung seien die
gegeniiberliegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den
Koordinatenachsen liegen.

a) Fir welchen Wert von a (0<a<1) hat das Rechteck extremen Inhalt ?
Wie grof} ist dieser ?

b) a, sei die Rechteckbreite fiir den Fall, dass die In-Kurve das Rechteck
in inhaltgleiche Teile zerlegt. Stelle eine Gleichung fiir a, auf und zeige,

dass sie genau eine Losung hat.
Gib ein Intervall der Lange 0,1 an, in dem a, liegt.

Die Tangente der In-Kurve in P(a|b) schneide die x-Achse in S und die
y-Achse in T. P und T seien die gegeniiberliegenden Ecken eines Rechtecks,
von dem 1 Seite in der y-Achse liegt.

a) Bestimme den Flacheninhalt des Rechtecks.

b) Die In-Kurve schneide die untere Rechteckseite in U. Bestimme U.
c¢) Fir welchen a-Wert liegen U und S tibereinander ?

d) Fir welchen a-Wert liegt die untere Rechteckseite in der x-Achse ?

e) Die In-Kurve zerlege das Rechteck in 2 Teile.
Berechne das Verhaltnis der Inhalte dieser Teilflachen.

1
fx) = X(1-Inx)

Diskutiere f und zeichne G;. (Siehe Beispiel auf Seite 147)

Auf Seite 144 ist die Schar mit f, (x)=x"Inx abgebildet.
Wegen li>nr(1) x"-Inx =0 miinden alle Kurven im Ursprung.

Berechne den Winkel, unter dem die Kurven im Ursprung miinden.
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$17 f(x) = -t

xInx®

a) Diskutiere F mit F(x) = [ f(t)dt. a) Diskutiere F mit F(x) = I f(t)dt.
e e

«18 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f,(x) = %‘, aclR abgebildet.
In (1|1) treffen sich alle Scharkurven. Welche Kurve hat dort

a) einen Extrempunkt ? (Art?)
b) einen Wendepunkt ?
¢) die Winkelhalbierende des 1.Quadranten als Tangente ?

«19 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f,(x) = %‘, aclR abgebildet.
a, und a, seien Parameterwerte sich rechtwinklig schneidender Kurven.

a) Welche Beziehung besteht zwischen a; und a, ?
b) Welche Kurve schneidet G, rechtwinklig ?
c¢) Welche Kurve hat keinen rechtwinklig schneidenden Partner ?

20 Auf Seite 147 ist eine Schar mit f,(x) = %‘, aclR abgebildet.

a) Zeige: S(x) = %(lnx)2 ist eine Stammfunktion von s(x) = ln?X

b) Welche Scharkurven begrenzen mit der x-Achse und der Gerade x=1
ein endliches Flachenstick vom Inhalt 0,5 ?

21 Untersuche auf Symmetrie zum Koordinatensystem, diskutiere und
zeichne die Kurven. Bestimme die Umkehrfunktion.

a) f(x)=In(x+ /x2+1) b) g(x)=In(x + /x2-1)
c) h(x)zéln%;, x| <1 d) k(x)=%1n5<, x|>1

*22 Der hyperbolische Areakosinus
Die Einheitshyperbel y2=x2-1

a) Zeige: lim(/x?~1-x) =0 und lim (Jx2-1+x) =0
Welche Bedeutung haben demnach die Geraden y=x und y=—x fir
den Graphen der Funktion mit f(x) = ./x2-1 ?

b) Diskutiere die Funktion f und zeichne den Graphen.

c) Zeichne ins selbe Koordinatensystem die Punktmenge mit der
Gleichung y?2 = x2 - 1. Diese Kurve heif3t Einheitshyperbel.
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24

25

26

27

Der hyperbolische Areakosinus

d) Die Flachenfunktion des Hyperbelsektors:

Stelle F(x) dar mit einer Integralfunktion
1

Jx2-1
e) Gx) =In(x+ J/x2-1)
Zeige: G'(x) = F'(x) und G(1) = F(1) und
folgere daraus: G(x) = F(x).
F heif3t Areakosinus arcosh.

f) F(x)=In(x+ /x2-1)
Zeige: Die Umkehrfunktion F-1 ist der hyperbolische Kosinus

arcosh1(x) = cosh(x) = %(ex"' e )

und zeige F'(x) =

Der Zusammenhang mit der Einheitshyperbel fithrt zum Adjektiv
»hyperbolisch«. Die Bezeichnung »Area« (=Flache) rithrt her von der
Berechnung des Inhalts des Hyperbelsektors.

Diskutiere und zeichne den Graphen.

Untersuche auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit in den Nahtstellen.
a) fx)=x+|In(1-x)| b) g(x) =|Inx| - |x-1]|
Diskutiere und zeichne den Graphen.

Untersuche auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit in den Nahtstellen.

a) f(x) = { x2 fiir x<1 b) f(x) = { Inx fiir x€]0;e]

1-Inx fir xz1 3-In(x2) fiir x€|e;oo|

2 .o
f(x) = { (111_:X)( 1-Inx) ?lr §2X<k Bestimme a und k so, dass f differenzier-
att—inx) furk=x bar ist. Zeichne die zugehorige Kurve.
Diskutiere und zeichne den Graphen.

Untersuche die Kurven auf Symmetrie zum Koordinatensystem.

a) f(x)=In|x - J/x2+1| b) g(x) =In|x - J/x2-1|

f,(x) = ax + Inx

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten am
Rand von D, Nullstellen, Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
und deren Ortlinien.

Skizziere Kurven fir ac{-1, -1/e, —0.25, 0} und die Ortline der Waagrecht-
punkte. Bestimme mit dem Verlauf dieser Ortlinie die Bereiche von a, in
denen eine Scharkurve keine, 1 oder 2 Nullstellen hat.
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228 f,(x) =In(x + J/x2+a?)

$29

$30

a)

b)

c)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten

am Rand von D, etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem und Null-
stellen. Zeige, dass jede Scharkurve a+0 derjenigen mit a=0 flir x—>o0
beliebig nahe kommt, ohne sie zu schneiden.

Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten.

Ermittle die Ortlinien der Waagrecht- und Flachpunkte.

Bestimme die Schar t,(x) der Flachpunkttangenten.

Zeige, dass jede Flachpunkttangente auch die Kurve mit k(x)=1+Inx
bertihrt.

Skizziere Kurven fir a€{0, 1/4, 1, 4}.

f,(x) =In(x? + e?) — x2, a=0

a)

b)
c)

d)

e)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten

am Rand von D und etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.
Zeige mit der Abschatzung Inz<z—1(flr z>0, z+1), dass es keinen
positiven Funktionswert gibt, und schliee daraus auf die Nullstellen.
Zeige, dass jede Scharkurve fiir x—o beliebig nahe herankommt an die
Kurve mit h(x)=In (x2) - x2.

Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten.
Ermittle die Ortlinien der Waagrecht- und Flachpunkte.

Skizziere Kurven fiir ac{-2, -1, 0}.

f,(x) = x2-Inx2, aclN

a)

b)

c)

d)

e)
f)

g)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D und etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.
Zeige, dass sich alle Scharkurven in einem Punkt B rechts von

der y-Achse beriihren und bestimme die Gleichung der gemeinsamen
Tangente t.

Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte.

Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen.
Bestimme Ort und Art der Flachpunkte.

Lose Teilaufgabe a) fiir a=—1 und fiir a=-2.

Lose Teilaufgabe a) fir a= % und fir a=- %

Skizziere Kurven fiir ac{-1, 0, 1, 2} im Bereich 0 =x = 3.
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31 f,(x) = (Inx)2-2a-Inx, aclN

a)
b)
c)
d)

e)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D und Achsenpunkte.

Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen.

Bestimme Ort und Art der Flachpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Flachpunkte liegen.

Berechne den Inhalt der Flache, die zwischen der x-Achse und
einer Scharkurve liegt. Wie grof} ist er im Fall a=1 ?

Skizziere Kurven fur ae{-2, -1, 0, 1, 2} im Bereich 0 = x = 10.
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Zum Nachdenken

O Reiz und Empfindung

Der Physiologe Ernst Heinrich WEBER (1795 bis 1878) veroffentlicht 1834 seine Untersuchun-
gen tliber das Horen und tber den Tastsinn der Haut. Er formuliert ein Gesetz, das den Zusam-
menhang zwischen Reiz und Empfindung wiedergibt.

Einer seiner Versuche hétte so aussehen konnen: Die Hand einer Versuchsperson liegt auf einem
Tisch. Auf der Hand liegt ein Gegenstand. Sein Gewicht ist ein Reiz R, dieser verursacht bei der
Versuchsperson die (Druck-)Empfindung E. Legt man noch einen Gegenstand dazu, so vergro-
Bert sich der Reiz. Aber nicht immer nimmt man diese Reizverstarkung wahr. Man nimmt sie
erst dann wahr, wenn der zusatzliche Reiz einen gewissen Mindestwert (Schwellenwert) tiber-
schreitet.

Weber stellt fest: Fiir eine eben spiirbare Steigerung der Empfindung AE,, ist immer dieselbe
relative Reizsteigerung AfR notig. Weil eine grofere relative Reizsteigerung eine groBere Ande-
rung der Empfindung auslosen soll, setzt Weber die relative Reizsteigerung proportional zur An-

derung der Empfindung: AE ~ %

Der Psychologe und Philosoph Gustav Theodor FECHNER (1801 bis 1887) formuliert diesen Zu-
sammenhang mathematisch Er stellt die Empfindung E dar als Funktion des Reizes R und fol-
gert aus Webers Formel: AR k 1 Fiir kleine Reizanderungen AR heif3t das ungefahr: di ER)
=k- Iit Die Funktion E muss also bis auf eine Konstante gleich sein dem natiirlichen Logarith-
mus: E(R) =k InR + C.
Ist R, der gerade noch nicht spiirbare Reiz, dann gilt

0=ERy)=kInR;+C = C=-k:InR,

E(R)=k:-InR+C=k:-InR-k:In R,

E(R) k- ln— Weber-Fechner-Gesetz
0

Ist R groB3 gegeniiber dem Schwellenwert R, so ist R/R, grof3 gegeniiber 1. Der natiirliche Log-
arithmus wachst nur schwach. Das bedeutet: Liegt schon ein starker Reiz vor, dann ist erst eine
gewaltige Steigerung des Reizes wahrnehmbar. (Abstumpfung durch Reiziiberflutung)

Die Empfindung ist eine messbare Grofle, wenn R, und k festliegen. Anstelle des natiirlichen
Logarithmus kann man jeden anderen Logarithmus verwenden. Beim Horen ist die Lautstarke
E (Empfindung) abhingig vom Schalldruck R (Reiz). Man misst den Schalldruck in Pa (=N/m?2)
und die Lautstiarke in Phon. Fir die Normalfrequenz von 1kHz ist E(R) = 20-1g R

0
Der Schwellenreiz R, wurde international festgelegt als mittlere Horschwelle einer reprasentati-
ven Gruppe 20-jahriger Frauen: R, = 2:107°Pa, also E(R,) = 0 Phon.

0 Phon | Horschwelle

20 Phon | Taschenuhr in 1m Entfernung

50 Phon | halblaute Unterhaltung in 1m Entfernung

90 Phon | Schreien in 1m Entfernung

120 Phon | Rockmusik (Disco, Konzert)

130 Phon | Schmerzgrenze = Diisentriebwerk in 7m Entfernung

180 Phon | Raketentriebwerk in 7m Entfernung
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® Logarithmische Papiere

Beim Experimentieren muss man oft aus Messpunkten die Gleichung des zugrunde liegenden
Graphen ermitteln. Das geht am einfachsten, wenn der Graph eine Gerade ist. Bei komplizierten
Zusammenhéngen versucht man, durch geschickte Wahl des Koordinatensystems den Graphen
zu einer Gerade zu verformen. Fiir besonders haufige Verformungen gibt es eigens vorgefertigte
Papiere, zum Beispiel die logarithmischen Papiere — das sind Papiere mit 10er-logarithmischen
Skalen. (Obacht: Auf logarithmischen Skalen gibt es keine 0.) Man unterscheidet 3 Typen:

 Halb-logarithmisches Papier (Logarithmus-Skala auf der x-Achse, »abszissen-logaritmisch«)
Funktion y=algx+b Substitution u=Igx
Gerade y=au+b

Mit einem Lineal passt man die Gerade an die Messpunkte an
und liest ab die Steigung a und die Konstante b, das ist der y-Wert fir x=1.
(Die u-Skala ist auf logarithmischem Papier nicht abgedruckt.)

y ¢
{ y=04lgx + 0,3
y=0,4u+ 0,3 L
0,4
© 1
2 Steigung a = 0414
b =0,3
0,2
107t 1 10 10 x=10"
-1 0 1 2 u
Beispiel: Weber-Fechner-Gesetz
y=ER) = 20.lg % = 20-1gR - 20-gR, = 20-1gR - 20-1g(2-10-5)
v =20-1gR + 94
Lautstarke E in Phon
100
L0 7 S I A i M 0 0 A 1 A
E=201gt -201gR + 94 -
RO 00)
E=20u+94 I
<t
50 80 ‘_|1
Steigung a = = 20 <
o
Hérs%lwelle lg1-1g10™*=4 Schalldruck R
10 -2-10 in Pascal
107° 107 1072 107 107 1 10  R=10"
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 u=IgR

Das Bild zeigt einen weiteren Vorzug der logarithmischen Darstellung: Sie erfasst viele Grof3en-
ordnungen. So funktioniert unser Ohr im Bereich von 7 Groflenordnungen, unser Auge schafft
sogar 15 Groflenordnungen !
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« Halb-logarithmisches Papier (Logarithmus-Skala auf der y-Achse, »ordinaten-logarithmisch«)

Funktion y = a-ebx
logarithmiert Igy =Iga + bx-lge Substitution w=Igy, y=10%
Gerade w = (b-lge)-x +1ga
Beispiel: Abkiihlungs-Gesetz y = 5000-10-0,0065x
- o . -0,0065t -0,015¢
v=Ig T\ Temperatur T in °Celsius T =5000-10 =5000e
5000

1g T = -0,0065-t + Lg 5000
v =-0,0065-t + 1g 5000

3 1000
~1
I
500 S . 1
Eﬁ Steigung = — 5L = -0,0065
|
o
S
S
>
5 1100 ~ 262 — 108 = 154
50
Zeit t in Sekunden
0 50 100 150 200 250 300
¢ Doppelt-logarithmisches Papier v=lgG*, G*
(Logarithmus-Skala auf x- und y-Achse) 0’y 1 G*ist die Schwerkraft in
) Vielfachen des Gewichts G,
Funktion y=a-xP auf der Erdoberfliche
logarithmiert lgy=Iga +b-lgx _G_1
Substitution w=Ilgy, y=10% G, r?
u=Igx, x=10"
Gerade w=Db-u+lga
ispi : ¥ lg G* = 21gr*
Beispiel: »Quadratisches Abstandgesetz«
v=-2u
y=2
<2

0,44

w=-2u+lga

0,07

[«2]
20
10

0,04 =

’ ~ lgh-lg3
=0,22
0,02
r* ist Entfernung vom Erdmittelpunkt
in Vielfachen des Erdradius R
T
¥ == -2 r*
R 1 2 3 5 7 10
0 1 u=lgr*
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@ Die harmonische Reihe

Wie grof3 ist eigentlich die Summe der positiven Stammbriiche 1+ % + % + i +... = 1 ?
Diese Reihe heifit harmonische Reihe. n=11t

Mit dem Computer berechnete Naherungswerte suggerieren die Existenz eines Grenzwerts:

100000 12.09 200000 1 1978 300000 4 1318
kzik— ,09... kzik_ ,78... kzik— ,18...

Tatsachlich aber kann man beweisen, dass es keinen Grenzwert gibt:
Die harmonische Reihe divergiert. Sie wird sogar beliebig grof.

y = n+1

y " i ll{ ist gleich der Obersumme fiir das Integral
k=
X [ }( dx = [Inx]™*" = In(n+1) - 0 = In(n+1)
1

1

also 1+%+%+}1+...+%l >In(n+1).

Obersumme

1+%+%+... Wegen lim In(n+1) = o gilt auch
n—o00
: 1,1 1\ 21
fim(14g+5440) = Sn ==

Die harmonische Reihe divergiert so langsam wie die In-
Funktion. Dagegen konvergiert die Summe der quadrierten
Stammbriiche gegen einen seltsamen Grenzwert:
1,11 _ vl _12
— 1+§+??+4—2+...— 211—15—6115

n=

FNITEN

) Das Adjektiv »harmonisch« wirkt in diesem Zusammenhang
merkwiirdig. Eine Erklarung liefert die Harmonielehre der
Musik. Unterteilt man eine Saite im Verhaltnis 1:2 oder 1:3
oder 1:4 und zupft die Saitenteile an, so empfindet unser Ohr
angenehme (=harmonische) Tonintervalle. Die Summanden
der harmonischen Reihe sind die Verhéltnisse, in denen die
Wellenlédngen der »harmonischen Obertone« zur Wellenlédnge
des Grundtons stehen.

1 E Grundton = 1.Teilton

— C

...................................................... o

/1\ “““ 1 ..... < — 1.Oberton = 2.Teilton
2 . W —— .

/;\ /;\ : 2.0berton = 3.Teilton

S—— g
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@ Verschiedene Mittel

1+= 5 1y ; + i + ... heif3t harmonische Reihe, weil jeder Summand (bis auf den ersten) gleich ist dem
harmonischen Mittel seiner beiden Nachbarn. Das harmonische Mittel ist meist wenig bekannt.

Deshalb seien die 3 wichtigsten mathematischen Mittel vorgestellt.

y Das arithmetisches Mittel ist auch be-
f(b) kannt als »Durchschnitt«.
Das arithmetische Mittel x, der Zahlen a
und b ist x, = a;b auf der Zahlengerade
_A f(x) =x liegt es in der Mitte zwischen a und b.

Diese Mittelwertbildung lasst sich erwei-

£(Xy) e ferermrrenreesnrreanmnnnnnns : tern auf Funktionswerte.

2 : Ist f eine monotone Funktion, so ist x,, mit
f(x,) = ﬂz—’%ﬂb—) ein von f abhéngiges Mit-

A E tel der Zahlen a und b. x,, ist also die Zahl,

1- Arlt};ﬁf:(SChes deren Funktionswert das arithmetische
ash Mittel der Funktionswerte von a und b ist.
f(a)— Xa= "3
x Die 3 Mittel hingen ab von der Funktion f:
| It |
a:% 1 X, b=4  Affine Funktion mit f(x) =x
y arithmetisches Mittel der Funktionswerte
£(b) f(x,) = L) - fx ) =x, = 22b
f(x) =logx Logarithmus-Funktion mit f(x)=logx
A :
17 Géome trisches arithmetisches Mittel der Funktionswerte
TR S— : ~ Mittel f(x,) = 2881980 — Liog(ab) = log./ab
=1 : =
D a3 - Xg | ab X S (%) = logx,= log./ab
1 5 b=4
A Xg | geometrisches Mittel x, = ./ab
f(a)—
y - :<ch Kehrwert-Funktion mit f(x) = =
i armoniscnes
f(a) T Mittel arithmetisches Mittel der Funktionswerte
0 = 2ab 2_11 * % atb 1 a+b
h ™ = —_— = = = =
f(Xhi._..% ......... a+b f(Xm) ) 2ab = f(Xh) X, 2ab
2ab
? f(x) = % harmonisches Mittel x, = ==
£(b) x
D |1 | | T
a=5 Xp<Xg < X b=4
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® Ein ungelostes Problem der Zahlentheorie

Seit Menschen rechnen, wollen sie wissen, wieviel Primzahlen es gibt und wie man sie berech-
net. Schon EUKLID (300 v.Chr.) hat gewusst, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Sie lie-
gen sogar dichter als die Quadratzahlen, denn die Summe der Primzahl-Kehrwerte divergiert,
wahrend die der Quadratzahl-Kehrwerte konvergiert. Bis heute jedoch haben die Primzahlen
Geheimnisse bewahrt. So ist es keinem gelungen, eine Formel fiir die k-te Primzahl zu finden.
Auch sucht man immer noch eine Formel P(x) fiir die Anzahl der Primzahlen bis zur Zahl x.
Wenigstens angendhert ist P(x) mit 2 Funktionen beschreibbar:

Die eine steckt im »Primzahlsatz« : P(x) ~ mix .

Eine wesentlich bessere Naherung schafft die 2. Funktion, der »Integral-Logarithmus«: f It dt.
2

Obwohl der Integrand fiir t=1 nicht definiert ist, lasst sich f o td1; berechnen zu 1 04516
(vergleiche dazu auch Kapitel IX.3). P(x) ~ Li(x f ™ tdt 1 ,04516... + f o 1;dt

Das ~-Zeichen gilt in dem Sinn, dass lim I_T((_)S =1 1st
Fir alle bisher berechneten Werte ist P(x)-Li(x)<0. 1914 beweist LITTLEWOOD, dass diese
Differenz unendlich oft das Vorzeichen wechselt. 1933 nennt SKEWES eine obere Grenze S fir
den 1. Vorzeichenwechs%!l. Lange Zeit war S die grofite Zahl, die in der Mathematik eizn(?e 7Be—
y  deutung hat: S= 1010'%" 1966 senkt LEHMANN diese Schranke auf die Zahl L=e¢®"

10000

P(x) ist die Anzahl der Primzahlen bis zur Zahl x
1000

Integral-Logarithmus

100 P(x) ~ Li(x) = jli dt

X

Primzahlsatz
10 o X
¥ Pl ~ Inx:
ST T 11T
2
1+ [ | [ e R | | e B | | e e A | | e B
1 2 5 10 100 1000 10000 100000

170



BARTHe)KRUMBACHER

VII. Logarithmusfunktion

Computer-Einsatz: Konvergenz von Reihen

Hier einige mit Mathematica berechneten Summenwerte.

Grenzwerte und Kurvendiskussion

Der dazu notige Rechenbefehl ist der mathematischen Vorschrift des X -Zeichens nachempfunden.

Die Anweisung k312k1_—1(%)2k_1 erledigt Mathematica mit dem Befehl Sum[37(1-2k)/(2k-1),{k,1,n}]
Anzahln | harmo- Mercator fiir x=1
der nische g n c n
sum- | e i 3 L 3 et
1 K=1 K=1
manden | | Z k %ﬂz =1.644934066848... | |n2 = 0,6931471805599... | In2 = 0,6931471805599...
1 1 1 1 0,6...
2 0,69...
3 0.693...
4 0.6931...
5 0.69314...
6 0.693147...
7 0.6931471...
8 0.6931471...
9 0.693147180...
10 2,92... 1,... 0,6... 0,6931471805...
102 5,18... 1,6... 0,6...
103 7,48... 1,64... 0,69...
104 9,78... 1,644... 0,693...
10° 12,09... 1,6449... 0,69314...
106 |14,39... 1,64493... 0,69314...
107 16,69... 1,64493... 0,6931471...
108 |18,99... 1,6449340... 0,6931471...
10° 21,30... 1,64493406... 0,693147180...
1010 |23,60... 1,644934066... 0,6931471805...
1011 |25,90... 1,6449340668... 0,69314718055...
1012 |28,20... 1,64493406684... 0,693147180559...
divergent konvergent konvergent stark konvergent

Bei der harmonischen Reihe fallt auf, dass sich die Summenwerte um 2,3 vergroRern,
wenn sich die Anzahl (>100) der Summanden verzehnfacht. Bei so vielen Summanden sind die
Flachenzuwdchse bei den %—Streifen praktisch gleich den Flachenzuwachsen unter der )l(—Kurve.

Der Flacheninhalt unter der )1-(-Kurve zwischen 1 und nist lnn,

zwischen 1 und 10n ist er [n10n = In10 + lnn.

Der Flacheninhalt vergrof3ert sich also etwa um [n10 = 2,3.
Auf eine solche Eigenschaft wird man erst aufmerksam durch sinnvolle Computer-Mathematik.
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BARTHeKRUMBACHER VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

VIII. Rationale Funktion

1.Definitionen und Eigenschaften

Eine rationale Zahl r ist der Quotient zweier ganzer Zahlen, Beispiel 1"=§-
Der Term einer rationalen Funktion f ist der Quotient zweier Polynome:

4 z-1

a,x’+a, (X*7'+..+a;x+a; a,+0
n n-1 ?

b x"+b,_x"~1+. .. +b;x+b, b,*0

f(x) =

a,x?+a,_(x*"1+..+a;x+a, heilt Zahlerpolynom vom Grad z
b,x"+b,_x"1+.. +b;x+b, heiit Nennerpolynom vom Grad n

So ist bei f(x) = x-dxd+dx? g Zahlergrad z=4 und der Nennergrad n=3.
x3-2x2+x

Als Quotientfunktion von Polynomfunktionen ist f stetig und differenzierbar.
Maximale Definitionsmenge D
D ist die Menge der reellen Zahlen IR ohne die Nullstellen des Nenners.
Die Nullstellen des Nenners sind die Definitionsliicken.
Man findet sie am schnellsten durch Faktorisieren, im Beispiel:
x3-2x2+x = x(x2-2x+1) = x(x-1)2,
Nullstellen des Nenners sind 0 und 1, also D = IR\{0;1}.

Faktorisieren und gegebenenfalls Vereinfachen durch Kiirzen
Man setzt die Definitionsliicken im Zahlerpolynom ein.

Ergibt sich 0, so kann man faktorisieren und kiirzen, im Beispiel:

Zahler fir x=0: 0-0+ 0 =0, also enthélt der Zahler den Faktor x,

Zahler fir x=1: 1 -4+ 4 =1, also enthalt der Zahler nicht den Faktor (x—1)

Firs Faktorisieren des Zahlers bieten sich an
manchmal: Ausklammern, Binomische Formel, Erraten eines Faktors
immer: Polynomdivision (falls ein Faktor bekannt ist)
im Beispiel: x*-4x3+4x2 = x2(x2-4x+4) = x2(x-2)2
f(x) = xt-4x3+4x2 _ x2(x-2)% _ x(x-2)? _ Z(x)
x3-2x2+x x(x-1)2 (x-1)2 N(x)
Von jetzt an arbeitet man nur noch mit dem gekiirzten Term
und beachtet die Definitionsmenge, im Beispiel f(x) = x(x-2)? x+0, x+1.

(x-1)%’
Nullstellen
Zahlerpolynom Z(x) =0
Nullstellen sind nur die Losungen, die in der Definitionsmenge D liegen,
im Beispiel Z(x) = x(x-2)2 =0 = x=0 oder x=2
die Losung 0 liegt nicht in D, ist also keine Nullstelle,
die Losung 2 liegt in D, sie ist 2-fache Nullstelle.
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Eine Besonderheit, in der sich viele rationale Funktionen unterscheiden von den
Polynomfunktionen, sind Asymptoten ihrer Graphen. Man unterscheidet 2 Sorten:
senkrechte Asymptoten und nicht-senkrechte Asymptoten.

Definition Die Stelle x=a heif3t Pol von f.
Die Gerade x=a heifit senkrechte Asymptote von G¢

fiir xs>a beziehungsweise x2a, wenn gilt

lim f(x) =+ beziehungsweise lim f(x) = *oo.
X5a X2>a

Die Gerade y=mx+t hei3t Asymptote von G
fir x—>*00, wenn gilt liIP [f(x) — (mx+t)] =0.

»too« steht fiir die Falle »+o0« oder »—oo«,
Anschaulich bedeuten diese Definitionen: Asymptoten sind Geraden,
denen eine Kurve G, beliebig nahe kommt, wenn y oder x ins Unendliche gehen.

Verhalten am Rand der Definitionsmenge

Locher

Eine (stetig behebbare) Definitionsliicke a ist der x-Wert eines Kurvenlochs,
wenn der gekiirzte Term dort definiert ist — also Loch(a| 1%(1(%),

im Beispiel: Loch(0]0).

Pole, senkrechte Asymptoten

x=a ist Pol von f, wenn a Nullstelle des Nenners N(x) im gekiirzten Bruch ist.
Ist diese Nullstelle v-fach, dann heif3t auch der Pol v-fach.

Im Beispiel: f(x) = X(x=2)* jst x—1 ein 2facher Pol.

(x-1)?
Verhalten von G; links vom Pol a: Verhalten von G¢ rechts vom Pol a:
lim 250 - Jim 2(8)wobei Z(a)+0 lim 2% — im Z(8) | wobei Z(a)+0

X5a N(X) X5a N(X) ’ X2a N(X) X2a N(X) ’

Die Grenzwerte fiir x2a und x=<>a sind gleich +oco oder —oo;
das Vorzeichen muss eigens bestimmt werden — im Beispiel:

2 2
lim)ﬂ:lim 1l _,1. - limgﬂ)—=lim 1 _ o, li-w
xs1 (x-1)2  xs1(x-1)2  +0 x>»1 (x-1)2 x»1(x-1)2 +0

Die Kurve geht links und rechts von x=1 nach oben ins Unendliche.

In der Umgebung einer Nullstelle a mit gerader Vielfachheit haben Funktionswer-
te links und rechts von a das selbe Vorzeichen. Entsprechend haben Funktions-
werte das selbe Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit gerader

Vielfachheit.

In der Umgebung einer Nullstelle a mit ungerader Vielfachheit haben Funktions-
werte links und rechts von a verschiedene Vorzeichen. Entsprechend haben Funk-
tionswerte verschiedene Vorzeichen links und rechts von einem Pol a mit
ungerader Vielfachheit.
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Etwas salopp, aber einpragsam:
Vorzeichenwechsel bei ungeraden Polen,
kein Vorzeichenwechsel bei geraden Polen.

Das Verhalten von G;in der Umgebung von Polen findet man auch mit der Uber-
sicht tibers Vorzeichen von f(x). Man markiert die Nullstellen und Definitionsliik-
ken und berticksichtigt die Vielfachheit der Nullstellen und Polstellen:

+00, +00
— [01] = Poi2 <4 02 < f (x)
l l I o
0 1 2 X
Nicht-senkrechte Asymptoten, asymptotische Kurven
sind bestimmt von Zahlergrad z und Nennergrad n:
z<n Die x-Achse ist Asymptote )}iwa(X) =0
Z=n Die Waagrechte yz% ist Asymptote liIP f(x) = %
n X—>1T00 n
z=n+1 Schrige Asymptote _
lim [f(x)| = o0
z>n+1 »Asymptotische Polynomkurve« vom Grad z—n ) *>*®

In den ersten beiden Fallen kann man die Asymptote gleich am Term ablesen.
a,x?+a, (x*~1+.. . +a;x+a,

mit x" (x+0).
b, x"+b,_,x"~1+. .. +b,;x+b, (x+0)

Beweis: Man kiirzt den Term
fx) = a,x> "+a, (x271 0+ +axln+a x™
b,+b,_4x1+.. +b;x1 M +bx™

oo = 0+0+...40 _
Fall z<n: XllToof(X) b,+0+...+0

-1 1-n -n
az+az_1x +...+8.1X +a0X a

Fall Z=1. Xllrinoof(X) = Xllrir'loo bn+bn_1x_1 + ... +b1X1_n +b0X_n b_n

In den letzten beiden Fallen ist Polynomdivision angesagt.

Beweis: (a,x*+a, (x*~1+...+ay):(b,x"+b,_(x"~1+...+b,)

= | Zzyz-ny | 4 Rest (Grad des Rests < Grad des Nenners)
b, Nenner

Alx) = %xz‘n + ... ist ein Polynom vom Grad z—n; seiner Polynomkurve

. . . . Rest  _
schmiegt sich G; asymptotisch an, denn XIEPM Nennor = 0
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x(x-2)2 _ x3-4x2+4x
(x—1)2 x2-2x+1
es gilt z = n+1, die Kurve hat eine schrage Asymptote.
Polynomdivision (x3-4x2+4x):(x2-2x+1) = x-2+ —X+22
x3-2x2+x (x-1)
-2x2+3x
-2x24+4x-2
-x+2 (Rest)

Im Beispiel des gekiirzten Terms f(x) = ist z=3 und n=2;

Das Ergebnis f(x) = x—-2+ -:3-‘-% besteht aus:
X—
Polynom A(x) =x-2 und Bruch U(x)= (_X;)22.
X_

A(x) ist der asymptotische Term, er beschreibt die Asymptote y = A(x) = x-2.

U(x) ist der Differenzterm, er beschreibt den y-Unterschied von Kurve und Asym-

ptote. Er geht gegen 0 fiir x—#o00, und er ist gleich 0, falls sich Kurve und Asymptote

schneiden; im Beispiel ist das der Fall fiir x=2, das ist die doppelte Nullstelle.
x(x—2)2 —xX+2

Ux) = f(x) - (mx+t) = é__ﬂg - (x-2) = =5

Ist U(x) positiv, so liegt die Kurve uber ihrer Asymptote,

ist U(x) negativ, so liegt die Kurve unter ihrer Asymptote.

y

U(x)>0 fiir x<2 )’ U(x) <0 fiir x>2
Kurve tiber )’ Kurve unter
Asymptote / Asymptote

f(X) _ x4-4x3+4x2

T x3-2x2+%
- T _ x(x-2)2
a 102 UK
_8 5 2 + —X+2
5 B S [P
> x+0, x*1
[42]
<

— — — — — — — — — — — — —— — — — — — — — — — — — — — ——
L~
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Die folgende Serie veranschaulicht den Einfluss der Nennerpotenz bei sonst un-
veranderten Faktoren.

f(X)Z x(x—1)2
x-1 y — | y |
=x(x—1) I |
x=*1 5_ —_— | 5_ |
| |
LOCh 1 o | - I
. L3 Ll
-1 1 X | 5
2 | |
waagrechte | | 3
Asymptote y=1 | |ﬁ
15
™
I
l | |
1 X

waagrechte Asymptote y=0
f(X) _ x(x-1)?

(x-1)*

— X
(x-1)?
x+1

Diskusssion einer Kurve

3x4+14x3-54x-27
4x3-12x-8

Beispiel: f(x) =

Maximale Definitionsmenge D

Nenner = 4(x3-3x-2) ist gleich 0 fiir x=—1. Zweimalige Polynomdivision
durch (x+1) ergibt: Nenner = 4(x+1)2(x-2).
Definitionsmenge D = IR\{-1; 2}

Faktorisieren

Zéhler = 3(x*+x3-18x-9).

Als ganzzahlige Nullstellen kommen infrage: +1, +3, £9.
Durch Probieren findet man —3 als Nullstelle, also
Zahler = (x+3)(3x3+5x2-15x-9).

—3 ist auch Nullstelle der 2. Klammer, also

Zahler = (x+3)2(3x2-4x-3)

_ Z(x) _ (x+3)%(3x2-4x-3)
) = {eo) = A(x+1)2(x-2)
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Nullstellen
Z(x) =0 = x=-3 (2-fach) und x, = 253@ (je 1fach)

Verhalten am Rand von D
Pol x =-1 (2-fach, kein Vorzeichenwechsel)

2 _ 1 44 _ 16 __ Z(x) __
I N T Tz TG T und Im gy =
Pol x =2 (1-fach, Vorzeichenwechsel)
Z(x) 254 _ 95 __ Z(x)
I Ne) =M Do o - und MMy =re

Oder statt Grenzwertrechnung Ubersicht iibers Vorzeichen von f(x)

—00, —00 —00, 400

— 02 == Pol2 == Polt 4 fx
l l I o
-3 1 2 X

Der Zahlergrad ist um 1 grof3er als der Nennergrad,
also gibt es eine schrage Asymptote.

Polynomdivision ergibt f(x) = —X + ; + 4(X(3’1() 22{ 2 = A®x)+U(x)

Asymptote y =A(x) = X+- also lim f(x) = -0 und llmf(x) = 00,

X—>—00

Fir x= % hat der Differenzterm U(x) eine 2fache Nullstelle;

G; bertihrt die Asymptote in (% IA(%)) = (% -14—5).

Fir x<2 und x#% ist U(x)<0, die Kurve liegt unter der Asymptote,
fir x>2 ist U(x)>0, die Kurve liegt tiber der Asymptote.
Waagrechtpunkte

Die Berechnung von f'(x) ist sehr aufwandig. Am ehesten ertraglich ist
. . _3 7 (3x—1)2
die Ableitung von f(x) = $x+ 5t T T

Faktorisieren und Kiirzen ergibt sich f'(x) = 3. (&% 3)((;;11))3(2(‘_32))(2"2 1),

f'x) =0 = x=-3 (1fach), y=f(-3)=0, W,(-3|0)

. Nach langer Rechnung,

N

= x=1 (1fach), y=f(1)=4, W,(1]4)
= x=3 (ifach), y=f(3)=2, W;(3[4])
Monotonie
== O1 — P(.)l3 == (.)1 — Pol2 — 01 == fk{)

3 emf -1 ems I1 emf 2 emf 3

/Wi\ /2\\/

Hochpunkt Hochpunkt Tiefpunkt
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f

(x)

Flachpunkte
Die Untersuchung der 2. Ableitung sprengt den tiblichen Rahmen.

a mo) _ 3.3x%-12x3+50x2-52x+27
Es ergibt sich f"(x) = 5 D (x_2)? :

Der Zahler ist positiv, wie eine hochst trickreiche Umformung zeigt:

3x4-12x3+50x2-52x+27 = 3(x-1)*+8(4x2-5x+3).

Es gibt also keine Flachpunkte — und damit keine Wendepunkte.
Krimmung
— P - G
Rechtskurve —|1 Rechtskurve 2I Linkskurve X)

» C» O

Aus dem Bild liest man die Wertemenge ab
W =]-00;4] U [27: ;+oo[ oder W = IR\]4;ZZ7 [

2 (1-fach)

Pol x

_ 3x* +14x3 - 54x - 27
T 4x3-12x-8

_ (x+3)?(3x%—4x -3)

T 4(x+1)2(x-2)
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Diskussion einer Schar

NI _ X2+x-ax
Belsplel. fa(X) = T
' _x2+2x+1-a " _ _2a
fa) = =1y =y

Maximale Definitionsmenge D = IR\{-1}

_X(x+1-a) _ Z(x)

Faktorisieren f,(x) <+l N()

Nullstellen

Z(x)=0 = x=0 ist 1-fach, falls a1
ist 2-fach, falls a=1
= x=a-1 ist 1-fach, falls a+0 und a+1

Die Nullstelle 0 hangt nicht ab vom Parameter, also gilt sie fiir jede
Scharkurve G,; alle Scharkurven laufen durch (010).

Verhalten am Rand von D

N(x) =0 = Pol x=-1, falls a+0 ( 1fach, Vorzeichenwechsel)
Der Pol x =-1 héangt nicht ab vom Parameter, also haben alle Scharkur-

ven bis auf (3, die senkrechte Asymptote x = -1.
Verhalten von G, links vom Pol -1: limifa(x) = » % «— { —oo fiira>0

+oo fira<0

+oo fira>0

—1: ] = » E_l « =
Verhalten von G, rechts vom Pol —1: )gff‘ifa(x) 0 { oo fiir a < 0

Im Fall a=0 ergibt sich f(x) = ’%%) =X,

x = —1 ist jetzt eine stetig behebbare Definitionsliicke:
die Kurve G, hat das Loch (-1|-1).

Polynomdivision: f,(x) = (x2+x —ax):(x+1)=x—-a+ ﬁ

Schrage Asymptoten y=x-a (a+0), also lim f,(x) == und limf,(x) =co.
Fall a=0: G ist eine Gerade mit dem Loch (-1|-1).

uber der Asymptote fiir x—+oo.

Fall a>0:  Gyliegt {unter der Asymptote fiir x——oo.

unter der Asymptote fiir x—+oo.

Fall a<0: Gy liegt {ﬁber der Asymptote fiir x——oo.
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Waagrechtpunkte
o) _ X2+2x+1-a _ (x+1)%2-a _, _ a
fabo) = (x+1)2  (x+1)2 =1 (x+1)2

f.x)=0 = (x+1)2=a

Fall a<0: G, hat keinen Waagrechtpunkt.

Fall a=0: Die Losung x=-1 ist Definitionsliicke,
G, (Gerade!) hat keinen Waagrechtpunkt.

Fall a>0: G, hat 2 Waagrechtpunkte mit den x-Werten x, = -1 + ./a
die zugehorigen y-Werte berechnet man am besten mit dem
faktorisierten Funktionsterm:

o= fyx) = SO - LG aca) - (1 fa)(17 o)
y.=-(-1%/a)(-1£./a) =- (-1£./a)?
Waagrechtpunkte W, (-1 + ,/a|- (-1%./a)?)
Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen:
yi=-(-1%./a)? ==x.2 kurz y=wap(x) = -x2,
also unten offene Normalparabel.
Art der Waagrechtpunkte:

" _ 2a _ 2a _ 2a _ L
L) =7 +1>3 T (= +1>2(x++1) TR
f'(x)=- T <0 = W_(-1-.al- (-1-./a)?) sind Hochpunkte.
f'(x,) =+ T >0 = W, (-1+./al|- (-1+./a)?) sind Tiefpunkte.
a

Flachpunkte
gibt es im Fall a+0 nicht, weil f, (x) keine Nullstellen hat. Im Fall a=0 ist

G, eine Gerademit Loch; jeder Geradenpunkt ist Flachpunkt.

Krimmung
Fall a<0 == Pol3 — (%)
Linkskurve —|1 Rechtskurve X
Fall a>0 — Pol3 -+ f"'(x)
Rechtskurve —|1 Linkskurve X

» @
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Dem Bild entnimmt man die Wertemenge W, sie hangt ab von a:
a<0: W=1R

a=0: W=IR\{-1}

a>0: W=R\]h;t[ mit h=-(1+./a)? und t=-(1-./a)2

wap(x) = —x2
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Aufgaben

01 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(X)=}( b) f(x)zl—)l( c) f(x)= X;1 d f(x)= X

x+1
02 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven

und skizziere die Graphen.

a) f(x)=x+)—1( b) f(x)zx—)% c) f(x)=x2+)l( d) f(x)=x2—)l(

03 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven
und skizziere die Graphen.

a) f(X)=X+é b) fx)=x-1 ¢ f(x)=x2+Xl2 d) fx)=x2- L

x2 x2

04 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) fx) =L b) fx)=

x2 x3

0 f) =2 d) =3

x2-1

05 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x)= L b) f(x) = =X ¢ f(x)= d) fx) = x3

x2+1 x2+1 x2+1

X2
2+1

6 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x)= b) f(x)=1=X ¢) f(x)=XrX

x4-1 X—x9

<3

x4+x2

*7 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(x)= X b) f(x) = 2L o) f<x>=|xlx+1
d) £ = e f(x) =2y f) f(x)=

*8 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) fx)=-LL  b) fx)-= 0 f(x)= \%l d) f(x) =

x2+x

X
2+ x|

183



BARTHeKRUMBACHER VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

*9 Gib moglichst einfache Terme von Funktionen an,
deren Kurven folgende Asymptoten haben:

a) x=1 b) x=1und x=-2
c) y=1 d) y=-1undx=-1
e) y=x f) y=x+1undx=3

010 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer waagrechten Asymptote sowie Kurvenpunkte mit ganzzahligen
Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

y | y
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| |
1 I 1
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| |
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*11 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer schiefen Asymptote sowie Kurven- und Asymptotenpunkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

y

*12 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 2fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurven- und Asymptotenpunkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

y_
a)

1- ®
__1__@___,1__
b)
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VIII. Rationale Funktion

Definitionen und Eigenschaften

*13 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurvenlocher und Asymptotenpunkte
mit ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

14

15

16

17

18

19

Bearbeite die Aufgaben 14 bis 30 unter den Gesichtspunkten:
— maximale Definitionsmenge D
— Symmetrie zum Koordinatensystem
— Nullstellen
— Asymptoten und Verhalten am Rand von D
— Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
— Skizze und Wertemenge

) = xf} ?;(6
) = x?Eg " i6
fx) = x?ix

o) = =2

£(x) = 12x —3x2
(X) X2+4x+4
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5
20 flx) = 10;( —32

21 f(x) = &=1°

3x2

2(2x+9)
22 f(x) = X4(Xf4)2

23 f(X) _ 3x2+6x-9

x2+2x+4

_ x3+8x2+23x+22
24 f(x) = S rairE

25 f(x) - Zx6x 8

_ x%4-51x2-48
26 f(x)= o

5_9v3_

6_
28 f(X) — 5x 176X
5x5+144

_ 26
29 f(x) = ———-—1;1;1{?_ gjf

6_
30 f(x) = XZ12X jg;lx

31 f

_ (x—-a)(x2+ax+a?-3)
() = x(x2-3)

a) Diskutiere f, wie in den vorigen Aufgaben.
*b) Fiir welche Werte von a hat f,(x) eine 2fache Nullstelle?
ec) Zeige: G, ist symmetrisch zu (0[1).
ed) Zeige: G, und G, sind zueinander symmetrisch beziiglich der y-Achse.
ee) Zeige: G, und G_, sind zueinander symmetrisch beziiglich der y-Achse.

of) Fir welche Werte von a hat f, stetig behebbare Definitionsliicken?
Gib die Locher an.
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32

36

37

Bearbeite die Aufgaben 32 bis 42 unter den Gesichtspunkten:
— maximale Definitionsmenge D
— Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem
— Symmetrie zweier Scharkurven zueinander beziiglich des
Koordinatensystems
— Nullstellen
— Asymptoten und Verhalten am Rand von D
— Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
— Kurven, auf denen die Waagrecht- oder Flachpunkte liegen
— Skizze fir die angegebenen Parameterwerte ac{...}

f(x) = ;;i%, a+0  ae{+l,+2 +3)
f (x) = 4’;3 aeft1, +4)
f,(x) = =2 ac{0, 1, +4)
f (x) = >£22-_:§Xl< ac{0, +1, +4)
f (x) = Z;ia ac{0, +2, +4)
f.(x) = § - f—; ae{1, 2, 3}

Bestimme die Parameterwerte der Scharkurven, die sich auf der x-Achse
rechtwinklig schneiden.

Bei welcher Scharkurve (a>0) hat der Schnittwinkel von schriger Asym-
ptote und Tangenten in den Nullstellen ein Extremum ? Gib diesen Winkel
an sowie die Art seines Extremums.

2
f,(x) = X; -~ f—l ac{+1, +4}
Bestimme die Schar der Wendetangenten.
Zeige: Gy, mit h(x) = 2./-x, x<0, beriihrt jede Scharkurve mit a>0.
Gib den Bertihrpunkt an.
Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von Gy ; welche Beziehung
besteht zwischen a und b ?
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$39

340

241

242

43

44

45

3
Bestimme die Schar der Wendetangenten.
Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von Gy, ; welche Beziehung
besteht zwischen a und b ?
Die Scharkurven haben eine gemeinsame Tangente. Zeige, dass die Punkte
(-2/2a |a/¥2) Beriihrpunkte sind, und stelle die Gleichung der Tangente auf.
Diese Tangente schneidet jede Scharkurve in einem weiteren Punkt S;
berechne S.

@) =35 - %), acf1,5)

2
f,(x) = % - )%, ae{+1, +2}

Die Scharkurven haben eine gemeinsame Beriihrkurve. Zeige, dass die
Punkte (+.J-a3/2|3/./~2a) Beriihrpunkte sind, und stelle die Gleichung der
Beriithrkurve auf.

(x) = "2—;‘;?—2532, ae{0,+1,+1,5)

Berechne Schnittpunkt und Schnittwinkel von G, und y-Achse.

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Scharkurven, deren Waagrechtpunkte auf gleicher Hohe liegen ?

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Scharkurven, deren eine durch den Waagrechtpunkt der andern geht ?
Zeige: t, mit t,(x) = %(i /5—-1)x sind Tangenten jeder Scharkurve.

f

a

[,0)=3=1 " a) acf2,1) b) ae(t,1,00 ¢ ael0,-1,-1,-2)

x2-a » 2’

d) Zeige: Bis auf eine schneiden sich alle Scharkurven in 2 Punkten
P und Q.
Berechne P und Q.

e) Welche Grenzkurve ergibt sich fiir |a| - oo ?

fop®) = 1’%%:% Bestimme a und b so, dass die Kurve symmetrisch ist
x zum Ursprung und die Asymptote y =-x hat.
f  (x)= ax? Bestimme a und b so, dass die Kurve den
a,b ax+b .
Tiefpunkt (1|2) hat.
fopc(®) = ax(x+b) Bestimme a, b und c so, dass die Kurve den

" (x+c)?

Hochpunkt (1]1) hat und y =-3 Asymptote ist.
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46 f(x) =224 x+0

x2 ’
a) Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).
b) b(x) = [f(x)|
Zeichne Gy, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

c) q(x) =[f®)]?
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

d) i(x) = [fx)]*
Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).
e) 1(x) =In f(x)
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).
. __3x2 3
47 f(x) = S g’ XF 70,5
a) Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).
b) b(x) = [f(x)|
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

¢) q® =[fx)]?
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

d) i(x) = [fx)]*
Zeichne G; (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

e) j(® =[fx]?
Zeichne G;(Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

f) 1(x) =In f(x)
Zeichne G, (Nullstellen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkt).

Bruchungleichungen

Lose die folgenden Ungleichungen so:

— Zeichne jeweils die Graphen,

— bestimme gegebenenfalls die Schnittpunkte,
— lies aus dem Bild die Losungsmenge ab.

1 3
48 a) M>O b) m<0
49 a) X >2 b) ;%;—1

2 2x—-2 x-1 < 2x+7
50 &) 5 =5 b) 1= 5e

12 Kehrwertkurven

51 Uberlege: Welche Zahlen sind gleich ihrem Kehrwert ? Was wird aus einer

senkrechten Asymptote, was wird aus einem Punkt der x-Achse ?
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-f(x)z{ 1/3 firxz0 |

-3/2firx<0

Gezeichnet ist die Kurve einer
Funktion f. Skizziere die Kurve
der Funktion k mit k(x) = 1/f(x).
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Flachenberechnungen

052

53

54

55

$56

Berechne die bestimmten Integrale und deute die Ergebnisse als Flachen-
inhalte an einer Skizze.

e -1 2
» f}(dX b —fe%{dX ° —3f713_
; ,
d) f g dx © [(p*+ldx
-6
2
f6) = )

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Dy, die Nullstelle und die
Asymptoten. Gib das Verhalten von G; an den Grenzen von Dy an.

b) Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte und skizziere G.

¢) Bestimme den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von G;und den
Geraden mit den Gleichungen y = (x+1) Xx=2 und x=a mita>2.

_ x2+9
f(x) = e

a) Bestimme die Asymptoten sowie Ort und Art der Waagrechtpunkte und
skizziere Gg.

b) Bestimme den Inhalt der Fléche, die begrenzt ist von G¢, von der
Gerade durch die Waagrechtpunkte und der Gerade y = 5x.

_ 17x2-x%4-16

) = 3x2

a) Bestimme die asymptotischen Kurven sowie Ort und Art der Waag-
rechtpunkte W; ; zeichne G; und die Gerade w, die durch die W, geht.

b) Berechne den Inhalt I der Fléache, die zwischen G, und der x-Achse liegt.

¢) G¢, w und die x-Achse begrenzen ein moglichst kleines Fliachenstiick;
berechne seinen Inhalt K.

d) G, w und die x-Achse begrenzen ein moglichst gro3es Flachenstiick;
berechne seinen Inhalt G.

4_14x2+24
f(x) = X—X);
a) Bestimme alle wichtigen Kurveneigenschaften und zeichne G.
b) Gy und die x-Achse begrenzen 2 Flachenstiicke; berechne ihren Inhalt 1.

¢) G¢und die Gerade durch die Waagrechtpunkte begrenzen 2 Flachen-
stiicke; berechne ihren Inhalt J.

d) Gy, seine Asymptote und die x-Achse begrenzen 2 Flachenstiicke;
berechne ihren Inhalt F.
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2. Anwendungen

Zustandgleichung des idealen Gases

Unter einem idealen Gas versteht man ein Gas, von dem man annimmt:
die Molekiile sind punktformig,
die Molekiile beeinflussen sich gegenseitig nur beim Stof3en.

Die bestimmenden Grof3en sind: der Druck p, das Volumen V und
die (absolute) Temperatur T. Diese 3 Groflen hiangen so zusammen:

p-V=C-T | Zustandgleichung des idealen Gases

C ist eine Konstante, sie hangt ab von der Anzahl der Gasmolekiile.
Verdichtet man ein Gas bei konstanter Temperatur, so dndert sich der Druck mit
dem Volumen: p = %‘ (D). or
Speziell unter Normalbedingungen gilt: p, = V—OO (II).

po = 1,013bar Normaldruck
T, =273,15K = 0°C Normaltemperatur
VO = 1m3

Normierung auf Normalbedingungen:
T/T
. P _ 0 _a
(I):(II) oo = VAV, kurz y = = x>0
mit y = p/py, x=V/V, und a=T/T,

Wir nehmen das normierte Volumen V/V,,
als Variable x. Fiir den Fall, dass sich die
Temperatur nicht dndert, ist die normier-
te Temperatur T/T, ein Paramter a.

Im Bild ergibt das eine Schar von Hyper-
belasten. Jede Kurve beschreibt das Ver-
halten des Gases bei konstanter Tempe-
ratur; solche Kurven heiflen Isothermen.
Nur bei sehr hoher Temperatur und nied-
rigem Druck verhalten sich reale Gase
wie das ideale Gas.

Zustandgleichung realer Gase

Bei niedrigeren Temperaturen sind Korrekturen an der Zustandgleichung des
idealen Gases notig. Sie stammen vom holldndischen Physiker Johannes Diderik
VAN DER WAALS (Leiden 1837 bis 1923 Amsterdam).

1879 hat er die nach ihm benannte Gleichung fiir reale Gase aufgestellt:

(p + ‘%) (V-B) =C-T | van-der-Waals-Gleichung
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Der Binnendruck % > berticksichtigt die Wechselwirkung der Gasmolekiile
vor und nach dem StoB mit einander. Das Kovolumen 3 berticksichtigt das
tatsachliche Volumen der Gasmolekiile.

Aufgelost nach dem Druck: p = \? TB V2 , V>, T>0Kelvin

Auch hier vereinfacht eine Normierung die Darstellung erheblich.
Normiert wird auf die Werte am Terrassenpunkt, dem »kritischen Punkt K «.

eBestimmung von V,_, p, , Ty :

_CT _a y.p dp _ _—CT | 20 d?2p _ 2CT _ 6a

e dv — (V-p)2 V3 dv2 ~ (V-p)® V4

In K(V,|p;) sind die 1. und 2. Ableitung des Drucks nach V gleich 0:
dp CT 2 20(V-p)2
-0 = =24 - CT= -91{7-3-@- ()

dV (V-p)2 ~ V?

0= oo =i = CT =2k " @m

%=1=f7‘31‘12—‘§(1\§)_—3§’)—2 = 18028 o 9v-3V-33 = V=33=V
V=3B eingesetztind—% 0, alsoin CT = M - CT= 2—735— :T—%—Tk
V=3B und CTz%% eingesetzt in pz%—\%:

po— 84 o _du o _du _Su _ o _,

27R(3B—B) 9B2  27p2  9pZ  27R2 27p2  27p2
eNormierung: p,=p/p, T,=T/T, V,=V/Vy

p= \%TB - \% Ersetzungen: p =p.p, CT =CT\T, V=V, V,

ST o gie Werte fiir p,, T, und V. eingesetzt
PnPx - V,.V.-B - V%V% 1€ vverte fur py, 1y un k €Ingesetz

_Sa_m
a P, = 27pC” @ ||_27|§2

27271 Vi 3p-p  9p2V2 o

— T, 8B _ 3 _ 8T, _ 3

Po=5@v.-) vz T PnT3v o1z

(Pn + {,3—2) (8V,-1) =8T,, | normierte van-der-Waals-Gleichung

Aus p, = 33’1“_‘ i ‘% entsteht der Term der Funktionenschar f,
" " durch die Ersetzungen: 16T, = a, V,=x, P, =Y
f.(x) = 6xa 5= 32 , X > %, a>0 (1|1) ist Terrassenpunkt, durch ihn geht G4.
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|
|
__a 3 i 1
| X =g x>y a = 16T/p
| i
I
| I tatsachliches Gasverhalten
I
|
|
I
|
1 |
1 I
T | AT
@III:I,":II'I«""I,,"IIIIIIIII T T T T T T T T T O A o Y RO A O IR R
e x=V,
R

Kurze Deutung der van-der-Waals-Isothermen

Bei Temperaturen > T (also a>16) dhneln die Isothermen um so mehr den Hyper-
belasten beim idealen Gas, je hoher die Temperatur oder je niedriger der Druck ist.
Gasverfliissigung ist nicht moglich.

|
)
=~
o
i
X
Il
Isw
|
|co
M
Vv
=

tatsachliches Gasverhalten

:
L

|

R

! ° x =V,
MAXWELL: F, =F,

™

||||||||6_9||

L=

Bei Temperaturen < Ty (also a<16) lassen sich reale Gase verfliissigen. Die roten
Kurven verlaufen streckenweise parallel zur x-Achse; in diesen Volumenintervallen
existieren fliissiger und gasformiger Zustand nebeneinander. Rechts von R verhalt
sich das Gas ndherungsweise wie ein ideales Gas. Links von L ist das Gas vollig
verfliissigt; eine Komprimierung ist nur mit sehr hohen Driicken erreichbar.
Zwischen L und R beschreibt G; nicht das tatsachliche Verhalten des Gases: Das
Volumen andert sich durch Verdampfen oder Kondensieren ohne Druckéanderung.
Nach MAXWELL ist die waagrechte Strecke [LR] so festgelegt, dass sie mit der Iso-
therme 2 Flachenstiicke einschlief3t, die den selben Inhalt haben.
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Kritische Daten einiger Gase:

kritische Temperatur | kritischer Druck | kritische Dichte
Wasserdampf 647K = 374°C 218 bar 0,33 g/cm3
Kohlendioxid 304K =31°C 73 bar 0,47 g/cm3
Stickstoff 126K = -147°C 35 bar 0,31 g/cm3

Rutherford-Hyperbeln

1911 hat der englische Physiker Ernest RUTHERFORD (1871 bis 1937)
ein bahnbrechendes Modell fiir Atome veroffentlicht:

Das Atom dhnelt einem Planetensystem. Die »Planeten« sind die (negativen)
Elektronen. Sie umkreisen ihre »Sonne«, den (positiven) Atomkern.

Der Atomkern enthalt praktisch die gesamte Atommasse, so wie die Sonne
praktisch die gesamte Masse unsres Planetensystems enthélt.

Dieses Rutherford-Atommodell war die Folgerung aus Ergebnissen von »Streu-
versucheng, einer damals neuen Experimentiertechnik. Diese zahlt auch heute
noch zu den wichtigsten Methoden, den Aufbau von Teilchen und Materie zu kla-
ren. In seinem Streuversuch schoss Rutherford gleich schnelle o-Teilchen (= 2fach
positiv geladene Heliumkerne) auf eine Goldfolie. Entgegen seiner Erwartung
wurden einige o-Teilchen deutlich abgelenkt. Diese Erscheinung konnte er nur mit
seinem Modell erklaren: P0OROOROR0

Die positiven o-Teilchen ndhern sich dem posi-
tiven Atomkern und werden von ihm abgesto-
Ben, also abgelenkt. Diese Ablenkung ist um
so starker, je ndher das o-Teilchen dem Atom-
kern kommt. Im Grenzfall (zentraler Stof3)
kehrt das o-Teilchen sogar um (nicht im Bild
rechts enthalten). Die o-Teilchen laufen auf
Bahnen, die in einem Hyperbelast liegen. +)
Der andre Ast legt die AtomKern
Bahn fest, auf der ne-

gative Teilchen laufen,

die vom Kern angezo-

gen werden. (Ahnlich

manchen Kometen im Sonnensystem)

Sungosqy

Fir die Hyperbelschar liefert die Theorie:

®=2E -a)(x-a)+ 5t a0

197



BARTH*KRUMBACHER VIIIL. Rationale Funktion = Anwendungen

Schar der Rutherford-Aste (a+0)

%@ =%=a@@i | (2] 3 [2]3] [3]:] [4

Brennpunkte

| * Fy(2al1)
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Der Atomkern, das »Streuzentrumc, sitzt in (0|-1). Der Scharparameter a ist der
»StoBparameter«. Die senkrechten Asymptoten x=a beschreiben die Flugrichtung
der ankommenden o-Teilchen in sehr grofler Entfernung vom Kern. Die schiefen
Asymptoten y = % (i — a)(x — a) beschreiben die Flugrichtungen der abgelenkten o-
Teilchen in sehr grofler Entfernung vom Kern.

Fir Kegelschnittfreunde: Der Kern ist gemeinsamer Brennpunkt aller Hyperbeln.

Die andern Hyperbel-Brennpunkte (2a|1) liegen auf der Gerade y=1.
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1

2

$3

Aufgaben

Van-der-Waals-Gleichung

a) Das 2.Bild im Abschnitt »Zustandgleichung realer Gase« zeigt die
van-der-Waal-Isotherme fiir a=12.
Entnimm der Zeichnung folgende Daten fiir Stickstoff:
Temperatur der Isotherme in K und °C,
Druck in bar zwischen R und L.
Auf welchen Teil verringert sich das Volumen beim Verfliissigen
zwischen R und LL ?

b) Bestimme die Kurve der Flachpunkte der Isothermenschar.
Achte auf die Beschriankungen fiir a und x !

c¢) Bestimme mithilfe eines Computer-Algebra-Systems:
Fir welche Werte von a haben die Isothermen keinen, einen oder zwei
Wendepunkte ?
Welche Bedeutung hat der Hochpunkt der Flachpunkt-Kurve von b),
auf welcher Isotherme liegt er, welche mathematische Rolle spielt er ?

Rutherford-Streuung
Der Ablenkwinkel bei der Rutherford-Streuung sei der Winkel zwischen
der schiefen Asymptote und der negativen y-Achse.

a) Zeige, dass die Schar symmetrisch ist zur y-Achse.
b) Berechne die Ablenkwinkel fiir die Stoparameter ae{%; 1;4}.

c¢) Fir welche Werte von a haben die Hyperbeln waagrechte Tangenten ?

d) Bestimme die Kurve, die das Gebiet begrenzt, in das kein o-Teilchen
eindringen kann.
Wie muss ein o-Teilchen fliegen, um dem Kern moglichst nahe zu kom-
men ? Wie nah kommt es an den Kern heran ?

Beleuchtung

2 gleich starke Lichtquellen L und R haben L y R

die Entfernung 8. Sie beleuchten eine Wand, f, 7N . 7

die von LR den Abstand a>0 hat.

Die Lichtintensitat in P ist proportional zu !
32 32

fax) = a2+ (4+x)2 a2+ (4-x)2

Fir welche Abstiande a zeigen sich auf der Wand 2 Intensitatsmaxima ?

Fir welche Abstiande a zeigt sich nur ein Intensitatsmaximum ?

Zeichne Intensitatskurven fiir a=2, a=4,/3 ~7 und a=12.

128x(x%4+2x2(a2+16) +a*-32a2-768)
(a2+ (4 + 0D (a’+ (4-%)?)

Pl 1 x

Verwende f(x)=-
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4 Linsengleichung

f Brennweite
(positiv bei Sammellinsen)

g Gegenstandweite (>0)
b Bildweite

a) Nimm >0 als Parameter a ===+ =
einer Schar rationaler Funk-
tionen mit der unabhéngigen Variable g als x und der abhéngigen Varia-
ble b als y. Bestimme den Term f,(x) mit maximaler Definitionsmenge.

b) Zeichne Scharkurven fur ae{1;2}
¢) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.

d) Ein reelles Bild ergibt sich nur fiir y>0. Wo muss der Gegenstand sein,
damit von ihm ein reelles Bild entsteht ? Bei welcher Gegenstandweite
ist die Linse genau in der Mitte zwischen Bild und Gegenstand ?

Parallelschaltung von Widerstianden

a) Nimm R,>0 als Parameter a einer R ersetzt die
Schar rationaler Funktionen mit parallel geschalteten
der unabhéingigen Variable R;>0 Widerstidnde R4 und Rz
als x und der abhangigen Variable Ri| Ro
R als y. 1 _1 + 1

Bestimme den Scharterm f,(x) R R: Re
mit maximaler Definitionsmenge.

b) Zeichne Scharkurven fir ae{1;2}.
¢) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.

Satellitenumlauf

t Umlaufdauer eines Satelliten S, beobachtet
von einem Punkt B des Erdaquators
(Synodische Umlaufdauer > 0)

e Umlaufdauer von B (= 1Tag)

s Umlaufdauer eines Satelliten S
in der Aquatorebene.
(Siderische Umlaufdauer > 0)

a) Nimm e=1 (Zeiteinheit = 1 Erdtag),
s als unabhédngige Variable x und t als abhéngige Variable y.
Bestimme den Funktionsterm f(x) mit maximaler Definitionsmenge.

b) Zeichne den Graphen.

¢) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.
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BARTHe KRUMBACHER IX. Technik des Integrierens Partielle Integration

IX.Technik des Integrierens

1.Partielle Integration

Bisher konnten wir nur solche Integrale berechnen,
die sich auf gewisse Grundintegrale zuriickfiihren lassen, wie

fx“dx: L xn+14+4C, n=*-1

n+1
fX‘idX :f)l(dx =In|x| +C
fexdx =ex+(C
fsinxdx:—cosx+C
fcosxdx = sinx+C

Wie beim Differenzieren gibt es auch beim Integrieren Techniken fiir
kompliziertere Funktionsterme. Sie sind Gegenstiicke zu Ableitungsregeln.
Zuerst behandeln wir die partielle Integration; sie ist das Gegenstiick zur
Produktregel beim Differenzieren.

Der besseren Ubersicht halber schreiben wir u und v statt u(x) und v(x):

(uv) =u'v + uv' umgestellt u'v = (uv) — uv'
Sind u' und v' stetig, so gilt fiir die Stammfunktionen
fu'v dx = J[(uv)' —uv']dx = _[(uv)' dx - juv' dx = uv - Juv' dx kurz

ju'v dx =uv —_[uv' dx

In Worten: Eine Stammfunktion von u'v ergibt sich,
wenn man von uv eine Stammfunktion von uv' subtrahiert.

Die partielle Integration ist nur sinnvoll, wenn gilt:
— Der Integrand ist darstellbar als Produkt u'v.
— Vom 1.Faktor u' ist eine Stammfunktion u bekannt.
— Das Integral Juv' dx ist einfacher als das Ausgangsintegral Ju'v dx.

Bewahrt hat sich das Schema f uvdx =

1

u=... u-=...
vV =... vV =...

= uV—_[uV' dx

Wir unterscheiden 3 typische Falle:
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Typ »Abraumenc

Ist ein Faktor ein Polynom, und wird der andere beim Integrieren nicht
komplizierter, so raumt man das Polynom durch mehrmaliges Differenzieren ab.
Beispiel:

e Unbestimmtes Integral
jeX(Z—x2) dx =

u =eX u=eX*
v =2-x2 v = -2x
= eX(2-x2) - Jex(—Zx) dx
=e¥(2-x2) + ZJeX-x dx
u=eX u=eX
V=X v=1

= e¥(2-x2) + 2[eX-x — _[ex-i dx]
= eX(2—-x2) + 2xe* — 2e* + C = -x(x-2)ex + C
Aus formalen Griinden schreibt man den Summanden C,

wenn das letzte Integralzeichen verschwindet.

e Bestimmtes Integral

1
fex(2—x2)dx = [—X(X—Z)ex](i) =-1(1-2)el -0=e
0

Typ »Faktor 1«

Ist von einer Funktion keine Stammfunktion bekannt, wohl aber ihre Ableitung,
so kann der Faktor 1 weiterhelfen.
Beispiel:

e Unbestimmtes Integral
_[ Inx dx = ji-lnx dx

u=1

NIHN

u=
1
v=Inx vV =

=Xlnx—fx-)—1(dx =xlnx—fdx=xlnx—x+ C=x(Inx-1)+C
» Bestimmtes Integral

}1nx dx = [x(Inx-1)]{ =e(lne-1) -1(n1-1)=e-0-1(-1) =1
1
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Typ »Phonix«

Phonix ist ein Vogel der antiken Sagenwelt. Fiihlte er sein Ende nahen, so verbrannte er sich,
um aus seiner Asche neu zu erstehen.

Wenn beide Faktoren beim Integrieren und Differenzieren in absehbarer Zeit wie-
derkehren (also exp, sin, cos), dann lohnt es sich, so lang partiell zu integrieren,
bis das urspriingliche Integral wie Phonix »aus seiner Asche« ersteht. Durch Um-
formen der so entstandenen Gleichung lasst sich das Integral berechnen.

Beispiel:
e Unbestimmtes Integral
I= _[e‘xsin (2x) dx =

u=eX u=-ex
v=sin(2x) Vv =2cos(2x)

= —e*gin(2x) + 2Je‘xcos(2x) dx

u=e¥X u=-ex
v=cos(2x) Vv =-2sin(2x)

= —e*sin(2x) + 2[-e*cos(2x) — ZJe‘Xsin(2x) dx]
(Phonix=1 ist wieder da!)
= —e*gin(2x) — 2e*cos(2x) — 4-1
Aufgelost nach I:
5-1=—-e*[sin(2x) + 2cos(2x)] + C,
I= Ie‘xsin (2x) dx =- é e*[sin(2x) + 2cos(2x)] + C

e Bestimmtes Integral

}e‘xsin(2x)dx = [_—1X(sin(2x) +2c0s(2x))];
0

5e
= _L (sin(2n) + 2c0s(2n)) — (= L (sin0 + 2c0s0)) = -2 + 2
e 5e0 5e™ 5

—24_41
_5(1 en)
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Aufgaben (nclN)

01 a) J xe* dx b) J xsinx dx c) f (x2-1)cosxdx d) _[ (x2-1)e* dx

02 a) _[xlnx dx b) szlnx dx c) j x"nx dx

3 a) J lﬂx’—( dx b) Ix(x +1)3dx e) jx‘of’lnx dx

4 a) Jxe‘X dx b) fx2e‘X dx c) _[ e*cosx dx d) _[ (sinx)? dx

5 a) [ (2x+1)In(x+1)dx b) | (nx)? dx

c) JX(II’IX)Z dx d) I lnT;: dx

06 a) 1 xeX dx b) 2(x3—1)e‘X dx c) 1 (x—1)%ex dx
! ] J

/2 /2
7 a) [ xcosx dx b)
0

x2sinx dx
-7/2

eZ
8 a) i Inx dx
1

b) [lgx dx
1

/4 /4 L
9 a) [ eXsinx dx b) [ e*cosx dx c) [ e2Xsinx dx
0 0 0
T 11 e2/3
«10 a) f(cosx)2 dx b) [sinxcosx dx ¢ | Jx Inx dx
0 0 1
e -1 1
d) f(lnx)2 dx e) flnx2 dx of) leIl(X2+ 1) dx
1 —-e 0
- Inx
g) { o dx
811 Zeige, dass gilt: a) j XD gsinx dx = —x"CosX + nj x™ 1 cosx dx

n
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2.Substitutionsregel

So wie die Produktregel (beim Differenzieren) zur partiellen Integration fiihrt,
so folgt die Substitutionsregel aus der Kettenregel: u[v(x)] = u[v(x)]-v'(x).

Beim Integrieren jf (x) dx hilft manchmal eine Substitution: Man ersetzt x
durch g(t). Dabei dndert sich die Form des Integrals: f(x) wird zu f[g(t)].
Was aber wird aus dx ? Dazu miissen wir etwas weiter ausholen.

F sei eine Stammfunktion von f, das heifit F'(x) =f(x) oder F(x) = ff ) dx + C.
Substitution mit x = g(t)

F(x) = Flg(t)]
Abgeleitet nach der Kettenregel
S F[g(t)] = flgt)]-g't)
Geschrieben als Integralformel J ..dt auf beiden Seiten)
Flg(t)] = [ flg(t)]-g'(t) dt
Auf der linken Seite macht man die Ersetzung rickgéangig g(t) = x
= [ flg(®)]-g'®) dt mit x=g(t)

Dieser Zusammenhang lasst sich ausdriicken in 2 Varianten:

Variante A Variante B
[f(x) dx = [ flg(t)]-g'(t) dt [f[h(x)]-h'(x) dx = [ £(t) dt
. oder ,
mit x = g(t) mit t =h(x)
Ersetze x durch g(t) Ersetze h(x) durch t
und dx durch g'(t)dt und h'(x) dx durch dt

Praktisch geht man so vor: Im Integranden sucht man einen Teilterm h(x) und er-
setzt ithn durch t. Dann berechnet man dt=h'(x) dx (Variante B) oder man lost
t=h(x) nach x auf: x=g(t) und berechnet dx=g'(t) dt (Variante A). Oft bieten sich
mehrere Moglichkeiten fiir die Substitution an. Eine gute Substitution zu finden,
erfordert Erfahrung, Fingerspitzengefiihl und Gliick!

Substitution
t=h(x)
Variante A Variante B
x =g(t) o
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IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel

Beispiel: _[ (ix -5)3 dx Substitution
t=h(x) = ix -5
Variante A Variante B
x=g(t) =4t + 20 dt=h(x) dx = % dx
dx=g'(t) dt=4 dt dx=4dt

J@x-5)%dx =[t34dt=41t*+C=t*+C = (4x-5)*+C

Beispiel: j xe X dx Substitution
t = —x2
Variante A Variante B
X =./-t dt = 2x dx
_ -1 =_1
dx = 7L dt dx=-L dt
) _x2 _ 1 _ 1
[ xex dxt N [xe> dx =[xet-(-L) dt=-1]et dt
—jJ_‘ce ; dt =-let+C=-2e™ +C
== 5,[ et dt Obacht: Nach der Substitution darf die Varia-
1t ble x nicht mehr im Integranden vor-
=—zet+C
2 kommen.
- %e_xz +C Schneller gehts, wenn man sieht, dass hinterm

Der Fall x=—./-t liefert

J—Zeichen x dx schon steht. Denn dann ersetzt
man x dx durch —1 dt und bekommt sofort

das selbe Ergebnis. I e X’xdx = J et ) dt =-— et +C
=— %e‘x +C
Substitution
t=ex
Variante A Variante B
— —x2 -1
x2=Int= x =+./~Int dt = 2xe X dx=dx = p—— - dt
dx = +2Q—§% dt xe™ dx=-1 dt
_[ xe** dx I xe X dx = —%j dt

_ [+ /= _FL
_J-i Int -t mdt —%t+C=—%e_xz+C
=-1Jdt=-1t+C
__1,-x?
=—ze™ +C
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Ein bestimmtes Integral 16st man am besten so:
— Stammfunktion suchen mit Substitution
— Substitution riickgédngig machen und Integrationsgrenzen einsetzen

In2

Beispiel: e  dx
1Sp1L {M
e2x _
dex
t=eX+1 e=t-1 dt = eX dx
j dt = j(ﬂ:—j)dt 2t92 - 2412+ C
:§ﬁ3-2JeXT+C
In2
ln2
fJx_i [g/x+13 2./ex+1] (2-3./3 -2.3)-(2-2./2 -2.2)
OIET o =22
Aufgaben

01 a) }(1—){)2 dx b) }5(2}(—3)4 dx ¢) fA/X+ 1 dx d)f J(3x-2)3 dx
1 1

1 16
3 1 1
02 a) {(2x+1)2 dx b) efzx-e dx ©) {m dx
1 3/2 3
03 a) f4e2x+1 dx b) f(2e3‘2x)2 dx c) [sin(2-x) dx
0 i/2 1
2 2 _12x ? 2x3
4 a) {2)(_1 dx b) [3x241 dx c) £x2—8 dx
4 1 2
5 a) f6x(x2—2)2 dx b) fZe-x-e‘X2 dx c) fx]“-eXn+1 dx
3 0 1
/2 /2 T
6 a) [ sin2x dx b) [ 16(sinx)(cosx)3 dx c¢) [ es*cosx dx
0 /4 /2
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07

10

11

12

14

e
a) fh‘?xdx
1

a)Jf5 = dx
ﬁA/x2—1

_a—X
e e dX
eX+e™X

a) f

e
a) IS@ dx
1

_sinx
a) f 1—-cosx
°Inx
a) f == dx

27

[ 2(sinx)?2 dx
0

b)

b)

b)

IX. Technik des Integrierens

" sinx
b) TJZA/i—cosde

1
b) [ JxeVx dx
0

Tt
c) fx2 sin2x dx

a) Verwende die Formel cos2x =1 — 2(sinx)2 .

Substitutionsregel
-1
1
c) Tror
29 e
15
X
c dx
) »g Jx+1
c) 375x3

fA/i x2
c) }SeXA/eX—l dx
0

T

f SINX dX
eCOSX
/2

/2
d) f3e2X0053x dx
0

b) Verwende (sinx)? = sinx-sinx und integriere partiell (Phonix!).

_ Inx
f(x) = i
a)
b)
c) F(x) := X
d)

Diskutiere f und zeichne Gy.

k

Bestimme k so, dass gilt: [ f(x) dx
0

=0.

[ f(t) dt. Bestimme Dy und beantworte ohne zu integrieren:

Wo hat F Nullstellen ? Wo ist F positiv ? Wo steigt Gy ?
Wo hat Gy Extrempunkte (Art?) und Wendepunkte ?

der Definitionsmenge.
Gib an die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte. Zeichne Gy .
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e2
e) Zeige, dass [ F(x) dx existiert und berechne das Integral.
0

1+x

1-x
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge.

f(x) =In

b) Zeige: f ist symmetrisch zum Ursprung.
¢) Bestimme das Verhalten von f an den Grenzen der Definitionsmenge.
d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen f(x) und f ()l( ) ?

e) Diskutiere f und zeichne G.
0,5

f) Berechne [ f(x) dx .
0

f

) = £

e*+a

a) o) Bestimme die Definitionsmenge und (falls vorhanden) die
Nullstellen. Fallunterscheidung!

Untersuche das Monotonieverhalten anhand der 1.Ableitung.
Bestimme die Grenzwerte von f,(x) und f},(x) fir x—+oo.

Fir welche Werte von a haben die Scharkurven Wendepunkte ?
Zeige durch Rechnung, dass die Kurven fiir a=+1
punktsymmetrisch sind zum Ursprung.

Y) Zeichne mithilfe dieser Ergebnisse die Scharkurven fiir a=+1
im Intervall [-3;3], 12 2cm.

ZTLR 2=

c) o) Bestimme _[ f,(x) dx; verwende die Umformung e*-a _ 2e* 4
e¥*+a e*+a
B) F(u) sei Inhalt der Flache, die eingeschlossen ist von den Kurven fir
a=z1 und den Geraden mit x=1 und x=u, u>1. Untersuche, ob der

Flacheninhalt F(u) fiir u— o einen Grenzwert hat.

d) Sind die Scharfunktionen f, in der Definitionsmenge umkehrbar ?
Begriindung! Bestimme die Schar der Umkehrfunktionen ¢, .

f

a

(x) = (1 - Inx)x2
a) Untersuche das Verhalten von f,(x) an den Grenzen der
Definitionsmenge.

b) Bestimme die Schnittpunkte der Scharkurven mit den
Parameterwerten a und b.

c¢) Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte sowie eine Gleichung
der Kurve, auf der sie liegen.
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d) Fur welche Parameterwerte schlielen die Scharkurven mit der
x-Achse Flachenstiicke ein, die im Endlichen liegen ?

e) Welche Scharkurve schlief3t mit der x-Achse ein Flachenstiick von
extremem Flacheninhalt ein ? Art des Extremums ?

_a+inx
W=

f

a

a) o) Untersuche f,(x) und f(x) an den Grenzen der Definitionsmenge.
Bestimme die Nullstellen.
B) Ermittle, in welchen Teilmengen von D die Schar f, monoton ist.
Beweise, dass jede Scharkurve genau einen Hochpunkt hat.
Gib die Wertemenge W von f, an.

b) o) Skizziere die Scharkurve zu a=0 mithilfe der bisherigen
Ergebnisse.
B) Berechne den Inhalt der Fliache, die begrenzt ist von der x-Achse
und der Scharkurve G,. Bei welcher Scharkurve ist dieser Inhalt 1 ?

2 >

c) I.(x) =ff0(t)dt, fo(t) = l?—t xzu, uzi

o) Zeige, dass die Schar der Integralfunktionen I, eine echte
Teilmenge der Schar der Stammfunktionen von f(x) ist fiir x=u.
B) Begriinde, dass immer gilt: I (x) = 0.
d) o) Untersuche die Kurve von I, auf Extrem- und Wendepunkte und
bestimme diese gegebenenfalls (Fallunterscheidung fiir u !).

B) Zeige, dass die zu u=1 gehorige Funktion I, umkehrbar ist.
Diese Funktion heifle I,*.

1
Zeige, ohne 1;%(x) zu berechnen: I I;(x)dx divergiert.
0
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3. Uneigentliches Integral

Ein bestimmtes Integral f:f(x)dx ist definiert als Grenzwert einer Summe von
Rechteckinhalten (einschlieSlich Vorzeichen). Diese Definition greift nur dann,
wenn alle Rechtecke endlichen Flacheninhalt haben. Sie versagt in 2 Fallen:

Der Integrand f(x) wird unendlich Mindestens 1 Integrationsgrenze ist
in [a;b]: dann ist mindestens unendlich: dann ist mindestens
1 Rechteck unendlich hoch. 1 Rechteck unendlich breit.
y : y
1 < | 1
) |
o
= |
e |
| 1 = | 4
-7 % | ) = 24
= |
|
|
| } 1 unendlich
| | breit
| . . .
1 4 X @ 1 X

Definition  Ein bestimmtes Integral heilit uneigentlich,
wenn der Integrand oder eine Grenze unendlich wird.

Der Grenzwert erlaubt es, die Definition des bestimmten Integrals so zu erweitern,
dass auch in diesen Fallen eine Berechnung manchmal moglich ist. Die Losungs-
idee ist jedesmal die selbe: Man beschrankt das Integrationsintervall so, dass we-
der Integrand noch Grenzen unendlich sind. Erst nach der Integration ndhert man
eine Integrationsgrenze der kritischen Stelle durch Grenzwertbildung.

y | y
k  k-h : o0 W
1 d[f(x) dx = ler)l'(l) '([f(x) dx : 1 i[f(x) dx = ginoo {f(x) dx
|
|
| I |
|
|
17 — 1
_)l
<h—| X
W 1 ok D X
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Ist der Grenzwert endlich, so spricht man von einem konvergenten Integral,
sonst von einem divergenten Integral.

dx kritische Stelle ist hier x=4;
dort wird der Integrand unendlich.

1 — —
dex— 2./4-x +C

Integration bis kurz vor die kritische Stelle 4

dx = [-2./2-x], " =-2./h - (-2/4) =2./h +4

—-X

4
Beispiel: f
0

f —dx
4

P N T _

Grenzwert fiir h2 0: {mdx lel‘f(l)( 2./h+4) =4

Das uneigentliche Integral konvergiert gegen 4.

Die Flachendarstellung liefert ein seltsames Paradoxon:
Die rosa Flache erstreckt sich zwar ins Unendliche,

hat also unendlichen Umfang,

ihr Inhalt aber ist endlich, namlich 4.

y

Beispiel: f —dx kritische Stelle ist hier die obere Integrationsgrenze .
_[ % dx=-2%+C
X X

w
[Sax =[Z] =-2 +4
1X X1 w
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o]

Grenzwert fiir w—oo f % dx = lim (—Vév+ 4) =4
X

W—00

1
Das uneigentliche Integral konvergiert gegen 4.

Beispiel: f ;i: dx Kkritische Stelle ist hier die obere Integrationsgrenze oo.
1
[ £ dx=4n|x|+C

fﬁdx = [4In|x]]} =4Inw, w>0
1

y
[2dx = lim4lnw =0
1 X W=
Das uneigentliche
Integral divergiert. 1
1 i R (o]
oo
1
@ 1 5 X
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Beispiel: Schuss ins All
F(r)
F(R) °

F(R) ist das Gewicht des Korpers

auf der Erdoberflache

NEwroN: F(r) =k-L

\ Hubarbeit

IX. Technik des Integrierens  Uneigentliches Integral

r2

k = R’F(R)

x-R

W(x) = _[ ké dr o
R

A

| I
2R

Hubhohe x-R - R

Im Kapitel IV haben wir eine Formel hergeleitet fiir die Hubarbeit, die
notig ist, um einen Korper vom Gewicht F(R) = mg in die Hohe 3R zu
heben, R ist der Erdradius. Ersetzt man 3R durch x-R, so ergibt sich

xR

W(x) = fk-rlzdr mit k = RZF(R).
R

Soll ein Korper auf Nimmerwiedersehn im All verschwinden,
dann muss x gegen o gehen. Ist die dazu notige Energie endlich ?

1
k-<dr =?
o
J'k-rizdr:—k+C
xR
A g kTR __k Lk
%k rzd _[r]R "R TR
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01

03

04

05

Das Integral ist konvergent:
Zum Schuss ins Unendliche braucht man mindestens die Energie R-mg.
Ein Raumfahrer der Masse 75kg ist auf der Erde mg = 750N schwer.
Fir die Flucht weg von der Erde braucht er die Energie
R-mg = 6,37-10°m-750N = 4,78-10° Nm.

Diese hat er als Bewegungsenergie, wenn seine Startgeschwindigkeit v
die Bedingung erfiillt: 1 mv2 = R-mg

= ./2Rg = ./2-6,37-106m - 10m/s2 = 11,3km/s
Diese Geschwindigkeit hei3t Fluchtgeschwindigkeit oder

2.kosmische Geschwindigkeit. Sie hangt ab vom Planeten,
also der Erde, nicht aber von der Masse des flichenden Korpers.

Aufgaben
Berechne, falls moglich
1 1 1
1 1 1
— b) ([— dx c — dx
Y IE %o R
1 16 4 (R
e) — dx f) dx
fl xd “16 X { 1-x2
Berechne, falls moglich
/2 T
1 1
d b d
a) {(sinx)2 x ) {(cosx)2 *

1
Fir welche Werte von a konvergiert f % dx ?
X

Fiir welche Werte von a konvergiert f ia dx ?
X

Berechne, falls moglich
a) {;{de b){x2+1dx
x2+x+1 21
c dx d — dx
T %
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6

o7

10

11

Berechne, falls moglich
a) [e™ dx b) 7 xe X dx c) 7 x2%e~* dx
0 0 0
Berechne, falls moglich
—1 (o] (0]
1 eX eX
a) _wade b) {(1+1_ex)dx c) {<1+1_6X> dx

Zeige, dass flir x=2 gilt

und damit f 1 dx <A.
2

1 2
: <
Jx3-1 Jx3 Jx3-1

Bestimme einen moglichst kleinen Wert fiir A.

Bestimme gegebenenfalls einen Naherungswert des Integrals mit einem
passenden Computer-Programm.

Zeige, dass fiir x>0 gilt: 0<In(1+ L) <L und damit 0 < ) ln<1 +l) dx <A.
1

; X2 X2
Bestimme einen moglichst kleinen Wert A.

Bestimme gegebenenfalls einen Naherungswert des Integrals mit einem
passenden Computer-Programm.

a) Zeige, dass f }( dx divergiert und deute dies geometrisch.
1

b) Das zu f )l( dx gehorige Flachenstiick rotiere um die x-Achse.
1

Berechne das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.
Pl 1
a) Bestimme [ —= dx und [ == dx und deute dies geometrisch.
SR

b) Das zu f % dx gehorige Flachenstiick rotiere um die x-Achse,
1 X

1
das zu f % dx gehorige Flachenstiick rotiere um die y-Achse.
0 X

Berechne die Volumina der dabei entstehenden Rotationskorper.
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Zum Nachdenken
@ Substitution der Integrationsgrenzen

Beim Integrieren durch Substitution haben wir die Substitution nur dazu verwendet,
eine Stammfunktion zu finden. Fir bestimmte Integrale mussten wir sie riickgidngig
machen, um die Integrationsgrenzen einsetzen zu konnen: f :f(x) dx = F(b) - F(a).

Man kann aber auch die Integrationsgrenzen gleich mitsubstituieren:

b
ff(x) dx = Substitution
a t = h(X)
x = g(t) = h"i(t) Substitution der Grenzen
' t1= h(a)
b h(b)
[16) dx = [fla®]-¢0) dt
a h(a)
/2
Beispiel: f (cosx)3sinx dx =
0
t =cosx dt = - sinx dx

ty=cos0=1 ty=cos™9=0

0
=f4%&=ﬁﬁﬁﬁ=0—eb=i

Man erspart sich die Riicksubstitution, muss dafiir aber die Integrationsgrenzen
substituieren.

O Auf Definitionsmengen achten

J% dx, x=*2

J(x-2)?

t=x-2 dt = dx

_[-1
_j3t dt, t+0

! Obacht: 1 _ |t|-2/3, denn t-2/3 ist nur definiert fiir t>0

32

andrerseits ist t2 = [t|2

[t23dt fir t>0 ([ 3tU3+C,  fir t>0
f(—t)—2’3dt fir t<0 { -3(-t)13+C, fiir t<0

N

[ 1623 dt = {

J 1 q 33x-2+C, fir x>2
3(x-2)2 -332-x+C, fiir x<2
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® Grenzen der Integrationsmethoden

Mit den Ableitungsregeln lassen sich alle Terme ableiten, die aufgebaut sind aus Termen
der Grundfunktionen. Beim Integrieren ist das anders. Schon bei einfachen Integranden
findet man keinen Term fiir die Stammfunktion — Beispiele:

f(x) = e f'(x) = -2xe=" J ex dx =7
1 vy o —1 1 _9
g(X) - lnX g(X) - X(lnX)2 j lnX dX -

Erstaunlicherweise sind kompliziertere Integranden oft leichter integrierbar:
Inlnx+C,; fiir 1<x

—x2 __1 x2 L =
jxe dx=-3e™ +C oder jxlnX dx {ln(—lnx)+C2 fir 0<x<1

® Rekursive Berechnung bestimmter Integrale

Man fiihrt ein Integral schrittweise zuriick auf einfachere Integrale, bis man auf eines
stof3t, das sich berechnen lasst. Beispiel: Wallis-Produkt (John WALLIS 1616 bis 1703).

/2
Jy = f (sinx)kdx, ke{2,3,4,..}

0

u = sinx u=-cosx
v = (sinx)k1 v' = (k—1)(sinx)k2cosx
/2
= [—cosx(sinx)k‘1]g/2 + (k-1) f(sinx)k‘2 (cosx)? dx
0
/2
= 0 +(k-1) f (sinx)k2[1 — (sinx)?] dx
/2 n/20
=(k-1) f (sinx)k2 dx — (k-1) f (sinx)k dx
0 0

Jy = (k—-1)d, o — (k-1)J, aufgelost nach J, ergibt J, = 1%1 N
k ist gerade: k=2n

/2
_2n-1 2n-3 2n-5 53 1 _ _1
Ion = 2n 2n-2 2n-4 " 6 42J0 Jo_fidx_2n
_1.35-..-2n-1) 1 0
Jon=346 —on 2"
k ist ungerade: k = 2n+1 2

J __2n 2n-2 2n-4 6 4

20417 9541 2n-1 2n-3 "7 5
_2.4.6-...-2n .

Tonet = 1-3-5- ... -(2n+1) 1

wWIN

Jy J, = fsinx dx = [—cosx]g/2 =1
0

Fiir 0<x<2 m ist O<sinx<1 und damit 0<(sinx)2™1< (sinx)2"<(sinx)2"1.

2
Integration dieser Ungleichungskette f ;t/ ? ...dx ergibt 0<J ons1 <don <Jon g || :Jont
Jo Jon_1 _ 2n+1 1 . 2
= 1< <« 2= = =1+ = lim —% =1
J2n+1 J2n+1 211 2n n—soo J2I‘l+1

Jon 13355 ....@n-1)@n+1)
Jposq 22446 .. 2n2n

Wallis-Produkt fiir %n (1655):

%n. Fir grof3e Werte von n ergibt sich das

2.2.4.4-6-...-2n-2n
1.3-3-5-5-...-(2n-1)- (2n+1)

22

1
211:
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X.Wurzel- und Arkus-Funktionen

1.Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

Potenzen von x im Funktionsterm haben wir bisher beschrankt auf ganzzahlige
Exponenten und den Exponenten % Die Erweiterung auf rationale Exponenten
fithrt zur Potenzfunktion mit f(x) = x#", zeZ, nelN.

R, fiir >0
Wegen der Definition von x#1 ist die Definitionsmenge D = { "

¥ e 7
Fir ganzzahlige Exponenten z gilt (x?)' = z-xz1 | R" far £<0

z_4
xn

= IN

analog gilt auch fiir rationale Exponenten <x’_‘) =

Beweis:Ableitung von x¥/n
Ableitung der Umkehrfunktion (siehe V.2) x = f(y) =y < y=f1(x) =xi/n
f'(y) =n-y™!
1,1
n () = 1 1 _ 1.
(X > - (f )(X) - f'(f_i(X)) - n.(Xiln)n—i - n X

Die Kettenregel liefert die Ableitung von x#/n

Z\ 1 1.z 1, z-1 1_1 zZ_q
- () o8 2 e
n n
Damit gilt fiirs Integrieren jxlzT dx = L.xz%1 +C, Zx-1
Z+Nn n

Beispiel: Neil-Parabel (W. NEIL [ni:l], englischer Mathematiker, 1637 bis 1670)
f(x) = [x]%®
Wegen |x| = || ist die Neil-Parabel symmetrisch zur y-Achse.

b o e [ X Erxz0 [ G i x>0
- ~ ] (=x)23 fiir x<0 = _32(_)()_1/3 i <0

Monotonie: f'(x) >0 ﬁ?r x>0 0(0/0) ist Tiefpunkt.
f'(x) <0 fir x<0

lim f'(x) = lim 2= = +oo . .
x20 x0 33/x die y-Achse ist senkrechte
lim f'(x) = lim —2- = —o0 Tangente im Tiefpunkt

x50 x203 §/—_X

Der Tiefpunkt ist Ecke mit dem Eckwinkel 0°.
Solche Ecken heiflen Spitzen.
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£"(x) =

_§2x‘4/3 fir x>0
9 . Krimmung: Rechtskurve fiir x+0
S (x)™3 fir x<0
1

1
i |x|2/3 dx = 2{ x2/3 dx = 2[2){5/3](1) =6

(9}

Y. Neil-Parabel
f(x) = x2
1
1 t t t t N t t t t | X
Beispiel: Halbkreis um O mit Radius 5
f(x)=./256-x2 -5=x=5 f'(X)z,\/%—)@ -5<x<5

Weil nur x2 vorkommt, ist f(—x) = f(x), also Symmetrie zur y-Achse.
(=5]0) und (5|0) sind Randtiefpunkte.

Monotonie: f,(X) <0 ﬁ?r x>0 0O(0|5) ist Hochpunkt.
f'(x) >0 fur x<0

lim f'(X) = >-%« = oo

X255 + senkrechte Tangenten
lim f'(x) = »J‘r—g« = —o in den Randtiefpunkten
X35

Wegen y =./25 -x2 ist x2 + y2 = 52, das hei3t, jeder Kurvenpunkt hat vom
Ursprung die Entfernung 5 (Pythagoras): Die Kurve ist ein Halbkreis.

Halbkreis

fx)=v25-x2 7
.
_.5 _I1 @ |1 5 X
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Asymptotisches Verhalten von Wurzelfunktionen

Fiir groe x-Werte gilt ax2+bx+c~ax? und damit ./Jax2+bx+c ~ .Jax? = ./a-|x|
fiir a>0. Im Groben verhalt sich also eine Wurzelfunktion mit einem quadratischen
Polynom als Radikanden fiir x— o wie eine lineare Funktion: Wir erwarten eine
Asymptote mit Steigung ./a und entsprechend eine mit Steigung —./a fiir x—>—c0

g(x) = mx+t sei Term einer Asymptote der Wurzelfunktion mit w(x) = ,/Jax2+bx+c.
Dann gilt lim [W(x) - g(x)] =0, also lim [A/ax2+bx+ ¢ — (mx+t)] = 0.

Trickreiche Erweiterung: lim L ax?+bx+c—(mx+t)][/ax*+bx+c+ (mx+t)] _
X-—>too Jax2+bx+c+(mx+t)

vereinfacht und sortiert: lim (B=m2)x®+(b-2mb)x+(c—t%) _

x>t [axZ+bx+c+(mx+t)
Der Nenner wird o; der Grenzwert 0 ergibt sich nur dann, wenn der Zahler kon-
stant ist, das heilt wenn seine ersten beiden Summanden gleich 0 sind:

a-m2=0 und b-2mt =0, also m = +./Ja und t_+_ﬁ

Das ergibt fiir x>0 die Asymptote y = ./a- x+2 [

und fiir x—»—o0 die Asymptote y=—./a" X—2 o

Beispiel: fi (x) = J/x2-4x+k

Die Definitionsmenge D liest man ab aus der Vorzeichentibersicht des
Radikanden x2-4x+k =0=>x=2+ ,/4-k, k=4
D=]-00;2-,/4-k]u[2+ ./4-k ;o[ fiirk=4, D=1 fiir k>4

Die Asymptoten. y=x-2 fir x—o0, y=-—x+2 flir x—-o0

sind unabhéingig vom Scharparameter k, jede Scharkurve hat diese bei-
den Asymptoten. Die Scharkurve G, liegt sogar auf ihnen, denn

= Jx2-4x+4 = [(x-2)? = |x-2|.

Im Allgemeinen gilt fiir grole x-Werte: a x"+...+aj=a x"
und damit fiir a,>0 auch: JJa,x"+... +a;=~Ya, " [x]
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Aufgaben

1 Zeichne die Losungsmengen der Gleichungen:
a) x!1-yl=0 b) x2-y1=0 c) x2-y2=0 d x2+y2=0
e) xl-y1=0 f) x1-y2=0 g) x2-y2=0 h) x2+y2=0

2 Lose auf nach x:
a) x3+1=0 b) x3+0,13=0 c) x+1=0
d ¥x[+1=0 e xx2 +p2=0 f) 3x2+3%x=6

03 Diskutiere (Maximale Definitionsmenge D, Symmetrie, Nullstellen,
Verhalten am Rand von D, Monotonie,
Ort und Art der Waagrechtpunkte, Krimmungsverhalten,
Ort und Art der Flachpunkte, Zeichnung, Wertemenge)
a) f(x)=x%° b) f(x)=x52 c) f(x)=x25 d) f(x)=x52

e) f(x)=(x)?% f) f(x)=|x|? g) f(x)=—(=x)?5
04 Berechne
1 1 64 64
a) fx2/3 dx b) fx?’/z dx c) fx‘3/2 dx d) fx‘2/3 dx
0 0 1 1

a? 64
e) fﬁ dx,az0 f) ff/m dx
a 8

5 Berechne

8 36 8
a) fxf/idx b) f%{dx c) f1
1 9 1

_x2
T dx

6 f,(x)=x2 ac@Q* Berechne den Inhalt der Fléche, die zwischen den
Scharkurven mit den Parametern a und 1/a liegt.
Was ergibt sich fiir a—oo ?

Wurzelhaltige Funktionen: Diskutiere die Funktionen in den Aufgaben 7 bis 16
nach den Gesichtspunkten von Aufgabe 3.

07 a) a(x)=./x-1 b) b(x)=./x-1 - .J/x
c) cx)=./x-1-/x d) dx) =./(x-1)x
8 a) a(x) =% b) b@):%
o cx) = =5 d) d(x) = ‘ﬁ
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*9

«010

11

«013

a) a(x )— I3 b) b(x) = J/Ix]-sgnx
fc) c(x) = ¥(x-1)2 + ¥(x+1)? $d) d(x) = ¥(x-1)? - ¥(x+1)?
te) e X) = J(x-1)* + Y(x+1)* i) £(x) = Y(x-1)* - Y(x+1)4

a) a(x)=x./1-x2 b) b(x) = /x2(1-x2)

c) c(x)=x./x2-1 d) dx)=x.,/x-1./x+1
_ x-1 °

a) a(X)—ﬁ_1 $b) b(x) = Jx2—+ 1

fe) e = -1 id) d(x) = 28

a) ax)=x-./x2-1 b) b(x) =x+ ./x2+1

¢ cx) =./x2+1 - Jx2-1 d) dx)=./x2+x -x

Bestimme soweit moglich die Umkehrfunktion.

a) ax) =In(x+ ./x2+1) b) b(x) =In(x + J/x2-1)
c) ()=ln(x—ﬁ/x2—1)

Bestimme soweit moglich die Umkehrfunktion.

=x—a./x

(x) = —2 __  as0 Bearbeite aullerdem:

Jx(2a-x)’
a) Zeige, dass fur 0 =d <a gilt: f,(a-d) =f,(a+d)
Was bedeutet dies fur die Scharkurven ?

a

b) Stelle fest, ob sich die zu a, und a, gehérigen Kurven (a,*a,) schneiden.

c) Weise ohne die 2. Ableitung nach, dass jede Scharkurve genau einen
Tiefpunkt hat. Bestimme die Tiefpunkte und ihre Ortlinie.

d) Zeichne die Ortlinie der Tiefpunkte und Scharkurven fir ae{1, 2, 4}.

f

a

(x) = y%) ,a>0 Bearbeite aulerdem:

a) Weise ohne die 2. Ableitung nach, dass jede Scharkurve mindestens
einen Wendepunkt hat.

b) Welche Kurventangente schneidet die x-Achse am weitesten rechts ?

c¢) Bestimme die Schar der Umkehrfunktionen.
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2. Arkusfunktionen

Wie in der Geometrie verwendet man auch in der Analysis fir Schnittwinkel das
Gradmal3 (Taschenrechner DEG). Dagegen gibt man Winkel im Bogenmal} an
(Taschenrechner RAD), wenn sie als Variablen im Funktionsterm stehen.

Beachte | t1=180°| also 1= % ~57,3°

oL T
oder 1°= 130 0,017

Arkussinus

Die Sinusfunktion ist definiert auf IR und dort nicht eineindeutig, also nicht um-
kehrbar.

HCT)P Periode 27

sin (X + z-2n) = sinx, zeZ

[SEN
o
a-0

| WEP : WEP‘
~T/,, 37jt/2 21 X
y =sinx Tangenten in WEP
-1 TfP mit Steigung +1

Beschrankt man die Definitionsmenge auf [—g ;g], dann ist die Funktion einein-
deutig, also umkehrbar. Sie heifit Hauptwert des Sinus; wir bezeichnen sie mit
SinH.

HOP

WEP 1w, n X

sing ist umkehrbar

-1

TIP

Die Umkehrfunktion von sing heif3t aresin (sprich: arkus sinus):

y =singx <& x=arcsiny

Darin stecken 2 niitzliche Identititen: y = sing(arcsiny)
x = arcsin(singx)
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\ y

1_

arcsiny

singx

—IT‘/2

f-1(y) = aresiny
f(x) = singx

4L
Sie bewahren sich zum Beispiel in arcsin 0,5 =x || sing...
0,5 =sinpx = x=

arcsiny=7 || sing... = y=sing} = 1.2

iAa

Eigenschaften von arcsin

f(x) =aresinx, D=[-1;+1], W= [—5 ,5]

Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve
von y = sinygX; er ist symmetrisch zu O:

y = arcsinx

arcsin (-x) = —arcsinx

sing ist ableitbar in |- ; Z[ mit (singx)>0,

also ist auch arcsin ableitbar in |-1;+1].

Ableitung: g(x) = sing(arcsinx) = x
g'(x) = cos(arcsinx)-(arcsinx) = 1

(arcsin ) = —————
cos(arcsinx)

Nebenrechnung: e s T,
Wegen cosa = /1-(sina)? fir -7 sa=7
setzt man a = arcsin x

cosa = cos(arcsinx) = ./1-(sin(arcsinx))2 = ./1-x2

(arcsinx)' = 71"%; » =1 <x <1 | Die arcsin-Kurve steigt echt monoton.

Am Rand der Definitionsmenge ist die Ableitung nicht definiert.
Dort gilt hrr} (arcsinx)' = lim (arcsinx)' = +oo.

X2>—

In den Randpunkten (1| ) und (-1 |—§) sind die Tangenten senkrecht.
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Mit dieser Ableitung haben wir auch ein neues Grundintegral gefunden:

dx =arcsinx + C

=

Zur Vereinfachung schreiben wir kiinftig sin statt siny.

Beispiel: Kreisintegral

Jz'[mw(:

u=1 u=x
v

1-x2 v =—-2Z

=x,/1-x2 - j dx x,J1-%2 — _[1 X1 4x

J1-x2
=x./1-x2 —jﬂ/i—x2 dx+_[m
dJ
2J =x,/1-x2 + arcsinx + C*

J= %xJi—x2 + %arcsinx + C

Inhalt des halben Einheitskreises
f J1-x2 dx = —)(A/i—x2+%a1rcsillx]i1

=0+ Zarcsin1 — (0 + L arcsin(-1))

= arcsin 1 = g

Beispiel: f(x) = 2arc sin’i—;2 (nach dem Abitur in Bayern 1980)

Maximale Definitionsmenge y
9 Argument
Das Argument ’—‘—;—— darf nur Werte 1 X-2

X
haben, die im Intervall [-1;1] liegen: e
< X-2 -
-1= - =1. D
Dem Kurvenverlauf von ’—‘—;—2 =
—
entnimmt man: Dg=[1;00].
') — 9. 1 X=(x=2)_ 4. 1 _ 4 __ 2 —11-
=2 1 (’5—_—2>2 x* : xJx2-(x-2)2 X.4x-4 X«/X—1’Df 1500l
-2(/x—1+x-—= _9(x—1+1

f"(X)= ( - 2@) _ (x 2X) — 2—-3x ’ D "=]1;°°[

x2(x-1) x2(x-1)./x-1 x2(x-1)/x-1
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Verhalten am Rand von D;
Wegen lim *=2 =1 ist hm f(x) = 2arcsin1 = 2.1 ST=T,

X—=>00

y =T ist Waagrechte Tangente fiir x— oo,
Randpunkt ist (1|f(1)) = (1|-m).

Nullstellen
fx)=0 = )%2 =0 = x=2

Monotonie
f'(x) >0 = Gy steigt echt monoton, (1|-mw) ist also Rand-Tiefpunkt.
lim f'(x) =0 = G;miindet senkrecht in den Rand-Tiefpunkt (1|-m).

X2

Krimmungsverhalten
f"(x) <0 = Gygist Rechtskurve.

1 f(x) = 2.211"csmx2

— b (1| 1T
Wertemenge W;=[-r;xn[

Mit f werde nun eine neue Funktion g verglichen:

g(x) = 4arcsin -+ mit D, =Dy

Man zeige: f(x))i g(x)=m fur x= 1.

Fir die Summe s(x) = f(x) + g(x) gilt'
s'(x)=f'(x)+g'(x)=w% + 4. F 2;1[ —XJ_ - 2_1 -0
Also ist s(x) konstant. Zum Beispiel ist

s(x) =s(1) =f(1) + g(1) =—m + 4arcsinl = - + 21 = 7.

Damit gilt auch: f(x) — %‘J‘E = %n — g(x), das heifit

— Gy liegt immer genau so weit tiber %n

wie G, unter %n liegt,
— Gy und G, sind zueinander symmetrisch
beziiglich der Gerade y= % T.
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1

g(x) =4arc sinﬁ

2

f(x) = 2arcsinX2

L ® (1 |—TE)

Mithilfe der Umkehrfunktion g1 soll der Inhalt eines Flachenstiicks be-
rechnet werden, das begrenzt ist von G, und den Geraden x=1 und y=.

Term der Umkehrfunktion von y =4arcsin 1

L1 |2 Jx
Sn = = — i = = -1
1 4y ﬁ X (Siniy) g (y)
y 2n 2
DI . Flacheninhalt F = f ( 1 ) dy - &t-1
sin 4y
Nebenrechnun, dy =
m-1 uns '[ s1n4y)2 -
_1 _ 1 _
F t=3y dt=;dy dy=4dt
M— — - — —0— — —
\ = 4f 1 sdt  (Formelsammlung)
G (sint)
) cost COSiY
=—4.==+(C=-4. - +C
1- sint sinly
2m 2 1v12n
@ 1 2 X F=f( .11 ) dy_n=|:—4‘c?siy:| — T
T Sll’lzy smé—ly T

cos%n cosin:
—= |4 —F|—1=-40+41-n=4-m
Sll’léﬂ? Slnzﬂi
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Zum Ergebnis 4 — 1 kommt man auch ohne Umkehrfunktion g1:
2

F= ((4arcsin-L — ) dx
Jltaresiny
Nebenrechnung: _[ arcsin L dx=
Jx
u=1 u=x
o 4l . -1
vV = arcsin = vV =
Jx 2x./x-1
-1 X
= X-arcsin —= + dx
Jx J~2XA/X— 1

— x-arcsin+ + /x-1 +C
Jx
F= [4x-arcsin%{+4A/X—1—1TX]?

= 8arcsin% 2+4-1-2n — (4arcsin1+4-0-m)

=8-}1TC +4—2n—4-%n—0+n=4—n

Arkuskosinus
Die Kosinusfunktion ist definiert auf IR und dort nicht eineindeutig, also nicht um-
kehrbar.

y
1. HOP . HOP
Periode 2n —_
cos (X + z-21) = cosx, zeZ
| ‘WEP T WEP. :
1w, '311/2 2n X
: Tangenten in WEP
TID mit Steigung +1

Beschrankt man die Definitionsmenge auf [0;x], dann ist die Funktion eineindeu-
tig, also umkehrbar. Sie heilit Hauptwert des Kosinus; wir bezeichnen sie mit

cosy .

y
1, HOP
y = cosyX
cosy ist umkehrbar
. WEP T
| () :
@ 1w, : X

TIP
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Die Umkehrfunktion von cosy; heiflt arccos
(sprich: arkus kosinus):

Yy = COSgX & X = arccosy

y =arccosx . L .
Darin stecken 2 nuitzliche Identitaten:

. //4‘7 2 y = cosg(arccosy)
v X = arccos(cosyXx)

Sie bewahren sich zum Beispiel in:
arccos 0,5=x || cosy...
0,5=cosyx = x= ’g
x arccos y =7 || cosy..

y=cosut = 1.2

Eigenschaften von arccos
f(x) = arccosx, D=[-1;+1], W=[0;x]
Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve von y = cosyx;

er ist symmetrisch zu (0| % 7). | arccos (-X) = T - arccosx

cosy ist ableitbar in ]0; [ mit (cosyx)' <0, also ist auch arccos ableitbar in |-1;+1].

Ableitung: g(x) = cosy(arccosx) =
g'(x) = —sin(arccosx)-(arccosx) = 1

1 —
I' X) = 2N
(arccos x) sin(arccosx)

Nebenrechnung:
Wegen sina = ./J1—(cosa)?2 flir0 =a=n
setzt man a = arccos x
sina = sin(arccosx) = ,/1—(cos(arccosx))? = /1 -x2

(arccosx)' = J%xz » =1 <x<1 | Die arccos-Kurve fallt echt monoton.

Am Rand der Definitionsmenge ist die Ableitung nicht definiert.
Dort gilt l1rr} (arccosx)' = hmi(arc COSX) = —oo,

In den Randpunkten (-1|n) und (1|0) sind die Tangenten senkrecht.

Mit dieser Ableitung gilt j dx = arccosx + C

J1—x2
1
J1-x2

und damit auch J dx =—arccosx + C; = arcsinx + C,,
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Also unterscheiden sich arccos und arcsin nur in einer Konstante K
arccosx = K — arcsinx.

Fir x=0folgt $ =K-0 = K=7

arccosx = g - arcsinx

Arkustangens

Die Tangensfunktion ist definiert auf IR bis auf die Stellen 1%(2z+1), zeZ/,
und dort nicht eineindeutig, also nicht umkehrbar.

y

y =tanx

Periode &
tan (x + z-m) = tanx, zeZ

WEP.A
®

WEP,

Tangenten in WEP
mit Steigung 1

tany ist umkehrbar

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
:
_ﬂ:/2
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Beschriankt man die Definitionsmenge auf |-%;Z

5 5[, dann ist die Funktion einein-
deutig, also umkehrbar. Sie heifit Hauptwert des Tangens; wir bezeichnen sie

mit tany.

Die Umkehrfunktion von tany heiflit arctan (sprich: arkus tangens):

y =tanpx & x=arctany

Darin stecken 2 niitzliche Identitaten: y = tang(arctany)
x = arctan (tangx)
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Sie bewihren sich zum Beispiel in arctan./3 =x || tany...

J3 =tangx = x=1

3
arctany = % || tang... = y=tanyg = 1./3

Eigenschaften von arctan y

| s+ 7
f(x) =arctanx, D=R, W=]-Z;7[ o : ﬁ/;‘/
Der Graph ist die an y=x gespiegelte Kurve g | /
von y = tangx; er ist symmetrisch zu O: - A : /

arctan (-x) = —arctanx

Grenzwerte: Wegen lim tanx =+oo gilt lim arctanx=1n

X3 T0/2 X—>00 2
Wegen Symmetrie zu (0|0) gilt lim arctanx =-— % T
tany ist ableitbar in ]—g ,g[ mit (tangx)'>0, also ist auch arctan ableitbar in ]-1;1].

Ableitung: g(x) = tany(arctanx) = x
g'(x) = [1 + (tang(arctanx))?]-(arctanx) = 1

1
1+ (tang(arctanx))?

(arctanx) = und wegen x = tang(arctanx)

(arctanx)' = ﬁ » X €R | Die arctan-Kurve steigt echt monoton.

Mit dieser Ableitung haben wir auch ein neues Grundintegral gefunden:

j1+1x2 dx=arctanx + C

Zur Vereinfachung schreiben wir kiinftig cos statt cosy; und tan statt tang;.
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Zum Nachdenken
(1) Integration mit Partialbruch-Zerlegung
J 1 dx=arctanx + C jldx=lnlxl+C
1+x2 X

Man kann zeigen, dass sich mit diesen beiden Integralen jede rationale Funktion integrie-
ren ldsst. Der groe Mathematiker Carl Friedrich GAUB (1777 bis 1855) hat bewiesen:

Jedes Polynom ist faktorisierbar mit linearen Faktoren und
mit quadratischen Faktoren, deren Diskriminante negativ ist.

Beispiel: 4x3-4x2+x-1=(x-1)(4x2+1)

Beim Integrieren einer rationalen Funktion geht man so vor:

Ist der Zahlergrad grofler oder gleich dem Nennergrad, dann zerlegt man den Bruch mit
der Polynomdivision in ein Polynom und einen Restbruch, dessen Zahlergrad kleiner ist als
der Nennergrad.

4 2_ 2_
4x*+9x4—-3 x4+ 12x4—2

f(x) = =
(x) 4x3-4x2+x-1 4x3-4x2+x-1

2_
jf(x) dx =j (x+1) dx+j 4x3i24);2+2x—1 dx

2_ 2_ 2_
12x°-2 faktorisiert man den Nenner: 12x°-2 = 12x°-2
4x3-4x2+x-1 4x3-4x2+x-1 (x-1)(4x2+1)
Man zerlegt diesen Bruch in eine Summe von Teilbriichen (Partialbruch-Zerlegung),

deren Nenner die Faktoren des urspriinglichen Nenners sind:
12x2-2 _ 2 4(x+1)
= +
(x-1)(4x2+1) x-1  4x2+1

2_
,[ 12x4-2 dX=JldX+J4£X+1!
(x-1)(4x2+1) x-1 4x2+1

_2j——d + |

Im Bruch

dx

4
x2 1 &+
t—2x  dt=2dx

1 2
=2In|x-1| + 51n(4x2+1) +J o1 dt

= 2In|x-1| + %ln(4x2+1) + 2arctant + C

12522 Co
J (X—i)(4x2+1) dx = 2In|x-1| + In(4x?+1) + 2arctan2x + C
Jf = ‘X2 +x + 2In|x-1] + 1111(4X2+1) + 2arctan2x + C

Im Allgemeinen ergibt sich bei solchen Integralen eine Summe aus
einem Polynom,
Logarithmustermen mit linearen und quadratischen Argumenten,
arctan-Termen mit linearen Argumenten.
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(2] Algebraische Relationen und implizite Differenziation

Bis jetzt kennen wir Polynome mit nur einer Variable, zum Beispiel p(x) = x3-3x+2.
Es gibt aber auch Polynome mit mehr Variablen; wir beschranken uns auf solche mit
2 Variablen, zum Beispiel p(x,y) = x3-3x+2-y2.

Setzt man so ein Polynom gleich 0, dann ergibt sich eine Gleichung mit 2 Unbekannten x
und y: x3-3x+2-y?2 =0. Ihre Losungen (x|y) lassen sich veranschaulichen als Punkte im
Koordinatensystem. Man nennt die Gleichung p(x,y) = 0 eine Relation von x und y; die
veranschaulichte Losungsmenge heif3t Graph der Relation.

Manchmal lasst sich die Relation auflosen nach y, im Beispiel:
lyl = Jx3-3x+2 = J(x-1)%(x+2) = [x-1]|/x+2.
Darin sind enthalten die beiden Funktionsgleichungen
y =f (x) = +|x-1|./x+2 und
y=f(x) =-[x-1]/x+2.
Die beiden zugehorigen Graphen sind symmetrisch
zur x-Achse. Die Kurvendiskussion von f, liefert
den Teilgraphen G, . Der Graph G der Relation
entsteht dann durch achsensymmetrische Ergdnzung.

f+(X) = |X_ 1 Nm

f.(x) = [x-1[Vx+2

x3-3x+2-y2=0

Manchmal ist es nicht moglich, die Relation aufzulésen nach y.

Man kann sie trotzdem differenzieren, wenn man sich vorstellt,

dass y der Term f(x) einer Funktion f ist, die in der Relation versteckt ist:
Relation x3-3x+2-y2 =0
Ableitung nach x mit Kettenregel 3x2-3-2y-y' =0.

Diese Art des Ableitens heif3t implizites Differenzieren.

(Siehe Kapitel V »Zum Nachdenken«)

Die Waagrechtpunkte findet man durch Auflosen nach y": y' =
und anschlieBendes Nullsetzen: y'=0, also 3(x2-1) =0.

Es ergibt sich x =1 oder x=-1 mit den y-Werten y =0 oder y=4%2.

Im Punkt (1|0) ist die Ableitung nicht definiert, weil der Nenner 2y gleich O ist.
Die beiden Punkte (-1|+2) sind die Waagrechtpunkte der Relation.

3x2-3

%y , y=0
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(3] Kegelschnitte

sind Graphen spezieller Relationen. In Natur, Technik und Architektur spielen sie eine
grofle Rolle. Geometrisch entstehen sie beim Schnitt einer Ebene und eines Kreiskegels.

Standebene

N
Nl

Hyperbel —;

Hyperbel /711

7/fStandebene
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Schon vor gut 2000 Jahren hat der griechische Mathematiker APPOLONIOS (262 bis 190)
gezeigt, dass sich im Wesentlichen 3 Kurventypen ergeben: Ellipse, Parabel und Hyperbel.

y
Elllpse ;é + b2_1 : 0 éllllllllﬁllllllll
Kreis
Sonderfall der Ellipse x2+y2-r2=0 g r
a=b=I‘ @llllllllllll
oben offen rechts offen
ax?2-y=0,a>0 x-ay2=0,a>0
y y
Parabel
X
X
x2 y2 . _ X2 y2 . _
gé—b2—1 0 —;i+b2—1—0
Hyperbel \ """"""""""""""""""""" i
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(3] Reihenentwicklungen

Die Werte von Exponential- und Logarithmusfunktion lassen sich mit Reihen berechnen.
Ebenso auch die der Trigonometrischen Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen. Am ein-
fachsten geht das beim Arkustangens. Die Formel fiir die geometrische Reihe liefert:

1:£2==1_t2+t4—t6+.“—.“ fiir [t| <1

X

dt= [(1-t2+t4-t6+ ... —...) dt
0

X
Integration:
2
.g 1+t

arctanx = X—%X3+%X5—%X7 +...—... fur|x|=1.

Eigentlich miissten jetzt noch Konvergenzbetrachtungen folgen; sie gehéren jedoch in die
hohere Mathematik.

J.GREGORY (1638 bis 1675) und G.W.LEIBNIZ (1646 bis 1716) haben diese Reihe verwendet,
um 7 durch eine unendliche Reihe auszudriicken: = = 4-arctan1 =4(1-2+1-14 ).
Erstaunlicherweise kannte diese Beziehung schon der indische Mathematiker MADAHVA
(1340 bis 1425) ! o
Deutet man das uneigentliche Integral f

ist ®© Inhalt der Rosaflache im Bild. 0

dx = lim arctanx = i 1t als Flacheninhalt, so
1+x2 X—>00 2

T1

—o1+x2

Beim Sinus ist es komplizierter. Man verfahrt zum Beispiel so:

sinx =a,+ aX + a,x2 + agx3 + ...... + oaxt + ... + a,oX™2+ ..
(sinx)" = 2-1-a9 +3-2-agx+ ... + n(n-1)a x" 2+ ... + n+2)(n+1)a, ox" + ... +
Andrerseits gilt wegen (sinx)" = —sinx:
(sinx)" =-a,— a;x — ayx2 — agx®—...... —ax"— ...

Vergleicht man die Koeffizienten der Gleichungen fiir (sinx)", so gilt:

—a,= (Il+2) (n+1)an+2 = Ap9= m an

Wegen sin0=0 ist ay=as=a,=... a5, =0.
Wegen cosx = (sinx)' = a; + 2a,x + 3agx? + ... und cos0=1 gilt:

-1 -1 —1 1 (=1)n+1
a1=17 33=2f331=§, a5=Ea3=a usw an+2:(2n+1)!
endlich: sinx:il!x—%x3+éx5—%x7+...—... fir |x| <o
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01

03

05

08

09

010

Aufgaben
Berechne  a) arcsini b) arc sin% c) arc sin’gt

d) arcsin(-1) e) arcsin (—% J3) f) arcsin(-%)
Berechne a) arcsin0,9093 b) arcsin(-0,9975) e¢) arcsin0,565

d) arcsin0,1 e) arcsin0,01

Fir welche x-Werte gilt:
a) arcsinx = g b) arcsinx = % ¢) arcsinx=-0,1109
d) arcsinx = sin’iE e) arcsini =0,2014 f) arcsin(x2) = 0,04
Fir welche x-Werte gilt:
a) arcsinx <7 b) |arcsinx|z % ¢) arcsin|x| =0,2014
d) arcsinx = |arcsinx| e) arcsinx > sinx f) —g < arcsinx < Tgt
Diskutiere die Funktion in D, :
a) a(x) = arcsin2x b) b(x) =x-arcsinx  ¢) c(x)=arcsin(;x-1)
Diskutiere die Funktion in D, :

a) a(x)=arcsin/1-x2 b) b(x) =x./1-x2 + arcsinx

Diskutiere die Funktion in D, ,, . Untersuche f auf Differenzierbarkeit und
berechne gegebenenfalls die Knickwinkel.
a) a(x) = arcsin(sinx) b) b(x) = arcsin(cosx)
¢) c(x) = arcsin(tanx) d) d(x)= arcsin %{
Berechne a) arccos1 b) arccos% c) arccos%t
d) arccos(-1) e) arccos (—% J3) f) arccos (—g)
Berechne a) arctani b) arctan./3 ¢) arctan(-m)
d) arctan10 e) arctan(-4711) f) arctan0,789
Fir welche x-Werte gilt:
a) arccosx = g b) arccosx = % c) arccosi =1,0472
d) arccos(x?)=1,4595 e) arctanx= g f) arctan )1( =1
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11 Seltsame Verwandtschaften
Bilder zeigen Zusammenhinge zwischen den Arkusfunktionen.
Beispiel:

. Yx2- . .
O = arc COS% = arcsin X—X1 = arctan Vx2-1 Bearbeite ebenso:
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12

14

016

017

18

19

20

Zeige, dass gilt: a) arccosx = g — arcsinx, x € [-1;1]

b) arctan)—t = 7 — arctanx, xeR"

c) arctan)—ii + arctanx = ?, xeR™
Fiir welche x-Werte gilt:
a) arccosx = arcsin,/1—x2 b) arccotx = g — arctanx

tx = arctanl d tanx = arcsin —=
¢) arccotx = arc an ) arctanx alrcstH_X2
e) arcsinx = arctan —=
1-x2
Diskutiere:
a) a(x)=x- arctanx b) b(x) = arctan(x+1) — arctan (x—1)
¢) c(x)=arctan2x - arctan%x d) dx) = 4arctan}lx — arctanx
e) e(x) = arctanx? f) f(x)= arctan)—ii
g) f(x) = arctan %
X
Diskutiere: a) a(x) = arctan(tanx) b) b(x) = arctan (tanx)>2
¢) c(x) =arctan(5tanx) d) dx) = arctan(% tanx)

1/2 12 sin1 3
Berechne: a) [ 1_dx b) [ 1 _dx ¢ [ 2-/1-x2" dx

0 1-x2 12 J2-2x2 0 J1-x2
! 1 43 1 ° 2
Berechne: a) £1+X2 dx b) _f1 o dx c) t5{£1 3780 dx
2 1 : . A, B
Berechne: a) { v dx (Tipp: Zerlege den Integranden in S5t 5y 1)
L 4 34352 . .
b) [ 222X X dx  (Tipp: Polynomdivision)
1 x4+1
0 1 J3
Berechne: a) f arcsinx dx b) [ arccosx dx c) [ arctanx dx
1 =l 0
Entscheide, ob das Integral konvergiert, und berechne es gegebenenfalls:
1 0 00
1 1 1
a) {% dx b) {1+x2 dx c) _f°°1+x2 dx
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21

22

023

024

825

«026

827

0 1
Berechne: a) f1X4dX b) ) X _ dx

e ) i~

Bestimme die Menge der Stammfunktionen von f. (D;= Dy,,..,)
a) f(x)=—1 b) f(x) = —== ¢) f(x)=——=

 1+2x2 2+ 3x2 1-3x2

f(x) = —= a) Diskutiere f und zeichne G.

b) Berechne den Inhalt der Fliche zwischen G;und
der Gerade y=2./3

c) Berechne den Inhalt der Fliche, die begrenzt ist von
Gy, der x-Achse und den beiden Asymptoten.

f(x) = 12 a) Diskutiere f und zeichne G.

b) Berechne den Inhalt der Fléche zwischen Gy und
der Gerade durch die beiden Wendepunkte.

2x
2 1+X2

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D.

b) Bestimme f'(x) und Dy .

¢) Bestimme das Verhalten von f und f' an den
Grenzen ihrer Definitionsmengen.

d) Bestimme Extrem- und Wendepunkte, zeichne G.

f(x) = arcsin(2x-1) a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Dy.
b) Zeige: G;ist symmetrisch zu (0,50).
¢) Bestimme f'(x) und D und untersuche das
Verhalten von f' am Rand von Dy .
d) Zeichne G;und bestimme die Wertemenge von f.

e) Bestimme f1(x).
f) F(x) = i f(t) dt; bestimme ohne zu integrieren:
0

Dy, Null- und Extremstellen von F.

f(x) = arctan(x + /x2-1)

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D; und das Verhalten von f
am Rand von Dy .

b) Bestimme f'(x) und Dy und untersuche das Verhalten von f' am Rand
von Dy .

¢) Bestimme die Extrempunkte und zeichne Gg.

d) Begriinde, dass f umkehrbar ist, und bestimme f1(x).
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BARTHe KRUMBACHER XI. Anhang: Vollsténdige Induktion

XI. Anhang: Vollstandige Induktion

Wieviel Schnittpunkte haben 1000 (verschiedene) Geraden hochstens ?
Wir fangen klein an und probierens aus:

1 Gerade hat hochstens 0 Schnittpunkte.
2 Geraden haben hochstens 1 Schnittpunkt.

3 Geraden haben hochstens 3 Schnittpunkte.
4 Geraden haben hochstens 6 Schnittpunkte.
5 Geraden haben hochstens 10 Schnittpunkte.

\ / %&?532117/
: /\
A)\ J AB)=1+2

3 weitere 4 weitere
Schnittpunkte Schnittpunkte

1\
110
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Das Ganze ist ubersichtlich in einer Tabelle:

Anzahl n der Geraden 2 3 5
maximale Anzahl A(n) der Schnittpunkte | 0 1 3 10
und noch iibersichtlicher als Veranschaulichung der A(n)
Zahlenpaare (n|A(n)) in einem Koordinatensystem: 10 - ¢

Der Kenner vermutet, dass die 5 Punkte
auf einer Parabel liegen, und setzt an:

An)=an?2+bn+c
Fir die ersten 3 Punkte gilt dann: -

0= a+ b+c
1=4a + 2b +c¢
3=9a+ 3b +c¢

Diese 3 Gleichungen gentigen, um die Koeffizienten
a, b und c zu berechnen; es ergibt sich azé , bz—% , c=0,
und damit die Formel:

A(n)=%n2—%n=%n(n—1) |

(o))
|

Maximalzahl der Schnittpunkte

w
|

Die Formel passt auch fiir 4 und fiir 5 Geraden, 1+ ¢ Anzahl der
denn A(4) =6 und A(5) = 10. Geraden
Passt sie aber auch fiir jede beliebige Anzahl n ? P 1 I I I 0
Dazu miissen wir etwas weiter ausholen.

Der italienische Mathematiker Giuseppe PEANO (1858 bis 1932) hat ein
beriihmtes System von Axiomen formuliert, das die Menge IN der natiirlichen
Zahlen charakterisiert:

I 1 ist eine natiirliche Zahl.
II Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger.
III Der Nachfolger ist nie 1.
IV Verschiedene Zahlen haben nie den selben Nachfolger.

V Ist L eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen mit den Eigenschaften
1. 1eL
2. kel, also (k+1) e L
soist L =1IN.

Zuruck zur Frage nach der Allgemeingiiltigkeit von A(n) = %n(n—l). L sei davon

die Losunsmenge. Um zu zeigen, dass A(n) = %n(n—1) fir alle naturlichen Zahlen n
gilt, muss man nachweisen: L=IN. Das 5. Axiom von PEANO zeigt dazu einen Weg:
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1eL
Beim Vergleich der beiden Seiten von A(n) = %n(n—i) sieht man, dass

einerseits die Maximalzahl der Schnittpunkte A(1)=0 ist,
andrerseits %-1-(1-1) = 0 ist, dass folglich gilt 1¢L.

keL = (k+1) €L
keL bedeutet, dass A(k)z%k(k—i) richtig ist.

Zu zeigen ist, dass dann auch richtig ist: A(k+1) = % (k+1)k.
Die (k+1)-te Gerade liefert hochstens k neue Schnittpunkte:

Alk+1) =A(k) + k = Zk(k-1) + k = Zk(k-1+2) = Zk(k+1)
Damit ist auch (k+1)€eL.

Es sind also beide Forderungen des 5.Peano-Axioms erfiillt, und es gilt L=IN.

Die Formel A(n) = %n(n— 1) gilt demnach fiir jede natiirliche Zahl n, auch fiir 1000.
1000 Geraden haben somit hochstens A(1000) = % -1000(1000-1) = 499500
Schnittpunkte.

Das hier vorgestellte Beweisverfahren heif3t vollstandige Induktion.
Seine 3 wesentlichen Schritte:

o Zeige: die Behauptung ist richtig fiir n=1.
e Schreibe die Behauptung auf fiir n=k und fiir n=k+1.
o Zeige: die Behauptung fiir n=k+1 folgt aus der Behauptung fir n=k.

Beispiel: Potenzen von x, also f,(x) = x® haben die Ableitung f,(x) =n-x*1, nelN

Fall n=1: f,(x) =x!, fi(x) =1,
es ist aber auch 1.x11=1,
also stimmt die Behauptung fiir n=1 und x=0.
Fiir n=1 und x=0 gilt f;(0)=1;
der Term 1-0%1 ist zwar nicht definiert,
kann aber wegen liIr(l)XO =1 gleich 1 gesetzt werden.

Fall n=k: f, (x) = x¥, fi.(x) =)1(;xk‘1,
Fall n=k+1: f}_,(x) = x¥1 = x-xK = x-f} (x)
Zu zeigen ist: ), ,(x) = (k+1)-xK
nach der Produktregel ist
fi1®) = @£ (®) = £ (%) + x-fi (%) = 2 + xk.xk
=xk+k-xk= (k+1)-xk.
Das ist aber gerade die Behauptung fiir n=k+1,
und damit ist der Beweis erbracht.
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BARTHe KRUMBACHER XI. Anhang: Vollsténdige Induktion

01

02

16

Aufgaben (nelN)

Untersuche mit vollstédndiger Induktion, ob die Behauptung richtig oder falsch ist;
ist sie falsch, dann gib ein Gegenbeispiel an.

1+2+3+...+n=:in(n+1)

12422+ 32+ ... +n2=In(n+1)(2n+1)

Bernoulli-Ungleichung: (1+x)"z 1+n-x fiir x=-1

n Geraden in allgemeiner Lage zerlegen die Ebene in

a) m-1)2%+(n-1)+2 Teile b) 1+ %n(n+1) Teile.

n Ebenen in allgemeiner Lage zerlegen den dreidimensionalen Raum in
a) 21 Teile b) 1(m3+5n+6) Teile.

Eine Menge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.
1+x+x2+x3+...+x"= XI;:Ii fur x+1

Die Summe der 3.Potenzen dreier aufeinander folgender natiirlicher
Zahlen ist teilbar durch 9.

Alle Zahlen der Form 4n3 — n sind teilbar durch 3.
Alle Zahlen der Form n3 — 7n sind teilbar durch 6.
Alle Zahlen der Form n3 — 2n + 6 sind teilbar durch 5.

Alle Zahlen der Form 1172 + 122n+1 gind teilbar durch 133.

%n + %n2 + %n?’ ist eine natiirliche Zahl.

3">3n+3
2n > n2

Zeige: Fur die Behauptung
»Fur nelN gilt: 2n+1 ist teilbar durch 2.«
ist der Schritt von k auf k+1 beweisbar,
aber man findet keine Startzahl.
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2. kosmische Geschwindigkeit

Abkiihlen
Abkiihlungsgesetz von Newton
Ableitung
der e-Funktion
der Exponentialfunktion
(n-Funktion
von b hoch x
Ableitung der Umkehrfunktion
Ableitung von Gleichungen 96
Ableitung von Ungleichungen 96
Abnahme
beim Luftdruck
der Intensitdt
exponentielle
Absorption
Additivitat des bestimmten Integrals
adiabatische Kompression
algebraische Relationen
Anderungsrate
Angleichung der Temperatur
Appolonios
Arbeit im Schwerefeld
Archimedes
Areakosinus, hyperbolischer
arithmetisches Mittel
Arkuskosinus
Arkussinus
Arkustangens
Asymptote
bei Wurzelfunktionen
der [n-Kurve
e-Kurve
nicht senkrechte
senkrechte
asymptotische Kurve
asymptotischer Term
Ausdriicke
bestimmte 113
mit 0 und o 113
unbestimmte 113
Axiome des Flacheninhalts
Axiome von Peano

Basis

Exponentialfuntion
Basis der Logarithmusfunktion
Basisanderung bei e-Funktion
Basiswechsel bei Loagrithmen
Beleuchtung
Berechnung von [n-Werten

215

134
134

100
99
142
103
93

135
133
132
133
33

77
235
7,128
134
237
75, 214
6, 22, 36
160
168
230
225
232
173
222
142
101
174
173
174
175

35
245

98

147

103

147

198

145, 148

249

Beriihrkurven
Nachweis

Bestand

bestimmte Ausdriicke

bestimmtes Integral
Additivitat
Definition
Linearitat

bindrer Logarithmus

Bogenldange

Bogenmal}

Bolzano, Bernhard

Bruchungleichungen

Cauchy, Augustin-Louis

Cavalieri

Cavalieri, Francesco Bonaventura
Computer, Grafische Integration
Computer, Konvergenz von Reihen
Computer, Simpson-Regel
Computer, Streifenmethode

Dedekind, Richard
Definitionsliicke

dekadischer Logarithmus
Descartes, René

Differenziale
Differenzialgleichung
Differenzieren von Gleichungen
Differenzieren von Ungleichungen
Differenzieren, implizites
Differenzterm
Dirichlet-Funktion

divergentes Integral
doppelt-logarithmisches Papier
dualer Logarithmus

Effektivwerte beim Wechselstrom
e-Funktion
Ableitung
Anwendungen
Basisdanderung
Definition
Eigenschaften
Umkehrfunktion
einbeschriebene Streifen
Eineindeutige Funktion
Einheitshyperbel
e-Kurve
Asymptote
Ellipse als Kegelschnitt
Ellipse, Flacheninhalt

Register

121
129
113

21, 211
33

27

33

147

81

225

189, 192

36
18
170
87
31

173
147

123, 129
96

96

96, 235
175

28

212

166

147

80
99
100
128
103
100
101
102
22
89
160
100
101
237
39
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EllipseFlacheninhalt
Empfindung und Reiz
Eudoxos
Euklid
Euler, Leonhard
Euler-Zahl
Grenzwert
Exponentialfunktion
Ableitung
andrer Zugang
Definition
und Polynomfunktion
Exponentialkurve
charakteristischer Punkt
exponentielle Abnahme
exponentielle Zunahme
exponentielles Wachstum

Faktorformel
Faktorregel
Fakultat
Fassregel von Kepler
Fechner, Gustav Theodor
Fehler, relativer
Fermat, Pierre de
Flache zwischen 2 Kurven
Flache zwischen Kurve und x-Achse
ldchenbilanz
ldcheninhalt
ldcheninhalt, Axiome
ldchenparadoxon
lachenproblem
lachpunkt
Super-Flachpunkt
Fluchtgeschwindigkeit
Funktion
eineindeutige
hyperbolische
injektive
innere
nicht integrierbar
rationale
umkehrbare
umkehren
Funktion, Mittelwert

F
F
F
F
F
F

Galilei,Galileo 6

Gasverfliissigung 195

Gauly, Carl Friedrich 234

geometrisches Mittel 168
Glattungseffekt der Integralfunktion 57
Gleichungen, Ableitung 96

39
164

169
136
100
110

100,

99
138
98
109
103
98
132
131
129

98,

32

11
109
86
164
115

6, 36
64, 68
63

34, 41
63

35
212

127
215

89
123
89
93
28
172
89
90
78

250

Register

Gleichungen, Differenzieren
Gleichungen, Integration
Grafische Integration

grafische Integration
Gravitationsgesetz

Gregory

Grenzen der Integrationsmethoden
Grenzwert

Grenzwert fiir Euler-Zahl
Grenzwertregeln von de L'Hospital
Grundintegral

Guldin

Guldin-Regel 1

Guldin-Regel 2

Halbkreis
halb-logarithmisches Papier
Halbwertdicke

Halbwertzeit
Harmonielehre

harmonische Obertone
harmonische Reihe
harmonischen Reihe
harmonisches Mittel
Hauptsatz

Hauptsatz d. Differenzial- & Integralrechnung

Hauptsatz und Stetigkeit
Hauptwert

des Tangens
Hauptwert des Kosinus
Hauptwert des Sinus
Horsamkeit eines Raums
Horschwelle
Hospital

Grenzwertregeln
Hospital, Guillaume Francois Antoine de L'
Hubarbeit
Hiillkurve
Hyperbel als Kegelschnitt
Hyperbolische Funktionen
hyperbolischer Areakosinus
hyperbolischer Kosinus
hyperbolischer Sinus

ideales Gas, Zustandgleichung
Identitat

227,

165,

96
96
18
13
75
238
218
7
110
114
233
81
82
83

221
166
133
130
167
167
167
170
168

44

44

51

232
230
225
134
164

114
114

75
123
237
123
160
123
124

193

90, 93, 102, 225, 231, 232

Identitdt in IR 96
Identitdt, Anwendungen 103
implizites Differenzieren 96, 235
Induktion, vollstandige 244
Infimum 29

infinitesimale GrolRen 7
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Infinitesimal-Rechnung 7
Injektive Funktion 89
innere Funktion 93
Integral
bestimmtes 21, 211
divergentes 212
konvergentes 212
unbestimmtes 10
uneigentliches 211
Integral- und Stammfunktion 52
Integralfunktion 41
Integralfunktion - Integrand 46
Integralfunktion - Stammfunktion 48
Integralfunktion, Glattungseffekt 57
Integral-Logarithmus 169
Integralzeichen 27
Integrand 10, 27
Integrand - Integralfunktion 46
Integrand ist unstetig 47
Integrandfunktion 10, 41
Integration
grafische 13
mit Partialbruch-Zerlegung 234
partielle 201
Substitutionsregel 205
Typ »Abrdumenc 202
Typ »Faktor 1« 202
Typ »Phonix« 203
Integration mit der Umkehrfunktion 95
Integration von (a sin x + b cos x) - e 112
Integration von Gleichungen 96
Integration von pn(x)-e* 112
Integration von Ungleichungen 96
Integrationsgrenzen 27
Integrationsgrenzen vertauschen 45
Integrationsgrenzen, Substitution 217
Integrationsintervall 27
Integrationsregeln 11
Integrationsrichtung 45, 49
Integrationsvariable 10

Integrationsvariable, Bezeichnung 35
integrierbar 27
Isothermen 193

Kapitalvermehrung 131
Kegel 70

Kegelschnitte 236
Kehrwertkurven 189
Kennzahl 147

Kepler, Fassregel 86
Kepler, Johannes 6
Kettenlinie 123

Register

Kettenregel 93, 94
Kompression, adiabatische 77
konvergentes Integral 212
Konvergenz der Logarithmusreihe 148
Konvergenz von Reihen am Computer 170
Kosinus, Hauptwert 230
Kosinus, hyperbolischer 123
Kreisintegral 227
Kugel 70
Kurve, asymptotische 174
Kurvenloch 173
Lambert-Beer-Gesetz 133
Lautstdrke 164
Lebensdauer, mittlere 130
Lehmann 169
Leibniz, Gottfried Wilhelm 7, 27, 43, 238
Licht-Absorption 133
lineare Zunahme 128
Linearitdt des bestimmten Integrals 33
Linsengleichung 199
Littlewood 169
(n-Funktion 102, 142
Ableitung 142
als Stammfunktion 145
(n-Kurve 102, 142
Asymptote 142
(n-Werte, Berechnung 145, 148
Locher 173
Logarithmische Papiere 165
Logarithmus
Basis 147
bindrer 147
dekadischer 147
dualer 147
Logarithmus, natiirlicher 102
Logarithmusfunktion 142
Logarithmusfunk.: Umkehrg. der e-Funktion 102
Luftdruck, Anderung mit der Hohe 135
Luftdruck, mittlerer 135
Madahva 238
Mantisse 147
Mathematica 18, 31, 87, 170
Maxwell 195
Mercator, Nicolaus 148
Mittel
arithmetisches 168
geometrisches 168
harmonisches 168
Mittelwert einer Funktion 78
mittlere Lebensdauer 130
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mittlere Reichweite
mittlerer Luftdruck

Nachhallzeit

natiirlicher Logarithmus
Neil-Parabel

Nennerpolynom

Newton

Newton, Isaac
Newton-Abkiihlungsgesetz
Newtons Weg zum Hauptsatz
n-Fakultat

Nicht integrierbare Funktionen
Normalfrequenz

Numerus

obere Schranke
Obersumme
Obertone, harmonische

Parabel als Kegelschnitt
Parallelschaltung von Widerstanden

Partialbruch-Zerlegung und Integration

Peano, Giuseppe
Phon
Pol
2facher
v-facher

Polynom- und e-Funktion im Unendlichen

Polynom- und Exponentialfunktion
Polynomdivision

Population, Vermehrung
Potenzfunktion

Potenzsummen

Primzahlsatz

Problem der Zahlentheorie
Proportionalitdtskonstante

quadratische Zunahme

radioaktiver Zerfall

rationale Funktion

reales Gas, Zustandgleichung
Regeln von de L'Hospital
Reichweite, mittlere

Reihe, harmonische
Reihenentwicklungen

Reiz und Empfindung

133
135

134
102
220
172

43, 50, 75

7
134
50
109
28
164
147

29
23
167

237
199
234
245
164
173
173
173
111
109
175
132
220

36
169
169
129

128

132
172
193
114
133
167
238
164

Rekursive Berechnung bestimmter Integrale 218

Relation 235
Relationen, algebraische 235
relativer Fehler 115

252

Riemann, Bernhard
Rotationskorper, Volumen
Rotationsparaboloid
Rutherford, Physiker Ernest
Rutherford-Hyperbeln
Rutherford-Streuung

Satellitenumlauf
Schall-Absorption
Schalldruck
Schar von Stammfunktionen
Schranke

obere

untere
Schuss ins All
Schwellenreiz
Schwellenwert
Sektglas, Volumen
Simpson-Regel
Simpson-Regel, Computer
Sinus, Hauptwert
Sinus, hyperbolischer
Skewes
Spannarbeit
Spannarbeit bei Federn
spiegeln an y=x
Spitzen
Stamm- und Integralfunktion
Stammfunktion
Stammfunktion - Integralfunktion
Stammfunktionen, Schar
stetige Verzinsung
Stetigkeit
Stetigkeit und Hauptsatz
Streifen

einbeschriebene

umbeschriebene
Streifenmethode
Streuversuche

Substitution der Integrationsgrenzen

Summenformel
Summenregel
Super-Flachpunkt
Supremum

Tangens, Hauptwert
Tangentenproblem
Technik des Integrierens
Teilintervalle
Temperatur, Angleichung
Temperaturverlauf

Term, asymptotischer

Register

32

70

70, 72
196
196
198

199
133
164

9

29
29
214
164
164
73
86
87
225
124
169
21
77
91
220
52
8, 201
48

131
51

22

22

22, 31
196
217
32

11
127
29

232

201
23
134
79
175
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Thermogramm

Torus

transzendente Zahlen
Trapezregel

umbeschriebene Streifen
Umkehrbare Funktion
Umkehrfunktion

Ableitung

Definition
Umkehrfunktion bestimmen
Umkehrfunktion der e-Funktion
Umkehrfunktion und Integration
Umkehrfunktion und Ungleichung
unbestimmte Ausdriicke
unbestimmtes Integral
uneigentliches Integral
Ungleichung und Umkehrfunktion
Unleichungen, Ableitung
Unleichungen, Differenzieren
Unleichungen, Integration
unstetiger Integrand
untere Schranke
Untersumme

Van-der-Waals-Gleichung
Verdopplungszeit
Vermehrung einer Population
Vertauschen der Integrationsgrenzen
Verzinsung, stetige
Vielfachheit

von Nullstellen

von Polen
vollstandige Induktion
Volumen von Rotationskdrpern
Vorzeichenwechsel und Pol

Waals-Gleichung
Wachstum, exponentielles
Wallis, John

Weber, Ernst Heinrich
Weber-Fechner-Gesetz
Weg

Weierstral3, Karl 7

79

82, 83
100
85

22
89

93
89
90
102
95
92
113
10
211
92
96
96
96
47
29
24

198
130
132

45
131

173
173
244

70
174

193
129
218
164
164

74

Wurzelfunktion, asymptotisches Verhalten 222

Zahlentheorie, ein Problem
Zahlerpolynom

Zerfall, radioaktiver
Zinseszins

ZinsfulR

169
172
132
131
131

253

Zunahme

beim Luftdruck

exponentielle

lineare

quadratische
Zustandgleichung des idealen Gases
Zustandgleichung realer Gase
Zwischensumme
Zylinder
Zylinderscheiben

Register

135
131
128
128
193
193
32
70
71



