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BARTHeKRUMBACHER Losung I. Stammfunktion Unbestimmtes Integral

I. Stammfunktion
! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !

2.Unbestimmtes Integral

01 a) [xdx=1x2+C b) [x*dx=1x6+C ) [6x2dx=2x3+C
d)IX2+1 dX=%X3+X+C e)J5dX=5X+C f)'[dx=x+C
g [0dx=C h) 0fdx=0-c=0
i) j (3x2-2x+1) dx = x3-x2+x+C J) J(cosx — sinx) dx = sinx+cosx+C
k) [2./x dx=2./x3 + C,x>0 D) [-3/x dx=-1/x3+C,x>0

)JX3+X2 L gx = .[(X+1——1—)dx=§x2+x+l+c, x+0
n)fmdx f(ﬁ£+ dx = j—+— ) dx = 2&——+C x>0
0) j3xfxidx:j3[—ﬁ dx = 2./x3-2./x + C=2./x(2x - 1) + C, x>0

02 Berechne den Term der Stammfunktion von f, deren Graph durch P geht.
a) f(x)= %X P(-2/4)
Fo(®) = ix dx= Ix2+C Bedingung: F(-2) = 4
Fo(-2)=1+C=4 = C=3

b) f(x) =x2-2x-1 P(3|-2)
Fo(x) = J(XQ—ZX—:].) dx = %X3—X2—X+C Bedingung: F(3) = -2
Fo(3)=9-9-3+C=-2 = C=1

c) f(x)=cosx+1 P(rt|m)
Fo(x) = J(cosx +1)dx=sinx+x+C Bedingung: F(n) =
Fox)=0+n+C=n = C=0

d) f(x)=0 P(2000/2000)
Fo(x) =[0dx=C Bedingung: F(2000) = 2000 = C = 2000

3 f(x)=2x-2

Berechne die Terme der Stammfunktionen von f, fiir die gilt

a) alle Funktionswerte sind positiv.
FC(X)=J(2X—2) dx=x2-2x+C=(x2-2x+1)+C-1=(x-1)2+C-1
Bedingung: (x-1)2+C-1>0=C-1>0= C>1
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b) an einer Nullstelle ist die Steigung gleich 2.
Nullstellen von F: Fo(x) = (x-1)2+C-1=0 = x=1+,/1-C
Steigung von Gy, : Fo'(x) =f(x) =2x - 2
Bedingung: F-'(1+./1-C)=2

210+./1-C)-2=2=2./1-C=2=C=0

¢) Gy berihrt G,
Bedingung fiir Berithrung: Steigung von Gy = Steigung von Gy
Fo'(x) =f'(x), also 2x - 2=2 = x=2 ist x-Wert des Beriihrpunkts B
y-Wert des Berithrpunkts: y=1f(2) =2, B(2|2)
Gy durch B, Bedingung: F(2) =2
Fuo(2)=C, also C=2

4 f(x)=-x2+4x-3
Berechne die Terme der Stammfunktionen von f, fiir die gilt
a) der Tiefpunkt hat die Ordinate 2.
b) der Graph beriihrt die x-Achse.
¢) der Wendepunkt liegt auf der Winkelhalbierenden des 1.Quadranten.

Stammfunktion: Fq(x) = - %x3 +2x2-3x +C, F'(x)=f(x) =—x2+4x-3

a) Tiefpunkt: Fy'(x) =f(x) =-x2+4x-3=-(x2-4x+3) =-(x-3)(x-1) =0
= X4=3, Xy=1 sind die x-Werte der Extrempunkte
Fo"(x) =f'(x) = —2x + 4 ist positiv im Tiefpunkt
-2Xx+4>0 = 4> 2x, also x<2, also Tiefpunkt (1|2)

Bedingung: FC(1):—%+2—3 +C=2 = C=139

b) x-Achse beriihrt: der y-Wert eines Extrempunkts ist gleich 0
y1=Fc(x) =Fc(3)=C=0

Yo= FC(X2)=FC(1)=—§L+C=O = C=§

¢) Wendepunkt auf y=x: Fo"(x)=f'(x)=2x+4=0 = x=2
y=FC(2)=—§ +C:2 = C=g

05 a) (%XS—%X2+C)'=X2—X b) (%JF+C)': Jx

c) (—}( +C)' = é d) (% (x — sinx cosx) + C)' = (sinx)?2

e) (%(x+sinxcosx)+C)'=(cosx)2 £) (- /aZ-x2 +C) = 2x 2
JaZ—x
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*6

sinx)2 dx = 1 (x—sinxcosx)+C (sinx)?2 dx = 1x + 1(sinx—cosx)2+C
2 1 27 1 2

Welcher Zusammenhang besteht zwischen C,; und C, ?

Die rechten Seiten miissen gleich sein
%(X—sinxcosx)+01 = %X + }l(sinx—cosx)2+C2
—2sinxcosx + 4C, = (sinx—cosx)? + 4C,,

—2sinxcosx + 4C, = (sinx)? — 2sinxcosx + (cosx)2 + 4C,
4C, - 4C, = (sinx)? + (cosx)? = 4(C;-Cy) =1 = C,-C, = }1

= (x-2)./x+1

Berechne f'(x) und vereinfache das Ergebnis; bestimme damitj

f'(x)=./x+1 + (x-2)-

dx.

X
JXx+1

_3_Xx
(2(x+1) +x-2) = W

dx = %(X—Z)A/X+1 +C

1 1
2./x+1 2./x+1
dx = (x-2)./x+1 + C*, also J

J'§ X X
2, x+1 Jx+1

f(x) = (cosx)3

Berechne f'(x) und schreibe das Ergebnis so, dass nur Potenzen von sinx
vorkommen; bestimme damit f(sinx)3 dx.

f'(x) = 3(cosx)2(-sinx) = —3sinx (1-(sinx)?) = 3[(sinx)3 —sinx]

f 3[(sinx)3 —sinx] dx = (cosx)3 + C*

j(sinx)?’ dx — jsinx dx = %(cosx)?’ +C

j(sinx)?’ dx = jsinx dx + % (cosx)? + C = —cosx + % (cosx)? + C

Gegeben sind die Terme h,(x) bis ny (x). Bestimme die Scharterme H,(x) bis
N, (x) der zugehorigen Stammfunktionen.

1,(x) = 342X3—§X2 jl ) dx = X4—1X3 +C

js(x) = 12x(x-8)? = 12(x3-2sx2+82x) JJS(X ) dx = 3X4 — 8sx3 + 6522 + C
k,(x) = 10x2(3x? — 2tx + 3)= 30x* — 20tx3 + 30x2
J k,(x) dx = 6x° — 5tx* + 10x3 + C
I (x) = 4x(x2 - 3kx + k2 — 4) = 4x3 — 12kx? + 4(k2? - 4)x
_[ I (x) dx = x* — 4kx3+ 2(k? - 4)x2 + C
m,(x) = 4X(x2 - 3ax + 3a2x — 12) = 4x3 — 12ax? + 12a%x2 - 48x
J m,(x) dx = x* — 4ax3 + 4a?x3 - 24x2 + C
n, (x) = (8k3x2 — 216k2x + 2k + 72) = 8k3x3 — 216k2x2 + (2k + 72)x
[ ny (%) dx = 2k3x* - 72k?x3 + (k + 36)x2 + C
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a) Jazx dx = a2x2 +C
b) ja2x da = %8.3X+C

c) jax2 dx=%ax3+C

d) jadetzax2t+C
e) jdX=X+C
f) [dt=t+C

g) [(ax+a+1) dx=lax?+ax+x+C

h) [(ax+a+1)da=1a%x+la2+a+C

i) [(ax+a+1)dt=axt+at+t+C

Notige Einschrankungen: Exponent + -1

a) j x1 dx = 12 x*2 4+ C n+1+-1, also n+-2
b) an‘i dx = —X“ +C n-1+-1, also n+0
c) jxi‘n dx = x2 n+C 1-n+-1, also n#2
d) Jx—n dx = x1 n 4+ C -n+-1, also n=*1
e) jx2‘n dx = x3 n+C 2-n+-1, also n*3
f) Jin‘i dx = %in +C 2n-1+-1, also n+0

jxdx=%x2+C1 firx>0

J(—X) dx=-1x2+C, firx<0

C, und C, sind unabhéngig voneinander wahlbar.
Fo(x) = %X|X| + C fir x+0
ist nur der Term einer Teilschar der Losungsschar.

5 [dx=x+C; fiirx>0
b) Losungsschar: [ sgnx dx = I-

a) Losungsschar: J x| dx = {

dx =-x+C, flirx<0

C, und C, sind unabhéngig voneinander wahlbar.
Fo(x) = x| + C fur x+0
ist nur der Term einer Teilschar der Losungsschar.

Losung 1. Stammfunktion Unbestimmtes Integral
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Losung 1. Stammfunktion Unbestimmtes Integral

213 Bestimme fiir die Schrittweite Ax den Naherungsgraphen einer Stamm-
funktion von f durch Punkt P. (Integration nach rechts!)
Zeichne auch die exakten Graphen (fiir ¢) und d) siehe Aufgabe 812 b) ).

/

T \&/ A
e /

/ 7Schritfweitg Ax=1

Integrand-Graph f(x) =x -2

b) /

N

Pl

AL,

%

Zz

hrittweite Ax = 0,5

----------- Naherungs-Graph der Stammfunktion durch P

exakter Graph
c)
y O
1
[ ]
0..“ P
@ * X
o..‘ 1 ““““
—1 < >,

‘FSchﬁttweite Ax - 1

Integrand-Graph f(x) =1 + 3sgn(x-1)

(x-4)+1
d)
¥1 }/
P
X
1
-1 \ / < >
Schrittweite Ax = 0,5

----------- Naherungs-Graph der Stammfunktion durch P

exakter Graph

F(x) = 2(x + 3[|x-1| - 3), x#1



814 Bestimme fiir die Schrittweite Ax zum gezeichneten Graphen G; den Nahe-

BARTH* KRUMBACHER
rungsgraphen einer Stammfunktion durch Punkt P(0|-1).
b) Ax=0,5

Losung 1. Stammfunktion Unbestimmtes Integral

a) Ax=1
a) :: “‘
y & “ "“ S
1 :: k * .’r“ A o
.r: ."4 ) A»"‘ X
A 5 / 10
e ': c
P
| Schrittweite Ax =1
Integrand-Graph
"""""" Naherungs-Graph der Stammfunktion durch P
b) .‘0“ ‘0
1 // ': \\ - - " = (]
1 \ 5 / 10
_1 ) o"‘ \ C v
P \
S Schrittweite Ax = 0,5
Integrand-Graph
Naherungs-Graph der Stammfunktion durch P
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*15 Bestimme fiir die Schrittweite Ax=1 zum gezeichneten Graphen G, den
Naherungsgraphen einer Stammfunktion durch Punkt P(0,5|-2).

------------

Integrand-Graph
"""""" Néaherungs-Graph der ‘
Stammfunktion durch P
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016 f(x) =- Ex?’ gx

a) Bestimme von Gg:
Ort und Art der Waagrecht- und Flachpunkte,
Tangente im Flachpunkt.
Zeichne Tangente und Polynomkurve G.
(KOSY: -9<x<4 -10<y<10)

b) Bestimme die Schar F der Stammfunktionen und speziell von F:
Ort und Art der Waagrecht- und Flachpunkte
Tangenten in den Achsen- und Flachpunkten.
Zeichne die Polynomkurve GFo'

¢) Fiir welche Werte von C:
bertihrt GFC die x-Achse,
liegen die Flachpunkte auf der x-Achse,
ist die Gerade y = —2x Tangente von GFC ?

d) Bestimme von G alle markanten Punkte und zeichne G- .
Welcher grafischer Zusammenhang besteht zwischen G¢ und GF ?

e) Berechne die Schnittstellen (exakt!) von G;und GF und die Ordina-
ten(Naherungswerte) der Schnittpunkte.
Was bedeuten diese Ordinaten anschaulich fiir GFo ?
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a)

b)

—_ 41 3¢2 — _ L
f(x) = - zx3-2x2 =~ 7:x%(x + 6)
f'(x)=—%x2—§X=—-1%x(x+4) f"(x)=—%x—§=—§(x+2)

G¢: Tiefpunkt(-4|-2) Hochpunkt(0|0) Wendepunkt(-2|-1)

Wendetangente y = 2x+1 =1(3x+2)

Fo (x) =— éizx?’(x+8) +C
By - - &x*(x+8)

By () = () =— 2x2(x+6) B0 =£'() =— Zx(x+4)

GFo :  Hochpunkt(-6| 217) Terrassenpunkt = Wendepunkt, (0]0)
Wendepunkty(—4(4)
Tangenten von GFo in (0/0): y=0 (x-Achse)

in (-8]0): y=8x+64=8(x+8)
in (-4/4): y=-2x-4=-2(x+2)

x-Achse ist Tangente: C=0 oder C=- %7
Wendepunkt auf x-Achse: C=0 oder C=-4

y = —2x ist Tangente, 2 Bedingungen miissen erfiillt sein:

1.Bedingung: F'(x) =f(x) =2

—%6)(3—%)(2 -2 = x346x2-32=0@& raten: x=2

Polynomdivision (x3+6x2-32):(x-1) = x2+8x+16

®: x3+6x2-32 = (x-2)(x2+8x+16) = (x-2)(x+4)2
(x-2)(x+4)2=0 = x=20derx=-4
jede Fo-Kurve hat fiir x = 2 oder x = -4 die Steigung -2

2.Bedingung: die Punkte A(2|F(2)) und B(-4|F(-4)) miissen auf der
Tangente y = —2x liegen, also muss sein

2IFc(2) = 21-4) = F(2)=-4=-2+C=-4=C=-1

(-4|Fg(-4)) = (-4/8) = F(-4) =8 =4+ C=8=C=4
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d) f'(x)=-2x2-3x = -2x(x+4), Achsenpunkte sind (0/0) und (-4/0)

16 4
in der Mitte zwischen beiden Nullstellen ist die Scheitelstelle -2
Scheitel: S(-2|f'(-2)) = S(—2|f’1) Deutung:

Wo die Parabel Gy tiber der x-Achse liegt, ist GFC linksgekrimmt.
Wo die Parabel G; unter der x-Achse liegt, ist GFC rechtsgekrimmt.

e) F,(x) =f(x): - éi;lx3(x+ 8) =— I%Xz(x+ 6) = x2(x2+4x-24)=0
Schnittstelle x = 0 (2fach) ist Bertihrstelle,
im Ursprung beriihren sich beide Kurven mit Steigung 0.
Diskriminante des 2.Faktors D =16+ 4-24 =16-7
Schnittstellen x = ‘4#245 =-2+2,/7
in S(-2+2.,/7~3,29|-6,29) und T(-2-2./7 ~~7,29|4,29)
ist die Steigung von GFo gleich dem y-Wert des
Schnittpunkts.
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II. Bestimmtes Integral
! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !

2. Streifenmethode und Definition

01 Berechne die Unter- und Obersummen mit a) 2 b) 4 ¢) 8
gleich breiten Streifen fiir die Flache, die begrenzt ist von der x-Achse
und dem Graphen von y = %X + 1. Untergrenze 0, Obergrenze 2
a) 2 gleich breite Streifen, Streifenbreite Ax=2:2=1
3 Funktionswerte: £(0)=1, f(1)=2, f(2)=2
Untersumme U, = f(0)Ax + f(1)Ax =1+ 2 =

-2

272

Obersumme O, = f(1)Ax + f(2)Ax = 2 24+2= %
2:4=

b) 4 gleich breite Streifen, Streifenbreite Ax=2

5 Funktionswerte: £(0)=1, f(})=2, f(1)= g,f(g)=4,f(2)=2

Untersumme U, = Ax[f(0)+f(2 )+f(1)+f(§)] %[1 + i + g +i] = %

Obersumme O, = Ax[f ( )+f(1)+f( )+£(2)] = %[2 +% +Z +2]= %
c) 8 gleich breite Streifen, Streifenbreite Ax=2: 8—4—11

9 Funktionswerte: f(0)=1, f( ) f(%)z?—L f(i =1§1,

f(1)=3,f(3)= 13 fG)=1, 5
Untersumme Ug = Ax[f(0 )+f(}1)+ L HE)H(D)] =
=i1+3+24 048,81, 06]_ 2

iER R
2 f(x) =4 — x2. Berechne die Unter- und Obersummen mit 8 gleich breiten
Streifen fiir die Flache zwischen der Parabel und der x-Achse und gib eine
Abschéatzung des Flacheninhalts an. (Unter- und Obergrenze sind die
Nullstellen.
Untergrenze —2, Obergrenze 2, Streifenbreite Ax = 2:4 = %
Die Parabel ist symmetrisch zur y-Achse, die halbe Unter-und Obersumme
liegt zwischen -2 und 0.
5 Funktionswerte:
f(-2)=0, f(-2+Ax)=1, f(-2+2Ax)=3, f(-2+3Ax)=L2, £(0)=4
Halbe Untersumme = Ax[f(-2)+f(-2+Ax)+f(-2+2Ax) +f (—2+3AX)] =

=%[O+AZL+3+14]_1477 UntersummeU8=
Halbe Obersumme = Ax[f(-2+Ax)+f (—2+2Ax)+f (-2+3Ax)+f(0)] =

=;[ +3+15+4]

" < Flicheninhalt < 2 2

17
2

4 ; Obersumme Og = 25
Abschatzung: 1

11
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3 f(x) = 2 — x. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Flache,
die begrenzt ist von G¢, der x- und y-Achse. Verwende die Formel fiir die
Summe der natiirlichen Zahlen: 1 +2+ ... +n= %n(n +1).

Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks auch mit der Formel
aus der Elementargeometrie.
Die Untergrenze ist 0, die Obergrenze ist die Nullstelle von f: 2,

die n gleich breiten Streifen haben die Breite Ax= 121
n+1 Funktionswerte: f(0)=2, f(Ax)= —121, f(2Ax)=2—;—11, f(3Ax)=2—E, -
f((Il—i)AX)zZ—Iz1 -(n-1), f(nAX)=2—r21 n=0
Untersumme U, = Ax[f (Ax) + f (ZAX) +f(8Ax) + ... + {(nAx)] =
= [2—— +2— +2—- + . +2—I2—1-n]=
= n[(2+2+2+...+2) - = 2(142+3+ ... +n)] =
= 2[2n) - 2(In(n+1)]=4-(2+2%)=2-2
Obersumme O, = AX[f (0) + f(Ax) + f(2Ax) + f(BAX) + ... + f(n—1)Ax)] =
= [2+2— +2— +2—— +. +2—— (n—1)]
= = [(2+2+2+...+2) - = (1+2+3+ (n—i))] =
= 2[en) - 2Gm-Dm)]=4-2-2)=2+2

Grenzwerte: lim U_ = lim (2-2) =2=1lim (2+2) =1lim O,
n—o0 n—o0 n n—>oo n n—>oo

Der gesuchte Flacheninhalt ist also 2.
Elementargeometrie: Dreieckflache = % -Grundseite-Hohe = % 2:2=2.

¢4 f(x) =1 + x. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Fliche,
die begrenzt ist von Gy, der x-Achse und den Ordinaten bei x=1 und x=3.
Berechne den Flacheninhalt des Trapezes auch mit der Formel
aus der Elementargeometrie.

Untergrenze 1, Obergrenze 3, Streifenbreite Ax = (3-1)/n ==
n+1 Funktionswerte: f(1)=2, f(1+Ax)=2+2, f(1+2A%)=2+1, f(1+3Ax)=2+2
.oy f(0-1)A%)=2+2.(n-1) , f(nAx)=2+2.n=4

Untersumme U, = Ax[f(1) + f(1+Ax) + f(1+2Ax) + f(1+3Ax) +...+ f((n-1)Ax)]
= 121[2 + 2+r2l + 2+:—‘1 + 2+r§1 +. 2+121-(n—1)] =
= 2 2[(2+242+...42) + 2 = (14+2+3+ ... +(n-1))] =

2[@n) + 2(Z(n—1 )( N=4+(2- 2)=6—§1

X[f(1+Ax) + f(142Ax) + f(1+3Ax) + ... + f{(nAx)] =

[2+- + 2+— + 2+— +.o+ 2+I—1-n] =

[(2+2+2+...42) + 121(1+2+3+ ...+n)] =

[(2n) + 2((n(n+1))]=4+(2+2)=6+2

Obersumme O, =

50 S 1M S I D:sn

12



BARTH*KRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

06

o7

Grenzwerte: lim U, = lim (6-2) =6=1lim (6+2) =lim O

n—o00 n—o00 n—o00 n—o00

Der gesuchte Flacheninhalt ist also 6.

n

Elementargeometrie: Trapezflache = Mittellinie-Hohe = 7 1.2=6.

f(x) =8 - %x2. Bestimme mit der Streifenmethode den Inhalt der Flache,
die begrenzt ist von Gy, der y-Achse und der positiven x-Achse.

Untergrenze 0, Obergrenze 4, Streifenbreite Ax = (4-0)/n = 2

n+1 Funktionswerte: f(0)=8, f(A)()zS—ﬁ2 , f(2Ax):8—3—3 , f(3Ax)= —7—3 y e
n n n

f((n—i)Ax)=8—I% -(n-1)2, f(nAX)=8—I% -n2=0
Untersumme U, = Ax[f (Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + {(nAx)] =
= 1[8-5 +8-Z +8-Z + .. +8-5 1=
= [(8+8+8+ +8) -~ ——2(1 +4+9+...+n?)]=
= [(8n) —~ ( (n+1)(2n+1))] = 32 - 31—6 (n+1)(2n+1) =
= 32- 136(1 +5@2+1)
Obersumme O, = Ax[f(0) + f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f(n-1)Ax)] =
J[8+8-5 +8-% 18-+, +8—— (n-1)2] =
= n[(8+8+8+...+8) —~ 172(1 +4+9+...+ (n1)?)] =
2[(8n) - 5 (25 (m)(@2n-1))] = 32 - ;5 (n-1)(2n-1) =
=32-81a-H-1
Grenzwerte: lim U, = lim (32-L(1+1)(2+1)) =&
lim O, = lim (32-%¥(1-1)(2-1)) = &

Der gesuchte Flacheninhalt ist also 21% .

2
a) f 3dx ist Inhalt des Rechtecks mit Hohe 3 und Breite 2-1, also 3.
1
2
b) [ 2dx ist Inhalt des Rechtecks mit Hohe 2 und Breite 2—(-1), also 6.
*1

2

c) f dx ist Inhalt des Rechtecks mit Hohe 1 und Breite 2-0, also 2.
0
4

a) f xdx ist Inhalt des halben Quadrats mit Seitenldnge 4-0, also 8.
0

1
b) i (x+1) dx, Inhalt des halben Quadrats mit Seitenldnge 1-(-1), also 2.
21

13
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4
c) [ (2x-2) dx , Trapez-Flacheninhalt, Hohe-Mittellinie = (4-2)-4 = 8.
2

2
«08 a) f x2dx, Streifenmethode:

Untergrenze 0, Obergrenze: 2, Streifenbreite Ax =
n+1 Funktionswerte: f(0)=0, f(Ax)=Ax2, f(2Ax)=4Ax2, f(SAX) 9AX?, ...
f(n—1)Ax)=(n-1)2Ax2, f(nAx)=n2Ax?

Untersumme U, = Ax[f(0) + f(Ax) + f(2Ax) + ... + f(n—-1)Ax] =
= IZI[O +Ax2 + 4A%2 + ... + (n—1)2Ax?] =
= gAx2[0 +1+4+...+ (1n1)2] =
= 22 @m )(211—1)] 1-Hie-1
Obersumme O, = Ax[f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f{(nAx)] =
= I%[sz +4Ax2 + 9AX2 + ... + n2Ax?] =
=2Ax2[1+4+9+ n]
= 2 f [ (n+1)(2n+1)] = ‘—1(1 %1)(2 + 111)

n

Grenzwerte: lim U, = lim (g(i—%)(Z—%)) = g

n—-o00

lim O, = lim (5(1+1)(2+1)) =&

n—o00

2
Ergebnis: [ x2dx = g
0

1
b) [ 3x2dx, Streifenmethode
0

Untergrenze 0, Obergrenze 1, Streifenbreite Ax = Ill
n+1 Funktionswerte:

£(0)=0, f(Ax)=3Ax2, f(2Ax)=3-4Ax2, f(3Ax)=3-9A%2, ...,
f((n—1)Ax)=3(n-1)2Ax2, f(nAx)=3n2Ax?2

Untersumme U, = 3-111 : nlz [1%1 (n)(2n-1)] =

1 1

2 n

1 4rn 1 1

Obersumme O, =3-* 5 [3(+1)(2n+1)] = 5 (1 + 2

Grenzwerte: lim U, = lim (}(1-1)(2-1)) =1

n—o00

lim O, = lim (3(1+1)(2+1)) =1

1
Ergebnis: [ 3x2dx =1
0
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BARTH*KRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

2
c) [ (4-x2)dx, Streifenmethode

0
Untergrenze 0, Obergrenze 2, Streifenbreite Ax = 2

n+1 Funktionswerte:
f(0)=4, f(Ax)=4-Ax2, f(2Ax)=4-4Ax2, f(3Ax)=4-9Ax2, ...
f(n-1)Ax)=4—-(n-1)2Ax2, f(nAx)=4-n2Ax?2

Untersumme U, = Ax[f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f(nAx)] =
= %[(4+4+4+ e+ 4) - AX[1+4+9+...+1n?]]=
= 2[(n) - 5Em+D)@n+1)]=8-2(1+ )2+ 1)
Obersumme O, = Ax[f(0) + f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f(n-1)Ax)]| =
= %[(4+4+4+ e+ ) - AX2(14+4+9+...+ (n-1)2)] =
= 2[(4n) - (5 @@n-1)]=8- 11~ D2 1)

Grenzwerte: lim U, = lim (8-3(1+1)(2+1)) =1

n—o0

=}

16
3
lim O, = lim (8-#(1-1)(2-1)) = 8

n—oo

2
Ergebnis: f(4—x2)dx = 136
0

b
9 a) f xdx, Streifenmethode:

Untergrenze 0, Obergrenze b, Streifenbreite Ax = 2
n+1 Funktionswerte: f(0)=0, f(Ax)=Ax, f(2Ax)=2Ax, f(SAX) =3Ax, .
f(n-1)Ax)=(n-1)Ax, f(nAx)=nAx

Untersumme U, = Ax[f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f{(nAx)] =

= Ax(1-Ax + 2:Ax + 3-Ax + ... + n-Ax) =

=Ax2(1+2+ 3+ ... +n) =Ax2-%n(n+1) = g—z(n+1)

Obersumme O, = Ax[f(0) + f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f(n-1)Ax)] =
= Ax(0-Ax + 1-Ax + 2-Ax + 3-Ax + ... + (n-1)-Ax) =

=Ax2(0+1+2+ ... + (n-1)) = Ax2. ; (n-1)(n) = 2 (n-1)

Grenzwerte: lim U l1m (n+ 1) = l1m b2( %2
lim O, lmluln_hmm( Q:%

b
Ergebnis: [ xdx = %b2
0

15



BARTH*KRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

b
b) [ x2dx = %b?’ , Streifenmethode:
0

Untergrenze 0, Obergrenze b, Streifenbreite Ax = 2

n+1 Funktionswerte:
f(0)=0, f(Ax)=Ax2, f(2Ax)=4Ax2, f(3Ax)=9Ax? ...
f(n-1)Ax)=(n-1)2Ax2, f(nAx)=n2Ax?2

Untersumme U, = Ax[f(Ax) + f(2Ax) + f(3Ax) + ... + f{(nAx)] =
= Ax(1-Ax2 + 4-Ax2 + 9-Ax2 + ... + n2.Ax?) =
=Ax3(1+4+9+ .. n2)—
n 3
= Ax3-2 (n+1) (2n+1) 2 (n+1)(2n+1) = & (n+1)(2n+1)

=]

Obersumme O, = Ax[f(0) + f(Ax) + f (2Ax) +f(3A%) + ... + f(n-1)Ax)] =
= Ax(0-Ax2 + 1-Ax2 + 4-Ax2 + 9-Ax% + ... + (n-1)-Ax?) =
=Ax3(0+1+4+9+...+(n-1)?) =
= Ax3.21 (n)(2n-1) = b b2l (n)(2n-1) = ;—32 (n—1)(2n-1)

Grenzwerte: lim U, = lim —2(n +1)(2n+1) = lim b—‘f"’(1 +he+h =

n—oo

lim O, = lim 25(n-1)(2n-1) = lim % (1-1)2-}) =&

n—oo

b
Ergebnis: [ x2dx = %b3
0

b
c) I x3dx, Streifenmethode:

0

Untergrenze 0, Obergrenze b, Streifenbreite Ax = :—)1
n+1 Funktionswerte:

f(0)=0, f(Ax)=Ax3, f(2Ax)=8Ax3, f(3Ax)=27Ax3, ...
f(n-1)Ax)=(n-1)3Ax3, f(nAx)=n3Ax3

Untersumme U, = Ax[f(Ax) + f(2A%) + f(3A%) + ... + f(nAx)] =
= Ax(1-Ax3 + 8-Ax3 + 27-Ax3 + ... + n3-Ax3) =
—Ax4(1+8+27+ +n3)

= Ax4.1 ;n%(n+1)2 = }an(n+1)2 =2 (n+1)

Obersumme O, = Ax[f(0) + f(Ax) + f(ZAX) +f(3A%) + ... + f(n-1)Ax)] =
= Ax(0-Ax3 + 1-Ax3 + 8-Ax3 + 27-Ax3 + ... + (n-1)3-Ax3)
=Ax*(0+1+8+27+...+ (n— 1)3)—

1 b
= Ax*-; (n-1)%(n)% = i -(n-1)2(n)2 = y- (n 1)2

16



BARTH*KRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

. . 4 . 4 4
Grenzwerte: lim U, = lim 2~(n+1)2 = im 2(1+%)2 = &
n 2 4 4

n—>oo4n n—oo n

n—oo

lim O, = lim 5(n-1)2 = lim 5(1-1)* = &

n—o00 n—soo

b
Ergebnis: [ x3dx = }Lb‘l
0

Die Kurve von f(x)=x3 teilt das Einheitsquadrat mit den Ecken (0|0) und
(1]1) in 2 Teile. In welchem Verhéltnis stehen die Flacheninhalte ?

1
Gesucht ist f x3 dx
0

Untergrenze: 0, Obergrenze: 1, Streifenbreite Ax = 111
n+1 Funktionswerte:

£(0)=0, f(Ax)=Ax3, (2Ax)=8Ax3, {(8Ax)=27Ax3, ...,
f(n-1)Ax)=(n-1)3Ax3, f(nAx)=n3Ax3
Untersumme U, = Ax(0 + Ax3 + 8Ax3 + 27Ax3 + ... + (n—1)3Ax3)
=Ax*(0+1+8+27+ ... + (n-1)3)
- LAt o by

Obersumme O, = Ax(Ax3 + 8Ax3 + 27Ax3 + ... + n3Ax?)
=Ax*(1+8+27+ ... +nd)

- 4 .12 2_1 12

= —3h (m+1)2=2(1+3)
Grenzwerte: lim U, = lim $(1-1) =% =1lim O, = Lim 3(1+%)
n—oo n—oo n 4 n—soo n—oo 4 n

1
f x3 dx = }1 Verhaltnis der Flacheninhalte i:i =3:1.
0
fx) = x2—-1 fiir x=0 (x) = x2-1 fiir x>0
] 1-x2 fir x>0 81 1-x2 fiir x=0

Zeichne die G¢und G,. Zeichne die Streifen der Unter- und Obersumme fiir

1 1
n=4 der Integrale f f und f g.
21 21

Welche Werte haben diese Summen?

17



Losung II. Bestimmtes Integral Streifenmethode und Definition

BARTHe)KRUMBACHER

Y/ Supremum!

Obersumme 1

1
Gf

Gf Gf 1
: N N\
1 -1 1\ -1 g 1
o—1 Untersumme ‘—1 o1
f(—%) + 2-%-f(0) + %~f(1) =—— -1+0 ——§1
3 1 3
0 _4.1 + 5 + 4.1 =

)+ %-Supr.+ é-f(l) =

Untersumme U, = %
1
2 2

Obersumme O, = =-f(-1) + %-f (-

Obersumme 1

DN 1=~

1e
G

X
f/
1 -1 1\ -1

Infimum!
Untersumme > 4
Untersumme U, = 1 -g(-1) + 2 Infimum + }-g(3)=-3 - 2 + 2= -2
Obersumme Oy=3-5(1)+ $-51) + g0+ g =0~ + 1

18




BARTHeKRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Eigenschaften

3. Eigenschaften

01 Berechne

02

03

4

N I=

1 1 1 1
a) [4xdx =4[xdx =4 1=2 b) f(_%x)dx = _%fxdx =1
0 0 0 0

N 1=

1 1 1 1
c) f6x2dx = 6fx2dx =6 % =2 d) f((—%)x2)dx = —%fxzdx = _g ?l, -
0 0 0 0

1 1 1
e) f(X+X2)dX ZfXdX+fX2dX = %+% = g
0 0 0

1 1 1
f) f(2x—3x2)dx = 2fxdx—3fx2dx =1-1=0
0 0 0

Berechne (a, b > 0):
6 6
a) [x2dx =3-63=72 b) [x%dx =3;-63-3-3%=72-9 =63
0 3
b 0
c) [xZdx = 3b%-7al d) [x2dx =3-03-3(-b)3 = ;b
a -b

b
e) [x2dx =3b3-3(-b)3 = 2b?
“b

Berechne (a, b > 0):

6 6
a) [x3dx=7-6*=324 b) [x3dx=3-64-1.24=324-4=2320
0 2
b 1 1 ‘ 1 1 1
C) fX3dX = Zb4—;la4 d) jl;X?’dX = 1-04—;1(—1))4 = —:lb4
b
e) ~{)){3dx = %;b‘*—i(—b)‘L =0

Begriinde: Fiir b > 0 gelten die Satze:
a) Ist G;symmetrisch zum Ursprung, so ist

}f(x)dx = —]j'f(x)dx und }f(x)dx =0.
-b 0 -b

Welil auch die beiden Integrationsintervalle [-b;0] und [0;Db]
symmetrisch zum KOSY sind, liegen die zugehorigen Flachenstiicke
symmetrisch zum Ursprung, haben also denselben Inhalt. Diesen gibt

das bestimmte Integral mit entgegengesetzen Vorzeichen an.
Im Fall [-b;b] ist die Flachenbilanz gleich O.
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BARTHeKRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Eigenschaften

b) Ist G; symmetrisch zur y-Achse, so ist
0 b b b
ff(x)dx :ff(x)dx und ff(x)dx = 2ff(x)dx .
b 0 b 0

Weil auch die beiden Integrationsintervalle [-b;0] und [0;b]
symmetrisch zum KOSY sind, liegen die zugehorigen Flachenstiicke
symmetrisch zur y-Achse, haben also denselben Inhalt. Diesen gibt das
bestimmte Integral mit denselben Vorzeichen an.

Im Fall [-b;b] ergibt sich deswegen das Doppelte dessen,

was ein Integral liiber einem der beiden Teilintervalle liefert.

2 2 2
a) [(2-x)dx = [2dx~ xdx = 4-2.22=4-2=2
0 0 0
6 6 6
[(2-x)dx = [2dx~ [xdx = 12-1.62=12-18 =-6
0 0 0

3 c
*b) Fiir welchen Wert (+3) von c gilt: [ (2-x)dx = [ (2-x)dx ?
0 0

3 c
[(2-x)dx =6-3-32=15 [(2-x)dx = 2¢—5¢?
0 0

Bedingung: 1,5 = 2c—3c? = ¢?~4¢+3=0 = (c-1)(c-3)=0 = c=1
6 Zeichne G;mit f(x) = 4x — x2, D;=[0;6] und berechne
6 6 6 6
a) [f(x)dx = [(4x-x%)dx = 4xdx~ [x2dx = 4-1.62-2.63=72-72=0
0 0 0 0

b) Die Flache zwischen G;und der x-Achse setzt sich zusammen aus
2 Flachenstiicken A, und A, ; diese grenzen aneinander an einer
Nullstelle des Integranden: 4x — x2=0 = x=4 (oder x=0).
Betragstriche verhindern negative Flacheninhalte.

4
A, =‘f(4x —x2)dx
0

_lg.1.42_1 43/ =32
‘424 34‘ 3

4 4
4fxdx—fx2dx
0 0

6
A, = p(4x-x2)dx = =[4(G-62-3-42) - (5-6%--4%) = %
4

6 6
4fxdx—fx2dx
4 4

Flacheninhalt zwischen G;und der x-Achse: A=A, + Ay = %1

20



BARTHeKRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Eigenschaften

7 Berechne

1
a) ftd =%
0

1 1 1
b) f(s+sz)ds:fsds+fs2ds:%+%:?i
0 0 0
1 1 1
c) f(2w+3002)d0):2fmdw+3fm2dw:2-%+3-%:2
0 0 0
1 1
d) f6st2ds = 6t2fsds = 6t2-% = 3t2
0 0

1 1
e) {6st2dt = 6s{t2dt = 6S'% = 2s

1 1
f) f6st2du = 6st2fdu = 6st2-1 = 6st2
0 0

C C C
8 a) f(4—2x)dx = 4(1dx-2[xdx = 4c—c2 =0 = c(4-¢)=0 = c=4 (oder c=0)
0 0 0

C C C
b) f(ZX—3X2)dX = 2fxdx—3fx2dx =c2-¢3=0
0 0 0

= c2(1-¢)=0 = c=1 (oder ¢=0)

*9 Berechne mit den Formeln fiir Potenzsummen die Integrale als
Grenzwerte von Obersummen.

1
a) [ x*dx Untergrenze: 0 Obergrenze: 1 Streifenbreite Ax = Ill
0

n Funktionswerte:
f(Ax)=Ax%, f(2Ax)=16Ax3, f(3Ax)=81Ax3, ... , f(nAx)=n*Ax*
0, = Ax(Ax* + 16Ax* + 81Ax* + ... + n*Ax?)
Ax?(1 +16+81 +... +n%
-=n(n+1)(2n+1)(3n2+3n-1) = & (1+1)(2+1)(3+3-1 —n%)

1
nd 30

Ol

n—so00

1
lim O, = lim %(1+}1)(2+}1)(3+3-§1—$) =51:2:3=%  [xtdx=
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BARTHeKRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Eigenschaften

1
b) [ x7dx Untergrenze: 0 Obergrenze: 1 Streifenbreite Ax = 111
0

n Funktionswerte:
f(Ax)=Ax7, f(2Ax)=27Ax", f(3Ax)=3"Ax7, ... , f(nAx)=n"Ax"
O, = Ax(Ax" + 27Ax" + 3"Ax" + ... + n"AX")
=Ax3(17+27+ 37+ ... + (n-1)3)
= L. 1n2(n+1)2(3n*+6n3-n?-4n+2) = L (1+1)2(3+6.1- )

TRV
1 112 1 1 1 p 1
rlll_l')l;loon= rlll_llloz_‘l(i-l-r_l) (3+6£—):2—413:§ £X7dX=§
1
c) [ x2dx Untergrenze: 0, Obergrenze: 1, Streifenbreite Ax = rll
0

n Funktionswerte:
f(Ax)=Ax9, f(2Ax)=29Ax?, f(3Ax)=3%Ax?, ... , f{(nAx)=n2Ax?
0, = Ax(Ax? + 29Ax7 + 39Ax? + ... + n9Ax9)
=Ax10(19 + 29+ 3%+ ... +n?)

1
= = L n2(n+1)2(n%2+n-1)(2n*+4n3-n2-3n+3)

n0 " 20
_ 1 1 1_4 1i_41 _
5 (1+2)2(1+ I12)(2+4 v )

lim O, = lim 210(1+111)2(1+r11_niz)(2+4-}1—...) =5112=41

1

9 _ 41
fx dx—10
0

«10 f(x)=./a?—x2 mit D; = [-a;a] beschreibt einen Halbkreis um (0|0) mit
Radius a. Eine Halbellipse mit den Halbachsen a und b entsteht aus
diesem Halbkreis durch Streckung in y-Richtung mit dem Faktor E;
sie hat also die Gleichung g(x) = gf (x).

Berechne den Inhalt einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.

a
= [ a2-%2 dx = Ly2
AfalbKreis = [~a%—x* dx = orin
-a

a

a
— (b /52_%2 —b 2 _ 2 —b. 1o _b
Apaprn = [o/a%-xdx =2 [Ja®-x* dx = 2 or®n = 7 -Agapkreis
-a

a
—a

N

b
a

. _b _ 2 —
alSO. AElli =3 'AKreis = =I'“T = abT[
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BARTHeKRUMBACHER Losung II. Bestimmtes Integral Eigenschaften

11 f,(x) = 1—12X2(a—x)

a) Diskutiere fy und zeichne G, .
fy(x) = —X2(9 X) = (9x2 ~ x9)
fy(x) = = (9-2x -~ 3x2) = é—ix(G - X)

50" = 1(6-2) = 1(3 - %)
Nullstellen. fo(x) =0
= x =0 (2fach) und x = 9 (1fach)

(
Waagrechtstellen: fy(x) =0
= x=0 (1fach) und x=6 (
Waagrechtpunkte:

W, (0]0) und W,(6I£(6)) = W,(6/9)
f(0)" > 0, also ist W, Tiefpunkt
f(6)" < 0, also ist Wy, Hochpunkt

Flachstelle: fy(x)" =0

9 x = x=3 (1fach)

\ F(3|f(6)) = F(3]4,5) ist Wende-
punkt (Polynom hat Grad 3)

b) Eine Scharkurve und die x-Achse begrenzen ein Flichenstiick mit
Inhalt 9. Bestimme a.

F(3[4,5) tfach)
ac

Integrationsgrenzen sind die Nullstellen 0 und a.

a a a a
[fo(x) dx = Iiéfx2(a—x) dx = Iié[fx2a dx —fx3 dx |
0 0 0 0

afx2dx fx3dx 12[aéaﬁ 4314]=1—12-1—12a4
Bedingung: L-1lat=9 = a4=12.12.9=243% = a=6

12 12
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«12 f sei echt monoton steigend mit f(0)=0, auBlerdem sei d=f(b) mit b>0.
g sei die Umkehrfunktion f1 von f.

b d
a) Begriinde an einer Skizze: [ f(x)dx =bd - [ o(y)dy .
0 0

b
b) Wie kann man [ f(x)dx mit der Umkehrfunktion g berechnen ? (0<a<b)
a

y b)
d _——
y
£(b)
cl
fa)
a X b
A +B=hbd A+B+ac=bd
A=bd-B A=bd-ac-B
b d b d
[f(x)dx =bd - [g(y)dy [f(x)dx =bd - ac - [g(y)dy
0 0 a c

¢) Berechne mit den Formeln von a) und b) die Integrale
8 8
f 3/xdx und f 3/xdx .
0 1
fx)=y=2x = x=y*=g(y); b=8=d=f(8=8=2

8 2
fi”/}_(dx =8-2~ (ydy =16 - 1-24=12
0 0

8 2
fﬂidx :8'2_1’1_fy3dy=16—1—(}L-24—}1-14)=15—15 _ 45
1 1
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BARTHeKRUMBACHER Losung III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

I1I. Integral und Hauptsatz

! Obacht: Die Losungen sind nicht iiberpriift auf Richtigkeit !
2.Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

d g —1_ 2 d 1ot gy = 1ox
01 a) dx{(i t+t2)dt=1-x+x b) dx21+tdt_ e

d * sinu ___sinx__
- (J1-t2dt = ./1-x2 d du
°) dxg * ) ‘31le/1+(’5311111)2 A/1+(tanx)2

dz d 2x 2x2-1
02 a) < t/t2-1dt=< x/x2-1=/x2-1+ =
a) dx2~£ dx %X Jx Xsz2—1 Jx2-1

b) _i X _x2+1-x-2x _ _1-x2
dx2 f 2+1 dx x2+1 (x2+1)2 (x2+1)?

03 Bestimme durch Integration den Term F(x) der Integralfunktion und leite
ihn ab. Differenziere dann unabhéngig davon die Integralfunktion mithilfe
des Hauptsatzes (also ohne Integration!).

a) F(x)=
[ (Bt2+2t—-1)dt = [t3+t2-t] = x3+x2-x—(-1+1+1) =x3+x2-x-1
=1
F'(x) = 3x2+2x-1

F'(x) = f(3t2+2t 1)dt = 3x2+2x-1

b) F(x) = [(J/t+cost)dt = 232+ sint]’ -

= §X3/2 +sinx— (§n3/2 +sinm) = §x3/2 +sinx— §n3/2

F'(x) = x1/2+ cosx

F'(x) = —f (Jt+cost)dt = ./x+cosx

c) F<x>=7a—2dvz[__a2}xz_—a2—i‘z —a2 1
a

2v2 a 2x2 2a? 2x2 2

25



BARTHeKRUMBACHER Losung III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

. d 2 _d_ (t2— __d el — 1 _ w2
4 a) i { 1)dt = x2-1 d !{'t 1)dt dxf(t 1)dt=1-x
°) _f(t2—1)dt=[§t3—t]:‘:—§x3+x—(§a3—a), di [(2-1)dt=1-x2
a a

d) jf (t2-1)dt = [%t3—t];x = —%X3+X—(%X3—X) = —§X3+2X

ix — 92
d!; 1)dt 2xX4+2

x2 <2
e) [(t2-1)dt= [%t?’—t]f = 1x6-x2-(la3-a), (%{ [(t2-1)dt = 2x5-2x
a a

a? a?

f) [ (t2—1)dt ist eine Konstante abhingig von a, also (—ﬁ—( [ (t2-1)dt=0

a a

ax ax
g [(t2-1)dt = [13-t]2" = la®x3-ax-({a3-a), di [ (£2-1)dt = a®x2-a
a a
X X
h) f(tz—x)dt = [%t3—xt]z = §X3—XX—(éa3—Xa), %{f(tz—x)dt =x2-2x+a
a

Wie unterscheiden sich Fy und F, ?

Fo(x) = ((12-t2)dt, F.(x) = [(12-t2)d
%) {( t)dt, Fa) = !:( £%)dt Fir a-Werte gilt Fy=F, ?
Fo(x) = [(12-t?)dt = [12t-3t3]] = 12x—3x3
0
F,(x) = [(12-t)dt = [12t~ 3] = 12x-1x3-(12a-3a?)

Die Kurven unterscheiden sich im y-Abstand ‘12a— %a?" ihrer Punkte.
Im Fall F, = F, gilt ‘12a—%a3‘ =0 = :a(36-a?) = 0 = a=0 oder a=+6.

10

a) [(10-3x?)dx = [10x-x3]" = 100-1000 = -900
0
2

b) [(4x3-6x2+4x-6)dx = [x4-2x3+2x2-6x]7 = —4-(-5) = 1
1

-2 -2 -

o [$ax=6x?dx= [_%x-i]:jz[‘ﬂ z =3-2=1
3 =3 -
6,25 1 6,25

d [ —dx={ —x~1/2 dx =

Jx 2,25 _[ﬁxilz]&% - _[2“/;(]322 ==(-5-3)=-2
2,25 ,

2,25
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e) 3 f (Jx-2x) dx = 3[3x%2-x?]| = [2x/x~3x2];; = ~1-(-640) = 639
f) 25fx[dx 25fx3/2 dx = 2,5[2x52]] = [x2./x]; = 32-243 = -211

g)

X=—3f(x‘2—x2)dX:—[ x1-1x8]0 = [2+x3]) = 28-4 = 24
1

-1 1
h) 8f21;§4 dx= 8f2(x—3—x)dx = g[éx—z_%xz]:; - 4[)—(_;_}{2]:; =_8-(-17)=9

0,5 0,5
) 6[1Xdx =6 [ (x4-1)dx = [Z-6x]}° = ~19-(-8) =11
1 1

T

a) [ sinx dx = [-cosx]; = 1-(-1) = 2
0

b) [ cosx dx = [sinx]; =0-0=0
0
/2 2
c) [ (sinx — 2cosx) dx = [-cosx — 2sinx] " =-2-1=-3

-

a) f(2x— 1) dx = [xz—x]g =a2-a-0=a2-a

1
b) [(2x-a)dx = [x2-ax];=1-a-0=1-a
0

c) }(ZX a) dx—[xz—ax] =0-0=0
0

d) }(2x—a) dx = [X2—ax] =0-2a%2=-2a2
a+1

e [ (2x-a)dx = [x2-ax]2’] = [x(x-a)]* ] = (a+1)-(a-1)(-1) = 2a
a-1

f) } (2x — a)dX=[X2—aX]?_
1-a

.= [x(x-a)]}__=0-(1-a)(1-2a) = (a-1)(1-2a)

a) [(4x3-a%) dx = [xi-a’x]]

2 5, = [X(x3-2a%)]y, = 0-14a* = -14a*
a

b) ?GX(X—a) dx =
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=f(6x2—6ax)d = [2x3- 3ax2] = [x2(2x- 3a)] = 4a3-(-5a?) = 9a3

c) f6(x a)(x- b)dx—f (6x2-6x(a+b)+6ab)dx = [2x3- 3x2(a+b)+6abe1

— [2x3-3x2(a+b)+6abx]" = [x(2x2-3x(a +b)+6ab)]"
= b(2b2-3b(a+b)+6ab)-a(2a2-3a(a+b)+6ab)

= b2(2b-3(a+b)+6a)-a2(2a-3(a+b)+6b)

= b2(3a-b)-a2(3b-a) = a3-3a2b+3ab2-b3 = (a-b)3

d) fX bdx—f(ﬁ-ZX—Z-ﬁ)dx b[x2 ZbX]
—L-(b2- 2b2—a2+2ab)— —L(a2-2ab+b?) = —(a-b)2=b-a
a-b

e) 3f );2_3)2 = 5= +b f(3x2 3a?) dx = b[x3 3a2X]b
2a+b(b3 3a2b-(-2a3)) = (b3 3a2b+2a3) = (b—a)?2
f) 2bja 23=b gy f (2x-2b) dx = —L-[x2-2bx]""
a-b a

=+b[x(x—2b)]‘§_a_ —L[(b-a)(b—a-2b)] - —[(a-b)(a—b-2b)]
(-<b-a)-(a-3b)=b+a-a+3b=4b

a) YL b) Y ©) Vi,
Y I S S VO I
G o ]

i e e e

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e o—oo—oo—o T
Skizziere die Graphen von
Fyx) = f f(t)dt, F( ff(t )dt, F ,(x) = ff(t)dt, fur ¢) F 4(x) =ff(t)dt.

] -2

0
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011

012

Der Graph Gy ist ein Streckenzug.

a) Skizziere die Graphen von

_Zf dt, Fux) = _Zf(t)dt

X

Fo(x) = [ft)dt, Fy(x) = [f(0)dt
1

=)

b) f(x) = (g(t)dt. Bestimme a und g(x).

0 Sy X

2 fur -3<x<-2 oder —1<x<1 oder 2<x<3
_ -2.0,2
g(®) {—2 fiir —2<x<—1 oder 1<x<2 ael-2,0,2)

Der Graph Gy sei ein Streckenzug,
der symmetrisch ist zur y-Achse.
Skizziere die Graphen von

FL(0 = [ fit)dt, Fy(x) = [ fit)dt
4 1

Fo(x) = [ft)dt, Fy(x) = [f(t)dt
0 1
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*13 Berechne (Falls notig: Fallunterscheidung und Zerlegung des Integrations-
intervalls!)

1 1 1
a) [ |x| dx = [ 2|x| dx (Symmetrie zur y-Achse) = [2x dx = [x2](1) =1
=1 0 0

1 1 1
b) f«/|X| dx =f2ﬁ/|x| dx (Symm. zur y-Achse) =f2ﬁ dx = [§X3/2](1) :‘51
-1 0 0

2
c) [ x|x—1| dx, 1 ist Nahtstelle, Integrand ohne Betragstriche:
=2

xlx1| = x(x-1)=x2-x fir xz1
—x(x-1)=-x2+x fur x<1

1 2
fX|X 1| dx = f( x2+x) dx +f(X2 x)dx = [3 L 3+%X2]_2+ [%X?’—%XZ]1

- [§1+%

2 2
d) f|1—X2| dx =f|X2—1| dx =f|X—1||X+ 1| dx
0 0 0
—1 und +1 sind Nahtstellen, Integrand ohne Betragstriche:

x2-1 fiir x=1 oder x<-1

“|x+1] =
Ix-1[[x+1] {-x2+1ﬁn 1=x<1

[1-x7 dx = f(—x2+1) dx+f(x2 1) dx—[ 3+X] +[é 3 x]i

| o%~— 1

[Z+1-0]+ g—2_§+1]_2

014 f(x) = 2x-1x2.

Eine Stammfunktion: F(x) = x2—%x3

a) }f(x) dx = F(4) - F(0) = %i _0= %5
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2

) ff(x) dx =F(2) -F(-1)=% - (1)=¢

ff )dx =F(-1)-F5)=1 -2 =_3
5

015 f(x) =x3-3x F(x) =

a) j‘f(x) dx = F(4) - F(0) = 40
0

J6
b) [ () dx = F(,/8) - F(0) =
0

016 Zeichne G;und bestimme x

a) [3(t2-12t+33)dt =0
9

Fy(x) = 2[3t°- 612+ 33t]]
= 1(3x”-6x2+33x-54) G,

f(x)=1(x2-12x+33)

Fo(x) =0, 1x3-6x2+33x-54 = 0 .0

3 3 ' I ' 9
= x3-18x2+99x-162 =0
Fy(x) hat die Nullstelle 9,

(x3-18x2+99x-162):(x-9) = x2-9x+18
Fy(x) = é(x 9)(x2-9x +18) = (X 9)(x-3)(x—-6)
Losung: x=9 oder x=3 oder x=6

b)f(t2 4t-3)dt = 2

F 5(x) = J[3t°-2t2-3t]%,
= l(lx?’—2X2—3X— (-18))

Fy(x) = 430, éxs 2x2-3x+ 18—40

= x3-6x2-9x+54 = 40

x3-6x2-9x+14 =0
durch Probieren findet man eine Losung: x =1
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(x3-6x2-9x+14):(x—-1) = x2-5x-14
—-6x2-9x+14=x-1)x2-5x-14)=x-1)x-T7)(x+2)
Losung: x=1 oder x=7 oder x=-2

f L(t2+4t-3)dt = -4
f(x)=1(x2+4x- 1)
F 5(x) = 3[5t° +2t2-1t]", y

= %(%X?’ + 2X2—%X— 10)
F 5(x) =-8, 1x’+2x2-2x-10 = -8

= x3+6x2-x-6=0
X3+6x2-x-6=x2(x+6)-(x+6) _g _5
= (x2-1)(x+6) = (x-1)(x+1)(x+6)

Los.: x=1 oder x=-1 oder x=—6

17 Bestimme x

a)

b)

f (4t3-12t2-14t+34)dt = 0
4

F,(x) = [t4-4t3-7t2+ 34t]; = x4-4x3-Tx2+34x-24

F,(x) =0, x4-4x3-7x2+34x-24 =0 hat die Losung 4
(x4-4x3-T7Tx2+34x-24):(x-4) = x3-Tx+6

durch Probieren findet man x = 1 als eine Losung von x3-7x+6 =0
(x3-7x+6):(x-1) =x2+x-6
F,x)=x-1)x-4)x2+x-6)=x-1)x-4)(x+3)(x-2)

Losung: x=1 oder x=2 oder x=-3 oder x=4

f(4t3—130t) dt = 720
7

Fq(x) = [t4-65t2], = x4-65x2(~784)
F.(x) = 720, x4-65x2+784 = 720 = x*-65x2+64 = 0

= x%-65x2+64 = (x2-1)(x2-64) = (x-1)(x+1)(x-8)(x+8) =0
Losung: x=1 oder x=-1 oder x=8 oder x=-8

[ (4t3-30t2+50t)dt = -36
6

Fo(x) = [t4-10t3+25t2] = x4~ 10x3+25x2-36
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F¢(x) =-36, x4-10x3+25%2-36 = -36 = x*-10x3+25%2 =0

= x*-10x3+25x2 = x2(x2-10x+25) = x2(x-5)2=0
Losung: x=0 oder x=5

«18 Gegeben sind Integranden f(x). Bestimme F,(x) = [ f(t) dt, die Schar der

Integralfunktionen und F(x), die Schar der Stammfunktionen. Untersu-

che: Fiir welche Zahlen C ist F(x) zugleich auch Integralfunktion?

Leitsatz fiir die Losungen: Eine Stammfunktion ist Integralfunktion,

a)

b)

c)

d)

f)

g)

wenn sie mindestens 1 Nullstelle hat.

f(x) = 2; F,(x) = [2t] = 2x - 2a, Fo(x)=2x + C
Jede Stammfunktion ist Integralfunktion, weil F» die Nullstelle %C hat.
f(x) = 2x F,(x) = [t2]z =x? — a?, Fo(x)=x2+C
x2+C=0=x2=-C=C=0

f(x) = 2x + 2 F,(x) = [t2+ 2t]:= x2+2x—a2-2a, Fo(x) = x2+2x+C
x2+2x+C = 0, Diskriminante: D =4 — 4C = 4(1-C), Dz0 = C=1
f(x) =-2x + 4 F,(x) = [-t2+ 4t]:: —x2+4x+a?-4a, Fp(x)=—x2+4x+C

-x2+4x+C =0, x2-4x-C =0, Diskriminante: D = 16 + 4C = 4(4 + C)
Dz0=Cz-4
f(x) =4x3-4x  F,(x) = [t4—2t2]z= x4-2x2-a%*+2a2, Fu(x)=x4-2x2+C
x4-2x2+C = 0, Diskriminante: D =4 - 4C =4(1 - C)
x2=1+1/D=1+/1-C = C=1
f(x) = -12x3 + 12x2 + 24x Fo(x)=—3x*+4x3+12x2+C
F,(x) = [-3t4+4t3 + 12t2]_ = -3x*+4x3+12x%—(-3a%+4a%+12a2),
C =-(-3a*+4a3+12a2), Wertemenge von h(a) = 3a*-4a3-12a2 ?
h'(a) = 12a3 - 12a2 - 24a =12a(a2 -a-2)=12a(a-2)(a+ 1)
h'(a) = 36a% — 24a — 24
h(a)=0 =a=0 = (0]0) ist Hochpunkt von h

=a=2 = (2|-32) ist Tiefpunkt von h

= a=-1 = (-1]-5) ist Tiefpunkt von h
die h-Kurve ist beidseitig oben offen, hat also die Wertemenge [-32;].
Fir Ce[-32;], also Cz-32, ist eine Stammfunktion auch Integral-
funktion.
f(x) =6x*+2x F,(x)= [t5+t2]z= x0+x2— ab— a2, Fu(x) =x5+x2 +C
Fc hat sicher eine Nullstelle, weil der Grad 5 des Polynoms ungerade ist.
Also ist jede Stammfunktion auch Integralfunktion.
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h) f(x) =sinx F,(x) = [—cost]zz —cosx + cosa, Fa(x)=-cosx + C
—cosx + C=0 = cosx = C; Nullstellen, falls |C| =1 y
8i) f(x) =2x+sinx  Fy(x)= x2-cosx + C
F,(x) = [t2—cost]z= x2—-cosx—a2+cosa,
Am Bild iiberlegt man sich die

Wertemenge von C: |-o0;1],
alsoC=1

19 f(x) =x2(4 - x), D;=10;2], I= }f(x) dx

a) Wie andert sich der Wert I,
wenn man f(x) ersetzt durch
o) gx) =fx)+1 B) h(x)=f(—x+2)?
Begriinde die Aussagen geometrisch.

2 2
a) I,= [ f(x) dx + i 1 dx =1+ 2, der neue Wert ist um 2 grofer als der alte,
0 0

die additive Konstante bewirkt die Addition des Flacheninhalts eines
Rechtecks mit Breite 2 und Hohe +1.

$B) f(x) = x2(4 - x) = —x3 + 4x2
h(x) = f(—=x+2) = (x+2)2(4 — (x+2)) = (x-2)2(x+2) = x3-2x2-4x+8
Differenz der Funktionswerte: d(x) = h(x) — f(x) = 2x3-6x2-4x+8

2
[d(x) dx = [3x4-2x3-2x2+ 8x]. =8-16-8+16=0

0
g(x) = f(—x): G, ist das Spiegelbild von G¢ beziiglich der y-Achse
h(x) = g(x+2) = f(-x+2): Gy, ist der um 2 nach links geschobene Graph G,

(daraus werd ich auch nicht kliiger — halt dann zerst schieben und dann
spiegeln, solang rumpopeln, bis der Lehrer sein gewilinschtes Ergebnis
hat und strahlt (mir zu ein zu miifliges Spiel) — was solls ?)

b) F(x) = [{(t) dt, Dy =D
0

Beschreibe Gy moglichst genau (Nullstellen, Monotonie, gegebenfalls
die x-Werte von Hoch-, Tief- und Wendepunkten), ohne zu integrieren.
Begriinde die Aussagen und skizziere Gy .
Nullstelle: gleiche Integrationsgrenzen = x =0
Monotonie: F'(x) = f(x) = x2(4 — x) = 0 = x=0 (II) kein VZW, x=4 (I) VZW
+ 02 + 01 _ f(x)=F'(x)
l l >

0 ems 4 emf X

ems ‘ ‘
/ WAT / WAT
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(0]0) ist Terrassenpunkt, (4/F(4)) ist Hochpunkt

Skizze von GF/\
:
0 4 \ X
zwischen 0 und 4 liegt ein Wendepunkt

c) Fir welche Zahlen C ist Fp(x f f(t) dt + C zugleich auch eine Inte-

gralfunktion von f ?
={f(t) dt + C ={(—t3+4t2) dt +C=[-3t*+23] + C

1,4,4_3
—= + =
4X 3X +C

F,(x) =ff(t) dt = —}lx4+§x3 (- ia4+3a3)

Wertemenge von C = ( 1at4+4 ;a?)

1
at - §a3 und die von F(x) liegen symmetrisch zur

x-Achse, k hat bei 4 das absolute Minimum k(4) = 64 — 256 %4

die Kurve von k(a) =

die Wertemenge von C ist [— s00[,
fur C>— 2 ist F. zugleich auch Integralfunktionen von f.
x2-1 fir x=0
20 hix) = { 1-x2 fir x>0

a) Zeichne Gy,

b) H(x)=(h(t) dt o) Wo hat Gy Nullstellen ?
-1 B) Wo hat Gy; Extremumstellen ?
Von welcher Art sind die Extrempunkte?
v) Welches Vorzeichen hat H(-2) ? (Keine Rechnung!)

o) Nullstellen: -1 (Startstelle) und 1 (Flachenbilanz = 0)
B) Extremumstellen: -1, 0, 1; (-1|0) und (1|0) sind Hochpunkte,

(0|H(0)) ist Tiefpunkt
v) H(-2) <0, den die Integrationsrichtung ist negativ und h(-2) > 0
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¢c) Berechne den Term H(x) durch Integration.

X

x=0: H(x) = [h(t) dt = fi (t2-1)dt=[3t-t]" =1x®-x-(-1+1)=1x’—x-2

X>0ZH(X)=}h(t)dt +j‘h(t) dt =}(t2—1)dt +}(1—t2)dt
%1 0 | 0

=[365-t1°, + [t-267]) =0-(-L+1) +(x-1x%)-0= ~Ix®+x-2

= <

d) Zeichne die Untersumme mit
4 gleich breiten Streifen fiir Gy,
H(1) ein und berechne ihren Wert. 1

1 1 1 1
U=§h(—§)+§h(0)2+§o |

__3_q-_U

8 8

*21 Glattungseffekt der Integralfunktion
Zeichne G;und Gy und beschreibe das

Verhalten (Stetigkeit, Differenzierbarkeit)
an der Stelle a.

-2x fir x<0
) 109 7 G x2o

F(x) = [f(t) dt, a=0 GF
0 3

Gy ist unstetig bei 0,
Gy hat bei 0 einen Knick.

= <
©

b) f(x) = sgn(x-1)? G,

F(x) = [f(t)dt, a=1
1

*
*
.0
*
*
*

Gy ist unstetig bei 1,
Gy ist die Gerade durch (1/0) .
mit Steigung 1. =
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c) f(x)=[x-1]
X
F(x) =ff(t) dt, a=1
0

G hat einen Knick bei (1]0),
Gy ist »glatt« bei (1]|0,5), das heifit,
Gy ist differenzierbar bei (1|0,5).

22 Glattungseffekt der Integralfunktion.
Zeichne Gy und Gy und beschreibe das

Entstehen und Verschwinden isolierter y
Definitionsliicken beim Differenzieren a) 10——
und Integrieren. |
-1 * N
2 1= g TS
X -1 "0.‘ 000‘01 X
Fx)= (f(t)dt, a=0
__£ G o.’ . . 0.‘ GF
G¢ hat bei 0 einen Sprung, — LTy
Gy hat bei 0 einen Knick. y G,
b) (9 = —; |
. b) GF“.&
F(x) = [ f(t)dt, a=0 D I
~1

1
G¢ hat das Loch (0]1),

Gy ist die Gerade durch (1]0)
mit Steigung 1. R

F(x) =}f(t) dt, a=2
3

Term-Vereinfachung
f(x) =2 - |x-2|, fur x+2
G¢ hat das Knickloch bei (212), o
Gy ist »glatt« bei (2|-1,5), das heifl3t, 1 GF
Gy ist differenzierbar bei (2|-1,5). o 1

Beim Differenzieren konnen 1
nie Liicken verschwinden, wohl aber entstehen.
Beim Integrieren konnen

nie Liicken entstehen, wohl aber verschwinden.
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223 Es gilt der Satz: Ist a eine n-fache Nullstelle (n>1) der differenzierbaren
Funktion f, dann ist a eine (n—1)-fache Nullstelle von f".
Bei der Umkehrung muss man vorsichtig sein.

Sei Fq(x) f f(t) dt und a eine n-fache Nullstelle von f.

a) Zelge.Man kann C immer so wahlen,
dass a eine (n+1)-fache Nullstelle von F ist.

Wahl C=a, dann giltF,(x) = 0 und a ist n-fache Nullstelle von f,=F,
und damit (n+1)-fache Nullstelle von E, .

b) Gib ein Beispiel an mit a=0 und n=2, in dem es 2 verschiedene Losun-
gen fiur C gibt.
f(x) = x2(x+3) hat die doppelte Nullstelle x=0

f(t3+3t2)dt— 1x*+x3-(5C*+C3) = 1x3(x+4)-1C3(C+4)

1.Wahl C=0, dann gilt Fy(x)=Ix3(x+4), x=0ist 3-fache Nullstelle.

2.Wahl C=—4, dann gilt F ,(x)= }lx3(x+ 4), x=0 ist 3-fache Nullstelle.
Fir C+0 und C+-4 ist x=0 gar keine Nullstelle.

24 Die 4 Polynomkurven mit den Funktionstermen f(x), f'(x), f f und f i
haben ganzzahlige Null- und Waagrechtstellen.
Welche Kurve gehort zu welchem Term ? Welche Werte haben a und b ?
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$25 Die Polynomkurven Gy, G, Gy, Gy und G, haben ganzzahlige Null- und
Waagrechtstellen. Eine dieser Polynomkurven ist die Kurve eines Integran-
den, andere sind Kurven zugehoriger Stamm- und Integralfunktionen.
Welche Kurve ist die des Integranden?
Welche Kurve gehort zu einer seiner Stammfunktionen?
Welche Kurve gehort zu einer seiner Integralfunktionen?
(Nenne gegebenenfalls mogliche untere Integrationsgrenzen.)

b)

‘ [
-10 -5 1 5 10 13 15
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a) Integrand: 1(x)
Nur Stammfunktion: h(x)

Integral-und Stammfunktionen: f(x f 1= f 1 und k(x f 1.
Die Funktion g hat keine der genannten Elgenschaften
b) Integrand: h(x)

X

Integral-und Stammfunktionen: k(x) = f h = f h = f h und f(x f h.
Integrand: g(x)

X

Integral-und Stammfunktionen: h(x f g= f g = f g undl(x f g.
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26 . -~y - - -y, Abgebildet sind eine Parabel mit ganzzahligen -
SR U Nullstellen, die die y-Achse trifft in % sowie die

107 Kurve dazu gehoriger Integralfunktionen F,.

a) Lies ab die Naherungswerte fiir die |

| b) Bestimme F,(x) (Faktorisierung!)

Flacheninhalte A, bis A,.

und berechne die exakten

=3 -x-8)

' Flacheninhalte A bis A,.

A3~ 135

3

187

1 F,0=L(x-a)@2x2+ (2a-27)x + 222 -27a+48) - -

. _10_ .

A=Ay =F,(1)

. _13_ .

F_y(x) = Fpp(x) = Fyy(x) = L(x + 1) (2x - 7)’(%’— 11) .

“‘..18. .

.56 | Ag=A=135
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BARTHeKRUMBACHER Losung III. Integral und Hauptsatz Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

. y _ 1.2 5, 4
227 A f(x) = 5x% - 3x — 3
- Abgebildet sind die Kurve der Funktion f und -

" die dazu gehoriger Integralfunktionen F.,,.

, "a) Lies ab die Naherungswerte fiir die
. Flacheninhalte A bis As.

b) Lies ab die Naherungswerte fiir die
oberen Grenzen u, v, w, wenn gilt

Tf(x)dx=0 ]if(X)dX=0 ]yf(X)dX=1:
1 0 0 .

- ¢) Bestimme F,(x) (Faktorisierung!)

3 und berechne die exakten
____________________ _ | Flacheninhalte A4 bis Aj.
L tAs~05
S .,:. ............... 2__ ..................

A

Ap=A4

f( ) (3X+2)(X— ) Fa(X)l 'El;(x 'a)(x2l‘+ (a 5)x Taz 5a 8)
P = F1<> F6<> ;<x+z><x 1><x 6)-

Aq=Fy(-2/3) =20~ 2,47 | .
o A=F0)=2 T

NETERIRR® slos | MeslR@I-e

T, Y






BARTHeKRUMBACHER Losung IV. Anwendung der Integralrechnung Fliacheninhalt

IV. Anwendung der Integralrechnung

! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !

1.Flacheninhalt

Flache zwischen Kurve und x-Achse

01

02

f(x) =4x(x + 2)(x - 5)
Bestimme den Inhalt der Flache,
die von a bis b zwischen G;und der x-Achse liegt.

a) a=-1, b=0 b) a=0, b=1 c) a=-1, b=1
d) aist die kleinste, b die grof3te Nullstelle von f.
Nullstellen von f: -2, 0, 5 f(x) = 4x3 — 12x2 - 40x

Term einer Stammfunktion  s(x) = x* - 4x3 — 20x2

a) Im Integrationsintervall [-1;0] liegt keine Nullstelle
}f(x)dx = [x4-4x3-20x2]°, = 0-(1+4-20) = 15 = A,
b) irin Integrationsintervall [0;1] liegt keine Nullstelle
}f(x)dx = [x4-4x3-20x2]) = 1-4-20 = -23, A, = 23
c) ;)m Integrationsintervall [-1;1] liegt die Nullstelle 0: A;=A, + A, = 38

d) Im Integrationsintervall [-2;5] liegt die Nullstelle 0:

0

f(x)dx = [x4-4x3-20x2]", = 0—(16+32-80) = 32
i 2
2

5

[f(x)dx = [x4-4x3-20x2]; = 625-500-500 = -375
0

A, =32+375=407

f(x) =105(x2 - 1)(x* - 1)

Bestimme die Inhalte der Flachenstiicke,

die G¢ und die x-Achse einschlief3en.

Nullstellen von f: -1, 1 f(x) =105(x6 —x* - x2+1)

Term einer Stammfunktion s(x) = 15x7 — 21x° — 35x3 + 105x.

Im Integrationsintervall [-1;1] liegt keine Nullstelle. Die Rechnung
vereinfacht sich, wenn man die Achsensymmetrie von f ausnutzt:

1
ff(x)dx = [15x7-21x°-35x3 + 105x]3 =15-21-35+105 = 64,
0

wegen Achsensymmetrie ist A = 264 = 128
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3

Eine Polynomfunktion vom Grad 4 habe die Eigenschaften:
G¢ hat den Ursprung als Terrassenpunkt und die Nullstelle 4,
die Flache zwischen G¢und der x-Achse hat den Inhalt 6,4.
Bestimme f(x) und skizziere G;.

Ansatz: f(x) = kx3(x — 4) = k(x* - 4x3)
Im Integrationsintervall [0;4] liegt keine Nullstelle.
Term einer Stammfunktion:

(X) _ k(1x5—x4) = 15(X5—5x4)

ff(X)dX [(x5-5x4)];

ff(x)dx = 5(1024-1280) = -256 - £
0

Bedingung: ‘—256-15“ = 6,4
= 256k =+32 = k =+
Ergebnis: f,(x) =+1 X (x —4) ;
Waagrechtpunkte: (0/0) und (3|F %) G,

f(x) = ax* + bx3 + cx2 + dx +e { 1

Bestimme die Koeffizienten a bis e so, dass gilt:

G¢ hat im Ursprung eine Tangente mit Steigung 8,

G, hat den Wendepunkt (2/0),

Gy und die x-Achse begrenzen zwischen 0 und 2 ein Flachenstiick
mit Inhalt 1,6.

Gygeht durchO = e=0
G, geht durch (2|0) = 16a+8b+4c+2d=0 = 8a+4b+2c+d=0 (I)

f'(x) = 4ax3 + 3bx2 + 2cx + d f"(x) = 12ax?2 + 6bx + 2c

Steigung in O gleich 8: f'(0)=8 = d =8

(2]0) ist Flachpunkt: f"(2)=0 = 48a+ 12b + 2¢ =0 (I

d =8 einsetzten in (I): 8a + 4b + 2¢ = -8 (I*)

(I1) - (I¥): 40a+8b=8 = b=1-5a

(IT): ¢ =24a - 6b=-24a-6(1-5a)=6a—-6=06(a-1)

f(x) = ax*+ (1-5a)x3 + 6(a—1)x2 + 8x

Es geht um 1 Flachenstiick, folglich liegt zwischen 0 und 2 keine Nullstelle.

2
ff(x)dx = [2x°+1(1-5a)x4+2(a-1)x3+4x2]} =

=2.32+4(1-5a)+16(a-1)+16-0 = }(32a+20-100a +80a—80 +80)
= 1(12a+20)
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Bedingung: }(12a+20) =1,6 = 12a=-12 = a=-1
b=1-5a=6, c=6(a-1) =-12
Ergebnis: f(x) = -x*+ 6x3 — 12x2 + 8x

*5 Jedes Schaubild der folgenden Scharfunktionen begrenzt mit der x-Achse
ein endliches Flachenstiick.
Bestimme den Scharparameter so, dass dieses den Inhalt A hat.

oa) f,(x) = ax(x+a) A=54 b) g.(x)=ax?+2x, A=12

¢) h,(x )—éx(x a)?, Azé d) ia(X)=3%zX3—§X2, A=172

oa) f,(x) = —aX(X+a) = }la(x2+ax) Nullstellen = Integratlonsgrenzen 0,-a

Term einer Stammfunktion: s,(x) = Za(% x3+ % ax?) = 5. L a(2x3+3ax2)

ff (x)dx = —a[2x3+3aX2] a( 2a3+3a3) = =at
Bedmgung. 51 Lat=54 = a=46

b) g.(x) = ax? + 2x = x(ax + 2); Nullstellen = Integrationsgrenzen: 0, ?/a

Term einer Stammfunktion: s,(x) = £ ax3+x2

3
-2/a

2/a _ 4 _ 4
fga(X)dX [Fax3+x?] a__Siaer;_?:Q

Bedmgung — =12 = a=

OOIH

c) h,(x) = 5x(x-a)’= é (x3-2ax2+a?x); Nullst. = Integrat.grenzen: 0, a

Stammfunktion: s,(x) = 112 (4 X4+§X3+ 1a2x?) = m (3x%-8ax3+6a2x?2)

fh (x)dx = 2-[3x4-8ax3+6a2x2]> = L (3a4-8at+6at) = L at

144[ 0 144 144

4 _1 _
Bedmgung. 144a =5 = a=12

d) i,(x)= £x3—2x2 = ?jXZ(X 3a); Nullst. = Integrationsgrenzen: 0, 3a

Stammfunktion: s,(x) = G%azx‘l— ?%X3 =L (X4 4ax3)
a

fl (x)dx = [X4 4aX3]3a (81a4 108a%) = —-L.-27a% = ——a2

Bedmgung. ‘—éaz‘ =72 = a=%4
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«06 f,(x) = £(a-8)(x2-ax)

a)

b)

a
Bestimme den Inhalt A(a) der Fliche zwischen G; und der x-Achse.

4 4
f (x) = a—2(a—8)(x2—ax) = a—ZX(a—S)(x— a)
Nullstellen = Integrationsgrenzen: 0, a
Term einer Stammfunktion:

sa(x)=f2(a—8)(§x3— lax?) = é(a—8)(2x3—3ax2) = E)fz(a—8)x2(2x—3a)

[ (0dx = 2(a-8)[x2(2x~3a)]} = 2;(a~8)[a%(2a~3) 0]
0

[f,(x)dx = ¥(a-8)(-a) = ~2a(a-8)
0

A(a) =|2a(a-8)|

Fir welche Werte von a ist der Flacheninhalt A(a) gleich 8 ?

Aa)=8 = %(32—8&1) =+8 = a?2-8a=1+12

Fall: a2 -8a=+12 = a2-8a - 12 =0, Diskriminante D=64+48=16-7
a=4+2/7

Fall: a2-8a=-12 = a2-8a+12=0 = (a-6)(a-2)=0
a=6 oder a=2

Bestimme a so, dass A(a) moglichst grof3 ist,
und gib den maximalen Flacheninhalt an.

A(a) hat ein Extremum beim selben a-Wert wie %a(a—8) :

%a(a—S) beschreibt eine Parabel mit Scheitel (4]...).
Fir a=0 und a=8 ist der Flacheninhalt gleich 0, also ein Minimum.

Deshalb ist A(4) = 332 ein Flachenmaximum.

Gegeben ist die Integralfunktion F, mit F, (x) = [ty (t) dt
4

d)

Bestimme den Term F, (x) und alle seine Nullstellen.
Term einer Stammfunktion fur a=4:

s(x) = 5171(8x3—16x3—48x2+96x2) = 214(48)(2—8)(3) = %(6X2—8X3)

a
Fy(x) = [fy(t)dt = 1[6t2-t3], = 1(6x2-x3-(96-64)) = —1(x3-6x2+32)
4

4 ist garantiert Nullstelle von F, (x). Ubrige Nullstellen:

Polynomdivision: (x3-6x2+32):(x-4) = x2-2x-8
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Fy(x) = -5 (x — 4)(x + 2)(x — 4)

hat die Nullstellen 4 (doppelt) und —2.
e) Bestimme die Hoch-, Tief- und

Wendepunkte von Gy, .

Skizziere Gy, und Gy, in ein und

demselben Koordinatensystem.

F,(x) = f,(x) = —(x2-4x) = —=x(x-4)=0

= Waagrechtstellen: o und 4

Fi(x) = f',(x) =-2x + 4;

F70)=-4>0

= Tiefpunkt (0 —332 ), Hochpunkt (40).

In der Mitte zwischen Tief- und

Hochpunkt liegt der Wendepunkt (2|—%5

7 f,(x) = X3 ax fs

Fir Welchen Wert a>0 begrenzen
das Schaubild von f, und die x-Achse eine moglichst kleine Flache?

f,(x) = a%1)(3—;1)( = éx((a—i)xZ - 3a)

Wegen der Symmetrie zum Ursprung begrenzen Kurve und x-Achse
2 kongruente Flachenstiicke.

Die Nullstellen 0, + / smd Integrationsstellen, Abkiirzung n = 3a

Term einer Stammfunktion s,(x) = é (a—1)x% - ;ax2 = 1—2 ((a—1)x* - 6ax2)

}fa(x)dx [(a 1)x4- 6ax2] ((a 1)n%- 6an2)— sn?((a-1)n%-6a)
0

2 _ 3a 1. 3a _3.a%
n? = =& eingesetzt: Integral I(a) = 55 - =% (3a 6a) = 4aa_1

halber Fliacheninhalt |I(a)| (Symmetrie von f, zum Ursprung!)
Fir a=0 ist 1(0)=0, die Flache hat ein absolutes Minimum.
Flacheninhalt und I(a) haben beim selben a-Wert ein Extremum:
I'(a) __3 (a-1)-2a-a%-1 _ 3a%2-2a _ 3a(a-2)

4 (a-1)2 4(a-1)2 " 4(a-1)?
I'(a) =0 = a=0 oder a=2.
Fir a=2 hat der Flacheninhalt das Maximum 9.
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*8 Gegeben ist jeweils eine Funktionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse eine Flache von extre-
malem Inhalt einschlielen. Entscheide, was fiir ein Extremum vorliegt.

a) a (x) = (1-4k)x — k?x2 b) b, (x) =kx - 214 (k2+1)x2
c) c¢(x)=2x- 1%1)@ d d.(x) = %kx3 - (k—1)x2
se) e, (x) = %kx3 - (k+1)x of) f(x) = %{XQ +k-12

a) a(x) =(1-4k)x - k2x2 = x(l — 4k — k2x)
Die Nullstellen 0 und n = k k sind Integrationsstellen.

Term einer Stammf.: s(x) = 3 (1-4k)x2 - §k2X3 = éXz(S -12k — 2kx2?)

1
2

I(k) = fai(x)dx = §[x%(3-12k-2k2x?)]] = ¢n?(3-12k-2k?n?)

0

n= -1—‘1{%1—‘ eingesetzt:
_1.(1-4K)%q o1 _ _1.(1-4k)?% 4 _1.(1-4k)®
I(k) = A (3-12k-2(1-4Kk)) = ¢ w (1-4k) =2 w
Flachenminimum = 0, falls k = }1; I'k)=0 =
k4-3(1-4K)2-(-4)— (1-4k)%-4k3 _ (1-4K)2(k-3(-4)-(1-4k)4) — (
k8 k5
= (ﬂ)k%(M =0, also Flachenmaximum fiir k = 1.
b) b (x) =kx - o (k2+1)x? = L x(24k — (k?+1)x)

Die Nullstellen O und n = k224+k1 sind Integrationsstellen.
Term einer Stammf.: s, (x) = %k (k2+1) X2(36k - x(k2+1))

I(k) = }bk(x)dx = 5[x2(86k-x(k2+1))]; = 55n2(36k—n(k2+1))
0

_ 24k . , _ 1 24k-24k k3
n= 2= eingesetzt: I(k) = = R 1)2(36k 24k) (k2+1)2

Flachenminimum = 0, falls k = 0; I'k) =
(k2+1)2.3k2-k3.2(k2+1) -2k — (k2+1)2-3k2-k3.4k _ 3k4+3k2-4k4 _

(k2+1)4 (k2+1)3 (k?+1)?
= (—)—f’k‘zi;‘; =0, also Flichenmaximum fiir k = +,/3.
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c) c(x)=2x-51x2-x(2- —Elx)

K
Die Nullstellen 0 und n = —_—1 sind Integrationsstellen.
Term einer Stammfunktion: s, (x) = x2- k3k1x3
I(k) = fe,(x)dx = [x2-51x3]) = n2-5In3 = n?(1-%1n)
0
n = 25 eingesetzt: I(k) = (2) (1-k3k1-k2k1) —( ) (1-2) = 1(Z)”

Flachenminimum = 0, falls k = 0; I'k) =
2, 2k (k-1)2-2k1_ 8 k
3 k-1 (k-1)2 3 (k-1)3
ein Maximum gibt es nicht, denn der Flacheninhalt ist um so grof3er,
je ndher k bei 1 liegt.

=0 = k=0, hier ist ein Minimum,

d d.(x) = %kx?’ —(k-1)x2 = éxz(ax - 3(a-1))

Die Nullstellen 0 und n = “ﬂ%) sind Integrationsstellen.
Term einer Stammf.: s, (x) = 1—12kx4 —~ %(k—l) 3 = —1— 5 (kxt-4(k-1)x3)

I(k)=}dk(x)dx— Llkxt-4(k—-1)x3] = Sn3(kn-4(k-1))
= 3D eingesetzt: I(k) = 5(2E=1)3 (k- 2=N_4(k-1)) =

E=3(3(k-1)-4(k-1)) = S5 (k-1) = - k;§4

= 15
Flachenminimum = 0, falls k = 1; I'k)=0 =
k3-4(k-1)3-1-(k-1)4-3k? _ k2(k-1)3-(4k—(k-1)-3) — (k=1)3-(k+3)

K6 G k4
das andere Flachenextremum fiir a=—3 ist auch ein Minimum,
weil der Flacheninhalt um so grof3er ist, je ndher a bei 0 liegt.

se)e (x) = %kx3 — (k+1)x = %x(kx2 — 3(k+1)), Symmetrie zum Ursprung

Die Nullstellen 0 und n = akkil) sind Integrationsstellen.

Term einer Stammf.: s, (x) = I%kx‘1 — %(k+ 1)x2 = 115 (kx*-6(k+1)x2)
I(k) = fer (x)dx = A[kxt-6(k+1)x2]; = An2(kn2-6(k+1))
0

n? = 3&+D) eingesetzt: I(k)=

_ 1_12 (k+1)(k 3(k+1) 6(k+ 1)) _ 1 3!k+1!(3(k+ 1)—6(k+ 1)) — _?_L_!k-fl-{i)z
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Flachenminimum = 0, falls k = —1; I'k)=0 =
k-20k+1)31-(k+1)2.3k2.4 _ (k+1).(2k—(k+1)) — (k+1)-(k—1)
= 7 " = k=+1

Das andere Flachenextremum fiir k=+1 ist auch ein Minimum,
weil der Flacheninhalt um so grofler ist, je ndher k bei 0 liegt.

of) f(x) = %{X2 +k-12= ll{(x2 + k(k — 12)), Symmetrie zur y-Achse

Die Nullstellen n, = im sind Integrationsstellen.

Term einer Stammf.: s, (x) = 5+ L (x3 +3k(k — 12)x) = éT{X(XZ +3k(k - 12))
(wegen Symmetrie) halbe Fléche fir Integrationsstellen 0 und n,

n,(n2+3k(k-12))

%I(k):?fk(x)dx L[x3+3k(k-12)x]," = &n,
0

= h/k(12—k) eingesetzt:
(k = h/k(12 k)(k(12-k)+3k(k-12)) = -(k 12)./k(12-k)
Flachenmlmmum 0 fur k=0 und k=12
' _12-2k  _
I'k)=0 = 1-/k(12-k)+(k-12)- AT =0 ||-/k(12-k) =0
= k(12-k) + (12-k)(6-k) =0 = (12-k)(6-2k) =0 = k=3 oder k=12

also Flachenmaximum fur k=3.

29 Obacht! Akrobatische Algebra notig
Gegeben ist jeweils eine Funktionenschar. Bestimme den Scharparameter
so, dass das zugehorige Schaubild und die x-Achse eine Flache von extre-
malem Inhalt einschlielen. Entscheide, was fiir ein Extremum vorliegt.

a) a(x)= lquz —2X — 1% b) b, (x) = —x2 2kx + 4k? - 4k

a) ak(x)zll{X2 2X—1-{ =1x2-2kx-2)=0
Diskriminante D = 4k?2 + 8 = 4(k2 + 2)

Die Nullstellen n, =k + ,/k2+2 sind Integrationsstellen.

Pl

Term einer Stammfunktion: s, (x) = 3—kx3 x2—12{x = ?%{(x3—3kx2—6x)

I(k) = fak(x)dx— [X3 3kx2- 6x] ’

—3—1{113 3kn2-6n )— n3-3kn2-6n_)
= 2 ((n3-n3)-3k(n2-n?)-6(n,-n)))

an dieser Stelle k + k2 +2 einzusetzen, wéire ein todliches Abenteuer,
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die schlimmen Multiplikationen lassen sich einddmmen, wenn man den
Faktor n,—n_ ausklammert, Blick in die Formelsammlung:

n3-nd3=(n,-n )(n2+n,n_+n2) und n2-n?2=(n,-n_)(n,+n_)
I(k) = ?I(nJr—n_)(n_%+n+n_+ng—3k(n++n_)—6)

n,+n =2k (Vieta!), n,-n_=2,/k2+2

n2+n,n_+n? entschirft man dhnlich:
n2+n,n_+n?2=n2+2n,n_+n?2-n,n_=(n,+n )2-n,n_=4k%Z-n,n_
noch mal Vieta: n,n_= -2

Il2+nn +n2=4k2_nn :4k2+2
I(k) = - 2,/k2+2(4k2+2-3k - 2k —6) = = - 2,/k2+ 2(-2k2-4)
= 5_k«1 k2+2(k?+2) = —§ : (&fﬁ—ﬂ Punktsymmetrie: I(-k) = -I(k)

fir k>0 ist der Flacheninhalt A(k) = ;—f- (&12)3—/2 , er ist um so grofer,
je naher k bei 0 liegt; Ak) =0 =
k-(3/2)(k2+2)1/2-2k - (12+2)3/2.1 _ (2+2)V2(3k2 — (k2+2)) — 2(k2+2)2(k2—1)

k2 k2 k2
Extremumstellen 1 von A sind von gleicher Art (wegen Symmetrie)
Monotonie: 0<k<1: A(k)<0, A nimmt ab links von 1

1<k: A(k)>0, A nimmt zu rechts von 1,

also hat der Flacheninhalt fiir k=1 ein Minimum.

b) b, (x) = —X2 2kx + 4k2 -4k =0
Diskriminante: D = 16k2 — 4(8k2-8k) = 16k(2-k)
Die Nullstellen n, = 2k + 2,/k(2-k) sind Integrationsstellen.

Term einer Stammfunktion: s(x) = %XS -kx2+4k(k-1)x

I(k) = f by (x)dx = [X3 6kx2+24k(k- 1)X]

= é(n§—6kn_%+24k(k—1)n+)— 1(n3-6kn2+24k(k-1)n_)
= 1(n3-n3-6k(nZ-n2)+24k(k—1)(n,-n_))

= }(n3-n?)-k(n2-n2)+4k(k-1)(n,-n)
trickreiche Faktorisierung wie in a) hilft weiter
= (n+—n_)(é((n+ + Il_)2 - 1’1+1’1_) _k(n+ +n_)+4k(k-1))

n,+n_=4k (Vieta!), n,n =8k? - 8k (Vieta!), n,—n_=4,/k(2-k)
= 4./k(2-K) " (5(16k2-8k?+8k) -k - 4k + 4k2—4k)
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10

11

= 4./k(2-Kk)- (}(8k?+8k)-4k) = Pk(k-2)./k(2-k)
Flachenminimum = 0, falls k=0 oder k=2
flrs Ableiten von I(k) = %; k(k-2)./k(2-k) ist eine Umformung giinstig
I(k) = -2k(2-k)/k(2-k) = -32,/(k(2-k))? = -1¥(2k - k?2)3"2
I'k)=0 = g(2k-k2)1/2(2k—2) =3(k-1)/k(2-k) =0
Wegen des Minimums=0 muss fiir k=1 ein Flaichenmaximum vorliegen.
1

f,(x) =—%x3 + 5%+ ax

Fir welchen Wert von a hat G; die x-Achse als Tangente?

Bestimme dann von dieser Funktion die Waagrechtpunkte und den Wende-
punkt und skizziere das Schaubild.

Berechne den Inhalt des Flachenstiicks zwischen Kurve und x-Achse.

Die x-Achse ist Tangente, wenn der Term f,(x) eine mindestens doppelte
Nullstelle hat, falls sich also ein Linearfaktor ausklammern lasst, dessen
Potenz mindestens 2 ist — in dieser Aufgabe ist es x2, falls a gleich 0 ist.

fo(x) =- ﬁ x3 + %XZ =— 1—12 x2(x — 6), Nullstellen: O (doppelt) und 6 (einfach)

' (x) :—}lx2+X=—}LX(X—4),

Waagrechtpunkte (0/0) und (4| g)

der Wendepunkt WEP liegt genau
in der Mitte zwischen den beiden

Waagrechtpunkten: WEP(2| g ).

6
A= [fy(x)dx = [-Ax4+1x3]) = -27+36 = 9
0

£ (x) = a-x2 fir x=0
a1 x3+1 fur x>0

a) Bestimme a so, dass f, stetig ist.
Kritisch ist die Nahtstelle O:
f,(0) = a; lil‘l’(l) (x3+1) =1,
also Stetigkeit in O falls a=1

b) Zeige: Die Funktion in a) ist differenzierbar.
Bestimme ihre 1.Ableitung.
' -2x fir x<0
f =
1(%) { 3x2 fir x>0
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lim fO (x) = li>H(1) fy'(x)

X<

also ist f; in O differenzierbar:

£(x) = {—2X fur x=0

8 ¢) Skizziere Kurven von f, und f, .
3x2 fir x>0

d) Berechne den Inhalt der Flache,
die G¢, und die Koordinatenachsen einschlief3en.

f, hat die Nullstelle -1. A = ffi(x)dx [x-1x%] = 0-(-1+1) =2

12 f(x) =3 - |x])(x+1)
a) Zeichne G;. b) Untersuche f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

c)

Berechne die Inhalte der beiden Flachenstiicke,
die von G; und der x-Achse begrenzt sind.

b) Differenzierbarkeit, kritische Stelle hier Nahtstelle x=0

Flichenstiick unter der x-Achse: A, = 2

f(x) stiickeln
x=0fx)=B-(x%)E+1)=x+3)x+1)=x2+4x+1
x>0 fx)=B-xx+1)=—x-3)x+1)=—x2+2x+3
1.Ableitung

x<0: f'x)=2x+4

x>0: f'(x) =-2x + 2

wegen Lli{% f(x) =4+ Ez{% f'(x) =

ist f bei 0 nicht differenzierbar.

Das linke Kurvenstiick (x=0)
begrenzt mit der x- und y-Achse
die Flachenstiicke A; und A,,

das Rechte (x>0) A;.

-1 -1 |
ff(x)dx = f(x2+4x+3)dx
-3 -3

= [x®+2x2+3x], = -142-3-(-9+18-9) = -,

Azz}f(x)dx:[ +2x2+3x] =0-(-1+2-3)=

O I

f(—x2+2x+3)dx [-x +x2+3x] =-9+9+9-0=9

3

Flachenstiick tiber der x-Achse: A, + A= ;—1 +9= 331
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Flache zwischen 2 Kurven

013 Berechne die Inhalte der Flachen zwischen den Kurven mit den Termen
a) fx)=—=x2+2x+3 und gx)=x+1

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = %2 + x + 2; dx) =
x2-x-2=0= (x-2)(x+1)=0 = x=-1oder x=2

Term einer Stammf. von d: D(x) = — % x3 + %Xz +2x == (—2X3 +3x2 + 12x)

fd [-2x3+3x2+12x]% =3(-16+12+24-(2+3-12)) = &

D1e Flache hat den Inhalt 4,5.
b) f(x)=x2-4x+1 und g(x)=—=x2+6x-"7

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = 2x2-10x+8; d(x) =0 = x2-5x+4=0
= (x-4)(x-1)=0 = x=1oderx=4

Term einer Stammf. von d: D(x) = 2x3 — 5x2 + 8x = % (2x3 — 15x2 + 24x)

w

fd(x 2x3 15x2+24x] = —(128 240+96-(2-15+24)) = —2—7
D1e Flache hat den Inhalt 9.

14 f(x) =|2x + 2| g(x) =—x+2
Berechne den Inhalt der Fliche zwischen G¢und G,.
Uberpriife geometrisch das Ergebnis.

f(x) = |2x + 2| = 2|x + 1], die Nahtstelle —1 ist auch Integrationsstelle
x=-1:f(x)=-2x -2
Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = —=x — 4; dx)=0 = x=-4

Term einer Stammfunktion von d: D(x) = — % X2 - 4x = % (—x2 - 8x)
fd -x2-8x]_, = }(-1+8-(-16+32)) = -2

Dle Teilflache links von —1 hat den Inhalt 4,5.
x>-1: f(x) =2x+ 2
Schnittstellen: d(x) = f(x) - g(x) = 3x; dx)=0 = x=0

Term einer Stammfunktion von d: D(x) = — g x2

fd =32’ =30~ (-1)) =
Dle Teilflache rechts von —1 hat den Inhalt 1,5.
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Die Gesamtflache hat den Inhalt 4,5 + 1,5 = 6.
o B(-416)

Dreieck DAB
16-9-1=6

y

AN
&
&

A(0]2)

Trapez OABC

=9
0.5-4-(6+2) = 16

3
C(-4/0) D(-1l0) 7O 2

15 Berechne den Inhalt der Fléche, die von G;und G, eingeschlossen ist.

oa) f(x) = x3 - 6x2 + 8x g(x) =—=x

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = x3 - 6x2 + 9x; dx)=0 =
X(x2-6x+9)=0 = x(x-3)2=0 = x=0o0derx=3

Term einer Stammf. von d: D(x) = }LX‘* — 2x3 + gxz = i(X‘L — 8x3 + 18x2)

3
[d(x)dx = 1[x4-8x3+18x2] = }(81-216+162) = Z
0

Die Fléche hat den Inhalt 27 .
b) f(x)=x*-2x%2-x gx)=—x-1

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = x* - 2x2 + 1; dx)=0 =
x2-1)2=0 = x-1)2(x+1)2=0 = x=-1oderx=1

Term einer Stammf. von d: D(x) = %X5 — §X3 +X= % (3x5 — 10x3 + 15x)

Ausnutzen der Achsensymmetrie von D(x) vereinfacht den Verkehr
1
[d(x)dx = £[3x5-10x3+ 15x]} =
0

1 - 8
0= 15(3-10+15) = =

Die Fliche hat den Inhalt 2.2 = 22
c) f(x)=x*-4x3-3x2+13x-7 g(x)=1-x

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) =x* - 4x3 - 3x2+ 14x - 8; d(x) =0
Versuch: d(1) = 0, Polynomdivision d(x):(x-1) = x3 — 3x2 - 6x + 8,
auch das Ergebnis ist durch (x—1) teilbar:
(x3 - 3x2-6x + 8):(x-1) =x2-2x - 8
Faktorisierung: d(x) = (x—1)2(x—4)(x+2)
die Nullstellen -2, 1 und 4 sind Integrationsstellen; weil 1 doppelte
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Integrationsstelle ist, lauft die Integration schneller von -2 bis 4

Term einer Stammf. von d: D(x) = %X5 - x*-x3+7x2-8x
4 4

fd(x)dx = [%X5—X4—X3+7X2—8X] )

, _

= 1022_256-64+112-32-(-2-16+8+28+16) = -2
Die Flache hat den Inhalt 64,8.

16 Berechne den Inhalt der Fléche, die von G;und G, eingeschlossen ist.

oa) f(x) =x3 - 4x g(x) =4 — x2

b)

fx) =x(x2-4)=x(x-2)(x+2) g(x)=(2-%)(2+x)

Schnittstellen: d(x) = f(x) — g(x) = x3 - 4x - (4 — x2)
=x(x-2)x+2)-(2-%)(2+x)
=x(x-2)x+2)+x-2)x+2)=x-2)x+2)(x+1)

die Schnittstellen -2, -1 und 2 sind einfach,

sie legen fest die Integrationsintervalle [-2;-1] und [-1;2]

1x441x3 9x2-4x

Term einer Stammf. von d(x) = x3+x?-4x~4: D(x) = x*+3

-1
[ dx = F5[3x* +4x3-24x2-48x] ] =
-2 -

1(3-4-24+48-(48-32-96+96)) = L = A,

2
i d(x)dx = [3){4+4x3—24x2 48x]? o=
-1

= -(48+32-96-96-(3-4-24+48)) = -1, A, =15
Die Fléche hat den Inhalt A=A + A, = 22 = O
f(x) = x3 - 3x gx)=x2-2x -1

Schnittstellen: d(x) =f(x) - g(x) =x?-x2-x+1
= x2(x-1) - (x-1) = (x-1)(x2-1) = (x-1)(x-1)(x+1)
die Schnitstellen —1 und 1 sind Integrationsstellen,

Term einer Stammfunktion von d: D(x) = ZX4 %X3 - %X2 +X

fd 3X4 4x3-6x2+12x]! =

= 5(3-4-6+12-(3+4-6-12)) = 1¢
Die Fléche hat den Inhalt £.
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c)

flx) =x*—4x3+2x2 +4x+ 1 g(x) =4x2-8x -8
Schnittstellen: d(x) =f(x) — g(x) =x* - 4x3 - 2x2 + 12x + 9
Versuch: d(-1) = 0, Polynomdivision d(x):(x+1) =x3 - 5x2 + 3x+ 9,
auch das Ergebnis ist durch (x+1) teilbar:
(x3-5x2+3x+9):(x+1) =x2-6x+9
Faktorisierung: d(x) = (x+1)%(x—3)2
die Nullstellen —1 und 3 sind Integrationsstellen

Term einer Stammfunktion von d: D(x) = 5x5 x4 — % x3 + 6x2 + 9x

fd (x)dx = [X5 x4— §X3+6X2+9X] .

= 2:243-81-18+54+27—(-1-1+2+6-9) = 24215 =512
D1e Fléiche hat den Inhalt ZZ.

«017 f sei eine Polynomfunktion mit Grad 4.
Gy habe den Ursprung als Wendepunkt mit der x-Achse als Tangente dort

und gehe durch A(-4|0) und B(2|2).

a)
b)
c)
d)

Bestimme f(x).

Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten, zeichne G;.

Bestimme die Wendetangenten und zeichne sie ein.

Jede der beiden Wendetangenten und G; begrenzen ein Flachenstiick.
Berechne die beiden Inhalte.

a)

b)

x-Achse ist Wendetangente in O: 0 ist 3-fache Nullstelle von f(x)
Ansatz: f(x) = k-x3(x—u)

A(-4]0) ist Kurvenpunkt, —4 ist also Nullstelle, also: f(x) = k-x3(x+4)
B(2]2) ist Kurvenpunkt: f(2) =2 = 8k(6) =2 = k= -

f(x) = 2—4X3(X+4) = (X4 + 4x3)

f'(x) = (4X3 +12x2) = 1 (x3 + 3x2)

24 6
~ iy
=5X 2(x +3)
f'(x) = 5(3X2 +6x) = %X(X +2) |
Waagrechtstellen: f'(x) =0 =

x=0 oder x=-3; f(-3)= —g
(0]0) ist Terrassenpunkt wie es die Angabe ja will

f"(-3) > 0, also ist Waagrechtpunkt (—3|—§) ein Tiefpunkt.
Flachstellen: f"(x) =0 = x=0 oder x=-2; f(-2)=-%

—2 ist 1-fache Nullstelle von f"(x), also ist (—2|—§) Wendepunkt.
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c¢) Steigung im Wendepunkt: m =f'(-2) = %
Ansatz fiir Wendetangente: w(x) = ¢x+t
Wendepunkt auf Wendetangente: w(-2) = —2 $= 2 $(2)+t= —% =t= %
Wendetangenten: x-Achse und Gerade mit w( )=5X+3

d) Fliche zwischen Kurve und x-Achse
Integrationsgrenzen sind die Nullstellen von f(x): 0 und —4

1/1

Term einer Stammfunktion von f: s(x) = 54 (2

5y 4
£X° +x%)

25(0—(256(1))) = 228

Llxi(x+5)], 256

120

0
f f(x)d 120[X5+5X4] = 120

Der Flacheninhalt zwischen Kurve und x-Achse ist % .
Flache zwischen Kurve und Wendetangente

Schnittstellen: d(x) = f(x)-g(x) = 511 (x* + 4x3) - %X— %

dx) = 2%L(X4 +4x3-16x-16), -2 ist 3-fache Nullstelle von d

Polynomdivision und Faktorisierung von d(x)
(x4+4x3-16x-16):(x+2) = x3+2x2-4x-8
x3+2x2-4x-8 = x2(x+2)-4(x+2) = (x+2)(x2-4) = (x+2)(x-2)(x+2)

d(x) = 214 (x + 2)3(x — 2), 2 ist weitere Nullstelle und Integrationsgrenze

Term einer Stammfunktion von d: s(x) = 511(%)53 +x%-x2-16x)
fd(x )dx = [X5+x4 x2-16x ] 2 (2+16-4-32-(-£+16-4+32))

64 _
24( 5 64)
t 32,

Der Flacheninhalt zwischen Kurve und Wendetangente ist 3=

18 Die Sinus- und die Kosinuskurve begrenzen kongruente Flachenstiicke.
Berechne den Inhalt eines dieser Flachenstiicke.
s(x) =sinx, c¢(x)=cosx
Schnittstellen: d(x) = s(x) — ¢(x) = sinx — cosx = 0, cosx+0 ausklammern

(tanx — 1)-cosx=0 = tanx=1 = x=1noderx=}1n+n=§n

4
die Schnitstellen 411“ und in sind Integrationsstellen,
Term einer Stammfunktion von d: D(x) = —cosx — sinx
5m/4
d(x)dx = [-cosx - sinx|7* = 1.2+ 1 /2~ (-(}./2-3,2)) = 2.2

/4
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19 f(x)

a)
b)

.c)

[ ] d)

=X + sinx, Dy=[0;2x]
2%
Zeichne G; und berechne f f(x)dx, f f(x)dx, f f(x)dx

Berechne den Inhalt des Flachenstucks, das begrenzt ist von
Gy, der y-Achse und der Gerade mit y=2m.

In welchem Verhaltnis teilt die waagrechte Tangente das Flachenstiick
in Aufgabe b) ?

In welchem Verhaltnis teilt die Ursprungstangente das Flachenstiick in
Aufgabe b) ?

b)

ff(x)dx = [ x2—cosx] = -—cos1 (0—cos0) = 5—cos1 ~ 0,9597
ff(x)dx = [ Xz—cosx] = ——cosn (0—-cos0) = ——( 1)+1= 2+— ~6,935
2n o 2 -
J3f(x)dx = [ x2— cosx]n/ = 2n2—cos2mn— (E_ cosS> 2m2— 1_158 +1=
35
= Es“ ~1+18,69

oms P Q

I [ ) —g
Schnittgerade g: g(x) = 2n
Schnittstellen: u
dx)=f(x) - g(x) =x+sinx-2r=0 =
Vermutung: 2r istNullstelle, w
Vermutung tiberpriifen:
d(2n) = 0 (na also!) 2)
0 und 27 sind Integrationsstellen, H 3
Term einer Stammfunktion von d: ch | | ' X

O 1 T 5 2n

D(x) = %XQ — COSX — 27X

2%
f d(x)dx = [%XLCOSX—%X]?“ = 2n2-1-4n2-(0-1-0) = -2n2

Inhalt A_ der Flache zwischen Gy und g: 2n2 ~ 19,74

Waagrechtstelle: f'(x) =1 +cosx=0 = cosx=-1 = x==n
Waagrechtpunkt (w|f(n)) = (r|x)

waagrechte Tangente w: w(x) =«

Schnittstelle = Waagrechtstelle ©t; 0 und 2 sind die Integrationsstellen
dx) =f(x) - w(x) =x+sinx -
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20

21

Term einer Stammfunktion von d: s(x) = %X2— COSX —TTX

fd X2—COSX nx]o n2+1 n2-(0-1-0)=2 ——ﬂz2
Inhalt A4 der Fliache zwischen G;und w: |2 — %nzl ~ 2,935

. A -A 2_ 2_ 2 2
Teilung der Inhalte: —c—d¢ = 20-—(05x"-2) - L5z 42 _ 3x+4 5 796
A4 0.5m2-2 0.572-2  n2-4

d) Steigung der Ursprungstangente u: m =f'(0) =1 + cos0 = 2
Schnitt von g mit g(x)=21 und u mit u(x)=2x: 2x =21 = x="=
Inhalt A, des Dreiecks mit den Ecken O, P(0|2x), Q(rn|2rn): A, = 212
Ac-A, _ ox2—n2 _
A, 2 1

e

Teilung der Inhalte:

fx) =x3-x
Bestimme die Wendetangente und Wendenormale und skizziere Gy.
Wie grof} ist die Flache, die zwischen G; und der Wendenormale liegt?

fx)=x3-x=x(x2-1)=x(x-1)(x+1) L
Die Kurve ist symmetrisch zum Ursprung, (21y2)0
schneidet die x-Achse in 0, +1.

f'(x) = 3x2 -

Steigung im Wendepunkt

(=Ursprung): m =f{'(0) =-1

Wendetangente w: w(x) = —x,
Wendenormale n: n(x) =x

Schnitt von Kurve und Wendenormale
dx) =f(x) -nx) =x3-2x=x(x2-2)=0

= x =0 oder x =+,/2

Term einer Stammfunktion von d: s(x) = }Lx‘* - x2;
J2

halbe Fliche: [ d(x)dx = [}lx4—x2]f = 1-2 = -1; der Fliacheninhalt ist 2.
0

f0 = 1x2, g0 = 3x2 - 1x3

Eine Scharkurve und die x-Achse schlielen ein Flachenstiick ein,
das von der Parabel geteilt wird.
In welchem Verhaltnis stehen die Inhalte der Teilflachen?

Flache zwischen Scharkurve und x-Achse:

g.(x) = §X2 — §x3 = 5—;)(2(2)(—351)
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822

Die Nullstellen O und n = 75‘ sind Integrationsstellen.

Term einer Stammf.: s(x) = % _LE x* = 4—1&1(2ax3—x4)

I(a) :fga(x)dx = 4—1.51[2&1)(3—)(4]51 = fa(2an3—n4) = fan3(2a—n)

n=232 5 oben eingesetzt
1,27 27
I(a) =~ 1a §a3(2a—§a) = aa?’
Flache zwischen Scharkurve und Parabel
Schnittstellen: d(x) =f(x) - g,(x) = %Xz —~ gxz + §x3 = ix?’ -x2= a%\x%x—a)
die Schnitstellen 0 und a sind Integrationsstellen,

Term einer Stammfunktion von d: x4 éx?’ = a(3x4—4ax3)

J(a) =fd(x) dx = [3X4 4ax3] (3514 4a%) = ——a3

[(a)-J(a) — I(a _81 4 _ 65
Flachenverhaltnis = ) T(a) -1 = 16 1= T

f,(x) =x(x-a)?, g,(x)=x(x?-a?, a>0

a) Skizziere aus jeder Schar die Kurve fiir a=2. Bestimme den Inhalt A(a)
der Flache, die eine Scharkurve von f, und eine von g, einschlief3en.

b) Bestimme m so, dass die Gerade mit y=mx die Flache mit Inhalt A(a)
halbiert.

a) Schnittstellen:
d(x)=f,(x) - g,(x) =
= x3-2ax?+a?x—(x3-a?x)
= —2ax?2+2a?x = -2ax(x—a)
die Schnitstellen O und a
sind Integrationsstellen,
Term einer Stammfunktion von d:

_gax?’ +a2x2 = —%3(2)‘3_33){2)
I(a) = {d(x) dx = ‘%a[(2X3—3aX2)]g

= —%a(2a3—3a3) = %a‘*
wegen a? ist I(a)=0,
also gilt A(a) = a4

b) Welche Scharkurve soll die Ursprungsgerade schneiden ?
An der Skizze uiberlegt man sich, dass es die Kurve sein muss,
die mit der x-Achse das grof3ere Flachenstiick einschlief3t.
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23 f

Fléiche A, zwischen Kurve von f, und x-Achse

ff x)dx = f(x3 2ax?+a?x)dx = [Jx*- gax3+%a2x2]0=ia4—§a4+%a4

= Af_ —84

Flache A, zwischen Kurve von g, und x-Achse: A, = A(a) - A;= ia‘l
Weil A, grofler ist als Ag, muss die Gerade die Kurve von g, schneiden:
Schnittstellen: e(x) = g,(x) - mx = x3 — a?x — mx = x(x2-a2-m)
Schnitstellen: 0 und +,/a2+m  Integrationsstellen: 0 und n = ,/a2+m

Term einer Stammf. von e: ZX4 éazx2 2mX2 = 1(X4 2a2x2-2mx2)

I(a) =fe(x)dx = }L[x4—2a2x2—2mx2]g = i(n4—2a2n2—2mn2)

= JaZ+m eingesetzt in I(a) = }Ln2(n2—2a2—2m) ergibt

I(a) = }L(a2+m)(a2+m—2a2—2m) = —i(a2+m)(a2+m) = —}L(a2+m)2

Inhalt der Flache zwischen Gerade und Kurve von g,: A* = ‘ll(a2 +1m)2
Bedingung: A* = %A(a), also }1(512+m)2 = %a‘*

= 3(a2+m)?2=2at = a2=,/1,5|a2+m|

Fall: a2+mz0

a2=,/1,5(a%2+m) =>m—F—a2 a2(——1)— —a2(1-< )
Fall: a2+m<0
a2=-/15(a2+m) = m ﬁ+a2=a2(ﬁ+1)=—a2(1+%)

(x)=a- -x2 g.(x) = a3 - ax?
Bestimme a so, dass das von beiden Scharkurven oberhalb der x-Achse
begrenzte Flachenstiick moglichst grof3 ist. Berechne diesen Flacheninhalt.

Gfa und Gga sind Scharen von Parabeln, die symmetrisch zur y-Achse sind.

f,(x)=a- ix2 = —i (x2 - a?) g.(x) =a3 - ax?2=-a(x% - a?

Jede Parabel der einen Schar schneidet ihre Schwester aus der andern
Schar (gleiches a!) auf der x-Achse.

a>0: die Parabeln sind unten auf, ihre Scheitel liegen tiber der x-Achse,
a<0: die Parabeln sind oben auf, ihre Scheitel liegen unter der x-Achse.
Wenn eine Parabel und ihre Schwester ein Flachenstiick uiber der x-Achse
einschlieflen sollen, dann muss ihr a-Wert positiv sein.

d@)=£,x) - g,() = -1 (x?~ a?) + a(x? -~ a?) = (x2 - a)(a - })
Achsensymmetrie ausnutzen, Integrationsstellen Ound a
Term einer Stammfunktion von d: (a——)( 1x3_a2x) = (a——)(x3 3a?x)
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24

}d(x) dx = 3(a-1)[x3- 3a2x] s(a-1)(a%-3a%) = 2(at-a?)
0

Die Fliche hat den Inhalt A(a) = 2- %(a‘*—az)‘ .

Absolutes Flachenminimum falls a=0. Der Flacheninhalt ist fiir dieselben
a-Werte extremal wie der Inhalt der Betragstriche i(a) = %(a‘*—az) .

i'(a) = 2(45[3—221) =3a(2a%-1)

i'a)=0 = a2 —% = a=+1/2, dann Flachenmaxima: A(+ 1[ %

Fiirs Maximum iiber der x-Achse gilt a = 5[ .

fx)=4-(x-2)?2, g,(x)=ax
a) Berechne den Inhalt A(a) der Fliche, die G;und Gga einschlieflen.

b) Fur welchen Wert von a liegt zwischen G und Gga keine Flache?
Welche besondere Lage haben dann Gy und Gga?

¢) Die Parabel und die Schargerade durch den Scheitel der Parabel
begrenzen ein Flachenstiick. Wie oft passt sein Inhalt in die Flache,
die begrenzt ist von der Parabel und der x-Achse?

X

d) Bestimme den Term der Integralfunktion I (x) = [ f(t) dt

e) Fir welche Werte von c ist der Graph von I, symmetrisch zum
Koordinatensystem?

f) Fir welche Werte von ¢ geht der Graph von I, durch den Ursprung?

a) fx)=4-x-2)2=-x2+4x=-x(x-4)
Gy ist eine unten offene Normalparabel mit Scheitel (2|4).
dx)=f(x) - g,(x) =—x2+4x —ax=-x(x—4 + a)
die Nullstellen 0 und n=4-a sind Integrationsstellen

Term einer Stammfunk. von d: —%x?’ + 2)(2—%&)(2 = —613(2)(3—12)(2 +3ax?2)

fd(x) dx = [2x3 12x2+ 3ax2] (2113 12n2+3an?) = ——n2(2n 12+3a)
0
n=a—4 eingesetzt ergibt

}d(x) dx = —3(4-2a)%(8-2a-12+3a) = —3(4-a)?(a—4) = ;(4-a)?

Inhalt der Flache zwischen Parabel und Schargerade A(a ‘ c(4- a)3‘
b) Der linhalt A(a) ist gleich 0, falls a = 4: g, ist Tangente der Parabel.
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c)

d)

f)

Schargearde durch den Parabelscheitel (2]4): y = 2x, also a = 2

Flache zwischen Parabel und Gerade A(2) = g = ;—1

E‘léiche zwischen Parabel und x-Achse

{f(X) dx :{(—x2+4x)dx = [—§X3+2X2]§ - [Xz(—%x+2)]g _ 332

Darin hat das kleinere 332 :;—f = 8 mal Platz.

Integralfunktion

L(x) = [(-t2+4t)dt = [-1t3+ 2t2]" = -1x3+2x2- (13 +2¢?)
C
I,(x) = —3x3+2x2-(-1c3+2¢?) = —2(x3-6x2-c3+6¢?)

Unabhéngig von ¢ enthalt der Term I (x) eine 3. und eine 2. x-Potenz:

Fiir keinen Wert von c ergibt sich eine Symmetrie zum Koordinanten-
system.

Die Integralfunktion-Kurve geht durch den Ursprung,
falls —c3 +6¢2=0 = —c2(c-6)=0 = ¢c=0 oder c=6.
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25 Gegeben sei eine Parabel mit f(x) = ax2 + bx + ¢. 2 Parallelen zur y-Achse
mit Abstand 2k, die Parabel und die x-Achse begrenzen ein Flachenstiick.
Zeige: Die zugehorige Flachenbilanz, also das Integral, ist

%y +2k
f f = f(xo) +4f(x, + k) +f(x, +2k))

Tipp: Wahle X, = 0. Warum ist diese Wahl erlaubt?

Linke Seite:

2k

ff f(ax2+bx+c)dx: [%

2k

2k _
= o

ax3 + %bx2 +cx],

éx(Zax2 +3bx+6¢)]

ff: %‘(8ak2+6bk+6c)
0

Rechte Seite:

f(xy) =f(0) =c

f(xo+k) = f(k) = ak?+bk +c
f(x+2k) = f(2k) = 4ak?+2bk +c¢

Zk(f(xo) +4f(x, + k) +f(x,+2k)) = Z¥(c +4ak?+4bk +4c +4ak?+2bk +¢)

2k
6
25 (f(xo) + 4f(x + k) +1(x + 2k)) = Z(6c + 8ak?+6bk) = Linke Seite g.e.d.
Hat die eine Parallele die Gleichung x=x, und die andere x=x,+2k,
dann kann man (durch Koordinaten-Transformation) die Parabel und das
Parallelenpaar waagrecht so verschieben, dass eine der Parallelen in der
y-Achse liegt.
Diese Transformation ist erlaubt, weil sich bei waagrechtem Verschieben
die Flachenbilanz nicht andert.
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2.Volumen von Rotationskorpern

01 f(x)=2x, D;=[1;3]
Was fiir ein Korper entsteht, welches Volumen hat er, wenn Gy rotiert um
a) die x-Achse b) die y-Achse
sc) die Winkelhalbierende des 1.Quadranten ?

Es entsteht jedesmal ein Kegelstumpf.

b 3 3
a) V, = nf(f(x))2dx = nf(Zx)2dX=nf4X2dx =4rn [%X3]
a 1 1

3 4 _ 104
L =3M27-1)=%"n

b) y=f(x)=2x & x= %yzf‘i(y)
Integration von y=f(1) =2 bis y=f(3) =6

b 6
6
Vy =n[(f1(y))2dy = nf iy’dy = n[5y%], = 5n(216-8) = Zrx
a 2

¢) An einer Zeichnung tiberlegt man sich den
Losungsweg. Man arbeitet in einem neuen Y (36),
Koordinatensystem mit der Winkelhalbie- 6~ = il
renden als Achse fiir die unabhéngige Varia-
ble w (Bild rechts).
b 9

V,, = [(g(w))2dw = 7 [ bwPdw = dn[tw3:
a 3

3 ]30
c

= %n[éwz)’]gz = %n(243c3—903) = 26mc3
c= %ﬁ = c3= %% 2 = }lﬁ eingesetzt
V, = 12—3 2n

2 f(x) = Jr2-x2
Bestimme die maximale Definitionsmenge und zeige:
Jeder Punkt des Schaubilds ist vom Ursprung gleich weit entfernt.
Berechne das Volumen einer Kugel mit Radius r.

Der Radikand (r2—x2)darf nicht negativ sein: r2-x2z 0 = x2=r? = |[x|=r.
Entfernung e eines Kurvenpunkts P(x|y=./r2—x2) vom Ursprung
e2=x2+y2=x2 + y2=x2 +r?2 - x2 =r2, ist unabhéngig von x, gilt also fiir
jeden Kurvenpunkt; wegen ,/r2—x2 = 0 liegen die Punkte auf dem Halb-
kreis mit Mittelpunkt O auf oder liber der x-Achse.
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b r r
V, = nf(f(x))zdx =7 (r2-x2)dx = 2nf(r2—x2)dx
a -r 0

=27 [rzx—lx?’]g = 2n(r3—%r3) = §r3n

3

3 Die Parabel mit f(x) = x2, D¢ = [-2;2] soll Umriss eines Sektglases sein,
das drehsymmetrisch ist zur y-Achse.

a) Welchen Rauminhalt hat das Sektglas?
b) Wie hoch steht der Sekt, wenn das Glas halb voll ist?
c) Bei welchem Sektvolumen ist das Glas bis zur halben Hohe gefiillt?
a) f(x) =y =x2, Umkehrfunktion: x = ./y =f(y)

IntegrationsGrenzen: a=f(0)=0, b=1{(2) =4

Rotation von G¢ um die y-Achse

4 4
4
Vy =n[(f-1(y))?dy = nfydy = jn[y?]; = 8n
0 0

b) Volumenformel fiirs Sektglas der Hohe h: V, = %h%

halb volles Glas: 4n = %hzn = h=2/2~2.83
c¢) Halbe Hohe = 2, Rauminhalt = 21 = 25% des Sektglas-Volumens
f (x) = -3—13 x2-2ax), D,=[0;2a], a>0
a) Welchen Inhalt hat das Flachenstiick,

das G;und die x-Achse einschlie3en?
b) Berechne das Volumen des Korpers,

der bei Rotation von G;um die x-Achse entsteht.
c¢) Bei welchem Wert von a hat der Korper dasselbe Volumen wie eine

Kugel vom Durchmesser 2a?
a) f,(x)= —i(x2—2ax) = —ix(x—2a)

Die Nullstellen 0 und 2a sind Integrationsstellen.

Term einer Stammf.: s(x) = — ﬁ(%x3—ax2) =— ?ﬁ,(x3—3ax2)
2a
I(k) = {fa(x)dx = —?ﬁ[x3—3ax2]ga = —3—:13(8313—12a3) =1

Jede Scharparabel schlie3t mit der x-Achse ein Flachenstiick von ein
und dem selben Inhalt ;—1 ein. Je naher die die Nullstellen beisammen lie-
gen, je schmaler also die Parabel ist, desto hoher liegt ihr Scheitel tiber
der x-Achse.
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6

2a 2a
b) V, —nf(f(x))de nf( l(x2-2ax))%dx = f (xt-4ax3+4a2x?)dx
0

_115 442323- 5_ 4 2..3122
= 6[5X ax*+za?x3] 3 —=[3x5-15ax*+20a%x3]

= —(96a5 240a°+160a’) = 12.¢

Je naher die Nullstellen zusammen rlicken,
desto grofler ist das Volumen.

b) Das Volumen einer Kugel mit Radius a: V = ga?’n soll gleich sein V_:

4.3 _ 16 4 — 4[4
fadn =161 o 4=t o 5= @ ~ 0,946
f(x) =x2 D¢=]0;c]

Bei Rotation von Gy um die y-Achse entsteht ein konvexer Drehkorper,
bei Rotation von G;um die x-Achse entsteht ein konkaver Drehkorper.
Bei welchem Wert von ¢ haben beide Korper dasselbe Volumen ?

Rotation um y-Achse:

Anleihen bei Aufgabe 3: V, = %hZR mit h=c? = V, = %c‘*n

Rotation um x-Achse:
Integrationsgrenzen:a=0, b=c

b c
V, = nf(f(x))zdx = thx4dX=g[x5]g = Lxcd
a 0

1.5 _1.4 _5
FCOM=5C'T = c=

9}

Bedingung: V.=V, =

\V]

f(x) =3x -4, D¢=[2;c], c>2

Bei Rotation der Strecke G;um die x-Achse entsteht ein Kegelstumpf vom
Rauminhalt V_, bei ihrer Rotation um die y-Achse ein Kegelstumpf vom
Rauminhalt V,. Bei welchem c-Wert haben beide Korper dasselbe Volumen?

b c c
V, = nf(f(x))2dx = nf(3x—4)2dx=nf(9x2—24x+ 16)dx
a 2 2

= 1[3x3-12x2 + 16x], = 1(3c3-12c2+16¢c— (2448 +32))
= n(3c3-12¢2+16¢-8)
y=f(x)=3x-4 & x= 1(y+4) f1(y)
Integration von y = f(2) 2 bis y = f(c) 3c-4:=Db
b
Vy = nf(f-1(y))2dy = 1tfé(y+ 4)*dy = ;,nf(y2 +8y+16)dy

a
= infly’ +4y2+ 16y] =nly3+12y2+ 48y] = (b3 +12b2 +48b-152)
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einsetzen von: 48b = 48(3c — 4) = 144¢ — 192
12b2 = 12(3c—4)2 = 12(9¢2-24c +16) = 108c2—288c + 192
b3 = (8¢c—4)3=27c3-108c2+144¢c-64 ergibt

V= 2—1775(2703—108(:2 +144c-64+108c2-288c+192+144¢c—-192-152)
= 1t(c3-8)

Bedingung: V, =V, = m(3¢3-12c¢?+16¢c-8) = n(c3-8) =

2¢3-12¢24+16¢c=0 = 2¢(c2-6c+8)=0 = c(c-2)(c-4)=0 =

c=0 oder c=2 oder c=4 Losung ist c =4

3.Weg

1 Ein Punkt bewege sich so, dass seine Geschwindigkeit v(t)
in m/s immer gleich seinem Abszissenwert t sei. Er starte

a) zum Zeitpunkt t,=1[s]
b) zum Zeitpunkt t,=2[s]
Wo ist er 1 Sekunde, 2 oder 10 Sekunden nach dem Start?

s(t) = }V(X) dx = }X dx = [%X2]:0 = %(t2—t02)
to t,

a) ty=1 = s(t) = 7 (t?-1)
t=ty+1=2, s(2)=2 [m]; t=ty+2=3, s(3) =4 [m];
t=t,+10 =11, s(11) =60 [m];

b) ty=2 = s(t) = ; (t>-4)
t=ty+1=3, s(3) =2 [m]; t=ty+2=4, s(4) =6 [m];
t=ty+10 = 12, s(12) = 70 [m];

2 Ein Korper bewege sich mit der Geschwindigkeit v(t) in m/s. Seine
Geschwindigkeit sei immer gleich dem Quadrat t2 seiner Abszisse t.
Welchen Weg hat er zurtlickgelegt:

a) nach der ersten Sekunde, b) nach den ersten 2 Sekunden,
c¢) nach den ersten 10 Sekunden d) wéahrend der 2. Sekunde ?

Mittlere Geschwindigkeit v = 52751
to—1ty
1
— 1_ - _5S275 _1/3-0_1
a) t,=0, ty=1, §,=0, s,= [t2dt =[{t3]) =1, y=2—1 =13=0-1
0 t2 ti
2
_ _ _ _ 2 s =1431228 o -52751_83-0_4
b) t,=0, t,=2, $,=0, sy= {t dt =[3t]; =3, ¥ tt, 2-0 "3
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10

0+ _ _ g2 4 — 11437110 _ 1000 < — S27S1 _ 1000/3-0 — 100
c) ti—O,tz—lO,si—O,sT{t dt = [5t3], =182, VEL T, T 100 T8

d) -1, 6,2, 5,21, sy (12 = [SF]2 = 8, 7= 2751 - 8B-1/5 _ 1
0

4. Arbeit

01 Welche Arbeit ist nétig, um 1 Liter Wasser (F(R) = 10N) in die Hohe r=n-R
zu heben? Was ergibt sich fiur ne{2; 10; 100} und n—>oo ?
Welche Geschwindigkeit vy miisste ein Korper der Masse m demnach auf
der Erdoberflache haben, um die Erde fiir immer zu verlassen?
(Fluchtgeschwindigkeit vy, Bewegungsenergie %mVF2)

nk 1 knR 1
W= [kl dr= [ o k(= denk o nat,
R

fir k=R2F(R) ist dann W = (1-1)-R-F(R)
n=2 (Hubhéhe R): ~ W=IRF(R)=76,37-10°m-10N = 3,185-107J
n =10 (Hubhohe 9R): W =2 R-F(R) = ;5-6,37-10°m-10N =5,733-107J

n =100 (Hubhthe 99R): W = 23 R-F(R) = -6,37-10°m-10N= 6,3063-107J

n - oo (Hubhthe — c0): W= lim(1-1)£ = (1-0)£ = £ =R-F(R) = 6,37-107J

Energiesatz: %mVF2 = R-F(R), das Gewicht F(R) hiangt ab von m: F(R) =m-g

g ist die Fallbeschleunigung auf der Erdoberflache

%va2 =R-F(R) =m-g-R = vp=.2gR ~11,3km/s

2 Spannarbeit bei Federn
Die Federharte D ist definiert als D = Hsﬂ , s ist die Federdehnung. Nach
dem Gesetz von HOOKE ist D innerhalb gewisser Grenzen von s konstant.
Skizziere in einem s-F-Diagramm den Kraftverlauf und berechne die Ar-
beit, um eine entspannte Feder der Harte D eine Strecke s zu dehnen.

F(s) /

F(s) =D-s
Spannarbeit
W= %F(s)s = %Ds2

70



BARTHeKRUMBACHER Losung IV. Anwendung der Integralrechnung Arbeit

*3 Adiabatische Kompression

Bei schnellem Verdichten eines Gases erwarmt sich das Gas (Diesel-Motor,
Fahrradschlauch aufpumpen). Das Gasvolumen V héngt ab vom Druck p
nach dem Gesetz p-Vk =C,; C, ist eine Konstante, k; ¢ = 1,4.

a) Skizziere in einem x-y-Diagramm die Kurve y= —h und berechne den

Inhalt der Fliche zwischen Kurve und x-Achse von x=1 bis x=0,5.

b) Welche Arbeit braucht man, um 1 Liter Luft bei Normaldruck von 1bar
adiabatisch auf die Halfte zu komprimieren ?
Beachte: Arbeit = Druck mal Volumen. Deute das Ergebnis von a):
x sei das Volumen in Liter, y sei der Druck in bar (=10N/cm?2). Welche
physikalische Bedeutung hat der Flacheninhalt 1 im Diagramm ?

: Isotherme: p-V=C :
. Temperatur éndert sich beim Verdichten nicht.
2,64 ——— . Gesetz von Boyle (1627-1691) :
5 und Mariotte (1620-1684)
.__ Adiabate: p-V¥=C,
9 Temperatur steigt beim Verdichten
' und sinkt beim Entspannen.

Fliacheninhalt 1 2 | Arbeit
2\ W=1bar-11=
g 10N/cm?2-1000 cm?
O 1
1 Z s [bar]| — 10000N cm
< Y Tx = 00/
% o | X [
< 8 < SOt
g B NG il
S w0 al( .........
2 % T P
28 | |ly=24| kg
< X X’ X
|
05 1 Vinl
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b) Fliche unter der Kurve y=5 L - von x=1 bis x=0,5

0,5
0,5 _ 0,5
{ -}— = { _1 4 dX [mxi 1 4](1) D = _(ﬁ[x_o’ﬂl 5 = —2,5[;3—,4]1
=-25(—--1)=-25(1,32-1) = -0,7988

50 4 10,4
Dem negativ gezahlten Flacheninhalt von —0,7988 entspricht eine
Arbeit von —0,7988-100dJ =-79,884.

Es ergibt sich ein negativer Wert, weil man nach links integriert hat;
die Physiker deuten das als hineingesteckte (=verlorene) Arbeit.
Langer Deutung — kurzer Sinn: Man braucht 80d.

5. Mittelwert

1 Wie grof} ist bei einem Temperaturverlauf mit T(t) = - %(t2 —-20t-100)
die mittlere Temperatur in der 1.Tageshélfte, in der 2.Tageshalfte,
zwischen 6 und 18 Uhr?

Stammfunktion von T(t): —&(3t>~10t2-100t) = —&t(t2-30t-300)

1.Tageshalfte
_ 12

T=gls fT(t)dt——1—2 L[t(t2-30t-300)]," = 17,2°C

2.T geshalfte

L[4(t2-30t-300)]%, = 12,4°C

_24 12

T= fT(t)dt =

zwischen 6 und 18 Uhr

= fT(t)dt— L[t(t2-30t-300)];" = 18,4°C

2 Funktionen sind durch ihre Graphen gegeben. Bestimme elementargeome-
trisch oder durch Integration den mittleren Funktionswert.

a) Der konstante Funktionswert 1 ist zugleich auch der Mittelwert.

b) Trapezinhalt = 0,5(1+2)-1 = 1,5 = Rechteckinhalt = 2-0,75
Mittelwert = Rechteckhohe = 0,75

¢) Dreieckinhalt = 0,5-2-1 = 1 = Rechteckinhalt = 2-0,5
Mittelwert = Rechteckhohe = 0,5

3 3
d) f:—11 (x2—4x +3)dx = = [3 3_2X2+3X]1:Ei[x(x2_6x+9)]1:§

P—X%OD
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T

e f= _Ofsmx dx = I[-cosx]; = —(1+ 1) = 2~ 0,6366

T

f) Halbkreisinhalt = 0,5-121 = 0,57t = Rechteckinhalt = 2-0,25x
Mittelwert = Rechteckhohe = 0,25 ~ 0,785

y y y
R T = W R
a) : b) PO
@ fessssnnnnn hesssnnuns J X @ @esssssnnunjsannnunnnn i X @ @ usnsnnnnn pumsmnnnnn () X
1 3 1 3 1 3
Y f(x) =-(x-1)(x-3) y f(x) = sinx y Halbkreis
1 1™ 1-
d [ A V- prore e NG f
& | S e) e ' <
@uunnunnnsn asmnnnnnns ) @ rsssssssssssnEnEEEEn A AR R [ ) @ usununnnsn pussmmnnnn 9
1 3 1 3
3 f(x)= %X(X—G)z Berechne die Mittelwerte von f tiber den Intervallen
a) [0;2] b) [2;6] c) [0;6]

Stammf.von f(x) = %(X3—12X2+36X) (3 1x4_4x3+18x2) = x2(x2 16x+72)

2
a) f= Z%ff(x)dx = %-312[)(2()(2—16x+72)]0 l444:=1
0
6
b) f= (%ff(X)dX = i.glz[x2(x2_16x+72)]g 128(36 12-4.44) = 2
2
_ 6
o) =L [f(x)dx =1 L[x2(x2-16x+72)] = ;53612 =
0
y

f(x) = %X(X—6)2
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4 Effektivwerte beim Einphasen-Wechselstrom
In einem Widerstand R sind Wechselspannung U_ und Wechselstrom I_in
Phase. Mit x=wt schreiben wir einfacher U=U,sinx und I=]sinx.
Fir die Leistung P im Widerstand R gilt P = U-I=TU-I;-(sinx)2.

a)

b)

Zeige: P = a.U,-I,. Berechne a. Wegen der Periodizitit muss man fiir

den Mittelwert P bloB von 0 bis © integrieren.

Tipp: (sinx)2 + (cosx)2=1 und [ (sinx)2dx = [ (cosx)2dx
0 0

Losung

= 17 ) 1 T

P = - {UOIO(smx)zdx = 1—TUO-IO {(51nx)2dx

Inhalt F des grauen Flachenstiicks

y p
AT A _[ sz
0
a / N
// \\
—’// \\i H
/g T CLTONED

2
P = %EUO IO{(SIHX)ZdX %TUO I, %J‘E = %UO I,,also a= %

Definition der Effektivwerte Uypund Iq : P = UypIypund R = 20
Was ergibt sich damit fir U und I ¢ ? eff
Losung

P =Ugpleg= 1U'0°]:0 [UO [

also Up= %UO und I ﬁIo
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V. Umkehrfunktion und ihre Ableitung

! Obacht: Die Losungen sind nicht iiberpriift auf Richtigkeit !
1.Zur Erinnerung

1 Umkehrbarkeit
Die Bedingung (1) : a+b = f(a) = f(b)
fiir die Umkehrbarkeit einer Funktion f ist gleichwertig mit
der Bedingung (2) : f(a) =f(b) = a=h.
Untersuche mit (2), ob folgende Funktionen umkehrbar sind.

a) f(x) =—%x+3, D;=R

f(a) = f(b), also —%a+3=—%b+3 = —%az—%b = a=b

also ist f umkehrbar.

b) g(x) = —%XZ +3, D,=IR
—%a2+3=—%b2+3 = a?=b?2 = |a|]=|b| = a=b odera=-b
also ist g nicht umkehrbar.

c¢) h(x)= }ﬁ, D, = R\{~-1}

a _ b _ _ _
—1 =547 = alb+1) =ba+1) = ab+a=ab+b = a=b

also ist h umkehrbar.
d i®)=x+1, D=R\0)
a+ %. =b+ % || -ab = a?b+b=ab%2+a 2 Losungswege bieten sich an:

o) Losung mit Faktorisieren
a?b+b=ab%?+a = a?b-ab%2+b-a=0 = ab(a-b) - (a-b)=0
(a-b)(ab-1)=0 = a=Db oder ab=1
also ist 1 nicht umkehrbar.

B) Losung mit quadratischer Gleichung (weniger elegant)
a?b +b=ab%2+a seib die unbekannte Variable
ab2-a%?b-b+a=0 = ab?2-(a2+1)b+a=0
Diskriminante D = (a2 + 1)2-4a2=2a%*+2a%2+1-4a2=

=at-2a2+1=(a%2-1)2

b=altix@®-1) _ p_, oder b=1
2a a

also ist 1 nicht umkehrbar.
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02 Bestimme 1 und D¢-1.
a) f(x)=—2x+5, D;=R
fx)=y=-2x+5; fYy)=x= —% (y-5), Dpa=We=R

b) f(x)=.x-2, D;
fx)=y=.x-2; f4y)=x=y2+2, Dpu=W;=1R;

(%)
(%)
c) f(x)=x2-2x, De=[1;00]
fx) =y=x2-2x = y+1=x2-2x+1 = y+1=(x-1)? = x=1./y+1 +1
wegen Df = [1;00[ kommt nur »+« infrage
fAy)=x=Jy+1 +1, Dp1=Wp=[-1;09]
d) f(x)=x2-2x, De=]-00;1]
wegen D; = |- ;1] kommt nur »—« infrage

fYy) =x=-Jy+1 +1, Dp1=W;=[-1;00]
e) f(x)= ZE Dg W= R\{2}

2+x7’

Dy, =R\(2) f() =y =35 = £y =x= 2 Dpi=Wr=R\2)

0= 32" G acitio
Fall D= [0;1]: We= [-1;1]
fx)=y=2x-1; fYy)=x=31(y+1), D1=W;=[-1;1]
Fall Dg= ]1;00[: W= ]1;00]
fx) =y =x% fYy)=x=.y, Dp1=W= ]1;00[
Ly +1) fiir ye[-1;1]

zusammengefasst f(y) = {
Jy  fiir ye]1;oo|

03 Bestimme moglicht grofie Teilmengen von Dy so, dass die Einschrankung
von f dort umkehrbar ist. Gib jeweils die Umkehrfunktionen an.

a) f(x) =x2
Am x-Wert des Parabelscheitels (0|0) scheiden sich die Teilmengen
D, =]-00;0] und D, =[0;00]
y=x2 = x=1,y
im Fall D, = ]-o0;0] ist f-(y) =x=-./y, Dp1= W= R§
im Fall D, =[0;00[ ist fXy) =x= Jy, Dpa=W;= ]RJ(;
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b) f(x) =—x2+4x
Am x-Wert des Parabelscheitels (2|4) scheiden sich die Teilmengen
D; =]-00;2] und Dy =[2;00[
y=-xX244x = y-4=-(x2-4x+4) = y-4=-(x-2)2 =
(x-22=4-y = x=2+./4-y
im Fall D, =]-0;2] ist fy)=x=2-./4-y, Dg-1=W;=]-c0;4]
im Fall D, =[2;00[ ist fy)=x=2+ J/4-y, Dp1=W;=]-00;4]

oc) f(x) =x-2./x

Waagrechtpunkte: f'(x)=0 = 1—7 0= Jx=1= x=1
") — _ (x=05) = 1g-15_ _1_
f'(x) = - (x %) = 3x =nk

wegen £"(1)>0 ist der Waagrechtpunkt (1|-1) Tiefpunkt,
wegen des Tiefpunkts (1|-1) ist We=[-1;00][

am x-Wert des Tiefpunkts (1|-2) scheiden sich die Teilmengen
D, =[0;1] und Dy =[1;00]

y=x-2/X = (y-x?=4x = x> - 4x-2yx+y?=0 =
- 2(2+y)x+y2=0,

Diskriminante D = 4(2+y)2 — 4y2 = 4(4 + 4y) = 16(1 + y)
X=' (2(2+y) +4/1+y)=2+y+2J/1+y
im Fall D, = [0;1], W, = [0;-1]

ist fy)=x=2+y-2./1+y,Dp1=W, =[0;1]
im Fall D, = [1;00[, Wy = [1;00[

ist fy)=x=2+y+2/1+y,Dr1=Wy=[-1;00[

¢4 Funktion und Umkehrfunktion
a) f(x)=.x-1 b) f(x)=1-./x-2 o) f(x) =1, W;=R\0}
Bestimme D; , W;und f~'und bestétige f(f(x))=x und f(f(x))=x.
Fir welche x-Werte gelten diese Gleichungen jeweils?

a) f(x)=y=.x-1, Dg_=[1;0[, W;=TRg
y2—x 1= fYy)=x=y2+1 = fix)=x2+1
f1f(x)=(Jx-1)2+1=x-1+1=%, x€[1;00[
f(f1(x)) = J(x2+1)-1 = ./x2 = |x| =x wegen xeDp1=W, = R;
b) fx)=y=1-/x-2, Dy =[2;00[, Wp=]-00;1]
(y— 1)2—x 2 = Yy = X—(y 1)2+2 = f4x) = (x-1)2 + 2 = x2-2x+3
f-1(f(x)) = (1-./x-2) - =(J/x-2)2+2=x-2+2=x%, x€[2;00
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f(f1(x))=1- J(x2-2x+3)-2 = 1-./x2-2x+1 = 1-./(x-1)2 = 1—-|x—1|

=1-(-(x-1)) =1 - (-x+1) =x wegen xeDy-1=W;=]-00;1]

¢) fx)=y=:=, D¢ =IR\{1}, W;=R\0}

1-x
ylx)=1 = y-yx=1 = yx=y-1 = x=fy) = % = fix) =
1
21
fAfx) = 12— =0 = x xe1 f(f1(x)= 1_}( 1 =y = X, x#0
1-x X

5 f(x)=./1-x  Berechne und vergleiche
fA(f(x)), () ), (=) und (f(x))*
f1(f-1(x)): die Umkehrfunktion wirkt 2mal,
zuerst auf x: x=1-y2 = y=f1(x) =1 -x2,
dann auf 1-x2: f1(f1(x)) =11 -x2) =1 - (1 - x2)2 =2x2 — x4

(f1H(x)): die Umkehrfunktion der Umkehrfunktion ist wirksam,
das ist die Funktion f selber,
Umkehrfunktion: y = f-1(x) = 1 — x2

y=f1(x) =1 -x2 auflosen: x=+,/1-y = y=f(x) = /1-x
(f1(x))-1: Kehrwert des Terms der Umkehrfunktlon
f1(x) =1 - x2, Kehrwert: (f1(x))-

(f(x)")-1. Kehrwert vom Kehrwert des Funktlonsterms

ist der Funktionsterm selber: (f(x)1) = J1-x
6 Begriinde:
Steigt f echt monoton,
dann steigt auch y
f-1 echt monoton. f-1(f(b))
Begriindung im Bild rechts g g
oder mit Definition: P . f(f(a)) < £ (F(b))
X <Xy & ¥1<¥2 (t(a)) f(a) < f(b)
Lesarten: & X
X1<X2 i(f)i y1<y2 a < b

X1<% & (e yi <y,
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7

Gy-1 steigt echt monoton  Gy-1 fallt echt monoton
und liegt rechts von der und liegt links von der

8

Beschreibe G-, wenn man weil3:
a) Gy steigt echt monoton auf [a;b] und liegt tiber der x-Achse.
b) G fallt echt monoton auf [a;b] und liegt unter der x-Achse.

¢) G féllt echt monoton auf [a;b] im 2. Quadranten.

a) R -‘/'. ° S, fol y / * c) y
Gf :. / ’ a '/ b
/i L /@/ X Gy e
. : B / .
VA s o /
. ar ./
/ - Gf 1 X b) /$“ Gf a kl)@. .. .
/0 “ O.“‘
. s Gy

y-Achse y-Achse

Ungleichung und Umkehrfunktion

Wendet man auf beide Seiten einer Gleichung (Ungleichung) eine Funktion

an, so entsteht eine neue Gleichung (Ungleichung).
Welche Eigenschaft muss eine Funktion haben, damit gilt:

a) fx)=a || f4...) = x=fa)
f muss umkehrbar sein und aeW;.

b) f(x)<a || f1(...) = x<f(a)
f muss echt monoton steigen und acW;, denn:

wenn f echt monoton steigt, dann tut es auch -1,

wenn f(x)<a, dann f-1(f(x))<f-1(a), das heifit x<f1(a).
c) fx)<a || f1(...) = x>f1a)

f muss echt monoton fallen und aeW;, denn:

wenn f echt monoton fallt, dann tut es auch {1,
wenn f(x)<a, dann f1(f(x))>f1(a), das heiit x>f1(a).

G-t fallt echt monoton *
und liegt im 4.Quadranten ™.,

-
[ J

Bei einer Funktion sei f=f1. Woran erkennt man das am Graphen?

Antwort:
Gy und G;-+ decken sich,

jeder Graph hat die Winkelhalbierende y=x als Symmetrieachse.
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10 Berechne die Schnittpunkte von Gy und Gg-1.
a) f(x)=2-./x

Df— ]Ro, Wi =]-00;2]

fx)=y=2-.J/x = (y-2)2=x

y=f1(x) = (x-2)2=x2-4x + 4, Dp1=]-00;2], We1= R

Schnitt: f(x) = f1(x)
x muss liegen in Dy und Dy, also x€[0;2]

—Jx=x2-4x+4 = - x=x2-4x+2

1.Trick: ,/x ersetzen durch u, ue[0;./2]
—u=u*-4u?+2 = ut-4u2+u+2=0
2.Trick: Kennerblick, Faktorisierung
w2u?2-4)+u+2=0 = u2u-2)u+2) + (U+2)=0 =
u+2)(2u-2)+1)=0 = W+2)(w3 -2u2+1)=0
= u=-2 ist nicht Losung, liegt nicht in [0; /2]
der Faktor (u3 — 2u2 + 1) ist gleich 0, falls u=1
u=1ist Losung, also u=,/x=1 = x=1, y=f11)=1e W,
Schnittpunkt (1|1)
weitere Schnittpunkte ?
w?-2u?2+1)=U-1)u2 -u-1)
u?2-u-1=0,Diskriminante D=1+4=5; = u= —(1+[)
der Minusfall scheidet aus, denn (1-./5)<0
Ist ;(1+ JB) = ./2 ?, Antwort ohne Taschenrechner:
1+./5 =2./2 || quadrieren = 6+2./6=8 = 2,/6=2 =
/b =1, Widerspruch!, (1]1) ist der einzige Schnittpunkt

b) f(x) =x2-2x+2, D=[1;00]
Scheitel (1|1), Wertemenge W, = [1;00]
fx)=y=x2-2x+2 = x2-2x+(2-y)=0,D =4 -4(2-y) =4(y-1)
x=3(2+./D)=1@2+2./y-1)=1%Jy-1
Wegean—[i oo[istx f-1 (y) 1+ . Jy-1

y f1 1+A/ Df—i [=Wf—1
Schnitt: f(x) = f1(x)
x2-2x+2=1+./x-1 = x2-2x+1=/x-1 =

x-1)2=./x-1 = (x-1)t=x-1 = (x- 1)4 ( 1)=0 =
(x-1)(x-13-1)=0 = (x-1)=0 oder (x-1)3-1)=0 =
x=1 oder (x-1)3=1

(x-1)3=1 = x-1=1 = x=2

Schnittpunkte (1|1) und (2|2)
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c)

d)

f(x)=./-1-x
D= ]-o0;-1], Wy = R

fx)=y=J-1-x = y2+1==x = -y?-1=x
y=f1(x)=-x2-1,Dp1= Ry, Wpt = |-00;-1]
Die beiden Kurven schneiden sich nicht. Denn die x-Werte dieser

Schnittpunkte miissen beiden Definitionsmengen zugleich angehoren;
die Schnittmenge von D; und D, ist aber leer.

fx)=1-x

D;=W,=R

fx)=y=1-x =2 x=1-y

y=f1(x)=1-x%x, Dp1=IR=Wgs

Funktion f und Umkehrfunktion f-! sind identisch, und damit auch die
beiden Geraden. (Siehe Aufgabe 8)

fx)=x3+x-1
D;=W;=R
f ist umkehrbar, denn f steigt echt monoton: f'(x) = 3x2 + 1 > 0,
fur f-1 ist deshalb auch Dg1=We1=R.
Hier versagt das gewohnte Schema der Schnittberechnung, denn die
Gleichung y =x3+ x+1 nach x auflosen, ist unser Geschéft nicht!
Weiter hilft héchstens eine Uberlegung: Wenn sich G, und G iiber-
haupt schneiden, so auf der Winkelhalbierenden y=x. Wenn es also
Schnittpunkte G; und G¢-+ gibt, dann sind sie auch die von G¢und der
Winkelhalbierenden y=x.
Schnitt: f(x) =x

x3+x-1=x=x3=1 = x=1

Schnittpunkt (1]1)
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2.Ableitung der Umkehrfunktion

01 Berechne (f-1)'(x):

a) f(x)=3x+2
f(x) =y=3x+2,D;=W;=R

b) f(x)=1
fx)=y=1,D;=W;=R\{0} = f(x) =, Dp1= Wi =R\0)

c) f(x)=1+./—=x
f(x) =y = 1+./-x, Dp=-00;0], W = R
y-1?==x = x={Hy) =-(y-1)?
y = f(x) =—(x-1)%, Dp1 = Ry, Wy = ]—c0;0]
() (x) =-2(x~1)
02 Berechne f-1(x) und dann auf 2 Arten (f-1)(a):
a) f(x)= % -3, a=4
f( ) y=1x-3 D;=W;=IR
1(y) =2y+6 = f1(x)=2x+6, D1 =Wp1=1R
)

N

( )( =
1. Art: (f- )(4):2
2. Art: (f-1)(4) = 14
) 2

b) f(x) = ./x, ac{1;10;0}
fx)=y= J— Df=Wf=]R5
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Stelle a=10, 1.Art: (f-1)'(10) =2-10 =20
2.Art: (f-1)(10) =10%2=100
f'x) = Lf f (100) =

X 2@
(00 - iy -
Stelle a=0, 1.Art: (f1)(0)=2-0=0
2. Art: (f-1)(0) =
f'(x) = i ist nicht definiert fiir x=0

c) f(x)=(x-1)2-1, D;=[1; oo[, ae{Z,‘—1

()=y( 1)2-1, We=[-1500[

=f- (y=ﬁ/y+1 +1 = f1(x) = ./x+1 +1, Dpa =[-1;00[, Wea = [1;00]
( N(x) = , x>-1
Stelle a= 2 1 Art: (f9)(2) =L

1\ _ 1 _ 1
(@) = f'(f3+1) 2.3
5 : 5y _ 1
Stelle a=2, 1.Art: (f- 1)(4—1) =3
2.Art: (f- 1)(2)=§ +1=g
)

d f

x+1=x(y-1) =y+1=>x=y) = L=>f‘() 1 _ f(x), x+1

X—

VX—-

y=
_q _x=DA-(x+D)1 2
(tD'(x) = =y - 1)2

Stelle a=—1, 1.Art: (f1)'(-
2.Art: (f-1)(-1) =
)

[N

(x-1)2
(1) = iy =4
Stelle a=0, 1.Art: (f-1)(0) =-2
2.Art: (f-1)(0)=-1
' 2 ' 1
£ = ~—25, 1) = -}
1y 1
(1)) = iy =2
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*3 Berechne (f1)(x), ohne f-1(x) abzuleiten:

a) f(x )=—§x+§
f(x) = y__'X+ , De=We=1R
x=fy)=-2y+1 = fix)=-2x+1, Dra=Wr1=R

f)=-4, f-1()=-}

(k) = f'(f—}(x)) =-%, D¢y =R

b) f(x)=2(x+1)2, D;=IR;

fx)=y=2x+1)2, W;=R;, = x+1= +ﬁ:x f-1(y
f1x) = [ix -1, Dpa=IR;

f'(x) =4(x+1), f'(f1(x)) = 4(A/;x—1 +1)=2./2x

(6 = ks = 7=, x50

c) f(x)z—l 2-X
f(x) = y——— J2-%x, Di=1-00;2], We=1R,
4y2=2-x = x=1y) =2 - 4y?
f1(x) =2 - 4x2, Dp1 =R}

fx)=-1—"==—1, ff'x)=

Losung V. Umkehrfunktion und ihre Ableitung  Ableitung der Umkehrfunktion

)= fty -1

1

2 2@‘4@

Berechne (f ‘1) (a)

Es ist schwierig, den Term f-1(x) zu fin-
den. Er ist nicht nétig, wenn b bekannt b=f"(a)
ist. b findet man durch Auflosen der
Gleichung f(b)=a nach b (Probieren!).
Die Steigung (f-1)'(a) von G4 im Punkt
(alb) ist der Kehrwert der Steigung f'(b)
von G;im Punkt (bla).

a) f(x)=3x2-x3, x=3, a=-16
f(b)=a: b3-3b%2-16=0
Probiern: b=4

f'(b) =6b-3b?, f(4)=24-48=-24 = ((fV)(-16)=-=

b) f(x) = ./x-x2, x21, a=—14
f(b) =a: /b —b% = -14, Probiern: b=4
f'(b) = Af -2b, f'(4)=1-8=-8 = (N (14)=-2
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¢) f(x)=sinx, D;=[0;7], a %
f(b) = sinb = % = b=1
f'(b) osb, f(g) = %ﬁ = (f—i)'(%) _ %

$5 y=2x -1 ist die Gleichung einer Tangente t im Punkt P(3|p) von G;.
Wie heifit die Gleichung der entsprechenden Tangente t* von G+ ?
Gib den Bertihrpunkt an.

Beriithrpunkt von t: P(3]|2-3-1) =P(3|5)
»entsprechender« Bertihrpunkt P*(5|3)
Steigung von t ist 2

»entsprechende« Steigung ist 5 L
-

t* geht durch P* mit »entsprechender« Steigung 1 51 y=3X

N I—=

3.Integration mit der Umkehrfunktion

01 f(x)=./x Berechne a) ff x)dx b) ff (x)dx

Term der Umkehrfunktion: f-1(x) = x2

J2 2
a) A=2./2 - ff‘1(x)dx =2./2 - fx2dx
0 0

A=2.2 - (51" = 2./2- (28~ 0)
A=2/2-22=4/2 & :

J2
b) A=2./2 - ff—i(x)dx ~11

A=2/2 - [ —1=2/2-(4/23-1) -1
A=2[—§ 2_42 2
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02 f(x) = /x-1
Berechne a) }f(x) dx b) }f(x) dx
1 2

Term der Umkehrfunktion: f1(x) =x2+1

a) A=2.1- }f‘i(x)dx =21 -}(x2+ 1)dx

A=2-[tx3+x]; =2- ((11+1) -0) =2
2

b) A=3.2 - [f!(x)dx -2-1
1

J2
A=3,/2 - f(X2+1)dX -2
1

A=3ﬁ—[%x3+x]f—2
A=3Z - (G2 + VD) -(3+1) -2
A=32-22+5-2=52-2=2(2,2-1)
3 f(x)=.x+1
Berechne a) f fx)dx b) f f(x

Term der Umkehrfunktlon f- 1(x) x2 —

a) A=2/2 -F;
J2 J2
F = f((X2—1)+1)dX= fX2dX
0 0

F =[]/ = (1/2°-0) = 2,2 y
A=2/2-22-4/2 V4

b) A=4./4-F-3./3
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VI. Exponentialfunktion

! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !
3.Eigenschaften

01 Berechne mit dem Taschenrechner

a) €01 =1,105... b) e %1=0,9048... c) .Je =1,648...
d) ec=15,15... e) e* =3,814...-106 f) e =1,444...
g) e"=2314... h) ne=2245... i) e+/2=0,2431...

j) £ -3762...

02 Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner auf 0,01 gerundete
Naherungswerte

a) eX=2 = x=In2~ 0,69
b) eZ =106 = 2x=In106 = x=0,5In104=3In10~ 6,91
c) eX=q = -3x=Inm = X=—%ln1‘tz—0,38
d) Jex=105 = ex=1010 = x=In1010~-23,03
e) e2x*5= «/1_0 = 2x+5 = anTO = X= O,5(anTO ~-5)~-1,92
of) ex—2e*=1 Substitution u=e*,u>0
u_le =1=u?-u-2=0= (u+1)u-2)=0
u = -1 = e¥, keine Losung fiir x wegen e* > (
u=2=e= x=In2~0,69

3 Lose auf nach x und bestimme mit dem Taschenrechner Naherungswerte

a) 1<ex<2 = In1<x<In2, 0<x<0,6931...

b) 1<e*x<2 = In1<—=x<In2 = -In1>x>-In2, 0>x>-0,6931...
c¢) 0,1<e*<1000 = In0,1 <x<In1000, -2,302...<x<6,907...

d) é<ex<e = el<er<e! = d<x<+1

e) exz1073 = 2x=In103 = x=0,5In10-3, x=-3,453...

of) elxl =ee = |x|=e, —2,718...=x=2,718...

og) e2X > X + 12 Substitution u=e*, u>0

u2z-u-12>0 = u-4)u+3)>0

Uberlegung an Parabel mit y = (u+3)(u—4) ergibt
u<-3 oder u>4,

mit der SubstitutionsBedingung: u > 4

e>4 = x>In4, x>1,386...

h) 1;21 >0 = 1 - e*> 0 (der Nenner 1+e* ist positiv)
1>eX = In1>x, x<0
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04 Leite ab
a) (x+e¥) =1+ex b) (-.Je-ex) =—./e-ex =—ex05
c) (2e* +x-e2) = 2e* + 2 d) (x-e¥) =e*+x-e¥=(1+x)eX

(

e) (x2.e¥) = 2x.eX + x2.eX = x(2+x)eX f) (J/x-exX) = ﬁ;(ex + Jx-ex

g) (x¢-e¥) =e-x*lex+x.e¥=x1(e+x)e* h) (eX+sinx) = eX+cosx
i) (e*sinx) = e*sinx + e*cosx = e*(sinx + cosx)
j) (sin eX)' = (cos e¥)-e* K) (esinx)' = esinxeogx

05 Leite ab
a) (eX) =e*(-1)=-ex b) (e2¥) = e2x.2 = 22
©) (e¥) =(e¥)-2x =2x-e¥ d) (ex) = g_é
x‘_i'x—l X c0s2x)' _ ACoS2X(__ o3 .

e) (Je_)—zA/Z_X—T/e_ f) (ec0s2x)' = gc0s2x(_gjn 2x)-2
g) (x2e~/x) =2x-e- X+X2e‘ﬁ(—2—1—ﬁ() = 2x-e‘ﬁ<—% e WX = lxe_[(4—ﬁ)

) () - () = jes

06 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y = a-e** + b mit Angelpunkt.
Bestimme Funktionsterm, Achsenpunkte und Asymptote.

c) e¥2-2
1-
1
& X
- 2 2
-_/ 5
(0]1+e), y=1 (0le2-2), (2+In2|0), y=—2
e Y exl-1 Y. f) e*-2
1~
4\ 1
\NVj |
X
2 4 2
\
2

(0le”™-1), (-1/0), y=—1 (0[-1), (-In2|0), y=—2
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y y
2
—
g) 1+ 2
[ [ D f
-1 1 X
—ex'1+2_
(0[2-e™), (1+In2]0), y=2 (0]-e), y=0
D, o,
— —
2 1+ X 1+ 2
X
1 |
-1 1 1 X
- -1 e—x+1+2
—e ¥ 142
(0[2-e™), (-1-In2[0), y=2 (0[-e3), y=0 (0[2—e), (1-In2]0), y=2

7 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y = a-e**+b mit Asymptote oder einem
charakteristischen Kurvenpunkt.
Bestimme Funktionsterm und Achsenpunkte.

(0le*-1), (-2/0)
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T —e*t+e
T @ I1 | X
[ s
(0le-1), (-1/0) (0]e—e?), (-1]0) (0]e2-2), (2+In2]0)

08 Gegeben sind Funktionsterme. Skizziere die zugehorigen Kurven,
bestimme Achsenpunkte und Asymptoten.

a) e2x_1 b) e?2x_¢ c) e—e X

y=-1
(O| 62_1)’ (—2|0), y:_1

d) 2ex2

y

(0[2e7%), y=0 (0[e-1), (1/0), y=—1 (010), y=e

9 f(x)=a-eX+b, gx)=a-e*+b
Bestimme a und b so, dass die Graphen im Ursprung beriihrt werden von
der Winkelhalbierenden
a) des 1.Quadranten b) des 2.Quadranten.
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a) 1.Quadrant
Die Steigung der Angelpunkt-Tangente ist +1.
f'(0)=+1 = a=1 = f(x) = e*+b; g'(0) =+1 = a=—1 = g(x) =-e*+b.
Die Kurven miissen durch den Ursprung, das heif3t f(0)=g(0)=0:
f(0)=e%+b=0 = b=-1 Ergebnis f(x) = ex-1
g(0)=-e%+b=0 = b=1 Ergebnis g(x) = —-e*+1

b) 2.Quadrant
Die Steigung der Angelpunkt-Tangente ist —1.
f'(0)=-1 = a=—1 = f(x) = —e*+b; g(0)=-1 = a=1 = g(x) =e*+b.
Die Kurven miissen durch den Ursprung, das heif3t f(0)=g(0)=0:
f(0)=-e%+b=0 = b=1 Ergebnis f(x) = —e*+1
g(0)=e%+b=0 = b=-1 Ergebnis g(x) = e*-1

010 f(x) =a-e*+b, a-t+0
Zeige: y=b ist die Gleichung der Asymptote von Gg.
Wie entscheidet man, ob sie Asymptote ist fiir x—+o0 oder x——o0 ?

Fir tx—>—o geht e™* gegen 0 und damit auch ae®*, also f(x)—b.
Fiir t>0 nahert sich G¢ der Asymptote fiir x——oo,
Fir t<0 nahert sich G; der Asymptote fiir x—+o0.

11 f(x)=a-e®+b, gx)=u-e*+v. Bestimme u, v unds so,
dass die Asymptoten von G;und G, den Abstand 2 haben.

Fiir t+0 konnen u und s (+0) beliebig sein, v=b+2 oder v=b-2.

12 f(x) =a-e™=+b. Fiir welche Werte von a und b schneidet Gg:
a) nur die y-Achse b) die x-Achse ¢) nur die x-Achse

a) Schnitt nur mit y-Achse (a+0), es darf also keine Nullstellen geben
Nullstellen: a-e*®* +b=0 = e*x= —g = ttx=In (—E
keine Nullstellen, falls -2 <0; Ergebnis ab>0

b) Schnitt mit x-Achse
Uberlegungen wie in a): Nullstellen, falls —g >0; Ergebnis ab<0

¢) Schnitt nur mit x-Achse bedeutet: a und b so einstellen,
dass der Term dann fiir x=0 nicht definiert ist.
Das aber geht nicht, weil die Potenz e* fiir jede Zahl x definiert ist.

13 f(x) =a-e*+bh.
Wieviel Punkte legen G; fest? Welche Bedingung miissen sie erfiillen?
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Gy liegt fest, wenn a und b bekannt sind, wenn also 2 Gleichungen
mit den Unbekannten a und b gelost sind. Dazu sind 2 Punkte notig:
(uly,) liege auf G y,=a-e*+b 1
(vly,) liege auf Gg y,=a-e"+b I
I-II y,-y,=ale"-¢") = a= Yoy
eu — eV
Einen Wert fiir a gibt es, wenn e + €', wenn also u+v, das heif3t:
beide Punkte diirfen nicht ibereinander liegen.
Soll G¢ eine Exponentialkurve sein, so muss a ungleich 0 sein, also y, +y,,
das heif3t: beide Punkte diirfen nicht nebeneinander liegen.

0
014 Berechne A = f e*dx und deute den Wert an einer skizzierten e-Kurve.
] b y /
Bestimme b>0 so, dass f eXdx =A ist.
0

0
A= [erdx = [ex]?1 =1-e1
]

b
fexdx = [ex]g =ebP-1
0

Bedingung: eP-1=1-¢1
= eP=2_¢1
= b =In(2-1/e) = 0,489...

In9 y
15 Berechne A = fexdx. 9 |
0

Bestimme a so, dass die Gerade x=a
die Flache mit Inhalt A halbiert. 1
In9

A= [exdx = [e"]i)119 =elnd_e0=9-1=8§
0

a
fexdx = [ex]g =ea-1
0

Bedingung: e2-1=4 = e2=5
= a=In5=1,60...
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*16

17

18

In welchem Verhaltnis (<1) teilt die e-Kurve das
Rechteck mit den Ecken (0]0), (2]0), (2]|e2) und (0|e?) ?

Flacheninhalt des Rechtecks 2e2 =14,77...
Inhalt A der Flache zwischen e-Kurve und x-Achse

2
Azfexdx=[ex]§:e2—1 B=2e2-(e2-1)=¢e2+1
0

Verhiltnis 2 = €=1 _0.76...
B e2+1

Berechne das Integral und deute seinen Wert
als Fliacheninhalt (Skizze!).

0
a) A= [(1-e¥)dx = [x-ex]’, =0-1-(-1-et) = ¢!
]

2 2
b) B= fex2dx = e2fexdx = e2[eX]® = e2(e2-e) = 1—e"1
| | 1

flx)=ex1-e Berechne den Inhalt der Fléache, die begrenzt ist von G;
und den Koordinatenachsen.

Integrationsgrenzen sind die x-Werte der Achsenpunkte: 0 und Nullstelle
fx)=ex1-e=0 = el=e=x-1=1 = x=2

2 2
f(eX‘1—e) dx =e- f(eX—e2)dX = e‘i[ex—e2x]§ = e 1(e?2-2e2-(e0-0))
0 0

=—e — e 1. Wegen f(0) = e — e <0 liegt die Fliache unter der x-Achse,
sie hat den Flacheninhalt e+ /e.
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*19 Die Gerade g schneide die e-Kurve in (-1|?) und (1/?).
Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von Gerade und e-Kurve.
Schnittpunkte P(-1|e™1) und Q(1]e)
Ansatz fiir Gerade g: g(x) =mx+t
Q(1le) liegt auf g g(1l) =e =m+t
P(-1|e!) liegt aufg g(-1) =el=-m+t

g()+g-1)=e+el=2t = t= 622;1

e2-1
2e

g(l)-g(-1)=e-e1=2m = m=

e2+1
2e
e2_1 e2+1

Integrand = g(x) — eX = 5o X+ 5 €

Gerade: g(x) = 922;1)( +

1
f(e2_1x+e2+1—ex) dx = [e2_1X2+e2+1X—ex]E1

I 2e 2e 4e 2e
_e-1_ e2+1 _<e2—1_e2+1_e_1> —e?+1  4o1=2
4e 2e 4e 2e e e

20 f(x)=e*, g(x)=e+1-el=x
a) Berechne die Schnittpunkte von G;und G,

b) Berechne den Inhalt der Fliche, die beide Graphen einschlie3en.
Verwende J e Xdx=-e*+C.

a) Schnittpunkte: f(x) = g(x)
ex=e+1—-el =X || .ex
e?* — (e+l)e*+e=0 = (ex-1)(e*-e)=0
= eX=1 oder e¥=e = x=0 oder x=1
0[1), (1]e)
b) Integrand=g(x) -f(x)=e+1-el*-—eX*=e+1-e.eX—¢X
1
f(e+1—e-e‘x—ex)dx: [(e+1)x+e-e‘x—ex](1) =e+l1+1-e—(e-1)=3-e
0
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Losung VI. Exponentialfunktion

Polynom- und Exponentialfunktion

4. Polynom- und Exponentialfunktion

01 f(x) = e*,

g(x) =

1+x

a) Berechne f(x) und g(x) fiur xe{0; +1; +0,1; +0,01; +0,01}.

b) Der relative Fehler ¢ ist der Betrag des Quotienten von
der Differenz der Werte und dem wahren Wert: ‘ ﬂ&%g)ﬁ) ‘ = ¢(x).
Berechne ¢(x) fiir xe{0; £1; £0,5; +0,1; 0,01} und skizziere G,.

a), b) f(0) =1, g(0)=1 ¢(0)=0
f(1) = 2,718.. g(1) =2 0(1) =0, 2642
£(1) = 0,3678.. g(-1) = 0 0(-1) =
£(0,5) =1 648... g(0,5)=1,5 ¢(0,5) = 0 09020..
f(-0,5) = 0,6065 g(-0,5)=0,5 ¢(-0,5) =0,1756..
£(0,1) = 1,105... g(0,1)=1,1 ¢(0,1) =0, 004678
f(-0,1) = 0,9048 g(-0,1)=0,9 ¢(-0,1) =0, 005346
£(0,01) = 1,010... 2(001) =101  (0,01) = 0,00004966..
£(-0,01) = 0,9900... g(-0,01)=0.99  ¢(-0,01) = 0,00005033..
2 fx)=eX, g(x)=1+x+ %x2 Berechne f(x), g(x) und ¢(x) fiir
x€{0; +1;+0,5; +0,1; £0,01} und skizziere G,,. (¢(x) ist in Aufgabe 1 erklart.)
f(0) =1, g(0) = 1 ¢(0)=0
f(1) =2,718.. g(1) = ¢(1) = 0,08030..
f(-1)=0 3678 g(-1) = O 5 o(-1) = 0,3591..
£(0,5) = 1,648... g(0,5) = 1,625 ¢(0,5) =0, 01438
f(-0,5) = 0,6065.. g(-0,5) = 0,625 ¢(-0,5) =0, 03045
£(0,1) =1,105.. g(0,1) =1,105 ¢0(0,1) =0, 0001546
f(-0,1) =0, 9048 g(-0,1) = 0,905 0(-0,1) =0, 0001796
£(0,01) = 1,010... g(0,01) = 1,010.. 0(0,01) = 1,654.. 10‘7
f(-0,01) =0,9900... g(-0,01) =0, 9900... ¢(-0,01) =1,679...-1077
¢(x) ¢(x)
1- Aufgabe 1 1- Aufgabe 2
/
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03

04

dx) =e*- (1 +x)

a) Untersuche die Monotonie von d und zeige: ex= 1 +x

b) Zeige damit, dass fur fiir x<1 gilt: 1 + x=eX= ﬁ
(Ersetze x durch —x und denke nach.)

a) dx)=ex-1
Waagrechtstelle d'(x) = 0 = eX= 1 = x=0 ist einfache Nullstelle von d'.
x<0: d'(x) <0, das heiflit G, fallt echt monoton.
x=0: d'(x) = 0, das heifit G4 hat Tiefpunkt (0|0).
x>0: d'(x) > 0, das heifit G4 steigt echt monoton.

x+0: Gy liegt tiber der x-Achse, das heifit d(x) =e*- (1 +x) >0
=eX>1+x

x=0: Gy liegt auf der x-Achse, das heifit d(x) =e*- (1 +x)=0
=e'=1+0

b) 1+ x=eX hat a) gezeigt.
x ersetzen durch —x
1 — x = e* Kehrwert auf beiden Seiten; fiir x<1 sind beide Seiten > 0,

also 1 = eX
1-x

AnndherungsVersuche
f(x) =xe*, g(x)=ax2+bx+c
Bestimme a, b und ¢ so, dass gilt: f(x) = g(x), f'(x) =g'(x) und f"(x) = g"(x),

falls a) x=0 b) x=1 und skizziere die Graphen.
f'(x) = e* + xe* = (1+x)eX, g'x)=2ax+Db

f'(x) = e+ (1+x)e* = (2+x)eX, g"(x)=2a

a) x=0

f(0)=g(0) = 0=c
£(0)=g'0) = 1=b
f'(0)=g"(0) = 2=2a
Ergebnis: g(x) =x2+x
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b) x=1
f1)=g(1) = e=a+b+c y
f'1)=g'1) = 2e=2a+b 4b)

f'(1)=g"(1) = 3e=2a = a=1,5¢
= b=-e = c=e-1,5e+e=0,5e -
Ergebnis: g(x) = %e(3x2 -2x+1)

5 f(x)=e*, g(x)=ax2+bx+c
Bestimme a, b und c so, dass gilt: 1
f(x) =g(x), I'®) =g(x) und f"(x) =g"(x),
falls a) x=0 b) x=1
und skizziere die Graphen.

g(x) =1e(3x2 ~2x+1)

f(x) = e*”

f'(x) = 2xe*,
f"(x) = 26— 2xe**(-2x) = 2(2x2 — 1)e*
g(x) =ax2+bx +c¢

g'(x)=2ax+Db
g'(x) = 2a
a) x=0 |

f0)=g(0) = 1=c
f'0)=g'(0) = 0=Db
£"(0) = g"(0) = -2=2a

Ergebnis: g(x)=—=x2+1=(1-x)(1 +x)
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b) x=1
f1)=g(1) = 1/e=a+b+c
f'1)=g'1) = -2/e=2a+Db
f'1)=g"(1) = 2/e=2a = a=1/e = b=-4/e = c=4/e
Ergebnis: g(x) = (x2-4x+4)/e = % (x —2)2

1
2! 3!

Bestimme mit dem Taschenrechner Naherungswerte fiir
a) efirne{1,2,3,4) b) Ifirne1,2,3,4 ¢ Je firne(1,2,3,4)

6 eX~1+x+ix2+Ix3+ x4+ +1xn

4!

n=1 a) el~1+1=2
b) l=et~x1-1=0
c) .Je=e%x1+05=1,5
n=2 a) el~1+1+1=25
b) l=et~x1-1+1=05
c) Jé—e05~1+05+1-025=1,625
n=3 a) 1+1+ +— 2,666..
b) g=e—1 1- 1+-—- 0,3333..
c) .Je=e0b~ 1+o,5+ 1025+ 1. 0,125= 1,645...
n=4 a) el~1+1+2+1+_-=2708..

b) l=et~1- 1+-—5+——0375

c) Je=e"5~1+05+1025+1.0,125+L.0,0625=1,648...

07 a) hm—[ lim —u=oo b) hmﬁ lim [& =
X—=o00 X u— 2 Xx—=>00 X X—> 00 X2
c) lim @i lim Q =0 d) lim xe*=0
o tim 558y 5y [T
X—> 00 X—>oo e X—>°0 e X
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1 1
f) lim =1
) o (ex—1)(ex"2-1) (0—1)(0—1)
. eXte 1+e2x _1+0
1 ette™ _ = lim =1
g) - eX—eX x-w 1-e2%x 1-0
. eXteX . eZX+1_0+1_
h) Xl_1>IEl°° eX_e—X - Xl_];IPoo e2X_1 - 0_1 - 1
8 Berechne, soweit moglich die Grenzwerte von el/* fiir

a) X - o0

a) lim el/x= 111% el =1

X—> 00

c¢) lim el*=1lim et =

X2

b) X - - c) x20

b)

X—>—00

u—>o00 XS

d) xs0

lim el/x = 111‘[(1) el =1

d) lim el*= lim e"=0

u—>—00

*9 Berechne, soweit moglich die Grenzwerte von 1ol fir
a) X— o b) x - - c) x50 d) xs0
1 _ . 1 _ _ 1 _
a) >l<1—I>tc}o 1_el’x un0l-eu b) xllmoo 1T-elx us0l-et
L 1 _ 1 _ . 1 _
©) }3_{[(1)1 e1/X_1111—I>rolo 1_eu_0 d) h %0 1-el/x ulfpoo1_eu_1
$10 Berechne — soweit moglich — die Grenzwerte von e?* — aeX fiir
X —>o0 und X - -oo. (Fallunterscheidungen fiir a!)
Fall a=0 lim1=1=lim 1
Fall a=1 Iim 0=0=lim O
Fall a>1 lim (e?*-aeX) = 11m (1-aex(1-2))eax = »(1-0) 00« =00
lim (e?*-aeX)=0-0=0
X—>—00
Fall 0<a<1 lim (e?*-aeX) = llm (1-aex(1-2))eax = (1-00)-00« = —00
X— 00
lim (e*-aeX)=0-0=0
X—>—00
Fall a<0 lim (e3*—aeX) =»0+oo« =00
X— 00
lim (e**-ae*) = l1m (1-aex(1-2))eax = (1+0)-c0« = 00
811 Berechne: (Fallunterscheidungen fiir a!)

. xn
a) lim =, nelN

X—>00 @

2

a/x
—, nelN
.

b) lim &
x—0

100

c) lim
Xx->a X—a

eX_ea
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012

a)

b)

b)

Fall a=0 lim %= = lim XT“ — o

X—> 00 eax B —
. xh . xn

all a im =— = all a im — =o
Falla>0 1 0 Fall a<0 1

x—>o00 @3X X—>00 @8X

. . 1 . ea/x2 . 2
Substitution u=:, lim = lim ufe2"
X x—-0 xI u—> 00

. ea/x2 .
Fall a=0 lim = lim u™1 =0

x20 xI u->o0

) a/x? ) +o0o falls n gerade

lim & = lim u™1 = g

x50 XD us-w —oo falls n ungerade

. ea/Xz . 2
Fall a>0 lim = lim uMe?%” =oo

x0 x u—>o00

i a/x? i ) +o00 falls n gerade
Fall a<0 lim & = lim utea” = lim u™1 = g

x50 XD u—-oo U= —oo —oo falls n ungerade
. X_pa . h+a_aa . h_1
lim &=& =lim & € —ealim &2 =ea-g0 = g2
x>a X—a  h-0 h h-0 h

eX_ a

oder mit LHospital-Regel: lim - lim e* = e?; gilt auch fiir a=0.
X—=a - X—a

1
fexdx = [ex](i) =e-1
0

Ansatz j x2e* dx = (ax2 + bx + c)ex + C
Ableiten x2e* = (2ax + b)e* + (ax? + bx + c)e*
x2 =ax?+ (2a+b)x+b+c
KoeffizientenVergleich 1 =a
0=2a+b = b=-2
O=b+c =c=2
Term einer Stammfunktion s(x)=(x2-2x+ 2)eXx+C

1
fx2ex dx = [(x2—2x+2)ex]é —e-2
0

Ansatz j xe¥*2 dx = (ax + b)ex2 + C
Ableiten xex+2 = ae**2 1 (ax + b)ex+2
X =ax+a+b
KoeffizientenVergleich 1 =a
O=a+b = b=-1
Term einer Stammfunktion s(x)=(x-1)ex?2+C

1
fxeX+2 dx = [(X—1)6X+2](1) = 0—(-e2) = 2
0
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d) Ansatz J (x-1)e*dx =(ax+bex+C
Ableiten (x —1)e* = ae* + (ax + b)ex
x—1 =ax+a+b
KoeffizientenVergleich 1 =a
1 =a+b = b=-2

Term einer Stammfunktion s(x)=(x-2)ex+C
2

:fi(X—i)eX dx = [(X_Z)ex]%1 — 0—(—36_1) _ 2

e) }(x2+ 1)(ex+1) dx =}(X2+ 1)ex dx +j‘(x2+ 1) dx
0 0 0

Ansatz | (x2+1)e*dx = (ax?+bx +c)ex+C
Ableiten  (x2+1)e* = (2ax+b)e* + (ax? + bx + c)e*
x2+1 =ax?+ (2ath)x+b+c¢
KoeffizientenVergleich 1=a
0=2a+b = b=-2
1=b+c =c¢c= 3
Term einer Stammfunktion s(x)=(x2-2x+ 3)ex+C

3
A= [(x2+1)ex dx = [(x2-2x+ 3)ex], = 6e%-3
0

3

B =f(x2+1) dx = [%X3+X]3
0

0 =12

3
[(x2+1)(ex+1) dx = A+B = 6e3-3+12 = 6e3+9
0

*13 a) (e™) =-e7%, (—eX) = e*, Term einer Stammfunktion s(x) =—e*
1
[e™ dx = [-e]) = —e"'~(-e%) = 1-1
0

b) Ansatz j xe*dx =(ax+b)e*+C
Ableiten xe* =ae*-(ax+b)e™
X =—-ax+a-b

KoeffizientenVergleich 1 =-a = a=-1

O=a-b = b=-1
Term einer Stammfunktion s(x)=(-x-1)e*=—(x+1)e*
0
[xe™dx = [(x+1)e™]", = —e~(-0) = -1
%1
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14 a) (ex) = 2e2x, (% e2¥)' = e2X, Term einer Stammfunktion s(x) = % e2x

0,5
[ 2e2x dx = [ezx]g’5 =e-1
0
b) Ansatz J 4x%2e?x dx = (ax2+bx +c)e?* +C
Ableiten  4x%e?* = (2ax + b)e?* + 2(ax? + bx + ¢)e?x
4x2 =2ax?+ (2a+2b)x+ b + 2¢
KoeffizientenVergleich 4 =2a = a=2

0=2a+2b = b=-2
O0=b+2c =rc=1
Term einer Stammfunktion s(x) = (2x2 — 2x + 1)e2x

1
[4x2e?x dx = [(2x2-2x+ 1)e2] = e2-1
0

5. Kurvendiskussion

1 Bestimme: Maximale Definitionsmenge D,
Symmetrie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen-, Extrem- und Wendepunkte,
Graph und Wertemenge.

oa) f(x) =x+e*
Maximale Definitionsmenge D = IR

Symmetrie zum KOSY
F(cx) = —x + 6% f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
*) = —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D
lim (X + e—x) = »00+0« = 00

X—>00

llm (X+e‘X) = »—004+00« = llm X<1 + —e—_i(> = »—00 (1—00)« = 00
X—>—00 X—>—00 X
Achsenpunkte

Auf der y-Achse liegt (0]1). Den Punkt auf der x-Achse konnen wir
nicht angeben, weil sich die Gleichung x+e*=0 nicht nach x auflésen
lasst.

Ableitungen fx)=1+e*(-1)=1-¢% f'(x) =—e*(-1) =e=x
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Waagrechtpunkte

fx)=0 = 1=¢*

= x=0; y=1(0)=2

Wegen f"(x)>0 ist W(0|1) Tiefpunkt.

Flachpunkte
gibt es nicht wegen f"(x)>0.

Wertemenge
W=[1;0]

b) f(x)=ex -1
Maximale Definitionsmenge D = IR
Symmetrie zum KOSY
f(—x) = e**=f(x), also Symmetrie zur y-Achse.
Verhalten am Rand von D

lim e** = »e®« =0

X—>00

Die x-Achse ist Asymptote fir x— o0 und x——o00 (Symmetrie!).

Achsenpunkte
Es gibt nur (0/1). Wegen f(x)>0 schneidet G; die x-Achse nicht.

Ableitungen

f'(x) = e**(-2%) = 2xex

f'"(x) = 2> - 2xe**(2x) = 2e**(1-2x2)
Waagrechtpunkte

f(x)=0 = 2xe**=0 = x=0; y=f0)=1  W(0[1)
Wegen £"(0)<0 ist W(0|1) Hochpunkt.

Flachpunkte
f'x) =0 = —2e**(1-2x2) =0
= x=+1,/2; y=f(*1./2) = Jié F(+1./2 IJié) +1./2 sind einfache
Nullstellen von ", also sind F(+ % J2 IJ%) Wendepunkte.
y
1 °
/ \ f(x) = o x2
°F_ F.®
) D 1 X

Wertemenge W =]0;1]
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oe) f(x)=x2ex
Maximale Definitionsmenge D = IR
Symmetrie zum KOSY

(-x) = X"+ f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
—f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D

lim x2e~* = lim £ =0, die positive x-Achse ist Asymptote.

X—00 X—>00 e

lim x2eX = »00-.00« = 00

X—>—00
Achsenpunkte
Einziger Achsenpunkt ist der Ursprung.

Ableitungen

f'(x) = 2xe™ + xZe¥(-1) = e ¥(2x—x%) = x(2-x)e*

f"(x) = (2-2x) e * + (2x-x2)e*(-1) = e X(2-2x — 2x+x2) = (x2-4x+2)e ¥
Waagrechtpunkte

fx)=0 = x(2-x)e*=0 =

x=0; y=1(0) = 0 W,(01]0) 1st Tiefpunkt wegen £"(0)>0.

x=2; y=1(2) = /e2 W, (2] /e2) ist Hochpunkt wegen £"(0)<0.

Flachpunkte
f'"x) =0 = (x2-4x+2)e*=0 = x2-4x+2=0 = x=2+,/2
x, =2+ ./2 ~ 3,41, f(x,) ~ 0,38 x =2-,/2~0,59, f(x)=~0,19

Die Flachstellen x, und x_ sind einfache Nullstellen von ",
also sind (x,|f(x,)) und (x_|f(x_)) Wendepunkte.

y
1 f(x) =x% —x
/" . Wertemenge W=1IR]
° \
| | | | | | I
-1 1 5 X

od) f(x) = 1(ex+ e

Maximale Definitionsmenge D = IR

Symmetrie zum KOSY

f(—x) = 2 (e + &%) = f(x), also Symmetrie zur y-Achse.
Verhalten am Rand von D

lim (eX+ e‘X) = »00+0« =

x—>+oo
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Achsenpunkte
Es gibt nur (0]1). Wegen f(x)>0
schneidet Gy die x-Achse nicht.

Ableitungen

f'(x) = 2(ex—e™) f'(x) = 1(ex+e™)
Waagrechtpunkte

fx)=0 = e¥=e* = x=0, y=f(0)=1
W(0|1) ist Tiefpunkt wegen £"(0)>0.

Flachpunkte gibt es nicht wegen "(x)>0.

Wertemenge W =[1;00]

0 - 525

Maximale Definitionsmenge D = IR\{0}

Symmetrie zum KOSY

Der Zahler e*+eXist symmetrisch zur y-Achse (vorige Aufgabe!)
Der Nenner n(x) = e *—e* ist symmetrisch zum Ursprung, denn
n(-x) = e *—eX = —(e*~eX) = -n(x), also ist f symmetrisch zu (0|0).

Verhalten am Rand von D

= 1, waagr. Asymp. y=1 fiir x—o0

= -1, waagr. Asymp. y=—1 fiir x—>—-o0
Keine Achsenpunkte

Ableitungen
f'(x) = (eX—e™)(e*—e™)—(eX+e™)(eX+e™)
(eX_ e—X)Z
! _ (eX—eX)2_(eX+eX)2
f (X) - (ex_e—x)2
F(x) = (EXme™)—(eX+e))(e*—e) + (eX+e))
(eX_ e—x)2
fv(X) — (—2 e_x)(ZGX) - -4 I | | | @ | I |

(ex_e—x)2 (ex_e—x)Z

") — 0+4-2(e*—e*)(eX+e™X) _ 8(eX+e¥)
f (X) (ex_e_x)4 (ex_e—X)3

Waagrechtpunkte gibt es nicht wegen f'(x)<0.
Flachpunkte gibt es nicht wegen f"(x)>0.

Wertemenge W =IR\[-1;1]
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of) f(x) =elx
Maximale Definitionsmenge D = IR\{0}

Symmetrie zum KOSY

f(—x) = 1 . f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
%)= el/x —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D
lim ex= lim el =1, also ist y=1 Asymptote fiir x—+oo

li>rr(1) el/x = oo, also ist x=0 Asymptote fiir x2 0
li<nr(1) el/x=0, also ist (0/0) RandLoch von G .
Achsenpunkte
gibt es nicht wegen x+0 und f(x)>0.
Ableitungen
f'(x) = _lei/x
£"(x) = _e1/x+( )eilx( ) - ei/x+ 14ei/x - %e“x(2x+ 1)
X X
y
Waagrechtpunkte gibt 1
es nicht wegen f'(x)<0.
Flachpunkte
f'x) =0 = x=-0,5ist 1
(einfache) Flachstelle,
(-0,5|e72) ist Wendepunkt.
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e _______.
Asymptote y=1
\W
()
| | _|1 ~> |1 | | .

2 f(x)=e'*, gx) = f(x)
Diskutiere f und g und zeichne die Schaubilder. Wie andern sich Extrem-

und Wendepunkt, wenn man von f(x) tibergeht zu = f( ) ?

D,= Ryt D, =D;

also D¢keine Symmetrie zum KOSY also D, keine Symmetrie zum KOSY
Achsenpunkt (0]1) Achsenpunkt (0]1)
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lim eV* = »e®« =0 lim eV* =»e®«=0
T i()_ig positive X -Achse ist Asymptote.
Flo = -5 )= e 3
F ( )_ el 2[ 2&+eﬁ<-4;1& g'(x) = em/x % 2[ 2ﬁ+e—ﬁ-4;&
= (Jx-)e Lo g'0x) = (Jx+ e o

f (x)>0: G; steigt echt monoton,

(0]1) ist RandTiefpunkt.
g'(x)<0: G, féllt echt monoton,

(0]1) ist RandHochpunkt.

Wegen f'(x)+0 und g'(x)+0 hat weder
G¢noch G, einen Waagrechtpunkt.

f'®x)=0=x=1
1 ist 1-fache Nullstelle von ",
also ist (1|e) ist Wendepunkt von Gg.

Wegen g'(x)+0 hat G, keinen Wendepunkt

Beim Ubergang von f(x) zu -~ wird aus
dem RandTiefpunkt ein Ranél)-lochpunkt
und der Wendepunkt geht verloren.

f(x) =xe*, g(x)=xe>x
a) Diskutiere f und zeichne G;.

b) Zeige: f(x) + g(-x) =
Was bedeutet das fur G¢ und G,? Zeichne G,.

¢) Vergleiche f'(x), f"(x) und f"'(x) und gib f100(x) an
Bestimme analog g(1%0)(x) und gt09(x).

d) Wie sieht aufgrund von ¢) vermutlich eine Stammfunktion F von f
und G von g aus? Uberpriife die Vermutungen durch Rechnung.

a) D;=IR, keine Symmetrie zum KOSY,
(0]0) ist Achsenpunkt

lim xeX =»00®« =00, lim xeX =0

f'(x) = e* + xeX= (1 + x) e, |
f'(x) = e+ (1 +x)eX= (2 + x)eX
(-1]-1/e) ist Tiefpunkt wegen f"(-1)>0.
(—2|-2/e?) ist Wendepunkt,

denn -2 ist 1-fache Nullstelle von f".
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b) f(x) + g(-x) =xeX+ (x)e ¥ =xeX —xeX=0
G¢ und G, sind zueinander symmetrisch bezlglich des Ursprungs.
¢) f'x)=(1+x)ex g'x)=(+1-x)e"
f'(x) = (2 +x)ex g"(x) = (-2 +x)e*
f"(x) = (3 +x)ex g"(x) = (+3 - x)e*
f100(x) = (100 + x) eX g(100(x) = (-100 + x) e
go)(x) = (+101 — x)e"
d) f'(x)=(1+x)ex g'x)=+1-x)e"
fO(x) = (0 + x)eX gO(x) = (-0 +x)e”
Vermutung: Vermutung:
00 = (LN =FQ) g0 () -Dex -G
F(x)=e*+(-1+x)ex=xe* GX)=-e*+(-1-x)e*(-1)=xe=x
Vermutung stimmt. Vermutung stimmt.
f(x) =e=
a) B(b|f(b)) im 1.Quadranten und der Ursprung sind die gegeniiber-
liegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinaten-
achsen liegen.
Bestimme b so, dass das Rechteck moglichst grof3en Inhalt hat.
Wie grof3 ist dann der Inhalt der Flache zwischen der oberen Rechteck-
seite und Gy ?
b) Die Tangente t in einem Kurvenpunkt C im 1.Quadranten und die
Koordinatenachsen begrenzen ein Dreieck.
Bestimme C so, dass der Inhalt dieses Dreiecks ein Extremum hat.
a) Inhalt des Rechtecks A(b) =b-f(b) =b-e™®
Minimaler Inhalt: A(0)=0 = %)imA(b)
A(b) =e™+b-e?(-1) =e™(1 - b)
Maximaler Inhalt: A(b)=0 = b=1, A(1) = i
Inhalt F des oberen Flachenstiicks:
1 1
= — = -X _l: — —Xi_l:_ -1 O_l: _2
F—gf(x)dx A(1)—{e dx o [-e™], s = —etrel-2 2
b) Steigung in C(c|f(c)): m,=f"(c) =—e

Tangente t in C: t(x) =m.(x—c¢) + f(c) =—e(x—c) +e*=e(1 —x + )
t schneidet die x-Achse in D(1+¢|0) und die y-Achse in E(0|e¢(1+c))
Inhalt I des Dreiecks ODE:

I(c)=10D-OE = }-(c+1)-e(c+1) = Ze*(c+1)?
Minimaler Inhalt: limI(c) =0 =1I(-1)
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I'(c) = se¢(-1)(c+1)2+2e-2(c+1) = Ze*(c+1)(-(c+1) +2)
I'(c) = fe(c+1)(1-c)

I'(c) =0 = c=1 (oder c=-1)

I(1) = E >1(0) = 51(—3 , also Flachenmaximum bei C(1|§).

*5 Ein Punkt A der e-Kurve und der Ursprung O legen die Gerade OA fest.
Bestimme A so, dass der Winkel zwischen OA und der positiven x-Achse
moglichst klein ist. Wie grof} ist dieser Winkel ?

A(ale?), Steigung der Gerade OA: m(a) = ef ,a>0

Maximale Steigung: limm(a) = oo = limom(a)
a—>oo 2

a =

Steigung m(a) und Winkel haben fir denselben a-Wert ihr Minimum
_ae?-e? _e?a-1)

a? a?
m@ =0 = a=1, m(l)=e=tanp = ¢=69,8...°
Die Ursprungsgerade durch A(1|e) mit Neigungswinkel ~70°
beriihrt die e-Kurve.

m(a)

6 f(x)=e>

a) Ein Kurvenpunkt S von Gy ist die Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks; von den restlichen Eckpunkten liegt der eine im Ursprung,
der andere auf der x-Achse.

Bestimme S so, dass das Dreieck moglichst grof3en Inhalt hat.

b) Bestimme den Punkt T auf G;im 1.Quadranten, der dem Ursprung am
nachsten liegt.

c¢) Bestimme den Radius eines Kreises um den Ursprung, der G; beriihrt.

a) Dreieck OSR mit Spitze S(s|e%), 0(0]0), R(2s|0)
Inhalt A(s) = s-f(s) = s-e™
Minimaler Inhalt: A(0) =0 = lim A(s)

S—>too

A(s) = e’ +5-e5"- (=25) = e5*(1-2s2)
A(s)=0 = s= i%ﬁ, also Flachenmaxima bei S(i%ﬁ IJ%).

y
P f(x) = e
T- o .T+
oD
\ R
_1| N / |1 d X
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b) T(tIf(t)) = T(tle)
EntfernungsQuadrat OT? = t2+e-2t?
OT? und Entfernung OT haben fiir denselben t-Wert die Ableitung 0.
(OT2) = 2t + e2t*(—4t) = 2t(1 — 2e2t%)
(OT?) =0 = t=0, y,=1 oder
1=2e2 = e?=1 = 2t2=In} =-In2

= t2= 1ln2=lnﬁ = t=+./In./2

(OT2)" = 2 — 428" — 4te2t*(—4t) = 2 — 462" + 16t2e2t

t=0 = (OT?)"=2-4+0 <0, also EntfernungsMaximum falls T(0|1)
t=+,/In./2 = (OT?)'=2-2+8In2>0,

also EntfernungsMinimum falls T(+./In./2 |%ﬁ)

¢) Der Kreis beriihrt die Kurve in T(+,/In./2 I% J2),
er hat den Radiusr = OT = /lnﬁ+% =0,92...

7 f

2(%) = %a(eX/a+e‘X/a) ,a>0

a) Bestimme den Tiefpunkt T und skizziere G, .

b) P(plf,(p)) liegt auf einer Scharkurve.
Der Kreis um T mit Radius f,(p) schneide die x-Achse in S.
Berechne die Lange von [OS].

c) Zeige: Die Senkrechte zur Gerade TS durch P ist die Tangente in P.

d) Zeige: Das Fliachenstiick, das begrenzt ist von G¢, der Gerade x=p und
den Koordinatenachsen, hat denselben Inhalt wie das Rechteck
mit den Seiten [OT] und [OS].

eX/a

a) f

a >0

(X) — %a(ex/a+e—x/a) — %a

2x/a
' / 1_ —x/a.ly = / -x/ _1.8—_1
fa(x) a(ex a. e X/a. ) (ex a_g—X a) =3 ex/a

f'x)=0 = e?¥az=1 = x=0, y=f,(0)=a

(0]a) ist Tiefpunkt wegen lim ( a(ex/a+ex/ a)) = oo

X—>to00
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b) s2 = f (p)2-a2 = 152 <

d)

e2p/a+ 1>2—a2

_1 x/a —x/a
o7a f,(x)= 2a(e + e

4

(5

N

_ l8-2(e4p/a.|.2e2p/a.|_1_462p/a> .P(p|fa(p))

4 e2p/a e2p/a
1.9 e4p/a_2e2p/a+1
=48 2p/
esp/a 1
_ g2 (€22-1)2 <1a e—zp/a‘1>2 y
T4 2p/a —\2 p/a H
e e T(0la):
- (Ola)§ o .
1, e“ra—1q | . S—
S = Qa
eb/a 1

a.ep/a _ _er/a
%a (eZp/a_1) e2r/a_1

TS hat die Steigung —2 =

eine Normale von TS

hat die Steigung y
S _ e2r/a_1

a 2epra
die Tangente in P hat 1
die Steigung f',(p)

' ezp/a -1

f a(p) = % ep /a =

S
o q.e.d. \

[ 4
Inhalt Ay des Rechtecks \\\\ ’///

p/a_ g —_—
AR =as = %8.2 eeT \\\\v
— %a2(ep/a_e—p/a) v
Inhalt Ay des Flachenstiicks @I fa(X)=%a(eX/ 2479
| | | | | |
Uberlegung: (ex/a)' = ex/ a-i , -1 1 X

AN

alsofeX’a dx =a-e¥a+C A
Ap = j‘%a(ex/a +ex/a)dx / / \
4

| A7 T TN
_ %a[a .eX/a 4 (_ae—x/a)]g // + \\
_ %a2[ex/a_e—x/a]g -5 -
- %a2(ep/a—e—p/a) 05 1
also Ap=Ag -1,5 | —
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Bestimme fiir die Scharen in den folgenden Aufgaben:
maximale Definitionsmenge D, ,
Symmetrie zum Koordinatensystem,
Verhalten am Rand von D,
Achsen- und Extrempunkte (Art), Wendepunkte,
Ortlinien von Waagrecht- und Flachpunkten,
Graphen und Wertemenge.

08 f,(x) = (a + 2x)e*/
Je 2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfiillen die zugehorigen Parameter?
Berechne den Inhalt des endlichen Flachenstiicks,
das begrenzt ist von Gy, und den Koordinatenachsen.

Maximale Definitionsmenge D, =R, a*0
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
—x)=(a- x/ ’
fo(-x) = (a - 2x)e { —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Symmetrie zweier Scharkurven zueinander

f (%) = (~a-2x)e*2=—(a+2x)e¥2 = —f,(x)

2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Ursprungs,
wenn sich ihre Parameterwerte blofl im Vorzeichen unterscheiden.

Verhalten am Rand von D,

Fall a>0: lim(a+2x)e*/2 =, die positive x-Achse ist Asymptote

X—>00

lim (a+2x)e*/2 = —c0

X—>—00

Fall a<0: lim(a+2x)e™*2 = oo

X—>00

lim (a+2x)e*/2 = 0, die negative x-Achse ist Asymptote

X—>—00

Achsenpunkte: (0|a) und (-0,5a|0)

Ableitungen

f'.(x) =2e 2+ (a + 2X)e‘x/a(f) = i(a — 2x)e /2
)

" (x) =1(2e*2+ (a- ZX)e‘X/"ﬂ‘(j;1 )= 3%2 (2x — 3a)e /2

a

Extrempunkte
f'x)=0 = x= %a, y = 2ae1/2 = %a

e
', (la) = & (2a)e -~ 21
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Fall a>0: f"a(% a)<0 = (% % a) ist Hochpunkt.
Fall a<0: f"a(% a)>0 = (%al% a) ist Tiefpunkt.
Ortlinie der Waagrechtpunkte

ain (% al J%a) eliminieren: x=% a = a=2x, OrtLinie: y = wap(x) = Jlé a= Jiéx
Wendepunkte
f'x)=0 = x= —a y=4ae32="234

e.e

Wegen der 1-fachen Nullstelle 2 savon ", (x) ist ( al 4[ a) Wendepunkt.
Ortlinie der Wendepunkte

. 3 4 ... . o 3 _2
ain (2a|£a) eliminieren: x=5a = a=£x,
Ortlinie: y =wep(x) = +a=-S3-x

y = wep(x) AW

Wertemenge
a>0: W= ]—oo,Ta]
a<0: W= ]Ta oo[

Inhalt F des Flachenstiicks, a=1
Uberlegung: (eX)' = e*- (1), also f eXdx =-e*+C
Ansatz f(i +2x)e X dx = —(ux+v)e*+C
Ableitung (1+2x)e* =—-ue*+(ux+v)e™X
(1+2x)e*=(-utux+v)e™
1+2x =—-u+ux+v

KoeffizientenVergleich: u=2, v-u=1 = v=u+1=3
Stammfunktion von f;(x): s(x) =—-(2x + 3)e"
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0
F=- [ (1+2x)e™ dx = [(2x+8)e™]’ ;= ~(3-2¢!/2) ~ 0,3
-0.5

9 f,(x) = Le-05+ax

Je 2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Koordinaten-
systems. Welche Beziehung erfiillen die zugehorigen Parameter?
Bestimme die Hiillkurve.

Maximale Definitionsmenge D, =R, a*0
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

£ (cx) = —L e-0.5x2-ax 4 f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
a7 a —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Symmetrie zweier Scharkurven zueinander
1 2
£ (%) = ~Le 0o axs £, (x)

2 Scharkurven sind zueinander symmetrisch beziiglich des Ursprungs,
wenn sich ithre Parameterwerte blof3 im Vorzeichen unterscheiden.

Verhalten am Rand von D,

lim (e-05x*+ax) =1 lim ¢-05%* = 0, die x-Achse ist Asymptote.

X—>too A a x—stoo

Achsenpunkte: (0| i), keine Scharkurve schneidet die x-Achse.

Ableitungen
£, = 3 (Cxe age-oacem

" (x) = é(_i)e—0,5x2+ax + i (-x+a)e-05x*+ax. (_x +q)
— i (x— a)2— 1)e—0,5x2+ax
Extrempunkte _
f',® =0 = x=a, y=1e05" f",(a) = ~Le-052’
Fall a>0: f",(a) <0, (a 5%1630’53‘2) ist Hochpunkt
Fall a<0: f",(a) > 0, (a] §e0’532) ist Tiefpunkt.
Ortlinie der Waagrechtpunkte: wap(x) = )l( e0:5x% x+(

Flachpunkte

f'" x)=0 = (x-a)2-1=0 = x-a=%1, x=az1,

die Flachstellen sind 1-fache Nullstellen von f",(x), sind also Wendestellen
Wendepunkte (a+1|§e0’5(32‘1)) und (a—1|§e0’5(32‘1)).
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Ortlinie der Wendepunkte (a+1| ;eU,O(a‘—l))

X = a+1’ a= X—l, Wep(X) = ﬁe0,5(x2—2x)
Ortlinie der Wendepunkte (a—1| §e0,5(az—1) )

x=a-1,a=x+1, wep(x)= )ﬁeo,5(x2+2x)

I(:Iiillkurve ) .
a __41 -05x2+ax3 1,-0,5x2+ax.y = L A-0,5x2+ax(_
) = e +oe X =5e (-1+ax)

(%fa(x) =0 = a= %{ eingesetzt in f,(x) ergibt h(x) = xe 05x*+1 x+ 0

: y:' : H '
wep, i wep._

1 2
fa(X) — Ee 0,5x4+ax

Hillkurve

. _ 2
h(X) —xe 0,5x +1’

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

Ortlinien der

Wendepunkte
2tx |
wep, (x) = e

Wep+; %Wep— Wertemenge W=IR\{0}

10 f, (x) = (eX - a)?

Berechne den Schnittpunkt von Scharkurve und zugehoriger Asymptote.
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Zeige, dass sich je 2 Scharkurven in genau einem Punkt schneiden;
wann liegt dieser auf der y-Achse?

Eine Scharkurve mit a>0, ihre Asymptote und die Gerade x=u (u<0)
begrenzen eine Flache. Berechne ihren Inhalt. Was ergibt sich fiir u——oo ?

Maximale Definitionsmenge D =1R
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

f(x) = (e*—a)+ f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
- —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D,
lim(e*-a)2 = lim (e*—a)2 = a2, also waagr.Asymptoten y=a2

X—>00 X—>—00

Schnittpunkt von Scharkurve und zugehoriger Asymptote

f,x)=a%2 = (ex-a)2=a? = e>*-2ae*+a?2=a? = eX(eX-2a)=0
= x=1In2a, a>0 y = a2 (Asymptote!)
Schnittpunkte (In2ala?) falls a>0

Schnittpunkt zweier Scharkurven (a+b)
f,(x) =f,(x) = (ex—a)?2=(ex—b)2 = e?*—2ae*+ a’?=e?* - 2be* + b?
= 2be* - 2aeX=b2%2-a2 = 2(b-a)ex=(b-a)(b+a)
= eX= %(b+a) = x:lnz%o, a+b>0
Schnittpunkte (In ‘%) I}L (b—a)?) y
liegen auf der y-Achse, f,(x) = (e¥— a)?

fallsn2t2 =0 = 22 =1 = a+b=2

Achsenpunkte:(0|(1-a)?2) Wep(x)ze ........ _fO(X)
Fall a=0: ex—az 0 = keine Nullstelle
Fall a>0: ex—a=0 = x=Ina,
Achsenpunkt (Ina|0)
Ableitungen
f'.(x) =2(ex—a)ex =) al[L
" (x) = 2(e¥)e* + 2(e* — a)e* = 2eX(2e* - a)

Extrempunkte

f'.(x) =0 = x=Ina, a>0

(Inal0) sind Tiefpunkte wegen f,(x)=0 -
Ortlinie der Tiefpunkte: x-Achse, falls a>0

RIS 1 f
Flachpunkte -1

f',(x)=0 = ex=2

x=In% ist 1-fache Nullstelle,a>0  (In

I}La2) sind also Wendepunkte.

[\oR fov}
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Ortlinien der Wendepunkte

eXx=2 = a=2e* eingesetztin y= }132 = e%* = wep(x) = f,(x)

2
Wertemenge W = R,

Flache zwischen Scharkurve und Asymptote

In2a In2a _ ,X?az, Y

F= [ (a?-(ex-a)?)dx = [ (2ae*-e¥)dx .
u u F
F = [Zaex—% ezx]ﬁﬂa =2a- 2a—%(2a)2—2aeu+ % e2u
F = 2a%-2ae"+Ze2t )
lim F = lim (2a2-2ae"+}e?") = 2a? o X
u—>—00 u——00
X=u x=In2a

011 f,(x) = —2— a+0

Maximale Definitionsmenge
Definitionsliicken x*, falls a<0: 1+ ae* =0 = x* =In(-1/a) = -In(-a)
a<0: D,=R\ {-In(-a)}, a>0: D,=IR

Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

a f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse
f (—x) = : :
1+ae™® —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D,

l1m = 0, die positive x-Achse ist Asymptote.

X—>00

lim ( 1+a -) = a, waagrechte Asymptoten y=a fiir x——oo

Fall a<0: lim ( 1+a -) =» 6 « ist bis aufs Vorzeichen gleich «

Uberlegung zum Vorzeichen von oo

fir x>x* ist e¥>eX" = —1/a, also ae*<aeX'= -1 (wegen a<0)
also 1+ae*<1+aex’= 0, der Nenner ist also negativ

Weil auch der Zahler a negatlv ist, ist der Bruch
also l1m ( ) =

fur x<x* ist e¥<eX" = —1/a, also ae*>aeX'= -1 (wegen a<0)
also 1+ae*>1+aeX'= 0, der Nenner ist also positiv.
Weil der Zahler a negatlv ist, ist auch der Bruch

also )}11‘2*( - aex) =

Fazit: Die Gerade x=x*=-In(-a) ist senkrechte Asymptote.

positiv,

" negativ,

Achsenpunkte: (0| ﬁ ), keine Scharkurve schneidet die x-Achse.

118



BARTHeKRUMBACHER Losung VI. Exponentialfunktion Kurvendiskussion

Ableitungen
, 2pX " 2pX x_1)
£ ___ a‘ £ _ a‘e*(ae

Extrempunkte gibt es nicht wegen f',(x) < 0

Flachpunkte

", (x)=0

ae*=1 = e*=1/a,

nur auflosbar nach x, falls a>0
Flachstellen x =In 1/a =-Ina sind
Wendestellen, denn ", (x) &ndert

dasVorzeichen in der Stelle —-Ina.

y =f,(-Ina) = %a,

Wendepunkte(-Ina| % a)

Ortlinie der Wendepunkte
x=-lna = a =e7;

y = wep(x) = %az %e‘x
Wertemenge
a>0: W=]0;a[

a<0: W=1R \ {0}

4ex
a+ e?x

f

a

Fir welche Parameterwerte liegen Waagrecht- oder
Flachpunkte auf der y-Achse?

(x) =

Maximale Definitionsmenge
Definitionsliicken x*, falls a<0: a+e2x" =0 = x* = % In(-a) =In./~a
a<0: D,=R\{In./~a}, a>0: D,=R

Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

f (x)= 4e7x { f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse

a+ e 2x —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D,
i (z) = () = () =0

lim( dex )= lim( = )z lim( 4_):0
x—>—oco\a + e2x X—>—oo\ae X4 eX x—>—co\ae X

die x-Achse ist Asymptote
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Fall a<0: lim( dex ) = » 458 st bis aufs Vorzeichen gleich oo

x->x*\a+ e2x 0
Uberlegung zum Vorzeichen von oo
fir x>x* ist e2*>e?x" = —3, also a+e?*>a+e?x = 0 also Nenner pos.

Weil der Zahler 4e* positiv ist, ist der Bruch

und damit l1m< dex ) = 400
x2x*\a + e?

fir x<x* ist e2¥<e?" = —g, also a+e?*<a+e2x'= (, also Nenner neg.

— positiv,
a+e

Weil der Zahler 4e*positiv ist, ist der Bruch —— dex negativ,

a+ ex

. . X

und damit l1m< de ) =—00
xxF\a+ e2x

Fazit: Die Gerade x=x*=In./~a ist senkrechte Asymptote.

Achsenpunkte: (0| ﬁ ), keine Scharkurve schneidet die x-Achse.

Ableitungen
' 4ex(a—e?¥) " 4ex(e**—Gae?x + g2)
f = f =
%) = (a+e2)?2 %) (a+e2)3
Extrempunkte
f'()—O:a—eZX:x—anEfﬁra>O y=f,(n/a) =2
f" (In.Ja)=- 22 <0, alsosind (In./a| M ) Hochpunkte.

Orthme der Hochpunkte
=In./Ja = a=e? eingesetztin y= %@ = 2e* = wap(x)

Flachpunkte
f".(x) =0 = e**-6ae?*+a? =0, Substitution u=e?*, u?=e*
—6au+a2=0, D=236aZ-4a2=32a2
, =(8+2./2)a=e?* muss positiv sein, also Flachstellen falls a>0
die Beziehung 3 +2./2 = (/2 £ 1)2 erleichtert Einiges
e =(3+2,/2)a=(/2 +1)%2a = ex=(/2 +1)./Ja = x,=In((./2 £1)./a)
die Flachstellen x, sind 1-fache Nullstellen von f",(x), also Wendestellen

_ _ A(R*1)Ja _— 4(2+1)/a — 2(./2+1)./a
y:=fu(n((/2 £ 1) Ja)) = a+a(322/2)  a(42/2)  a(2+.2)

2(2+1)/a = 22-/2)(R2+1)/a — (2-/2)/2+1)./a _ J2./a — [2a

Y=

a(2+./2) a(2+.2)(2-.2) a a a
y_ = 2(.2-1)/a — 2(2+./2)(2-1)./a — (2+/2)(/2-1).Ja — J2,/a — J2a
T a(2-.2) a(2+.2)(2-./2) a a a

Wendepunkte (In((./2 + 1)J§)|ﬁ%)
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Ortlinien der Wendepunkte
x,=In((/2 +1)Ja) > a=

e2%: 1 _2+1
(J2+ 1)2=>ng J2+1 Jg o _(ﬁH)e '

- L
emgesetzt in y, =4 - § = (2+./2)e™ = wep,(x)
x =In((/2 -1).Ja) = a =
42 _

W 1)2:[ Jgi e X_— = (/2-1)e

eingesetzt in y_= ﬁ% Jg (2-./2)e* = wep_(x)
Wertemenge W =1R \ {0}

wep_(x)

= (Z—ﬁ)e‘xz

13 g, (x) =x%-e*, a>0, x20
Alle Scharkurven treffen sich in 2 Punkten, bestimme diese.
Gemeinsame Punkte
Schnitt zweier Scharkurven: g,(x) =g, 4(X)
xt.eX=xatl.gX e X = xa=xa* = xa _x21 -0 = x3(1-x)=0
= x=0 oder x=1.
Gemeinsame Punkte sind (0|0) und (1]|1/e).

limx2e™ = »o00-0« = 0, denn: »e-Funktion schlagt Potenzfunktion«.

X—=>00

Die Kurven starten im Ursprung und haben die x-Achse als Asymptote.
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g.(x) = ax®le ™+ x> (-1) = ax®le* - x%* = x*1e*(a — x)

Die Waagrechtpunkte (al(2)*) sind Hochpunkte, siehe vorvorige Zeile,

sie liegen auf der Kurve G, mit wap(x) = (§)*

g. (x)= a(a-1)x22e*+ ax®le*.(-1) — ax®le* — x2%*.(-1)
= a(a-1)x22e*x- 2ax®leX 4+ x2e* = x22eX(a(a-1) — 2ax + x?)
=x22eX(x2 - 2ax + a2 -a) =x*2e*((x-a)? - a)

Die Nullstellen x=a+./a von g, (x) sind 1fach, also Wendestellen, die

Nullstelle x=0 g, (x) ist Flachstelle und Randstelle, aber keine Wendestelle.

Die Wendepunkte (a+ ./a|(a+./a)?e~(@*+2)) liegen auf der Kurve G, m
wep_ (X) = e—xx0, 5(1+2X—A/1+4x)

die Wendepunkte (a— ./a|(a—./a)2e~(@a-+2)) liegen auf der Kurve G

wep,.
Wep+(x) = e—XX0,5(1+2x+M) .
Wertemenge W, =[0;00|
y wep, (x) = e *x" 5(1+2x+V1+4x ) wep_(x) = e xxo 5(1+2x—1+4x )
+

14 f (x) =x2.e%, a>0, x>0 (Vergleiche vorige Aufgabe.)
Alle Scharkurven treffen sich in einem Punkt, bestimme diesen.

1
X) =
) ga(x)
Gemeinsamer Punkt, Schnitt zweier Scharkurven: f,(x) =f,,,(x)

xae¥=x2aleX|:eX = xa=x21 =5 xa_x21-0= x21-x1)=0
= x=1. Gemeinsamer Punkt ist (1|e).

»Kehrwert-Schar« : f

a

l1r%x agX = »00-1« =00, die y-Achse ist Asymptote.

limx-2eX = »(-00« = 00, denn: »e-Funktion schlagt Potenzfunktion«.

X—=>00
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f,(x) = —ax21lex+ x %X = x 2 1eX(x — a)
Die Waagrechtpunkte (a|(£)"*) sind Tiefpunkte, siehe vorvorige Zeile,

sie liegen auf der Kurve G, mit wap(x) = (§)*

f,'(x) = —a(-a-1)x 2 2eX—ax 2 leX —ax2leX + x 2eX
=—a(-a-1)x22eX- 2ax aleX+ x23eX = x 2 2eX(-a(-a-1) — 2ax + x?)
=x22eX(x2 - 2ax +a2 +a) =x 2 2e¥((x— a)? + a).

Wegen a>0ist (x—a)2+a)>0 = es gibt keine Flachstellen.

Wertemenge W; =]0;00[

D

“1/x 43
f(x)={e fur x+0

0 fir x=0
Untersuche f auf Differenzierbarkeit in x=0. Diskutiere f und zeichne G .
Xl_i)mme—i/X =re V2= rel/*«=el = 1; lim ex =rel/«=el=1
y=1 ist waagrechte Asymptote.

lime 1% = »e 0« = »e=>« = 0;

)

lime‘i/x =» 6_1/_0« = »e®« = 00;
x50 x20

Die y-Achse ist Asymptote. f ist rechtsseitig stetig in 0.
f ist unstetig in 0, hat links von 0 einen unendlichen Sprung.
f ist nicht differenzierbar in 0.

' = _1/X-l i -1/ i =» _1/O-l« = »Q « =
f'x)=e 5 x+0 LIZI}(I) e XX2 e 5 0
die x-Achse ist rechtsseitige Tangente von G;im Tiefpunkt (0|0).

" —X1 1 —X_2_ —X1
f(X)=ei/';'X—2 +el/';—ei/';(1—2X)
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*16

y
| -1/x s
f(x) = e fur x+0
0 fur x=0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 __________
VY/—‘
| | —Ii @—/ I1 | | | X

X= % ist 1fache Nullstelle von "(x), also Wendestelle

Wendepunkt W(0,5|e2) ~ W(0,5/0,135)
Wertemenge W, = [0;00]

e 1% fiir x+0
f( )_{ 0 firx=0

Zeige: fist in x=0 beliebig oft differenzierbar,
und jede Ableitung hat dort den Wert 0. (Super-Flachpunkt!)
Diskutiere f und zeichne Gy .

f(—x) = e V=? = e-1/x* = f(x), also Symmetrie zur y-Achse

lin(1)e‘1/x2 =»e«=»e®«=0,also ist f stetig in 0
Xlilrpme‘ﬂx2 = »e o =e0 =1, also ist y=1 waagrechte Asymptote
f'(x) = e~ 1/x* 2 , X0 lime‘i/ng —»0= 0,
x3 x—0 x3 00
also ist der Ursprung O Waagrechtpunkt, O ist Tiefpunkt, denn f(x+0)>0
f'(x) = e 1/ % % + e-1/x? .;_g — 9p-1/x2 .2_-X?éx2 ,x+0

f'®x)=0 = x== ﬁ sind 1fache Nullstellen von f"(x), also Wendestellen
Wendepunkte W(+ @ le=3/2) ~ W(+0,82]0,22)
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0 fur x=0

(e
| | | (®) | |

_1/X2 ..
£(x) :{e fur x+0

»Super-Flachpunkt«
fi(x) = etx*. 2
X

" _ A-1/x%2 4—6)(2 _ _1 2 6 i
f(X)—e/X‘T— /X(X4+X6)

allgemein: f®(x) = e x*.P_(2)

X

1

Pm()l() ist ein Polynom in > vom Grad m

Substitution: z=1
wegen Symmetrie zur y-Achse gentigt Untersuchung fiir
x2>0, dann z—o0

limf)(x) = Emf)(z) = lim Lm(2)

Z—>00 e

=0, denn e?* iiberwiegt.

X fi o<
17 f(x) = xe ﬁ}r x=0 Untersuche, ob fin x=0 differenzierbar ist.
x3-3x fir x>0

limf(x) = l1m(x3 3x) =0 =1£(0), also ist f stetig in 0

x2>0
lim f(x) = l1m xeX =»—00-e "« = (0, denn e* schlagt x
limf(x) = hm (X3 3X) = o0

Nullstellen: x3-3x=0 = x(x2-3) =0 = weitere sinnvolle Nullstelle x=,/3

3(x2-1) fir x>0
limf'(x) = lim3(x2-1) =3

F(x) = {(x+ 1)ex fir x<0

X250
li<rr(1)f '(x) = 11m(x+ ex =1+ lm&f (x), also ist f nicht differenzierbar in 0.
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: Gf1§ Gf2§
. X2ex fl,ir X é k lllllll ' N "esmas [l
$18 f(x) = {3ex+a fir x>k y_
Bestimme a und k so, dass f in der Nahtstelle
differenzierbar ist. Zeichne die Graphen. 1
Stetigkeit: li}rllif(x) =f(k), f(k) = k2ek |
li>rr11{f(x) = li>rr11{(3ex+ a) =3ek+a 5+
Bedingung fiir Stetigkeit: 3ek + a = kZek (I)
vy | xeX(2+x) fur x<k
fx) _{ 3ex  fiir x>k 3e” + 6/e” (1]e)
Differenzierbarkeit: lipil{f '(x) = li>rr11{f '(x)
li<rr11(f '(x) = li}ﬁl{xex(2 +x) =kekK(2+k)
3 ' . X — k
Ez{rll(f (x) = £1£3e = 3e —El) ' '1 -

Bedingung fiir Differenzierbarkeit: kek(2+k) = 3ek (II) -1 -
3ek + a = k2ek (I)

kek(2+k) = 3ek (II) hier kommt nur die Variable k vor,
also (II) auflosen nach k: ek(2k +k2) — 3ek =0
= ek(2k+k2-3) =0 = eK(k2+2k—3) = 0

= ek(k+3)(k-1) =0 = k,=—3, k=1
(I) auflosen nach a:
a = k2ek — 3ek = ek(k? — 3) und k-Werte einsetzen
zu k,=—3 gehort a, =e3(9 - 3) = 6/e3

3eX — 2e
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$20

zu ky=1 gehort a, =e(1 - 3) =-2e

Ergebnis

x2eX  flir x=-3

f,(x) = {3ex+6/e3 fir x>-3

fy (x) = {

f

a

a)
b)

c)

x2eX  flir x=1
3ex-2e fur x>1

(x) = alx| —eX

Untersuche f auf Differenzierbarkeit.
Bestimme den Tangens des Knickwinkels.

Welche Kurven haben einen Knickwinkel von 90° ?
Zeichne eine der Kurven.

a)

b)

a)
b)

f, ist stetig, denn f,(x) besteht aus Termen stetiger Funktionen

a

(x) = —ax—e X fiur x<0 £(x) = —a+eX fur x<0
X' =1 ax—e* fiir xz0 =) a+ex fiir x>0

li<rr(1)f;(x) = li<rr(1)(—a+e‘x) =—a+1=my

li}t(l)f;(x) = li<n(1)(a+e‘x) =a+1=m,

X>

Bedingung fiir Differenzierbarkeit:
—a+l=a+1 = a=0

f, mit f,(x) = - e ist differenzierbar in 0
Knickwinkel x

mo-my | _
1 +m1m2|

2a |:‘2a| |

1+1-a? [2-a? \
K — 900 liegt VOI', .::““.--“-- ®.

wenn tank nicht definiert ist,
also der Nenner 2—a? gleich 0 ist:

2-a2=0 = a=1+,/2

a+1—(—a+1) |

tank =
1+(a+1)(-a+1)|

f

() = x%e~(x-3)
g, (x) =x%elx-al 2z 0
In welchen Stellen ist g, nicht differenzierbar?

Bestimme die Ortlinie der Knickpunkte und die der Hochpunkte.
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¢) h,(x)=x%elxal aclR
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den neuen Scharkurven
und denen aus b) ?

a) f,(x) =x2e (x2
Maximale Definitionsmenge D =1R
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem

f(x), also keine Symmetrie zur y-Achse

_x) = w2pX+a
f(-x) = x%e*+2 { —f(x), also keine Symmetrie zum Ursprung

Verhalten am Rand von D,
lim (x2e-(*-2)) = lim (x2e7X) = 0, die positive x-Achse ist Asymptote
X—>00

lim (x2e~(x-2)) = lim (x2e*) = o

gemeinsamer Achsenpunkt (0|0)

Ableitungen

f'.(x) =x(2 - x)e"x-2) " (%) = (x2 - 4x + 2)e~x-2)
Extrempunkte

f'.(x) =0 = x=0 oder x=2

(0]0) ist gemeinsamer Tiefpunkt wegen f,(x)=0

(2|4e2-2) sind Hochpunkte wegen f",(2)<0

Flachpunkte

f" x)=0 = x2-4x+2=0

= x =2+ ,/2 sind einfache Nullstellen von f',(x), also Wendestellen
Wendepunkte (2—./2 |(6—4./2)e2-2++2) und (2+./2 | (6 +4./2)ed~2-+2)

Wertemenge W = R},

f,(x) = x%e "
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b) g.(x)=x2%exal az0

Maximale Definitionsmenge D =1R
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem wie a)

Verhalten am Rand von D,
lim (x2e-x-al) = hm (X2 “X‘) = lim (xZe-x-al) = hm (x2 ) =

X—>00 X—>—00

die x-Achse ist Asymptote
gemeinsamer Achsenpunkt (0/0)

Ableitungen

xza: g,(x) =xZe &3 =f

x) g,x-= x(2 x)e-®-2) x>g
g'.(x) = (x2 - 4x + 2)e"*-3a) x>a
x<a: g,(x)=x%ex2 g (x) =x(x + 2)ex 2, x<a
g' (x)=(x%2+4x + 2)eX a x<a
Knickpunkte )l(1<12 g.(x) = )l(l}g (x(x+2)ex-2) = a(a+2)

limg',(x) = lim (x(2-x)e*-2) = a(2-a)
X2a X2>a

Fir a+0 unterscheiden sich die beiden Grenzwerte, knicken die Scharkur-
ven in (ala?). Allein die Scharkurve mit g,(x) = x2e~/*| hat keinen Knick.
Ortlinie der Knickpunkte (ala2): k(x) = x2, x>0.
Extrempunkte
g'.(x) =0 = x=0, (0]0) ist gemeinsamer Tiefpunkt wegen g,(x)z0
g'.(x) =0 und xza: x=2, also 2za

(2|4e2-2) sind Hochpunkte wegen g",(2)<0
g'.(x) =0 und x<a: x=-2, also 2<a

(-2|4e-2-2) sind Hochpunkte wegen g",(-2)<0
Flachpunkte
g'.x)=0und x>a: x2-4x+2=0 = x=2+,/2,als02+./2 >a

sind einfache Nullstellen von g',(x), also Wendestellen

Wendepunkte (2—./2|(6-4./2)e2-2*+2), falls a < 2—./2
(2+./2 (6 +4./2)ea—2-+2), falls a < 2+./2

g'.(x)=0und x<a: x2+4x+2=0 = x=-2%,2,also-2+,/2=a
sind einfache Nullstellen von g',(x), also Wendestellen
Wendepunkte (-2-./2|(6+4./2)e2-2++2), falls a = -2-./2
(-2+./2| (6-4./2)ea-2-+2) falls a = -2+./2
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Wertemenge W = IR

y Ortlinie der
Knickpunkte k(x) =x2, x>0
ga(X) =X e_|x_a| 57 Hoghpunkte
a=(0 (aIa ), a=2

(2]4e*2), a<2

Hochpunkte (-2|4e™272)

5 242 22 244279242 2 2442 X
13 ¢) h,(x) =x2e*-al aelR
Symmetrie zweier Scharkurven zueinander
h_,(—x) = x2e-|x+al = x2¢-Ix-al = h_(x)
das heifit, die Scharkurven mit den Parametern a und —a sind zueinander
symmetrisch beziiglich der y-Achse.

Die Schar besteht aus den Scharkurven von Aufgabe b)
und deren Spiegelbildern beziiglich der y-Achse.

y Ortlinie der
ha(X) _ XZ e—lX—al Knickpunkte k(x) =x2, x+0
Hochpunkte d | Hochpunkte
(ala?), as=-2 - (ala?), az2
(-2|4e732), 2<a<0 \ / (2|4e22), 0<a<2
A\ |/
-1/2 1 1 2
0N\ | ZA——
5 242 22427242 2 2442 5 X
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Losung VI. Exponentialfunktion Anwendungen

6. Anwendungen

1 Auf welchen Betrag wachsen 1000€ in 10 Jahren (20 Jahren) an
a) bei jahrlicher Verzinsung zu 8% ?
In 10 Jahren: K,(1+p)t=1000-1,0810€ =2158,924...€
In 20 Jahren: K,(1+p)t=1000-1,0820€ = 4660,957...€
b) bei stetiger Verzinsung zu 8% ?
In 10 Jahren: KePt=1000-e%98-10€ = 2225 540...€
In 20 Jahren: KePt=1000-e%98-20€ = 4953,032...€

2 Jemand braucht in 10 Jahren 100000€. Welchen Betrag muss er heute zur
Bank bringen, wenn diese 6 % Zinsen gibt und verzinst:

a) jahrlich ?

K=K,(1+p)t= K,= —— = 1000002 _ 55839 477...€

b) monatlich ?

(1+p)t 1,061
‘?

K = Ky(1+ 5 p)12t = Ko(1 + £5-)120 = K= 19000 _ 54963,273...€

c) taglich ?

1200 1,005120

K =K1 + 555 p)360 = K(1 + 5-0--)3600

36000

0 =
d) stetig?
K =KjePt =

100000 _
1,00016673600 54884,007...€

K,e00610 = K, = 100000 _ 54881 163...€

006

3 In welchem Zeitraum verdoppelt (verzehnfacht) sich ein Kapital bei einem
Zinssatz von 5% mit

a) jahrlicher
doppelt:

10fach:

Verzinsung ?

2K, = K,(1+0,05)t = 1,05t =2 || In = In 1,05t =In 2
tIn1,05=In2 = t= 1111;1,%5 —14,20...(Jahre)

10K, = K,(1+0,05)t = 1,05t =10 || In = In 1,05¢ =1In 10

_ In10
tIn 1,05 =In 2 = t = 2B = 47,19...(Jahre)

b) stetiger Verzinsung ?

doppelt:

10fach:

9K, = Kye?05t = 005t =2 = 0,05t =In 2
= t= % = 13,86...(Jahre)
10K, = K,e005t = e0.05 = 10 = 0,05t =In 10

In10
= t= 0.05 =46,05...(Jahre)

131



BARTHeKRUMBACHER Losung VI. Exponentialfunktion Anwendungen

4 Auf der Erde haben 1980 etwa 4,4 Milliarden Menschen gelebt. Die Ver-
dopplungszeit liegt bei 35 Jahren.

a)

b)

d)

Gib den Term der zugehorigen Wachstum-Funktion an.
Im Jahr 1980 sei t=0, ist also M,=4,4-10°

zeitabhéngige Anzahl der Menschen: M(t) = Myekt (t in Jahren)

. In2 In2 _ In2
Verdopplungszeit Ty = == = k==2 = =2

Funktionsterm M(t) = Myet* = 4,4.10%tn2/35

Wieviel Menschen haben demnach 1975 gelebt? (Tatséchlich 3,967-109)
Im Jahr 1975 ist t=—>5, also M(-5) = 4,4-10%-51n2/35 = 3 985....109
Welche Werte liefert die (sehr gewagte!) Extrapolation auf die Jahre

0, 2000 und 3000 ?

Im Jahr 0 ist t=—1980, also M(-1980) = 4,4-10% 1980 n2/35 — 4 1. .10-8
im Jahr 2000 ist t=20, also M(20) = 4,4-10920-n2/35 — 6 538....10°

Im Jahr 3000 ist t=1020, also M(1020) = 4,4-109e1020:n2/35 — 9 G .1(018

Wann haben nach diesem Modell 2 Milliarden, 1 Milliarde oder blof3 2
Menschen gelebt ? Wann ist die 10-Milliarden-Grenze erreicht ?

M(t) = 4,4-10%1n2/35 — t-% - 1n<M£)_> — t= £.1H<ME)_>

4,4.10° In2 ~ \4,4.109
2 Milliarden: t= %m(%) =-39,81...; Jahr 1940.
1 Milliarde: t= 25 In(F5g5) =~ 7481...; Jahr 1905.
1 Paar: t= o3 In(g5705) = ~1086.2...; Jahr 894.
10 Milliarden: t=41,5...  Jahr 2021

Nach Leonhard EULER (1707 bis 1783):
» Introductio in Analysia Infinitorum«, Lausanne 1748

a)

b)

Wenn sich die Anzahl der Einwohner eines Landes jahrlich um den
30. Teil vermehrte und diese anfanglich 100000 betragen héatte,
wie grof3 ware dann die Bevolkerung nach 100 Jahren ?

t gemessen in Jahren

M(t) = 100000ekt; M(0+1) = 100000(1+55) = 100000k = ek = 37

M(t) = 100000 (33)*; M(100) = 100000 (25)'* = 2654874

Wenn sich die Menschheit nach der Sintflut ausgehend von 6 Personen
fortgepflanzt hatte und man annimmt, dass nach 200 Jahren ihre An-
zahl auf 1 Million angewachsen ware,

um den wievielten Teil miisste sich dann die Anzahl der Menschen jahr-
lich vermehrt haben ?
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Vermehrungsfunktion: M(t) = Myekt (t in Jahren)
SintflutEnde (t=0): M(0) = M, =6
200 Jahre spater: M(200) = 6e29%k = 1000000

200k = In(1000000/6) = k = 1“(10g8800/ 6) ~0,060...

1 Jahr spater:  M(1) =Myek = M —ek=1,0619...
0

prozentuale jahrlich Vermehrung: M(ll\BI_MO = 1\1/{/&1) -1=0,0619... %
0 0

Die jahrliche Vermehrung einer Bevolkerung ist zu finden, wenn sie
sich alle 100 Jahre verdoppelt.

Vermehrungsfunktion: M(t) = Myekt (t in Jahren)

In2 _In2 _In2
Verdopplungszeit T, = w = k= T, = 100
prozentuale jahrlich Vermehrung: MA-My _ M) _ 4 _gk_1q
M, M,
= e(n2)/100 _ 1 =0,0069... ~ 7%o0 ~ —

144

6 Eine Kultur von Cholera-Bazillen zahlt nach 30 Minuten 329 Individuen.
Nach weiteren 60 Minuten enthalt sie 2684 Bazillen.

a)

b)

c)

Wie grof} ist die Verdopplungszeit ?

Vermehrungsfunktion: B(t) = Byekt (t in Minuten)
nach 30 Minuten: B(30) = 329 = B,,e30k
nach weiteren 60 Minuten: B(30+60) = 2684 = B,e%0k

90k
B(90) _ 2684 _ e — @60k _ 2684 — 90k=1In26% — k= 1 ln2684

B(30) 329 = 30k 329 329 329

Verdopplungszeit Ty, = 1111{2 % =19,81... (Minuten)

Wieviel Bazillen waren es beim Ansetzen der Kultur ?
B, = 32 = 329¢-30k ~ 115

030k

Wieviel Bazillen sind es 5 Stunden nach dem Ansetzen der Kultur ?
B(300) = B, e300k = 329¢-30ke300k = 329270k ~ 4162321,9

*7 Uran hat eine Halbwertzeit von 4,5-102 Jahren.

a)

Wieviel Prozent einer Uranmenge sind noch vorhanden nach
103, 106, 109, 1019 Jahren ?

Halbwertzeit (in Jahren) T, = lnTZ - k= In2 _ _In2

Tip  4,5-10°
Zerfallgesetz: U(t) = Uye™
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b)

prozentual noch vorhanden nach t Jahren: %@ = gkt = gtn2/(4,5:109)
0

nach 103 Jahren: e-10°n2/(4,5-10° = 99 999984...%
nach 106 Jahren: e10°n%/(45-10° = 99 984...%
nach 109 Jahren: e 10°In%/(45-109 = 85 724...%
nach 1010 Jahren: e-10"n%/(4,5-109 = 91 431...%

Wie lang dauert es, bis 90% zerfallen sind ?

[_{_(JE) — e_kt =1- 0,9 = _kt = an,i
0

_=In0,1 _ -In0,1 109 — .1010
t= T TIng 4,5-109 =1,49...-1010 (Jahre)

8 Radium hat eine Halbwertzeit von 1590 Jahren.

a)

b)

9 a)

b)

Wieviel zerfallt von 10g Radium innerhalb von 2000 Jahren ?

- _In2 - n2 _ In2
Halbwertzeit (in Jahren) Ty, =32 = k= Ty 1590

Zerfallgesetz: R(t) = Rpe ™™ = 10etn%/(1590) (in Gramm)
noch da nach 2000 Jahren: R(2000) = 10e-2000n2/(1590)
innerhalb von 2000 Jahren zerfillt 10 — 10e-2000n2/(1590) — 5 818 .. (g)

Wie lang muss man warten, bis nur noch 0,1g von den 10g tbrig sind ?
0,1 = 10etn2/(1590) — _tIn2/(1590) =1In(0,1/10) = tIn2/(1590) = In100
t=1590 In100/In2 = 10563,73... (Jahre)

Ist von einem radioaktiven Stoff mehr zerfallen
nach Ablauf von 3 Halbwertzeiten oder
nach Ablauf von zweimal der mittleren Lebensdauer ?

t, = 3 Halbwertzeiten = 3T, = 3.1“?2 = 31Tn2

to = 2 mittlere Lebensdauern = 2T = 2-%{ = 1%
wegen 3-In2 > 2 ist t; >ty , also e < eki2
also ist nach 3 Halbwertzeiten mehr zerfallen.

Wieviel Prozent einer radioaktiven Substanz sind nach einer halben
Halbwertzeit noch vorhanden ?

Zerfallgesetz: z(t) = zge™t = 10e-tn%/(T12)

z(T, /2) = 7o KT12 = 7,0 T1/202/(T1)2) = 7 o-In2 — 7 /2

Z(0,5T1/2) — Zoe—0,5~kT1/2 — ZOe—O,5-T1/21n2/(T1/2) — Zoe—0,5-ln2 — ZO/’\/Q
Wieviel Prozent einer radioaktiven Substanz sind zerfallen

o) nach dem 1maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?

Noch vorhanden nach t=T, = 11{ : zpe !
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zerfallen sind z, — z,e™!
zerfallen sind prozentual (z,-zye™)/zo=1-¢e1=63,21...%

B) nach dem 2maligen Ablauf der mittleren Lebensdauer ?

Noch vorhanden nach t=2T, = 1% N

zerfallen sind z, — z,e2
zerfallen sind prozentual (z, —zye?)/zy=1 - e2=86,46...%

*10 Harte B-Strahlen werden zu 80% in einer 1 mm dicken Aluminiumschicht
absorbiert.

a)

b)

In welcher Schichtdicke werden 50% absorbiert ?

Absorptionsgesetz: B(x) = Bye ¥, x in mm
B(1) =(1-0,8)By=Bpe ™! = ¢*=0,2 = k=In0,2 = k=-In0,2

Absorption von 50%: Halbwertdicke H,, = lr‘% = _ll:g 5 =0,43... (mm)

Bei welcher Schichtdicke dringt noch 1% hindurch ?

0,018, = Byex'n0? = exn02-0,01 = x= 1% —986. .. (mm)

Welchen Anteil der Strahlung verschluckt eine 0,5mm dicke Alufolie ?
die Schicht lasst durch B(0,5) = B,e0%51n0.2

die Schicht schluckt B, - B(0,5) = B, — B,e?n0:2,

verschluckter Anteil (B, — B,e®?1n02)/B, =1 - e05n0.2 = 55 27...%.

Eine Tasse Kaffee habe 90°C, 5 Minuten spater nur noch 70°C.
Wie lang dauert es noch, bis man den Kaffee von 50°C trinken kann,
wenn die Raumtemperatur 20°C hat ?

AbkiihlGesetz: T(t) = Ty + Tye ¥, T in °C, tin Minuten,
Raumtemperatur Ty; =20, Anfangtemperatur T, =90 - 20 =70

T(5)=70=20+70e %% = e%k=5/7 = -5k =In5/7 = k=-0,2:In5/7
Trink-Temperatur (50°C) ist erreicht nach tx:

50 = 20 + 70et500,2:In5/7 — @at50-0,2:In5/7 — 3/7
tr0:0,2:In5/7 = In8/7 = t;, = 237 _ 12 59...(Minuten)

In5/7

Abkiihlen von 70°C auf 50°C dauert t* =t5,-5="7,59...(Minuten).
Anderer Weg:
T(t%) = 50 = 20 + (70-20)e’kt* = ek* = 3/5 = _kt* =In3/5

t# = BIn3/5 _ 7,59...(Minuten).

In5/7
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VII. Logarithmusfunktion

! Obacht: Die Losungen sind nicht tiberpriift auf Richtigkeit !

1.Eigenschaften

1

02

03

Bestimme mit dem Taschenrechner

a) In0,1=-2,302... b) In10 = 2,302... c) In1010=23,02...
d) In3/5 =0,321... e) 3/In5 =1,099... f) Inme=3,111...
g) In3 =1,098... h) In(In3) =In2 3 = 0,094...

i) In32=2,197... j) (In3)2=1,206...

Gib die Werte an (ohne Taschenrechner!)
a) lne=1 b)In./e=0,5 c¢) Jne =1 d) Ine? =2 e) Inec=e
f) ln% =1 g) lne"=n  h) J/lne2=,/2 i) .J(ne)2=1 j) In(lne)=0

Lose auf nach x, gib den exakten x-Wert an und bestimme mit dem
Taschenrechner den auf 0,01 gerundeten Naherungswert.

a) Inx=2 = x=e2~7,39
b) In2x = -2 = 2%x=e? = X = 2%2 ~ 0,07
c) ln1=2 = 1_e2 o x=12z0,14
X 1 e

_— = = = 1/2: =~
d) = 2 = Inx 5 = X=e Je ~1,65
e) In(x2)=-1 = x?=et=1 = x=11//e ~+0,61
f) In(lnx)=In?x=-1 = lnx=e‘1=;13 = x=elex~144
g) In./x =-1 = Jx=el=!= x=el»~vo,14

h) In[x(3e-2x)] =2 = x(3e-2x)=e2 = 2x2-3ex+e2=0,
D =9e? — 8e? = e2 x = Sexe
4
X, =ex 272 X_=%z1,36
i) J/Inx =Inx Substitution ,/Inx =uz0; xz1
u=u? = u=0oder u=1 = ./Inx=0 oder ,/Inx=1
Inx=0 oder Inx=1 = x=1 oder x=e

j) (nx-1)lnx =2 Substitution Inx=u; x>0
u-Nu=2=u?2-u-2=0= W-2)(u+1)=0
u=2 oder u=—1 = Inx=2 oder Inx=-1 = x=e2 oder x=%
k) J/Inx =In./x  Substitution ,/x =uz0; x=0
JInu2 =lnu = ./2Inu =lnu = 2Inu = (Inuw)?
(2-Inu)lnu=0 = Inu=0 oder Inu=2
u=1 oder u=e?2 = ,/x=1 oder ./x=e2 = x=1 oder x=e
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4 Fur welche x-Werte gilt (Taschenrechner)
a) 1<lnx<2 = el<x<e? = 2,72<x<17,39
b) 1<Iln(x)<2 = el<x<e?2= -el>x>-e2= -272>x>-7,39

¢) 1<Inlx|<2 = el<|x|<e?
x>0: e<x<e?2 = 272<x<7,39
x<0: e<—=x<e?2 = -—e>x>-e2 = -272>x>-7,39
€ |-e?—e[ v Je;e? ~ |-7,39;-2,72[ v |2,72;7,39[
od) 1<|Inx|<2
Inx>0: 1<lnx<2 = el<x<e? = 2,72<x<7,39

Inx<0: 1<-Inx<2= -1>Inx>-2 = Ye>x>1e? =0,37>x>0,14
x € [Ye2 e[ U Jese?[ = 10,14;0,37[ v 12,72:7,39[

¢) Inx2>e = x2>e° = |x|>.Jee = x<-.Je¢ oder x > ,Je®

x € |~o00;—.Jee[ U] Je® s+oo[ ~ ]-00;-3,89[ U ]3,89;+00[

f) In2x > e, deutlicher: In(Inx) >e = Inx>e® = x> e’ x> 38142791

g) In(ex)=lnx = ex=x = x(e-1)=0 = x=04¢ D,

*h) (Inx)2 > Inx, Substitution Inx=u: v2-u>0 = (u-1)u>0
(u—1)u ist Term einer oben offenen Parabel mit den Nullstellen 0 und 1,
(u-1)u>0 = u<0 oder u>1
Inx<0 oder Inx>1 = 0<x<1 oder e<x <+
x € |0;1[ v ]e+oo[ =]0;1[ U ]2,72;+00[

05 a) (x+Inx) —1+— b) x:Inx)=Inx+1 ¢) (ln(—x))'=—i(—1)=}1(
d) (-In(2x)) =-3 e) (n(x?) =2 f) ((Inx)?) = 2nx
@ (n/x)=find'=£ h) (Jx)=;-t=1
i) (In(cosx)) = ﬁ(-(—sinx) =-tanx
j) (cos(Inx)) =—sin(lnx)-i k) (In(x¢) =e(lnx) = g
D (n(e)=x'=1

6 Beweise durch Ableiten
a) _[lnx dx=xInx-x+C (x:Inx -x+C) =lnx+x--1=Inx
b) J'(lnx)2 dx = x(Inx)2 - 2x:Inx + 2x + C
(x(Inx)? — 2x-Inx + 2x + C)' = (Inx)2 + X-ZInX-}( —2lnx — 2X-)l( + 2 = (Inx)?
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c) jx-lnx dx = JlnxX dx = %xz(lnx — %) +C

(%X2(lnx—%)+C)'=x(lnx—%)+%x2(1)=xlnx—%x+%szlnx
d) [ gy = (nx)s+C (4 (inx)3 +C)' = §-3(Inx)2.L = (nx?
e) jxlinxdx=1n(1nx)+c (In(nx) +C) = L .1
f) _[ =In x+A/x2+ )+C
2+1 1 X2+ 4+ 1
(In(x+./x2+1)+C)'=———— )= RS X _

X+ /x2+1 A/x2+1 X+./x2+1 Jx2+1 Jx2+1

g) j1 — dx =2x - In(2 — 2e¥)2 + C
(2x-In(2-2e92+C)'=2(x - In(2 - 2e%)) = 2(1 - 2_129X -(—2¢¥))
=2(1+ eX )=2.1—ex+ex — 2
1-eX 1-eX 1-eX

. e3X
h) [—Lodx=Iny/£" 1 C
'_ e3X 1/3 '_ 1 e3X |_
(In 3l1+e3X+C) =(In <1+e3X> ) = é(ln 1+e3x) =
1
3

_ l.1+e3x.(1+63X).3e3x_e3x.3e3x _ _1+63X_363X+366X—366X _
3  e3x (1+ e3x)2 e3x (1+ e3x)2
1.1+e3% _3e3x _ 1
3  e3x (1+e3x)2 1 +e3x
eleganterer Weg:
x \1/3, ,
(In ( e? ) ) = [Ine3* — In(1+e3¥)]' (wegen e3*>0 und 1+e3*>0)
1+e3X 3
_1 3x l.3e3x 4 e 1
[X ln(1+e )] 3 14+e3x 1+e3% 1+e3%
07 Leite ab .
a) f(x)=lnx—f% dt f'(x) = l—)l(=0
1
X
b) f(x) =x-Inx + flnt dt f'(x) =Inx + x-}( +Inx=2Inx + 1

3
c) flx ftlnt dt + ftlnt dt

=ftlnt dt—ftlnt dt f'(x)=xInx-xInx=0
1 3

8 Schreibe f(x) als Potenz von e und leite diesen Term ab.
Gib die Menge der Zahlen an, fir die f(x) und f'(x) definiert sind.

a) f(x) =
X ZX = (eln2)x = gxIn2, f'(x) = exn2.]n2 = 2%.In 2 D;=D¢=R

f(x) =
b) f(x)=2x
f(x) =

x) = 9Inx — (eln2)lnx — eln2«lnx, f'(X) = eln2:Inx, 1%1(2 = 9Inx, 1%(2 Df = Df. =Rt

138



BARTHeKRUMBACHER Losung VII. Logarithmusfunktion Eigenschaften

c) f(x)=x*

f(x) = x* = (el¥)x = exInx | f'(x) = ex!™X.(Inx + 1) = x*(Inx + 1), Dy =Dy = R*
d) f(x)= Xi

f(x) = x ¥ = exInx f'(x) =exx.((nx - 1) =- lm;: 1 D¢=D¢=1R*
e) f(x)=%/x

f(x) = X/x = xx = (elm)t/x = oM%/x  f(x) = oM¥/x. M - x/x .1 1nX

Df = Df' = ]R«+ X
f) f(x) = xvx

f(x) = XX = (elnx)ﬁ — e~/xInx

(x) = eJxinx, Inx /X _ o /%, Inx x/x . Inx+2 =D =
f (X) e ZI:E(-I- =X 21;1[ +[ 2,\/;( Df Df ]R,+

*9 Die Bilder zeigen Kurven vom Typ y=*In(ax+b). Im hervorgehobenen Kur-
venpunkt hat die Tangente die Steigung +1 oder —1. Gib an:
— das Vorzeichen vor In, die Werte fiir a und b, die Definitionsmenge,
— die Gleichung der Asymptote, die Achsenpunkte der Kurve.
a) y=+n(x+1); a=b=1; D=]-1;+00] x=-1; (0]0);
b) y=-Inx; a=1,b=0; D=]0;+[=R* x=0; (1]0);
¢) y=+Hn(=x); a=-1,b=0; D=]-x;0[=1R- x=0; (-1]0);

1n(x+1)
d) y=-In(x); a=-1,b=0; D=]-;0[=R"~ x=0;  (-1/0);
e) y=In(-x+2); a=-1,b=2; D=]-00;2] X=2; (1]0), (0|In2);
f) y=In(x+1)+1 =In(x+1)+Ine =lne(x+1)=In(ex+e); a=b=e¢;
D=[-1;+00[ x=-1; (0l1)
Nullstelle: In(ex+e) =0 = ex+e=1 = x= %e, (% -1]0)
d) / y e vy , Y f)
-In(—x) i1 \1 : : /
o D Oy o ; In (x+1)+1
/ = 1 : D |
In(-x+2) \ _15 / 9 ' i
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g) y=-In(x+2) - 1 =—-(In(x+2) + Ine) = -In e(x+2) = -In(ex+2e)
a=e, b=2e; D=]-2;+]; x=-2; (0|-In2e)
Nullstelle: —-In(ex+2e) =0 = ex+2e=1 = x= % , (% -2|0)

h) y=In(x+2) + 1 =In(x+2) + Ine = In e(x+2) = In(ex+2e)
a=e, b=2e; D=]-2;+oo[; x=-2; (0/In2e)
Nullstelle: In(ex+2e) =0 = ex+2e=1 = x= -1‘%’ , (% -2|0)

i) y=-In(=x+2)+1= -In(—x+2)+Ilne= —(In(-x+2)-Ine) = —-In % (—x+2)
y = —ln(—%x+§) azé , bzg; D=]-0;2[; x=2; (0/1-In2)
Nullstelle: —ln(—%x+§) =0 = —%X+§ =1 = x=2-e, (2-¢|0)

y. 8) . h) y i) -In(—=x+2)+1

T in(x+2)-1 : —

L In(x+2)+1

<1 : ! D

y
1__
\ / 1 1 x 21/ bt

010 Zeichne den Graphen und gib an:
die Achsenpunkte, die Gleichung der Asymptote und die Definitionsmenge.

a)

x=1

1-Inx

LR el N R

X
@01 """""" 10—~
d Y
! ?
1]0) e (o)
In|x] \//
D-R\o} ML S
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11 Zeichne den Graphen und gib an: die Definitionsmenge und gegebenenfalls
die Achsenpunkte und die Asymptote.

a) In(x2?) = 21n|x]| x=0
Vi b) (Inx)2
: : D=R"
D=R\{0} 14 .
| | E /(eli)
X ;
D (1|.0) | | | | X

Yi d) Inyx = %lnx
14 D=R* ¢) In?2x =In(Inx)

— y@ i —

E?/(10) X (el0) x
11 1+

H =0 : =|1:400
L. | if ptesl
Y e
eQ
) f(x)=xVI"*=e o
D=R"\{1} A ) vinx
1~ Anwenden der Identitat 1=
X = elnx D=[1;+00o]
b | | | | Pe | | | |
X (1]0) X

012 In welchem Punkt ist o) die Tangente ) die Normale von G; parallel zu G,?
a) f(x)=Inx g(x) =3x + 1789
o) Kurvensteigung ist 3: fx)=1=3 = x= % P(% |-In 3)
B) Kurvensteigung ist —%: fix) =2 = —% = x=-3¢D
b) f(x)=2In(1-x2) g(x) = 2x+ 1989

Definitionsmenge: 1-x2>0 = 1>x%2 = [x|<1

1= X

o) Kurvensteigung ist g : f(x) = —12({2 = g = —-8x=3-3x2

3x2 - 8x -3 =0, Diskr. =64 + 36 = 102
_ 8+10 _ _ 1 1 8
X, === $X+—3€ED,X_——' P(—§|2ln§)

6 3
4 __ 2 = 6x=1-x2

B) Kurvensteigung ist —% :f'(x) = o3
x2+6x-1=0, Diskr.=36+4=4-10
x, = =R =8+ /10
x_¢D,x, =-3+./10 =0,162...

P(0,162...]-0,0533...)
¢) f(x)=In|x2-4] g(x) =-2x + 1517

Definitionsmenge: |x2-4|+0 = x++2
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gestiickelte Darstellung

x2-4 >0, also |x| > 2:f(x) =In (x2-4) f'(x) = 22X4
X2
x2-4 <0, also |x| < 2:f(x) =In (4-x2) f'(x) = 22X4
2
o) Kurvensteigung ist —% : fi(x) = 22X4 = —% = x2+3x-4=0
2
x=-4 P(~4[In12)
x=1 Q(1]In3)
B) Kurvensteigung ist + 3 f'(x) = 2% = = 3x2-4x-12=0

T x2-4
.= 2(12. IO
—Z( +./10)=2,77... P(2,77...]1,30...)

x =2(1-/10)=1,44... Q(1,44...10,65...)

w
\-/ N 100

w

13 Berechne den Schnittwinkel von G¢und G,.

a) f(x)=Inx g(x) =In(1-x)
f(x) = L gl = =L = L
Schnitt: Inx=In(1-x) = x=1-x = x=%
my = (1) =2 my = g(3) = -2
tane = |M-Me | _ [2+2] - 4 53,13...°
ang Trmym, |1-4 3 ¢ =99
b) f(x)=In (1+x) g(x) =In(1-x)
reo - 2 - £ - 4
Schnitt: In(1+x)=In(1-x) = 1+x=1-x = x=0
m1 = f'(O) = 1 mz = g'(O) = _1 = (p = 900
¢c) fx)=—x+Inx gx)=1-x
f'(x)=—1+ )l( g'x)=-1
Schnitt: —-x+Inx=1-x = Inx=1 = x=¢
m1=f'(e)=—1+(le m, = -1
t = |-1+1/e+l]| = | /e | =|_1 | =12,70...°
ane 1+(1-1/e)| ‘2—1/e| 2e—1| ?

14 Fiir welche Zahl ist der Unterschied zwischen ihrer Quadrat und ihrem
natiirlichen Logarithmus am kleinsten?

Unterschied u = |Inx — x2|
u und Inx—x2 haben in derselben Stelle ein Extremum

(Inx—x2) = )1( -2x=0= 2x2-1=0 = X=i%ﬁ
infrage kommt blof3 x = %ﬁ .
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15 Auf der In-Kurve liege Punkt P(a|b). P und der Ursprung sind Gegenecken
eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den Koordinatenachsen liegen.

a)

216 a)

Bei welchem Wert von a (0<a<1) hat der Inhalt des Rechtecks ein
Extremum? Wie grof3 und von welcher Art ist das Extremum?

P auf In-Kurve: P(allna) y
Rechteckflache: F(a) =|a-lna) -
F(a) und (a-Ina) haben fiir denselben 1 X

Wert von a ein Extremum

(a:'lna) =Ina+1=0 = lna=-1

= a=el  P(el-1) 1

F(e?) = |e1.(-1)| = e! ist Maximum, Aed (1/5]-1)

weil F(1)=0 Minimum ist. /

a, sei die Rechteckbreite fiir den Fall, dass die In-Kurve das Rechteck
halbiert. Stelle eine Gleichung fiir a, auf und zeige, dass sie eine Losung
hat zwischen 4,9 und 5. (Aufgabe 6 beachten!)

Rechteckfliche: y
F=F,+F,=a4lna,

=N

F, = [Inx dx

= [x:Inx - X]i10 =

=aylnay—ay+1

Bedingung: 2F ,=F = 2a,lna,-2a,+ 2 =a(Ina,
Flachendifferenz d(a,) = F — 2F, = 2a, - ay-lna, — 2

d(4,9) = 0,0127... d(5) =-0,0471...

Wegen Vorzeichenwechsels von d(a,) und Stetigkeit von d
liegt mindestens eine Nullstelle zwischen 4,9 und 5.

d(ag) =2-Inag-1=1-Inay=Ine -Ina,= lnaE
0

Wegen d'(a,) <0 fiir a,>e steigt d dort echt monoton und hat genau eine
Nullstelle zwischen 4,9 und 5.

Fir welche Zahlen ist die Wurzel aus ihrem natiirlichen Logarithmus
gleich dem natiirlichen Logarithmus ihrer Wurzel ?

Inx =In./x, fiir x=1
Gleichung quadrieren: Inx =In,/x-In./x (o)
Inx verwurzeln: Inx =In(,/x2) = 2In./x und einsetzen in ()
2In./x =In./xIn./x = In/xIn/x -2In./x =0 = In./x(In/x —2)=0
InJ/x =0oderln./x —-2=0 = ./x =1oder ./x =e2 = x=1oder x = e
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b) Fiur welche Zahl zwischen 1 und e? ist der Unterschied zwischen der

Wurzel aus ihrem natiirlichen Logarithmus und dem nattirlichen
Logarithmus ihrer Wurzel am grofiten?

Unterschled u®) = |./Inx —In./x|, fiir x=1
x) und ./Inx — ln[ haben in derselben Stelle ein Extremum

ZH X  Jx 2/x 2/lnx X 2x  2xlnx
(/Inx -In/x)'=0 = 1=./Inx = x=e ist MaximumStelle,
weil u(1) =u(e?) =0 absolute Minima sind. (siehe a))

maximaler Unterschied u(e)=1-1 =1

Berechne den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von der x-Achse und
der Kurve mit y=Inx—(In./x)2. (Aufgabe 6 beachten!)

Integrationsgrenzen sind die Nullstellen: Inx—(In/x)2=0 (siehe a))
Integrationsgrenzen: x, =1, x, = e*

Integrand i(x) = Inx—(In,/x)2= lnx—(%lnx)2 = Inx - i(lnx)2
Stammfunktion S(x) = JI(X) dx = Jlnx dx — }L[(lnx)2 dx
S(x) =x-Inx —x — }L[x(lnx)2 — 2xInx + 2x] + C

S(x) = %x-lnx - gx - }Lx(lnx)2 +C= }Lx[Glnx -6 - (Inx)?]+ C

[i(x)dx =S(e*) - S(1) = 7e(6:4 -6 -4 - ;-1(6-0 -6 - 0%) = Jet +
1

017 f(x)=1% 5, wx) =x, gx)=x+3
Berechne den Inhalt des Flachenstiicks, das begrenzt ist von:

a)

Gy, G, , der x-Achse und der Gerade x=5. b) G;, G, und Gg.

T S— y fx)=2

1/2,/ e

SN\

2 5

2dx
2 |

2 5 X
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a) siehe Uberlegung im Bild (hellgrau)
untere Integrationsgrenze ist die (positive) Schnittstelle von G;und G,

fx)=wx) = i =X = x=2 (oder x =-2)
5

F,=2+ [dx=2+4[nx|]} =2+ 4(n5 - In2) =2 + 41n2,5 ~ 5,6
2

b) siehe Uberlegung im Bild, halber Flicheninhalt H (dunkelgrau)
obere Integrationsgrenze ist der (positive) y-Wert eines
der Schnittpunkte von G¢und G,

fx)=gx) = §=X+3 = x2+3x-4=0= x+4)(x-1)=0

= x=1 oder x=-4
f(1) = 4 ist obere Integrationsgrenze (f(-4) =-1)

Hz?L +2+F-1=L,F
f(x)=y= i; Umkehrfunktion: x =f1(y) = 4

<

4 4
F-= ff—1(y) dy = j;* dy = 4[In|y|]; = 4(n4 - In2) =4.In2 =In16
Flacheninhalt F, =2H =2 + 2F =2 1 2In16 = 7,5 + In256 ~ 13,04

018 Berechne und deute geometrisch
a) f— ln|X| =In2-In1=In2

ln2 ist Inhalt der Flache von 1 bis 2 zwischen
x-Achse und Integrand-Kurve

b) f— ——f— =-In2

Glelches Flachenstl'ick wie in a),
blof3 negativ orientiert wegen Integrations-Richtung nach links

c) f— 1n|x| ln3—ln2=ln§

lné ist Inhalt der Flache von g bis 3 zwischen
x-Achse und Integrand-Kurve

2

d) f% dx = [lnlxl]i2 =InnZ-Int=In=n

T

Inm ist Inhalt der Flache von = bis n2 zwischen
x-Achse und Integrand-Kurve
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e)

f)

-2
f% dx = [In|x[]} =In2 - In3 =1In2

In2 ist Inhalt der Fléche von -3 bis —2 zwischen

x-Achse und Integrand-Kurve, Flachenstilick unter der x-Achse

ke
f% dx = [In|x|]5® = In|ke| - Ine = In|k|, k>0
e

In|k| ist Inhalt der Flache von e bis ke zwischen

x-Achse und IntegrandKurve,

k>1: IntegrationsRichtung nach rechts, Flache positiv orientiert
k<1: IntegrationsRichtung nach links, Fldche negativ orientiert

19 Satz von GREGORIUS A ST. VINCENTO (Briigge 1584 bis 1667 Gent)
Die Flache zwischen der Hyperbel mit y= }( und der x-Achse von x=a bis
x=b ist genau so grof} wie die von x=ka bis x=kb (a>0, b>0, k>0).

Beweise diesen Satz mit der Integralrechnung.
Beweise diesen Satz ohne Integralrechnung mit Flachenstreckungen.

Beweise mit diesem Satz die
Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion f dx = f =dx + f =dx

b kb
Satz: f; dx = f; dx
a ka

b
Beweis: f% dx = [111|X|]2 =Inb -Ina = lng
b

f dx = [In|x|]; lnkb—lnkazlnlli—bzln—
a a
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*b) Beweis

Streckung in
x-Richtung
aufs k-fache

£(Z) =

Streckung in
: y-Richtung
. aufs %—fache

_ A
; a a ;
@ a b ka kb X S a b ka kb X

ab ab
sc) f dx = f dx + f dx (Flachenzerlegung)

q.e.d.

= f& dx + 11% dx (Gregorius fur k=%)

020 2 2
a) f1¥ dx = [(1+1)dx = [In[x}+x]] =In2+2 - (In1 +1) =In2 + 1
1

b) fx2+2x+3dx = [(Gx+1+2)dx = [{x2+x+2njx]] =
1

1.9 3 142 3 1.2 3 1 1.2 1
= +e+2 —(= +1+4+< ¢+ +2 — = <4+ @+-=
4e e 2h’le (1 1 lni) 4e e 5 1 1 4e e 1

-9 -2 -2
c) f(—)—X;ZZde=fx—2+§§‘+4dx_f(1+4+ =)dx = [x+4ln|x|——] =
4 -4 -4
=2+4In2+2-(-4+4In4+1)=3+4In2 - 8In2 =3 — 4In2
-8, -3_, -3 3
d) j;(X—izg);i(dX=f;%f:idX=%fi(x+1+}()dX=%[%X2+X+ln|x|]_1 =

= %[4,5 -3+In3-(0,5-1+1In1)]= %(2 +In3)
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021
a) f dx -dx = [Injx-1[]%, =In1 -In2 =-In2

0
b) f dx —dx = f—‘ix—dx——an

c) fﬁ dx = In|x-a| + C

d) f2dx dx = § (28 dx = LIn|2x+al + C

Eigenschaften

dx - 3dx_
e) — 3 —f3 dx —5 - dx_——lnISX al|+C
adx 1
f) fax+b ax+bdX ln|ax+b| +C
022 e
a) f ng 1 dx = 0, denn der Integrand ist symmetrisch zum Ursprung
2 X 12 2x 1 2 _1 111 5
b) {xZ—QdX: §{x2—9dX: 5 [In[x2-9[]§ = 2 (In5 - In9) = 2In?2
! 4x+2 ! +1 1
X— = X = 2 = — =
c) _f1X2+X+1dx 2£X2+X+1dx 2[In(x2+x+1)]", =2(In3 -In1) =In9
023 ln2 eX 11’12 12 0 3
a) [ dx = [In|ex+1]];" =In(eM2 + 1) —In(e®+ 1) =In3 - In2 =In2
0 eX+1 2
p X 1 L ex 1 it _1 1 1,1
e _1 € -1 X421 =1 1) — 4=
b) _fiex+1+1dX_ e_flex+1/edX_ e[lnle +e|]_1 = e(lm(e+e) ln(e+e))
_11,e2+1
B eln 2
1 X_9a2X 1 X4 9a2x 1
c) fu dx = —[2=2—dx = —[In|e*+e2*—¢[], = —(Ine? - In|2-e])

+e2X_e OeX+e2X e

=In(e-2) — Ine? = lne;Z2
e
In2 _
d | eete” gx = [ln|ex—e‘x|]11n2 =In|e"2 - ¢n2| —Inle — 71| =
eX_e X

~ ~ _ 1.5 1,5e
=In(2-0,5) —In(e - e) In e—1/e lne2—1

2 eXe
e) [ =1 dx = (erweitern mit ™) :fex__exdxz [Inex+e]; =

X4 aX
0€ +e

ec+e™®

=In(e¢ +e€) -In2=1In 5
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Eigenschaften

0 —X 0 —X —X
Of) f(i X!e dx = f?);e_xdx:_fex_—xed_xz—[lnb(e—x_i”?e =

1-xe™X e X-1

—€ —€

=-In|-1| + In|-e-e¢ — 1] = In(el*e + 1)
24 Berechne (siche Aufgabe 6)

3
a) [LHXdy = [In|xInx|]; =In(3In3) - In(2In2) = In 22’

ln— -1

), XInx In4

el—lnX 1 e e
b) {mdx 2Xlnxdx gx dx = [In(Inx)]; - [Injx]]; =

=In(lne) - In(In2) — (Ine -In2) =0 - In(In2) -1 +In2 =
e e lnX = e l
Inx _1 _1 e
: e (X = [ = = 2 [In|(Inx)2+1|]; =
©) {x(lnx)2+x x {(lnx)2+1 2 {(lnx)2+1 3 [In|(Inx)?+1]];
= ZIn|(Ine)?+1|-In|(In1)2+ 1| = 2In2 = In./2

e3 3

:d) éfzx(lm?ﬁnlnx lelnX dx = [In|Inlnx|]; = In|lnlne3|-In|Inlne? =

=InIn3 - Inln2 = lning

225 Berechne
9 9 L

dx 2./x
a) fz[([ 5 = [ dx In|/x-1|]; =In2 -In1=1In2
4 dx 4 _:1{ 4 2__1/
b) { - =£1_ﬁ(dx=—2£1_ﬁ(dx [In|1- f| 2(In1 -

J3
@) [ il = [l dx = [In(/x2+1+1)]}° =In3
0
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2.Grenzwerte und Kurvendiskussion

Wo kein Rechenweg vorgefiihrt ist, greift eine der 4 Formeln (relR):

lim x*-Inx =0 | lim x*Inx = Lim X = oo | lim IMX = ¢

x20 X—>00 x50 xT¥ x—>00 XT

01 Berechne
a) limx2lnx =0

x20

b) lim.xIn/x =limx2Inx =0
x>0 x20

c) lim X — o
x2>0 X2

. Inx . Inx
d Iim— =lim =— =0
) lim & nee x1/2

1

e) lim— = lim 22X _¢

Xx—00 X x—>00 X

02 Berechne (nelN)

a) lim —L
x50 xMnx -

b) lim 1 :»l«zo

x200 XN Inx 00
. n
c) lim X — >>£«=0
x>0 Inx —00
. xn +00
d) hm —_— = »—« =400
X200 INX +0

3 Berechne (nelN)

a) li>1r(1) x(Inx)n = li>1r(1)(x1/“lnx)rl =0"=0

b) lim X" _ 1im(h‘x)“ —0"=0

x>0 X x—00 \x1/M

) lim = =lim<1/<ln—);>n>=i=+oo

x>0 (INX)N  X—>00

84 Schreibe den Term als Potenz von e und berechne dann den Grenzwert
a) lim x* =lim (el*)x =e%=1
x—-0 x-0
1 Inx Inx Inx | 1

b) lim x*~1 = lim ex1 = lim eX*-¥/% = lime * (1-¥%) =»e0l«=1

X—>00 X—>00 X—>00 X—>00
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c) li>rr(1) Inx|*
Nebenrechnung: [Inx|* = exn/inx|
Exponent = xIn|Inx| = xIn(-Inx) fir 0<x<1
Exponent = xln(ln)l( )

Substitution: )1( =eY, wenn x20, dann u—o

Inu _Inu u
e u et
wenn u—oco, dann Exponent—0-0 =0

Exponent = xln(ln}( )=

also lim |[Inx|* =e®=1
x20

5 Berechne

Inx

a) lim Yx =lim x1/x = hm (elnx)1/x — lim e ¥ =»e®«= »i «=0

x20 x20 x20 x>0 e
Inx
b) lim Yx =limex =e®=1
X—>00 X—>00

xInx

c) hm Jx* hm x*/2 = hm (elnx)x/2 —ljm e 2 =e%2=1

x20
d) hm XX = hm eﬁ‘lnx = e0 =1

x2>0 x20
JxInx
e) llmfﬁ lime 2 =e%2=1
X2
. 1 . Inx
f) lim xinx = lim ebhx = ¢
x21 x21

*6 Berechne mit der Regel von L'HOSPITAL

a) lim RE42) _ fjy x22 _ 4

x--1 X+1 x>-1 1

b) lim D&E£2) _ jipy xe2 _

X—>00 x+1 x—>ooT
¢) lim —%— =lim —*— =lim —=— =-
x-0 In,/[x—=1] x-0 %ln(x—i) x>0 _( 1)
1 Inx 1
d) limx*1 =limex1 = el =¢, denn llm e llm-é( =
x—1 x—1 x-1 x—1

e) lim(Inx)x-1 = lim(en(inx))x-1
x21 x21

Exponent = (x-1)-In(Inx) = In(Inx)

A
x-1
1.1 ,
HOSPITAL: limExponent = lim BX X — _Jjp Z=1°
x21 x%1 =1 x%1 XInx
(x-1)2
HOSPITAL: =—lim 2&=1 _0 _g also 11m (Inx)*-1 =¢e0=1
x%1 Inx+1 1 x21
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07 Diskutiere und zeichne den Graphen (maximale Definitionsmenge!)

a)

b)

f(X)=X—1+ln)l(=X—1—lnX

'x) =11 "(x) = L
f'x)=1 - f(x)—X2
D=R"*

ligr(l)(x—l—lnx) =— li)Ir(l) Inx =00

1

lim(x-1-Inx) = lim X(1—)—(

f(x) =0 = x =1 (probiern!)
fx)=0= 1- }( = ’%1 0=x=1 Waagrechtpunkt W(1|0)

Xy — 0.1« =00
X

+ .S
- o 4+ P
W(1]0) ist Tiefpunkt. (') | ?

=1 >0

Gy ist eine Linkskurve,
hat also keinen Flachpunkt

Wf= ]Rg

f(x) = -

~ Inx
D = R"\{1}
f(x) # 0, die Kurve schneidet die x-Achse nicht

lim & = »i «=0, die x-Achse ist Asymptote

X->00 INX

lim = =» _%O «=0, (0]0) ist »Randloch«

x2,0 Inx

111‘[1-L = »—1—« = —00
x51 Inx -0

oy . , die Gerade x=1 ist senkrechte Asymptote
llm—— Ty —« = 4+00

x2,1 Inx +0
f' xX) = -1/x — -1
( ) (Inx)?2  x(Inx)?2

f'(x) <0, die Kurve geht tiberall bergab, hat keinen Waagrechtpunkt

lim f'(x) = » _10« = —o0, die Kurve schleicht sich tangential an die y-Achse

x20

" _(lnx)2+2-lnx-)—1(-x_ 9 +Inx

F(x) = x2-(Inx)* ~ x2-(Inx)3

f'(x) =0 = Inx=-2 = x=e2ist 1-fache Flachpunktstelle
F(e2|-0,5) ~ F(0,135|-0,5) ist Wendepunkt
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s + o - + f'w

0 links e2 rechts 1 links X

» O

Wendetangente y=w(x) =m(x—xX,) +y, (Xolyo) = (€72/-0,5)
m = f'(e?) =-e?/4
y =—e2/4(x —e2) -0,5=-0,5-e2.x — 0,25

_ nicht
defin.
nicht
defin.

y I
|
|
|
1 |
|
|
|
|
1 |
|
|
|
| (el1)
1 | o
| T
|
| '
| | |
1 3 5 X
5 |
WEP(1/e2]-0,5)
5 |
1o yW(1/el-1) f(x) =
| In x
|
\\l
1 N é/ 4,
N
NN D
N\ %;
IRANC
1 O\ et
| LS
I “\Vb\ ©
| \ &
1 | N

W =RN0}
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c) f(x)=(x-2)?+In(x?)
v(X) =2(X_2) g :2(X_2+ )1() =2X2_ix+1 =2(X_X1)2
" _ 41 x2-1 _ o(x—-1)(x+1)
( ) 2(1 ) 2 x2 =2 %2

D = R\0}
lim ((x~2)2+ In(x2)) = lim((x~2)?+In(x?)) = »4-o0c = —o0

hm((x 2)2+2Inx) = lim x2(1 - 2+ +2h‘x) =»00-1« =

X—>00 X

f(x) =0 lasst sich algebraisch nicht losen
f'(x) =0 = x=1 ist 2-fache Waagrechtstelle

+ 2 4+
! X

emf ems 1 ems

N / /

f"(x) =0 = x=-1 oder x=1 sind 1-fache Flachpunktstellen

nicht

defin.

W(1|1) ist -
Terrassenpunkt

o-

E '5 " N
F(-1]|9) und + (|)1 — é’l“g — (|)1 + f&
sé:r'lii)plsllr?l(jte links -1 rechts rechts 1 links x
y
VL
F(-1[9)
5_
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d) f(x) =x2(In(x2) - 1)
f'(x) = 2x(In(x2) — 1) + XZ(g) - 2xIn(x?)

f'(x) = 2In(x?) + 2x 2% = 2(In(x2) + 2)
X
D = R\0)
Wegen f(—x)=f(x) Symmetrie zur y-Achse
lim (x2In(x2)) — lim(x2) =0-0=0

lim (x2(In(x2)~1)) = lim (X5 (1-75)) = JiTw(miﬁz(i 1n<1><2>>) i

XZ
= »%(1—}0)« = »(1)(1—0) « = »%« = 00

fx)=0 = x=0¢D oder In(x2) =1 = x2=e = x=1+,/e jeweils 1-fach
f'x)=0= x=0¢D oder In(x2) =0 = x2=1 = x=+1 jeweils 1-fach

w

- 0 4+ 35 = 0 4+
| | | >

emf -1 ems 0 1 ems X

emf
(-1]-1) und (1]-1) sind Tiefpunkte
f'%)=0= In(x?)=-2 = x2=¢2 = x=1%

+ I
|

|
links -1/e  rechts rechts 1/e links X

(-1/e|-3/e?) und (1/e|-3/e?) sind Wendepunkte

D I

— 01 -+ £'(x)

nicht
defin.

O-

f(x) = x%(Inx? - 1)

y
-1 “ife e 1
Lol 3%
eZ
(1]-1) (1]-1)
™ 1= ™
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e) f(x)= )l((z +1In(x2)) = 2+Lnx2

x<l : 2x> —(2+1Inx2)

' 2 2
x2- (iz : 2x> —(Inx2)-2x
" _ X _ 21 1 —lnX2!
f(x) = - <4 - <3
D = IR\{0} Wegen f(—x)=—f(x) Symmetrie zum Ursprung
2+lnX = i w =» -1_00«—» .—;oo«__
Ez,o( X )_21(12(1)< X)_2+0 =2ges T
2
li<rr(1) (2 +)l(nx ) =00 wegen Symmetrie zum Ursprung
. (2+Inx . (1 Inx
= —4+—) =» « =
(%5 = 2him(+ 57 =2040)+=0
2
lim (2 *Inx ) =0 wegen Symmetrie zum Ursprung
X—>—00

fx)=0 = Inx2=-2 = x2=e¢2 = x=%1/e ~+0,37
fx)=0 = Inx2=0 = x2=1 = x=%+1, y=+2

£(1) = — ?-(-11:92 <0 = (1|2) ist Hochpunkt

wegen Symmetrie zum Ursprung ist (-1|-2) ist Tiefpunkt
f'x)=0=Inx2=1 = x2=e = x=+./e, y=+3fe~+1,1

+,/e sind 1-fache Nullstellen von f"

(+./e |+3/e) sind Wendepunkte

y
f(x) = %(2+lnx2) (112) (el2)

+1

[ | | | P |1 | |

}'A. 1
(_ e|_ E) (_1|_2) Wf:IR
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f) f(x) =In(x%) - 8(In./x)2
f(x) = In(./x8) - 8(In/x)2 = 8In ./x — 8(In./x)2 = 8In ./x(1 - In./x)

= (4lnx)(1 - %lnx) =2(2 - Inx)-Inx
f'(x) =2(- }()-lnx +2(2 - lnx)-}( - 2.%‘ _4.1-Inx

X
1
.X(_)_()_(l_lnx) :4.—2+II’IX :_4.2—11’1X
X2 x2 %2

f'x)=4

D=R"
lim (2 Inx) ) =»(2 ~ (-00))(-o0)e = »(oe) (-en) = oo
llm((z—lnx)lnx) = »(2 — oo)oo« = »(—oo)oo« = —00
f(x)=0 = Inx=0 oder Inx=2 = x=1 oder x=e2~7,4
f(x)=0 = Inx=1 = x=¢, y=2

(e|2) ist Hochpunkt wegen li}T(I)f(X) = limf(x) = —o0
f'®%)=0= Inx=2 = x=¢€2, y=0

(e2|0) ist Wendepunkt, denn e? ist 1-fache Nullstelle von "

Y (e[2)

| * f(x) = Inx* — 8(Invx )?

' (2|0

A L
1T

1 Wi =]-cose]

8 Diskutiere und zeichne den Graphen (maximale Definitionsmenge!)
a) f(x)=In|x2-4]

f(x) = In(x2-4) fir x2-4>0 _ | In(x2-4) fir [x|>2
In(—x2+4) fur x2-4<0 In(—x2+4) fur |x|<2

2x

f'(X) — X2—4 fur |X| >2 — 2x f"(X) — —2!X2+4!
2% i [x<2 X4 (x2-4)?
—x2+4
D = R\{+2}
Wegen f(—x)=f(x) Symmetrie zur y-Achse
li}g In(x2-4) =-0c0 = li<rr% In(-x2+4)
li>m2 In(x2-4) =—o00 = limz In(—x2+4) lim In|x2-4] = 0
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fx)=0 = |x2-4|=1 = x2-4=41 = x=+,/4+1
= xe{J/-5, /-3, .3, 5}
f(x)=0 = x=0, y=In4~ 1,39
f"(0) <0 = (0]In4) ist Hochpunkt
wegen {'(x)<0 gibt es keinen Flachpunkt
i y

|
|
|
|
|
|
|
|
‘4:
|
|
|
|
|

b) f(x) =In(x%-4)

-5 re- e

x2-4>0= [x|>2 D=]-0;-2[U]2;0]
Wegen f(—x)=f(x) Symmetrie zur y-Achse
limIn(x2-4) = -0 = lim In(x2-4) lim In(x2-4) =

X252 X<—2 X—>+oo

fx)=0 = x2-4=1 = x=+,/5

f'x)=0 = x=04¢D, es gibt keinen Waagrechtpunkt

wegen f"'(x)<0 gibt es keinen Flachpunkt
i y

p(x) =x2-4

|
|
|
|
|
|
|
|
il
f
|
|
|
|
|

158



BARTH*KRUMBACHER Losung VII. Logarithmusfunktion Grenzwerte und Kurvendiskussion

¢) f(x)=In(4+x) - In(4-x)

__-8 ne) — _ 16x
o) = 256 f(X)_(x2—16)2 1

(4+x) >0 und (4-x)>0=>-4<x<4,D=]-4;4]
in D ist In(4+x) - In(4-x) = ln4+§
f(—x) = In(4-x) - In(4+x) = f(x) 1

Symmetrie zum Ursprung — -1
4+x 4+x |—4
I
I

lim ln =—00 lImIn= =00
X2—4 x4 4-x

fx) =0 = %’; =1 = x=0 (1fach)!
f'(x) > 0= G steigt echt monoton :
f'(x) = 0= x=0 (1fach) |

(0]0) ist Wendepunkt

f(x) = ln(4+x)+ln(4 X)

W,=R

9 f,(x) =In|x2 + a
Diskutiere und zeichne die
Scharkurven fur ae{-2, -1, 0, 1}

£ - £ = Z=a)
+a (x2+a)?2

x2+a+0 = x++./-a

a>0: D=R

a=0: D=R\{t./~a}
Wegen f(—x)=f(x) Symmetrie zur y-Achse
lim In|x2+a| = o0

X—>to0

a=0: lim Inx2+a| = -0

X2—--a

f,x)=0 = |x2+a|]=1 = x2+a=%1
X =ijii——al

f,(x)=0 = x=+./+1+2
xe{-./3,-1,1, /3}

f,x)=0 = x=+/+1+1, xe{-./2, 0, ./2}

fox)=0 = x=+/+1, xe{-1, 1}

fi(x) =0 = x=+/+1-1, x€{0}

£(x)=0 = x=0 falls a+0, y =Inla|

£,'(0) =2/a, (0|In|al) ist:

Hochpunkt fiir a<0
Tiefpunkt fiir a>0
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f'x)=0

x=4,/a falls a>0, y=1In|2a]
(+./a|In|2a]) sind Wendepunkte,

denn +./a sind 1-fache Flachstellen |
a=0: We=IR

a>0: We=[In|a] ; oof

010 f(x) =Inx
a) Gib eine Gleichung der Tangente von G; an, die durch (0]|0) geht.
Steigung im Kurvenpunkt (allna): m, = 1
Tangentemit t(x) = ix geht durch (a|ln a%, alsot(a) =lna=1a=1
= a=e, t(x)= %x
b) Gib eine Gleichung der Normale von G; an, die durch (0|1) geht.
Welcher Kurvenpunkt liegt (0|1) am nachsten?

Normale mit n(x) = my(x—0) + 1 =myx + 1, my =-1/m, = -a,
n(x) =-ax + 1 geht durch (allna), alson(a) =lna=-a%2+1
Ina=-a2+1 = (probiern!) = a=1 nx)=—x+1

am nachsten liegt der Kurvenpunkt (allna) = (1]0).

¢) Gib eine Gleichung der Tangente von G; an,
die mit der x-Achse einen Winkel von 30° bildet.

Tangente durch (a|lna): t(x) = m(x—a) + Ina, m=f'(a) = i = tan30°=%ﬁ
= a=./3; tx) = %ﬁx— %ﬁﬁ +In/3, t(x) = %ﬁx— 1+ In./3

11 Fir welche Zahl ist der Unterschied zwischen ithrer Wurzel und ihrem
natiirlichen Logarithmus am kleinsten?

Unterschied Ux) = /x ~lnx, U®x=- -1 U'x = 4-./x
2./x X 4x2
U'x) =0 = x=4, wegen U"(4)>0 ist der Unterschied am kleinsten

*12 Die Gerade x=a schneide die In-Kurve in Q und die x-Achse in R;
die KurvenNormale in Q schneide die x-Achse in S.
Bestimme a so, dass der Inhalt des Dreiecks QRS ein Extremum hat.
Welches Extremum liegt vor ?
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13

Q(allna), R(a|0)
KurvenNormale in Q mit n(x) = m(x—a) + Ina hat Steigung m=-1/f'(a) =-a
n(x) =-a(x—-a) +Ina=-ax+a?+Ina

der x-Wert von S ist die Nullstelle von n(x): —ax+a2+Ina=0=x= a’+Ina

Q(allna), R(a|0) und S(a+ ln?a |0) bilden ein bei R rechtwinkliges Dreieck
i 1 _x)y =1.na . _1 (na)

mit dem Inhalt I(a) = 5 (X = X) Yy = 5 o na=2- =

I'(a) =1 .a-2(Ina)(1/a)-(Ina)2 _ 1 (Ina)(2-Ina)

2 a2 2 a2
I'a)=0 = Ina=0 oder Ina=2 = a=1 oder a=e?,
wegen des absoluten Minimums I(1) = 0 ist I(e?) = 2/e2 das
absolute Maximum

Auf der In-Kurve liege der Punkt P(a|b). P und der Ursprung seien die
gegeniiberliegenden Ecken eines Rechtecks, von dem 2 Seiten in den
Koordinatenachsen liegen.

a) Fir welchen a-Wert (0<a<1) hat das Rechteck extremen Inhalt ?
Wie grof} ist dieser ?
P(allna) und O(0|0) bestimmen ein Rechteck vom Inhalt I(a)=|a-Ina)|

fiir 0<a<1 ist Ina<0, also I(a)=—a-lna ¥

wegen I(1) = lim(-alna) = 0
(absolutes Mira{i_inum) .
ist fir O<a<1 ein Maximum I X
von I(a) zu erwarten 1 a,
I'(a)=—(Ina+1)=0
= lna=-1 = a=1/e,
I(1/e) = 1/e -1
b) a, sei die Rechteckbreite fiir den Fall, dass die In-Kurve das Rechteck
in inhaltgleiche Teile zerlegt. Stelle eine Gleichung fiir a, auf und zeige,
dass sie genau eine Losung hat.
Gib ein Intervall der Lange 0,1 an, in dem a, liegt.

/RN

=

=)

I*(ay) = [Inx dx = [xInx-x]
1

. =aplnag—ay—(0-1)=aylna;-a;+1

Bedingung: I*(a,) = %I(ao), also ay:lnay—-ap+1= %ao-lnao
= aglnag-2a,+2=0
Spiel mit dem Taschenrechner am Term T(a) = a,lna, — 2a, + 2

T(4,9) =-0,0127... T(5)=0,0471... also ay€[4,9;5]
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«14 Die Tangente der In-Kurve in P(a|b)
schneide die x-Achse in S d /
und die y-Achse in T. P(allna)
P und T seien die gegeniiberliegenden
Ecken eines Rechtecks, D %
von dem 1 Seite in der y-Achse liegt. / X
T

a) Bestimme den Fliacheninhalt T
des Rechtecks. 4 /

Tangente t durch P(a|lna): t(x) =m(x -a) +Ina
m=1f'(a) = % t(x) = %(X_ a) +Ina= ix— 1+Ina, T(O|lna-1)

Inhalt I=a(lna-(lna-1))=a
b) Die In-Kurve schneide die untere Rechteckseite in U. Bestimme U.
Inx=lna-1 = x=elra-1-gena.g-1_-3/e, U(a/e|llna-1)
¢) Fir welchen a-Wert liegen U und S {ibereinander ?
tn(x)zO = a%lx—1+lna=0 = x=a(1 -Ina)
Ubereinanderliegen: a(1 —Ilna) =a/e=Ina=1-1/e, a=el -1~ 1,88...
d) Fir welchen a-Wert liegt die untere Rechteckseite in der x-Achse ?
Ina-1=0 = a=e

e) Die In-Kurve zerlege das Rechteck in 2 Teile.
Berechne das Verhaltnis der Inhalte dieser Teilflachen.

I*(a) = } (Inx-y,) dx = } (Inx+1-Ina) dx = [xInx-x+x(1-1na)]
a’e a’e

=alna-a+a(1-1Ina) - [a/e-In(a/e) — a/e + a/e-(1 —Ina)]

=0-[In(a/e) — 1+ 1 —Ina]a/e =—[Ina —Ine —Ina]a/e = a/e

Verhaltnis: I;*I* = Il* -1=F- -1=e-1

1
015 f(x) = ()
Diskutiere f und zeichne Gy.
: \ _(1- 1/,
Aitangen ) B
£(x) = x2(1-Inx)2- (1/x) - (Inx)(2x(1-Inx)2+x2-2(1 -Inx)(-1/x))
x4(1-Inx)*
_ X(1-Inx)-(Inx)(2x(1-Inx)-x-2) _ 1-Inx—(Inx)(2(1 - Inx)-2)
x4(1-1nx)3 x3(1-Inx)3
_ 1-Inx-(Inx)(-2Inx) _ 2(Inx)?-Inx+1
x3(1-1nx)3 x3(1-1Inx)3
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Maximale Definitionsmenge D =IR"\{e}

Verhalten am Rand von D

lim = lim = lim —— = JJim 2+ = 1« = o0
x>»0X(1-Inx) x%0x-xIlnx x20-xInx x20xInx -

die positive y-Achse ist Asymptote

. 1 1 1
hm =» K =»—« =400

m -1 0 0 .
xse X( . nx) e (I ) +1 x=e ist senkrechte Asymptote
E{lgé X(l—lnx) = »e-(—O)« - »_—O« - —00

4 Ao o120 die o Achee
)lggox(l—lnx) alkevware Dl duot Ebs ot 0 die x-Achse ist Asymptote

Nullstellen gibt es nicht, weil der Zahler =+ 0 ist.

Waagrechtpunkte f'(x) = Q(II‘X 7 = 0 = x=1, y=f(1)=1 W(1]1)
Monotonie T
Von f'(x) sind markiert: Nullstelle und Definitionsliicken.
Die Nullstelle 1 ist 1-fach, also wechselt f' dort das Vorzeichen,
die Liicken 0 und e sind 2-fache Nullstellen des Nenners von f'(x),
also wechselt f' dort das Vorzeichen nicht.

defi
nicht
defin.

2E
W(1]1) ist der g — 0+ +

einzige Tiefpunkt. 0 emf 1 ems e ems

NS /

Flachpunkte f"(x) = 2(12?1)2_1?’(); 1_0= 2(nx)2-Inx+1=0
X i 11D.¢

Die Parabel y = 2z2—-z+1 ist oben offen und hat keine Nullst-
ellen, weil die Diskriminante von 2z2—z+1= 0 negativ ist; die
Parabel liegt also iiber der x-Achse.
Also ist 2(Inx)2 — Inx + 1>0, Flachpunkte gibt es nicht.
Krimmung
Von f"(x) sind nur die Definitionsliicken markiert:
0 und e sind 3-fache Nullstellen des Nenners von " (x),
also wechselt f" dort das Vorzeichen.

f'(x)
-
X

- o + Ci
R ariani - "
Sy = S Y — £"(x)
£ o g

0 Linkskurve e  Rechtskurve X

O »
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Wertemenge W =1R\[0;1]

y I
I
1 I
I
I
I
I
1 I
I
| 1
| f(X) - x(1-Inx)
1 ‘ |
I
I
| X
; | !
S : 5
1 :
I
I
I
1 I
I
I
I
I
1 I
I
16 f, (x)=x"Inx
Wegen hr% x"-Inx =0 miinden alle Kurven im Ursprung.
Entscheide, unter welchem Winkel die Kurven miinden.
f (x) =n-x"1nx + X“-l =n-x*nx + x*1 = x*1(n.Inx + 1)
lim f,(x) = lim x"~1(nlnx+1) = lim nx"~!Inx + lim x"-1
x20 x20 x20 x20
Falle n=1: 111% f (x) = lm(l) Inx +1= senkrechtes Einmiinden
X2

n >1: 11>1r(1) f(x) = nhm (x*~1lnx) + 0 =n-0 = 0 waagr. Einmiinden

0<n<1: lim f (x) = lim n—hﬁl = »—=« =—-00 senkrechtes Einmiinden
x20 x%0 x1-n +0
° _ 1
017 f(X) =
xInx®

a) Diskutiere F mit F(x f f(t)dt.
b) Bearbeite wie a), nur Verwende /e fur die untere Integrationsgrenze.

Fl(x) =f(x) = —+— =1._1 F'(x) = f'(x) = — £ 1+Inx

xInx¢ e x-Inx e (x-Inx)2
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a) Max.Def.Menge Dy = |1;+00] b) Max.Def.Menge Dy = ]0;1]
Nullstelle e Nullstelle /e
keine Waagrechtpunkte keine Waagrechtpunkte
wegen {'(x)+0 wegen {'(x)+0

Monotonie(0 und 1 sind einfache Nullstellen des Nenners von F'(x))

2 g | 28 28
25 + F <X>=f£<> £8s 83 JF0=f(0
1 ems X 0 emf 1 7 x
Flachpunkte F'(x) =f'(x)=0=Inx=-1 = x=1/,
x =1/, ¢ Dy, kein Flachpunkt x = 1/, € Dy, Flachpunkt (%/,|0)

ist Wendepunkt
18 f,(x) = %‘, acR
In (1|1) treffen sich alle Scharkurven. Welche Kurve hat dort

a) einen Extrempunkt ? (Art?)
b) einen Wendepunkt ?
c¢) die Winkelhalbierende des 1.Quadranten als Tangente ?

a) Waagrechtpunkte W(el-/2|ae"a-1)
Bedingung: el¥2=1 = 1-1/, =0 = a=1

! -1/a) — —a .
fo (! ﬂ)—m,

wenn a=1, dann f, (1) = _Ti <0, also ist (1|1) Hochpunkt von G;.

b) Wendepunkte F(e3/2—1/a|gae1/a—3/2)
Bedingung: e’2-"%a=1 = 3/,-1/. =0 = a=?,

¢ f,(x)= g—_—l;;;%@—( Bedingung: f,(1)=1 = 2_1_1—31“1 —1=a=2

(x) = 1+ilnx, acR

a, und a, seien Parameterwerte sich rechtwinklig schneidender Kurven.

19 f

a

a) Welche Beziehung besteht zwischen a; und a, ?
b) Welche Kurve schneidet G, rechtwinklig ?

c¢) Welche Kurve hat keinen rechtwinklig schneidenden Partner ?
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a) f, %)= ai_l;—;ilnx , im gemeinsamen Schnittpunkt ist f, (1) =a, -1

fiir die andre Scharkurve gilt f, (1) =a, -1
rechtwinkliger Schnitt: a5 -1 = _aLl fur ag+1, ag*1
=
b) 3.1=0 = 3222

¢) rechtwinkliger Schnitt nicht moglich: Parameter a=1

20 f,(x) = li-iﬂlli‘ aclR
a) Zeige: S(x) = %(Inx)2 ist eine Stammfunktion von s(x) = ln?X

b) Welche Scharkurven begrenzen mit der x-Achse und der Gerade x=1
ein endliches Flachenstiick vom Inhalt 0,5 ?

a) S'(x)= %-Z(Inx)-}{ = h‘yx

b) Integrationsgrenzen sind 1 und die Nullstelle x = e /2 von f,(x).

e—i/a1 l e—1/z:11 e—1/al 4y 4y
[ —ta;I—@dx= ji')—(dx+a _{‘ —If—(dx=[lnx]i +%[(lnx)2]i =

-1,a,~-1\2_-1,1 _-1
:—+—— :—+—_—
a 2(a) a 2a 2a

-1

2a

Bedingung: Flacheninhalt = =05 = %‘ =10,56 = a==1

*21 Untersuche auf Symmetrie zum Koordinatensystem, diskutiere und
zeichne die Kurven. Bestimme die Umkehrfunktion.

Bei In-Ausdriicken kann man Symmetrie zum KOSY oft nicht erkennen
mit den Regeln f(—x) = f(x) oder f(—x) = —f(x). Einfacher gehts dann oft so:
f(—=x) + f(x) = 2-f(x) bei Symmetrie zur y-Achse,

f(x) +f(x) =0 bei Symmetrie zum Ursprung.
a) f(x)=In(x+ Jx2+1)
1+ —=
f(x) = JxZ+1 _ JX2+1+X __1
x+x2+1  JxZ+1(x+./x2+1)  Jx2+1
_ X
f"(X) = . X2+ 1 = —

X
x2+1  (x2+1)/x2+1
Symmetrie zum KOSY: f(—x) + f(x) =In(x + /x2+1) + In(-x + J/x2+1) =

=In[(x + Jx2+1)(x + J/x2+1)] =In(x2+1 - x2) =In1 =0,

also Symmetrie zum Ursprung.
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b)

wegen /x2+1>xist x + ./x2+1 >0, also D=1R
lim(x +./x2+1) = 00 und wegen Punktsymmetrie lim (x+./x2+1) =—c

X—>00 X—>—00

fx)=0 = In(x+./x2+1)=0 = x+ J/x2+1 =1 = x=0

f'(x) = J}ﬁ > 0, weil der Nenner > 0 ist, das heif3t, die Kurve steigt
echt monoton, kein Waagrechtpunkt
f"(x) =0 = x =0 ist 1-fache Flachstelle, also ist (0|0) Wendepunkt.

fx) =Inx+vx2+1)

Umkehrfunktion

y=Inx+ J/x2+1) = x+ J/x2+1 =¢y = Jx2+1 =eV-Xx
= x2+1=(e¥-%x)2 = 1=e% -2 = x=f‘1(y)=e2y_1 =

1
2eY 2
y=f1) =1 (ex-e)

g(x) =In(x + J/x2-1)

1+ —=
g'(x) = x2-1 _ Jx2-1+x __1
x+./x2-1  Jx2-1(x+./x2-1) x2-1
X
Jx2-1

" —X
g'(x) = 21 oD/
Die Wurzel ist definiert fur |x|z1
fir x=1 ist x + J/x2-1 >0,
fur x=1ist x + ./x2-1 <0, weil zum negativen x etwas addiert wird, das
immer etwas kleiner ist als die Gegenzahl von x, also D = [1;]
g(x)=0 = x+./x2-1=1= Jx2-1=1-%x2 = x2-1=1-2x+x2

= 2=-2x = x=1

g'(x) = — > 0, weil der Nenner > 0 ist fir x>1, das heif3t, die Kurve
Jxo-1 steigt echt monoton, kein Waagrechtpunkt

" _ —X
g (X) - (X2—1) /—X2_1 ’
Nullstelle x=0 ¢ D, also kein Flachpunkt
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d)

Umkehrfunktion y
=In(x + /x2-1) 1
_ Jx2
= 3 gx)=In(x+vVx2-1)
Jx2-1=eV-Xx W =R,
21 = (ey—x)2 P ; | | | |5 | | | X
~1=e¥-2ex = x=g'(y) = eZyT;i = 2(e +e)
y=g (0= 1(e+e
1, 1+ _ e2x_1
h(X)=§l 1— |x|<1 hi(x)=e2X+1, xeR
h(X) 1 1-x 1-x-(1+x)(-1) _ 1 2 1 __1
2 1+x (1-x)2 2 1+x 1-x (1+X)(1—X) 1-x2
") — —1(=2x) _ _ 2x
W) =758 = Ty
e 1 1+X 1;..1—-x
Symmetrie: h(x)+h(—x) = 2ln Tt ln i x h(x) = %ln}%ﬁ
1 (Aex 1%\ 1y 2
_21 (1 X 1+X> 21111—0
also Symmetrie zum Ursprung
1 —l.» l«zl-» « =
2%{1_1}}1111 = 3 ln+0 5 Inoo « = o0
wegen Punktsymmetrie éhm1 In 1+§ =—00
X2— - X
_ 1+x _ -
h(x) =0 = T =1 =x=0
h(x) = N 1 5 > 01in D, Kurve steigt echt monoton,
—-X
kein Waagrechtpunkt
h'(x) = —2% _ =0 = x=0 ist 1-fache Flachstelle,
(1-x2)2

also Wendepunkt (0]0)

k() = 2in 12X jx|>1 k—i@):fiii x € R\0}

K =35 (1); (11)?) 2T e~ DD~
K0 = 2
Symmetrie: k( )+k(—x) = %ln ﬁf + %ln _1X__X1

=1Ltz 1)~ din =0

also Symmetrie zum Ursprung

;1{1_131 1—}1( = %-»lnf—o« = %-»lnoo« =00
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wegen Punktsymmetrie = l1m1 In )1:’1‘ =—00

1 1+x _ 1 x-1+2 _ 1 2\ _, « — _
2)1{1_{[010111)(_1 2)l{l_)ool _1 )1(1_1)1010111(14' ) In(1 + 2 ) =ln1=0
wegen Punktsymmetrie & lim In 2= =0

X—>—00 1-x

k(x) = 0:1%‘ 1= x=0¢D

K = 5
x2-1
kein Waagrechtpunkt
" 2% _ _
k"(x) = 21 =0=x=0¢D
y
k(x) = 1ln 1+§
1=
-5 1
[ | | | | | | | @ 1 | | | I5 | | | -
1
1 W = IR\{0}

*22 Der hyerbolische Areakosinus
A Die Einheitshyperbel y2=x2-1
a) Zeige: llm(A/x2 1-x) =0 und lim (Jx2-1+x) =

X—>—00

Welche Bedeutung haben demnach die Geraden y=X und y=—x fiir
den Graphen der Funktion mit f(x) = /x2-1 ?

Trickreiche Umformungen
x2_1—x = (A/x2—1—x)(A/x2—1+x) _ -1
* * JXZ-1+x JXZ-1+x

l1m(«/x2 1-x) —llmm+ =»°o_+1°°«=0
X=oo /x4 -1+x

x2_1 (J/x2- 1+x)(JX2 1-x) _ -1
X = JxZ-1-x A/xz—l—x

1 2— + = 1 _1 = _1 =
XILIPOO(A/X 1+x) Xlirpoom_x » 0

Der y-Unterschied von Kurve und Gerade wird beliebig klein,

Kurve und Gerade kommen sich beliebig nahe:
die beiden Geraden sind Asymptoten.
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b) Diskutiere die Funktiuon f und zeichne den Graphen.
Aus ,/x2-1 liest man ab: D = ]-o0;-1] U [1;00[ W =R,
Symmetrie zur y-Achse

' _ X . . .
f'(x) = o + 0 in D, das heif3t, kein Waagrechtpunkt

< 01in ]-o0;-1], das heiit Kurve fallt echt monoton in |-o0;-1],

X

Jx2-1
X_ > 01in [1;00[, das hei3t Kurve steigt echt monoton in [1;c[.
2 > Oin [t g [L50]
Jx2—1-x—=
£"(x) = Jx2-1 _ _ x2-1-x? <0in D

_ -1
x2-1 S x2-1)/x2-1  (x2-1)./x2-1

beide Kurvenaste sind Rechtskurven, kein Flachpunkt

¢) Zeichne ins selbe Koordinatensystem die Punktmenge mit der
Gleichung y? = x2 - 1. Diese Kurve heif3t EinheitsHyperbel.

EinheitsHyperbel
y2 =x2_-1

B Der hyerbolische Areakosinus
d) Die Flichenfunktion des Hyperbelsektors

Stelle F(x) dar mit einer Integralfunktion
und zeige F'(x) = —~

Jx2-1
F(x) = 2(%Xy — F*) = xy — 2F*
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f)

=x,/x2-1 —2fA/t2—1dt y=vVx?- 1/
1

Fi(x)=./x2-1 +x—2%_ _9 /x2_1
&) 2./x%2-1 17 y
__x2 2 _x2-(x2-1) _ 1 %
= - Jx%2-1 = = F
x2-1 Jx2-1 x2-1
1 X

G(x) =In(x + /x2-1)

Zeige: G'(x) = F'(x) und G(1) = F(1) und
folgere daraus: G(x) = F(x).

F heilit Areakosinus arcosh.

14X JX2-1+x
Qx) = —aX2=1 _ _Jx2-1 _ 1 _ g
(x) x+./x2-1  x+./x2-1  Jx2-1 (x)
1
G(1)=In1=0 F(1)=0—2fA/t2—1dt=O
1

wenn gilt G'(x) = F'(x), dann unterscheiden sich G(x) und F(x) blof} in
einer Konstante; diese Konstante ist gleich 0, denn G(1) = F(1)

also ist G(x) = F(x) = In(x + ./x2-1).
F(x) =In(x + /x2-1)

Zeige: Die Umkehrfunktion F-1 ist der hyperbolische Kosinus
arcosh1(x) = cosh(x) = %(ex+ eX)

D = [1;00]

F'(x) = ; > 0, das heil3t, F' steigt echt monoton in D,
Vxi-1 ist also umkehrbar

y=In(x+ ./x2-1) = x+ J/x2-1 =¢y = Jx2-1=eV-x =

x2-1=eZV-2xe¥+x2 = -1 =e2V-2xeY = 2xeV = eZV+1 =

2 Yiey
x=F-1(y) = ezyJ;i =& Ee = coshy, also F-! = arcosh™ = cosh
e

*23 Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit in den Nahtstellen.

a) f(x)=x+|In(1-x)|
1-x>0 = x<1, D=]-o00:1[
Nahtstelle: In(1-x)=0 = 1-x=1 = x=0
wenn x<0,dann 1-x>1, dann In(1-x)>0, dann f(x) =x + In(1-x)
wenn 0=x<1, dann 0<1-x=1, dann In(1-x)<0, dann f(x) = x — In(1-x)

x—In(1-x) fir 0=x<1

£x) = {x+ln(1—x) fir x<0
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b)

1+— fur x<0 =X fiir x<0
f'(X) _ 1— B 1-x
1-=L fir 0=x<1 |Z=% fiir 0<x<1
-X 1-x
) a _X)2 fir x<0
Fe) = 1 fur 0<x<1
(1-x)? ur 0<x

l{iﬁr}q(x—ln(1—x)) =1 -»In(+0)«=1 - »—o0« =00
Xlirpoo(x +In(1-x)) = Xlirpoo(lnex +In(1-x)) = Xlirpooln(i —x)eX
= Xlimooln(ex—xex) =»In(0-0)« =»In0« =—o0
f(x) =0 = (probiern!) = x=0 y
f'(x) # 0 in D, kein Waagrechtpunkt 1
f(x) =x + |In(1—=x)|

==X >0 fiir x<0
1-x

f'(x) = 2-x

>0 fur 0<x<1
1-x

Kurve steigt echt monoton
f"(x) + 0, kein Flachpunkt

7 1)2<0 fur x<0, also Rechtskurve
fn(X) _ —X
a 1 )2>O fiir 0<x<1, also Linkskurve
-X

g(x) = [Inx| - |x-1]
D=IR"

Nahtstellen: Inx =0 = x =1 ist zugleich auch Nahtstelle von |x—1|
o(x) = {—lnx+(x—1) = -Inx+x-1 fir 0<x=1

Inx-(x-1) = Inx—x+1 fir 1<x
+1 =2 figr O<x<1 = fiir O<x<1
g(X):{l—1=1;X fur 1<x g(X): _—12' fur 1<x
X X X
llH(l)(X 1-Inx) =»—1—(~00) « = 00
lim(1-x+Inx) = hm(lne Inex+Inx) = hm(lne ~) =»In(e-0)« =—o0

X—>00

g(x) =0 = (probiern!) = x=1
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gx) +0 y

im o'(x) = lim =1 =

et =in =0 w

lim g'(x) =lim 21 =0 1

! = g(x) = [Inx| - [x~1]
also Waagrechtpunkt W(1|0) .

g'®=+0

. " 1 l —

e =in et

1 " =1 -1 - _
Eﬂg(x)—lg}r}ﬂ 1

also Krimmungswechsel,
also ist W(1|0) Terrassenpunkt

24 Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit in den Nahtstellen.

x2 fur x<1
a) flx)= { 1-Inx fir x=1

' 2x fur x<1 . 2 fur x<1
Fx) = _;1 fir x>1 £ = Xlz fir x>1

fx)=0 = x=0 oder Inx=1 = x=0 oder x=¢
f1)=1= E}qxz | /
also ist f stetig in x=1
f(x)=0 = x=0,y=0
£'(0) =2

also ist (0|0) Tiefpunkt
ng} f'(x) = ng} 2x =2

lim f'(x) = lim 2= A

also ist f nicht differenzierbar in (1|1), Knickwinkel 71,56...°
f"(x) # 0, also kein Flachpunkt, aber Kriimmungswechsel in x=1

B Inx fur XE]O;e]
b) f(x) = { 3-In(x2) fiir xele;oo|
L frir xel0se] :% fiir x€]0;e[
f'(x) = XQ f"(x) = X2
2 fiir xeleseo] 2 T xelese]
X
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f(x)=0 = Inx=0 oder 3=Inx2 = x=1 oder x=./e3 =4,48...

_q4_T Tnx2
f(e)—i—ilsrg(S Inx?2) .

also ist f stetig in x=e
f'(x) =0 = keine Losung
kein Waagrechtpunkt
lim f'(x) =lim ¥ =1/e

xSe X

X5e

lim f'(x) = lim = =—-2/e

X2e xxe X

also ist f nicht differenzierbar in (e|1)
Knickwinkel 180°-56,54...°=123,45...°
f"(x) + 0, also kein Flachpunkt,

aber Krimmungswechsel in x=e

2 .o
25 f(x) = { (112)()( 1-Inx) ?H l(iix<k Bestimme a und k so, dass f differenzier-
a nX) UEK=X par ist. Zeichne die zugehorige Kurve.
2Inx fiir 0<x<k 2(1-In%) 5 0<x<k
' X " X2
f'(x) = f'(x) =
2 fiirk<x 2 fur k<x
X x2

f ist stetig in x=k, falls f(k) = li}Tll{f(X) = 1+a(1-1Ink)=(Ink)? (o)

f ist differenzierbar in x=k, falls li<rr11{ f'(x) = li>rr11{ f'x) = %{ = _f B)
(B) a=-2Ink eingesetzt in (o) liefert: 1 — 2(Ink)(1 — Ink) = (Ink)?2

1 - 2Ink + 2(Ink)2 = (Ink)?2 = (Ink)2-2Ink+1=0 = (Ink - 1)2
= Ink=1 = k=e, a=-2

0

fx) = (Inx)?2 fur O<x<e | (Inx)? fiir O<x<e
] 1-2(1-Inx) firesx | 2lnx-1 fiir esx
2Inx fiir 0<x<e gl—TM) fiir 0<x<e
£ =1, f@=1 ,
= fiir esx —= fir e<x
X x2

li>n(1) f(x) = li}r% (Inx)2 = »(-0)2« =00  lim f(x) = lim(2Ilnx—1) =»2-00-1« =00

fx) =0 = (Inx)2=0 oder 2Inx=1

= x =1 (doppelte Nullstelle) oder x = ,/e passt nicht weil < e
fx)=0 = Inx=0=x=1,y=0
f"(1) > 0, also ist (1|0) Tiefpunkt
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26

f"(x) =0 = keine Losung,

also kein Flachpunkt

(e|1) ist Wendepunkt, weil dort f'(e) = 2/e ist
und die Krimmung das Vorzeichen wechselt. 1

Diskutiere und zeichne den Graphen.
Untersuche die Kurven auf Symmetrie -
zum Koordinatensystem.

a) f(x)=In|x - J/x2+1|

=In|./x2+1 - x| =In(Jx2+1 - x)
wegen ,/x2+1 >x ist A/x2+ 1-x>0,alsoD=1R

X
-1
f'(X) _ /X2+1 — X—A/X2+1 - _ 1
Jx2+1-x  (JxZ+1-x)/x%2+1 Jx2+1

—X
fn(X) __ /X2+ 1 — X
x2+1  (x2+1)/x2+1
Symmetrie

fx) + f(=x) =In(/x2+1 - x) +In(Jx%2+1 +x) =

= In[(/x2+1-x)(J/x2+1+x)] = In[x2+1-x2] =In1=0
also ist f symmetrisch zum Ursprung
Grenzwert vom Argument mit trickreicher Umformung:

lim (Jx2+ 1-x) = lim G102 tex) o, 1 1 _ g
X—>00 X—>00 JxZ+1+4x x>0 [x241+x o0
also lim In(/x2+1-x) =»In(+0)«=—o0

X—>00

wegen Symmetrie zu O ist lim In(/x2+1-X) = o0

fx)=0 = In(Jx2+1 -x) =0 = Jx2+1 -x=1 = Jx2+1=x+1|?
x2+1=x2+2x+1 = x=0
f'(x) < 0, also kein Waagrechtpunkt, Kurve fallt echt monoton

f"(x) =0 = x =0 ist 1-fache Flachstelle, also Wendestelle
Steigung im Wendepunkt (0]|0): £'(0) =—1

f(x) =In(Vx2+1 - x)
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b) g(x) =In|x - /x2-1|
Die Wurzel ./x2-1 ist definiert fur x2z1, also fur x=-1 oder x=1
fir x=-1 oder x=1 ist das Argument |x — ./x2-1| % 0, also grof3er als 0

D= R\]-1;1]
I
o'(x) = x2-1 _ Jx2-1-x ___1
x—Jx2-1 (x-.Jx2-1)./x2-1 Jx2-1
-x
v 21 x
g (X) - X2—1 - (X2_1)m
Symmetrie

g(x) + g(x)=In|x - Jx2-1| + In|=x - J/x2-1|
=In|x - /x2-1| +In|x + /x2-1|
= In[(x-/x2-1)(x+/x2-1)] = In[x2-(x2-1)] =In1=0

also ist f symmetrisch zum Ursprung
Grenzwert vom Argument mit trickreicher Umformung:

. . —Jx2_ 2_ . 1 1
lim(x—./x2-1) = lim (x=o/x% - 1) (x4 /x2-1) =lim ——— =»2«=+0
X—>°°( ) X—>00 X+./x2-1 x>0y 4 [x2-1 b

also lim In(x-./x2-1) =»In(+0)« = —o0

X—=>00

wegen Symmetrie zu O ist lim In(/x2+1-X) = o0

g(x)=0 = Injx- J/x2-1|=0 = |x- Jx2-1|=1 = x- /x2-1 =+1
XxFl=,x2-1[2 = x2F2x+1=x2-1 = 2=42x = x=#1

(<1]0) und (1]0) sind Randpunkte

g'(x) < 0, also kein Waagrechtpunkt, Kurve fillt echt monoton

f'(x) =0 = x=0 ¢ D, also kein Flachpunkt

y
1 2
| | | | | o ° | | | | |
-5 -1 P 5 X
-

27 f,(x) =ax +Inx
Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten am
Rand von D, Nullstellen, Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
und deren Ortlinien.
Skizziere Kurven fur ae{-1, -1/e, —-0.25, 0} und die Ortline der Waagrecht-
punkte. Uberlege am Verlauf dieser Ortlinie die Bereiche von a, in denen
eine Scharkurve keine, genau eine, 2 Nullstellen hat.
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f)=a+1 flx)=— L
D =R*

+oo flir az0

lim (ax +Inx) = limx(a+myx) =»eo-(@t0)«=rooac= "7 27
—00 u

X—>00 X—>00
lir%(ax+ Inx) =»0—o00«=—00
X—

f(x) = 0 nicht auflésbar nach x
f(x)=0 = a+ )1( =0 = x=- % ist 1-fache Nullstelle von f;(x)

y=1f,(- i) =-1+In(-a)1=-1-In(-a)
W, (- i |-1 — In(~a)) gibt es nur fiir a<0
fl(- i )=-a%<0 falls a<0, W, sind Hochpunkte

= a+ )1( =0 = a=- )1( eingesetzt in f,(x)

Ortlinie der Hochpunkte y = f;(x) =1 + Inx
fix)=0= - % =0 hat keine Losung, es gibt keinen Flachpunkt
X

wegen f(x) < 0 sind alle Scharkurven Rechtskurven.

y 12
f,(x) = ax + Inx 0
1 LSS T
O e ———— 0
............ '
_1
/ Ortlinie der
=l Waagrechtpunkte

Scharkurve bertiihrt x-Achse, hat doppelte Nullstelle, wenn
1 -In(-a)=0 = In(-a)=-1 = —a=e!l = a="1e
die 2-fache Nullstelle ist dann x = — i =e
Scharkurven mit Hochpunkten unter der x-Achse haben keine Nullstelle
das ist der Fall, wenn —-1-In(-a)<0 = In(-a)<-1 = —a<e !l = a</e
Scharkurven mit Hochpunkten tiber der x-Achse haben 2 Nullstellen

wenn a>"1/e
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28 f,(x) =In(x + /x2+a?)

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D, etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem und
Nullstellen. Zeige, dass jede Scharkurve a+0 derjenigen mit a=0 fiir
x—o00 beliebig nahe kommt, ohne sie zu schneiden.

b) Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten.
Ermittle die Ortlinien der Waagrecht- und Flachpunkte.
Bestimme die Schar t,(x) der Flachpunkttangenten. Zeige, dass jede
Flachpunkttangente auch die Kurve mit k(x)=1+Inx berihrt.

¢) Skizziere Kurven fiir a€{0, 1/4, 1, 4}.

In2x fir O0<x

a=0: fy(x) =In(x + /x?) =In(x + |x]) = In0 fiir x=0

fy(x) =In2x =Inx + In2, Dy =R"
a+0: Die Wurzel ,/x2+a? ist grofler als x,

also ist das Argument x + ./x2+a? grofler als 0, also D,=IR
Symmetrie

f,(x) +f(—x) =In(x+ /x2+a2) +In(—x + /x2+a?)
=In [(/x2+a2 +x)(/x2+a2 - x)] = In(x2 + a2 - x?)
=Ina?

Symmetrie zum Ursprung, das heift falls f,(x) + f,(-x) = 0,

ist moglich, falls Ina2 = 0, also a2 =1, also a = *1.

Symmetrie zur y-Achse, das heil3t falls f,(x) + f,(-x) = 2f,(x),

a) Definitionsmenge D {

ist nicht moglich.
Kurvenverhalten am Rand von D
a=0: limfy(x) = lim(Inx+1n2) = oo li)n(l)fo(x) = li>n(1)(lnx+ln2) = —00

a=0: limf 2(x) = limln(x+ Jx2+a?) = »In(co+00)« = »In(o0)« = oo

hm ln(x+ﬁ/x2+a2) = hmln(—x+ﬁ/x2+a2) = hmln(ﬁ/x2+a2—x)

X—>—00

PlausibilitatsBegriindung: Die Wurzel ./x2+ a2 ist grofler als x,
unterscheidet sich aber (bei festem a) beliebig wenig vom Subtra-
henden x bei hinreichend grofSem x-Wert, ./x2+a2-x geht also

gegen 0, also lim In(x+./x2+a2) = -

X—>—00

anderer, trickreicher Weg:
lim In(x+./x2+a2) = lim In (Jx2+a?+x)(Jx%+a?-x) _
X—>—00 X—>—00 /X2—+ a2 _x

) 2. 42_2 . 2 9
lim In Z=2"=X" = lim In a =»In& « = »In0« = —0

X—>—00 ’X2+a2—X X—>—00 /X2+a2_x (o ¢]
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b)

Nullstellen In(x+ J/x2+a2)=0 = x+ Jx%2+a2=1 =

= Jx2+a2 =1-x (quadriert) = x2+a2=1-2x+x2 = x=
G, als asymptotische Kurve

Schnitt von Scharkurve G, und Scharkurve G, ?

In(x + Jx2+a2)=In2x = x+ J/x2+a2 =2x = ,/x2+a? =x|?

x2+a2 =x2 ist fur a+0 ein Widerspruch, also kein Schnitt.
Beliebig nahe kommen: lim [f,(x)—f,(x)] = lim[In(x +./x2+a2)-In2x] =

/ 2
= limln@ — limIn 1= 1;(a/x) = lnb@ =In1=0 gq.e.d.

L(1-a?

X—>00 2x X—>00
1+ =X
£ (x) = Jx2+a? _ Jx2+a2+x _ 1
2 x+/x2+a2  (x+./x2+a?)./x2+a? [x2+a2

f.(x) > 0, keine Waagrechtpunkte, jede Scharkurve steigt echt monoton
Schnitt von Scharkurve G, und Scharkurve G,
X
f"(X) _ A /X2 + az — —X
a x2+a?  (x2+a?)/x2+a?
fi(x)=0 = x=0 ist 1-fache Flachstelle, also Wendestelle, die Wende-
punkte (0|In|a|) liegen auf der y-Achse, Steigung f, (0) = 1

Schar der Wendetangenten t(x) = éx +Inlal, a%0 4

Schnitt Wendetangenten-Beriihrkurve k

1 +Inlaj]=1+Inx, aund-a liefern dieselbe Kurve, deshalb sei a>0

4 ly+Ina=1+Inx = x=a, Schnittpunkt S(a|1+Ina)

Kurve%steigung in S: k'(a) = i = Steigung der Wendetangenten,
also ist S Beriihrpunkt.
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$29 f,(x) =In(x? +e?) — x2, a=0
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D, etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.
b) Zeige mit der Abschiatzung Inz<z-1(fiir z>0, z+1), dass es keinen
positiven Funktionswert gibt, und schlie3e daraus auf die Nullstellen.
c) Zeige, dass jede Scharkurve fiir x—o beliebig nahe herankommt an die
Kurve mit h(x)=In (x2) - x2.

d) Bestimme Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten.
Ermittle die Ortlinien der Waagrecht- und Flachpunkte.

e) Skizziere Kurven fur ae{-2, -1, 0}.

Yo\ 2X _ 1 4\ o, x2+ed-1
fl(x) = Goo 2x = ZX(X2+ea 1) =-2x o

" _ (X2 + ea) -2 —2X(2X) _ _ ea_x2 —
faltx) = (x2+e2)2 2= 2((X2 +e7)? Y

a) Das Argument x2 + e? ist grof3er oder gleich e?, also grof3er als 0,
In (x2 + e?) ist definiert fiir jede reelle Zahl x, D =R
jede Scharkurve ist symmetrisch zur y-Achse, weil x nur als Quadrat

vorkommt ,

a
lim[In(x2+e2)—x2] = limx2| RE+eT) 4| = ,00.(0—1)« = o0
X—>00 X—>00 X2

wegen Symmetrie zur y-Achse ist lim [In(x2+e?)—x?] = -0

b) Fall a=0: In(x2 + 1) =x2 = x=0 ist Nullstelle
flir x>0 ist In(x2 + 1) < x2, denn jetzt gilt die Ungleichung
Inz<z—1, wenn man substituiert x2+1=z,x2=z-1
x=0 ist also die einzige Nullstelle
Fall a<0: Mit der Substitution x2 + e2 = z in der Ungleichung Inz<z-1
gilt: In (x2 + e?) < x2 + €2 — 1 < x2, denn e2-1<0,
also In (x2 + e?) — x2 < 0, also nur negative f,(x), keine Nullst.
2
¢) Hm[f,(x)-h(x)] = im[In(x2+e?)-Inx?] = lim 1n(’Lzea‘) - limln(i + e—‘;‘)
X—>00 X—>00 X—>00 X X—>00 X
=In(1 + 0) = 0, die y-Abstande gehn gegen 0, also nidhert sich die Schar
immer mehr der Kurve Gy,
d) Waagrechtpunkte f;(x)= _ox.X2*ei-1 _

x2 +e?

Fall a=0: f;(x) = -2x-—%— = 0 = x=0 ist 3-fache Nullstelle von f;,

x2+e
(0]0) ist Extrempunkt, ist Hochpunkt nach Aufgabe b)
Fall a<0: x=0 oder x=+,/1-e2 (drei 1-fache Nullstellen von f})
y=a oder y=e2-1
Waagrechtpunkte W (0|a), W, (+./1—e? |ea-1)
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Monotonie fiir x=0 1 1 \
wegen Symmetrie (|) + |0 - F )
zur y-Achse sind 0 ems 1—ea emf @ X
W,(0]a) Tiefpunkte, / A

W, (+./1-e?|ea-1) Hochpunkte

Ortlinie der Waagrechtpunkte wap(x)

x=t.,/1-e2 = e2=1-x2 =

y = e?~1= wap(x) = —x2 fur |x|<1 wegen ./1-e2<1

Flachpunkte
M) o(_€2=x2 4\ _ w2 = (w2 2
fa(x)—Z((Xerea)2 1) =0 = e?2-x2 = (x2+e?)

e?—x2 = x*+2x%e2+e?2 = x4+ (2e2+1)x2+e22-e2 =0

Diskriminante D = (2e2+1)2-4(e22-e2) = 4e22+4e2+1-4e22+4e2
D=8e2+1 >0

X2 = %(—Zea— 1+./8e2+1) muss =0 sein, also kein Minus vor der Wurzel

x2 = 2(-2e2-1+,/8e2+1)
Fall a=0: x2=0, also ist x=0 eine 2-fache Nullstelle von f,
(0]0) ist Flachpunkt (nicht Wendepunkt!), also flacher Hochp.

Fall a<0: damit x2>0 ist, muss sein —2e2—1+,/8e¢2+1 >0 =
J8ea+1>2e2+1 quadriert 8e2+1>4e22+4e2+1 =
4ea>4e22 = 1>e2 = a<0
fiir alle Scharkurven mit a<0 ist x = iA/%(—Zea— 1+./8e2+1)

1-fache Nullstelle von f,’, also Wendestelle
y Wert des Wendepunkts:

= In(}(/Ber+1-1))+e2+1-1 /Bea+1

Ortlinien der Flachpunkte
e2—x2 = (x2+e2)2 (von oben) auflosen nach e2
ed—x2 = x4+2x2%e2+e22 = e2a+(2x2-1)ed+x%+x2=0
Diskriminante D = (2x2-1)2-4(x*+x2) = 4x*-4x2+1-4x*-4x2

D =1-8x2 fiir x2= é,
e? = 3(-(2x2-1)+./1-8x?) = }(1-2x2+./1-8x?)
ed = —(1 2x2—,/1-8x2) e?, = —(1 2x2+,/1-8x2)
e?_eingesetzt in f,(x) ergibt flap_(x) = In1 5(1-/1-8x2)-x2, |x| = ﬁ
e?, eingesetzt in f,(x) ergibt flap, (x ln1(1 +,/1-8x2)-x2 |x| = ﬁ
die Wendepunkte mit dem grofiten Abstand von der y-Achse

liegen auf der Scharkurve mit a=ln§ :
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Ortlinie der
Waagrechtpunkte

Hullkurve

h(x) = Inx?2 — x2

f,(x) = In(x2+e?) — x2

Ortlinie der Flachpunkte E s Ortlinie der Flachpunkte

iflap+(x) = 111%(1+v1—8x2 ) —x2, |x|= %\/E flap_(x) = ln%(l— Y1-8x2) — x2, |x|= %@

$30 f,(x) = x2lnx?2

a)

b)

c)

d)

e)
f)

g)

Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D, etwaige Symmetrie zum Koordinatensystem.

Zeige, dass sich alle Scharkurven in einem Punkt B rechts von

der y-Achse beriihren und bestimme die Gleichung der gemeinsamen
Tangente t.

Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte.

Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen.
Bestimme Ort und Art der Flachpunkte.

Lose Aufgabe a) fiir a=—1 und fiir a=-2.

Lose Aufgabe a) fiir a= % und fir a=- %

Skizziere Kurven fir ae{-1, 0, 1, 2} im Bereich 0 = x = 3.
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f, (x) = —ax‘a‘ilnx2+x‘ai—§ = —ax 2-1lnx2+2x-2-1 = x-a-1(2-alnx?)

10 = Cam o Saime o e -
= (-a-1)x"27%(2-alnx?)-2ax"2"% = x"2"%(2a+(a+1)(2-alnx?))

a) Inx? ist definiert fiir x+0 x~a ist definiert fir x>0
also ist x2Inx? definiert fur D = IR\{0}
Symmetrie zum KoordinatenSystem
Inx2 bewirkt Symmetrie zur y-Achse

zur y-Achse, falls a gerade

x~2 bewirkt Symmetrie { zum Ursprung, falls a ungerade

zur y-Achse, falls a gerade

. _ P) .
also ist x™*Inx* symmetrisch { zum Ursprung, falls a ungerade

Kurvenverhalten am Rand von D
lim x2Inx2 = lim % = 0, das heif3t, die x-Achse ist Asymptote

X—>+00 X—>to0 X
lim Inx? - _ li Inx? — —00, falls a gerade
x50 X8 x50 X8 oo, falls a ungerade

das heif}t, die y-Achse ist Asymptote

b) Jede Scharkurve hat die Nullstelle 1, gemeinsamer Punkt ist (1]|0)
Steigung dort m = £, (1) = 2, gemeinsame Tangente t mit t(x) =2x -2
weil a nicht im Term vorkommt, beriihrt t jede Scharkurve.

¢) Waagrechtpunkte W,

fl(x) =x2-1(2-alnx?) =0 = Inx2 = 221 = x2=e?a = x=zxel/2 a+0

y = f,(ze/?) = (ie“a)‘a-ﬁ = (ii)_a'i, Wa+(e1/a|i),
Wa_(—e”"‘la%e ) und a gerade, Wa_(—e1/a|—i) und a ungerade
fi(x) = —x~2-2(2a+(a+1)(2-alnx?))

—a-2

f(el2) = —(el/a)-2-2(2a+(a+1)-0) = -2ae =

fiir a>0 ist f(+e!2)<0, die Waagrechtpunkte W,, sind Hochpunkte
W,__ sind: Hochpunkte, wenn a gerade, Tiefpunkte, wenn a ungerade
Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen

Fall a+ x=el2 = lnx=§ = a= %{,Xdﬂ.
y = i Kurve y = %lnx, x>0, x+1 und analog

Fall a- agerade y-= fln (—x), x<0,x*-1

a ungerade y = — %ln (—x), x<0, x+-1
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d) Flachpunkte F,
fi(x) = —x-2-2(2a+(a+1)(2-alnx?)) =0 = (a+1)(2-alnx?) =-2a

— 2-alnx? =22 2+ 28 - alnx2 = alnx? = 2(2a+1)
a+1 +1 a+1
2(2a+1) 2a+1
= X2 =z eal@t) = x = +ea(a+1)
2a+1

x = e2a+1) gt 1-fache Nullstelle von f,(x), also Wendestelle

2a+1 2a+1\—a
y=1, (ea(a“)) = (ea(a+1>) 22a+l) _ 2Q2a+) -5 ,a+0,a*-1

a(a+1) a(a+1)
e) ae{-2,-1}
D und Symmetrie wie in a)
lim x2Inx2 = lim (x/2/- Inx2) = o0

X—>00 X—>00
aist gerade:  lim x2Inx2 = lim (x/@-Inx2) = oo
X—=>—00 X—>—00
a ist ungerade: lim x2Inx2 = lim (x/-Inx2) = —o0
X—=>—00 X—>—00
11151 X l1m (xll-Inx2) =0, das heif}t, (0|0) ist Kurvenloch
X—>

f) ael-1, %} D =1R"*, also keine Symmetrie zum KOSY

y I!] I!z E!E!I] ;
1_ —  —
f,(x) = x*Inx2
_ = "
................ ]III
| W-R T
- P e
---------------
18] 4
2 X

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

wap(x) = %-lnx1
X+

Orthme der Flachpunkte
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31 f,(x) = (Inx)2-2a-Inx, aclN
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D, das Kurvenverhalten
am Rand von D und Achsenpunkte.

b) Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Waagrechtpunkte liegen.

c¢) Bestimme Ort und Art der Flachpunkte.
Ermittle die Gleichung der Kurve, auf der die Flachpunkte liegen.

d) Berechne den Inhalt der Flache, die zwischen der x-Achse und
einer Scharkurve liegt. Wie grof3 ist er im Fall a=1 ?

e) Skizziere Kurven fur ac{-2, -1, 0, 1, 2} im Bereich 0 = x = 10.

f

a

f,(x) = 2(Inx) -1 -2a 1 = 2lnx=a)

X

(x) = (Inx)2-2a-Inx = (Inx-2a)lnx

" 2x-}-1(—2(lnx—a)-1 2(1+a-1
£ = 2am 200 0)' 1 1 vacing
a) D=1R"

lim (Inx-2a)lnx =»00-00« =00

X—>00

liI(I)I (Inx-2a)Inx = »(~o0)-(—00) « = 00, die positive y-Achse ist Asymptote
X2

lim 2Unx=2a) _ gy 2INX_ o @ _0_0=0

X—>00 X X—>00 X Xx—00 X

lim 2(0x=8) _ 9 iy 2IX_9 Jim 8 =, (—o0) -0« = —o0
x20 X x—»00 X X—>00

f(x)=0 =Inx-2a=0 oder Inx=0

a
X = 22 oder x=1

Achsenpunkte: (e22|0) und (1|0)
(1]0) hangt nicht ab vom Parameter a,
also gehn alle Scharkurven durch (1]0).

b) Waagrechtpunkte W,
fix)=0 = Inx=a = x=e2 = W,(e?|-a?)
" _ 2(1+a-Inx
f)(x) = 2+a-Inx)

X2
f(e?) = ﬁl > 0, die Waagrechtpunkte sind Tiefpunkte
a =Inx eingesetzt in f,(x) liefert Gleichung der Kurve der W,

y = wap(x) = f}, (%) = (Inx)2-2Inx - Inx = —(Inx)? = —f,(x)
die Kurven von wap und f, liegen symmetrisch zur x-Achse
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c) Flachpunkte F,
fix)=0 = Inx=a+1 = x=e2! = F, (e?*!|1-a2)
die Flachpunkte sind Wendepunkte, weil die Flachstellen x = e2+1
1-fache Nullstellen von f,(x) sind
a=Inx — 1 eingesetzt in f,(x) liefert Gleichung der Kurve der F,
y = flap(x) = f,, 1(%X) = (Inx)2-2(Inx-1) - Inx = (2-Inx)Inx =-f,(x)
die Kurven von flap und f; liegen symmetrisch zur x-Achse
d) Flacheninhalt Zur Erinnerung:
I Inx dx =x-Inx - x+ C =x(Inx - 1)
I(lnx)2 dx = x(Inx)? - 2x:Inx + 2x + C
j (Inx)2-2a-Inx dx = x(Inx)2 - 2x-Inx + 2x — 2ax(lnx - 1) + C
IntegrationsStellen sind die Nullstellen von f,(x)

e2a

[ ((Inx)2-2a-Inx)dx = [x(Inx)?-2xInx + 2x-2ax(Inx- 1)) =
1

= [e22(2a)2-2e22-2a+2e22-2ae22(2a-1)]-[0 -0 + 2 — 2a(-1)]
= 4a2e?2a—-4ae22+2e22-4a2¢23+2ae22-2-2a =

= —2ae?2+2e22-2-2a

Flacheninhalt = 2| (e22—ae?2—1-a) |, fiir a=1 betragt er 4.

f,(x) = (Inx)2 - 2a-Inx

Ortlinie der Flachpunkte
flap(x) = _(lnX)Z + 2:Inx = —f1(X)

186






BARTHe)KRUMBACHER Losung VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

VIII. Rationale Funktion

! Obacht: Die Losungen sind nicht tliberpriift auf Richtigkeit !

1.Definitionen und Eigenschaften

01 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) f(X)=}( b) f(x)=1—)1( c) f(x)=%+1 d f(x)=-=X

X x+1

y

+
a) fx) =1 1
1
I
!
I

1
I
—— a4 ————® ===+ ——= [
-1 | 1 X
_1+
I
T
I
+
I
1

yI
1
VI L J
=1+1 |
X
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02 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven
und skizziere die Graphen.

a) f(x)=x+)1{ b) f(x)=x—)l( c) fx)=x2+1 d) f(x)=x2-

X

X

[N
———— =+ — —i=

_\@)\

——t——— =

\ yl |
1 1
| |
t t
| |
1 1
| |
\ I |
Nl I
4 |
D ' ®
| 1 X I
- o
| |
T 1 _1T
lc) f(x) =x2+4 d) f(x) =x2+ |
_|_
|
1
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03 Bestimme die Nullstellen und asymptotischen Kurven
und skizziere die Graphen.

a) f=x+3 b) f@=x-4 o fx=x2+L &) fe)=x2-

x2 x2 x2
y WY
1
I
-1 T
2 |
1
I
11
T
s |/
@) | | B
1 X -1 7
1
I
) £() =x +1 '
a X—X+§ ':'
+
I
1
1 AY
I I
I I
T T
I I
+ 1
I I
\ I I
\ 1T 17
A |
| AN e | | | \@/
-1 1 X |
1
— 241 -1
c) f(x)=x +3 :
T
I
_|_
I
1

d) f(x) =x2+L

x2
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04 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.
a) f(x)= X; b) f(x)= —X o) flx)= X d) f(x)= X

-1 x2-1 x2-1 x2-1
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05 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.
a) fX)=5 b) fX=",- o f=-X d) f(x)= X

x2+1 x2+1

x2+1

6 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

—x3 —x2 3
a) f(x) = 2 b) flo)= 1% ¢) flx) =%
Iy
I
I
I
| 1
I
1
I
—4——;—?—%——%—

b) f(X) =

1-x2 -1
xi-1= x2a1 1XI¥1

3_ 1
C) f(X) = §t§5 = m ) x+0
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*7 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

a) flx)= 2 b) f(x) = 1L ©) fx)= 7
d) fx) = o) f(x) =2y f) fix)=|x
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8 Bestimme Nullstellen und Asymptoten und skizziere die Graphen.

2_
a) fx) =L b) =2 o fR=-2=1 & fx=-
X2+Xx + x| X3-X |x —x|
x __1 x 1
Txhx | S =L x<0 ol X _ -1 x<0
x2+x  x+1 x2-x x-1
y

) P — | IX
I
| -1
I
| 1
I
| 1
I
| x11, x>1
X
d) f(X) |x2 X| x[x- 1| X11,0<x<1
y | %1’ x<0
IR
I
T I
I
- I
I
I
1 | -+
I
I

*9 Gib moglichst einfache Terme von Funktionen an,
deren Kurven folgende Asymptoten haben:

b) x=1undx=-2 f(x) = m

c) y=1 f(X)=1+—oderf(x)= —}1(

d) y=—1undx=-1 f(x) = —1+—1 oder f(x) = —1—71
e) y=x f(x) = X+)l( oder f(x) = X—}(
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f) y=x+1undx=3 f(x)=x+1+x% oder f(x) = x+1——1—§
010 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1-fachen Pol
und einer waagrechten Asymptote sowie Kurvenpunkte mit ganzzahligen

Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

y iy
T R
a) ! b) A
I I
1 I 1
I I
' """""" Ii Ii'\
I I
|——+ —|——|— G|§——|——+— —I-——I _|1 & |1 | IX
et
I I
T I 1
I I
+ —
I I
1 -
y |
1 T
c) ‘I d) 1 :
I I
g B
X I
O |
———————— At ——— - —————————T——————————
1 \1 |
I I
I I
: —I1 @ Ii IX
+ 1= I
I I
1 1 I
a(x) =-1 b(x) = 2 ofx)=-1+1 d(x) =2+

*11 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1-fachen Pol
und einer schiefen Asymptote sowie Kurven- und Asymptoten punkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.
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*12 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 2-fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurven- und Asymptoten punkte mit
ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

y_

-

1-
%4—
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*13 Die Bilder zeigen Kurven rationaler Funktionen mit einem 1-fachen Pol
und einer weiteren Asymptote sowie Kurvenlocher und Asymptoten punkte
mit ganzzahligen Koordinaten. Stelle den Funktionsterm auf.

ax)=-1+ —=+2 _ b(x) = —x + 2 + —X=2

(x+1)(x+2) (x-1)(x-2)

Bearbeite die Aufgaben 14 bis 30 unter den Gesichtspunkten:
Maximale Definitionsmenge D
Symmetrie zum Koordinatensystem
Nullstellen
Asymptoten und Verhalten am Rand von D
Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
Skizze und Wertemenge

_ _16x 'y) — 99, (x+2)(x2-2x+4) ") — 0@, X2(x3+32)
14 f(x) 16 f'(x) =-32 5 16)2 f"(x) = 96 - 16)?

D = R\{3/16}
keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstelle: x =0

1-facher Pol: x=3/16  lim ;i —+00  lim ;ﬂ __
x23/16 X -16 x53/16 X -16

Zahlergrad < Nennergrad: x-Achse ist Asymptote fiir x—+oo

Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=-2 W(—2|§)

f'x)<0= W(—ZI;—L) ist Hochpunkt

Flachpunkte F: f"(x) = 0 = x=0 (2-fach) oder x=—3/32 ~ -3,175 (1-fach)
F,(0]0) ist Flachpunkt, Fy(-3/32 I% 3/32) ist Wendepunkt.
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W=R

X
_ X _ X o) —(2x2+x+2) nwy _ 6x(x2+x+3)
15 flx) = x3-3x2+4  (x+1)(x-2)2 Fa) = (x+1)2(x-2)3 £(x) = (x+1)3(x-2)4
D = IR\{-1, 2}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstelle: x =0

. = — ] —X = ] _1 = — ] =
1-facher Pol: x =-1 gﬂ (22 gpi a9 - gpi f(x) =+o0
2-facher Pol: x =2 lim —=%— - lim—2— = 400 = lim f(x)

x>2 (x+1)(x-2)2 x»23(x-2)2 X2

Zahlergrad < Nennergrad: x-Achse ist Asymptote fiir x—+too
kein Waagrechtpunkt W, denn der Zahler in f'(x) ist positiv fur jedes x.
Flachpunkte F: f"(x) = 0 = x=0 (1-fach), F(0|0) ist ist Wendepunkt.
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__3x3 _ -48 1) — _ 144x? ") — —DT6x(x-2)(x2+2x+4)
16 f(X) ~ x3+16 * x3+16 x (x3+16)2 £ (X) (x3+16)3
D =IR\{-3/16}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
3-fache Nullstelle: x=0

3 3
1-facher Pol: x=-3/16  lim ?L =—00 lim ;?L = +00
Zahlergrad = Nennergrad: y=3 ist Asymptote flir x—>+oo

Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=0 (2-fach) W(0|0) ist Terrassenpunkt
Flachpunkte F: {"(x) =0 = x=0 (1-fach) oder x=2 (1-fach)
F,(0]0) und F,(1|1) sind Wendepunkte.

y

|
|
|

3x3 —48
| —_ =
| L &=gs 116
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| W = R\(3)
|

|

|

17 fx) = XL — x4 X fi(x) = 2X203+16) gy 24xP(x-2)(x2+2x+4)

T B+d . T 3+4 (x3+4)2 (x3+4)3
D - R(-4/4)
keine Symmetrie zum Koordinatensystem
3-fache Nullstelle: x=0
1-facher Pol: x=-3/4 lim ! _ & lim =% = 4o

xo-3AX3+4 x5 3/4X3+4
Zahlergrad = Nennergrad + 1 : y=—x ist Asymptote fiir x—+*oo

Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=0 (3-fach) oder x=—3/16 ~-2,52 (1-fach)
f"(0) <0 = W,(0|0) ist Hochpunkt
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f'(-3/16) > 0 = W,(-3/16|33/2) ist Tiefpunkt

Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=2 (1-fach) oder x=0 (2-fach)
F1(2|—§) ist Wendepunkt, F,(0|0) ist (nur) Flachpunkt

y

- K- ——— — ==

18 f(x) = x3-2x _ -x(x2-2) — x4 =X

3-x2 x2-3 x2-3
! - _ (X+ 1)(X—1)(X2—6) " —_ 2% X2+9
f'(x) (x2_3)? f"(x) J_)(x2—3)3
D = R\{+./3}

Symmetrie zum Ursprung
1-fache Nullstellen: x =0, x =+,/2
i e : x(x2-2)  _ | 31  __
1-fache Pole: x = ./3 Xlim3 B ) Xlir% e
. —x(x2-2)
B x )

x=-./3 wegen Symmetrie lim f(x) =—c0o=- lim f(x)
xb—ﬁ Xi>—,\/§

Zahlergrad = Nennergrad + 1: y=-x ist Asymptote fiir x—>+o0,
schneidet Kurve in (0]0)
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=+1 (1-fach) oder x=+,/6 (1-fach)
f"1) >0 = W,(1]-0,5) ist Tiefpunkt
f'(/6) <0 = Wy(./6|-5./6) ist Hochpunkt
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wegen Symmetrie ist W5(-1]0,5) Hochpunkt, W,(-./6 Igﬁ) Tiefpunkt
Flachpunkte F: f"(x) = 0 = x=0 (1-fach), F(0|0) ist Wendepunkt

X
|
I I
_ x3-2x N
f(X)_ 3 —x2 I 1 I\
— I I
:_X+X2i(3 : 1 : .
I I[
I 1 I
I I
I 1 I
I I
I 1 I
W=1R | |
I I

19 f(x)= 12x=8x% __ 3x(x-4) __g, 12(2x+1)

C x2+4x+4 (x+2)2 (x+2)2
f'(x) = - 24(x-1) f'(x) = 24(2x-5)
(x+2)3 (x+2)*
D = R\{-2}

Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstellen: x=0 und x=4

2-facher Pol: x=-2 lim -8x(x-4) _ li =36 _ _ o

X—>—2 (X+2)2 X—>—2 (X+2)2
Zahlergrad = Nennergrad: y = -3 ist Asymptote fiir x—>zoo,

schneidet Kurve in (- % |-3)
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=1 (1-fach) ,f"(1) <0
W(1]1) ist Hochpunkt
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20

Flachpunkte F: f"(x) =0 = ng (1-fach), F(g Ig) ist Wendepunkt

y
o 1L GR) <
[ e [ e By I B B | [
| 4
I
I
e i e ittt
I
I _12x — 3x2
: T x%+4x+4
- o 1202x+1)
: [ =-3+ (x+2)2
|-
| wem
W = ]—00 71]
__5x% _ 1.9 8x2
) = 10x3-32 2% ' 5x3-16
'(y) — 25x4(x—2)(x2+2x+4) ") — 25x3(5x6-32x3+512)
fx) (5x3-16)2 f'x) (5x3—16)?
_ 3/16
D = R\{ ﬁ }
Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
5-fache Nullstelle: x =0
5 5
1-facher Pol: x=3/3,2  lim —2X - lim —2X2 _ __
AETIOR XTSRS 26316 xaBz2(6xP-16)

Zahlergrad = Nennergrad + 2: Parabel mit y= %xz ist asymptotische Kurve
fiir x—>+o0, bertihrt Kurve in (0]0)
Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=0 (4-fach) x=2 (1-fach)
W,(0]0) ist Terrassenpunkt (0 ist 5-fache Nullstelle!)
f"(2) > 0, W,(2] %’ ) ist Tiefpunkt
Flachpunkte F: f"(x) = 0= x=0 (3-fach), F(0]|0) ist Wendepunkt
= 5x6-32x3+512 =0, Substitution u= x3
= 5u?2-32u+512 =0, Diskriminante < 0

= 5u2-32u+512 > 0 fiir jede Zahl u= x3,
= F(0]0) ist einziger Wendepunkt
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_(x-1)3 _ 1 x3-3x2+3x-1 _1_ 3x-1
21 f(x) a3 3 = sx—1+ a7
f(x) = Gr2)x=1)° £(x) = 20=1)
3x X
D = IR\{0} Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
3-fache Nullstelle: x=1
3 _
2-facher Pol: x=0 lim &=1° _ im =L - _o

x-0 3x2  x-03x2
Zahlergrad = Nennergrad + 1: y= % x—1 ist Asymptote fiir x—>+too,
schneidet Kurve in ( % - g)
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=1 (2-fach) oder x=-2 (1-fach)
W,(1]0) ist Terrassenpunkt (1 ist 3-fache Nullstelle!)
f'(-2) <0, W2(—2|—§) ist Hochpunkt
Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=1 (1-fach), F(1|0) ist Wendepunkt

Y (]o) ==

4
_ (x-1)°
fx) = 3x2
1 3x-1
= gX—i + 3x2

\
\
\
\
1
N
|_ [ J
©
_—t == — = — —+ — —\—
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2 3 2
22 f(x)= X(2x+9) _ im _ 1, T, 2(3x+14)

23

4(x+4)2 x2+8x+16 2~ 4 (x+4)2
f'(X) _ X!X+6!2 f"(X) — 12(X+6!

2(x+4)3 (x+4)4
D = R\{-4}

Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
2-fache Nullstelle: x =0, 1-fache Nullstelle: x = —g

2-facher Pol: x =—4  lim X2x+9) _ ) 161 _

x>-4 4(x+4)2  x—>-44(x+4)2
Zahlergrad = Nennergrad + 1: y= % X— ;71 ist Asymptote fir x—=oo,
14|49

schneidet Kurve in (- |-3)

Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=0 (1-fach) oder x=—6 (2-fach)
f"(0) > 0 = W,(0|0) ist Tiefpunkt
f"(-6) =0, Wy (-6|- %7) ist Terrassenpunkt

Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=-6 (1-fach), F(-6|-2!) ist Wendepunkt

_ x2(2x+9)
f) = ooy
1. 7 2(3x+14)

= oX—+ +
2X T4 T T (x44)2

f(x) = 85216x-9 _ 3(x+3)(x-1) _ 3, _-21
x2+2x+4 x2+2x+4 x2+2x+4
f'(X) _ 42(x+1) f"(X) _ -126x(x+2)
(x2+2x+4)2 (x2+2x+4)3
D=1R

Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstellen: x=-3 und x=1

Zahlergrad = Nennergrad: y=3 ist Asymptote fiir x—=+oo,
Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=-1 (1-fach)
f"(-1) > 0 = W(-1|-4) ist Tiefpunkt
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Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=0 (1-fach), x=-2 (1-fach)
F1(O|—?1) und F1(—2|—?1) sind Wendepunkte

_ 3x2+6x-9 _ 3(x+3)(x—1)
f(X) T Ox242x+4 x242x+4

_ 21

=3+ X24+2x+4

24 f(x) = x3+8x2+23x+22 _ (x+2)(x2+6x+11) x4 44 2x+1)

x2+4x+5 x2+4x+5 x2+4x+5
1) — (Xx+3)2(x2+2x+3) no) — 4(x+3)(x2-3)
fx) (x2+4x+5)2 £x) (x2+4x+5)3
D=R

Keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstelle: x=-2

Zahlergrad = Nennergrad + 1: y=x+4 ist Asymptote fiir x—>+o00
schneidet die Kurve in (-1|3)
Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=-3 (2-fach)
= W(-3|-1) ist Terrassenpunkt

Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=-3 (1-fach), x=+./3 (1-fach)
F,(-3]-1) ist Terrassenpunkt

Fy(-./3 ~0,9) und F5(./3|~6,1) sind Wendepunkte
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y /
f(X) _ x3 4+ 8x2 + 23x + 22 /

x2+4x+5 1 o,

/
2(x+ 1) (V315 (7+3V3)

X2 +4x+5

=x+4+

25 f(x) = 2x3+6x2-8 _ 2(x-1)(x+2)2 _ 9.4 6x2

x3-4 x3-4 x3-4
'(x) = — BX(x+2)(x2-2x+4) ey _ 12(x5+28x3+16)
f'(x) = (x3_4)? f"(x) o4y
D = R\{3/4)}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstelle: x =1, 2-fache Nullstelle: x =-2

1-facher Pol: x=3/4 lim nggﬂ = lim 6x2 =400 lim 6x2 — o
x»3/4 x°—-4 xsfi/éix3_4 xszi/ZLXS_‘L
Zahlergrad = Nennergrad: y=2 ist Asymptote flir x—>+o0
beriihrt Kurve in (0|2)
Waagrechtpunkte W: f'(x) = 0 = x=0 (1-fach) oder x=—2 (1-fach)
£"(0) <0 = W,(0|2) ist Hochpunkt

f'(-2) >0 = W,(-2|0) ist Tiefpunkt
Flachpunkte F: f"(x) =0 = x6+28x3+16 =0, Substitution u=x3
u2+ 28 u + 16 =0, Diskriminante = 16-9-5
w, =1(-28+12./5)=—(14%6./5) <0 (wegen 142 > 62.5)

X,=—3/14-6,/6 ~-0,84, x =—3/14+6,/5 ~ -3 (beide 1-fach)
F,(x,|~1,1) und Fy(x_|~0,26) sind Wendepunkte
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f(X) — 2x34+6x2-8

(%—0,84|%1,1). 1+

( }
bt (% =8|~ 0,26) e D
(+-31~0.26) (-2[0) 14 X

_x*-51x2-48 _ X (.2 -6
26 f(x)= o =16 (x2-51) + =

f'(x) = 3(X—1)(X+4%)))§§—4)(X+4) f'(x) = 3(X—2)(;0+X%))(X2+4)

D = IR\{0}
Symmetrie zum Ursprung
Nullstellen: x*-51x2-48 =0, Substitution u=x2

u2-51u-48 =0, Diskriminante = 2793 =49.57
w, =1(51+7,/57), u_ <0 (wegen 512 < 72.57)
X, =t fu, =+ ﬁ(m +7./57) ~+7,2 (beide 1-fach)

A m1e2_ o C wh_ 42
1-facher Pol: x=0 limX=21x7-48 _ ;)48 _ o |imX=2ix7-48 _
x2>0 40x x2040x x50 40x

Zahlergrad=Nennergrad + 3: y= 410 (x2 - 51) ist asymptot. Kurve fiir x—+oo
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=+1 oder x=*4 (alle 1-fach)
f'1) <0 = Wi(il—;—g) ist Hochpunkt

f'4)>0 =  Wy(4|-2) ist Tiefpunkt
wegen Symmetrie ist W4(—1]| ‘21—3) Tiefpunkt, W,(-4| 139) Hochpunkt

Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=+2 (1-fach), F(iZIig’—g) sind Wendepunkte
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f(x) = x4-51x2-48 _ x3 bHiIx + -6

40x 40 40 @ 5x

27 f(X) _ x5-3x3-162 _ (x—3)(x*+3x3+6x2+18x +54) _ 1X2 _ 3, =81

4x3 4x3 1 4 2x3
f'(x) = (x+3)(x4-3x3+9x2-27x+81) _ x5+243 f"(x) = x°-972
2x4 2x4 2x5
D = R\{0}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
Nullstellen: x =3 (1-fach)
x4+ 3x3+6x2+18x +54 ist immer positiv, denn
(x4+3x3+3x2)+(3x2+18x+54) =
= x2(x2+3x+3)+3(x2+6x+18) jeder Summand ist positiv,
weil die KlammerFaktoren positiv sind (Diskriminanten < 0)
1facher Pol: x= 0 lim*=3X°=162 _ ;=162 _ .y, x0-8x7-162 _
x20 4x3 x20 4x3 x50 4x3

Zahlergrad = Nennergrad + 2: y = ixz - % ist asymptot. Kurve fiir x—+oo

Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=-3,f"(-3) > 0 = W(-3|3) ist Tiefpunkt,
ist einziger Tiefpunkt, denn x4-3x3+9x2-27x+ 81
ist positiv, wie eine dhnliche (oben) Uberlegung zeigt.

Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=2/972 = 33/4 ~4 (1-fach)

F(35/4 |~2,5) ist Wendepunkt
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_ x5-3x3-162 _ x2
=" =1

28 f(x) = 5x6-176x _ x(5x°-176) _ x4 _—320x

5x5+144 5x5+144 5x5+ 144
f(x) = (0x2=16)(5x>+1584) £(x) = — 32000x*(5x5-216)
(5x5 +144)2 (5x5+144)3

_ 5 &1 o e . _ _5 &L ~
D=R\-%4}  Definitionsliicke A = ﬁ ~ 1,96
keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstellen: x=0 und x = f/@ ~ 2,04

5 _ . -
1-facher Pol: x=A lim% 5x°-176 M)— lim M=320) _
x»\ B5x2+144 x->7»5x +144 x5\ 5x°+144

Zahlergrad = Nennergrad + 1: y = x ist Asymptote fiir x—>+o0
schneidet die Kurve in (0]0)
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x,= f/E ~1,26 und x,= f/@ ~—3,16
f"(x,) < 0 = W,(x4|»-1,26) ist Tiefpunkt
f"(x9) > 0 = W, (x4|~—3,87) ist Hochpunkt
Flachpunkte F: f"(x) =0 = x3=0 (4-fach) und x,=" 2% ~ 2,12 (1-fach)
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F,(0]0) ist nur Flachpunkt, Fy(x,|~0,24) ist Wendepunkt

_ Bx6-176x
f®) = 557144
—-320x
Bxo+ 144

T W=R\|u;o]
—_ 926 5_
29 f(x) = 144x-3x° _ _ 3x(x°-48) — x4+ 80x
3x°-64 3x°-64 3x°-64
f'(x) = -9(x+2)2(x4-2x3+4x2-8x +16)?
(3x5-64)2
wey _ 14400x4(x+2) (x4 -2x3+4x2-8x+ 16)
(%) =
(3x5-64)3

_ 5[64 . ey .. _ 5[64
D =1R\{ ﬁ } Definitionsliicke A = ﬁ ~ 1,84
keine Symmetrie zum Koordinatensystem

1-fache Nullstellen: x=0 und x = %48 ~ 2,17
{-facher Pol: x= A lim XBX=144) _ ;1 M80) _ o 15y MEBO) __
x>\ 3x°-64 x21 3x° - 64 x5 3x° - 64
Zahlergrad = Nennergrad + 1: y = —x ist Asymptote fiir x—>+oo
schneidet die Kurve in (0]0)
Waagrechtpunkte W: f'(x) =0 = x=-2, {"(-2) = 0 (2-fach)
W(-2|3) ist Terrassenpunkt ist einziger Waagrechtpunkt,
denn x*-2x3+4x2-8x+16 = x4-2x3+2x2+2x2-8x+16 =
x2(x2-2x+2)+2(x2-4x+8) >0 jeder Summand ist positiv,
weil die KlammerFaktoren positiv sind (Diskriminanten < 0)
Flachpunkte F: f"(x) =0 = x=0 (4-fach) oder x=-2 (2-fach)
F,(0/0) ist nur Flachpunkt, F,(-2|3) ist Wendepunkt
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_ x5-104x _ x(x5-104) _ =T2x
30 f(x)= ap 53y~ X' Gap
vy (x5 +16)(x5 +208) W) 1440x4(x5 +48)
Fx) (x5—32)2 £'() (x5—32)3
D =1R\{2}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
1-fache Nullstellen: x =0 und x = 5104 ~ 2,53

%6 .- .
1-facher Pol: x= 2 lim*=194X _ iy =144 _ o im =144 _
x%2 x9-32 x2>2 x5 - 32 x%2 %9 - 32

Zahlergrad = Nennergrad + 1: y = x ist Asymptote fiir x—>+*o
schneidet die Kurve in (0]0)
Waagrechtpunkte W: f'(x)=0 = x, =-2/16 ~-1,74 (1-fach), f"(x,) <0
X, = — /208 ~-2,91 (1-fach), f"(x,) >0
Tiefpunkt W, (x,|~-4,35)
Hochpunkt W2 (Xo|~—3,78)
Flachpunkte F: f"(x) = 0 = x, = 0 (4-fach), F,(0]0) ist nur Flachpunkt
X, = — /48 ~-2,17(1-fach),
Fy(x,|~—4,12) ist Wendepunkt
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(-¥8-15715)
(1208 £765)

/w/_|5x/_)_

31 f,(x) = (X—a)(;cézé; a?-3)

a) Diskutiere f, wie in den vorigen Aufgaben.
*b) Fiir welche a-Werte hat f,(x) eine 2-fache Nullstelle?
ec) Zeige: G, ist symmetrisch zu (0[1).
ed) Zeige: G, und G, sind zueinander symmetrisch beziiglich der y-Achse.
ee) Zeige: G, und G_, sind zueinander symmetrisch beziiglich der y-Achse.

f) Fir welche a-Werte hat f, stetig behebbare Definitionsliicken?
Gib die Locher an.

a) fQ(X) _ (x—2)(x2+2x+1) _ (x=2)(x+ 1)2 —1+ -2

x(x2-3) x(x2-3) x(x2-3)
' _6(x-1)(x+1) " _ 12(2x%-3x2+3)
200 =2 -a)2 £ ) == F gy
D =IR\{0, +./3}

keine Symmetrie zum Koordinatensystem
Nullstellen: x =2 (1-fach) und x =-1 (2-fach)

1-fache Pole: x= ./3  lim G20+ D2 _ g (BB
x% /3 x(x2-3) x_,f J3(x2-3)
llm (X—2NX+1’2 = +00
xs /3 x(x2-3)
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x=0  lim G20 (W) _
x50 x(x2-3) x20 X(-3)
lim &= 2)(x+1)2 - o
x50 x(x2-3)

- _ L (x=2)(x+1)? (=/3-2)(=/3+1)% _
X=-43 A ) s BeEo3) -
im (x=2)(x+1)% _ +oo
xs—J3 x(x2-3)
Zahlergrad = Nennergrad: y = 1 ist Asymptote fiir x—>+o0

Waagrechtpunkte: f'(x)=0= x,=1 (1-fach), f"(1) > 0, Tiefpunkt (1/2)
X2= -1(1-fach), f"(-1)<0,Hochpunkt (-1|0)

Flachpunkte: keine wegen f"(x) + 0 denn 2x*-3x2+3 >0

Y

T
| (1|2 |

b) Bedingung fiir eine weitere 2-fache Nullstelle: fiir den gesuchten a-Wert
muss sich x2+ax+a?-3 faktorisieren lassen zu (x—a)(x...)

Polynomdivision (x2+ax+a%-3):(x-a) =x+2a + 3_(_)? :11

fiir a = £1 geht die Division auf, gibts also doppelte Nullstellen in a:

_ (x=1)%(x+2) _ (x+1)3(x-2) (_
f; (%) ~Z-3) f (%) 2-3) (=15(x))

AuBerdem kann der 2.Faktor im Zahler (x2+ax+a2-3) eine 2-fache
Nullstelle haben, dann namlich, wenn seine Diskriminante gleich O ist.
Diskriminante = 12 — 3a2 =0 = a=+2. Beim Einsetzen dieser beiden

a-Werte stellt sich heraus: fy(x) =f ;(x) und f ,(x) =f;(x).

c) fo(x)=1+— g(x) = —

x(x2-3) x(x2-3)
G, entsteht durch Schieben von G, um 1 nach unten
G, ist symmetrisch zu (0]0), also ist Gy, ist symmetrisch zu (0[1)

d) f,(x)=1+—2—

x(x2-3)
2 el 2 _ 2 _
fix) =1+ —="— 23 fi(x)=1+ G23) 1+ 2-3) = fy(x)
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e) f (%) =£fx

_ (x-a)(x2+ax+a2-3) _ (x—a)(x2+ax+a?-3)
B 1) = x(x2-3) T x(x-.3)(x+.3)
Zum Kiirzen kommen nur infrage die Faktoren x, x—./3 und x+./3.
Kurzen im 1.Faktor (x—a):
mit x = im Faktor (x—a) des Zahlers muss sein a=0,
mit x—+/3 = im Faktor (x—a) des Zihlers muss sein a=./3,
mit x+./3 = im Faktor (x—a) des Zéhlers muss sein a=—,/3.

gekiirzte Terme: f,(x) =1
(%) = (x=/3)(x%+./3%) _ 4

x(x2-3)
_ (x+./3)(x2-./3%) _
iﬁ () = x(x2-3) =1
Kirzen im 2.Faktor (x2+ax+a%-3):
mit x = a2-3=0 = a=1t,/3 wie oben

mit x-+/3 = ./32+a,/3+a%2-3 =0 = a=0 oder a=—+/3 wie oben
mit x+./3 = (-/3)2-a./3+a2-3 =0 = a=0 oder a=-/3 wie oben
Gy=G 5= G 3 ist die Waagrechte y=1
mit den Lochern (0]1), (/3 ]1) und (/3 |1).

Bearbeite die Aufgaben 32 bis 42 unter den Gesichtspunkten:
Maximale Definitionsmenge D
Symmetrie einer Scharkurve zum Koordinatensystem
Symmetrie zweier Scharkurven zueinander beziiglich des

Koordinatensystems

Nullstellen
Asymptoten und Verhalten am Rand von D
Ort und Art von Waagrecht- und Flachpunkten
Kurven, auf denen die Waagrecht- oder Flachpunkte liegen
Skizze flr die angegebenen Parameterwerte ac{...}

32 f,(x) = 2% 440

x2+a2’
' _ _8a(x-a)(x+a) " _ 16ax(x2-3a2)
falx) = (x2 +a2)2 a0 = (x2+a?)3

Wegen Nenner = x2 + a2 z a2 gilt D=IR

Symmetrie zum KOSY: f,(-x) = X_28+a:2 =-f,(x)

G, ist symmetrisch zum Ursprung

Symmetrie 2er Kurven: f _(x) = _28+ax2 =-f,(x)
X a

G, und G_, sind symmetrisch zueinander
beziiglich der x-Achse
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Nullstellen: f,(x) =0 = x=0 (1-fach)
das heif3t alle Scharkurven gehen durch (0|0)

Asymptoten: kein Pol wegen D=IR
Zahlergrad<Nennergrad = x-Achse ist Asymptote fiir x—>+oo

Waagrechtpunkte: f;(x) = 0= x=ta (1-fach)
Extrempunkte: W, (al4), W_(-a|-4)

f,(a) =- 8% <0 = W,(al4) sind Hochpunkte
y =4, x *+ 0 ist Ortlinie der Hochpunkte
f)(-a) = é >0 = W_(-a|-4) sind Tiefpunkte
y =—4, x + 0 ist Ortlinie der Tiefpunkte
Flachpunkte: f.'(x) =0 = x=0 (1-fach) oder x =+a./3 (1-fach)
(0/0) und (+a./3|+2./3) sind Wendepunkte
y =+2./3, x # 0 sind Ortlinien der Flachpunkte

f(x) = 22X _| 440
X“+a

Ortlinien der , Ortlinien der -------------------- .
Waagrechtpunkte . Wendepunkte |wep.(x) = +2V3 |
- X#O _____________________
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833 f,(x) = X=2

2
Sonderfall a=0: f,(x) = i

00 = - 222-8) £)(x) - 2(4x23a)
D=R\{0}

Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = _4X2_a =+f,(x)
X

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

Symmetrie 2er Kurven: f (-x) = _4X2+ 2 =—f (x)
X

G, und G_, sind symmetrisch zueinander
beziiglich des Ursprungs
Nullstellen: f,(x) =0 = X=f—; (1-fach)

Asymptoten: x=0, die y-Achse ist 2-facher Pol, also kein VorzeichenWechsel

lim
x-0 X2 x—0 X2

4x—-a _ 1. -a _ —oo fur a>0
= lim _{+oo fir a<o0

Fall a=0

die y-Achse ist 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel
limfy(x) =lim% =+ lim?% =-o0

X250 x20X x50 X

Zahlergrad<Nennergrad = x-Achse ist Asymptote fiir x —>+oo
Waagrechtpunkte: f(x) =0 = x=%1 (1-fach) W(%L Ii) sind Extrempunkte
fa() =- i—g <0 fiir a>0 = W sind Hochpunkte
£1(2) =— 32 > 0 fiir a<0 = W sind Tiefpunkte

a3

x=%l = a=2x; y= i = )2—( ist Ortlinie der Waagrechtp.

Flachpunkte: f)'(x) =0 = x= 34—5‘ (1-fach) F(%l | g’—i) sind Wendepunkte

_3a _4x._32 _ 8 ; ini
X=F=>asgy= = o ist Ortlinie der Wendepunkte
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. x2—a
34 f,(x) = —

x2—a _ (x=./a)(x+./a)
f,(x) = - X+1+X i

Sonderfall a=1: f;(x) =x+1, x*1

oy X2-2x+a "o) = 2(1-a
(w-¥eZta - 2a

D=IR\{1}
Symmetrie zum KOSY: f,(-x) = i‘x:i + £ (x)

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

Symmetrie 2er Kurven: f (-x) = X;a ++f,(x), f, (x)= ’;2 +1a +—f,(x)
< _
G, und G_, sind nicht symmetrisch zueinander
beziiglich des KOSY

Nullstellen: f,(x) =0 = x=+./a (1-fach)
Asymptoten: fiir a+1 ist x=1 ein 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

. X2-a _ 1-a | —oo fiir a>1
Ez{q x—1 _Ezrgx—i _{+oo fur a<1

fur a=1 gibt es keinen Pol, dafiir aber das Loch (1]2)
y =X + 1 ist Asymptote fiir x —>+oo

Waagrechtpunkte: f,(x) =0 = x2-2x+a =0 = x?2-2x+1=1-a
x=1%./1-a (beide 1-fach) x2-2x =-a

1+./1-a+1+
y= J_

y=2+2/1-a=2(1%./1-2a)
W,(1+./1-a|2(1+./1-a) sind Extrempunkte
Waagrechtpunkte gibt es nur fiir a<1

" _ — 2(1—3) — 2(1—&) — +2
W)= iy " E-at-a  i-a

>0,W,(1+.,/1-a|2(1+./1-a) sind TIPe

Fall »+« £, (1+/1- a)_J_

Fall »—« f,(1-./1-a)= m
W.(x|2x); y=2x,x+0 ist Ortlinie der Waagrechtpunkte.
Flachpunkte: f.'(x) =0 = x€ D, falls a=1

jeder Punkt von G, ist Flachpunkt
(kein Wunder bei Geraden!)

<0,W_(1-/1-a|2(1-./1-a) sind HOPe

217



BARTH*KRUMBACHER Losung VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

y
x’-a 1
fox) = =
Ortlinie der 1
Waagrechtpunkte 5
wap(x) = 2x

x+1
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f (%)= x2—ax
xz—ax __x(x-a) _ 1 1 1 a—-1

f,(x) = T okx-1)  2%7T22 2(x—1)
Sonderfall a=1: f;(x)= 2, x+1

o) _ _ X2-2x+a ") — _a-1
ooy T Ll oo
D=IR\{1}
Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = X;:;X ++f,(x)

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

Symmetrie 2er Kurven: f  (—x) = Xoax o4 f (x), f.(x) = Xrax . g (%)

2+2x 2+2x
G, und G_, sind nicht symmetrisch zueinander
beziiglich des KOSY

Nullstellen: f,(x) =0 = x=0 oder x=a (beide 1-fach)
der Ursprung ist allgemeiner Treffpunkt
Asymptoten: x=1 ein 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

ax ... a-1 _ | 400 flir a>1
x>»1 2-2%  x512(x-1)

fur a=1 gibt es keinen Pol, dafiir aber das Loch (1|- %)

llm— = lim .
—oo fur a<1

y=- %X + %a - % ist Asymptote fiir x—>oo
Waagrechtpunkte: f (x) =0= x2-2x+a =0 = x2-2x+1=1-a
x=1+,/1-a (beide 1- fach)
-1
=—11+ +-
y (1 1-a)+za-— 2 + Zm
(17 /1-a+a-1%./1-a) = éa— 17, /1-a
W,(1t./1-a |%a—1$ J1-a) sind Extrempunkte
Waagrechtpunkte gibt es nur fir a<0
f" 1+ /1 _ —(1—8,) — F1
( a) (+A/ a)3 (x/1-a)(1-a) .J1-a
Fall »+« f,(1+/1-a) = <0, W, (1+/1-al}a-1-./1-a) sind HOPe

,/1—a
Fall »—« f;;(1—h/1—a)=ﬁL >0,W_(1-/T-a|la-1+./1-a) sind TIPe
—a

x=1+ /l-a=+/l-a=x-1=a=1- (x-1)2 =2x — x?
y:%a—iiﬂ/i—azx—%x2—1 (x— 1):——x2
y =—2x2 ist Ortlinie der Waagrechtpunkte.

Flachpunkte: f.(x) =0 = x € D, falls a=1
jeder Punkt von G, ist Flachpunkt
(kein Wunder bei Geraden!)

219



BARTH*KRUMBACHER Losung VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

EPINEINIININE

L& ]

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

wap(x) = —2x?

x+1
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2
36 f,(x) = X
_x2 1 1 a2
. =553 ‘éx_'a+4(2x+a)

Sonderfall a=0: f,(x) = x x+()

o) _ 2x(x+a) n) _ _ 2a2
£ = oxsa)? £ = eap
D=R\{-%}

Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = 2 o f,(x)
G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

x2 x2 +ax
—2x—a - fa(x)7 f—a(X) 2+2 * - f (X)

G, und G_, sind symmetrisch zueinander

Symmetrie 2er Kurven: f (—x) =

beziiglich des Ursprungs

Nullstellen: f,(x) =0 = x=0 (2-fach), falls a+0
im Fall a=0 hat G, das Loch (0/0)

Asymptoten: X=—% ein 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel, falls a+0

a2{4 _14: a2
e 2(x+a/2) 8X£{2/2x+a/2 =teo
fur a=0 gibt es keinen Pol, dafiir aber das Loch (0]0)

y= %X - }La ist Asymptote fiir x—zto0

Waagrechtpunkte: f,(x) = 0 = x=0 oder x=—a (beide 1-fach)
W(0[0), W,(-al-a) sind Extrempunkte
Waagrechtpunkte gibt es nur fir a0

f,'(0) = 2, also W ist TIP fur a>0, W ist HOP fiir a<0

f,)(-a) = _5 , also W, ist HOP fiir a>0, W ist TIP fiir a<0
y =X ist Ortlinie der Waagrechtpunkte.

Flachpunkte: f.(x) =0 = xe€ D, falls a=1
jeder Punkt von G, ist Flachpunkt
(kein Wunder bei Geraden!)
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y
. 1| | [ cracace
falx) = 2x +a
E‘z 1
Ortlinie der 1 1 — é/
Waagrechtpunkte =~
wap(x) = x | 0
1~

[ﬂ
o] T
//
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o X _2a
37 f,(x) S

Bestimme die Parameterwerte der Scharkurven, die sich auf der x-Achse
rechtwinklig schneiden.

Bei welcher Scharkurve (a>0) hat der Schnittwinkel von schriger Asym-
ptote und Tangenten in den Nullstellen ein Extremum ? Gib diesen Winkel
an sowie die Art seines Extremums.

f(x)=X_a_x-a?_(x-a)(x+a)
a a x

ax ax
(] 2 2 1] -
fo(x) = 212 () = 22
D=IR\{0}, a+0

Symmetrie zum KOSY: f,(-x) = X:f =-f,(x)
G, ist symmetrisch zum Ursprung

Symmetrie 2er Kurven: f (—x) = ’—‘%% =f,(x), G, und G_, sind
symmetrisch zueinander beziiglich der y-Achse

f,0=%2__f(x), G,undG,sind

symmetrisch zueinander beziiglich der x-Achse
Nullstellen: f,(x) =0 = x=ta ( beide 1-fach)
Asymptoten: x=0 ist 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

) 2_4q2 .- oo U <
llmX a — llm _a — + fuI‘ a 0
x20 ax x20 X —oo flir a>0

y= Z—i ist Asymptote fiir x—>ztoo

Waagrechtpunkte: gibt es nicht wegen f,(x) + 0
Flachpunkte: gibt es nicht wegen f'(x) # 0

Auf der x-Achse schneiden sich Die Kurven G, und G_, ; diese schneiden
sich unter 90°, wenn G, die x-Achse unter 45° schneidet. Also muss sein:

fila) =1 = 232 _ 41 = a =42
aa

Gy und G_, schneiden sich rechtwinklig auf der x-Achse.

Steigung der Tangente in der Nullstelle a m = f (a) = 2

a
Steigung der schragen Asymptote m, = é

Mo—Mmp
1+mymy

a
aZ+2
6 und tane haben fiir denselben a-Wert ein Extremum; tans und der Inhalt
i(a) der Betragstriche haben fiir denselben a-Wert ein Extremum:

Schnittwinkel 6: tan 6 =
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i(@)= =2 i(x)=-2222_ _ 0 = a=./2 (oder a=—2)

aZ+2’ (a2+2)2

i(/2) = }1 2 =tane ist Maximum wegen i(0)=0 und i(a)2>0 fiir a—>oo,

maximaler Schnittwinkel: 6 = tan‘1(}ﬁ/§) ~19,5°

a>0 ‘ a<0 _
T S
fa(x) = § - % ‘i‘ ///
| 7
| 2
s l /
Eeusals | LR
"'?"‘i’/ ' . %6
== o e
S AN e
N Ih s
\\’sy ! rza
e |
// -I_
= |
// |
/ !
7 |
z |
// +
I
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38 f.(x) = Xf _a acf+1, +4)

X

Bestimme die Schar der Wendetangenten.

Zeige: Gy, mit h(x) = 2./—x, x<0 beriihrt jede Scharkurve mit a>0.

Gib den Beruhrpunkt an.

Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von Gy, ; welche Beziehung
besteht zwischen a und b ?

2 3_g2
f0=% -2 a2

X ax
oy 2x3+a? neoy _ 2(x3-a?)
fa0) = ax? fax) = ax?
D=IR\{0}, a+0

Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = % ++ f,(x)

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

3

Symmetrie 2er Kurven: f  (—x) = _Xa—;aZ ++f (x), G,und G_, sind nicht

symmetrisch zueinander beziiglich des KOSY
f(x)=X ;;2 ~f(x), G,undG._ sind
symmetrisch zueinander beziiglich der x-Achse

Nullstellen: f,(x) =0 = x=23/a2 (1-fach)
Asymptoten: x=0 ist 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

. 3_g2 .- +00 fir a<
lim ¥=2 —hm—az{ ur a<0

x50 axX  xx0 X —oo fiir a>0

y= XEQ ist Asymptote fiir x —>+oo

Waagrechtpunkte: f,(x) =0 = 2x3+a2=0 = x= —3/%a2 (1-fach)
W(- 3/%212 Ig 2a) ist Extrempunkt

fr_dig2y -6 >0 fiir a > 0: W ist Tiefpunkt
2552 a |1<0 fiir a <0: W ist Hochpunkt
2x3+a2 =0 = a2=-2x3 = a=+,/-2x3
a>0: a=+./-2x3 einsetzen in f,(x) ergibt fiir x<O0:

3x3 3x3 3x3 3X./-2X _ 3 [Toy
= = = = frl— —_— X
Y XA/—2x xx[/-2x —=x2./-2x -(-2x) 2

y = wap, (x =3 A/—2x
a<0: a=-,-2x3 emsetzen in f,(x) ergibt fiir x<O:

3x3 3x3 3x3  _ 3x/-2x _ /_2
= = = X
Y -X,/-2x3 —XIXIA/ 2x  x2,/-2x -2x 2

y = wap_(X) = h/—2x
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Flachpunkte: f,'(x) =0 = x=./a* (1-fach), das sind die Nullstellen
F(2/a2]0) sind Wendepunkte,
ihre Ortlinie ist die positive x-Achse wegen /a2 >0

Schar der Wendetangenten: t,(x) = f, (Ja2) (x-a2) = % (x-a2)
a

Schnitt von Gy, und G,; 2./~x = ’% = 4(ax)2(—x) = (x3-a2)?
—4a?x3 =x6-2a?x3+a* = x6+2a?x3+a*=0
(x3+a2)2 = 0 = x =—/a (2-fach), also Beriihrstelle
Beriihrpunkte B(- /a2 |h(-.¥a2)) = B(-.Ya2|2 %a)

y
|
|
..... T
: |
NG |
fx)=X_2 N H
a X |
N |
.. i
....... Hillkurven . 5 \
a>0: h(x) = +2/—=x ) J'ri
a<0: h(x) = —2/—x |
x<0 ’
" | -

I I \Y
-1 1
Ortlinien der
Waagrechtpunkte ; -1
a>0: wap(x) = +3vV-X/
a<0: wap(x) = —3v-X% ‘.
x<0 /
2/

G,, hat den Waagrechtpunkt W(—f/? I% /2b), durch ihn geht G..

Also gilt fa(—f’/?) = gf’/Z_b = ‘j:;—ﬂz)z;;‘; - g ¥2b = %b2+a2 = gaf’/2_b3/b2/2
b2+2a2 = 3ab = b%2-3ab+2a2 = 0 muss enthalten die TrivialLosung a=Db,
sich also faktorisieren lassen mit (a—b): (b—a)(b-2a) =0, b=2a

G, heht durch den Waagrechtpunkt von G, .
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f (%)= -(_ _aly acf+1, +5)

X
Bestimme die Schar der Wendetangenten.
Die Kurve G, geht durch den Waagrechtpunkt von Gy ; welche Beziehung
besteht zwischen a und b ?
Die Scharkurven haben eine gemeinsame Tangente. Zeige, dass die Punkte
(-2/2a |a/¥2) Beriihrpunkte sind, und stelle die Gleichung der Tangente auf.
Diese Tangente schneidet jede Scharkurve in einem weiteren Punkt S;
berechne S.

£ ) =12 _a?)_x3-a® _ (x-a)(x+ax+a?)

a 3 a X 3ax 3ax

oy 2x3+a3 me) = 2(x3-a3) _ 2(x—a)(x?+ax+a?)
() = 3ax2 fa(x) = 3ax3 3ax3
D=IR\{0}, a+0
Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = _XZ;aZ ++ f,(x)

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY

Symmetrie 2er Kurven: f (—x) = % =-f,(x), G,und G_, sind

symmetrisch zueinander beziiglich des Ursprungs
Nullstellen: f,(x) =0 = x=a (1-fach)
Asymptoten: x=0 ist 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

3_a3 _a2
ImE=2 - im =& = —
x2(0 3ax x->0 3x

<2

y=3; ist asymptotische Parabel fiir x >+o0
Waagrechtpunkte: f,(x) =0 = x=-a/%2 (1-fach)
W(-a/32|a/ 371) ist Extrempunkt
f'(-a/32) =2 |> 0 fir a> 0: W ist Tiefpunkt
a \<0 fiir a<0: Wist Hochpunkt

a=-x 22 eingesetzt in y = a//4 ergibt die Ortlinie der

Waagrechtpunkte: y = —x32/%4 = —=x/3/2, x+0
Flachpunkte: f,'(x) =0 = x=a (1-fach) das sind die Nullstellen

F(a|0) sind Wendepunkte,
ihre Ortlinie ist die x-Achse ohne den Ursprung.

Schar der Wendetangenten: t,(x) = f,(a) (x-a) =x - a
G,, hat den Waagrechtpunkt W(~b/3/2 |b/3/4), durch ihn geht G,.

. 35 -b3/2-a 134493 = 2
Also gilt f,(-b/3/2) =b/34 = m-b/[ = ;b’+a ab
b3+2a3 = 3ab% = b3-3ab%2+2a3 =0
b3-3ab2+2a3 = 0 muss enthalten die TrivialLosung a=b,
also muss sich b3-3ab?+2a3 faktorisieren lassen mit (a—b):
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b3-3ab2+2a3 = (b—a)(b2-2ab-2a?)

(b—a)(b2-2ab-2a2) =0 = b=a(1%./3)

(-3/2a]a/¥2) ist allgemeiner Beriihrpunkt der Tangente,

wenn die Koordinaten die Kurvengleichung erfiillen

und die Kurvensteigung m dort unabhéingig ist von a;

m ist dann die Steigung der gemeinsamen Tangente.

f (-32a) = =2a2=a’ _ 2 also ist die Kurvengleichung erfiillt
a([)_3a%a% ist die Kurvengleichung erfii

m = f(-32a) = 2(2a%)+a% _ 3 _ -1 Steigung d. gemeinsamen Tangente

3aa2¥4 3%4 34

weil G, und G_, symmetrisch zueinander beziiglich des Ursprungs sind,

muss auch ihre gemeinsame Tangente symmetrisch sein zum Ursprung,

also die Gleichung haben y = t(x) = mx = ;71 X.

Schnitt von Scharkurve und Tangente: f,(x) = t(x), also ngig = %X
J4(x3-a3) = -3ax2 = 2(x3-a3) = -3.J4ax?
= 2x3+3%4ax2-2a3=0; weil (-/2ala/¥2) Beriihrpunkt ist, ist
—2a doppelte Schnittstelle. 2x3 + 3 /4ax2-2a3 muss enthalten den
Faktor (x+2/2a)2 = x2+23/2x + }/4a?
2x3+33/4ax2-2a3 = (x2+232x+ }4a?)(2x-32a) =0
=x=a¥2/2, y=t(a¥2/2) =-a¥4/4  Schnittpunkt (a 32 /2|-a3/4/4)

B oy
A\
L5
|
-
I
|
I
i
I
I
1
a X ( |
[ [ [ [ )

) ~1 ,1 5 X
a1/ Ry Ortlinie der
1|/ \\\ Waagrechtpunkte
1 / NV
I \i\ Wap(X)=—%X
1
: | N \ x=+0
1

U7\ O\ N,
—51 /2 U (. N NN
I e
1 = By
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340 f,(x) = X—2 ~ 2 ae{+1,+2}

2
X
Die Scharkurven haben eine gemeinsame Beriihrkurve. Zeige, dass die

Punkte (+.J-a3/2|3/./~2a) Beriihrpunkte sind, und stelle die Gleichung der
Beriithrkurve auf.

2 4_,3
fa() = i—z - )% B Xazx%
fe'l(x) _ 2§x‘;+§132 f;(x) _ 2!X42—?:13.3!
a’x ax
D=IR\{0}, a+0

Symmetrie zum KOSY: f,(-x) = X4_ag =f,(x)
G, ist symmetrlsch zur y-Achse

Symmetrie 2er Kurven: f ,(x) = X:;;;S ++f (x), f,(=x)= % + +f, (x)

G, und G_, sind nicht symmetrisch
zueinander beziglich des KOSY

Nullstellen: f,(x) =0 = x=+4/a3 (1-fach), gibt es nur fiir a>0
Asymptoten: x=0 ist 2-facher Pol, also kein VorzeichenWechsel

x4-ad _ . -—a _ | +oo fir a<O0
x20 aZx? x20 X2

li =1
1 1m —oo flir a>0
y = Xf ist asymptotische Parabel fiir x >+oo

Waagrechtpunkte: f(x) =0 = x=*J-a3 (1-fach), gibt es nur fiir a<0

_f(4Y_,3)y_—-a%-a% _ -2a _ _-2a _ i
= Rt = T T T e el e
y = % W(+ y/-a3|2//-a) ist Extrempunkt
—a

f)'(Y-a3) = % > 0, alle Extrempunkte sind Tiefpunkte

a =-3x* eingesetzt in y = 2/./~a ergibt die Ortlinie der
Waagrechtpunkte: y = 2/ 3x2, x+0

Flachpunkte: f'(x) =0 = x=+./3a3 (1-fach), gibt es nur fiir a>0

_ 3a3-a% _ 2a _ _2a _
Y= (Ba) = s = Toes ~ al o ~ a0
y= J_% W(+/3a3|2/./3a) ist Wendepunkt
a

3a3 = x4 = 27a3 = 9x* = 3a = J9x* = ,/3a = J3x2
eingesetzt in y = 2/./3a ergibt die Ortlinie der
Wendepunkte: y = 2/¥3x2, x+0
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Beriihrkurve: (+J-a3/2|3/./~2a) muss auf jeder Scharkurve liegen,
also muss gelten: f,(J-a3/2) =3/./2a fiir a<0

f (x) = x*-a3 _-a%2-a% __-83a _ -3a _ _-3a _
a a?x? a2 /-a3%/2 2./-a%/2 .-2a3 l|alJ/-2a
- (wegen a<0) —32_ = _3_ ge.d.
-a./-2a —2a

a eliminieren in (+./-a3/2|3/./~2a) liefert die Kurve

x =+4-a%/2 = 2x% = —a3 = —a = -32x% = —2a = -2 ¥2x*
= —2a = -¥16x* = —2a = -¥/(4x2)2 = ./~2a = Y4x2
(+-a3/2|3/./~2a) liegt auf der Kurve b: y = b(x) = 3/ ¥4x2

b ist Berithrkurve, wenn die Steigung von b fiir x = J—a3/2
gleich ist der Steigung von G, fiir die selbe Stelle,

wenn also gilt: b(y/-a3/2) = f.(J-a3/2)

b(x) = 3/¥4x2 = 3-4-1/3x2/3

b(x) = —2-4-1/3x75/3 = _21/3%-5/3 fiir x>0

b'(m) =b((—a)3/4-2-1/4) = —21/3((~g)3/4.2-1/4)-5/3 —
= —21/3((—g)-5/4.25/12) = _((—a)-5/4.23/4)

fall(x) _ 2(x%+a?)

a?x3

1,4 —a3/2+33 a oL
f(Y-a3/2) = 2(512439/8 ) - e = a-((-a)?-2-3)1/4 =
= —(-a) - ((-a) 94 23/4) = -((-a)#+-294) g.e.d. ()

.
it
ik
Y
W AL

/1 W\
S TR
—— // ,—’ 1- S~ _ i
figiadulpipinlulpipiniie L bt S 1 VDR R L lllviviaiululpivintululpiyintete s
N 1 X
X2  a -1+
fa(x) = 22 x2 Ortlinie der Ortlinie der
Wendepunkte 1 Waagrechtpunkte Bertihrkurve
' wen(x) _ 2 _ 2 x) = 8
At 11 i =i O o
x+0 1 x+0 x=+0
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1 f,(0) = XA8XE080 40, 11, +1,5)

Berechne Schnittpunkt und Schnittwinkel von G, und y-Achse.

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Scharkurven, deren Waagrechtpunkte auf gleicher Hohe liegen ?

Welche Beziehung besteht zwischen den Parameterwerten a und b zweier
Scharkurven, deren eine durch den Waagrechtpunkt der andern geht ?
Zeige: t, mit t,(x) = %(i /5-1)x sind Tangenten jeder Scharkurve.

_ x2-4ax+5a% _ _ a2
f,(x) = o =X 2a + —
Sonderfall a=0: f,(x) = x, x+0
') — (x—8)(x-3a) ") — _ 2a?
) (x—2a)?2 fo (x) (x—2a)3
D=IR\{2a}
Symmetrie zum KOSY: f,(-x) = x?+dax+5a? + (x)

-x—-2a

G, ist nicht symmetrisch zum KOSY
x2-4ax+b5a? _
xiza - fa®
G, und G_, sind symmetrisch zueinander beziiglich O(0|0)
Nullstellen: f,(x) =0 = x2-4ax+5a2 =0, Diskr. = 16a?-10a? = —4a?2
fir a0 ist Diskr.<0, hat G, keine Nullstelle
fir a=0 liegt vor der Sonderfall: f,(x)=x, x+0
keine Scharkurve schneidet die x-Achse
Asymptoten: x=2a ist 1-facher Pol, also VorzeichenWechsel

lim X=4ax+ba? _ jj, _a’
x%2a  X—2a x%2aX—2a
y =x — 2a ist Asymptote fiir x >+oo
Waagrechtpunkte: f(x) =0 = x=a oder x=3a (beide 1-fach)
W(a|-2a) und W(3a|2a) sind Extrempunkte

£'(q) = =2 |<0 fiir a>0: W(a|-2a) ist Hochpunkt
a(a) -

Symmetrie 2er Kurven: f (-x) =

= 400

a >0 fiur a<0: W(a]-2a) ist Tiefpunkt
£(3a) = 2 |<0 fir a<0: W(3al2a) ist Hochpunkt
2 a 1> 0 fir a> 0: W(3a|2a) ist Tiefpunkt
Ortlinie von W(a|-2a): y=—2x; Ortlinie von W(3a|2a): y= % X
Flachpunkte: gibt es nicht wegen f'(x) * 0 fir a+0
im Sonderfall f,(x) = x ist bis auf O(0|0) jeder Punkt Flachpunkt.

y-Achsenpunkte (0|-2,5a), Kurvensteigung dort f,(0) = 0,75
Schnittwinkel = 90° — tan1(0,75) ~ 53,13°
gleich hohe Waagrechtpunkte der Kurven G, und Gy,
gleiche y-Werte: -2a=2b = a=-b
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G, geht durch den Waagrechtpunkt W(b|-2b) von G, :
= 9b = bi-dab+ba’ _ op o }2_4ah+5a2 = -2b2+4ab

£, (b)

b-2a

3b2-8ab+5a2 = 0 muss erfullt sein von der TrivialLosung a=b
3b2-8ab+5a? muss also enthalten den Faktor (b-a)

(b-a)(3b-5a)=0 = bzga
G, geht durch den Waagrechtpunkt W(3b|2b) von G, :

£,(3b)

3b-2a

—9h = P2-12ab+ba® _op . 9p2_19ah+5a2 = 6b2—4ab

3b2-8ab+5a2 = 0 weiter wie oben
t, mit t,(x) = %(ﬁ —1)x ist Tangente, wenn die Schnittstelle von t, und G,

mindestens 2-fach ist. f,(x) =t,(x) = x?—dax+ba? _ %(ﬁ— 1)x

x—-2a

2x2-8ax+10a2 = (.,/6-1)x2-2a(/5-1)x

(/5-3)x2-2a(./5-5)x-10a2 = 0

die Schnittstelle ist 2-fach, wenn die Diskriminante = 0 ist:
Diskr. = 4a2(,/5-5)?+40(/5-3)a2 = 4a2[(./5-5)2+10(./5-3)]
= 4a2[5-10,/5+25+10,/56-30] =0

mit der andern Tangente t_ gehts entsprechend.

[2,5](2][1.5] [1] [0,5]

fa(X) _ x2 — 4ax + 5a?

X —2a

Hiilltangente

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

wap1(X) :%X X=|=0

g

.
.
.
!

o5

S
.
.
.
.
.
'y
.
.
.
s

Z2B\"
A 1

/

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

wap,(x) =-2x| x*0

05 0,5) [1][L,5][2][2,5]
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142 f,(x) = 2= acf2,1  aeft,,00  ac{0,-1,-1,-2)

99
X 2

Zeige: Bis auf eine schneiden sich alle Scharkurven in 2 Punkten P und Q.
Berechne P und Q.
Welche Grenzkurve ergibt sich fir |a|] — o ?

2_ (a—1)(a+1)
fa(X)=aX—Xz_a1 =g+ (a=1(atl

x2-a
i _ -1 _x2-1 _ _=x2-1 _ _
Sonderfille: f,(x) = = fi(x) = i 1, |x|*1 f (%)= 1 - 1
) — —2(a=1)(a+1)x ") — 2(a=1)(a+1)(3x2+a)
fa(X) (X2_a)2 fa (X) (X2_a)3
D=R\{+./a}, falls a=0 D=IR, falls a<0

Symmetrie zum KOSY: f,(—x) = axzz—‘i =f,(x)
X“—a
G, ist symmetrisch zur y-Achse

Symmetrie 2er Kurven: f  (—x) = _a;(%ai ++f (x), f,(x) = —a;c%ai + +f,(x)
X X

G, und G_, sind nicht symmetrisch zueinander beziiglich
des KOSY

Nullstellen: f,(x) =0 = x=11/./a, falls a>0; keine Nullstellen, falls a=0
Asymptoten: a=1: Locher (+1|1)

a=0: 2-facher Pol x=0, kein VorzeichenWechsel lir%;% =—00

a>0 und a+1: 1-fache Pole x=+,/a, also VorzeichenWechsel
#zhmaz_—lz{ﬂw fl:lr a>1
x2, /a X°—a 2, [aX“—a —oo fiir 0<a<1
y = a ist Asymptote flir x>+o0
Waagrechtpunkte: f,(x) =0 = x=0 ist 1-fach, falls |a|+1
W(0|1/a) ist Extrempunkt, falls |a|+1
£(0) = —2§a22—1) <0 fir |a| > 1: W ist Hochpunkt
a >0 fir |a| <1: W ist Tiefpunkt
Ortlinie ist die y-Achse ohne den Ursprung
Flachpunkte: f.'(x) =0 = x=x+./~a/3 (1-fach), falls a<0

F(+ E Iai;?’) sind Wendepunkte, falls a<0 und a+-1

a =-3x2 eingesetzt in y = az;?’ liefert die

Ortlinie der Wendepunkte: y = - 3’;4 *1 x+0 und x++./1/3

x2

Gemeinsame Punkte: f,(x) =f,(x), a*b

ax2-1 _ bx2-1

= axt-abx?2-x2+b = bx%4-abx?2-x2+ba
x2-a x2-b
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x4(a-b) =a-b |:(a-b) = x*=1 = x=+1

y=f,(*1) =-1
(+1/1) sind gemeinsame Punkte aller Scharkurven bis auf G .
x2_1
Grenzkurve: lim a>;2— 1 _ Jim —2 =—x2.
al»o00 X*—Qa |a|—>o00 X*

3/2
X
Grenzkurve
he L [7Ad y =-x?
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y
2 _
fa(X)=a;;_a1
O=a=1 _1/4

11}—o o—1]

1y " @
-1 D 1 -
(~1]-1) A *(1]-1)

235



BARTHe)KRUMBACHER Losung VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

/ Ortlinie der

k .
; :...W?.I.l.(.i.e.gl-lﬂ.-?g--: Grenzkurve

y =—x?

X=|=O und X=i=+1/1/_
43 f ,(x) = x’+a Bestimme a und b so, dass die Kurve symmetrisch ist
a,b 1+bx2

zum Ursprung und die Asymptote y =—-x hat.

Symmetrie zu O(0[0): f, ;(—x) =, ,(x) oder £, ; (-x) + £, ,(x) =0

—x3+a , x3+a 2a
0= 28__0=a=0
1+bx2  1+bx?2 = 1 +bx?2 =
3
fopx) = —=—= =% + ————; Asymptote y=—x=b=-1

1+bx2 b b(b 2 +1)’

2
44 fa,b(X) = a?:ib

Bestimme a und b so, dass die Kurve den
Tiefpunkt (1]|2) hat.

(1]2) liegt auf G, ;,: £, (1) =2 = Tb =2 = a=2(a+b)
(1]2) ist Tiefpunkt: f},(x) = —’fi:“-ﬁ-)%bl, f,(1)=0= -(i::—-%‘gl =0 = a=—2b

eingesetzt in a = 2(a+b) ergibt: —2b = 2(-2b+b)
= b ist beliebig
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45 £, () = Mf—ﬁz’) Bestimme a, b und c so, dass die Kurve den
(x+c) Hochpunkt (1]1) hat und y = -3 Asymptote ist.

fa,b,c(X) = M =a-+ _a(ZCX—bX+02) ;y= -3 ist ASymptote — a=-3

(x+c)? (x+c)? ’
a(2cx—bx+bc) " _ 2a(bx—2cx—2bc+c?)
fabc(x) - (X+c)3 fabc(X) - (X+c)4

(1]1) liegt auf G, ¢ fop(1) =1 = 33D 1 = a(14b) = (14¢)2, c+-1

(1+c)?
a = -3 eingesetzt liefert: b = - % (1+c)2 -1
(1]1) ist Hochpunkt: f;, (1) =0=2c-b + bc =0

aufgelost nach b: b = 7 muss gleich sein -2 (1+c) -1
12—_CC =—3 L(1+0)2-1 = 60 = (c-1)(c+1)2 - 3(1—¢)

3c+3 = (c-1)(c+1)2 = 3(c+1) = (c~1)(c+1)?
(c+1)(8—(c-1)(c+1)) =0 = (c+1)(4—c?) =
1. Moglichkeit: ¢ =-1 ist nicht Losung, siehe oben (Nenner = 0)

2. Moglichkeit: ¢c=2, b=-4, a=-3
" — 2a(b—2c—2bC+cz)
fa,b,c(i) (1 + 0)4
" —-6(-4-4+16+4
[ 4l1) = BT <0
damit ist erfiillt die Bedingung fiir den Hochpunkt,
Losungist c=2, b=-4, a=-3

3. Moglichkeit: ¢c=-2, b= , a=-3
" —-6(-4/3+4-16/3+4
f25_43-9(1) = C /(1 %) /3+4) < g

damit ist erfiillt die Bedmgung fiir den Hochpunkt,
Losungist ¢=-2, b= ——, a=-3
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Losung VIII. Rationale Funktion Definitionen und Eigenschaften

<2
a) Zeichne G;. f(x) = 4X 4 HOP.ZM\.M
f'(X)=_£X3;2) R il e {:} R S b
X X
£(x) = 8(x=3)
X I
1
\ |
I
I
b) b(x) = [f(x)| / |
Zeichne Gy, .
b(X) _ 4X 4 1+ HOP.ZL.M
I
——+—H——H— —— bt ———— ==
TIP(1]0) X
) q(x) =[f®]*
Zeichne G, . H 4X_4)2
' - - I 2
qx) = - 32(x ;5)()( 2) Jl- X
q'(x) = 32(3x2-12x+10) 1+ HOP.(Q WEP(2,81]0,84)
x° L WEP 1 18|027\
—— === —t — == — = —=
X
d) i(x) = [fx)]?
Zeichne G; .
N x2
i(x) = ix-1)
i'(X) _ x(x=2)
4(x-1)2
o1 _ 1
x) = 2(x-1)3
e) 1(x) =In f(x) y
Zeichne G . By HOP.(2|0\)L ., X
1 o
I'(x) =- X-2 | WEP(B,W
x(x—1) -1~ :
" _ X2—4X+2 |
l (X) - XZ(X—i)z T l(X) — ln 4X;4
X
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47 f(x) = j’f . x+-305

!
|
a) Zeichne G;. :
|
|

f'(x) = — 6x(x—1)(x2+x+1)

31 1)2 HOP(1]1)
(2x+1) | 1+ - WEP(1,51/0,87)
f(x) = SUxS-14x3+1) | /
(2X3 + 1)3 °
: WEP(0,42/0,46)
I | | |
-1|  TIP(0]0) 1 X
x=—¥1/2
' 4 _ 3x2
: 2x3+1
|
|
| 1
b) b(x) = [f(x)| | y
Zeichne Gy,. | 1 beo a2
| X) =
| 2x3+1
|
| HOP(1]1)
: 17 *— WEP(1,51/0,87)
|
x=— Y12 * WEP(0,42/0,46)
| : | | |
-1 TIP(0|0) 1 X

¢) qx) =[fx)]> Zeichne G, .
_ 108x2(2x6-6x3+1)

o) 36x3(x—1)(x2+x+1) "
qx) = (2x3+1)3 9 = (2x3+1)*
| y
|
| [ 3x%2 \2
: 1 q(x) = (2x3+1)
|
|
| HOP(1]1)
| 17 /’\,WEP(1,41|0,81)
3 | ®.
x = - {172 WEP(0,56|0,49)
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d) i(x) = [fx)]"
Zeichne G;.
1
3x2
ar N _ 2(x—1)(x2+x+1)
i) = 3x3

i@=%+

x4

o) i) = [f(]2 A
Zeichne Gj. |
|
|
1
|
|
o _ 4(2X6+2X3+5) |
1+
J'(X) _ 4(X—1)(2X39‘;15.)(X2+X+1) :
|
NNl
-1 Loch(- ¥1/2 |0) 1 :
I y
f) 1(x)=Inf(x) | T
Zeichne G. : | I(x) =In 3; -
lv(X) — 2(X—1)(X2+X+1) | : e
x(2x3+1) : “"
" _ 2(2X6—10X3_1) | |
)= @y A
4, 05 L HOP(O)
" .\ I !
WEP(—O,46|—0,2|3) it : ! WEP(1,72/-0,23) B
| |
x=-31/2 —1+
| |
| |
| |
1
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Bruchungleichungen
Lose die folgenden Ungleichungen so: Zeichne jeweils die Graphen; bestimme
gegebenenfalls die Schnittpunkte und lies aus dem Bild die Losungsmenge ab.

1 3
48 a) >0 b) m<0

L=[—5;—3[u[12;—1[

51 12 Kehrwertkurven
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Flachenberechnungen

052 Berechne die bestimmten Integrale y
und deute die Ergebnisse als 1
Flacheninhalte an einer Skizze. 1 X
e
a) F =f)l( dx a)
1
= [In[x]]{ 1+
=lne-In1
F=1
=1 - 0=1 D - - -
1 e X
-1 y
b) F= [Zdx b)
- —e 1
-1
= f(§—1)dx P 1 X
- F=-e
= [In|x| - x|~ SR S e
=In1+1 - (Ine+e) ——
—0+1-1-e \
=—e
1-x
X
2
—3,71 Ee7 Ee7
2 2 2
=-[(1+F)dx = -[1dx - 3[ 5dx
-3,71 -3,71 -3,71
= [—X 31n|x 3|] -3,71 _3971

=-2-3In1- (3,71 - 3In6,71)
=-5,71+5,710796... ~ 0
Im IntegrationsIntervall liegt die 1fache
Nullstelle 0. Wegen des Vorzeichenwechsels
dort liegt die eine Teilflache unter, die andre
uber der x-Achse. Wegen derFliachenbilanz ~ 0 5
sind beide Teilflachen etwa gleich grof3.
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d) Der Integrand ist Term einer zu O symmetrischen Funktion. Wegen der
auch zu O symmetrischen IntegrationsGrenzen liegen links und rechts
von O Teilflaichen A und B, die ebenfalls symmetrisch sind zu O.

Die Fléichenbilanz ist also gleich 0. Mit der Integration siehts so aus:

f 27){16(])( 7.{;);2)—(16 dx = Zf 22X16 dx = % ln(x2 16)]

7x

x2-16 1

2 2
1 x2 x2 4X 12 1,(x+6)(x=2)
1)dX=zf6 (5+4 4f PRl =if g X

Die IntegrationsGrenzen sind die Nullstellen des Integranden.
|F| ist der Inhalt eines Fliachenstiicks, das begrenzt ist von der x-Achse

und der IntegrandKurve.
PolynomDivision (x2+4x-12):(x-3)=x+7+ T3

- 2
4f +4 12dX 4f(X+7+—)d —}L[%X2+7X+9ln|X—3|]_6

= 1[x2+14x+ 18In|x-3[]% = 1(4+28+18:0-(36 -84 +18In9))
= 1(80 - 18In9) = 10 - 21n9 ~ 5,056
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y |
d | !/
|
|
1 |
1 | Tx2
| 1x-12
1- I
|
|
|
__—— F
| | T T T T T T | | | | | |
— -5 4 7 1 | 5 X
11 I
|
|
1 |
|
[ ] = X2
53 f(x) = D)
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D¢, die Nullstelle und die

Asymptoten. Gib das Verhalten von G; an den Grenzen von D; an.

Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte und skizziere Gy.

Bestimme den Inhalt der Flache, die begrenzt ist von G;und den
Geraden mit den Gleichungen y = }l(x+1), x=2 und x=a mit a>2.

b)

Df = IR\{i}

x =0 ist 2fache Nullstelle

x =1 ist 1facher Pol, ist Gleichung der senkrechten Asymptote
x2 1 1 x2

ESI)T} 4(X_1) = Llil’}} 4(X_1) :»_—O « = —00 Eﬂél(x—i) = 400
_ o x2 1 x2-x+x-1+1 _ 1 x(x-1)+x-1+1 _1 1
ﬂ@_4@—n_4 x—1 =1 x—1 =ix+1+79)

schrage Asymptote y = A(x) = }L (x+1)

. x2 o x+1 . <
lim o7y = Im == =+oo lm ey =

__x2 _1 x%
f&)_4&—ﬂ__4x—1

fix) = 1.6=1):2x-x2 1 x2-2x _ 1 x(x-2)

4 (x-1)?2 4 (x-1)? 4 (x-1)?
f"(X) _ 1 (x=1)2(2x-2)-x(x-2)-2(x-1) _ 1. x-1DHE-1)-x(x-2)
4 (x-1)* 2 (x-1)3
_ 1. x2-2x+1-x2+2x _ _ 1
2 (x-1)3 2(x-1)3
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f'(x) =

1.x(x=2) _

Losung VIII. Rationale Funktion

Definitionen und Eigenschaften

4 (x-1)?

Waagrechtstellen sind

0 und 2 (beide 1fach)

£"(0) < 0, also ist (0|0) Hochpunkt
£"(2) > 0, also ist (2|1) Tiefpunkt

Gesuchter Flacheninhalt F
(grau im Bild) !

1_

a

1.1

1 X
2

F= }(f(x) ~A(x)) dx =
2

F = i[In|x-1[]5 = ; (In(a-1) - 0)

F=lIn(a-1)

x2+9

54 f(x) = P

a) Bestimme die Asymptoten sowie Ort und Art der Waagrechtpunkte und
skizziere Gy.

b) Bestimme den Inhalt der Fliche, die begrenzt ist von G¢, von der
Gerade durch die Waagrechtpunkte und der Gerade y = 5x.

_ x2-9
2x2

f'(x) f'(x) = 2

X

_ x2+9

a) f(x) S
x =0 ist 1facher Pol, die y-Achse ist Asymptote
. x249

Eg(l) 2x
x2+9
= =

_1 9
_2(X+x)

= llm i :»i«:—oo
x50 2X

y

y=5x

lim
x20

schriage Asymptote
y=A(x) = 1x

+00

x2-9

2x2 0
Waagrechtstellen x =43
f'(3) >0

(3]3) ist Tiefpunkt
f'(-3) <0

(-3|-3) ist Hochpunkt

f(x) =
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b) Gesucht ist zunichst der Inhalt I(OST) von Flache(OST)
I(OST) = I(OSA) + I(BAST) — I(BOT)

2

I(0ST) = 2 +}f(x)dx ~ a3 }f(x) dx - 2
1 1

3 3
ff(x) dx = %f(x+}%) dx = %[%X2+91n|x|]i’ - z—ll[X2+ 181n|x|]i =2+ glnS
1 1

I(OST) =2 + 2In3 - 2= In3
Das oben beschriebene Fliachenstiick hat den Inhalt 2-I(OST ) = 91n3

2_v4_

a) Bestimme die asymptotischen Kurven sowie Ort und Art der Waag-
rechtpunkte; zeichne G; und die Gerade w, die durch die Waagrecht-
punkte geht.

b) Berechne den Inhalt I der Fléche, die zwischen G, und der x-Achse liegt.

¢) G¢, w und die x-Achse begrenzen ein moglichst kleines Fliachenstiick;
berechne seinen Inhalt K.

d) G¢, w und die x-Achse begrenzen ein moglichst gro3es Flachenstiick;
berechne seinen Inhalt G.

_17x2-x4-16 _ 1 x*-17x%2+16 _
a) f(x)= B T
f(x) =-1(x2-17) + =16
3 3x2
Gy ist symmetrisch zur y-Achse, schneidet die x-Achse in 1, £4.

(x2-16)(x2-1)
X2

Wik

Q ist 2facher Pol, die negative y-Achse /Z _ : A(x) = -1 (x2 _17)"
ist Asymptote von Gy. R

Der asymptotische Term a) 7 d |
A(x) = -1 (x2-17) beschreibt / 1
eine Parabel. W £
f'(x) = —% 2X + _%" -(—2x79)

_2(x—

16)__2 x1-16
2 _

x3 3 x3
Die Waagrechtpunkte
(+2|3) sind Hochpunkte,
weil f(x) an den Grenzen
von D¢ nach - jagt. /
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b) I= 2-}f(x) dx = 2-} (X2 17)+"16) dx =— j‘(x2 17+16) dx
\ 1
1

—
I

~2[1x317x- ]‘1*_ 2[x3-51x- 4]

@I[\') OJI[\')

~2(64-204-12 - (1 - 51— 48)) = 108 _ 19

1= 9

c¢) Gesucht ist der Inhalt K = I(BCRL) von Flache(BCRL), siehe Bild unten
I(BCRL) = I(ADRL) — 2-I(CDR) = 4-3 — 2-}f(x) dx
; 1
2 [f(x)dx = —%[%X?)— 17x—1X§]i = —%[X3—51x—‘—;§]i
1
=-2(8-102-24-(1-51-48)) =3

9
K =I(BCRL) =12 - 40 _ %8 ~ 7,56

9
L R L R
w 70 = N w ° -
c) 1 d) 1
1+ 1+
A B c D A B C
’ —1'\_@_1'1 2 X /.—4 o ¥ "—7'\ X

d) Gesucht ist der Inhalt G = I(ADRL) von Flache(ADRL), siehe Bild oben
4
G =I(ADRL) =I(BCRL) + 2-I(CDR) =4-3 + Z-ff(X) dx
2

814

, =—2(64-204-12 - (8 - 102- 24)) = =2

Z-Zf(x)dx ———[X3 51x -2 ] 5

G =I(ADRL) = 12 + 69—8 = % ~ 19,56

356 f(x)= X—“—ig“%
a) Bestimme alle wichtigen Kurveneigenschaften und zeichne Gg.
b) G;und die x-Achse begrenzen 2 Flachenstiicke; berechne ihren Inhalt I.

¢) G¢und die Gerade durch die Waagrechtpunkte begrenzen 2 Flachen-
stiicke; berechne ihren Inhalt J.

d) Gy, seine Asymptote und die x-Achse begrenzen 2 Flachenstiicke;
berechne ihren Inhalt F.
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a)

b)

f() x4— 14X2+24 (X2 2)(X2 12) —2[7X2—12‘
X

x3 x3
f(—x) = f(x), G¢ ist symmetrisch zum Ursprung
1fache Nullstellen: +./2,+./12 =+2./3
0 ist 3facher Pol, die y-Achse ist Asymptote (Vorzeichenwechsel von Gy)
schriage Asymptote: A(x) =
Schnitt von A und Gy: 7x2-12=0 = x=+2 2 ~1,309...

f'(x) = (x2+ 1?()4("2'4) Waagrechtpunkte (2|-2), (-2|2)

£(x) = 4. T2 £"(2) >0 = Tiefpunkt (2|-2), Hochpunkt (-2|2)
X

1fache Flachstellen sind Wendestellen y
7x2-72=0 &\ (-2[2)
x=+6 [2 ~+3,207 A
Wendepunkte
(+3,2|70,43)

f (x) dx

(x-22+2%) dx = [}x?~14In x| - 22}/
J2

~14In./12 -1-(1 - 14In./2 - 6) =10 — 14In /12 + 14In /2

0-7n12+ 7In2=10-7(n12 - In2) =10 - 7In 6 = -2,542...

I=7In6 - 10 = 2,542...

Ein Flachenstiick ist begrenzt von der Strecke [ST] auf der Gerade g
mit y=—x und dem dem Bogen (ST) auf der Kurve G;.
S ist ein Schnittpunkt von g und Gg:
APy oy x4 14x2+24 = x4 = 2x%-14x2424 =0
X
x4-7x2+12 =0 = (x2-4)(x2-3)=0 = x=+2 oder x=+./3

2 5 2
J= Jfg(—x—f(x))dx - f(‘ZXJ’%‘%) dx = [-x2+14In|x| +g]ﬁ

ﬁ%@ =

Il
l—‘-m

J3
J=-4+14In2+3 - (-3 +14In./3 + 4)
J=-2+14(In2-In./3) =-2 + 7(In4 — In3)
J=7(In4-1n3) - 2 = 0,0137...
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d) F =Inhalt(OPR) + Inhalt(PQR), wobei R(2 f 12 f ), siehe a)

OPR ist ein halbes Quadrat, also Inhalt(OPR) = 2- 3 = 3

2 14 . 24 2 2
Inhalt(PQR)= [ f(x)dx = f (x—=+27) dx = [3x2-14In|x| - ]W
27 21
=1-14In,/2 - 6 - (¢ - 14In./12/7 -
=2-7In2+7In¥Z =2+ 7(In¥ -In2) = 2 + 7In? ~ 0,0639
F=2+247nf =2+7Inf =0,920...
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2. Anwendungen

1 Van-der-Waals-Gleichung

a)

|

™

||||||||6_9||

L=

b)

Das 2.Bild im Abschnitt »Zustandgleichung realer Gase« zeigt die
van-der-Waal-Isotherme fiir a=12.

Entnimm der Zeichnung folgende Daten fiir Stickstoff:
Temperatur der Isotherme in K und °C,

Druck in bar zwischen R und L.

Auf welchen Teil verringert sich das Volumen beim Verfliissigen
zwischen Rund L ?

Bestimme die Kurve der Flachpunkte der Isothermenschar.
Achte auf die Beschrankungen fiir a und x !

Bestimme mithilfe eines ComputerAlgebraSystems

(Mathematica, Mapple, Derive ...):

Fir welche a-Werte haben die Isothermen keinen, einen oder zwei
Wendepunkte ?

Welche Bedeutung hat der Hochpunkt der Flachpunkt-Kurve von b),
auf welcher Isotherme liegt er, welche mathematische Rolle spielt er ?

f,(x)=—2—— X>

W~

3
6x-2 x2

tatsachliches Gasverhalten

R

' ° x=Vfy,
MAXWELL: F, =F,

a=16T/T, = T=aT,/16

fir a=12 = T=12T,/16

fiir Stickstoffist T, = 126K = T =12.126K/16 = 94,5K = -178,5°C
y =p/pr = 0,28 = p=0,28p, =0,28-35bar = 9,8bar

XL = 0,49 XR = 5,64
das Volumen geht zuriick auf den );—R—ten Teil, also auf den 11,5-ten Teil
L
—_a _3 1

fa(X) = Bx_2 XZ,X> 3,a>0

'x) = &. =3 6

a(X) =9 (3x-1) + 3
f'(x) = 3a._ 6 18 _ 9(ax*-54x3+54x2-18x+2)

? 2 (3x-1)3 x* x4(3x-1)3
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Flachpunkte: f,(x) =0 ist mit unsern Mitteln nicht losbar.
An die FlachpunktKurve kommt man trotzdem so:

S_a.L_ﬁz - . =2§3x—1!3 . .
2 Bx1p xt 0 aufgelost nach a: a 1 eingesetzt in f,(x)

liefert den Term flap(x) der FlachpunktKurve:

flap(x) = GXZ_—EX” aus a= 2—(3"—;1)—3 >0 folgt x>%
X X

c) flap(x) =- 2(6X2;59X+2) =0 = x,, = % ~ 1,23 (oder x = 9_1233 < %)

¥y =flap(x,) = £(11,/33-59) ~ 1,18

flapn(x) — 4(9X2 —X%;Sx + 5)

W(1,23|1,18) ist Hochpunkt wegen flap'(1,23) ~-4,1 <0
W(1,23|1,18) liegt auf der Isotherme mit Parameter a*:

x, = 22433 einsetzen in a = 2@2;;;—123 ergibt a* = £(13+./33) ~ 17,006

W

eine Isotherme mit a>a* hat keinen Flachpunkt
die Isotherme mit a=a* hat genau einen Flachpunkt (kein Wendepunkt)
eine Isotherme mit 0<a<a™ hat zwei Wendepunkte

VAo
: f()_a 3 1
| aX =52 2| X738
I
: Ortlinie der Flachpunkte
1 —
I flap(x)=2(6x—46x+1) X>%
| X
I
I
I
1 |
1 I
1 I
1 I
T I
1 I
T |
@lllIl R 2D AN R O A A A I R O A A A R O O o A A R O BN A A A I I S A A I I A
5 X

o
Qo=
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2 Rutherford-Streuung
Der Ablenkwinkel bei der Rutherford-Streuung sei der Winkel
zwischen der schiefen Asymptote und der y-Achse.
Bearbeite fiir die Schar der Rutherford-Hyperbeln:

a)
b)

c)
ed)

Zeige, dass die Schar symmetrisch ist zur y-Achse.
Berechne die Ablenkwinkel fiir die StoBparameter ae{% , 1, 4}

Fir welche a-Werte haben die Hyperbeln waagrechte Tangenten ?

Bestimme die Kurve, die das Gebiet begrenzt, in das kein o-Teilchen
eindringen kann.

Wie muss ein o-Teilchen fliegen, um dem Kern moglichst nahe zu kom-
men ? Wie nah kommt es an den Kern heran ?

b)

fa(x)= %(_l +a)(—x +a) + 2(_Xa+ 2 %(—1)(_%1 +a)(x—a)+ 2(Xa_a)
f . (=x) = %(1 —a)(x—a)+ 2(Xa—a) =f (x)

1_
a

Die schiefen Asymptoten mit y = % (= —a)(x — a) haben die Steigung

m =2 (% - a), haben den Neigungswinkel ¢ mit tang =m =2 (1 - a).
Der Ablenkwinkel o ist dann o = 90°—¢:
a=12 tang = 2 ¢ =36,87° o=53,13°
a=1 tang =0 @0=0° o=90°
a=4 tang = - L ¢=-61,93° o=151,93°
11 _ _ a _1pd_ _ _a_
609 =3¢ - a)x-a) + g2 =4[ ) -a) + 2]
"(x)=1(1_ __a _11_.__a
A-3¢-a0- 25 -1d-a- 2

Cf'(x) = 1 _4-_2
Waagrechtpunkte: f(x)=0 = a 27 xoa)y

(x-a)2= 2 =

a2

vie 0 = 1-a%2>0,also |a| <1

Waagrechtpunkte gibts nur fiir T
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d f,x)=2[¢ -a)x-a)+ 2 ]=1[1x-ax-1+a?+ 2]
SR =3Gx-x+2a+ il 1[2a-x+ e x|
= §l2a-x+x(s - )= J2a - x4 x(E5 0020
- %[2a—x+x(az25(‘§—:;‘)22)] = 122~ x4 x2( 2]
=l@a-x[1+ #;)2]
d

P f,(x) =0 = 2a-x=0 (der Faktor in Eckklammern ist positiv)

=a= %X eingesetzt in y = f,(x) liefert
_ _ it _ a1 1n2 _Xyx_X X/2

Lo g4 Rq]oq ¥
—2[(2 5 1+ 1 +1]=1 S
Die Berihrpunkte (2a|1- %a2), a+0, von Hillkurve und ScharHyperbel
und die zugehorigen Brennpunkte (2a|1) liegen genau uibereinander.
Der dem Kern niachste Bahnpunkt wird erreicht im Grenzfall a—0 des
zentralen Stofes; dieser Punkt (0|1) ist der Scheitel der Hiillparabel,
durch ihn geht keine ScharHyperbel.

3 Beleuchtung

2 gleich starke Lichtquellen L und Q haben L
die von LR den Abstand a>0 hat.

Die Lichtintensitat in P ist proportional zu |

_ 32 32
fa () = aZ+(4+x)2 - aZ+(4-x)2

Fir welche Abstiande a zeigen sich auf der Wand 2 Intensitatsmaxima ?
Fir welche Abstande a zeigt sich nur ein Intensitatsmaximum ?

Zeichne Intensitatskurven fiir a=2, a=4./3 ~7 und a=12.

' 128 44+9%2(a2+16)+a4-32a2-768
Verwende fa(X) T X((Xa2+ ()éi -E?()2)2(3?2 +a(4_X)2)2 )

Wenn es 2 Intensitdtsmaxima gibt, dann ist in x=0 ein Intensitdtsminimum,
die beiden Intensitdtsmaxima sind in Stellen + 0. Diese beiden Stellen sind
die Nullstellen des Faktors im Zahler von f(x):

x4+2x2(a2+16)+at—32a2-768 = 0
Diskr.= 4(a2+16)2—4(a%-32a2-768) = 4(a*+32a2+256—a4+32a2+768)
= 4(64a2+1024) = 4-64(a2+16)
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x? = 1 (-2(a®+16) £ 2.8,/a?+16) =-a>-16 + 8./a2+ 16
x2=-a2-16 + 8,/a2+ 16 ist positiv, falls 2 Intensitatsmaxima
—-a2-16 + 8./a2+16 >0 = 8./a2+16 > a2+16 = 64(a%2+16) > (a2+16)2
= 64>a2+16 = 48>a? = (-4./3 <) a<4./3 wegen a>0

also: 2 Intensitatsmaxima, falls a < 4./3.

Die Intensitatsmaxima verschmelzen mit dem Minimum in der Stelle x=0
zu einem Intensitatsmaximum, falls —a2-16 + 8./a2+16 =0 = a=4./3
x=0 ist dann 3fache Nullstelle von f(x),

der Ausdruck a*-32a2-768 ist dann gleich 0:

at-32a2-768 =0, Diskr. =322 + 4.768 = 4096 = 64-64
a?=1(32+64)=48 = a=4./3

Fiir a > 4,/3 gibts nur den einen Waagrechtpunkt (0]
er ist Hochpunkt wegen llm f,(x) =

2+16)

Ortlinie der Waagrechtpunkte

wa ( ) 4(4 +V16-x2)
P 16 — x2 + 4916-x2

_ 32 32
fx) = a?+ (4 +x)2 * a’+ (4-x)?
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4 Linsengleichung

f Brennweite
(positiv bei Sammellinsen)

g Gegenstandweite (>0)
b Bildweite

a) Nimm >0 als Parameter a
einer Schar rationaler Funktionen mit der unabhéngigen Variable g
als x und der abhingigen Variable b als y.
Bestimme den Scharterm f,(x) mit maximaler Definitionsmenge.

b) Zeichne Scharkurven fur ae{1, 2}
c¢) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.

d) Ein reelles Bild ergibt sich nur fiir y>0. Wo muss der Gegenstand sein,
damit von ihm ein reelles Bild entsteht ? Bei welcher gegenstandweite
ist die Linse genau in der Mitte zwischen Bild und Gegenstand ?

a) Linsengleichung %, =1 +% aufgelost nach b
1_1_1_g-f _fg :
b f g fg = b - umgetauft:

y=1f,x) = ;Txa D =IR"\{a}, a>0 (Sammellinse)

c¢) waagrechte Asymptote y =a

lim 2% = a wird die Gegenstandweite beliebig grof,

X—>00 X —

so liegt das Bild beliebig nahe dem Brennpunkt F,

senkrechte Asymptote x =a

lim 2% = a-lim &%= = +o0

xxaX—a x%»aX—a

nahert sich der Gegenstand von links beliebig dem Brennpunkt F,,
so liegt sein reelles Bild (»+«) beliebig weit rechts von der Linse

. ax _ . X
Im—=—==a'lim— = -
xSaX—a xSaX—a

nahert sich der Gegenstand von rechts beliebig dem Brennpunkt F,,
so liegt sein virtuelles Bild (»—«) beliebig weit links von der Linse

d) Reelles Bild, falls ;Txa >0|:a = X%a >0 |- (x-a)? = x(x-a)>0
= (x<0 oder) x>a

Ist die Linse zwischen Bild und Gegenstand, so ist b=g, also y=x
AX _x = ax=x2-ax = x?-2ax=0 = x(x-2a)=0 =

RN (x=0 oder) x=2a, also doppelte Brennweite
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b)

Losung VIII. Rationale Funktion

Anwendungen

5 Parallelschaltung von Widerstianden

a)

b)
c)

Nimm R,>0 als Parameter a einer R ersetzt die
Schar rationaler Funktionen mit parallel geschalteten

als x und der abhangigen Variable

R als y. 1
Bestimme den Scharterm f,(x) R

1
R4

+ L
2

mit maximaler Definitionsmenge.
Zeichne Scharkurven fir ae{1, 2}

Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.

der unabhéingigen Variable R;>0 Widerstiande R4 und Rg I I
R1| R2

a)

1

WiderstandGleichung 11,1 umgetauft:
R R, R,
1_1,1_a+x _ _ ax _ TRt
y X+a — =V f,(x) — D=1R", a>0
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b)

c¢) waagrechte Asymptote y=a
lim 2% = a wird der Widerstand R, beliebig groB,

x—>oX+ta

so ist der ErsatzWiderstand R beliebig nahe dem Wert R,

6 Satellitenumlauf

t Umlaufdauer eines Satelliten S beobachtet
von einem Punkt B des Erdaquators.
(Synodische Umlaufdauer > 0)

e Umlaufdauer von B (= 1Tag)

s Umlaufdauer eines Satelliten S
in der Aquatorebene.
(Siderische Umlaufdauer > 0)
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a) Nimm e=1 (Zeiteinheit = 1 Erdtag),
s als unabhédngige Variable x und t als abhéngige Variable y.
Bestimme den Funktionsterm f(x) mit maximaler Definitionsmenge.

b) Zeichne den Graphen.
c¢) Gib die Asymptoten an und deute sie physikalisch.

a) UmlaufGleichung

@ I~
0 I=

umgetauft:

1=

y

1 1—}( =x_1 (synodisch)

|
I
y X I

I

— - X

:y—fx)—x_1 x>1 :
b) Bild rechts :
c¢) waagrechte Asymptote y =1 :

lim-—*-=1 TITTT L

x>00X—1 T

Je langer die Umlaufdauer s, '+
desto weiter ist der Satellit
von der Erde entfernt,
desto mehr nahert sich die synodische |
Umlaufdauer t einem Tag.

senkrechte Asymptote x =1

lim == = 400

x>»1x-1

Ist die siderische Umlaufdauer t = 1Tag,

so ist die synodische Umlaufdauer s unendlich grof3, das heif3t,
der Satellit steht immer iiber demselben Aquatorpunkt B.
(Geostationarer Satellit)
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IX.Technik des Integrierens

! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !
1.Partielle Integration

01 a) jxeXdX=

u =eX u=ex

V=X v=1
=xeX—_[1-exdx=xex—eX+C=(x—1)eX+C
b) _[xsinxdx=

u = sinx U = —COSX
V=X v=1

= —XCOSX — J 1-(-cosx) dx = —xcosx + sinx + C
c) J (x2-1)cosx dx =

u = cosx u = sinx
v=x2-1 v =2x

= (x2-1)sinx - | 2x-sinx dx  (siche b))

= (x2-1)sinx — 2(—xcosx + sinx) + C

= (x2-3)sinx + 2xcosx + C
d) j (x2-1)exdx =

u = eX u=ex

v=x2-1 V' =2x
= (x2-1)ex - J 2x-eXdx (siehe a))
=(x2-1)ex-2(x-1)ex+C = (x2-2x+1)ex+ C

= (x-1)2ex+ C
02 a) J-XlIIX dx =
u =x u= %XZ
v =Inx v = )1(

NI

X21nX—I %Xz-%{ dx = %x2lnx— %jx dx
=1x2Inx-1.1x2 = }Lx2 (2Inx-1) +C

2°2
b) szlnx dx =

N

261



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Partielle Integration

x3Inx — J3X3 1dx = §X3lnx— —_[ x2 dx

x3Inx — $X3 +C= —X3 (Blnx-1)+C

OOIH OOIH

c) J- x"nx dx =

— an”lnx—‘[ _1_Xn+1.l dx = I_li_xn+1lnx_ _1_J' X dx

n+1 1
= —Lx"*1nx - . Lxn*1 4 C= Lx"*!(nx- 1)+ C
n+1 n+1 n+1 +1
Inx
‘3 a) J‘? dX:
u'=)l( u=Inx
=Ilnx v =1

X

= (Inx)2 f InX gx (Phonix!)

Inx _ ln_x _1
Zj?dX—(lnX :J " dx = ; (Inx)? + C
b) _[X(X+1)3dx=

u=x uzéx2

v=(x+1)?3 v =3x+1)>?

= 1x2(x+1)3 - | 1x2.3(x + 1)2 dx
:%xz(x+1)3—g_[x2(x+1)2dx

u = x?2 u=%X3

v=x+1?2 v=2kx+1)
= %2 (e 17 - Sl (4 12 - [ 3P (x + 1) dx]
=%x2(x+1)3—%x3(x+1 +IX3X+1)dX

u = x3 u=;iX4

v=x+1 vi=1

%xz (x+1)3 - %X3 (x+1)2+ [}Lx“(x +1) —J }lx‘* dx]
=%X2(X+ 1)3 - lX?’(x+ 1)2 + X4(X+ 1) - —X5 +C
zl 2(10(x+1)3 - 10x(x + 1)2 + 5x2(x + 1) = x3) + C

O
= 2ox?(4x3 + 15x% + 20x + 10) + C
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c) Jx‘0’5lnx dx =

u =x95 u = 2x0°

v =Inx v =1
X

= 2x%%Inx - [ 2x05.1 dx = 2x%%Inx - 2] x 0 dx

= 2x95Inx - 2[2x9%%] + C = 2x%%Inx — 4x95 + C
= 2x%%(Inx — 2) + C

4 a) J'Xe‘X dx =

u=ex u=-e¥x
V=X vi=1
=-xeX —j (—e™) dx = —xe* + _[ eXdx=-xe*-e*+C
=—x+1)e*+C
b) |x2e*dx=
u=ex u=-e¥x
v =x2 v =2x

=-—x%2e X — J (-2xeX) dx = —x%e X + ZJ xe*dx (siehe a))
=—x2e*+2[-(x+1e¥]=-x2e*-2(x+1)e*+C
=-(x2+2x+2)e*+C

c) j eXcosx dx =

u = eX u = ex
V = COSX v = —sinx

= e*Ccosx —f (—e*sinx ) dx = e*cosx + f e*sinx dx

u = ex¥ u=ex
v = sinx v' = cosx

= eXcosx + [eXsinx — f e*cosx dx] (Phonix!)
= eXcosX + eXsinx — J eXcosx dx
2_[ e*cosx dx = e*(cosx + sinx) + C*

f e*cosx dx = %ex(cosx +sinx) + C

d) J. (sinx)?2 dx =

u = sinx U =—CoSX
Vv = sinx v' = cosx

= —sInX COSX + j (cosx)? dx

U = coSX u = sinx
V = COSX v = —sinx

263



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Partielle Integration

= —sinx cosX + [sInX cosx + _[ (sinx)?2 dx|

scheinbar Phonix, denn J (sinx)2dx =0 + J (sinx)? dx,

also den Hebel weiter oben ansetzen bei: —sinx cosx + j (cosx)? dx =
= —sinx cosX + j (1 - (sinx)?) dx
= —sInX COSX + X — J‘(Sinx)2 dx (Phonix!)

2.[ (sinx)? dx = x — sinx cosx + C*

j (sinx)? dx = %(X —sinx cosx) + C

5 a) j (2x+1)In(x +1) dx=

Uu=2x+1 u=x2+x

=lnx+1) v'= ;%—1
=x2+x)nx+1) - J (x2 + X)% dx
=x2+x)nx+1) - J X(X + 1) 7 dx
=x2+x)nx+1) - _[ x dx
=xZ+x)nx+1) - -x2 +C

= %X[Z(X +1Inx+1) -x]+C

b) | (nx)? dx =

u=1 u=x

=(nx)2 v'= 21;"‘

x(Inx)?2 Jx 2nx g% = x(Inx)2 — ZJ Inx dx

u=1 u=
v

LS o

=Inx

=x(Inx)2 - 2[xInx - J dx] = x(Inx)2 — 2xInx + 2x + C
=x[(Inx)2 - 2Inx + 2] + C

c) _[x(lnx)2 dx =

u=x u= %xz
v=(nx)? v =2&x
= 1x2 (Inx)2 —_[ 1x2.2nx g% = 132 (Inx)2 I x-Inx dx
2 2 x 2
u=x u= %X2
=Inx vi=1
X
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2(Inx)?2 - [2x2 Inx - —J X dx]

2(Inx)2 - éxz Inx + é %X2 +C

1
2
_ 142
2
1x2[2(Inx)? - 2Inx + 1] + C

= 2x9%9lnx — ZJ x0,5 )l( dx = 2x%9Inx — ZJ x 0.5 dx
= 2x%%Inx — 2[2x%5] + C =2, /x[Inx - 2] + C

Aus schreibtechnischen Griinden sind die folgenden Integrale zuerst berechnet als
unbestimmte Integrale, danach als bestimmte Integrale.

06 a) [xe*dx =
u =e* u=e*
V=X vi=1
= xeX - fexdx xeX—ex+C=(x-1)ex+C
fxex = [(x- 1)eX] =0-(-e% =1

b) J. x3-1)e*dx =

u=eX u=-eX
v=x3-1 v' = 3x2

=-(x3-1)e>+ SJ x2.e* dx

u=eX u=-e¥X
v = x2 v' = 2x

=—(x3-1)e>+ 3[x2e >+ 2J xe* dx]

u=e¥X u=-eX
V=X v=1
=—(x3-1)e* - 3x%e*+ 6[xe*+ J e dx]
=—(x3-1)e*-3x2e*-6xe*-6e*+C
=—e*x3-1+3x2+6x+6)+C
=—eX*x3+3x2+6x+5)+C
2

f(x3 -1)e*dx = [-e*(x3+3x2+6x+ 5)]?
1 =—e28+12+12+5) - (-e1(1+3 +6 +5))
=-37e2+ 15e 1= (15e - 37)e2
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c) J(x— 1)2exdx =

u =eX u = ex
v=(x-12 v =2x-2

= (x - 1)%2e* - 2] (x - 1)e* dx

u =eX u = ex

v=x-1 v=1
=(x—-1)2ex-2[(x - 1)ex—.[eX dx]
=(x-1)2ex-2(x-1)ex+ 2ex+ C
=e¥(x2-2x+1-2x+2+2)+C
=eX(x2-4x+5)+C

Partielle Integration

f(x 1)2ex dx = [eX(x2-4x+5)]* (=e(1-4+5)-(e'(1+4+5)

=2e —10e1=2(e - 5e1)

7 a) chosx dx =

U = CcoSX u =sinx
v=xXx vi=1

o =Xsinx—jsinx dx = xsinx + cosx + C
TC

[ xcosx dx = [cosx+xsilr1x]g/2 =0+7m2-(1+0)=7/2-1
0

b) _[xzsinxdx =

U =sinx u =—CoSX
v = x2 v =2x

—X2C0SX + ZJ xcosx dx (siehe a))
—x2¢0sX + 2(xsinx + cosx) + C
= (2 — x2)cosx + 2xsinx + C

/2
f/ x2sinx dx = [(2-x2)cosx+ 2xsinx|", =0+ m1 - (0 - n(-1)) =0
-1/2
8 a) [Inxdx =
u=1 u=x
=Inx \% )l(

, =xInx — '[dx xInx - x=x(Inx -1) +C
flnx dx = [x(Inx- 1)]e =e2(2-1)-1-(0-1)=e?2+1

*b) [lgxdx =[lge-Inx dx=Ige[Inx dx (siche a))
=x(Inx - 1)lge + C

e

flgx dx = [x(Inx- 1)ige]; =e(1 - 1)lge — 1(0 - Dlge =Ige
1
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9 a) J eXsinx dx =
u = eX u = eX
v = sinx v' = cosx

= e*sinx — J eXcosx dx

u = eX u = eX
V = COSX v = —sinx

= e*sinx — [eXcosx + |e*sinx dx| (Phonix!)
= e¥sinx — e¥cosx — |eXsinx dx

2J e*sinx dx = e*sinx — e*cosx + C* = f e¥sinx dx = %ex(sinx —cosx) +C

/4
[ e*sinx dx = [%ex(sinx—cosx)]g/4 = %e“/‘l(simt/él — cosT/4) — %.1(—1) = %
0

b) je‘xcosx dx =
u=ex u=-e¥x
V = COSX v =—sinx

= —eXCcosxX — j e *sinx dx

u=ex u=-e¥x

v = sinx v' = cosx
= —e*cosX — [-e¥sinx + f e*cosx dx|] (Phonix!)
=—e*CcosX + e XsInx — f e *cosx dx

2f e*cosx dx=e*(sinx—cosx) + C* = _[ e*cosx dx= %e—x(sinx—cosx)+C

/4
} eXcosx dx = [%e"x(sinx— cosx)]g/4 = %e‘“/‘* (sinm/4 — cosm/4) — % A(-1)
0 =1
2
c) j e2*sinx dx =
u = e u= %ezx
v = sinx V' = cosx
= %e2xsinx - %.f e2%cosx dx
u = e?x u= %ezx
V = COSX V' = —sinx
= %ezxsinx - %[% e2*cosx + %j e?*sinx dx] (Phonix!)
= %ezxsinx — % : % e2*cosx — % : % e2%sinx dx

4j e2Xginx dx = 2e2%sinx — e2Xcosx — J e2*ginx dx
5_[ e2xginx dx = 2e2%sinx — e2Xcosx + C*

je2xsinx dx = %e2x(2sinx —cosx) + C
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T

fe2xsinx dx = [%e2x(2sinx—cosx)]z)E = éez"(O—(—l)) — éeo(O—i) = ;;1)(1+e2”)
0

10 a) j(cosx)2dx =

U = CcOSX u = sinx
V = COSX v = —sinx

= sinx cosx +J (sinx)? dx = sinx cosx +_[ (1 - (cosx)?) dx
= SinX COSX + _[ dx — J (cosx)?2dx (Phonix)

2_[ (cosx)? dx = sinx cosX + X = j (cosx)? dx = %(Sinx cosx +x) + C
T

f(cosx)2 dx = [%(sinxcosxﬂ()];C = %(O +m) - 2(0+0)=m/2
0

1
2

b) J sinx cosx dx =

u = sinx U = —COSX
V = COSX v = —sinx

= —(cosx)? — J sinx cosx dx (Phonix)

2j sinx cosx dx = —(cosx)? + C* = j sinx cosx dx = — % (cosx)2+C

}sinxcosx dx = [’2—1(cosx)2]g = —% (-1)2 - (—%)(1)2 =0
0

¢ [JxInxdx =
u = ./x =x05 u—%xi’5
v =Inx V'=)l(
=§x15lnx 2.|‘x151dx—§xi5lnx ZJXO5dX
=§x15lnx—§-§X15+C—§x15(lnx 2) +C
023 o
[ = [t B = 3@ -3 - G10-3) =
d) [ (nx)?dx=
u=1 u=x
v = (Inx)2 y' = 2nx
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= x(Inx)? - 2[xInx - j X;1( dx] = x(Inx)? — 2xInx + 2j dx
. =x(Inx)2 - 2xInx + 2x + C = x((Inx)2 - 2Inx + 2) + C
Inx)? dx = [x((Inx)2-2Inx+2)]; =e(1-2+2)-1(0-0+2)=e -2
) i
1

e) J-lnx2 dx =

u=1 u=

= Inx?2 vV =

=xInx?2 — J. X}% dx = xInx? — 2_[ dx =xInx2-2x+C
B =x(Inx2-2)+C
[Inx2 dx = [x(Inx2-2)] =-1(0 - 2) - (-e)(2-2) =2

of) _[xln(x2 +1)dx =

u =X u=-x2

v=lnx2+1) v =-2X

x2+1
= %len(x2 +1) —_[ %X2 22_):1 dx
= LPIn(x + 1) - [ X dx
P+ 1) -] (- ) d
%len(xz+1 dex+jx2+ dx
%len(x2 +1) - 2X2 1J xzzfi dx
= x2In(x2+1) - 1x?+ ln(x2+ 1) + C

= l(X2ln(x2 +1)+Inx2+1)-x2)+C
=1 5(x2+1)In(x2+1) -x2) +C
fxln(x2+ 1) dx = [ ((X2+ 1)In((x2+1)- x2))] = %(21112 -1) - %(lnl -0)

=In2-:z
Inx _
g) [ o dx =
u=xm u= f__::
Inx V' = )1(
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_ X1—n _ X1—1'1 l _ X1 n 1 -

= 1_nlnx o % dx = 1_nlnx jx dx

_ Xi—n _ 1 .Xi—n _ Xi—n _

= 1_nlnx - +C= 1_n(lnx ———1 )+C, n*1

Fall n=1 siche 3 a) j ln?X dx = %(lnx)2 +C

J I dx = fxton(lnx- o)) = ffetn(t - 1) - 10 - 4]
1
L fetn(a) L] L1 -netn], nt
e
[ dx = Jlnx)?)y =51 - 50

811 Zeige, dass gilt:
a) J X" sinx dx = —X"COSX + nj x™ 1 cosx dx
nachzuweisen ist: dix [-xcosx + nj x™1 cosx dx] = x" sinx
d%; [-x"cosx + nf x™1 cosx dx| =

=-n-x*1cosx + x2sinx + n-x*1 cosx = x"sinx qed

b) j (sinx)™ dx = —rll (sinx)™1cosx + I%ij (sinx)™2 dx
nachzuweisen ist: %{ [-(sinx)™1cosx + (n—1)j (sinx)™2 dx] = n(sinx)™
%{ [-(sinx)™1cosx + (n—1)_[ (sinx)™2 dx] =
—(n-1)(sinx)™2cosx- cosx + (sinx)*1sinx + (n—1)(sinx)"2
= —(n—1)(sinx)*2(cosx)?2 + (sinx)™ + (n—1)(sinx)2
= (n—-1)(sinx)"2(1 - (cosx)?) + (sinx)"

= (n—1)(sinx)*2(sinx)2 + (sinx)* = (n—1)(sinx)™ + (sinx)* = n(sinx)* ged
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2.Substitutionsregel

01 a) J(1—X)2dX =

t=hx)=1-x dt =h'(x) dx = -1 dx
dx =-dt

=[t2(-1) dt=-1t3+C=-1(1-x)3+C
4
[ (1-%)? dx=[-5(1-x)%]; =3 (-3)>~ (-£0%) = 9
1

b) [5(@2x-3)*dx =

=h(x)=2x-3 dt=h'(x)dx=2dx
dx=1dt
5 1
; =5[ttldt=2[ttdt=2-1-t3+C=1(2x-3)5+C
[5(2x-3)* dx = [3(2x-3)3]} =1(1)2 - L (-1)3=1
1

c) J Jx+1 dx

t=hx)=x+1 dt = h'(x) dx =
[Jtdt=[t2dt=2t32+C=2 /x+13+C

fh/x+ dx = [Z/x+ 3] =2.33-(2.0)=18

d) |2./3x-2)% dx=

=h(x)=3x-2 dt=h'(x)dx=3dx

dx=1dt
=5feta=3-1ta=2-1202+C=12/t + C
= %(3X— 2)2,/3x-2 +C
fgﬁ/(3x 2)3 dx =1[(3x 2)?/3){—2]2-%(6255 16-2) = 1031
02 a) j(2X+1)2 dx =
t=2x+1 dt=2dx dx=1dt
— 1 1 _3 — _ 31 _ 3 1
=8[ 5.3 dt=5-t")+C=-3-1+C=-3-705+C
3 __3 1 11 _ 3/ _
{(2X+1)2 dx __5.[2x+1]0 _§(§ - )_1
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dX =
t=2x-e dt =2 dx dx=%dt

b) |

2x—e

=[ 13 dt={Int|+C=LIn|2x e[+ C

5e

[ L ax = %[n|2x e|]2¢ %(ln9e Ine) = 1ln9 In3
e

2x—e

©) dex_
t=3x+16 dt=3dx dx=1dt
=I»C—1/2.l dt = l.2t1/2+(j= 2 J3x+16 +C
1 Bx+16]%° = 2( /216 —
£J3X+16dx [3 +16];3 _3 416 - ./25) = 2

03 a) J 4e2x+1 dx =

t=2x+1 dt=2dx dx=% dt
=4J et-% dt = 2et + C = 2e2x+1 + C
1
[4e?x*1t dx = 2[e2x+1] = 2e3 - 2e = 2e(e? - 1)
0

b) | (2e3-2)2dx = [ 4eb-%xdx =
t=6-4x dt=-4dx dx=-1dt
=4[ et(- 1) dt=—et+ C=—eS-4+C
3/2

[ (26322 dx = [-e6- 4x]51‘g —_e0— (—et) =et—1
1/2

c) J sin(2-x) dx =

t=2-x dt=(-1)dx dx=(-1)dt
. = _[ (sint)-(-1) dt = —J sint dt = cost + C = cos(2-x) + C
fsin(Z—x) dx = [cos(2—x)]i =cos(-1) —cos1 =cos1-cos1=0
1

2
4 a) J-mdx=

=2x-1 dt =2 dx dx =3 dt

1
2

dt=[ % dt=In|t|+ C=In|2x - 1]+ C

J
ol

In|2x - 1|] =In3-0=1In3

b—\%[\?
[\
S
[EEN

Q.a
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12x
b
) 3x2+1

t=38x2+1 dt=6xdx dX=§1)—{dt

=2 L dt=2[ 1 dt=2In|t| + C =2In(8x?+ 1)+ C

312X dx =2[In(3x2+1)]; = 2In4 - 2In1=1n16
X

)JZXS _2Jx3 8x+8xdX 2-[ X+ 8x )dX 2JXdX+2J 8x dx =
t=x2—8 dt=2xdx dx=L dt

—)(2+2J.8X dt = X2+2J4dt x2 + 8ln|t| + C

. =x2 + 8In|x2 - 8|+C
2 X38 dx = [x2+8ln|x2-8|* = 16 + 8In8 - (9 + 4-0)) = 7 + 8In8
3X

5 a) [6x(x2-2)2dx =

t=x2-2 dt = 2x dx dx=2ixdt
= 6x-t2 L dt=[3-t2dt=t3+C=(x2-2)>+C

4
[6x(x?-2)? dx = [(x2-2)3]; = 143 - 73 = 2401
3

b) I 2e-x-ex dx =

t=e* dt=-2xe™ dx=-2xtdx dx=-L dt
= j 2e-x-t-(— 5)1&) dt = —ej dt=—et+C=—-e-ex +C
=—el™** 1+ C

}Ze-x-e‘X2 dx = [(—ei‘xz)](i) =1-(-e)=e-1
0

1
¢ [xmex! dx =

t=ex""' dt=(n+1)x"ex"" dx = (n+1)x"-t dx

_ 1
dx = (n+1)x"t
:JXn.t. 1 dtzLJ‘dtzi't'l'C:L'exn*.i-'-C
(n+1)x"t n+1 n+1 n+1

fxmed™ dx = Lo[ex )] = L (e2 —¢)
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6 a)

b)

07 a)

b)

Losung IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel
j sin2x dx =
t =2x dt =2 dx dx=1dt
=jsint-l dt = - lcost+C=— %cos2x+C
/2
f sin2x dx = [-{cos2x]"* =- 1(-1) - (- }) =1
j 16(sinx)(cosx)? dx =
t=cosx dt=-sinxdx dx=-—dt

sinx

)dt——16jt3dt——4t4+c

= 16_[ sinx)t3- (-
2 = — 4(cosx)* + C

[ 16(sinx)(cosx)? dx = [—él(cosx)‘l]Z?1 =-4.0 - (—4(%&)4) =1
/4

J esinXcogx dx =

dt=cosxdx dx=-L dt

COSX

=_[e'3(:osx.L dt:_[et dt = et + C = esinx .
COSX

t =sinx

T

[ es™xcosx dx = [esinx] , =e®—el=1-e¢
/2
i ax -
Inx  dt=1dx dx=tdt
=jttdt 12+ C=1(nx)?2+C
[P dx =[3(Inx)?] =$-1-3-0=1
1
J € dx =
1-eX
t=1-eX dt=-—eXdx dx=—e>*dt
=J%{°(—e_x) dt=—_[ % dt=-—In|t| +C==In|1-eX| + C
o 0X= [—ln|1—ex|]:é =—In(1-e?) -In(1-e2) = In(1+e) - 1
ol-e
1+eX—eX 3o _ _ eX
J-1+ex _-[ 1+eX X_'[(i 1 eX ) dx = JdX J.1+e"
t=1+eX dt = ex dx dx =eXdt
=X - J.(f e‘X)dt=X—_[ % dt=x-In|t| + C=x-In(1+eX) + C
[ O = B re)]; =t -Inl+ ) = (2-In(t+ )
_ e2+1 1 e?+1
—In(1 + é) +In(1 + e_2) —lne+lnez+e —lne+1
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8 @) fraydx = [y dx= f(

X

fdx f——— dx = x— f——dx

t=x+1 dt = dx

=x—f%dt=x—lnt+C=x—ln(x+1)+C
1

X N 1_4_ —_(0 - -1 —
{m dx = [x-In(x+ 1)]0 =1-In2-(0-In1)=1-1In2

b) j(x+1)2dX:
t=x+1 x=t-1 dt = dx
_jtt21 dt = j —12 dt = lnt+%+C=ln(x+1)+ﬁ+C
_ 1
{(xi)z dx = [In(x+1)+ 5] =In2+1 - (n1+1) =2 - |
0 [ = dx =
Jx+1

t=x+1 x=t-1 dt = dx
- t dt [ (2 - t1/2) dt = 2432 - 2612 + C = 21/2(t - 8) + C
gh/ 1x-2)+C

15
15
fm [§ -2)Jx+1]; 2(13 4-1.2) = 100

3

dx =

9a)jJ)%

t=x2-1 dt = 2x dx XdX=%dt
. =j%% t=1ft12dt=1-2t"2+C=/t+C=.x2-1+C
[ dx=[Jx-1]5=2-1=1
J2

x2-1
b) | 2= dx=
J1-%x2
t=1-x2 dt = 2x dx xdx=—l dt
jﬁ )dt=-1[t*2dt = -1-2t12+C=—t+C=-./1-x2 + C
0,8
= - [J1=x2],° ==0,6 - (~1) = 0,4
{m [J1-x2] 1) =
3
c) j375_de 375JJ_xdx=

t=1-x2 x2=1-t dt = 2x dx XdXz—% dt
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Substitutionsregel
= 375j t.(-1)dt=1-375] (tV2 - t4/2) dt
=1 -375(-1;3/2 - 2t1/2) +C=1-375t12(t-3) + C
=125./1-x2(1-x2-3)+C
=-125./1-x2(x2+2) + C
f 375%° — dx = —125 [JI-x2(x2+2)],s =—125-0,6-2,64 + 125-0,8-2,36
0, 6’\'

10 a) J-de =

e*+e™X

t=eX+eX dt = (e*— e ) dx

:_[1 dt=Int+C=In(ex+eX*) +C
1

fe —€~ dx = [ln(ex+e—x)] =In(e+32)-In(t +1)=0
Jyet+e™

b) Je2x+1 dx = Jex+eXdX

e2x_1 eX_egX
t=eX—e¥X dt = (e*+ e ™) dx
= | % dt=Int+C =In(e* - e + C

fiifdx [In(e*-e™)]? =In(e? — e?) ~In(e — &) = In £=1=n 41
1

c) J'3eXA/eX—1 dx =
t=.Jex—1 x=Int2+1) dx = t22j dt

=3 (t2+1t-idt=6jt2 dt=2t3+ C=2,/ex-1° + C
1
f3exﬁ/ex—1 dx = 2[./ex- —2A/ 13 -2.0=2,/e-13
0

11 a) [3.40% gy -

=Inx X =et dx =et dt

=3[ db-et dt =3[ JE dt =283+ C=2./lnx? + C
e
(345 gx = o[ /mx®; =21 -2.0=2
1

b) [ 4. ax =

t=InJ/x x=e2 dx=2e2dt
= fe2t 2e2t dt =4[ 2t dt =42+ C = 4(In/x)2 + C = (Inx)2 + C

276



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel

}4-1&)(5‘ dx = [(Inx)?|° =1-0=1

12 a) jismx dx =

COsX

t=1-cosx dt = sinx dx

:J% dt=Int+ C =In(1 - cosx) + C

J 1?1?—0);( dx = [ln(i—cosx)];“/2 =In(1+1)-In(1-0) =In2

sinx _
b) J-A/l—cosx dx

t=1-cosx dt = sinx dx
:j% dt=[t¥2dt=2t42+C=2,/T-cosx +C

sinx
{mdx 2[/1-cosxyp =2/1+1 -2,/1-0 =2,/2 - 2

c) j SThb. S j e csX ginx dx =

eCOSX
t =—cosx dt = sinx dx
—jetdt et+C=e x4 C
T
sSmx @—C0SX —ol _p0_a_
f COSX ]75/2 =€ € € 1
/2

213 a)jlj)_’;dx_

t=/x x=t2 dx=2tdt
= [ (%) .9t dt = 2] In(t?) dt = 4] Int dt

u=1 u=t
= Int v =1/t

=4(tInt - [ dt) =4t-Int — 4t + C=4t(Int - 1) + C =
=4./x(In/x -1)+C

fljf = 4[/x(In/x-1)]; =4./e(n/e —1) - 4-1(0 - 1) =-2./e +4

b) | Jxe'x dx =

t=,Jx x=t2 dx=2tdt
=jtet-2t d1;=2jt2-et dt

u = et u=et
v = t2 v =2t

277



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel

= 2(t2-¢t — 2 t-et dt) = 2t%-et — 4] t-et dt

u =et u=et
v=t v=1
=2t%-et — 4(t-e' - | et dt) = 2t%-e' — 4t-et + 4-e' + C
= 2xeVx — 4, [xex +4ef +C=2e*(x-2./x +2)
f&ef dx =2[eV*(x— 2&+2) I: =2(e(1) - 1(2)) =2(e - 2)

c) JXZSII’IZX dx =

t=2x X=%t dx=%dt
:j itzsint-% dt = %jtzsint dt

u =sint u =—cost

v = t2 v =2t

=1 (—t2 cost — _[ —2tcost dt) =1 (—t2 cost + 2f tcost dt)
= cost =sint

v=1t V' =1

= 1(~t2cost + 2(tsint — [ sint dt))

= %(—t%ost + 2tsint — ZJ sint dt))

= %(—t%ost + 2tsint + 2cost)) + C

= %(—4x2cos2x +4xsin2x + 2c0s2x)) + C

= }1(—2)(20082)( + 2xsin2x + cos2x)) + C
}X2sin2x dx =1 1 [(2xsin2x + cost—Zx%ost)]n

0 1(O+1+2n2)——(0+1 0) = -2n?
d) J3e2xcos3x dx =

t=3x x=31t dx=%dt
= J 3e2t/3cost-% dt = _[ e2tBcost dt

u = cost u = sint
v = e2t/3 v = §e2t/3

= e2t3gint — j §e2t/3 sint dt = e2/3sint — %J e2t/3sint dt

u = sint u =—cost

= B o = §e2t/3

= e2t3gint — ( eZt3cost + QJ e?t3cost) (Phonix!)

I e?tBcost dt = e2/3sint + §e2t/3cost - gj e?t/3cost
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%J e?Bcost dt = e2Bgint + %eZt/3cost +C

j e2tBcost dt = 1—33 (3e2t3sint + 2e2t/3cost) + C

j 3e2*cos3x dx = 1—33 (3e2%sin3x + 2e2*cos3x) + C

/ = % e2*(3sin3x + 2cos3x) + C
/2

[ 3e?cos3x dx = 5 [e2X(3SiH3X+2COS3X)]g/2
0

= 2(e"(-3+0)-e%0+2) =-2(3e"+2)

2n
14 f2(sinx)2 dx
0

a) Verwende die Formel cos2x =1 - 2(sinx)?
2(sinx)2 =1 - cos2x
j 2(sinx)? dx =J (1 - cos2x) dx =_[dX —~ J cos2x dx
j cos2x dx =

t=2x x=%t dx=%dt

= %Jcost dt = Zsint+ C = 1sin2x + C

J 2(sinx)?2 dx = de —~ J- cos2x dx =x — %sin2x -C
2n

[ 2(sinx)? dx= [x-2sin2x]" =2n-0- (0-0) =2
0

2
0

Substitutionsregel

b) Verwende (sinx)? =sinx-sinx und integriere partiell (Phonix!).

_[ (sinx)2dx = _[ sinx sinx dx =

U =sinx u =—CoSX
Vv = sinx v' = cosx

= —SINX COSX — j (—cosx)? dx = —sinx cosx + j cosx cosx dx

U = COSX u = sinx
V = COSX v = —sinx

= —sinx cosx + (sinx cosx + J (sinx)2 dx) (Phonix!)

=0+ j (sinx)2 dx (Phonix aufm Holzweg!)

zurtick zur vorvorletzten Zeile
J (sinx)2 dx =-sinxcosx +j (cosx)? dx
—sinx cosx +I (1 - (sinx)?) dx
—SIiNX COSX + de - J (sinx)2 dx
2_[ (sinx)? dx =-sinxcosx + x + C

2n
I 2(sinx)? dx = [x—sinxcosx]gn =2n-0-(0-0)=2x
0
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215 f(x) = IHT;‘

a) Diskutiere f und zeichne G.
k

b) Bestimme k so, dass gilt [ f(x) dx = 0.
0

¢c) Fx) := [ f(t) dt. Bestimme Dy und beantworte ohne zu integrieren:

e? Wo hat F Nullstellen ? Wo ist F positiv ? Wo steigt Gy ?
Wo hat Gy Extrempunkte (Art?) und Wendepunkte ?

d) Bestimme F(x) durch Integration und untersuche F(x) an den Grenzen
der Definitionsmenge.
Gib an die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte. Zeichne Gy.

e2
e) Zeige, dass i F(x) dx existiert und berechne das Integral.
0

_Inx '(v) — 2=Inx ") — SInx—8
a) () = Jx fx) 2x./x fx) 4x2,/x
D¢ =]0;00][ lim lnTX =0 lin(l) lnTX =—00 Achsenpunkt (1]0)
X—00 /X X2 X

(e2|2%/e) ~ (7,39]0,736) ist Hochpunkt wegen f"(e2) = -0,5/e?< 0

(€83 —8-) ~ (14,39|0,703) ist Wendepunkt,
3e e

denn e®3 ist 1-fache Nullstelle von f"(x) W= ]-o0;2/e|
y nx
G 2o

X
-1
b) j“‘T;‘ dx = I\ F(x) = 4vX (InVx - 1)

- | m(ttﬁ-zt dt =2[ In(t?) dt = 4] Int dt

u=1 u=t
v =Int v =1/t

=4(tInt - [ dt) =4t-Int -4t + C=4t(nt - 1) + C =
=4,/x(In./x -1)+C
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(& X 4y 4] fe(in /R~ 1)]° = 4K /K - 1) — 4.2 (n - 1)

flnx dx = Ein(}l{'l%( dx =4./k(In/k -1) - Eg(l)ﬁ (In./u -1) =4./k (In/k -1)

flnxdx_O — k=0 oder In/k =1 = k=0 oder k = e2

c) Fx) := ff(t) dt (Denk dran: F'(x) =f(x))

DF Df F(eQ) = 0
F(x) > 0, falls x > e2

Gy steigt, wo f(x) positiv ist: DX .0 = Inx>0 = x>1

"

Extrempunkte von Gg: f(x) =0 = x=1 ist Waagrechtstelle von F

Waagrechtpunkt (1|F(1))
ist Tiefpunkt wegen F"(1) =f'(1) =1>0

Wendepunkte von Gp: F'(x)=f'(x)=0 = 2-InX _ 0 = x=e? (1-fach)

2x./x
(e2|F(e?)) ist Wendepunkt

d) F(x) = }f(t) dt = 4[&(111&—1)] =4,/x(In/x — 1) — 4e(lne — 1)
=4./x(In./x - 1)
!{igr(l)élﬁ(lnﬁ—i) = 4£i>rr(1)A/)_( In,/x — 4£i>rr(1)ﬁ =0-0=0

lim 4,/x(In/x-1) = 00

(0]0) ist RandHochLoch
Tiefpunkt (1|F(1)) = (1]-4) Wendepunkt (e2|F(e?)) = (e2]0)

e) Ej'ZF(X) dx
0
[ F(x) dx =4[./x(In/x - 1) dx =4[ /X In/x dx - 4[./x dx

| Jx In/x dx=
u=J/x uzng)_(
_ 0 4L
=In,/x V=

=§Xﬁ-lnﬁ—fgxf-%{ dX=§X&-ln[—%jﬁ dx
=§Xﬁ-lnﬁ—%-§xﬁ=§x X'lnﬁ—gxﬁ
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- Ix./x-(n./x - )
4] Jx InJ/x dx =8x./x-(nJx -1
4fﬁdX=§xﬁ
JF®) dx =4[ /x In./x dx - 4] /x dx =3x./x( 1n[—- -8x/x +C
jF dx:-xﬁ;-1n[—-)+0=5xﬁ.(31nf—4

fF x = 3 [x/x(8In./x- 4) = 2e3(3lne - 4) - Su/u-(8In/u - 4)
fF(x) dx =—§e3 — guﬁ-(Sanﬁ —4)

fF( X) dx = llmfF (x) dx ——— - —llm u./u(3In./u-4) ———

0

indem ich es berechnet habe, habe ich gezeigt, dass es existiert
216 f(x)=In %’;

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge.

b) Zeige: f ist symmetrisch zum Ursprung.

c¢) Bestimme das Verhalten von f an den Grenzen der Definitionsmenge.
d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen f(x) und f( }1( ) ?

e) Diskutiere f und zeichne G;.

0,5
f) Berechne [ f(x) dx .
0

1+x -2 " _ 4x
f(x) = Inf1+X £ = 52 ) = 5

a) x+1, x=#+-1, D = R\{+1}
b) Wenn Symmetrie zu O, dann f(x)+f(—x)=0 und umgekehrt

_ 1+x 1+x 1-x
f(x) + f(-x) =In +ln ln1 — e =In1=0
¢) lim /2% =1 = limIn|1*¥ =0 x-Achse ist waagrechte Asymptote
X—>+too 1 —X X—>+o00 1-x
lim =2 ‘ 2| 0= lim>==* = limIn 1+X‘ = o0

wegen Symmetrie zu O: lim In|+——= lex _
x—->—1 1-x
d f ()1() =In —’1_‘ =In iti ’1”1 =f(x) 2 Kurvenpunkte liegen auf einer
-5 Waagrechte, wenn ihre x-Werte

Kehrwerte sind.
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e) Die VorzeichenUbersicht von ﬁx ist dieselbe wie die von (1+x)(1-x)
1+x
— 91 + 1—fac;her Pol —-X
! . >
-1 1 X
1+x < (I 12X fex=
1ex] _ | 12 Xfu]r 1<x=1 _ ot z,lni—x fiir 1<x=1
- _ |
1-x 14X o k<1 oder x>1 I=x] | 1tx fiir x<—1 oder x>1
1-x |7 x—
2_2 fuir -1<x<1
fi(x) = 4 x° -1 keine Waagrechtpunkte, denn f'(x) + 0
22 fiir x<—1 oder x>1
X [—
24X 5 fir -1<x<1
f'(x) =] & ;1) einziger Wendepunkt ist O(0|0)
(x;—};) 5 fiir x<—1 oder x>1 Wendetangente y = 2x
Y W
|
f(x) = ln‘%}j I
|
|
-5 I
| [ I
1 X
f) [In %-— -
u=1 u=x
_Inl v =2
v=In—"% =51
_ 1 —2X 1 2x
—Xlnﬁ —sz N dx =xIng* X _[Xz 1 dx
t=x2-1 dt = 2x dx
=xInf*¥ + [ 1 dt =xIni* +Int[ + C
=xInlX 4 In|x2-1] + C
1-x
05 fix 1+x 05 1 3 3
{ In7=2 dx = [Xln:(+1n|x2—1|]0 =2In3+In - (0+0)=In2./3
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$17 f(x) = &=2

b)

d)

e*+a
o) Bestimme die Definitionsmenge und (falls vorhanden) die
Nullstellen. Fallunterscheidung!
B) Untersuche das Monotonieverhalten anhand der 1. Ableitung.
v) Bestimme die Grenzwerte von f,(x) und f},(x) fir x—zoo.
o)
B)

Fir welche a-Werte haben die Scharkurven Wendepunkte ?
Zeige durch Rechnung, dass die Kurven fir a=+1
punktsymmetrisch sind zum Ursprung.

Y) Zeichne mithilfe dieser Ergebnisse die Scharkurven fiir a=+1
im Intervall [-3;3], 12 2cm.

o) Bestimme _[ f (x) dx; verwende die Umformung £=2 = 2e* 1,
e*+a eX*+a
B) F(u) sei Inhalt der Flache, die eingeschlossen ist von den Kurven fiir
a=t+1 und den Geraden mit x=1 und x=u, u>1. Untersuche, ob der

Flacheninhalt F(u) fiir u— o einen Grenzwert hat.

Sind die Scharfunktionen f, in der Definitionsmenge umkehrbar ?
Begriindung! Bestimme die Schar der Umkehrfunktionen o, .

b)

'(x) = (e+a)eX—(eX—a)eX _ _2aeX

fa(X) (ex+ 3)2 (eX+ 3)2

f"(x) _ (eX+a)%(2aeX)—2aeX-2(eX+a)eX _ (eX+a)-2aeX—2aeX-2eX _ 2aeX(a—eX)
: (ex+a)l (ex+a)3 (eX+a)3

o) Definitionsliicken x*: e¥*+a=0 = x*=In(-a)
D =R, falls a=0
D = R\{In(-a)}, Definitionsliicken falls a<0
Nullstellen: ex—a=0 = x=Ina gibt es nur fiir a>0

B) £(x) 26X { >0 falls a>0 G, steigt

" (ex+a)? | <Ofallsa<0 G, fallt

X _ . X __ _
y) lim &=2 =1 lim &€=2_0-a__,4
x>0 eX+ g x»-0 eX+g O+a
2aex .. 2a

xoioo (€X+2)2  x-ioo eX(1+a/X)2
o) £'(x) =225 2= _ g = g=¢* = x=Ina
(ex+a)3
Wendepunkte (Ina|0) gibt es nur fir a>0
B) Wenn Symmetrie zu O, dann f(x)+f(-x)=0 und umgekehrt

f(x) + f(—x) = eX-a , eX-a _ (eX-a)(eX+a)+(e*—a)(e*+a)

eX+ta e*X+a (eX+a)(e>+a)
_ (1+aeX—ae*-a?)+(1+ae*—aeX-a?) _ 2—2a2
(eX+a)(e*+a) (eX+a)(e*+a)
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Bedingung: f(x) +f(x)=0 = 2=2a2 = a=%*1

edl-e?|-et][-e% [-el] |-e? |-e?

X
| |
|
| |
| |
| |
| |
| |
Fe e 7 et Fedl el o7 e
v) Wertemenge W = |-1;1[ fir a>0 W = R\[-1;1] fur a<0
eX—a 2eX 2eX _
©) o) | S dx=[ (S5 - 1) dx=] 2% dx- [dx=2] -2 o dx-x=
t=eX+a dt = e* dx
=2J% dt - x=2In|t| - x+ C=2In|lex+a|] -x+C
. _ eX+1 eX-1 X_
B) Integrand i(x)=f,(x) - f;(x) = eyl Vil £, (x) = §X+z
J(e><+1_eX 1) dx = Jex+1d jex‘idx T [l
eX—1 eX+1 eX+1 . \x=1 x=u
=2In[e* - 1| -x - 2Infe* + 1| + x = 2In & =1
eX+1 1
_u- _ ex—1qu _ el-1 e-1 \\\
F(u)—fl(x) dx =2[In£=7] , =2nS— -2 g 13_@ ____________________
lim F(u) 2In1 - 21n—1 —21n——21ne+1 @1 >

d) f, ist umkehrbar, weil eine Parallele zur y-Achse eine Scharkurve
hochstens 1-mal schneidet

yzej:a = y-ef+ya=e-a = eXy-1)=-ya-a = exzi‘i‘g(’Xii-Q
e a -

S x-g,(y) - Inalls)
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818 f,(x) = (1 —Inx)x?

a)
b)
c)
d)

e)

Untersuche das Verhalten von f,(x) an den Grenzen der
Definitionsmenge.

Bestimme die Schnittpunkte der Scharkurven mit den
Parameterwerten a und b.

Bestimme Ort und Art der Waagrechtpunkte sowie eine Gleichung
der Kurve, auf der sie liegen.

Fur welche Parameterwerte schlieflen Scharkurven mit der
x-Achse Flachenstiicke ein, die im Endlichen liegen ?

Welche Scharkurve schlief3t mit der x-Achse ein Flachenstiick von
extremem Flacheninhalt ein ? Art des Extremums ?

£
a)

b)

d)

X =(a-1-alnx)x*!  f(x) = (1+a?-3a-a(a-1)Inx)x*?2

D=R"
a=0: li}n(l)fo(x) = li)n(l)(i—lnx) = +00 limfj(x) =—o0
a>0: li}t})(l—lnx)xa =»—(~00)-0«=0

lim (1 -Inx)x2 = »—(+00)-00« = —00

X 2500

a<0: lim(1-Inx)x2 = »—(—00)-00« = +00

x>0

lim(1—lnX)Xa = »—(+oo)-0« =0

f.(x)=f,(x) (1-Inx)x2=(1-Inx)xP
(1-Inx)(x2-xP) =0
= Inx=1 oder x2=x"= x=e oder x=1
alle Scharkurven gehn durch (e|0) und (1]1)

f.x)=0 = (a-1-anx)x*1=0 = lnx=% =1—§, x = el1/a

f(ela) = (1-1+ a%1)(61-1/31)51 — i ea-1 W, (el-a] i e1). a+0

fir a=0 gibts keine Waagrechtstellen, denn f; (x) = —x1+ 0
f,'(e14/2) = (1+ a% - 3a — a(a—1)(1 - 1)) (et ¥2)22

= (1+ a2 - 3a — (a—1)2)(elV/a)a-2 = _g(el-1/a)a-2
die Waagrechtpunkte W, sind Hochpunkte, falls a>0,
W_sind Tiefpunkte, falls a<0

x=el12 = i =1-Inx = a= ﬁ eingesetzt in f,(x) ergibt Ortlinie
1

der Waagrechtpunkte: y = (1 — Inx)x? = (1 - Inx)x1-Inx mit xeR"\{e}
Endliche Flachenstiicke liegen unter Scharkurven,

die beliebig nah am Ursprung enden, fiir die also a>0 ist.

286



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel

f,(x) = (1 - Inx)x2

Ortlinie der
Waagrechtpunkte

_1
wap(x) = (1-Inx)x1-Inx
xeR"\{e}

e) _[(1 — Inx)x2 dx= J x2 dx — _[ x2.Inx dx = an” — J x2.Inx dx

u =x2 u=-Lxatt
a+1
=Inx V' =)1(
= 1 ga+1 _ —l-Xa+1h1X-+I 1 ga+1.1 gx
a+1 1 a+1 X
= 1 ga+t1 _ 1 xa+1lnx+ L jxa dx
a+1 a+1
= L xart _ Lyati|py 4 L L xatl 4 C
a+1 a+1 a+1 a+1
J(l —Inx)x? dx= ——x2+1(1 + -+ —Inx) + C, fiir a+—1
a+1 a+1

der Fall a=—1 ist fiir die Aufgabe ohne Belang.
Flicheninhalt F(a) = f§(1 ~Inx)x? dx

fz(i—lnx)xa dx = [(Lxa+1(1+-L—Inx))]’

= -1 ea+1(1+aL—1)— Lyat1(&£2 _py))

a+1 +1 a+1 a+1
= (a+11)2ea+1 _ (zﬁuzﬁ 1):+2 +(1+ _ua)u Inu
f (1-Inx)x2 dx = hmf (1-Inx)x2 dx = a +1)zea+1 az(
Fla)=e+ (afi)zea”
F'(a) = (a+1)2%ea*1-ea*1-2(a+1) _ (a+1)ed*1-ea*1.2 _(a-1)ea*?!
(a+1)* (a+1)3 (a+1)3

F'(a)=0 = a=1
aus F'(a<1) <0 und F'(a>1) > 0 folgt: F(1) ist FlachenMinimum.

287



BARTHeKRUMBACHER Losung IX. Technik des Integrierens Substitutionsregel

519 fa(X) =

a) o)

a+lnx

x2

Untersuche f,(x) und f}(x) an den Grenzen der Definitionsmenge.
Bestimme die Nullstellen.

B) Ermittle, in welchen Teilmengen von D die Schar f, monoton ist.
Beweise, dass jede Scharkurve genau einen Hochpunkt hat.
Gib die Wertemenge W von f, an.
b) o) Skizziere die Scharkurve zu a=0 mithilfe der bisherigen
Ergebnisse.
B) Berechne den Inhalt der Fliche, die begrenzt ist von der x-Achse
und der Scharkurve G,. Bei welcher Scharkurve ist dieser Inhalt 1 ?
¢) L(x) ffo(t)dt £y(t) = 1?—; xzu, uz1
o) Zeige, dass die Schar der Integralfunktionen I, eine echte
Teilmenge der Schar der Stammfunktionen von f,(x) ist fiir x=u.
B) Begriinde, dass immer gilt: I (x)=
d) o) Untersuche die Kurve von I, auf Extrem- und Wendepunkte und
bestimme diese gegebenenfalls (Fallunterscheidung fiir u !).
B) Zeige, dass die zu u=1 gehorige Funktion I, umkehrbar ist.
Diese Funktion heif3e I,*.
1
Zeige, ohne 1;%(x) zu berechnen: [ I;(x)dx divergiert.
f;(X) _ 1—2a;2lnx f;(X) _ 6a—5-;61nx
X X
a) a) D=IR"
lim f, (x) = lim a:% = » 2= 00
1-2a-2Inx _ o _
hr%f (X) = 1{1_1;[‘(1) _;(E—_ = »_:(—)« = 00
lim £, (x) = lim a*}%‘ lim 2 + lim 12;‘ 0+0=0
lim f;(x) = lim 1=28-2Inx _ jpy 1-2a o} X _g_g -9
X200 X200 X X200 X X200 X
fx)=0= 3N _ g 31Inx=0 = x,=e™
X
B) fix)=0 = 1=2a-2lnx _ o y _ 052

<3
also genau jeweils eine Waagrechtstelle
Waagrechtpunkte (e05-2| % e2a-1)
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fl(x) <0 = 1=2a-2Inx o — x>0 und 1-2a-2Inx < 0

3
(oder x<0 und 1-2a-2Inx > 0)
1-2a-2Inx<0 = 1-2a<2lnx = 0,5-a<Inx = e0%2 <x

e05-2 ist 1-fache Nullstelle von f,(x), fir x < e%%-2 gilt also f,(x) > 0
monotones Steigen in |0;e%?-2] monotones Fallen in [e%5-2 ;00|
die Waagrechtpunkte (e%5-2 |%e2a‘1) sind Hochpunkte

Wertemenge Wa = |—oo; % e2a-1]

b) o) y f.(x) = a+Inx
1 a - X2
Ortlinie der
Waagrechtpunkte
17 1
wap(x) = 57 x>0
ST M X
Ortlinie der
-1+ [Flachpunkte
5
flap(x) = ) x>0

B[RS g [ L gxe [ 08 e 24 [ gy

X X

o o

u =x2 u=-— =
v =1
X
=—llIIX—J.—l'l dx=—1nx-1+C
X X X X X
+ +1+
jatnx gy-_2 _ijpx-14+C=-arlthx, g
X X X X X
Flache zwischen Scharkurve und x-Achse

v=Inx

[}

f atlnx _ iy f a+l2nx — im [_a+1+lnx]°
X
Xl’\

X X2 0—>00 0—>00 X Xn
. +1+ a+1+Inx a+1+Inx
:hm(_a 1 ln0+ n):_0+—r_1
0—>00 0 Xn Xn
e_a

die Flache zwischen G, und der x-Achse hat den Inhalt 1
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¢ o) Lk

d) o

)= [fo(t)dt, folt) = %15 xzu, uz1i
vorige Teilaufgabe: _[ ln—;( dx=-1lnx-1+C
X X X
Stammfunktionen S, von f,: S (x) =— }—1(lnx -1+C
x) = [fo(t)dt = [—1+Tln'3]u =—inx-1+linu+l

1

wegen u=1 hat l%lnu + < nur positive Werte,

in I,(x) wird hinterm x-abhéngigen Teil Positives addiert,
in S, (x) wird hinterm x-abhéngigen Teil Beliebiges addiert,
also hat S, (x) mehr zu bieten als G,(x)

I;(x) =1 - iInx - I ist Inhalt eines Flachenstiicks iiber der

x-Achse, also ist I;(x>1) >0 und I,(1) =0
am Vorzeichen von I,(x) dndert sich nichts fir u>1 und u < x

Extrempunkte der Kurve von I;: RandTiefpunkt (u|0)

L) (%) = f(x) = 1221020 _ g = x = g05-u
X

Wendepunkte F nur dann, wenn ,/e > u:
F,(e05-u[ltin 4 (y—1 5)eu-05)
Ii(X)=1—llnX—}l( y

I, (x) = lnx =0 = I, steigt I1'(x)

monoton also 1st I, umkehrbar
fI(X)dX—1+f(1 I,(x))dx -

/ 0

j(1 L( j (inx+1)dx
%(lnx) +Inx + C

7(1—11(X))dx hmf (=T, (X)) dx Lo SR
1 _ Llnx

00—

T 1 9 o -//-
- (1)1_130 [5(Inx)2+Inx], o ; | | |

= lim (% (In0)? + Ino) =
0—>00
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3. Uneigentliches Integral

01 Berechne, falls moglich

d)

e)

f)

1 1
{%{ dx = ? {%{ fx—1/3 dx = [2 les]u 3(1-u23)
1 1

1 gx=lim (L dx=lim 3 213
{%{ dx }1131}(1){% dx }131}(1)2(1 u?/3) =

zi(;; dx =? zﬁ—% dxzz -2/3 dx = [3x1/3] = 3(1 - ul?)
z% dX=}1izIf(l)i% dx=£i£(1)3(1_u1/3)=3
}_1__ dx = ? }_l_ dx=}x-4/3 dx = [-3x-1/3] 5,38
i%dxzigi%&d“l};“(-%%)w

f 3i4 dx IntegrationsIntervall und Integrand sind symmetrisch zu O,
“1 A also liegen links und rechts von O gleich grofle Flachen,
eine uber und eine unter der x-Achse:
Wegen der Fliachenbilanz hat das Integral den Wert 0.

16
f % dx IntegrationsIntervall und Integrand sind symmetrisch zur
“16 ¥ y-Achse, also gilt fir den halben Integralwert (u>0, x>0)
16
1 _ _ [ x-1/2 gx — 16 _g_
fj_ —f[dx—{x dx = [2./x], =8-2.u

6 N

— dx = 211m =2lim (8 - 2./u) =
—{6 W f [ ul>0( )
1 h

X _9 X _I_ w2 h — _h2 _ 2
{ 1_xde—. _!)'A/i__ﬂdx—[A/i x?], =-J1-h? - (-1)=1-1-h
1 h

X _dx=1 X dx=lim(1-./1-h%2)=1
-g 1—X2 X hlirf}{ /1—X2 X hliI}}( )
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2 Berechne, falls moglich
(die beiden GrundIntegrale stehn in der Formelsammlung)

/2

1 ) 1 _—cotx]”? =—0 - (- _cotu= —1_
a) { S dx =7 { Sy dx = [ cotx]u 0 — (—cotu) = cotu —
/2 1
1 =1 1 =1 1 _ » 1 «=
»!; (sinx)? dx = }llzrf(l){ (sinx)2 dx = lerf(l) tanu 30 "7
b) f 1 5 dx  mitten im IntegrationsIntervall liegt die Definitions-
o (cosx) licke 1/2; der Integrand beschreibt eine Funktion,
deren Schaubild symmetrisch ist zur Achse x=m/2.
Links und rechts von x=m/2 liegen 2 gleich grof3e Flachen
h
f 1 s dx = [tanx]g1 =tanh - 0 =tanh
5 (cosx)
/2 1 . h .
{ (cosx)?2 dx = lslfrrc}z-g (cosx)?2 dx = 1}51532 tanh = co
T /2
1 = 1 = » . «K =
{(cosx)2 dx = 2{ (cosx)?2 dx =» 2-00 ®

1

03 Fiir welche Werte von a konvergiert f 1 gx?
Xa
0

1

fl dx =

xa
u

1

]1 41 y_ -t 1

(a—I

das Integral konvergiert gegen a_Ti1 , falls lim

)Xa—1

a+1

u a-1 ' (a-Duwt’ " a-1 (a-Duv’

1 I
—_— =l
o a—Dut g0 a1

ui—a

=0

falls im Zahler die u-Potenz mindestens vom Grad O ist: 1-a>0=a< 1

1
Falla=1: )l( dx = [ln|x|]11l =0 -1Inu, konvergiert nicht fiir u— oo

04 Fiir welche Werte von a konvergiert f 1 gx?
Xa
1

" g -1 b —1 1
{?@ dx = [(a—1)xa—1]1 T @-Dhet a1 2% 1

. L . 1 _
das Integral konvergiert gegen —1 falls 1111_130 @ Dhe 0

falls im Nenner die h-Potenz mindestens vom Grad O ist: a-1>0=a>1

h
Fall a=1: f )1( dx = [ln|x|]}11 =Inh, konvergiert nicht fiir h—oo
1
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05 Berechne, falls moglich

271" = _1_ 1
1 2h2 2 2 2h?

L x _ X — [ (<2 h 1 2 _1
b) fx2+1 dx =7? fx2+1 dx = [5In(x2+1)], = 5In(h?+1) - ZIn2
" h 1 1
X = 1 X = | - 2+ _ = =
[ =g &= (i) -3z ]=e
0 h
x2+x+1 _ o x2+x+1 _ 6x2+3x+27h _ 6h2+3h+2 | 11
©) { x4 dx = { x4 dx=-| 6x3 ]1_ 6h3 6
0 h
x2+x+1 BT x2+x+1 _ Tim (. 6h2+3h+2 11y _ 14
{ o dx=lim IS dx= lim (- SRR 4 ) = 5
=1 h1 3,2/31h _ 31.2/13 3
d (=dx="? = dx = [2x*"?], =2h*'° -2
{Sﬁ( {%—( 2 172 2
0 h
1 B 1 o (BW2/3 _ 3\ _
[og =iy = lm G -y =e

6 Berechne, falls moglich

) h
a) [e™ dx =7? [e~ dx = [—e‘x]g =—eh - (1)=1-¢h
0 0
o . h . h
{e dx=1111_1>21°{e dX=}111_111°(1—e )=1
) h
b) [xe™dx=? [ xe™dx = [-(x+1)e™]; =—~(h+1)eh — (1)
0 0
00 h
-X — i -X — i _ -h) —
gxe dx—}lll_r)?ogxe dx—}lll_r)?o(i (h+1)e™)=1
00 h
) [xlexdx=? [x%e*dx=[-(x2-2x+2)e™]; =—(h2-2h+2)e - (-2)
0 0

0 h
[ xZe X dx = 1l1im i xZe X dx = }llim (2 - (h2-2h+2)e ™) =2
0 70 o
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07 Berechne, falls moglich

-1

-1
-1
0 jhe [Rechenoi
1, o .
S = lim [ dx= Jim (1) =1
b) [(1+-) dx=?
) {( 1—ex> *
h . .
f<1+1e ) dx = [x-Inlex-1|]; =h-InjeP-1| - (1-Inje-1|)
_eX
1
o) _ _ ) ~ h_ ~ _
{<1+1—e><> dx = hmf<1+ e) dx }111_1)210 (h—Inleh-1]) - 1 +In(e-1)
lim (h—Inleh—1|) = lim (Ineh-Inleh-1|) = li 2
h—oo h—oo h—-oo |eh— 1|
= lim In-¢~ = lim In—— =In1=0
h—o eh—1 h—oo —e”
f<1+ e ) dx=0+In(e-1) - 1 =In(e—1) — Ine = In&=t
1 1-eX €
c) <1+ e ) dx =7? die untere Intervallgrenze ist Definitionslicke
_eX
eX p p 1
<1+1_ex> dx=£<1+1_e> dx+f<1+ e) dx = {<1+1_e> dx + In&==

—_
+

e ) dx = [x—ln|ex—1|]111 =1-In(e-1) - (u—Inlev-1|)
eX

—

[N
|

1

S~ R g% R O%— g ©O~— 3

Uneigentliches Integral

eX s ex _ B _ IRt ~ .
<1+1—eX> dx= LIZIE(I) <1+1_ex> dx = Ine-In(e-1) }1131;% (u-Injeu—1|)
1“_1 - lim (-Inje*~1]) = Inz%; +lim Inje"~ 1| = In & —c0
) <1+ ) dx = - Divergenz
0 1-eX
88 Zeige, dass fir x=2 gilt: 1 _ 2 nd damit 1 dx < A.
g X=24 g1 51 o u ) gm X

Bestimme einen moglichst kleinen Wert fiir A.

Bestimme gegebenenfalls einen Naherungswert des Integrals mit einem

passenden Computer-Programm.
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Annahme: x=2 und x3 = 2,/x3-1 uadriert =
X3 J_ N, | q

x3z24x3-4 =4z3x3 =>x= i’/g < 2 Widerspruch zur Annahme

also stimmt die Behauptung.

Im Integrationslntervall [2;00] liegt die Kurve von 1L_ unter der von —2:

00 ’\/ x3-1 /\/E .
dx ist kleiner als f - dX A

Der Flacheninhalt f

1
A= f f dx = 2[- 2x—1/2]2 = —4[5]2 =-4(0 - %) =2./2
Der Befehl »NIntegrate« der Software »Mathematica«
liefert den Naherungswert 1,4275...

89 Zeige, dass fir x>0 gilt: 0 <In(1 + —2) < —2 und damit 0 < f ln<1+l2> <A.
X X X
Bestimme einen moglichst kleinen Wert fiir A.
Bestimme gegebenenfalls einen Naherungswert des Integrals mit einem
passenden Computer-Programm.

Substitution des Arguments: z=1 + 1

x2

Dass dann die Behauptung stimmt, Y
wird im Bild sofort klar beim Blick auf Inz<z—.17
Die In-Kurve ist Rechtskurve, liegt also immer
unter einer ihrer Tangenten. D

1y 1 »
O<ln(1+x—2)<;{—2 II{...

O<fln(1+
1

= O<fln 1+l)dx<[-—1]°°=1 also A=1

X

1 1
—2)dX<fX—2dX
1

Die Software »Mathematica« liefert:

J. In(1 + —2) dx = 2atanx + xIn(1 + —2) + C (iiber »atan« mehr im letzten Kapitel)
X X

[In(1 + L) dx=1n-In2~0,8776...

*10 a) Zeige, dass f }( dx divergiert und deute dies geometrisch.
1

i )1( dx = [ln|x|];o =o0; die Flache zwischen der x-Achse und der }(-Kurve
zwischen 1 und beliebig weit rechts ist beliebig
grof3.
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b) Das zu f )1( dx gehorige Flachenstiick rotiere um die x-Achse.

11 a)

b)

Berechne das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.

(Siehe Kapitel IV.2) V,=m [ Lax=n[Z] ==
1 X X7

1 o0
Bestimme [ -L dx und [ -L dx und deute dies geometrisch.
R e

1 ax = [2./X] (1) = 2 ist Inhalt der Flache zwischen der x-Achse und der

Jx %{ -Kurve zwischen 0 und 1.

= [2.x]] =
ist Inhalt der Flache zwischen der x-Achse und der

%{ -Kurve zwischen 1 und unendlich weit rechts.

il

Das zu f L dx gehorige Flachenstiick rotiere um die x-Achse,

das zu f % dx gehorige Flachenstiick rotiere um die y-Achse.
X
0
Berechne die Volumina der dabei entstehenden Rotationskorper.
(Siehe Kapitel IV.2) V_ == [ )1( dx = n[ln|x|];° =00 Divergenz
1

die Rotation um die y-Achse verlangt den
UmkehrTerm des Integranden

y=f(X)=%( = x=f"(y) =
V Vthnder+nff1 dy 12 *TC- 1+TEf

_ -171% _ _
Vy—TC+TI:[X]1 =T+ n=2n
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X.Wurzel- und Arkus-Funktionen

! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !
1.Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

1 Zeichne die Losungsmengen der Gleichungen:

a) x!1-yl=0 b) x2-y1=0 c) x2-y2=0 d x2+y2=0
e) x1-y1=0 f) x1-y2=0 g) x2-y2=0 h) x2+y2=0

x2-yl=0

x1-y1=0

2 Lose auf nach x:
a) x3+1=0 = x3=—1 = x = sgn(-1)|-1]¥3 = -1
b) x3+0,1%=0 = x*=-01"3 = x=sgn(-0,1-)|-0,1-3|48 =10
c) Jx+1=0 = x/3=-1<0 = keine Losung
d ¥x[+1=0 = |x|¥3=-1<0 = keine Losung
e) xJx2+p2=0 = xJ/x2=—p?|| hoch3 = x5=-pb=x=—7/pb

f) 3/x2+3x =6 istdefiniert fiir x=0,
Substitution 2/x =u, u=0: u2+u-6=0, (U+3)-2)=0
u = -3 nicht brauchbar,u=2=3x = x=8

03 Diskutiere (Maximale Definitionsmenge D, Symmetrie, Nullstellen,
Verhalten am Rand von D, Monotonie,
Ort und Art der Waagrechtpunkte, Krimmungsverhalten,
Ort und Art der Flachpunkte, Zeichnung, Wertemenge)
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a(x) = x2/5 b(x) = x5/2 c(x) =x2° d(x) = x5/
ex) = (%)%  f®=x% gk =-(x2
D,=D,=R,; D.=D;=R"; D.=R;; D;=RR; D,=R ;
Symmetrie nur bei G; : Symmetrie zur y-Achse

Nullstelle x=0: bei a(0) = b(0) = e(0) =£(0) =0
lima(x) = limb(x) = imf(x) = o lim e(x) = lim f(x) = o0

limc(x) = limd(x) =0 lir%c(x) = liII(I)d(X) =00

lim g(x) =0; limg(x) =—eo

ax) = -X‘3/ 5, x >0; wegen a(x) > 0 echt monotones Steigen
b(x) = §x3/ 2, x > 0; wegen b(x) > 0 echt monotones Steigen
c(x)=— %X‘W 5, x>0; wegen c(x) <0 echt monotones Fallen
d'(x) = —gx—w 2 x >0; wegen d'(x) < 0 echt monotones Fallen
e(x) =—2 £(—x)" =35 x < 0; wegen €(x) <0 echt monotones Fallen

g'(x) =- 5(—x) -5 x <0; wegen g'(x) <0 echt monotones Fallen

%x‘?’/ 5 flir x> 0, echt monotones Steigen
f'(x) =
&) —%(—x)‘fﬁ/ 5 fiir x <0, echt monotones Fallen

Alle Terme der 1.Ableitung sind in ihrer Defintionsmenge + 0,
also hat keine Kurve einen Waagrechtpunkt.

a'(x) =-— 2—5X_8/ 5 x <0; wegen a'(x) < 0 Rechtskurve
b'(x) = %x“ 2, x> 0; wegen b'(x) > 0 Linkskurve
c'(x) = 1—4 -12/5 x> 0; wegen c'(x) > 0 Linkskurve
d'(x) = 2x79/2, x >0; wegen d'(x) > 0 Linkskurve
e'(x) = —x) -8/5  x <0; wegen e'(x) <0 Rechtskurve
g"(x) = ( x)12/5 x <0; wegen g"(x) < 0 Rechtskurve
[ —2—5x—8/ 5 fir x>0, Rechtskurve
f'(x) =1

‘ _2—5(_x)—8/5 fir x <0, Rechtskurve
|

Alle Terme der 2. Ableitung sind in ihrer Defintionsmenge =+ 0,
also hat keine Kurve einen Flachpunkt.

Wertemengen

W,=W,=W,=W;=RR, W,=W;=R" W,=R
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e(x) = (-x)?° |

f(x) = |x|**

X

g(x) = —(-x)25

04 Berechne

1

b) {X3/2 dx = [§X5/2](1) = % -0= %
64 64

c) f x 32 dx = [-2x 2] =— 2 +2= LZL
1

64
d) [ x28dx= [3x13]5" =12 -3=9
1

a2 2
e) az0; [ J/xdx= [2x3/2]" = Z2a3 — 2a3/2 = 2(a3 - [a?)
a
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f) fj_ | dx = [2x4/3]>* =192 - 12 =180

5 Berechne

a) fX[ dx = _X7/3]1 %,27_323%
b) f[ = [2x3/2].° = 2.6 — .33 =144 - 18 = 126

3X1/3_§X7/3] 32__27 (3 - %):_?@

6 fa(x) =x2, ae@Q* Berechne den Inhalt der Fliche, die zwischen den
Scharkurven mit den Parametern a und 1/a liegt.

Was ergibt sich fiir a—oo ?

2 Potenzkurven schneiden sich in (0/0) und (1]1).
Im IntegrationsIntervall [0;1] liegt die Potenzkurve zu a unter der zu 1/a.

1 +1/a a+
Inhalt I(a):f(xi/a_xa)dXz[axi Va g 1}1: a _ 1 _g_a-1
0

a+1 a+10 a+1l a+1 a+1

limI(a) =1 ist Inhalt des Quadrats mit den Gegenecken (0/0) und (1]1).

a—oo

Wurzelhaltige Funktionen
Diskutiere nach den Gesichtspunkten von Aufgabe 3:

07 a) a(x ﬁ D, =[1;00]

al) = 2 a9 = —Lﬁ D, =Dy =150

Randpunkt R(1]0) ist Tiefpunkt Vi a(x) =vx-1

wenn x—>oo, dann auch a(x)-oo 1+

a(x) >0 = G, steigt echt monoton

a'(x) <0 = G, ist Rechtskurve D © Ty
W, =[0;00]

b) b(x) = ./x-1 -./x D,=[1;0]
S T T = S = S
b0 = T Tas T 2t aheen Dp bl

)~ (x- F)(J%)

Jx(x-1)
O Rz 2 =
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1 1 2x—-1
_ 1.ﬁ‘m<ﬁ‘ )~
4 x(x-1)

o T (LEE =X e Ty -2%=1
_1.[m< et )R
4 x(x-1)

_ 1 x-1Gx-1- 5 - (Ux-fx=1)(2x-1)
4 x(x-1)./x/x-1

_ 1 =D X x=1-(2x-1)]
4 x(x-1)/x/x-1

0 - CR=ADCEED+2%-1) Ty - -0
blx) = 4x(x-1)/x(x-1) Dy ]1’ [

etwas sanfter geht zwar die Ableiterei fiir b' so:

b'(x) = %<ﬁ_%{> _ %.[(X_1)—1/2_X-1/2]'
_1 ,[—%(X_1)-3/2+%X-3/2} _ 1_[ 1 1 }

2 4 | x327 (x_1)3/2
" _ l .(X—1)3/2—X3/2 __ l .X3/2—(X—1)3/2
b (X) =2 [X(X—l)]3/2 4 [X(X—i)]?’/z

dafiir aber ist die Faktorisierung im Zahler recht lastig, Regel:
a3-b3 = (a—b)(a2+ab+b?2), hier a =x12, b = (x-1)%/2
b"(X) __ l . X3/2_ (X_ 1)3/2 _ l . [X1/2_(X_ 1)1/2] [X+ [X(X_ 1)]1/2 + (X_ 1)]

4 [x(x-1)]32 4 [x(x-1)]3/2
ney - 4 [x12-(x-1)12[[x(x-1)]12+2x - 1]
b (X) - 4 [X(X—i)]3/2

linker Randpunkt R(1|-1)
b(x) = (=1-)(x=-1+/x) _ -1

(Jx=1+./%) k=T x
(wére auch ganz nett zum Ableiten!)
b(x) < 0: G, unter x-Achse wenn x—o0, dann b(x)—0

b(x) > 0: Gy, steigt echt monoton = R(1]|-1) ist Tiefpunkt
b'(x) = 0:/x/x-1-2x+1 =0 = /x./x-1 = 2x-1]| quadriert
x(x-1) = 4x2-4x+1 = 3x2-3x+1=0

die Diskriminante von 3x2-3x+1 = 0 ist negativ,

also gilt 3x2-3x+1>0,

also kein Flachpunkt
b'(x) < 0 = Gy, ist Rechtskurve
y
W, =[-1;0[ o } | | X
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d)

= Jx-1-/x D_,=[1;00
in D, einfacherer Term c(x) = J/x(x-1) = J/x2-x
' 2x-1

= ————— D U 1
C(X) 2/\/@ ¢ ] ’oo[

2x-1
Jx2-x-2-(2x- 1)( J))iz——)(> _y
x(x—1)

.(x2—x)-4—(2x—1)(2x—1)
x(x-1)/x2-x
4Ax2-4x-(4x%2-4x+1) 1
x(x-1)J/x2-x

" 1 1 .
0= g e D ]1’00[1_
wenn x->o0, dann c¢(x)—-x-0,5
c(x) > 0 = G, steigt echt monoton
cx)>0= lm} c(x) = o0

der linke Randpunkt R(1]0)
ist Tiefpunkt mit senkrechter Tangente,
¢'(x) < 0:G, ist Rechtskurve W, =[0;00]

d(x) = J(x-1)x Dy = ]-00;0] U [1;00]
unabhingig von der Definitionsmenge ist ./(x—1)x = ./x-1-./x =
deshalb lduft die Ableiterei bei d(x) wie bei ¢(x), also

Vo) o 1 2x-1 w1 1 _ _ . .
d(X) = é : /—:;2_)( d (X) - 4_1 .(X2—X) /—XQ—X Dd' = Dd" = ]—oo,O[U]l,oo[

wenn x—o0, dann d(x)-»x-0,5 wenn x->—00, dann d(x)—-x+0,5
d'(x<0) < 0 = G fallt echt monoton, li<rr(1) d'(x) = —o0

c¢'(x)

e L N [\')Ib—‘-

d'(x>1) > 0 = G steigt echt monoton, li}r} d'(x) =

d"(x<0) > 0: G, ist Linkskurve, d"(x>1) < 0: G, ist Rechtskurve

die Randpunkte (0|0) und (1|0) sind Tiefpunkte mit senkrechten
Tangenten W, =[0;00
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8 a) a(x)= X :X—1+1:1+L

dx) = —1_ 3%

x-1 x-1 x-1

(x-1)2
Da = Da' = Da" = ]R.\{i}
lim a(x) =1

Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

X—>to0 O mm e m e m == == = 1+4-- - - - - - - - - --"-"-"—-—-"—-—"=----

llma(x) =00 li;r}a(x) =—00

>

( ) < 0= G, fallt echt monoton

a'(x<1) < 0= G ist Rechtskurve
a'x>1)>0= Ga ist Linkskurve
W, = R\{1}

b) b(x) = L D, = 1;00[

bx)=&=t2 -1 1 jx-1_

in D, emfacherer Term b(x) = J

-1

N

X 2 (x-1)2

N
»
|
[N

o

_ 1
= /\/1+X—1

1
2

1

(x—1)Jx(x-1)

2x-1
—(JX(X— 1)+ (x- 1)2,\/ﬁ>

b'(x)= -

(x—1)2x(x-1)
2x(x-1)+(x-1)(2x-1) _

2x+(2x-1)

(x-1)2x(x-1)./x(x-1)

ey ] 4x-1
bx)= x(x-1)2./x(x-1)
lim b(x) = lim =& = lim [

X—>00 X—->00 ,/X— X—>00 x-1
llmbX =11m —g—z»./oo«zoo
x21 ( ) xx1 AxX—-1

b(x) < 0 = G, fallt echt monoton
b'(x) > 0 = Gy, ist Linkskurve
W, = J1;00[

[N N N NG Y [N

b =]

1,
4
1

=1

c(x) = | =X D, = ]-00;0] U [1;00]

x-1

(%) = b(x) = — L. 1
¢lx) =blx) = 2 (x-1)/x(x-1)

" LA 1 4 _1
c'x)=Db'x) = 13 1)}; D)

;00|

(x-1)2x./x(x-1)

D =]-00;0]
Dy =]-00;0[ v ]1;
0

Randpunkt R( |0) ist Tiefpunkt wegen c(x) =

lim c(x) = ll}f}C(X) = 00

X—>to00

¢(x) < 0 = G, fallt echt monoton in ]-e0;0] und in ]1;00].
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lim c(x) = —o0, also senkrechte y

X3

Tangente im Randpunkt 1
¢'(x<0) < 0: G, ist Rechtskurve

¢'(x>0) > 0: G, ist Linkskurve 1
Wc = [0,00[\{1}

— fir =—=0 —— fir x=0 oder x>1

dx) = JVx=1 x- _ jx-1 D, = R\{1)
==X fiir 2 <0 =X fiir O0<x<1
x-1 x-1 x-1
’ fiur x<0 oder x>1
d'(X) — 2(X 1)/\/X(X 1 Dd' _ ]—00,0[ U ]1;00[
fur O0<x<1

2(x 1)A/x(1 X)

dx-1 fir x<0 oder x>1

d"(X) =] 4X(X—1)2A/X(X—1) Dd" — ]—O0,0[ U ]1;00[

4x-1 ..
) fir O<x<1
Achsenpunkt (0]0) lim d(x) =1 lin}d(x) = 00
— nicht def. = nicht def. == d'(x)
emf 0 ems 1 emf x

N / N

lim d'(x) =—c0  lim d'(x) = +00 = senkrechte Tangente in(0|0)

x50 x20 (0]0) ist Spitze und Tiefpunkt
— nicht delf, — (|)1 + nichtldef. + d"(X)
Rechtskurve (I) rechts I1/4 Linkskurve 1 Linkskurve X

d'x)=0 = x= 4

}1 Ié 3) ist Wendepunkt

Wy =[0;00]
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9 a) a(x)=/x3

D, =Ry,
in D, einfacherer Term a(x) =x

b) b(x) = ¥/[x] -sgnx

D, =R
3 e o
b(x) = {_y{é g izg b = - 5;2 Dy, = R\{0}
fir x>0
b'(x) = 9? ) Dy = R\0)
9J-x5
b(—x) =-b(x) = G, ist symmetrisch zu (0|0) Xlirpoob(x) = *o0

b(x) >0 = Gy, steigt echt monoton
lirr(l)b'(x) =+00 = Gy, hat senkrechte Tangente in (0|0)

b'(x<0) >0 = Linkskurve in |—0;0[
b'(x>0) <0 = Rechtskurve in ]0;o0[
(0]0) ist Wendepunkt W,=R

b(x) = ¥|x| sgnx

tc) cx) =Yx-12+x+1)2 D,=R
= A 4 YA = o128 [ 12
c(x) = §|x— 1-V3sgn(x-1) + §|x+ 1|-V3sgn(x+1)

_2 (sgn(x-1)+sgn(X+1)> D, =R\{+1}
Jx=1 Jx+]

Jx-1)2 Jx+1)2

-1
m 3 T
D, =R\{t1}

OJIN) OOIM

(0 sgn(x— 1) ix—1]"23sgn(x- 1)+0-sgn(x+1).§|x+1|-2/3sgn(x+1)

-1
3

o - H

Jx-1) J(X+ 1)4>
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c(—x) =c(x) = G, ist symmetrisch zur y-Achse 11111 c(x) =
X—>100

lime (x) = lim 2 (Sgn(x—i)+sgn(x+1)> —» L4l (—to

x21 x21 3 3/|X__1| 3/—|X+ 1] +0 [

limc'(x) = lim 2 (Sgn(x—i)+sgn(x+1)> sy L+l (=

x51 xs1 3 x—1] x+1]| 0" [

also hat G, in (1]|.¥4) eine senkrechte Tangente: (1|2/4) ist Spitze
wegen Symmetrie von G, zur y-Achse

hat G, in (-1].¥4) eine senkrechte Tangente: (—1|2/4) ist Spitze.
Monotonie

Man bestimmt die Vorzeicheniibersicht tiber c¢(x) blof3 fiir x>0
und tiberlegt sich den Rest an der Symmetrie von G, zur y-Achse

— nicht def. -+ 0 —  nichtdef. C'()X)

emf -1 ems 0 emf 1 ems x

AN / AN /

So findet man den Hochpunkt (0|2) leichter als durchs Faktorisieren von
¢(x). Die beiden Spitzen entpuppen sich als Tiefpunkte.
Krimmungsverhalten

Wegen c'(x) < 0 gibt es keine Flachpunkte, G, ist eine Rechtskurve.

W, = [J4;00]

c(x) = ¥(x—1)2 + ¥(x+1)2 ___________________________

________

3d) d(x) = J(x-1)2 - Y(x+1)? D,=R
Ableiten lauft wie in ¢)

dv :2 sgn(x—i)_Sng(X+1) D -:IR, +1
(x) ( e fle+1|> d =1}

d"(x) = (= 1 Dy = RN{%1
WS o Ty Do

d(-x) =-d(x) = G, ist symmetrisch zu (0]0)
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zur Untersuchung von d(x) im Unendlichen bietet sich an zum Beispiel
die Formel: a3-b3 = (a-b)(a2+ab+b2) mit a = 3/(x-1)2,b = J(x+1)2
(x-1)2-(x+1)2 = (S(x-1)2-Y(x+ 12 (V(x-1)4+ Yx-1)2(x + 1)2+ J(x+ 1)%)
—4x = ((x-1)2-Y(x+ 1)) (/(x-1)*+(x2-1)2+ Y(x + 1))

dx) = ¥(x-1)2-2/(x+1)? = —4x
0 =P L= 1)1+ f(x2-1)2+ Y+ 1)1
. —4X . . 4/3
Imd(x) = m e  1y757 ey pyis SeKtrzt mit x
B B wegen
= lim < 1)4/3 ( 4/f;§/3 ( 1)4/3 =2 =0 = lim d(xPunkt-
L) (1= (14 T symmetrie
X x2 X
limd (x) = lim 2.(8ga(x-1) sgn(x+1) _, 1 1 _,
>()x>13<m m) Y0 g 0
limd(x) = i sgn(x—1) sgn(x+1) 11—
xl—IE (x) x1<H}3 ( x—1] 3+ 1] ) +0 3 0

also hat G, in (1|-2/4) eine senkrechte Tangente: (1|-2/4) ist Spitze
wegen Symmetrie von G, zur y-Achse

hat G, in (-1|%/4) eine senkrechte Tangente: (—1|2/4) ist Spitze.
Monotonie

Man bestimmt die Vorzeichentibersicht tiber d'(x) blof3 fiir x>0

und tiberlegt sich den Rest an der Symmetrie von G, zum Ursprung

4+  nichtdef. —— 0 —  nichtdef. dﬁ‘)

ems -1 emf 0 emf 1 ems x

/ N N /

die Spitze (-1|3/4) ist Hochpunkt, die Spitze (1|-2/4) ist Tiefpunkt

Krimmungsverhalten
4+  nichtdef. = I() 4+ nicht def. = d;x)
Linkskurve I—1 Rechtskurve 0 Linkskurve I Rechtskurve x

C LG ¢S

der Ursprung ist Wendepunkt

W, = [-Y; Y4
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fe) e(x) =3(x-1)*+3(x+1)* D,=R
= [x—1[4/3 + |x +1]4/3

ex) = §(|x—1|1/3sgn(x—1) +|x+1|Y3sgn(x+1)) D
= %(3h/|x—1|sgn(x—1) + Jx+1]sgn(x+1))

e'(x) = %(%|x—1|—2/3sgn(x—1)-sgn(x—1)+0+%|x+1|‘2/3sgn(x+ 1)-sgn(x+1)+0)
= S(x-1B+x+ ) = S (L=+ L)  Dy=R\{x1)

9 <3J(x—1)2 Jx+1)2
e(-x) = e(x) = G, ist symmetrisch zur y-Achse

=R

e

lim e(x) = o0 lim €'(x) =+o0
X—>too X—>too
Monotonie

Man bestimmt die Vorzeichentibersicht uber €'(x) blof fiir x>0
und tiberlegt sich den Rest an der Symmetrie von G, zur y-Achse
— 0 -+ e’'(x)

emf 0 ems X

AN /

So findet man den Tiefpunkt (0|2) leichter als durchs Faktorisieren von
e(x).

Krimmungsverhalten

Wegen €'(x) > 0 gibt es keine Flachpunkte, G, ist eine Linkskurve.

W, =[2;00]
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) f(x)=2(x-1)* - J(x+1)* D=1IR
Ablelten lauft wie in e)

f'(x) = §(|x—1|1/3sgn(x—1) — |x+1|3sgn(x+1)) Dp=R
= S (Ux—Tlsgn(x-1) - Yx+1sgn(x+1))

f" 128 |x+1]28) =4 (L ____1L Dp = R\{#1
0= 4 lx-1 e 2 = (cLoe ) Dp=Rafe)

f(—x) = —f (x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung

zur Untersuchung von f(x) im Unendlichen bietet sich wieder an

die Formel: a3—b3 = (a—b)(a2+ab+b2) mit a= 3/(x-1)%,b = J/(x+1)4
(x-1)%=(x+1)* = (Y(x-1)*-x+ )N (Vx-1)8+ Sx-D)E(x+ 1)3+ (x + 1)8)
[(x—1)2-(x+1)2][(x—1)2+(x+1)%] = f(x) /(x- 18+ J(x2-1)*+ J/(x + 1)8)
—4x(2x2+2) = f(x)(J(x-1)8+Y(x2- 1)+ Y(x +1)8)

(X) _ —8x(x2+1)
Jx=1)8+ (x2-1)2+ f(x +1)8
. -8x(x2+1) .. o3
)1{1_I>E1°f(x) 51(1_{2 D8 (2 T8+ (a7 1) gekiirzt mit x
_8<1+—2>
= lim =
x=o00 1 .(X_1)8/3+(X2_1)4/3+(X+1)8/3
<1/3 <8/3
—8 -8

= lim - % _ _o

o0 1 0-3

lim f(x) = wegen Punktsymmetrle zu O

X—>—00

f(x) = V(x-1)4 - ¥(x+1)*

WfZIR
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€10 3) ax) =x./1-x2
max. Definitionsmenge
1-x2z0 = 1zx2, D, =[-1;1]
! — 1_ 2 + 1 X2—X2 1—2X2, D = _1;1
al) = y1-x* +x m e e Det
J1—x(~4x) - (1-2x2) —2X
a'(x) = DO R (-xian s 122000
1-x2 (1-x2),/1-x2
=X.—4+4x2+1—2x2 _ _x(2x2-3)
(1-x2),/1-x2 (1-x2),/1-x2
a(-x) =-a(x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung
Randpunkte (+1]0)
T -1
ng} ax) = ng} = 00 = }!LIEI a(x) (wegen PUSY zu (0/0))
das heif}t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.
Waagrechtpunkte: a(x) =0 = x, = i%ﬁ, y=+1
- — 1 1 o — '
- ; + ; r 3
-1 emf x_ ems x, emf 1 X
(-1]0) ist RandHochpunkt, Ly
(1]0) ist RandTiefpunkt
1 1 et |A(X) = xV1 X2
(- [ -5 ) ist Tiefpunkt, a'(x) | 7 —
(34211 ) ist Hochpunkt “a(x)
Flachpunkte: a'(x) =0 c ‘
= x=0 oder x,=+1./6 ¢ DD, .
0 ist 1-fache Nullstelle von a"(x),
also ist (0|0) Wendepunkt. ,
1.1 : 11
Wa = [_é ’ 2] :,'
b) b(x) = /x2(1-x2) = ./x2-x* |
max. Definitionsmenge D, =D, =[-1;1] : 1
b(x) = 2X= 4x3 _ x(1-2x?) _ x(1- 2X2) Dy = ]-1:1[ \ {0} = D,.
2 wd(1 — 6% (% — 93 M
b'(x) = e _ (x2x)(1-6x%) - (x—2x3)?
x2—x4 (x2-x4)./x2—x4
_ (1=x2)(1-6x2)-(1-2x2)? _1-6x2-x2+6x4-1+4x2-4x*_ _x?(2x2-3)
(1-x2)./x2-x* (1-x2)./x%2-x* (1—X2)A/X2—x4
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b(—x) = b(x) = G, ist symmetrisch zur y-Achse
Randpunkte (+1]0)

hm b(x) = LISI’E J% = }!LIEl b(x) (wegen ASY zu x=0)
x1 _q4-_ -
llm b(x) = !{1_1)!(1) /1 Llirf(l) b(x) (wegen ASY zu x=0)

das heif3t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.
Waagrechtpunkte: b(x) =0 = x,=+1/2, y=1

—o00 == O|1 — nichiI: def. == I01 - —o0 bﬁi)
1 ems x_ emf 0 ems )I(+ emf 1 X

(+1]0) sind RandTiefpunkte,

(0]0) ist Tiefpunkt,

(£3./211 ) sind Hochpunkte,
Flachpunkte: b'(x) =0

= x=0¢ Dy oder xi=i%ﬁ ¢ Dy,

es gibt keinen Flachpunkt,
wegen b'(x)<0 ist Gy, in Dy
rechtsgekrimmt.

Wa: [0,%]

c(x) = x./x2-1

max. Definitionsmenge
x2-1z0 = x2z1, D,=R\]-1;1]

¢(x) = Jx2-1 +XJ_ X?&@ jﬂ D, =]-1:1]

Jx2-1(4x)-(2x2- 1)

2./x2 (x2 1)(4x)-(2x2-1)x

¢'(x) = ) R
_ 4x2 4-92x2+1 _  x(2x2-3) D =]-1:1]
(x2 1)/x2-1  (x2-1)/x2-1" @ ’
c(—x) =—c(x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung, Randpunkte (£1|0)

lim ¢(x) =0, wegen Symmetrie zu (0/0) lim c(x) = —o0

X—00

o 1 e
EZIE c(x) = hrq o 00 = )12{11 c(x) (wegen PUSY zu (0]0))

X —
das heif3t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.

Waagrechtpunkte: ¢(x) =0 = x,=+1./2 ¢ D,
¢(x) >0in D, = die Kurve steigt echt monoton in |—c0;—-1] und [1;00[
(-1]0) ist RandHochpunkt, (1|0) ist RandTiefpunkt
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BARTHeKRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

Flachpunkte: ¢'(x) =0 =

x=0¢D, oder

x, = +1,/6 1-fache Nullstellen von c'(x),
also sind F_(+ %J@ |+ %ﬁ) Wendepunkte.
W, - R

d) dx) =x./x-1./x+1
max. Definitionsmenge
x-1z0und x+120 =
xz1 und x=2-1 = x21
D, = [1;00]
in D, einfacherer Funktionsterm
dx) = c(x) = x./x2-1
das Ganze ist das Halbe
der vorigen Aufgabe.

1 d(x) = xV(x-1)(x+1)

11 a) ax) = j)_(__ii

max. Definitionsmenge D, = R"\{1}

C(x=1(x+1) | _
a(x) = ot = /x+1 a(x)—2—ﬁ, D,=D,
"(x) = — —1_ v =
a'(x) = o D,=D,

G, hat das Loch (1]2).
Bis aufs Loch (1|2) ist G,
die um 1nach oben

verschobene WurzelKurve.
W, =[1;00[\2
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BARTHeKRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

th) b(x) = —==—

) blx) = ==

max. Definitionsmenge: ./x2+1 1 = x+0 D, =1R\{0}

b(x) = ——Xlxt+1+1) _x(fx2+1+1) _ Jx2+1+41
(Jx2+1-1)(Jx2+1+1) x2+1-1 X

= (Jx2+1+1
oo o el T e e ) 1o e
<2 e ey 2

. x2A/x2+1< m) (-1- Jx2+1)<2xe2+1+x2ﬁ>
(x) = x4(x2+1)

x2,/x2+1(=x) - (-1-J/x2+1)(2x(x2 + 1) + x2x)
x4(x2+1)./x2+1
—xZ/x2+1+(1+,/x2+1)(3x2+2) _ 2x2%/x2+1+2,/x2+1+3x2+2
x3(x2+1)./x%2+1 x3(x2+1)./x2+1
_ 2Jx%2+1(x2+1)+3x2+2
x3(x2+1)./x2+1

b(—x) = -b(x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung
lim b(x) = lim [1+L1+1=1,

X—>00 X—>00 x2 X
also waagrechte Asymptoten: y=1 fiir x-o0 und y=—1 fiir x—>-o00

wegen Symmetrie zu (0/0) lim b(x) =-1

lim b(x) = lim 2 =0, wegen Symmetrie zu (0/0) li<n(1) b(x) = —oo,

x20 x20 X

das heif3t, die y-Achse ist senkrechte Asymptote

1
vy e A= 5P e el 0=1 _
P = e Ta e T =0
wegen Symmetrie zu (0/0): lim b(x) =0

lim b(x) = lim =2 =»=2« —e, wegen Symmetrie zu (0/0) lim b(x) = oo
X250 x50 x2  +0 x50

x>0: b(x) = @ > 0, Kurve liegt tiber der x-Achse,

x<0: b(x) = @ < 0, Kurve liegt unter der x-Achse,
es gibt also keine Achsenpunkte.

U _ -1- X2 +1 . . _
b(x) sz o < 0, Kurve fillt links und rechts von der y-Achse,
es gibt also keinen Waagrechtpunkt.
b'(x) = 2x2+1(x2+1)+3x2+2

x3(x2+1)./x2+1

Kurve ist rechts gekriimmt links von der y-Achse,
Kurve ist links gekriimmt rechts von der y-Achse,
es gibt also keinen Flachpunkt.
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szIR,\[—1;1] y
1 ,,,,,,,,,,,,,,,
| | | _|1 b |1 | | X
,,,,,,,,,,,, 4
_ X
| P® =y
fc) c) = ﬁ( - Ls
max. Definitionsmenge
c(x) = 1 = 1 (2+./x)./x _ 2+ x)./x _ 2/x+x
2R-Jxx 2-J0Jx @-SO@HREK E-Ox x(A-x)
D, = R"\{4}

~(2-1
1 . <J)E ) ﬁ—l L
= e~ s P
(2&—x)%‘<~ﬁ—(&—i)[z(zﬁ—x)(%{—i)@(2&—x>22iﬁ]

¢

) - (2/x—x)'x
| @0 (DR - e R
Eh

_ Qux-x)/x-(x-1)[2(2-2/x)./x + 2,/x—X]
2./%(2./x-x)3x
_ 2x—x,/x—(/x—1)[6./x—5x] _ 2x—x,/x— (6x-5%,/x—6,/x +5%)
2./x(2./x-x)3x 2./x(2./x-x)3x
_ -9x+4x./x+6/x _ 4x-9/x+6 ) _p
2./x(2./x-x)3x 2(2./x-x)3x" ¢ ¢

lim ¢(x) = lim 1 1= 0, die positive x-Achse ist Asymptote.
X—>00 X—00 2,/X—X o0

lim c(x) = lim M)ﬁi m 2*tx —

x2>0 x2>0 X)X x->0 (4- X)[ x_>0 4[

das heif3t, die y- Achse ist senkrechte Asymptote.
lim ¢(x) = lim —254% _lim —4 — —»2 (= oo

x4 x4 (4- X)[ x4 2(4-X) -0
linl c(x) = » % « =400, x=4 ist senkrechte Asymptote.
X5
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lim ¢(x) = lim —X=1_ — 0, weil Zihlergrad < Nennergrad

X—>00 X—>00 X(Z—,\/)_()z

imc(x) = lim =1 —,=1l.-_

lim () = lim oo =>T0<=

im C(x) = lim —X=1  _ i 1,1

lim cx) = i P ~ M S =10

] ' =i = »—'—'—1:—'— «K =

lim cax) = lim = » 7755 « = o0

Waagrechtpunkt: c¢(x)=0 = x=1, y=1

nicht def. = 0 -+ nicht def. e c'()x)
(I) emf 1 ems AIL ems X

(1]1) ist 'I}punkt.

Flachpunkt: ¢'(x) =0 = 2X=TX+6 _ o 45 7 x+6 =0
2(2./x-x)%x

Substitution u=./x >0: 4u2- 7u+ 6 =0, Diskri.<0

das heifit 4x-7./x+6 =0, x-Wert einsetzen: 4x-7./x+6 >0
es gibt keinen Flachpunkt.

nicht def. == nicht def, == c¢'(x)
| | )

0 Linkskurve 4 Rechtskurve X
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BARTHeKRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

1) d(x) = L8
max. Definitionsmenge
x+4 A X228 = x+4 A [x[22./2, Dyg=]-0;-2./2]U[2./2;00[\ {4}

- X _ [L2_
d'(x) = - 4)“"2‘8 - 8:(X—4)X—(x2—8) __ 8-4x
(x—4)2 (x-4)2./x2-8 (x—4)2 /x2_8

_A. 2-x
=4 (x-4)2,/x2-8
D = -00;-2./2[ U 12./2 se0[ ~ (4)

—(x-4)2,/x2-8—(2-x%)| 2(x—4)/x2-8 + (x—4)2—=
d"(X) _ 4. |: A/X2—8:|
(x-4)%4(x%-8)

_ 4.—(x—4)2(x2—8)—(2—x)[2(x—4)(x2—8)+(x—4)2x]
(x—4)4(x2-8)./x2-8
_ 4_—(x—4)(x2—8)—(2—X)[2(x2—8)+(x—4)x]
(x—4)3(x2-8)./x2-8
_ 4_—X3+8X+4x2—32—(2—x)[3xz—4x—16]
(x—4)3(x2-8)./x2-8
_ 4_—X3+8x+4X2—32—(6x2—8x—32—3x3+4x2+16X)
(x—4)3(x2-8)./x2-8
— 4. 2x3 - 6x2 _ 8x2(x—3) Do=D.
(x-4)3(x2-8)/x2-8 (x-4)3(x2-8)./x2-8 ¢ ¢

lim d(x) = lim Jx2-8 _ im [—X2=8  _ J1 =1, Asympt. y=1 fiir x—>c.
4

X—00 X—>00 X—>00 X2 - 8X + 16

. . 2_g )
Xllrpm dx) = )1(1_130 — lm = —J1 =-1, Asymptote y=—1 fiir x—>—oo0.
lim d(x) = lim 2228 _ Jim =8 _ L8 = oo

X254 x4 X—4 x24 X—4

lim d(x) = —o0, denn x=4 ist 1-facher Pol.

XS

Randpunkte: (+2./2]0)

] ' =i . 2-X =4.]i —2 =>:§«=—
lim d'(x) = lim 4 (x-4)2/x2-8 dlim e E TR0
2-x <0)  _

lim d'(x) = lim 4- =»

X22./2 x»2./2  (x-4)2,/x2-8  (>0)-./0

. ) = T ) 2-X _, 00  _
A ) P k428 GO
das heif3t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.
Kein Waagrechtpunkt: die Nullstelle 2 von d'(x) liegt nicht in Dj.

+o0 —c0o == nicht def, == d'(x)
| | |

ems _g /g 2 JIQ emf 4 emf x

AN AN

Die beiden Randpunkte sind Hochpunkte.
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Flachpunkte: d"(x)=0 = x=0¢ D4 oder x=3
(3]-1) ist Wendepunkt, denn 3 ist 1-fache Flachstelle.

+ 4+ o = nicht def. 3= le)

Linkskurve _2:/§ [ Linkskurve 3 Rechtskurve 4 Linkskurve x

O O O O

W, =]-0;0] u]1;00]

y |
Lo =128
Ao S
-2V2 2V2
I_/I—y? | —I1 b I1 I .\I I5 X
iy s )

$12 Zur Erinnerung (Lehrbuch) : lim ./ax2+bx+c =+,/a-x + Jé

a) a(x)=x- m X—>00

max. Definitionsmenge
x2z1 = [x|z1, D, =]-o00;-1]uU[1;00]

a

dx) =1~ 2=, Dy=]-eoi-[u]1;00]
Nx2-1-x—— 0
" X< — -1- 2 1

x2-1 x2-1)./x2-1 (x2-1)./x2-1’
i, a) = lim (- /2*-1) = Jim x—./-x) =0,
die positive x-Achse ist Asymptote.
Xhmoo ax) = hm (x — Jx2-1) = hmoo (x+ J1:x) = Xlimoo 2X = —o0,
die Gerade y—2x ist Asymptote fiir x——o0.
Randpunkte (-1|-1) und (1|1)

. ' 1 _ X _ _ 1 —_
lim a(x) lim (1 — ) = »(1 — _—1)« =400

X—>—1 —>—1 X2 —_ +0

das heif}t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.
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ax)=1- == +0, weill —==— *+1 wegen ./x2-1 <x
) Jx2-1 Jx2-1 &
also kein Waagrechtpunkt

+ (o] —00 — a '(X)

|
ems -1 Ii emf X

die Randpunkte sind Hochpunkte.

a'(x) = (X2_1)1 g > 0 = kein Flachpunkt 4 ] ¥
G, ist Linkskurve in |-c0;—1[ und in ]1;o0]. B 1 X
W, =]-00;-1]u]0;1]
Umkehrfunktion

aX)=y=x- Jx2-1

y-x=-.Jx2-1 = y2-2xy+x? = x2-1
y2-2xy+1 =0= 2xy = y2+1

- 241 - 2+1
x=at(y) =G yoarip =2t

D -1 :Wa :]—00;—1] U]O;1]7 W—1 = Da :]—00;—1] v [1;0:)[

a a

b) b(x) =x+ J/x%2+1 max. Definitionsmenge: D, =1R
' _ X L
b =1+ 2, Dy=R
2 _ X
b"(x) _ JXA+H1-X 2+ 1 _ x2+1-x2 _ 1 D.-R
x2+1 (x2+1)/x2+1  (x2+1)/x2+1°  °
lim b(x) = hm (x+ Jx2+1)=lim (x+ ./1-x)= lim 2x = oo,

X—+00 X—>+00 X—>+00

die Gerade y 2X ist Asymptote fir x—+oo.
lim b(x) = hm (x+ J/x2+1) = hm (x-.1:x)=0,

X—>—00

die negatlve X- Achse ist Asymptote

b(x) = J){z—+ “’i‘/ﬂ’x>0wegen Jx2+1 +x> x| +x20 /

Gy, steigt echt monoton.

b'(x) = —1

(x) (x2+1)./x2+1
Gy, ist links gekriimmt. W, =R"
Umkehrfunktion

b(x)=y=x+ ./x2+1

y-xX=,%x2+1 = y2-2xy+x2 =x2+1
y2-2xy-1 =0 = 2xy = y2-1

1 _y?2-1 (o) _ X2-1
x=b (y)—y—zy , y=bl(x)= , Dy
Wb_i :Db:]R

> 0 = kein Flachpunkt
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¢ cx)=./x2+1 - ./x2-1
max. Definitionsmenge
x2z1 = [x|z1, D,=]-o00;-1]U[1;00]

¢

cx) = =— - — _ x(x2-1-Jx2+1) _ x(x2-1-(x2+1))
N N N N TN P
—2x
- ’ D,=]- ,—1 U 1’
Jx2-1,/x2+1(Jx2-1+./x2+1) ¢ =]-00;-1[ U J1;00]
JxZ+1-x- x2_1—-x-
. x2+1 x2-1
c'(x) = _
x2+1 <2-1
_ _x?+1-xx _ _x?-1-x-x _ 1 N "
(202 (-1 (e (2-1)/x-1
DCn:Dcn

c(—x) = ¢(x), G, ist symmetrisch zur y-Achse.
liIP c(x) = lirP (Jx2+1 - Jx2-1) = lirP (J1-x-.J/1-x)=0 oder:

lim c(x) = lim (Wx2+1= 2= D (2 +1+x2-1) _ iy (241 -(x3-1)
X—>00 X—>00 A/XZ +1+ A/XZ -1 X—>oo A/X2 +1+ A/X2 -1
= i 2
XLII‘IOO /\/XZ +1+ ,\/Xz— 1
die x-Achse ist Asymptote.
Randpunkte (+1]1)

= 0, weil Zahlergrad < Nennergrad

lll’q C'(X) = llm —2% = »_—2 « = —00
X2

. -2
=lim ——=——
x51 ,[x2-1,/x2+1(Jx2-1+/x2+1) =x>1 ,/x2-1,/2./2 0

lim c(x) = +o0 wegen Symmetrie zur y-Achse

x35-1

das heif3t, die Kurve miindet senkrecht in die Randpunkte.
c(x) =0 = x=0 ¢ D, also kein Waagrechtpunkt,

wenn x> 1, dann c(x) < 0: Kurve fillt echt monoton,
wenn x < -1, dann c(x) > 0: Kurve steigt echt monoton,
die beiden Randpunkte sind Hochpunkte.

" 1 1
¢lx) = (x2+1)/x2+1 " (x2-1)./x2—1 >0
kein Flachpunkt
G, ist Linkskurve in
]—00;—1[ und in ]1;eo].
WC.=]O;“/§] _ c(x) =Vx2+1 -Vx2-1
Keine Umkehrfunktion: y
Waagrechte y=c, ce W, schneiden G, 2-mal. 0D
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d) dx)=./x2+x -x

max. Definitionsmenge
x2+x 20 = x(x+1) 20 = x=-1 oder x=0, also Dy=]-00;-1] U[0;00]
d'(x) = 2x+1 1= 2x+1-2,/x2+x Do=]-00:-1 0:

(X) 2,\/2—4'}( 2m ’ d ] 0, [U] :oo[

> 9 (9 1 2x+1
,\/m ( X+ ) m (X2+X)-4—(2X+1)(2X+1)

4 = 2(x%+x) 4(x2+x)./x2+x
_ 4x?+4x-4x2-4x-1 _ Dy = ]-00;-1[ U]0;00]

4(x2+x)Jx2+x 4(X2+X),\/)m
lim d(x) = lim (Jx2+x —x) = hm (J1- x+7 —X)=%,

X—+00 x—>+oo
die Gerade y=1 5 1st Asymptote fur X—> 00,
1
hm dx) = hm (-J1- X—27 -X)=-2x -3,
d1e Gerade y= - 5 X — 5 ist Asymptote fiir x——oo0.
Waagrechtpunkte
d(x) = ZXH1-2/x2+X _ g 9341 =92 /x2+x ||2

4x2+4x+1 = 4x2+4x Widerspruch, kein Waagrechtpunkt
xz0: 2x+1=,/4x2+4x+1=2 /x2+x+i>2m
= d'(x) > 0, also steigt die Kurve echt monoton fiir x=0
x=-1: 2x+1=—/4x2+4x+1=-2 /X2+X+i<—2m
= d'(x) < 0, also fallt die Kurve echt monoton fiir x=-1.
d'(x) = 4(X2+X)1m <0in Dy

kein Flachpunkt,
G4 besteht aus 2 Rechtskurven.

Wy =[0;3[ u[1;00]
Umkehrfunktion
d(x) = = JX24+4x - X
yoxm 5

y2+2xy+x2 =x2+x

y2+2xy = X
=x(1-2y)
x=d(y) = —y—-2y

1 X2
y=d"x) = 5

Dd_i_Wd_[O U100, Wy =Dy=]-00;-1]U[0;00]



BARTHeKRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen Potenzfunktion mit rationalen Exponenten

W13 a) a(x)=In(x+ J/x%+1)
max. Definitionsmenge D, =R

d(x)zl-l_A/)%: A/)m+x _ 1 . D.=R
x+./x2+1  (x+.Jx2+1)/x2+1  Jx2+1 a
X
i) = ;/;?;1 :(x2+1_)?m’ Dar=
a(-x) =In(—x + Jx2+1)? +a(x) ?
ax) +a(x)=In(x + /x2+1) +In(—=x + J/x2+1)
=In[(x + Jx2+1)(—=x+ Jx2+1)] =In[x2+1-x2]=In1=0

also gilt a(—x) = —a(x), G, ist symmetrisch zu (0]0).

R

lim a(x) =»lnco« =00, lim a(x)=—o0

X—>+00 X—>—00
a(x) = J)ﬁ >0, G, steigt echt monoton
< 0 fir x>0, Rechtskurve
a'(x) = .S = 0 fur x=0, (0]0) ist Wendepunkt
(x2+1)Jx%+1 {> 0 fiir x<0, Linkskurve
W, =R

a(x) = In(x+vx2+1)

Umkehrfunktion

aX) =y=Inx+ Jx2+1) = eV=x+ ./x2+1 =&V —x = /x2+1

e2y—1 _eY—eV

e2y-2xev+x2=x2+1 = eZV-1=2xe¥Yy = x=al(y) = o 5
e

y=al(x) = # =sinhx, D, =W R

a al —
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b) b(x)=In(x + /x2-1)

max. Definitionsmenge
x>0und x2-1z0=x>0und [x|Z1=x21, D, =[1;00]

1+ =
bv _ x2-1 — JXZ-1+x — 1 , D. = 1’
(x) x+./x2-1  (x+./x2-1)/x2-1  .Jx2-1 b= 11500l
X
b'() = ==L - = 1500

= X D
x2-1 (x2—1)A/X2—1’ b
(1]0) ist Randpunkt
lim b(X) =»lnoo« =0

X—>+00

lim b(x) = lim —E—= = » % « = oo

x21 xx»1 /x2-1 +

b(x) = —— >0, G,, steigt echt monoton, miindet senkrecht in (1|0),

JxZ-1
(1]0) ist RandTiefpunkt.

b'(x) = —X
(x) (x2-1)./x2-1
Wb = ]Rg

<0in Dy, Gy ist Rechtskurve

Umkehrfunktion

b(x)=y=Inx+ /x2-1) = e¥y = x+,/x2-1 = ey-x = /x2-1

e2y+1 _eV+eV
2eY 2

e2y-2xeY¥+x2=x2-1 = eZV+1 =2xe¥y =>x=by) =

y=b1(x) = %ﬁ =coshx, D, =Ry, W,.=[1;00]
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¢) cx)=In(x- ./x2-1)

max. Definitionsmenge

X— Jx2-1>0=x>./x2-1 = D, =[1;00]

X
'(5) — X1 _ Jx2-1-x __-1 N P
c) x—Jx2-1 (x-Jx2-1)/x2-1 Jx2-1’ Do = Jt3e0]

— X w= 11"
<21 (Xz—l)m’ D, [4;00]

(1/0) ist Randpunkt, lim c(x) = lim (x - ,/1-x)=»In+0«=—-c0
X—>+00 X—>+00

1 ' =1 -1 _ > -1 «=—

R T

c'(x) =

c(x) = J)ﬁ >0, G, fallt echt monoton, miindet senkrecht in (1]0),
(1]0) ist RandHochpunkt.

" _ X
¢l = (x2-1)/x2-1
G, ist Linkskurve

W, =R,

>01n D,

G, und Gy, sind symmetrisch zur x-Achse, c¢(x) = —b(x), denn:

c(x) +bx)=In(x- J/x2-1) +In(x + J/x2-1) =In[(x - J/x2-1)(x + /x2-1)]
=In(x2-(x2-1)]=In1=0

Umkehrfunktion

cx)=y=Inx- . /x2-1)= ¥y =x—-,/x2-1 = e¥-x = - /x2-1

2 —
e2y-2xeY+x2=x2-1 = e2V+1 = 2xe¥y = x=c1(y) = ezyJ;l _ ey+2e y
e

y=cl(x)= # =coshx, D =R;,, W_ i =[1;00]
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14 f,(x) =x-a./x
max. Def1n1t10nsmenge D;= R,
[} _ _ _a_ L= +
fa(X) =1 2 /\/)_(, Df R
f'x)=28% - _2a_ p.-R*

Randpunkt (0/0)

lim f,(x) = lim (x - a./x) = lim x = o

lim £ = lim (1 - 52) =1

a )—lim 2:[x—a_limi —a«_{—OOfiira>O

2./x" x»0 2/x  x»02J/x  +0 +oo flir a < 0
Scharkurven miinden senkrecht in (0]0)
Fall a=0: li>rr(1) fo(x) = li>rr(1) 1=1

Ly 60 =g (-

Nullstellen: f,(x) =0 = x-a.J/x =0 = (J/x —a)./x =0 = x=0 oder x=a?

Kurvensteigung in (a2|0): f, (a?)=1- % = %
Waagrechtpunkte: fi(x) =0 = 2./x =a = x= —a2 a>0,
y = }laQ— %azz— }laQ
f;'(;i a?) >0 = Tiefpunkte (Zi a2l—ia2), a>0
Ortlinie der Tiefpunkte: wap(x) = -x, x>0
) Wy oa
keine Flachpunkte wegen f,(x) = yuy
.. . e >0 fiira>0 Linkskurve
Krimmung: f,(x) = 4x [ { <0 fir a <0 Rechtskurve
W, = R, falls a<0, W, =[- ZaZco[falls a>0
y
|
|
77 o]
(e =i | | g | 1|0 | 1|5 | o
1 Ortlinie der
Waagrechtpunkte f,(x) = x — avx

| wap(x) = —x, x>0
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° — 2 o .
215 f,(x) = NI a>0 Bearbeite aullerdem:

a) Zeige, dass fur 0 =d<a gilt: f,(a—d) =f,(a+d).
Was bedeutet dies fur die Scharkurven ?

b) Stelle fest, ob sich die zu a, und a, gehorigen Kurven (a,+a,) schneiden.

c¢) Weise ohne die 2. Ableitung nach, dass jede Scharkurve genau einen
Tiefpunkt hat. Bestimme die Tiefpunkte und ihre Ortlinie.

d) Zeichne die Ortlinie der Tiefpunkte und Scharkurven fiir ae{1, 2, 4}.

max. Definitionsmenge
der Radikand x(2a—-x) beschreibt eine unten offene Parabel mit den
Nullstellen 0 und 2a; zwischen diesen Nullstellen liegt die Parabel tiber der
x-Achse, also D;=]0;2a]

' 2(x—a) L
L) = G0 Ay Dr=Dr

" — 2(2X2 43.X+3a2) w =
fil) = = e L, Dy =Dy

lim f lim —2— =»Z =00, lim f,(x) = lim —2— =»2 «=
x52a ( )= x52a ,/x(2a-x) 0T x2>0 a( ) x20 ,/x(2a-X) 0T
lim f(x) = lim 2(x-a) =»28 (= o0 = lim f)(x

x%2a %) x52a x(2a-x)./x(2a-x) R0 x2>0) %)

Wegen f,(x) > 0 liegt jede Scharkurve tber der x-Achse.

_d) = 2 _ 2
3) L@~ = ==~ D
f.(a+d) = 2 = 2 =f,(a—d), das heifit,

J(a+d)(2a-(a+d)) (a+d)(a-d)
jede Scharkurve ist symmetrisch zur Gerade x=d.

b) Schnitt: f, [(x) =1, (x)

ag
2  _ 2
Jx(2a;-x) | [x(2a,-x)
a, = a, nicht brauchbar, die Scharkurve schneiden sich nicht
2

= 2a; —X=2a9 -

¢) Waagrechtpunkte: f,(x) =0 = x=a, y =
jede Scharkurve hat den einen Waagrechtpunkt (a2 ) dass dieser Tief-
punkt ist, folgt aus dem Verhalten von f, am Rand Von Dy.
Ortlinie der Tiefpunkte: wap(x) = 2, xeDy
Flachpunkte: f}(x) = 0 = 2x2-4ax+3a? =0, Diskri =-8a2<0
keine Scharkurve hat einen Flachpunkt
Krimmung: 2x2-4ax+3a? ist fiir die erlaubten x-Werte entweder negativ
oder positiv. x=a eingesetzt ergibt: 2x2-4ax+3a%2 =a2>0
jede Scharkurve ist eine Linkskurve.
W, =R’

a
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Ortlinie der
Waagrechtpunkte

wap(x) = 2, x>0

216 f,(x) = g%) ,a>0 Bearbeite aulerdem:

a) Weise ohne die 2. Ableitung nach, dass jede Scharkurve mindestens
einen Wendepunkt hat.

b) Welche Kurventangente schneidet die x-Achse am weitesten rechts ?

c¢) Bestimme die Schar der Umkehrfunktionen.

max. Definitionsmenge
Bedingung fiir den Radikanden: (a-x)/x=0 || -x2= (a-x)-x= 0
(a—x)-x beschreibt eine unten offene Parabel mit den Nullstellen 0 und a;

zwischen diesen Nullstellen liegt die Parabel tiber der x-Achse,
also D;=10;a]

- 5 =Clsed B bl

9 [a=X x2 2 x2Na-x
22 | x a1 (a-x)-1-x-(-1)
x3Na-x x2 9 [x_ (a-x)2
a—Xx
2a | x i [ —x _ <2_a a2 la—x)
2\ x3ja-x 2x2 (a x)2 2\ x3Ja-x 2x2(a x)2
_ 34 [x ax__ [a- x _ 4 X [x I
a-x (a-x)2 2x3 a-xNa-x (a- x)2 2x3

2
=£4x ax

a—-x (a X)2>2X3 %( >2X3/\/aix a—Xx

2
=§<4a 4%~ a)i /a—x_ai =a(3a—4x)f a-x  7.-D,

a-x /2x2 -X 4x2(a-x)? X

Randpunkte (a]0)

hmf [llﬂlF—»[[

lim f)(x) = 3 Jim ( = /a X) » L —0« = —o0, senkr. Einmiinden in (a|0)

XSa 2 X3a +
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lim £,0x) = lim (5 220 ) = Plim (22 2] = Llim 4

= »ﬁ 2 O

A
Wegen f,(x) = 0 liegt keine Scharkurve unter der x-Achse, also W, = IR;,
In |0;a[ gilt f(x) = £ =< 0, das heif3t,

a

jede Scharkurve fallt echt monoton, hat keinen Waagrechtpunkt
a) Wegen lim f,(x) = li>n(1) f.(x) = —o0 hat f,(x) ein Maximum in ]0;a[,

also einen Wendepunkt
Wendepunkt: f}'(x) = ai3a_4x)ﬁ a-X — ) = Wendestelle x = %a, y=1

x2(a-x)2 N X

Ortlinie der Wendepunkte (% all): y=1

Krimmung: f, (x<§; a) >0, also rechtsrum in ]0; % al

ia;a[

b) KurvenTangente t in (u] /ﬂau—_u)) mit t(x) = m(x—u) + /?ﬂ%) mit
Steigung m = f (u) = @ -;—3 /il schneidet die x-Achse in

w=u- /34—)a‘u/m=u— 3—(—)al;u-%~‘_l—§/auu u-(a-u)-2-=

=s(u) =u(1+2=42.2)= (a+2a—2u)=£(3a—2u)

f;'(§a<x<a) <0, alsolinksrum in |

das Maximum der SchnittStelle s(u) liegt in der Mitte von u=0 und

u= % a, also fur u= % a, das ist die Wendestelle !

x=s(§a) = 2(3&1— ga) = ga
1 ¢) Umkehrfunktion ¢,
fo(x) =22 fx)=y= [2a=x)
Ortlinie der y2= 31%)
- Wendepunkte xy? = 3a — 3x
wepl) =1, x>0 xy? + 3x = 3a
1 Schar der x(y*+3) = 32
Wendetangenten t _ _ _oa
G 2 X = @,(y) v
ta(x) =5-x+3 an
Y =0a(%) = 2575
+
D(pa = ]RO
W, = 10;a]



BARTHe)KRUMBACHER

2. Arkusfunktionen

Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen  Arkusfunktionen

1_m

01 a) arcsini= ] b) arcsini = c) arcsint =0,551...

2 6 6

d) arcsin(-1) = —g e) arcsin (—% J3) = —g f) arcsin (—g) nicht def.

2 a) arcsin0,9093 =1,14... b) arcsin(-0,9975) =-1.50...

¢) arcsin0,565 = 0,60...

03 Fiir welche x-Werte gilt:

a) arcsinx = g

b) arcsinx =

DN I—=

¢) arcsinx =-0,1109

d) arcsinx =sin7

e) arcsinl =0,2014

X

f) arcsin(x2) = 0,04

R R R

4 Fiur welche x-Werte gilt:

T

a) arcsinx < 1

x<1./2

y = arcsinx

@ rrrrrrenrennreneee —_TE/Q
¢) arcsin|x| =0,2014
-0,20...=x=0,20...

d) arcsin0,1=0,10... e) arcsin0,01=0,01...

X =sing =%J§

X = sin% =0,479...
X =sin(-0,1109) =-0,110...

X = sin(sin ) = sin% J2 =0,649...

1 _§in0,2014 = 0, 200... = x = 4,998...

X

x? =sin0,04 = 0,039... = x=20,199...

b) |arcsinx|z T =

a &3

arcsinx = —-= oder arcsinx =

—1§x§—% 2 oder% 2=x

N

T
4
=

1

y = arcsinx

[ 1,

d) arcsinx = |arcsinx|
—arcsinx = arcsinXx = arcsinx
-1=x=1
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y = arcsinx arcsinx| y  arcsinx
)t o Y — °
c)
X
|
1
l =T
e) arcsinx > sinx f) -% <arcsinx< 3
0<x=1 -1 <x<1./8
y  arcsinx y = arcsinx
f)
-1
a——
°® == Tl-'/ 2 @i - Tl-'/ 2
05 Diskutiere die Funktionin D : y = arcsin 2x
a) a(x) = arcsin2x
Blick aufs Argument 2x:
G, ist die auf die Halfte in x-Richtung
gestauchte arcsin-Kurve.
X
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b) b(x) =x - arcsinx

Dy = [-1;1]
b(x)=1- ﬁ D, = |-1;1]
—(=x
b'(x) = — £L=X2 _ 1-1;1]

—_— X D " =
1-x? (1-x2)/1-x2 °
Symmetrie zu (0|0) wegen b(-x) = -b(x)
Randpunkte (—1|—1+g), (1|1—T§°)
] \ =1 —_ 1 =»]1— i K= — = ] '
LliIH b(x) = Eg} (1 Ji—) 1 5 00 )grﬁ b(x) (PUSY zu (0]0) )

_X2
G, miindet senkrecht in die Randpunkte.

Waagrechtpunkt: b(x) =0 = J/1-x2=1 = x=0, y=0
b'(0) = 0 = (0]0) ist Flachpunkt,
wegen Symm. von G, zu (0/0) ist (0|0) Wendepunkt

fur XE]—1,1[ gllt A/1—X2 <1l = A/ﬁ >1 y=x—arcsinx
V)4 1 e T_
= bx)=1 — <0, ' oEl2

Gy, fallt echt monoton.

Krimmung: ;
b'(x<0) < 0, das heift, |
Linkskrimmung links von x=0 -
b'(x>0) > 0, das heif3t,

Rechtskrimmung rechts von x=0.

c(x)=arcsin (3 x-1)

max. Defmenge: -1=1x-1=1 = 0=1x=2 = 0=x=4, D,=[0;4]
J 1/2 1 1
¢lx) = _ _ . D,=10:4
) [1-(3x-1)? ZJX—Z%XZ Jax-x2" F 10:41
4-2x

" ___2J4X—X2__ xX—2 . —10-
¢'x) = 4x—x2 _(4x—x%4q§:§§’I% =10:4]

Randpunkte (0| _7“), (4] g)
li>rr(1) ¢x) =lim —L— =» L « =0 =lim ¢(x)

x20 ,/4x—-x2 +0 x54

G, miindet senkrecht in die Randpunkte.

c(x) = J%—ﬁ >0 = G, steigt echt monoton, hat keinen Waagrechtpunkt
Flachpunkt: ¢'(x) = 0 = x =2 ist 1-fache Flachstelle, also Wendestelle

(2]0) ist Wendepunkt
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Kriimmung

.1
¢'(x<2) <0, das heit, py-avesinx-t) .
Rechtskrummung links von x=2 2

¢'(x>2) > 0, das heif3t, i

Linkskrimmung rechts von x=2

@ 4
1L
*6 Diskutiere die Funktion in D,
a) a(x)=arcsin./1-x2
max. Defmenge: 1-x2z0 = x2=1 = -1=x=1,
fir -1=x=1 istauch 0= ,1-x2 =1, also D, =[-1;1]
! _ J1-x2 _ —X _ —X _ .
ax) = = = , Xx+0,also D, =]-1;1]\{0
&) J1-(1-x%2) A/1—x2A/x_2 Jx2(1-x2) * ] [ { }
o271 _ <9  2x(1-x2)+x2%(-2x)
a"(x) = x(1-x%) +x 2/x2(1-x%)  _ =x?(1-x%) +x-[x(1-x2)+x%(=x)]
x2(1-x2) X2(1—X2)m
_ —(1=x)+(1-x2) +x(-x) _ —x2 - /x2 _D

(1-x2)./x2(1-x2) (1-x2)A/x2(1-x2) (1-x2),/1-x2’ 2
Wegen a(—x) = a(x) ist G, symmetrisch zur y-Achse.
Randpunkte (-1|0), (1|/0), y-Achsenpunkt (OIT—E)
lim 2(x) = lim —=%-— =lim —L— =»"% =—o0
x51 x51 ,/x2(1-x2)  x51 ,/1(1-x2) +0
wegen Symmetrie zur y-Achse ist lim a/(x) = +oo,

x2-1

G, miindet senkrecht in die Randpunkte.

lim a(x) = lim ——X— =1i . S -1

X lim —=x__ _ -1
x50 ,/x2(1-x2) %0 xJ(1-x2) x>0 [/(1-x2) /1

wegen Symmetrie zur y-Achse ist lim a'(x) = +1,

x50

G, hat einen rechtwinkligen Knick in (0| 5)
Kein Waagrechtpunkt wegen a(x) + 0 f(x) = arcsiny1-x?

Monotonie: a(0<x<1) = —%3— =-.J1-x2 <0, y
—X

X
G, fallt (steigt) echt monoton rechts (links) von y = 0.
Kein Flachpunktpunkt wegen a''(x) # 0 A
Krimmung: a"(0<x<1 —/x?
tmmung: 0<x<) =) s <

rechts (links) gekriimmt rechts (links) von y = 0.

W, =[0;2] R

I
2
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b) b(x) =x./1-x2 + arcsinx

max. Def.menge: 1-x2z0 = x2=1 = -1=x=1, also D, =[-1;1]

b(x) = J/1- X2+XA/ X Jllx = 11_X2(1—x2—x2+1)

M(Z 2X2)—m(1 x?) =2,/1-x2, x*++1, also Dy, = |-1;1]
b'(x) = %2_);2, Dy =Dy

Wegen b(—x) = -b(x) ist G;, symmetrisch zum Ursprung.
Randpunkte (—1|—T§°), (1] g)

lim b(x) = lim 2./1-x2 =0, wegen Symmetrie f(x) = xVI—%® + arcsinx
zum Ursprung ist lim b(x) =0, y

x2>—1 E B,

Gy, mindet waagrecht in die Randpunkte.

Wegen b(x)>0 in Dy kein Waagrechtpunkt,

Gy, steigt echt monoton.

Flachpunkt: b'(x)=0 = x=0, y=0
(0]0) ist Wendepunkt wegen
Symmetrie von Gy, zum Ursprung |

Krimmung: b'(-1<x<0) > 0, also links gekrimmt
links von der y-Achse Z
b'(0<x<1) < 0, also rechts gekrummt
rechts der y-Achse ‘

]

87 Diskutiere die Funktion in D, ,, . Untersuche f auf Differenzierbarkeit und
berechne gegebenenfalls die Knickwinkel.

Wy =1-3;

tol:l
tol;l

a) a(x) = arcsin(sinx)
max. Def.menge: -1 = (sinx) =1 = -0 <x<o0, also D, =R
. - T
1 fir cosx > 0= = +2zn<x<37+2zn
al(x) = —SOSX__ _ _COSX  _ COSX _ 2 2
J1-(sinx)?  f(cosx)?  lcosx] —1 fiir cosx <0 = TEE"' 2zm<x< 3%5 +2zn

D, = R\{3 +zn} mit zeZ

d'x)=0, D, =D,
a(-x) = arcsin (sin (-x)) = arcsin (-sinx) = —aresin (sinx) = —a(x)
G, ist symmetrisch zum Ursprung.

Nullstellen: arcsin(sinx) =0 = (sinx) =0 = x=zn mit zeZ.
Keine Waagrechtpunkte wegen a'(x) + 0

Knickwinkel = 90° wegen Steigungen = +1
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Monotonie: G, steigt echt monoton in ]—g +27T ; 1§t+2z1t[
G, fallt echt monoton in ]g +27T ; %E +2zm|
Hochpunkte (5 +2zn|3 ), Tiefpunkte (-3 +2zn|-7)

Alle Punkte mit XEIR\{—%E +2zm, g +2z7n} und zeZ sind Flachpunkte
wegen a (x) = 0.

a(x) = arcsin(sinx)

b)

Wa:[_g;g]

b(x) = arcsin(cosx)

max. Def.menge: -1 =(cosx) =1 = —w<x<oo, also D,=R

b(x) = —sinx  _ _-sinx _ —sinx _ |-1firsinx>0= 2zx<x<m+2zxn
J1—(cosx)?2 /(sinx)2 |sinx| 1 firsinx<0= n+2zn<x<2n+2zn

Dy = R\{zn} mit zeZ
b'(x) =0, D, =Dy
b(—x) = aresin (cos(-x)) = arcsin(cosx) = b(x),
Gy, ist symmetrisch zur y-Achse.
Nullstellen: arcsin(cosx) =0 = (cosx) =0 = x = T§°+z1t mit zeZ.
Keine Waagrechtpunkte wegen b(x) + 0
Knickwinkel = 90° wegen Steigungen = +1
Monotonie: Gy, steigt echt monoton in |+2zr ; 2n+2zx[
G, fallt echt monoton in |2zx ; t+2zx[
Hochpunkte (2zn|3 ), Tiefpunkte (n+2zn|-7 )
Alle Punkte mit xelR\{2zr} und zeZ sind Flachpunkte wegen b'(x) = 0.

y b(x) = arcsin(cosx)
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¢) c(x) = arcsin(tanx)
max. Def. menge: -1 = (tanx) =1 = -arctan(-1) + zn =x=arctan1 + zm,

T +zn),zeZ

T T [ m
—7 TZn<X< 7 +zm, also DC_[_Z +z1t,4

4
S
¢(x) = (cosx)2  _ 1 _ 1 _

J1-(tanx)?2 - (cosx)2,/1-(tanx)?2 - (cosx)./(cosx)2—(sinx)2

1 .
S SN ¢ F
(cosn) JoosTn) (Kosinus-Fassung)
1
(x) = —(cosx)? ] lune: _ 1
c(x) = ormelsammlung: cosx =
&) J1-(tanx)?2 & J1+(tanx)?
—1 _ _1+(tanx)2
(cosx)?2

1 _ 1+ ( tanx 22 . T _F
c(x) = ; angens-Fassun
-1 < (tanx) <1 = - arctan( 1) + zn <x < arctani + zx
also Dy =]-7 +zn; 7 +zn[, zeZ
Ableitung der Kosinus-Fassung:

—((~sinx)./cos2x + (cosx) - M) (s1nx)ﬁ/cos2x+(cosx) SIn2x.

c" X) — ./ COS2X
(cosx)2cos2x (cosx)2cos2x

_ (sinx)cos2x + (cosx) - sin2x _ (sinx)cos2x + (cosx)- 2(sinx)(cosx) _
(cosx)?2(cos2x)./cos2x (cosx)?2(cos2x)./cos2x

_ (sinx)(cos2x +2(cosx)?) _ (sinx)(2(cosx)?2-1+2(cosx)?) _
(cosx)2(cos2x)./cos2x (cosx)2(cos2x)./cos2x
(sinx)(4(cosx)2-1) _ (sinx)(2cosx—1)(2cosx+1)

(cosx)2(cos2x)./cos2x (cosx)2(cos2x)./cos2x

Ableitung der Tangens-Fassung:
J1-(tanx)?2-2(tanx) (Coi

1-(tanx)?

- (tanx)?- 2(tanx)(1 + (tanx)?) + (1 + (tanx)?)- (tanx%(i(—:a(i?fm
1-(tanx)?2

_ (1—(tanx)?)-2(tanx)(1 +(tanx)?) + (1 + (tanx)?)(tanx)(1 + (tanx)?)
(1-(tanx)?2)./1-(tanx)?
_ (1+(tanx)?)(tanx)[(1-(tanx)?)-2+1 + (tanx)?]
(1-(tanx)?2)./1-(tanx)?
_ (1+(tanx)?)(tanx)[3—(tanx)?] , D.=D,

(1-(tanx)?)./1-(tanx)?2

¢(-x) = arcsin (tan (—x)) = arcsin (-tanx) = —arcsin (tanx) = —¢(x),
G, ist symmetrisch zum Ursprung.

—(tanx)(cosx) 5

J1—-(tanx)?

) X)z—(1+(tanx)2)'

c'(x) =

1 T T T
Randpunkte (-3 +zn|-3), (7 +2zn[5)

334



BARTHe)KRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen  Arkusfunktionen

. ' . 2 2 . '
| = lim —2 =52 «—too= |
) = I e 0 T i, e

die Kurvenéaste miinden senkrecht in die Randpunkte.
Nullstellen: arcsin (tanx) =0 = (tanx) =0 = x = zn mit zeZ.

Keine Waagrechtpunkte wegen c(x) > 0

Monotonie: G, steigt echt monoton in D, = |-% + zr ; I + zxn|

1 1
RandHochpunkte (7 +zx|3 ), RandTiefpunkte (-7 + zn|-3)

4
Flachpunkte: ¢'(x) =0 = tanx=0 = x=1zx
(zr|0) mit zeZ sind Wendepunkte, denn ¢’ wechselt das
Vorzeichen in den Flachstellen zn
Krimmung: wenn 0 <tanx < 1, dann ¢'(x) > 0,

also LinksKrimmung fiir zn < x < g + zn mit zeZ
wenn -1 <tanx <0, dann c'(x) <0,
also RechtsKrimmung fir —g +ZN <X < zT mit zeZ

Wc = [_g’g]
_aresin 24X
d) d(x)=arcsin .
max. Def menge: xz 0, Dy= R,
1
1+%)L-2
d'(x) = 1 -( X)ﬁ( = - _iex]  (1+x)-2x |14x| = 14x
[{__4x _ (1+x)2 [(1+x)2-4x (1+x)2/x’
(1+x) 1 fir 0<x<1
__d+x _1-x 1-x _ (1+x)./x
JA—x)? (1402 [1-xl(1+x)./x 1 fir 1<x<oo
Dy =R"\{1} (140
1+x
d"(0<X<1) _ _(/\/;(-'-ﬁ) _ —(2X+1+X) _ 3x+1

x(1+x)2  2x(1+x)2/x  2x(1+x)2/%

335



BARTHe)KRUMBACHER Losung X. Wurzel- und Arkus-Funktionen  Arkusfunktionen
M__ =D
Randpunkt (0]0)
lim arc sinz’é - lim arcsin —2%_ = lim arcsin —2
N0 1+X  xow (1+x)./x  x—w t+1)/x
= » L « = *
}lil_rf,‘od( X) = (0+1)-00 0
!{13(1) d'(x) = LI_I}(I) 1 +X) 5T Te0 T +00, G4 miindet senkrecht in (010).
. (] _ l . 1 1 l
i 460 =i 7 = w2 10070 g
Geraden mit den Steigungen + Q schneiden sich unter ¢
1 1
2 5 — A — é ~ ° 1 1 O_ =~ °
tang = 1_1'1 =313 = ©¢ 53,13° Knickwinkel 180°-¢ ~ 126,87
2 2

Keine Waagrechtpunkte wegen d'(x) # 0
Monotonie: G4 steigt echt monoton fiir 0 <x <1
G4 fallt echt monoton fiir 1<x<o

Knickpunkt (1|g) ist Hochpunkt.

Flachpunkte: d'(x)=0 = 3x+1=0 = x= —é liegt nicht in D

U : " - — L 11
Krimmung: d"(0<x<1)= (L) < 0, rechtsgekrimmt
" _ Ix+1 . .
d"(1<x<oo) = L > 0, linksgekrimmt
y \\\\
L
2 d(x) = arc sin 2VX

1+x
127°

Knicikwinkel x

1 5

Wy =1[0;7]
08 a) arccos1=0 b) arccos% g c) arccos— 1.019..
d) arccos(-1)=m e) arccos —% =2.619... f) arccos (—g) nicht def.
09 a) arctani=7% b) arctan./3 =3 ¢) arctan(-m) =-1,262...
d) arctan10=1,471... e) arctan(-4711) =-1,570...
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f) arctan0,789 =0,667...

010 Fir welche x-Werte gilt:

a) arccosx = g = x= cos%c = %

b) arccosx=% = x=cos% =0,877...

c) arccos}li =1,0472 = )1( =¢c0s1,0472=0,499... = x=2,000...
d) arccos(x?)=1,4595 = x2=co0s1,4595=0,111... = x=+0,333...
e) arctanx =7 = x=tanj =1

f) arctanl=-1 = l=tan(-1)=-1557.. = x=-0,642...

11 Seltsame Verwandtschaften
Bilder zeigen Zusammenhénge zwischen den Arkusfunktionen, Beispiel:

. 4fx2- Bearbeite ebenso:
oc=arccosézarcsmX—X1 !
= arctan vVx2—1
x2 -1
1
1 . X
a) (o=) arccos = arcsin = arctanx
) ( ) x2+1 Jx2+1
c) d) e)
1 X 1
1 1-x2 1 X
o o
Ix2 -1 X 1 — x2
b) (=) arccos —= = arcsin 1 = au"ctanl
) (@=) Jx2+1 Jx2+1 X
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12

14

2 .
c) (=) arccosﬁ@ = arcsm)li

d) (0=) arccosx

e) (o=) arccos./1-x2 = aresinx

Zeige, dass gilt:

a) arccosx =7 —arcsinx, xe [-1;1]

0=90"-B oder a=37-f

siehe vorige Aufgabe:
o = arccosx, P =arcsinx

also: arccosx = g — arcsinx

r_

Z —arctanx, xeR’

b) arctani =
X

0=90"-B oder a=3Z-B
siehe vorige Aufgabe:

o= arctan)li , B =arctanx

also: arctan%( = g — arctanx

c) arctan)li +arctanx=?, xeR

1

aus b) folgt arctan%( + arctanx = 2

Fir welche x-Werte gilt:

a) arccosx = arcsin,/1-x2  gilt fir

b) arccotx = g — arctanx

c) arccotx = arctan)li

d) arctanx = arcsin —==
J1+x2

e) arcsinx = arctan —=
1-x2

Diskutiere:
a) a(x)=x-arctanx
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b)

D, =R

(x)=1- 1 - X "g) = 2%
d(x) =1 1+x2  1+x2 a(X)_(1+x2)2

a(-x)=—a(x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung.

lim a(x) = lim (x — arctanx) = x — g = 00
X—>00 X—>00

lim a(x) = lim (x — arctanx) =x + g = -0
X—>—00 X—>—00

Asymptoten: y=x+ 2

-2
a(x) = 0: (0]0) ist Terrassenpunkt,
denn 0 ist 2-fache Nullstelle von a'(x)
a(x) z 0: G, steigt monoton y
a'(x) = 0: (0]0) ist Wendepunkt,
denn 0 ist 1-fache Nullstelle vob a''(x) 1
a'(x<0) < 0: f
LinksKriimmung links von y=0 4
a'(x>0) > 0: e :
RechtsKrimmung rechts von y=0 ’

W, =R
a(x) = x — arctanx

b(x) = arctan (x+1) — arctan (x—1)

Dbz]Rl
B e 1 4 _ 1 1
() 1+(x+1)2 1+(x-1)2 2+2x+x2 2-2x+x2
_ 2-2x+x2-(2+2x+x2) _ —4x _—4x D, =R

T (2+x2+2x)(2+x2-2%) (2+x2)2-4x2  4+x4
ney _ (4+x1)(-4) +4x-4x3 _ 4(4xt-4-x%) _ 4(3x*-4) o
b6 (4+x3)? @xp ey PR
b(-x) = arctan (-x+1) — arctan(—x-1) = arctan (1-x) — arctan[-(x+1)]
= —arctan(x—1) + arctan(x+1) = b(x)
= (5, ist symmetrisch zur y-Achse.

lim b(x) = lim (arctan(x+1) — arctan(x-1)) = g —~ T§E =0= lim b(x)

X—>00 X—>—00

die x-Achse ist Asymptote fiir x—+oo.

b(x)=0 = x=0
y = arctan(1) — arctan(-1) = arctan (1) + arctan(1) = TZE +
Waagrechtpunkt (0[3),

b(x<0) > 0: G, steigt echt monoton links von der y-Achse,

b(x>0) < 0: Gy, fallt echt monoton rechts von der y-Achse,

13
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3) ist Hochpunkt.

©
Bx)=0 = x*="[1=1,074..
ist 1-fache Nullstelle von b'(x), also Wendestelle
it = b(jg) = 1,047...
(x*|y*) und (—x*|y*) sind Wendepunkte.

x<—x* oder x>x*: b'(x) > 0, also LinksKrimmung
—x* < x <x*: b'(x) >0, also RechtsKrimmung

W, =10;3 1 y
ol b(x) = arctan(x+1) — arctan(x—1)
1- ®,
| | | _|1 b |1 | | | X

c) c(x)=arctan2x — arctan%x

D.=R
=2 3 __2 2 _g(a+r<)-(1+4x)
1+(2x)%  1+(}x)? 1+4x2 4+xZ (1+4x2)(4+x2)
3-3x2 1-x2
=2 rinaed - O mirinar D¢~ R
C"(X) (1+4X2)(4+X2) (=2x)—(1- xz)(16x3+34x)
(4x%4+17x2+4)2
— 6. (4x%+17x2+4)-(-2x)-2x(8x2+ 17 -8x%— 17x2)
(4x%+17x2+4)2
=6.(_2)().4)(4+17)(2+4+8x2+17 8x4-17x2
(4x%+17x2+4)2
— _19x. -4x*+8x2+21 _ 12x(4x*-8x2-21) =R

(4x4+17x2+4)2 (4x4+17x2+4)2 7 ¢
c(x)=-c(x) = G, ist symmetrisch zum Ursprung.

lim c(x) = 11m (arctan2x — arctan 2 x) 5 - g =0= lim c(x),

die x- Achse 1st Asymptote fiir x—+oo.
c(x)=0 = x=+1, y=+(arctan2 — arctan: ) +0,643..

Waagrechtpunkte W,(1]0,643.. ) Wy(-1|-0 643...)

- o + 0t = W
| o
] ems 1 emf X

| |
\ W / Wi \
W, ist Hochpunkt, W, ist Tiefpunkt.
c'(x) =0 = 4x%*-8x2-21 =0, Substitution s = x?2
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452-8s-21 =0, Diskri.=64 +4.4.21 =16(4 + 21) = 16-25

s=x2=28 ig 5 _2 ;5 , infrage kommt nur der »+«-Fall

x=1%,/3,56 =+1,87... und x = 0 sind Wendestellen
(1-fache Nullstellen von c'(x))

y =+ (arctan 2,/3,5 — arctan% J3,5) =+0,557...
Wendepunkte F,(./3,510,557...), Fo(-./3,5|-0,557...), (0|0)
- o 4 91 — 91 +  c®

rechts - ,5 links rechts ,5 links X
O Q (0]0) O Fy U
[-0,643... ; 0, 643
y
c(x) = arctan2x — arc tan% HE——
1 |
| | | | | | | |

1L

d) d(x)=4arctan}1x—arctanx
Dd:]R‘
d(x) = i 1 _ 16 _ _1 _16(1+x?)-16-x> _ __ 15%’

_1+(1x)2 1+x2  16+x2 1+x2  (16+x2)(1+x2)  x4+17x2+16

d() 15. (x4+17x2+16) - 2x—x2(4x3 + 34x) _ — 30x- x4 +17x24+16-x2(2x2+17)

(x4+17x2+16)2 (x4+17x2+16)2
4+17x2+16-2x%-17x2 -x%+16
= 30x-X = 30x-
(x4+17x2+16)2 (x4+17x2+16)2

-30x(x*-16) _ -30x(x2+4)(x2-4) D,.=D+=1R
(x4+17x2+16)2 (x4+17x2+16)2 ~ ~ 4~ d

d(-x) =-d(x) = Gyist symmetrisch zum Ursprung.

lim d(x) = lim (4arctan x —arctanx) =4-7 - 7 = 32“

lim d(x) 2 wegen Symmetrie zu (OIO)

X—>—00

y = ist Asymptote flir x>0, y = —== ist Asymptote flir x——o0

d'(x ) =0 = x=0 (2-fach) = (0]0) 1st Terrassenpunkt
wegen d'(x) = 0 steigt G4 monoton.
d"(x) =0 = x=0 (1-fach) = (0]0) ist Wendepunkt
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x = +2 sind Wendestellen, 1-fache Nullstellen von d"(x)
Wendepunkte (0/0), F,(2|0,747...), F,5(-2]|-0,747...)

1 — 1 1 — "
+ o A
links —|2 rechts links rechts x
Q K ( ; (0|0) Q ( ;
Wd=]_%t ’3211:[
315__y_ ______________________________
2
d(x) = 4arctan% — arctanx 1
1_ ()
1
| | | | | |
-5 1 5 X
0 41
_________________________________ =3n
2
e) e(x) =arctanx?
D.=R
ex)=—2X_ - _2X_ D -TR

1+(x2)2  1+x4” ¢
ne) — (1+x4)-2-2x-4x3 _ -6x4+2 _ -2(3x%-1)
i ve=T - ese i ves R
e(-x) = e(x), also ist G, symmetrisch zur y-Achse.

lim d(x) = lim arctanx?2=1

X—>*too X—>*too 2

y= T—E ist Asymptote fiir x—zoo.

e(x ) 0=x=0,y=0

e(x<0) < 0: G, fallt echt monoton links von der y-Achse,

e(x>0) > 0: G, steigt echt monoton rechts von der y-Achse,
= (0/0) ist Tiefpunkt.
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e'x)=0 = x= if/g =+0,756... sind 1-fache Nullstellen von e"(x)
(if/gl &) = (£0,756...10,523...) sind Wendepunkte
01

— + 0 = W
' : :
rechts -0,756... links 0,756... rechts X
GO (3
W.=[0;3
y
e Y _______
2
1_
e(x) = arctanx? n
L G o
| \@/ |
-1 1 X
f) f(x)= arctan}(
D;=IR\{0}
_(1)2 1
flx) = —%— = — D¢ = IR\{0}

1+ x2+1’
" _ L o

f'(x) = 20 D¢ = R\{0}

f(-x) =-f(x) = Gygist symmetrisch zum Ursprung.

lim f(x) = lim arctan}( =arctan0 =0 = lim f(x),

die x-Achse ist Asymptote fiir x—+oo.
lim f(x) = lim arctan)l{ = »arctanco« =1

X250

li<rr(1) f(x) = —g wegen Symmetrie zu (0/0)

f'(x<0) <0 und f'(x>0) < 0, das heif}t, G¢ fallt echt monoton links und
rechts von der y-Achse.

f"(x<0) < 0, das heifit, G;ist linksgekriimmt links von der y-Achse,
f"(x>0) > 0, das heil3t, G; ist rechtsgekriimmt rechts von der y-Achse.
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We=[-3;51\{0} y
T
2
f(x) = arctan 1-
R i X
1=
—_n
2

g) g(x) =arctan —15
D, = R\{0}

g'x) = 2% — 22X (- _¢(x)), D, = R\0)

C1+(d)? xt+t

g"(x) = 2(3x!-1) D, = R\ {0}

)2
g(x)=g(x) = G,ist symmetrisch zur y-Achse.

lim g(x) = )1(1_1}010 arctané =arctan0 =0,

X—>100

die x-Achse ist Asymptote fiir x—=+oo.

lim g(x) = lim arctan + = »arctanco« =2, also Loch (0]|%)
x—0 x—0 %2 2 2

g'(x<0) > 0: G, steigt echt monoton links von der y-Achse,
g(x>0) < 0: G, fllt echt monoton rechts von der y-Achse,
(0[%) ist Hochloch

g'x)=0 = x= iﬁ =+0,759... sind 1-fache Nullstellen von g'"(x)
(if/gl 3) = (£0,759...]1,047...) sind Wendepunkte.

1 — 1 "
+ o o+ g
links —0,75|6... rechts O,75|6... links X
y
W,=10;7[ L
g(x) = arc tan% ol g *
T _|1 b |1 T ~
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815 Diskutiere:

a)

a(x) = arctan (tanx)

tanx hat die Periode 1 = G hat die Periode r, D, = IR\{TEE +zr}, zeZ
1

al(x) = —{eosxl® ! =1, D,=D, a'®=0, D,=D,

1+(tanx)?  (cosx)?2+ (sinx)?2
a(-x) = arctan (tan(—x)) = arctan (-tanx) = —arctan (tanx) = —a(x)
G, ist symmetrisch zum Ursprung.

lim a(x) = lim arctan(tanx)= lim x=2
X5 T/2 X5 T/2 X5 T/2 2

lim/2 a(x) = —g (wegen Punktsymmetrie zum Ursprung)

X2>—TT

wegen Periode mist lim ax®)=Z und Ilim akx) =-%.
X35 T/2+2T 2 X2>—T/24+ZT

ISTE

Nullstellen: a(x) =0 = tanx=0 = x=1zrn, z€Z
HochLécher (5 +zn|7), TiefLocher (-5 +zn|-3), zeZ

Wegen a'(x) = 0 ist jeder Kurvenpunkt auch Flachpunkt.

W,=1-5;51

a

b(x) = arctan (tanx)?2
tanx hat die Periode 1 = (tanx)? hat die Periode &
= Gy, hat die Periode T, Dy, = R\{F +zn}, zeZ

b'(X) _ 2tanx (cosx)? _ 2(tanx)(cosx)? _ _2(sinx)(cosx) _ sin2x
1+ ((tanx)2)2  (cosx)*+(sinx)* (cosx)*+(sinx)* (cosx)*+ (sinx)*
Db' = Db

b'(x) = ((cosx)*+ (sinx)4)(cos2x) - 2 — (sin2x)(4(cosx)3(—sinx) + 4(sinx)3 cosx)
((cosx)%+ (sinx)%)?2
_ ((cosx)*+ (sinx)4)(cos2x) - 2 - (sin2x)4(sinx)(cosx)(=(cosx)? + (sinx)?)
((cosx)4+ (sinx)%)2
((cosx)?+ (sinx)4)(cos2x) - 2 —2(sin2x)2(—(cosx)?2 + (sinx)?)
((cosx)* + (sinx)%)2
_ ((cosx)*+ (sinx)4)(cos2x) - 2 —2(sin2x)?(-cos2x)
((cosx)%+ (sinx)4)2
_ _(cosx)*+(sinx)*+(sin2x)? o
= 2(cos 2x) (cos) 4 () 1)? Dy =D,
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b(—x) = arctan (tan(-x))? = arctan (-tanx)2 = arctan (tanx)2 = b(x)
G, ist symmetrisch zur y-Achse.

hrr} b(x) = lirr}2 (arctan (tanx)?) = »arctanco« = 2

wegen Periode © hat G, die Locher ( +zZ7| TE)

Nullstellen: b(x) =0 = (tanx)2=0 = tanx 0 = x=1zr, zeZ

b(x) =0 = sin2x=0 = 2x=2zn = X=2 —, ze{+2,+4,+6,+8, ...},
das heif3t, die Nullstellen sind auch Waagrechtstellen
Waagrechtpunkte (zr|0) sind Tiefpunkte wegen b(x)=0,
(5 +2zn| 5 ) sind Hochlocher wegen b(x) < 3.

b(x)>0 = sin2x>0 = —T—C <2x<t =5 T o xT
2 4 4

G,, steigt echt monoton in |- 1 TIn; Z +zm|

b(x) <0 = sin2x<0 = 7 <2x<3-7 = 7 <x<3-]

G,, fallt echt monoton in ]g + 7T ; 3“ Al

b'(x)=0 = cos2x>0 = 2x=’§t +ZIT =

X = E + Z- g 1-fache Nullstellen von b'(x), also Wendestellen

Wendepunkte (“ +z-z |“)
T

b'(x) >0 = cos2x>0 = _E +zn<2x<§ +ZT

Linkskriimmung fiir -7 +2z5 <x<7 +z3
b'(x) <0 = c0s2x <0 = —F +2n<2X< 7 +21

2
Rechtskriimmung fiir 7 +z5 <x< %‘ +z%

= arctan(tanx)

\WARWARNVAA WA,

|
—2n g o 21 X

¢) c(x) =arctan(5tanx)
tanx hat die Periode n = (5tanx) hat die Periode &
= G, hat die Periode n, D, =R\{F +zn}, zeZ
1

5
() — (cosx)2  _ 5 L
¢(x) 1+ (5tanx)2  (cosx)Z+25(sinx)2’ = ¢ D
c' X) _ —=5(2(cosx)(=sinx) +50(sinx)(cosx)) _ _—5-48(sinx)(cosx)
((cosx)2 + 25(sinx)2)2 ((cosx)2 + 25(sinx)?2)2
—-120sin2x -D

~ ((cosx)2+25(sinx)2)2> ¢
c(—x) = arctan (5tan (—x)) = arctan (-5tanx) = —arctan (5tanx) = —c¢(x)
G, ist symmetrisch zum Ursprung.
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d)

lim c(x) = lim arctan(5tanx) =»arctanco« =2
X357/2 X3>1/2 2

lim c(x) = —g (wegen Punktsymmetrie zum Ursprung)

X2>—T1/2

wegen Periode mist lim ¢x)=2 und lim c(x)=-2.
X3 T/24ZT 2 X2>—T/24+ZT 2

Nullstellen: ¢(x) =0 = 5tanx=0 = x=1zxn, z€Z

Tizm<x<Z

c(x) >0 fir -3 >

+zn steigt G, echt monoton

HochLécher (3 +zn|3), TiefLocher (-3 +zn|-3), zeZ
c'(x)=0 = sin2x=0 = 2x=1zrn, zeZ
X = z-g, das sind 1-fache Nullstellen von c",

also Wendestellen, falls z-g definiert ist, z also gerade ist
(km|0) sind Wendepunkte mit keZ
c'(x)<0 = sin2x>0 = zn<2x <m+2zn, zeZ und z gerade

Rechtskriimmung fiir kn <x < 7 +kn, keZ

c(xX)>0 = sin2x<0 = m+zn<2x <21+ zn, zeZ und z gerade
T
2

Linkskrimmung fiir ¢ + kn <x<n + kn, keZ

¢(x) = arctan(5tanx)

d(x) = arctan(% tanx)

tanx hat die Periode &1 = (% tanx) hat die Periode

= Gy hat die Periode T, Dy = ]R\{%t +zm}, zeZ
1.1

di(x) = el 5 ____ Dy=D
) 1+(étanx)2 25(cosx)2 + (sinx)? d d

d"(X) _ =5(50(cosx)(=sinx) + 2(sinx)(cosx)) _ _ 5-48(sinx)(cosx)
(25(cosx)?2 + (sinx)?2)?2 (25(cosx)?2 + (sinx)2)2
_ 120sin2x D.=D
(25(cosx)2+(sinx)2)2” ~ 4~ d
d(—x) = arctan(%tan (—x)) = arctan (—%tanx) = —arctan(% tanx) = -d(x)
G4 ist symmetrisch zum Ursprung.
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lim d(x) = lirr} arctan(étanx) =»arctanoco« = g

X5 1/2 X5 7/2
11m/2 dx) = —’1 (wegen Punktsymmetrie zum Ursprung)
X2>—T0
wegen Periode mist lim dx)=Z2 und lim d(x) =-I.
X3 T/24ZT X2>—T/2+ZT 2

Nullstellen: d(x) =0 = %tanx =0 = x=1zmn, zeZ
d'(x) >0 fiir -7 +zn <x < 7 +zn steigt G, echt monoton

HochLocher( +zm| 2 5 ), TiefLocher (—g+zn|—g), zeZ

d'x)=0 = stX 0 = 2x=1zmn, zeZ
x =z-2  das sind 1-fache Nullstellen von ¢,

also Wendestellen, falls z- 5 definiert ist, z also gerade ist
(kwt|0) sind Wendepunkte mit keZ

d'(x)>0 = sin2x>0 = zn <2x < 1w+ zx, z€Z und z gerade
Linkskriimmung fiir kn <x < 7 +kn, keZ
d'(x) <0 = sin2x <0 = 7+ 2w <2x < 21+ zn, z€Z und z gerade

Rechtskriimmung fiir  +kn <x<n+kn, keZ

d(x) = arctan(%tanx)

016 Berechne:

a) Ve - /2 T _g_T
fJ— arcsinx] 5 =5
) 2 1/[ 1[ ] /2 1( Tc) 1 T
b dx = = [arcsinx], 5" == (F - %)=+ %
%Jz 2x2 1/2 N2 24 677 2 12
sin1 sin1
2-4J1 2 _ . 1_g7sin
c) f —“1% { (m—(i—x2)>dx—[2arcsmx—x+3x3]0

=21 -sinl + %(sinl)?’ -(0-0+0)=1,357...
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017 Berechne:

1
1 _ 1 _n
a) {1+X2 dx = [arctanx]; = 7
NCEE A
b) f 1+X2 = [arctanx]Y; = -7)=
; 2 s % 4 2 _2 2
c) ) 373 dx=% [ o dx=§[arctanx]t m=:0-1)=-:2
nil tan1
*18 Berechne:
a) S dx (Tipp: Zerlege den Integranden in A, B )
fx4+x2 ' x2  x2+1
A _B _AE?2+1)+Bx? _ (A+B)x2+A 1 _0-x2+1

soll gleich sein

x2  x2+1  x2(x2+1) x4 +x2 x4+x2  x4+x2
KoeffizientenVergleich: B=-A und A=1 = B=-1, also
2

2
dx = f<1 1 ) dx = [—}%—arctanx]2

f4+2 2 24 1
1 XTFX 1Xxi

= —% —arctan2 - (-1 — arctan1) = - + g —arctan2 =0,178...

1
2

1
b) ) Sl s> St S (Tipp: Polynomdivision)

J x2+1
4_5x349x2_ -
x*-x°+3x X _x2_x194 2
x2+1 x2+1

)dx [x3—§x2+2x 2&11"(:tanx]1

J x2+1 J x2+1 1
11 T 1 1 T
_§_§+2_2'Z_(§_§_2_2(__)
9 T T _ 14
—5—214-4—2'2 g—ﬂ: 1,525
19 Berechne
a) jarcsinxdx=
u=1 u=x
v = arcsinx v = —1
1-x2

= X-arcsinx — J dx = x-arcsinx + J

X —X dX
J1-x2 J1-x2
=x-.arcsinx + ./1-x2 + C
0

farcsinx dx= [x-arcsinx + A/1—X2](1) =0+1-(arcsin1 -0)=1 - g
1
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b) jarccosx dx =

u=1 u=x

v = arccosx V' = ——L

1-x2

dx = x-arccosx — ,/1-x2 + C

—X
= X-arccosx —
J J1-x2
1
[ arccosx dx = [x-arccosx — A/i—x2]f1 =0+0-(-arccos(-1)-0) ==

c) Jarctanx dx =

u=1 u=x

v =arctanx V' = —1

1+x2

X—l 2x
1+x2

= x-arctanx — 2In(1+x2) + C

J3
[ arctanx dx = [x-arctanx — %ln(i +x2) |y

= /3% ——ln4 (0—%1n1)=J§-g —~In2

20 Entscheide ob das Integral konvergiert, und berechne es gegebenenfalls
a) f[ dx = fx—1/3 dx = [2 x2/3]0 3

(o]

dx = lim [arctanx]f)l = lim arctanh = J

lim
h1—>oo f 1+x2 h—oo h—oo
c)
21 Berechne:
a) J‘1+X4 1
t=x2 dx = 2x dt xdx=—dt
- % At _iarctant + C = Larctanx? + C
1+t2 2 2
X _ _ i 1 2th _ 1.t _g_=
{ el dx = fim f = 11Ir°1° [5arctanx ]0 =55 -0=7

= x2 dx = 2x dt xdx=1dt

t
lj dt  _ 1arcsint+ C = Larcsinx? + C
2) 12 2 2

b)jﬂ
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(STE

1
!)’ 2t dx = lim [ £ dx=lim[larcsinx2]g=%- -0=7%

1—X4 hi>10 /1—X4 hs1 2

__1 _
a) f=—1; Di=R
J‘ 1 _
1+ 2x2
t2=2x2 x=L1t t=.2x dx=-L1dt
2 {7 2
(1 1 _ 1 1
_'[1+t2ﬁ [-[1 w dt ﬁarctant+C ﬁarctanfx+C
=2 _
b) f=z2; Di=R

2
J ra 0%

2t2 — 3x2 t=ﬁx dt:ﬁdx dx:@dt

2+2t2 [dt [11_# dt =-— @arctant+0=—@arctan£x+c

f(x) = —2 3x2<1 = L 5 p=]-L. .1
o =775 I<i=kl<g=D=l7:gl
J 2 dx-
1-3x2
t2=38x2 t=.3x dt=.3dx dx=£dt
_ 2 13 _ 2 1 _
_J«/i——tz.“@dt_ﬁ‘[«/i——tzdt ﬁarcsmt+C ﬁarcsm 3x+C
023 f(x) = —1
(%) —

a) Diskutiere f und zeichne G.
max. Definitionsmenge: |x| <1 = De=]-1;1]

' _ 1-x2 X L
(0= 415 = —F—, Dp =Dy

(1-x2)/1-x2-x(-2x,/1-x2+(1-x2)
P60 < - J_—X2>
(1-x%)%(1-x2)

_ (1-x2)(1-x2)—x(-2x(1-x2) + (1 -x2)(-x))
(1-x2)2(1-x2),/1-x2
_ (1-x2)-x(-2x- X) 1-x2+3x2 _ 1+2x2 D, = D;

(1-x2)2,/1-x2 (1-x2)2,/1-x2 (1—X2)2A/1—x2,
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f(—x) = f(x), also ist G; symmetrisch zur y-Achse.

lim f(x) = lim ﬁ —» }0 « =00, G¢ hat die Pole x =+1.

f'x)=0 = x=0, (0]1) ist Waagrechtpunkt
f'(x<0) < 0: G, fallt echt monoton links von der y-Achse,
f'(x>0) > 0: G, steigt echt monoton rechts von der y-Achse,
also ist (0]|1) Tiefpunkt.

f"(x) >0 = kein Flachpunkt, Linkskrimmung

Wi =[1;00] | |
b) Fliache zwischen G;und der Gerade y= % J3: i i
IntegrationsGrenzen: i i
1 _2 3 _ 2 ! !
= 2 = =, /1- | .

J1-x? 8= 55 R | 2.3

9 _q_x2 2_4_3_1 _ 41 | =3

12—1X = x4=1 4—4=X—i2 | |
Flacheninhalt: | |
05 2 1 0:5 2 1 | |
2 /3- dx=2 [ (4./3- dx S R

_Of’ . (3 m) { <3 J1_—x2> 4 S 05 1 X

= 2[% 3x—arcsinx]g’5 = 2(§J§ 0,5-% -(0-0) = % 3 -3=0,107...

c¢) Berechne den Inhalt F der Fliche,
die begrenzt ist von Gy, der x-Achse und den beiden Asymptoten.

h
F = 2%23{ ﬁ dx = 2%23 [arcsinx]é1 = ZLEH arcsinh =7
024 f(x) = 3 12 5 a) Diskutiere f und zeichne Gg.
X
b) Berechne den Inhalt F der Flache zwischen G;und
der Gerade durch die beiden Wendepunkte.
a) Df =R
o\ —24x n L T2(x2-1) ) —
f (X) = (3+X2)2 f (X) = (3+X2)3 Df = Df IR

f(—x) = f(x), also ist G; symmetrisch zur y-Achse.

lim f(x) = lim 12 -, L—? « =0, die x-Achse ist Asymptote von G .

X—>Ho0o x—>too 3 +x2

f'(x)=0 = x=0, (0|4) ist Waagrechtpunkt
f'(x<0) > 0: G steigt echt monoton links von der y-Achse,
f'(x>0) < 0: G, fallt echt monoton rechts von der y-Achse,
also ist (0|4) Hochpunkt.

f'(x) =0 = x==+1, (*1|3) sind Flachpunkte
f"(x<-1) >0:  Linkskrimmung,
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f"(-1<x<1) < 0: Rechtskriimmung,
f'(x>1)>0: Linkskrimmung = (+1|3) Wendepunkte.

W;=10;4]
y
[ ]
f(x) = 12 7 To y=3
3+x | ;
| | | | _5| | | | _|1 @ |1 | | | |5 | | | -

b) Flache zwischen Gf und der Gerade y=3

12
f 3+x2
4 4 _
_[3+X2 dX—3J i dx =
3 3)(2:132 x=,/3t dx=./3 dt
_ 4 _ 4 _ 4 1
“/_Jl tz =3 3arctant+C—§J§arctanﬁX+C
1
4 — a4 Ao <1t —g(4 T_1_0=4 -
6{ 3+X2—1dx—6[3 3arctanﬁx X]O =6(3/3%-1-0=%./31-6
1
F- f 1z 3n-6=1,255...
3+
25 f(x) = g — arccos 13’( > a) Bestimme die maximale Definitionsmenge Dy.
X
b) Bestimme f'(x) und Dy .
¢) Bestimme das Verhalten von f und f' an den
Grenzen ihrer Definitionsmengen.
d) Bestimme Extrem und Wendepunkte, zeichne Gy.
a) —1< 2X =1 = 1-x2=2x=1+x2 = 1-x2-2x=0=1+x2-2x

—1—X2—2X§0 und 0=1+x2-2x

x24+2x+1z0 und x2-2x+1z=0

(x+1)2z0 und (x-1)2z0

beide Ungleichungen sind erfiillt fiir x€IR, also Dy=1R

b) fl(X) - —(1+X2)2—2X(2x) _ 2. 1—X2

(1+x2)2 [1-(25)7  (1x?)(L+x?)?-dx?
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2 .9
o 1 52 o 1 x2 _ e fir x4<1
(1+x2)./(1-x2)2 ~ (1+x2)1-x7 =2, fiir x2>1
X

122f1"1r x| <1 122f1"1r ~1<x<1
— +X _ +X Df'=IR\{i1}

=2 fijr Ix|>1 =2_ fiir x<~1 oder 1<x
1+x2 1+x2

¢) Zur Erinnerung: arccos (-X) = Tt — arccosx

T —2X _ T _ (m _ 2X \__T —2X _ _
f(-x) = arccos —=; = 3 (m — arccos +X2) g +arccos— f(x)
Gy ist symmetrisch zum Ursprung.

)1(1_1)210 f(x) = 51(1_{?0 (5 - arccosl?r;) =5 —arccosO=3 -2 =0
lim f(x) = 0 wegen Symmetrie zu (0]0); die x-Achse ist Asymptote.
X—>—00
. ' T ) 1-—x2 _ .
XllToof (x) = XILIBOO (2 )7 +X2)|1_X2|) 0 (Nennergrad > Zahlergrad)
. ' 12 2 _ . N 12 _2 _
i ==t i =i fe =1

das heift, (1] g) ist Knickpunkt mit Knickwinkel 90° von G,

wegen Symmetrie zu (0|0) trifft das auch zu auf (—1|—g).

d) Kein Waagrechtpunkt wegen f'(x)+0
f'(x<-1) < 0: G; fallt echt monoton

f'(-1<x<1) < 0: G steigt echt monoton, also ist (—1|—g) Tief Knickpunkt,
f'(x>1) <0: Gg fallt echt monoton, also ist (1| 5) HochKnickpunkt.

—4X__ fir —-1<x<1

f(x) = |3+ D; = R{#1
) 4X__ fiir x<—1 oder 1<x f 1)
(1+x2)2

x=0 ist 1-fache Nullstelle von f"(x), also ist (0|0) Wendepunkt.
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We=[-I|

T 2x
f(x) =5 —arccos_"—

«026 f(x) =arcsin(2x-1) a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D.
b) Zeige: G;ist symmetrisch zu (0,5/0).
¢) Bestimme f'(x) und Dy und untersuche das
Verhalten von f' am Rand von Dy .
d) Zeichne G;und bestimme die Wertemenge von f.

e) Bestimme f1(x).
f) F(x)= i f(t) dt; Bestimme ohne zu integrieren:
0

Dy, Null- und Extremstellen von F.

a) -1=2x-1=1= 0=2x=2 = 0=x=1, D;=[0;1]
b) Zu zeigen ist: f(}-x) =—f(3 +x) oder f(}-x)+f(1+x)=0
arcsin (2(% —-x)—1) + arcsin (2(% +x)—1) = arcsin (-2x) + arcsin (2x)
= —aresin (x) + aresin (2x) = 0, also Symmetrie zu (% |0).
Fl) = 2 _ 2 1
©) f&) J1-(2x-1)2 J4x-4x2 Jx(1-x)
x(1-x)>0 = D;=]0;1]
0 und 1 sind Pole von Gg.
] ' =1 1 = » l « = = i '
=i e TR T

wegen Symmetrie zu (% |0)

d) Wf=[—’§;§]

e) f(x)=y=arcsin(2x-1) = 2x -1 =siny
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x=f(y) = % (1 + siny)
y=f1(x) = % (1 + sinx)
Df—1:W:[ g g] Wf1—Df—[O 1]

f) die Definitionsmenge von f(x) ist [0;1],
also Dy =[0;1]
Fx)=0 = x=0
Flachenbilanz an G; (symmetrisch zu(% |0)): x =1 ist auch Nullstelle
F(x)=0=f(x) =0 = x=1 ist Extremstelle.
Die (nicht verlangte) Integration sieht so aus:

j f(x) dx = J arcsin (2x-1) dx =

t=2x-1 x=1(+1) dx=idt
= J arcsint %dt = %j arcsint dt (weiter wie in 19 a))
= 2 (t-arcsint + J1-t2) + C
= %((ZX— 1)arcsin (2x-1) + J/1-(2x-1)2) + C
= %((ZX— 1)arcsin (2x-1) + J4x—4x2) + C
= %(ZX—i)arcsin (2x-1) + J/x(1-%x) +C

f(t) dt = [3(2t—1)arctan(2t—1)+./A(1-1)],

2x—1)aresin (2x-1) + ./x(1-x) - (% (-1)arcsin(-1) + 0)

2x—1)arcsin (2x-1) + J/x(1-x) — %arcsini

2x—1)arcsin (2x-1) + J/x(1-x) — ’f

I I
% X

I
Nim NIk NI o
~ ~

227 f(x) = arctan(x + /x2-1)
a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D; und das Verhalten von f
am Rand von Dy .
x2-1z0 = [x[]z1, also D;=1R\]-1;1]
)l(1_r)2 f(x) = )1(1_1‘)510 arctan (x + ,/x2—1) = »arctanco« = g

T

y =5 ist Asymptote fur x — oo.

Fiir x—-—o0 arbeiten die Summanden in (x + ./x2-1) gegeneinander,
da hilft meist der alte Trick:

x2_1 (x+x2-1)(x—./x2-1) _ x2-(x2-1) _ 1
(x+ Jx )= (x—./x2-1) x—x2-1  x—Jx2-1
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lim f(x) = lim arctan =»arctan _ioo «=0,

1
X—>-00 X—>-00 x—./x2-1
die x-Achse ist Asymptote fiir x = —oo.
Die beiden andern Rénder sind scharf: Randpunkte (1|’£) und (—1|—§).

b) Bestimme f'(x) und Dy und untersuche das Verhalten von f' am Rand

von Dy .
1+—= 1+—= 1+—=
f'(x) = Jx? x2-1 — Jx2-1
1+(x+A/x2 1)2 1+xz+2xA/x2 1+x2-1  2x2+2x,/x2-1
Seodrx -1 pL-R\[-1;1]

- 2x(x+./x2-1)./x2-1 Coox/x2—1’

wegen der waagrechten Asymptoten gilt lim f'(x) =0

X—>1oo

lim f'(x) = lim =» L =400

x21 x21 9 /X2 +0

lim f(X)— lim =»i«=—oo

X5—1 x5-1 -9 /X2 -1 -0

G; miindet senkrecht in die Randpunkte.

c¢) Bestimme die Extrempunkte und zeichne Gy.
Aus dem Kurvenverhalten von b) folgt: die Randpunkte sind Tiefpunkte.

Wf=[—1—t'7-t[

d) Begriinde, dass f umkehrbar ist, und bestimme f-1(x).
Bild in ¢): Jede Waagrechte schneidet G; hochstens 1-mal,
also ist f eineindeutig und damit umkehrbar.

f(x) =y =arctan(x + J/x2-1) = x+ ./x2-1 =tany = J/x%2-1 =tany - x

x2-1 = (tany)? - 2xtany + x2 = (tany)? - 2xtany +1=0
(tany)2+1 _ 1 1
2tany  2siny-cosy sty

y= f_l(X) = (tanx)2+ 1 = 1 Df—i = Wf: [—g ;g [, Wf—i = Df: ]R\]—i;i[

2tanx sin2x’

(tany)? + 1 = 2xtany = x=1"1(y) =
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XI. Anhang: Vollstandige Induktion

! Obacht: Die Losungen sind nicht uiberpriift auf Richtigkeit !

Untersuche mit Vollstandiger Induktion, ob die Behauptung richtig oder falsch ist;
ist sie falsch, dann gib ein Gegenbeispiel an.

01 1+2+3+...+n=Inmn+1) Abkiirzung: s(n) = in(n+1)
n=1  s(1)= % 1-(1+1) =1, stimmt !
n=Kk: (k—% (k+1)

n=k+i: s(k+1) = 1 (k+1)(k+2)
Prufung s(k+1) =s(k) + (k+1) =
also stimmt die Formel.

Tk(k+1) + (k+1) = 2 (k+1)(k+2),

02 12422432+, . +n2= %n(n+1)(2n+1) Abkiirzung: s(n) = %n(n+1)(2n+1)

n=1: s(1)=11-(1+1)@2+1)=%-(2)(8) =1, stimmt !
n=k: sk =zIk(k+1)(2k+1)
n=k+1: s(k+1) = 1 (k+1)(k+2)(2(k+1)+1) = £ (k+1) (k+2)(2k+3)

Prufung
s(k+1) = s(k) + (k+1)2 = 2k(k+1)(2k+1) + (k+1)?

= £ (k+1)(k(2k+1) + 6(k+1)) = £ (k+1)(2k2+k + 6k+6)
1 (k+1)(2k2+7k+6) = % (k+1)(k+2)(2k+3),
also stimmt die Formel.
3 Bernoulli-Ungleichung: (1+x)"= 1+n-x firxz=z-1
n=1: (1+x)'z1+1-x = 1+x = 1+x, stimmt ! (»=«-Fall)
n=k: (1+x)%z1+kx

n=k+1: (1+x)'z 1+(k+1)-x
Priifung:

(1+x)1 = 1+x)[(1+x)%] 2 1+x)[1+k-x] = 1 + kx + x + kx2
=1+ k+D)x+kx2z1 + (k+1)x
also (1+x)¥1=1 + (k+1)x, also stimmt die Ungleichung.

*4 n Geraden in allgemeiner Lage zerlegen die Ebene in
a) n-1)2+m-1)+2 Teile Abkiirzung: t(n) = (m-1)%+ (n-1) + 2
n=1: t(1)=0+0+2, stimmt!
n=k: tk) =k-1)2+k-1)+2
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n=k+1: t(k+1)=kZ+k+2
Priifung:
Wieviel Teilstiicke kommen dazu ?
Sind k Geraden da, so erzeugt die
(k+1).Gerade k neue Schnittpunkte,
also (k+1) neue Teilstiicke, also
tk+1) = t(k) + (k+1)
=(k-1)%+ (k-1) + 2 + (k+1)
=k2-2k+1+k-1+2+k+1=k2+3+k%+k+2,
also stimmt die Behauptung nicht.
Gegenbeispiel: t(3) =8,
aber 3 Geraden zerlegen die Ebene in 7 Teile.

b) 1+ In(n+1) Teile Abkiirzung: t(n) =1+ In(n+1)
n=1: t(1)=1+1=2, stimmt!
n=k: t(k) =1+71k@k+1)

n=k+i: t(k+1) =1+ 2 (k+1)(k+2) = 22+ k2 + 3k +2) = L (k2 + 3k + 4)
Prifung:
Nach der Uberlegung in a) kommen
(k+1) neue Teilstiicke dazu, also
t(k+1) = t(k) + (k+1)
=1+ Tk(k+1) + (k+1)
=2Q2+k2+k+2k+2)=
also stimmt die Behauptung.

2 (k2 + 3k +4)

$5 n Ebenen in allgemeiner Lage zerlegen den dreidimensionalen Raum in
a) 20 Teile Abkiirzung: t(n) =2
n=1:  t(1)=21=2, stimmt!
n=k: tk)=2k

n= k+1: t(k+1) = 2k+1
Priifung:
Wieviel Teilraume kommen dazu ?
Die (k+1).Schnittebene wird von den k Ebenen zerlegt in
1+ %k(k+ 1) Ebenenteile. Jeder Ebenenteil erzeugt einen
neuen Teilraum, also entstehen 1 + %k(k+ 1) neue Teilrdume:
Sind k Ebenen da, so erzeugt die
tk+1) =t(k) + 1 + S k(k+1)
= 2K+ 1 + Lk(k+1) + 251, Widerspruch!
also stimmt die Behauptung nicht.
Gegenbeispiel: t(4) = 16,
aber 4 Ebenen zerlegen den Raum in 15 Teile.
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b) :(m3+5n+6) Teile

1
6
n=1 t(1) = £(1+5+6) =2, stimmt !
n=k: t(k) =1(k3+5k+6)
n=k+1: t(k+1) = 2 ((k+1)3 + 5(k+1) + 6) = % (k3 + 3k2 + 8k + 12)
Priifung:
Nach der Uberlegung in a) kommen
1+ % k(k+1) neue Teilrdume dazu, also
t(k+1) = t(k) + (k+1)
= %S(k3 + 5k + 6) + 1+ 1 k(k+1)
= %(k3+5k+6+6+3k2+3k)
= é(k3+3k2+8k+ 12)
also stimmt die Behauptung.

6 Eine Menge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.
Anzahl A der Teilmengen: A(n) = 2"
n=1: A(1)=2'=2, stimmt!
beispielweise enthélt {x} die leere Menge { } und sich selber {x}
n=k: AKk) =2"

n=k+1: A(k+1) = 251,
Prifung:beispielweise enthélt M5 = {1, 2 , 3} die 8 Teilmengen
{}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} und {1, 2, 3}
M, ={1, 2, 3, x} enthélt
{},{1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3} und {1, 2, 3} und
{x}, {1,x},{2,x}, {3,x},{1,2,x},{1,3,x}, {2,3,x}, {1,2,3,x}
also doppelt so viele Teilmengen wie M;.
allgemein: A(k+1) = 2-A(k) = 2.2 = 21,
also stimmt die Behauptung.

1_ ..
7 1+X+X2+X3+...+XD=XI;:_11 fir x+1
1_
SummeTerm s(n) = ’%
1+1_ 2_ _ :
n=1: s(1)=X""1_x-1_(x-1E*1) _¢ .1 stimmt!
x—1 x—1 x—1
_ . _Xk+1_1
n=k: sk)= —
k+2_
n= k+1: s(k+1)=XX+_11,
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. . _ kil _ xk+1_1 kil _ xk+1_1 (X—1)xk+1
Prifung: s(k+1) = s(k) + xk+1 = e B D e e Y
_ xk+1_1 +xk+2_gk+1 _ xk+2_1
- x-1 ox-1
also stimmt die Behauptung.

8 Die Summe der 3.Potenzen dreier aufeinander folgender natiirlicher

10

Zahlen ist teilbar durch 9.
SummeTerm s(n) =n3 + (n+1)3 + (n+2)3 = 9m, melN
n=1  s(1)=13+(1+1)3+(1+2)3 =1+ 8 + 27 =36 = 9-4, stimmt !
n=k: sk)=k3+ (k+1)3+ (k+2)3=9m, melN
n=k+1: s(k+1) = (k+1)3 + (k+2)3 + (k+3)3 ist teilbar durch 9 ?
Prifung:
s(k+1) = (k+1)3 + (k+2)3 + k3+9k2+ 27k + 27
=[(k+1)3 + (k+2)3 + k3] + 9(k2+ 3k + 3)
=9m+9(k2+3k+3) =9(m+ k2+ 3k +3), ist teilbar durch 9,
also stimmt die Behauptung.

Alle Zahlen der Form 4n3 —n sind teilbar durch 3.
ZahlTerm z(n) =4n? —n=3m, meZ
n=1 z(1)=4-1=3, stimmt!
n=k: zk)=4k?-k=3m, meZ
n= k+1: z(k+1) = 4(k+1)3 — (k+1) ist teilbar durch 3 ?
Prifung:
z(k+1) = 4(k+1)3 — (k+1) =4k3 + 12k2+ 12k +4 -k - 1
=4k3 +12k?2 + 12k -k + 3
=4k3 -k + 12k?+ 12k + 3
= 3m + 3(4k%+4k +1)
= 3(m + 4k2 + 4k + 1), ist teilbar durch 3,
also stimmt die Behauptung.

Alle Zahlen der Form n3 — 7n sind teilbar durch 6.
ZahlTerm z(n) =n3 - 7n=6m, meZ
n=1 z(1)=1-7=-6, stimmt !
n=k: zk)=k?®-7k=6m, meZ
n= k+1: z(k+1) = (k+1)3 — 7(k+1) ist teilbar durch 6 ?
Priifung:
z(k+1) = (k+1)3 - 7(k+1) =k3 +3k2+ 3k +1-Tk - 7
=k3-7k+3k%2+3k -6
= 6m + 3(k?+k-2),ist teilbar durch 6,
wenn (k2+k-2) teilbar ist durch 2, also gerade ist
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Fall: k ist gerade, dann sind auch k2 und k gerade,
also ist auch (k2 + k — 2) gerade

Fall: k ist ungerade, dann ist k2 + k gerade,
also ist auch (k2 + k — 2) gerade

also stimmt die Behauptung.

e11 Alle Zahlen der Form n3 — 2n + 6 sind teilbar durch 5.
ZahlTerm z(n) =n3 - 2n + 6 =5m, meZ
n=1: z(1)=1-2+6=5, stimmt!
n=k: zk)=k?®-2k+6=5m, meZ
n= k+1: z(k+1) = (k+1)3 — 2(k+1) + 6 ist teilbar durch 5 ?
Prifung:
z(k+1) = (k+1)3 - 2(k+1) +6=k3+3k2+3k +1-2k -2 +6
=k3-2k+6 + 3kZ2+3k-1
= 5m  + 3kZ2+ 3k — 1, ist teilbar durch 5,
wenn (3k?2 + 3k — 1) teilbar ist durch 5
Behauptung:f(n) = 3n2 + 3n - 1 ist teilbar durch 5
f1)=3 + 3 —1=5 stimmt !
f(k) =3k2+3k —1=5m, meZ
f(k+1) = 3(k+1)2 + 3(k+1) — 1 ist teilbar durch 5 ?
Priifung:
f(k+1) =3k2+6k+3+3k+3-1
=3k2+3k-1 + 6k +6
= 5m + 2(3k + 3), ist teilbar durch 5,
wenn (3k + 3) teilbar ist durch 5; das aber ist schon nicht der Fall
fur k=1,
f(2) =12 + 6 — 1 =17 ist nicht teilbar durch 5.
also stimmt die Behauptung nicht.
Also stimmt die Behauptung nicht,
Gegenbeispiel: z(3) =27 — 6 + 6 = 27 ist nicht teilbar durch 5.

812 Alle Zahlen der Form 1172 4+ 122n+1 gind teilbar durch 133.
ZahlTerm z(n) = 112 + 1220+1 = 133m, meZ
n=1: z(1) =113+ 123=3059 = 133-23, stimmt !
n=k: zk)=11%24122+1-133m, meZ
n= k+1: z(k+1) = 11k+3 4+ 12%k+3 gt teilbar durch 133 ?
Prifung:
11k+3 4 122k+3 = 11k+2.11 4+ 122k+1.122 = 11k+2.11 + 122k+1.144
= 11k+2.11 + 122k+1(11+133)
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13

14

15

=11k+2.11 + 12%+1.11 4+ 122k+1.133
=11(11k+2 4 122k+1) 4 122k+1.133
=11-133m + 12%k+1.133 = 133(11m+122k+1)
also stimmt die Behauptung.
1

s+ %nz + %n?’ ist eine natiirliche Zahl.

1 12,1431 2 3
gD+ on%+ 20 6(n+3n + 2n3)

neue Behauptung: n + 3n? + 2n3 ist teilbar durch 6,
z(n) =n + 3n? + 2n3 = 6m, meZ
n=1 z(1)=1+3+2=6, stimmt!
n=k: zk)=k+3k?+2k3=6m, meZ
n= k+1: z(k+1) = (k+1) + 3(k+1)2 + 2(k+1)3 ist teilbar durch 6 ?
Prifung:
(k+1) + 3(k+1)2 + 2(k+1)3=k + 1 + 3k2 + 6k + 3 + 2k3 + 6k?2 + 6k + 2
=k + 3k? + 2k3 + 6 + 12k + 6k?2
= 6m +6(1 + 2k + k?)
=6(m + 1 + 2k + k?),
also stimmt die Behauptung.

3">3n+3
n=1: 3 > 6, stimmt nicht !
n=2: 9>9, stimmt nicht !
n=3: 27>12, stimmt!
n=k: 3k>3k+3
n=k+1: 3¥1> 3(k+1) +3=3k + 6
Priifung:
3k+1 = 3k.3 > (8k + 3)-3 = 9k +9 = (3k+6) + (6k+3) > 3k+6
also: fur alle k=2 gilt 3¥+1 > 3k + 6, weil dann 3k > 3k + 3
3" >3n + 3 gilt fiir n= 3.

20 > n2
n=1:  21>12 stimmt!
n=k: 2k>k2
n= k+1: 2k > (k+1)2=k2+2k + 1
Prifung:
2kt1 = 2.9k > 2k2=k2+k2zk2+ 2k +1
also 2k2zk2+2k+1 = k?2z2k+1 = k?2-2k+1=2
= (k-1)2z2 = kz3
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Der Schritt von k auf k+1 gilt nur fiir k=3,

also ist die Statrtzahl unbrauchbar.

Startzahl n=3 kommt nicht infrage wegen des Widerspruchs
23> 32

Startzahl n=4 kommt nicht infrage wegen des Widerspruchs
24>42

Startzahl n=5 kommt infrage.

20 > n2 gilt fur n = 5.

16 Zeige: Fir die Behauptung
»Fur nelN gilt: 2n+1 ist teilbar durch 2.«
ist der Schritt von k auf k+1 beweisbar,
aber man findet keine Startzahl.

n=k: 2k+1=2m, meZ

n=k+1: 2(k+1) +1=2p, peZ
Prifung:
2(k+1) +1 = (2k+1) + 2 =2m + 2 = 2(m+1),
also ist der Schritt von k auf k+1 richtig.

Leider findet man keine Startzahl. Man kann also diese Behauptung nicht
mit der Induktion beweisen. Kein Wunder, sie ist ja auch falsch!
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