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Vergleich

a=b agleichb

a*b aungleichb

a~b aungefihr gleich b
a2b aentsprichtb

a~b a proportional b

a<b akleiner b

a=b aKkleiner oder gleich b
a>b agroflerb

azb a grofler oder gleich b

a<b aklein gegen b
a>b agrofl gegenb

Geometrie
allb a parallel b
allb a nicht parallel b
a~b a dhnlich b
az=b a kongruent b
alb a senkrecht b
AABC Dreieck ABC
AB Gerade AB
[AB Halbgerade, Strahl von A aus durch B
[AB] Strecke [AB] mit Endpunkten
AB Liange der Strecke [AB]
AB Kreisbogen AB mit Endpunkten
JASC Winkel mit Scheitel S und Schenkeln [SA und [SC
B_ rechter Winkel
d(P, g) Abstand von Punkt P und Gerade g
k(M|r) Kreis um Mittelpunkt M mit Radius r

%=AB Vektor X von A nach B

Léange eines Vektors (2 0)

% AB’ Vektor der Léinge 1, Einheitsvektor in Richtung %, AB

k-AB Zahl mal Vektor, S-Multiplikation

acb, a-b Skalarprodukt von a und b

axb Kreuzprodukt, Vektorprodukt von a und b




Mengen

A={a,b,c, ...} Menge A der Elemente a, b, c, ...

A={x|..} Menge A der Elemente x, fiir die gilt ...

|A| Anzahl der Elemente von A, Machtigkeit von A
{} oder @ leere Menge

G L Grundmenge Losungsmenge

D W Definitionsmenge Wertemenge
N={1,2,3,..} Menge der natiirlichen Zahlen

N,=1{0,1,2,3, ...} Menge der natiirlichen Zahlen mit 0 INcIN,
Z={..,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen N,cZ
| Menge der rationalen Zahlen ZcQ
R Menge der reellen Zahlen QcR
C Menge der komplexen Zahlen RcC
[a;b] 20——~eb geschlossenes Intervall: a=x=b

]a;b[ Py mmm— offenes Intervall: a<x<b

[a;b[ 8 @O halb offenes Intervall a=x<b

Ja;b]  ao———eb halb offenes Intervall a<x=b

ae{a,b,c} a ist Element von {a, b, c}

ag{b,c,d} a ist nicht Element von {b, c, d}

BcA |A B ist Teilmenge von A

B¢A A | B] Bist nicht Teilmenge von A

AnB (A [ 1 B|] Schnittmenge von A und B

AuB |A _B| Vereinigungsmenge von A und B

A\B |A | B| Differenzmenge A ohne B

B G B ] Komplementmenge zu B (in Grundmenge G)
AxB Produktmenge A kreuz B
% Menge der Paare (a|b) mit acA und beB

PA) Potenzmenge von A, Menge der Teilmengen von A

Klasseneinteilung (Partition) einer Menge M

M wird in Teilmengen T4, Ty, ..., T, ... so zerlegt, dass:

¢ jede Teilmenge T; mindestens 1 Element enthélt: T; + { }

« die Schnittmenge je zweier Teilmengen T; und T leer ist: TinTj={}, i%j
¢ die Vereinigung aller Teilmengen ergibt M=T1uTsuTsu ...
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Verkniipfung von Mengen A, B in der Grundmenge G
BOOLE-Algebra

Term
Sprechweise

A B B B
Mengen A, B A
A B
nicht A, nicht B G G

Mehrfeldertafel

2>

AnB

A und zugleich B
Sowohl A als auch B

2>

AuB
A oder B (oder beide)

2>

AnB=AuUB
Weder A noch B

>

AuB=AnB A
Nicht beide zugleich

2|

(AnB)u (AnB)
Entweder A oder B

A

G

2 Mengen A und B heiflen disjunkt (elementfremd) genau dann, wenn AnB ={}.



Gesetze der Mengenalgebra

A, B und C seien Teilmengen einer Grundmenge G

Kommutativ-Gesetze ANB=BNA AUB=BUA
Assoziativ-Gesetze (ANB)NC = (AUB)UC =

= ANBNC) = = AUBUC)=

= ANBNC = AUBUC
Distributiv-Gesetze ANBUC) = AUBNC) =

= (ANB)U(ANC) = (AUB)N(AUC)
Absorptions-Gesetze AN(AUB) =A AUANB) =A
Idempotenz-Gesetze ANA =A AUA =A
de Morgan-Gesetze ANB=AUB AUB=ANB
Neutrale Elemente ANG =A AUu{} =A
Dominante Elemente AN{}={} AUG=G
Komplement ANA={} A=A AUA=G
Dualitatsprinzip: Vertauscht man in einem Gesetz der Mengenalgebra die

Verkniipfungen n und U und zugleich { } und G,
so ergibt sich wieder ein Gesetz der Mengenalgebra.

Algebraische Strukturen

Eine Menge heifit Gruppe G mit der Verkniipfung ®, wenn gilt
® Abgeschlossenheit a®beG firabeG
® Assoziativ-Gesetz ao(boc)=(a®b)®ec=aobec fira,b,ce G

® Neutrales Element
Es gibt genau ein eeGmit a®e=e®a=a fiiraeG

® Inverses Element
Zu aeG gibt es aeG mit a®a=aw®a=e

G heiit kommutativ oder abelsch, wenn gilt a®b=b®a fiira,be G

Eine Menge heifit Korper K mit den Verkniipfungen +und -, wenn gilt
® K ist bezuglich + eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0.
® K\{0} ist beziiglich - eine abelsche Gruppe.

® Distributiv-Gesetz a+(b+c)=a-b+ a-c a,b,ce K

ZmoO>roZCcxa
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Logik

Variablen fiir Aussagen
A,B,C,... Jede Aussage ist entweder wahr (w) oder falsch (f).
w, f heilen Wahrheitswerte.

A=B wennA dann B aus A folgt B Implikation

A genau dann wenn B

A<B (wenn A dann B und wenn B dann A) Aquivalenz
AAB A und (zugleich) B Konjunktion
AvB A oder B (oder beide) Disjunktion
A —-A nichtA Negation
A=B  wenn A dann B Satz

B=A  wenn B dann A Kehrsatz
B=A wenn nicht B dann nicht A Kontraposition

Satz und Kontraposition sind entweder beide wahr oder falsch.

Indirekter Beweis B
Zu zeigen ist: A= B, stattdessen zeigt man: A A B ist falsch

Satz vom Widerspruch Satz vom ausgeschlossenen Dritten
AAA ist falsch AvA ist wahr (»tertium non datur«)
Existenzquantor 3 Allquantor V

Ix »es gibt ein x« Vx »fir alle x«

Satze von der Verneinung
Doppelte Verneinung: (A)=A  nicht (nicht A) = A
Verneinung einer Und-Aussage: AAB=AvB nicht (A und B) = nicht A oder nicht B

Verneinung einer Oder-Aussage:AvB = AAB  nicht (A oder B) = nicht A und nicht B

Verneinung einer All-Aussage:
nicht Alle = mindestens Einer nicht

Verneinung einer Existenz-Aussage:
nicht mindestens Einer = Alle nicht = Keiner

Wenn A=B wabhr ist, dann ist A hinreichend fiir B
und B notwendig fiir A.
Wenn A < B wahr ist, dann ist A hinreichend und notwendig fiir B
und B hinreichend und notwendig fiir A.
»Ex falso quodlibet«
Wenn A falsch ist, dann ist A = B wahr.
»Wenn der Mond aus griinem Kase ist, dann bin ich Napoleon« ist wahr.




Natiurliche Zahlen IN

IN={1,2,3,...] Menge der natiirlichen Zahlen
Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n+1.
Es gibt keine grofite natiirliche Zahl.

Jede natiirliche Zahl n grofler als 1, die nur die beiden Teiler 1 und n hat,
heiit Primzahl: 2,3,5,7, 11,13, ...

Es gibt keine grofite Primzahl.
Jede natiirliche Zahl lasst sich eindeutig schreiben als Produkt von Primzahlen.
9009 = 3-3-7-11-13 = 32.7-11-13  Primfaktorzerlegung

GOLDBACH-Vermutung (1742): Jede gerade Zahl grofler 2 ldsst sich schreiben als
Summe zweier Primzahlen.
60=7+53=13+47=19+41=...

Diese Vermutung ist bis heute nicht bewiesen.

Vollstindige Induktion

ZmoO>roZcxoa -

Die vollstandige Induktion ist ein Beweisprinzip.
Man beweist damit, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt.

Man zeigt: ¢ A(n) ist richtig fiir n=1 (Verankerung)
e Aus A(k) folgt A(k+1) (Vererbung)

Dann gilt: A(n) ist richtig fir alle neIN.
Aussage A(n): n Geraden haben maximal %n(n— 1) Schnittpunkte.
*A(1): 1 Gerade hat 0 Schnittpunkte (richtig!)
¢A(k): k Geraden haben %k(k— 1) Schnittpunkte.
Eine weitere Gerade liefert maximal k weitere Schnittpunkte.
Ak+1): Alk) +k = Zk(k-1) +k = S(k+1)k
also folgt A(k+1) aus A(k).
Demnach ist A(n) richtig fiir alle neN.

6 —
\//

. .9

WAy

.<
Die 5. Gerade liefert
4 weitere Schnittpunkte
°

A(G)=6+4

4

I\
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Vielfache und Teiler natiurlicher Zahlen

Ist a=n-b mit n€eIN,dann ist a das n-fache von b, und b ist Teiler von a,
kurz: b|a, gelesen: »b teilt a«
12 ist das 4-fache von 3, 3 ist Teiler von 12, kurz: 3|12, gelesen » 3 teilt 12«

Das kleinste gemeinsame Vielfache, kgV, zweier Zahlen a, b
ist die kleinste Zahl, die a und b als Teiler hat. kgV (36, 54) = 108
kgV(a,b) ist das Produkt der héchsten Potenzen
aller Primfaktoren von a und b.

36 = 22.32

_92.93 _4.97 _
54— 91.33 kgV (36, 54) = 22.3 4.27 =108

Der groflite gemeinsame Teiler, ggT, zweier Zahlen a, b
ist die grofte Zahl, die a und b teilt. ggT(36,54) = 18
ggT(a,b) ist das Produkt der niedrigsten Potenzen
aller Primfaktoren von a und b.

36 = 22.32

-91.32 _9.9—
54— 91.33 ggT(36,54) = 21 .32 =2.9=18

a, b sind teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1
35 und 36 sind teilerfremd, weil ggT(35, 36) = 1

kgV(a9b) ggT(a9b) =ab
kgV(36,54)-ggT(36,54) = 36-54
108 - 18 =1944

Teilbarkeitsregeln fiir natiurliche Zahlen

a ist teilbar durch Bedingung
a ax0
1 keine
2 2 teilt die letzte Ziffer von a
3 3 teilt die Quersumme von a (Summe der Ziffern von a)
4 4 teilt die Zahl aus den letzten beiden Ziffern von a
5 5 teilt die letzte Ziffer von a
8 8 teilt die Zahl aus den letzten 3 Ziffern von a
9 9 teilt die Quersumme von a

10 die letzte Ziffer von a ist 0

Sind a und b teilerfremd und teilen beide c,
dann teilt auch ihr Produkt c.

2 und 3 sind teilerfremd und teilen beide 36,
dann gilt: auch 2-3 = 6 teilt 36.

Obacht: 2 und 4 teilen beide zwar 36, aber 2-4 = 8 teilt 36 nicht,
denn 2 und 4 sind nicht teilerfremd: ggT(2,4) =2 =1



Stellenwertsysteme

So wie Worter aus Buchstaben bestehen, so bestehen Zahlen aus Ziffern.

Zehnersystem (Dezimalsystem, dekadisches System)
Im Zehnersystem sind das die 10 Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 und 9.

Je nachdem, an welcher Stelle der Zahl die Ziffer steht, hat sie einen eigenen Wert.

Die Basis b im Zehnersystem ist 10.

Zahlx =305 Ziffer3  Wert 3-10%=3-100
Ziffer O Wert 0-101=0-10
Ziffer 5  Wert 5-10°=5-1
Zahl x Wert 3100 +0-10+ 5-1

Kommaschreibweise

Zahl x =17,48 Ziffer1  Wert 1-10' =1.10

Ziffer 7 Wert 7-10° =7-1

Ziffer4  Wert 4101 =4.0,1

Ziffer 8  Wert 8102 =8.0,01

Zahl x Wert 1-10+7-1 +4-0,1 + 8-0,01

Allgemeine dezimale Kommazahl mit
n+1 Stellen vorm Komma und m Dezimalen hinterm Komma
x=272y 1Ly o...L42Ly,2.2975... 2., 4Z,, 1.Ziffer Z +0, 0=7;=9, 0=z=9
x=Z, 100 +Z 1001+ Z 01002+ .+ Zp 100+ 2,107 + 25102 + ... + 2, 10™
links vom Komma stehen die Einer, Zehner, Hunderter, ...
rechts vom Komma stehen die Zehntel, Hunderstel, Tausendstel, ...

Zweiersystem (Dualsystem, Bindrsystem)
Im Zweiersystem gibt es die 2 Ziffern 0 und 1.
Die Basis b im Zweiersystem ist 2.
Allgemeine bindre Kommazahl mit
n+1 Stellen vorm Komma und m Dezimalen hinterm Komma
X=2y2ly 1Ly 9. Ly ZLyy24Z025.. . 2 42, 1.Ziffer Z,+0, 0=Z;=1, 0=z:=1
Wert x im Zehnersystem
X=Zy 20+ 2y 2V T 02024+ 2204227 4250272 4 L 42 2
2er-System  10er-System
110 1.224+41.2140.2°=1.4+1.2+0.-1=6
10,11  1-21+02°+1.21+1.22=1.2+0-1 + 1.% + 1& = 22 =2,75

»1plusl« im Zweiersystem »1mall« im Zweiersystem

0+0=0|0+1=1 0-0=0]0-1=0
1+0=1/1+1=10 1-0=0]1-1=1

ZmoO>roZCcxxa ©
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Stellenwertsystem mit Basis b

Allgemeine Kommazahl

X = ann_izn_z. . .Z1Z0 ) Z1Z2Z3. . .Zm_izm 1.Ziffel‘ an‘:o, O é Z1 é b—i, 0 é Zi é b—1
x=Z b +Z, b+ Z o b2+ Zg b0+ 2 b 4 zg b2 4 Lz b

Hexadezimalsystem (16er-System)
b=16 Ziffern 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A¢0), Ba1), Cu2), D13), E11), Fs)
im Hexadezimalsystem x=2C0AA

im Zehnersystem x=2-16*+12-16% + 0-162 + 10-16" + 10-16°
x =2-655636 + 121536 + 0-256 + 10-16 + 10-1 = 149674

Runden von Zahlen, Naherungswerte

Abbrechen einer Kommazahl nach k Dezimalen
T = 3,141592653...
T~ 3,14 Abbruch nach 2 Dezimalen
 ~ 3,1415 Abbruch nach 4 Dezimalen

Runden einer Kommazahl auf k Dezimalen
Man bricht nach der k-ten Dezimale ab.
Ist der Nachfolger, die (k+1)-te Dezimale, gleich 0, 1, 2, 3 oder 4,
dann bleibt die k-te Dezimale stehen (Abrunden).
Ist der Nachfolger, die (k+1)-te Dezimale, gleich 5, 6, 7, 8 oder 9,
dann wird die k-te Dezimale um 1 groBer (Aufrunden).

Runden auf 2 Dezimalen 3,14159... ~ 3,14 abgerundet
Runden auf 3 Dezimalen 3,14159... ~ 3,142  aufgerundet
Runden auf 2 Dezimalen 1,396 ~ 1,40 aufgerundet

Wissenschaftliche Schreibweise von Zahlen

Zahlen mit sehr groBen oder sehr kleinen Betrigen
schreibt man tibersichtlicher mit 10er-Potenzen: a-10", 1=a<10, neZ

Abstand Erde-Sonne 150 000 000 km = 1,5-10% km

Gravitationskonstante 0,000 000 0000667 km - = 6,67-10’111—(—1—[‘%
gs gs

Lichtgeschwindigkeit =~ 299 792 458 %1 =2,997 924 58-108 %‘ ~3-105 1%“




Rationale Zahlen Q

Rationale Zahlen sind Briiche % , Nenner b=+0

Der Zahler a ist eine ganze Zahl: acZ.
Ist a=1, dann heiflt der Bruch Stammbruch.
Der Nenner b ist eine natiirliche Zahl beIN.

3 -2 1 13 0
: - o (Stammbruch) T

Gemischte Zahl 7% =7+ g

1.Fall

2.Fall

3.Fall

Umwandlung: Bruch in Kommazahl

% sei vollstandig gekiirzt

Der Nenner b enthalt nur die Primfaktoren 2 oder 5.
ﬁL_Sn ergibt beim Dividieren eine endliche Kommazahl mit k Dezimalen,

k ist die groflere der beiden Zahlen m und n
A hat als Kommazahl 3 Dezimalen 411_8 =0,425

40 ~ 23-51

Der Nenner b#+1 enthélt weder 2 noch 5 als Primfaktoren.

a . . e e qe . . . . .
5 ist beim Dividieren eine unendliche, rein periodische Kommazahl.

Die Periodenldnge ist hochstens b—1.

Ist der Nenner b eine Primzahl, so ist die Periodenlénge ein Teiler von b—1.

% =0,333333...=0,3 Periode 3 Periodenlénge 1 (1 teilt 3-1)
3—17 =0,027027...= 0,027 Periode 027  Periodenlinge 3 (3 teilt 37-1)
% =0,142857142857... = 0,142857 hat die maximale Periodenldnge 6=7-1

Der Nenner b enthilt die Primfaktoren 2 oder 5
und mindestens einen weiteren Primfaktor r.

ergibt beim Dividieren eine unendliche,
gemischt (unrein) periodische Kommazahl.
Die Dezimalen vor der Periode hei3en Vorperiode;
ihre Lange ist die groflere der beiden Zahlen m und n.
r bestimmt die Periode.

1
T 2211

=0,022727...=0,0227 Vorperiode 02 Periode 27

_a
2m.5M. ¢

die Vorperiode hat die Lange 2, die Periode hat die Lange 2

R~ RI~

[N
[N

ZmoO>roZCco
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Rationale Zahlen Q

Umwandlung: Kommazahl in Bruch

1.Fall Die Kommazahl mit k Dezimalen ist endlich.
Im Bruch % bilden die Dezimalen den Zihler, der Nenner ist 10k,

=45 _ 45 _ 9
0,45 = 102 = 100 ~ 20
-0456 _ 45 _ 9
0,045 = 103 ~ 1000 ~ 200
2.Fall Die Kommazahl ist rein periodisch mit der Periodenldnge p.
Im Bruch 2 ist der Ziahler a gleich der Periode,
der Nenner b ist eine Zahl aus p Ziffern 9.

3-3_1
0,3_9 5
027 =027 _ 1
0’027_999 37

3.Fall Die Kommazahl ist gemischt periodisch mit Vorperiode (Lénge v)
und Periode (Lénge p).Im Bruch 2 ist der Zahler a eine Differenz:
Der Minuend ist die Vorperiode, gefolgt von der Periode;
der Subtrahend ist die Vorperiode.
Der Nenner b ist eine Zahl aus p Ziffern 9, gefolgt von v Ziffern 0.

_ 0227-02 _ 225 _ 1 . .
0,0227 = 9500~ 9900 — 14 Vorperiode 02 Periode 27
_ 0227-0 _ 227 : :
0,0227 = 5990 = 9990 Vorperiode 0 Periode 227
7 _ 0227-022 _ 205 _ 41 . :
0,0227 = 5000 T 9000 = 1800 Vorperiode 022 Periode 7

Bei Kommazahlen grofler 1 spaltet man die Vorkommastellen ab.
13,06 =13 +0,06 =13+ 280 =13+ L =13 %

Achtung bei einer 9er-Periode

0.9 _ 0 _49-4 _45 _1 _
0,9—9—1 0,49———90 —90—2—0,5
Reelle Zahlen R

Irrationale Zahlen sind unendliche, nicht periodische Kommazahlen.

J2 =1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766...
n=3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749...

Die Menge IR der rellen Zahlen besteht aus der Menge @ der rationalen Zahlen
und der Menge der irrationalen Zahlen.
Reelle Zahlen x veranschaulicht man auf der Zahlengerade,
vor allem zum GroBenvergleich. (Langeneinheit 1, zum Beispiel 1 2 1c¢m)

-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2
L o R B e R L |

| il%l 4 ? 6 7
-3,4 V2 e T

| [ |
37
7

3
w



Grundrechenarten und Gesetze fir relle Zahlen R

Addition Summand plus Summand gleich Summenwert
Summe a + b = c
Subtraktion Minuend minus Subtrahend gleich Differenzenwert
Differenz a - b = C
Multiplikation Faktor mal Faktor gleich  Produktwert
Produkt a . b = c
Dividend durch  Divisor gleich  Quotientwert
P a : b = C
Division
Quotient Zéhler .
(Divisor, Nenner, b + 0) Nenner gleich Bruch
a
= = C
b
= 3+4=4+3
Kommutativ-Gesetz a ;E _ E; a ;4 _ 4.;

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
B+4)+5=3+(4+5)=3+4+5
(a-b)-c=a-(b-c) =a-b-c
(3-4)-5=3-(4-5) = 3-4.5

Assoziativ-Gesetz

Distributiv-Gesetz a-(b+c)=ab+a-c 3-(4+5)=34+3-5
= 3+0=3
Neutrales Element a{: 10= aa :;1 _3
a+(-a)=0 -3) =
Inverses Element 1 ( ) 31+ (-3)=0
(a +0) a--=aal=1 3.21-331=1
a 3
Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich
Reihenfolge ‘ )
4-(3-2)2-5=4-(6)2-5=4-36-5=144-5=139
Vorzeichenregeln in R
-a ist Gegenzahl von a
Gegenzahl der Gegenzahl ist die Zahl Zahl + Gegenzahl gleich 0
-(-a)=a a+(-a)=0
-7 =1 7T+(=7)=0
#H#H=+==)-=) + bei gleichen Vorzeichen #H):(#) =+=():(-)

(#)-(-) === (-)-(+)  —Dbei ungleichen Vorzeichen  (+):(=) === (-):(+)

[N
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Addition und Subtraktion (a,b=z0, a,belR)

a+b=Ha)+(Hb)=+(a+b)=a+b
5+43=(5)+#+3) =+(5+3) =5+3

a-b=(+a)+(-b)=+(a-b)=-(b-a)
5-3=(5)+(3) =+(5-3) =—(3-5)

-a-b=(-a)+(-b)=-(a+b)

-5-3=(-5) +(-3) =-(5+3)
+a)-(-b)=a+b
(+5) - (-3) =5 +3

Multiplikation (a,bz 0, a,belR)

a-b= (+a)-(+b) =+(a-b) =a-b
5.3= (+5)-(+3) =+(5-3)=5-3

a-(-b) = (+a)-(-b) =-(a-b) =-a-b
5.(-3) = (+5)-(-3) =—(5-3) =—5-3

(-a)-b= (-a)-(+b) =-(a-b) =-a-b

(-5):3= (-5)-+3) =—(5-3) =-5-3
(-a)-(-b) =+(a-b) =a-b
(-5)-(-3) =+(5-3) =5-3

Division (a=z0,b>0, a,bclR)

acb = (+a):(+b) =+(a:b) =a:b
5:3= (+5):(+3) =+(5:3) =5:3

a:(-b) = (+a):(-b) =-(a:b) =-a:b
5:(=3)= +5):(-3) =—(5:3) =-5:3

(-a):b = (-a):(+b) =—(a:b) =-a:b

(-5):3= (-5):(+3) =-(5:3) =-5:3
(-a):(-b) =+(azb) = a:b
(=5):(-3) =+(5:3)=5:3

(Absoluter) Betrag und Signum in R

|x|] heifit Betrag der Zahl x.

|x] 20 Der Betrag einer Zahl ist nie negativ.

x fir x>0
|x]=1{ 0 fir x=0
—x fur x<0

Regeln Jx2 = x| [x?] = [x|? = x2

a
lal-Ibl = lab| =2

|a+b| = |a]+|b| (Dreieck-Ungleichung)

|]a-b| = |a|+b]

, b+0

sgnx heit Signum (Vorzeichen) der Zahl x.

1 fur x>0
0 fur x=0
-1 fir x<0

sgnx =

Regeln |x|=x-sgnx
x = |x|-sgnx

|x

XX
X

x|

fir x+0 gilt sgnx=



Bruchrechnen
Vertauschen von b
Zahler und Nenner a
Kehrwert von 2
(Kehrbruch) 2 ist Kehrwert von 2 % ist Kehrwert von 3
und umgekehrt und umgekehrt
Erweitern von 2 Zahler und Nenner a_ac 2 _27 _14
mit c+ 0 mit ¢ multiplizieren b b 3 37 21
Kiirzen von 2 Zahler und Nenner a _ ae 14 _ 147 _ 2
mitc+0 durch c dividieren b b 21 21:7 3
a C .
GroBenvergleich p und 3 auf gemeinsamen g ? % erweitert % > g—g
a c Nenner erweitern und neue
von 2 und 3 . =54
Zahler vergleichen 6 5
% und (91 auf gemeinsamen
. Nenner erweitern und neue atc_adich
Summe (Differenz) b~ d b-d

Zahler addieren (subtrahieren)

a C
von & und 5
5,7 _55, 72 _25 14 39 _13
6 15 6-5 15-2 30 30 30 10
Zahler mal Zahler
durch a.¢c-ac
b d bd
Produkt Nenner mal Nenner
a C
von & und 5
2.5 _10 2.43-2.13 _213 _ 26
3 7 21 3 3 1 3 3
durch Bruch teilen
= a,c_ad_ad
Quotient mit Kehrwert multiplizieren bd bec be
von % und (91
2.5 _2.7_14 2.43-2.13 _2 1 _ 2
37 3 5 15 3 3°1 3 13 39
a a
oben und unten b _b bd _ad
passend erweitern € ¢ pd cb
Doppelbruch d d
a C
von 2 und =
b d 2 2497
3_3 — 27 _ 14
5 5 5-3 15
= =37

[N
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Komplexe Zahlen C: Darstellungsformen

a ist Realteil von z, a = Re(z)

G Imaginire Einheit i mit i2=-1
R also 3=, it=1
ﬂ allgemein: i*"=1, i*1=i 2= 3-_ nelN
D  Normalform z=a+bi, abeR
L . .
A Polarform z=r(cos@ + i-sing) =r-cis@ Y r=|z|=vYa?+b%=5
G cis steht fiir cos...+i-sin... b g ]
E Exponentialform i 1
N EULER-Formel z=r-e
. oLb
Sonderfall e?mi=1 1 SING =y
cosp=2
b
a

N
|
-
5
S
It

b ist Imaginarteil von z, b = Im(z)
r=|z| ist Radius, Betrag von z
¢ ist Argument von z (Grad- oder Bogenmalf3) 1 a x

Komplexe Zahlen: Rechenregeln

Normalform z;=a,+b,i Zy = ay + byi

Summe Z,+Zg = (a, + ay) + (by +by)i

z,+2,=1+31

-2,=2-2i

Produkt Z.729= (3132 - b1b2) + (a1b2 + azb1)i



Komplexe Zahlen: Rechenregeln

Polar- und Exponentialform z,=r,cisg,=r,-e!*
Zy = Ty CiS Qg = ry-€'?:

Produkt Z°Zy = Y4Ty-CiS(Qq + @p) = rirz.ei(wmpz)

7,-2,= 3-cis 120° = 3.¢"12" = .23

z,=1,5-cis 75°

«»‘
| | Vﬁ."ﬁ‘ |

Ahnliche Dreiecke
(Drehstreckung)
1 %
. z ry . ry i
uotient 1= eis(pq - = 1eilore)
Q Zs T (91 - 09 T

Potenz

n = ph.cj = rM.eine
(Satz von MOIVRE) z" =r"cis(ng) =r"-e'"?, neZ

Wurzel w' =r-.cisg y
wy, = w,=cis102° 4
N i 0+ 2kW 5—1.cis 150° eien0e
ﬁ- c]s( = ) w’=1-cis 150 w,=cis 30
nelN w,=cis174°
kef{0,1, ...,n-1} ) 7%
w,=cis318°
w,=cis246° _4—
Konjugierte Paare  Zueinander konjugiert sind:z=a +bi und z =a - bi
komplexer Zahlen z=r-cisp und Z =r-cis(-¢)
Eigenschaften
@) =z
zZ+zZ =2a
z— 7z =2bi

z2-Z =|z|2 =12 = a2 + b2

Z1X29=2,%79

Z4°Zg = Zy"Zy

n=z"

[N
N
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Veranschaulichung von Daten in Diagrammen

Zum Veranschaulichen von Anteilen dient das Kreisdiagramm.
Sitzverteilung im 16. Deutschen Bundestag 2005

Winkel

360°. Sitze

Partei Sitze 5T

CDU 180
cSU 46
SPD 922
FDP 61
Die Linke 54
Grine 51
gesamt 614 Absolute Zahlen Anteile

Datenpaare (x|y) veranschaulicht man in einem Diagramm mit 2 Achsen.
Sitzverteilung im 16. Deutschen Bundestag 2005

Datenpaare (CDU|180), (CSU|46), (SPD|222), (FDP|61), (Linke|54), (Griine|51)

Sdulendiagramm Balkendiagramm
size  Saulenhohe ~ Sitzzahl Balkenlédnge ~ Sitzzahl
222 CDU I 180
200~ 180 CSU I 46
SPD I, 222
100~ FDP 61
46 61 54 51 Linke WININ 54
l I I Grime W 51 Sitze
| |
CDU CSU SPD FDP Linke Grine 100 200

Verlaufe veranschaulicht man in Liniendiagrammen.

Fieberkurve (Tag | Kérpertemperatur am Morgen)
(1.Tag|38,6°), (2.Tag|40,2°), (3.Tag|41°), (4.Tag|42,4°), (5.Tag|40°), (6.Tag|37°)

Dramatisierung durch

Korper- Korper-  Manipulation der Skalen
temperatur temperatur
Wr e L T, I /\
T 40F // \\
s sl N

| ' Tage ' ? ? ? ' ' Tage
1 5 1 5



Prozentrechnung

1 Prozent=1% = ﬁ) =0,01 Prozentsatz p% = %P ,p% =2

. _ _ 1 _
1 Promille = 1% = 1066 = 0,001

Prozentsatz p%| 1% 5% | 20% | 25% 33%% 50% | 75% | 100%

Bruch 2| L L !

4 |1 |1 1 3 1
100 100 20 5 4 3 2 4

Dezimalzahl| 0,01 | 0,05 | 0,2 | 0,25 |0,33...| 0,5 | 0,75 1

Prozentwert W = p Prozent vom Grundwert G
= G = . _ _W
W=p%G=£;G oder b5 =p%=g

W =20% von 45 =20%-45=0,2-45=9

Vergroflern um 20%: 120% von 45 = 1,20-45 =54
Verkleinern um 20%: 80% von 45 = 0,80-45 = 36

Die Differenz zweier Prozentsatze gibt man in Prozentpunkten an.

Steigt der Prozentsatz von 2% auf 3%, dann steigt er um 50 %,
aber nur um 1 Prozentpunkt.

Bruttobetrag = (100% + Mehrwertsteuersatz)-Nettobetrag

Brutto = 1,19-Netto < Netto= B._...._i“litf;o

Ein Bruttobetrag von 100€ entspricht bei 19% Mehrwersteuersatz

einem Nettobetrag von 11%% €~ 84,03€.

Zinsrechnung

>omemor>

Kapital K=G Grundwert K=1200€
ZinsfuB p=p Prozentful p=5
(Jahres)Zinssatz p%=p% Prozentsatz p% =5%
Zins Z =W Prozentwert

Jahreszins Z=p%-K Z =5%-1200€ = 0,05-1200€ = 60€

Tageszins in t Tagen Z, =t- 5%(—) %-K Z4500= 1800- % %-1200€ = 300€

Monatszins in

-—m-2 %. —60.5 9. _
m Monaten Zo=m-2 %K  Zg =60-2%1200€ = 300€

Kapl‘Fal r}ach n qahren K, = (1+p%)nK K; = (1+0:05)‘ -1200€ =
mit Zinseszins =1,05°-1200€ = 1531,54€
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Mittelwerte

Arithmetisches Mittel A A, =1(a;+ay) Ay=Ya+ay+.. . +a,)

Das arithmetische Mittel der Noten 2, 5 und 3 ist %(2 +5+3)=3,333...=3,3 ~3,33

. . +g.a g8, +goayt... tga,
Gewichtetes Mittel W W, = 81817823 W =
2 821182 n g1t8et+... T8,

Die schriftliche Note a,;=4 mit Gewicht 2 und
die miindliche Note a,=2 mit Gewicht 1

ergeben die Gesamtnote W,, = 2'42:11'2 =3,3 ~3,33

Geometrisches Mittel G G, = ?/a,-a, G,=Ya,-ay- ... -a,
Ein Preis steigt in einem Jahr um 10% und im folgenden um 20 %.
Dann steigt er im Mittel um 14,9 %
Gy= %1,1-1,2 =1,1489... 1+ 0,149 =100% + 14,9%

Harmonisches Mittel H 1%2 = %(51;31;) Hin = %(aiiJrainr +ai)
Ein Radler fahrt eine Strecke bergauf mit 10km/h und die selbe Strecke
bergab mit 30km/h. Seine mittlere Geschwindigkeit ist dann 15km/h.

1_1(1+1>_1 H2=15

n’

7 =3l10"30) = 15°
a H G A a
H,=G,=A, ! 12 12 12 P
10 16 20 25 40

Summen und Reihen

n
Summe, endliche Reihe a ;+a,+...+a, = E a;
i1

(Unendliche) Reihe ajtas+..+a,+...=Yg
=

Arithmetische Reihe Jeder Summand (auler dem ersten)
ist arithmetisches Mittel seiner Nachbarn,

ist um d groBer als sein Vorgénger.
n n-1
Ya; =Y (a;+i-d) =as + (a;+d) + (a;+2d) + ... + (a;+(n-1)d) =
== = %n(Z a+(n-1)d) = %n(a1+an)

Geometrische Reihe Jeder Summand (auBer dem ersten)
ist geometrisches Mittel seiner Nachbarn,
ist das g-fache seines Vorgéngers.

< P 2 n-1 a1
Eai=2a1'q =a;+a4-q+a;-q+...+a-qt =ay a1
i=1 =0

Unendliche geometrische Reihe iai =a;+a,;q+...+a,q +...= %1 al<1
iz



Summen und Reihen

21

_1
1 +2+3 +... 21—§ n(n+1)
124224 32+ iﬂ = 6n(n+1)(2n+1)
Potenzsummen =1
134234 3%+ ... +n?= 2113 = inz(n+ 1)2
144244+ 344 . +nt= 2114 = % n(n+1)(2n+1)(3n%+3n-1) ﬁ
P G
1+3+5+...+@2n-1) = Y(2i-1) =n E
=]
B
Summen von Potenzen 12, 32, 52, (9n_1)2 = i(Zi—i)Z — 1n(n2-1) R
ungerader Basen & 3 A
13+ 3%+ 53+...+(2n-1)% = 2(21 1)3=n2(2n%-1)
Potenzen
Potenz = BasisFxPerent = GrundzahlHochzahl — gn

a"=a-a-a-....-a aclR, nef2,3,4,...}

1

speziell a'=a

speziell a’=1, a0

n Faktoren
- 1 121 2_1 _ 1 1 _53=
at= =, neZ 5 5 5 5 =% =3 5° =125
1
ar=a, aclRj, nelN
\ - 1 = 35 - (16
ar = Yam = (Ya)®, acRy, m,nelN .
& = @) = ) = (3
Rechenregeln a,beR* x,z€ R
aX.q% = g¥+7 53.52 = 53+2 55
Gleiche Basis iiz( _gx-z % _73-2_71_7
aX-b* = (a-b)* 53.73 = (5-7)3= 353
Gleicher Exponent  ,x  /5\x 53 _ (5)\3
b= () 5=
Potenz einer Potenz ~ (a¥)% = (a?)x = aX* (53)2 = 532 = 56
Exponent als Potenz g% = &9 532 _ 569 _ 59

1. Monotoniegesetz

O<a<bund x>0 < O0<a*<b®

2. Monotoniegesetz x <z und {

a>1
0O<a<1 = a*>aZ

= aX*<a’?
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Wurzeln

1
n-te Wurzel = JRadikand = a =a» 20 aclR{, ne{2,3,...}

n heiflit Wurzelexponent

“/a ist die nicht negative Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist: (/a)" = a
2fa = .Ja Quadratwurzel

(Ja)’=.a-Ja=a, az0 J9 =3, aber nicht +3
Ja? =a|, aeR J=3)2 =13|=3 /=32 ist nicht definiert

Rechenregeln a,beR* m,ne{2,3,..}

n/Z _mn/_m+n .3/F _ 6/F5
Gleicher Radikand Ja ="Ja J5-35 =I5

e
Va.

. b = ab Y4316 = 364 =4
Gleicher Wurzelexponent
Ma:Mb = Yab

Potenz (n/z)™ = 1am (/5)*=./5% = /625 =25

Waurzel aus Wurzel ’“/3/5 = ™a = ™Va /364 =%¥64 = %64 =2

Erweitern, Kiirzen "an - *"/gkn 849 = Y43 = [64 =8

/f\l/ak-n+m — /f\‘/ak-n.am = Mgkn /I\l/aim — ak,/‘\‘/a?‘l
J27=/9-3=./9-/3=3/3

Partielles Radizieren

Ja  Jaja @ a,a>0 2022 2 /2
; 1 _ (fa—./b) _ Ja-/b
Nenner rational machen 5 (v by (fac ) ach
1 _ (J/2+1) _J2+1 _
J2-1 0 (2-1)-(J2+1)  2-1 /2 +1

Monotonie g<a<b < 0< Ya < b



Niherungswerte fiir Quadratwurzeln

Mit dem HERON-Verfahren lassen sich Quadratwurzeln beliebig genau berechnen.

x2=a, az0 x2=2
Startwert: x, . Startwert: x; =1
. 'Y x2+a x, =12 _3 _45
Folgewerte durch Iteration: x,,,= 5 = 5o 2791 "9~ >
Die Folge (x,) konvergiert gegen ./a . Xg= L2*2 _ 425 _ 1 416
2-15 3 ’

Logarithmen

Logarithmus der Zahl a zur Basisb log,a acR*, belR"\{1}
log;, a ist die Zahl, mit der man b potenzieren muss, um a zu bekommen.
log,1=0 logyb=1
b*=a & x=logga = b2=a, logb*=x

b =10 Zehner-Logarithmus 10*=a < x=logpa=1ga
Dekadischer Logarithmus Ig1=0  Ig10=1  lg10"=n lg./10 =0,5

b=2 Zweier-Logarithmus 2*=a < x=logya=1ba=1da
Binar-, Duallogarithmus 1b1=0 Id2=1 b2r=n 1d.,/2 =0,5

b=e Natiirlicher Logarithmus e*=a < x=log,.a=1Ina

In1=0 Ine=1 Ine"=n In,e =0,5
Rechenregeln u,v>0 log, (u-v) =log,u + log,v lg6=1g(2-3) =1g2 +1g3
log,, 7 =log,u - logyv lg% =lg1-lg2=-Ig2
log,u” =r-log,u 1g575" = 57-1g57
log, Yu = 111 log,u Ig 36 =1g6/3 = %1g6
Basiswechsel logpa

log.a = , acR*, b,ce R"\{1}

logy,c

_lda - lz8 3 .39. _lga .93
lba=1da 5o 3,32-1ga Ina 5o 2,3-lga

Jlé’—@:ix3,32
25=10 = x=1b10=1log,10 = | 1s2 "1

In10 _
1 In2 ~ 3,32

aX = 10x'lga ox _ fiox-ng N J’loo,gx
exIna lexmz  e07x

23
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Umformungen von Polynomen

(a+b)2=2a%+2ab+b?

(a=b)-(a+b) =a2-b2?
(a-b)2=a2-2ab+b2

Binome

Binomische Formeln (a+b)3 = a3+3a2b+3ab2+b3

(a-b)3 =a3-3a%b+3ab2-b?

Trinom (a+b+c)2=a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc

Klammer mal Klammer (a'-b)-(u-v+w) ="a'u-a'v+a‘w-b-u+b.-v-b-w

0

Faktorisieren, Abspalten eines Linearfaktors (nelN)
a2-b2=(a-b)-(a+b) Binomische Formel
a3-b3 = (a-b)-(a2+ab+b?)
a3+b3 = (a+b)-(a2-ab+b?)
ar—bn = (a-b)-(an1+ar-2b+ar-3b2+ ... +aZbn-3+abn-2+pn-1)

an+b" = (a+b)-(ar-1-ar-2p+ar-3pb2-... +a2b?-3-ab"-2+pb"-1) n ungerade

Andere Faktorisierungen
aZ+b? = (|a|+./2|ab|+|b|)(|a|-./2|ab|+|b])
at+bt=(a2+./2|ab|+b2)(a2-./2|ab|+b2) = (a2+./2ab+b2)-(a2-./2ab+b2)

ab+bb = (a2)3+(b2)3 = (a2+b2)- (at—a2b2+b?)

Vereinfachung von Termen

Gleichartige Terme sind Produkte aus
Zahlenfaktoren und Variablen mit jeweils gleicher Potenz,
sie unterscheiden sich nur in einem Zahlenfaktor (=Koeffizient).

gleichartig sind: 3ax? -./2 ax? %ax2 -0,2ax?

Zusammenfassen gleichartiger Terme (Distributivgesetz)
3ax? - ax?+2a%x - 0,2ax? - 5a%x=(3-1-0,2)ax?+ (2 -5)a’x = 1,8ax? - 3a%x

Ausklammern gleicher Faktoren in Summanden (Distributivgesetz)
1,8ax? - 3a%x = 0,6ax(3x — Ha)

Plusklammer Minusklammer
+ (Term ) = Term - (Term ) =-Term
a+(2b+3c—-4d)=a-2b+3c-4d a-(2b+3c-4d)=a+2b-3c+4d



Fakultiat und Binomialkoeffizient

Fakultat n! sprich »n-Fakultat«
n'=1-2-3-...-(n-2)-(n-1)-n, nelN\{1}
or=1 11=1 n!=(n-1)!'n

Binomialkoeffizient ({; , k,nelN sprich »k aus n« oder »n iiber k«
G;) =“—| = (nn ) fir k=n
(8): (3):@):1 ({{‘):O fir k>n

() * () = (e31)

HERIGONE-Regel (ﬂ) = n:(n-1) gr}£2§: = 1({n—(k—1))

(1) = 12574 =126

Im Zahler und Nenner stehen je k Faktoren:
im Zéahler von n abwérts — im Nenner von 1 aufwérts

Binomischer Satz

(a+b)n = (g)an+(f)an-tb+(3)an-2b2+...+( 1 )abn-t+(T)bn = ki)(ﬂ)an‘kbk

Ungleichung von BERNOULLI (1+x)" 21 +nx fiir x>-1 und nelN

PASCAL-Dreieck

1 a+b)o
a+b)!
1 2 1 a+b

( 1
(
(
1 38 8.1 (a+b
(
1 (

a + b
a2 + 2ab + b2
a3 + 3a%2b + 3ab? + b3
at + 4a3b + 6a?b?2 + 4abd + bt
= a%+5a%b + 10a’h? + 10a%b® + 5ab* + b5

= =2
|

= =

[
1 4,6 4 1 (a+b
1 5 10 10 5 a+b

=

2
3
4
5

=

Verallgemeinerung fiir Trinome

] .
(a+tb+e) = ...+ o= a'h¥c¥ +... mit u+v+w=n
(a+b+c)3 = ad+b3+c3+ 3 a2h+ 3 g2c+—3L _gpzy
21110! 210111 11210!

3 5. 3l 1o . 3, 5. 3
* T0m 2 oo St oz T innabe

= as3+b3+c3+3(aZb+aZc+ab2+ac?+b2c+bc?)+6abe

25
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Umformung von Gleichungen

Eine Umformung einer Gleichung heift Aquivalenzumformung,
wenn sich dabei die Losungsmenge der Gleichung nicht dndert.

Aquivalenzumformungen

» Addieren eines Terms auf beiden Seiten der Gleichung
2x-5=x|=x+5 & x=5

¢ Multiplizieren mit einem Term=0 auf beiden Seiten der Gleichung

2

_ .3 _
3x_6| s e x=9

» Kehrwert beider Seiten )—1( = % | L & x= %

e Wurzelziehen auf beiden Seiten  x2=9]./... < [x[/=3 oder x=+3

Quadrieren beider Seiten ist keine Aquivalenzumformung.
J2-x2=x|..72 = 2-x2=x! & x*=1 & x=%*1
x=1 lost die Gleichung ,/2-x2 = x, x=—1 nicht.

Lineare Gleichung mit 1 Unbekannten

ax+b=0 L6sung:x=—l§,a=|=0

2 —0l— 25— _9|.(-3 =
—§x+270| 2 = —$x= 2|(2) = x=3

Sonderfall 0-x+b=0 Losung: keine, falls b+ 0 y
y=0x+2
0-x + 2 =0 Widerspruch, keine Losung 1

X

| |

® 1

. y y=0x+0

Sonderfall 0.x+0=0 Losung: jede reelle Zahl x : : —

1



System zweier linearer Gleichungen mit 2 Unbekannten

cybg—cob
a1X+b1y:C1 X= 22
by—ash
Losung: P27 palls a by—aghy * 0
bov = — 21Cg—a9Cy
aX+byy = ¢y Y = A by—agh,
(-9)-2-1-(-2) _ -16
3x -2y=-9 X=555 0 -8 )
3-1-1-(-9 12
x+2y=1 y= §5ics =8 =18

Einsetzverfahren: Man l6st eine Gleichung auf nach x oder y und setzt
den erhaltenen Term in die andere Gleichung ein.
I 3x-2y=-9
I x+2y=1 II aufgelost nachx II' x=1 -2y
1 -2y eingesetztin I 3(1-2y)-2y=-9 = y=1,5
1,5 eingesetztinII' x=1-215=-2

Additionsverfahren: Durch Multiplizieren der Gleichungen mit passenden
Faktoren erreicht man, dass sich die Koeffizienten einer
Unbekannten nur im Vorzeichen unterscheiden;
diese Unbekannte verschwindet dann beim Addieren.

I 3x-2y=-9
I x+2y= 1
I+1I 4x =-8 = x=-2 entweder -2 einsetzen in II (oder in I)
II' 2+2y=1 = y=1,5
oder

I.(-1) -3x+2y=9
I1-3 3x+6y=3
I.(-1)+II.3 8y=12 = y=1,5

Veranschaulichung

Man deutet jede lineare Gleichung mit 2 Unbekannten als Gleichung einer Gerade.

(a; und b; nicht zugleich 0)
Man deutet die Losung des Gleichungssystems, das Zahlenpaar x,y, als
Schnittpunkt.
y

3x—-2y=-9
x+2y=1

3x-2y=-9
3x-2y=-6

Genau eine
Losung S

~

Keine
Losung

S(-2/1,5)

""""""""""""""" Unendlich
viele -1

Losungen
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Quadratische Gleichung

Gleichung ax2+bx+c=0, a%0

Diskriminante D = b2-4ac

/b2 /b2 /b2
D>0 x= _bzig/ﬁ _—bx ;)a—4ac oder X1=_b+ 2]oa—4ac , Xg= —b—/b?%-4ac

2a

Losung _ _-b _ v _-b
D=0 x-= 78 oder x, = Xy = 52

D<0 keine reelle Losung

x2-x-2=0
D=1-41.(-2)=9

2 1_
X x+270

D=1-411=-1
keine (reelle) Losung

Sonderfall ¢c=0 ax2+bx=0 = x(ax+b)=0 =x=0 oder x= %b

Sonderfall b=0 ax2+c=0 = x2== =>x=iF fiir a-c<0
a a

Satz von VIETA
Hat ax2+bx+c¢ =0 die Losungen x, und x,, dann gilt x, + x, = %b und x4-Xg = g

Zerlegung in Linearfaktoren
Hat ax2+bx+c =0 die Losungen x, und x5, dann gilt ax2+bx+c = a(x—x,)(x-Xy)
x2-x-2=(x-2)(x+1) -3x2-3x+18 = -3(x2+x-6) =-3(x+3)(x-2)

Biquadratische Gleichung ax*+bx2+c=0
Substitution x2 =z liefert quadratische Gleichung az2+bz+c=0

x4-3x2-4=0 Substitution x2 =z liefert quadratische Gleichung z2-3z-4=0
z2-3z-4=0  Diskriminante D=25 = z,=-1,2,=4
x2 =z, =-1 hat keine reelle Losung fiir x

X2 =7z,=4 = x=1%2



Gleichungen hoheren Grades

Polynom vom Grad n: p,(x)=a,x*+a,_x"1+a, ox" 2+ ... +a,x2+a,x+a,,a,+0

Die Nullstellen von y =p,(x) sind die Losungen der Gleichung vom Grad n:
ax"+a, (x"1+a  ,x""2+.. +asx?+ax+a;=0

Abspalten eines Linearfaktors
Ist o eine Losung der Gleichung p,(x) =0, das heifit p,(a) =0,

dann gilt p,(x) = (x-) Py_s(x)

o=-1 ist eine Losung der Gleichung p5(x) =x3-3x-2=0, das heifit ps(-1)=0
py(x) ergibt sich durch Polynomdivision py(x) = ps(x):(x+1)
pPo(X) = psg(x):(x+1) = (x3-3x-2) :(x+1) = x2-x-2
—(x3+x2)
-x2-3x-2
—(-x2-x)
-2x-2
—(=2x-2)
0
p3(x) =x3-3x-2 = (x+1)- (x2-x-2)

Mehrfache Losung
o ist genau k-fache Losung der Gleichung p,(x) =0,
wenn gilt p,(x) = (x-a)* p,_i(x) und p,_(c)*0
p3(x) =x3-3x-2=0
ps(x) = (x+1)2-(x—2) -1 ist 2-fache (doppelte) Losung
Fundamentalsatz der Algebra

In C gilt: Eine Gleichung vom Grad n hat genau n Losungen;
dabei wird jede Losung in ihrer Vielfachheit gezahlt.

In R gilt: Eine Gleichung vom Grad n hat hochstens n Losungen; dabei wird jede
Losung in ihrer Vielfachheit gezéahlt. Mogliche Anzahl der Losungen:
n oder n um eine gerade Zahl weniger, das heif3t n—2k, keIN,,
p3(x) =0 kann haben: 3 Losungen oder 1 Losung:

3 Losungen 3 Losungen 3 Losungen 1 Losung
¥4 2x(x-1)(x-2) =0 ¥y 2x(x-1,5)2=0 y (x-1)3=0 Yi 2x(x2-3x+2,3x) =0

X1 =X9 =Xg

1 1-fache Losung
3 1-fache Losungen 1 2-fache Losung

p3(®) = 2x(x-1)(x-2) py(x) = 2x(x— 1,5)2

1 3-fache Losung 1 1-fache Losung
ps(x) = (x-1)3 py(x) = 2x(x2-3x+2,3%)
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p4(x) =0 kann haben: 4 Losungen oder 2 Losungen oder 0 Losung.

4 Losungen 4 Losungen 4 Losungen 4 Losungen
x(x+1)(x-1)(x-2) =0 x(x+1)(x-1)2=0 (x+1)(x-1)3=0 (x-1)%4=0

p,(x) =y x(x+1) (x-1) (x-2) p,(x) =y x(x+1) (x-1) p,(x) }=7 (x+1) (x-1)3 py(x) = (x-1)*

XoFX3=Xy Xy=X9g=X3=Xy
Xy
4 1-fache Losungen 2 1-fache Losungen 1 1-fache Losung 1 4-fache Losung
1 2-fache Losung 1 3-fache Losung
2 Losungen 2 Losungen 0 Losungen
x(x-1)(x%2+2x+1,1) =0 (x-1)2(x2+x+0,5) =0 xt-x3-x241=0

2 1-fache Losungen

1 2-fache Losung

X=Xy

py(x) = x(x—1)(x2+2x+1,1) py(x) = (x-1)%(x2+x+0,5) py(x) = x*-x3-x2+1

Ganzzahlige Losungen
Sind alle Koeffizienten ganzzahlig in p, (x) =a,x"+a,_x""1+...+a,x2+a,;x+a,,
dann ist jede ganzzahlige Losung ein Teiler von a,.
2x3-x2-18x+9 =0 mogliche ganzzahlige Losungen sind Teiler von 9: +1,+3,+9
ganzzahlige Losungen sind +3 (und die nicht ganzzahlige Losung 0,5)

Satz von VIETA
Sind o, o, ... , o, die (nicht unbedingt verschiedenen) Losungen der Gleichung

pp(x) =a,x"+a, (x""1+.. . +a,x2+a;x+a,=0,

. a
dann gilt: =2 = (-1)" 00y ... 0y
n
qn-2 _ o O+ Ol Ot ...
a, = Oti az (11 OL3 Otn_i (ln
a

2=l = —(agtagt...tay)

p3(x) =x3-3x-2 hat die Losungen o4 =05 =-1, 03 =2
hat die Koeffizienten ag=1,a9=0,a;=-3,a,=-2

2=-2 (DPoroyay=(1)(-1)(-1)-2=-2

as
Z—; =-3 Oy Ogtoy-ogtag-og= (_1).(_1)+(_1)_2+(_1)_2:_3
4 =0 —(0(1+(12+(13):_(_1+(_1)+2):0

ag



Proportionalitit

2 GroBlen x und y sind zueinander proportional
y-~x v _

Es gibt einen Proportionalitédtsfaktor k mit
y=k-x,das heiit ¥ =k

Der Graph ist eine Gerade durch den Ursprung. k=0,75

2 Grofen x und y sind zueinander umgekehrt proportional
v-1
Es gibt einen Proportionalitatsfaktor k mit
y=k-1, das heift y-x=k

[xy=12

e

im Bild

Der Graph ist eine Hyperbel. k=12

Proportionen

Verhiltnisgleichung, Proportion

Auflenglieder
1

a (¢
a:b=c:d = —
bd
Innenglieder
Produkt der Aullenglieder = Produkt der Innenglieder Kreuzweises Multiplizieren

a-d=b-c a-d=b-c

Fortlaufende Proportion
a:b:c:d:... = p:q:r:s:...

Es gibt einen Proportionalitdtsfaktor k mit
a=kp b=kq c=kr d=ks

Zerlegung in Verhéltnisgleichungen

axb =p:q b:a=q:p ca=rp d:a=s:p usw
a:c=pr b:c=qr cb=rq d:b =s:q usw
a:d=p:s b:d=q:s cd=r:s dic=srr usw

usw usw usw usw usw
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.. . x-5H<-3 1+x>-2
Addition einer Zahl k
x-5+5<-3+5 1+x-1>-2-1
a<b = a+k<b+k
X <2 x>-3
Multiplikation mit einer Zahl k % 0
a<b und 1£>0 = ak<bk 2x <10 -2x 212
k<0 = ak>bk . . . .
.= — .= ! = = ——
. ) ) 2x-5 <-10-3 2x-5 2125
'sl?ez1e' a‘< =>'—a>— < <5 <=6
Multiplikation mit negativem k kehrt
das <-Zeichen (oder >-Zeichen) um.
Quadrieren  .}12 )
O<a<b = a?<b? b
u<v<0 = u?>v? "\VQ
[t
u<v P a<b
Radizieren
Vb
0O<a<b = .Ja<.b T
® a < b
Kehrwert 1—
1|
0<a<b = 11 3 1]~
4 a” b u<v 11
u<v<0 = 151 |'—1 oty
u v 1
L 1
v 1

Addition von Ungleichungen

a<b

} = a+c<b+d
c<d

Multiplikation von Ungleichungen

O<a<b
O<c<d

a<b<0

JL = a-c<b-d c<d<0

JL = a-c>b-d



Naherungsformeln
Fehler F  Messwert m wahrer Wert w
Absoluter Fehler E =|m-w|
Relativer Fehler E = @——V_&—V—VJ
Prozentualer Fehler F, =F,-100%
Ja2+b? = 0,960a + 0,398b mit a >b, F,=4%
Naherungen fiir algebraische Terme (1 +x)"=1 + nx
n Naherung F,<1% F,<1%o Kurve ~ Tangente
2| (1+%)2~1+2x | -0,10<x<0,10 -0,03<x<0,03 | Intervall fiir Fy<17%
3| 1+x8~1+3x| -0,06<x<0,06 -0,01<x<0,01| Intervall fir Fp<1%
X
3 1
4| fs1-x | -010<x<0,10 -0,03 <x<0,03 | Itervall fir Fyci \\§
4
i e =
y
Intervall fiir F,<1% 1 /
% ,M+x~1+%x 0,24 <x<0,32 -0,08<x<0,09
1
fi—
<
3 1
-1l Z=~1-3% 0,15<x<0,16 -0,05<x<0,05 | Intervall fir Fyct T~
4
i |
y
Intervall fiir Fp<1% 1 /
% J1+x ~1+ %x -0,26<x<0,34 -0,09<x<0,09
-1
| —r—
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Niaherungsformeln

Néaherungen fiir transzendente Terme

Niherung F,<1% F,<1%o0 Kurve ~ Tangente
| /
sink~x | 0,24 <x<024 —0,07<x< 0,07 s
1
gll fir Fp<1%
y /
t ~
PEEEX ) 047<x<017 —0,05<x<0,05 | 4 s
sinx »~ tanx ] 1
Int;;ll fiir Fp<1%
y
1\
cosx~1-1x%| —0,66<x<0,66 -0,38<x<0,38 1
2 Bertiihrparabel <
| | | |
Intervall fiir F,<1%
y
Intervall fiir Fp<1% f
e*~1+x | -0,13<x<0,14 -004<x<0,04
X
| —— |
-1
yA
X
1
In(1+x) ~x | 0,02 <x<0,02 0,002 < x < 0,002

Inter

4+

vall fiir Fj,<1%




Matrizen
Eine Matrix A, ist eine rechteckige Anordnung aqq a4 .- Ay
von m-n Zahlen (Elemente der Matrix). A, = | 221822 azn}
A, besteht aus agy B g8y o s
m Zeilenvektoren ( a;; a;, ... a;, ) und n Spaltenvektoren aZkJ
Zeilenzahler 1=1,2,...m amk

Spaltenzdhler k=1,2,...n

Der Rang einer Matrix ist die
maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren (oder Zeilenvektoren).

Eine Quadratische Matrix A, hat

=14 8 3\

gleich viele Zeilen und Spalten. A = [ 5-210

. . . . 44— | 7-8-9-3
Die Zahlen a,,, ayy, ... a,, bilden die Hauptdiagonale. 0 2-46/

. . o . . . . -10 00

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, B -|0-200

in der alle Zahlen auf3erhalb der Hauptdiagonale gleich 0 sind. a4 8 8 8 g

. . . .« - . . . 1000
Eine Einheitsmatrix ist eine Diagonalmatrix, 0100
Eu=|0010

0001

in der alle Zahlen der Hauptdiagonale gleich 1 sind.

Rechnen mit Matrizen

Matrix + Matrix = Matrix An+Bn=Chn
Addition entsprechender Elemente: a;, + by = ¢

(’1 2 3) (a b c)_(1+a 2+Db 3+c>

4 5 6 d e f/7\4+d b5+e 6+f

Zahl-Matrix = Matrix k-A,.=Cin
Jedes Element von A | wird mit k multipliziert: k-a;, = c;;

_(’1 2 3)_<k 2k Bk‘)

4 5 6/ \4k bk 6k

Matrix-Matrix = Matrix AL B..=C,.
Bedingung: Spaltenzahl der 1. Matrix = Zeilenzahl der 2. Matrix

Cik=ai1-b1k+ai2~b2k+...+am-bnk, i=1, 2, ...,m k=1, 2,...,S

¢, ist das Skalarprodukt
des i-ten Zeilenvektors von A, und des k-ten Spaltenvektors von B,
(58 hH=0G 10 = c;=9=3-3+0-6

4 0 —6) = Cos

3 0
A22'B23:<2 -1)'\-2 6 4

Sonderfall Matrix-Vektor = Vektor
(1 -2 5) (a) (1372b+5CJ (a72b+5c‘J

3 0 -1(-1b 3a+0b-1c 3a-1c
0 2 2 c O0a+2b+2c \ 2b+2c¢
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Determinanten

Eine n-reihige Determinante det A, =|A,,| ist eine Zahl,
die einer quadratischen Matrix A, eindeutig zugeordnet ist.

aq

2-reihige Determinante det Ay = |
21

aqg
ag

= aqqdgg—agidyg

2 759‘ =2.(-9) - (-7)-5=-18+35=17

-7
. . 411 a2 A3
3-reihige Determinante det Az3= |a,, a, ay
231 a3y Aasg

2 Berechnungsarten:
o Entwicklung (zum Beispiel) nach der 1. Spalte

a11 12 g3

i i 212 213
a1 dgp  Agg

a1g  Aq3
gy Ag3

gy Ag3
agg 4dgg

= agr- - + as:

azg Aagg

2 3 -1
_ol 4 T (r\.]3 -1 |3
5 AT 72‘_8 _9‘ (5)‘_8 _9‘+6‘4

—71‘ =220 +5-(-35) + 6-25 =15
6

* SARRUS-Regel (Jagerzaun-Regel)
+ o+

aq1 819 443
Agq1 agg Agy
a3y Az asg

A 4= 2-4-(-9) + 3-7-6 + (-1)-(-5)-(-8)
6 -8 -9 —6-4-(1) - (-8)-7-2 - (~9)-(~5)-3

=-72+126-40+24 +112-135=15

Sitze ¢ Der Wert einer Determinante dndert sich nicht,
wenn man ein Vielfaches der k-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert
(oder wenn man ein Vielfaches der k-ten Spalte zur i-ten Spalte addiert).

¢ Eine Determinante dndert ihr Vorzeichen,
wenn man 2 Zeilen (2 Spalten) vertauscht.

¢ Eine Determinante hat den Wert 0, wenn
a) alle Elemente einer Zeile (Spalte) gleich 0 sind oder
b) 2 Zeilen (Spalten) proportional sind.

¢ Man multipliziert eine Determinante mit einem Faktor k,
indem man alle Zahlen einer Zeile (Spalte) mit k multipliziert.

e det (A,,'B,,) = (det A, )-(det B,,)

o Ist det A, 0, dann existiert die zu A, inverse Matrix A ™,
diese ergibt sich als Losung X, der Gleichung A X =E_, .



CRAMER-Regel

Die CRAMER-Regel ist ein Verfahren zur Losung von Systemen linearer Gleichungen.
Es beruht auf der Berechnung von Determinanten.

System von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten x,, x,
ayyXytagXy = by

— 311 A2 D, = by ajgy _lain by
Q91X ta99Xg = by gy ap 17 ]by ag 27 |ag by
. D, D,
1 Losung (x|x,) genau dann, wenn D+ 0: x;=5 Xp= 3

keine Losung genau dann, wenn a) D=0 und D, #0 oder D, + 0 oder
b) alle a;. =0 und mindestens ein b; = 0

oo viele Léosungen, wenn a) D =D, =D, =0, aber nicht alle a; =0 oder
b) alle a; =0 und alle b;=0

8x-9y =49 8 -9 49 -9 8 49
D= -15 D, = - D. = -1
BB |y $as D[ f]-7 Dac]d -5
_Dy 75 _ _Dy 15 _
X=p =f55=° ¥=p =73 ~1

System von 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten x,, Xy, X5

ay1Xq+a49Xg+a43X3 = by a ap ag

891X1 +ag9Xg+a93Xg = by D=la,, ay ay

agqXq+agygXg+aggXs = by

by ajp ag a;y by ag a;y  agp by
Dy=1b, ay agg Dy=lay b, agg D3=lay, ay b,
b agy ags agy bs ass ag; agy by
1L ) D, D, D,
Osung (x,|x,|x3) genau dann, wenn D +0:  x, = 5 Xe=F X=4
0 oder o viele Losungen, wenn D =0
2x+3y-2z=3 s 3 212 3
x—-4y+T7z=2 D=1 4 711 _4:—32+0+6—0—(—42)—12:4
_3y+4z=1 0 -3 4|0 -3
3 3 2|3 3
D=l 4 7|5 4=-48+21+12-8—(-63)-24=16 x:%g_%i_4
1 -3 4|1 -3
2 3 2|2 3
Dy=|1 5 7|1 2 =16+0+(-2)-0-14-12=-12 y:%f:%?——S
0 1 4|0 1
2 Q 2 b .
Di=|7 % 5|7 5 --8+0+(-9-0-(12)-3=-8 z=22-8 -9
0 -3 1|0 -3
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Grundlagen

Punkt Kreuze, dicke Punkte, Kringel

GroBbuchstaben A, B, C, ...

Gerade Kleinbuchstaben a,b,c, ...

4
\

>+
o3
Q
o

,PQ, ...

oder GroBbuchstaben (Punkte) AB, PQ, ...

P liegt auf a: Pea Parallele Geraden

P

QQ

gllh

Q liegt nicht auf a: Q¢ a

d v schneiden sich in S: u nv ={S} y

Senkrechte (orthogonale)
Geraden: glh

Strecke (Linie, Punktmenge)
Streckenlinge (Zahl)
Ein Kleinbuchstabe (c) kann je

nach Zusammenhang stehen fiir:
Gerade, Strecke, Streckenlidnge.

Halbgerade, Strahl



Grundlagen: Winkel

Winkel, Winkelgrofe \
Ein griechischer Kleinbuchstabe kann

je nach Zusammenhang bedeuten: a=<JBAQ = JQAB = JA
den Winkel (als Figur) oder o = 40° —
die WinkelgroBe (als Zahl). A ist Scheitel

Winkeltypen Rechter Winkel ~ Spitzer Gestreckter Stumpfer
o=<(gh) =90°  Winkel Winkel Winkel
0°<B<90° v =180° 90° < 8 < 180°

h gLlh
gist Lot von h
hist Lot von g /< \L
A B (I 3

Drehwinkel Beim Drehwinkel fiihrt man eine Reihenfolge der Schenkel ein:
man unterscheidet zwischen dem 1.Schenkel und dem 2.Schenkel.
Als Winkelgrof3e dient der Winkel, den der 1.Schenkel tiberstreicht,
um in den 2. Schenkel tiberzugehen.
Der Drehwinkel ist positiv bei Drehung nach links (Gegenuhrzeiger-
sinn) und negativ bei Drehung nach rechts (Uhrzeigersinn).

B+vy=180°
v +06=180°
o+ o=180°
Scheitelwinkel

o=y B=9

Nebenwinkel o+ =180° Winkel bei Geradenkreuzung

39
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Grundlagen: Winkel

Winkel bei Doppelkreuzung mit Parallelen

F-Winkel (Stufenwinkel) sind gleich grof3
o

0

% Z-Winkel (Wechselwinkel) sind gleich grof3

Winkelsumme im Vieleck

5=39'

B'+y=180°

3-Eck 4-Eck n-Eck
o+B+7y=180° o+B+y+8 =360° O+ 0o+ .0, = (N-2)-180°

6 + 1t =180°

Paarweise senkrechte
Schenkel

2 Winkel mit paarweise
senkrechten Schenkeln sind
gleich grof3 oder ergidnzen
einander zu 180°.



Grundlagen: Winkel

AuBBenwinkel beim Dreieck

B

oo AN

Thaleskreis

Die Ecken aller rechtwinkligen Dreiecke
mit gemeinsamer Hypotenuse liegen auf einem
Kreis mit der Hypotenuse als Durchmesser.
Umgekehrt hat jedes Dreieck einen rechten
Winkel, dessen Ecken so auf einem Kreis
liegen, dass eine Seite Kreisdurchmesser ist.

Hypotenuse

Winkel beim Fasskreis

Mittelpunkt-
winkel p

=20 W Sehne s
Der Mittelpunktwinkel p Die Umfangwinkel auf Die Umfangwinkel auf
ist doppelt so grof3 wie verschiedenen Seiten der selben Seite einer
der Umfangwinkel ¢ einer Sehne ergénzen Sehne sind gleich grof3.

auf dem grofleren Bogen. sich zu 180°.

M=XOX=—MZ=2Z>rv
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Geometrischer Ort

Eine Linie, deren Punkte eine
gemeinsame Eigenschaft haben,
heilit geometrischer Ort

oder auch Ortslinie.

Fester Abstand r von 1 Punkt
Kreis k

Gleicher Abstand von 2 Punkten
Mittelsenkrechte m

m,; = (P| PA=PB) ~)

m;p
m, g halbiert [AB] rechtwinklig. BV
p
d >/ 1
Fester Abstand von 1 Gerade o\ g
Parallelenpaar d o/
- Ps
Gleicher Abstand von 2 Parallelen P N m
Mittelparallele m dﬂ
o

Gleicher Abstand von 2 einander
schneidenden Geraden
Winkelhalbierende w

Gleicher Blickwinkel
auf eine Strecke

Fasskreisbogen-
Paar

Sonderfall: Thaleskreis



Verhaltnis von Teilstrecken

Winkelhalbierende innen

]

; /
p T q p T q
Winkelhalbierende innen und aulen: Harmonische Teilung
T, und T, teilen [AB] harmonisch im Verhéltnis b:a.

Der geometrische Ort der Punkte,
deren Entfernungen von A und B ein festes Verhéltnis b:a haben,
ist der Apollonios-Kreis mit dem Durchmesser [T;T,].
T; und T, teilen [AB] harmonisch im Verhéltnis b:a.
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Verhiltnis von Teilstrecken

Stetige Teilung, Goldener Schnitt
T teilt eine Strecke [AB] so, dass sich die ganze Strecke AB zum lingeren

Abschnitt p verhélt wie dieser gro3ere Abschnitt p zum kleineren Abschnitt q.
Das Teilungsverhaltnis hat den Wert t = %5 ~1,618.

(4]
T teilt [AB] stetig Konstruktion des
_ Goldenen Schnitts
AB _p_1+V5 nach HERON -
P aq 2 r=34AB
T ;! ©
A p Q9 B A p /T a B

Goldenes Dreieck

Goldenes Rechteck

Breite = “2—‘/3 T

Schenkel = %ﬁ .Basis

T= @ =1,6180339887498948482045868343656381... =/1+1+./1+./1+...

6= ﬁ% =0,6180339887498948482045868343656381... =1-1 = % = +
1+
1
1+

144
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Dreieck

C
b a
o °
A c B A c B
Spitzwinkliges Dreieck Rechtwinkliges Dreieck Stumpfwinkliges Dreieck
Jeder Winkel ist spitz (< 90°) 1 Winkel ist 90° 1 Winkel ist stumpf (>90°)

A Hypotenuse ¢

Gleichseitiges Dreieck

Schenkel ¢

M=0=-MS=~2Z>r v

Dreieck-Ungleichung
Jede Seite ist kiirzer als die Summe der beiden andern.
a<b+c b<a+c c<a+b

Winkel-Seite-Beziehung
Der langeren Seite liegt der groflere Winkel gegeniiber und umgekehrt.

Flacheninhalt F

F=lah,=1bh,=1ch,

a-b-siny = %b-c-sina =1 c-a-sinf

F= 3

1
2

F = .,/s(s-a)(s-b)(s—c) =¢-s (Heron-Formel)

halber Dreieckumfang s = fi‘ig-if



46 Dreieck: Die 4 besonderen Linien

Seitenhalbierende s

Eine Seitenhalbierende s verbindet Schwerpunkt S

eine Ecke mit der Mitte M der gegeniiber-
liegenden Seite.

Die 3 Seitenhalbierenden treffen sich im M, ‘M,
Schwerpunkt S des Dreiecks. S teilt von /
der Ecke aus gesehen s im Verhaltnis 2:1. S
AS:SM, =BS:SM, =CS:SM, = 2:1 5. N
A M, B
P
k .]ihn.e Wénk((eimgjlblgren;l ew Winkelhalbierende w C
15t emne Lxerade, i€ emen nnen- Inkreismittelpunkt W
N . 'Wlnkel h:alblert. Inkreisradius ¢
I Die 3 Winkelhalbierenden treffen
M sich im Inkreismittelpunkt W
E des Dreiecks.
T AC:AZ = BC:BZ
R _ 2-Dreieckfliche _ _2'F
I 8= Dreieckumfang a+b+c
E
Mittelsenkrechte m
. Umkreismittelpunkt M
Eine Mittelsenkrechte m C

halbiert eine Dreieckseite rechtwinklig.
Die 3 Mittelsenkrechten treffen sich
im Umkreismittelpunkt M.
Beim stumpfwinkligen Dreieck
liegt M aullerhalb.

abc _ abc

r= 4-Dreieckflache 4.F

__a_ __b _ _c
2sinoe 2sinf 2siny

m. Umkreisradius r
C R

Eine Hohe h ist das Lot einer Seite
durch die gegeniiberliegende Ecke.
Beim stumpfwinkligen Dreieck liegt
der Hohenschnittpunkt H aullerhalb.
h,:h,:h,=1:1:1

a'b’'c




Um- und Inkreis besonderer Dreiecke

Rechtwinkliges Dreieck
Der Umbkreis ist Thaleskreis tiber der
Hypotenuse c; sein Mittelpunkt ist der
Mittelpunkt von c, sein Radius ist % .
2 Hohen sind Katheten.
Der Hohenschnittpunkt liegt im
Scheitel C des 90°-Winkels.

r= % c Q= a‘%)%-"c F= % a-b @ ist Radius des Inkreises
r ist Radius des Umkreises

Rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck
Der Umbkreis ist Thaleskreis tiber der
Hypotenuse c; sein Mittelpunkt ist der

Mittelpunkt von c, sein Radius ist % .
2 Hohen sind gleich lange Katheten.
Der Hohenschnittpunkt liegt im
Scheitel C des 90°-Winkels.

Die 4 besonderen Linien durch C
fallen zusammen: s, =w, =m,=h, (= % c)
1 1/ @ ist Radius des Inkreises
r=5¢=s a r ist Radius des Umkreises
¢e=5(2-1)c=3(2-/2)a
_1.2_1.2
F= zat=3¢

Gleichseitiges Dreieck
Die 4 besonderen Linien fallen zusammen
und sind zugleich Symmetrie-Achsen:
S,=W, =my,=h, usw
Die 4 besonderen Punkte fallen in
einem Punkt zusammen.
Umkreis (Radius r) und Inkreis (Radius g)
sind konzentrisch.

r=%J§a h=%J§a F=}L 3 a?

=lyr=1h=1
e=gr=zh=2/3a S -
 ist Radius des Inkreises

r ist Radius des Umkreises

M=XOX=—MZ=2Z>rv
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Dreieck: Kongruenzsatze

2 Dreiecke heiflen kongruent (deckungsgleich),
wenn sie sich beim Aufeinanderlegen decken.
Symbolisch: AABC = AA'B'C'.
Kongruente Dreiecke stimmen in allen Stiicken tiberein,
unterscheiden konnen sie sich nur in ihrer Lage.
2 Dreiecke sind kongruent, wenn sie libereinstimmen in

3 Seiten

2 Seiten und dem
Zwischenwinkel

2 Winkel und einer Seite

2 Seiten und dem Gegenwinkel der lingeren Seite

SsW

c>a

<X 6P




Der Satz von PYTHAGORAS und verwandte Satze

Im rechtwinkligen Dreieck haben
die Kathetenquadrate zusammen
den selben Flacheninhalt wie das b? 2

Hypotenusenquadrat. &

Ist bei einem Dreieck a? + b2 = c2,
dann ist bei C ein rechter Winkel
Y =90° aZ+b?=c? c

\./ Der Kathetensatz von EUKLID
b h a
iT b?
q P L g2
an b anliegender an a anliegender b | a

Hypotenusen-Abschnitt

Die Hypotenusen-Abschnitte
p und q sind Teilstrecken,
in die der HohenfuBBpunkt T ¢ qc pc
die Hypotenuse zerlegt.

b2=q.c q ; P az=p.c

Im rechtwinkligen Dreieck hat ein Kathetenquadrat den
selben Flacheninhalt wie das Rechteck aus der Hypotenuse
und dem anliegenden Hypotenusen-Abschnitt.

Der Hohensatz

Im rechtwinkligen Dreieck hat das Hohenquadrat
den selben Flacheninhalt wie das Rechteck aus
den Hypotenusen-Abschnitten.

pPq P 2
h*=pq
Verallgemeinerung des Satzes von PYTHAGORAS
Zeichnet man tiber den Seiten eines b
rechtwinkligen Dreiecks dhnliche Figuren, a
bei denen die Hypotenuse und die Katheten b Fy O T
gleichliegende Stiicke sind, b a *a
dann haben die beiden Kathetenfiguren den c
selben Flacheninhalt wie die Hypotenusenfigur.
FC
[ (¢
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50 Viereck

Alle Verbindungsstrecken von 4 Punkten (nicht 3 auf einer Gerade)
ergeben ein Viereck mit seinen beiden Diagonalen.

D

A
P Konkaves Viereck ABCD,
L B Konvexes Viereck ABCD, eine Diagonale liegt drin,
A beide Diagonalen liegen drin B eine liegt drauflen
N
I C c
M D - .

Uberschlagenes Viereck ABCD,

E € beide Diagonalen liegen »drauf3enc,
T ‘ £ zahlt gewohnlich nicht zu den Vielecken
R A a B
I
E Quadrat

Es ist das Viereck mit hochster Symmetrie. Alle Seiten sind gleich lang,
alle Diagonalen sind gleich lang und alle Winkel sind gleich 90°.

P a ............ e=f= aﬁ \ ai 7
1 !
AT g=3a > N /\{
NS r=jge=gaV2 AR
: S ISRN 2N (- S
: a,_ T 7 [ o F = a2 a '//i\%
AN
= 4 Symmetrie-Achsen Eal i ]
a a| N

el 1 Symmetrie-Zentrum Z 7 ‘

Rechteck
Alle Diagonalen sind gleich lang und alle Winkel sind gleich 90°.

Umbkreis, aber im Allgemeinen
kein Inkreis

2 Symmetrie-Achsen
1 Symmetrie-Zentrum Z



Viereck

Raute (Rhombus)
Die Seiten sind gleich lang, aber die Winkel miissen nicht gleich grof sein.

Inkreis, aber im Allgemeinen 2 Symmetrie-Achsen,
kein Umkreis 1 Symmetrie-Zentrum Z
Die Diagonalen sind Winkelhalbierende, Gegenseiten sind parallel,
sie halbieren einander rechtwinklig Gegenwinkel sind gleich grof3,

Nachbarwinkel ergdnzen
einander zu 180°: o + 3 =180°

Parallelogramm
Gegenseiten sind parallel und gleich lang.
Gegenwinkel sind gleich grof3. Nachbarwinkel ergédnzen einander zu 180°.
Die Diagonalen halbieren einander, aber nicht unbedingt im rechten Winkel.

ha
Abstand von Gegenseiten

B
Symmetrie-Zentrum Z

a=7v
Abstand , B=25
von Gegenseiten o o+P =B+y =7+ = 8+a = 180°
" F=ah, =bh,

F =a-b-sina = a-b-sinf
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Viereck

Trapez: Viereck mit 2 parallelen Seiten.

Trapeze

,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
Die Mittellinie m verbindet [ .\
die Mitten der Seiten b und d, M, Mltteilhme m AM,
m ist parallel zu a und c. h / m =3(a+c) \
Flicheninhalt F=m-h=2h(a+c) Y.

Sonderfall
Das gleichschenklige Trapez hat
eine Symmetrie-Achse und einen Umkreis.

=ununun
0 O™

O TR

Drachenviereck
Viereck mit mindestens einer Diagonale als Symmetrie-Achse.
Die Diagonalen schneiden einander mit 90°, mindestens eine wird halbiert.

Flacheninhalt !
F= % e-f [

Konkaver Drachen

Konvexer Drachen .
»Windvogel «

o ®e
o
T

Verwandtschaften Jedes Quadrat ist auch ein Rechteck.
Jedes Quadrat ist auch eine Raute.
Jede Raute ist auch ein Parallelogramm.
Jedes Rechteck ist auch ein Parallelogramm.
Jedes Parallelogramm ist auch ein Trapez.
Ein Trapez mit parallelen Schenkeln ist ein Parallelogramm.



Viereck und Kreis

4 Kreispunkte bestimmen ein Sehnenviereck.
Die Gegenwinkel ergénzen einander zu 180°.
Jedes Viereck mit Umkreis ist ein Sehnenviereck,
zum Beispiel das Quadrat, das Rechteck oder das gleichschenklige Trapez.
4 Kreispunkte bestimmen mit ihren Tangenten ein Tangentenviereck.

[

Umfang
u=a+b+c+d

Tangentenviereck
a a+c=b+d
F= %(a+c+b+d)g = %ug

Sehnenviereck
a+y =p+d = 180°

Vieleck (Polygon)

Ein Vieleck, auch n-Eck, ist eine ebene Figur mit n Ecken und n Seiten.
Eine Diagonale ist eine Strecke, die 2 Ecken verbindet, aber keine Seite ist.
Ein n-Eck hat 1 n(n-3) Diagonalen.

Im n-Eck ist die Summe der Innenwinkel (n-2)-180°, die der AuB3enwinkel 360°.

Konvexes 6-Eck Konkaves 6-Eck
Alle 9 Diagonalen liegen drin. Mindestens 1 Diagonale liegt drauf3en.

E

RegelmiBiges (regulires) Vieleck
Ein regelmifliges n-Eck hat:

n gleich lange Seiten der Lange s = 2r~sin% T

n gleich grofle Mittelpunktwinkel p = 360°

n
n gleich grofle Innenwinkel o = n-2 .180°
n

einen Umkreis mit Radius r,

einen Inkreis mit Radius ¢ = r-cos% 1,

den Flicheninhalt F = né r2-sinp
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Eigenschaften regelmafiger n-Ecke mit vorgegebenem Umkreisradius r

TR Seite Inkreisradius| Flacheninhalt
s Q F
n=3
gleich- A 1 82 /3
seitiges of ano 3r 5T il
120° 60 2
Dreieck ~1,732r =0,5r ~1,29912
(Trigon)
n=4
Quadrat, 1
regel- 90° | 90° J2r gV2r 92
mabBiges ~1,414r ~0,707r
Tetragon
n=5
regel-
miiBiges 79° | 108° % 10-2./5r }L(ﬁ+1)r g 10+2./5r?
Pentagon ~1,176r ~0,809r ~ 2.37812
n=6
regel- 1 3 /3.9
maﬁlges 60° |120° r 2 3r 2 3r
Hexagon ~ 0,866T ~ 2.59812
n=_8
regel-
méiBiges 45° 1359 ~2-A2r %mr 2./212
Oktogon ~0,765r ~0,924r ~ 2.82812
n=10
regel-
miBiges 36° 1144° WB-1r | 1/10+2./5r 3/10-2./5 1
Dekagon ~0,618r ~0,951r ~ 2.93912
n=12
regel-
b Y- 1
maﬁlges 300 1500 2('\/é /\/Q) r 4(/\/6-'—/\/?) r 31‘2
Dodeka- ~0,518r ~ 0,966r
gon




Kreis, Kreiszahl ©

Der Kreis ist definiert als Menge der Punkte der Ebene,
die von einem Punkt M die Entfernung r haben.
M ist der Kreismittelpunkt, r der Kreisradius.
Der Kreis ist eine Linie, man bezeichnet ihn kurz mit k.
Der Kreisumfang u ist die Lange der Kreislinie.

k={P|MP=r)} Kreisumfang u=2rn

Kreisfliche F und Kreisinneres I (=Fliche ohne Rand)

Kreisumfang u=d.n=2r-n I P, p
1
Kreisfliche F=r?n=iru M-
Kreiszahl = =3,141592653589... P,

w ist irrational

F ={P| MP=r} 1={P|MP<r}

w ldsst sich beliebig genau berechnen (aber nicht vollstindig genau), zum Beispiel:

1224466
lpoq_t g1 1,1 _ 3
1671 GREGORY ;m=1-g+5 -7 +3 _k;Zk—i
1p2_ 1,1 .14 .1 _ v
1734 EULER sV Tttt k;kz
Niherungswerte fiir t: T~ 3 Bibel
n~ /10 = 3,1622... BRAHMAGUPTA
T=~3,14 Alltag
T~ 272 =3,1428... ARCHIMEDES

T~ % =3,1415929... ZU CHONG-ZHI

n =3,141592653589793238462643383279502884197169
399375105820974944592307816406286208998628
034825342117067982148086513282306647093844
609550582231725359408128481117450284102701
938521105559644622948954930381964428810975
665933446128475648233786783165271201909145
648566923460348610454326648213393607260249
141273724587006606315588174881520920962829
254091715364367892590360011330530548820466
521384146951941511609433057270365759591953
09218611738193261179310... MATHEMATICA

M=XOX=—MZ=2Z>rv
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Archimedische Niherungsberechnung fiir ©

Einem Kreis k mit Radius r sind regelméfige n-Ecke ein- und umbeschrieben.
Die Eckenzahl n verdoppelt sich schrittweise. Fiir eine beliebig grofle Eckenzahl n
unterscheiden sich Umfang u,, und Flacheninhalt E, des n-Ecks
beliebig wenig vom Umfang u = 2rr und Flicheninhalt F = r?rn des Kreises.

s, Seite des einbeschriebenen n-Ecks

S,  Seite des umbeschriebenen n-Ecks
u,=n-s, Umfang des einbeschriebenen n-Ecks
U,=n-S, Umfang des umbeschriebenen n-Ecks

Sy = r/\/2—2 /1-(2—;)2 S, = JT%;SE
“\2r

ul‘l n
2r <m< 2r
S4 . . .
N Einheitskreis r=1
Sy u, <2n< U,
u=2n=06,283185...
11
s,=V2  u,=4s,~566 ss=¥2-Y2 ug=8-35,~6,12
S,=2  U,=48,=8 Sg=2(W2-1) Uz=8-S4=6,63

16-Eck 6,2429 < 21 < 6,3652
32-Eck 6,2731 <21 < 6,3035
64-Eck 6,2807 < 2 < 6,2882
128-Eck 6,2826 < 21 < 6,2845
256-Eck 6,2830 < 2n < 6,2835
512-Eck 6,2832 < 2n < 6,2833
1024-Eck 6,28318 < 21 < 6,28321
2048-Eck 6,28318 < 21 < 6,28319



Kreisteile

Bogen und Bogenmalf}

2 Kreispunkte P, Q, begrenzen 2 Kreisbogen.
Gewohnlich nimmt man den kleineren Bogen;
seine Lange héangt ab vom Mittelpunktwinkel p:

Bogenlinge b=2rn--%- pim Gradmaf

360°
Bogenlange b=r-p p im Bogenmaf
Einheitskreis
r=1 Das Bogenmal eines Winkels ist die Lénge
M@@ des zugehorigen Bogens im Einheitskreis.
150 = 1,83...
Gradmafl = Bogenmalf}
360° = 2n
o __ o LA
180° = =& 1° = i 8 5 0,017..
90° = /2
60° = /3 1=18"_57299..°
45° = m/4 T
30° = /6
Kreissektor (Kreisausschnitt)
— =
1 r _3 o 2 Radien und ein zugehoriger
p=105 . .
b=rp Bogen begrenzen einen Kreissektor.
b=rp=3-105" 5 =5,49...
F=1br=824...

Sektorfliache F = %br

F =r?n. ge% p im GradmaB F=ir’y pim BogenmaB

Kreissegment (Kreisabschnitt)

Eine Sekante zerlegt die Kreisflache in 2 Segmente.
Flacheninhalt des kleineren Segments:
Sektorflache minus Flache von Dreieck MPQ.

Segmentfliche

_1 1gh=1 1:26iny = 1 ind
F=3br-;sh=/ br- §r2s1np_ gbr—hrsin;p

M=XOX=—MZ=2Z>rv
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Kreis und Gerade

Je nachdem, welchen Abstand d eine Gerade g von einem Kreismittelpunkt M hat,
unterscheidet man 3 Fille und einen Sonderfall:

Pag i
\:R?\TT\\g

Bertihrpunkt

Tangente

d(M,g) >r d(M,g) =r

:Szeek&te/sa;h
Ntrale Tmhmk g
Sonderfall er
d(M,g) =0

Sekanten durch einen Punkt S, S liegt im Kreis

Sehnen-Satz Das Produkt der Abschnitte einer Sehne ist konstant
A,S-SB,=A,S-SB,=A,S-SB, = ... = const

B, B,

B .\F.Aéx

94 = 66 = 312 = 2.18




Kreis und Gerade

Sekanten durch einen Punkt S, S liegt auBBlerhalb des Kreises

Sekanten-Satz Das Produkt der Abschnitte einer Sekante ist konstant
A,S-SB,=A,8 5B, =A,5 5B, = ... = const

Tangente A4=.B4 6 6 S/
Tangentenabschnitt t=A,S (=6 im Bild) %“"‘*“5* —

B 12 A3A§k4
A,SSB, - A,S5B, - 3,588, - A,S 5B, - A
4.9 = 218 = 312 = 6-6 f b

By

Sonderfall des Sekanten-Satzes: eine Sekante wird zur Tangente

Sekanten-Tangenten-Satz
Das Produkt der Abschnitte einer Sekante
ist gleich dem Quadrat des Tangentenabschnitts.
(oben im Bild »Tangente«)

Im Sehnenviereck gilt der

Satz von Ptolemaios
ef=a-c+b-d

f
14@
e\4v10
8V2
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Kongruenz-Abbildungen

Bei einer Abbildung entsteht aus einem Urbild (Original, Modell) ein Bild.
Gewisse Eigenschaften des Urbilds bleiben erhalten, die Invarianten.
Andere Eigenschaften dndern sich, zum Beispiel Lage oder Grof3e oder beides.
Eine Kongruenz-Abbildung hat die Invarianten:

Lange, Winkelgrofe und Flacheninhalt.

Ein Punkt, der auf sich abgebildet wird, heifit Fixpunkt.

Eine Figur, die auf sich abgebildet wird, heifit Fixfigur.

Eine Figur, von der jeder Punkt auf sich abgebildet wird, heiffit Fixpunktfigur.

Verschiebung (Translation)
Jeder Punkt des Urbilds wird gleich weit in die selbe Richtung verschoben.

Invarianten: Lange, Winkel, Drehsinn, Flacheninhalt

Zudem gilt: Strecke und Bildstrecke sind parallel.
Es gibt keinen Fixpunkt, aber unendlich viele Fixgeraden:
jede Gerade, die parallel ist zur Verschiebungsrichtung.

Drehung (Rotation)

Jeder Punkt des Urbilds wird
um einen festen Punkt Z,
das Drehzentrum, mit dem
selben Winkel ¢ gedreht.

Im Bild: ¢ =+37° (Linksdrehung) .

Invarianten: Léinge, Winkel, Drehsinn, Fldcheninhalt

Zudem gilt: Strecke und Bildstrecke bilden den Winkel ¢.
Das Drehzentrum Z ist Fixpunkt.
Jeder Kreis um Z ist Fixkreis.
Es gibt keine Fixgeraden, falls ¢+180° ist.



Kongruenz-Abbildungen

Achsenspiegelung und Achsensymmetrie

Eine Gerade a sei Achse. Jeder Punkt des Urbilds wird um a mit 180° geklappt. Die
Achse ist Mittelsenkrechte von Urbild und Bild.

180°-Klappung

C Cl

Fixgerade g=¢' B

Spiegelachse - Fixpunktgerade

Invarianten: Lénge, Winkel, Flacheninhalt

Zudem gilt: Jeder Punkt der Achse a ist Fixpunkt: a ist lepunktgerade
Jede Gerade senkrecht zu a ist Fixgerade.
Jeder Kreis mit Mittelpunkt auf a ist Fixkreis.

Urbild und Bild heiflen zueinander

symmetrisch beziiglich der Achse a.  Achsensymmetrische
Fallen Urbild und Bild zusammen, Figur

dann heif3t die Figur achsensymmtrisch. |

Symmetrie- /

Punktspiegelung und Punktsymmetrie
Ein Punkt Z sei Zentrum. Jeder Punkt des Urbilds wird um Z mit 180° gedreht.
Der Drehpunkt Z heifit Symmetrie-Zentrum von Urbild und Bild,
Z halbiert die Strecke [Urpunkt, Bildpunkt].

Invarianten: Léange, Winkel, Drehsinn, Flacheninhalt

Zudem gilt: Strecke und Bildstrecke sind parallel.
Das Symmetrie-Zentrum Z ist Fixpunkt.

Jede Gerade durch Z ist Fixgerade. Jeder Kreis um Z ist Fixkreis.

Urbild und Bild heiflen zueinander punktsymmetrische
symmetrisch beziiglich des Zentrums Z. Figur
Fallen Urbild und Bild zusammen, S .
. . . . ymmetrie-
dann heifit die Figur punktsymmtrisch. Zentrum Z
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Kongruenz-Abbildungen

Drehsymmetrie
Eine Figur heifit drehsymmetrisch mit Winkel ¢,
wenn sie bei einer Drehung mit ¢ in sich tibergeht.

@(

drehsymmetrisch mit 60° drehsymmetrisch mit 72°

Ahnlichkeits-Abbildungen

Urbild und Bild stimmen {iiberein in entsprechenden Winkeln.
Zentrische Streckung C

Eine Abbildung heif3it zentrische

Streckung mit Zentrum Z und

Streckfaktor k>0, wenn gilt:

Urpunkt P und Bildpunkt P' liegen

auf einem Strahl mit Anfang Z und
ZP'=k-ZP

Der Streckfaktor k heiit auch MafBistab.

Obacht: Kleiner Maf3stab — kleines Bild
GrofBler MafBistab — grofles Bild
1:100000 ist doppelt so grofl wie 1:200000
1:100000 bedeutet: 1cm auf der Karte (Bild) entspricht
100000cm=1km im Gelidnde (Urbild)

Im Gegensatz zur Kartografie
gibt es in der Mathematik
auch negative Streckfaktoren. C
k=1:2 bedeutet Streckung auf
die Halfte, k=—1:2 bedeutet
Streckung auf die Halfte und
Halbdrehung um Z.

7B k| >1 VergroBerung

|k| < 1 Verkleinerung

|k| =1 Kongruenz-
Abbildung

Invarianten: Winkel, Drehsinn, Langenverhéltnis

Zudem gilt: Urstrecke und Bildstrecke sind parallel.
Die Bildstrecke ist |k|-mal so lang wie die Urbildstrecke.
Das Symmetrie-Zentrum Z ist Fixpunkt.
Jede Gerade durch Z ist Fixgerade.



Ahnlichkeits-Abbildungen

Bei einer zentrischen Streckung mit Faktor k ist
die Bildfliche k2-mal so groB wie die Urbildfliche.

DIN A0
DIN A1
DIN A2 -
g
o
2 2 2 §
0,25 m 0,5m ,,,,,,,,,, 1 m<- !
g
""""""""""" > reereneneeneene @
k= ﬁ k= ﬁ
Am~
""""""""""""""" k=2) Vﬁm 841 mm

Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

B

D

2 Figuren heif3en dhnlich,
wenn sie gleiche Seitenverhéltnisse und gleiche Winkel haben.
Symbolisch: AABC ~ AAB'C'.
2 Dreiecke sind dhnlich, wenn sie libereinstimmen:

¢in 2 Winkeln

« im Verhiiltnis der 3 Seiten (MaBstab)

¢im Verhailtnis von 2 Seiten und

b: b =c:c' dem eingeschlossenen Winkel
es gilt auch
b:c=b":c' A

¢im Verhailtnis von 2 Seiten und

' ' b' ' dem Gegenwinkel der groBBeren Seite
b >
b'> g ﬂ
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Strahlensitze: Geradenkreuzung mit 2 Parallelen

1. Strahlensatz ohne Querstrecken 2. Strahlensatz mit Querstrecken
\
a X
----- 7 A -1 € _u_ ¥
a_b w X y
X
v b4 u v X Y = w
a b u X
u_v §=%
x_a_u ¥
Yy b v
—a_b
X Y
§=§ u_v w
a b =X
-
__________ ol y
Scherung
Eine Abbildung heifit Scherung mit Fixgerade g=g'
Achse a und Scherwinkel 6, wenn gilt: oy P
Die Gerade durch Urpunkt P und M
Bildpunkt P' ist parallel zur Achse a AV aeeaV,
und <PAP' =@. < )
A ist senkrechte Projektion von P in a: N\
Das Lot durch P auf a schneidet a in A. P P
imBildist  eg
6=39° SR\ e

Die Achse ist Fixpunktgerade a=a A=Al

Invarianten: Parallelitiat, Teilverhaltnis, Flacheninhalt
Zudem gilt: a ist Fixpunktgerade.
Jede Gerade parallel zu a ist Fixgerade.
Scherung nach links: 6 > 0°
Scherung nach rechts: 6 < 0°



Lagen von Geraden und Ebenen im Raum 65

2 Punkte legen eine Gerade fest.

Parallele Geraden Schnittpunkt Windschiefe Geraden
p”q unv= {S} d(h7g) = d(h’h') h
¢=<(p,q) =0° d@u,v) =0 )\/:g/
PR
X4 b \u \ B
/ b X & \e— gy
. S Stand V . /0?/ &
4 o 7 & Y h'\ist senk- -,
J/ \ rechteProjektion \ o

von h in E
Parallele Geraden oder sich schneidende Geraden liegen in einer Ebene, windschiefe
nicht. Der Abstand d ist die Lange einer Verbindungsstrecke, die auf beiden Geraden
senkrecht steht. Der Winkel zwischen den Geraden ist ¢; bei windschiefen Geraden

verschiebt man die eine, bis sie die andre trifft, und nimmt den Schnittwinkel. _?_
Gerade und Ebene E
h liegt in E p ist (echt) parallel zu E g Schnittpunkt R
hcE pll E D gnE={S} E
Z ¢=J@gg) M
2 E

4 4 . - (N
// < ; = CN oS |}
£ p ist senkrechte g' ist senkrechte £ \ E

Projektion von pin E Projektion von g in E

Der Winkel zwischen Gerade und Ebene ist der Winkel zwischen der Gerade und
ihrer senkrechten Projektion in die Ebene.

Sonderfall: 1ist senkrecht zu E.
Die Gerade |l ist Lot der Ebene E,
wenn sie senkrecht ist zu 2 Geraden
der Ebene, die nicht parallel sind.
Ein Lot der Ebene ist senkrecht

zu jeder Gerade in der Ebene. 1LE und 1Lh
. .. . @?ﬁt
lee 4 Falle s1e}}t man T Dreieck RST in
beim Wiirfel mit der wahrer Grof3e
Kantenlédnge k.
pllE ko r=kvs
Lot TR LE . (o
fcE 3 I L kv2
rnE= {S} ¢ = q(ry ) ~
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Lagen von Geraden und Ebenen im Raum

3 Punkte legen eine Ebene fest,
wenn sie nicht auf einer Gerade liegen.

E und F sind parallel E und F schneiden sich
||E||F | EnF=s
u, |[u, und v; || v, ¢ =<AEF)
utry; und ugttv,

Der Winkel ¢ zwischen
E und F ist der Winkel
zwischen 2 Loten der
Schnittgerade:
das eine in E,
das andre in F.

5 &

Der Abstand d von E und F
ist die Lange der Lotstrecke,

die E und F verbindet.
2 Ebenen stehen senkrecht,
wenn die eine ein Lot der
< andern enthélt.
<%
X o
VA \

Blick in Richtung [
Schnittgerade s

B KpS/E

Lot von|E fe\

Der Winkel zwischen
2 Ebenen ist so grof3
wie der Winkel zwi-
schen 2 Loten dieser

E .
benen L1, Le, Ls sind

Lotebenen von E.



Lagen von Geraden und Ebenen im Raum: Beispiele

Die 3 Lagebeziehungen von Ebenen

sieht man im Wiirfel mit der Kantenldnge k.

echt parallel D G, d(D,G) =k

Schnitt GnF=s,

Gerade - Gerade
AB || DF
< ABC =60° (gleichseitiges Dreieck)
<X ABF =90° (gleichwinklige Raute)
< (AB,DC) = < (AB,BE) = 60°

Gerade - Ebene
CD || ABE (wegen CD || EB)
AF 1 BCDE
< (DF,BCDE) = < (DF,BD) = 45°

Ebene - Ebene
ABC || DEF
AEFC L BCDE
¢ =< (DFE,BCDE) =~ 55°
Benachbarte Seitenflachen bilden
einenWinkel von 2¢ ~ 109°.

¢ =<(G,F) = 45°
senkrecht E L F, denn F enthélt s (Lot von E)

s/

Wk

k
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68 Polyeder (Vielflache)

Polyeder sind Korper, die von ebenen Flachen begrenzt sind wie:
Wiirfel, Quader, Spat, Prisma, Pyramide, ...
Eine Raumdiagonale verbindet 2 Ecken, ist aber keine Kante.
Liegen alle Raumdiagonalen im Innern,
dann heifit das Polyeder konvex, sonst konkav.
Fiir konvexe Polyeder gilt der
Polyeder-Satz von EULER: e+f=k+2,3
e Eckenzahl, f Flichenzahl, k Kantenzahl

Wiirfel, Quader, Spat
Das einfachste Vielflach ist der Wiirfel. Er ist begrenzt von 6 Quadraten.

Normalbild Kante a = Schragbild
S
T Flachendiagonale f
E f=av2 a
Ié Raumdiagonale . 2
a r=ay3
8 :
E Die beiden Wiirfelbilder entstehen als Schatten bei Beleuchtung mit Parallel-Licht: Beim
T Normalbild treffen die Lichtstrahlen senkrecht auf die Bildebene, beim Schrégbild schrag.
R Die in die Ebene ausgebreitete Oberflache heifit Netz. |
é Es gibt 11 Wiirfelnetze, zum Beispiel L | |
Ein Wiirfel hat 8 Ecken
12 Kanten der Lénge a | Oberfliche S = 6a2 |
6 Flichen vom Inhalt a2
12 Flichendiagonalen der Léinge a /2 |V01umen V=ad |

4 Raumdiagonalen der Linge a ./3

Ein Quader ist begrenzt von 6 Rechtecken.

Normalbild

Quadernetz
in wahrer Grof3e

c

Schrégbild [P




Wiirfel, Quader, Spat

Ein Quader hat 8 Ecken

12 Kanten, je 4 der Léange a, b, ¢
6 Flachen, je 2 vom Inhalt ab, ac, bc
12 Flachendiagonalen, je 4 der Linge

Oberfliche

S =2(ab + ac + bc)

JaZ+bZ | Ja2+c?, Jb2+c2 | Volumen V = abc |

4 Raumdiagonalen der Lange

/a2+b2+c2

Das Spat hat auch den weniger gebriauchlichen Namen »Parallelepiped«.
im Flussspat.

In der Natur findet man seine Kristallform im Feldspat und
Ein Spat ist begrenzt von 6 Parallelogrammen.

Prisma

Ein gerades n-seitiges Prisma ist begrenzt von:

2 parallel-kongruenten n-Ecken (Grund- und Deckfliache)

n gleich hohen Rechtecken (Seitenflachen).
Die n Rechtecke bilden den Mantel.

3-seitiges gerades Prisma

Vo7, et
\

5

' Hohe h

Oberfliche S=2.G +u-h
u ist Umfang der Grundflache G

h
Volumen V =G-h Netz des 3-seitigen
geraden Prismas (links)
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Prisma

Ein Prisma heif3t schief,
wenn sein Mantel aus (echten) Parallelogrammen besteht.

*“
Q G

S .

5 Vi

"

\

Die n-seitige Pyramide ist begrenzt von einem n-Eck als Grundflache G
und n Dreiecken, die sich in der Pyramidenspitze treffen.
Die n Dreiecke bilden den Mantel.

Eine Pyramide heifit regelmafig oder regulédr, wenn G ein regelméfliges n-Eck ist.
Liegt die Spitze S in der Hohe h senkrecht tiberm Mittelpunkt M der Grundfléche,
dann heifit die Pyramide gerade.

Alle Mantelkanten m einer geraden Pyramide sind gleich lang.

3-seitiges schiefes Prisma

Volumen V = G-h

Pyramide

Volumen V = %G-h

Gerade quadratische Pyramide

Netz der geraden
quadratischen Pyramide




Pyramide

Eine Pyramide heif3t schief,
wenn die Spitze nicht senkrecht tiberm Mittelpunkt M der Grundfliche liegt.
Die Mantelkanten einer schiefen Pyramide sind nicht gleich lang.

S |

Volumen V = %G-h

Schiefe quadratische Pyramide

Pyramidenstumpf

Schneidet man eine Pyramide parallel zur Grundfléche,
so entstehen eine Pyramide und ein Pyramidenstumpf.

Volumen V = %(G +VG-g+g)-h

Pyramidenstumpf

Polyeder: Die 5 Platonischen Korper

Ein regelméfBiges Polyeder ist begrenzt von gleichen regelméfligen n-Ecken.
Von jeder Korperecke gehen gleich viele und gleich lange Kanten aus.
Es gibt zwar unendlich viele regelmaflige n-Ecke,
aber nur 5 regelméflige Korper: die Platonischen Korper.
Jeder Platonische Korper hat:
eine Umkugel: auf ihr liegen alle Ecken,
eine Inkugel: sie beriihrt jede Seitenflache in derem Schwerpunkt.
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Die 5 Platonischen Korper
k ist die Kantenldnge

Umkugelradius r
Inkugelradius ¢

Oberflache F
Rauminhalt V

v

r=1./6k~0,612k

F=./3k2~1,732k>

41 ~ 1
_ —§£k~0,204k Vzﬁﬁk3
Regelméfliges Tetraeder .
3-seitige regelm. Pyramide | Hohe h = @ k ~ 0,816k ~ 0,118k
4 gleichseitige Dreiecke
4 Ecken, 6 Kanten
1
. r=/3k= 0,866k F = 6.k2
_ K3
o=1k=05k V=k
Regelm. Hexaeder, Wiirfel
6 Quadrate
8 Ecken, 12 Kanten
A F=2/3k2
" r=21/2k~0,707k ~ 3,464k”
V=1/2K
‘ 0= £/6k ~ 0,408k §
Regelméilliges Oktaeder ~0,741Kk3

8 gleichseitige Dreiecke
6 Ecken, 12 Kanten

&

r=3/31+./5)k

F=3./5(5+2./5)k?

\‘ ~ 1,401k ~ 20,646k2
- L /10(25+11./5)
N Q=35 10(25+11./5)k V= 1(15+7ﬁ)k3
4
Regelmafliges Dodekaeder ~1114k
12 regelméiBige Fiinfecke ’ ~7,663k?
20 Ecken, 30 Kanten
‘A r=1/2(5+/5)k F=5./3 k2
AA = 0,951k ~8,66k"
5
) _LAE+ Bk | V-HB+BHK
Regelmalliges Ikosaeder
~ 0,756k ~ 2,182Kk3

20 gleichseitige Dreiecke
12 Ecken, 30 Kanten




Zylinder

|
ockKreis,

h

Grund- und Deckfliche.

&

Ein Kreiszylinder ist ein Korper, der begrenzt ist L 8'
vom Mantel und 2 Kreisflachen als gi\ .
o\ Radiusr

Die Gerade durch die Mittelpunkte von Grund-
und Deckflache heifit Zylinderachse.

Der Kreiszylinder heif3t gerade,
wenn Grund- und Deckflache parallel sind
und senkrecht iibereinander liegen.

Y 9oYyoH

o/

Eine Mantellinie ist senkrecht zu beiden
Kreisflachen.

Deckfliche | Nty des geraden Kreiszylinders:

Deckflache, Grundflache, Mantel

2rn

Mantel
M =2rxn-h

Der abgewickelte Mantel M ist ein Rechteck mit den

GRundifachs Seiten Zylinderhohe h und Grundkreisumfang 2rr.

Grundfliche G =r2n

Volumen V = G-h =r?n-h

Mantelfliche M =2rxn-h

Oberfliche S =M + 2G = 2rn-h + 2r’n = 2rr(h+r) |

Ein Kreiszylinder heifit /

schiefer Kreiszylinder,
wenn beide Kreisflachen zwar noch parallel sind,
aber nicht mehr senkrecht libereinander liegen.

Auch hier gilt V= G-h =r’zn-h.

Grundkrei®
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Kegel

Ein gerader Kreiskegel ist ein Korper, der begrenzt ist von einer Kreisflache
als Grundfliche und einem Mantel. Die Spitze ist ein Punkt senkrecht tiberm
Mittelpunkt des Grundkreises. Die Gerade, die durch die Spitze und den Mittel-
punkt des Grundkreises geht, heifit Kegelachse. Eine Mantellinie s verbindet
die Spitze mit einem Punkt des Grundkreises.

Der abgewickelte Mantel ist ein Kreissektor,
er hat den Radius s und den Grundkreisumfang als Bogen.

_:"’| Netz des geraden Kreiskegels:
fﬁ) I Grundfliache, Mantel
Spitze 57 Mantel
M=rn-s
=2t
E S S* T
=
o
-
™

Grundfliche G =r2n
Mantelflache M =rn-s
Oberfliiche S=M + G =rn-s + r’n = ru(s+r)

Volumen V = % G-h= % r’n-h

Schiittkegel entstehen beim Aufschiitten von kornigem Material (Sand, Getreide...).
1 m3 Getreidekorner bilden einen Schiittkegel,

der Umfang des Grundkreises misst 6m.

Kreisumfang 2rr=6m=r= 3 m ~ 0,95m

Volumen V:—rnh:>h 6m 0,52m

Mantellinie = Jh2+r2 = m 1,09m

Mantelflache M=rns= —m n-s=3m-s ~ 3,27m?



Kegel

Ein Kreiskegel heifit schiefer Kreiskegel,
wenn die Spitze nicht senkrecht tiberm
Mittelpunkt des Grundkreises liegt.

Auch hier gilt V=1G-h=}r?n-h.

Kegelstumpf

Schneidet man einen geraden Kreiskegel parallel zur Grundkreisflache,
so entstehen ein Kegel und ein Kegelstumpf.

Kegelstumpf

Mantelfliche M =rs(r + R)
Oberfliche S=ns(r +R) + (2 + R«

Volumen V = 1 rth(r? + rR + R?)
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Kugel

Die Kugel ist eine Fldache im Raum.
Die Kugelpunkte sind von einem Punkt,
dem Kugelmittelpunkt M, gleich weit entfernt.
Diese Entfernung heif3t Kugelradius r.
Die Kugel ist der Korper mit vollkommener Symmetrie. :
Bei gegebener Oberfliche ist die Kugel e
der Korper mit grofitem Volumen.

Im Gegensatz zu Zylinder und Kegel lasst sich die

Kugel nicht in die Ebene abwickeln.

Oberfliche S =4r’n Volumen V = %r31t = %r-S

Kugelkreise
Kugeln und Ebenen schneiden einander in Kreisen.
Geht die Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt M,
dann entsteht ein GroBkreis, sonst ein Kleinkreis.

Bei der Erde gibt es einen besonderen Grof3kreis,
den Aquator. Die Meridiankreise (Langenkreise)
sind GroB3kreise durch Nord- und Siidpol; sie ste-
hen senkrecht auf dem Aquator. Im Unterschied
dazu ist ein Meridian (Mittaglinie) nur ein halber
Meridiankreis zwischen den beiden Polen.

Ebenen parallel zur Aquatorebene
schneiden die Erde in Breitenkreisen.

Meridiankreise
Langenkreise

Breitenkreise



Kugelzweieck und Kugelkeil

Das Kugelzweieck ist ein Teil der Kugel: es ist begrenzt von 2 Meridianen.

Der Kugelkeil ist ein Korper:
er ist begrenzt von einem Kugelzweieck und 2 Halbkreisflachen.

Kugelkeil
M

Mantelfléiche des Zweiecks M = 4rx- ﬁ, =2rp

i =43p. o _2.3,_
Volumen des Kugelkeils V = gr°n 360° ~ 3T B=

pn ist das Bogenmalf} von o

Kugelhaube (Kalotte) und Kugelabschnitt (Kugelsegment)

Eine Ebene zerschneidet eine Kugel in 2 Kugelhauben.
Der Kugelabschnitt ist ein Korper:
er ist begrenzt von einer Kugelhaube und der Schnittkreisfliche.

h, o2=h-(2r - h)

m Kugelsegment

Augelhadd®

Kugelhaube

Mantelflache der Haube M =2rx-h

Volumen des Segments V = %u-h2(3r—h)

h=h, oder h=h,
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Kugelzone und Kugelschicht

2 parallele Ebenen zerschneiden eine Kugel in 2 Kugelhauben und 1 Kugelzone.
Die Kugelschicht ist ein Korper:
sie ist begrenzt von einer Kugelzone und 2 parallelen Schnittkreisfléchen.

Kugelzone
T Kugelschicht

Kugelzone

Mantelfliche der Zone M =2rr-h

Oberfliche der Schicht S =¢2x +¢.2n + 2rn-h

Volumen der Schicht V = %n-h(3912 + 39,2 + h?)

Kugelsektor (Kugelausschnitt)

2 Kugelsektoren entstehen,
wenn man eine Kugel kegelformig vom Mittelpunkt her ausschneidet.

Kugelsektor

Oberflache des Sektors S =2rn-h + rng = 2rn-h + rn./h(2r-h)

Volumen des Sektors V = %rzn-h




Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck 0° < a < 90°

. 3 .
Sinus = Gegenkathete o sino = 2
Hypotenuse ° c
>
Kosinus = Ankathete £ coso = 2
Hypotenuse _g
-
@
_ Gegenkathete < _a
Tangens = “g'“mAnka Tots g tano = b
g
Kotangens = 2t ©  cota=}
Ankathete von o
Winkelfunktionen am Kreis Polarkoordinaten r,¢ Pol (0|0)
sina = %’ X =r-COoS @
P(x|y)
cosa == y =r-sing
tana = < r2=x2+y?
coto =2 tana = §
Veranschaulichung am Einheitskreis

cota - - cota

3
s
&
-~
-1 CcoSs o | 1 ;1 P COS O 1
II.Quadrant I 11111 TV I.Quadrant
sino |4 | g | ==
coso |4 | == |4
tano |4 | =g | =
ITI. Quadrant coto |+ | = |+ | — IV.Quadrant

cota cota

M=O=-MES0Z200=—20—
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Exakte Werte
Wichtige Winkel
o 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
sino 0 % %ﬁ %ﬁ 1 0 -1
coso 1 %ﬁ %ﬂ % 0 -1 0
tano 0 %ﬁ 1 3 nicht def. 0 nicht def.
cotot| nicht def. J3 1 %ﬁ 0 nicht def. 0
Weitere Winkel
o 15° 18° 22,5° 36° 54° 72° 75°
sinet| 128 | 5-1) | Lfmz | Lf02f 2/B+1) o5 | LR+
cosa| 1pv3 | Lov2s | Lov | LBy | 3025 | LB-1) | L2-
tano) 2-5 |1/2510/5 21 J5—25 |5/25¢10/5| J[5+2./5 2+./3
Negative Winkel Funktion und Kofunktion

sin(-a) = —sino

cos (-

o) =
tan(-o) = —tano
cot(—a)

cosa

=—coto

sin(90° — o)) = coso.

c0s(90° — o) = sino
tan(90° — o) = coto
cot(90° — o) = tana

Beziehungen

»Trigonometrischer Pythagoras«

(sino)

2+ (coso)?=1

tano =

sino
cos o

cota =

cos ol
sino

1+ (cote)? = —1

(sina)?

Umrechnungen fiir 0° < o < 90°

. tano 1
sina, = J/1-(cosa)? = =
( ) J1+(tano)2  ,/1+(cota)?
: 1 coto
coso = ,/1—(sina)? = =
( ) J1+(tano)2 . /1+(cota)?
tano = sino. _ J1-(cose)? _ _1
1—(sin 01)2 cos . cota
_ Ji-(sina)? _ COS O 1
cota = sino © [i—(cosq)?  tano



Zuriuckfithrung auf spitze Winkel: Reduktionsformeln

II.Quadrant III. Quadrant IV.Quadrant
90° < a0 < 180° 180° < a0 < 270° 270° < o < 360°
sinoe= sin(180° — o) sino = —sin (o — 180°) sino = —sin (360° — o)
coso = —co0s(180° — o) coso=—cos (o — 180°) coso.= ¢0s(360°— o)
tano = —tan(180° — o) tano = tan(o - 180°) tano = —tan(360° — o)
coto = —cot(180° — o) cotou= cot(a — 180°) coto = —cot(360° — o)

Vielfache, Summen und Differenzen, Additionstheoreme

sin2o = 2-sino - coso

. 2-t

cos2a = (cos0)? — (sino)? tan2o = 1-@223)2

=2(coso)?-1=1-2(sine)?
sin3o = 3-sino — 4-(sino)® tan 3o - 3-tana-(tana)?
cos3o.=4(cosa)? — 3-cosa 1-3(tana)?

. 1.2 _ 1-
(sinlo)?=1(1-cosa) (tan g o)? = 37022
12=1 1, _ 1-coso _ _sina
(COSZO() 2(1+COSOL) JDa‘“Z(X_ sino. ~ 1+coso

sin (o + B) = sino. - cosP + coso - sinf3

sin(o — B) = sina. - cosP — coso - sinf

tan((x + B) _ _tana+tanf

" 1-tana-tanp

cos(o. + B) = coso - cosP —sino - sinf tan (o — p) = ~tanc—tanB

cos(o. —B) = coso - cosP + sino. - sinf3

" 1+tano-tanP

sino +sinp = 2-sinl (o +p)-cosi (o P)
sina —sinp = 2-cosi (o +B)-sin} (o - p)
cosa +cosP= 2-cosi(a+p)-cosi(a-p)

. . 2-sino - cos
coso — cosf =—2-sin (o + B)-sin (o - B)

2-sino-sinf = cos (o — B) — cos (o + B)

2-coso.-cosf = cos (o — B) + cos (o + )

B =sin(o - B) + sin (o + B)

Periodizitaten (k € Z)

sin o = sin(o + k-360°) Periode 360°
tan o = tan(o + k-180°) Periode 180°

cos o = cos(a + k-360°)

cot o = cot(o + k-180°)
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Satze furs Dreieck

a:b:c = sina:sinf : siny

Sinussatz

oder

Kosinussatz

c? = a2+ b% - 2ab-cosy

b? = a2 + c? - 2ac-cosP

aZ="D2+ c¢2 - 2bc-cosa

Tangensssatz

atb _ tan %(oﬁ B)
a-b tan%(a—[i)

ate _ tand(a+y)
a-=c¢ tan%((x—y)

o
+
o

b+c _ tanj(B+v)
b-c  tanj(p-v)

Halbwinkelsatz
2s=a+b+c

1. _ [(s=b)(s=¢c)
tan2oc = | So-a)

1p _ [(s—a)(s—c)
tanzﬁ = | S6-b)

1., _ [(s=a)(s=b)
tanzy = | S50

Projektionssatz
c=a-cosf + b-cosa
b =a-cosy + c-cosa

a=Db-cosy + c-cosf




Sitze fiirs allgemeine Kugeldreieck

Sinussatz
sina : sinb : sinc =sino : sinf : siny
Seitenkosinussatz
cosa = cosb-cosc + sinb-sinc-coso
cosb = cosc-cosa + sinc-sina-cos
cosc = cosa-cosb + sina-sinb-cosy

Winkelkosinussatz
coso=—cosf-cosy + sinf3-siny-cosa
cosP =—cosy-cosa + siny-sino-cosb
cosy =—coso.-cosf} + sino-sinf3 - cosc

Flicheninhalt
- _ 2 _ 2
. F-= % r‘m=r?x
oa+PB+7y>180 o=0+p+7y-180°, xist BogenmaB von o
NEPERregel fiirs
rechtwinklige Kugeldreieck rechtseitige Kugeldreieck

c 180°-y

90°-b 90°-a 90°-B 90°-a

Der Kosinus eines Stiicks ist gleich dem Produkt:

« der Kotangenswerte seiner Nachbarn

« der Sinuswerte seiner Nicht-Nachbarn
cosP = cotc-cot(90°-a) oder cosb = sina-sin(90°-f) oder
cosP = sino-sin (90°-b) cosb = cot (180°-7) - cot (90°—)
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84 Koordinatensysteme in der Astronomie

Horizontsystem mit Koordinaten: Hohe h, Azimut A

°
gimmelgy
: “g.
¢ G{
85@0&0\ ‘‘‘‘‘‘‘‘ " Zenit
> ;
s \., Polarstern
Himmels%Ez‘ ‘,:":
Nordpol \
----------------------------------------------------- Siid
Nord & T

M=M= 0Z200 ==

im Bild: ¢ = 50°

h ist die Hohe des Sterns < iiberm Horizont
7z ist die Zenit-Distanz
Azimut A ist die Himmelsrichtung von Siid in Richtung West



Aquatorsysteme

........ Sud

~\ ......‘-"’:::

Frihlings:  Himmels(
puhktg Siidpol \.

Nadir

N\
im Bild: ¢ = 50°

Festes Aquatorsystem
3 ist die Deklination des Sterns ¢, seine Hohe iiberm Himmelsiquator

Stundenwinkel t gemessen vom Meridian in Richtung West

Bewegliches Aquatorsystem
3 ist die Deklination des Sterns v¢, seine Hohe iiberm Himmelsiquator

Rektaszension gemessen vom Friihlingspunkt (beweglich) zum Stundenkreis.

Beachte: Auf der Erde ist jeder Langenkreis ein Meridiankreis (= Mittagslinie).

Auf der Himmelskugel gibt es genau 1 Meridian(kreis), er geht durch:
Zenit, Himmelsstidpol, Himmelsnordpol (Polarstern).
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86 Ekliptik und Sonnenbahn

Obere Kulmination
(hochster Sonnenstand)

N\,
Himmels-
Nordpol

Std

N\ Himmels-
\‘ Stidpol
AN

Unt Kulminati
ntere Kulmination im Bild: ¢ = 50°

(niedrigster Sonnenstand)

Die Ekliptik schneidet den Himmelsdquator im Friihlings- und Herbstpunkt

Sonnenbahn am 21.Juni Sonnenbahn am 22.Dezember

M=XX—-MS0O0OZ00=—0—|

Sonnen-

. untergang
. N\,
N nacht N

Sonnen-
untergang



Nautisches Dreieck

N e

Himmels- *
Nordpol

Nord """""""""

RS X R Himmels-
Sind von ¢, 3, h, t und A @' \. Stdpol
3 GroBen bekannt, dann lassen S ,0‘\’&' AN
sich mit sphérischer Trigonometrie T e et KN
die beiden anderen berechnen. Nadir ..~
180°-A __ Nautisches Dreieck bei

eniti/ S Sternuntergang

180°-t

A \ Siid

Sind von ¢, §, t und A
2 Groflen bekannt, dann lassen

sich mit der Neper-Regel die

beiden anderen berechnen.
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Kartesische Koordinaten-Systeme

2-dimensional

X2

P
yH
A

III IV

4 Quadranten

2 zueinander senkrechte Achsen

mit gleichen Einheiten

3-dimensional

111 X,
b IT

3 v
// | Z'.' I /4%:%
S

y o
VIII

v

Der VII.Oktant liegt unter dem III. Oktanten

8 Oktanten

3 paarweise zueinander senkrechte Achsen

mit gleichen Einheiten

Koordinatenrechnungen fiir 3-dimensionale Vektoren
gelten auch fiir 2-dimensionale Vektoren.
(Ausnahme: Vektorprodukt)

Punkte, Ortsvektoren

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLE>Z>

X3
2 D(oylg) < P13
p1lpg) = 3 (P12
3 8 P= P; = 4}
i [pz} [3] P(P1|P2|P3)
%, _ P@l4l3)
2 2

$



Vektoren

v, =—6 P(p4lpg) 25 -2 ‘
3 P(23) 8
v =5 / Q(CI1|QQ|Q3)]% ““““
T Qe84 _,
4V Il
2 X4 P(pqlpalps)
- P(2]4]3)
-9 o
Q(a4lag) X2
Q(-4(-2)
N _ . —_— o A q1 p —5
9Py 6 _ — _
v=PQ-Q-P-[(})-[§]  V-PQ-Q-P-|tn-|8
s e
QP=P-Q=-PQ =[{| QP=P-Q=-PQ=s
»Spitze minus Fufl «
Rechnen mit Vektoren im 3-dimensionalen Raum kelR
N N a4 kai
S-Multiplikation, Skalar-Multiplikation b=k-a=k- a2] = [kaz)
ag kag
k>1 0<k<1 k=0 -1<k<0 k=-1 k<-1
Verldngerung Verkiirzung Nullvektor Verkiirzung in  Gegenvektor Verlangerung in
Gegenrichtung Gegenrichtung
a a/’ a a a
. / /
= / - E
b=15a =05a b=0 b =-05a b=-a b=-2a

.. = 2, 2, .2 = N
Betrag, Lange |a|:a= = Jaj+tajz+az |k-a|:|k|-|a|:|k|-a

aq
ag
ag,

Dreieck-Ungleichung: | a+ B| = | §| + | §| =—a+b

. . =0 . . = ‘
Einheitsvektor a  in Richtung a a=4 >
N N N — 40 = 7
0 0 a
_1a - T=a

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLFE>Z>
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Skalarprodukt und Lange

Das Skalarprodukt der Vektoren a und b ist die reelle Zahl a - b.

RN aq b1
ac° b = [az] o bz] = a1b1+a2b2+a3b3
ag) \bg g
ab =a-b-cos ¢, 0°=¢p=180°
3 ° E =0 3 und B sind zueinander senkrecht a
oder einer von beiden Vektoren ist
der Nullvektor. g senkrechte
(orthogonale)
© e s e R Vektoren
aca=a :|a| :azzaf+a§+a§ Langenquadrat von a R
acb=0
Gesetze a°b=b-a §°(B+E)=§°B+§°E

(a~b)? = ab2 (k-a) o b=k(a o b)

Kein Assoziativ-Gesetz !

Entfernung PQ zweier Punkte Pund Q, Lénge | einer Strecke [PQ]

q1-P1
d2—P2

q3—P3

|- Pq - |Fa - [g-B] -

1= J(Q1—P1)2 +(qa—-p2)?+(q3-p3)?

P(2]4|3), Q(-3|-4|1)
1-PQ = (_2) _ [5%+82+27% = 93
-2




Skalarprodukt und Winkel

Winkel @ (0° = ¢ = 180°) zweier Vektoren aundb: cos 0= a°b 4.0

ab’
N —2 -~ 4
N a= ( 1 b = (—7)
/ Senkrechte Projektion a), L 0 5
! von bin a ach =-2-4+1-(-7)+0-5=-15

a=,4+1+0 b=./16+49+25
a a-b=./5-/90 =15./2,

RN AOA -0 N RN = g_o.lz = —_15 = __l_
ay, = aab -a’  acb=a-|ay| CSP=p "z /o
= ¢=135°

Sind a und b gleich lang, dann ist
a + b ein winkelhalbierender Vektor.

12 4 8
( 3| halbiert Winkel von (7 und —4), denn a=b=9
5 4 1
[uev]

0°=6=90°

u COS G =

Der Winkel zweier Geraden
errechnet sich aus dem Winkel
ihrer Richtungsvektoren.

. |uen|
cos (90°-6) =sin 6 = o 0=e=90°

n A Der Winkel von Gerade und Ebene

ﬁ i -'::\Aye(:‘(\te errechnet sich aus dem Winkel
G (8 S?e,?o-xe\gﬁop von Richtungsvektor der Gerade
/ A/ vongin® und Normalvektor der Ebene.

|men|

COS G = 0°=6=90°

Der Winkel zweier Ebenen errechnet sich
aus dem Winkel ihrer Normalvektoren.
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Vektorprodukt und Fliche

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vektoren a und b ist der Vektor axb

RN aq by aghg—asby
axb =|ay| x| by|=|asb—abs

ag bs a;bg—aghy

NN agbs—agbg streichen
Merkhilfen axb =|asb;—a;bs 3 negative Produkte
ajby—aghy +
I 3 positive Produkte
aai by
- = _ o .|aeba| _ > Jaghy| = fagby
B eﬁa2b2 IR aghs ©2 ‘33b3 © agby
egagbg

= (aghg—aghy)- :1 +(aghs—a bg)- ?2 +(a;bg—aghy)- ?3

Sind a und b nicht parallel, dann gilt:
« axb ist senkrecht zu a und senkrecht zu b
. 3, b und axb bilden ein Rechtssystem

. |§xﬁ| =a-b-sing, 0°< ¢ <180°
ist Flacheninhalt des Parallelogramms,
das a und b aufspannen.

. |axb| ist Flacheninhalt des Dreiecks,
das a und b aufspannen.

=) 4 1-5-0-(=7) 5 1
1) X (-7 = ( 0-4-(-2)-5 ) = (10) :5~(2)
0 5 (-2)(-7)-(1-4) 10 2)

Flacheninhalt des Parallelogramms

laxb| = (2) _5. @ _5../9 =15

N 5\ (-2 RN
Kontrolle: (axb)ea = 10)0( 1)2710+10+0=0, (axb)eb =20-70+50=0
10/ 0

NN

axb =

Sind a und b kollinear, das heift L
parallel (¢ = 0°) oder gegenparallel (¢ = 180°), dann gilt: axb =0
Gesetze

bxa =- axb ax(b+c)=axb +axc

k-(axb)=(k-a)xb = ax(k-b) =k-axb

ax(bxc)=(asc)b -(ash)-c

a0 RN A N A A AN AL A a1b1c1

(axb)x(cxd)=det(a,b,d)-c —det(a,b,c)-d, det(a b c)_ a5 by cy
agbgcg




Spatprodukt und Volumen

Das Spatprodukt der Vektoren a , b und ¢ ist die relle Zahl a o (ﬁxé)

-~ NN RN a1b1C1
ao(bxc) =det(a, b, ¢)=|agbyc,
azbgzcs

ae(bxc) =be(cxa) =co (axb)

Das von 5, b und ¢ aufgespannte Spat (Parallelflach)
hat das Volumen V = |§ ° (B xg) |

Die von 3, b und ¢ aufgespannte Pyramide
hat das Volumen V = % IQ ° (Bxé) |

1\ (-4 (7 1\ (-4 7
(72)0(( 5)>< 78)):det((72), ( 5), (—8)) =[-2 5-8
3 6 9 3 6 9 369

1.(5:9 - 6-(-8)) — (-2)-(-4-9 — 6.7) + 3-(-4-(-8) = 5.7)
93 +2:(-78) + 3:(-3) =93 - 156 - 9 =-72

Tetraeder

1-a P B 3-seitige Pyramide

1 —4 7
Das von (—2), ( 5) und (—8) aufgespannte Spat hat das Volumen 72.
9

3 6
1\ (4 7

Das von (72), ( 5) und —8) aufgespannte Tetraeder hat das Volumen 12.
3 6 9

Sind a , b und ¢ komplanar, das heif3t parallel zu einer Ebene,
dann ist das Spatprodukt gleich 0.

det(a, ﬁ, é) =0 & 3, ﬁ, ¢ sind komplanar
det(s, ﬁ, é) 0 & 3, ﬁ, ¢ sind linear unabhiangig
a= 1) b=(—2) c=< 1) det(a,b,c)=0 = a,b, c sind komplanar
-1 1 -3

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLFE>Z>
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Vektorraum

Definition Eine (nicht leere) Menge V heiflt Vektorraum,
wenn fiir ihre Elemente, die Vektoren, gilt

¢ Vst eine ABELsche Gruppe beziiglich der Verkniipfung +, das heif3t
a+beV a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)=a+l§+é

0 ist neutrales Element, Nullvektor a+0=a
_a ist inverses Element, Gegenvektor von a a-+ (- A) =0
¢ Die Vektoren lassen sich multiplizieren mit reellen Zahlen r, s
raecV, l.a=a r-(s-a) =(rs)-a
(r+s)~§=r-§+s-§ r-(§+§)=r-§+r-l§
In der Geometrie lisst sich v deuten
als Menge aller gleich langen und D
gleich gerichteten Pfeile.
(Schubvektor v)
v=AA'=BB'=CC'= ...
Im Bild ist jeder rote Pfeil A (B D
Reprasentant von Vektor v. C
Lineare Abhingigkeit
Die Vektoren a_l s a? s eens a_\n heiflen linear unabhingig genau dann,

wenn die Gleichung: ri-;i + rg-;g + ...t rn-;n =0
nur die Losung hat: r{=ry=...=1r,=0
Gibt es eine Lésung mit mindestens einem r; + 0,
dann heiflen die Vektoren linear abhangig.

Man sagt, ein Vektorraum V hat die Dimension n oder V ist n-dimensional,
wenn die Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren gleich n ist.
n linear unabhangige Vektoren bilden dann eine Basis. Jeder Vektor aus V lasst
sich eindeutig darstellen als Linearkombination der Basisvektoren.

2 Vektoren sind linear abhanglg oder kollinear: kollinear

Die Gleichung r- a+s-b=0 hat eine Losung mit r+0 oder s=+0, /'/a%

das heil3t, ein Vektor ist Vielfaches des andern, wie a= —; b abhiingig
=

2 Vektoren sind hnear unabhanglg

Die Gleichung r- a+s-b=0 hat nur die Losung r=s= Qhanglg

Diese Vektoren bilden eine Basis des 2-dimensionalen Raums



Lineare Abhingigkeit

3 Vektoren sind linear abhéingig oder komplanar:
Die Gleichung r-a+s-b+t-c=0 hateine Losung mit r+0 oder s+0 oder t+0,
das heif3it ein Vektor ist Linearkombination der beiden andern
er lasst sich darstellen durch die beiden andern, wie a=-% b _te

0\ -~ 1 N 2
1),b =(-2) und c =( 1
-1 1 -3

3 Vektoren smd hnear unabhanglg, bilden ein » Dreibein« :

0 1 2
sind komplanar, denn 5~( 1) + 2.[_2) = ( 1)
-1 1 -3

Die Gleichung r- a+s-b+t-c=0 hatnurdie Losung r=s=t=0

©,, &, und e, sind
linear unabhéngig,
bilden eine Basis des
3-dimensionalen Raums

Jeder Vektor ist Linearkombination der Basisvektoren.
= RN N N 3 3 N
v =3e;—4ey+2e; :(_4) = Evi.ei
2 £

LN N
v; sind die Koordinaten, v;-e; sind die Komponenten des Vektors v .

M=O=-MSO0OmME MIMANE=<ZLEF>Z>
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Teilung einer Strecke

A T B T teilt die Strecke [AB] im Verhéltnis T,
wenn gilt AT =1-TB

B rzbi i 1=1,2 oder auch 3

im Bild 1=2 0
T ist innerer Teilpunkt, wenn © >0 =1 AT T8 —
AB
™ o
T ist &uBerer Teilpunkt, wenn t<0 ™ o A B =TT 73
3 AT
T=— — <——
8 A B T T
Uberblick AB
-1<1<0 _0<t<l | 1<1T<00 T<—-1
A Mg B
| | | | N \ | |
Ortsvektor T vonT: T = AII;B t; = ai;:fi ,1+-1, i=1,2 oder auch 3
Schwerpunkt

n=2 Schwerpunkt S,

Mittelpunkt M der Strecke [AB] Al M B
M =1(A+B)
n=3 Schwerpunkt S
des Dreiecks ABC A(0[0) M, _— C(0l12) ))52
T~ Schwerlinien
A _ (0 B _/9 ~_/0
A=) B=(5 C=(p ™~ ™ 8 \
S =1(A+B+C) | SN \
SA =2.SM I\ M,
1 (0, (9),/0 a \
=3 (o) *(15)* (12) ¢
_1,0+9+0\ _1/9\ _ (3 p ey —[ ==
=3 (0s15012) =5 (27) = (5) | SB=2-SM, M.=1(A+B) N
S@319) g@ =2:SM_ s =%(K-| §+G)

Vx o B(9|15)



Schwerpunkt

n=4 Schwerpunkt S des Tetraeders ABCD

AN _ A A A
S= %(A+B+C+D)

SB=3-SSync
S(3]93) SC =3-SS,pp
Schwerlinien im Raum

Schwerlinien in den Seitenflachen

Seitenfldchen-Schwerpunkte
Sacs(3[9/0)
Sapp(4/8[4)
Sapc(1]7|4)
Spcp(4112[4)

ﬁ=3.SSBCD SiDZS‘SSAC

B

X3

-
(= C(0112/0)
B(9]15/0) .'X2
/0 N 9
A= (0) B = (15)
0 0
N 1 0+9+0+3
S =Z(A+B+C+D)= :Z(0+15+12+9) =
0+0+0+12

S(31913)

L

|

12
36
12

J-|

3
9
3

|
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Analytische Geometrie in der Ebene
Koordinaten-Bezeichnungen x,, x, oder x,y

Gerade mit Vektoren

JEEN

Punkt-Richtung-Form X = A+ V] v , v+0

2O Xy =aqtp-v
G@y Parameterform = - !
X(x4[xg) 2= ATV

X4|X

1, 2 Parameter pelR
allgemeiner

1] Geradenpunkt Normalform no(X-A)=0
Koordinatenform n;x;+nyxs+ny,=0

Hesse-Form

. . -0 20 =
Orientierung von n"so, dass n cA >0

: +1 —
KoordinatenForm = (n;x; +nyxy+ng) =0

Abstand Punkt-Gerade d = |Ho° (ﬁ—K)|

Gerade ohne Vektoren

Explizite Form xo,=m-x,+t

YA Steigungs- ]
X, drelecki m ubliche Form y=mx +t
i Steigung melR
-1
Achsen-Abschnittform % +¥ =1
Achsenabschnitte S t
| X
1 X1 Achsenparallele Geraden
| YA y=b
X=a b m=0
| a
|

Alaxlay) ¥ Zweipunktform i——}z-‘f = %Y—E-Z’Y (=m)
_Blbxlby) o

i >X  Punkt-Steigung-Form y=m(x-a,)+a,




Gerade ohne Vektoren

Z
Orthogonale Geraden
0°=¢<90° Bei zueinander senkrechten Geraden
ist die Steigung der einen gleich dem
negativen Kehrwert der andern.

my—my
1+m m,

tano =

Kreis
Mittelpunkt M im Ursprung X2 =2
Koordinatenform X +x3 = r2

oder xZ+y2=r2

Parameterform (Parameter ¢) X =r- (g?ﬁ) , 0°=9<360°

oder x=r-cosQ@ y=r-sin@Q

Mittelpunkt nicht im Ursprung (2—1\71)2 =r2

V. x Koordinatenform
» X9
X (xmmy)** (xp-my)’ =12
7 oder (x—mx)2+ (y—my)2 =r2
M(m L|m2)’ M(m, [m.) Tangente t im Beriihrpunkt B (2—1\7[)°(§—1\7I) =r2
* Y] Koordinatenform (x-m,)(by-m,) +(y-my)(by-m,) = r2
r X
\ X

7&{@ B(bylby) Allgemeine Form ax2+ay?+2bx+2cy+d=0,a%0
'V"‘\% Mittelpunkt M(—]agl |-£) Radiusr= % Jb2+c2-ad

Polar-Koordinatenform, Koordinaten g, ¢

Mittelpunkt M(m|p) Kreispunkt X(g|o)
2

9% — 2m-g-cos(p—p) + m2 =r
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Kegelschnitt: Kreis

Eine Ebene schneidet einen (Doppel) Kegel. Die Schnittkurve heiflt Kegelschnitt.
Ist die Schnittebene parallel zur Standebene,
so ist der Kegelschnitt ein Kreis oder im Grenzfall ein Punkt (Kegelspitze).

N
Kreis\\\ | I [/
6 =90° \\\\ \\ ie/\ // Schnittebene 1
|

\

11
Ny |
Entartung:\\////

Punkt
\\W Schnittebene 2

Die Schnittebenen
1Y sind parallel zur
/I Standebene




Kegelschnitt: Ellipse

Eine Ebene schneidet einen (Doppel) Kegel. Die Schnittkurve heiflt Kegelschnitt.
Ist die Schnittebene nicht parallel zur Standebene und die Schnittkurve geschlossen,
so ist der Kegelschnitt eine Ellipse oder im Grenzfall ein Punkt (Kegelspitze).

\ | =77/ Ellipse
\\ Ufﬂ Y<6<90°
e"w\\ /" Die Schnittebenen
S .
&%@P sind parallel
o \

Entartung
A Schnittebene durch
/i\ Kegelspitze: Punkt
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Kegelschnitt: Parabel

Eine Ebene schneidet einen (Doppel) Kegel. Die Schnittkurve heiflt Kegelschnitt.
Ist die Schnittebene parallel zu einer Tangentialebene,
so ist der Kegelschnitt eine Parabel oder im Grenzfall eine Gerade (Mantellinie).

Entartung
Schnittebene durch
Kegelspitze: Mantellinie




Kegelschnitt: Hyperbel 103

Eine Ebene schneidet einen Doppelkegel. Die Schnittkurve heifit Kegelschnitt.
Ist die Schnittebene steiler als eine Tangentialebene,
so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel.

[ 777
//
Hyperbel 7 o
0°<6<y /S

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLEF>Z>
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Kegelschnitt: Hyperbel

Eine Ebene schneidet einen Doppelkegel. Die Schnittkurve heifit Kegelschnitt.
Ist die Schnittebene steiler als eine Tangentialebene und geht sie durch
die Kegelspitze, so ist der Kegelschnitt ein Geradenpaar (Entartung).

|
N
w2
VTS
\\ \\ | // //I// g
R/ Entartung
N & Schnittebene durch
?’ <~ Kegelspitze: Geradenpaar
wé’ G6<Yy
.g? \ Standebene L Symmetrieachse




Allgemeine Kegelschnitt-Gleichung

ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + £ =0
beschreibt eine

Ellipse bl 1> 0
Parabel | falls z el 1=0
Hyperbel <0

und auch deren Entartungen wie Punkt, Gerade und Geradenkreuzung.
Der Kegelschnitt ist gedreht mit 6 gegen die x-Achse
c=a 5 =45°

c+a tan 28 = 22
c—a

>1 Hyperbel
Polarkoordinatenr, p: r=-—L— ¢ J-1 Parabel

1+g-cosg

Der Pol ist ein Brennpunkt. <1 Ellipse

Parabel

Abstand-Eigenschaft FX = XL

L Numerische Exzentrizitat
XL

Parameter p, Quermal} p
p>0

Zur Sehne y=mx+t ist der
konjugierter Durchmesser y=2£,

Leitlinie

Scheitel S
Scheitelgleichung y? = 2px

1
1Y
2 Tangente in A(a,|a,),
Polare zu A(a|a,)
x=rip y-ay=plx+a)

Achsenparallele Lage
Scheitel S(s,|s,)

(y-sy)?=2px -5,

er halbiert alle zugehorigen Sehnen.
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Ellipse

Grof3e Halbachse a waagrecht
Kleine Halbachse b senkrecht

H Hauptscheitel IA
N Nebenscheitel

OB FX + XFy=2a

L, L,
o) .
X
.8 Q
R =
= =
S 3
1
Abstand-Eigenschaft  F,X+XF, =2a
Lineare Exzentrizitit e = ./a2-b2
Numerische Exzentrizitit &= ¢ = = = 22X 4
a XL, XL,
Steigungen m,, my konjugierter Durchmesser = m,-m,=— —Z
. x2 y?
Mittelpunktform =+ =1
b2
Tangente in A(ax|ay) x-a, ya, _ L
Polare zu A(a,|a) aZz b2
Ach llele Lage, Mittelpunkt M(m,| (om ) mmy)®
chsenparallele Lage, Mittelpun (my|my) po i

Parameterform, Parameter 0° = ¢ < 360° X=2acoso

y =bsing
b2

Scheitelform, linker Hauptscheitel H; im Ursprung

Flacheninhalt

y? = 2px — 2x?, mit p=2

F =abr

a



Hyperbel

Reelle Halbachse a waagrecht
Imaginiare Halbachse b senkrecht

Abstand-Eigenschaft

Lineare Exzentrizitat

Numerische Exzentrizitét
Steigungen m,, m, konjugierter Durchmesser

Mittelpunktform

Tangente in A(a,|ay)
Polare zu A(a,|a)

Achsenparallele Lage, Mittelpunkt M(m,|m,)
Parameterform, Parameter 0° = ¢ < 360°

Scheitelform, linker Scheitel S; im Ursprung

Asymptoten

"
F,X - XFy| = 2a
N L1 L2 /
------------------------- b |
(~al0) B a
AN
'9 e 2
£ L :
§ ,f"’O/A}’ 4%\\ 3'-‘
5 g “ CD
Z P x?ﬂ 8(0(\\ —
,,'Q\o 2 i "
X y S
é& 2 3 1 ENS
¥ o
a’ | :
e | e

===2=>1

b
m,-meo= =
1727 32

x2  y?
az b2
XA yiay
a b2

(X_rnx)2 _ (y_l’ny)2

a? bz 1

X = a/cosg ©+90°, p+270°
y=btang

b2

2 _ Py2 it e
y4=2px + Ex,mltp—g

_4b
y—iax
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Analytische Geometrie im Raum
Koordinaten-Bezeichnungen x,, x,, X3

Gerade

Punkt-Richtung-Form, Parameterform

Parameter peR
g: X=A+pv, vi0
oder
g: X=A+ p,(ﬁ—K), BxA

i 6 -3
=3[+ 1
2 ll2

Besondere Lagen

Hat ein Richtungsvektor eine Koordinate 0, Hat ein Richtungsvektor 2 Koordinaten 0,
so ist die Gerade parallel zu einer Koordinatenebe.  so ist die Gerade parallel zu 2 Koordinateneben,
das heif3t parallel zu einer Koordinatenachse.

AXE' parallel zur xox3-Ebene
i — ‘31 +1 g parallel zur x,-Achse
4 1 i 1 -2
parallel zur x,-Achse B % T 8
= (-2 0
=== X =|-2|+4 3} a
1) "0 7
Xy
________ # I
X=|1]+ o} X =|4|+p-2 X=|-2/+p 0}
3 H -2 2 H 0 1 -2

parallel zur x,x3-Ebene parallel zur x;xo-Ebene parallel zur x3-Achse



Gerade 109

Spurpunkte sind Schnittpunkte von Gerade und Koordinatenebenen.

Sy ist der Schnittpunkt von Gerade und x,5-Ebene.
S35 ist der Schnittpunkt von Gerade und x,5-Ebene.
Sy ist der Schnittpunkt von Gerade und x,3-Ebene.

S45(?10?), 2. Koordinate = 0

=
=

6-3u="?
3+u=0 = p=-3
_3 2+2pu="7?
+ 1 SN 6 -3 15
H 92 Sys = 3)+(—3)( 1J:(0)
2 2 -4
813(15\0\—4)

ES13(15 0|- A
N 10]-4) N
RN RN N A
Lot 1 von Punkt P auf Gerade g: X=G+ugVv L
LotfuBpunkt F, Abstand d von Punkt P und Gerade g: d = PF Y
F liegt auf g: )? = §+ uFG mit Parameterwert pp }.
« Lotebene L zu g durch P 30(?{—13) =0 S
¢ Schnitt von L und g Go(§+ qu—ﬁ) =0 |(.:|
1\ ((2) (5 E
e L)

o(P- -1) \\4

= E=6) F= 1—11 G
vov

S :
-1/ \~1 0

1\ (-3
5 (1 ( 4)( _3) l\I?

< A1 3/ _-18 _

X=13+u HP= =g T 18 T
R
I
E
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g:f(:éuﬁ komplanar h:§=ﬁ+u\7, det(Gﬁ,ﬁ,$)=0

_ .
u, v kollinear

G@, ¥ nicht kollinear

_ .
u, v kollinear

Gﬁ, 1, ¥ kollinear

ﬁ, ¥ nicht kollinear

(ﬁ, 1, ¥ nicht kollinear

— N

GH, u, v komplanar g und h sind identisch GH, u, v komplanar
g und h echt parallel g=h g und h schneiden sich
N /
N</>H ok N
u ghiliN N G
&<fj\\§ H\ng\\ \\\\
IS
~
& h h/

W:ﬂs)

v=ku, vlu
Kollineare Richtungsvektoren:
g und h sind parallel

(Im Bild ist k = -2).

Abstand d der Parallelen =
Abstand eines Aufpunkts von
der anderen Gerade.

Im Bild ist d = GF}, = 3.

Sonderfall: GH IIG IIG
Beide Gleichungen beschreiben
ein und dieselbe Gerade,

g und h sind identisch
g=h

(s34

(—?) S(6]-1]8) coso =

N

7
X =

2|+
& H

-1
1
-3

S(61-113)

7

o

Jeka, vHa
Gﬁ, \Ar, u sind komplanar
g und h schneiden sich
in einem Punkt S.
i (oder A,) ergeben sich aus
der Schnittgleichung

§+7ﬁ = ﬁ+p$

2 -2 7 -1

(1)) =) el

3 0 6 -3
X1 2-20=T7-p

II 1+A=-2+p

I 3+0A=6-3u = p=1
I* A=-2+p-1=-2+1-1=-2

2+1+0| _ 3 ~ d
T = T 0,404 = ¢ ~ 66,9




[ N =

g:X=G+Au h:X-= ﬁ+u$ det(Gﬁ, ﬁ, 3) #0 g und h sind windschief

F,(818]4)

ST
|

\%

PEL NN
uev

Winkel ¢ ‘
u-v

von g und h cos ¢ =

GH s v , u sind nicht komplanar
Abstand d von gund h d = F,F,

_|=2-1+0] _ 3 ~ °
cos @ = 75./18| ~ 790 0,32 = ¢ = 71,57

Berechnung der Lotfupunkte F, und F,

Methode »Allgemeiner Punkt« X, = G+ , f}l =H+ u§

X X ou = (H+pv—G-Au)ou=0
£ h>li (A “X N f)f }:Parmneterkundufﬁr F,und Fy,
X Xpov=(H+pv-G-Au)ev=0

7 1 2 -2 -2 7 1 2 -2 1
(R R R A RO (R G R K A CIR
0 4 3 0 0 0 4 3 0 4
I 2-3u-51=0 II -5+A+6p=0
aus I und IT ergibt sich: . =—1 = F,(4(0]3) p=1 = F,(8/8]4)

AN AN AN _2

Methode »Vektorkette « verwendet Lotvektor n =uxv :( 1) X

RN N 0

GH+HF, +FF +F,G=0

NN N -~ N -~ -~ H"Gﬁ 1 4 5

€ GH +pv +6n +Au =0lon = 6=- - a-(SH 8) =-1
1) \-3
Abstand d = |[6:n| = |-1-9/ =9
6 eingesetzt in & liefert die Parameter A (= 1) und p (= 1) fiir F, und F,

1y (4
—1)2(8), n%=81
4) \1

Methode »Formel « verwendet Lotvektor n =uxv = ( 1) X 71) = (8), n? =81

0 4 1
.e _ 1 _ 1 —81
A fiir F, k—pdet(GH,v,n)_ﬁdet((_g),(_i), §)> g
. _1 ag _1 _ 81 _
p fir Fy, u—pdet(GH,u,n)—é—idet((_g),( (1)),(51;))_8-1 =1

A =—1 liefert F,(4/0(3) p =1 liefert F;,(8/8]4)
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Ebene
Punkt-Richtung-Form Normalform
Pal;almfterforril E: he (i_z) -0
E: X=A+hutuv N
A Aufpunkt, Parameter 4, p € R Normalvektor n senkrecht zu E

Koordinatenform

AN AN
Spannvektoren u, v nicht kollinear E: nyX;+NyX,+ngXg+n, = 0

ny= ok

im Bild: n =

ny -3
ny| = ( 0
ng 1

Determinantenform

erzeugt Koordinatenform direkt aus Parameterform

—_ N N
det(AX,u,v)=0
X;-0-3 0
Xg=2 0-2
x3-1 1 1

Beispiel oben = (x4—-0)"2-(x9—-2)-(-3)+(x3-1)-6 =0

Achsenabschnittform
(a410]0), (0]ay|0) und (0|0]ag) sind Schnittpunkte von Ebene und Koordinatenachsen

X X X
X% % _q
a  ag ag

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLE>Z>

2x4 3%y | 6x3
12 T 12 T 12
die Achsenpunkte sind (6]0]0), (0|4]|0) und (0|0]2).

von oben 2x;+3x,+6x3 =12 |:12 = -1 = % + 2
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Spurgeraden sind Schnittgeraden von Ebene und Koordinatenebenen
S49 ist die Schnittgerade von Ebene und x,,-Ebene

845 ist die Schnittgerade von Ebene und x,5-Ebene
Sgg ist die Schnittgerade von Ebene und x,5-Ebene

Parallelitat zu einer Koordinatenebene
Normalvektor: genau 2 Koordinaten = 0

parallel zur x,x5-Ebene parallel zur x,x5-Ebene parallel zur x,x,-Ebene

Parallelitit zu einer Koordinatenachse
Normalvektor: 1 Koordinate = 0

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLFE>Z>

parallel zur x,-Achse parallel zur x,-Achse parallel zur x;-Achse



114

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLE>Z>

Hesse-Form einer Ebene

E: nix +nox,+ngxs+n, =0

Normierung Division durch n =|n| =, /nf+ng+ ng: Ill(np(1 +NyXy+NgXg+n,) =0
1
Hesseform Ey;  +>(nyx; +nyX, +ngxg+ny) =0
Orientierung falls nyg+0 Vorzeichenwahl so, dass beim Einsetzen
von X, =Xy =X3=0 die linke Seite <0 ist.
Der neue Vektor @ ist Einheitsvektor (Hesse-Vektor),
ng zeigt vom Ursprung O in Richtung Ebene E.
-1

E: —-x-2%,+2x3+6=0, n = (—3), n=3 Normierung: —%x1—§x2+§x3+2:0

Orientierung: (0/0]|0) eingesetzt liefert linke Seite = 2 > 0, also Vorzeichenwahl —

Hesse-Form Ep: %xi +§x2—§x3 -2=0

Hesse-Vektor




Abstand d von Punkt X und Ebene E 115
Mlt E(X) = n1X1 + H2X2 + n3X3 + IIO gllt
Punkt X hat von der Ebene E den Abstand d = |[Ex(X)]

e E4(X) =0: Punkt X liegt in Ebene E
e E(X) < 0: Punkt X und Ursprung O liegen auf der selben Seite von Ebene E
e Ey4(X) > 0: Punkt X und Ursprung O liegen auf verschiedenen Seiten von E,

die Ebene E liegt zwischen Punkt X und Ursprung O

J

%ffffiiﬁﬁwawm

_9=90

%)

1 2 2
Ex(X) = 5%, +5X,-5X3-2

Ey(P(7]14]0) = 1-7+2-4-2.0-2 =+3  EyQ(-1[2/3)) = 3-(-1)+%-2-2-3-2 =-3
P und E haben den Abstand d = 3, Q und E haben den Abstand d = 3,
E liegt zwischen P und O Q und O liegen auf der selben Seite von E

Jede Ebene teilt den Raum in einen positiven und negativen Halbraum.
Der Normalvektor (n oder ny) zeigt in den positiven Halbraum.
Liegt X im positiven Halbraum, dann ist E(X) > 0.

M=O=-MZO0OmME MIAVNE=<ZLFE>Z>
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Ebene E und Gerade g
AN n N —_\ N AN AN
E: E(X) = nyx; +ngXy+ngxXs+n, =0 mit n = n; (#0) oder E: X=A+Au+uv
N n3

g X= é+g?

E und g sind parallel: ner =0 oder det(;, u , 6) =0

E und g sind echt parallel: E(G)+ 0 gliegtin E: E(G)=0

| _
e B3xy 2o+ O%a~ 12=0

E und g haben 1 Schnittpunkt S: nor +0 oder det(;, ﬁ, 3) 0
Der Parameter @ fiir S ergibt sich beim Einsetzen von @+g; fir X in E.
~ 5 (-5 5 -5+5
G+or = (—5) + 9(5) = (_5+5§) eingesetzt in E: 3x,+2x,+6x3-12=0
-2 4 —2+49
3(=5+50) + 2(-5+5¢) + 6(-2+4¢) = 12 = —37 + 49¢ = 12 = ¢=1 = S(0]0|2)

-------------- iy (& / iojektion

z\ von g \“E
o

81
B 3xx+‘2*’42+6"3”ﬂ:0
3 5
. 21{3)
ittwi °_g) = (T _ g ing=-%/_"4/__7 ~ o
Schnittwinkel 6 cos(90°-6) — =sine SinG = — o6 /68 = 6%59,5



Symmetrie-Ebene, Spiegelungen

Symmetrie-Ebene S, mittelsenkrechte Ebene S zweier Punkte A, B
Mittelpunkt M von Strecke [AB]: M = %(A+B)

NN o Ehere S,
Normalvektor von S: n=B-A (oder n=A-B) Symetnie: d

S: no(X-M)=0 :
[A(7]4]0)B(5/0/4)] hat den Mittelpunkt M(6]22), Jon
M ist Aufpunkt von S.

~ /(5 7 -2 1
Normalvektor von S: n = (0) - (4) = (74)||( 2)

s(Jlge

Spiegelung eines Punkts P an einer Ebene E: n o(i-K) =0

Die Lotgerade |1 durch P in Richtung n
I X=P+ un schneidet E in S.

Spiegelpunkt P': P'=S+PS
PS ist der Abstand von Punkt und Ebene.

Spiegelung eines Punkts P an einer Gerade g: X=G+\
Die Lotebene L durch P mit Normalvektor u
L: u o(i—ﬁ) =0 schneidet gin S.
Spiegelpunkt P': P'=S+PS

PS ist der Abstand von Punkt und Gerade.
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Ebene E und Ebene F
E: EX) = nyx; +ngxy+ngxg+n, =0 F: F(X) = m;x, +myXy+mgxg+m, =0
N nqg RN my
mit n = | ny mit m = | m,
ng mg

[N

E und F sind parallel: n und m sind kollinear, m=k-n oder nxm=0

E und F sind echt parallel: EnF = { } E und F sind identisch: E = F
F(X) ist nicht Vielfaches von E(X) F(X) =k-E(X)

A
N
A
L
Y E und F schneiden sich in einer Gerade s:
T n und m sind nicht kollinear, nxm # 0
I s ergibt sich durch Losen des
S Gleichungssystems E(X)=0 und
C F(X)=0; dabei wihlt man ein x;
IE als Parameter .
E Losung des Gleichungssystems
Xq = Xo = 2%, —
0 5 =4 X,=2x,-4
: X4 sel Parameter p
"él Wahl: x, sei P
T Xy = L 0 1
R Xg =—4 + 2y, s:X:(—4 + 1 2)
I Xo = 4 4 0
g =
E
(312
L —1 o] -1
Schnittwinkel 6: cose = [nem| cose= 21 _ 1 L gs 65,9°

n-m 3-./6 J6



Winkelhalbierende Ebenen und Ebenenschar

E: E(X) = n1x1+n2X2+n3X3+nO = 0 F: F(X) = m1X1+m2X2+m3X3+m0 = O
mit n = n; mit m = m;
ng mg
W, und W,, halbieren Jeder Punkt von W, (W,) hat von E und F
die Winkel von E und F den selben Abstand: |Ey (X)| = |[Fy (X)],

W; (X) = Eg(X) + Fg(X) =0
W, (X) = Egg(X) - F(X) = 0
Eg und Fy; sind die Hesse-Formen von E und F.
Fall Iﬁ | =| m |, Hesse-Form nicht nétig:
W, X)=EX)+FX)=0
W,X)=EX)-FX)=0
: 63’60 F(X) = 2X1—X2+2X3—10 = O
Wegen In|=|m|=3
W, X) =EX) -F(X) = —x,+3x9 =0

Ebenenschar S,

Enthalt die Koordinatenform auch einen Parameter a,
dann beschreibt sie eine Ebenenschar. a heifit Scharparameter.

Sonderfall Ebenenbiischel: a tritt nur linear auf

S,X) =EX) +a-F(X)
¢ Schneiden sich E und F in der Gerade s, dann enthalten alle Scharebenen s.
s heiit Trigergerade.
Umgekehrt: Jede Ebene durch s ist auch Scharebene, mit Ausnahme F.
S.(X) =E(X) + a-F(X) = x;+2x5+2x3-10 + a(2x,-X,+2x3-10)
SoX) = E(X) = x4 +2x5+2x5-10
S;(X) =EX) + F(X) = x4 +2x5+2x5-10 + (2%, -Xg+2x3-10) = 3%, +X,+4x5-20
S | X)=E(X) - F(X) = x; +2%5+2x3—10 — (2%,-X5+2x5-10) = —x, +3%,
»S(X) = F(X) = 2%, —x9+2x3—10 «

= 0 6
Tragergerade s von S;: X = (0) + u( 2)

5 5

¢ Sind E und F echt parallel, dann sind auch alle Scharebenen echt parallel.
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Kugel

K ist die Kugel um Mittelpunkt M mit Radius r.

Vektorform

K: (X-M)” =2 K:

Koordinatenform
(x4-my)%+(Xg—my)?% + (X3 -m;)? = r2

(i—ﬁf—rz heif3it Potenz p von Punkt X beziiglich Kugel K.

D(8/10/16)>
7/

Kugel um 0(0]0[0) 8 |
mit Radius r )

Parameterform
Parameter: Léange A und Breite ¢
0°=A =360°
-90°=¢0=90°
RN COS CoS A
X=M-+r- (coscpsink )

sin @

p=0: Xliegt auf K
p < 0: X liegt innerhalb K
p > 0: Xliegt auB3erhalb K

D(8/10/16): p=0

D auf K
1(4]0]9): p=36-81<0
I innerhalb K,

Q ist Radius des

Kleinkreises um I

senkrecht zu MI

: e=4-p =35

%5 | A(13]15(9): p = 162-81> 0
A auBlerhalb K,

J/p ist die Lange

der Tangenten-

strecke [AB]

Jp =./81=9

A(13/15]9)

COSQ-CoSA
cos@-sin
sin @

X=r-
S




Kugel und Ebene

dM,E) > r:
A(M,E) <r:

d(M,E) =0:

dM,E) =1:

d(M, E) ist der Abstand v
on Kugelmittelpunkt M und Ebene E.

Kugel und Ebene haben keinen gemeinsamen Punkt.

Kugel und Ebene schneiden sich in einem Kreis
mit Zentrum Z und Radius q.

7(2]4|8) ist senkrechte Projektion von
M(0[0]12) in E: x,+2x9—2x3+6 =0
MZ = [Eg(M)| =6
?=r2-MZ2=81-36=45

Kugel und Ebene schneiden sich in einem Kugel-Grof3kreis
mit Zentrum Z =M und Radius ¢=r.

Kugel und Ebene haben einen gemeinsamen Punkt B,
E ist Tangentialebene von K mit Bertihrpunkt B.

Gleichungen der Tangentialebene
(B-M)-(X-B)=0
(B=M)+(X-M) = r2
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Kugel und Ebene

Polarebene zum Pinktf bgzﬁglich der Kugel K
(P-M)o(X-M) =r2

P auflerhalb K: Alle Kugeltangenten durch P bilden einen Kegel. Die Beriihrpunkte

P liegt auf K:

bilden einen Kreis; er ist der Beriihrkreis von Kugel und Kegel,
in ihm schneiden sich Kugel und Polarebene.

Polarebene von P(4,5|9|3) beziiglich Kugel um M(0|0|12) mit r=9

4,5 0 = 0 4,5 X1
(S-S 8 -0 = (5], 5] -

3) \12 12 -9/ | x4-12
4,5%4+9x9-9x3+108-81=0 = x;+2x,-2x3+6=0

Die Polarebene ist gleich der Tangentialebene in P.

P innerhalb K: Jede Ebene durch P schneidet die Kugel in einem Kreis k. Die

Kugeltangenten in k sind Mantellinien eines Kegels mit Spitze S.
Die Spitzen S erzeugen die Polarebene.



Kugel und Kugel

K, ist die Kugel um O(0]|0|0) mit Radius r, = 15, K, hat den Radius ry =9

1 gemeinsamer Punkt: Berithrung
MM, = [r, - r,| oder MM, =r, +r,

Bertihrpunkt
B(10]1015)

M 7
e\
J Tangentialebene
T: 2x4+2x9+x3=45 M,(16]16|8)

Kein gemeinsamer Punkt
M,M, < |r, - r,| oder MM, >r, +r,

1 gemeinsamer Schnittkreis
M,M, > |r; — 15| und MM, <r, + 1,

M,(12(12/6)

Schnittkreis um Z(8|8|4) Schnittkreis um Z (2| 2[1L2)
mit Radius ¢ = 9 mit Radius ¢ = 214 ~ 7,5

Schnittwinkel 6 ~ 53,1° Schnittwinkel 6 ~ 86,2°
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Relation

A und B seien nicht leere Mengen. Die Menge aller Paare (x|y) mit xeA und yeB
heifit Produktmenge AxB von A und B.
Eine Teilmenge der Produktmenge heifit Relation R.

A heifit Quelle, B heilit Ziel; x heifit Urbild, y heifit Bild.

""""""""""""""" (X1|Y1)
..... (X1IY2), 5
A (X2|Y3) B
Quelle """""""""""""" (X3 | Y 3) Ziel

(X4|Y4)

Die Menge Dc A der Urbilder x heifit Definitionsmenge.
Die Menge Wc B der Bilder x heilit Wertemenge.

»Ist Teiler von« ist eine Relation.

Quelle A={2,4,6,8,9) D={2,4,6,8)
Ziel B={10,12, 14, 16,17} W ={10, 12, 14, 16}
Relation R ={(2/10), (2[12), (2|14), (216), (4/12), (4/16), (6/12), (8|16)}

Funktion

Eine Relation heifit auch Funktion f, wenn jedes Urbild x genau ein Bild y hat.
Eine reelle Funktion f ordnet jeder Zahl xeDcIR eindeutig eine Zahl ye WcIR zu.

D heifit Definitionsmenge. Definitionsmenge
Die Menge der Zahlen y heifit D -
Wertemenge W. i

Eine Funktion wirkt

Schreib-, Sprechweisen: wie eine Maschine,

y=f(x) oder f: x> f(x) die ei]r;e Zahl x (Eingabe)
» ; ; « verarbeitet zu
x wird abgeblldet auf f(X) y= f(x) i y einer Zahl fi (X) (Ausgabe).
f(x) heilt Funktionsterm,
er gibt an, wie man den Wertemenge | \%Y |
Funktionswert y findet.

Die Definitionsmenge D; einer Funktion f ist eine Teilmenge der
Definitionsmenge Dy,) des Funktionsterms f(x).
Ist D¢ = Dy, so spricht man von der maximalen Definitionsmenge von f.



Funktion

Eine Funktion heifit surjektiv, wenn jedes Element von Ziel B ein Bild ist: W=B.
Eine Funktion heifit injektiv (eineindeutig),wenn jedes Urbild x genau ein Bild y

hat und umgekehrt.
Eine Funktion heif3t bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.
A=B=R
surjektiv y=tany W=R D=R\{k-n/2}, keZ
injektiv.  y = J/x W=D=[0;+00[
bijektiv y =2x W=D=R

Graph G; (Kurve, Schaubild)
Die Punkte (x|y), die die Gleichung y=f(x) erfiillen,
die Punkte (x|f(x)), und xeD;
bilden den Graphen G¢ der Funktion f. 1

Y Granh G .(X|f(x)) Der Kreis ist nicht
phGe S Graph einer Funktion.
y-Wert . D X
- - 1
Ordinate Der Kreis ist Graph
A x-Wert < einer Relation.
Abszisse x2 +|y2 =1

-1

Nullstelle x,€D; von f (oder von Gy):
f(XO) = 0
Eine Nullstelle ist ein x-Wert, v
in dem sich G; und die x-Achse treffen. 2 I U — b
(X0/0) ist Schnittpunkt von
Gy und x-Achse. 1

»Stelle« bedeutet in der Analysis immer
einen besonderen x-Wert.

XI=—1 Xo=2

y-Achsenabschnitt t von f (oder von Gy): 1 Nullstellen x;, x

t =1(0)
Der y-Achsenabschnitt ist der y-Wert, in dem sich G; und die y-Achse treffen.
(0[£(0) ist Schnittpunkt von G;und y-Achse.

f(x) = %(x+ 1)(x-2)%2 =0 = x=-1 (einfache Nullstelle), x=2 (doppelte Nullstelle)
fO)=t=2
G schneidet die x-Achse in (-1]0) und (2|0), die y-Achse in (0]2).
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Funktion: Symmetrie eines Graphen

Symmetrie eines Graphen zum Koordinatensystem se D;

G, ist symmetrisch zur y-Achse
fist gerade Funktion

f(-s) =1(s)

V 1 \V

f(x) = x%(x2-4)
f(-3) = (-3)2((-2)?-4) = (2 4) = £(x)

Allgemeine Symmetrie eines Graphen

Gy ist symmetrisch zur Achse x=a
f(a-s) =f(a+s)

Symmetrie-Achse

f(x) = (x2-x)(x2-Tx+12)
f(2-s) =s%-5s2+4
f(2+s) =s*-5s2+4

also Symmetrie zur Achse x=2

VNEN<L->2Z>

Gy ist symmetrisch zum Ursprung
f ist ungerade Funktion

f(-s) =-1(s)

f(x) = x(x2-4)
f(—x) = —x((-x)2-4) = —x(x2-4) = —f(x)
(ats) e € Dy
Gy ist symmetrisch zum Zentrum Z
f(a-s) + f(a+s) b

2
y
Gf
T Symmetrie-
Zentrum |
Z(alb) [/ .
T fla-9) f(a+s)
X
=t }
@ afs a a-g—s
;%SH%SH;

f(x) = -(x-2)2(x-5)
f(3-8)=s3-3s+2 f(3+s)=-s3+3s+2
Q(b);_f(w =2, also Symmetrie zu (3]2)



Funktion: einfache Transformationen 127

Aus Urbildern f und G entstehen Bilder g und G,

Verschieben Verschieben Verschieben
um b in y-Richtung um a in x-Richtung um a in x-Richtung
um b in y-Richtung
gx)=f(x)+b g(x) =f(x-a) gx)=f(x-a)+b
y

; |
g(x) =2(x-1)?

1

Spiegeln an x-Achse Spiegeln an y-Achse Spiegeln am Ursprung
g(x) =-f(x) g(x) = f(-x) g(x) =—f(-x)
y y y

f(x) = 2x2+4x+1 f(x) = 2x2+4x 41 f(x) = 2x2+4x+1

g(x) = 2x2-4x-1 g(x) = 2x2-4x+1 g(x) = 2x2+4x-1
Strecken aufs k-fache Strecken aufs k-fache Zentrisch strecken
in y-Richtung in x-Richtung von O aus aufs k-fache
g(x) = k-£(x) g = £(X) g(x) =k-£(¥)

X

) i | |

g(x) =0,5(x+1)(x-3)

@ '1 '1
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128 Funktion: Monotonie

Eine Funktion f heift im Intervall I
monoton zunehmend monoton abnehmend

wenn flir x; <x, in I gilt

f(x,) =£(xy) f(x,) z f(x,)
y y
%/ \%
G steigt monoton G féllt monoton
f ist nicht umkehrbar f ist nicht umkehrbar
S . S—r .

Eine Funktion f heifit im Intervall I

echt (streng) monoton zunehmend echt (streng) monoton abnehmend

wenn fiir x; <x, inI gilt
f(xy) <f(xy) f(x,) > f(xy)

Umkehrbarkeit
Ist eine Funktion in einem Intervall echt monoton, dann ist sie dort umkehrbar.

Monotonie-Kriterium

f'(x) >0, xel f'(x) <0, xel
f nimmt in I echt monoton zu f nimmt in I echt monoton ab
G steigt in I echt monoton Gy fallt in I echt monoton

VNEN<L->2Z>



Funktion: Extrema 129

f(a) heiit relatives Maximum von f, f(a) heif3t relatives Minimum von f,
wenn es eine Umgebung U(a) von a gibt, wenn es eine Umgebung U(a) von a gibt,

so dass die Funktionswerte in U(a) so dass die Funktionswerte in U(a)
nicht grofer sind als f(a). nicht kleiner sind als f(a).
Symbolisch: xeU(a) = f(x) =f(a) Symbolisch: xeU(a) = f(x) =z f(a)
(alf(a)) heit Hochpunkt, (alf(a)) heiBt Tiefpunkt,
kurz HOP kurz TTIP
Hochpunkt (alf(a)) Xq a Xg
/ N Ula) Umgelbung vonia X
f(a 5
a( )a 1
3|3 £ g
E|E 1
5| 5 ==
= | = Gy 518
n 2
HE G 8|
S| e Q|4
=13 2
&
f(a)
U(a), Umgebung vonia X [
Som— . < . .
X4 a X Tiefpunkt (a|f(a))
Ist der y-Wert eines Hochpunkts der Ist der y-Wert eines Tiefpunkts der
groBte vorkommende Funktionswert, kleinste vorkommende Funktionswert,
so nennt man ihn absolutes so nennt man ihn absolutes
(oder auch globales) Maximum. (oder auch globales) Minimum.

Oberbegriff von Maximum und Minimum ist Extremum oder auch Extremwert.
Oberbegriff von Hoch- und Tiefpunkt ist Extrempunkt.
Eine Funktion hat Extrema (Maxima, Minima),
eine Kurve hat Extrempunkte (Hochpunkte, Tiefpunkte).

HOP c
= HOP =
2 £ A
2|8 E Tlf/zg& o N
S|ZE PE 2|2 = A
= |2 X 2|2 =185 o L
ek EE 2|8 5y
& HE = ~
B 1
S| E S
215 HOP
<|=

3
—
av!
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Funktion: Beschrianktheit

Eine Funktion f mit y=f(x) heiflt
nach oben beschrankt,
wenn es eine Zahl S €IR so gibt,

dass f(x) =S fiir alle xeDy.

S heifit obere Schranke von f.
Die kleinste obere Schranke heif3t
Supremum.

Obere Schranken
HOP

Supremum
Maxillrnum

Supremum

Eine Funktion f mit y=f(x) heiflt
nach unten beschrankt,
wenn es eine Zahl S €IR so gibt,
dass f(x)z S fiir alle xeDy.

S heiflit untere Schranke von f.
Die grofite untere Schranke heif3t
Infimum.

TIP
i
| Untere Schranken

Infimum

P Infimum
Mlnulnum :

Funktion: Verketten

Die Verkettung der Funktionen f und g ist

v =g-f (»g nach f«
v(x) = g-f(x) = g(f(x))
D, = {xeDy| f(x)eD,}
fist innere Funktion
g ist duBere Funktion

w =f-g (»f nach g«)

w(x) = f-g(x) = f(g(x))
D,, = {xeD,| g(x)eDy}
g ist innere Funktion
fist AuBlere Funktion

oder

f(x) =sin(2x), De=1R, W;=[-1;1]

gx) = Jx,

v(x) = g(f(x)) = /sin(2x)
D, ={x| xe[k-n;k-n+%], keZ

f(x) =sin(2x) y

VNEN<L->2Z>

D,= R}, W,= R}

w(x) = f(g(x)) = sin (2./x)
Dw = IRS

v(x) = y/sin (2x)

1A
' X
-3z —21 - 1 1 T 21 3n 4n




Umkehrfunktion 131

Eine Funktion f heifit umkehrbar oder eineindeutig oder injektiv,
wenn verschiedene Urbilder x verschiedene Bilder y haben: x, +x, = f(x,) * f(x,)

f ist umkehrbar genau dann,
wenn jede Parallele zur x-Achse den Graphen G; hochstens einmal schneidet.

Die Umkehrfunktion von f heif3t f-1.
Funktion y=f(x) mit D; und W;
Umkehrfunktion x=f"(y) mit Dp1=W; und Wy =Dy

oder nach Vertauschung der Variablen x und y
Umkehrfunktion y=f1(x)mit Dp1=W; und Wp1 =Dy
2 Identititen f-1(f(x)) =x, xeD; f(f1(x)) =x, xeDps

Die Graphen von y=f(x) und y=f1(x), Gy und G,
liegen symmetrisch zur Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten.

Obacht: f(x)1=_L *f-1(x)

T f(x)
f(x)=y=3(x-8)2+2, ¥
2 Umkehrfunktion von f /
D;=[3;+00[ ,Wy=[2;+00[ T Z
auflosen nach x f(x) =3 +V2x -4 l5) 7 (4+ﬁ|4+@)
x=31+,2y-4 T Dyt =[2;+00] ( Sﬁ‘%ﬁ%&?"

wegen xeDy, also x23 1 Wit =[3;+00]
x=3+.2y-4 =f(y)
Dp1=Wp =[2;4+00[ 3l
Wit = D =[3;+00]

Koordinaten vertauschen 2

«/,
y=38+.2x-4 =f(x) //‘*'/
y=f1x)=3+./2x-4 1 /»’4"
Df*i = Wf‘ = [2,+00[ @/ | | X

Wt =Dp=[3;+00[

Ist f'(x) > 0 in einem Intervall I,
dann ist f dort umkehrbar.

Ist f'(x) < 0 in einem Intervall I,
dann ist f dort umkehrbar.

Diese beiden Satze gelten auch dann,
wenn fiir einzelne x-Werte aus I gilt
f'x)=0

NEN<L->2>

f(x) = £x(3x4-10x2+15)
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Folgen

Eine Funktion f mit D;=IN heifit Folge.
Fiir den Funktionswert f(n) schreibt man a,, fiir die Folge (a,).
a, heifit allgemeines Glied der Folge.

2 Definitionsarten

explizit implizit oder rekursiv
a,=(1+3)" a,=a, ,n, a, =1
a;=21=2 a;=1

a,=(3)"=2,25 a,=1-2
a;=(3)"=2,37... a;=1-2-3

Arithmetische Folge mit Differenz d

explizit rekursiv
a,=as;+(n-1)-d a,=a,_4+d
a;=1,d=2 = 1;3;5;7; ...

Geometrische Folge mit Quotient q
explizit rekursiv
anzai'qn_1 ap=a,_1°9q

a=1,q=2 = 1;2;4;8; ...

Folgengrenzwert

Die Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert a
lim(a,)=a
n—oo

wenn es zu jeder Zahl >0 eine Zahl NeIN so gibt, dass fiir nzN gilt: |a, —a| <e.
Ist der Grenzwert a=0, so heifit die Folge (a,) Nullfolge.

lim $=0 lima®=0, -1<a<1
n—so N n—>o0
lim Yn=1 lim Ya =1
Euler-Zahl e= lim (1 +111)n: 2,71828... eX= lim (1+r§1)n
Euler-Konstante C = lim (1+%+%+}1+ +%—ln n) =0,5772...
n—oo h

Stirling-Formel ~ lim —%— = /21 = 2,50686...

N oo nne—nﬁ

Wallis-Produkt ~ lim (;2 5220 y%. L — 15— 4 5707...



Grenzwert 133

Grenzwert im Endlichen x—x,
a heiflt Grenzwert der Funktion f fiir x—»x,

limf(x)=a
XX,

wenn es zu jeder Zahl e>0 eine Zahl 6>0 so gibt,
dass aus [x—x,| <8 folgt |f(x)-a| <e.

Linksseitiger Grenzwert Rechtsseitiger Grenzwert
Anngherung an x, von links Anngherung an x, von rechts
X35 X X2 X,

lim f(x) lim f(x)

X X X %X
Beidseitiger Grenzwert: limf(x)=a < limf(x) = limf(x) =a
X=Xy X 33X X=X

Sonderfall senkrechte Asymptote x=x,
lim | f(x)| = =
X=X,

Zu jeder Zahl N gibt es eine Zahl § so, dass aus [x-x,| <8 folgt |f(x)| >N.

Grenzwert im Unendlichen x—o (x—-00)
waagrechte Asymptote y=a
a heiflit Grenzwert der Funktion f fiir x— o0
limf(x)=a

X—> 0

Zu jeder Zahl £ >0 gibt es eine Zahl N so, dass aus x > N folgt |f(x)-al <e.
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134 Stetigkeit

TN f(x) =2 + (x-1)|x-3]

f heif}t stetig in x,eD; genau dann, f ist stetig in x,=3
wenn lim f(x) = f(x,) oder fist stetig in D= IR
X=Xy 1
wenn lim f(x) = f(x,) = lim f(x) .
X 55X, X 2 X

f heiBt stetig in D; genau dann, 27
wenn f in jeder Stelle von Dy stetig ist.
lim f(x) = 2 =lim f(x)
X553 l x23

} } }
1 X0=3 X

y <
£(x) = —(x+1)(x-3) fiir x=2
(x) { x-1 furx>2

fist unstetig in x,=2
G¢ hat einen Sprung
""""""""""""" i in x,=2

f heifit unstetig in x €D, genau dann,
wenn f(x,) existiert und mindestens einer
der beiden einseitigen Grenzwerte * f(x,) ist.

Stetige Fortsetzung
f sei in x, entweder unstetig oder nicht definiert.
{ heil}t stetige Fortsetzung von f in x, wenn gilt:
f=f fiir x+x, und f ist in x;, definiert und stetig.

y G Y Gf/

¥ Loch(1]2) R s Punkt(1]2)

: - f(x) = x+1 fir xelR

1 fiir x<1 L

fx) = {111 fiir xo1 £
s>

f(x) =L_11=x+1 fur x+1
- 1

setzt f stetig fort in x,=1

Xo=|1¢Df| X xozlieDf~I X

VNEN<L->2Z>

X, ist » stetig behebbare « Definitionsliicke von f.



Stetigkeitssitze

Verkniipfungssatz

Sind f und g stetig in x,, dann sind in x, auch stetig
die Summenfunktion f+g die Differenzfunktion f-g
die Produktfunktion f.g die Quotientfunktion f: g, g(x)+0

Ist f stetig in x, und g stetig in f(x,),
dann ist auch die Schachtelfunktion gef stetig in x,,.

Zwischenwertsatz Gy Zwischenwerte
. . . . . /\\
f sei definiert und stetig in [x, ; X,]. N N
\
Dann kommt jeder Wert zwischen f(x,) und f(x) - : \
mindestens 1-mal als Funktionswert vor. () (XZ)F -
X4 X9

Nullstellen
Nullstellensatz (BOLZANO)
f sei definiert und stetig in [x, ;xo].
f(x,) und f(x,) haben verschiedens Vorzeichen. X,

Dann hat f zwischen x; und x, mindestens 1 Nullstelle.

Extremwertsatz
f sei definiert und stetig in [x, ; X,].
Dann ist f beschrénkt in [x, ; X,] und hat hier
ein absolutes Minimum und ein absolutes Maximum.

obere Schranken

y Hochpunkt(2|1)
o absolutes Maximum = 1 = f(2)
X4 X,
P 3 Fy

f(x) = -(Ix[-1)(x-3)

absolutes Minimum = -3 = f(0)

Ecke (0|-3) ist Tiefpunkti-3 ¥-

untere Schranken
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136 Differenzialrechnung

Differenzenquotient an der Stelle x,,,
mittlere Anderungsrate iiber [x,;x], Sekantensteigung m

7 <
vo_—T (x[f(x) et (xo+hlf(xo+h)
56\63‘\ } Ay<1f(x)—f(x,) %e\ﬂa‘\ } Ay=f(x,+h)—f(x,)
Ax =X-X,! AX =
7 (olf(xo)) 7 (olf(xg)) |
gf(xo) gf(x) gf(xo) gf(x0+h)
i x % xgh
Ay _ f(x)-1(x,) Ay _ . _ f(xq+h)-1f(x)
Ax_m_ X—X, Ax_m_ h
Ableitung

Differenzialquotient an der Stelle x,
lokale Anderungsrate bei x,, Tangentensteigung in x,

S
N e 7 (xo+hlf(xo+h))
66\‘A . }Ay=f(x0+h)—f(x0)
X =

f(x) f(xy+h)
;‘0 X )‘(0 X,+h
dy _ ¢ BT f(x)-1f(xq) dy _ ¢ BT f(xo+h)-1f(x,)
dx fxo) = )I(LIQO X—X dx Fxo) = Ll_l’)r(l) h

fist differenzierbar in x,, wenn f'(x,) existiert.
Ist fin x,, differenzierbar, dann ist f in x, stetig.

Gleichung der Tangente in (x,|f(xy) y=1"(xp)(x-%) + £(x,)

' ordnet jeder Zahl x die Ableitung f'(x) zu.

Erste Ableitung von fist f' f'(x) = S—XX = %’9 = 5%: fx)=y'

Bei weiterem Ableiten entstehen die h6heren Ableitungen:
Zweite Ableitung von fist " f"(x) = f'(x)) =y"
Dritte Ableitung von fist f" f"'(x) = f"(x)) =y" usw.

A

N

A . T

L Ableitungsfunktion f' von f
Y

S

|

S



Geometrische Deutung der ersten Ableitung f'

Steigung der Kurve in (x,|f(x,)) = Steigung der Tangente in (x,|f(x,))

Neigungswinkel
X, X X X
Neigungswinkel ¢ Normale L Tangente
tan Q= f' (XO) Steigung der Normale in (x,|f(x,)) ist fZ—i)
0

Gleichung der Normale y = f;—;) -(x=x%g) + f(x0)
0

waagrechte Tangente in (x,/f(x,)) /2](xlf(x))

Ist die Tangente waagrecht f'(x,) =0,
dann ist die Normale senkrecht und
hat die Gleichung x =x,,.

senkrechte
Normale in (x,|f(x,))

Schnittwinkel

Schnittwinkel 6 (= 90°) von

Gy und G, ist der Winkel,

den die Tangenten von G;und G,

im Schnittpunkt (x,|f(x,)) bilden.
'(x) = =L =90°

g'(xo) = e = 6=90 | |
g'(xg)=f"(xg)

1+g'(x)-£'(x0)

' -1 _
g'(xo) * e = tane =

137
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Geometrische Deutung der ersten Ableitung f'

Monotonie im Intervall [x,;x,]
f'(x) > 0: f nimmt echt monoton zu, G steigt echt monoton
f'(x) < 0: f nimmt echt monoton ab, G fallt echt monoton
f'(x0)=0: fist stationdr, G;hat in (x,|f(x,)) eine waagrechte Tangente

Ecken
In einer Ecke hat der Graph keine eindeutige Tangente:
Die beiden Halbtangenten mit den Steigungen m,+m;,
fiigen sich nicht zu einer Tangente zusammen.

Steigung der linken Halbtangente m, = lim f'(x)
X 53X
Steigung der rechten Halbtangente my = lim f'(x)
X 2 X,
fist nicht differenzierbar, wenn m,+m, .

my—my
1+mym,

Knickwinkel ist der Winkel ¢ zwischen den Halbtangenten: tan ¢ =

Extrempunkte, Terrassenpunkte (x,|f(x,))
f'(x) =0 und f'(x) wechselt bei x, das Vorzeichen von + nach —: Hochpunkt (HOP)
f'(x) =0 und f'(x) wechselt bei x, das Vorzeichen von - nach +: Tiefpunkt (TIP)
f'(x) =0 und f'(x) wechselt bei x, das Vorzeichen nicht: Terrassenpunkt (TEP)

i S—— o~ Ecke (3|3)

Sonderfall:Ecke (x,|f(x,))

f'(x) ist in x,, nicht definiert,
wohl aber in einer Umgebung von x,

f'(x) wechselt bei x,, das Vorzeichen:
Ecke ist Extrempunkt




Geometrische Deutung der zweiten Ableitung f"

Kriimmungsart f"(x) =0

f"(x) > 0 Linkskriimmung

Rechtskurve

konkav von oben

-

Linkskurve

konvex von oben

f"(x) < 0 Rechtskrimmung

Tangenten links von Gy Tangenten rechts von G,

keine Kriitmmung f"(x,) =0
F(x,lf(x,)) heift Flachpunkt von G;

) Flachpunkt = Wendepunkt
Kein Wechsel +
der Kurvenart Wechsel der
.F (X()|f(x()))

Kurvenart

TF (x| (xo))

Flachpunkt W(x,| (%)
keip Wendepunkt
& | | -
X, X X,

Tangente auf einer Seite von G, Tangente durchsetzt G
W(x,|f(x,)) heilt Wendepunkt von G; dann und nur dann,
wenn f' in X, ein echtes Extremum hat, wenn also f" in x,, das Vorzeichen wechselt.

Hinreichende Bedingung: f"(x,) =0 und f"(x,) *0

Ein Terrassenpunkt ist ein Wendepunkt

TEP

mit waagrechter Tangente.
Gy

Krimmung k = BTN +f”"'((:§))2)1,5 f(x) = =x
Krimmungsradius ¢ = ‘11{‘ y
Krummungskreis-Mittelpunkt M(x,,|y,,)
X = X0 = s (14 x0)?)
1+f'(x0)?

£"(xo)

Krimmungs-
i Kreis durch (3[4)

} } X0‘=3 } =%

Ym=Yot
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140 Ableitung: Siatze und Regeln

Satz von ROLLE (a<b)

f stetig in [a;b] Es gibt mindestens eine
f differenzierbar in Ja;b[ { =  Stelle x€]a;b[ mit
f(a) = f(b) f'(x0) =0
f'(x)=0
a b <
f); £(b)

N4

Mittelwert-Satz (a<b)
f stetig in [a;b] Es gibt mindestens eine Stelle
X €la;b[ mit f'(x,) = ﬂ%)’:—g@

f differenzierbar in ]a;b[

Regeln von DE L'HOSPITAL
u und v seien differenzierbar in einer Umgebung der Stelle a und dort sei v'(x) + 0,

»0 i =i = im &) _ im 2® _
N g lImuGo - lmve) =0 und lim -4 = lim i -
00 li T _ s uw(x) _ s ou(x)
A »2« limu(x)=limv(x) =c0c und lim===B = Ilim =B
L o0 x—>a x—>a x—a V'(X) x—a V(X)
Y a kann auch sein +oo: Lim %) = [jm &) lim 2% — iy L&
S x>00 V(X)  x—o00 V'(X) xo—00 V(X)  x5-00 V'(X)
% Li_]’)]’(])%(:»(—)«zglr(’[)¥:1
lim % =»2«=lim 1 :»1«:()
X—>00 €7 © X—>00 €% 0

] . =»0-(—o0)« =11 lI.P_(_»:ES«_‘ --1{}—-—' — =
li () =»0-Coole =i == i Sype =l 0 =0



Niaherungsverfahren fiir Nullstellen 141

Sehnenverfahren (Regula falsi) Tangentenverfahren
Sind a und b 2 Niherungswerte fiir (NEWTON-Verfahren)
eine Nullstelle x,, von f(x) und haben Ist a ein Naherungswert fiir eine
f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, Nullstelle x,, von f(x),
dann ist s im Allgemeinen ein besserer dann ist t im Allgemeinen ein besserer
Naherungswert fiir x,, Naherungswert fiir x,
=a-f(a) —L=a__ =a-f(a) -1
s=a-f(a) ON t=a-f(a) o
/
y f(x) = %x(x2—2) v f(x) = 3x(x”-2)

T05 Niherungswert

+0,5

Naherungswert :
s~1,35 //f(b)~0,76
a=1,2 | ‘ X
/) b=1T
xy=V2

Iterationsverfahren
Man bringt die Gleichung f(x)=0 auf die Form x=g(x),
startet mit dem Naherungswert x;
und berechnet die Folge, die definiert ist durch x4 = g(x,).
Ist g stetig und konvergiert die Folge (x,,) gegen x,,
dann gilt x,=g(x,) also f(x,) =0.
Ist die Konvergenzbedingung |g'(x;)| =m <1 nicht erfiillt (linkes Bild unten),
dann macht man das Entsprechende mit der Umkehrfunktion g* von g.

f(x) = %X(XZ—Z) = %XS—X

f(x)=0=x=g(x) =

NEN<L->2>

X4%/1’39§§X5%1,41

(x,) konvergiert nicht gegen x (x,) ist konvergiert gegen x,,
(wohl aber gegen 0)
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Ableitungen wichtiger Funktionen

x7) =r-x*1, reR (sinx)' = cosx
(Jx) = ﬁ (cosx)' =—sinx
. 1
X\ — oX. 1 ' = 1
(a¥)' = a*:lna, a>0 (arcsinx) =
v 1 v -1
(Inx)' = 2 (arccosx)' = N
(log,x)' = )—tﬁ (arctanx)' = 1+1X2
Ableitungsregeln
Faktorregel (k-f(x)) =k-f'(x)
Summenregel (f(x)+g(x)) =f'x) + g'(x)
Produktregel (f(x)-g(x)) =f'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)
. [ _ A - '
Quotientenregel (IZT((%) = 0(x) Z(x)-z(x)n'(x) (:(X)Z)ZX nix
(g(f(x))) = g'(fx))f'(x)
Kettenregel (€*/?2) = &/ 2'%
XY= L ex=1.gx2 =1
()= oe=te? ()= s
y={x < x=f"(y)
—1\' _ 1 . _ 1
(1)) = s mit x=£(y)
. y =f(x) =x2 +1, x20 f'(x) =2x
Umkehrfunktion x = f(y) = Jy—-1

—1)' 1 _ 1 _ 1
V0 = 5 = 5% = 2=

y) =
f)(®) = (Jx-1) = 2

2./x-1

Darstellung mit
Parameter t

y =f(x) mit {); Z 358

f(x) = 30

T |
=10 mit t=ul(x)

u(t) = Su(t)
v(t)= Sv(t)
f'(x) = ££(x)

3 e R [qu(t)zcost
y=f) = y1-x* mit lyzv(t):sint

t = arccosx
f‘( ): cost _ _ cos(arccosx)

X

—-sint ~  sin(arccosx)

1-x2




Schema einer Kurvendiskussion 143

f(x)

¢ Definitionsmenge D;

Ubersicht tibers Vorzeichen von f(x)

. 2-fache
e Symmetrie von Gy Nullstelle

f(—x) =f(x) Symmetrie zu x=0 —_ 02 =—
f(-x) = -f(x) Symmetrie zu (0|0)

1-fache
Nullstelle

|
|
I
E X
¢ Nullstellen 0V mit Vielfachheit :_3
v gerade: kein Vorzeichenwechsel 15
v ungerade: Vorzeichenwechsel :E

o Grenzwerte, Asymptoten :3

|
|
£'(x) !

* Definitionsmenge D, !

o Monotonie f'(x) % 0 Ubersicht tibers Vorzeichen von f'(x)

« f'(x) =0 + 0~1 - =07 - f'(x)
waagrechte Tangenten [ * X
Hochpunkte (HOP), enj emf | emf emf
Tiefpunkte (TTP) /" HOP\ | \TEP '\
Terrassenpunkte (TEP) Ly

)
»ems « echt monoton steigend :_E
»emf« echt monoton fallend 15
=3
=
13
f " ( IQ
x) Ubersicht iibers Vorzeichen von f" (x)
* Definitionsmenge D+ |
. " g > ' + 0~1 - I + 0*1 - O~2 - f"(x)
* Kriimmung £ (X) < 0 links rgc%s ; links rechts rechts X
of'(x)=0 |
|
Flachpunkte (FLAP) Q WEP QWEPO FLAPQ

Wendepunkte (WEP)

Hinreichende Bedingungen fiir Extrempunkte
f'(x9)=0 und f"(x,)<0: Hochpunkt (x,|f(x,)) in Rechtskurve
f'(xo)=0 und f"(xy)>0: Tiefpunkt (x,|f(x,)) in Linkskurve

NEN<L->2>

* Grafische Zusammenfassung: Zeichnung der Kurve Gy
e daraus ablesen: Wertemenge W, der Funktion
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Lineare (oder affine) Funktion (Polynomfunktion vom Grad 1)

f(x) =m-x+t| m ist Steigung
t ist y-Achsenabschnitt  D;=1R, W;={t} oder W;=1R
Der Graph Gy ist eine Gerade mit Steigung m;
die Gerade schneidet die y-Achse in (0]t) und
bildet mit der x-Achse den Neigungswinkel ¢: tan ¢ = m.

Gerade durch (x,|y,) mit Steigung m

| £(x) =m(x-X)+y, | N\

P

213) 5

Gerade durch (-2|3) mit Steigung —% m=— %
f(x) =-3 (x - (-2) +3=-3x+15

Gerade durch P(x,|y,) und Q(x,|y,)

m= Y2 Y1 y-Achsenabschnitt |t=1,5
Xo—Xq | _.1 } o
f&)=§§%(x—xo+y1 tang=-0,75 = ¢~-36,87°

Quadratische Funktion (Polynomfunktion vom Grad 2)

f(x) = x> Der Graph Gy ist die Normalparabel.
Die Normalparabel hat den Scheitel (0|0) und geht durch (+1]1).

f,(x) =a-x? Alle Parabeln Gy haben %XQ x? 2x* ¥ 2x
den Scheitel (0|0) und sind
symmetrisch zur y-Achse.
D, =R

Formfaktor a+0

|a] >1 schmale Parabel Scheitel S(0/0)
|a] =1 Normalparabel |
|a] <1 breite Parabel

a>0 Parabel oben offen Wy =[0;+0o]
a<0 Parabel unten offen Wy =]-o0;0]

1
—1x? x? 2x? L 2x? x?-1x



Quadratische Funktion (Polynomfunktion vom Grad 2)

Allgemeine Form | f(x) =axZ+bx+c ‘ Diskriminante D =b? - 4ac a%0

Der Graph ist eine Parabel mit Scheitel S.
Auch hier ist a Formfaktor: |a] >1 schmale Parabel

|a] =1 Normalparabel

|a] <1 breite Parabel
a>0  Parabel oben offen
a<0 Parabel unten offen

a, b und ¢ bestimmen die Lage des Parabelscheitels S(x|y,).

it Xs=—_b ys=—_D=4:;\c—b2

Scheitelform |f(x) =a(x-Xx.)2+y, 3o a -

Nullstellenform |f(x)=a(x-x,)(x-X;) | Xy, X, sind die Nullstellen der Parabel

X4 +X, . .
X = 1Tz Scheitelabszisse

Sonderfille c¢=0 die Parabel geht durch den Ursprung
b=0 die Parabel ist symmetrisch zur y-Achse

2x2 - 4x + 3 x2 - 8x+16 = (x—4)?2
2(x-1)2+1\” a =/1 Normalparabel
keine Nullstellenform

Ursprung-
Parabel

- %Xz +x+3
b=0 | - 3(x+2)(x-6)
Symmetrie -2x2+2 _lx 9244
zur y-Achse -2(x-1)(x+1) 2+
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146 Potenzfunktionen

f,(x) =x* acR\{0} Alle Kurven Gy, gehen durch (1[1).
Wichtige Sonderfille (neIN)

a=2n gerader Exponent a=-2n gerader negativer Exponent
D; =R W =[0;+c[ Dg, = RN0} W =]0;+00]

ZH0 v [0l

1 o 111
(—1|1>? ﬁum ? v
] '1 X ' X
Die Koordinatenachsen sind Asymptoten
a=2n-1 ungerader Exponent a=-2n+1 ungerader negativer Exponent
Dfa = Wfa . R Dfa = Wfa = IR.\{O}
Y 199] 99
f(x) =x2
N o Lo (111)
-1
-1 7% ' NZ 1 X
(-11-1)
A -1 (-3t -1
Die Koordinatenachsen
1 sind Asymptoten
39, 999
A a= 111 Stammbruch als Exponent a= —111 negativer Stammbruch als Exponent
N Dfa=Wfa=[O§+°°[ Dfa=wfa=]0;+°°[
A n-te Wurzel x"= 1k
L
Y v fx)=%x y 1
s | 3 N\ 2 T
| Y lg9] Wurzelfunktionen | ) [99]
S

i &b o | | o

Die Koordinatenachsen sind Asymptoten



Polynomfunktion p, vom Grad n

Eine Polynomfunktion vom Grad n hat als Term ein Polynom vom Grad n
f(x) =p,(x) = a,x"+a,_x"1+.. . +a,x2+a,x+a, a,*0
ag, a4, Ag, ..., &y_4, &, sind die Koeffizienten des Polynoms
(»Ganzrationale Funktion « ist ein anderer Name fiir Polynomfunktion)

Maximale Definitionsmenge: D;=R

Symmetrie Nur gerade Exponenten f(x) = -x*+5x2-13
fist gerade Funktion
Polynomkurve G ist symmetrisch zur y-Achse

Nur ungerade Exponenten f(x) =-x5+5x3-13x

f ist ungerade Funktion
Polynomkurve G¢ist symmetrisch zum Ursprung O und geht durch O

Nullstellen (Siehe auch ALGEBRA: Gleichungen héheren Grades)
* p,(x) hat héchstens n Nullstellen

« Ist x, Nullstelle von p,(x), dann ist p,(x) faktorisierbar
Pa(X) = (x—X%¢) pp_4(X) (Reduktionssatz von DESCARTES)

* Sind x4, Xy, ..., X,, Nullstellen von p,(x), dann gilt
29

Xy X oo Xy = (1)L und Xg+Xgt .. +Xy=— B

" (Koeffizientensatz von VIETE)

ap_q

« Sind alle Koeffizienten ganzzahlig,
dann ist jede ganzzahlige Nullstelle Teiler von a,.

o Ist v die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten,
dann gibt es v positive Nullstellen oder eine gerade Anzahl weniger.
(Vorzeichenregel von DESCARTES, Beweis von GAUB)
Originalbeispiel von DESCARTES:

ps(x) = +x*-4x3-19x2+106x-120

Vorzeichenfolge +,— —+,~ mit v=3 Vorzeichenwechsel,
also hat p,(x) 3 oder 3—2=1 positive Nullstellen

(aber keinesfalls 4 oder 2 oder 0 positive Nullstellen)

py(-x) = +x4+4x3-19x2-106x-120
Vorzeichenfolge + +,~— — mit v=1 Vorzeichenwechsel,

also hat p,(x) genau 1 negative Nullstelle
[p4(x) = (x+5) (x~2)(x~3) (x~4)]

Nidherungskurven Fiir x—+o verhilt sich die Polynomkurve wie y=a_ x".

Fir x—+0, also nahe der y-Achse,
verhlt sich die Polynomkurve wie y=a;x+a,
(y=a,x+a, ist die Gleichung der Tangente in (0|a,)).
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148 Diskussion einer Polynomfunktion

f(x) = % (x5-2x%4-6x3+4x2+13x+6) = 1_18 (x+1)3(x-2)(x-3)

f'(x) = 115 (5x4-8x3-18x2+8x+13) = fé (x+1)2(x-1)(5x—13)
f"(x) = §(5x3—6x2—9x+2) = g(x+1x5x—1xx—2)
Niherungskurve: Tangente in (0| %) y= 1—2 X+ %
- 0 + ot — o + fx
B b 3 x
+ 0 + o' - of 4+ f'®
ems —'1 en!ls '1 emf 2,'6 ems X
/ AN /
TEP(-1|0) HOP(1|2) TIP (2,6]~-0,62) !
- ¢ + ¢ - ¢ + (@
rechts -1 links 0,2 rechts 2 links X
) @ () o &
TEP(-1|0) WEP(0,2]|~0,48) WEP (2]0)

Wendetangente in (2/0): y=f'2)-(x-2) +0=- gx +3

y=- %X +3 Gf"
(13

(2’6|~_0762)

VNEN<L->2Z>




(Gebrochen) Rationale Funktion 149

Der Term einer rationalen Funktion f ist der Quotient zweier Polynome

f(x) = a,x*+a, (x> 1+. . +tax+a, _ Z(x) a,+0
b,x"+b, _,x*1+ .. +b;x+b;, N(x) b, +0

Z(x) = a,x*+a, (x> 1+..+a;x+a, heiflit Zahlerpolynom vom Grad z
N(x) = b,x"+b,_4x*1+...+b;x+b, heiit Nennerpolynom vom Grad n

Die rationale Funktion ist in D, stetig und differenzierbar.

Maximale Definitionsmenge: D= IR\{Nullstellen von N(x)}

Nullstellen Zahlerpolynom Z(x) = 0, aber Nennerpolynom N(x) # 0

Grenzwerte Die Stelle x=a heif3t Pol von f, falls N(a)=0 und Z(a)=0.
a ist Nullstelle des Nenners N(x) im gektirzten Bruch.
Ist diese Nullstelle v-fach, dann heif3t auch der Pol v-fach.
Gerader Pol: v=2, 4,6, ... kein Vorzeichenwechsel von f(x)
Ungerader Pol: v=1, 3,5, ... Vorzeichenwechsel von f(x)

Die Gerade x=a heifit senkrechte Asymptote von G,
fiir xs>a beziehungsweise x>a, wenn gilt
lim f(x) =+o00 bezichungsweise lim f(x) = *oo.

X2a

X35a
Die Gerade y=mx+t heifit Asymptote von G fiir x—+oc0, wenn
gilt lirp [f(x) — (mx+t)] = 0. mx+t ergibt sich bei Polynomdivision.

Asymptoten sind Geraden, denen eine Kurve beliebig nahe kommt,
wenn y oder x ins Unendliche gehen.

Falle z<n Die x-Achse ist Asymptote lirpw flx) =0
X—>T
zZ=n Die Waagrechte y= %Z ist Asymptote lirpw fx) = %Z
n X—> n
z=n+1 Schriage Asymptote lirpw f(x) =+oo
X—>T

z>n+1 »Asymptotische Polynomkurve« vom Grad z—n  lim f(x) =+

2 y |
f(x)z%zx(x_g T f(x) = x(x—112 S X xat
g ox#l Els G0 )

Q
1+ Loch T §:§
(1]0) 1S
A
I x T =2

Asympjtote y=1

Asymptote ohne
Vorzeichenwechsel

NEN<L->2>
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150 Diskussion einer rationalen Funktion

_ ox%-4x3+4x2 _ x%(x2-4x+4) _ x(x=2)2 _ , _ —x+2 PR
f(x) = Foadex X rD) © ) =X 2+ Gy (Polynomdivision)
) — X0=3x2+4x-4 _ (x-2)(x2-x+2) ") — _ 2(x—4)
() (x-1)3 (x-1)3 () (x—1)%

(nicht gekiirzter) Ausgangsterm D= R\{0; 1}
x=0 ist stetig behebbare Definitionsliicke, G; hat Loch (0/0)
(gekiirzter) Funktionsterm: x=1, 2-facher Pol
x=1, senkr. Asymptote ohne Vorzeichenwechsel von Gy

2 2 2
lim X&=2)° _ lim =2 _, 1 _ 400 lim 2E=2) _ |im (x-2) = +o
x>0 (x-1)2 o1 (x-12 ¢ xotoo (x—1)2 x_,im( )

y=x -2 ist schrage Asymptote
(gekiirzter) Funktionsterm, Nullstellen: x=2, 2-fache Nullstelle

+09, +00

— [0 4+ Pol2 + 02 + £(x)
a ; ; ~ ~ .
+00, —00
+ [ 4+ pol®? = 0 + f'(x)
ems é ems ?1 emf 2 ' ems X
/ / . TIP(2|0) / G
+00, +00
+ [?] <+ PPI4 ? + ? 91 - f"(x)
links O links 1 links 4 rechts X
O O weeap () &
y Ux) =0 2
— X) = s
Wf - IR\{O} Schnitt von
1 Kurve und ,
Asymptote ﬁ:;'
Loch(0]0)
| +
A {U(x)>0 fiir x<2 |  U(x)<0 fiir x>2
N i Kurve tiber i Kurve unter
A Asymptote | Asymptote
L. ! A axBidx?
Y - : f(X) - x3-2x24x
S ;l|¢ : _ x(x-2)?
I g =y
S *a: _ —x+2
§| _X_2+(X—1)2
|
4 = A®x) +U(x)
|



e-Funktion (Natiirliche Exponentialfunktion)

Die e-Funktion ist die

Exponentialfunktion mit Basis e: e ~ 2,72 e—\x
e =exp(x), D=R, W=1R* (-1]e)
(e = e

J.ex dx=ex +C

(ef(X))' = ef® f'(X)
jf (x)-ef® dx = ef® + C

ep o 1|1
Identitaten 1lg),
Inex=x elix=x x>0
Werte Regeln
el=e =2,71828... eatx = ga.gX
ed=1 ed'x = (e?)* = (e¥)?
et=1-0,3679... ex=1
Darstellungen, Reihen
e=lim(1+3)" ex = lim (1+%)"
n—>o00 n n—>oo n
~1,1.,1.,.1 |
e=gtntatat T 2
k=0
_1 1 1 1 w1
e¥ = Sx0+ Exl+ox?+axd+ . = 3 oxk
k=0
Grenzwerte
lim ex=0 lim eX = +o0
X—>—00 X—>+00

negative x-Achse ist Asymptote

»e* schligt jede Potenz |x|2 im Unendlichen« ae IR

lim |x[2-ex=0 lim |x|2-e¥ = +00
X—>—00 X—>+00

Jim (x°-e) = 0 Jim (x°-€%) = +eo
lim X = lim % =0
ok x =% ol = =

Die allgemeine Exponentialfunktion mit Basis b>0,b+1
lasst sich darstellen mit der e-Funktion

bx = ex'Inb (b¥) "= ex’'Inb.Inb = bX-Inb
2x — ex~1112 (2x)': ex-1112,1n2: 2% .1n2
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Diskussion einer e-Funktion

_1...2k ! _X;z . a2/x " — 2 . a2/x
f(x)—éxe/ f(x)—2X e? f(x)—XSe/
D, = R\{0} keine Nullstellen, denn in Dy ist f(x)+0

Verhalten am Rand von D;: Grenzwerte, Asymptoten
Fir den Rand kommen allgemein infrage: —oo, +o0, Definitionsliicken.

lim (%er/X) =—00 lim(%xez’x) =+00

X—>—00 X—>00

liné(%xe%‘) =0 liII(l)(%XGZ/X) =+00 Die positive y-Achse ist also
X5 X2

Asymptote fiir x2 0.
Die Kurve hat auch die schrige Asymptote y = %X + 1.

Nachweis (mit Substitution u=2/x):

)}i}}lw(%er/x—(%x+ 1)) = Ei%(ﬁe“‘ I1)= Lii%(e—;—i— 1)=1-1=0 q.e.d.

0, +o0 0, —o0

- A3 '+ f(x) + A3 - ot + f'®
0 1 X ems 0 emf 2 X

/ N TIP@2le) ~ G

im £(%) = Him (5=2e2/%) = »4+00.0« =

Llﬁl:%f(x)—lg%(z)(e ) = »+00-0«=0

G¢ miindet von links kommend mit waagrechter Tangente in (0]0).
Von rechts kommend hat G; die positive y-Achse als Asymptote.

2l kein Flachpunkt
~- i o+ £ (x)
rechts O 1 links 2 X
() @ Gi
y
f(x) = %er/X
Gf /
1 TIP(2|e) I
. _- /&/‘I»)(\'
Wi=]-00;0[u[es+00 T Rt
R




Anwendungen der e-Funktion

f(t) Bestand zum Zeitpunkt t

Exponentielles Wachstum
k Wachstumsintensitét (k>0)

f(t) = a-ekt
f'(t) = a-ekt.k = k-f(t)

a Anfangsbestand

Exponentieller Zerfall
k Zerfallskonstante (k>0)

f(t) =a.e’kt
£(t) = e (k) = —k£(t)

Die Anderungsrate f'(t) ist proportional zum Bestand £(t).

Verdopplungszeit Ty = h‘TQ

Halbwertzeit Ty, = h‘TZ

y=aek y=ae*t
4y 4y|a Mittlere
\\ Lebensdauer
T, Trm=1
2y a
e y
1 Tf) &Tl /0 T1 /0 1 Ti /2
t-T, t t+T, t-Tyo t t+Ty
Stetige Verzinsung Radioaktiver Zerfall

K, Startkapital, p Prozentsatz
K(t) = K,-ePt

Ungestorte Vermehrung
a =100 (Bakterien), Ty ~ 9,8 (min),
f(t,) = 1000 000

_m2 _ ~ In10%
k= T, 0,071 = t, 0.071 130

Nach gut 2 Stunden haben sich die

Bakterien vermehrt aufs 10 000-fache.

Kobalt-60 —(B,y)— Nickel-60
Halbwertzeit T, ~ 5,3 (Jahre)
= ].11_2 ~
k=12 . 0,131

1/2
Kobaltmasse m,(t) = mo.e—0,131~t
f(tx) = 1%m0

~ In0,01 _
t, =~ 0431 35,2

Nach gut 35 Jahren ist die Strahlung
abgeklungen auf 1 %.
T, = 11{ ~ 7,6 (Jahre)

Ein CO-60-Atom »lebt« im Mittel etwa
siebeneinhalb Jahre.
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154 Anwendungen der e-Funktion

Absorption von Strahlung
Der Verlust Al an Intensitét ist propor-
tional zur Intensitit I (Bestand) vor der

Intensitit I AX Intensitit I-|

B>

Schicht und zur Dicke Ax der Schicht

Al=-k-I-Ax, k>0

LAMBERT-BEER-Gesetz I=1I,ek*

1

Mittlere Reichweite w = i

Halbwertdicke D, = 2

In klarem Wasser ist

vlw r|wr|v|w VIVLIV
Absorbierende Schicht

YYYYYVYYVYY

w~70cm  Dyjy~50cm

I|

100%

I(x) = Ipe ™™ 0=x=d

50%

1.36,8%

2
p% Halbwertdicke D, ,
">
D,j=wln2 : ‘
L Mittlere Reichweite w——> 2Dy d X

Angleichung der Temperatur
T Umgebungstemperatur, k > 0
AT =k-(Ty - T)-AT
NEWTON-Angleichungsgesetz T(t) = Ty + (To-Ty)-e ¥t

Erwarmung Abkiithlung
T 4 Temperatur in °C T 4 Temperatur in °C
225-------------

A

N

A

“13,75

L ’

Y

?

S 5

Halbwertzeit t Halbwertzeit




In-Funktion (Natiirliche Logarithmusfunktion) 155

Die In-Funktion ist die Logarithmus- ¥
funktion mit Basis e ~ 2,72

y=Inx, D=R*, W=R

(Inx)=1 (Inf(x)) = F(i;:) £(x)

_[lnxdx=x-lnx—x+C
[}dx=1Inx| +C
| £ dx = In|f(x)| +C

f(x)
Identitaten
Ine*=x e™=x x>0
Werte Regeln
nl =21 Inx2=a-Inx, x>0
lnf -0 In(a-x) =lna+lnx, a>0, x>0
Ine =1 In? =Ina-Inx, a>0, x>0
Darstellungen, Reihen
Ina=lim2=1 a>0
In(1+x) = x-ix2+dx3 1yay = i (—1)1"4-1-)(k -1<x=1
3xZ+3x3-7 T2 XK, =
_4 1,11 — N 1 .
In2=1-g+3-7+...= 121 (-1)k1.¢  LEIBNIZ-Reihe
Grenzwerte
lim Inx = —o0 lim Inx = +o0
x20 X—>+00
negative y-Achse ist Asymptote
. In(x+1) _ . Inx _
lm =5 =1 i =1
»jede x-Potenz x2 (a>0) schlagt (In x)"«, nelN A
bei 0 im Unendlichen N
lim x2-(Inx)" = 0 lim 20" = ¢ A
x20 X—>+00 X L
limx5- (Inx)? = 0 lim (2% _ Y
x20 X—>+00  X° S
Die allgemeine Logarithmusfunktion mit Basis b>0,b+1 I
lasst sich darstellen mit der In-Funktion S
logyx = %:% (logpx) ' = o linb

- Inx __1
logyx =15 (logsx) = 45
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Diskussion einer In-Funktion, Anwendung

_ 1 x) = —Inx ") — 2(Inx)2-Inx+1
flx) = x-(Inx-1) ') x2(Inx—1)2 () x3(Inx-1)3
D;=1R"\{0;e} keine Nullstellen, denn Zihler 1 +0

Verhalten am Rand von D;: Grenzwerte, Asymptoten
Fir den Rand kommen infrage: +o, Definitionsliicken 0 und e

_ 1 - .
lim oy = 0 1{1_13 T = negative y-Achse ist Asymptote
1 __ : 1 _ ol
lim Ty E_rg D) +o00 x=e ist senkrechte Asymptote
—OO, +00 —00’ —-00
_ 2o+ f® 4+ o = EE -
6 .1 .2 e X 6 ems .1 emf e emf X
v /HOP(1|-1)\ G
f(x) = ! kein Flachpunkt =/
1 x(Inx—1) } ‘ -_ p ‘ E’E + "(x)
rechts 2 e links X

SENCE

4l (1-1) Wi =]-00;-1] U ]0;+00]
Wf = ]R\] —1 ,O]
1 Gy
Reiz R und Empfindung E B
AE =k-%-AR, k>0
WEBER-FECHNER-Gesetz E(R) =k-In iIi{' RzR,
0

S

R, ist der gerade noch nicht splirbare Reiz

" (Rol0) R
(Schwellenwert)



Wurzelhaltige Funktion mit Diskussion

fist eine wurzelhaltige Funktion, wenn der Term f(x) einen Ausdruck ./r(x) enthélt.

In der Definitionsmenge muss man (eventuell unter anderem) die x-Werte weglassen,
fiir die der Radikand negativ ist: r(x)<0

Diskussion
fag) = 21 fia) =t ") o 2l
&)= 43 ) = )= e v

Ll:lcke: Nen.ner =Nx) =x-1=0 = x=1 Dp= Ra]-1;41]
Liicken:  Radikand =r(x) =x?>-1<0 = [x|<1

Nullstellen: Zihler = Z(x) = /x2-1 =0 = |x|=1 = x=-1 (oder x=1, ist Liicke)
Verhalten am Rand von D;: Grenzwerte, Asymptoten

1 /2
lim l’—‘——T?i—l = lim 2& L lim CA)/1-1/x =-1 waagrechte Asymptote y=—1

X—>—00 X— X—>—00 1—1 X—>—00 1—1
X X
)
. / 2_ . =Jx%-1 . _1/x2
lim £&=1 = [im * — = lim +1)1 11 = waagrechte Asymptote y=+1
X—>+00 -1 X—>+00 1—}-{ X—>+00 1—;

lim AE‘ii = lin} %% = lin} AEi = »i% «=+00  gsenkrechte Asymptote x=1
- X2 x-1,/x- X2 X—

+0o kein Waagrechtpunkt [~
— 2 nicht definiert | + f®) +  nicht definiert | — f'®
-1 1 X ems -1 1 emf X
/ N Gy
kein Flachpunkt +oo
+  nicht definiert | + f"®)
f v inks 1 1 links X
_m 1 links
1
1l
1
W =]-1;0] U J1;+00] '\ G¢
T 1
I
O
I
1
1 !
[ [ [ D !1 | | 3
1
I
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158 Trigonometrische Funktion: Sinusfunktion f(x) =sinx

3 = L . = °© :——:—[—— . OZT‘C
Argument x im Bogenmal} x = T 0=30°, x 180° 30 e

D;=R W, =[-1;+1] im Folgenden ist k€Z
Nullstellen sinx=0 = x=0+k-n sind auch Wendestellen
Periode 2r  sin(x+k-2xw) = sinx
Symmetrie zum Ursprung sin(-x) =-sinx
Ableitungen (sinx) =cosx (sinx)" =-sinx
Unbestimmtes Integral j' sinx dx=-cosx+C

+1 ist absolutes Maximum -1 ist absolutes Minimum
Hochpunkte (% n+2k-n|1)  Tiefpunkte (% n+2k-n|-1) Wendepunkte (0+k-m|0)

By HOP Periode 21 o HOP
WEP .~ WEP ‘afin/z X
G =t : L A
/ 3ny 2 RNAE
TIP ‘
Uberlagerungen
15V347
2-sinx 2.sinx - sin2x 2-sinx
—sin2x —sin2x
' X
— 1 21/3 T 2n 3n
T _sin2x —sin2x
2-sinx T 2-sinx
-1,5V3
. . Amplitude A(x
Die Frequenzen unterscheiden | ) . ,p—ng ) -
Y sich kaum: Schwebung 3sinx - 3sin(1+57)x =-6sin(Fx)-cos(1+3)x

N=EN<L->2>

2n 47 61 8n 10m 121 14n 161 181 207



Trigonometrische Funktion: f(x) = a-sinb(x+c) +d 159

a-Werte 15

-1
Amplitudeninderung o5
Streckung mit a in y-Richtung ’ ‘ X
f,(x) =a-sinx, aelR o
’ 0,5
1 N

y
Frequenzinderung o
Streckung mit % in x-Richtung
f,(x) =sin (b-x), beR
L
y
Phaseninderung 17

Schiebung um —c in x-Richtung
f.(x)=sin(x+c¢), ceR

Zusammenfassung

y 2.sin2(x-n/3) + 2

NEN<L->2>

2-sin2(x-m/3) 2-sin (x—m/3)
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Trigonometrische Funktion: Kosinusfunktion f(x) = cos x

Argument x im Bogenmal} x = 1;“00 -Q ©=45°, x= 15;[00 ~45°=i
D;=R W, =[-1;+1] im Folgenden ist keZ
Nullstellen cosx=0 = x= g +k.-n  sind auch Wendestellen
Periode 2 cos(x+k-2T) = cosx
Symmetrie zur y-Achse cos(-x) = cosx
Ableitungen (cosx)' =-sinx (cosx)" =-cosx

Unbestimmtes Integral

+1 ist absolutes Maximum
Hochpunkte (2k-wt|1)

HOP

jcosx dx=sinx+C

-1 ist absolutes Minimum
Tiefpunkte (n+2k-m|-1) Wendepunkte (g +k-7|0)

HOP

Periode 2n7

gz 1 - R s oo
Pl o coS y > g P
WEP/n\\n/Z < WEP S 5m/2 X
} ¢ N> : ; & 111 . i

X ‘ 3n/2\ 2n o 3n
cos’ ’
4 o
TIP TIP
~Y_Bg Gedampfte Schwingung
5-e¥*.cosx
T Beriihrpunkte
By (k-mt|5(-1)k-e &%)
Pl 5-cosx
1 o= arctan% ~ 0,245
14 .. B2 Hiillkurve
5.6/ ;
—8— n %5“ 3 e
KD ' # | F |
T=1
Hiillkurve
1 -5. e_x/ 4
“E




Trigonometrische Funktion: Tangensfunktion f(x) =tanx 161

Argument x im Bogenmal} x =

¢=60°, x=

o_ T
60 ~3

180° 180°

im Folgenden ist keZ D;={x|x* g +k-w} We=R

Nullstellen tanx=0 = x=0+k-n Wendepunkte (k-1|0)
senkrechte Asymptoten y = ’2—‘ +k-m
Periode t tan(x+k-w) = tanx
Symmetrie zum Ursprung tan(-x) =-tanx

Ableitungen (tanx)' = =1+ (tanx)?

(co )2
Unbestimmtes Integral j tanx dx = —ln |cosx| +C

Trigonometrische Funktion: Reihen

. _ X x3 x5 <7 k
SIDX—E—g‘FE—ﬁ ee 2(—)

x2k+1
2k+1)!

NEN<L->2>

_4 _x2 _ x* _x8 K x2k
cosx = 1 o tm e T 2(1) 2K

tanx = x + £x3 + 2 x5 + 2L x7 + 82

9 1
3 15 315 2835 X T x| <zm



162 Arkus-Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind nicht umkehrbar,
wohl aber Einschrinkungen in Hauptwert-Bereichen D™,
Diese Einschriankungen hei3en Hauptwerte.

Arkus-Sinus f(x) = arcsinx

* 1.1 .
Dsin = [_é Tl3,+§ TE] = VVauﬂcsin \Nsin = [_1 ’+1] = Darcsin
Symmetrie zum Ursprung aresin (-x) = —aresinx
Ableitung (arcsinx)' = Jﬁ

Unbestimmtes Integral I arcsinx dx = x-arcsinx + ,/1-x2 +C

y

) arcsin
/! Sy=x
i [
. “sin
Hauptwert-Bereich D,
[ l l l l 4
-, -m2 - 1 /2 T
. 4
. 1-n2
Reihe 1.1 13 .1 1-3:5 1 < 2k)!
inx = 11,3, 13 1.5 135 1.7 - (2K cok+t
aresinx=x+ 533 + 55 2 X0 + 2222 x7 + . kZO ST (@)

Arkus-Kosinus f(x) = arccos x
Dcus = [O;TE] = Warccos VVcos = [_1;+1] = Darccos
Symmetrie zu (0| % ) arccos (-X) + arccosx =1

Ableitung (arccosx)' =

/1-x2

Unbestimmtes Integral J arccosx dx = x-arccosx - ./1-x2 + C

arccos
. T+

N=EN<L->2>

~'Ccos

o AHauptwert-Bereich D; os




Arkus-Funktionen 163

Arkus-Tangens f(x) = arctanx

Dtan = ] ‘J'E +2 TE[ Warctan VVt;an =R= Darctan
Symmetrle zum Ursprung arctan (-x) = -arctanx
Ableitung (arctanx) = 21+1
Unbestimmtes Integral f arctanx dx = x-arctanx - % In(x2+1) + C
iy ’
tan
lim arctan x = 72—‘
‘n/z . y=x =
1+
| I:Iaupt\fvert B‘er(‘elch Dtan
-5 hn/2 -1
-1/2 —
lim arctan x =- 3 /
X—>-00
. e 1.3, 1.5 _1 74 i Kk x2k+1 <
Reihe arctanx=x-3x%+:x°-zx"+ 2(1) 1 x| =1
Arkus-Funktionen: Beziehungen
o= arcsinx o = arccos x
o = arccos 1 Vi-x2 o = arcsiny1-x2
o = arctan ——= 1/_ o = arc tanvl x2
1 1
L= ] P
o 1-x2 ﬁl o X 3 N
) A
o = arccos g o = arctan x L
2 o = arcsin
o = arcsin 5— 1 T Y
_ 1
a=arctanyx2-1 @ =arccosE=s ?
x2-1 x
. 2
arcsin X + arccos x = =m Vi+x S

2




164 Hyperbolische Funktionen

Sinus hyperbolicus f(x) =sinhx = % (e -e™)
Dgnn = Wenn =R Nullstelle sinhx=0 = x=0  Wendepunkt (0/0)
Symmetrie zum Ursprung sinh(-x) =-sinhx
Ableitungen (sinhx)' = coshx = % (e +e™)
Unbestimmtes Integral f sinhx dx = coshx +C = %(eX +eX) +C

Umkehrfunktion »Area Sinus hyperbolicus« f-1(x) = arsinhx = In (x+,/x2+1)

Cosinus hyperbolicus f(x) = coshx = % (e*+e™)
D, =R, W, o, =[1;+00[ Tiefpunkt (0]1)
Symmetrie zur y-Achse cosh(-x) = coshx
Ableitungen (coshx)' =sinhx = % (e*-e™)

Unbestimmtes Integral f coshx dx=sinhx +C = %(eX -eX) +C

Umkehrfunktion »Area Cosinus hyperbolicus« fiir x= 0
f-1(x) =arcoshx =In (x+./x2-1), x21

Tangens hyperbolicus f(x) = tanhx = 2:—2:;

Dih =R, W =1-1;+1[  Nullstelle tanhx=0 = x=0 Wendepunkt (0]0)
Asymptoten y =%1
Symmetrie zum Ursprung tanh(-x) = -tanhx
Ableitungen (tanhx)' = —1 — =1 - (tanhx)2

(coshx)2

Unbestimmtes Integral f tanhx dx =In(coshx) + C

Umkehrfunktion »Area Tangens hyperbolicus«
f-1(x) = artanhx = %lng, x| <1

Kettenlinie

N-FN<<r->Z>




Integralrechnung: Stammfunktion und unbestimmtes Integral 165

Eine Funktion F hei3t Stammfunktion der Funktion f auf einem Intervall I,
wenn fiir alle x aus I gilt: f ist die Ableitung von F, das heifit f(x) = F'(x) fiir xel.

Ist F eine Stammfunktion und gilt G(x) = F(x) + C, CeIR,
dann ist auch G eine Stammfunktion.

Das unbestimmte Integral f f(x) dx ist die Menge aller Stammfunktionen von f.

x ist die Integrationsvariable C heiBit Integrationskonstante
f(x)heifit Integrand

_[ f(x) dx
Unbestimmtes Integral
y Schar der Stammfunktionen |

Fox) =- %x?’ +2x2 - 3x +[C]

11 2
Gy 2l

Integrand
fx)=—=x2+4x-3

D } }

/3

Integrationsregeln

Faktorregel [k-f(x) dx = k-[f(x) dx k=#0

NEN<L->2>

J(gX4—§X3+2X) dx = J% (5x*— 4x3+12x)dx = %J(5X4 - 4x% +12x)dx = ’562(}(3 -x2+6)+C
Summenregel I (fx) +g(x)) dx = If(x) dx + Ig(x) dx
_[(2)( + J/x —cosx)dx = jZXdX + _fﬁ dx — jcosxdx =x?+ % Jx3 —sinx + C
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Technik des Integrierens: Partielle Integration

ju'v dx = uv - fuv' dx u und v' sind stetig
Die partielle Integration ist sinnvoll, wenn gilt:
- Der Integrand ist darstellbar als Produkt u'v.
— Vom 1.Faktor u' ist eine Stammfunktion u bekannt.
— Das Integral J'uv' dx ist einfacher als das Ausgangsintegral ju'v dx.
u=... u=..

Bewihrtes Schema j uvdx = \ =uv - J uv' dx
vV =... v=...

Typ »Abraumen«
Ist ein Faktor ein Polynom, und wird der andere beim Integrieren nicht
komplizierter, so raumt man das Polynom durch mehrmaliges Differenzieren ab:

JeX(2fX2) dx = :: :?;—xz) ::, :f;x = e¥(2-x2) - Jex(*QX) dx = e¥(2-x2) + ZJeX-x dx
u' = e*

e u =e* % b % %
N Vo1 =€ (2-x2) + 2(e -X—J.e 1 dx)

=e¥(2-x2) + 2xe* — 2e* + C = x(x-2)e* + C
Aus formalen Griunden schreibt man den Summanden C,
wenn das letzte Integralzeichen verschwindet.

<
I n

Typ »Faktor 1«
Ist von einer Funktion keine Stammfunktion bekannt, wohl aber ihre Ableitung,
so kann der Faktor 1 weiterhelfen:
u=1 u=x
Jlnxdx=_[1-lnxdx=v=lnx Vet =

:XlnX—J.X~)1( dX:xlnx—de:XInx—X+C:x(lnx—l)+C

Typ »Phonix«

Phonix ist ein Vogel der antiken Sagenwelt. Fiihlte er sein Ende nahen,

so verbrannte er sich, um aus seiner Asche neu zu erstehen.

Wenn beide Faktoren beim Integrieren und Differenzieren in absehbarer Zeit
wiederkehren (also exp, sin, cos), dann lohnt es sich, so lang partiell zu integrieren,
bis das urspriingliche Integral wie Phonix »aus seiner Asche« ersteht.

Durch Umformen der so entstandenen Gleichung léasst sich das Integral berechnen:

I= je’xsin(Zx) dx = : :;7“(2)() :’:£§OS(2X) = —e%sin(2x) + 2Je’xcos(2x) dx
_u=¢e¥ u=-e* _
v = cos(2x) v' =-25in(2x)

=-e¥sin(2x) + 2(-e*cos(2x) — 2Je’xsin(2x) dx)
(Phonix=I ist wieder da!)
=-e¥sin(2x) — 2e*cos(2x) — 4-1
Aufgelost nach I:
5.1 =-e*[sin(2x) + 2cos(2x)] + C,

I= je‘xsin (2x) dx = —% e*[sin(2x) + 2cos(2x)] + C



Technik des Integrierens: Substitution

Methode A

[ tx) dx = [ f[g(v)]-g'(t) dt
mit x=g(t)

Ersetze x durch g(t)
und dx durch g'(t) dt

oder

Methode B

[fIh®]h'(x) dx = [ £(t) dt
mit t=h(x)

Ersetze h(x) durch t
und h'(x)dx durch dt

Praktisch geht man so vor: Im Integranden sucht man einen Teilterm h(x) und ersetzt ihn durch t.
Dann berechnet man dt=h(x) dx (Methode B) oder man lost t=h(x) nach x auf: x=g(t) und
berechnet dx=g'(t) dt (Methode A). Oft bieten sich mehrere Moglichkeiten fiir die Substitution an.
Eine gute Substitution zu finden, erfordert Erfahrung, Fingerspitzengefiihl undGliick.

J.(i x - 5)3 dx Methode A

fethoded_

Substitution
t=h(x) = }L x-5

Methode B

-

x=g(t) =4t + 20

dt = h'(x) dx = i dx

dx=g'(t) dt =4 dt dx =4 dt
I(ix—5)3 dx = [t3-4 dt=4-it4+C=t4+C = (ix—5)4+C
[x-e™ dx Methode A | Substitution | Methode B
| t==x
‘ x= ./t dx=2~‘—f1jtdt dt=-2xdx  dx=-Lladt ‘
J. x-e X dx = Jth -et 51—%5 dt j x-e X dx :jx~ et -idt = —%_[et dt

—_1fat gt=—1¢t -
= zje dt 5 € +C
__1_.x2

=-3€ +C

Der Fall x = —./-t liefert
das selbe Ergebnis.

__ 1t :_1 -x2
=-3e +C 3 € +C

Nach der Substitution darf die Variable x
nicht mehr im Integranden vorkommen.
Schneller gehts, wenn man sieht, dass hinter
demJ—Zeichen x dx schon steht: Man ersetzt
x dx durch — % dt und bekommt sofort

t.21 gt=_1 __1gx?
fe th— 2et+C— 5 *+C

Methode A

pretote

I x-e** dx

Substitution
t=e*

Methode B

I

—x?=Int=x=+./~Int

il
dx ==+ Waryi dt
J'x-e‘X2 dx =
- TInt.t. 4
[+/Hnt-t- - ot

__1 _ 1
_—éjdt_—§t+C

__1,x2
=-3€ +C

-1
2x-e™X"

dt=-2x-e ¥ dx = dx = dt

x-e dx = — %dt

2

j x-e* dx =

1 1
:—é'[dt:—it+c

__1_.x2
=-3€ +C
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168 Technik des Integrierens mit Partialbruch-Zerlegung

Partialbruch-Zerlegung

Sind Z(X) und N(X) Polynome und ist im Bruch %% der Grad von Z(x) kleiner

als der von N(x), so lasst sich 1%%{% schreiben als Summe von Partialbriichen;

N(x) ist faktorisierbar mit Faktoren der Form
(x—o)™ und (ax?+bx +c)* mit D=b%-4ac<0

Im Nenner N(x) ist (x — o)™, Ansatz: A, A As +— B

2 438 4 4——m
x-o (x-a)? (x-o)d (x—o)m
Im Nenner ist (ax2 + bx + ¢)¥, Ansatz: Bix+Cy | Byx*Cy , . Biux#Cy
ax2+bx+c (ax2+bx+c)? (ax2+bx+c)k

Man fasst alle Teilbriiche zusammen zu einem Bruch mit Hauptnenner
und vergleicht seinen Zihler mit Z(x).
Z(x) _ 12x2-2  _ _ 12x2-2 a=4 b=0 c=1
N(x) 4x3-4x2+x-1 (x-1)(4x2+1) D=b2-4ac=-16<0

Ansatz: A Bx+C _ A(dx?+1)+(Bx+C)(x-1) _ (4A+B)x?+(C-B)x+A-C
Tx-1 0 4x241 (x-1)(4x2+1) (x-1)(4x2+1)

Die Gleichheit beider Zahler (4A+B)x? + (C-B)x + (A-C) = 12x? - 2
liefert fir die Koeffizienten A, Bund C: 4A+B=12 C-B=0 A-C=-2
Losung des Gleichungssystems: A =2 B=C=4

. 2_
Partialbruch-Zerlegung _12x?-2 2 |, 4x+4 _ 2 | 4(x+1)
(x-1)(4x2+1) x-1 4x2+1 x-1 4x2+1

Integration der rationalen Funktion

Zu jeder rationalen Funktion f gibt es eine Stammfunktion F' mit jf x)dx=F(x) +C.

Im Allgemeinen ist F(x) eine
Summe eines Polynoms und von Termen der In- und arctan-Funktion.

fx)= 1%((% lasst sich schreiben als Summe eines Polynoms und von Teilbriichen der

Form —1— und —%X*Y___ fa]ls melN und D=b2-4ac<0
(x—a)™ (ax2+bx+c)™

Diese Teilbriiche sind integrierbar:

QJ.L dx=In|x-o|+C
X=0

A
N 1 -1t >
A 24 ,[ (x—o)™ dx (1-m)(x—o)m-1 +C mz2
L 1 _ 2 2ax+b 12
v @j — dx = @arctan—ﬁ +C, falls D=b%2-4ac<0
S x 1 2 b 2ax+b _h2
I o per— dx = 7= In(ax® + bx +¢) + a—Darctanﬁ +C, falls D=b2-4ac<0
S ej’ 1 x=——1 _. 2ax+b _ 2a(2m-3) J‘ 1
(ax2+bx+c)™ (m-1)D (ax2+bx+c)™ 1 (m-1)D J(ax2+bx+c)™ 1
X dx=-_1 1 _b 1
©J. (ax2+bx+c)™ dx 2a(m-1) (ax2+bx+c)™ 1 2a J‘(ax2+bx+c)m



f(x) = Aﬁ%ﬁ} nach Polynomdivision: f(x) = Z}%%—%———l‘?—i =x+1+ &31_%22;};—{
nE}ch Pgrtlalbrych—Zerlegung: fx)=x+1+ R%E%‘%(—:—i =x+1+ )—{—2—1 + :;‘2141
(siehe linke Seite)
Jf(x) dx = 4—4;‘4132’:2)(31 dx = J.(x +1)dx + J.é dx + J‘% dx =

=[x+ Ddx+ 2[5 dx+4] F— dx+4f S dx

J(X+1)dX :%x2+x+Ci

(1) 2_’.—%—— dx =2In|x-1[+C,

_ a=4 b=0 ec=1 _ , 1 2 . _1 2

04 J4X2+1 dX_D:b2—4ac:—16<0 =4 2.41n(4x +1)+0-...+Cq4 2ln(4x +1) +Cq
_a=4 b=0 o1 _, 2 2x+0 _o.

O 4 j4x2+1 dx—D=b2_4ac=_16<0—4marctan i +Cy=2-arctan2x + C,

4x4+9x2-3 4. 1

‘ x2+x+2In|x-1| + 1In(4x% + 1) + 2.arctan2x + C
4x3-4x2+x-1 2

x2+4x-2

J————————————(X 1)3 dx
Ansatz fir iy A 5 .

1 - CXTHAX—4 A =
Partialbruch-Zerlegung o 1)? i 1) + -
Zusammenfassung _ A(x-1)2+B(x-1)+C _ Ax2+(-2A+B)x+(A-B+C)

(x-1)° (x-1)°
Koeffizienten-Vergleich -1=A A=-1
der Zahler 4=-2A+B Losung B=2
-2=A-B+C C=1

Partialbruch-Zerlegung JXZLS:),Z dx = —11 dx + | ( 21)2 dx + : 11)3 dx
- - -

(1) —_[L dx =-nlx-1|+Cy

x-1

2.[()(_11)2 e =2 (X—)+CZ

J(XEHS o :::57;i1§ o

JJ%%%zdx—Amx U525 ~ o +©
:_ln|x—1|—4'(.)((—;1‘)1:;‘2‘+C
=-ln|x-1| - 7%= +C

1)2
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Integralrechnung: unbestimmte Grundintegrale (a+0, k+0)

Ix“ dx =X 4 C, neR und n+-1
n+1

[Ldx=In|x|+C
X

Jsinxdx=—cosx+C

jcosxdx= sinx + C

jtanx dx =-In|cosx| + C

J 1 dx=-In|sinx| +C
tanx

j (sinx)? dx = %(x— sinx-cosx) + C

j (cosx)2 dx = %(x+sinx~cosx) +C

[ =t dx=-L+C

j; dx=tanx+C

(sinx)? "~ tanx (cosx)?

[exdx=e*+C jaxdx=ﬁax+c, a>0 und a1
fﬁ dx = arcsinx + C .[1+1X2 dx = arctanx + C

-X
jffi(g dx =In|f(x)| + C j1+f(fz‘x))2dx=arctanf(x)+0
jlnxdx=—x+x~lnx+C jx-lnxdx=ix2(2-lnx—1)+c

1 1 1 1
jaz_xzdx=£lng{ix‘ +C '[a2+x2dx=5arctan§+0

dx=-./a2-x2 +C

dx=arcsin§ +C

1 X
| o= | o=

'[A/ﬁ dX=ln|X+ A/Xzi'a.z |+C

jﬁ/az—x2 dx = %X-A/a2—x2 + %a2~arcsin§ +C (Kreisintegral)

[Ja?+x? dx = %x-,/a2+x2 + %a2-ln(x+ Ja2+x?2)+C

[ (ax+b)n dx= @D 4 © ngt
a(n+1) ’

| == dx=1In|ax+b|+C
ax+b a

j (sinx)" dx = 111 (sinx)"~1cosx + I—‘-ﬁ—lj (sinx)"~2 dx, n>0

j (cosx)™ dx = 111 (cosx)™~1sinx + %1'[ (cosx)™~2 dx, n>0

Ixn.ekx dXZIl(Xn.ekx _EJ. Xn—1.ekx dx



Bestimmtes Integral: Definition

Der Einfachheit halber nimmt man n Streifen gleicher Breite Ax.

Man zerlegt das Intervall [a;b] in n Teilintervalle der Breite Ax=]9;—lfil .

In diesen Teilintervallen seien

m,, My, Mg, ..., m, die Minima M,, M,, M3, ..., M, die Maxima
Untersumme U, Obersumme O,
U, = mAx+ myAX + mzAx +... + m Ax O, = M Ax+ MpAx + MAx +... + M Ax

Untersumme Uy, Obersumme Oy,

4

L
85—
L
/7

N\ Tm3

T\ m, . g

X |

a Ax b a Ax b
Die Funktion f heifit integrierbar tber [a;b], wenn gilt imU, = limO,

n—oo

Der gemeinsame Grenzwert hei3t bestimmtes Integral von f von a bis b

b
f f(x)dx

f(x) heilt Integrand, f heit Integrandfunktion.
[a;b] heift Integrationsintervall.
a heifit untere Integrationsgrenze, b heilit obere Integrationsgrenze.

b b b

Der Name der Integrationsvariable spielt keine Rolle f f(x)dx= f f(t)dt= f flw)dow=...
a a a

Das bestimmte Integral hat eine

einfache anschauliche Bedeutung:
Liegt G; fiir xe[a;b] tiber der x-Achse,
b

Bestimmtes Integral

G’f b
dann ist die Zahl [f(x)dx gleich dem [£(x) dx
a

a
Inhalt der Fldche zwischen der Kurve G,
der x-Achse und den Geraden x=a und x=b. a b

Liegt die Kurve G fiir x€[a;b] teilweise . . .
uber und teilweise unter der x-Achse, +, — sind d}‘? Vorzeichen
dann liefert das bestimmte Integral die der Teilintegrale.

Fliachenbilanz: + Gy + +
X

Es zahlt den Inhalt der Flachen uiber der

x-Achse positiv, unter der x-Achse nega- fl:l kl
tiv und bildet die Summe. —
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NEN<L->2>



172 Bestimmtes Integral: Eigenschaften

b b
Faktorformel f k-f(x)dx = k. f f(x)dx
a a
b b b
Summenformel f fx) +gx))dx = f f(x)dx + f g(x)dx
a a a

b b b
Linearitdt [ (k-f(x) +1-g(x))dx =k- [ f(x) dx + 1 g(x) dx

b u b
Additivitat f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx
a a u

b b
Monotonie f(x) < g(x) in [a;b] = f f(x)dx < f g(x)dx

b
Abschatzbarkeit m=f(x) =M in [a;b] = m(b-a) = ff(x) dx =M(b-a)
a

b a
Vertauschen der Integrationsgrenzen f f(x)dx =- f f(x)dx
a b
\ \

-1
Beim Integrieren nach links zdhlen in der Flachenbilanz
Flachenstiicke negativ, die tiber der x-Achse liegen
Flachenstiicke positiv, die unter der x-Achse liegen.

<ni]:egration nach links | Integration nach re[@

VNEN<L->2Z>




Integralfunktion, Hauptsatz

f stetig in [a;b]

X
F,(x) = [ f(t)dt
a
F, heifit Integralfunktion von f.

In einem t-y-Koordinatensystem ist F, (x)

die Bilanz der Flache, die begrenzt ist
von Gy, von der t-Achse und von den

Geraden t=a und t=x.

a

Eine Stammfunktion mit Nullstelle ist auch Integralfunktion.
Eine Stammfunktion ohne Nullstelle ist keine Integralfunktion.

Integrand f(x) F,(x) = j f(t) dt
a
f(x)>0 Gy, steigt echt monoton
f(x) <0 Gy féllt echt monoton
f(a)=0 Gy hat in (a|F(a)) eine waagrechte Tangente
Vorzeichenwechsel bei a Gy hat den
von + nach - Hochpunkt (a|F(a))
von - nach + Tiefpunkt (a|F(a))
echtes inneres Gy hat den
Extremum bei a Wendepunkt (a|F(a))

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
X
F!(x) = .%‘ [£(t) dt = £(x)
a

Die Ableitung einer Integralfunktion einer stetigen Integrandfunktion
nach der oberen Grenze ist der Integrand an der oberen Grenze.
Differenzieren und Integrieren sind Umkehroperationen.

F ist Stammfunktion von f
b
[ f(x)dx = [F(x)]? = F(b) - F(a)
a
2

_fi(i—XZ) dx = [X—%ng1 = (2—%) - (—1+%) =- % +

wId
I
(e

Die Flachenbilanz ist 0:
Zwischen —1 und 2 liegt eine 1-fache Nullstelle;
diese trennt 2 gleich grof3e Flachenstiicke:
eines liegt tiber, eines liegt unter der x-Achse.
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174 Bestimmtes Integral: Flichenberechnung

Fliche zwischen Kurve und x-Achse
Integrand: f(x) = o (x3-2x2-24x) = x(x+4)(x~6)

1

Eine Stammfunktion: F(x) = 555x%(3x%-8x~144)

Gefragt ist der Inhalt A der Fléache zwischen G;und x-Achse im Intervall [-5;3].

L=[FeIS =- 588 L=[FRI%,=% L= [F())} = 14
Ag=Ll = % Ap= Ll = §92 Ay= L] = 13%

A=A1+A2+A3=§% +39—2 + % =9

(zum Vergleich: bestimmtes Integral [F(x)]f’5 =- % ~-1,89)

f(x) = 2—14(x3 - 2x2 - 24x)

Fliche zwischen 2 Kurven G; und G,
f(x) = %x2(4—x) g(x) = %x2

Gefragt ist der Inhalt A der Fléche
zwischen Gy und G, im Intervall [-2;4].

Integrand: s(x) =f(x) - g(x) = %x2(3—x)
Eine Stammfunktion: S(x) = éx3(4—x)

Nullstellen von s(x) sind
auch Integrationsgrenzen:
s(x) =0 = x=0 oder x=3

L=[S()]% =4 L=[SE]; =2
I,= [S)]¢ =2

N-FN<<r->Z>

A:|Iil+|12|+|13|=4+% +§ _ 17 :8,5



Bestimmtes Integral: Mittelwert, Bogenlinge 175

b
Mittelwert iiberm Intervall [a;b] f = ﬁ [ t(x)dx
a

f ist die Hohe eines Rechtecks der Breite b-a,
das den selben Inhalt hat wie das Flachenstiick zwischen Kurve G; und x-Achse.

fx) = i(x5—5x4—2x3 +24x2+24)
Eine Stammfunktion F(x) = 3 4x(x —-6x%-3x3+48x2+144)

[Fx)]%,=9 (“4-(2)f=[Fx)], = Mittelwert f = g =1,5

f(x) = 2—14(x5 - 5x4 — 2x3 + 24x%2 + 24)

y Gf’

f-(b-a) = jzf(x) dx

=

b
Bogenlinge iiberm Intervall [a;b] 1= f J1+(f'(x))2 dx
a

Gefragt ist die Lange des Bogens von Gy

zwischen 0 und 1 fiir f(x) =x./x. A f(X) = Xx/;/
f'(x) = (x¥2) = 3x"2

('09)2 = 2x

Eine Stammfunktion S

f/1+ xdx— 8 1+2 x
Bogenléange 1

1= 8@ = 55 (2~ 1)
= (13./13-8) ~ 1,44

NEN<L->2>
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Bestimmtes Integral: Schwerpunkte

b
Schwerpunkt S(x,|y,) der Fliche A = f f(x)dx
a

b b
X, = %fx-f(x) dx Vs = ﬁf(f(x))2dx

Einheitskreis (obere Halfte) f(x) = ./1-x2, -1=x=+1
Stammfunktion fiir Fliche A(x) = _[,/1 -x2dx = %(XA/ 1-x2+arcsinx)
Fliche A= [A(x)]}, = % T

Stammfunktion fir x,/1-x2 X(x)=- %(1—){2)3/ 2

Stammfunktion fir (1-x2) Y(x) = 3(3x-x?)

y
Halbe Einheitskreisflache .
a=-1,b=1 Flachen-Schwerpunkt
1 1
x,= ¢ [X(x)]; =0
S A 1
(01355

1 4
Vs = 55 YR = 5= ~0,42

3n

-1 1

b
Schwerpunkt S(x,|y,) des Bogens der Linge 1= f J1+(f'(x))2 dx
a

b b
x, =i [x/+E@)2Zdx  y,=1[tx)/A+F®)? dx

Einheitskreis (obere Halfte) f(x)=./1-x2, 1=x=+1

o= 725, 1+ =1+ 2o 2= [

Stammfunktion fiir Bogenlinge 1(x)= f /ﬁ dx = arcsinx
-X
Bogenlédnge 1= [l(x)]f1 =T

Stammfunktion fir x : 1 s X(x) =-J/1-x2

=X
Stammfunktion fiir 1 Yx) =x

y
Halber Einheitskreis Bogen-Schwerpunkt

a=-1,b=1 )
'(0|;)



Bestimmtes Integral: Rotationsfiguren

Rotiert ein Flichenstiick A um die x-Achse (y-Achse),
so entsteht ein Rotationskérper mit Volumen V, (V;) und Oberflache F, (F).

Rotiert ein Bogen s um die x-Achse (y-Achse),
so entsteht eine Rotationsfléiche mit dem Inhalt F, (Fy).

Volumen bei Rotation um die x-Achse Volumen bei Rotation um die y-Achse
b b £(b) f(h)

V, = (fx))2dx = n[y?dx Vy=n | (t'(y)2dy=n | x?dy
a a f(a) f(a)

Die Rotationsfléche F, entsteht,
wenn der Bogen s um die x-Achse rotiert. (f(x) > 0)

b b
F, = 2n[f(x) /1+(f'(x))2 dx = 2n[y /1+y? dx

f(x) = Jx f(y) = y?

a=0 b=1 f(a)=f(0)=0 f(b) =f(1) =1
1 1

VX:n_ngX:%n Vyzngy“dy:én

£ = 5, ()2 =

1 1
3.1 3
Fx:2n_gﬁ /1+%{ dx:n{,/4x+1 dx:n[éﬁ/4x+17’]0 :én(ﬁ -1)
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Bestimmtes Integral: Rotationsfiguren, Guldin-Regeln

1. Guldin-Regel

Ein Bogen rotiert um eine Achse, die in

seiner Ebene liegt (und ihn nicht zerlegt).

Der Inhalt F der dabei entstehenden
Rotationsflache ist gleich dem Produkt

von Bogenlédnge b und Umfang u, =21} -nt
der Kreisbahn, auf der der Bogenschwer-

punkt S, lauft.
F=u,b=2r=b

2. Guldin-Regel

Eine Flache rotiert um eine Achse, die in
ihrer Ebene liegt (und sie nicht zerlegt).
Der Inhalt V des dabei entstehenden
Rotationskorpers ist gleich dem Produkt
von Inhalt A der rotierenden Flache und
Umfang u, = 2r,-n der Kreisbahn, auf

der der Flachenschwerpunkt S, lauft.
V=uy-A=2r,n-A

Inhgy

Aus Schwerpunkt und Lénge eines
Bogens lasst sich der Inhalt F
der Rotationsfliache berechnen

F =2Rn-2rn = 4R-rn?

Torus

Kreisradius r
Rotationsradius R

Ein Torus (Ring) entsteht,
wenn ein Kreis um eine
Passante seiner Ebene rotiert.

N-FN<<r->Z>

Aus Schwerpunkt und Inhalt einer
Flache lasst sich der Inhalt V
des RotationsKorpers berechnen

V = 2Rn-r?n = 2R-r’n?

Flachenschwerpunkt = Bogenschwerpunkt S



Bestimmtes Integral: Naherungsformeln 179

Streifenmethode v Obersumme = 1;’—7 =17,125
Die Kurve wird angendhert durch eine Untersumme = %3 = 9,125
Treppe und die Flache A durch eine Sum- T f(%) = Lx(x—6)2
8

me von Rechtecken der Breite Ax.

b
A= f f(x)dx (= 13,5 im Beispiel rechts)
a

~ Y1 AX+y,AX+ . Yy AX LY AX Jd

= AX(y +yo+...+y;+...+y,), Ax = b‘r_Tg

\y T

2 4 6 X
Bei der I?;’grss‘;‘:‘n‘gz ist y; ein Eﬁ‘;‘ﬁ:}g Funktionswert im i-ten Intervall.
Trapezregel y

. . . . Trapezregel: 1%5 = 13,125
Die Kurve wird angendhert durch einen T \

Sehnenzug und die Fliache A durch eine

Summe von Trapezen der Breite Ax.
b
A= ff(x) dx (=13,5im Beispiel rechts) ' Y5
a
~ Yoty1 . Yit¥o Yn-1+¥n
~Ax(—2 +HSE L )
= SAX(yo*+ 2y, +2yp+ .. 42y 4 *y,) =0 &

Ax = bi_g , ¥; sind Funktionswerte an den Streifengrenzen.

Simpson-Regel YA Simpson-Regel: 22—7 =13,5
Die Kurve wird angendhert durch eine T
Folge von Parabelbogen und die Flache A
durch eine Summe von Flachenstiicken
zwischen den Parabelbogen und der
x-Achse. Jeder Parabelbogen geht durch

3 Kurvenpunkte. 1

2

b

A = [f(x)dx (= 13,5 im Beispiel rechts) y,=0 &—
a

~ §Ax(yo+ 4y, + 2y, +4y3+ 24+ ..+ 25, o+ 4V, 1+Y,), Nist gerade, Ax= D22

Die Simpson-Regel liefert exakte Werte bei Polynomen bis zum Grad 3.

Von KEPLER stammt ein einfacherer Vorldufer der Simpson-Regel. Seine Regel half
ihm, das Volumen von Weinféassern zu berechnen; sie ist nichts anderes als die Simp-
son-Regel mit 2 Streifen. Heute ist sie bekannt unter » Fassregel von KEPLER«:

NEN<L->2>

b
A= [f(x)dx ~ 222 (f(a) + 4£(252) +£(b) )
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Bestimmtes Integral: Uneigentliche Integrale

eine Grenze ist unendlich

0 b
ff(x) dx = lim ff(x) dx
a b—co 5

b b
f f(x)dx = lim ff(x) dx
—00 a—>—00 g

%dx = [ln|x|]€11 =0-In]|a|

—r s

ldx=lim (~Inlal) =-co

8

y
1 _1
=3
y
T nach rechts unbegrenzte = nach links unbegrenzte T \\
Flache mit Inhalt 1 Flache mit Inhalt «
@ \1 T T T Y5 < '1 X
der Integrand f(x) wird unendlich: lim f(x) = oo
b b y
»f(a) = oo« [f(x)dx = lim [f(x)dx /
a t-ay nach oben unbegrenzte
Flache mit Inhalt 2
»f(0) = 00« A
T T
[ dx=lim [ T ax |
= lim [2/x]] = lim (2-1-2./4) =2
£2.0 20 T
_1
2
6971 ' '




Bestimmtes Integral: Sonderfille

+1 1 +o00 1
_>£ 1_X2dX=‘IE _‘[OX2+1 =n
y
f(x) = —1 1
= -
y T xX%+1
T T T _Yi W T1 T T T X
T r 1 r b 5 1
2_w2dx = 142 2_(% =1
) _frrxdxzrn _frb (2x)"dx = Labn
T y v by
1
e (e gabn O\

U ' N

£ = VP70 £6) = VB2 -5

T 400
Lfrﬁzxfﬂdx=rn _fwe‘xzdx= Jr
y y
1 GauB-Kurve ! fx) =ex
Vr
X
- @ T T _Yi U T1 T <

+00
f SIX 4y = 1t
—00 X
flx) =22 4 Flichenbilanz 7t
T4n I _211.[ /_O_\ 2111: I
' -3n T & A T ' 3n X

1:3-5-...-(n=5)(n-3)(n-1) n

/2 346 -(n-6)(n-2)n 5 nist gerade
[ (sinx)ndx =
0 2:4-6-....(n-5)(n-3)(n-1)

357 (n=6)(n-2)n n ist ungerade, n =z 3

1
9 _ 2:4.6-...-(2n—-4)(2n-2)2n
{(1—x )" dx = 3.5.7-..-(2n-3)(2n-1)(2n+1)

T 1 gxo 135 -(2n-7)(2n-5)(2n-3) =
o (xZ+1)n 2:4-6-...-(2n-6)(2n-4)(2n-2) 2
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Differenzialgleichungen

Eine Differenzialgleichung fiir eine unbekannte Funktion f mit y = f(x)
ist eine Gleichung der Form F(x,y,y,y",...)=0.

Der hiochste Grad der Ableitung heifit Ordnung der Differenzialgleichung.

Einfache Differenzialgleichungen 1.0rdnung F(x,y,y') =0

e Differenzialgleichung mit trennbaren Variablen x, y

y' = ?é% = gﬁ = % = n(y) %ﬁ =z(x) = Trennung von x,y n(y)dy = z(x)dx

jn(y) dy = j z(x) dx

1
[ [ ' —y2 o1 —
Fx,y,y) =y @x+1) +y*=0  y'=ts =21/ 2(x) = o1 n(y):;.%
y

1

j;%dyzjéyiqu = §+01:%111|2X+1\+Cz = y= 1

In /2x+1+C

Homogene Differenzialgleichung

y =(P(§) Substitution § —ux) = y=xu®, ¥y -=u®+xuX

.= - ¢@-u _ o(w)-u 1gx= 1
u+x-u =¢) Trennung von u, X x = o Zdx (p(u)_udu

F(X,y,Y')=X'y'+2X—Y=0

' -2x
y ==

S :§—2 Substitution E:u(x) = u+xu=u-2

Trennung von u, x X:ig,:c_%dx = duzi-fdx

jdu=—2j)—1( dx = u+C;=2In|x|+C, = §=—21n|x|+C

y =-2x-In|x| + C-x

Lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung

Fxy,y)=y +ox)y-yx =0
vy +0(x)-y =0 ist die zugehérige homogene Differenzialgleichung,
man 16st sie mit Trennung der Variablen x, y und bekommt als
Lésung y = C-eJo® dx

y +ky=0 = y=C,efkd&x=C.ekx

v + ¢(x)-y - y(x) =0 ist eine inhomogene Differenzialgleichung
mit der Storfunktion vy (x)
Losung y = eJo® dx~Jl|/(x)~ef‘9(X) dx gy + C,-eJol dx
V+ky-x=0 = y=elkdx. J,X'ejk ®dx + C1'efjk &

1

11 o-kx
y=;X k2+Ce



Wichtige Differenzialgleichungen 183

Wachstum (a>0) und Zerfall (a<0)

Gleichung y'=a-y
Losungsschar y =y,-e** Parameter ist der Startwert y,> 0 (x=0)

Zerfall YA Wachstum
a=-0,4 a=04
y =Yo-e*

I

0,5 0,5

>
s

()

' i i X
Logistisches Wachstum, Wachstum mit Obergrenze K
Gleichung y'=a-y(K-y) a>0, K>0
Losungsschar y = K 0<y, <K
1+<5—1> eaKx
Yo

Parameter ist der Startwert y,> 0 (x=0)

A
___K a=0,4 5
1+(E-1)e-aKx ’ ’ A
Yo L
| } l5 - Y
S
Schwingungen %
Gleichung y"=-a%y a>0 (2.0rdnung)

Losungsschar y = ¢4-cos (a-x) + ¢y-sin (a-x)
Parameter sind die Amplituden ¢,>0 und ¢,>0
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VNEN<L->2Z>

Differenzialgleichung einer Kurvenschar

@ Schar y=f,(x) Ableitung nach x ¥ Schar y'= %{ f,(x)
Elimination von a aus ® und ¥ liefert die Differenzialgleichung @ der Schar &
# Schar y=a-x’ Ableitung nach x ¥ Schar y' = 2a-x

Elimination vona ® y' = 2X_y ist Differenzialgleichung der Schar &

die Losung von @ liefert die Ausgangsschar &
dy _ 2y dy _ 2 1 _of1
&—; = ?—)—(dX = J§ dy—2J.§ dx =

Inly|=2In|x|+¢c = In|ly|=Inx?>+¢ = |y| =e®x?2 = y=%ex?=a-x>

Orthogonaltrajektorien
Jede Kurve der einen Schar schneidet rechtwinklig jede Kurve der anderen Schar.

®@ Schar y=f,(x), zugehorige Differenzialgleichung ¥ y'=g(x,y)

1
g(x,y)

@® Differenzialgleichung der Schar der Orthogonaltrajektorien y' =—
Die Losung von @ liefert die Schar der Orthogonaltrajektorien

& Iyperbelschar y=2 # y =- % Eliminationvona y =~ =g(x,y)

X x2
Differenzialgleichung der Orthogonaltrajektorien ® y' =— g(—;y—) = ’yf
Losung von ®, Schar der Orthogonaltrajektorien

dy _ x —
=y = ydy=xdx =

_ 1.2 1,2
Jydy—_fxdx = SY =5XT4C

= y’-x’=c¢ . i
Schar von Hyperbeln N .’QQ
S5

5!
%

2 _ %
(c*=2-lal) “‘“‘

9
¢
S
S
KR
QQ
.
£
g
S
5558
s
LA
[T
LA

25
(17
Ny,

[7

| ]
ENN.
EaEyy

%“
ST
et
et
S




Kombinatorik: Zihlobjekte

Reihenfolge wesentlich
Tupel, Variationen

Reihenfolge unwesentlich
Kombinationen

n-Tupel mit Wiederholung

n-Kombinationen
mit Wiederholung

mit 5
. . Zahlen, Worter Miinzen im Geldbeutel
Whederislizing Melodien Briefmarkensammlung
Zahlenschloss Werkzeugkasten
n-Tupel ohne Wiederholung ) 1.1-Mengen )
hne (n-Kombinationen ohne Wiederholg.)
0 Anordnungen Schulklassen
Wiederholung Rangfolgen Warensortiment
Bundesligatabelle Farben in einer Palette
Kombinatorik: Zahlprinzipien
n-Tupel (a |as|ag|...|]a,)
ky ky kg k,
Moglichkeiten | Moglichkeiten | Moglichkeiten Méglichkeiten

1.Stelle

2.Stelle 3.Stelle

| n-te Stelle

Produktregel fiir n-Tupel
Anzahl der n-Tupel = k;-ky-kj-...-k,,

5 Paare 9 10 12

Schuhe | Rocke, Hosen | Blusen, Hemden | Hiite, Miitzen

4-Tupel (a,|aylagla,)
Anzahl der 4-Tupel = Anzahl der Aufmachungen =5-9-10-12 = 5400

Man zerlegt die abzuzédhlende Menge
in n elementfremde (disjunkte) Portionen (Teilmengen) A, bis A

Q

Ar Ayl Ag A A,
Summenregel
Anzahl der Elemente von Q |Q| = [A,] + |Ay] + |[Agl+ ... + |A,]

Autokennzeichen: entweder 1 Buchstabe und 2 Ziffern (A,)
oder 2 Buchstaben und 1 Ziffer (A,)

|A| =26-10-10 = 2600

|A,| =26-26-10 = 6760

Anzahl der Autokennzeichen |Q|=|A,| + |A,| = 9360
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Kombinatorik: Tupel zihlen

Tupel (Variationen) mit Wiederholungen
Auswahl mit Wiederholung von k Elementen aus n verschiedenen Elementen,
k-Tupel mit Wiederholung aus einer n-Menge

Anzahl der Auswahl-Moglichkeiten
nk
Zahlenschloss: 4 Ringe mit je 10 Ziffern
Jede Einstellmoglichkeit ist ein 4-Tupel, Beispiele (3]8|5|8) oder (3]8|5]9)
Anzahl der 4-Tupel = Anzahl der Einstellméglichkeiten = 10% = 10000

Tupel (Variationen) mit vorgegebenen Wiederholungen
Permutationen von n Elementen,

wobei jeweils n; Elemente einander gleich sind: n;+ny+...+n,=n

Anzahl der Moglichkeiten
m = (;‘1).(“;2“1>.(“_‘1‘113_“2).

Anagramme (Buchstaben-Umstellungen) von » MISSISSIPPI«
Beispiele MISSIPPISSI oder PISSIPISSIM
n Elemente = 11 Buchstaben
M kommt 1-mal vor: n, =1
I kommt 4-mal vor: n, =4
S kommt 4-mal vor: ng=4
P kommt 2-mal vor: n, =2 Anzahl der Anagramme = —11 = 34650

11-41-41-2]
» Mississippi-Formel «

Tupel (Variationen) ohne Wiederholungen
k-Permutationen von n verschiedenen Elementen

Anzahl der Moglichkeiten

kg.(ﬂ) = (‘f_l“'@ =n-(n-1) (n-2)-...-(n-k+1)

3 von 7 Leuten setzen sich auf 3 Stiihle.
Jede Sitzordnung ist eine 3-Permutation von 7 Leuten.

Anzahl der Sitzordnungen = Anzahl der 3-Tupel = ﬁ =210

Sonderfall: n-Permutationen von n verschiedenen Elementen
Anzahl der Moglichkeiten
n!=n-(n-1) (n-2)....-3-2-1

7 Leute setzen sich auf 7 Stiihle.
Jede Sitzordnung ist eine 7-Permutation von 7 Leuten.
Anzahl der Sitzordnungen = Anzahl der 7-Tupel = 7! = 5040



Kombinatorik: Kombinationen, Mengen zihlen

Kombinationen mit Wiederholungen
Auswahl mit Wiederholung von k Elementen aus n verschiedenen Elementen

Anzahl der Auswahl-Moglichkeiten

(k+{{1—1) - <k:—lr_1;1> - n(n+1)i1.1;-.2?)’-..'...'-.§:1+k—1)

Wurf von 3 gleichen Wiirfeln
Ein Wurf ist eine 3-Kombination aus einer 6-Menge, Beispiele >1,2,3< oder >6,6,6<

Anzahl der moglichen Ergebnisse = (3+g_1) = <g> =56 oder f;g =56

Kombinationen ohne Wiederholungen: Mengen
Auswahl ohne Wiederholung von k Elementen aus n verschiedenen Elementen,
k-Teilmenge aus einer n-Menge

Anzahl der Auswahl-Moglichkeiten

(n)_ n! _nn-1)(n-2)-...-(n-k+1)
k)= Km-K) - 1.2.3.. .k

Lottoziehung: 6 Kugeln aus 49 Kugeln
Jede Ziehung ist eine 6-Menge, Beispiel {11, 16, 32, 33, 39, 42, 49}
Anzahl moglicher Ziehungen = (469> =13983 816 » Lotto-Formel «

Kombinatorik: Die 4 klassischen Urnenexperimente

Urne enthilt n verschiedene Kugeln.
Man zieht k-mal 1 Kugel.

k=5 mal ziehen aus Urne mit n=9 Kugeln

........... >
60 __________ \ %@09 T 0 ]) 26
\l}@“ c L '. e
O o 12 .,
o4 o7 == &
PO ~ 3 “. C,
A X i "
% OF = -~ %
g7 £ = RN
SH i
H Qi i@
i £ 0
el E
/ v \/ v
lolelelale| |ololelele] (&%) (&%)
5-Tupel 5-Tupel 5-Kombination 5-Menge
mit Wiederholung ohne Wiederholung  mit Wiederholung (ohne Wiederholung)
Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
_ _ o9 k+n-1) _ (13) _ _ (9 _
nk=95=59049 o=t =15120 (Mn)=(¥)=1287  (})=(})-126
Reihenfolge wesentlich Reihenfolge unwesentlich
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188 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Ereignisse

Zufallsexperiment Vorgang mit mehreren Ergebnissen,
die unvorhersehbar auftreten.
(Wiirfeln, Roulette, Lottoziehung, Los ziehen ...)

Ergebnisraum Q Menge der Ergebnisse o; eines Zufallsexperiments
Q = {(Di, (Dz, (1)3, ceey (Dn}

Wiirfeln: Q={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Menge der Ergebnisse w;, bei denen A eintritt.
A ist Teilmenge von Q: ACQ

A =» Augenzahl ist prim« = {2, 3, 5}
Menge der Ereignisse, |$(Q)| =2
Anzahl aller Ereignisse beim Wiirfeln:

Ereignis A

Ereignisraum $(Q)
B(Q)| = 26 = 64
Elementarereignis Ereignis mit genau einem Ergebnis

B = » Augenzahl ist 3« = {3}

Q sicheres Ereignis
A {} unmogliches Ereignis
A {0} Elementarereignis mit genau 1 Ergebnis
Q A nicht-Ereignis, Gegenereignis von A: A = Q\A
A
AuB AuUB Ereignis A oder Ereignis B oder beide Ereignisse
Q B
A
AnB AnB Ereignis A und (zugleich) Ereignis B,
0 B sowohl Ereignis A als auch Ereignis B
A
I:I AnB ={} Ereignis A und Ereignis B sind unvereinbar
disjunkt
1) B (disj )
B
A - -
o A cB Ereignis A hat Ereignis B zur Folge

AVAU...UAU...UA mindestens 1 Ereignis A; tritt ein

AnAyn...nA;n...nA  alle Ereignisse treten ein

A-E=ND>ITMNO—WN



Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen

Haufigkeit
Tritt ein Ereignis A bei einer Folge von n Versuchen k-mal ein, so heif3t
H,(A) = E relative Hiufigkeit des Ereignisses A bei dieser Versuchsfolge.
k heifit die absolute Haufigkeit des Ereignisses A.

Axiome von KOLMOGOROW

Q sei der Ergebnisraum eines Zufallsexperiments.
Jedem Ereignis A aus dem Ereignisraum ist eine reelle Zahl P(A)
als Wahrscheinlichkeit zugeordnet.
Es gelten die 3 Axiome:
Nichtnegativitat I P(A)Z0
Normierung II P(Q) =1 P{()=0
Additionssatz III AnB={} = P(AUB)=P(A) +P(B)

Gegenereignis von A: A = Q\A
P(A)=1-P(A)

Satz von SYLVESTER B B
2 Ereignisse P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB) A
3 Ereignisse P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) x
-P(AnB) - P(BnC) - P(AnC) o
+P(AnBnC)

Empirisches Gesetz der groBlen Zahlen
Fiir grofle Zahlen n gilt H,,(A) =~ P(A)

mit zunehmendem n
{ stabilisiert sich die zick-zack-Linie um p = P(A)
e ]

[ e L e B e L L R R e R L T T L e e e L T e R e e e e

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 n

Gesetz der grofien Zahlen von Jakob BERNOULLI

Das Ereignis A habe die Wahrscheinlichkeit p.
H,(A) = % sei die relative Haufigkeit von A bei n unabhéngigen Versuchen.

lim P(|-p|<e| =1, £>0

n—oo
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Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen

Laplace-Experiment heifit ein Zufallsexperiment,
bei dem alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind.

P ( A) _ Al _ Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse
T |Q| T Anzahl der méglichen gleichwahrscheinlichen Ergebnisse

3-maliger Wurf einer » Laplace «-Miinze mit den Seiten 0 und 1
Q ={000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111} Q=8
A =»genau 2-mal Seite 1«={011, 101, 110} |A] =3 PA)=5==5=375%

Bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

P;(A) =P(A|B) = ﬂr%ﬂ P(B) + 0

3-maliger Wurf einer » Laplace «<-Miinze mit den Seiten 0 und 1

Q = {000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111} Q| =8
A = »genau 2-mal Seite 1« = {011, 101, 110} |A| =3 P(A) =3
B = »Seite 1 beim 1. Wurf« = {100, 101, 110, 111}  |B| =4 P(B) =%
AnB ={101, 110} |AnB| =2 P(AnB) = 2
Py(A) ist die Wahrscheinlichkeit fiir » genau 2-mal Seite 1«
unter der Bedingung »Seite 1 beim 1. Wurf«
_P(AnB) _ 28 1 _
Pp(A) = P(B) ~ 48 ~ 2 =50%
Zum Vergleich:
P,(B) ist die Wahrscheinlichkeit fiir » Seite 1 beim 1. Wurf«
unter der Bedingung »genau 2-mal Seite 1«
_P(AnB) _ 28 _2 _ )
P,(B) = -(-—JP(A) - S =%-667%
Formel von BAYES (P(B) +0)
Die Ereignisse A, bilden eine Zerlegung von €2 A,
i=1,2,...,n Ay [A3 K A,
_ P(A;)-P, (B) A
Ps(4) = P, (B)-P(A))+P, (B)-P(A)+..+P, (B)-P(A,) B Aj 6
Sonderfall n =2 A; Ag Ag Ay
Schluss von P, (B) auf Py(A) A
Py(A) = — PAPA®) e mt
P,(B)-P(A)+Pg(B)-P(A) Die Ereignisse A; sind disjunkt
(keine Uberlappung).

Ihre Vereinigung ergibt Q.



Wahrscheinlichkeitsrechnung: Grundlagen 191

Unabhangigkeit
A und B sind unabhingig < _
P(AnB) = P(A)-P(B) B B
P(AnB) = | P(AnB) =
A und B sind abhéingig <> A PE A)” PEB) PE A;P()E) PA)
P(AnB) + P(A)-P(B)
4-Feldertafel fiir die Wahrscheinlichkeiten ~ | P(A)-P(B) | P(A)-P(B)
der unabhéngigen Ereignisse A und B, —
Produkttafel P(B) P(B) P(Q)=1
3-maliger Wurf einer » Laplace «-Miinze mit den Seiten 0 und 1
Q ={000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111} Q] =8
A =»hochstens 1-mal Seite 1« B = »jede Seite mindestens 1-mal«
A ={000, 001, 010, 100} B = {001, 010, 100, 011, 101, 110}
_ _IAl_4 _1 — _IBl_6_3
AnB = {001, 010, 100} P(AnB) = 2
P(A)P(B)=1-2 =2 =P(AnB) also sind A und B unabhéingig
B B
3 1 1
A 8 3 |P@=2
A 3 1 N
A 8 s |P@A)=3
PB)=2 P(B) =1 P(Q)=1
Sitze

Additionssatz fiirs Oder-Ereignis
P(»A oder B«) =P(AUB) =P(A) + P(B) - P(AnB) (SYLVESTER)
Multiplikationssatz fiirs Und-Ereignis
P(»A und B«) =P(AnB) =P(A)-P,(B) = P(B)-P5(A)

Unterscheide: A und B sind unvereinbar < AnB ={}
A und B sind unabhingig < P(AnB) =P(A)-P(B)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Die Ereignisse A, bilden eine Zerlegung von Q, i=1,2,... ,n

P(B) =P(A,)-P, (B) + P(A) P, (B) +... + P(A,)-P, (B)

A-E=N>ITMNO—-WN



192 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Bernoulli-Kette

Ein Bernoulli-Experiment hat genau 2 Ergebnisse: Treffer (1) und Niete (0)
P(Treffer) =P(1) =p
P(Niete)=P(0)=1-p=q
Urnenexperiment: Ziehen mit Zuriicklegen Urneninhalt: Nieten und Treffer
1-mal wiirfeln: Treffer = »$« P(»>3«)=P(1) = é
Niete = »keine §«  P(»3«)=P(0) =1 -

1_5_
6 64

Eine Bernoulli-Kette der Linge n mit dem Parameter p
ist eine Folge n unabhéingiger gleicher Bernoulli-Experimente.

P(>genau k Treffer-) = (})p*-(1-p)™* = (7 )pk-q"*

Genau 3-mal »$ 8« bei 10-maligem Wiirfeln

Lange n=10
Treffer = »$§ $« p= % q= g
Anzahl der Treffer k =3

P(-3-mal §3 = (19)-(5)(3)7 ~ 15,5%

Tschebyschow-Ungleichung
fiir die Bernoulli-Kette der Lange n mit dem Parameter p, Trefferzahl k
P(|§—p|<e> z1-RAP) >4 1

e2n 4e?n’

>0

r,= PieiT;B) heifit Tschebyschow-Risiko

T

Tschebyschow-Risiko 2 wahres Risiko = P (|E—p| = 8)

. . _p(1-p) 1
gegeben: p, n, ¢ gesucht: r= o = o
. . — 1_
gegeben: p, g, 1y gesucht: n = R(—mger
1
. . > —
gegeben: &, 1 gesucht: n = prom
?. n=100 mal wiirfeln ~ P({1}) = % e=0,05
0 1.5
EI Tschebyschow-Risiko 1, = #6100 = g ~ 55,6 %
ac irfen ist — mit einer Sicherheit von 1 -3 =3 ~44,4%
é Nach 100 Wiirfen ist -5 mit einer Sicherheit von 1- 3 = 2 ~ 44,49
um weniger als £ =0,05 von p= 3 entfernt.
T iger als ¢ =0,05 1 entfernt
— Empirisches Gesetz der groflen en
(= Empirisches Gesetz d Ben Zahlen)
K



Wahrscheinlichkeitsrechnung: Baumdiagramm

An den Zweigen stehen die
Wahrscheinlichkeiten p;.
p; sind bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Jeder Pfad steht fiir ein Elementarereignis.

1.Stufe 2. Si%ufe 3. S@ufe

1.Pfadregel
Die Wahrscheinlichkeit eines Pfads ist gleich
dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten
an seinen Zweigen.

P(abc) = py-p,-P3

2.Pfadregel
Besteht ein Ereignis A aus mehreren Pfaden,
so ist P(A) gleich der Summe der
Wahrscheinlichkeiten seiner Pfade.

3-stufiges
Experiment

Q In einer Urne liegen 3 blaue, 4 rote
rrrrr 6 und 1 schwarze Kugel. Man zieht
1 blhl bb| /s 2-mal ohne Zuriicklegen je 1 Kugel.
| <71 [feel | bT| 156 g =» El"?(ti 1"0131, ('iall?fn 21?11 « ={ éll"ob} }
35/b 15 = »beide gleichfarbig« = {bb, rr
LT s|.'..‘.| bs| 356 ( =»die 2.Kugel ist blau« = {bb, rb, s}

37 |u'o'o| rb | 1%/56
VAL : "l | P(A)=P(rb) =% -2 = & ~21,4%
.o.o:o‘ - .o.o.o‘<3/77..o‘o. rr | 12/56 (1. Pfadregel)

3b 4r 1s 1/7 y |......| rs| s
Y 57|, aml lsb| P(B) = P({bb, rr}) = P({bb}) + P({rr})
""" 7/| | s 56 3.2.,43_09
S.‘.:.‘</ b... ===+ = 7—5— 3 1%

S 8778
4/7\r|ﬁ| ST | %56 (2 Pfadregel)

EDie Wahrscheinlichkeiten der Zweige,g
die von einem Knoten ausgehen, P(C) = P({bb, rb, sb})
ergeben zusammen jeweils 1. | P({bb})) + P({rb}) + P({sb))
=3.2,43,13 _% ~
_87+8 7+87 37,5%
(2.Pfadregel)

. . . 2b 4r 1s 9 1b 4r 1s
Ein vereinfachtes Baumdiagramm /1 6/56
enthalt nur die Pfade,
die Wesentlich sind fiir die Frage 3b 4r 1s
6 .12 _9 9
P({bb, rr}) = 2 + = 28 32,1% 7 12/56
3b 3r 1s 3b 2r 1s
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Mehrfeldertafel

Wahrscheinlichkeitsrechnung:
3-mindestens-Aufgabe

Mehrfeldertafel fiir ein 2-stufiges Experiment
Grafischer Uberblick tiber die Ergebnistupel und Wahrscheinlichkeiten

9-Feldertafel fir die

9-Feldertafel fir
die Ergebnistupel

3b 4r 1s 2. 7u
O.Q.:.Q b |r i s
b| bb | br | bs
1.Zug r|rb | rr | rs
s|sb | sr |(ss)

2-mal Ziehen
ohne
Zuriicklegen

Wahrscheinlichkeiten
3b 4r 1s 2. 7u
O.Q.:.Q b | r i s
b | ¢/56 | 12/56| 3/56 | 21/56
1.Zug 1 |12%/56|12%/56| Y56 | 28/56
s | 356 |46 | O | Y56
21/56|28/56| /56 | 1

4-Feldertafel fiir 2 Ereignisse A und B
2 Moglichkeiten fiir die Inhalte der 4 Felder

4-Feldertafel fur die

4-Feldertafel fur
die Ereignisse

B B
Al AnB AnB
Al AnB AnB

Q

Wahrscheinlichkeiten
B B
P(AnB) | P(AnB) | P(A)
P(AnB) | P(AnB) | P(A)
P(B) P(B) [P(Q)=1

»3-mindestens-Aufgabe «
Bernoulli-Experiment mit Lange n, Treffer-Wahrscheinlichkeit p

P(>mindestens 1 Treffer«) = 1 — P(»lauter Nieten«) =1 — (1-p)®
mindestens Sicherheits < hochstens Risiko 1 —s

Wie oft (n=?) muss man eine Bernoulli-Experiment mindestens machen,
um mit mindestens Sicherheit s mindestens einen Treffer zu landen ?

_n)n<1_ > In(1-s)
1-p)r21-s| = niln(i_p)

Wie oft muss man 3 Miinzen mindestens (auf einmal) werfen, damit mit mindestens

95 % Sicherheit mindestens 1-mal 3 gleiche Seiten (p= %) fallen ?

- In(1-0,95) _ In 0,05

= In(1-0,25) 0,75 10,4...

A-E=ND>ITMNO—WN

Man muss 11-mal werfen.

Wie grof3 ist die Sicherheit s fiir mindestens 1 Treffer bei n Versuchen ?

(1-p)r=1-s| = s=1-(1-p)"

Wie grol3 muss die Treffer-Wahrscheinlichkeit mindestens sein,
um bei n Versuchen mit Sicherheit s mindestens 1 Treffer zu landen ?

(1-p)"=1-s| = p=z=1-(1-g)'n



Wahrscheinlichkeitsrechnung: Zufallsgrofle

Eine Zufallsgrofie X ist eine Funktion,
die jedem Ergebnis » aus Q2 eine Zahl zuordnet.
Sie heiflt diskret, wenn sie hochstens abzihlbar viele Werte annehmen kann.
Sie heifit stetig, wenn ihre Werte ein reelles Intervall bilden.
Die ZufallsgroBien X, Y heiflen unabhéngig,
wenn die Ereignisse »X=x;«und » Y=y;« fir alle x;, y; unabhéngig sind.

3-maliger Wurf einer » Laplace «<-Miinze mit den Seiten 0 und 1

Q ={000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111}

X =»Anzahl der Seite 1« X(111) =3 X(000) =0 X(101)=2

Y = »Seite des mittleren Wurfs« Y(111) =1  Y(000)=0 Y(101) =0
Die Wahrscheinlichkeits-Verteilung W einer Zufallsgrofle
ordnet jedem Wert der Zufallsgrof3e seine Wahrscheinlichkeit zu.

X =»Anzahl der Seite 1 bei 3-maligem Miinzwurf« xi [0[1]2]3
Werte x; der Wahrscheinlichkeits-Verteilung W von X Wi(x) 1 ‘ 3|31
/] 8|8|8|8
Verteilung im Stabdiagramm Verteilung im Histogramm
s W(x;) sind die Stablingen , W(x;) sind die Flacheninhalte
8 Alle Stablangen 8 Alle Inhalte
ergeben addiert 1 ergeben addiert 1
1 3 3 | 3 3
8 8 8 8
ll 1 1 1
8 8 8 8
Xj f t t t Xj
0 1 2 3 0 1 2 3
fist Dichtefunktion der stetigen Zufallsgrofie X,
b
wenn gilt p=P(a<X=b) = [f(x)dx =F(b) - F(a)
a
y
G
Gy
& f f f f =
-1 a b 1 X

Die Funktion F mit F(x) = P(»X ist hochstens x«) =P(X =x), Dp=R
heifit kumulative Verteilungsfunktion von X.

diskret stetig N
F = 3 W) F(x)= [f(t)dt

<
X=X
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196 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert E(X), Mittelwert p

diskret stetig

EX)=p= Y xW(x) EX)=p= f x-f(x) dx
i=1 oo

Varianz Var(X), Streuung 62

diskret stetig

+00

Var(X) == B((X-u) = 3 (502 Wex) - Var(X) = o= [ (x> dx

—00

Standardabweichung &= ./Var(X)

Satze uber den Erwartungswert E(X)

E(X) = a fiir die konstante Zufallsgrofe X =a
EX+Y) = EX) +E(Y) speziell E(X+a) =E(X) +a
E(aX) = a-EX), acR
X, Y unabhiingig = E(XY) = EX)-E(Y)

Satze uber die Varianz Var(X)
Verschiebungssatz Var(X) = E((X-a)?) - (E(X) — a)?
Sonderfall a=0 Var(X) = E(X?) - (E(X))2= E(X?) — pu2
Var(X+a) = Var(X)
Var(a-X) = azVar(X)
Var(X) = 0 < X st konstant
X, Y unabhingig = Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)

Tschebyschow-Ungleichung P(|X-p|za) = %& oder
. - 1

Tschebyschow-Ungleichung P(|X-p|zk-6) = o

X heifit standardisiert, wenn gilt: E(X)=0 und Var(X) =1

zu X gehorige standardisierte Zufallsgrofie X, = X-E(X)

6(x)

Ist X, das arithmetische Mittel der ZufallsgroBen X; X, = >*X2*--*Xy

n
und E(X;) =p und Var(X;) =62

dann gilt E(X,)=p und 6(X,) = Jiﬁ-ﬁ (»/n -Gesetz«)

Wurf einer Laplace-Miinze (Seiten 0 und 1) P(0)=P(1)=0,5
X; = »Seite beim i-ten Wurf« EX;)=0,5 Var(X;) = 0,25 6(X;)=0,5
X100 =»Mittelwert bei 100 Wiirfen «

E<X100) =p=0,5 6<X100) = '/f"ﬁ -0,5=0,05
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Wahrscheinlichkeitsrechnung: Binomialverteilung

X ist binomial verteilt nach B(n|p)

P(k) = P(X=k) = B(n|p|k) = (7)-p* (1-p)»* = (1) pk.qn-k

B(n|p|k) ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer
bei einer BERNOULLI-Kette der Lénge n mit dem Parameter p.
Typisches Urnen-Experiment: Ziehen mit Zuriicklegen

kTreffer 2 n—k Nieten

B(n|plk) = B(n|q/n-k)

héchstens k Treffer 2 mindestens n-k Nieten Fj(k) = 1- F(n-k-1)

p=EX)=np

Urne: 2 rote und 3 schwarze Kugeln, 10-mal Ziehen mit Zuriicklegen, Treffer = » rot«
pn=EX)=4

p = P(Treffer) = % =40%

¢’ =Var(X) =n-p-q
»hochstens b« P(k =b) = Fy(b)
»mindestens a« P(kza)=1-Fya-1)
P(a<k =b) =F,(b) - F;(a)

6(X) = /n-p-q

T
a

1
n

n

[onkn o T

¢
0

I v
0 a
I 1
0

2%
a n

6(X) = /2,4 ~ 1,55

P(»genau 6 Treffer«) = P(k=6) = B(10]0,4/6) = (160)-0,46-0,64 ~0,11148 ~ 11,1%

wahrscheinlichster Wert
k=4 Treffer P(4) ~25,1%

P(»hochstens 4 Treffer«) =

Pk = 4)= k2013(1o|o,4k)

— Fy, (4) ~ 0,6331 ~ 63,3%

P(>mindestens 4 Treffer«) =

P(k = 4)= B(10/0,4|4) + B(10/0,4/5) + ..

10

= ¥ B(10]0,4]k)
k=4

3
=1- Y B(10/0,4]k)
k=0

=1-Fpy (3)
~1-0,38228 = 0,61772
~61,8%

Binomialverteilung B(10]0,4)
%

304" B(10/0,4/0) + B(10[0,4|1) + B(10]0,4/2)
+B(10/0,4/3) + B(10/0,4]4) ~ 63,3%

20 e
T B(100,4/6) ~ 11,1%
104 '
0 1 4 6 10 k
.+ B(10]0,4/10)
%
100+ : [T
945 | — i
1 : _1B(10|0,4|6) ~11,1%
834
63,3104 (4)- .—<
50- ;
: 10
38,2 — F 04
| P kumulative
i 1 Verteilungsfunktion
16,7 o—b i
10- P
460t
Q»—0 i i i i
0 1 4 10 k

197

A-E=N>ITMNO—-WN



198 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Diskrete Verteilungen

Gleichverteilung
Alle n Werte der Zufallsgrof3e sind gleichwahrscheinlich
P(k) = P(X=k) = 111

p=EX) = 111°(X1 +Xo + o0 + X))
e2=Var(X) = 1.((x, - )2+ (x5 - )% + oo + (X, - 0)?)

Sonderfall x;,=1 p=EX)= %(n +1) 6z2=Var(X) = 1—12-(n2 -1)

Poisson-Verteilung
X ist Poisson-verteilt nach P,
P, (k) = P,(X=k) = 1A%e™, k=0,1,2, ...
p=EX)=A 62=Var(X) = A
% POISSON-Verteilung P,
20~ 19,5

4 — '1'0' —— >

Hypergeometrische Verteilung

X ist hypergeometrisch verteilt nach H(N|K|n)
K) . (N —K)

k) \n-k

P(k) = P(X=k) = H(N|K|n|k) = ( (N)

Typisches Urnen-Experiment: Ziehen von n Kugeln ohne Zuriicklegen
aus einer Urne mit N Kugeln, davon K Treffer

p=EX) = 1%( 62 = Var(X) = 2E:(N-K)-(N-n)

N2.(N-1)
Urne: 50 Kugeln, davon 20 rote 30’ % Hypergeometrische
S 10-mal Ziehen ohne Zurticklegen, 5 28 Verteilung
T  Treffer = »rot« 1 i H(50/20/10)
20- P
((): n=EX)=4 6(X)~14 | ‘
H P(>genau 6 Treffer«) P — 10,3
A  P(k=6)=H(50/20/106)
20\ .(50-20\  (20\ /30 Fed il il i
?- 7(,6)'(10—6)7<6>'<4)71030/ SENEEEEEE RN —
= =0 =5 —105% 0 1 4 6 10 k
I (10) (10)
K



Wahrscheinlichkeitsrechnung: Diskrete Verteilungen

Zweipunkt-Verteilung
Die Zufallsgrofie X hat genau die 2 Werte a und b
P(a) =P(X=a) =p P() =PX=b)=1-p=q
p=EX)=p-a+qb 62 = Var(X) = (a-b)2-p-q

Sonderfall Bernoulli-Experiment: a=1 (Treffer), b=0 (Niete) p=p &>=p-q

Geometrische Verteilung

X ist die Anzahl der Versuche bis zum 1. Treffer
bei einer Bernoulli-Kette mit dem Parameter p
(Wartezeit, Lebensdauer, ...)

P(k) = P(X=k) = p'(1-_p)k_1 = p'qk_17 k=1,2,3,...
p=EX)=1 62=Var(X)=1;2p=i2
P P P
% Sm—
1= Geometrische Verteilung p =+
‘:xl‘x xx‘x‘1x5‘x‘x‘x‘x‘2xo‘xxxx2x5
Wie oft muss man im Mittel wiirfeln, um $$ zu haben ?

p= % i= % =6 mal muss man im Mittel wiirfeln.

Negative Binomialverteilung
X ist die Anzahl der Versuche bis zum t-ten Treffer
bei einer Bernoulli-Kette mit dem Parameter p (Wartezeit)

P(k) = P(X=k) = (°)-pt.(1-p)*~t = (¥71) pt-q™t, k=t, t+1, t42, ...

p=EX) =t o = Var(X) = t-P) _ tg
p p? p?
% T p=6
| | Negative Binomialverteilung p=0,5
of I
vv‘é‘v‘5v"v‘v‘v‘ivo‘v‘v‘v‘v‘1v5vvvvzvovvvv2v5
Wie oft muss man im Mittel eine Miinze werfen, um zum 3. Mal Zahl zu haben ?
p= % t=3 p= g =6 mal muss man im Mittel werfen.
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200 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Normalverteilung

Eine Zufallsgrof3e X heillt normalverteilt mit den Parametern p und 6, wenn gilt

T
Dichtefunktion f(x)= ok 2 e
EX) =p Var(X) = 62
. . R e
Verteilungsfunktion F(x) = ~r f e dt

6-Bereiche fiir eine normalverteilte ZufallsgroffeX
P(IX -p| < 6) ~68,27% P(IX - p| <1,966) ~ 95%
P(IX - pl<26) »95,45% P(X - pul <2,586) ~ 99%
P(IX - pl<36) ~99,73% P(|X - pn| <3,296) ~ 99,9%

L) 6=0,5 ,_6=0,5
i
x—-21\2

1 1 . 5( 0 5)

X)=—¢€

) 0,5V2n <«

AV
Ga\&‘&
® I 1 f {
1 H—6 p=2 H+6 x

standardisierte Normalverteilung: p=0, 6 =1

1 5%
Dichtefunktion ¢(x) =—e 2

=
EX) =0 Var(X) = 1
1 [ i
Verteilungsfunktion ®(x) = = f e2 dt

—00
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Wahrscheinlichkeitsrechnung: Naherungen

Binomialverteilung ersetzt hypergeometrische Verteilung,

H(N[K|n|k) ~ B(n|p|k)

_K
P=x

Bedingung: viele (N) Kugeln in der Urne, wenige (n) werden gezogen

Faustregel: 0,1 < % <0,9

201

67B(10|0,4) T H(40|16|10) 7B(10|0,4) o H(200|80|10)
7 — | L H(40[16/10/5) ~ 21,9% g _ H(200/80|10(5) ~ 20,4%
T i T B(100,4]5) ~ 20,1% T — . B(10/0,4/5) ~ 20,1%
10—  — : 10— _ —
L R S B | T L B T T T L B e m— g
1 p=4 10 1 p=4 10
<so>,<1zo>
H(200/80[10|5) = %(30—5" ~ 0,204067 ~ 20,4%
10

B(10| 2% |5) = B(10/0,4/5) =

200 (15O)~0,45~0,65 ~ 0,200658 ~ 20,1%

=K.

Poisson-Verteilung ersetzt hypergeometrische Verteilung,
~ _ 1 k-
H(N|K|n|k) =P, (k) = ket
Bedingung: viele (N) Kugeln in der Urne, davon wenige (K) Trefferkugln

Faustregel: 0< % =0,14 n<0,05-N

Poisson-Verteilung ersetzt Binomialverteilung,
~ R N
B@lplk) = P, (k) = £ ket
Bedingung: viele (n) Versuche, kleine Trefferwahrscheinlichkeit p

p=n-p

Faustregel: 0<p<0,1 n>10
% —
| B(25/0,13) ~ 22,7%

| = =R Bs B(25/0,1)
10+
T = Go

P e k
T 1 T T - T ! - T T U T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 p=25 5 10 15 20 25

B(25/0,1/3) = (%)-0,1%-0,9%2 ~ 0,226497 ~ 22,7%
Py 5(3) = & 2,5%¢ 25~ 0,213763 ~ 21,4%
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202 Wahrscheinlichkeitsrechnung: Naherungen

Normalverteilung ersetzt Binomialverteilung p=n-p 6= .npq = ./np(1-p)
_%E:g
Bmlplk) ~ fo(st) = L'
Bedingung: viele (n) Versuche, Trefferwahrscheinlichkeit 0,1 <p < 0,9
Faustregel: 62=n-p-q>9

% G Normalverteilung f
1 .  Binomialverteilung B(15/0,4)

‘ £(8) ~ 12,1%
. B(15/0,4]8) ~ 11,8%

10—

1 5 n=6 10 15

B(15(0,4/8) = (1 :0,48.0,67 ~ 0,118056 ~ 11,8%
n=15-0,4=6 /15-0,4(1-0,4) = ./3,6 ~1,9
8

£(8) = 5 0(55) » —1§ ¢(1,053) ~ 0,120638 ~ 12,1%

40z standardisierte Normalverteilung ¢
ZZ &x standardisierte Binomialverteilung 1,9-B(15|0,4)

G; Normalverteilung f
‘ Binomialverteilung B(15|0,4)

wichtige
Wahrscheinlichkeiten

X X

P(X|=x) =2-d(x) - P(X|zx)=2-2-d(x)

G

X X
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Wahrscheinlichkeitsrechnung: Naherungen 203

X _1 2
standardisierte Verteilungsfunktion ® mit ®(x) = —— f e 2" dt ersetat Fy

.,
Fo () ~ o (kt03) « g (lck)

der Summand 0,5 heif3t Stetigkeitskorrektur,
er steigert die Genauigkeit fiir kleine 6-Werte

B(15(0,4) p=15.04=6 o©=./15.0,4(1-0,4) = /3,6 ~1,9
P(4sk=8)=P(3 <k=8) = F,(8) - F4(3) ~ 0,90495 — 0,09050 ~ 81,4%

F<1>,54(8) N ‘P(g_%o 5) = (1,(%5_5;) ~ ®(1,316)
F5(3) (I)(S_?BO 5 = q)(:izgé) ~ ®(-1,316)

Fou(8) - Fy(3) ~ d(1,316) - ®(-1,316) = 2-0(1,316) — 1 ~ 1,8117 - 1 ~ 81,2%

%o
100

stetig (glatt)
Verteilungsfunktion ®

der Normalverteilung _3 77777777777777777777777777777777777 GF % Vertesitl:l'eltlfgsi‘%‘lilt{tt)ion F

von B(15]0,4)

50/—
diskret (Treppe) —> oo : < diskret (Treppe)
standardisierte ~ / _ ; Verteilungsfunktion F§5,
Verteilungsfunktion / | | | '
von B(15]0,4) / T v
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ! k
1 T ?V) T T " x= 6 T 8 T 1x0 T T T T 1x5

Zentraler Grenzwertsatz

X seien beliebig verteilte unabhingige Zufallsgrofien
mit den Erwartungswerten p; und Varianzen Var(X;) > 0.
n n

Dann hat die Zufallsgrofie X = 2 X, den Erwartungswert p = 2 T8
und die Varianz den W(;'é 62 = Var(X) = i Var(X;) o
und es gilt o
X ist anndhernd normalverteilt, das heifit P(X =x) ~ ®(¥}*)

»Viele unabhéngige zuféllige Einfliisse ergeben
in der Summe eine normal verteilte Zufallsgriofe.«
(Korperhohe, Intelligenzquotient, Lebensdauer ...)
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204

Statistik: Test von 2 einfachen Hypothesen

Entscheidung zwischen 2 Hypothesen tiber
die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses E (=Treffer)
Nullhypothese H,: p=p,

Alternative H,: p=p,

Annahme von H,

Annahme von H,

H, trifft zu

richtige Entscheidung

Fehler 1. Art

H, trifft zu

Fehler 2.Art

richtige Entscheidung

A-% > Entscheidung fiir H:
H, trifft zu
0 <Entscheidung fiir H,:

® > Entscheidung fiir H:
H, trifft zu
! ﬁzEntscheidung fir H,:

richtige Entscheidung
Fehler 1.Art

Fehler 2.Art
richtige Entscheidung

Entscheidungsregel fiir eine Stichprobe der Lange n
k ist die Anzahl der Treffer in der Stichprobe
Wahl des Annahmebereichs A fiir Hy: Ac [0;n]

k €A = Entscheidung fiir H,
keA = Entscheidung fiir H;

A =[0;K] A=[k+1;n] A=[0;k-1]
Annahmebereich: Annahmebereich Annahmebereich
fiir H, fiir Hy fiir H,

kik+1 k-1
0 n O
Fehler 2.Art Fehler 1.Art Fehler 1.Art
B =Py, (A) o =Py, (A) o =Py (A)
B= Fl?i (k) o= 1—FII)10(k) o= Fl?o(k_i)

A-E=ND>ITMNO—WN

A =[k;n]

Annahmebereich
fiir H,

k

Fehler 2.Art

B =Py, (A)
B=1-FD (k—1)



Statistik: Beispiel fiir einen Test von 2 einfachen Hypothesen

Ereignis E = »Jemand glaubt an den Teufel «
Nullhypothese H = »Zeitung X titelt: 15% glauben an den Teufel« p = p, = 0,15
Alternative H, = »Zeitung Y titelt: 40 % glauben an den Teufel« p =p, =0,4

Umfrage bei 10 Leuten, das heif3t Stichprobe der Linge n=10
A=[0;3] =»wenn hochstens 3 Teufelsglaubige, dann entscheide fiir H«

A =[4;10] = »wenn mindestens 4 Teufelsglaubige, dann entscheide fir H, «
%

sol | |B=0,3823 o=0,04997

B(10(0,15) | ‘ B(10[0,4)
i k=3 — 10
—_— 1 1 1 1 _ —— - T T T
e A e A >|

o Fehler 1. Art = »irrtiimliche Entscheidung fiir H,, obwohl H, zutrifft«
=Py (A) =1 - Fy15(3) ~ 0,04997 ~ 5,0%

B Fehler2.Art = »irrtiimliche Entscheidung fiir H,, obwohl H, zutrifft«
B =Py,(A) = Fyq (3) ~ 0,38228 ~ 38,2%

Ein anderer k-Wert verkleinert jeweils einen Fehler und vergroBert den anderen.

% : :
s0. | B=0,1673 o.=0,1798

B(100,15) ; j B(100,4)
| k=2 E— 10
— 1 1 1 1 1 —— . T T T
I(*A‘)(*A >|

Eine groflere Stichprobe macht mehr Arbeit und ist teurer,
verringert aber — bei geeigneter Wahl von k — die Fehler-Wahrscheinlichkeiten
% B~0,0280 o=~0,01317

_—_B(50(0,4)

N
o
viZ
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206 Statistik: Signifikanztest

Entscheidung: Wird die Nullhypothese H,, beibehalten oder verworfen ?

Nullhypothese H,: p=p,
Alternative H,: p>p, oder p<p, oder p=*p,

Beibehaltung von H,, | Verwerfung von H,
H, trifft zu | richtige Entscheidung Fehler 1.Art
H, trifft zu Fehler 2.Art richtige Entscheidung

Entscheidungsregel fiir eine Stichprobe der Lange n
k ist die Anzahl der Treffer in der Stichprobe
_ Wahl des Annahmebereichs A fiir Hy: Ac [0;n]
K = A heif3it kritischer Bereich oder Verwerfungsbereich
Fehler 1.Art: o =Py (K) =P, (K) o heilt Signifikanzniveau
Fehler 2.Art: $=Py (A) B=1-o
Eine Ubersicht der Wahrscheinlichkeiten der Fehler 2. Art gibt die
Operationscharakteristik: OC(p) = Py (A) 0C(p) =F,205(3)
&

L Hoy~0,121
(1 Hy: p=p, Hy: p>pg T S
1 einseitiger
| A=[0:k] . K=[k+1;n] | ol Test
0 K k+1 . 1
B= Fp>np0(k) oa=1- F;\O(k) 0:(30“5018‘79‘) Bo=1-0 o
R 1 + + Y + J
0 Po 1
0C(p) = 1-Fp06(3)
(2] Hy: p=py Hi: p<pg 1 0y~0,0548 s~""
K=[0;k] A=[k+1;n] \ |
; | 1
kik+1 | einseitiger
0 o 31 i Test
=Fp (k =1-F,5 k 1
a=Fp®)] [B=1-Fl® AR
By =1
1 =1-0 P
06 vl by ‘YO ﬁo o .
?- ® H;p=p, H;:p=p, LOCm) = Fy206(7) - oo 6(3)
‘ ‘ - zweiseitiger | o, ~0,222
((): lKiz[O;ki] A=[k,+1;k,] Ky=[ky+1;n] l " Test ger %
H 0 k,k,+1 kyiky+1 n |
g\ Faustregel: wihle k,, k, so, dass Pp,(K,) ~ Pp,(Ky) ~5
} o= Fpfley) + 1-Fp (k)| | B =Fpepy) -Foup k)| b
K



Statistik: Beispiel fiir einen Signifikanztest 207

Ereignis E = »Jemand hat Ubergewicht«
Nullhypothese H, = »60% sind tibergewichtig« po=0,6
Alternative H, = »Mehr als 60% sind iibergewichtig« p > 0,6
Untersuchung von 10 Leuten, das heifit Stichprobe der Lange n=10
A =[0;7] =»wenn hochstens 7 Ubergewichtige, dann bleibe bei H,,«
K =[8;10] = »wenn mindestens 8 Ubergewichtige, dann verwirf H,«
o Fehler1.Art = »irrtiimliche Verwerfung von H,,, obwohl H,, zutrifft«
=Py (K)=1- Fq(7) ~0,1673 ~ 16,7%
%

B(1010,6) a=0,1673

1 i k=7 i 10
’—!——!_’* T T T 1 T T 1 ’ T
<€ A—)(—K4>‘

B Fehler2.Art = »irrtiimliche Beibehaltung von H,,, obwohl H, zutrifft«

B= PHi(A) = F;go,e (7) 10
1 OC(p) = Fp>0,("5 (7)

", [049~0,1673

Idealer Signifikanztest 1

Annahme von H,,, wenn H, zutrifft,

Verwerfung von H,,, wenn H, nicht zutriftt. 0 5:
1 o ¥p=0 T
t L (B,~0,8327)1
e e e P
| : 0 p,=0,6 1
0,5+ i

) OC(p) = F, 0 6(35)

Im Bild: n=50 A=[0;35] © p,=0,6

“ory~0,054

T (ﬁ0:1) 1
1 . 1

01(; [ | pOQ:F,é_'_'_H : -?.

0,5+ 0

. . . 1 C

Eine groflere Stichprobe bewirkt, - (B,~0,946) H

dass die OC-Kurve steiler wird, A

sich also dem Idealfall ndhert. 0; ey _?_

I

K



208 Beschreibende Statistik: 1 Variable

Grundlage ist eine statistische Erhebung vom Umfang n:
Das ist eine Auswahl von n Elementen aus einer Grundgesamtheit
zur Untersuchung eines numerischen Merkmals.
Dabei misst man von jedem Element den Merkmalswert x;, i=1,2, ..., n.
Das n-Tupel (x,[xy]...]x,) heiit Urliste.

Merkmalwert: a; ist Kinderzahl im i-ten Haushalt Urliste: (2/0|8]0]4/0|2|1]3]0)

Mittelwerte
Arithmetisches Mittel x = rll(x1 +Xot+ ... +X,)
x heiBt auch Schwerpunkt der Verteilung, Ausreifier (Extremwerte) beeinflussen x
Urliste (2/0/8/0/4/0]2]1]3]0), x= 110(2+0+8+0+4+0+2+1+3+0) =2
Gewichtetes Mittel x =g, x;+gy Xo+... 8 X,
g; ist das Gewicht von x; (Beispiel: relative Haufigkeit)
g1+8e* ... +gn=1
geordnete Urliste (0/0[0[0[1]2/2/3[4]8), x= -0+ 1+2.2+5.3+L.4+1.8=2

Sind die Merkmalswerte der Grof3e nach geordnet x; =x5=... =%,

dann heift x Median x =x; und i= %(n+ 1) n ungerade
X = %(X#Xm) und i= %n n gerade

x heiflt auch Zentralwert der Verteilung, x ist robust gegen Ausreif3er.
geordnete Urliste (0/0]0]0]1/2|2|3]4|8), n=10, i=% 10=5, i:% (X5+Xg) = %(uz) =15

Hochstens 50% der Werte sind kleiner als der Median und
hochstens 50% der Werte sind grofer als der Median.

Das p%-Quantil ist eine Verallgemeinerung des Medians:

hochstens p% der Werte sind kleiner als ;;p%
hochstens 100% — p% der Werte sind grofler als ;(p%

X950, ist das 1.Quartil, ist das untere Quartil
X509 ist das 2.Quartil, ist das mittlere Quartil, ist der Median
X750, ist das 3.Quartil, ist das obere Quartil

25 %-Quantil = 1. Quartil = unteres Quartil = 0 = Modus

50%-Quantil = 2. Quartil = mittleres Quartil = Median = 1,5
arithmetisches Mittel = 2

75 %-Quantil = 3.Quartil = oberes Quartil = 3

| I } } }

T T

0 1 2 3 4 8 Kinderzahl

Modus, Modalwert ist der haufigste Wert in der Urliste.
Modus der Urliste (0/0]0]0|1]2]2|3|4|8) ist 0

A-E=ND>ITMNO—WN
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Streumalfle
die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom arithmetischen Mittel x

Varianz o= 1((x;-%)2+(x,-%)2+ ...+ (x,-X)?)
1 i 2 1 i 2\ 1 i 2
2 _ _ )
62== D) xi -2 Xx| | =2 x'-x
n(i_1 ' n(i_1 1)) s
Empirische Varianz s? = Iﬁ((){1—§)2+ (Xg—X)2+... +(x,-X)2)
1 n 2 1 n 2 1 n 9
2_ 1 s_1 = 2= 4__N0 22
§°= n—1(i§1xl 1’1(121)(1) )_n—1i21X1 n-1x

s? ist eine erwartungstreue Schitzfunktion
fiir 62, das heifit E(s2) = 62

Empirische Standardabweichung s = ./empirische Varianz = ,/s2

Variationskoeffizient v = }% -100%
v dient zum Vergleich des Streuverhaltens zweier Zufallsgrof3en.

Halbweite H = Differenz von 1. und 3.Quartil

Quantilabstand die mittleren 100% — 2p% = X1009,_p% — Xp%

Spannweite R = Differenz von gro3tem und kleinstem
Wert der Urliste: x X

max ~ “min

Urliste (0/0|0]0]1]2|2|3]4|8) x =2
o? = (4:(0-2)2+1-(1-2)2+2+(2-2)?+1-(3-2)>+1-(4-2)>+1-(8-2)%) =58

§2= 3(4-(0-2)2+1-(1-2)2+2-(2-2)2+1-(3-2)2+1-(4-2)2+1-(8-2)?) =~ 6,44

s= Js2 ~2,54 V%21§—4~100%x127% H=3-0=3 R=8-0=8
BOXplot
Halbweite H Spannweite R .
whisker whisker
} } } } } }
Xmin §25 % § §75 % Xmax
unteres  Median oberes
Quartil Quartil

209

A-E=N>ITMNO—-WN



210

A-E=ND>ITMNO—WN

Beschreibende Statistik: 2 Variablen

Man misst 2 Merkmale und sucht einen méglichen Zusammenhang.

Urliste = {(X1|Y1), (X2|YZ), (X3|Y3),

(Xply)}

Die Punkte P;(x;]y;) bilden eine Punktwolke, einen Punktschwarm.

x ist Mittelwert der x4, X, ...

X, y ist Mittelwert der y,, yo, -.. ¥y,

S(x |y) ist Schwerpunkt der Punktwolke.

Varianz der x-Werte 6,2=

n
52X -x2
ny=1

Kovarianz der x-y-Werte 6,, =

n
Varianz der y-Werte 6 %= 1112 Vi —y?

n
1 _ =
ﬁi;Xiyi—(X'y)

y

Korrelationskoeffizient r, =

Gxy

PCEIE

Gy "6y T Ta & v
;1(xi_x) '_;(Yi—Y)

Ausgleichgeraden, Regressionsgeraden

1. Ausgleichgerade (Regression nach x)
y = a,+b,x = b-(x-X) +y

o 2R
booxy _i=t
x 6x2

» Ay

'M=’

(x;-%)?

i=1

7 Beide Ausgleichgeraden

./
- fallen zusammen /

/0

] /es/
/./.
~ Korrelationskoeffizient = +1

strikt lineare Korrelation
= T T T T T T T 1

X und Y sind unkorreliert
& EXY)=EX)-E(Y) 1

\Belde Ausgleichgeraden ™

fallen zusammen
\

~ Korrelationskoeffizient = -1
strikt lineare Korrelation
= T T T T T T T 1

=y -b.X|b,=

Oxy _
x y 5 =
Gy

S(x|y) Schwerpunkt

Ausgleichgerade
Regression nach x

Ausgleichgerade
Regression nach y

3 -D:-9)
_i@rﬂZ
i=1

T T T T T T T
Korrelationskoeffizient = 0
keine Korrelation

2. Ausgleichgerade (Regression nach y)
X = ay+b 'y =

by-(y-y) + x

;=X —byy

~ Korrelationskoeffizient ~ 0,894
stark positive Korrelation
a T T T T T T T 1

X und Y sind unabhingig
= X und Y sind unkorreliert

- Korrelationskoeffizient ~ —0,256

schwach negative Korrelation
a T T T T T T T 1
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g ist 1. Ausgleichgerade, g ist 2. Ausgleichgerade,
wenn die Summe der Abweichquadrate wenn die Summe der Abweichquadrate
fiir Regression nach x minimal ist. fiir Regression nach y minimal ist.
Abweichquadrate flr Abweichquadrate fir

Regression nach x Regression nach y

] g 1 ’7 g

g ist 1.Ausgleichgerade g ist 2.Ausgleichgerade

® T T T T T T T T T o T T T T T T T T T

1 1

minimale Flachensumme ~ 23,4 minimale Flachensumme ~ 34,1

x ist die Anzahl der Fehltage im Semester x| y x2| y?2| xy

y ist die erreichte Punktzahl in Priifungen ol 10 ol 100 0

A Punktfahly 0| 14 0| 196 0

0| 14 0] 196 0

J Korrelationskoeffizient ~ —0,787 1 7 1 49 7

2 9 4| 81| 18

2] 15 4| 225| 30

Ausgleichgerade 3 7 9| 49 21

Regression nach y 4| 3| 16 9| 12

10-

6| 5| 36| 25| 30

1 6| 6| 36| 36| 36

1 7 5| 49| 25| 35

. 8 6| 64| 36| 48

] 10 0| 100 0 0

5] ) 10 2| 100 4] 20

Ausgleichgerade 16 2| 256 4| 392

Regression nach x

6,2=52-25=20

Y X
Fehltage x 6y2 - 1(1)% —49=20
{o {5 6y =22~ 35 =26
»Statistische Vorhersage «
Wer mindestens an 14 Tagen fehlt, erreicht keinen Punkt.
Wer keinen Punkt erreicht, hat an mindestens 10 Tagen gefehlt.

A-E=N>ITMNO—-WN
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Zeit Mathematik Rest der Welt
—00 Urknall (-13 Milliarden)
Erde (-4,5 Milliarden)
Mensch (-2 Millionen)
-3000 Agypten, Pyramiden (-2800) Erste Olympiade (-776)
-2400 Mesopotamien PERIKLES (-561)
-1100 China BUDDHA (563 » —483|80)
-500 Indien PLATON (427 « -347|80)
THALES von Milet (-625 « -547|78) ARISTOTELES (—384 « -322|62)
PYTHAGORAS von Samos (-580 « -500|80)  ALEXANDER d. GroBe (-356 « —-323|32)
EUKLID von Alexandria (—340 « —270|70) Chinesische Mauer (um —210)
ARCHIMEDES von Syrakus (287 « —212|75) JULIUS CAESAR (-100 ¢ —44|56)
APOLLONIOS von Perge (-260 ¢ -190|70) JESUS CHRISTUS (-7  33|40)

0 HERON von Alexandria (um 100) MOHAMMED (570 « 632|62)
PTOLEMAIOS von Alexandria (100 » 160/60) KARL der GroBe (742  814(|72)
PAPPOS (um 320) BARBAROSSA (1155 « 1190(35)

ZU CHONG-ZHI (um 450) DSCHINGIS KHAN (1155 « 1227|72)
BRAHMAGUPTA (um 700) THOMAS VON AQUIN (1225 « 1274|49)
AL-CHWARIZMI Bagdad (780 « 847|67) MARCO POLO (1254 « 1324|70)
FIBONACCI Leonardo v. Pisa (1170¢1250/80) DANTE Alighieri (1265 ¢ 1321|56)
REGIOMONTANUS Boccaccio G. (1313 « 1375|62)
(Johannes Miiller, 1436+1476|40) KOLUMBUS Chr. (1451+1506|55)
PACIOLI Luca (1445 « 1517|72) VINCI L. da (1452 « 1519|67)
STIFEL Michael (1487 « 1567|80) GUTENBERG-Bibel 1454
RIES Adam (1492 « 1559|67) DURER Albrecht (1471 « 1528|57)
TARTAGLIA Nicolo (1499 « 1557|58) KOPERNIKUS N. (1473 « 1543|70)
MICHELANGELO B. (1475 ¢ 1564|89)
LUTHER M. (1483 « 1546|63)
1500 CARDANO Geronimo (1501 « 1576|75) KARL V. (1500 « 1558|58)
VIETE Francois (1540 « 1603|63) CALVIN J. (1509 ¢ 1567|58)
NEPER auch NAPIER John (1550 ¢ 1617|67) MONTAIGNE M. E. de (1533 « 1592|59)
BRIGGS Henry (1564 « 1630|66) EL GRECO W. (1541 « 1614|52)
GALILEI Galileo (1564 « 1642|78) CERVANTES M. de (1547 « 1616|69)
KEPLER Johannes (1571 « 1630|59) Hugenottenkriege (1562 « 1598|36)
GULDIN Habakuk (1577 « 1643|66) SHAKESPEARE W. (1564 « 1616|52)
HERIGONE Pierre (1580 ¢ 1643|63) MONTEVERDI Cl. (1567 » 1643|76)
DESCARTES René (1596 « 1650|54) RUBENS P. P. (1577 « 1640|63)
BERNINI L. (1598 « 1680(82)
1600 FERMAT Pierre de (1607 ¢ 1665|58) REMBRANDT H. (1606 « 1669|63)

WALLIS John Ashford (1616 ¢ 1703|87)
PASCAL Blaise (1623 « 1662|39)
GREGORY James (1637 « 1675|38)
NEWTON Isaac (1643 « 1727|84)
LEIBNIZ Gottfried (1646 « 1716|70)
ROLLE Michel Ambert (1652 « 1719|67)
BERNOULLI Jakob (1655 « 1705|50)

L'HOSPITAL Guillaume de (1661 ¢ 1704(43)

BERNOULLI Johann (1667 « 1748|71)

MOIVRE Abraham de Vitry (1667 » 1754|87)

STIRLING James (1692 « 1770|78)

30-jihriger Krieg (1618 « 1648|30)
MOLIERE J.-B. (1622 « 1673|51)
HUYGENS Chr. (1629 « 1695|66)
SPINOZA B. de (1632 « 1677|45)
LuDpwiIG XIV. (1638 « 1715|77)
SWIFT J. (1667 « 1745|78)

PETER der Grof3e (1672 « 1725|53)
BACH J. S. (1685 « 1750/65)
HANDEL G. F. (1685 » 1759|74)
MONTESQUIEU Ch.-L. (1689 +1755|66)
VOLTAIRE (1694 « 1778|84)




Mathematik

Rest der Welt

1700 BAYES Thomas (1702 « 1761|59)

CRAMER Gabriel (1704 ¢ 1752|48)
EULER Leonhard (1707 « 1783|76)
SIMPSON Thomas (1710 « 1761|51)
LAGRANGE Joseph (1736 « 1813|77)
LAPLACE Pierre Simon (1749 « 1827|78)

ROUSSEAU J-J (1712 « 1778|66)
FRIEDRICH II der Gr. (1712 « 1786|74)
KANT 1. (1724 » 1804/80)

LESSING G. E. (1729 « 1781|52)
HAYDN J. (1732 « 1809|77)

HERDER J. G. (1744 « 1803|59)

1750 LAGRANGE Adrien (1752 « 1833|81)

FOURIER Jean-Baptiste (1768 « 1830(62)
GERMAIN Marie-Sophie (1776 « 1831|55)
GAUB Carl Friedrich (1777 « 1855|78)
POISSON Siméon-Denis (1781 « 1840|59)
BOLZANO Bernard (1781 « 1848|47)
BESSEL Friedrich (1784 « 1846|62)
CAUCHY Augustin (1789 « 1857|68)

GOETHE J. W. von (1749 « 1832|83)
MOZART W. A. (1756 « 1791|35)
SCHILLER F. (1759 « 1805|46)
NAPOLEON (1769 « 1821|52)
HUMBOLDT A. von (1769 « 1859|90)
BEETHOVEN L. van (1770 « 1827|57)
HEGEL G. W, F. (1770 » 183161)
SCHUBERT F. (1797 « 1828|31)

LOBATSCHEWSKI Alexancer (1792 » 1856|64) SCHOPENHAUER A. (1788 « 1860|72)

SARRUS Pierre Frédéric (1798 « 1861|63)

Franzosische Revolution 1789

1800 ABEL Niels Finno (1802 » 1829(27)

MORGAN Augustus de (1806  1871|65)
GALOIS Evariste (1811 « 1832(21)
HESSE Ludwig Otto (1811 « 1874|63)
SYLVESTER James (1814 « 1897|83)
BOOLE George Lincoln (1815 « 1864/49)
WEIERSTRAB Karl (1715 ¢ 1891|76)
TSCHEBYSCHOW Pafnuti (1821 « 1894|73)
KRONECKER Leopold (1823 « 1891|68)
RIEMANN Bernhard (1826 « 1866|40)
DEDEKIND Richard (1831 « 1916|85)
CANTOR Georg (1845 « 1918|73)

KLEIN Felix (1849 « 1925|76)

HuGo V. (1802 « 1885|83)

DARWIN Ch. (1809-1882|73)
WAGNER R. (1813 « 1883|70)
VERDI G. (1813 « 1901|88)
BISMARCK O. (1815 « 1898|83)
SIEMENS W. von (1816 « 1892|76)
MARX K. H. (1818 « 1883|65)
FONTANE Th. (1819-1898|79)
DOSTOJEWSKI F. (1821 « 1881|60)
VIRCHOW R. L. K. (1821 « 1902|81)
TSCHAIKOWSKI P. I. (1840 « 1893|53)
NIETZSCHE F. (1844 « 1900|56)
STRAWINSKI I. F. (1882 « 1971|89)

1850 KOVALEWSKAYA Sofia (1850 « 1891|41)

POINCARE Jules-Henri (1854 « 1912|78)
PEANO Giuseppe (1858 « 1939|81)
HILBERT David (1862 « 1943|81)
NOETHER Emmy (1882 ¢ 1935|53)
RAMANUJAN Srinivasa (1887 « 1920|33)
FISHER Ronald (1890 « 1962|72)

FREUD S. (1856 » 1939|83)
PLANCK M. (1858 « 1947|89)
EINSTEIN A. (1879 « 1955|76)
STRAUSS R. (1864 « 1949|85)
CURIE M. (1867 « 1934(67)
MANN Th. (1875 « 1955|80)
PICASSO P. (1881 « 1973(92)

1900 NEUMANN John von (1903 « 1957|54)

KOLMOGOROW Andrej (1903 « 1987(84)
GODEL Kurt (1906 » 1978|72)
COXETER H.S.M. (1907 « 2003|96)
TURING Alan (1912 « 1954(42)

ATIYAH Michael Francis (1929 o
COHEN Paul Joseph (1934 « 2007|73)

HEISENBERG W. K. (1901 « 1976|75)
DALI S. (1904 « 1989|85)

SARTRE J.-P. (1905 « 1980|75)
Russische Revolution 1905

1. Weltkrieg (1914 « 1918|4)

2. Weltkrieg (1939 » 1945|6)

2 Atombomben auf Japan 1945

1950 WILES Andrew John (1953 o

FALTINGS Gerd (1954 »
WOLFRAM Stephen (1959 o
PERELMAN Grigori Yakovlevich (1966 o

Romische Vertrage 1957
Erste Herzverpflanzung 1967
Erste Mondlandung 1969
Einheit Deutschlands 1989
Euro 2002
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1. Monotoniegesetz

1. Pfadregel coeeeeeeveneeereiiiceeeeeeeicee e,
16er-SyStemM ..cvueiiieneririererieeeeeeeereeernaenes

2. Monotoniegesetz

2. Pfadregel ..ceeeeeeenneeeeiieieeeeeeeiee e,
4-Feldertafel coceuveveveneeeeeneeenieeeenennn,
9€er-Periode .uuuuevenererieeeriieeeereeerreeeenee e,

Abelsche Gruppe ....ccevueeereeeeiiieeeeeeeiiieeeeeee

abelsche Gruppe

Abendweite......coceevvuvnrreennnnn.
Abgeschlossenheit .................

Abkiihlung, exponentielle

Ableitung

Ableitungen der Grundfunktionen ...............
Ableitungen, hShere........ccevvveeerreeviinennens
Ableitungsfunktion .......cceeeeveeeriieiiiiiennees

Ableitungsregeln....................

Abraumen
Abrunden.

Abschatzbarkeit (Integration)
Absolute Haufigkeit................
absoluter Betrag......cccevveerreenn

Absoluter
absolutes
absolutes

beim Integrieren .....

[T 11T SR
Maximum .oeveeeeneeeeeieeeeeneeneenns
Minimum

Absorption von Strahlung........cc.ceevviueenneens
Absorptionsgesetz......ueeeereeereueeerreeirnnnnnes

Abspalten

Abstand Punkt-Ebene .............

eines Linearfaktors

Abstand Punkt-Gerade ...............

Abstand w

indschiefer Geraden

Abweichquadrat......cceueeerieeiiiienreeiiiiiennees

Achsen-Abschnittform

Achsenpunkte einer Ebene.......cc.ccevvvueenneens
Achsenspiegelung ........eevreeereeerreeriinenneens

Achsensymmetrie ..................

Addition..
Additionst

Additionsverfahren.................
Additivitat (Integration).........
affine Abbildung........ccccceeeeee.

heoreme....cceevveneeee.

Affine FUNKEION . ..uviriieeeeie et eeeeeeeeens

Ahnlichkei
Ahnlichkei

ts-Abbildungen.......cceeveevviieennnens
tssatze fiir Dreiecke

Algebraische Strukturen .........ccceeeeeeeeennennns
algebraische Terme......ccovveeerieevnieeneennnnnnnns
allgemeine Exponentialfunktion .......... 151,
Allgemeine Kegelschnitt-Gleichung .............
allgemeine Logarithmusfunktion.................

Allguantor

Alternative

Amplitude

Amplitudendnderung

ANagramm .....ccceeeeniieiniriinnnnenn.
ANdErungsrate ......oveeveveeervereereereereereeneans
Anderungsrate, lokale ........ccvevevvreeeennnnee.
Anderungsrate, mittlere

Angleichung der Temperatur..........cceeeee..... 154
Anwendungen der e-Funktion.............. 153, 154
Apollonios-Kreis........ccevvuueeerennns
Aquator...............

Aquatorsystem...
AQUIVALENZ..eveeeeeieeeiceeeeeeeee
Aquivalenzumformung

Archimedes ......uuuuuceeeiinnnnnneenens

arcsin, Reihe ...eveeiieeeeeeiiiieee e,
arctan, Rethe...coooiieeiiiriiiieeee,
Area Cosinus hyperbolicus

Area Sinus hyperbolicus .........ccevvueerreennnnee.
Area Tangens hyperbolicus.......cc...ceereeennnee. 164
Arithmetische Folge.......ccceuuneennt

arithmetische Reihe...................

Arithmetisches Mittel
arithmetisches Mittel

Arkus-Funktionen.......cceceevunnenns
Arkus-Sinus-Funktion

Arkus-Tangens-Funktion .........ccceeereeeennnn. 163
AsSOZIatiV-GeSetZ ...evuneernerieeeneiieeeienannns 5,13
Asymptote

senkrechte
Auflosung mit Determinanten.........ceeeeunneee. 37
Aufpunkt einer Ebene
Aufrunden............
Ausgleichgerade....
Ausklammern.......ceeeeeeeeniiineieiiiiiieeeeee.
dulere FUNKEION..cccvuueeerriiiieeeeeciiiee e
duRerer Teilpunkt
Axiome von Kolmogorow ........cceeeeeereerennnnn. 189
AZIMUE ceeeetieiiecccee et 84

Basisvektoren ....ccceeeeeeeieieeeiiiiiiiiinneennnnnnnee.
Basiswechsel........

Baumdiagramm.....
Bayes-Formel.....uuueeeieeeviieenieennieeneeeennnnen,
Bedingte Wahrscheinlichkeit ...................... 190
Bernoulli-Experiment
Bernoulli-Kette .....eeeeeeennneeriiiinncenneees
Bernoulli-Ungleichung ......eeeeeeeviieeeneennnnnnnns
beschrankt.....cccevvvemeeuninnnneennnn.

Betrag eines Vektors.......coccoeevenieniencnn
Bewegliches Aquatorsystem




DIJEKEIV et 125
Bilanz der Flache

Binomialverteilung
Binomische ...............

Binomische Formel, Faktorisierung ....
Binomische Formeln

Boole-Algebra
BOXplot v.veeeeernnnnen.
Breitenkreis............

Briiche....cccvueeunnnnns
Bruchrechnen..........
Bruttobetrag....eeerieeeuueriieeniiieeneeenieeeeeens

Daten, Veranschaulichung........cceeeeevuiunnneens
de Morgan-GeSetze .....ceevvuuuerreereennnneeerennnnens
Deckflache....ccuuueereeeiniiennennnnnee.
Definitionsmenge.......ceeeeeeeeeeeeeeeeennnnnnnnnnn.
Definitionsmenge, maximale...........uuuunneee.
Dekadischer Logarithmus ..........cevreeinnnnnnenen
Deklination des Sterns........cceuueeeneee.
Descartes, Reduktionssatz................
Descartes, Vorzeichenregel................
Determinanten.......ccccevvvvvevnnnnnnnnee.
Determinantenform einer Ebene
Determinanten-Verfahren.................
DEZIMALE uueeeeeee et
DezimalsyStem .....cceeeeveueeereerennienreeeennneeneeenns
Diagonalen im Viereck. .
DiagonalmatriX.......ceeeeeeeeeeeeeeeeeennnnnnnnnnnnnnns
DIagramm...ceeeeeeeeereeieeieiee e ereeeeeneeenaens
Dichtefunktion...........
Differenzenquotient ....
Differenzialgleichung einer Kurvenschar ...... 184
Differenzialgleichung, homogene ...............
Differenzialgleichung, inhomogene
Differenzialgleichungen .......ccc...ee......

Differenzialquotient .......ccuueeerreviinnnrnennnnes
Differenzialrechnung ...
Differenzierbarkeit.......ccvvvueeeeeernnnnnnns
Differenzvektor ..ccuuueeerieeriiniennierriiee e eeeennens
Dimension n
DIN A... FOrmate ..cceuureenieinriereineeeeeeneennns
disjunkt .o
Disjunktion................
diskret .oveueeeerreeennnnnnns
diskrete Verteilungen
Diskriminante ...............
Distributiv-Gesetz.......

Distributivgesetz ........

DiVISTON tevvreiinei ettt eree e e
Dodekaeder....c..evevuuerieneiirieeeinieeerieeeenes
Dodekaederflache .
Dodekaedervolumen .......cceueeeereeevennennneennnnes 72
dominantes Element.......ccceeeeeueiiiiiieiieneneennnns 5
Doppelkreuzung
Drachenviereck...........
Drehflache.................

Drehkorper ................

Drehsinn c.oueeevneeiennnns
Drehsymmetrie............

Drehung .cceveeeeereeeveieenreeniiiennes
Drehwinkel ..oeeverereieeiiiieiiiieccce e
Dreibein .
DIrEIECK voeevvreeeeeeiiiiee e eerree e eerrree e e e e eaeae
Dreieck, gleichseitiges.....ccceeeereerieennnrreennnnes
Dreieck, nautisches........
Dreieck, rechtwinkliges
Dreieck, rechtwinklig-gleichschenkliges
Dreieckflache ....cccvveveeerieiiiniienieeiiiiennes
Dreieck-Ungleichung ......ccceueeerreeinnnnnnns
Dualitatsprinzip
Duallogarithmus .ccueveeereeereinieeieerrnieeeeeennnnn.
DUALSYSEEM ceeerreiriiieeeeeriie e eereaa e

Ebene
Ebenen im Raum
Ebenenbiischel............
Ebenenschar .................
echt (streng) monoton
ECKE teveeerneeeeiee et erieeeeeneeennens
Eckenschwerpunkt
e-FUNKLION..ceeteeieeeieeeieeeeeeeeeeee e,
e-Funktion, Diskussion ........cceeeevvnneeennnnnnn. 152
eineindeutig ........cceeueee.

Einheit, imagindre
Einheitskreis.............. .
EinheitsmatrixX....icveeeeeeeeerieeeeneeeernenerenes
Einheitsvektor...oicvueeeeeeierieeeerieeeerieeeeens
Einsetzverfahren....oceueeeeeeevcieiiiieiiceiieeennes
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EKLPLIK «ovvvvviiniiiiiiiiiine
Elementarereignis ..................

elementfremd .....ccoevveiiiiiiinnnieiieeeeennn,

emf (echt monoton fallend)
Empfindung

Empirische Standardabweichung................. 209
Empirische Varianz .....ceeeeeveveeeiieneniennenennnes 209
Empirisches Gesetz der groRen Zahlen......... 189

ems (echt monoton steigend)
endliche Reihe......ceevvevvnnnenneeen.
Entfernung zweier Punkte........
Entscheidungsregel.................
Epsilon-Umgebung .................
Ereignis..ceeeeeeeeeeeeeeiiee e e
Ereignisraum
Ergebnisraum
Erwdrmung, exponentielle .......ceevvveeennrennn.
Erwartungswert.....ccceeveeniiiiniirienciiinnnnenenes
Erweitern
Euklid ...........
Euklid-Kathetensatz................
Euler, Polyeder-Satz................
Euler-Formel......
Euler-Konstante
Euler-Satz fiir Polyeder.....cccuueerreriennnnrrennnes
Euler-Zahl...couueeeriiiiiiieieeeeciiee e
E-Winkel
EXiStenzquantor.....cveeeieeevveneereeenneeeneeeennnnns 6
EXPLZIEeeeeiieereeeriieee e e 132
EXpPONnent..cc.ceiiveiiiiiiiiiiiciicrce e 21
Exponentialform komplexer Zahlen.......... 16, 17
Exponentialfunktion, allgemeine ......... 151, 155
Exponentieller Zerfall.......cevvveeeerreernnnannnes 153
Exponentielles Wachstum .......cceeveevvnnnnneees 153
Extrempunkt .
EXtremum coo.ovveviiiiiniiiiiii e
Extremwert c....eeviiiiiiiiniiiiiii
Extremwertsatz......cceeeveniiiiniiiiiniiiinninnnnnes 135

Faktor 1 beim Integrieren.......cceeeeevvvunennees 166
Faktorformel......ccccvvevvunnnnnnnee.

Faktorisierungen
Faktorregel ...cceeveveevvennnnnnnnnee.
FaKULLEL...oeeeeeeeieiieiiiicceee e
Fasskreisbogen-Paar
Fassregel von Kepler
Fehler Fueeeeeeee e,
Fehler, absoluter.......uuuuuueeeeeernriieeeiiiinieennes
Fehler, prozentualer................

Fehler, relativer ........cceeeeeeeee.

Festes Aquatorsystem
Fieberkurve
Fixfigur .........

FIXPUNKL e eeeeeieee et e

FiXpUNKEAGUT.eeeeeeieer e eeceiiee e 60
Flache zwischen 2 Kurven .......ceveevevneevnennns 174
Flache zwischen Kurve und x-Achse............. 174
Flachenberechnung mit Integral................. 174

Flachenbilanz
Flachenbilanz 7t c...eeeveeeienneeeieiiiieeereeeeenee,
Flachendiagonale .......cceuuueeereiemmicinneennnnnnns
Flacheninhalt des Dreiecks.............
Flacheninhalt des Kugeldreiecks .....
Flicheninhalt des Parallelogramms
Flacheninhalt des regelmaRigen Vielecks....... 53
Flachenschwerpunkt ..........cceeeeeee ...176, 178
Flachpunkt......ccuvueerreeennnennenns ...139, 143
FLAP cettttteereeeeeeee e e e e eeeeeeeeeeeeeeeeeeaaaaes
FOLGEN et
Folgengrenzwert ...
Formel von Bayes.......ccuvuueerreeennneeneeeennnnens
FOrmfaktor ...ooeeeemueereeiiiieeereceeiee e,
Fortlaufende Proportion .............
Fortsetzung, stetige .....cceuueveennns
Frequenzanderung ........cueueereeens
Frithlingspunkt «c....cevveeennnennneeens
Fundamentalsatz der Algebra
FUNKEION .o,

Funktion, GURETe...cccevverrriiieeeiiiiiiiiieeeinnaee
Funktion, beschrankt.........cccceevuueereennnnnee.
Funktion, gerade
Funktion, innere
Funktion, ungerade
Funktion, verkettet
Funktionsterm ...
F-WAnKel .eueeeeeeeeeeeeeeee e

Ganzrationale FUNKEION ...ccvveveeninieiieeennnnes 147
GauR-Kurve

gedampfte Schwingung ........eeeeeevvvneceneennen. 160
GEgENEreIgNIS..ceeeereeeneeeeerrenereeeereennneeenenns

Gegenvektor
Gegenzahl.........

gemischt periodisch
Gemischte Zahl
GENAU €N tereueeeeeerinnneeeerennaennns
Geometrische Folge
geometrische Reihe
Geometrische Verteilung.......oeeeeeevevennreennens 199
Geometrischer Ort

Gerade und Kreis...
Geraden im RaUum ...uueeeerereeieeerenenerineeeennnnes
Geraden, windschiefe
Geradenkreuzung....eeeeeeeeeeceeeennniieeeeeeennnnnns



Gesetz der groRen Zahlen .......ccevvveennennee.
Gesetze der Mengenalgebra
gewichtetes Mittel.......ccvvveueeeeevnnnnnnnns

o [« IR UPR PR PPPTPIN
Gleichartige Terme .
gleichschenkliges Trapez........ccceevvueeereeennne.
gleichseitiges DreiecK....ccuvueeeeieervreeeneeennnnns
Gleichung, biquadratische................
Gleichung, lineare........ccevvvverreennene.
Gleichung, quadratische...................
Gleichungen héheren Grades
Gleichungssystem....
Gleichverteilung....... .
globales Maximum .......ccceuueeereeieennnnreneenee
globales Minimum .......ceevveeeerernvneneneeennnne.
Goldbach-Vermutung...
Goldener Schnitt ....eeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnne.
GradmaR ..ceeeeeeeeiiiee e
Graph ceceevvvveeeeennne.
Grenzwert...............
Grenzwertsatz, Zentraler ............eeeee
GrORKIeTs ceveeeeeeeeeieieeeeeeeeieeeeeeeeenee
groRter gemeinsamer Teiler
Grundflache coeeeeeeeeeeeeiiiiceeennnn.

Grundfunktionen, Ableitungen................... 142
Grundintegrale, unbestimmte .................... 170
Grundrechenarten

GrUNAWETE vuneeerneeereeeeeneeerteeeeneeerneeerenenens
Grundzahlou..eeeeeeieeieeeeeie e erees

Halbgerade .......ueeeeeeimienneeiiiieeeeeeeiceeeees
Halbraum, positiver .... .
Halbtangente......ceeeeeevuuieeiieeenniceneeeennnnnnns
HalbWeite...coeeeeeiiiiieiiieeciiiiiiiiiiieee

Halbwertdicke..........
Halbwinkelsatz........
Harmonische Teilung...
Harmonisches Mittel ...
Haufigkeit .............. .
Hauptdiagonale.......cceumeeeeeeemniceiiiiiniceneeees
Hauptsatz d. Differenzial- u. Integralrechng. 173
Hérigone-Regel ....cceeevuueereeernnnenneeenniienneens 25
Heron-Formel .
Heron-Verfahren .......cooeeeeeiieiireeinnniniennns
Hesseform ....ceeeeeeeeeeeeeeeccccceeeeeeeeeee
Hexadezimalsystem
Hexaeder.......cccuuuueens
Himmelsdaquator ......
Himmelskugel .........
Himmels-Nordpol..... .
Himmels-SUdPOoL ...ceeeeeruneereeiiieeneeeiiieeeeeeee

hinreichend
Histogramm
Hochpunkt ..ceeveeviveeeiiiieiiiiieeeeiecennens

Hochzahl....ceveeeeeiiiiicieciiiieiieeeeecccceneeeeeee

Horizont.......ceeeeeeeeee.
Horizontsystem
HOSPItal . eeveeeeeeeeeieieee et
Hyperbel als Kegelschnitt
Hyperbolische Funktionen ..
Hypergeometrische Verteilung.................... 198
Hypotenuse ...c..cvvveueerinniiiiiiriiiiiciicreeaeee

Hypotenusen-Abschnitte.
Hypothesentest..............

Idempotenzgesetz
Identitat.....cccooeeeeeeeee

Tkosaeder ....cccceeeeeennnn

Tkosaederflache .....ccceviirreemmemiiiiccciiiiieneees
Ikosaedervolumen
ilung

imagindre Einheit
Imagindrteil covveeeerreeeriienieeeiieen e
Implikation ...............
IMplizite.eieeeeeeeeeennnns
Induktion, vollstandige ..
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inhomogene Differenzialgleichung..............
TNJEKEIV e
TNKTETS eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeee e e e e e eeeae
Inkreismittelpunkt des Dreiecks ......c...eereeeen
Innenwinkel......cevreeereeeerieiiinenniennnnee.
innere Funktion..........

innerer Teilpunkt
Integralfunktion.........
Integralrechnung
Integration der rationalen Funktion
Integration mit Partialbruch-Zerlegung ....... 168
Integration mit Substitution .........ccccceeeeeee 167
Integration, partielle .
Invariante ..oceeeeeeeeeeeeieee e
Inverses Element.....cccoevveeevennnnnnnnnnnnn.
Irrationale Zahl..........

Tteration ..oceeevvueennneeee

Iterationsverfahren
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Jagerzaun-Regel

Jahresbahn .....cooeviiiiiiennnnnne.

JANTESZINS . ceeeieeieiieiiireeeeee e e e e e e eeeeeereeeeeees
Kalotte..ooveeeeeiiiiiiiiiiiiccceee e 77
Kapital.ooeeeeeeneeeeeeiiee e e 19
Kartesische Koordinaten-Systeme ................. 88
Kathete .ooeeeeeeeiiiiiiiiccceee e
Kathetensatz von Euklid

Kegelachse. . ... eeeeieeeeieeeiiieeee e
Kegelschnitt......

Kegelschnitte

Kegelschnitt-Gleichung, allgemein.............. 105
Kegelstumpf....coeeeiieieeeieeiieee e 75
Kehrbruch .oceeeeeeeeeeiiiicccieee e 15
Kehrsatz

KENIWETt. e eeriiieee et eecree e eeeeees 15
Kepler, Fassregel....ccuuueeereeeienenreeceennanneees 179
Kettenbruch (Goldener Schnitt).........ccccce..... 44
Kettenlinie. v eeeieeeeiieee e eeerrieee e 164
Kettenregel.uuuueeereeeeeeeeenreeeriiienreeeeiieeneees 142
KGV et 8
Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich ....... 13
KLeTNKIETS tevvreeeeeieiiiiee s eeereiee e cerriee e eeeeeees 76
kleinstes gemeinsames Vielfaches.................. 8
Knickwinkel.... . eeeeeeeneeeeeeiiieieeeeiieeeeeeeee 138
Koeffizientensatz von Viéte (=Vieta) ........... 147
KofUNKEION cvveeeee v
KOLLINEAr.ceveeeeeeeieiieee e
Kolmogorow, Axiome

Kombination

Kombinatorik

Kommutativ-Gesetz .....ceveevveuneerreeernnnnnnens

komplanar.....coeeeeeeueeereeeenieereeeinee e
komplanar, Kollinear
Komplement.......ocevvueeerieeiiiiieniieeniieneeeennnnns
Komplementmenge .......oeeeeveeerrreeeieennneeennnns
Komplexe Zahlen....................

Komponenten eines Vektors
Kongruenz-Abbildungen...........

Kongruenzsatze ....ccceeeevueerevnreinnereennnrennnnnes
Konjugierte Paare komplexer Zahlen.............. 17
Konjunktion ce...eeeeeeeeenieeiieiee e 6
konkaves Polyeder.......cceuuueereeirennenieenennnnnns 68
konkaves VierecK......ooeeeeeeeeeinniniieecccininnennnes 50
Kontraposition

konvexes Polyeder.......ccuuuueeeerieeenieeeenennnnnnns 68
konvexes VHEreCK......cceeeeeeeeeeeeeereeeeeeeenneennnes 50
Koordinaten eines Vektors .........ccceeeeeeevnennnee 95
Koordinatenform einer Ebene.......ccceuuueeneeee 112
Koordinatensysteme in der Astronomie........... 84

Koordinaten-Systeme, Kartesische.................

KOSTNUS teveniereeeerieierieeeeeneeeerneeersneesssnnsenes
Kosinusfunktion....
KOSTNUSSATZ vuuevneeneeneeeieeeeeeeeeeeeeeeeeennees
KOtangens...ccuueeeeuerereereeineererierereneeeennenenns
Kovarianz

Kreis und Gerade.......cceeumueeereeemmncinneennnnnnns
Kreis und Viereck ..
Kreisabschnitt ......
Kreisausschnitt.....
Kreisdiagramm......
Kreisektor .........
Kreisflache.........
KreiSinNeres ...ccevuueeeeeeeeeneeereeeineeeeeeennaenns
Kreisintegral....ccouueeeeeeemneerreiiieceeeecennee.
Kreiskegel
Kreiskegel, schiefer ....ccouueerreeiiiienniiennnnnnns
Kreissegment....cuuuueeeeeeennneerreeeineeneeeenaaenns
Kreistangente.....
Kreisteile...........
Kreisumfang.......
Kreuzprodukt........
kritischer Bereich....
Krimmung ........... .
Kriimmungsart ...ceueeveeeereienereinereieerennennees
Krimmungsradius......ceevvuueereeennneeereeeennnen.
Kriimmungsverhalten
KUGEL teevrriieeeieeriieee et eeeeaeaenn

Kugel und Ebene .......ccevvvueerieiennnenneennnnne,
Kugel und Kugel.....ccceeeveuueenneeee.

Kugel, Parameterform
Kugelabschnitt ......eevievvnniennennns
Kugelausschnitt .....ceveeeennieerieeeiniienneeeennnenns
Kugelhaube ....ccovvueeereiiiiieenieieieeeeeceeiens
Kugelkeil
KUGELKIEIS .uueieeriiieeeeereiiee e eeeeeiee e eereaiinas
Kugelschicht....cuuuueeereeeeiiieenieeriiceneceeeiinns
Kugelsegment....
Kugelsektor-.......
Kugelzone.........
Kugelzweieck.....
Kulmination ....cceeueeerevennneennnnens
kumulative Verteilungsfunktion ...
KUTVE it 125
Kurvendiskussion, Schema ........ccccevvvvunnnee. 143
Kurvensteigung
KUrZEN eceveiiieniiiiiiiiiiiiiicce e,

['Hospital, Regeln von .......cccuvueeerieeinnnnnnens 140
Lambert-Beer-Gesetz




Laplace-Experiment.........ceereeeeuueenreeennnnenns
Lebensdauer, mittlere.. .
linear unabhangig .....ceeveevvveeereeenennennes
Lineare FUNKLion ....coeeeeeeeiiiiieemmneennninieeeeee
Lineare Gleichung
lineare Gleichungen, System von.................. 27
Linearfaktor, Abspalten eines ........cccceeeeeenns 24
Linearitdt (Integration)
Linearkombination
Liniendiagramm ......cceeeeeeeeennnenneees
Linksseitiger Grenzwert
[N-FUnktion ....ceeeeeeeeeemmmemnennnnnene.

Logistisches Wachstum .........cceuueeereeennnnenns
lokale Anderungsrate
lokales Maximum
lokales Minimum

Lot einer Ebene.......

LotfuBpunkt ...........
Lotto-Formel.....coovveeereeeiiiiiiiiinnnennnnininnnee.
Manipulation von Skalen...........cccvvueeereennnee. 18
Mantel der Pyramide ......cccvvveerreeivinnenreennnnes 70
Mantel des Kegels......ceereeernnenreeerinnenreennnnes 74
Mantel des Prismas ..... ..69
Mantel des Zylinders ... .73
Mantellinie..........cce..... ... 73
Mantellinie des Kegels.....ccuuueerreeereneenreennnnes 74
Mantellinie des Zylinders ........cceeevvuerreeennne. 73
MaRstab .
Matrix, quadratische .......ccceeeerreervieenieennnnes
Matrizen ..ooooeeeeiiiiiiiiiiic e

maximale Definitionsmenge
Maximum, absolutes
Maximum, globales.....
Maximum, lokales.......
Maximum, relatives.....
Median ....ceeveevnnennnns
Mehrfache Nullstelle
Mehrfeldertafel
Mehrwertsteuer

Meridiankreis
Merkmalwert

Minimum, absolutes
Minimum, globales......

Minimum, lokales ..eeveveeneeeriniieiieeiereeeenns
Minimum, relatives ....oeveeeeveeeeereneeennneennnns
Minusklammer
Mississippi-Formel .....ooeeeeeueerreiiennnnnenneee
MItEAG oeeeeeeneee et
Mittaglinie .......ccvvvunennns .
Mittel, arithmetisches ....
Mittel, geometrisches.....
Mittel, gewichtetes........
Mittel, harmonisches...
Mittelparallele......uuuerreeeennnereeeeennnanns
Mittelpunkt einer Strecke
Mittelpunktwinkel....oeeeueereeenerienieiiiieneeenns
Mittelsenkrechte.....coeevveeeevrieeinneeennnnens
mittelsenkrechte Ebene zweier Punkte ........ 117
MittelWert ovve e
Mittelwerte................
Mittelwert-Satz ..........
Mitternacht ........cc........
mittlere Anderungsrate...
mittlere Lebensdauer.......cceevvevvennennnee.
mittlere quadratische Abweichung
Mittlere Reichweite....ccoeevevveeeerenerenneniennnns
0o Ts 1 =Y o Y

Moivre, Satz von....c.eevveiiiiniiiiiiiiiieieeeeeee,
MONALSZINS wevvvrrrreriiiieeeieee e
Monotonie......cceeveuneennns
Monotonie (Integration)...
Monotoniegesetz, erstes ...cccceeeeueerennnns
Monotoniegesetz, Zweites ........ceevveveerreennnne.
Monotonie-Kriterium ......cceeeeereeiiennnnrennene.
Morgan-Gesetze
Multiplikation ....cceveeeeerieiniiiennieennieennes

Ndherungen bei Verteilungen
Naherungsformeln........ccceuueeereeennnnnnnns
Naherungsformeln, Integral......cccccoeeneneene.
Naherungskurven................ 147, 148, 150, 152
Ndherungsverfahren fiir Nullstellen
NEherungswerte .......eeeeeeeveeeerreeenunnennees
Natiirliche Exponentialfunktion..................
Natiirliche Logarithmusfunktion .................
Natiirliche Zahlen ......ccceeeeeeeennnniiiiiiiiiniennnnne.
Natiirlicher Logarithmus..
nautisches Dreieck........
n-dimensional............ .
Nebenwinkel .eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees
NEGation ceveueeeereireeeeeeeereiieeeeeerereeeeereanaes
Negative Binomialverteilung......cccccceeeeeeeee.
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Nenner rational machen
Nennerpolynom ......ceeeeeeverneeeeenereenneeeennenes
NEPErTeGeL .uuuerieirrerieeeeerriieeeeereiieeeeeraninas
Nettobetrag
Neutrales Element ......ccceeeuueeererennnnnnns
Newton-Angleichungsgesetz ......cccevueeevnnenes
Newton-Verfahren .........ccccuenes
N-MeNge .ccuurevueiriinireiinrenanes
Normalbild
Normale...ccuuueerreeemmeeeeecennneees
Normalform einer Ebene.............
Normalform komplexer Zahlen
Normalparabel ....cceuueereiiinieiniiiiinieeeeeeeee.
Normalvektor einer Ebene.........ccceuuueeeneee.
Normalverteilung
Normalverteilung, standardisiert................. 200
Normierung einer Ebene
NOtwendig ...ceeeeeevenieeeeennnnnnnns
n-te Wurzel....
n-Tupel .........
Nullfolge ..........
Nullhypothese ...
Nullstelle...eueeemmmmiieeeeeeeneneees

Nullstelle, mehrfache........ceeeveiveinienrrennnnnnnns
Nullstellen, Naherungsverfahren ................. 141
Nullstellenform
Nullstellensatz......uueeeeeeeeeneereeereneneeeeennnnns
NULVEKEOT ceveeeeeeeiniee et et eeereaees 94

Operationscharakteristik........cceuueereeennnnnnns
Orientierung einer Ebene
0riginaleeeueeeeeeeeneeeeeeeiieeeeeeee
orthogonal
orthogonale Vektoren .............
Orthogonaltrajektorien............
OrtSlini€ veveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennns
OrtsVEKtOreN ..eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeee

Parabel als Kegelschnitt.........ceevveeiinnnnneees

parallel.e. .
Parallelenpaar .....ccovveeerieervnneenieennnneneeennnnns
Parallelepiped....
Parallelflach.......
Parallelogramm.....cccccceeeeeeeene.
Parallelogrammflache..............
Parameterform der Kugel..........
Parameterform einer Ebene

Partialbruch-Zerlegung
Partielle Integration..................

Partielles Radizieren ........ceeeeeeeevevvennnnnnnnnnee
Pascal-Dreieck ..cceeeeeeeeeeeeeeeeeieiiieeeneeniiaeeee
Passante
Periode..c..ueeereeeienieereeennnnee.
Periodenldnge........coeeeeemmeeireiiinicineeeeinens
Permutation
Pfadregeln ........
Pfeil als Reprdsentant................
Phasendnderung ........cccuueeeeeeeee
Phonix beim Integrieren
Planimetrie, Grundlagen
Platonische KOrper .....cceuuueeereeeimneeereeennnnenns
Plusklammer....ccuumeeeeeiiieee s

Polarform komplexer Zahlen
Polarkoordinaten
Polarstern............

Polyeder ....ceeeeeeemueerreiiineeneeens
Polyeder-Satz von Euler
POLYGON cevvieieeeiiiee e et cerre e e e ereaes
Polynomdivision..........cc.......
Polynomfunktion........ceeuueeeereiennneenrecnnnnnee.
Polynomfunktion, Diskussion
PolynomKUIVE .cevvveeeereeeriieeeeeeerieee e eeeeeeaenn
positiver Halbraum ........coveevvvuenrieeinnnnnnes
Potenz...cuurieniriiiiiiiiriincieeanns

Potenz vor Punkt vor Strich
Potenzfunktionen.........cccceee.e...
Potenzsummen ......covveivmniiiiiiiiniiiiiiiiinnnnnns
Primfaktor...cooeeeemeeeeeeeieee s
Primfaktorzerlegung
Primzahl....e e
PriSMA.ceeeeeeeeeeeeeee et
Produktmenge ...
Produktregel......
Produktregel fiir n-Tupel
Produkttafel.....ccccceeveeeeiiiiinnnnn.
Projektionssatz
Proportion ..ce.eeeeeeerevieeeenineennnns
Proportion, fortlaufende
Proportionalitdt .....coeeeeeeuuerreeennnenneeeennnenns
Proportionalitdtsfaktor
Prozent co..cvvveiiiiniiiiiiri
Prozentpunkt......uueeereereeniennieenniieeeeennnanns
Prozentrechnung...
Prozentsatz..........
Prozentualer Fehler



Punkt vor Strich .....ooeeviiiiiiiiiiiiiiiiee,
Punkt-Gerade, Abstand
Punkt-Richtung-Form einer Ebene
Punktschwarm.......cooeeeeiiiiiiiiiiinienniieeee.
Punktspiegelung......ccc.ueeereeennnee. 61, 62, 63, 64
Punktspiegelung an Ebene .........cceeeeeennnenss 117
Punktspiegelung an Gerade ........ceeeeevvvnnnnns 117
Punkt-Steigung-Form ........ceevuueericennnncnneenns 98
Punktsymmetrie .........

Punktwolke.............

Pyramide................

Pyramidenstumpf
Pythagoras, trigonometrischer .
Pythagoras-Satz, allgemein ........ccccceuuueeeeee

Quadrat....cceeeevneeennnnns
Quadratische Funktion
Quadratische Gleichung
Quadratische Matrix

Radikand.......ccccceeeeeee
Radioaktiver Zerfall
Radizieren, partiell
Randmaximum......eeeeueeeernerenneneeeneeeennnnenn 129
Randminimum .
Rang einer MatriX ....cevvveeereernnnneereennnnnnneenn
Rationale FUNKLION ..ccevvueeerreiiinienrieninnienns
Rationale Funktion, Diskussion
Rationale Funktion, Integration
Rationale Zahlen
Raumdiagonale........

Raute ...ceevevneennnennns
Realteil....eeieeereeeerieeeiiieeeeeeeieee e
Rechenregeln fiir Logarithmen ........cccccceeeeeee
Rechnen mit Matrizen ........ccevueeereeevnnnnnnenes
Rechteck
Rechtsseitiger Grenzwert ......ccoeeeeieeeennnenns
REChESSYStEM cevvueeiiieiiieeeeereiiee e cceraieeeeeens
rechtwinkliges Dreieck.......c...uerreeennnee.
rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck..........
Reduktionsformeln........ceeeeeeeeneerininniennnnnn, 81
Reduktionssatz von Descartes...........
Reelle Zahle...............
regelmaRige Pyramide

RegelmdRiges Vieleck .....evvrureeerieriireeernnnnnns 53 221

Regeln von de ['Hospital . .
Regressionsgerade ........cceeuueeeeeeiennnienennene. 210
Regula falsi ..eeeeerveeeerieiiriiieneeerrieeeeeeeees
reguldre Pyramide
reguldres Vieleck ...ceeveveeeneeereiiienieeeneiiinenns
Reichweite, mittlere.......cceeeeeeeiieniiinnnneee.
Reihe fiir arcsin..........
Reihe fiir arctan .........
Reihe, arithmetische ...
Reihe, endliche ..........
Reihe, geometrische.....cccvuueeeeeevvnnnnnnns
Reihe, unendlich geometrische .
Reihe, unendliche ......oeveeieeneinreiiiiennneenenee.
ReThen fUr 7T ceveeeeeeeeeeeeeeeeee e
Reihen trigonometrischer Funktionen........
rein PeriodisCh .cuuu.eerreeeeenereeeiiieeeeeereaanns

Rektaszension.............
reKUISiV.eeeeeeerreneeenennns
Relation.....cccevveeeennnns
Relative Haufigkeit
Relativer Fehler..........
relatives Maximum
relatives Minimum
RROMDBUS ceueeeeeeeeeeeeeee e

ROLLE, SatZ VON «evueeeeeeeeieeeeeeeeeneeeeeenes
Rotation ....eeeeveeeevneeeennenenennnenn.
Rotationsfldche..........
Rotationskorper..........

Runden von Zahlen

Sarrus-Regel coveueeereeeiiieeieeeiee e
Satz vom ausgeschlossenen Dritten
Satz vom Widerspruch .....c.ccevvviieniiininiiennnennn.
Satz von Bolzano.........eevveevveieniiciniienneens
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit...... 191
Satz von Ptolemaios......ceeveeeemneiiiciiiniieneeees
Satz von Pythagoras....
Satz von ROLLE ..........
Satz von Sylvester ......
Satz von Vieta.....cooeeeemiieeiieciiiieiinecennn.

Satze von der Verneinung......ccceeeeereevvnnnenneennns 6
Saulendiagramm .....ccevueeerreeeeiiienreeeniienneeens 18
Schaubild ..
Scheitelform .oo..eeieeeiiieeieeee e
Scheitelwinkel.....oeeeeeerieieemeiiiiiceeeeeeeeeeeees
Schema einer Kurvendiskussion
SChErUNG .. eeeiieeee et
schiefer Kreiskegel.........

schiefer Kreiszylinder
Schnittgerade zweier Ebenen........cc...uenneee.
Schnittwinkel.....eereeeeenenreeiiiieereeennnee.
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Schnittwinkel von Geraden ......
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schrage Asymptote
Schranke, 0bere .....ccevueeerieeiiiiienieeiieeeeee
Schranke, UNtere....cceveveeeeeeuiuiiiiceeeeeeneeeens
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Schwerlinien .....
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Schwerpunkt einer Flache
Schwerpunkt eines Bogens
Schwingungen
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Sekanten-Satz
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senkrechte Projektion
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Sinusfunktion ....oeeeeeieiiiiiiiiceeee
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Skalar-Multiplikation ..............
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Sonnenaufgang.......cccceeeeeeeeennnnn.
SonNnNenbahn.....cooiiiiiiiiiiiiicecee e
SONNENStaNd ....coeeveeiiiiiimmieiiceceee e
Sonnenuntergang
Spaltenvektoren......cccueeeeeeeerieenieeeniceee e
Spannvektoren einer Ebene..........ccvvvuenneens 112
SpPaNNWeite .ovveeereeerennenreennnnns

Spatprodukt ...
spiegeln ........
Spiegelung..c.ueeeereeerennenreennnnes
Spurgeraden einer Ebene

Spurpunkte einer Gerade
Stabdiagramm .......ceeveiiinieennen.
Stammbruch .coooooinies
Stammfunktion .....ceeeeeeenniiiiiiiiiiies
Standardabweichung
Standardabweichung, empirische ................ 209
standardisierte Normalverteilung ................ 200
standardisierte ZufallsgroRe
Standardisierung
SteIgUNG ceeneeeereeeiieee e
Steigung der Kurve......cceeuueeneeee.
Steigungsdreieck...
Stelle covvivmmmmeeccccieeieeeeeee
Stellenwertsystem mit Basis b
Stereometrie ...cceeeueeeiieiinieeneees
Sternhghe
SEETIg e eerrenneeeeereeieeeeerree e e e erraae e e eeeeaes
stetig behebbar ...ccoeueeriiiiiiiiniiie,
Stetige Fortsetzung
Stetige Teilung .ceuveeeereevnnueeneenns
Stetige Verzinsung.
Stetigkeit ............
Stetigkeitssatze ....
Stirling-Formel......
Srahl.cceeeeeecccc e
Strahlensatze ..oceeeeeeereeeeiieereiieeee e
Strecke
SEECKEN et
Streckenl@nge...ccuuueeereeeinieerieeiieeeeeeenians
Streckenmittelpunkt ..................
Streckenteilung..
Streckfaktor .....eeeeeeeeeeennninneeeens
Streckung, zentrische
Streifenmethode .....coeeeevvueeriiiiiiieenniiennee.
Streumale
SErEUUNG eeeeiereeeeeine e et eeeneeeeneeeraeeennenas
Strukturen, algebraische......ccceevvuuieerriinnnnnnnns
Stufenwinkel
Stundenwinkel...
Substitution beim Integrieren
Subtraktion
Siidmeridian

Summenregel .
Summenregel in Kombinatorik.................... 185
SUMmMENVEKEOr .cevvviiiiiieiiieeeeee e 89
Supremum.........
surjektiv...........
Sylvester...........
Sylvester, Satz
Symmetrie im Koordinatensystem ............... 126
Symmetrie zur Winkelhalbierenden............... 131




Symmetrie-Ebene zweier Punkte.................
Symmetrie-Zentrum.......cceeuuerreeenene.
System zweier linearer Gleichungen

TAGESZINS wuveereerrnniereeerenieeeeerenneenerenennnennns
TANGENS ceveiiiiiiiinieeiiir et
Tangens hyperbolicus .......eeeeeeeveeeeerennnnnnns
Tangensfunktion.........

Tangensssatz...........
Tangente am Kreis ......
Tangentengleichung
Tangenten-Sekanten-Satz
Tangentensteigung ......c...eeeeeevennnnnns
Tangentenverfahren ........ccoeeeeeiiieinneiinnnnnns
Tangentenviereck.....ceuuereeeeeeeennerereeeeennnnenns
Tangentialebene
Teilbarkeitsregeln ....ceeevueeereeeincerreeennnennneens
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Teiler, gréfiter gemeinsamer
teilerfremd ...eeeeeeeiiiiiiiiiiiiiciiiiieeees
Teilpunkt, d@ulRerer ...
Teilpunkt, innerer.......
Teilung einer Strecke...
Teilung, stetige..........
Teilungsverhaltnis ......cceeueeereeivnneenereeennnnnnns
Temperatur-Angleichung .......cceeueeereeennnenns
TEP .
Terme, algebraische .....cuueeeeiiiivviieneieennnnnnnns
Terme, transzendente .......ccceevvvvvvvennnnnnnnnnn.
Terrassenpunkt
Tetraeder................
Tetraederflache .
TetraederhOhe.....ccooevvviieeeiiiiiiiiieeeniiieee.
Tetraedervolumen ......cceeeueeereeienneeeneneennennns 72
Thaleskreis

Trdgergerade...........
Transformation........
Translation ................
transzendente Terme...
TrAPEZ eveereeeenreereerenreneeenrennenes
Trapez, gleichschenkliges
TrapeZIegel..ceeeuuuueereerenieereeeeniieneeeennnaenns
Trigonometrie in der Ebene
Trigonometrische Funktionen..........ccccc..... 158
Trigonometrischer Pythagoras..........cccvvuuennes 80
Trinom

Uberlagerung .....ceeveveereeeeereeeneeeeereeneennes
Umformen von Polynomen
umkehrbar ..cooeeeeeiieeen
Umkehrbarkeit......ueeeeeeeeeeeieenniieeeecieiineees
Umkehrfunktion
UMKIEIS +eevenneeeeeeeiiieeeeeeteieeeeeeeeneeeeeeeenes
Umkreisdurchmesser......cceeuueeerreeeenecenneeenne.
Umkreismittelpunkt des Dreiecks..........
Umwandlung Bruch in Kommazahl
Kommazahl in Bruch
unabhangig .....ccc.......
Unabhangigkeit......coeeeeiveineeneeninnnanns
unbestimmte Grundintegrale ...............
Uneigentliche Integrale ......ceeeeevvennnnnnennene.
Unendliche geometrische Reihe....................
unendliche Reihe
ungerade FUNKLION ..ooevvvuneeerieiiiiienneecnnnieens
Ungleichung ....eeeeeeeeeeeeciiiee e
Ungleichung von Bernoulli
unrein periodisch
UNSEEtig ceveeenrerennnnnnns
untere Schranke .........
Untergangsdreieck
Untersumme ........c.....

Varianz ...eeeeeeeeeeeeeeieeeieeeeeeeieeeeeeenas
Varianz, empirische.....
Variation ......cccceueennes
Variationskoeffizient
VEKEOTEN «vveeeieeieeeie et eeaeeaes
Vektorkomponenten ....

Vektorkoordinaten

Vektorprodukt .....eeieeeeeeeerieeeiiienr e
Vektorraum .oceeeeeeerreeeiieee e
Verallgemeinerung d. Pythagoras-Satzes........ 49
Veranschaulichung reeller Zahlen.................. 12

Veranschaulichung von Daten
vereinfachtes Baumdiagramm
Vereinfachung von Termen ..................
Verhdltnis von Teilstrecken........ccceeeeerreneneees
Verhaltnisgleichung ......cevveeeeeeenrieeninenneens
Verketten von Funktionen
Verkniipfung von Mengen
Verknlipfungssatz......uuueeeieevveneenneennnnienneens
verschieben ...............

Verschiebung .............
Verschiebungssatz.......

Verteilungsfunktion
Vertikalkreis...oovveeeeeeeiiiimeemeeccceeenneeeeeee
Verwerfungsbereich
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Vieleck ..uveeeeeneeeneeeiiieeeeeeeenee
Vieleck, regelmaRiges
Vielfaches, kleinstes gemeinsames
Vielflach .ccoeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiinnnnne.
Viereck und Kreis ....ccevueeeereciinneenieceiiieeeeeees
Viereck, konkav.......cceeeeeeeeeeenuiiieeeeaennnnnenes
Viereck, konveX.......ccceeeeeeeeeeee
Viereck-Verwandtschaften........
Vierfeldertafel ......ccceuuennnnnnene.
Vieta-Satz....ccevueerieciiininiiccnnnnn.
Viéte (=Vieta), Koeffizientensatz ................ 147
Vollstandige Induktion......cccceeerrreevnnnnrennnnes 7
Volumen einer 3-seitigen Pyramide ............... 93
Volumen eines SPatS.....ccuueeeerereeennereeneneennnns

Volumen eines Tetraeders
VOrperiode ..eeeeeeeerreeeeennennreeeiieen e eeeraeeeeeens

Vorzeichenregel von Descartes .......c....eu.eee. 147
Vorzeichenregeln....cuueeeeeeneriereiieneeeenneennnns 13

waagrechte Asymptote.......cevvueeerreerrnnnnnnees
Wachstum ....ceeevveeveieineennnnnns

Wachstum, exponentielles
Wachstum, logistisches...........
Wachstumsintensitat ......cccevveeeveneeiennenennnns
WAhrer Wert ..oueeeeeieeee e eeaeeees
wahres Risiko ....
Wahrheitswert
Wahrscheinlichkeits-Verteilung......cc....uv...e. 195
Wallis-Produkt .....cccuvverneennnnnnnne.
Weber-Fechner-Gesetz
Wechselwinkel .....cevvveeevennnnnnn.
Wendepunkt ......eereeerenerreeiiinenreennnns

Wertemenge ...
WHISKET i

Winkel zweier Ebenen
Winkel zweier Geraden
Winkel zweier Vektoren

Winkel zwischen Gerade und Ebene............... 65
Winkelfunktionen am Kreis ............... 79, 80, 81
Winkelfunktionen am rechtw. Dreieck ............ 79
WinkelgroRe....eeeeeeeeeeereerreeeeiieeeeeeeeeeeeaes

Winkelhalbierende.....cocvveeeevveererennennnnns
Winkelhalbierende Ebene
Winkelhalbierende innen
Winkelhalbierende innen und auRen.............. 43

Wurzelexponent ....
Wurzelfunktionen..
Wurzelhaltige Funktion

Wurzelziehen, partiell .....eeevveeeevneriinnennnnnnnes
y-Achsenabschnitt.......ccceeeveeeiniennnnen 125, 144
Zahlengerade....cceuuueeeeeeennceeeeiinceeeeeeeaees 12
Zahlerpolynom...

Zdhlobjekte
ZANIPrNZIPaaeeriiiiiiee e
Zehner-Logarithmus
Zehnersystem ...couveeeeeeeevnneeneeenns
Zeilenvektoren...

Zenit-Distanz.....
Zentrale..ueeeeeeeeeeeneeeeneeereneeen.

Zentraler Grenzwertsatz.....ceeeeeevereereeeennnnns 203
Zentralwert co.eeveeeee e
Zentrische Streckung .
Zentrum einer Streckung ....ceeeeeeveeeereeeennnenns 62
pZ=Y 4 -1 | PRt
Zerfall, exponentieller
Zerfall, radioaktiver ........c.cuu......
Zerfallskonstante.......ccoeeevvneneene.

Zufallsexperiment..
ZufallsgrofRe coeeeeeveeeeereennnnnennennns
Zweier-Logarithmus
Zweiersystem...cccuuuueereeeennnaneees
Zweipunktform....uu.eeeieeeiieeeeereeiee e eeeeniinns
Zweipunkt-Verteilung........ceeeveeevnneceriennnnnen. 199
Z-Winkel
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Griechisches Alphabet

aA B yI' 8A €E TZ mH 906
Alpha Beta Gamma Delta  Epsilon Zeta Eta Theta

tI ¥k K AA uM vN EE 00 =nlII
Tota Kappa Lambda My Ny Xi Omikron Pi

eP 62X T vY 9@ X YyW¥ owQ
Rho Sigma Tau Ypsilon Phi Chi Psi Omega

Romische Zahlzeichen

Zeichen I AV X L C D M
Zahl 1 5 10 50 100 500 1000
Beispiele MMCCCXXXVIII = 2338 MCMLXXXIX = 1989

Flachen- und Raumeinheiten

Quadratmeter 1m2=1m.1m
Flache Ar (dasAr) 1a =10m-10m = 100m?
Hektar (das Hektar) 1ha =100m-100m =10000m?

Kubikmeter 1m3=1m-1m-1m

Volumen Liter (der Liter) 11=1dm3
Vorsilben bei MaBleinheiten
da Deka |Zehn 10 d Dezi |Zehntel 101=0,1

Hekto |Hundert 102%=100 ¢ Zenti |Hundertstel 102=0,01

Kilo |Tausend 103=1000 Milli |Tausendstel 1073 =0,001

Mega | Million 106 Mikro |Millionstel 1076

Tera |Billion 1012 Pico |Billionstel 10712

Peta |Billiarde 10%° Femto |Billiardstel 1071°

h
k
M
G Giga |Milliarde 10° Nano |Milliardstel 107°
T
P
E

|| |F |5

Exa |Trillion 1018 Atto | Trillionstel 10718




Primzahlen bis 1000

20 3 5/ 7 11] 13| 17) 19| 23| 29| 31| 37 41| 43| 47
53| 59| 61, 67| 71| 73| 79| 83| 89| 97
101]103/ 107|109 113[127/131[137| 139149
151|157 |163| 167|173 179 181|191 /193|197 199
2111223 2271229233 1239 241|251 257|263 269 271|277 | 281 | 283 | 293
307|311/313|317/331/337|347 349|353 359|367 373|379 | 383 | 389 397
401|409 | 419 |421| 431|433 | 439 | 443|449
457 461|463 467|479 487|491 | 499
503|509 | 521 |523| 541|547 557 563|569 571|577 587|593 599
601|607 613 617|619/ 631|641 |643| 647|653 659| 661|673 677 683\691\
701|709 719 | 727|733 739 | 743 751|757 | 761 | 769|773 | 787 | 797
809|811 /821823827829 839 853|857 859 | 863|877/ 881|883 887\
907|911/919 929|937 941|947 | 953|967 971 | 977|983 | 991 | 997
Primfaktorzerlegung bis 1001 (ohne Primfaktoren 2, 3 und 5)
77=711 91="7-13 119="7-17 121 =11-11 133="7-19 143 =11-13
161="7-23 169 =13-13 187 =11-17 203 =17-29 209 =11-19 217="7-31
221 =13-17 247 =13-19 253 =11-23 259 =17.37 287 =17-41 289 =17-17
299 = 13-23 301 ="7-43 319=11-29 323 =17-19 329 = 7-47 341=11-31
343="7-7-7 361=19-19 371="7-53 377 =13-29 391 =17-23
403 =13-31 407 =11-37 413 ="17-59 427 =17-61 437 =19-23 451 =11-41
469 =17-67 473 =11-43 481 =13-37 493 =17-29 497=17.71
511="7.73 517 =11-47 527 =17-31 529 = 23-23 533 =13-41 539="7-7-11
551=19-29 553="7-79 559 = 13-43 581 ="7-83 583 =11-53 589 =19-31
611 =13-47 623 =7-89 629 =17-37 637="7-7-13 649 =11-59 667 = 23-29
671=11-61 679 ="7-97 689 = 13-53 697 =17-41
703 =19-37 707 ="7-101 713 =23-31 721 ="7-103 731=17-43 737 =11.67
749 =7-107 763 ="7-109 767 =13-59 779 =19-41 781 =11.-71 791 ="7-113
793 =13-61 799 =17-47
803 =11-73 817 =19-43 833="7-7-17 841 =29-29 847="7-11-11 | 851 =23-37
869 =11-79 871 =13-67 889 =17.127 893 =19-47 899 =29.31
901 =17-53 913=11-83 917="7-131 923 =13-71 931="7-7-19 943 = 23-41
949 =13.73 959 ="7.137 961 =31-31 973 ="7-139 979=11-89 989 = 23-43
1001 ="7-11-13




