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VORWORT

Die Facher Mathematik, Physik und Chemie gewinnen auf allen Stufen
unseres modernen Bildungswesens wachsende Bedeutung. Ohne ent-
sprechende Kenntnisse in diesen Fachern gibt es kein Vorwartskommen.
Keiner, der in der Technik titig ist, kann sich dieser Tatsache ver-
schliefen. Die Kenntnisse diirfen jedoch nicht formal erworben sein,
um dann in Vergessenheit zu geraten, sie miissen jederzeit griffbereit
und anwendbar sein.

Hierfiir sollen Nachschlagebiicher zuverldssige Helfer sein. Sie sollen
den Benutzer schnell und griindlich informieren. Deshalb stellen sie
einerseits keine Lehrbiicher dar, gehen aber andererseits iiber den Rah-
men der Formelsammlungen hinaus. So werden z.B. in den Nach-
schlagebichern die wichtigsten GesetzmiBigkeiten und Beziehungen
hergeleitet und ihre Anwendungen erliutert. Sie sind also praktische
Ratgeber bei der Arbeit auf den betreffenden Gebieten. Dariiber hinaus
werden sie an vielen Schulen an Stelle einer Nachschrift benutzt werden
konnen.

Im Band Mathematik wurde die Untergliederung weitgehend der in der
Wissenschaft iiblichen Systematik angepaBt, so daB es 6fters vorkommt,
daB Begriffe und Gesetze in einem Abschnitt verwendet werden, die erst
in einem spiteren erldutert und systematiséh abgehandelt werden. Der
Leser mul3 dann gegebenenfalls dort nachschlagen.

Besonderer Wert wird auf eine genaue Erklirung und Benutzung aller
Begriffe, Gesetze, Symbole usw. gelegt. Hinweise auf besonders hiaufig
vorkommende Fehler und zahlireiche Beispiele sollen Ausdruck und
Form mathematischer Schiilerarbeiten verbessern helfen.

Die Abgrenzung des dargestellten Stoffes war nicht leicht. Da die Mathe-
matik mehr als jedes andere Wissensgebiet einen liickenlosen Aufbau
erfordert, waren Stoffgebiete, die Grundlagen fiir andere darstellen,
nicht zu entbehren. Es galt demnach, eine obere Grenze festzulegen, die
sicher manchem zu eng erscheinen muB. Um aber den Charakter eines
iibersichtlichen Ratgebers zu' wahren und den Rahmen nicht zu sprengen,
konnte der Bogen nicht zu weit gespannt werden, ohne daB die Griind-
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lichkeit der Darstellung gelitten hitte. Das aber sollte unter allen Um-
stinden vermieden werden. So wurde im wesentlichen der Stoff auf-
genommen, der auf jeder schulischen Institution, die zum Abitur fiihrt,
vermittelt wird und auf dem dann die weiterfithrenden Schulen aufbauen
konnen. Moge das Buch diesem Zwecke gerecht werden!

Es war ein Hauptanliegen der Autoren, das besondere Augenmerk auf
eine faBliche Darstellung des Stoffes zu richten. Dadurch sind, auch im
Hinblick auf den Leserkreis, mitunter manchen in der Wissenschaft iib-
lichen Formulierungen gewisse Grenzen gesetzt. Die Verfasser waren
aber bemiiht, bei der Darstellung des Stoffes und bei den verwendeten
Formylierungen stets FaBlichkeit und Wissenschaftlichkeit in optimaler
Weise zu verbinden.

Es ist zu hoffen und zu wiinschen, daB das Buch in der jetzigen Form
recht vielen Benutzern ein wertvoller Helfer sein mége.

Verfasser und Verlag
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DIE WICHTIGSTEN MATHEMATISCHEN

. ZEICHEN
Zeichen Sprechweise Zeichen Sprechweise
= gleich O [1{} | runde, eckige,
- - - geschweifte, spitze
= identisch gleich Klammer auf und
nicht gleich, o
ungleich i parallel
~ proportional ++ nicat parallel
inklig zu, .
Y] angenihert, 1 rechtwink ’
nahezu gleich senkrecht auf
(rund, etwa) A Dreieck
= entspricht = kongruent
< kleiner als ~ dhnlich
> groBer als X Winkel
< kleiner oder gleich, | 4B Strecke AB
hochstens gleich —
AB Bogen AB
= groBer oder gleich,
mindestens gleich n! n Fakultat
n
+ plus ( » ) n iiber p
- minus
z Summe
X mal
II Produkt
—-/: durch, geteilt durch, V_' ;/_ Quadratwurzel aus;
zu ’ n-te Wurzel aus
°lo Prozent, f(x) fvon x
vom Hundert
lich
% 00 Promille, hod unendlic
vom Tausend lim Limes

2+
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Die wichtigsten mathematischen Zeichen

Zeichen Sprechweise Zeichen Sprechweise
af Delta f a* a hoch x
S, f(x), [ Strich x, log Logarithmus
e S (x) fzwei Strich x, ..., (allgemein)
fn Strich x -
log, Logarithmus zur
@), (1) @ Punkt ¢, Basis a
@ zwei Punkt ¢ -
g Zehnerlogarithmus
B'4% 4T y Strich, (gewdhnlicher oder
y= y zwei Strich, ..., BRiGGsscher Log-
y n Strich arithmus)
df(x) df von x In Natiirlicher Log-
arithmus
(In x = log, x)
dy d% dy nach dx, d zwei ; i
dx’ dxt’ » nach dx hoch sin Slmfs
dry _zwei, ...,dny nach cos Cosinus
’ a* dx hoch n tan Tangens
f Integral cot Cotangens
f S dx Integral f(x) dx arcsin Arcussinus
b Integral f(x) dx arccos Arcuscosinus
ff(x)dx von a bis b
- arctan Arcustangens
ﬂx)lb F(x) zwischen den arccot Arcuscotangens
e Grenzen a und b
Das griechische Alphabet
Aa a Alpha I:. j Jota Pp r Rho
BB b Beta K » k Kappa 2o s Sigma
I'y g Gamma A4 1 Lambda Tt t Tau
46 d Delta My m My Yv y Ypsilon
E e e Epsilon N» n Ny & ¢ ph Phi
Z{ z Zeta E§ x Ksi X x ch Chi
Hpy ¢ Eta Oo o Omikron Yy ps Psi
© ¢ th Theta IIn p Pi 2w o Omega
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Einige Zeichen der Mengenlehre und der Logik

Mengenlehre
Zeichen Anwendung Sprechweise
€ a€EM a Element M (Eiementbeziehung)
¢ a¢ N a nicht Element N
= A=B A gleich B
c cch C echt enthalten in D
c MCN M enthalten in N
¥ oder { } leere Menge
~ A~B A dquivalent B
U MUN M vereinigt mit N
n MAON M geschnitten mit N
AN M\ N Differenzmenge aus M und N
Logik
\
Name Zeichen Bedeutung Anwendung, Sprechweise
2 v fiir jedes; fiir alle VxP(x)
% (Generalisator) (fur alle x gilt P von x)
2 = El es gibt mindestens IxP(x)
§ S e ein (Partikularisa- (es gibt ein x, so daB8
83 g tor) gilt P von x)
SXs
< 53
£LQ
© — nicht — A (nicht 4; non 4;
S A nicht)
'go - A und AAB(Aet B; Aund B;
= § § A Dach B)
8se v oder (nicht- AV B(A vel B; A oder B)
2 "‘g‘ g ausschlieBend)
< > wenn — so A = B (A Pfeil B)
S genau dann — wenn A < B (A Doppelpfcil B)
Alphabet in Fraktur-Druckschrift
a b cdefgbhiijijtlmmn
o p gt f 38t uovmwrezg?y 3}
A B C DEF G I & gMN
H P LR G IT UV B XY 8
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Alphabet in deutscher Schreibschrift

Ay Py f i A
P e
ABLIYES G FIFRLMN
OPIRTIUY WX T



ARITHMETIK - ALGEBRA

Die Arithmetik ist die Lehre von den Zahlen, ihren Bereichen und ihren
Verkniipfungen durch Rechenoperationen. Letztere werden heute aller-
dings meist der Algebra zugewiesen.

1. 'Rechenoperationen und Zahlenbereiche

1.1. Zahlensymbole

Zur schriftlichen Fixierung von Zahlen dienen Zahlensymbole (Zahl-
zeichen; Ziffern). Dabei kann eine Zahl durch verschiedene Symbole
dargestellt werden; jedes Zeichen bedeutet aber eindeutig eine ganz
bestimmte Zahl. ’

BEISPIELE *
Die Zeichen sind Symbole fiir die Zahl
3 oder III oder LL ,,drei**
— %— oder —0,8 ,»minus vier Funftel*
V; oder 7% ,»Quadratwurzel aus sieben**

Wenn eine mathematische Beziehung fiir mehrere (eventuell auch fiir
beliebig viele) Zahlen aus einer gewissen Zahlenmenge Giiltigkeit hat
(z. B. Gesetze, Rechenregeln, Formeln usw.), so ist es zweckmaBig, sie
mit Hilfe von Zahlensymbolen niederzuschreiben, die nicht nur eine
einzige Zahl, sondern: beliebig viele Zahlen aus dieser Zahlenmenge
bedeuten. Dadurch wird die Allgemeingiiltigkeit der Beziehung in
dem betreffenden Bereich gesichert. Die dazu benutzten allgemeinen
Zahlensymbole sind Variablen mit einem bestimmten Zahlenbereich als
Variabilitdtsbereich (vgl. 9.7.2.). Dieser muB allerdings stets angegeben
werden, sofern er sich nicht unmiBverstandlich aus dem Zusammenhang
ergibt. Als Schriftzeichen verwendet man die gleichen, die auch zur
Niederschrift von sprachlichen Lauten benutzt werden (a, b, m; x,
D, F, «, B usw.). Die Zeichen haben hierbei aber nicht die Bedeutung
von Buchstaben, sondern von Zahlen, d. h., fir sie konnen irgend-
welche beliebige Zahlen aus der zugelassenen Menge eingesetzt werden,
ohne daB die Aussage falsch wird. (Man sagt auch: Die Variablen werden
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mit diesen Zahlen belegt.) Verschiedene Variablen konnen dabei mit
verschiedenen oder auch mit den gleichen Zahlen belegt werden.
BEISPIEL
Flichenberechnung: Die MaBzahl der Fliche eines Rechtecks ergibt
sich durch Multiplizieren der MaBzahlen der beiden Rechteckseiten.
Niederschrift mit Variablen: (4: MaBzahl der Rechteckfliche; a, b:
MabBzahlen der Rechteckseiten): A = a - ’
Belegungen: a= 2; b=9: A="2-9=18

a=17; b=1: A=17-1=17

a= 5; b=25: A= 5-5=25

Wenn allerdings in einer Niederschrift gewisse Variablen mehrfach vor-
kommen, miissen sie im einzelnen konkreten Zahlenbeispiel auch iber-
all mit denselben Zahlen belegt werden, falls die Richtigkeit der Aussage
erhalten bleiben soll.

BEISPIEL

Gesetz: Summanden sind vertauschbar.
Niederschrift mit Variablen: m+n=n+m

Belegung: m=3; n=17: 3+47=7+413

Die Niederschrift mathematischer Beziehungen unter Verwendung von
Variablen bietet auBerdem groBe Vorteile in bezug auf die Ubersichtlich-
keit der Darstellung und in 6konomischer Hinsicht. Wenn z. B. rech-
nerische Umformungen bei vielen einzelnen Aufgaben stets in derselben
Form wiederkehren, kann unter Verwendung von Variablen die Rech-
nung ein fiir allemal erledigt und auBerdem dadurch Einsicht in die sich
abspielenden Rechenschritte gewonnen werden.
BEISPIELE
a) Einzelaufgaben: 2-5 : 2= 10: 2=35

16-7 :16=112:16=17

6:-1: 6= 3: 6=1,

n-a
Darstellung mit Variablen: n-ag:n=

=a
b) Einzelaufgaben:
d+3)H—-@7-3) =10—-4 = 6 (=2-3)
O5+1)—005—1)=10—9 = 1 (=23
(20 4+ 70) — (20 — 70) =90 — (—50) =140 (= 2-70)
Darsfellung mit Variablen: (x+y)—(x—y)=x+y—x+y=2
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1.2 Rechenoperationen erster bis dritter Stufe

In den verschiedenen Zahlenbereichen sind Verkniipfungen von Zahlen
erklirt, die Rechenoperationen (Rechenarten) heiBen. Sie werden einer-
seits in Rechenarten verschiedener Stufen, andererseits in direkte (gerade)
und indirekte (umgekehrte) Rechenarten eingeteilt.

Ubersicht
(Uber die Variabilititsbereiche der Variablen vgl. 2., 3., 4. und 6.)

Rechenart | Gerade oder direkte Umgekehrte oder indirekte
Addition Subtraktion
(addieren; zusammenzihlen) (subtrahieren; abziehen)
7+9=16 | a+b=c 16 -9=17 c—b=a
2
3 16—7=9 lc—a=b
7]
— | Summand plus Summand Minuend minus Subtrahend
gleich Summe gleich Differenz
g Multiplikation Division
‘;—' (multiplizieren; malnehmen) (dividieren; teilen; messen)
8 34+3+3+3 atata+ ...[12:4=3 | c:b=a
(3]
& =3-4=12 | b gleiche (teilen; der vierte Teil von
E Summanden | 12 ist 3)
(C) =a‘b=c |12:3=4 | cta=0b
1. Faktor mal 2. Faktor (messen; 12 gemessen mit 3
& | gleich Produkt ist 4; 3 ist viermal in 12’ ent-
g halten)
& Dividend durch Divisor
gleich Quotient
Potenzieren Radizieren (Wurzelziehen)
3.3.3-3 ‘a-a- 4 — b
amaa.|yg_ 3 |Vc=a
=3*=81 b gleiche b-te Wurzel aus dem Radi-
Faktoren kanden ¢ gleich Wurzelwert
=ab=c a (b: Wurzelexponent)
Logarithmieren
s‘é Basis @ hoch Exponent b log, 81 =4 | log,c =5
& | gleich Potenzwert ¢ Logarithmus vom  Log-
- arithmanden ¢ zur Basis a
gleich Logarithmuswert b
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1.3. Ubersicht iiber die Zahlenbereiche
1.3.1.  Bereich der natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind geschichtlich als erster Zahlenbereich beim
Abzihlen z.B. von natiirlichen Dingen der Umwelt und ihrer Fest-
legung nach
a) Anzahl (Kardinalzahlen: eins, zwei, drei, ...) und
b) Aufeinanderfolge (Ordinalzahlen: erster, zweiter, dritter, ...) ent-
standen und begannen urspriinglich mit der Zahl Eins. Die Null als
Kennzeichen dafiir, daB kein Ding vorhanden ist, kam erst wesentlich
spiter dazu. Uber die heute iblichen Definitionen der natiirlichen
Zahlen sowie iiber die in diesem Bereich giiltigen Gesetze vgl. 2.1.1.
Sind @ und b zwei beliebige natiirliche Zahlen, so ist das Ergebnis der
auf diese angewendeten direkten Rechenoperationen Addieren (a -+ b),
Multiplizieren (a - 5) und Potenzieren (a?) stets wieder eine natiirliche
Zah). Diese Operationen fiithren also nicht aus dem Bereich der natiir-
lichen Zahlen heraus.
BEISPIELE

44+3=7;, 4:3=12; 4 =64
Das trifft nicht immer fur die indirekten Rechenoperationen zu. Hier
mussen die naflirlichen Zahlen a und b gewisse Bedingungen erfiillen.

Rechen- Bedingung | Zahlenbeispiel Gegenbeispiel
operation
Subtraktion | a = b 15 >7 8 <11
a—b 1I§s-7=38 8 —-11=r 5
Division b Teiler 4 Teiler von 36 5 nicht Teiler E
a:b von a 36:4=9 von 13 S
=1
13:5=u 2
5
Radizieren a Potenz 128 Potenz mit 73 nicht Potenz =
:/— mit dem dem Exponenten | mit dem Expo- 2
a Exponen- 729 nenten 3 s
ten b p—— 3 — it
V128 =2 V13 =» ¥
s
Logarith- a Potenz 243 Potenz zur 12 nicht Potenz Ky
mieren zur Basis b | Basis 3 (3%) zur Basis 8 o
logy a log;243 =5 logs12 =w
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Sind diese Bedingungen nicht erfiillt (vgl. die Gegenbeispiele), so ist
das Ergebnis nicht wieder eine natiirliche Zahl, d. h., dann fiihren
die Rechenoperationen aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen heraus.

1.3.2.  Erweiterung der Zahlenbereiche

Um zu gewiahrleisten, daB die im Bereich der natirlichen Zahlen fest-
gelegten indirekten Rechenoperationen uneingeschrdnkt ausfahrbar
werden, muB dieser Bereich erweitert werden, d.h., es miissen neue
Zahlenarten so definiert werden, daB in ihrem Bereich die Ergebnisse
der genannten Rechenoperationen angegeben werden kénnen. Gleich-
zeitig miissen in diesen Zahlenbereichen die Rechenoperationen fest-
gelegt werden. Dabei sind zwei Gesichtspunkte zu beachten:

a) Der alte Zahlenbereich soll im neuen eingebettet sein, d. h., der neue
Zahlenbereich soll umfassender als der alte sein und die Menge der
Zahlen des alten Bereichs soll eine echte Teilmenge der Menge der
Zahlen des neuen Bereichs sein.

b) Die Grundgesetze fiir das Rechnen im alten Bereich sollen nach
Maéglichkeit auch im neuen Bereich Giiltigkeit behalten (Permanenz-
prinzip von HERMANN HANKEL, deutscher Mathematiker 1839 bis
1873).

1. Die Subtraktion wird im Bereich der natiirlichen Zahlen ohne Ein-
schrinkung ausfuhrbar durch Erweiterung um die negativen Zahlen.
Der neue Bereich ist der Bereich der ganzen Zahlen (vgl. 3.). Ganze .
Zahlen sind z. B. —16; —3; —1;0; 4+1; 4+2; +15.

2. Die Division wird im Bereich der natiirlichen Zahlen ohne Ein-
schrinkung ausfithrbar durch Erweiterung zum Bereich der absolut-

3 9
rationalen Zahlen (Beispiele: ?; 7; 3; 0,16; vgl.4.). Soll die Divi-

sion aber auch im Bereich der ganzen Zahlen uneingeschrinkt aus-
fuhrbar sein, so muB der umfassendere Bereich der rationalen Zahlen
verwendet werden (vgl. Abschnitt 4.). Er schlieBt die absolut-ratio-
nalen und die ganzen Zahlen und somit auch die natiirlichen Zahlen

1 3
cin (Beispiele: -7; +7; 0; —2; +5; —-0,8).

3. Um ‘Radizieren und Logarithmieren (und auch das Potenzieren) im
Bereich der absolut-rationalen (also auch der natirlichen) Zahlen
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ohne Einschrinkung ausfiihrbar zu machen, muB der Bereich der

rationalen Zahlen um die irrationalen Zahlen zum noch umfassenderen

Bereich der reellen Zahlen erweitert werden, in dem alle vorher ge-

nannten Zahlenbereiche enthalten sind (vgl. Abschnitt 6.; Beispiele:
1 16 — 8

-2 0£+?; — 3oL V3; V7: 1ogs 12;180,7).

4. Radizieren und Logarithmieren ist im Bereich der rationalen Zahlen
ohne Einschrinkung nur ausfiihrbar, wenn der Bereich der reellen
Zahlen um die imagindren Zahlen zum Bereich der komplexen Zahlen
(vgl. Abschnitt 7.) erweitert wird.

1
(Beispiele: 3+ 4i; -3 +i VS) Dieser Zahlenbereich erweist sich

als abgeschlossen, dl.h. alle Rechenoperationen sind in ihm ohne
Einschriinkungen ausfiihrbar, eine neue Bereichserweiterung ist nicht
notig.

1.3.3.  Ubersicht

Jeder weiter unten stehende Bereich ist in dem dariiber stehenden ent-
halten, sofern eine Verbindungslinie das andeutet.

Komplexe Zahlen

 ¥magindire Zahlen Reelle Zahlen

Irrationale Zahlen Rationale Zahlen

Absolut-rationale Zahlen Ganze Zahlen

Natiirliche Zahilen



2, Natiirliche Zahlen

2.1. Ziffernsysteme

2.1.1.  Begriff der natiirlichen Zahl

Bei jeder Zahl miissen unterschieden werden

a)der Zahlbegriff (oder kurz die Zahl), der bei den natiirlichen Zahlen
historisch aus der praktischen Aufgabe des Abzihlens von Dingen
der Umwelt entstanden ist, heute aber durch besondere Definitionen
festgelegt wird, z. B. vier;

b)das Zahlwort, das zur sprachlichen Wiedergabe des Zahlbegriffs
dient (im Beispiel ,,vier* oder ,,quatre* oder ,,9eThIpe**);

c) das Zahlensymbol, auch Ziffer genannt, das zur schriftlichen Fixie-
rung der Zahl dient (im Beispiel ,,4* oder ,,IV*).

Zur Festlegung des Begriffs der natiirlichen Zahl sind heute zwei Defi-
nitipnen tblich.

Die erste Definition folgt unmittelbar aus dem Vorgang des Abzihlens
verschiedener Vorkommnisse unseres Lebens. Es ergaben sich dabei
unterschiedliche Mengen (z. B. funfzig Sitzplitze, drei Punkte, 12 Dis-
kussionsbeitriige). Ih der Menge dieser Mengen 1iBt sich nach der
Michtigkeit eine Klasseneinteilung vornehmen, indem alle gleich-
mdichtigen Mengen unter Abstraktion von den jeweiligen Besonder-
heiten der Mengenelemente zu einer Klasse zusammengefaSt werden.
Jede Menge kann wegen der Aquivalenz innerhalb dieser Klasse als
Reprisentant der fidr diese Klasse charakteristischen Mdchtigkeit dienen,
die als Definition der entsprechenden natiirlichen Zahl dient (vgl.9.7.1.4.).
So wird z.B. die Zahl Vier als ,,Vierermenge* abstrahiert beim Ab-
Zihlen der Ecken eines Blattes Schreibpapier, der Beine eines Hundes,
der Blitenblitter eines Kreuzbliitlers usw.

Die zweite Definition beruht auf axiomatischen Festlegungen, die 1891
von dem italienischen Mathematiker G. PEANO angegeben wurden.
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Danach sind die natiirlichen Zahlen die Elemente einer (nicht leeren)
Menge, die sich so anordnen lassen, daB jedes Element zeinen (unmittel-
baren) Nachfalger z’ besitzt und fir die folgende Axiome gelten:

I Es gibt in dieser Anordnung eine ,,erste* Zahl 0, die nicht Nach-
folger einer anderen ist.

II. Der Nachfolger jeder Zahl z ist eindeutig bestimmt, d.h., aus
a=>bfolgta’ = V.

III. Jede Zahl (mit Ausnahme von 0) ist Nachfolger nur einer ganz
bestimmten Zahl, d. h., aus a’ = b’ folgt a = b.

IV. Jede Menge von natiirlichen Zahlen, die die Zahl 0 und mit einer
beliebigen Zahl z auch ihren Nachfolger 2z’ enthilt, enthilt alle
natirlichen Zahlen.

Beachte:

Es gibt auBer der Menge der natiirlichen Zahlen auch noch andere
Zahlenmengen, die dieser Definition geniigen. Sie werden im folgenden
nicht betrachtet.

2.1.2.  Allgemeine Ubersicht iiber Ziffernsysteme

Fir denselben Zahlbegriff gibt es verschiedene Zahlwérter in den
verschiedenen Sprachen und verschiedene Zahlensymbole in den ver-
schiedenen Ziffernsystemen. In jedem Ziffernsystem werden griofere
Anzahlen durch Zahlensymbole dargestellt, die sich nach bestimmten
Gesetzen aus einigen Grundsymbolen, den Grundziffern, zusammen-
setzen. Das kann z. B. geschehen durch

a) Addition oder Subtraktion der Werte der hintereinandergestellten
Grundziffern [z.B. CXXIV =100+ 10+ 104 (5 — 1) = 124]:
Additionssysteme;

b) Addition der mit einem Stellenwertfaktor multiplizierten Werte
der Grundziffern (z.B. 3025=3:10004+0-1004+2-10+4 1-5):
Stellenwert- oder Positionssysteme.

AuBerdem koénnen die Ziffernsysteme durch diejenigen Anzahlen
charakterisiert werden, die beim Abzihlen zusammengefaBt und
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im Verlauf des weiteren Zihlens durch ein besonderes Zahlwort oder
Zahlensymbol dargestellt werden: Zweiersysteme, Fiinfersysteme,
Zehnersysteme (auch dekadische Systeme genannt) usw.

Bei den Positionssystemen ist diese Zahl die Basis der Potenzen, die
als Stellenwertfaktoren auftreten. Sie heiit deshalb Basiszahl und
ist charakteristisch fiir jedes Positionssystem. Sie stimmt zugleich
mit der Anzahl der erforderlichen Grundziffern iiberein.

2.1.3. Dekadisches Positionssystem

Die weite Verbreitung der Zehnersysteme hat vermutlich ihre Ur-
sache im primitiven Abzihlen von Dingen unter Zuhilfenahme der
10 Finger.

10 Grundziffern: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9

Stellenwertfuktoren: Potenzen von 10

BEISPIEL
30458 = 3-100004-0-1000 - 4-100+5-10 + 8-1=
=3-10* 40-10° +4-162+5-10" + 8-10°

(Uber die Festsetzungen 10 = 10! und 1 = 10° vgl. 6.2.2.)

Jeder Grundziffer im Zahlensymbol entspricht
a) ihr Grundwert (z. B. 4), b)ihr Stellenwert (z. B. Hunderter).

Die Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander folgender Grund-
ziffern stehen im Verhiltnis 10: 1.

Die deutschen Zahlwérter sind sprachlich dieser Symbolik ange-
glichen:
dreiBlig Tausend vier Hundert acht und fiinfzig.

Dic Silbe -zig entspricht dabei dem Stellenwertfaktor 10. Zur bes-
seren Ubersicht wird im Schriftbild nach je drei Stellen (von den Einern
aus gezihlt) ein kleiner Zwischenraum gelassen, doch darf dort auf
keinen Fall ein Punkt oder ein Komma gesetzt werden.

BEISPIEL
3028765000003
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Ubersicht iiber die Stellenwerte
Beispiel 2 3 4112 39 3 2 7 5 4 2
Stellen- 101t 10 10° | 10® 107 10* 10° 10* 10? 10* 10* 10°
wertfaktor
Name TN TN TN I IN®
E g § g E g § $ 5
& - & 7 & " g2 3
3 * 3 33
8,
-milliarden -millionen -tausend L]
oder
-tausend-
millionen
Millionen
Weiter folgen die Namen:
10'2 ... 10'7: Billionen (103 ... 10'7 auch: Billiarden)
108 ... 1023: Trillionen (102! ... 1023 auch: Trilliarden)

1034 ... 10%°: Quadrillionen (10?7 -.. 10?2 auch: Quadrilliardcn)
usw.

2.14. Dyadisches Positionssystem
(Zweiersystem, Dualsystem, Binidrsystem)

2 Grundziffern: O, L
Stelienwertfaktoren: Potenzen von 2

BEISPIEL
LLOLOLLL &
21-27 412540254124 40-2341-2241-2' 4+1-20=
=1-1284+1:64+4+0:324+1-1640-8 +1-4+1:2 4+1-1 =
=215

Die Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander folgender Grund-
ziffern stehen im Verhiltnis 2: 1.

Die Grundrechenarten im Dualsystem gestalten sich besonders ein-
fach, weil die zugrunde liegenden Einsundeins- und Einmaleinsfolgen
sehr leicht zu aberblicken sind:

0+0=0 0:0=0
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O+L=L+4+0=L O:-L=L:-0=0
L+L=10 L-L=L

AuBerdem kann als Teilprodukt beim Multiplizieren stets nur der
erste Faktor und beim Dividieren stets nur der Divisor auftreten; so
daB das Multiplizieren auf ein wiederholtes Addieren des ersten Faktors
und das Dividieren auf ein wiederholtes Subtrahieren des Divisors
hinausliuft.

BEISPIELE
LOOLL LOLOOL LOOL - LLOL
LLOOL — LLOO —TLoorL
LOLLOO LLLOL LOOLO
LOOL
LLLOLOL
(19+25=44) (41 —12=29) ©-13=117)
LOOOOLOO : LLOO = LOLL
—LLOO
LOOLO
— LLOO
LLOO
—LLOO
o
(132:12=11)

Das Dualsystem findet u.a. aus diesem Grunde bei elektronischen
Rechenautomaten weitgehend Anwendung.

Auch das Oktalsystem (8 Grund:ziffern; Stellenwertfaktoren: Poten-
zen von 8; Verhiltnis der Stellenwerte im Zahlensymbol aufeinander
folgender Grundziffern 8 : 1) wird in solchen Maschinen verwendet.

2.1.5. Romisches additives Zehnersystem

7 Grundziffern:
I1£1; V=5, X210; L= 50; C=100; D= 500; M = 1000
Das Zahlensymbol beginnt stets links mit den griften Grundziffern.

Ihre einzelnen Werte werden addiert. Sofern I, X oder C als kleinere
Grundziffer links vor einer der nichsten beiden groBeren steht, wird

3 Simon/Stahl, Mathematik
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ihr Wert von dem der nachfolgenden gréBeren subtrahiert. Im all-
gemeinen werden in einem Zahlensymbol die Grundziffern I, X, C
héchstens dreimal hintereinander, die Grundziffern V, L, D iberhaupt

nur einmal geschrieben.
BEISPIEL

MMMM CM LXXXIV £ 4984
2.2,

2.2.1.
natiirlichen Zahlen

Die vier Grundrechenarten mit natiirlichen Zahlen

Grundgesetze der direkten Grundrechenarten mit

2.2.1.1. Kommutationsgesetz (Vertauschungsgesetz)

‘far die Addition:

at+b=0b+a

far die Mulriplikation:

| Summanden sind vertauschbar. |

I Faktoren sind vertauschbarj

ANWENDUNGEN

Beim schriftlichen Addieren meh-
rerer Summanden werden diese so
untereinander gesetzt, daB gleiche
Stellenwerte in derselben Spalte
stehen. Dann kann von oben oder
von unten aus addiert werden:

293578 i
95003
1024653
2111
2415345

oder

Beachte:

1. Als Probe addiert man ein
zweites Mal in Gegenrichtung.

2. Vor den Swnmanden brauchen
keine Rechenzeichen (+) zu
stehen.

Beim schriftlichen Multiplizieren
wihlt man den Faktor, der die
kleinere Anzahl zihlender Grund-
ziffern (1, 2, ..., 8, 9 auBer 0)
hat, als zweiten Faktor:

45 . 72935 600402 - 7528
72935 - 45 7528 - 600402
291740 4516800
364675 301120
3282075 15056
—_— 4519826256
Beachte:

1. Man beginnt zweckmiBig mit
dem groften Stellenwert des
zweiten Faktors.

2. Man setzt die Einer jedes Teil-
produkts jeweils unter die
Grundziffer, mit der multipli-
ziert wird.
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2.2.1.2. Assoziationsgesetz (Verkniipfungsgesetz)

fir die Addition: fur die Multiplikation:
a+b+c=@+b+c= a-b-c=(@-b)-c=
=a+ (b+ ) =a-(b-c)

Bei der Addition mehrerer
Summanden konnen beliebige
von ihnen zunichst gu
Teilsummen zusammengefaBt
werden.

Bei der Multiplikation meh-
rerer Faktoren konnen belie-
bige von ihnen zuniachst zu
Teilprodukten zusammenge-
faBt werden.

ANWENDUNGEN

Beim Addieren groferer Zahlen-
reihen faBt man geeignete Sum-
manden zu Teilsummen 10 zu-
sammen:

217_‘ Man rechnet
9305— |-10] . ..

o a+3+

7 - |—10[+ G+ 5+
ol [+e+e+8=
g236— 10| =38

28 usw.

.8 |

Beim Multiplizieren mehrerer Fak-
toren faBt man zunichst solche
zusammen, die einfache Teil-
produkte ergeben:

16-25-5-4.13

|

gyl
100

Man rechnet

(16-5)-13.(25 . 4) =
= (80-13)- 100 =
= 104000

2.2.1.3. Distributionsgesetz (Verteilungsgesetz)
Es koppelt Addition mit Multiplikation:

| a-b+c)y=a*b+a-c |

Teilprodukte addieren.

Ist eine Summe mit einem Faktor zu multiplizieren, so kann man
jeden Summanden einzeln mit dem Faktor multiplizieren und die

BEISPIEL

7528 - 600402 = 7528 - (600000 +- 400 +- 2) ="
= 4516800000 4 3011200 4 15056 = 4519826256

Schriftliche Form: Siehe unter 2.2.1.1.

3.
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2.2.2.  Rechedregeln bei den indirekten Grundrechenarten mit

natiirlichen Zahlen

2.2.2.1. Einfaches Rechenschema

fir die Subtraktion:

3759
—1872

1887

Beachte:

1. Man subtrahiert durch addi-
tives Ergdnzen:
2und 7ist9
7 und 8 ist 15 (merke 1)
9 (=8+1) und 8ist 17 (merke1)
2(=141)und1ist3
(Die fett gedruckten Ziffern
werden beim Sprechen betont
und dann im Ergebnis nieder-
geschrieben.)

2.Vor dem Subtrahenden muf
das Rechenzeichen (—) stehen.

3. Als Probe wird die Differenz
zum Subtrahenden addiert;
es muB sich der Minuend er-
geben:
3759'—j
1872] +

1887

fir die Division:

a) Ausfiihrliches Schema:

83835:243 = 345
—729 =

1093
—972

1215
—1215

0

Beachte:
1. Vor jeden Teilsubtrahenden

muf das Rechenzeichen (—)
geschrieben werden.

. Als Probe wird der Quotient

mit dem Divisor multipli-
ziert; es muB sich der Divi-
dend ergeben:

83835:243 = 345

L
L3

b) Abgekiirztes Schema:

83835 : 243 = 345
1093 =
1215

0
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2.2.2.2. Subtraktion mehrerer Subtrahenden
a—b—c—d—e=a—(b+c+d+e)

Statt von einem Minuenden nacheinander mehrere Subtrahenden zu
subtrahieren, kann man diese zunichst addieren und vom Minuenden
die erhaltene Summe subtrahieren.

BEISPIEL
9726 — 315 — 1277 — 5022 — 918 =
= 9726 — (315 + 1277 + 5022 + 918) =
= 9726 — 7532 = 2194

Beachte bei der schriftlichen Form:

1. Man rechnet stets von unten nach oben:

_932 §;10; 17; 22 und 4 ist 26 (merke 2)
—1277 2;3;5;12; 13 und 9 ist 22 (merke 2)
2;11;13; 16 und 1 ist 17 (merke 1)
—3022 1;6; 7und 2ist 9
— 918 >
2194

2. Vor jedem Subtrahenden mup das Rechenzeichen (—) stehen.

3. Als Probe addiert man die Differenz mit simtlichen Subtrahenden;
es muB sich der Minuend ergeben.

2.2.2.3. Divisionsschema bei Divisionsresten

Ist der Divisor kein Teiler des Dividenden, so ist die Aufgabe im Bereich
der natiirlichen Zahlen nicht 16sbar (vgl. 1.3.). Wird trotzdem in solchen
Fillen das Divisionsschema fir natirliche Zahlen (vgl. 2.2.2.1.) an-
gewendet, so ist die letzte Teildifferenz nicht gleich Null, sondern es
ergibt sich eine andere Zahl. Man sagt dann oft, daB eine Zahl,,als Rest
ubrig bleibt'* bzw. daB ,,die Division nicht aufgeht*. In diesen Fillen
ist folgende Schreibweise tblich:

3763 : 86 = 43 Rest 65

—34 =
323
—258
65
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Dieses mathematisch wenig befriedigende Divisionsschema wird im
Bereich der rationalen Zahlen durch ein wissenschaftlich einwandfreies
ersetzt (vgl. 4.2.2.3.).

2.2.3.  Zahlenstrahl

Die natiirlichen Zahlen kénnen durch Strecken dargestellt werden,
deren Liingen den Zahlen entsprechen:

i T2 AR i

+
+

Legt man diese Strecken vom gleichen Ausgangspunkt aus in glei-
cher Richtung auf ein und dieselbe Gerade, so entsteht der Zahlen-
strahl:

12§ 13

+ ; ' —

7 8 9 00 2

Die Ziffern. werden dabei an die Streckenendpunkte geschrieben. Der
_gemeinsame Anfangspunkt wird mit 0 (Null) bezeichnet und meist an
das linke Ende gelegt. Dann wird der Darstellung gewdhnlich folgende
Deutung gegeben:
Jeder natiirlichen Zahl ist ein Punkt aus der Menge der Punkte des
Strahls eindeutig zugeordnet, oder:
Die natiirlichen Zahlen sind in die Punkte des Strahls abgebildet worden.
Mit Hilfe des Zahlenstrahls konnen Additions- und Subtraktions-
aufgaben grafisch gelost werden.

a) Addition: Die beiden Strecken werden so aneinander gelegt, daB das
Ende der einen mit dem Anfang der anderen zusammenfillt. (Die
Streckenenden werden dabei durch die Pfeilspitzen gekennzeichnet.)

BEISPIEL
3+4=1

B B T e S
|
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b) Subtraktion: Die beiden Strecken werden so aufeinander gelegt, daB
das Ende der Subtrahenden-Strecke mit dem Ende der Minuenden-
Strecke zusammenfillt. .

BEISPIEL
5—-3=2

2.3. Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen

2.3.1. Einfiihrung
2.3.1.1. Teiler, Primzahlen

Eine natiirliche Zahl a heiBt durch eine andere natirliche Zahl b
teilbar, wenn die Division a: b wieder eine natirliche Zahl ¢ ergibt.

BEISPIELE

15:3=5; 8:2=4; 25:5=25.
Symbol: b|a (gelesen: b teilt a).
Eine Zahl ist oft durch mehrere Zahlen teilbar.

BEISPIEL
6 ist teilbar durch 1, 2, 3, 6.

Besondere Fille:

1. Jede Zahl ist durch 1 und durch sich selbst teilbar.
1|6; 6|6 aligemein: 1|a; ala
Diese beiden Teiler heiBen triviale Teiler.

2. Jede natiirliche Zahl > 1 hat genau 2 triviale Teiler. Andere Teiler
heiBen echte Tailer.
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BEISPIEL 6
Triviale Teiler: 1;6
Echte Teiler: 2;3.

3. Zahlen, die keine echten Teiler besitzen, heiBen Primzahlen.

Die Zahl 1 rechnet man aus bestimmten Griinden nicht zu den Prim-
zahlen.

Schema zur Ermittlung der Primzahlen [Sieb des ERATOSTHE-
NEs; griechischer Gelehrter; 276 bis 194 (?) v.u. Z.]:

Aus der Folge der natiirlichen Zahlen > 1 streicht man

a) alle Vielfachen der ersten Zahl (2), dann

b) alle Vielfachen der nunmehr ersten Zahl (3), dann
¢c) alle Vielfachen der nunmehr ersten Zahl (5) usf.

2345678910111213141516 1718 1920
LStreichen | i x ixix x ! x i x x x x
2. Streichen Ex Pox x i X X
3. Streichen . X X x

Die iibrigbleibenden Zahlen sind die Primzahlen:

23 5 17 11 13 17 19
Die Fortsetzung ergibt als weitere Primzaillcn bis 100:
23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89; 97.

Die Folge der Primzahlen liBt sich unbegrenzt fortsetzen; es gibt
keine grofte Primzahl.

4. Unter den echten Teilern einer Zahl befinden sich stets Primzahlen
(Primteiler), mitunter aber auBerdem zusammengesetzte Zahlen.

BEISPIELE

Echte Teiler von 14: 2;7
Echte Teiler von 18: | 2;3 6;9

Prim- Zusammen-
zahlen gesetzte Zahlen
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2.3.1.2. Vielfache

Das Produkt aus einer natiirlichen Zahl b und einer anderen natiirlichen
Zahl ¢ > 0 nennt man ein Vielfaches (das c-fache) von b.

Jede Zahl hat unbegrenzt viele Vielfache. Die Zahl selbst rechnet man
als ,,Einfaches* auch zu den Vielfachen.

BEISPIEL
Vielfache von 3:
3,6,9, 12,15, 18, 21, 24, ...

Jede Zahl a ist ein Vielfaches ihrer Teiler b; aus b|a, also a:b =,
folgta=5b-c.

BEISPIELE
Aus 2|6,d.h.,6:2=3,folgt6=2-3
aus 3|6,d.h.,,6:3=2,folgt 6 =3-2
2.3.2. Gemeinsame Teiler und Vielfache
2.3.2.1. Zerlegung in Primfaktoren

Jede zusammengesetzte Zahl 13Bt sich auf genau eine Weise als
Produkt aus lauter Primzahlen (Primfaktoren) schreiben.

Auf einen Beweis dieses wichtigen Satzes Giber die Eindeutigkeit der Prim-
faktorenzerlegung muf im Rahmen dieses Buches verzichtet werden.
Erste Methode der Zerlegung in Primfaktoren

Man zerlegt die Zahl in zwei beliebige echte Teiler, die man gegebenen-
falls genauso weiter zcréegt, bis man iiberall zu Primzahlen gekommen
ist.

BEISPIELE

6 36 90 4410

N\ 7N\ 7N\ 7N\

2-3 4 9 9 - 10 63 - 70
N N N N\ NN\
2-2-3-3 3-3.2-5 7-9-7-10

P NE RPN
7-3-3.7:2-8

2-3 2!.3! 2.3!.5 2.31.5.7!




42 2. Natiirliche Zahlen

Zweite Methode der Zerlegung in Primfaktoren

Man spaltet systematisch, immer mit dem kleinsten beginnend, Schritt
far Schritt Primfaktoren ab, bis keine zusammengesetzten Teiler mehr
da sind.

)
BEISPIEL
5040 = 2 - 2520
=2-2-1260
=2:2-2-630
=2.2.2.2.315

2
=2-2-2-2-3-105
=2-2-2-2-3-3-35
=2:2-2-2-3-3-5-7
5040 = 2*-32-5-7

2.3.2.2. Bestimmung der echten Teiler einer Zahl

Erste Methode der Bestimmung der Teiler einer Zahl

Die Zahl wird in Primfaktoren zerlegt. Die Primzahlen selbst und alle
Produkte, die aus ihnen gebildet werden konnen, sind die echten Teiler
der Zahl.

BEISPIELE
Echte Teiler
zan | Primfaktor- | pny | produkte aus je n Faktoren
zerlegung zahlen
selbst n=2 n=313 n=4
110 .2-5-11 2;5;11(10;22;55 - -
60 2:-2-3-5 2;3;5 |4;6;10;15 12:20;30 | -
700 2-2-5-5-7]2;5;7 |4;10;14;25;35|20; 28: 50;| 100; 140; 350
70;175

Kontrolle: In dieser Ubersicht ergeben jeweils

erster Teiler mal letzter Teiler (z. B. 2 - 350),

zweiter Teiler mal vorletzter Teiler (z. B. 5 - 140),

dritter Teiler mal drittletzter Teiler (z. B. 7 - 100)

usw. die untersuchte Zahl.

Soiche Teiler nennt man zusammengehérige Teiler.
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Zweite Methode der Bestimmung der Teiler einer Zahl

Man kann der untersuchten Zahl unmittelbar ansehen, ob gewisse
Zahlen echte Teiler sind: Teilbarkeitsregeln.

a) | Eine Zahl ist durch 2 (4; 8; 16; ...) teilbar, wenn die aus der
letzten Grundziffer (den letzten zwei, drei, vier ... Grundziffern)
bestehende Zahl durch 2 (4; 8; 16; ...) teilbar ist.

BEISPIELE

b)

2|548, denn 2|8
4)2128, denn 4|28
813432, denn 8|432
16/2235600, denn 16]5600

Beachte:

Eine durch 2 teilbare Zahl (letzte Grundziffer also 0, 2, 4, 6, 8) heiBit
gerade Zahl.

Eine Zahl ist durch 5 (25; 125; 625; ...) teilbar, wenn die aus
der letzten Grundziffer (den letzten zwei, drei, vier ... Grund-
ziffern) bestehende Zahl durch 5 (25; 125; 625; ...) teilbar ist.

BEISPIELE

<)

5|375, denn 5|5

25|72975, denn 25|75
125/162000, denn 125|000
6252799375, denn 625]9375

Beachte:

Eine durch 5 teilbare Zahl muB als letzte Grundziffer eine O oder 5§
haben.

Eine Zahl ist durch -3 bzw. 9 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch diese Zahl teilbar ist.

Die Quersumme ist die Summe ihrer Grundziffern ohne Ricksicht auf
die Stellenwerte.
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BEISPIELE

313920043, denn 3|(3 + 9 + 2 + 4 + 3), also 3|21
9/8072091, denn 9{(8 + 7 + 2 4 9 + 1), also 9|27

d) | Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quer-
summe (ihre Querdifferenz) durch 11 teilbar ist.

Die alternierende Quersumme ist die Differenz aus den Summen der
1., 3., 5., ... Grundziffer und der 2., 4., 6., ... Grundziffer, von rechts
her gezihlt, ohne Riicksicht auf die Stellenwerte.

BEISPIEL

11]548076639, denn 11[[(9 4+ 6 + 7 + 8 4+ 5) — (34 6 + 4)],
d.h.11|(35 — 13) oder 11|22

2.3.2.3. Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache
mehrerer Zahlen

Teiler und Vielfache verschiedener Zahlen sind im allgemeinen ver-
schieden, doch gibt es mitunter auch gemeinsame Teiler und gemein-
same Vielfache.

BEISPIELE
Zahlen | gemeinsame Teiler I gemeinsame Vielfache

6; 36; 90 1,2, 3, E| , 360, 540, 720, ...
67 El ! . 84, 126, ...

Besondere Falle:

1. Zahlen, wie 6 und 7, die auBer dem trivialen Teiler 1 keine anderen
gemeinsamen Teiler haben, nennt man teilerfremd oder relativ prim.

2. Unter den gemeinsamen Teilern gibt es einen griften: | g.g.T. |,

unter den gemeinsamen Vielfachen ein kleinstes: .

3. Bei teilerfremden Zahlen ist der g.g.T. stets 1, das k.g.V. stets das
Produkt der beiden Zahlen.
Erste: Methode der Bestimmung von g.g.T. und k.g.V. (Prim-
faktorenzerlegung)
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Wie gro8 ist der g.g.T. und das k.g.V. von 72, 198 und 252?

a)ggT.: 72=]2|-2-2. .
198=12]. . - 11
252=(2|-2- . 7 ggT.:2-3-3=18

Der g.g.T. ist das Produkt aus den Primfaktoren, die in allen Zahlen
gemeinsam vorkommen; diese werden dabei jeweils nur einmal als
Faktor verwendet.

Die nicht benétigten Primfaktoren geben an, wievielmal der g.g.T.
in der betreffenden Zahl enthalten ist.

72:18=2:2=4
198:18 =11
252:18=2-7=14

bkgv.: 712=[2]-[2 E] 3] ¢ . s
as2=|2|-[2]- = -[3]-|3]-7])- *
198 =[2]|- * - * . . .O.E

kgVv.:2-2:2-3-3-7-11= 5544
Das k.g.V. ist das Produkt aus sdmtlichen vorkommenden Primfak-
toren, wobei diejenigen, die in mehreren Zahlen zugleich enthalten
sind, jeweils nur einmal als Faktor verwendet werden.
Die Liicken (*) geben an, wie oft die betreffende Zahl im k.g.V.
enthalten ist:

5544: 12=17-11 =717
5544:252 =211 =22
5544:198 =2-2-7=28

Beachte:

Sobald eine der Zahlen Teiler einer anderen gegebenen ist, braucht
sie zur Bestimmung des k.g.V. nicht mit herangezogen zu werden.
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BEISPIEL
k.g.V. von 9; 10; 30; 45: )
9|45; 10]30; also geniigt die Bestimmung des k.g.V. von 30 und 45.

Dieses Verfahren findet auch Anwendung bei der Bestimmung des g.8.T.
und k.g.V. von Termen, die Variablen enthalten (vgl.4.5.6.).
BEISPIEL
3x — 6y; ax? — 4axy + 4ay?; 4x% — 16y>; g.g.T.? k.g.V.?
Ix—6y="*-*-3-*-(x—2y) - . *

ax? —4axy +day:=*-*-*-g-(x—2y) - (x —2y)* -
4_x2—16y’=2'2-‘-“(x—2y)' - '(X+2}')

g.gT.: (x—2y)

k.g.V.: 2:2:3-a-(x—2y)(x — 2y) (x + 2y)
= 12a(x + 2y) (x — 2y)*

. Die nicht zum g.g.T. bendtigten Faktoren geben auch hier jeweils den
Quotienten aus dem betreffenden Polynom und dem g.g.T. an:

Bx—6y):(x—2y)=3

(ax? — daxy + 4ay?): (x — 2y) = a(x — 2y)

4x? — 16y%) 1 (x — 2y) = 4(x + 2y)

2. Die Liicken (x) geben wiederum den Quotienten aus dem k.g.V. und

dem jeweiligen Polynom an:
12a(x + 2y) (x — 2y)*: (3x — 6y) = 2+ 2a(x — 2y) (x + 2y)
12a(x + 2p) (x — 2y)*: (ax* — daxy + 4ay*) = 223 - (x 4 2y)
12a(x + 2y) (x — 2y)?: (4x2 — 16y?) = 3a(x — 2y)

—

Zweite Methode (EukLipischer Algorithmus, nur fir den g.g.T.
von 2 Zahlen)

(Algorithmus bedeutet hier soviel wie Rechenverfahren, Rechenschema;
EukLiD, griechischer Mathematiker um 325 v. u. Z.)

Man dividiert die grofere der beiden Zahlen durch die kleinere, dann
den Divisor durch den verbleibenden Resr und wiederholt den Rechen-
gang, bis die Division aufgeht. Der letzte Divisor ist der g.g.T. der
beiden Ausgangszahlen.



2.3. Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen 47

BEISPIEL
Wie gro8 ist der g.g.T. von 672 und 1190?

1190: 672 = 1 Rest 518
672:518 =1 Rest 154
518:154 = 3 Rest 56
154: 56 =2 Rest 42

56: 42 =1Rest 14
42: 14=3

Der “g.g.T. von 672 und 1190 ist 14.

Beweis:
Man schreibt die Gleichungen, von unten beginnend, als’ ,,Proben**
untereinander.

42=3- 14

56=1- 42+ 14=1- 3-14+ 14 = 4-14

154=2- 56+ 42=2- 4-144 3-14=11-14
518=3-154+ 56=3-11-144+ 4-14=137-14
672=1-518+154=1-37-144+11-14=48-14
1190 =1:672+ 518=1-48-14+4+37-14=85-14
Folglich: 14]672; 14|1190
Da 48 und 85 teilerfremd sind, ist 14 der g.g.T. von 672 und 1190.

Fiir zwei Variablen a und b ldBt sich das Verfahren entsprechend
herleiten und beweisen.



3. Ganze Zahlen

3.1. Begriff der ganzen Zahl

3.1.1. Einfithrung der negativen Zahlen durch Differenz-
bildung

Wird aus der Menge der natiirlichen Zahlen ein beliebiges geordnetes

Zablenpaar [a, b) mit a = b herausgegriffen, so ist die Differenz a — b

seiner Elemente wieder eine natiirliche Zahl. Es gibt beliebig viele

Zahlenpaare, die dieselbe Differenz ergeben. Sie werden differenzengleich

genannt.

BEISPIEL
17—12=6—1=159—154=5—-0=35

Beachte:
,,Geordnetes Paar* heiBt, daB [a, b] + (b, a], falls a 3 b.

Sinnvoll sind folgende Festsetzungen:
1. Zwei Zahlenpaare [a, b] und [c, d] mit a = b, ¢ = d (a, b, ¢, d natiir-
lich) sind genau dann differenzengleich, also a — b = ¢ —d, wenn gilt:
at+d=5b+c.
2. Die Differenz einer Menge differenzengleicher Zahlenpaare 14Bt sich

unmittelbar aus dem Zahlenpaar [n, 0] (» natiirlich) durch Weglassen
des Elementes O bei der Differenzbildung ermitteln: n — 0 = n.

BEISPIELE
zu (1) 33 — 15 =185 — 167, weil 33 4 167 =185+ 15
33—15= 18— O, weil334+ 0= 15418
zu (2) 33 — 15 =185 — 167 = 18 — 0 = 18 (Weglassen von 0)
Wird die Bedingung a > b durch a < b ersetzt, so ergibt das geord-

nete Zahlenpaar [a, b] als Differenz a — b keine natarliche Zahl
(vgl. 1.3.1.).
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BEISPIELE
17—22; 1—125; 0—3
Zur Gewinnung eines neuen Zahlenbereiches, in dem die Lésungen
aller Subtraktionsaufgaben mit natiirlichen Zahlen enthalten sind,
wird festgelegt, daB die oben genannten zwei Festsetzungen auch fiir
den Fall a < b sinngemiB Giiltigkeit behalten sollen.
(1*) wie 1., nur @ = b statt a = b und ¢ = d statt ¢ = d.
(2*) Die Differenz wird aus dem Zahlenpaar [0, m] (m natiirlich) er-
mittelt durch Weglassen des Elements 0, aber unter Beibehaltung des
Minuszeichens: 0 — m = —m.
BEISPIELE
zu (1*) 12 — 29 = 186 — 203, weil 12 4+ 203 = 29 } 186
12—29= 0— 17, weill2+4+ 17=294+ O

zu (2*) 12 —29 =186 — 203 =0 — 17 = —17 (Weglassen von 0
unter Beibehaltung des Zeichens —; gelesen: minus sieb-
zehn)

Die sich ergebenden Zahlen heilen negative Zahlen. Sie werden durch

das davorstehende Zeichen — (das Vorzeichen der Zahl) symbolisiert.

3.1.2. Zahlengerade

Durch Verlidngerung des Zahlenstrahls (vgl. 2.2.3.) iiber den Anfangs-
punkt (0) hinaus zur Zahlengeraden®unter Fortfihrung der Punkt-
markierung kann auch den negativen Zahlen je ein bestimmter Punkt
zugeordnet werden. Dabei werden oft zur deutlicheren Unterscheidung
die Symbole der natirrlichen Zahlen mit dem Vorzeichen 4 versehen
(5 ist gleichwertig mit 5, gelesen: plus fanf).

Diese Zahlen heiBen dann positive Zahlen. (Eine exakte Begriindung
der Berechtigung der Ubernahme der natiirlichen Zahlen als positive
Zahlen uberschreitet den Rahmen dieser Darstellung.)

07 2 3 4 5 6 7 4§ ¢

_.5 _:5 -4 .T-} -} ﬂL \74»2 ;:7 m‘( -4.5 +6 +7 élﬂ +.3

Lage von Strahl natiirliche positive negative
und Gerade Zahlen Zahlen Zahlen
waagerecht nach rechts nach rechts nach links
lotrecht nach oben nach oben nach unten

4 Simon/Stﬂhl, Mathematik
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Mit Hilfe der Zahlengeraden kénnen jetzt auch Subtraktionsaufgaben
a — b mit a < b (a, b natiirlich) graphisch gelost werden (vgl. 2.2.3.)
BEISPIEL

7-9

1

-5 p— -’2 -.] 0 4:1 +:2 +E1 +2 +i‘i 4-:5 4-:7 +.ﬂ «l:’

3.1.3.  Grundlegende Festsetzungen fiir die ganzen Zahlen

(1) Die positiven und negativen Zahlen sowie die Zah! Null bilden zu-
sammen den Bereich der ganzen Zahlen. Die Null gehort dabei weder
zu den positiven nooh zu den negativen Zahlen:

nichtpositive ganze Zahlen

54, I}

nichtnegative ganze Zahlen

-} -5 -:5' -:4 -3 -.2 -1 0 +'l +‘2 +‘3 +‘4 4:6' +6 4-.7
|

negalive ganze Zahlen Y ona positive ganze Zahlen
. e

—
ganze Zahlen

Die Zahlengerade kann nach beiden Seiten unbegrenzt verlidngert
werden; auch die Anzahl der positiven und negativen Z&hlen,ist un-
begrenzt. Es gibt keine groBte und keine kleinste ganze Zahl.

(2) Das Vorzeichen — darf niemals weggelassen werden:
—3 == 3 (gelesen: —3 nicht gleich 3)

Das Vorzeichen + darf beim Rechnen weggelassen werden, d.h.,
man darf dabei positive ganze Zahlen wie natiirliche behandeln
(vgl. 3.1.2)).

Die Vorzeichen + und — sind streng von den Rechenzeichen (Opera-
tionszeichen) + und — der Addition und Subtraktion zu unter-
scheiden. Zur besseren Unterscheidung werden mitunter die Vor-
zeichen durch eine Klammer an die Ziffer gekettet:

(+9); (=3).
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24+3=(+5)=5 7—9=(-2)

— 1

Rechenzeichen Vorzeichen

(3) Zu jeder positiven oder negativen Zahl gibt es eine zweite, die sich
von der ersten nur durch das Vorzeichen unterscheidet. Beide heilen
zueinander entgegengesetzte Zahlen.

BEISPIELE
+6 und —6, —8 und +8
Zwei entgegengesetzte Zahlen haben auf der Zahlengeraden zwei
Bildpunkte, die auf beiden Seiten vom Nullpunkt in gleicher Ent-
fernung liegen.

(4) Mitunter interessiert die Zahl ohne Riicksicht auf das Vorzeichen.
Man spricht dann vom absoluten Betrag oder kurz vom Betrag der
ganzen Zahl. Es wird festgesetzt:

Unter dem absoluten Betrag oder kurz dem Betrag einer positiven
Zahl versteht man die Zahl selbst, unter dem Betrag einer negativen
Zahl aber die entgegengesetzte Zahl [vgl. unten (5), Punkt 3.].

Symbolik :
| +6] =46 =6  gelesen: Betrag von +6 gleich 6
|—8|=+8=8 - Betrag von —8 gleich 8
Beachte:

1. Der Betrag ist stets eine nichtnegative Zahl, die, falls MiBverstind-
nisse ausgeschlossen sind, auch ohne Vorzeichen geschricben
werden kann (vgl. 3.1.2.).

2. Besondere Festsetzung: [0] =0

3. Entgegengesetzte Zahlen sind demnach Zahlen, die den gleichen

Betrag haben.
BEISPIEL
[+ =|-7=+7=7

(5) Der Variabilitdtsbereich von Variablen soll i Abschnitt 3., soweit
nicht ausdriicklich etwas anderes vermerkt ist, der Bereich der
ganzen Zahlen sein. @ kann infolgedessen cine positive oder eine
negative Zahl oder auch Null bedeuten. Deshalb kann auch (+a)
ebenso wie (—a) sowohl eine positive wie auch eine negative Zahl
oder Null darstellen.

4.
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BEISPIELE
+a=+7fallsa= +7 —a= —3,fallsa= +3
+a= —5fallsa= —5 —a= +1,fallsga= —1

Beachte:
1. Eine positive Zahl ist demnach mit Variablen durch + |a|, eine
negative durch — |a| dargestellt.
2. Entgegengesetzte Zahlen sind a und —a, unabhingig davon, ob
a eine positive oder negative Zahl oder die Zahl Null bedeutet.
3. Der Betrag wird mit Hilfe von Variablen definiert durch
lal]=a, fallsa=0
la| = —a, fallsa< 0.

(6) Bei den natiirlichen Zahlen ist diejenige Zahl die gréBere, deren Bild-
punkt auf dem waagerechten Zahlenstrahl weiter rechts liegt.
BEISPIELE

5 ist groBer als 2; Symbol: 5> 2(> lies: groBer als)
5 ist kleiner als 8; Symbol: 5§ < 8(< lies: kleiner als)
Bei den positiven und negativen Zahlen soll ebenfalls diejenige die

grofere heiBen, deren Bildpunkt auf der waagerechten Zahlengeraden
weiter rechts liegt.

BEISPIELE

(+5) ist groBer als (+2); Symbol: (45) > (4+2)
(+5) ist kleiner als (+8); Symbol: (45) < (+8)
(—5) ist kleiner als (—2); Symbol: (—35) < (—2)
(—5) ist groBer als (—8); Symbol: (—5) > (—8)
(+5) ist groBer als (—8); Symbol: (+5) > (—8)
(—35) ist kleiner als (+2); Symbol: (—5) < (42)

Daraus folgt:

Jede positive Zahl ist grifer als Null und grifer als jede negative:
+la|>0; +[a|> —|b]

Jede negative Zahl ist kleiner als Null und kleiner als jede positive:
—la|<0; —la|< +]b]

(7) Im Bereich der ganzen Zahlen wird die Zahl Null definiert als
Differenz zweier gleicher ganzer Zahlen:a —a =0
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3.14. Anwendung der ganzen Zahlen in der Praxis

Manche Probleme lassen sich mit Hilfe natiirlicher Zahlen mathematisch
nicht erfassen oder 16sen. So bediirfen z. B. gewisse Mefwerte neben der
Angabe des Betrags noch einer weiteren Kennzeichnung, da sie stets in
zweierlei (entgegengesetzter) Bedeutung vorkommen konnen.

BEISPIELE

a) Gradnetz der Erde: 10° 6stlicher Linge; 10° westlicher Lange;

b) Gradnetz der Erde: 15° nérdlicher Breite, 15° siidlicher Breite;

c) Pegelstand eines Flusses: 1 m Giber Null, 1 m unter Null;

d) Hohenlage eines Erdpunktes: 6 m iiber NN (Normalnull), 6 m
unter NN;

e) AbsghluBl (Saldo) eines Kontos: 65 DM Haben (Vermogen), 65 DM
Soll (Schulden);

f) Temperaturangaben: 7 “°C Warme. 7 *C Kilte.

Das 14Bt sich mit Hilfe der ganzen Zahlen mathematisch eindeutig
wie folgt erreichen:

a) +10°; —10°  b) +15°; =15 o) +Im; — I ms
d) +6m; —6m e) +65DM: —65DM f) +7°C; -7°C

3.2, Die vier Grundrechenarten mit positiven und negativen
ganzen Zahlen

3.2.1.  Rechenoperationen 1. Stufe mit positiven und negativen
ganzen Zahlen

3.2.1.1. Addition nur positiver oder nur negativer ganzer Zahlen
An der Zahlengeraden liest man ab:

+3)+ ) =(+8); (=3)+ (—5)=(-8)

Die Summe zweier positiver ganzer Zahlen ist stets cine positive ganze
Zahl, die Summe zweier negativer eine negative. Der Betrag der Summe
ist in jedem Falle gleich der Summe der Betrige der Summanden.

(+laD) + (+]b) = +(la| + |6D
(—laD) + (—|b) = —(la| + |bD
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3.2,1.2. Addition positiver und negativer ganzer Zahlen

-7 -.6' -5-4-53-Ti¢l +;2 o] < +5 46 4.7

= H

et
(+8) +(-4) = (+2)

[

+

(+4)+ (-6) = (-2)

Die Summe einer positiven und einer negativen ganzen Zahl ist
positiv oder negativ, je nachdem, ob der positive oder negative
Summand den groBeren Betrag hat. Der Betrag der Summe ist in
jedem Falle gleich der Differenz der Betrige der Summanden.

(+la]) + (—|b]) = +(la| — | b]), falls [a| > | b|
(+]a) + (=|b]) = —(|6] — |a]), falls | 6] > |a|

3.2.1.3. Subtraktion positiver und negativer ganzer Zahlen

95 <5 b <7 <2 <1 0 <7 <7 +3 +6 +5 +5 +7 <8 +8

! }
~ ————

(+5)-1+3) |: (+5) - (+3) = (+2) ! i i
SEIED L gy e ()= o) [
- — f~—p—— {
i
(+5) - (-3) = (4 ) ——+—+——+—+— l

5)~(-3, e
et [ =TT

(+5)+ (+3) = (#§) ——+—+—+—f |

Positive und negative ganze Zahlen werden subtrahiert, indem man
Jeweils die entgegengesetzte Zahl addiert.

a—b=a+ (b
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BEISPIELE
9+ (+9)=9+5=14 9—(+5) =9+ (=5 =4
94 (—5=9—-5=4 9—(—5=9+(+5)=14

() + () =—9+5=—4 [(=9)—(+5) = —9+ (=5)=—14
(-9 + (=5 =—9—5=—14[(=9) — (=5) = =9 + (+5)=—4

3.2.2. Rechenoperationen 2. Stufe mit positiven und
negativen ganzen Zahlen

3.2.2.1. Multiplikation

Das Produkt zweier ganzer Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist
eine positive ganze Zahl, bei verschiedenen Vorzeichen ergibt sich
eine negative ganze Zahl.

(+laD - (+1b) = +(la]-|6]) | (+]aD-(—=]b])=—(al-16]
(—la)-(—IbD = +(a|-|b]) | (—|aD-(+]|b])=—(a]-|b])

Beachte:

Diese Rechengesetze beruhen auf einer Festsetzung. Man kann sie
(mit Ausnahme des Gesetzes fiir die Multiplikation zweier negativer
Zahlen) plausibel machen, wenn man beachtet, daB beim Rechnen posi-
tive ganze Zahlen mit den entsprechenden natiirlichen gleichwertig sind.

BEISPIELE
LN HN=H)-5=HFN+H)+FH+ +NH+
++)=3+3+3+3+3=15=3-5=[+(3"-9)]
2.(+3) (=) =(=5) " (+N=(-9"3=
==+ N+ ()=(15)=[-(3"9)]

3.2.2.2. Division

Die Division ist die umgekehrte Rechenoperation zur Multiplikation.
Daraus folgt:

Der Quotient zweier ganzer Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist
eine positive Zahl, bei verschiedenen Vorzeichen ergibt sich eine
negative Zahl.
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(+la): (16D = +(al:16]) | (+lap:(—|b]) = —(la|:|b]
(—la):(=1b]) = +(al:|b]) | (=laD:(+|b])=—(a|:]b])

Beachte:
1. Das Ergebnis +(a|: |b]) wird nur dann eine ganze Zahl, wenn |a|
ein Vielfaches von | b|ist (vgl.2.3.1.2.). Das sei zunichst vorausgesetzt,

ebenso wie |b| 4 0 (vgl. 3.3.4.).

" 2. Die Begriffe und GesetzmaBigkeiten der Teilbarkeit (vgl. 2.3.) lassen
sich auf die ganzen Zahlen ausdehnen, wenn als Primzahlen noch die
jeweils entgegengesetzten Zahlen dazugenommen werden. Im Bereich
der ganzen Zahlen gilt aber dann nicht das Gesetz von der Eindeutig-
keit der Primfaktorenzerlegung.

BEISPIELE

"30 = 2- 3 - 5 (eindeutig im Bereich der natiirlichen Zahlen)
30=(+2) (=3) (=5 =(-2) (=3)-(+5) =
=(=2)(+3): (-9
—42=(+2)-(+3) (=N =(=2)- (+3)- (+N =
=H2) (=3 FD=(-2)(=3)- (=7
(nicht eindeutig im Bereich der ganzen Zahlen)

3.3. Die vier Grundrechenarten mit der Zahl Null
3.3.1. Addition und Subtraktion

3+40=0+3=3 a+0=0+4+a=a
5—0=S5 a—0=a
0—4=-4 0—a= —a
Sonderfille:
04+0=0
0—0=0

3.3.2. Multiplikation

4-0=0-4 -
=0+04+040=0 a
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Sonderfall:

0:-0=0

3.3.3.  Die Zahl Null als Dividend

Da die Division die umgekehrte Rechenoperation zur Multiplikation
ist, gilt:

Aus3-6=18 folgt 18:3=6

Aus3-2= 6 folgt 6:3=2

Aus3-1= 3 folgt 3:3=

Aus3-0= 0 folgt 0:3=0

Allgemein:

Ausa-0=0 folgt 0:a=0, falls a+0

3.3.4. Die Zahl Null als Divisor

Entsprechend kann geschlossen werden:

18:18 = 1 ist eine wahre Aussage, weil 1 - 18 = 18 wahr ist.
18: 6 = 3isteine wahre Aussage, weil 3+ 6 = 18 wahr ist.
"18: 2= 9isteine wahre Aussage, weil 9+ 2 = 18 wabhr ist.
18: 1 = 18 ist eine wahre Aussage, weil 18 - 1 = 18 wabhr ist.
18: 0= xist aber fiir jede beliebige ganze Zahl x eine falsche Aus-
sage, da x 0 = 0 3 18 gilt, also eine Umkehrung zur entsprechenden
Multiplikation nicht moglich ist. Folglich wird festgesetzt:

Die Division einer ganzen Zahl durch Null (a: 0) ist nicht definiert
und als sinnlose Operation nicht ausfiihrbar.

Beachte:

1. Diese Feststellung gilt nicht nur im Bereich der ganzen Zahlen.
2. Insbesondere trifft sie auch fiir 0: 0 zu.
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\

4.1. Begriff der rationalen Zahl

4.1.1.  Einfiihrung der Briiche durch Quotientenbildung

Wird aus der Menge der ganzen Zahlen ein beliebiges geordnetes Zahlen-
paar [a, b] mit b|a und b # 0 herausgegriffen, so ist der Quotient a: b
seiner Elemente wieder eine ganze Zahl. Es gibt beliebig viele Zahlen-
paare, die denselben Quotienten ergeben. Sie werden quotientengleich
genannt, '

BEISPIELE

15:3=50:10 =(—85):(—17)=5:1 =(=5:(=)=S5
(—28):7=28:(=7)=60:(—15) =(—4:1=4:(—1)=—4
Sinnvoll ist die Festsetzung:

Zwei Zahlenpaare ([a, b] und [c, d] mit b|a und d|c (a, b, ¢, d ganz;
b+ 0, d+ 0) sind genau dann quotientengleich, also a:b=c:d,

wenn gilt:
ard=c-d
BEISPIELE
16: 8 =6:3, weil 16-3 =68
(—12):(—3)=64:16, weil (—12):16 = (—3)-64
(—18):3 =36:(—6), weil (—18):-(—6)=3-36

Wird die Bedingungen b | a fallengelassen, so ergibt das Zahlenpaar [a, b)
als Quotient a: b keine ganze Zahl (vgl. 1.3.1.).
BEISPIELE

17:5; 2:3; (—16):(—15); 1:(=2)
Zur Gewinnung eines Zahlenbereichs, in dem die Losungen aller
Divisionsaufgaben mit ganzen Zahlen (Divisor nicht gleich Null) ent-
halten sind, werden als neue Zahlen die Briiche durch folgende Fest-
setzungen eingefiihrt:



4.1. Begriff der rationalen Zahl 59

1. Das Zahlenpaar [aq, b] (a, b ganz; b 4 0) ergibt als Quotient a: b
den Bruch % oder a/b, gelesen a b-tel. Der waagerechte oder schriige

Strich, der die Zahlen des Zahlenpaares verbindet, heiBt Bruchstrich.

2. Das nach 3.2.2.2. festgesetzte Vorzeichen des Quotienten wird meist
vor den Bruchstrich geschrieben, so daB dieser nur die Betrige der
Zahlen des Zahlenpaares verbindet.

BEISPIELE .
15:5 = % (finfzehn fiinftel)
—7| 7 . . .
(-7:3 = —T”— = -3 (minus sieben drittel)
. =11
3:(—4) = 3 _ 3(‘ drei viertel)
: =TT 3 minus drei vierte

3. Die ganzen Zahlen werden wegen g = g: 1 (g ganz) in die Menge
der Briiche einbezogen.

BEISPIELE
5 4 .
5= T (finf Ganze) —4 = -7 (minus vier Ganze)

4. Aus der Festsetzung iiber die Quotientengleichheit zweier Zahlen-
paare [a, b]und [c, d] (a, b, ¢, d ganz; b + 0; d % 0) folgt sinngemiB:
Zwei Briiche %— und -s- (a, b,c,d ganz; b = 0; d & 0) sind genau

dann (quantitativ) gleich, also % = %, wenn gilt:

a-d=b-c.
BEISPIELE
3—12 il 3:20=5-12
T wei =
6 42 —6 —42
—_——=———,dh, —=—, weil (—6)-7=1-(—42)

1 7 1 7
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Festsetzung von Fachbezeichnungen:

(2, n: ganze Zahlen; n 4 0)

/Zéhler

Bru -

\Nenner

+—Bruchstrich

In der folgenden Tabelle sollen z und n positive Zahlen sein.

Besondere Fachbe- Beispiele Besonderheiten
Bedingungen zeichnungen
2 1 9 z
h h —_ — — =
z<n echter Bruc T 7 1o "<l
unechter 3 100 14 z
z>n Bruch 2 30| w7t
z Vielfaches uneigentlicher | 6 S5 95 z .
von n (auch Bruch 350 o | 7 istene
z=n) ganze Zahl
1 1 1 z
= 55 o | =<1
z=1 Stammbruch > 7 0o . <
- abgeleiteter 3.7 17 z >
21 Bruch 273 | w3t
Summe aus gemischte 3 1. s 7 z i
ganzer Zahl Zahl 2 7% ke
und echtem entspricht einem
Bruch unechten Bruch
Austausch reziproker 3 2 n z
Zahler und z -3 7§1, f311572 1
n Bruch zu —
Nenner : — n 100 7 und z =f= n
z - > T
100 n z ]
5 5 Z _a "
K3 g s fallkz=n
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Beachte:

4 4
1. Die gemischte Zahl 3—7— bedeutet 3 4+ 7 wobei das Additionszeichen
nicht geschrieben wird. Bei Variablen dagegen darf das Additions-
zeichen nicht wegbleiben (g + i), dag Z- g z +g+ -z—.
° n n n n

2. Gemischte Zahlen enthalten nur echte, aber niemals unechte Briiche:
3 3 5 5
2+ ) = ZT ;24 vy darf aber nicht in der Form 27 geschrieben

werden.

4.1.2.  Graphische Darstellung der Briiche
4.1.2.1. Flichendiagramme

Falls Zahler und Nenner eines echten Bruches Betrige von ganzen

Zahlen sind, 1aBt er sich als Bruchteil eines realen Objekts deuten. Fiir

die graphische Darstellung eignen sich dazu besonders Rechtecks- und
, Kreisflichen.

27070707
oTate el

Fbo o

4.1.2,2, Zahlengerade

Bei weiterer Verdichtung der Punkte auf der Zahlengeraden (vgl. 3.1.2.)
14Bt sich jeder Bruch eindeutig in einen Punkt abbilden.

i S S D S
-2 -1 ) + +2 +3
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Beachte:

1. Nicht jeder Punkt der Geraden ist Bildpunkt eines Bruches; vgl.
dazu 6.3.2,

2. Quantitativ gleiche Briiche haben jeweils den gleichen Bildpunkt,
so daB einem Punkt der Geraden, der Bildpunkt von Briichen ist,
nicht eindeutig ein bestimmter Bruch zugeordnet ist.

4.1.3. Grundlegende Festsetzungen fiir die rationalen Zahlen

(1) Auf der Menge aller geordneten Zahlenpaare [a, b] (a, b ganz; b 5= 0)
1aBt sich eine Klasseneinteilung erkldren, wenn alle quotienten-
gleichen Zahlenpaare in einer Klasse zusammengefaBt werden.

(2) Die Menge aller quotientengleichen Zahlenpaare stellt eine ratio-
nale Zahl dar, die durch jedes beliebige dieser Paare reprdsentiert
werden kann. Der Reprdsentant wird dabei gewdnnlich als Bruch
geschrieben.

(3) Alle Reprisentanten derselben rationalen Zahl werden auf der Zah-
lengeraden (vgl.4.1.2.2.) in denselben Punkt abgebildet. An jeden
Punkt der Zahlengeraden kann also jeder beliebige Reprisentant
der rationalen Zahl geschrieben werden.

(4) Eine rationale Zahl indert sich nicht, wenn man Zihler und Nenner
eines beliebigen Reprisentanten
a) mit der gleichen Zahl multipliziert (den Bruch mit einem Er-

welterungsfaktor erweitert) oder
b) durch dieselbe Zahl dividiert (den Bruch mit einer Kiirzungszahl
kiirzt).
Erweitern mit dem
Erweiterungsfaktor
- 11 n
7_7-11_77 a a-'n
9 9-11 99 b b-n

.11 tn
\Kﬁmn mit der/

: Kiirzungszahl
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Begriindung:
7:-99=9-77 a‘b-n=b-a'n
Beachte:
1. Jeder Bruch kann mit beliebig vielen Erweiterungsfaktoren erweitert '
und die entsprechende rationale Zahl dadurch auf beliebig viele
Arten geschrieben werden.

BEISPIELE

2. Ein Bruch kann nur gekiirzt werden, wenn Zihler und Nenner
gemeinsame echte Teiler haben.

-

BEISPIELE

Kirzen méglich Kiirzen unméglich

22 (Y
1 1
4 2 3 3 A
6 3 77
Gemeinsamer Teiler 3 und 7 sind
von 4 und 6 ist 2. teilerfremd.

3. Dasselbe gilt sinngemaB, wenn Zahler und Nenner Variablen enthalten.

BEISPIELE
<2x+y)

1
x+y _ x4+ &+y _ 2x + »)?
x—y 2+ ) (x—y)  20x*—y?)

:3pg
i

3p%-q-(5x—6y) _ p(5x — 6y)

9p - qxy - 3xy
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4, Glieder von Summen in Zihler und Nenner konnen niemals einzeln
gekiirzt werden. Hier ist zuerst eine Faktorenzerlegung nitig.

:(2m+ 3 n)
4m® — 9n? _@m+3m@2m—3n  2m—3n
4m* + 12mn+ 92 (Cm+3m)2m+3n)  2m+ 3n

(5) Fir. eine rationale Zahl wird gewShnlich derjenige Repriasentant
angegeben, der teilerfremde Zahler und Nenner hat oder eine ganze
Zahl ist. Ist das Ergebnis einer Rechnung eine rationale Zahl, sollte
deshalb so lange gekiirzt werden, bis das erreicht ist.

BEISPIELE

729 |:87]
1458 2 {522 i .
2187 3| 87

(6) Als Kiirzungszahlen verwendet man

a) mehrere gemeinsame Teiler nacheinander (schrittweises Kiirzen)
oder

b) den g.g.T. (einmaliges Kiirzen; kiirzester Weg)

60
BEISPIEL 7y ist zu kiirzen. Gemeinsame Teiler: 2,3, 4, 6, 12

g.2.T.: 12

1. Weg (langster Weg) 12 2 :3
2. Weg 12 l | 16 | l
. SN T N
60 3 15 S
24 12 6 2
N\ AN__N

3. Weg :4 03

4. Weg (kiirzester Weg, mit g.g.T.) 112
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4.2, Die vier Grundrechenarten mit rationalen Zahlen

4.2.1. Grundrechenarten 1. Stufe mit rationalen Zahlen

4.2.1.1. Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche
Briiche mit gleichen Nennern nennt man gleichnamig,

Gleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man
die Zihler addiert bzw. subtrahiert und den gemeinsamen Nenner
beibehilt:

a b at+b
c c

Beachte:

1. Der Variabilitdtsbereich der in 4.2. vorkommenden Variablen ist der
Bereich der ganzen Zahlen.

2. Das Doppelzeichen + ermoglicht, zwei Aufgaben in einer einzigen
Rechnung darzustellen: die oberen Zeichen gehéren zur einen, die
unteren zur zweiten Aufgabe. (£ lies: ,,plus oder minus*.)

3. Bei dieser und den folgenden Rechenregeln fiir rationale Zahlen
handelt es sich um nicht beweisbare Festsetzungen, die so getroffen
wurden, daB die entsprechenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen in
ihnen enthalten sind.

BEISPIEL 1
Keine gemischten Zahlen als Summanden und Subtrahenden

7 23 11 1_7+23——11—1__18_9( 11)

16 ' 16 16 16 16 16 8
Beachte:

18
1. Bei Beachtung der in 4.1.3. (5) notierten Festlegungen muB §T3
gekiirzt werden.

9 1
2. r braucht nicht in 1? verwandelt zu werden.

5 Simon/Stahl, Mathematik
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BEISPIEL 2
Auch gemischte Zahlen als Summanden und Subtrahenden.

1. Weg: Die gemischten Zahlen werden als unechte Briiche geschrieben
(Fachausdruck: Einrichten der gemischten Zahlen).

1 3 2
37 7+ 7

22 59 16 .
=7 7 tT=
_2-+16 -2 21
- 7 T 1T =

2. Weg: Die gemischten Zahlen werden in Ganze und in echte Briiche
getrennt (besonders fiir das Kopfrechnen geeignet).

8 5 1
— ——3— =
25+5—35+8
8 5
=2 - —_ —_——
348+ 5+
BEISPIEL 3

Variablen in Summanden und Subtrahenden
2(a+b)+2(a—3b) 4da+8

3ab 3ab 3ab
__ 2(a+b)+2(a—3b)—(4a+8b)
3ab
_2a+2b+2a—6b—4a—8  —12b __i
3ab 3ab a
Beachte: B

Ein Bruchstrich hilt eine Summe im Zahler oder Nenner wie eine Klam-
“mer zusammen. Fallt er weg, muB eine Klammer geschrieben werden
(3. Bruch im Beispiel).
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4.2.1.2. Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Ungleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem
man sie zunichst gleichnamig macht und dann wie diese addiert
oder subtrahiert:

2,8 -
5+a~ -

c ad  be ad + be
bd bd bd

7 *

Zur Verwandlung in gleichnamige Briiche werden alle Briiche durch
Erweitern auf den Hauptnenner gebracht. Der Hauptnenneristdask.g.V.
aller Einzelnenner.

BEISPIEL 1
3 1
2= s 4 T
4 + + T2 -

a) Bestimmung des k.g.V. (Hauptnenner H.N.) und der Er-
©  weiterungsfaktoren (E.F.)

H.N. = 144 (Zur Bestimmung vgl. 2.3.2.3.)
EF.:144:4=36; 144:18=8; 144:16=9; 144:12=12

b) Hauptrechnung:

3 7 9 1

2= 52— — =

4 18+16+ 12

_23'36 ‘778 9-9 2.144 1-]2__ 23

T 7144 144 7 144 144 144 144
BEISPIEL 2

5 8 x+9 5 8 x+9 2

- —2= — <

1——x+l+x 1 — x? l—x+1+x 1—x% 1

a) Bestammung des k.g.V. (Hauptnenner H.N.) und der Er-
weiterungsfaktoren (E.F.):
HN. =1 — x? (Zur Bestimmung vgl. 2.3.2.3.)
EF.:(1—x3):(1—x) =14x; 1—x*):(1+x)=1—x
A=x):Q—x)= 1 ; A—=x*»: 1 =1-—x2
5‘
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b) Hauptrechnung:
5 8 x+9
—— -2 =
1—x + 1+x 1—x?

=_5(l+x)+8(l—x)—(x+9)—2(l—x‘) _

1—x2 .
2 4x + 2x3 2(l—x)(l—x) 2(1 — x)
1-2  (+»n0-% 1+=x
BEISPIEL 3
3_15_3-20-15.4_0 _
4 20 4-20 80

3 15
y und > sind (vgl. 4.1.3.) Reprisentanten derselben rationalen

Zahl. Allgemein gilt:

Die Differenz zweier Reprdsentanten derselben rationalen Zahl ist
stets gleich Null.

c
Beweis: Sind % und i Reprisentanten derselben rationalen Zahl,

so gilt (vgl.4.1.1.) ad = bc, also ad — bc = 0.

Dann folgt aber:
. a c ad — be 0
T dT ba " ba % WEbW

4.2.2. Grundrechenarten 2. Stufe mit rationalen Zahlen
4.2.2.1. Multiplikation zweier Briiche

Zwei Briiche werden multipliziert, indem man Zihler mit Zihler

c a*c
d N it Ni Itipliziert: — - — =
und Nenner mit Nenner multiplizie 5 754

7 5 7-5 35

12 11 12-11 132

Beachte: _
1. Gemischte Zahlen werden vorher eingerichtet.
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BEISPIEL
1.1 4 2
6ol M 5 _45 25 =1si)
7°2°7 2" 72 14 14

a c__a [ a*c
b b 1 b
BEISPIELE
3 3 7 3.7 21 1
bnm g e
2 4 3 2 2
Ti14b

J .4 _1 ab 4a _7-abda _ 20
2 x "2 1 ex . 2-76x . x

3. Falls moglich, wird vor dem Ausmultiplizieren gekiirzt.
BEISPIEL

4.2.2.2. Division zweier Briiche

Zwei Briiche werden dividiert, indem man den Dividenden mit dem
zum Divisor reziproken Bruch multipliziert:
a c a d a-d

a _a c a'l__ a
5 b1 b ¢ bec
¢ _a c a d a-d
AT TATT e e
BEISPIELE
7 13—-7'7—7-4—1
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x—»2(x+y)
/N

_b=y-a+pe—y 1
x+»)-x—y)(x—y) 1

I

4.2.2.3. Division zweier beliebiger ganzer Zahlen

Im Bereich der rationalen Zahlen kann der Rechengang jeder ,,nicht
aufgehenden** Divisionsaufgabe (vgl. 2.2.2.3.) in mathematisch exakter
Form geschrieben werden.

BEISPIEL
8 2 2
9764 : 36 = 271 +-£=27l+-9—= Probe:27l-§-~36=
256
2 241
a4 =271— = +36=
“ 9 9
8 - = 9764
4.3. Dezimalschreibweise rationaler Zahlen
4.3.1. Einfiihrung
Jede rationale Zahl kann geschrieben werden als
gemeiner Bruch oder als Dezimalzahl (Dezimalbruch)
| —1%- = —1,75
3 - 0,714285
7
151 - 15,916

-
N
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Beachte: |

1. In jeder Dezimalzahl trennt das Dezimalkomma (kein Punkt!) die
Ganzen von den Dezimalstellen.

2. 15,378 wird gelesen: funfzehn Komma drei sicben acht. .

3. Die Stellenwertfaktoren der Dezimalstellen werden gemiB dem
folgenden Beispiel festgesetzt.

BEISPIEL
235,60749
Ganze Dezimalstellen
2 3 S 6 0 7 4 9
Stellenwertfaktoren:
1 1 1 1 1
1010 1 95 Too 000 10000 100000
1 1 1 1

. . . 40— t+T ——+4- . =
2-100+3-10+5-1 +6 10+ ]00+ 1000+4 10000+9 100000

=2:102+3-10'+5'10°+6:10-! +0-1072+7-10"3 +4-10°*  +9-10"3
1 1

Uber die Festsetzungen ! ! -1 10-2usw
1 u —_—— ;—=——- = .
( S TRETY 100 107

vgl.6.2.3.)

4.3.2. Kiirzen und Erweitern von Dezimalzahlen

Dezimalzahlen kdnnen nur mit Potenzen von 10 erweitert und gegebenen-
falls gekiirzt werden.

4.3.2.1. Erweitern

Das Erweitern 148t sich durch Anhdngen von Nullen an die Dezimal-
stellen bei jeder Dezimalzahl durchfihren.

BEISPIELE

- 100
91 91 -100 9100
2,091 =2 =2 =2 = 2,09100
1000 1000 - 100 100000
- 1000
/\
15 15-1000 - 15000 000

15=— = = =15 = 15,000
1 1-1000 1000 1000 ——
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4.3.2.2. Kiirzen

Das Kiirzen besteht in einem Weglassen von Nullen, die als letzte
Dezimalstellen stehen.

BEISPIEL - 100
20300 203
1,20300 = 1— = 1—— = 1,203
100000 1000 —_—
Beachte:

Bei physikalischen Grifen sind zwei Angaben wie z. B. 15,32 m und
15,320 m nicht gleichwertig, sondern bedeuten verschiedene Mefgenauig-
keiten. Kiirzen und Erweitern solcher Dezimalstellen ist also nicht ohne
weiteres erlaubt.

4.3.3. Umrechnungsverfahren zwischen gemeinen Briichen und
Dezimalzahlen

4.3.3.1. Verwandeln gemeiner Briiche in Dezimalzahlen

a) Zuerst wird Zahler durch Nenner bis zum Rest dividiert.

b) Der Rest wird durch Anhdngen einer Null in Zehntel verwandelt, die
durch den Nenner dividiert werden.

c) Vor das Ergebnis von b) wird im Quotienten ein Dezimalkomma
gesetzt.

d) Der Rest von b) wird entsprechend in Hundertstel verwandelt, die
erneut dividiert werden.

e) In dieser Weise kann fortgefahren werden.

BEISPIEL
2792:123 = 22,69...
332 "
a)— 860 < b) «¢)
1220 « d)
T1130 —¢)

‘Beachte:

Durch 3 Punkte (...) deutet man an, daB noch weitere Dezimalstellen
folgen.
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Je nach dem Primfaktorenaufbau des Divisors konnen sich dabei drei Arten
von Dezimalzahlen ergeben.

Prim- Eigenart der Fach-
faktoren BEISPIELE Dezimalzahl bezeichnung
des Divisors
) 3 3 . nur begrenzt viele endliche
nur 2 3 = 2 = 37 | Dezimalstellen Dezimalzahl
16 16
—_— = — =06
nur 3 25~ s ot
nur2und § t__1 = 0,05
v 20 25 =—
beliebige 2 unbegrenzt viele unendliche, -
Prim- e 0285714 Dezimalstellen, von | reinperiodi-
zahlen, aber 7 7 denen sich aber sche Dezimal-
keine 2 = = 0,07| eine gewisse Anzahl, | zahl
oder 5 99 311 ==| die Periode, laufend
55 55 wiederholt
39 3-13 (Symbol:_;di.e
3 Punkte ... - siche
= 1,410256 S. 72 - fallen in
diesem Fall weg.)
sowohl be- s _ 5 0.63 ebenfalls periodisch, | unendliche,
liebige 6 2-3 =3 doch beginnt die vorperi-
Primzahlen 53 53 Periode nicht un- odische
als auch = =" mittelbar hinter dem | Dezimalzahl
2 oder 5 275 5t-11 Komma, sondern
oder2und § =0,1927 erst nach einer ge-
_ wissen Anzahl von
7 1 0118 Dezimalstellen, der
60 2¢-5-3 ’_6 Vorperiode
Beachte:

1. Rationalen Zahlen entsprechen entweder endliche oder unendliche
periodische, aber niemals unendliche nichtperiodische Dezimalzahlen.

2. Eine endliche Dezimalzahl hat so viele Dezimalstellen, wie der grofite
Exponent der Primfaktoren 2 oder 5 des Divisors betrégt.

3. Eine unendliche (rein- oder vor-)periodische Dezimalzahl hat héch-
stens so viele Periodenstellen, wie der um 1 verminderte Divisor be-

tragt.

.
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4. Eine unendliche vorperiodische Dezimalzahl hat so viele Vorperioden-
stellen, wie der grifte Exponent der Primfaktoren 2 oder S des Divisors
betragt.

5. Auch jede endliche Dezimalzahl kann man als periodische, nimlich
als vorperiodische Dezimalzahl mit der Periode 0 auffassen:

% = 0,375 = 0,3750

6. Das trifft auch fir ganze Zahlen zu, die als reinperiodische Dezimal-
zahlen mit der Periode 0 geschrieben werden kénnen:
7=10
7. Infolgedessen kann man sagen:

Jede rationale Zahl kann als periodische Dezimalzahl geschrieben
werden.

4.3.3.2. Verwandeln von endlichen Dezimalzahlen
in gemeine Briiche

Die gemeinen Briiche enthalten als Zdhler die Dezimalstellen und als
Nenner den Nenner des Stellenwertfaktors der letzten Dezimalstelle.

Dezimalstellen
Nenner des Stellenwertfaktors der letzten Dezimalstelle

BEISPIELE
76 19 57
0076 = —— = ———* = 3
076 1000 250 ° 357=3 100

Beachte:

Das Verwandeln unendlicher rein- und vorperiodischer Dezimalzahlen
in gemeine Briiche ist nur mit Hilfe der unendlichen geometrischen Reihe
mdglich (vgl. dazu 8.2.3.2.).
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4.3.4. Die vier Grundrechenarten mit Dezimalzahlen

4.3.4.1. Addition und Subtraktion

Die Zahlen werden dabei so untereinandergesetzt, daB Dezimalkomma
unter Dezimalkomma steht. Im dbrigen wird wie bei den natirlichen
Zahlen verfahren (vgl. 2.2.).

BEISPIELE
22,702 325,72
1,0082 — 16,008
13,5 —125,2292
7,101 — 0,4001
44,3112 184,0827

4.3.4.2. Multiplikation

Die Zahlen werden unter Vernachlissigung des Dezimalkommas wie
natiirliche Zahlen multipliziert. Die Stellung des Dezimalkommas im
Produkt bestimmt man durch einen Uberschlag mit der letzten Dezimal-
stelle jedes Faktors.

BEISPIEL
12,798 - 13,54

Uberschlag: 8 4 .. d. h., im Ergebnis miissen
" 1000 100 100000 ° Hunderttausendstel vor-
12,798 - 13,54 kommen.
38394 .
63990
51192
173,28492

Formale Gedichtnisregel:
Die Summe der Dezimalstellenzahlen der Faktoren (im Beispiel:

3 + 2) gibt die Dezimalstellenanzahl des Produktes.

4.3.4.3. Division durch eine ganze Zahl

Es wird wie mit natiirlichen Zahlen dividiert, nur wird beim Herunter-
ziehen der ersten Dezimalstelle des Dividenden im Quotienten das
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Dezimalkomma gesetzt. Die Division wird fortgesetzt, bis eine endliche
Dezimalzahl entstanden ist oder die Periode erkannt wurde.

BEISPIELE
1.557,58: 25 = 22,3032
57 1
75 Dezimalkomma setzen!
080
Ts0
2.0,02478 : 33 = 0,0007509
00
0247
_/\
300 ™

/ gleiche Teilreste, also Periode!

4.3.4.4. Division durch eine Dezimalzahl

Vor der Division, die dann wie bei 4.3.4.3. ablauft, werden Dividend
und Divisor je mit einer solchen (gleichen) Potenz von 10 multipliziert,
daB der Divisor zu einer ganzen Zahl wird.
BEISPIELE
2675 :16,02
2
267500: 16 02 > 10
2,798 43: 0,376 >
2798,43: 376
Formale Gedichtnisregel:

Im Dividenden und Divisor wird das Komma je um die gleiche Stellen-
zahlnach rechts verschoben, bis der Divisor eine ganze Zahl geworden ist.

4.4. Runden von Zahlen

4.4.1. Einfijhrung

Als zihlende Ziffern bei ganzen Zahlen oder Dezimalzahlen bezeichnet
man alle Grundziffern auBer den am Anfang oder Ende stehenden
Nullen.
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BEISPIELE

3470205000 0,007002400

| I |-
7 zihlende Ziffern 5 zdhlende Ziffern

‘Ubermipig viele zihlende Ziffern tduschen oft bei Ergebnissen von
Messungen oder Schitzungen eine ungerechifertigte Genauigkeit vor.
Sie werden durch Runden beseitigt.

Das geschieht dadurch, daB man von rechts her beginnend die iber-
fliissigen zihlenden Ziffern bei ganzen Zahlen durch Nullen ersetzt und
bei Dezimalstellen wegldift. Die (von rechts her) erste nicht iiberfliissige
Grundziffer (x) wird dabei entweder um 1 erhoht (aufgerundet) oder
unverindert gelassen (abgerundet). Das richtet sich nach der (von rechts
her) letzten iiberfliissigen Grundziffer (o).

4.4.2. Rundungsregeln fiir alle Ziffern auBer 5
37642 =~ 37600

X0 X0
I
l |l
!
Letzte tiberfliissige Erste nicht iiberfliissige BEISPIELE
Grundziffer (o) Grundziffer (x) .
0,1,2 3,4, abrunden 16,721 ~ 16,7
X0 X
112809 =~ 112800
X0 X0
0,05032 =~ 0,050
x0 X
6,7,8,9 aufrunden 58,3791 ~ 58,38
(Das greift bei einer 9 X0 ““—x
auf links davor stehende
Stellen iiber.) 127062 =~ 127100
X0 X0
0,89624 ~ 0,90
X0 X
v v

as lies: ,,angendhert gleich*, ,,nahezu gleich, ,,rund* oder ,,etwa*.
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4.4.3. Rundungsregeln fiir 5

Ist die (von rechts her) letzte Gberflissige Grundziffer eine 5, so gelten
im Geldwesen und im Geschdftsleben andere Regeln als in Wissenschaft
und Technik .

4.4.3.1. Runden der 5 im Geschiiftsleben
Vor einer 5 wird stets aufgerundet.

BEISPIELE
1275 ~ 1280 3,9524 &~ 4,0

X0 X X0 X
L R

4.4.3.2. Runden der 5 nach DIN 1333

1. Vor einer 5 wird aufgerundet, wenn rechts von der 5 noch weitere
zdhlende Ziffern (o) folgen.

BEISPIELE
0,25002 =5 0,3 160953 ~ 161000

X0 a X Xoo X0
L) L

2. Ist 5 die letzte zihlende Ziffer und ist bekannt, daB sie bei einer voran-
gegangenen Rundung durch Abrunden (Aufrunden) entstanden
ist, so wird vor ihr aufgerundet (abgerundet).

BEISPIELE
. 1.Rundung 16,254321 ~ 16,25 27486 ~ 27500
X0 x X0 X
2. Rundung 16,25 s 16,3 27500 a4 27000
X0 x X0 X

3. Ist 5 von vornherein die letzte zéiihlende Ziffer oder ist nicht bekannt,
wie sie entstand, so wird nach der ,,Gerade-Zahl-Regel* gerundet,
d. h. so, daB die von rechts her erste nicht iiberfliissige Grundziffer (x)
gerade wird.

BEISPIELE
13,77500 ~ 13,78 (aufrunden)
X0 x
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2685 =5 2680 (abrunden)

X0 x
0,995 ~ 1,00 (aufrunden)
X0 x
LW L2 V)
4.5. Rechnen mit Polynomen
Glieder Glieder oder Monome
| |
I 1I | !:, | I L |

I
algebraische Summe oder Polynom

Eine zweigliedrige algebraische Summe heiBt auch Binom (Plural:
Binome).
BEISPIELE

at+b; x—y

4.5.1. Nur Rechenarten erster Stufe
4.5.1.1. Zusammenfassen der Glieder N

1. Die Glieder werden normalerweise in der Reilienfolge der Aufgaben-
stellung zusammengefaBt.

BEISPIEL 1 3 I
44 ——24+——1—=
+ -i-4 >

1 3 1
= 4——24—1—=
2 t7713
1 3 1
7z TiT3
= 32 -
= " -
3
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Beachte:

Rechenzeichen, Vorzeichen, Gleichheitszeichen diirfen bei einer tber
mehrere Zeilen laufenden Rechnung keinesfalls am Anfang der neuen
Zeile fehlen. Am Ende der vorhergehenden Zeile sind sie nicht er-
forderlich, wohl aber zusitzlich gestattet.

2. Gleiche Summanden konnen durch Vervielfachung zusammengezogen
werden. Dabei kann der Malpunkt weggelassen werden, wenn MiB-
verstindnisse ausgeschlossen sind. Der Faktor, der bei Variablen
die Anzahl der gleichen Summanden angibt, heit Vorzahl oder
Koeffizient.

BEISPIELE
Vorzahl oder Koeffizient
444+4=3-4%34) at+a+a=3-a=3a
nicht weglassen! kann wegbleiben!

3. Auf Grund des Kommutationsgesetzes kann die Reihenfolge der
Glieder beliebig gedndert werden (Rechenvorteile!).

BEISPIELE
1

4+ -2+

w &|u
| =
Il

1
=4+7+(—2)+7+(—1

N =
SN—
1

1 1
=4+ D+ +(—1?) +

= 2 + (=1 +

= 1 +

alw slw alw
I

Il
-
|u

[
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1
m+17n — 3Im — n=

1
=m+lont (=3m) + (—n) =

1
=m+ (=3m) + 1o+ (—n) =

1
= —2m + 7" =
1
= —n—2m
2

4.5.1.2, Additions- und Subtraktionsklammern

Wenn die Glieder nicht in der Reihenfolge der Aufgabenstellung zu-
sammengefaBt werden sollen oder die Anwendung des Kommutations-
gesetzes unterbunden werden soll, werden Klammern gesetzt.

Dann muB beim Zusammenfassen der Glieder einer der folgenden
zwei Wege beschritten werden.

1. Weg:

| Was in Klammer steht, wird zuerst zusammengefaBt.

(;yAusrechnen der Klammer«; hauptsichlich bei Zahlen angewendet)
BEISPIEL
34 ( 1 49 3 ) (2 1 " 3
2 4 2 4
3 1
=3 8— — 2—
+ 4 4
1
2

I
o

2. Weg:

Das vor der Klammer stehende Rechenzeichen wird auf alle
Glieder der Klammer angewendet.

(,,Auflosen der Klammer*; hauptsichlich bei Variablen angewendet)

6 Simon/S(:lhl, Mathematik
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BEISPIEL

2a+ @Ba+b—2c)—(@a—2b+ 3c)=
=2a+ (4+3a) + (+b) + (—2¢) — (+a) — (—2b) — (+30) =
=2a+3a+b—2c—a+2b—3c=
=2a+3a—a+b+2b—2c—3c=
=4a+ 3b— 5¢c

Aus der dritten Zeile des Beispiels ergeben sich die Klammer-
auflosungsregeln fiir Additions- und Subtraktionsklammern:

Eine Additionsklammer (vor ihr steht +) kann ohne weitere Ande-
rungen der Zeichen in der Klammer weggelassen werden. Eine Sub-
traktionsklammer (vor ihr steht —) kann weggelassen werden,
wenn die Zeichen aller Klammerglieder jeweils in die entgegen-
gesetzten verwandelt werden (4 in — bzw. — in +).

Beachte:

Bei ineinandergeschachtelten Klammern ist es zweckmiBig, die Aus-
rechnung wie die Auflésung bei der innersten Klammer zu beginnen.
Als Klammersymbole verwendet man dabei runde (), eckige [] und
geschweifte { } Klammern.

BEISPIELE

Losung durch Ausrechnen:

PR LN 11—21) =
S 10 (? To"”_
1 3 9
2 —_———— | —— =
+[5 10 ( 0)”
1. 3 9
2+[?—'16+'1'6]}—
4
2i= i
5
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Losung durch Auflésen:

2a—{x+ly—a—(Qa—x)}=
=2a—{x+[y—a—2a+x]}=
=2a—{x+y—a—2a+x}=
=2a—x—y+a+2a—x=
=2a+2a+a—x—x—y=
- =5a—-2x—y

4.5.2. Nur Rechenarten zweiter Stufe

'Fiir diese Rechenarten gelten sinngemiB die gleichen Gesetze wie far
die der 1. Stufe (vgl. 4.5.1.).

4.5.2.1. Zusammenfassen

1. Das Zusammenfassen geschieht normalerweise in der Reihenfolge der
Aufgabenstellung.
BEISPIEL
5-16:8-7=
80 :8-7=
10 - 7=
= 70

2. Gleiche Faktoren kénnen zu Potenzen zusammengefaBt werden.
BEISPIELE
7:7:7="73 g-gg=g°
3. Auf Grund des Kommutationsgesetzes kann die Reihenfolge der Fak-
toren gedndert werden (Rechenvorteile). Das gilt auch fir Divisoren,
wenn dafir ilre reziproken Briiche als Faktoren geschrieben werden.
BEISPIELE

12:9:4 : 3 - 2= 6a-4b:2a%* - c: b=
RS S PO S o
4 3 2a? b
Al e ap L=
=12: 9 2= =6a® o db e =
= 3 <3 2= = 3a 4
= 9 2= = 12a cc=
= 18 = 12ac

6‘
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4.5.2.2. Multiplikations- und Divisionsklammern

Die fiir die Additions- und Subtraktionsklammern méglichen zwei
Wege (vgl.4.5.1.2,) fur das Ausrechnen oder Auflosen lassen sich auch
auf Multiplikations- und Divisionsklammern anwenden. Dabei ist jede
Division als Multiplikation mit dem reziproken Bruch zum Divisor zu

schreiben.
BEISPIELE
Lésung durch Ausrechnen:
5-(6:12:8):(10-3:2)=
=5 9 15

3

Aus der dritten Zeile des rechten

L6ésung durch Auflosen:
2a-(3b-x:a):(6b - x : a)

=2a-3b-x-— N =
6b - x - —
a
1 1 1
=223 x — — — ==
a 6b x 1
a
1 1 1
=2¢°3bx— —+—+ g =
a 6b «x
1 1 1
=2a-—-a-3-— - x - —=
a 6b x
2 : 1
= a — =3
2
= a I =

s

Beispiels ergeben sich die Klam-

meraufldsungsregeln fiir Multiplikations- und Divisionsklammern:

Eine Multiplikationsklammer (vor ihr steht -) kann ohne weitere
Anderungen der Zeichen in der Klammer weggelassen werden.
Eine Divisionsklammer (vor ihr steht :) kann weggelassen werden,
wenn zugleich die Zeichen aller Klammerglieder jeweils in die
entgegengesetzten verwandelt werden (- in : bzw. :in ).

Bel inelhandergeschachtelten Klammern beginnen Ausrechnung und
Auflésung auch hier zweckmiBig von innen.
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4.5.3. Zugleich Rechenarten erster und zweiter Stufe
4.5.3.1. Grundregel

Punktrechnung geht vor Strichrechnung, d.h., erst sind alle Rechen-
operationen 2. Stufe (- und :) auszufiihicil, ehe mit solchen der
1. Stufe (+ und —) begonnen wird.

BEISPIELE
12—8:44+2-3= 402 —3a%:a+2aa=
=12— 2 4+ 6 =4a*— 3a + 2% =
=16 = 6a? — 3a
Beachte:

Es wire in diesen Fillen falsch, die Rechnungen in der Reihenfolge der
Aufgabenstellung nacheinander auszufihren. ‘

4.5.3.2. Klammern

Sollen Teilrechnungen der 1. Stufe vor solchen der 2. Stufe ausgefihrt
werden, so werden sie in Klammern gesetzt.
Bei der Ausrechnung ist einer der beiden folgenden Wege zu beschreiten.

1. Weg:

| Was in Klammern steht, wird zuerst zusammengefaBt.

(;»Ausrechnen der Klammern*; hauptsichlich bei Zahlen angewendet)
BEISPIEL

1 1

—
1 I

=3 9— — 8 :l—=
3 3

= 28 - 6 =
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2. Weg: Das Distributionsgesetz wird angewendet, d. h.:

Jedes Glied der Klammer wird mit dem dabei stehenden Faktor
multipliziert bzw. durch den dabeistehenden Divisor dividiert.

(»Ausmultiplizieren bzw. Ausdividieren der Klammer*; hauptsichlich
bei Variablen angewendet)

BEISPIEL
a(2b + a) — (a*b — ab): b =
=a'2b+a*—a*— (—a)=
=2ab+a*—a*+a=
=2ab+a

4.5.4. Produkte von algebraischen Summen
Grundregel :

Jedes Glied der einen Summe ist mit jedem Glied der anderen
Summe unter Beachtung der Vorzeichenregeln zu multiplizieren:

@+b+c+d)y (x+y+2)=ax+bx+cx+dx+

+ay+by+ey+dy+
+az+ bz + ¢z + d:

BEISPIEL
1
(3m —E-p)-(4m— 2p—x) =
1
= 12m?® — 2mp — 6mp + p* — 3mx + 71’«‘ =

1
= 12m?® — 8mp + p®> — 3Imx + > Px

4.5.5. Potenzen von Binomen

4.5.5.1. Binomischer Lehrsatz

@+b°=1

@+br=a+5b

@+ b>=(+b) ‘(a+b)=a*+2ab +b?

@+ b)® = (a+ b)?:(a+ b) = a® + 3a%b + 3ab®> + b

(a + b)* = (a + b)3- (a + b) = a* + 4a>b + 6ab? + 4ab® + b*
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Beachte:

Da a und b als Variablen fir positive wie negative Zahlen stehen, sind
auch die Differenzbinome mit b < 0 eingeschlossen.

Bildungsgesetze fir (a + b)":
1. Die n-te Potenz des Binoms (a + b), also (a + b)", c'ergibt eine
algebraische Summe von (n + 1) Gliedern.

2. Jedes dieser Glieder ist ein Produkt aus einem Zahlenkoeffizienten
B (dem Binomialkoeffizienten) und je einer Potenz von a und b,
also B-aP - b2.

3. Die Summe der Exponenten ist stets gleich n, also: p+ g =n.

4. Der Exponent p beginnt beim ersten Glied mit n und fallt von Glied
zu Glied um 1 bis Null. '

5. Der Exponent q beginnt beim ersten Glied mit Null und steigt von
Glied zu Glied um 1 bis n.

6. Die Binomialkoeffizienten B kénnen mit Hilfe des PASCALschen

Dreiecks bestimmt werden (iiber einen anderen Weg vgl. 8.1.3.4.1.).
n=0 1
1 1 1

\t/

2 1 2 1
NNV
k) l+3+3+1
N NS NS
4 1+4+6+/4+l
NSNS NSNS
5 1 5 10 10 5 1

7. Allgemein gilt also:

(a + b)" = Bya"b® + B,a" 'b' + B,a" 2b* + --- + B,_,a*b"2 +
+ B,_jab""! 4 Ba’b"

@+ by = o Bia™'b*

i=0

n
Das Summensymbol X ... wird gelesen: Summe von i= 0 bis
i = niber ... i=0
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4.5.5.2. Binomische Grundformeln

(a+ b)? = q? + 2ab + b*
@+mw—m=&—w

Beachte:

1. Die oft noch zu findende Grundformel (a — b)? = a? — 2ab +
+ b? bedeutet gegeniiber der genannten ersten nichts Neues, da a
und b fiir positive wie negative Zahlen stehen.

2. Wollte man getrennte Formeln far das Quadrat von Summen und
Differenzen notieren, so miiBten sic lauten:

(la| + |b])* = a* + 2|ab| + b?
(la| — |b])* = a® — 2|ab| + b?

BEISPIELE

1 3 1\ 9 +l R

\=m——=n) =—m*>— —n
2 3 2 mn - 5

2.48a- 52b = (50 — 2) (50 + 2) ab = (502 — 22) ab = 2496ab

4.5.6.  Faktorenzerlegung algebraischer Summen

Dic Faktorenzerlegung algebraischer Summen ist der enrgegengeset:zte
Rechenvorgang zum Ausmultiplizieren von Klammerausdriicken (gegen-
seitige Probe!).

ausmultiplizieren

—
a(b+c) = ab+ ac
—
zerlegen in Faktoren

Es gibt mehrere Verfahren der Faktorenzerlegung von algebraischen
Summen.

4.5.6.1. Ausheben (Ausklammern) gemeinsamer Faktorén
BEISPIEL
3xp? — 6xyz + 12x2y — 3xy = 3xv(y — 2z + 4x— 1)
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Beachte:

Enthalten nicht alle Glieder der gegebenen Summe gemeinsame Fak-
toren, dann fiihrt oft schrittweises Ausklammern zum Ziel.

BEISPIEL
6a% — 3ab — 14ax + Tbx =
=3a2a—b)—Tx(Qa—b)=
=2a—b) (3a—Tx)

4.5.6.2. Verwendung der binomischen Grundformeln
BEISPIELE

1 1 2
1. Tazb2 + 3abxy + 9x%y? = (7 ab + 3xy) =

1 1
= (7 ab + 3xy) . (7 ab + 3xy)

2.0,25 — 0,64p> = (0,5 + 0,8p) - (0,5 — 0,8p)

Beachte:

1. Nur Summen aus zwei oder drei Gliedern sind durch einmalige
Anwendung der binomischen Grundformeln zerlegbar.

2. Bei zweigliedrigen Summen miissen im Bereich der rationalen Zahlen
beide Glieder Quadratzahlen mit verschiedenen Vorzeichen sein.

3. Bei dreigliedrigen Summen missen im Bereict. der rationalen Zahlen
zwei Glieder Quadratzahlen mit gleichen Vorzeichen sein. Das dritte
Glied muB ,,dazu passen* (Probe machen!); sein Vorzeichen kann
-+ oder — sein.

4.5.7.  Division von algebraischen Summen (Partialdivision)

Der Divisionsalgorithmus (Divisionsrechengang) unter Verwendung
von Variablen ist dem Divisionsschema fiir natiirliche Zahlen nach-
gebildet.

1
2144:32 = 67 (1247 — I1ab + 25%): (60— 4b) = 2a — —-b
—192 —(12a> — 8ab) -
224 — 3ab + 2b*
—224 —(— 3ab + 2b%)

0 0
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Jede Teilrechnung besteht hier wie dort jeweils aus 4 Schritten:

1. Dividieren des ersten Gliedes des Dividenden durch das erste Glied
des Divisors; Niederschrift des Teilquotienten im Ergebnis.

2. Multiplizieren des Teilquotienten mit dem gesamten Divisor.

3. Subtrahieren des bei 2. erhaltenen Teilproduktes.

4. Herunterziehen noch niclit benutzter Teile des Dividenden.

Beachte:

1. Die Variablen miissen dabei im Dividenden und Divisor nach dem
gleichen Gesichtspunkt geordnet sein. Ist das nicht der Fall, stellt
man im Dividenden oder Divisor um. Dasselbe gilt auch fir alle Teil-
dividenden.

BEISPIEL

(27x3 — 8y%): 2y — 3x) umstellen zu
(27x3® — 8y%): (—3x + 2y) oder zu (—8y3 + 27x%): (2y — 3x)

2. Ergeben sich in den Teilprodukten Glieder, die im Dividenden
enthalten sind, werden sie unter diese gesetzt. Andernfalls riickt man
sie nach rechts heraus.

BEISPIEL

(27x3 — 8y%): (2y — 3x)
@7x3 — 8y%): (—3x + 2y) = —9x2 — 6xy — 43

—(27x3 —18x2y)
+18x2y — 8y3
—(+18x2y —12xy?)
+12xy? — 8y3
—(+12xy* — 8y°)
0
3. Nicht jede Partialdivision braucht aufzugehen.
1 -5
Gm:—13m—1):(6m—2)=—m—2 + —
—Om?— m) 2 6m — 2
EE———— 1 5
—(— 12m + 4) m—

—5



4.5. Rechnen mit Polynomen

91

Beachte:

Das Glied
as S 6m—2

den ,,nicht aufgehenden* Division mit Zahlen, z. B.
329:17 = 19. Ergebnis: l9£ =19+ ~6—
m 17 17

6

entspricht dem echten Bruch bei einer entsprechen-

4.5.8.  Multiplikation und Division zweier Summen von Briichen

Dabei gibt es zwei Lésungswege.

BEISPIEL 1 (Multiplikation)
x y 5 3
(5-3)(z+5)

1. Weg (Vereinigen auf einem Bruchstrich)

3x—5y Sy+3x _ (Bx — 5y) 3x + 5v) _ 9x2 — 25y

15 xy 15xy

2. Weg (Ausmultiplizieren)

BEISPIEL 2 (Division)
( a 2x 2x
—— —) (=+1
2x a a

1. Weg (Vereinigen auf einem Bruchstrich)

15xy
3
Sy  9x2— 25y
15xy

a®>—4x* 2x+a (a>—4x*)-a a—2x

2ax ' a _2ax-(2x+a)_ 2x
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2. Weg (Partialdivision)
2x a 2x a a—2x
(‘T"’E)‘(T“)“”E‘ 2
2x
x )
a
14—
2x

—(+1+i) |

2x
0

4.5.9. Doppelbriiche -

Doppelbriiche sind nur eine andere Schreibweise fur die Division
zweier Briiche oder zweier Summen von Briichen. Der Hauptbruchstrich
steht fiir das Divisionszeichen. Zur Berechnung wird er wieder als
Divisionszeichen gedeutet.

BEISPIEL
a b
b a_(a b .(l I)_a’—bzla—b
1 1 \6 a4/ \b a) a ' ab
b a

a® — b? ab _(a’—-bz)-ab_
@b  a—b aba—b 2




5. Proportionen und ihre Anwendung

S.1, Vergleichen von Zahlen

Zwei Zahlen, z. B. 15 und 3, konnen in verschiedener Weise ver-
glichen werden. ’

Art des Vergleichs Formulierung in

Worten Symbolen
Differenz: 15 — 3 = 12 15 ist um 12 grofer 15=3+12
als 3 (s-u. 1)
3 ist um 12 kleiner I=ti5-12
als 15
Quotient: 15:3 =35 15 ist fiinfmal so grof 15=5-3
wie 3 (s.u. 1)
3 ist der fiinfte Teil 3=15:5
von 15
3 ist ein Fiinftel von 15 1
(s. u.2.) 3=515
Verhiltnis: 15 und 3 verhalten sich 15:3=5:1
15:3=5:1 wie5zul (s.u.2)
15 und 3 stehen im
Verhiltnis 5 zu 1
Beachte:

1. Differenzvergleiche: ,,um ... grofer (kleiner) als*;

Multiplikationsvergleiche: ,,... mal so grof (klein) wie;

Die Formulierung ,,...
und grammatisch falsch.

mal gréfer (kleiner) wie ist mathematisch

2. Besondere Lesart von Rechen- und Gleichheitszeichen bei

1
Quotientenvergleichen (; . 15): ., als ,,von

Verhiltnisvergleichen (15:3 = 5:1): ,,:* als ,,zu*; ,,=* als ,,wie".



94 5. Proportionen und ihre Anwendung

5.2 Proportionen
5.2.1.  Verhiltniskette und Proportionen

Das Verhiltnis zweier Zahlen entspricht einem Bruch.

BEISPIELE
15 a
15:3=— a:b=—
b

Es 4Bt sich wie jeder Bruch erweitern und gelegentlich kiirzen:
15 5 _ 10 30 40 125

15:3=5:1=10:2=30:6=40:8=125:25=--
Verhiiltniskette

Zwei beliebige Verhaltnisse daraus ergeben eine Verhiiltnisgleichung
oder Proportion, z. B.

10: 2 = 40: 8, gelesen 10 zu 2 wie 40 zu 8
a:b=c:d, gelesen azub wiec zud.

Bezeichnungen der Glieder einer Proportion:

duBere Glieder

innere Glieder

N
a:b = c:d
\

Vorderglieder Hinterglieder

linke Seite I rechte Seite

5.2.2. Produktgleichung und Vertauschungsgesetze

a c
Aus a.b‘=c.d oder 7—7 folgt
@:b)-bd=(c:d)-bd oder —-bd=-bd
N b

l a-d=b-c




5.2. Proportionen 95

Das ist die zur Proportion a: b= c: d gehérende Produktgleichung.

Bei jeder Proportion ist das Produkt aus den inneren Gliedern
gleich dem Produkt aus den duBeren Gliedern.

Beachte:

1. Zu jeder Proportion gehort genau eine Produktgleichung (,,genau
eine* bedeutet Einzigkeit: auf jeden Fall eine, aber auch nicht
mehr als eine).

2. Umgekehrt geh6ren aber zu einer Produktgleichung stets acht
einander entsprechende Proportionen:

10-8=2-40 a-d=b-c
I 1I I II
a) m 2:10=8:40 @ b:a=d:c
b) 8:2 =40:10 | *2:8=10:40 | d:b=c:a |b:d=a:c
c) 10:40=2:8 40:10=8:2 a:c=b:d |c:a=4d:b
d) 8:40=2:10 40:8=1):2 dic=b:a |c:d=a:b

Aus einer dieser acht Proportionen entstehen die Gbrigen sieben durch
die Vertauschungsgesetze:

Aus einer Proportion entstehen entsprechende Proportionen, wenn
man

a) die duBeren Glieder miteinander vertauscht:

Ia - Ib; Ic—Id; Ila—Ilc; IIb-— IId;
b) die inneren Glieder miteinander vertauscht:
Ia - Ic; Ib—1Id; Ila—IIb; IIc— IId;

c) die inneren Glieder gegen die duBeren austauscht:
Ia,b,c,d — IIa, b, c,d.

5.2.3.

Aus ciner Proportion kann man weitere entsprechende Proportionen ge-
winnen, wenn man auf jeder Seite entsprechende Summen oder Diffe-
renzen aus den Vorder- und Hintergliedern bildet und diese ins Ver-
héltnis setzt.

Korrespondierende Addition und Subtraktion
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|"—’(d:l:‘b):b=(c:td):d
a:b=c:d @+b):@—b)=(C+d):(c—d)

l-.a:(a;}:b):c:(c;td)

§.2.4. Fortlaufende Proportion

Jede Verhdltniskette kann man auch als fortlaufende Proportion
schreiben. ’

Verhiltniskette: @, : by = a,:b, = a3: by =as:bs = ---

Fortlaufende Proportion: a, :a@>:a3:as: - = by :by:b3: by: -+

5.3. Einheiten

Bei Anwendungsaufgaben muB meist mit (physikalischen) GroBen
gerechnet werden. Diese bestehen aus einer Zahl/ und einer Einheit,
z.B.5,12m.

Man bezcichnet und schreibt eine GroBe als Produkt aus MaB-
zahl und Einheit.

Grole ]
512-m
/ AN
MaBzahl Einheit

Statt von der MaBzahl spricht man oft auch vom Zahlenwert der
GriBe. Beim Rechnen dirfen durch Gleichhceitszeichen verbunden werden

gleiche GroBen oder gleiche MaBzahlen
Im-Sm=15m2. l 3-5=15

(GroBengleichung) (MaBzahlgleichung oder

l Zahlenwertgleichung)

Gleichungen wie 3 - 5 = 15 m sind nichit erlaubt.
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Gré6Ben spielen in der Praxis, in Wissenschaft und Technik eine ent-
scheidende Rolle, denn dort kommen in Rechenaufgaben vorwiegend
»benannte Zahlen* vor. Dabei ist die Anzahl der darin auftretenden
Einheiten sehr groB, so daB diese im Rahmen dieser Darstellung auch
nicht annihernd alle erwdhnt werden konnen. Daher werden im folgen-
den nur die im taglichen Leben oft vorkommenden genannt.

Wichtige dezimal unterteilte Einheiten:

Ldnge: 1km = 10hm = 102dam = 10°m = 10*dm = 10°cm =

= 10° mm

Flache: 1km? = 10>ha = 10%a = 10°m? = 108 dm? = 10'°cm? =
= 10'2 mm?

Volumen: 1 km® = 10°m® = 10'2dm?> = 10'3cm?® = 10"* mm3 =

=10'2| = 10" ml

Masse (Stoffmenge): 1t = 103kg = 10°g = 10° mg

Kraft (Gewicht): I MN = 103kN = 10° N = 10° mN

Beachte:

1. Volumeneinheiten: 11 =1 dm?

In der Praxis noch iiblich: 1 hl = 100 L.

2. Masseeinheiten: In der Praxis noch ublich: 1dt = 100 kg. Die
Dezitonne (dt) entspricht der nicht mehr zugelassenen Einheit
Doppelzentner (dz). Auch Zentner (Ztr.) und Pfund sind nicht mehr
zulissig.

Nichtdezimalunterteilte Einheiten:

Zeitspannen: 1 d (Tag) = 24 h (Stunden) = 1440 min = 86400 s.

Beachte:

Von der Angabe einer Zeitspanne ist die eines Zeitpunktes zu unter-
scheiden.

Zeitangabe Kurzzeichen Sprechweise

Zeitspanne 2h25min3s 2 Stunden 25 Minuten 3 Sekunden
Zeit-  mit 20 25min 3s 2 Uhr 25 Minuten 3 Sekunden
punkt Sek.

(Uhr-

zeit)  ohne | 535 oder 225 Uhr | 2 Uhr 25

7 Simon/Stahl, Mathematik
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5.4. Rechnen mit proportionalen Grofien
5.4.1.  Proportionalitiit

In der Praxis finden sich oft GroBen, die miteinander in folgender
Weise in Beziehung stehen:

In dem gleichen MaBe, wie die eine GroBe sich vergriBert (oder
verkleinert), vergroBert (oder verkleinert) sich auch die andere
(je groBer — desto groBer, je kleiner — desto kleiner).

BEISPIEL

Spannung und Stromstéirke in einem Gleichstromkreis

Angelegte 2 4 6 8 10 15 20 25 30 35 40
Spannung U in V

Entstehende 04 08 1,216 2 3 4 5 6 7 8
Stromstédrke/in A

Daraus kann eine fortldufende Proportion gebildet werden:

2V:4V:6V:8V:I0V:...
=04A:08A:1,2A:16A:2A:...

rSolche GroBen nennt man verhiiltnisgleich, in geradem Verhiilt-
| nis stehend oder (direkt) proportional.

5.4.2.  Proportionalitiitsfaktor
Anstelle der fortlaufenden Proportion kann auch die Verhdltniskerte
geschrieben werden:

2V:04A=4V:08A=6V:12A = ...
=35V:TA=4V:8A=U:I=k=5V/A

Der konstante Verhiltniswert k heiBt der Proportionalititsfaktor
der proportionalen GroBen.




-5.4. Rechnen mit proportionalen Grifen 99

Beachte:

1. Der Proportionalitdtsfaktor ist meist eine GroBe mit einer bestimmten
realen Bedeutung (im Beispiel: Spannung bei 1 A Stromstirke oder
Widerstand des Stromkreises in V/A oder Q; vgl. aber 12.7.3.2.).

2. Es gilt: oder | U

I
=~

-

5.4.3. Praktische Anwendungen

Oft ergibt sich die Aufgabe, bei proportionalen Beziehungen zu drei
gegebenen GroBen die vierte zu ermitteln. Dabei empfiehlt sich die
Verwendung eines tibersichtlichen Rechenschemas.

BEISPIEL

Im Schmelzofen braucht man fiir 2,5t GrauguB 3500 kg Koks.
Wieviel Koks wird fiir 600 t benétigt?

Ansatz in Kurzform (der Zahlenwert der gesuchten GroBe wird dabei
mit x bezeichnet): )

2,5t GuB = 3500 kg Koks
600t Gul = x kg Koks

= lies: ,,entspricht™).
Daraus Bestimmungsgleichung in Proportionenform:

2,5t: 600t = 3500 kg : x kg (Grofengleichung)
oder
2,5 :600 = 3500:x (Map:zahlgleichung)

Auflésen der MaBzahlgleichung nach x:

2,5 - x = 600 - 3500

600 - 3500
x= —————
2,5

x = 840000

Ergebnis: Es werden 840000 kg Koks verbraucht.
7#
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Formale I:lilfe zum Aufstellen der Proportion aus dem Ansatz:

Bruchstrich 2,5 | 2,5t=3500kg | 3500 Bruchstrich
dazwischen- > go0 | 600t= x kg < dazwischen-

setzen! . L setzen!
\, s/
N P
2,5 3500
600 X
2,5:600 = 3500: x

5.5.  Rechnen mit produktgleichen GroBen

5.5.1.  Produktgleichheit

Ebenfalls sehr haufig finden sich in der Praxis GroBen, die in folgender
Weise in Beziehung stehen:

In dem gleichen MaBe, wie die einc GroBe sich vergroBert (oder
verkleinert), verkleinert (oder vergrifert) sich die andere (je gro-
Ber - desto kleiner, je kleiner — desto grofer).

BEISPIEL

Betriebsdauer fiir elektrische Gerite mit unterschiedlicher Leistungs-
aufnahme bei vorgegebenem Energiekontingent von 3 kWh =

= 3000 Wh

Leistungsaufnahme A4

in Watt 60 100 150 500 1000 1500 3000 6000
petricbsdauer D 50 30 20 6 3 2 ' L
in Stunden 2

Daraus kann eine Produktkette gebi_ldet werden:

"60W-50h=100W-30h=150W-20h=500W:6h=-..- =
= A+ D = ¢ = 3000 Wh

Solche GroBen nennt man produktgleich, in umgekehrtem Ver-
baltnis stehend oder indirekt proportional.
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5.5.2.  Konstantes Produkf ..-.1 <«

Der feste Wert ¢, der sich aus jedem Teil der Produktkette er-
rechnen 14Bt, heiBt das konstante Produkt der produktgleichen
Gro6Ben.

Beachte:

1. Das konstante Produkt ist eine GréBe mit ciner bestimmten realen
Bedeutung (im Beispiel: Energiekontingent in Wh).

c c
2.Esgilt: | A-D= d D=— | oder A=—
s gi c | oder Y D

5.5.3.  Produktgleichheit als Proportionalitit mit den Reziproken
zu einer GroBe

Die Wertetafel aus 5.5.1. kann folgendermaBen umgeschrieben werden:

Leistungsauf-
nahme A in Watt 60 100 150 500 1000 1500 3000 6000

Reziproke

w
S
w
=
[
=3
(-}
w
N -

] .
—_ Betri - — —_— —_— - -
) zur Betriebs

dauer Din 1/h

1
Zwischen A4 und > besteht direkte Proportionalitiit, denn es kann eine

Verhdltniskette gebildet werden:

1 1 1 1
6OW: — =100W: —— =150W!—— =500W: — = .. =
50h 30h 20h 6h

1
=A;-3=A~D=k=3(l)0Wh=c

Beachte:
1. Der Proportionalitiitsfaktor k ist bei produktgleichen GroBen gleich
dem konstanten Produkt c.

2. Aus einer beliebig herausgegriffenen Produkigleichung der Pro-
duktkette in 5.5.1. folgen zwei Proportionen.
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Produktgleichung 60W - 50h = 1000W - 3h (= ¢ = 3000Wh)
1. Proportion (mit
dem Reziproken 1 1
w: =
60 1000 W on  3h

)

2. Proportion (mitD) | 60 W:1000W = 3h:50 h

Aus der 1.Proportion erklirt sich (vgl. 5.5.1.) die Bezeichnung
,,indirekte Proportionalitit, aus der 2. Proportion die Bezeich-
nung ,,im umgekehrten Verhiltnis stehend*.

3. Es muB unterschieden werden zwischen Produktgleichheit (einer
Eigenschaft gewisser GroBen) und Produkigleichung (einer be-
sonderen Gleichungsform).

5.5.4. Praktische Anwendungen

Aufgaben 3hnlich den in 5.4.3. erwidhnten, denen aber produkigleiche
Grdfen zugrunde liegen, lassen sich nach einem-entsprechenden Schema
mit Hilfe einer Produktgleichung 16sen.

BEISPIEL

Bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 40 km/h benétigt ein
Kraftwagen zur Fahrt von 4 nach B 2!/, h. Wie lange wiirde er
bei 50 km/h Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die gleiche Strecke
benstigen?
Ansatz (Kurzform, die gesuchte Zeit sei x h):
40km/h =21/, h
50km/h=xh
Daraus Bestimmungsgleichung in Form einer Produktgleichung:
40 km/h - 21/, h = 50 km/h - x h (GraBengleichung)
oder 40 21/,. =50-x (Mapzahlgleichung)
Auflésen der MaBzahlgleichung nach x:

x=2

Ergebnis: Bei 50 km/h Durchschnittsgeschwindigkeit benotigt der
Kraftwagen 2 h zur Fahrt von 4 nach B.
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Formale Hilfe zur Aufstellung der Produktgleichung aus dem
Ansatz:

] 40-21/,

40km/h =2/, h 2021, =50-x

50km/h = xh et .
50 x 1

5.6. Prozentrechnung

5.6.1.  Prozentbegriff

Statt des Verhiltnisses zweier GréBen kann man auch angeben, welchen
Bruchteil die eine von der anderen ausmacht:

2
//' 30 DM ist? von 75 DM
/
/

30DM:7SDM=2:5\ <3ODM=%-75DM>

N .5
75 DM nst?von 30 DM

5
(75 DM = 5 30 DM)

Wenn mehrere solcher Verhiltnisse verglichen werden sollen, ist es
zweckmaBig, die Bruchteile uuf denselben Nenner zu bringen.

In der Praxis verwendet man dazu meist den Nenner 100 und
spricht statt von ,,Hundertsteln** von ,,Prozenten** (Symbol %).

Prozent kommt von (lat.) pro centum; wortlich: fir Hundert, frei:
Hundertstel.
BEISPIEL

Welcher der folgenden Betriebe beschiftigt im Verhiltnis zur Be-
legschaftsstirke die meisten, welcher die wenigsten Frauen?
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Betrieb I I III
Belegschaftsstirke B 80 400 135
davon Frauen F 20 93 38

., F ’ 20 1 93 38
Bruchteil 2 0 " F| %0 135
umgerechnet in 25 23,25 38:135 = 0,2814...
Hundertstel 100 100 _ 28,14...

7100

leiche Schreibweise 25% 23,25% R 28,14%
Beachte:

Das Verwandeln des Verhiltniswertes in eine Prozentangabe kann
geschehen durch Erweitern (I), Kiirzen (II) oder Umwandlung in
eine Dezimalzahl (III).

Fachbezeichnungen:

Prozentwert w Prozentsatz p
.
—_— = = 25%

80 100

) )
Grundwert g Bezugszahl Prozentzeichen

Allgemeine Beziehung:

W_P _,9
g 100 P

oder: w:g=p:100 (Prozentproportion)

5.6.2. Grundaufgaben der Prozentrechnung

In der Praxis. sind Aufgaben hiufig, bei denen zwei der drei GroBen
w, g, p gegeben und jeweils die dritte gesucht ist. Sie konnen, wenn
nicht die Deutung des Prozentsatzes als Bruchteil (Hundertstel) zum
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Ziele fiihrt, im allgemeinen mit der Prozenmtproportion als Bestim-
mungsgleichung gelost werden.
Beachte:

Voraussetzung fiir die Verwendbarkeit dieser Proportion ist die Pro-
portionalitat zwischen Prozentwert und Prozentsatz. Diese liegt zwar
meistens, aber nicht immer vor (vgl. 5.6.3.2.).

BEISPIELE

. In einem Betricb werden statt des Solls von 125 Maschinen im
gleichen Zeitraum 150 hergestellt. Prozentuale Sollerfillung?

w = 150; g = 125; p gesucht.

Losung:
a) mit der Prozentproportion: b) als Bruchteil:
150:125 = p: 100 150 120 .
P — =12=— = 120%
p=120 125 100 -

Ergebnis: Die Sollerfillung betragt 1209;.

2. In einem Garten sollen die Pflanzen mit einer 0,3-prozentigen Néhr-
stofflosung gediingt werden. Wieviel Gramm Naihrsalz sind jeweils
in einer 8-1-GieBkanne aufzul6sen?

w gesucht; g =8000; p=0,3 (81 = 8000¢g)

Losung:
a) mitder Prozentproportion: b) als Bruchteil
des Grundwertes:
w: 8000 = 0,3:100 0,3
—— - 8000 = 24
w=24 100 =

Ergebnis: In jeder Kanne sind 24 g Nihrsalz aufzuldsen.

3. Es gelingt bei der Produktion eines Massenartikels, den Ausschuf3
auf 0,8% herabzudriicken. Bei welcher Produktionsmenge ist mit
1000 unbrauchbaren Erzeugnissen zu rechnen?

w = 1000; ggesucht; p =08
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Losung (mit der Prozentproportion):

1000: ¢ = 0,8: 100
g = 125000

Ergebnis: Bei einer Auflage von 125000 Stiick ist mit 1000 Stiick
AusschuB zu rechnen.

5.6.3.  Schwierigere Prozentaufgaben

5.6.3.1. Vermehrter oder verminderter Grundwert
BEISPIEL

Die Weltforderung an Steinkohle im Jahr 1975 von 2329 - 108 t war
um 8,8 % groBer als 1970. Wieviel Tonnen betrug diese Mehrforderung?
Grundwert g ist die zunidchst unbekannte Férdermenge von 1970. Die
gegebene Menge von 1975 (2329 - 106 t) ist g plus Mehrforderung w,
also Grundwert plus Prozentwert (g + w, sog. vermehrter Grundwert).
Diesem entspricht auch ein verdnderter Prozentsatz (100% + 8,8%
= 108,8%, allgemein 100%; + p).

Losungsweg: Aus w: g = p: 100 folgt nach der korrespondieren-
den Addition (vgl. 5.2.3.)

w:(g + w) = p:(100 + p)

wgesucht; g + w = 2329-10%; 100 + p = 108,8
w:(2329-10°) = 8,8 : 108,8
w=x 188 10°

Ergebnis: 1975 wurden 188 - 10°t Steinkohle mehr als 1970 ge-
fordert.

5.6.3.2. Prozentaufgaben ohne Proportionalitit zwischen
Prozentwert und Prozentsatz

BEISPIEL

Die Normzeit (66 h) fur die Uberholung einer Maschine konnte
um 6 h unterboten werden. Welcher prozentualen Normerfullung
entspricht das?



5.6. Prozentrechnung 107

Losung: Zwischen Normerfillung (p) und Arbeitszeit (w) be-
steht keine direkte, sondern indirekte Proportionalitit. Deshalb
kann die Prozentproportion nicht benutzt werden (vgl. 5.6.2.). Viel-
mehr gilt hier:

p-w=g-100 (Produktgleichheit)

w=60; g = 606; p gesucht.
p+60=66-100
p=110

Ergebnis: Die Norm wurde mit 1109 erfulit.

5.6.4. Einfache Zinsrechnung

5.6.4.1. Begriffsbestimmung

Zinsen sind Vergiitungen, die beim Entleihen oder Sparen von Geld-
summen vom Entleiher (Schuldner) an den Verleiher (Glaubiger)
bzw. vom Geldinstitut (Sparkasse, Bank) an den Sparer zu zahlen sind.
Sie werden prozentual vom Leih- oder Sparbetrag gewohnlich fiir 1 Jahr
festgelegt und fiir andere Fristen proportional zur Zeit berechnet. Bei
der einfachen Zinsrechnung werden die Zinsen nicht wieder verzinst.
Die bei Sparkassen usw. iibliche Wiederverzinsung wird in der Zinses-
zinsrechnung (vgl. 8.1.4.2.3.) erortert.

5.6.4.2. Grundformeln der einfachen Zinsrechnung

Die Berechnung der einfachen Zinsen fiir ein Jahr ist eine Grund-
aufgabe der Prozentrechnung:

Prozentwert w = Zinsen z; Grundwert g = Leih- oder Sparbetrag b;
Prozentsatz p = ZinsfuB oder Zinssatz p.

Fir 1Jahr

b-p

zy:b=p:100 oder 1=

Die Proportionalitit der Zinsen zur Zinszeit ergibt schlieBlich

b-p-t

ur ¢ Jahre =
fur z 106




108 5. Proportionen und ihre Anwendung

Ist die Leihfrist ¢ in einzelnen Monaten oder Tagen gegeben, so wird der
Nenner wegen

1 Jahr = ]2 Monate ~ 360 Tage

durch 100 12 bzw. 100 - 360 ersetzt.

b' -t b. .t
= Ld s fir ¢ Tage: z= P

' s | z=2P ) bt
For rMonate: | z =513 100 - 360




6. Reelle Zahlen

6.1. Rech_enarten dritter Stufe

Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren sind die drei Rechen-
arten dritter Stufe (vgl. 1.2.).

Das Potenzieren entsteht far natiirliche Zahlen genau so aus dem
Multiplizieren wie das Multiplizieren aus dem Addieren:

3+34+3+3=3-4 at+a+a+a+--=a-b

AN
AN

(b Summanden)

/
AN /
N '

gleiche Summanden — Multiplizieren

-

2:-2-2-2-2=2% g-a-a-a---=a’
\ — —
\\ (b Faktoren)

AN
<

gleiche Faktoren — Potenzieren

Die arithmetischen Grundgesetze der Grundrechenarten (vgl. 2.2.1.)
haben fiir die Rechenarten dritter Stufe im allgemeinen keine Giiltigkeit.

BEISPIEL

Basis und Exponent einer Potenz sind, falls sie nicht gleich sind,
(mit einer einzigen Ausnahme) nicht vertauschbar. 34 =43z B. ist
eine falsche Aussage. Allgemein gilt also a® 3= ? fiir beliebige aund b
mit @ &= b und unter AusschluB der einzigen Ausnahme 2* = 42,

Infolgedessen gibt es in der dritten Stufe zwei verschiedene umgekehrte
Rechenarten.
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Die Notwendigkeit der Zahlenbereichserweiterungen bei der Anwen-
dung der Rechenarten dritter Stufe auf beliebige rationale Zahlen
(vgl. 1.3.2)) erfordert stets eine genaue Angabe der Variabilititsbereiche
der verwendeten Variablen.

6.2. Potenzieren
6.2.1.  Natiirliche Zahlen >1 als Exponenten
Definition:

Unter einer Potenz a® versteht man ein Produkt aus & gleichen
Faktoren a. also: @® =a-a-a- --- - a (b Faktoren).

Fachbezeichnungen:

: xponent (Hochzahl
Potenz\ /E po ( )
a® =c
\Potenzwert
Basis (Grundzahl)/

Durch die Operation des Potenzierens wird den zwei Zahlen a und b
(Basis und Exponent) eine dritte Zahl ¢ (Potenzwert) eindeutig zuge-
ordnet,

Der Variabilititsbereich der als Basis und als Potenzwert verwen-
deten Variablen (hier a und c¢) ist in 6.2., soweit nicht ausdriicklich
etwas anderes vermerkt ist, der Bereich der rationalen Zahlen. Fur
die als Exponent verwendete Variable ergibt sich der Variabilitits-
bereich jeweils aus den Abschnittﬁben:schriften oder aus dem Text.
In 6.2.1. ist es der Bereich der natiirlichen Zahlen >1.

6.2.1.1. Gerade und ungerade Exponenten; positive und
negative Basen

Aus der Definition der Potenz folgt:
+3)* = (+3) - (+3) - (+3) - (+3) = +81 = 43¢
+3P =H3) - (+3) - (+3) - (+3) - (+3) = +243 = +3°

G+ laD™ = + fal?"
+ Ia:)2u+1 =+ |a|2n+l

Bei positiver Basis ist der Potenzwert stets positiv.
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(—=3)* = (=3) (=3)- (=3)- (—=3) = 481 = 43¢
(=3) =(=3)"(=3)"(=3)+(—=3): (=3) = —243 = —35

(= [a)?" = + fa"

(_ |a|)2n+l —_ 'a|2n+1

Bei negativer Basis ist der Potenzwert bei geraden Exponenten
positiv, bei ungeraden negativ.

Beachte:

1. Der Variabilititsbereich fir 2n und 2n 4 1 ist der Bereich der
natiirlichen Zahlen >1, fur » also der Bereich der natiirlichen
Zahlen >0.

2. (—3)* bedeutet negative Basis, —3% = —(34) bedeutet negativen
Potenzwert. Also ist (—3)* = —34 eine falsche Aussage (Sorgfalt:
beim Klammersetzen')

3. (+ |a)> = (— |a])> = + [a]®> | Alle Quadrate sind positiv.

6.2.1.2. Rechengesetze fiir Potenzen mit natiirlichen Zahlen
> 1 als Exponenten

1. Beim Addieren und Subtrahieren von Potenzen ist eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen nur moglich, wenn sie in den
Basen und den Exponenten tibereinstimmen.

BEISPIELE
3 1 1 2
2(13 d 4a2 + -Ibz - —3—b3 —203+ sz + b3 bt 5a2 = b2 + ?b3—9az

(x — »° — 4y — %)% = (x — 3)* + 4x — )* = 5(x — »)?
2. Beim Multiplizieren und Dividieren von Potenzen ist eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen moglich, wenn sie a) in den Basen
oder b) in den Exponenten Gbereinstimmen.

a) gleiche.Basen
34.32=(3-3-3-3)-(3-3)=3=342 =729
a"-a"=(@-a*---a)‘(@a---a)=a"*"

m n

AN /
Faktoren



112 6. Reelle Zahlen

27 2:2-2:2:2-2-2

273 = T o2.2:2:2=24=27"3
23 2:2-2
poyo 222 1 1 1
27 2-2-2-2-2-2-2 2-2-2-2 2% 273
m Faktoren .
- @ aa --a a* falls m>n+41
: =—_——— 1
@ aa----a gyl falls n> m+ 1
n Faktoren
Potenzgesetz I:

Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert, indem man
die Basis beibehdlt und die Exponenten addiert:

a" - a" = gmn

Potenzgesetz I1:

’

Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die
Basis beibehilt und die Exponenten subtrahiert:

a"_ a"'I'", fairm>n + 1
?_ F, far n>m+l

b) gleiche Exponenten
23.53=(2:2-2)(5:5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5)==(2-5)* = 103 = 1000
a-=(@-a----a)- (b b-- b)—(a b)-(a-b)-----(a-b)=(a" b)y"

N— p——
m m m
1 ] |
|
Faktoren
3¢ 3:3:3-3 3 3 3 3
W1 = .=

15* " 15-15-15-15 15 15 15 15

-5 -
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m Faktoren
an a-a*---a a a a a\®
e TR R ©)
m m
Faktoren

Potenzgesetz I11:

Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziert, indem
man das Produkt der Basen mit diesem Exponenten poten-
ziert: a™ - b™ = (ab)™

Potenzgesetz IV:

Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem man
den Quotienten der Basen mit diesem Exponenten potenziert:

=[5

o \b

3. Beim Potenzieren von Potenzen ist in jedem Falle eine Verein-
fachung durch Zusammenfassen der Exponenten méglich.

(23)4=23.23.23.23=

=23+3.23.23 —
— 23+3+3 .23 =

= 23+3+43+3 _ 23«4

(am)n =@"- @ @ = gt tm — gmen

\—p— N—— p—
n Potenzen n Summanden

Potenzgesetz V:

Potenzen werden potenziert, indem man die Basis beibehilt
und die Exponenten multipliziert: (a™)" = a™""

Beachte:

Bei (I), (II) und (V) erstrecken sich die Rechnungen, die mit den Po-
tenzen durchgefiihrt werden sollen, auf Rechenoperationen mit den
Exponenten. Diese liegen jeweils um eine Rechenstufe niedriger:

8 Simon/3tahl, Mathematik
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Rechenoperationen mit den

Potenzen | Exponenten
Multiplizieren Addieren
Dividieren Subtrahieren
Potenzieren Multiplizieren

6.2.2.  Exponenten 1 und 0 (1. Erweiterung des Potenz-
begriffs)
Nach den Regeln der Bruchrechnung (Kiirzen) gilt offenbar:
n + 1 Faktoren

3’_33333_3__3 a! a-a aa_a__
3% 3-3-3-3 1 @ ava----a 1
m—p—
n Faktoren
n Faktoren
r— ——
3"_3-3-33_1_1 a"__a-a---.-a_l_l
3% 3.3-3-3 1 @ a-a--a 1
N p—
n Faktoren
(@=+0)
Andererseits ergibt eine formale Anwendung des Potenzgesetzes (II):
3 s-4 1 a! 1
o -4 _ —_ 1-n
?-—3 =3 = =g"*l"=g¢
34 _ a"
3_‘=3¢ 4 — 30 _aT=an-n=ao
Es wird daher festgesetzt:
31=3 a'l=a
3°0=1 a®=1 (@a%0)

Durch diese Festsetzungen erfihrt der Potenzbegriff eine erste Er-
weiterung, denn a' und a° konnen nicht mehr als Produkte gleicher
Faktoren erklart werden. Es 1aBt sich zeigen:

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten auch fiir die
Exponenten 0 und 1 mit der Abinderung, daB dic Bedingungen
beim Gesetz (1) jetzt m = n bzw. n > m lauten.
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6.2.3. Ganze Zahlen als Exponenten (2. Erweiterung des
Potenzbegriffs)
Die formale Anwendung des Potenzgesetzes (II) in der Form ¢®:a" =

= @™ " ohne Riicksicht auf die GroBen von m und n wiirde fir n > m
ergeben:

34.36 — 34-6 — 3-2 at: gttt =gt M =g

Andererseits gilt auf Grund der Rechenregeln der Bruchrechnung
(Kirzen):

3*  3.3:3-3 1 a* _ a-a-aa 1
3 3.3-3-3-3-3 3 4&**" g-gaaa--a a
n-Faktoren
(a+0)
Es wird daher festgesetzt:
1 1
32=— a"=— (a+0
32 pr (a=+0)
Daraus folgt auch:
1
a"=—= ! 1
1 a”" a=— (a%0)
— a
a"

Es 148t sich zeigen:

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten fur alle ganz-

a”
zahligen Exponenten, wobei das Gesetz (II) jetzt zu - = g™ "
zusammengefaBt werden kann.

Beachte:

1. Ist der Variabilititsbereich fir den Exponenten b auf den Bereich
der ganzen Zahlen beschrinkt, so ergibt sich, falls die Basis eine.
rationale Zahl ist, als Potenzwert ¢ wieder eine rationale Zahl.

2. Wird der Variabilititsbereich fiir b auf den Bereich der rationalen
Zahlen ausgedehnt, liegt bei rationaler Basis a der Potenzwert ¢ nicht
immer im Bereich der rationalen Zahlen (vgl. 6.3.).

8*
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6.2.4. Anwendungen

6.2.4.1. Basen O und 1

Fir die Basis 0 wird festgesetzt:
0-2 0! ¢° Iol 02 03

nicht definiert IO 0 0

Fir die Basis 1 gilt:
1-3 1-2 1t 10 | 1t 12 13

w1l 1 1 1 |1 11

6.2.4.2. Schreibweise beliebiger Terme ohne Bruchstriche

a 3
—=a-b? =311t
5 ¢ 1
a*-b-c?

P e =a3-b-ct=a3c

Besonders bei physikalisch-technischen MaBeinheiten wird der Bruch-
strich weitgehend vermieden.

BEISPIELE
k
Geschwindigkeit: 1 km/h =1 Tm (Kilometer je Stunde)
=1km-h!

1000
Schwingungsfrequenz: 1 kHz = 1000 Hz = —— = 1000s!
s

Fallbeschleunigung: 9,8 m/s2 = 9,8 siz =98m-s2

6.2.4.3. Schreibweise rationaler Zahlen mit abgetrennten
Zehnerpotenzen
In der Praxis schreibt man jede MaBzahl als ein Produkt aus einer

ratioralen Zahl z mit 1 < z < 10 und einer Zehnerpotenz. Besonders
bei sehr groBen und bei sehr kleinen Zahlen ist das ublich.
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BEISPIELE
Lichtgeschwindigkeit: 3-10"%cm 5!
Masse eines Elektrons: 9,11-10"2% g
Entfernung Erde-Sonne: 1,5:10''m
Mittlerer Erdradius: 6,37 - 103 km
Leistung eines Generators . 45-10'W

6.3. Radizieren

6.3.1. Begriff der Wurzel im Bereich der reellen Zahlen

Aus «® = ¢ folgt:

Waurzelexponent
N\ Wurzelwert
Wurzel— b}/; =¢/
AN
Radikand

Dcfinition:

Unter der b-ten Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl ¢ versteht
man diejenige nichtnegative Zahl a, die, mit der natirlichen Zahl
b > 0, dem Wurzelexponenten, potenziert, den Radikanden ¢

crgibt: (bl/ ;:)b =a"=c¢

Durch die Operation des Radizierens wird also zwei Zahlen b und c,.
dem Wurzelexponenten und dem Radikanden, eindeutig eine dritte
Zahl a als Wurzelwert zugcordnet.

Variabilitétsbereiche

fur a und c: Bereich der nichtnegativen Zahlen
fur b : Bereich der natiirlichen Zahlen >0
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BEISPIELE

2
V25=5; denn S52=25

‘ —
16 _ 2. emn (2)‘ _ 16
81 3’ 3/ 81
f— 5 — s
8 § denn $ 6(l bige Definiti
— = — —_— = — (vgl.
7 7 7 17 gl. obige Definition)
Beachte:
1. Wurzeln aus negativen Radikanden sind nicht definiert.

2.

Wurzeln aus positiven Radikanden sind dadurch eindeutig fest-
gelegt, daB nur positive Wurzelwerte zugelassen werden (vgl.
6.3.4.).

. Wurzeln sind nur fur natirliche Zahlen >0 als Wurzelexponenten

definiert (vgl. 6.3.5. und 6.3.6.).

. Wird z. B. die unter 1. genannte Beschrinkung des Variabilitiits-

bereichs fir den Radikanden fallen gelassen, so ist der Wurzelwert
mitunter keine reelle Zahl. Es wird dann eine Zahlenbereichs-
erweiterung zum Bereich der komplexen Zahlen erforderlich
(vgl. Abschnitt 7.).

6.3.2. Irrationale Zahlen und reelle Zahlen

b
1. Der Wurzelwert a = Vc ist unter den in 6.3.1. festgelegten Be-
dingungen fir b und ¢ nur dann eine rationale Zahl, wenn der Radi-
kand c die b-te Potenz einer rationalen Zahl ist.

BEISPIELE

[ — 4 —-
81 3y 3 3 1 —
—_—— —_] = — = 3 =
V16 V< > ) 5 Vo,064 = J/0,4° = 0,4

2. Andernfalls ist der Wurzelwert keine rationale Zahl.
BEISPIELE

G Ve /L e

Solche Zahlen heiBen irrationale Zahlen.
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3
DaB z.B. VE nicht rational ist, kann folgendermaBen bewiesen
werden:

3
Angenommen, VE wire darstellbar durch eine rationale Zahl -’i,
q

wobei p und g bereits bis zu teilerfremden Zahlen gekirzt wéren.
Dann miiite nach der Definition gelten:

(A - (2] - 222 .

q 9:9°9

/

p-pp
9:-9-9
nicht mehr gekiirzt werden und daher niemals gleich der ganzen
Zahl 2 sein.

3. Fur die Symbolisierung dieser irrationalen Zahlen verwendet man
das Rechenzeichen des Radizierens zugleich als Zullzeichen:

3, 3
V2 12
Rechenzeichen Zahlzeichen

Da aber p und g als teilerfremd vorausgesetzt waren, kann

gelesen: ,,Bestimme die
dritte Wurzel aus 2!*

gelesen: ,,Die Irrational-
zahl dritte Wurzel aus 2.*

Ergebnis

4, Da irrationale Zahlen nicht durch rationale wiedergegeben werden
kénnen, letztere aber in Dezimalschreibweise stets endliche oder
periodische Dezimalzahlen sind (vgl. 4.3.3.1.), kann eine irrationale
Zahl, falls sie in Dezimalform darstellbar ist, nur eine niclhrperiodische
unendliche Dezimalzahl sein.

5. In Dezimalschreibweise kann eine irrationale Zahl deshalb nie genau
angegeben, wohl aber durch Einschachteln zwischen rationalen
Zahlen durch rationale Zahlen beliebig angendhert werden.

BEISPIEL
1< V§< 2; quadriert: 1<3<K 4
1,7< V3< 1,8;  quadriert: 2,89< 3< 3,24
1,13< V3< 1,74;  quadriert:  2,9929< 3< 3,0276
1,732< V3< 1,733;  quadriert: 2,999824 < 3 < 3,003289
usw. _
Hieraus folgt: V3 =1732..- » 1,73.
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6. Dementsprechend sind irrationalen Zahlen auf der Zahlengeraden
Punkte zugeordnet, die zwischen denjenigen Punkten liegen, die
Bilder der rationalen Zahlen sind. Letztere allein machen deshalb
nicht sdmtliche Punkte der Zahlengeraden aus (vgl. 4.1.2.2.).

7. DaB jede beim Radizieren entstehende irrationale Zahl eine ganz
" bestimmte Quantitat darstellt, die sich etwa durch Einschachteln
beliebig genau angeben und demgemiB cinem eindeutig bestimm-
baren Punkt der Zahlengeraden zuordnen 1aBt, bedarf an sich eines
Beweises. Auf diesen wird im Rahmen dieses Buches verzichtet.

8. AuBer den irrationalen Zahlen, die sich beim Radizieren ergeben und
demgemaB durch Wurzelausdriicke (Radikale) darstellen lassen, gibt
es noch andere Irrationalzahlen, fir die das nicht zutrifft.

BEISPIELE

Ig 15 (vgl. 6.4.1.)
sin 112,5° (vgl. 16.1.5.)
* (vgl. 12.8.4.1))
e (vgl. 6.4.2.)

Erstere heiBen algebraisch-irrationale, letztere transzendent-irrationale
Zahlen. Beide zusammen erweitern den Bereich der rationalen
Zahlen zum Bereich der reellen Zahlen.

> —

9. Die Radizierungsaufgabe Vc hat im Bereich der reellen Zahlen stets
eine Losung, falls die in 6.3.1. genannten Variabilitdtsbereiche cin-
gehalten werden. Wird aber z. B. die Beschriankung von ¢ auf nicht-
negative Zahlen fallen gelassen, kann es mitunter iin Bereich der
reellen Zahlen keine Ldsung geben (vgl. 6.3.4.3.)

6.3.3. Potenz- und Wurzeltafeln

Niéherungen von Wourzelwerten werden in Waurzeltafeln tabelliert. Je
nach der Zahl der angegebenen zihlenden Ziffern unterscheidet man
drei-, vier-, finf-, ... -stellige Tafeln.

Meist tabelliert man aber die Potenzwerte und benutzt diese Porenz-
tafeln zugleich zum Ablesen der Wurzelwerte.
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6.3.3.1. Einfaches Ablesen

Auszug aus einer Tafel vierstelliger Werte dritter Potenzen (Kubikzahl-

tafel).

md letzte zdhlende Ziffer von m
m o |1 |23 |a]s]e]7]s]o>
erste | 20]8,000(8,121 | 8,242 8,365 | 8,490 | 8,615 | 8,742 | 8,870 | 8,999 | 9,129
Toess | 219261 [ 9,394 | 9,528 | 9,664 | 9800 | 9.938 | 10,08 | 10,22 | 10,36 | 10,50
ihlende | 22]10,65 (10,79 [ 10,94 [ 11,09 | 11,24 | 11,39 | 11,54 [ 11,70 | 11,85 | 12,01
Ziffern 1 4.7|103,8|104,5 [ 105.2 {1058 [ 106,5 [ 107,2 [ 1079 | 108,5 | 1092 | 109,

BEISPIELE

1. Potenzieren: m = 2,16;

———

2. Radizieren: m® = 10,65;

D ——

m® = 106,5; 3]/

Naiherungswerte von m?

2,16® ~ 10,08

3

V10,65 ~ 2,20

6.3.3.2. Lineares Interpolieren

106,5 =~

4,74

Durch lineares Interpolieren kénnen bei m noch eine vierte zihlende
Ziffer beriicksichtigt und bei m® die letzten zihlenden Ziffern ent-
sprechend verbessert werden.

BEISPIELE

1. Potenzieren: gegeben: m = 2,037; gesucht: m?
D e

2,030< 2,037 < 2,040

2,040° ~~ 8,490

Cld

2,030% ~ 8,365
10<-E =7 2,03~ -

490 — 365 = 125=D

10: Feststehende Stellendifferenz; D: Tafeldifferenz;
n: vierte ziihlende Ziffer; d: zu n gehorende Eigendifferenz
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Es gilt:
10:D=n:d 10:125=17:d
D 125
= e—— T e = 7
o n d T 7=2875~ 88

Folglich: 2,0373 ~ 8,365 + 0,088 = 8,453

]
2. Radizieren: gegeben: m® = 10,54; gesucht: m = |/10,54

D ——

Y1050 < V1053 < ’Vlo,ss

3 ,—
10,50 & 2,1
Zm 4o J1050 % 2,190
D=15 V10,54~ 2,19« n [ 10
[
V10,65 ~ 2,200

10:D=n:d 10:15=n:4
104 10-4
n=— n=——=26--~3
D 15

3
Folglich: /10,54 ~ 2,193

Beachte:

1. Bine Erhéhung der Genauigkeit kann nur bei einmaligem Interpolieren
erreicht werden; wiederholtes Interpolieren ist zwecklos.

2. Durch das Interpolieren kann die Stellenzahl der Tafel nicht ver-
grofert werden. Es ist also falsch, im Beispiel 1 zu rechnen:

d=815; 2,037~ 8,365 + 0,0875 = 8,4525

6.3.3.3. Reduzieren groBerer und kleinerer Zahlen auf die
Tabellenwerte

Jede Potenztafel enthilt nur eine begrenzte Anzahl von Zahlenwerten.
GroBere und kleinere Zahlen kénnen durch Abspalten von Zehner-
‘potenzen (vgl. 6.2.4.3.) auf dic tabellierten Zahlen zuriickgefihrt
werden. Notfalls muB vorher gerundet werden.
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BEISPIELE
1. Potenzieren: 207103 & 207003 = (2,07 - 104)® == 2,07° - 1012
= 8,870 10'2

0,002179% &~ 0,00218° = (2,18-10"2)% =2,182- 10"~
~ 10,36 - 10~% = 1,036 - 10-®

2. Radizieren: Dabei missen stets solche Zehnerpotenzen abgespalten
-+

werden, deren Exponenten Vielfache des Wurzelexponenten sind; also
bei dritten Wurzeln: ..., 10, 1073, ..., 103, 105, 109, ...

Y1079 = 110,79 10° = /10,79 - J10° ~ 2,21 - 10 = 22,1

aber: }/107900 — Vi07.9-10° = V107.9- V10° ~ 4,76 - 10 = 47,6

0,000008 — Ja-10-¢ — & - Y106 = 2:102 = 0,02

6.3.4. Natiirliche Zahlen > 1 als Wurzelexponenten

b,
Nach der Definition in 6.3.1. ist }'c = a nur far natirliche Zahlen
b > 0 und nur fir nichtnegative Zahlen a und c erklart. Die entspre-
chende Beziehung a® = ¢ ist aber gegebenenfalls auch fir negative
Zahlen a und c gultig. Dieser scheinbare Widerspruch muB3 beim Radi-
zieren beachtet werden.

6.3.4.1. Natiirliche ungerade Zahlen > 1 als Wurzelexponenten

BEISPIELE

1. Aus a3 = 48 folgt in Ubereinstimmung mit der Wurzeldefinition
V+8=+2; denn (+2°=+8

2.a® = —8 ist offenbar durch @ = —2 erfillt; denn (—2)® = —8.

8, —
Die naheliegende Schriftform a = V—8= —2 wirde aber in
doppelter Hinsicht gegen die Wurzeldefinition verstofen und ist
deshalb nicht zulissig. Denn einmal ist der negative Radikand —8
nicht erlaubt und andererseits kann der Wurzelwert nicht negativ
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(—2) sein. Folgende Herleitung und Schriftform entspricht den
Festsetzungen iiber den Wurzelbegriff:

a’=—8
—a® = (—aP = +8=| 3|
=Y[=8] = V+8=+2 (autassig fur a< 0)

PR 8§ —
a=— V=8 == V38 =—(+2)= —2

Es gilt allgemein:

Aus a?"*! = ¢ folgt mit dem Bereich der natirlichen
Zahlen >0 als Variabilitdt sbereich fir n und dem Bereich
der reellen Zahlen als Variabilitiitsbereich fir a und c:

2n+1 —
a=+ Ve, fallsc=0

22n+) ,—
a=— Vlcl. falls ¢ < 0.

Beim Radizieren ergibt sich bei wungerader natiirlicher Zahl >1
als Wurzelexponent und nichtnegativem Radikanden stcts eindeutig
der (positive) Wurzelwert.

Die entsprechende Potenzbeziehung ist aber auch bei negarivem
Potenzwert ¢ durch einen Wurzelwert zu erfiillen, ndmlich durch
die entgegengesetzte (also negative) Zahl zum (positiven) Wurzel-
wert aus dem Betrag des (negativen) Potenzwertes c.

Von dieser exakten Schreibweise wird vielfach abgesehen. Auch beim
Sprechen wird oft gegen die exakte Formulierung verstoBen, indem
man falschlich sagt, daB Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten
auch aus negativen Radikanden existieren.

6.3.4.2.' Natiirliche gerade Zahlen > 0 als Wurzelexponenten;
Radikanden positiv

BEISPIELE

1.Aus a2 =4 folgt in Ubereinstimmung mit der Wurzeldefinition

zunichst a, = V4—+z denn (+2)? = 4.
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2. Die Beziehung a® = 4 ist aber offenbar auBer durch a, = 42
auch durch a, = —2 erfiillt, denn (—2)? = 4. Die naheliegende
Schriftform a, =2]/Z = —2 widerspricht aber der Wurzeldefinition
und ist deshalb nicht zulissig. Folgende Herleitung und Schrift-
form entspricht dagegen den Festsetzungen iiber den Wurzelbegriff:

at=4
a = (—_az)z =4
—a; = V4 = 42 (zulassig fir a, < 0)

ar=—Va=—(+2)= —2

Esgilt allgemein:

Aus a?" = ¢ folgt mit dem Bereich der natiirlichen
Zahlen >0 als Variabilitatsbereich fir n, dem. Bereich
der nichtnegativen Zahlen fir ¢ und dem Bereich der

reellen Zahlen fir a:

a = +2"V; und a; = —mi/;

Beim Radizieren ergibt sich bei gerader natiirlicher Zahl >1 als
Wurzelexponent und nichtnegativem Radikanden stets eindeutig
der (positive) Wurzelwert.

Die entsprechende Potenzbeziehung ist aber auch noch durch die
zu ihm entgegengesetzte (also negative) Zahl erfillt.

Auch gegen diese exakte Schreibweise wird oft verstoBen, und beim
Sprechen wird im Widerspruch zur Definition filschlicherweise von
einer Doppeldeutigkeit der Wurzel gesprochen, d.h., daB der Wert
von z. B. ]/§ sowohl 43 als auch —3 sei.

Beachte:
1. Der Wurzelexponent 2 wird meist nicht geschrieben.

‘ L=l/i=%; V17 =v17; Vie = Vidl

9 9

2. VO = Vo =0 , denn 02!! — 02,.4.1 =0
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Variabilitdtsbereich fiir n: Bereich der natiirlichen Zahlen >0.

Jede Wurzel aus 0 mit einer natiirlichen Zahl >0 als Wurzel-
exponent ist 0.

n,—

3.| fa*"=aq|

Variabilitdrsbereiche:
fir n: Bereich der natiirlichen Zahlen >0
fir a: Bercich der reellen Zahlen

Jede Wurzel mit gerader natiirlicher Zahl >0 als Wurzelexponent
aus einer Potenz mit gleichem Exponenten ist gleich dem
Betrag der Basis dieser Potenz.

BEISPIEL
=22 =14=42=1|-2

6.3.4.3. Natiirliche gerade Zahlen >0 als Wurzelexponenten;
Radikanden negativ

Nach_6.2.1.1. gilt (+ |a])>* = (— [a])** = + |a|>" im Variabilitats-
bereich der natirlichen Zahlen >0 fir n und der rationalen Zahlen
fir a. Das gilt auch, wenn der Variabilititsbereich fir a auf irratio-
nale Zahlen ausgedehnt wird. Im gesamten Bereich der reellen Zahlen
gibt es also keine Zahlen a und ¢, fir die die Bedingung a®" = — |c| bei
natiirlichen Zahlen n >0 erfiillbar ist.
BEISPIELE
1l.a* = —9; a++3; denn (+3)* =49 + —9
a$+ —3; denn (—3)2=+49 -9
1 1 1\* 1 1
2.a4=———; - —_] = —_— e ——
g5+ @ T demn (+ s) tes T e
1 1

+ 1'denn( 1‘—-1- :
aF -5 ?)’ 625 T 625
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Aus diesem Grund gibt es also im Bereich der reellen Zahlen keine
Zahlen, die Wurzeln mit geraden natiirlichen Zahlen >0 als Wurzel-
exponenten und negativen Radikanden entsprechen. Solche finden sich
nur im Bereich der komplexen Zahlen (vgl. Abschnitt 7.).

6.3.S.  Wurzelexponenten 1 und 0

]/:- = ¢ |; denn ¢! = c fur jedes reelle ¢ (vgl. 6.2.2.).

o _
Ve st nicht erklart |, denn far ¢ =1 erfullt jede reelle Zahl a + 0

die Bedingung a® = ¢ (vgl. 6.2.2.), und fiir ¢ # 1 gibt es keine reclle
Zahl, deren nulite Potenz c ist.

6.3.6. Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten
(3. Erweiterung des Potenzbegriffs)

Nach der Definition der Wurzel (vgl. 6.3.1.) gilt:
q,—- q ,—
(Ya)'=a bzw. (Vo) = a0
Variabilitdtsbereiche fur a: Bereich der nichtnegativen Zahlen

fir g: Bereich der ganzen Zahlen
fir q: Bereich der natiirlichen Zahlen >0

Andererseits gilt, wenn das Potenzgesetz (V) (vgl. 6.2.1.2.) formal auch
fur rationale Exponenten m = £ angewendet wird:
q

(a%)¢= al7'¢= al=a bzw. (a%)q= a%"= a*

Folglich wird festgesetzt mit dem Variabilititsbereich der ganzen
Zahlen fiir g und dem der natiirlichen Zahlen >0 fiir g:

1  — &
Va=a< | und | Vat=av
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Die Exponenten von Potenzen konnen beliebige rationale Zahlen

k4 mit dem Variabilititsbereich der ganzen Zahlen fiir ¢ und dem
q

der natiirlichen Zahlen >0 fiir g sein.

6.3.6.1. Potenzgesetze und Wurzelgesetze

Die Potenzgesetze (I) bis (V) (vgl. 6.2.1.2.) gelten mit dem Gesetz
a”

(II) in der Form - = g™~ " (vgl. 6.2.3.) fir beliebige rationale

Exponenten % mit den oben festgesetzten Variabilititsbereichen.

b )

Besonders wichtig sind die Gesetze (III), (IV) und (V) fir m = 3
1

und n = — (Variabilititsbereich fir p und g: Bereich der natirlichen
q

Zahlen >0).
Sie kénnen sowohl mit Potenzsymbolen als auch mit Wurzelsymbolen
geschrieben werden. In der zweiten Form heiBen sie meist Wurzel-
gesetze. Dabei gelten fiir die Variabilititsbereiche der Basen bzw. Radi-
kanden a und b die jn 6.3.1. und 6.3.4. vermerkten Festsetzungen.

lPotenzschreibweise l [ Whurzelschreibweise |
1 1 1 p— p—- Pp,—
(II) a? -b? = (ab)? Va Vo= Vab

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden rmultipliziert, in-
dem man das Produkt der Radikanden mit diesem Wurzelexponen-

ten radiziert.
P p 5
— - a
l/a. Vb = l/;

1 r g\F
V) av :b? =(7)

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden dividiert, indem
man den Quotienten der Radikanden mit diesem Wurzelexponenten
radiziert.
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1
(4] (a%) ‘o a"_f;

Vl/a-—p gV_

Wurzeln werden radiziert, indem man den Radikanden beibehilt
und die Wurzelexponenten multipliziert.

Aus (V) ergeben sich noch 2 Sonderfille:

o (a7) =ar = @> (Vaf =V

I Waurzeln werden potenziert,indem man den Radikanden potenziert.
1 1 [

wo (@) =avv=(a0)” | [¥a=Ia

Beim Radizieren einer Wurzel konnen die beiden Wurzelexponenten
vertauscht werden.

6.3.6.2. Umformen von Wurzelausdriicken

a) Vereinfachen durch Faktorenzerlegung des Radikanden
BEISPIELE

Ve3 = Vﬁ=1/5-1/3=i7_

V250a%°c = sabe? | 2407

b) Zusammenfassen von Wurzeln

BEISPIELE
3 ——
—— 3 — 3 — 4a3xy? - Ixyz 3
Vaaixy? - Vixyz : Y2a2x2y = il Ao /14ay?z
2a%x2y
1 1
1 3 1 3
T 3 s 13
Va]/a— [ = [a‘] ca) =
5 3 13 13 24 —
= a°'a} ={a5} =g = l/aIS

—Y2a + Va1 + V375 + Y1029 =
— 23 +3V3+5V3+713=1313

9 Simon/Stahl, Mathematik
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c) Rationalmachen des Nenners
BEISPIELE _
1 12 V2 _V2 1
2 Vv (a2 _;1:
Va 7/ @ J/ar 13—
V l/b ral e
6 6(V7+Vs)  6(V1+Vs) .= .-
A (R Iy R R
Va+ Vb (Va+ Vo) (6Va— aVb)
bYa+alb (bl/a-i-al/b)(b]/a—al/b)
ab—alab+bVab—ab _ Vabo—a) _ Vab
= b%a — a*b ab(b — a) _i

6.4. Logarithmieren
6.4.1.  Begriff des Logarithmus im Bereich der reellen Zahlen

Aus a® = c folgt

/| logae |=b
Logarithmus |/ NI\
\\Logarithmuswert

/
Basis Logarithmand (oft auch kurz
oder Numerus ,,Logarithmus‘)

Definition:
Unter dem Logarithmus einer Zahl ¢ zur Basis a versteht man
den Exponenten, mit dem die Basis potenziert werden muB, damit

sich der Logarithmand (Numerus) ergibt: 4'*%«° = ¢

Durch die Operation des Logarithmierens wird also zwei Zahlen a
und ¢, der Basis und dem Logarithmanden (Numerus), eindeutig eine

dritte Zahl b als Logarithmuswert (Logarithmus) zugeordnet
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Variabilititsbereiche (vgl.6.4.2.)

fiir a: Bereich der positiven Zahlen (a % 1)
fur b: Bereich der reellen Zahlen
fur c: Bereich der positiven Zahlen

BEISPIELE

logs25 =2, denn 52=25

1 3 1 1
logs @ = -3, denn 473 = = a

1 1 4 —

logs, 3 =7 denn 817 =|81=3
1 ! =3 denn ( ! )3 = !
%Lo6 6) 216

-2
]0‘80J 100 = _2, denn 0’1-2 = (-—) =102 = 100
log,49 =2, denn 7% = 49
loglo 12 = loglo 12, denn 10'98,,'2 = 12

Beachte:

1. Logarithmen sind Exponenten.

2. Der Logarithmus ist nur dann eine rationale Zahl, wenn der
Logarithimand eine Potenz der Basis mit rationalem Exponenten ist.

BEISPIELE
log, 8 =log;23=
Ioggl = log, 9_% -1
3 2

3. Andernfalls ist der Logarithmus eine transzendent-irrationale Zahl,
gehort also zum Bereich der reellen Zahlen, sofern die oben genannten
Variabilitiitstereiche beachtet werden.

BEISPIEL
logo,s6: logs13; logs Vls

4. Das Rechensymbol des Logarithmierens dient dabei (vgl. 6.3.2.)
zugleich als Zahlensymbol fir den Logarithmuswert. :

9#
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logs 2 = logs 2

Rechenzeichen Zahlzeichen

gelesen: ,,Bestimme den | Ergebnis: | gelesen:,,Dieirrationale

Logarithmus Zahl Logarith-
von 2 zur mus von 2 zur
Basis 5! Basis 5.

S. Die irrationalen Logarithmen sind in der Dezimalschreibweise eben-
falls (vgl. 6.3.2.) nichtperiodische unendliche Dezimalzahlen, die sich
durch rationale Zahlen beliebig annihern lassen.

BEISPIEL
log;o 105 = 2,0211893 --- a5 2,0212

6. Dementsprechend sind auch den irrationalen Logarithmen auf der
Zahlengeraden Punkte zugeordnet, die zwischen denjenigen Punkten
liegen, die die Bilder rationaler oder algebraisch-irrationaler Zahlen
(vgl. 6.3.2.) sind? (Auf einen Beweis dieser und der unter 5. notierten
Behauptung muB3 im Rahmen dieses Buches verzichtet werden).

6.4.2. Logarithmensysteme

Die Logarithmen zu ein und derselben Basis faBt man zu einem Log-
arithmensystem zusammen. Voraussetzung ist dabei, daB zu einem
gewissen Bereich aus der Menge der reellen Zahlen als Logarithmanden
(z.B. zu den positiven) ohne Ausnahmen reclle Logarithmenwerte
existieren und umgékehrt. Anderenfalls sind die Logarithmen nicht de-
finiert.

Satz 1: Logarithmensysteme

a) mit negativen Basen,
b) mit der Basis 0,

c) mit der Basis 1

sind nicht definiert.

BEISPIELE
zu a) log_, 2 3 b, denn (—2)° 5 2 fiir reelle b
zu b) logy ¢ & b, denn 0% 5= ¢, sondern 0° = 0 fiir 5> 0
zu ¢) log, ¢ % b, denn 1° 3 ¢, sondern 1° = 1 fiir alle b
[zu b) und ) vgl. 6.2.4.1.]
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Satz 2: Logarithmen mit.

a) negaliveri Logarithmanden,
b) dem Logarithmanden 0
sind nicht definiert.

BEISPIELE

zu a) log, (—16) =% b, denn 4° == —16 fiir reelle b
zu b) log, 0 % b, denn a® % 0 fiir @ 4= 0 und alle b

Satz 3:
lz Zu log, ¢ = b gehdren demnach als Variabilitéitsbereiche:
(6":1 fur a der Bereich der positiven Zahlen (a ¥ 1),
4.1) fir b der Bereich der rationalen und transzendent-irratio-
nalen Zahlen,
far ¢ der Bereich, der positiven Zahlen.
Im einzelnen gilt:
a 0<a<1 1<a
c|l <l |=1[>1[|<1|=1|>1
b|>0]|=0]|<0|<0|=0]|>0
BEISPIELE

1

1 o -
a=9; c¢=3; b=loge 3=?; denn 9T=V9=3

a=29; c ! b=1lo ! 2; d 9-2 !
=9; =—;b= — = —2; denn 92 = —_
) T 81

2| -

1 1\-3
a=—; c= 64; b=1log, 64 = —3; denn (—) =43=64
4 ry 4
1 1 b 1 1 2 4 1\2 1
a:—; c=—; = |0 -— ; n — = e—
2 16 T3 en (4) 16
Beachte:

Sollen die in Satz 1 bis 3 festgelegten Beschriankungen der Variabili-

- titsbereiche fallen gelassen werden, so ist es nétig, den Bereich der
reellen Zahlen zum Bereich der komplexen Zahlen zu erweitern (vgl.
Abschnitt 7.).
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Satz 4:
Logarithmuswerte zu ein und demselben Logarithman-

den ¢ in verschiedenen Logarithmensystemen, z.B. mit
den Basen # und v, lassen sich mit Hilfe eines kon-
stanten Umrechnungsfaktors (des - Moduls) ineinander
umrechnen:

1
log, v

log, ¢ = log, ¢ -

|
Modul

Beweis: ¢ = v'% (vgl.6.4.1.)
Beiderseits logarithmiert zur Basis u:
log, ¢ = log, v'°%¢ = log, c - log, v (vgl. 6.4.3.)

log, ¢ = log, ¢*

log, v
BEISPIELE
l.u=2; v=4; c=16
1
Modulu—»v:logz4=-i-
loyl6=(logzl6)-i=4-i=2
2 2 =

2.u=10; v=4; c=50
1 1

Modul ¥ - v: =
logm 4 0,60206 ...

: 1
1084 50 = (0810 50)- e = 169897 ... - o e ™

~N—r2,8

Beachte:

1. DaB das Logarithmieren beider Seiten einer Gleichung zur glei-
chen Basis, das oben durchgefiihrt wurde, eine dquivalente Um-
formung (vgl. 9.7.7.) ist, bedarf an sich eines Beweises, auf den aber
hier verzichtet wird.
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2.| log,1=0 I

Beweis: a® = 1 fir jedes a im Variabilitatsbereich (vgl. 6.2.2.)

» (=]

Beweis: a® = a fiir jedes a im Variabilititsbereich (vgl. 6.2.2.)

4. Besondere praktische Bedeutung haben drei Logarithmensysteme:
a) zur Basis 10: Zehner-, dekadisches oder BRIGGSsches Logarithmen-
system

Besonderes Symbol:

b) zur transzendent-irrationalen EuLERschen Zahl e = 2,71828..
als Basis: natiirliches Logarithmensystem

Besonderes Symbol: | logec =Inc

¢) zur Basis 2: dyadisches oder biniires Logarithmensystem

Besonderes Symbol:

6.4.3.  Logarithmengesetze

Zu den Variabilititsbereichen der in diesem Abschnitt verwendeten
Variablen vgl. 6.4.2. Satz 3.

Gesetz 1:

Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Log-
arithmen der Faktoren:

log, (cy * ¢2) = log, ¢; + log, ¢,

Beweis: ¢; = @'°%¢1; ¢, = q'*8s
Multipliziert: ¢; * ¢, = g'°%s¢1* 1°8a€s
Andererseits: ¢; * ¢, = @'°%s(1°<¥ (vgl. 6.4.1.)
Daraus folgt: g'°8e1+ 198scs — glosa(c1-cs)

und: log, (¢, * ¢32) = log, ¢y + log, ¢z
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Gesetz 2:

Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der
Logarithmen des Dividenden und des Divisors:

C
log, — = logse; — logac,
C2

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Gesetz 1.

Gesetz 3:

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem mit dem Exponenten
multiplizierten Logarithmus der Basis:

log,c” = n - log,c

Beweis: ¢ = g'%%¢
Potenziert mit n: ¢" = (q'°%°)" = g"1°%s¢
Andererseits: ¢ = g% (vgl. 6.4.1.)
Daraus folgt:  @'"%<” = g""lotc
und: log.,c” = n - log.c

1
Gesetz 3 gilt auch fiir gebrochene Exponenten n = — (vgl. 6.3.6.).
p

Daraus folgt
Gesetz 4:

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem durch den Wurzel-
exponenten geteilten Logarithmus des Radikanden:

P 1
log, Vc= ;-log.c

BEISPIELE
1.log, 512 =log, (8-64) =log, 8 + log, 64 =3+ 6=9
denn: 2% = 23+6 — 23.26 — 8- 64 = 512 o
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3125 .
2.logs 25 = logs 25 logs 3125 — logs 125 =5 —3 =2

53 3125
denn: 52 =5%3= —=——=25
53 125
3.l083 729 =log3 27> = 2-10g327=2:3=§

denn:3°=3*"2=(3)2=272="729
— 1 |
4, ]0810 100 = 10810 VIOOOOOO = Tloglo 1000000 = ? c6=2

1 1 P —
denn: 102 = 10°"3 = (10)3 = }/1000000 =
Zusammenfassung:

Die Logarithmengesetze entsprechen vollig den Potenzgesetzen (vgl.
6.2.1.2.). Auch sie fithren eine Rechenoperation auf die entsprechende
der ndchstniederen Stufe zuriick.

6.4.4. Exponentialgleichungen

Zu den Exponentialgleichungen gehdren Bestimmungsgleichungen,
bei denen die Unbekannte im Exponenten einer Potenz vorkommt. Sie
werden durch Logarithmieren gelost.

BEISPIELE
4-3*= 324
3*= 81
x = log; 81
x=4
105%+2 — 33 = 105~ 1
105%+2 — 105% = 33 x=?(lgl —1g3)
10%%(102 — 1) = 33 1
x ~ —+(—0,4771)
105 = — 5
x~ —0,0954
l —_—
5x=1g 3 (Naherungslosung)
_ 1 I 1
¥=3E3

(genaue Losung)
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6.4.5. Dekadisches Legarithmensystem
6.4.5.1. Kennzahl und Mantisse

Im dekadischen Logarithmensystem steht die Grifenordnung der
Logarithmanden N (Numeri) in einer einfachen Beziehung zur Grifle
der jeweiligen Logarithmuswerte 1g N (Logarithmen).

N | 0,001... bis ~ | 0,01... bis0,09... | 0,1... bis 0,9...
0,009...

0,001 0,01 0,1 1

-3 -2 -1 0
1gN| =2, ... —1,... —0,...

=0,..—3 =0,..—2 =0,..-1
N | 1,...bis 9, | 10, ... bis 99, ... |]00,...bis999,... | 1000, ...
10 100 1000

()} 1 2 3
lgNI 0, ... | 1, .. | 2, ... | 3, ..
Regel 1:

Numeri mit gleicher Folge zihlender Ziffern ergeben bei verschie-
dener GroBenordnung Logarithmuswerte, die sich nur um Ganze
unterscheiden.

BEISPIELE
1g 3,84 = 0,5843...
' . 3,84
1g 3840 = 1g (3,84 - 1000) = 10,0384 = lgm =
=1g 3,84 4 1g 1000 = =1g3,84 —Ig 100 =
=0,5843... + 3 = =0,5843... — 2=
= 3,5843... (= —1,4156...)

Fachbezeichnungen:

Die Logarithmen, die zu Logarithmanden 1 < N <10 gehoren,
heiBen die Mantissen. Die Ganzen, um die sich die Logarithmen far
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0 N<L1 oder*N=10 von der Mantisse unterscheiden, heiBen
die Kennzahlen.

Beachte:

1. Die Mantissen sind Zahlen in den Grenzen 0 S IgN <1 (gN=
=0,..).

2. Die Kennzahlen umfassen den Bereich der ganzen Zahlen.

3. Negative Logarithmuswerte werden meist in der Differenzform

0, ... —|k| geschrieben, um die Kennzahl k& deutlich erkennen zu
lassen.
BEISPIELE
1§23 = 1,3617 ... = 1 40,3617 ... | 1g 0,0073 = —2,1366 ... =
-l- =0,8633... — 3
Mantisse «———|
Kennzahl
Regel 2:

Nach 6.4.2. Satz 3 gilt fir Numerus N und Kennzahl k:
N=1 «— k=0
0K N1 «— k<O

Regel 3:

Die positive Kennzahl ist um 1 Aleiner als die Anzahl der Srellen
des Numerus vor dem Komma.

Der Betrag der negativen Kennzahl ist um 1 grofer als die Anzahl
der Nullen des Numerus unmittelbar hinter dem Komma.

BEISPIELE

1g 6,5 = 0,8129 ...
18 273,5 = 2,4370 ...

180,72 = 0,8573 ... —1
1g 0,00054 = 0,7324 ... —4

Zusammenfassung: Es entsprechen einander beim
Numerus | Logarithmus

GroBenordnung Kennzahl
Ziffernfolge Mantisse
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6.4.5.2. Logarithmentafeln

In den Tafeln der dekadischen Logarithmen werden zu den Ziffern-
folgen der Numeri nur die Dezimalstellen der Mantissen der zugehorigen
Logarithmen tabelliert. Die Kennzahlen sind entsprechend der GroB8en-
ordnung des Numerus jeweils zu ergdnzen. Die tabellierten Dezimal-
stellen der Mantissen sind auf 4, 5, 7, ... Stellen gerundet; je nach-
dem unterscheidet man vier-, fiinf-, sieben-, ... stellige Tafeln. Die An-
zahl der Ziffern der Ziffernfolge richtet sich nach der Anzahl der tabel-
lierten Dezimalstellen; sie ist stets um 1 kleiner als diese. Anordnung
und Gebrauch entsprechen den Potenztafeln (vgl. 6.3.3.).

Auszug aus einer Tafel vierstelliger dekadischer Logarithmen

IgN letzte zdhlende Ziffer von N
N o1 [2[3[a[sTe[1[s]o>s

orste 62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
::";"' 63 | 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055

ende
Ziffern —
von N auf .4 Ziffern gerundete Dezimalstellen der Mantisse von Ig N
BEISPIELE

N->IgN . IgN—>N

Einfaches Ig 63400 = 4,8021 Ig x = 3,8055

Ablesen = x = 6390

Mit Inter- | 1g 0,063079 ~ Ig x = 0,8040 — 4

polieren A 1g 0,06308 = 0,7999 — 2 x = 0,0006368
Beachte:

Obwohl mit Hilfe der Tafel nur Niherungswerte bestimmt werden
konnen, schreibt man = und nicht ~s.

6.4.6. Logarithmen als Rechenhilfsmittel

Die Logarithmen sind auf Grund der Potenz- bzw. Logarithmen-
gesetze (vgl. 6.2.1.2. bzw. 6.4.3.) im Vergleich zu ihren Numeri stets
durch die entsprechende Rechenoperation der nichstniederen Stufe
verknipft.
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Wird deshalb statt mit den Zahlen @ und b mit ihren Logayit.

Ig a und 1g b gerechnet, so ergibt sich als Vorteil das Rechnen it
nichst einfacheren Rechenart.

BEISPIEL
Ubergang zu den Logarithmen
—_—
Aufgabe: x = 357-926 | lgx =1g (357 - 926) Berechnun
Ig x = 1g 357 + 1g 926 als Ig x

= 2,5527 + 2,9666

x =330600 |« — 55193

Ubergang zum Numerus x

Beachte:

1. Logarithmische Rechnungen werden zweckmiBig unter Verwendun;g
eines ubersichtlichen Rechenschemas durchgefiihrt.

2. Vorher wird ein runder Ndherungswert des Ergebnisses durct
Uberschlagen im Kopf mit zweckmiBig vereinfachten Ausgangs
werten bestimmt. -

3. Addieren und Subtrahieren kann stufenmiBig nicht weiter ver
einfacht werden.

Additionen und Subtraktionen konnen logarithmisch nicht
durchgefiihrt werden.

Es verbleiben deshalb folgende 4 Grundaufgaben fir die logarithmisch
Berechnung (Zahlenbeispiele unter Benutzung einer vierstelliger
Tafel):

a) Multiplizieren: x = 0,735 - 17,4 Uberschlag:
7
N lg N xm o 20=14
0,735 08663 —1 | +
* 17,4 1,2405 +
2,1068 — 1

x | 12,79 1,1068 Ig x
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Beachte:

I. Auch die negativen Kennzahlen missen in die Rechnung cinbezogen

werden.

2. Im Ergebnis sind positive und negative Kennzahlen zusammen-

zufassen.

b) Dividieren: x = 4,16 0,0835 Uberschlag:
N IgN
XN 4:—=

"1,6191 — 1 | + 100

4,16 (0,6191) —4.1%_ 5

0,0835 09217 —2 | — 8
0,6974 + 1

x| 49,82 1,6974 Ig x

Beachte:

1. Ist der Minuend zu klein (0,6191), so daB die Subtraktion im Bereich
der positiven Zahlen nicht moglich ist, so ist er unter Verwendung
negativer Kennzahlen geeignet zu verdndern (1,6191-1). Im Schema
deshalb zundichst oben eine Zeile frei lassen!

2. Dic Subtraktion negativer Kennzahlen kann positive Werte ergeben:
—1—(=2)=—1+2=+1

3. Im Ergebnis sind die Kennzahlen zusanunenzufassen.

;) Potenzieren: x = 0,9233 Uberschlag:
N IgN ( 9 )3
=) ©
hoch3| 0,923 0,9652 — 1 -3
809 7
2,8956 — 3 1000 100
X 0,7863 0,8956 — 1 |lgx = 0,72

3eachte:

. Auch regative Kennzahlen missen multipliziert werden.
. Im Ergebnis sind positive und negative Kennzahlen zusammen-

zufassen.
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4
d) Radizieren: x = /0,0276 Uberschlag:
4 ——
| ¥ lg N sts
xx || ——=

. 2,4409 — 4 | :4 10000
V | 00276 |(0,4409 — 2) =2 _o04

— 1o

x|04075 [06102—1 |lgx

Beachte:

1. Auch die Kennzahlen (positive wie negative) missen dividiert werden
(2, ... und —4).

2. Ist die negative Kennzahl kein Vielfaches des Divisors (0, ... —2;
Divisor 4), muB sie vorher in ein solches Vielfaches verandert wer-

den (2,... —4). Iin Schema deshalb zundichst oben eine Zeile frei
lassen!

6.5. Rechenstab

Der Rechenstab kann zum Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und
Radizieren anstelle der Logarithmentafel als Rechenhilfsmittel benutzt
werden. Der normale 25-cm-Srab erreicht dabei etwa diec Genauigkeit
einer vierstelligen Logarithmentafel.

6.5.1.  Aufbau des Stabes

Der Stab besteht aus

a) einem festen Grundteil, dem Stabkérper,
b)einem beweglichen Mittelteil, der Zunge,
c) einem ebenfalls beweglichen durchsichtigen Aufsatz, dem Liufer.

Lauferstrich
—
[ A L | ———Laufer
111 1
e ———2unge
H T ' !
L' ; ! —‘?‘ Korper
r R B —
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Der Liufer trigt einen senkrecht zum Stab verlaufenden Strich. Dieser

dient

a) zum Markieren oder Festhalten einzelncr Skalenpunkte,

b)zum Verbinden senkrecht bereinander liegender Punkte ver-
schiedener Skalen.

\
Beachte:

1. Es gibt Rechenstibe verschiedener Léinge. Je groBer der Stab, desto
weitergehend ist die Skalenunterteilung und desto gréBer ist die Ah-
lesegenauigkeit. Im folgenden wird der 25-cm-Stab zugrundec gelegt.

2.Es gibt Rechenstibe verschiedener Systeme mit verschiedenen
Spezialskalen. Allen Systemen sind die fanf Grundskalen A, B, C,
D und CI gemeinsam.

3. A- und B-Skale bzw. C- und D-Skale stimmen jeweils vdllig iiberein.

6.5.2.  A-und B-Skale

Werden auf dem Zahlenstrahl die Logarithmen der positiven ganzen
Zahlen und ihrer dezimalen Tcile dergestalt markiert,daB die Bildpunkte
nicht mit ihrer eigentlichen Bedeutung Ig », sondern mit dem Numerus
N bezeichnet werden, so ergeben sich die logarithmischen Skalen des
Rechenstabs.

Zohenstranl JURUKE w0 B A % _

{linear) )
lof g2 lg3lgllg5 gl 20 g0 [g50 9100 [g200
A
a’l ISE b b : :ﬁ 4 4 + +
. 1 2345 0 20040 W 200
Beachte:

1. Das Bild der Skale wiederholt sich in Ze/nerpotenzabschnitten.
{ 2 J Af.?'b'?ﬂ!)l‘ﬂ 20 0580 810

2

] W 30 L0%060 600
00 20 a0 i w0 A i
=500 700 320

P 2070 3 606"
S0 00900

Begriindung:
1g(5-10"=1g5+1g10"=1Ig5+n-lgl0=n+1g5
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2. Die A-B-Skalen enthalten je zwei solcher Abschnitte: 1 bis 10 und

10 bis 100.

3. Die markierten Zwischenstriche liegen infolge der UngleichmaBigkeit
der logarithmischen Skale in den verschiedenen Teilintervallen
verschieden dicht und haben unterschiedliche Bedeutung. Die Ablese-

genauigkeit ist daher auch verschieden.

A-B-Skale des 25-cm-Rechenstabes

Bereich Abstand der Zwischenstriche Schitzen bis auf
1.2 0,02 = ! 0,005 = !
2= 005 = 2%
2.5 0,05 = ! 0,01 = !
; T 20 T 100
510 0,1 = ! 0,02 = !
T Tt TS0

Die bewegliche Zunge ermdglicht, die grafische Addition bzw. Sub-
traktion (vgl. 2.2.3.) der Logarithmenwerte mechanisch auszufihren.
Das bedeutet nach den Logarithmengesetzen eine Multiplikation bzw.
Division der am Stab notierten Numeri.
a) Multiplikation:
BEISPIEL

x=1755-473~ 357 (gx=1g7,55+ 1g4,73)

T Uberschlag: x~ 7:-5=35"

755 357
4-’ L 1 1 |1.L..’l” " .Tx
|8 1 C f' ) !
el
357 755 T ms
IR N W A 2
[az' ' ﬁf ﬁﬁt n'n]
L7 ki

10  Simon/Stahl, Mathemutik
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Anweisung:

Beim Multiplizieren wird 1, 10 oder 100 der Zungenskale neben
den einen Faktor auf der Korperskale gestellt und neben dem
zweiten Faktor (Zungenskale) das Ergebnis auf der Korperskale
abgelesen.

—

Beachte:

Es werden nur Ziffernfolgen abgelesen (im Beispiel: 3 — 5 — 7). Die
Grifenordnung (Stellung des Kommas) muB durch Uberschlag im Kopf
bestimmt werden.

b) Division:
BEISPIEL .
x=66,5:7,42~ 8,9 (Igx=1g66,5 —1g7,42)

63
Uberschlag: x ~ - = 9

8-3 665 8-9
o SN | B N U
[gi T Y s
742
Anweisung:

Beim Dividieren wird neben den Dividenden (Korperskale) der
Divisor (Zungenskale) gestelit und neben 1, 10 oder 100 der
Zungenskale das Ergebnis auf der Korperskale abgelesen.

6.5.3. C- und D-Skale

Die C-D-Skalen des Rechenstabes enthalten je nur einen Grundabschnitt,
diesen aber mit doppelt so grofer Einheit wie auf den A-B-Skalen.
Dadurch wird die Genauigkeit der Ablesung gesteigert.

Grundobschnitt | Grundabschnitt I
|4 ~ |
B 7 2 3 L567890 A X L6 O
l 2 i 4 3 § 7686390
I —1

einziger E;anabschnilt
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C-D-Skale des 25-cm-Rechenstabes

Bercich Abstand der Zwischenstriche Schitzen bis auf
1..2 0,01 = 1 0,002 = !
T 100 T T 7500
2.4 0,02 = ! 0,005 = !
T 50 T 200
1 1
Beachte:

1. Die fir das Multiplizieren und Dividieren mit den A-B-Skalen
gegebenen Anweisungen (s. 6.5.2.) bleiben auch fir das Arbeiten
mit den C-D-Skalen giiltig.

2. Da der 2. Grundabschnitt fehlt, kann beim Multiplizieren mit den
C-D-Skalen der Zungenriickschlag notig werden.

BEISPIEL
x=57,5-0,37~ 21,3 Uberschlag: x~ 50+0,4 = 20

Jungenriickschlag 37
£ 2 3 14
2! 2 3 1 ] Is’ 7839R ‘ l
575 ?
37
leg RN NETITE
T T T T T T T T T

la’ ?i 3 405 15 7 6910 ]

2°1-3 57-5

Um die 10 der Zunge neben den ersten Faktoren 5 — 7 — 5 zu stellen,
ist cs notig, die Zunge nach links durchzuschieben (Zungenriickschlag).

10*
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6.5.4. CI-Skale

Ein Zungenrickschlag kann beim Dividieren niemals auftreten.

Die geeignetste Rechenoperation fiir den Rechenstab ist die Division.

Jede Multiplikation kann auf eine Division zuriickgefihrt werden, wenn
das Reziproke des einen Faktors als Divisor verwendet wird:

1
a-b=a:—
b
Die CI-Skale (Invers- oder Reziprokskale; lies C-i-Skale) enthilt
die Logarithmen der zehnfachen Reziprokwerte der Zahlen eines Grund-

abschnittes; sie liegt in Zungenmitte.

¢ g% !

{ 3
ICIC R B B

PR

2 I

(X

ovsez e 5 4
Beachte:

10
1. Auch diese Skale ist nicht mit den eigentlichen Werten Ig —, sondern
mit N beschriftet. N
2. Die CI-Skale ist eine umgekehrte C-D-Skale.

lg (lg5)
___________________ .'
o998 76 5 ¢ 3/ 2 !
77 AR EEREL
O T — -
3 lglﬂ -1

Begriindung:
lg—&:lg 10—-IgN
N
BEISPIEL

10
lg—5—=lg 10—1g5
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Anwendung:

Mit Hilfe der D- und CI-Skalen werden Multiplikationen als Divisionen
ausgefihrt. Zur Verbindung beider Skalen wird dabei der ‘ Laufer-
strich benutzt.

BEISPIEL
1
=482 =482 —
x=4,82- 0,084 = 4,82: -~ 0,405

1
lgx =lg4,82 — Ig——
(“ g g0,034)
8 4
Ub hlag: S5e—=___=04
erschlag:x~ 5+ oo = -

[” " T
4-05 482

Anweisung:

Beim Multiplizieren mit der D- und CI-Skale wird der eine Faktor
auf der CI-Skale neben den anderen Faktor auf der D-Skale gestelit
und neben 1 oder 10 der ClI-Skalc das Ergebnis auf der D-Skale ab-
gelesen.

Grundregel zur Skalenbenutzung:

Multiplizieren: D und CI
Dividieren: D und C bzw. A und B

6.5.5. Quadrate und Quadratwurzeln

Da die Einheiten der C-D-Skalen und der A-B-Skalen im Verhiltnis
2: 1 stehen, folgt:

T
IgN=21gN=IgN? \
auf D auf A
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Der Liuferstrich verbindet also stets

auf A: N2 M
auf D: N VM
BEISPIELE
x=0,6322~ 0,40 Uberschlag:
T . 6\ 36
ch—)=——=q%
10 100
4-0
IA { 1 1 1 1 1.2 131 1 1 I i nlqa J
[o7 i T R
5-3-2
x= Y715 = V7,15-10* ~ 26,7 Uberschlag:
x~ Y729 =27
x = }/0,0072 = }/72-10* ~ 0,085 Uberschlag:
64 8
. =—=10,08
wa&mm 100
715 7'-2
g . e |
Io i L) T T T T T T $l ‘]b l
267 &5
Beachte:

Beim Radizieren sind die Radikanden durch Abspalten von Zehner-
potenzen mit geradzahligen Exponenten auf Zahlen zwischen 1 und 100

zu bringen:

x=VR-10* mit 1< R< 100
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Dann muB die Ziffernfolge von R auf der A-Skale im entsprechenden
Grundabschnitt aufgesucht werden. E

6.5.6. Marken =, C, C, und der Liufer mit Nebenstrichen

Alle Stibe enthalten auf den vier Grundskalen die Marke =. Sie wird
zur Berechnung der Linge des Kreisumfangs aus der Lange des Dur clz-
messers d und umgekehrt verwendet.

Die Marken C und C, auf der C-Skale dienen zur Berechnung des Inhalts
der Kreisfliche aus der Liange des Durchmessers und umgekehrt:

d? d 2 d
A__ dz_.—= —_— =(— mit —_—
4 4 4 C
™ T

Anweisung:

C (C-Skale) neben Durchmesserlinge auf D-Skale stellen und
neben 1, 10 oder 100 der B-Skale den Flicheninhalt auf der A-Skale
ablesen.

BEISPIEL
3
d=12; A= 40,7 Uberschlag:Am?z-TN 36
4-?-7
Ao ]
RN 0
[ ? 1 1
2T T T LI '1' T l
7-2
Umkehrung:
d=Ya4-c
Anweisung:

1 der B-Skale neber; den Flicheninhalt auf der A-Skale stellen
und neben C (C-Skale) auf der D-Skale die Durchmesserlinge
ablesen.
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BEISPIEL
A=7240="T72,4-10%>; d~96

4-70- 102 —_—
Uberschlag: d~ V—3— ~ }/90-10% ~ 90

0w
T
0 | L 11111[5—1
3-5

Beachte:

Auf der C-Skale ist eine weitere Marke C, angebracht. Mit ihr kann
genauso wie mit C gearbeitet werden, wenn auf der B-Skale die 10 (statt
der 1) benutzt wird.

Die Losung des letzten Beispiels unter Verwendung von C; und 10
zeigt das nachstehende Bild.

72
R I B
A e
[“9 . .
ﬂl T 1§ T L] ll'ib |
’ s

Das Entscheidende bei den Marken C und C; ist der Abstand a gegen-
Gber der 1 bzw. der 10 auf der B-Skale.

q '

8
c

fo—
Q-

Beim heute am meisten verbreiteten Liufer mit zwei Nebenstrichen ist
dieser Abstand a rechts und links vom Lauferstrich durch zwei weitere
Striche markiert. Dann sind die Festmarken C und C, uberflissig, da
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jetzt ohne Zuhilfenahme der Zunge die Kreisberechnungen mit A- und
D-Skale und mit dem mit zwei Nebenstrichen versehenen Liufer gelost
werden konnen.

Anweisung:

Hauptstrich auf Durchmesserlinge (D-Skale) stellen und unter
linkem Nebenstrich den Flicheninhalt auf der A-Skale ablesen.
Umkehrung: Hauptstrich auf Flicheninhalt (A-Skale) stellen
und unter rechtem Nebenstrich die Durchmesserlinge auf der
D-Skale ablesen.

-—

BEISPIELE
3
d=225; A~ 397 Uberschlag: 4~ 202 7= 300

0,70- 4

A=072; d~ 0,95 Uberschlag:dwl/ ~ /0,909
397 72
| {
h! R A I A e T
[ |
| T I T T T T T l
o ' 5]




7. Komplexe Zahlen

7.1. Begriff der komplexen Zahl

7.1.1,  Einfiihrung der komplexen Zahlen

Der Bereich der reellen Zahlen weist insofern eine Unzulinglichkeit auf,
als gewisse Aufgaben (vgl. 6.3.4.3., 6.4.2., 9.2.2.) nicht l6sbar sind.
Selbst eine so einfache Gleichung wie x2 4- 4 = 0 hat keine Losung.
Denn die im Verlauf der dquivalenten Umformungen sich ergebende
Quadratwurzel aus einem negativen Radikanden existiert bekanntlich
* im Bereich der reellen Zahlen nicht (vgl. Definition der Wurzel in
6.3.1.).

Solche Aufgaben werden dadurch losbar, daB der Zahlenbereich der
reellen Zahlen zum Zahlenbereich der komplexen Zahlen erweitert wird.
Das geschieht durch folgende Festsetzungen:

1. Es wird eine Zahl i hinzugenommen, die definiert ist durch

2. i heiBt die imaginiire Einheit, die Vielfachen davon heiflen imaginiire
Zahlen.

BEISPIELE
- i 1 —
5.2i; —2i; %Ve; —%l/ﬁ; ai; - 5 bis i Vics

—i VH (a, b, c: reelle Zahlen)

3. Die imaginire Einheit i ist eine Zahl. Deshalb wird vereinbart, daf3
im Sinne des Permanenzprinzips die fiir reelle Zahlen geltenden
Festlegungen und Gesetze hinsichtlich der vier Grundrechenarten
und des Potenzierens mit ganzzahligen Exponenten ihre Giiltigkeit
behalten sollen.
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BEISPIELE

a) mi+ ni=(m+ n)i gi+ V3i=(4+V3)i
(m, nreell)

b) m - (ni) = (m - n)i 1 = s
(m, nreell) 2 10)5i=5Vs5i

¢) Far die Potenzen i" der imagindren Einheit i ergibt sich bei ganz-
zahligen Exponenten n eine Wiederholung im Viererrhythmus.

i* =41

i4k+l s

{4k+z _ + (k=0; +1; +2; +3;..)
i = —1

43 — :

4. Bei der Ausdehnung des Potenzbegriffs auf Potenzen mit nichtganz-
zahligen Exponenten (Radizieren; vgl. 6.3.6.) ist im Bereich der
komplexen Zahlen Vorsicht geboten. Die im Bereich der reellen-
Zahlen dafur geltenden Festsetzungen und Gesetze bedirfen hier
teilweise einer Erweiterung oder Abanderung.

BEISPIEL
Es ist falsch, wenn z = i2 = —1 folgendermaBen umgeformt wird:
2=V Vi= Ve = VoD D= VA1
lz21=1; zg=41; z,=—1
Nur z, = —1 steht mit der Ausgangsbeziechung nicht in Wider-
spruch, mit z; = 41 ergibt sich der Widerspruch +1 = —1.

5. Nach Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen zum Bereich der
komplexen Zahlen haben bis auf gewisse Ausnahmen(z. B.x = x + 1)
alle Gleichungen Lésungen.

BEISPIEL
x2+4=0 Probe:
x?—4-(=1)=0 LQI?+4=4i2+4=
X —4i = =4-(-D+4=0
(x—2i):(x+2)=0 2.(=2i)24+4=4i2+ 4=

x;=2i; x;=-2i =4-(-1)+4=0
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6. Definition der komplexen Zahlen

Eine komplexe Zahl ist ein geordnetes Zahlenpaar [a, b] aus der
Menge der reellen Zahlen, dessen Elemente unter Einbeziehung der
imaginaren Einheit i additiv in der Form a + bi miteinander ver-
knupft sind. a heiBt der Realteil, 56 der Imaginiirteil der komplexen
Zahl,

Beachte:.

Die Definition von komplexen Zahlen ist zweckmiBig, weil in der
Rechenpraxis imagindre Zahlen meist in dieser additiven Verknup-
fung mit reellen Zahlen vorkommen.

BEISPIEL
Losung der quadratischen Gleichung x2 + 4x + 8 = 0
xy =—2+42i X, =—2—2i

7. In der Menge der komplexen Zahlen sind mit 5= 0 die reellen
Zahlen als Teilmenge und mit @ = 0 die imaginaren Zahlen als Teil-
menge enthalten. Erstere konnen daher auch als alle Zahlenpaare
[a, 0], letztere als alle Zahlenpaare [0, ] aus der Menge der kom-
plexen Zahlen erklirt werden. Die imagindre Einheit i ist dann
durch das Zahlenpaar [0; 1] gegeben.

7.1.2. Grundlegende Eigenschaften komplexer Zahlen

1. Zwei komplexe Zahlen a + bi und ¢ + di sollen genau dann gleich
sein, wenn a = c und b = d gilt.

2. Zwischen zwei komplexen Zahlen a + bi und ¢ + di besteht stets
eine und nur eine der beiden Beziehungen a + bi = ¢ + di oder
a + bi # ¢ + di. Hingegen entbehrér_l die Zeichen > und < hier ihrer
Berechtigung; es gibt keine GrioBer-Kleiner-Beziehung bei komplexen
Zahlen, d. h., die Menge der komplexen Zahlen ist nicht geordnet.

3. Zwei komplexe Zahlen a + bi und ¢+ dimit c=aund d= —b
heiBen konjugiert komplex:

a-+bi und a— bi

4. Zwei komplexe Zahlen g + bi und ¢ + dimitc = —aund d=.—b
" heiBen entgegengesetzt:

a+bi und —a— bi
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5. |la + bi| = ]/az + b2 heiBt der Betrag der komplexen Zahl a + bi.

Beachte:

Zwei konjugiert komplexe Zahlen haben stets denselben Betrag,
ebenso zwei entgegengesetzte komplexe Zahlen.

6. Der Bereich der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, d. h.,
werden die Rechenoperationen der ersten bis dritten Stufe auf
komplexe Zahlen angewendet, so liegen die Ergebnisse stets wieder *
im Bereich der komplexen Zahlen. (Auf einen Beweis dieser wichtigen
Tatsache muB im Rahmen dieses Buches verzichtet werden.)

7.1.3. Gaufische Zahlenebene

Wird in einer Ebene ein kartesisches Koordinatensystem festgelegt,
so kann jeder komplexen Zahl a + bi eineindeutig der Punkt P(a; b)
zugeordnet werden, wobei der Realteil a der Abszisse, der Imagindrteil b
der Ordinate des Punktes entspricht. Dementsprechend heiBt die
Abszissenachse hierbei reelle Achse, die Ordinatenachse jetzt imaginiire
Achse. Die Menge der komplexen Zahlen wird dabei in die Menge aller
Punkte dieser Ebene abgebildet. Diese heit GauBsche Zahlenebene
(KARL FRIEDRICH GAuss, 1777 bis 1855; deutscher Mathematiker).

i a+bl

2i+

= 1 1 7 ¢
-1+

Beachte:

1. Die Teilmenge der reellen Zahlen a 4 Oi wird in die Punkte der
reellen Achse abgebildet, die deshalb die im Bereich der reellen
Zahlen benutzte Zahlengerade darstellt (vgl. 6.3.2.).

2. Die Teilmenge der imaginaren Zahlen 0 + bi wird entsprechend in
die Punkte der imaginaren Achse abgebildet.
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Wird der Punkt P(a; b) durch Polarkoordination r und ¢ festgeiegt
(vgl. 14.2.1.), so gilt

o a+bl

= —; 1 * a
-it

r=Va?+ b* = |a + bi|
a=r-cosp = Ja?+ b*: cos p;

b=r-sing = Va? + b%-sing;

b
— =tang
a

Die dem Punkt P zugeordnete komplexe Zahl kann deshalb in zwei
Formen wiedergegeben werden.

a+ bi=r-(cosp + ising)
allgemeine goniometrische
Form der komplexen Zahl

Beachte:

1. Beide Darstellungsformen sind gleichwertig.

2. Die Umrechnung der einen in die andere Form ist mit den oben
genannten Beziehungen méglich.

3. Fiir gewisse Betrachtungen (z. B. beim Radizieren) ist dabei zu be-
achten, daB das Argument ¢ der komplexen Zahl wegen der Periodizi-
tit der Winkelfunktionen (vgl. 16.1.9.2.) nicht eindeutig festliegt.

4. Welche der beiden Darstellungsformen beim Rechnen mit komplexen
Zahlen die praktischere ist, muB von Fall zu Fall entschieden werden
(vgl. 7.2.)
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BEISPIELE
a) =3 +4i=r(cosp+ising) r=)(=32+4=5
sin¢p=%=0,8
. P~ 1269° L k-360° (k=0,1,2...)
Cosp = —?= —0,6

—3 4 dins 5+ [cos (126,9° + k- 360°) + i sin (126,9° + k - 360°)]
k=0,1,2..)

b) V3 (cos 300° + i sin 300°) = }/3 (cos 60° — i sin 60°) =

=1/5-%— Vg--%vg-i=—;-l/§—%i§0,866—l,Si

7.2. Rechenoperationen erster bis dritter Stufe mit komplexen
Zahlen

Fir die Grundrechenarten wird vereinbart, daB die komplexen Zahlen
als ein Binom aufgefaBt und alle Rechengesetze fiir das Rechnen mit
reellen Zahlen beim Rechnen mit komplexen Zahlen Giltigkeit behalten
sollen.

7.2.1.  Rechenoperationen erster Stufe
@+b)t(c+d)y=a+bitctdi=@+o)+G+d)i
BEISPIELE
a)(3,5—6i) +(—8,3+10i))=(3,5—8,3)+(—6+10)i=
=—48+44i b) (%-i— Vi'i)—(%— V§~i)=
1 3 = I 1 T
=(———)+(V2+V3)i=——+(1/2+ 13)i
2 4 4
Beachte:
1. (a + bi) + (@ — bi) = 2a; (a + bi) — (a — bi) = 2bi

Die Summe zweier konjugierter komplexer Zahlen ist reell, die Diffe-
renz imaginar.
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2.(a + bi) + (—a — bi) = 0; (a4 bi) — (—a — bi) = 2(a + bi)

Die Summe zweier entgegengesetzter komplexer Zahlen ist Null,
die Differenz gleich dem doppelten Minuenden.

7.2.2. Rechenoperationen zweiter Stufe in allgemeiner Form
1. Bei der Multiplikation wird das Distributionsgesetz angewendet und
beachtet, daB laut Definition i2 = —1 gilt:
(a + bi) - (c + di) = ac + bci + adi + bdi2 =
= (ac — bd) + (bc + ad) i
BEISPIEL

@+12i)-(5—V2i)=[2-5-V2- (-12)] +
+[V2-5+2-(=V2)]i=12+3V2i

Beachte: .

@+ bi)- (@ — bi) = a® + abi — abi — b%i? = a? + b?

Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen ist gleich dem
Quadrat des Betrags eines Faktors, also reell.

2. Die Divisionsaufgabe zweier komplexer Zahlen wird in Form eines
_ Bruches geschrieben. Dann kann durch Erweitern mit der konjugiert
komplexen Zahl zum Nenner stets erreicht werden, daB dieser reell
wird (s. 0.). Damit ist die Division komplexer Zahlen auf eine Multi-
plikation komplexer Zahlen zuriickgefiihrt.

a+bi _ (a+bi)(c—di) (a+bi)c—di)

ct+di (c+dic—d)  2+d>
__(ac+bd)  bc—ad
Texa T Etar

(a+bi):(c+di)=

BEISPIEL
3+4,51  (3+4,5)(—2+05) —6—2,25 —9+1,5.
—2—0,5i (—2—0,5)(—2+0,5) 440,25 440,25
8,25 75 . 33 30 .
= —_—— = — — — —1]

4,25 4,25 17 17
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7.2.3. Rechenoperationen zweiter Stufe in goniometrischer
Form

Bei den Rechenarten 2. Stufe ist es von Vorteil, die komplexen Zahlen
in die goniometrische Form zu bringen und damit unter Verwendung
der Additionstheoreme (vgl. 16 3.1.) zu rechnen.

1. Multiplikation: .
ri(cos @y + ising,) - ra(cos @, + ising,) =
= ryr; [(cos @; cos @, — sin @, sin @;) 4 (cos @, sin @, +
-+ sin @, cos @) i] = ryrylcos (@, + @2) + isin(py + @2)]
2. Division:
ricos@, +ising,)  ri(cosg, + ising,) (cosp, —ising,y)
ry(cosp; +ising;)  ra(cos @, + isin@,) (cos @, — isin@,)

_n (cos@; cos@, 1 sing, sing;) + (cosg, sing, — sing; cos ¢;)i _
s cos2@, +sin® g, -

= % [cos (¢y — @2) + i sin(p; — @,)]
2

Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen in der goniometrischen
Form werden die Betrige multipliziert und die Argumente addiert,
beim Dividieren aber dividiert bzw. subtrahiert.

BEISPIELE

a) 3(cos 126° + i sin 126°) - %—(cos 250° 4 i sin 250°) =
= 1,5(cos 376° + i sin*376°) = 1,5(cos 16° -+ i sin 16°)

b) Stcos 85° -+ i sin 85%) : /5(cos 160° + i sin 160°) —

= i_ [cos(—75°) + isin(—75°)] = I/g(cos 285° + isin 285%) =

Vs
‘= V5(cos 75° — i sin 75°)
(vgl. 16.1.9.3.)
11 Simon/Stal.n, Mathematik
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7.2.4. Potenzieren in goniometrischer Form

Far natirliche _Exponenten wird wie im Bereich der reellen Zahlen
festgesetzt (vgl. 6.2.):

L(a+bi)°=1,

2. (a + bi)! = (a + bi)

3. (a + bi)" = (a + bi)- (a + bi)- ... (a+ bi) [n Faktoren]

Durch wiederholte Anwendung der Multiplikation in goniometrischer

Form (vgl. 7.2.3.) folgt daraus der Satz des Moivre (ABRAHAM DE
MOoIVRE, 1667 bis 1754; franzdsischer Mathematiker):

(a@ + bi)" = [r(cos @ + i sin @)]" = r"(cos np + i sin np)

Es 1aBt sich zeigen, daB der Satz von Mo1VRE nicht nur fir natiirliche
Exponenten, sondern fir beliebige reelle Exponenten Giiltigkeit hat.
Fir gebrochene Exponenten laBt sich damit das Radizieren beliebiger
(auch reeller) Zahlen in voller Aligemeinheit ausfiihren, wenn die
Periodizitit der Winkelfuhktionen beriicksichtigt wird. Das bedeutet

P
z.B.,daB simtliche Wurzeln einer Gleichung x ¢ = a (p, q ganz, a reell)
ermittelt werden konnen.

BEISPIEL
xt=—4 r=Va*+b2=V16+0=14
x*=a+bi=—440i

cos—-_4— 1; si 0—0
$=7 = "hshe=g=
@ = 180° + k- 360°

x* = —4 L 0i = 4[cos(180° 4 k - 360°) + i sin (180° 4 k - 360°)]

k=0,1,2,...

‘[ 180° 4+ k-360° | . 180°ik-360°]
cos

=47 sin
x 2 + isi m

(k=0,1,2,...)
Daraus ergeben sich folgende Losungen:
- e 1 -
fark=0: x, = J2 (cos45°+isin45°) = J/2 (7 V2 + i ]/2)=
=14i
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fark=1: x,=}2(cos 135° +isin135°) = }2 (—% V2+ i% V§)=
——1+i

fiar k=2 x3=|/2(cos225° +isin225°) = J2 (—% V2— i%l/i)=

=—1—i

_ — l‘ _ 1 _
fiir k= 3: xo= J/2(cos315° +isin315°) = |/2 (7 V2— i 1/2)=
=1—i

Die weiteren Koeffizienten k=4,5..., sowie die Verwendung des nega-
tiven Vorzeichens bei +k - 360° ergeben immer wieder dieselben vier
Losungen x, bis x4, deren Richtigkeit durch die Probe gezeigt werden
kann. Aufcine aligemeine Herleitung und Begriindung dieser Methode
des Radizierens sowie auf eine Erérterung des Logarithmierens muB
im Rahmen dieser Darstellung verzichtet werden.

7.3. Graphisches Rechnen mit komplexen Zahlen

Die Punkte der Gaussschen Zahlenebene und damit die ihnen zu-
geordneten komplexen Zahlen kénnen auch durch die Ortsvektoren im
Ursprung eindeutig festgelegt werden (vgl. 14.2.3.), die in diesem Falle
meist Zeiger genannt werden. Die Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen 1dBt sich dann in der Gaussschen Ebene graphisch durch eine
Addition bzw. Subtraktion dieser Zeiger in vektorieller Form (vgl.
11.3.2.) durchfihren:

Durch Translation Zeiger aneinander legen, beim Addieren ZeigerfuB
an Zeigerspitze, beim Subtrahieren Zeigerspitze an Zeigerspitze.

. 55+41
=2,5+3i
-6+7 1l
75+05i
/1_1 1
-35-21 (55 + 4i)+(2-35()
~=75+05]
{-6+1)-(-35-2i)
w=25+31 1 2-351

11*
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Fiir das graphische Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren legt man
die goniometrische Form der komplexen Zahlen zugrunde. Dann er-
streckt sich der Konstruktionsgang auf 2 Shhritte:

1. Addition, Subtraktion bzw. Vervielfachung der Winkel, die die
Zeiger mit dem positiven Teil der reellen Achse bilden.

2. Konstruktion der neuen Zeigerlinge r:
bei der Multiphikation: r =ry - ry, d. h, 1:r;=1r,:r

65+457

+

~2+151

)

(-2+151)-{-1-3i) "2 5
=65+45]
-1-3i

1:iry=rq:r

6+3¢5!

—145-165i DS

6+351 _ _qu5-185;
S350 — —qus-185i
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r
bei der Division: r = —, d.h., ra:1=r,:r (Bild S. 164 unten)
rz
beim Potenzieren durch schrittweises Multiplizieren:
r=r}, dh, lirp=r:r}
1:3=r:r
1:’(!"-1) =r.r

! 1125+ 5751

(-15+1)3= 1725 + 5751




8. Folgen und Reihen

8.1. Elementare Zahlenfolgen und -reihen

8.1.1. Grundlegende Begriffe
Definition:

Unter einer Zahlenfolge versteht man eine Funktion, deren De-
finitionsbereich die Menge oder eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen ist. Im ersten Fall handelt es sich um eine unendliche Zahlen-
folge, im zweiten um eine unendliche oder eine endliche Zahlen-
folge je nachdem, ob die Teilmenge unendlich oder endlich ist.

Die einzelnen Funktionswerte heiBen die Glieder der Zahlenfolge, das
erste (das meist der Zahl kK = 1 zugeordnet wird) das Anfangsglied. Die
Glieder werden im allgemeinen Fall durch Variablen mit Indizes be-
zeichnet:

Q1,Q2,Q3, -+ A, -++, Gy
D;:r Variabilititsbereich fiir a richtet sich nach der jeweiligen Art der
Zahlenfolge.

BEISPIELE

1 1
3,7, 11, ..., 415 23, =1, — — ey — ——
‘a) 9=3 -1 =3 729

b)3, —5, —13, —21, ... €) +10, —1, 40,1, —0,01, +0,001, ...
£)7,7,7,... )3,5,2,9,33,87,10

Beachte:
Die 3 Punkte bei a) bis f) sollen bedeuten, daB jedes der dort ein-
zufiigenden Glieder jeweils aus dem vorhergehenden durch additive
oder multiplikative Verkniipfung mit einer Konstanten nach dem-
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L]
selben Gesetz zu bilden ist, das aus den angegebenen ersten Gliedern
erkennbar ist.

Besondere Eigenschaften einzelner Zahlenfolgen

1

. Die Glieder kénnen mit wachsender Gliedernummer immer grofier

werden (Beispiele a, d):
(streng monoton) w.achsende Folge l ax,1 > ay furallek l

. Die Glieder kénnen mit wachsender Gliedernummer immer kleiner

werden (Beispiele b, c):
(streng monoton) fallende Folge [ a1 < ay fir alle k ]

. Die Glieder konnen alle gleich sein (Beispiel f):

konstante Folge | a1 = a furalle k ]

. Die Glieder kénnen abwechselnd grofer und kleiner werden, wobei

die Vorzeichen wechseln (Beispiel e): alternierende Folge.

. Der Definitionsbereich kann eine endliche Teilmenge der natiirlichen

Zahlen sein (begrenzte Gliederanzahl; Beispiele a, d, g): endliche Folge.

. Der Definitionsbereich kann die gesamte Menge der natiirlichen

Zahlen sein (unbegrenzte Gliederanzahl; Beispiele b, c, e, f): un-
endliche Folge.

. Die Glieder kdnnen nach einem vorgegebenen Gesetz gebildet sein

(Beispiele a bis f).

. Die Glieder konnen willkiirlich gewihite Zahlen sein (Beispiel g).

Auch in solchen Fillen kann ein Bildungsgesetz ermittelt werden,
doch reichen dazu meist elementare mathematische Mittel nicht aus.
(Solche Zahlenfolgen werden im folgenden nicht untersucht.)

8.1.2.  Allgemeines Glied

8.1.2.1. Rekursive und independente Darstellung

Eine Zahlenfolge ist durch Angabe des allgemeinen Gliedes g, mit
der beliebigen Gliedernummer k eindeutig beschrieben.
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Das kann geschehen

a) unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Gliedes a;_, :
rekursive Darstellung von a;,

b) unter alleiniger Benutzung der Gliedernummer k und etwaiger fest
gegebener Zahlen: independente Darstellung von a;.

BEISPIEL )
. Folge der natlirlichen Zahlen: 1, 2, 3, ...

a) rekursive Darstellung: a, = a,_, + 1
b) independente Darstellung: a, = k
Will man ausdriicken, daB man nicht nur das Einzelglied a,, sondern
die gesamte Zahlenfolge meint, so wird das durch eine geschwungene
Klammer wie folgt symbolisiert:
{ax} mit a, =a,_y + 1 oder kurz {ay_, + 1}
{ax} mit a; = k‘ oder kurz {k}

Beachte:

1. {...} ist das allgemeine Symbol fir ,,Zahlenfolge ...*

2. Mit Hilfe der rekursiven Darstellung kann man ein beliebiges Glied a,
nur angeben, wenn man alle vorhergehenden Glieder ay , ..., a;_, kennt,
Bei der independenten Form ist das nicht nétig.

3. Independente und rekursive Form beschreiben jede fiir sich eine
Folge vollstindig. Der Ubergang von einer Form zur anderen ist
im aligemeinen kompliziert und nicht immer moglich.

8.1.2.2. Axiom der vollstiindigen Induktion

TIst von einer Zahlenfolge auf Grund irgendwelcher Aussagen das
Bildungsgesetz bekannt, so ist es méglich, eine Vermutung auszusprechen,
wie das allgemeine Glied lauten kdnnte. Diese Vermutung bedarf eines
Beweises. Dazu benutzt man das Axiom der vollstiindigen Induktion:

Ist eine Aussage fiir eine natiirliche Zahl a wahr und 14Bt sich
zeigen, daB, falls sie fir eine natiirliche Zahl k = a wahr ist, dieses
dann auch fiir die Zahl k + 1 zutrifft, so ist die Aussage fir jede
natiirliche Zahl n = a wahr.
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BEISPIEL

1, 3,5, 7, ... sei die Folge der ungeraden Zahlen. Man kanﬁ ver-
muten, daB das n-te Glied heiit: a, = 2n — 1

Beweis durch vollsténdige Induktion:

a)a, = 2n — 1 ergibt offenbar fir n = 1 eine wahre Aussage:
a; =1=2:1—1 (auch fiir n = 2, 3 und 4 trifft das zu).

b) Fir n= k wird die Richtigkeit der Vermutung vorausgesetzt:
ay = 2k — 1.
Fidr # = k + 1 miBte dann auf Grund dieser Vermutung gelten:
Gy =2k+1)—1=2k+1(*
Da nun jede nachfolgende Zahl dieser Folge aus der vorangehenden

durch Addition von 2 entsteht (wie aus a,, a2, a3, a4 ersichtlich ist;
rekursive Form des Bildungsgesetzes), muB3 gelten:

Gy =a+2=
=2k—14+2=2k+1

Das ist aber tatsdchlich das aus der Vermutung a, =272 — 1 er-
rechnete Glied fir n = k 4 1(*). Damit ist @, =2n— 1 als all-
gemeingiiltig fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1 erwiesen.

Beachte:

Da hierbei von einem Glied a, der Folge auf das Glied a,,, (oder von
a, auf a,,,) geschlossen wird, spricht man bei diesem (auch fir viele
andere Gebiete der Mathematik wichtigen) Beweisverfahren auch vom-
SchluB von n auf n + 1.

8.1.3.  Abgeleitete Zahlenfolgen

Durch rechnerische Verkniipfung der Glieder einer Zahlenfolge kann
man ncuc Zahlenfolgen gewinnen, die abgeleitete Zahlenfolgen heiBen.

8.1.3.1. Differenzenfolgen

Durch Differenzbildung aus benachbarten Gliedern kann man eine
neue Zahlenfolge gewinnen, die Differenzenfolge. Verfihrt man mit der
Differenzenfolge genau so und wiederholt dieses Verfahren mehrfach,
so entstchen mehrere Dlﬂ'erenzenfolsen, die man als Differenzenfolgen
verschiedener Ordnung bezeichnet.
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Gegebene Folge: 5, 3, S, 14, 33, 65, 113, 180, 269
1.Ordnung: —2, 2, 9, 19, 32, 48, 67, 89

2:Ordmmg: 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22
Differenzenfolge ) 3 (ynumg: 3, 3, 3, 3, 3, 3
, 4. Ordnung: 00 00 0 0 O

8.1.3.2. Quotientenfolgen

Analog zu den Differenzenfolgen kann man Quotientenfolgen bilden.

1 1 1
Gegebene Folge: —256, 18, +—2-, - T +8, 48192
1 1 1
1.Ordnung: ——, +—, ——, +2, —32,+1024
Quotien- 32 16 4
tenfolge 2. Ordnung:. -2, —4, -8, —16, —32
3. Ordnung: 2, 2, 2, 2
4. Ordnung: 1, 1, 1

8.1.3.3. ' Produktfolgen

Produktfolgen kénnen entstehen, wenn benachbarte Glieder der ge-
gebenen Folge miteinander multipliziert werden, aber auch durch
Multiplikation mehrerer Glieder der Ausgangsfolge, z. B. aller Glieder
vom Anfangsglied an (Partialprodukifolgen).
Gegebene Folge: a,, a;, as, a4, as, ...

Py =a
Glieder der P2=0,"0;
Partialrodukt- | 73 T 979274

Py =ay°az" - as-a,
f
olge {P,} . Ps=ay @ a- a, - as

Die Glieder der Produktfolge heiBen Teilprodukte oder Partialprodukte.
Symbol fiir das Produkt aus den ersten n Gliedern der Folge {a}:

n
pm=lla=a-ara:..-a: .. 6, a
k=1 ~
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Besondere Bedeutung hat die Partialproduktfolge der Folge der natiir-
lichen Zahlen {k}. Fiir deren Partialprodukte ist eine besondere Symbolik
in Gebrauch:

pi=1
pr=1-2=2! gelesen: 2 Fakultit
p3=1-2-3=13! gelesen: 3 Fakultdt

Pan=|1°2:3-...-n=n! | gelesen: n Fakultiit

ZweckmiBigerweise wird definiert: | 0!'=1; 1!'=1

8.1.3.4. Summenfolgen

Analog zu den Produktfolgen kann man Summenfolgen bilden. Diesen
kommt eine besondere Bedeutung zu.

8.1.3.4.1. Summenfolgen aus je zwei benachbarten Gliedern;
Binomialkoeffizienten

Gegebene Folge:

a, az, as, as, as, ag
Summenfolgen:
a, + az, a; + as, as+ay, a, + as, as + ag

ay, + 2a; + a3, a; + 2a3 + a4, a3 + 20, + a5, a, + 2a5 + ag

Geht man dabei von der endlichen konstanten Zahlenfolge {1} aus und
ergdnzt jede entstehende Summenfolge durch ein vorgesetztes und ein
nachgestelltes Glied von der GnbBe 1, so erhilt man die in den waage-
rechten Reihen des PascaLschen Dreiecks (PAscaL, 1623 bis 1662)
stehenden Zahlenfolgen, die die Koeffizienten in den Binompotenzen
(a + b)" darstellen (vgl. 4.5.5.1.).

1 Koeffizienten der Glieder von
1 1 (a+ b)!
1 2 1 (a + b)?
1 3 3 1 (a+ by
1 4 6 4 1 (a+ b)*

1 5 10 10 5 1 (a + b)’
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In Fortfiihrung dieser Summenbildung erhilt man bei (@ + 5)" Koeffi-
zienten, die sich folgendermaBen schreiben lassen: ’
nn—1) nn—1)(n—2) n(in—1)(n—2)(n—13)

1'": ’ ’ [A0d
2 1-2-3 1:2:3-4

oder
. n nin—1) nn—1(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3)
ST T 3! ’ 4!

Fiir diese Binomialkoeffizienten ist folgende Symbolik Gblich:

() G G G ()

A;Allgemein wird definiert:

1

(n) _an—1)(n—2)...[n— (k—1)]
k] k!

gelesen:,,n Gber k&

Bau: Im Zihler und Nenner stehen gleich viele (k) Faktoren, im
Zibhler bei n beginnend und je um 1 abnehmend, im Nenner
bei 1 beginnend und je um 1 zunehmend.

Der Variabilitdtsbereich fir n und k ist der Bereich der natiirlichen
Zahlen mit der Einschrinkung & < n.
Aus der Definition folgt sofort fiir alle > 0 im genannten Variabilitiits-

IR

Zusiitzlich wird festgesetzt:

0 -

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

. . n n\ (nt+1
1. Bildungsgesetz: (k) + (k 4 l) = (k + l)
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n n
2.5 tri tz: =
ymmetriegesetz (k) (" _ k)

3. Der Variabilitdtsbereich fiir n und k kann durch Veraligemeinerung
der Definition zweimal erweitert werden.
a) Die Einschrinkung k < n wird fallengelassen unter Beibehaltung
des Bereichs der natirlichen Zahlen als Variabilititsbereich fiir n
und k. Dann ergibt sich

"\ = o far k>
() =o e k>n

b) Als Variabilitéitsbereich fiir n wird der Korper der rationalen Zahlen
festgelegt. (Wegen k! muB dabei aber fir k als Variabilititsbereich
der Bereich der natiirlichen Zahlen beibehalten werden.) Dann

ergeben sich far (:) beliebige rationale Zahlen.

: : ( 1) ( 3) ( 5)
pEisPEL. | 2 | = 2 2 2 2/ __ 5
4 1-2-3-4 128

4. Der binomische Lehrsatz lautet dann fir beliebige rationale Zahlen
als Exponenten:

(@+ by = (;) 5 + (;')an-lb + ('2')a'--=bz SR (:)a*-*b*+

Ist n positiv und ganz, so endet die Summe mit den Gliedern

{2 o2 oo

andernfalls enthdlt die Summe unbegrenzt viele Glieder.

5. Entsprechend 1iBt sich der Definitionsbereich fiir (:) auf beliebige
reelle n ausdehnen.

8.1.3.4.2. Partialsummenfolgen

Zu einer gegebenen Folge ist die Folge fhrer Partialsummen besonders
wichtig. Diese Partialsummen entsprechen im Aufbau den Partial-
produkten.
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Gegebene Folge: aq,,a;,a;,ay,as, ...

.

) 51 =a
Glieder der | 2= @t a
Partislummen. | 2~ @ ta:tas
folge {s,} sqs=a; +a+ay+a,

ss=a, +a,+a3+ay + as

Symbol fiir die Summe aus den ersten n Gliedern der Folge {a;}:

ssa=Say=ar+a,+ay+--+a+-+an,+a,

k=1

Definition:

'Die Folge {s;} der Partialsummen s, einer Zahlenfolge {a,} bezeichnet
man als Reihe,
Ist die Folge {a;} endlich, bezeichnet man die letzte Partial-
summe s,, d.i. die Gesamtsumme aller n Glieder der (endlichen)
Folge {a,}, als Reihensumme.
Ist die Folge {a,} unendlich, spricht man nur dann von einer Reihen-
summe, wenn die Partialsummen mit wachsendem k gegen eine feste
" Zahl streben, die dann die Reihensumme darstelit.

Beachte:

Zahlenfolgen sind (endliche oder unendliche) Mengen von einzelnen
Zahlen, Zahlenreihen aber sind Mengen von Zahlensummen, die ihrer-
seits aus einer anderen (endlichen oder unendlichen) Zahlenmenge ent- .
standen sind.
'BEISPIEL

Zahlenfolge: 1, 4, 9, 16, 25, ...

Zahlenreihe:
1,04+4),04+44+9,04+449+16),(14+4+9+16+25),...
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8.1.4. Einige wichtige Zahlenfolgen und -reihen
8.1.4.1. Arithmetische Folgen und Reihen

Definition:

Unter einer arithmetischen Zahlenfolge n-ter Ordnung versteht man
eine nicht konstante Zahlenfolge, deren Differenzenfolge n-ter Ord-
nung eine konstante Zahlenfolge ist.

8.1.4.1.1. Arithmetische Folgen 1. Ordnung

a, as, . @3y .00y Qk_1, Qa, [ TS PRI
a—a, a;—a; G — Gx-1 Gxy1 — Gx
=d =d =d =d
Allgemeine Darstellung:
fiir die arith-
{a ) mitay=a,_,+d rekursive Darstellung sk ;?olge
{a,} mit a, = a, + (k—1)d |independente Darstellung 1. Ordnung
Variabilititsbereiche:
fir g, und d; Bereich der reellen Zahlen (d 3= 0)
far k: Bereich der natirlichen Zahlen > 0

Von d hiingt das Wachsen oder Fallen der Folge ab:

d> 0: wachsende

d < 0: fallende ] Folge

Ausay,y —a,=d=a; — a;_, folgt

_ Gkaa +ax_y
w=—

Jedes Glied einer arithmetischen Folge erster Ordnung ist das
arithmetische Mittel seiner beiden Nachbarglieder.

Daraus erklirt sich die Fachbezeichnung ,,arithmetische Folge*.
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Beachte:

1. Bei arithmetischen Folgen 1. Ordnung sind die Glieder eine lineare
Funktion der Gliedernummer k.

2. Im Gegensatz zu der obigen Definition wird die konstante Zahlen-
folge wegen d = O gelegentlich als arithmetische Folge nullter Ordnung
bezeichnet.

8.1.4.1.2. Arithmetische Reihen 1. Ordnung

Gegebene Folge:

a;,a, +d,a; +2d,a, +3d,...,a, + (n— 1)d

e c— —

Gy
Partialsummen:

S =a

. 2-1
-'z=2¢1+d=2¢1+—2—d

3.2
x;=3al+(l+2)d=3a,+3d=3al+Td
4-3
34=4¢'1+(l+2+3)d=441+6d=441+Td

55—541+(1+2+3+4)d—-5a,+lOd—Sa‘-i——4d

ne(n—1)

se=na +1F2+3 444+ (= Dd=na + ———d
n n(.n T Reihensumme der endlichen
=X ay=na, + ————d arithmetischen Rethe
k=1 2 1. Ordnung

Beweis durch vollstindige Induktion:
a) Dic Formel ergibt fiir n = 1 eine wahre Aussage

1 L
51 =lay +¥d—

(Das trifft auch zu firn =2, 3,4, 5.)

. k(k—1)
b) Fiir n = k wird ka; + —(k—z-l—) d = s, als richtig vorausgesetzt.
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Fir n = k + 1 miiBte sich ergeben:
k+ Dk

k+ 1)41+—2—d=5t+1

Um von s; zu s, zu kommen, muB zu s, das Glied
ai,y = a; + (k + 1 — 1) d addiert werden:

k(k —1)
——d+atkd=

K — k + 2k
=(k+l)a1++d=‘
*k+Dk

2

Die Beziehung gilt also fiir alle n = 1.

Siy1 = kay +

=+ Da+

Die Reihensumme kann auch gefunden werden durch Summen-
bildung nach C. F. Gauss (1777 bis 1855):
Sa= a; + (@ +d) -+l +(n-2)ld+[a, +(n—1)d]
sp=[ay +(n—1)d]+[a, +(n—2)d]+---+ (a;+d) + a
Durch Addition ergibt sich

25, = [2ay + [n — 1)d] + [2a, + (n — 1) d] + - +

+ [2a; + (n — 1)d] + [2a; + (n — 1) d]
2sp,=n-[2a; + (n — 1)d]
n(n—1)
Sp = nay + — d

Aus der zweiten Herleitung ergibt sich noch folgende Darstellung fiir
die Reihensumme der endlichen arithmetischen Reihe 1. Ordnung

n n
Sp= X a =7(a1 + a,)
k=1

8.1.4.1.3. Wichtige arithmetische Folgen und Reihen 1. Ordnung
Folgen und Reihen
1. der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ...

n(n+ 1)

{@} mitay, =k; {s,} mits,= Z k=
k=1 2

12 Simon/3tahl, Mathematik
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2. der geraden Zahlen 2, 4,6, 8, ...
n
{a} mit g, = 2k; {s,} mits,= = 2k=n(n+1)
k=1
3. der ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, ...

n
{a} mitay, =2k —1; {s,) mits,= Z 2k —1)=n?
k - l
Beachte: Die Partialsummenfolge der Folge der ungeraden Zahlen ist
die Folge der Quadratzahlen.

12=1
22=143
32=143+5

2=14+3+5+7
k2=14+34+54+7++Qk—1)

8.1.4.1.4. Arithmetische Folgen und Reihen 2. Ordnu;lg

Die Partialsummenfolge jeder arithmetischen Folge erster Ordnung
ist eine arithmetische Folge zweiter Ordnung.

" -1
{sp} mits, = = a,‘=na1+:(—n——)d=A,.
k=1 2

Die Glieder sind eine quadratische Funktion der Gliedernummer k&:
d d
A. = ?ltz + (dl bt —Z-)k.

Auch die Folge der Quadratzahlen ist also eine arithmetische Folge
2. Ordnung.
Zur Summation der Quadratzahlen muB die Partialsummenfolge gebildet
werden. Um deren allgemeine GesetzmiBigkeiten zu erkennen, bildet
man die sechsfachen Partialsummen und zerlegt sie in Produkte von je
3 Faktoren:

68 =6-1=6=1:2-3=1-1+1)Q-1+1)
653 =6(1+4)=30=2-3-5=2-Q+1)(2-2+1)
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6s5=6(1+4+9)=84=3-4-7=3-3+1)(2-3+1)
65, =6(1+4+9+16)=180=4-5-9=4-@+1D2-4+1)

Daraus 148t sich die Vermutung herleiten:

n Reihensumme der
Sp = Ek2=Mﬂ-}.-_l) endlichen Reihe der
kel 6 Quadratzahlen

Beweis durch vollstindige Induktion:

a) Die Beziehung ergibt eine wahre Aussage fir n=1 (und fiir
n=2,3,4).
k(k+1)2k+ 1 !
b) Fir n = k wird als richtig vorausgesetzt: s, = (—+)6(—+)

Fir n = k 4+ 1 miBte sich ergeben:
_ G+ Dk +2)k+3)

k+1 —
6

Andererseits entsteht s, ; aus s durch Addition von (k + 1)3:

k(k +1)(2k + 1
Sker = _# + (k+1)2=

k(k + 1) 2k + 1) + 6(k + 1)? _
6
_ (k + 1) (2k? + k + 6k + 6)
N 6
_k+1DK+2)2k+3)
6
Folglich ist die vermutete Beziehung fiir alle n = 1 richtig.

8.1.4.1.5. Graphische Addition arithmetischer Zahlenfolgen

Werden die Glieder der Zahlenfolge durch Rechtecke dargestellt (die
Zahleneinheit entspricht dem Einheitsquadrat), so lassen sich die Partial-
summen und die Reihensumme durch geschickte Anordnung der Recht-
ecke, teilweise unter Zerlegung, meist elementargeometrisch be-
stimmen,

12"
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BEISPIELE
D Ek=T0FD R ket 1) O @k—1)=n
k=l 2 kel k=1
Y
g/// /)
o
LAY //%é n
o~ @i
é/ %é 000 g
8
1071 1 =7
2 S ¥4 4 p
42 2 7]
n n n .I
2sp = nfn+l) 25y =n(2n+2) sp=n?
o5 rie n(n+l)6(2n+l) I k3=[n(n;|—1)]2
kel kal
I p
29 -
Y1 ;l ] z7
s ,
— .a.l%:.’L + ﬂ N .”,}.d —

2
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8.1.4.2. Geometrische Folgen und Reihen

Definition:

Unter ciner geometrischen Zahlenfolge versteht man eine nicht
konstante Zahlenfolge, deren Quotientenfolge erster Ordnung eine
konstante Zahlenfolge ist.

8.1.4.2,1. Geometrische Folgen

a, a, 3, ey Gx-1, Ak, Qi1 oo
a:z as Ak A1
-—=q, —=4q, seey =4q, - =4, oo
a az k-1 ax

Allgemeine Darstellung:

fiir die
geometrische
Folge

{a} mita, =a,_, ¢ rekursive Darstellung
{a} mita, = a, - ¢*"' | independente Darstellung

Variabilititsbereiche :

fir a, und g: Bereich der reellen Zahlen (g, = 0; ¢+ 0;9% 1)
fir k: Bereich der natiirlichen Zahlen > 0

Von g hingt das Wachsen, Fallen oder Alternieren der Folge ab:

g>1: 0< g< 1: wachsende
a; > 0;10< g< 1: oder a; < 0; g > 1:fallende Folge
q<0: g < 0: alternierende
ax — k41

folgt a7 =ay_; - @y, also
k-1 ax

la] = Vak-l " Qx4 l

Der Betrag jedes Gliedes einer geometrischen Folge ist das geo-
metrische Mittel seiner beiden Nachbarglieder.

Daraus erklirt sich die Fachbezeichnung ,,geometrische Folge*.
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Beachte:

Bei geometrischen Folgen sind die Glieder eine Exponentialfunktion der
Gliedernummern. Das bedingt ein ganz anderes Wachstumsverhalten
der Glieder geometrischer Folgen als das der Glieder arithmetischer
Folgen.

8.1.4.2.2. Geometrische Reihen

Gegebene Folge: ay, a,q, a,4%, 14>, ..., a,q" !
Partialsummen: an

1 =a

s2=a; +ag=a,(1 +q)
ss=a+aq+ag*=a(+q+49»)

se=ay + aiq + a1¢* + @18 = a, (I +q+q +q’)

—a|+a..q+axq’+a1q’+ +anq"‘
=a(l+g+a*+¢+ - +q")

= Ta—a 1—4 Reihensumme der endlichen
" ko ! 1—gq geometrischen Reihe

Beweis:

ss=a(l+q+¢@+@+ - +¢"

' ss=a@+a +a+a* + -+ a9
Durch Subtraktion ergibt sich:
sl—g=al+q+q+¢+ - +g?

—q—¢—-¢ - —g'—g)=al—-4q)
Sy=2a !
n 1
. 1—g¢g

8.1.4.2.3. Anwendung: Zinseszinsrechnung

Dic Zinsen von Sparguthaben auf der Sparkasse werden gewdhnlich
jahrlich durch Gutschrift dem Sparguthaben zugeschlagen und bringen
dadurch im nichsten Jahr selbst Zinsen, sog. Zinseszinsen.
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BEISPIEL  Sparguthaben 500 DM; Zinssatz 3%

Jahr Guthaben am Zinsen in Guthaben am Jahresende
Jahresanfang diesem Jahr
1 500,00 DM 15,00 DM 500,00 DM + 15,00 DM
515,00 DM 15,45 DM 515,00 DM + 15,45 DM
3 530,45 DM 15,91 DM 530,45 DM + 15,91 DM
usf.

Allgemein: Sparguthaben g,; Zinssatz p%,

Guthaben | Zinsen in
Jahr | am Jahres-| diesem Guthaben am Jahresende
anfang Jahr
P p 4
1 . — 1L og = L= .
g 8700 & + g o0 g.(l +1°°) g4
p p
2 . — —
8oq &g 100 809 + 809 100
- PYN_,
= goq (1 + 100) g
P 14
3 3 s . I ' + 3 — =
84 84 100 89 8eq 100
= goq* |+—p— =g9q
100
n g
*

p .
(l + 100 ) = g heiBt der Zinsfaktor

Ergebnis:
Nach n Jahren betrdgt das Guthaben
Beachte:

1. Die Guthaben am Ende der einzelnen Jahre sind also die Glieder
einer geometrischen Folge mit dem Anfangsglied go und dem

Quotienten g = 1 +%. Das Guthaben nach n Jahren ist das
(n + 1)-te Glied dieser Folge.
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2. Die Wahl von Jahren als Zinsabschnitte ist im Sparkassenverkehr
ablich, aber nicht nétig. Dazu kann ein beliebiger Zeitraum verwendet
werden. Wenn 7 dann die Anzahl dieser Zeitabschnitte ist, er-
rechnet sich g, nach der genannten Formel als Guthaben am Ende

von n Zinsabschnitten. p% muB dann der Zinssatz fiir einen solchen
Zinsabschnitt sein.

8.2, Grenzwerte von Zahlenfolgen und -reihen

8.2.1.  Unbegrenzt wachsende Zahlenfolgen

Bei jeder wachsenden Zahlenfolge werden die Glieder immer grifer.
Wird die Gliedernummer grofer als jede beliebig grofe Zahl (Symbol:
n —+ o0), so werden oft auch die Glieder beliebig grof (a, — oo0). Das ist
offenbar der Fall bei allen unendlichen arithmetischen Folgen mitd > 0
und bei allen geometrischen Folgen mit a; > 0; g > 1.

an arithmetische Folge
1 geometrische folge a=-3;d=15

5

4

J +

2%

1+

) + n
YRR 7\

A arithmetische folge
-3 ag= “- d=-05
-4

-5

geomefrische Folge
r 4=-2; 42

Bei manchen fallenden Zahlenfolgen wird der Betrag der Glieder fur
n — oo beliebig groB, nimlich bei arithmetischen Folgen mit d < 0, und
bei geometrischen Folgen mit a, < 0; g > 1. Die Glieder werden hier
zwar immer kleiner; da sie aber negativ sind oder von einer bestimmten
Nummer an negativ werden, nehmen sfe fir beliebig groBe n(n — o)
- beliebig groBe absolute Betrige an (|a,| - c oder a, - —o0). Die
graphische Darstellung veranschaulicht das.
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8.2.2.  Unendliche geometrische Zahlenfolge mit 0 < |¢| < 1.

Anders verhalten sich geometrische Zahlenfolgen mit 0 < g < 1 bzw.
0>¢> —1,als00< || < 1.

BEISPIELE fir0< ¢< 1

1

1 11
a) al=8; q=_2': 8s4)2)]y?)7;?1‘”

1 1 1
b)a =—64; g=—: —64,—16,—4, -1, — —, — —, ...
) & =3 4’ 16
a) ist eine fallende Folge, deren Glieder aber niemals negativ werden und
infolgtdessen den Wert O niemals unterschreiten kénnen.
b) ist eine steigende Folge, deren Glieder aber niemals positiv werden und
daher den Wert O niemals iiberschreiten konnen.

Wohl aber werden in beiden Fillen die Betriage der Glieder fir n — oo
offenbar beliebig klein.

Diese Tatsache formuliert man wie folgt:

Der Grenzwert der Zahlenfolge fir n - oo ist Null.

lima,=0
n—»00

Symbol: (lim von lat. limes, Grenze).

(lies: Falls n groBer wird als jede beliebig groBe Zahl, strebt a, gegen
Null). Dadurch soll ausgedriickt werden, daB a, fiir immer grofere n
immer weniger von Null abweicht. Mit a
anderen Worten: Es laBt sich in der <
Zahlenfolge fir ein beliebig klein vor-
gegebenes e > 0 stets eine Gliedernummer nq
so angeben, daB fir alle n = ny die Be-
trige der Glieder kleiner als ¢ sind, also:
laa] < e.

In der graphischen Darstellung zeigt sich
das in einer asymptotischen Anniherung
an die n-Achse. -7
Solche Zahlenfolgen heiBen Nullfolgen. An 2T
diesen Uberlegungen dndert sich bei Zahlen-
folgen mit 0 > g > —1 nichts Prinzipielles.
Es ergeben sich dann zwar alternierende
Folgen (vgl. 8.1.4.2.1.), doch haben deren

Beispiel (a)

Beispiel (b)
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Glieder dieselben absoluten Betrige wie die entsprechenden Glieder
der Zahlenfolgen mit demselben Anfangsglied a, und dem Quotienten
—gq. Auch in diesen Fillen handelt es sich also um Nullfolgen, wobei
aber die Anndherung an den Grenzwert 0 (in der graphischen Darstellung
an die n-Achse) von Glied zu Glied wechselnd von der positiven Seite
und von der negativen Seite her erfolgt. Die Uberlegungen gelten also
far 0 < g < 1.

Begriff und Symbol des Grenzwerts verwendet man auch dann, wenn
dieser eine beliebige reelle Zahl g 4= 0 ist (vgl. 8.2.3.1.), und auch in
dem Fall, daB die Glieder fur n — oo absolut grofer werden als jede
beliebig groBe Zahl, so daB also ein eigentlicher Grenzwert nicht existiert
(vgl. 8.2.1.). Man spricht dann von einem uneigentlichen Grenzwert und
schreibt:

lima, = +00 bzw. limag,= —o0
A—>00 n—»oo

Zahlenfolgen, die einen eigentlichen Grenzwert haben, heilen konver-
gent, alle anderen divergent.
8.2.3.  Unendliche geometrische Reihe mit 0 < |¢| < 1

8.2.3.1. Grenzwert fiir n -~ oo
Die Partialsummenfolgen von geometrischen Zahlenfolgen mit
0 < g < 1 haben fiir n - oo einen Grenzwert g 5= 0:

o
= lim s, = lim aq, =X ag-q"t=s
R0 n—oo —4q n=1

Darunter versteht man sinngemiB diejenige Zahl g, fir die folgendes
gilt:

Gibt man ein beliebig kleines ¢ > 0 vor, so 1aBt sich ein ny angeben, so
daB |a,— g| <e¢e fir alle n=no oder, anders ausgedriickt, die
Differenzenfolge {a, — g} eine Nullfolge ist, d. h., daB gilt

lim (@, —g)=0

R—>00

Bestimmung des Grenzwertes g

m 1
Wegen 0 << ¢ < 1 kann gesetzt werden: ¢ = —n—= T

m
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mit m< n und dem Bereich der positiven ganzen Zahlen als Varia-
bilitatsbereich, also 7""- = z> 1. Dann folgt:

1
1 ——
zﬂ
lim s, = lim a, -
[ =) n—00 —9q

1
- kann gedeutet werden als (n + 1)-tes Glied einer geometrischen

1 1
Zahlenfolge mita;, = 1; g= —. In 8.2.2. wurde gezeigt: lim — = 0.
z

R —>00
Daraus folgt:
— lims=_% Reihensumme der unendlichen
e i g geometrischen Refhe

1 1
Da der entscheidende Grenzwert lim — = O auch far 0> — > — |
R—»00 V4

gilt (vgl. 8.2.2.), behilt die Beziehung auch fir 0> ¢> —1 ihre
Giltigkeit. Sie ist also insgesamt fiir 0 < |g| < 1 richtig.

8.2.3.2. Anwendung auf periodisciie Dezimalzahlen

Rationale Zahlen -:— mit dem Bereich der ganzen Zahlen (b 4 0) als

Variabilititsbereich fiir @ und b kénnen durch unendliche periodische
oder endliche Dezimalzahlen dargestellt werden (vgl. 4.3.3.).
Unendliche periodische Dezimalzahlen sind Reihensummen unendlicher
geometrischer Reihen.

Auf diesem Wege konnen sie in gemeine Briiche verwandelt werden.

BEISPIELE
6 6 6 ® 6
1.0 —_—t—F = —
6 10" Tor T 102 + 10® + n=110"

Die zugrunde liegende geometrische Zahlenfolge hat das Anfangs-
6 1
glied a; = To und den Quotienten ¢ = 10 Daraus folgt:

* 6 6-10 ,6
0,6 = 2

6 —
10* 1\ 10-9 9
10( )
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— 24 24 24 © 24
2004=—t —F—4..= % ——:
100 + 1002 + 1003 + neop 1007
am 24 1
~700° 77 To0
— 2 24100 2
024 = 4 - _H_8
1 100-99 99 33
100(1——) —_
100
35 711 711 711
o 7 =% - =
3.0,35711 +955 T 7or + om
00
_3 + 5 71
100 ' ,., 102- 1000"
35 711
—— blei h far & —  ergibt sich:
100 bleibt zunichst getrennt; far 2 107 - 1000% ergibt sich
_m 1
=70 77 To00
S L 711 om0
,,_,101-1000"_105(l 1 )_101-999_11100
1000
— 35 79  3885+79 3964 991
,35711 = ——
0,35711 100 T 11100 11100 T 11100~ 2775



9. Bestimmungsgleichungen

9.1. Allgemeines

9.1.1.  Begriff der Gleichheit

Es sei eine Menge, d. h. eine Gesamtheit von Dingen (Elementen) ge-
geben (vgl. 9.7.1.). Die Elemente sollen mit kleinen lateinischen Buch-
staben bezeichnet werden.

Eine Relation (Beziehung) zwischen a und 4 von der Form

a=b5

(gelesen: a gleich b) soll stets bedeuten, daB die Buchstaben a und b
dasselbe Ding (mathematische Objekt) bezeichnen.
Man schreibt dagegen:

a#b
(gelesen: a ungleich b), falls die Elemente a und b nicht gleich sind.
BEISPIELE
4=4; 5=34+2; 7+3
Eigenschaften der Gleichheit:
a) Die Gleichheit ist reflexiv: a = a gilt fir jedes a.
b) Die Gleichheit ist symmetrisch: aus a = b folgt b = a.
[Kurzdarstellung: (a = b) = (b = a).]
c) Die Gleichheit ist transitiv: aus a = b und b = ¢ folgt a = c.
[Kurzdarstellung: (a= b) A (b = ¢) = (a = ¢).]
Wegen der logischen Zeichen vgl. 9.7.4.
Diese Eigenschaften, die man Gleichheitsaxiome nennt, miissen erfilit
sein, wenn von einer Gleichheitsbeziehung (z. B. zwischen Zahlen) ge-
sprochen wird.
Unter der Voraussetzung a = b kann man nach dem LEIBNIZschen

Ersetzbarkeitstheorem in jeder Aussage nach Belieben g durch b er-
setzen.
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Unter Gleichheit ist also stets die Identitdt zu verstehen.

In der Gleichung a = b heiBt a die linke Seite, b die rechte Seite der
Gleichung. Die Seiten einer Gleichung kénnen ein- oder mehrgliedrig
sein. So besteht die linke Seite der Gleichung ma + mb = m(a + b)
aus zwei Gliedern, wahrend die rechte Seite eingliedrig ist.

9.1.2. Identititen; Bestimmungsgleichungen

Von gréBter Wichtigkeit ist zundchst die Unterscheidung zwischen
identischen Gleichungen (Identititen) und Bestimmungsgleichungen.
Identitdten sind beispielsweise x + 3 =x + 3 und (@ + x)* =
= a? + 2ax + x2.

Eine Gleichung, die Variable enthilt und fir jede Belegung derselben
richtig ist (erfiilit wird), nennt man eine Identitiit.

Unter einer Variablen versteht man ein Zeichen (z. B. g, x, ...) fir ein
beliebiges Element aus einem vorgegebenen Bereich, dem Variablen-
bereich (Variabilititsbereich) dieser Variablen.

BEISPIEL .

Der Variabilititsbereich X soll aus den natirlichen Zahlen bestehen,
die kleiner als 10 sind, also aus den Zahlen O, 1, ..., 9.

Die Variable x mit dem Variabilitatsbereich X ist dann ein Zeichen
fir eine der Zahlen 0, 1, ..., 9. Man sagt auch, daB die Variable x
mit einer dieser Zahlen belegt werden kann.

Will man den Identititscharakter ausdriicklich hervorheben, so schreibt
man statt des Gleichheitszeichens = und liest ,,identisch gleich*.

BEISPIEL
(@a+ x)? =a® + 2ax + x?
Far die Belegung a = 2 und x = 1 erhélt man
Q+1)2=224+2-2-14+1% 9=9.
Fir die Belegung a = 2 und x = 2 erhilt man

Q+2?=2242-2-2+2%; 16=16.

Bei Zeichenfolgen wie 9 = 9 oder 16 = 16 handelt es sich um wahre
Gleichheitsaussagen.
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Eine Bestimmungsgleichung ist beispielsweise x> — 6x 4 8 = 0. Das
Gleichheitszeichen gilt hier nur fiir gewisse, erst zu bestimmende Werte
von x. Eine Bestimmungsgleichung driickt eine Bedingung (Forderung)
aus: die linke Seite soll gleich werden der rechten Seite.

Eine Bestimmungsgleichung ist also eine Gleichung, die Variablenenthilt
und keine Identitit ist. Durch gewisse Belegungen ihrer Variablen, die
man zu bestimmen sucht, kann eine Bestimmungsgleichung auf wahre
Gleichheitsaussagen fithren.

So wird die Gleichung x> — 6x + 8 = 0 nur durch die Zahlen x; = 4
und x, = 2 erfiillt, d. h., nur fir diese Zahlen erhdlt man wahre Gleich-
heitsaussagen. Fir jeden anderen x-Wert ergeben sich auf beiden
Gleichungsseiten verschiedene Zahlen. Man nennt x; und x, die Losun-
gen oder Wurzeln der Gleichung x2 — 6x + 8 = 0. ’
Das Wort ,,Wurzel* tritt also in zweifacher Bedeutung auf; man ver-
wendet es in diesem Zusammenhang, weil die Berechnung der Unbe-

kannten haufig auf Terme der Form Va (sog. Radikale) fuhrt.

Die Ermittlung der Wurzeln oder Lésungen nennt man das Auflésen der
Gleichung. Dies war das urspriingliche Problem der Algebra; heute be-
schiftigt sich die Algebra mit einem wesentlich umfassenderen Themen-
kreis.

Zur Bezeichnung der Unbekannten bedient man sich in der Mathematik
meist der letzten Buchstaben des Alphabets (x, y, z oderx; , x3,x3,...).

Beachte:

1. Das Wort ,,Unbekannte* fiir x in Gleichungen wie 3x = 18 hat
sich so stark eingebiirgert, daB es auch im vorliegenden Buch noch
beibehalten wird. Man muB sich aber dariiber klar sein, daB es sich
nur um ein anderes - wenig gliickliches - Wort fir ,,Variable*
handelt (vgl. 9.7.2.).

2. Ebenso wird in der vorliegenden Darstellung noch der weit ver-
breitete Terminus ,,Bestimmungsgleichung'* verwendet. Dieser ist
insofern irrefihrend, als er ein Vorhaben bezeichnet, das man auf
jede Gleichung beziehen kann (vgl. 9.7.3.2. und 9.7.7.).

3. Fir die Bezeichnung ,,identische Gleichung* setzt sich mehr und
mehr der Ausdruck ,aligemeingiiltige Gleichung* durch (vgl.9.7.7.).
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9.1.3.  Probe; Begriff der Nulistelle

9.1.3.1. Probe bei Bestimmungsgleichungen

Um sich von der Richtigkeit der ermittelten Wurzeln zu Gberzeugen,
setzt man diese fiir die Unbekannte in die vorgelegte Gleichung (Aus-
gangsgleichung) ein. Wurde die Unbekannte richtig bestimmt, so wird
aus der Bestimmungsgleichung eine wahre Gleichheitsaussage. Diese
Kontrolle der Losung heit Probe.

BEISPIEL
x2—6x+8=0
xl=4 X2=2
42 —6-4+8[0 22—6-2+8|0
0=0 0=0

Beachte: Die Probe gehért zum vollstindigen Losungsgang einer
Gleichung. Der Wert der Unbekannten ist in die Ausgangsgleichung
einzusetzen, da Umformungen der vorgelegten Gleichung Fehler
enthalten kénnen. Jede Gleichungsseite ist bei der Probe fir sich zu
behandeln (vgl. 9.7.6.).

9.1.3.2. Nulistellen der Funktion y = f(x)

Zum Funktionsbegriff und zur Darstellung von Funktionen vgl.18.1.

. Ist xq eine Stelle des Definitionsbereiches der Funktion y = f(x), fiir
die f(xo) =0 ist, so heiBt x, eine Nullstelle der Funktion. In der
geometrischen Darstellung der Funktion sind die Nullstellen die
Abszissen der Schnittpunkte (bzw. Beriihrungspunkte) des Funktions-
bildes mit der x-Achse. Die Frage nach den Nullstellen der Funktion
y =f(x) fuhrt auf die Aufgabe, die Wurzeln der Bestimmungsgleichung
f(x) = 0 zu ermitteln.

9.1.3.3. Zeichnerische Auflésung der Bestimmungsgleichung
f(x)=0

Wenn man in f(x) fir x irgendwelche Zahlenwerte einsetzt, so erhilt
man fir f(x) irgendwelche Zahlenwerte y. Der Bestimmungsgleichung
f(x) = 0 1aBt sich die Funktion y = f(x) zuordnen. Zum Zweck der
zeichnerischen Auflosung der Bestimmungsgleichung f(x) = 0 geht man
zur zugeordneten Funktion y = f(x) Gber. Aus dem Bild dieser Funktion
konnen die x-Werte, fir die f(x) = 0 ist, also die Losungen der Be-
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stimmungsgleichung, als Abszissen der Schnitt- oder Berithrungspunkte
des Funktionsbildes mit der x-Achse abgelesen werden.

BEISPIEL |
Die Gleichung x2 — 6x + 8 = 0 ist graphisch #
zu 6sen. #
Zugeordnete Funktion: y = x? — 6x 3 8. 1
Graphische Darstellung: H }\_/4 5 X
Koordinaten der Schnittpunkte mit der u
x-Achse: :
x1=2;5=0 und x,=4; y,=0. R

Die Nullstellen der Funktion, also die Losungen der Bestimmungs-
gleichung, sind x; = 2 und x, = 4.

Das graphische Verfahren ist von besonderer Bedeutung fiir. die Auf-
16sung algebraischer Gleichungen hoheren Grades und transzendenter
Gleichungen.

9.1.4. Umformen von Gleichungen

Eine Gleichung kann man umformen, indem man eine der Seiten der
Gleichung auf eine andere Form bringt.

BEISPIEL
(a+b)® = (a + b)3
(a +'b)3 = a® + 3a2b + 3ab* + b.

Man kann aber auch gleichzeitig mit beiden Gleichungsseiten Veriande-
rungen ohne Stérung der Gleichheit vornehmen. Die dafiir geltenden
Vorschriften sind leicht einzusehen, wenn man sich das Wesen einer
Gleichung durch eine im Gleichgewicht befindliche, Waage veranschau-
licht. Die beiden Waagschalen stellen die beiden Gleichungsseiten dar,
die Massenstiicke auf beiden Schalen die Glieder der Seiten. Wie bei einer
Waage die beiden Schalen ohne Storung des Gleichgewichtes mitein-
ander vertauscht werden diirfen, so gilt fur Gleichungen:

Die beiden Seiten einer Gleichung sind vertauschbar.

BEISPIEL
506+3)=5-6+15;
5:6415=5(6+3).

13  Simon/Stahl, Mathematik
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Leichter einzusehen als anzuwenden ist das

Grundgesetz fiir die Umformung von Gleichungen:

Eine Rechenoperation (Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division) auf der einen Seite der Gleichung macht die Durchfihrung
der gleichen Rechenoperation auf der anderen Seite der Gleichung
notwendig (vgl. 9.7.6.).

Fir die Grundrechenarten ergibt sich folgende Gbersichtliche Dar-

stellung:
Rechen- Grundsatz Mathematische Sprachliche
operation Darstellung Formulierung
Addition Gleiches um Ausa = bund Eine Gleichung
Gleiches ver- ¢ = dfolgt bleibt giiltig,
mehrt gibt at+c=b+d wenn man auf
Gleiches. beiden Seiten
gleiche GroBen
addiert.
Subtraktion Gleiches um Ausa = b und Eine Gleichung
Gleiches ver- ¢ = d folgt bleibt giiltig,
mindert gibt a—c=b-d wenn man auf
Gleiches. beiden Seiten
gleiche GréBen
subtrahiert.
Multi- Gleiches mit Aus a = bund Eine Gleichung
plikation Gleichem multi- | ¢ = d folgt bleibt giiltig,
pliziert gibt ac=b-d wenn man
Gleiches. c+0;d$0 beide Seiten
mit gleichen
GroBen multi-
pliziert.
Division Gileiches durch Aus a = b und Eine Gleichung

Gleiches divi-
diert gibt
Gleiches.

¢ = d folgt
a b
c d

bleibt giiltig,
wenn man

beide Seiten
durch gleiche
GréBen dividiert.

Bedingung: c +0; d ¥+ 0

Die Division durch Null

zuschlieBen.

ist aus-
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Fiir die praktische Gleichungsumformung sind folgende Umsetzungs-
regeln wichtig, die sich als Folge des Grundgesetzes ergeben:

1. Ein Summand der einen Seite at+b=c
kann als Subtrahend auf die at+b—b=c—b>
andere Seite gesetzt werden. a=c—b>
2. Ein Subtrahend der einen Seite a—b=c
kann als Summand aufdieandere a—b+b=c+ b
Seite gesetzt werden. a=c+b
3. Eine GroBe, die Faktor einerge- a‘b=c¢ ab+c)=d
samten Gleichungsseite ist, kann g-p c a(b + ) d
auf die andere Seite als Divisor 5 b a =2
gesetzt werden. c
= e— b = —
a b +e a
4. Eine GroBe, die Divisor einer ge- a at+b d
samten Gleichungsseite ist, kann 3 € P
auf die andere Seite als Faktor a+b
gesetzt werden. > b=c-b; p c=d-¢
a=c-b a+b=d-c
BEISPIELE
1. Die Formel M = ns(ry + r;) ist nach r; aufzulSsen.
ns(ry +r))=M Die Seiten sind vertauscht
worden.

" Der Faktor ns der linken Seite
ist Divisor der rechten Seite ge-
worden.

M Der Summand r, der linken
n=45"r Seite ist Subtrahend der rechten

Seite geworden.

M
r,+r1=;-(s=i=0)

blﬂl + blaz

2. Gegeben a = —W Esist b; durch die anderen Variablen
auszudricken (b, + b, % 0).
a(by + b;) = bya, + ba, Beseitigen des Nenners
ab, + ab, = bya, + b,a, Beseitigen der Klammer durch

Ausmultiplizieren
13*



196 9. Bestimmungsgleichungen.

ab;, — bjay — bja; = —ab, Ordnen (Glieder mit by auf der -
einen, alle anderen Glieder auf
der anderen Gleichungsseite ver-
einigen)

by(@ — ay — a;) = —ab, Zusammenfassen durch Aus-
klammern von b, ;

(@—a;—ay)+0

b —ab, Isolieren der zu bestimmenden
1—0—01—02 GroBe by

9.1.5. Einteilung der Bestimmungsgleichungen

Nach der Zahl der Unbekannten unterscheidet man Gleichungen in
einer Unbekannten (z. B. 5x — 24 = 0) und in mehreren Unbekannten
(z.B. 7x + 13y = 61; 4x; + 2x, — 8x3 + 7x4, — 89 = 0). Zur ein-
deutigen Auflésung von Gleichungen in n Unbekannten benétigt man n
voneinander unabhingige Gleichungen, die einander nicht wider-
sprechen dirfen.

Von groBer Bedeutung ist die Unterscheidung von algebraischen und
transzendenten Bestimmungsgleichungen. '
Algebraische Bestimmungsgleichungen k6nnen stets auf die Form

A,,l‘l + A,._la‘"l + ... + Azxz + Alx+ Ao =0

gebracht werden. Wenn A4, & 0 vorausgesetzt wird, kann man diese
Gleichung nach Division durch &, in der Normalform

XA eyt ax® tayx+ao =0

schreiben.

Die Koeffizienten der Gleichung (a,_,, ---, ao) sollen dabei reelle Zahlen
sein. Der Exponent n der hochsten Potenz der Unbekannten wird Grad
dir Gleichung genannt.

BEISPIELE

1.L1Ix—7=0 Gleichung 1. Grades
(lineare Gleichung)

2.x2—2x+9=0 Gleichung 2. Grades

(quadratische Gleichung)
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3.x3—6x2+4x+5=0 Gleichung 3. Grades
(kubische Gleichung)

4.x* —Ix*+x2—8x—11=0 Gleichung 4. Grades
(biquadratische Gleichung)

5. Die Gleichung (x + 3)> = x® 4+ 13x 4 50 ist eine algebraische
Gleichung 2. Grades in einér Unbekannten, denn nach Umformung
erhilt man:

X3 4+9x2427x+27=x3+13x+ 50
9x2 4+ 14x —23=0
14 23
2 4 —x——=0.
¥rgrog
Transzendente Gleichungen (transcendere, lat., Giberschreiten, d. h. Giber
den Bereich der Algebra hinausgehend) nennt man Gleichungen, die
nicht algebraisch sind. Insbesondere sind Gleichungen transzendent,
- wenn die Unbekannte als Exponent oder in der Form sin x, ..., Ig x, ...
vorkommt.

BEISPIELE
2% = x3 2sinx —x=0
exp(2x+1)—10x=0
Beachte:

exp x = €* (zur Vermeidung eines uniibersichtlichen Formelaufbaues)

9.1.6. Division durch die Unbekannte

Da die Division durch Null nicht definiert ist (vgl .3.3.4.), darf durch
die Unbekannte erst dann dividiert werden, wenn man sich davon Gber-
zeugt hat, daB sie nicht gleich Null ist. Enthilt ein Ausdruck die Un-
bekannte, so gilt Entsprechendes. So wird man durch (3x — 1) nur
dann teilen dirfen, wenn feststeht, daB (3x —1) verschieden von Null,
x also nicht gleich !/, ist.

BEISPIEL
Die Gleichung 21x — 7 = 6x — 2 darf nicht etwa folgendermaBen
gelost werden:
1B3x—1)=23x—1) Dividieren durch 3x — 1)
7=2.
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Diec falsche Gleichheitsaussage 7 = 2 ergibt sich, weil die Ldésung
der Gleichung tatsichlich x = !/; und damit 3x — 1 = 0 ist.
Der richtige Gang der Auflésung ist:

2Ix —6x=7—2

15x=35
1
x=—
3 L]

Mitunter ergibt die Division durch die Unbekannte zwar keine falsche
Aussage, doch kann man auf diese Weise unter Umstinden nicht alle
mdglichen Losungen der Bestimmungsgleichung erhalten.
BEISPIELE
1. Man 18se die Gleichung 5x2 = x.

Falscher Losungsgang: S5x2 = x  Dividieren durch x

S5x=1
J‘_l
=3

Richtiger Losungsgang: 5x2 — x =0; x(5x — 1) =0

2. Man lése die Gleichung 5x(x — 2) = x — 2.
Falscher Ibsungsgang: 5x(x — 2)=x —2 Dividieren
S5x=1 durch (x — 2)

w| =
.

X =

Richtiger Losungsgang: 5x(x —2) — (x —2)=0
x—2)5x—1)=0
xy—2=0 5x—1=0

x,,=2 x;=?.
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9.2.  Algebraische Bestimmungsgleichungen in einer
Unbekannten

9.2.1, Gleichungen ersten Grades
9.2.1.1. Rechnerische Auflisung

Eine lineare Gleichung 148t sich stets auf die Form

ax=>b !
bringen, wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind. Im Falle g 4= 0

b
hat die Gleichung genau eine Losung, nimlich x = = (,,genau eine

b
LSsung* heifit: es gibt stets eine Lésung x = " und auBer dieser keine).

Im Falle a = 0 und b 3 0 besitzt die Gleichung keine Lsung.
Ist a = 0 und b = 0, so wird die Gleichung von jeder Zahl erfiillt.

Die Gleichung ax = b hat also genau ecine oder keine oder unendlich viele
L3sungen. Die gewissenhafte Unterscheidung dieser Fille, die vielleicht
Uberflissig erscheint, ist gerade im Hinblick auf die Anwendungen von
groBer Bedeutung.

Einfachste Gleichungen

(Nur ein einziges Glied enthilt die Unbekannte)

Die Losung wird gefunden, indem man die vorgelegte Gleichung mit
Hilfe des Grundgesetzes (vgl.9.1.4.) so umformt, daB die Unbekannte
nur noch fiir sich allein auf einer Gleichungsseite auftritt (Isolieren
der Unbekannten). Vgl. dazu die Tabelle auf S. 200.

Beachte:

In einer Bestimmungsgleichung kommt nur ein einziges Gleich-
heitszeichen vor. Gleichheitszeichen einzelner Zeilen sind genau unter-
einander zu setzen.

Gleichungen mit mehreren Gliedern, welche die Unbekannte enthalten

In diesen Aufgaben wird die Probe in einigen Fillen dem Leser dber-
lassen.
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Aufgaben-
fall

Gleichung

Loésung

Probe

Die Unbe-
kannte ist
Summand

x+a=5»b

x=b-—a

b—a+alb
b=>

Die Unbe-
kannte ist
Minuend

x—a=1b

x=b+a

b+a-—alb
b=2»b

Die Unbe-
kannte ist
Subtrahend

a—x=

1.Weg:ta—x=5b|-(—1)*
—a+x=-b
x=a-—b
b=a—x
x+b=a
x=a-—b

2. Weg:

a—(@—»5b)1b
a—a+blb
b=b

Die Unbe-
kannte ist
Faktor

_~2
*=3

Die Unbe-
kannteist
Dividend

Der Koef-
fizient der
Unbe-
kannten ist
ein Bruch

Die Unbe-

kannte ist
Divisor

x+0

TN

chungsseiten mit (— 1) zu multiplizieren ist.

Schritte bei der Auflésung:
1. Ordnen der Glieder (Glieder, die die Unbekannte enthalten, kommen

auf die eine, gewohnlich auf die linke Seite, absolute Glieder auf die
andere Seite)
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2. Zusammenfassen gleichartiger Glieder auf jeder Seite
3. Isolieren der Unbekannten
4. Vereinfachen der Losung

5. Probe

BEISPIELE

1. 6x—2=x+43
Ordnen: 6x—x=43+2

Zusammenfassen : 5x =45
Isolieren: x=9

Probe:6-9—2|94 43
52 =152

2.m*x — m® + mnx + n® 4+ n?x = 0 unter der Voraussetzung, daB

m*+mn+n®=+0

Ordnen: ' m2x + mnx + n*x = m® — n®

Zusammenfassen der links stehen-

den Glieder durch Ausklammern

der Unbekannten: x(m* + mn+ n?)=m* — n®

m? — n3

m? 4+ mn + n?
Vereinfachen durch Faktorenzer- _(m—n (m* + mn + n?)
legung und Kiirzen: x= m?® + mn + n?

Isolieren: X =

X=m-—n

Bei Aufgaben, die auBler der Unbekannten noch weitere Variablen ent-
halten, kann die Probe umfangreicher als die Auflosung der Gleichung
werden.

Gleichungen mit Klammern

Wenn die Unbekannte in Klammern vorkommt, wird man in der Regel
zunichst die Klammern auflésen und anschlieBend die Gleichung
ordnen.
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BEISPIELE

. L (Bx—1)(4x — 19) = (2x — 3) (6x — 28)
Klammern
beseitigen:  12x2 — 4x — 57x + 19 = 12x2 — 18x — 56x + 84
Zusammenfassen: —61x + 19 = —74x + 84
Ordnen: 74x — 6lx =84 — 19
Zusammenfassen: 13x = 65 -
Isolieren: x =S5

2. Die Gleichung 7(u—v)= (4> —v?)z mit der Bedingung u?>— 0?0
ist nach z aufzuldsen.
Vertauschen der Gleichungsseiten: (u? — v?) z = 7(u — v)

Isolieren: z=1 '(‘: : :Z
. ) 7
Vereinfachen: z=
u+v

Proportionen als Bestimmungsgleichungen

In einer Proportion kénnen drei Glieder beliebig gewahlt werden. Das
vierte Glied (4. Proportionale) ist durch diese drei Glieder bestimmt.
Es muB nicht an vierter Stelle stehen. Die Auflésung der Proportion
erfolgt durch die Bildung der Produktgleichung.

BEISPIELE
1 1
1.28:10 —=x:4—
2 %3
Bilden der Produktgleichung:

101 284l
—x = 4 —
2 2

21

—x =126

2 x
x =126 2
- 21
x=12
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2.(x+a):(x—bl=a:b (@a+b)
(x+a)b= (xfb)a
bx + ab= ax — ab
2ab = ax — bx
x(a — b) = 2ab
2ab

= L]
x a—>b

Proportionen kénnen auch als Bruchgleichungen aufgefaBt und ent-
sprechend geldst werden.

Gleichungen mit Briichen

Bruchgleichungen im eigentlichen Sinne enthalten die Unbekannte im
Nenner.

Schritte bei der Auflésung:

1. Der Hauptnenner ist zu bestimmen (vgl. 4.2.1.2. und 2.3.2.3.).
2. Simtliche Glieder beider Gleichungsseiten sind mit dem Haupt-
nenner zu multiplizieren, wodurch die Gleichung nennerfrei wird.

3. Ordnen (evtl. nach Beseitigen von Klammern).

4. Zusammenfassen.

5. Isolieren der Unbekannten.

6. Vereinfachen der Losung.

7. Probe.

BEISPIELE

1 x x x _ 1 x -
3 7ts=7%

Hauptnenner: 60

X X x_l X ‘60
33 ts=1-%!
20x — 15x + 12x = 60 — 10x
17x + 10x = 60
27x = 60
20
)



204 9. Bestimmungsgleichungen

2. ——=— m=n=x%+0; m¥—x
nx mx mn + nx
Hauptnenner: m-n-x « (m + x)
Beim Multiplizieren ist zu beachten, daB der Bruchstrich eine Klam-
mer ersetzt. Fillt der Bruchstrich weg, muB gegebenenfalls eine
Klammer gesetzt werden.
m(m+x)-(m—x)—n(m+x)-n=mx(n—x)
m(m? — x2) — n*(m + x) = mx(n — x)
m®* — mx? — n®m — n®x = mnx — mx?*
m3 — n?m = mnx + n*x
nx(m + n) = m(m?® — n?)

m(m? — n?)

n(m + n)
_ m(m + n) (m — n)
B n(m + n)

m(m — n)
n

Falls m 4 —n, gilt: x =

Wurzelgleichungen, die auf lineare Gleichungen fiihren
Waurzelgleichungen enthalten die Unbekannte im Radikanden einer
Wurzel.

BEISPIEL
Vx+16=2+Vx

Dagegen ist Vix +3= ]ﬁ keine Wurzelgleichung, sondern eine
lineare Gleichung mit irrationalen Koeffizienten.

Schritte bei der Auflésung:

Nach Isolierung der Wurzel wird die Gleichung in diejenige Potenz
! erhoben, die durch den Wurzelexponenten bestimmt ist (vgl.9.2.2.9.).

Dann wird so vorgegangen, wie es obsn dargelegt wurde.

BEISPIELE
1.7—2V3x—6=1 (V3x —6)2 =32
—2V3x—6=—6 Ix—6=9
Vix—6=3 3x=15

=35
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Probe: 7—2)3-5—6]1

7—2V9 |1
7—2-3 [
1=1

Bei der Probe ist auf die Eindeutigkeit des Wurzelsymbols zu achten:
+V9=+3; —)9=-3 (val6.3.).
Mitunter ist es nicht moglich, alle Wurzeln sofort zu isolieren.

Dann muB man sich zunachst mit dem Isolieren einer der Wurzeln
begnigen und das Verfahren wiederholt anwenden.

2. 7 Vx_-i-—l6 =2+ V;
Erstes Quadrieren: x+16=4+4 V; +x
4=1+Vx
Isolieren der Wurzel: 3= V;

Erneutes Quadrieren und Seiten-
vertauschung: x=9

Probe: V9 +16]2+ V9

V251243
5=35§

9.2.1.2. Zeichnerische Auflosung

Dieses Losungsverfahren ist nur anwendbar bei numerischen Glei-
chungen, d.h. bei Gleichungen, deren Koeffizienten spezielle Zahlen
sind (vgl. 9.1.3.3.).

BEISPIEL

2
Die Gleichung 3 x = 1 ist graphisch aufzulésen.
2
Normalform: g-x —1=0

2
Zugeordnete Funktion: y = 3 x—1
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Graphische Darstellung:

Abszisse des Schnittpunktes mit der x-Achse: xo = 2,5

2
Probe: -s—-2,5 |1
1=1
Die Losung der Bestimmungsgleichung ist also x = 2,5.

Falls die Probe nicht die Richtigkeit des abgelesenen Wertes bestitigt,
sondern zeigt, daB nur ein Ndherungswert abgelesen wurde, erh6ht man
dessen Genauigkeit durch Verwendung eines vergroBerten MaBstabes
der graphischen Darstellung.

9.2.2.  Gleichungen zweiten Grades

9.2.2.1. Allgemeines
Aligemeine Form:
Ax* 4+ Bx+C=0, A%0
Die Unbekannte kommt in der zweiten, aber nicht in héherer Potenz

vor.
Die Koeffizienten 4, B, C bedeuten beliebige reelle Zahlen. Man nennt

Ax? das quadratische Glied,
Bx das lineare Glied,
C das absolute Glied.

Normalform:
x*+px+q=0
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Sie geht aus der allgemeinen Form durch Division durch 4 hervor

B C
(mit i =p; ) = q). In der Normalform hat das quadratische Glied

den Faktor 1, die rechte Seite ist gleich Null. Im allgemeinen geht
man bei der Auflosung quadratischer Gleichungen von der Normal-
form aus. Man unterscheidet:

Reinquadratische Gleichung (ohne lineares Glied):

x24+qg=0 (p=0; greell)
Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied:

x*4+px=0 (p+0; ¢g=0)
Gemischtquadratische Gleichung mit Absolutglied:

x*+px+qg=0 (p+0;940)
Gemischtquadratische Gleichungen enthalten auch das lineare Glied
der Unbekannten.
Anzahl der Wurzeln:
Jede quadratische Gleichung hat éntweder genau zwei reelle Wurzeln,
oder sie hat im Bereich der reellen Zahlen keine Losung. Im Zusammen-
hang mit Textaufgaben kann der Fall eintreten, daB nicht alle
Loésungen der Gleichung praktisch deutbar sind (vgl. 9. 6.).
Beschaffenheit der Wurzeln:

Zwei verschiedene reelle Wurzeln oder
zwei gleiche reelle Wurzeln (Doppelwurzel).

Probe:

Die Probe durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung ist fiir beide
Wourzeln auszufithren. Es miissen sich also zwei wahre Gleichheits-
aussagen ergeben (mit Ausnahme im Fall der Doppelwurzel).
9.2.2.2. Reinquadratische Gleichung

Sie wird auf die Form x2 = —g (g < 0) gebracht.

Losungen:

n=+V—q¢ @20

m=-xn=—V—q @Z0.
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Zusammenfassende Kurzschreibweise fiir beide Losungen:
X1,2 = :tV— q9 @20

(gelesen: x eins zwei gleich plus oder minus Wurzel aus minus ¢
mit ¢ < 0).
Die Gleichung x2 = —gq hat keine reellen Wurzeln, falls g > 0 ist.

BEISPIEL
9x2 + 23 = 6x2+ 50 Probe fir x, = +3:
3x? =27 9(3)2 +23|6-(3)2+ 50
x2=9 _ 104 = 104
X1,2 = :i;]/9 Probe fir x, = —3:
9(—3)% + 23 | 6(—3)% + 50
xy = +3; x;=-—3. 104 = 104

9.2.2.3. Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied

Auf der linken Gleichungsseite wird die Unbekannte ausgeklammert:
x(x + p) = 0.
Ein Produkt ist dann und nur dann gleich Null, wenn mindestens

einer der Faktoren gleich Null ist.
_Jeder der beiden Faktoren ist also gleich Null zu setzen (vgl.9.2.2.6.).

Manerhdlt x=0 x+p=0
X =0, x=—p

Die Gleichung x2 + px = O hat stets die Wurzelnx; = Ound x,= —p.

Beachte: Algebraische Gleichungen beliebigen Grades ohne Absolut-
glied behandelt man ebenfalls durch Ausklammern der Unbekannten,
wie oben dargestellt wurde. Solche Gleichungen haben stets min-
destens eine Losung x; = 0.

9.2.2.4. Gemischtquadratische Gleichung mit Absolutglied
Die linke Seite ist ein vollstandiges Quadrat

9
BEISPIEL x* — 3x -k T =0

)2
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Da jeder Faktor gleich Null sein kann, erhilt man

x =0 x 3-—0
2 2

3 3

Xy = _2_; X3 = > (Doppelwurzel).

Die linke Seite ist als Produkt zweier Linearfaktoren gegeben

Ein Linearfaktor ist ein Term, der dic Unbekannte in der ersten
Potenz enthilt, also die Form x + a hat.

BEISPIEL
x+3)-x—49=0

Es ist nicht zweckmiBig auszumultiplizieren, sondern man setzt
auch in diesem Fall die Faktoren einzeln gleich Null und erhalt sofort

x+3=0 x—4=0
x1=—3; x;=+4.

Die linke Seite hat den Aufbau x* + px + q

Die Auflosung dieses wichtigsten Typs der quadratischen Gleichung er-
folgt durch Zufiigen der quadratischen Ergiinzung auf beiden Seiten.
Darunter versteht man ein Glied, das die Summe aus quadratischem
und linearem Glied zu einem vollstindigen Quadrat erginzt. Man erhilt
die quadratische Erginzung, indem man den halben Koeffizienten des

2
linearen Gliedes quadriert: (-%)

BEISPIELE
1.x24+5x+6=0
Das Absolutglied wird auf der

rechten Seite isoliert: x4 5x=—6
Auf beiden Seiten wird die qua- 5\2 5\2
dratische Ergiinzung hinzugefiigt: x2 + 5x + (7) =—6+ (7)

o3 -3
o3

14 simon/Stahl, Mathematik
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Diese Gleichung hat die Lésungen

+2—+ L
atg=tHT

N 1
Ty 3

Eine kurze, zusammenfassende Schreibweise fiir beide Losungen ist

5 1
x = ——i —
12 2 4

Esistalsox; = —2; x;=—3

2.x24+8x+12=0

Schritt | Durchrechnung Erlduterung
1 xt+ 8x = —12 Das Absolutglied ist auf
der rechten Seite zu iso-
lieren
2 . 8 \? . 2 [ Auf beiden Seiten ist die
xt+ 8x + 7)) = —12 + 2 quadratische  Erginzung
zu addieren
3 (x+4)2=4 Die linke Seite ist als
Quadrat eines Binoms zu
schreiben; die Glieder der
rechten Seite sind zu-
sammenzufassen
4 xy+4=+V4 xo+4=—V4 | Losungen der Gleichung
(x+42=4
5 Xpe= —4 142 Die Unbekannte ist zu
. isolieren (Kurzschreib-
weise)
6 Xy =—44+2 x,=—-4-2 Die beiden Losungen sind
X = -2 x; = —6 auszurechnen
7 Probe fiir x, = —2: Probe
. (—2)* +8(-2) + 120
4—-16+ 1210
0=0

Probe fiir x, = —6:
(—6)* + 8(—6) +12]0
36 —48 + 120
0=0
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Die linke Seite hat den Aufbau Ax* + Bx 4 C

BEISPIEL
12x2 —-7x—12=0

Der Koeffizient des quadratischen Gliedes wird zu 1 gemacht
(Herstellen der Normalform)

7
x2——x—1=0

12
7
2 __ =1
X 12x
7 [T\ 49
# g5t (gr) =1+ 5
(x 7)’_ 625
24) 576
1 izs '
2= T
4 3 :
x1=?; x;=—7.

Der Losungsgang fiir die Gleichung | x2 + px + ¢ =0 | kann durch

Herleitung einer Formel vereinfacht werden:
x4 px=—q
p\? p\2
xz 3 — = -— ——
+px+ ( 2 ) q-+ ( 2 )

SRR

\

2
Far (%) = g ergeben sich die Losungen:

14*
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BEISPIELE
1.24x2 — 20ax + 242 =0
Sa a?
Normalform:x’—? x+ﬁ=
Sa p " sa p\* 25q2 P Sa a?
e = w(3) " T .
,,,=£il/ﬁ_i
' 12 14 12
5a aVE

TR E T

Wxi=— (5 +VB) x=—(s - V13)

(2) x, ~ 0,717a X3 A 0,116a.

Die genauen Losungen der Form (1) verwendet man fir die Probe
oder zur exakten Berechnung von GréBen, die von x; und x; ab-
héngen.

Die Niherungslosungen (2) gibt man so genau an, wic es der prak-
tische Zweck der Rechnung erfordert.

2.24x2 —19x +2=0

19
Nomlfom.xz—EX‘*' 12 =0
gm0 2 _ 15 (1);_3'1; _r_ .
24 2 48 2 2304 2 48°
1
=+t1
19 361 1
“"=+Hil/m_ﬁ
19 13
Mt tEi
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9.2.2.5. Diskussion der Wurzeln der quadratischen Gleichung

Diskussion hei8t kritische Erérterung. Fiir die Beschaffenheit der
Wurzeln einer quadratischen Gleichung in der Normalform ist der
Radikand der Lésungsformel
/p 2
D= (3-) — q entscheid._ <.
D heiBt die Diskriminante (discrimen, lat. Entscheidung) der quadrati-

schen Gleichung. Die folgende Ubersicht zeigt die drei méglichen
Falle:

Fall Diskriminante Beschaffenheit der Wurzeln

: i i lle W 1
| D >0, dh (L) >q Zwei verschiedene reelle Wurzeln

2
X1 = —%:tl/(%) -9

Zwei gleiche reelle Wurzeln

[N

2

2 D=0,d.h.(%) q

nmx=-L
p\?
3 D < 0,d.h. (?) <gq Keine reeilen Wurzeln

)
BEISPIELE

1. Es ist die Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichung
2x? — 12x = —50 zu diskutieren.
Normalform: x2 — 6x +25=0
p=—6; g=+25

p_ . (P\_
7=-3 (2) =49

2
+9< 425, also (‘;‘) <gq d.h D<O.

Die Gleichung 2x? — 12x = —50 hat keine reellen Wurzeln.

2. Es soll a in der Gleichung x2 4 ax -+ 529 = 0 so bestimmt werden,
daB sich eine Doppelwurzel ergibt.
pz —
Bedingung: vy =gq, also p=+ 2]/q.
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Aus der gegebenen Gleichung folgt:
p=a; q=>529.

Mithin erhdlt man:
a= 42 ]/5?9 \

a=+2-23
a= 146

Damit ergibt sich:

x2+46x+ 529=0 bzw. (x+ 23)(x + 23) = O mit
X) =.X3 = —23;
X2 — 46x + 529=0 bzw. (x — 23)(x — 23) = O mit
Xy = x3 = +23

9,2.2.6. Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und Wurzeln
einer quadratischen Gleichung in der Normalform

Die Gleichung x2 — 9x + 20 = 0 hat die Wurzeln x, = 4 und x, = 5.
Das Produkt der Wurzeln ergibf das Absolutglied; die Summe der
Wurzeln, multipliziert mit (—1), ergibt den Koeffizienten des linearen
Gliedes. Dieser von dem franzésischen Mathematiker VIETA (1540 bis
1603) entdeckte Zusammenhang gilt allgemein.

x% 4+ px + g = 0 hat die Wurzeln x,,, = —-2— + VB
Dann gilt:
14 - 14 —
X+ x2 = —?‘l' VD+(—7—VD)='—P;

o= (541 (53] (3] -

SRR

ViETAscher Wurzelsatz fiir quadratische Gleichungen

xy+x; =—p
Xy X2 =4
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Produktform der quadratischen Gleichung

Die linke Seite der Normalform einer quadratischen Gleichung ist ein
dreigliedriger Term. Dieser kann mit Hilfe des ViETaschen Wurzel-
satzes als Produkt dargestellt werden:

Xdpxta=x—(x;+x)x+ x5 =(x— x) (x — x3).

Diese Beziehung ist eine Identitdt, d.h., sie ist fir jedes x richtig.
So erhidlt man im Beispiel x2 — 9x +20=0 (p = -9, q= +20,
x; = +4, x; = +5) fir x = 3:

324 (—9):34+20=32—-9:34+4-5=3—4)-3—05)
2 = 2 = 2

Fiir die Losungen x = x, oder x = x, wird (x — x;) - (x — x;) gleich
Null:

x2+px+g=(x—x) (x—x;)=0 (Produktdarstellung der
quadratischen Gleichung)

Die Faktoren (x — x;) und (x — x,) heiBen Wurzelfaktoren (weil sie
die Wurzeln enthaiten) oder Linearfaktoren (weil die Unbekannte in
der ersten Potenz vorkommt). Im Fall der Doppelwurzel sind die beiden
Wourzelfaktoren einander gleich.
Ferner gilt
x*+px+q x2+px+q
—_—=Xx—X3; ————— =Xx—1X;, d.h.:
X — X3 X — X3
hat eine quadratische Gleichung in der Normalform die Losungen
x; und x,, so ist sie durch die Linearfaktoren (x — x,) bzw. (x — x;)
ohne Rest teilbar. Das Ergebnis der Division ist der Wurzelfaktor
(x — x3) bzw. (x — x,).

Ubersicht:

Produktdarstellung der quadratischen Gleichung in
der Normalform

X24+px+g=(x—x)x—x)=0

x>+ px+q x2+px+gq
—_——=x— X ———
X — X3 X — Xz

=X—X3
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9.2.2.7. Anwendungen des ViETAschen Wurzelsatzes

Der Wurzelsatz von VIETA kann-angewandt werden
a) zur Probe,

b) zur Bildung von quadratischen Gleichungen bei vorgegebenen
‘Wurzeln,

¢) zur Darstellung der Gleichung in Produktform.
BEISPIELE

zu a) Mit Hilfe des Wurzelsatzes von VIETA ist festzustellen, ob

6 5
X = 7und xn=—z die Wurzeln der Gleichung x2 — 41 —5=0
sind.
1
Erster Teil des Wurzelsatzes: x; + x, soll gleich sein — (—4—2);
6 5 !
5 + (— -E) ist tatsachlich roh

5
Zweiter Teil des Wurzelsatzes: x; - x, soll gleich sein —7;

i ( s)ist tatsichlic >
7 6 7°

Die Wurzeln sind richtig angegeben, da beide Teile des Wurzelsatzes
erfillt sind.

zu b) Wie heiBlt die quadratische Gleichung mit den Wu:zeln

x—2 und x, = 3?
) T

(x—x.)'(x—xz);=0:

e )

5
24+ _—x—1=0.
x +6x

1 1
zu c) Die linke Seite der Gleichung x2 — — x — = 0 istin das Produkt
-der Linearfaktoren zu zerlegen.
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form

2

-3

9.2.2.8. Zeichnerische Auflosung der quadratischeh Gleichung

Siehe auch 9.1.3.3.und 9.2.1.2,
Erste Moglichkeit: Parallelverschiebung der Parabel
BEISPIEL

Die Gleichung 4x2 4+ 8x — 12 = 0 soll zeichnerisch durch Parallel-
verschieben der Parabel gelost werden.

0.

1 1
Die Losungen sind x; = —, x; = S Dann heit die Produkt-

Schritt

Erlduterungsbeispiel

Erklidrungen

1

x*+2x—3=0

Herstellung der Normalform

2

y=x*42x-13

Ubergang zur zugeordneten Funk-

tion

s[4 (%)

Bestimmung des Scheitels der

Parabel

Zeichn.ung der Parabel durch Ver-
wendung der Schablone [den Schei-
tel der Parabel auf den Punkt

S(—1; —4) legen;

Symmetrie-

achse der Schablone parallel zur

Ordinatenachse]

Ablesen der Abszissen der Schnitt-
punkte der Parabel mit der x-
Achse. Diese sind die Wurzeln der

gegebenen Gleichung.

Kontrolle fiir x,:

41 +8-1—1210
0=0

Kontrolle fir x,:

4(—3)* + 8(—3) — 1210
0=0

Kontrolle von x, und x, durch
Einsetzen in die Ausgangsgleichung
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Diskussion der zeichnerisch ermittelten Wurzeln

Eine quadratische Gleichung kann nicht mehr als zwei Losungen
haben, weil die zugehorige Parabel zweiten Grades mit der x-Achse
héchstens zwei Punkte gemeinsam hat.

Fall Lage der Para- Abstand des Beschaffenheit der
bel zur x-Achse Parabelscheitels Wurzeln
von der x-Achse
] ot
ys=—\7—4a
(59
1 Yy p* ' Zwei verschiedene
- —9)>0 reelle Wurzeln
(zwei getrennte
bzw. y; <0 Schnittpunkte)
X
Die Parabel
schneidet die
x-Achse
2 y P _ Reelle Doppel-
3 q)=0 wurzel (die beiden
_ Schnittpunkte fallen
bzw. y; =0 in einem Punkt zu-
sammen)
X
Die Parabel
beriihrt die
x-Achse.
3 y p? Keine reellen Wur-
\/ 7 —9)<° zeln (keine Schitt-
bzw. y, > 0 punkte)
F§
Die Parabel
meidet die

x-Achse.
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Zweite Moglichkeit: Verwendung der Parabel f(x)=x? mit
dem Scheitel S (0; 0). Bei diesem Verfahren wird di¢ Gleichung

x2 4+ px + g=0in der Form x2

BEISPIEL

= —px — g verwendet,

Die Gleichung 4x2 + 8x —12=10 soll unter Verwendung der
Parabel f(x) = x2 zeichnerisch gelést werden,

Schritt | Erlduterungsbeispiel Erkl4rungen
1 x*+2x—3=0 Herstellung der Normalform
2 xt=—2x+3 Das quadratische Glied wird
isoliert
3 f(x) =x? Ubergang zu den Funktionen
gx)=—-2x+3 f(x)=x* und g(x)= —2x+3
4 Graphische Darstellung beider

fn)=gle)

Funktionen in ein und demselben
x, y-Koordinatensystem

y = x%: Parabel mit dem Schei-
tel S(0;0);

y = —2x + 3: Gerade

Fir ein beliebiges x ist im all-
gemeinen f(x) = g(x). So erhiilt
man fir x = —1 die Funktions-
werte f(—1)= +1und g(—1) = +5.
Nur fir die Koordinaten der
Schnittpunkte beider Kurven gilt
f(x;) = g(x,) und damit

3= —-2x,+3
oder x1+2x,—3=0
X3 = —2x,+3

oder x3+2x,—3=0

Mithin erfilllen die Abszissen der
Schnittpunkte die Gleichung

x+2x—-3=0
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Schritt | Erliuterungsbeispiel Erklarungen
5 x=1; x,=-3 Ablesen der Abszissen der Schnitt-
punkte von Parabel und Gerade
6 Kontrolle fir x; und x, Kontrolle von x, und x, durch
siche unter ,,Erste Mog- Einsetzen in die Ausgangsgleichung
lichkeit*

" Allgemein gilt: Die (reellen) Wurzeln der quadratischen Gleichung ‘
x2 4+ px + q =0 erhdlt man durch Ermittlung der Abszissen der
Schnittpunkte der Parabel f(x) = x2 und der Geraden g(x) = —px — q.
Diskussion der zeichnerisch ermittelten Losungen

Eine Gerade kann zu einer Parabel folgende drei verschiedene Lagen
einnehmen:

Fall

Lage der Geraden zur Parabel

Beschaffenheit der Wurzeln

Zwei verschiedene reelle Wur-
zeln (zwei Schnittpunkte)

Die Gerade
schneidet
die Parabel.
2, i Reelle Doppelwurzel (dic bei-
| den Schnittpunkte sind in dem
i Beriihrungspunkt zusammen-
gefallen)
Die Gerade
beriihrt
die Parabel.
3 Keine reellen Wurzeln (keine
? Schnittpunkte)
Die Gerade
meidet

die Parabel.




9.2.  Algebr. Bestimmungsgl. in einer Unbekannten 21

9.2.2.9.. Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen
zuriickfiihren lassen -

Kubische Gleichungen ohne Absolutglied
BEISPIEL
X —3x*—54x=0
x(x2—3x—54)=0

xx=0 x*—3x—54=0

3 9
= — —_ 54
X2,3 +2:|:l/4+

xy=0; x;=9; x3=—6.

Die vorgelegte kubische Gleichung hat drei (reelle) Wurzeln. Produkt-
darstellung der gegebenen Gleichung: x(x — 9) (x + 6) = 0 wegen
x2 —3x — 54 = (x — 9) (x + 6).

Gleichungen der Form x*" 4+ ax® + b =0

Gleichungen dieser Form l6st man durch Einfilhrung einer neuen
Unbekannten z = x". Dann gilt z2 = (x")? = x2",

BEISPIEL
x*—13x24+36=0

Die Substitution x* = z2; x2 = z liefert die in z quadratische
Gleichung

z*—1324+36=0
mit den Wurzeln z; = 9; z, = 4. Wegen x2 = z ergibt sich

Xy,2 = :l:Va X3,4 = :tVZ

x1=+3; X, = —3; 13=+2; X4 = —2.

Die vorgelegte Gleichung vierten Grades hat vier (reelle) Wurzeln.
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Bemerkung zu Bruch- und Wurzelgleichungen

Bei der Umformung von Bruchgleichungen und Wurzelgleichungen auf
die Form -

x"+all-lx"-l+'"+a2x2+alx+ao=0

kann der Fall eintreten, daB diese Gleichung Wurzeln hat, die der
urspringlichen Gleichung nicht genigen. Bei Bruchgleichungen und
Wurzelgleichungen dient die Probe nicht nur zur Rechenkontrolle,
sondern auch zur Ausscheidung von Zahlen, die als Wurzeln nicht in
Betracht kommen.

BEISPIELE
1. Bruchgleichungen
3x2 — 44x + 160
Die Bruchgleichung —% = 4 fuhrt auf die quadratische

Gleichung x2 — 16x + 64 = 0 mit der Doppellosung x;,, = 8.
Die Zahl 8 erfillt die Bruchgleichung nicht. Diese hat keine Losung.
Sie stellt eine unmégliche Forderung dar, denn
3x? — 44x+ 160 _ (x — 8) (3x —20)
x—8 - x—8

wird far kein x gleich 4, wie es die Gleichung fordert.

2. Wurzelgleichungen
Vix—11—VYx=3

Nach dem Quadrieren verbleibt der Term ]/x(3x— 11) in der
Gleichung. Dieser wird isoliert. Dann wird die Gleichung zum
zweiten Mal quadriert. Man erhilt die quadratische Gleichung
x2— 29x - 100 = 0 mit den Losungen x; = 25 und x, = 4. Nur
xy = 25 erfillt die Wurzelgleichung.

Probe: 325 — 11 — V253 V3-4a—11—Vay3
8§ —5|3 1-2|3
3=3 —1%3
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Beachte:

Bei der Probe sind die stets positiven Wurzeln mit denjenigen
Rechenzeichen anzusetzen, die durch die Aufgabe vorgeschrieben
sind.

DaB nicht jede Lsung der quadratischen Gleichung unbedingt die
Waurzelgleichung erfiillen muB, 148t sich wie folgt einsehen: Aus a = b
folgt a? = b?; aus a® = b2 dagegen folgt a = b oder a = —b. Uber
das urspriingliche Vorzeichen der Basis 148t sich nach dem Quadrieren
also keine eindeutige Aussage mehr machen.

Es kann durchaus der Fall eintreten, daB Wurzelgleichungen keine
Losungen haben.

9.2.3. Verfahren zur Verbesserung von Niherungswerten
(Regula falsi; NEwToNsches Verfahren)

Die Regula falsi (eigentlich Regula falsorum, d. h. Regel des falschen
Ansatzes) und das NEwTONsche Ndherungsverfahren dienen zur Ver-
besserung von Ndherungswerten numerischer Gleichungen (Gleichungen,
deren Koeffizienten Zahlen sind). )
Man verwendet diese Verfahren in der Praxis zur Bestimmung nicht
ganzzahliger Wurzeln, wenn exakte Verfahren zu umstindlich sind
(Gleichungen 3. und 4. Grades) oder wenn exakte Methoden gar nicht
existieren (Gleichungen von hoherem als dem 4. Grade; transzendente
Gleichungen). In dem Wort Niherungsverfahren liegt keine Herab-
setzung dieser Methoden. l1hre wiederholte Anwendung erméoglicht die
Berechnung reeller Wurzeln mit jeder vorgeschriebenen Genauigkeit. .

Die theoretische Grundlage beider Verfahren bildet der Satz:

Ist die Funktion y = f(x) im Intervall a =< x < b stetig und haben
die Funktionswerte f(a) und f(b) entgegengesetzte Vorzeichen, so
existiert mindestens ein Argument x, im Intervall a < x < b, fur
das die Gleichung f(x,) = O besteht.

Xxo ist also eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Durch Probieren
148t sich immer ein hinreichend kleines Intervall finden, in dem nur
eine einzige Wurzel der Gleichung f(x) = O liegt.
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Veranschaulichung:
A 7 b
L /
!
-L-' f18) -!—{ /\ / f1)
[ ta)) x 0 m,}] X X L£ Tx
I

fla)<0; 116)>0; f(ry)=08

1(a)<0; [(b]>0;flxy)= (i) =1 (x;)=0

0 r {
. |
i#18)
7 { a_ X / -
U % b Tx 0 f)| S ¥ *
G h
Regula falsi NEewTONsches Verfahren
Naherungs- Regula falsi NEewToONsches Verfahren
verfahren (Sekantennaherungs- (Tangentenndherungs-
verfahren) verfahren)

® Anwendbarkeit

Es miissen numerische Gleichungen vorliegen.

Grundgedanke
(gcometrische
Veranschau-
lichung)

Der Kurvenbogen

—_

P, P, wird durch die
Sekante (Sehne) P, P,
ersetzt.

Der Kurvenbogen
wird durch die Tangente
in P, ersetzt.

Z (gelesen: x quer) ist
die Abszisse des Schnitt-
punktes der Sekante

mit der x-Achse.

Z ist dic Abszisse des
Schnittpunktes der Tan-
gente mit der x-Achse.

Anzahl der
Ausgangswerte

Zwei Nidherungswerte
aund b

Ein Naherungswert a
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Niherungs- Regula falsi NEewTONsches Verfahren
verfahren (Sekantenn#herungs- (Tangentenniherungs-
verfahren) verfahren)
Formel Aus den Néherungs- Aus dem Niherungs-
werten a und b erhilt wert g erhilt man T
man Z durch durch
_ —a Fea— f(a)
*m a0 “ Fla
T ist ein besserer Nhe- Z ist im allgemeinen ein
rungswert fiir x, als besserer Néiherungswert
mindestens einer der fiir x, als a.
beiden Niherungswerte Notwendige Bedingung:
a und b. f@ *+0
Wiederholte Wiederholte Anwendung Wiederholte  Anwendung
Anwendung dieses Verfahrens er- dieses Verfahrens laBt die
des Verfahrens méglicht die Ermittlung geforderte Genauigkeit
der gesuchten Losung um so schneller erreichen,
mit beliebiger Genauig- je besser der Ausgangs-
keit. Die jeweiligen Aus- wert ist.
gangswerte werden stets
so gewdihlt, daB die zuge-
hérigen Funktionswerte
entgegengesetzte Vor-
zeichen haben.

Fiir das Sekantenverfahren benétigt man nur die Funktionswerte,
nicht die Ableitungen. Es handelt sich bei diesem Verfahren um eine
lineare Interpolation (Eingabelung). Man kommt nicht schneller zum
Ziel, wenn man bereits am Anfang mit sehr vielen Dezimalstellenrechnet.
Man kann nicht sagen, daB eines der beiden Verfahren dem anderen
prinzipiell Gberlegen ist. Welchem Verfahren man den Vorzug gibt,
hingt vom Funktionsverlauf in der Nihe der Nullstelle und von den
gewihlten Ausgangswerten ab.

Fur die praktische Durchfithrung der Verfahren sind (wie immer bei
numerischen Rechnungen) Rechenschemata zu empfehlen.

BEISPIELE (fiir das Sekantenndiherungsverfahren)

1. Die reelle Wurzel der Gleichung x3 — 2x — 5 = 0 ist auf drei Stellen
genau zu berechnen.

15 Simon/Stahl, Mathematik
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f(x)=x3—2x— 5 ist fur alle x stetig. Im Intervall 2< x< 3
existiert eine Nullstelle, denn f(2) und f(3) haben entgegengesetzte
Vorzeichen. Die Niherungsformel der Regula falsi kann also ange-
wendet werden. Mit Riicksicht auf die verlangte Genauigkeit kann
der Rechenstab verwendet werden. Es ist zweckmiBig, so vorzugehen,
daB man den Naherungswert schrittweise um je eine Stelle verbessert.

a b f(a) fb)
+2 +3 -1 +16
+2,09 +2,1 —0,051 +0,06
+2,09 +2,095 —0,051 +0,005

b—a b—a _ .
~ —f(@) - —m—— T Ergebnis
o—ra | 7 o —r@ &

+ +0,1 +2,1 +2 < xo < +3; die
17 Ziffer 2 ist gesichert
0,01 +0,005 +2,095 42,09 < x, < +2,1

o Die Ziffern 2 und 0

sind gesichert.

Die Rechnung wird abgebrochen, +2,09 < xo < + 2,095

da die vorgeschriebene Genauig- Die Ziffern 2, 0 und 9

keit erreicht ist. sind gesichert.

2,09 ist der beste Niherungswert fiir xo, wenn drei Stellen an-
gegeben werden sollen. Ein genauerer Wert ist 2,09456. Die beiden
anderen Wurzeln sind nicht reell.

2. Die reelle Wurzel der Gleichung x3 — x2 — x — 4 = 0 ist auf drei
Stellen nach dem Komma genau zu berechnen.

f(x) = x® — x2 — x — 4 ist fur alle x stetig. Im Intervall 2< x<3
existiert eine Nullstelle, denn f(2) und f(3) haben entgegengesetzte
Vorzeichen. Die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Regula
falsi sind also erfullt.
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BEISPIEL (fir das Tangentenndherungsverfahren)

Die reelle Wurzel der Gleichung des Beispiels 2 ist zu ermitteln.

_J@ |

a f(a) f(a) ?'(T) z Bemerkungen
+2 -2 +7 +0,28 +2,28 | f(2) +0

+2,28 | +0,374 | +10,035| —0,03 | +2,25 |f'(2,28) +0; T = +2,28
ist ein besserer Nahe-
rungswert fir x, als
a= +2,da

1£(2,28)] < 1f(2)I.

+2,25 | +0,078 | +9,688 | —0,008 | +2,242 | f'(2,25) +0; das Ver-
fahren kann fortgesetzt
werden.

Beachte: f’(a) ist der Wert der 1. Ableitung von f(x) an der Stelle a (vgl.
19.1.).

9.2.4. Wurzelgleichungen
Vgl.9.2.1.1. und 9.2.2.9.

Waurzelgleichungen kénnen auf Gleichungen ersten, zweiten und hoheren
Grades fihren. Bei Wurzelgleichungen dient die Probe nicht nur zur
Rechenkontrolle, sondern in erster Linie zur Entscheidung dariiber, ob
die Losungen der durch Umformung erhaltenen Gleichung n-ten Grades
auch Losungen der urspringlichen Wurzelgleichung sind.

BEISPIELE

1. V36— yux—10=5 -
Quadrieren: 36 —11 ]/ﬁle?) =25
Isolieren der Wurzel: 11 Vm =11

Viix—10=1
Erneutes Quadrieren: 1Ix—10=1

x=1
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Probe: [36—11Y11-1—10 |5 .
5=5
x = 1 ist Losung der vorgelegten Wurzelgleichung.

— 24
x+5—
2. / Vx+5

+Vsx—63=0|-Vx+5

Beseitigen des

Nenners: x+5—24+)s5x—63-Yx+5=0
Isolieren der Wurzel: J(5x — 63)(x + 5)=19—x
Quadrieren: 5x2 — 38x — 315 = 361 — 38x + x?

Ordnen: x2—169=0
x;=+13; x;=-—13
Proben: x; = 413 x,=—13
— 24 = Es ergeben sich negative Radikanden.
V18— —— + V2|0 ) -
Das Zeichen Va ist aber nur fiir

Vs = 0 erklart (vgl. 6.3.1.)
- - a 2 0 erklért (vgl. 6.3.1.).
32— 2 41200
3)2
3V2—4¥2 +V2]0
0=0

x; = 413 ist Losung x2=-—13 ist keine L&sung der
der Wurzelgleichung. Wourzelgleichung.

Nicht in jedem Fall sind Wurzelgleichungen durch Potenzieren wurzel-
frei zu machen. Man kommt dann mit Hilfe der zeichnerischen Auf-
16sung zum Ziel. !

BEISPIEL
- [
Vx+ 3= V20 + x +0,792

Die rechnerische Auflésung von Wurzelgleichungen in zwei Unbe-
kannten ist im allgemeinen schwierig bzw. unmoglich. Auf zeichneri-
schem Wege kommt man auch hierbei stets zum Ziel.
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In ecinfachen Fillen (z. B. wenn eine Gleichung linear ist) gelingt die
Elimination einer Unbekannten durch die Verfahren von 9.4.1.2.

9.3. Transzendente Bestimmungsgleichungen in einer
Unbekannten

Zum Begriff der transzendenten Gleichung vgl. 9.1.5.

9.3.1. Transzendente Gleichungen, die sich auf algebraische
Gleichungen zuriickfiihren lassen

(1) Exponentialgleichungen
(Vgl.6.4.4.)
(2) Logarithmische Gleichungen

Loga.rithn?ische Gleichungen enthalten die Unbekannten im Numerus
eines Logarithmussymbols. Sie lassen sich stets in Potenzform schreiben
(vgl. 6.4.1.). So sind beispielsweise die Gleichungen

logs25=2 und 5%2=25
#quivalent. Symbolisch:
(logs 25 = 2) & (52 = 25)
Jede der beiden Gleichheitsaussagen folgt aus der anderen. Der Doppel-
pfeil wird gelesen: genau dann, wenn.
BEISPIELE
1.lg(x2—2x— 20)=2
x2—2x— 20=10%
x2—2x—120=0
x;=12; x,=-—10

Probe fiir x; = 12 Probe fiir x, = — 10

Ig (144 — 24 — 20) | 2 1g (100 + 20 — 20) | 2

Ig 100 |2 1g 100 |2
2=2 2=2

Die Losungen der logarithmischen Gleichung sind x; = 12 und
X2 = —10.
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2.1g(mx+n+lgp—Ig@a+b=c

1 (mx+n)-p —c
& a+b
(mx+m)-p
gty
me+n—10¢- 312
a+b

mx=10°+ ———n
p

=—1-(10°- ath —n)
)

m

Probe: Ig(lO‘-#) +igp—Igla+b)|c
ct+lg@+b)—lgp+lgp—Ig@a+d)|c
c=c
(3) Goniometrische Gleichungen
(Vgl. 16.4.)

9.3.2. Transzendente Gleichungen, die sich nicht auf
algebraische Gleichungen zuriickfiihren lassen

Im aligemeinen lassen sich solche transzendente Gleichungen nur nihe-
rungsweise 16sen, z. B. auf graphischem Wege. Wie bei algebraischen
Gleichungen hoheren Grades ermittelt man zunichst Nidherungswerte,
die gegebenenfalls nach 9.2.3. ver- ¥ }
bessert werden konnen.

7
BEISPIELE 6
1 5
l.—sinx—x2—3=0 4
2 7
1 . 2 2
Jsinx=x +3 921" p
1 _,oz 2 IN=575 7 x
f;(x)=?sinx; f,) = x* 4 3. -2 ‘

Die zugehédrigen Kurven haben keinen Punkt gemeinsam, d. h., die
vorgelegte Gleichung hat keine reellen Lésungen.
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2. Die Wurzel der Gleichung cos x—2x=0

y
ist auf zwei Dezimalstellen genau zu be- 5
stimmen. .
cos x = 2x k
Sux) =cosx, f(x)=2x 2
Die graphische Darstellung der Funk- "
tionen 22 ot <«
y=/fi(x) =cosx -2
und y=fo(x) =2x J

liefert durch den Schnittpunkt der Kurven den Niherungswert fiir die
einzige reelle Wurzel x ~ 0,4.
Anwendung des NewtToNschen Niherungsverfahrens mit f(x) =

= cos x — 2x und f'(x) = — sin x — 2:
, f(a) ~
—_—— z
a f(a) f(a) @
+0,4 +0,121 —2,389 +0,05 +0,45
40,45 +0,0005 —2,4350 +0,0002 +0,4502

Ergebnis: x s 0,45 (auf zwei Dezimalstellen genau).
——

9.4. Lineare Gleichungssysteme

Im folgenden wird nur der Sonderfall behandelt, daB die Anzahl der
Unbekannten mit der Anzahl der gegebenen Gleichungen iibereinstimmt.
Dieser Fall hat in der praktischen Anwendung besondere Bedeutung.

9.4.1. Zwei lineare Gleichungen in zwei Unbekannten
9.4.1.1. Allgemeines
Begriff des Gleichungssystems

Eine lineare Gleichung in zwei Unbekannten kann stets auf die
Normalform

ax, + bx, =c

gebracht werden (x; und x, sind die Unbekannten; a, b und c beliebige
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reelle Konstanten). Jedem Wert der Unbekannten x, 1dBt sich ein
bestimmter Wert der Unbekannten x, zuordnen und umgekehrt.

BEISPIEL
5x1—4Xz=16
x| 0| 41| —1
1| 2
G| - -
*2 ‘ 2| 3

Es gibt also unendlich viele Zahlenpaare (x, ; x,), die die Gleichung
5x; — 4x; = 16 erfillen.

Ist eine zweite Gleichung gegeben, die von der ersten unabhingig
ist und mit ihr nicht im Widerspruch steht (,,unabhingig* bedeutet,
daB die zweite Gleichung nicht durch Umformung aus der ersten
Gleichung hervorgegangen ist; ,,widerspruchsfrei* bedeutet, daB beide
Gleichungen miteinander vertriglich sind und ihre Forderungen
einander nicht gegenseitig ausschlieBen, wie z. B. bei 5x; — 4x, = 16
und 5x; — 4x, = 17), so gibt es genau ein Zahlenpaar, das sowoh!/
die erste als auch die zweite Gleichung erfillt.

Die Gleichungen

ayx; + bix; =a
axxy + byx; =c;

bilden ein System von zwei linearen Gleichungen in zwei Unbekannten
(Gleichungssystem). Die Konstanten a,, a,, b;, b, ¢, ¢, sind reelle
Zahlen.

Losung des Gleichungssystems

Ein geordnetes Zahlenpaar (x; ; x;), das beide Gleichungen des Systems
erfillt, heiBt Lisung des Gleichungssystems.

Unter Auflésung des Gleichungssystems versteht man die Ermittlung
der Losung des Systems. Die Auflésung kann rechnerisch oder zeich-
nerisch erfolgen.

Die Probe besteht im Einsetzen des Wertepaares (x; ; x;) in die beiden
Ausgangsgleichungen. Erhilt man zwei wahre Gleichheitsaussagen, so ist
das geordnete Zahlenpaar (x,; x,) eine Losung des Gleichungssystems.

.
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9.4.1.2. Rechnerische Auflésung

Methode der Elimination

Das Prinzip dieser Methode besteht in der Zuriickfihrung eines neuen
auf ein bereits gelostes Problem. Aus den beiden gegebenen Gleichungen
wird eine dritte Gleichung hergeleitet, die nur noch eine der beiden
Unbekannten enthilt; die andere Unbekannte wird beseitigt (elimi-
niert). Diese Elimination kann durch verschiedene Verfahren erreicht

werden. Welche Unbekannte eliminiert wird bzw.

welches Ver-

fahren im Einzelfall zu bevorzugen ist, hingt von der Form der ge-
gebenen Gleichungen ab.

Methode der Elimination

Verfahren

Grundgedanke

Anwendung

1. Additionsverfahren
(Verfahren der glei-
chen Koeffizienten)

Man multipliziert die
Gleichungen derart
mit geeigneten Zah-
len, daB die Koeffi-
zienten der einen Un-
bekannten in beiden
Gleichungen entge-
gengesetzte Zahlen
werden. Durch an-
schlieBende Addition
entsprechender Glei-
chungsseiten fillt dann
diese Unbekannte
heraus.

Die Betrige der Koef-
fizienten dereinen Un-
bekannten sind in bei-
den Gleichungen
gleich oder konnen
leicht gleich gemacht
werden.

2. Einsetzungs-
verfahren (Sub-
stitutionsverfahren)

Aus einer der beiden
Gleichungen wird

eine Unbekannte aus-
gerechnet; der erhal-
tene Ausdruck wird

in die andere Gleichung
an Stelle dieser Unbe-
kannten eingesetzt.

Eine der Gleichun-
gen ist bereits nach
einer  Unbekannten
aufgelost, oder dies
ist leicht zu erreichen.

3. Gleichsetzungs-
verfahren (Kom-
binationsverfahren)

Aus beiden Glei-
chungen berechnet
man ein und dieselbe
Unbekannte und setzt
die gefundenen Aus-
driicke einander gleich.

Jede der Gleichun-
gen ist bereits nach
ein und derselben
Unbekannten aufge-
16st, oder dies ist
leicht zu erreichen.
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v

BEISPIELE

Elimination der einen und Berech-

nung der anderen Unbekannten

Berechnung der eliminierten
Unbekannten

zul. 8x;, + 3x, = —5§

5x, + x3= —4
Multiplikation der zweiten
Gleichung mit (—3) und
Addition ergibt
—Tx, =1
(Eine Gleichung in einer Un-
bekannten; x, ist eliminiert)
x; = —1

x, erhdlt man durch Einsetzen

des fir x,
in eine der beiden Ausgangs-
gleichungen (hier in die
zweite Gleichung):

5(-1) +x, = -4
xy = +1

gefundenen  Wertes

zu 2. x; = 3x, — 15

4x, + 11x, = 124
4(3x, — 15) + 11x, = 124
(Eine Gleichung in einer
Unbekannten; x, ist eliminiert)
x, =8

Die eliminierte Unbekannte
erhdlt man aus der Substitutions-
gleichung:

x=3-8-15

x =9

zu 3. x; = 2x, + 10

2
x,=Tx,+6

2xy 4+ 10 = %x.+6

(Eine Gleichung in einer Unbe-
kannten; x, ist eliminiert)
Xy = —3

WEITERE BEISPIELE

1. ax; + bx, = a®> + 2ab — b?
axz—bx1=az—20b—bz

x, erhdlt man aus einer der
beiden Gleichungen (in diesem
Fall aus der ersten):

x, =2(=3)+10

X = +4

b
‘a

abx; + b*x, = a2b + 2ab* -- b3
—abx, + a*x, = a® — 2a%*b — ab?
(a® + b?) x, = a® — a®b + ab* — b®

x,=a—>b
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Aus der ersten Gleichung folg@
ax; = a®+ 2ab — b*> — ba — b)
ax; = a*> + 2ab — b* — ab + b?
x;=a+b

Probe:
1. Gleichung: a(a + b) + ba — b) | a* + 2ab — b?
a? + 2ab — b? = a® + 2ab — b?
2. Gleichung: a(a — b) — Ka + b) | a®> — 2ab — b*
a® — 2ab — b* = g* — 2ab — b?
Bisweilen ist die Einfiihrung neuer Unbekannter von Vorteil. Die

Bezeichnung der Unbekannten hat selbstverstindlich keinen EinfluB
auf das Ergebnis.

2x+3+y—6=l2_ Man setzt x+3=u; y—6=v
s 4 5 und erhilt:
x+3  y—6 _ 5l Lir_ 12
4 5 20 5 4 5
u v 51
775 0

Normalform: 4u + 50 =48 |- (45)
Su+4v=51|-(—4)

Addition entsprechender Gleichungsseiten ergibt 9v = 36; v = 4.
Aus der ersten Gleichung folgt 4u =48 — 5-4; u=71.
x+3=7; x=4. y—6=4; y=10.

Allgemeine Losung
Das lineare Gleichungssystem
a,x, + byx; = ¢,
axxy + byx; = ¢,
hat die Losung
o1b2 — eaby Gif2 7 327 (vgl. 9.4.1.4).

Xy = 2 ==
a,b; — axb, ’ a,b, — ayb,
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Bei Verwendung dieser Formeln zur Auflsung eines linearen Systems
braucht der ProzeB des -Eliminierens nicht durchgefiihrt zu werden.
Die Formeln sind allerdings schwer einzuprigen (vgl. 10.1.3.).

9.4.1.3. Zeichnerische Auflésung

Arbeitsschritte:

1.

Die beiden Gleichungen des Systems werden als analytische Aus-
dricke von Funktionen aufgefaBt. Die Bilder dieser Funktionen
im x, y-Koordinatensystem sind Geraden.

. Die Schnittpunktskoordinaten sind aus der Zeichnung abzulesen;

sie stellen die Lésung des Gleichungssystems dar.

. Die zeichnerisch gefundene Losung (Niherungslosung) ist stets

an den Ausgangsgleichungen zu Gberpriifen.

BEISPIEL

5y —25=3(x+2)
2x 4+ 3y=11

A
7

><3
| 4
|

|

|

|

|
B

K}
2
1
0

12345657 x
N

Die erste Gerade ist durch die Punkte (3; 8) und (—7; +2) bestimmt,
die zweite Gerade durch die Punkte (—5; +7) und (1; 3). Setzt man.
z. B. in die erste Gleichung fiir x die frei gewahite Zahl 3 ein, so er-
halt man y = 8. Die anderen Zahlenpaare ergeben sich entsprechend.

Koordinaten des Schnittpunktes: (—2; +5).
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Probe:

Erste Gleichung

5:5—25[3(—242)

0=0

Zweite Gleichung

2(=2)+3-5|11
11=11

9.4.1.4. Existenz und Eindeutigkeit der Lisung

In der aligemeinen Losung (9.4.1.2.) sind x; und x, Quotienten mit
dem Nenner a,b, — a,b,. Fir die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung ist a,b, — a,b; 4 0 Voraussetzung, da die Division durch Null
nicht erklirt ist.

Anzahl Geometrische
Bedingung Gleichungen der Lo- Deutun
sungen g
ab, — ax, + bixy = ¢ Genau Die beiden Geraden
—ab, =0 asxy + bexs = 4 eine haben cinen Punkt
Losung gemeinsam.
Die Koordinaten
Die Gleichungen des Schnittpunktes
sind weder vonein- stellen die Losung dar.
ander abhingig,
noch widersprechen ~V
sie einander. 7
3 |
A
BEISPIEL (5:3) 2012345
—2x+5y=3S5
2x'+ Sy = 25 Zugeordnete lineare
Funktionen:
(-2)-5-2.5%0 2
=—x+1
Y=3
2
y=-—5=x+ ]

Der Fall a;b, — ayby =0 (d.h. a;b, = a,b, oder a;:a; = b,: b,
oder a; = ka,; b, = kb,) ist in der folgenden Ubersicht behandelt.
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Anzahl .
Bedingung Gleichungen der L6- geometrlsche
eutung
sungen
kagx, + kbyx, = Unend- Die beiden Geraden
= ke, lich viele | fallen aufeinander;
o bux, = Lo- die Koordinaten
a1 T DeXa = 6 sungen aller Punkte der
Die Gleichungen : Geraden sind L&-
G sind voneinander sungen.
= ke, abhiingig (die erste
Gleichung geht aus );l
der 2. durch Multi- ¢ :
plikation mit k ) /
hervor). 2
BEISPIEL j?
-
—ZX + Sy = 5 5—9—4—0——0—0—0’
5 5 3 1 2345 x
—X+5ry=5 |zB. '
5 (5;3) Zugeordnete lineare
arbs (—2):—=—(—=1)-5=0] oder Funktionen:
—asb, 2 ©; 1) 2
=0 k=2: oder y=s—x+l
5 (=5 -1 2
2-—=35 - <
2 y= 3 x +1
[ ka.x, + kbyx, = keine Die beiden Geraden
*keo| = ¢, Losung laufen parallel; sie

axxy + bexy = ¢4

Die Gleichungen
widersprechen ein
ander (c, + kcy).

BEISPIEL
—2x+5y=3S5
—2x + 5y = —10

(-2):5—(-2)-5=0
k=1:
1-(—=10)%5

haben keinen Punkt
gemeinsam; keine
Losung.

Y

N O Ny

P -l

/.ﬁ_;r}]’t? X
3

Zugeordnete lineare
Funktionen:

=%x+l

=%x—-2
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9.4.2. Lineare Gleichungen in mehr als zwei Unbekannten

Die fir Gleichungssysteme in 2 Unbekannten geltenden Aussagen
lassen sich auf Systeme in drei und mehr Unbekannten iibertragen.
Normalform des Gleichungssystems in drei Unbekannten:
ayx; + byxa + ¢1x3 = d,
83x1 + byxs + c2x3 = d,
a3xy + b3x; + c3x3 =ds
Ein geordnetes Wertetripel (x;; x,; x3), das alle drei Gleichungen
erfillt, heiBt Losung des Systems. Man erhdlt genau eine Losung,
wenn die drei Gleichungen voneinander unabhingig sind und einander
nicht widersprechen.
Sind zwei oder alle drei Gleichungen voneinander abhingig, so hat
das System unendlich viele Losungen. Stehen zwei oder drei Glei-
chungen des Systems im Widerspruch, so hat das System keine Losung.
Die Probe besteht im Einsetzen des Wertetripels (x; ; x2; x3) in die drei
Ausgangsgleichungen. Erhilt man drei wahre Gleichheitsaussagen, so ist
das Wertetripel die Losung des Gleichungssystems.
Die Auflsung des Gleichungssystems in drei Unbekannten erfolgt in
folgenden Schritten:
a)Es wird durch Elimination von einer der drei Unbekannten auf
ein System von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten zuriick-
gefihrt.
b) Das System in zwei Unbekannten wird aufgeldst nach 9.4.1.2.
¢) Die dritte Unbekannte erhidlt man, indem man die firr die beiden
anderen Unbekannten ermittelten Werte in eine der Ausgangs-
gleichungen einsetzt und die sich ergebende Gleichung nach der
dritten Unbekannten auflost.

BEISPIEL )
(M 2xy +x3)3=02x; + x3):2— (2x2 + x3)* 3 + 170
(I]) (5x1 - x;) + (le + X;) 3= (3X2 —_ X3) 4475
(III) 3(7x; — x3) — 4(x; + 2x3) + 5(2x; — 3x3) = 187
Normalform: (Ia) 2x; + 9x; + x3 =170
(ITa) 11xy — 13x, + Tx3 =175
(IIIa) 27x; — 3x; — 23x5 = 187
Aus (Ia) folgt x3 = 170 — 2x; — 9x,.
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Der fiir x; gefundene Term wird in (IIa) und (IIIa) eingesetzt (Ein-
setzungsverfahren).
Man erhilt dann zwei Gleichungen in den Unbekannten x; und x,:
(IIb) 3x; + 76x, = 1115
(I1Ib) 73x; + 204x, = 4097

1115 — 76
Aus (IIb): x;, — __3—"

4097 — 204,
aus (IIIb): x; = 7 %2

Durch Gleichsetzen bekommt man eine Gleichung in x;:
1115 — 76x, 4097 — 204x,

3 = 7
x; =14

1115 —-76- 14
3
Der gezeigte Rechengang ist nur einer von vielen moghchen Wegen.

Aus (IIb): x; = 17 aus (Ia): x3 =10 10

9.5, Gleichungssysteme hoheren Grades in zwei Unbekannten
9.5.1. Rechnerische Auflésung

Da es schwer ist, allgemeine Regeln fiir die Auflosung von Systemen
hoheren Grades zu geben, sollen in folgendem lediglich einige ein-
fache Sonderfille besprochen werden. Die gegebenen Gleichungen
missen voneinander unabhingig sein und dirfen einander nicht
widersprechen. Der Grundgedanke ist auch hier immer die schritt-
weise Elimination einzelner Unbekannter. Im allgemeinen fihren die
Verfahren fur lineare Systeme (vgl. 9.4.1.2.) zum Ziel.

BEISPIELE
1. (I) 3x2 4 4y*> = 48
I x+4 =14
Die erste Gleichung ist in x und y quadratisch, die zweite linear
(Einsetzungsverfahren).
Aus (II): x = 14 — 4y.
16 Simon/Stahl, Mathematik
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Wird 14 — 4y fir x in (I) eingesetzt, so erhilt man eine quadra-
tische Gleichung in einer Unbekannten (y):

314 — 4y)> + 4> =48

13~ 13
45
J’x—ﬁ; y2=13

2
Aus (ID): x, = —E; X2 =2

.Die Losung des Systems besteht aus den Wertepaarep (x,,y;)

2 45
= (T3-' F) und (x2, y2) = (2, 3).
Die Probe besteht im Einsetzen beider Wertepaare in die Ausgangs-
gleichungen; es miissen sich in diesem Falle vier wahre Gleich-

heitsaussagen ergeben.

2 45
Geometrische Deutung: = und = bzw. 2 und 3 sind die Koordi-

naten der Schnittpunkte der Ellipse (T) und der Geraden '(II).

2.0 =2+ +3)*=64
5\2 3\2 65
a(e+3) +r-3) =5

Beide Gleichungen sind in x und y quadratisch.

Subtraktion entsprechender Gleichungsseiten nach Ausrechnung
der Quadrate gibt die in x und y lineare Gleichung

y=x+3. °

Ersetzt man y in (I) durch (x + 3), so erhilt man die quadratische
Gleichung

x2+4x—12=0;
daraus x; =2; x;=—6
und aus y = x + 3 die Werte
»n=35 y=-3.
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Die Wertepaare x; = 2; y; = 5 bzw. xo = —6; y, = —3 sind die

Losungen des gegebenen quadratischen Systems.

Geometrische Deutung: 2 und 5 bzw. —6 und —3 sind die Koordina-
ten der Schnittpunkte der Kreise (I) und (II).

. x2+y2=139 .

(i x-y =18
Beide Gleichungen sind quadratisch, davon eine infolge des Pro-
duktes der Unbekannten (x - y). Gleichung (II) wird mit 2 multi-
pliziert. Addition bzw. Subtraktion entsprechender Gleichungs-
seiten gibt

(Ia) x2+2xy+y2 =15
(Ila) x2 —2xy +y*=3
(Ib) (x+ »)* =15
(Ib) (x—y)?*=3 _
(o) x +y=+5)3
(le) x —y=+V3

Erneute Addition bzw. Subtraktion liefert die vier Wertepaare
3Y3; 213 —3V3; —2¥3 2V3; 313 —2V3; —3)3
als Losungen des gegebenen Systems.

Geometrische Deutung: Der Kreis (I) und die Hyperbel (IT) schneiden’
einander in vier Punkten.

9.5.2. Zeichnerische Auflésung

Die zeichnerische Auflésung, die sich besonders fiir schwierigere

Systeme eignet, besteht im Aufsuchen der Koordinaten der Schnitt-

punkte oder Berihrungspunkte der Kurven, die zu den gegebenen
Gleichungen gehéren.
Die Schnitt- oder Berihrungspunktkoordinaten sind die reellen
Lésungen des Systems.

BEISPIELE

MHx2—8x+3y2—6y=0
(IT) 4x2 — 32x + 25y + 200y + 364 = 0

16*
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(Ia)(x—4)>2+(—3)2=25 Y
7
—4 2 4 2
ma)(x ) +(y+ ) -1
22 3
_ 4
J 3
2
TN 7Tt AR
-2
-3
<4
Kreis mit M (4; 3) und r=S5; 54
Ellipse mit M (4; —4) und den
Halbachsen a=5; =2 -6

Beide Kurven beriihren einander im Punkt (4; —2).

Das Wertepaar (4; —2) ist die einzige reelle Losung des gegebenen
Systems.

2. (I)4x% 4 40x + 9y + 36y + 100 =0

(ID)y*—6y—4x+17=0 A
5)2 2)2 7t
(1)"‘+’+"+)=1 ’
4 5
(la)(y —3)2=2-2:(x—2) 4
’ 3
2
1

R REL R RN AT
-2
=3
-4
-5

Ellipse mit M (—S5; —2) und den Halbachsen a=3; b= 2

Parabcel mitdem Schcncl S (2;3)und dem Paramclcr 2p=

Die Kurven haben keinen Punkt gemeinsam. Das Gleichungs-
system hat keine reellen Losungen.
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9.6. Textaufgaben

9.6.1.  Arbeitsschritte fiir das Auflésen von Textaufgaben
durch Ansetzen einer Bestimmungsgleichung

Die folgenden Arbeitsschritte erleichtern ein zielbewuBtes und plan-
volles Vorgehen.

1. Grandliches Erfassen des Sinngehaltes der Aufgabe durch

a) Begriffserklirungen (z.B. Quersumme; Differenz der dritten
Potenzen zweier Zahlen; Quadrat der Geschwindigkeit usw.).

b) Feststellung der unmittelbar gegebenen bzw. bekannten und
gesuchten GroBen und Beziehungen. Die auftretenden GroBSen
kénnen im Text ziemlich versteckt enthalten sein. Zeichnungen!
Modelle!

c) Feststellung von Termen, zwischen denen eine Gleichheits-
beziehung besteht.

d) Uberschlagsrechnung (soweit moglich).

€) Formulierung der Aufgabe mit eigenen Worten.

2. Ansetzen der Bestimmungsgleichung

a) Es ist schriftlich in einem volistindigen Satz festzulegen, welche
GroBe als Unbekannte mit x oder einem anderen Symbol be-
zeichnet wird. Nicht immer ist es zweckmiBig, die gesuchte
GroBe selbst als Unbekannte einzufiihren. Es ist erhebliche

+ Umsicht nétig, um die Unbekannte so zu wihlen, daB die
weitere Rechnung moglichst einfach wird.

b) Mit der Unbekannten sind alle in der Aufgabe verlangten Ope-
rationen vorzunehmen. Bei schwierigeren Aufgaben kann es
natzlich sein, diesen Schritt dadurch vorzubereiten, daB statt der
Unbekannten zunichst eine spezielle Zahl verwendet wird.

c) Terme, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht, bilden
die Seiten einer Gleichung. Wenigstens einer dieser Terme muB
die Unbekannte enthalten. Wenn der Ansatz nicht zustande
kommen will, ist zu prifen, ob alle Bedingungen der Aufgabe
bericksichtigt worden sind.

3. Auflésen der Bestimmungsgleichung

a) Erkennen des Gleichungstyps und Wahl eines geeigneten Lo-
sungsverfahrens.
b) Ermitteln der Unbekannten.



246 9. Bestimmungsgleichungen -

4, Kritik der LSsungen

a) Nicht jede Losung der Bestimmungsgleichung ist fur die ge-
stellte Aufgabe brauchbar.

b)Die Probe deckt Fehler beim Ansetzen der Bestimmungsglei-
chung nicht auf. Man priift deshalb die Wurzein der Gleichung an
Hand des Aufgabentextes.

¢) Das Ergebnis ist, soweit méglich, zu deuten.

d) Auf die in der Aufgabe gestellte Frage ist abschlieBend eine
schriftliche Antwort zu geben.

Die Anwendung dieser Arbeitsschritte, die fir mehrere Unbekannte
sinngemiB abzuwandeln sind, kann im Einzelfall wegen der Viel-
gestaltigkeit der Aufgabenstellungen erhebliche Beweglichkeit des
Denkens erforderlich machen.

9.6.2. Erkennen und Darstellen von Gleichheitsbeziehungen

Zur Erleichterung dieses erfahrungsgemaB besonders schwierigen
Arbeitsschrittes konnen folgende Hinweise dienen:

1.

Die Beziehung der Gleichheit kann im Aufgabentext unmittelbar
gegeben sein.

BEISPIELE : ,,ist gleich*, ,,;so erhialt man gleiche Werte*, , hat
ebensoviel wie*, ,,a und b betragen zusammen c*‘.

. Die Beziehung der Gleichheit kann mittelbar gegeben sein.

BEISPIEL : Vier Zahlen sollen eine Proportion bilden. Diese ist eine
Verhiltnisgleichung (Gleichheitsbeziehung zwischen Verhiltnissen).

. Die Beziehung der Gleichheit kann sich aus mathematischen,

physikalischen, technischen Formeln oder Sitzen ergeben.
BEISPIEL : Im Aufgabentext ist von den Dreieckswinkeln die Rede.
Dann hilft evtl. der Lehrsatz: Die Summe der Dreieckswinkel
betrigt 180°.

4. Es kann eine Beziehung der Ungleichheit gegeben sein, aus der eine

Gleichheitsbeziehung entwickelt werden kann.

BEISPIELE
,a ubertrifft & um c¢*, Darstellung: a—b=c oder a=b+c;

,»a ist doppeit so groB wie b“, Darstellung: a = 2b oder % =b.

yDer Flicheninhalt 4, eines ‘Rechtecks wichst um A4, wenn man
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die Rechteckseiten vergroBert. Der neue Flichenimhalt sei A,.*
Darstellung: A, + A = A oder 4, — A, = A.

9.6.3. Sprachliche Darstellung von Termen und Gleichungen

Besonders wichtig ist in diesem Zusammenhang die Fahigkeit, Terme
und Gleichungen sprachlich darzustellen bzw. sprachlich gegebene
Beziehungen zwischen GroBen mathematisch darzustellen.

BEISPIELE
x—6 . . )
1. ,,Der a-te Teil der um 6 verminderten Zahl x*.
a
2. x_ 6 ,,Der um 6 verminderte a-te Teil von x*.
a R

,»Welche Zahl gibt halbiert und um 2 vermehrt

X
3.—4+2=2x—2
2 + x dasselbe wie verdoppelt und um 2vermindert 2

9.6.4. Mathematische Darstellung sprachlich gegebener Grofien
und Beziehungen

BEISPIELE

Sprachliche Formulierung Mathematische

Darstellung
Quersumme der Zahl 100x + 10y + z x+y+z
Zweistellige Zahl (x Zehner, y Einer) 10x + y

Dreistellige Zahl (x Hunderter, y Zehner, z Einer) 100x + 10y + =
Das Quadrat der auf die ganze Zahl n folgenden .

ganzen Zahl . (n+ 1)
Arithmetisches Mittel der Zahlen a und b a ;’ b
Geometrisches Mittel der Zahlen @ und b Va-b

. a b
Das Reziproke von 5 p

Die Zahlen a, b, ¢, d bilden in dieser Reihenfolge
eine Proportion a:b=c:d
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9.6.5. Ubungsbeispiele
Arithmetische Aufgaben

1. Zwei Zahlen verhalten sich wie (1 4- n) zu (1 — n). Wie heiBen diese,
wenn ihre Summe 2a betrigt?

Lo6sung: Der erste Summand sei x.
Dann ist der zweite Summand 2q — x.

Das Verhiltnis dieser Zahlen ist % x

Terme, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht, sind

x und 1+n
2a —x 1—n’
x 1
Bestimmungsgleichung far x: =7 + :
—x —

Auflésung: x(1 — n) = (1 + n) (2a — x)
X — xn=2a -+ 2an — x — xn
2x =2a(l 4+ n)
x =a(l +n)

Fiir den zweiten Summanden erhdlt man
2a—x=2a—a(l +n)=a(l —n)

al+n) 1+4n

a(l —n) T 1—n

Summenbildung: a(L+ n) + a(l — n)
=a+an+a—an=2a

Ergebnis: Die Zahlen heiBen a(1 + n) und a(1 — n).

Probe: Verhiltnisbildung:

2. Wenn man zu dem Quadrat einer gahzen Zahl 17 addiert, so erhilt
man das Quadrat der nachst gréBeren ganzen Zahl. Wie heiBt die
urspriingliche Zahl?

Lésung: Die urspriingliche Zahl sei z.
Das Quadrat der Zahl z ist z2.
Die auf z folgende ganze Zahl ist z + 1.
Das Quadrat dieser Zahl ist (z + 1)2.
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Terme, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht, sind
@2+ 1 und (z + 1)2

Bestimmungsgleichung fiir z: z2 + 17 = (z + 1)?

Auflésung: 22 4+ 17 =224+ 2z 41

2z=16

z=28
Probe: 82 4+ 17|92
64+ 17|81
81 = 81

Ergebnis: Die urspriingliche Zahl heifit 8.
3. Welche Zahl gibt durch ihren 34, Teil geteilt gerade 34?
Loésung: Die gesuchte Zahl sei x.
Der 34. Teil dieser Zahl ist ——.
Die gesuchte Zahl, dividiert durch ihren 34. Teil, ergibt

x
—(xF0).
x
34

Terme, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht,

sind — und 34.
X

34

Gleichung fir x: X 34
X

34
Auflésung: x- %— =34
Deutung:
Die Gleichung x - ? = 34 ist eine Identitit, sie wird fur jeden

Wert von x auBer x = O erfiillt (vgl. 9.1.2. und 9.7.8.).

Ergebnis: Jede Zahl mit Ausnahme der Null gibt durcH ihren
34. Teil geteilt 34.



250 9. Bestimmuugsgleichungen

4. Welche gleiche Grundziffer muB man an die Zahlen 1, 2, 7, 12 hingen,
damit eine Proportion entsteht?

Lésung: Die gesuchte Ziffer sei x.
Die 1. Zahl besteht dann aus 1 Zehner und x Einern:10- 1 + x
Die 2. Zahl besteht dann aus 2 Zehnern und x Einern: 10+ 2 + x
Die 3. Zahl besteht dann aus 7 Zehnern und x Einern: 10- 7 + x
Die 4. Zahl besteht dann aus 12 Zehnern und x Einern: 10 - 12 + x
Bestimmungsgleichung fir x:

(104 x): (20 + x) = (70 + x): (120 + x)
Aufldsung:x =5

Probe: 15:25 | 75:125
3: 5=3: 5§

Ergebnis: Es ist an jede der gegebenen Zahlen die Ziffer 5 an-
zuhdngen. Die Proportion lautet: 15:25 = 75: 125.

Geometrische Aufgaben

1. Die H6he auf der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist
um 35m groBer als der eine und um 84 m kleiner als der andere
Hypotenusenabschnitt. Wie gro8 ist die Hohe?

1

9 P

h
Lésung: Die Hohe & betrage xm. Aus h = xm folgt — = x.
(vgl. 5.3. und 11.2.1.). Ferner gilt m

h
Wp=h—3m (a2 ="_135 ap)L=x—13s
m m m

. _ h
@a=h+84m QL =""4+81 20)L — x84
m m m
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Nach dem Hohensatz (vgl. 12.8.1.1.) gilt A2 = p - g. Es liegt nahe,
die linken und rechten Seiten der Gleichungen (1b) und (2b) mit-
einander zu multiplizieren.

2 x—35)(x+84)
m m

h\? -
(—) = (x — 35) (x + 84)
m

h
Wegen — = x folgt:
m

x? = x? — 35x 4 84x — 35-84
x = 60

h=60m
Probe: p=60m —35m= 25m

gq=60m-+ 8 m=144m

25m- 144 m | (60 m)?

3600 m? = 3600 m?
Ergebnis: Die Hohe betrigt 60 m.
2. Eine quadratische Siule hat ein Volumen von 800 cm3. Setzt man

auf sie eine zweite mit gleicher Grundfiiche und einer Hoéhe h,

von 3 cm Linge, so erhidlt man einen Wiirfel. Wie groB ist dessen
Kantenlinge a?

y-—1--1--

\
\
\
[

a
Losung: Die Kantenlinge a betrage xcm. Aus a = xcm folgt

a
x=——"_ Fernergilt h=a— 3cm = (x — 3)cm.
cm
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Terme, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht: a2h, also
x2(x — 3) cm® und 800 cm3.

Bestimmungsgleichung fir x:
x2(x — 3) = 800.
Man erhilt x = 10,4 (vgl. 9.2.3))
Ergebnis: Die Kantenlinge a betrigt 10,4 cm.

3. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein gleichseitiges Dreieck
und hat die FlichengroBe 4 = 10,83 cm2. Wie groB ist der Raum-
inhalt ¥ des Kegels?

2s

S s
Losung: Aus A 1aBt sich die Linge des Grundkreisradius s be-
rechnen. V ist durch s und damit durch A4 darstellbar.

A =s2]/§
A A4 1 3
= —_— $3=__;V=—.szﬂ‘h; h=s}¥3
V3 V5 3 v
_ il C T _ A4~ 284cm?
3 33 =
Physikalische Aufgaben

1. Ein Liufer bewegt sich von B aus in der Richtung nach C um 12 Uhr
mit der konstanten Geschwindigkeit v, = 8 —kl?- Von A aus fahrt
zur gleichen Zeit in Richtung C ein Radfahrer mit der Geschwindig-
keit v, = 20-1%11. AB = s, = 40 km. Wann und wo holt der Rad-
fahrer den Laufer ein?

A g_iokm 8 ¢
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Lisung durch Ansetzen einer Bestimmungsgleichung

a) Einfiahrung der Unbekannten: Liufer und Radfahrer befinden sich
nach x Stunden in S.

b) GroBen, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht: der
vom Radfahrer zuriickgelegte Weg 4S und der vom Laufer zuriick-
gelegte Weg BS, vermehrt um So-

¢) Diese GroBlen werden durch die Unbekannte ausgedriickt:

Weg des Radfahrers in 1 Stunde: 20 km;
Weg des Radfahrers in x Stunden: 20 x km;

AS = 20x km;
A4S

— =20x.
km

Weg des Liufers in 1 Stunde: 8 km;
Weg des Liufers in x Stunden: 8x km;

AS = BS + 5o = 8x km + 40 km = (8x + 40) km
—_— 40
m 8x +

d) Bestimmungsgleichung:
20x = 8x + 40
12x =40

.7:—31
)

— 2
AS=20-ka=20-%km=66Tkm.

Ergebnis: Nach 3 h 20 min, wird der Liufer eingeholt. Er befindet
2
sich dann 66-; km von A4 entfernt.

Losung durch Betrachtung funktionaler Zusammenhdnge

Die Entfernung, die Liufer und Radfahrer von 4 haben, ist abhingig
von der Zeit. Das Weg-Zeit-Gesetz der gleichférmigen Bewegung lautet
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t
s=v-¢ baw, — =2 .l
km km h
h
Radfahrer: AS=o0,-1, AS
—=20x

C— km
AS=20T-xh

Jfi(x) = 20x, wenn man

.A_{ =f1(X) setzt.
km
Liufer: AS=BS+ s
= vty + So
P km _
AS=8—h—-xh As_8x+40
+ 40 km km
f2(x) = 8x + 40, wenn man
AS
k—m—=f2(x)sctzt.

Beachte:
¢t ist eine Variable; ¢, ist eine unbekannte Zeitdauer, gemessen in h
(’l =X h)-

Aus der graphischen Darstellung liest man die Koordinaten des Schnitt-
punktes beider Geraden ab.

fix)
Die Abszisse des Schnittpunktes ist 70
die MaBzahl der Zeit: 80
50 :
’l 40 ]
x=T; ty =xh; P 1 (x) = f2 (x)
0 2 }
’1 _ — h ” J‘ .
3 00723456 X

Die Ordinate des Schnittpunktes ist die MaBzahl des Weges:

r— 2
i) = fil) = —; AS=66—km
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2. Zwei Radfahrer, die s, = 63 km vonecinander entfernt wohnen,
fahren einander entgegen. Geschwindigkeit des ersten Radfahrers:

k k
v, =12 Tm; Geschwindigkeit des zweiten Radfahrers: v, = 15—“2.

- s -
A Sp= 63km & ,

Wann und wo treffen sich die Radfahrer, wenn sie gleichzeitig von
ihren Orten abfahren?

Lsung durch Ansetzen einer Bestimmungsgleichung

a) Einfihrung der Unbekannten: Beide Fahrer befinden sich nach
x Stunden in S.

b) GréBen, zwischen denen eine Gleichheitsbeziehung besteht: Die
Summe der von beiden Fahrern zuriickgelegten Wege und die
Entfernung sq. ,

c) Die von beiden Fahrern nach x Stunden zuriickgelegten Wege:-

Erster Fahrer: Zweiter Fahrer:
Weg in 1 Stunde: 12 km; Weg in 1 Stunde: 15 km;
Weg in x Stunden: 12x km; Weg in x Stunden: 15x km;
:1'3'=12ka; §§=15ka;
AS BS
—_—=12 —=15
km km
So

Summe der Wege: A4S + BS; so = 63km; = 63
d) Bestimmungsgleichung:
12x + 15x = 63
1

X =2—
3

— 7
A4S = 12xkm = 12--3—km=~28km

Ergebnis: Die Fahrer treffen sich nach 2h 20 min,. 28 km von A ent-
fernt.
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Lisung durch Betrachtung funktionaler Zusammenhdnge
Die Entfernung, die beide Fahrer von 4 haben, ist abhingig von der
Zeit.

Erster Fahrer: Zweiter Fahrer:
B=U1‘t1 _BTS’=v;'t1+63km
— — km
AS=12—hkni-xh BS=—15T-xh+63km
AS BS

= = —_—=—15 63
= 12x = x +

fi(x) = 12x, wenn f2(x) = —15x + 63, wenn
AS . BS o
™= f1(x) gesetzt wird. e f2(x) gesetzt wird.

Beachte:

v; < 0, da beide Fahrer einander entgegenfahren und v; > 0 gesetzt
wurde.

| ftel = ]

!
0T 234056 x
Aus der graphischen Darstellung liest man die Koordinaten des Schnitt-
punktes beider Geraden ab. Die Abszisse des Schnittpunktes ist die
MaBzahl der in Stunden gemessenen Zeitspanne, nach deren Ablauf sich
beide Fahrer in § treffen. Die Ordinate des Schnittpunktes ist die
MaBzahl der Entfernung des Treffpunktes von A.

9.7. Ergiinzungen

Die Darstellung des Stoffgebietes der Gleichungen und Ungleichungen
hat im Zuge der Weiterentwicklung der mathematischen Grundlagen-
forschung erhebliclge Veridnderungen erfahren. Mit den folgenden Er-
ginzungen soll die Richtung dieser Entwicklung wenigstens angedeutet
werden.
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9.7.1. Mengen

9.7.1.1. Bezeichnung und Darstellung von Mengen

Die Mengenlehre ist heute die fundamentale mathematische Diszi-
plin. Eine tiefere Einsicht in die meisten mathematischen Sachverhalte
ist ohne Verwendung mengentheoretischer Begriffe nicht méglich.
Der Mengenbegriff wird in der Mathematik als Grundbegriff ver-
wendet, der nicht auf andere Begriffe zuriickgefiihrt werden kann.
Mit dem Begriff der Menge macht man sich an Hand von Beispielen
vertraut. Andere Bezeichnungen fiir eine Menge sind: Gesamtheit -
Charakteristisches Gemeinsames - Gedankliche Zusammenfassung zu
einer Einheit.

Als Menge bezeichnet man eine Gesamtheit, in der alle Objekte mit
gemeinsamer Eigenschaft zusammengefaBt sind. Beispielsweise bilden
alle Mitglieder einer bestimmten Partei eine Menge. Die mengen-
bildende Eigenschaft besteht darin, Mitglied dieser Partei zu sein.
Weitere Beispiele fiir Mengen sind die Menge der rationalen Zahlen,
die Menge der Primzahlen, die Menge der Punkte einer Geraden usw.
Die einzelnen Objekte heiBen die Elemente der Menge. '
Der Mengenbegriff darf nicht mit dem Anzahlbegriff verwechselt
werden.

Eine Menge betrachtet man als gegeben, wenn hinsichtlich eines jeden
Objektes genau eine "der beiden folgenden Aussagen besteht: Ent-
weder gehort dieses Objekt als Element zur Menge oder aber es gehort
nicht dazu.

Es ist ablich, die Elemente durch kleine lateinische Buchstaben (evtl.
mit Indizes) zu bezeichnen, wihrend zur Bezeichnung der Mengen
groBe lateinische Buchstaben oder geschweifte Klammern verwendet
werden.

M = {a, b, ¢} bezeichnet eine Menge, die genau aus den Elementen
a, b, ¢ besteht. N = {u, v, w, ...} bezeichnet eine Menge, die u. a. die
Elemente u, v, w enthalt.

Zwei Mengen A und B heiBen gleich, wenn sie aus denselben Elementen
bestehen. Symbolisch: 4 = B. Auf die Reihenfolge der Elemente
kommt es dabei nicht an, so daB z. B.

{a,b,c} ={a, c,b} = {b,a,c} = {b,c,a} = {c,a, b} = {c, b, a}
dieselbe Menge darstellt. Eine Menge kann in der Mathematik (im

Gegensatz zum alltiglichen Sprachgebrauch) lediglich aus einem
einzigen Element bestehen, z. B. 4 = {3}.

17 Simon/Stahl, Mathematik
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Die leere Menge besitzt kein einziges Element. Symbol: & oder {).
Unabhingig davon, wie man eine Menge beschreibt, ist diese schon
durch die Angabe der Elemente, die zu ihr gehdren, eindeutig be-
stimmt. Das ist gemeint, wenn man sagt, daB der Begriff der Menge
extensional ist.

9.7.1.2. Teilmengen

Eine Menge A4 heifit Untermenge (oder Teilmenge) der Menge B, wenn
jedes Element von A4 auch Element von B ist.

Symbolisch: 4 & B oder auch B2 A.

A C B bedeutet A B und A4 + B. In diesem Falle heiBt 4 echte
Teilmenge von B.

BEISPIEL

Die Menge aller geraden Zahlen ist eine echte Teilmenge der Menge
aller ganzen Zahlen: {0, 4-2, —2, 4+4, —4, ...} c {0, +1, —1, +2,
—2,...}

9.7.1.3. Elementbeziehung

Fir die Elementbeziehung, die die grundlegende Begriffsbildung der
Mengenlehre ist, benutzt man das Zeichen € (ein stilisiertes griechi-
sches ¢). /

a€ M (gelesen: g Element M)

bedeutet: ,,a ist Element der Menge M*.

Durch b€ M wird dargestellt, daB b nicht als Element zur Menge M
gehort.

Bezeichnet man mit R die Menge der reellen Zahlen, so gilt z.B.
—J2¢€r

Die Elementbeziehung nennt man auch e-Beziehung.

9.7.1.4. Gleichmichtigkeit von Mengen

Man nennt zwei Mengen A und B gleichmiichtig oder iiquivalent, in
Zeichen
A~B,

falls es mdglich ist, eine eineindeutige Abbildung von der Menge A4
auf die Menge B anzugeben. Die Bedeutung dieser Begriffsbildung
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liegt darin, daB sie die Mdoglichkeit des Vergleichs von Mengen schafft.
Wenn 4 und B endliche Mengen sind, so kann man die Frage, ob die
Anzahl der Elemente von 4 mit der der Menge B iibereinstimmt,
dadurch beantworten, daB man die Elemente jeder der Mengen abzihit
und anschlieBend feststellt, ob man gleiche Zahlen erhilt oder nicht.
Es ist von groBer Bedeutung, daB man Mengenvergleiche auch ohne
den Vorgang des Abzihlens durchfiihren kann.
DaB die Mengen

A= {a,b,c,d,e,f} und B= {u’v: w,x,y,z}
gleichmichtig sind, erkennt man ohne abzuzihlen auf folgende Weise:

A|a|b|cld|e|f

B|u|v|w|x|y|z
Jedem Element der Menge A 1aBt sich nimlich genau ein Element der
Menge B zuordnen und umgekehrt. Dieses Vorgehen bewihrt sich
auch im Falle des Vergleichs unendlicher Mengen.
Ist C die Menge aller natiirlichen Zahlen > 0, D diec Menge aller po-
sitiven geraden Zahlen, so ergibt sich ihre Gleichmichtigkeit durch die
Anordnung

C|1|2|3|4|5|...

D|2|a|e6]|8]10]..
Man erhilt somit den Satz, daB es ebensoviel positive gerade Zahlen
wie natiirliche Zahlen > 0 gibt. Dieses Ergebnis ist insofern tber-
raschend, als die Menge der positiven geraden Zahlen eine echte Teil-
menge der Menge der natirlichen Zahlen ist (D c C).
Der Begriff der Gleichmichtigkeit stellt, wie sich aus dem Vorher-
gehenden ergibt, eine Verallgemeinerung des Begriffs der gleichen
Anzahl im Falle endlicher Mengen dar.
Ohne Beweis seien noch folgende Eigenschaften der Gleichmichtigkeit
angegeben (vgl. 9.1.1.):
a) Stets gilt A ~ 4; {Wegen des Zeichens = vgl. 9.7.4.)
b) (4 ~ B) = (B~ A);
c)(A~B; B~C)=>(4~O).

9.7.1.5. Mengenoperationen

Zwei gegebenen Mengen kann man auf verschiedene Weise eine dritte
Menge zuordnen. In diesem Sinne spricht man von Operationen mit

17*



260 9. Bestimmungsgleichungen

Mengen. Es sollen im folgenden die Vereinigungsmenge, der Durch-
schnitt und die Differenz besprochen werden.

a) Unter der Vereinigungsmenge der Mengen A4 und B (kurz: Ver-
einigung von A4 und B), in Zeichen
A U B (gelesen: A4 vereinigt mit B),
verstecht man die Menge aller und nur der Elemente, die wenigstens
einer der Mengen A oder B angehoren.
Das Symbol U heiBt Vereinigungszeichen. Es dhnelt dem Buch-
staben U (Union).
. BEISPIELE
{5' 6’ 7} U {8, 9} = {5’ 6, 71 8r 9)
{2,4,6,8}U({1,2,3,57}={1,2,3,4,5,6,7, 8}
Aus der Definition der Vereinigungsmenge ergeben sich unmittel-
bar folgende Sitze:
AUA=A
AUg =4
Wenn A c B,sogilt AU B = B.
Die Vereinigungsmenge mehrerer Mengen A4,, 4,, ..., A, wird defi-
niert als Menge aller und nur der Elemene, die wenigstens einer der
'Mengen Ay, A, ..., A, angehiren.
Man schreibt: 4, U A; U ... U A, =0 4,.
BEISPIEL
{a,b} U{a,b,c} U {b,c,d} = {a,b,c,d}
b) Unter dem Durchschnitt der Mengen 4 und B, in Zeichen
AN B (gelesen: A Durchschnitt B oder A4 geschnitten mit B),
versteht man die Menge aller und nur der Elemente, die sowoh! zu A
als auch zu B gehoren.
BEISPIELE
{l’ 2) 3) 4) 5} n {21 4; 6} = {21 4}
{at b: C} n {X,.V} =g

Besitzen die Mengen A und B keine gemeinsamen Elemente (vgl.
das letzte Beispiel), so ist der Durchschnitt die leere Menge. Mengen,
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deren Durchschnitt die leere Menge ist, heiBen elementfremd (dis~
junkt). Aus der Definition des Durchschnitts erhdlt man unmittel-
bar:

ANA =4

ANg =0

Wenn 4 C B, so gilt: AN B= A.

Der Durchschnitt mehrerer Mengen A4,, 4, ..., 4, wird definiert
als Menge aller gemeinsamen Elemente dieser Mengen.

Man schreibt: 4, N 42N ... N A,.=iﬁlA.'.
BEISPIEL
{1,2,3,4,5,6}N{1,2,3,4} N {3,4,5,6} = {3,4}

Aus der Definition von Vereinigung und Durchschnitt ergeben
sich unmittelbar folgende Gesetze:

Kommutationsgesetze AUB=BUA; ANB=BNA

Assoziationsgesetze AUBUC)=MAUBUC
ANBNCO=UANBNC

Distributionsgesetze AUBNC)=(4UBNAUOC)

ANBUCO)=ANBUMNCO)

Man erkennt, daB die Analogie zwischen den Eigenschaften, die
die Mengenoperationen besitzen, und den Rechengesetzen der
Arithmetik zwar weitreichend, jedoch nicht vollkommen ist. Eine
Anwendung der Vereinigungs- und Durchschnittsbildung auf
geometrische Sachverhalte zeigt das folgende

BEISPIEL

Es sei A die Menge aller Parallelogramme, B die Menge aller Recht-
ecke, C die Menge aller Rhomben und D die Menge aller Qua-
drate. Man bestimme AUC, AUD, BUD, BND, BN C und
cnDb.

Losung: AUC= A BND=D
AUD=4 BNC=D
BuD=B cCnD=D
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c) Unter der Differenz A\ B (gelesen: Differenzmenge aus A und B)
der Mengen A4 und B versteht man die Menge genau derjenigen
Elemente, die zwar zu A aber nicht zu B gehéren.

Falls git ANB= @,s0ist A\ B= 4.
Ferner bestitigt man leicht:
A\ B= A\ (4N B).

BEISPIELE
1. {a, b,c,d,e} \ {d,e,f, 8} = {a,b,c}

2. Die Definitionsgleichung a® = 1 gilt, falls a€ R\ {0}, d. h. fir a
darf man beliebige reelle Zahlen mit Ausnahme der Zahl Null
einsetzen.

3. Versteht man unter 4 die Menge aller Finfecke, unter B die
Menge aller regelmiBigen Vielecke, so muB 4\ B als Menge aller
unregelmiBigen Fiinfecke aufgefaBt werden.

9.7.2.  Variable, Variabilititsbereich

Unter einer Variablen versteht man ein Zeichen fur ein beliebiges
Element aus einem vorgegebenen Bereich. Will man etwa zum Aus-
druck bringen, daB fiir die Addition reeller Zahlen das Kommutations-
gesetz gilt, so konnte das auf folgende Weise geschehen:

O+o0=0+0.

In dieser Zeichenfolge kénnen die leeren Stellen (Leerstellen, Platz-
halter) durch Bezeichnungen fiir bestimmte Dinge (im Beispiel reelle
Zahlen) ausgefiillt werden, wobei zu beachten ist, daB bei einer be-
stimmten Darstellung fiir alle durch dasselbe Zeichen charakterisierten
Platzhalter nur Bezeichnungen fir jeweils gleiche Objekte eingesetzt
werden diirfen. .
Bekanntlich verwendet man in der Mathematik zur Kennzeichnung
von Leerstellen Buchstaben. Leerstellen heiBen auch Variablen.

Die Menge der Elemente, die fiir eine Variable eingesetzt werden
diirfen, heiBt der Variabilitiitsbereich dieser Variablen (vgl. 9.1.2.). Fir
das Einsetzen eines bestimmten Elementes sagt man auch Variablen-
interpretation oder Variablenbelegung.
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9.7.3.  Aussagen, Aussageformen

9.7.3.1. Aussagen

Fir jede wissenschaftliche Arbeit ist die Tatsache von Bedeutung,
daB der Mensch in der Lage ist, die objektive Realitdt in Aussagen
widerzuspiegeln. Eine sprachliche AuBerung heiBt genau dann Aus-
sage, wenn es sinnvoll ist, von der Wahrheit oder Falschheit dieser
AuBerung zu sprechen.

LaBt man nur Aussagen zu, die entweder wahr oder falsch sind, so
stellt man sich auf den Boden der zweiwertigen Logik. In dieser gilt
der Satz der Zweiwertigkeit: Jede Aussage ist entweder wahr oder
falsch, d. h., jede Aussage ist wahr oder falsch (Prinzip vom ausgeschlos-
senen Dritten), und es gibt keine Aussage, die sowohl wahr als auch
falsch ist (Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch). Die Aussagen
lassen sich in genau zwei Klassen einteilen, namlich in die Klasse der
wahren Aussagen und die Klasse der falschen Aussagen. Einer dieser bei-
den Klassen muB jede Aussage angehéren. Diese beiden Klassen sind die
beiden Wahrheitswerte: ,Das Wahre* (abgekiirzt: W) bzw. ,,Das
Falsche* (abgekiirzt: F). Man sagt auch, daB eine bestimmte Aussage
entweder den Wahrheitswert W oder den Wahrheitswert F besitzt.

BEISPIELE
6 = 6 (wahre Gleichheitsaussage)
6 = 7 (falsche Gleichheitsaussage)
3 < 4 (wahre Ungleichheitsaussage)
4 < 4 (falsche Ungleichheitsaussage)

Wesentlich ist ferner die Unterscheidung von Einzelaussagen, Existen-
tialaussagen und Universalaussagen.
Einzelaussage: (3 +4)>=3%+3:32-443-3-42 443, Diese
Einzelaussage ist wahr, denn rechnet man jede Gleichungsseite fir
sich aus, so erhdlt inan 343 = 343,

Existentialaussage: Es gibt a und b, so daB gilt:
(a + b)® = a@® + 3a2b + 3ab? + b°.
Diese Existentialaussage ist wahr, denn fiir a=3 und b=4 (d.h,

fir mindestens eine Belegung) ergibt sich die wahre Aussage
343 = 343,
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Universalaussage: Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt:

(a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b>.

Beim Gebrauch von mathematischen Formeln ist stets zu priifen,
ob sie fiir den Bereich bewiesen sind, fiir den man sie verwenden will.

9.7.3.2. Aussageformen

- Kombinationen von Zeichen wic (a + b)* = a* + 2ab + b*
y=3x+4+4
ulv
b |a
nennt man Aussageformen.
Aussageformen haben zwar die Form ciner Aussage, aber es handelt
sich bei ihnen nicht um Aussagen, da Aussageformen weder wahr
noch falsch sind. Aussageformen sind sprachliche AuBerungen, die
Variablen enthalten und auf verschiedene Weise zu Aussagen werden
kdnnen, ndmlich:

(1) durch Variablenbelegung;
(2) durch Anwendung der sprachlichen Form es gibt;
(3) durch Anwendung der sprachlichen Form fiir alle.

BEISPIEL
Aussageform: n ist eine Primzahl.
Aussage 1: 7 ist eine Primzahl [entspricht (1); wahre Aussage]
Aussage 2: Es gibt natirliche Zahlen n, so daB gilt: n ist eine
Primzahl [entspricht (2); wahre Aussage])

Aussage 3: Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n ist eine Prim-
zahl [entspricht (3); falsche Aussage]

Aus einer Aussageform kénnen sinnvolle und nicht-sinnvolle Aus-
sagen hervorgehen. So erhdlt man keine sinnvolle Aussage, wenn
man in der Aussageform n ist eine Primzahl fir n den Namen einer
Stadt einsetzt. Bei der Interpretation der Variablen einer Aussage-
form hat man den sogenannten Grundbereich zu beachten. Darunter
ist der Bereich fiir zuldssige Variablenbelegungen zu verstehen.
Diejenigen Variableninterpretationen, fir die eine Aussageform in
eine wahre Aussage ubergeht, nennt man Erfiillungen der Aussage-
form.
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Unter der Erfiillungsmenge einer Aussageform verstéht man die Menge
der die Aussageform erfiillenden Belegungen.

Man nennt eine Aussageform beziglich des Grundbereiches
aligemeingiiltig, wenn ihre Erfiillungsmenge gleich ihrem Grundbe-
reich ist;

erfiilllbar, wenn sie durch wenigstens eine Belegung erfillt wird;
unerfiillbar (kontradiktorisch), wenn ihre Erfillungsmenge die leere
Menge ist.

9.7.4. Aussagenfunktionen, Wahrheitsfunktionen, Ausdriicke

Aussagenverbindungen

In 9.7.3.2. wurde gezeigt, wie man, ausgehend von Aussageformen, zu
Aussagen gelangen kann. Bei der Erzeugung neuer Aussagen spielen
aber auch gewisse Bindewdrter (aussagenerzeugende Worter bzw.
Wortgruppen) eine wesentliche Rolle, wie z. B.:

,,und*, ,,oder", ,,wenn - so*, ,,genau dann - wenn", ,,nicht*.

Darlegungen mathematischer Theorien sind ohne diese Worter nicht
denkbar.
Im folgenden sollen groBe lateinische Buchstaben, evtl. mit Indizes,
stellvertretend fir Aussagen stehen. Aus gegebenen Aussagen (A,,
A,, A) lassen sich mit Hilfe der fiinf genannten Bindewdérter neue (zu-
sammengesetzte) Aussagen gewinnen, die man Aussagenverbindungen
nennt:

»»A; und A,* (im Sinne von ,,sowohl A, als auch A,"),

»A; oder A" (,,oder im nichtausschlieBenden Sinne),

,swenn Ay, so A, (gleichbedeutend mit ,,aus A, folgt A,*),

»A) genau dann, wenn A,* (gleichbedeutend mit ,,A; dann

und nur dann, wenn A;").

In diesen vier Beispielen werden jeweils zwei Aussagen zu einer neuen
Aussage verkniipft. Man kann aber auch dadurch zu einer neuen Aussage
gelangen, daB man von einer einzigen Aussage ausgeht. So erhilt man
etwa durch Verneinung (Negation) der Aussage ,,Die Sonne scheint* die
neue Aussage ,,Die Sonne scheint nicht‘. Allgemein: Zu jeder Aus-
sage A kann man ihre Negation oder ihr Negat ,,nicht A* bilden.

Aussagenfunktionen

In der mathematischen Logik ist eine Aussagenfunktion eine Funktion
im dblichen mathematischen Sinne. Die Argumente von Aussagen-
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funktionen sind Aussagen und ihre Werte sind ebenfalls Aussagen.
Auf Aussagenverbindungen kann man den Begriff der Funktion an-
wenden und spricht dann von Aussagenfunktionen.

Von besonderer Wichtigkeit sind die folgenden finf Aussagenfunktio-
nen, die man die klassischen Aussagenfunktionen nennt:

1. die Negation (Verneinung), durch die einer Aussage A ihre negierte
Aussage (nicht A) eindeutig zugeordnet wird;

2. die Konjunktion, durch die den Aussagen A,, A, die Aussage A, und
A, eindeutig zugeordnet wird;

3. die Alternative, durch die den Aussagen A, A, die Aussage A, oder
A, eindeutig zugeordnet wird (die Alternative wird auch als Dis-
junktion bezeichnet);

4. die Implikation, durch die den Aussagen A, A, die Aussage wenn A, ,
so A, eindeutig zugeordnet wird;

5. die Aquivalenz, durch die den Aussagen A,, A, die Aussage A, genau
dann, wenn A, eindeutig zugeordnet wird.

Die Negation ist eine einstellige Funktion. Bei den anderen vier klas-
sischen Aussagenfunktionen handelt es sich um zweistellige Funktionen,
d. h., je zwei Aussagen ist durch eine spezielle Verknipfung eine neue
Aussage zugeordnet.

Durch mehrfache Anwendung der fiinf Grundverkniipfungen erzeugt
man kompliziertere Aussagenverbindungen, die wieder als Aussagen-
funktionen betrachtet werden kénnen.

BEISPIELE

1. A oder (nicht A)

2. [(A; und A,) und A3 genau dann, wenn [A, und (A, und A;)]

3. Wenn [A; und (wenn Ay, so A,)], so A,
Extensionale Aussagenfunktionen
Die klassischen Aussagenfunktionen wie Giberhaupt alle in der modernen
Mathematik verwendeten Aussagenfunktionen sind extensional. Darun-
ter versteht man, daB die Wahrheit (Falschheit) der den Einzélaussagen
zugeordneten Aussagen nur von der Wahrheit (Falschheit) der zu-
gehorigen Einzelaussagen abhidngt. Von den inhaltlichen Zusammen-
hiingen muB also abstrahiert (abgesehen) werden. Beispielsweise wird
durch wenn A;, so A, nicht etwa ein kausaler oder ein irgendwie ge-
arteter Zusammenhang zwischen A; und A, zum Ausdruck gebracht.
Wihrend also vom Inhalt (Sinn, Intension) der Aussagen abzusehen ist,
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ist es entscheidend, eindeutig zu normieren (festzulegen), in welcher
Weise die Wahrheitswerte der durch die genannten und andere Binde-
worter erzeugten Aussagen ausschlieBlich vom Wahrheitswert der ver-
knipften Aussagen abhdngen. Fiir die klassischen Aussagenfunktionen
gilt in Ubereinstimmung mit den Belangen der Mathematik:

1. Nicht A ist wahr genau dann, wenn A falsch ist;

2. A; und A, ist wahr genau dann, wenn A; und A, beide wahr sind;

3. A; oder A, ist wahr genau dann, wenn A, und A, nicht beide falsch
sind;

4. Wenn A,, so A, ist falsch genau dann, wenn A; wahr und A, falsch
ist;

5. A, genau dann, wenn A, ist wahr genau dann, wenn A; und A, den
gleichen Wahrheitswert besitzen.

Nichtextensionale Aussagenfunktionen sind z.B. A; wdhrend A,
(wdhrend im Sinne von gleichzeitig); A; weil A;; A; obwohl A,; nicht
nur A, sondern auch A,.

Wabhrheitsfunktionen

Geht man von den Aussagen zu ihren Wahrheitswerten tber, so ent-
sprechen den Aussagenfunktionen die aussagenlogischen Wahrheits-
funktionen. Eine n-stellige aussagenlogische Wahrheitsfunktion ist eine
Funktion, durch die jedem n-Tupel von Wahrheitswerten genau ein
Wahrheitswert zugeordnet wird.

Den klassischen Aussagenfunktionen entsprechen die klassischen
Wabhrheitsfunktionen, die mit non (Negation), ez (Konjunktion), vel
(Alternative), seq (Implikation) und dg (Aquivalenz) bezeichnet werden.
Zur Festlegung dieser Funktionen verwendet man hiufig Wahrheits-
werttabellen, wobei W fiir wahr und F fir falsch steht.

non
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et vel seq aq
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Da sich alle zweistelligen Wahrheitsfunktionen durch die klassischen
Wabhrheitsfunktionen ausdriicken lassen, so geniigt es, lediglich diese
zu untersuchen. Es sei noch vermerkt, daB alle Wahrheitsfunktionen
uberhaupt sogar schon allein mit Hilfe der Funktionen non und seq,
aber auch allein mit den Funktionen ron und ef und allein mit den
Funktionen non und vel darstellbar sind.

Ausdriicke des Aussagenkalkiils

Zu den Aufgaben der mathematischen Logik gehért die Untersuchung
von Fragen wie die der Definierbarkeit, der Entscheidbarkeit und der
Axiomatisierbarkeit. Um solche Grundlagenprobleme ernsthaft for-
mulieren und bearbeiten zu kénnen, muB die Darstellung des betrach-
teten Teilgebietes der Mathematik als formalisierte Theorle voraus-
gegangen sein. Eine formalisierte Theorie wird auch Kalkiil genannt.
Zu ihr gehort u. a. die exakte Festlegung dessen, was unter einem Aus-
druck des zu untersuchenden mathematischen Teilgebietes zu ver-
stehen ist. Im folgenden soll der Begriff des Ausdrucks des zweiwertigen
Aussagenkalkiils festgelegt werden. Dazu benétigt man zunichst drei
Arten von Grundzeichen:

a) =, A, V, D, ©;
b)DO:Dl:DZ:"';
().

Die unter a) aufgefiihrten Zeichen (aussagenlogische Funktoren; ein
Funktor ist ein Zeichen fiir eine Funktion) werden als Funktions-
zeichen fir die Funktionen non, et, vel, seq, 4q gedeutet. Leider besteht
keine Einheitlichkeit hinsichtlich der Bezeichnung dieser Funktoren. Die
unter b) aufgefithrten Zeichen po, p;, P2, ---, fir den praktischen Ge-
brauch auch p, q, 1, ..., sollen als Variablen fiir Wahrheitswerte gedeutet
werden. Fiir sie hat sich der Name Aussagenvariablen durchgesetzt.
Die unter c) aufgefiihrten Klammern (technische Zeichen) dienen zur
eindeutigen Wiedergabe des logischen Aufbaus von Ausdricken.
Durch Aneinanderreihen von endlich vielen der angegebenen Grund-
zeichen entstehen Zeichenreihen, angedeutet durch den Buchstaben ,,Z*,
evtl. mit Indizes. Nicht jede Zeichenreihe ist ein Ausdruck des Aussagen-
kalkiils. Ausdriicke erhilt man durch die folgende Definition:
(1) Die Aussagenvariablen p; sind Ausdriicke (Zeichenreihen aus einem
Grundzeichen).
(2) Wenn Z ein Ausdruck ist, so ist auch — Z ein Ausdruck.
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(3) Sind Z, und Z, Ausdriicke, so sind auch

(Zy NZy), (Z, VvZ), (2,2, (Z,92Z)
Ausdriicke. ‘

(4) Nur dann ist eine Zeichenreihe ein Ausdruck, wenn das auf Grund
von (1), (2), (3) der Fall ist.

BEISPIELE

1. v po A py ist kein Ausdruck, da auf Grund von (1) bis (4) kein
Ausdruck mit dem Funktor v beginnen kann.

2. (/| po Vv py) ist ein Ausdruck, denn pq ist ein Ausdruck wegen (1);
= po ist ein Ausdruck wegen (2); p; ist ein Ausdruck wegen (1);
(= po V py) ist ein Ausdruck wegen (3). -

‘Von jeder Zeichenreihe kann in endlich vielen Schritten entschieden
werden, ob sie ein Ausdruck ist oder nicht. Ausdriicke des Aussagen-

kalkiils sollen durch den Buchstaben ,,H** (evtl. mit Indizes) bezeichnet
werden. ’

Methode der Aufstellung einer vollstindigen Wertetabelle fiir H

Ein gegebener Ausdruck nimmt bei einer bestimmten Belegung der Aus-
sagenvariablen mit Wahrheitswerten einen bestimmten Wert an. Fir den
Ausdruck (= po Vv p;) sei die Ausrechnung des Wertes in der folgenden
Tabelle angegeben:

Po | Pr | =po | (—po VPi)

w w F w
w F F F
F w w w
F F w w

Besitzt der Ausdruck H genau n Aussagenvariablen, so gibt es 2" Be-
legungen der in H auftretenden Aussagenvariablen mit Wahrheits-
werten. Die Tabelle des Beispiels weist daher 4(= 22) Belegungen auf,
namlich W, W; W, F; F, W; F, F. Der Ausdruck (= po Vv p;)ist in drei
Fillen wahr. Im Falle W, F (zweite Zeile) besitzt er den Wahrheits-
wert F.

Eigenschaften von Ausdriicken

a) Der Ausdruck H wird genau dann eine aussagenlogische Identitiit
oder auch aussagenlogisch allgemeingiiltig genannt, wenn er bei jeder
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Belegung mit Wahrheitswerten den Wert W ‘annimmt. Beispiel:
PV = p.

p |=p|lpv=p
w F w
F w w
b) Der Ausdruck H wird genau dann aussagenlogisch erfiillbar genannt,
wenn er mindestens einmal den Wahrheitswert W annimmt.

¢) Der Ausdruck H wird genau dann eine Kontradiktion genannt, wenn
er bei allen Belegungen den Wert F annimamt. Beispiel: p A — p.

p | =p|lpAr=p

A F F
F w

F
d) Der Ausdruck H wird genau dann eine Neutralitit genannt, wenn
er mindestens bei einer Belegung den Wert W und mindestens bei
einer Belegung den Wert F annimmt. Beispiel: == p; = =1 po.

pr | Po | = pi| =po |=p1=>=1po
w | w F F w
w F F w w
F w w F F
F F w w w

Welche dieser Eigenschaften ein Ausdruck besitzt, kann stets in end-
lich vielen Schritten entschieden werden. Man sagt: die angegebenen
Eigenschaften sind entscheidbar.

Die Begriffe ,,notwendig** und ,,hinreichend*

In der mathematischen Terminologie besitzen die Begriffe

notwendig (aber nicht hinreichend),

hinreichend (aber nicht notwendig),

.notwendig und hinreichend

eine auBerordentlich groBe Bedeutung.

a) Die Bedingung A ist hinreichend fiir den Sachverhalt B genau dann,
wenn die Wahrheit von A die Wahrheit von B nach sich zieht, wenn
also gilt '

A = B.
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A heiBt die Voraussetzung (Primisse) und B die Behauptung (Con-
clusio) des Satzes wenn A, so B.
Die Behauptung B gilt (immer) dann, wenn A erfillt ist.

b) Die Bedingung C ist notwendig fiir den Sachverhalt D genau dann,
wenn die Falschheit von C die Falschheit von D nach sich zieht,
wenn also gilt wenn nicht C, so nicht D. Dieser Satz ist aber logisch
gleichwertig mit D = C.

Es gilt D also nur dann, wenn C gilt.
Wenn C eine notwendige Bedingung fiir D ist, so ist D eine hin-
reichende Bedingung fiir C.

c) Die Bedingung E ist notwendig und hinreichend fiir F genau dann,
wenn gilt:

(wenn E, so F) und (wenn F, so E).

Diese Aussagenverbindung ist gleichwertig mit E < F.

Die Behauptung F ist dann und nur dann wahr, wenn E erfillt ist.
Die Implikation A = B ist umkehrbar, d. h., es gilt auch B = A,
wenn A notwendig und hinreichend fir B ist.

Kontraposition einer Aussage

Wenn man in einer Implikation Primisse und Konklusion verneint und
danach vertauscht, so erhilt man die Kontraposition der Implika-
tion.

Implikation: Wenn A, so B.

Kontraposition: Wenn nicht B, so nicht A.

Eine Implikation und ihre Kontraposition sind logisch gleichwertig.
Statt eine Implikation zu beweisen, kann man also auch ihre Kontra-
position beweisen, was mitunter von Vorteil sein kann.

9.7.5. Terme

Unter mathematischen Termen werden sowohl Bezeichnungen fir
mathematische Objekte (z. B. Zahlen) als auch Zeichenverkniipfungen
verstanden, die Variablen enthalten und die durch Interpretation dieser
Variablen in Bezeichnungen fiir mathematische Objekte Ubergehen.

BEISPIELE
8, V2,1r;
a+b (x*—3)-(x2+6), x2—y
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Eine Prizisierung des Termbegriffs ergibt sich auf folgende Weise:

(1) Alle Symbole fuir reelle Zahlen sind Terme, z. B. 3,8; 5 + 4. Namen
fir die reelle Zahl 0 sollen Nullterme genannt werden.

(2) Die Variablen fiir Zahlen q, b, c, ..., ay, ..., @y, ... sind Terme.

(3) Werden zwei Terme T; und T, addiert (subtrahiert, multipliziert),
so erhilt man wieder einen Term, ndmlich T, + T,, T; — T,
Ty * T,. Bei der Division entsteht wieder ein Term T, : T, nur, falls
der Divisor T, verschieden vom Nullterm ist.

(4) Ersetzt man Variablen eines Termes durch Terme, so entsteht wieder
ein Term. Dabei ist zu beachten, daB in dem Term mit dem Aufbau
T,/T, durch das Ersetzen nicht der Fall eintritt, daB T, in einen
Nuliterm ibergeht.

(5) Ist f: x - f(x) eine Funktion (vgl. 18.1.), so ist f(x) ein Term, z. B.
sin x, €*, In x.

Terme sind weder wahr noch falsch. Es ist abwegig, Terme beweisen
zu wollen.

Ein Term ist einstellig, wenn er eine einzige Variable enthilt. T(a)
(gelesen: T von a] bedeutet, daB der Term T die Variable g, aber auch
nur diese Variable enthilt, z. B. @ 4 3, a2 — 4 usw.

Ein n-stelliger Term enthilt n Variablen. Schreibweise: T'(ay, ..., a,)
oder T(x,, ..., X,) USW.

Zu jedem Term gehort ein Definitionsbereich.

Bei einem ecinstelligen Term, wie z. B.

1 - 1
2
xtx)xvvxy xz—l

ist der Definitionsbereich eine echte oder unechte Teilmenge (vgl.
9.7.1.2.) der Menge der reellen  Zahlen.

9.7.6. Gleichungen und Ungleichungen

Eine Gleichung ist eine Aussageform vom Typ T, = T,, falls min-
destens einer der beiden Terme T; oder T, Variablen enthilt.

BEISPIELE
Sx2=3; 4=5-(x—1); 4x=Ty? (vgl.9.7.3.1))

*Eine Ungleichung ist eine Aussageform vom Typ T; < T, falls min-
destens einer der beiden Terme T; oder T, Variablen enthiilt.
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BEISPIELE
I —-7<8; 2> x% 1< x—y (vgl.9.7.3.1)

Gleichungen (Ungleichungen) mit Variablen sind also Aussageformen,
die durch Variablenbelegungen entweder in wahre oder in falsche Aus-
sagen Ubergehen.

Soll eine Gleichung (Ungleichung) in einer Variablen gelost werden,
so besteht die Aufgabe darin, die Menge der Zahlen aus einer vor-
gegebenen Zahlenmenge zu bestimmen, die die Gleichung (Ungleichung)
zu einer wahren Gleichheitsaussage (Ungleichheitsaussage) machen,
wenn man die Variablen der Gleichung (Ungleichung) mit diesen Zahlen
belegt. Man nennt die Menge dieser Zahlen die Lasungsmenge der vor-
gelegten Gleichung (Ungleichung). Die vorgegebene Zahlenmenge heifBit
Losungsgrundmenge.

Zu einer Gleichung (Ungleichung) ist stets die Losungsgrundmenge
mit anzugeben (Symbolik vgl. 9.7.9.). Ob némlich eine Gleichung (Un-
gleichung) Lésungen hat und welche Lésungen sie hat, hingt wesentlich
auch von der zugrunde gelegten Losungsgrundmenge ab.

BEISPIEL

Vermindert man das Siebenfache einer einstelligen natiirlichen Zahl
um 18, so erhdlt man dasselbe, wie beim Vermehren des Dreifachen
dieser Zahl um 6. Um welche einstellige natiirliche Zahl handelt es
sich?

Da diese Zahl nicht bekannt ist, untersuchen wir eine Variable x
mit x€ X = {0, 1, ..., 9} (durch die Aufgabe vorgeschrieben). Ge-
sucht werden diejenigen Werte von x, fiir die die Terme 7x — 18 und
3x + 6 dieselbe Zahl bezeichnen.

Symbolisch: 7x — 18=3x+6, X={0,1,...,9}.

Setzt man in 7x — 18 = 3x + 6 fiir x die Zahlen von 0 bis 9 ein,
so stellt man fest, daB sich lediglich fir x = 6 eine wahre Gleich-
heitsaussage ergibt. Die Teilmenge L der Menge X, fir die man eine
wahre Aussage erhilt, ist also {6}. L heiBt Erfiillungsmenge der
Aussageform 7x — 18 = 3x + 6 oder L3sungsmenge der Gleichung
7x — 18 =3x+46.

9.7.7.  Aquivalente Umformungen

Zur Bestimmung der Lésungsmenge einer Gleichung geht man im all-
gemeinen so vor, daB man die gegebene Gleichung so lange in gleich-

18 Simon/Stahl, Mathematik
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wertige (iiquivalente) Gleichungen umformt, bis man eine Gleichung er-
halt, deren Losungsmenge unmittelbar angebbar ist.

Man nennt Gleichungen (Ungleichungen) dann &quivalent, wenn
sie in der gleichen Loésungsgrundmenge die gleiche Losungsmenge
haben.

Aquivalente Umformungen der Gleichung 7x — 18 = 3x + 6 sind
z.B. 4x=24
x=6,
weil gilt:
aus 7x — 18 = 3x -+ 6 folgt 4x = 24,
aus 4x = 24 folgt x = 6;

und weil auch die Umkehrung dieser Schritte gilt:

aus x = 6 folgt 4x = 24,

aus 4x = 24 folgt 7x —.18 = 3x + 6.

Die Gleichung (Aussageform) x = 6 wird zu einer wahren Aussage,
wenn x mit der Zahl 6 belegt wird.

{6} ist also Erfiillungsmenge der Aussageform x = 6 und damit auch
aller zu ihr dquivalenten Aussageformen, z. B.

4x =24 und 7x —18=3x+6.
Es liegt nahe, daB man sich bei der Auflésung von Gleichungen (Un-
gleichungen) darum bemiiht, moglichst nur dquivalente Umformungen
zu vollziehen, damit man genau die Losungsmenge der vorgelegten

Gleichung gewinnt.
Man erreicht dies durch Anwendung der folgenden Satze:

1. Wenn zu beiden Seiten einer Gleichung
T 1= Tz

ein und derselbe Term T hinzugefagt wird, der fir alle in der Glei-
chung zulissigen Variablenbelegungen definiert ist, soistdie Gleichung

TW+T=T,+T
der Gleichung T, = T, dquivalent.
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R .
Diese Regel schlieBt die Subtraktion eines Terms von beiden Glei-
chungsseiten insofern ein, als der Term T Minuszeichen enthalten
darf.

2. Wenn man beide Seiten einer Gleichung
Tl =T. 2 *

mit ein und demselben Term T multipliziert, der fiir alle in der
Gleichung zuldssigen Variablenbelegungen definiert und verschieden
vom Nullterm ist, so ist die Gleichung

Tl T= Tz T
der Gleichung T, = T, dquivalent.

Diese Regel schlieBt die Division beider Gleichungsseiten durch ein
und denselben Term insofern ein, als in dem Term Tauch Bruchstriche
vorkommen diirfen, sofern der Divisor verschieden vom Nullterm
ist.
Diese Sitze, die fiir Gleichungen mit endlich vielen Variablen gelten,
sind die Grundlage fiir das in 9.1.4. angefiihrte Grundgesetz der
Gleichungsumformung. _
Es soll der zweite Satz fiir den Fall bewiesen werden, daB lediglich eine
einzige Variable auftritt. Dazu muB der Nachweis gefiihrt werden, daB
die Gleichungen

Ty(x) =Tz(x) und Ty(x)- T(x) = T(x) - T(x)

die gleicﬁen Erfallungsmengen besitzen.
Dieser Nachweis besteht aus zwei Schritten. Es ist zu zeigen, daB

a) jede Erfillung der Gleichung T;(x) = T,(x) auch die Gleichung
Ty(x) « T(x) = T1(x) - T(x) erfillt;

b) jede Erfiillung der Gleichung T,(x)- T(x) = T,(x) - T(x) auch die
Gleichung T, (x) = T,(x) erfillt.

Zu a) Es sei a ein Element, das die Gleichung T,(x) = T,(x) erfiilit.
Dann ist Ty(a) = T,(a) keine Aussageform mehr, sondern eine wahre
Gleichheitsaussage. Aber auch T,(a) - T(a) = T(a) - T(a) ist dann eine
wahre Gleichheitsaussage mit Ricksicht auf die Eindeutigkeit der
Multiplikation {aus @ = a@’ [im Beweis: T}(a) = T»(a)] und b = b [im
Beweis: T(a) = T(a)] folgt a-b=a’-b [im Beweis: Ty(a)‘ T(a) =
= T,(a) * T(a)]}. Wenn also a die urspriingliche Gleichung erfillt, so
erfillt @ auch die neue Gleichung.

18*



276 9. Bestimmungsgleichungen

L ]
Zu b) zeigt man entsprechend, daB jedes Element, das die neue Gleichung
erfiillt, auch die urspriingliche Gleichung erfillt. Die Ubereinstimmung
der Erfiillungsmengen beider Gleichungen, d. h. die Aquivalenz beider
Gleichungen, ist dann nachgewiesen.
Nicht dquivalent ist die folgende Umformung:

5x =20
25x2 = 400

Die erste Gleichung wird durch die Zahl +4 erfilit, zur Losungsmenge
der zweiten Gleichung gehéren die Zahlen +4 und —4.

Es gilt zwar: Aus 5x = 20 folgt 25x2 = 400;

es gilt aber nicht: Aus 25x2 = 400 folgt 5x = 20.

In solchen Fillen entscheidet man endgiitig durch die Probe uber die
tatsichlichen Losungen einer Gleichung. Man erkennt auch, daB die
Probe nicht nur zur Feststellung von Rechenfehlern dient, sondern von
prinzipieller Bedeutung sein kann.

9.7.8. Unerfiillbare und allgemeingiiltige Gleichungen

Gleichungen, die durch keine Interpretation der Variablen mit Ele-
menten aus der Losungsgrundmenge in wahre Gleichheitsaussagen
Gibergehen, fir die also L = g ist, nennt man unerfiillbar.

Falls die Lésungsmenge L mit der Losungsgrundmenge ibereinstimmt,
nennt man die Gleichung T, = T, aligemeingiiltig beziglich der
L6sungsgrundmenge.

9.7.9. Hinweise zur Symbolik

Die Menge aller reellen Zahlen, deren Elemente die Gleichung x2 —1=0
erfiillen, kann wie fo)gt dargestellt werden:

{x|x€R; x*—1=0)}.
Als Losungsmenge erhalt man L = {41, —1}.

DaB die Gleichung x? 4+ 1 = 0 keine reellen Losungen hat, wird wie
folgt symbolisiert:

{x|x€ER; x*+1=0}=o.



10. Determinanten

10.1. Determinanten zweiter Ordnhng

10.1.1. Allgemeines

Bei vielen mathematischen Rechnungen treten Differenzen der Form
mq — pn (Minuend und Subtrahend sind also Produkte aus je zwei
Faktoren) auf, die man symbolisch durch

m n

p q

darstellt und Determinante zweiter Ordnung oder zweiten Grades nennt,
(lat. determinare, bestimmen; der Name Determinante stammt von
C.F. Gauss). Die Einfiihrung des Determinantenbegriffs hat sich als
sehr geeignet fiir das Erkennen und Darstellen mathematischer Gesetz-
miBigkeiten erwiesen. AuBerdem entlasten Determinanten in hohem
MaBe das Gedachtnis.

Bezeichnungen:

Die in zwei senkrechte Striche eingefaBten 22 GroBen nennt man die
Elemente der Determinante.

Als Determinantenelemente sollen in diesem Abschnitt reelle Zahlen
auftreten.

Elemente, die waagerecht nebeneinander stehen, bilden eine Zeile der
Determinante. Senkrecht untereinander stehende Elemente bilden eine
Spalte. Die gemeinsame Bezeichnung fiir Zeilen und Spalten ist Reihe.
Eine Determinante zweiter Ordnung wird auch zweireihig genannt. Die
Elemente m und ¢ bilden dic Hauptdiagonale. Die andere, von den Ele-
menten p und n gebildete Diagonale der Determinante heiit Neben-
diagonale.

Oft ist es zweckmiBig, die Elemente einer Determinante mit ein und
demselben Buchstaben und Doppelindizes zu bezeichnen, wobei der
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erste Index die von oben gezihlte Zeilennummer, der zweite die von
links gezihlte Spaltennummer angibt:

|au a,>

|au as2
DasElement a, ; (gelesen:,,a zwei eins*, nicht etwa: ,,a einundzwanzig*)
beispielsweise steht in der zweiten Zeile und in der ersten Spalte.
Bezeichnet man den Zeilenindex mit i und den Spaltenindex mit j, so
kann man die Determinante durch das kiirzere Symbol

lagl  GJji=1,2)
angeben.
Definition:
Unter einer zweireihigen Determinante (Determinante zweiter Ordnung
oder zweiten Grades) versteht man die Differenz

LD=anazz—azxalz

Man erhilt also D, indem man vom Produkt der Elemente der Haupt-
diagonale das Produkt der Elementc der Nebendiagonale subtrahiert.
D ist eine algebraische Summe von 2! (= 2) Gliedern zu je zwei Fak-
toren. Jedes Glied enthilt aus jeder Zeile und Spalte genau einen
Faktor.

Merkhilfe:
' ay 12
-
411>\azz
+\/,—
BEISPIELE
1.| 4 -3
s =42 (=T

2.|lcosp —sing

. | = cos @ cos @ —sin @p(—sing) =1
sing cos g
3.|sine cosal )
= sin & cos B —cos a sin f = sin (« — )

sinff cosf
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10.1.2. Eigenschaften von Determinanten zweiter Ordnung

Die folgenden Sitze, die auch fiir Determinanten beliebiger Ordnung
gelten, gestatten eine erheblich vereinfachte Berechnung von Deter-
minanten.

Satz 1

Eine Determinante behilt ihren Wert, wenn man die Zeilen mit den
entsprechenden Spalten vertauscht (Spiegelung an der Hauptdiagonale,
Stirzen der Determinante).

Begriindung:
ayy Qp2 ’au a3y |
= Q11422 — Q2,852 =
as; azp !012 azz

Was daher fiir die Zeilen einer Determinante bewiesen wird, gilt auch
fir die Spalten und umgekehrt.
Satz 2
Eine Determinante wechselt ihr Vorzeichen, wenn man zwei ihrer
Parallelreihen miteinander vertauscht.
BEISPIEL

-3 —6

s 1]

|—6 —3
1 5

1 5
D
(=3)"1=5:(—=6) = —[(—6)- 5 —1(=3)] =
=1:(—3)—5-(—6)
Satz 3
Eine Determinante hat den Wert Null, wenn zwei Parallelreihen mit—(

einander Gbereinstimmen.

BEISPIEL
8 3

8 3_l=°

8:3-8-3=0
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Satz 4
Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, indem man die
Elemente irgendeiner Reibe mit diesem Faktor multipliziert.

2 1 5-2 5-1 5-2 1
3|7 9=’7 9 =L-7 9‘
52:9-7-1)=5-2:9-7-5:1=5-2.9—-5-7-1
Es gilt auch die Umkehrung:
Enthalten alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen Faktor, so
darf dieser vor die Determinante gezogen werden.
BEISPIEL
12 10 4-3 10 3 10
‘20 9 4-5 9’ 15 9'
12:9-20-10=4-3-9—4-5-10=4 (3:9-—5-10)
Daraus folgt: Eine Determinante hat den Wert Null, wenn alle Elemente
einer Reihe gleich Null sind.
BEISPIEL
6 —2
‘0 0

=0 6:0—(—2):0=0

Satz §
Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente irgendeiner
Reihe den entsprechenden Elementen einer anderen Reihe proportional
sind.
BEISPIEL

5 1 5 7 ) 57
10 14| [2-5 2-7| “|5 1

5-14—10-7=5:2-7—-2-5-7=2(5-7—-5-7)

Beachte:

Mit dem Proportionalititsfaktor 1 folgt aus dem Satz 5 der Satz 3.
Satz 6 .

Sind in einer Determinante alle Elemente einer Reihe Binome, so 1t

sich die Determinante folgendermaBen als Summe zweier Determinanten
darstellen:
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BEISPIEL
543 44 8' '5 4

3 8/ |s 8] [3 4
9 7 o 71Tl 7[Tls 7T 7
(54+3)-7T—@4+8-9=(5-7—4-9)+(3-7—89) =
=(5-7—8:9)+(3-7—4-9)
3 8
o 7

5—3 4-38
9 7 |=

5 4
9 7

(5—3)-7— (4—8)-9=(5-7—4-9)— (3-7—8-9)

Umkehrung :

Wenn zwei Determinanten in allen Elementen auBer denen einer Reihe
ubereinstimmen, dann addiert (subtrahiert) man diese Determinanten,
indem man die Gbereinstimmenden Elemente beibehilt und in der iibrig-
bleibenden Reihe die Summe (Differenz) der entsprechenden Elemente
bildet.

BEISPIEL

a 5 a 6

b 7+|b 2

(7Ta—5b)+ (2a— 6b)=(T+2)-a—(5+6)b
9a — 11b=9a — 11b

a 5+6
b 7+2

Satz 7

Eine Determinante behilt ihren Wert, wenn man die Elemente irgend-
einer Reihe nach Multiplikation mit demselben beliebigen Faktor zu
den entsprechenden Elementen einer anderen, parallelen Reihe addiert.

BEISPIELE
1. 3 4] |3+6-4 4
2 5| |246-5 5

3-5-2:4=(3+6-4-5—(2+6-5-4

(Die Elemente der zweiten Spalte sind nach Multiplikation mit k = 6
zu den entsprechenden Elementen der ersten Spalte addiert worden.)
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2. Man wihlt k derart, daB sich die Berechnung der Determinanten
vereinfacht. Im folgenden Beispiel ist k = 1.
48 —48 ‘43 +1-(—48) —48‘ 0 —48|

1 2|

9 2 9+1-(2) 2
=0-2—11-(—48) = +528

BEISPIELE fiir die Berechnung von Determinanten

1. Die Determinanten a) (36 60| undb) |—105 -—21
24 40 ‘ 5 3
sind moglichst geschickt zu berechnen.
a){36 60| |6:6 6-10 6
2 40=4-6 4-10=6'104 4|=0(nachSatz3)
b)|—105 —21 15 3 33 11
' 5 3’=— l 5 3‘=(_7)'51 3\=(_7')'5'3‘1 3]=

=(=7)-5-3-2=—210

2. Die folgende Determinante schreibe man als Produkt aus einer Zahl
und einer Determinadrite, deren Elemente ganze Zahlen sind.

3 5 9 20 9 20
8 6| |24 24|=_—

= 24
5 —3 5 —3| T |s -3

10.1.3. Regel von Cramer

Auf Determinanten zweiter Ordnung fithrt die Frage der Auflésung
eines Systems von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen. Diese
sollen mit x; und x, bezeichnet werden. Es ist immer moglich, die ge-
gebenen Gleichungen auf die Normalform

ay1%y + ay2x2 = by

a1 x, + axx; = b,
zu bringen (vgl. 9.4.1.), wobei die Koeffizienten a,,, a,2, @23, @22,
by, b, Zahlen sind.
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Die Anwendung der in 9.4.1.2. dargesteliten Verfahren ergibt fir x,
und x, die Gleichungen

(a11a22 — G21ay2) X, = b2z — byay,

(@11a22 — @21812) X2 = ay b, — azby,
in denen die in 10.1.1. erwidhnten Differenzen der Form mq — pn auf-
treten, Fihrt man die Determinanten

ay, a2 b, ay a;;, b
= , D, = , Dy=
[@21 @22 by a;; a; b
ein, so bekommt das Gleichungssystem die Gestalt
D-x, =D,
D-x, =D,
Falls D == 0 ist, hat das System genau eine Aufldsung:
D, D,
X, = -F, X3 = —5-
Das ist der Inhalt der Regel von Cramer (GABRIEL CRAMER, 1704 bis

1752):

Das System hat eine und nur eine Aufldsung, wenn die Koeffizienten-
determinante D == O ist. )

Die Variablen x, und x, lassen sich als Quotienten zweiter Ordnung
darstellen. Im Nenner dieser Quotienten steht die Koeffizientendeter-
minante D. Die jeweilige Zihlerdeterminante D, (i = 1, 2) erhélt man
aus D, indem man in D die Koeffizienten der Variablen x, durch die
rechten Seiten der Gleichungen des Systems in der Normalform er-
setzt.

Beachte:

Die Bedeutung der CRAMERschen Regel liegt darin, daB sie sich auf n
lineare Gleichungen in n Variablen erweitern 1i8t. Bei einer groBen
Zahl von Gleichungen ist allerdings ihre Anw.ndung nicht mehr vorteil-
haft. Fir die Auflésung solcher Systeme gibt cs spezielle Methoden,
deren Darstellung jedoch iiber den Rahmen des vorliegenden Buches
hinausgeht.

BEISPIEL

2
Das Gleichungssystem y — ?x —3=0

y+ 9=0
AP
3

ist mit Hilfe der CraAMERschen Regel zu 16sen.
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Zunichst sind die Gleichungen auf die Normalform zu bringen, wobei
die Gleichungen nennerfrei gemacht werden:

4x 4+ 3y =27

—2x+4+3y= 9

4 3

D= -2 3 =180

(Die CrRaAMERsche Regel kann angewendet werden, da D = O ist.)

27 3 3
D,= 9 3=3-9l l=54
4 27 2 3
D"‘—z 9=2'9’—1 1’=
=D 45 D N
D 18, D 18

Wenn D = 0 gilt, aber wenigstens eines der Elemente a,,, a,,, a2;, a22
verschieden von Null ist, s6 sind zwei Falle zu unterscheiden.
a) Das Gleichungssystem ist nicht losbar
BEISPIEL

—2x+ Sy=—35

—4x + 10y = —20
Dividiert man alle Glieder der zweiten Gleichung durch 2, so erhilt
man —2x + 5y = —10. Nach der ersten Gleichung ist aber —2x+ 5y =
== —5, Es kann kein Zahlenpaar geben, das beide Gleichungen zugleich

erfillit. Die Aufldsung des gegebenen Systems ist unmoglich.
Fir die Determinanten erhilt man

—2 s =5 8|
D=1_4 10/% D1=|_5 1o|=%+%
2 3 _+o
Pa=|_4 _5|=%F
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Da die Division durch Null nicht definiert ist, kann die Darstellung der
Variablen nicht in Quotientenform, erfolgen. Man erhalt:

D‘X=D1 D-y=D,
0-x=150 0-y=20

Die Gleichungen 0-x = 50 und 0-y = 20 haben keine L&sungen.
Das gegebene Gleichungssystem ist nicht 16sbar.

b) Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen
BEISPIEL
—2x+ Sy=—5
—4x + 10y = —10
Die zweite Gleichung entsteht aus der ersten durch Multiplikation aller
Glieder mit 2. Sie ist also eine dquivalente Umformung der ersten

Gleichung. Eine der beiden Gleichungen ist Qiberfliissig. Jede der ge-
gebenen Gleichungen hat unendlich viele Losungen. Nimmt man z. B.

x =1 an, so erhidlt man y = ——:-, d.h, x=1,y= —% ist eine
(nicht die einzige) Lésung des Systems.
Fiir dieses Beispiel ergibt sich D =0, D, =0, D, = 0.
Homogene lineare Gleichungssyster;w
Das System ayx; + a;2x2 = by
a1%; + azx; = b,
heiBt inhomogen, wenn mindestens ein b, (i = 1, 2) von Null verschieden
ist.

Ein homogenes System liegt vor fir b; = b, = 0. In diesem Falle be-
kommt man

D-x1=0, D:-x,=0.
Mit Sicherheit ist x; = 0, x, = O stets eine Lsung.
Es sind wieder zwei Fdlle zu unterscheiden.
ayD+0
x; =0, x; =0 ist die einzige Losung.
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BEISPIEL

Ix;, +9x, =0

2xy — 5x, =0

D=—-53+0; D;,=0; D,=0

X =L=0; x2=L-=0
—53
b)D=0

AuBer x; =0, x, = 0 gibt es noch weitere (unendlich viele) Losungen.
BEISPIEL

3%, 4+ 2x,=0
15x, + 10x; =0

Man erhidlt D = D, = D, = 0.
Das System hat unendlich viele Lésungen, z. B. x; = 2; x; = —3.

10.2. Determinanten dritter Ordnung

10.2.1. Aligemeines

Die fiir zweireihige Determinanten eingefithrten Bezeichnungen lassen
sich sinngemiB auf Determinanten dritter Ordnung iibertragen.
Definition:

Unter einer dreireihigen Determinante (Determinante dritter Ordnung
oder dritten Grades) versteht man die algebraische Summe

D = ay1a3,a3;3 + a,,0,3a31 + 413821032 — G13a22G3; —
— @1,Q23032 — Gy2G21433.
Man kann auch schreiben:
!01 1 G2 a3
b= iazx a2 axn|=layl (,j=12,3)
,431 @32 Q33

D besitzt 3! (= 6) Glieder zu je 3 Faktoren. Jedes Glied enthilt aus
jeder Zeile und Spalte genau einen Faktor.
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Zur Berechnung von dreireihigen Determinanten dient die Regel von
Sarrus (1798 bis 1861):

a a a a a
11 12 Y 13 Y 11 Y 12

a/ a a.
23 / 21 23

/
a a
21 ~ 22 /

7/
/ 7/ /
431 @32 @33 a3 Gz

Man schreibt hinter die drei Spalten der Determinante die erste und
zweite Spalte noch einmal und bildet die Produkte der in Richtung jeder
Diagonale stehenden dreimal drei Elemente. Die Produkte in Richtung
der Hauptdiagonale erhalten positives, die in Richtung der Nebendia-
gonale negatives Vorzeichen. Dann ist D die algebraische Summe dieser
sechs Produkte.

Beachte:

Die Regel von Sarrus gilt nur far dreireihige Determinanten.,

BEISPIEL

D=2:3-(-2)4+(-1)-1-24+3-1-1—-2-3:-3—-1-1-2—
- (=2)'1-(-1)=—=12—2+43—-18—2—2=—-33.

Die fiir zweireihige Determinanten geltenden Sitze lassen sich auf
Determinanten beliebiger Ordnung Gbertragen.

BEISPIELE
1. Es ist die Differenz |84 63 —19 84 55 92
55 31 27(—| 63 —31 —18
92 —18 50 —19 27 50

zu berechnen.
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Lsung: Die Differenz betrigt Null. Beide Determinanten ergeben
bei der Berechnung die gleiche Zahl, Die zweite Deter-
minante ist aus der ersten durch Spiegelung an der
Hauptdiagonale hervorgegangen.

Allgemein gilt:

Eine der Determinante ergibt bei der Berechnung das Produkt aus
den Elementen der Hauptdiagonale, wenn die Elemente unter oder
iiber der Hauptdiagonale gleich Null sind.

3. cosax 1 0
D=|1 2cosax 1
0 1 2cosa
Losung: eqsa \cosa 1
cosa 17 2coso
o1 \2‘:?0‘\0\1
D=4cos®x —cosa —2cosax =4cos®x — 3cosa
4. -3 8 -3
D= 5 1 5
4 2 1
Loésung: 0 8 —3 0 8
\ \< > 7
0 507 1
2 XN,

D=8-5-3—(=3)-1-3
D=129
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- (Die dritte Spalte wurde zundchst von der ersten subtrahiert. Da-
durch werden zwei Elemente der Determinante gleich Null, was die
Berechnung von D vereinfacht.)

10.2.2. Auflésung eines Systems von drei linearen Gleichungen
in drei Variablen

Es ist immer moglich, die gegebenen Gleichungen auf die Normalform
a1 Xy + ay2%2 + ay3x3 = b,
a21X1 + G22%; + az3x3 = b,
azyxy + a3ax; + azaxs = bs

zu bringen.

Fur die Variablen x;, x,, x; erhilt man nach etwas langwieriger
Rechnung die wenig ibersichtlichen Quotienten

b,8,2033+a12a23b3+a13b2032 —a13022b3—b,a23a3;,—a1 202033

s Q11022833+012823831+0813021032—0,13022031—011023032—4; 20210;3

X3= ay1b2033+b,a,3a31+a13021b3—a,3b,a3,—a,,a23D3—~b,a31a33
Q11G22033+312023031+313021032—013822G31—011323032—0812021033

X3= @11822b3+a12G31b2+b182,03,—b1822031—a11b2a3,—a1282,b3

Q11322033+G120230311013321032—013022031—011023032—01282,433 ’
Fihrt man die dreireihigen Determinanten

@1 42 al3! by a; ag

D= |ayy a2 a3, Dy=|b, ay, az|,
@31 A3z Qs by a3, ai;
ayn by a3l a;;, a5z byl
D, =(azy b, ay|, Ds=\|azy a;» b,
asy by ai asy asz bs]

ein, so bekommt man, falls D 4= 0 ist, die einprigsamen und Gber-
sichtlichen Formeln

X1 = D’ 2T Tp° 3 D"
(CrAMERsche Regel)

19 Simon/Stahl, Mathematik
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Ist D = 0, so hat das System entweder keine Losung (die Gleichungen
stchen dann miteinander im Widerspruch) oder das System hat
unendlich viele Lésungen (die Gleichungen sind voneinander abhidngig;
notwendig, aber nicht hinreichend dafiir ist, daB die Zihlerdeterminanten
alle gleich Null sind).

Ein System von drei homogenen linearen Gleichungen in drei Variablen
hat immer die Losung x; =- x, = x5 = 0. Soll es durch Zahlen erfiilit
werden, die nicht alle gleich Null sind, so muB8 die Koeffizientendeter-
minante verschwinden.

‘BEISPIELE

1.3x; — 2x; + 8x3 = —39
9x; + 12x; — x3= 19
6x; — x3—5x3= 12

Die Determinanten sind mit Hilfe der Regel von SARRUs durch ge-
¢schickte Anwendung der Sitze Gber Determinanten zu berechnen.

3 -2 8 -39 =2 8
D=9 12 —1|=-9093+0 D, = 19 12 —1{=909
6 —1 —5 12 -1 -5
3 -39 8 3 -2 -39
D, =19 19 —1|= —1818 D;=|9 12 19{ = 3636
6 12 -5 6 —1 12
oD D, —I818
'S T o9 2= T o0
D, 3636
Xy= == —4
D —909
2.x+y+z=136
3y =4x
3z =2x
Beachte:

Man darf nicht sagen: In der zweiten Gleichung kommt z nicht vor;
sondern: In der zweiten Gleichung hat z den Koeffizienten Null.
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Zur Bildung der Determinanten empfiehlt es sich, gleiche Variablen
untereinander zu schreiben.
x+y+z = 36
—4x+3y—0-z=0
—2x+0-y+ 3z=0

’ 36 1 1
—4 3 0 —27=i=0 D;={0 3 0{=36-3-3=324
| 0 0 3
1 36 1 1 1 36
Dy,=|—4 0 0[{=432 D;=(—4 3 0|=216
-2 0 3 -2 0 o0
324 432 216
xX=—=12; y=—=16; z=—=0_8.

3. x;—2x24 3x3= 9
Xy — 8X2 + 12x3 =36
3X1 + X2 — X3= 3
D = D, = D, = D; = 0. Die zweite Gleichung entsteht aus der
ersten durch Multiplikation mit 4. Es gibt unendlich viele Losungen,
z.B. x; =2; x=—2 und x3 = 1; oder x; = 5; x = —32 und
X3 = —20.
4.5Xl— x2-|-2x3=0
2x; 4+ 3x;— x3=0
X, — X2+3Xl=0
Homogenes System mit D = 37 % 0. Es hat nur die Losung

X3 = X3 = X3 = 0.

10.3. Entwicklung einer Determinante nach den Elementen
irgendeiner Reihe

Die Regel von SArrRUs gilt nur fir dreireihige Determinanten. Das
folgende Verfahren dagegen kann zur Entwicklung von Determinanten
beliebiger Ordnung verwendet werden.

19*
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Eine dreireihige Determinante kann (auf sechs Arten) als Summe von
Vielfachen von drei Determinanten zweiter Ordnung dargestellt werden,
z.B.:

a1 @12 a3
az2 a3 azy Az

@21 Gz2 d23|=ay, — a3 + a3
az2 Q3 da31 Q433 a3; 4z

a2  G22|

d31 Q32 Q33

= a,1(822833 — @32023) — 12(a21a33 — a314323) +

+ a13(az1a3; — as1a;;) =

= dy1022033 — 411823032 + 12023031 —

— 42031033 + @13a21a32 — G13G2203, ™)
Um die hier bestehenden GesetzméBigkeiten erfassen zu kénnen, macht
sich die Einfiihrung neuer Begriffe nétig.
Begriff der Unterdeterminante

Streicht man in der dreireihigen Determinante die i-te Zeile und die
J-te Spalte, in deren Schnittpunkt das Element a;,; steht, so bleiben vier
Elemente stehen.

a1 d;2 13
Qo W ¢ P,

29 et T3 rod
a3y a2 La
Die aus diesen zusammengesetzte Determinante zweiter Ordnung heif3t
der zu a;; gehorige Minor (die zu a;; gehorende Unterdeterminante)

der urspriinglichen Determinante dritter Ordnung. Er soll mit D, be-
zeichnet werden.

BEISPIELE
. . ay a2
Zum Element a,; gehort der Minor D;3 = 5
Qs Qas2
. azy azx
Zu a,, gehort Dy, = .
a3y Az
In der Beziehung (*) treten D;,, D,, und D,; auf.

Begriff der Adjunkte
Die mit dem Faktor (—1)**/ multiplizierte Unterdeterminante zweiter
Ordnung D, heiBt das algebraische Komplement von a;; oder die dem
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Element a,; adjungierte Unterdeterminante oder kirzer die Adjunkte
(lat. adiungere, anfiigen) von a;;. Bezeichnung: 4;.
Es gilt: Au= (—l)“’" N D”

BEISPIELE
a1 a2 Q23 Q22 Q23
LAy, =" {= (1) = a3,a33 — 2333
Q32 Aa33 as2 @33
a3y a3 a;; a3
2. 43, =(—1)32 =(-1 =
az; Qa3 azy a3

= —(ay1823 — a21813) = G1302; — G1,a23

Man erkennt, daB in der Beziehung (*) die Adjunkten von a, 4, @52
und a, ; auftreten.
Den hinzuzunehmenden Faktor erhalt man sehr bequem mit Hilfe
des sogenannten Schachbrettschemas der Vorzeichen:

+ — +

— + —

+ — +

Ist die Summe (i + ) der Indizes des Elementes a;; der dreireihigen

Determinante gerade, so bekommt die zugehorige Unterdeterminante
den Faktor 41, ist sie ungerade, den Faktor —1.

Beziehungen zwischen den Elementen einer dreireihigen Determinante
und ihren Adjunkten

Satz 1

Wenn man die Elemente irgendeiner Reihe mit ihren eigenen Adjunkten
multipliziert und die Produkte addiert, so erhilt man den Wert der
Determinante.

Eine derartige Darstellung einer Determinante nennt man ihre Ent-

wicklung nach den Elementen einer Zeile oder Spalte. Sie gilt fiir Deter-
minanten beliebiger Ordnung.

BEISPIELE
2 -1 3
1. Die Determinante D = | 3 0 2| ist
5 1 4

a) nach den Elementen der ersten Zeile, )
b) nach den Elementen der zweiten Spalte zu entwickeln.
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0 2 3 2
‘)A“=+‘l 4r=—2: sz=-|5 4’=“2;
3 0
A13=+ s 1 = 43.

D =ay 411 + 612452 + a134;s

D =2(-2)+(—=D(=2)+3+3)=7
b)D = ay24;2 + G22422 + a32432

D =(—1)A12+0-Az2+ 143,
2 3
3 2
D =)+ 0+1(#5)=17

Da eine dreireihige Determinante drei Zeilen und drei Spalten besitzt,
kann sie auf 2 - 3 (= 6) Arten entwickelt werden.

A= -2 A:z=—‘ ‘=+5

2. Die Determinante

1 1 —8
—-10 13 -—43
6 7 10
ist zu berechnen.
1 1 —8 1 0 0
—10 13 —43|=(—10 23 -—123
6 17 10 6 1 58

Entwicklung nach den Elementen der ersten Zeile (zwei Elemente
sind gleich Null!) liefert

D=1-4;,,+0+40
23 —123

= 1457
1 58

D=Au=l

3. Die folgende Determinante zweiter Ordnung ist

a) nach den Elementen der zweiten Zeile,
b) nach den Elementen der ersten Spalte zu entwickeln.
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Q1 U2
a) D= =a31421 1 a22422 = a31(—ay2) + aza(+ay,) =
a1 4z
= 011022 — Q1203
a3y a2
b) D= = ay1A11 + 2,421 = 11022 +a33(—ay;) =
a2 422

= Q11022 — 12024
(in Ubereinstimmung mit 10.1.1.)

Satz 2

Wenn man die Elemente irgendeiner Reihe mit den Adjunkten einer
anderen, dazu parallelen multipliziert, so ist die Summe der Produkte
stets gleich Null.

BEISPIEL
21 -3
D=0 5§ 0
4 2 1

Es werde die Summe ay 143, + a; 243, + a, 3433 gebiidet:

2 —3] |2 1
-3 =2-15-0-3-10=0
o oo s'

-3

5 0 +1-(=1)

10.4. Determinanten n-ter Ordnung
Die Determinante n-ter Ordnung

Qi1 G12°°Qyn
az; Qz2 "4 . .
D= " = laul (G,j=12,...,n)

kann nach den Elementen jeder Reihe entwickelt werden. Es ergebenl
sich also 2 - n Moglichkeiten, z. B.

D =ay 4y, + a12A412 + -+ + a1aA1n
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Ay, ist die Adjunkte zu ay, (=1, 2, ..., n). Beispielsweise ist
@22 Q23 Q2

Ay = (=1)1*1 Q3z Q33 Q3p

Die fir Determinanten zweiter und dritter Ordnung eingefihrten Be-
zeichnungen gelten sinngemdB fiir Determinanten beliebiger Ordnung.
Entsprechendes gilt fir die in 10.1.2. formulierten Sétze.,
BEISPIELE
1. Man berechne die Determinante fiinfter Ordnung

3 2 5 2 -1

0 7 3 4 2

D=|1 —4 2 -1 0

0 3 9 27 0

2 3 7 =2 5

Ldsung:
3 2 5 -1 0 14 -1 5 —1
0 7 3 4 2 0 7 3 4 2
D=3|1 —4 2 -1 0[=3]|1 —4 2 -1 0| =

0 1 3 9 1 0 1 3 9 1
2 3 7 =2 5 0 11 3 0 5

(3. Zeile, multipliziert mit —3, wurde addiert zur 1. Zeile; 3. Zeile,
multipliziert mit —2, wurde addiert zur 5. Zeile)

N 14 -1 5§ -1 14 -1 5 -1
7 3 4 2 6 0 -5 1
1 3 9 1 43 0 24 -2
11 3 0 5 4 0 —4 3
6 —S5 1 6 —5 1
=13]43 24 —-2(=3 55 14 0} |
4 —4 3 |—-l4 11 0
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Entwiéklung nach den Elementen der dritten Spalte ergibt:

55 14
—-14 11

3 = 2403

2. Als VANDERMONDEsche Determinante bezeichnet man

1 1 1
X3 X2 Xn
Vv=|x} X x2

.................

Es ist zu zeigen, daB sie sich fir n =3 durch das Produkt
(x; — x3) (x3 — x3) (x5 — x;) darstellen 1Bt.

1 1 1] [1 1 1
Xy X Xx3|=|0 Xy — X3 X3— X3 |=

o gl |0 g g-x]

X2 — X3 X3z— X3 X2 — Xy X3 — X3
=| 5 = =
B2—xt - [G2—x)E+x) (3—x)(x3+x)
1

= (x2 — X1) (x3 — xy)

x2+x1 x3+x
=(x2 — x)(x3 —x1)(x3 + x3 — x2 — x;) =
= (%2 — X1) (X3 — x2) (x3 — xy) =
=D —x3)(—1) (xz — x3) (x3 — x;) =
= (%1 — x3) (x2 — x3) (x3 — x;)
3. Das folgende Gleichungssystem ist mit Hilfe der. CRAMERschen Regel
aufzuldsen:
6x; — Xx; — 3X3 + 5x4s= 42
—6x;+ x24+3x3=—17

14x;, — x3=—14
Ix; + 8xe= 49
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Zuniichst schreibt man gleiche Variablen untereinander:
6xy — 42
—6x1+ xz+3x3+0'x‘=—7
0-x; + 14x2— X3+ 0 x¢= —14

X2 — 3x3+ Sx4=

0-x;, + 7Xz+0X3+ 8x4= 49
Nach der CRAMERschen Regel gilt
y))
xl = _J
Dl G=12.m
D#+0

Im vorliegenden Beispiel ist j = 4. Man erhilt

6 —1 —3 5 0 0 o0 5
-6 1 30| |[-6 1 30
D= - _
0 14 —1 0 0 14 —1 0
o 7 o0 8 o 7 0 8
-6 1t 3 14 —1
==5| 0 14 1= =210%0
0 7 o0
2 —1 -3 5
-7 1 3 0
D, = =210
—14 14 —1 0
49 7 0 8
6 42 -3 5
-6 -1 3 0
D, = = —210
0 —14 —1 0
0 49 0 8
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6 —1 42 5

N -6 1 =70
D3= =0

0 14 —14 0

0 7 49 8

Dy = = 1470

oD _20 by _ 20
'Y™p 210 * * D 210 0
oD _ 0 D, _ 1470 _
7D 210 ' *T "D 210

Das System hat genau eine Losung:

x1=l; x3=—l; x3=0; X4=7.
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11.1, Vorbemerkungen

Die Vektorrechnung hat in den letzten Jahrzehnten eine immer groBere
Verbreitung gefunden. Die Operationen mit Vektoren sind dem geo-
metrischen, physikalischen und technischen Denken hervorragend ange-
paBt, wodurch es moglich wurde, vielen naturwissenschaftlichen und
technischen Erfahrungen eine prignantere, iibersichtlichere und an-
schaulichere Darstellung zu geben. Das Verstindnis der Vektorrechnung
(die Vektoralgebra ist ein Teilgebiet derselben) bereitet erfahrungsgemiB
Schwierigkeiten. Diese sind nicht zuletzt darin begriindet, daB das
rdumliche Vorstellungsvermogen vieler Menschen ungeniigend ent-
wickelt ist. In der Vektorrechnung treten aber im allgemeinen riumliche
Probleme auf. Es ist daher wichtig, sich die Aussagen der Vektorrech-
nung durch einfache Hilfsmittel (Stibe als ,,Vektoren*; die Zimmerecke
als Koordinatensystem usw.) zu veranschaulichen.

11.2, Grundlegende Begriffe

11.2.1. Skalare Grofien

Skalare GroBen, oft kurz Skalare genannt, sind nach Festlegung einer
MaBeinheit durch Angabe einer einzigen reellen Zahl vollstindig be-
stimmt. Man kann eine skalare GréBe durch einen Punkt auf einer
Zahlengeraden (Skale) darstellen. Zur Bezeichnung skalarer GroBen
verwendet man grofle und kleine lateinische und griechische Buchstaben,
die evtl. noch mit Indizes versehen sind.

BEISPIELE
Zeit: t = 5,2 s; Dichte:p=1 T?T; Masse: m = 2,183 kg;
Arbeit: W = 6 Nm
Allgemein gilt: Skalare GroBe — MaBzahl mal Einheit. In formel-
méiBiger Darstellung:
u= {u}-[u],
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wenn {u} die MaBzahl und [u] die Einheit der GroBe u bedeutet. Es
ist zu beachten, daB es auch skalare GroBen ohne Einheit, sog. dimen-
sionslose GroBen, gibt (z. B. das Teilungsverhiltnis zweier Strecken).
Skalare GroBen sind GroBen ohne Richtung.

Zur quantitativen Beschreibung von Zusammenhéngen zwischen ska-
laren GroBen verwendet man die (mitunter auch als Skalare bezeich-
neten) reellen Zahlen. In der folgenden Ubersicht sind die Grundgesetze
fiir das Rechnen mit reellen Zahlen zusammengestellt.

Grundgesetze fiir das Rechnen mit reellen Zahlen

Addition

I Eindeutigkeit

Die Summe zweier reeller Zah-
len ist stets wieder eine eindeutig
bestimmte reelle Zahl.

II Kommutations-
gesetz

at+b=>b+a

I1I Assoziationsgesetz

a+b+c)=(@+b+c

IV Eindeutigkeit der
Umkehrung

Zu gegebenen reellen Zahlen a
und b gibt es stets genau cine
reelle Zahl ¢, die der Glelchung
a + ¢ = b geniigt.

Multi-
plikation

I Eindeutigkeit

Das Produkt zweier reeller Zahlen
ist stets wieder eine eindeutig be-
stimmte reelle Zahl.

II Kommutations- a-b=b-.a
gesetz
III Assoziationsgesetz a-(b-c)=(a-b) ¢

IV Distributions-,
gesetz

ab+c)=a-b+a-c

V Eindeutigkeit der
Umkehrung

Zy gegebenen reellen Zahlena + 0
und b gibt es stets genau eine
reelle Zahl ¢, die der Gleichung
a - ¢ = b geniigt.

Im Hinblick auf die weiteren Ausfiihrungen ist noch bemerkenswert,
daB aus @+ b = 0 mit a 4= O stets b = 0 folgt, falls a und b reelle Zahlen
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sind. Die im folgenden zu entwickelnden Rechengesetze fir Vektoren
entsprechen nur zum Teil diesen Gesetzen fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen,

11.2.2. Vektorielle Groen

Es gibt physikalische und technische GréB8en, und zwar in der Uberzahl,
die durch Angabe einer Zahl noch nicht festgelegt sind. Von diesen
GroBen sind besonders wichtig diejenigen, die durch einen Betrag und
eine Richtung bestimmt sind.

BEISPIELE

a) Soll ein durch seinen Schwerpunkt S angedeuteter Kérper um 5 cm
verschoben werden, so liegt der Punkt S’ nach erfoigter Bewegung
irgendwo auf der Oberfliche einer Kugel um S mit dem Radius 5 cm.
Die neue Lage des Schwerpunktes S’ wird erst eindeutig, wenn noch
di¢ Richtung der Verschiebung angegeben wird (etwa durch die

Strecke SS’). Da eine Strecke in zwei Richtungen durchlaufen werden
kann, ist schlieBlich noch ein Richtungssinn (Durchlaufsinn) festzu-
setzen.

sl

$

Die drei Bestimmungsstiicke der Verschiebung (Linge, Richtung,
Richtungssinn) kénnen geometrisch durch eine gerichtete Strecke
(Pfeil) veranschaulicht werden, deren Linge in irgendeinem MaBstab
gleich dem Betrag der Verschiebung ist und deren Richtung die
Richtung der Verschiebung angibt. Das Zeichen & moge sowohl die
Verschiebung als auch deren geo-
metrisches Bild kennzeichnen.
Man nennt eine Bewegung eines
Korpers derart, daB alle Punkte
desselben gleichgerichtete Strecken
von gleicher Linge zuricklegen,
eine Translation (Parallelverschie-
bung).
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Jede dieser Strecken kann zur eindeutigen Kennzeichnung der Trans-
lation verwendet werden. Die Lage ihrer Anfangspunkte im Raum
ist ohne Bedeutung. Die Pfeile gelten als gleichwertig, weshalb sie
durch ein und dasselbe Zeichen gekennzeichnet werden kénnen,
Sollen die beiden Translationen €, und ¥, hintereinander ausgefiihrt
werden, so erreicht der Korper eine Endlage, in die er auch durch
die direkte Verschiebung ¥ 5 (resultierende Translation) hitte gebracht
werden konnen (Parallelogramm der Bewegungen). Die Zusammen-
setzung der Translationen ¥,

und ¥, hat den Charakter einer

Addition (vgl. 11.3.2.), weshalb % %

man sie auch mit Verwendung

des Gleichheitszeichens und des <TC % = P

Pluszeichens durch die Glei- S~ //’

chung % S PRl (]
L +2=9, -~

zum Ausdruck bringen kann. Das Pluszeichen hat in diesem Zu-
sammenhang natirlich eine ganz andere Bedeutung als bei der
Addition reeller Zahlen (Zusammensetzung von GroéBen im geo-
metrischen oder physikalischen Sinne). ’

b) Durch die Angabe des Betrages der Geschwindigkeit, die man einem
Korper erteilt (z. B. 8;), ist diese physikalische GréBe noch nicht

volistindig bestimmt. Dazu ist noch die Festlegung der Richtung
(und des Richtungssinnes) nétig, in der die Bewegung erfolgt.
Auch die Geschwindigkeit 18t sich durch einen Pfeil darstellen.
Die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten erfolgt wie die der
Translationen.

Geometrische oder physikalische GréBen nennt man vektorielle GriBen
(VektorgroBen), wenn zu ihrer Bestimmung auBer der Angabe ihres
stets positiven Betrages noch eine Beschreibung ihrer Richtung und
ihres Richtungssinns erforderlich ist und wenn ihre Zusammensetzung
nach dem Parallelogrammsatz erfolgt. Man beachte, daB es auch
dimensionslose VektorgréBen gibt. Der Betrag einer vektoriellen GroBe
ist ein Skalar.

Vektorielle GréBen konnen durch Pfeile (d.h. von einem ,,Anfangs-
punkt* zu einem ,,Endpunkt** gezogene gerichtete Strecken) dargestelit
werden ([lat.] vehere fahren; vgl. radius vector, Fahrstrahl).
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Beachte: Nicht jede physikalische GroBe, die sich eindeutig durch
einen Pfeil veranschaulichen 1aBt, darf wie eine VektorgroBe be-
handelt werden. Es muB8 auBerdem festgestellt werden, daB fir Zu-
sammensetzungen der Parallelogrammsatz gilt.

11.2.3. Vektorbegriff

Auf den Begriff des Vektors fithrt die Frage nach der quantitativen
Erfassung von VektorgréBen und deren Zusammenhingen.
Zur Messung solcher vektorieller GréBen, bei denen Richtungsunter-
schiede ausgeschlossen sind, also lediglich Abweichungen hinsichtlich
des Betrages und Richtungssinnes erlaubt sind (Gesamtheit der Trans-
lationen in einer Richtung; Geschwindigkeiten aller lings einer festen
Geraden méglichen Bewegungen von Massenpunkten), geniigt die Ge-
samtheit der positiven und negativen Zahlen. Um jedoch Vektorgré8en
messend erfassen zu kénnen, die sich im Hinblick auf Betrag, Richtung
und Durchlaufsinn unterscheiden, ist es notig, neue (dimensionslose)
RechengriéBen einzufiihren. Sie werden Vektoren genannt.
Durch die Translation wurde eine anschauliche Beschreibung eines
Vektors gegeben. Daraus 1aBt sich ableiten:
Ein Vektor kann durch eine Verschiebung aller Punkte des Raums
beschrieben werden. Er wird durch ein Kurzzeichen, z. B. a, symboli-
siert, das man als RechengroBe (arithmetische GréBe) erklirt und fir
das man besondere Verkniipfungsgesetze festlegt. Mit Hilfe des Vek-
tors kann man dann umgekehrt die Translation aller Raumpunkte
mathematisch eindeutig erfassen.

Ein solcher Vektor wird hiufig freier Vektor genannt.
Vektoren und VektorgroBen bezeichnet man in der deutschen Literatur
meist durch kleine, gelegentlich auch groBe Frakturbuchstaben.
‘Weitere Moglichkeiten:
fett gedruckte Buchstaben,
libergesetzte Pfeile, besonders bei griechischen Buchstaben (&)
—_
und bei Strecken (4B).

Unter dem Betrag eines Vektors versteht man die positive MaBzahl
des den Vektor darstellenden Pfeiles. Bezeichnung durch Absolutstriche,
z. B. |a|, oder durch den entsprechenden lateinischen Buchstaben, wenn
hierdurch keine Unklarheit entsteht: |a] = a (sprich: ,,Betrag von a*).
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Ein mit einer Einheit versehener Vektor stellt eine VektorgroBe dar.

Diese wird oft selbst als Vektor bezeichnet (z. B. sagt man ,,die Ge-

schwindigkeit ist ein Vektor*, oder man spricht kurzweg vom ,,Ge-

schwindigkeitsvektor). Es ist jedoch zweckmiBig, streng zwischen

Vektor und vektorieller GroBe zu unterscheiden. Vektoren sind mathe-

matische Gebilde. Geschwindigkeiten, Wege, Beschleunigungen ... sind

vektorielle GroBen, die durch Vektoren mathematisch erfaBt werden.

Strenggenommen ist auch zwischen dem Begriff des Vektors und der

Veranschaulichung eines Vektors durch einen Pfeil zu unterscheiden.

Man solite jedoch den Gebrauch des Worfes Vektor auch fir dessen

geometrisches Bild aus Griinden der Vereinfachung der Ausdrucksweise

und mit Ricksicht auf die Moglichkeit der geometrischen Veranschau-
lichung zulassen.

Ein Vektor beschreibt die Bewegung aller Punkte (des Raumes, des

Korpers, ...), nicht nur einer Auswahl solcher Punkte. Zur Kennzeich-

nung geniigt ein einziges Symbol oder ein einzelner Pfeil.

Es gibt Vektoren, die nicht fir alle Raumpunkte gelten, so z. B.

a) ebenengebundene Vektoren;

b) liniengebundene Vektoren: sic diirfen nur lings der durch sie be-
stimmten Geraden verschoben werden (Beispiel: die an einem starren
Korper angreifende Kraft darf nur in ihrer Wirkungslinie verschoben
werden);

c) ortsgebundene Vektoren oder Ortsvektoren: diese gehen von einem
fest gewdhiten Angriffspunkt aus, beispielsweise vom Ursprung eines
Koordinatensystems.

Gebundene Vektoren bediirfen mehr als nur dreier Bestimmungsstiicke,

beim Ortsvektor muB z. B. noch der Angriffspunkt angegeben werden.

Jeder (freie) Vektor kann durch irgendwelche gebundenc Vektoren (bei-

spielsweise durch einen Ortsvektor) reprisentiert werden, jedoch sind

beide nicht identisch.

Einen Vektor kann man dadurch indern, daB man seinen Betrag, seine

Richtung oder seinen Durchlaufsinn dndert. Uber die Gleichheit zweier

Vektoren a und b wird festgesetzt:

Man sieht zwei Vektoren als gleich an (a = b), wenn sie gleiche Be-
trige aufweisen und hinsichtlich Richtung und Durchlaufsinn iber-
einstimmen. ’

Ortsvektoren sind dann und nur dann gleich, wenn sie den gleichen

Betrag haben, gleich gerichtet und gleichsinnig sind und den gleichen

Anfangspunkt haben.

20 Simon/ ‘Stahl, Mathematik
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Liniengebundene Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn sie
- den gleichen Betrag haben, gleichgerichtet und gleichsinnig sind und
wenn sie auf derselben Geraden liegen.

Zwei ungleiche Vektoren brauchen sich also nicht in allen Bestimmungs-
stiicken zu unterscheiden.

Die Pfeile gleich gerichteter Vektoren sind parallel, ihr Durchlaufsinn
ist gleich, sie unterscheiden sich aber im Betrag. Symbol: a 44 b
(44 lies: gleich gerichtet). Es gilt also a 3 b.

Die Pfeile entgegengesetzt gerichteter Vektoren sind parallel, ihr
Durchlaufsinn ist entgegengesetzt. Sie unterscheiden sich im Betrag
und Richtungssinn. Symbol: ¢4} d (4} lies: entgegengesetzt ge-
richtet). Es gilt ¢ &= b.

Gleich gerichtete und entgegengesetzt gerichtete Vektoren nennt man
kollinear. i
Vektoren, die in einer Ebene liegen bzw. zu ein und derselben Ebene
parallel sind, nennt man komplanar.

11.3. Einfachste Verkniipfungen von Vektoren

11.3.1. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
Die durch Wiederholung der Translation a erzeugte Translation kann
wie folgt dargestellt werden:
a4+ a=2a.
Der Vektor 2a hat den doppelten Betrag wie a. Im Hin-
blick auf Richtung und Richtungssinn stimmen die beiden

Vektoren iberein. w Jln
Verallgemeinerung
Es sei a ein Vektor und 4 eine beliebige reelle Zahl. Es

Aa oder al

hat sich als sinnvoll erwiesen, unter einen Vektor b mit folgenden Eigen-
schaften zu verstehen:

A> 0: b44a: gleich gerichtete Vektoren
A< 0: b 4{ a: entgegengesetzt gerichtete Vektoren
[6j = 12| - fa]
Sonderfille
‘a) Nullvektor
A=0: b=0 a=0o



11.3. Einfachste Verkniipfungen von Vektoren 307

Der Vektor b = p heiBt Nullvektor. Er hat den Betrag Null (sein
Anfangs- und Endpunkt fallen zusammen). Es ist zweckmiBig, ihm
jede Richtung zuzuweisen. Ferner gilt 1 0 = o.

b) A=1; la=a
¢) Entgegengesetzter Vektor zu &
Ai=—-1; (—)a=-—a
Der Vektor —a ist vom gleichen Betrag und von gleicher Richtung
wie der Vektor a, aber von entgegengesetztem Durchlaufsinn.
Beachte:

Es ist zu unterscheiden zwischen entgegengesetzt gerichteten Vektoren
und entgegengesetzten Vektoren; erstere konnen verschiedene Betréige
haben, letztere miissen gleiche Betrige haben.
a 1
d —=—a (A%0
) =7 (4 40)
Division eines Vektors durch einen Skalar, der als von Null verschie-
den vorausgesetzt wird.
Die Bezeichnung ,,Produkt* fur den Ausdruck Aa ist gerechtfertigt
wegen der Giiltigkeit folgender Rechengesetze (A, A, sind Skalare):

-

Aa=al Kommutationsgesetz )

A1(A20) = (A44;) a = 4,4, Assoziationsgesetz 2)

(2 +A2)a=A;a+ A Distributionsgesetz 3)

Ay(a+b) =Aa+ A,b in zwei Formen
BEISPIELE

a) Eine Punktmasse bewegt sich mit der unverinderlichen Geschwindig-
keit v von 4 nach B. Sie braucht fir diese

Bewegung die Zeit r. Dann gilt fir die ge- 7
richtete Strecke 3:
3=1v s
b) Grundgesetz der Mechanik fir die fort- /:
schreitende Bewegung

$=ma A
& bedeutet die vektorielle GréBe Kraft, a die vektorielle Groie
Beschleunigung und m die skalare GraBe Masse.
20*
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Begriff des Grundvektors

Die Erklirung der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
gibt die Moglichkeit, alle Vektoren a ein und derselben Richtung mit
Hilfe eines von ihnen, des Grundvektors e, und einer reellen Zahl 4
in der Form

a=A4e
darzustellen.

Begriff des Einheitsvektors
Ein Vektor vom Betrag 1 heiBt Einheitsvektor. Man bezeichnet den
Einheitsvektor in Richtung eines Vektors a mit a® (sprich: Einheits-
vektor zu a).
Es gilt also stets:

lo°] =1
Jeder Vektor kann als Produkt aus seinem Betrag und einem Einheits-
vektor dargestellt werden, der mit ihm hinsichtlich Richtung und Durch-
laufsinn dbereinstimmt:

a = |a|a®
In dieser Gleichung tritt als Grundvektor der Einheitsvektor von a auf,

wihrend |a] ein stets positiver Skalar ist.
Daraus folgt fur den Einheitsvektor

1
0= —aq = L
fa] |a '
Es gilt aber auch: -
(]
= _Ial (_a)O’ i ua
a= —[a| [—(a%)]
Dabei ist (—a)° der Einheitsvektor
7

des zu a entgegengesetzten Vektors,
wihrend —(a®) den entgegengesetz-
ten Vektor zum Einheitsvektor von a
darstelit.
BEISPIELE / in=-2%
1. Es sind zu einem gegebenen Vek-
tor v Qie Vektoren a = —2v und /
b= l/2 b zu zeichnen. T /

/ ’
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2. Die Vektorena,b, ¢, b, e und f

1
sollen !
a) freie Vektoren,
b) liniengebundene Vektoren, ¢
c) Ortsvektoren /

® -—%

darstellen. Welche Vektoren /

¢

r

sind gleich?

Losung:

a) Die Vektoren b, ¢, d
b) Die Vektoren b, ¢
c) Keine

P,

f

)

\

3. Durch welche Gleichung kann zum Ausdruck gebracht werden, daB
die Vektoren b und w parallel sind (die gleiche Richtung haben)?

Losung:w = 4b

4. Wo liegen die Endpunkte aller Einheitsvektoren, wenn sie Ortsvek-
toren ein und desselben Punktes darstellen sollen?

Losung: Auf der Oberfliche der Kugel mit dem Radius r=1
und dem betreffenden Punkt als Mittelpunkt.

11.3.2. Additive Verkniipfung von Vektoren

In 11.2.2. wurde gesagt, daB die Translation ¥ die zwei nacheinander
ausgefiihrten Translationen €; und ¥, zu ersetzen vermag, da sie zum
gleichen Ergebnis fiithrt. Symbolisch wurde das durch die Gleichung
T + T, = I3 ausgedrickt. Mit Ricksicht auf die Anwendungen hat
es sich als zweckmaBig erwiesen, ganz allgemein Vektoren in dieser
Weise zu verkniipfen. Stellt man¥,, ¥,, ¥, in dieser Reihenfolge durch
die Vektoren a, b, 8 dar, so soll festgesetzt werden:

a+b=38
Der Vektor 3 heiBt die Summe der Vektoren a und b.
Die Summe a + b zweier Vektoren a und b ist ein Vektor, der folgender-
maBen gebildet wird: Man legt den Anfangspunkt (Fufpunkt) des
Pfeiles, der b darstelit, auf den Endpunkt (Spirze) des Pfeiles, der den
Vektor a darstellt. Der vom FuBpunkt von a nach der Spitze von b
verlaufende Pfeil stellt dann den Vektor 8 dar.
Fiir diese Verkniipfungsoperation zweier Vektoren verwendet man die
Bezeichnung Addition und das Symbol +. Das ist dadurch gerecht-
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\\5
\;"'}Z :\ 4':‘ ’: 5 »
2] w v

fertigt, daB fur diese Operation Gesetze gelten, die den Gesetzen der
Addition von Zahlen entsprechen.

Blf.lSPlEL
Bewegung eines Bootes, das iiber einen FluB setzt
A A
8 7 73
”, ”3 w, w.?
Das Boot erreicht den Punkt 4 Das Boot erreicht den Punkt 4

b, : Geschwindigkeit des Bootes in bezug auf die Wasseroberfliche;
b, : Geschwindigkeit des Flusses in bezug auf das Ufer;
b;: Geschwindigkeit des Bootes in bezug auf das Ufer
b3 =10, + 0,
Eigenschaften der Vektoraddition

1. Kommutationsgesetz
a+b=>b+a
Die Summe ist unabhingig von der Reihenfolge, in der die Vektoren
addiert werden.

2. Assoziationsgesetz
a+G+o)=(@+b+c=a+b+c
Die Vektoraddition ist also auch aus-
fithrbar, wenn mehr alszwei Summanden
gegeben sind. Bei der Bildung der Summe
a+ b 4 ¢ geht man schrittweise vor,
indem man ¢ an den Endpunkt von
a + b ansetzt. Dabei diirfen die Sum-
manden in beliebiger Weise zu Teil-
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summen zusammengesetzt werden. Die Klammern konnen weg-
gelassen werden, da es gleichgiiltig ist, wie man sie setzt. Diese
Aussagen gelten fiir endlich viele Vektoren.

3. Dreiecksungleichung
la+ 5| < |a| + [b]
In einem Dreieck ist die dritte Seite stets kleiner oder hichstens gleich

der Summe der beiden anderen Seiten. Das Gleichheitszeichen gilt
nur dann, wenn a und b gleichsinnig parallel sind.

4a+0=0+a=aj;
0+0=0

Der Nullvektor spielt bei der Addition von Vektoren dieselbe Rolle
wie die Zahl 0 bei der skalaren Addition.

Vektoreck

Die Addition von mehr als zwei Vektoren fiihrt auf den Begriff des
Vektorecks. Ein geschlossenes Vektoreck liegt vor, wenn der Endpunkt
des letzten Pfeiles auf den Anfangspunkt des ersten Pfeiles filit.

Als Summenvektor erhdlt man in diesem Falle den Nullvektor.

=a+b+c+d=0o

[NEE

Leurbrrrd=o

Falls das Vektoreck nicht geschlossen ist, heiBt der Summenvektor
e & o SchiieBungsvektor. Er schlieBt den Vektorzug zu einem Polygon
(n-Seit). Man beachte den Richtungssinn des SchlieBungsvektors!
Die Vektoren eines Vektorecks brauchen nicht in derselben Ebene zu
liegen.

Winkel zwischen zwei Vektoren

Unter dem Winkel zwischen zwei Vektoren a und b versteht man den
im BogenmaB [0 < (a, ) < r] gemessenen Winkel zweier Ortsvektoren
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mit gemeinsamem Anfangspunkt, die die (freien) Vektoren a und b
représentieren.

124 4 o

- &
&
“ L_ /U ]
o
»
&
BEISPIEL
Drei Vektoren a, b und ¢ von gleichem Betrag bilden ein Dreieck mit

einheitlichem Umlaufsinn.

a) Welche Gleichung bringt diesen Sachverhalt zum Ausdruck?
b) Wie groB sind die Winkel zwischen diesen
Vektoren?

Ldsung: 4 @
a)a+b+4c=0o
b) Es gilt |a] = |b] = [¢|, d.h., es liegt ein
gleichseitiges Dreieck vor.

Um die Winkel zwischen den Vektoren ablesen 2

zu kdnnen, empfiehlt es sich, diese von einem Punkt aus abzutragen.

a'=(b,c)=27"; ﬂ’=(c.a)=2—:-;

2
r=(a,b)=—3f-

(®, c) liest man: Winkel zwischen den Vektoren b und ¢
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\

11.3.3. Subtraktive Verkniipfung von Vektoren

Die Vektoraddition 148t sich umkehren. Zu zwei Vektoren a und b
gibt es stets einen Vektor g, der der Gleichung a 4 ¢ = b geniigt. Man
fahrt also die Subtraktion auf die Addition zuriick.
Unter der Differenza — b soll die Summe der beiden Vektoren a und —b
verstanden werden:

a—b=a+4 (—b)
Man kann den Differenzvektor finden, indem K/ g
man a und b von demselben Punkt aus abtrigt.
Der Vektor a — b geht dann vom Endpunkt des
Subtrahenden zum Endpunkt des Minuenden.
Fir die Subtraktion von Vektoren gelten die Rechengesetze der Sub-
traktion von Zahlen, da die Subtraktion auf die Multiplikation mit —1
und anschlieBende Addition zurtckgefihrt wird. (Fir diese beiden
Operationen gelten aber die Gesetze des Rechnens mit Zahlen.)

Sonderfiille
a—a=0o;
a—o=a;
0—a= —aj;
0—D=0

Wie die Vektorsumme kann man auch die Differenz von Vektoren an
einem Parallelogramm darstellen, das von den Vektoren a und b auf-
gespannt wird.

orr(-b) = -6

Der Betrag des Vektors a + b muB nicht immer groBer sein als der
Betrag von a — b, wie die folgende Zeichnung zeigt. Die fur positive
Zahlen richtige Ungleichung a + b> a — b darf nicht auf Vektoren
ubertragen werden.

—— ~
e —— ¢,‘\J u_{’\\\\

~
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BEISPIELE

1. In den beiden folgenden Figuren sind die Differenzvektoren zu kon-
trollieren durch Bildung des Nullvektors in den Vektordreiecken.

a) b + (t — b) + (—u) miiBte o ergeben
b)8 + (8 — 1) + (—r) miiBte o ergeben
Losung:

a)p+u—b—u=o

Der Differenzvektor ist richtig bezeichnet.
b)3+8—t1—1r=23—2t=2(8—1r)
Der Differenzvektor ist falsch bezeichnet.

Richtige Bezeichnung: &5
t—38
Probe: 84+ (t —8) + (—1) =
=384+1r—8—1t=0
2. Welche Gleichung driickt aus, daB die Vektoren a, b und ¢ komplanar
sind?

In diesem Falle gibt es stets Vielfache der Vektoren, durch deren
Zusammensetzung ein geschlossenes Vektoreck entsteht:

lla + lzb + l;c =D
3. Unter welcher Bedingung stehen die Vektoren a + b und a — b auf-
einander senkrecht?

Ldsung: a + b und a — b sind die Diagonalen des durch a und b
aufgespannten Parallelogramms. Die Diagonalen stehen senkrecht
aufeinander im Falle eines Rhombus. Bedingung: |a| = |b|

4. Zwei Vektoren a und b bilden einen Winkel (a, b).
a) Es ist ein Vektor zu bestimmen, der diesen Winkel halbiert.
b) Welcher Vektor w halbiert den Nebenwinkel des Winkels (a, b)?
¢) Kann der Vektor 3 = a° + b° ein Einheitsvektor sein?

Ldsung:

a) Die Einheitsvektoren a® und b° bestimmen einen Rhombus,
dessen Diagonale 8 = a° + b° den gegebenen Winkel halbiert.
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Alle Vektoren v = A3 = A(a® + b°) kernzeichnen die Winkel-
halbierende.

b) Die andere Diagonale a® — b° hat die Richtung der Winkel-
halbierenden des Nebenwinkels: 1p = A(a® — b°).

2
¢) 8 ist nur dann Einheitsvektor, falls (a,b) = —3‘: .

5. Gleichgewicht von Kriften. Die Vektoren a, b, c und b kann man
als Darstellungen von Kriften auffassen, die in einem Punkt P eines
Korpers (z. B. eines Telegrafenmasten) angreifen. Der Summenvek-
tor 8 als Darstellung der resultierenden Kraft ist der Summe der
Vektoren der vier Einzelkrifte gleichwertig:

8=a+b+4+c+bd

Durch die Gegenkraft —3 wird erreicht, daB der Mast nicht auf
Biegung beansprucht wird:

84+ (—8)=38—8=n0,
a+b4+c+d—8=0

Fiir den Fall, daB der Vektor der resultierenden Kraft der Nullvektor
ist, befinden sich die Einzelkrifte im Gleichgewicht.
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11.4. Vektorgleichnnggn

In einer Vektorgleichung stehen auf beiden Seiten des Gleichheits-
zeichens Vektoren. Beispiel: A(a +b) =Aa + 4b. Die Gleichung
la + Bb] = [a] + || ist dagegen eine algebraische Gleichung.

Far Umformungen von Vektorgleichungen gelten dieselben Vorschriften
wie fir Gleichungen zwischen Skalaren. Die Beweisfihrung geht tber
den Rahmen des vorliegenden Buches hinaus. Vektorielle Gleichungen
konnen als Identititen (z. B. a + 6 = b + a) oder als Bestimmungs-
gleichungen auftreten.

BEISPIELE
1.2@+p)=a—2¢

In Worten: Welcher Vektor ¢ hat die Eigenschaft, daB die mit 2
multiplizierte Summe der Vektoren a und g gleich der Differenz von
a und dem mit 2 multiplizierten Vektor g ist?

Ldsung:
2a+2r=a—2g
2r+2r=a—2a

4 = —a

t=——a

probe: 2fn+ (~ 1))

(-4

1
2{a ——a a+—a
( 4 ) +2
3 3
—a=—a
2 -2

1
Der gesuchte Vektor g ist _TQ' Er hat den entgegengesetzten

_Richtungssinn wie a. Sein Betrag ist der vierte Teil des Betrages von a.

2. Die Diagonalen eines Parallelogramms seien a und b. Seine Seiten
sind durch a und b auszudriicken. -
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Loésung: Sind u und v die Seitenvektoren, dann gilt:
Uu+v=a
u—bo=">
2u=a+b5b W=a—b = =

_1 1o 5 ?
u—z(a-}-B) b—2(a b)

Probe: u+b=—;-(a+b)+-l—(a—b)=
%[(a+b)+(a—b)l=—(a+b+a—b)—
=%-2a=a
U—p= %a+b)—l(a—b)=
= +B G- D=7 G+b—a+H=
=%-2b=5

3. Man beweise vektoriell, daB sich die Schwerlinien (Seitenhalbierenden)
eines Dreiecks in einem Punkt schneiden, der die Schwerlinien im
Verhiltnis 2: 1 teilt.

Loésung: Aﬂsatz siche Zeichnung

(a, b, ¢ als Seitenvektoren;
u und b als Vektoren zweier
Schwerlinien).

a+b+c=0; c=—(@+b) A
Zunichst werden u und b durch a, b und c dargestelit:
! +b=0o b lb a=0
u+?a = 3 =

1
u=—-%-a—b b=ﬂ+7b
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— —
Mit AS=4,u und BS = A,b erhilt man:
—_ -

AS—BS—c=»o
—_ —
ASf—'BS+c
Au=20+¢
1 1
).,(—'-Z—a--b)=ﬂ.,(a +?b)—a—o .

1 1
(l —'711 —'lz)a =(—l +11 +?12)b

Da a und b keine parallelen Vektoren sind, kann diese Gleichung nur
fir Nullvektoren erfullt werden, d. h., wenn die Klammern den Wert
Null haben.

1
1——4;,—42,=0
) 1 2

1
—14+4 +?lz=0

Aus diesen beiden Bestimmungsgleichungen fiir die Unbekanntén
4, und 4, erhilt man
2

11-—'12"—'?.

—_ —_ 2 1
AD und BE werden also durch S im Vérhiiltnis Y : 7= 2:1 geteilt.

Geht man von zwei anderen Schwerlinien aus, so ergibt sich das
gleiche Teilungsverhiltnis.
Ergebnis: Jede Schwerlinie wird von den beiden anderen in dem-
selben Verhiltnis geteilt. Die Seitenhalbierenden schneiden sich in
ein und demselben Punkt.

Beachte:

1.-Der eingefiihrte Richtungssinn der Vektoren ist bei den Rechnungen
streng zu beachten.

2. Bei der Durchfiihrung des Beweises kommt es weniger auf die Be-
ricksichtigung geometrischer Zusammenhinge als vielmehr auf die
sinngemiBe Anwendung einfacher Vektoroperationen an. Die Ein-
fachheit, Anschaulichkeit und Ubersichtlichkeit ist ein groBer Vorzug
der vektoriellen Betrachtungsweise.
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3. Zum Verstindnis der weiteren Darlegungen ist folgender Hinweis
angebracht. Vektoren waren bisher durch graphische Symbole (Pfeile)
oder durch Schriftsymbole (Frakturbuchstaben) gegeben. Diese Art
der Darstellung von Vektoren eignet sich fiir allgemeine mathe-
matische und physikalische Uberlegungen und namentlich fiir das
Beweisen geometrischer Sitze, da diese ja unabhingig von der be-
sonderen Lage und GréBe der Figuren Geltung besitzen. Fir prak-
tische Berechnungen, bei denen es sich oft um konkrete GréBen
bzw. Figuren mit bestimmter Lage und Ausdehnung handelt, benétigt
man jedoch weitere mathematische Hilfsmittel, die im folgenden
bereitgéstellt werden sollen.

~

11.5. Vektoren in rechtwinkligen Koordinatensystemen
11.5.1. Vektoren einer Ebene

11.5.1.1. Zerlegung eines Vektors nach zwei gegebenen
Richtungen

In 11.3.2. wurde zwei Vektoren der Summenvektor zugeordnet. Wichtig

ist auch die umgekehrte Aufgabe:

Einen Vektor a in zwei Summanden a, und a, zu zerlegen, dle parallcl

zu zwei vorgegebenen, nicht parallelen Geraden verlaufen! Dabei soll

der Vektor a in der durch die Geraden festgelegten Ebene liegen.

Durch den Anfangs- und Endpunkt des

zu zerlegenden Vektors a zeichnet man

die Parallelen zu den gegebenen Ge-

raden. Man erhilt ein Parallelogramm,

dessen Diagonale a ist und dessen Seiten ‘ )

die Summanden (Komponenten) a, und o,

a, liefern. Die Zerlegung ist eindeutig,

da das entstehende Parallelogramm eindeutig ist. Der Spezialfall der

Zerlégung eines Vektors nach zwei zueinander senkrecht stehenden

Richtungen tritt in 11.5.1.2. auf.

11.5.1.2. Grundvektoren i und j

Bisher wurde zur Festlegung von Vektoren kein Bezugssystem ver-
wendet. Ein solches soll jetzt eingefiihrt werden.

Zwei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren i und i mit
gemeinsamem Anfangspunkt O bestimmen ein ebenes rechtwinkliges
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7
. HIsljiet

Koordinatensystem, dessen positive x- bzw. y-Achse den Richtungssinn
von i bzw. { hat. Nunmehr kann jeder Vektor a in eine Summe von zwei
Vektoren zerlegt werden, die den Richtungen von i und { pargllel sind:

a=a;+a,

Wird die Komponente a, als Vielfaches des Einheitsvektors (Grund-
vektors) i, die Komponente a, als Vielfaches von i dargestellt, nimlich

a = ali, a; = azi, SO gllt:

| a = a,i + a,j I

Statt dessen schreibt man auch

| a=(ay;a;) l

Jeder Vektor (der Ebene) kann aus den beiden Grundvektoren i und j
aufgebaut werden (Basisdarstellung des Vektors a). Die Basis wird von
den Vektoren i und j gebildet, die deshalb auch Basisvektoren heiBen.
Dem Vektor a sind eindeutig zwei reelle Zahlen zugeordnet. Genauer:
Jedem Vektor (der Ebene) entspricht bei Zugrundelegung der Basis i, j
ein geordnetes Zahlenpaar und umgekehrt.

Dann ist i = (1;0) und j = (0; 1).

Durch die Basisdarstellung ist somit eine zahlenmiBige Kennzeichnung
von Vektoren moglich geworden, wihrend bisher Vektoren nur durch
Symbole oder Pfeile gegeben waren.

Bezeichnungen:

Die Vektoren a; und a, heien die vektoriellen Komponenten von a.
Die Zahlen @, und a, nennt man die skalaren Komponenten (Koordi-
naten) in bezug auf die Basis i, j.

Die Darstellung wird vielfach kurz als Komponentendarstellung eines
Vektors bezeichnet.
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11.5.1.3. Rechenoperationen in Komponentendarstellung

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
Aa = Kayi + az)) = (Aay) i + (Aa)
Addition
a+b=(a1i+ azj) + (byi + byj) = (@; + by) i + (@2 + b)) §

Diese Vorschrift ist gleichbedeutend mit der geometrischen Addition
zweier Vektoren.

Subtraktion
a —b = (a,i + a2i) — (b1i + b2)) = (@, — b,)i + (a2 — b2)j
Nullvektor
a—a=(a—a)i+@—a)j=0i+0j=0o
Gleichheit von Vektoren
Ausa=D>bfolgta —b=0 oder
(ay —by)i+(a;—b3)j=0i+0j
ay—b =0 a,—b,=0
a;=b, a;=>b;
Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn ihre entsprechenden
skalaren Komponenten iibereinstimmen. Die Vektorgleichung a = D ist
cinem System von zwei Zahlengleichungen gleichwertig (vgl. 11.5.2.3.).
Betrag eines Vektors
Nach dem Lehrsatz von PYTHAGORAS gilt
jof* = a* = a} + o}
lo| = a = Vai + o
Der Term a2 heiBt die Norm des Vektors a.

Einheitsvektor

a a,i + ayj a . az .
a°=—=——=—[+—l
a a

Diese Bildung des Einheitsvektors nennt man Normieren des Vektors.
21 Simon/Stahl, Mathematik
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Ortsvektor im Koordinatenursprung

Die Lage eines beliebigen Punktes P;(x;; y,)
in der Ebene wird durch den Ortsvektor t
charakterisiert, der vom Ursprung des Koor-
dinatensystems zum Punkt P;(x;;y,) fihrt:

‘_> . .
t=O0P; = x1i + »i

Die Koordinaten des Ortsvektors stimmen mit den Punktkoordinaten
der Pfeilspitze P, tberein.

P
Beliebiger Vektor P, P,

Liegt ein beliebiger Vektor P_ll’: = a vor,.so sind die Koordinaten
des Endpunktes P, in diesem Falle natiirlich nicht zugleich die Kom-
ponenten des Vektors a. Um diese zu
ermitteln, fassen wir den Vektor a als
Differenz zweier zu seinem Anfangs-
und Endpunkt gehérenden Ortsvekto-
ren auf:

Blx3is)

a=1,—1;
aji+ azi=(x2 — x) i+ (r2 — »1)i
=X — X1 A=y —N
—_
a=PP, =1 —1 = (X2—X15 Y2 — }1)
Bei einer Parallelverschiebung eines beliebigen Reprisentanten von a
andern sich dessen Komponenten nicht.

11.5.1.4. Richtungswinkel und Richtungscosinus eines Vektors

Winkel zwischen zwei Vektoren siehe 11.3.2. ¥
Richtungswinkel

Die eine gerichtete Strecke bestimmenden
skalaren Komponenten konnen bei Zu-
grundelegung einer Basis i, i auch durch die
Richtungswinkel (a,i) =« und (a,{)=p8 7
ausgedriickt werden, die der Vektor a mit den Basisvektoren bildet,
sowie durch dess:n Linge a. Richtung und Durchlaufsinn eines Vektors
werden durch die Richtungswinkel festgelegt.
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Richtungscosinus

‘Es ist zweckmaBig, nicht mit den Richtungswinkeln selbst, sondern
mit ihren Cosinuswerten zu rechnen. Man bezeichnet diese als Rich-
tungscosinus des Vektors a.
Die Richtungswinkel (a, i) und (q, i) sind durch die Richtungscosinus
. a ) a
cos (a,1) = —, cos(a, ) = —
a a
eindeutig bestimmt.
Wenn ein Richtungswinkel gegeben ist, kann der andere nicht mehr
frei gewihlt werden. Es gilt nimlich

a
coszoc+coszﬂ=a—2+—=—z=—z=l,

also cos? & + cos? f = l—l

Die Summe der Quadrate der Richtungscosinus ist gleich 1.
Die Skalaren Komponenten eines Vektors lassen sich durch seinen
Betrag und seine Richtungscosinus ausdriicken:

a;, =acosx, @, =acosf

Es gilt a=a,i+ a,j =(@acosx)i+ (acosp)i

Ferner gilt: Die Richtungscosinus eines Vektors a sind zugleich die
Koordinaten des zu a gehdrigen Einheitsvektors a°.

Beweis: a = al[(cos®)i -+ (cosB)il = aa®,

also a® = (cos &) i + (cos B) i l

BEISPIELE
1

3
1. Welcher der Vektoren a = V31 + —1 und b= —Vz—i + —z—‘i
ist Einheitsvektor?

1
3 1
|5|=V7+7=1

Der Vektor b ist Einheitsvektor.
21*
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2. Man bestimme die Richtungscosinus des Vektors a = 5i + 3j.
lo] = V25 + 9= V34

a 5 a, 3
cosa=—=— cosf=—=——
a |34 a  Yu
Probe: cos? « + cos? =1
25 + 9 -1
34 ' 34
3. Warum kann ein Vektor nicht die Richtungswinkel &« = f§ = %

haben? -
sV
cosax = cos ff = 3

Es muB gelten: cos?« + cos?f =1
3 + 3 1
4 4
4. Wie heit der Vektor vom Betrag VS, der die Richtungswinkel

T T
«=—und = 3 hat, in Komponentendarstellung?

6
a; = acos o a;=acosp
- V3 3 -1
=3  — = — = }3-—
a V 2 2 az V 2 )
. 3., V3.
Die Komponentendarstellung lautet a = 71 + —1i

11.5.2. _Vektoren im Raume

Da in der Vektoralgebra hiufig raumliche Probleme auftreten, miissen
die Betrachtungen von 11.5.1. auf den dreidimensionalen Raum aus-
gedehnt werden.

11.5.2.1. Zerlegung eines Vektors nach drei nicht komplanaren
Richtungen
Ein Vektor a soll nach drei Richtungen in Komponenten zerlegt

werden, die zwar beliebige Winkel miteinander bilden konnen, aber
nicht in einer Ebene liegen diirfen.
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Durch Anfangs- und Endpunkt des zu zerlegenden Vektors a zeichnet
man die Parallelen zu den gegebenen Richtungen. Man erhilt ein
Parallelepiped (Spat), dessen

cine Raumdiagonale a ist und

dessen Kanten die gesuchten

Komponenten bestimmen:

Die Zerlegung ist eindeutig, da
der entstehende Spat eindeutig

ist. —

o,
11.5.2.2. Grundvektoren i, {, ¢

Von besonderer Bedeutung ist der Spezialfall der Zerlegung eines
Vektors nach drei Richtungen, die paarweise aufeinander senkrecht
stehen.

Drei paarweise aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren
i, i, ! mit gemeinsamem Anfangspunkt O bestimmen ein raumliches
rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen positive x-, y- bzw. z-
Achse den Richtungssinn von i, j bzw.  hat.

Die Einheitsvektoren i, j, ¥ sollen in dieser Reihenfolge ein Rechts-
system bilden, d.h., eine Drehung des Vektors i in der von i und {

bestimmten Ebene auf kiirzestem Wege (also um den Winkel %)

in die Richtung von i und ein gleichzeitiges Fortschreiten in der Rich-
tung von [ sollen eine Rechtsschraubung ergeben.
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Zur Charakterisiecrung der Rechtsorientierung eines Koordinaten-
systems dient die Dreifingerregel: In der Reihenfolge i, j,  entsprechen
die Einheitsvektoren dem ausgespreizten Daumen, Zeige- und Mittel-
finger der rechten Hand.

Jeder Vektor kann in drei Komponenten a,,a,,a; zerlegt werden,
die die Richtungen der Einheitsvektoren i, j, ¥ haben. Dabei bilden
a,, a2, 3 einen Quader. )

Stelit man die Komponenten als Vielfache der Einheitsvektoren
(Grundvektoren) i, j,  dar, so nimmt die Gleichung a = a; + a; + a3
die Form

|a=a1i+a,i+a3! I

an.
Man schreibt auch

a = (ay;.a2; a3)

Jeder Vektor kann aus den drei Grundvektoren aufgebaut werden
(Basisdarstellung des Vektors a). Die Basis wird von den Vektoren
i, {, I gebildet (Basisvektoren). Jedem Vektor entspricht bei Zugrunde-
legung der Basis i, j, ! ein geordnetes Zahlentripel (a,, a;, a3) und um-
gekehrt.

Dannisti=(1;0;0), j=(0;1;0), t=(0;0;1).

Bezeichnungen:

Die Vektoren a,,a,,a; heiBen die vektoriellen Komponenten von a.
Die Zahlen a,, a,, a; nennt man die skalaren Komponenten (Koordi-
naten) in bezug auf das System der Basisvektoren i, j, f.

Die Darstellung wird vielfach kurz als Komponentendarstellung eines
Vektors bezeichnet.

11.5.2.3. Rechenoperationen in Komponentendarstellung

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar
Aa = Xay; a3 a3) = (Aay; Aay; Aasy)
Addition
a+b=(ay;az;a3) + (by; b23 b3) = (ay + by; a2 + by5a3 + b3)

Diese Vorschrift ist gleichbedeutend mit der geometrischen Addition
zweier Vektoren.
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Subtraktion

a—b=1(ay;82;83) — (bs; b2; b3) = (@, — by3 0, — ba3'a3 — b3)
Nullvektor .

0=(0;0;0),
denn o=a—a=(a —a;;a; —a;az — a) = (0;0;0)

Gleichheit von Vektoren
Aus a=Db folgt a—b=0 oder
(ay — by;a; — by;a3 — b3) = (0;0;0), d.h.
a—b;=0 a;—b,=0 a3;—b3=0
ay =b, a; = b, ay = b,

Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn ihre entsprechenden
skalaren Komponenten gleich sind. Die Vektorgleichung a = b ist einem
System von drei skalaren Gleichungen gleichwertig (vgl. 11.5.1.3.).

Betrag eines Vektors

Diesen findet man durch zweimalige Anwendung des Lehrsatzes von
PYTHAGORAS. 2

Dreieck OQP"
2 — al + az !/ul
Dreieck OP’P: Je 5
. o, ~ ~ WJ
@ =d+d /( T~
~
a*=a}+ad}+a? x} w, =

lal =a= Va2 + a2+ a?
Der Term a2 heiBt die Norm des Vektors a.

. Einheitsveklor

Diese Bildung des Einheitsvektors nennt man Normieren des Vektors.
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Ortsvektor im Koordinatenursprung

Die Lage eines beliebigen Punktes P,(x,; y;; z;) im Raum wird durch
den Ortsvektor r charakterisiert, der vom Koordinatenursprung zum
Punkt P,(x,; y,; z;) fuhrt:

—

T= 0Py = x,i + y,i + z,¢
Die Koordinaten des Ortsvektors stimmen
mit den Punktkoordinaten der Pfeilspitze P,
aberein.

e
Beliebiger Vektor P, P, 0

Liegt ein beliebiger Vektor PP, = a vor,
so sind die Koordinaten des Endpunktes P, nicht zugleich die Koordi-
naten des Vektors a. Um diese zu ermitteln, fassen wir den Vektor a
als Differenz zweier zu seinem Anfangs- und Endpunkt gehérenden
Ortsvektoren auf.

a=1t, —1,

Bl %iy2iz)

Alyinigl

5 =(:y:z)
&, =(%: i)

_’ . .
PPp=a=(x2—x)i+@2—y)i+ (z2 —z)t
Bei einer Parallelverschiebung eines beliebigen Reprasentanten von a
dndern sich dessen Komponenten nicht.

11.5.2.4. Richtuggswinkel und Richtungscosinus eines Vektors

Winkel zwischen zwei ‘ 2
Vektoren N
siehe 11.3.2. N
aR N
N
AN
4 AN 7
o i ERSN
; I w5
7
7
//
) /- “
‘-

Richtungswinkel ¥,

Die eine gerichtete Strecke bestimmenden skalaren Komponenten
konnen bei Zugrundelegung einer Basis i, i, ¥ auch durch die Rich-
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—r—

tungswinkel (a, )=, (a,)=4F, (@, H=y ausgedriickt werden,
die der Vektor a mit den Grundvektoren bildet.

Richtungscosinus

Es ist zweckmiBig, nicht mit den Richtungswinkeln selbst, sondern
mit ihren Cosinuswerten zu rechnen. Man bezeichnet diese als Rich-
tungscosinus des Vektors a.

Im rechtwinkligen Dreieck OQP (rechter Winkel bei Q) gilt
cosx = cos (a,i) = a—';
a .
im rechtwinkligen Dreieck OSP (rechter Winkel bei S) gilt
. az
cosf = cos (a, ) = —;
a
im rechtwinkligen Dreieck ORP (rechter Winkel bei R) gilt

a
cosy =cos(a, ) = i
a

Die Richtungswinkel «, § ¥ sind durch die Richtungscosinus eindeutig
bestimmt.
Die drei Richtungscosinus sind voneinander nicht unabhédngig:

2 2

al a a}
cos’a+cos’ﬁ+cos’y=?+F+a—z=;-;=1,

also cos?a + cos? B+ cos2y =1

Die Summe der Quadrate der Richtungscosinus ist gleich 1.
Die skalaren Komponenten eines Vektors lassen sich durch seinen
Betrag und seine Richtungscosinus ausdriicken:

a; =acosx; a,=acosf; as=acosy

Folglich: | a = (@acosx)i+ (acosf)j + (acosy) t \

Ferner gilt: Die Richtungscosinus eines Vektors a sind zugleich die
Komponenten des zu a gehorenden Einheitsvektors a°.

Beweis: a = af(cos«)i+ (cosB)j+ (cosy) t] = aa®,

mithin a® = (cos )i + (cos f) j + (cosp) t l
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11.5.2.5. Wahl der Lage des Koordinatensystems

Soll ein Problem durch Einfihrung eines Koordinatensystems ge-
16st werden, so wird man dieses derart legen, daB die anfallenden
Rechnungen einen méglichst geringen Umfang annehmen.

Einige Hinweise:

a) Ausgezeichnete Punkte legt man méglichst in den Ursprung des
Koordinatensystems.

b) Im Falle eines ebenen Problems legt man alle Vektoren in die x-y-
Ebene.

c) Sind auf einen Vektor mehrere andere Vektoren bezogen, so legt
man ihn in die Richtung einer Koordinatenachse.

d) Da méglichst viele skalare Komponenten gleich Null werden sollen,
achtet man bei riumlichen Problemen darauf, daB viele Punkte
und Vektoren in den Koordinatenebenen liegen.

BEISPIELE
1. Gegeben sind zwei Punkte P;(2;9; —1) und P,(5;7; —3). Man
—
bestimme den Vektor P; P,.
——
PP,=[5—2;7—9; -3—(—D]=(@3; —2; -2)
2. Welche Koordinaten hat der Endpunkt P,, wenn der Vektor
e
a= PP, =(—6; —1;2) den Anfangspunkt P;(4; 1; —3) hat?
x2=x3+a1=—2 ya2=y1+a2=0 z2=2z +a3=—1
Py(—2;0; —1)
Allgemein gilt:
s —_—
Der Vektor P, P, = (a, ; a,; a3) mit dem Anfangspunkt P;(xy; y;; z,)
hat den Endpunkt P,(x, + ay; y; + a2; z; + as).

3. Gegeben a = (5; 5; —5). Man berechne den Betrag und die Rich-
tungswinkel.

lo] = V5* + 52 + (=5 = 513
s 13. =.V3_3;

53 3°

a=pf=>548° yp=1252°

cosy = —

6]
3



11.6. Skalares Produkt 331

4. Warum kann ein Vektor nicht die Richtungswinkel « = 20° und
B = 30° bei beliebigem Winkel y haben?
cos? 20° + cos? 30°> 1; es muB aber gelten: cos®a« + cos?f +
+cos?y=1

5. Kann ein Vektor mit den drei Koordinatenachsen je einen Win-
kel von 45° bilden?

3
Nein, denn3-cosz45°=3-(T) =—=f=1

6. Welcher Vektor vom Betrag a = V3 hat die Rlchtungswmkel
a=p=p< 90
3cos2a=1

1 - 1
coso = +T acosc = ]/3--—_=
3
a=(acosax; acosax; acosa)=(1;1; )=i+j+1
7. Welche Beziehung besteht zwischen den Vektoren b= (2; — 1;3)
und a = (—8;4; —12)?
a=—4(2;—1;3)= —4b
Die Vektoren a und b haben gleiche Richtung, aber entgegengesetz-
ten Durchlaufsinn; a hat den vierfachen Betrag von b.

8. Esistt = 3a — b — 2¢ fiar a = (2;0; —1), b= (—4; 1; 9),

15 11
c= (-2—, —4; ———2—) zu berechnen. Welchen Winkel bildet r mit
der x; y-Ebene?

4
t=(—4;7;4); [tf|]=9; cos(r,f) =cosy = —9~<; y = 63,6°

Der gesuchte Winkel betragt (90° — y) = 26,4°.

11.6. Skalares Produkt

In 11.3.1. wurde das Produkt eines Vektors mit einem Skalar defi-
niert. Mit Riicksicht auf geometrische und physikalische Zusammen-
hinge bildet man in der Vektoralgebra noch zwei weitere produkt-
artige Verkniipfungen von Vektoren: das skalare Produkt und das
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Vektorprodukt. Es wird sich zeigen, daB die fir diese Verkniipfungen
zweier Vektoren geltenden Vorschriften erheblich von den fir Zahlen
geltenden Rechengesetzen fiir die Multiplikation abweichen.

11.6.1. Winkel zwischen zwei Vektoren

Gegeben: a = a,i + a,j
und b = byi + b,i
Gesucht: 6=a —f

Die Vektoren a und b liegen also in der
x, y-Ebene.

Ansatz:
cos (a,b) = cos d = cos (@« — ) = cosa - cos f + sina - sin B
lo| =a=Vai+a, [bo|=b=Vb?+ b3

a a
cosf=—, sinf=—
a a

cosa by sina b2
= _’ l e
b b

Cos (a, b) = aTl . bl a: bz _ albl + azb2

b " a b ab
Fiir Vektoren im Raum gilt entsprechend
arby + azby + asbs a1b, + ayb, + asbs
ab V@t a+a VBt i+ bE
Daraus folgt: ab cos (a, b) = ayb; + azb, + a3bs.

11.6.2. Definition des skalaren Produktes

Der Ausdruck ab cos (a, b) = la] |B] cos (a, b) tritt so-haufig auf, daB es

angebracht ist, fir ihn ein besonderes Symbol einzufiihren, nimlich
a-b (sprich: a Punkt b oder a skalar mal b).

Auch die Symbole (a b) und a b werden verwendet.

Man nennt a - b das skalare oder innere Produkt der Vektoren a und b.

Das Ergebnis dieser multiplikativen Verkniipfung zweier Vektoren

fahrt aus dem Bereich der Vektoren heraus, es ist ein Skalar (daher

der Name skalares Produkt).

I a-b = |a] [B] cos (a,b) = a;by + azb, + a,?l

cos (a, b) =
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In der Form a b = abcos (a, b) ist das skalare Produkt unabhingig
von einem Koordinatensystem. Fiir den Cosinus des Winkels zwischen
zwei Vektoren a und b (vgl. 11.6.1.) kann nunmehr kurz
a-b
cos (a,0) = ——
|al []

geschrieben werden,

Geometrische Deutung des skalaren Produkts

w» o0 l
S ~
Y ~ |
~ S |
A N .___‘ T
& awsd
wu-b=albcosd) wu-b=blacosd)

Das skalare Produkt zweier Vektoren ist das Produkt des Betrages
des einen Vektors und der Projektion des anderen auf ihn (sog. innere
Komponente, daher inneres Produkt).

11.6.3. Auftreten des skalaren Produktes in der Mechanik

Wenn ein Kérper unter der Einwirkung einer konstanten Kraft §
eine Verschiebung 3 in Richtung der Kraft erfihrt, so ist die Arbeit
W = |G| - |3 verrichtct worden. Bilden
dagegen die Kraft ¥ und die Verschie-
bung 3 den Winkel ({, 8), so ergibt sich
die Arbeit als Produkt aus der Projektion
der Kraft auf die Wegrichtung und dem
zuriickgelegten Weg:

W=I|F| |8 -cos (8 =F-8 M

Ky

a

4

Die Arbeit, die eine konstante Kraft § lings des Weges 8 verrichtet,
wenn § und 3 den Winkel & miteinander bilden, stellt sich dar als das *
skalare Produkt der Vektoren § und 8. Die Arbeit ist eine skalare
GroBe.



334 11. Eiemenu der Vektoralgebra

11.6.4. Rechengesetze fiir das skalare Produkt

Das skalare Produkt hat einige Eigenschaften der Multiplikation von
Zahlen. Es gelten die folgenden Gesetze:
‘a) Kommutationsgesetz
a-b="b-a
b) Assoziationsgesetz fiir die Multiplikation mit einem Skalar
(Aa)-b=a-(Ab)=2(@-b)=4a-b
c) Distributionsgesetz
a-b+c)=a-b+a-c
Wegen b — ¢ = b + (—¢) gilt auch
a*(b—c)=a‘b—a-c

Wiederholte Anwendung des Distributionsgesetzes liefert bei einem
Produkt zweier Summen:

@+b-c+d)=a-(c+d+b-(c+Dd)
@+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+Db-d
Sonderfille:
(@+b)-(@a+b)=a-a+2a-b+56-b
(@a—b)-(a—b)=a-a—2a-b+b-b
(a4+b)-(@a—b=a-a—>b-b
Mit Ricksicht auf die Giiltigkeit dieser Gesetze bezeichnet man
a-b als Produkt. Diese Bezeichnung ist an sic_:h nicht angemessen,
da a - b eine Summe von Produkten (a;b, + a,b, + as3b;) ist.
Es bestehen auch Unterschiede zwischen den Gesetzen der skalaren

Multiplikation zweier Vektoren und der Multiplikation gewdhnlicher

Zabhlen.

a) Das skalare Produkt ist eine Zahl, wihrend die Faktoren, aus
denen es gebildet wird, Vektoren sind.

b) Die Frage nach der Assoziativitdt des skalaren Produkts ist da-

> her gegenstandslos, da eine Produktbildung a +b - ¢ nicht méglich
ist. a-b ist nidmlich ein Skalar, und ein solcher kann nicht skalar
mit einem Vektor multipliziert werden.
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¢) Hingegen ist die Produktform (a - b) ¢ méglich. Dabei gilt aber im
allgemeinen
(@-B)cka®-c)=(a-c)b
(a - b)c ist ein zu ¢ paralleler Vektor,
a (b - ¢) ist ein zu a paralleler Vektor,
(a - ¢) b ist ein zu b paralleler Vektor.

Es sind also (a-b)c,a(b-c),(a-c)b verschiedene Vektoren, wenn
afcas$bbsc

Orthogonale Vektoren

Wenn zwei Vektoren aufeina.nder. senkrecht stehen, hat ihr skalares

Produkt den Wert Null, denn cos (a, b) = cos % =o0.

a-b=a,b, + azb: + asb3=0,
wenna | bunda,b 40

Orthogonalitatsbedingung

Aus a-b =0 folgt a =0, oder b =0, oder a =0 =0, oder a | b.
Also folgt aus a-b =0 nicht notwendig, daB einer der Vektoren
a und b der Nullvektor ist.

Parallele Vektoren

Fira44bwirda-b=gab, denn(a,b)=0; cos0O=1.
Fira4{bwirda-b= —ab, denn(a,b)=m; cosm=—1.

Fiir spitze Winkel ist a - b > 0, weil der Cosinus eines spitzen Winkels
groBer als Null ist.
Far stumpfe Winkel ist a-b < 0, weil der Cosinus eines stumpfen
Winkels kleiner als Null ist.
Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst
a-a = |a |a] cos (a, ) = |a|?> = a? + a2 + a?
Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist das Quadrat
seines Betrages. Fir a - a hat sich die Schreibweise a2 eingebirgert:
ara=a2
|a|2 =a® = a-a = a? ist nach 11.5.1.3. bzw. 11.5.2.3. die Norm des
Vektors a.
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Betrag eines Vektors
a2 =a*=0a*>=aq-a
ol =a= l/c-(;= Va-a

Der Betrag cines Vektors kann durch Verwendung des skalaren Pro-
dukts dargestellt werden.

Beachte:

V; darf nicht etwa radiziert werden: l/a_2 +a.

Skalarprodukte aus Einheitsvektoren
a%-6%°=1-1"-cos(a° b% = cos (a, b)
a®-a®=1-1-cos0=1

Skalarprodukte aus den Basisvektoren
iri=j-j=t-1=1
irj=j-t=ti=0

Skalarprodukt in Komponentendarstellung

a-b = (a,i + asi + asb) - (b1 + b,j + bs})
a-b=aybyi-i+ aybj-i+ asb,t-i+ aybyi-ji+

+ azbyi- i+ azbsj-t+ aybsi- ¥+ azbaj-t+ asbst-t
a-b=aby + ab, + asb,

Diese Bezichung erméglicht die Berechnung des skalaren Produktes

zweier Vektoren, ohne deren Betrdge und der. Winkel zwischen ihnen
zu kennen (vgl. Definition des Skalarproduktes in 11.6.2.).

BEISPIELE

1. Gegeben seien die Vektoren a = (2;8; —1) und b= (—7;2;2).
Man berechne das skalare Produkt a - b und deute das Ergebnis.
a-b=2-(—-7+8-24+(—1):'2=0 Deutung:a | b

2. Gegeben sind die Vektorena =i+ 3j—2f, b= —2j+ 1,
¢ = 3i — {. Man berechne
a)(a+b)-(@—>b) und az—b2
b)(@-b)c und a(db-c)
©) lal, {5}, fe]
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Ldsung:

a)@+b) - (@a—-b)=(@(+i—D-(+5i—3MN=1+5+3=9
a2—b=qa—bb=1494+4—-04+4+1)=9

b)(a-b)c=0—6—2)@i—H=—-8@Bi—1) = —24i + 8
ab-)=@1G+3—-2H0O0+0—-1)=—i—3i+ 2t

Olel=Ver=V1+9+4=V14a
Bl=Vr=Vo+a+1=1V5
kl=V2=V9+0+1=1V10

3. Welchen Zahlenwert hat die Summeu-z+b-g+w-g, wennu,b, w

die Seiten eines Dreiecks mit einheitlichem Umlaufsinn sind?

uU+o=—w

u-g+v-r—Qu+v)r=u-r+vr—u-r—v-r=0

u-v
4. Es ist zu zeigen, daB der Vektor ™ 1 — b senkrecht auf u steht,

unabhingig davon, welcher Vektor b verwendet wird.

u-p u-b
2z u—» -u=—T-u —up=u-p—u-v=0
u u

Die Orthogonalititsbedingung ist erfilit.

5. Welche Bedeutung haben (a * b)? und a2b2?
(a-b)2 = [ab cos (a, b)]*> = a2b? cos? (a, b)
a2b2 = g2p?
6. Unter welchen Bedingungen ist dic Gleichunga - b = a - ¢ erfullt?
ab—a-c=0
a-(b—c)=0

Bedingungen: 1. a = o oder
2.b—c=0, d.h. b=c oder
3bal(®—c), a0, b—c=F+0
22 Bimon/Stahl, Mathematik
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7. Gegeben ist a = 5i — 5{ + 4f, b = b,i + 2j. Wie groB muB b,
sein, damit a - b gleich 1 wird?

a-b=1
56y —5:24+4-0=1
5by = 11

11
b=+

11
b=—i+2

5 4 2f

8. Der Angriffspunkt der Kraft § = 8i — | + 4t (Einheit N) wird
vom Punkt P,;(1; —8;2) zum Punkt P,(5; —1;8) (Koordinaten
in m) geradlinig verschoben. Man berechne a) die GroBe der Kraft,
b) den Vektor der Verschiebung 3, c) die auf den Korper zwischen
P, und P, ubertragene Energie.

a) |3 = V64 + 1 + 16 = 9. Die Kraft betrigt 9 N.

b)3=[5—1; (—1)—(-8); 8—2]=(4;7;6)

c)W=9y-8=(8; —1;4)-(4;7; 6) = 49. Die ubertragene Energie
ist 49 Nm.

11.6.5. Anwendungen ﬂ P
1. Berechnung der Winkel eines Dreiecks

BEISPIEL Py

Man berechne die Winkel des Drei- ﬂ
ecks mit den Eckpunkten Py

Pi(2;0;1), P,(3;1;—1), P32;—2;1).
Berechnung von «
—
PP,=(3B—2;1—0;—1—1)=(l;1;-2)
_—
PPy =Q2—2;—2—0;1—1)=(0; —2;0)
1-:0+ 1(=2)+(—2)-0 —2 1 1 .-
CoOsSx = — 7 = ‘=—'T=—‘—V6
Vi+1+4-Yo+a+0 2Vs Ve 6
o = 114°06’
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Berechnung von 8
— —
PPy = —P P, = (—1;—1;+2)

—o
PyP3 = (—1;-3;42)

1+3+4 8 4 4 —
Osf=——— = = —=—21
Ve V14 221 Y1 21
B =2912'

Berechnung von

—_— —_—

PP, = —P,Py = (0;2;0)
— —_—

P3P, = —P,P; = (1;3; —2)

0+6—0 3 3 —
= =_"1Ja
2V14 V14 14V

cosy =
y = 36°42’
o+ B +y=180°

2. Cosinussatz der ebenen Trigonometrie

Multipliziert man in der Gleichung
c=a—"5

jede Seite skalar mit sich selbst, so erhdlt man
(2=qa2—2a-b 4 b2

c2=a*+ b* —2abcosa

x-&
Danmit ist der Cosinussatz der ebenen Trigono- /.
metrie hergeleitet.
-» o
3. Satz des THALES lxl=l-oul= 14l

Der Satz des THALES ist vektoriell zu beweisen.

Ansatz: (@+b)-(a—b)=a2—b02=a>—b>=a2—a?=0
Die Orthogonalititsbedingung ist erfullt.

22+
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4. Komponentendarstellung eines Vektors mit Hilfe des skalaren Pro-
duktes
a = ayi + a,i + a5t
Skalare Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit i ergibt
a'i=a1i'i+azi'i+a3f'i
a-i= a
a =aqa- i
Entsprechend erhilt man @, = a - j, a3 = a - f und daraus

a=@-)i+@-Di+@-DE|

5. Komponente eines Vektors Lings eines anderen

Die Komponente eines Vektors b
in_der Richtung a (Komponente
von b lings a) wird b, geschrie- {4 ———

ben. Die Komponente b, heiBt & A
Normalkomponente.
‘Berechnung von b,: o O
|by] = |b] cos (a, b)
b abh a a-b
by = |b] cos (a,0)a° = || ——a®=— — = a
l | [} lal ol a?
a-b .
b, = el
Beachte>
) a ) a-b | .
a-b, a2 und —— sind Skalare, = a ist aber cin Vektor und

darf nicht etwa durch Kiirzen vereinfacht werden.

Berechnung von b,:

by +b,=D0
b, =55,
BEISPIEL
b= —3i+j+2t a=2i—j+ 3t
—6—1+6

1
-  a=——i—i 14
a 4+H_9a 14'(t i+ 3D
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2 1 3
bpp=— —i4+—j— —t1
i v v 7

’ A 2, 1 3
ba=(—3|+l+2f)—(—ﬁl+ﬁi—_!)

14
40 13 31 i
B = — —i4 — 4 —t + '
VR VR 7" !
|
Die Vektoren b, und a sind ent- [

gegengesetzt gerichtet.

11.6.6. Unméglichkeit der Umkehrung der skalaren Multiplikation

Die Vektoren b, , b,, by, ... haben dieselbe Projektion auf a. Es ist also
,a‘bl =qQ ‘bz=a‘ba=...

Die Gleichung a - b = ¢ hat fiir gegebene a und ¢ keine LSsung, wenn
a = 0, ¢ == 0 ist. Sie hat unendlich viele Lésungen fiir a = 0, ¢ = 0 bzw.

fir a & o, ¢ &= 0. Der Quotient £
ist daher sinnlos. a 4/ |
Zur skalaren Multiplikation gibt es
keine inverse Operation.
% |
11.7. Vektorprodukt : o

11.7.1. Definition des Vektorproduktes

Ein Vektor ist durch Betrag, Richtung und Durchlaufsinn eindeutig
bestimmt. Translationen und Geschwindigkeiten sind Beispiele fir
GroBen, demen von Natur aus diese Bestimmungsstiicke innewohnen.
Es gibt aber auch GroBen, denen man die drei Eigenschaften eines
Vektors nachtriiglich zuweisen kann.

BEISPIEL: Jedem Parallelogramm im Raum 138t sich ein Vektor v
zuordnen, der senkrecht auf der von a und b gebildeten Ebene

steht und einen Betrag hat, =  — — —— 00— ___ —
der gleich dem Flicheninhalt V4
des durch die Vektoren a und ¢ yd

b bestimmten Parallelogramms /

ist: [

[o] = |a] [b] sin (a, b). h=181sin(m,b)
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1

Der Richtungssinn von b sei durch die Vorschrift festgelegt, daB a, b, v
in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden sollen. Mit v° erhilt
man

[=mpsa@nw®| === —

oxp /

brow

Man bezeichnet b als das Vektorprodukt (vektorielles Produkt; iuBeres
Produkt; Kreuzprodukt) der Vektoren a und b und schreibt

p=axbh
(sprich: Vektorprodukt a, b oder a Kreuz b).
Andere Schreibweisen: [a b] oder [a,b] odera A b
Das Vektorprodukt v = a X b = |a| |b] sin (a, b)v° ist also wie folgt
definiert:

a) [o]| =v=absin(a,b) (0= (a,b) <x)

b)oLla

cvlb

d) a, b, v bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

Das Vektorprodukt istim Gegensatz zum skalaren Produkt nicht
ein Skalar, sondern ein Vektor.

Die vektorielle Multiplikation kann als Erweiterung der Berechnung
des Flicheninhalts eines Rechteckes aus den Seiten aufgefaBt werden.
Durch die Bildung des Vektorprodukts a X b sind von dem durch die
Vektoren a und b bestimmten Parallelogramm festgelegt der Flichen-
inhalt durch |v|, die Stellung im Raum durch die Ebene senkrecht zu b
und der Umlaufsinn (von der Spitze des Vektors b aus gesehen erfolgt
die kirzeste Drehung von a nach b im mathematisch positiven Sinne
[Gegenzeigersinn]). Uber die Form des Parallelogramms, die in diesem
Zusammenhang unwesentlich ist, sagt b nichts aus.

Die von a und b bestimmte Fliche nennt man auch PlangriBe, den
Vektor a X b ihre Ergiinzung.
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Allgemein kann jedes ebene Flichenstick im Raum durch einen
Vektor dargestellt werden, dessen Betrag durch den Flacheninhalt,
dessen Richtung durch die Normalenrichtung und dessen Durch-
laufsinn durch den Umlaufsinn des Ebenenstiickes gegeben ist. Diese
Vereinbarungen hat man mit Ricksicht auf geometrische und physi-
kalische Zusammenhinge getroffen.

11.7.2, Moment einer Kraft

Ein starrer Korper sei um den festen Punkt O drehbar. Die im Punkt P

—
angreifende Kraft §, die mit dem Vektor OP =t den Winkel (r, )
bildet, bewirkt ein Drehmoment I, dessen Achse senkrecht auf der
Ebene von t und § steht und dessen Drehsinn dadurch bestimmt ist,
daB r, ¥, M ein Rechtssystem bilden sollen.
Es hat den Betrag

M| = M = |t [,

falls © und § aufeinander senkrecht
stehen.

Wenn aber r mit § einen Winkel (t, &)
einschlieBt, so erhdlt man ein Dreh-
moment vom Betrage

M| = |¢] I sin (, F)

Das Produkt rFsin (t,J) stellt den Flicheninhalt des von den Vek-
toren t und ¥ bestimmten Parallelogramms dar.

Es ist naheliegend, das Drehmoment M durch das Vektorprodukt
t X ¥ darzustellen. Es ist durch folgende Eigenschaften charakteri-
siert:

MLle; MLF; 1, T M ein Rechtssystem; V| = rFsin (1, F)
0= =n).
Die Vektorgleichung It = tr X §F ist inhaltsreicher als die gewohnliche

Gleichung M = rFsin (t, ), da sie nicht nur den Betrag, sondern auch
die Drehebene und den Sinn der Drehung angibt.

11.7.3. Rechengesetze fiir das Vektorprodukt

a) Der Vektor b X a hat gleichen Betrag und gleiche Richtung, aber
entgegengesetzten Durchlaufsinn wie der Vektor a X b. Das Kom-
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mutationsgesetz gilt fir die vektorielle Multiplikation also nicht.
An seine Stelle tritt das Alternationsgesetz (lat. alternare, abwechseln):

axb=—-bxa

b) Hinsichtlich der Multiplikation mit einem Skalar gilt das Asso-
ziationsgesetz:
(Aa) xb=ax Ab)=A4(a xb)=2a x b

¢) Dreifache Vektorprodukte zu bilden ist erlaubt. Fiir sie gilt aber das
Assoziationsgesetz im allgemeinen nicht:

axXx®xe)E@xb)xec

d) Dagegen bleibt das Distributionsgesetz erhalten:
axXx®G+c)=axbt+axc

Es gilt natirlich auch dann, wenn in der Klammer eine Differenz
steht:
axXx(®b—c=axb—axc

Beim Auflosen der Klammern ist streng auf die Reihenfolge der
Faktoren zu achten wegen der Nichtkommutativitit der vektoriellen
Multiplikation. Das Distributionsgesetz kann auch auf mehr als zwei
Summanden angewendet werden.
Die Bezeichnung Produkt fiir den Ausdruck a X b ist eigentlich nicht
zutreffend. Sie wird gerechtfertigt durch die Giiltigkeit des Distribu-
tionsgesetzes sowie dadurch, daB das Vektorprodukt zweier Vektoren
wieder ein Vektor ist.

Besondere Fiille

a)Aus a X b =0 mit a 30 und b 0 folgt die Parallelitat von a
und b, da sin (a, b)) = 0 sein muB. Dann ist (a, b) gleich 0 oder =.
Die Vektoren a und b haben gleiche Richtung und gleichen oder
entgegengesetzten Durchlaufsinon. Auch die Umkehrung gilt:
Das Vektorprodukt zweier kollinearer Vektoren ist gleich Null.
Ist a X b=0, so kann also entweder a =0 oder b =0 oder
a=> = o odera || b sein.

b) Fiir a | b gilt wegen sin (a, b) = sin % =1

la X b] = ab

Auch das Vektorprodukt liefert also eine Orthogonalitatsbedingung.
Sie ist aber weniger gebriuchlich als die Bedingunga b = 0.
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c) Ferner gilt a X a = 0 wegen sin (a,a) = 0.
Im Gegensatz zum skalaren Produkt werden beim Vektorprodukt
das Quadrat* und Wurzelsymbol nicht verwendet.
BEISPIELE
1. Esist (a — b) X (a + b) zu berechnen.
Losung:
axXxa+axb—bxa—-bxb=
=op+axb4+axb—o=
=2axb

2. Die Summe a X b4+ b X ¢4 ¢ X a ist zu einem einzigen Vektor-
produkt zusammenzufassen.

Losung:
Mit b X b = o erhilt man
aXxb—axc—bxb+bxc=
=@—D0b)x®—0)

3. Esist (@ X 6)2 4 (a - b)? zu berechnen.

LOsung:
(a X b)?2 = |a X b|2 = a?b?sin? (a, b)
(a * b)2 = [ab cos (a, b)]> = a2h? cos? (a, b)
(a X b)2 + (a - b)? = a2b? [sin? (a, b) + cos? (a, b)] = a3b>
Daraus folgt die Beziehung

L(a X b)? = a?b* — (a-b)?

Diese Formel gestattet die Berechnung des Betrages des Kreuz-
produktes zweier Vektoren aus ihren skalaren Komponenten.

11.7.4. Vektorprodukt in Komponentendarstellung
Fiir die Basisvektoren gelten folgende Bezichungen:

ixi=jxj=txt=o i

ixj=—jxi=t ( \

ixt=—txj=i '
Nz

txi=—ixt=j
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Merkhilfe: Die Basisvektoren i, j, f werden im, Sinne des Uhrzeigers
im Kreise angeordnet. Das Kreuzprodukt zweier aufeinander-
folgenden Basisvektoren ist gleich dem dritten, und zwar mit posi-
tivem Zeichen bei Bewegung mit dem Uhrzeiger, mit negativem
Zeichen bei Bewegung gegen ihn.

BEISPIELE
1. Man berechne (—j X i) X (i X —b.
Losung:
ixXdPxExi)=
=Ixij=

= —i

2. Es ist die Giiltigkeit des Assoziationsgesetzes fur
a)(ixjxt

b) (i X i) X i zu untersuchen.

Losung:

a)(ixpxt ix({xh
=Ixt =iXi
=o' =0

b) (i X §) X | ix(@(xi
=Ixi =iX0D
= —1i =0

Ergebnis: Das Assoziationsgesetz gilt im allgemeinen nicht.
Vektorprodukt in Komponentendarstellung
Es sei a= Gli + azi + a3t und b= bll + bzl + bgf.

Dann folgt: a X b= (a,i + a,i + asl) X (b,i + b2i + b31) =
= a,byi X i+ aybyi X |+ a;b3i X P+ azbyj X i+
4+ a3b,1 X i+ azbsi X V4 a3b b X i+ a3bt X i+
+axbt x =
= ayb,t — aybsj — a b, + aybii + a3bij — asb,i =
= (d2by — a3by) i + (a3, — a1b3) i + (@162 — azb)) ¢



11.7. Vektorprodukt 347

BEISPIELE
1.a=2i— 3%, b =i+ 5j+ 4f. Man berechnea x b.
axb=15— 11j + 10t
Es muB gelten: a X b L a. Anwendung der Orthogonalititsbedin-
gung ergibt
(15t — 11§+ 10f)- (2i — 3 =15-2—10-3=0.
Wegen a X b _L b erhilt man
(15i —11j4+10f)- (i + 5]+ 4H)=15—55+40=0
2.Die Vektorena =2i+j, b=i—¥ ¢= —3i—j+ I erfiillen die
Bedingung a + b 4+ ¢ =o.
a) Welche Beziehung besteht zwischena X b,b X ¢ und ¢ X a?
b) Das Ergebnis ist geometrisch zu deuten.
a)axXb=—1+2j—tF
bxe=—i+2{—t
cxa=—i4+2j—1t
Die drei Vektorprodukte sind einander gleich.
Das ergibt auch die allgemeine Rechnung:
a4+b4+c=0; a4+b=—c
bXxec=—cxb=(@+b)Xxb=axb+bxb=
=axb+o=axbh
Entsprechend ergibt sich¢ X a =a X b.
b)la x b =[b x ¢|=|c x a| = Y(=1)* + 22 + (—1)> = V6
(MaBzahl des Flicheninhaltes des von den Vektoren a und b bzw.
b und ¢ bzw. ¢ und a aufgespannten Parallelogramms)

11.7.5. Anwendungén

1. Fliicheninhalt eines Dreiecks .
Der Betrag der Vektorprodukte ist gleich r
dem doppelten Flicheninhalt des von den -
Vektoren a, b, ¢ gebildeten Dreiecks. ¢ @
1 1 . P
A=7|axb|=—5—absmy, "\ﬁ\ //, o

da |a x b| = 24 die Flache des von a und b \ g
aufgespannten Parallelogramms ist. L2
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BEISPIEL

Es ist der Flicheninhalt des Dreiecks zu berechnen, dessen Eck-l
punkte P,(2; 5; 3), P,(1; —1;4), P3(—2; 5; 3) sind.

— — —
OP, =1y; OP,=1;; OP3=t1,
o —

PPy =1;—1,=(—1;—6;1)
R—

PPy =15 —1, =(—4;0;0)

(t2 —1y) X (t3 — 1) = —4j — 248

1 1, —— —
A=l — 1) X (53— 1) = 7Vo-;- 16 + 576 = -;-Vss»z

2. Sinussatz der ebenen Trigonometrie

Um den Sinussatz herzuleiten, multipliziert
man die Vektorgleichung

a+b+4+c=o0

vektoriell mit einem Seitenvektor. Beispielsweise ergibt die vektorielle
Multiplikation mit a:

ax@+b+4+c)=axo

axat+axbt+axe=o

o+axb—cxa=o

axb=cXxa

la X B] =lcxa|

absiny = casinf

b:c=sinf:siny

3. Satz iiber geschlossene konvexe Polyeder
Es gilt der Satz: Fir jedes geschlossene konvexe Polyeder verschwindet
die Summe der nach auBen orientierten Flichenvektoren.
BEISPIEL
Dreiseitige Pyramide

Bezeichnet man die von einer Ecke nach den drei anderen fiihren-
den Vektoren mit a, b, ¢, so erhilt man fir die drei in der Spitze zu-
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1 1 1
sammenstofBenden Dreiecke die Vektoren 5 aXxb, 3 bxe, 5 cxXa

|
und fiir die Grundfiiche 5 (c — a) X (b — a). Die Addition dieser

vier Vektoren ergibt den Nullvektor:

1 1 1 1
?axb+?bxc+?cxa+?(c—a)x(b—a)—

axb+lbxc+lcxa+
2 2

N~

1
1 1 1 1

—CcXb——aXxb——cXa4+—aXxa=
*3 2 2 t3e

1 1
2 xXe 2 Xec=0

Die Summe der nach auBlen gerichteten Flichenvektoren eines be-
liebigen konvexen Polyeders ergibt aber auch den Nullvektor, da es
aus beliebigen dreiseitigen Pyramiden zusammengesetzt werden

kann.

4. Drehmoment

Eine Kraft von 84 N wirkt in Richtung des Vektors 6i + 3j + 2L
Der Hebelarm (Linge in cm) ist gegeben durch den Vektor 3i — j + L.
Welches Drehmoment bewirkt die Kraft?

M=t XF
t=3i—j+1
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Einheitsvektor der Kraft:
6i + 3j + 2t 1

V6+9+4 7
Vektor der Kraft:

(6i + 3i+ 2D

1
84- — (6 + 3i + 2 = 72i + 36 + 24

M= (3i — j + ¥ X (72i + 36] + 241) = —60i + 180t
M| = V602 + 1802 = }/36000 ~ 190

Das Drehmoment hat den Betrag von rund 190 Ncm = 1,9 Nm.

11.7.6. Unméglichkeit der Umkehrung des Vektorproduktes

Ebenso wie die skalare Multiplikation 1aB8t auch die vektorielle Mul-
tiplikation keine Umkehrung zu. Es gilt

c=axb =axb,=aXxby=--

Die von a und b, bzw. b, bzw. b; bestimmten Parallelogramme stimmen
im Flicheninhalt Qiberein, da sie dieselbe Hohe 4 haben. Es gibt un-
endlich viele Vektoren b, die die Gleichung ¢ = a X b bei gegebenen ¢
und a(c | a) erfillen. Die vektorielle Division eines Vektors ¢ durch
einen Vektor a ist unendlich vieldeutig und daher ohne Sinn. Die vek-
torielle Division durch einen Vektor ist nicht definiert.

Auf die Bezichungen zwischen skalaren Produkten und Vektorproduk-
ten und auf andere Probleme kann im Rahmen dieser Darstellung
der Elemente der Vektoralgebra nicht eingegangen werden.
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11.8.  Zusammenfassende Ubersicht zum Slmlnrprodukt und
Vektorprodukt
Name Skalarprodukt Vektorprodukt
(inneres Produkt) (&uBeres Produkt)
Symbol a-b axbh
Sprechart | a Punkt b; a skalar mal b a Kreuz b; Vektorprodukt a, b
Definition | a-b =.abcos (a, b) la x b| = absin(a, b)
axbla, axblb
a, b, a x b bilden in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem
a - b ist ein Skalar a x b ist ein Vektor
Verkniip- Kommutationsgesetz Alternationsgesetz
fungs- a-b=>b-.a axb= -0 xa)
gesetze Assoziationsgesetz fiir die Assoziationsgesetz fiir die Mul-
Multiplikation mit einem tiplikation mit einem
Skalar Skalar
(Aa)-b =a-(4b) = (Aa) x b =a x (Ab) =
=AMa-b)=142a-b =Aa xb)=2a xb
Distributionsgesetz Distributionsgesetz
a-b+)=a-b+a-c ax®G+)=axb+ axc
Um- Die skalare Multiplikation Die vektorielle Multiplikation
kehrung 148t keine Umkehrung zu. 148t keine Umkehrung zu.
Sonder-
fille
alb a-b=0 la x bl,=ab
allb a-b=ab (@a@$44h) |axb=
a:-b=—ab a4y b)
Basis- iri=j.j=t-1=1 ixi=jxj=txt=0
vektoren iej=1-t=j-t=0 ixj=1 jxt=1i
Ixt=j jxi=-F
Exj=—-itxt=—j
Kompo- a.b = ap, + ab; + asb, a xb=(abs — a,b.)i. +
nenten- + (a3by — aybs) § +
schreib- + (@b, — asb)) t

weise
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11.9. Vektoren als Elemente eines Vektorraumes

Der Begriff Vektor - vor etwa 100 Jahren fiir den dreidimensionalen
Raum gebildet - wurde durch einen fiir die moderne Mathematik
typischen AbstraktionsprozeB weiterentwickelt. Man versteht heute
unter Vektor ein Element einer Menge, des Vektorraumes, in der zwei
Operationen erklirt sind, die gewissen Rechenregeln geniigen. In
diesem Zusammenhang bedeutet Raum eine Gesamtheit von irgend-
welchen Objekten.

Definition:

Eine Menge 8 von irgendwelchen Objekten (Elementen) heiit ein
linearer Vektorraum tiiber K (Menge der reellen Zahlen), wenn
folgendes gilt:

1. Bs gibt eine Vorschrift, durch die beliebigen Elementen u, v € 8
eindeutig ein Element (u + v) € B zugeordnet ist; u 4 b heiBt
Summe von u und b.

2, Es gibt eine Vorschrift, durch die jeder Zahl A € K und jedem
Element u € B eindeutig ein Element Au € 8 zugeordnet ist; Au
heiBt Produkt von A und u.

Fir die beiden Vorschriften (Operationen) gelten folgende Rechen-
regeln:

1.l.u4+b=0p+4+u (fur alle u, v)

12.(u+9)+w=u+ (o +w) (fir alle u, v, W)

1.3. u + 0 = u (fiir alle u; 0 € R heiBt Nullelement oder Nullvektor)

14.u+ (—u)=o0 (fiir alle u; —u€ WV heibt. das zu u entgegen-
gesetzte Element)

2.1. lu=u (fur alle u)

2.2, 2;(A;u) = (44 * A)u  (fiir alle u und fir alle 2,, 4,)

3.1. Au 4+ v) = Au + Av  (fir alle u, b und fir alle 1)

3.2. (4; + A)u = Au + Au (fiir alle u und fir alle 2,, 4,)

Jedes Element einer Menge B (mit den angegebenen Bedingungen)
wird Vektor genannt.

Die Menge aller Translationen der Ebene (des Raumes) bildet also einen
Vektorraum (vgl. 11.1. bis 11.5.).
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12. Planimetrie

12.1. Grundlegende Begriffe

12.1.1. Geometrische Grundgebilde

Unter dar Dimension eines geometrischen Gebildes versteht man
eine Zahl, die angibt, in wieviel Richtungen es sich erstreckt, d. h.,
ob zur Beschreibung und Vermessung die Angabe der Ldnge geniigt,
oder ob dem Gebilde auBerdem noch eine Breite oder auch noch eine
Hohe zukommt. Nach der Dimension richtet sich die Einheit (z. B. cm;
cm?; cm?3). -

Dimen- | Unbegrenzte Gebilde Begrenzte Gebilde
sion
3 Raum Korper
Flache Figur
2 Sonderfall
Ebene ebene Figur
Linie Linienstiick
1 Sonderfall
Gerade Strahl (einseitig
begrenzt)
Strecke (zweiseitig
begrenzt)

0 Punkt
23  Simon/Stahl, Mathematik :
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12.1.2. Gebilde der Planimetrie

Die Gebilde der Dimension 2 lassen sich folgendermaBen untergliedern:

Flachen Figuren auf gekrimmten Flachen
konnen gestaltet sein: konnen begrenzt sein:
/

‘ s \ / \

gekrimmt eben nur krummlinig  krumm- und geradlinig
. (Beispiel: (Beispiel: (Beispiel:

Kugel) Kugelkappe) Kegelmantelausschnitt)

Ebene Figuren

konnen begrenzt sein:

|\-

nur krummlinig krumm- und geradlinig nur geradlinig
(Beispiel: Kreisfliche) (Beispiel: Kreissektor) (Beispiel: Vielecke)
Beachte:

1. Die begrenzten Gebilde kann man als Ausschnitte (Teile) der ent-
sprechenden unbegrenzten Gebilde auffassen.

2. Ein Punkt ist niemals unbegrenzt.

3. Die Planimetrie befaBt sich mit den Sonderfillen der Dimension 2
(Ebenen und ebene Figuren) sowie mit den Gebilden der Dimen-
sionen 1 und O (Gerade, Strahl, Strecke und Punkt).

12.1.3. Winkel und WinkelmaBe
12.1.3.1. Winkelbegriffl

In der Planimetrie versteht man unter eincm Winkel den Richtungs-
unterschied zweier nicht paralleler Geraden.

G
Bezeichnungen:  ~ %7 gohaipe
’s’wﬁeﬂ
Kurzzeichen:
1. X ASB 2. Kleine griechische Buchstaben:

(Scheitel in der Mitte!) B Vs s Py Yy e
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Grenzlagen:

a) Fallen die Schenkel zusammen, so spricht man vom Nullwinkel.

b) Wird ein Schenkel festgehalten, der andere um den Scheitel ge-
dreht, bis er wieder mit dem ersten zusammenfillt, so hat letzterer
einen Vollwinkel iiberstrichen.

Vollwinkel ~a—— Nullwinkel

12.1.3.2. WinkelmafGe

Zur Festlegung der WinkelmaBeinheiten dient der Vollwinkel (vgl.
12.1.3.1.). Je nach seiner Unterteilung ergeben sich folgende Maparten:

MagB- Grundeinheit Weitere Einheiten
art
Name Definition Kurz-

als Bruch- zeichen

teil des

Voll-

| winkels
Grad- | Grad 1 1° 1° = 60’ (Minuten)
maf 360 I’ = 60” (Sekunden)
Bogen-| Radiant 1 I rad Dezimale Unter-
maB 27 oder teilung
nur 1
Umrechnungen:
GradmaB | Bogenmal
180 7 (rad) .
™
' — =0,0174... (r:
| 180 0,0174 ... (rad)
180
— =57,295... 1 (rad)
b3

Beachte:

,

1. Die Kurzzeichen ’ und ** fir Winkelminute und Winkelsekunde-
dirfen nicht zur Bezeichnung von Zeiteinheiten verwendet werden
(z. B. 45 min, aber nicht 45°).

23
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2. Der vierte Teil des Vollwinkels heifit 1 Rechter (Kurzzeichen: 1t)

3. Zum Bogenmap vgl. 16.1.9.1.

4. Der Praxis entsprechend wird im folgenden bei Angaben im Bogen-
map die Bezeichnung rad weggelassen.

5. Es ist iiblich, das BogenmaB nach Moglichkeit als Teil oder Viel-
faches von n anzugeben (z.B. n/3; 4r; 2,7%).

6. Um zu betonen, daB die MaBangabe eines Winkels « im BogenmaQ3
erfolgen soll, wird gelegentlich arc a geschrieben (gelesen: Arcus a;
arcus (lat.) Bogen).

Gelegentlich findet sich noch ein weiteres GradmaB mit der MaBeinheit

1 Neugrad oder 1 Gon (Kurzzeichen: 18), definiert als 1/400 des Voll-

winkels. Weitere Unterteilungen: 1% = 100° (Neuminuten); 1° = 100°¢

(Neusekunden). Da diese MaBeinheiten nur in einigen wenigen Spezial-

gebieten Verwendung finden, insbesondere in der Planimetrie, Stereo-

metrie und Trigonometrie nicht benotigt werden, finden sie im folgenden
keine Beriicksichtigung.

12,1.3.3. Besondere Winkelbezeichnungen

Einige Winkel bzw. Winkelbereiche tragen besondere Namen:

Nummer | GrdBSe Bezeichnung
an der
Figur
1 0° Nullwinkel
2 0° <x < 90° spitze Winkel
3 90° Rechter
4 90° < & < 180° stumpfe Winkel
5 180° gestreckter Winkel
6 180° < & < 360° uberstumpfe Winkel
7 360° Vollwinkel
J

o
~
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2 Winkel, die unabhéngig von ihrer Lage
O
90 betragen, heiBen Komplementwinkel.

zZusammen

180° Supplementwinkel.
Von 2 Komplement-
500 x° Komplementwinkel winkeln
kann keiner >90°
sein.

10° Supplementwinkel Von 2 Supplement-
" winkeln
¥ muB einer =90°,
der andere <90° sein.

12.2. Geraden und Winkel
12.2.1. Zwei sich schneidende Geraden

Besondere Winkelpaare an zwei sich schneidenden Geraden

Name Scheitelwinkel Nebenwinkel
Auf- aundy; fund & aund f; P undy;
zihlung 7und §; Sund
Defini- Scheitclwinkel haben einen Nebenwinkel haben einen
tion gemeinsamen Scheitel und gemeinsamen Scheitel, ein
paarweise entgegengesetzt Paar entgegengesetzt verlau-
verlaufende Schenkel. fender und ein Paar zusammen-
fallender Schenkel.
Lehr- Schgitelwinkel sind gleich Nebenwinkel betragen zusam-
satz groB. men 180° (d. h., sie sind Supple-
mentwinkel).
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Beachte:

1. Sind alle vier Scheitelwinkel gleich gropf, so betrigt jeder 90°.
2. Sind zwei Nebenwinkel gleich grop, so betrigt jeder 90°.

In diesen Fillen verlaufen die Geraden senkrecht (orthogonal) zuein-
ander.

3. Die Winkelhalbierenden zweier Nebenwinkel stehen senkrecht auf-
einander.

12.2.2, Zwei parallele Geraden

Zwei Geraden, die in gleicher Richtung verlaufen, haben (im End-
lichen) keinen Schnittpunkt. Man nennt sie parallel. Parallele Ge-
raden haben uberall den gleichen Abstand a.

LAY
ZEAN
AN

Beachte:

1. Die Entfernung e eines Punktes P von einer Geraden g wird stets
senkrecht zu dieser Geraden gemessen. Es ist die kirzeste aller
Strecken, die man von P nach g ziehen kann.

2. Unter dem Abstand a einer Geraden von einer zweiten zu ihr par-
allelen verstelt man die Entfernung irgendeines ihrer Punkte von
der anderen Geraden.

3. Senkrecht muB von lotrecht unterschieden werden: Zwei Geraden,
die sich unter 90° schneiden, stehen senkrecht zueinander. Lot-
recht hiangt ein Senklot; darunter versteht man also die Richtung
zum Erdmittelpunkt hin. Senkrecht bezeichnet einen Richtungs-
unterschied, lotrecht eine bestimmte Richtung.
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12.2.3.

Drei sich schneidende Geraden

12.2,3.1. Drei nicht parallele Geraden

2 )
beschnittene
beraden
I
%’, auflen
Besondere Winkelpaare an sich schneidenden Geraden
Name | Stufenwinke] Wechselwinks| Entgegengesetzt
liegender Winkel
Auf- oy und y,; Byund 8,; | o, und ay; fyund B, | a, und B,; a, und 6,;
zih- y,und a,; &, und 3, y1und ¥,; 6, und &, B und a,; f; und y,;
lung 71 und &,; y, und B,;
8, und y.; 6, und
Defini- | Stufenwinkel liegen Wechselwinkel lie- Entgegengesetzt lie-
tion an derselben Seite gen an verschiede- gende Winkel liegen

der ASchncidenden,
der eine innen, der
andere auBen an den
Geschnittenen.

nen Seiten der
Schneidenden, ent-
weder beide innen
oder beide auBen an
den Geschnittenen.

entweder an dersel-

ben Seite der Schnei-

denden, dann beide
innen oder beide
auBen an den Ge-
schnittenen oder an
verschiedenen Seiten
der Schneidenden,
dann einer innen, der

andere auBen an den

Geschnittenen.

Beachte: Auch an dieser Figur kommen auBerdem Scheitel- und
Nebenwinkel vor.
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12.2.3.2. Zwei paraliele Geraden

/9/
G,/ 71

o/ f

Lehrsatz:

Sind die geschnittenen Geraden zueinander parallel, so sind
a) Stufenwinkel gleich grop,
b) Wechselwinkel gleich grof,
c) entgegengesetzt liegende Winkel Supplementwinkel.

Dieser Lehrsatz ist umkehrbar.

Konstruktive Anwendung:

Zeichnen paralleler Geraden durch ,,Abschieben“ mit Hilfe von
Zeichendreieck und Lineal.

;//

—————— ———T

///

/ IIIII

12.3. Symmetrie
12.3.1. Begriff der Achsensymmetrie

Eine Gerade, die eine Figur schneidet, bzw. eine Strecke, die quer
durch eine Figur verlduft und von deren Umfang begrenzt wird, heifit



12.3. Symmetrie 361

eine Transversale dieser Figur. Geht die Transversale durch die Ecken
der Figur, spricht man von einer Ecktransversale.
_ gestrichelts

verschiedene
— Iransversalen

~

-

-~ —~—

Eine Figur, die durch eine Transversale in zwei nach Form und Gr8e
gleiche Teilfiguren zerlegt werden kann, so daB die eine Teilfigur beim
Umklappen um die Transversale die
andere Teilfigur vollig deckt, heift in
sich achsensymmetrisch. Die Trans-
versale heiBt Symmetrieachse, die
beim Umklappen aufeinander fal-
lenden Punkte, Strecken, Winkel ...
heiBen entsprechende Stiicke.

Beachte:

Achsensymmetrische Figuren konnen
eine oder auch mehrere oder auch un-
zéhlig viele Symmetrieachsen haben,

!
|
|
—F=]-
|
| |

1Symmetrieachse 2 Symmetrieachsen

§ Symmetneachsen beliebig viele Symmetrieachsen
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12.3.2. Begriff der Zentralsymmetrie

Gibt es eine natiirliche Zahl n, so daB eine Figur durch Drehung um einen
o

Punkt durch einen Winkel ¢ = zur Deckung gebracht werden

kann, so heiBt sie in sich zentralsymmetrisch. Der Drehpunkt heiBt
Symmetriezentrum, der Drehwinkel Symmetriewinkel.

Beachte:

1.Ist n =2, also ¢ = 180°, so heiBt die Figur einfach zentralsymme-
trisch (oder kurz: zentralsymmetrisch).

2. Ist n> 2, also ¢ < 180° so fiihren wiederholte Drehungen durch
¢ immer wieder zur Deckung. Dann heiBt die Figur melrfach
zentralsymmetrisch.

V& @

IZU ° 50\ /5;

emlfach zentralsymmetrisch dreifach zentralsymmetrisch sechsfach zentralsymmetrisch

T
)

\

unbegrenzt vielfach
Zentralsymmetrisch

12.3.3. Symmetrisch gelegene Figuren
Zwei nach Form und GréB8e gleiche Figuren, die bezaglich

einer zwischen ihnen verlaufen- | eines Punktes
den Geraden



12.3. Symmetrie 363

so gelegen sind, daB sie durch

Umklappen um diese Gerade | Drehen um diesen Punkt um 180°

vollig zur Deckung kommen, heiBlen

(zueinander) achsen- (zueinander) zentral-
symmetrisch gelegen. symmetrisch gelegen,

TN
g - &

S —

Beachte:

1. Zueinander achsen- bzw. zentralsymmetrisch gelegene Figuren
konnen sich auch iiberschneiden.

2. LiaBt man einen der beiden Ubereinander liegenden Teile solcher

Figuren weg, so entsteht eine einzige, in sich achsen- bzw. zentral-
symmetrische Figur. .

=1

N
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12.3.4. Siitze iiber symmetrisch gelegene Figuren

(Zueinander) (Zueinander)
achsensymmetrisch gelegen Zentralsymmetrisch gelegen

1. Entsprechende Punkte liegen gleich weit entfernt

von der Symmetrieachse (s). | vom Symmetriezentrum (Z).

2, Die Verbindungsgerade entsprechender Punkte

steht senkrecht auf der Sym-
metricachse (44’ L s;...).
1 lies: senkrecht auf ...

geht durch das Symmetriezen-
trum.

3. Entsprechende Geraden (Strecken oder ihre Verlingerungen)

schneiden sich auf der Sym- | verlaufen parallel zueinander
metrieachse und bilden mit | (4B || 4’B’;...).

dieser gleich groBe Winkel | || lies: parallel zu ...
(x=a";...).

4. Der Umlaufsinn zueinander symmetrisch gelegener Figuren ist

bei Achsensymmetric ungleich- | bei = Zentralsymmetric gleich-
sinnig, d. h. sinnig, d. h.

entsprechende Ecken folgen in den beiden Figuren aufeinander
in umgekehrter Reihenfolge | in derselben Reihenfolge

(4’ - B’ - C’ im Uhrzeiger- | (A’ B+ C’ und A>B—~»C

sinn, A - B— C im Gegen- | beide im Uhrzeiger- oder beide
zeigersinn oder umgekehrt). | im Gegenzeigersinn).
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12.3.5. Die vier Grundkonstruktionen

Es gibt vier Konstruktionen, die auf den Eigenschaften achsensym-
metrisch gelegener Figuren (12.3.4.) beruhen. Diese heiBen Grund-
konstruktionen.

a) Eine Strecke ist zu halbieren.

b) Auf einer Geraden ist in einem Punkt die Senkrechte zu errichten.
c) Auf eine Gerade ist von einem Punkt das Lot zu fallen.

d) Ein Winkel ist zu halbieren.

U
at
W
UI
Vo
l’?/ fa)
y
/
/ o/ |
g / 7 1)
] /
%) =y %{2/
fe) . 27 )

(Durch die den Zeichnungen beigefiigten Ziffern ist die Reihenfolge
der Konstruktionsschritte angegeben.)
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12.4. Ebene Vielecke

12.4.1. »Eck
12.4.1.1. Allgemeines n-Eck a) Keine einspringenden Ecken

Festsetzungen fir das
allgemeine n-Eck:

b) Keine sich schneidenden Seiten

\

c) Keine drei aufeinander folgenden Ecken liegen auf einer Geraden
Aufbau des allgemeinen n-Ecks

Bauelemente Anzahl Bezeichnungen
Ecken n A, B, C, ... im Gegenzeigersinn
Seiten n AB=a;BC=b;CB=c;...
Innenwinkel n X EAB =o«; X ABC = f; ...
AuBenwinkel n &, (zu & gehorend); B,; .5 .-

) n(n —3)
Diagonalen 2 -

Beachte: Seiten verbinden benachbarte Ecken des n-Ecks, Diagonalen
verbinden nicht benachbarte Ecken.

Siitze iiber das allgemeine n-Eck

1. Die Summe der Innenwinkel eines n-Ecks betrigt (n — 2)- 180°.

2. Die Summe der Aufenwinkel eines n-Ecks betrigt 360°,

3. Ein Innenwinkel und sein zugehdriger AuPenwinkel betragen
dls Nebenwinkel zusammen 180°,

4. Die Winkelhalbierende eines Innenwinkels und die des zuge-
horigen AuBenwinkels stehen senkrecht aufeinander.
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12.4.1.2. RegelmiiBiges n-Eck

Ein n-Eck mit lauter gleich langen Seiten und lauter gleich grofen
(Innen- bzw. AuBen-) Winkeln heiBt regelmiiBig.

Siitze iiber das regelmiiBige n-Eck

1. Jedes regelmiBige n-Eck ist n-fach zentralsymmetrisch.

2. Um jedes regelmiBige Vieleck 1dBt sich ein Kreis beschreiben,
der durch alle Ecken geht: Umkreis.

3. In jedes regelmiBige Vieleck 1aBt sich ein Kreis beschreiben,
der jede Seite in der Seitenmitte von innen berihrt: Inkreis.

4. Das gemeinsame Zentrum von Um- und Inkreis heiBt der Mittel-
punkt M des Vielecks. ’

5. Durch Verbinden des Mittelpunktes mit den Ecken wird das
regelmédBige Vieleck in n kongruente gleichschenklige Dreiecke
zerlegt: Bestimmungsdreiecke des Vielecks.

n—2

6. Jeder Innenwinkel im regelmiBigen n-Eck betrigt 180°.

o

360
7. Jeder Aufenwinkel im regelmaBigen n-Eck betragt .
n

Beachte:

1. Das regelmiBige Viereck ist das Quadrat.

2. Im regelmiaBigen Sechseck sind die Seite und der Radius des Um-
kreises gleich lang. (Konstruktion: Umkreis zeichnen; Radius sechs-
mal als Sehne abtragen.)



368 12. Planimetrie

"12.4.2. Dreieck

12.4.2.1. Dreieckformen c
Einteflung nach den Seiten

b b a
a
A c B A c 8 A c 8 .
3 verschieden lange Seiten: 2 gleich lange Seiten: 3 gleich lange Seiten:

unmgleichseitiges oder schief- gleichschenkliges gleichseitiges Dreieck
winkliges Dreieck (a+b+¢) Dreieck (a=5) (a=b=c)

Einteilung nach den Winkeln

A" a ﬂ'

3 spitze Winkel: lpltzwmkllges 1 rechter Winkel; 2 spitze
Dreieck (a, 8, ¥y <90°) Winkel: reclnwmkhge- Dreieck
(¥=90°; a, B <90°)

C
4
A a . 8 8

1 stumpfer Winkel; 2 spitze Winkel:
stumpfwinkliges Dreleck
(180° >y >90°; «, B <90°)

12.4.2.2. Aligemeines Dreieck
Beachte:
1. Im Dreieck werden die Seiten anders bezeichnet als im n-Eck (n > 3):

a liegt 4 gegeniiber;
b liegt B gegeniiber;
c liegt C gegeniiber.

(.
2. Die Winkel hingegen werden wie im n-Eck (n > 3) bezeichnet.



12.4. Ebene Vielecke 369

Siitze iiber das allgemeine Dreieck

1. Die Summe der Lingen zweier Dreieckseiten ist groBer als die
der dritten, die Differenz ist kleiner als die der dritten
(@t+b>c; b+c>a; c+a> b;
b‘,—a< c; c—b<a; c—a<hb).

2. Im Dreieck liegen einander gegeniiber
die grépte Seite und der grofte Winkel (c > a, b; y > o, B);
die kleinste Seite und der kleinste Winkel (@ < b, c; x < B, ¥);
gleich lange Seiten und gleich grofe Winkel (@ = b; o = f§).

3. Die Winkelsumme im Dreieck betrigt 180°
(x+ B +y = 180°).

4. Ein Aufenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der bei-
den nicht zu ihm gehérenden Innenwinkel

@=B+y; BF=v+o; v =0+p).

12.4.2.3. Gleichschenkliges Dreieck

Bezeichnungen:

AB = c: Basis oder Grundlinie
a,b: Schenkel (@ = b)

C: Spitze
o, B: Basiswinkel
y: Winkel an der Spitze

Sitze iiber das gleichschenklige Dreieck

1. Das gleichschenklige Dreieck ist in sich achsensymmetrisch.
Die Symmetrieachse verbindet die Spitze mit der Basismitte.

2. Die Symmetrieachse steht senkrecht auf der Basis und halbiert
den Winkel an der Spitze.

3. Die Basiswinkel sind gleich grof; folglich gilt: « = ==90°— r

bzw. = 180° — 2o = 180° — 2B. 2

24 Simon/Stahl, Mathematik
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12.4.2.4. Gleichseitiges Dreieck .
Siitze iiber das gleichseitige Dreieck

1. Das gleichseitige Dreieck ist in sich
achsensymmetrisch; es hat 3 Sym-
metrieachsen. ®

2. Das gleichseitige Dreieck ist in sich
dreifach zentralsymmetrisch.

3. Die drei Winkel im gleichseitigen
Dreieck sind gleich grof. Jeder be-
trigt 60°.

12.4.2.5. Rechtwinkliges Dreieck

Bezeichnungen:

c: Hypotenuse
a, b: Katheten

Siitze iiber das rechtwinklige Dreieck

1. Die nicht rechten Winkel im rechtwinkligen Dreieck sind spitz
und betragen zusammen 90° (x + 8 = 90°).

2. Dic Hypotenuse ist die groBte Seite (c > a, b).

3. Die Summe der Liingen der Katheten ist grofer als die Ldnge
der Hypotenuse (a + b> ¢).

12.4.2.6. Besondere Linien und merkwiirdige Punkte im
Dreieck

Zu jeder Dreieckseite gehdren vier Transversalen von besonderer
Wichtigkeit (besondere Linien des Dreiecks):
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Hohe h; Seitenhalbierende s; Winkelhalbierende w; Mittelsenkrechte m
(durch den Index g, b, ¢ kennzeichnet man die betreffende Seite).

C

Gleichartige besondere
Linien im  Dreieck
schneiden sich jeweils in
einem Punkt.

J'c "; ”g

Diese Schnittpunkte (H; S; W; M) heiBen die vier merkwiirdigen Punkte
des Dreiecks; ihnen kommt ebenfalls besondere Bedeutung zu.

Schnittpunkt der

Hohen | Seitenhalbierenden Winkelhalbierenden | Mittelsenkrechten
H S w M
- Schwerpunkt Mittelpunkt des
Inkreises Umkreises
H

24*
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Lage der merkwiirdigen Punkte im
spitzwinkligen reghtwinkligen stumpfwinkligen
Dreieck (a) Dreieck (b) Dreieck (c)
H innerhalb im Scheitel des auBerhalb (jenseits
rechten Winkels des stumpfen
Winkels)
'S innerhalb innerhalb innerhalb
w innerhalb innerhalb innerhalb
M innerhalb im Mittelpunkt auBerhalb (jenseits
der Hypotenuse der gréBten Seite)

/ (©)
sd W ' -
7 H, S und M liegen stets auf
M7 einer gemeinsamen Geraden,
// der sogenannten EULER-
®) schen Geraden.

Beachte: .

1. Im gleichschenkligen Dreieck fillt die EULERsche Gerade mit der
Symmetrieachse, also auch mit h, s, w und m der Basis zusammen.
In diesem Falle liegt auch W auf der EuLERschen Geraden.

2.1Im gleichseitigen Dreieck fallen fir jede Seite jeweils 4, s, w und
m zusammen, ebenso H, S, W und M. Diese sind zugleich Symmetrie-
zentrum Z. Die EUuLERsche Gerade entfillr.
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T”
l
/\ C
w
1
Iy
I
3. Auch die Winkelhalbierenden zweier AuPenwinkel schneiden sich
mit der des dritten Innenwinkels in einem Punkt, dem Mittelpunkt

des jeweiligen Ankreises des Dreiecks, der die Verlingerungen zweier
Seiten und die drirte von aufen beriihrt.

We

12.4.3. Viereck

12.4.3.1. Aligemeines Viereck:

Die Winkelsumme im Viereck
betragt 360°.
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Sonderformen des Vierecks

Nachbarseiten gleich gro8 Gegenseiten parallel

alle

1 Paar - b  Trapez

a,
Y
o n

b=c
2 Paar Drachen-
viereck a
alle Parallelo-
blld gramm

Siitze iiber das Parallelogramm

1. Das Parallelogramm ist in sich zentralsymmetrisch, Symmetrie-
zentrum ist der Diagonalenschnittpunkt E.
. Das Parallelogramm ist nicht achsensymmetrisch.
. Gegenseiten im Parallelogramm sind gleich lang (a = c; b = d).
. Gegenwinkel im Parallelogramm sind gleich groff (x = 7; f = 9).
. Nachbarwinkel im Parallelogramm betragen zusammen 180°
@+B=f+y=y+6=38+«=180).
6. Die Diagonalen im Parallelogramm halbieren einander
(AE = CE; BE = DE).
7. Jede Diagonale zerlegt das Parallelogramm in zwei deckungs-
gleiche Dreiecke (ABC und CDA bzw. ABD und BCD).
8. Beide Diagonalen zerlegen das Parallelogramm in vier Teildrei-
ecke, von denen jeweils die gegeniiberliegenden deckungsgleich
sind (4BE und CDE bzw. BCE und DAE).

[T QIR




12.4. Ebene Vielecke

375

Sonderformen des Parallelogramms
gleich groBe Winkel (je 330 = 90°)

gleich lange Seiten

Raute oder Rhombus
"N\

-

Rechteck

/

4
gleich lange Seiten und gleich groBe Winkel

Quadrat

12.4.3.3. Rhombus, Rechteck, Quadrat

Fir Rhombus, Rechteck und Quadrat gelten alle Sitze des Par-
allelogramms (mit Ausnahme von Satz 2).

Besondere Eigenschaften von Rhombus, Rechteck, Quadrat

Rhombus Rechteck Quadrat
2 (durch die | 2 (durch die | 4 (durch die
Symmetricachsen Ecken) Seiten- Ecken und die
mitten) Seitenmitten)
senkrecht gleich lang senkrecht zu-
Diagonalen zueinander einander und
gleich lang
. 1 Diago- | gleich- rechtwinklig | gleichschenklig
Teil- nale schenklig und recht-
dreiecke; winklig
entstehend
durch beide rechtwinklig | gleich- rechtwinklig
Dia- schenklig und gleich-
gonalen schenklig
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eLf; AD=CD;
< BEC=90°

Nop r"é f/

D77
4\\
"‘1 _i\w_ 2
724
7" | N
A TTAN
% | 2
A ( s elf, e=f; AD=CD;
e=fi <ADC=%°; BE-CE LBEC=0 BE=CE:

12.4.3.4. Drachenviereck
Siitze iiber das Drachenviereck

1. Das Drachenviereck besteht aus zwei gleichschenkligen Drei-

ecken mit gemeinsamer Basis.

2. Das Drachenviereck ist in sich einfach achsensymmetrisch; die
Symmetrieachse ist die durch die Spitzen der gleichschenkligen
Teildreiecke verlaufende Diagonale.

. Das Drachenviereck ist nicht zentralsymmetrisch.

4. Die Diagonalen im Drachenviereck stehen aufeinander senkrecht

(e Lf).

5. Die Diagonalen im Drachenviereck sind ungleich lang (e ¥ f).

. Im Drachenviereck sind 1 Paar Gegenwinkel gleich grof (f = 6).

7. Im Drachenviereck werden die ungleich groBen Gegenwinkel

durch die Diagonale halbiert.

w

=)

‘Beachte:

Der Rhombus kann als Sonderfall des
Drachenvierecks aufgefaBt werden (alle vier
Seiten gleich lang).

Die Sitze fiir das Drachenviereck gelten (mit
Ausnahme von Satz 3) auch fir den Rhombus,
erfahren aber dadurch eine Abanderung, daB
der Rhombus zweifach achsensymmetrisch ist
(Satz 2) und jedes Paar Gegenwinkel jeweils
gleich groB ist (Satz 6 und 7).
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12.4.3.5. Trapez

Bezeichnungen:

a,c: Parallelseiten
b,d: Schenkel

m = FG: Mittelparallele -

Die Lange der Mittelparallele im Trapez ist gleich der halben

1
Summe der Lingen der Parallelseiten: m = > (a + o).

Beachte:
Das ungleichschenklige Trapez hat keinerlei Symmetrieeigenschaften.

12.4.3.6. Gleichschenkliges Trapez
Bedingung:b=d
Sitze iiber das gleichschenklige Trapez

1. Das gleichschenklige Trapez ist in
sich einfach achsensymmetrisch, die
Symmetrieachse verlauft durch die
Mitten der Parallelseiten.

2. Die Diagonalen im gleichschenkligen
Trapez sind gleich lang (e = f).

3. Winkel an derselben Parallelseite
eines gleichschenkligen Trapezessind
gleich grof (o« = B; y = 9).

12.5. Kreis
12.5.1. Grundlegende Begriffe

Mitfelpunkt oder Zentrum (Oimension 0)
Kreislinie oder Peripherie
— Kreisbogen (Teil der Peripherie) \. { Dimensian 1)

Halbmesser oder Radius
Gebilde der Dimensionen 0 und 1
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o Gebilde
Kreisflache der Dimension 2

Kreisausschnitt oder Sektor

—— Kreisabschnitt oder Segment
Beachte:
Das Wort Kreis ist doppeldeutig. Es kann die Kreislinie oder die Kreis-
fldche bedeuten. Falls diese Unterscheidung wichtig ist, muB das Wort
Kreis deshalb vermieden werden.

(1) (1) Passante
12) (2) Sekante
(3) Sehne
el (4) Zentrale
(Sekante durch den Mit-
telpunkt)
(5) Durchmesser
(6] (6) Tangente

o: zum Kreisbogen 5 ge-
horender Umfangswinkel
oder Peripheriewinkel.

B: zum Kreisbogen b ge-
hérender Mittelpunkts-

p winkel oder Zentriwin-
kel.
2y y: zum Kreisbogen b ge-
hoérender Sekantentan-
gentenwinkel (auch: Seh-
Kreis und Winkel nentangentenwinkel).

15)

Kreis und Gerade

12.5.2. Kreissehne
12.5.2.1. Symmeu'ieeigeglschaften des Kreises

1. Der Kreis ist unbegrenzt vielfach zentralsymmetrisch; Symmetrie-
zentrum ist der Mittelpunkt.

2. Der Kreis ist unbegrenzt vielfach achsensymmetrisch; Symmetrie-
achse ist jede Zentrale bzw. jeder Durchmesser.
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12.5.2.2, Sitze iiber die Kreissehne

1. Der zu einer Sehne senkrechte Durchmesser halbiert

a) diese Sehne s,
b) den zugehdrigen Bogen b,
c) den zugehorigen Zentriwinkel B,
d) den zugehorigen Sektor,
¢) das zugehdrige Segment.
(Folge der Achsensymmetrie)

2. Zu gleich langen Sehnen in demselben Kreis gehdren gleich grofe
Abstinde vom Mittelpunkt, gleich grofe Zentriwinkel, Segmente,
Sektoren und Bogen.

(Folge der Zentralsymmetrie)

=5
a,= 7

<5 Jeymenlr,; - .lfefqmenf.’
PEIEAN Jektor 1 = Sektor2
b =bs

Beachte:

1. Je grofer (kleiner) in ein und demselben Kreis der Abstand a einer
Sehne vom Mittelpunkt ist, desto kleiner (groBer) ist die Sehne und

ry<niB=B=B
Jegment 1< Segment2
Jektor 1 < Sektor2
b <b;
S <S>
a<a;

i< B2
Jegment 1 < Segment 2
eg'emr 1 < Sektor2
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entsprechend Bogen, Zentriwinkel, Segment und Sektor. Die groft-
magliche Sehne ist der Durchmesser (a = 0).

2. Kreise mit demselben Mittelpunkt und verschiedenen Radien heiflen
konzentrische Kreise. In ihnen gehéren zum gleichen Zentriwinkel
verschieden groBe Segmente, Sektoren, Bégen, Sehnen und Abstinde
der Sehnen vom Mittelpunkt. .

12.5.3. Kreistangente
Die Kreistangente entsteht als Grenzlage aus der Sekante, wenn

die Sekante parallel zu sich ver- | die Sekante um den einen ihrer
schoben wird, beiden Schnittpunkte mit der
Kreislinie gedreht wird,

bis die zwei Schnittpunkte der Sekante mit der Kreislinie in einem Punkt
zusammenfallen: Beriithrungspunkt der Tangente.

N :
3
N =

Die Kreistangente steht senkrecht auf
dem Beriihrungsradius.

N

-

O] t
t Y MB
t1 MB (MB: Berithrungsradius)

Beachte:

Dieser Satz gilt nur fiir die Tangente an den Kreis, z. B. aber nicht fur die
Tangente an eine Ellipse.
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Konstruktion der Tangente an einen gegebenen Kreis in einem gegébenen
Peripheriepunkt B:
B mit M verbinden und auf MB in B die Senkrechte errichten.

12.5.4. Winkel am Kreis
12.5.4.1. Peripherie- und Zentriwinkel

Zu jeder Sehne gehoren 2 Kreisbogen. Jedem
Kreisbogen sind Peripherie- und Zentriwinkel zu-
geordnet. Man nennt diejenigen die zum Bogen
gehorenden Winkel, die den betreffenden Bogen
zwischen ihren Schenkeln einschlieBen: b,, «,, f;
bzw. b, &3, f>.

Siitze iiber Peripheriewinkel

1. Ein Peripheriewinkel ist halb so grof wie der zum gleichen Bogen

gehérende Zentriwinkel (a = %; = za),

Andeutung des Beweises:
20y + 200, = 2cx

= 180° — y; + 180° — y,
=360°— (71 +72) =5

2. Alle zu demselben Bogen gehorenden
Peripheriewinkel sind gleich grof.

3. Die Summe zweier Peripheriewinkel,
die zu derselben Sehne, aber verschie-
denen Bogen gehoren, betragt 180°
(g + oz = 180°).

Beachte: \ /

Die Schenkel dieser Winkel bilden ein Viereck, das den Kreis als Um-
kreis hat. Seine Seiten sind Sehnen. Es heiBt Sehnenviereck.
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In einem Sehnenviereck betrigt die
Summe gegeniiberliegender Winkel je 180°
(c+y=p8+06=180°.

12.5.4.2. Satz des THALES

Zum Halbkreis als Bogen gehoren der
Zentriwinkel B = 180°, also die Peripheriewinkel & = 90°.

Satz des THALES:

Die Peripheriewinkel im Halbkreis sind
Rechte.

Beachte:

Der Satz des THALES erm&glicht eine einfache Konstruktion aller rechten
Winkel, deren Schenkel durch zwei gegebene Punkte verlaufen. Das
wird z. B. benétigt bei der ——
Konstruktion der Tangenten von einem s
Punkt P an einen gegebenen Kreis:

Uber MP 2 Halbkreise (d. h. den
Vollkreis) schlagen; Schnittpunkte mit
der gegebenen Kreislinie sind die Be-
rihrungspunkte B, und B, der ge-
suchten Tangenten.

12,5.4.3. Sekantentangentenwinkel

Den beiden Kreisbbgen, die zu derselben Sehne gehéren, sind zwei
verschiedene Sekantentangentenwinkel zugeordnet. Man nennt den-

b2

b
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jenigen den zum Bogen gehdrenden Winkel, der den betreffenden Bogen
zwischen seinen Schenkeln einschlieBt: by, ¥, bzw. b,, ¥;.

Ein Sekantentangcntenwinkelist ebenso groB wie jeder zum gleichen
Bogen gehorende Peripheriewinkel (y =.x).

Beachte:

Der Sekantentangentenwinkel kann als Grenzfall der Peripheriewinkel
fir den Fall angesehen werden, daB der Peripheriewinkelscheitel in den
einen Endpunkt der ihn bestimmenden Sehne fallt.

12.6.  Geometrische Orter

Unter einem geometrischen Ort (Plural: geometrische Orter) versteht
man die Menge aller Punkte, die ein und derselben Bedingung genigen.
Sie ist eine echte Teilmenge der Menge aller Punkte des Raumes
(vgl. 9.7.1.2.). In der Planimetrie wird sie Giberdies auf die Menge der-
jenigen Punkte beschrinkt, die die Ebene ausmachen, in der die plani-
metrischen Untersuchungen durchgefiihrt werden. Dann sind die geo-
metrischen Orter stets Linien. Sie konnen u. a. zur Festlegung (Bestim-
mung) gewisser Punkte dienen und werden deshalb in der Planimetrie
auch Bestimmungslinien genannt. Im folgenden werden zunichst aus-
schlieBlich solche geometrische Orter betrachtet.

12.6.1. Geraden als geometrische Orter

1. Die Bestimmungslinie fir alle Punkte, die von zwei gegebenen
Parallelen gleich weit entfernt sind, ist deren Mittelparallele.

9

2. Die Bestimmungslinien fiir alle Punkte, die von zwei gegebenen

sich schneidenden Geraden gleich weit entfernt sind, sind die beiden
Winkelhalbierenden der von den Geraden gebildeten Winkel.

| 8.L. I ¢
9 |

[ i
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3. Die Bestimmungslinie fir alle Punkte, die von zwei gegebenen Punkten
jeweils gleich weit entfernt sind, ist die Mittclsenkrechte auf der
Verbindungsstrecke dieser Punkte.

18.L.

________ ———3LT &

L I
—T

0y | 2 R

|

4. ‘Dic Bestimmungslinien fir alle Punkte, die von eciner gegebenen
Geraden den Abstand q haben, sind die Parallelen zu dieser Geraden
im Abstand a.

12.6.2. Kreise als geometrische Orter

1. Definition der Kreislinie:
Die Kreislinie ist die Bestimmungslinie fir alle Punkte, die von
einem gegebenen Punkt den gleichen Abstand haben.

2. Lehrsatz des THALES in neuer Fassung (vgl. 12.5.4.2.):
Die Bestimmungslinie fiir die Scheitel aller rechten Winkel, deren
Schenkel durch zwei gegebene Punkte A und B gehen, ist die Kreis-
linie Gber AB als Durchmesser (ohne dic Punkte 4 und B selbst).

3. Satz 2 iiber die Peripheriewinkel in neuer Fassung (vgl.12.5.4.1.):
Die Bestimmungslinie fiir die Scheitel aller Winkel «, deren Schenkel
durch zwei gegebene Punkte 4 und B gehen, ist der Kreisbogen,
der AB als Sehne und « als einen zu dieser Sehne gehorenden Peri-
pheriewinkel hat (ohne die Punkte 4 und B selbst).

Die Konstruktion des Mittelpunktes M dieses Kreises erfolgt mit
Hilfe des Sekantentangentenwinkels
(Senkrechte auf seinem freien Schenkel

in B und Mittelsenkrechte auf AB).

HKonstruktion :

Gegeben :

1
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12.7. Geometrische Verwandtschaften
12.7.1. Ubersicht

Ebene Figuren,-die in gewissen Eigenschaften tibereinstimmen, heiBen
geometrisch verwandt. Zu einer gegebenen ebenen Figur entsteht eine
Menge zu dieser Figur (und damit auch untereinander) geometrisch
verwandter Figuren, z. B. durch bestimmte Projektionsvorginge.

Projektionsebenen | zur Ebene der Ausgangsfigur

Projektionsstrahlen parallel nicht parallel
parallel kongruente affine Figuren
untereinander Figuren
zentral aquiforme oder projektive
dhnliche Figuren Figuren
\\ \\
\\ \\
‘ ——

w

Kongruenz Afiniit
A

\

)

’ Ahnlichkeit \‘

Projekthitit

25 Simon/Stahl, Mathematik
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12.7.2. Kongruenz
12.7.2.1. Allgemeine Eigenschaften

Ebene Figuren, die in Form und Grofe tbereinstimmen, heiBen kon-
grueat (Symbol: =). Sie lassen sich vollstindig zur Deckung bringen
(sie sind deckungsgleich). Infolgedessen sind auch alle einander ent-
sprechendeni (homologen) Stiicke, wie Seiten, Winkel, Diagonalen,
Héhen, ... jeweils gleich groB. Man unterscheidet:

gleichsinnige Kongruenz ungleichsinnige Kongruenz
C c r »
2 c A
] 1A
' 4’
[ ] A
/4 8
A \
Kongruenz gleichsinnig ungleichsinnig
Umlaufsinn der gleich entgegcngesetzt
Figuren
Deckung wird Schieben oder Umklappen oder
erreicht durch Drehen Umklappen und
oder beides Schieben
Beachte:
1.Fir die Kongruenz ist die Lage der Y I Vi
Figuren ohne Belang. l c
2. Die Achsensymmetrie (vgl.12.3.1.) ist ¢ |
ein Sonderfall der ungleichsinnigen Kon- ) |
gruenz, bedingt durch eine besondere 4
Lage der Figuren zueinander. 4 | 4

12.7.2.2. Kongruenzsiitze fiir Dreiecke

Vielecke sind kongruent, wenn einander entsprechende Teildreiecke
kongruent sind, und zwar alle gleichsinnig oder alle ungleichsinnig.
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Die Kongruenz von Dreiecken, d. h., die Ubereinstimmung in simtlichen
homologen Stiicken, ist schon dann gewdhrleistet, wenn Ubereinstim-
mung in drei geeigneten Stiicken feststeht.

Kongruenzkriterien oder Kow-uenzﬁitze fiir Drefecke

Dreiecke sind kongruent, wenn sie ibereinstimmen in |
(I) den drei Seiten, oder sss
(II) zwei Winkeln und einer Seite, oder wWwS
(I1I) zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, oder |sws
(IV) zwei Seiten und dem Gegenwinkel der groBeren von |ssw

diesen Seiten.

12.7.2.3. Anwendungen der Kongruenzsitze

a) Beim Beweisen von Lehrsitzen
BEISPIEL

Ein Viereck, dem sich ein Inkreis einbeschreiben 1aBt, heiBt
Tangentenviereck. Fiir dieses gilt:

In jedem Tangentenviereck ist die Summe zweier Gegenseiten
gleich der Summe der beiden anderen.

Beweis:

¥ MHD = £ MGD =90° 1.
MD = MD 2.
HM =GM=r

AHMD = AMGD 3.
HD =GD

25*
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Entsprechend 1Bt sich zeigen: HA = EA; EB = FB; FC = GC
Daraus folgt HD + HA + FB + FC = GC + GD + EA + EB und
D4 + BC=CD +E, was zu beweisen war.

Begrindungen:

1. Der Berihrungsradius steht senkrecht auf der Tangente.
2. Jede GroBe ist sich selbst gleich.
3.Da MD als Hypotenuse die groBte Seite im Dreieck ist, ist der

Kongruenzsatz IV erfiillt: Ubereinstimmung in zwei Seiten und
dem Gegenwinkel der groBeren von diesen Seiten.

b) Beim Konstruieren von Vielecken aus gegebenen Stiicken
Grundgedanke: Man zerlegt die Figur in solche Teildreiecke, daB
eins von ihnen auf Grund eincs der vier Kongruenzsitze vollig
bestimmt ist und daher konstruicrt werden kann. Weitere Punkte
werden mit Hilfe von Bestimmungslinien (vgl. 12.6.) festgelegt und
konstruiert.

BEISPIEL

Ein Parallelogramm ist aus zwci nicht parallelen Seiten ¢ und b
und der Hohe A, zu konstruieren.

Gegeben:

b

_—
hq

Vorfigur (zum Planen der Konstruktion):

/)
A f
A £ )

(4

Plan der Konstruktion:

Das Lot von D auf AB schneidet das Teildreicck AED ab, das

nach dem Kongruenzsatz 1V (gegebene Stiicke: AD = b; DE = I,;
¥ AED = 90°) bestimmt ist und konstruiert werden kann.
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Bestimmungslinien fiir
B: 1. Verlingerung von AE
2. Kreis mit a um 4

C: 1. Kreis mit bum B
2. Kreis mit gum D

Konstruktion:
) I
A y 18
£ %)

(1) Winkel von 90° zeichnen; Scheitel: E.

(2) Kreis mit h, um E; Schnittpunkt auf dem einen Schenkel: D.

(3) Kreis mit 5 um D; Schnittpunkt auf dem anderen Schenkel: 4.

(4) Kreis mit @ um A; Schnittpunkt auf der Verlingerung von
AE: B.

(5) Kreis mit @ um D und mit b um B; Schnittpunkt: C.

Beachte:

Oft gibt es melirere Schnittpunkte. Dadurch kénnen beim Konstruieren
auch mehrere Figuren entstehen. Diese sind aber alle untereinander
kongruent, falls die gegebenen Stiicke die Figur eindeutig bestimmen.

12.7.3.  Ahnlichkeit

12.7.3.1. Allgemeine Eigenschaften

Ebene Figuren, die (ohne Riicksicht auf die GroBe) in der Form uber-
cinstimmen, heiBen ihnlich oder iiquiform (Symbol: ~).

Das ist genau dann der Fall, wenn simtliche einander entsprechenden
Winkel jeweils gleich grof sind.
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Beachte:

1. Bei n-Ecken (n > 3) muB sich diese Ubereinstimmung auBer auf die
Vieleckswinkel auch auf die von den Diagonalen gebildeten Winkel
erstrecken, wenn Ahnlichkeit vorliegen soll.

a=a';...; 58" doa;... ;5=8"
aber: | und:
ayb ;... ;08,648 Q=i ;[ 8y=07;e=¢g"
Vierecke nicht dhnlich Viereoke ahnlich

2. Bei Dreiecken genigt die Ubereinstimmung in den Dreieckswinkeln.
3. Fir die Ahnlichkeit ist die Lage der Figuren ohne Belang.
4. Je nach dem Umilaufsinn unterscheidet man (vgl. 12.7.2.1.)

gleichsinnige Ahnlichkeit
c '
[}
D' L
A g d
ungleichsinnige Ahnlichkeit
[l
[
al
] 8
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12.7.3.2. Siitze iiber die Seiten dhnlicher Vielecke

1. In ahnlichen Vielecken verhalten sich die Seiten der einen Figur
untereinander wie die entsprechenden Seiten jeder dazu dhnlichen
Figur: atbici...=a:b:c 1.

2. Entsprechende Seiten ahnlicher Vielecke sind einander proportional;
der Proportionalititsfaktor heiBt das Ahnlichkeitsverhiltnis k
der beiden Figuren:

a:a=b:b=c:c’=--=k

3. Diese Proportionalitidt mit dem Ahnlichkeitsverhiltnis k gilt auch
fir alle entsprechenden Strecken (besondere Linien, Radien von
Um-, In-, Ankreisen, Transversalen, Diagonalen, ...) sowie flr
die Umfdnge der Figuren:

hothi=syisp=rir=-=u:'=k

12.7.3.3. Ahnlichkeitssiitze fiir Dreiecke

Vielecke sind dhnlich, wenn einander entsprechende Teildreiecke &hnlich
sind, und zwar alle gleichsinnig oder alle ungleichsinnig.

Die Ahnlichkeit von Dreiecken ist schon dann gewdbhrleistet, wenn die
Ubereinstimmung in zwei geeigneten Winkeln oder Seitenverhdltnissen
feststeht.

Abnlichkeitskriterien oder Ahnlichkeitssiitze fiir Dreiecke

Dreiecke sind dhnlich, wenn sie Gibereinstimmen in
() zwei Seitenverhiltnissen, oder
(IT) zwei Winkeln, oder
(LII) einem Seitenverhiltnis und dem eingeschlossenen Winkel,
oder
(IV) einem Seitenverhdltnis und dem Gegenwinkel der groBSeren
von diesen Seiten.
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zu () (sy:82)(s2:83): Ausa:b=a’:b';b:c=b: ¢ folgt
AABC~ AA'BC.

zu (II) w; wy: Aus z.B.x = o’; = B’ folgt ANABC ~ AA'B'C.
zu (I (s, :52) wa: Aus z.B.a: b= a’: b'; y = ' folgt AABC~
~ AA'BC.
zu (IV) (sy:s52) wy mit s3> 5yt Aus z.B. bic=b":¢"; y =9 mit
c> bfolgt AABC~ AA'BC'.

Beachte: -

Die Ahnlichkeitssiitze entsprechen véllig den Kongruenzsitzen (vgl.
12.7.2.2.), nur ist an Stelle der dort vorkommenden Seitengrifen jeweils
ein Seitenverhdltnis zu setzen und die Einzelseite beim Kongruenzsatz(1I)
kommt hier in Wegfall.

12.7.3.4. Ahnliche Figuren in Ahnlichkeitslage
12.7.3.4.1. Ahnlichkeitsstrahlen und Ahnlichkeitspunkte

Die Menge aller Geraden ein und derselben Ebene, die einen gemein-
samen Schnittpunkt haben, heiBt ein Geradenbiischel. Wenn adhnliche
Figuren so zueinander gelegen sind, daB entsprechende Punkte jeweils
auf derselben Geraden ein und desselben Geradenbiischels liegen,
spricht man von einer Ahnlichkeitslage dieser Figuren. Die Geraden
dieses Biischels heiBen Ahnlichkeitsstrahlen, ihr Schnittpunkt P der
Ahnlichkeitspunkt.

Entsprechende Seiten dhnlicher Vielecke in Ahnlichkeitslage ver-
laufen parallel zueinander.

Man unterscheidet nach der Lage entsprechender Punkte der &hnlichen
Figuren in bezug auf den Ahnlichkeitspunkt:
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fuBerer Ahnlichkeitspunkt P,

Kennzeichen:

Entsprechende Punkte, z. B. A und A’, liegen auf ihrem
Ahnlichkeitsstrahl

vom duperen Ahnlichkeits- vom inneren Ahnlichkeitspunkt
punkt P, aus nach derselben P, aus nach verschiedenen
Seite Seiten

Beachte:

1. Ahnliche Figuren in Ahnlichkeitslage sind stets gleichsinnig éhnlich.

2. Sowohl P, als auch P, kann auperhalb (vgl. vorhergehende Bilder)
oder innerhalb der Figur oder auch auf ihrem Umrif (auf einer Seite
oder in einer Ecke) liegen. Diese Lage ist unabhidngig von der Eigen-
schaft, duBerer oder innerer Ahnlichkeitspunkt zu sein.
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4 BEISPIELE von 8 Maglichkeiten

' -
[s
)
) 4
A )

7
Auperer Ahnlichkeitspunkt Innerer Ahnlichkeitspunkt
innerhald der Figuren innerhalb der Figuren

g 8 P ¢

“
AuBerer Ahnlichkeitspunkt auf AupBerer Ahnlichkeitspunkt auf
dem Umr{B (Seite) dem Umrif (Ecke)

12.7.3.4.2. Strahlensatz

Die Satze iiber die Streckenverhdlinisse in &hnlichen Dreiecken (vgl.
12.7.3.2.) lassen sich bei Dreiecken in Ahnlichkeitslage mit dem Ahn-
lichkeitspunkt in einer Ecke auch als Strahlensatz formulieren.
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Wird ein Geradenbiischel (g) von einem Parallelenbiischel (p) ge-

schnitten, so verhalten sich

a) irgendwelche Abschnitte auf einer Geraden wie die entsprechenden
Abschnitte auf einer anderen Geraden,

b) irgendwelche Abschnitte auf einer Parallelen wie die entsprechen-
den Abschnitte auf einer anderen Parallelen,

¢) irgendwelche Abschnitte auf verschiedenen Parallelen zwischen
denselben Geraden wie die auf einer Geraden vom Ahnlichkeits-
punkt P aus bis zu der jeweiligen Parallelen gemessenen Abschnitte.

BEISPIELE

zu a) Asz H }?1: CzDz = A4B‘ H 1?4: C4D‘

zu b) AyAy: AxA, A1A4 = Ble :B;B: 3186 =
= ClCz :CyCy C,C‘
zuc) A;A4:B;B4§C3C4 = ;’TI:PT;:P_Cl

Beachte:

Der Strahlensatz stellt keinen neuen Lehrsatz dar; er formuliert nur die
Sitze iber die Gleichheit der Streckenverhiltnisse in dhnlichen Drei-
ecken (vgl. 12.7.3.2.) in anderer Weise. Ahnliche Dreiecke sind z. B.:

'APAIA; NAPBle ~APC1C3 vee
APAyAy ~APB,By ~APC,C, ... usw.
12.7.3.5. Anwendungen der Almlichkeitssitze bzw. des
Strahlensatzes
2) Beim Beweisen von Lehrsiitzen

BEISPIEL ‘

Verbindet man die Mitten zweier Dreieckseiten, so ist die Ver-
1 bindungsstrecke zur dritten Seite parallel.
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Beweis: AC:DC=BC:EC=2:1 1.
¢ y=9 2.
AABC ~ADEC 3.
y, £ X ABC = ¥ DEC 4.
A 8 d.h. AB|| DE,

was zu beweisen war.
Begriindungen:

1. D soll Mittelpunkt von AC und E Mittelpunkt von BC sein.
2. Jede GroBe ist sich selbst gleich.

3. Ahnlichkeitssatz III: Ubereinstimmung in einem Seitenverhiltnis
und dem eingeschlossenen Winkel.

4. In dhnlichen Figuren sind entsprechende Winkel gleich gro8.
b) Beim Teilen von Strecken
1. Aufgabe: Eine Strecke a ist in n gleiche Teile zu teilen.
BEISPIEL n=35
U]

p 13,
VAN AN AN AV
2. Aufgabe: Eine Strecke a ist im Verhdltnis m : n zu teilen.

BEISPIEL m:n=2:3
(i/}

(i
Beachte:

1. Der konstruierte Teilpunkt ist innerer Ahnlichkeitspunkt P; der ent-
standenen Figur; er heiBt innerer Teilpunkt von a.
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2. Konstruiert man eine entsprechende Figur mit einem duferen Ahn-
lichkeitspunkt P,, so nennt man diesen den iuBeren Teilpunkt von a.

P
- A a 8

3. Die Endpunkte A und B und die nach demselben Teilverhiltnis m: n
konstruierten (inneren und duBeren) Teilpunkte P, und P, heiBen die
zu a und m: n gehorenden zwei harmonischen Punktepaare.

man=2:3

c) Beim Konstruieren von Vielecken aus gegebenen Stiicken

Sind in einem Teildreieck Streckenverhiltnisse oder solche Stiicke
gegeben, daB nach einem der vier Ahnlichkeitssidtze zunichst die
Form des Dreiecks festliegt, so konstruiert man erst ein zum end-
giltigen dhnliches Hilfsdreieck. Dieses wird dann in einem zweiten
Konstruktionsgang auf die verlangte Grife gebracht.

BEISPIEL

In einem rechtwinkligen Dreieck soll die Hypotenuse doppelt so
lang wie die kleinere der beiden Katheten sein. AuBerdem ist die
Linge der Hohe h zur Hypotenuse gegeben.

Gegeben Vorfigur

cia=2:1.

—_— g
b A - 8
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Plan der Konstruktion:

Durch ¢:a = 2:1 und y = 90° ist nach dem Ahnlichkeitssatz IV
die Gestalt des Dreiecks festgelegt. Daher kann mit einer belie-
bigen Einheit e aus ¢ = 2e, a = le und y = 90° das Hilfsdreieck
A’'B’'C’ (~ A ABC) konstruiert werden.

Dann wird C’ als duferer Ahnlichkeitspunkt benutzt und 4’ auf
die vorgeschriebene Grife h gebracht.

Konstruktion:

12.8. Berechnungen an planimetrischen Gebilden
12.8.1. Dreieck
12.8.1.1. Rechtwinkliges Dreieck

Bezeichnungen:

h: Héhe zur Hypotenuse
P, q: Hypotenusenabschnitte
(P+g=0c)

Die Hohe zerlegt das rechtwinklige Dreieck in zwei Teildreiecke,
die untereinander und zum Ausgangsdreieck dhnlich sind:

AADC ~ADBC ~AABC.

Daraus folgen vier wichtige Sdtze iiber das rechtwinklige Dreieck.

1. AADC~ADBC;q:h=h:p oder

Das Quadrat iiber der Hohe ist flichengleich dem Rechteck aus
den beiden Hypotenusenabschnitten (Hohensatz).
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2, ADBC~AABC; p:a=a:c oder |a’=p-c

AADC~AABC; q:b=b:c oder

Das Quadrat iiber einer Kathete ist flichengleich dem Rechteck
aus der Hypotenuse und dem zugehérigen Hypotenusenabschnitt
(Kathetensatz oder Satz des EUKLID).

3.a®=p-c
b*=gq-c +
a+b=p-ctqc=@t+g-c=cc=c’
l a?+ b2 =¢c? I

Die Summe der Kathetenquadratflichen ist ebensogrof wie die
Fldehe des Hypotenusenquadrats (Satz des PYTHAGORAS).

4.a>2=p-c

b2=gq-c

atb? =ct-p-q=c? h?

Das Rechteck aus den beiden Katheten ist flichengleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und der Hohe.

Umfang u=a+b+c=2s

1
Fliiche A=?a'b

12.8.1.2. Allgemeines Dreieck
Siitze iiber besondere Linien

Im Dreieck verhalten sich die Hohen umgekehrt wie die zugehorigen
Seiten: g
1
hy:hy:he = :

. 1
et

a|=
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Der gemeinsame Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eines Dreiecks
teilt jede von ihnen im Verhiltnis 2:1, wobei der groBere Teil
jeweils nach der Ecke zu liegt:

SA:SS,= SB:55,= SC:§S,=2:1.

Im Dreieck teilt jede Winkelhalbierende eines Innenwinkels die
Gegenseite von innen und die Winkelhalbierende des zugehorigen
AuBenwinkels dieselbe Seite von auBlen im Verhiitnis der beiden
anderen Seiten:

A_P,:.-BT,'=A_P,:'§}T,=~b:a.

Wegen w,, 1wy, (vgl. 12.2.1.) liegt C auf der Peripherie des Krexses
iber PP, als Durchmesser
(vgl. 12.5.4.2.). Offenbar bildet
aber jeder Punkt dieser Kreis-
linie mit 4 und B ein Dreieck,
fir das P, und P, Teilpunkte
von AB im Verhiltnisb:a A F,- 8 Po
sind. Folglich gilt: B = APy 13 =b-a

Fir alle Dreiecke, die eine festliegende Seite und ein feststehendes
Liangenverhiltnis der beiden anderen Seiten haben, ist die Bestim-
mungslinie fir den dritten Eckpunkt die Kreislinie Gber derjenigen
Strecke als Durchmesser, deren Endpunkte der innere und der
duBere Teilpunkt der festliegenden Seite fiir das feststehende Seiten-
verhiltnis sind (Kreis des APOLLONIOS).




12.8. Berechnungen an planimetrischen Gebilden 401

Umfang u=a+b+c=2s

1 1 1
Fliiche =—2—a-h.=7b'h,=7c-hc \

Der Dreieckflacheninhalt ist gleich dem halben Produkt aus den
Lingen irgendeiner Seite und der zugehorigen Hohe.

In dhnlichen Dreiecken mit dem Ahnlichkeitsverhaltnis & der Seiten
gilt fur die Flichen:

,

ah, a'h, k-a' -k-h, a-h, e

A:A=2.2 2 =

Wegen der Zusammensetzung aus Dreiecken gilt das auch fir dhnliche
Vielecke.

Die Flicheninhalte dhnlicher Figuren sind einander proportional mit
dem Quadrat des Ahnlichkeitsverhdltnisses als Proportionalitits-
faktor: A = k2- A’

12.8.1.3. Gleichseitiges Dreieck

Im gleichseitigen Dreieck lassen sich alle Strecken und auch die Fliche
allein aus der Seite a berechnen.

Hohe = Seitenhalbierende — Winkelhalbierende | k= — }/3
a .-

Umkreisradius r= 3 V3

a i<

Inkreisradius | o = —6-,1’ 3

Umfang u=3a

al —

Fliche | A=— V3

26 Simon/Stahl, Mathematik
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12.8.2.

Viereck

12.8.2.1. Parallelogramm, Rechteck, Rhombus, Quadrat

a
b I z
b
I b 7 b
a []
Parallelogramm Rechteck
Diagonale - d=Va®+ b®
Umfang u=2(a+b) u=2a+b)
Fliiche A=a-hy=>b-h, A=a-b
a
a
ai h ] (4 g
a a
Rhombus Quadrat
Diagonale — d=al2
Umfang u=4a u=4a
Fliiche A=a-h A=a*
12.8.2.2. Trapez
1
[ Mittelparallele | m = 3 (@a+o)
d n b Umfang | u=a-+b+c+d
Ia ¥ S

Fliiche

A=m-h=%(a‘+c)°h
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12.8.3. RegelmiBiges »-Eck

Das Bestimmungsdreieck ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit den Schenkeln r
(Umkreisradius), der Basis s (Vieleckseite),

(]

und

360
dem Winkel an der Spitze ¢ =

der Basishohe o (Inkreisradius).

Umfang u=mn-s

n

Fliiche A=-§--s-g=

> .

3
2]
~
N
|
AI"’.,..

12.8.4. Kreis und Kreisteile
12.8.4.1. Umfang und Fliche

Die Linge des Kreisumfangs ist proportional zur Ldnge des Durch-
messers, der Kreisflicheninhalt ist proportional zum Quadrat der
Ldnge des Radius.

In beiden Fillen tritt derselbe Proportionalititsfaktor © (pi, das p des
griechischen Alphabets) auf.

Umfang u=rmnd = 2nr

Fliiche A=mnrt= %d’

7 ist eine transzendente (irrationale) Zahl: © = 3,141592653589793 ...
Fur praktische Rechnungen verwendet man Niherungswerte fir =,
deren Genauigkeit sich nach der Aufgabe richtet:

a3 (far grobe Uberschlagsrechnungen)
ra 3,14 l
(far die meisten Rechnungen ausreichend)
T 3— l
r =~ 3,1416 (fir groBere Genauigkeiten)
26*
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12.8.4.2. Berechnung von ©

1. Schritt:

In und um den Kreis wird je cin regelmdifiges n-Eck gleicher
Eckenzahl gelegt, deren Umfanglingen sich einfach berechnen lassen.

BEISPIEL n==6

Si=r;uy=6r=3d

s,=;r]/§; u.=4rV§= ZVSd

£ 3d< md< 2 }3d
sa S 3< < 2 )3~ 3,464
A t=3,...

2. Schritt:

Man verdoppelt die Eckenzahl beider Vielecke. Die Lingen der
neuen Seiten s; und s, lassen sich wie folgt aus s, berechnen:

Berechnung von s, Berechnung von s,

(5> =CA-CD = su:sj= MB: MA =
— —
=2r ‘l/(-";)2 - sT, =r: l/rz — (x;)
, 2 = , 2rs;
5= 2r3—r]/4rz—s' S = ——
/ ' © Varr— )2

2r VZrz —rlarr—s

VZr2 + rlar? —T,"
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BEISPIEL )
n=12: (s)s=r

s=r)2-13 ss=2(2-13)
=122 — 3= w,=24r(2 — 13) =
—6d ]/2——1/5 =124(2 — 13)
3,108 6 J2—V3< < 12(2— V3) ~ 3,216
x=31...

3. Schritt: Durch Fortfiihrung dieser Rechnung kann man = beliebig

eng zwischen zwei Schranken einschliefen.

12.8.4.3. Kreisbogen und Kreissektor

sektoren sind proportional zur GroBe ihrer Zentriwinkel:
b:a=rmd: 360°; S:ax = 7wr?:360°

Die Lingen von Kreisbégen und die Flicheninhalte von Kreis-

/ Z
"V -\ e
.% S=——rr= — —
<7

b d >
- AT

12.8.4.4. Sekantensatz

Abschnitten der anderen Sekante.

Schneiden sich zwei Kreissekanten, so ist das Rechteck aus den
vom Schnittpunkt bis zur Kreisperipherie gerechneten Abschnitten
der einen Sekante flichengleich dem Rechteck aus den entsprechenden
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Der Schnittpunkt kann dabei liegen
innerhalb | auferhalb
des Kreises
0 N¢ £ —
T
[

In jedem Falle gilt

SA-SB= SC-5D

Sonderfall: Die Abschnitte der einen Sekante sind gleich grof.

C=0=T
s
4 o 8- o
SC=3D 3C = 3D = ST (Tangentenabschnitt)
SC2—=S4-SB ST>=1SA-SB

Schneidet eine Sekante eine
Tangente, so ist das Quadrat
uber dem Tangentenabschnitt
flichengleich dem Rechteck
aus den beiden Sekantenab-
schnitten (Tangentensatz).
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12.8.5. Arithmetisches und geometrisches Mittel

Festsetzungen:

1. Zu zwei gegebenen Zahlen a und b heiBt

1
m, = ) (a + b) das arithmetische Mittel (der Durchschnitt),

my = ]/;—b das geometrische Mittel.

2. Sind in einer Proportion die inneren Glieder gleich, gilt also a:m
= m:b oder m> = a- b, so heiBt m dic mittlere Proportionale zu
a und b.

Aus m, = Va——b folgt m2 = a-b. Das heiBt: Mittlere Proportionale
und geometrisches Mittel sind gleichwertige Begriffe.

BEISPIELE

a) fir das arithfnetische Mittel

1
Mittelparallele im Trapez: m = 3 (@a+c¢)

b) fir das geometrische Mittel
Hohe im rechtwinkligen Dreieck: h = Vp—_q
Karheten: a = Vp—c
b=Va-c
Tangentenabschnitt: ST = Vﬁ -SB

3. Die Definitionen fiir das arithmetische und das geometrische Mittel
zu zwei Zahlen a und b lassen sich auf n Zahlen g, (i= 1,2, ...,n)
ausdehnen:

a) Unter dem arithmetischen Mittel zu n Zahlen a, versteht man den
Term

1 n
my=— X a, (i natiirlich)
1

b) Unter dem geometrischen Mittel zu n positiven Zahlen a; versteht
man den Term
",

mg= |/ Il a, (i natiirlich; a;, > 0)
i1
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13.1. Grundlegende Begriffe
13.1.1. Ubersicht iiber die Kérperformen

Mit Riicksicht auf ihre Eigenschaften teilt man die Kérper nach der
Art der begrenzenden Flichen ein.

Nur ebenflichig | Eben- und krummflichig Nur krummflichig
begrenzte Korper -

" Wiirfel, Quader, | Zylinder, Kegel, Kugel, Ellipsoid,
© | Pyramide, Pyra- | Kegelstumpf, Kugel- Kugelausschnitt
2 | midenstumpf, abschnitt, Kugel-

& | Obelisk, Keil schicht

13.1.2. Prismatische und pyramidenformige Korper

Korper, zu deren Oberfliche eine ebene Figur (als Grundfliche) und
von dieser ausgehende Geraden gehoren, sind in der Praxis besonders
haufig. Von diesen sind 2 Arten besonders wichtig.

A. Prismatische l B. Pyramidenf6érmige
Korper
Die von der Grund- untereinander zentral, d. h. durch einen
fliche ausgehenden parallel Punkt
Geraden verlaufen
Die obere Begren- eine zur Grund- a) ein Punkt (die
zung ist fliche parallel Spitze)
gelegene kongru-
ente Figur b) eine zur Grundfiache
parallel gelegene dhn-
liche Figur
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Die weiteren Unterschiede ergeben sich aus der Gestalt der Grund-

fliche.

Grundfliiche: Vieleck

Die von den Ecken der Grundfliche ausgehenden Geraden heiBen
Seitenkanten. In ihnen stoBen die Seitenflichen zusammen.

A. B.
Prisma a) Pyramide
b) Pyramidenstumpf
Seitenflichen Parallelogramme, a) Dreiecke
Rechtecke oder
Quadrate b) Trapeze
Beispiele Quader, Wiirfel, a) n-seitige Pyramide,

n-seitiges Prisma

z. B. Tetraeder (n = 3)

b) n-seitiger Pyramiden-
stumpf

Grundfliiche: Krummlinig begrenzte Figur (z. B. Kreis)

Die von der Grundflichenumrandung ausgehenden Geraden heiBen
Mantellinien. Sie bilden in ihrer Gesamtheit den Mantel des Korpers.

A. B.
Zylinder | a) Kegel
b) Kegelstumpf

Mantel

Beachte:

- Eine gekrimmte,
abwickelbare Flache

1. Ein prismatischer oder pyramidenformiger Korper heifit gerade,

wenn

a) bei prismatischen Korpern die Seitenkanten bzw. Mantellinien
- senkrecht zur Grund- und Deckfliche verlaufen,
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b) bei pyramidenformigen Kdérpern die Grundfliche eine zentralsym-
metrische Figur ist und der FuBpunkt des von der Spitze auf die
Grundfliche gefillten Lotes im Symmetriezentrum dieser Grund-
fliche liegt.

Andernfalls heiBen die Korper schief.

2. Ein gerader Korper mit einem regelmdpigen Vieleck als Grundfliche
heiBt selbst regelmiiiig.

"Andernfalls heiBt der Kérper unregelmiig.

13.2. CAvALIERIsches Prinzip

Die Grundlage fiir die Herleitung der Berechnungsformeln far die
Volumina von Kérpern ist das CAvaLierische Prinzip.

Zwei Korper mit gleich grofen Grundflichen und Hohen haben dann
gleiche Volumina, wenn irgendwelche Schnitte, die parallel zur
Grundfliche in gleichen Abstinden von dieser durch die Korper
gelegt werden, gleich grofe Schnittfiguren ergeben.

Beachte:

Uber die Gestalt der Grundfiichen und entsprechender Schnittfiguren
beider Kérper wird keine Forderung ausgesprochen, sie brauchen je-
weils also nicht kongruent, sondern nur flichengleich zu sein.

Veranschauiichung:

a) Ein Stapel Karteikarten wird seitlich verschoben (Umwandlung
eines geraden Prismas in ein schiefes).
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b) Die Karten des Stapels werden zerschnitten und zu Dreiecken zv-
sammengefiigt (Umwandlung des vierseitigen Prismas in ein drei-
seitiges).

Beachte: .

1. Das schiefe Prisma von a) hat keine ,,glatten* Seitenflichen, sondern
ist von einer Art ,,Treppe‘ begrenzt. Deren Stufen werden aber ver-
schwindend klein, wenn die Blattdicke der Karten immer weiter
herabgesetzt wird. .

2. Diese Veranschaulichung kann einen schliissigen Beweis des CAVA-
Lierischen Prinzips natirlich nicht ersetzen.

13.3. Berechnungen an prismatischen K6rpgm
13.3.1. Wiirfel und Quader

Wairfel und Quader sind vierseitige Prismen mit rechtwinklig aufein-
ander stehenden Kanten.

Fliichen- und Raumdiagonalen

d ~. 0 dy ( c
L 4_ — g
Y 2 = ;’5‘

Eine in einer Begrenzungsfliche verlaufende Diagonale heiBt Flichen-
diagonale d, eine durch den Korper hindurch verlaufende heiBt Raum-
diagonale D.
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Im Wiirfel sind alle 12 Flichen-
diagonalen und alle 4 Raum-
diagonalen jeweils untereinander
gleich groB.

d=aV5

D=al/3

Oberfiche und Volumen

Ao warter = 6a*

— 43
Vwarter =a

Beachte:

Mitunter wird der Quader mit quadratischer Grundfliche
(a = b; dann ¢ meist Hohe h genannt) als quadratische

Siule bezeichnet.

Im Quader gibt es 3 verschieden
lange Flichendiagonalen (jede
Linge kommt viermal vor); die
4 Raumdiagonalen sind alle gleich
groB.

dn=l/a’+b’; dz=Vbz+ci;

Ao Quader = 2(ab + bc + ca)
VOulder = abc

dy=al2; d,=Va* + I
D = }2a% + I?

AOqu.s. = 2a? -+ 4ah

Vau.s. = a*h

13.3.2. Prisma

gerodes Prisma

4

-// ’/

24 2.

4

Grundfiiche: n-Eck; Fliacheninhalt: 4g; Umfangslinge: ug

Beachte:

1. Beim Prisma nennt man den (senkrechten) Abstand von Grund- und
Deckfliche die Hohe h, wobei grundsitzlich vorausgesetzt wird, daB
diese beiden Flichen parallel zueinander verlaufen.
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2. Beim geraden Prisma ist die GroBe der Hohe gleich der Ldnge der
Seitenkanten, beim schiefen Prisma aber nicht.

3. Fur die Diagonalen lassen sich keine allgemeingiiltigen Formeln an-
geben,

Oberfliiche und Volumen
Gerades Schiefes
Prisma
Ober- Aoprisms = Aoprisma = 246 +
fliche = 24 + nRechtecke = + n Parallelogramme
=246 + ug - h
Volumen

Die Volumenformel folgt aus dem CAvaLierischen Prinzip durch
Vergleichen mit einem Quader, wenn dort a- b = Ag und c = h gesetzt
wird.

13.3.3. Kreiszylinder

Mantel des geraden Kreiszylinders

Der Mantel des Kreiszylinders 1aBt sich abwickeln, d. h. in eine Ebene
ausbreiten. Beim geraden Kreiszylinder ergibt sich ein Rechteck.

d

>

| Apm gerader Krelszylinder — ndh = 2nrh l

Beachte:

Auch der Mantel eines schiefen Kreiszylinders 1iBt sich abwickeln, ’
doch ergibt sich dabei eine Fliche, die von zwei Mantellinien m == A
und zwei gekrimmten Linien begrenzt ist, so daB eine Berechnung des
Mantelflicheninhalts mit elementaren Mitteln nicht moglich ist.
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>

Oberfliiche und Yolumen

Der Inhalt der Oberfliche 1iBt sich mit elementaren Mitteln nur fir
den geraden Kreiszylinder angeben.

1
AOurader Krelszylinder — _z‘ﬂd(d + 2h) = 2nr(r 4 h)

Das Volumen 148t sich fiir den geraden und den schiefen Kreiszylinder
nach 13.3.2. berechnen.

T 2 2
VKrelszyllnder= ‘4—d h = nr*h

13.4. Berechnungen an pyramidenféormigen Kérpern

13.4.1. Drittelung des Prismas

Werden zwei Pyramiden mit gleicher Grundfiache G und gleich grofen

Hohen h in gleichen Entfernungen e von den Spitzen parallel zur

Grundflache geschnitten, so sind die entstehenden Schnittfiguren F,

und F, beide dhnlich zur Grundfliche G mit dem Ahnlichkeits-
2

verhiltnis ;—2 und infolgedessen flichengleich.

A
v %
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Daraus folgt nach dem CavaLierischen Prinzip:

Pyramiden mit gleich grofen Grundfiichen und Hohen haben dag-
selbe Volumen.

Jede beliebige n-seitige Pyramide 148t sich zu einem n-seitigen Prisma
mit gleicher Grundfiache und gleicher Hohe erginzen. Zu diesem laBt
sich nach dem CavaLierischen Prinzip ein volumengleiches, gerades,
regelmiBiges, dreiseitiges Prisma mit gleich groBer Grundfliche und
Hohe finden.

Dieses 148t sich durch zwei geeignete Diagonalschnitte in drei unter-
einander volumengleiche Pyramiden zerlegen.

AABC = ALMN

b 2,

Vipyramide a8cM) = Vipyramide LMNA)
AALN = AANC
Lot von M auf ALN = Lot von M auf ANC

Vipyramide aLNM) = Vipyramide anCM)

Daraus folgt:

Jedes beliebige n-seitige Prisma hat das dreifache Volumen einer n-
seitigen Pyramide mit gleicher Grundfliche und Hohe.

13.4.2. Pyramide

Nach 13.4.1. ist das Volumen einer Pyramide gleich dem dritten Teil
des Volumens des Prismas mit gleicher Grundfliche und gleicher Héhe.

VPyr.mlde = ? AGh

Beachte:

Wegen des CavaLiErischen Prinzips gilt diese Berechnung fiir gerade
und schiefe Pyramiden mit beliebigen Grundflichen.

\
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Oberfliiche (Grundfliiche: n-Eck; Flicheninhalt: Ag; Umfangslinge: ug)

UnregelmiBige RegelmiBige

Pyramide

Ao pyramide = Ag + 1
-}tr:lmDereiecke Aopyramide = 4G + 3 Y hy
(h,: Linge der Hohe einer
Seitenfliche

13.4.3. Kreiskegel
Mantel des geraden Kreiskegels

Der Mantel des Kreiskegels 1aBt sich ab-
wickeln. Beim geraden Kreiskegel ergibt sich
ein Kreissektor mit der Mantellinie s des
Kegels als Radius und der Umfangslinge nd
des Kegelgrundkreises als Bogenldnge.
Nach 12.8.4.3. folgt daraus:

Apm gerader Krelskegel — "2" wds = nrs

Beachte:

Auch der Mantel des schiefen Kreiskegels 138t sich abwickeln. Es ergibt
sich aber eine Fliche, fiir die der Inhalt mit elementaren Mitteln nicht
berechnet werden kann (vgl. 13.3.3.).

Oberfliiche und Volumen

Der Inhalt der Oberfliiche 148t sich mit elementaren Mitteln nur fir
den geraden Kreiskegel angeben.

1
AOgeuder Krelskegel = T nd(d + 2s) =mnr(r+3s)

Das Volumen ist nach 13.4.2. fir gerade und schiefe Kreiskegel zu be-
rechnen. .

1 1
Viretskeget = ? nr2h = E nd?h




13.4. Berechnungen an pyramidenférmigen Kérpern 417

13.4.4. Pyramidenstumpf
Jeder Pyramidenstumpf 148t sich durch eine Ergiinzungspyramide zu
einer Pyramide vervollstindigen.

n-Eck
Fldcheninhalt: Ag:
Umfangsldnge: ug,
¥ G,: n-Eck
Flicheninhalt: A6
Umfangslinge: 4y,

\ G,:

/ )
rresss.

UnregelmiBiger

Oberfliiche

RegelmiBiger

Pyramidenstumpf

Ao pyr.st. = A1+ Ac2 + | Aopyr.st. = Ag1+ A2+
+ n Trapeze 1
+ 7 (ug, + ug,) hy

(hs: Linge der Hohe einer
Seitenfliche)

Das Volumen wird durch Differenzbildung berechnet.

VStumpr = W te Py: de — VEr yramide
1 1

Vstumpt = ? Agy(h+ k) _—3‘AG2. - he

B:(h+ h)? = Ag,:Agy (vgl.12.8.1.2)

he Vg,

hhm—
‘ VAGI._VAGZ

h ————
_(Aax + VAaanz + Aaz)

VPynmldenstumpf = 3

27 simon/Stahl, Mathematik
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13.4.5. Kreiskegelstumpf
Mantel des geraden Kreiskegelstumpfes

Der Mantel des Kreiskegelstumpfes 138t sich abwickeln. Beim geraden
Kreiskegel ergibt sich ein Ausschnitt von
einem Kreisring, dessen Flicheninhalt
als Differenz der Flicheninhalte zweier
Kreissektoren berechnet wird.

1 1
Apsiumpt = 'z—ﬂdn(-’ + 50— 3 ndSe

d;s

“Ta—a

1
A der K =—2-T=S(d1+dz_)=ﬂs(’1+’z)

Beachte:

Der Flicheninhalt des Mantels des schiefen Kreiskegelstumpfes 1aBt sich
nicht mit elementaren Mitteln berechnen (vgl.13.3.3.).

Oberfliiche und Volumen

Der Inhalt der Oberfliche 1iBt sich mit elementaren Mitteln nur fir
den geraden Kreiskegelstumpf angeben:

T
AO gerader Krolskegelstumpf — T [df + d; + 25(d1 + dz)] =
=nlr} + r + stry + rz)]

Das Volumen ergibt sich nach 13.4.4. fir geraden und schiefen Kreis-
kegelstumpf wie folgt:

wth nh
Vtrehkeulnumpr == (’f + ryra + r§) == (df + dyd; + d:)
3 12
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13.5. Kugel und Kugelteile
13.5.1. Rotationskorper

Wenn eine ebene Figur um eine Achse rotiert, entsteht ein Dreh- oder
Rotationskérper.

T <>

k‘J

Die Umrandung der Figur ergibt die Oberfliche (mit Ausnahme des
Teils der Umrandung, der mit der Drehachse zusammenfillt). '

13.5.1.1. Gerader Kreiszylinder, Kreiskegel und Kreiskegelstumpf
als Rotationskorper

Bei der Roration von Vielecken entstehen Rotationskorper, die aus

geraden Kreiszylindern, Kreiskegeln oder Kreiskegelstiimpfen als Grund-

formen zusammengesetzt sind.

Rotierende Rechteck Recht- Trapez mit einem
Fliche winkliges senkrecht zu den
Dreieck Parallelseiten ver-
laufenden Schenkel
Rotations- eine Rechteck- eine Kathete | der senkrecht ver-
achse seite laufende Schenkel
Umrandungs-
teile, die die 4
Oberfliche er- 1 f \D,.
geben (stark 2
ausgezogen)
s s
h
' r r ' ry
Ergebnis gerader Kreis-
zylinder | kegel | kegelstumpf

27+
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13.5.1.2. Kugel und Kugelteile als Rotationskdrper

Durch Rotation bestimmter Teile einer Kreisfliche bzw. Kreislinie um
gewisse Drehachsen entstehen die Kugel und ihre Teile.

Rotierendes Drehachse Ergebnis
Gebilde
Zusehéri ///- Kugelkorper
ugehdriger Vollkugel
Halbkreisflache | Kreisdurch- | | (Vollkugel)
messer \
\\‘
'
Halbes Kreis- Symmetrie- /’ Kugel-.
| segment achse des Ve abschnitt -
a Segments L/ (Kugel- a
.2 - segment) .2
: *
o
E E
Q =)
[ I
§ Halber Kreisr Symmetrie- f ?:
2 | flachenstreifen achse des /f Kugelschicht | =
© 1 zwischen 2 par- Streife [ S
‘3 allelen Sehnen tiens i Q
Kreissektor Einer der e . | Kugel-
begrenzen- ’/ \‘ ausschnitt
den Radien \\ l ki (Kugelscktor)
Ne 1- 4
1
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Rotierendes Drehachse Ergebnis
Gebilde

-
Zugehdriger /
Halbkreislinic Kreisdurch- || Kugelfiiche
messer t
\
\
~~ .
s

2

Kreisdurch-

Gebilde der Dimension 2

Gebilde der Dimension 1

/ \. | Kugelkappe
messer durch [ \ (Keelboabe)
den einen | \ ge
Endpunkt \ ,I (Kugelkalotte)

A

Kreisbogen
Belicbiger ’&L{
Kreisdurch- | ,~ Kugelzone
messer /

[ [

\ /

\ /

!
|
|
|
'
|
l
|
L
I
|
|
i

13.5.2. Grundlegende Begriffe aus der kugelgeometrie

Die Kugelfliche ist der geometrische Ort fir alle Raumpunkte, die
von einem festen Punkt (dem Mittelpunkt M) um gleich groBe Strecken
(den Radius r) entfernt sind.

Alle von der Kugelfliche begrenzten Strecken, die durch den Mittel-
punkt gehen, heiBen Durchmesser (d = 2r).

Eine Ebene schneidet die Kugelfiiche in einem Kreis. Dieser ist um so
groper, je geringer der Abstand der Schnittebene vom Kugelmittelpunkt
ist. Man unterscheidet:
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Hauptkreise Nebenkreise
(GroBkreise) (Kleinkreise)

Radius des Schnittkreises gleich dem kleiner als der

Kugelradius

Abstand a vom Kugelmittelpunkt a=0 I O<a<r

Fir die Kugelteile werden im folgenden nachstehende Symbole ver-
wendet:

U]

r 0 Kugelabschnitt und Kugelkappe
» r Kugelradius
S d | Kugeldurchmesser
M o .
h | Hohe von Abschnitt bzw. Kappe
¢ | Radius des den Abschnitt begrenzen-
d den Kreises
Beachte:

1. Oberfliche des Kugelabschnitts = Fliche der Kugelkappe + Kreis-
fldche mit dem Radius o.

2.Firhgilt: 0 < h<d

3. Zu jedem Kugelabschnitt gibt es einen zweiten rit der Hohe ' =d—h,
der den ersten zur Vollkugel erginzt. Entsprechendes gilt fir die
Kugelkappe.

an
r 02 Kugelschicht und Kugelzone

*’ r Kugelradius

L% I

s d Kugeldurchmesser
M h Héhe von Schicht bzw. Zone

01, 0: | Radien der die Schicht bzw. Zone

d begrenzenden Kreise




h=r _,

13.5. Kugel und Kugelteile 423

Beachte:

1. Oberfliche der Kugelschicht = Fliche der Kugelzone + 2 Kreisfliichen
mit den Radien p; bzw. g2.

2. Firhgilt:0< h<d

3. M kann auperhalb oder innerhalb der Kugelschicht liegen. Fir
h > r muB,M innerhalb liegen.

(11D

Kugelausschnitt

r | Kugelradius

d | Kugeldurchmesser

h | Hohe des zum Ausschnitt gehorenden
Abschnitts

f o | Radius des den Abschnitt begrenzen-

den Kreises

Beachte:

1. Kugelausschnitt = Kegel + Kugelabschnitt

2. Die Bestimmungsstiicke # und ¢ des Kugelabschnitts (vgl.I) werden
zugleich als Bestimmungsstiicke des Kugelausschnitts verwendet.

13.5.3. Kugelvolumen

Mit dem CavaLierischen Prinzip (vgl. 13.2.) 1aBt sich beweisen:

Volumen der Halbkugel gleich Volumen eines Kreiszylinders
minus Volumen eines Kreiskegels.
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Die Durchmesser der Grundkreise von Kreiszylinder und Kreiskegel
sind dabei genausolang wie der Durchmesser der Halbkugel ,ihre Hohen
haben dieselben Lingen wie der Radius der Halbkugel.

Der Kegel ist (mit der Spitze nach unten)
aus dem Zylinder ausgebohrt zu denken

In einer beliebigen Hohe x wird ein ebener Schnitt parallel zur Grundfliche

gelegt. Die Schnittfigur ist

bei der Halbkugel ein Kreis mit | bei dem Restkrper (Zylinder

dem Radius p. minus Kegel) ein Kreisring mit
den Radien r und x.

Die Fléicheninhalte dieser Schnittfiguren sind: .

mo? = n(r2 — x2?) | mr? —nx?

Diese sind offensichtlich fiir jedes beliebige x < r gleich, und es gilt

nach dem CavaLierischen Prinzip:

Volumen der Halbkugel = Volumen des Restkorpers

= VKrelszyllnder - VKrelske.el

1
— . 2,
Viaibkugel = nr2-r - _3 nre-r

2

=—nr
3

4 1
VKlllel = ?Tﬂ‘a = ?ﬂda

Beachte:

1. Die Volumina der drei in Beziehung gesetzten Koérper stehen in
einem einfachen Verhdltnis zueinander:

LVKrelstelel : VHllbkutel : VKrelszyllnder =1:2:3
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2. Fiir eine grobe Abschitzung (r ~ 3) gilt:

VKulel % "2' d3

d. h., das Kugelvolumen ist etwa gleich der Hilfte des Volumens des
der Kugel umbeschriebenen Wiirfels.

13.5.4. Kugeloberfliche

Der Inhalt der Kugeloberflache ist gleich
dem vierfachen Flicheninhalt eines Kugel-
grofkreises.

[ Ao Kuger = dnr? = nd’]

Beachte:
‘1. Diese Formel kann mit elementaren
Mitteln nicht bewiesen werden.

2. Die viel benutzte anschauliche Zerlegung der Kugel in pyramiden-
dhnliche Kirper kann daher nur als Plausibilitétsbetrachtung ange-
sprochen werden. Dabei nimmt man die Spitzen dieser Kugelteile
alle im Kugelmittelpunkt M an, ndhert die Hohen durch den Kugel-
radius » an und setzt die Summe der Grundflichen der Kugelober-
fliche gleich.

Dann gilt far das Kugelvolumen:

! Agir + ! Agar + - = 4 o
3 Aot 3 4oz =5
1 4
?"(AGI+A61+"')=?7"
\—p———

AO Kugel

4
AOKngel = —3— 'l'l?"3 . T = 41'"'2

13.5.5. Kugelabschnitt, Kugelausschnitt, Kugelkappe
Kugelabschnitt

Das Volumen des Kugelabschnitts wird wie das der Halbkugel mit Hilfe
des CavaLIERIschen Prinzips berechnet:
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. * I
- / D\ L {
t

[ 7 N/

r-h

Volumen des Kugelabschnitts gleich Volumen eines Zylinders
minus Volumen eines Kegelstumpfes.

wh
Viugelabschattt = nr2h — _3' [P2+rer—hH+ —n3

nh?
3

@Br—h

VKugeluhuhnlu =

Kugelausschnitt
Der Kugelausschnitt wird aus Kugelabschnitt und Kegel zusammengesetzt :

Volumen des Kugelausschnitts gleich Volumen des Kugelabschnitts
plus Volumen des Kegels.

nh? To?
Vxngelanﬁchnlu= T @Gr— h) + % (r—h)

0% = hQ2r — h)

/9\«

Vkugelausschnitt = ‘3’ nr2h T

<|
3

7
Kugelkappe

~Die Formel fir den Flacheninhalt der Kugelkappe kann wie dic fir
die GroBe.der Kugeloberfliche mit elementaren Mitteln nicht hergeleitet
werden.

Ao Kugclkappe — 2nrh
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Durch Zerlegen eines Kugelausschnitts in pyramidenahnliche Korper
kann sie wie die fiir die Kugeloberfliche plausibel gemacht werden:

1 1
3 Agr + ?Acz" + -+ = Vxugelausscbnite

1 2
—HAgy + A2 + ) = —nr?h
3 —— 3

AO Kugelkappe
3
Ao Kugelkappe = ? nr2h - T =2rrh

Beachte:

Der Flicheninhalt der Kugelkappe ist genau so groB wie der Flichen-
inhalt des Mantels des der Kugel umbeschriebenen Kreiszylinders, dessen
Hohe dieselbe GroBe wie die Hohe der Kappe hat.

Das gilt auch fiir die Kugeloberfidche (h = 2r).

13.5.6. Kugelschicht und Kugelzone

Das Volumen der Kugelschicht wird als Differenz der Volumina zweier
Kugelabschnitte, der Flicheninhalt der Kugelzone als Differenz der
Flicheninhalte zweier Kugelkappen berechnet.

91 hz - h‘ = h
= ACF 12— B = (= k)t )=
= h(hz + hl)
p 'h

b3 — B = (ha — hy)® +
g + 3h2h, — k3 =

‘ 1 = h3 “+ 3h2h1h

h2r—h)=o};  2rhy=e} + K}

hy(2r — hy) = gi; 2rh, = gi +h
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!(ilgelschlcht Kugelzone
ki3
V= 3 [R2G3r — hy) — K2(3r — hy)] Ao =2nrhy — 2nrh,
= ; Br(e? — 12) — (B — k)] = 2nr(hy — hy)
= % Brhthy + hy) — K — 3hohyh] = 2nrh
wh
= ? [3 . 2’(’21 + hz) —3- 2h1hz - 2’!2]
wh ., 2 2 2 2
=—[302+ 302+ 3h2+ 3h2— 3-2h,h,— 2h?]
6 2
rh ., 2 2 2
nh o, 2 2 2
=?[391+392+3h — 2h%]

rh
Viugetschicht = ra (ot + 303+ 4 Ao xugetzone = 27rh

13.6. Polyeder

Ein Kdrper, der von ebenen Figuren sowie Kanten und Ecken begrenzt
wird, heit Vielflichner oder Polyeder.

Beachte: -

' Im folgenden sollen nur konvexe Polyeder, also solche ohne einspringende
Ecken und Kanten, untersucht werden.

13.6.1. EuLERscher Polyedersatz
Fir alle konvexen Polyeder gilt:

Zahl der Ecken plus Zahl der Flichen gleich Zahl der Kanten plus 2
(E + F = K + 2) (EULERscher Polyedersatz).
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BEISPIELE
Polyeder E|F|E+F|K |K+2
Wiirfel, Quader 816 |14 12 | 14
Dreiseitige Pyramide 414 8 6| 8
Sechsseitiges Prisma 1218 |20 18 | 20
Quadraie susemic | o] |18 {16 |19

13.6.2. Reguliire Polyeder

Ein Polyeder, dessen simtliche Begrenzungsflichen regelmdpige unter-
einander kongruente Vielecke sind, die auBerdem tiberall unter demselben
Winkel gegeneinander geneigt sind, so daB sich auch lauter kongruente
rdumliche Ecken ergeben, heiBt reguliires Polyeder.

Da an einer Ecke mindestens 3 Flichen aneinanderstoBen milssen,
um das raumliche Gebilde zu ergeben, und die aneinanderstoBenden
Winkel # um so kleiner sind, je spitzer die raumliche Ecke ist, gilt

360°
3

B<

D

= 120°

XD

Im regelmdpigen n-Eck gilt ferner (vgl. 12.4.1.2.)

360°

o= ; B=
n

—2
22 . 180°.

Es muB also bei reguliren Polyedern erfiillt sein:

n—2

B= - 180° < 120°,
n
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Daraus folgt:
n| « B
3] 120° 60°
moglich 4 90° 90°
’ 5 72° 108°

6 60° 120°

a]s Polyederﬂachen .......................................................
l nicht méglich |7 513/,° 128¢/,°

Ergebnis: Regulire Polyeder konnen nur regelmdipige Dreiecke, Vier-
ecke (Quadrate) oder Fiinfecke als Begrenzungsflichen haben. Es
gibt infolgedessen nur 5 reguliire Polyeder:

Begrenzungs- E F K

flichen Name

4 4 6 | Tetraeder

gleichseitige
Dreiecke 6 8 | 12 | Oktaeder

12 | 20 | 30 | Ikosaeder

Quadrate -8 6 | 12 | Hexaeder
(Wiirfel)

regelmiBige 20 | 12 | 30 | Dodekaeder
Fiinfecke

Um jedes regulire Polyeder 148t sich eine Kugel legen, die durch alle
Ecken geht (Eckenkugel; Radius r,). ’
In jedes regulidre Polyeder 14Bt sich eine Kugel einbeschreiben, die alle
Flichen in deren Mittelpunkten berihrt (Flichenkugel; Radius r,).
Fir die reguliren Polyeder mit der Kantenldnge a 14Bt sich errechnen:
Volumen V; Inhalt der Oberfliche Ao ; Lange der Radien r, und ry.
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.




14, Analytische Geometrie von Gerade und Kreis

14.1. Arbeitsweise der analytischen Geometrie

Mit Hilfe der graphischen Darstellung werden Zahlen, die in gewisser
Beziehung zueinander stehen (z. B. geordnete Zahlenpaare), Werte-
tafeln, analytische Ausdriicke von Funktionen durch geometrische Ge-
bilde dargestellt. Die Grundlage dafiir ist ein festes Bezugssystem, das
Koordinatensystem.

Ordinatenachse
Koordinatenursprung
Abszissenachse

-3 -2-10]414243

-J-

In der graphischen Darstellung wird dazu im allgemeinen ein Paar
senkrecht aufeinander stehender Geraden mit meist linearen MaBskalen
verwendet. Haben diese dieselbe Einheit und einen gemeinsamen Null-
punkt, so spricht man vom kartesischen Koordinatensystem.

Im Kkartesischen Koordinatensystem werden graphsch dargestellt

ein geordnetes Zahlenpaar durch einen Punkt

[a, b)

eine Wertetafel durch eine Anzahl diskreter
Punkte (einen Streckenzug)

der analytische Ausdruck ' durch eine Kurve

éiner stetigen Funktion

Beachte:

1. Die Zahlen a und b, die den Punkt festlegen, heiBen seine Koordinaten:
a Abszisse; b Ordinate. ’
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2. Die Koordinaten der Punkte einer Kurve werden meist gurch x
(Abszisse) und y (Ordinate) symbolisiert: P(x; y).

In der analytischen Geometrie wird umgekehrt ein geometrisches Gebilde
(Punkt, Strecke, Figur, Kurve, ...) durch arithmetische GroBen,
Gleichungen oder analytische Ausdriicke dargestellt. Dadurch ist es
moglich, geometrische (konstruktive) Aufgaben durch algebraische
(rechnerische) Operationen zu losen und das rechnerische Ergebnis an-
schlieBend geometrisch zu deuten. Diese analytische Methode zur
Losung geometrischer Probleme wurde von PIERRE DE FERMAT (1601
bis 1665) und RENE DESCARTES (1596 bis 1650) entwickelt.

14.2. Koordinatensysteme und vektorielle Darstellung N
Auch in der analytischen Geometrie ist die Grundlage ein Koordinaten-
system. Daneben kann man Vektoren zur analytischen Festlegung
geometrischer Gebilde benutzen.

14.2.1. Oft verwendete Koordinatensysteme
Name Grundgebilde Geometrisch Analytisch
wird ein Punkt P, festgelegt durch
schief- zwei unter dem zwei von P; und zwei Zahlen, die
winklige | Winkel  zuein- | den Achsen be- MaBzahlen dieser
ander geneigte grenzte Strecken: Strecken:

g' Geraden, die a) parallel zur a) Abszisse x,,

8 Koordinaten- Abszissen- b) Ordinate y,

S achsen achse,

g b) parallel zur

‘é Ordinaten-

= h

.g achse

S | recht- zwei unter 90° die zwei Lote zwei Zahlen, die

g winklige | zueinander von P, auf die MaBzahlen dieser

@ | (Sonder- | geneigte Ge- Achsen: Lote:

& | fall) raden (w =90°), | a) auf die Ordi- a) Abszisse x,,
die Koordi- natenachse, b) Ordinate y,
natenachsen b) auf die Ab-

szissenachse

28 Simon/Stahl, Mathematik
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. 0 .
Name Grundgebilde Geometrisch Analytisch
wird ein Punkt P, festgelegt durch
ein Strahl die vom Strahl- zwei Zahlen
ursprung zu P, a) die MaBzahl
fuhrende ry der Linge
Strecke, den des Radius-
Radiusvektor vektors,
Polar- b) das MaB ¢,
koordinaten- des Neigungs-
systeme winkels des
Radiusvektors
gegen den
Strahl
(0° = @, < 360°)
xne
J Plx;y)
e 1 1% )1 Pylryi
ol F,/X,,']y/ 1/f,y;}
y, e !\,'/
e
w - T - e
Ye ﬁl [ o .

Beachte:

1. x; und y, kénnen positiv und negativ sein, r, ist stets positiv.

2. Dic Strecken von P; zu den Achsen bzw. P,O sind nicht gleich
X1, Y1, 1, sondern ihre Langen ergeben sich erst durch Multipli-
kation mit der jeweiligen Einheit e. Doch wird in den Figuren meist
statt x,e, y,e, rye nur kurz x,, y,, r, geschrieben.

14.2.2.

Vektorielle Darstellung

Bei der Festlegung eines Punktes P; durch
einen Vektor wird nur ein Ausgangspunkt O
benétigt. Py wird durchden Ortsvektorin O

dargestelit:

_—
OP, =y,

P1

b2l
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14.2.3. Darstellung von Vektoren in Parallel-

koordinatensystemen
Fiir die Ortsvektoren verwendet man als
Bezugspunkt den Ursprung des Koordinatensystems
Basisvektoren die Einheitsvektoren in Richtung der
Koordinatenachsen
Schiefwinkliges System Rechtwinkliges System
A
I Py (x; )
Pilxinl 7
i
f ] R X
%
P1 = x;i + yii

Im folgenden wird nur das rechtwinklige Koordinatensystem benutzt.

14.3. Strecke und Dreieck
14.3.1. Linge / einer Strecke P, P,

Mit Vektoren Mit Koordinaten

y 7|

P,/I,;y,l
Pilxyiy) {
4 Falegiyal
Fz /12 ;yZ} )2
X _”L X2 g
- [ n |

1= |P,P,| = [p; — ¥,

= |(x1i + »1i) — (x2i + y2))) 12 = (x; — x2)* + (31 — 2)?

= |(xy — x2) i + (y — )il

[1= V(xl. —x2* + (1 — »2)?

28*
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14.3.2. Teilpunkt T einer Strecke PP,
T Ta
p a F2 )

Sind P, P,, T drei auf einer Geraden gelegenen Punkte, so gilt fir die

—_— —> —>
kollinearen Vektoren P;T, P,T, P, P;:

—_— —> —
P T— P, T= PP, und PlT lpz

Man sagt: T teilt die Strecke P, P, = a im (Teil-) Verhaltnis A.

~ Liegt T

innerhalb von P, P; (innerer Teilpunkt T)), so gilt — oo < 1< 0,
auferhalb von P, P, (Guferer Teilpunkt T,), so gilt 1> 0.

Fir 4 = 0 fallt T mit P, zusammen, fiir A = 1 gibt es keinen Teilpunkt.
Fir T = P, ist kein Teilverhiltnis erklirt. A = —1 kennzeichnet den

Mittelpunkt M von P,P,.
—> —_—
Die Teilstreckenvektoren P;T und P,T lassen sich auch als Vielfache

— P — — —
des Vektors P, P, ausdriicken: P,T = AP,T = A(P,T — P, P,); daraus
folgt:

—
= PP,

—_ y —_— — 1
P1T= -1 Plpz; P2T= 7=

Die Betrige dieser Vektoren geben die Langen der Teilstrecken P, T
und P,T als Vielfache der Linge der geteilten Strecke P, P, = g an:

P1T=

Die Koordinaten x,,y, des Teilpunktes T J Pilxy i y)

—
t=p + P T=

A
=p+ ﬁ(Pz — by

xed + yif = [Xl + 7
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x; — Ax
xe= xR =
i y, — Ay
n=nyn-+ ﬁ(h —y)= _11—_1_2_
Sonderfall:
Ist M(x,,; ¥) Mittelpunkt van P, P,, dann gilt mit 4 = —1:
=xl+xz_ =)’1+Yz
m 2 ’ m 2

14.3.3. Fliiche des Dreiecks P; P, P3 ¢
—
PP, = Pz — P
—_—
PPy=py—p

1
A= TI(P: —P1) X (b3 — 9))|

1
A= 2 [ (X102 — ¥3) + %2013 — 1) + x3(1 — y2)]|

14.4. Gerade

Eine Gerade ist bestimmt

a) durch 1 Punkt P,(x,;y;) und die Richtung, z.B. den Neigungs-
winkel o gegen die Abszissenachse, oder

b) durch 2 Punkte P;(x,; y;) und P;(x3; y2).

14.4.1. Geradengleichungen

Kurven werden in der analytischen Geometrie durch Gleichungen
wiedergegeben, dic auBer Konstanten (far die gegebenen Bestimmungs-
stiicke) die Variablen x und y (die Koordinaten des laufenden Punktes P)

bzw. die Variable ¢ (den Ortsvektor Z)—F) enthalten. Der Fachausdruck
,,laufender Punkt‘ bedeutet dabei, daB P jede belicbige Lage auf der
Kurve annehmen kann, aber niemals auBerhalb der Kurve liegen darf.
Die Koordinaten bzw. die Ortsvektoren samtlicher Kurvenpunkte
bilden dann die Erfiilllungsmenge der Gleichung dieser Kurve(vgl.9.7.6.).
In der Gleichung einer Kurve stehen im Gegensatz zu den analytischen
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Ausdriicken von Funktionen (vgl. 18.1.) die Variablen x und y véllig
‘gleichberechtigt nebeneinander, d. h., es ist unnétig, abhingige und un-
abhangige Variable zu unterscheiden. Insbesondere ist nicht immer die
Eindeutigkeit der Zuordnung x — y oder y - x gegeben, so daB die
Gleichung einer Kurve nicht immer analytischer Ausdruck einer Funk-
tion ist [vgl. 14.4.1.4 (III)]. Die Geradengleichungen stellen allerdings
(bis auf eine Ausnahme) zugleich analytische Ausdriicke linearer Funk-
tionen, teils in expliziter, teils in implizitgr Form, dar.

14.4.1.1. Punktrichtungsform und Normalform

Bestimmungsstiicke: 1 Punkt P;(x;; yy) und die Richtung
Mit Vektoren Mit Koordinaten

y
\\a' ~ Plx;y)

Slnl
PI/XIIYI} y.i \(5

g [ n ;
7l K . .
Richtung bestimmt durch a Richtung bestimmt durch «
—
P\P=r—p =10 YTH o an(180° — ») =

[imptn]mcicta | B
= —tan«

xi+ yi = x;i + yii + t@a:i +

+ a,j) X=N _ ana (x = x;)
x—x)i+@—y)i= =X
= ta,i + ta,j
X — x; = ta,| Elimination
Y — y1 = ta,|vont, falls x ¥ x,
Yy —nMn ay
-xTXI-=Z=tana(a,4=0) ”l e %

y—yi=tana:(x —x))=m-(x — x,)

Punktrichtungsform der Geradengleichung

Beachte:

1. Der Neigungswinkel « der Geraderi gegen die Abszissenachse wird
von deren positiver Richtung aus im Gegenzeigersinn von 0° bis 180°
gemessen.
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N R ‘ / s
2. m = tan & heiBt der Richtungsfaktor der Geraden. ..
3. Der Faktor ¢ in der Vektorengleichung hat fiir jeden Geradenpunkt - .
einen besonderen Wert, er ist also eine Variable. Fachbezeichnung:-
' Parameter.
4.Sonderfall: P, liegt auf der Ordinatenachse [P,(0; b)]; die Gerade
verlduft also nicht parallel zur y-Achse.
y=mx+b5b
Normalform der Geradengleichung
14.4.1.2. Zweipunkteform und Achsenabschnittsform
Bestimmungsstiicke: 2 Punkte P,(x,; ;) und Py(x;; y,)
Mit Vektoren Mit Koordinaten -
7k n 7
y
‘\a, Plx;iy) _
Palxy; ya] —~ y P2 /Xz;!z) :
" P](X”)’yl 7 Ib; P,{X;;y;}
—_— r]’ ! O
0] 7 X 0 A - \g B
X2

Der Richtungsvektor a (vgl.

14.4.1.1.) kann, falls [a| = P, P,
gewdhlt wird, ersetzt werden
durch:

a=p,—p
p=5p+ 1(p2 — by |
(—oo < t< +o0)
x — x; = t(x3 — x;) | Elimina-
Yy —y1 =14y, — y;) | tion von¢

tan (180° — ) (vgl. 144.1.1)
kann ersetzt werden durch

Y2—0N
X3 — X2

, also:
Y2—nNn
X2 — X3
Y—»  Y2—N

tan x =

X — X3 X2 — X3
(fir x &+ x4
X3 % x3)

O —=y1) (x2 — x1) = (x — x1) (2 — »1)

Zweipunkteform der Geradengleichung

In dieser Form kann die Gleichung jeder Geraden dargestellt werden.
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Sonderfall: P, liegt auf der Abszissenachse [P;(a; 0)] und P, auf der
Ordinatenachse [P,(0; 5)]; die Gerade verlduft also nicht durch den
Ursprung und zu keiner der Koordinatenachsen parallel.

X y
=1
a+b

Achsenabschnittsform der Geradengleichung

Beachte: Y{\
1. a und b heiBen die Achsenabschnitte.

2. Die Achsenabschnittsform ist besonders ?
geeignet, um die Gerade rasch in ein "i

Koordinatensystem einzuzeichnen. 7

BEISPIEL

Daraus folgt:a=2; b= —

o] e

14.4.1.3. Aligemeine Form der Geradengleichung

Jede Geradengleichung ist in x und y linear.

Ax+ By+C=0

Allgemeine Form der Geradengleichung

Umgekehrt stellt auch jede in x und y lineare Gleichung eine Gerade
dar. (Auf einen Beweis dieser Behauptungen wird hier verzichtet.)

14.4.1.4. Sonderfiille
(D)C=0; B+0; Ax+ By=0

A
oder | y=mx (mit—?=m)

Gerade durch den Koordinatenursprung O (0; 0).
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Beachte:
1. Es gilt allgemein fiir algebraische Gleichungen:

Enthdlt die Gleichung einer Kurve kein absolutes Glied, so ver-
lauft die betreffende Kurve durch den Koordinatenursprung.

Geht eine Kurve durch den Koordinatenursprung, so enthilt ihre
Gleichung kein absolutes Glied.

2. Die vektorielle Form dieser Gleichung lautet:

(-oo<r< +00), dapy =0

@) A=0; B+0; By+C=0
oder | y=25 (mit——c—'=b)
B

Parallele zur Abszissenachse im Abstand b.
Beachte:

1. y=0

Gleichung der Abszissenachse

2. Die vektoriellen Formen lauten:

Parallele zur Abszissenachse Abszissenachse
=2y +ri (;:fo)'< | I=1ti [(—oo<t< + o)

@HB=0; A+0; Ax+C=0

oder | x=a (mita= --—)
A

Parallele zur Ordinatenachse im Abstand a.

Beachte: P

1. x=0

Gleichung der Ordinatenachse

2. Die vektoriellen Formen lauten:
Parallele zur Ordinatenachse Ordinatenachse

2SS (o] ee<icto

T=0p +1
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3. Betrachtet man in Ax 4 By 4+ C = 0 x als unabhingige und y als
abhingige Variable, so ist diese Gleichung zugleich der analytische
Ausdruck einer linearen Funktion in impliziter Form (vgl.18.2.4.3.),
da die Eindeutigkeit der Zuordnung x — y im Variabilitdtsbereich
der reellen Zahlen gegeben ist. Das trifft auch fiir die Sonderfalle (I)
und (I) zu. x =a= —C/A im Fall (1II) ergibt sich aber aus
A-x+0-y+ C=0,d.h.auseiner Gleichung, diedurchx=—C/A4
und beliebige Werte fiir y im genannten Variabilititsbereich erfillt
ist. Hier sind also der unabhingigen Variablen x = — C/4 beliebig
viele Werte der abhangigen Variablen y zugeordnet, d. h., es liegt
keine eindeutige Zuordnung x — y vor. Infolgedessen ist x = a wohl
eine Gleichung einer Geraden im Sinne der analytischen Geometrie,
aber nicht analytischer Ausdruck einer Funktion mit x als unab-
héngiger Variabler.

Zusammenstellung der Sonderfiille:

In vektorieller Form In Koordinatenform
S
'\0 ) Pyia; b
a;
g poti ; —==y=b
! e H 7 y=0

. a

|14 .’ 1 Wy > o

=~ * %

-~

14.4.2. Schnittpunkt zweier Geraden

Grundgedanke: Da der gesuchte Schnittpunkt S auf beiden Geraden
liegt, miissen seine Koordinaten (x,; y,) bzw. sein Ortsvektor t, beide
Geradengleichungen erfiillen. Dadurch entsteht ein lineares Glei-
chungssystem, aus dem sich x, und y, bzw. g, bestimmen lassen.

ﬁllgemeincr Losungsweg

Mit Vektoren Mit Koordinaten
Gegeben: Gegeben:

Mz=p, +1p—p,) MNAx+By+C =0
(D £ = p3 + r(ps — p3) (D) A2x + By + C, =0
Gesucht: Gesucht:

L =xi+yi Xs3 Vs
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Bedingungen:

=9 + (2 — py) -
Is = P3 + rs(ps — p3)

oder

P+ t(p2 — py)) =

=P3 + ry(Ps — P3)
Unbekannte:

t!? rl

Von diesen braucht nur eine, z. B.
ry, bestimmt zu werden.

Weg: Skalare Multiplikation aller
Glieder der Bedingungsgleichung
mit einem senkrecht zu (p; — p,)
verlaufenden Vektor.

BEISPIEL

Bedingungen:

Ayxs+ Biys + C, =0
Azxs+ Byys + C2 =0

Unbekannte:
Xsy Vs
Gleichungssystem:

Ayxs + Byys = —Cy
Axxs + Bys = —C,

Gegeben: Gerade I durch P,(—1; 4); P,(4;9)
Gerade II durch P3(—4;4); P4(2; 1)
Gesucht: Koordinaten des Schnittpunktes

Mit Vektoren

pr=—i+4i; p=4i+9i
py=—4i+4j; p,=2i+]i
) ¢=—i+ 4+ «5i+5)
(I z = —4i + 4] + r(61 — 3j)
Bedingung: -

—i+ 4+ 46+ 5) =
= —4i + 4f + ry(6i — 3j)

Losungsweg:

Skalare Multiplikation aller Glie-
der mit (i — {) nach Zusammen-
fassen zu

3i + 4,51 +'51) = ry(6i — 3j):
3ic(i—D+ i+ 5D (i—D=
= ry6t — 3j)- (i — i)
3+1(5—5)=r(6+3)

Mit Koordinaten
N y—9@d+1n=

=Gx+DO-4)
My—H2+4=
=@x+4H0-49

M x—y+5=0
() x+2y—4=0

Bedingung und Gleichungs-
system:

xl_ys+5=o
Xs+2y;—4=0

Losung:
Xg=—2; ys=+3
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. 1
Losung: ry=— 71
3 %,
. 1
Aus (IT) mit ry = ?folgt
I = —2i + 31 P, I3
5(=2; +3) s
—_— \’L\‘
T "X
/ k \E
14.4.3. Schnittwinkel zweier Geraden
Mit Vektoren Mit Koordinaten
Gegeben: Gegeben:
MDr=p+1ta Dy=mx+b =

(IDr=p+1b
a=a,i+a;i
b=b,i+b,i
Gesucht: (a,b) = 6
la x B
a-b
—_ laxby - aybxl —
ab; + ayb,

b, ay
b a
a’ b’

S
|tan x, — tan «,|
= 1+ tana; *tanax,
Fir a; > «, gilt
tanox; — tan oy | =
=tanx, — tan«x;:

tané =

(vgl.11.6.;11.7.)

=tana&y - x + b,
(D) y=myx+ b, =
=tano, x + b,

Gesucht: 8 fir a; > «,

y &/ _r
[
x, &2
4 x
o +8=u0,

=0, —
tand = ta.n(a; —a,)=
tan x, — tan «;
1+ tana, -tanx;
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tanxy; = m;; tana, = m,

tan 6 = M
14+my-my

Sonderfille:
(1) Parallele Geraden

6=0; tanéd=0

lasb, — azby| =0 tan«; = tan o,

a, b,

Qx - by

m; = m,
(2) Orthogonale Geraden -
T
d=—; td=0
3 co

ab, + ab, =0 1+ tanax,-tana; =0

a, 1 1

—_——=——— tanx; = —

ax b, tan oy

by
1
ml I e c—
mz

14.4.4. Punkt und Gerade

Liegt ein Punkt P auBerhalb einer Geraden, so interessiert oft sein

Abstand d von dieser Geraden.

14.4.4.1. HEssesche Normalform

Zur Berechnung von d ist es zweckmiBig, die Geradengleichung in
der HESSEschen Normalform zu benutzen. Bei ihr dient das Lot (die
Normale) vom Ursprung auf die Gerade als Bestimmungsstick. Zur
Herleitung wird die Punktrichtungsformder Geradengleichung(14.4.1.1.)

benutzt.
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" Mit Vektoren

Gegeben: Normalenvektor n
vom Ursprung zur Geraden und
Richtungsvektor a
Geradengleichung:

I=n+1t

Skalare Multiplikation aller
Glieder mit n°:

T'n®=n-n°+rta-n°
nn®=nn’-n°=n
a-n®=0,daaln

£ —n=0

= xi + yj
n° = cos @i + sin gj

Mit Koordinaten

7
9\
Pilncasg ;n sing)

le,-y}

4

I N X
\’

Gegeben: Linge n des Lotes vom

Ursprung auf die Gerade und

Neigungswinkel ¢ dieses Lotes

gegen die positive Richtung der

x-Achse
Geradengleichung:

y—yn=mkx—x))

Xy =ncosep; y,=nsing
y — nsing = m(x — ncosp)
m-tang= —1,danl g
y —nsing =

cos@
sin @
xcosg + ysing =
= n(sin? ¢ + cos? @)

(x — ncos o)

lxcos¢+ysintp—n=0]

Umwandlung der allgemeinen Form der Geradengleichung in die

Hessesche Normalform
Gegeben: Ax+ By+ C=0

Gesucht: xcos@ + ysing —n=0

Wegen Ax + By + C = xcos@ + ysing — n gilt:

J-A4=cosg;

[ B=sing;

fC=—n
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Der Proportionalitiitsfaktor f, mit dem alle Glieder der allgemeinen
Form multipliziert werden miissen, 1a8t sich aus 4 und B berechnen:

f2A2 +f2B2=cos’p + sinp =1

1
f=%
V4* + B?
Das Vorzeichen von f ergibt sich wegen f- C = —n aus dem Vor-

zeichen von C, sofern die Gerade nicht durch den Ursprung geht:

[fz 0, falls C§(T|

BEISPIEL
Ix—dy+5=0 A A
- __1 s
V32 + 42 5 1t
daC=+4+5>0 |
2>
Ergebnis: / A SN\N7° : _
-1 /] i X
3 4
— x4+ —y—1=0
3 x + 5 y
T

cosp= 3
=75
o 127°; n=1 N

sin —-*—4
=75

14.4.4.2. Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Abstand d des Punktes wird nach Parallelverschiebung auf dem
Lot vom Ursprung auf die Gerade (bzw. auf seiner Verlingerung)
bestimmt. Er ist gleich dem Betrag der Differenz aus der Projektion /

von a”] auf die Normale und n:

d=|l—n|
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Mit Vektoren Mit Koordinaten
A Y
N o N
(] N
y N Pyl
n,
% d
? P <z f 2 4
/) X
g 0
I=p,n°
gi=xli+}’1i I=h+1h
n° = cos gi + sin gj l—ilfo:l C_T_Sw;sir/]z = yysing
I=x,cos9+ y sing = X1 C0S@ Ty, SIng

I d=|x, cosp + y; sinp — n| ll

Beachte:

1. Man erhidlt den Abstand d cines Punktes Py, wenn man in die
Hessesche Normalform der Geradengleichung an Stelle der Variablen
x und y die Koordinaten x; und y, dieses Punktes P, einsetzt.

2. Falls die Gerade nicht durch den Ursprung geht, ist der Term
(x4 cos@ + y, sing — n) negativ oder positiv, je nachdem, ob P, auf
derselben Seite der Geraden liegt wie der Ursprung O oder nicht.

3. Alle Geradenpunkte P(x;y) haben den Abstand d = 0. Das ist
die Bedeutung der Hesseschen Normalform:

xcosp+ ysing—n=d=0

14.5. Kreis
Ein Kreis ist bestimmt durch den Mittelpunkt M(c; d) und den Radius r.

14.5.1. Kreisgleichungen

14.5.1.1. Normalform der Kreisgleichung

Die Kreisgleichung stellt die analytische Form der Definition dar:
Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, die von
einem Punkt M dieser Ebene den gleichen Abstand r haben.



14.5. Kreis 449

/

Mit Vektoren Mit Koordinaten
y J7 |
Plxiyl
. I,
M{fid} /
r y Mlc;dl| -
" Pixiy) d
v - '4
0 “17 c X
X
—
MP=—m
= (xi + yi) — (ci + dj) x—c2+(y—dP=r?

[t —m = Vex— o) + (v — a)?
G- +0—a2=r|

Sonderfall: Kreis in Mittelpunktlage (M fillt mit O zusammen)

14.5.1.2. Aligemeine Form der Kreisgleichung
Beim Ausquadrieren von (x — ¢)? und (y — d)? ergibt sich fir die
Kreisgleichung:
x2—2ex+43y2—2dy+c2+d*—r2=0
L ] | | |
A B C

x2+ Ax+y2+By+C=0

Allgemeine Form der Kreisgleichung

Beachte:

1. Die Gleichung enthilt die quadratischen Glieder beider Variabler:
mit den gleichen Koeffizienten 1.

2. Mitunter muB die gegebene Gleichung erst auf diese Form gebracht
werden.

29 Simon/Stahl, Mathematik
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BEISPIEL

—2x—4y+x*+y*+8=0

3. L4Bt sich das nicht erreichen, weil bei den quadratischen Gliedern
verschiedene Koeffizientenbetrige oder Vorzeichen vorkommen oder
weil ein Quadratglied fehlt, liegt nicht die Gleichung eines Kreises
vor,

4. Einer oder zwei der Koeffizienten A, B, C konnen bei einer Kreis-

" gleichung gleich Null sein, doch niemals alle drei.

BEISPIELE
x24y?—2x+5=0 (B=0)
x24+y24+8=0 A=C=0)

5. Um die Lage des Mittelpunktes und den Radius angeben zu konnen,
muf die Gleichung mit Hilfe quadratischer Ergéinzungen (vgl. 9.2.2.4.)
auf die Normalform gebracht werden. Dabei ergibt sich ein reeller
Radius r>0 nur, wenn A2 4 B2> 4C gilt. Andernfalls folgt
rr<0.

BEISPIEL

x3—4x+y’+7y+%=0(A’+B’=16+49>4C=9)

49 9
2 _ 2 — =44 —
x4+ Iyt =4+

7 2
=27+ (y+5) =14
Ergebnis:

Mz~ 3) r=Via

6. Die Kreisgleichung ordnet (mit je zwei Ausnahmen) jedem Wert
der Variablen x aus dem Definitionsbereich zwei verschiedene
Werte der Variablen y und jedem Wert von y aus dem Wertebereich
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zwei verschiedene Werte von x zu. Eine eindeutige Zuordnung ist
also im allgemeinen nicht gegeben, gleichgiiltig, welche Variable man
als unabhingige und welche man als abhdngige ansieht. Die Kreis-
gleichung ist also in keinem Falle analytischer Ausdruck einer
Funktion.

14.5.2. Koordinatentransformation durch Parallelverschicbung

Jede Kurve kann dadurch in eine andere Lage zum Koordinatensystem
gebracht werden, daB das Koordinatenkreuz durch eine Parallel-
verschiebung (Translation) in eine andere Lage gebracht wird. Das
bewirkt, daB alle Punkte andere Koordinaten (xg; y) bzw. Ortsvektoren
(r;) bekommen, die aus den urspriinglichen (xo; ¥o) bzw. ro durch be-
stimmte Transformationsgleichungen errechnet werden konnen.

Mit Vektoren Mit Koordinaten
! 7A 74
| pPlxo;yo bzw. xo;)5 ) { Plxo;yo bzw. xb;yal
Ly o {
—_— Ay 4t +4~S——t— —=x'
) wly
d } — /g
* |
- -
0 Ye X
Xo
Verschiebungsvektor: Xo
b = v,i + v)j

x:):xo_vx
4 ’
o=+ Yo = Yo — Uy

7 7
Xo = X0+ Vx; Yo=Yo+ 0y

Transformationsgleichungen fir die
Translation

BEISPIEL

Kreis in allgemeiner Lage wird in Mittelpunktlage verschoben s
(vgl. 14.5.1.1.).

29*
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I=r+m x=x+c¢y=y+d
r—m=y x—c=x;y—d=y
t—m|=r x—c)P 2+ @—d?=r2
lKl=r X4 yt=r2

14.5.3. Schnittpunkte von Kreis und Gerade

Zur Berechnung der Schnittpunktkoordinaten bzw. des Schnittpunkt-
ortsvektors filhrt man zunichst eine Transformation durch, so daB
der Kreis in Mittelpunktlage kommt. Dann wird wie folgt gerechnet.

Mit Vektoren Mit Koordinaten
Gegeben: Gegeben:
Kreis: |t = r Kreis: x2 + y2 = r?
Gerade:z =p; + ta Gerade: y=mx + b
Gesucht: Gesucht:
_ Schnittpunktortsvektor Schnittpunktkoordinaten
L= xi+ i X5 Vs
Bedingungen: Bedingungen:
ol =r 24 yi=r?
=9+ 1,0 Ys=mxs+ b
oder
oy + tal =r
Unbekannte: Unbekannte: x;; y,
Bestimmungsgleichung: Gleichungssystem:
o+ ta)+ 0+ 1a)=r* | |x3+yi=r?
ys=mxs+b
(Quadratische Gleichung) (Quadratisches Gleichungssystem)

Lbsung:
mb 1 —_—
==y t Vr2a + m?) — b2
b m _—
OO e gk S gy Vria +m) - 5°
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D = r2(1 4+ m?) — b? heiBt die Diskriminante.
die Anzahl der gemeinsamen Punkte.

Nach ihr richtet sich

Diskriminante D Zahl der gexx;ein- Lage der Geraden
samen Punkte zum Kreis
>0 |2 schneiden (Sekante)
r*(l + m?) — b? =0 1 berlihren (Tangente)
<0 |0 . meiden (Passante)
BEISPIELE
Kreis: x24+32=25; r=3>5
Geraden:
Iiy=x—1; m=1; b= —1;
D =251+ 1)—1=50—1> 0: Sekante
4 25 4 " 25
I: y=—x+—;m=—; b=— 2
i T 3 { .
D—"S(l 4 16)_ 625
A S 9
2525 625
= — _—— =0: Tangente / 4 \X
II: y=—x+8;, m=—1; b=28§;
D =25(1+1)— 64

= 50 — 64 < 0: Passante

14.5.4.

Kreistangente

14.5.4.1. Tangentengleichungen

Falls D = r2(1 4+ m?) — b> = 0 (Tangentenbedingung; vgl. 14.5.3.),
ist die Gerade y = mx + b Tangente an den Kreis x? + y?> =r? im

Berithrungspunkte B mit den Koordinaten xg=

b
1+m?’

s =

mb

-—--rmz- und
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Daraus folgt:

| .
2 2
X x r o r
_'=_m;b=l/r=(1 +—})=—Vx§+y§=—
B Y s B4 ]
x r2
— ——B.x-‘-—
B VB

xxp+ yyg=r?

Gleichung der Tangente in B(xg;ys) |
an den Kreis x2 + y2 = r2

Eine Transformation mit x = x" — ¢; y = y’ — d ergibt (wenn nach-
triglich fiir x” wieder x, fiir y’ wieder y gesetzt wird):

x—xg—c)+(y—d)y(pg—d)=r?

Gleichung der Tangente in B(x3; ¥5)
an den Kreis (x — ¢)? + (y — d)*>=r?

Allgemeine Herleitung der Tangentengleichung

Die Tangente an eine beliebige Kurve in einem Punkt B(xp; yg) kann
mit Hilfe der Punktrichtungsform der Geradengleichung (vgl. 14.4.1.1.)
hergeleitet werden, wenn es gelingt, den Richtungsvektor a bzw. den
Richtungsfaktor m, der Tangente z. B. mit Hilfe der Differential-
rechnung oder aus einer speziellen Eigenschaft der betreffenden Kurve
zu bestimmen.

8(xg ;yg)

A7
y=Hx)

=b+1¢
t +o Y — yp= my(x — xp)

mit b = xgi + y5i

Beim Kreis kann zur Bestimmung von a bzw. m, die Tatsache dienen,
daB die Kreistangente senkrecht auf dem Beriihrungsradius steht,
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Mit Vektoren Mit Koordinaten
y y
\&
/ & A\Blxeixe) : Blxp; ¥a)
!/ \ X \‘ j \ ;
Ibler g g

Gleichung von g: Gleichung von g:
r=a+ta Y — ys=m(x — xp)

Gliedweise skalar mit b multi-

pliziert:

r*b=5b:b41ta-b
b-b=b2=r2
a-b=0 (aLlb)

mit b = xzi + ypi

g L r bedeutet m; = —

m,
pd ]
m, = —
Xpg
XB
mg= ——
VB
. xp
y—yp=——(x—xp)
VB

xxg+yyp=xp+rp=r?

14.5.4.2. Grundaufgabe I: Tangente in einem Punkt

Gegeben ist ein Kreis durch seine Gleichung und ein Punkt B auf der
Peripherie durch wenigstens eine seiner Koordinaten xj; y5.

BEISPIEL

Gegeben: Kreis x2 4+ 10x + y* — 12y — 52 =0

Punkt B(3; ys> 0)
Losung:
Normalform der Kreisgleichung:
x+52+0—6*=113
Berechnung von yg:
9+30+y5—12y5—52= 0
ys =13
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Tangentengleichung: -
x+50xs+5+(@—6(s—6)=113
’ Zahlenwerte fiir xp; yp eingesetzt:
x+5):8+(»—6)-T7=113
Ergebnis:
8x4+7y—115=0

14.5.4.3. Grundaufgabe II: Tangenten von einem Punkt

Gegeben ist ein Kreis durch seine Gleichung und ein Punkt P, auBerhalb
des Kreises durch seine Koordinaten x; yo.

Bei dieser Aufgabe miissen zuerst die Koordinaten der Beriihrungs-
punkte By(x;;y,) und B,(x;;y;) errechnet werden. Dazu dienen fol-
gende Bedingungen.

1. B liegt auf der Kreisperipherie; xg und yg erfiillen also die Kreis-
gleichung:
(xs—c)2+(p—d)i= r?
2. P, liegt auf der Kreistangente; xo und y, erfillen also die Tangenten-
gleichung (x — ) (xg — ) + (v — d)(yp — d) = r*:
(xo — ‘C) (xg— )+ @Po—d)(yg—d)= r?
BEISPIEL
Gegeben: Kreis x2 + y2 — 6x — 10y +29=0
Punkt Po(—2;5)
Losung:
Normalform der Kreisgleichung:
x—=32+(@—5%*=5

Tangentengleichung:
x=3&xs—3)+OG—50s—5=S5
1. Bedingung:
xg—3)2+(p—5*=S5
2. Bedingung:

(=2=3)(xp—3)+G—-50s—35)=>5
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Berechnung von xg; y5:
Bi(2;7) Biy(2;3)

Ergebnis:
MHx—2y+12=0

(IDx+2y—8=0

14.5.5. Zwei Kreise

Zwei Kreise kénnen einander

schneiden (2 gemeinsame Punkte),

von innen oder von auBen beriihren (1 gemeinsamer Punkt),
meiden und dabei innerhalb oder auBerhalb voneinander liegen

(kein gemeinsamer Punkt).

Zur Berechnung der Schnittpunktkoordinaten und des Schnittwinkels
zweier Kreise fuhrt man zweckmiaBig vorher eine ‘solche Transforma-
tion durch, daB einer von ihnen in Mittelpunktlage kommt.

14.5.5.1. Schnittpunkte zweier Kreise

Mit Vektoren

1. Kreis: [t| = r,
2, Kreis: [t —m|=r;

Ortsvektor des Schnittpunktes:
Ls = xsi + ysi

Bedingungen:

5l =85 s =r} as
IE: - mlz =
=@C-—m-EG—m= 2%

=L — 2L mtmem=r}
Mit m - m = m2 = ¢2 4 d? folgt:
2, cm=r3—r;+c*+d* (3%

Mit Koordinaten

1. Kreis: x2 + y? = r?

2. Kreis:
x—cP+@—d?=r]
Schnittpunktkoordinaten:
Xs5 Vs

Bedingungen:
+yi=r

xs— P+ (s —d?=r}

Daraus folgt:
r3—2x,c+c? —
—2pd+d*=r;

1)
)

3)
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(1) und (3) ergibt das Gleichungssystem:

- B+i=r

e+ 2pd=ri—ri+c?+4d?

Die Losung dieses quadratischen Systems enthilt eine Wurzel, deren
Radikand (die Diskriminante D) zu entscheiden erlaubt, ob die Kreise
einander schneiden, berihren oder meiden.

1. Kreis: x2 4 y2 = 25
2.Kreis: (x — D2+ (y — N* =25

Lésung:

Diskriminante D Zahl der gemein- Lage der Kreise zu-
samen Punkte einander
.>0 schneiden
=0 beriihren
<0 meiden
BEISPIEL
Gegeben:

Gesucht: S(xy; ys)

(2.) minus (1.) ergibt x, = 7 — y,. (m

In (1.) cingesetzt folgt:
T—y)2+y2=25

Yn——iV——lz

D> 0
Ergebnis:

yn=4 x3=3; 53;4)
y2=3; x3=4; 5:,4;3)

Beachte:

(1) B

Zwei konzentrische Kreise unterscheiden sich nur durch die GriBe der

Radien.

gt —ml=r
f—ml=r,

x—P+@—d?=r}
x—+(y—d?=r}
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14.5.5.2. Schnittwinkel zweier Kreise

Festsetzung: Unter dem Schnittwinkel zweier Kreise versteht man
den Schnittwinkel ihrer Tangenten im Schnittpunkt.

Die Richtungsfaktoren der Tangenten folgen aus den Tangenten-

gleichungen (vgl. 14.5.4.1.).

Richtungs-
Kreisgleichung Tangentengleichung faktor der
Tangente
2 ’ Xp
x4+ yr=r x-xg+y-yp=rt my=——
pd ]
x—ot+@—dr=rt (x —c)(xg — ) + me_Xa—¢
+(y—d)yp—d)=r*| " yg—d
BEISPIEL (vgl. 14.5.5.1.)
1. Kreis: x2 4 y2 =25
5:3;4)
2. Kreis: x—T724+0O—72=25

1. Kreistangente: 3x 4 4y = 25
2. Kreistangente: —4x—7)—3(y—7) =25

3
Richtungsfaktoren: m; = — T; m; = —

T+

Schnittwinkel 6: tané =

(vgl. 14.43)) 14 (_ l) . (__ i) 24
4 3

Ergebnis: § ~ 16°




15. Darstellende Geometrie

Aufgabe der darstellenden Geometrie ist es, von dreidimensionalen
Gebilden in einer Zeichenebene méglichst anschauliche oder méglichst
maBgerechte zweidimensionale Bilder herzustellen, so daB man in
der Lage ist, anhand dieser Zeichnung sich die Gegenstinde gut vor-
zustellen oder sie danach herzustellen bzw. im Modell nachzubilden.
Dazu bedient man sich bestimmter mathematisch fundierter Kon-
struktionsverfahren, sog. Projektionsverfahren.

15.1. Wichtigste Projektionsverfahren

Vom abzubildenden Gegenstand (dem Original) denkt man sich durch
Lichtstrahlen (die Projektionsstrahlen) ein Schattenbild (das Bild oder
den Rip) in einer Ebene (der Projektionstafel oder Riftafel) erzeugt.

untereinander parallel und
Lichtstrahlen- senkrecht | schrig von einem
verlauf L. Punkt aus
zur Projektionstafel
Name des senkrechte schrige Zentral-
Projektions- (orthogonale) (schiefe) projel?tion
verfahrens Parallelprojektion
Anschau- | des schlecht t hr gut
lichkeit Bildes ¢ gu sehr gu
bei ein-
MasB- facher sehr gut gut schlecht
gerechtheit | Lage
Werk- und Anschauliche | Anschauliche
Anwendung Bau- Skizzen ein- Zeichnungen
zeichnungen zelner groBerer
Gegenstinde Komplexe
(Architektur)




15.2. Senkrechte Parallelprojektion auf 1 Tafel 461

Dabei wird der Gegenstand durchsichtig angenommen, so daB auch
verdeckte Teile im RiB sichtbar werden.

Je nach dem Zweck, dem eine Zeichnung dienen soll, wihlt man fiir
die Darstellung diejenigen Projektionsverfahren, deren Bilder die ge-
steliten Aufgaben in bezug auf Anschaulichkeit und Mafgerechtheit am
besten erfiillen.

15.2. Senkrechte Parallelprojektion auf 1 Tafel

15.2.1. Grundgesetze der Parallelprojektion

Unabhingig davon, ob die Parallelprojektion orthogonal oder schrig
ist, gelten folgende Abbildungsgesetze.

(1) Jedem Punkt als Original entspricht genau ein Punkt als Bild.

Beachte: Die Umkehrung dieses Satzes ergibt keine wahre Aus-
sage, denn einem Bildpunkt entsprechen unzihlig viele Original-
punkte, namlich alle Punkte des Projektionsstrahls.

(2) Einer Strecke als Original entspricht ein Punkt oder eine Strecke
als Bild, je nachdem, ob die Originalstrecke in Projektionsstrahlen-
richtung liegt oder nicht.

Beachte:

1. Die Originalstrecke ergibt sicher dann eine Bildstrecke in wahrer
Grdfe, wenn sie parallel zur RiBtafel liegt: Strecke in Frontlage
(Frontstrecke).

2. In anderen Fillen ist die Bildstrecke gegeniiber der Original-
strecke verkleinert oder vergroBert (verkiirzt). Das Verhiltnis
Bild zu Original heiBt Verkiirzungsverhdltnis.

(3) Einem Winkel als Original entspricht ein Strahl bzw. eine Gerade
oder ein Winkel als Bild, je nachdem, ob die Ebene des Originals
parallel zu den Projektionsstrahlen verlauft oder nicht.

Beachte:

1. Der Originalwinkel ergibt sicher dann einen Bildwinkel in wahrer
Gré6Be, wenn seine Ebene parallel zur RiBtafel liegt: Frontlage.
2.In anderen Fillen ist der Bildwinkel gegeniiber dem Original-

winkel verkleinert oder vergroBert (verzerrt).
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(4) Einer ebenen Figur als Original entspricht eine Strecke oder eine
Figur als Bild, je nachdem, ob die Ebene des Originals parallel
zu den Projektionsstrahlen verlduft oder nicht.

Beachte:

1. Wahre GréBe des Bildes ergibt sich sicher bei Frontlage des
Originals.

2.In anderen Fillen erscheint die Figur in ihrer Gestalt verzerrt
und in ihrer GréBe verkiirzt.

(5) Einer Geraden als Original entspricht ein Punkt oder eine Ge-
rade als Bild, je nachdem, ob die Originalgerade in Projektions-
strahlenrichtung verlauft oder nicht.

(6) Parallele Geraden als Original ergeben zwei Punkte oder eine
einzige Gerade oder wieder parallele Geraden als Bild, je nach-
dem, ob die Originalgeraden in Projektionsstrahlenrichtung liegen
oder ob die durch die Originalgeraden gelegte Ebene parallel zu
den Projektionsstrahlen verliuft oder nicht (Satz von der Erhaltung
der Parallelitiit).

Beachte:

Der Abstand der parallelen Geraden bleibt sicher dann im Bild
erhalten, wenn die Ebene durch die Originalgeraden parallel zur
RiBtafel verlauft.

(7) Ein Kérper als Original ergibt als Bild eine Figur.

15.2.2. Grundrisse von Gebilden der Dimensionen 0, 1 und 2

Wird die RiBtafel waagerecht angenommen, so nennt man das durch
senkrechte Parallelprojektion erzeugte Bild den GrundriB des Originals.
Er wird durch das mit einem Strich verschene Symbol des Originals
bezeichnet (P’ : GrundriB des Punktes P; @’ : GrundriB8 der Strecke a).

15.2.2.1. HohenmaBstab und Koten

Aus dem GrundriB allein kann nichts iiber die Hohenstreckung des-
Originals entnommen werden. Dafiir gibt es 2 Hilfen: HohenmaBstab
und Koten.
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Zum GrundriB8 werden beigefiigt
ein HohenmaBstab Koten (Hohenzahlen)
Das ist eine senkrechte Das sind dem GrundriB bei-
Maplinie, auf der die Lage gefiigte Zahlen, die in ciner
E'f' der RiBtafel (O) und die festgesetzten Einheit (e) die
klirung Hohenlage der einzelnen Entfernung der betreffenden
Teile des Originals ver- Teile des Originals von der
merkt werden. RiBtafel angeben.
Punkt fs F l,“ I"
A
I
Strecke —_—
— & 41 g
A ¥ 0
g .
P ars)
I
Dreieck C ¢ ez
A 0=4 A1)

15.2.2.2. Neigungswinkel und wahre GriBe einer Strecke

Mit Hilfe des HéhenmaB-
stabes oder der Koten kon- ,

nen der Neigungswinkel &
gegen die RiBtafel und die
wahre GriBe einer Strecke a
konstruktiv ermittelt wer-
den.

8o 0
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Der Neigungswinkel einer Geraden kann in derselben Weise kon-
struiert werden, wenn man einen Punkt P der Geraden im Grundrif3
und HéhenmaBstab und den Durchstofipunkt der Geraden durch die
RiBtafel, den Spurpunkt S, kennt.

g\

: P
= P .
7 g

\J
.

0-=5

1)
Beachte: a bzw. g darf nicht parallel zur RiBtafel verlaufen,

15.2.2.3. Neigungswinkel einer Ebene

Der Grundrif einer Ebene wird durch die gesamte GrundriBtafel dar-
gestellt. Deshalb betrachtet man die Ebene und ihr Bild jeweils als -
Gesamtheit ihrer Punkte (als Punktfeld) und legt beide durch geeignete
Bestimmungsstiicke fest. Dazu dient z. B. die Gerade, in der die Ebene
die RiBtafel schneidet, die Spurgerade s. )

Zeichnet man eine senkrecht zu s verlaufende Hilfsgerade in der Ebene
ein, eine Fallinie /, und kennt ,

man von dieser noch einen S | ! 4
Punkt P, so kann der Nei-
gungswinkel x von/gegen die
RiBtafel konstruiert werden.
Er gilt zugleich als Neigungs-
winkel der Ebene gegen die .
RiBtafel.

Beachte: Die Ebene darf nicht parallel zur RiBtafel verlaufen.

15.2.3. Grundrisse von Kirpern in einfacher Lage

Wenn von einem Koérper moglichst viele Kanten und Begrenzungs-
flichen parallel oder senkrecht zur Riftafel verlaufen, sagt man, der
Korper befinde sich in einfacher Lage (zur RiBtafel). Die senkrecht
zur RiBtafel verlaufenden Strecken (Geraden, Flichen) heiBen Tiefen-
strecken (-geraden, -flichen).
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Der GrundriB eines Kérpers in einfacher Lage wird mit Hilfe von Front-
und Tiefenstrecken konstruiert (vgl. 15.2.1.).

Alle Frontgebilde werden in wahrer GroBe und Gestalt abgebildet.
Alle Tiefenstrecken werden als Punkte abgebildet.

Der GrundriB eines Korpers in einfacher Lage entbehrt aber jedef
Anschaulichkeit. Oft ist selbst unter Zuhilfenahme von HohenmaB-
stab und Koten kein eindeutiges Original zu entnehmen.

BEISPIELE o o E<Fe6=H
‘:’: .-ﬂ
E=A B
GrundriB von Kreis, Kugel oder 0
Kreiszylinder GrundriB eines Wiirfels mit HdhenmaBstab
v o F
=F A=8=c=0
220

. 780

A 8 200
0=F

GrundriB eines Oktaeders mit GrundriB ecines bergigen Gelindes mit
HoéhenmaBstab Hohenschichtlinien und Koten (iibliche

Kartendarstellung)

15.2.4. Korper in allgemeiner Lage (rechtwinklige
Axonometrie)

Befindet sich der Korper nicht in einfacher Lage

zur RiBtafel, d. h. liegt er so, daB moglichst keine

Kanten und Begrenzungsflaichen parallel oder senk-

recht zur RiBtafel verlaufen, so gewinnt das Bild an
Anschaulichkeit.

Da aber dabei im allgemeinen jede Kante und Be-
grenzungsfliche in besonderer Weise verkiirzt oder

verzerrt ist, ist die Konstruktion des Bildes wesent-  OrthogonalriB

. .. eines Quaders in
lich schwieriger und erfordert besondere Verfahren. ,i.,em?i.,,, Lage

30 Simon/Stahl, Mathematik
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15.2.4.1. Axonometrisches Konstruktionsverfahren

Grundgedanke
Der Originalkoérper wird in ein rdumliches rechtwinkliges Koor-
dinatenkreuz (Zimmerecke; Fachbezeichnung: Dreibein) gestellt.
Zunidchst wird das Dreibein einschlieBlich der auf den Beinen
eingezeichneten Einheiten auf die RiBtafel projiziert; es entsteht
das axonometrische Achsenkreuz. Mit dessen Hilfe wird dann das
Bild des Korpers konstruiert.

Grundlegender Satz (Satz von POHLKE)

Irgend drei von einem gemeinsamen Punkt ausgehende, in belie-
bigen Richtungen verlaufende Strecken konnen stets als Parallel-
projektion eines Dreibeins mit gleichlangen Beinen aufgefaBt
werden.

Je nach der Lage des Dreibeins zur RiBtafel entsteht ein Achsen-
kreuz, dessen Achsen unter verschiedenen Winkeln zueinander ver-
laufen und auf denen die Einheiten nach verschiedenen Verhéltnissen
verkiirzt erscheinen.

Je nach den Verkiirzungsverhiltnissen auf den Achsen unterscheidet -
man drei Arten von Axonometrie.

. Bezeichnung des
Verkiirzungsverhiltnisse .

Bildes Verfahrens
auf allen 3 Achsen gleich isometrisch Isometrie
auf 2 Achsen gleich dimetrisch Dimetrie
auf allen 3 Achsen verschieden trimetrisch Trimetrie

Je nachdem ob schiefwinklige oder orthogonale Parallelprojektion
zugrunde gelegt ist, unterscheidet man schiefwinklige und recht-
winklige Axonometrie. )

In der Konstruktionspraxis des technischen Zeichnens sind zwei Ver-
fahren der rechtwinkligen Axonometrie standardisiert: die Isometrie
(vgl. 15.2.4.2.) und eine Dimetrie (vgl. 15.2.4.3.).

Die Spurpunkte der 3 Strahlen des Dreibeins in der RiBtafel bilden das
Spurdreieck S,S,S;. Bei senkrechter Projektion wird der Scheitel O des
Dreibeins in den Schnittpunkt O’ der Hohen des Spurdreiecks ab-
gebildet.
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Die Achsen des axonometri- N
schen Achsenkreuzes (O’S, ;
0'S;; 0'S;) fallen bei ortho- ﬂ\
gonaler Axonometrie mit ‘
den Hohen des Spurdreiecks e
zusammen. 5
i1 92

15.2.4.2. Isometrie
Aus der Forderung nach gleichen Verkiirzungsverhiltnissen
g1 = g2 = q5 auf allen drei Achsen folgt:

(1) Das Dreibein liegt zentralsymmetrisch zu einer Senkrechten zur
RiBtafel.
(2) Das Spurdreieck ist gleichseitig.

(3) Die Achsenwinkel sind gleich: I a=f=y= 12()T|
(4) Fir das Verkiirzungsverhdiltnis ergibt sich:

2
q1 =42 =(¢q3= VT ~ 0,8165

. 0
30°
8 S2
Begrenzungsdreieck des Schnittdreieck durch
s . Dreibeins das Dreibein
purdreieck
S1S;=a S
—_— a — —_ a — e' S,O
SX=—"/3 S,0=—YV2 q= = —
1 2 1 1 2 V e S.X
a - a = E—
=—J2:— 3= |/—
2 v 2 v Vs
Beachte:

1. Wenn isometrische Bilder als maBgerechte Zeichnungen dienen
sollen, sind alle Strecken in Richtung der Achsen, auch die Ein-

30*



468 15. Darstellende Geometrie

heiten auf den Achsen, eigentlich auf rund 4/5 der wahren Gré8e zu
verkleinern. Doch wird in der Praxis meist darauf verZichtet, und
statt dessen werden die wahren GroBen eingezeichnet. Das bedeutet
eine VergroBerung des Bildes gegeniiber dem Original auf das

3 5
—fach d1,2~—]).
V 3 ache (run e 4)
2. Die Isometrie wird verwendet, wenn alle drei Ansichten des Originals

wesentliche Teile der Zeichnung enthalten.

BEISPIELE

Quadratische Pyramide RegelmiaBiges dreiseitiges Prisma
15.2.4.3. Dimetrie
1
Aus der Forderung ¢, = g; und q; = 0] g, folgt:

(1) Das Dreibein liegt spiegelbildlich zu einer zur RiBebene senkrechten
Ebene.

(2) Das Spurdreieck ist gleichschenklig.

(3) Von den.Achsenwinkeln sind zwei gleich grof: f = .

(4) Fiir die Verkiirzungsverhdltnisse ergibt sich:

2 - 1 .= .
g =q3= 3 VZN 0,9428; ¢q, = Y VZ ~ 0,4714

1
(5) Die Achsenwinkel sind wegen cos x = — ?:

& 97% ﬂ=y=180°—i'2‘—~ 131°
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Y
Begrenzungsdreiecke des Dreibeins Schnittdreiecke durch das Dreibein
R a .- — 1/a? o a®
530=—V2 $,0=|/—tan® — — —
2 ! 4 2 4
a
=— |/tan? — — 1
2
Z; Sl
ql S e— T e—
€ S X
.
2 S3Y
. & V— cos & ]/2
q, = 1 —cot? — = M 2 =
2 d 2sin d
sin — _—
"2 2
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1
Wegen ¢, = ry g folgt: AuBerdem gilt (vgl. 17.3.2.):
V—cosa _ VE sin L 1 —cosax
.o a 4sin o ' 2 2
sin — sin —
2 2
cos ! sin 2 3
K== — — — T —
8 2 4
Daraus folgt:

1 - 2 .-
41=TV2, Qz=’3—V2

Beachte:

1. Wenn dimetrische Bilder als maBgerechte Zeichnungen dienen

sollen, sind alle Strecken in Richtung der Achsen O’S, und O’Sy”
9 — 9

eigentlich auf rund 10’ die in Richtung der Achse O’S, auf rund 2
der wahren GroBe zu verkleinern. In der Praxis verzichtet man darauf
und zeichnet statt dessen die wahren GroBen bzw. die Hilften der
wahren GroBen ein. Das bedeutet eine Vergroferung des Bildes

3 - 11
gegeniber dem Original auf das ry VZ fache (rund 1,06 ~ 1—0) .

2.In der Praxis erhdlt man das Achsenkreuz, wenn man Winkel
von 7° bzw. 41° an eine Waagerechte antrigt und im gemeinsamen
Scheitel eine Lotrechte beifiigt. Die nach links unten weisende Achse
halbiert dabei den Winkel
zwischén den beiden anderen.
Als Einheiten werden nach
rechts und oben doppelt so
groBe Strecken aufgetragen
wie nach links.-

3. Die Dimetrie wird verwendet,
wenn eine Ansicht des Origi-
nals besonders markant ist
und herausgehoben werden
soll.

€263 =2g,
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BEISPIELE

and

Quadratische Sdule RegelmiBige sechsseitige
(doppelt so hoch wie breit) Pyramide (Hohe gleich doppelte
Sechseckseite)

15.3. Schriige Parallelprojektion
15.3.1. Verkiirzungsverhiiltnis und Verzerrungswinkel

Denkt man sich auf der waagerecht angenommenen RiBtafel I7 eine
senkrechte Strecke s aufgestellt, so ergibt diese je nach dem Einfalls-
winkel ¢ der Projektionsstrahlen zur Rifitafel verschieden lange Strek-
ken s’ als Bilder.

° e i s’ q=1s":s
\\ < 45° > 5 >1
‘goc 459 £ = 45° - s =1
A 4w | <5 | <1

Das Verhiltnis ¢ = s’: s heiBt das fir die betreffende schrage Parallel-
projektion charakteristische Verkiirzungsverhiiltnis. Es wird stets far
zur RiBtafel I senkrechte Strecken (Tiefenstrecken) angegeben.
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Je nach der Einfallsrichtung der ‘Projektionsstrahlen haben die Bilder
der Tiefenstrecken in der RiBtafel verschiedene Lage. Bei lotrecht an-
genommener RiBtafel I7 legt man sie durch den Winkel & gegen eine
waagerecht angenommene Grund-
gerade (im Gegenzeigersinn von  Projektions- Verzerrungs-
rechts her gemessen) fest.

strahleinfall winkel

von

links a =0°

unten links 0° < x < 90°
unten o = 90°

unten rechts 90° < & < 180°

rechts o« = 180°
/ \ ' oben (rechts | & > 180°
oder links)

Der Winkel « heiBt der fiir die betreffende schrige Parallelprojektion
charakteristische Verzerrungswinkel. Er wird stets fur Tiefenstrecken
angegeben.

Beachte:

1. g und « konnen willkiirlich gewahlt werden. Es 1aBt sich stets ein
zugehoriger Einfallswinkel € angeben.

2. In der Praxis wahlt man gern solche Zahlenpaare fir ¢ und «, die
Bilder ergeben, die sich leicht zeichnen lassen, eine einfache Map-
entnahme aus der Zeichnung erlauben und dabei moglichst an-
schaulich sind, z. B.

q= T; o =30°
1 . .
q= ?: a =45° (Kavalierperspektive)
2
= — = 60°
q 3 [

q=1; o =90 (Parallelperspektive mit
kongruent_em Grundrif)
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3. Die durch irgendeine schridge Parallelprojektion entstandenen Bilder
heiBen Schriigbilder oder Schriigrisse. Die Bezeichnung ,,Perspektive*
far einige Sonderfille (vgl.2.) ist mathematisch falsch, aber aus
historischen Griinden vielfach iiblich.

15.3.2, Konstruktion von Schriigbildern _

Die Konstruktion von Schrigbildern erfolgt aus dem GrundriB-AufriB-
Bild oder unmittelbar mit Hilfe von Front- und Tiefenstrecken. Wenn
keine der Seiten des Vielecks oder der Kanten des Kérpers Front- bzw.
Tiefenlage hat, miissen Hilfsstrecken eingezeichnet werden, die dieser
Bedingung entsprechen.

15.3.2.1. Ebene Figuren

BEISPIEL 1
Die Figur enthilt Front- und Tiefenstrecken (Original und Schrig-
bild getrennt gezeichnet). .

/U, In
" k ¢=Jz a=3°
: ) § - 0’ I
L eee I x
A - 8 A I's
BEISPIEL 2

Die Figur enthilt keine Tiefenstrecken (Original und Schrigbild in
einer Figur vereinigt).

Als Hilfsstrecke zur Konstruktion von C’ wird die Hohe HC ver-
wendet, dic als Tiefenstrecke auf die Hilfte verkiirzt wird.
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BEISPIEL 3
' Die Figur enthiilt weder Front- noch Tiefenstrecken.

Als Hilfsstrecken werden der waagerechte Durchmesser (Front-
strecke) und dazu senkrechte Sehnen (Tiefenstrecken) verwendet.

15.3.2.2. Korper

Schragbilder von Korpern werden im folgenden so konstruiert, daB
zunichst eine Flache als Grundfidche nach 15.3.2.1. gezeichnet und auf
dieser der Koérper durch Hohen aufgebaut wird. Diese sind im Schrig-
bild Frontlinien und werden demzufolge in wahrer GroBe abgebildet.
(Die ebenfalls moglichen Verfahren der schiefwinkligen Axonometrie
werden hier nicht benutzt.)

BEISPIEL

RegelmaBige sechsseitige
Pyramide; Hohe gleich dem
Durch der Grundfiach

15.3.3. Kavalierperspektive
1
Die Kavalierperspektive (a =45°; q =—2—) wird gern bei anschau-

lichen Bildern von Gegenstinden benutzt.
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BEISPIELE

Wiirfel q= % ;. a=45° Kreiskegel

15.3.4. Parallelperspektive mit kongruentem Grundriff

Das Verfahren findet bisweilen in der Architektur Verwendung. Der
GrundriB (kongruent zur Originalgrundfliche) wird dabei in einer
beliebigen (nicht speziellen) Lage gezeichnet. Von ihm fihrén lot-
recht die Hohen unverkiirzt zu den tibrigen Punkten. Das Verfahren wird

auch Militirperspektive genannt.
BEISPIELE .

Wilrfel g=1; a=90° Zylinder und aufgesetzter Kegel

15.4. Senkrechte Parallelprojektion auf mehr als 1 Tafel

Die Erginzung des Grundrisses bei der Orthogonalprojektion durch
einen HohenmaBstab oder durch Koten zur Festlegung der Hbhen-
erstreckung des abgebildeten Korpers (vgl. 15.2.2.1.) kann ersetzt
werden durch Projektionen auf weitere Rifrafeln, die nicht parallel
zur GrundriBtafel liegen. Praktisch ablich ist die Projektion auf eine
oder zwei weitere Tafeln, die senkrecht zur Grandriftafel stehen:

Zwei- bzw. Dreitafelverfahren.
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15.4.1. Begrenzte Gebilde im Zweitafelverfahren

15.4.1.1. AufriBitafel und Aufrif

Senkrecht zur GrundriBtafel wird eine zweite Projektionstafel an-
genommen. Sie heiBt AufriBtafel, das auf ihr durch Orthogonalprojek-
tion erzeugte Bild heiBt AufriB des Gegenstandes. Die Schnittgerade
beider Tafeln heiBt RiBachse. Dadurch wird der Raum in vier Quadran-

ten aufgeteilt.
P
o
pad 17

-—— — — — === Riflache
|
| ’P’/ z o
L r
Bezeichnungen

GrundriBtafel: IT, AufriBtafel: IT,
GrundriB von P: P’ | AufriBl von P: P”

Quadrant Bezeichnung

vorn oben I. Quadrant
hinten oben II. Quadrant
hinten unten I1I. Quadrant
vorn unten IV. Quadrant

Zur Darstellung in der Zeichenebene wird die GrundriBtafel um die
RiBachse so durch 90° gedreht, daB der vordere Teil der GrundriB-
tafel mit dem unteren Teil der AufriBtafel zusammenfalit.

Dadurch kommen GrundriB und AufriB eines Punktes so zu liegen,
daB sie durch eine senkrecht zur RiPachse verlaufende Gerade ver-
bunden werden konnen: Ordnungslinie des betreffenden Punktes.
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Pt
i , .
Py Py
[ P
P'
fu T .
Pyim Pyyim Piyim Pivim
I. Quadranten II. Quad III. Quad IV. Quadranten

Fundamentalsatz der senkrechten Zweitafelprojektion °

GrundriB und AufriB eines Originalpunktes liegen stets auf einer
Ordnungslinie. Lassen sich ein GrundriBpunkt und ein AufriB-
punkt nicht durch eine Ordnungslinie verbinden, so sind sie nicht
GrundriB und AufriB ein und desselben Originalpunktes.

Beachte:

1. GrundriB oder AufriB eines Punktes kénnen auch auf der Rif-
achse liegen. Dann liegt der Originalpunkt in einer der beiden RiB-
tafeln.

2. GrundriB und AufriB eines Punktes kdnnen auch zusammenfallen.
Dann liegt der Originalpunkt in der Halbierungsebene des II. und
IV. Quadranten (Fachbezeichnung: Deckebene).

" U n
P p P=P
4 | 7
P IS l
Pz p°
L’l ’
P auf IT, Pauf I7, P auf

Deckebene
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15.4.1.2. Strecken im I. Quadranten

Die Risse einer Strecke sind im allgemeinen ebenfalls Strecken, die
durch die Risse der Endpunkte festgelegt sind (vgl. 15.2.1.).

Beachte:

1. Liegt eine Strecke senkrecht zu einer
Riprafel, so ist der in dieser Tafel ge-
legene RiB ein Punkt; der andere RiB

verlduft senkrecht zur Rifachse.

2. Liegt eine Strecke parallel zu einer

Ripfrafel, so verlauft der in der anderen
Tafel gelegene RiB parallel zur Rifachse.
3. Liegt eine Strecke parallel zur Rifachse, so verlaufen beide Risse
parallel zur Riflachse.

- 3" L
|f" d s*
oS’ s'
$ s s s
s ) I, sy, s | I, s | I, s || RiBachse

15.4.1.3. Zwei Strecken im I. Quadranten

Zwei Strecken im Raum konnen drei verschiedene allgemeine Lagen zu-
einander haben. Das ist im Zweitafelbild wie folgt zu erkennen, wenn
von Sonderfillen (vgl. 15.2.1. und 15.4.1.2.) abgesehen wird:

Lage der Strecken | parallel schneiden kreuzen
s, und s, (windschief)
schneideén sich;
Schnittpunkte der Risse sind
Lage der Grund- parallel Grund- und Auf- nicht Grund- und

bzw. Aufrisse von
s, und s,

riB des Schnitt-
punktes im
Raum, d. h., sie
liegen auf einer
Ordnungslinie

AufriB eines

Raumpunktes,
d. h., sie liegen
nicht auf einer
Ordnungslinie
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s 55 X g, ST
|>§’th
‘\L\I {%M 52
51 s;
NN s, schneidet s, (S: Schnittpunkt) s, windschief zu s,
Beachte:

1. Die Schnittpunkte der Risse bei windschiefe"n Strecken kommen
dadurch zustande, daB eine Strecke vor bzw. iiber der anderen
liegt, so daB zwei Punkte verschiedener Strecken durch denselben
Projektionsstrahl an dieselbe Stelle der RiBtafel projiziert werden,
wo die Bilder zur Deckung kommen. Man nennt diese Punkte
Deckstellen (D; und D).

2. Windschiefe Strecken brauchen nicht unbedingt Deckstellen zu
ergeben, auf jeden Fall haben sie aber keinen Schnittpunkt.

15.4.1.4. Wahre GroBe einer Strecke

Liegt eine Strecke parallel zu einer RiBtafel, so ist der in dieser Tafel
entstehende RiB gegeniiber dem Original nicht verkiirzt: wahre GroBe
der Strecke.

Bei beliebiger Lage einer Strecke kann die wahre GréBe ermittelt
werden, indem die Strecke durch Umklappen oder Drehen in parallele
Lage zu einer der RiBtafeln gebracht wird.

Konstruktion der wahren Grife s

durch Umklappen durch Drehen

s ”I-

“©

e
-~ (Kreisbogen mit s’ um den einen
Endpunkt von s")
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15.4.1.5. Ebene Vielecke im 1. Quadranten
3 beliebige Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, bestimmen
auf jeden Fall ein Preieck.

gl

A

f%
T
/Y
4 beliebige Punkte bestimmen nur dann ein ebenes Viereck, wenn
die Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Punkte einen Schnitt-

punkt S haben. Anderenfalls bestimmen sie eine dreiseitige Pyramide
(auch riiumliches Viereck genannt).

A

-

c"
Iz
r | |
i 2 I

R

B

I

Ebenes Viereck Réumliches Viereck (Pyramide)
F!Tu' n-Ecke (n > 4) gilt sinn.gemaﬁ, daB die Schnittpunkte aller Trans-
versalen der RiBfiguren Risse von Schnittpunkten sein missen und
keine Deckstellen sein diirfen.

15.4.1.6. Korper im 1. Quadranten

Das Grundrif-AufriB-Bild von Korpern 1dB8t sich dann besonders
einfach zeichnen und erlaubt dementsprechend aus der Zeichnung
eine einfache Mafentnahme, wenn sich die Korper in einfacher Lage
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zu beiden RiBtafeln befinden (vgl. 15.2.3.). Die Bnlder werden dann
aber meist sehr unanschaulich.

Um anschauliche Bilder herzustellen, dreht man die Kérper um Achsen,
die senkrecht zu einer RiBtafel verlaufen, aus dieser einfachen Lage
heraus. ZweckmaBig fihrt man mehrere Drehungen durch, die ab-
wechselnd um eine zur Grundriftafel und um eine zur Aufriftafel
senkrechte Achse erfolgen. Dabei zeichnet man jedes gedrehte Bild am
besten langs der RiBachse seitlich verschoben, um Uberschneidungen der
Bilder zu vermeiden.

BEISPIEL  Wiirfel
2

e FL6 £ L" a3 [<\ .
: ) \ ¢
\
: P
P , ‘ 0
 T=4 CETH i [ IC £
9L
’l
N
N

Wl Iy H=0) .1 Y
6] ‘ c

, . a4 /*

E=A §=F oA /
’ ] ~
B=F i I
Einfache Lage 1. Drehung: 2. Drehung:
Drehachse j 7, Drehachse j IT,

Die Drehungen werden wiederholt, bis ein Bild von hinreichender
Anschaulichkeit erreicht ist.

15.4.2. Unbegrenzte Gebilde im Zweitafelverfahren
15.4.2.1. Geraden durch den 1. Quadranten

Jede Gerade, die nicht parallel zur RiBachse verlduft, stoBt wenigstens
durch eine, bei allgemeiner Lage durch beide RiBtafeln. Die Durch-
stoBpunkte heiBen die Spurpunkte S, (auf I7,) und S, (auf I7,). Liegen
S, und S, so, daB die Strecke S,S, im I. Quadranten liegt, sagt man,
die Gerade verlaufe durch den I. Quadranten.

31 Simon/Stahl, Mathematix
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~ .
[ SN
,
\\ ? ~ .
N S \\ 4 1]
2 B ]
N 1/ B S~
S~
\{r
Z > y
$1=$,
) Y
N
Beachte: N

1. Vom Grundrifspurpunkt S, liegt der Aufrif S, und vom Aufrif-
spurpunkt S, liegt der Grundrif S; auf der Rifachse.

2. Der Grundrifspurpunkt S, fillt mit seinem Grundrif S; und der
Aufrifspurpunkt S, fillt mit seinem Aufrif S,” zusammen.

3. g’ ist durch S; und S;, g” ist durch S|’ und S, festgelegt.

15.4.2.2. Ebenen im I. Quadranten

Ebenen in allgemeiner Lage, d. h. nicht parallel zu einer RiBtafel oder
zur RiBachse, schneiden die RiBtafeln in je einer Geraden. Diese heiBen
die Spurgeraden oder Spuren e,
(in I1,) und e, (in IT,). Im T2
folgenden soll der von den e

Spuren begrenzte Teil der
Ebene E betrachtet werden,
der im I. Quadranten liegt.

)

1
Beachte: Z

1. Der Schnittpunkt R der beiden Spuren e; und e, muB stets auf der
Rifachse liegen.
2. Die gegenseitige Lage der beiden Spuren kann sehr verschieden sein.

& (7] (7] e2 [ 7]

R ol R

&

ELy €Ll gy munam,
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15.4.2.3. Schnittlinien zweier Ebenen

Schneiden sich zwei Ebenen E und G, so miissen die Spurpunkte Sy
und S, der Schnittgeraden s auf den Spuren e, und g, bzw. e, und g,
der beiden Ebenen liegen. Daraus lassen sich s’ und s” konstruieren.

Beachte: Parallele Ebenen haben parallele Spuren und keine Schnitt-

gerade.

15.4.2.4. Hauptlinien einer Ebene

Wird eine Ebene E durch Parallelebenen zu den Riftafeln geschnitten,
so entstehen als Schnittgeraden die Hauptlinien oder Spurparallelen der

Ebene.

Schnittebene parallel zur

GrundriBtafel 1T,

Schnittgerade parallel zu

IT, und ¢,

AufriBtafel IT,

I, und e,

Fachbezeichnung der
Schnittgeraden

Hohenlinie A

Frontlinie f

Lage der Risse der
Schnittgeraden

31+

k|l e
h”’ || RiBachse

ey
S |l RiBachse
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&2

[} & - k/

N

I's
r
2 [} ,»
f (4
S ) -

AN j

M

t
:?f

15.4.2.5. Inzidenz von Punkten, Geraden und Figuren mit Ebenen

Liegt ein Punkt (eine Gerade, eine Figur) in einer Ebene, so sagt man,
sie inzidieren.

Ein Punkt inzidiert mit einer Ebene genau dann, wenn durch
ihn eine Hauptlinie der Ebene verlduft.

€2 &2
1" I
A \ p/ ,
- 4
. P2

B /

:h' !

& h‘

P, und E in Inzidenz P, und E nicht in Inzidenz



15.4. Senkrechte Parallelprojektion auf mehr als 1 Tafel 485

Eine Gerade inzidiert mit einer Ebene genau dann, wenn ihre Spur-
punkte mit den entsprechenden Spurgeraden der Ebene inzidieren.

g, und Ein Inzidenz

5254 ] 83 und E nicht in Inzidenz
4

Eine Fjgur inzidiert mit eincr Ebene genau dann, wenn fiir alle
ihre Teile (Punkte, Strecken usw.) Inzidenz vorliegt.

Dadurch ist es méglich, fir eine beliebige durch GrundriB und Auf-
riB gegebene ebene Figur die Spuren ihrer Ebene zu konstruieren.
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BEISPIEL  Dreieck

Konstruktion:

Fir zwei der Seiten konstruiert man nach 15.4.2.1. die Spurpunkte.
Diese bestimmen die Spuren der Ebene, in der das Dreieck liegt.

d

_ 7" |k=h

Sy, Sy: Spurpunkte der Geraden AB S .
T’:. T,: Spurpunkte der Geraden AC 5125
ST, auf ¢;; S,T, auf e, =~

Kontrolle: e; und e, miissen sich auf der RiBachse schneiden.

15.4.2.6. DurchstoB von Geraden durch Ebenen

Um den DurchstoBpunkt D einer Geraden g durch-eine Ebene E zu
ermitteln, legt man durch g eine Hilfsebene H senkrecht zu einer der
RiBtafeln und konstruiert nach 15.4.2.3. die Risse der Schnittgeraden s
von E und H. Auf s liegt auch D.
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Beachte: Die Umkehrung dieser Konstruktion erlaubt, durch einen
vorgeschriebenen Punkt einer Ebene die Risse einer Geraden, evtl. in
vorgeschriebener Richtung (z. B. senkrecht zur Ebene), zu konstru-
ieren.

15.4.3. Dreitafelverfahren

15.4.3.1. Seitenriff

Wenn aus GrundriB und AufriB dic Gestalt des Gegenstandes nur
schwer zu erschlieBen ist oder die MaBentnahme Schwierigkeiten
bereitet, wird noch ein weiterer RiB auf einer dritten Tafel beigefuigt:
SeitenriB. Die SeitenriBtafel I7; wird in die gemeinsame Zeichen-
ebene von GrundriB und AufriB wumgeklappt, wobei sie entweder
in die GrundriBtafel oder in die AufriBtafe] gelegt wird. Die Seitenrisse
der geometrischen Gebilde werden mit denselben Symbolen wie die
Originale, aber mit 3 Strichen bezeichnet, z. B. P,

m m,
v

1z

i

Umklappung (2): IT,in 17,
Umklappung (1): fIyin IT,

Beachte:

1. Die Lage der SeitennBtafel kann
verschieden sein. Sie richtet sich
nach dem Objekt und dem beabsich-
tigten Zweck.
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2.Im Dreitafelbild finden sich stets zwei Rifachsen, die die Risse
trennen.

3. Durch zwei der drei Risse ist das Objekt vollstdndig bestimmt, der
dritte RiB 148t sich stets aus den beiden anderen konstruieren (vgl.
15.4.3.2)).

15.4.3.2. Kreuzri

In der Praxis wird die SeitenriBtafel meist senkrecht zur GrundriB- und
AufriBtafel gestellt, so daB alle drei eine Art Zimmerecke bilden.
Dieser SeitenriB heiit KreuzriB.

GRUNDAUFGABE

Konstruktion des Kreuzrisses P’ eines Punktes P, der durch Grund-
riB P’ und AufriB P” gegeben ist und im I. Quadranten liegt.

P P
m, m
Riflachse 1/2
4 7
1 Riflachse 2/3

Auch der KreuzriB P ist mit den anderen Rissen durch Ordnungs-
linien verbunden, die senkrecht zur jeweiligen RiBachse verlaufen:
P”P"”. Die Ordnungslinie P’P"” ist dabei durch einen Viertelkreisbogen
um den Schnittpunkt der beiden RiBachsen unterbrochen bzw. er-
ganzt.

Beachte:

1. Man kann den KreuzriB auch links neben den AufriB oder auch
rechts oder links neben den GrundriB legen. Dann sind entsprechend
andere Ordnungslinien durch Kreisbogen zu erginzen.

2. Man kann die Kreisbogen auch durch die unter 45° zu den RiB-
achsen verlaufenden Sehnen ersetzen.

3. Die Kreuzrisse von Gebilden der Dimensionen 2 und 3 werden
punktweise aus Grund- und AufriB konstruiert.
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BEISPIEL  Kreuzril eines Gebdudes mit Walmdach
A

(Konstruktion mit Hilfe
von Sehnen)

Y
15.5. Ebene Korperschnitte .
15.5.1.  Schnittebene senkrecht zu einer RiBtafel

BEISPIEL

Ebener Schnitt durch eine dreiseitige Pyramide; Schnittebene senk-
recht zur AufriBtafel.
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Konstruktion:

Die AufriBspur e, der Schnittebene ergibt die Aufrisse D, E”,
F” der Eckpunkte der Schnittfigur DEF. Die Ordnungslinien er-
geben dazu die Grundrisse D, E’, F’. Um die wahre Grife und
Gestalt der Schnittfigur sichtbar zu machen, wird die Schnittebene
um ihre GrundriBspur e; mit der in ihr gelegenen Schnittfigur um-
geklappt. Kreisbogen um R und Ordnungslinien parallel zur Rif3-
achse ergeben die Schnittfigur DoEyF, in wahrer GroBe und Ge-
stalt.

15.5.2. Affine Verwandtschaft

Der GrundriB D’E’F’ und die umgeklappte Figur DoEoF, hingen
figirlich eng zusammen. Sie sind (perspektiv) affin verwandt. Per-
spektive Affinitit zwischen zwei Figuren liegt stets dann vor, wenn

a) entsprechende Strecken bei

Verlingerung sich alle auf L T~
. ~
ein und derseiben Geraden 7 ~.
. 7 ~
(der Affinititsathse) schnei- F- er S h

den und wenn v AN .
o 0
b) die Verbindungsgeraden = ——V

entsprechender Punkte (die \
Affinitiitsstrahlen) zueinan- N7
der parallel verlaufen.

Beachte:

1.

Im Beispiel aus 15.5.1. fallt die Affinitidtsachse zwischen D’E’F’
und DoEyF, mit e; zusammen, und die Affinititsstrahlen sind
die Ordnungslinien (sie verlaufen also hier zufillig senkrecht zur
Affinititsachse).

. Auch mit Hilfe der Affinitit kann man z. B. zum GrundriB einer

Schnittfigur die wahre GroBe konstruieren, sobald man die Lage
eines umgeklappten Punktes kennt.

15.5.3. Beliebig gelegene Schnittebene

In diesen Fillen koénnen die Aufrisse der Eckpunkte der Schnitt-
figuren nicht ohne weiteres (wie in 15.5.1.) mit Hilfe von e, bestimmt
werden. Sie miissen vielmehr einzeln konstruiert werden.
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In der Mathematik sind 6 Funktionen definiert, die gewissen Winkeln
bestimmte Zahlenverhdltnisse eindeutig zuordnen. Sie spielen u.a. eine
groBe Rolle:

a) bei der Berechnung von unbekannten Vielecksticken (speziell
Dreieckstiicken) aus einzelnen gegebenen Stiicken,

b) bei der Beschreibung periodischer, d. h. in regelmaBigem Turnus
wiederkehrender Vorginge in Physik und Technik (z.B. Dreh-
bewegungen, Schwingungen).

Aus der ersten Anwendung erklirt sich der Name Trigonometrie,
wortlich: Dreiwinkelmessung, frei: Dreieckberechnung.

16.1. Winkelfunktionen

16.1.1. Definition der Winkelfunktionen

Um den Ursprung O eines rechtwinkligen Koordinatensystems ist der
Kreis mit dem Radius r geschlagen. Durch jeden Punkt P(x;y) der
Kreisperipherie ist eindeutig ein

Zentriwinkel (0° < « < 360°) zwi- y

schen OP und der positiven Rich-
tung der x-Achse festgelegt, wenn o A\PIxy) \
er von dieser aus im mathematisch [

positiven Drehsinn (Gegenzeiger- 2
sinn) gemessen wird. Das Lot I von 0
P auf die x-Achse legt auf dieser die

Projektion p des Radius OP fest. m v
Durch die MaBzahlen x und y der
Strecken ! und p, d.h. durch die
Koordinaten von P, sowie durch die MaBzahl {r} des Radius r werden
die sechs Winkelfunktionen folgendermaBen definiert:
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In Worten In Kurzzeichen
Sinus von a Ordinate sina = Y
RadiusmaBzahl {r}
Cosinus von « Abszisse cosa = od
: RadiusmaBzahl {r)
Tangens von a = Ordinate tana = Y
& Abszisse T x
Cotangens von & = Abszisse cot a X
ge "~ Ordinate y
RadiusmaBzahl {r
Secans von & = ——m78—————— sec o = —
Abszisse x
RadiusmaBzahl {r}
Cosecans von & = ———— cosec ¢ = ——
Ordinate y

Dabei wird festgesetzt, daB die Radiusmafzahl {r} stets positiv
sein soll, die Abszisse x und die Ordinate y von P aber mit den
im kartesischen Koordinatensystem iblichen verschiedenen Vor-
zeichen verwendet werden sollen.

Beachte:

1.

2.

Die so definierten Funktionswerte sind unabhdingig von der GroBe
des Radius, da fiir denselben Winkel « gilt: x ~ {r}; y ~ {r}.

Die Funktionen Secans und Cosecans sind praktisch von unter-
geordneter Bedeutung; sie spielen nur in der Nautik eine Rolle.
Sie werden im folgenden beiseite gelassen.

. Alle Funktionswerte sind als Verhdltnisse zweier Zahlen selbst

Zahlenwerte, die sich im einzelnen durch ihre Berrdge und ihre
Vorzeichen unterscheiden.

. Nicht definiert sind

an dieser
Stelle

tana=if|'.|ra=90° und & = 270° wegen x = 0 ]
x

x
cotax = — fiir « = 0° und & = 180° wegen y = 0
y
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Winkelfunktion Definitionsbereich nicht definiert fur
sin & 0° = a < 360° -
cos a 0° = a < 360° -
0°C=a< 90° ax= 90°
tan a 90° < @ < 270° a = 270°
270° < a < 360°
cota 0° < a < 180° a= 0° =
180° < @ < 360° = 180°
Funktionswerte im I. Quadranten

Den Bereich 0° < & < 360° teilt man zweckmaBig in vier Quadranten
ein. Da die Betrige von {r}, x und y im IL, III. und IV. Quadranten
keine anderen Werte als im I. Quadranten annehmen kénnen, sind
auch fiir die Funktionswerte der vier Winkelfunktionen in allen Qua-
dranten nur solche Betrdge méglich, die bereits im I. Quadranten
(0° = & =< 90°) auftreten.
Wenn « kontinuierlich von 0° bis 90° zunimmt, dndern sich die
Funktionswerte folgendermaBen:

V4 Grenzen
f@W=— | Z N f(@) Wertevorrat

N a=0° |a=90°
sino = % nimmt zu | konstant | wachsend | 0 1 0=sina=s1
cosa = (_xy nimmt ab | konstant | fallend 1 0 1=cosae =0

r

tana = % nimmt zu | nimmt ab | wachsend | 0 - 0=tana < op
cota = % nimmt ab | nimmt zu | fallend - 0 oo > cota =0
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Der Funktionsverlauf spiegelt sich in der grafischen Darstellung wider.

\
fla) \
\
\
\
T \
\\
¢ c
AN
0° \"
- W «

16.1.3. Grundlegende Zusammenhiinge zwischen den Winkel-

funktionen
I sina=i' cosx =
ry {)
2 2 v+, 2 2
sin*x 4 cos* o = ———; x* + y* = {r}
T

sin?a + cos?a = 1

Beachte:

Das Symbol sin2 x bedeutet das Quadrat des Funktionswertes sin x,
also eigentlich (sin a)2.

"y x
ILtana =""; cota=—
X y
| tanax - cota =1 oder
1
tanox = ——; & =
tan «
sinx y-A{r} y
* cosa {r}-x T x
sin & cos &
=tanox; — = cota
cos & sina

Beachte:

Diese Beziehung wird oft zur Definition der Tangens- bzw. Cotangens-
Sfunktion benutzt.
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16.1.4. Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck und

Komplementbeziehungen
In dem jéweils aus r, / und p gebildeten rechtwinkligen Dreieck kann
man [/ als Gegenkathete aq, p als c
Ankathete b des Winkels « und r © Gegenkathete
als Hypotem'.lse ¢ betrachten. Dann oS wa
kann man die Winkelfunktionen auch W (o]
als Verhiltnisse der MaBzahlen die- a
ser Dreieckseiten definieren. A Ankathete zua (b B
Gegenkathete . a .
———————— = Sinus von & — =sinx
Hypotenuse c
Ankathete . b
————— = Cosinus von « — =cosx
Hypotenuse c
Gegenkathete Ta a ¢
—————— = Tangens von & —=tana&
Ankathete 8 b
Ankathete b
——— = Cotangens von « — =cota
Gegenkathete a
Beachte:

Die Funktionen sind bei dieser Definition im Definitionsbereich be-
schrinkt: 0° < & < 90°.

Wird zur Darstellung der Funktionen statt des Winkels &« der Kom-
plementwinkel § = 90° — « benutzt, so vertauschen sich die Begriffe
Gegenkathete und Ankathete. Daraus folgt:

a
sinax = — = cos f§ = cos (90° — &)
c
b . .
cosx = -= sin f = sin (90° — &)
a
tana = 7= cot f = cot (90° — &)
A Gegenkathete 2uB (b) B b

cot x = — = tanf = tan (90° — «)
a

Festsetzung: Die Sinusfunktion soll die Kofunktion zur Cosinus-
funktion (und umgekehrt), die Tangensfunktion die Kofunktion zur
Cotangensfunktion (und umgekehrt) heiBen.
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Der Wert einer Winkelfunktion eines Winkels ist gleich dem Wert
der entsprechenden Kofunktion des Komplementwinkels.

sinax = cos (90° — «); tana = cot (90° — x)

cosax = sin (90° — «); cota = tan (90° — x)

BEISPIELE . a 1
sin30°= — :@=cos 60° = —
2 2
— 1 -
9 07 g 0s30°= 2 3:a=sin60° = — }3
- 2 =2 2
X
N ] - 1 -
N 4 A tan30° = — : 2 13 = cot 60° = — |3
~ 1 2 2 3
~ | .
! a .- a -
cot30°=—2—]/3:7 =tan60° = |3

16.1.5. Funktionswertetafeln

Die meisten Werte der Winkelfunktionen sind irrationale Zahlen. In
den Funktionswertetafeln sind deshalb nur Naherungswerte tabelliert:
vier-, funf-, siebenstellige ... Tafeln. Anordnung und Gebrauch (Inter-
polieren) entsprechen dem der Potenz- und Wurzeltafeln (vgl. 6.3.3.),
nur haben die trigonometrischen Tafeln zwei gegenliufige Einginge,
so daB sie auf Grund der Komplementbeziehungen (vgl. 16.1.4.) stets
zugleich fiir Funktion und Kofunktion benutzt werden konnen.

Beachte:

1. Beim Sinus sind die linke und obere, beim Cosinus die rechte und
untere Winkelspalte bzw. -reihe zu benutzen.

sin 66,4° = 0,9164

cos 22,7° = 0,9225
2. Beim Interpolieren eines Sinuswertes ist wie Gblich zu verfahren,
beim Interpolieren eines Cosinuswertes ist die Interpolationsdifferenz

aber vom Cosinuswert des kleineren Winkels zu subtrahieren, da
die Cosinusfunktion eine fallende Funktion ist (vgl. 16.1.2.):
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BEISPIELE
sin 67,3°

in 67,38° = 0,9225 d 0,9231
sin 67,38° = 0, +10_:UD =0,
7-8
d=—=56~6
10

cos 23,4°

f I d
cos 23,45° = 0,9178 — 10000 0,9174

7-5
d=—"=35~4
10

3. Beim Interpolieren einer weiteren Winkeldezimale geht man immer
vom Funktionswert des kleineren Winkels aus (das ist beim Cosinus
der grofere Funktionswert!).

BEISPIELE .
sin x = 0,9168; x — 66,4° + —— — 66,46°
LT 100
20,9164
(0,9168 — 0,9164 — 4/10000)
/
"4
4-10
n=———=357T..76
7
cos x = 0,9247; x=22,3° 4+ —— =22,37°
/" 100
20,9252
(0,9252 — 0,9247 = 5/10000)
/
v
5-10
n= =11 ~ 7
7

4. Die Tangens/Cotangens-Tafel entspricht in Aufbau und Benutzung
der Sinus/Cosinus-Tafel.

cos f = cot

S0 L 0<a 8° . sina ~ tano
ar 8
85°< B < 90° .
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16.1.6. Algebraische Funktionswerte

Die meisten Funktionswerte sind transzendent (irrational). Einige wenige
sind aber algebraisch (rational oder irrational), ndmlich die zu 0°, 30°,
45° 60° und 90° gehdrenden Werte,

&

am

‘ H

a 0° 30° 45° 60° 90°
. 1 1 )
sin « 0 5 5 V2 5 V3 1 cos 8
l -
tana 0 5 V3 1 V3 - cotp
90° 60° 45° 30° 0° B

Gedéachtnisstitze fir die Sinuswerte

« 0 30° ase 60 | o0
, 1 1 1. 1 1
sin a Tl/(_) TVI —2—V2 5V3 71/;

16.1.7. Logarithmen der Werte der Winkelfunktionen

Bei den Anwendungen machen sich oft logarithmische Rechnungen
erforderlich, in die auch die Werte der Winkelfunktionen einbezogen
werden miissen. Deshalb enthalten die ublichen Tabellenwerke auch
Tafeln der Logarithmen der Werte der Winkelfunktionen. Die auBlere
Gestaltung dieser Tafeln entspricht der der Tafeln der Funktionswerte
(vgl. 16.1.5.). Fir die tabellierten Logarithmen gilt in einer vierstelligen
Tafel folgendes:

32+
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Sinus Tangens
Winkel | 0° bis 45° 45° bis 90° 0° bis 45° 45° bis 90°
Funk-
tions- 0 bis 0,7 ... 0,7...bis1 | Obisl 1 bis oo
werte
Log-
arith-
mender |0,... — n ‘0,... — 0,... —n n, ...
Funk- | —3,2,1) n=1) (=321 | (n=0,1,2)
tions- .
werte
Winkel 90° bis 45° 45° bis 0° 90° bis 45° 45° bis 0°

Cosinus Cotangens

Um die Ubersichtlichkeit der Tabellen zu erhdhen, werden Logarithmen
mit negativen Kennzahlen grundsitzlich mit der Kennzahl —10 ge-
schrieben, und diese wird in der Tabelle nicht mit angegeben.

BEISPIELE
1.1gsin 45° = 0,8495 — 1  wird tabelliert als 9,8495
2.1gtan 3° = 0,7194 — 2 wird tabelliert als 8,7194
3. 1g cot 20° = 0,4389 wird tabelliert als 0,4389
4. 1g tan 89,5° = 2,0591 wird tabelliert als 2,0591

Beachte:

1. Beim Gebrauch der Logarithmen im Rechenschema ist bei Beispiel 1
und 2 jeweils —10 zu erginzen, bei 3 und 4 aber nicht. Eine Ver-
wechslungsgefahr besteht nicht, da —10 nur dort zu erganzen ist,
wo die Einer groBe Zahlen (9, 8, 7) sind.

2. Zwischen Igsin 0° und lg sin 5° bzw. Ig tan 0° und Ig tan 5° ergeben
sich beim Interpolieren auf Hundertstel Grad sehr ungenaue Funk-
tionswerte. Deshalb enthalten die Tafelwerke fur diese Intervalle
meist besondere Tabellen, in denen die Funktionswerte bereits von
Hundertstel zu Hundertstel Grad angegeben sind.



16.1. Winkelfunktionen 501

3. Auch in das Stabrechnen kénnen die Werte der Winkelfunktionen
einbezogen werden. Die Rechenstibe enthalten dazu trigonometrische
Skalen, deren Anordnung bei den verschiedenen Fabrikaten sehr
unterschiedlich ist. Ihr Gebrauch muB aus der jeweils beigegebenen
Anleitung entnommen und erlernt werden.

16.1.8. Funktionswerte im IL., I11. und IV. Quadranten

16.1.8.1. Betriige und Vorzeichen der Funktionswerte

Da die Betrige der Werte der vier Winkelfunktionen im II., III. und
IV. Quadranten keine anderen als im I. Quadranten sind, kann man sie
mit Hilfe der fiir 3° < &« < 90° tabellierten Funktionswerte bestimmen.
Dazu muB zu jedem Winkel im Bereich 90° < o« < 360° derjenige
Winkel o, im I.Quadranten ermittelt werden, dessen Funktionswert
mit dem Berrag des Funktionswertes des Winkels o« im II., 1II. oder
IV. Quadranten ubereinstimmt. Aus der Symmetrie der Bilder entnimmt
man folgende Gesetzmdpigkeiten:

B % ),) bitninl
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~

‘| Der Betrag des Wertes ist gleich dem Wert der-
Quadrant ciner Winkelfunktion fur selben Winkelfunktion des
einen Winkel Winkels
II 90° < a, < 180° a, = 180° — a,
I 180° < a; = 270° o, = o, — 180°
v 270° < a, < 360° o, = 360° — a,

Die Vorzeichen der Funktionswerte ergeben sich laut Definition (vgl.
16.1.1.)'aus den Vorzeichen der Abszisse x und der Ordinate y.

Quadrant Bereici x |y | sina | cosa | tana | cota

I 0=, = 90° |+ + + + +
I 90° < &, < 180° — + — — —
III 180° < &, 5 270° —| - — - + +
v 270° < ¢, < 360° + | - — + — -
BEISPIELE

sin 100° = + sin (180° — 100°) = + sin 80° = 0,9848

cos 200°

— ¢os (200° — 180°) = — cos 20° = —0,9397

tan 300° = — tan (360° — 300°) = — tan 60° = — }/3 (~ —1,732)

Beachte:

1. Um beim Tafelgebrauch in derselben Funktion zu bleiben, setzt man
die Winkel 90° < & < 360° stets mit 180° oder 360°, niemals aber
mit 90° oder 270° zusammen.
BEISPIELE
100° = 180° — 80° (nicht 90° + 10°)

271° = 360° — 89° (nicht 270° + 1°)

2. Da bei jeder Funktion jedes der beiden Vorzeichen in zwei Qua-
dranten vorkommt, ergeben sich beim Aufschlagen der Winkel zu
gegebenen Funktionswerten im Bereich 0° < o < 360° stets zwei

Werte.
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BEISPIELE
cos x = 0,9063: x; = 25°; x, = 360° — 25° = 335°

tanx = —1: x, = 180° — 45° = 135°
x3 = 360° — 45° = 315°

3. Da Logarithmen (im Bereich der reellen Zahlen) nur far positivé
Numeri erklirt sind, kénnen von negativen Winkelfunktionswerten
keine Logarithmen angegeben werden, sondern nur von deren Betrdgen.

BEISPIELE
1g tan 155° existiert nicht (im Bereich der reellen Zahlen), aber
Ig [tan 155°] = Ig tan (180° — 155°) %= Ig tan 25° = 9,6687 — 10
Dagegen:
1g sin 115,7° = Ig sin (180° — 115,7°) =

= Ig sin 64,3° = 9,9548 — 10

16.1.8.2. Einheitskreis als Merkhilfe
Wird im Koordinatensystem

der Radius des Kreises als yA
Einheit verwendet (r=1-¢; !
{r} = 1: Einheitskreis), so er-
gibt sich e e N
)~ I=y-e
. y -1 p=xe |1 x
sina=-—=1y
1
x
cosx = T =x -1

Im Einheitskreis stellt

die Ordinate von P (veranschaulicht durch das Lor) den- Sinuswert,
die Abszisse von P (veranschaulicht durch die Projektion) den
Cosinuswert des Winkels « dar.

Auch die Werte der Tangens- und Cotangensfunktion lassen sich am
Einheitskreis durch Strecken veranschaulichen. Dazu wird im Punkte
(+1; 0) die Haupttangente, im Punkte (0; +1) die Nebentangente an
den Kreis gelegt. Dann gilt:
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r=le

Haupttangente

Der Haupttangentenabschnitt
veranschaulicht den Tan-
genswert, der Nebentangen-
tenabschnitt den Cotangens-
wert des Winkels .

Beachte:
Die Haupttangente liegt stets rechts (nie links),

die Nebentangente

stets oben (nie unten) am Kreis, auch wenn P im II., IIIL. oder 1V. Qua-

dranten liegt.

kreis veranschaulichen

a) durch ihre Linge den Betrag,
b) durch ihre Richtung das Vorzeichen

des jeweiligen Funktionswertes.

Lot, Projektion, Haupt- und Nebentangentenabschnitt am Einheits-

N

eL
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16.1.9. Funktionswerte fiir beliebige Winkel
16.1.9.1. BogenmaB

Ein Winkel & kann gemessen werden
r im GradmaB: « = u°;

. - b
im BogenmaB: « = v = arc v’ = —
r

I

Zur Umrechnung des einen MaBes in das andere dienen

a) Umrechnungstafeln, die sich in jedem Tabellenwerk befinden,
b) die Grundbeziehungen (vgl. 12.8.4.3.)

- x 180° .
v= ‘u® bzw. u° = )
180° 7
T~ 0,0175/ 180° o s7.3
(S
180° - ol x o0
BEISPIELE _
ulf’ = 100° u1° = 3600 33 = 0,3 84 == T’
v ~1,75 v, =2=n us° A~ 17,19°  u° = 45°

Beachte:

1.

2

16.1.9.2. Periodizitit der A

Das BogenmaB muB als Verhiltnis zweier Gebilde der Dimension 1
in reinen Zahlen oder in Radiant (vgl. 12.1.3.2.) angegeben werden.

. Nach Méglichkeit gibt man das BogenmaB als Vielfaches von = an.
3.

Besonders in der hoheren Mathematik ist es zweckmiBig, die Winkel
bei den Winkelfunktionen im BogenmaB anzugeben. Dabei schreibt
man meist statt x nur x.

Winkelfunktionen

a=1000
280°+ 2 360
Wird zu einem Winkel mit dem MaB

x (0 =< x < 2r) ein beliebiges Viel-
faches von 2x (k-2n;k=0,1,2,...)
addiert oder von ihm subtrahiert, so
entstehen neue Winkel mit dem MaB
x + 2kr, die am Kreis durch den-

selben Punkt P charakterisiert sind. [
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Diesen Winkeln kommen deshalb auch dieselben Funktionswerte zu.

Es gilt also:

sin x = sin (x + 2k~x)
cos x = cos (x + 2km)
tan x = tan (x 4 2kr)
cot x = cot (x 4 2k~)

k=0,1,2,3,...

Die Winkelfunktionen sind periodisch mit der Periode ZLI

Die Periode 2x ist fur die Sinus- und Cosinusfunktion die kleinste,
dariiber hinaus kann auch jedes ganzzahlige Vielfache von 2= als

Periode betrachtet werden (4, 67,

).

Bei der Tangens- und Cotangensfunktion wiederholen sich die Funk-
tionswerte (Betrige und Vorzeichen) aber bereits jeweils nach =. Die
kleinste Periode ist also hier = und nicht 2x:

tan x = tan (x + irw)
cot x = cot (x + kx)

k=0,1,2,...

Die Periodizitiit kommt besonders deutlich in den grafischen Dar-
stellungen der Winkelfunktionen zum Ausdruck, wenn man deren Defi-
nitionsbereich auf —oco < x < + oo ausdehnt.

o e
K.\ < b) il

N\,
N TRISETTS

Periode 2

A S

| Periode 27 |
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—————
-

-~
-

-
o o o e ==
s -
~
- o =]
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D‘\.

Beachte:
1. Esist

die Tangensfunktion beix = +Qk+ 1) —% k=0,1,2, ...
die Cotangensfunktion beix = +k-x
nicht definiert.

2. Beim Subtrahieren von 2kw ergeben sich negative WinkelmaBe. Sinn-
gemiB erhilt man solche Winkel am Kreis durch Drehung des Radius
im mathematisch negativen Sinn (Uhrzeigersinn).

J

16.1.9.3. Aufschlagen von beliebigen Funktions- und Winkelwerten

Um den Funktionswert eines beliebigen Winkels mit Hilfe der Tafel
zu bestimmen, wird so oft 360° addiert oder subtrahiert, bis ein Winkel «
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im Bereich 0° < & < 360° Gbrig bleibt. Dann wird nach 16.1.8.1. ver-
fahren.

* BEISPIELE

sin (—3400°) = sin (—3400° + 10 - 360°) = sin 200° =
= — sin (200° — 180°) = — sin 20° = —0,3420
cot 6219° = cot (6219° — 17 - 360°) = cot 99° =
= — cot (180° — 99°) = — cot 81° = —0,1584

Beachte:

1. Beim Aufsuchen des Winkels zu einem gegebenen Funktionswert
ergeben sich nach 16.1.8.1. zundchst im Bereich 0° < a < 360°
stets zwei Winkel. Diese konnen auBerdem um k - 360° vergroBert
oder verkleinert werden und ergeben jeweils weitere Winkel, denen
ebenfalls der gegebene Funktionswert zukommt. Diese Aufgaben
sind also grundsitzlich zweifach unendlich vieldeutig. Alle Winkel, die
sich um k - 360° unterscheiden, heiBen zueinander dquivalent.

Die Werte ein und derselben Winkelfunktion von dquivalenten
Winkeln sind gleich.

BEISPIELE

cosx = —0,7151

ay = 180° — 44,35° 4 k- 360° = 135,65° + k - 360°
«y = 180° + 44,35° + k- 360° = 224,35° 4+ k - 360°
tano = 10

«y = 84,30° + k- 360>

&, = 180° + 84,30° 4 k - 360° = 264,30° 4 k - 360°
oder: & = 84,30° + k- 180° (k=0,1,2,...)

]k=0,l,2,...

] k=0,1,2,...

2. Wegen der Existenz der Logarithmen von Funktionswerten beliebiger
Winkel vgl.16.1.8.L.

BEISPIELE
1g sin 1300° = lg sin (1300° — 3 - 360°) = lg sin 220°
(existiert nicht als reelle Zahl, da sin 220° < 0)
1g |sin 1300°| = Ig |sin (1300° — 3 - 360°)| = 1g |sin 220°| =
= Ig sin (220° — 180°) = Ig sin 40° = 9,8081 — 10
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1g cot (—1250°) = Ig cot (—1250° + 4 - 360°) = Ig cot 190°
= Ig cot (190° — 180°) = Ig cot 10° = 0,7537

Ig cos x = 9,8880 — 10
oy = 39,4° + k- 360°

oy = 360° — 39,4° + k - 360° = 320,6° + k-360°lk=0‘1’2""

Ig [tan «| = 9,4400 — 10; tana < 0
xy = 180° — 15,4° + k - 360° = 164,6° + k - 360°
= 360° — 154° + k-360° = 344,6° + k-360° [ K= O 2,

oder: o« = 164,6° + k- 180° (k=0,1,2,...)

16.2. Ebene Trigonometrie

16.2.1. Berechnungen am rechtwinkligen und gleichschenkligen
Dreieck sowie am regelmiiBigen Vieleck

Die Winkelfunktionen erméglichen die Berechnung unbekannter Sticke
an rechtwinkligen Dreiecken. Da aber grundsitzlich jedes ebene Vieleck
durch geschickt gewihlte Lote in rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden
kann, sind auch jene auf diese Weise der Berechnung zuginglich.
Besonders geeignet fur derartige Zerlegungen sind gleichschenklige
Dreiecke und regelmiiBige Vielecke.

BEISPIELE

1. Die Hohe eines Hochspannungsmastes soll bestimmt werden.s=15m
von seinem FuBpunkt entfernt, visiert man dazu mit einem Winkel-
meBgerit (Theodolit) die Spitze an und stellt einen Erhebungswinkel
von & = 50,3° fest. Die Augenhdhe des Beobachters ist 1 = 1,60 m.

x—h

=tan o
)

x=s-tanx +h

x=15m-tan50,3° + 1,60 m =
=15m- 1,205 4+ 1,60 m

x~ 18,08 m + 1,60m ~ 19,70 m

1
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2. Ein gleichschenkliges Dreieck hat eine Basislinge 5 von 12 cm und
cine Schenkelldnge s von 8 cm. Wie gro sind Winkel und Fliche A?
Durch die Basishéhe wird das Dreieck in zwei kongruente rechtwink-
lige zerlegt.

b
CoOsSox = — I §= —
2 2s
B =180° — 2c
2 o .
h —=sinx; h=ssinx
a s
N T— bk _bs-sina
' T2 2
12
Cos = — . 0,75; &~ 41,4°; B A 180° — 82,8° = 97,2°
16Cm —_—

1
A su?- 12cm - 8 cm - sin 41,4° = 48 : sin 41,4° cm? ~ 32 cm?

3. Sdmtliche Kanten s einer regelmiBigen finfseitigen Pyramide sind
10 cm lang. Wie groB ist das Volumen?
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360°
Wegen o = - = 72° ergibt sich schlieBlich:

| 4 3000 cot 36° |/ 4 1 cm?
= —_— e
24 sin2 36°

625 —
A ot 36° 1,105 cm® =~ 300 cm?®

16.2.2, Berechnungen am schiefwinkligen Dreieck

16.2.2.1. Grundlegende Sitze und Formeln der Trigonometrie

Bei der Berechnung unbekannter Stiicke an schiefwinkligen Dreiecken
(Seiten, Winkel, Fliche) aus gegebenen kann man mit Hilfe gewisser
Sdtze und Formeln direkt, d. h. ohne Zerlegung des Dreiecks durch
eine Hohe in rechtwinklige, zum Ziel kommen. Diese miissen so her-
geleitet werden, daB ihre Giltigkeit fiir spitze wie fiir stumpfe Winkel
gleichermaBen erwiesen ist.

Herleitung fir

spitze Winkel stumpfe Winkel
Me
r Vi
¢ </ {
// A l
he r
a |
5N 2
] A c ]
D |
[]
c=p+t+gq c=p—gq

Als Hilfslinien werden die Hohe A, und der Umkreisradius r (Mittel-
punkt M)eingezeichnet. Dabei erscheint der Dreieckswinkel « nochmals
als halber Zentriwinkel bei M.



512 16. Winkelfunktionen und ebene Trigonometrie

1. Sinussatz
h.=b-sinx h.=b-sin(180° — &) = b - sinx
he.=a-sinf h.=a-sinp
asinff = bsina
a b
sine  sinf
a
2 —sina ’ 2 sin(180° — &) = sina
2r 2r
a b _ ¢
sina  sinf  siny
II. Cosinussatz
h3=b’—q2=a’—p’
pP=c—gq p=c+gq
B —g*=a®>—c*+2cq — ¢* b2—g*=a%*—c*—2cq—¢*
gq=bcosx =b-cos (180° — &) =

= —bcosa

a? = b® 4 ¢ — 2bccosa
entsprechend:

b® = c2 + a%? — 2cacosf
c? = a® + b®> — 2abcosy

III. Projektionssatz

c=p+gq c=p—q
p=acosf p=acosf
qg=>bcosx q=bcos(180° — x) = —bcos &

¢ =acosf + b cosx
entsprechend:
a=bcosy+ ccosp
b=ccosa + acosy
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IV. Flichensiitze
A =%ch¢
h. = bsinx he=b:sin (180° — &) = bsinx
= Lbc sina
2
entsprechend:
I 1 -
A= -z—ca sin
A =i b sin y
2

Durch Anwendung des Sinussatzes ergibt sich daraus als zweite Formel-
gruppe:

il 4 =Lazw=lbz sin)" sina _ 1, sim.xsinﬁ
2 siIna« 2 slnﬂ 2 siny
Beachte:

1. In Formelsammlungen finden sich mitunter noch weitere Berechnungs-
Jormeln, die gelegentlich fir diese oder jene Sonderaufgabe Vorteile
bringen kénnen. Mit den genannten 4 Satzgruppen ist aber jede Drei-
eckaufgabe losbar.

2. Alle Formelgruppen sind so regelmiBig gebaut, daB sie sich leicht
einprigen lassen. Die wichtigste Merkhilfe ist das allen Formel-
gruppen innewohnende Prinzip der zyklischen Vertauschung:
Veriandert man in einer Formel alle vorkommen-
den GroBen (Seiten und Winkel) so, daB sie im :
Sinne des nebenstehenden Zyklus jeweils durch
die nichstfolgende ersetzt werden, so entsteht b( 3
eine neue, ebenfalls giltige Formel. \_yc

BEISPIEL

a? = b% + c2 — 2bccos x

Vol W

b* = c% 4 a%® — 2cacos f

33  Simon/8tahl, Mathematik
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16.2.2.2. Vier Grundaufgaben der Dreieckberechnung

Den aus den Kongruenzsitzen folgenden vier Grundaufgaben der
" Dreieckkonstruktion (vgl. 12.7.2.2.) entsprechen vier Grundaufgaben der
Dreleckberechnung.

Grund- Gegeben Gesucht Benétigte trigonometrische

aufgabe Sitze

1 S, W, W | dritter W.; Sinussatz; Flichensatz II
zwei S.; A

2 w,S, S dritte S.; Sinussatz; Flichensatz I
zwei W.; A oder 11

3 S,W,S dritte S.; Cosinussatz; evtl. Sinussatz;
zwei W.; A | Fliachensatz I

4 S,S,S drei W.; A Cosinussatz; evtl. Sinussatz;

Flichensatz I

BEISPIEL (Grundaufgabe 4)
Gegeben:ga=12cm; b=6cm; c=7cm
Gesucht: «, 8,7, 4

Ldsung:
bz + cz —_ az
cosa = ——m—mM ——
2bc
bsi
sinf = sin &

y = 180° — (x + B)

1
A= -;bc sinx

62 4+ 72 — 122 59
cosam St T 12 9 1800 — 45,38° = 134,62°
8 84
6-sin134,62° 0,718
sinf = s'"lz ~ = = 03559;

By =20,85° (B; = 180° — 20,85° = 159,15°)
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Beachte:

1. Der Cosinussatz liefert durch das Vorzeichen den Dreieckswinkel
eindeutig, der Sinussatz aber doppeldeutig. Der Cosinussatz ist also
in dieser Hinsicht praktischer, doch ist der Sinussatz fiir dic logarith-
mische Rechnung geeigneter.

2. B, kommt hier nicht in Frage, da « + f; > 180°, was nicht mdglich
ist.

y = 180° — (134,62° + 20,85°) = 180° — 155,47° = 24,53°

1
A=7°6-7-sin134,62°cmz = 15 cm?

16.2.2.3. Anwendungsaufgaben

BEISPIELE ‘
1. Ein Flugzeug wird von zwei 25km voneinander entfernten Be-

obachtungsstationen A und B, als es gerade senkrecht iiber 4B fliegt,
unter 25,2° bz\y. 57,8° gegen dic Waagerechte angepeilt. Flughthe?

— — s-sinf
H= . g 3 T e—
AF-sina; AF snGt P
__ s-sina-sinf
xkm ~sin(e+p)
25 - sin 25,2° - sin 57.8°
_A N\, H= S5 - sin : osmS 8 K & 9km
s=25km ] sin 83 —

2.3 Krifte F; =80 N; F, =62 N, F; =55 N greifen in einem
Punkte so an, daB sie sich gegenseitig das Gleichgewicht halten.
Welche Winkel bilden sie miteinander im Angriffspunkt?

Losung:

Die Krifte kdnnen durch Ortsvektoren mit gemeinsamem Ausgangs-

punkt beschrieben und diese wiederum als Repridsentanten freier

Vektoren aufgefaBt werden. Gleichgewicht herrscht, wenn §,; + §.=

= — §&;oder F; + T2 + Fa =0 gilt, d. h., wenn die Vektoren einen

geschlossenen Vektorzug (ein Dreieck) bilden. Die gesuchten Winkel
lassen sich aus den Dreieckwinkeln bestimmen.

33+
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Fr=80N

h=62N :
F:+ F:—F? F}+ F}—F?
cos fy = BTN cos#z—_ZﬁFl_
Fi+ F}— F}
b= SRR

ay=P0+Ps; az=PF3+PB1; as=p+ 5
3844 + 3025 — 6400 469

cospy = 2-62-55 = 6820
5581
cosf; = ——
2™ "8800
7219
c0shs = 5530

By ~ 86,1° o; ~593,9°

B2 ~ 50,6° «, & 129,4°

B = 43,3° a3 & 136,7°

Probe: 93,9° + 129,4° + 136,7° = 360°
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16.3.  Wichtige Umrechnungsformeln

16.3.1. Additionstheoreme

Unter den Additionstheoremen versteht man rechnerische Bezichungen,
die es erlauben, die Funktionswerte der Summe oder der Differenz
zweier Winkel aus den Funktionswerten der Einzelwinkel zu berechnen.

Aus
¢ = bcosa + acos B (Projektionssatz) und

a:b:c=sina:sinf:sin(«x + B) (Sinussatz)
folgt durch Eliminieren von b und ¢
asin(x + B) _ asinf-cosx

- - + acosf oder
sino sin o

ATI | sin (« + f) = sina cos B + cos a sin |

Mil’B = —y ergibt sich aus A.T.I:

AT.II I sin (x — 9) = sin & cos ¥ — cos & sin p I

Mit & = 90° — & ergibt sich aus A.T. II:

AT.II I cos (Y + 8) = cosy cos 8 — siny sin 8 I

Mit 6 = —¢ ergibt sich aus A.T. III:

AT IV | cos(y — &) = cosycose + sinysine I

Beachte:

Die Herleitung der Additionstheoreme erfolgte unter der Voraus-
setzung, daB «x, B, 7, 6, ¢ alle kleiner als 90° sind. Es JaBt sich beweisen,
daB die Beziehungen in gleicher Form gelten, wenn diese Einschrdnkung
fallengelassen wird.
Auch fiir die Tangens- und die Cotangensfunktion lassen sich Additions-
theoreme aus

sin(x = f)

- _cos(a:L—ﬂ)
"a“(“tﬁ’=55(_ai—ﬂ) bzw. cot(a L f)= sin (x £ B)

mit Hilfe von A.T. I bis IV herleiten.
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AT.V/VI

tan(x + f) =

tan« + tan f

1 Ftanatanf

AT.VILVII

16.3.2. Funktionswerte von Vielfachen und Teilen von Winkeln

Werden in A.T.I und A.T. III dic beiden Winkel « und B gleich groB
angenommen, so ergeben sich Bezichungen zwischen Funktionswerten
eines Winkels « und Funktionswerten des doppelten Winkels 2«:

cot (x + f) =

cotacotf F 1

cotf + cotx

sin 20 = 2sinx cos &
cos 2a = cos? & — sin? & =.1 — 2sin? & = 2cos? & — 1

Odermit2a = bzw. a=—:
i a2 B 1—cosp
in? > =———
oos’£= 14 cosp

2 2

Entsprechend folgen aus A.T. V und A.T. VII:

2tano cot?a — 1
tan 20 = ———; cot20 = ———
1 —tan2« 2cotn
. B
Mit 2a=ﬂunda=?erglbt sich:
tan’£=l—wsﬁ; z_11=I-}-cosﬂ
2 1+ cosp 2 1—cosf

16.3.3,

die Summe oder Differenz zweier Funktionsw
zu ersetzen erlauben.

Summen und Produkte von Funktionswerten

Da beim logarithmischen Berechnen von Ausdricken Summen und
Differenzen stérend sind, werden gelegentlich Formeln benétigt, die
erte durch ein Produkt
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/

Durch Addieren bzw. Subtrahieren von A.T.Iund A.T. II oder A.T. lII
und A.T. IV ergibt sich mit

a+Pf=x; a—pf=y; alsoa=x-:y; ﬂ=x-2—y:

. .ox+ x —
sinx +siny = 2sin y cos 3 4
. . . X—y x+y
sinx —siny = 2sin cos
2 2
x+ x —
cosx 4 cosy= 2cos 2ycos 2y
X X —
cos x — cosy = —2sin +y sin 2y

16.4. Goniometrische Gleichungen

Die unter 16.3. hergeleiteten Beziehungen werden oft beim L&sen:
goniometrischer Gleichungen benétigt. Darunter versteht man Bestim-
mungsgleichungen, bei denen die Unbekannte u.a. im Argument einer
Winkelfunktion vorkommt.

Goniometrische Gleichungen gehdren zu den transzendenten Gleichungen
(vgl. 9.3.). Sie sind nicht immer mit rechnerischen Mitteln und bei.un-
eingeschrinktem Winkelintervall niemals eindeutig l6sbar.

16.4.1. Grundform der goniometrischen Gleichungen
Die Grundform liegt vor, wenn eine einzige Winkelfunktion gleich
einer Zahl ist und die Unbekannte nur im Argument dieser Funk-
tion vorkommt.
BEISPIEL
cos (x — 13°) = —0,8660
Das Auflésen geschieht durch Aufschlagen in der Funktionswertetafel.
x; — 13° = 180° — 30° 4 k- 360°
x; = 163° £ k- 360°
—_—— k=0,1,2,.. R
x3 — 13° = 180° + 30° + k - 360° '
Xy = 223° 4 k - 360°
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16.4.2. Einfache goniometrische Gleichungen in einer Unbe-
kannten

Kommt die Unbekannte mehrfach, z. B. in den Argumenten verschie-
dener Funktionen vor, so muB unter Anwendung der Grundbeziehungen
(vgl. 16.1.3., 16.1.4.) oder der Umrechnungsformeln aus 16.3. zunichst
die Grundform hergestellt werden.

BEISPIELE
1.sinx = 3cos x
in
st J‘=3 (cos x 4 0)
cos x
tanx = 3

x=71,56°+ k-180° (k=0,1,2,...)

2. tan(x — 60°) = cot x — 1
tan x — tan 60°
1 4 tan x - tan 60°

tanx—]/§=cotx—l+]/§-—]/§tanx

=cotx — 1

(1+V§)tanx—ﬁ+(l-2]/§)=0

1-273 1
+Tl7§— tanx — 1+ V3 =0
tan y— — 1—2)3 V17 _
. 2+42Y3 7 2423
tan x; & +1,207 tan x, ~ —0,3036
X1~ 50,35° + k - 180° x3 A 180° — 16,89° + k - 180° =
— 163,11° + k- 180°

tan? x

k=0,1,2,...
Beachte:
1. Die Proben zeigen, daB x; und x, tatsichlich Losungen sind.
2. Da sich bei goniometrischen Gleichungen rechnerisch oft Winkel-
werte ergeben, die keine Losungen darstellen, muB die Probe unbe-
dingt fiir jeden errechneten Winkelwert durchgefihrt werden.
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16.4.3. Einfache goniometrische Gleichungssysteme in zwei
: Unbekannten

Goniometrische Gleichungssysteme werden im allgemeinen durch Sub-
stitution auf 1 Gleichung in 1 Unbekannten zuriickgefahrt.

BEISPIELE
1. sinx _ 4
siny )
x + y = 80° }{=80°—x
sin x _ 4
sin (80° —x) 3
3 sin x = 4 sin 80° - cos x — 4 cos 80° - sin x
sinx _ 4-sin 80°
cosx 3+ 4-cos80°
tan x ~ 1,066
& =46,83° + k-180°; y=133,17° + k- 180°
Beachte:

1. Die Bedingung x + y = 80° verlangt, daB bei dem eiren Winkel
k - 180° addiert, beim anderen entsprechenden aber subtrahiert
werden muB: 46,83° + k- 180° + 33,17° — k - 180° = 80°. Des-
halb muB die Ldsung heiBen:

x; = 46,83° + k- 180°; y, = 33,17° — k- 180°

x; = 46,83° — k- 180°; y, = 33,17° + k- 180°

k=0,1,2,...

2. Da bei der Addition bzw. Subtraktion von & - 180° beide Winkel
in gleicher Weise verindert werden, d. h. stets im gleichen Qua-.

sin x _

siny 3

dranten liegen, bleibt das Verhiltnis auch dem Vor-

zeichen nach erhalten.

2.sinx+§iny= 1
cosx —cosy=0,1

Nach 16.3.3. kann dafiir geschrieben werden:

x+y x—y
* cos =1
2 2

x+'v-sinx—y=0,l

2sin

—2sin
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Durch Division entsteht:

. Xx—y

sin — Xy )
=tan = —0,1
cm.vt--—y 2
2

x—y

5 = 180° — 5,71° & k- 180° = 174.29° & k - 180°

*k=0,1,2,..)
. x+y 1
sin =
2 2 - cos (174,25° 1 k- 180°)
ergibt jetzt
x+y 1

i =0,2,4,..:si = - —0,502

Lfor k=0,2,4 sin — 2-cos5,7l°~ S
. x+y 1

Lfor k=1,3,5,...: si = 0,5025
1L for sin— trcsse o T
Félglich gehdren zusammen:

x.x;y = 174,29° 4 k - 360°
a) ":’=210,17°¢k-360° b)x':y = 329,83° 4+ k - 360°
2= 354200 4 k- 360°
a) ":"=3o,17°¢k-3eo° b) ‘;‘y=149,83°ik~360°

Da jedoch aus I. und II. dieselben x- und y-Werte resultieren, gibt es
mur folgende Lisungen:

x.=24,46°;{:k'360° Xz=144,12°:tk'3m°
¥y = 35,88° &+ k- 360° y2 = 155,54° &+ k - 360°
k=0,1,2,...

Die Probe zeigt dic Richtigkeit beider Lsungen.



FUNKTIONENLEHRE

17. Funktionen

17.1. Funktionsbegriff

Definition:

Wenn jedem Element x aus einer Menge X genau ein Element y
aus einer Menge Y zugeordnet ist, so sagt man, daB auf X eine
Funktion f mit dem Definitionsbereich X und dem Wertebereich Y
erklirt sei und schreibt dafir f: x — y oder f: x — f(x) oder auch
y = f(x) fur alle x € X.

y =f(x) lies: y gleich f von x. Wegen des Zeichens € vgl. 9.7.1.3.
Eine Funktion f kann auch als eindeutige Abbildung von der Menge X
auf die Menge Y, also als einc Menge geordneter Paare [x, y] aufge-
faBt werden.

Beachte:

1. Von einer Funktion spricht. man also nur, wenn eine eindeutige
Abbildung oder Zuordnung vorliegt.

2. x heiit Argument oder unabhiingige Variable. Die zweite Bezeichnung

- soll darauf hinweisen, daB x willkdrlich, d. h. unabhiingig von wei-

teren Einschrinkungen, aus dem Definitionsbereich X herausgegriffen
werden kann.

3. Die y-Werte sind dagegen durch Anwendung der Funktion f auf die
jeweils ausgewdhiten x-Werte bestimmt. y heiSt deshalb abhiingige
Variable oder auch Funktionswert.

4. Fir den Definitionsbereich X ist auch die Bezeichnung Argumeat-
bereich oder Urbildbereich oder Vorbereich iiblich, fir den Werte-
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s.

bereich Y auch Wertevorrat oder Bildbereich oder Nachbereich.
Der Definitionsbereich ist also der Variabilititsbereich der unab-
hangigen, der Wertebereich der Variabilititsberei¢h der abhangigen
Variablen.

Die Funktion kann statt durch f auch durch andere Zeichen wie
F, g, h, p, p, sin, tan, Ig, ... bezeichnet werden.

BEISPIELE

1.

w

Definitionsbereich: Menge X = {2, 4, 6, 8}
Wertebereich: Menge Y = {1, 3}
Zuordnung: x=2 >y=1
x=4 > y=1
x=6+»y=3
x=8 > y=3
Da jedem x € X eindeutig ein y € Y zugeordnet ist, ist dadurch
eine Funktion f erklirt, nimlich die Menge der geordneten Paare

f={[2, 1}, 14,1}, [6, 3], [8, 3]}.

. Definitionsbereich: Menge R aller reellen Zahlen

Wertebereich: Menge N aller nichtnegativen Zahlen
Das Zeichen f soll bedeuten, daB jedem x € R sein Quadrat x2 € N
zugeordnet wird, also
f:x =+ x2 oder f(x) = x? oder y = x>
Das heiBit: 244
2,1 »441
—3+9 usw.

Die Funktion f ist also die Menge der geordneten Paare [x, x2]
fur alle x € R.

. Zahlenfolgen (vgl.8.1.1.;17.4.1.)

Definitionsbereich: Menge der natiirlichen Zahlen > 0
Wertebereich: _Menge der reellen Zahlen

f:n—+a, oder f(n)=a,

Die Funktion ist hier die Menge der geordneten Paare [#, a,], wobei a,
ein Glied der Folge und n seine Nummer bedeutet.
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172, Darstellung der Funktionen

Funktionen konnen in verschiedener Art beschrieben und dargestellt
werden. Das kann geschehen

-

a) durch Erkldrung der iuordnung in Worten, e
b) durch eine Wertetafel,
c) durch eine grafische Darstellung (ein Funktionsbild),

d) durch einen analytischen Ausdruck (eine Funktionsgleichung).

Dabei ist eine Darstellung nach a) stets fir den gesamten Definitions-
bereich méglich, die Darstellungen nach b) und c) umfassen aber '
mitunter nicht die gesamte Menge f der geordneten Paare.

Die Darstellung nach d) versagt oft bei Funk-
tionen, die konkrete Sachverhalte wiedergeben
bzw. aus diesen durch Abstraktion gewonnen
wurden.

Y

BEISPIELE

1. a) Der Seitenlinge x eines Quadrates ist die
FlachengroBe y eindeutig zugeordnet.

N e o,

b)x | 1 2 2,5 3 Definitionsbereich: x> 0
y | 146,25 9 Wertevorrat: y>0 + T2 J 7 i

c) Siehe nebenstehendes Bild
d)f:x —+x% oder y=x?
2.a) Im Laufe eines Tages ist der Tageszeit x die Lufttemperatur y
eindeutig zugeordnet. - .

b)x| 0 2 4 681012141618 2022 24
y—2—2—-3—-20 3 6 8 87 4 1—1

Definitionsbereich: 0 = x < 24

Wertevorrat: Hingt von Jahreszeit, Witterung und Lage des Be-
obachtungsortes ab; im gewihlten Beispiel —3 <y < 8.
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y
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d) Entfillt, da ein Gesetz fir diesen funktionalen Zusammenhang
nicht bekannt ist.

3. a) Allen reellen Zahlen x aus dem Bereich —2 < x =< +2 sollen
diejenigen reellen Zahlen y zugeordnet werden, die sich durch
Anwendung der Funktion

, fix—— V4 — x? ergeben.

bx|—-2 —1 0 +142 —2=x=2
y| 0-1V3—2-Y3 0 —2=y=o0

A

dy=-V4—x*
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Beachte:

1. Die Wertetafeln im Beispiel | und 3 stellen nur Ausschnitte dar.
Auf Grund des analytischen Ausdrucks konnten noch beliebig viele
weitere Paare berechnet werden. Die grafische Darstellung ist eine

zusammenhiingende Kurve.

2. Die Wertetafel im Beispiel 2 enthilt alle Beobachtungswerte; weitere
sind nicht bekannt und lassen sich, da eine analytische Darstellung
fehlt, auch nicht berechnen. Die grafische Darstellung besteht nur
aus den 13 diskreten Punkten, die den 13 Beobachtungsdaten ent-
sprechen. Andere Werte lassen sich aus der grafischen Darstellung
nicht ermitteln. Eine Verbindung aufeinanderfolgender Punkte durch
Strecken ist gestartet, aber nicht notwendig.

3. Die Einheiten auf den Koordinatenachsen wahit man entsprechend
dem Definitionsbereich und Wertevorrat, nach Maéglichkeit auf
beiden Achsen gleich groB (iiber die Grundlagen der grafischen
Darstellung vgl. 14.1. und 14.2.).

17.3.  Umkehrfunktionen
Der analytische Ausdruck in zwei Variablen x und y kann vorkommen in

a) impliziter Form F(x,y) = 0,zB. x2 —xy + 2 - 5§ =0
b) expliziter Form y = f(x) bzw. x = ¢(»), z.B. y = x? + 3x bzw.
x=siny—3

Dabei soll durch f die Zuordnung x — y und durch ¢ die Zuordnung
y — x beschrieben sein. '

Mitunter 148t sich die implizite Form F(x,y) = 0 in einfacher Weise
nach jeder der beiden Variablen auflosen:

Aus F(x,y) =0 folgtdann y =f(x) und x = g(y)
Sofern dabei
sowohl durch f: x — y als auch durch ¢:y = x

eindeutige Zuordnungen dargestellt sind, sagt man, die Zuordnung sei
umkehrbar eindeutig oder eineindeutig. Dann ist sowohl durch f als
auch durch ¢ eine Funktion erklirt.
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Solche Funktionen y = f(x) und x = p(y) heiBen wechselseitig Umkehr-
funktionen oder inverse Funktionen. Fiir sie gilt stets:

y =flp0)) bzw. x = glf()] |

BEISPIEL

3 —
5
xy—5=0 ergibt J'=—xT=f(x) und x=l/—%=¢0‘)

Tatsichlich gilt:
3

e 5 /5 e<x<Hooixk0
PETALGY TS —e<y<twir+0
’7) B

Oft bezeichnet man die zur Funktion f inverse Funktion mit f-1.
Dann ist die Wechselbeziehung dargestellt durch

fynt=r].

und es gilt
ly =010 x =1

Beachte:

1. Zwei zueinander inverse Funktionen y = f(x) und x = f-(y) sind
in demselben Koordinatensystem durch das gleiche Funktionsbild
dargestellt, nur die Zuordnung der Variablen und damit ihre Be-
deutung (Argument oder Funktionswert) sowie Definitions- und
Wertebereich sind gegeneinander ausgetauscht.

f [
Zuordnung x>y y—>x
Argument x€X y€Y
Funktionswert yeE€Y x€EX
Definitionsbereich X Y
Wertebereich Y X
Geordnete Paare [x, »1 by, x]
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BEISPIEL
X={4,9,16,25) Y=1{2,3,4,5)
f:x—»l/;fl_'lrallexex fliy—+yiralleyeY
oder y = Jx = f(x) oder x = y2 = f-I(y)
Definitionsbereich: X Definitionsbereich: Y
Wertebereich: Y Wertebereich: X .

F=1{42],093], (16,41, (25,5)} | f-! = {[2,4]), 13,9), (4,16}, [5,25]}

2. Meist werden auch in der Umkehrfunktion f-! die Zgl'::hen Siir die
Variablen denen in der Funktion f angeglichen, d. h., das Argument
wird mit x und der Funktionswert mit y bezeichnet. Dann ist die zu
y = f(x) gehdrende Umkehrfunktion durch y = f~!(x) bzw. y = ¢(x)
dargestellt. In diesem Falle sind zwei zueinander inverse Funktionen
in demselben Koordinatenéystem durch zweiverschiedene, symmetrisch
zur Winkelhalbierenden des I. und III. Quadranten gelegene Bilder
dargestelit. Die unter 1. erwdhnte Vertauschung von Definitions- und
Wertebereich bleibt natiirlich bestehen. ’

BEISPIEL
y=2" (—o< x< +o0; y>0)
y=logx (x> 0; —oo y< +o0)
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17.4. Grenzwerte von Funktionen

In jeder Zahlenfolge ist jeder natiirlichen Zahl n > 0 ein bestimmtes
Glied a, eindeutig zugeordnet. Folglich kann jede Zahlenfolge als
Funktion der Variablen n mit dem Bereich der natiirlichen Zahlen
>0 als Variabilitdtsbereich aufgefaBt werden: a, = f(n).

Wird der Variabilititsbereich erweitert, so kann dadurch oft ein Uber-
‘gang zu einer entsprechenden Funktion y = f(x) mit einem kontinuier-
tichen Definitionsbereich, meist dem der reellen Zahlen, erfolgen.

BEISPIELE

1. {a,} mit a, = a; + (n — 1) d, eine arithmetische Folge 1.Ordnung,

~ wird zur linearen Funktiony = a, + (x — 1)dodery = dx + a, —d

2. {a,} mit a, = n?, dieFolge der Quadratzahlen, wird zur quadratischen
Funktion y = x2. '

1
3. {a,} mit a, = — , dieFolge der Reziprokwerte der natiirlichen Zahlen,
n

1
wird zur gebrochenen rationalen Funktion y = —.
- X
4. {a,} mit a, = a* ¢g"~!, eine geometrische Folge, wird zur Exponential-

a
funktion y = a, - ¢*~! oder y = Tl-q‘.
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Einrichten gemischter Zahlen 66

Einsetzungsverfahren 234

Eintafelprojektion 46}

Einzelaussage 263

Element (Determinanten) 277;
(Mengen) 257

elementare Funktionen 527

elementfremd 261

Elimination 234

endliche Dezimalzahl 73

- Zahlenfolge 167

Entfernung (Punkt von Gerade)
358, 447
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entgegengesetzte Elemente 352

-~ ganze Zahlen 51

- komplexe Zahlen 156

- Vektoren 307

entgegengesetzt gerichtete Vektoren
306

- liegende Winkel 359

entscheidbar 270

entsprechende Stiicke 361 e

Entwicklung einer Determinante 293

erfiillen 190

Erfiillungsmenge 265, 273

Ergiinzung einer PlangrdBe 342

Erhaltung der Parallelitat 462

Erweitern von Briichen 62

Erweiterungen des Potenzbegriffs
114, 118, 127

- der Zahlenbereiche 27, 48, 58,
118, 154

Erweiterungsfaktor 62, 67, 71

es gibt 263

et 267

Eukvipischer Algorithmus 46

- Lehrsatz 399

EuLersche Gerade 372

~ Zahl e 135

EuLerscher Polyedersatz 428

Existentialaussage 263

Existenz 238

explizit 527

Exponent 25, 110, 114, 115, 127;
(negativer) 115

Exponentialgleichungen 137

exp x 197

extensional 258, 266

&-Beziehung 258

falsche Aussage 263

- Gleichheitsaussage 263

~ Ungleichheitsaussage 263

Faktor 25

Faktorenzerlegung 88

Fakultat 171

Fallinie 464

Fliache 353

Flachen-diagonale 411

—-inhaltsberechnungen (Dreieck)
401, 437, 513; (Kreis) 403;
(n-Eck) 403; (Viereck) 402

Flachenkugel cines Polyeders 430

Folge siche unter Zahlenfolge

fortlaufende Proportion 96

Front-lage 461

—-linie 483

Siir alle 264

Funktion 523

Funktions-bild 525

--darstellung 525

—-wert 523

—-wertetafeln (Winkelfunktionen)
496, 507

Funktor 268

ganze rationale Zahlen 27, 48

Gausssche Zahlenebene 156

gebundener Vektor 305

gekriimmt 354

gemeiner Bruch 70

gemeinsame Teiler 44

- Vielfache 44, 67

gemischte Zahl 60

gemischtquadratische Gleichung
207, 208

genau ein 199

genau dann, wenn 230, 265

Geometrie 353

-, darstellende 460

geometrische Grundgebilde 353

- Reihen 182; (unendliche) 186

- Verwandtschaften 385

- Zahlenfolgen 181; (unendliche)
185

geometrischer Ort 383, 389

geometrisches Mittel 181, 407

geordnete Menge 156

Gerade 353; (in der darstellenden
Geometrie) 464, 481

- Kdrper 409

- Rechenarten 25, 34

— Zahl 43

Geraden-biischel 392, 395

—-gleichungen 437

gerades Verhdltnis 98

Gerade-Zahl-Regel 78

geradlinig 354

geschlossenes Viereck 311

Geschwindigkeit 310

gestreckter Winkel 356
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gleichgerichtete Vektoren 306

Gleichgewicht von Kriften 315

Gleichheit 189; (Mengen) 257;
(Vektoren) 305, 321

Gleichheits-aussage 190

—-axiome 189

Gleichméchtigkeit 258

gleichnamig 65

gleichschenklig 368

gleichseitig 368

Gleichsetzungsverfahren 234

gleichsinnige Ahnlichkeit 390

- Kongruenz 386

Gleichungen (als Aussageform) 272;
(allgemeingiiltig) 191, 276;
(ersten Grades) 199; (mit
Briichen) 203; (mit Klammern)
201 ; (numerische) 205; (rein-
quadratische) 207; (zweiten
Grades) 206

Gleichungssysteme 232

gleichwertig 273

Glieder (Polynom) 79; (Proportion)
94; (Zahlenfolge) 166

Gon 355

goniometrische Form der kom-
plexen Zahl 158

- Formeln 494, 496, 517, 518, 519

- Gleichungen 519

Grad (WinkelmaB) 355; (Gleichung)
196

grafische Addition (reelle Zahlen)
38; (arithmetische Zahlenfolgen)
179

- Darstellung 432

- Subtraktion (reelle Zahlen) 39

grafisches Rechnen mit komplexen
Zahlen 163

Grenzwert (eigentlicher) 186;
(uneigentlicher) 186; (Zahlen-
folgen) 184; (Zahlenreihen) 186

GrofBe 96

GroBengleichung 96

grofBter gemeinsamer Teiler (g.g.T.)
44, 64

GrofBkreis 422

Grund-aufgaben der Dreieck-
berechnung 514

--bereich 264

Grund-fliche 408

--konstruktionen 365

--linie 369

~-rechenarten 25, 34, 53,65, 68, 75,
79, 83, 85

--riB 462, 464, 476; (kongruenter)
472; 475

--riBtafel 462, 476

—-vektor 319

—-wert im Positionssystem 31

— — bei der Prozentrechnung 104;

(vermehrter, verminderter) 106
—-zahl 110
—-ziffer 31

Halbieren einer Strecke 365, 437

- eines Winkels 365

Halbmesser 377

harmonische Punkte 397

Haupt-diagonale 277

—-kreis (Kugel) 422

—-linie 483

—-nenner 67

—-tangente 503

Hessesche Normalform 445

Hexaeder 430

Hilfs-dreieck 398

—-ebene 486

hinreichend 270

Hinterglied 94

Hoch-zahl 110

Hohe (Vieleck) 371, 398, 401 ;
(Korper) 412

Hohen-linie 483

—-maBstab 467

--satz 398

homogen 285

homologe Stiicke 386

Hypotenuse 370

Hypotenusenabschnitt 398

Identitit 190

lkosaeder 430

imaginire Achse 157

— Einheit i 154; (Potenzen von i)
155

— Zabhlen 157

Implikation 266
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implizit 527

independent 167, 175, 181

indirekt proportional 100

Induktion; Beweis durch voll-
stdndige - 168

inhomogen 285

Inkreis 367, 371, 387, 401

Innenwinkel 366, 369, 373

innere Glieder 94

innerer Ahnlichkeitspunkt 393

- Teilpunkt 397

inneres Produkt 332, 351

Interpolieren 121, 140

inverse Funktion 528

Inzidenz 484

irrationale Zahlen 118

Isometrie 466, 467

Kalkill 268

Kardinalzahlen 26

kartesisches Koordinatensystem
432

Kathete 370

Kathetensatz 399

Kavalierperspektive 472, 474

Kegel 409, 416, 419; (Mantel)
416

Kennzahl 138

Klammern 81 .

Klasse (Definition der natiirlichen
Zahlen) 29

Kleinkreis 422

kleinstes gemeinsames Vielfaches
(k.g.V.) 44, 67

Koeffizient 80

Korper (stereometrischer) 353;
(beim Rechenstab) 143; (pris-
matischer) 408 ; (pyramiden-
formiger) 408 ; (regelmiBiger) 410;
(schiefer) 410; (unregelméaBiger)
410

Kofunktion 495

Kombinationsverfahren 234

Kommutationsgesetz 34, 307, 310,
334

komplanar 306

Komplementwinkel 357

komplexe Zahlen 28, 118, 127, 154,
156; (grafisches Rechnen) 163

Komponentendarstellung (Vektor)
320; (Skalarprodukt) 336; (Vek-
torprodukt) 345

kongruenter GrundriB 472, 475

Kongruenz 385, 386

—-kriterien 387

--siitze 387

konjugiert komplex 156

Konjunktion 266

konstantes Produkt 101

Konstruktionsaufgaben (Vielecke)
388, 397

kontradiktorisch 265

Kontraposition 271

konvergent 186

Koordinaten 432

—-achsen 433, 441

—-systeme 433

—-transformation (Parallelver-
schiebung) 451

—-ursprung 432, 441

korrespondierende Addition und
Subtraktion 95

Koten 462

Kreis 377, 403, 448

—-abschnitt (segment) 378, 379, 420

—-ausschnitt (-sektor) 378, 379, 405,
420

—-bogen 377, 379, 405

—-fliche 378; (Flicheninhalts-
berechnung) 403

—-gleichungen 448

—-kegel 409, 416, 419; (Mantel) 416

— —-stumpf 409, 418, 419; (Mantel)

416

—-linie 377; (Umfangsberechnung)
403

--tangente (Konstruktion) 381, 382

—-tangentengleichung 453, 455, 456

—-zylinder 409, 413, 419; (Mantel)
413

Kreise, konzentrische 379, 458

kreuzen 478

Kreuz-produkt 342

—-1iB 488

krummlinig 354

kubische Gleichung ohne Absolut-
glied 221

Kiirzungszahl 62, 72
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Kugel 419

—-abschnitt (-segment) 420, 422, 425

--ausschnitt (-sektor) 420, 423, 426

--geometrie 421

--kappe (-haube, -kalotte) 421, 422,
426

--oberfliche 421, 425

—-schicht 420, 422, 427

--volumen 420, 423

—-zone 421, 422, 427

Liufer (beim Rechenstab) 143

laufende Koordinaten 437

laufender Punkt 437

leere Menge 258

Lehrsatz des PYTHAGORAS 399

LeiBNi1zsches Ersetzbarkeitstheorem
189

lineare Gleichung 196, 199

-~ Gleichungssysteme 232

- Interpolation 121, 140

linearer Vektorraum 352

Linearfaktor 209

Linie 353

liniengebundener Vektor 305

Losung 191, 233, 240

Losungs-grundmenge 273

--menge 273

Logarithmand 25, 130

Logarithmen der Funktionswerte
der Winkelfunktionen 499, 508

—-gesetze 135

—-systeme 132

~-tafel 140

Logarithmieren 25, 130

logarithmische Berechnungen 141

— Gleichung 230

- Skale 144

Logarithmus 25, 130

—-wert 25, 130

Lot 365

lotrecht 358

Mantel 409, 413, 416, 418
—-linie 409

Mantisse 138

MaBzahl 96, 300
—-gleichung 96
Mehrtafelverfahren 475

Menge 257

mengenbildende Eigenschaft
257

Mengen-lehre 257

--operation 259

merkwlirdige Punkte im Dreieck
37

Minor 292

Minuend 25

Mittel (arithmetisches) 175, 407;
(geometrisches) 181, 407

Mittel-parallele 377, 383, 402

—-punkt (Ankreis) 373;
(Inkreis) 371; (regelm#Biges
Vieleck) 367; (Strecke) 365, 437;
(Umkreis) 371

—-punkts-gleichungen (Kreis) 449

- —-winkel 378, 381

—-senkrechte 371

Modul 134

MoivRescher Satz 162

Monom 79

monoton 167

Multiplikation 25, 55, 56, 68, 75,
91, 160, 161; (grafisch, komplexe
Zahlen) 164; (von Termen) 272;
(von Vektoren mit Sk¢jaren) 306,
321 )

Nachfolger 30
natiirliche Logarithmen 135
— Zahlen 26, 27, 29
Neben-diagonale 277
—-kreis (Kugel) 422
—-tangente 503
—-winkel 357
n-Eck 366; (regelmiBiges) 367,
509
Negat 265
Negation 265
Neigungswinkel 463, 464
Nenner 60
Neugrad 355 {
Neutralitit 270
NEwTONsches Verfahren 223
nicht 265
non 267 ~
Norm (Vektor) 321
Normale 445
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Normalform (algebraische Bestim-
mungsgleichung n-ten Grades)
196; (Geradengleichung)

439;

(Gleichungssystem in zwei Un-
bekannten) 232;
(Gleichungssystem in drei Un-
bekannten) 240;

(quadratische Gleichung) 206;
(Hessesche - der Geraden-
gleichung) 445; (Kreisgleichung)
448

notwendig 270

- und hinreichend 271

Null 26, 30, 31, 32, 48, 50;
(Rechnen mit Null) 56

--element 352

—-folge 185

--stelle 192

—-term 272

—-vektor 352

—-winkel 355

Numerus 130, 138

Oberflicheninhaltsberechnung
(Kreiskegel) 416; (Kreiskegel-
stumpf)418;

(Kreiszylinder) 414;

(Kugel) 425;

(Kugelkappe, -haube, -kalotte)
426,

(Kugelzone) 428; (Prisma) 413;
(Pyramide) 416;
(Pyramidenstumpf) 417;
(Quader) 412;

(Wiirfel) 412

oder 265

Oktaeder 430

Oktalsystem 33

Operationszeichen 50

Ordinalzahlen 26

Ordinate 432, 433

Ordinatenachse 432, 441

Ordnungslinie 476

Original 460

orthogonal 358

orthogonale Parallelprojektion
461, 475

- Vektoren 335

Orthogonalitdtsbedingung fiir zwei
Geraden 335, 445

Ortsdefinition (Kreis) 384

Ortsvektor 305

Paare, geordnete 48, 62, 156, 233,
523

parallel 353

parallele Geraden 360; (Parallel-
biischel) 395; (Parallelit4ts-
bedingung) 445

- Vektoren 335

Parallelkoordinatensysteme 433

Parallelogramm 374, 402

— der Bewegungen 303

Parallel-perspektive mit kon-
gruentem GrundriB3 472, 475

—-projektion 461

--seiten 377

—-verschiebung des Koordinaten-
systems 217, 451

Parameter 439

Partial-division 89

~-produkt 170

—-summe 173

—-summenfolge 174

PascaLsches Dreieck 87, 171

Passante 378, 453

PEAaNO-Axiome 29

Peripherie 377

--winkel 378, 381, 384

Permanenzprinzip 27

Pfeil 303, 305

7 403

PlangroBe 342

Planimetrie 354

PoHLKEscher Satz 466

Polarkoordinatensysteme 434

Polyeder 428

-, regelmiBige 429

Polynom 79

Positionssysteme 30

Potenz 25, 110, 162; (grafisch,
komplexe Zahlen) 165

Potenzen von Binomen 86

- -i155

Potenz-gesetze 112, 128

—-tafel 120

—-wert 25, 10
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Pridmisse 271

Prim-faktor 41

—-faktorenzeriegung 41

~-teiler 40

--zahlen 40

Prinzip vom ausgeschlossencn
Dritten 263

- - - Widerspruch 263

Prisma 409, 412, 414

Probe 14, 36, 37, 70, 192, 233, 240

Produkt 25; (konstantes) 101

—-darstellung (quadratische
-Gleichung) 215

--folgen 170

—-gleichheit 100

--gleichung 93

—-kette 100

—-symbol 170

Projektion 385

Projektions-satz (Trigonometrie)
512

—-strahlen 460

—-tafel 460

—-verfahren 460

Projektivitdt 385

Proportion 94, 202, 247, 250

proportional 98, 403, 405; (direkt)
98; (indirekt) 100, 102

Proportionale, mittlere 407

Proportionalititsfaktor 98, 391, 403

Prozent 103

—-proportion 104

—-satz 104

—-wert 104

Punkt 353

—-rechnung 85

—-richtungsform der Geraden-
gleichung 438

Pyramide 409, 415

Pyramidenstumpf 409, 417

Quader 411

Quadrant 476, 478, 480, 481, 482

Quadrantenbeziechungen
(Winkelfunktionen) 501

Quadrat 375

quadratische Ergidnzung 209, 450

— Gleichung 206

- Séule 412

Quersumme 43, 247; (alter-
nierende) 44

Quotient 25

Quotientenfolgen 170

quotientengleich 58

Radiant 355

Radikand 25, 117; (negativer) 123,
126

Radius 377

—-vektor 434

radizieren 25, 117, 162

rationale Zahlen 27, 60, 74

Rationalmichen des Nenners 130

Raum 352, 353

—-diagonale 411

Rechen-arten erster Stufe, 25, 34,
53, 65, 79, 85

~ — zweiter Stufe 285, 34, 55,68, 83, 85 -

— - dritter Stufe 25, 109, 117, 130

 Rechen-arten, gerade und ungerade

(direkte und indirekte) 25, 34, 36

—-gesetze (Skalarprodukt) 334;
(Vektorprodukt) 343

--stab 143

—-zeichen 50

Rechteck 375, 402

Rechtsschraubung 325

Rechtssystem 325

rechtwinklig 368

reelle Achse 157

— Zahlen 28, 109, 120, 156

reflexiv 189

Regula falsi 223

Reihen 174; (arithmetische) 176;

' (Determinanten) 277;
(geometrische) 182; (unendliche
geometrische) 186

—-summe 174; (der arithmetischen
Reihen) 176; (der geometrischen
Reihen) 182; (der unendlichen
geometrischen Reihen) 187

rekursiv 167, 175, 181

relativ prim 44

Reprisentant 62; (Vektoren) 305

resultierende Translation 303

reziprok 60, 101, 247

Rhombus 375, 402

Richtung 302
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Richtungs-cosinus 322, 328
--faktor 439

—sinn 302

--winkel 322, 328

RiB 461

—-achse 476

—-tafel 460

rémisches Zahlensystem 33
Rotationskdrper 419
Runden 76

SARRUSsche Regel 287

Satz der Zweiwertigkeit 263

Scheitelwinkel 357

Schenkel (Dreieck) 369; (Trapez)
377; (Winkel) 354

schiefwinkliges Dreieck 368, 511

~ Koordinatensystem 433

SchlieBungsvektor 311

SchluB von nauf n + 1 168

Schnitt von Ebene mit beliebigem
Kdrper 489

—gerade zweier Ebenen 483

—--punkte von Gerade mit Gerade

----- Kreis 452

- — = Kreis mit Kreis 457

—-winkel von Gerade mit Gerade
444

— — — Kreis mit Kreis 459

Schrigbild (SchragriB) 473

schriige Parallelprojektion 471

Schwerpunkt (Dreieck) 371, 400

Secans 492

Sechseck, regelmaBiges 367

Segment 378, 379, 420

Sehne 378, 379

Sehnen-tangentenwinkel 378, 382

—viereck 381

Seiten 366

—-flichen 409 .

~-halbierende 371, 400, 401

—-kanten 409

—-riB 487

Sekante 378, 453

Sekanten-ndherungsverfahren
224

—-satz 405

—-tangentenwinkel 378, 382

Sektor 378, 379, 405, 421

senkrecht 358

Senkrechte errichten 365

senkrechte Parallelprojektion 461

Senkrechtstehen zweier Geraden
(Bedingung) 445

seq 267

Sinus 492, 495, 502, 504, 506, 517,
519

~-satz 512

—-tafel 496

Skalar 300

—-produkt 331

skalare GroBe 300

- Komponenten 320, 326

sowohl als auch 265

Spalte (Determinanten) 277

Spat 325

Spiegelung (Determinanten) 279

Spitze (gleichschenkliges Dreieck)
369

Spur 482

—-dreieck 466

—-gerade 404, 482, 486

—-parallele 483

—-punkt 464, 466, 481

Stabkdrper beim Rechenstab 143

Stammbruch 60

Stellenwert 31

—-faktoren 31, 32

—-systeme 29

Stereometrie 408

Strahl 353

Strahlensatz 394

Strecke 353; (analytische Geo-
metrie) 435; (darstellende Geo-
metrie) 478

streng monotan 167

Strichrechnung 85

Stiirzen (Determinanten) 279

Stufen (Rechenarten) 25

—-winkel 359

Substitutionsverfahren 234

Subtrahend 25

Subtraktion 25, 54, 65, 67, 75, 159;
(mehrere Subtrahenden) 37;
(grafisch) 39; (grafisch; komplexe
Zahlen) 163; (Terme) 272

Subtraktionsklammern 81
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subtraktive Verkniipfung von
Vektoren 313

Summand 25

Summe 25; (Vektoren) 309

Summen-folgen 171

—-symbol 87

Supplementwinkel 357

Symmetrie 360

--achse 361, 369, 370, 376, 377,
378, 379

—-winkel 362

—-zentrum 362, 370, 374, 378

symmetrisch (Gleichheitseigen-
schaft) 189

Systeme von linearen Gleichungen
233, 240

Tafeldifferenz 121

Tangens 492, 495, 502, 504, 506,
518

—-tafel 498

Tangente (Kreis) 378, 380

Tangenten-abschnitt 406

—-bedingung (Kreis) 453

--gleichungen (beliebige Kurve)
454; (Kreis) 453

—-konstruktionen (Kreis) 381, 382

—-n4herungsverfahren 224

—-satz 406

—-viereck 387

Teilbarkeit 39

Teilbarkeitsregeln 43

Teildreieck 388, 397

Teilen von Strecken 396, 436

Teiler 39; (echte) 39; (gemeinsame)
44; (groBter gemeinsamer) 45;
(triviale) 39; (zusammengehorige)
42

teilerfremd 44

Teil-menge 258

—-produkte 170

—-punkt 397, 436; (innerer und
4uBerer) 436 :

Term 271

Tetraeder 430

Textaufgaben 245

THaLEs-Satz 339, 382, 384

Tiefen-lage 464, 472

—-strecke 464, 472

Transformation (Parallelverschie-
bung) 217, 451

transitiv 189

Translation 302, 352, 451

Transversale 361, 370

transzendente Bestimmungs-
gleichungen 197, 230, 519

transzendent-irrationale Zahlen
120, 131, 403, 499

Trapez 374, 377, 402; (gleich-
schenkliges) 377

trigonometrische Berechnungen
509, 515

— Formeln 494, 496, 502, 512, 517

Trimetrie 466

Ubersichten

-, besondere Linien am Dreieck 371

-, Brucharten 60

-, Dezimalzahlen 73

-, Dreieckformen 368 .

-, Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen linearer Gleichungs-
systeme 238

-, geometrische Grundgebilde 353

-, — Verwandtschaften 385

-, Grundaufgaben der Dreieck-
berechnung 514

-, Hauptlinien einer Ebene 483

-, Koordinatensysteme 433

-, Kérperformen 408, 409

-, merkwiirdige Punkte des Drei-
ecks 372

-, Methoden der Elimination 203

-, Polyeder 430, 431

-, Projektionsverfahren 460

-, Quadranten (darstellende Geo-
metrie) 476

—, Rechenarten 25

-, rechtwinklige Axonometrie 466

-, Rotationskérper 419, 420, 421

-, Skalarprodukt und Vektor-
produkt 351

-, Stellenwerte 32, 71

-, Vergleichen von Zahlen 93

-, Viereckformen 374, 375

-, Winkel-bezeichnungen 356

—, —-funktionen 492, 495, 504, 506

-,—-maBe 355
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Ubersichten

-, Winkelpaare 357, 359

-, Wurzeln der quadratischen
Gleichung 213

-, Zahlenbereiche 27, 28

-, Ziffernsysteme 30

Umfangs-berechnung (Dreieck)
401; (Kreis) 403; (n-Eck) 403;
(Viereck) 402

--winkel 378, 381

Umformung von Gleichungen 193,
273

umgekehrte Rechenarten 25, 36

umgekehrtes Verhiltnis 100

umkehrbar eindeutig 527

Umkehrfunktion 528

umklappen 479, 487, 488, 490

Umbkreis 367, 371, 401, 402

Umlaufsinn 312

unabhingige Variable 523

Unbekannte 191

und 265

unechter Bruch 60

uneigentlicher Bruch 60

- Grenzwert 186

unerfiillbare Gleichung 276

ungleichnamige Briiche 67

ungleichsinnige Ahnlichkeit 390

- Kongruenz 386

Ungleichung (als Aussageform)
272

Universalaussage 263

Unter-determinante 292

—-menge 258

Urbildbereich 523

Ursprung 432

VANDERMONDESche Determinante
297

Variabilitdtsbereich 23, 190, 524

Variable 23, 190, 262, 523

Variablen-belegung 264

—bereich 190, 262, 524

Vektor 304, 352; (in der ana-
lytischen Geometrie) 435; (in
rechtwinkligen Koordinaten-
systemen) 319; (ortsgebundener)
305

—~-algebra 300

Vektor-eck 311

—-gleichung 316

—-groBen (vektorielle GroB8en)
302

—-produkt 341

—-raum 352

—-rechnung 300

vel 267

Verbesserung von Niherungs-
werten 223

Vereinigungsmenge 260

Vergleich von Mengen 259

Verhiltnis 93; (gerades) 98;
(umgekehrtes) 100

—-gleichung 94, 202, 247, 250

—-kette 94

Verkniipfungsgesetz (Assoziations-
gesetz) 35

Verkiirzung 461

Verkiirzungsverhiltnis 47, 461, 467,
469, 471

vermehrter Grundwert 106

verminderter Grundwert 106

Verneinung 265

Verschiebung 302

Vertauschungsgesetze (Kommu-
tationsgesetz) 34; (Proportionen)
95

Verteilungsgesetz (Distributions-
gesetz) 35

Verwandeln von Dezimalzahlen in
gemeine Briiche 74, 187

- - gemeinen Briichen in Dezimal-
zahlen 72

Verwandtschaften (geometrische)
385

Verzerrung 461

Verzerrungswinkel 461, 471

Vieleck 366; (regelm#Biges n-Eck)
367, 509

Vielfache 41; (gemeinsame) 44;
(kleinstes gemeinsames Viel-
faches k.g.V.) 44, 67

Viereck 373, 402

—, rdumliches 480

Vietascher Wurzelsatz 214

vollstindige Induktion 168

vollstindiges Quadrat 209

Vollwinkel 355
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Volumen-berechnungen (Kegel-
stumpf) 418; (Kreiskegel) 415;
(Kreiszylinder) 414; (Kugel) 423;
(Kugelabschnitt, -segment) 426;
(Kugelausschnitt, -sektor) 426,
(Kugelschicht) 428; (Prisma) 413;
(Pyramide) 415; (Pyramiden-
stumpf) 417; (Quader) 412;
(Wiirfel) 412

Voraussetzung 271

Vorbereich 523

Vorderglied 94

vorperiodische Dezimalzahlen 73

Vorzahl 80

Vorzeichen 49, 50

wahre Aussage 263

- Gleichheitsaussage 263

- Gré6Be 465, 479, 489

- Ungleichheitsaussage 263

Wabhrheits-funktion 267

—-wert 263

— —-tabelle 267

Wechselwinkel 359

wenn ... so 265

Werte-bereich 523, 528

—-tafel 525

—-vorrat 524

windschief 478

Winkel 354

-, gestreckter 356

-, rechter 356

-, spitzer 356

-, stumpfer 356

-, iberstumpfer 356

- an der Spitze (gleichschenkliges
Dreieck) 369

— zwischen zwei Vektoren 311

—-funktionen (Zusammenhinge
untereinander) 494

—-halbierende 358, 366,371, 400,401

—-maBe 355; (negative) 507

Wiirfel 411, 430

Wourzel 25, 117; (im Bereich der
komplexen Zahlen) 162, 191

—-exponent 25, 117

~-faktor 215

—-gesetze 128

—-gleichung 204, 222

Wourzel-tafel 120
—-wert 25, 117

zihlende Ziffern 76

Zihler 60

Zahlbegriff 29

Zahlen (negative) 49; (nichtnega-
tive) 50; (nichtpositive) 50;
(positive) 49

—-bereiche 28

—-bereichserweiterung 27

—-ebene (Gausssche) 157

--folge 166; (abgeleitete) 169;
(alternierende) 167, 181; (als
Funktion) 530; (arithmetische)
175; (fallende) 167, 175, 181;
(geometrische) 181; (gerade
Zahlen) 178; (konstante) 167,
175, 181; (natirliche Zahlen)
168, 177; (Quadratzahlen) 178;
(unendliche) 167; (unendliche
geometrische) 185; (ungerade
Zahlen) 178; (grafische Addition)
180; (wachsende) 167, 175, 181

—-gerade 49, 61, 120

—-paar, geordnetes 48, 62, 156, 233,
523

—-strahl 38

—-symbole 23, 29

—-vergleiche 93

—-wert (MaBzahl) 96

—-wertgleichung 96

Zahl-wort 29

—-zeichen 23, 29

Zehner-potenzen, abgetrennte 116

—-system 31, 33

Zeichenreihe 268

zeichnerische Auflosung von Glei-
chungen 192, 205, 217, 237, 243

Zeiger (komplexe Zahlen) 163

Zeile (Determinanten) 277

Zentrale 378

Zentral-projektion 460

—-symmetrie 362

Zentriwinkel 378, 379, 381

Zentrum (Kreis) 377

Zerlegen von Summen in Faktoren 88

— — Vektoren 319, 324

— — Zahlen in Primfaktoren 41
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Ziffer 23, 29 Zungenriickschlag 147
Ziffernsysteme 30 Zuordnung 523

Zinsen 107 zusammengehorige Teiler 42
Zinseszinsen 182 zusammengesetzte Zahlen 40
Zinseszinsrechnung 182 Zweiersystem 32

Zins-fuB 107 Zweipunktform der Geraden-
—<rechnung 107 gleichung 439

—-satz 107 Zweitafelverfahren 475

Zunge beim Rechenstab 143 Zylinder 409, 413, 419; (Mantel) 413



